


monoton fallend fiir x = 0
monoton wachsend fir x = 0

%

Die Graphen
sind
Parabeln
durch den
Koordinaten-

ursprung. .

monoton wachsend

Die Graphen verlaufen im
1. und Il. Quadranten,
sind axialsymmetrisch
zur y-Achse, gehen durch
Py(—1;1) und P,(1;1).

Die Graphen verlaufen
im 1. und lll. Quadranten,

’ sind zentralsymmetrisch .
zum Koordinatenursprung,

gehen durch
Pi(—1;—1) und P,(1;1).

monoton wachsend fir x < 0
monoton fallend fir x > 0

Die Graphen
sind Hyperbeln.
Sie gehen nicht
durch den
Koordinaten-

ursprung. .

monoton fallend fiir x < 0
monoton fallend fir x > 0

monoton wachsend

Die Graphen sind

Teile von Parabeln.

Sie verlaufen im |. Quadranten
und gehen beide durch die Punkte
P4(0;0) und Py(1;1).
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A Arbeiten mit Variablen

Gebrauch von Variablen; Termwertberechnungen

Die Menschen begannen erst vor etwa 400 Jahren, eine mathematische Zeichensprache
in gréBerem Umfang zu verwenden. Die Zeichen ,+"“ und ,—" traten erstmals gedruckt
1489 in einem Buch des béhmischen Rechenmeisters Jonann Wiomann auf. Das heute ge-
brauchliche Gleichheitszeichen ,=" empfahl der Englander Rosert Recoroe, der 1558
starb. Eine bedeutende Erleichterung fiir das Rechnen brachte die Nutzung von Buchsta-
ben fiir Variable und die Einfihrung von Klammern durch Frangois Vieta (1540 bis 1603).
Erst im 20. Jahrhundert begann man, verstérkt auch Begriffe und Symbole der Mengen-
lehre zur Beschreibung mathematischer Zusammenhénge zu nutzen.

Georc CanToR (1845—-1918);
Mathematiker in Halle;
Begriinder der Mengenlehre

1  Zur Wiederholung

@1 a) Erliutern Sie die Bedeutung von x € M und y & K!
b) Welche der folgenden Aussagen sind wahr?

2 9
475€Z; 2€Q.; 7eN; 165¢Q; —225¢€R; —-225€2Z; ?EN; feR;

1
méQ; Y2eQ.; 10°eN; 001¢Q.; —3eR; —5€Q; 15¢R
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® 2 Es soll T die Menge aller reellen Zahlen x sein, welche die Eigenschaft besitzen:
x kann durch den Taschenrechner SR 1 angezeigt werden.
Durch diese Angabe ist T eindeutig festgelegt.
a) Untersuchen Sie, fiir welche der folgenden Zahlen z gilt: ze T!

1
4,371; —0,0098; 10000; 25-10% —; —3,8-10% 37,4185389; 42;

3
0,0000001; m

b) Geben Sie Zahlen x€ Tund y € Tso an, daB gilt x+ y& Toder x- ye T! (L)

c) Uberlegen Sie, ob eine irrationale Zahl Element von T sein kann!

Es ist nicht immer méglich, eine Menge durch ,Auflisten” aller ihrer Elemente zu be-
schreiben. Auch die Menge T aller Taschenrechnerzahlen (- Auftrag A 2) kann kaum da-
durch angegeben werden, daR8 man alle ihre Elemente — etwa beginnend mit der gréRten
Zahl 99999 - 10% — hintereinander aufschreibt und in Mengenklammern einschlieRt, ob-
wohl T nur endlich viele Elemente enthalt.

Wir wissen: Mengen kénnen beschrieben werden durch

* Angabe jedes einzelnen Elementes, z. B. M ={1; 2; 3; 4, 6; 8; 12; 24};

* Angabe einer Eigenschaft, welche genau die Objekte besitzen, die Elemente der
Menge sind, z. B., M ist die Menge aller natiirlichen Zahlen x mit der Eigenschaft: x ist
Teiler von 24.

® 3 Die folgenden Mengen sind auf unterschiedliche Weise angegeben. Welche der
Mengen sind gleich?
M =1{2; -4 , M,={-2,-1,0,1,2} , My=2 ,
M={0;2] ; [1:1] ; [0}
M; ist die Menge aller ganzen Zahlen, die Losung von x%< 5 sind,
M; ist die Menge aller rationalen Zahlen, die Lésung von |x + 1| = 3 sind,
_M; ist die Menge aller reellen Zahlen, die Lésung von x2+ 9 =0 sind,
M; ist die Menge aller geordneten Paare natiirlicher Zahlen, welche Lésung von
X+ y=2sind.

Die Menge C aller derjenigen Elemente, die

sowohl zu einer Menge A als auch zu einer

Menge B gehéren, ist durch A und B eindeu-

tig bestimmt:

x € C genau dann, wenn gilt

x€A und xe B (-~ Bild A 1).

Beispiele:

— Die Menge aller Punkte, die sowohl auf der
Geraden, g, als auch auf der Geraden g, lie-
gen, ist die Menge S (-7 Bild A 2).

— Die Menge aller geordneten Paare natiirli-
cher Zahlen, die sowohl die Gleichung
x + y =4 als auch die Gleichung 2x + y =5
erfillen, ist die Menge {(1; 3)}.

— Die Menge aller ganzen Zahlen, die groRer sind als —2 und gleichzeitig kleiner sind
als +5, ist die Menge {—1; 0; 1; 2; 3; 4}.

e 4 Geben Sie die Menge aller derjenigen natiirlichen Zahlen an, die sowohl zur L&-
sungsmenge L; der Ungleichung 2x < 10 als auch zur Lésungsmenge L, der Unglei-
chung x — 1= 2 gehéren!

Bild A1

9, . 9%
Bild A 2
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Wir wissen: Ist jedes Element einer Menge A Bild A3

auch Element einer Menge B, so ist A Teil- g
menge von B(~” Bild A 3). Man schreibt A < B.

e 5 Nutzen Sie die folgenden Mengen, um fiinf Beispiele anzugeben, bei denen eine
Menge Teilmenge einer anderen ist: A ={1; 2; 3; 4; 5}; die Menge B aller natiirli-
chen geraden Zahlen; die Menge N aller natiirlichen Zahlen; die Menge C aller
durch 4 teilbaren natiirlichen Zahlen; die Menge D aller natiirlichen Zahlen, die
kleiner als 100 sind!

Die Menge U aller ungeraden Zahlen kann mit Hilfe des Terms 2n + 1 beschrieben wer-
den. Dabei ist die Variable n ein Zeichen, welches fiir ein beliebiges Element von N, dem
Variablengrundbereich des Terms 2n + 1, steht.

Terme bestehen aus Zeichen, dazu gehéren u. a.:

Zeichen fur Zahlen, z. B. 2; 4; 3,71; 6,6; m; ;,

Zeichen fur Operatlonen ¥y = tH
Vorzeichen: +;

Variable, z. B. a; b C X V. z t; A B fy; g Ry

Klammern, z. B. ( );

Terme entstehen durch Hlnterelnanderschrelben solcher Zeichen. Natiirlich ist nicht jede so entste-

hende Zeichenreihe ein Term, z. B. ist sicher weder —)) a noch ++7 ein Term."

Jede Variable ist ein Term und jedes Zahlzeichen ist ein Term. Weitere Terme erhalt man
z. B., wenn man zwischen zwei Terme ein Operationszeichen oder vor einen Term ein
Vorzeichen setzt, Terme in Betragsstriche einschlieBt (z. B. [2x + 1|) oder unter ein Wur-
zelzeichen schreibt. Bei Anwendungen treten auch Terme auf, die GroRen enthalten.

® 6 Nutzen Sie die Terme a; x;; 17,5; (—m) und y + 5, um nach der angegebenen Vor-
schrift weitere Terme zu bilden! Achten Sie auf sinnvolles Setzen von Klam-
mern! (L)

Fiir jede Variable, die in einem Term auftritt, wird ein Variablengrundbereich festgelegt.
Er ist i. allg. eine Menge von Zahlen oder auch eine Menge von GréRen.

e 7 Die Menge der gebrochenen Zahlen ist eine Teilmenge der rationalen Zahlen:
Q. cQ. Geben Sie mindestens sechs weitere Teilmengenbeziehungen zwischen
Zahlenbereichen an! Nennen Sie dabei jeweils eine Zahl, die im umfassenderen
Bereich, nicht aber im Teilbereich liegt!

e 8 Rist der umfassendste Zahlenbereich, der von lhnen als Grundbereich fiir Variable
in einem Term gewéhlt werden kann. Geben Sie fiir jede der in den folgenden Ter-
men auftretenden Variablen die Menge derjenigen reellen Zahlen an, die nicht
zum jeweiligen Variablengrundbereich gehéren kénnen! Begriinden Sie Ihre Auf-

fassung!
" Auch wenn man Wérter der deutschen Sprache durch Hintereinander von — den Zeichen
unseres Alphabets — , erhélt man Woérter der d hen Sprache, z. B. ,heiter” oder

Justig”, oder Ausdriicke, die fiir uns keine Bedeutung haben, z. B. ,etoli” oder ,prrst”.
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1 . 2 1 . — 1
5+t 1—a+1+a T C x-5
Setzt man fiir jede Variable eines Terms ein Element des Grundbereiches ein, so kann
der zugehdrige Wert des Terms berechnet werden.

1
® 9 Setzen Sie in jedem der Terme n% P %; n® fur die Variable n die reellen Zah-

len 2; %; 0,1; =1 bzw. —4 ein, und berechnen Sie im Kopf die zugehérigen Term-
werte!

® 10 Geben Sie zu jedem der folgenden Terme fiir die Variablen a, b bzw. ¢ reelle Zah- \
len so an, daB der Wert des Terms gleich 0 wird! Suchen sie nach verschiedenen
Méglichkeiten!

1
n-b-17-c% (a—b)-1000; (a+b+c)-m; la| +|b| =1
Aufgaben
1. Vervollstindigen Sie die folgende Tabelle, indem Sie ein Kreuz genau dann eintra-

gen, wenn die jeweilige Zahl Element des entsprechenden Zahlenbereiches ist!

2. Welche der Zahlen 336; 476; 588; 806; 980 ist Element der Menge aller durch 28
teilbaren natiirlichen Zahlen? Nutzen Sie die Konstantenautomatik des Taschen-
rechners! (Der SR 1 speichert den Befehl: ,Durch 28 dividieren!”)
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10.*

1%

Entscheiden Sie, ob die richtige Symbolik gewahlt wurde!
a) {3)c{3;4;5] b) {4 €{3; 45} c) {6} ¢ {3; 4; 5}
d) {5} ={3; 4; 5} e) {3; 5} c {3; 4; 5} f) {2m} = {4m; 6m; 8m}

Beschreiben Sie die Lésungsmengen der folgenden Ungleichungen durch Angabe
ihrer Elemente! (L)
a) 4x<10 (xeN) b) x+1<5 (xeN) c)|2x—1<4 (xe2)

Beschreiben Sie die folgenden Mengen durch Angabe einer-charakteristischen Ei-
genschaft!
a) M,={0;3;6;9; 12; ...} b) M, = {1; 6; 11; 16; 21; 26; ...}
c) My=1{0;1;4,9,16;25; ...}  d) M, {1, 73S 6,“.} (L
Die Menge C besteht aus genau den Elementen, die in A und B liegen. Beschreiben
Sie C durch Angabe ihrer Elemente!
a) A={0; 3;6; 9; 12; 15} B={0; 2; 4; 6; 8; 10}
b) A ist die Menge aller durch 5 teil- B ist die Menge aller gebrochenen Zah-
baren natirlichen Zahlen. len, welche die Ungleichung 0 < z <30
erfillen.
c) Aist die Menge aller reellen Zah- B ist die Losungsmenge der Gléichung
len, welche die Gleichung (y=9) (y+9=0 (y e R).
—81=0 erfiillen.

Beantworten Sie folgende Fragen! Begriinden sie lhre Auffassung!
a) Gibt es eine reelle Zahl a, so daR gleichzeitig a >0 und %< 0 gilt?

b) Welcher der folgenden Terme kann einen negativen Wert annehmen, wenn der
Variablengrundbereich von a die Menge R ist? (L)
—a; —a? (—a)%; 10000 + a; a*+1

¢) Der Variablengrundbereich fiir aund b sei R. Kann die Summe a + b kleiner als
die Differenz a — b werden?

Setzen Sie fiir a und b reelle Zahlen so ein, daR das Produkt 3(a — 5) - 2ab

a) den Wert 0, b) den Wert 3, c) den Wert -5, d) den Wert 150

annimmt!

Fiir welche reellen Zahlen ist der folgende Term nicht definiert?
3x—4 18 1 1 18

4-6x )_+6 7 9o m g9

Welche rationale Zahl muR man fiir die Variable in dem folgenden Term einsetzen,
damit dessen Wert méglichst klein wird?

2
a) d-xP  b)B+yP o (1lv-172  d) (U“1)
Welche der folgenden Aussagen sind wahr? (L)
a) Es gibt mindestens eine natiirliche Zahl x mit 7 < x <9.
b) Es gibt mindestens eine rationale Zahl y mit 7 <y <9.
c) Es gibt mindestens eine natiirliche Zahl z mit 2z + 1=0.
d) Es gibt mindestens drei natiirliche Zahlen n mit n? < 4n.
e) Es gibt genau eine Primzahl p mit 82 < p < 90.
f) Es gibt héchstens eine rationale Zahl x mit x - 0=17.

g) Es gibt genau ein Rechteck mit dem Flacheninhalt von 12 cm?2.
h) Es gibt genau ein Quadrat mit dem Umfang von 12 cm.

a)
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2 Struktur von Termen

Terme konnen die Struktur einer Summe, einer Differenz, eines Produktes, eines Quo
tienten bzw. einer Potenz haben.

® 11 (2a—b)+ d® ist eine Summe. Geben Sie die Struktur der Terme 2a — b+ d?,
(2a—b+d), 2 (a—b+d* und 2a— (b + d)* an! Uberlegen Sie sich bei jedem
Term, welche Rechenoperation zuletzt ausgefiihrt werden muR! (L)

@ 12 Geben Sie je ein Beispiel an fir
eine Summe, bei der ein Summand ein Produkt ist;
ein Produkt, bei dem ein Faktor eine Summe ist;
eine Differenz, bei welcher der Minuend ein Quotient ist;
einen Quotienten, bei dem der Dividend eine Differenz ist;
eine Potenz, deren Basis eine Summe ist;
eine Potenz, deren Exponent ein Produkt ist;
eine Summe, deren beide Summanden Differenzen sind!

Jede Differenz kann als Summe geschrieben werden: Fiir alle reellen Zahlen a und b gilt
a—b=a+(—b). Man kann deshalb auch Differenzen als Summen auffassen.
Jeder Quotient kann als Produkt geschrieben werden: Fiir alle reellen Zahlen a und b mit

b+0gita:b=a- % Man kann deshalb auch Quotienten als Produkte auffassen.

Addieren und Subtrahieren bezeichnet man als Rechenoperationen erster Stufe.
Multiplizieren und Dividieren bezeichnet man als Rechenoperationen zweiter Stufe.
Potenzieren und Wurzelziehen bezeichnet man als Rechenoperationen dritter Stufe,

Wir wissen: Treten in einem Term keine Klammern und nur Rechenoperationen erster
Stufe oder nur Rechenoperationen zweiter Stufe auf, so rechnet man einfach ,von links
nach rechts”. Taschenrechner sind so konstruiert, daB bei solchen Aufgaben wie
5—3+1 oder 24: 4 - 3 keine Fehler auftreten, wenn Sie Zahlzeichen und Operationszei-
chen in der gegebenen Reihenfolge eingeben und die Rechnung durch Driicken der Ta-
ste = abschlieBen.

Wir wissen auBerdem: Durch das Setzen von Klammern kennzeichnet man, welche Ope-
rationen zuerst ausgefiihrt werden sollen. Beim Arbeiten mit dem Taschenrechner SR 1
ist es zweckmaBig, zuerst die in Klammern stehenden Terme zu berechnen; z. B. kann
man zur Berechnung von 5 — (3 + 1) bzw. 24 : (4 - 3) den Ablaufplan

3@1E3 5] bzw. 4 ()3 E () 24 ()

benutzen.”

Nutzt man statt des Divisionszeichens ,: einen Bruchstrich, so kann man haufig auf das
Setzen von Klammern verzichten:

4 =
B9 Woviilutv)=_—r

4:(5-9) = (@:b):(c:d)=

Q.|0|U~|n:

I Manche Taschenrechner besitzen Tasten, mit deren Hilfe man Klammern setzen kann. Dann ist es méglich, zur
Berechnung der Termwerte z. B. von 5 — (3 + 1) oder 24 : (4 - 3) Zahlzeichen, Operationszeichen und Klammern
in der i i
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® 13 Stellen Sie Ablaufpldne zur Ermittlung der Werte folgender Terme auf! Berechnen
Sie danach die Werte mit dem Taschenrechner SR 1! Uberpriifen Sie die erhalte-
nen Ergebnisse ,im Kopf”!
a) 5+15-3+8 und 5+15—(3+38)
b) 16— (3+8 -5 und 16— (3+8-05)
c) 2:72:8 und 72:(2-8)
d) —21?3 und ———122 3 und 172 -3
Eine Operation hoherer Stufe hat beim Rechnen stets den Vorrang vor einer Operation
niederer Stufe:
Multiplizieren bzw. Dividieren geht vor Addieren bzw. Subtrahieren;
Potenzieren bzw. Wurzelziehen geht vor Multiplizieren bzw. Dividieren;
Potenzieren bzw. Wurzelziehen geht vor Addieren bzw. Subtrahieren.

M 1 Es soll der Wert des Terms 9% — \/’1€= 4+ 2°- 3 berechnet werden.

Wir uberlegen und rechnen:
erstpotenzieren und dannmultiplizieren und di- | dannaddieren und sub-
ziehen der Wurzel, vidieren, trahieren.

92— 16:4+2%-3=81-4:4+8-3=81—-1+24=104

Der Schulrechner SR 1 beriicksichtigt den Vorrang der Rechenoperationen héherer Stu-
fen; er besitzt eine Vorrangautomatik. Treten in einem Term keine Klammern und keine
Briiche auf, so kann mit dem SR 1 ,von links nach rechts” gerechnet werden.

@ 14 Berechnen Sie den Wert des im Beispiel A 1 angegebenen Terms mit Hilfe Ihres
Taschenrechners!

Wenn Sie einen Rechner benutzen, der keine Vorrangautomatik besitzt, so miissen Sie zunédchst alle
Rechenoperationen dritter bzw. zweiter Stufe ausfiihren, die Ergebnisse notieren (oder in den Spei-
cher des Rechners eingeben) und dann die Rechenoperationen zweiter bzw. erster Stufe ausfiihren.
Oft ist es jedoch niitzlich, zundchst nach Rechenvorteilen zu suchen. So wird man z. B. bei der Be-
rechnung von 3,74 + 2,91 - 5,86 das Kommutativgesetz der Addition nutzen und nach folgendem Ab-
laufplan arbeiten: 2,91 () 5,86 (313,74 ()

Die Reihenfolge beim Lésen einer Aufgabe mit dem Taschenrechner (und damit der Ab-
laufplan) hangt ab von

— der Struktur des Terms,

‘'~ dem Typ des Rechners,

— der Méglichkeit, Rechenvorteile nutzen zu kénnen.

Aufgaben
Hinweis: Alle auftretenden Nenner sollen verschieden von Null sein.

1. Geben Sie die Struktur jedes der folgenden Terme an!

a) at+(b-c) b) (a+ ba) - b c) (a — ba)+ b?
d) (a+b)-(a—b) e)(x+y)-z+(z+y):u f) (a—b5): (cd)
g) (@a—b):(e-d) hyu—ys+t i) (a—(b+c)?

2. Setzen Sie, falls moglich, in den Termen 5x+y—-z:2, x-y—7:z und
u:v+s-t—4Klammern so, daB der jeweilige Term die Struktur a) eines Produk-
tes, b) eines Quotienten, c) einer Summe, d) einer Differenz erhélt!
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Geben Sie die folgenden Quotienten in Bruchdarstellung an!
a) (a—b):c b) (a:b):c c)a:(b+6) d)(a+b)i(c—d)
e) (a-b)ic  f)1:(ab) 9 (2:a):y5  h)(m:n):(r:s)

Schreiben Sie die in Bruchdarstellung gegebenen Terme unter Nutzung des Zei-
chens ,:“ als Quotienten!

1 1
1+—
1 2a-b Xy a a-b
av5 Y- Yw 93 &
a+b

Gegeben sind die Terme a - b und ¢ — d. Bilden Sie mit ihrer Hilfe
a) eine Summe, b) eine Differenz, c) ein Produkt, d) einen Quotienten!
Achten Sie auf das Setzen notwendiger Klammern!

a)

Berechnen Sie die Werte der folgenden Terme sowohl mit als auch ohne Nutzung
Ihres Taschenrechners!

) F+215-Y8:15 b t0- {64
€) 6-4-42-3+2:4 d)g+5—1-0,7

Geben Sie zu jedem der folgenden Ablaufplane zur Berechnung von Termwerten
mit dem SR 1 den zugehdrigen Term an! Berechnen Sie die Termwerte mit dem Ta-
schenrechner! Uberschlagen Sie die Ergebnisse!

a) 7HOH7E b) 4 (x)7,2(¥) 2,8 (x)1.8(=)
¢)29#H73EN0 d) 2,93 730ME

e) 254603 19E f) 25346 B 1,93
+yb

Zur Berechnung von Werten des Terms = mit dem Schulrechner SR 1 wer-

den folgende Ablaufpléne angeboten:

a@HbVME c®dE):; a@MbEH cHdE;
a@bVMEHNcHdE; a@bVEE c®dE).
Suchen Sie den zu dem Term gehérenden Plan heraus! Begriinden Sie!

Ordnen Sie jedem der folgenden Terme den zugehérigen Ablaufplan fiir den Ta-
schenrechner SR 1 zu!

. ab a b, . . atb
(a+b) a+b%; —— o+ Javb; ya+ib; —F

aE@bEHbHaE: a@bEV ; a@HE bWE ;
a#BHbEE; a@WbEE ; a@MbEH® aE®bE;
a(#b EM a D bEHEMmME

Untersuchen Sie, ob fir beliebige natiirliche Zahlen a, b, c, d gilt:

a) (a- b)?=a?- b? und (a+b)P2=a2+b%
b) a-b=b-a und ab=b?;
at+c a a-c _a
c) b+c~?(b¢0,b*—c) und b~c_F(b*0’c¢0)!
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3 Termwertberechnungen mit Hilfe des
Taschenrechners

Beim Rechnen mit dem Schulrechner SR 1 lernten Sie bisher die folgenden Tasten ken-
nen:

Tasten zum Eingeben von Zahlen: Durch Driicken der Zifferntasten 0,1,2, 3,
.., 9 und der Kommataste , koénnen wir eine Zahl mit maximal 8 Ziffern eingeben.
Durch Driicken der Taste r wird ein Ndherungswert der irrationalen Zahl  mit 7 Stel-
len nach dem Komma angezeigt.

Funktionstasten: Die Tasten x?, " , 1/x , */_ bezeichnet man als Funktions-

tasten.” Nach dem Eingeben einer Zahl a gibt das Driicken einer Funktionstaste dem

Rechner

1. die Information, daB die Zahl a vollstindig eingegeben wurde,

2. die Anweisung, dieser Zahl ihren Funktionswert bez. der jeweiligen Funktion zuzuord-
nen.

Die Taste = braucht dabei nicht gedriickt zu werden.

@ 15 Ordnen Sie jeder der Zahlen 19; 0,3; 1011; 0; —1; —0,16 einen Funktionswert zu,
indem Sie nach dem Eingeben der Zahl die Taste x? driicken!
Fuhren Sie den gleichen Auftrag auch beziiglich der Tasten */_ ; 1/x und
,/' aus! Begriinden Sie den vorliegenden Sachverhalt, falls der Rechner ,E” an-
zeigt!

Operationstasten: +, —, x, + sind Operationstasten. Mit ihrer Hilfe wird, zusam-
men mit der Taste = , einem geordneten Paar (a; b) von Zahlen eindeutig eine Zahl ¢
zugeordnet. Nach Eingeben einer Zahl a gibt das Driicken einer Operationstaste dem
Rechner

1. die Information, daR a vollstdndig eingetastet wurde,

2. die Anweisung, die Zahl a mit einer noch einzugebenden Zahl b zu ,verkniipfen”.
Ist das Eingeben der Ziffernfolge fiir b beendet, teilt das Driicken der Taste = dem
Rechner mit, daR die vorgesehene Operation auszufiihren ist.?

Die Taste y* ist ebenfalls eine Operationstaste, die Sie bereits bei der Berechnung von
dritten Potenzen und dritten Wurzeln genutzt haben.

e 16 Erlautern Sie die Bedeutung der folgenden Tasten anhand selbstgewdhlter Bei-
spiele!
CE-C ; x—>M ; M+ ; MR
Wir wiederholen, was Sie tiber die Anwendung des Taschenrechners gelernt haben.
@ 17 a) Fur die Berechnung der Summe (— 1,79) + ( + 3,45) mit dem SR 1 benutzt Schii-
ler A den Ablaufplan

3,45 (=)1,79 (=)
und Schiiler B den Ablaufplan

179
m\ Sie in den SR 1 nur eine Zahl eingegeben haben, wirkt auch die Taste % als Funktionstaste. Sie gibt
dem Rechner den Befehl: Ermittle den hundertsten Teil der eingegebenen Zahl! — Auch die Tasten
In lg , sin , cos und tan sind Funktionstasten; ihre Bedeutung lernen Sie noch kennen.

o Die gleiche Information erhélt der Rechner, wenn eine weitere Operationstaste gedriickt wird.
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b) Fiir die Berechnung des Produktes ( + 2,43) - (—5,78) mit dem SR 1 benutzt der
Schiiler A den Ablaufplan
2,43 (x] 5,78 (4 (=)
und der Schiiler B den Ablaufplan
2,43 (x]5,78 (=)0 .
Fiihren Sie die Rechnungen aus, und vergleichen Sie die Ergebnisse! Erlautern Sie
die Vorgehensweisen der Schiiler A und B!
Bei der Berechnung von Werten solcher Terme wiea+b-c;a—b:c;a+b% c—+d
erspart Ihnen die Vorrangautomatik des Schulrechners SR 1, die vorgegebene Reihen-
folge bei der Ausfiihrung der Operationen abéndern zu missen.

@ 18 Berechnen Sie die Werte der in der Tabelle enthaltenen vier Terme, indem Sie fiir
a, b und cdie jeweils angegebenen Zahlen einsetzen! Kontrollieren Sie durch
Uberschlag! (L)

afb-c;"‘;’» .n-:ﬁ!‘tc l+fb--¢e

Bei manchen Termen muB man die Reihenfolge der Ausfiihrung von Operationen auch
bei der Berechnung von Termwerten mit dem SR 1 selbst bestimmen.

® 19 Zu berechnen ist 2,79 - (6,34 — 2,91).
Es konnen zwei verschiedene Losungswege gewahlt werden:
1. Der Term wird umgeformt in (6,34 — 2,91) - 2,79.
Ablaufplan:
6,34 (=291 =[x 279 =)
2. Der Term wird umgeformt in 2,79 - 6,34 — 2,79 - 2,91.
Ablaufplan:
2,79 (x] 6,34 (=) 2,79 (x] 2,91 (=)
Fiihren Sie die Rechnungen aus! Vergleichen Sie den Rechenaufwand!
Bei der Berechnung von Termwerten solcher Terme wie a- (b + ¢); %; alb+c)
a-b
c-d
nung durch Driicken der Taste = abzuschlieBen.
® 20 Stellen Sie Ablaufpléne fiir die Berechnung von
75+3,3 2,7+ —3;5)
o G142 Ud - BgE-33
auf, und berechnen Sie die Termwerte! Kontrollieren Sie die Ergebnisse durch
Uberschlag!
® 21 Gerold 16st im Kopf: (4 + 3) - (2+ 8) =70.
Er Gberpriift mit dem Taschenrechner:
4¥3xJ2 8= 18]
Da sich die Ergebnisse unterscheiden, wéhlt er noch einen anderen Ablaufplan:

433 EM 28 E)[22]

mit dem SR 1 ist es zweckmaBig, zuerst die Summe einzugeben und diese Rech-
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Welches Ergebnis ist richtig? Wie wiirden Sie den Wert des Terms mit dem Ta-
schenrechner ermitteln?
a+
Will man Werte der Terme (a + b) - (¢ + d) oder e +Z oder (a+ b)2++c+d berech-
nen, missen Zwischenergebnisse festgehalten werden. Sie wissen, daB dies ein Ta-
schenrechner mit einem Speicher, wie der SR 1 ihn besitzt, kann. Diese Rechner erspa-
ren lhnen das Notieren von Zwischenergebnissen.

® 22 a) Mit welcher Taste des Schulrechners SR 1 kann man eine Zahl in den Speicher
eingeben?
b) Welche Taste miissen Sie driicken, um die gespeicherte Zahl zuriickzurufen?
c) Was geschieht mit dem Speicherinhalt, wenn die gespeicherte Zahl zuriickgeru-
fen wird?
d) Wie kann der Speicherinhalt geléscht werden?

1,72+ 3,11
2,08 -2,99
werden:
2,08 (=) 2,99 (E)iM 1,72 (3] 3,11 EEM(Z) [-5.3076923]
Oberschisg: MT2+3M 5 _
erscniag: 308-2,99 = —1
® 23 a) Stellen Sie je einen Ablaufplan fiir die Berechnung von Werten der Terme
Z:Z und (a + b)2— yc + d auf!
b) Priifen Sie lhre Ablaufpléne, indem Sie solche Zahlen fiir die Variablen a, b, ¢
bzw. d einsetzen, die die Berechnung der Termwerte auch ,im Kopf“ ermégli-

W2 Es soll berechnet und das Ergebnis durch Uberschlag kontrolliert

chen!
Aufgaben
. Berechnen Sie mit Ihrem Taschenrechner! Kontrollieren Sie Ihr Ergebnis durch

Uberschlag! (L)
a) 43+7,3-51-7,6:39 b) 0,73 + 2,22 - /26,1
c) (41+3832+24:1,25+2,7(—-3,5)

2. Fiillen Sie die Tabelle aus! Rechnen Sie spaltenweise! Nutzen Sie die Konstanten-
automatik Ihres Taschenrechners!

3 Nutzen Sie bei der Berechnung nach Méglichkeit den Speicher Ihres Rechners!
Kontrollieren Sie lhre Ergebnisse durch Uberschlag!

a) (26,9 — 17,32 + (21,4 + 3,9 b) 598 — 189 — /320 + 82 c) %
d) (3,41+7,42-2,01) - (4,51 —6,21—1,18)
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Berechnen Sie die Werte der folgenden Terme mit dem SR 1 fiir

ae {0,1; 22,756; %; - 10000; 0,000001}:

a) 345,5 + a b) 3455 — a c) 3455 - a d) 3455 : a e) a?
Entscheiden Sie in jedem Fall, ob Ihr Taschenrechner ein genaues Ergebnis oder
nur einen Ndherungswert liefert!

Berechnen Sie die folgenden Terme mit dem Taschenrechner SR 1! Nutzen Sie ge-

gebenenfalls auch die Taste M+ ! Kontrollieren Sie lhr Ergebnis durch Uber-
schlag!

a) (17,9- 13,77+ 144 —118  b) %
2
o) (4,347,872 + 2046 — (%)

2,73 +6,789 + 3,15 - 6,789
6,789
ohne Nutzung des Speichers auf!
b) Stellen Sie einen Ablaufplan auf, in dem die mehrfach auftretende Konstante
6,789 gespeichert und zuriickgerufen wird, wenn sie in der Rechnung benétigt
wird! Vergleichen Sie die Ablaufpldne hinsichtlich méglicher Fehlerquellen!

a) Berechnen Sie ! Stellen Sie einen Ablaufplan

a) Fur reelle Zahlen x mit kleinem absoluten Betrag kann (1+ x)* angenshert
werden durch den Term 1+ 3x. Ergénzen Sie die folgende Tabelle! Nutzen
Sie lhren Taschenrechner! Zur Berechnung der Differenz in der letzten Spalte
ist es zweckméBig, den Wert des Terms (1+ x)® ' im Speicher aufzubewah-
ren. Begriinden Sie, warum in der letzten Spalte die Zahlen immer kleiner wer-
den!

0,031

X
. 2
hert werden. Uberpriifen Sie dies anhand einer Tabelle wie in Aufgabe 7a)!
Bestimmen Sie im Kopf einen N&herungswert von /1,088 | Ermitteln Sie /1,088
mit dem SR 1!

Geben Sie Ablaufpléne zur Berechnung der Terme

1+%; 1+ 11; 1+ 11 r A+ 11 an!
2+ 2+ 7 24-71
24— 24—
2 2+l
2

Berechnen Sie diese Terme! Vergleichen Sie lhre Ergebnisse mit ﬁ!

b) Der Term 41+ x kann fiir x mit kleinem absoluten Betrag durch 1+ - angené-
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Der Flacheninhalt A eines Dreiecks mit den Seitenléngen a, b und ¢ kann durch

A=1ys(s—a)(s—b)(s— c) berechnet werden, wobei s = % gilt.

a) Berechnen Sie mit Hilfe Ihres Taschenrechners den Flicheninhalt des Dreiecks
mita=3,7cm, b=4,8cmund c =29 cm!

b) Stellen Sie einen Ablaufplan zur Ermittlung von Werten des Terms
ys(s—a)(s—b)(s—c) aufl Nutzen Sie den Speicher des Taschenrechners
SR 1! Gehen Sie dabei davon aus, daB lhnen die Werte fiir a; b; c und s zur Ver-
figung stehen! (L)

Der Abstand d zweier Punkte P, (x;; y;) und P, (xy; y5) in einer Ebene kann mit Hilfe

der Formel d = y/(x; — x5)* + (y; — y2)* berechnet werden.

a) Die drei Eckpunkte eines Dreiecks sind A(1,9;2,7), B(-2,3;24) und
C(-0,5; —1,1). Berechnen Sie mit lhrem Taschenrechner die Seitenléngen des
Dreiecks ABC! (L)

b) Welche Bedingungen miissen die Koordinaten der Punkte P, und P, erfiillen, da-
mit der Abstand d = 0 wird?

c) Begriinden Sie, warum d = 0 gilt, unabhéngig davon, welche Werte die Koordi-
naten x;; X,; y; und y, annehmen!

d) Stellen Sie einen Ablaufplan fiir die Berechnung des Abstands zweier Punkte
auf!

Im Raum missen jedem Punkt drei Koordinaten zugeordnet werden (7 Bild A 4).
Der Abstand d eines Punktes P (xi; yi; ;) vom Koordinatenursprung kann mit Hilfe

der Formel d = yx,2 + y,2 + z,2 berechnet werden. z

Bild A 4

a) Stellen Sie einen Ablaufplan fiir die Berechnung des Abstands des Punktes
Py (x1; yii z:) vom Koordinatenursprung mit dem SR 1 auf!

b) Berechnen Sie den Abstand der Punkte P, (3; 3; 4); P, (5,9; 7,1; 3,8); P, (0; 0; 4);
Py (=3; 7; 5) und P; (—1,3; 7,9; —5,4) vom Koordinatenursprung auf zwei Stellen
nach dem Komma genau!

c) Leiten Sie die Formel d = yx,2 + y, + z,? her!

a) Geben Sie an, bei welchen Termen die Berechnung mit dem SR 1 nur einen N&-
herungswert liefert!
67851 - 345; 2:7; 3% 189457 - 889; 2-42;
il 5 . 1020 — 3. 25. _1. . —1_
2+1, 9 10%2—3; 2%; 3+3, 20000
b) Berechnen Sie (6:7) - 7—-6 mit und ohne Taschenrechner SR 1! Erliutern Sie,
warum die Ergebnisse voneinander abweichen!

2 000905-1
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4 Algorithmen

Zu gegebenen aund b (a; b € R; a # — b) sollen Werte des Terms :J; berechnet wer-
den. Wir kénnten knapp formulieren: Dividiere das Produkt durch die Summe!

Diese Anweisung ist ungenau und 148t Fragen offen: Welches Produkt? Welche Summe?
Welche Zahl ist der gesuchte Termwert?

Wir wollen versuchen, ein Verfahren zur Ermittlung solcher Termwerte unmiRverstind-
lich zu beschreiben.

Erste Maglichkeit:

1. Lies die Zahl fiir a und die Zahl fir b! — Bild A5
2. Berechne das Produkt p=a - b! SO
3. Berechne die Summe s =a + b! o
4. Berechne den Quotienten q = p ! ‘
Berechne
5. Notiere q als Termwert! p=a-b
Ubersichtlicher wird das Verfahren 7
durch das Diagramm
im Bild A 5 beschrieben. Berechne
® 24 Ermitteln Sie nach diesem Verfahren SR
den Termwert von ‘
+Z fiir a=2und b = —3 im Kopf! Berechne
g=1
Zweite Moglichkeit: 1
1. Lies die Zahl fiir a und die Zahl fiir b! Ausqabe:
2. Berechne die Summe s=a+ b! 95 ’

S
3. Berechne den Quotienten q = ;!

4. Berechne den Quotienten t=%!

5. Bilde den reziproken Wert r von t!
6. Notiere r als Termwert!

Will man Werte von :;Z mit dem Schulrechner SR 1 ermitteln, so kann dieses Verfah-
ren auch durch einen Ablaufplan beschrieben werden:
a@bEHa®=mbE

Driickt man der Reihe nach die durch den Ablaufplan festgelegten Tasten, so steht nach
dem Driicken der letzten Taste in der Anzeige der gesuchte Termwert.

Wendet man dieses Verfahren an, so muB bei der Wahl von Eingabewerten zusétzlich
a+0und b+ 0 vorausgesetzt werden. '

® 25 Ermitteln Sie nach diesem Verfahren den Wert des Terms

b
a+bfura—4undb—15|

Jedes der oben angegebenen Verfahren nennt man einen Algorithmus.
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Ein Algorithmus besitzt folgende Merkmale:

(1) Er besteht aus (endlich vielen) Schritten. Jeder dieser Schritte enthilt eine unmiRverstandli-
che Anweisung.

(2) Es gibt einen eindeutig bestimmten Schritt, der als erster auszufiihren ist. Nach jedem
Schritt steht fest, ob der Algorithmus beendet ist bzw. welcher Schritt als néchster auszufiih-
ren ist.

(3)  Er ist fir beliebige Werte eines Grundbereiches ausfiihrbar.

Man erkennt:

— Durch einen Algorithmus werden vorgegebenen Eingabedaten eindeutig bestimmte
Ausgabedaten zugeordnet.

— Zu einer Aufgabenstellung kénnen oft voneinander verschiedene Algorithmen gefun-
den werden.

a-b
Es wurden z. B. zur Ermittlung von Werten des Terms 2% b zwei Maglichkeiten an-

gegeben; eine dritte wird in Aufg. 3 (7 S. 21) genutzt.
— Algorithmen kénnen auf unterschiedliche Weise dargestellt werden, z. B. durch eine
Folge von Befehlssatzen, ein Diagramm, einen Ablaufplan.

Die Darstellung eines Algorithmus muB den Fihigkeiten desjenigen angepaRt werden, der ihn aus-
fiihren soll. Ein Taschenrechner kann einen Algorithmus nur ausfiihren, wenn er in Form einer ent-

sprechenden Tastenfolge eingegeben wird. Soll die Ausfiihrung eines Algorithmus einem Computer
ibertragen werden, so muR der Algorithmus in einer dem Computer verstindlichen Sprache be-
schrieben sein. Dafiir gibt es spezielle Programmiersprachen. Es kann deshalb die Funktion von Re-
chenanlagen und die Arbeit von Robotern an einer TaktstraRe durch einen Algorithmus gesteuert
werden.

Sie haben im Mathematikunterricht schon héufig Algorithmen kennengelernt, z. B.:
— das Verfahren zur schriftlichen Addition mehrstelliger natiirlicher Zahlen,

— das Verfahren zur Division zweier gebrochener Zahlen in Bruchschreibweise,

— das Verfahren zur Konstruktion des Mittelpunktes einer Strecke,

— die Vorgehensweise beim Losen einer Gleichung ax = b (a * 0),

— die Vorgehensweise beim Abarbeiten eines Ablaufplanes zur Termwertberechnung.

Auch im téglichen Leben begegnen Ihnen mitunter Algorithmen. Denken Sie an Anleitun-
gen, die in Form einer Schrittfolge gegeben sind, z. B.

— zum Fihren eines Ferngespréches in einer Telefonzelle im Selbstwahlverkehr,

— zum Erwerb einer Fahrkarte mit Hilfe eines Automaten,

— bei der ersten Benutzung einer Maschine nach einer Bedienungsanleitung,

— beim Zusammensetzen eines Schrankes nach einer Montageanleitung,

- beim Uberqueren einer durch eine Ampelanlage geregelten Kreuzung,

— beim Kochen eines bestimmten Gerichtes nach einem Rezept.

Um mit Hilfe eines Algorithmus den Rest zu bestimmen, den a bei Division durch b laRt
(a; b € N; b * 0), wihlen wir einen Algorithmus mit elementaren Schritten, der auch von
einem sehr einfachen Computer ausgefiihrt werden kénnte:
1. Lies die Zahl a und die Zahl b!
2. Vergleiche a mit b!

Wenn a < b, so nimm a als L6sung und beende das Verfahren!

Wenn a z b, so bilde die Differenz a— b!
3. Vergleiche diese Differenz mit b!

Wenn die Differenz kleiner als b ist, so nimm sie als Lésung!

2%
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Wenn die Differenz gréBer oder gleich b ist, so subtrahiere von ihr die Zahl b! Du er-

héltst eine neue Differenz.

4. Fiihre den Schritt 3 so oft aus, bis die Differenz kleiner als b ist! Beende dann die Be-

rechnung!

Wir stellen den angegebenen Algo-
rithmus durch ein Diagramm dar
(~ Bild A 6).

® 26 Nutzen Sie sowohl den in Worten
angegebenen Algorithmus als
auch das Diagramm (7 Bild A 6),
um den Rest bei der Division von
9 durch 4, 29 durch 6; 147 durch
42; 66 durch 71 zu bestimmen!

Bei dem oben angegebenen Algorith-

mus fallt auf:

— Mitunter wird eine bedingte Anwei-
sung gegeben. Die weitere Schritt-
folge héngt davon ab, ob eine gege-
bene Bedingung erfiillt ist oder nicht
(~ 2. und 3. Schritt). Im Diagramm
erkennt man deutlich, da nach ei-
ner bedingten Anweisung im Algo-
rithmus eine Verzweigung auftritt.

Eingabe:
aundb

Bild A6

Ausgabe:

a

Berechne
d=a—b

V~—

d<b?

Ermittle ein d, in-

dem du vom bisherigen d

[

die Zahl b subtrahierst !

Ausgabe:
d

— Es kann vorkommen, daB Anweisungen mehrfach ausgefihrt werden missen. Im Al-
gorithmus tritt dann eine Schleife auf. Eine Schleife wird verlassen entweder nach ei-
ner festgelegten Anzahlvon Durchldufen oder nach Erfiillung einer vorgegebenen Be-

dingung.

Vor allem durch die Méglichkeit der Einarbeitung von Schleifen in Algorithmen kénnen
moderne Rechenanlagen effektiv genutzt werden.

Aufgaben
1 Durch das Diagramm im Bild

A 7 wird ein Algorithmus

zur Ermittlung von Werten

eines Terms beschrieben.
Wihlen Sie unter den folgenden
Termen den zum Diagramm
gehoérenden aus!

(Alle auftretenden Nenner

sollen von Null verschieden sein.)

a+b T
ﬁ,a+b-(a b);
a—£+b;

a
a—ib. a
at+b’ a—b+b

Eingabe:

Bild A7

{

Berechne
5 =q+f

{

Berechne

t

Berschpe

{

Ausgabe:
q
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2. Suchen Sie sich eine Betriebs- oder Bedienungsanleitung fiir ein Haushaltgerit aus.
Stellen Sie den dadurch festgelegten Algorithmus durch ein Diagramm oder durch
eine Folge von Anweisungen dar!
3. Stellen Sie einen Algorithmus zur Berechnung von Werten des Terms :;[L mit
Hilfe des SR 1 in Form eines Ablaufplanes dar! Nutzen Sie dabei den Speicher des
SR 1! Geben Sie den Algorithmus auch in Worten an! ||
4 Eine Variable kann man sich Eingabe der Zahlen Bild A8
als ,Kasten” vorstellen, il
in welchem eine Zahl aufbewahrt 4
werden kann. ‘ = S i
g’m Hllfe“des IAT B'I_dhA 8 Zahl in a grofer Vertausche die
argesteliten. Algoriimus als Zahl in'b Zahlen ina und b!
kann ein Computer drei Zahlen, i
die paarweise voneinander ‘J*‘-* -——
VGTSCh'edG“ s'n,d' ordnen. Zahl in b grofer r Vertausche die |
Wahlen Sie drei Zahlen! als Zahl in ¢ Zahleninbundc! |
Arbeiten Sie den Algorithmus ab!
!
Ausgabe der Zah-
len inag, b und ¢
5 Geben Sie einen Algorithmus fiir das Errichten der Mittelsenkrechten einer Strecke
AB an!
6. a) Untersuchen Sie, was der im Bild A 9 dargestellte Algorithmus leistet! (L)
b) Untersuchen Sie, was der im Bild A 10 dargestellte Algorithmus leistet!
Bi
Eingabe: iid 9 Eingabe: Bild A 10
a a
Ausgabe:
= = :
gz 9=0 NICHT LOSBAR
. / \ ‘ i
| Berechne
Ausgabe: Ausgabe: w=173
a —-a ‘
Ausgabe:
W
7. Welcher der folgenden Prozesse kann nach einem Algorithmus ausgefiihrt wer-

den? Begriinden Sie Ihre Auffassung!

a) Losen einer Gleichung ax + b =0

b) Ordnen der Namen von Personen, die einen FernsprechanschluR besitzen,
nach dem Alphabet

c) Tippen der finf ,richtigen” Zahlen im Zahlenlotto mit genau einem Spielschein
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d) Konstruieren einer Winkelhalbierenden

e) Zubereiten einer Nudelsuppe fiir vier Personen

f) Wiirfeln einer ,6" mit hochstens 20 Versuchen

g) Stellen der zum Leipziger Hauptbahn-
hof gehdrenden Signalanlagen fir den
Fahrverkehr an einem Wochentag

h) Steuerung der Flugbahn einer
Flugabwehrrakete \

i) Leiten einer Diskussion im FDJ-Studienjahr

k) Starten eines Kraftfahrzeuges

1) Suchen eines Wortes im Wérterbuch

5 Beschreiben von Sachverhalten
mit Hilfe von Variablen

Mit Hilfe von Termen lassen sich Objekte oder Zusammenhinge aus den verschieden-
sten Gebieten beschreiben. Beispielsweise kann der Term % bezeichnen

— den Inhalt der Grundflache eines Prismas, wenn a das Volumen und b die Ldnge sei-
ner Hohe beschreibt,

— die Lange der Hohe in einem Parallelogramm, wenn a dessen Flacheninhalt und b die
Lénge seiner Grundlinie bezeichnet,

— die Dichte eines Kérpers, wenn a seine Masse und b sein Volumen ist,

— die Durchschnittsgeschwindigkeit eines Korpers, wenn a die Lange des zuriickgeleg-
ten Weges und b die Dauer der dazu benétigten Zeit ist,

— die Durchschnittsleistung, falls a die Arbeit und b die zu ihrer Verrichtung benétigte
Zeitdauer ist,

— die Bevolkerungsdichte, falls a die Anzahl der in einem Gebiet lebenden Menschen
und b der Flacheninhalt des Gebietes ist,

— die relative Atommasse, wenn a die absolute Masse des Atoms eines Elementes und b
der zwélfte Teil der Masse eines Kohlenstoffatoms ist,

— den Wirkungsgrad einer Anlage, wenn a die genutzte Energie und b die der Anlage
zugefiihrte Energie ist.

@ 27 Beschreiben Sie die durch den oben genannten Quotienten dargestellten Sachver-
halte, indem Sie die ,ublichen” Variablen fiir die entsprechenden GréRen benut-
zen! Geben Sie jeweils Variablengrundbereiche an!

L

b

durch den Term a % beschrieben werden kénnen! Nutzen Sie dabei ,Physik in

e 28 Nennen Sie weitere Zusammenhange, die durch den Term und solche, die

Ubersichten”, ,Chemie in Ubersichten” sowie Ihr Tafelwerk!

Auch Gesetze fiir das Rechnen in Zahlenbereichen werden meist mit Hilfe von Variablen
beschrieben.

® 29 Formulieren Sie mit Variablen:
a) das Kommutativgesetz der Addition natiirlicher Zahlen,
b) das Assoziativgesetz der Multiplikation rationaler Zahlen,
c) das Distributivgesetz fiir reelle Zahlen! (L)
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Aufgaben

1. Beschreiben Sie mit Hilfe von Variablen
a) Eine natiirliche Zahl, die durch 4 geteilt den Rest 1 1a8t,

b) das Quadrat der Summe zweier aufeinanderfolgender natiirlicher Zahlen,

c) das Produkt der Quadrate zweier beliebiger ungerader Zahlen, (L)

d) die Differenz zweier zweistelliger natirlicher Zahlen! (L)

2. Beschreiben Sie die durch die folgenden Terme charakterisierten Objekte mit Wor-
ten!

a) 5n+1 (neN) b)10a+b (aeN,beN,0<a=s9,0=b=9

c) 2n+1)? (neN) d)3n-5m (neN, meN)

3. Beschreiben Sie durch einen Term
a) Die Summe zweier rationaler Zahlen wird mit ihrer Differenz multipliziert.

b) Das Quadrat der Summe zweier reeller Zahlen wird durch die Differenz ihrer
Quadrate dividiert.

c) Eine dreistellige natirliche Zahl wird durch ihre Quersumme dividiert.

4. Das Produkt zweier positiver reeller Zahlen |aBt sich geometrisch als Zahlenwert
des Flacheninhalts eines Rechtecks deuten. Jeder der folgenden Terme soll einen
solchen Zahlenwert angeben. Welche Zahlenwerte kénnten die Seitenldngen die-
ser Rechtecke besitzen?
a)ab () b2ab ¢ aéb d)a?  e)(a+bp

5. Gegeben ist die natiirliche Zahl n (n # 0).

a) Schreiben Sie den Vorgédnger und den Nachfolger von n auf!

b) In einem speziellen Fall sei das Produkt aus dem Vorganger und dem Nachfol-
ger von n die Zahl 483.

Berechnen Sie n!

c) Geben Sie die Menge aller natiirlichen Zahlen zwischen 300 und 400 an, die
sich ebenfalls als Produkt aus Vorgénger und Nachfolger einer natiirlichen Zahl
darstellen lassen!

6. Beim Losen von Ungleichungen nutzt man héufig die Beziehung:

Fiir alle a, b, c € R gilt:

()Wenna<b und ¢>0, so a-c<b-c

(2 Wenna<b und ¢<0, so a-c>b-c.

a) Machen Sie sich mit diesem Gesetz vertraut, indem Sie fiir a, b und ¢ spezielle
reelle Zahlen wihlen! Denken Sie daran, daB fiir a, b und ¢ auch negative Zah-
len eingesetzt werden kdnnen!

b) Formulieren Sie das Gesetz fiir den Fall, daR a > b gilt! (L)

6 Nutzen von Variablen beim Beweisen

m 3 a) Zu beweisen ist: Wenn die kleinste von drei aufeinanderfolgenden natiirlichen

Zahlen ungerade ist, so ist deren Summe durch 6 teilbar.
b) Es ist zu zeigen: Die Summe von drei aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen
ist nicht immer durch 6 teilbar.
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Losung zu a):
Voraussetzung: (1) Eine Summe besteht aus drei aufeinanderfolgenden natiirli-
chen Zahlen.
(2) Der kleinste Summand ist ungerade.
Behauptung: Die Summe ist durch 6 teilbar.
Beweis: 1. Zahl I 2. Zahl | 3. Zahl
2n-1 | 2n I 2n +1
(neN, n+0) (Einfiihren einer Variablen;
Beschreiben der drei Zahlen)

§$=(2n—-1)+2n+(2n+1) (Bilden der Summe S)

S=6n (Zusammenfassen)

6|S (Anwenden der Teilerdefinition)

Lésung zu b)
Es geniigt die Angabe eines Beispiels: 2; 3 und 4 sind drei aufeinanderfolgende na-
tirliche Zahlen, doch ihre Summe 9 ist nicht durch 6 teilbar.
@ 30 a) Beweisen Sie: Wenn von drei aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen die
kleinste gerade ist, dann ist das Produkt dieser Zahlen durch 4 teilbar!
b) Zeigen Sie, daR das Produkt von drei aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen
nicht immer durch 4 teilbar ist!
® 4 Zu beweisen ist: Die Summe von vier beliebigen ungeraden Zahlen ist stets ge-
rade.
Lésung:
Voraussetzung:  Eine Summe besteht aus vier ungeraden Zahlen.
Behauptung: Die Summe dieser vier Zahlen ist gerade.
Beweis: 1. Zahl I 2. Zahl I 3. Zahl I 4. Zahl

2n -1 | 2m+1 I 2p+1 l 2r+1 (Einfiihren von vier
Variablen;

(n; m; p; reN) Beschreiben der vier
Zahlen)

§=(2n+1)+(2m+1)+(2p + 1)+ (2r + 1) (Bilden der Summe)

S=2n+2m+2p+2r+4 (Zusammenfassen)

S=2(n+m+p+r+2) (Ausklammern)

Sist gerade, da (n+ m+p+r+2eN (Das Doppelte einer
natiirlichen Zahl ist
eine gerade Zahl.)

® 31 Beweisen Sie: Das Produkt dreier beliebiger gerader Zahlen ist stets durch 8 teil-
bar!
@ 32 Vermindert man das Quadrat einer ungeraden natiirlichen Zahl um 1, so ist diese

Differenz stets durch 4 teilbar.

a) Wihlen Sie eine ungerade Zahl aus, und zeigen Sie, daR die Aussage fiir diese
Zahl giiltig ist!

b) Beweisen Sie, daR die Aussage fiir jede ungerade natiirliche Zahl giiltig ist! (L)
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Aufgaben

1 a) Beweisen Sie, daR folgende Aussagen wahr sind!

(1) Die Summe von funf aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen ist stets
durch 5 teilbar.

(2) Wenn die kleinste von fiinf aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen ge-
rade ist, dann ist deren Summe durch 10 teilbar.

b) Beweisen Sie, daB folgende Aussage falsch ist!
Die Summe von fiinf aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen ist stets durch 10
teilbar.

2 Beweisen Sie!
Fiir beliebige natiirliche Zahlen a, b und c gilt: ‘
Wenn a|b und blc, so ist auch a ein Teiler von ¢. (L)

3. a) Beweisen Sie!
Die Summe der Quadrate zweier gerader Zahlen ist durch 4 teilbar.
b) Untersuchen Sie, ob die Summe der Quadrate von drei geraden Zahlen stets
durch 8 teilbar ist!
c) Beweisen Sie!
Das Quadrat der Summe zweier ungerader Zahlen ist ein Vielfaches von 4.

4. Beweisen Sie!
Wenn die kleinste von drei aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen durch 2 teil-
bar ist, so ist das Produkt dieser Zahlen ein Vielfaches von 24.

5. a, b, c und d sind vier aufeinanderfolgende nattirliche Zahlen.

a) Man beweise: a+d=b+c! b) Man beweise: a- d<b - c!
6.  Esistgegeben: 22-1=1-3
F-1=2-4
£-1=3-5
52-1=4-6

a) Uberpriifen Sie, ob diese Gleichungen wahre Aussagen sind!

b) Setzen Sie die Folge dieser Gleichungen um drei weitere fort!

c) Formulieren Sie den erkannten Zusammenhang mit Variablen!

d) Uberpriifen Sie, ob die in c) formulierte Gleichung fiir beliebige natiirliche Zah-
len eine wahre Aussage ist!

7. Die folgenden vier Aussagen sind falsch. Beweisen Sie dies durch Angabe von je
einem Gegenbeispiel!
Fur alle natiirlichen Zahlen a und b gilt:
(1) Wenn alb, so a<b. (2) Wenn a < b, so alb.
@) @+bp=ar+b?  Watb=ya+ib
8. Gegeben sind drei wahre Aussagen:
(1) Es gibt rationale Zahlen a und b mit (a + b) (a — b)=a?— b2
(2) Fir alle ganzen Zahlen a, b gilt: (a+ b) (a—b)=a?— b2
(3) 'Fiir alle rationalen Zahlen a, b gilt: (a + b) (a— b)=a*- b2
a) Beweisen Sie (1)!
b) Beweisen Sie (2)! Warum geniigt die Angabe spezieller Zahlen fiir a und b hier
nicht?
c) Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Begriinden Sie lhre Auffas-
sung! (L)
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— Wenn man (3) bewiesen hat, so ist auch (1) bewiesen.
— Wenn man (1) bewiesen hat, so ist auch (3) bewiesen.
— Wenn man (3) bewiesen hat, so ist auch (2) bewiesen.
— Wenn man (2) bewiesen hat, so ist auch (1) bewiesen.
— Wenn man (2) bewiesen hat, so ist auch (3) bewiesen.

9."  Die folgende Aussage ist wahr: Eine natiirliche Zahl a und ihr Nachfolger besitzen
auBer der Zahl 1 keine gemeinsamen Teiler.
a) Untersuchen Sie Beispiele!
b) Formulieren Sie eine Gegenannahme!
c) Zeigen Sie, daR die Gegenannahme zu einem Widerspruch fiihrt!

10.*  Wir wéhlen © als ein Symbol, fiir das man ein Operationszeichen einsetzen kann,
und schreiben:
(@aeb)o(cod)=(acc)e(bod)
Untersuchen Sie, fir welche der Operationen Addition, Subtraktion, Multiplikation
bzw. Division eine wahre Aussage entsteht, wenn a, b, ¢ und d beliebige von Null
verschiedene rationale Zahlen sind! (L)

Umformen von Termen

7 Wiederholung des Umformens von Termen

® 33 Vereinfachen Sie den Term 3a —a (b — 2) — 2ab!
Berechnen Sie im Kopf die Werte des Ausgangsterms und die des umgeformten
Terms fiir die in der folgenden Tabelle angegebenen Paare reeller Zahlen!

Sie wissen bereits, daB sich viele Terme durch Umformen vereinfachen lassen. Einen
Term umformen bedeutet, einen Term zu gewinnen, dessen Wert stets gleich dem Wert
des Ausgangsterms ist, wenn man fiir die in beiden Termen auftretenden Variablen Zah-
len aus den Grundbereichen der Variablen einsetzt.”

Wir wollen vereinbaren, daR im folgenden - falls nichts anderes angegeben wird — R der
Grundbereich fiir die in Termen auftretenden Variablen ist.

Beim Umformen von Termen wenden wir Gesetze an, die fiir das Rechnen mit reellen
Zahlen gelten.

® 34 a) Schreiben Sie den Term 6t + (—3s) + (—7s) + (—3t) so auf, daB keine Klammern
auftreten!

" Man sagt auch treffend: Der m ist ,werteverlaufsgleich” zum umgeformten Term.
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b) Schreiben Sie den Term 5u —7v + 3w — 19 so auf, daR nur das Operationszei-
chen + auftritt!
c) Vereinfachen Sie die folgenden Terme so weit wie moglich! (L)
5a+(—-2b)—(—4a)+3b ; 2y+(-3z)—(-4y)+(-92)-y ;
16r +22s — 8rs + 15r — 2s + 12rs
Will man z. B. den Term 3a — (5b — 6¢) + (5a + 7c) — (—4b + 3c) vereinfachen, sind zu-
néchst die Klammern ,aufzulésen”.

Steht vor der Klammer ,(* das Zeichen +, so darf das Klammernpaar 32+ (5b—6c)
« )" weggelassen werden. Alle Zeichen in der Klammer bleiben un- =3a+5b-6¢c
veréndert. e

Steht vor der Klammer (" das Zeichen —, so darf das Klammernpaar 3a—(—5b +6c)
J )" weggelassen werden, wenn in der Klammer jedes der Zeichen =3a+5b—-6c
+ durch — und jedes der Zeichen — durch + ersetzt wird. 5 :

® 35 Vereinfachen Sie so weit wie méglich! (L)
a) 3a— (5b —6¢) + (5a +7¢) — (—4b + 3c)
b) (4ab—c)—(ab+2c)+(a+2¢c)—(-b—-c)—(a+b)

Will man z. B. die Terme 2uv? und 4u3v multiplizieren, so bildet man das Produkt der als
Faktoren vor den Variablen stehenden Zahlen und nutzt fiir das Produkt aus den Varia-
blen die Potenzschreibweise:
2uv?-4udv=2-4-u-ud v2-v=8utv?
® 36 Vereinfachen Sie die folgenden Terme!

a) a-2a-b-3ab b) (—4s2) - (—2st) - (0,1st?u) - 33 - (—=3)u

¢) (~8abic) - (~2ab?) - (%ab) L

Bei der Division von Produkten ist es héufig zweckmaéRig, fiir Quotienten die Bruchdar-
stellung zu wiéhlen. Oft kann man dann einen solchen Bruch durch Kiirzen vereinfa-
chen.

® 37 Vereinfachen Sie die folgenden Quotienten!

a) 64x:8xy (x*0; y+0)

b) (—24a%bc): (—32abc?) (a+0; b+*0; c+0)
Sie haben bereits kennengelernt, wie man Terme durch Ausmultiplizieren bzw. Ausklam-
mern umformen kann:

Ausmultiplizieren 25 (Ars +r2) = 8rs? + 2r2s
(Umformen eines Produktes in eine Summe) 9 (WY IS Pl R
—_—

a-(b+c)=a-b+a-c

AGsklammern 6a+ 155,( 2 3:-a+3-5-a-x
(Umformen einer Summe in ein Produkt) -3,(24-5,() AR

® 38 a) Formen Sie die folgenden Terme in Summen um!
(—2a)- (3b+5a%); (3m—2n+7) (-7mn); x(y—2z)—(x—2z)y (L)
b) Formen Sie die folgenden Terme in Produkte um!
3a+5ra; 18x%yz?—21xyz% 8s2—4rs+12ris (L)
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Die Division einer Summe durch einen Term kann man durch die Multiplikation der
Summe mit dem Reziproken des Terms ersetzen:

1 1 1 1
(a+b+c):d=(a+b+c) —J—a d+b d+c g
b

a c 1 ; ; "

i d+7—a~d+b-d+c‘d (fiir d *0).

Man dividiert also eine Summe durch’einen Term, indem man jeden Summanden durch
den Term dividiert.

© 39 Dividieren Sie!
(32ab+9b%):4b (b#0); (3rs+12r+15r3):3r (r=0);
(63x2— 81xy + 27xy?) : (—=9xy) (x +0; y+0) (L)

Summen werden multipliziert, indem man jeden Sum-
manden der ersten Summe mit jedem Summanden
der zweiten Summe multipliziert und die erhaltenen
Glieder addiert:

(a+b)-(c+d)=ac+ad+ bc+bd
i

@ 40 Formen Sie die folgenden Produkte in Summen um, und fassen Sie die Summan-
den so weit wie méglich zusammen!
a) (a+b) (2a-b) b) (x —y) (x+y)
c) (2t+s) (4t— 3st+6s) d) (2r2—s) (8r+5s%)

Aufgaben

1 Vereinfachen Sie die folgenden Terme!
a) 3a+(4b—2c)+2c—a b) (16r — 21s) — (15r — 12s)
2 2 a )
c) 15— (3x—19y) — (3—4x—2y) d) 3r+(—?r+7)—(3+-2—a> L
e) (2f—g)—(3f+4g) f) 5r2—7s—(4r+3s)+(7r+11s) (L)
2 Ein Schiiler formt um: 4a —2b + 3ab = (4 — 2+ 3) - ab =5ab.
Er argumentiert: Fira=1 und b =1 erhédlt man5 = 5.
Fira=0 und b=0erhdlt man0 = 0.
Fira=3 und b=15 erhélt man 22,5 = 22,5.
Was meinen Sie zu diesen Uberlegungen? Wie wiirden Sie umformen?

3 Gegeben sind die Summen
S1=3p-4q+5r; S;=-2p+3q-4r—1;

1 1 3. _
s"'s“”‘?"*? Sa=p+2r.
Bilden Sie die folgenden Terme und fassen Sie so weit wie mdglich zusammen!

a) S+, b) $,- S, c) S-S d)Si+5+S
e) $;—5,— S, f) S$i—5,+5: @) Sat+ Sy h) $;+ S,

4. Gegeben sind folgende Produkte: P,=10,81xy; P,=—49,25x%y; P;=mxyz;
P,=1,88xy3z (x+0; y+0; z+0)
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Bilden Sie folgende Terme und vereinfachen Sie so weit wie méglich! Nutzen Sie
fur die Multiplikation bzw. fiir die Division der Koeffizienten Ihren Taschenrech-
ner!

a) Py P, b) Py: P, c) Py Ps d) Py: Py
e) PPy Py f) P3: Py g) P2: Py Py
h) P (Py- PJ) i) (Py:Py): Py
5 Berechnen Sie!
a) (6a2+ 2ax) - 2x b) (m2n?—mn) - (—2m)
i. — g2 2 3p2 L .
c) 2 (st — s2+2t) d) (45a%b + 9a®b?) 9ab (@a*0; b*0)
6. Berechnen Sie!
a) (4a?+12ax):2a (a+0)
b) (m2n2—mn):(-mn) (m=*0, n*0)
c) (st—s2+3t):s (s=*0)
d) (45a2b® + 9a3b? —2,7a%b% : 90a%b® (a+0, b+0) (L)
7. Formen Sie die folgenden Quotienten in Summen um!
(Die auftretenden Nenner seien von Null verschieden.)
a’b?+ ab?—ab s%t + 2st + st?
ab st
) rst + 2rs? —4st*+ s — 20 d) 182r2s% — 104rs 0
—20s —13rs -
RiRo+ RiRs+ RaRy
RiRaRs w

8. Nutzen Sie bei der Umformung der Quotienten in Summen gegebenenfalls lhren
Taschenrechner! Runden Sie die Koeffizienten auf zwei Stellen nach dem
Kommal!

a) (10,23p2g + 12,73pq — 40,88pq?) : (=3,32pq) (p *0; g *0)
b) (0,88x2y — 121xy +2,2y?) : 0,011x%y? (x+0; y +0)
22,49 — 72,12xy? + 36,51x2
+
~0,36x be0)
9. Gegeben sind die folgenden Summen:
S1=r+9s; S,=11s-2r; S,=%r—%s; S4=—5r—9s.
Formen Sie die folgenden Produkte in Summen um, und vereinfachen Sie so weit
wie mdglich!
a) $, S, b) S, S, c) S;- S
d)S,:S, €858 f)S:S
g) S3+Ss h) Si- Ss i) S$1°5,° 84
10.  Klammern Sie gemeinsame Faktoren aus! Uberpriifen Sie die Ergebnisse, indem

Sie wieder ausmultiplizieren!

a) v‘,t‘—%grZ b) ris + r:s c) hzr—%h3
n* n
d) T+7 (L) e) 2ab + 3abx — aby

f) 9a?b?—6a’b —3ab? g) 5rst — 70rt + 35rst?
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11. Berechnen Sie die Werte der folgenden Terme fiir s = 0,8 und v = —1,2 méglichst
zweckmiRig! 3
a) (6s—3v)+ (2v —5s) ' b) 0,1s - 10v=25s-2v ()
c) (s—v)(s+v)—v? d)s—2(v+0,5s)—|(
e) 3(s+v)—4(s—v)+2(s-3v) (1) f) 2s—(s—(-v))+v
12. Formen Sie die folgenden Gleichungen nach der jeweils hinter der Gleichung ste-
henden Variablen um! Uberpriifen Sie lhre Ergebnisse!
abc rt,. 5. 1.
a) A== r (r+0,A%0) b)—+5=7i a (a*0,b=0,
c*0,b=+c)
1.1 _,. _fatelh,
c) a—Sa—b, a (@a*0,b%*0) d)A= 2 ; a (h=0 (L
o al=bi+ci=2bcd; d (b*0,c+0) f) V=Thr—h) r (h+0)
13.*  Vereinfachen Sie die folgenden Terme!
a) (2a—4b)-3c +4a*bc:0,5ab (a+0; b=+0)
2 =D LY [ 8 _utv 2y !
b) (?u 4v+2w)( 4v>+( 2u>+30vw-15w (u*0; w*0)
3 1 1 1 1 1 13
e -2 +5] 5} w
d) [(—a%b): (5a%b?)] - 7ab — 14a3b?: [(—3ab) - 7a*b] (a+0; b+0)
8 Die binomischen Formeln
® 41 Formen Sie die folgenden Produkte reeller Zahlen in Summen um, und fassen Sie

zusammen!
(W(a+b)(a+b) ; (x+y)(x+y) ; (m+n)(m+n)
2 (a+b)(a=b) ; (x+y)(x=y) ; (m=n) (m+n)

Summen, welche aus zwei Gliedern bestehen, heiBen Binome (Beispiele: m + n;
2x—y; r*+4t; u?-vd,

W5

Es soll jeweils in eine Summe umgeformt werden:
a) (3s+2t) b) (6x+y) (6x—y)
(@ + b)’= a2 +2-a-b+ b2 (a+b) (a—b)= a? — p?
- ! Ll Ll | l
(3s+2t)2=(3s)2 + 2+ 3s- 2t + (2t)? (6x+y) (6x—y)=(6x)—(y)?
=952+ 12st + 412 =36x2—y?
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W 6 Das Produkt (k —3) (k —3) soll in eine Summe umgeformt werden.
Wir schreiben (k — 3) (k — 3) als Quadrat einer Summe und wenden die binomische
Formel (1) an:
(k—372=(k+(—3))*=k?+ 2k (=3) + (=3)*=k*— 6k + 9.

e 42 Formen Sie die folgenden Produkte in Summen um! Benutzen Sie dabei die binomi-
schen Formeln!
(k+1) (k+1); (k+1) (k=1); (k+ (=17
(—a)+ b)% (2a+(-05b)% (s—t)% (a+7)% b
(m=7% (p—9) (p+9): (0,1x+0,3y) (0,1 —0,3y);
(uv—17) (uv+17); (a—b) (b+a)

@ 43 Deuten Sie die binomische Formel (1) geometrisch! Fas-
sen Sie dabei (a + b)%; a% b?und a - b als Zahlenwerte
der Flacheninhalte von Rechtecken auf! Verwenden Sie
dazu das Bild A 11!

Bild A 11 a b

Die binomischen Formeln kénnen auch fiir das Umformen von Summen in Produkte ge-
nutzt werden. Dazu lesen wir sie ,von rechts nach links”.

W 7 a) Esistzu priifen, ob sich die Summe m?+20mp + 100p? in ein Produkt umfor-
men l4Bt. Man erkennt, daR zwei der Summanden Quadrate sind, ndmlich m?
und (10p)%. Nun ist zu untersuchen, ob der Summand 20mp das doppelte Pro-
dukt von m und 10p ist.

Es gilt: 2 m - 10p = 20mp.
Also ergibt sich: m2+ 20mp + 100p? = (m + 10p)>.

b) Es ist zu priifen, ob der Term 16x2 — 24xy + 9y? in ein Produkt umgeformt wer-
den kann.
Die beiden quadratischen Glieder sind (4x)* und (3y)2. Das doppelte Produkt von
4x und 3y ist 24xy. Es ergibt sich: (4x)2 — 24xy + (3y)* = (4x — 3y)?

M 8 Zu lberpriifen ist, ob der Term 16 — 16a + a? in ein Produkt umgeformt werden
kann.
Es treten zwei quadratische Glieder auf, ndmlich 42 und &%. Das doppelte Produkt
von 4 und a ist 8a. Es stimmt nicht mit 16a Uberein. Eine Umformung von
16 — 16a + a2 in ein Produkt aus zwei gleichen Differenzen ist also nicht moglich.

Fr‘yiﬁ&iuwcn in die Form (a + b)? oder (a — b]? bringen lassen, heilen vollstéindige Quadrate.
e . .

Relativ leicht erkennt man Terme, die unter der Verwendung der binomischen Formel (2)
in ein Produkt umgeformt werden kénnen: Der Term muB eine Differenz aus zwei Qua-
draten sein.

B9 Der Term 4r2—9t? soll in ein Produkt umgeformt werden. Wegen 4r?= (2r)? und
9t2 = (3t)? gilt nach (2):
(2r)? — (3t)* = (2r + 3t) (2r —3t)

@ 44 a) Unter den folgenden acht Summen sind genau drei vollstandige Quadrate. Ge-
ben Sie diese an!
Suchen Sie zunéchst diejenigen Félle heraus, bei denen sofort zu erkennen ist,
daR kein vollstandiges Quadrat vorliegen kann!
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(1) 9x%+ 6ax + a? (2) 4y2—-8y (3) 2+ a%-8ab
(4) x2+8x+8 (5) a%+ 2ab — b? (6) p2+2pqg + g2
b) Formen Sie die vollstindigen Quadrate in Produkte um! (L)

Héufig ist es zweckmaBig, Terme, die keine vollstindigen Quadrate sind, zu einer
Summe zu ergédnzen, die ein vollstindiges Quadrat enthalt.

Wir wollen versuchen, den kleinstméglichen Wert des Terms x2 + 6x (x € R) zu ermitteln.
Welche reelle Zahl muB man in diesem Fall fiir x einsetzen? Durch Probieren wiirde man
z. B. erhalten:

x [} 3 2 1 0. =1l -2]|-5]-7] -1

2 + 6x 72 27 16 7 0 -5 | -8 ] -5 7 40

Durch das Einsetzen spezieller Zahlen wird man ein solches Problem kaum lésen. Wir
wihlen einen anderen Weg: Der Term x?+ 6x wird zundchst zu einem vollsténdigen
Quadrat ergénzt:

X2+ 6x+32=(x+3)2
Allerdings ist der Term (x + 3)2 stets um 9 groRer als x? + 6x, welche Zahl man auch fiir x
einsetzt. Es gilt jedoch:

x*+6x=x2+6x+32—32=(x+3?2—9firalle x € R.
Unser Problem ist nun leicht l6sbar:
Das Quadrat einer reellen Zahl ist stets nicht negativ. Also ist 0 der kleinstmégliche Wert
fiir (x + 3)% man erhélt ihn fiir x = —3. Somit ist der kleinstmégliche Wert fiir (x + 3)2 — 9
und damit auch fiir den Term x? + 6x die reelle Zahl —9.
Der Summand 3? heiBt quadratische £+ des Terms x? + 6x.

Will man den Term a2+ 2ab in einen Term umformen, der ein vyllsﬂndlg:bs,‘bﬁiér’itﬂeh‘thllt, so0
e h e e : et o

ist die g Er : 2u add und gleichzeitig " i

% 10 Folgende Terme sollen in einen Term umgeformt werden, welcher ein vollstindi-
ges Quadrat enthélt.
a) r2+10r
Wir gehen aus von a2+2-a- b+ b2=(a+ b)?,

ordnen zu r2+2-r-5

und formen um r2+2-r-5+5-5=(r+52-52

Also gilt r2+10r = (r + 5)2 — 25.

b) x2—-8x+7

Wir gehen aus von a?—2 -a-b +b2=(a—b),

ordnen zu x2=2 -x-4 +7

und formen um x2—2x-4+42—-42+4+7
=(x—4p-4+7,

Also gilt x2—8x +7=(x—4)2— 9.

®45 Formen Sie x2+ px+q in einen Term um, der ein vollstandiges Quadrat ent-
halt!
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Aufgaben
1. Formen Sie in Summen um!
a) (7+b)? b) (3z+ t)? c) (s—5r)? d) (15a + 20c)?
2 2
e) (1,3r—0.2f2 ) (% + g) TR (x + %) h) B3t2-5r2 (L)
2 Formen Sie die folgenden Produkte in Summen um!
a) (f-g) (f+g) b) (2k + p) (2k - p)
c) (1,11a+1,2) (1,1a—-1,2) d) (0,08s +t) (—0,08s + t)
2 B Lo SN L S
¢ (a+d) a2—d) (1) f)(5 7) (5+7) v
3. Formen Sie in ein Produkt um!
a) d2-r? b) b%2 - a? c) 4m?—25n?
d) R2—Rp? e) —x2+y? f) 0,01u?—-9v?
g) 3s2-36t2 (L) h) %a’— 1,44b2 (L)
4. Formen Sie, falls moglich, in Produkte um! Begriinden Sie anderenfalls, warum der
jeweilige Term kein vollstandiges Quadrat ist! 9
a) s2+2st+ t? b) x2+4x +4 c) x2—3x+7
d) s’—s+% e) a’+ab + b? f) x2+2xy
g) 4a*+4ab + b? h) m?—2mn—n? i) u?-20u+ 100
k) x?—2x%y2+ y? ) uz+v2 ' m) 4s% — 6st + 92

n) p?—2qgp +4q? o) f2+2fg + g2
P ap +4q

w

(a+b)?=a?+2ab+ b? wird fur alle reellen Zahlen zu einer wahren Aussage
(a+ b)*=a?+ b?wird nur fiir gewisse Paare reeller Zahlen zur wahren Aussage.

a) Geben Sie solche Paare an!

b) Nennen Sie Zahlenpaare, fiir welche die genannte Gleichung falsch wird!

6. Rechnen Sie maglichst vorteilhaft im Kopf!
a) 972 () b)522 c)104-96 () d)98- 102

7 Das Bild A 12 veranschaulicht die Beziehung (a — b)> = a?— 2ab + b2 Erldutern Sie
den Zusammenhang!
b a

T Bild A2 Bild A 13
a-b b a b
—_—
a

8. Das Bild A 13 veranschaulicht die Beziehung (a + b)? = a2+ 2ab + b2.
a) Welchen Fliacheninhalt besitzt das Quadrat mit den Seitenlidngen a + b?

3 000905-1
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b) Weisen Sie nach, daB das kleine Quadrat den Flacheninhalt a2 + b2 hat!

c) Ermitteln Sie den Flacheninhalt jedes der vier kongruenten Dreiecke!

d) Bestatigen Sie, daB der Flacheninhalt der fiinf Teilfiguren gleich dem Flachenin-
halt des groBen Quadrates ist!

e) In welchem Verhéltnis stehen die beiden Quadratflichen, wenn a = bist? (1)

9.  a) Die Formeln (1) (a+ b)?=a?+2ab+ b? und (2) (a+b) (a—b)=a?— b? sind
Spezialfdlle der Gleichung (a+b) (c+d)=ac+ad+ bc+bd. Wihlen Sie die Varia-
blen so, daB diese Gleichung in (1) bzw. (2) ibergeht!

b) Zeigen Sie, daB gilt: (—a — b)?>=a?+ 2ab + b2l
c) Zeigen Sie, daB gilt:  (a — b)*=a?—2ab+ b? und
(—a+ b)*=a?—2ab + b2

10.  Formen Sie in einen Term um, der ein vollstindiges Quadrat enthlt!
a) s?+8s b) s2+8s+5 c) m?+2mn d) m2+ 10mn
e) x%+ 20x f) x2+20x+ 12 g) x2—6x+9 h) x2—-6x — 100

11.  Formen Sie die folgenden Terme in eine Summe der Form (y + ¢)?+ d um!
a) y2+2y+3 () b)y’+4y+3 )y -2y+3
d) y2-4y+3 e y’+2y-3 f) y2-4y-3

12, Welches sind die kleinstmdglichen Werte, welche die folgenden Terme jeweils an-
nehmen kénnen?
a) s2—4s b) t2+t c) u?+2u+100 (L) d) r2—6r-30

13.  Zeigen Sie, daR gilt
a) (m+n)P2—(m—-nP=4mn; b) (m + n)2+(m—n)2=2(m?+ n?)!

14.* a) Berechnen Sie: (a + b)> und (x + y)3!
b) Erlautern Sie die erkannte GesetzméaRigkeit mit Worten!
c) Nutzen Sie die Resultate von a), um (u + v)® in eine Summe umzuformen, ohne
die Klammern auszumultiplizieren!
d) Was dndert sich bei den in c) erhaltenen Ergebnissen, wenn in den dritten Po-
tenzen das Zeichen + durch das Zeichen — ersetzt wird?
15. Die Lénge einer Quadratseite wird gemessen. Die ermittelte GroRe a ist ein Nihe-
rungswert mit dem absoluten Fehler Aa. Geben Sie Wertschranken fiir den Fla-
cheninhalt des Quadrates an!

9 Addition und Subtraktion von Quotienten

® 46 Fiir beliebige ganze Zahlen a, b, ¢, dmit b *+ 0 und d * 0 gilt: % 2 % =%4

Formulieren Sie eine entsprechende Aussage fiir die Subtraktion!

® 47 Berechnen Sie die Summen bzw. Differenzen! Erldutern Sie Ihre Vorgehensweise!
3,8 6 3 1,1 3 1 4.5 2
7 7' 5 5" 2 3" 4 8 10 12 15
Héufig lassen sich Summen oder Differenzen, deren Glieder aus Quotienten bestehen,
durch Umformen vereinfachen. Es ist dabei zweckméRig, fiir die Quotienten die Bruch-
darstellung zu wahlen. Man kann sich dann an der Vorgehensweise bei der Addition
bzw. der Subtraktion von Briichen orientieren.
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B 11 Die folgenden Summen sollen vereinfacht werden:
(4:12)+ (1:5); (ax: x2y) + (b2: bx) (x*0, y+0, b+0).
Wir wahlen fiir die auftretenden Quotienten die Bruchschreibweise.
4 1 1.1 _5 3 5+3_8

1273 515 715 15 1

ax >bz a b_ a by_a+17
e e T
xly bx xy x xy xy xy

Wir tiben zundchst das Kiirzen und Erweitern von Termen in Bruchdarstellung.

(x+0; y*0)

Beim Kirzen eines Bruches werden Zahler und Nenner
durch den gleichen von Null verschiedenen Faktor divi-
diert. Dadurch wird der Bruch i. allg. vereinfacht.

Beim Erweitern eines Bruches werden Zahler und Nenner
mit dem gleichen (von Null verschiedenen) Faktor multi-
pliziert.

e 48 Vereinfachen Sie die folgenden Terme durch Kiirzen!

4xy’z . " 3stu + 12stv . . .
a) 657z (x#0;y+0;2+0) b) =g (s+0; t+0;u*0;v+0) (1)

& =L i+

e 49 Ergénzen Sie die folgende Tabelle!

a+1
b

25xy
T (z*0)

12m+n
5mn

(b+0)

(m+0; n+0) =1 (t=1)

Terme in Bruchdarstellung kénnen durch Erweitern gleichnamig gemacht werden:

| k.g. V. von 9und 12 ist 36. k. g. V. von 6 und 4 ist 12.
Gemeinsames Vielfaches von Gemeinsames Vielfaches vons + t
abund b ist a - b2 und s —tist(s+t)-(s—1).

| Gemeinsamer Nenner: Gemeinsamer Nenner:
36 - ab? 12 (s+ t)=(s=1)

3%
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® 50 Machen Sie die folgenden Terme durch Erweitern gleichnamig!

1 1
a) 22 und b (@a+0; b*0)

1 7
b)m und W (r+0; s*0; t+0)

nd 2

)53y wd 35 (=l
d) - nd 5 (la] * |b])
6@+b) a—b) " To@+op 1ol (v
Beim Addicren baw. Subtrahieren von Termen

in Bruchdarstellung gehen wir wie beim Rech-
nen mit gebrochenen Zahlen vor:

— Ermitteln eines gemeinsamen Nenners;

— Gleichnamigmachen der Briiche;

— Addieren bzw. Subtrahieren der Zahler der
gleichnamigen Briiche und Beibehalten des
gemeinsamen Nenners.

3
W12 a) _’_(W_m> (Uu*0; v+0; w=0)

Gemeinsamer Nenner: 24,
Gleichnamigmachen und Subtrahieren:
2r ( 5s 3 )= 16rvw _( 10suw uv >

3utv \120v?  Buvw)” 24utviw  \2autviw  24utviw
_ 16rvw — 10suw + 9uv

- 24u*viw

1
b m?+2mn+n?  m?-n? (m+n+0; |m| +|n])
m?+2mn + n?*=(m + n)? mz—nz—(m+n) (m—n)
Gemeinsamer Nenner: (/ -n)
Gleichnamigmachen und Addleren
1 1. 1 = m-n i m+n
m2+2mn+n*  m?-n* (m+nP (m—n) (m+n)? (m~—n)
=(m—n)+(m+n)= 2m
(m+n)P (m-n) (m+n)P (m—n)
Aufgaben .
Hinweis: Es wird vorausgesetzt, daR alle auftretenden Nenner von Null verschieden sind.
1 Vereinfachen Sie durch Kiirzen!
4ab 0,3rs?t 144(u+v)-w
2 16bc b) 0,6rst? ° 96(u+v)-z
d) —33a% o] —2=b) —(a=b) f) 16(m —n)
—99ab? b-a 20(m?—n?
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)

Berechnen Sie!

13 1.3 7 .5 7 . 5
a)? 7 und P b)9+9 und 7+7

9 2 9s 2s 9 1 U+t 1
Oy v Ty Ayt owd oy

3. Erweitern Sie die folgenden Briiche so, da sich der jeweils nachstehende Term als
Nenner ergibt!

15ab m . 252
a) 14bc" 70bc ) ; 85rst c) B 60m?n
Berechnen Sie die folgenden Terme!
. 3 .1 3,5 m n 1 1
LT Ay AP Ot ey
c 2 1 1 15a 7a 1 1
oz ¥ " 15az “20a6 9 14bc *Ted MET
YL 2 a_
) me O M b2 +b2 L) D pr-a
a | b?
ml-z +1 Mt
i c-3 c¢c—-4 c¢c-5 c-3 _¢c—-4 c-5
18 e " 200 T20e P20 T 2e T s0c
9 5 9 5
c)m+n+F d)m m-n
2u utv , U=v 2u u+v u-v
o) Sar 3 * v f 2v 3y u ©
A 1 | 1 X vy Xy
Lt a)u+v+u,—v u?—y? l:')a+b a—b+ab
Ty Bx 3 g 2 Su-1 w1
¢ x2+xy xy+y? xy 4v+5 10v 8
Z Untersuchen Sie, ob die folgenden Gleichungen fiir beliebige von Null verschie-
dene reelle Zahlen wahre Aussagen sind!
pi+p ___ a—bc _a
a) p=1 b) =5 +c b
x xy+yz

10 Multiplikation und Division von Quotienten

® 51 Fur beliebige ganze Zahlen a; b; ¢; d (b +0; d *0) gilt:
a c_a-c

b d b-d
Formulieren Sie eine entsprechende Aussage fiir die Division ganzer Zahlen!
g2 8 4.8 4 5 4 5
@ 52 Berechnen Sle und — sowie —— und

5 gudEig 5 Y5 g
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e 53 ? ist das Reziproke von — (a +0; b +0). Bilden Sie das Reziproke von it %: if; 2
o 1. a-b i
"1"a+b’
a

W 13 Der Quotient s (b # 0) soll mit dem Quotienten 5— (c #=0; b=*0) multipliziert

15b
bzw. durch ihn dividiert werden.

Wir verwenden dieselben Regeln, die beim Multiplizieren bzw. beim Dividieren ra-
tionaler Zahlen verwendet werden (- Auftrdge A 51 und A 52):

4a  5b _
15b 8¢

4a-5b _ a 4a
15b-8c  6C

56 8¢

_4a-8c _ 32ac
5b-5b  75b?

nutzen.

Es ist zweckmaRig, beim Multiplizieren und Dividieren von Quotienten die Bruchdarstellung zu

Quotienten werden multipliziert, indem man

— die Zahler der Briiche multipliziert, 2% Bxy 4 i
— die Nenner der Briiche multipliziert, 3y2" 252 y=0,z%0) t
— den entstehenden Quotienten nach Mog- _2x6xy _4x
lichkeit durch Kiirzen vereinfacht. 3y? 5z 5]§
2x_ 6xy s
-a—y;—:,—s’-fzZ (x*0; y*0; z+0)
Quotienten werden dividiert, indem man den N T 3 2x-5z
Dividenden mit dem Reziproken des Divisors At e D ARo
multipliziert. 35’; Gx_y Sz 5%y .
3‘“’,: g e

® 54 Berechnen Sie die folgenden Produkte und Quotienten! Geben Sie Bedingungen
dafiir an, daB die auftretenden Nenner nicht Null werden kénnen!

2x _ Bxy _n*  15mn
a) 3y z B 2 o Qrst *{=18rsp)
2x _ 6xy n®*  15mn :
== ¥ g — (L
d) 3y 2 (L) e) 5m 2 f) —L : (—18rs 2p) (L)
B 14 Die folgenden Terme sind durch Umformen zu vereinfachen:
a) L1Y. (Ju] + v
G—v ur=v* !

(u+v)-u _ (u+v)-u __u
(u=v)-(ur=vy) (u—=v) (u=-v)u+tv) (u-vp
(m—=n)?  m2-n?

b) Tt T (il # o))
(m—np m?-n>_ (m-nP-(m+n)(=1) _n-m
m+n ~-m-n (m+n)-(m+n)(m-n) m+n

c) [a:(b2+ bc)]:[ad: (b+c)]

(@*0; b+0;c+0; b+ —c)
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a
2
Wir schreiben den Quotienten als ,Doppelbruch”: _b;Tbc
b+¢
Der Zéhler des Doppelbruches wird mit dem Reziproken seines Nenners multi-
pliziert:
a-(b+c) a-(b+c) 1

(b?+bc)-ad b-(b+c) ad bd

Aufgaben
Berechnen Sie die Terme! Alle auftretenden Nenner seien von Null verschieden.
4 6 4 6 7 5 a 2b
L1 aggy ud F gy v o350
7.4 7.4 7.2 7 21
o gty und iy diggise und g
r’s u®v 15m —3n -13m?® 18mn?p
1 i =20, P LUK SR
%1 ) uv?  rs? b) -18 5m ° 14n? 39m?n L
a? y b? 11 A
4 x b? a? ®%+b a-b f x+y bty
-2 4y jEL S
9) 10y +4 6x—4 Gl h)(a+b> <c+d)
# o L 2, 8 a1
57 &gy LT 93 5a
ax  a’x? 1,2p? . —6p? —36m?p . 0,18m
— L ¥ s U
9 527 by ® 36q7 T05q7 " 13d  —aar

2r . 6rs . 13a? _ 27 \.(_16
) 775.(—7) 0 b (-65a5): 1o |)( 8a>-( 3b)

4ax

e ® B 2)
k) =5 (~2ax)
4. Vereinfachen Sie die Doppelbriiche!
a 21m? 4xy? 27rs
2b 20rs a-b t
L2 =d=h L
3 a b) 35m ° 16x2y d 9rs? v
2c 16r2s a?-b? -2t
5. Berechnen Sie!
) 5m?n+7n _ 4n*—9m? ) u-v v-u
& 3m—2n 15n%m+ 10n° 120 24v
3(1 -2 4(2a -1
g 30-22) 4a-1

clb-1) " (1-b)

6.* Untersuchen Sie, ob die folgenden Gleichungen fiir alle reellen Zahlen aus den Va-
riablengrundbereichen von a, b bzw. k wahre Aussagen sind!

1 2ab 1 1

a)@)_=m B %= —nrksn -
2
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7.°  Vereinfachen Sie!
a 56
a) 1- 1——1 b) 3x + T
1+a 8—3x

1 Weitere Beispiele fiir Termwertberechnungen
mit Hilfe des Taschenrechners

Um den Wert eines Terms mit Hilfe eines Taschenrechners zu ermitteln, kann man ver-
schiedenartige Ablaufpléne verwenden. Man wird einen Plan wéhlen, bei welchem der
Rechenaufwand méglichst gering ist. Mitunter ist es zweckmaRig, einen Term erst umzu-
formen, ehe man Termwerte berechnet.

® 55 Stellen Sie Ablaufpléne fiir die folgenden Terme auf! Berechnen Sie nach diesen
Planen die Werte der Terme fiir die angegebenen Zahlen! Vergleichen Sie den Re-
chenaufwand!

2 ¢ 4
a) pT und (g) fir p=0,1; p = 7,24; p = —6,89

b) (a + b) (a—b) und a?— b?fiira = 3,74; b = 2,91 und a = 0,495; b = —0,582
c) x*+2xy + y?und (x + y)? fiir x = 4,27; y = 2,59 und x = 0,431; y = —0,684

@ 56 Fihren Sie fir jeden der beiden Terme

(4,3+7,9-3,6)-2,8 und (4,79 + 9,34) - (5,83 — 4,98)

folgende Auftrage aus!

a) Stellen Sie einen Ablaufplan auf, und berechnen Sie den Wert des Terms mit
dem SR 1!

b) Formen Sie den Term durch Ausmultiplizieren in eine Summe um! Stellen Sie ei-
nen Ablaufplan fir die Berechnung der Summe mit dem SR 1 auf, und berech-
nen Sie den Termwert erneut!

c) Vergleichen Sie den Rechenaufwand in a) und b)!

Wir vergleichen den Aufwand fiir die Berechnung von Werten bei den Termen
(@a+b+c)-dunda-d+b-d+c-d

und den Termen

(a + b)(c + d) und ac + ad + bc + bd:

Term I Ablaufplan fiir den SR 1

(a+b+c)-d a@bFc EXdE
a-d+b-d+c-d alx)]d@b®dHc®dE=E
(a+b)-(c+d) a#bEM c Hd EHMWE
a-cta-d+b-c+b-d aXcHaXd®EbXcHH bXdE

@ 57 Setzen Sie fir die Variablen a, b, c und d selbstgewihlte Zahlen ein, und berech-
nen Sie die Werte der Terme nach den angegebenen Ablaufplénen!

Da der SR 1 eine Vorrangautomatik und einen Speicher besitzt, ist der Rechenaufwand
nahezu gleich. Ein Umformen der Produkte in Summen bringt kaum Vorteil.
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hiedlich PRI

Rech unter: Leistur it erfordern zur Berechnung von Werten des gleichen
Terms unterschiedliche Ablaufplédne. Berechnen wir die Werte des Terms ad + bd + cd mit einem
Taschenrechner, der keine Vorrangautomatik und keinen Speicher besitzt, sonst aber wie der SR 1
arbeitet, ist der Aufwand wesentlich gréRer. Es wire dann vorteilhaft, eine solche Summe durch
Ausklammern eines Faktors in ein Produkt umzuformen, insbesondere, wenn man einen Ablaufplan
zur Gewinnung einer gréBeren Anzahl von Termwerten nutzen will.

Term Ablaufplan
(a+b+c)-d a@bEHcExE dE
ad + bd + cd aldEbXdEcXdEF F;,E)

v
Produkt P, Produkt P, Produkt P, Produkt P,
notieren  notieren  eingeben  eingeben

e 58 Stellen Sie Ablaufpléne zur Berechnung von Werten der Terme (a + b) - (¢ + d)
unda-c+a-d+b-c+b-dmitdem oben beschriebenen ,einfachen” Rechner
auf!

Vergleichen Sie den Rechenaufwand beim Abarbeiten der Ablaufplane!

Im Hinblick auf entstehende Kosten ist ein Ablaufplan fiir einen Rechenautomaten vor al-
lem dann glinstig, wenn

a) wenig Rechenzeit bendtigt wird,

b) wenig Speicherplétze erforderlich sind.

Im allgemeinen wird man einen Ablaufplan wihlen, der beide Bedingungen bestméaglich
beriicksichtigt.

Wir wahlen als Beispiel fiir einen Rechenautomaten unseren Schulrechner SR 1.und fii-
gen dem vorhandenen Speicher noch weitere dadurch hinzu, daR wir einen Zettel und ei-
nen Bleistift neben den Taschenrechner legen, so daR wir zusétzlich Zwischenergebnisse
notieren kénnen.

Zur Berechnung von Werten des Terms

atb e+f
M =g %c=d
kann man folgenden Ablaufplan verwenden:

cE]dE]be] ?E]ff EJE]?E]

Differenz D Quotient Q
im Speicher | im Speicher Il
aufbewahren aufbewahren

Es werden zwei Speicher bendtigt; man muB neun Zahlen eingeben oder aus einem Spei-
cher abrufen. Der Rechner hat sieben Rechenanweisungen auszufiihren.

® 59 a) Geben Sie einen weiteren Ablaufplan zur Berechnung von Werten des Terms (1)
an!
b) Formen Sie den Term (1) um! Geben Sie einen Ablaufplan zur Berechnung von
Werten des umgeformten Terms an!
Vergleichen Sie die verschiedenen Ablaufplane!

m 15 Gegeben sind Ablaufpléne fir den SR 1. Es soll jeweils ein Term angegeben wer-
den, fur den man Werte mit Hilfe eines solchen Ablaufplanes berechnen kann.
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Ablaufplan Term

aa@bXcEdE a+bc—d
a@ b @E at+yb
Es tritt = im Inneren der Ablauf- Es missen keine Klammern gesetzt
pldne nicht auf. werden.

b)a@H b EX cE (a+b)c
al@b EE cE (a—b): coder
Berechnung der Summe (bzw. der Die Summe (bzw. Differenz) ist in
Differenz) ist durch = abgeschlossen. Klammern einzuschlieBen.
a@b(ENJ Ja+b
Berechnung der Summe wird durch = | Die Summe ist unter das Wurzelzei-
abgeschlossen. chen zu schreiben.

da®@bEM s DtEWEME) | (a+b) ys—t
In dem- Ablaufplan sind zwei Teilablauf- | Jedem Teilablaufplan entspricht ein

' pléne erkennbar: Teilterm. Die beiden Teilterme sind
i bE urid sEtED zu multiplizieren.
Das Zeichen x vor MR gibt an, daB
ein Produkt zu berechnen ist.
® 60 Geben Sie zu den folgenden Ablaufplanen fir den SR 1 jeweils einen Term an, fur

den man Werte mit Hilfe eines solchen Ablaufplanes berechnen kann!

a)a=b BAE ¢ &
b)a()b (F 100 Hec B a &

g1H1IBaBE1Ha 1Ha@3E(

da@bEWME cFHdEEEWE

(L)

Setzen Sie fiir die auftretenden Variablen geeignete Zahlen ein, und priifen Sie lhre

Ergebnisse!

Die Ablaufpldne a b (=) und b (#] a (=] sind gleichwertig: Welche Zahl man auch
fur @ und b in jedem der Ablaufpléne einsetzt, der Rechner liefert stets den gleichen

Wert.

@ 61 Untersuchen Sie, welche der folgenden Ablaufplédne gleichwertig sind, wenn Sie

mit dem SR 1 rechnen! (L)

Ma@bEE ¢ @a@bXcE @ bFHcDaE
Wa@cEb®cE BaMNc@HbEXcE Bac BHE b=
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Aufgaben

1 Wer ist schneller?
Wettkampf: ,,Kopf gegen Rechner”

12-12; 0,1-70; 3vonso 10% 19 2,025 1+3+5+7; 0225 40,0004 ;

3,3-100; 3+ 6% (3+6)% 10 % von 34; 2 % von 200; y4+5;7,8-8,2; 7,8 +8,2

2. Es soll mit dem Taschenrechner der Flacheninhalt eines Kreisringes berechnet wer-
den, der entsteht, wenn man aus einem Kreis mit dem Radius r, einen dazu konzen-
trischen Kreis mit dem Radius r, (r; > r;) herausschneidet (7 Bild A 14). Man erhalt
den Flacheninhalt des Kreisringes Az, wenn man vom Flacheninhalt A, des gréRe-
ren Kreises den Flacheninhalt A, des kleineren Kreises subtrahiert:

Ar = niri2 — mr.

a) Stellen Sie einen Ablaufplan zur Berechnung von
Werten des Terms rry2 — mmr;* mit dem SR 1 auf!

b) Untersuchen Sie, ob man Ablaufpldne finden kann,
die weniger Rechenaufwand erfordern, wenn man <
den Term umformt!

Bild A 14

3 Zur Berechnung von Termwerten mit dem SR 1 werden unterschiedliche Ablauf-
plane angegeben. Uberpriifen Sie, welche der Ablaufpléne Fehler enthalten!

Term Ablaufplan
a) (a+b)-c Ma@bXc (=3
2aE@b EXcE
b) ya—b MaE=bME
2a@bEME
& a Mma®EHsHt=
L 2sHtEHX a=
BaFHsEHaE=tE=
4 x+y MxByExB2yE
=y Qx®y BE xByE

@) xHy B x Dy E M (E)

Mit Hilfe der Formel A, = 2mr (r + h) kann man den Oberflicheninhalt eines Kreis-
zylinders berechnen. Stellen Sie einen Ablaufplan zur Berechnung von Werten des
Terms 2mr (r + h) mit dem Schulrechner SR 1 auf!

Untersuchen Sie, ob man Ablaufpléne finden kann, die weniger Rechenaufwand er-
fordern, wenn man den Term umformt!
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Es sollen mit dem Schulrechner SR 1 mdglichst zweckmaRig Werte des Terms
%[Za + (n — 1)d] berechnet werden.

a) Geben Sie mindestens drei verschiedene Ablaufpldne an! Formen Sie den Term
vorher geeignet um!

b) Mit der Formel S, = %[Za +(n—1)d] kénnen Summen wie z. B.

3+7+11+15+19+23+27+31+35+39+43+47+51+55

berechnet werden. Im Beispiel ist das Anfangsglied a = 3, die Differenz d
zweier benachbarter Glieder stets gleich 4 und die Anzahl n der Glieder gleich
14. Berechnen Sie diese Summe mit dem SR 1!

c)* Angenommen, Sie besitzen einen Rechner, der lber keine Vorrangautomatik
verfiigt, jedoch Tasten hat, mit deren Hilfe Klammern gesetzt werden kénnen,
der im {ibrigen aber wie der SR 1 arbeitet.

Stellen Sie einen Ablaufplan fiir diesen Rechner zur Berechnung von Werten
des gegebenen Terms auf!

Nach Heron" kann man die Quadratwurzel aus einer Zahl a schrittweise immer ge-

nauer berechnen. Man beginnt mit einem geschatzten Wert x, fiir Ya. Im ersten
Schritt berechnet man mit Hilfe von x; einen Wert x, mit gréRBerer Genauigkeit
durch

3 y
Xz =l (X| +—>. Eingabe: Bild A 15
2 X,
: ¥ ) a;xqik
Es liegt x, als arithmetisches +
a
Mittel von x; und — zwischen
.
diesen beiden Zahlen.
Im n-ten Schritt ergibt sich = i
aus x, ein ,besserer” Berechne
Naherungswert x, ., durch x'm:%(x”.;. %n)
1 a ‘ .
Xns1 =75 (X + ~ /) Ermittle ein neues'n,
- ," . n+1=k “| indem dun um 1 er-
Das Ausfiihren jedes dieser BRstd
Schritte bedeutet das Durchlaufen e
einer Schleife. Ausgabe:
Man kann den Algorithmus Xna1

abbrechen entweder

— nach einer vorgegebenen Anzahl
von k Schritten (-~ Bild A 15)

oder

— wenn der N@herungswert eine vorgegebene Genauigkeit erreicht hat.

a) Berechnen Sie einen Nadherungswert fir \/ﬁ nach diesem Verfahren! Beginnen
Sie mit dem Wert x, = 4! Brechen Sie den Algorithmus nach drei Schritten ab!
Arbeiten Sie mit dem Schulrechner SR 1 nach folgendem Ablaufplan!

4 @ 13 EHWERE 2 B
e

3mal

" Heron von Alexandria, um 75 u. Z., griechischer Mathematiker und Techniker



LE 12

Rechnen mit Potenzen A 45

b) Uberpriifen Sie, um wieviel sich x;2 von 13 unterscheidet!

c) Berechnen Sie Y1000 nach diesem Verfahren!
Wihlen Sie selbst einen geeigneten Anfangswert x,! Brechen Sie das Verfahren
ab, wenn sich das Quadrat des N&herungswertes um weniger als 0,001 von
1000 unterscheidet! (L)

Rechnen mit Potenzen

12

12.

13.

Zur Wiederholung
Schreiben Sie als Potenzen!
3:3-3,(=5)-(—-5),19,17-17-17-17; c-c-c; d; (a—b) (a—b);

222-2~2
33333 (2x+7)(2x+7)

Schreiben Sie die folgenden Terme als Produkte!
4
28505 (§)' (= o 11 -

Was versteht man unter a" (a € R; n =1)?
Erldutern Sie die Begriffe Basis und Exponent einer Potenz an selbstgewishlten Bei-
spielen!

Potenzieren Sie —2; —1; 0; 1; 2 mit 4!

Mit welchem Exponenten muR —3 potenziert werden, damit man als Potenz —27;
9; 81; —3 erhalt?

Nennen Sie die beiden Basen, deren vierte Potenz jeweils 16 betragt!

Gut tberlegen! Geben Sie als Potenz an: (L)
a) die Hélfte von 24,

4
b) die Halfte von (%) )

1 4
c) das Doppelte von (?) !
Zerlegen Sie die Zahl 24 in Primfaktoren!

Begriinden Sie, daR die Quadrate zueinander entgegengesetzter Zahlen stets
gleich sind!

Quadrieren Sie die Terme 5x +2; 2x—1; 1— x!

Zwei voneinander verschiedene Terme haben als Quadrat den Term a2 — 2ab + b2
Wie heien die beiden Terme? (L)

Welchen Wert hat der Term a% wenn a%= 31,36 und a >0 ist?

: 1
Welchen Wert hat der Term a?, wenn a® =3 ist? (L)
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13 Potenzen mit natiirlichen Exponenten n (n = 1)

W 16 Es ist mit dem Taschenrechner zu ermitteln: a) die funfte Potenz von 9,2; b) die

fiinfte Potenz von —9,2; c) die sechste Potenz von —9,2.
1. Méglichkeit:

Man fiihrt die Multiplikation wiederholt aus. Hat der Taschenrechner wie der
Schulrechner eine Konstantenautomatik fiir die Multiplikation, so kann man in fol-

gender Weise rechnen:

Aufgabe Ablauf‘)lan | Anzeige

a) 9,2° 92 XEEEE ) 65908.152
b) (-9,2° 92 AXEEEE —65908.152
c) (-9.2° 92 AXEEEE®E 606355.

2. Maglichkeit:

Mit Hilfe der Taste y* des Schulrechners kann man eine positive Zahl potenzie-

ren:
Aufgabe Ablaufplan I Anzeige
a) 9,2° 9,2¥ 5 (5 I 65908.1

Um eine negative Zahl zu potenzieren, gibt man deren absoluten Betrag ein und er-
mittelt mit Hilfe der Taste y* den absoluten Betrag der Potenz. Die Potenz ist po-
sitiv oder negativ, je nachdem, ob ihr Exponent eine gerade oder eine ungerade

Zahl ist.

Aufgabe | Ablaufplan | Anzeige
b) (-9,2)° 9,2 5.(=)FE —65908.1
c) (-9,2)° 9,2 6 (=) 606355.

Beim Rechnen mit Potenzen hat man die Struktur der Terme zu beachten:

7 (3 - 4)% ist einedritte Potenz . 3 - 4% ist keine Potenz, sondern ein Pro-
dukt .
Ihre Basis ist ein Produkt. Einer seiner Faktoren ist eine Potenz.
Esist (3 - 4)* = 1728. Esist3 - 4° = 192.
(—3)% bezeichnet dasQuadrat von —3. 32 bezeichnet diezum Quadrat von 3
Esist (—3)* = 9. entgegengesetzte Zahl .
Es st —32=—9.

W 18 Esist3 - 2° zu berechnen.

Beim Losen im Kopf wiirde man zuerst 2 mit 5 potenzieren, weil das Potenzieren als

Rechenoperation dritter Stufe den Vorrang vor der Multiplikation hat.

Bei Verwendung des Schulrechners kann man wegen seiner Vorrangautomatik die

Aufgabe entsprechend ihrer schriftlichen Darstellung eingeben:
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Aufgabe l Ablaufplan | Anzeige
3.2 Ia@zs@ Iss.

Fir alle reellen Zahlen a, b, c ist ac + bc = (a + b)c (Distributivgesetz). Ist a = 6, b = 4
und ¢ = 25, giltalso: -« .

6-25+4-25=(6+4)25=10-25.
Man kann Potenzen mit gleicher Basis und gleichem Exponenten addieren bzw. subtra-
hieren:

W19 x7+6x7+x7~3x"=(1+6+1—3)x7
=5x7

® 62 Versuchen Sie, zu folgenden Termumformungen jeweils eine Regel zu formulie-

ren, mit deren Hilfe man den Term umformen kann, ohne erst die Potenzen in Fak-
toren zu zerlegen! (Beachten Sie dabei die Bedingungen, denen jeweils die Poten-
zen geniigen missen!)
a) 2:2°=(2:2-2:(2:2-2-2-2)=2""°=28
b)a'-a’=(a-a-a-a)-(a-a-a)=a' '=a’
c) 22:1,53=(2-2-2)+-(1,5-1,5-1,5)

=(2-15-(2-15)-(2-15) =2 152=3
d) a4-b4=(a-a-a-a)-(b-b-b-b)

=(a-b)-(a-b)(a-b)-(a b)=(o by

425 42-42-42-42-42 42 42 42 42 42 2\
e) 7T 7.9.7.7.9 -7 7 3 5 5= =6

21717 7 7 7 7 7 7
f)102x 102.)()(xxxxxx1.“r=£.3
42x 42 Xoe Wik Ry X 7 X 7 X
15¢? 45 eneut 5 s
O Ger ™5 g 3¢ -3
h) (a") =a*-a*-a*=(a-a-a-a)-(a-a-a-a) (a-a-a-a)=a' ‘=a”
I

(1) @At gy

@& =anr @eim>n) |

¥ 3

(5) (a")r = am7 = (a7 e S

(Auf einen Beweis dieses Satzes verzichten wir.)
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Qg5

@ 63 Erldutern Sie, warum im Satz A 1 bei (3) die Einschrénkung m > n nétig ist!

Auf der Grundlage der Potenzgesetze lassen sich Rechenanweisungen formulieren, zum
eispiel beziiglich (2):

Potenzen mit gleichem Exponenten werden multipliziert, indem man das Produkt der Ba

sen mit dem Exponenten potenziert. Ein Produkt wird potenziert, indem man jeden seiner

oren mit dem gegeébenen Exponenten potenziert

@ 64 Formulieren Sie weitere Rechenanweisungen auf der Grundlage der Potenzge-

setze!
Aufgaben
1. Bezeichnen die folgenden Terme fiir ne€ N, n = 1 positive oder negative Zahlen?

Begriinden Sie Ihre Entscheidung!
) (F1F B (2P o) —(-1 d) (1
2. Berechnen Sie!
a) 2,41° b) 0,713* c) 10,5*  d) (=51 e) (—1,15)*
3. Geben Sie jeweils einen Ablaufplan fiir den Taschenrechner an, und berechnen Sie
die folgenden Summen bzw. Produkte!
a) 24+31-42+52 b) 2°-43-2¢ €)3:25-5-3+2,4
d) (2,5-1,62)*-2,31% e)4-3"+(2,1-1,27 f) (=2 (-3)?
g) 3 —(—4P+(=3)1+4 h)3-4+5-(-2°-26

Hinweis zu den Aufgaben 4 bis 15: Alle Basen seien reelle Zahlen. Alle Divisoren bzw. alle Nenner
von Briichen seien von Null verschieden.

Berechnen bzw. vereinfachen Sie weitgehend!

4] a) 88 b) (-2 (-2 ) 3¢ 4
. 5,54
d) a?-a* e) x*- x® ) 3b 7bz
@) (=x)*-x*  h)(—x)-x* i) %azb‘r:’-%a’b‘
5.7 a) m*m® b)ys-y* c) (gﬁ) . (%vf')
d) (—x3) - x* e)7,24a%b?- 82,3a%b?
6.7 a) (x—1P-(x—1p b) a*: a? €)/5"% %54

d) (1,2x%: (3,6x3) (L) e)(—x)®:x? f) (—x9:x2
g) (=x):(=xp (L) h) x®: (=x)?
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7.1

a) (a—b)*c®(a— b)c? b) (1,8m°) : (5,4m?) c)bZ: "

8.  Vereinfachen Sie weitgehend!
Hinweis: Alle Exponenten seien von Null verschiedene natiirliche Zahlen.
a) a*"-a™ (mz1) b) x™: x? (m=3) €) 5% 5% (k=1) (L)
Fassen Sie zu einer Potenz zusammen!
9.1 a) xy?22  b)abictd) o m2- i) R
: 7 (a+b)®
0.18) s BT g g ypperyp
: n® (k +s)*
11. Berechnen bzw. vereinfachen Sie weitgehend!
3\3
a) (m2) b) (0,3m*m?? (:;7)
l b 2 452 2
o (3] o(i
12.  Lésen Sie die folgenden Gleichungen! (m, neN; m=z1;, n=z1)

a) ¥=3-37 bja-at=a® ) 2°"=16 d) 3 =9

Fassen Sie zu einer Potenz zusammen, und vereinfachen Sie die Basis!

13.1a) — 2 23 b) (3_6)3. (4b5)’ o 200 (2p%q7p

34J 69° 2b? a3 (3p2q?°
112 4b*\* (a\* (30%p9°
1.1 8) 222 2 b’( a ) (8b> ) (602p 7
15.  Welche der folgenden Aussagen sind wahr, welche falsch? Begriinden Sie Ihre Ent-
scheidung!

a) Fir alle natirlichen Zahlen a, b, m, n (m=1; n = 1) gilt:
(@) - (b7 = (a - b)™"". (L)

b) Es gibt natiirliche Zahlen a, b, n (n = 1), fur die gilt:
a"+b"=(a+b).

c) Fir alle natirlichen Zahlen a, b, n (n = 1) gilt:
a"+b"=(a+b).

d) Fir alle natiirlichen Zahlen a, b, m, n (m = 1; n = 1) gilt:
am-b"=3a"- b,

e) Es gibt nattirliche Zahlen a, m, n (m = 1; n = 1), fur die gilt:
am-a"+amtn,

14 Wurzeln

® 65 Fir welche nichtnegativen reellen Zahlen x ist

a) x?=36; b) x*=27; c) x*=16; d) x*=100000?

Im Bereich der nichtnegativen reellen Zahlen ist das Quadratwurzelziehen die Umkeh-
rung des Potenzierens mit dem Exponenten 2 (Quadrieren) und das Kubikwurzelziehen
die Umkehrung des Potenzierens mit dem Exponenten 3. Auch fiir das Potenzieren mit

4 000905-1
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anderen Exponenten gibt es Umkehrungen in diesem Bereich, wenn man den Wurzelbe-
griff entsprechend erweitert. Hierzu erinnern wir uns zunéchst an die Definition der Qua-
dratwurzel:

Es sei b eine nichtnegative reelle Zahl. Unter yb versteht man 436 =b, #ann ;o, ;
diejenige nichtnegative reelle Zahl a, fiir die a2= b gilt. 62=36und 620
. : i

e 66 a) Geben Sie die Definition der dritten Wurzel an!

1
b) Bestimmen Sie 3/'8_; Y125 und 1’[?!

Man definiert entsprechend den Begriff der n-ten Wurzel:
> 2

DEFINITION: Es sei b eine nichtnegative reelle Zahl. Unter W (neN; nz2) versteht
man diejenige” nichtnegative reelle Zahl a, fiir die a” = b gilt.

Die Zahl b unter dem Wurzelzeichen heit Radikand, die Zahl n in der Definition nennt
man Wurzelexponent.
® 67 Bestimmen Sie VS_d; 2/6; b 81_1’ und begriinden Sie jeweils das Ergebnis!
Die Wurzel aus einer Zahl ist oft ein unendlicher nichtperiodischer Dezimalbruch, das hei}t, eine ir-
rationale Zahl. Man kann eine solche Zahl, z. B. f/?, auf beliebig viele Stellen genau angeben, also
einen rationalen Néherungswert fiir sie bestimmen, indem man sie durch systematisches Probieren
(Potenzieren der jeweils ausgewéhlten Zahlen) immer weiter ,einschachtelt”:
1<{3<2
13<¥3 <14
1,31<¥3 <1,32
1,316 <43 <1,317
1,3160 <3 <1,3161
1,31607 < 43 < 1,31608

@ 68 Bestimmen Sie 3/4_3;

s [(1 sl .
2 ! Was stellen Sie fest?

Fiir nichtnegative reelle Zahlen a ergibt sich aus der Definition der n-ten Wurzel: Ya" = a
(neN; n=z2). Im Bereich der nichtnegativen reellen Zahlen ist das Wurzelziehen (Radi-
zieren) demnach eine Umkehrung des Potenzierens

Aufgaben
1 4
15 Bestimmen Sie im Kopf ‘/ﬁ; Vi; ‘,E; 1’/%; %Ié!

Y Im Bereich der reellen Zahlen gibt es zu jeder nichtnegativen Zahl b und fiir jedes n (n € N; n = 2) genau eine
nichtnegative Zahl a, fiir die gilt: 8"=b.
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2. Bestimmen Sie mit Hilfe des Tafelwerkes zunéchst die Quadratwurzeln und dann
die Kubikwurzeln folgender Zahlen!
a) 12,3 b) 7850 c) 0,342 d) 1,25 e) 0,00167

3 Radizieren Sie!
a V=77 biB2E  oYa® (aeR) d) -y i@

4. Unter welchen Einschrénkungen fiir die Variablen sind jeweils die folgenden Wur-
zeln definiert?

aj/b b¥-a c)% d)¥1-a e ya?-2ab+ b2

15 Erweiterung des Potenzbegriffes

Bisher war das Potenzieren auf natiirliche Exponenten n mit n = 1 eingeschrénkt. Mit der
Ausdehnung des Potenzbegriffs auf rationale Exponenten wird das Potenzieren mit Helie
bigen rationalen Exponenten ausfiihrbar.

Bestrebungen, sich von Einschrénkungen der Ausfiihrbarkeit freizumachen, haben wir schon friiher
bei anderen Rechenoperationen kennengelernt: So wurden im Bereich der natiirlichen Zahlen unlés-
bare Divisions- bzw. Subtraktionsaufgaben I6sbar gemacht durch Einfiihrung der gebrochenen bzw.
der rationalen Zahlen. Dabei wurde jeweils gewéhrleistet, daR die vorher benutzten Gesetze fiir
diese Rechenoperationen auch auf den erweiterten Zahlenbereich zutreffen.

Um den Potenzbegriff auf Potenzen mit rationalen Exponenten zu erweitern, muR man
1 2

geeignet festlegen, was die neu hinzukommenden Potenzen, z. B. 5% 3% 16°; 27 °, be-

deuten sollen. Dabei ist zu beachten, daB die bisher benutzten Potenzgesetze auch auf

die neuen Potenzen zutreffen sollen.

Im Einklang mit dem Potenzgesetz fiir das Dividieren von Potenzen mit gleichen Basen

sollte fiir 5° z. B. gelten 7~ 5°. Andererseits wissen wir, da3 1 ist. Es liegt deshalb
5 5
nahe, 5° = 1 festzulegen.
g | F au dd 3 ¥ 0. .
Ebenso sollte fiir 374 z. B. gelten ?—3 - und da 5 = =57 ist, legt man fest:

1

e 3

® 69 Treffen Sie Festlegungen fiir 7°; (—4)°; 1175 (—2)~2 Begriinden Sie jeweils lhre Ent-
scheidung!

Durch die folgende Definition wird der Potenzbegriff zundchst auf Po/cnzcn mit ganzz
n erweitert:

P 2 | DEFINITION:

n

il
a’=1 (aeR;a#0) a‘"=8— (a€R;a+0;neN;nz1)

@ 70 Formen Sie die folgenden Terme so um, daB keine Potenzen mit negativen Expo-
nenten auftreten!

4*
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9100 b5 oI Ao e)(%)_2

® 71 Schreiben Sie als Potenzen mit méglichst kleiner natiirlicher Basis und negativem

Exponenten!
1 1 1 1 1 1
A bg 9w 93 ¥ few

Wir wollen nun den Potenzbegriff auf Potenzen mit rationalen Exponenten ausdehnen

m

und dabei a” (m, n €Z; n = 2) so definieren, daB es sich zweckméRig in die bisher be-

nutzten Potenzgesetze einordnet.
1

Im Einklang mit dem Potenzgesetz fiir das Potenzieren von Potenzen sollte fiir 372.B. gel-
1\2 1 B
ten \37) = 3'. Andererseits wissen wir, daR (y3) = 3 ist. Es liegt nahe, 3° = /3 festzule-

gen.”
1 1

A pld L 1
@ 72 Treffen Sie Festlegungen fiir 7% und 0,5%, desgleichen fiir 4* und 2°1 Begriinden
Sie jeweils lhre Entscheidung!

Es empfiehlt sich die folgende Festlegung:

m i
Fira” (m, ne Z; n = 2) sollte gelten (a™)" =a" (im Einklang mit dem Potenzgesetz fiir
das Potenzieren von Potenzen). Deshalb definiert man:

» 4 | DEFINITION:
m +

a7=(a'")T=W (acR;a>0;m neZ; nz2p

1l 1- =4 a2
® 73 Berechnen Sie im Kopf: 161; 252; 755 5 83; 8% (L)

In Kenntnis der Definition A 4 kénnen wir mit Hilfe der Taste y* des Schulrechners
SR 1 Wurzeln berechnen. Dabei empfiehlt sich die Einbeziehung der Reziproktaste.
1/x

W 21 Aufgabe Ablaufplan Anzeige
g

Y23 | 3% 7@®WE 1.56507

® 74 Begriinden Sie den Ablaufplan im Beispiel A 21!

1
" Es gilt auch (— y3)* =3, so daR man fiir eine Festsetzung von 37 eigentlich die Wahl hat zwischen y3 und
— /3. Wie bei der Definition der Wurzel wihit man die positive der beiden Zahlen, also V3.

m

2 Die Schreibweise a” ist gerechtfertigt, weil sich der Wert dieses Terms beim Erweitern oder Kiirzen des Bruches

m  me

% nicht &ndert, alsoa” =a” © (c € N; ¢ > 0) gilt.
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Aufgaben

1. Berechnen Sie folgende Potenzen!
a) 5° b) (—6)° c)(=b)° (beR; b+0)
= R )

Formen Sie die folgenden Terme so um, daR keine Potenzen mit negativen Exponenten
auftreten!

2.1 a) 5 b) x~* Q15 (ceN)  d) o o (keN)
1 . 3 1 28
g 9a bt WA Vo Mg

L1 A Db 9 dat eEP A5h ety

4. Schreiben Sie als Potenzen mit moglichst kleiner natiirlicher Basis und negativem
Exponenten!

1 g 1 1 1 1
ag by 700 9ar 024 " 7000000

5. Arbeiten Sie die folgenden beiden Ablaufpline ab! Begriinden Sie, warum Sie bei
beiden zum gleichen Ergebnis gelangen!

c) e)

Hinweis: Uberlegen Sie, welche Terme diesen Ablaufplénen entsprechen!
a) 0,43 (=& b)0,4(W3EHE)

6. Gilt die folgende Aussage? Begriinden Sie lhre Antwort! ,Sind zwei Potenzen mit
ganzzahligen Exponenten gleich, so stimmen sie in Basis und Exponent iber-
ein.” (L)

7 Fiir welche GroRen verwendet man die folgenden Einheiten? Schreiben Sie die Ein-
heiten als Produkte mit zum Teil negativen Exponenten!

g m N m
a) 1 o b) 1—s c) 1—rnz d) 1—sz

Q- mm? N-m kg -m km
e) 1T f) 1—s g)1 = h) 1—h

8. Formen Sie zunéchst die folgenden Terme so um, daB keine Potenzen mit negati-
ven Exponenten auftreten, und wenden Sie dann die bekannten Potenzgesetze
an!

aE 0 BEF af3er) ey oG

(aZ - bZ)—1
9. Schreiben Sie die folgenden Wurzeln als Potenzen!

a) {5 b) Y10 o) a2 d {11
e) \/@ f) \/@ 97 h) V8
) Vet Ky32® ) \/@ m) \/@
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10.  Berechnen Sie mit Hilfe des Taschenrechners!
a)¥i8 b 0125 d)0022 e VY618

11.  Schreiben Sie die folgenden Potenzen als Wurzeln!
1 2

S N N e
2, a3, 2 LY. .5 .22, 3, [
5%, 6°; 13 '(a)'(9> ;752 (a)

16 Verallgemeinerung der Potenzgesetze

Die Erweiterung des Potenzbegriffes auf Potenzen mit ganzzahligen bzw. rationalen Expo-
nenten erscheint erst dann voll gerechtfertigt, wenn bewiesen ist, daB sich der Giiltig-
keitsbereich der Potenzgesetze auf diese Potenzen ausdehnen |4Rt. Die Beweise fiihrt
man fir die neu eingefiihrten Potenzen, indem man auf deren Definition zuriickgeht.

® 75 Beweisen Sie: a°- b°=(a - b)° (a, beR;a+0;b+0) (L)
Soweit die Giiltigkeit der Potenzgesetze bereits gesichert ist, darf man sich innerhalb ei-
nes Beweises auf sie stiitzen. Zum Beispiel kann man das fir natiirliche Exponenten n gel-
tende Gesetz a"- b"=(a- b)" (a, beR; a+0; b+0) nutzen, um zu beweisen, daB es
sich auf negative Exponenten ausdehnen |aRt: .
Voraussetzung: a, beR; a=+0; b*0;, meN; m>0
Behauptung: am-bm=(a-b)"™
G 1
am  bm
il
am- bm
P I
(a-b)"
=(a-b) ™ (nach Definition)
w.z. b.w.

Beweis: a’ (nach Definition)

(Potenzgesetz, m € N)

2 2 2

® 76 Priifen Sie, ohne den Taschenrechner zu verwenden, ob 3° - 7° = (3-7)° ist!
Hinweis: Nutzen Sie die entsprechende Definition, und potenzieren Sie dann beide Seiten der Glei-
chung mit 5!

Im folgenden Beweis bauen wir darauf auf, daB das Gesetz a"- b"=(a- b)" (a, beR;

a>0; b>0) fur ganzzahlige Exponenten gilt, und weisen seine Giiltigkeit fiir rationale Ex-
ponenten nach:

Voraussetzung: a, beR; a>0; b>0; p,qgeZ; qz2
2 P e
Behauptung: a%b? =(a-b)?
Beweis: 4 - §b°)'= ({a°)° - (¥67)? (Potenzgesetz, q € 2)
=af - bP (nach Definition)
=(a‘b) (Potenzgesetz, pe2)
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Daraus folgt: Va—P~ f(/b_"

Also gilt: a’ b

{la- by (Ziehen der g-ten Wurzel)

b (nach Definition)

Wir wollen auf weitere Beweise hier nicht eingehen und die folgende \/cra//emein
der Potenzgesetze als glltig betrachten:

| (am-an=amtn- (2)a"- b"=(a- b)"

b

@ L= amr == (-!-)

(5) (am)" = am" = (a)"

® 77 Fassen Sie zu einer Potenz zusammen!
a) Ui b)z"-z" c) (x2-x?

a 2 o2 33
d)ﬁ e)x2:y” f) ud:v

Nach Definition A 4 (-~ Seite 52) konnen Wurzeln als spezielle Potenzen aufgefalt wer-
den. Damit kénnen auch beim Rechnen mit Wurzeln solche Méglichkeiten des Umfor-
mens genutzt werden, wie wir sie fiir Potenzen kennen.

Addition und Subtraktion von Wurzeln mit gleichen Radikanden und gleichen Wurzel-
exponenten

22 a) 2¢y2+53+842-3y3=(2+8)y2+(5-3)y3=1042+243
b) 3Yx +4Yx —5Yx+6x2 =3 +4-5) Yx +6x2 =2Yx +6 Y*

Muiltiplikation und Division von Wurzeln mit gleichen Wurzel oder mit glei-
chen Radikanden

Beim Losen zahlreicher Aufgaben ist es zweckmiéBig, Spezialfille der Potenzgesetze
(~ Satz A 5) in der Wurzelschreibweise zu formulieren. Man spricht dann von Wurzel-
gesetzen. Die Wurzelgesetze sind also fir uns keine neuen Gesetze. Die Gesetze (2) und

(4) des Satzes A 5 lauten fur n =lk in Wurzelschreibweise:
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(2a) §a-4b=4a-b (a>0;, b>0; keN; k=2

V; kla
(4a) W=”F (a>0;, b>0; keN; kz2
en und P en

Fir das Radizieren und Potenzieren von Wurzeln gilt:
©a) Yo ="Va=V§a (@>0)
(sb) (Ya)'=Va* (a>0)
m2a) V8 =V8 =2 bz =% oiB5=-V/5
d (F)Y=137=3 eba=VV6s =f8=y2-2=ya -y2=242
1
V2

Die Berechnung von Naherungswerten fiir die Zahl 715_ (z. B.
h

schenrechner 4Rt sich vereinfachen, wenn man den Brucl
L=i=£=%ﬁ % 1,414 =0,707

Durch das Erweitern hat man einen Bruch erhalten, dessen Nenner rational ist.

2

M 25 Der Bruch —3— soll mit einem geeigneten Faktor erweitert werden, so daR im Nen-
ner keine irrationale Zahl auftritt.

o _ff_ s 1

TR

Aufgaben

Vereinfachen Sie folgende Quotienten!

1.1 a) x*:x® b) am*': a™ €) 3xmt2: 3xm¥
36 . 2,2 Laz ‘g—a‘
d) 0,21x3y8: (7x%y?) e) 206° 1257
2.1 a) (-4°:(-47) () b) (1,49 : (3,5q™)
X284
c) (@™ '-b"):(@™-b*c') (L) d) =y

Schreiben Sie die folgenden Terme in méglichst einfache Formen um!

Hinweis: Alle Exponenten seien ganze Zahlen.
3.1 a) a*tt- bkt etk gk T b) (2x+ 3x7Y) (3x72—2x7Y)

4.1 a) (=5P:(-5¢ b)a®:a® o (3p™: 5%

22.25.2c-2

d) (g2~ r3n): (q2n+1 . 30) €) T
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2\ -1 2_ ph2y-2
soaer w(E) aer  ares o fTpls
6. Ermitteln Sie den elektrischen Widerstand einer zweiadrigen Kupferfreileitung mit

einem Querschnitt von 12mm? und einer Lénge von 150 m (R=g-7{;
0c, =0,0155 Q - mm? - m~')!

7. Lésen Sie die folgenden Gleichungen (ne Q)! (L)
a) 3=3-3 bja®-a"=a® ¢)5*"=125 d)F =27

Wenden Sie auf die folgenden Produkte bzw. Quotienten die entsprechenden Potenzge-
setze an, und vereinfachen Sie weitgehend!
1 3
o (1)1 (L)
3 3 \3
2

8.1 a g%~9% b) (%f (%)% (%)%

2
3

3 4 5 A 2
d)n’-n’-n’ (n>0 €6 -6 f7°-7
4 2 4 1
TN 1 f1\2 e T
9 <?) > (2> ha '-al-a® (a>0)
1 2 2 2 2
g. 1 3 3 l _ 3 l 5 _11 5
0t (@) et o (@) (2
1 1 1 1
7 o7 ). (24 T, 0%
d)6°-5 e)<8) (9) f) 5 :10
12 3\4 1\3
)2 515 52
10-1 a) (5) b) (9) 0 (x) (x>0)
13 2\3 3
d) (7) e) (3> f) (19" (n>0)
1. Fassen Sie die folgenden Summen zusammen!
a)53+12y3-643 b)7¥9+4¥0-630 8y2-ay2+242
12. Berechnen bzw. vereinfachen Sie die folgenden Produkte und Quotienten! )
a) 16 - 10 BY7-¥E o Yu-fur-Yur w>0
d) Va*x? - Ya2xt e) Jﬁ: V2 f) Ya0:3y8
9 V25 -5 V126 ) e yx (x>0

W Y6767 (b>0) ) {40 :y10 m) ;—3 , ,/%
13. Vereinfachen Sie die folgenden Wurzeln! Benutzen Sie dabei die Gesetze
Ya

o2 B ="a b baw. /& = |
Ya Ya - Yb bzw. ,/b T
a) 4760000  b) }0,00004 ¢ Y81 (x>0 d) Y162

2 16bc?
g f) g) 225a°b? h) 3/ and

1
by 490000
14" vyereinfachen Sie die folgenden Summen bzw. Produkte! (L)

a) 2/8-242 b)Y18-y72 ) @2+3y2)-42 d)(16-42) (212 -3)

€)
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15.  Schreiben Sie die folgenden Terme in maéglichst einfache Formen um!
a) (5)" b) V3 CECED N CEZDN
o V& Y37 o (25)
16.  Radizieren Sie!
A b o ey
o ¥z 0 ks

17.  Erweitern Sie die folgenden Briiche jeweils mit einem geeigneten Faktor, so daR in
den Nennern keine irrationalen Zahlen mehr auftreten!

a)% b) = > 2. ik

1
w 9% ‘%7 2& "%

17 Darstellung von Zahlen
mit Hilfe von abgetrennten Zehnerpotenzen

L]
@

Berechnen Sie mit dem Taschenrechner!
a) 4:7 b) 3:57 c) 456000 : 0,0002 d) y10 -1
e) 0,01232 f) 0,0123-0,00456 g) 456789 - 987

Wir wissen: Bei Anzeigen des Schulrechners, wie sie beim Lésen des Auftrags A 78 auf-
treten, gelangt man zur tiblichen Schreibweise, indem man das Komma um so viele Stel-
len nach rechts bzw. links verschiebt, wie die letzten beiden Ziffern der Anzeige ange-
ben.

Das entspricht aber dem Multiplizieren der in der Anzeige vorn stehenden Zahl mit einer
Potenz von 10:

Die Anzeige

a) 5.7142 — 01 entspricht 5,7142 - 107" = 0,57142;

b) 5.2631 — 02 entspricht 5,2631 - 1072 = 0,052631;

c) 2.28 09 entspricht 2,28 - 10° = 2280000000.

Der Schulrechner nutzt hier folgenden Sachverhalt:

Jede reelle Zahl a+0 kann in der Form |
a=ay-10° (a€R; 1=|a| < 10; p € Z) dargestellt werden.

® 79 Schreiben Sie die Ergebnisse der Aufgaben d) bis g) im Auftrag A 78 ebenfalls aus-
fuihrlich sowie mit Hilfe von abgetrennten Zehnerpotenzen auf!

Damit erweitert sich die Anwendungsmdglichkeit des Schulrechners betréchtlich. Ohne diese
Schreibweise kénnten aufgrund der 8stelligen Anzeige nur Zahlen a mit 0,0000001 =< |a| = 99999999
(oder a = 0) dargestellt werden. Dann wiren beispielsweise die Aufgaben c) und g) des Auftrages
A 78 mit dem Taschenrechner nicht l6sbar.

Wenn der Schulrechner SR 1 die Schreibweise mit abgetrennten Zehnerpotenzen be-
nutzt, so zeigt er nur finf zuverldssige Ziffern an, obwohl er intern weiterhin mit neun
Stellen rechnet. Mit einem kleinen Trick kénnen wir aber dem Taschenrechner evtl.
noch genauere Néherungswerte (mit bis zu acht zuverléssigen Ziffern) entnehmen:
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m 26 Bei der Berechnung von 4 : 7 tasten wir im AnschluB an die Anzeige des Ergebnis-
ses (X]10, lesen ab und dividieren im Kopf durch 10. Wir erhalten 0,57142857.

® 80 Versuchen Sie, auch in den iibrigen Aufgaben des Auftrages A 78 genauere Nihe-
rungswerte fiir die Ergebnisse zu erhalten!

Die bisherigen Uberlegungen betreffen die Anzeige von Ergebnissen mit abgetrennten
Zehnerpotenzen bei dem Schulrechner SR 1. Man kann aber auch Zahlen in dieser Dar-
stellung in den Schulrechner SR 1 eingeben. Dies ist mit der Taste Eex maglich.

® 27 Aufgabe Ablaufplan Anzeige
1,2345 - 107 1,2345 (@)7 1.2345 07
0,3456 - 10~ 0,3456 12 0.3456 —12
oder
0,3456 (X 12 0.3456 —12
10° 3 1. 03

123,45678 - 10* | 123,45678 (EX) 45 123.45 45"

Gibt man nach dem Driicken der Taste EEX drei oder mehr Ziffern ein, so verschwin-
den die ersten wieder aus dem Rechner. Dies kann man zur Korrektur von falsch einge-
gebenen Exponenten nutzen:

m 28 Aufgabe Ablaufplan Anzeige
1,27 - 102 127 38 (Fehler) | 1.27 38

2 127 82

127 2

8 8

Die Zahlendarstellung mit Hilfe von abgetrennten Zehnerpotenzen erhéht den Anwen-
dungsbereich des Schulrechners SR 1.

e 81 Ermitteln Sie a) die groBte, b) die kleinste, c) die kleinste positive, d) die
groBte negative Zahl, mit der lhr Taschenrechner arbeitet! (L)

® 82 Geben Sie folgende Tastenfolgen in den Taschenrechner ein! In einigen Fillen
zeigt der Rechner ,E” an. Begriinden Sie!

a) 3 (@) 99 (=) 8 @99 (=)
b) @) 99 (*)E) 98 (=)
c)5 99 (x)2 (=)
d) 2,4 49
e) 4,1 50 [x7)
f) 7 @) 99
g) 1,48 97
h) @) 97 FH(=) 500 (=)
e 83 Ermitteln Sie die gréBte und die kleinste positive (negative) Zahl, fir die die Ta-
sten 1/x , 4 bzw. x* Werte liefern!

" Bei auszufiihrenden Rechnungen arbeitet der Schulrechner trotzdem mit allen acht Stellen.
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Unabhéngig von der Arbeit mit dem Taschenrechner benutzt man die Darstellung von
Zahlen mit abgetrennten Zehnerpotenzen haufig, wenn Zahlen mit sehr groBem oder
sehr kleinem Betrag auftreten. Dies ist z. B. in der Astronomie und in der Atomphysik der
Fall.

Masse der Erde: 5,979 - 10* kg
Volumen der Erde: 1,083 - 10'2 km?
Masse eines Wasserstoffatoms: 1,6733 - 10°7 kg

® 84 Entnehmen Sie dem Tafelwerk weitere Beispiele fiir die Schreibweise mit abge-
trennten Zehnerpotenzen!

Auch beim Umwandeln der Einheiten bei GréBenangaben ist das Arbeiten mit abgetrenn-

ten Zehnerpotenzen oft vorteilhaft.

B 29 Aus 1 mm?® Gold |4Rt sich durch Hdmmern Blattgold von 1 dm? Flacheninhalt her-
stellen. Es ist aus diesen Angaben die Dicke d des Blattgoldes zu ermitteln.

Gegeben: V=1mm* Gesucht: d
A=1dm?
Lésung: v= /:/ d Nebenrechnung:
d=7 1dm =100 mm = 10> mm
1 mm? J
T g 1 dm? = (102 mm)? = 10* mm?
d=10"*mm

Die Dicke dieses Blattgoldes betragt 10* mm.
Probe: Eine Blattgoldfolie von 1 dm? mit der gleichmé&RBigen Dicke 10~ mm hat
ein Volumen von 1 mm?, denn
1.dm?-107* mm = (10> mm)?- 10~ mm = 10*- 10~ mm3 =1 mm3.
Die Darstellung von Zahlen mit Hilfe abgetrennter Zehnerpotenzen erlaubt es, die Ge-

nauigkeit von Néherungswerten auch dann eindeutig anzugeben bzw. zu erkennen,
wenn es sich um natiirliche Zahlen handelt, deren Zifferndarstellung mit Nullen endet.

e 85 Uberlegen Sie, wie in der nachstehenden Tabelle die leeren Felder ausgefiillt wer-
den miiBten!

0,55=x=0,65

0,0065 = x < 0,0075
245=x<255

350 = x = 450
395 = x <405
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Man legt fest:
In der Darstellung a, - 10° (1= |ao| < 10; p € Z) sind alle Ziffern von a, zuverlassig.

® 30 In den Beispielen des Auftrages A 85 schreibt man

@) 4-105  h)4,0-10%  i)4,00- 102

® 86 Ergdnzen Sie die Tabelle im Auftrag A 85 fiir folgende Naherungswerte!

k) 7,4-10° 1) 7,400 - 10° m) 8,0- 1074 n)2-10

Aufgaben

o

Schreiben Sie die folgenden GréBenangaben mit abgetrennten Zehnerpotenzen!

a) In 22,4 | Sauerstoff unter Normalbedingungen (0°C, 101,3 kPa) befinden sich
602400000000000000000000 Molekiile.

b) Ein Molekiil Wasser (H,0) hat eine Masse von
0,00000000000000000000002988 g.

c) Die elektrische Elementarladung betrégt 0,0000000000000000001602 C.

d) Die mittlere Entfernung der Erde von der Sonne betrégt 149500000000 m.

Driicken Sie die folgenden GréRenangaben mit Hilfe der genormten Vorsitze aus!
(-~ Tafelwerk S. 38)

a) 10°t b) 10° t c) 107"t d) 107* A

e) 10°m f) 103g g) 10? Pa

Schreiben Sie ohne abgetrennte Zehnerpotenzen!

a) 7-10° b)5- 1073 c)9,834-10" d)6-10°

e) 8,42-10' f) 46-102 g) 3,43-10"*  h)6,42- 10’
i) 83-10°° k) 3,2- 108 ’

Schreiben Sie die folgenden Zahlen in der Form a,-10° mit ayeR;
1=|a<10; peZ!

a) 2421 b) 35040000 c) 0,238 d) 0,000048 e) 400

f) 2341 g) —0,00005 h) 0,001 i) 0,0205 k) 34165

Geben Sie die folgenden Einheiten als Vielfache der Grundeinheiten an! Verwen-
den Sie Zehnerpotenzen!

a) Nanofarad b) Mikrofarad c) Kilometer d) Dezimeter  e) Zentimeter

f) Millimeter g) Mikrometer h) Nanometer i) Gigawatt k) Megawatt

1) Kilowatt m) Megavolt n) Millivolt o) Kilotonne p) Megatonne
Wo werden diese Einheiten angewendet?

Welche Masse hat die Luft in lhrem Klassenzimmer?

(owr=0,001293g - cm~3)

Berechnen Sie die mittlere Dichte (in g - cm™3) folgender Himmelskérper!
a) Sonne b) Mond c) Erde

Entnehmen Sie jeweils Masse und Volumen dem Tafelwerk (7 S. 53f.)!

Fiir grobe Uberschlagsrechnungen rundet man den vor der Zehnerpotenz stehen-
den Faktor auf Hundertstel, Zehntel oder Ganze, z. B.

7937000~7,94-10°~7,9 - 105~8- 105

Runden Sie entsprechend: 42760000; 538000000; 9378000000; 35790; 897000!
Schreiben Sie Gleichungen fiir die Umwandlung der Léngen-, Flachen- und Raum-

inhaltsmaBe in niedrigere bzw. héhere Einheiten auf! Verwenden Sie dabei Zehner-
potenzen!
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18 Das Dezimalsystem und andere Positionssysteme

Zahlen werden ublicherweise durch Ziffern im Dezi y (auch dekadisches Posi-
tionssystem genannt) dargestellt.

Wir erinnern uns:
125 bedeutet 1-100+2-10+5=1-10*+2-10"+5 - 10°
1

- —_— ._1_— - 0 . =1 ¥ =2
3,47 bedeutet 3+ 4 o+ 7 o-=310°+4- 10747102

1 1
0,501 bedeutet 5 0 +1 7000
Die Zahlen werden also als Summen von Vielfachen von Zehnerpotenzen geschrieben.
Die Basis des Dezimalsystems ist die Zahl 10.
Der Zahlenwert, den eine Ziffer darstellt, héngt in einem Positionssystem von der Stel-
lung (der Position) dieser Ziffer in der geschriebenen Zahl ab.
Fiir spezielle Zwecke benutzt man mitunter auch Positionssysteme mit einer natiirlichen
Zahl n +10 als Basis. Elektronische Rechenanlagen arbeiten auf der Grundlage des Dual-
systems, auch wenn die Ein- und Ausgabe meist im Dezimalsystem erfolgt. Die Basis ist
die Zahl 2. Jede Zahl wird in diesem System als Summe von Potenzen von 2 dargestellt.
Um Verwechslungen mit dem Dezimalsystem auszuschlieRen, schreibt man statt der Zif-
fern 0 und 1 meist die Zeichen 0 und L.

=0-10°+5-10""+0-10"2+1-1073.

W31 L0LL0 =1+2*+0-22+1-224+1-2'+0+-2° =22
LLLoL= 1:22+1-2241:27'4+0-22+41:23=3,625
oLL = 0-20+41:-27"+1.22 =0,75

Das Dualsystem wird in Rechenanlagen bevorzugt, weil nur zwei Ziffern durch deutlich
voneinander verschiedene Zusténde elektrischer oder elektronischer Bauelemente darzu-
stellen sind. Die beiden Zustdnde kénnen sein:

Strom flieBt — Strom flieBt nicht;

positive Spannung liegt an — negative Spannung liegt an;

Speicherzelle magnetisiert — Speicherzelle entgegengesetzt magnetisiert.

@ 87 a) Begriinden Sie, warum man im Dualsystem mit zwei Ziffern auskommt!
b) Welche natiirlichen Zahlen sind nicht als Basis eines Positionssystems geeig-
net?

Man kann in diesem Zahlensystem auch rechnen, was jedoch einige Ubung verlangt, da
wir das Dezimalsystem gewohnt sind. Es geniigt, die folgenden Grundaufgaben der Addi-
tion bzw. Multiplikation zu beherrschen:

0+0=0 0-0=0
0O+L=L 0-L=0
L+0=L L-0=0
L+L=L0 L-L=L
Schriftliche Additionen bzw. Multiplikationen werden dann wie folgt ausgefiihrt:
LLOL LoL-LOL
+ LLL LoL
LOLOO 000
LoL
LLOO,L

® 83 Uberpriifen Sie die Richtigkeit dieser Rechnungen! Ubertragen Sie dazu die Zahlen
in das Dezimalsystem! (Rechnen Sie wie gewohnt!)
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Aufgaben

1.  Folgende Summen sind mit Hilfe von Ziffern im Dezimalsystem zu schreiben!
a) 5-10°+0-10°+2-102+4-10"+0-10°
b) 7-102+3-10°+4-10""+9-1073+10"®
c) 4-10°+5- 107+ 10° d)9-10°+4-107°
e) 3-10°¢+107+8-10"° ) 2-10°+10"°

2. Geben Sie die folgenden Dualzahlen als Dezimalzahlen an!
a) LOLOL b) LLLOO c) LLLL  d)LO0L e) LOOLOOL  f) LLL,LL

3.+ Lésen Sie die folgenden Aufgaben zunéchst im Dualsystem und danach im Dezi-
malsystem! (L)
a) LLOLL + LOLOL b) LOLLOL + LLL + LOLOL ¢) LLOLLL + LLLLL
d) LLOL - LLOL e) LOLOLL - LOOLO f) LOLOLOLO - LLLL

4.+ Zghlen Sie im Dualsystem
a) von 0 bis 20 in Einerspriingen vorwirts,
b) von 16 bis 2 in Einerspriingen riickwiérts,
c) von 0 bis 16 in Zweierspriingen vorwarts,
d) von 10 bis 50 in Zehnerspriingen vorwarts!

19 Der Logarithmus

Wie wir wissen, hat die Addition reeller Zahlen genau eine Umkehrung, die Subtraktion:
Fiir beliebige reelle Zahlen x, y, z gilt: Wenn x+y =2z soistz—x=yund z— y=x.
Auch die Multiplikation reeller Zahlen hat genau eine Umkehrung, die Division: Fiir belie-
bige reelle Zahlen x, y, zmitx 0, y # 0 gilt: Wenn x - y =2z, soistz: x=yund z: y = x.
Fiir das Potenzieren nichtnegativer reeller Zahlen x mit einer natiirlichen Zahl n (n > 0) ist
das Radizieren mit n eine Umkehrung: Fiir beliebige nichtnegative reelle Zahlen y, z und
natiirliche Zahlen x (x > 0) gilt: Wenn y*=2z,s0ist Yz =y

Das Radizieren hilft aber nicht weiter, wenn in der Gleichung y* = z der Exponent der Po-
tenz zu bestimmen ist.

o 89 Ubertragen Sie die folgende Tabelle in Ihr Heft! Setzen Sie die angegebenen Werte
fir z nacheinander in die Gleichung 10* = z ein, und bestimmen Sie jeweils den Ex-
ponenten x!

1

1|W o
10 .
o | I I [ I I

Die im Auftrag A 89 auszufiihrende Operation bezeichnet man als Logarithmieren mit der
Basis 10.

10 100 1000

Uber ihre Ausfiihrbarkeit sei ohne Beweis mitgeteilt: Man kann in der Gleichung 10* = z fiir x oder
fiir zauch unendliche nichtperiodische Dezimalbriiche (d. h. irrationale Zahlen) zulassen, wofiir der
Potenzbegriff zu erweitern ist auf Potenzen mit beliebigen reellen Exponenten. Dann hat die Glei-
chung 10* =z fiir jede positive reelle Zahl z genau eine reelle Lésung x.

Gleiches gilt fiir jede Gleichung y*=2z (y>0; y*1).
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Das eindeutig bestimmbare Resultat des Logarithmierens einer positiven Zahl z bei einer
gewahlten positiven Basis y (y #+ 1) nennt man den Logarithmus von z zur Basis y und
schreibt: log, z.

> 6 DEFINITION: log, z (y>0; y +1; z> 0) ist diejenige reelle Zahl x, fiir die y* = z gilt.

Im Falle der Basis 10 schreibt man tiblicherweise anstelle von ,logyz” kiirzer ,Ig z*.
Es ist also beispielsweise Ig 100 = 2, denn 10 > 0; 10 # 1; 100 > 0, und 10? = 100.

W 32 Aufgabe | Ablaufplan I Anzeige
g 3 | 1@ | 47712 -01

Der Schulrechner liefert fir Ig 3 als Naherungswert 0,477 12.

Das Logarithmieren ist — neben dem Radizieren — eine weitere Umkehrung des Potenzie-
rens. Das Potenzieren hat also zwei Umkehroperationen (7 Bild A 16).

Bild A 16 Potenzieren
geg.i x,y
ges.:z
/ = \
XEN; x>0 YER;y=>0;y¥1
ZzER;zZ0 z€R;z>0
Radizieren Logarithmieren
geg.: x,z geg.' y,z
ges.iy ges.: x
y=Y7 x=log, z
Zusammenfassung

& =1 (aeR;

a#0)

1
n"’=7 (@aeR; a#0; neN; n=z=1)

aT = (a"')* = W

(aeR; a>0;, mneZ nz2)
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Yb (beR; b=0; neN; nz2)
nennt man diejenige nichtnegative reelle Zahl a, fir
die a" = b gilt.

log,b (aeR; a>0; a+1, b>0)
nennt man diejenige reelle Zahl n, fiir die a"=b
gilt.

Fiir alle positiven reellen Zahlen a, b und alle ratio-
nalen Zahlen m, n gilt:

i

am-gn=amtn By 5‘-_5"‘%4-5?

gleiche Lalpre— (“4)‘,, S
Basen P ,‘ (f4)z" 7( :4)“‘, ( ’4)'

(amy=am" (2%)‘3‘2%.= 7
gleiche anaibr=fa -b)" ,2’7‘(_'4)’ V=‘(‘-“8)!
Expo-

a_(a\" (44)3‘__1:: At
nenten F_(b) | o ( 5 ) ( 2)

Darstellung von Zahlen mit abgetrennten Zehnerpotenzen

Jede reelle Zahl a+0 kann in der Form a=a,- 10°
(ag € R;1 = |ag| < 10;p € Z) dargestellt werden. Dabei
sollen alle Ziffern von a, zuverlassig sein.

a=7.400 10
| bedeutet
7399,5 < a=7400,5

5 000905-1



B Ungleichungen und
Gleichungssysteme

Lineare Ungleichungen

Tim behauptet: In jedem beliebigen Dreieck ist die Halfte des Umfanges immer noch gré-
Rer als die groBte der Dreieckseiten. Hat Tim recht?
In einem gleichseitigen Dreieck, in dem jede Seite a Einheiten lang ist, ist Tims Aussage

sicher wahr, denn fiir jede positive reelle Zahl a gilt: % (a+a+a)>a.
Wir nehmen an, in einem beliebigen Dreieck sei die Lange der groRten Seite ¢ Einheiten.
Dann miite gezeigt werden: %(a + b+ ¢) > c. Nun wissen wir auBerdem, daR in jedem

Dreieck die Summe zweier Seitenldngen groRer ist als die Linge der dritten Seite. Also
gilt auBerdem a + b > c. Um die Behauptung von Tim beweisen oder widerlegen zu kén-
nen, wollen wir lernen, mit Ungleichungen umzugehen.

1 Zur Wiederholung

o 1 Ordnen Sie die folgenden Gleichungen und Ungleichungen anhand der Ubersicht
auf der néchsten Seite oben!
x*=7, a+b>c; 4x+3=7x+5 m<3,14;

3<-10000; (x=1) (x+1)=0; A=(a+%;
y>x+2, (1+n)>n%

1. W 0_1=0 1.2 3+1y. 2.5 .
RtR TR 1m0 12 3<( 3 ) ==
2 B2 2 .iﬂ.il._._l=_
al+bi=c% |x|>4; b+a>1' 3<% (=3): 3 i

x?=5x+6=0; 4 (z—-3)+6>2z+1

Sie haben bereits solche Schreibweisen wie x =5 und 2 < x < 9 kennengelernt.
x=5 bedeutet: x<5 oder x=5.

2<x<9 bedeutet: 2<x und auch x<9.

Auch solche Ausdriicke bezeichnet man als Ungleichungen.
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Ohne Variablen

¢ Mit genau | Mit mehr
wahre falsche . einer als einer

e 2 Stellen Sie die Lésungsmenge der folgenden Ungleichungen als Punktmenge auf je
einer Zahlengeraden dar!
a) x<5 (xeN) b) x5 (xeN) c)2<x<9 (xeN)
d) 2=x=9 (xeN)

Wir wissen: Wenn man in einer Gleichung oder einer Ungleichung fiir die auftretenden
Variablen Elemente des jeweiligen Grundbereiches einsetzt, entsteht eine wahre oder
eine falsche Aussage.

® 3 Setzen Sie in den folgenden Gleichungen bzw. Ungleichungen fiir die Variablen
die angegebenen Zahlen ein! Entscheiden Sie, ob eine wahre oder eine falsche
Aussage entsteht!
ut-9=0 (u=3 u=9; u=-3
lz—-1<4 (z=5,01;, z=4,99;, z=-99)
a+b=16 (@=2und b=-18; a=7,01und b=8,9; a=8 und b=8)
0>s+2t (s=1 und t=1; s=1und t=-1 s=—-1und t=1)

# 4 a) Gegeben ist eine Gleichung mit der Variablen x und eine Zahl x, aus dem Varia-
blengrundbereich dieser Gleichung. Untersuchen Sie, welche der folgenden
Aussagen den gleichen Sachverhalt ausdriicken! Begriinden Sie lhre Mei-
nung!

(1) Die Zahl x, erfiillt die Gleichung.
(2) Die Zahl x, gehért zur Lésungsmenge der Gleichung.
(3) Die Losungsmenge der Gleichung ist {x,}.
(4) Setzt man in die Gleichung fiir x die Zahl x, ein, so entsteht eine wahre Aus-
sage.
(5) x, ist Lésung der Gleichung. (1)
b) Denken Sie sich in dem obigen Aufgabentext das Wort ,Gleichung” durch das
Wort ,Ungleichung” ersetzt! Entscheiden Sie erneut!

Wie bei Gleichungen hingt auch bei Ungleichungen die Lésungsmenge vom jeweiligen
Grundbereich ab. So hat z. B. die Ungleichung 2x <5 beziiglich N die Lésungsmenge
L=1{0; 1; 2} (-~ Bild B 1). Beziiglich R besteht die Lésungsmenge von 2x <5 aus allen reel-
len Zahlen, die kleiner als 2,5 sind (7 Bild B 2).

—_—— (S S |
-3 =2 -1 3 23

Bild B 1 Bild B 2
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e 5 a) Losen Sie die Gleichungen und Ungleichungen, und ergénzen Sie die Tabellen!

yi=2

ly|=3 L={3} L={3; -3}

2a=a+a L=0.

x+1<4

x| <3 Menge aller reellen Zahlen,
die zwischen —3 und 3 liegen

2x< x L={~1;:=2; =3;...)

b) Veranschaulichen Sie von jeder der in der zweiten Tabelle genannten Unglei-
chungen die Losungsmenge bez. N; Z und R als Punktmenge auf einer Zahlen-
geraden!

Viele Ungleichungen kann man bereits ,durch Uberlegen” I5sen.

e 6 Geben Sie alle natirlichen Zahlen an, welche die folgende Ungleichung erfiillen!
Veranschaulichen Sie die Lésungsmengen auf dem Zahlenstrahl!

a) 2y<9 b) —x> -5 c)%>% (L)

d) 3<2u<10 e)2v—-1=9 f) 20000lw>w+w ()

Aufgaben 1
1. Untersuchen Sie, welche der Zahlen 2; 7 7; =7; 0 die Gleichung x (x +7)=0und

welche die Ungleichung 2x + 1> —1 erfiillen!

2. Welche der natiirlichen Zahlen 1; 2; ...; 10 tberfiihren die Ungleichung 3x < x + 9
in eine wahre Aussage?

3. Geben Sie drei natirliche Zahlen an, welche die Ungleichung 4 < 2x + 1 < 10 erfiil-
len, und drei natiirliche Zahlen, welche diese Ungleichung nicht erfiillen!

4. Geben Sie eine gebrochene Zahl an, die groRer ist als 3 und zur Losungsmenge
von 4x — 1< 12 gehort!
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5. Ermitteln Sie alle natirlichen Zahlen, welche Losung der Ungleichung 4,3x < 17
sind!

6. L, ist die Losungsmenge der Gleichung x? — 16 = 0, L, ist die Lésungsmenge der Un-
gleichung x — 4 < 0. Entscheiden Sie, welche der folgenden Zahlen Element von L,

und welche Element von L, sind: 0; —3; —4; —1000; m; 2% V2 4;3,99; 16; 2-%
7. Ermitteln Sie die Lésungsmengen der folgenden Ungleichungen!

a) |a|=5 mit aeZ b)yz<10 mit zeN (L)
c) x*<8 mit xeZ (L) d) w'< -2 mit weR

e) —u<u mit ueZ f) y’<y mit yeQ, (L)
a) 17:1 mit zeQ (L) h) 2t<0 mit teN (L)

i) |x—=1=0 mit xeR

8. Geben Sie eine Ungleichung an, zu deren Lésungsmenge sowohl die Zahl 100 als
auch die Zahl —100 gehort!

9. Beschreiben Sie die Lésungsmenge der Ungleichung 3<z<9 mit ze R durch
Worte! Benutzen Sie dabei die Formulierung ,,... sowohl ... als auch”! (L)

10.  Geben Sie drei reelle Zahlen an, welche die Ungleichung x? > x erfiillen, und drei
reelle Zahlen, welche die Ungleichung x > x? erfiillen!

11.  Geben Sie drei ganze Zahlen, welche Losung der Ungleichung x + x < x - x sind!

12.* Geben Sie drei geordnete Paare reeller Zahlen an, die zur Lésungsmenge der Un-
gleichung —x > y gehoren!

13.* Bestimmen Sie die L&sungsmenge der Ungleichung x+y <3 mit xe N und
yeN! (L)

14.* Geben Sie zehn Lésungen der Gleichung y = x + 1 (x, y € R) an, und veranschauli-
chen Sie diese Lésungen durch Punkte in einem Koordinatensystem! Beschreiben
Sie nun die Lage von Punkten, die Lésungen der Ungleichung y > x + 1 entspre-
chen!

2 Aquivalente Gleichungen —
aquivalente Ungleichungen

Wir wiederholen zunéchst, was wir tber dquivalerite bleichungen wissen.

®7 Gegeben sind die Gleichungen 4x +3=7; 2x + 100 = 102; §+ 1= %; %« 1=1
mit R als Grundbereich fiir die Variable x. Lésen Sie die Gleichungen! Vergleichen
Sie die Losungsmengen!

Gleichungen, die beziiglich eines gemeinsamen Grundbereichs die gleiche Lésungs-
menge besitzen, heiBen einander dquivalent.

®8 a) Die Gleichungen x2—16=0; x+1=9—x; 8—2x=0 und |x| =4 haben R als
Variablengrundbereich. Untersuchen Sie, welche der Gleichungen einander
dquivalent sind!
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b) Untersuchen Sie, in welchem der folgenden Fille eine zu 3x = 6 (x € R) dquiva-
lente Gleichung entsteht! Begriinden Sie Ihre Auffassung!
— Auf beiden Seiten der Gleichung wird 6 subtrahiert.
— Die beiden Seiten der Gleichung werden miteinander vertauscht.
— Beide Seiten der Gleichung werden durch 3 dividiert.
— Beide Seiten der Gleichung werden mit 0 multipliziert.

Auch fir Ungleichungen legen wir fest:

Ungleichungen heiBen beziglich eines Grundbereichs einander dquivalent genau dann,
wenn sie in diesem Bereich die gleiche Losungsmenge besitzen

Wir untersuchen, ob die beiden Ungleichungen x + 1>0 und x + 2> 1 mit x € R einan-
der &quivalent sind: Alle reellen Zahlen, welche die Ungleichung x + 1> 0 erfiillen, miis-
sen groBer als —1 sein. Genau diese reellen Zahlen bilden jedoch auch die Lésungs-
menge von x + 2> 1. Beide Ungleichungen besitzen also beziiglich ihres gemeinsamen
Grundbereiches die gleiche Lésungsmenge. Die Ungleichungen x+1>0 und x +2> 1
sind beziiglich R dquivalent.

e 9 Die Ungleichungen 2x <6; x —2 < 0und x + 1< 4 sollen N als gemeinsamen Varia-
blengrundbereich besitzen. Untersuchen Sie, ob die Ungleichungen einander dqui-
valent sind!

@ 10 Gegeben ist die Ungleichung 3x < 15 mit x € N. Ermitteln Sie die Lésungsmenge!
Geben Sie zwei Ungleichungen an, die zu 3x < 15 &quivalent sind, und zwei Unglei-
chungen, die nicht zu 3x < 15 &quivalent sind!

Aufgaben

% Die Ungleichung x < 2 besitzt bezliglich N als Variablengrundbereich die Lésungs-
menge L = {0; 1}. Untersuchen Sie, ob die Ungleichung x + 3 < 2 + 3 beziiglich N
zu x < 2 &quivalent ist!

2. Die Ungleichungen x+1>0 und 2x>1 (xeR) sind nicht dquivalent. Warum
nicht? (L)

3: Geben Sie zu jeder der Ungleichungen 4y >2 (yeR) und z+1>5 (zeR) eine
dquivalente Ungleichung an!

4. Bestimmen Sie die Lésungsmenge von x <5 mit xe N! Addieren Sie auf beiden
Seiten dieser Ungleichung die Zahl 2! Ist die entstandene Ungleichung zu x <5
4quivalent? Begriinden Sie lhre Auffassung!

5. Entscheiden Sie, ob die jeweils nebeneinanderstehenden Ungleichungen einander
dquivalent sind!

a) x>3(xeQ) und a>3(aeQ)
b) n<10(neN) und n=10(neN)
c) x>5(xeR) und x<5(xeR)

6. Eine Ungleichung mit dem Variablengrundbereich N besitzt die Lésungsmenge
L={2;3;4;5;6...). Geben Sie eine Ungleichung an, die zu dieser Ungleichung
dquivalent ist!

7. Wihlen Sie einen Variablengrundbereich, fiir den die jeweils nebeneinanderste-
henden Ungleichungen &quivalent sind, und einen solchen, fiir den sie nicht dqui-
valent sind!
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a)x>%und x>—j— b)a>-2und a20 c¢)z=+y2 und z<y2 |
8.* a) Es wird behauptet: Wenn eine Gleichung &quivalent einer zweiten und diese
&quivalent einer dritten ist, so ist die erste Gleichung auch &quivalent der dritten
Gleichung. ’
Ist diese Behauptung richtig? Begriinden Sie lhre Auffassung!
b) Denken Sie sich in dem Text der Aufgabe 8a) das Wort Gleichung durch das
Wort Ungleichung ersetzt! Durchdenken Sie den Sachverhalt erneut!

3 Umformungsregeln fiir Ungleichungen

® 11 Vereinfachen Sie schrittweise die Gleichung 2 (x + % -2x)=20+x—-1 (x€R),

und geben Sie die Lésungsmenge an! Wiederholen Sie dabei Umformungsregeln
fur Gleichungen!

Wir wissen: Formt man eine Gleichung mit Hilfe der Umformungsregeln fiir Gleichungen
um, so bleibt die Losungsmenge erhalten. Man spricht deshalb von &quivalenten Umfor-
mungen.

Haufig werden beim Lésen einer Gleichung beide Seiten mit einem Term, der eine Varia-
ble enthalt, multipliziert oder durch einen solchen Term dividiert. Auch das ist eine &qui-
valente Umformung, wenn man beachtet, daB der Term nicht den Wert Null annimmt,
falls man Zahlen aus den Grundbereichen fiir die Variablen einsetzt.

x+3
X —

B 1 Die Gleichung 3

=2 (xeR; x * 3) soll gelést werden.

Multiplikation beider Seiten der Gleichung mit dem Term

%
’;_ g =2 |-(x—3) | (x—3), wobei x + 3 vorausgesetzt wird
x+3=2(x—3) Umformen des Terms auf der rechten Seite der Glei-

chung

x+3=2x—6 |+6 | Addition von 6 auf beiden Seiten der Gleichung

x+9=2x |—-x Subtraktion von x auf beiden Seiten der Gleichung
9=x Vertauschen der beiden Seiten der Gleichung
x=9

Die Ldsungsmenge der letzten Gleichung ist L ={9}. Da nur &quivalente Umfor-
mungen vorgenommen wurden, ist {9} auch Lésungsmenge der Ausgangsglei-

chung. Die Probe bestatigt dies: H =2; 9e Rund 9+ 3 (wahr).
Die Lésungsmenge einer Gleichung kann man also ermitteln, indem man Umformungsre-

geln nutzt: Die gegebene Gleichung wird schrittweise in eine ihr dquivalente Gleichung
umgeformt, bei welcher man die Lésungsmenge unmittelbar ablesen kann. Fiir das Lésen



72 B Lineare Ungleichungen LE3

von Ungleichungen kennen wir eine systematische Vorgehensweise noch nicht. Die L&-
sungsmengen haben wir in einfachen Fillen bisher stets ,durch Uberlegen” gefunden.
Wir stellen uns deshalb das Ziel, auch Umformungsregeln fir Ungleichungen zu finden,
bei deren Anwendung die Lésungsmenge erhalten bleibt.
Auf einen Beweis dieser Aussagen werden wir verzichten.

e 12 Eine Ungleichung wurde wie folgt umgeformt:
2x+x+6<5x—2-4

3x+6<5x—8
3x<5x—14
—-2x< -14
x<7

Setzen Sie in x <7 und in die Ausgangsungleichung fiir x die Zahl 0 ein!
Uberpriifen Sie die einzelnen Umformungsschritte!

Ein bedenkenloses Ubertragen der Regeln fiir das Umformen von Gleichungen auf das
Rechnen mit Ungleichungen ist nicht méglich (7 Auftrag 12).

e 13 a) Stellen Sie Paare einander dquivalenter Ungleichungen zusammen! (x € R)
X<5; x>5; 5<x; 5>x; x>-8;, —3>x; =3<x; x<—3
b) Welche der folgenden Ungleichungen besitzen die gleiche Lésungsmenge?
(veR)
2y<8; 8<2y; 8>2y; 2y>8
c) Setzen Sie die richtige der Beziehungen a > b oder b > a oder b < a ein!
Fir alle reellen Zahlen a; b gilt:
Wenn a<b, so ...

>1

@ 14 a) Addieren Sie bei jeder der Ungleichungen 4 <7; —2< 3 und —8 < —5 auf bei-
den Seiten die reelle Zahl 10; die reelle Zahl 2; die reelle Zahl 0 bzw. die reelle
Zahl —4! Was stellen Sie fest?

b) Fir alle a; b; ce Rgilt: Wenna<b, soa+c<b+ec.

Formulieren Sie diese Aussage mit Worten!
Veranschaulichen Sie den Sachverhalt auf der Zahlengeraden indem Sie fiir a,
b und c spezielle Zahlen wihlen!
Formulieren Sie eine entsprechende Aussage fiir den Fall a > b!

e 15 Beschreiben Sie jeweils, durch welche Umformung die zweite Ungleichung aus
der ersten hervorgegangen ist!
Untersuchen Sie, ob die beiden Ungleichungen einander dquivalent sind!
a) x—1<3 und x<4 (xeR)
b) n+n<n+3 und n<3 (neN)
c) —2z+1>-3z+7 und z>6 (ze2)

Wie bei Gleichungen darf man auch bei Ungleichungen auf beiden Seiten dieselbe reelle
Zahl oder auch dasselbe Vielfache auftretender Variablen addieren oder subtrahieren;
die Lésungsmenge dndert sich dadurch nicht.
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® 16 Welche der folgenden Ungleichungen besitzen die gleiche Lésungsmenge? Nut-
zen Sie Regel B 2!
x>1, 4x>8;, —-x>1-2x; 4x+1>9, x+1>2;, x+2>10-3x

Wir wollen untersuchen, wie sich eine Ungleichung verhélt, wenn man die auf beiden
Seiten stehenden Terme mit der gleichen Zahl multipliziert oder durch die gleiche Zahl
dividiert.
e 17 Die Ungleichung 2 < 3 ist eine wahre Aussage. Giinter multipliziert beide Seiten
dieser Ungleichung mit 0,1; 1000; — 3 bzw. —100 und erhdlt 0,2 < 0,3;
2000 < 3000; —6 < —9 bzw. —200 < —300. Einige dieser Ungleichungen sind
wahre, andere falsche Aussagen.
Uberpriifen Sie dies! Was stellen Sie fest?

o 18 Fur alle reellen Zahlen a, b, c gilt:
(1) Wenn a<b und ¢>0, so a-c<b-c.
(20 Wenn a<b und c<0, so a-c>b-c.
a) Verdeutlichen Sie sich diese Aussage, indem Sie fiir a, b und ¢ spezielle Zahlen
wihlen! Formulieren Sie diese Aussage mit Worten!
b) Formulieren Sie eine entsprechende Aussage fiir den Fall a> b'!

Will man beim Lésen einer Ungleichung beide Seiten mit der gleichen Zahl ¢ multiplizie-
ren bzw. durch die gleiche Zahl dividieren, so muR man die beiden Félle ¢ >0 und ¢ <0
unterscheiden. Die Division eines Terms durch ¢ (¢ #0) kann durch die Multiplikation

des Terms mit = ersetzt werden. Die fiir die Multiplikation einer Ungleichung mit einer

Zahl erkannten Zusammenhange kénnen deshalb auf die Division beider Seiten einer Un-
gleichung durch eine Zahl tibertragen werden.

@ 19 Setzen Sie das richtige Relationszeichen ein!
Fur alle reellen Zahlen a, b, c gilt:
(1) Wenna>b und ¢>0, so a:c[]b:c.
(2) Wenna>b und c<0, so a:ic[|b:c.

® 20 Welche der folgenden Unglejchungen sind einander &quivalent? Begriinden Sie
Ihre Auffassung! Nutzen Sie Regel B 3!

—4x> 16 -x>4 —%x>16 %x<—16
x> —4 -x<4 —lx<16 lx>716

4 4
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Wie bei Gleichungen #ndert sich auch bei Ungleichungen die L&sungsmenge nicht,
wenn man auf (wenigstens) einer Seite einen Term umformt.

6 (x+0,5
2

@ 21 Die Ungleichungen <2x+1-x und 3x+15<x+1 besitzen die

gleiche Lésungsmenge. Begriinden Sie die Richtigkeit dieser Behauptung!

® 22 Vergleichen Sie die Umformungsregeln fiir Ungleichungen mit denen fiir Glei-
chungen! Stellen Sie Gemeinsamkeiten und Unterschiede heraus, indem Sie die
folgende Ubersicht vervollstandigen:

Die Lésungsmenge bleibt erhalten, wenn man bei einer

Gleichung Ungleichung

beide Seiten vertauscht und gleichzeitig
das Ungleichheitszeichen ,umkehrt”,

auf beiden Seiten die gleiche reelle Zahl
oder das gleiche Vielfache der Variablen
addiert oder subtrahiert,

beide Seiten mit der gleichen von 0 ver-
schiedenen Zahl multipliziert oder durch
die gleiche von 0 verschiedene Zahl divi-

diert,
auf einer Seite Terme umformt.

@ 23 Die Ungleichung 3x+4>5x (xeN) . 3x+4>5x
wird durch Umformen gelost. 3x>5x—4
Begriinden Sie die Richtigkeit 3x—5x>—4
jedes Schrittes! —-2x>—4

x<2
L=1{0;1}
Aufgaben

1. Lésen Sie die folgenden Gleichungen! Fiihren Sie die Probe durch!
8
x+1
T =1
x=1 x+1
A A 95T
x x+1 2x+2

X=2 _ X%6

=3 xtd (x*3; x+—4)

B o4 ke-) b foge=3 k0 ()

c) (x*£1;, x*-1)

d)

(x+0; x+-1) (L)

e)

2. Fihren Sie bei jeder der folgenden Ungleichungen den-jeweils angegebenen Um-
formungsschritt aus!

a) 2x<24  |:2 b) x—17>8 |+17 c)§<7 [+7
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(3)
(4)

Wenn 3a>21, so a>7.
Wenn 4a >2b, so auch

Lineare Ungleichungen B 7
3. d) 2x>x+1 |—-x e) —23x<5 |:(-23) f) x+23<5 |-23
g) 16> —4x |:(-4) h) —1,3>2x |Seiten der Ungleichung vertauschen
Formulieren Sie mit Worten diejenigen Regeln, die jeweils beim Umformen der fol-
genden Ungleichungen genutzt wurden!
a) 2x < 162 b) 5<x+1 c) 22+ x<17
x <81 x+1>5 x< -5
d) —4x<20 e) 2x< x+22 f) 2(x+1)<2x+5-x
x> =5 x<22 2x+2<x+5
g) 14>0,25x ) x—1 <05
56 > x -3
—="15-18
4, Untersuchen Sie, welche Umformungsregeln fiir Ungleichungen jeweils ange-
wandt wurden!
14+ 2x>x x <14+ 2x
2y +3<5y-7 \ 10<3y
—-4x<7 x> = %
2(z-3)<z+1 2z-6<z+1
2-01u<3 u>-10
55—V ow+) 5-v>6v+6
5. Klaus formt eine Ungleichung wie folgt um:
—4x+1>x+5
—4x>x+4
—5x>4
X< = i
5
Uberpriifen Sie, ob Klaus richtig gerechnet hat! Begriinden Sie die Vorgehens-
weise von Klaus, indem Sie fiir jeden Umformungsschritt die genutzte Regel ange-
ben!
Welche der folgenden Aussagen sind wahr, welche falsch? Begriinden Sie lhre
Auffassung!
Fir alle reellen Zahlen gilt:
(1) Wenn a>b, soauch a+5>b+5.
(2 Wenn a>b, soauch a+c>b.

—4a> —2b.




76 B Lineare Ungleichungen LE 4

7.+ Losen Sie die Ungleichung %>1 (xe R, x+0), indem Sie beide Seiten mit x
multiplizieren!

8.+ Ordnen Sie a, a* und a* der GréRe nach fiir folgende Fille! Beginnen Sie mit der
kleinsten Zahl!
a) a>1 b) 1>a>0 c)0>a>-1 (L) d) -1>a (L)

4 Losen linearer Ungleichungen mit einer Variablen

Ungleichungen heiBen linear, wenn die in ihnen auftretenden Variablen nur durch Re-

chenoperationen erster Stufe miteinander verkniipft sind; z. B. 2x+1>0;

6z—-7
2

4y—-1>2y+3; <4(z+1).

Fur eine lineare Ungleichung mit einer Variablen ist der umfassendste Grundbereich die
Menge R aller reellen Zahlen. Im folgenden soll, falls nichts anderes angegeben wird,
stets dieser Grundbereich gewihit werden.

Jede lineare Ungleichung mit einer Variablen kann in ax + b >0 oder ax + b <0 umge-
formt werden.

@ 24 Bringen Sie die folgenden Ungleichungen durch &quivalentes Umformen auf die
Form ax + b <0 oder auf die Form ax + b > 0!
a) 1<3x+7 b) -=x—-12<2x-3 (L) c) 5(x—1)<2x+3

Wir lernen, lineare Ungleichungen durch Anwenden der Umformungsregeln zu lésen,
wobei wir uns an Schritten beim Lésen von Gleichungen (z. B. Ausmultiplizieren von
Klammerausdriicken, Zusammenfassen, Ordnen, Auflésen nach einer Variablen) orientie-
ren.

m 2 Gelost werden soll 3-5x+12<0.
Durch Umformen erhélt man: —5x+ 15<0 |1-15
—5x<-15 |:(-5)
x>3

Die Lésungsmenge L besteht aus allen reellen Zahlen, die gréRer als 3 sind.

M 3 Die Losungsmenge der Ungleichung 4x — 6 < 2 soll ermittelt und auf der Zahlenge-
raden veranschaulicht werden.
Durch Umformen erhélt man: 4x—-6<2 |+6

Die Lésungsmenge L besteht aus allen reellen Zahlen, die kleiner als 2 sind.

Die Zahl 2 gehért nicht zu L, wohl aber jede kleinere Zahl, auch, wenn sie sich
noch so wenig von 2 unterscheidet.

L |1aRt sich auf der Zahlengeraden als Menge aller Punkte eines Strahles mit Aus-
nahme seines Anfangspunktes veranschaulichen (7 Bild B 3).

4 } } 4 4 4 + T S— "

R
- F1 +2 43 +4 +5

Bild B3
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Jede lineare Ungleichung ax+b <0 (x€R), in der a und b fest vorgegebene reelle
Zahlen mit a # 0 sind, kann wie folgt umgeformt werden:
ax+b < 0 |—=b
ax < —-b |:a

fir a>0 fur a<0

b
== Xy=— =
a a

In jedem der beiden Fille ist — —s eine durch

aund b bestimmte reelle Zahl. Also ist die L&-
sungsmenge L einer linearen Ungleichung die i
Menge aller reellen Zahlen, die entweder gré- N
Ber oder kleiner als eine bestimmte reelle Bild B 4
Zahl sind. In jedem dieser Fille 4Bt sich L

durch die Menge aller Punkte eines Strahles mit Ausnahme seines Anfangspunktes auf
der Zahlengeraden veranschaulichen (7 Bild B 4). Dem Anfangspunkt des Strahls wird
die Losung der Gleichung ax + b = 0 zugeordnet.

Wie bei Gleichungen kann man auch bei linearen Ungleichungen durch eine Probeiiber-
priifen, ob man beim Ermitteln der Lésungsmenge Fehler gemacht hat:

Besteht die Lésungsmenge nur aus wenigen Elementen, so kann durch Einsetzen jedes
einzelnen Elementes in die Ausgangsungleichung tiberpriift werden, ob es tatséchlich zur
Lésungsmenge gehort.

Die Lésungsmenge einer linearen Ungleichung ax + b < 0 mit R als Grundbereich besteht
jedoch stets aus unendlich vielen Zahlen, so daB eine Probe ,durch Einsetzen” nicht még-
lich ist.

Wir wihlen folgenden Weg:

Wir wissen, daB sich die Losungsmenge einer solchen Ungleichung stets als ,Strahl”
(ohne Anfangspunkt) darstellen 14Rt. Es geniigt deshalb zu iiberpriifen:

(1) Wurde der Anfangspunkt P, des Strahls richtig ermittelt?

(2) Wurde der richtige der beiden in P, beginnenden Strahlen gewahit?

Um (1) zu Uberprifen, setzen wir die dem Punkt P, zugeordnete Zahl in die Gleichung
ax+b=0ein.

Um (2) zu tberpriifen, setzen wir eine beliebig aus der Lsungsmenge ausgewihlte Zahl
in die Ungleichung ax + b <0 ein.

® 4 Esistzu tberpriifen, ob die Losungsmenge der Ungleichung 4x — 6 < 2 die Menge
L aller reellen Zahlen ist, die kleiner als 2 sind (7 Beispiel B 3).
Die ermittelte Lésungsmenge besteht aus allen reellen Zahlen, die kleiner sind als

2.

(1) Es wird 2in die Gleichung 4x — 6 = 2 eingesetzt:
4-2-6=2 (wahr).

(2) Es wird ein beliebiges Element aus L, etwa 1, in die Ungleichung 4x —6 < 2
eingesetzt:
4-1-6<2 (wahr).

Die Lésungsmenge wurde richtig ermittelt.

® 25 Losen Sie die Ungleichung 2x+4>3x+7 (x e R), und tberpriifen Sie das Ergeb-
nis!
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® 5 Zuldsen ist die Ungleichung x—4<3+x.
Durch Umformen erhélt man: x —4<x+3 |+4

x<x+7 |
n—X< 7
0 x<7

Die letzte Ungleichung ist fir jede reelle Zahl x eine wahre Aussage. Die Losungs-
menge von x — 4 < 3 + x ist die Menge R aller reellen Zahlen.

e 26 Lésen Sie die Ungleichung x—4>%(2x—3) (L

W6 Zu ermitteln ist die Menge aller positiven reellen Zahlen, welche die Ungleichung
2x — 3> 4 (x — 2) erfiillen.

Durch Umformen erhélt man: 2x—3>4 (x —2)

2x—3>4x—8 |—4x+3
-2x>-5 |:(=2)
S5
X<2

Wegen des eingeschrinkten Grundbereiches
gehéren nur diejenigen reellen Zahlen zur
Bild B5 Lésungsmenge L, die sowoh! die Unglei-
chung x - 0 als auch die Ungleichung x

o
ol 3

ol

erfiillen. L besteht aus allen reellen Zahlen,

die zwischen 0 und %Iiegen (~ Bild B 5).

» 27 Ermitteln Sie die Menge aller derjenigen reellen Zahlen zwischen 0 und 1, welche
die Ungleichung 8x — 12 < —8 erfiillen!

Wie bei Gleichungen kénnen auch bei Ungleichungen zusétzliche Variablen auftreten,
die fiir beliebig vorgegebene reelle Zahlen stehen.

®m 7 Der Grundbereich fiir x in 3+ bx > x + 4 ist R. Die Lésungsmenge ist in Abhéngig-
keit von b zu bestimmen.
Durch Umformen erhélt man:
3+bx >x+4 |-3

bx >x+1 |—x
bx—x >1
b-1x >1 |:(b=1)
falls b - 1>0 falls b —1<0
XS x< ]
=1 b-1

Als Losungsmenge ergibt sich

die Menge aller reellen Zahlen, die groRer sind als Jfalls b>1,

1
=1
die Menge aller reellen Zahlen, die kleiner sind als ﬁ, falls b< 1,

die leere Menge, falls b - 1



LE4 Lineare Ungleichungen B 7

® 28 Losen Sie die Ungleichung 3+ax<x+4 (xeR) in Abhéngigkeit von der
reellen Zahl a! .

Fallunterscheidungen sind beim Lésen von Ungleichungen héufig erforderlich. Beim Er-
arbeiten von Programmen fiir das Lésen solcher Ungleichungen mit einem Computer
muB man deshalb beachten, daR ein verzweigter Algorithmus zu beschreiben ist.

Wir I6sen noch einige nichtlineare Ungleichungen:

W8 Zulésen ist die Ungleichung |x—1/+3<5 (xeR).
Durch Umformen erhélt man:

x=1+3 <5 |-3

x=1 <2 -
falls x—1=0 falls x—1<0
x=1<2 |+1 -(x-1<2
x<3 x—1>-2
x>-1
Aus der Bedingung x — 1= 0 und Unter Beriicksichtigung der Bedingung
ausx < 3 ergibt sich fiir diesen Fall: x—=1<0 undaus x > -1 ergibt sich
Die Losungsmenge L, besteht aus al- fur diesen Fall: Die Lésungsmenge L,
len reellen Zahlen, die gréRer oder besteht aus allen reellen Zahlen, die
gleich 1 und kleiner als 3 sind. groBer als —1 und kleiner als 1 sind.
(a) A
Il = 3
§ e
Eine reelle Zahl x erfiillt genau dann 0 1
die Ausgangsgleichung, wenn sie in (b) .
Ly oder L, liegt [ Bild B 6 (a) und (b)]. = + ﬁ1
L Bild B 6

Zwei Félle muB man unterscheiden, wenn man beide Seiten einer Ungleichung mit einem
Term, der eine Variable enthalt, multipliziert bzw. durch einen solchen Term dividiert:

® 9 Die Losungsmenge der Ungleichung xi 7< 1 (xeR, x+1) soll bestimmt
werden.
3
%=1 <1 I"x=1)
1. Fall 2. Fall
x—1>0, also x—1<0, also
el x<1
! 1
I<x=1 |+1 3>x-1 |+1
4<x 4>x
Die Lésungsmenge L, besteht aus allen | Da im 2. Fall nur reelle Zahlen x < 1
reellen Zahlen, die groRer als 4 sind. berticksichtigt werden, ergibt sich: Die

Lésungsmenge L, besteht aus allen
reellen Zahlen, die kleiner als 1 sind.
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Die Lgsungsmenge L von xi1 <1 enthilt genau diejenigen reellen Zahlen,
die in L, oder in L, liegen (-~ Bild B 7):

s ' ' ' Bild B7

o
-5 —4 —3 =2 =1 0 +1 +2 +3 +b +5 +6 +7

Aufgaben
Losen Sie die Ungleichungen in den Aufgaben 1 bis 3 mit R als Variablengrundbereich!

Uberpriifen Sie die Richtigkeit Ihrer Lésungen! Veranschaulichen Sie die Losungsmenge
jeweils auf einer Zahlengeraden!

11 a) 5x-10>0  b) y+05>0 ¢) —2z+8<0  d) —%+o,3<o

) 02x-3<0 f) —3y-3<0  g) ~5z+35>0 h)%u+0,5<0

21 a) 12x-3<0 () b) -8x+40<0 () ¢) 05u+1>05 (L)
d) 144y — 288 <0 e) —%y+2>0 ) —%z—2>2
X X % =1 3=x b=x
g)1+5>~3— 1 h) 1 5> 3 (L i 5 < = L
z 3u 5 k+1 1 k-1 1
k) 2 W>2(7 z) (L) 5 7 <3—§u m) 3 t3< 3 ~3
3.7 a) 3x+7<13+2x b)7y—6>% c) 3(x—3)<5-2(—x+1)
u v_v—1
d)1—?<4 e)5—?> 2 f) 2x-5<2(3+x) (L)
@) 35x+4-2< 150+ 1) B 2 s2w=2) ) 23+ x>30+3) O

4. Berechnen Sie die Lésungsmengen der folgenden Ungleichungen mit R als Grund-
bereich! Schrinken Sie den Grundbereich auf Q und dann auf N ein, und geben
Sie an, wie sich die Lésungsmengen &ndern!

a)%x<z(1fx) b 2x+ B3 1) o T2-x>1

5. Berechnen Sie die Lésungsmengen der folgenden Ungleichungen! Nutzen Sie da-
bei lhren Taschenrechner! Runden Sie auf zwei Stellen nach dem Komma!

a) —3,47x+ 19,33 < 16,41x — 22,56 b) 2,14%x + 415,26 < x — —014—7

[ g - 2
LR S d) —4,18x+415,2 <x+2,08 (1)

6. a) Geben Sie alle natiirlichen Zahlen n mit 5<n <20 an, welche die Unglei-
5n + 36 2
5 erfiillen! (L)

chung n+3>

. e ¥=3 2 i 2
b) Bestimmen Sie die Losungsmenge von =713 mit xeR und x< 2 !
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Geben Sie jeweils die Menge derjenigen reellen Zahlen an, die sowohl die eine als
auch die andere der gegebenen Ungleichungen erfiillen! Veranschaulichen Sie
diese Mengen auf der Zahlengeraden!

a) x>-2 und x=3 b) x<1 und x=-3 (1)

~

c) 4x-1>0 und 2<x+% d) x—1>0 und 2x+4<0

8.*  Unter welchen Bedingungen fiir a und b sind die Lésungen der Ungleichung
a+ax<b(a; beN; a+0) natiirliche Zahlen?
9.*  Ermitteln Sie die Losungsmengen der folgenden Ungleichungen in Abhzngigkeit
von a, bund c(x€R)!
a) 2x+a>3x+b b) ax + ¢ > —2bx (a + —2b) c)ax—1<b+2
10.* Losen Sie folgende Ungleichungen!
2x X

a)x—”<1 (xeR; x+-3) b)m<0 (xeR; x+-1)
x+1 A
c) =1 >05 (xeR;x=*1)
Zusammenfassung

Beim L8sen einer linearen Ungleichung mit R als Grundbereich fiir die Variable x geht man wie
folgt vor: g

@ Die Ungleichung wird nach ax oder nach % aufgeldst. Dabei orientiert man sich an den be-

kannten Umformungsschritten fiir das Lésen von Gleichungen.

@ - lIsta >0, so werden beide Seiten der Ungleichung durch a dividiert bzw. mit a multipli-
ziert. Die L6 nenge kann abgelesen werden.

— lIsts <0, so werden beide Seiten der Ungleichung durch a dividiert bzw. mit a multipli-
ziert. Dabei muB das Ungleichheitszeichen umgekehrt werden. Die Losungsmenge kann
abgelesen werden.

— Ista =0, so enthélt die Lésungsmenge entweder alle reellen Zahlen oder keine einzige
reelle Zahl.

o Die ermittelte Lésungsmenge wird Uiberpriift.

Beim Losen mancher Ur he Fallunterscheidungen erforderlich (. Bei-

spiele B7; B8 und B 9).

ingen sind zt

5 Anwendungen

Es gibt viele geometrische Fragestellungen, bei deren Untersuchung Ungleichungen be-
noétigt werden.

10 Tim hatte behauptet: In jedem Dreieck ist die Halfte des Umfangs immer noch gré-
Ber als die groBte Dreieckseite (7 S. 66). Tim hat recht. Er kann seine Behauptung
wie folgt beweisen: Die Seitenldngen eines beliebigen Dreiecks seien a, b und c.
Die Summe zweier Seitenléngen ist stets groRer als die Lange der dritten, es gilt
a+ b > cauch, wenn c die gréBte der drei Seitenldngen ist. s

6 000905-1
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Tim geht von dieser Ungleichung aus: atb>c |+c
a+b+c>2c |:2

+b+
a_\_g_c”

bamit hat Tim seine Behauptung bewiesen.

e 29 In jedem rechtwinkligen Dreieck, welches nicht gleichschenklig ist, ist die Lidnge
der auf der Hypotenuse errichteten Héhe kleiner als die halbe Hypotenusenlénge.
Untersuchen Sie, ob diese Aussage wahr ist!

Die Menge aller reellen Zahlen, die zwischen zwei Zahlen liegen, heift Intervall reeller
Zahlen. Mit Hilfe von Ungleichungen kann man Intervalle beschreiben.

Wird ein Intervall durch die beiden Zahlen a und b (mit a < b) begrenzt, so kénnen fol-
gende Falle auftreten:

a<x<b Weder a noch b gehéren zum Intervall. _CT——b_
asxsb Sowohl a als auch b gehéren zum Intervall. —_—
a<xsb a gehort nicht zum Intervall, wohl aber b. _a‘\——‘}_
asx<b a gehdrt zum Intervall, b dagegen nicht. _‘—)b_—

Im weiteren Sinne bezeichnet man auch Mengen der folgenden Art als Intervalle: Die
Menge aller reellen Zahlen x, die kleiner (bzw. gréRer) als b sind; x < b (bzw. x > b).

Héufig deuten solche Woérter wie ,hdchstens”, ,mindestens”, ,groRer als”, ,nicht kleiner
als”, ,mindestens so groR wie“, ... in Aufgabenstellungen darauf hin, daB beim Lésen Un-
gleichungen benétigt werden.

® 11 Bei der Internationalen Friedensfahrt 1983 fuhr der Fahrer P mit einer Durch-
schnittsgeschwindigkeit von 40 km-h~' dem 10 km entfernten Etappenziel Prag
entgegen. Das Hauptfeld H lag zu diesem Zeitpunkt 1,5 km gegeniiber P zuriick.
Wie schnell hitten die Fahrer des Hauptfeldes mindestens fahren miissen, um sich
die Chance zu erhalten, P noch vor dem Ziel einzuholen?

Erfassen des Sachverhaltes: Gefragt ist nach der Mindestgeschwindigkeit des
Hauptfeldes. Das Problem fiihrt auf eine Ungleichung. Da mit Durchschnittsge-

schwindigkeiten gerechnet wird, muB die Formel v=—j genutzt werden. Der

vorliegende Sachverhalt wird durch Bild B 12 veranschaulicht.

Bild B 12

I 1,5 km i 10 km I
i |

Aufstellen der Ungleichung: Die Geschwindigkeit v des Hauptfeldes muB so ge-
wihlt werden, daB seine Fahrzeit t, bis zum Ziel geringer ist als die Fahrzeit t, des
Fahrers P: ty<tp.

Wir setzen vy=xkm-h™' mit xeR und x>0.

1,5km __ 10km 15 10
S0 P . —2 <o

Aus ty < tp ergibt sich T W. - 0
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Lésen der, Ungleichung: 11’5 < % ‘ x (x>0)
1
11,5< 7 x |-4
46 < x
Probe am Sachverhalt: Der Fahrer P benétigt bei 40 km - h~" fiir die 10 km lange

Strecke bis zum Ziel %—Stunde. Aus 46 km~h"<-”'?¢ ergibt sich:
H

t, < 0,25 Stunden.

Antwortsatz: Wenn das Hauptfeld mit einer Durchschnittsgeschwindigkeit fahrt,
die gréBer als 46 km - h™" ist, wird der Fahrer P noch vor dem Ziel eingeholt.

Das Umformen von Ungleichungen wird auch beim Beweisen mathematischer Aussagen
gebraucht.

|12

Man untersuche, ob fiir beliebige positive reelle Zahlen a und b gilt:

Wenn a< b, so l>l!
a’ b

Durchdenken des Sachverhaltes: Wir bilden zunéchst Beispiele: Es ist 2 <5, jedoch

1 1 . 1 1 1
2>% Esist0,1<0,2, jedoch — 0.1 0 7 denn — 0.1 =10 und 0.2 =5. Diese Bei-

spiele unterstiitzen unsere Vermutung, daB die genannte Aussage wahr ist.
Voraussetzung: a<b und a>0 und b>0

1.1
Behauptung: >
. 1
Beweis: a<b |-
a-b
(wenna>0und b>0,s0a- b>0undauch >0)
a b
ab ab
1.1
b ~a
1 1
;>;, w.z. b.w
Aufgaben

1.

6*

In einem Dreieck betrégt die Differenz der Lange der gréRten Seite zu den beiden
anderen 2 cm bzw. 3 cm. Der Umfang soll gréRer als 20 cm und kleiner als 30 cm
sein. Welche ganzzahligen Seitenldngen kommen unter diesen Bedingungen in Be-
tracht?

Die folgenden Ungleichungen beschreiben Intervalle reeller Zahlen. Stellen Sie
diese auf der Zahlengeraden dar!

x>5 Xig—2 =Jix s+ =x<

N|w

1
2
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3. In Bild B 13 werden drei Intervalle auf -ttt
Zahlengeraden veranschaulicht. Be- —b-3-2 +2+3 44 +5
schreiben Sie jedes dieser Intervalle P I W W R
durch eine Ungleichung! =l =3 == F1 o+ Fi +5

BIdB13 —h U0 4142 +3 +4 +5

4 Von den beiden reellen Zahlen v und v ist bekannt:
13,41<u<13,94 und 7,18<v<8,02.

Geben Sie ein Intervall an, in welchem u+ v, u—v, u-vbzw. u: vliegt!
Nutzen Sie lhren Taschenrechner!

5 Dieter und Peter fahren auf ihren Rennrédern. Dieter féhrt eine Strecke von
650m £ 20m in 62s + 1s. Peter fahrt eine Strecke von 425m + 10m in
38 s + 1s. Wer von beiden fahrt die gréBere Durchschnittsgeschwindigkeit? Nut-
zen Sie lhren Taschenrechner! (L)

6. In einem unverzweigten Stromkreis befinden sich drei Widerstdnde. R, und R, ste-
hen im Verhiéltnis 2 : 5, und es ist R, = 22 Q. Die Arbeitsweise der Schaltung |4Bt ei-
nen Gesamtwiderstand R, zwischen 40 Q und 50 Q zu. Aus welchem Bereich darf
der Widerstand R; gewahlt werden?

7 Beweisen Sie: Das Quadrat einer beliebigen reellen Zahl ist stets eine nichtnegative
reelle Zahl!

(Anleitung: Diskutieren Sie die Félle a>0, a=0, a <0!)

8. Uberpriifen Sie, ob fiir beliebige negative reelle Zahlen a und b gilt: Aus
a<b folgt %>-15 ! (~ Beispiel B 12)

9. Untersuchen Sie, ob fiir alle a, b, ceR gilt: Wenn a<b und b <c, so gilt auch
a < c. (Nutzen Sie: ,x < y”ist gleichbedeutend mit ,es gibt eine positive Zahl z, so
daB x + z = y gilt"!)

10.*  Zeigen Sie, daB fiir beliebige positive reelle Zahlen a; b; c; d gilt: Aus a < b und
c<dfolgta-c<b-d!

11.* Beweisen Sie: Fiir beliebige reelle Zahlen a, b, c und d gilt: Wenn

a<bund c<d, so atc<b+d! I}

Systeme linearer Gleichungen

Im Winter besteht bei Kraftfahrzeugen die Gefahr des Gefrierens von Kiihlwasser. Aus
diesem Grunde wird Wasser mit einem Frostschutzmittel gemischt; seine Dichte betrégt
1,135 g- cm~2. Ein Frostschutz bis —10 °C ist bei einem Gemisch mit einer Dichte von
1,027 g - cm~2 gewihrleistet. Wieviel Anteile des Frostschutzmittels mussen dabei in 1|
Gemisch enthalten sein?

Bei der Herstellung des Kithlwassers werden destilliertes Wasser und Frostschutzmittel
gemischt. Dabei missen zwei Bedingungen beriicksichtigt werden:
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() Die Volumenanteile der beiden Fliissigkeiten sollen zusammen 1000 cm? erge-
ben.
(I) Die Mischung muB so erfolgen, daB das Kiihlwasser eine Dichte von
1,027 g - cm~3 besitzt.
Jede der beiden Bedingungen kann durch eine lineare Gleichung mit zwei Variablen be-
schrieben werden. Die beiden Gleichungen gehdren zusammen; sie bilden ein lineares
Gleichungssystem.

6 Zur Wiederholung

Fiir alle in dieser Lerneinheit auftretenden Funktionen wird R als Definitionsbereich festgelegt. In ei-
nigen Aufgaben wird gefordert, Graphen linearer Funktionen in einem Koordinatensystem darzustel-
len. Wihlen Sie selbst ein jeweils geeignetes Intervall!

1 Gegeben sind die linearen Funktionen f(x)=4x+1, g(x)=2x-3 und
h(x)=—-x+1. ;
a) Ermitteln Sie die folgenden Funktionswerte:
f(2), f(=1), £(0), g(2, g(=1), g(0), h(2), h(=1), h(0)!
b) Untersuchen Sie, ob die folgenden geordneten Zahlenpaare zu einer der gege-
benen Funktionen gehdren:
1
(2; =1), (1; 5), (4 5), (0; 0), (1; 0), (1; 1), (0; 1), (2; 9), (—7: 0)!
c) Ermitteln Sie die Argumente x fir f(x)=13, f(x)=-7; f(x)=0; g(x)=-2;
gl =17; gx) =0; hlx)==; hlx)=0; h(x)= =71

d) Die Graphen linearer Funktionen mit R als Definitionsbereich sind Geraden.
Stellen Sie die gegebenen Funktionen in einem Koordinatensystem dar!

2. Berechnen Sie die Nullstellen der folgenden linearen Funktionen!
a) y=4x-8 b y=-x+3 o y=5+3 dy--2x-7
3. a) Stellen Sie die durch die folgenden Gleichungen gegebenen Funktionen in ei-
nem Koordinatensystem graphisch dar! Nennen Sie Gemeinsamkeiten und Un-
terschiede! .
y=x+2 y=—-x+2 y=%x+2 y=0x+2

y=4x+2 y=—4x+2 y=—%x+2

b) Nennen Sie je eine lineare Funktion, deren Graph im Vergleich zum Graph von
y=x+2 einen gréBeren bzw. kleineren Anstieg aufweist bzw. parallel ver-
lauft!

4. Stellen Sie die folgenden Funktionen in einem Koordinatensystem graphisch dar!
Nennen Sie Gemeinsamkeiten und Unterschiede!

y=x+3 y=x—4 y=x

2]

Die Zahl m gibt Auskunft Gber das Steigen bzw. Fallen der Geraden, die zur Funk-
tion f(x)=mx gehort. Beschreiben Sie den Verlauf der Geraden fir 0<m < 1;
1<m; m<-1 -1<m<0;, m=0!
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6. Beschreiben Sie die Lage der Geraden, die zur Funktion f(x)=x + n gehort fur
n>0; n=0; n<0!

T Stellen Sie jedes der folgenden Paare linearer Funktionen in einem Koordinatensy-
stem graphisch dar, und lesen Sie — falls méglich — die Koordinaten des Schnitt-
punktes der beiden Geraden ab!

a) y=3x+4 und y=-x b) y=—-2x+3 und y=x-45
c) y=3x—4 und y=-x+4 d) y=x+4 und y=x-3
e) y=—x+1und y=-x-5

7 Lineare Gleichungen mit zwei Variablen

Eine Gleichung, in welcher die Variablen nur durch Rechenoperationen erster Stufe mit-
einander verkniipft werden, heiBt lineare Gleichung. Wir betrachten im folgenden line-
are Gleichungen, die zwei Variable enthalten.
Beispiele: 2x+3y+4=0; 3x=4-7y+x; 05x=06y; y=4x+1, x=2-04y;
X,y
R Xooaq,
23 L
Als lineare Gleichungen mit zwei Variablen wollen wir z. B. auch 3x + 0y =6
und Ox = 6y — 1 zulassen.

Wir wissen: Treten in einer Gleichung genau zwei (voneinander verschiedene) Variable
auf, so ist jede Lésung ein geordnetes Paar von Zahlen.

@ 30 a) Ermitteln Sie die Lésungsmenge der Gleichung x + y =5 (x, y € N), und veran-
schaulichen Sie diese durch eine Menge von Punkten in einem Koordinatensy-
stem!

b) Ermitteln Sie fiinf geordnete Paare (x; y), die zur Losungsmenge von
2x—y=1(x, y€R) gehoren!
c) Geben Sie fiunf geordnete Paare an, die zur Losungsmenge von
0-x+2y=4(x, y€R)gehoren!
d) Bestimmen Sie die Losungsmenge von Ox + 0y +7 =0 (x, ye R)! (1)
Es soll die lineare Gleichung ax + by = ¢ mit R als Grundbereich fiir die beiden Variablen
x und y gelést werden; a, b und c sind beliebige reelle Zahlen. Ist z.B. b + 0, so kann

ax + by = cumgeformt werden in y = *%x + % . Setzt man fiir x eine beliebige Zahl aus
dem Variablengrundbereich ein, so |dBt sich der zugehérige Wert fiir y leicht ausrech-

nen. Jedes so gewonnene Paar reeller Zahlen erfillt die Gleichung ax + by = c. Ista * 0,
. b ¢ "
so kann ax + by = ¢ auch umgeformt werden in x = =57 + e Man erhilt alle zur L6-

sungsmenge gehérenden geordneten Paare reeller Zahlen, indem man mit Hilfe dieser
Gleichung fiir jede reelle Zahl y den zugehorigen Wert fiir x berechnet.

e 31 a) Losen Sie die Gleichung 2x + y — 5 = 0 nach y auf! Setzen Sie in die umgeformte
Gleichung fiir x nacheinander 0; %; 2; —1 ein, und berechnen Sie die zugehori-

gen Werte fir y! Geben Sie die Paare (x; y) an!

b) Lésen Sie die Gleichung 2x + y — 5 =0 nach x auf! Setzen Sie in die umgeformte
Gleichung fur y nacheinander 5; 0; 1; 7 ein, und berechnen Sie die zugehérigen
Werte fiir x! Geben Sie die Paare (x; y) an!
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c) Vergleichen Sie die in a) ermittelten geordneten Paare (x; y) mit denen der Auf-
gabe b)!

M 13 Die Lésungsmenge der Gleichung —2x + y +3 =0 (x, y € R) ist zu bestimmen und
graphisch darzustellen.

Wir formen die gegebene Gleichung um in y =2x — 3.
Fiir x = 0 erhélt man y = -3, also ist (0; —3) eine Lésung.
Fir x = % erhélt man y = 0, also ist (%; 0) eine Losung.
Fiir x = 2 erhélt man y = 1, also ist (2; 1) eine Lésung.

Alle Lésungen wiirde man erhalten, wenn man fiir x nacheinander alle reellen Zah-
len einsetzen und jeweils y mit Hilfe von y = 2x — 3 berechnen wiirde. Dies ist
praktisch nicht méglich; es gibt unendlich viele Paare, welche die Gleichung erfiil-
len.

Die Losungsmenge L ist die Menge aller geord- T y
neten Paare (x; y) mit folgender Eigenschaft: T
Wenn x die Menge aller reellen Zahlen ,durch- | 4
l4uft”, so ergibt sich das jeweils zugehdérige y

aus y=2x—3.

Diese Gleichung beschreibt eine lineare Funk- t
tion; ihr Bild ist eine Gerade. Sie enthélt u. a.

die Punkte P, (0; —3) und P, (2; 1) (-~ Bild B 14).

Bild B 14

Wir wissen: Eine lineare Funktion y = mx + n mit R als Definitionsbereich ist eine Menge
geordneter Paare (x; y) reeller Zahlen. Ihr Graph ist eine Gerade. Wir haben uns iiber-
legt, daB jede lineare Gleichung ax + by = ¢ (mit b + 0) auf die Form y = mx+ n ge-
bracht werden kann:

a c
y=—pX

Ordnet'man jedem geordneten Paar reeller Zahlen (x; y) beziiglich eines Koordinatensy-
stems einen Punkt zu, so 1&Bt sich die Menge aller Lésungen einer solchen linearen Glei-
chung mit zwei Variablen und R als Grundbereich durch eine Gerade veranschauli-
chen.

Die Lésungsmenge einer linearen Gleichung ax + by + ¢ =0 (x, y € R) |4Bt sich beziig-
lich eines Koordinatensystems auch dann durch eine Gerade veranschaulichen, wenn
b =0, aber a * 0 ist.

Lineare Gleichungen ax + by = ¢ (x, y€ R) mita + 0 oder b + 0 kann man als Gleichun
gen von Geraden auffassen.

" @ 32 Stellen Sie die Losungsmengen folgender Gleichungen durch Geraden graphisch
dar! (x; y € R)
a) y+ %x =§=0
b) y+0x=3
c) 2x+0y—4=0
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Aufgaben

Hinweis: Wenn nicht anders vermerkt, wird im folgenden R als Grundbereich gewahlt.

114

10.

Suchen Sie unter den folgenden Gleichungen die linearen Gleichungen mit (genau)
zwei Variablen heraus! Begriinden Sie Ihre Auswahl! Beachten Sie, daR bei einer
solchen Gleichung statt x und y auch zwei andere Variable gewahlt werden kén-
nen!

2x+3y+4=0;, 2:x=-5-y; x’+y=1, x-y=5;

y=2x+3;, 0-x=2y+3; x+y+z=1, 2u—-3v=5;

2s=4—-1t; 2x+2y—xy+1=0; x—y=8+x-3y;

3x+0y=4, x+y=z

Berechnen Sie fiinf Lésungen der Gleichung 3 — x = y, wobei Z der Grundbereich
fiir die Variablen x und y ist!

Beschreiben Sie alle geordneten Paare natiirlicher Zahlen, welche Lésung der Glei-
chung x — y=0sind! (L)

a) Geben Sie je eine lineare Gleichung mit zwei Variablen an, welche das Paar
(2;10); (—8; =3);:(=38; 3);:(0; =7); (%; %) bzw. (0,5; 0,7) als Lésung besitzt!

b) Geben Sie drei voneinander verschiedene Gleichungen mit zwei Variablen an,
zu deren Lésungsmenge jeweils das Paar (1; 2) gehort!

c) Versuchen Sie, eine lineare Gleichung mit zwei Variablen anzugeben, welche
sowohl das Paar (0; 2) als auch das Paar (—2; 0) als Losung besitzt!

Geben Sie acht Lésungen der Gleichung y —x =3 (x, y € Z) an, und stellen Sie
diese als Punkte in einem Koordinatensystem dar! Geben Sie drei Punkte an, von
denen Sie vermuten, daR sie ebenfalls Lésungen von y — x = 3 entsprechen! Uber-
priifen Sie lhre Vermutung!

Ermitteln Sie von jeder der folgenden Gleichungen drei Lésungen! Stellen Sie die
Lésungsmengen der Gleichungen als Geraden in einem Koordinatensystem dar!

a) 2y—-3x—-2=0 b) 5a + 10b=0 c) 4du=8v+12

Stellen Sie die Lésungsmengen der Gleichungen 2x +4y = —6; x + 2y = —3 und
x + 2y = 3 graphisch in einem Koordinatensystem dar! Was stellen Sie fest?

Zeichnen Sie die Geraden in ein Koordinatensystem, welche zu folgenden Glei-
chungen gehéren!
a) x+y=-4 b x-—y=0 ¢ x=2 dy=-3 e %+§=1
Tragen Sie in je ein Koordinatensystem moglichst viele Punkte ein, die Lésungen
der folgenden Gleichungen graphisch veranschaulichen!
Deuten Sie an, welches Bild von jeder der Gleichungen beschrieben wird, wenn R
als Grundbereich fir die Variablen x und y gewahlt wird.

2 2
a) x-y=6 b) y=x? c) x2+y?=4 d)XT+y?=1
Beschreiben Sie die Losungsmengen der Gleichungen
x+2y=5(x, yeR)und
x—y=-2(x, ye2)
Orientieren Sie sich am Beispiel B 13!
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Zusammenfassung
Die L& einer | Gleichung ax + by = ¢ (a % 0 oder b + 0) mit R als Grundbe-
reich fir die beiden Variablen x und y ist eine unendliche Mange wvdrmor Paare reeller Zah-
len. Jeder Losung kann mittels eines Koord y d ein Punkt zuge-
ordnet werden.

Die gesamte Ldsungsmenge |88t sich durch eine Gerade in einer Ebene graphisch darstellen.

8 Systeme aus zwei linearen Gleichungen
mit zwei Variablen

Zur Auszeichnung von dreizehn erfolgreichen Mitgliedern einer Mathematischen Schii-

lergesellschaft werden Biicher fiir je 8 Mark und solche fiir je 12 Mark ausgewéhlt. Wie-

viel Biicher jeder Sorte kénnen gekauft werden, wenn genau 120 Mark zur Verfligung

stehen und jedes der 13 Mitglieder genau ein Buch erhalten soll?

Es werden x Biicher zum Preis von je 8 Mark und y Biicher zum Preis von je 12 Mark ge-

kauft und dafiir 120 Mark ausgegeben. Wir erhalten:

()  8x+12y=120.

Mit den Biicherp sollen 13 Mitglieder der Mathematischen Schiilergesellschaft ausge-

zeichnet werderi. Also gilt:

() x+y=13.

Der Grundbereich fiir die beiden Variablen x und y ist N. Von beiden Gleichungen kén-

nen wir die Lé&sungsmengen vollstindig angeben.

Ly {(0; 10); (3; 8); (6; 6): (9 “); (12; 2)}

Ly {(0; 13): (1; 12); (2 11); (3; 10); (4; 9); (5; 8); (6; 7); (7; 6); (8; 5); (9 4); (10; 3);
(11; 2); (12; 1); (13; O)}

Das geordnete Paar (9; 4) ist das einzige, welches sowoh! zu L, als auch zu L, gehért. Alle

anderen geordneten Paare natiirlicher Zahlen erfiillen héchstens eine der beiden Glei-

chungen. Es miissen 9 Biicher zu je 8 Mark und 4 Biicher zu je 12 Mark gekauft wer-

den.

Wir iberpriifen: Es werden 9 Biicher der einen und 4 Biicher der anderen Sorte, also
13 Biicher gekauft.
9 Biicher fiir je 8 Mark kosten 72 Mark,
4 Biicher fur je 12 Mark kosten 48 Mark.
Also wurden genau 120 Mark ausgegeben.

Bei der vorliegenden Aufgabe wurden die beiden Bedingungen

(1 Kauf von Biichern fiir 8 Mark bzw. 12 Mark fiir insgesamt 120 Mark und

(1) Auszeichnung von 13 Mitgliedern einer Mathematischen Schiilergesellschaft mit
diesen Biichern

jeweils durch eine lineare Gleichung mit zwei Variablen beschrieben:

() 8x+12y=120

(1) x+ y= 13

Da beide Bedingungen gleichzeitig erfillt werden sollen, sagt man, die beiden Gleichun-
gen bilden ein System.
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() ax+by=c; Jae
() ax+by=c, : N N
ist ein lineares Gleichungssystem mit den helden Vamblon xund y Es beneht au: den bavden
linearen Gleichungen (1) und (Il). :

Die reellen Zahlen a,, by, @, b, heiBen Kom des symm ¥

Die reellen Zahlen ¢, und c, heiBen Absolutglieder des Systems. ;

® 33 Ein lineares Gleichungssystem ist durch
0 y=3-x
(I) 3x—7=—4y gegeben.
a) Bringen Sie jede der beiden linearen Gleichungen (1) und (Il) durch dquivalente

Umformungen auf die Form ax + by = c!
b) Geben Sie die Koeffizienten und die Absolutglieder des entstandenen Glei-

chungssystems an!
Als Lésung der eingangs gestellten Aufgabe hatten wir das Paar (9; 4) gefunden. Es ist das
einzige Paar, welches sowohl zur Lésungsmenge der Gleichung (1) als auch zur Lésungs-
menge der Gleichung (Il) gehért. Die Menge L = {(9; 4)} ist die Losungsmenge des Sy-
stems.

>4 DEFINITION:

Unter der Lésungsmenge L eines linearen Gleichungssystems

() ax+by=c

() ax+by=c,

versteht man die Menge, welche aus genau denjenigen geordneten Paaren
reeller Zahlen b ht, die zur L der G (1) und auch zur
LS der Gleich (1) geh

e 34 Der Grundbereich fur die Variablen x und y im System
() x+y=3
() y=5-2x
sei die Menge N aller natirlichen Zahlen. y
a) Bestimmen Sie die Lésungsmenge von (I)!
b) Bestimmen Sie die Lésungsmenge von (l1)!
c) Das Gleichungssystem besitzt genau eine Losung. Geben Sie diese Losung
an!
® 35 Begrinden Sie, warum die Lésungsmenge des Systems
() x+y=5
() x+y=2 (x yeN)keine Lésung besitzen kann!
® 36 Zu ermitteln ist die Lésungsmenge von
() y —2x=0
(1) 4x—2y=0 (x, yeN).
a) Multiplizieren Sie beide Seiten von (I) mit —2! Begriinden Sie, warum die Glei-
chungen (I) und (I1) einander &quivalent sind!
b) Die Losungsmenge L des Systems stimmt sowohl mit der Losungsmenge von (I)
als auch mit der Lésungsmenge von (Il) Gberein. Es ist eine unendliche Menge
geordneter Paare natiirlicher Zahlen. Beschreiben Sie L!
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Beziiglich der Lésungsmenge eines linearen Gleichungssystems sind drei Félle aufgetre-
ten:

Das Gleichungssystem besitztgenau eine Losung (7 Auftrag B 34).

Das Gleichungssystem besitztkeine Losung (~ Auftrag B 35).

Das Gleichungssystem besitztunendlich viele Lésungen (7 Auftrag B 36).

Bei dergraphischen Veranschaulichung eines linearen Gleichungssystems wird deutlich,
daR es keine weiteren Fille gibt. Wir wéhlen R als Grundbereich fiir die beiden Varia-
blen. Die Lésungsmenge einer linearen Gleichung mit zwei Variablen kann beziiglich ei-
nes Koordinatensystems als Gérade dargestellt werden. Zu einem System aus zwei line-
aren Gleichungen gehdren somit zwei Geraden g, und g,. Beziiglich der gegenseitigen
Lage dieser beiden Geraden existieren genau drei Méglichkeiten:

g1 nicht parallel zu g, g; parallel zu g; und g, * g; g, parallel zu g, und g, = g,
Das System besitzt genau Das System besitzt keine L6- Das System besitzt unend-
eine Lésung. sung. lich viele Lésungen.
Beispiel: Beispiel: Beispiel:
() x+y=3 () x+y=5 (1) y—2x=0
() y=5-2x (1) x+y=2 () 4x-2y=0

(x. y€R) (x. y€R) (x, y€R)

J b

Unsere Uberlegungen zeigen, daB es méglich ist, lineare Gleichungssysteme graphisch
zu lésen.

B 14 Folgendes System soll graphisch geldst werden:

() 9x—-3y=3

(I 2x+ y=4

Wir I8sen (1) und (I1) nach y auf:
y= 3x-=1
y=-2x+4

Jede der zu den beiden Gleichungen gehdrenden Geraden ist durch zwei Punkte
eindeutig bestimmt. Die Gerade g, schneidet die y-Achse im Punkt P; (0; —1) und

enthilt z. B. auch den Punkt P, (2; 5). Die Gerade g, schneidet die y-Achse im
Punkt P; (0; 4) und enthélt auBerdem den Punkt P, (2; 0) (-~ Bild B 18).
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Der Punkt S (1; 2) ist der einzige, der beiden
Geraden angehért.
Probe am Ausgangssystem:
9-1-3-2=3 (wahre Aussage)
2-1+2 =4 (wahre Aussage)
Als Losungsmenge ergibt sich: L = {(1; 2)}.
X
Bild B 18
Beim graphischen Losen eines linearen Gleichungssystems geht man wie folgt vor:

(1)

(4)

Zeichnen der zu den beiden Gleichungen des Systems gehérenden Geraden g, und
9

Ermitteln der Koordinaten des Schnittpunktes der Geraden g, und g, (falls g, 4 g,);
Uberpriifen des ermittelten Zahlenpaares durch Einsetzen in die beiden Gleichungen
des Systems;

Angeben der Losungsmenge.

Héufig wird es beim graphischen Losen eines linearen Gleichungssystems lediglich gelin-
gen, Néherungswerte fiir die gesuchten Losungen zu ermitteln. Diese N&herungswerte
sind um so besser, je genauer man zeichnet und je ginstiger man die Einheiten im Koor-
dinatensystem wahlt.

Aufgaben

Hinweis: Wenn nicht anders angegeben, wird im folgenden R als Grundbereich fiir die in einem
Gleichungssystem auftretenden Variablen x und y gewihlt.

3

Bestimmen Sie jeweils die Menge, deren Elemente sowohl in der Menge M, als
auch in der Menge M, liegen!
a) My={a;b;c;d};, M,={c/d ef g
b) My = {(1;1); (1;2); (2 2); 3: 4} M= {(21); (2 2); (4; 3); (4; 4)}
Begriinden Sie, warum das System
a) () x+y=2

(I x+y=0 keine Losung besitzen kann,

b) () x+2y=5 )
(I) 2x+4y=10 unendlich viele Losungen besitzt,

c) () Ox+y=2
() _x+y=2 genau eine Losung besitzt!
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o

Gegeben ist das Gleichungssystem
() x+3y=7
(1) 2x+ y=4 (x,yeN).

a) Ermitteln Sie alle Paare natiirlicher Zahlen, die (I) erfiillen!

b) Bestimmen Sie alle Lésungen der Gleichung (Il)!

c) Untersuchen Sie, ob es ein geordnetes Paar natiirlicher Zahlen gibt, welches so-
wohl zur Lésungsmenge der Gleichung (I) als auch zur Lésungsmenge der Glei-
chung (ll) gehort! (1)

a) Gegeben ist das Gleichungssystem
() x=6-3y
() 2x+6y=12 (x, yeN).
Ermitteln Sie die Losungsmengen der Gleichungen (1) und (ll)! Was stellen Sie
fest?
b) Untersuchen Sie, ob es ein geordnetes Paar natiirlicher Zahlen gibt, welches
zur Lésungsmenge jeder der beiden Gleichungen des Systems
() y=6-2x
(1) 4x+2y=10 gehort!
Eine Gleichung eines linearen Gleichungssystems ist x + y = 100.
Geben Sie eine zweite Gleichung und Variablengrundbereiche so an, daB das ent-

stehende System
a) keine Lésung, b) genau eine Lésung, ¢) unendlich viele Lésungen besitzt!

Lésen Sie die folgenden Gleichungssysteme graphisch! Verwenden Sie Millimeter-
papier! Entscheiden Sie in jedem einzelnen Fall, ob Sie die Lésung des Systems
oder nur einen Naherungswert fiir die Losung ermittelt haben!
a) y=x-1 b) y—2x=2 c) x—2y=1

y=-x+3 y=05x—-1 4y—x=5

dX+L=g o Sxty=5 f) y=x-12

53
Y_X_, y=2x+1 Bry--08

2_3
Durch die folgenden Gleichungen sind jeweils zwei Geraden gegeben. Bestimmen
Sie graphisch die Koordinaten des Schnittpunktes S dieser Geraden!
a) y=—-7+2x b)y—-x=-1 c) 2y—-4=0

y=2-x 2y+3x—13=0 x+3=0

Durch die Gleichungen ax+byy=c¢; (by#+0) und ax+by=c, (b,*0)

sind zwei Geraden gegeben. ¢

a) Losen Sie beide Gleichungen nach y auf!

b) Geben Sie eine Bedingung dafiir an, daR beide Geraden einen Schnittpunkt be-
sitzen! (L)

c) Was kénnen Sie liber die gegenseitige Lage der beiden Geraden aussagen,
wenn gilt a,=3a,; b;=3b, und c,=c¢,?

Durch die Gleichungen y—-mx=2 und 2y—-6x=c sind Geraden gege-

ben.

a) Fir welche reellen Zahlen m und c fallen die Geraden zusammen? (L)

b) Geben Sie reelle Zahlen fir m und c an, so daR die Geraden keinen Punkt ge-
meinsam haben!
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10.

In den Bildern B 19(a) bis (d) sind vier Systeme aus je zwei linearen Gleichungen
durch Geradenpaare graphisch dargestellt. Geben Sie die Lésungsmenge jedes Sy-
stems an!

(a) (b)

(c)

1.

12.*

Bild B 19

Stellen Sie fest, welches der folgenden Gleichungssysteme keine, genau eine bzw.
unendlich viele Losungen hat, indem Sie die Gleichungen graphisch durch Gera-
den darstellen!
a) x—-y=1 b) y=2x+3 c) 6x—3y=6

Ix+y=1 2y=4x+4 2x— y=2

d) ix+y=5 e) 2x—y=4 f) x+y=1

3 —y=
—4x—-3y=9 x=2+7y '

Es existiert genau ein geordnetes Paar reeller Zahlen, welches zur Lésungsmenge
jeder der beiden Gleichungen

2x+0y=4ﬁ und Ox—4y=2y2

gehort!

Ermitteln Sie dieses Paar!
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9 Rechnerisches Losen linearer Gleichungssysteme

Wir werden nun nach einem Verfahren suchen, mit dessen Hilfe man die Lésungen eines
Systems aus zwei linearen Gleichungen mit zwei Variablen berechnen kann. Als Grund-
bereich fiir die in den Gleichungen auftretenden Variablen wéhlen wir die Menge R aller
reellen Zahlen.
Wir betrachten zunichst ein einfaches System:

) x+y=3

(I ox+y=2.
Wir schreiben einfacher:

) x+y=3

(1) y=2.
Auch dieses System besteht aus zwei Gleichungen mit zwei Variablen. Die L6sungsmen-
gen beider Gleichungen sind Mengen geordneter Paare reeller Zahlen.
Wir nehmen an, das System besitzt mindestens eine Lésung (x; y). Die Losungsmenge
von (Il) besteht aus allen geordneten Paaren (x; 2) mit x € R. Damit kann auch die L6-
sungsmenge des Systems nur aus Paaren (x; y) bestehen, fiir die v ~ 2 gilt. Aus (I) erhélt
man x+2=3, also x = 1.
Wenn das System liberhaupt eine Lésung besitzt, so kann dies nur das Paar (1; 2) sein.
Wir iberpriifen: 1+2=3 (wahre Aussage)

0-1+2=2 (wahre Aussage)

Die Lésungsmenge des gegebenen Systems ist L = (1, 2)} .
Man kann also ein lineares Gleichungssystem leicht I6sen, wenn in einer der beiden Glei-
chungen ein Koeffizient gleich 0 ist.

® 15 Geldst werden soll das System I x+y=1
() 2x—y=8.
Man nimmt an, das System besitzt eine L6-
sung (x; y).
Auf beiden Seiten von (I) wird die reelle Zahl x
subtrahiert. Man erhalt: (1 y=1-x
Da y die gleiche reelle Zahl wie 1— x ist, kann
man diese Differenz in (ll) fiir y einsetzen: M) 2x—=(1-x)=8
Aus (II') ergibt sich: x=3
Diese Zahl setzt man in (I) ein; man erhélt: y=-2
Probe: (3; —2) wird in das Ausgangssystem 3+(=2)=1 (wahr)
eingesetzt. 2-3-(-2)=8 (wahr)

Die Annahme von der Existenz einer Losung
war richtig. Die Lsungsmenge des Systems

ist Lo (3 2

Man nimmt also beim Lésen eines Gleichungssystems an, daB es mindestens eine Lésung
besitzt.? Setzt man diese Zahlen fiir x und y ein, so enthélt das System nur noch reelle
Zahlen. 4

" st ein System eindeutig ldsbar, verzichtet man mitunter auf die Angabe der Losungsmenge und gibt die Lésung
z.B.durchx=3, y=-2an.

2 Diese (noch nicht bekannte) Lésung miiBte man eigentlich besonders bezeichnen, z. B. durch (x; y), um sie von
den Variablen x und y zu unterscheiden. Zur Vereinfachung wollen wir jedoch darauf verzichten.
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¥ 16 Gelost werden soll das System () x—13= -2y
() —2x—4y=-1 .
Auflésen von (1) nach x: (I x=-2y+13
Einsetzen von =2y + 13 fiir x in (I): () =2(-2y+13)—4y=-1

Aus (II') ergibt sich: 4y —26—4y=—1

0-y=25
Die letzte Gleichung ist fiir jede reelle Zahl y eine falsche Aussage. Unsere An-
nahme von der Existenz einer Lésung war falsch Das Gleichungssystem besitzt
keine Losung, die Lésungsmenge L ist leer: L .

W 17 Zu lésen ist das System () y=4x+1
() y=2-x=7x-y.
Einsetzen von 4x + 1 fur yin (11): (I y=4ax+1
() (4x+1)—2—x=7x— (4x
Aus (II') ergibt sich: 3x—1=3x-1
0-x=0

Die letzte Gleichung ist fiir alle geordneten Paare (x; y) reeller Zahlen eine wahre

Aussage. Also wird die Lésungsmenge des Systems allein durch (I') bestimmt. Sie
besteht aus allen geordneten Paaren (x; 4x + 1). Setzt man diese Paare in die Aus-

gangsgleichungen (I) und (ll) ein, so erhdlt man fiir jede reelle Zahl x eine wahre
Aussage. Die Annahme von der Exlstenz (mindestens) einer Losung war richtig.
Das System besntzt sogar unendlich viele Lésungen, namlich alle Paare
X; 4x I %

Man nennt den in den Beispielen B 15, B 16 und B 17 angewandten Lésungsweg Einset-
zungsverfahren.

Beim rechnerischen Lésen eines linearen Gleichungssystems zeigen sich die drei be-
kannten Losungsfélle wie folgt:

Eine Gleichung wird z. B. nach iy aufgelisst Der auf der rechten Seite mifunde Term wird fiir
y in die andere Gleichung des §

Ergibt sich aus dieser Glelchung s

x=c, 0:-x=c (c*0), o-x-o

so besitzt das System genau | so besitzt das System keine so besitzt dns System un-
eine Lsung Ldsung : mdlleh‘vl-lu L8sungen
(-~ Beispiel B 15) (- Beispiel B 16) ; | - Beispiel B 17)

® 37 a) Losen Sie das System

() y=2x+5

() y= x+3!

Die Anwendung des Einsetzungsverfahrens ist hier besonders einfach. Man kann die
rechten Seiten der gegebenen Gleichungen sofort gleichsetzen.

b) Losen Sie das System
() 24y+8x=8
(D] 12y=x+141 (4
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Rechnerische Ermittlung der Koord

" Qchni L

des zweier Geraden:

® 18 Durch die Gleichungen 4x + 3y = —1 und x =2y + 8 sind zwei Geraden gegeben.

Die Koordinaten ihres Schnittpunktes S sollen berechnet werden.
Da der Schnittpunkt zu beiden Geraden gehdrt, miissen seine Koordinaten beide
Gleichungen erfiillen.

Zu lésen ist das Gleichungssystem: () 4x+3y=-1
(1) x=2y+8
Durch £insetzen ergibt sich: (1" 4 (2y+8)+3y=-1
(11" xX= ZZ +8
Aus (') ergibt sich: y=
Aus (II') erhélt man dann: X= 2
Probe: s 4:2+3-(=3)=-1 (wahr)
> 2=2(-3)+8 (wahr)

Der Schnittpunkt S besitzt die Koordinaten 2 und —3.

Berechnen Sie die Schnittpunktkoordinaten der durch die folgenden Gleichungen
gegebenen Geraden!

a)~)2i+%=1 und 2x+y=6 b)y=4 und x+5=0

In einem Gleichungssystem mit den Variablen x und y kénnen zusétzlich Variable fiir
Koeffizienten oder Absolutglieder auftreten.

® 19 Zu lésen ist das Gleichungssy- () 3x+y=2a
stem in Abhéngigkeit von a: ) ax+y =3°
Auflésen von (Il) nach y: (I y=3-ax
Einsetzen von 3 — ax fur yin (1): (I 3x+(3-ax)=2a
Aus (I’) erglbt sich 3x+3—ax=2a |=
(3—a)x=2a-3 |:(3—a), a*3
_2a-3
3-a
2a—-3 28 =3
Einsetzen i =3- -
1setzenvon  —— fiir x y=3-a——
in (I): 9 —2a*
Y="3"a

Fiir a = 3 besitzt das System keine Lésung. Fiir jede von 3 verschiedene Zahl a exi-

2a-3  9-2a < S
3-2° 3-a ) Durch Einsetzen in die

Ausgangsgleichungen bestitigt man die Richtigkeit der ermittelten Lésung.

stiert genau eine Losung, namlich (

9 a) Bestimmen Sie die Lésung des im Beispiel B 19 angegebenen Gleichungssyste-

mes fir a=0!
b) Wihlen Sie die reelle Zahl a so, daR die Losung des Systems ein geordnetes
Paar natiirlicher Zahlen ist!

An einem Beispiel wird noch auf ein weiteres Losungsverfahren hingewiesen:

W 20 Gelodst werden soll das bereits im Beispiel B 15 angegebene System

7 000905-1
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() x+y=1
(1) 2x—y=8.

Es fallt auf, daB sich die Koeffizienten von y in beiden Gleichungen nur durch das
Vorzeichen unterscheiden.

Wir addieren die rechte (bzw. linke)

Seite von (1) zur rechten (bzw. linken) ((§] xty=1
. Seite von (Il) und erhalten: (W) 2x +x—y +y=8+1
Aus (II') ergibt sich: x=3

[}

:

Einsetzen von 3 fiir x in (I') ergibt: 2

Wie im Beispiel B 15 erhalten wir die

Lésungsmenge L={(3 -2)}.

Bei diesem Losungsweg wurden die rechten bzw. die linken Seiten der beiden Gleichun-
gen (1) und (I) addiert. Man spricht deshalb vom Additionsverfahren.

Aufgaben

1.

Ermitteln Sie die Lésungsmengen der folgenden Gleichungssysteme!
a) x=7 b) x=4y c) x+y=54

x+y=10 x+y=100 x=2y

d) 6x— 4y =24 e) §+%=4 ) 2x—3y=15
X2 3(x+y)=10 3x-225=45y (1)

g) 2x+3y =12 h) 3x+2y=-2 i) 12x-5y=1
3x—2y=5 7x+8y=-3 10x—2y=-10

k) 5(x+2)=3(y+1) =23 I) 10(3x +5)=2(16 — 3y)
3x=2)+5(y-1)-19=0 (L) 6(1-7x)=5(4y—10 (L)
X X 3..2 -

m)3 +6—4 n)4x+3y13
2,5y 2 .1
3 +11= 3 3 x+2 y=m

Lésen Sie die folgenden Gleichungssysteme! Nutzen Sie dabei Ihren Taschenrech-
ner, auch bei der Probe!
a) 0,8x + 3,5y = 8,272 b) 3x+0,5y=0,8

11x— y=-0,716 0,5x+2y=-6

c) 1,2x + 3,5y =0,827 d) 0,80x =0,60+ 0,25y
2,8x+1,5y=1,063 (L) 0,64x + 1,25y =6,28

Lésen Sie die folgenden Gleichungssysteme maglichst rationell!
a) 10x —3y= —55 b) 15x + y =25
5x=2y—35 15x = 25 — 5y
Lésen Sie die folgenden Gleichungssysteme! Nutzen Sie aus, daR die linken Seiten
der beiden Gleichungen in jedem System tibereinstimmen!
a) x=3y-2 b) 3y=2x+9 c) 5y—1=3x
x=5y—12 3y=15+4x S5y—1=2x
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5. Lésen Sie die folgenden Gleichungssysteme! Suchen Sie einen méglichst rationel-
len Lésungsweg!
a) x+y=1 b) 2x+7y=13 c) 5x=3-y
x=y=3 4x—7y=5 =5x=-16+2y
d) 8y =5x e) 2x—4y =14 f) %x—%y=4
|
—8y —80=>5x —2x+4y =-14 £x+Ly=6
5 18
6. Berechnen Sie die Koordinaten des Schnittpunktes der durch die folgenden line-
. aren Gleichungen bestimmten Geraden!
a) y-x=0 und y=3x-1 b) y+2x—4=0 und 2y—-4x+16=0
c) y+2x=4 und 2y—4x=0 (1) d) y=4 und x=-3 ()
e) x+y=1 und x+%=1 f) x=0 und y=1
7: Losen Sie die folgenden Gleichungssysteme!
.2 xty _3
8 Sy "+ b 172
1 _J2 x+1_,
2x+1 7y Q=y
1 12
- —_ = ¢ — _—=
c) Mix—y)+12(y—x)=1 d) x+y+x+2y
(x=2):y=1:4 12 12
X—y 2x—3y 0
8. Losen Sie das Gleichungssystem in Abhéngigkeit von a und b! Welche Lésung er-
hélt man fir a=b? (L)
x+y=a
x—y=b
9. Lésen Sie das Gleichungssystem in Abhéngigkeit von a und b!
ax+by=0
x+ y=0
10.+ Wibhlen Sie fiir a eine reelle Zahl so, daR das Gleichungssystem keine Losung bzw.
unendlich viele Lésungen besitzt!
2x+4y =6
x+2y=a
11.* Das folgende Gleichungssystem besitzt mindestens eine Lésung. Geben Sie eine
Lésung an!
a;x+byy=0
ax + by =0
Wihlen Sie die Koeffizienten a,, b;, a, und b, so, daB das System sogar unendlich
viele Lésungen besitzt!
12.+ Lésen Sie die folgenden Gleichungssysteme in Abhéngigkeit von a und b!

a) x+y=a*+b? b) 2x+3y=a c) ax+by=1
x—y=a*—b? x— y=b bx+ay=1 (L)
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13.* Losen Sie die folgenden Gleichungssysteme!

(Hinweis: Man kann die Rechenverfahren zum Lésen von Systemen aus zwei Gleichungen mit

zwei Variablen auf die gegebenen Systeme iibertragen.)

a) 2x+y+z=1 b) x+y+z=2 c) x+2y—-z+3=0

yt+z=-1 2x'+y=5 Ax—-y=2z
5z2=5 2y +3z=0 2(2x+2)+y=12 ()

10 Losen von Sachaufgaben

mit Hilfe von Gleichungssystemen

Wir greifen unser Einfiihrungsbeispiel auf Seite 84f. auf:

M 21 Dichte des Frostschutzmittels: 1,135

g
cm?

9
cm?
Wieviel Anteile des Frostschutzmittels miissen in 1 | Gemisch enthalten sein?

Dichte des Gemisches: 1,027

(1) Durchdenken des Sachverhaltes:

Fiir 1000 cm?® Kiihlwasser sind x cm® Wasser und y cm?® Frostschutzmittel zu mi-
schen. [” Bild B 20(a)]

Die Masse des Kuhlwassers betrigt 1,027 cgﬁ + 1000 cm?.

Sie setzt sich zusammen aus den Massenanteilen des Wassers und den Massenan-
teilen des Frostschutzmittels. [.7 Bild B 20(b)]

Volumenanteile Massenanteile
Bild B 20
y cm?3 1135g+cm™3+yem?
Frostschutzmittel . 23 Frostschutzmittel 1027 3 = )
cm Ae ‘J',(h « 10( Crr
. Gemisch -y N Gemisch
x cm? 1g-cm “excm®
Wasser Wasser
(a) (b)
(2) Aufstellen der Gleichungen des Systems:
Aus den Volumenanteilen im Gemisch ergibt sich:
() x+y=1000
Aus den Massenanteilen im Gemisch ergibt sich:
(1) x+1,135y = 1,027 - 1000
(3) Losen des Gleichungssystems:
Wir Iésen () nach x auf: x=1000 -y
Wir setzen 1000 — y fiir x in (I) ein: 1000 — y + 1,135y = 1027
Wir berechnen y: 1000 + 0,135y = 1027
0,135y =27

y= 200
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Wir berechnen x aus x = 1000 — y: x=1000— 200
x =800
(4)  Probe am Text:

0,2 | Frostschutzmittel und 0,8 | Wasser ergeben 1| Kiihlwassergemisch. 200 cm?®
Frostschutzmittel besitzen eine Masse von 227 g. 800 cm® Wasser besitzen eine
9
cm?®
besitzen eine Masse von 1027 g. Sie stimmt mit der Masse des Gemisches uberein,

das man erhilt, wenn man 200 cm? Frostschutzmittel und 800 cm?® Wasser wihlt.

(5) Antwortsatz:

Masse von 800 g. 1000 cm?® Kiihlwassergemisch mit einer Dichte von 1,027

g
cm?

Um einen Liter Kiihlwassergemisch mit einer Dichte von 1,027 zu erhalten,

muR man 0,2 | Frostschutzmittel mit 0,8 | Wasser mischen.

® 22 Eine GST-Gruppe bricht um 7 Uhr von Ort A auf und marschiert mit einer Durch-
" schnittsgeschwindigkeit von 6 km - h~! nach einem 10 km entfernten Ubungsge-
lande G. 45 Minuten spéter startet von G aus ein Kradmelder und fahrt der Gruppe
mit einer Durchschnittsgeschwindigkeit von 60 km - h~' entgegen, um ihr eine
Nachricht zu tiberbringen. Wann und wieviel Kilometer vom Ubungsgelédnde ent-

fernt hat der Melder die Gruppe erreicht?

(1) Durchdenken des Sachverhaltes:

Gesucht ist die Lange des Weges s;, welchen der Kradmelder zuriicklegt, sowie

seine Fahrzeit t,.

Bekannt ist:

(a) Der Weg von A nach G hat eine Lénge von 10 km. Er setzt sich zusammen aus
der Strecke s;, welche der Kradmelder zuriicklegt, und der Strecke s,, welche
die GST-Gruppe marschiert. (7 Bild B 21)

(b) Bis zum Treffpunkt T ist die GST-Gruppe 0,75 Stunden langer unterwegs als der

Kradmelder. ,
— -~
Marsch der Fahrt des
Bild B 21 GST- Gruppe Kradmelders

'2)  Aufstellen der Gleichungen des Systems:

Wir nutzen die Formel s = v - tund bezeichnen mit ¢, die Fahrzeit des Kradmelders
und mit t, die Laufzeit der GST-Gruppe (in Stunden).

Aus (a) ergibt sich: (I) 60t + 6t = 10

Aus (b) ergibt sich: (Il) t + 0,75 =t,

(3} Lésen des Gleichungssystems:

1
Als Lésung des Systems ermittelt man t, = 2 und t, =% .
(4) Probe am Text:
Der Kradmelder ist 5 Minuten, die Gruppe 50 Minuten unterwegs, also ist der Mel-
der genau 45 Minuten spéiter gestartet. Der Kradmelder legt eine Strecke von



102 B Systeme linearer Gleichungen LE 10

11—2~60km=5 km zuriick, die Gruppe eine Strecke von %-6 km =5 km. Die

Lénge der Strecke von A nach G betrégt also tatséchlich 10 km. -

(5 Antwortsatz: .
Der Melder hat die Gruppe 5 km vom Ubungsgelinde entfernt um 7.50 Uhr er-

reicht.
Aufgaben
1. Gesucht sind zwei ganze Zahlen. Ihre Summe ist 4. Wird das Dreifache der einen

Zahl um das Doppelte der anderen Zahl vermindert, so erhélt man 52.

2. Zwei natiirliche Zahlen verhalten sich wie 8:3. lhre Summe ist gleich der gréRten
zweistelligen Zahl. Wie heiBen die beiden Zahlen?

3. Zwei Zahlen a und b verhalten sich wie 5:6. Addiert man zu jeder der Zahlen 3,
verhalten sich die entstandenen Summen wie 7:8. Ermitteln Sie a und b!

4. VergréBert man Zahler und Nenner einer in Bruchdarstellung gegebenen Zahl um
8
1, so erhalt man 9 vermindert man Zahler und Nenner um 1, erhélt man % . Er-
‘mitteln Sie die Zahl!

5. Die Quersumme einer zweistelligen Zahl ist 10. Schreibt man beide Ziffern in um-
gekehrter Reihenfolge, so entsteht eine um 36 kleinere Zahl als die gegebene. Fiir
welche zweistellige Zahl gilt dies?

6. In einem gleichschenkligen Dreieck mit einem Umfang von 70 cm ist die Basis
10 cm lénger als ein Schenkel. Wie lang sind die Seiten des Dreiecks?

7. Wie lang sind die parallelen Seiten eines Trapezes, die sich wie 4:5 verhalten,
wenn die Mittellinie 5,4 cm lang ist?

8. Wird die Grundseite eines Dreiecks um 2 cm verkiirzt und die zugehorige Hohe
um 2 cm verldngert, so vergréRert sich der Flicheninhalt um 2 cm?. Verléngert
man dagegen die Grundseite um 3 cm und verkiirzt die Héhe um 2 cm, so nimmt
der Flécheninhalt um 4 cm? zu. Wie lang sind Grundseite und zugehorige Héhe?

9.°  Ein Junge biegt aus zwei gleich groBen Drahtstiicken einen Kreis und ein gleichsei-
tiges Dreieck. Die Flacheninhalte der beiden Figuren unterscheiden sich um
5,2 cm?. Wie lang war jedes der Drahtstiicke? Nutzen Sie Ihren Taschenrech-
ner! (L)

10. Ein Vater sagt zu seinem Sohn: ,In vier Jahren werde ich dreimal so alt sein wie du.
Vor. vier Jahren war ich fiinfmal so alt wie du.” Wie alt sind Vater und Sohn?

11.*  Ein junger Mann, nach seinem und dem Alter seiner Eltern befragt, antwortet
scherzhaft in folgender Weise: ,Meine Mutter war vor vier Jahren doppelt so alt,
wie ich jetzt bin. Mein Vater wird in fiinf Jahren doppelt so alt sein, wie ich dann
sein werde. Addiert man zu meinem Alter das Alter meines Vaters und das meiner
Mutter, so ergeben sich 109 Jahre.” (L)

12. Ein Campingplatz vermietet Hiitten fiir 3 Personen und Hiitten fiir 4 Personen. Eine
FDJ-Gruppe bestellt fiir 43 Jugendfreunde 12 Hiitten. Wieviel Hiitten jeder Art muR
die Leitung des Campingplatzes bereitstellen?
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13.

14.

17.

In ,Die Wunder der Rechenkunst” von JoHann CHristorH ScHarer (1802 bis 1854) fin-
det man Aufgaben, welche die damaligen gesellschaftlichen Verhéltnisse wider-
spiegeln:

a) Eine Kichin hat 18 Hiiringe fiir

18 Groschen gekauft. Es waren gute Joh. Christ. Schifer
"Hiiringe fiir die Herrschaft, das

Stiick fiir 5 Groschen, und schlechte

Hiiringe fiir das Gesinde, 5 Stiick fiir | %ie

1 Groschen.

Wieviel gute und wieviel schlechte [ % D
Hiiringe hatte die Kichin? | lm Cl?

b) Ein Schullehrer wird um den Betrag D
des Schulgeldes gefragt, worauf er > er
zur Antwort gibt: Von jedem Knaben
erhalte ich jihrlich 15 Neugroschen me e“ﬁ
und von jedem Miidchen 10 Neugro-
schen. In diesem Jahr, wo sich die Eunﬁ
Anzahl der Knaben zu der der Mid- g
chen wie 2:3 verhilt, betrigt die .
Summe des Schulgeldes 16 Thaler; Eine Zusammenstellung
im vorigen Jahr aber, wo das umge- der riithselhaftesten,
kehrte Verhiiltnis bestand, hatte ich unglaublichsten und
1 Tlllmler und 10 Neugroschen H"'"@l'("’m feaben
menr.

Welches war die Anzahl der Kinder
von jedem Geschlechte in diesem
und im vorigen Jahr? (1 Thaler sind
30 Neugroschen.) (L)

Ein Schubverband transportiert Diingemittel auf der Elbe. Er benétigt fur die
130 km von M nach D stromaufwiérts 14 Stunden und 15 Minuten. Auf der Riick-
fahrt von D nach M erreicht er das Ziel bereits nach 8 Stunden und 45 Minuten.
Wie groB ist die mittlere Strémungsgeschwindigkeit des Wassers und die Eigenge-
schwindigkeit des Schubverbandes bei unbewegtem Wasser? Runden Sie die er-
mittelten Zahlenwerte auf eine Stelle nach dem Komma! (L)

Bei einem Mandver wird ein gegnerischer Aufklarer um 7.40 Uhr tiber dem Ort T
gesichtet; er bewegt sich mit einer Durchschnittsgeschwindigkeit von
1000 km - h="in Richtung Z. 7.42 Uhr starten in Z zwei Jagdflugzeuge und fliegen
mit einer Durchschnittsgeschwindigkeit von 2400 km - h~' dem Aufklérer entge-
gen. Wieviel Minuten nach dem Start treffen die Jagdflugzeuge auf den Aufklérer,
wenn die Entfernung von T nach Z 420 km betrégt?

Bei einer Schnellzuglokomotive macht auf einer Strecke von 441 m das Laufrad
112 Umdrehungen mehr als das gréBere Treibrad. Auf je sieben Umdrehungen des
Laufrades kommen drei Umdrehungen des Treibrades. Wieviel Umdrehungen
macht das Treibrad auf einer Strecke von 10,5 km? (L)

Der Stausee eines Elektrizititswerkes wird durch einen ZufluB gleichméaRig mit
Wasser versorgt. Wenn drei der funf gleichstarken Turbinen in Betrieb sind, nimmt
der Inhalt des Stausees stiindlich um 30000 m?* zu. Sind dagegen alle fiinf Turbinen
in Betrieb, so verringert sich der Wasservorrat trotz unverdndertem ZufluR stiind-
lich um 50000 m?.
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

Wieviel Wasser flieBt in einer Stunde zu und welche Wassermenge benétigt eine
Turbine pro Stunde? (L)

Ein Tieflader transportiert zwei Arten von Platten, kurze und lange. Bei einer Bela-
dung mit fiinf langen Platten und neun kurzen Platten transportiert er insgesamt
eine Masse von 40 t. Wenn er mit neun langen und drei kurzen Platten beladen ist,
transportiert er 39 t.

Berechnen Sie die Masse einer langen und die einer kurzen Platte!

Wihrend der Ernte wird neben dem Mahdrescher E 512 immer héufiger der lei-

stungsféhigere Typ E 516 eingesetzt. In der ersten Schicht ernten neun Mé&hdre-

scher vom Typ E 512 und drei M&hdrescher vom Typ E 516 zusammen eine Fldche

von 180 ha ab.

In der zweiten Schicht ernten sechs Mahdrescher vom Typ E 512 und fiinf Mé&hdre-

scher vom Typ E 516 unter sonst gleichen Bedingungen zusammen 192 ha ab.

a) Berechnen Sie die GréRe der Flache, die vom E 512, und die GréRe der Flache,
die vom E 516 unter diesen Bedingungen abgeerntet wird!

b) Wieviel Hektar kénnte der E 516 in einer Schicht von 18 Stunden abernten,
wenn er ohne Unterbrechung mit 7,0 km - h~' fahren und seine volle Arbeits-
breite von 6,60 m ausniitzen wiirde?

Fiir die Bearbeitung von Werkstiicken in einem Kleinbetrieb stehen zwei Drehma-

schinen zur Verfliigung. Die erste Maschine muR zur Bearbeitung 20 Minuten vor-

bereitet werden und st6Rt dann alle 14 Minuten ein Werkstiick aus. Die zweite, mo-

dernere Maschine muB 200 Minuten vorbereitet werden und stéRt dann alle

2 Minuten ein Werkstiick der gleichen Art aus.

a) Wieviel Minuten werden bereits bei der Herstellung von 100 Werkstiicken ein-
gespart, wenn die modernere Maschine eingesetzt wird?

b) Bestimmen Sie diejenige Stiickzahl, bei deren Herstellung beide Maschinen die
gleiche Zeit benétigen! Geben Sie an, wie lange beide Maschinen in diesem Fall
eingesetzt werden miissen!

In einem chemischen Betrieb sollen aus einer 96%igen und aus einer 70%igen
Schwefelsdure 3 t einer 86%igen Schwefelsdure hergestellt werden. Welche Aus-
gangsmengen sind erforderlich?

Wieviel Tonnen Stahl mit 0,5% Kohlenstoff und wieviel Tonnen GrauguR mit 2,5%
Kohlenstoff ergeben beim Zusammenschmelzen 12t Stahl mit 1,45 % Kohlenstoff? (L)

Eine Platte aus Messingblech hat die Masse von 9,405 kg und die Abmessungen
500 mm, 500 mm und 4,4 mm. Wieviel Kupfer und wieviel Zink sind in der Legie-
rung enthalten?

Esist oo, =8,92g-cm~2und gz,=7,13g-cm™2.

In einem Gleichstromkreis, in dem zwei Widerstande parallel geschaltet sind, sei
die Gesamtstromstérke 2 A. Welche Stromstarken werden in den einzelnen Ver-
zweigungen gemessen, wenn die Widerstande 500 Q und 750 Q betragen?

In einem Stromkreis sind zwei Widerstande R, = 50 Q und R, = 150 Q in Reihe ge-
schaltet. Die Gesamtspannung betrdgt 220 V. Welche Spannungen treten an jedem
der Teilwiderstdnde auf?
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"Komplexe Ubungen

Hinweis: Falls nicht anders festgelegt, ist der Grundbereich fiir die in den folgenden Gleichungen
und Ungleichungen auftretenden Variablen die Menge der reellen Zahlen.

1

Beschreiben Sie jeden der folgenden Sachverhalte durch eine Gleichung oder eine

Ungleichung!

a) Eine natirliche Zahl ist stets kleiner als ihr Nachfolger.

b) Die Quadratwurzel aus dem Quadrat einer reellen Zahl ist stets gleich dem abso-
luten Betrag dieser Zahl.

c) Das Quadrat einer Summe zweier reeller Zahlen ist stets mindestens so grof
wie das Doppelte des Produktes dieser beiden Zahlen. (L)

d) Die Lénge einer Dreieckseite ist stets kleiner als die Summe der Léngen der bei-
den anderen Dreieckseiten.

Vereinfachen Sie die folgenden Terme!

a) (6a +5b)- (—a—zb) b)W 10-3

9 35 \/%(azm d) (x+ yP = x= yf

Es ist x der absolute Betrag von (—7),
y die entgegengesetzte Zahl von (+2,5),

2
z das Reziproke von 5

Berechnen Sie x2+ y2+z2und (x + y +z)* (L)

Schreiben Sie als Potenz mit der Basis a (a > 0)!

2
a)% b) a c)% d)(%) e)S\/;

Wenden Sie binomische Formeln auf die folgenden Terme an!

a) @+b%  b)(y2-1)

a) Nennen Sie alle natiirlichen Zahlen, die gréRer als n —5 und auch kleiner als
n+7(nz5)sind! (L)

b) Wieviel gerade Zahlen liegen hdchstens zwischen m —3 und m + 9 (m = 3)?

Fiir die natiirlichen Zahlen sund tgilt0<s<t.
a) Ordnen Sie 1; %; —:; = —j und — ?r der GroBe nach!

b)* Welcher der Betrﬁge‘ 1 _it und

{5
1= ;‘ ist der groRBere? Begriinden Sie!

Gegeben sind die Ungleichungen

" 3(5;2_8)—0)(—2 und (2) 15x —3 < 14x + n.

a) Losen Sie (1)!

b) Geben Sie diejenigen Elemente der Lésungsmenge von (1) an, die natirliche
Zahlen sind!

c) Bestimmen Sie n so, daB (2) die gleiche Lésungsmenge wie (1) hat!
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9. Es ist L die Losungsmenge von 15<n <20 (n € N).
a) Geben Sie die Menge L an!
b) Geben Sie diejenige Teilmenge T von L an, welche genau aus den in L enthalte-
nen Primzahlen besteht!
10.  a) Veranschaulichen Sie die Menge aller Punkte, deren Koordinaten die Gleichung
y —|x| =0 erfiillen, in einem Koordinatensystem!
b)*Ermitteln Sie rechnerisch und graphisch die Lésungen der folgenden Glei-
chungssysteme!
y- %x = y=2x=3
y=Ix|=0 y—Ix|=0
11. Zu bestimmen ist die Menge M aller natiirlichen Zahlen n, die folgende drei Eigen-
schaften besitzen:
(1) n|90; (2) n ist ungerade; (3)4= n=15. (L)
4
12.  Gegeben ist die Ungleichung W <3x+2.
a) Losen Sie die Ungleichung, und iberpriifen Sie Ihr Ergebnis!
b) Geben Sie die Menge M, aller natiirlichen Zahlen an, die Lésung der gegebe-
nen Ungleichung sind!
c) Geben Sie die Menge M, aller ganzzahligen Lésungen der gegebenen Unglei-
chung an, welche im Intervall =4 < x < 1 liegen!
d) Geben Sie die Menge D aller Elemente an, die sowohl in M, als auch in M, lie-
gen!
13.  Kleine Verdnderungen — groBe Wirkung!
Gegeben ist das Gleichungssystem
,/gx +y=2
5x+5y=4,4.
a) Losen Sie das gegebene System!
b) In dem gegebenen System wird ;/ET durch den Ndherungswert 2,2 ersetzt. Lo-
sen Sie das dadurch entstandene Gleichungssystem!
c) Im gegebenen System wird y5 durch den Nédherungswert 2,236 ersetzt. Lésen
Sie das dadurch entstandene System! Nutzen Sie Ihren Taschenrechner! Ver-
gleichen Sie die ermittelte Losungsmenge mit den in Aufgabe a) und in Aufgabe
b) gewonnenen Ergebnissen!
d) Stellen Sie die durch die Gleichungen des gegebenen Systems bestimmten Ge-
raden in einem Koordinatensystem dar!
Fiihren Sie den gleichen Auftrag fiir das in Aufgabe b) beschriebene System
aus!
14.* Untersuchen Sie, ob es eine reelle Zahl a gibt, fiir die das folgende System keine
Losung besitzt!
2x+(9a2-2) -y =3a
x+y=1
15.  Durch y =x+ 4 wird eine Gerade g bestimmt.

a) Geben Sie die Koordinaten der Schnittpunkte der Geraden g mit den Koordina-
tenachsen an!

b) Geben Sie eine Gleichung der Geraden an, die zu g parallel verlduft und den
Punkt P (1; 0) enthalt!
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16.

20.

2%,

Eine Gerade g enthilt die Punkte P; (2; 1) und P, (—1; — %).

a) Tragen Sie die beiden Punkte in ein Koordinatensystem ein, und zeichnen Sie
die Gerade g!
b) Geben Sie eine Gleichung fiir diese Gerade an! (1)

c) Untersuchen Sie, welcher der Punkte P; (—0,5; 0) und P, (0; %) auf g liegt!

Zwei Geraden g, und g, sind durch die Gleichungen y —ax =2 bzw. 2y —6x=b

gegeben.

a) Geben Sie zwei reelle Zahlen a und b so an, daR die Geraden zusammenfal-
len!

b) Geben Sie zwei reelle Zahlen a und b so an, daR gilt g, + g, und g, | g,!

a) Zeichnen Sie die durch die Gleichung §+%=1 bestimmte Gerade in einem

Koordinatensystem!

b) In welchen Punkten schneidet die durch §+%=1 (a # 0; b + 0) bestimmte
Gerade die Koordinatenachsen?

c) Geben Sie die Gleichung einer Geraden an, welche die Koordinatenachsen in
den Punkten P, (4; 0) und P, (0; —3) schneidet!

Gegeben ist das Gleichungssystem

(U] y=-2x+7

(1) 3y—6=9x.

a) Losen Sie das System rechnerisch!

b) Jede der Gleichungen beschreibt eine Gerade. Ermitteln Sie die Koordinaten
des Schnittpunktes der beiden Geraden!

c) Ermitteln Sie graphisch die Koordinaten der vier Punkte, in denen die durch die
Gleichungen (I) und (Il) bestimmten Geraden die Koordinatenachsen schnei-
den!

a) Veranschaulichen Sie die Losungsmenge der Gleichung y = x — 2 durch eine
Gerade!

b) Die durch die Gleichung y = x — 2 bestimmte Gerade zerlegt die Ebene in zwel
Halbebenen.
Kennzeichnen Sie die durch die Lésungsmenge der Ungleichung y = x — 2 be-
stimmte Halbebene!

c) Geben Sie die Menge aller Punkte an, die sowohl zu der durch y=x—2 als
auch zu der durch y = 2x + 1 bestimmten Geraden gehéren!

d) Schraffieren Sie die Punktmenge, die sowohl zu der durch y < x — 2 als auch zu
der durch y = 2x + 1 bestimmten Halbebene gehéren!

a) Jede der Gleichungen y =0, x =0, y= —x+3 und y = x — 2 beschreibt eine
Gerade. Zeichnen Sie die vier Geraden in ein und demselben Koordinatensy-
stem!

b) Kennzeichnen Sie die Menge aller Punkte, welche in jeder der durch die Unglei-
chungen y 20, x=2 0, y= —x+3 und y=x—2 bestimmten Halbebenen lie-
gen!

c) Ermitteln Sie die Koordinaten der Eckpunkte des in Aufgabe b) bestimmten Viel-
ecks!

Jedem Eckpunkt P (x; y) wird durch die Gleichung z = 2x + 3y eine reelle Zahl z
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22.

23.

24,

25."

26.

27.

28

29.

I Mit

zugeordnet. Berechnen Sie diese Zahlen! Zu welchem Eckpunkt gehért die
groRte Zahl?"

Eine kugelfsrmige Hefezelle erreicht bei ihrem Wachstum nach 210 Minuten ein
Volumen von 3 - 1078 mm?. Nach 230 Minuten betrégt ihr Volumen 5 - 10-8 mm?.
Priifen Sie, ob Proportionalitdt zwischen dem Alter der Zelle und ihrem Volumen
besteht!

Gegeben sind die Terme 24x%—6 und (6x + 3) (4x — 2). Setzt man fiir x in beiden
Termen die gleiche reelle Zahl ein, so sind die Werte beider Terme gleich. Bewei-
sen Sie diese Behauptung!
a) Untersuchen Sie, ob gilt: 17% von 85 ist gleich 85% von 17!
b) Jemand behauptet, a% von b sei stets gréBer oder gleich b% von a. Was meinen
Sie zu dieser Auffassung?
Beweisen Sie!
a) Fiir beliebige a, b € N mita + 0 und a < b gilt:
i< a+1
b~ b+1"
b) Fiir reelle Zahlen rund s gilt: (1) Wenn0<r<s, so r?<s2
(2.Wennr<s<0, so r?2>s2

Der Durchmesser der gréBeren einer zweistufigen Riemenscheibe soll 6 cm langer
als der der kleineren Scheibe sein. Die Langen der Durchmesser sollen sich wie
4:5 verhalten. Welche Langen missen die Durchmesser der Riemenscheibe be-
kommen? (L)

Ein LKW hat einen Normverbrauch von 24,0 | Kraftstoff auf 100 km. Durch eine

kraftstoffsparende Fahrweise kann der Verbrauch je 100 km um durchschnittlich

1,2 | gesenkt werden.

a) Wieviel Prozent Kraftstoff werden auf diese Weise eingespart?

b) Wieviel Liter Kraftstoff konnen auf diese Weise bei einer monatlichen Fahr-
strecke von 8000 km eingespart werden? (L)

Es ist die mittlere Dichte der Erde zu ermitteln. Das Volumen der Erde betrégt
1,08 - 102 km?, ihre Masse 5,98 - 10% kg.

a) Zwei Wasserwerke pumpen Trinkwasser fiir eine Kleinstadt in den Vorratsbehél-
ter eines Wasserturms mit einem Fassungsvermdgen von 9000 m®. Ihr Lei-
stungsvermadgen ist so angelegt, daB sie den Behilter fiillen, wenn beide Werke
drei Tage arbeiten und kein Wasser entnommen wird. Dabei liefert das eine
Werk téglich 500 m*® mehr Wasser als das andere. Welche Tagesleistung besitzt
jedes der beiden Wasserwerke? (L)

Die Kleinstadt besitzt einen durchschnittlichen taglichen Wasserverbrauch von
2000 m*. Das groBere Wasserwerk féllt plotzlich aus. Trotz gefiilltem Vorratsbe-
hélter muB sparsam mit Wasser umgegangen werden. Durch einen entspre-
chenden Aufruf wird erreicht, daB der tégliche Wasserverbrauch um 500 m? ge-
senkt wird. Fir wieviel Tage ist dadurch die Stadt langer mit Wasser
versorgt? (L)

b)

y aus linearen Glei und linearen Ungleichungen kénnen Probleme minimalen Materialver-

brauchs, minimaler Transportkosten oder von hi beschrieben werden. Bei vielen
solchen in der Wirtschaft héufig auftretenden Fragen wird — unter Beriicksichti b di —
eine optimale Lésung gesucht.
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Quadratische Funktionen;
quadratische Gleichungen;
Potenzfunktionen

Quadratische Funktionen

1

1

Zur Wiederholung

Welche der folgenden Abbildungen sind Funktionen? Begriinden Sie lhre Ant-
wort!

a) Jeder natiirlichen Zahl wird ihr Nachfolger zugeordnet.

b)xlo 1 |2 |3 |4 c) a 1 |—1|2 |—2|3 l—a
y|3 5 |7 |9 |11 b O|1I0|1|0|‘!

d) M={(1;2); (23 (1;4); (2:5); (3;6)}

e) y=2|x| (xeR)

f) BildC1 Bild C 1

(a) y (b) Yy (c) y

11 1 1

V/x o] 1 X of 1 '«

Stellen Sie die folgenden Funktionen
graphisch dar! Beachten Sie die Defi-
nitionsbereiche!

a) y=2x (xeN)

b) y=x+2 (xeQ.)

c) y=—%x—3 (x€eR)
d) y=0,25x+125 (xeR)

Geben Sie Gleichungen fiir die im Bild
C 2 dargestellten Funktionen an!

Bild C 2
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4. Geben Sie die Wertebereiche fiir die Funktionen von Aufgabe 2 an!

5. Gegeben ist die Funktion f(x)= —% x+% (x € R). Bestimmen Sie die Funktions-
werte f(3), f(0), f(—2,6), f(100)!

6. Welche der folgenden Zahlenpaare gehéren zur Funktion mit der Gleichung
y=-15x+47 (0;4), (-6;13), (2 -1), (04;34), (=7;145)

7. Gegeben sind die Funktionen mit den Gleichungen
a) fix) = —% x+4 und  b) f(x)=07x~28.
Berechnen Sie jeweils die Argumente zu den Funktionswerten —1, 0, 2, 4, 100!

8. Geben Sie eine Gleichung fiir eine lineare Funktion an, die
a) als Graph eine fallende (steigende) Gerade hat, die die y-Achse im Punkt P (0; 3)
schneidet,
b) eine positive Nullstelle hat und deren Graphen parallel zum Graphen der Funk-
tion y = 2x (x € R) verlauft!

2 Der Begriff ,,quadratische Funktion”

Eine Vielzahl von Zusammenhéngen aus Mathematik und Naturwissenschaften 4Bt sich
durch Funktionen beschreiben. Entsprechende Gleichungen sind zum Beispiel

s(t)=v- t(vkonst.); Alr)=m-r? u(r)=2m-r; V(r) =%n- r; Ala)=a%
U(R)=1"- R (Il konst.); Aolr)=m-r-s+m-r? (s konst.); R(A) =% (/ konst.);

V(a) =% h - a? (h konst.). Der Definitionsbereich ist in jedem Falle ein durch den Sach-
verhalt vorgegebener GréRBenbereich.

® 1 a) Geben Sie die durch die Gleichungen beschriebenen Zuordnungen in Worten
an, indem Sie die Bedeutung der verwendeten Variablen berticksichtigen!
b) Ordnen Sie die Zuordnungen, indem Sie die Gleichungen in lineare und nichtli-
neare einteilen!

® 2 stellen Sie den durch die Gleichung A(r) = - r? gegebenen Zusammenhang zwi-
schen dem Radius r und dem Flacheninhalt A eines Kreises im Intervall
0cm =r=4,5cm durch eine Wertetabelle dar! Wiéhlen Sie fiir die Radien eine
Schrittweite” von 0,5 cm, und runden Sie die Zahlenwerte der zugehérigen Fla-
cheninhalte (in cm?) auf eine Stelle nach dem Komma!

In der Gleichung A(r) = m - r? tritt die Variable r im Quadrat auf. Die Funktion, die durch
die Gleichung A(r) = m - r? beschrieben wird, ist ein Beispiel fiir eine quadratische Funk-
tion. Im Bild C 3 sind die Punkte entsprechend der Wertetabelle von Auftrag C 2 in ein
Koordinatensystem eingezeichnet. Alle weiteren Punkte, die man durch ,Verfeinern” der
Wertetabelle erhalten wiirde, liegen auf der eingezeichneten Kurve, dem Graphen der
Funktion. (- Bild C 3)

3

" Unter Schrittweite versteht man die Differenz i g Argumente.
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Bild C 3

1 # %
t +HH
: st s HE
: H : Ht
tt : T H

® 3 Losen Sie mit Hilfe des Graphen im Bild C 3 naherungsweise die folgenden Aufga-
ben!

a) Welcher Flacheninhalt A gehért zu einem Radius r = 1,8 cm?
b) Zu welchem Radius r gehért der Flacheninhalt A = 42 cm??

Auch die Gleichungen A(a)=a? Ao(r)=m-r-s+m-r? (s konst), V(a) =% h-a? (h
konst.) beschreiben quadratische Funktionen.

Wir legen allgemein fest:

Eine Funktion mit einer Gleichung y = ax?+
menge von R) -bmm
2.Grades.

Eine quadratische Funktion ist somit die Menge aller geordneten Paare (x; ax? + bx + ¢)
mit x aus dem Definitionsbereich. In der Gleichung y = ax?+ bx + c ist ax? das quadrati-
sche, bx das lineare und c das absolute Glied.

Hinweis:

(1) Wenn im folgenden von einer Funktion nur die Gleichung angegeben wird, dann soll stets R
der Definitionsbereich sein.

(2) Anstelle von ,die Funktion mit der Gleichung y = f(x)* sagt man auch kurz ,die Funktion
y = flx)".

® 4 Geben Sie verschiedene Gleichungen fiir quadratische Funktionen an! Beachten

Sie dabei, daB a = 1 oder a + 1 sein kann, und auch, daR b oder ¢ Null sein kén-
nen!
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Mit Hilfe einer geeigneten Wertetabelle |Bt sich der Graph jeder quadratischen Funktion
y=ax*+bx+c (a b, c € R; a+ 0) angenidhert zeichnen. Man sollte in diese Werteta-
belle maglichst viele Wertepaare aufnehmen; im allgemeinen wird man dazu den Ta-
schenrechner verwenden.

e 5 Die Funktion y = x2ist im Intervall —2,5 = x = 2,5 graphisch darzustellen.
a) Vervollstindigen Sie die folgende Wertetabelle! (Rechnen Sie im Kopf!)
x | -25 I -2,0 | -15 l -1.0 | -0,5 |0 |o,5 | 1,0 | 15 |2,o |2,5

0T

b) Tragen Sie die entsprechenden Punkte in ein rechtwinkliges Koordinatensystem
mit gleicher Achsenteilung (Einheit 1 cm) ein!

c) Ermitteln Sie fur das Intervall —1=x =1 mindestens 10 weitere Wertepaare,
und tragen Sie auch die ihnen entsprechenden Punkte in das Koordinatensy-
stem von b) ein!

d) Verbinden Sie alle Punkte durch eine sich méglichst gut einpassende Kurve!

Die Kurve, die man nach Auftrag C 5 erhélt, wird dem gesuchten Graphen der Funktion
y = x2 um so ndher kommen, je mehr Punkte man zur Darstellung benutzt hat. Man kann
nachweisen, daB der Graph selbst zwischen zwei beliebig dicht nebeneinanderliegenden
Punkten nicht geradlinig verlduft. (7 Bild C 6, S. 115)

@ 6 Begriinden Sie, warum der Graph der Funktion y = x* symmetrisch beziiglich der
y-Achse verlduft!

e 7 a) Stellen Sie die Funktionen y = —x*und y = —x%+ 5 im Intervall =3 = x < 3 gra-
phisch dar, und ermitteln Sie jeweils den héchsten Punkt des Graphen!
b) Stellen Sie die Funktionen y = x?—4 und y = x2+ 2 im Intervall =3 = x = 3 gra-
phisch dar, und ermitteln Sie jeweils den tiefsten Punkt des Graphen!

e 8 Stellen Sie

a) die Funktion y = x2-2x + 3
im Intervall =1,5=x=3,5
und

b) die Funktion
y=-05x2+3x—-25
im Intervall
—0,5 = x = 6,5 graphisch dar!

y=x7—7x+3

Verwenden Sie zum Aufstellen der
Wertetabelle den Taschenrechner, und
geben Sie jeweils den Ablaufplan an!
Vergleichen Sie lhre Graphen mit den
entsprechenden Graphen aus Bild 0 + s
cal i 0 §

/ y=—05x2+3x =25

@ 9 Vergleichen Sie alle bisher gezeichneten Graphen quadratischer Funktionen, und
suchen Sie nach Gemeinsamkeiten und Unterschieden!

Bild'C 4
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Die Graphen quadratischer Funktionen y = ax?+ bx + c (a, b, ¢ € R; a #+ 0) heiRen qua-
dratische Parabeln. Quadratische Parabeln" haben eine Symmetrieachse, die Achse der
Parabel. Der Schnittpunkt der Symmetrieachse mit der Parabel heiBt Scheitelpunkt (kurz:
Scheitel) der Parabel.

In den folgenden Lerneinheiten werden quadratische Funktionen y = ax?+ bx +c (a, b,
ce€ R a=*0),in deren Gleichung a = 1 ist, genauer untersucht werden. Um besonders
auf a = 1 hinzuweisen, werden wir in diesem Falle eine andere Bezeichnung verwenden.
Wir schreiben in Zukunft anstelle von y=x2+bx+c (b, ce R) die Gleichung
y=x*+px+q(p, qe€R).

Wir erinnern uns: Bei linearen Funktionen y = mx + n(m, n € R; m + 0) kann man Eigen-
schaften und insbesondere auch die Lage der betreffenden Geraden im Koordinatensy-
stem aus den Zahlen m und n ermitteln.

Fir quadratische Funktionen y = x?+ px + g (p, g € R) besteht ein entsprechender Zu-
sammenhang; Eigenschaften, insbesondere auch die Lage der Parabel im Koordinatensy-
stem, sind durch p und g festgelegt. Dieser Zusammenhang wird im weiteren schritt-
weise untersucht.

Aufgaben
1. Welche der angegebenen Gleichungen beschreiben quadratische Funktionen?
a) y=x2-x b) y=2x+5 c) y=2|x? d) y=x7?
e) y=x(x+2) f) y=-03x2=1 @) y=(x2+1x h) y=1-x2
) y=x*-3x+10 k) y=3x2—-5x
2. Zeichnen Sie mit Hilfe von Wertetabellen die Graphen der folgenden Funktionen

im Intervall —-3=x=3!
a) f(x)=0,5x? b) g(x)=—0,5x?

3. Uberpriifen Sie, welche der angegebenen Zahlenpaare zur Funktion y = x>-3 ge-
héren!
(0; =31, 3 . (3 —6), (17; 286}, (0,40; ~2,84)

4. Stellen Sie die folgenden Funktionen mittels Wertetabelle graphisch dar!
a) y=x%+1imIntervall -25=x=25
b) y=x2-5(x € Z) im Intervall -3=x=3
c) y=—x2+4imIntervall —3=x=3
d) y=x2-6x+5im Intervall 0= x=3
e) y=0,25x*+x+1im Intervall -5 =x =1

5..  a) Begriinden Sie, warum fiir die Funktion
y = x2—6 der Scheitelpunkt der tiefste Kurvenpunkt ist!
b) Begriinden Sie, warum fiir die Funktion y = —x? + 3 der Scheitelpunkt der héch-
ste Kurvenpunkt ist!

Untersuchen Sie dazu die Terme x?—6 bzw. —x2+ 3 auf kleinsten bzw. gréRten
Wert!

" Im folgenden wird fiir ,quadratische Parabel” kurz ,Parabel” gesagt.

8 000905-1
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6. Das Aufstellen der Wertetabelle fiir die Funktion {
y=0,5x2—4x+7 im Intervall 0 < x < 8 soll einem
Computer ibertragen werden. In der Wertetabelle Setze
soll die Differenz aufeinanderfolgender Argumente 0,2 =0
betragen. Grundlage fiir ein entsprechendes Pro- {
gramm ist der abgebildete Algorithmus. Was muR
sinngemaR in das freie Feld eingetragen werden, da- Berechne
mit die gewiinschte Wertetabelle entsteht? y= O,5x+— Lx+7
Ausgabe
Xy

i |

e>g?  |nen |

Bild C5

3 Quadratische Funktionen

mit Gleichungen y = x>und y = x2+q
Der einfachste Fall einer quadratischen Funktion y = x2+ px + q (p, g € R) ist die Funk-
tion y=x?% esistp=0und g = 0.

® 10 Welchen Wertebereich hat die Funktion y = x2, wenn der Definitionsbereich alle
reellen Zahlen umfal3t?

® 11 Wie dndern sich bei der Funktion y = x? die Funktionswerte, wenn man die Argu-
mente vergroBert?

— Der Wertebereich ist die Menge aller nichtnegativen reellen Zahlen.

— Es gibt einen kleinsten Funktionswert f(0) = 0 .

— Die Funktionswerte fallen fiir wachsende x-Werte im Intervall x =0 und steigen fiir wach-
sende x-Werte im Intervall x = 0. Man sagt: Die Funktion y = x2 ist fiir ¥ = 0 monoton fallend
und fiir x = 0 monoton steigend.

— Die Funktion hat genau eine Nullstelle x, = 0.

— Der Graph der Funktion ist eine Parabel, deren Symmetrieachse, die Achse der Parabel, mit
der y-Achse zt fallt. Der Scheitelpunkt der Parabel, der tiefste Kurvenpunkt S (0; 0),
féllt mit dem Koordinatenursprung zusammen.

Der Graph der Funktion y = x? ist eine sogenannte Normalparabel" (7 Bild C 6). Da Nor-
malparabeln haufig zu zeichnen sind, verwendet man fiir ihre graphische Darstellung oft

" Es wird dabei die graphische Darstellung in einem rech kli Koordi mit gleicher Achsenteilung
vorausgesetzt.
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eine Schablone. Man sollte derartige Parabeln aber auch ohne Schablone skizzieren kén-
nen.

@ 12 a) Vergleichen Sie die Graphen der Funktionen g(x) = x + 2 und f(x) = x!
b) Vergleichen Sie die Graphen der Funktionen g(x)=x2+2 und f(x) = x%, und
stellen Sie eine Vermutung Uber den EinfluR des Summanden 2 auf die Lage der
Parabel im Koordinatensystem auf!

Anhand der Gleichungen der Funktionen g(x) = x?+ 2 und f(x) = x* stellt man fest: Zu ei-
nem beliebigen Argument x; gehéren die Funktionswerte g(x;) = x,% + 2 und f(x,) = x,2. Es
ist also stets g(x) = f(x) + 2. .

Also ist der Graph der Funktion g(x) = x? + 2 das Bild des Graphen der Funktion f(x) = x?
bei einer Verschiebung mit der Verschiebungsweite 2 in Richtung der positiven y-.
Achse.

Daraus ergibt sich: Der Graph der Funktion g(x) = x? + 2 ist auch eine Normalparabel. Ihr
Scheitel S (0; 2) ist der tiefste Punkt des Graphen. Die Achse der Parabel féllt mit der
y-Achse zusammen. Man kann die Parabel mit der Schablone zeichnen (7 Bild C 7).

® 13 Begriinden Sie, warum die Graphen aller Funktionen y = x2+ q (g € R) Normalpa-
rabeln mit S (0; g) sind, deren Achsen mit der y-Achse zusammenfallen!

Fiir Funktionen y=x2+q (qe€R) gilt:

Der Graph jeder dieser Funktionen ist eine Normalparabel. Der Scheitelpunkt der Parabel
ist $(0; q); er liegt auf der y-Achse. Die Achse der Parabel fallt mit der y-Achse zusam
men.
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e 14 Ergénzen Sie die folgende Tabelle, und geben Sie fiir jeden Fall ein Beispiel an!

y=xitq | Lage des Scheitels S bezilglich der x-Achse

Spezielle Eigenschaften von Funktionen mit Gleichungen der Form y = x2 + g lassen sich
analog zu den Eigenschaften der Funktion y = x? angeben.

B 1 Es sind Eigenschaften der Funktion | | y )
y = x2— 2,5 gesucht. Wir wissen, da 1 —y=x"—25
der Graph dieser Funktion (7 Bild C 8) | Al -

Bild des Graphen der Funktion y = x?

bei einer Verschiebung mit der Ver-
schiebungsweite 2,5 in Richtung der +
negativen y-Achse ist. Die Parabel hat |
den Scheitelpunkt S (0; —2,5).

BildC 8 It -

Eigenschaften der = —2,5 sind:

— Der Werteberelch ist dle Menge aller reellen Zahlen mit y = —2,5.

— Es gibt einen kleinsten Funktionswert f(0) = —2,5.

— Die Funktion ist fiir x =0 monoton fallend und fiir x = 0 monoton steigend.

— Die Funktion hat zwei Nullstellen x; = —1,6 und x, = 1,6, wie wir aus der graphi-
schen Darstellung ablesen.

® 15 Nennen Sie Eigenschaften aller Funktionen y=x2+g (g€ R)! Untersuchen Sie
insbesondere das Vorhandensein von Nullstellen in Abhéngigkeit von g!

Wir erinnern uns: Eine lineare Funktion y=mx+n (m, ne€ R; m # 0) ist bei gegebenem
Definitionsbereich durch zwei Wertepaare eindeutig bestimmt.

Entsprechend fragen wir, wie viele Wertepaare man braucht, um eine Funktion
y=x%*+q (g€ R) eindeutig festzulegen.

® 2 Esist eine Funktion mit einer Gleichung der Form y = x?+ g (g € R) zu ermitteln,
die das geordnete Paar (—2; 9) enthélt!
Da das geordnete Paar (—2; 9) zur Funktion gehéren soll, muR gelten:9 = (—2)* + gq.
Daraus folgt g =5, und damit ist y = x>+ 5 die einzige derartige Funktion, die die-
ses Zahlenpaar enthilt. =

Eine Funktion mit einer Gleichung der Formy = x* + g (g = R) ist bereits durcheines ih

rer Wertepaare eindeutig bestimmt. Stets ist eine lineare Gleichung mit einer Variablen
zu l6sen.
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Aufgaben

1. Geben Sie fir die folgenden Funktionen die Scheitelpunkte ihrer Graphen an, und
zeichnen Sie die Graphen mittels Schablone!"
a) y=x2-1 b) y=x2-35 c) y=x*+3 d) y=x*-53

2. Der Graph einer quadratischen Funktion y = x2+ g (g € R) hat den Scheitel
a) $(0; -3), b) S(0;15), «¢) S(0;-18).
Zeichnen Sie die Graphen, und geben Sie die Gleichungen der Funktionen an!

3. Geben Sie fiir die Funktionen von Aufgabe 1 jeweils an: (1) Wertebereich, (2) klein-
sten Funktionswert, (3) Monotonieverhalten, (4) Symmetrieverhalten des Graphen
der Funktion!

Untersuchen Sie jeweils, ob die Funktion Nullstellen hat, und lesen Sie vorhandene
Nullstellen aus der Zeichnung ab!

4. Ermitteln Sie jeweils eine Funktion y=x2+gq (geR), die das gegebene geord-
nete Paar enthilt!
a) (0:0)  b)(=3;2) ) (-050; -275) d) (24+42)

5. Der Wertebereich einer Funktion y=x2+q (g eR) enthalte nur positive reelle
Zahlen. .

a) Geben Sie die Gleichung fiir eine spezielle Funktion an, die diese Bedingung er-
fallt!

b) Welche Koordinaten hat der Scheitel des Graphen der von lhnen gewahliten
Funktion?

c) Welche der folgenden Funktionen erfiillen die angegebene Bedingung:
y=x%y=x*+3; y=x2-0,2; y=x2+0,001?

4 Quadratische Funktionen
mit Gleichungen y = x2+ px + q

e 16 a) Stellen Sie die folgenden Funktionen mit Hilfe einer Wertetabelle graphisch

dar!
(1) y=x*+6x+9 imlntervall -5=x=-1
(2) y=x*+6x+11 imlintervall —-5=x=-1

(3) y=x*-26x—-19 imintervall -2=x=<4
b) Vergleichen Sie die Graphen von (1), (2) und (3) mit dem Graphen der Funktion
y = x?! Erkennen Sie einen Zusammenhang zwischen den Graphen?

Der Auftrag C 16 fiihrt uns zu der Vermutung daB der Graph einer Funktion
y=x2+px+q (p, g€R)auchim Falle p+0 Bild des Graphen der Funktion y = x2 bei
einer Verschiebung ist. Allerdings handelt es sich dabei offenbar nicht nur wie im Falle
p =0 um eine Verschiebung in Richtung der y-Achse. Um diese Vermutung zu bestti-
gen, ist es zweckmiBig, die Gleichung y = x?+ px + g auf eine andere Form zu brin-
gen.

" Es werden im folgenden i. allg. keine Intervalle fiir das Zeichnen der Graphen angegeben. Selbstverstindlich
kann man stets nur einen Teil des Graphen darstellen.
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e 17 Ergénzen Sie die folgenden Summen so, daB ein olistindiges Quadrat entsteht!
(7 S.31) :
a) x2+8x b) x2+5x c) x2+x
d) x2—6x €) x2—-04x f) x*+bx
o 18 Gegeben sind die folgenden Terme:
(1) x%+8x+16, (2) x2—10x+ 25,
(3) x*—4x+7, (4) x2+6x—9.
Suchen Sie diejenigen Terme heraus, die sich nicht als Quadrat eines Binoms
schreiben lassen, und formen Sie diese so um, daB eine Summe entsteht, deren er-
ster Summand das Quadrat eines Binoms ist!
Jeder Term x2+ px + q l&Bt sich in die Form (x + d)? + e Uberfiihren. Man benétigt dazu
die quadratische Ergénzung (' S. 32):

x2+8x+18 x2+px+q
\2 \ / 2 dratische
_ 8\ |_| /8 _ oazl]. 2 quac
=x2+8x+ (2) (2 ) =x*+px+ (i) (’;) +q| Ergénzung
+18
_ B _ p\? 2 binomische
S xrap+2 —(X+7) * '(%) +q Formel
!
= (x+d)? + e
2
d=4,e=2 d=%;e=—(§) +q Vergleich

Durch diese Umformung erhélt also die Funktion y=x%+px+gq (p, g€ R) die Form

=(x+d)*+e (d, eeR). Diese Form nennt man Scheitelpunktform, da man aus ihr —
W|e wir noch sehen werden — die Koordinaten des Scheitelpunktes der entsprechenden
Parabel unmittelbar ablesen kann.

@ 19 Bringen Sie die Gleichungen von Auftrag C 16 auf die Scheitelpunktform, und ge-
ben Sie jeweils d und e an!

Mit Hilfe der Scheitelpunktform y = (x + d)?*+ e kénnen wir nun die Vermutung bestéti-
gen, daR der Graph jeder Funktion y = x?+ px + g Bild des Graphen der Funktion y = x?
bei einer Verschiebung ist. Wir gehen schrittweise vor und beginnen mit dem Fall
e=0.

@ 20 Zeichnen Sie die Graphen der Funktionen h(x) = (x + 3)* und f(x) = x? in ein und

dasselbe Koordinatensystem, und stellen Sie eine Vermutung tiber den EinfluB des
Summanden 3 auf die Lage der Parabel im Koordinatensystem auf!

Anhand der Gleichungen der Funktionen h(x) = (x + 3)2 und f(x) = x? erkennt man: Wiahlt
man bei der Funktion f(x) = x? ein beliebiges Argument x;, so ist der zugehdrige Funk-
tionswert f(x;) = x;. Bei der Funktion h(x) = (x + 3)* gehort zu dem um 3 verminderten
Argument (x, — 3) der gleiche Funktionswert, ndmlich h(x; — 3)=[(x, —3) + 3]2 =x2. Es
ist also stets h(x —3) = f(x).
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Fur die Graphen heifit das: Der Graph der Funktion h(x)= (x + 3)? ist das Bild des Gra-
phen der Funktion f(x) = x? bei der Verschiebung mit der Verschiebungsweite 3 in Rich-
tung der negativen x-Achse. Somit ist der Graph der Funktion h(x) = (x + 3)* auch eine
Normalparabel. Ihr Scheitelpunkt ist S (—3; 0). Die Achse der Parabel verlauft parallel zur
y-Achse (7 Bild C 9).

e 21 Begriinden Sie, daB T I L d T

die Graphen aller hixl=(x+3)° |

Funktionen mit einer | "\ T ’:' g T T

Gleichung : e N | |

y = (x + d)* Normal- [

parabeln mit zur }

y-Achse paralleler
Parabelachse und — 1
dem Scheitelpunkt
S (—d; 0) sind!

I ) Q[x1—3,-x17) ! P(x1,-x17) |

Bild C9

Fiir Funktionen y = (x + d)? (d € R) gilt:

Der Graph jeder dieser Funktionen ist eine Normalparabel. Der Scheitelpunkt der Parabel
ist S (—d; 0); er liegt auf der x-Achse. Die Achse der Parabel verlduft parallel zur y-Achse
durch S.

@ 22 Ergénzen Sie die folgende Tabelle, und geben Sie fiir jeden Fall ein Beispiel an!

m 2 Um den Graphen der Funktion y = (x — 1,5)? zu zeichnen, liest man aus der Glei-
chung die Koordinaten des Scheitelpunktes ab: S (1,5; 0). Mittels Schablone zeich-
net man die gesuchte Parabel mit diesem Scheitelpunkt so, da ihre Achse parallel
zur y-Achse durch S verléuft. (- Bild C 10)

@ 23 a) Zeigen Sie, daB der Graph der Funktion k(x) = (x + 3)? + 2 das Bild des Graphen
der Funktion h(x) = (x + 3) bei einer Verschiebung mit der Verschiebungsweite
2 in Richtung der positiven y-Achse ist! (7 Bild C 11)
b) Begriinden Sie, warum damit bereits gezeigt ist, daR auch der Graph der Funk-
tion k(x) = (x + 3)2 + 2 eine Normalparabel ist!
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1
y=(x—15) Nkixi=(x+3)2+2 -

|
I
|
|
1
|
1
|
|
¥
|

hix) = (x+ 312

-1 0 1 5015;0) X

Bild C 10 Bild C 11

Entsprechend Auftrag C 23 kann man die Uberlegungen fiir beliebige d und e durchfiih-
ren. Bezieht man alle Fille ein, die fiir d und e auftreten kénnen, so ergibt sich:

TR

Fﬁj«nkﬂonﬁn y=(x+dp+e (d, ecR) gilt:

Dwemmhﬂwﬂuuhmmmmumwmuwmﬂmﬂﬂ Der Scheitel der Parabel ist
dew)Dbhhadu?u&dwmmmuuﬂdhrpﬁmbdmm‘

e 24 Vervollstindigen Sie die folgende Tabelle, indem Sie fiir die Funktionen
= (x + d)*+ e angeben, welche Lage im Koordinatensystem jeweils der Scheitel-
punkt S (—d; e) der zugehdrigen Parabel hat! Nennen Sie fiir jeden Fall ein Bei-

spiel!
d>0 ' d<o
Sim II. Quadranten Sim ... Quadranten
S auf der x-Achse Sim Ursprung
und

links von der y-Achse

Sim ... Quadranten S auf der y-Achse Sim IV. Quadranten
und

unterhalb der x-Achse
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Bild C 12

Wie man vom Graphen der Funktion f(x)=x? zum Graphen einer Funktion
k(x)=(x+d)*+e (d eeR) gelangt, kann man sich am Beispiel der Funktion
y=(x—22-3, also fir d = -2, e= -3, verdeutlichen, indem man d und e nacheinan-
der beriicksichtigt. Die Reihenfolge, in der das geschieht, ist dabei beliebig. (7 Bild
C12) .

e 25 a) Begriinden Sie, warum Eigenschaften einer Funktion y = (x + d)* + e aus Eigen-
schaften der Funktion y = x2 folgen!
b) Geben Sie derartige Eigenschaften an
(1) fur die Funktion y = (x —2)*—3,
(2) fiir alle Funktionen y = (x + d)* + e!

@ 26 Der Graph einer quadratischen Funktion sei eine Normalparabel mit zur y-Achse
paralleler Parabelachse und dem Scheitelpunkt S (1; —4) als dem tiefsten Kurven-
punkt. Geben Sie die Gleichung dieser Funktion in der Scheitelpunktform und in
der Form y = x2+ px + g an! Nennen Sie Eigenschaften dieser Funktion!

Auf dem Weg iber die Scheitelpunktform konnte nachgewiesen we

sche Funktion y = x2+ px + g (p, q € R) hat als Graph eine Norma

Graphen von y = x2 bei einer Verschiebung ist und die deshalb mit Sc
rden kann

rden: Jede quadrati
arabel, die Bild des
ablone gezeichnet
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® 27 Zeichnen Sie den Graphen der Funktion y = x2 — 4x + 5 mittels Schablone! Stellen
Sie dazu zuerst die Scheitelpunktform her!

Ginstig wére es, konnte man die fiir das Zeichnen des Graphen einer Funktion
y=x>+px+q erforderlichen Angaben iber die Koordinaten des Scheitelpunktes
S (xs; ¥s) unmittelbar aus p und g erhalten — nicht auf dem Umweg (iber die Scheitel-

2
punktform. Dies ist moglich mit Hilfe der Gleichungen d=% und e = —(%) + g bzw.
pY "
e= —[(3) - q] (-~ S. 118).

Fir den Scheitelpunkt S, der bisher in der Form S (—d; €) angegeben werden konnte, er-

halten wirS( 2, - (%) a}) :

® 28 Ermitteln-Sie die Koordinaten des Scheitelpunktes S (xs; ys) des Graphen der Funk-
tion y = x*—4x +5 (7 Auftrag C 27) unmittelbar aus den Werten fiir p und q!

2
Es ist Ublich, in dem Term — [(%) = q] , der die Ordinate des Scheitelpunktes angibt,
2
eine Abkiirzung zu verwenden. Man ersetzt %) —q durch D und erhilt

5(,__527; ).

D ist die sogenannte Diskriminante der quadratischen Funktion
y=x*+px+q. (p, qeR).

® 29 a) Begriinden Sie, warum man mittels der Diskriminante D Aussagen dariiber tref-
fen kann, welche Lage der Scheitelpunkt S des Graphen einer Funktion
y=x*+px+q (p, qeR) beziglich der x-Achse hat!
b) Ergénzen Sie die folgende Tabelle!

S liegt unterhalb der x-Achse

S liegt auf der x-Achse

S liegt oberhalb der x-Achse

Bei den Funktionen y = x2+q (g € R) geniigte ein Wertepaar, um sie eindeutig zu be-

stimmen (7 Beispiel C 2). Man kann eine entsprechende Frage auch fiir die Funktionen

y=x*+px+q (p, qeR)stellen.

® 4 Vom Graphen einer quadratischen Funktion y = x2+ px + q (p, g € R) weil man,
daR er die Punkte P(3; —1) und P,(6; 2) enthélt. Wie lautet die Gleichung dieser
Funktion?
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Die Koordinaten von P, und P, miissen die Funktionsgleichung erfiillen:

. —1=3+p-3+gq
. _2=6+p-6+g

Aus diesem linearen Gleichungssystem errechnet man p =*-8 und q =14, Die
Probe bestétigt diese Losung. Die gesuchte Funktion hat die Gleichung

y=x*-8x+14.

Eine Funktion mit einer Gleichung der Form v = x’ + px + g (p, g < R) ist durch zwei
Wertepaare eindeutig bestimmt. Man erhélt p und g durch Lésen eines linearen Glei-
chungssystems.

Aufgaben

([

Fiigen Sie die quadratische Erganzung hinzu, und schreiben Sie die entstandene
Summe als Potenz!

a) x2+6x  b) x2=3x ¢ x*-x d) x*-1,4x e) x2+%

Bringen Sie die folgenden Gleichungen auf die Scheitelpunktform!

a) y=x2+10x+25 b) y=x?—-8x+16 c) y=x2+3x+2,25
d)y=x1—5x+$ e) y=x2+10x+27 f) y=x2-8x+10

g) y=x2+3x+1 h) y=x2-56x-1

Geben Sie fiir die folgenden Funktionen die Koordinaten der Scheitelpunkte des
Graphen an, und zeichnen Sie den Graphen!

a) y=x2+3 b) y=x2-15 c) y=(x—4)

~d) y=(x+35 e) y=(x+42-3 f) y=(x—15?2+35

g) y=(x+22+4 h) y=(x-18?2-05

Geben Sie Gleichungen fiir quadratische Funktionen an, deren Graphen Normalpa-
rabeln mit den folgenden Scheitelpunkten sind!

Die Achsen der Parabeln liegen parallel zur y-Achse.

a) S(0; —-3) b) S$(0; 0,5) c) $(1,5; 0) d) $(-25;0)

e) S(—-4,1) f) S6; -2 g) S(=1;, -1 h) §(3,2 32

Die Graphen im Bild C 13 sind Normal-
parabeln. Lesen Sie die Scheitelpunkte
aus der Zeichnung ab, und geben Sie
die Gleichungen fiir die entsprechen-
den Funktionen an!

la)

Bild C 13

Zeichnen Sie fiir die nachstehenden Funktionen jeweils den Graphen, und geben
Sie die folgenden Eigenschaften an!

(1) Wertebereich (2) kleinster Funktionswert

(3) Monotonieverhalten (4) Nullstellen
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(5) Schnittpunkte des Graphen mit den Koordinatenachsen
a) y=x’-4 by=(x+18" ¢ y=(x-17+15

7. Zeichnen Sie die Graphen folgender Funktionen! (Hinweis: Stellen Sie zuerst die
Scheitelpunktform her!) 7
a) y=x>+8x+16 b) y=x2-5x+6,25 c)y=x2-3x-—4~

8.  Gegeben sind alle Funktionen y = (x + d)* (deR).

a) Geben Sie drei Beispiele derartiger Funktionen an!
b) Fiir welche Werte von d ist der Scheitelpunkt des Graphen der Funktion ein
Punkt auf der negativen x-Achse?
c) Skizzieren Sie den Graph der Funktion fiir d = —2!
9. Gegeben sind alle Funktionen y = (x + d)*+2 (d € R).
a) Geben Sie drei Beispiele derartiger Funktionen an!
b) In welchen Quadranten liegen die Graphen aller Funktionen
y=(x+dp+22 (1)
c) Geben Sie fiir alle diese Funktionen die Koordinaten der Scheitelpunkte der Gra-
phen an! (L)
d) Geben Sie den Wertebereich fir alle diese Funktionen an! (L)
10.  Gegeben sind alle Funktionen y = (x + 1)*+ e (e € R).
a) Geben Sie drei Beispiele derartiger Funktionen an!
b) Wie verlduft die Symmetrieachse fiir die Graphen aller Funktionen
y=(x+1?2+e?
c) Geben Sie fiir alle diese Funktionen die Koordinaten der Scheitelpunkte der Gra-
phen an!
d) Geben Sie den Wertebereich fiir alle diese Funktionen an!

11.  Eine Normalparabel, deren Achse parallel zur y-Achse verlduft, hat im Bereich der
reellen Zahlen fiir x < 1 und x > 3 nur positive und fiir 1 <x < 3 nur negative
Funktionswerte. Zeichnen Sie den Graph der Funktion, und geben Sie die Glei-
chung der Funktion an!

12.  Zeichnen Sie die Graphen der folgenden Funktionen!

a) y=x2+2x+1 b) y=x2-8x+16 c)y=x2—4x—-1
d) y=x2+8x+18 e) y=x*-5x+1,25 f)y=x2+5x+3,25

13.  Geben Sie fiir die Funktionen von Aufgabe 12 nachfolgende Eigenschaften an: (1)
Wertebereich, (2) kleinster Funktionswert, (3) Monotonieverhalten!

14. Der Graph einer quadratischen Funktion y=x?+ px+ q (q € R) geht durch die
Punkte P, (2; 3) und P, (5; 0). Berechnen Sie p und g, und geben Sie die Gleichung
der Funktion an!

15.*  Ermitteln Sie jeweils den kleinsten und den gréBten Funktionswert der folgenden
Funktionen in dem ar.gegebenen Intervall! (L)

a) y=x2—4x+1 (3=x=s7) b)y=x?-2x-3 (-5=x=1)
c) y=x*+2x+2 (-6=x=<2) d y=x2-2x+5 (-1=x=<3)
16.* Eine quadratische Funktion y=x2+px+q (p, g € R) enthélt das Zahlenpaar

(0; 0) und hat als Wertebereich alle reellen Zahlen, die gréRer oder gleich —4
sind.

a) Skizzieren Sie das Bild einer solchen Funktion!

b) Geben Sie die Gleichung fiir eine solche Funktion an!

c) Wie viele derartige Funktionen gibt es? (L)
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Zusammenfassung
Gleichung; y=(x+dp+e y=xitpx+tq y=(x+27-3 bzw.
Definitions- y=x2+4x+1 -
bereich x € R
Wertebereich alle reellen Zahlen alle reellen Zahlen alle reellen Zahlen mit
mityze mityz-D yz-3
~{BY _ 4
D= ( 2) q D=3
kleinster
Funktionswert | /(=9 =€ f(~%)=—D fipasd
achserst firxz—-d fUrx;—% firx= -2
tallond: fir x=—-d furxg—% fiir x= -2
Graph Normalparabel
der Funktion
itel -
e | stca s(-4-0) $(-2 -3)
Achse Parallele zur y-Achse durch §
der Parabel

5 Existenz von Nullstellen quadratischer Funktionen

» 20 a) Begriinden Sie, warum jede lineare Funktion y =mx+n (m, neR; m *0) im
Bereich der reellen Zahlen genau eine Nullstelle hat!
b) Geben Sie an, wie man diese Nullstelle rechnerisch ermittelt! (Wéhlen Sie selbst
ein Beispiel!)

o
2

a) Ermitteln Sie zeichnerisch und rechnerisch die Nullstellen (falls es welche gibt)
fiir die folgenden drei Funktionen:
M y=Kx-3 @ y=IxI @ y=k+2

b) Machen Sie eine Aussage iiber die Anzahl von Nullstellen aller Funktionen
y = |x| + b (b € R) in Abhéngigkeit von b!

© 32 Geben Sie je ein Beispiel fiir quadratische Funktionen y =x2+q (g € R) an, die
zwei, eine, keine Nullstellen haben!

Fir quadratische Funktionen mit Gleichungen der Form y = x%+ q (g € R) haben wir die
Frage nach Vorhandensein und Anzahl von Nullstellen bereits beantwortet und drei mog-
liche Flle in Abhéngigkeit von g erkannt (7 Auftrag C 15). Nun soll das Problem fir alle
Funktionen y = x2+ px + q (p, q € R) geklart werden.
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BildC14 | yj

® 33 a) Im Bild C.14 sind die drei quadratischen Funktionen
(@) y=x*-6x+9 (b) y=x2-6x+8 () y=x*—6x+11
graphisch dargestellt. Lesen Sie vorhandene Nullstellen aus der graphischen
Darstellung ab, und fiihren Sie eine Probe durch!
b) Formulieren Sie eine Aussage iber den Zusammenhang zwischen den Schnitt-
punkten der jeweiligen Parabel mit der x-Achse und den Nullstellen der darge-
stellten Funktion!

Vorhandensein und Anzahl von Nullstellen quadratischer Funktionen y=x*+px+gq
(p. g € R) lassen sich aus der Lage der entsprechenden Parabeln im Koordinatensystem
ablesen:

Liegt der Scheitelpunkt der Parabel

— unterhalb der x-Achse, dann hat die Funktion zwei Nullstellen,
— auf der x-Achse, dann hat die Funktion eine Nullstelle,

— oberhalb der x-Achse, dann hat die Funktion keine Nullstelle.

© 34 a) Untersuchen Sie, wieviel Nullstellen die folgenden Funktionen haben, ohne die
Graphen der Funktionen zu zeichnen! Ermitteln Sie dazu rechnerisch den Schei-
telpunkt der jeweiligen Parabel (7 Auftrag C 28)!
(1) y=x2-2x-1 (2 y=x*+2x+1 (3) y=x2-4x+6
b) Auf welche Koordinate des Scheitelpunktes kommt es an?

Es reicht aus, die Ordinate ys des Scheitelpunktes S(xs; ys) des Graphen einer quadrati-
schen Funktion y = x2+ px + q zu kennen, um Aussagen (ber das Vorhandensein von
Nullstellen treffen zu kénnen. Bei gegebener Gleichung der Funktion hat man lediglich
die Ordinate ys = —D zu berechnen.

2
Es héngt also von der GréRe der Diskriminante D = (ﬂ) - q ab, wie viele Nullstellen

eine quadratische Funktion hat. 2

Allgemein gilt:
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e 35

Mit Hilfe der Diskriminante ist zu untersuchen, ob die folgenden Funktionen zwei,
eine oder keine Nullstellen haben.
a) y=x2-5x+3 b) y =x*—5x+6,25 c)y=x2-5x+8
2
Man setzt jeweils die Werte fir pund gin D= (%) —qein:
a) y =x?—5x+3 b)y =x*-5x+6,25 c)y
p =-5 q=3 p =-5 9=6,25 P
D

_5 2 _5 2 _5 2
D—(2> 3 D—(z) 6,25 (2) 8
D =325 D =0 D =-175
D >0 D <0
zwei Nullstellen eine Nullstelle keine Nullstelle

=x2-5x+8
=-5,g=8

Zeichnen Sie die Graphen der Funktionen im Beispiel C 5, und entnehmen Sie vor-
handene Nullstellen angendhert aus lhrer Zeichnung! Fiihren Sie eine Probe
durch!

Aufgaben

1.

Ermitteln Sie zeichnerisch und rechnerisch die Nullstellen (falls es welche gibt) der
folgenden Funktionen!

a) y=—%x+5 b) y=|x|—4 c)y=Ix+2/+1

Ermitteln Sie zeichnerisch die Nullstellen (falls es welche gibt) folgender Funktio-
nen!

a) y=x2-5 b) y=x*+4x—-1 c)y=(x+352-25

d) y=x2+10x+25 e)y=x*—2x+2 f)y=(x—-52-3

Untersuchen Sie (ohne den Graph zu zeichnen), ob die folgenden Funktionen Null-
stellen haben oder nicht!
a) y=x2+5x+6 b) y=x*+8x+16 c)y=x2-3x+5

d) y=(x—6p o) y=xt-2x-8 fy=(x+72+1

Fiir welche reellen Zahlen p haben Funktionen y = x2+ px + 9 Nullstellen? Geben
Sie zwei derartige Funktionen an! (L)

Fiir welche reellen Zahlen g haben Funktionen y = x?+ 6x + g keine Nullstellen?
Geben Sie zwei derartige Funktionen an! (L)

Es ist eine quadratische Funktion mit einer Gleichung y = (x + 3)* + e gesucht, die
zwei (eine, keine) Nullstellen hat! Geben Sie fiir jeden Fall eine spezielle Gleichung
an! Fiir welches e hat eine solche Funktion die einzige Nullstelle x; = —3?

Eine quadratische Funktion y=x?+px+q (p, g € R) hat x, = —2 als eine Null-
stelle. Der Graph der Funktion schneidet die y-Achse im Punkt P (0; —6).

a) Geben Sie eine Gleichung fiir diese Funktion an! (L)

b) Welches ist die zweite Nullstelle? (L]

Eine quadratische Funktion y = x2+ px + g (p, g € R) hat die Nullstellen x; = -3
und x, = 5.

a) Welche Abszisse hat der Scheitelpunkt des Graphen der Funktion? (L)

b) Welche Koordinaten hat der Scheitelpunkt? (L)

¢) Wie lautet die Gleichung der Funktion? (L)



128 C Quadratische Funktionen LE5

s

12"

14.*

d) Wie lautet die Gleichung der Symmetrieachse des Graphen der Funk-
tion? (L)

Gegeben sind alle Funktionen y = x>—4x + q (q € R).

a) Geben Sie diejenige spezielle Funktion an, deren Graph durch den Punkt
P (2; 1) geht!

b) Entscheiden Sie mit Hilfe der Diskriminante, ob diese Funktion Nullstellen
hat!

c) Bestimmen Sie den Scheitelpunkt des Graphen dieser Funktion!

Gegeben sind alle Funktionen y = x?+ px +4 (p € R).

a) Geben Sie diejenigen speziellen Funktionen an, deren Graph mit der x-Achse
genau einen gemeinsamen Punkt hat!

b) Fiir welche Werte von p ergibt sich eine Funktion mit zwei Nullstellen?

Geben Sie die Gleichungen fiir zwei verschiedene quadratische Funktionen an, die
beide x, = —5 als Nullstelle besitzen!

Lésen Sie die folgenden Ungleichungen mit Hilfe des Graphen der entsprechen-
den quadratischen Funktion graphisch!

a) x2-2x-3<0 c) x2—-7x+12>0

b) x?+3x—-10>0 d) x2—4x+3<0

Ermitteln Sie zeichnerisch alle diejenigen Argumente, fiir die bei den nachstehen-
den Funktionen die Funktionswerte kleiner als Null sind!
a) y=x*-6x+4

b) y=x*—x-— %
Ermitteln Sie zeichnerisch die Nullstellen der folgenden Funktionen! (Hinweis:

Zeichnen Sie die Graphen mit Hilfe einer Wertetabelle!)
a) y=-x2+3 (L) b) y=0,5x2+2x-0,5 " (L)

Zusammenfassung

zwei Schnittpunkte ein Berlihrungspunkt kein Schnittpunkt
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P,(3; 0)

X =1%=3 X =2 keine

Quadratische Gleichungen

6 Zur Wiederholung
Aufgaben
1. Bestimmen Sie zeichnerisch und rechnerisch die Nullstellen der folgenden Funktio-
nen! Der Definitionsbereich ist der Bereich der reellen Zahlen.
a) y=2x-3 b)y=—%x—2 c)y=Ix-1
2. Geben Sie die Losungsmenge im Bereich der reellen Zahlen an! (Lésen Sie im
Kopf!)
a) =225  bxi=081 o x-1=0  dxi=g
e) x2=3 f) x2=0 g) x2+100=0  h) x2-0,36=0
3. Sind die angegebenen Gleichungen &quivalent zueinander?
a) 5x—3=0(xeR)und —25x=—15 (xeR)
b) x—7=0 (xe N) und x2=49 (xe N)
¢) x2=625 (xe R) und 2x2—1250=0 (x € R)
d) 4x +69=x (xe Q) und x2=529 (x€ Q)
4. Geben Sie jeweils einen Grundbereich an, in dem die gegebenen Gleichungen

aquivalent zueinander sind!
a) x—3=0 und x*=9 b) -2x=8 und x2-16=0

9 000905-1
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5. Geben Sie die Lésungsmenge an, indem Sie bekannte GesetzmiBigkeiten beriick-
sichtigen! (x € R)

a) x (x—2)=0 b) (x—8) (x—1)=0 c)(x—6)*=0
d) x2—4x+4=0 e) x2+3x=0 f) (x—4,5) (x+3,6)=0
6. Ordnen Sie den folgenden Gleichungen bzw. Gleichungssystemen jeweils die rich-
tige Lésungsmenge zu!
Gleichung/Gleichungssystem I Lésungsmenge
a) x2=4(xeN) Li={-2,2)
b) -25x-50=0 (xe N) L={-2
c) (x=2) (x+2)=0(xeR) Ly={(-2; 2)}
d) () 2x—y=—-6(xeR yeR) Ly=1{2}
() x+3y=4 Ls=2

e) x2-4=0(xeR)

7. Bilden Sie die quadratische Ergénzung fiir die folgenden Terme!
a) x2+8x b) x2— 100x c) x2—5x d) x2+ px

8. Berechnen Sie!

a) 64 b) /6084  ¢)y=81  d)y0,0025 )37
R Y R o R r By L

9. Berechnen Sie in der folgenden Tabelle die fehlenden Werte!

27,3 -35,4
2 i
3 9

7  Der Begriff ,quadratische Gleichung”

Das 1556 erbaute Alte Rathaus in Leipzig ist ein sehr schénes Bauwerk aus der Zeit der
Renaissance. Beim Betrachten fillt auf, daR der Turm die Vorderfront nicht genau in der
Mitte teilt; trotzdem wirkt der Anblick sehr harmonisch. Dieser Eindruck kommt zu-
stande, weil der Turm die Vorderfront in einem besonderen Verhéltnis, der sogenannten
Proportion des Goldenen Schnittes, teilt. Diese Proportion wurde bereits in der Antike bei
Kunstwerken oft benutzt; sie vermittelt das Gefiihl der Schénheit und Harmonie. Man
nannte sie in der Renaissance auch die ,géttliche Proportion”. Eine Strecke wird dabei so
geteilt, daB das Verhiltnis der Gesamtstrecke zum groReren Teil gleich dem Verhéltnis
des gréBeren Teils zum kleineren Teil ist.

An welche Stelle des ca. 90 Meter langen Leipziger Rathauses muflte der Baumeister
Higronimus LotTer (1497?—1580) den Turm setzen? (7 Bild C 18)
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Bild C 18

‘ (a=x)m ‘ xm

I
‘ am

Goldener Schnitt: 2 bzw.

x (a—x)
x?=a (a—x) oder x*+ax—a?=0

Gleichungen dieser Form konnten bereits die Babylonier und die Pythagoreer geome-
trisch l6sen. Es sind sogenannte guadratische Gleichungen. Im folgenden werden wir ein
Verfahren zur rechnerischen Lésung quadratischer Gleichungen kennenlernen. Auch bei
der Frage nach den Nullstellen quadratischer Funktionen gelangt man zu derartigen Glei-
chungen.

Wir erinnern uns! Hat eine Funktion y = f(x) Nullstellen, dann sind sie Lésungen der
Gleichung f(x)=0.

Im Falle der quadratischen Funktion f(x) = ax?+ bx+ c(xeR; a, b, c € R, a +0) ist somit
die Gleichung ax?+ bx+c=0(x€R; a, b, ceR; a+0) zu l6sen.

Eine Gleichung der Form ax2+bx+c=0 (a b, ¢ R; a+0) heiBt quadratische Gleichung
oder Gleichung zweiten Grades. Ist in dieser Gleichung a =1, so spricht man von der Normal-
form der quadratischen Gleichung.

(1) Allgemeine Form: ax?+bx +¢c =0 |:a (a+0)

b ¢
x2+—x+—=0 oder
a” a

(2) Normalform: x2+px +q =0 mit p=§ und q=§

Die Gleichungen (1) und (2) sind einander &quivalent. Sie haben somit die gleichen L8-
sungsmengen. Es geniigt deshalb zu untersuchen, unter welchen Bedingungen Gleichun-
gen der Form x?+ px + q =0 Lésungen haben und wie man diese findet.
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B 6 Wirstellen uns die Aufgabe, die Nullstellen der quadratischen Funktion y = %xz -2

(x € R) rechnerisch zu bestimmen. Dazu haben wir die Gleichung %xz -2=0zu
I6sen. Diese Gleichung ist im Bereich der reellen Zahlen dquivalent zur Gleichung
x?—4 =0 mitden Losungen 2 und —2. Somit sind x, = 2 und x, = —2 die Nullstellen
der gegebenen Funktion.

® 36 Stellen Sie die Funktionen y = %xz —2(xeR)und y=x2?-4 (x e R) graphisch dar,

und ermitteln Sie ihre Nullstellen aus den graphischen Darstellungen! Was stellen

Sie fest?
Aufgaben
1. Stellen Sie zunéchst die allgemeine Form und dann die Normalform der quadrati-
schen Gleichung her, und geben Sie jeweils a, b, ¢ bzw. p, g an!
a) 3x2=6x+18 b) 25x2—100=0
c) —7x*= —28x d) (x+5) (x—9)=2x2-5
1 1 8x2+3
T 1 e SAT VD 9
e) 4x 2 2)(+2 f) 2 2x%+ 2x

2, Fir die quadratische Gleichung x2—8x+15=0 (x€ R) wurde L= {3; 5} als L&-
sungsmenge angegeben.
a) Uberpriifen Sie, ob L richtig angegeben wurde!
b) Geben Sie zwei zur gegebenen Gleichung dquivalente Gleichungen an!

8 Die Gleichungen x2=r

Gleichungen der Form x?=r, wie z. B. x2=49 oder x2= 0,36, haben wir schon héufig
geldst. Auch viele geometrische Probleme fiihren auf derartige Gleichungen.

® 37 a) Der Fliacheninhalt eines Quadrates Bild C 19

sei A = 625 cm?.
Wie lang ist die Quadratseite?

b) Der Flacheninhalt eines Kreises sei
A =79 cm?
Welchen Radius hat der Kreis?

c) Eine gerade quadratische Pyramide
ist 12 cm hoch, ihre Seitenfliche
hat eine Hohe von 15 cm. Wie lang
ist die Grundkante der Pyramide
(-~ Bild C 19)? a

Die Gleichungen im Auftrag C 37 sind GroRBengleichungen. Der Variablengrundbereich
ist jeweils die Menge aller Streckenlédngen. Die Zahlenwerte in den Lésungen sind posi-
tive reelle Zahlen. Sehen wir jetzt einmal vom konkreten Sachverhalt ab, so kénnen wir

2
bei den Gleichungen x2 =625, 7 - x2=79 und 15% = (%) + 122 auch nach allen Lésungen

beziiglich des gesamten Bereiches der reellen Zahlen fragen.
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W7 a) x?=625(xeR). AuBer der positiven Zahl 25 ist auch noch die zu ihr entgegen-
gesetzte Zahl —25 Lésung der Gleichung, denn 252 = 625 und (—25)* = 625
sind wahre Aussagen. Weitere Losungen kann es nicht geben, da stets gilt:
Wenn |x| < 25, so x? <625 und wenn |x| > 25, so x2>625. Die Lésungsmenge
der Gleichung x? =625 ist somit L — {25, 25|,

b) m-x2=79 (xeR) bzw. x2=79: .
Die einzigen Lésungen sind angenshert 5 und —5, wie man durch eine Probe
bestétigt.

2
c) 152= (%) +12% (x € R) bzw. nach &quivalenter Umformung x2 = 324.
Die einzigen Lésungen der Gleichung sind 18 und —18. Esist L = [ 18, 18],
Auch durch die folgenden Uberlegungen gelangt man zu den Lésungen von Gleichungen
der Form x%=r (x € R; r € R). Als Beispiel wihlen wir x2=25 (x € R):

1. Méglichkeit: Die Gleichung x? = 25 ist dquivalent zur Gleichung Vx? = Y25 1. Wir wis-
sen, daB ‘/x_z= |x| und y25 =5 ist.

Also kénnen wir anstelle von \/x_’= \/E auch |x| = 5 schreiben. Diese Gleichung hat die
Lésungen x; =5 und x,= —5. Somit sind auch die Lésungen der Ausgangsgleichung
x;=5und x,= —5.

2. Méglichkeit: Die Gleichung x? = 25 ist dquivalent zur Gleichung x2 — 25 = 0 und somit
zur Gleichung (x —5) (x +5)=0. Das Produkt (x —5) (x +5) ist genau dann Null, wenn
x—5=0 oder x +5=0. Das ergibt wiederum die Lésungen x, =5 und x, = —5.

Die bisher betrachteten Gleichungen hatten jeweils zwei Lésungen. Es stellt sich die
Frage, ob das fiir alle Gleichungen x?=r (x € R; r € R) zutrifft.

® 38 a) Begriinden Sie, warum die Gleichung x2= —9 keine Lésungen hat!
b) Geben Sie weitere Gleichungen der Form x2 = ran, die keine Lésungen haben!
c) Kann es Gleichungen der Form x?= r geben, die genau eine Lésung haben?

Allgemein sind drei Félle zu unterscheiden:

r<o 3
zwei Lésungen eine Losung keine Lésung
xy=4r x=0
= _\/;

L={-VF: 47} L= =2
Im Falle r= 0 ist es tiblich, zusammenfassend kurz zu schreiben x,, = *r

(Lies: x eins zwei gleich plus minus J;l)

" Fiir alle nichtnegativen reellen Zahlen a und b gilt: a = b genau dann; wenn ya = b .
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Aufgaben
1. Geben Sie die Lésungsmengen fiir folgende Gleichungen an! (x € R)
a) x2=256 d) x’—%=0 g) x2+81=0
b) x2=32,49 e) x2—4,12=0 h) 2x2 - 6498 =0
1 x?
2 2 e - x2= —_ =
c) x 3% f) 64— x2=0 I)3 243=0
2, Weiihlen Sie in der Gleichung x? + g = 0 (x € R) firr g jeweils eine reelle Zahl so, daR
eine Gleichung mit a) zwei, b) einer, c) keiner Lésung entsteht!
3. Geben Sie zwei zueinander dquivalente quadratische Gleichungen an, die die L&-
sungsmenge L = {—6; 6} haben!
4. Bestimmen Sie zeichnerisch und rechnerisch die Nullstellen der folgenden Funktio-
nen!
a) y=x2-5 b) y=0,5x2-1,5
5. Eine quadratische Funktion y=x2+px+q hat die Nullstellen x,=-2,5 und
X, =2,5. Bestimmen Sie p und q!
9 Die Gleichungen x*+ px+q =0
® 39 |sen Sie die folgenden Gleichungen! Orientieren Sie sich am Lésungsweg fur
Gleichungen der Form x2=r (re R)!
a) (x—1?2=9 (xeR) b) (x+2)?=16 (xeR)
c) (x—=102=0 (xeR) d)(x—32=-4 (xeR)
® 40 a) Formen Sie die Gleichung x2 — 4x — 12 =0 so um, daR sie die Form (x + u)?= v

hat!
b) Lésen Sie die Gleichung x? —4x — 12 =0 (x € R) auf diesem Wege!

Das Losen quadratischer Gleichungen der Form x2 + px + g =0 |48t sich auf das Lésen
von Gleichungen der Form x2 = rzuriickfiihren. Man hat zu diesem Zweck die Gleichung
x2+ px + q =0 geeignet dquivalent umzuformen. Dazu benétigt man wiederum — &hn-
lich wie beim Herstellen der Scheitelpunktsform der Gleichung einer quadratischen
Funktion — die quadratische Ergénzung (- S. 32).

msg

Um die Gleichung x2—6x+5=0 (x€R) zu lésen, geht man folgendermaBen
vor: )

(1) Die Gleichung wird in eine zu ihr dquivalente Gleichung umgeformt:
x2—6x+5 =0 |-5

x2—6x =-5 | quadratische Ergénzung
x2—6x+3 =-5+3" | binomische Formel |
(=3 =4

(2)  Beim Ldsen der Gleichung (x — 3)> =4 orientiert man sich am Lésungsweg fiir
Gleichungen der Form x2=r.
Somit ergibt sich: (x —3)=2 oder (x—3)=-2.
Daraus folgt x,=3+2 und x,=3-2
x =5 X =1
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(3)  Die Probe wird fiir beide Zahlen, die als Losungen in Frage kommen, durchge-
fiihrt: Die Zahlen 1 und 5 gehéren zum gegebenen Grundbereich.
Einsetzen von x;: 52—-6-5+5=0

0=0 wahr
Einsetzen von x;: 12=6-1+5=0
0=0 wahr

(4)  Die Losungen sind somit x, =5 und x, =1, die L&sungsmenge istL = (1, 5] .

Man kann beim Lésen der Gleichung (x — 3)* =4 auch anders vorgehen:

(x—3)2=4
Vo3 = oF
Ix—3=2

Daraus ergibt sich x—3=2 oder x—3=-2. -
Die Lésungen sind somit wiederum x; =5 und x,=1.

® 41 a) Geben Sie je eine quadratische Gleichung in der Form (x + u)? = v an, die zwei
Losungen, eine Losung, keine Losungen hat!
b) Stellen Sie fiir Ihre Gleichungen von a) jeweils die Normalform her!
® 9 Gegeben sei die Gleichung x2—6x+9=0 (xeR).
Sie ist dquivalent zur Gleichung (x—3)2=0.
In diesem Fall kann nur (x —3) =0 gelten.
Daraus ergibt sich genau eine Losung x=3.
Probe: Die Zahl 3 gehért zum gegebenen Grundbereich.
32-6-3+9=0 wahr
Lésungsmenge: L = {3}.

W 10 Gegeben sei die Gleichung x*—6x+12=0 (x€ R). Sie ist dquivalent zur Glei-
chung (x — 3)*= —3. Da fiir jedes x € R gilt: (x —3)?= 0, kann es keine reelle Zahl
geben, fiir die (x — 3)* < 0 ist. Also hat die gegebene Gleichung keine Lésungen; es
istL=0.

® 42 Vergleichen Sie die Lésungen der Gleichungen aus den Beispielen C 8, C 9 und
C 10 mit den aus den graphischen Darstellungen ermittelten Nullstellen der ent-
sprechenden Funktionen
y=x*—6x+5 (xeR), y=x*—6x+9 (xeR)und y=x*—6x+12 (xeR)!

Aufgaben

1 Bilden Sie fiir die folgenden Summen die quadratische Ergénzung, und schreiben
Sie den entstehenden Term als Quadrat eines Binoms!

a) x%2-16x b) x2+3x
c) x2~%x d) x2+ ax
2, Bringen Sie die folgenden Gleichungen mit Hilfe der quadratischen Ergénzung auf

die Form (x + u)2=v!
a) x2-2x-3=0 b) x2+18x +80=0 c) x2—24x+144=0
d) x2+10x+28=0 e) x2+6x=0 f) x2+3x—4=0
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3. Losen Sie die folgenden quadratischen Gleichungen auf dem Wege iiber die qua-
dratische Ergédnzung! (x € R) (L)

a) x2+8x—-20=0 b) x2—4x-5=0 c) x2+3x—-10=0
d) x2-12x+36=0 e) x2+3x+2,25=0 f) x2+x-0,75=0
g) x2+8x=0 h) x2-10x=0

4. Wihlen Sie in der Gleichung (x — 4)2 = v fiir v jeweils eine reelle Zahl so, daR eine
Gleichung entsteht, die
a) eine, b) zwei und c) keine Losungen hat!

2]

Geben Sie fiir die Gleichung x2 —4x — 5 = 0 einen Grundbereich so an, daR die L&-
sungsmenge nur ein Element enthalt!

10 Die Losungsformel fiir quadratische Gleichungen

Im folgenden werden wir eine Formel entwickeln, die es erméglicht, jede quadratische
Gleichung der Form x2+ px + g =0 zu lésen, ohne jedes Mal das vollstindige Quadrat
zu bilden. Dabei werden wir auch untersuchen, unter welchen Bedingungen eine solche
quadratische Gleichung liberhaupt Losungen besitzt.

® 43 a) Formen Sie die Gleichung x%+ px + g =0 mit Hilfe der quadratischen Ergén-
zung so &quivalent um, daB auf der linken Seite der Gleichung ein vollstindiges
Quadrat steht!
b) Woher kennen Sie den Term, der auf der rechten Seite der Gleichung er-
scheint, bereits? Geben Sie seinen Namen an!

Das Vorgehen beim Losen der Gleichung x*+ px+q=0 (x € R; p, g € R) entspricht
dem der Beispiele C 8, C 9, C 10 aus Lerneinheit 9.

(1) Die Gleichung x?+ px + g = 0 wird in eine zu ihr dquivalente Gleichung umgeformt:

x*+px+q =0 | —q
x2+ px =-q | quadratische Ergénzung
2 2
X2+ px + (g) = (%) —q | binomische Formel
p\? ' p\?
(x + 7) = D, dabei ist D = (;) — g die Diskriminante (7 Lerneinheit 4).

(2) Es héngt von der rechten Seite der Gleichung — also von der Diskriminante D — ab,
ob die Gleichung Losungen hat. Wir fiihren eine vollstindige Fallunterscheidung fiir
D durch:

1. Fall: D > 0

2
Die Gleichung (x + %) = D fiihrt auf die beiden Gleichungen
x+2=yD oder x+£=-yD

2

2
mit den Lﬁsungenx.=—%+‘/5 und xz=~%—1/3.
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Man schreibt dafiir auch zusammenfassend

x,,z=—%iy/5 bzw.

2
x,,z=—%i (%) =q -

2. Fall: | 0
p

2
Die Gleichung (x +?> = 0 fiihrt auf die Gleichung

(o) e

Diese Gleichung hat genau eine Lésung, und zwar x = — % s
3. Fll: D<0
2 2
Die Gleichung (x + %) = D hat keine Lésungen, da (x + %) als Quadrat einer reel-

len Zahl niemals negativ sein kann.

Somit ergibt sich:

Eine Gleichung der Form x2+ px + g =0 (x € R; p, p € R) hat dann Lésungen, wenn die Diskri-
x
minante p-(-‘zl) — g gréRer oder gleich Null ist.

Man nennt "'-""121*1’(2 —q die L& wgsformel der quadratisch Gleichs

x*+px+q=0.

» 44 a) Geben Sie eine quadratische Gleichung an, bei der D = 0 ist!
b) Zeigen Sie, daR die Losungsformel auch im Falle D = 0 anwendbar ist!

Bemerkung: Bei Verwendung der Formel miiBte man eigentlich stets zuerst die Diskriminante D be-
rechnen, um zu priifen, ob D = 0 ist. In der Praxis wird man jedoch im allgemeinen so vorgehen,
daR man versuchsweise die Werte fiir p und g sofort in die Formel einsetzt. Ergibt sich dann als Radi-
kand der Wurzel eine negative Zahl, und damit insgesamt ein nicht definierter Ausdruck, so bedeu-
tet das, daR die Lésungsmenge leer ist.

@ 45 Fihren Sie fir die nach der Losungsformel gefundenen Lésungen x; und x, die
Probe durch Einsetzen in die Gleichung x?+ px + g = 0 durch!

Es ist zweckmaBig, sich beim Anwenden der Losungsformel an eine gewisse Schrittfolge
zu gewdhnen.

® 11 Um die Gleichung x?—6x — 112=0 (x € R) mit Hilfe der Lésungsformel zu lésen,
geht man wie folgt vor:
— Man liest aus der Gleichung p und g ab und setzt diese Werte in die Lésungsfor-
mel ein:
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X\,z=_;gi \/(;g)z—( 112)

X1,2=3+40+112
x1,2=3+ 4121

Xx,2=3+1
x;, =14
X, =-8

— Man fihrt fir alle Zahlen, die als Lésungen in Frage kommen, eine Probe
durch:
14 und —8 sind reelle Zahlen, gehdren also zum Grundbereich.
142 -6-14-112=0
196— 84 —-112=0 wahr
( 8)’—6 (-8)—112=0
+ 48 -112=0 wahr
- Man gibt die Lésungsmenge an:
L={-8; 14}.
® 46 Losen Sie die Gleichungen aus den Beispielen C 8, C 9 und C 10 mit Hilfe der L&-
sungsformel!
Im allgemeinen wird der Radikand der Wurzel keine Quadratzahl sein, wie z. B. bei der
Gleichung x?+8x + 3 =0. Hier ist x; ;= —4 % \/ﬁ Die Lésungen sind somit irrationale
Zahlen. Man gibt dann meist Néherungswerte fiir die Lésungen an. Bei der Probe ist zu
" beachten, daR die linke Seite der Gleichung nur angendhert den Wert 0 annimmt. Ver-

wendet man z.B. die Taschenrechneranzeige 13 =3,60555113, so erhilt man
x;=—0,39444873 und x, = —7,6055513. Das liefert bei der Probe:
0,0000017 =0 bzw. 0,0000001 =~ 0.
Selbstverstandlich wird man — wenn erforderlich — den Taschenrechner beim Auswerten
der Losungsformel auch bei anderen Teilschritten einsetzen, ggf. sogar fiir den gesamten
Rechenweg.
@ 47 Losen Sie die Gleichung x? — 768x + 125847 = 0 (x € R) unter Verwendung des Ta-
schenrechners, und geben Sie den von lhnen verwendeten Ablaufplan an!
Will man den Rechenweg von Auftrag C 47 allgemein darstellen, so kann dies in Form
des folgenden Ablaufplanes geschehen:
pEH2E3ME q EOE
P 2 HW(E) [x]
P 2 OM(E] [x)]
® 48 a) Stellen Sie einen anderen Ablaufplan fiir die Berechnung der Lésungen nach
der Loésungsformel auf, indem Sie nicht mit der Berechnung der Diskriminante
beginnen!
b) Vergleichen Sie die beiden Pléne!
@ 49 Begriinden Sie, warum der angegebene Ablaufplan bei formalem Abarbeiten auch
im Falle D = 0 zum Ziel, d. h. zu genau einer Losung, fiihrt?

e 50 Losen Sie die Gleichung x?+7x + 128 =0 (x € R) nach dem angegebenen Ablauf-
plan! Was stellen Sie fest?
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Um die beiden Fille D = 0 und D < 0 in einem Ablaufplan darzustellen, ist eine Verzwei-
gung des Plans erforderlich:

P\2 2

=) =qz0
pE2EE¥Eq CTI (—z)——> 06
(3)° -a<o0
keine Losungen
p 2 IW(E) [x,] p 2 OW(E) [x]

Es liegt ein verzweigter Algorithmus vor. Algorithmen mit Verzweigungen kennen wir be-

reits aus dem Kapitel A (S. 20f.) und dem Kapitel B (S. 78f.).

® 51 Wie miBte dieser Ablaufplan verdndert werden, wenn auch noch zwischen den
Féllen D > 0 und D = 0 unterschieden werden soll?

Bei Spezialfallen quadratischer Gleichungen — p oder g haben den Wert 0 — gelangt man

auch ohne Lésungsformel zur Lésungsmenge; und dieser Weg ist im allgemeinen auch

rationeller.

Spezialflle:

1. p=0, g=0: x2=0

2. p=0, g*0: x*+q=0

3. p*¥0, g=0: x*+px=0

e 52 Losen Sie die folgenden Gleichungen, indem Sie beachten, daB die linke Seite der
Gleichung ein Produkt ist bzw. in ein solches umgeformt werden kann! (x € R)
a) x(x—7)=0 b) (x +17)x=0
c) x2-3x=0 d) x2+8x=0

Gleichungen der Form x2 + px =0 kann man auf die folgende Weise schnell I6sen:
Man klammert x aus: x(x + p) =0.

Auf der linken Seite der Gleichung steht jetzt ein Produkt. Bekanntlich ist ein Produkt ge-
nau dann Null, wenn einer der Faktoren Null ist. Somit gilt x = 0 oder x + p = 0. Daraus
ergeben sich fiir die gegebene Gleichung die Lésungen x, = 0 und x, = — p, wie man
durch die Probe bestétigt. Die Losungsmenge ist also

L={0; —p}.

® 53 Zeigen Sie, wie man fiir die Gleichungen x?=0, x?+ g =0 und x%+ px =0 mit
Hilfe der Losungsformel die Lésungen erhélt!

Aufgaben

1. Entscheiden Sie mit Hilfe der Diskriminante, ob die folgenden quadratischen Glei-
chungen Losungen haben oder nicht!

a) x2+5x—24=0 b) x2+12x+11=0 c) x’+%x++5=0
d) x2-0,7x+0,1=0 e x2—8x+16=0 f) x2+74x+1368=0

g) x2—26x+169=0 h) x2-5x+65=0
Geben Sie fiir die Aufgaben 2. bis 7. jeweils die Lésungsmenge an! (x € R)
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2.0

©

a) x2+10x+24=0 b) x2—6x—112=0 ¢) x2+2x—-24=0
d) x2—38x+361=0 e) x2=3x+10=0 f) x2-9x+20=0
g) x2+ 15x +56 =0 h) x2—x-12=0

a) x2-0,5x—-15=0 b) x?+3x+0,81=0 c) x2-2x+0,36=0
d) x2+x—-8,75=0 e) x2+515x—381976 =0 f) x?—1126x+24288=0
1 1 4 3
2 ey ——= - P g .
g)x6x30 h)x7x70
a) x2—4x=0 b) x2+7x=0  c) x2+42x=0
d) x2-y3=0 € x2-m=0 ) x2-0,0064=0
a) x2+160x—36=0 b) x?—325x—6241=0
c) x2+153x—3000=0 d) x2-8,37x+0,68=0
a) x2—100x +2500=0 b) x2+64x+1024=0
c) x2—-0,12x +0,0036 =0 d) x?+0,008x + 0,000016 = 0
a) x2+18x+90=0"3 % b) x2=7x+13=0 ¢ x2+ 125x + 4000 =0
d) x2-0,28x+0,02=0 e) x2+144=0 f) x2+25=0
Geben Sie die Lésungsmengen der folgenden Gleichungen an! (L)
a) x2+2x—24=0 (xeN) b) x2+12x+11=0 (xeN)
c) x2+05x-15=0 (xeN) d) xz—%x—%=0 (xe2)

20 3. 1 1
e) x2+7x—7=0 (xeQ,) f) xz—ﬁx—1—2=0 (x€Q.)
Bestimmen Sie rechnerisch die Nullstellen der folgenden Funktionen! (Der Defini-
tionsbereich ist der Bereich der reellen Zahlen.)
a) y=x*—6x+6 b) y=x%-7,2x + 12,96 c)y=x2—2x+5
Fiihren Sie die Probe zeichnerisch durch!
Geben Sie je eine quadratische Gleichung an, die die folgende Lésungsmenge hat:
a) L= {0}, b) L = {0; -2}, c)L={-22}, dL=2!

Zusammenfassung

x*+px+q=0 (xeR:p, qeR); D-(%)z—q

I.hungdomlol x.,,-—-%t (-%)"'4

zwei Losungen
X|=_';‘+JE X2=_%_JE X|,1=_%

eine Losung
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11 Zusammenhange zwischen pund qund den Lésungen

Die Losungsformel stellt einen wichtigen Zusammenhang zwischen p und g und den L6-
sungen x, und x, einer quadratischen Gleichung x? + px + g = 0 her. Wir suchen nach ei-
ner weiteren derartigen Beziehung.

@ 54 Lésen Sie die folgenden Gleichungen, und vergleichen Sie jeweils
(1) die Summe lhrer Lésungen mit pund  (2) das Produkt Ihrer Losungen mit g!
a) x2—8x+15=0 b) x2+x—-2=0
c) x2+6x+8=0 d) x2—-3x—-40=0
Formulieren Sie lhre Vermutung!

© 55 Versuchen Sie, diejenige quadratische Gleichung x? + px + g = 0 zu finden, die die
Lésungen x, =3 und x, =4 hat!
Nutzen Sie lhre Vermutung von Auftrag C 54, und machen Sie eine Probe!

Die Auftrage C 54 und C 55 fiihren uns auf einen Zusammenhang, den bereits der franzo-
sische Mathematiker Francois Viete (1540—1603) — oder Viera, wie er sich in der lateini-
schen Form seines Namens nannte — erkannt hatte. Der folgende Satz wird deshalb nach
ihm Satz von Vieta" genannt:

Die Zahlen x, und x; sind genau dann die Losungen der Gleichung
x*+px+ q=0, wenn gilt:

(1) X +X=—p und i

2 Xt X%=q.

Ein Beweis dieses Satzes wird hier nicht gefiihrt.
Der Satz von Vieta liefert uns eine besonders gute Maglichkeit der Probe bei quadrati-
schen Gleichungen, die in Normalform vorliegen.

B 12 Zu zeigen ist, daB x; = —6 und x, = 3 die Losungen der quadratischen Gleichung
x2+3x —18=0 sind!
Es gilt: (1) x; + x,= —p, denn —6 + 3= —3 (wahr) und
(2) x; - X,=q, denn (—6)-3=—18 (wahr),
also sind —6 und 3 die Losungen der Gleichung x? + 3x — 18 =0.

Eine weitere Aufgabenstellung laBt sich mit Hilfe des Satzes von Vieta l6sen: Man kann
aus gegebenen Ldsungen x; und x, einer quadratischen Gleichung schnell die Gleichung
selbst aufstellen.

W 12 Gesucht ist diejenige quadratische Gleichung x?+ px + g =0, die die Lésungen
x; =2 und x, =5 besitzt.
Mit Hilfe des Satzes von Vieta erhalt man:
(1) x;+x,=2+5=7,alsoist —p=7 bzw. p=-7;
(2) x;-x,=2-5=10, also ist g =10.
Die gesuchte Gleichung lautet x2—7x+10=0.

" Viera hat den Satz allerdings nicht in dieser Form angegeben. Seine Fassung wiirde in moderner Form etwa so
formuliert werden kdnnen: Wenn in einer Gleichung x2+ px + g =0 gilt p = —(x, + x;) und g = x, * x,, so sind x,
und x, die Losungen der Gleichung.
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e 56 Man kennt von den zwei Losungen der quadratischen Gleichung =

x2+15x+44=0 (x€R) eine, ndmlich x, = —4. Mit Hilfe des Satzes von Vieta
kann man die andere finden. Wie lautet sie?

Aufgaben

1.

Uberpriifen Sie, ob die Lésungsmenge richtig angegeben wurde, und begriinden
Sie lhre Entscheidung auf zwei verschiedenen Wegen! Berichtigen Sie fehlerhafte
Lésungsmengen!

a) x2—-5x—-84=0 L=i{=7:12)
b) x2+25x + 144=0 L = {9; 16}
¢) x2+100x—-101=0 | L={-101; 1}
d) x2—10x+25=0 L= {5

e) x2—-9x+14=0 L={-7;,-2)
f) x2+24x-25=0 L= {-25; 1}

Geben Sie jeweils diejenige quadratische Gleichung in Normalform an, die die an-
gegebenen Losungen hat!

a) x;,=-15; x,=9 b) x;=-3; x,=0 c) ,=-8, x,=8

d) x;=-7; Xz=% e) x,,=0 f) x,.=4

Mit Hilfe des Satzes von Vieta sind die folgenden Gleichungen im Kopf zu lésen!
(x e 2)

a) x2—15x+14=0 b) x2+9x+20=0 c) x2=11x+10=0

d) x2—-5x—14=0 e) x2—12x+36=0 f) x2+x-6=0

Geben Sie drei zueinander nicht dquivalente quadratische Gleichungen an, die alle
x;= 3 als eine Lésung haben!

Zeigen Sie fiir die Gleichung x?+ px + g =0 mit den Lésungen

2 2
X, = —%-# ﬁ(g) —q und x,= -%— ﬁ(%) —q, daB die Summe der Losun-

gen mit —p und das Produkt der Losungen mit g tibereinstimmt!

Jemand hat als mégliche Losungen der Gleichung x?+ 2x — 35 =0 die Zahlen 5
und —7 gefunden. Er bildet das Produkt (x — 5) - (x + 7) und errechnet x2 + 2x — 35.
Das sieht er als Bestatigung seiner Losungen an. Hat er recht?

Bestatigen Sie allgemein mit Hilfe des Satzes von Vieta, daR der folgende Zusam-
menhang gilt:

x2+px+q=(x—x,) (x—x;), wobei x; und x, die Lésungen der Gleichung

X2+ px+q=0sind! (L)

Gibt es quadratische Gleichungen der Form x2 + px + g = 0, bei denen eine der Lo-
sungen mit p, die andere mit g tibereinstimmt?
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12 Ldsen von Gleichungen, die auf eine Gleichung
der Form x2 + px + q = 0 zuriickgefiihrt werden
kénnen

Wenn man weil, wie man eine quadratische Gleichung x2+ px + g =0 lést, kann man
bereits jede quadratische Gleichung I6sen.

e 57 Bringen Sie die folgenden Gleichungen auf die Normalform!
a8 05 o2 —_10=
a) 2% 2x+4 0 b) —2x?+12x-10=0
® 58 a) Stellen Sie die folgenden drei Funktionen im Intervall 0 < x <6 (x € R) in ein und
demselben Koordinatensystem graphisch dar!
(1) y=x*-6x+5 (2 y=%x‘—%x+% (3) y=-2x*+12x-10
b) Lesen Sie die Nullstellen aller drei Funktionen aus der Zeichnung ab, und be-
griinden Sie das Ergebnis!

Um die Nullstellen der drei Funktionen von Auftrag C 58 zu berechnen, hat man, wie wir
wissen, die folgenden drei Gleichungen zu I&sen:

) x*-6x+5=0 (2) %xz—%x+%=0 @) —2x2+12x-10=0

Diese drei Gleichungen sind im Bereich der reellen Zahlen einander dquivalent. Die Nor-
malform fiir (2) und (3) ist (1). Die Gleichung x?— 6x + 5= 0 hat die Lésungen x; =1 und
x,=5. Die Nullstellen jeder der drei Funktionen sind somit x; =1 und x, = 5.

Damit ist bereits gezeigt, wie man bei quadratischen Gleichungen, die nicht in Normal-
form gegeben sind, vorgehen kann: Durch dquivalentes Umformen wird die Normalform
hergestellt. Der weitere Losungsweg ist bekannt.

® 14 Um die Losungsmenge der Gleichung
—5x2+120x —700 =0 (x € R) zu ermitteln, geht man wie folgt vor:

— Normalform herstellen: —5x?+120x—700=0 |:(-5)
Xx?—24x+140=0

— Losungsformel anwenden: X12=12 + /(- 12)2 — 140

X12=12+ /4
X12=12+2
X1=14
X2=10

— Probe in der Ausgangsgleichung durchfiihren:
Probe fiir x;: 14€eR
—5:142+120-14-700=0
—-980 +1680 -—700=0
0=0 wahr
Probe fiir x,; 10€e R
=5-10°+120-10-700=0
-500 +1200 -700=0
0=0 wahr

— Ldsungsmenge angeben: L = {10; 14}
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® 59
m15

Berechnen Sie die Lage des Turmes beim Leipziger Alten Rathaus! (-~ S. 131)

Die Gleichung (2x + 3) (2x —3)=6x + 112 (x € R) ist zu l6sen. Die Lésungen sind
mit drei zuverlassigen Ziffern anzugeben.

— Normalform herstellen: 4x*—9 =6x+112
4x?—6x—121 =0
x2=1,5x - 30,25=0

— Lésungsformel anwenden: %12 = 0,75 + 0,75% + 30,25
(Taschenrechner benutzen) Xi2=0,75 + 5,5509008

X1 =6,30

X, =—4,80

— Probe fir x;: (2-6,30+3) (2-6,30—3)=6-6,30+ 112
149,76 ~ 149,80
fiir x,: [2+(—4,80) + 3] [2-(—4,80)—3]=6"-(—4,80) + 112
83,16 ~ 83,20

Lésungen: x,= 6,30 und x, = —4,80

Es ist die Losungsmenge der folgenden Gleichung im groRtméglichen Grundbe-
reich gesucht:
x+8 x—-4 _ x*+21x+14
x—=1 x+3 (x—1) (x+3)
Der gréBtmagliche Grundbereich ist der Bereich der reellen Zahlen mit Ausnahme
von 1und —3. Diese Zahlen sind wegen der in der Gleichung auftretenden Nenner
auszuschlieBen. .
Durch Multiplikation beider Seiten der Gleichung mit (x — 1) (x + 3) erhélt man fiir
x +1, x + —3 eine zur Ausgangsgleichung &quivalente Gleichung":
(x+8) (x+3)—(x—4) (x—1)=x*+21x+14

X2+ 11x+24—x2+5x—4=x>+21x+ 14

x2+5x—6=0

Die Losungsformel fiihrt auf x, = 1 und x, = —6. Da die Zahl 1 nicht zum Grundbe-
reich gehért, ist die Lésungsmenge der Ausgangsgleichung somit L = {—6}.

Aufgaben

Lésen Sie die folgenden Gleichungen im groBtméglichen Grundbereich!

1.1

2.1

" Der groBtmdgliche Grundbereich der neuen G

a) 5x2—10x—315=0 b) —2x?%+ 28x + 550 =0 c) 3x2+17x—-6=0

d) 6x2—3x=30 e) 20x2=7x+3 f) 8x2—1=2x

a) 2x2+6x+9=0 b) 0,5x2—17x+144,5=0

c) 12x2—24x+60=0 d) 28x + 50 = —4x?

a) 4x2+10x=—4 b) 2x2+2="5x c) 2,5x2—4,5=6x

d) -3x2+12x-3=0 e) —1,5x2—15x=-15 f) 17x2—12x=28

a) 20x2+4=30x2—-16 b) 8x2—1=6x2+1 c) 2x*—5,6 = 4,08

d) 0,3x*=0,6x e) 49x = —7x? f) %xl = —%x

ist als der der
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5.1 a) (2x—1) 3x+4)=7 (2—x) b) (x + 32— (x =22+ (x + 12=20x -9
c) (x—8) Bx+9) —(2x+4) (x—5)=0 d) (2x — 5)2 — (x — 6)2 = 80

6.7 a) (7+x) 9—x)+(7-x) 9+x)=76 b) (x + 32— (x + 12=1+ (x + 2)?
c) (4x—3) (x+2)—(3x+2) (x—3)=0 d)(x+2?—(x—2?2—-6x2=0

7.1 a) 4x2-9x+15=0 b) 3x—1) (x+2)=5 (x—4)
¢) x—12—(@2x—1) 2x+1)=3 (~1-x2 d)yx-2=—

x+1
o 2+2L=16 d)%-§=%—% L
e x—2_5=% & i gigtzo=t B
R e ey = = e
LS e e

x—1 x+1 x%-1
10.  Bestimmen Sie fir die folgenden Funktionen rechnerisch diejenigen Argumente,

denen der Funktionswert 12 zugeordnet ist!
a) y=x2—6x+5(xeR) b) y=x2+2x-3 (xeR)

11. Gegeben ist die quadratische Gleichung x2—4x +3=0 (x € R). Zur Uberpriifung
der gefundenen Lésungen (x; = 3 und x, = 1) zeichnet jemand die Bilder der Funk-
tionen y = x?und y = 4x — 3 und ermittelt die Abszissen ihrer Schnittpunkte. Er fin-
det die Werte 1 und 3 und sieht dies als Bestétigung der rechnerisch gefundenen
Losungen an. Ist das gerechtfertigt?

12.* Gegeben ist die Gleichung x*+ 2x2—24x =0 (x € R). Man kann diese Gleichung
auf folgende Weise I6sen: Man klammert x aus, erhélt x(x?+ 2x — 24) = 0 und fol-
gert daraus: x =0 oder x*+ 2x —24 =0. Diese beiden Gleichungen kann man 15-
sen, und man erhélt somit die Losungen der gegebenen Gleichung. Begriinden Sie
dieses Vorgehen! Geben Sie weitere Gleichungen dritten Grades an, die Sie nach
dieser Methode I6sen kénnen!

13.* Gegeben ist die Gleichung x*—5x2+4=0 (x € R). Um diese Gleichung zu lésen,
kann man wie folgt vorgehen: Man setzt anstelle von x2 die Variable z, also x2 = z,
x*=z% Dann lést man'die quadratische Gleichung z2—5z + 4 =0 und findet die
Lésungen z, =1 und z, = 4. Daraus ergibt sich x?=z, bzw. x?= z,. x2=1 hat die
Lésungen x;=1und x,= —1, x?=4 hat die Lésungen x; =2 und x,= —2. Damit
hat man die Lésungen der Ausgangsgleichung gefunden. Begriinden Sie dieses
Vorgehen! Uberlegen Sie, ob eine derartige Gleichung auch weniger als vier L8-
sungen haben kann!

14.* Losen Sie das folgende Gleichungssystem! (L)
() x+2y=20 (xeR, yeR)
(I x-y =32

10 000905-1
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13 Losen quadratischer Gleichungen,
die Fallunterscheidungen erfordern

@ 60 Losen Sie die folgenden Gleichungen bez. x auf! Beachten Sie, daR in Abhéngigkeit

von den Variablen a, b bzw. ¢ verschiedene Félle nétig sind!

a)a+x=b (xeN; a beN)

b)a-x =b (xeR; a beR)

c) Ix|l=c (xeR; ceR)
In den Gleichungen im Auftrag C 60 treten neben der Variablen x weitere Variablen auf.
Beim Lésen derartiger Gleichungen sind im allgemeinen Fallunterscheidungen erforder-
lich. Dies gilt auch fiir quadratische Gleichungen. Beim Herleiten der Lésungsformel fiir
die Gleichung x?+ px + g = 0 hatten wir das bereits zu beachten (7 S. 136f.).
M 17 Gesucht sind alle Lésungen der Gleichung x2+4x + k=0 (x € R; k€ R) in Abhén-

gigkeit von k. (Eine Probe wird nicht verlangt.)

Man setzt 4 fiir p und k fiir g in die Lésungsformel ein:

X1 2= -2t y4—k

Fiir die Diskriminante D =4 — k kommen genau drei Félle in Frage:

1. Fall: D>0;4—k>0bzw. k<4

Fiir alle k < 4 hat die Gleichung x? + 4x + k = 0 zwei voneinander verschie-

dene Losungen. Die Lésungsmenge ist L={-2+ 4 —k; —2—Ja—k}.
2 Fall: D=0;4—k=0bzw. k=4
Fir k=4 hat die Gleichung genau eine Lésung. Die Lésungsmenge ist

L={-2).

3. Fall: D<0;4-k<0bzw. k>4.
Fir alle k >4 hat die Gleichung keine Lésungen. Es ist L = &.

® 61 Geben Sie fir jeden der drei Félle im Beispiel C 17 selbst ein Beispiel an, und be-
stimmen Sie die Losungsmengen |hrer Gleichungen!
B 18 Es ist die Gleichung x?+ 2ax + 9= 0 (x € R; a € R) in Abhéngigkeit von a zu lésen.
(Eine Probe wird nicht verlangt.)
Wir setzen in die Lésungsformel 2a fiir p und 9 fiir g ein:
xi2=-at Jaz-9
Fur die Diskriminante D = a? — 9 kommen wiederum genau drei Félle in Frage:
1. Fall: D>0; a>—9>0 bzw. a?>9 bzw. |a| > 3. Fiir alle |a| > 3 hat die Gleichung
also zwei Lésungen. Die Lésungsmenge ist
L={-a+ya?-9; —a—ya2-9}.

2 Fall: D=0; a2—9=0bzw. a?=9, d. h. a=3 oder a=-3.
Fir a =3 und fiir a = —3 hat die Gleichung genau eine Lésung.
Fir a =3 ist die Losungsmenge L = {-3}.
Fir a = —3 ist die Lésungsmenge L = {3}.

3. Fall: D <0; a2—9<0 bzw. a><9 oder |a| < 3. Fiir alle |a| < 3 hat die Gleichung
keine Losungen; die Losungsmenge ist L = .
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e 62 a) Geben Sie fiir jeden der drei Félle von Beispiel C 18 ein eigenes Beispiel an!
b) Begriinden Sie, warum man davon sprechen kann, daB man eine ,L8sungsfor-
mel” fiir alle Gleichungen x? + 2ax + 9 = 0 gefunden hat!

® 63 a) Leiten Sie eine Losungsformel fiir die quadratische Gleichung ax?+ bx+ ¢ =0
(x€R; a, b, ceR; a+0) her, und zeigen Sie, daR fiir a=1 die bekannte L5-
sungsformel entsteht!
b) Geben Sie einen Ablaufplan fiir den Schulrechner auf der Grundlage der Lo-
sungsformel von a) an!"

Aufgaben
Hinweis: In den Aufgaben 1. bis 12.* ist R der Grundbereich fiir alle auftretenden Variablen.

18 Lésen Sie die folgenden Gleichungen beziiglich x, und fiihren Sie dabei jeweils die
notwendigen Fallunterscheidungen durch!
a) x2+2ax+b=0 b) ax?+ b2=bx*+a? (L) c) (x +a)*=2ax+ b?

2. a) Geben Sie die Losungsmenge der Gleichung 6x2 — ax — a? =0 in Abhéngigkeit
von aan! (L)
b) Geben Sie diejenige spezielle Gleichung dieser Form an, die die Lésungsmenge

1 1
= e 00 1 (L)
L {3, 2} hat!

3. Gegeben ist die Gleichung x? — 2ax =0
a) Geben Sie die Lésungsmenge dieser Gleichung in Abhéngigkeit von a an!
b) Geben Sie zwei spezielle Gleichungen dieser Form an!
c) Fiir welchen Wert von a entsteht diejenige spezielle Gleichung, die die Lésungs-
menge L = {0; —6} hat?

4. Gegeben ist die Gleichung x?+2x —r=0.
a) Geben Sie die Lésungsmenge dieser Gleichung in Abhéngigkeit von r an!
b) Geben Sie zwei spezielle Gleichungen dieser Form an, die je zwei ganzzahlige
Lésungen haben!

5. a) Fir welche reellen Zahlen v hat die quadratische Gleichung x2—6x+ v =0
zwei, eine, keine Losungen?
b) Geben Sie fiir jeden Fall eine spezielle Gleichung an!

6. a) Fir welche reellen Zahlen r hat die quadratische Gleichung x2 + 4rx + 100 =0
zwei, eine, keine Losungen?

b) Geben Sie fiir jeden Fall eine spezielle Gleichung an!

7 Fiir welche Werte von a hat die quadratische Gleichung x? + 2x + a? = 0 ganzzah-
lige Losungen?

8. In der Gleichung x* — 8x + g = 0 soll g so gew#hlt werden, daR die Gleichung zwei
verschiedene gerade natiirliche Zahlen als Losungen hat!

9. a) Gibt es eine Zahl p, fiir die die Gleichung x? + px — 25 =0 zwei entgegenge-

: setzte Zahlen als Losungen hat?

b) Gibt es quadratische Gleichungen x2+ px + g =0, deren Lésungen zueinander
entgegengesetzte Zahlen sind, obwohl p # 0 ist?

" Beim héufigen Lésen quadratischer Gleichungen der Form ax?+ bx + ¢ =0 (a # 0, a + 1) mit dem Taschenrech-
ner wird man diese Lésungsformel bevorzugen.

10*
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10.* Begriinden Sie, daB jede Gleichung x? + px + g = 0 fiir negatives q stets Losungen
hat!

11.* Begriinden Sie, daR die Gleichung ax*+ bx+c=0 (a +0) stets Lésungen hat,
wenn a und c verschiedene Vorzeichen haben! (L)

12.* Beweisen Sie: Alle Funktionen mit einer Gleichung der Form y = x? + px + 2 haben

genau dann zwei Nullstellen, wenn ‘%’> 2 ist. (L)

14 Sach- und Anwendungsaufgaben
® 64 Der Flacheninhalt eines Rechteckes, dessen Seitenldngen sich um 4 cm unterschei-
den, betrdgt 1152 cm?. Welche Seitenldngen hat das Rechteck?

M 19 Eine Sehne eines Kreises hat vom Mittelpunkt des Kreises den Abstand a=4 cm.
Sie ist um 1 cm langer als der Radius des Kreises. Wie lang ist dieser?

1. Erfassen des Sachverhaltes:
Skizze: Radius:r=xcm (xeR; x>0)
B C A . Sehneis=(x+1)cm

Bild C 20

Das Dreieck MAB ist gleichschenklig, das Dreieck MAC ist rechtwinklig.

2. Aufstellen einer Gleichung:
Nach dem Satz des Pythagoras gilt im Dreieck MAC:

a2+ (.;.)2 =

(4 cm)? + ( il c:m)Z = (x cm)?

3. Losen der Gleichung:
x+1)\? 7 i
42 + — =x* (xeR; x>0

2
R ok +§XH = x2
3x2-2x—-65=0
2 65
b LR .-
¢ 3%~ 3 0
1 1\2 . 65
=—pall—)
X2=7g (3)*3
X, =5
13
Xg; ==

3
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4. Probe:

13
3
fallt aber wegen des gegebenen Sachverhalts (sieche Grundbereich!).

So kommt als Radius nur r=5cm in Frage. Die um 1cm lidngere Sehne

s =6 cm hat vom Mittelpunkt des Kreises den Abstand a =4 cm, denn es gilt

nach dem Satz des Pythagoras:

(5 cm)?— (3 cm)>= (4 cm)? wahr

|6sen die quadratische Gleichung fiir x€ R; — A3, ent-

Die Zahlen 5 und — 3

5. Antwortsatz: Der Radius des Kreises betrégt 5 cm.

e 65 a) Wie hitte man sich ohne Rechnung vorher iberlegen kénnen, daR es (genau)

eine Losung gibt?

b) Zeigen Sie, daR die Aufgabenstellung im Beispiel C 19 fiir jedes beliebige a ge-

nau eine Losung liefert!

W 20 Die Eigengeschwindigkeit eines Schiffes betrage 30 km - h~'. Fiir einen Weg von
45 km benétigt das Schiff gegen die Strémung eine um 0,5 h langere Fahrzeit, als
wenn es mit der Strémung féhrt. Berechnen Sie die Geschwindigkeit der Stro-
mung!

1.

2.

Die Bewegung kann als gleichférmig
angenommen werden; es ist also
s=v-t

(s — Weg; v — Geschwindigkeit; t —
Zeit).

Die Geschwindigkeit des Schiffes ist
v;=30km-h\

Die Geschwindigkeit der Stromung
sei

v,=xkm-h' (xeR;0<x<30).

mit der Strémung

vitv,=(30+x) km-h~!

45

vi—Vv,=(30—x) km-h! 0—x

gegen die Strémung

Man weiB ferner, daB die Fahrzeit bei der Fahrt gegen die Strémung um 0,5 h
langer ist als bei der Fahrt mit der Strémung.
45 - 45

0-x " 30+x

h+05h
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45 45 [+ (30— x) (30+x)
3 W
30-—x 30+x 08
45 (30 + x) =45 (30— x) +0,5 (30— x) (30 + x)
1350 + 45x = 1350 — 45x + 450 — 0,5x?
0,5x%+ 90x — 450 =0
x2+ 180x — 900 =0 )
Nebenrechnung (mit
:"2 "y _gg f gv5902 +900 . dem Taschenrechner):
o i Xy = =
X2 ~—090—95 Xg~ —185 y9000 = 94,86833
entféllt (siehe Grund-
bereich!)

4. Bei einer Geschwindigkeit von rund (30+5) km-h~' dauert die Fahrt
(45 : 35) h = 1,3 h. Bei einer Geschwindigkeit von rund (30 — 5) km - h~' dauert
die Fahrt (45:25) h=1,8 h. Die Differenz der Fahrzeiten betrdgt also rund
0,5 h.

5. Die Geschwindigkeit der Strémung betrégt rund 5 km - h=".

Aufgaben

1. Die Summe der Quadrate von vier aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen betrage
630. Berechnen Sie die betreffenden Zahlen! Wieviel Méglichkeiten gibt es?

2. Die Zahl 28 soll so in zwei Summanden zerlegt werden, daB ihr Produkt 192 be-
trégt. Berechnen Sie die Summanden!

3. Der Nenner eines Bruches ist um 2 gréRer als der Zéhler. Addiert mari zum Zahler
7 und subtrahiert vom Nenner 6, so wird der Bruch sechsmal so groR. Welcher
Bruch ist es?

(Z&hler und Nenner sollen natiirliche Zahlen sein.)

4. Addiert man zum Quadrat einer gewissen natiirlichen Zahl die ndchstgréRere Qua-
dratzahl, so erhélt man 613. Wie heiBt die Zahl?

5. Bei einem Tischtenniswettkampf spielt jeder Teilnehmer gegen jeden. Es werden
insgesamt 66 Spiele ausgetragen. Wieviel Schiiler nahmen an dem Wettkampf teil?

6.* In einem konvexen Vieleck sind alle mdglichen Diagonalen gezogen, und zwar 14.
Wie viele Seiten hat dieses Vieleck? (L)

7. In einem rechtwinkligen Dreieck sei die Hypotenuse 25 cm lang. Eine Kathete sei
5 cm ldnger als die andere. Berechnen Sie die Ldnge der Katheten!

8. Ineinem rechtwinkligen Dreieck von 36 mm Héhe ist die Hypotenuse 78 mm lang.
In welchem Verhiltnis wird die Hypotenuse durch den HéhenfuRpunkt geteilt?

9. Verlangert man bei einem bestimmten Quadrat die eine Seite um 1 cm, wahrend
man die andere um 2 cm verkiirzt, so erhélt man ein Rechteck mit 54 cm? Flachen-
inhalt. Berechnen Sie den Flacheninhalt des gegebenen Quadrates!

10. Der Umfang eines Rechtecks betrdgt 142 cm, sein Flacheninhalt 1170 cm?. Wie
lang sind die Seiten des Rechtecks?

11.  Der Umfang eines rechtwinkligen Dreiecks, dessen langste und kiirzeste Seite sich
um 6 cm unterscheiden, betragt 30 cm. Wie lang §ind die Dreiecksseiten?
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12

16

19

In einem Drachenviereck mit zwei rechten Winkeln sind die beiden Diagonalen
4,8 cm und 6,0 cm lang. In welche Abschnitte wird die langere der beiden Diago-
nalen durch den Diagonalenschnittpunkt zerlegt?

Eine Schar Affen vergnigt sich. Der
achte Teil des unruhigen Haufens
zum Quadrat erhoben turnt in den
Baumen herum. Die restlichen 12
vollfihren alle zugleich ein Ge-
schrei auf dem Gipfel des Higels.
Wieviel Affen zahlt die aufgeregte
Schar? [Diese Aufgabe stammt
wahrscheinlich vom Inder Braskara
(um 1150 u. Z.).]

Ein GroRvater sagt: Vor zwei Jahren war ich gerade 10mal so alt wie man altester
Enkel. Sollte mir noch ein weiteres Dutzend Jahre vergénnt sein, so wiirde bis da-
hin das Verhéltnis unserer Jahre auf die Hélfte des heutigen Wertes sinken. Wie alt
ist der GroBvater? (L

Zwei Brigaden verrichten eine Arbeit gemeinsam in 10 Stunden. Die erste Brigade
wiirde allein fiir diese Arbeit zwei Stunden weniger als die zweite Brigade benéti-
gen. In welcher Zeit kénnte jede der zwei Brigaden die Arbeit allein schaffen?

Ein Arbeiter erzeugt durch bessere Arbeitsorganisation jetzt stindlich 3 Werk-
stiicke mehr als bisher, so daR er nach der Herstellung von 720 Werkstiicken einen
achtstiindigen Arbeitstag eingespart hat. Wieviel Werkstiicke stellte der Arbeiter
friiher in 1 Stunde her?

Eine Schulklasse hat 880 M fiir eine Klassenfahrt gespart. Wegen Krankheit kénnen
2 Schiiler nicht an der Fahrt teilnehmen. Dadurch kann jeder der iibrigen Schiiler
4 M mehr verbrauchen. Wieviel Schiiler gehéren zur Klasse?

Ein Buch enthalt 20000 Zeilen. Jede Seite hat die gleiche Anzahl von Zeilen. Wiirde
das Buch in einem Format gedruckt werden, das jeweils 10 Zeilen mehr auf einer
Seite hat (bei gleicher Zeilenldnge), dann wiirde sich die Seitenzahl um 100 vermin-
dern. Wieviel Zeilen sind auf jeder Seite, und wie viele Seiten hat das Buch?

Fiir eine elektrische Anlage bendtigt man zwei Wi-
dersténde, die hintereinander geschaltet einen Ge-
samtwiderstand von 40 Q und parallel geschaltet

einen Gesamtwiderstand von 7,5 Q ergeben sollen. o e
Wie groR hat man die Widerstdnde zu wéhlen?

Bild C 21 - -
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20. Beim Ermitteln der Hérte eines Werkstiickes mit Hilfe der Brinellschen Kugeldruck-
probe wird eine kleine Stahlkugel (Durchmesser D) mit einer bestimmten Kraft in
den zu priifenden Gegenstand eingedriickt. Aus dem leicht zu messenden Durch-
messer d des Eindruckkreises und dem Kugeldurchmesser D wird die Eindruck-
tiefe h berechnet, die zur Berechnung der Hértezahl benétigt wird. Berechnen Sie
h fir D=10 mm und d =6 mm! (/\' Bild C 21)

21.* Ein Flugzeug benétigt fiir eine 50 km lange Priifstrecke mit Wind und gegen den
Wind zusammen eine Flugzeit von 9,5 min. Die Windgeschwindigkeit betrégt
8 m-s~'. Berechnen Sie die Eigengeschwindigkeit des Flugzeuges!

22.* Zwei Orte A und B liegen 300 km voneinander entfernt. Um 9.00 Uhr fahrt in A ein
Gliterzug ab, der sich auf der Halfte der Strecke mit einem Schnellzug trifft, der um
10.00 Uhr in B abgefahren ist. Die Geschwindigkeit des Schnellzuges ist um
20 km - h~" gréBer als die des Giiterzugés. Wann treffen sich die Ziige?

23.* Ein Motorboot legt in 22 min eine Strecke von 12 km zweimal zuriick, und zwar
einmal stromaufwérts und das zweite Mal stromabwirts. Berechnen Sie die Ge-
schwindigkeit des Bootes, wenn die Strémungsgeschwindigkeit 100 m - min~" be-
trégt!

Potenzfunktionen

15 Zur Wiederholung

Aufgaben

1. Formen Sie die gegebenen Terme so um, daB keine negativen Exponenten mehr
auftreten!

a?h? .
a) ab™' b)z? ¢ p=r d) uv?

2, Wenden Sie auf folgende Terme jeweils geeignete Potenzgesetze an!

222\ a—b)\? 20° (623 Uty
2h-3. 5-5h6 e U
a) a?b2-a°b b)(3b4> c)( 237 ) d) 5 e) 222 f) U 5y2
3. Schreiben Sie als Wurzel!
2 -5 il
aya’ bz°® ¢32°
4. Schreiben Sie als Potenz mit rationalem Exponenten!
A b3 dals
5. Berechnen Sie ohne Taschenrechner bzw. Tafelwerk!
A V5% BB o
\
6.  Zerlegen Sie die Radikanden so in Faktoren, da sich aus einem dieser Faktoren die

Wourzel im Kopf ziehen 14Rt!

a) Y50 b)¥81 ¢ Ya’
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7. In gréBeren LKW sind Fahrten- km

schreiber eingebaut. Sie zeichnen h

u. a. zu jedem Zeitpunkt t die Ge- 60

schwindigkeit v des Fahrzeuges auf. 50

16

® 66

Solch ein v-t-Diagramm ist im Bild

C 22 dargestellt. Geben Sie die Zeit- 40 \
intervalle an, in denen die Ge- 30
schwindigkeit 20 \
a) wichst, b) fllt, c) konstant ist! N 77L77 Lo
Bild C 22
13.00 1309 Uhr

Das Bild 23 zeigt den Graphen einer

Funktion y = f(x) mit -6 = x =5.

a) Geben Sie die Intervalle an, in
denen die Funktion wichst bzw.
in denen sie fallt!

b) Fiir welche Argumente sind die
Funktionswerte positiv, fiir wel-
che sind sie negativ?

c) Geben Sie die Nullstellen dieser
Funktion an!

d) Bestimmen Sie den Wertebe-
reich der Funktion!

Bild C 23

Zeichnen Sie die Graphen der gegebenen Funktion, und ermitteln Sie

— Wertebereich,

— Nullstellen,

— Intervalle, in denen die Funktion monoton wéchst bzw. monoton fillt,

— Quadranten des Koordinatensystems, durch die der Graph der Funktion verlauft,
— ggf. die Symmetrieachse des Graphen!

a) y=(x—1572 (xeR) . b) y=x*+3x-2 (x€eR)

c) y=—x*+x+6 (xeR;x>0) d y=|x|+2 (xeR)

Die Funktion y = x* (x € R); der Begriff
.Potenzfunktion”

Skizzieren Sie den Graphen der Funktion y = x2 (x € R), und sprechen Sie iiber
Eigenschaften dieser Funktion!

Sie haben die Funktion y=x? als einfachstes Beispiel einer quadratischen Funktion
y=ax2+bx +c (ab,ceR; a=+0)kennengelernt (”S.114). Ersetzt man nun in der Glei-
chung y = x2 den Exponenten 2 durch die Zahl 3, so erhalt man die Gleichung einer von
uns bisher noch nicht untersuchten Funktion: y = x® (x € R). Diese Funktion ordnet jeder
reellen Zahl x ihre dritte Potenz x* zu.
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® 67 a) Stellen Sie mit Hilfe des Taschenrechners eine Wertetabelle fiir die Funktion
y=x*(x€R; —2,5=x=25) auf, und zeichnen Sie den Graphen dieser Funk-

tion!
b) Ermitteln Sie Eigenschaften der Funktion y = x3 (x € R), und stellen Sie diese den

Eigenschaften von y = x? (x € R) gegeniiber!
b
Der Graph der Funktion y = x* (x € R)" besitzt keine +

Symmetrieachse; er ist nicht axialsymmetrisch | Jy=x®
(-~ Bild C 24). Aber bei einer Drehung um den Ko-
ordinatenursprung mit dem Drehwinkel 180° wird

dieser Graph auf sich selbst abgebildet. Er ist zen-
tralsymmetrisch bezuglich des Koordinatenur-

sprungs. In dieser Eigenschaft des Graphen von

y = x* kommt zum Ausdruck, daB zu einander ent-
gegengesetzten Argumenten einander entgegenge- —+
setzte Funktionswerte gehéren: Der Funktionswert

von —x ist immer entgegengesetzt zum Funktions-

wert von-x, d. h. f (=x) = —f (x).

Bild C 24

® 68 Begriinden Sie entsprechend die Axialsymmetrie des Graphen der Funktion y = x2
bez. der y-Achse!

® 69 Fir welche der Funktionen y=x?—1, y=x, y=x+1bzw. y=|x| (x € R) ist der
Graph
a) zentralsymmetrisch bez. des Koordinatenursprungs,
b) axialsymmetrisch bez. der y-Achse?
: |
Auch y=x% y=x2, y=x" usw. sind — bei geeignet festgelegtem Definitionsbereich —
Gleichungen von Funktionen.
Allgemein gilt: Beim Potenzieren mit einem bestimmten Exponenten n wird jeder reellen

Zahl x, die als Basis auftritt, eindeutig eine reelle Zahl y als Potenz zugeordnet. Alle dabei
entstehenden Paare reeller Zahlen erfiillen die Gleichung y = x".

‘E!no Funk mit einer Gleich der Form y = x", die R oder auch eine Teilmenge von R als
Definitionsbereich hat, helBt Potenzfunktion. ;
Dabei ist n jeweils eine fest vorgegebene rationale Zahl.

® 70 Welche der folgenden Funktionen sind keine Potenzfunktionen?

a) y=x° (xeR) b)y=x (xeQ) c)y=|x| (xeR)

=i
3

d) y=3* (xeR) e)y=x (xeR x>0) f) y=3x2 (xeR)

" Dieser Graph wird auch als kubische Parabel bezeichnet.
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Bei der Festlegung des Definitionsbereichs fiir eine Potenzfunktion ist zu beachten, fiir
welche reellen Zahlen die betreffenden Potenzen definiert sind. Deshalb interessiert man
sich fiir die gréBtmagliche (das heift: die umfassendste) Menge von reellen Zahlen, die
als Definitionsbereich uberhaupt in Frage kommt.

Wir vereinbaren: Ist von einer Potenzfunktion nur ihre Gleichung angegeben, so soll ihr
Definitionsbereich diese gréBtmdogliche Menge reeller Zahlen sein.

e 71 Begriinden Sie: Der Definitionsbereich einer Potenzfunktion mit der Gleichung
1
y=x"'"\y= x*) kann nur eine solche Menge von reellen Zahlen sein, die die Null
nicht enthilt (die keine negativen Zahlen enthalt)!

e 72 Geben Sie die groBtmagliche Menge von reellen Zahlen an, die als Definitionsbe-

reich einer Potenzfunktion mitder Gleichung a) y=x* b) y=x72
4
¢ y=x>, d) y=x%inFragekommt!
Aufgaben
1. Zeichnen Sie mit Hilfe der entsprechenden Schablone den Graphen der Funktion

y=x% und lesen Sie die in der folgenden Tabelle fehlenden Argumente bzw.
Funktionswerte ab!

o O o O e T S
y | | -5,8 | -4,2 | | = | |o | | |2,o |3,o |4,o
2 Bestimmen Sie anhand des Graphen von f(x) = x?

— die Menge aller x mit f(x) =
— einige Argurnente x, fir die f(x) >4
— die Menge aller x mit f(x) > 4!

3: Vergleichen Sie unter Verwendung des Graphen der Funktion f(x) =
a) £(1,9) und £(2,2), b) f(-2,8) und f(-14),
c) f(=3,1) und f(2,6), d)f(—=17) und f(2,4),
e)*f(x) und f(x;), wenn x;>0, x,>0 und x,<xp,
f)* f(x;) und f(x), wenn x;<0, x,<0 und x;<x;!

4. Zeichnen Sie in ein und dasselbe Koordinatensystem die Graphen der Funktionen
y=x, y=x%und y=x*fiir 0 = x = 2! Vergleichen Sie anhand der Graphen:
0,23 und 0,23%; 1,47 und 1,474 0,23 und 0,23}
1,47 und 1,473 0,232 und 0,23% 1,47 und 1,478

5. Wie dndern sich die Funktionswerte bei der Funktion a) f(x) =x2, b) f(x) =

wenn man von einem Argument X, zu 2x,, 3x0, tibergeht? Beschreiben

2 ! 3 ! 10
Sie die Anderungen von Argument und Funktionswert mit Worten!

- . . 5343
6. 5 ist eine Losung der Gleichung x 125

daB % die einzige Losung der gegebenen Gleichung ist! (Nutzen Sie die Monotonie

Uberpriifen Sie dies! Begriinden Sie,

von y = x? aus!)
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Z.

10.

b b g

a2

13.*

14.*

15.*

Auf welche Mengen bildet die Funktion y = x? die folgenden Intervalle ab?
a) 1=x=3 b) —2=x=0 c)-1=sx=s2 d) -3=x=1 i

a) Der Definitionsbereich der Funktion y = x2 sei eingeschrénkt auf das Intervall
—m = x = m. Der zugehdrige Wertebereich sei das Intervall 0 < y < 49. Bestim-
men Sie m!

b) Der Definitionsbereich von y = x? sei eingeschrénkt auf das Intervall a < x < b,
der zugehdérige Wertebereich sei 0 = y =25. Warum lassen sich a und b hier
nicht eindeutig bestimmen?

Bestimmen Sie die Grenzen a und b desjenigen Intervalls a < x < b, das durch die
Funktion y = x* auf das Intervall —8 < y < 125 abgebildet wird! Warum 4Rt sich
diese Aufgabe (im Gegensatz zu Aufgabe 8b) eindeutig I6sen?

a) Stellen Sie die Volumina von Wiirfeln in Abhéngigkeit von den Kantenlangen
graphisch dar! Tragen Sie dazu auf der Abszissenachse (Einheit 2 cm) die Kan-
tenldngen und auf der Ordinatenachse (Einheit 2 mm) die Volumina ab!

b) Ermitteln Sie mit Hilfe der graphischen Darstellung die folgenden GréRen: Volu-
mina zu den Kantenldngen 2,2 m; 0,7 cm; 3,5 dm; 1,3 mm; 2,8 cm; Kantenlén-
gen zu den Volumina 2 m?%; 10 cm?; 25 dm?; 33 mm3; 50 cm®!

Skizzieren Sie den Graph der Funktion y = x3, und gewinnen Sie daraus die Gra-

phen von y = |x]* und y = |x3|!

Vergleichen Sie die Graphen der Funktionen y = x? und y = |x[2!

Zeichnen Sie die Graphen der Funktionen mit den Gleichungen y = f(x) = x2 und

y=g(x)=x%in ein gemeinsames Koordinatensystem, und ermitteln Sie die L&-

sungsmenge der Ungleichung x*< x? (xe R)! (L)

Bestimmen Sie graphisch die Lésungsmengen der Ungleichungen

a) x2<x® (xeR), b) x3<x? (xeR), c) x3>2x (xeR)!

a) Weisen Sie nach: Wenn y = f (x) eine Potenzfunktion ist, so gilt fiir beliebige Ar-
gumente x; und x, aus ihrem Definitionsbereich: f(x; - x5) = f (x;) - f (xy)!

b) Von drei Funktionen sind jeweils einige Wertepaare bekannt:

) x Iz ls |4 |6 B) x |2 |3 |4 |s
y |1s |81 |256 |1296 y |9 |z7 |81 |729

y) x | 2 | 3 I 4 | 6
y | 2,8284 | 5,1962 | 8,0000 | 14,6969
Eine dieser Funktionen kann keine Potenzfunktion sein. Welche?
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17 Die Potenzfunktionen y = x™*
undy=x"2(xeR, x*0)

1 1
Nach Definitionist(fir x +0) x' g und x’z=7 (~S.51).

® 73 Uberlegen Sie, mit welchen Rechenablaufpldnen man moglichst rationell Werteta-
bellen fiir die beiden Funktionen y = x~' und y = x 2 aufstellen kann!

@ 74 Zeichnen Sie die Graphen der Funktionen y = x"' und y = x~2| Ermitteln Sie dazu
mit Hilfe des Taschenrechners zundchst mindestens 20 Funktionswerte fiir
—4 < x = 4! Uberlegen Sie dann, wie die Graphen auBerhalb dieses Intervalls fort-
zusetzen sind! ’

@ 75 Wie miRten in der folgenden Tabelle die Liicken ausgefiillt werden?

Funktionsgleichung ' R S

y=x" y=x2

Definitionsbereich

Menge aller von Null verschiedenen reellen Menge aller von Null verschiedenen reellen
Zahlen Zahlen

Wertebereich

Nullstellen G - Yo

keine |

Graph Prant: : P e R
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Lage des Graphen

.und . Quadrant —und _____ Quadrant
Monotonieverhalten
Die Funktionist ____ im Intervall Die Funktionist ___ im Intervall
x <0 und auch im Intervall x > 0. x<0,sieist______ im Intervall

x>0.

Symmetrie des Graphen
Der Graphist _____ symmetrisch Der Graphist____ symmetrisch
bez. des Koordinatenursprungs. bez. der y-Achse.

Die Bilder der Funktionen y = x~" und y = x2 sind Hyperbeln. Sie deuten auf ein beson-
deres Verhalten der Funktionen fiir sehr groBe Argumente, fiir sehr kleine Argumente
und fir Argumente in der Néhe der Null hin. Im Falle sehr groRer Argumente sind die
Funktionswerte Zahlen in der Nahe der Null, sie sind aber niemals gleich Null. Dasselbe
trifft fir sehr kleine Argumente” zu. Im Falle der Annégherung positiver Argumente an die
Null wachsen die Funktionswerte und werden gréRer als jede noch so groRe Zahl. Bei
der Anndherung negativer Argumente an die Null werden die Funktionswerte kleiner als
jede noch so kleine Zahl.

® 76 Ermitteln Sie mit dem Taschenrechner fiir die Funktion f(x) =% je drei positive
und drei negative Argumente, fiir die a) |f (x)| < 0,001 b) |f (x)| > 1000 ist!

Hinsichtlich des Monotonieverhaltens der Funktion y = x~' ist folgendes zu beachten: Sie
ist fr x <0 monoton fallend, und sie ist auch fiir x >0 monoton fallend. Sie ist dies aber
nicht fir den gesamten Definitionsbereich, denn es gilt z. B. —1<1, aber nicht
f(=1)>f(1).

® 77 Untersuchen Sie die gegenseitige Lage der Graphen der beiden Potenzfunktionen
y=x"und y=x7?im |. Quadranten! Ubertragen Sie dazu die entsprechenden
Aste” der im Auftrag C 74 gezeichneten Hyperbeln in ein gemeinsames Koordina-
tensystem! .

® 78 Haben die Potenzfunktionen y=x"" und y = x*® bzw. y = x~2 und y = x? gemein-
same Eigenschaften?

Aufgaben

i Ergénzen Sie die Wertetabelle der Funktion y = x~'!
x l -10° I -350 | | l —275 I 0 I | 0,125 I 0,25 | l 107
vl TeT-m [T o] I Toxs |

" Sehr kleine Zahlen sind negative Zahlen, deren Betrag sehr groR ist, z. B. —10°%.
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Fiillen Sie die Liicken in der Wertetabelle der Funktion y = x72!
X l -100 l —43 | | =3 [0 0 |12 | 14 | 1.6 l 1.8

I E I

Lesen Sie aus dem Graphen der Funktion f (x) = x~' (7 Auftrag C 74) ab:

a) die Funktionswerte fiir die Argumente 2, 3, -1, —4;

b) die Argumente fiir die Funktionswerte —3, -2, 4;

c) die Menge aller Argumente x, fiir die f(x) > 0 ist;

d) £(1), f(1,5), f(2, f(2.5)

e) x, so daB f(x)=3;

f) die Menge, auf die das Intervall 1 = x = 3 durch diese Funktion abgebildet wird!

Gehéren die folgenden Punkte zum Graphen der Funktion y = x"2?

1 %
A0 BO:0) Clgd D(%-g E054 FO
G (0,1; 100)

Wie #ndern sich die Funktionswerte bei der Funktion a) y=x"', b)y=x7
wenn man ein Argument verdoppelt, verdreifacht, halbiert? Formulieren Sie lhre
Antwort in Sétzen!

E)

a) Berechnen Sie die Funktionswerte y der Funktion y = % fur die in der Tabelle

vorgegebenen Argumente x, ohne den Taschenrechner zu benutzen! Geben
Sie die Funktionswerte als ganze Zahlen bzw. gemeine Briiche an!

it gl
2 2

" I N D

b) Zeichnen Sie den Graph dieser Funktion in ein rechtwinkliges Koordinatensy-
stem!

¢) Zeichnen Sie in dasselbe Koordinatensystem den Graph der Funktion y = x2!

d) Geben Sie die Koordinaten derjenigen Punkte an, die sowohl zum Graphen der

5
2 1 +1 +2 +v2‘

1
Funktion y = = als auch zu dem der Funktion y = x2 gehéren!

e) Welche Eigenschaften haben beide Funktionen gemeinsam?

Gewinnen Sie den Graphen der Funktion y = |)1‘_| aus dem Graphen von y = x""!
Welche der folgenden Aussagen sind wahr? (Wenden Sie lhre Kenntnisse tiber Po-
tenzfunktionen an!)
a) Aus x;> X, folgt x;* > x;%
1 1
b) Aus x,>x,>0 folgt X—z> Pl
1 1
c) Aus x,>x,>0 folgt X_z< "
d) Aus x, > x; >0 folgt X2 > x%
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1 1
18 Die Potenzfunktionen y = x* und y= x (xeR x=0)

fa ul

®79 a) Berechnen Sie mit Hilfe des Taschenrechners x* und x° fir jedes
XE{%; 12,34 5}!
Setzen Sie fiir [ jeweils eines der Zeichen <, =, > ein, so daR wahre Aussagen
entstehen!
0501020304065

1 L X ) Js d
05°01° 02203 04’058

1 1 1 1

1
05° 8 702 33 o4’

b

]

os
® 80 a) Bestimmen Sie mit Hilfe des Taschenrechners ‘/; und Yx far jedes
x€{0,2;0,5; 0,8; 1; 1,5; 2; 5}!
b) Bilden Sie fir jede Zahl x aus der unter a) genannten Menge den Ausdruck
Yx O x O xt
Setzen Sie dabei fir [ jeweils eines der Zeichen <, =, > ein, so daR eine
wahre Aussage entsteht! Welche GesetzmiRigkeiten erkennen Sie?
1 1

Die Funktionsgleichungen y = x* und y = x* kann man auch in der Form y = yx bzw.

y =3x schreiben.

Allerdings wurden Potenzen mit Exponenten, die rationale, aber keine ganzen Zahlen

sind, bisher nur fiir positive Basen erklart (7 S. 155). Da aber JE =0und0 =0 gilt, defi-
i i

nieren wir zusétzlich 0° =0 und 0° = 0. Negative Basen sind fir derartige Potenzen auch

weiterhin nicht méglich.

Damit ist die gréRtmégliche Menge reeller Zahlen, die als Definitionsbereich fiir eine
1 1

Funktion mit der Gleichung y = X bzw. y = £ in Frage kommt, die Menge der nichtne-
gativen reellen Zahlen.

Wir wihlen die Menge der nichtnegativen reellen Zahlen als Definitionsbereich und be-

stimmen den zugehérigen Wertebereich: Auf Grund der Definition von ‘/; bzw. V; ist

fiir alle Argumente x aus dem Definitionsbereich f(x)20, d. h., kein Funktionswert ist

negativ. Umgekehrt tritt auch jede nichtnegative reelle Zahl y als Funktionswert auf. Die
1

Funktion y=x7 ordnet beispielsweise die nichtnegative Zahl 5 dem Argument 25 als

Funktionswert zu und die Zahl 17,3 dem Argument 17,32 Ist allgemein eine nichtnegative

reelle Zahl y gegeben, so findet man als zugehériges Argument das Quadrat von y
1

bzw. die dritte Potenz von y bei der Funktion y = X .

Bei beiden Funktionen ist der Wertebereich die Menge der nich gati reellen Zah-
len.

® 81 Ermitteln Sie mit dem Taschenrechner fiir mindestens 20 Argumente aus dem In-
1 1

tervall 0 < x = 10 die Werte der Funktion y = X und y = x?! Stellen Sie die geord-
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neten Paare in einem Koordi- HHH
natensystem dar, und skizzieren HHH i
Sie die Graphen der beiden
Funktionen!

Bei den Graphen der Funktionen +
1 1

y= x* und y= x* handelt es sich je-
weils um einen Teil einer (quadrati- H m
schen bzw. kubischen) Parabel, de-

ren Scheitel im Koordinatenur-

sprung liegt und deren Achse mit PR S Bild C 27
dem positiven Teil der x-Achse zu-

sammenfillt (-~ Bild C 27).

1
@ 82 Lesen Sie aus dem Bild C 27 weitere Eigenschaften der Funktionen y=x" und
1

y= x* ab! Orientieren Sie sich dabei an den Eigenschaften der bisher untersuchten
Potenzfunktionen! Beriicksichtigen Sie auch lhre Erkenntnisse aus den Auftragen

C 77 und C 78!
1
7 b
Der Graph der Funktion y = x* (x € R, x = 0) ist axial- { ; l
symmetrisch zum Graph der Funktion y = x* (x € R, \ y= %2
x = 0). Symmetrieachse ist der Graph der Funktion i
y = x (-~ Bild C 28). Y=‘X
7] L+ ]
1 y=ux
L ‘
(|
WE = -
Bild C 28 )

@ 83 Begriinden Sie diese Feststellung, indem Sie zunéchst an einigen Beispielen und
dann allgemein nachweisen: Ein Punkt P (a; b) mit a= 0, b = 0 gehort genau dann
1

zum Graphen von y=x?, wenn der Punkt Q (b; a) zum Graphen von y = x? ge-
hort!
L
Deshalb kann man zum Zeichnen des Graphen von y = x* die Schablone fiir die Normal-

parabel benutzen.
)

Ein entsprechender Zusammenhang besteht zwischen den Graphen der Funktion y = X
und y=x3(xeR, x=0).

Aufgaben

n
1.  Lesen Sie aus dem Graphen der Funktion y = x* (7 Bild C 27) ab:
1 1

a) 1,35 2,8% 7,9%

|

11 000905-1
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s . 1
b) die Lésungen der Gleichungen x' =22 x*= 0,7; x* =1,0;
c) v2,5; V55; y84;

d) die Losungen der Gleichungen Yx=12 Vx=17; Vx =25
2. Vervollstindigen Sie mit Hilfe des Taschenrechners die Wertetabelle der Funktion
1 .

y=x;!
x | 1,2 | 1,4 | | 2,0 l 2,5 , l 4,0 . I 65,3 I
y l l1,18 I 1,34 l | | 1,92 | 2,00 | I 13,0

il
3 Welche der folgenden Punkte gehéren zum Graphen der Funktion y=x"?
A (64; 8) B (10000; 100) C (—-81;9) D (25; -5) E (169; 13)
F (186; 14)
il
4. Lesen Sie aus dem Graphen der Funktion y = x* (7 Bild C 27) ab:
1, 1 1 :
a) 1.2°; 25°% 89°;
1 ol a
b) die Lésungen der Gleichungen =22 x*= 14 x*=08;
o Yo5; ¥55; ¥80;

d) die Losungen der Gleichungen V— =04; Yx=17; V; =21

5. Uberpriifen Sie die angegebene Wertetabelle fiir die Funktion y= x%!
x |o |0,5 |1,o |1,5 Iz,o |2,5 |3,o' |3,5 |4,0 '4,5

y | o |o7s | -1,00 | 144 | 1,26 | 135 | 1,44 | 1,52 | 1,59 | 16,5
1
6. Welche der folgenden Punkte gehéren zum Graphen der Funktion y = x*?
A (125; 5) B (10000; 100) C (64; 4) D (—64; —4) E (-8;2
F (8 -2
7- Welche Zahl ist gréBer? (Entscheiden Sie, ohne die Wurzeln zu berechnen! Nutzen
Sie Eigenschaften der Funktionen y = \/; und y = V;!)
a) \/ﬁoder 72 b) Y24,7 oder 5 c) 3~l0,1 oder 3‘,/0,01
d) 3V127 oder 5 e) ﬁ oder §/1_
1

8. Kléren Sie anhand des Graphen von y = xi, fur welche reellen Zahlen x die folgen-
den Gleichungen bzw. Ungleichungen erfiillt sind!

a) yx =2 b)\/;<2 c) Vx >2
9.  Zeichnen Sie die Graphen der Funktionen y = \/; y=xund y= %x in ein gemein-
sames Koordinatensystem! Lésen Sie mit Hilfe lhrer Zeichnung

a) Yx=x; b)yx>0; c)‘/—=%x; d),/;<%x!
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10.©  Welche der folgenden Differenzen sind positiv, welche negativ, welche haben den
Wert 0? (Entscheiden Sie, ohne zu rechnen! Nutzen Sie Eigenschaften von Potenz-
funktionen!)

a) 172-132 b) 0,4°-0,7° c) -9 d) 0,72-0,7°

e)¥28-33 1§ J05-y04 g 08-308

11.*  Zeichnen Sie den Graphen der Funktion y=J|7<T! Nutzen Sie den Graphen von
y= J;! Welche Eigenschaften hat y = M? -

19 Funktionen mit Gleichungen der Form y =a - x2
undy=a-x""'

Ein Blick in das Tafelwerk zeigt, daR sowohl in der Mathematik selbst (z. B. Flachen- und
Rauminhaltsberechnungen) als auch bei Anwendungen der Mathematik (z. B. in der Phy-
sik) Potenzfunktionen fast nie in ,reiner” Form vorkommen. Treten in GroRengleichun-
gen Potenzen auf, so sind sie meist mit Faktoren versehen.

® 21 a) Das Weg-Zeit-Gesetz der gleichmaRig beschleunigten Bewegung wird durch
a

die GroRengleichung s = i t2 beschrieben (7 Tafelwerk S. 46). In dieser Glei-

chung ist % ein Faktor der Potenz t2.

b) Das Widerstandsgesetz R=£Ai (~ Tafelwerk S.49) kann in der Form

R=p- /- A" geschrieben werden. In dieser GroBengleichung ist o - / ein Fak-
tor der Potenz A",
Die Gewichtskraft G, mit der ein Kérper mit der Masse m auf eine Unterlage
einwirkt, wird nach der Gleichung G = m - g berechnet (7 Tafelwerk S. 45). In
dieser GréRengleichung kann man m als Potenz m' auffassen, die mit dem Fak-
tor g versehen ist.

@ 84 Entnehmen Sie dem Tafelwerk (S. 45 bis 53 und S. 15 bis 17) weitere GréBenglei-
chungen, in denen Potenzen auftreten!

C

Wir interessieren uns deshalb auch fiir Funktionen mit Gleichungen der Form y=a- x,
y=a- x2bzw. y=a- x', deren Definitionsbereich R oder eine Teilmenge von Rist. Da- -
bei ist a jeweils eine fest vorgegebene, von Null verschiedene reelle Zahl.

@ 85 Stellen Sie die Funktionen f(x) = x% g (x) = 1,5x? und h (x) = —1,5x? in einem ge-
meinsamen Koordinatensystem graphisch dar! Wihlen Sie dazu mindestens 10 Ar-
gumente aus dem Intervall —2,5 < x = 2,5! Uberlegen Sie, wie Sie rationell vorge-
hen kénnen! Beschreiben Sie die gegenseitige Lage der gezeichneten Graphen!

® 86 Erldutern Sie, wie man die Graphen der Funktionen
a) y=2x% b) y = —2x% c) y=%x2; dy= ﬂ%x’

aus dem Graphen der Funktion y = x? gewinnen kann!
Skizzieren Sie die Graphen dieser Funktionen in einem gemeinsamen Koordinaten-
system!

1*
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® 87 Skizzieren Sie die Graphen der Funktionen
a) y=3x7"; b) y=%x"; c)y=—-x"
Definitionsbereich sei jeweils die Menge der nichtnegativen reellen Zahlen.

® 88 Vergleichen Sie die Graphen der Funktionen y =a - x mit dem Graphen der Po-
tenzfunktion y = x! Welche Fallunterscheidung fiir a ist hier zweckmiRig?

@ 89 Stellen Sie fir jede der Funktionen a) y=% x, b) y=x2% ¢) y=120x" eine

Wertetabellefiirdie Argumente 2; 4;6;8; 10auf!
Untersuchen Sie jeweils, ob zwischen Argumenten und Funktionswerten Proportio-
nalitét oder umgekehrte Proportionalitét vorliegt!

Aus dem im Beispiel C 21 b) erwshnten Widerstandsgesetz |48t sich folgende Aussage
ableiten: Der elektrische Widerstand R von Drahten gleicher Linge, die alle aus demsel-
ben Material bestehen, ist (bei konstanter Temperatur) umgekehrt proportional zum

Querschnitt A dieser Dréhte. (Begrijndung: Die Gleichung R=£A—I kann umgeformt

werden zu R+ A =p - /. Da alle diese Drihte dieselbe Lange /und denselben spezifischen
Widerstand g haben, hat fiir jeden der Dréhte das Produkt R - A denselben Wert o-l
Auch bei jeder Funktion y = k - x~' haben die Produkte x - y aus zusammengehdrigen Ar-
gumenten x und Funktionswerten y jeweils denselben Wert k. Deshalb sind diese Funk-
tionen geeignet, den Zusammenhang zwischen umgekehrt proportionalen GréRen zu be-
schreiben. Der Definitionsbereich ist entsprechend dem jeweiligen Sachverhalt
festzulegen.

® 90 In einem Betrieb sollen zylindrische Behilter verschiedener Hohe angefertigt wer-
den, die sémtlich das Volumen V = 1000 cm? haben.
a) Geben Sie eine Funktion an, die die Abhingigkeit der Hohen dieser Zylinder
von ihren Grundfléacheninhalten beschreibt!
b) Stellen Sie diese Funktion graphisch dar!
¢) Welche Hohen haben die Zylinder fiir die Grundflacheninhalte 50 cm?, 100 cm?,
150 cm?, 200 cm??

Bereits aus Klasse 8 wissen Sie: Der Zusammenhang zwischen (direkt) proportionalen

GréRen kann durch eine Funktion y = k - x (k + 0) beschrieben werden, denn bei jeder
f

solcher Funktion ergeben alle Quotienten %)— (x + 0) denselben von Null verschiedenen

Wert k.

® 91 a) Geben Sie eine Funktion an, die die Abhangigkeit des elektrischen Widerstan-
des R von Kupferdréhten mit dem Querschnitt 1,5 mm? von der Linge / dieser
Dréhte (bei konstanter Temperatur) beschreibt!
b) Stellen Sie diese Funktion fiir 0 m = /=100 m graphisch dar! (Teilen Sie die
Achsen des Koordinatensystems geeignet ein!)
¢) Wie lang darf ein derartiger Draht héchstens sein, wenn sein Widerstand 0,5 Q
nicht tbersteigen soll?
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it G i
1. Im Bild C 29 sind Graphen von HHE T H

Funktionen mit Gleichungen der ﬁ i

Form y = ax? gezeichnet. Bestim-
men Sie fiir jeden dieser Graphen
das zugehorige a!

a) Zeigen Sie, daB der Graph der
Funktion y = ax? stets durch den
Punkt P (1; a) geht!

b) Fir welchen Wert von a geht
der Graph von y = ax?
durch den Punkt A (1; 2,7),
fiir welches a durch
B (1; —3,92)?

In welchen Quadranten verlaufen
die Graphen der folgenden Funk-
tionen? Antworten Sie, ohne die

Graphen zu zeichnen!

a) y=0,0001x b) y=—-23,4x2

c) y=3x" d) y=-2,75x"

Der Flacheninhalt eines Rechtecks
betrage 15 cm?, die Ldngen seiner
Seiten seien x cm und y cm. Driik-
ken Sie y in Abhéangigkeit von x
aus! Stellen Sie den Zusammen-
hang zwischen x und y graphisch

dar!
Bild C 29

Die Bilder C 30 (a), (b), (c) stellen Weg-Zeit-Diagramme fiir die gleichférmige Bewe-
gung einiger Flugzeugtypen dar. Beim Arbeiten mit diesen Diagrammen muR man
die unterschiedliche Teilung der Achsen beachten. — Ermitteln Sie mit Hilfe dieser Bil-
der fiir jeden der drei Typen a) die Flugzeiten fiir 300 km, 1000 km, 1200 km;
b) die Strecken, diein 0,5 h, 1,25 h, 2 h zuriickgelegt werden; c) die Gleichungen der

dargestellten Funktionen! BildC 30
(b) (c)
1050 4 2700 J 7500 ;
(%3 = - / %]
) | g N
m T = km T S km
50 900 2500

Zeit t

Zeit t

3
Zeit t




166 C Komplexe Ubungen

Komplexe Ubungen
Hinweis: Fir die in den folgenden Aufgaben auftretenden Funktionen ist R der Definitionsbereich.

1 Ergénzen Sie in der folgenden Tabelle die fehlenden Angaben!

Nr. _ Quadratische Funktion 5 Scheitel Null- Werte-
- ; der stellen bereich
y=(x+dP+e y=x*+px+q Parabel :
y=(x+47-3
y=x*-3x+4
§(-2;-2)
x=-1
x;=3
y=(x-4)
S (1 ys) alle
reellen
Zahlen mit
yz-2

2. Fiir die folgenden Funktionen sind die Gleichung der Symmetrieachse des Gra-
phen und das Monotonieverhalten anzugeben.

Nr. | Funktion : Symmetrieachse des Gra- Monotonieverhalten
; phen

y=(x+3)

y=x*-2x+1

y=(x-12+2

y=x?-8x+19

y=x?

y=6x?

3. Bestimmen Sie zeichnerisch und rechnerisch die Schnittpunkte der Graphen der
folgenden Funktionen!

a) y=x?-2x-3 und y=2x+2 b) y=x?-2 und y=—;-x2
c) y=x*—2x—4 und y=-2x? d) y=05x*—4 und y=-2x—4
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e) y=—-2x*+12x—-14 und y=05x*-x—-35 (L)
f) y=2x*+4x—4 und y=-x2+4

Gibt es Argumente, denen durch die folgenden Funktionen der Funktionswert —2
zugeordnet wird?

a) y=—-2x*+6x+8 b)y=%x2—2x+1

Von einer quadratischen Funktion f(x)=x2+ px+q (p, g € R) wissen wir, daB
f(0)= —3 und f(3) =0 ist. Geben Sie eine Gleichung der Funktion an! |l

Geben Sie Gleichungen fiir die in den Bildern C 31 und C 32 dargestellten Funktio-
nen an!

Bild C 31

Bild C 32

Stellen Sie die folgenden drei Funktionen in ein und demselben Koordinatensystem
graphisch dar, und ermitteln Sie graphisch und rechnerisch die Nullstellen!
a) y=x2-10x+23 b) y = 2x%—20x + 46 c)y=01x2—x+23

Ermitteln Sie die Nullstellen der folgenden Funktionen aus ihrer graphischen Dar-
stellung, und fiihren Sie eine Probe durch!

a) y=x'—x*-8x+8 b) y=0,1x3-0,15x2—1,8x (L)

c)y=-%x3+x?—1 L) d) y=0,2x3-0,2x2—1,2x + 1
x2—4

e) y= % (L

Ermitteln Sie fiir jede der folgenden Funktionen angenihert eine Nullstelle (3 zuver-
lassige Ziffern), indem Sie wie folgt vorgehen: Suchen Sie durch Probieren zwei
Argumente, zu denen Funktionswerte mit unterschiedlichen Vorzeichen gehéren!
Zwischen diesen Argumenten muB sich dann mindestens eine Nullstelle befin-
den.

Halbieren Sie das von Ihnen ermittelte Intervall, und arbeiten Sie mit einem geeig-
neten Teilintervall weiter! Dieses Verfahren setzen Sie so lange fort, bis Sie die
Nullstelle mit der gewiinschten Genauigkeit gefunden haben.

a) y=x3—2x2+3x-1 b) y=5x3—-6x-7 c)y=-2x3+4x-3
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10.*

12

13.

14.*

Eine Funktion y = f(x) ist auf folgende Weise festgelegt:
Jeder reellen Zahl x wird die groBte ganze Zahl y zugeordnet, fir die gilt: y < x.
a) Geben Sie die nachstehenden Funktionswerte an! :

O F(L5); f(-26) f(m); f(15)

b) Stellen Sie die Funktion im Intervall —5 =< x =5 graphisch dar!
Die Seite eines Quadrates sei 3 dm lang. Man erhélt aus dem Quadrat ein Recht-

- eck, wenn man von zwei benachbarten Quadratseiten eine um x dm verlangert und

die andere um x dm verkiirzt. Geben Sie die Abhéngigkeit des Zahlenwertes des
Flacheninhaltes des entstehenden Rechtecks von x durch eine Funktion an, und
stellen Sie diese graphisch dar!

Das Bild C 33 zeigt einen parabelférmigen Briickenbogen. Der Scheitel S befindet

sich in der Mitte des Bogens. Die Form der Parabel ist durch die Strecken
AB =100 m und OS = 10 m eindeutig bestimmt.

A o] B

a) Wihlen Sie ein geeignetes Koordinatensystem, und geben Sie die Gleichung
des Parabelbogens an!
b) Berechnen Sie die Ldnge der eingezeichneten Streben!

Ein waagerecht geworfener Kérper bewegt sich (ohne Beriicksichtigung des Luftwi-

derstandes) auf einer Bahn, die der Gleichung y = — 25
0

7 - X2 geniigt (Fallbeschleu-

nigung g =10 m-s™?. Die waagerechte Wurfgeschwindigkeit sei vo=5m-s".
Zeichnen Sie die Bahn der Bewegung fiir 0 m <= xm <20 m!

Ein unter einem Winkel von a = 45° geworfener Kérper bewegt sich (ohne Beriick-
9
vo?
geniigt. Zeichnen Sie die Bahn der Bewegung! (Fallbeschleunigung g ~10 m - 52,
Abwurfgeschwindigkeit vo =10 m - s7"). Nach wieviel Metern trifft der Kérper wie-
der auf dem Erdboden auf?

sichtigung des Luftwiderstandes) auf einer Bahn, die der Gleichung y = x — “X2

Von allen Rechtecken, die einen Umfang von u = 12 cm haben, ist dasjenige Recht-
eck mit dem gréBten Flacheninhalt zu ermitteln.

Einem gleichschenkligen Dreieck mit der Basis g =8 cm und der Héhe h, =5 cm
soll ein Rechteck mit méglichst groBem Flacheninhalt einbeschrieben werden. Wie
lang sind die Seiten des gesuchten Rechtecks?

Geben Sie eine quadratische Gleichung an, deren Lésungen doppelt (dreimal, vier-
mal) so groB sind wie die Lésungen der Gleichung x2+ x —20=0 (x € R)!

Lésen Sie die folgenden Gleichungen! (x € R)

a)  Jx=8 f) 2¢ =64 ) x(x—2) (x+3) =0
b) Vx+3 =4 9) ‘=2L5 m) %=x

O fx=T=<5 I (—3)r=—% n) x =5
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19.

20.

2.*

22.

23.

24,

25.*

26.

27.

28.

d)  Yx2=6 i) (x+5¢ =81 o) x+3 =x—4
e Yx=2 k) (x—4)-x =6x P 4(x+1)-4 =4x

Losen Sie die folgenden Gleichungen! (Schreiben Sie dazu den Term auf der linken
Seite der Gleichung als Produkt!) (x € R)

a) x3-2x*=0 (L) b) x3-x=0 (L) c) x*+3x2=0 (L)

d) x*-x?=6x=0 (L) e)x*+x*-6x?=0 (L) f) x*+2x2—48x=0 ()

Geben Sie die Lésungsmenge an!
a) 2x+1|=7(xeR) (L) o) [x+1| <3(xe2Z) (L)
b)*|x| =1 =2x (xeR) (L) d)* [2x|-1<5(xeZ) (L)

a) Jemand l6st die Gleichung y2x +5 = x + 1 (x € R) so, daR er beide Seiten der
Gleichung quadriert und die entstehende quadratische Gleichung lost. Hat er
damit die Lésungen der gegebenen Glelchung gefunden? Begriinden Sie lhre
Antwort! (L)

b) Losen Sie die folgenden Gleichungen auf die unter a) angegebene Weise! Be-
achten Sie die Probe! (xe R) (L)

(1) y2x +8 =x (2) y4x+13 =x-2 (3)3y2x+4 =9
(4) yx+5=-10 (5)3y4x +10 =4y2x + 6

" Der Mathematiker Aorian Maie LeGenDRe (1752—1833) hat den Ausdruck 2x2+ 29 an-

gegeben, der interessante Eigenschaften zeigt, wenn fiir x die natiirlichen Zahlen
von 1 bis 28 eingesetzt werden. Was fiir Zahlen erhélt man?

Welche natiirlichen Zahlen haben folgende Eigenschaft:
Multipliziert man die Summe der Quadrate mit der Differenz der Zahlen, so ergibt
sich 313 (Primzahl)?

Eine Badewanne wird in 9 min gefiillt, wenn Kalt- und Warmwasserhahn geoffnet
sind. Fiillt man die Wanne nur mit kaltem Wasser, so benétigt man 7,5 min weni-
ger, als wenn man sie nur mit warmem Wasser fiillt. In welcher Zeit fiillt jeder der
zwei Hahne allein die Wanne?

Ein gleichseitiges Dreieck mit der Seitenlinge a =8 cm soll durch einen Schnitt
parallel zu einer der Dreiecksseiten in zwei flichengleiche Teilflichen zerlegt wer-
den. In welchem Abstand von der Dreiecksseite ist der Schnitt zu fiihren?

Aus einem 50 cm langen Stahlblock mit quadratischem Querschnitt (20 cm X 20 cm)
wird ein Stahlrohr mit einer Wandstérke von 5 mm und einem lichten Durchmesser
von 120 mm gezogen. Wie lang ist das Rohr?

In welcher Entfernung vom Mittelpunkt einer Kugel mit dem Radius r = 12 cm muR
sich eine punktférmige Lichtquelle befinden, damit sie % der Kugeloberfliche be-
leuchtet?

Im Bild C 34 ist der Zusammenhang zwischen der gewihlten Durchschnittsge-
schwindigkeit und der benétigten Zeit zum Durchfahren einer Strecke AB darge-
stellt.

a) Welche Zeit benétigt das Fahrzeug bei einer Geschwindigkeit v, =20 km - h-",
v;=35km-h7", v3=45km-h"'?

b) Welche Geschwindigkeit muR gewahit werden, wenn die Strecke AB in héch-
stens einer Stunde durchfahren sein soll?
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29

30.

31.

Bild C 34 Bild C 35

c) Wie weit sind die Punkte A und B voneinander entfernt?
d) Durch welche Funktion kann der dargestellte Zusammenhang beschrieben wer-
den?

An eine Gleichspannungsquelle wurden nacheinander verschiedene Widerstande

angeschlossen. Das Diagramm (. Bild C 35) zeigt, welche Stromstérken jeweils

gemessen wurden.

a) Wie groR ist die Stromstérke bei einem Widerstand von 50 Ohm, 100 Ohm?

b) Wie groB ist die Spannung, die die Spannungsquelle liefert?

¢) Zeichnen Sie das entsprechende Diagramm fiir eine Spannung von 40 Volt!
Uberlegen Sie, wie Sie die Achsen einteilen miissen, damit die Stromstérken fiir
Widerstinde zwischen 5 Ohm und 200 Ohm abgelesen werden koénnen!

d) Erliutern Sie die Vorgénge bei einem ,KurzschluB” und bei einer der Korrosion
unterliegenden Klemmstelle!

a) Lésen Sie das folgende Gleichungssystem zeichnerisch und rechnerisch!
() y+2x =2(x,yeR)
() -—2y—2x=2

b) Betrachten Sie den Schnittpunkt der Graphen von I. und II. als Scheitelpunkt §
des Graphen einer quadratischen Funktion y =x*+px+q=0 (p, g€ R), und
geben Sie Gleichung und Graph dieser Funktion an!

c) Geben Sie die Schnittpunkte P, und P, des Graphen der quadratischen Funktion
mit der x-Achse an!

. d) Wie findet man die Koordinaten von P, und P, rechnerisch?

e) Berechnen Sie Umfang und Flécheninhalt des Dreiecks P,SP,!

a) Zeichnen Sie die Graphen der folgenden Funktionen im Intervall —3=x =3 in
ein und dasselbe Koordinatensystem!

(1)y=%x1 @y=-2x+6 (3 y=2x+6

b) Berechnen Sie die Koordinaten der Schnittpunkte der Graphen der drei Funktio-
nen, die in dem angegebenen Intervall liegen!

¢) Geben Sie die Gleichung derjenigen linearen Funktion an, deren Graph die
Schnittpunkte der Geraden (2) und (3) mit der Parabel (1) verbindet!



Komplexe Ubungen C 171

32.

33.

34.

35,

d) Berechnen Sie den Flédcheninhalt der Fliche zwischen den drei Geraden und
der Abszissenachse!
Berechnen Sie die Ldnge der Strecke AC (7 Bild C 36), wenn gegeben ist:
SA=AC+2cm; AB=3cm; BD=6cm!
S

/ :

—g,

8 0 Bild C 36 Bild C 37
9, _ 8

91lg,

Es ist das Quadrat ABCD mit der Seitenlénge a = 15 cm gegeben (.~ Bild C 37). Fer-
1

ner gilt: A, = 9 Aquadrat-

a) Ermitteln Sie die Lange der Strecke CP, = AP,!

b) Berechnen Sie die Flicheninhalte A,, A,, A;!

a) Geben Sie mindestens drei rationale Zahlen an, die zwischen dem Vorgénger
und dem Nachfolger der natiirlichen Zahl 8 liegen!

b) Gibt es fiir jede natiirliche Zahl einen Vorganger und einen Nachfolger?

c) Gegeben ist eine natirliche Zahl n (n # 0). Schreiben Sie ihren Vorgénger und
ihren Nachfolger auf!

d) Das Produkt aus dem Vorgénger und dem Nachfolger einer natiirlichen Zahl sei
483. Fir welche natiirlichen Zahlen gilt das?

e) Geben Sie alle natiirlichen Zahlen zwischen 300 und 400 an, die sich als Produkt
aus dem Vorganger und dem Nachfolger einer natiirlichen Zahl darstellen las-
sen!

Die Sehne AB eines Kreises hat vom Kreismittelpunkt M eine Entfernung von 8 cm.

Der Radius des Kreises ist um 2 cm kiirzer als die Sehne.

a) Berechnen Sie den Radius des Kreises!

b) Bestimmen Sie den Flacheninhalt des Kreises!

c) Berechnen Sie den Flacheninhalt des Dreiecks ABM!

d) Wie groRB ist der Umfang des Kreises?

€) Bestimmen Sie den Zentriwinkel 5 AMB durch Messung!

f) Berechnen Sie die Linge des Kreisbogens, der zum Zentriwinkel 4 AMB ge-
hort!

g) Konstruieren Sie das Bild des Dreiecks AMB bei der zentrischen Streckung
(M; 1,5)!

h) In welchem Verhaltnis stehen die Flécheninhalte von Original und Bild?



D Koérperdarstellung
und Kérperberechnung

Wiederholung und Erganzung

1 Geometrische Korper

e 1 Durch welche lhnen bekannten (zusammengesetzten) geometrischen Kérper wer-
den die im Bild D 1 dargestellten Gegenstdnde angenédhert beschrieben?

2
Z Y

7
O////W///////// I

Bild D 1
Aus den vorausgegangenen Klassenstufen wissen wir:
Zur angendherten Beschreibung von Gegensténden bedient man sich oft geometrischer
Koérper, wie Prismen, Zylinder, Pyramiden, Kegel oder Kugeln. Dabei wird von bestimm-
ten Eigenschaften der Gegenstidnde abgesehen (z. B. von Masse, Farbe, Oberflichenbe-
schaffenheit), aber auch von unwesentlichen Einzelheiten der Form solcher Gegen-
stande. Die geometrischen Kérper sind Idealisierungen der Wirklichkeit.
Um die genannten geometrischen Korper zu charakterisieren, kann man die sie begren-
zenden Flachen genauer beschreiben. Bestimmte geometrische Kérper kann man sich
auch durch Rotation einer ebenen Figur entstanden denken. Man muR dann diese Figur
und die Lage der Rotationsachse in bezug auf sie angeben.

e 2 Welche der Ihnen bekannten geometrischen Kérper werden von folgenden Fla-
chen begrenzt:
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a) von einer Fldche, deren sémtliche Punkte von einem festen Punkt gleichen Ab-
stand haben;

b) von einem n-Eck und n Dreiecken;

c) von einer Kreisfliche und einer gekriimmten, in die Ebene abwickelbaren Fla-
che, die in eine Spitze auslauft; .

d) von zwei kongruenten n-Ecken, die in zueinander parallelen Ebenen liegen, und
n Parallelogrammen;

e) von zwei kongruenten Kreisflachen, die in zueinander parallelen Ebenen liegen,
und einer gekriimmten, in die Ebene abwickelbaren Flache?

e 3 Beschreiben bzw. definieren Sie auf der Grundlage Ihrer Ergebnisse zum Schiiler-
auftrag D 2, was man unter Prismen, Zylindern, Pyramiden, Kegeln und Kugeln
versteht!

e 4 Beschreiben Sie die im Bild D 2 dargestellten geometrischen Kérper! Nennen Sie
Grund- bzw. Deckflachen!
) Bild D 2

AT

(ail

(e (fi

e 5 Skizzieren Sie je ein Kérpernetz fiir ein dreiseitiges Prisma, fiir einen Zylinder, fir
eine quadratische Pyramide sowie fir einen Kegel! Schraffieren Sie jeweils den
Mantel! -

e 6 Welche der lhnen bekannten geometrischen Kérper sind Rotationskérper? Von
welchen ebenen Figuren kénnen sie erzeugt werden? Wie liegt die Rotationsachse
zu diesen Figuren?

Wir wissen: Bei Prismen, Zylindern, Pyramiden und Kegeln unterscheidet man jeweils ge-
rade und schiefe. Prismen oder Pyramiden, die gerade sind und zudem ein regelméBiges
n-Eck als Grundfliche haben, nennt man regelméaBige Prismen bzw. regelméBige Pyrami-
den.

® 7 Vergleichen Sie bei den folgenden Kérpern jeweils ,gerade” und ,schiefe”! Beach-
ten Sie dabei die angegebenen Gesichtspunkte!
a) Prismen (Lage der Seitenkanten beziiglich der Grundfliche)
b) Zylinder und Kegel (Lage der Achse beziiglich der Grundfléche)
c) Pyramiden (Vorhandensein eines Mittelpunktes der Grundfliche und Lage der
Héhe in bezug auf diesen)
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Aufgaben
T Geben Sie fiir jeden der im Bild D 3 durch ein Schrégbild dargestellten Kérper den
Namen an!
Bild D 3
ta) (b) lc)

2 Ein Hohlziegel (-~ Bild D 4) kann z. B. durch den geometrischen Kérper ,Quader”
angendhert beschrieben werden. Bei welcher der folgenden Aufgabenstellungen
erweist sich dieser Korper als ein geeignetes mathematisches Modell?
a) Bestimmung des Bedarfs an Ziegelton zur Herstel-
lung

b) Bestimmung der Anzahl der Steine fiir eine Mauer

c) Bestimmung des Transportraums auf einem LKW

d) Bestimmung der Masse eines Steins bei bekannter Z Z
Dichte

Bild D 4

3 Im Bild D 5 sind fiinf Netze von Kérpern dargestellt. Geben Sie, wenn méglich, je-
weils den genauen Namen des Korpers an! Bild D 5

(a)

(bl

(el

(d) (el
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a) Nennen Sie alle Kanten des Quaders im Bild D 6, die zur Kante AB (bzw. CG)
parallel, senkrecht bzw. windschief sind!

b) Fihren Sie die gleiche Betrachtung fiir die Kante 1K (bzw. KS) der quadrati-
schen Pyramide in Bild D 7 durch!

Bild D 6 Bild D 7
A B K

Welche der fiinf Netze geh6ren zu dem abgebildeten Spielwiirfel? (7 Bild D 8)

e T EEE]
CEET 7

Bild D 8

Um welche geometrischen Kérper kann es sich im Bild D 9 handeln? Beschreiben
Sie ihre Grundfldchen!

oll=
AN

AN

BildD 9

la) O

(c) (di
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2 Volumen und Oberflacheninhalte

Wir kennen bereits fiir einige Kérper Formeln zur Berechnung von Volumen und Oberfla-
cheninhalt:

Fiir den Oberflacheninhalt der Kugel gilt: Ag=4mr? .

(a)
(d)

(b)

h=r

e8

Bild D 10

Entwickeln Sie aus den im Bild D 10 angegebenen Formeln zur Volumenberech-

nung die speziellen Formeln fiir die Berechnung des Volumens

a) eines Quaders mit den Kanten a, b, c;

b) eines Zylinders mit dem Grundkreisradius r und der Héhe h;

c) einer Kugel mit dem Durchmesser d;

d) einer Pyramide mit quadratischer Grundflache, der Grundkante a und der Ho-
he h!

Entwickeln Sie aus den entsprechenden Formeln (Bild D 10) die speziellen Formeln
zur Berechnung des Oberflacheninhaltes

a) eihes Quaders mit den Kanten a, b, c;

b) eines Wiirfels mit der Kante a;

c) eines ;ylinders mit dem Grundkreisradius r und der Hohe h!

Aufgaben

(5

Berechnen Sie Volumen und Oberfléacheninhalt eines Prismas, das als Grundflache
ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten a=3,2cm und b=5,1 cm und die
Kérperhdhe h = 12,3 cm hat!

Welche Masse haben 13,50 m L-Stahl, wenn die Dichte des Materials 7,85 g cm™*
betragt (-~ Bild D 11)?
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3. Welche Masse haben 12,0 m T-Stahl, wenn die Dichte des Materials 7,85 g - cm™3
betragt (-7 Bild D 12)?

4. In einem Chemiebetrieb stehen zylindrische Behalter mit 1,20 m Durchmesser und
2,00 m Hohe (InnenmaRe). Uberpriifen Sie, ob ein solcher Behalter 3000 kg Na-
tronlauge (Dichte 1,25 c?n’) fassen kann!

5. Aus einer Bleikugel (r=6 cm) wird ein Gegenstand von der Form eines geraden
Kreiskegels gegossen (Kérperhéhe 30 cm). Berechnen Sie den Radius des Grund-
kreises des Kegels! Welchen Oberflacheninhalt hat dieser Kegel?

6. Ein rechteckiges Stiick Blech mit den Seitenldngen a und b wird zu einem zylindri-
schen Rohr zusammengebogen. Die Lénge des Rohres sei b. Geben Sie das Volu-
men des Rohres an, wenn 2a = b ist!

7. Ein zylinderformiges Werkstiick aus Stahl (d=h=75mm, 0=7,8 g- cm3) wird
so bearbeitet, daB daraus eine Kugel entsteht, die den gleichen Durchmesser wie
der Zylinder hat. Berechnen Sie die Masse des Abfalls, der bei dieser Bearbeitung
entsteht! Geben Sie die Masse in Gramm an!

8.* a) Berechnen Sie den Inhalt der Oberfla-

che und das Volumen des Korpers, o
dessen Netz im Bild D 13 dargestellt
ist!
b) Wie bezeichnet man diesen Kérper? e g
c) Ergédnzen Sie diesen Kérper zu einem
Quader mit kleinstméglichem Volu- 40
men, und geben Sie das Volumen und
ein Netz des Ergdnzungskorpers an!
d) Zeichnen Sie ein Schrigbild des Qua-
ders (einschlieBlich der Schnittfla-
che)!

9.7  Der Oberflicheninhalt eines Wiirfels und
der einer Kugel betragen je 1 m% Wel- Bild D 13
cher der beiden Korper hat das gréBere 5 ! 1
Volumen? o

10.* Einem oben offenen wiirfelfsrmigen Behélter fur Flussigkeiten von 1 m Kanten-

lange hat man unter eine Bodenkante eine Unterlage gegeben, so daR diese Kante
10 cm haher liegt als die gegeniiberliegende Bodenkante. Wieviel Kubikdezimeter
Flissigkeit befinden sich in diesem Behalter, wenn er maximal gefillt ist?

12 000905-1



178 D Wiederholung und Ergénzung LE3

3 Schrégbilder und Zweitafelbilder

Sowohl praktische als auch rein mathematische Problemstellungen machen es haufig er-
forderlich, Kérper zeichnerisch darzustellen. Eine Zeichnung bzw. Skizze unterstiitzt oft
das Losen von Aufgaben zur Kérperberechnung. Manche Aufgaben — wie z. B. die Be-
stimmung des Neigungswinkels einer Seitenflaiche einer Pyramide zur Grundflache —
kénnen wir vorlaufig nur zeichnerisch I6sen.

Als eine Abbildung von Punkten des Raumes auf Punkte einer Ebene haben Sie die Pro-
jektion kennengelernt (7 LB 7, S. 108ff.).

® 10 Erldutern Sie anhand des Bildes D 14
die Begriffe Original, Bild, Bildebene,
Projektionsgerade und Projektion! Er-
klaren Sie auch, warum die Projektion
eine eindeutige, aber nicht eineindeu-
tige Abbildung ist!

-
Projektionsgerade

Bild D 14

Wir werden hier ausschlieBlich die Parallelprojektion benutzen, bei der bekanntlich alle
Projektionsgeraden zueinander parallel verlaufen. Wir kennen die schrége Parallelprojek-
tion und die senkrechte Projektion.

@ 17 Wie nennt man das Bild eines Korpers bei schriger Parallelprojektion? Wie nennt
man es bei senkrechter Projektion? Fiir welche Projektion wiirden Sie sich ent-
scheiden, wenn Sie beabsichtigten,

a) daB man sich den dargestellten Kérper anhand des Bildes méglichst gut vorstel-
len kann,

b) daR man dem Bild ,Abmessungen” des Kérpers méglichst leicht entnehmen
kann?

Wir erinnern uns: Bei der Parallelprojektion lassen sich die Bilder von Strecken, die paral-
lel oder senkrecht zur Bildebene liegen, besonders einfach konstruieren. Deshalb ist es
glinstig, beziiglich der Bildebene eine Breiten-, eine Héhen- und eine Tiefenrichtung zu
unterscheiden. Soll das Bild eines Kérpers gezeichnet werden, so stellt man ihn zweck-
méBigerweise so zur Bildebene, daB mdglichst viele seiner Kanten in diesen speziellen
Richtungen verlaufen.

Bilder bei senkrechter Projektion machen besonders deutlich, daB die Projektion zwar
eine eindeutige, aber keine eineindeutige Abbildung ist.

® 12 Welche Kérper
konnten durch die
Risse im Bild D 15
dargestellt sein?
Welche Méglichkei- (g (b) ic)
ten kennen Sie, ei-
nen RiB so zu ergénzen, daR aus dem Bild eindeutig auf das Original geschlossen
werden kann?

Bild D 15
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@ 13 Welche Kanten des Originalkérpers im Bild D 16 verlaufen in Breiten-, Héhen- bzw.
Tiefenrichtungbeziglich derjeweils gewahlten Bildebene? Beschreiben Sie, wie diese
speziellen Kantenabgebildetwerden!

Bild D 16

H,D' K' Gl,¢!

£,A . g

Bei der senkrechten Zweitafelprojektion werden zwei senkrechte Projektionen auf zuein-
ander senkrechten Bildebenen vereinigt (- Bild D 17). In den meisten Féllen ist es mog-
lich, sich anhand des Zweitafelbildes das Original vorzustellen.

Bild D 17
I _r] p T A T pr
§ [z
S / ——
74 4 f
A ( |
| A
1T —— [ A~
® 14 Welche Kérper sind durch die Zweitafelbilder im Bild D 18 dargestellt? Bild D 18

(a) (b) (c) (e)

A o D O
[ L 11O

12+
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Sind allerdings die Bildebenen ungiinstig gewahlt, so gehen auch beim Zweitafelbild In-
formationen verloren. So kann im Bild D 18(e) sowohl ein Quader als auch ein liegender
Zylinder dargestellt sein. Wahlt man eine andere Lage des Korpers zur AufriB- bzw.
Grundriebene, so ist der dargestellte Kérper besser erkennbar (-7 Bild D 19). Beim L6-
sen von Aufgaben aus der Stereometrie kénnen sowohl Schrégbilder als auch Zweitafel-
bilder niitzlich sein. Deshalb steht man oft vor der Aufgabe, von einer Darstellung zur an-
deren iiberzugehen.

Bild D 19 Bild D 20 Bild D 21

® 15 Zeichnen Sie fiir den im Bild D 20 dargestellten Kérper ein Schragbild!
e 16 Stellen Sie den im Bild D 21 gegebenen Kérper durch ein Zweitafelbild dar!

Aufgaben

[
]

8
z 0
g i = ‘ 3 1—\‘3

i, abene -

Bild D 22

% Nach welchem der vier Grundrisse wurde das Haus erbaut (7 Bild D 22)?
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2. Die Skizze im Bild D 23 zeigt ein gerades Prisma im Grund- und AufriB. Die MaRe
des Prismas sind AB=a=5,0cm; AE=BE=s=6,5cm; BC=/=14,0 cm.
a) Zeichnen Sie ein Schrigbild dieses Kérpers!
b) Berechnen Sie den Oberflicheninhalt dieses Prismas!

Eifn

Bild D 23 Bild D 24

A E!

3. Skizzieren Sie ein Zweitafelbild des im Bild D 24 gegebenen Kérpers!

4.+ Skizzieren Sie fur jeden der tl Ib) i)
drei im Bild D 25 durch ein o
Zweitafelbild gegebenen Kor- —’

per ein Schrégbild!

Bild D 25

5.* Im Bild D 26 sind von fiinf Kérpern Zweitafelbilder gegeben. In welchen Fillen

kann es sich dabei um Kreiszylinder handeln?

(O,O O Tg FI T
o= |0

Bild D 26
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4 Darstellung von Zylinder, Kegel und Kugel

® 17 Zeichnen Sie von jedem der folgenden drei Kérper ein Zweitafelbild!
a) gerader Kreiszylinder (Grundkreisradius 2,5 cm, Héhe 6 cm)
b) gerader Kreiskegel (Grundkreisradius 3 cm, Héhe 5 cm)
c) Kugel (Durchmesser 4 cm)

Sollen Zylinder oder Kegel durch Zweitafelprojektion abgebildet werden, so kann man
die Bildebenen stets so legen, daB sich Grund- und Aufrif nur aus Kreisen und Strecken
zusammensetzen. Das Zweitafelbild einer Kugel besteht immer nur aus zwei kongruenten
Kreisen.

Im Schrégbild dagegen werden Kreise meist verzerrt abgebildet. Die Bilder von Kreisen
bei schréger Parallelprojektion nennt man Ellipsen. Solche Ellipsen kénnen wir nihe-
rungsweise zeichnen, wenn wir fir hinreichend viele Punkte des abzubildenden Kreises
die Bildpunkte bestimmen und diese miteinander verbinden.

W 1 Essoll das Schrégbild eines auf seiner Grundflache stehenden geraden Kreiskegels
mit dem Grundkreisradius r und der Kérperhéhe h gezeichnet werden.
Losung:
(1) Wir zeichnen die Grundfldche in wahrer GréRe und Gestalt (7 Bild D 27(a)). In
diesen Kreis k zeichnen wir den Durchmesser AB ein, der in Breitenrichtung
beziiglich der Bildebene verlduft, und senkrecht zu diesem Durchmesser ei-
nige Sehnen. Diese Sehnen verlaufen in Tiefenrichtung.

(2) Wir zeichnen das Schrégbild des Durchmessers AB und der eingezeichneten
Sehnen (7 Bild D 27(b)). Die Endpunkte der Bilder der Sehnen liegen alle auf
dem Bild des Kreises k. Wir verbinden sie durch eine gekrimmte Linie, die
auch durch A und B verlduft (und die keine Knicke haben darf), und erhalten
naherungsweise das Bild des Kreises k.

Das Bild der Spitze S des Kegels liegt auf der Mittelsenkrechten der Strecke AB
und hat vom Mittelpunkt dieser Strecke den Abstand h.

Wir kénnen nun die Bilder einiger Mantellinien des Kegels zeichnen, indem
wir § mit den soeben konstruierten Ellipsenpunkten verbinden. Es geniigt je-
doch, diejenigen Strecken anzugeben, die das Bild des Kegels begrenzen.
Diese liegen auf den beiden Tangenten vom Punkt S an die Ellipse. Auch diese
Tangenten kénnen wir hier nur ndherungsweise zeichnen, indem wir das Li-
neal ,nach AugenmaRB” an die Ellipse anlegen.

AbschlieBend kennzeichnen wir sichtbare und verdeckte Linien (.~ Bild

D 28) s

(al (bl Bild D 27 Bild D 28
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e 18 Ein gerader Zylinder mit dem Grundkreisdurchmesser d = 5 cm und der Hohe

h =6 cm soll

a) vor der Bildebene auf seiner Grundfliche stehen;

b) so vor der Bildebene liegen, daB seine Achse parallel zur Bildebene verlauft;

c) so vor der Bildebene liegen, daB seine Achse senkrecht zur Bildebene ver-
lauft.

Zeichnen Sie jeweils ein Schrigbild des Zylinders!

Wir haben hier Ellipsen als Schrégbilder von Kreisen kennengelernt. Schréagbilder von
Kugeln sind ebenfalls Ellipsen. Ellipsen kénnen aber auch entstehen, wenn Zylinder oder
Kegel von einer Ebene geschnitten werden. Man beobachtet das z. B. in einem Fleischer-
laden, wenn eine zylinderférmige Wurst schrag angeschnitten wurde.

Beim Zeichnen von Ellipsen ist man meist auf
Néherungskonstruktionen angewiesen. Solche
Konstruktionen nutzen aus, daR jede Ellipse zwei
aufeinander senkrecht stehende Symmetrieach-
sen und zwei sogenannte Brennpunkte hat. Bei-
spielsweise legt ein Gértner ein ellipsenférmiges
Beet wie im Bild D 29 angedeutet an.

Bild D 29

Aufgaben

1.

Zeichnen Sie das Schrégbild eines Kegels mit dem Grundkreisradius r = 2 cm und
der Héhe h = 1,5 cm!

Skizzieren Sie das Schrégbild eines schiefen Kreiszylinders!

Einem geraden Kreiszylinder sei ein gerader Kreiskegel aufgesetzt. Grundkreisra-

dius des Zylinders, Grundkreisradius des Kegels, Zylinderhhe und Kegelhéhe sol-

len jeweils 4 cm betragen.

a) Skizzieren Sie ein Schrégbild dieses Kérpers!

b) Bei Rotationskérpern zeichnet man mitunter auch Schrégbilder mit dem Verzer-
rungswinkel 90° und dem Verzerrungsverhiltnis % Zeichnen Sie solch ein
Schrégbild des gegebenen Kérpers!

Bild D 30 zeigt das Zweitafelbild eines Kérpers.

a) Skizzieren Sie ein Schrigbild dieses Kérpers!

b) Stellen Sie Ihr Lehrbuch ,auf den Kopf”, so daB das Zweitafel-
bild um’ 180° gedreht erscheint! Zeichnen Sie jetzt ein ent-
sprechendes Schrégbild!

Bild D 30
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5 Bestimmung von Strecken und Flachen an Kérpern

Es soll ein Modell fiir die im Bild D 31(a) dargestellte dreiseitige Pyramide gebastelt wer-
den. AuBerdem sind Oberflacheninhalt und Volumen dieses Kérpers zu bestimmen.
Wenn wie in dieser Aufgabe Abmessungen eines Kérpers einem Zweitafelbild entnom-
men werden miissen, kann es notwendig werden, fiir bestimmte Strecken ihre wahre
Lénge zu ermitteln. Zur Lésung dieser Grundaufgabe haben Sie sowohl zeichnerische als
auch rechnerische Verfahren kennengelernt. )

Diese Verfahren nutzen aus, daR die interessierende Strecke, ihr GrundriR und die bei-
den Projektionsgeraden durch ihre Endpunkte in einer gemeinsamen Ebene liegen und in
dieser Ebene ein rechtwinkliges Trapez bzw. Dreieck begrenzen.

(al g

(b) !
1
1
|
|
i
\
1
\
P
A g A
1 s
/\
A| \ \\

A

B

Bild D 31
m 2 Die Linge der Strecke AS kann wie folgt bestimmt werden:
@) zeichnerisch:
Losungsidee: Die Ebene durch die Punkte A, S, A’ und S’ wird um die Gerade
A'S" in die GrundriBebene geklappt (-7 Bild D 32).
Lésung: ~ Bild D 31(b) Ergebnis: AS = 3,6 cm
b) rechnerisch:

Lésungsidee: Wir denken uns eine Parallele zu A’S’ durch den Punkt A. Diese
schneidet die Gerade SS’ in einem Punkt F. (Hier ist F zugleich der FuRpunkt der



LE5 __Wiederholung und Ergénzung D 18

Kérperhohe.) Das Dreieck Bild D 32
AFS ist rechtwinklig mit
dem rechten Winkel bei F. /‘
Nach dem Satz des Pythagoras f
gilt: AS?= AF?+ SF2. /
Lésung: Wegen AF = A’S’ /
entnehmen wir dem Grund- )
riB AF = 1,6 cm. SF ergibt / |
sich als Differenz der dem /'

Aufri entnommenen 7 . e
Héhen von A bzw. S tiber fa T
der GrundriBebene:

SF =3,2 cm. Wir erhalten

=(1,6 cm)’ + (3,2 cm)’.

Ergebnis: AS = 3,6 cm.

Bemerkung: Das fiir die Berechnung benétigte rechtwinklige Dreieck findet man mitunter

schneller, wenn man zunichst die zeichnerische Losung skizziert.
Waurden fiir die im Bild D 31(a) dargestellte Pyramide auch die Langen der Strecken BS
und CS ermittelt, so kann man ein Kantenmodell dieses Kérpers (z. B. aus Trinkréhrchen)
bauen. Legt man jedoch Wert auf ein aus Pappflachen zusammengesetztes Modell, so ist
die wahre GrdBe und Gestalt der Seitenflichen der Pyramide zu ermitteln. Dafiir kann
man die bereits bestimmten Kantenldngen nutzen. Beispielsweise a8t sich das Dreieck
ABS aus den Strecken AB, BS und AS nach dem Kongruenzsatz (sss) in wahrer GréBe

und Gestalt konstruieren.
@ 19 Zeichnen Sie ein Netz der Pyramide aus Bild D 31(a), versehen Sie es mit Klebefal-
zen, und kleben Sie es zu einem Kérpermodell zusammen!

® 20 Berechnen Sie Volumen und Oberflicheninhalt der Pyramide aus Bild D 31(a)!

Die wahre GréRe und Gestalt der Pyramidenseitenflichen hétten wir auch mit Hilfe eines
Stutzdreiecks konstruieren kénnen. Bei unregelméBigen Vielecken oder krummlinig be-
grenzten ebenen Figuren als Seitenflichen eines Korpers sind wir auf diese Methode so-
gar angewiesen.
@ 21 Erlautern Sie am Beispiel der ¢
Ebene, in der das Dreieck 1
ABS liegt, die Begriffe
,Hohenlinie”, ,Fallinie” und
,Stutzdreieck”! o
® 22 Beschreiben Sie die Konstruk- | 3
tion der wahren GréRe und / —
Gestalt der Seitenfliche ABS
mit Hilfe eines Stiitzdreiecks! | g, /
Verwenden Sie dazu das Bild / P +ABC
D 33; hier wurde das Dreieck | A 4
ABS um die durch AB verlau- [ / <
fende Hoéhenlinie in eine zur |
GrundriBebene parallele 1%
Ebene geklappt.

S

Bild D 33
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Aufgaben

1

2]

Gegeben ist ein Quader, der von einer Ebene in den Punkten P, Q, R, S geschnitten
wird (~Bild D 34). Dabei ist AB = BC =6,0 cm; AE =7,0 cm; AP = DQ = 5,0 cm;
ES=HR=2,0cm.

a) Zeichnen Sie ein Zweitafelbild des Quaders einschlieBlich der Schnittfigur!

b) Konstruieren Sie die Schnittfigur in wahrer GréRe und Gestalt!

c) Berechnen Sie die Linge der Strecke PS !

o g
H G
I Y G
E v
i 3 A “
I 1/
L /
DI /1D
)——\— ~Jc A =y 4 A By
4 7
z \ 4 N
A 8 A 8 FiC
Bild D 34 Bild D 35
DA
Bild D 36
Bild D 35 zeigt ein Schrigbild eines Wiir- E8

fels. Die Kantenlénge AB sei 50 mm. Be-
rechnen Sie die Lange der Strecke

AM (L

Zeichnen Sie die Schnittfliche GHIK im ]
Zweitafelbild D 36 in wahrer GréBe und

Gestalt! Berechnen Sie ihren Flachen-

inhalt!

AG = DI =14 mm

AB = BC = DF = 20 mm

CF =27 mm Bild D37

Berechnen Sie den Inhalt der ‘Schnittfl4-
che ABF im Schrégbild D 37 (Skizze; MaR-
angaben in Millimetern)!

Berechnen Sie die fehlenden Stiicke der gegebenen geraden Kreiskegel!

T . h s Ay Ao v

53 cm 17,8cm

12,3cm 17,7 cm

3,8cm 18,4 cm?®

10 cm 300 cm?
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6.  Das Bild D 38 zeigt das Schragbild Bild D 38
eines Walmdaches (Skizze; MaBan-
gaben in Metern).

a) Zeichnen Sie ein Zweitafelbild
des Walmdaches im MaRstab
1:100!

b) Konstruieren Sie im MaBstab
1:100 die wahre GréRe und Ge-
stalt einer dreieckigen Seitenfla- - -
che dieses Daches!

7.*  Einem Wiirfel mit der Kantenlidnge a seien eine Kugel einbeschrieben und eine
zweite Kugel umbeschrieben. Wie verhalten sich die Volumina dieser drei Kérper
zueinander?

Berechnung und Darstellung zusammengesetzier Kérper

6 Volumenberechnung bei zusammengesetzten
Korpern

Bei praktischen Anwendungen treten hiufig Korper auf, die sich aus von uns bereits be-
handelten Kérpern zusammensetzen. Das Volumen des Gesamtkérpers berechnet sich
dann als Summe der Volumina der einzelnen Teilkdrper.

W3 Das Volumen und die Masse der dargestellten Welle aus Stahl (g =7,85 L)

cm?
sind zu berechnen (7 Bild D 39).

Bild D 39  MaBangaben in Millimetern
Lésung:
Sinnvolle Genauigkeit des Ergebnisses: 2 zuverlassige Ziffern
Uberschlag: Der Kérper entspricht etwa einem Zylinder mit einem Radius von 3 cm
und einer Héhe von 65 cm.
V =~ - 32cm?- 65 cm ~ 30 - 60 cm® = 1800 cm?

m=~2000cm?®-8 =16 kg
cm
Gleichungen:
V= Vg + Vgt Vot Vy, (Vz — Volumen des Zylinders)

V=m-rihy+m-rihy+m-rithy+m-rih,
V =m- (réhy + rihy+ rihs + rihy)
m=V-p



188 D Berechnung und Darstellung zusammengesetzter Kérper LE6

Ablaufplan:
38X 2034 EX) 10325 FX 30H2 EX 5 EE@ME [1720.022]
V (%) 7,85 (=) [13502.172]

Ergebnis: Das Volumen der Welle betragt 1,7 dm?, ihre Masse 14 kg.
(Dieses Ergebnis liegt in der GroBenordnung des Uberschlags.)

Oft |&Bt sich ein Kérper, dessen Volumen berechnet werden soll, mit Hilfe geeigneter £r-
génzungskdrper zu einem geometrischen Kérper zusammensetzen, fiir den wir eine Vo-
lumenformel kennen. Dann ergibt sich das Volumen des gegebenen Kérpers als Diffe-
renz der Volumina von Gesamtkorper und Ergédnzungskérper.

® 4 Das Volumen des im Bild D 40 skizzierten Werkstiicks |4Rt sich wie folgt berechnen
(Vq — Volumen des Quaders; V; — Volumen des Zylinders):
V=Vy-2-V,

2
Vg s bel=goa ek

' L= ’

® 23 Berechnen Sie das Volumen des im i /}—— __J‘-_ "‘i =
Bild D 40 skizzierten Werkstiicks! Wel- $ |7 —LI :
che Masse hat ein solches Werkstiick ;
g ~ = o
tahl (0 =7,85 ?
SN (Q cm3) Maflangaben in Millimetern Bild D 40
Aufgaben
3 Je zwei der im Bild D 41 skizzierten Bauteile ((a), (b), ..., (I), (m)) bilden zusammen-
gesetzt einen Wiirfel. Welche sind das jeweils? Bild D 41
lal (b) ([d] (d)
(e (f) (g} th)
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2 Ein Korper ist aus einem Quader und einer
geraden Pyramide zusammengesetzt (7 Bild
D 42). Berechnen Sie sein Volumen!

Bild D 42  Mafangaben in Zentimetern

3 Ein Werkstiick besteht aus einem zylinderférmigen und einem aufgesetzten kegel-
formigen Teil mit gleichen Grundkreisdurchmessern d = 22,0 mm. Die Héhe des
Zylinders betragt h, = 51,0 mm, die des Kegels h¢ = 27,0 mm. Berechnen Sie Vo-

lumen und Masse des Werkstiicks (g =7.80 ci’) !

4. Ein gerader Kreiszylinder mit der Héhe h und dem Durchmesser d stehe auf seiner
Grundfliche. Auf seiner Deckfliche sei eine Halbkugel mit dem gleichen Durch-
messer aufgesetzt.

a) Zeichnen Sie den AufriB eines solchen zusammengesetzten Kérpers fiir
d=h=4,4cm!

b) Berechnen Sie das Volumen dieses Kérpers fir d=h=4,4cm! (L)

¢) Bei einem anderen so zusammengesetzten Kérper soll das Volumen des Zylin-
ders genau so groB wie das der Halbkugel sein. Berechnen Sie die Hohe dieses
Zylinders fiir d=4,4 cm !

5. Das Bild D 43 zeigt ein Werkstiick aus Stahl (g =7,85 9 ) das aus einem qua-

cm® )’
derférmigen und einem zylinderférmigen Teil besteht. Berechnen Sie seine
Masse!
Bild D 43 Bild D 44

MaRangaben in Millimetern Maflangaben in Millimetern
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6. Bild D 44 zeigt das Schragbild eines Maschinenteils (Schlittenfiihrung). Skizzieren
Sie seinen GrundriB! Berechnen Sie das Volumen des Maschinenteils!

7. Berechnen Sie Oberfldcheninhalt und Volumen der in den Bildern D 45 und D 46
dargestellten Kérper!

Bild D 45 Bild D 46

8.°  Ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten a = 1,5 dm und b = 3,6 dm dreht sich
um die Hypotenuse. Berechnen Sie Volumen und Oberflicheninhalt des Rotations-
korpers!

7 Berechnung und Darstellung von Pyramiden-
und Kegelstiimpfen
Eine sechsseitige Pyramide mit einem Volumen von 576 cm? B”g D47 s

werde in halber Héhe parallel zur Grundfliche zerschnitten
(-~ Bild D 47). Welches Volumen hat die Restpyramide?

Wir berlegen: Auf jeder Seitenfldche der Pyramide liegen Grund-
kante und Schnittkante zueinander parallel und bilden zusammen
mit den beiden Seitenkanten eine Strahlensatzfigur. Eine weitere
Strahlensatzfigur erhalten wir, wenn wir uns z. B. durch die Sei-
tenkante SF und die Pyramidenhéhe eine Ebene gelegt denken.
Indem wir auf jede dieser Strahlensatzfiguren den ersten Strah-
lensatz anwenden, bekommen wir
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Wir diirfen uns demnach die Restpyramide aus der gegebenen Pyramide durch zentri-
sche Streckung entstanden denken mit dem Streckungszentrum S und dem Streckungs-

faktor k =% . Weil damit Pyramide und Restpyramide &hnliche Kérper mit dem Ahnlich-

keitsfaktor k :% sind, gilt fir ihre Volumina V und V, die Beziehung
Vo=k3- V.

e 24 a) Berechnen Sie das Volumen der Restpyramide!
b) Den wievielten Teil des Grundfldcheninhalts der Pyramide betrégt der Inhalt der
Schnittfliche? Begriinden Sie lhre Antwort!
c) Eine von den Grundkanten der Pyramide habe eine Lénge von 4 cm. Wie lang
ist die ihr entsprechende Schnittkante?

@ 25 Ein gerader Kreiskegel mit einem Oberflacheninhalt von 600 cm? werde in halber
Haohe parallel zur Grundfliche zerschnitten. Wie groB ist der Oberflacheninhalt des
Restkegels?

Wird eine Pyramide durch eine zur Grundfliche parallele Ebene geschnitten, so zerfallt
sie in einen Pyramidenstumpf und die zum Stumpf gehérende Ergénzungs- oder Restpy-
ramide (7 Bild D 48). Wenn ein Kreiskegel durch eine zur Grundflache parallele Ebene
geschnitten wird, so entsteht ein Kegelstumpf und ein zum Stumpf gehorender Ergén-

zungs- oder Restkegel (-7 Bild D 49). BildiDi48 Bl D48

<> T

@ 26 Beschreiben Sie allgemein einen Pyramidenstumpf, indem Sie seine Begrenzungs-
flichen kennzeichnen!

®m 5 Ein gerader quadratischer Pyramidenstumpf habe Grundkanten a = 6 cm, Deck-
kanten b = 3 cm und die Hohe h = 4 cm. Es sollen a) ein Zweitafelbild, b) ein
Schragbild dieses Kérpers gezeichnet werden.

Lésungsidee:

Eine besondere Lage des Kérpers ist nicht vorgeschrieben. Der Einfachheit halber
wird die Grundfliche des Stumpfes so angenommen, daB sie in der GrundriBebene
liegt und eine Grundkante parallel zur AufriBebene ist.

Im Zweitafelbild sind der GrundriR der Grundfliche und der GrundriR der Deckfla-
che &hnliche Figuren in Ahnlichkeitslage (Bild D 50). Ahnlichkeitspunkt ist dabei
der Grundri@ der Spitze der Gesamtpyramide, der Ahnlichkeitsfaktor betragt

k=;=%. Gleiches gilt fir die Bilder von Grundfliche und Deckflache im
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j\ Bild D 50 Bild D 51
d
E

Bild D 52

ALD guch I
0 - (el
o ¢ A B
Mafstab 1:2
Er Er
A g 1
Mafstab 1:2

Schrégbild (-~ Bild D 51). Dies kann man fir eine Zeichenkontrolle nutzen: Im
Zweitafelbild wie im Schrégbild miissen sich die Verlangerungen der Bilder der
Seitenkanten des Stumpfes in einem Punkt (dem Bild der Spitze der Gesamtpyra-
mide) schneiden.

© 27 Gegeben sei ein gerader Kreiskegelstumpf, dessen Grundflache einen Radius von
5 cm und dessen Deckflache einen Radius von 3 cm habe, die Hohe des Stumpfes
sei 2cm.
a) Zeichnen Sie ein Zweitafelbild des Kérpers!
b) Skizzieren Sie das Schrégbild des Kérpers!

© 23 Ein gerader Kreiskegel mit einem Grundfldcheninhalt A; = 48 cm? und der Hohe
h =20 cm wird 5 cm von der Spitze entfernt durch eine zur Grundfliche parallele
Ebene geschnitten. Berechnen Sie das Volumen des entstehenden Kegelstump-
fes!

Bei Berechnungen an Pyramiden- oder Kegelstimpfen ist es oft zweckmaBig, den aus
Stumpf und zugehorigem Ergénzungskdrper zusammengesetzten Gesamtkdrper zu be-
trachten. Wie ist z. B. bei Berechnungen am Kegelstumpf zu verfahren, wenn uns der Er-
génzungskegel bzw. der Gesamtkegel nicht gegeben ist?

B 6 Der Stumpf eines geraden Kreiskegels habe einen Grundflichendurchmesser
d, = 9cm, einen Deckflaichendurchmesser d, = 6 cm und die Hohe h = 5 cm.
Welche Hohe hat der Gesamtkegel?

Lésungsidee:

Der Gesamtkegel und der Ergénzungskegel sind zueinander hnliche Kérper. Dem-
zufolge stehen einander entsprechende Strecken im selben Verhiltnis (7 Bild
D 52).
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LE7
Losung:
T o I x=15cm
x—h d, x—-5cm 6cm ——
Ergebnis: Die Hohe des Gesamtkegels betrédgt 15 cm.
® 29 Der Stumpf einer regelmaBigen vierseitigen Pyramide habe Grundkanten

a = 6 cm, Deckkanten b = 4 cm und die Héhe h = 3 cm. Welche Héhe und wel-

ches Volumen hat die Gesamtpyramide?

@ 30 Das Volumen von Pyramidenstimpfen und Kreiskegelstimpfen l&Rt sich auch mit

Hilfe der Gleichung

V= —13— ~h - (As+ YAcAp + Ap) (-~ Tafelwerk S. 17)

berechnen, die hier nicht hergeleitet werden soll. Dabei bezeichnen Ag den Inhalt

der Grundfliche, A den der Deckflache und h die Héhe des Stumpfes.

a) Berechnen Sie mit Hilfe dieser Gleichung das Volumen des im Schiilerauftrag
D 29 gegebenen Korpers!

b) Denken Sie sich beim Kreiskegelstumpf den Radius der Deckflache zundchst im-
mer groRer werdend, bis er schlieBlich gleich dem Radius der Grundfléche ist,
dann immer kleiner werdend, bis er schlieBlich gleich Null ist. Was fiir ein Kér-
per ist jeweils entstanden und was ist aus der angegebenen Gleichung fiir das
Volumen geworden? .

¢) Stellen Sie entsprechende Uberlegungen wie in b) fiir den quadratischen Pyra-
midenstumpf an!

Aufgaben
1.  Gibt es eines unter den finf Netzen,
das auf den ,Pyramidenrest” paft

(~ Bild D 53)?

2. Untersuchen Sie, ob die im Bild D 54

dargestellten Kérper aus Pyramiden
entstanden sind!

Erganzen Sie die Bilder in der Vorstel-
lung so nach oben, daR die Gestalt der
Korper erkennbar ist, aus denen die
dargestellten Restkdrper entstanden
sind! Beschreiben Sie die ,vervollstdn-
digten” Kérper!

Bild D 54
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3.

Kohlereserven werden auf Halden gelagert. Aus Griinden des Brandschutzes hat
eine solche Halde angenéhert die Form eines geraden Pyramidenstumpfes mit qua-
dratischer Grundfldche. Seine Abmessungen sind:

Seitenldnge der Grundfliche s$=19,0m,

Hoéhe des Pyramidenstumpfes h= 45m,

Winkel zwischen Seitenfliche und Grundfliche o =45°

a) Skizzieren Sie ein Zweitafelbild des Pyramidenstumpfes!

b) Berechnen Sie das Volumen des Pyramidenstumpfes!

Ein gerader Kreiskegel (r=3,0 cm; h =6,0 cm) wird von einer Ebene parallel zur

Grundfléche geschnitten. Der Abstand der Ebene von der Grundflache des Kegels

betragt 2,0 cm. ;

a) Zeichnen Sie ein Zweitafelbild des so entstandenen Stumpfes!

b) Berechnen Sie die Linge des Radius der Schnittflache! (Vergleichen Sie auch
mit der Zeichnung!)

c) Berechnen Sie das Volumen des Kegelstumpfes!

Das Bild D 55 zeigt das Schrégbild eines geraden Pyramidenstumpfes mit rechtek-

kiger Grund- und Deckfliche. Es sei AB=CD =72 mm, BC =AD = 48 mm,

EF = GH =24 mm, FG = EH = 16 mm, hy =40 mm.

a) Zeichnen Sie ein Zweitafelbild des Stumpfes! (Legen Sie zweckméRigerweise
eine Grundkante parallel zur RiRachse!) :

b) Benennen Sie in beiden Rissen alle Eckpunkte!

¢) Konstruieren Sie eine der Seitenflichen des Pyramidenstumpfes in wahrer

GroRe, und kennzeichnen Sie die wahre Lange einer Seitenkante des Pyrami-
denstumpfes!

H

e Bild D 55

Bild D 56

A B

Auf einer Baustelle ist ein Kieshaufen in Form eines geraden Kreiskegels aufge-
schiittet worden (.~ Bild D 56). Er ist 4,0 m hoch und hat einen Schittwinkel
o = 30°. Die Skizze zeigt den Achsenschnitt eines solchen Kegels.

a) Berechnen Sie den Radius der Grundfliche dieses Kegels! (L)

b) Berechnen Sie das Volumen dieses Kegels! (L)

c) Berechnen Sie die Masse des aufgeschiitteten Kieses 0=22 # {8

d) Ein zweiter kegelférmiger Kieshaufen habe den gleichen Schiittwinkel, sei aber
doppelt so hoch wie der erste. In welchem Verhiltnis stehen

— die Radien

— die Volumina dieser beiden Kegel?



LE8 Berechnung und Darstellung zusammengesetzter Kérper D 195

8 Berechnung und Darstellung weiterer Kérper

Fiir die Berechnung des Volumens bzw. des Oberflécheninhalts zusammengesetzter Kor-
per sind oft nicht die Stiicke gegeben, deren Werte unmittelbar in die entsprechenden
Formeln eingesetzt werden kénnen. Damit werden zusétzliche Berechnungen notwendig.
Dafiir sucht man am jeweiligen Korper geeignete Teilfiguren (z. B. rechtwinklige
Dreiecke, Kreise, dhnliche Figuren) und nutzt bekannte GesetzméRBigkeiten. Solche Figu-
ren findet man mitunter auch erst dann, wenn man den gegebenen Kérper sinnvoll er-
génzt.

B 7 Die Abraumhalde der Schachtanlage ,Bernard Koenen” im Mansfelder Bergbaure-
vier hat angenihert die Form eines Korpers, der aus einem halben geraden Kreis-
kegel und einer Pyramide zusammengesetzt ist (7 Bild D 57).

Bekannt ist: AC =310 m; MS = 115 m; BS = 380 m.
S

B Bild D57
A

a) Wieviel Kubikmeter Abraum lagern auf dieser Halde?
b) In wieviel Jahren ist diese Halde entstanden, wenn auf ihr jahrlich 300000 m* Ab-
raum gelagert wurden?

Lésungsidee: Das Volumen Vi des halben Kreiskegels ist die Halfte des Volumens

Vi eines Kegels mit dem Grundkreisradius % AC und der Héhe MS.

Die erwéhnte Pyramide ist schief. Fir die Berechnung ihres Volumens V; kénnen
wir als Grundfliache das Dreieck ABC oder das Dreieck ACS wahlen. Die Kérper-
héhe ist dann MS oder BM. In jedem Fall wird die Lénge der Strecke BM benétigt.
Wir wihlen als Grundflache das Dreieck ABC mit der Grundseite AC und der Héhe
BM. Die Strecke BM ist Kathete im rechtwinkligen Dreieck MBS. Die zweite Ka-
thete MS und die Hypotenuse BS dieses Dreiecks sind bekannt.

Das berechnete Gesamtvolumen ist durch 300000 m?® zu dividieren.

Losung:
Sinnvolle Genauigkeit des Ergebnisses: drei zuverlédssige Ziffern

Uberschlag: Der Kérper entspricht etwa einer Pyramide mit rechteckiger Grundfla-
che (Grundkanten 300 m und 400 m) und einer Héhe von 100 m:

V=%-3~102m-4~102m~1-102m=4~105m3

\

Der Zeitraum betragt ungefahr Jahre, also rund 13 Jahre.

3= ‘IO5
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A : Die Lésung erfolgt in Einzelschritten.

Schritt Formel Ablaufplan
1, (AT E 2 HEE
Ve=gm (2) M3 15 DmE 3 () | 299300
vnk=% Vi 2893000 () 2 (=) 1447000
BM = B5? — Ms? 380 (A=) 115 AEMD 362,2
AG=%A_C'B_M- 310 (x) 362,2 (£) 2 () 56140
Vo= A+ WS 56140 (x] 115 (5 3 (&) 2152000
V= Vit Ve 1447000 (¥ 2152000 (5) 3509000
v
= 3599000 (=] 300000 (=) 12

300000 -

: : Es wird ein Ablaufplan entwickelt, der direkt das Gesamtvolumen lie-
fert. Damit entféllt das Ablesen von Zwischenergebnissen.

=%-310-115-(313'"+~/380’—115’)m3
Ablaufplan:
380 (F(=) 115 FEME 310 I@E 4 EE 15X 310 H 6 (=) [3598596.1]
V (=) 300000 (=] [11.99532]

Ergebnis: Auf der Halde lagern etwa 3600000 m® Abraum. Sie entstand in ca.
12 Jahren.

(Dieses Ergebnis liegt in der GréRBenordnung des Uberschlags.)

Auch Rotationskdrper lassen sich mitunter in Korper zerlegen oder zu Kérpern ergénzen,
deren Volumen bzw. Oberflacheninhalt wir bereits berechnen kénnen. Durch anschlie-
Bende Summen- bzw. Differenzbildung erhalten wir die gesuchten GréRen.

# & Ein Quadrat mit der Seitenldnge 6 cm rotiere um eine Achse, die mit dem Quadrat
in einer Ebene liegt, parallel zu einer Quadratseite verlduft und vom Mittelpunkt
des Quadrats einen Abstand von 10 cm hat. Berechnen Sie das Volumen des ent-
stehenden Kérpers!
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Lésungsidee: Es entsteht ein Hohlzylinder mit der Hohe 6 cm (im Bild D 58 langs
der Achse aufgeschnitten dargestellt). Sein Volumen ergibt sich als Differenz aus
dem Volumen des ,4uReren” Zylinders mit dem Radius (10 + 3) cm und dem Volu-
men des ,inneren” Zylinders mit dem Radius (10 — 3) cm.

Lésung: V,=mrth=13*-m-6 cm?
Vi=nrth=72-m-6cm?
V =V,- V,=6m-(132-7%)cm?
=6 - 120 cm®=720m cm®
Ergebnis: Das Volumen des Rotationskorpers
betragt rund 2260 cm?.

@ 31 Berechnen Sie den Oberflacheninhalt des

Rotationskérpers aus Beispiel D 8! : Bild D 58
|
Bild D 59

Aufgaben
1. a) Ein Walmdach (-~ Bild D 59) tiberdecke eine rechtek-

kige Flache von 13,20 m Lénge und 5,40 m Breite. Der

Dachfirst sei 7,80 m lang und liege 2,60 m hoher als

die untere Dachbegrenzung (Traufkante). Wie groR

sind Dachoberflache und Dachraum?

b) Zeichnen Sie ein Schrigbild dieses Daches! Wahlen

Sie dazu einen geeigneten Mafstab!

2.*  Berechnen Sie fiir das im Bild D 60 im Grund- und Aufri dargestellte Dach den In-
halt der einzelnen Dachflachen und den gesamten Dachraum!

3. Berechnen Sie das Fassungsvermdgen des im Bild D 61 dargestellten Zementsi-
los!

4. Der im Bild D 62 dargestellte MeBbecher soll dazu dienen, % Liter abzumessen. In
welcher Hohe ist der Eichstrich anzubringen? (L)

| 2N
}4— — -
—
15,20 | \
= 5 o| ‘
- ‘ I l |
3 | 1
= S} ==
A 1
l = B Lt S
8350
| “4,!
' Mafangaben in Maflangaben in
MafBangaben in Metern Millimetern Millimetern

Bild D 60 Bild D 61 Bild D 62
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5. Ein Quadrat rotiert um eine seiner Diagonalen. Beschreiben und skizzieren Sie den
entstehenden Rotationskérper!

6.*  Der Wirfel im Bild D 63 habe die Kantenlédnge a. Er wird von einer Ebene, die
durch die Punkte A, Bund C verlduft, geschnitten.
a) Berechnen Sie den Flacheninhalt der Schnittfigur und den . 4‘\‘
Abstand des Eckpunktes S von der Schnittebene! y
b) Bestimmen Sie die Volumina der beiden entstehenden Teil-
kérper! (L)

Bild D 63
9 Gegenseitige Abhingigkeit von Volumen, ’
Oberflécheninhalt und anderen Bestimmungsstiicken

an Korpern

Bei Flachen- und Rauminhaltsberechnungen treten — ebenso wie bei der Beschreibung
physikalischer und anderer naturwissenschaftlicher GesetzmaBigkeiten oder bei der An-
wendung der Mathematik in der Technik und in der Okonomie — GréBengleichungen
auf. Mit ihrer Hilfe haben auch wir schon oft aus gegebenen GréRen eine andere GréRe
berechnet. Sind beispielsweise von einer quadratischen Pyramide die Grundkantenlin-
ge s und die Kérperhohe h gegeben, so bestimmen wir ihr Volumen nach der GréRen-

gleichung V=%szh. Der Oberfldcheninhalt A, eines geraden Kreiszylinders hédngt ab

von seinem Grundkreisradius r und seiner Héhe h. Der Zusammenhang zwischen diesen
drei GroRen wird durch die Gleichung Ao = 2172 + 2rrh beschrieben.

Eine derartige Abhangigkeit driickt sich auch darin aus, daR Anderungen der Werte der
Junabhéngigen” GroRen Veranderungen der «abhéngigen” GroRe bewirken. So fiihrt
z. B. eine Verdopplung des Radius eines Kreises zu einer Vervierfachung seines Flachen-
inhalts. . k

Héngt eine GréRe von mehreren anderen ab, so lassen sich solche Aussagen nicht mehr
ganz so leicht treffen.

® 32 Wie andert sich das Volumen eines geraden quadratischen Prismas, wenn seine
Grundkantenlénge verdoppelt und zugleich seine Héhe halbiert wird?

Aus dem Physikunterricht ist bekannt, daB man zwecks eingehender Untersuchung sol-
cher Zusammenhinge jeweils nur den EinfluR einer der unabhéngigen GroRen auf die
abhéngige GroRe betrachtet. Die tibrigen GroBen sieht man dabei als konstant an. Damit
sind wir in der Lage, unsere Kenntnisse tber lineare, quadratische bzw. Potenzfunktionen
auch bei der Untersuchung von Zusammenhéngen zwischen geometrischen GréRen an-
zuwenden.

B 9 Wird die Héhe einer quadratischen Pyramide als konstant angesehen, so driickt die
Gleichung V(s) = % h - s? die Abh#ngigkeit des Volumens von der Grundkanten-

linge aus. Die Gleichung ist von der Gestalt f(x) = a - x2 Der Graph der entspre-
chenden quadratischen Funktion ist im Bild D 64 skizziert.
Die Abhéngigkeit des Volumens einer quadratischen Pyramide von der Kérperhshe

(bei konstanter Grundkantenlédnge) wird durch die Gleichung V(h)= % s2- h, also
durch eine lineare Funktion y = m - x beschrieben (7 Bild D 65).
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Bild D 64 Bild D 65

® 33 Analysieren Sie die Abhéngigkeit des Oberflacheninhaltes eines geraden Kreiszy-

linders von seinem Grundkreisradius und von seiner Hohe nach dem Muster von
Beispiel D 9! Schreiben Sie die jeweiligen Funktionsgleichungen unter Verwen-
dung der Variablen x und y, und skizzieren Sie die entsprechenden Graphen!

Aufgaben

1.

Das Volumen eines Quaders betragt 32 cm®. Welches Volumen hat ein zweiter
Quader, dessen Kanten alle halb so lang wie die entsprechenden Kanten des ersten
Quaders sind? In welchem Zusammenhang stehen die Oberflacheninhalte der bei-
den Quader?

Geben Sie vier Méglichkeiten an, das Volumen eines Quaders zu vervierfachen!

Vier parallele Kanten eines Quaders werden verneunfacht. Wie sind die {ibrigen
Kanten zu verandern, damit der entstehende Quader dasselbe Volumen hat wie der
urspriingliche?

Ein Quadrat rotiere a) um eine seiner Mittellinien, b) um eine seiner Seiten. Stellen
Sie jeweils Volumen und Oberflacheninhalt des entstehenden Rotationskdrpers in
Abhzngigkeit von der Seitenlange a des Quadrats dar (Funktionsgleichung und
Graph)!

A
Fiir die Losung gewisser wiarmetechnischer Probleme ist das Verhéltnis 70 von
Kérpern von Bedeutung. Ermitteln Sie dieses Verhéltnis
a) fir Kugeln in Abhéngigkeit vom Radius,
b)* fiir Kreiszylinder in Abhéngigkeit vom Grundkreisradius (bei konstanter

Héhe)!

Skizzieren Sie die Graphen der entsprechenden Funktionen!

Es sollen zylinderférmige Dosen mit dem Volumen V= 1,00 dm® produziert wer-
den. Bestimmen Sie fiir die Radien 4 cm, 6 cm, 8 cm, ..., 16 cm die Héhe der je-
weiligen Dose! Stellen Sie den Zusammenhang zwischen Radius und Héhe von Zy-
lindern bei konstantem Volumen graphisch dar!

Es sollen zylinderférmige Werkstiicke mit dem Mantelflacheninhalt Ay =200 cm?
hergestellt werden. Bestimmen Sie fiir die Radien 4 cm, 8 cm, 12 cm, ..., 24 cm die
Linge des jeweiligen Werkstiicks! Stellen Sie den Zusammenhang zwischen Radius
und Héhe von Zylindern bei konstantem Mantelflacheninhalt graphisch dar!



| Ausgewidhlte Lésungen

Zum Kapitel A:
Arbeiten mit Variablen

LE1: @2 b) 2. B.12555-10% € T; 35 €T; jedoch 12555-10% +35 ¢ T; 2,2222 € T; 3,3333 ¢ T:
jedoch 2,2222-3,3333 ¢ T
©0 2B a x, 17,5 (=m); x;: (y +5); —(y+5); 175 —(—m)] - (y +5)
‘oa) {0;12) b){0;123) ¢ {-10;12

nl 7 und n e N.
7 b) —a, —a? und 10000 + a kénnen einen negativen Wert annehmen.
11 a), b),d),f), h) wahr; c), e), g) falsch
LE2: ® 71 2a— b + d?ist eine Summe. (2a — b + d)? ist eine Potenz.
2 (a— b+ d? ist ein Produkt. 2a — (b + d)? ist eine Differenz.
LE 3: ® 13 Die Tabelle enthilt folgende Werte:
1,9423404; —47,5698; 3,7978723; 9,8689664;
—7,7672727; —17,196; —11,307441; 9,6142879.
1 a) 39,581282 b) 0,4611841 c) 54,88
nsEHaBEM s B sEb EENMEW s Dc HXNMEV
10" a) AB=4,2 Lingeneinheiten; AC = 4,5 Lingeneinheiten; BC = 3,9 Langeneinheiten
[4.2107007] [4.494441) [3.9357337]
LE4: 3 a(#=b [EM aX)bEHWE
Verbale Darstellung des Algorithmus:
. Lies die Zahl fiir a und fiir b!
. Berechne die Summe S=a+ b!
. Notiere S!
. Berechne das Produkt P=a - b!

d) M, enthélt alle gebrochenen Zahlen g mit der Eigenschaft g =

. Berechne den Quotienten Q =§I

[ SIS B N RN

. Notiere Q als Termwert!
6 a) Durch den Algorithmus wird jeder Zahl a ihr absoluter Betrag zugeordnet.
LE5S: ® 29 ¢) Firallea, b, ce Rgilt:a-(b+c)=a-b+a-c.
i c) 2n+1?2-(2m+1?2(n, me N)
d) (10a+b)-(10c+d)(a b c, de N;0<a<9,0=b=<9;0<c=<9,0=d=9)

4 a) z.B. aund b; 2a und 0,1 aund 106

by

2

6 b) Fir alle a, b, ¢ € R gilt:
(1) Wenna>bundc>0,s0a-c>b-c.(2)Wenna>bundc<0,s0a-c<b-c.
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LE6: e 32b) 2n+1?2=1=(2n+1)(2n+1)=-1=4n2+2n+2n+1-1=4(n%+ n)
Wegen (n?+n) € Nist4 (n?+ n) durch 4 teilbar.
2. alb bedeutet, es gibt ein n € Nmita-n=b. (1)
b|c bedeutet, es gibt ein me Nmitb-m=c. (2)
Fir b wird in (2) die linke Seite von (1) eingesetzt: Man erhélt (a- n)- m=c bzw.
a-(n-m)=c. Also existiert mit n - m eine natiirliche Zahl, die mit a multipliziert c er-
gibt, d. h., alc.
8. c) Die erste, dritte und vierte Aussage ist wahr; die anderen beiden Aussagen sind
falsch.
10.* In allen Fillen entstehen wahre Aussagen. Bei der Division muR zusitzlich b + 0, ¢ + 0
und d + 0 gefordert werden.
LE7: e 34c) 9a+b; 5y —12z; 31r + 20s + 4rs
e 35a) 8a—b+10c b)3ab
@ 36¢) 8a®b°c
® 38a) —6ab — 10a% —21m?n + 14mn? — 49mn b) a (3 + 5r); 3xyz6x — 7z);4s (25 — r + 3r?)
e 3983+£b; s+4+5r; —k+9—3y
4 y
1. d) —éfa f) 5r2+ 3r + 4s — 3s?
d) 05+0,12-0030 7.d)—T4rs+8 e o+ +—
6. 3 15 g € TR TR
0. d) T+l 1160 e 04 12dla=Z-c 130
LE8: e 44b) (3x+a); (4b—a)’ (p+q)% §+ x)?
2 BY _(BY o (x+2Y _P_’
e 45 x+px+q+(2) (2> x+3) +q
—_— ﬂ b - -, 2,2 4
1. f) 16+ +49 h) 9t*—30¢?r2 + 25r
r2 s?
4_ 42 SRR e s
2. e) a‘*-d* f) 2% 49
3. g (S3s+60)({3s—6t) h)( 12b>(3a+1zb)
6. a) 972=(100-3)*=10000 —2- 100 - 3 + 9 = 9409
c) 10496 = (100 + 4)(100 — 4) = 10000 — 16 = 9984
8. e 2:1 11.8) y2+2y +3=(y+172+2
12. ¢) (u+1)*+99; der kleinstmdgliche Termwert ist 99.
u+4v
LE9: 48b) —
5a(a+b) 3b(a-b)
* 504 S bFa-b) ™ 30a+ bFla-5)
4 c?-4 5xz — 2y? a+b*
Lot IgEEay T Ve W
f 2u?+2uv — 3v?
S 3uv
UE10: 0 5ad) ==, e
-1e 9y? 7 Blris’t
-3m?p y 1 6 . .3
2. ¢ 7n Q) Sy 12 3.f) 8000 mpf Q)F Ad)—? wc);
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1 1
3 =ttt
LE11: @60¢C) 1 PR R d)

LE 12:

LE 13:
LE 14:
LE5:

LEiN6:

LEAZ:
LE 18:

® 61
6

®73

®75

14.*
e 81

1 Ja—-b

c+d

Gleichwertige Ablaufplane sind (2) und (3) sowie (5) und (6).

c) Beginnt man mit x; = 33, so ergibt sich x, = 31,651515, x; = 31,62279, und es gilt
| 1000 — x;?| < 0,001.

23 b 1\ li — 2_1
)? c) 3 11.a—b und b-a 13.87=4

9 Txgx g0 E

Die Aussage ist wahr, denn nach den Potenzgesetzen gilt:

@)y =(a b =[@ b)y]'=(a- by

Va2 =2

e) ya?—2ab+b? ist fiir alle a, be R definiert wegen a?—2ab+ b?=(a—b)* und
(a—b)=0.

1
4;5; 5 2; 4

e,

: ist 2¢ = 42 . em-3 I T B
Nein, z. B.ist2* =42 7 a)1g - cm 8.a) (59 5 5

Voraussetzung: a, be R; a+ 0; b+ 0
Behauptung: ~ a°- b%=(a- b)°
Beweis: a%- b°=1-1 (nach Definition)
(a-b)°=1 (nach Definition)
daraus folgt a- b%=(a-b)’ w.z. b.w.
a) —42 ¢)a'-b3-c' 7 an=-3 bjn=-5 ¢jn=—4 d)jn=1
a) 22 b)-3y2 c)2y2+6 d) -52+35/2
a) 9,9999999 - 10% b) —9,9999999 - 10% c)1-10% d)-1-10%
a) LLO00O (48) b) LOOLOOL (73) ¢) LOLOLLO (36)
d) LOLOLOOL (169) e) LLOO00OLLO (774) f) LOOLLLLLOLLO (2550)

Zum Kapitel B:
Ungleichungen und Gleichungssysteme

LE 1¢

LE 2:

LE 3:

ed

e6
7

3
2

1

a) Die Aussagen (1), (2), (4) und (5) driicken den gleichen Sachverhalt aus: x, ist eine der
Losungen der Gleichung. Dagegen sagt (3) aus:
Die Gleichung besitzt genau eine Losung, ndmlich x,.

c) L={1,23} filL=N

b) L=1{0;1;2; ..; 99 o)L = (=2; =1;0; 152}

f) Menge aller gebrochenen Zahlen, die gréBer als 0 und kleiner als 1 sind

g) Menge aller rationalen Zahlen z, fiir die gilt: 0 <z =1

hL=2

Menge aller reellen Zahlen, die sowohl groRer als 3 als auch kleiner als 9 sind

L= {(0; 0); (0; 1); (0; 2); (1; 0); (1; 1); (2; O)}

Es gehort z. B. 0,4 zur Losungsmenge von x + 1> 0; nicht aber zur Lésungsmenge von

2x:>1

c) zs ﬁ und z< ‘/E sind dquivalent bez.- Q; die beiden ‘Ungleichungen sind nicht
dquivalent bez. R.

b)x:% d) x =2 grc)a & & d) & a; &
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LE4: @24 b) 3x+9>0
0% L=0Q
2 a)x<% b)x>5 cgu>-1 h)x<% I)x>% k)z>1,|—290
3. ) L=R WYL=@
4. b) x=y5;xeR 5d)x>-007 6.a)L={19)  7.b)x=-3
x<y5;x€eQ

L={0;1;2}
LE5: 5.  Fur die Durchschnittsgeschwindigkeit v, von Dieter gilt:
80 o, 670
63 SHO=T61 ’
- : T— 415 ~ 435 ~
Fiir die Durchschnittsgeschwindigkeit v, von Peter gilt: =9 M 'sws 37 M &t

Da sich die Intervalle fir die Durchschnittsgeschwindigkeiten ,iberlappen”, kann keine
Aussage dariiber gemacht werden, wer von beiden schneller fuhr.

11.° Laut Voraussetzung gilt a < b und ¢ < d; d. h., es gibt positive reelle Zahlen n und m
mita+n=bund c+m=d.
Durch Addition beider Gleichungen ergibt sich (a+n)+(c+m)=b+d bzw.
a+c+(n+m)=b+d.
Da n + m eine positive reelle Zahl ist, gilta+c< b +d.

LE7: @30d) L=0O
3. Alle geordneten Paare (x; y) natirlicher Zahlen mit y = x sind Lésung der Gleichung.

LE8: 3. c¢) (1:2) e Lyund(1;2) € Ly 4. b) Es existiert kein solches Paar.
8.* b) Ein Schnittpunkt existiert, falls gilt: — %* - %.
1 2

9.° a) Fir m= 3 und ¢ = 4 fallen die Geraden zusammen.
LE9: @37 b) L={(—2; 1)}. Man nutzt 24y =2 12y und 12y = x + 14.

1. f) Alle geordneten Paare (x; 2x;15> mit x€ R gehéren zur Lésungsmenge des
Gleichungssystems.
k) L={53) NL={-27)
2. ¢ L=1{031013} 6.¢)S(1;2 d)S(-34)

8 L= {(G—;b—; _s;_b)} Fiir a = berhdlt man x = aund y = 0.

. | " o L={(10:
12.* ¢) L»{(“b, “b)} (a+-b) 134 ¢) L= {(1; 0; 4)}
LE 10:9." Jedes der Drahtstiicke ist etwa 12,9 cm lang. [12.855476]
11.° Alter des Vaters: 45 Jahre; Alter der Mutter: 44 Jahre; Alter des Kindes: 20 Jahre.

13. b) im laufenden Jahr: 16 Jungen, 24 Madchen
im vergangenen |ahr: 24 Jungen, 16 Méadchen
14.  mittlere Strémungsgeschwindigkeit des Wassers: = 2,9 km - h~!
mittlere Eigengeschwindigkeit des Schubverbandes: = 12,0 km - h~'
16." 2000 Umdrehungen
17. stiindlicher ZufluB: 150000 m* Verbrauch einer Turbine pro Stunde: 40000 m?
22. 6,3t Stahl und 5,7 t GrauguR

Komplexe Ubungen:

1. ¢) (a+b)z2abmita; be R 3. 61,5 und 49
6 a) n=-4n-3;n-2,n-1n;n+1,n+2;n+3;n+4,n+5n+6
1. 59,15
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26.

27.
29.

b) Liegen P, und P, auf der durch y = mx + n bestimmten Geraden g, so gilt
1 =2m+n
1
= 3=(—1)‘m+n.
= —— 1
Das Gleichungssystem besitzt die Lésung m =% und n =g
y= g x+ —1- ist eine Gleichung fiir die Gerade g.
Die groRere Rlemenscheibe besitzt einen Durchmesser von 30 cm, die kleinere einen
Durchmesser von 24 cm.
b) Es kénnen monatlich 96 | Kraftstoff gespart werden.
a) Die Wasserwerke besitzen eine Tagesleistung von 1250 m? bzw. 1750 m?.
b) Die Kleinstadt ist 24 Tage langer mit Wasser versorgt.

Zum Kapitel C:
Quadratische Funktionen; quadratische Gleichungen;
Potenzfunktionen

LE4: 9.

15;*
16.*
LE5: 4.
7
8.
14.*
LE9: 3
LE 10: 8.
LE11: 7.*
LE 12: 8.

b) I. und Il. Quadrant c) S(-d; 2

d) Wertebereich: alle reellen Zahlen y mit y = 2.

a) S(2; —3), monoton steigend fir x = 2; also ist im angegebenen Intervall der kleinste
Funktionswert f(3) = —2, der gr6Bte Funktionswert f(7) =

b) S(1; —4), monoton fallend fiir x = 1; also ist im angegebenen Intervall der grbBte
Funktionswert f(—5) = 32, der kleinste Funktionswert f(1) =

c) S(—1; 1), monoton steigend fiir x = —1, monoton fallend fur x = —1,; also ist der
groBte Funktionswert f(—6) = 26, der k!elnste Funktionswert f(—1)

d) S(1; 4), monoton steigend fiir x = 1, monoton fallend fiir x = 1; also |st der kleinste
Funktionswert f(1) = 4, der groBte Funktionswert f(—1)=f(3) =

Es gibt zwei Funktionen: y = x? —4xund y = x? + 4x.

C)

2
D= (%) —9; Nullstellen fiir |p| = 6 5.D =9 - g; keine Nullstellen fir g > 9

a) Das Gleichungssystem
() 0=(-2¢+p(-2+q
() -6= 0+p-0 +gq
hat die Lésung p = —1, g = —6. Die Gleichung der Funktion lautet: y = x2 — x — 6.

S(%; ~%); die 2. Nullstelle liegt wegen der Symmetrie der Parabel bei x, = 3.
a) Die Symmetrieachse halbiert den Abstand zwischen den Nullstellen, also x5 = 1.
b) y=(x—12+e; 0=(-3-12+e; e=—16; S(1; —16)

c) y=(x—1?-16 bzw. y=x?-2x-15 dx=1

a) x,=17; x,=-17 b) x,=0,2; x,~ —4,2

a) (x+4p —36 x, =2 x=-10 3

b) (x —2)? x: =5; xi=—1 e) (X+>)2 ~ Xz =T
3, 49 B G f) (x+05)

c) (x+?z =23 X = 5 x=2 g) (x+4p

d) (x—62 =0; x,, =6 h) (x -5

a) L={4 bL=@ cL={1} d)L={-3)
=t x) x X = (- x) (x - x)

X=Xy X=X X+ X X =X2— Xy X=Xt X+ Xy X

a) x?2+32x—38=0; L = {—33,15; 1,15} (auf zwei Stellen gerundet)
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9.

b) x2+265 x+%-0, L ={-1,67; -2,50} (auf zwei Stellen gerundet)

c) x+0; x2-8x+15=0; L = (3; 5} e) x+2; x+7, x2—10x+25=0; L = {5}
d) x*0; x2-8=0; L={ v/_ \/—] f) |x|*2;x7-2=0;L={—ﬁ;ﬁ}
a) x+0; x*2; x+4; x?~7x+6=0; L=(1; 6}

b) x+2; x*4; x2— 6x+8 0 L=0
€) x*2; x+4; x2-5x+6=0; L={3} e) [x|#1; x2—4x=0; L={0; 4}

d) |x|+1; x2—4x-21=0; L={-3;7)} f) |x|*5; 5x’—18x=0;L={

40 (1) x=20-2y; (II') y?— 10y + 16 =0

LE13: 1.

L=1{(4; 8); (16; 2)}
b) Falla+ b: a>—b; L={-ya+b; ya+b}
a=-b; L={0} i
a<-b; L=0
Falla=b: L=R

2. a) L={—%; ;} b) 6x2+x—1=0

M*D =%; wenn a und ¢ verschiedene Vorzeichen haben, so ist b2 —4ac >0 und
damit D >0.

12 D= (%)Z —2; D>0 genau dann, wenn %’ > ﬁ
Anzahl der Diagonalen in einem konvexen n-Eck: @ Das gesuchte Vieleck ist ein

LE 14: 6.
14.* 7-Eck und hat demzufolge 7 Seiten.

Alter I vor 2 Jahren l jetzt I in 12 Jahren
Enkel (x — 2) Jahre x Jahre (x + 12) Jahre
GroRBvater 10(x — 2) Jahre [10(x —2) + 2] Jahre | [10(x —2) + 14] Jahre
20t =2):H14 =1 10022 Der GroBvater ist 72 Jahre alt.

x+12 2 x

LE 16: 13.* Die Menge aller Argumente x, fiir die g (x) < f(x) gilt (fiir die der Graph von y = x3 ,un-

terhalb” des Graphen von y = x? verlauft), besteht aus allen reellen Zahlen, dle kleiner
als 1 und verschieden von 0 sind. (. Bild L 1)

Komplexe Ubungen:

3.

e) —2x2+12x—14=0,5x2— x — 3,5; y=x
—52x+4,2=0 T
Schnittpunkte: P, (4,2; 1,12); P, (1; —4) y=x7
y=x2=2=3 1
a) =1, x,~2,8, x3~-2,8
0; x,=5,1; x3=—3,6
-0,9; x;=1,3; x3=2,5 T+ + +
~-24; x,~08; x3~2,6 =
e) x,=-2; x,=2
a) Die Funktion hat genau eine Nullstelle
Xo =~ 0,430.
b) Die Funktion hat genau eine Nullstelle
Xo=1,47.
c) Die Funktion hat genau eine Nullstelle
Xo=—1,70. Bild L1
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20.

21:°

a) x*(x—2)=0; L={0; 2} b) x(x2=1)=0; x(x +1)(x=1)=0;
L={-10;1)

c) x%(x2+3)=0; L={0} d) x(x2—x—-6)=0; L={-2;0; 3}

e) x2(x2+x—-6)=0; L={-3;0; 2} f) x(x2+2x—48)=0; L={-8;0; 6}

o L= {43 bre={- 5

c)*L={=3; -2 -1;0; 1} drL=1{-2-1012

a) nein, denn Y2-2+5 =2+1(wahr) und y2:(-2)+5 =-2+1 (falsch); L = {2}

b) (L=} @L={8) @) L=1{25; @L=2; (B)L={15

Zum Kapitel D:
Korperdarstellung und Kérperberechnung

LES: 2. A—M‘=% V6 -AB~61mm  [61.237244]
LE6: 4. b) V= % - (4,4cm)® =~ 89cm? [89.204476]
¢) h= 4'43““ ~1,5¢cm (1.4666667)
2. p2
e v=2b. T gdm [7.8298155]
c 3
a-b
A= z (a+b)- m=~22dm? [22.184477)
mit ¢ =ya?+ b? =3,9cm
Die als HilfsgréBe benétigte Hohe h des Dreiecks erhélt man durch Anwenden des Ho-
hen- und des Kathetensatzes oder durch folgende Uberlegung: Fiir den Flacheninhalt
des Dreiecks gilt A = %b= céh . Daraus folgt a - b= c - hund schlieBlich h = ch.
LE7: 6.+ a) Spiegelt man eines der rechtwinkligen Dreiecke im Bild D 56 an seiner Kathete r, so
bilden Original- und Bilddreieck zusammen ein gleichseitiges Dreieck mit der Seiten-
linge 2 h. Die Lénge der Hypotenuse des Originaldreiecks ist demnach 2 h.
r=40m-y3~69m  [6.9282032]
b) V=200m* ¢) m =440t
(=2,0-102m?) (—4,4-10%)
LE8: 2 Der Eichstrich ist 115 mm (iber dem Boden des GefdBes anzubringen.
i 5
. =— g% JPTRPY ]
6 b) v il v 5 a
Bildnachweis

ADN Zentralbild, Innentitel

Bildarchiv Volk und Wissen, S. 5; 103; Bild C 18

WuRing, Leipzig, 3. Umschlagseite

Reproduktion aus Z-R 201 (14), 3. Umschlagseite

Kopie aus ,Unterhaltsames Mathe-ABC", Mathematik und Technik, S. 22, Leipziger Volkszeitung
Verlag 1983, Bild D 22
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das Aufsuchen von Begriffen und wichtigen Merksétzen erleichtern. Steht hinter der Seitenziffer
noch ein ,f.“, so bedeutet das, daB sich die Erklérungen zu diesem Stichwort bis zur folgenden Seite
erstrecken. Folgt der Seitenziffer das Zeichen ,f.”, so erstrecken sich die Erkldrungen sogar iiber

mehrere der folgenden Seiten.

absolutes Glied 111
Additionsverfahren 98
Algorithmus  18ff.

‘—, verzweigter 20f., 78f., 139
Argument 158

Binome 30
binomische Formeln 30

Definitionsbereich  109ff., 160
Dezimalsystem 62
Dezimalzahlen 63
Diskriminante 122, 126
Dualsystem 62f.

Einsetzungsverfahren 96f.
Ellipse 182f.
Exponenten

—, ganzzahlige 51ff.

—, natiirliche 51

—, negative 54

—, rationale 51ff.

Fallunterscheidung 79, 146
—, vollstindige  136f.
Funktion

Potenz- 152ff.
—, quadratische  109ff.
— zweiten Grades 111ff.
Funktionstasten 13

geometrische Kérper 172ff.
Gleichungen
—, einander dquivalente 69

-, lineare 86f.

-, quadratische 129ff.

Gleichungssystem 85, 89ff.
Absolutglieder des -s 90
graphisches Lésen des -s 91f.
Koeffizienten des -s 90

—, lineares 85, 90
Losungsmenge des -s 90
rechnerisches Losen des -s  95f.

Goldener Schnitt 130

Graph quadratischer Funktionen 110ff.

GroRengleichungen 198

Halbkugel, Volumen 176
Hyperbel 158

Intervall 112
— reeller Zahlen 82

Kegel 173
Kegelstumpf 190ff.
Kugel, Oberflicheninhalt 176

lineares Glied 111
Logarithmieren 63f.

Logarithmus 64

Losungsformel 136f.
Losungsmenge 68ff., 90f., 133ff.
- einer linearen Gleichung 89

- eines linearen Gleichungssystems 90 (» 4)

Monotonieverhalten 158
monoton fallend 114ff., 158

monoton steigend (wachsend) 114ff., 158
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N#herungswerte 92, 138

Normalform der quadratischen
Gleichung 131ff.

Nullstelle 114, 125ff.

Operationstasten 13

Parabel
—, Achse der 113
—, kubische 154
Normalparabel 114, 120
—, quadratische 113
—, Scheitelpunkt der  113ff.
Positionssysteme  62f.
Potenzen
— mit ganzzahligen Exponenten 51 (» 3)
. — mit rationalen Exponenten 52 (» 4)
—, Rechnen mit  45ff.
Potenzfunktionen 152ff.

y=x* 153f.

y=x""' 157f.

y=x? 1571,
1

y=x> 160f.
i

y=x> 160f.

y=a- x* 163f.

y=a-x' 163f.
Potenzgesetze 47 (> 1), 65
—, Verallgemeinerung der 55 (> 5)
Potenzieren 154

Prisma 173
Projektion 178f.
Parallel- 178

Pyramide 173, 176
Pyramidenstumpf 190ff.

quadratische Ergénzung 32, 118, 134ff.
quadratische Gleichungen 130ff.
x2=r 132f.
x2+px+q=0 134f
quadratisches Glied 111
Quadratwurzel 50
Quotienten
—, Multiplikation von  37f.
—, Division von  37f.

Radikand 50
Radizieren 50

Rechenoperation

— dritter Stufe 11
— erster Stufe 11
— zweiter Stufe 11

Scheitelpunktform 118, 121ff.
Schrégbilder 178f.
— von Kreisen und Kugeln 182f.

Taste EEX 59

Terme

— in Bruchdarstellung 35

—, Struktur der 46

—, Umformen der 26ff.

Termwert
Berechnungen mit Hilfe
des Taschenrechners 40ff.

Ungleichungen  66ff.

—, einander #quivalente 70ff.

—, lineare 66ff.

—, nichtlineare 79

—, Umformungsregeln fir 72 (> 1), 73
(>2 > 3)

Variablengrundbereich 7
Vieta, Satz von 141
vollsténdiges Quadrat 31

wahre GréBe und Gestalt 185

wahre Linge 184f.

Wurzel 50 (» 2)

-exponent 50

-gesetze 55f.

-ziehen 50
Addition und Subtraktion von -n 55
Multiplikation und Division von -n 55
Radizieren und Potenzieren von -n 56

Zehnerpotenzen
—, abgetrennte  58ff.

Anzeige von — mit dem SR 1 58f.
Zifferntasten 13
zusammengesetzte Korper 187ff.
zuverldssige Ziffern 58ff.
Zweitafelbilder 178f.

Zylinder 173, 176
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