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A Arbeiten mit Variablen

Grundlagen fiir das Arbeiten mit Variablen

1 Zur Wiederholung

® 1 Ermittle ohne Ver dung eines Taschenrechners @) x +y, b) x—y, ¢) y— x,
d) x-y,e) x:y,f) y:xfir die in der Tabelle angegebenen Zahlen!

x 18 —35 | —12

y —6 7 —3
Erldutere, wie man rationale Zahlen addiert, subtrahiert, multipliziert und dividiert!

Mit solchen einfachen rationalen Zahlen wie im Auftrag A1 rechnen wir auch kiinftig im
Kopf. Bei Zahlen, die ein aufwendiges Rechnen erfordern, benutzen wir den Taschen-
rechner.

® 2 Uberschlage! Berechne dann mit dem Taschenrechner! Kontrolliere deine Rechnung!

a) 28,78 + 5,83 b) —0,648 + 0,309 c) —53,4 + 76,6 d) 572 — 358,7
e) 63,08 — 100,39 f) —0,096 — 0,578 g) 75 + 38,2 — 3,98 — 0,79 + 6,68
h) 37,6 - 2,4 i) 38-(—127) k) (—0,07) - (—0,71) 1) 12,6:10,5
m) (—594): 22,5 n) 0,78 - 6,51 - 4,83 o) 0,78 (6,51 - 4,83)
P) (—9,31):(—0,0304) q) 405:14,4: 4,5 r) 405:(14,4:4,5)
® 3 a) Gib zum Berechnen von % mit Hilfe des Taschenrechners zwei verschie-
dene Ablaufpldne fir die Tastenfolge an und berechne den Quotienten nach die-

sen Planen!
b) Verallgemeinere die Ablaufpléne auf das Berechnen von Quotienten der Form

a-b LU

c-d
Wir wissen: Der Schulrechner SR 1 hat eine Vorrangautomatik. Er beriicksichtigt den Vor-
rang von ,,Punktrechnung* vor ,,Strichrechnung*').

‘) Um mit der Arbeitsweise des Taschenrechners noch besser vertraut zu werden, rechnen wir im
folgenden auch Aufgaben mit ,,einfachen** Zahlen, fiir die wir ihn eigentlich nicht brauchen.




3 A Arbeiten mit Variablen LE1

® 4 Ralf und Beate haben verschiedene Taschenrechner. Beide rechnen entsprechend
dem folgenden Ablaufplan!

5+ 7x3(E=)
Ralfs Rechner zeigt 26, Beates 36 als Ergebnis an. Welcher Term wurde berechnet?

®-5 Gib jeweils einen moglichst kurzen Ablaufplan zum Berechnen von a) (22 + 12)-7,
b) 9 (53 + 18) mit dem Schulrechner SR 1 an! Rechne!

Auch Quadrate und Wurzeln von Zahlen kénnen wir bereits mit dem Taschenrechner be-
rechnen.
® 6 a) Gib verschiedene Méglichkeiten zum Berechnen von 23% mit dem Taschenrechner
an! Rechne!
b) Berechne }'23 auf drei Stellen nach dem Komma!

@® 7 a) Berechne 3 5 unter Verwendung der Taste @! Uberlege, ob der Taschenrech-
ner den Vorrang beim -Berechnen von Quadraten (Potenzen) beriicksichtigt!

b) Gib einen Ablaufplan zum Berechnen von (3 - 5)2 an! (L)

“Als eine weitere Taste des Taschenrechners lernen wir die Taste E} kennen.

® 8 Gib die Zahl 2 in deinen Taschenrechner ein! Driicke danach die Taste E! ! Welche
Zahl erscheint im Anzeigenfeld?
Verfahre entsprechend fir 10; 5; 4; 8; 3; 0 und 0,5!

a
Die Taste B ist zum Berechnen von Quotienten der Form ;—— zweckmaBig, denn es gilt

a 1-a 1
= = -a

b+c b+ b+ c

oo 310
®9 . 5 iy _ %o | Gi
Uberlege, wie man die Taste | % | nutzen kann, um 7945 —77.9 zu berechnen! Gib

einen Ablaufplan dafir an und berechne den Quotienten! (L)

Aufgaben

1. Vergleiche der GréBe nach!
a) —3,5; 2,9 b) —26,7;1,5798 c) —6738; —7683

Berechne im Kopf!
27 a) —3+417 b) —17 —5 c) 6—18 d) 7— (=5 e) (—6)-12

f) 5-(—15) g) —8-13 h) —45:3 i) (—66):3 k) (—84):(—12)
31 a) —=54+73—23+15 b) 36 — 108 — 72 — 16 €) (—2):7-(=35)
d) (—4,1)-10-(—6) e) (—2+3):(—6) f) (8 — 36):(—4)
g) 8 —36:(—4) h) 56: (8 — 18) i) 56:8—18
Suche nach Fehlern! Begriinde jeweils deine Entscheidung!
47 a) —5+17 = +12 b) 22—33=—11" ¢) —6—18=24
d) —70 — 120 = —50 e) —35—25=—60Y f) —254 10 =415
g) 5 (—11) = —55 h) (—3)-15 =45
57 @) (=7):(=9)=+63  b) 77:(—11) =w c) (—42):7=—6

d) (—48):(—6)=+8 € 7—3-5=20 f) 3-544=27
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Arbeiten mit Variablen A 7

Schreibe 15 @) als Summe zweier positiver Zahlen, b) als Summe zweier negativer
Zahlen, c) als Summe einer positiven und einer negativen Zahl, d) als Produkt zweier
positiver Zahlen, e) als Produkt zweier negativer Zahlen, f) als Produkt einer posl-
tiven und einer negativen Zahl! Fihre dieselben Schritte fir —21 aus!

Berechne!
> 1 1 3 1 7 8 1 5 7 3
Moaz—7 Bitu—3 Ds—3—-3 ¥ (-%) (%)
7 3 5 8 5 8\

o (-w)i(-w%) D=3 953
8.7 ) 0,43 + 7,24 + 34,1 b) 16,8 — 1,095 4+ 0,73  ¢) 327,6 + 40,507 — 31,790

d) —158 + 40,01 — 3015 ) 4,32 + 0,768 — 2,08 ) 0,191 — 0,911 — 0,991
9.1 a) 220-5,04 b) 12,25-0 c) —58-25

d) (—2,01)- 11 e) 4,03-3,1-8,009 f) 49-(—0,22)-35
10.7 a) 573-6,7 — 34,63 b) 22,7 — 2,64 10,12 c) 4,56 -0,97 — 0,81

d) 1,067:0,98 — 4,31 e) 1,067 — 0,98 : 4,31 f) (7,36 — 0,96) - 0,504

1.1

12,1
13.1
14.1

g) (8,67 + 0,09): 3,14 h) 29.4- (10,7 + 1,07) i) 8,05-(—3,4 + 0,74)
a) 2347 + 5698 (L) b) o + e (L)

) 2,57-2,8— 497,08 (L) d) 0,18: 0,075 — 1,596 : 0,42 (L)

a) 6,042 b) 0,642 <) 0,6042 d) 6,0042

a) 74— 3,72 b) 0,53 - 3,042 <) 36,5:4,17 @ (82,5 0,703)2

144,32 27 101 46,86
) 55 1em o b) sm—om &) ) Soi—378 O

Gib das Ergebnis auf drei Stellen nach dem Komma an!

15.1

16.1
17.*

e 10

a) 527:38 b) —3,67:0,87 ) (—0,72): (—6,7)
d) 35,25:3,75 e) 6,3-0,27:2,08 f) 071:61-7

g) 326,8:43-0,76 h) 1,078: (0,25 4,9) i) 0,0573: (5762 0)

k) ot ) Sene m) (82,4 -36,2): (128,4 - 0,919)
a) 15,43 b) 10,034 c) 7-70123 d) = e) a2
Uberprife die Aussagen

a) 32 + 42 = 57, b) 102 4 112 4 122 = 132 4 142,

€) 212 4 222 4 23% 4 242 = 25% 4 26* 4 272!

Formuliere eine entsprechende Aussage, die mit 362 beginnt und in der links fiinf
und rechts vier Summanden stehen! Uberpriife sie! Welches kénnte die néchste Aus-
sage dieser Art sein?

Das Arbeiten mit dem Speicher

Lars soll das Produkt (6 + 12) (13 — 8) mit dem Taschenrechner ermittein. Er rechnet
nach folgendem Ablaufplan:

6@ 12(x) 13 (58 (=)

a) Erhalt er so das richtige Ergebnis? Begriinde!
Welchen Term hat er berechnet?
b) Wie wiirdest du das Produkt mit dem Schulrechner SR 1 berechnen?
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Will man Summen oder Differenzen wie 6 + 12 oder 13 — 8 mit dem Taschenrechner mit-
einander multiplizieren, konnte man mit dem Schulrechner SR1 nach dem folgenden Ab-
laufplan arbeiten:

6(+] 12 @’; man notiert 18; 1358 =X 18@4

k3
Der Schulrechner SR 1 hat fir solche Rechnungen einen Speicher (eine Art ,,Gedachtnis*),
in dem er sich eine Zahl ,merken* kann. Dadurch enffdllt das Notieren von Zwischen-

ergebnissen. Durch Driicken der Taste ] (cder aber auch ) 1aBt sich eine Zahl
speichern. Danach kann man mit dieser oder einer anderen Zahl weiterrechnen. Die ge-

speicherte Zahl laBt sich zuriickrufen, indem man die Taste 2) betdtigt. Sie erscheint
dann wieder in der Anzeige, bleibt aber weiter im Speicher erhalten.

@ 11 Taste 1,25 in deinen Taschenrechner ein! Driicke dann nacheinander die Tasten
x-—>M, CE- C, MR, CE - C, MR! Beschreibe, wie sich jeweils die Anzeige dndert!

Befindet sich im Speicher z. B. die Zahl 1,25 und will man mit ihr rechnen, ruft man sie an
der entsprechenden Stelle durch Betdtigen der Taste MR zuriick.

®m 1 Im Speicher befinde sich die Zahl 1,25
a) Es soll 8,75 + 1,25 berechnet werden.

Ablaufplan: 8,75 [E’E] [t10.1

b) Es soll 8,75 - 1,25 berechnet werden.
Ablaufplan: 8,75 [x)R)(=) [10.9375]
+

Solange ein M in der Anzeige sichtbar ist, ist der Speicher durch eine Zahl besetzt. Will
man diese Zahl dort Iéschen (beseitigen), so driickt man nacheinander die Tasten ¢ und
x—>M 3) G

Vor jeder Rechnung sollte man iberprifen, ob der Speicher besetzt ist, damit nicht eine
darin befindliche Zahl versehentlich in die weitere Rechnung eingeht und diese verfdlscht.

®m 2 Essoll (6 + 12) (13 — 8) mit einem Taschenrechner berechnet werden.

1. Wir berechnen 6 + 12: 6 12 (=)

2. Wir speichern das Ergebnis: EI]’ *
3. Wir berechnen 13 — 8: 13(=)8 E]’
4. Wir multiplizieren mit der E3] @‘E]'

gespeicherten Zahl:

® 12 Berechne (6 + 12) (13 — 8) entsprechend Beispiel A 2! Welche Zahlen erscheinen
jeweils bei 1 in der Anzeige?

a+b
Beim Berechnen von Quotienten der Form - 4 ermittelt man zweckmaBigerweise zunachst

2

den Divisor und speichert ihn: ¢ d(=]xMa bE(HwW(=)
K 4 s ¢

) M fir y*, engl.: Geddchtnis, Erinnerung. — Bei manchen Taschenrechnern kann eine Zahl
durch Driicken der Taste M oder der Taste STO (fiir ,,store*, engl.: Speicher) in den Speicher iiber-
fihrt werden.

*) MR fiir ,,memory recall, engl.: Erinnerung zuriickrufen.

?) Beim Ausschalten des Schulrechners SR 1 wird der Speicher ebenfalls gelsscht.
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aitib g _ . _
e d fira=75b=6,65c=128undd =—3,17! (L)

Der Schulrechner SR 1 hat neben der Speichertaste (x4 auch die Speichertaste [u+) .

@ 13 Berechne den Quotienten

® 14 Gib unmittelbar nacheinander die Zahlen 2 und 7 mit Hilfe der Tasten a) (4 |,
b) (W+] in den Speicher! Rufe danach die jeweils gespeicherte Zahl wieder zuriick!
Was stellst du fest?

Driickt man die Taste M+, so wird die unmittelbar zuvor eingegebene Zahl zu der bereits
im Speicher befindlichen addiert. Sind Zahlen nur zu addieren, bringt das Arbeiten mit die-
ser Taste keinen Vorteil.") Deutlicher wird ihr Vorteil, wenn wir zum Beispiel die Summe
(24+7)2+ (4 + 9)* + (3 + 5)* berechnen.

a) Ablaufplan ohne Verwenden der Taste M+4:

2H7 EEM 49 EEEmEM 35 EEHmWE
ot ot LS Y N Y DI S Y

b) Ablaufplan bei Ver dung der Taste M+4-:
2(5)7 @@"‘ 9 EEM 35@1@@
t ¢ L i

® 15 Rechne gemaB beiden zuvor angegeb 1 Ablaufpla !
Avufgaben
1. Gib die Zahl x = 1,125 in den Speicher ein! Berechne dann mit Hilfe des Speichers
a) 7,53 + x, b) 8,88 x, c) 0,34 — x, d) x:0,75, e) 61,357 5: x!
Berechne!
2.0  a) (572 + 16,8) (26,48 — 12,93) b) (0,388 — 0,608) (6,12 + 4,83)
c) (6,82 — 14,8) (0,72 — 1,5) d) (0,89 + 1,71) (6,53 + 7,67)
) (6,72 + 8,49 — 25,16) (34,09 — 0,82 — 26,7)
1,986 + 1,512 1227 —259 54:13,5
3.1 ) “See—34 b) e ) umTisT
gy 45 266 144,23 — 24,88 14- 4,08
) sn—na €) —zas ) Gi—ewm
4.7 @) 9,5(42- 0,85 — 36 0,65) b) e
107,52 0,82
©) (—8,4) (610,72 + 56 - 0,505) &) et
50 a) 3,4-562—21-372(L) b) (5.4 + 7,8%) (5,83 — 19,78) (L)

¢) (5,72 + 3,92 (6,12 — 3,42 (L) d) (14,6 + 12,064) : (8,62 — 6,4%) (L)

6.1 ° a) (436 + 0,81)% + (6,42 + 3,48)2 + (217 + 8,3)
b) (13,7 + 4,8)* + (27,8 — 33,4)% + (3,5 - 6,3)
©)* (0,88 — 1,7)% — (6,4 — 2,82)% — (48: 6,4)? (L)

7.*  Gib fir deinen Taschenrechner einen Ablaufplan zum Ber
Form
(a + b)?
(c+d)*+ (e + 1)
an, ohne daB ein Zwischenergebnis notiert werden muB! Uberprife deinen Plan!

h

eines Quotienten der

') Allerdings kann man bei einem Rechner ohne Vorr
rechnen von Summen der Form ab + cd nutzen.

ik den Speicher zum rationellen Be-
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3  Beispiele fiir das Verwenden von Variablen

Bereits seit der 1. Klasse arbeiten wir im Mathematikunterricht mit Variablen. Wir haben
in der Unterstufe zum Beispiel Aufgaben folgender Art gelést: Berechne 2a — 3 fiir a = 5!

@ 16 Ubertrage die nebenstehende Tabelle in dein Heft x |2x—1]—x+1, 1_’(_3
und vervollstandige sie! Rechne im Kopf! 2
3
1.4
0
@ 17 Ermittle alle rationalen Zahlen x, fir die gilt: _1
a) Ix—1=7, b) 0,5x + 1> 2,5! —2,9]

Variablen verwenden wir auch beim Aufstellen von Gleichungen bei der Lésung von Sach-
und Anwendungsaufgaben.

® 18 Gesucht ist eine Zahl, deren Dreifaches vermehrt um 7 gleich 28 ist. Stelle zu dieser
Aufgabe eine Gleichung auf und Iése sie!

In der Lerneinheit A 2 haben wir bei Berechnungen mit dem Taschenrechner Variablen zur
Darstellung von Rechenablaufplanen verwendet.

@ 19 Gib einen Ablaufplan zur Berechnung von (a + b) (c + d) an!

Mit Hilfe von Variablen lassen sich viele mathematische Satze einfach und Ubersichtlich for-
mulieren.

m 3 Das Distributivgesetz fir rationale Zahlen kennen wir in der Form:
Fir alle rationalen Zahlen a, bund c gilt: a*(b+c)=a-b+a-c.
Ohne Verwendung von Variablen miiBte man etwa folgendermaBen formulieren:
Fir alle rationalen Zahlen gilt: Das Produkt einer Zahl mit einer Summe aus zwei Sum-
manden ist gleich der Summe der Produkte dieser Zahl mit jedem der beiden Summanden.

In der 7. Klasse haben wir die reellen Zahlen kennengelernt. Fiir das Rechnen mit reellen
Zahlen gelten alle Rechengesetze, die uns vom Rechnen mit rationalen Zahlen bekannt sind.

® 20 Formuliere das Kommutativ- und das Assoziativgesetz a) fir die Addition, b) fir die
Multiplikation reeller Zahlen unter Verwendung von Variablen!

Variablen verwenden wir nicht nur fir Zahlen, sondern auch fir GroBen:
®m 4 a) Sind a und c die Ldngen der parallelen Seiten und h die Ldnge der Hohe eines
Trapezes, so gilt fir seinen Flacheninhalt A die Gleichung A = %c— “h,

b) Bei einer geradlinig gleichformigen Bewegung mit der Geschwindigkeit v gilt fur
den in der Zeit t zuriickgelegten Weg s die Gleichungs = v - 1.

® 21 Gib weitere Flacheninhalts- und Volumenformeln und Zusammenhdnge zwischen
physikalischen GroBen unter, Verwendung von Variablen an!

In der Geometrie werden Variablen nicht nur fir GréBen verwendet. Auch fiir geometrische
Objekte selbst verwenden wir Variable.

m 5 |In der Ebene gilt: Zu jeder Geraden g und zu jedem Punkt P, der nicht auf g liegt,
gibt es genau eine Gerade h mit der Eigenschaft: g geht durch P und g|| h.

Wir haben Variablen auch bereits bei Beweisen verwendet, um Beweisschritte kurz und
Ubersichtlich darzustellen.
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Bild A 1: Frangois Viéte (1540-1603)
Bild A 2: René Descartes (1596-1650)

m 6 Die Summe zweier beliebiger gerader natirlicher Zahlen ist ebenfalls eine gerade
natiirliche Zahl. '
Voraussetzung: m € N, n € N, m ist gerade, n ist gerade
Behauptung: ~ m + n ist gerade.
Beweis: m gerade, n gerade, also
2|m, 2|n (Definition gerade Zahl)
m=2x, n=2y; x,yeN (Teilerdefinition)
m+n=2x+ 2y

m+n=2x+y) (Distributivgesetz)
m4n=2z (x+y=2z zeN)
2|m+n (Teilerdefinition)

m + n gerade (Definition gerade Zahl)

Die Ausfilhrungen in dieser Lerneinheit zeigen uns noch einmal:

1) Variablen stehen anstelle von Zahlen, GréBen, geometrischen Objekten, also stets fur
die Elemente eines gewissen Grundbereiches').

2) Variablen verwendet man zur Formulierung mathematischer Sdtze, beim Beweisen oder
auch beim Aufstellen von Gleichungen bei der Lésung von Anwendungsaufgaben.

Variablen wurden in vereinzelten Féllen schon in der Antike von griechischen Mathemati-

kern benutzt. Systematisch werden sie in der Mathematik jedoch erst seit Beginn des 17. Jahr-

hunderts verwendet. Die franzésischen Mathematiker FRANGOIS VIETE (1540-1603) und

RENE DESCARTES (1596-1650) haben sich um ihre Einbeziehung in mathematische Uber-

legungen verdient gemacht. Heute sind Variablen eih unentbehrliches Hilfsmittel sowohl in

der Mathematik als auch in anderen Wissenschaften (,# Bilder A1 und'A 2).

Aufgaben

1. Vervollstandige folgende Tabelle! Rechne im Kopf!
a J b |a+b|a—b|a- b I a:b

12 —6
—10 =5
- 1 —
—12 l 2
3

) Wenn nicht ausdriicklich anders vermerkt, soll (bei allen arithmetischen Betrachtungen) der Grund-
bereich immer die Menge der reellen Zahlen sein.
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A Arbeiten mit Variablen LE3

Gegeben ist die Gleichung y = 3x — 2.

a) Berechne y fiir die folgenden Zahlen x: 0; 10; —10; —0,5; 2,4; —1,8! Schreibe dein
Ergebnis in Form einer Tabelle auf!

b) Fir welche Zahl x erhaltst duy = —172

Uberprife, welche der jeweils in KI n geb Zahlen Lésung der
nebenstehenden Gleichung bzw. Ungleichung smd'

a) x—3=17(10;11;0) b) x* —x =12 (4;0; —3; 2)

c) 2,37x + 3,75 < 0,51 (1,35; —5,64; —0,573)

Gib jeweils alle dir bekannten Zahlenbereiche an, in denen die folgenden Gleichungen
bzw. Ungleichungen lésbar sind!

a)2x—5=8 d) 2x+1=1+ 2x g) 2x—5<3 k) 4x =12
b)3z+5=7 e) 2t +1=3+ 2t h) [x| <1 ) 7x=12

) |yl —1=6 f) 2t +1<2t—1 i) Jy—2>2 m) x2 = —1

a) Berechne Flacheninhalt und Umfang eines Kreises mit dem Radius r = 4,7 cm!
b) Der Flacheninhalt eines Kreises betrage 25,7 cm?. Berechne seinen Umfang!

Schreibe mit Hilfe von Variablen:

a) eine beliebige natiirliche Zahl, die durch 3 (bzw. 5; 7) teilbar ist;

b) eine beliebige natiirliche Zahl, die bei der Division durch 3; 5; 7 den Rest 2 laBt;
€) zwei beliebige natiirliche Zahlen, von denen eine um 7,5 groBer ist als die andere;
d) das arithmetische Mittel zweier beliebiger rationaler Zahlen;

e) die Summe aus einer beliebigen natiirlichen Zahl und ihrem Quadrat!

Durch die Gleichung z = x-y kénnen verschiedene Z hdange b
werden. Sind beispielsweise x und y die Ldngen zweier benachbarter Senen eines
Rechtecks, so ist z sein Flacheninhalt.

a) Was bedeutet z, wenn x das Volumen eines Kérpers und y die Dichte des Materials
ist, aus dem der Korper besteht?

b) Was bedeutet z, wenn x der durchschnittliche Krafistoffverbrauch eines PKW in
Liter je 100 km und y der an einem Tag von diesem PKW zuriickgelegte Weg in
km ist?

c) Gib weitere Beispiele fiir mégliche Bedeutungen der Variablen x, y und z an!

d) Gib in a), b) und fiir die in c) gefundenen Beispiele den jeweiligen Grundbereich
fur die Variablen x, y und z an!

Uberprife, ob die folgenden Aussagen wahr sind!

a) Fur jede natiirliche Zahl a gilta + a > a — a.

b) Fir jede rationale Zahl a gilta + a > a — a.

c) Es gibt eine natiirliche Zahl g, so daB gilt a + a = a — a.

d) Es gibt eine rationale Zahl b, so daB fiir jede rationale Zahl a gilta-b = 0.

e) Zu jeder rationalen Zahl a gibt es eine rationale Zahl b, so daB gilt a + b = 0.

f) Es gibt reelle Zahlen a und b, so daB gilta — b = b — a.

g) Fiir beliebige rationale Zahlen x und y gilt:
Wenn xy > 4, soist x> 2 und y > 2.

h) Fiir beliebige Punkte A und B mit A = B gibt es genau einen Punkt, der zwischen
A und B liegt und von A und B gleich weit entfernt ist.

i) Jedes Quadrat ist ein Rechteck.

k) Jedes Parallelogramm ist ein Rechteck.

1) Es gibt eine natiirliche Zahl n, so daB gilt 0| n. (1)

m) Es gibt eine Primzahl, die durch 2 teilbar ist. (L)
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Rechenoperationen unter Verwendung von Variablen

4 Zusammenfassen in Summen

@® 22 Schreibe kiirzer!
a)z+z+z+z b) ab + ab + ab c) X*+ x>+ x4+ x°

Wir wissen bereits: S gleicher S den kann man als ganzzahlige Vielfache der
Summanden schreiben. Man nennt aber nicht nur ein Produkt wie 4z, sondern auch Produkte
wie 2 2,2,52 oder —7z Vielfache von z. Dabei heiBien 4, 3 , 2,5 oder —7 Koeffizienten
von z.
@ 23 Gib alle reellen Zahlen x an, fir die gilt:

a) 2x — 12x 4 3x = 35, b) 5x + 4 — 3x = 10!

Beim Lésen von Gleichungen ist es zweckmdBig, wenn man zundchst Vielfache der vor-
kommenden Variablen durch Addition oder Subtraktion zusammenfaBt.

® 24 Begrinde die folgenden Aussagen mit Hilfe dir bekannter Rechengesetze!
Fir jede Zahl x gilt: @) 5x + 3x = 8x, b) 9x — 7x = 2x

Wir wissen, daB man z. B. 7,4 — 6,2 4+ 9,1
eine Summe nennt, obwohl dabei auch zu subtrahieren ist, denn man kann die Subtraktion
einer Zahl durch die Addition der zu ihr entgegengesetzten Zahl ersetzen:
74—62+91=74+ (—62) +91.
Entsprechend nennt man 7,4a — 6,2b + 9,1c Summe, da man dafir auch
7,4a + (—6,2b) + 9,1¢
schreiben kann. Diese Schreibweise bedeutet aber nicht, daB 7,4a positiv oder —6,2b negativ
sein muB. Der Summand —6,2b ist nur dann negativ, wenn b eine positive Zahl ist.
Die einzelnen Summanden einer solchen Summe bezeichnet man oft als ihre Glieder.

® 25 Sefze in die Summe 3,5x + 2,2y — 1,5x — 6,2y fira) x=5;y =3,b) x=6;y = —2
ein und berechne die Summe! Wie |aBt sich die Rechnung abkiirzen?

Auch bei einer Summe mit mehreren Variablen ist es zweckmaBig, jeweils die Vielfachen
der gleichen Variablen zusammenzufassen.

m 7 Wir schreiben: Wir iiberlegen:
3,5x + 2,2y — 1,5x — 6,2y Glieder der Summe ordnen
= 3,5x — 1,5x + 2,2y — 6,2y Vielfache der gleichen Variablen zusammenfassen
= 2x— 4y

Setzt man in die gegebene und die erhaltene Summe fiir x und y jeweils gleiche Zahlen ein,
so ergibt sich stets dieselbe Zahl. Wenn das Zusammenfassen nicht im Kopf méglich ist, kann
man dafiir den Taschenrechner benutzen.
m 8 Wir schreiben:

3,56x — 4,7y + 0,758x + 2,88y = 3,56x + 0,758x — 4,7y + 2,88y

Wir berechnen die Koeffizienten:

3,56 (3) 0,758 (=) [4.318] 4,7 2,88 (=) [—1.82]
Wir schreiben: = 4,318x — 1,82y
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Aufgaben
1. Schreibe mit Hilfe von Variablen!
a) das Zehnfache einer Zahl, b) das ;fache einer Zahl
c) das 3,%ache einer Zahl, d) ein Fiinftel einer Zahl
2. Nenne die Koeffizienten der Variablen!
: . s 8, _F, oo g A 8. =%
6a; —7b; 36 0,8d; % 74 g: h; 3 Tk. 5
3. Nenne die Summanden der Summen
a) 5x — 4y, b) —3x + 4y — 2,5z, c) —7x + 6,8y — 4,62!
4. Fasse miindlich zusammen!
a) 3x + 2x; S5x—7x; 5p—0; 3x—Sy; 7a—7a; 14t— 13t
b) 0,8y — 1,2y; 5,2x — 2,4x; 4,30 — 5a; 6,4z — 7,82
c) 8a+7—6a; e— 2 — 3e; 4a+ 5b—6b; Ty +8x—7y
5. Lose folgende Gleichungen! Rechne weitestgehend im Kopf!
a) x+2x+3x=2k b)4d+5d—d=72 )15y —2—9y =10 d)3p—7 +p=5
6. Berechne die Summen méglichst rationell fir u=3, v=2 und v = 2,4, v = 52!
a) 2u—3v—5v—Tu b) 2,3v — 3,2u + 4,7v — 1,8u
) yu—3v—av+tu d) 63— 0,18y — 7,9 — 0,88y
) Uberpriife so einfach wie méglich, ob x = 2,2 und y = 1,8 die folgenden Gleichungen
oder Ungleichungen erfillen!
a) 2x + 3y + 5x— 6y = 10 b) S5y —3x— 7y + 6x <2
c) 5,32x — 4,8y — 6,74x + 3,63y = —5,23
d) 2,7x — 5,3y + 8,56x + 9,7y > 70
8. a) Udo denkt sich eine Zahl, verdoppelt sie, addiert 5 und subtrahiert die gedachte

Zahl. Wie kann man die gedachte Zahl ermitteln, wenn man Udos Ergebnis kennt?
b) Erfinde selbst ein dhnliches Zahlenratsel!

Fasse zusammen!

9.0
10.1

1.1

124

14.

@) zp—3p b Fd—3d o Ex—T1-2x d—Id+3d—1d

a) 53b— 3,5~ 6,1b b) 7,2f — 8,79 — 5,8f + 3,2g

c) 0,82a — 7,4b — 6,32 + 7,3%9a — 0,874 + 0,014b

a) 15 ab + 4ab — 10ab b) —6xy — xy + 8xy - c) —4m® + 10m* — 8m?
d) 11x% + 4x — x? — 9x e) 2y — 3y + 2y — y? f) 5ab — a? — 6ab — 3a*
g) —25k* — 32k* + 48k* h) mn + 2n — 8m

a) 5ab + 3ac — 7bc + 6ab + ca — 5ba + 11ac — 6ébc (L)

b) 30x* + 40y* + 50z* — 80x* + 10z — 30y? (L)

Schreibe a) 2u, b) v, c) 3,57w, d) —4x, e) —y; f) —0,78z als Summe mit zwei
Summanden!

Ergdnze den linken Term so, daB aus ihm der rechte Term durch Zusammenfassen
hervorgeht!

a) 3k—8x— [ ]+ 3x=—2k—5x ()

b) —8x+ [+ [_]+ 5a=—5x+10,2a
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15.  Ralf hat Summen zusammengefaBt. Wo hat er Fehler gemacht? Begriinde!
(1) 8a + 9b = 17ab (4)ab—a=0Db (7)a+a=a?
(2) 9ab — 5ab = 4ab (5) 5a + a =50  (8) 5a + 7a = 12a*
(3) 12ab — 9ab = 3 (6) a* + a* = a* (9)7a—a=7a

16.* Gibt es jeweils Zahlen a und b, so daB man beim Ei in die Gleichungen aus
Aufgabe 15 auf der linken Seite die gleiche Zahl erhdlt wie auf der rechten? (L)

5 Addition von Summen

@ 26 Zu 278 ist die Summe von 345 und 122 zu addieren!
a) Schreibe die Aufgabe mit Hilfe von Klammern auf!
b) Berechne das Ergebnis auf unterschiedliche Weise! Begrinde dein Vorgehen!

Fir die Addition reeller Zahlen k wir das K tativ- und das Assoziativgesetz:
Fir alle reellen Zahlen g, b und c gilt:
a+b=b+a

a+(b+c)=(a+b)+c ~
Aufgrund des Assoziativgesetzes kann man statt a + (b + c) bzw. statt (a + b) + c einfach
a + b + c schreiben. Sind reelle Zahlen zu addieren, so kénnen aufgrund dieser Gesetze
- Kl num S ggel (aufgeldst) werden,
-5 den beliebig miteinander vertauscht werden.
Summen und Produkte reeller Zahlen sind wieder reelle Zahlen. Daher lassen sich diese
Regeln auch -anwenden, wenn in a + b 4 c die Summanden
— Produkte von reellen Zahlen
— Summen von reellen Zahlen sind.

m 9 a) 7a+ (5b— 4a) (Klammern auflésen)
=7a+ 5b — 4a (Ordnen)
=7a— 4a + 5b (Zusammenfassen)
=3a+ 5b
b) (15a + b) + (—4a + 3b) (Klammern auflésen)
=15a + b + (—4a) + 3b
=15a+b— 4a +3b (Ordnen)
=15a— 4a+ b+ 3b (Zusammenfassen)
= 11a + 4b

@ 27 Berechne méglichst einfach —5x + (=2 + x) + (3y — 2x) fir x=—2und y = —3!

Aufgaben

1. Peter vertauscht die Summanden der Summe 5b — 4a und erhdlt 4a — 5b. Was meinst
du dazu?

2% Lése die Klammern auf und fasse zusammen!

a)u—v+@79—uv+v) b)—132+(10—0a +c—a €) 7b* + (3b* 4 2ab)
d) (4x +8) + (x—1) e) (32c —16d) + (6c +7d) f) 20® + (3a® — a%)
) (‘7x+%)+(;—x) h) (—:—a+%b)+(%a—%b) i) (6:3a—7,2b) + (—270)
k) (7Ta®+7a—3) + (—4a*—2a+7) 1) (U + 2uv + v3) + (uv — v —v?)
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w

Schreibe mit Hilfe von Klammern und vereinfache!

a) Addiere zu 7a die Summe 5a + 7!

b) Zur Differenz 1 — 5x ist 8x zu addieren!

€) Addiere die Differenzen 2m? — 3mn und —m? — mn! (1)

4. Ersetze in
a) T, + T, b) T, + T, ) T,+T,
T, durch 3,2x — 4,9y; T, durch 16,3x + 7,2y; T, durch —3, 75y — 52x — 7 und ver-
einfache so weit wie moglich!

5. Berechne méglichst rationell
a) (—6u — 8v) + (7u + 6v), b) (2u —v) + (—3u — 4v)
fir v=75 und v=—25!

6. Die in Zentimeter g 1en Seitenldngen eines Dreiecks haben die Zahlenwerte
x+y, z— x und 10 — 2y.
a) Wie groB ist der Umfang eines solchen Dreiecks? (L)
b)* Gib fir x, y, z Zahlen an, so daB man aus den angegebenen Seiten ein Dreieck
konstruieren kann!

7. Ergdnze den linken Term so, daB aus ihm der rechte Term durch Vereinfachen her-
vorgeht!
a) Sx+ (Iy—[_)=5x+7y—3z
B) (u+ )+ 1+ =5u—3r
P2+ J-[_DP=a+3b(
ayém+ C ]~ 5) + - D=bn—p O

8. Es sei n eine beliebige natiirliche Zahl gréBer als Null.
a) Gib den Vorgénger und den Nachfolger von n an!
b) Wie groB ist n, wenn die Summe aus n, dem Vorgdnger von n und dem Nachfolger
von n gleich 276 ist?

9. Die Summe aus drei aufeinanderfolgen-
den natirlichen Zahlen betragt 102. Be-
rechne diese Zahlen! (L)

10.*  Einer der bedeutendsten deutschen Mathe-
matiker war CARL FRIEDRICH GAUSS (1777
bis 1855), der sich auch groBe Verdienste
auf dem Gebiet der Physik erwarb. lhm zu
Ehren wurden im Jahre 1977 zu seinem
200. Geburtstag eine Medaille und Sonder-
briefmarken herausgegeben (,* Bild A 3).
Schon als neunjdhriger Schiiler wber-
raschte GAUSS seinen Lehrer, als dieser
seiner Klasse die Aufgabe stellte, die na-
tirlichen Zahlen von 1 bis 40 zu addieren.
GAUSS ermittelte die Summe innerhalb

Mi

iger durch die folgende Rech- Bild A 3: Carl-Friedrich-Gauss-Medaille;
nung: gestiftet von der Akademie der Wissen-
S L schaften der DDR, Berlin 1977

- - -
1+ 2+3+... +38+39+ 40 =20 -41 =820
~ -
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a) Erlautere diesen Rechenweg!

b) Es sei n eine beliebige natirliche Zahl. Berechne die Summe s der natirlichen

Zahlen von 1 bis n!
Hinweis:
s=1+ 2 4+ 3 +-+@=2)+(C—1)+n
s=n+Mm—1)+@O—2)+ -+ 3 + 2 +1
Berechne zundchst 2s! (L)

c

~

von 1 bis 100!

6 Subtraktion von Summen

@® 28 Von 375 ist die Summe der Zahlen 25 und 215 zu subtrahieren!
a) Schreibe die Aufgabe mit Hilfe von Klammern auf!

Berechne mit dem unter b gefundenen Ergebnis die Summe der natirlichen Zahlen

b) Berechne das Ergebnis der Aufgabe auf unterschiedliche Weise! Begriinde dein

Vorgehen!

® 29 Erganze die folgende Tabelle!

a 3 —4,8 n
—a —35 1 0
) 2
(—1)-a 1 —2
Fir jede Zahl a gilt (—1) - @ = —a. Die entgegengesetzte Zahl zu a erhdlt man also auch

durch Multiplikation mit —1.
@ 30 Ergdnze folgende Tabelle! Rechne im Kopf!
a I b l c la—(b+c) a—b+c g—b—c

8 2 3
—7 51 —
—5 —4 7

-3 —2 0
Fur die in der Tabelle gegebenen Zahlen g, bund c gilta— (b +c)=a—b—c.
Frage: Gilt diese Gleichung fir beliebige Zahlen a, b und c?

Zur Beantwortung der gestellten Frage iberlegen wir:
— Von der Zahl a ist die Summe b + ¢ zu subtrahieren.

— Die Subtraktion von b + ¢ kann man durch die Addition der zu b + ¢ entgegengesetzten

Zabhl ersetzen.
— Die zu b + ¢ entgegengesetzte Zahl ist (—1) * (b + ¢).
Es ist
(=1)-b+c)=(=1)b+(=1)-c (Distributivgesetz)
=(=b)+ (—¢)=—=b—c.
Damit erhalten wir:a— (b+¢)=a+ (—b—¢)=a—b—c.

Ergebnis: Fir aile reellen Zahlena, bund cgilta—(b+c)=a—b—c.
Man kann also eine Summe subtrahieren, indem man jeden Summanden subtrahiert.

2 (000810)
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m 10 a) 7a — (5b — 4a) (Klammern auflésen)
= 7a — 5b — (—4a)
=7a— 5b + 4a (Ordnen)
= T7a + 4a — 5b (Zusammenfassen)
= 11a — 5b

b) 7a — (—5b — 4a)
=7a — (—5b) — (—4a)
=7a + 5b + 4a
= 11a + 5b

€) —(2x + 3y — 52) + (5x — 7y) — (—8x + 3y — 27)
=—2x—3y +52+5x—T7y + 8x— 3y + 2z
=—2x+5x+8x—3y—7y — 3y + 5z + 2z
=11x—13y + 7z

m 11 Wir lésen folgende Gleichung:
2x— (Bx—17) + (6x—5) =5
2x—3x+ 17+ 6x—5=5
2x—3x+6x+17—5=5
5x+12=5
x=—14

@ 31 Erldutere alle Schritte im Beispiel A11 und mache die Probe!

Aufgaben

Lése die Klammern auf und fasse zusammen!
1.1 @) Sx—(@Bx+3y) b) —11—(10—a) <) 8a—(—7b+2d) d) — (3x—3y)
e) —(—4a+7b) f) S5a+b— (3a— b+ ) g) (Bx*+ 7x) — (—x2 + x)
h) — (18c — 7d) — (13c — 11d) ) 0,6y — (3,2y +07)
®) (11,50 — 3,4v) — (—7,4v) Q) —3,47a — (—547a — 1,48b)
2.1 n)—(%x+%)—(—0.6—x) b) —(%a—‘?b)+(%a-—%b)
€) —(253x — 18,4y) + (—9,7x — 7,3y)
d) —(4,37a* — 5,91ab) — (—2,31a% — 5,79ab) (1)
e) (—5x—3y +2)— (—3x+2 — 1)+ (2x + S5y—3) (1)
3 Schreibe mit Hilfe von Klammern und vereinfache!
a) Subtrahiere von 8x die Summe 5x + 7!
b) Von 3 — 5a ist —7a zu subtrahieren!
¢€) Subtrahiere 5z — 7u von —11z!

4, Gegeben sind die Differenzen ém — 5n und —3n — 11m.
a) Addiere die Differenzen!
b) Subtrahiere die Differenzen voneinander!
) Begriinde, warum die Aufgabe b) nicht eindeutig I&sbar ist!
5. Ersetze in
aT,—T, b)T,—-T, Y Ti—T,+T, d) —T,+T,—-T,
T, durch 7,3a — 5,7b, T, durch —10,1a — 3,6b, T, durch 0,9b + 9,3a und vereinfache
so weit wie méglich!
Wodurch unterscheiden sich die Ergebnisse der Aufgaben
a) und b) bzw. c) und d) voneinander? (L)
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6. Schreibe als Differenz zweier Terme!
a) 3a — 4b— 6 (L) b) 5xy + 3xz + 7yz €) —4u? 4+ 11v —7w
7. Berechne méglichst einfach

a) —3u— (Ju—5v) —7v b) —(5u — 7v) + (—2u + 3v)
c)* (% v? — 0,4uy — 1,5v2 + 1) —_ (v’ — % uy + 0,6u’) (L)
fir u=—24 und v=17!

8. Ergdnze den linken Term so, daB aus ihm der rechte Term durch Vereinfachen her-
vorgeht!
a)3a— (_]—5b)=—a+5b b) 7x—(_]-[_D=6x+3
o —3c—(_]—8)—(__J-[_D=—b+e()
d) *Gib jeweils an, wieviel Méglichkeiten es zur Ausfillung der Késtchen gibt, wenn
in jedes Kastchen nur ein Vielfaches einer Variablen geschrieben werden soll! (L)

9. Lose folgende Gleichungen!
a) 5x— (7—2x) +8=15 b) 7z — 6 — (5—3z) = 14

-10‘ Begriinde, daB fiir beliebige reelle Zabhlen a, b, ¢, d und e gilt:
(@a—b)+(c—d—e)=(a+c)—(b+d+e!

11.  Axel schreibt eine Zahl auf. Er subtrahiert das Dreifache dieser Zahl von 7. Nun
subtrahiert er die erhaltene Zahl von der notierten und erhdlt 29. Welche Zahl hat
Axel aufgeschrieben?

42.  Setze in den folgenden Gleichungen Klammern so, daB die entstehenden Gleichungen
fiir beliebige reelle Zahlen x, y und z gelten!
a) 7x— 5y — 3z =7x— 5y + 3z b) —7x + Sy — 3z = —7x — 5y — 3z (L)

13. a) Fir welche reellen Zahlen a und bgita—b=>b—a?
b) Andere die rechte Seite dieser Gleichung unter Verwendung von Klammern so ab,
daB die neue Gleichung fir alle reellen Zahlen a und b gilt!

7  Multiplikation von Produkten

@ 32 a) Bilde das Produkt von 2,5b und 4a!
b) Berechne es ohne Taschenrechner fir a =3, b=7, fir a=21, b= —5, fur
a=—03,b=—08!
©) Wie lassen sich diese Berechnungen vereinfachen?

Produkte aus Zahlen und Variablen kann man vereinfachen, indem man die Zahlen (Koeffi-
zienten) multipliziert und deren Produkt als Koeffizient vor das Produkt der Variablen setzt.
Wir wenden dabei das Kommutativ- und das Assoziativgesetz der Multiplikation an. Zur
besseren Ubersicht ordnet man die Variablen alphabetisch.

m 12 25b-4a=1254"b-a=10ab

Kommen gleiche Variable in den Faktoren vor, kann man die Produkte weiter vereinfachen.
Dabei nutzen wir die Potenzschreibweise.

@ 33 a) Schreibe kirzer: a+a, a-a-a, a-a-a-a-a-a-a!
b) Was bedeutet a, wenn n eine von Null verschiedene natiirliche Zahl ist?
c) Wie nennt man a und n in der Potenz a"?
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m 13 a) 06ab-7a=067-a-q-b=42a%
b) 4ab - (—10ab) = 4 (—10)-a-a-b- b = —40a?b?
€) 2,2a%-5b% = 2,2-5-a?-b- b2 = 1102
d) (—2,50%) - 2+ (—3ab) = (—2,5)- 2 (=3) - a*- a- b = 15a%

Aufgaben

Vereinfache! (Die Aufgaben 1 und 2 sind im Kopf zu Iésen.)

1.7 a)1,2x-5 b) (—1,3)- 2y 95zt d) (—=3,7u)-Ov
e) 7a-5b f) 9x- (—3y) g) (—6e) - (—3f) h) 0,3x- 5y

2.0 @) (—3a)-2b- (—c) b) 4x- (—5y)- 2z
) (=2p)(—4q)- (—=m)  d) (—2x)-0-(—0,73y)

3.7 a) 2,5k (—0,41) b) 4,5-(—1,2v) c) 0,4u - (—0,2v)
d) —é6p- (— % q) e) (—1,5r) - (—0,25s) f) 7.3p-0p

47 a) 5m-3m b) 2,5x - 3x c) —6,2t-2t d) (—6c?)-3c

e) (—x2) - (—x%) f) 6a*(—3a?) g) —3c2 2 h) 3ab - (—20?)
i) (—5ab)-10ab k) 1,25x% - 1,82 (1) 1) 2,8x% - 0,34xy (L)
m) (—3,36d) - (—0,225¢°) (L) () 6xy - (—5y2) (—2xz) ( ©) —Sab- 2av - (~Tbv)
5.%7 @) (—8a%b%)- (—2ab%c®) (L) b) (—2,5m*n%p) - (—3,4m?np?) (L)
6.1 @) 7a - 3ab + 6a2- 8b b) (—9m?) - 5n + 8mn - 4m
O* (—3%) - (=5xy) + (—2x9) - 7x (L)
7. Berechne 3,5ab - 0,2b fiir a = 1,6 und b = 0,45!
8. Ergdnze den linken Term so, daB aus ihm der rechte Term durch Vereinfachen her-
vorgeht!

a) Sxy-[_]=35x2 b) (—7ab) - ] = 56abx
) éutv-[ ] = —54udv d) (—8mn)- [ ] = 48m*n?
9. Fasse a) 12xy, b) —15y2, c) 3x?, d) —25x'2 jeweils als Produkt zweier Fakioren auf!
Wie kénnen die beiden Faktoren heiBen?
10. Tom hat Produkte vereinfacht. Suche nach Fehlern!
a) 5a%b - 0,7b% = 3,5a%h? ©) 7yz-3az = 21z%a
b) —3ab: (—5x) = —15abx  d) 6a?- 4a® = 24qs

8 Division von Produkien

@ 34 Schreibe die folgenden Quotienten?) mit Hilfe eines Bruchstrichs und kirze danach!
a) 6xy:15 b) 12xy:y €) 24xy: (3x)

‘) Kommen im Divisor eines Quotienten Variable vor, so sollen diese stets fir von Null verschiedene
Zahlen stehen.
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® 35 Der Quotient aus den Produkten 20-12 und 3-4 soll aufgeschrieben werden.
Axel schreibt (20-12): (3 4), Beate (20-12):3-4, Christa 20-12: (3 - 4), Daniel

20-12:3- 4, Elke zg::z . Wessen Schreibweise entspricht der gestellten Aufgabe?
Begriinde! (L)

Sind Produkie zu dividieren, so empfiehlt es sich, beim Schreiben des Quotienten anstelle des
Divisionszeichens ,,:** den Bruchstrich zu verwenden. Man vermeidet dadurch MiBverstind-
nisse. Quotienten, bei denen Dividend und Divisor Produkte aus Zahlen (Koeffizienten) und
Variablen sind, lassen sich haufig durch Kiirzen vereinfachen.

63x 9x 2,1u 0,7u 4 21u _ 2u _ Tu

n 14 0)7_y= y c)—3v_= v 99T B T 3w T tov

45a ; 35x2 35-x-x S5-x

b) 35 =7 ) S =T _5="
48x%y — 48-x-x-y 4 x lx( 4 )

e) Sl ) = i S5
—36xy 36-x-y 3 3 3
—24a? 24-a-a 1 1

f) B~ t Baaaae - Toaa 2@

Manchmal schreibt man einen Quotienten z. B. aus 35x2 und 7x auch in der Form 35x2: 7x.

Dann wird stillschweigend vorausgesetzt, daB dies 35x? : (7x) bedeuten soll (wus dasselbe ist

7x

® 36 Berechne 35x2: (7x) und 35x2:7 - x fiir x = 2!
Vergleiche!

wie 35x2 - 1—) und nicht etwa 35x2:7 - x.

Aufgaben

Vereinfache! (Die Aufgaben 1 und 2 sind im Kopf zu I6sen!)
1.7 a) 6,4abc:8 b) 27xy: (—9) c) 1.8xyz:z d) 4mn?:m

z 8ab 15mn —bxy —10pq 4mn 8ax
21 a3 D= 9= 9~ ) wr ) —oga
3. @) 6abc: (—3c) ¢) 15ab : (—5ab) ) (—2pq) (% pqr)

b) (—24xyz): (—8y) d) (—4xyz): (—4xz) f) 27a%x: (18ax?)
4.7 a) 3a*b: (6a?) b) 3,2xy?: (8x) €) 5,4cd: (9¢?) d) 7,2uv?: (24v)

T 8a?b 16x%? 24ab? —2a%b% Ors
51 9) 55 ) %y ©) 3 9) e ) o5
—9ab? 20m3n® 25a%b? 22x%z 2,2xy%z*
b) 3ab d) S5m*n? f) —15ab h) 1,1xy%z k) 11x?yz?
o 27a%b3 35a2b2 0,6x% 1,5x%z
»* ——, e -—
6. a) 9ab? 7ab_ - b) 0,3xy Sxz O]
a . —25ab* . . e
7.7 @) Gib zum Berechnen von mit dem Taschenrechner einen méglichst kurzen

—15a%
Ablaufplan an!

b) Berechne den Quoti nach dei Ablaufplan fir a = 0,37, b = 2,3 und fiir
a = —0,65, b = 7 auf jeweils zwei Stellen nach dem Komma!
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9  Multiplikation von Summen

® 37 Berechne das Produkt 0,75 (4 + 3 b) fir a = 1,54 und b = 2,37 mit dem Taschen-
rechner! Schreibe zundchst einen Ablaufplan fiir diese Berechnung auf!

Die Berechnung des Produktes im Auftrag A 37 1aBt sich vereinfachen. Dazu formen wir das
Produkt mit Hilfe des Distributivgesetzes in eine Summe um:

075 1ba+ b) =075 40 +075- b
= 3a-+2b

@ 38 Berechne die Summe 3a + 2b fiir die im Auftrag A 37 gegebenen Zahlen mit dem
Taschenrechner! Vergleiche den Rechenaufwand dieser Berechnung mit dem im Auf-
trag A 37 erforderlichen!

Die Auftrige A 37 und 38 zeigen: Manchmal ist es zweckmaBig, Produkte der Form a(b + c)
in eine Summe umzuformen.

m 15 @) x(y —2) —y(x + 2) + z(x — y)
=Xy — XZ— yX — yz + zx — zy
=X} —XZ— Xy —yZ+ Xz2—yz
= —2z

b) 2a%(8a — 5ab + 7b?) = 2ad*- 8a — 2a?- 5ab + 2a?- 7b?
= 16a®> — 10a°b + 14a?b?

) (ab+ac)——ab 5 +ac __"_b+E=

a a

o

+c

Die Multiplikation der Summe ab + ac mit l ist gleichbedeutend mit der Division dieser
Summe durch a. Mun kann also die Division einer Summe s durch eine Zahl a auf die Muylti-

plikation von s mu — zurickfihren.

m 16 (150b— 5bo): (5b) = (15ab — Sbe) - [ = 130 _ e _ 55

Aufgaben

Forme folgende Produkte in eine Summe um! Rechne im Kopf!
11 @) 7@x—5y) ) —3x(05x—01y) ) (3m—2n+5)-(—7m) g) yo(ya—+b)
b) (Su—9v):7 d) 9a(a — b + ¢) f) (—a) (6ab + 3c — 4)
2.0 @) 0.7x(0,7xy + 01y — 0,4) b) — L u(—6u?— %u +12) <) (3x—5v): (15
3. Lése die Klammern auf und fasse zusammen!
5x —7(2x — 1) ) 3y(2 — x) + 4xy ulv — w) — v(u — w)
/A ha(6b — 3) — 5(3a £ 2ab) €) —3(a + 7f + 5(a — 3) — 8(2a + 1)
f) 2,7x*(1,4x — 3,2xy) — 1,5x(2,3x* — 1,8y)
4. Berechne méglichst einfach mit dem Taschenrechner! Runde auf Hundertstel!
a) 3u(v —w) fir v=2874 v=1591 und w= —347
b) 3(2a + 5b) — 5(3a — 4b) fir a= J1,5% und b= 2,35
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5. Ergdnze den linken Term so, daB aus ihm der rechte Term durch Vereinfachen her-
vorgeht!

a) 3x+[_)—1.5x=15x—3y

b) [ (4v* — 7u + 8) = 28u® — 49u? + 56u

c)*S(I:— ) + 2x— 3y = —18x + 2y (L)

6.  Esseien a und b rationale Zahlen, und es gelte —3(a — b) > 0. Gilt dann auch a > b?
Begriinde deine Entscheidung! (L)
7. Lése folgende Gleichungen!

a) 6(x + 5) =72 b) —5(x — 7) = 50

) 32x—4)— (x+7)=—14 d) 2(7 — 3y) + 3(2y — 1) = 53
8. Ein Rechteck habe die Seitenldngen a = 4,5 cm und b = 2,5 cm.

a) Berechne den Flacheninhalt des Rechtecks!

b) Wie andert sich der Flacheninhalt, wenn b um 1,2 cm vergréBert wird?

c) Die Seite b werde um x (gemessen in cm) vergréBert. Gib den Flacheninhalt in
Abhéngigkeit von x an! Berechne den Flacheninhalt fir x = 0,8 cm; x = 2,4 cm
und x = 8,7 cm!

9.*  Eine Aufgabe aus dem Jahre 1494:

Oben auf einem Baum, der 60 Ellen hoch ist, sitzt

eine Maus, unten auf der Erde eine Katze. Die Maus

klettert jeden Tag 17 Elle herunter und in der folgen-
den Nacht wieder % Elle in die Hohe. Die Katze
klettert jeden Tag 1 Elle hinauf, in der Nacht 17 Elle

herunter. Nach wieviel Tagen erreicht die Katze
die Maus? (L)

10 Ausklammern Bild A4

Nicht immer ist es zweckmaBig, Produkte der Form a(b + c) in eine Summe umzuformen.

Will man z. B. 5(7 + 3) ermiiteln, rechnet man gewiB 5- 10 = 50 und sicher nicht
5:74+5-3=235+415=50.

Fir manche Berechnungen ist es umgekehrt sogar giinstig, Summen der Form ab + ac in

ein Produkt umzuformen.

® 39 a) Berechne die Summe 2uv + 2uw fir v = 2,4; v =37 und w = —1,8 mit dem
Taschenrechner! Schreibe zundchst einen Ablaufplan fir die Berechnung auf!
b) Begriinde: Fir alle rationalen Zahlen u, v und w gilt: 2uv + 2uw = 2u(v + w)!
c) Berechne 2u(v + w) fir die in a) gegebenen Zahlen v, v und w mit dem Taschen-
rechner! Schreibe auch dafir einen Ablaufplan auf!
d) Vergleiche die Anzahl der Eingabeschritte in den Ablaufpldnen bei a) und c)!
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Beide Summanden der Summe 2uv + 2uw haben den gemeinsamen Faktor 2u. Deswegen
1Bt sich diese Summe nach dem Distributivgesetz als Produkt 2u(v + w) schreiben. Man
sagt, daB der gemeinsame Faktor 2u ausgeklammert wird. Die Glieder in der Klammer
erhdlt man, indem man die urspriinglichen S den durch den geklc rten Faktor
dividiert.

m 17 Die Summe 3ab + 9ac ist in ein Produkt umzuformen!
1. Wir suchen einen gemeinsamen Faktor der beiden Summanden, den wir aus-
klammern. Ein solcher Faktor ist z. B. 3a.
2. Wir dividieren die gegebenen Summanden durch 3a:
3ab:3a = b; 9ac:3a = 3c.
3. Ergebnis: 3ab + 9ac = 3a(b + 3c).

@® 40 Gib zwei andere Méglichkeiten an, die Summe 3ab + 9ac als Produkt zu schreiben!

Manchmal ist in einer Summe ein gemeinsamer Faktor der Summanden nicht sofort zu er-
kennen. Dann ist es zweckmaBig, die einzel S den weitgehend in Faktoren zu zer-
legen.
m 18 9x%y — 27x%? + 15xy?

=33 x'xy—3-3:3-x"x'y'y+3-5-x-y-y

= 3xy(3x — 9xy — 5y)
Aufgaben
1. KiI e in den folgenden S den jeweils angegeb gemei Faktor
aus!
a) 5x + 30y : Faktor: 5
b) 8m? + 16mn — 44mn? Faktor: 2; 4; 4m; —4m
c) —14u?v + 21uv — 35uv? Faktor: 7uv; —7uv
d) 3ab— 1 abz— 8b2 Faktor: 1 b

Forme folgende Summen in Produkte um!
2.1 a) 5a+ 5b b) 7x — 14y c) 0,6x + 1,2y d) 3a +7b e) 12a — %

f) 7uv + 7uw @) ma — wb h) xy +y i) 5a+ 7a k) 11ab — 11a
3.0 a)15ab—5bc  b) 24uv — 72v ¢) 36ab — 72ba d) 1,5x + 4,5x2

e) a3 +b2)/3 ) —2luv—35uw  g) a>— ab h) a*—a

i) 7a%b — 21ab®> k) y> — 3y 1) 3,5xy — 4,5xy m) 26mn — 39pq
41 ) 4v—12uv — 24v - _b) Yu — 27uv — 36uv? €) x*+ 2x2— x

d) 3ab + 9ac — 12ad e) x* + 4x® — x? f) 15ab? — 25a2b? 4 5ab?

5¢ Uberprife, ob folgende Umformungen richtig sind! Korrigiere gegebenenfalls!
a) 24ax + 36ay — 48az = 12a(2x + 3y — 4z)
b) —x* — x2 + 2x = —x(x*— x + 2)
) 3a®— 120 + a = a(3a* — 12d)
6. Ergdnze den linken Term so, daB aus ihm der rechte Term durch Ausklammern her-
vorgeht!
a) 5x+ 15y — [ | =5(x + 3y — 22)
b) [ ]— 4ac — 8ad = 4a(2a — c — 2d)
7. Berechne méglichst einfach 15a?b — 25a2bc + 20a2bd fir a = —0,8; b = 1,9; c = 3,4
und d = —2,6!
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8. Lose folgende Gleichungen!
a) x(x—3)=0 - b)y*+y=0 c) 7x—21x2=0

9.  Forme 7x(a — b) + 13y(a — b) in ein Produkt um! (L)

15abc
10.* L e = g
Berechne T e fira=2b=3undc=6!(l)

\

11 Multiplizieren von Summen mit Summen

®
=
=

Das Bild A5 zeigt ein Rechteck ABCD

mit den Seitenlangen a + b und ¢ + d.

a) Gib den Flacheninhalt des Rechtecks
ABCD an!

b) Driicke diesen Flacheninhalt durch
die Flacheninhalte der vier verschie-
den markierten Teilrechtecke aus!

Fir die Seitenldangen a, b, c und d im Bild A 5
gilt offenbar Bild AS
(a + b) (¢ + d) = ac + ad + bc + bd.
In dieser Gleichung sind a, b, c und d Variable fiir GréBen, deren Zahlenwerte positive Zahlen
sind. Gilt diese Gleichung auch fiir beliebige Zahlen a, b, ¢ und d?
Zur Beantwortung dieser Frage versuchen wir, das Produkt (a 4 b) (c + d) schrittweise in
eine Summe umzuformen. Um auch hier mit dem Distributivgesetz arbeiten zu kénnen, setzen
wir voriibergehend ¢ 4 d = e und erhalten:
(a + b) (c + d) = (a + b)e.
Das Produkt (a + b)e kénnen wir in eine Summe umformen:
= ae + be (Distributivgesetz)
Fur e setzen wir wieder ¢ + d ein:
= a(c + d) + b(c + d).
Die beiden Produkte formen wir auch in Summen um:
= ac + ad + bc + bd (Distributivgesetz)

Ergebnis:

Beachte: Bei der Multiplikation zweier Summen muB jeder Summand des ersten Faktors mit
jedem Summanden des zweiten Faktors multipliziert werden:

/I
fa+bllc+d)=0c+ad+ bc +bd
.

Diese Regel 1aBt sich auch dann anwenden, wenn q, b, c und d Produkte (Vielfache) von
reellen Zahlen sind.

m
m 19 (2u—w ) (5x —3y) = 10ux —6uy — S5wx + 3wy
N '
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Aufgaben
Multipliziere und fasse, wenn méglich, zusammen!
1.7 a) (a+b)(c—d) b) (a— b) (c—d) ) (r—3)(s+1)
d) (2m + n) (3x — 4y) e) 5a+3)-2a—5 f) Sa+ 3(2a—5)
g) (5a + 3) (2a—5) (h) (5a + 3a) (x + 1) i) (b— 3c) (8b + 5¢)
21 a) (bx + ) (4x—3y) b) (b~ 0,5b) (a + 0,2a) 9 (x+3)(x+3)
d) (4z — 1) (hz— 1) e) (3,2u + 1,5) (7,80 — 2,6v) f) (3x + 4y)?
37 @) —(x+1)(x— 4) b) —(3a + b) (3a — b) ’
4.1 a) (5a — 4b — 3c) (2a — b) b) (—xy + 3yz—z) (x —y)
c) (a® + ab + b?) (a + b) d) (a — b) (a* + ab + b?)
5. Ermittle @) A- B, b) A-C, c) A-D, d) B-C, e) C-D
fir A=2a+3, B=xy—1, C=—x+1, D=2—x+ 3!
6. Multipliziere und fasse zusammen!
a) (x+1)(x+2)+ (x+ 3)(x+ 4) b) (2x — 3) (3x — 1) — (6x + 2) (x — 5)
T. Lése folgende Gleichungen!
a) 3x + 7) (x — 5) — 3x2 4 25x = 0 (L)
b) (3x + 2) (3x — 2) — Ix(x — 3) = 50 (L)
8. Berechne moglichst einfach!
a) (2x + 3y)? — (4x? + 9y?) fir x = 3,45 und y = 2,06
b) (x—y) (y + ) + y(y — x) fir x =086,y = 0,36, c = 1,2
€ x—=3)(x+7)—(x+5)(x—1)firx=n
9. Ergénze den linken Term so, daB aus ihm der rechte Term durch Multiplizieren und
Zusammenfassen hervorgeht!
) +H0+C_ D=y +2%—8 b) z+[_PE-5=2—22-15
o (2x+3) [+ |)=2x’+11x+12
& @+ CI- D=4
10.*  Forme folgende Summen in Produkte um!
a) mx + my + 10x + 10y (L) b) 7a — 7b + au — bu (L) )
c) ac + bc — 2a— 2b (L) d) x2—9 (L)
11.* Begrinde: Fir alle natirlichen Zahlen n = 2 ist n* —1 keine Primzahl. (L)
12 Beispiele fiir Beweisfilhrungen unter Verwendung

von Variablen

Wir wissen bereifs: Viele Satze iber Zahlen oder GréBen lassen sich mit Hilfe von Variablen
beweisen. In Lerneinheit A 3 findest du einen Beweis eines Satzes iiber die Summe zweier
gerader Zahlen.

@ 42 Beweise den folgenden aus Klasse 6 bekannten Satz!

Wenn zwei beliebige natirliche Zahlen durch eine natirliche Zahl n teilbar sind, dann ist
ihre Summe durch n teilbar.
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Wir wollen weitere Beispiele fiir solche Beweise kennenlernen. Es soll der folgende Satz
bewiesen werden:

derfol. n

Die Summe von drei beliebigen aufei g natirlichen Zahlen ist durch 3 teilbar.

Voriiberlegung: Zundchst bezeichnen wir diese drei natisrlichen Zahlen. Die erste Zahl sein.
Dann ist die zweite Zahl n + 1 (als Nachfolger von n) und die dritte Zahl (n + 1) + 1 =n + 2.
Die Summe dieser drei Zahlen ist

s=n+n+14+n+ 2.
In dem Satz wird behauptet, daB die Summe s durch 3 teilbar ist. Wir missen also zeigen:
Es gibt eine natirliche Zahl z, so daB s = 3- z ist. (Das heiBt, s ist das Dreifache von z.)
Wir vereinfachen dieSummess, erhalten s = 3n + 3 und klammern den Faktor3 aus: s = 3(n+1).
Die natiirliche Zahl n + 1 bezeichnen wir mit z; daher ist s = 3z. Es gibt also eine natiirliche
Zahl z (namlich die Zahl n + 1), so daB s = 3z ist. Das heiBt: s ist durch 3 teilbar.
In Kurzform kann man den Beweis folgendermaBen aufschreiben:

u 20 Voraussetzung: s ist Summe von n, n + 1, n + 2; (neN)

Behauptung: 3 |s

Beweis: s=n+n+1+n+2 (Voraussetzung)
s=3n+3 (Zusammenfassen)
s=3(n+1) (Ausklammern)
s=23z (z=n+1;zeN)
Also: 3 |s (Teilerdefinition)

@ 43 a) Formuliere entsprechende Aussagen fir vier und fur finf aufeinanderfolgende
natirliche Zahlen!
b) Beweise diese Aussagen oder widerlege sie!

Auch geometrische Satze lassen sich unter Verwendung von Variablen beweisen. Es soll der
folgende Satz bewiesen werden:

Wenn ABCD ein beliebiges Viereck ist, dessen Seiften von einem Kreis beriihrt werden
(/* Bild A 6), dann ist die Summe der Lingen zweier gegeniiberliegender Seiten gleich der
Sum\rne der beiden anderen Seitenldngen.

e

/ Bild A6 Bild A7

Bezeichnet man die Seitenldngen mit a, b, ¢, d, so muB man zeigen, daB a + ¢ = b + d gilt.

Die Geraden, auf denen die Vierecksseiten liegen, sind Tangenten an den Kreis. Wir wissen
aus Klasse 7: Haben zwei Tangenten an einen Kreis einen Schnittpunkt, so sind die Strecken
(Tangentenabschnitte) von diesem Punkt zu den Beriihrungspunkten der Tangenten mit dem
Kreis gleich lang. Bezeichnet man sie wie im Bild A 7, so gilta; = dj, 0, = b,, b, = ¢, ¢, = d,.

Also a+ ¢ = (a, + a;) + (¢, + ¢5)
= (d, + b,) + (b, + d,)
= (by + by) + (dy + dp)
= b + d.
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® 4l Schreibe eine Kurzform dieses Beweises auf! Orientiere dich dabei an dem folgenden

Lickentext!
Voraussetzung: a, b, ¢, d sind Seitenldngen eines Vierecks; die Seiten werden von einem
Kreis berihrt.

Behauptung:
Beweis: a+c= (Zerlegen)
= (Ersetzen durch gleich lange
Tangentenabschnitte)
= (Grundgesetz der Addition)
=b+d . (Zusammensetzen)
Aufgaben

i 55

1*
8.%

9.*

11.

Es sei n eine natirliche Zahl. Gib von ihr a) den Nachfolger, b) den Vorganger,
c) den Nachfolger des Nachfolgers, d) den Vorgdnger des Vorgdngers an! In welchen
Fallen muB eine Einschrankung fiirr n vorgenommen werden?

Gib eine Definition an fiir @) 2| b, b) 7 | b, €) a | b, d) a ist eine gerade Zahl, e) a ist
eine ungerade Zahl! (Dabei seien a und b beliebige natiirliche Zahlen.)

Vervollstandige zu einer wahren Aussage und beweise diese! Die Summe zweier
ungerader Zahlen ist stefs eine . .. Zahl.

Beweise, daB die Summe dreier ungerader Zahlen stets ungerade ist!

Beweise: Wenn die kleinste von fiinf beliebi: feinanderfolgenden natirlichen

Zahlen gerade ist, dann ist deren Summe gerade.
Beweise: Wenn von drei aufeinanderfolgenden natirlichen Zahlen die kleinste Zahl
gerade ist, dann ist das Produkt dieser Zahlen durch 4 teilbar.

Beweise: Das Quadrat einer ungeraden Zahl ist ungerade. (L)
Beweise: Das Produkt zweier ungerader Zahlen ist ungerade.

Vertauscht man bei einer beliebigen zweistelligen Zahl a die Ziffern, erhdlt man eine
Zahl b. Beweise, daB die Summe von a und b durch 11 teilbar ist! (L)

Zeige, daB der folgende Rechenvorteil fir alle natirlichen Zahlen, die auf 1 enden,
gilt!
112 =102 + 10 + 11 (= 121), 312 = 302 + 30 + 31 (= 961)

Beweise, daB fir die Winkel «, £, p im Bild A 8 gilt:
y=o+ f—180°
Bild A8 [ D

Zwei Dreiecke haben die Seite a gemeinsam. In dem einen Dreieck ist die Seite b um
7 cm ldnger, die Seite ¢ um 2 cm kiirzer als a. In dem anderen Dreieck ist die Seite
b’ 10 cm lang und die Seite ¢’ finfmal so lang wie a. Beweise, daB der Umfang des
einen Dreiecks doppelt so groB wie der des anderen ist! (L)

Jana rechnet mit ihrem Taschenrechner nach dem folgenden Ablaufplan:

aX¥bEHcHIEX<E

Gib den Term an, den sie so berechnet! (L)



B Ahnlichkeit

Zentrische Streckung

1 MaBstébliches VergréBern und Verkleinern

Im tdglichen Leben spricht man zuweilen von Ahnlichkeit. Man stellt zum Beispiel fest, daB
Geschwister zueinander @hnlich sind. Auch in der Mathematik nennt man gewisse Figuren

x ap e i6. bestimnitan Festl i
zueinander Ghnlich, wenn sie F gungen geniig

@ 1 Von welchen der Figuren b bis f im Bild B1 wirdest du sagen, daB sie zur Figur a
dhnlich sind?

Bild B1

Mit Sicherheit erhélt man zu einer (eb oder raumlichen) Figur eine dhnliche, wenn man
sie maBstdblich darstellt. Fertigt man von einem Filmnegativ verschieden groBe Fotos an,
so sind diese auch zueinander dhnlich. Wie bei Landkarten, technischen Zeichnungen usw.
kann man auch hier einen MaBstab angeben. FaBt man das Foto 2b als VergréBerung des
Fotos 2a auf, so ist der MaBstab der Quotient der Lénge einer beliebig gewdhlten Strecke
CD im Foto 2b zur Lénge der ihr entsprechenden Strecke AB im Foto 2a. Messen ergibt
beispielsweise:

Lénge Ldnge Ldnge

des Mastes des Bootes des GroBbaumes
Strecke im Foto 2a 3,3cm 15 mm 11 mm
Strecke im Foto 2b 6,6 cm 30 mm 22 mm
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Es gilt
6,6cm:3,3cm = 2:1.
2 :1 erhdlt man auch fiir die Verhdltnisse der Langen aller anderen einander entsprechenden
Strecken. Das Foto 2b ist also eine VergréBerung des Fotos 2a im MaBstab 2 : 1. Umgekehrt
ist das Foto 2a eine Verkleinerung des Fotos 2b im MaBstab 1: 2. (Warum?) Statt 1: 2 schreibt
man auch 1? oder 0,5. Diesen Quotienten nennt man Streckenverhiltnis von AB zu CD.
1

Schreibweisen wie :=1;;=T: %:0.5: A_B:C_D=1:2; AB: CD = 0,5 und auch

sl

=2; CD:AB=2 sind gleichbedeutend.

2 Gib den MaBstab fiir das Foto 2c als VergréBerung des Fotos 2b bzw. fir das Foto 2b
als Verkleinerung des Fotos 2c an!

®

12. DDR-Meister- [
schaften der Kinder

und Jugend im

Segeln auf dem
Schwielowsee bei
Potsdam

Bild B 2a

i

BildB2b Bild B 2¢
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Bild B 3: Modellbahnlokomotive der Spurweite N

Vielfach werden maBstdbliche Modelle angefertigt, zum Beispiel fir Bauwerke oder Werk-
sticke. Bekannt sind die Modelleisenbahnen in den MaBstiben 1: 87 (NenngréBe HO),
1:120 (NenngréBe TT), 1: 160 (NenngréBe N).

® 3 a) Das Bild B 3 zeigt das Modell einer Lokomotive in der NenngréBe N. Es ist 122 mm
lang. Wie lang ist die Lokomotive in Wirklichkeit?
b) Bei der Deutschen Reichsbahn sind als Baureihe 132 sowjetische Diesellokomotiven
im Einsatz; sie sind 20,82 m lang. Wie lang muB ein Modell in der NenngréBe N
(TT, HO) sein?

MaBstébliche Modelle dienen nicht nur der Freizeitbeschaftigung. Architekten und Stédte-
planer bendtigen sie ebenso wie Konstrukteure von Flugzeugen oder Schiffen bzw. Erbauer
von Hafen- oder Wasserschutzanlagen.
Wie stellt man nun aber von einer Figur F eine maBstébliche
VergroBerung (Verkleinerung) her, beispielsweise fir F im
Bild B 4?
Bevor wir uns dieser Frage zuwenden, wollen wir uns
daran erinnern, wie man zu einer Figur eine dazu kon-
gruente (deckungsgleiche) erzeugte. Es wird sich zeigen,
daB uns diese Uberlegung weiterhelfen wird.
Bild B 4
Aufgaben

Ergdnze die Tabellen!

MaBstab | Original- | Bildstrecke 2B | cd
strecke \ g
N
a) | 1:40000 1em o) 7t it
b) 1:25000 400 m f) 2,.8cm 0.5
<) 10 km 2cm 3
9) 1,35m =
d) S5um 25 mm
h) | 71,2cm 3,56 m
2. Zeichne je zwei Streckenpaare mit den Verhdltnissen

a) 7:2; b) 2:7; v d) i e 25 f) 0,5!
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3. Das Bild B 5 zeigt die Stirnwand eines gedeckten
Giterwagens. Berechne die MaBe fir ein Modell
in der NenngroBe
a) HO (1:87), b) TT (1:120), <) N (1:160)!

4, a) In einem Dreieck ABC ist a = 20,0 cm,
b = 12,0 cm und ¢ = 11,3 ecm. Der Flacheninhalt
betrdagt 60 cm?. Wie lang sind die Hohen?

b) Zeichne eine 6 cm lange Strecke AB und eine
Gerade g parallel zu AB! Wabhle auf g Punkte C,
D und E! Beweise, daB die Dreiecke ABC, ABD
und ABE denselben Flécheninhalt haben!

c)*Beweise: In jedem Dreieck verhalten sich die
Hohen umgekehrt wie die zugehérigen Seiten.

Es gilt also z. B. hy: hy = b:a. (L) L .
BildBS
2 Bewegungen und Kongruenz (Wiederholung)
Aus Klasse 6 wissen wir: Bewegungen einer Ebene sind Verschieb Spiegel
(an einer Geraden) und Drehungen (um einen Punkt) sowie Abblldungen. dle man uls
Nachei d fihrungen von Verschiebungen, Spiegelungen oder Drehungen erhdlt.

Bild B6 Blld B7

® 4 Das Bild B 6 zeigt in einem Koordinatensystem auBer ABCD noch finf weitere Trapeze.
a) Welches davon ist Bild des Trapezes ABCD bei einer Verschiebung? Begrinde!
Gib die Bildpunkte A’, B', C', D' bei dieser Verschiebung durch ihre Koordinaten an!
b) Lése die entsprechende Aufgabe fir eine Spiegelung und beschreibe auch die
Spiegelgerade!
c) Lose die entsprechende Aufgabe fir eine Drehung! Gib auch das Drehzentrum
und den Drehwinkel an!
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Bild B8
Im Bild B 7 sind drei Bewegungen ver haulicht:
- Die Spiegelung an der Geraden g bildet ABCD auf A'B'C'D’ ab.
— Die Drehung um Punkt M um 90° bildet A'B'C'D’ auf A”B'"C"'D" ab.
- Die Nachei fihrung der Spiegelung an g und dieser Drehung bildet ABCD auf
AHBIICIID/I qb.
® 5 Nenne eine weitere Mdglichkeit, wie man das Trapez ABCD im Bild B 7 auf A"’B"/C"'D"’
abbilden kann durch
a) eine Verschiebung und eine nachfolgende Spiegelung,
b) eine Spiegelung und eine nachfolgende Verschiebung!

® 6 Die Bilder B 8a bis d veranschaulichen ebenfalls Abbildungen. Welche dieser Bilder
veranschaulichen Bewegungen? Beschreibe diese Bewegungen!

Abbildungen, bei denen

(a) jeder Punkt X qe -inen Bildpunkt X’ und

(b) jeder Blldpunkt Y u einen Ongmalpunk' Y hat,
nennt man kehrbar deutig. Beispielsweise sind alle Beweg kehrbar ein-
deutige Abbildungen. Bei Projekti hingegen ist nur (a) erfiillt; sie smd eindeutig, aber
nicht umkehrbnr eindeutig (/ Bild B 8c).
Wie wir bereits wissen, haben die Bewegungen einer Ebene u. a. folgende Eigenschaften:

(1) Jede Gerade AB hat als Bild die Gerade A'B".

(2) Jede Strecke AB hat als Bild die ebenso lange Strecke A'B'.

(3) Jeder Winkel hat als Bild einen Winkel gleicher GraBe.

(4) Sind zwei Geraden zueinander parallel, so sind auch ihre Bildgeraden zueinander
parallel.

3 (000810)
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(5) Sind zwei Geraden zueinander senkrecht, so sind auch ihre Bildgeraden zueinander
senkrecht.

(6) Das Bild eines n-Ecks ist ein n-Eck.

(7) Das Bild eines Kreises ist ein Kreis mit gleichem Radius.

Das Bild B 8c veranschaulicht die senkrechte Parallelprojektion der Ebene auf die Gerade g.
Bei dieser Abbildung werden alle Punkte der Geraden BC auf ein und denselben Punkt B’
von g abgebildet. Die senkrechte Parallelprojektion hat also nicht die Eigenschaft (1) und
kann deshalb keine Bewegung sein.

® 7. a) Begriinde mit Hilfe des Bildes B 8¢, daB senkrechte Parallelprojektionen auch nicht
die Eigenschaften (2) und (3) haben!
b) Zeichne eine Gerade g und einen Kreis und ermittle sein Bild bei der senkrechten
Parallelprojektion auf g! Vergleiche dein Ergebnis mit (7)!

Die Abbildung, die durch das Bild B 8d veranschaulicht wird, lernen wir bald kennen. Sie
erinnert uns an maBstdbliches VergroBern. Die Eigenschaft (2) hat sie sicher nicht, denn
2. B. ist die Strecke C'D’ doppelt so lang wie CD.

Mit Hilfe der Bewegungen haben wir in Klasse 6 definiert, wann Figuren (d. h. Punktmengen)
zueinander kongruent sind.

»1 DEFINITION: Figuren F, und F, heiBen zueinander kongruent (deckungsgleich:
F, = F,), wenn es eine Bewegung gibt, die F, auf F, abbildet.

So gilt in den Bildern B7, 8a und 8b:

ABCD ~ AB'C'D'; AB'C'D'~ A"B"C'D"; ABCD = A"B"C'D".
Durch die Definition B 1 ist die Kongruenzbeziehung auch fir krummlinig begrenzte Figuren
erkldrt. So sind zwei Kreise k, und k, mit glelchem Radius stets zueinander kongruent.
Speziell fir Dreiecke haben wir Kongr ’ gelernt [(sws), (wsw), (sss), (sSW)].")
Wenn sich auf zwei Dreiecke wenigstens einer dieser Kongruenzsatze anwenden laBt, dann
sind sie zueinander kongruent.

= 1 Die Trapeze ABCD und EFGH im Bild B9 sind durch Diagonalen in Teildreiecke
zerlegt. Diese Dreiecke sind auf Kongruenz zu untersuchen.
Lésung: Da die Dreiecke ABD und EGH rechtwinklig sind, die Dreiecke BCD und EFG
dagegen nicht, kann héchstens gelten
(1) A ABD =~ A EGH oder (2) A BCD =~ A EFG

Zu (1): AB ~ HG (nach der Vorgabe der Figuren auf Git-
AD ~ EH terpapier)
< BAD =~ <X GHE
A ABD =~ A EGH (nach dem Kongruenzsatz sws)
Zu (2): BC~FG (nach der Vorgabe auf Gitterpapier)
BD ~EG (denn A ABD ~ A EGH)
CD~ EF (denn A CXD =~ A YFE nach sws)
A BCD ~ A EFG (nach dem Kongruenzsatz sss)

') Vgl. ,,Mathematik in Ubersichten*, Seiten 169 ff.
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z .
E Y
Bild B9 Bild B10

® 8 a) Beweise durch Angabe einer Bewegung, daB auch fir die Trapeze gilt
ABCD =~ EFGH!
b) Das Viereck IKLM im Bild B 10 ist auch in Teildreiecke zerlegt. Untersuche diese
Dreiecke ebenfalls auf Kongruenz zu den Dreiecken ABD und BCD im Bild B 9!
Uberlege, ob IKLM kongruent zu ABCD ist! Begriinde deine Antwort!

Fir n-Ecke (n = 3) ergibt sich aus der Definition B1 und den Eigenschaften (2) und (3) der
Bewegungen folgender Satz:

B> 2 SATZ: Wenn zwei n-Ecke (n = 3) einander kongruent sind, dann sind
a) einander entsprechende Seiten gleich lang und
b) einander entsprechende Winkel gleich groB.

FUr diesen Satz gilt auch die Umkehrung:

>3 SATZ: Wenn sich zwischen den Eckpunllhn zweier n-Ecke (n = 3) bei Beachtung
der Reihenfolge eine kehrbar ige Zuordnung herstellen 1iBt, bei der
~ a) einander zugeordnete Seiten gleich lung und
b) einander zugeordnete Winkel gleich groB sind,
dann sind die beiden n-Ecke zueinander kongruent.

Mit Hilfe dieser Sdtze kann man oft sehr schnell entscheiden, ob zwei gegebene n-Ecke zu-
einander kongruent sind oder nicht. Beispielsweise kénnen die Vierecke ABCD im Bild
B 9 und IKLM im Bild B 10 nicht kongruent sein, denn ABCD hat einen Innenwinkel von 90°,
IKLM hingegen nicht.

Von Kongruenz kann man auch bei rdumlichen Punk gen und speziell bei Kérpern
sprechen. So sind z. B. alle Kugeln mit gleichem Radius einander kongruent alle Wiirfel
mit gleicher Kantenldnge usw. Bei serienméBig hergestellten Industrieerzeug gleich
Serie handelt es sich — von geringen Abweich durch Fertigung igkei
gesehen — um kongruente Gebilde.

ab-

g 9

Avufgaben

L Zeichne ein Rechteck ABCD mit AB = 5,0 cm und BC = 2,0 cm! Konstruiere jeweils

sein Bild a) bei der Verschiebung AC b) bei der Drehung um A mit dem Drehwin-
kel 135°, ) bei der Spiegelung an der Geraden AC!

3*
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y X Zeichne jeweils in einem Koordinatensystem ein Quadrat ABCD mit A (2; 0), B (5; 0),
C (5; 3) und ermittle sein Bild bei der angegebenen Bewegung! Gib die Bilder der
Eckpunkte durch ihre Koordinaten an! )
a) Verschiebung A_’C. b) Drehung um C mit dem Drehwinkel 90°, c) Spiegelung an
der Parallelen zu AC durch B

3%  Zeichne wie in Aufgabe 2 jeweils ein Quadrat ABCD! Fihre dann die drei Bewegun-
gen von Aufgabe 2 nacheinander aus, und zwar in der Reihenfolge
(M b.a)d; (@ anb;  (3)a)b)ot
Vergleiche die drei entstand Bilder!

4, Welches der Vierecke (1) bis (3 im Bild B 11 ist Bild des Vierecks ABCD bei einer Be-
wegung? Fiille fir diese Bewegung die Tabelle aus!
Orlglnull A | B I 4 | D
Ba | | | |
Beschreibe, wie man sie durch Nacheinand fihren von Verschiebung
Spiegelungen oder Drehungen erhalten kann!

5. Gib Bewegungen an, die in den Bildern B 12a bis d jeweils die Figur F, auf die Figur
F, abbilden! Stelle dazu Tabellen fir die Eckpunkte auf!

6. Es sei AB~ CD und AB || CD. Gibt es immer eine Verschiebung (Drehung, Spiege-
lung), die AB auf CD abbildet? Begrinde! (L)

7.  Es seien g und h voneinander verschied inander parallele Geraden. Gib még-

lichst je zwei Bewegungen an, bei denen

a) g Bild von h und h Bild von g ist,

b) g und h jeweils auf sich selbst abgebildet werden,
c) g auf sich selbst abgebildet wird und h nicht,

d) g Bild von h ist, aber h nicht Bild von g,

i d h auf sich selbst abgebildet wird!
€) g Bild von h ist und h auf sich selbst abgebildet wird! (L) Bild B 11

Bild B12
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_viereck __Jdn _ | Finfeck =
Bild B13
8. Beschreibe Bewegungen, die die Figuren in den Bildern B 13a bis h jeweils auf sich

selbst abbilden! Gib fir die Eckpunk'e der Figur die Bildpunkte an!

9 Unter welchen Beding k folgende Figuren F, und F, zueinander kon-
gruent sein? Begriinde deme Antwort!
| A I A
a) leichschenkliges Dreieck | rechtwinkliges Dreieck
b) glelchselllges Dreieck rechtwinkliges Dreieck
c) | gleichseitiges Dreieck stumpfwinkliges Dreieck
d) | gleichschenkliges Dreieck | stumpfwinkliges Dreieck
e) Quadrat Rechteck
f) Parallelogramm Drachenviereck
10. Fertige eine Skizze fir folgenden Sachverhalt an:
In einem gleichschenkligen Dreieck ABC sei AC ~ BC. Der Mittelpunkt der Seite AC
sei D, der Mittelpunkt der Seite BC sei E. Das Lot von D auf AB habe den FuBpunkt F,
das Lot von E auf AB den FuBpunkt G.
Beweise a) A AFD=~ A BGE; b) A AEC~ A BCD!
11, Die Vierecke im Bild B 14 sind jeweils in zwei Teildreiecke | und Il zerlegt.

a) Begriinde fir ABCD und EFGH, daB A ABD = A FGH und A BCD =~ A EFH ist!
b) Gib an, welche dieser Vierecke zueinander kongruent sind! Begriinde deine Ant-
wort!

;

1

|

|
.\n—}/
Sl AR </

A,

Bild B14
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3  Zentrische Streckungen

Im Bild B 15 wird eine Abbildung veranschaulicht, die einer Figur (mit den Punkten A, B, C)
eine maBstabliche VergréBerung dieser Figur (mit A, B, C') zuordnet.

® 9 Uberzeuge dich durch Stichproben, daB im Bild B 15 eine maBstabliche VergréBerung
vorliegt! Gib den MaBstab an!

.BIV

Bild B 15: Firmenzeichen Bild B16
des sowjetischen Autowerkes WAS

Das Bild B 16 zeigt noch einmal vereinfacht (und auBerdem mit einem Quadratraster) das
Prinzip der Abbildung vom Bild B 15. Hier kann man auf die Vorschrift schlieBen, nach der
bei dieser Abbildung jedem Punkt sein Bildpunkt zugeordnet wird.

® 10 a) Ermittle im Bild B 16 die Streckenverhdltnisse ZA' . ZA, ZB' : ZB, ZC' : ZC und
vergleiche!
b) Wo miiBte der Bildpunkt D' von D liegen, wenn er nach einer entsprechenden
Vorschrift bestimmt wird? ;

>4 DEFINITION: Zentrische Streckung heiBt jede Abbildung nach folgender Vor-

schrift:

1. Ein Punkt Z wird festgelegt - das Streckung um.

2. Eine positive Zahl k wird festgelegt - der Streckungsfaktor.

3. Jedem Punkt P mit P = Z wird sein Bildpunkt P’ folgendermaBen zugeordnet:
P’ liegt auf dem Strahl ZP, und es gilt ZP' =k - ZP.

4. Z hat sich selbst als Bildpunkt: Z' = Z.

Die zentrische Streckung mit dem Streckungszentrum Z und dem Streckungsfaktor k wird

haufig mit (Z; k) bezeichnet.

@ 11 a) Im Bild B 17 wurden die Punkte A bis G markiert. Gib die Bilder dieser Punkte
bei der Streckung (Z; 2) durch ihre Koordinaten an!

b) Gib die Koordinaten der Originalpunkte fiir A bis G bei der Streckung (Z; 2) an!
c) Welche Bildpunkte haben A bis G bei der zentrischen Streckung (Z; 1)?

Jede zentrische Streckung (Z; k) ist eine umkehrbar eindeutige Abbildung einer Ebene auf
sich.

Wenn k = 1 ist, so gilt P = P fir alle Punkte P.

Fur k + 1 ist Z der einzige Punkt, der auf sich selbst abgebildet wird.
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Aufgaben

1. a) Gib fur die Punkte A bis G im Bild B 17 erst die Koordinaten ihrer Bildpunkte
(dann die ihrer Originalpunkte) bei der zentrischen Streckung (Z; 17) an!

b) Verfahre ebenso fir die zentrische Streckung (Z; 3)!
c) Verfahre ebenso fir die zentrische Streckung (Z;1,5)!

"4 | | ol | al ls| el o| e
C . T * > T > 1 -
E T e i " + - -
=T 5F 2 F G| JH | K
L = . ¢ . *
[ 1 B L M N 0 Pl |
1 . T . T * . >
SlSSEEEBIEEEN —
77777 Z,_ l + e 5 X QO T .R .S iT — .U
- L ! Lt _1LJ
FL] voowlox Y z
G ‘ T . =
Bild B17 Bild B18
2, a) In einem Koordinatensystem ist der Punkt A (1; 1) gegeben. Fiille fir die zentrische

Streckung (A; 2) die folgende Tabelle aus! (Nimm eine Skizze zur Hilfe!) (L)
Original | (3;1)' (1;2)| (0:0)'(—1:0)' I | |
Bid | [ | [ tan]ain]e —9]—2 -2

Verfahre ebenso fir die zentrische Streckung (B; 0,5) mit B (3; 0)!
c) Verfahre ebenso fir die zentrische Streckung (C; 3) mit C (3; 1)!

3. Auf der Grundlage des Bildes B 18 sollen Tabellen fir die jeweils angegebenen zen-
trischen Streckungen ausgefillt werden. Gib im Falle der Aufgaben b), c), d) auch
das Streckungszentrum bzw. den Streckungsfaktor an!

a) Zentrum A Original | C | H I G

k=2 Bild | A E
b) Zentrum T Original | S | N | T

k=1 Bild a [ plule

4. Zeichne ein rechtwinkliges Dreieck ABC mit rechtem Winkel bei C, AC = 4,0cm und
BC = 3,0 cm!
Zeichne den Punkt D, der auf dem Strahl AC liegt und fiir den AD = 6,0 cm ist!
Ermittle die Bilder der Punkte A, B und C bei der zentrischen Streckung (D; 3)!

5 Zeichne ein Quadrat ABCD mit der Seitenldnge 4,0 cm! Ermittle den Schnittpunkt S
der Diagonalen!
a) Ermittle A, B, C’, D' bei der zentrischen Streckung (S; 2,5)!
b) C sei das Bild von S bei der zentrischen Streckung (A; k). Wie groB ist k?

6. Zeichne ein gleichseitiges Dreieck ABC mit AB = 4,5 cm! Ermittle das Streckungszen-
trum Z, wenn A das Bild von B bei der zentrischen Streckung (Z; —;1) ist!
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4  Konstruktion von Bildpunkten bei zentrischen Streckungen

® 12 Im Bild B 19 ist B das Bild von A bei der zentrischen
Streckung (Z; %) . Ubertrage die Zeichnung in dein Heft!
a) Ermittle den Bildpunkt D von C bei der gleichen
zentrischen Streckung und erldutere dein Vorgehen!
b) Zeichne durch B die Parallele zu AC! Ermittle
ihren Schnittpunkt mit dem Strahl ZC!
Was stellst du fest? 7 Bild B19

Der Auftrag B 12b fihrt auf ein Verfahren, nach dem man (weitere) Bildpunkte zu vor-
gegebenen Punkten bei zentrischen Streckungen erhilt, ohne stdndig zu messen und zu ver-
vielfachen. Dabei wird der folgende Satz benutzt.

=15 SATZ: Gegeban seien zwei Strahlen ZB und ZD mit ge-
kt Z, die nicht auf derselben Ge-
raden liegen. Ein Punkl A liege zwischen Z und B, ein
Punkt C zwischen Z und D (/ Bild B 20). Dann gilt:
ZA _ 7T
Wenn AC || BD, so 38 2D 5

Bild B 20

Die Verhaltnisgleichung im Satz B 5 1aBt sich umformen zu
ZA-ZD = ZB- ZC.
Hier treten Produkte von Streckenldngen auf. Das legt
den Gedanken nahe, den Beweis des Satzes iber die
Gleichheit von Flacheninhalten zu fiihren.
Voraussetzung: AC || BD (7 Bild B 21)
Behauptung:  ZA:ZB = ZC:ZD
Beweis: Der Flacheninhalt des Dreiecks ZAC laBt sich auf
zweifache Weise ausdricken:
ZA- h, ZC- h,
2 T2
Daraus folgt: Bild B 21
(1) ZA~h, = ZC - h,
: ) . AC-h
Die Dreiecke ACB und ACD haben den gleichen Flacheninhalt 2
setzung ist AC || BD.
Also haben auch die Dreiecke ZBC und ZAD den gleichen Flacheninhalt:
ZB-h, ZD-h,
g wee g -
Es gilt somit: (2) ZB+h, = ZD - h,.

Aus (1) und (2) folgt
ZA - h, _ »ZC h,

ZB-h, ~ ZD-h,
ﬂ:Z—B'=Z—C:Z—5, w. z. b. w.

, denn nach Voraus-
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m 2 Fir die Punkte B und C sind die Bilder B’ und C’ bei der zentrischen Streckung mit
dem Streckungszentrum Z zu konstruieren, bei der A’ das Bild von A ist (/* Bild B 22).

® 13 Beschreibe die Konstruktion im Bild B 22!

Gegeben: Konstruktion

(1
n /

Bild B 22

Liegt eine Figur wie im Bild B 20 vor, bei der von drei der Strecken ZA, ZB, ZC, ZD die Lan-
gen bekannt sind, so kann man mit Hilfe von Satz B 5 die Ldnge der vierten Strecke berech-
nen.
= 3 Gegeben: VX || WY, UV = 4 cm, UW = 6 cm, UY = 15 cm (,/ Bild B 23)

Gesucht: UX

Lésung: Nach Satz B 5 gilt
NX

Bild B 23

Das ergibt UX = 10 cm.

® 14 a) Erldutere, wie man im Beispiel B3 das Ergebnis erhalten kann! Beachte bei so
einfachen Zahlen die Méglichkeit zu kiirzen und zu erweitern!
b) Ermitlle UV, wenn UX = 3,45 dm, UY = 4,38dm und UW = 7,24 dm gegeben
sind!
Der Satz B 5, den wir im Beispiel B 3 benutzt haben, enthdlt eine Wenn-so-Aussage. Wir
wissen, daB wir von einer solchen Aussage die Umkehrung bilden kénnen. Diese Umkeh-
rung muB nicht immer wahr sein. Beim Satz B 5 jedoch fihrt das Umkehren auf eine wahre
Aussage.

> 6 SATZ: Gegeben seien zwei Strahlen ZB und ZD mit gemeinsamem Anfangs-
‘punkt Z, die nicht auf derselben Geraden liegen. Ein Punkt A liege zwischen Z
und B, ein Punkt C zwischen Z und D. Dann gilt:

Wenn -z—_‘-=-z_£, so AC || BD.
ZB ZD

Beweis: Fiir AC und BD sind zwei Fille moglich:
(1) AC||BD  bzw. (2) AC und BD sind nicht parallel zueinander.
Wir nehmen an: AC und BD sind nicht parallel zueinander. Die Parallele zu AC durch D
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schneidet dann den Strahl ZA in éinem Punkt B, mit B, == B (,” Bild B 24). Es gilt nun:
ZA:ZB, = ZC:2ZD (nach Satz B 5)

ZA:ZB =ZC:2ZD (Voraussetzung von Satz B 6) =0 T

ZB, = ZB und damit B, = B und AC || BD.
Die Annahme fishrt auf einen Widerspruch und ist somit g A
falsch. Der Fall (2) ist also nicht moglich. Es gilt (1)

7

Aufsoben Bild B 24
1. Bei den Flguren im Bild 825 sind die Geraden, die die Strahlen mit gemeinsamem

Anfangspunkt schneid der parallel. Formuliere die dem Satz B 5 entspre-

chenden Verhalinlsglenchungen' Bild B 25

2. Ergdnze die Tabelle fir die Punlde

U, V, W, X und Y, die i o s i st
wie im Bild B 25a liegen (VX || WY)! a) 5cm 10 cm 6 cm
b) 6 cm 12 cm 20 cm
<) 150 mm [ 100 mm | 180 mm
d | 7cm 6 cm 9 cm
e) 6 cm 11 cm 70 mm
f) Mm 9m 141 m

3. Zeichne die Punkte A, B, C und P nach der Lochschablone und ermittle ihre Bild-
punkte bei der angegebenen zentrischen Streckung!
a) A(2), B(S), C(6), P (3); zentrische Streckung (P; 2)
b) A(5), B(13), C(15), P (12); zentrische Streckung (P; %)
€) A(4), B(7), C(8), P(9); zentrische Streckung (P; 1,5)
d) A(5), B(8), C(9), P(12); zentrische Streckung (P; 2,5)
4. Zeichne nach der Lochschablone die Punkte A(9), B (10), C(2), D(1) und M (5)! Ermittle
die Punkte, deren Bildpunkte A, B, C und D sind
a) bei der zentrischen Streckung (A; 1,5),
b) bei der zentrischen Streckung (M;:;‘—) !

5. Zeichne mit der Lochschablone die Punkte Z(8), A(14), A’ (17), B (13), DO, 5(4)!

Konstruiere die Bildpunkte von B, C, D, E bei der zentrischen Streckung (Z, 5
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6. Zeichne (auf Millimeterpapier) ein Koordinatensystem. Trage die Punkte A (3,2; 1,7),
B(2,6;4,1), C(1,9;3,5) und D(—0,5; 1,2) ein! Der Bildpunkt von A bei einer zen-
trischen Streckung mit (0; 0) als Zentrum hat die Abszisse 7,5. Konstruiere ihn und
gib seine Ordinate an!

Konstruiere auch die Bildpunkte von B, C und D bei der gleichen zentrischen Strek-
kung und ermittle ihre Koordinaten!

7. Bilde zu den folgenden Aussagen die Umkehrungen und priife, ob sie wahr sind!

a) Wenn a durch 4 teilbar ist, so ist a durch 2 teilbar.

b) Wenn a > 0, so ist 2a > 0.

€) Wenn & und f Scheitelwinkel sind, so istx = f

d) y sei Peripheriewinkel eines Kreises. Wenn p Peripheriewinkel Uber einem Halb-
kreis(bogen) ist, so gilt y = 90°.

e) Wenna = 90° ist, so ist & zu jedem seiner Nebenwinkel kongruent.

f) « und y seien gegeniiberliegende Innenwinkel eines Vierecks ABCD. Wenn ABCD
ein gleichschenkliges Trapez ist, so gilt & + y = 180°.

Nenne selbst Beispiele fir wahre Aussagen mit wahren und solche mit falschen Um-

kehrungen!

8. Bei einer zentrischen Streckung (Z; k)
ist A’ das Bild von A und B’ das
Bild von B (7 Bild B 26).
a) Ermittle k! Wieviel Méglichkeiten hast
du dafiir? (L)
b) Begriinde, daB AB || A'B’ ist! (L)

A
Bild B 26

5 Der erste Strahlensatz

Die Satze B5 und B 6 sind vielfaltig anwendbar. Man
verwendet sie nicht nur zur Untersuchung von Eigen-
schaften zentrischer Streckungen.

® 15 Uwe soll eine Strecke MN in drei kongruente Teile
zerlegen. Das Bild B 27 zeigt seine L&sung.
Wie ist er wohl vorgegangen? Bild B 27

Bei der Konstruktion im Auftrag B 15 wird der Satz B 5 verwendet. Dieser Satz ist eine Teil-
aussage des ersten Strahlensatzes.

B> 7 1. Strahlensatz: Werden zwei Strahlen mit i A k
zwei Parallelen gndmm-n. dann verhalten :Id\ die Abschnitte ovf dom cTn.n

Strahl wie die gleichlieg hnitte auf dem anderen.

Benutze zum Einprégen dieses Satzes das Bild B 28!

® 16 a) Erlduvtere an den Figuren (a) bis (c) im Bild B 28, was man unter ,gleichliegen-
den* Strahlenabschnitten versteht!
b) Welche dieser Figuren veranschaulicht Satz B 5?
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IR : 7B = IC : ID ZA :AB = 7C : CD

Bild B 28

Beweis des ersten Strahlensatzes [/ Bild B 28, Fille (a) bis (c)]:
(a) ist nach Satz B 5 wahr.
(b) kann man aus (a) herleiten:

W _ZB-ZA 7 ZA _ 7B

Z="=xm m moAm !
o _B-m_B_FT_B_,
b {o ZC V4 ZC {4
., ZB ZD .. AB [
Wegen (a) |st=A=7und damnﬁ=f.
also auch 2=£
AB D

(c) 1aBt sich wie (b) herleiten.

" a) Begrinde das im Bild B 27 (,* Auftrag B 15) angedeutete Konstruktionsverfahren
und gib eine Konstruktionsbeschreibung dafiir!
b) Wie wird man die Lage des Hilfsstrahls und die Lange der auf ihm abzutragenden

Strecken wahlen, um zu groBe Zeich g igkeiten zu vermeiden?
7 ® [ [ [m @ | e

) 4cm 5cm 2 cm zum Bild B 29!

b) | 42cm 1,2cm 6,3 cm

<) 10 cm 29 cm 7 mm

d) | 9.5ecm [128cm 33cm

e) 2,2 cm 2,7 cm 4,5 cm

f) 37ecm | 53cm 1,6 cm
2. Gib folgende Streckenverhiltnisse mit Hilfe anderer Strecken an:

vu zy T WX
nach Bild B 30: 'a) ¥ b) VA c) Yo d) VX

nach Bild B 31: e) ZC: BC, f) AZ: BZ, g) DF: ZD, h) DE : EZ!

3. Zeichne nach der Lochschablone die Strecke AB mit A (1) und B (10) und feile sie
konstruktiv (also ohne zu messen) in 5 kongruente Teile!

4 Begriinde, daB im Bild B 31 a) ZA: BC = ZD: EF, b) AB : BC = DE : EF gilt!
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Bild B 29 Bild B 30 Bild B 31

5. Ergdnze folgende Tabelle zum Bild B 30!

VU L W 74 wx | vz w zZv
a) 2cm 3cm 4cm 5cm
b) 56 cm 2,2cm 6 cm 3cm
<) 1,5 em 3cm 6 cm 7 cm
d) | 33cm 2,2cm 3,5em 3,7 cm
e) 9 cm 4 cm 8 cm 8,5cm
f) 2,5cm 2,5cm 30 mm 35 mm

6.  Zeichne nach der Lochschablone die Strecke PQ mit P(17), @ (15)! Konstruiere einen
Punkt R so, daB PR : RQ = 3: 4 gilt (d. h. PQ durch R im Verhdltnis 3 : 4 geteilt wird)!

6 Der zweite Strahlensatz

Nach dem ersten Strahlensatz werden nur Strahlenabschnitte ins Verhdltnis gesefzt. Im
zweiten Strahlensatz k auch die sog ten Parallelenabschnitte (MN und PQ@ im
Bild B 32) vor. Je weiter die Parallelen von Z entfernt sind, desto langer werden die Paral-
lelenabschnitte und auch gewisse Strahlenabschnitte.

@ 18 Betrachte das Bild B 32 und ergénze zu wahren
Verhdltnisgleichungen:
a)Z—M:Ii_P=..., b)Z_Q:Z_N=....
c) ZP: MP =
Versuche dabei, nach Mdglichkeit die Parallelen-
abschnitte MN und PQ zu verwenden!

Man nennt einen Strahlenabschnitt und einen Parallelen-

abschnitt zueinander gehdrig, wenn der Strahlenab- Bild B 32

schnitt von Z und einem Endpunkt des Parallelenab-

schnitts begrenzt wird.

@ 19 a) Nenne zu ZN im Bild B 32 den
gehdrigen Strahlenabschnitte!
b) Nenne fir das Bild B29 zu ZD den zugehdrigen Parallel bschnitt!

gehorigen Parallelenabschnitt! Nenne zu QP die
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B> 8 | 2 Swaklensats: Worden swai Straklen mif insamem Anf
zwei Parallelen geschnitten, so verhalten sich die Parulldcnﬂhdmlﬂ. mnln-
ander wie die. xug-Mrlgon Abschnitte ein und dunlbon Strahls.

Benutze zum Einprigen dieses Satzes das Bild B 33!

210 =

B C:

o
o

Bild B 33

~
>
~
g |\
5

‘|

Der Beweis des 2. Strahlensatzes kann durch Zurickfihren auf den 1. Strahlensatz erfolgen.

Voraussetzung: AC || BD (7 Bild B 34)

Behauptung:  ZA:ZB = AC: BD (= ZC: D)

Bewers Durch A wird dle Parallele zu CD gezeichnet; ihr Schnittpunkt mit BD sei E. B ist
Anf t der Strahlen BA und BE, die von den Parallelen AE und CD ge-

schnmen werden. o
Es gilt:
1) ED = AC (Gegenseiten im Parallelogramm)
(2) ED:BD = AZ:BZ (1. Strahlensatz)

AC:BD =ZA:ZB (aus (1) und (2)) w.z. b.w.
® 4 Im Bild B35 ist RS || UV. Ferner sei TR = 22,8 cm,

RU = 29,4 cm, RS = 41 ,7 cm. Zu berechnen ist UV.
Lésung: Nach dem 2. Strahlensatz ist

o _TU also -9V _ 228+ 294 cm _ 522em Bild B 34
® MW WIm T 228em = 28

o 522-M7 u

Uv= 728 cm o

Uberschlag: UV ~ 502'0‘0 cm = 100 cm T

Ablaufplan: 52,2 (+) 22,8 (x) 41,7 (=) [95.471052] V.

Ergebnis: UV = 95,5 cm Bild B35
® 20 Das Bild B 36 zeigt unsfelle zweier Strahlen g : Bild B 36

mit Z zwei
Geraden mit dem Schnlnpunkt Z, die von
zwei Parallelen g und h geschnitten werden.
Begriinde, daB auch hier gilt
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ZA:ZB = ZC: ZD (entsprechend dem 1. Strahlensatz) und

ZA:ZB = AC: BD (entsprechend dem 2. Strahlensatz)!
Benutze dafiir eine Drehung mit Z als Zentrum!

Aufgaben

1

6.*

Berechne die fehlenden Strecken in der folgenden Tabelle zum Bild B 35! (L fir %)

™ | ™ |sv| m | 7w | [ R | oV
a) 6 cm 3cm 12 cm 10 cm
5 b'j 1cm 55cm 2,4 cm 4 cm
<) 8,5 cm 52 mm 56 mm 70 mm
d) 62cm |124cm | 62cm | 98cm
e) | 178cm | 22,5cm 14,3 cm | 20,9 cm
0| 3scm S6cm | 104cm 2 cm

a) Berechne die Linge der senkrechten
Streben des Pultdachbinders (/7 Bild
B 37)! (L)

b) Ermittle die Linge der schridgen Streben
und des Obergurts zeichnerisch!

Bild B 37

Im Bild B 38 ist AE || BF. Gib folgende Streckenverhdltnisse mit Hilfe anderer Strecken
an!

a) ZA: AC b) CE:ZC c) BF: AE

Begrinde, dqﬂjird_ie Figur im Bild B 38 folgend Verhaltnisgleic hungen gelten

a) AC: CE = BD: DF, b) AC: AE = BD: BF, c) AE:BF = CE: DF!
Begriinde unter Benutzung des Bildes B 39, daB folgende Aussage falsch ist:

Wenn ZA: ZB = AC: BD, so AC || BD!

Gegeben sei ein Dreieck ABC und auf Seite AB ein Punkt P. Durch P ist eine Gerade
derart zu legen, daB sie die Gerade AC in einem Punkte @ so schneidet, daB PQ von
BC halbiert wird. Anleitung: Zeichne zuerst eine passende Parallele zu AC oder BC!

L)

Bild B 38 Bild B39 2
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7  Praktische Anwendungen der Strahlensétze

Die Strahlensdtze und Satz B 6 kénnen bei der Ermittlung der Léngen unzugénglicher Strek-
ken angewandt werden.

u 5 Es soll die Breite AB eines Flusses ermittelt werden (/* Bild B 40).

Losung: Es wird senkrecht zu AB eine Strecke BC abg kt und ver Durch

Fluchten legt man einen Punkt D so fest, daB B zwischen A und D liegt. Parallel zu BC

wird eine Strecke DE derart abgesteckt, daB E auf der Geraden AC liegt.

Die Messungen ergeben: BC = 24 m, DE = 34m, BD = 20 m.

Nach dem zweiten Strahlensatz gilt:
AB BC

O T

Multiplikation mit AD - DE ergibt
AB - DE = BC - AD.

Wir setzen AB = x m und arbeiten nur mit den
Zahlenwerten. Es gilt:

x -+ 34 = 24(x + 20) Bild B 40
34x = 24x + 480
10x = 480
x = 48

Bevor wir das Ergebnis angeben, machen wir eine Probe mit der Ausgangsgleichung
(1). Es ist tatsdchlich

48 m _ 48m _ 2%m
48m+20m  68m  3m -

Also erhalten wir: Die Breite des Flusses betrdgt 48 m.

® 21 a) Beschreibe das praktische Vorgehen mit Fluchtstiben und einfachem Feldwinkel-
messer bei der Vermessung im Beispiel B 5!
b) Berechne die FluBbreite fiir folgende MeBergebnisse:
BC=243m; DE = 30,5 m; BD =16,5m! (L)

Die Strahlensdtze liegen auch dem Funktionsprinzip verschied MeB- und Zei gerate
zugrunde. Kleine Abstinde kann man mit einem MeBkeil ermitteln, den man sich auch
selbst anfertigen kann. Fiir den lichten (inneren) Durchmesser des Réhrchens im Bild B 41
gilt nach dem 2. Strahlensatz

d _ 67cm

1cm 10cm *

: AVr/I?jTTT#:#T»‘ lr:‘r |

10,0cm

Bild B 41
Der Durchmesser betragt also 6,7 mm.

® 22 a) Ermitile den lichten Durchmesser der Offnung einer Milchflasche (einer Brause-
flasche)! Fertige dir hierfir aus Pappe einen geeigneten MeBkeil an!
b) Erldutere, wie man mit einem Keilausschnitt arbeitet (/ Bild B 42)!
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Aufgaben
1.

Wenn zur Ermittlung der FluB-
breite AB keine Verldngerung von
AB zuganglich ist, kann auch wie
im Bild B 43 vorgegangen wer-
den.

Bild B 42

a) Ermittle die Breite des Flusses, wenn BC=29m, CD=11 Eund_ﬁ = 14 m sind!
b) Man wahlt die Punkte C und D nach Méglichkeit so, daB CB: CD = 1:1 ist (oder
2:1 oder 4:1). Warum ist das vorteilhaft?

Bild B 43 Bild B 44

A und B seien zwei durch ein Sichthindernis getrennte Punkte. Auf AB ist ein von A
aus nicht sichtbarer Punkt C abzustecken.

a) Erldutere das Verfahren am Bild B 44!

b) Wie lang ist DC fur AE = 96 m, AD = 60 m und BE = 28 m? (L)

Steffen hélt mit ausgestrecktem Arm (60 cm) ein Zehnpfennigstiick so, daB es gerade
einen Gasbehdlter (Durch 62 m) verdeckt. Wieviel Meter steht er vom Gas-
behdlter entfernt?

Die Entfernung des Mondes von der Erde betriigt etwa 60 Erdradien (R = 6 370 km).
Erldutere, wie man mit Hilfe einer Murmel oder dergleichen den Monddurch
ndherungsweise bestimmen kann!

Das Bild B 45 zeigt einen Proportionalzirkel. Er ist verstellbar und dient zur Ver-
kleinerung bzw. VergroBerung von Strecken in vorgegebenem MaBstab. Beschreibe
ihn und begrinde seine Wirkungsweise!

Bild B 45

Eigenschaften zentrischer Streckungen

@ 23 a) Zeichne ein Rechteck ABCD mit AB = 30cm und BC = 50cm! Wahle einer

Punkt Z innerhalb des Rechtecks!
b) Ermittle das Bild von ABCD bei der zentrischen Streckung (Z; 2)!
¢) Ermittle das Bild M’ des Mittelpunktes M der Strecke AB bei dieser Abbildung!

4 [(000810)
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Bei der Lésung dieser Aufgabe wird von Eigenschaften Gebrauch gemacht, die alle zentri-

schen Streckungen haben. Einige dieser Eigenschaffen sind in der folgenden Aufzihlung

enthalten.

Fir jede zentrische Streckung (Z; k) gilt:

(1) Jede Gerade AB hat als Bild die Gerade A'B’, und es ist A'B’ || AB.

(2) Jede Strecke AB hat als Bild die Strecke AB, und es ist AB’ = k- AB.

(3) Jeder Winkel « hat als Bild einen Winkel &’ mit &’ = w.

(4) Sind zwei Geraden zueinander parallel, sosind auch ihre Bildgeraden zueinander parallel.

(5) Die Bildgeraden zweier zueinander senkrechter Geraden sind ebenfalls zueinander
senkrechte Geraden. ’

(6) Das Bild eines n-Ecks ist wieder ein n-Eck.

(7) Das Bild eines Kreises ist ein Kreis mit k-fachem Radius.

® 24 Vergleiche diese Eigenschaften mit denen der Bewegungen (/7 S. 33f.).

® 25 Die Eigenschaft (2) driickt aus, daB bei einer zentrischen Streckung das Bild einer
Figur F stets eine maBstabliche Darstellung von F ist. Erléutere diesen Sachverhalt
am Bild B 46! Uberlege vorher, welche Strecken einander bei (Z; k) entsprechen!

Bild B 47

A i) B' Bild B 46

Die Eigenschaften (1) bis (7) zentrischer Streckungen lassen sich mit Hilfe der Satze B 6,
B 7 und B 8 beweisen; zum Teil kénnen sie aufeinander zuriickgefiihrt werden.

Als Beispiel wird hier die Eigenschaft (1) bewiesen fir den Fall, daB die Gerade AB nicht
durch das Streckungszentrum Z geht.

Voraussetzung: Z liegt nicht auf AB (7 Bild B 47).
Esist ZA' = k- ZAund ZB' = k- ZB,
also ZA': ZA = k und ZB' : ZB = k.
Behauptung:  (a) Fiir jeden Punkt P von AB liegt das Bild P’ auf A'B'.
(b) Jeder Punkt von A'B’ ist Bild eines Punktes von AB.
(c) A'B|| AB o -
Beweis zu (a) und (c): Fir P und P’ gilt ZP' = k - ZP. Es ist also
ZP':ZP=ZA : ZA
ZP' :ZP = 7B : ZB

P'A’|| PA (= AB)
P'B'|| PB (= AB)
Da es durch P’ nur eine Parallele zu AB gibt, liegen A’, P’ und B auf ein urd derselben Ge-

raden, und es gilt (c).
(b) beweist man auf die gleiche Weise, ausgehend von A'B'.

(nach Satz C 6)
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Aufgaben

: 15

Zeichne ein Dreieck ABC mit AB = 3,0 cm, BC = 4,0 cm und

a) AC = 3,5cm, b) AC = 5,0cm, ¢) AC = 6,5cm!

Ermittle den Mittelpunkt Z des Umkreises! Ermittle das Bild des Dreiecks ABC bei
der zentrischen Streckung (Z; 2,5)!

2. Zeichne ein Quadrat ABCD mit der Seitenldnge 4,8 cm!

Zeichne den Mittelpunkt M der Seite AB und den Mittelpunkt N der Seite BC ein!
Ermittle den Schnittpunkt Z der Strecken MN und BD!
Ermittle das Bild von ABCD bei der zentrischen Streckung (Z; 1,5)!

3. Zeichne einen Punkt M und zwei konzentrische Kreise um M mit den Radien ry = 5cm
und r, = 6 cm! Lege einen Punkt Z fest mit MZ = 7 cm! Ermittle das Bild der beiden
Kreise bei der zentrischen Streckung (Z;0,5)!

4. Begriinde mit Hilfe der Eigenschaften (1) bis (7) der zentrischen Streckungen die fol-
genden Aussagen! Fir jede zentrische Streckung (Z; k) gilt:

(a) Je zwei Strecken stehen zueinander im gleichen Verhdltnis wie ihre Bilder.
(b) Das Bild jeder Strecke ist eine zu ihr parallele Strecke.
(c) Das Bild jedes gleichschenkligen Trapezes ist ein gleichschenkliges Trapez.
5. Welche der folgenden Aussagen sind wahr? (Begriindung!)
Bei jeder zentrischen Streckung hat
a) jedes Rechteck als Bild ein Rechteck;
b) jedes Rechteck als Bild ein Quadrat;
) jedes Rechteck als Bild ein Parallelogramm.
6. In der Ebene sei eine ,ﬁerudensireckung" gemaB Bild B 48 erkldrt:
FP':FP =GQ':GQ = 2;
alle Punkte von g haben sich selbst als Bild. i "742
a) Handelt es sich um eine umkehrbar eindeutige ——-
Abbildung der Ebene auf sich? n
b) Ist das Bild jeder Geraden eine Gerade? S
c) Ist das Bild jedes Kreises ein Kreis?
d) Ist jede Gerade zu ihrer Bildgeraden parallel?
% Bild B 48
Zusammenfassung
Eigenschaften zentrischer Streckungen (Z; k)
. C e Original Bild
N1 | cwates- =
\ B erade g = AB Gerade g' = A'B
A Strecke AB Strecke AB;
\ AT AB' =k AB
! Winkel & Winkel '; o' = &
Geraden g und h; Geraden g’ und h';
Bild B 49 gllh gln

g
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Original Bild
Geraden g und h; Geraden g’ und h';
glh g LK
n-Eck n-Eck
Kreis um M; Kreis um M’;
Radius r Radius r' = k- r

' Erster Strahlensatz

Voraussetzung: AC || BD
Behauptung:
(a) ZA:ZB=ZC:ZD

Bild B 50

(b) ZA:AB = ZC: CD

Bild B 51

(c) ZB:AB= ZD:CD
7

Bild B 52

Zwelter Strahlensatz

Voraussetzung: AC || BD

Behauptung:
ZA:ZB = AC: BD
ZC:7D = AC: BD

- Umkehrung der Teilc
ZA ZC
Voraussetzung: 5 =55

Behauptung: AC|| BD

7
@
0
g Bild B 54
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Ahnliche Figuren

9  Ahnlichkeitsabbildungen und dhnliche Figuren

Wir kénnen nun erkldren, wann man in der Mathematik Figuren zueinander Ghnlich nennt.
Fir das Bild B 55 gilt: Dreieck ABC wird durch die Drehung um A um 90° auf Dreieck
A'B'C’ abgebildet, Dreieck A'B'C’ durch die zentrische Streckung (Z; 2) auf Dreieck A"B"'C"".
Wir sagen auch:

Die Nacheinanderausfihrung der Drehung um A um 90° und der zentrischen Streckung
(Z; 2) bildet Dreieck ABC auf Dreieck AB"C" ab.

© 26 Die Dreiecke A'B'C’' und A”B''C" im Bild B 55 sind maBstdbliche Darstellungen des
Dreiecks ABC. Gib jeweils den MaBstab an!

Bild B 55 Bild B 56

@ 27 Fir das Bild B 56 gilt: Dreieck ABC wird durch eine zentrische Streckung auf Dreieck
A'B'C' abgebildet und durch die Nacheinanderausfihrung der zentrischen Streckung
und einer Drehung auf das Dreieck A”'B"/C'’. Vergleiche auch hier die Dreiecke!

@ 28 Im Bild B 57 ist das Sechseck KLMNOP eine maBstabliche Verkleinerung des Sechsecks
ABCDEF. Gib eine Abbildung an, bei der KLMNOP das Bild von ABCDEF ist!

Es gelten die folgenden Aussagen, die hier nicht bewiesen werden:

(1) Wenn eine Figur F, bei der Nacheinanderausfihrung einer zentrischen Streckung und
einer Bewegung auf eine Figur F, abgebildet wird, so ist F, eine maBstabliche Darstellung
von F,.

(2) Wenn eine Figur F, eine maBstabliche Darstellung einer Figur F, ist, dann gibt es eine
zentrische Streckung und eine Bewegung, bei deren Nacheinanderausfihrung F, das
Bild von F, ist.

Diese beiden Aussagen er-

innern an den Zusammen-

hang zwischen der Kongru-
enz (Deckungsgleichheit) von

Figuren und den Bewegun-

gen. Es liegt deshalb nahe,

folgendermaBen zu definie-
ren:

Bild B 57
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» 9 DEFINITION: Jede Nacheinanderausfihrung einer zentrischen Streckung und
einer Bewegung (bzw. einer Bewegung und einer zentrischen Streckung) heiBt

Ah bbildi Den Str g nennt man nun auch Ahnlichkeits-

faktor.

p» 10 DEFINITION: Eine Figur F, heiBt dhnlich zu einer Figur F,, wenn es eine Ahn-
lichkeitsabbildung gibt, die F, auf F, abbildet.

Man schreibt dafiir kurz: F, ~F, (lies: F, ist dhnlich zu F).

® 29 Begriinde, daB a) jede Bewegung, b) jede zentrische Streckung eine Ahnlichkeits-
abbildung ist! (Beachte zentrische Streckungen mit k = 1!) (L)

Die Definition B 9 erfaBt damit auch den Fall, daB eine Figur im MaBstab 1:1 abgebildet wird.
Nach Definition B 10 ist damit die Kongruenz von Figuren ein Sonderfall der Ahnlichkeit;
der Ahnlichkeitsfaktor ist dann 1.

Die Ahnlichkeitsbeziehung ist fir beliebige Figuren

So sind zum Beispiel zwei Kreise mit den Mittelpunkten M, und M, sowie den Radien r, bzw.
ry stets zueinander &hnlich. Als Ahnlichkeitsabbildung kann man die Nacheinanderausfiih-

rung der Verschiebung MM, und der zentrischen Streckung (M‘. %) wie auch der Verschie-
1

bung MM, und der zentrischen Streckung (M,. :—') angeben. Das berechtigt zu der Sprech-
2

weise ,,F, und F, sind einander &hnlich*.

Wie bei der Kongruenz spricht man auch bei dhnlichen Figuren von einander entsprechenden

Punkten, Seiten, Winkeln, ....

Die Eigenschaften der Ahnlichkeitsabbildungen kénnen aus den Eigenschaften der Bewegun-

gen und der zentrischen Streckungen abgeleitet werden.

® 30 Vergleiche die Eigenschaften der Bewegungen (,* S. 33f.) mit den Eigenschaften der
zentrischen Streckungen (,” S. 50)! Gib Eigenschaften der Ahnlichkeitsabbildungen an!

Avufgaben

1. Zeichne nach der Lochschablone ein Dreieck ABC mit A (9), B (10) und C (5)! Ermittle
sein Bild A'B'C’ bei folgenden Abbildungen: a) Streckung (A; 2), dann Verschie-

bung A_C), b) Verschiebung A—E dann Streckung (A; 2).

I @ ! %,,J‘f,. ! L @ 1 A S
O -
T 7 1 T el
]7 | I Fyl
[ | | LaGEEaee
il Al [ IF] | B
1] | |
NG
| | 0 E
T T O 1

Bild B 58 a bis ¢
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Wir wissen bereits: Die Nachei

wegu

v Bild 58d und e

Sind die Figuren F, und F, in den Bildern B 58a bis e jeweils zueinander &hnlich?
Begrinde deine Entscheidung! Gib im Falle der Ahnlichkeit Paare einander ent-
sprechender Punkte, Seiten und Winkel an! (Benutze dafir Tabellen!)

Zeichne ein Quadrat ABCD mit der Seitenldnge 3 cm! Konstruiere den Inkreis K!

a) Ermittle das Bild von ABCD und K bei der Verschiebung AC und der anschlieBenden
Streckung (A; 2)!

b) Erlautere anhand deiner Zeichnung Eigenschaften der Ahnlichkeitsabbildungen aus
der Zusammenfassung auf Seite 51!

©)* Ermittle das Bild von ABCD und K bei der Streckung (A; 2) und der anschlieBenden

Verschiebung AC! Vergleiche das dabei erhaltene Bild mit dem bei a) erhaltenen!

Nenne eine Eigenschaft, die

a) alle Bewegungen haben, aber nicht alle Ahnlichkeitsabbildungen,

b) alle zentrischen Streckungen haben, aber nicht alle Ahnlichkeitsabbildungen,
c) alle Ahnlichkeitsabbildungen haben, aber nicht alle Bewegungen!

Haben alle Ahnlichkeitsabbildungen folgende Eig haften? Begriinde oder widerlege
durch ein Beispiel! i

a) Das Bild des Mittelpunktes einer Strecke ist stets Mittelpunkt der Bildstrecke.

b) Der Flacheninhalt eines Dreiecks ist stets gleich dem Flacheninhalt des Bilddreiecks.
c) Jede Gerade g ist zu ihrer Bildgeraden g’ parallel.

d) Das Bild eines Quadrates ist stets ein Rechteck.

Nacheinanderausfiihrung von Ahnlichkeitsabbildungen

d R

hrung zweier gungen ist wieder eine Be-
ng. Daraus folgt fur Figuren F,, F;und Fy;: Wenn F, ~ F, und F,~F, so F ~F

Gilt eine entsprechende Aussage auch fiir die Ahnlichkeit von Figuren?

e 3

Uber die Dreiecke im Bild B 59 sei folgendes bekannt:

A ABC ~ A AB'C’ (zentrische Streckung (Z; 1?)).
AAB'C ~ A A'B'C" (zentrische Streckung (Z; 3)).
Untersuche, ob das Dreieck ABC auch zum Dreieck AB''C" &hnlich ist! Gib gegeb
falls den Ahnlichkeitsfaktor an!
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Bild B 59 I Vo
’ b Bild B 60
Im Auftrag B 31 hatten beide Streckungen das gleiche Streckungszentrum. An einem ﬁeisplel

soll nun untersucht werden, ob die Nacheinanderausfihrung zweier Streckungen mit ver-
hied Zentren ebenfalls eine Ahnlichkeitsabbildung ist.

= 6 Im Bild B 60 wurden auf das Dreieck ABC nacheinander die zentrischen Streckungen
(Z,:2) und ( ) angewendet. Damit gilt also:
A ABC~ AABC und A ABC ~AA'B'C'.
Zu untersuchen ist, ob auch gilt A ABC ~ A A"B"'C".
Wir betrachten zundchst nur die Strecke AB und ihre Bilder A'B’ und A7B". Aus den
Eigenschaften der zentrischen Streckungen folgt:
(1) A"B" || A'B, A'B'|| AB und damit A8 || AB;
(A8 = 3 A, AB =2AB und damit A"B” = - 24E = 3 AB.
A"B” und AB sind in dem Viereck A”B"/BA gegeniiberliegende Seiten. Nach (1) und (2)
sind sie parallel und verschieden lang.
Deshalb schneiden sich die Geraden A"’A
und B”B in einem Punkt Z,. Nach dem
zweiten Strahlensatz bildet die zentrische

. Streckung (Z,; 3) die Strecke AB auf A”B'’ ab.

@® 32 a) Begriinde, daB im Beispiel B 6 C"’ das
Bild von C ist bei (Z,; 3)!
b) Im Beispiel B 6 ist k, - k, <= 1. Was ge-
schieht, wenn k, - k, = 1 ist? (,/ Bild B 61)

Bild B 61

Man kann zeigen:

Die Nacheinand fihrung einer Ahnlic
mit dem Ahnlichkeitsfaktor k, und einer Ahnhchkel’tsubblldung
mit dem Ahnlichkeitsfaktor k, ist eine Ahnlichkeitsabbildung
mit dem Ahnlichkeitsfaktor k, = k, - k,.

B e BRI

Es gilt deshalb auch folgende Aussage:
Wenn fiir drei Figuren F,, F, und F, gilt F, ~ F, und F, ~ F,, so ist F, ~F,
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Aufgaben

1. Zeichne in ein Koordinatensystem die Punkte A(2;1), B (4;1), C(2;3), Z, (0;1),
Z,(—6;7)! Wende auf das Dreieck ABC die zentrische Streckung (Z,; 2) an und auf
das Bilddreieck A'B'C’ die Streckung (Z,;1,5)! Welche Ahnlichkeitsabbildung bildet
ABC auf AB"C"" ab?

2, Zeichne nach der Lochschablone die Punkte A (8), B (12), C(9), Z, (1) und Z, (15)!
Wende auf das Dreieck ABC die zentrische Streckung (Z,; 3) an und (Z,;%) auf das
Bilddreieck A'B'C'! Welche Ahnlichkeitsabbildung bildet ABC auf A”B"/C'" ab?

\9( Es sei Z ein Punkt. Gib die Ahnlichkeitsabbildung an, die die Nacheinanderausfihrung
folgender zentrischer Streckungen ist!

a) (Z:2) und (Z:3) b) (Z:3) und (z:3) ©) (Z;0,5) und (Z:2)

.74 Die Seitenldngen eines Rechtecks seien 3cm und 5cm. Auf das Rechteck wird die
Nackeiniand fihrung zweier Ahnlichkeitsabbildungen mit den Ahnlichkeitsfak-

toren k, und k, angewendet.
Wie lang sind die Seiten des Bildrechtecks?

a) k,=2 und k,=3 b)k,=§ und k,=—f— c) kyk=2 und k,=8
5 k, und k, seien die Ahnlichkeitsfaktoren T a2 R e

zweier Ahnlichkeitsabbildungen, ;

kq der Ahnlichkeitsfaktor a) | 15 3

von deren Nacheinand fihrung.

Ermittle die in der nebenstehenden Tabelle 'b) 2 4

fehlenden Werte!

<) 3 5

ﬁ Ahnlichkeit von Vielecken, insbesondere von Dreiecken

Wir wissen: s
Wenn eine Figur F, durch eine Ahnlichkeitsabbildung (bzw. Bewegung) auf eine
Figur F, abgebildet wird, so sind P, und F, einander &hnlich (bzw. kongruent).

Woran kann man nun aber erkennen, ob zwei Figuren, wie zum Beispiel F, und F, im Bild B 62,
einander dhnlich sind? Nach der Definition muB dazu geprift werden, ob es eine Ahnlich-
keitsabbildung gibt, die F, auf F, abbildet. Das ist oft langwierig.

Bei der Kongruenz von Figuren haben wir fiir Dreiecke und Vielecke Entscheidungshilfen
(Kriterien) k gelernt, die Kongr dtze. Analoge Satze gibt es auch fir die Ahnlich-
keit von Dreiecken und Vielecken. Man kann sie finden, wenn man bedenkt:

Bild B 62
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(1) Die Kongruenz von Figuren ist ein Sonderfall der Ahnlichkeit (k = 1).

(2) Bei Ahnlichkeitsabbildungen wird jede Strecke auf eine Strecke der k-fachen Lénge ab-
gebildet.

(3) Bei Ahnlichkeitsabbildungen bleibt die WinkelgréBe erhalten.

Mit folgender Tabelle verschaffen wir uns zunéchst eine Ubersicht iber mégliche Ahnlich-
keitssatze fir Dreiecke.

Kongruenzsatz in der Form: ; prechender Ahnlichkei in der
Wenn...,so A ABC~ A\ A'B'C'. Form: ' ;
i Wenn...,so A ABC ~ A A'B'C.

Kongruenzsatz (wsw)

|

Wenn ' =f,d' =a, y =y,50... Wenn ' =8, a" =ka,y' = y,s0 ...

Kongruenzsatz (sws)

Wenna' =a,9 =y,b' =b,so0... Wenn o' = ka, y' =y, b’ = kb, so ...

Kongruenzsatz (sss)

Wennad =a,b'=b,c' =c¢,s0... Wenn a' = ka, b’ = kb, ¢’ = ke, so ...

Kongruenzsatz (sSW)

Wenn a' = q, b’ = b(a > b), &' = &, Wenn a' = ka, b’ = kb(a > b), &' = a,
o... $Ou:e:s

3

Die Satze in der rechten Spalte mussen noch bewiesen werden. Anstelle der Gleichungen
a' = ka, ... kann man dabei auch Seitenverhdltnisse a': a = k, ... schreiben. Im ersten
Satz kann man a':a = k sogar weglassen, denn da nur fir ein einziges Paar Seiten das
Seitenverhdltnis k auftritt, ist sein Wert fir die vorliegende Fragestellung uninteressant. Es
ergibt sich so ein besonders einfaches Kriterium:

HAUPT‘HNUCHK_EITSSATZ (ww)._ : Wenn zwei Dreiecke in zwei Winkeln iber-
insti; so sind sie eil der Ghnlich. .

X7
=

Voraussetzung: Gegeben sind die Dreiecke ABC und DEF (” Bild B 63) mit <x CAB ~ < FDE
und < ABC =~ < DEF.

Behauptung: A ABC ~ A DEF .

Beweis: Wir missen zeigen, daB es eine Khnlichkeitsubbildung gibt, die das Dreieck ABC auf

das Dreieck DEF abbildet.

(1) Wegen < CAB =~ < FDE gibt es eine Bewegung, die das Dreieck ABC auf ein solches
Dreieck A'B'C’ abbildet, daB A’ = D ist, B’ auf dem Strahl DE liegt und C’ auf dem Strahl DF.
(2) EF || B'C’, denn < ABC = < DEF (Umkehrung des Stufenwinkelsatzes).
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(3) AB":DE = A’ A'C’ : DF = k [wegen (2) und
wegen Satz B 5]
Die zentrische Streckung (D; k) bildet das
Dreieck A'B'C' auf das Dreieck DEF ab,
und zwar A’ = D auf sich, B’ auf E und f 3

¢
%) A

auf F.
ABC ~ A DEF, denn die Nacheinan- £

derausfihrung der Bewegung aus (1)
und der zentrischen Streckung aus (3) ist D=A

eine Ahnlichkeitsabbildung, und sie bildet A
AaufD, B auf E, C auf F ab, also A ABC

auf A DEF (was zu zeigen war).

Die f

8
Bild B 63

Igenden Ahnlichkeitssétze lassen sich ebenso beweisen; man verwendet dabei die ent-

sprech

12

Kongruenzsitze.

SATZ (sws)_: Wenn zvnl Bnl‘du ln».ln.m Vnnhl Mmﬂmm und die
dem Winkel anli Sclnn Vnrll&nnlau lslldgn. lo sind die Drei-
ecke einander lhnllch. SRR ARt

SATZ (sss)_ : Wenn jede Solh olnu Dnhdu mli k einer Soih eines anderen
Dreiecks gleiche Verhiltnisse blldd‘ so llnd die DM .Inmd-r dhnlich,

SRS S e D

SATZ (sSW)._ : Wenn zwal Solﬁn dnu Dnhch miﬂa cIMr Seife eines anderen
Dreiecks gloldn Verhiltnisse bilden und wenn die beiden Dreiecke in dem
Winkel iibereinsti der der j gréBeren def D.H-n Seiten gegeniiber-
liegt, so sind die Dreiecke dmmr lhnlkh.

Mit Hilfe der Satze B 11 bis 14 kénnen wir die Ahnlichkeit von Dreiecken nachweisen, indem
wir fir gewisse Winkel und Seitenverhaltnisse zeigen, daB sie gleich sind.

= 7 Es soll gepriift werden, ob die Dreiecke ABC und DEF im Bild B 64 einander dhnlich

sind. In diesen Dreiecken sind < BAC und <t DFE rechte Winkel sowie EF und AB die
kirzeren der anliegenden Seiten. Falls eine Ahnlichkeitsabbildung existiert, die DEF

auf ABC abbildet, kommt nur folgende Zuordnung der Eckpunkte in Frage:
D|E|F

C|B|A
Nach der Vorgabe der Dreiecke
auf Gitterpapier ist
AB:EF=4:3
und
AC:FD =6:45=60:45=4:3.
Die Voraussetzungen des Satzes B 12 sind -
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% 3% Zeichne ein Dreieck ABC mit < BCA = 90°! Zeichne die Hohe CD! Untersuche die
Dreiecke ABC, ADC und CDB auf Ahnlichkeit!

Fiir Vielecke gilt folgender Ahnlichkeitssatz:

15 SATZ:Wenn sich zwischen den Eckpunklen zweier n-Ecke (n = 3) bei Beachtung
der Reihenfolge eine umk bar ige Zuordnung herstellen liBt, so daB
a) einander zugeordnete Innenwinkel gleich groB sind und

b) einander zugeordnete Seiten das gleiche Verhiiltnis bilden,

dann sind die n-Ecke einander &hnlich (/* Bild B 65).

Bild B 65

Bild B 66

# 34 a) Beweise, daB die Rechtecke ABCD und EFGH im Bild B 66 einander dhnlich sind!
b) Untersuche auch die Rechtecke ABCD und IKLM sowie EFGH und IKLM im Bild B 66
auf Ahnlichkeit! Uberlege, wie du rationell vorgehen kannst!

Aufgaben

1 Gegeben ist ein Dreieck ABC mit AB =70cm, BC = 60 cm, AC = 50 cm, < CAB
= 57,1°, < ABC = 44,4°, < BCA = 78,5°. Priife nach, ob Dreieck ABC zu Dreieck DEF
ahnlich ist, wenn fir Dreieck DEF gilt:

a) DE = 12 cm, EF =10 cm, FD = 14 cm;

b) < DEF = 57,1°, < FDE = 78,5°, DE = 50 cm;
©) < EFD = 44,4°, FD = 42 cm, EF = 45cm;
d) DE = 84 cm, DF = 60 cm, < EDF = 78,5°%;

e) DE = 35cm, EF = 30 cm, < FDE = 57,1°%;

f) < DEF = 44,4°, DE = 60 cm, EF = 70 cm!

»

In jedem Trapez werden von beiden Diagonalen zwei dhnliche Dreiecke erzeugt.

a) Beweise diese Aussage!

b) Stelle Proportionen zwischen den Diagonalabschnitten und den Grundseiten auf!
Ziehe eine Folgerung fir das Parallelogramm!

3.©  Beweise: Wenn D, E, F die Mittelpunkte der Seiten eines Dreiecks ABC sind, so gilt
A ABC ~ A DEF!

4 a) Begriinde, daB zwei Quadrate stets zueinander dhnlich sind!
b) Gib eine Bedingung dafiir an, daB zwei Rhomben zueinander dhnlich sind!
c)* Lose Aufgabe 4b fir zwei Rechtecke (Parallelogramme, gleichschenklige Dreiecke)!
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5. Im Bild B 67 sind EF || AD und AB || DC. Untersuche, ob die Trapeze ABCD und EBCF
einander Ghnlich sind!

6. Uberprife, ob das innere und das duBere Rechteck des Bilderrahmens im Bild B 68
einander dhnlich sind! '

7. Im Parallelogramm ABCD (* Bild B 69) sei AB = 4 cm, BC = 3 cm, E der Mittelpunkt
von AB und F der Mittelpunkt von CD. Begriinde, warum AEFD nicht dhnlich zu ABCD ist!

12 Ahnlichkeit von krummlinig begrenzten Figuren und
von Kérpern

In Lerneinheit B 9 haben wir festgestellt, daB zwei Kreise stets zueinander dhnlich sind. Fir
beliebige krummlinig begrenzte Figuren F, und F, kann man im allgemeinen nicht wie bei
Vielecken mit Hilfe eines Ahnlichkeitssatzes entscheiden, ob sie zueinander @hnlich sind. Man
muB fast stets priifen, ob es eine Ahnlichkeitsabbildung gibt, die F, auf F, abbildet.

Mit Hilfe der Ahnlichkeitssatze fir Dreiecke bzw. Vielecke kann man nicht nur erkennen,
ob zwei Figuren zueinander Ghnlich sind. Man verwendet diese Sdtze auch bei der Kon-
struktion von zueinander Ghnlichen Vielecken und sogar zur ndherungsweisen Konstruktion
dhnlicher krummlinig begrenzter Figuren.

® 35 In der Zeitung ,,Junge Welt,, findet man oft

Anregungen zum Selbstschneidern modischer

Bekleidung. Die Schnittmuster werden ver-

kleinert und auf Karopapier dargestellt. Eine

Angabe wie ,,1 Kastchen = 2 cm breit / 2 cm

hoch,, erméglicht die Herstellung eines pas-

senden Schnittbogens.

a) Mit Hilfe des Bildes B 70 soll ein Trdager-
pulli entstehen (V - Vorderteil, R-Rik-
kenteil). Beschreibe die Herstellung der
beiden Teile des Schnittes nach dieser
Vorlage im angegebenen VergroBerungs-
verhdltnis! Begrinde, daB die Schnitteile
zu den Figuren im Bild B 70 dhnlich sind!

b) Wenn die Schnitteile krummlinig be-
grenzte Figuren sind (/ Bild B71), er-
leichtern Hilfslinien (* Bild B 72) das Ver-
gréBern. Beschreibe auch hier die Schnitt-
herstellung!

1 — ) )
Bild B 70
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G Bstdbliche Darstellungen kr linig begrenzter ebener Figuren kénnen mit dem
Pantograph angefertigt werden (/* LE 15).
Auch im Raum spricht man von der Ahnlichkeit von Figuren, beispielsweise der von Kérpern.

@ 36 Die in Lerneinheit B3 angegeb Definition fir die zentrische Streckung kann
wortlich auf den Raum Ubertragen werden. Im Bild B73 wurde auf die Pyramide
ABCZ die zentrische Streckung (Z;3) angewendet. Begriinde, daB fir die Punkte
A, B und C sowie ihre Bilder A’, B’ und C' gilt:

a) AB'||AB, B'C'|| BC,

AC || AC;
b) AB : BC

ﬂ:

AC:BC

Bild B73

Analog zur Ebene nennt man die Nacheinanderausfihrung einer zentrischen Streckung und
einer Bewegung des Raumes eine Ahnlichkeitsabbildung. Damit kann auch die Definition
der Ahnlichkeit von Figuren wértlich auf raumliche Figuren Ubertragen werden. Wie fir
ebene zueinander dhnliche Figuren gilt auch im Raum:

— Einander entsprechende Strecken stehen im gleichen Verhdltnis und

— Einander entsprechende Winkel sind gleich grof3.

AuBerdem sind entsprechende Flachen einander dhnlich.

® 37 Begriinde, daB je zwei Kugeln einander dhnlich sind!

@ 33 Das Bild B 74 zeigt zwei Wiirfel der Kantenldnge 1 cm bzw. 4 cm. Beweise, daB8 der
Wiirfel AIKLMNOP das Bild des Wiirfels ABCDEFGH bei der zentrischen Streckung
(A; 4) ist!
Formuliere eine Aussage Uber die Ahnlichkeit von Wiirfeln!
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Bild B71 Bild B72 Bild B74
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Aufgaben

1.

Unter welchen Voraussetzungen sind zwei Kreisringe aus Kreisen mit den Radien
ry Ry bzw. r,, R, einander dhnlich?

Eine Pyramide mit der Héhe h und mit einem Rechteck (Seiten a und b) als Grundflache
werde in der Hohe h* parallel zur Grundflache geschnitten. Die Schnittfigur ist ein
Rechteck mit den Seiten a, und b,. Ermittle jeweils die fehlenden GréBen!

a) a =20cm, b =12cm, h =32cm, h* = 24 cm
b) @ = 25cm, b = 35cm, a, =15cm, h = 40cm
€) a =24cm, b =15cm, a, =16 cm, h*= 7cm
d) go= 9cm, b, = 4,5cm, h =16cm, h* = 4cm

Uberprife, ob die Milchflaschen von‘fl und%l Fassungsvermégen einander dhnlich
sind! Vergleiche groBe und kleine Brauseflaschen!

Umfang und Inhalt &hnlicher Figuren

a) Fotopapier des Formats 9 cmx 12 cm ist Ghnlich zu solchem des Formats 18 cm
X 24 cm. 100 Blatt des Formats 9 cm x 12 cm kosten 4,00 M. Wieviel kosten wohl
100 Blatt vom Format 18 cm x 24 cm? Vergleiche mit dem Ahnlichkeitsfaktor!

b) Vergleiche die Flacheninhalte von quadratischen Wiesenstiicken, die man mit 40 m
Zaun und mit 120 m Zaun umzdunen kann!

SATZ: Haben zwel beliebige &hnliche Figuren F und F' mit dem Ahnlichkelts-
faktor k die Umfénge ug und up und die Fldcheninhalte Ar und Ap, so gilt
up =k-upund Ap = k?- Ap. : W

Auf einen Beweis fiur diesen Satz verzichten wir und betrachten lediglich als Beispiel zwei
Kreise mit den Radien r, und r, = k - r,. Fir sie gilt:

Uy =2ar, Uy=2ar,=2n(kr)=k-2nr, =k-u,
A =ar?, Ay =mr* =z (k- r)? = 7k?- r? = k2 qur?, = k2- A, .

Mach dir die Verdnderungen von Ober-
flacheninhalt und Volumen bei Bstdb-
licher VergréBerung (Verkleinerung) an
Wirfeln  unferschiedlicher Kantenldnge
(1cm, 2cm, 3 cm) klar!

In seinem utopischen Roman ,,Gullivers
Reisen,, versetzt JONATHAN SWIFT) seinen
Helden in das Land Lilliput (* Bild B 75).
Dort wird er von den Lilliputanern mit
Speisen und Bekleidung versorgt. Bei der
Berechnung des Aufwandes fir Gullivers
Erndhrung und Bekleidung gehen die Lilli-
putaner davon aus, daB er etwa eine zwdlf-
fache VergréBerung eines erwachsenen
Lilliputaners ist.




64 B Ahnliche Figuren LE 13

So wird ihm eine tdgliche Ration an Speisen und Getrdnken zugesichert, die zur Er-

ndhrung von 1728 Lilliputanern ausreichen wirde.

a) Welche Uberlegungen haben wohl zur Festlegung dieser Zahl gefiihrt?

b) Fir wieviel Lilliputaneranziige wiirde der Stoff ausreichen, der fir einen von
Gullivers Anziigen bendtigt wird?

c) Auf der Weltausstellung 1851 in London waren die Sonneberger Puppenhersteller
mit einer Figurengruppe vertreten, die man heute noch im Spielzeugmuseum in
Sonneberg (Thiir.) bewundern kann. Bei ihr ist Gulliver etwa 15mal so groB wie
die Einwohner von Lilliput. Wie miBten bei diesem GréBenverhdltnis die Zahlen
aus a) und b) lauten?

SATZ: Haben zwei dhnliche Kérper K und K’ mit dem Ahnlichkeitsfaktor k die
Oberfliicheninhalte Ao, bzw. Aoy, und die Volumina Vk bzw. Vi, so gilt

Aoy. = k*:- Aoy und Vi = k% Vk.

Auch bei diesem Satz verzichten wir auf einen Beweis.

Aufgaben

1 Bei zwei dhnlichen Vielecken sind mit a und @' einander entsprechende Seiten, mit v
und v’ die Umfinge und mit A und A’ die Flacheninhalte bezeichnet. Berechne die
Angaben fiir die offenen Felder!

a l a l u I v | A | A
3cm 6cm 11 cm 5cm?
12cm 60 cm 35 cm 180 cm?
4cm 18 cm 15 cm? 135 cm?

Zeichne ein Dreieck ABC mit AB = 7 cm, AC = 6 cm, BC = 5 cm! Teile das Dreieck

durch eine Parallele zu AB folgendermaBen:

a) der Inhalt des abgeschnittenen Dreiecks soll sich zum Inhalt des Dreiecks ABC wie
1: 4 verhalten;

b) der Inhalt des abgeschnittenen Dreiecks soll sich zum Inhalt des entstehenden
Trapezes wie 1 : 8 verhalten.

J Die S der Flacheninhalte dreier dhnlicher Vielecke betragt 232 cm?, ihre Um-
fange verhalten sich wie 2:3: 4. Bestimme den Flacheninhalt eines jeden der Viel-
ecke! (!

Welche Kantenldnge muB eine Streichholzschachtel haben, die das achtfache Fas-
sungsvermogen der iblichen haben soll und zu ihr @hnlich ist? In welchem Verhdltnis
stehen die Materialaufwendungen, wenn beide Schachteln aus dem gleichen Material
angefertigt werden?

Berechne den Quotienten von Oberflacheninhalt und Volumen fir Wirfel verschiede-
ner Kantenldngen! (L)

a) a=20cm b) a=2cm c) a=02cm d) a =0,02cm

Ziehe Folgerungen fiir den Quotienten aus Oberflicheninhalt und Gewichtskraft bei
gleichem Material und damit fir das Verhalten im lufterfiliten Raum!
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14 Konstruktionen mit Hilfe der Ahnlichkeit

® 42 Konstruiere ein gleichschenkliges Dreieck, dessen Basis sich zu den Schenkeln wie2:3
verhdlt und dessen Schenkel @) 9 cm, b) 5cm, €) 2cm lang sind! Wie kann man die
Dreiecke konstruieren, ohne stets die Lange der Basis zu berechnen?

Bei manchen Konstruktionsaufgaben kommt man sehr zweckméBig zum Ziel, wenn man

folgendermaBen vorgeht:

1. Man konstruiert eine Hilfsfigur, die nur einem Teil der gestellten Bedingungen genigt.

2. Man konstruiert die gesuchte Figur, indem man die Hilfsfigur geeignet abbildet (beispiel
weise vergroBert oder verkleinert).

Welche Bedingung(en) man zundchst vernachldssigt, Uberlegt man sich anhand einer
Skizze (Planfigur).

m 8 Esist ein Dreieck ABC zu konstruieren mita:c = 4:3, # = 70° und b = 2,5 cm.
Lésungsiiberlegung: Aus der Planfigur (/ Bild 76) wird deutlich: Wenden wir auf’das
Dreieck ABC eine zentrische Streckung (C; k) an, so gilt (wegen der Eigenschaften der
zentrischen Streckungen) fir das Bilddreieck A,B,C, auch a,: ¢, = 4:3 und , = 70°.
Dabei kann k so gewdhlt werden, daB a, = 4 cm und somit ¢, = 3 cm ist. Wegen des
Kongruenzsatzes (sws) ist das Dreieck A,B,C, (unsere Hilfsfigur) eindeutig konstruier-
bar. Das Dreieck A,B,C, 1aBt sich umgekehrt auch durch eine zentrische Streckung
(Cy; ky) auf die gesuchte Figur (das Dreieck ABC) abbilden. Man kann somit folgender-
maBen vorgehen:

Konstruktion (, Bild B 77):

1. Wir konstruieren als Hilfsfigur ein
Dreieck A,B,C, mit a, = 4 cm,
¢, =3cmund B, = 70°.

2. Auf dem Strahl C,A, tragen wir
(von C, aus) eine Strecke der Ldnge
b = 2,5cm ab und erhalten A.

3. Die Parallele durch A zu A,B,
schneidet C,B, im Punkt B.

Das Dreieck ABC hat die verlangten

Eigenschaften.

Gegeben: Planfigur:

a:c 4:3

=
NI

OO
,5¢cm

'

Bild B76

©) Cy ¢y =¢

a, =bem

Bild B77

5 (000810)
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Cq

a) Begriinde, daB das Dreieck ABC im Beispiel B 8 das
Bild vom Dreieck A,B,C, bei einer zentrischen
Streckung (C,; k,) ist! Ermittle k,! (L)

b) Udo hat zunéchst ebenso ein Dreieck A,B8,C, kon-
struiert, dann aber das gesuchte Dreieck wie im
Bild B 78 gefunden. Beschreibe sein Vorgehen und
begriinde es!

c) Wie laBt sich die Aufgabe mit einer zentrischen
Streckung von A, aus l6sen?

@4

14
BildB78 5 1

w 9 Einem gegebenen Dreieck ABC ist ein Quadrat PQRS so einzubeschreiben, daB P auf
AC, @ und R auf AB und S auf BC liegt.
Lésungsiiberlegung: Anhand der Planfigur
(/* Bild B 79) erkennen wir, daB das ge-
suchte Quadrat zu einer Schar von Qua- A
draten gehért, die einander bei zentri- Vi
schen Streckungen (A; k) entsprechen. Da-
bei liegt der P entsprechende Eckpunkt |
stets auf dem Strahl AC und der S entspre- E
chende Eckpunkt auf dem Strahl AS. Den T—h_-] N\
Strahl AS kann man finden, indem man Z
zundchst ein beliebiges Quadrat P,Q,R,S, A Q R 8
der Schar konstruiert. Bild B79
Konstruktion (, Bild B 80):

o

\ O

o

c ( c c

Py 1 Py
|

A Bl A 0, R, B|A Q, R, 8

Bild B 80
® 44 a) Fihre diese Konstruktion des Beispiels B9 aus und wdhle dabei nach der Loch-
schablone A (14), B (15) und C (3)! Beschreibe dein Vorgehen! Wie lang sind die
Quadratseiten?
b) Erlautere, wie die gleiche Konstruktionsaufgabe mit einer zentrischen Streckung
von C aus zu l&sen ist!

Aufgaben

1. Einem Halbkreis (r = 3cm) ist @) ein Quadrat, b) ein Rechteck mit dem Seitenver-
héltnis 4:3 einzubeschreiben. Dabei soll eine Seite auf dem Durchmesser liegen, die
anderen Eckpunkte auf der Kreislinie.

2. Einem Rhombus ABCD mit AB = 6 cm und < ABC = 110° ist ein Quadrat einzubeschrei-
ben.
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3. Das Giebelfeld eines Satteldaches soll eine rechteckige Fenstersffnung erhalten, deren
Ecken 1 m Abstand von den Dachsimsen haben und deren Breite sich zur Hohe wie 5: 3
verhdlt. Entnimm die MaBe dem Bild B 81 und ermittle Lage und MaBe der Fensterdff-.
nung!

Einem gegebenen Dreieck ist ein anderes einzubeschreiben, dessen Seiten parallel (senk-
recht) zu den Seiten des gegebenen Dreiecks verlaufen.

Konstruiere ein Dreieck mit den angegebenen MaBen und achte auf nicht l6sbare und
nicht eindeutig 18sbare Aufgaben!

@) bic=1:075 o&=65; hy=5cm (d) a:c=2:3; «=30° h —2cm
b) a:b=23:5; y=60° o=45° e) a:b:c=3:4:5; h, =6
€) a:c=2:3; y=50° s,=5¢cm f) a:b:c=7:8:9; B= 0

6. Konstruiere ein rechtwinkliges Dreieck ABC (<t BCA = 90°) mit a:b = 5:6; h. = 4 cm!
Konstruiere ein gleichschenkliges Dreieck mit ¢ als Basis und a:¢c = 4:5; h, = 5,5 cm!
4. Konstruiere ein Rechteck ABCD mit AC: AB = 7:5; BC = 4 cm!
Konstruiere alle Kreise durch P, die g, und g, beriihren (7 Bild B 82)!

9

oP

Bild B 81 9 Bild B 82

15  Anwendungen der Ahnlichkeit

In der Lerneinheit B7 haben wir einige An dungen des Strahl t und damit der
Ahnlichkeit ebener Figuren kennengelernt. Es gibt aber noch weitere MeB- und Zeichen-
gerdte, bei denen Ahnlichkeit ausgenutzt wird.
Ein Gerdt zur mechanischen VergréBerung
und Verkleinerung ebener Figuren ist

der Pantograph. (Eine vereinfachte Aus-
fihrung wird auch als Storchschnabel
bezeichnet.) Er wurde bereits im Jahre
1600 erfunden und beruht auf folgendem
Prinzip ( Bild B 83):

P 192 3 A5 6 7 8 91014 Bild B 83
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Ein Parallelogramm PAFB ist mit einem gréBeren PA'F'B’ durch einen Querstab AC fest ver-
bunden. Alle Eckpunkte sind als Gelenkpunkte ausgebildet, doch sind die beiden Parallelo-
gramme in jeder Lage einander dhnlich. Halt man den ,,Pol* P fest und beschreibt mit dem
»Fahrstift F eine beliebige Kurve K, so beschreibt der ,,Zeichenstift* F' eine dazu dhnliche
Kurve K'. Der Ahnlichkeitsfaktor (der MaBstab) betragt
k=FA:FA=PA:PA.

Im Bild B 83 ist k = 12 : 4 = 3. Vertauscht man Fahrstift und Zeichenstift, so dient der Panto-
graph zum Verkleinern.

@ 45 Der Ahnlichkeitsfaktor wird beim Pantograph durch Verschieben des Stabes AC liangs
PA eingestellt. Beschreibe unl_mnd einer Skizze die Einstellung fir a) k = 4,

b) k=

Bild B 84

d

Die kartographische Aufnahme eines Gela Ucks kann mit dem MeBtischverfahren er-
folgen ( Bild B 84). Eine quadratische Platte, die mit Zeichenpapier iberspannt ist, ruht als
MeBtisch auf einem DreifuB und ist um eine lotrechte Achse schwenkbar. Eine Wasserwaage
dient zum waagerechten Einstellen. In dem aufzunehmenden Geldnde sei die waagerechte
Entfernung zweier Punkte A und B bekannt. Die Standlinie AB wird im gewinschten MaB-
stab (meist 1:25000) als Strecke A’B’ auf das MeBtischblatt iibertragen. Um das Bild C’
eines dritten Gelandepunktes C festzulegen, stellt man den MeBtisch zundchst in A so auf,
daB A’ lotrecht iiber A liegt und A'B’ parallel zu AB verléuft. Der Strahl A'C’ wird durch den
Peilstrahl nach C bestimmt. Danach stellt man den MeBtisch in B so auf, daB B’ lotrecht iiber
B liegt und verfdahrt entsprechend. C' ergibt sich als Schnittpunkt der Strahlen A'C und B'C.
Wendet man dieses Verfahren fir verschiedene Geldandepunkte an, so erhalt man auf dem
MeBtischblatt ein Bild des Geldndes im gewinschten MaBstab. Mit dem MeBtischverfahren
konnen auf diese Weise auch unzugéngliche Strecken aufgenommen werden. Damit sind
Strecken iber sumpfiges Geldnde, Uber einen Wasserlauf hinweg o. &. gemeint.

Aufgaben

1. Wie hoch ist ein Baum, der einen 6,00 m langen Schatten wirft, wenn gleichzeitig ein
1,25 m langer Stab einen 0,75 m langen Schatten hat?

2. Die Drahtseilbahn auf den 1214 m hohen Fichtelberg iiberwindet bei einer Strecken-
lange von 1 175 m einen Héhenunterschied von 305 m.



LE

15 - Ahnliche Figuren B &

a) Ermittle die durchschnittliche Streckenldnge, bei der die Gondel um 10 m steigt!
b) Wie groB ist der Hohenunterschied, der durchschnittlich auf 100 m Streckenldnge
Uberwunden wird?

. Am Beginn einer 700 m langen Gefdllstrecke steht ein Warnzeichen (,* Bild B 85).

a) Ermittle zeichnerisch, wieviel Meter der Endpunkt der Strecke tiefer liegt als der An-
fangspunkt!

b) Gib den Winkel an, unter dem die StraBe fallt!

c) Welcher Winkel gehért zu einem Gefalle von 1009,?

Bild B85

Das Papierformat A 0 ist ein Rechteck, dessen Flacheninhalt genau 1 m? ist und das beim

Falten langs einer Symmetrieachse ein zum Ausgangsrechteck dhnliches Rechteck (A 1)

ergibt.

a) Ermittle die Seitenldangen fir die Papierformate A0, A1 und A 2 in Millimeter! (L)

b) Berechne auch die Abmessungen fir die Formate A 3 (Zeichenbogen), A 4 (Schreib-
papier), A5 (kleines Schulheft) und A 6 (Postkarte)!

Um 200 v. u. Z. bestimmte der Grleche ERATOSTHENES den Erdumfang aus folgenden

Messungen (/ Bild B 86):

- Entfernung Alexandria-Syene (heute Assuan) 5000 Stadien (1 Stadion = 184,3 m).

- Genau zu dem Zeitpunkt, an dem die Sonne senkrecht iiber Syene steht, wird in
Alexandria aus der Lange eines senkrecht stehenden Stabes und seiner Schatten-
lange ermittelt, daB die Sonnenstrahlen mit dem Stab einen Winkel von 7,2° bilden.

a) Erlautere anhand des (nicht maBstablichen) Bildes B 86, wie man daraus den Erdum-
fang U bestimmen kann!

b) Berechne den von ERATOSTHENES ermittelten Wert!

c) Ermittle den absoluten und den relativen Fehler dieser Messung!

.* Eine Kugel mit der Masse m = 120 kg rollt auf einer geneigten Ebene (, Bild B 87), die

folgende Abmessungen hat: | = 184 cm, h = 43 cm, s = 189 cm. Berechne die Normal-
kraft Fy und die Hangabtriebskraft Fy! (L)

Hinweis: Untersuche die im Bild B 87 auftretenden Dreiecke auf Ahnlichkeit! Die JGe-
wichtskraft Fg ergibt sich aus der Masse (1 kg & 10 N).

Aquator ———m

A

Bild B 86 Bild B 87
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Zusammenfassung

LE 15

keitsabbildung gibt, die F, auf F, abbildet.

Ahnlichkeitsabbildung nennt man jede Nacheinanderausfiihrung einer zentrischen
Streckung (Z; k) und einer Bewegung; k heiBt der Ahnlichkeitsfaktor.
Zwei Figuren F, und F, heiBen &hnlich zueinander (F, ~ F,), wenn es eine Ahnlich-

Geraden g und h, g||h
Geradengund h,g | h

n-Eck F

Kreis um M mit Radius r

Ebene Figur F mit Umfang ur und
Flacheninhalt Ag

Kérper K mit Oberflacheninhalt Ao,

und Volumen Vg

Eig haften der Ahnlichkeitsabbild
Original Bild

Gerade g = AB Gerade g' = A'B’ .
Strecke AB Strecke A'B’,  A'B’ = k- AB
Winkel x Winkel o', &' = &

Geraden g’ und h', g' || b

Geraden g’ und h', g’ | h'

n-Eck F’

Kreis um M’ mit Radius r' = k- r
Ebene Figur F' mit Umfang upr = k- ug
und Fldcheninhalt.Ap = k2 - Af.
Kérper K’ mit Oberflacheninhalt Ag,,
= k2. AOK und Volumen Vg = k3- Vg

Zwei Dreiecke sind einander dhnlich,

(a) wenn sie in zwei Winkeln iberein-
stimmen [Hauptahnlichkeitssatz,

(ww)_1;

VAN

(c) wenn jede Seite eines Dreiecks mit
je einer Seite des anderen gleiche
Verhdltnisse bildet (sss)_ ;

2 2\

(b) wenn sie in einem Winkel iberein-

(d) wenn zwei Seiten eines Dreiecks mit

stimmen und die anliegenden Seiten
gleiche Verhdltnisse bilden (sws)_ ;

A 2N\

je einer Seite des anderen gleiche
Verhaltnisse bilden und die Dreiecke
in dem Winkel bereinstimmen, der
der jeweils groBeren der beiden
Seiten gegeniberliegt (sSW)_ .

N
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Die Satzgruppe des Pythagoras

16  Ahnlichkeit im rechtwinkligen Dreieck

® 46 Konstruiere ein Dreieck mit
a) a=60cm; c=80cm; y=90° b)a=55cm; b=235cm; y=90°!
Ermittle die Langen der Hohen und der dritten Seiten!

Im Auftrag B 33 (/ S. 60) erkannten wir mit Hilfe des Hauptdhnlichkeitssatzes (ww) _
Im rechtwinkligen Dreieck ABC mit = 90° entstehen durch die Héhe CD zwei Drei-
ecke, die untereinander und zum Dreieck ABC dhnlich sind ( Bild B 89a).
Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke ABC, ADC und DBC lassen sich Sdtze ableiten. Sie ermég-
lichen es, fir ein rechtwinkliges Dreieck nach der Ldnge gewisser Sticke die Lange wei-
terer Sticke zu berechnen.

® 47 a) Begriinde, warum in jedem rechtwinkligen Dreieck eine Seite, die Hypotenuse,
ldnger ist als jede der beiden anderen!
b) Erkldre, was man unter der Hypotenuse und den Katheten eines rechtwinkligen
Dreiecks versteht (/* Bild B 89b)!

¢ Katheten
b a {Hohe
A c B Al 9 1 P !B
Hypotenuse
q * Hypotenusenabschnitt zu b p * Hypotenusenabschnitt zu a
Bild B 89

Wir betrachten nun ein rechtwinkliges Dreieck ABC mit y = 90° (, Bild B 89) und stellen fest,
welche Seiten der Dreiecke ABC, ADC und DBC einander entsprechen:

AABC | ADBC | AADC

Hypotenuse c a b
Kathete gegeniiber o (< DAC ~ < DCB) a P h
Kathete gegeniiber # (< DBC =~ <. DCA) b h q

a, b und h kommen in jeweils zwei Dreiecken vor. Wegen der Ahnlichkeit dleser Dreiecke
gelten unter anderen die Gleichungen

(1) h:p=gq:h (denn A DBC ~ A ADC),

(2 a:p=c:a (denn A ABC ~ A DBC),

(3 b:g=c:b (denn A ABC ~ A ADC).
Diese Gleichungen kdnnen bereits fiir Berechnungen verwendet werden.

= 10 Fir das Dreieck ABC aus dem Auftrag B 46a ist a = h, = 6 cm und ¢ = 8 cm. Zu
berechnen sind b (= h,) und h (= h).
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Losungsuberlegung: In die Gleichungen (1) bis (3) gehen q, b, c und h ein, aber auch p
und q. Dabei gilt ¢ = p 4 g. Weil hier a und ¢ gegeben sind, kann p aus (2) berech-
net werden:
6cm:p=8cm:6cm
6cm _ Bem (_ 8 =i)

3

? 6cm =%
6cm = 3 p
p= 7-6cm, also p = 4,5cm
Wegenc=p+qistq=c—p=8cm — 4,5cm, also g = 3,5cm.
Nun kénnen h und b aus (1) bzw. (3) berechnet werden:-=

@® 48 Fihre die Berechnung von h und b zum Beispiel B 10 selbst aus! Kontrolliere dein
Ergebnis anhand der Zeichnung zum Auftrag B 46a!

Aufgaben

1. Zeichne ein rechtwinkliges Dreieck wie im Bild B 89a und félle die Lote DE und DF von
D auf a bzw. b! Gib Hypotenusen, Katheten usw. in den entstandenen Dreiecken an!

& In einem rechtwinkligen Dreieck ABC sind die Hypotenusenabschnitte AD und DB bekannt.
Wie lang ist die Héhe CD? Berechne auch die Lénge der Seiten ¢, a und b!
A—D=2cm;ﬁ=2,5cm b)E:Scm;ﬁ:Scm
c) AD = 4,1 cm; DB = 22cm (L) d) AD = 2,8cm; DB =37 cm (L)

{ Im rechtwinkligen Dreieck ABC sind die Hypotenuse AB und der Hypotenusenabschnitt
AD bekannt. Wie - lang sind die Katheten und die Hohe?
AB =5cm; AD = 2cm b)AB—61cm AD = 4,7 cm
c) AB=57cm; AD = 2,8cm d) AB=4,9cm; AD=1,3cm

_q_ Im rechtwinkligen Dreieck ABC sind die Hypotenuse AB und die Kathete AC bekannt.
Berechne die Hypotenusenabschnitte, die andere Kathete und die Héhe!

A_B—9cm AC = 6cm Is)AB—ch AC = 5cm
c) AB=21cm; AC=20cm d) AB = 3,2cm; AC = 1,4cm

5.* Beweise, daB fir jedes rechtwinklige Dreieck ABC mit y = 90°
a) a?:b? = p:q und b) hc = ab gilt! We|che geometrische Aussage kommt in der Glei-
chung b) zum Ausdruck?

17 Der Héhensatz

Fir die Gleichung (1) aus der Lerneinheit B 16 kénnen wir C
auch schreiben

ris ‘7.‘ s h
In der letzten Gleichung ist h? der Fldcheninhalt eines A q la

Quadrats mit der Seitenldnge h, und p * q ist der Fléchen- p jB
inhalt eines Rechtecks mit den Seitenldngen p und q P 7
(.~ Bild B 90). “ Bild B90
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" 18| HOHENSATZ: In jedem rechiwinkiigen Dreieck ist der Fidcheninh e
drats Uber der Héhe gleich dem Fliicheninhalt des Mhdu aus den Hypn-
tenusenabschnitten.

Mit Hilfe des Hohensatzes kann zu jedem Rechteck ABCD ein Quadrat gleichen Flachen-
inhalts konstruiert werden (/ Bild B 91). Man braucht dazu nur die Rechteckseiten a und b
als Hypotenusenabschnitte g und p eines rechtwinkligen Dreiecks aufzufassen. Es ist dann
a-b=gq-p=p-q=nhx
Das Quadrat iiber der Héhe h hat mit ABCD den gleichen Flacheninhalt.
@ 49 a) Im Bild B 91 ist fur das Rechteck ABCD die Konstruktion ausgefihrt. Gib eine Kon-
struktionsbeschreibung an!
b) Konstruiere ein Quadrat mit dem Flacheninhalt A = 10cm?*! Gehe von einem
Rechteck mit diesem Fldcheninhalt aus!

Gegeben: Konstruktion

Bild B91

Das nach Auftrag 49b konstruierte Quadrat hat eine Seitenldnge von }/ﬁ cm. Da man jede
Zahl a als Produkt schreiben kann, beispielsweise als a- 1, 1aBt sich mit Hilfe des Hohen-
satzes zu jeder positiven Zahl a

- ein Quadrat mit dem Flacheninhalt a cm? und damit

— eine Strecke der Lénge }a em

konstruieren. Als irrationale Zahlen wie }/ﬁ noch unbekannt waren, hatten Satze iber
Flach dlungen groBe Bedeutung. Mit ihnen beschaftigte man sich intensiv vor etwa
2000 Jahren im antiken Griechenland.

Aufgaben ’

1. Stelle fir die Héhen der Dreiecke ACF, CEF und ACE im Bild B 92 die Gleichungen nach
dem Héhensatz auf!
2. In einem rechtwinkligen Dreieck ist die Hohe é cm lang. A
a) Wie lang k& die Hyp bschnitte sein? 8 ", F
b) Wie lang sind sie, wenn ihr Verhdltnis 1: 4 betrdgt? /
c) Beantworte a) und b) fir den Fall, daB die Hohe

10 cm lang ist!

3. In einem rechtwinkligen Dreieck ist h = 3,5 cm. A
@) Wie lang muB die Hypotenuse mindestens sein? [« D €
b)* Wie lang kann die Hypotenuse hochstens sein? Bild B 92
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4. Konstruiere zum Rechteck ABCD mit den Seiten AB und BC ein Quadrat gleichen Flachen-
inhalts! Uberprife die Genauigkeit der Konstruktion durch Rechnung!
a) AB=1,5cm, BC=37cm b) AB = 5,6 cm, BC = 4,2cm

K Konstruiere ein Quadrat mit dem Flﬁcheninhallﬂ 6 cm?, b) 7 cm?, €) 12 cm?!

7( Konstruiere eine Strecke der Lange a! MiB diese Strecke und iberprife den gemessenen
Wert mit Hilfe des Taschenrechners!

)()9=V‘l_5cm b)a=}/1—1_cm —c)a=]/ﬁcm d) a=V2cm

18 Der Kathetensatz

Fur die Gleichungen (2) und (3) aus
Lerneinheit B 16 kdnnen wir schreiben

a c b c
it und T
oder C C
[c’:c-pundb'=c~q.—| L \ a
A q B A P |8
Es gilt demnach der folgende Satz
(/ Bild B 93):
¢ c
Bild B 93

19 KATHETENSATZ: In jedem rechtwinkligen Dreieck hat das Quadrat ber jeder
Kath den gleichen Flicheninhalt wie das Rechteck aus der Hypotenuse und
dem (der Kathete) zugehérigen Hypotenusenabschnitt.

Den Kathetensatz nennt man auch Satz des EUKLID'). Er kann ebenfalls bei Flachen-

dl det

g g werden.

® 11 Zu dem Quadrat ABCD (” Bild B 94a) soll ein Rechteck gleichen Flécheninhalts kon-
struiert werden, dessen eine Seite so lang wie KL sein soll.

Lésungsiberlegung: Nach dem Kathetensatz wird ein rechtwinkliges Dreieck gesucht,

in dem eine Kathete die Lange a hat und der zugehdrige Hypotenusenabschnitt die

Lange I. Die Hypotenuse dieses Dreiecks ist dann die gesuchte zweite Rechteckseite.

Konstruktion (,/ Bild B 94b):

1. Auf einer Geraden wird eine Strecke PQ der Lange [ festgelegt und auf PQ in @
die Senkrechte errichtet. Um P wird ein Kreis mit dem Radius a gezeichnet; er
schneidet die Senkrechte in R.

') EUKLID VON ALEXANDRIA (etwa 365 bis etwa 300 v. u. Z.); griechischer Mathematiker, der ldngere
Zeit seines Lebens in Alexandria verbracht hat.
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2. Auf PR wird in R die Senkrechte errichtet.
Sie schneidet PQ in S.

3. Das Rechteck mit den Seiten PQ und 0 ¢
PT (PT =~ PS) hat den gleichen Fldcheninhalt wie sl
ABCD. K L
Bild B9%4a | p g 8

Konstruktion

Z\

Bild B 94b

® 50 a) Kann im Falle des Beispiels B 11 die vorgegebene Rechteckseite beliebig lang sein?
b) Wie verlauft die Konstruktion, wenn die vorgegebene Rechteckseite langer als die
Quadratseite ist?
c) Erldutere, wie man die Aufgabe im Beispiel B 11 mit Hilfe des Hohensatzes Iésen
kann!

Aufgaben
1. Stelle fur die Katheten der Dreiecke ACE, ACF und CEF im Bild B 92 (/* S.73) die Glei-
chungen nach dem Kathetensatz auf!

2. Berechne die fehlenden GréBen in der folgenden Tabelle unter der Voraussetzung, daB
im Dreieck ABC der Winkel ACB ein Rechter ist!

AB AD DB cb AC BC
a) 3cm 4 cm
b) 3,9 cm 51 cm
€) | 62cm - 3,5cm
d) | 55cm 41 cm
e) 2,1 cm 4,9 cm
f) 5cm 5,4 cm
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3. Konstruiere zu einem gegebenen Quadrat ABCD ein Rechteck PQRS gleichen Fléichen-
inhalts, fir das die Lange der Seite PQ gegeben ist! MiB @R und Uberprife rechnerisch!
a) AB=4cm, PQ=3cm b) AB = 5,6 cm, PQ = 4,1 cm

c) AB=34cm, PQ=48cm
4. Lose die Aufgabe 4 der Lerneinheit 17 (” Seite 74) mit Hilfe des Kathetensatzes!

19 Der Satz des Pythagoras

Beim rechtwinkligen Dreieck ergeben die beiden Rechtecke

aus der Hypotenuse und den Hypot bschnitten

das Quadrat iber der Hypotenuse (” Bild B 95):
cptecg=clp+q=cc=c

Dac:p = a®und c* q = b?ist, erhalten wir

Bild B 95

® 51 Gib den Satz des Pythagoras mit eigenen Worten wieder! Beginne wie beim Hohen-
und Kathetensatz mit ,,In jedem rechtwinkligen Dreieck ...*!

Im G zu den Beziehungen (1) bis (3) auf Seite 71 und den Satzen B 18 und 19 stellt

9

der Satz des Pythagoras eine direkte Beziehung zwischen den Seiten eines rechtwinkligen
Dreiecks her.

® 12 Die Katheten a und b eines rechtwinkligen Dreiecks sind 3 cm bzw. 4 cm lang. Wie
lang ist seine Hypotenuse ¢?

Losung: Nach dem Satz des Pythagoras gilt

c? = a% + b2

Wir setzen fir a und b ein und vereinfachen:

2= (3em)? + (4cm)? = 9 cm? + 16 cm? = 25 cm?,
¢ =}25cm=5cm.

Ergebnis: Die Hypotenuse ist 5 cm lang.

® 13 In einem gleichschenkligen Dreieck seien die Basis 18 cm, die Schenkel 25cm lang.
Der Flacheninhalt ist zu berech

') PYTHAGORAS (etwa 580 bis 500 v. u. Z.) war ein griechischer Philosoph und Mathematiker. In der
von ihm gegriindeten Schule wurden wahrscheinlich erstmalig Séitze der Geometrie und Beweise
fiir sie zusammenhdngend aufgeschrieben. Der Satz des Pythagoras wurde wohl deshalb nach ihm
benannt, obwohl er schon vorher bekannt war.
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Lésungsiberlegung: Der Flacheninhalt A ist nach der Formel A = g-th zu berechnen,

wobei g eine Seite und h, die zugehdrige Héhe ist. Gleichschenklige Dreiecke werden
durch die Hohe auf die Basis in zwei (rechtwinklige) kongruente Teildreiecke zerlegt
(. Bild B 96). Es ist also zweckmdBig, die Basis b als ,,Grundseite** zu wahlen. Dann
1Bt sich die Hohe nach dem Satz des Pythagoras aus einem der Teildreiecke ermit-
teln.

Allgemeine Losung:

b\2 b-h
(3) = A=

Bild B 96

Numerische Losung:

h= V252 cm? — 92cm? = 625 — 81 cm = V544 cm
h = 23,323 808 cm (Taschenrechner)

18 - 23,323808
—_—
Unter Beachtung der Regeln fir sinnvolle Genauigkeit kann der Fldcheninhalt A des
Dreiecks mit 210 cm? angegeben werden.

A= em? = 209,914 27 em? ~ 210 cm?

® 52 a) Wie lang sind die Héhen in einem gleichseitigen Dreieck mit der Seitenldnge
24 cm? (L)
b) Gib eine Formel fir die Lange der Hohen im gleichseitigen Dreieck mit der Sei-
tenldnge a an! (L)

Aufgaben

1. Im rechtwinkligen Dreieck ABC sind die Katheten AC und BC bekannt. Berechne die
Ldange der Hypotenuse!

a) b) 9 d) LU e e
AC| 24cm 2cm 3,3 cm 2,7 cm 16 mm | 6,32dm | 27,5m

Bc| 7ecm | 21em | 56cm | 09cm | 37 mm | 238cm | 27,5dm

2. Berechne die fehlenden GréBen in der Tabelle unter der Voraussetzung, daB im Drei-
eck PRQ der Winkel < PQR = 90° ist!

o | » | 9 d) °) ) 9

3,6 cm 23cm | 7,22m | 469 mm 374 m

7,7 cm 9,9 cm 1,4 cm 537 m 982 m

z| gl 3

10,1 cm . 7,58 dm 10,5 m 275m
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w

. @) Wie lang sind die Raumdiagonalen einer Streichholzschachtel?

B Satzgruppe des Pythagoras LE 20

Im rechtwinkligen Dreieck ABC sind die Hypotenuse AB und die Kathete BC bekannt.
Berechne AC!

a) AB = 10,9 cm, BC = 9,1 cm b) AB = 0,85 m, BC = 7,2 dm

) AB = 634 mm, BC = 2,75 dm

. Die Diagonalen eines Rhombus sind 42,4 cm und 35,2cm lang. Berechne Umfang und

Flacheninhalt!

Gegeben sei ein Kreis mit einem Radius von 10 cm.

a) Welchen Abstand vom Mittelpunkt hat eine 14 cm lange Sehne?

b) Von einem Punkt P ist an den Kreis eine Tangente gelegt. Die Strecke von P zum
Tangentenberihrungspunkt ist 15 cm lang. Welchen Abstand hat P vom Mittelpunkt
des Kreises?

- a) Die Héhen eines gleichseitigen Dreiecks sind 5,7 cm lang. Wie groB ist der Umfang

des Dreiecks? |
b) Leite eine Formel fir den Flacheninhalt des gleichseitigen Dreiecks mit der Seiten-
lange a her!

. Berechne fir die Punkte im Bild B 97 die Langen folgender Strecken: a) AC, BE AD, D_F,

AF, CE b)* DE, AE!

Wie lang sind die Raumdiagonalen eines Wiirfels, wenn a = 7 cm ist (* Bild B 98)?

1 JO

Bild B 97 E 'Bild B 98 Bild B 99

d

s mit den

b)* Gib eine Formel an fiir die Lange der R diagonalen eines @
Kanten g, b und ¢!

.* Ein regelmaBiges Oktaeder wird von acht kongruenten gleichseitigen Dreiecken be-

grenzt (/ Bild B 99).

a) Berechne die Lénge einer jeden der im Bild B 99
wenn die Kérperkanten 3,0 cm lang sind!

b) Berechne den Oberflacheninhalt des Oktaeders von a)!

o "y

Kérper

20 Umkehrung des Satzes des Pythagoras

Rechtwinklige Dreiecke kannte man bereits um 2300 v. u. Z. Die altdgyptischen Seilspanner
gingen beim Abstecken eines rechten Winkels im Gelénde so vor: Ein Seil wurde (etwa
durch Knoten) in 12 Teilsticke gleicher Lange eingeteilt. Aus diesem Seil wurde ein Drei-
eck gelegt, dessen Seiten 3, 4 und 5 der 12 Teilsticke maBen. Der Winkel gegeniiber der
groBten Seite war ein Rechter.
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© 53 a) Fertige dir eine solche Knotenschnur an und lege ein derartiges Dreieck!
b) Konstruiere ein Dreieck ABC mit a = 3 cm, b = 4cm, c = 5cm! MiB den Winkel
BCA!
c) Uberlege, ob bei dem Vorgehen der Seilspanner der Satz des Pythagoras benutzt
wurde!

21 SATZ (Umkehrung des Satzes des PYTHAGORAS):
Wenn fir die Seiten a, b und c eines Dreiecks a? 4 b? = ¢? gilt, so ist das Dreieck

r g und ¢ Hyp

Voraussetzung: A ABC mit a? 4+ b? = c2 (/ Bild B 100q) C
Behauptung: { BCA = 90°
Beweis: Wir echtwinkliges Dreieck A,B,C, b g
mit a und b als Kutheten (V4 Blld B 100 b) 8
seine Hypotenuse <=/ c,. Dann gilt: 3
a? + b2 = * (Satz des Pythagoras, A A,B,C,) A

2 (Voraussetzung) €

c2=c? alsoc, =c;
A ABC >~ A A,B,C, [Kongruenzsatz (sss)]
X BCA = < B,C,A, = 90°, was zu beweisen war.

Bild B100 Ay

Wir wissen: Will man die Umkehrung eines Satzes bilden, ist deutliches Unterscheiden von
Vorausselzung und Behauptung nodtig. Dazu ist es zweckmaBig, den Satz in ,,Wenn-so-Form*
auszusprechen. WeiB man, daB eine Aussage ,,Wenn A, so B und ihre Umkehrung ,,Wenn
B, so A* gelten, dann kann man beide Sdtze zu einem einzigen zusammenfassen:

»A genau dann, wenn B* oder ,,A dann und nur dann, wenn B,

Fir den Satz des Pythagoras und seine Umkehrung heiBt das z. B.

> 22 SATZ: In einem Dreieck ABC gilt 3¢ BCA = 90° genau dann,
wenn a? 4 b2 = c? ist.

® 54 Die Umkehrungen der Ahnlichkeitssétze sind auch wahr. Formuliere zu jedem der
Sdtze B 11 bis B 15 die Umkehrung und fasse jeweils zu einem neuen Satz zusammen!

Aufgaben
1. Ist das Dreieck ABC rechtwinklig? Nenne gegebenenfalls den rechten Winkel!
a) b) ) d) e) f) 9) h)
AB| 17cm 0,7 cm 12cm S5cm 3,6 cm 1 cm 2,6 cm 3,2cm
Ac 8cm 2,4 cm 13 cm 6cm 2,7 ecm 2,1cm 4 cm 2,4cm
BC| 15cm 2,5cm 5cm S5cm 4,5cm 1.7cm 4,2 cm 4 cm
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2. Zeichne ein rechtwinkliges Dreieck ABC, dessen Hypotenuse AB eine Lange von 6,8 cm
hat und in dem eine Kathete 3,2 cm lang ist! Welche Léange hat die zweite Kathete?

3. ABC sei ein gleichschenkliges Dreieck mit einer Basis der Lange b und Schenkeln der
Ldange a. Unter welchen Bedingungen fir a und b ist das Dreieck a) rechtwinklig,
b) spitzwinklig, c) stumpfwinklig? Begriinde deine Aussage!

Gilt ihre Umkehrung? (Hinweis: Vergleiche gleichschenklige Dreiecke miteinander, die
ein und dieselbe Basis haben!)

4. Bilde fir folgende Aussagen die Umkehrung, und prife, ob sie gilt! Fasse im Falle der

Giltigkeit beide Aussagen zu einem Satz zusammen!

a) Wenn 2| a und 3| g, so 6| a (a - natisrliche Zahl).

b) Wenn c|aund c|b,soc|a+ b(a,b,c- natirliche Zahlen).

€) Wennc|aundc|b,soc|a-b(ab,c- natirliche Zahlen).

d) Wenn das Viereck ABCD ein Parallelogramm ist, so halbieren die Diagonalen ein-
ander.

€) Wenn das Viereck ABCD ein Rhombus ist, so stehen die Diagonalen aufeinander senk-
recht.

5. Rechtwinklige Dreiecke mit ganzzahligen Seitenléngen heiBen pythagoreische Dreiecke.
a) In Indien benutzte man zum Abstecken eines rechten Winkels ein Dreieck mit Seiten
der Lange 5, 12 und 13 (Einheiten). Priife, ob es ein pythagoreisches Dreieck ist!
b) Gib weitere pythagoreische Dreiecke an! Beachte dabei die Ahnlichkeitssatze fiir
Dreiecke!

21 Umkehrungen von Héhen- und Kathetensatz

Wir wollen untersuchen, ob auch die Umkehrungen von Héhen- und Kathetensatz gelten.

® 55 Formuliere beide Sdtze in ,,Wenn-so-Form*!

Voraussetzung: h = Cilieg’t im Innern von A ABC,
h*=p-q (p= DB, q= AD)

Behauptung: < BCA = 90°

Beweis: Es ist zu prifen, ob bei den gegeb Vor g

< BCA # 90° sein kann. Angenommen, es sei < BCA % 90°.

Die Senkréchte auf AC im Punkt C schneidet dann die

Gerade AB im Punkt B, 5~ B (innerhalb oder auBerhalb A D B, B
von DB), und es ist DB, = p, 5 p. Bild B101
Es gilt also h? = p, - q (A AB,C, Hohensatz)

und h*=p-q (Voraussetzung).

Bel p, # p ko beide Beziehungen nicht gleichzeitig gelten. Die Annahme < BCA 5= 90°

fuhrt also auf einen Widerspruch und ist somit falsch.



LE 22 Satzgruppe des Pythagoras B 81
|
© 56 a) Fasse den Hohensatz und seine Umkehrung zu einem Satz zusammen!

b) In der Umkehring des Hoh wird vorausgesetzt, daB der FuBpunkt D der
Hohe zwischen A und B liegt. Erldutere anhand einer Skizze, daB diese Voraus-
setzung notwendig ist, indem du zeigst, daB es ein stumpfwinkliges Dreieck ABC
mit der Hahe CD gibt, fur das ebenfalls CD? = AD - BD gilt!

Der Beweis der Umkehrung des Hohensatzes wurde ,indirekt" gefihrt. Beim indirekten

Beweis nutzt man aus, daB eine Aussage (hier die Behauptung) entweder wahr oder falsch

ist. Man geht nun folgendermaBen vor:

a) Man nimmt zundchst an, die Behauptung sei falsch.

b) Man zeigt, daB diese Annahme zu einem Ergebnis fihrt, das der Voraussetzung oder
einem bereits als wahr erkannten Satz widerspricht.

Damit ist nachgewiesen, daB die Behauptung nicht falsch sein kann. Sie muB also wahr sein.

Einen indirekten Beweis fuhrt man oftmals dann, wenn die Umkehrung eines (bereits be-

wiesenen) Safzes zu beweisen ist. Dabei benutzt man dann den Satz selbst. In Lerneinheit

B 4 wurde bereits der Satz B 6 indirekt bewiesen.

Wie der Héhensatz, so ist auch der Kathetensatz umkehrbar.

> 24

@ 57 a) Beweise den Satz B 24 (indireki)! )
b) Begriinde, warum fir das Oreieck im Bild B 101 mit a* = c - p stets auch
b? = c- q gilt!
c) Fasse den Kathetensatz und seine Umkehrung zu einem Satz zusammen!

Aufgaben

1. Gib an, ob bei folgenden MaBangaben das Dreieck ABC mit dem HohenfuBpunkt D zwi-
schen A und B rechtwinklig ist oder nicht! _
u)E:Scm;EE=12cm;a=6cm c) DB = 5cm; AB =20 cm; BC = 5cm
b)R=12cm;E§=18cm;AT>=6cm d)E=3cm;[ﬁ=5cm;C—5=4cm

2. Entscheide, ob < PQR im Dreieck PRQ ein spitzer, rechter oder stumpfer Winkel ist!
Der HéhenfuBpunkt $ liegt zwischen P und R. _ . .
a) PS=9cm; SR=16cm; QS =12cm c) PR=11 cm;_RS=4cm; QR =7cm

b)F§=9cm:SR=5cm;QS=4cm d)ﬁi=8:m;RS=3cm;E=6cm

22 Anwendungen

Mit Hilfe des Satzes des Pythagoras Bt sich auch
die Lange von Strecken ermitteln, deren End-
punkte durch ihre Koordinaten gegeben sind.
Im Bild B 102 liegt die Strecke im |. Quadranten.
Die Einheit betrage 1 cm. .

Bild B 102

6 [000810)
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® 58

n 14

B Satzgruppe des Pythagoras LE 22

a) Wie lang ist AB im Bild B 1022
b) Berechne AB fiir A (12;8) und B (7; 6)!
c) Berechne PQ fir P (1; 3) und @ (6; —1)!

Ein Antennenmast von 103,5 m Héhe soll in %seiner Héhe durch vier Seile abgespannt

werden. Die Verankerungen der Abspannseile am Erdboden sind vom FuBpunkt des
Mastes 51,5 m entfernt. Wie lang sind die Seile zusammen?

Bild B103

Losungsuberlegung (~ Bild B 103): Wir ermitteln zunéchst die Lange a eines Abspann-
seiles und multiplizieren dann mit 4. Jedes Abspannseil ist Hypotenuse in einem recht-
winkligen Dreieck, dessen Kathetenlédngen % der Antennenmasthshe und 51,5 m be-
tragen.
Gegeben: h = -103,5m ~ 77,6 m
e=5,5m

Gesucht: s = 4a (in Meter)
Allgemeine Lésung: a? = h? 4 e?

a = ]/hz—-f—ez

s =4a=4Vhr+ e
Uberschlag: 41807 + 502 = 4 Y6 400 + 2500 = 4 Y8900
Wegen 90 = }8100 gilt s &~ 360 m.
Ablaufplan:

77,6 ) (+) 51,5 (&) (S)V(x) & (=) [372.53746]

Vergleich mit Uberschlag: 360 ~ 372, ...

Fiir die Beantwortung der Frage nach der Seilldnge ist das Ergebnis noch zu runden,
und zwar entsprechend der Genauigkeit der Ausgangsdaten und dem praktischen
Sachverhalt.

Ergebnis: Insgesamt sind die Abspannseile rund 373 m lang.

a) Ermittle den Seilbedarf im Beispiel B 14, wenn fir die Befestigung der Seile am
Mast und fiir die Verankerung 3% Zuschlag zu beriicksichtigen sind!

b) Die Verankerungen der vier Abspannseile sollen die Ecken eines Quadrats bilden,
das einzuzdunen ist. Wie groB ist mindestens die g Zaunlange? (L)
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Aufgaben
Den Aufgaben 1 bis 5 ist ein rechtwinkliges Koordinatensystem mit der Einheit 1 cm zugrunde
gelegt.
1. Welchen Abstand haben die Punkte A (5; 12), B (7; 24), C (6; —8), Q (—8;15), E(0;15)
und F (—3; 0) vom Koordinatenursprung?
2. Berechne die Ldnge der Strecke AB fir folgende Punkte A und B!
a) A(1;2), B(10; —3) b)A(—3; —2), B(2; ) c) A(7.2;9,3), B (6,4;3.7)
d) A(1.8:5,4), B(8,5:29) e)A(2,5;46), 8 (—1.4;82) f) A(58;3,), B (42; —27)
g) A(—10,9;65), B (—7,4; —3.8) (L) h) A(=16; —5,0), B(11,2; —0,7)
3. Berechne den Umfang des Vierecks ABCD mit den Eckpunkten A (—7; 2), B(5:—2),

C(8;4) und D(—4;8)! (L)

@) Zeichne ein Koordinatensystem und trage folgende Punkte ein: A (5;0), B (3; 4),
C(0;5), D (—3; 4), E (—4; —3) und F (0; —5)!

b) Berechne ihren Abstand vom Koordinatenursprung! Auf welcher Figur liegen
diese Punkte?

€) Nenne weitere Punkte mit ganzzahligen Koordinaten, die mit den Punkfen von a)
auf der gleichen Figur liegen!

In einer Ebene mit Koordinatensystem sei K ein Kreis um den Koordinatenursprung

mit dem Radius r.

a) Welche Beziehung gilt zwischen den Koordinaten der Punkte P (x;y) des Kreises
und seinem Radius r? (L)

b) Formuliere dein Ergebnis in der . Wenn-so-Form*!

) Gilt die Umkehrung deiner Aussage? Begriinde! Fasse zusammen!

d) Gib eine Bedingung an, der die Koordinaten der Punkte der durch K bestimmten
Kreisflache geniigen! (L)

Zum Schleifen eines Spiralbohrers von 20 mm Durchmesser soll eine Lehre ange-
fertigt werden. Berechne h fir die im Bild B 104 eingetragenen MaBe!

Jirgen 1aBt einen Drachen steigen, so hoch es der 87 m lange Bindfaden zuldBt.
Michael sieht den Drachen senkrecht iiber sich. Welche Hohe hat der Drachen er-
reicht, wenn Michael von Jirgen 60 Schritte von je 80 cm Lange entfernt steht? (Der
Durchhang der Drachenschnur wird vernachldssigt.)

Wie groB sind bei dem Dachbinder im Bild B 105 die Firsthohe und die Sparrenldngen,
wenna=b=c=15mgilt? (L)

Ermittle die Lange des Obergurts, der Diagonalen und der Senkrechten des Dach-
binders im Bild B 106! (Der Untergurt wird in 6 gleich lange Sticke unterteilt.)

Bild B 104

Bild B 106

—— Bild B105
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10.*

Die Holzbriicke im Bild B 107 ist eine sogenannte Sprengwerksbriicke. Wie lang
missen etwa die blau gekennzeichneten Balken sein, wenn die Ldnge s = 7a = 14,5 m

betrdagt und h = 2,8 m ist? (L) .

|: )] ] ) ) a l

) )

Bild B107 ! 4]

In einer mindestens 2000 Jahre alten chinesischen Arithmetik findet sich folgende
Avufgabe:

Im Mittelpunkt eines quadratischen Teiches von 10 FuB Seitenlange wichst ein Schilf,
das einen FuB Uber der Wasserflache emporsteht. Wenn man es ans Ufer nach der
Mitte einer Seite hin zieht, reicht es gerade bis an den Rand des Teiches. Wie tief ist
das Wasser an der Stelle, wo die Pflanze wichst? (L)

Zusammenfassung

c=p+gq
B
- Bild B 108

Satz des Pythagoras Umkehrung des Satzes

des Pythagoras
Voraussetzung: y = 90° Voraussetzung: c? = a? + b?
Behauptung: ¢ = a2 + b? Behauptung: y = 90°
Hohensatz Umkehrung des Hohensatzes
Voraussetzung: y = 90° Voraussetzung: h*=p-gq
Behauptung: h*=p-q Behauptung: y = 90°
Kathetensatz Umkehrung des Kathetensatzes
Voraussetzung: y = 90° Voraussetzung: a>=c-p (b2 = c- q)
Behauptung:  a*=c:p(b*=c-q) Behauptung:  y = 90°

Komplexe Ubungen

1.

In einem Wiirfel der Kantenldnge a = 5,5 cm entstanden durch Schnitte mit Ebenen
das Rechteck ACGE und das Dreieck ACF (Bild B 109). Welchen Flécheninhalt hat jede
dieser Figuren?

Ein Wirfel soll auf verschiedene Arten durch einen ebenen Schnitt in zwei Teilkérper
zerlegt werden. Kénnen dabei folgende Schnittfiguren entstehen?
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7.

a) gleichseitiges Dreieck ja. d) Quadrat
b) rechtwinkliges Dreieckj RN e) Rechteck (nicht quadratisch)
c) ungleichschenkliges Dreieck f) Sechseck

Welche maglichen Schnittfiguren sind in der Aufzdhlung nicht enthalten? Stitze dich
bei deinen Uberlegungen auf eine Schragbilddarstellung eines Wiirfels!

Untersuche, bei welchen der nachstehend angegebenen MaBe sich der im Bild B 110
dargestellte Korper durch Verlangerung der Seitenkanten zu einer Pyramide ergénzen
1B, es sich also um einen Pyramidenstumpf handelt!

a) a=40cm, b= 30cm, a, =20 cm, by =15cm
b) a =45cm, =33cm, a,=30cm, by = 20cm
c) a=60cm, b=42cm, a, = 40cm, by = 28cm

a) Beweise, daB zwei Rechtecke nicht stets zueinander &hnlich sind!
b) Zerlege ein Rechteck mit den Seiten a = 2 cm und b = 5cm in zwei zueinander
ahnliche, nicht kongruente Teilrechtecke!

Wird ein Kérper nur von regelmdBigen, einander kongruemen n-Ecken begrenzt, so
nennt man ihn ein regelmaBiges Vielflach. Bis auf Ahnlichkeit gibt es nur finf ver-
schiedene Kérper dieser Art, die sogenannten Platonischen Kérper (/ Bilder auf
der dritten Umschlagseite). Sie werden nur von gleichseitigen Dreiecken, Vierecken
oder Fiinfecken berandet. Zeichne auf festem Papier fir jeden dieser Korper ein Netz!
Wahle als Kantenldnge 4 cm! Versieh die Netze mit geeigneten Klebefal hneid
sie aus und fertige daraus Modelle der Platonischen K&rper!

Zeichne einen Wiirfel mit der Kantenldnge a = 5 cm im Schragbild (a =45°;q = 17)'

Markiere die Mittelpunkte der den Wirfel begrenzenden Quadrate! Zeichne den
Kérper, der diese Punkte als Eckpunkte hat! Welcher Art n-Ecke begrenzen ihn und
wie viele? Benenne den Kérper!

Bild B 109 Bild B 110 Bild B 111

In der Figur im Bild B 111 liegt das Dreieck ABC in der Ebene ¢, und PAsteht auf dieser
Ebene senkrecht. Es ist PB = BC = 8cm, PC = 9,8 cm und < BPA = 30°. Ermittle fir
maglichst viele der anderen Strecken und Winkel deren Lange bzw. GroBe! (Hinweis:

Erganze das Dreieck BAP zu einem gleichschenkligen Dreieck!)

Auf die Seitenflachen eines Wiirfels werden Pyramiden aufgesetzt, deren Grund-
flachen zu den Seitenflachen des Wiirfels kongruent sind und deren Seitenflachen mit
der Grundflache einen Winkel von 45° bilden. Wie viele Seitenflachen hat der so ent-
standene Korper? Welche Form haben diese?

Zwei gleich lange und zueinander senkrechte Sehnen eines Kreises werden durch
ihren Schnittpunkt S jeweils in Strecken der Lange 10 mm bzw. 16 mm geteilt. Be-
rechne den Radius des Kreises! (L)
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Erldutere, warum die Sechsecke ABCDEF und GHIKLM im Bild B 112 einander nicht
dhnlich sind, obwohl sich zu jedem Winkel in dem einen Sechseck ein gleich groBer in
dem anderen angeben 1dBt und sich auch die Seiten so einander zuordnen lassen, daB3
die Seitenverhaltnisse gleich sind!

0

|
|
|
|
%)

Bild B 112

G H

Zwei Kreise haben die Radien r, = 2cm und r, = 6 cm. Der Abstand ihrer Mittel-

punkte ist M;M, = 10 cm.

a) An die Kreise ist eine gemeinsame &uBere Tangente gelegt (,* Bild B 113; Ge-
rade g,). Wie lang ist der Abstand AB der Beriihrungspunkte der Tangente mit den
Kreisen? (L)

b) Lése die Aufgabe fir die gemeinsame innere Tangente g,! (L)

Beweise: Winkel, deren Schenkel paarweise senkrecht aufeinander stehen, sind
einander kongruent!

Durch einen Punkt S auBerhalb eines Kreises k seien zwei Geraden gezeichnet, die

k in den Punkten A und B bzw. C und D schneiden (,” Bild B 114).

a) Beweise die Ahnlichkeit der Dreiecke SAC und SDB!

b) Zeige, daB stets gilt SA-SB = SD-SC!

c)* Beweise a) und b) fir den Fall, daB der Schnittpunkt S der Sekanten innerhalb
von k liegt (/ Bild B 115)!

a) Welche Sichtweite auf die Erde hat man von einem Flugzeug aus, das in 4 000 m
Hohe fliegt (Erdradius: 6 370 km)? Lése die Aufgabe mit Hilfe des Satzes des
Pythagoras! (L)

b) Welche Sichtweite auf die Erde hat man von der Spitze des Fernsehturmes in Berlin
(Hohe 365 m) bzw. in Moskau (Hshe 533 m)?

€) Wie hoch muB ein Turm sein, von dem aus man eine Aussichtsweite von 20 km hat?

Bild B114

Bild B115

Bild B 113
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Konnen in einem rechtwinkligen Dreieck die Langen der drei Seiten gleichzeitig
a) geradzahlig, b) ungeradzahlig sein? Begriinde!

Im Dreieck ABC sei a = 38 cm, b = 16 cm, » = 90°. Berechne den Flacheninhalt der
blau gezeichneten Rechtecke | und Il @) im Bild B 116, b) im Bild B 117, c) im Bild B 118!

€ C I
I 0 o/ In a
Ia Ia
A B A 8
I I
Bild B 118
f Bild B 117
Bild-B 116
#7.  In zwei einander dhnlichen Vielecken sind die kirzesten Seiten 35 cm bzw. 21 cm lang,
und die Differenz ihrer Umfange betragt 40 cm. Welchen Umfang haben die Vielecke?
3. Die Flacheninhalte zweier dhnlicher Dreiecke betragen A, = 6,4 ecm?und A, = 2,4cm?
Im ersten Dreieck hat die Seite a, eine Lange von 4 cm. Berechne die zu a gehdrende
Héhe h, dieses Dreiecks sowie die entsprechenden Stiicke a, und h, des zweiten Drei-
ecks! Kénnen die Dreiecke nach diesen Angaben eindeutig konstruiert werden?
197 Konstruiere zu folgenden Figuren jeweils ein flachengleiches Rechteck PQRS! Eine
Seite dieses Rechtecks, z. B. PQ, soll die angegebene Ldnge haben!
Figur J Pa
a) rechtwinkliges Dreieck ABC, 4cm (3 cm)
a=3cm, b=4dcem, y=90°
b) Quadrat ABCD, a = 2 cm 8cm,
c) Parallelogramm ABCD, a = 5cm, | 5cm (4cm;
b=4cm, «=30° 2 cm)
d) Trapez ABCD, a = 4cm, 5cm (2,5cm)
b=2cm,c=1cm,a = 30"
20.  Konstruiere ein Dreieck mit den angegebenen MaBen!
a) ¢ = 4,0cm; f = 60°; y = 80° b) ¢ = 6,0cm; x = 55°; he = 4,0 cm
c¢) a=55cm;b=35cm;s.=30cm d) a:b:c=7:4:5w-=5cm
1. Auf einer Karte (MaBstab 1: 25 000) liegen die Punkte A, B und C auf einer Geraden.

Der Karte kénnen die folgenden GroBen ent 1 werden. Kann C von A aus ein-
gesehen werden?

A B c AB BC

a) 625 m 570 m 550m  32cm 16 cm
b) 750 m 720 m 710m  32cm 8cm
<) 1225m 1170m 1140m 20,4cm  18,8cm
d) 775m 660 m 625m 18,8 cm 52cm
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22.  Ein Weg, der fiir eine kartographische Aufnahme vermessen wurde, steigt auf 330,0 m
um 46,0 m gleichmaBig an. In die Karte wird seine Projektion auf die Horizontalebene
eingetragen. Wie lang erscheint sie auf einer Karte im MaBstab 1 : 40 000?

23, Auf einer Karte im MaBstab 1 : 25 000 erscheint die Projektion eines Skilifts, der einen
Héhenunterschied von 120 m Gberwindet, 12 mm lang.

a) Wie lang ist der Skilift etwa in Wirklichkeit?
b) Ist der in a) errechnete Wert ein Mindest-, Héchst- oder Mittelwert?

2% Die Eisenbahnstrecke von Dresden nach Karl-Marx-Stadt steigt zwischen ,Tharandt
und Klingenberg-Colmnitz bei 11,6 km Streckenldnge um 228 m an. Ermittle die
durchschnittliche Steigung! Vergleiche mit der fir Hauptbahnen zuldssigen Steigung
von maximal 2,5%!

25, Ein Kraftwerk wird von einem See her durch eine sechsfache Rohrleitung gespeist, fir
deren Hauptpunkte folgende Angaben gelten:

Mindung Anfang am
am Tur- Knickpunkt | Knickpunkt | Knickpunkt Wasser-
binenhaus 1 2 3 schloB
Waagerechte
Entfernung vom 0 127,5m 171,0m 2355 m 3540 m
Turbinenhaus
Hohe iiber NN 603,0 m 618,0 m 649,5m 7110m 7830 m
a) Zeichne einen Langsschnitt durch das Leitungssystem im MaBstab 1 : 5000 mit der
Hohenlinie 600 m iber NN als Bezugslinie!
b) Berechne die Langen der Teilsticke der Leitung, die Gesamtlénge der Leitung und
die Lange der Luftlinie vom Anfang bis zur Miindung!

26.  Fir zwei durch einen Berg voneinander getrennte Punkte A und B ist die Entfernung
(Luftlinie) zu ermitteln. Das Bild B 119 zeigt, wie man vorgehen kann, wenn A und B
von einem Punkt C aus gesehen und die Strecken AC und BC vermessen werden kén-
nen:

- Man legt auf AC einen Punkt D fest mit
AD:DC=m in. -
— Man sucht auf BC den Punkt E, der BC im Verhiltnis
m:nteilt. o
- Man vermiBt DE undkrechnet AB.
a) Ermittle AB aus AC=4200m, BC = 5040 m,
DE=1900mund m:n=9:5!
b)* Auf der Strecke AB soll von A in Richtung auf B ein
Tunnel durch den Berg getrieben werden. Als
Visierpunkt bendtigt man auf AB einen Punkt G, der
vor dem Berg liegt. Wie kann man ihn mit Hilfe
eines Punktes F von DE festlegen? Wo liegt er fir
CF=1350m? Bild B 119
27.  Auf einem Lagerplatz sind Rohre gestapelt. Der duBere Durchmesser der Rohre be-

tragt 1 225 mm.

a) Wie hoch ist der Stapel, wenn zwei (drei) Lagen iibereinander liegen?

b) Wie viele Rohre faBt der Lagerplatz, wenn in der unteren Lage Platz ist fir 7 Rohre
hintereinander und 15 Rohre nebeneinander?



C Lineare Funktionen

Der Funktionsbegriff

1 Zvuordnungen; Funktionen

Im tdglichen Leben, in der Mathematik, in anderen Unterrichtsfachern und in der Technik
kommen oft Zuordnungen vor. Wir betrachten dazu einige Beispiele:

Zuordnung 1: In Berlin bezahlt man fir eine Fahrt mit
einem Taxi 0,80 M pro Kilometer und eine Grundgebihr von Weglinge | Fahirpreis
0,50 M. Der Fahrpreis hdngt also von der Linge des Weges ‘ln km N
ab. Fahren wir z. B. 4 km, so haben wir wegen 4 370
4-0,80 + 0,50 = 3,70 10 8.50
als Fahrpreis 3,70 M zu bezahlen. Die nebenstehende Tabelle 1 1:30
gibt einige Wegldngen mit den zugeordneten Fahrpreisen an. 45 410
7 x
. ) 35 y
@ 1 Ermittle x, y und z in der Tabelle entsprechend der ” 5.30
Zuordnung 1!

Zuordnung 2: Wir wissen aus Klasse 7, daB der Umfang v eines Kreises von dessen Durch-
messer d abhdngt. Er kann nach der Formel u = =+ d berechnet werden. Jedem Durchmesser
ist ein Umfang zugeordnet. Fir diese Zuordnung finden wir im Tafelwerk auf den Seiten 10/11
eine Tabelle.

® 2 Lies aus der Tabelle im Tafelwerk, Seiten 10/11, zu folgenden Durchmessern d den
zugeordneten Kreisumfang ab!

a) d=1,6cm b) d = 6,73 cm c€) d=55cm d) d=09cm
Zuordnung 3: Wir runden natirliche Zahlen auf Vielfache von 10. S
(Vgl. nebenstehende Tabelle!) Zahl.} gerundete
Zahl
® 3 Fertige in deinem Heft eine Tabelle wie bei Zuordnung 3 an! 17 2
Ordne den Zahlen 91; 124; 119; 121; 86; 94; 85 und 90 die 2 2
entsprechende gerundete Zahl zu! 25 30

30 30
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Zuordnung 4: Die nebenstehende Tabelle gibt einige Zahlen a o | teievone
und ihnen zugeordnete Teiler an: So wird der natiirlichen Zahl 6
z. B. die Zahl 2 zugeordnet ihr wird aber auch die Zahl 3 zuge- 6 2
ordnet. 6 3
4 1
4 2
1 1
8 4
8 8
Zuordnung 5: Gegeben ist eine Gerade g in | A [
einer Ebene. Wir ordnen jedem Punkt P der - +——o—+—++4+ 1+
Ebene dessen Spiegelbild P' beziglich der Gera- —+ =1 .
den g zu ( Bild C1). gt IR el
610 W S Joode)
E eD
[ i I ]
o *—t
i He V»QV- oB
Bild C1
@4 Originalpunkt | A
Spiegelung an g
Bildpunkt L

Ubertrage die Tabelle in dein Heft und vervollstandige sie fur die Originalpunkte
B, C L E K!

Wir vergleichen die finf Zuordnungen.

Bei der Zuordnung 1 ist jeder Wegldnge genau ein Fahrpreis zugeordnet. Beim Kreis ist
jedem Durchmesser genau ein Umfang zugeordnet (Zuordnung 2). Ebenso ist jeder na-
tirlichen Zahl beim Runden auf Vielfache von 10 genau eine Zahl zugeordnet (Zuordnung 3).
Bei einer Spiegelung an einer Geraden ist jedem Punkt der Ebene genau ein Punkt als
Spiegelbild zugeordnet (Zuordnung 5). Bei der Zuordnung 4 dagegen kann z. B. der Zahl 6
der Teiler 2, aber auch der Teiler 3 zugecrdnet werden. Es gibt also mehrere Moglich-
keiten.

Fir Zuordnungen in der Geometrie, wie Spiegelung, Drehung und Verschiebung, haben
wir bereits das Wort ,,Abbildung** verwendet. Wir werden nun jede Zuordnung auch als
Abbildung bezeichnen.

Abbildungen, bei denen jedem Original (das ist das Objekt, von dem man ausgeht) stets
genau ein Bild zugeordnet wird, heiBen eindeutige Abbildungen. Die Zuordnung 4 ist keine
eindeutige Abbildung.

Fir die eindeutigen Abbildungen hat man in der Mathematik eine besondere Bezeichnung:

> 1 DEFINITION: Eindeutige Abbildungen heiBen F

Die genannten Bewegungen, aber auch zentrische Streckungen und Projektionen sind ein-
deutige Abbildungen, also Funktionen.
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Aufgaben

1. Fertige fir jede der folgenden Abbildungen eine Tabelle an! Trage jeweils in die

Tabelle die angegebenen Eingangswerte und die zugeordneten Werte ein!

a) Die Zahlen b = 6,2 (—1,9; 4; 0; —=) seien die Eingangswerte. Ordne jeder Zahl b
ihren absoluten Betrag zu!

b) Ordne den Zahlen 6;1,5; —2; 0,5; —3,5; 3,5 jeweils die entgegengesetzte Zahl zu!

c) Ordne jeder natiirlichen Zahl a eine Primzahl zu, die Teiler von a ist! a = 18 (24;
56; 27; 5; 39). Gib alle Moglichkeiten an! (L)

(Hinweis: Verfahre wie bei Zuordnung 4 auf Seite 90!)

d) Bei den polizeilichen Kennzeichen von Kraftfahrzeugen ist aus dem ersten Buch-
staben der Bezirk erkennbar, in dem das Fahrzeug zugelassen wurde. Wir wahlen
die Buchstaben A, C, D, F, L, N, P. Ordne jedem dieser Buchstaben den entspre-
chenden Bezirk zu!

e) Ordne den chemischen Verbindungen Wasser, Schwefelsdure, Kohlendioxid,
Salzsaure, Kochsalz, Kalziumsulfat (Gips) jeweils ein chemisches Element zu, das
an der Verbindung beteiligt ist! Gib alle Méglichkeiten an!

f)* Das produzierte Nationaleinkommen nahm in der DDR von 1977 bis 1984 jahrlich
um etwa 4%, zvu. Im Jahre 1977 betrug es rund 166 Milliarden M. Ordne den Jahren
1977 bis 1984 jeweils das produzierte Nationaleinkommen zu! (L)

2. a) Welche der in Aufgabe 1 genannten Abbildungen sind Funktionen? Begriinde!
b) Wie erkennt man an einer Tabelle, ob die dargestellte Abbildung eindeutig ist?

3 Entscheide, ob die folgenden Zuordnungen Funktionen sind!
a) Zu jedem Luftdruck gehdrt eine Siedetemperatur des Wassers.
b) Zu jeder Geschwindigkeit eines PKW gehért eine Leistung des Motors.

4, Nenne selbst zwei Beispiele fir Funktionen!

5. Nenne ein Beispiel fir eine Abbildung, die keine Funktion ist!

2 Funktionen als Mengen geordneter Paare

In den folgenden Lerneinheiten dieses Kapitels werden wir uns vor allem mit solchen Funk-
tionen beschaftigen, die Zahlen wieder Zahlen zuordnen.

Zuordnung 6: Wir ordnen jeder natirlichen Zahl ihr Zweifaches zu.
Diese Zuordnung ist eine Funktion. Wir kénnen fiir diese Funktion eine
Tabelle anfertigen. In der Tabelle stehen jeweils zwei Zahlen neben-
einander; sie bilden ein Zahlenpaar. Der links stehenden Zahl wird die
rechts stehende Zahl zugeordnet. Es ist also fir jedes Zahlenpaar wichtig,
welche Zahl links und welche rechts steht. Es sind geordnete Zahlen-
paare.

[
c®moanrMNO

=5

Die Funktion, die jeder natirlichen Zahl ihr Zweifaches zuordnet, besteht aus der Menge
der geordneten Zahlenpaare

(0;0), (1; 2), (2; 4), (3;6), (4:8), ...
Wir kénnen nicht alle geordneten Zahlenpaare aufschreiben, die zu dieser Funktion ge-
héren.
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©® 5 a) Welche der folgenden geordneten Zahlenpaare gehdren zu der oben genannten
Funktion?
(7; 14), (100; 200), (24; 12), (56; 102), (1,5; 3).
b) Ermittle x bzw. y, so daB die folgenden Zahlenpaare zu der oben genannten Funk-
tion gehoren!
(12;y), (x; 96), (x; 3 240), (142;y), (0,2; y).

Jede Funktion ist eine Menge geordneter Paare. Die Menge der Zahlen, die jeweils an der
ersten Stelle der geordneten Paare vorkommen, heiBt der Definitionsbereich der Funktion.
Die Menge der Zahlen, die jeweils an der zweiten Stelle der geordneten Paare vorkommen,
heiBt der Wertebereich der Funktion.

Der Definitionsbereich der Funktion, die oben genannt ist (Zuordnung 6), ist die Menge der
natirlichen Zahlen. Der Wertebereich dieser Funktion ist die Menge der geraden natirlichen
Zahlen. So gehéren zum Wertebereich dieser Funktion z. B. die Zahlen 0, 2, 4, 6, aber zum
Beispiel nicht die Zahl 5.

Um eine Funktion anzugeben, haben wir mehrere Méglichkeiten:

Wortvorschrift Jeder natiirlichen Zahl wird ihr Zweifaches
zugeordnet.
Menge geordneter Paare {(0;0), (1;2), (2;4), (3;6), (4;8), ...}

x|o|1|2|3|4!5|...
lslzlile]minl.

In beiden Féllen kénnen nur endlich viele ge-
ordnete Paare angegeben werden.

(héufig als Wertetabelle geschrieben)

Gleichung y=2x,xeN

(Mit xe N wird der Definitionsbereich der
Funktion angegeben.

Man sagt auch: Es wird damit ausgedriickt,
welche Zahlen fir x eingesetzt werden
sollen.)

In der ndchsten Lerneinheit lernen wir eine weitere Méglichkeit der Darstellung von Funk-
tionen kennen.
Ordnet eine Funktion einer Zahl x die Zahl y zu, so schreibt man auch

y = f(x) (lies: y gleich f von x).
Die Zahl x nennt man Argument. Die Zahl f(x) nennt man den Funktionswert, der der Zahl
x zugeordnet wird.
Statt die Funktion mit der Gleichung y = f(x) = 2x, x € N, schreibt man kirzer die Funktion
f(x) = 2x, x € N, oder auch die Funktion y = 2x, x € N.
Fir die Funktion f(x) = 2x, x€ N, ist z. B. f (4) = 8, f(5) = 10, f(0) = 0. Dagegen ist f (1,5)
nicht erklart, weil 1,5 nicht zum Definitionsbereich dieser Funktion gehdrt, und f(x) = 7 ist
nicht 16sbar, weil 7 nicht zum Wertebereich dieser Funktion gehért.
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Aufgaben

1. Gegeben ist die Funktion y = f(x) = 3x + 4, xeR.
a) Fertige eine Wertetabelle an! Wahle aus dem Definitionsbereich die Arg t
2;5;1; —2; —3;0!
b) Ermittle f (2), f (4), f (—1), £(0), f(2) + £ (3), f (0) + f(6)!
<) Gib f(a), f(b), f(x,), f(x,) an!

2. Die Funktion y = f(x) ordne jeder Zahl x ihres Definitionsbereiches die zu x rezi-
proke Zahl zu.
a) Gib eine Gleichung fir die Funktion an!
b) Gib den gréBtmaglichen Definitionsbereich dieser Funktion an!

c) Gibt es eine Zahl, die nicht zum Wertebereich dieser Funktion geh&rt?
d) Nenne jeweils den Funktionswert f(x) fir x = 5 (2; —5; %; —2,5;1; —0,25;
%; —%)! Rechne im Kopf!

3. Ermittle unter Verwendung eines Taschenrechners Funktionswerte fir die Funktion
f() = 1
a) f(2), f(—7), f(0,3), f(0,19), f(—0,002)
b) x=18; x=067; x=—602; x=5327; x=0,0025 ()
c) Wende auf verschiedene Eingabewerte zweimal hintereinander die Taste % an!
Was stellst du fest?

4, Gegeben ist die Funktion f(x) = 2%, xe N, x > 0.
a) Fertige eine Wertetabelle an! Rechne im Kopf! (x = 1; 2; 3; ...; 10)
b) Entscheide, ob die folgenden Paare zu dieser Funktion gehéren! (2;4), (3;8),
(5; 24), (7;128), (256; 8), (9; 1 024)
<) Ermittle f(2), f(7), f(4), f(10)!
d) Ermittle jeweils x!
f(x) = 4, f(x) =1024, f(x) =232, f(x)=256, f(x)=10 (L)

5. Eine Funktion ist gegeben durch y = }/;, x=0.
a) Fertige eine Wertetabelle an! Verwende deinen Taschenrechner! x =0 (1; 2; 3;
4;5;1,5;0,25)
b) Gib die Funktion durch eine Wortvorschrift an! (L)
€) Warum kénnen die negativen Zahlen nicht zum Definitionsbereich gehsren? (1)

3 Graphische Darstellung von Funktionen
im Koordinatensystem

Wir wissen bereits: Ein Koordinatensystem besteht aus zwei senkrecht aufeinanderstehenden
Zahlengeraden, den Koordinatenachsen. Man legt die beiden Zahlengeraden im allgemeinen
so, daB sie einander in den Nullpunkten schneiden. Dann nennt man den Schnittpunkt Koor-
dinatenursprung.

Durch die Zahlengeraden wird die Ebene in vier Teile, die Quadranten, zerlegt (* Bild C 2).
Mit Hilfe eines Koordinatensystems kann man jedem Punkt der Ebene genau ein geordnetes
Zahlenpaar zuordnen. Die erste Koordinate eines Punktes nennt man Abszisse des Punktes,
die zweite Koordinate Ordinate des Punktes. Entsprechend heiBen die Koordinatenachsen
auch Abszissenachse (x-Achse) bzw. Ordinatenachse (y-Achse).
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Koordinatensystemn

oP,
[
°’l

Bild C2 Bild C3

@ & a) Lies die Koordinaten der Punkte P, bis Py im Bild C 3 ab!
b) Zeichne ein Koordinatensystem und trage folgende Punkte ein: P,(4;2),
Py(—1;—1), Py(—4; 2), P,(1; —4), P5(0; —2), Pg(3; 0)!
c) Nenne je zwei Punkte, die im 1. (2., 3., 4.) Quadranten liegen!

Jedem geordneten Zahlenpaar entspricht bei gegebenem Koordinatensystem auch genau
ein Punkt der Ebene. Deshalb kénnen Zuordnungen, bei denen Zahlen wieder Zahlen zu-
geordnet werden, im Koordinatensystem dargestellt werden.

w 1 Wir ordnen jeder reellen Zahl ihr Quadrat zu. Einige geordne'e x | y
Paare sind in der Tabelle angegeben und im Koordi Y 7 P
eingetragen (/ Bild C 4)

g gen ( ): 15| 225
— 1
0 0
—1,5]| 2,25
V2 | 2
= 2 Das Bild C5 ist eine graphische Darstellung fir die Zuordnung 4 auf Seite 90.
Y y
8
2 7
6
)
1 4
3
2
1
-1 0 1 X O] 12 3 4 56 78 910 x

Bild C4 Bild C5
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® 7 Woran erkennt man in einer graphischen Darstellung, ob die dargestellte Zuordnung
eindeutig ist, d. h. ob die Zuordnung eine Funktion ist? Vergleiche dazu die Bilder
C 4 und C 5 miteinander! (1)

An einem Mdrztag wurde in Erfurt die Lufttemperatur gemessen. Ohrastt L stitaim:
Jeder Uhrzeit ist eine Lufttemperatur zugeordnet. Diese Zuordnung in SET
ist eine Funktion. Einige Uhrzeiten mit der jeweils dazugehsrigen Stunden | in °C

Lufttemperatur gibt die Tabelle an. Wir stellen die in der Tabelle

angegebenen Paare in einem Koordinatensystem dar. Da zu jeder 2 1
Uhrzeit eine Lufttemperatur gehért, ist es sinnvoll, die Punkte durch 6 —2
eine Linie zu verbinden Dafiir gibt es viele Maglichkeiten. Aus 10 —1
Erfahrung haben wir die Punkte so wie im Bild Cé verbunden. 14 5
18 4

22 3

Auf dem Bild C 6 kénnen wir fiir 12 Uhr eine Lufttemperatur von 3,3 °C ablesen. Wir kénnen
jedoch nicht sicher sein, daB die Temperatur tatsdchlich 3,3 °C betrug. Je mehr MeBwerte zur
Verfigung stehen, desto besser gibt die Linie den wirklichen Temperaturverlauf wieder.
Zur graphischen Darstellung einer Funktion sagt man auch Graph der Funktion: Die aus
anderen Unterrichtsfachern bekannten Diagramme zur Darstellung der Abhéngigkeit einer
GréBe von einer anderen sind auch Graphen von Funktionen.

&
(s
2
o
2
[3
© \\
h
B | Zeit t
Bild Cé
Aufgaben )
1. Gib die Koordinaten der a) im Bild C 7, b) im Bild C 8 benannten Punkte an!
Yy Yy
i \

=3

Bild C7 Bild C8
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2 Stelle folgende geordnete Paare in einem Koordinatensystem dar!

a) (2;4), (3;6), (2; —6), (0,5; 1) b) (—1,5;1), (0; 2), (0; —3), (0; 0)

€) (7;0), (—5;0), (—3; 45), (3,2; —4) d) (3;3), (—1.8;27), (3,6; —1.5), (—3,2; 2,3)

3. Trage folgende Punkte in ein Koordinatensystem ein und verbinde die Punkte in der
angegebenen Reihenfolge durch einen Streckenzug!

a) P,(2; —1), Py(—5; —1), Py(—6; 0), Py(—1; 0), Ps(—1;0,5), P,(0; 0,5), P,(0; 2), Py(2; 2),
Py(2;0), P1o(3: 0), Py,

b) P,(—4;0), Py(—5;1), Py(—3;4), Py(0;1), Ps(7;1), Py(5;0), Py(5; —4), Py(4; — 4),
Po(b; —1), Pyo(—1: —1), Pyy(—1; —4), Pia(—2; —4), Piy(—2; 1), P (—3; 2), Py.

4. Ordnet man dem Lebensalter eines Kindes die KérpergréBe zu, so erhdlt man eine
Funktion. Frau Miller hat die Entwicklung der KérpergroBe ihres Sohnes Torsten in
einer Tabelle festgehalten:

Lebensalter in Jahren | 0 | 1 | 2 | 4 | 6 | 8 I 10 | 13

KérpergraBe in cm | ss | 76 | &7 | 102 | 116 | 129 | 144 | 152

a) Trage die geordneten Paare der Wertetabelle in ein KérpergroBe-Lebensalter-
Diagramm ein! Wabhle die Einheiten so, daB 1 cm auf der Abszissenachse einem
Lebensjahr und 1 cm auf der Ordinatenachse einer Kérperhshe von 10 cm ent-
spricht!

b) Begriinde, warum es sinnvoll ist, die in a ermittelten Punkte in diesem Fall durch
eine Linie zu verbinden!

c) Lies aus der graphischen Darstellung ab!
In welchem Zeitraum wuchs Torsten besonders schnell?
Wie groB war Torsten mit 3 (5;7; 9) Jahren?
Wie groB war Torsten ungefahr, als er 1 lzlnhre alt war?
Wie groB wird Torsten mit 14 Jahren sein?

5%  Das Bild C 9 greift noch einmal das Beispiel C 1 von Seite 94 auf. Einige Punkte wurden

auf verschiedene Weise miteinander verbunden.

a) Warum ist es sinnvoll, die Punkte durch eine Linie zu verbinden?

b} Welcher der beiden Graphen gibt die Funktion besser wieder? Entscheide die
Frage, indem du weitere geordnete Paare dieser Funktion ausrechnest und ihre
Lage im Koordinatensystem iberprifst

R B /

(z.B. x = 0,5 und x = —0,5)!

N

Bild C9a Bild C9b
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PP

6. Welche der im Bild C10 graphisch dargestellten Zuordnungen sind Funktionen?
Begriinde!

o)
T

Bild C10

Zusammenfassung

Zuordnungen werden auch Abbildungen genannt.
Eindeutige Abbildungen nennt man Funktionen.

Begriff . Beispiel
Funktion f(x) = 2x, xeN
Argument x 4
Funktionswert f(x) f(4)
Definitionsbereich der Funktion N
Wertebereich der Funktion Menge der geraden fiatiirlichen Zahlen

Zur Angabe von Funktionen werden

— Wortvorschriften,

~ Wertetabellen,

— Gleichungen oder

— graphische Darstellungen

genutzt. Aus der graphischen Dar-

stellung einer Funktion kann man Aus- )

sagen iber den Verlauf der Funktion / O| 1 . X
ftmals b ders leicht abl
(/ Bild C11).

Mit Funktionen kann man Z Abhdngigkeit der Ldngendnderung eines
hdnge beschreiben, die im taglichen festen Kérpers von der Temperatur-
Leben, in der Mathematik, in dnderung

anderen Wissenschaften und in der
Technik vorkommen.

7 [000810)
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LE 4

Lineare Funktionen

4 Direkte Proportionalitdt; Funktionen f(x) = mx

Ein PKW féhrt eine langere Strecke auf der Autobahn mit der gleichbleibenden Geschwindig-
keit 95 'i:‘f . Es handelt sich hierbei um eine nahezu geradlinige gleichformige Bewegung. Zwi-
schen dem Weg s und der Zeit t besteht (direkte) Proportionalitat (s ~1). Der Proportionali-
tatsfaktor ist 957 .

Zu jeder Fahrzeit t (in h) gehort genau eine Fahrstrecke s = f(f) (in km). Es gilt
km
s=f()= 955" 1.
Fir die Zahlenwerte gilt y = 95 x.
Diese Funktion ist hier fiir positive Zahlen definiert.

= 3 Wir stellen mit Hilfe des Taschenrechners eine Wertetabelle fir y = 95 x fir die
Argumente 0,50; 0,75; 1,25; 1,5 und 1,75 auf und nutzen die Konstantenautomatik
des Taschenrechners SR 1. Dazu bilden wir Produkte x - 95:

Aufgabe I Tastenfolge/Ablaufplan I Anzeige

0,50.95 OExEBEE 415

0,75 - 95 (3] B = 7125

1,25 .95 mMmoOEBE = 118.75

1,5 -95 ) 8 1425

1,75.95 OZBE = 166.25

Bei Beachtung der G igkeit der Ausgangswerte ergibt sich als Wertetabelle:

X I 0,5 | 0,75

1,25 I 1,5 I 1,75

y | 48 | 7 | 120 | 150 | 170
y
200 . 200 |
km
o 150 |11 = 150 L I
g |
100 |—+ s 100 |—— { il
50 - R 50 /1 S 1
0 05 10 15h 20 0 05 10 15 20 x

Bild C12

Bild C13
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Wir wissen bereits, daB die graphische Darstellung einer direkten Proportionalitat Punkte auf
einer Geraden durch den Koordinatenursprung ergibt (,* Bilder C 12 und C 13).

Immer wenn direkte Proportionalitat vorliegt, ergibt sich eine Funktion f(x) = m - x (m + 0),
wobei die feste Zahl m der Proportionalitatsfaktor ist. Wenn fir eine Funktion y = f(x) die

Quotienten@ (x = 0) stets die gleiche von Null verschiedene Zahl ergeben, liegt direkte

Proportionalitat vor.

m 4 |Ist-die durch folgende Tabelle geg

b Funktion eine direkte Proportionalitat?

x

a) x -3, 3 7 12 15 Ergebnis:
Die Funktion ist
fx) =15 425 525 2 1,25 eine direkte Pro-
portionalitat.
f(x) a0
— 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 Es gilt:
= f(x) = 0,75 - x
b) x -3 —2 —1 1 2 Ergebnis:
Die Funktion ist
fx) 3 15 0 = —45 keine direkte Pro-
f(x) | | e portionalitét.
S -1 —0,75

Nun wird der EinfluB von m auf den
Verlauf des Graphen der Funktion
f(x) = m - x untersucht. Im Bild C14
sind die fir alle reellen Zahlen defi-
nierten Funktionen
f(x) = 17)(; f(x) = x; f(x) = nx;
f(x) = —0,75x; f(x) = —x;
f(x) = —2,4x
graphisch dargestellt. Wir betrachten
die Geraden in Richtung wachsender
x-Werte und stellen fest:
Wenn m > 0 ist, so steigt die Gerade;
Wenn m < 0 ist, so fdllt die Gerade.
Je groBer der Betrag von m ist, desto
steiler verlduft die Gerade. Die Zahl m
ist ein MaB fur das Steigen oder Fallen
der Geraden, die zu der Funktion
f(x) = mx gehort.
Man nennt die Zahl m den Anstieg
der Geraden bzw. der Funktion.

Bild C14

Avufgaben

1.

Stelle fest, ob Proportionalitdt besteht! Versuche fir die Sachverhalte eine Gleichung
anzugeben!

a) Zu jeder Anzahl von Brétchen gehért ein Kaufpreis. (L)

b) Zu jeder Entfernung, die man mit dem D-Zug zuriicklegt, gehért ein Fahrpreis. (L)
c) Bei Kérpern aus gleichem Material ist jedem Volumen seine Masse zugeordnet. (L)
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d) Die jahrliche Gasabrechnung (in Mark) in einem Haushalt hdngt von der ver-
brauchten G (g in m®) ab. (L)

e) Bei gleicher Aullageﬂoche A ist jeder Kraft F, die senkrecht an der Auflageflache
angreift, ein Auflagedruck p zugeordnet.

2. Stelle fiir die folgenden Funktionen eine Wertetabelle auf und fertige eine graphische
Darstellung an!
a) y=04x; xeN b) f(a) = 4a; a>0 c) f(x) = —2x; xeR
d) y =1,45x; xeN e) f(r)=2rr; r=0 f) y=0-x; xeR
g) y=—34x; xeZ h)y=32x;xeR i) f()=mnr*; r>0

3 a) Zeichne die Graphen der Funktionen f(x) = mx mit m E{O,S; 1,5, —2; —1,5; — 17}
in ein Koordinatensystem! Jeder Graph bildet mit der x-Achse einen Winkel der

GréBe x (/ Bild C15).
b) Formuliere, wie x von m abhdngt!

¢) Gilt x ~ m? Begriinde!

X  Zeichne in ein Koordi ystem die Bilder folgend flx)=mx
Funktionen fir —3 < x < 3! Was stellst du fest?
a) y=3x und y=—3x
b) y=10,5x und y= —0,5x
€ y=x und y=—x Bild C15

X

5. a) Ermittle aus dem Bild C 12, welche Strecke das Auto ungefdhr in -:—h. in 1h, in

75 min zuricklegt!
b) Wie lange ist das Auto ungeféhr nach 50 km, nach 120 km, nach 200 km unterwegs?

6. Beschreibe umgekehrte Proportionalitat mit einer Funktionsgleichung!
7. Ist die durch folgende Tabelle gegebene Funktion eine direkte Proportionalitat? Be-
griinde!
a  x —27 48 32 —1,5
f(x) —7,695 | 13,68 884 | —4,275
b) x 2,3 —0,6 12 -2
f(x) 7,866 | —2052 | 41,06 | —e84

5 Funktionen f(x) = mx + n und ihre graphische Darstellung

Es gibt auch Funktionen, deren graphische Darstellung eine Gerade ist, ohne daB direkte
Proportionalitat besteht.
Im Bild C16 wurden fur emlge Taxifahrten die Fahrpreise in Abhdngigkeit von der Weglédnge
in ein Koordinatensy gezeichnet. Alle diese Punkte liegen auf einer Geraden, die
nicht durch den Koordinatenursprung geht. Verbinden wir die Punkte miteinander durch
eine gerade Linie, so kénnen wir den Fahrpreis fir weitere Taxifahrten ungefahr ablesen
(/ Bild C17).
So kostet z. B. eine Fahrt von 5 km Lange 4,50 M. Dieses Ergebnis kénnen wir auch durch
Rechnung bestdtigen:

5-0,80 + 0,50 = 4,50.
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Fahrpreis
o X o
T

Fahrpreis

6 km 10 x 2 [A 6 km 8 x
Wegldnge Wegldnge
Bild C16 Bild C17

Das zeigt uns, daB es sinnvoll war, die Punkte durch eine gerade Linie zu verbinden.
Aus dem Bild C 17 kann man auch ablesen, daB man z. B. fiir 7,00 M etwas mehr als 8 km
fahren kann.
Wir kénnen die Funktion, die fiir jede Wegstrecke den Fahrpreis angibt, durch eine Gleichung
beschreiben. Dazu legen wir fest:

x ist der Zahlenwert fir die Weglange (in km).

f(x) ist der Zahlenwert fir den Fahrpreis (in M).
Damit ergibt sich

y = f(x) = 0,80 - x + 0,50.

® 8 Begriinde, warum zum Definitionsbereich und zum Wertebereich der Funktion fir den
Taxifahrpreis nur positive Zahlen gehdren!

® 9 Wir ordnen jeder reellen Zahl ihr um eins verkleinertes Doppeltes zu.
a) Gib eine Gleichung fiir diese Funktion an!
b) Ubertrage die zu ihr gehérige Wertetabelle

x |—2|—1| 0l1|2

o | —s|—s|—a]1]s
in ein Koordinatensystem! Was stellst du fest?

Funktionen mit einer Gleichung der Form f(x) = mx + n(m = 0), wobei m und n feste
Zabhlen sind, heiBen lineare') Funktionen.

In unserem Taxibeispiel ist m = 0,80 und n = 0,50 und in dem Beispiel aus Auftrag C 9 ist
m =2 und n= —1, denn wir kénnen schreiben f(x) = 2x + (—1). Beides sind lineare
Funktionen, allerdings mit unterschiedlichen Definitionsbereichen.

Auch die Funktionen f(x) = 2x (x € N) und y = 95x (x = 0) sind lineare Funktionen (m = 2;
n = 0 bzw. m = 95; n = 0). Fir m = 0 ergibt sich f(x) = n. Es ist eine konstante?) Funktion.

@® 10 Nenne drei lineare Funktionen durch Angabe ihrer Gleichungen und Definitions-
bereiche! Es sollen sein J
a) m>0; n>05 b) m>1; n<0, ) m<—2; n>1.

') .linear* kommt aus dem Lateinischen und bedeutet soviel wie geradlinig.
2) ,konstant* kommt aus dem Lateinischen und bed soviel wie f h
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Wir verabreden, daB der Definitionsbereich einer linearen Funktion, falls nichts anderes
vereinbart wird, aus den reellen Zahlen bestehen soll.

Immer dann, wenn der Definitionsbereich aus allen reellen Zahlen besteht, ist die graphische
Darstellung einer linearen Funktion eine Gerade. In allen anderen Féllen liegen die Punkie
des Graphen der linearen Funktion zwar auf ein und derselben Geraden, fiillen sie aber
nicht aus.

@ 11 a) Zeichne in ein Koordinatensystem
- eine Gerade, die nur im 1. und 3. Quadranten liegt,
- die Gerade, die parallel zur x-Achse liegt und durch den Punkt P (0; 2) geht, ’
- die Gerade, die parallel zur y-Achse liegt und durch den Punkt @ (—1; 0) geht!
b) Welche der genannten Geraden kann graphische Darstellung einer linearen
Funktion sein? Verallgemeinere dein Ergebnis!

Da eine Gerade durch zwei Punkte festgelegt ist, reichen auch zwei Zahlenpaare aus, um
den Graph einer linearen Funktion zeichnen zu kénnen. Die Genavigkeit der Darstellung
leidet, wenn die beiden Punkte sehr dicht beieinanderliegen. Dariiber hinaus ist es ginstig,
ein drittes Zahlenpaar als Kontrolle zu benutzen.

m 5 Wir stellen die Funktion f(x) = —3x + 1 graphisch
dar. Es ist eine lineare Funktion mitm = —3 und n = 1. |
Der Graph ist eine Gerade, denn der Definitionsbereich
wurde nicht eingeschrénkt.

Wir bereiten eine Wertetabelle fir drei Zahlenpaare .\

vor.

ol N . T
w | 1| 1T
Wir wahlenz.B. x=1; x=3; x=—2. [ I
f1) =—=3-141=-3+1=-2 |
f8) =—3:3+1=—-9+4+1=-—8
f(=2)==3- (- +1=6+1=7

x | 1] 3] =2

| —2| 8] 7

Wir tragen die Punkte Py(1; —2), P,3;—8) und
P,(—2;7) in ein Koordinatensystem ein.

Wir Gberprifen durch Anlegen des Lineals, ob sie auf
ein und derselben Geraden liegen. '
Dies ist der Fall, also zeichnen wir die Gerade durch
P,, P, und P, (/" Bild C 18).

Bild C18

Einige Vorgdnge aus dem tédglichen Leben (* S. 89: Taxibeispiel) und der Physik (* S. 98:
geradlinig gleichférmige Bewegung) lassen sich mit linearen Funktionen vereinfacht') be-
schreiben.

') Wenn die Funktion y = 0,8x + 0,50 genau das Taxibeispiel beschreiben wiirde, miiBte man z. B.
fur 4,355 km Fahrstrecke 3,984 M bezahlen.
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Avufgaben

)\ Die Deutsche Post erhebt fir einen TelefonanschluB in Berlin eine monatliche Grund-
gebihr von 9,00 M. Jedes Ortsgesprach kostet 15 Pf.

a) Wie hoch ist die Telefonrechnung fir einen Monat, wenn 17 (32; 5; 21; 50) Orts-
gesprache und keine Ferngesprdche gefihrt wurden?

b) Ordnet man der Anzahl x der Ortsgesprache in einem Monat die in Mark ange-
gebene Telefonrechnung y zu, so erhdlt man eine Funktion. Gib fir diese Funktion
eine Gleichung an! Aus welchen Zahlen besteht der Definitionsbereich dieser
Funktion? (L)

c) Fertige eine graphische Darstellung an! Uberlege dir, wie du die Einheiten auf den
Koordinatenachsen wahlst!

2. Zeichne (mit Hilfe einer Wertetabelle) die Graphen der folgenden Funktionen! Welche
Funktionen sind linear?

~a) f(x) = 2x b) f(v) = v +2 c) f(x) = —0,5x
d) f(x) = 4x — 3 e) f(x) =0-x f) f(x)=0-x+7
g) f(x) = 3x— 1,5 h) f(a) = —2.50 + 3 i) fx)=—x+2
k) () = =t 1) flo)=—¢u m) f(s) = —1,5 — 3
n) f(x) = |x| 0) fx) = x| +1 P) f(x) = 13x—15
3. Entscheide, ob die folgenden Angaben zu einer linearen Funktion fihren! Begriinde!

a) f(x) =1000x —1000; xeN

b) Jeder Zahl x wird die Zahl 3 zugeordnet.

c) f(x) ergibt sich durch Multiplikation von x mit Null und anschlieBender Addition
von 4,5; xeR. (L)

d) Jeder Zahl wird die zu ihr entgegengesetzte Zahl zugeordnet. (L)

e) f(x) ergibt sich, indem x durch 2 dividiert wird; x € {0; 2; 4; 6}. (L)

f) f(x) ergibt sich durch Division von 2 durch x; x€R, x == 0. (L)

g) Das Porto fiir einen Brief innerhalb der
DDR héngt von seiner Masse ab. Briefe bis 20 g 0,20 M
Briefe Giber
20 g bis 250 g 0,40 M
Briefe Giber
250 g bis 500 g 0,60 M

h) Eine Schraubenfeder ist 12,0 cm lang.
Sie wird durch Krdfte gedehnt, und
zwar je Newton (N) um 0,5 cm.

4. a) Entscheide, ob die Paare (2; 6), (3;10), (—1; —30), (1,5; 1), (0; —18) zu der line-
aren Funktion f(x) = 12x — 18 gehoren! Rechne im Kopf!
b) Fir welche y gehéren die Paare (2;y), (5:y), (0;y), (—3;y), (—10;y) zur Funktion
f(x) = 1 200x + 200?
c) Fir welche x gehéren die Paare (x; 16), (x; 200), (x; 19), (x; 0), (x; —16) zur Funk-
tion f(x) = 16x?

5. Stelle die folgenden linearen Funktionen graphisch dar! Wahle jeweils ein geeignetes
Koordinatensystem!
a) y=02x+ 17,3 b) y = —0,1x — 16,4
<) y=137x + 256 d) y = 125x + 82

6. Welche der in den Aufgaben 2 und 3 g ten Funktionen sind konstante Funktionen?
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7. Stelle firr die folgenden Funkti unter Benutzung der Konst t tik eine
Wertetabelle auf! Wahle fiir x funf Werte! Fertige einen Ablaufplan an!
a) fix) =x+23; xeQ b) f(x) = x —12,2; xe@,

6  Der EinfluB von m und n auf den Graph von f(x) = mx + n

Um den EinfluB von m und n auf den Graph Y
von f(x) = mx + n zu erkennen, vergleichen -
wir die linearen Funktionen f(x) = ;—x + 2 flx) =%x+?

und g(x) = %x miteinander. Beide Funktionen - — 3

stimmen in m Uberein. /
Aus der Gleichung f(x) = %x + 2 wird deut- 1 " ?

lich:

Wir erhalten den Funktionswert f(x), 14
indem wir zu dem Funktionswert g(x) die )= %x
Zahl 2 addieren.
Das bedeutet:

Wir erhalten den Graph von
f(ix) = %x+ 2 als Bild des Graphen von

g(x) = %x bei einer Verschiebung in Richtung
der positiven y-Achse. Die Verschiebungsweite
ist 2 ( Bild C19). Bild C19

® 12 a) Wie ergibt sich der Graph von f(x) = %x — 1 aus dem Graph von g(x) = %x?
b) Welche Lage haben beide Graphen zueinander?
€) Wo schneidet der Graph von f(x) = %x — 1 die y-Achse?

Allgemein gilt: Der Graph einer linearen Funktion mit der Gleichung f(x) = mx + n schneidet
die y-Achse im Punkt (0; n).
Stimmen lineare Funktionen in m iberein, so sind ihre Graphen zueinander parallel. Die
Zahl m wird deshalb bei allen linearen Funktionen f(x) = mx 4 n Anstieg genannt.
® 13 Der Graph von f(x) = mx + n; x € R ist eine Gerade.
a) Fir welche Werte von m steigt die Gerade? b) Fiir welche Werte von m féllt die
Gerade? c) Wie verlduft die Gerade fir m = 0?

Aufgaben

1. Nenne die Gleichung einer Funktion, deren graphische Darstellung im Vergleich zum
Graph von f(x) = %x — 1,5 a) parallel verlduft, b) stirker steigt, c) schwécher
steigt, d) fallt und die y-Achse im gleichen Punkt schneidet!

2. Nenne Gemeinsamkeiten und Unterschiede in den graphischen Darstellungen der
folgenden Funktionen!

a) y=2x+3 und y=—2x+3 b)y=2x—3 und y=—2x—3
) y=3x+3 und y=3x+5 d)y=15x—25 und y=—25x+1,5
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3. Entscheide fiir die Geraden in den Bildern C 20a bis d, ob die Zahlen m und n der zu-
gehorigen Funktionsgleichung positiv oder negativ sind! Vergleiche die Anstiege mit-
einander! Vergleiche die Zahlen n miteinander! (L fir a und d)
A
(2
Bild C20
4. Fir welche x gehdren die Paare (x; 2), (x; 16,5), (x; —2), (x; 0), (x; —8,5) zur Funktion
f(x) = 2x + 32
5. Beschreibe die Graphen der folgenden Funktionen, ohne sie zu zeichnen (Steigen oder
Fallen; Schnittpunkt mit der y-Achse; Quadranten, in denen der Graph verlduft)!
a) f(x) =2x+ 3 b) f(x) = —2x+ 5 c) f(x) =5x—2
d) f(x) = —5x—3 e) f(x) =0-x f) fx)=7
g) f(x) = 2,4x — 1,2 h) f(x) = —7x i) f(x) =—0,9x—0,9
7 Ermitteln des Anstiegs einer linearen Funktion
Wir wissen bereits: Bei direkter y

Proportionalitdt [f(x) = mx] sind
bestimmte Quotienten immer gleich

[@:mﬁirx#:O].

Fir lineare Funktionen gilt Ent- 5
sprechendes.

|
|
|
|
|
|
|
|
L
4

|
|
|
|
|
|
|
2

Bild C 21 0

@ 14 Im Bild C 21 ist die Funktion f(x) = %x + 3 graphisch dargestellt. Betrachte die recht-
winkligen Dreiecke A ABC, A CDE und A FGH, deren Katheten jeweils parallel zu

einer Koordinatenachse sind!
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b) Welche Beziehung besteht zvnschen den Drelecken' (L)

c) Was laBt sich iber die Streckenverhdltnisse % . f; und — sclgen’ (L)
OE  GH

d) Welcher Zusammenhang besteht zwischen 25 = B R

Die Erkenntnisse aus dem Auftrag C 14 gelten entsprechend fir alle linearen Funktionen.

und m? (L)

> 2 SATZ: Wenn y = f(x) eine Ilmn leﬂlon mit dem. Amﬂog m M. so gIIO fir
X, # x, immer
) —fex) _

L Xy Xy

Wir machen uns den Satz C 2 erst an zwei Beispielen klar, bevor wir ihn beweisen.

(1) Gegeben ist f(x) = ‘5 x4+ 3. Esistm= !2— (/ Auftrag C 14)
Firx, =2 und x,=1 ergibtsich
fix) =f2)=7-2+3=4 bzw. f(x)=f(1)=3-1+3=35.

g S —fl) _ fQ)—f() _ 4—35 1 _
Dann gilt: = g ===

(2) Gegeben ist f(x) = —3x + 2. Es ist m = —3.
Fir x, =2 und x,=5 ergibtsich
. fix)=f(2)=—3-242=—4 bzw. f(x) =f(5)=—3-5+2=—13,
£(x,) — f(xy) f(2) — f(5) —4 —(—13) 9

Dann gilt: e = =_—3=—3=m.

Beweis des Satzes C 2:
Voraussetzung: f(x) = mx + n

Behauptung:  Fir alle x, = x, ist o) = fx)

Xy —Xa
Beweis:
Beweisschritt Begriindung
f(x) =mx+n Voraussetzung
f(x,) = mx, + n Funktionswert fiir x,
f(x)) = mx, + n Funktionswert fir x,
f(x,) — f(x;) = mx, + n— (mx, + n) Differenzbildung
=mx,+n—mx,—n Klammern auflésen
= mx, — mx, Vereinfachen
= m(X, — X;) Ausklammern
f(x,) — f{
% =m Division durch (x, — x,)
v fir x, + x,

f(x,) — f(x2)

=m,w.z.b.w.
Xy — Xz

Also gilt: Fir alle x, = x, ist
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Ist eine lineare Funktion durch eine Wertetabelle gegeben, so kann mit Hilfe des Satzes C 2

der Anstieg berechnet werden.

m 6 Von einer linearen Funktion y = f(x) sind folgende Paare bekannt:

x|0I2|5|10

g | 3 | 15 ] a8 |
Da die Funktion linear ist, gilt immer m =

o 10 —f(5) _ 6333 _ 30

10 —5 10 —5 5

Wie groB ist m?

=_——==6ist, istm= 6.

fx,) —flxs)

Xy — Xy

Mit Hilfe von Satz C 2 kann man auch erkennen, ob Funktionen nicht linear sind.

m 7 Durch die folgende Tabelle ist eine Funktion y = f(x) gegeben. Ist diese Funktion

linear?

x | 1,2 I 1.4 | 1.6 | 1,8' 2,0

) | 45 | 62 | 80 [ 102 126

Wenn y = f(x) eine lineare Funktion ist, dann sind z. B. die Quotienten

f(1,4) —f(1,2)

1.4 —1,2

und LEA=10OD gieich (* Satz C 2). Nun ist
f1.4) —f(1,2) _ 62—45 _ 17 _
14 —12 = k=12 02 =8, und
f(2.0) —f(1,6) _ 126 —80 _ 46 _ ., ¢
20—16  20-—16 04
Die Quotienten sind i der verschieden; also ist die Funktion nicht linear.

@® 15 Versuche, durch Probieren fir die im Bild C 22 dargestellte lineare Funktion eine

Gleichung zu finden!

Wir nutzen nun den Satz C 2, um aus der graphischen Darstellung einer linearen Funktion

ihre Gleichung zu bestimmen.
Im Bild C 22 ist eine Gerade in ein Koordi

x-Achse liegt, ist sie Graph einer linearen Funktion
f(x) = mx + n.
Die Zahlen m und n sind zu ermitteln.

n ergibt sich als Ordinate des Schnittpunktes der Geraden
mit der y-Achse. Also istn = 7(0) ~ 3.5.
Der Punkt P, im Bild C 22 hat ndherungsweise die Koordi-
naten (1; 2). Das bedeutet doch, daB f(1) ~ 2 ist. Mit Hilfe
von f(0) und (1) ermitteln wir m:

_ O —f(1) _ 35—2 -

S T =—1,5.
Néherungsweise gilt f(x) = —1 5x + 3,5.
Die Qualitat des Ergebnisses hdngt sehr davon ab, mit
welcher Genavuigkeit die Koordinaten der Punkte P (0; n)
und P, abgelesen werden.

Bild C 22

ichnet. Wie findet man eine
Gleichung zu dieser Geraden? Da die Gerade weder purullel zur y-Achse noch parallel zur

Y

w

o
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® 16 Die Gerade im Bild C 22 schneidet die x-Achse im Punkte P,. Seine Koordinaten sind
ungefdhr (2,5;0), das heiBt f(2,5) ~ 0. Ermittle m mit Hilfe von P(0; n) und von P,!
Welche der beiden Gleichungen beschreibt die Gerade vermutlich besser?

Aufgaben

1.

Durch die folgenden Wertetabellen ist jeweils eine lineare Funktion gegeben. Er-
mittle m! Gib fur die Funktionen jeweils eine Gleichung an! (L fir e und f)

b) x |0 | 1| 8|

n)xlo 2

3 4

f | 1 3

Arbeite in den Aufgaben 1¢ -
Tastenfolge fir den Schulrechner SR1:

4 5

f | o |
f mit dem Taschenrechner!

Xy (=) X2 (=) el £(x) (=) f(x2) (=) (=) W) (=)

6| 18] 2

¢ x |-25|—05]| o0 |25 d x | 3| -5|-05] o
f(x) | —8.05| —2,65| —1,3 | 545 f | 12| 72| 4 | 24
e)* x 10 20 | 35 | 40 f) «x O 54| 87| 123
fix) | 68 | 138 | 243 | 278 fx) | —12 47.92] —53,76 | —71,04

Durch die folgenden We

rtetabellen ist jeweils eine Funktion gegeben. Zeige, daB diese
Funktionen keine linearen Funktionen sind!

) N | 2 | s | s |10 B x5 | =2] o | 2s
) | o I 3 |8 |2 | 9 g [15 | 2| o |25
9 x| I 2 | 3] 4| s D o ]o | L] 5]
f(x) 1 14| 17| 2 2,2 f(x) ‘7 % % %

Ermittle ndherungsweise die Gleichungen der Funktionen, die im Bild C 20 darge-

stellt sind!

Die geordneten Paare in den nachstehenden Tabellen gehéren zu linearen Funktionen.
Stelle die Funktionen graphisch dar und ermittle die Gleichungen der Funktionen!

a) «x 4 6 |—10 b) «x I —2 I 0 I 5
f | —2 | =3 ] s ]l = | 1]
c) x =3 | — 4
0 | 16 o] —4

Zeichne die Punkte A (—

2; —2), B(2;3) und C (0; 3) in ein Koordinatensystem! Zeichne

durch je zwei Punkte eine Gerade und gib jeweils die Funktionsgleichung an!

Wasser wurde gleichma

Zeit 1 in min

0 2

3'6'8

Temperatur & in °C

20 35

w25 | 6 | 80

Big erhitzt. Es ergaben sich folgende MeBwerte:
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Fir die Zahlenwerte x der Zeit t und die Zahlenwerte y der Temperatur i} besteht eine
Funktion y = f(x).

a) Entscheide mit der graphischen Darstellung, ob die Funktion linear ist!

b) Gib eine Gleichung fir die Funktion an!

€) Welche Temperatur hat das Wasser nach 16 min? (L)

7. Bei der Ermittlung der Schallgeschwindigkeit erhielt man bei verschiedenen Tempe-
raturen auf experimentellem Wege die folgende Wertetabelle:

# (in °C) |—30|—16|—8|—-b| o] 4| 8| 12 20 | %
v(ini:—)

a) Fertige eine graphische Darstellung
der durch die Wertetabelle gegebenen

313 | 323 | 327 | 330 | 332 I 334 | 337 I 339 | 343 I 349

Funktion an! (Hinweis: Lege ein Ko- >
ordinatensystem wie im Bild C 23 an!) T 350}
b) Ersetze die graphische Darstellung S m
i 4 . s 5t
naherungsweise durch eine Gerade! <
c) Ermittle eine Funktionsgleichung fir {;:, 330
die in b gezeichnete Gerade! 2 3201
d) Wie groB ist v ungeféhr fir ¢ = 2°C © 310
(15°C; 25 °C)? 60 [

30 —20 =10 O] 10 % 30
Temperatur &
Bild C 23

Zusammenfassung

Jede Funktion mit einer Gleichung der Form f(x) = mx + n (m = 0) heiBt lineare

Funktion.
Jede direkte Proportionalitat ist eine lineare Funktion der Form f(x) = mx. Dabei ist m

der Proportionalitétsfaktor.

Die graphische Darstellung einer linearen Funktion ergibt Punkte auf ein und
derselben Geraden. Diese Gerade ist durch zwei zur Funktion gehérende Zahlenpaare

festgelegt.
Parallelen zu den Koordinatenachsen sind die einzigen Geraden, die nicht Graph

einer linearen Funktion sind.

fix) =i + !
{ -

Anstieg m > O ; Graph steigend Graph schneidet y—Achse
m < 0 ; Graph fallend im Punkt P(0;n)
Wenn y = f(x) eine lineare Funktion mit dem Anstieg m ist, so gilt fir x, = x, stets

fx) =fe) _
Xy — Xy
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Nulistellen linearer Funktionen; lineare Gleichungen

8  Graphisches Lésen von Gleichungen

Wir wissen bereits: Gleichungen bestehen aus zwei Termen, die durch das Zeichen ,,=*
verbunden sind. Eine Gleichung lésen heiBt: alle Zahlen aus dem Variablengrundbereich
ermitteln, die die Gleichung erfiillen.

® 17 a) Uberprisfe, ob die Zahl 1,2 die Gleichung 4,8x + 2,83 = 8,59 erfillt!
b) Ermittle alle Zahlen, die die Ungleichung x2 < 5, x & N erfiillen!

Jede Zahl aus dem Variablengrundbereich, die eine Gleichung bzw. Ungleichung erfillt,
nennt man eine L8sung der Gleichung bzw. Ungleichung. Die Menge aller dieser Zahlen
heiBt Lésungsmenge der Gleichung bzw. Ungleichung.

Wir erinnern uns an das Taxibeispiel und betrachten noch einmal das Bild C 17 auf Seite 101.
Die graphische Darstellung der Funktion f(x) = 0,8x + 0,5 erméglicht nicht nur, zu ge-
gebenem Argument x den zugehérigen Funktionswert abzulesen. Man kann auch umgekehrt
vorgehen. Zu gegebenem Funktionswert f(x) kann man aus der graphischen Darstellung x
ermitteln. Wir haben aus dem Bild C 17 abgelesen, welcher Zahl x z. B. die Zahl 7 zugeordnet
ist. Damit haben wir die Gleichung 7 = 0,8x + 0,5 gelést, d. h., wir haben ermittelt, wie weit
man fiir 7 M mit einem Taxi fahren kann. ¢

® 10 Lies aus dem Bild C 17 ab, wie weit man fir 5 M (2 M; 4,50 M) fahren kann!

Liest man die Lésung einer Gleichung aus der graphischen Darstellung einer. geeigneten
Funktion ab, so spricht man vom graphischen Lésen der Gleichung.

m 8 Essoll die Gleichung 3 = |x| graphisch gelést werden. Losung: Wir stellen die Funktion
y = |x| graphisch dar (” Bild C 24). Aus der graphischen Darstellung lesen wir ab,
daB zum Funktionswert 3 sowohl das Argument 3 als auch das Argument —3 gehért.

® 19 a) Lése die Gleichung 3 = |x| rechnerisch!
b) Vergleiche die unter a erhaltene Lésung mit der aus Beispiel C 8!

Y
7
y =il
1..; 3 s
|
1 |
| s |
; |
! 1
—l " . . L L
=3 -2 -1 0 1 2 3 % X

Bild C 24 Bild C 25
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m 9 Es soll die Gleichung 5 = x* graphisch gelést werden. Lisung: Wir stellen die Funktion
y = x2 graphisch dar (* Bild C 25). Dann lesen wir aus dem Bild ab, welchen Zahlen x
die Zahl 5 zugeordnet ist. Wir erhalten zwei Lésungen, namlich x, ~ —2,2 und x, ~ 2,2.

@ 20 Uberprife die im Beispiel C 9 erhaltenen Lésungen mit dem Taschenrechner!

Gleichungen wie

7=08x+05 und 4=3x—2, aberauch 4(x+ 0,5 —x=4—2(15—x) —x
nennt man lineare Gleichungen. 5 = x* und |x| = 3 sind keine linearen Glelchungen
Aus Graphen kann man nur Néherungswerte fur Lésungen von Gleich

® 21 Ermittle unter Verwendung des Bildes C 25 Néherungslésungen der folgenden Glei-
chungen! Kontrolliere dein Ergebnis mit dem Taschenrechner!
a) x2=2 b) x2=3,5 c) x2=0 d) x2=—1

Aufgaben

Stelle die folgende lineare Funktion im Koordinatensystem dar und lies aus der graphischen
Darstellung ab, welcher Zahl x jeweils der angegebene Funktionswert y zugeordnet ist!
1.1 y=25x—1 a)y==4 b) y=9 c)y=2 d)y=7
20 f)=—2x+08 a)f(x)=—3 b)fx)=2 <) fx)=15 d)f(x=0
3. Lése folgende lineare Gleichungen graphisch!

a) 9=4x+1 b) 25x+1=35 c) —2=3x+1 d) —2x+7=6
4. Fernge eine graphusche Darstellung der Funktion f(x) = |x| an und lies daraus Ndhe-

dor Glaich ab!
q)2=|x| b) |x].= 1.5 c) 0=|x| d) |x| = —1

5%  Lose folgende Gleichungen graphisch! @) 3= |x|—4 (L) b) [x—2[ =23 (L)

6. Stelle die Funktion f(x) = |x| — 2 graphisch dar und lies aus dem Bild die Losungen
folgender Gleichungen ab!
a) 1=|x|—2 b) [x]| —2=1,5 ¢ x| —2=-3 d) [x] —2=0

9 Nulistellen von Funktionen

Die Gleichung 0 = 0,5x — 1 kann man graphisch I&sen. Aus der graphischen Darstellung
der Funktion f(x) = 0,5x — 1 lesen wir 2 als Lésung ab (/ Bild C 26). Man sagt: 2 ist Null-
stelle der Funktion, denn zum Argument 2 gehdrt der Funktionswert 0.

Die Lésung der Gleichung 0 = 0,5x — 1

ist also zugleich Nullstelle der Funktion

f(x) = 0,5x — 1. Anders ausgedriickt: Da

der Punkt mit den Koordinaten (2;0) s ¥
Schnittpunkt des Graphen mit der x-
Achse ist, ist die Nullstelle die Abszisse
dieses Schnittpunktes.

Auch bei anderen Funktionen spricht man
von Nullstellen, wenn ihre Graphen die
x-Achse schneiden oder berihren.

fix)=0,5x—1

st Nullstelle von f(x)=05x—

Bild C 26
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DEFINITION: Jede Zahl x aus dem Definitionsbereich einer Funktion y =1f(x),
die Lésung der Gleichung f(x) = 0 ist, heiBt Nullstelle der Funktion.

Wollen wir Nullstellen einer linearen Funktion f(x) = mx + n ermitteln, so Iésen wir die
lineare Gleichung 0 = mx + n.

m 10

® 22

Es sollen alle Nullstellen der folgenden Funktionen ermittelt werden.
a) f(x) = 3x — 12 b) f(x) =|x| — 2
c) f(x) =08x+ 05 x=0

(vgl. Taxibeispiel, S. 89)

Lésung:
a) Wir lésen die Gleichung 3x — 12 = 0.
x—12=0 | +12
&x=12"] :3
x=4
Da 4 zum Definitionsbereich der Funktion gehért, ist 4 Nullstelle von f(x) = 3x — 12.
b) Wir Iésen die Gleichung |x| — 2 = 0.
|x| —2=0 | +2
Ix| =2
1. Fall: x=2; 2.Fall: —x=2,d.h. x=—-2.
Da 2 und —2 zum Definitionsbereich der Funkfion gehsren, hat f(x) = | x| — 2 die
Nulistellen 2 und —2.
c) Als Lésung der Gleichung 0,8x + 0,5 = 0 erhélt man —0,625. Da diese Zahl aber
nicht zum Definitionsbereich der Funktion f(x) = 0,8x + 0,5 (x = 0) gehért, hat die
Funktion keine Nullstelle.

a) Was vermutest du iiber die Anzahl der Nullstellen einer linearen Funktion? (L)
b) Begriinde deine Vermutung! (L)

Aufgaben

1.

Die Bilder C 27 bis 30 zeigen jeweils die graphische Darstellung einer Funktion. Lies
die Nullstellen der betreffenden Funktionen aus den Bildern ab!

Zeichne jeweils zwei Funktionen in ein Koordinatensystem, die die angegebene Zahl x,
als Nullstelle haben!
a) x,=1 b) x, = —2 €) % =25 d) x,=0

y v v y
! 1 11

W K=k Lo |
-1 B =1 7% —1\\ 1T | TN

| 1 L -1 { 1] || 1

=1 1 ¥

fixk=12x+1 | flx)=x2 =2 flx)=1Ixl—1 fix)=x2+1

Bild C 27 Bild C28 Bild C29 Bild C 30
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E S Stelle die lineare Funktion graphisch dar und lies - falls vorhanden - die Nulistelle ab!

(L fir b, c, f)
a) f(x) =2x—1 B) f(x) = —x+ 17 ®) f(x) =15x+05 x =0
d) f(x) = —1,2x + 1 e) fix) =4x—1, x =1 f) f(x) =05x—25 x=0
4, Gib jeweils eine lineare Funktion (Funktionsgleichung) an, die die Zahl x, als Null-
stelle hat!
a) xo=2 b) xo=—3 €) x, =45 d) x, = —3,25
Gibt es jeweils nur eine lineare Funktion? Begriinde deine Antwort!
5. Ermittle von folgenden linearen Funktionen - falls vorhanden — die Nullstelle rechne-
risch! (Beachte jeweils den Definitionsbereich der Funktion!)
R flx) =3x—2 ) f(x) = —1,25x— 5, x<0
by y = 6x + 36 e) f(f) = 3.9t— 42 (L)
) y=—bx+6 x<0(L) f) g(t)=36t+112, t>0
6. Wie ist m zu wahlen, damit die lineare Funktion f(x) = mx + 5 die Nullstelle x, hat?
a) X, =25 b) x, = —2,5 €) x,=10 (L) d) x,=1 (L)

7%  Gegeben ist eine lineare Funktion. Stelle die Funktion graphisch dar, indem du zuerst
die Schnittpunkte des Graphen mit den Koordinatenachsen ermittelst und dann den
Graph mit Hilfe dieser beiden Punkte zeichnest! (L)

a) f(x) =3x—2 b) f(x) = 0,54x + 3,95

Losen linearer Gleichungen

10 Wiederholung der Umformungsregeln fir Gleichungen

Man kann eine Gleichung bzw. Ungleichung durch Probieren Isen. Wir erinnern uns, daB
man Gleichungen in bezug auf einen Grundbereich zueinander dquivalent nennt, wenn
sie in diesem dieselbe Lésungsmenge besitzen. Oft kann man eine Gleichung in eine zu ihr
aquivalente Gleichung umformen, aus der man die Lésung sofort ablesen kann.

@ 23 Erldutere anhand der folgenden Beispiele die jeweils verwendete Regel zum aqui-
valenten Umformen von Gleichungen!

| Ausgangsgleict _ Gleichung nach dem Umformen
a) W4+2 =1 1M1 = 3x+2
b) hx+6 =13 x=7
<) 6 —3x= 9 6 =12x
d) = 9 x= 3
e) 5= x =40
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An einem Beispiel wiederholen wir die Schritte, die wir in Klasse 7 beim Losen einer Glei-
chung kennengelernt haben.

m 11

Es soll die Gleichung x + 2(x — 3) = 5x — 4(2x — 9) gelsst werden.
Lésung:
X+ 2(x — 3) = 5x — 4(2x — 9) Klammern auflésen
X+2x —6 =5x—8x+ 36 Zusammenfassen
3x—6 = —3x+ 36 | +3x+6 Ordnen (Anwenden von
Umformungsregeln)
6x = 42 |:6 Isolieren (Anwenden von
Umformungsregeln)
x=7
Probe: 7 + 207 — 3) = 5-7 — 4(2-7 — 9)
748 =35—20

. 15 =15 (wahr)
Ergebnis: 7 ist Lésung der Gleichung.

In einer Klassenarbeit schreibt Peter folgendes auf:
x(x + 2) = x(x + 3) | 2
X+2 =x+3 | -2
x=x+1

Die Gleichung x = x + 1 hat keine Lésung, also ist die Losungsmenge leer. L = 0.

a) Uberzeuge dich davon, daB 0 eine Lésung der Ausgangsgleichung ist! Beachte, daB
die Probe stets in der Ausgangsglei hung vor h ist!

b) Offenbar sind die Ausgangsgleichung und die Gleichung x = x + 1 nicht zueinander
dquivalent. Was hat Peter falsch gemacht? (L)

©) Wie wirdest du die Gleichung Iésen?

Zur Kontrolle der Rechnung beim Lésen einer Gleichung ist eine Probe zweckmadBig.
Wird in den folgenden Aufgaben nicht ausdriicklich etwas iber den Grundbereich der Vari-
ablen gesagt, so soll der Grundbereich die Menge der reellen Zahlen sein.

Aufgaben

1.

Uberprife, ob die in Klammern angegebenen Zahlen jeweils Lésung der Gleichung
sind! (Verwende den Taschenrechner!) (L fir b, d)

ay 1,2x— 3,6 =1,32 (3.9 4,1; —4,1)
b) —0,3x + 1,7 = 0,08  (5,4; —5.4)

€) x*— 0,2 =1,528 (1,2;1,02)

M x2+1=2325 (2,5;1,5; —1,5)

Gegeben ist die Gleichung 5x = 10, xeR.

W Gib drei Gleichungen an, die zu 5x = 10 dquivalent sind!

X) Ist die Gleichung 7x — 3,4 = 10,6 zu 5x = 10 dquivalent?

)Q’ Multipliziere beide Seiten der Gleichung 5x = 10 mit Null! Ist die Gleichung, die du
erhdlfst, zur Ausgangsgleichung aquivalent? Begriinde deine Antwort!

Gegeben ist die Ungleichung 2* < 40, xe N.

a) Welche der folgenden Zahlen erfillen die Ungleichung?
3;5;7;10; 2.

b) Nenne weitere Lésungen dieser Ungleichung!
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4  Gegeben ist die Gleichung x = l/;; ., X€eR.
a) Welche der folgenden Zahlen erfiillen die Gleichung? (L)
3;1,5;2; —0,5;5; —3;0; —1
b) Gib die Lésungsmenge dieser Gleichung an! (L)

5. Finde jeweils eine Losung der Gleichung durch Probieren!
a) x2—1=24 b) x* =27 c) =16
d) x? = 22,09 e) x*= 157,251 6 f) x® = 42,875
Lése folgende Gleichungen! Mache stets eine Probe!
6. a) 0=12x—30 e)%:S i) 858+ 1,2x = 2,4x + 9,3
b) 1,5x = 2,25 n-s=2 K) Sx+ 2+ x=20
¢) 5x—3=17 g)_LL+3=7 1) 18x + 9x = 44 + 5x
d)%=4.2 h) 11,2=6.3—% m) 8,4 — 6x = 10x — 9,6 — x
7.7 a)|x|—34=06 b) 7 + |x| =59 c) |x| + 0,25 =1,40
8. Gib jeweils drei Gleichungen an, die die angegebene Zahl als Lésung haben!

a)2 b) -3 c) 18 d) —08

9.*  Gib fiir jede der folgenden Gleichungen die Lésungsmenge an! (L)

a) x(x—1) =x(x+1) b) (x—2)(x —4) = (x—5)x
10. Lése die folgenden Gleichungen rechnerisch und graphisch!
a) 5=2x—7 b) —2=x—23 € —3x+3=0
)(. Vereinfache folgende Terme!
a) —2(5+3)— (6 +2) e) Ix—9x+6—7—134x
b) 188 — 1) + 3(5—19) ) 16— (x + 2) + (x — 20)
€) —7 49— (6— 24) g) x + 2(x — 5) — x(7 — 9)
d) (—40)- (6 —13) Xy x + 19(x + 3x) — 4(x + 5)
Lose folgende Gleichungen!
M2. a) 3(2x—1) =69 e) 5(3x + 4) = 140
b) 15— 9(x—7) = 2 ) 60 — 8(6 — 2x) = 4é
c) (x+5:7+9=30 g) 52— (2x—3)-8=12

d) 2x+1) = (x—7)- 4 h) 45— 2x) =10-(1 — x)

A%, a) 3x— (54 %) =9x—5(x+9) (L)
b) 100 + 2x — 9x + 15 =10 — 7x + 5 — 11x (L)
c) Bx+5)+ (5x—8) +7=10x— (3—2x—8) (L)
>d) x— (7x — 69) + (6x — 50) = 2x — (x — 8) (L)

14.  Lése folgende Gleichungen! Verwende dabei den Taschenrechner! Runde das Ergeb-
nis sinnvoll!
a) 1,2(3,1x — 1,5) = 14,1 b) 60,2 — 4,1(0,8x + 3,7) = 9,5

15.% Gegeben sei die Gleichung m * x + 4 = 16.
a) Fir welche natiirlichen Zahlen m ist die Losung der Gleichung eine ganze Zahl?
b) Kann man eine Zahl m so finden, daB 24 Lésung der Gleichung ist?
) Fir welche natirlichen Zahlen m ist die Lésung der Gleichung eine gerade Zahl? (L)

8



116 C Lésen linearer Gleichungen LE 11

11 Lineare Gleichungen mit Briichen

Bei der Losung von Aufgaben ergeben sich manchmal Gleichungen, in denen die Variable
in Brichen avuftritt. Oftmals lassen sich solche Gleichungen in lineare Gleichungen aquiva-
lent umformen. Wie man dabei vorgeht, zeigen die folgenden Beispiele.

2 +1 _ x siils
= Gsen.

Lésung: Zuerst beseitigen wir die Briiche, indem wir mit einem gemeinsamen Viel-
fachen aller auftretenden Nenner multiplizieren.

® 12 Es ist die Gleichung

2x +1 . : .
10 4 20
(x4 1)-207 _ x-20°
107 A
(2x +1)-2 = 5x Klammern auflésen
4x + 2 = 5x Ordnen
2 =X
L2241 2
Probe: o %
;_ = 1? (wahr) Ergebnis: L={2}

Die Variable kann auch im Nenner auftreten. Wie man dann die Gleichung 18st, wird an
dem folgenden Beispiel erldutert.

13 208 8 i
x 3
Lésung: = —F= 3 3x
B-A B _ 4.4
7 d
102 — 8x = 9x I + 8x
102 = 17x l 17
6=x

Ergebnis: L= {6}

Bei verschied An dungen in der Math tik und auch in anderen Unterrichtsfichern

ist es haufig erforderlich, eine Formel nach einer Variablen aufzulésen. Auch dabei werden

die Regeln zum &quivalenten Umformen von Gleichungen angewendet.

= 14 Gegeben sind der Flacheninhalt A und eine Seitenlinge b eines Rechtecks
daraus die Seitenldnge a ermittelt werden. Es ist A= a - b.
Um a zu ermitteln, wird die Gleichung nach a aufgelést:

Es soll

A=a-b | :b (zulassig, da b + 0)
A
B
A
=5
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m 15 Gegeben sind der Widerstand R und die Spannung U in einem Gleichstromkreis. Es
soll die Stromstirke | ermittelt werden. Es ist R = % 5

Wir lsen die Gleichung nach | auf: i

=Y | -1
I'R=U | :R
=4

Aufgaben
%< Lose folgende Gleichungen! Mache die Probe!

ap-t wEE gir gt

Ix=7 O L N T ]
3( Lase folgende Gleichungen!

o)¥=%<u 2Rty =Y

2x+3 2 x—7 5

) T O ;=g f) +

4
P’C—ia—=x_+s(” Wty

3. Ersetze a, b und ¢ durch Zahlen, so daB die Gleichung a + b(2x + 5) = c die folgende
Lésung hat!
a) 3 b) 7 c) —4 d) —2,5

2x+13

4. Lése die folgenden Gleichungen nacheinander nach den Variablen a, b und ¢ auf!
@ l=b B f-3=c®) 9F=c Di+r=10

5. Erlautere, welcher Sachverhalt den nachstehenden Formeln zugrunde liegt und lése
die Formeln jeweils nach der in Klammern angegebenen Variablen auf!

a) A=< () A="Fh ) D e=F O
- w
b) &+ f+y=180° (§) f)v=i,<s> k) P== ()
O V=a-bc (9 9v=20 D p=tm
o ZE_« @ [ QLI m) @ = c*m-AT (AT)
ZA [
6. Lose die folgenden Formeln nacheinander nach jeder der auftretenden Variablen auf!

a) a® + b2 = ¢? by W=F-s ) Al=«x-1-AT
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12 Losen von Sachaufgaben

Wir wollen uns nun solchen Sachaufgaben zuwenden, die mit Hilfe linearer Gleichungen
gelést werden konnen. Wie man dabei vorgeht, wiederholen wir an einem Beispiel. Wir
richten uns dabei nach den Schritten, die wir in Klasse 7 kennengelernt haben (/* 2. Um-
schlagseite).

m 16 Fir das Ausheben einer Baugrube mit einem Volumen von 21 000 m® werden zwei
Loffelbagger verschiedener Leistung eingesetzt. Nachdem der groBere Bagger, der
pro Stunde 130 m? Erde mehr aushebt als der kleinere, 16 Stunden und der kleinere
24 Stunden gearbeitet haben, ist die Baugrube ausgehoben.

Wieviel Erde hob jeder Bagger pro Stunde aus?®

Losung:
1. Wir iberlegen:
Gegeben: — insgesamt 21 000 m? Erde
- groBer Bagger schafft 130 m? pro Stunde mehr als kleiner Bagger
- groBer Bagger 16 Stunden, kleiner Bagger 24 Stunden.
Gesucht:  Wieviel Kubikmeter Erde hebt jeder der beiden Bagger pro Stunde aus?

2. Wir stellen eine Gleichung auf:

Kleiner Bagger: x m® pro Stunde; arbeitet 24 Stunden; schafft insgesamt: 24 + x m3.

GroBer Bagger: (x + 130) m® pro Stunde; arbeitet 16 Stunden; schafft insgesamt:
16(x + 130) m2.

Zysammen: 21 000 m?

24x + 16(x + 130) = 21 000

3. Wir lésen die Gleichung:

24x + 16(x + 130) = 21 000 Klammern auflésen
24x + 16x + 2080 = 21 000 Zusammenfassen
40x + 2080 = 21000 | — 2080
40x = 18920 I :40
x = 473

4. Wir machen die Probe am Text:

Kleiner Bagger: 473 m? pro Stunde.

GroBer Bagger: 473 m*® + 130 m® = 603 m?, also 603 m? pro Stunde.

24 - 473 + 16 - 603 = 21 000

Dem Sachverhalt angemessen, runden wir das Ergebnis auf ein Vielfaches von 10.

5. Antwortsatz: Der kleine Bagger hebt pro Stunde etwa 470 m?, der groBe etwa 600 m*

aus.
Aufgaben
1. Beschreibe die Objekte jeweils unter Verwendung einer Variablen!

a) Von zwei Zahlen sei die eine Zahl um 19 gréBer als die andere;

b) Von zwei Zahlen sei die eine Zahl um 34,5 kleiner als die andere;

€) Von zwei Zahlen sei die eine um 260 gréBer als die andere;

d) drei Zahlen; die zweite Zahl ist um 3 gréBer als die erste, die dritte ist um 5 kleiner
als die erste Zahl;

e) drei Seiten eines Dreiecks; die erste ist doppelt so lang wie die zweite Seite, und
die dritte Seite ist 2 cm kirzer als die erste Seite.
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X Wie heiBt die Zahl?
Vermindert man 76 um die gesuchte Zahl und multipliziert man die Differenz mit 3,
so erhalt man 210.

)( Gesucht sind zwei Zahlen. Die zweite Zahl ist um 18 gréBer als die erste. Multipliziert
man die erste mit drei und vermindert die zweite Zahl um 16, so erhélt man jeweils

dieselbe Zahl.
& Ermittle x im Bild C 31! (L)
X £
F 1o =
E A= 9L m? (-7 \1 9
o~
= N0 o+ 23
= . Bild C 33
K B la .
12w A~ 10m B
Bild C 31 Bild C 32

1 9 Der Flacheninhalt der im Bild C 32 gegebenen Figur ABCDEF soll 160 m? betragen.
Welchen Fldcheninhalt hat dann das blaue Dreieck? (L)

5. Der Umfang eines Rechtecks betrage 414 m. Die eine Seite ist um 23 m langer als die
andere Seite (/ Bild C 33).
a) Schatze die Lange der Seiten!
b) Ermittle die Seitenldngen des Rechtecks rechnerisch!
c) Berechne den Flacheninhalt des Rechtecks!

7. An einem im Gleichgewicht befindlichen zweiseitigen Hebel mit Hebelarmen von 21 cm
und 9 cm Lange ist eine Last um 0,6 N gréBer als die andere. Berechne beide Lasten!
Fertige zuerst eine Skizze an! (L)

8. Bei einem Wettbewerb um die ,,Goldene Fahrkarte** erreichte ein Schitze bei 3 SchuB
26 Ringe. Beim 1. SchuB erzielte er einen Ring mehr als beim 2. SchuB und beim 3.
SchuB zwei Ringe weniger als beim 2. SchuB. Wieviel Ringe erzielte er bei jedem
SchuB? (Fertige zuerst eine Tabelle an!)

7%, Gibt es drei aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen, deren Summe 842 betragt?

P Die Summe von vier aufeinanderfolgenden geraden Zahlen ist 252. Welche Zahlen
sind es?

)9" Udo sagt: ,,Ich habe mir zwei Zahlen aufgeschrieben, von denen die eine um 2 kleiner
ist als die andere. Wenn ich die gréBere mit 4, die kleinere mit 3 multipliziere und die
beiden Produkte addiere, ergibt sich 57.*

Welche Zahlen hat Udo aufgeschrieben? (L)

12.% ltem 1 Leb vnd 1 hunt vnt 1 Wolff. Die essen mit eynander 1 Schoff. Vnd der Leb esz
das Schoff alleyn in eyner Stund. Vnd der Wolff in 4 Stunden vnd der hunt in 6 Stunden.
Nu ist die frag, wen sy das Schoff all 3 mit eynander essen in wie langer Zeyt sy das
essen. (L)
(Aus einem Rechenbuch aus dem 15. Jahrhundert)
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Zusammenfassung

f(x) = mx + n, m = 0, sei eine lineare Funktion.
Die Gleichung

0=mx+n, xeR,

hat genau eine Lésung. Gehért die Lésung x, zum
Definitionsbereich von f(x) = mx + n, so heiBit x,

Nulistelle dieser Funktion. /{ *o X
t Nullstelle

Y flx)=mx +n

Lineare Gleichungen kann man rechnerisch und
graphisch I6sen.
2=07x+04

rechnerisch graphisch

2=07x+04 | —04 | f(x) =07x + 0,4

1,6 = 0,7x 1:07 | fix) =2
16 _
7= X
x~ 23 Ablesen: x &~ 2,2

Durch eine Probe kann man 2,3 als Lésung bestdtigen L = {2,3}.

Wegen der begrenzten Zeichen- und Ablesegenauigkeit erhdlt man beim graphischen
Lésen im allgemeinen einen Naherungswert.

Das Losen von linearen Gleichungen, in denen die Variable in Briichen auftritt, kann
auf das Losen von Gleichungen ohne Briiche zuriickgefihrt werden. Man beseitigt die
Briche, indem man jede Seite der Gleichung mit einem gemeinsamen Vielfachen aller
auftretenden Nenner multipliziert (vgl. Beispiel C 12).

Komplexe Ubungen

1

Eine lineare Funktion y = 2x + b nehme bei x = 4 den Funktionswert 9 an. Ermittle b!

Rechne im Kopf!

a) Ermittle n derart, daB die lineare Funktion f(x) = x + n die Nullstelle x, hat!

Rechne im Kopf! x,=3; %, =5; X, = —4; xo = —2.
b) Welchen Zusammenhang vermutest du zwischen der Nullstelle x, und n?

c) Beweise deine Vermutung, indem du die Gleichung f(x,) = 0, also die Gleichung

X, + n =0, 16st!

Gegeben sind die linearen Funktionen f,(x) = m,x + n, und f,(x) = m,x + n,.

Welche Bedingungen miissen m,, m,, n,, n, erfilllen, damit die Graphen der Funktionen

a) zusammenfallen,

b) parallel zueinander verlaufen, aber nicht zusammenfallen,
) einander in genau einem Punkt schneiden?

Gib fir jeden der drei Fdlle zwei Funktionen an!
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0

Zwei lineare Funktionen (1) und (2) schneiden einander in P(0; 4). Dabei hat (1) den
Anstieg 2 und (2) den Anstieg — 17 5

a) Stelle beide Funktionen in einem Koordinatensystem dar!

b) Gib fir (1) und (2) jeweils eine Funktionsgleichung an!

c) Berechne die Nullstellen von (1) und (2)!

Gegeben ist die Funktion f(x) = 2,2x — 1,5.

a) Zeichne den Graph der Funktion fir —2 < x < 4! (Wadhle als Koordinateneinheit
1cm!)

b) Lies die Nullstelle der Funktion aus der graphischen Darstellung ab!

c) Ermittle die Nullstelle der Funktion rechnerisch!

d) Der Graph der Funktion schneide die Ordinatenachse im Punkt P und die Ab-
szissenachse im Punkt Q. Gib die Koordinaten von P und Q an!

e) Berechne die Linge der Strecke PQ! ’

f) Eine Gerade g schneide die Ordinatenachse im Punkt R(0; —3) und die Abszissen-
achse im Punkt S. Die Gerade g liege parallel zum Graph von f(x) = 2,2x — 1,5.
Zeichne g in d Ibe Koordir Y ein!

g) g ist Graph einer Funktion.

Gib eine Gleichung fiir diese Funktion an!

h) Begriinde, daB APQO und ARSO einander dhnlich sind! (O sei der Koordinaten-
ursprung.) Gib einen Ahnlichkeitsfaktor an!

i) Ermittle den Flacheninhalt des Dreiecks PQO!

Ermittle eine Gleichung der linearen Funktion, die durch die Punkte P,(0; 6) und
P,(3; 7) geht!

Durch die folgenden Wertetabellen ist jeweils eine Funktion gegeben. Trage die gegebe-

nen geordneten Paare in ein Koordinatensystem ein! Ist die Funktion linear? Wenn ja,

so gib eine Gleichung fir die Funktion an!

u)xl—1|0|4,5|5 b)xl—4|—2|0|3
f | 4| 15| -5 | - ) | 95| as|—2s| 115

Lassen sich die Fahrkosten bei der Deutschen Reichsbahn in Abhdngigkeit von der Ent-
fernung mit linearen Funktionen beschreiben, und zwar
a) bei Fahrten mit einem Personenzug,

b) bei Fahrten mit einem Schnellzug,

c) bei Gruppenfahrten mit einem Schnellzug?

In einem Becherglas werden 500 g Wasser ﬁ Id‘ : oc
durch gleichmédBige Warmezufuhr
erwdrmt (/ Bild C 36). 0 18,0
Zuy jeder Warmezufuhr @ gehort genau 8 21,6
eine Wassertemperatur &. g 16 25,1
4= f(Q 2% 28,8
a) Stelle die Funktion graphisch dar! 32 32,2
b) Ermittle eine Gleichung, die die 40 358
Funktion méglichst gut beschreibt! 48 39,5
¢) Welche Temperatur erreicht das 6
Wasser, wenn die Wéarmezufuhr 75 kJ
betrdgt?
d) Welche Wérmezufuhr ist erforderlich, —

um das Wasser auf 80 °C zu erhitzen? Bild C 36
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.

3.

Eine brennende Haushaltskerze, die einmal 25 cm lang war, wird beobachtet. Zu Beginn
der Beobachtung ist sie 12 cm lang. Nach 20 Minuten ist sie nur noch 10 cm lang.

Nach einer weiteren Stunde betragt ihre Lange noch 4 cm.

a) Wie lange brennt die Kerze noch?

b) Wie lange kann die Kerze insgesamt brennen?

Der mittlere L.uffdruck p nimmt mit der Hohe h Gber "‘nm\ & ;}jnhﬁ
dem Meeresspiegel ab:
p = f(h). 0 1013
a) Stelle die Funktion graphisch dar! 1000 894
b) Ist diese Funktion linear? 2000 776
c) Uberpriife, ob es sich um eine umgekehrte Propor- 3000 696
tionalitat handelt! 4 000 614

Das Bild C 37 zeigt das Absinken des Kohlevorrats einer HeiBwasserbereitungsanlage.

a) Nach wieviel Tagen ist der Kohlevorrat verbraucht?

b) Ermittle den Jahresbedarf der Anlage!

c) Durch verbesserte Fahrweise der Anlage kann der tagliche Bedarf um 6,2% ge-
senkt werden. Wieviel Tage reicht der Kohlevorrat von 60 t dann?

d) Wieviel Tonnen Kohle werden durch die verbesserte Fahrweise der Anlage im Jahr

eingespart?
Bedarf an Elektroenergie

60 [ ‘ —

t \
2
£ 40 =}
§30 3
2 3

20 | .

10 - 1 ‘ — Junten

12 3 & 5 d 17 0 2 & 8 1?2 16 20 h 24

Leit Tageszeit
Bild C 38

Das Bild C 38 gibt die Belastung des Elektro-Stadtnetzes einer Industriestadt in Abhdn-

gigkeit von der Tageszeit an.

a) Zu welcher Tageszeit ist die Belastung am gréBten?

b) In welchen Zeitabschnitten steigt, in welchen fallt die Belastung?

€) Was kannst du noch aus der graphischen Darstellung ablesen? Uberlege Ursachen
fir die Erscheinungen!

Lése die folgenden Gleichungen im Kopf!
a) 8x = 24 d)8—x=24 g) x—8=24 k) |8 —x| =24

b) 8+ x =24 e) ~ =2 h) 8 = 24x 1) x(x—5)=2
8

o 2-wu f) §ix=12 i) [x—8| =26  m)x(x—2) =2
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17.

18.

Gegeben sind die Seitenldngen eines Trapezes (/ Bild C 39). Ermittle rechnerisch die
Seiten des Dreiecks DCE!

Die Zahl 80 ist so in zwei Summanden zu zerlegen, daB der eine Summand 60%, des

. anderen betragt!

Bei einer Losung gibt die Prozentzahl meist die Masse des gelésten Stoffes in 100 Masse-
teilen der Lésung an. Es soll eine 15prozentige Natronlauge hergestellt werden. Wieviel
Gramm Atznatron (NaOH) sind in 250 g Wasser zu lsen? (L)

Wieviel Wasser muB im Gradierwerk aus je 100 kg einer 7pr ti Sole verd y
damit die Sole 25prozentig wird?
E -8
52m § A
2 N 5 g 220
32m 27m N IS Om
10,3m Y
A B
(nicht mafstobgerecht)  Bild C 39 Bild C 40

Nach Messungen im Geldnde wurde eine Skizze angefertigt, die die MeBwerte enthalt
(/* Bild C 40). Berechne die Ldnge der Strecke AB!

Lose folgende Gleichungen!

W) (129x +58)-36 =572 b) 02— 358=48x—17) g *FTL_IES
= 17x 4+ 15 3 + 6x 15 4 7 7 5 1
N~ =% S ta=3 D=1

Ein Reisender steigt in ein Taxi und sagt zum Taxichauffeur: ,,Fahren Sie mich gerade-
aus jene Strecke, fir die der Zahlenwert der Streckenldnge (in km) gleich dem Zahlen-
wert des Fahrpreises (in M) ist.* Wie weit fdhrt der Taxifahrer den Reisenden? (L)

Begriinde, daB auch das folgende Verfahren zum Graph. der linearen Funktion
y = mx + n fihrt!

Zeichne ein rechtwinkliges Dreieck PQR mit P (0;n), Q(1;n) und R (1;n + m)! Die
Gerade PR ist der Graph der Funktion y = mx + n.

Wir wollen einmal annehmen, daB beim Taschenrechner SR1 nur noch die Tasten
(7], (#],(=],(x], (=] ,[=]) benutzt werden kénnen. Stelle einen Rechenablaufplan auf,
so daB dieser Rechner die Ziffer 1 (2; 3;...; 10) anzeigt!

Aus der Geschichte des Funktionsbegriffs

Eine der wichtigsten Entdeckungen der Menschen vor vielen tausend Jahren war, daB gewisse
Naturerscheinungen eine Folge anderer Ereignisse sind, daB also ein Zusammenhang zwi-
schen Ereignissen besteht. Diese Erkenntnis erméglichte es ihnen, ihre Umwelt gezielt zu be-
einflussen.

In der Mathematik tritt uns das Erk eines Z hangs zwischen Zahlen wohl zuerst
bei der Anlage von Zahlentafeln entgegen, die damit als eines der friihesten Rechenhilfsmittel
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P. Fermat W. Leibniz L. Euler

anzusehen sind. So verwendeten beispielsweise die Babylonier um 1800 v. d. Z. Multiplika-
tionstabellen, Quadratwurzeltabellen, sogar Tabellen von Kubikwurzeln. Zum Funktions-
begriff fihrten diese Tabellen und andere Formen aber noch nicht.

Die Herausbildung des Funktionsbegriffs vullzog sich im 17.Jahrhundert. Der durch die
gesellschaftliche Entwicklung zum Frihkapi ingeleitete Aufschwung von Mathematik
und Naturwissenschaften fihrte zu einem neuen technischen BewuBisein. Er lenkte die Auf-
merksamkeit auf das wissenschaftliche Studium von Verdnderungen, insbesondere von Be-
wegungsabldufen. Um diese mathematisch zu beschreiben, wurde der wichtige Begriff einer
Veranderlichen in die Mathematik eingefohrt. Die franzésischen Mathematiker P. FERMAT
(1601-1665) und R. DESCARTES (1596-1650) unterschieden bewuBt zwischen konstanten und
variablen GréBen.

Durch das Arbeiten mit Variablen ergab sich die Notwendigkeit, auch fir die Abhdngigkeit
der Veranderlichen neve Begriffe zu suchen.

Als erster verwendete der deutsche Philosoph und Mathematiker G. W. LEIBNIZ (1646-1716),
der Griinder unserer Akademie der Wissenschaften, die Bezeichnung ,,Funktion*.")

LEIBNIZ gebrauchte den Namen ,,Funktion* zundchst fir verschiedene Sachverhalte. In
Zusammenarbeit mit anderen Mathematikern formte sich aber bald ein bestimmter Begriffs-
inhalt heraus. Allgemein iblich wurde die Verwendung des Namens ,,Funktion*‘ besonders
durch die Arbeiten des Schweizer Mathematikers L. EULER (1707bis 1783), der im Jahre 1748
folgende Definition angab:

. Eine Funktion einer veranderlichen ZahlgroBe ist ein analytischer Ausdruck, der auf irgend-
eine Weise aus der verdnderlichen ZahlgréBe und aus eigentlichen Zahlen oder aus kon-
stanten ZahlgroBen zusammengesetzt ist.

Diese Definition wurde erst im 19. Jahrhundert verallgemeinert.

Die auf Seite 90 angegebene Definition bericksichtigt Ergebnisse des 19. Jahrhunderts. Sie
ist allgemeiner als die von EULER angegebene Definition, denn sie |aBt zum Beispiel auch geo-
metrische Abbildungen als Funktionen zu.

1) ,,Funktion* kommt aus dem Lateinischen und bedeutet so viel wie ,,ausfihren*, ,,eine Verpflichtung
erfillen*. g



D  Stereometrie

Wiederholung;
Volumen schiefer Prismen und schiefer Kreiszylinder

1 Prismen und Kreiszylinder (Wiederholung)

® 1 a) Welche Kérper im Bild D 1 sind Prismen, welche Kreiszylinder? Benenne maglichst
auch die anderen dargestellten Kérper! Nenne jeweils Gegenstinde, die diese Form
haben!
b) Bei welchen der dargestellten Kérper kann man von Grund- oder Deckflachen
sprechen?

Wir wissen: Bei jedem Prisma sind Grund- und Deckflidche kongruente n-Ecke und
zueinander parallel. Dies reicht aber noch nicht zur Charakterisierung von Prismen aus,
wie zum Beispiel das Bild D 1 i zeigt. L

® 2 a) Was muB in der Definition des Prismas noch gefordert werden? Erldutere den
Unterschied zwischen geraden und schiefen Prismen!
b) Beschreibe einen geraden Kreiszylinder! Erliutere dabei die Begriffe Grund- und
Deckfldche, Mantellinie und Mantel!

0

Bild D1
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Das Volumen gerader Prismen und Kreiszylinder ergibt sich als Produkt des Inhalts Ag der
Grundfldche und der (zugehdrigen) Kérperhohe h. Beim Kreiszylinder kann Ag durch den
Radius r oder den Durchmesser d des Grundkreises ausgedriickt werden.

> 1 Gerades Prisma Gerader Kreiszylinder
V=Ac*h V=Aa'h=m"b=%-d’-h

@ 3 Berechne von folgenden Kérpern das Volumen auf Kubikmillimeter genau und stelle
die Korper in Zweitafelprojektion dar!
a) Gerades Prisma mit einem gleichseitigen Dreieck als Grundflache (Grundkanten-
lange a = 3 cm, Héhe h = 6 cm)")
b) Kreiszylinder, der durch Drehung eines Rechtecks mit a = 6 cm und b = 1,5 cm um
eine der ldngeren ‘Seiten entsteht

Wir wissen: Bei Prismen sind alle Seitenkanten zueinander parallel; bei geraden Prismen
stehen sie senkrecht auf Grund- und Deckfldche, bei schiefen nicht. Entsprechendes gilt fir
die Mantellinien gerader und schiefer Kreiszylinder (Mantellinien sind diejenigen Verbin-
dungsstrecken von Grund- und Deckkreis, die parallel zur Verbindungsstrecke der Mittel-
punkte sind).

® . a) Zeichne Netze fir die im Auftrag D 3 dargestellten Korper!
b) Skizziere ein Netz fiir ein schiefes Prisma, das als Grundfldche ein gleichseitiges
Dreieck hat!
©) Ingmar behauptet, der Mantel eines schiefen Kreiszylinders ergdbe bei Abwicklung
in die Ebene ein Parallelogramm. Stimmt das?
Die Oberflache von Prismen und Zylindern setzt sich aus Grundflache, Deckflache und Mantel
zusammen. Fir Prismen und gerade Kreiszylinder kénnen wir den Inhalt der Oberfldche
bereits berechnen.

® 5 Berechne den Oberflacheninhalt der Kérper aus Auftrag D 3!

Aufgaben

4.  Von einem Quader sind gegeben: a = 4,3 cm; b = 6,5cm; c = 55cm.
a) Stelle den Quader in Zweitafelprojektion dar!
b) Zeichne ein Netz dieses Quaders!
c) Berechne das Volumen und den Oberflécheninhalt des Quaders! Runde auf Kubik-
millimeter bzw. auf Quadratmillimeter!

2. Lose die Aufgabe 1 fiir einen geraden Kreiszylinder r = 45 mm und h = 73 mm!

3. Ein gerades Prisma mit dem Volumen V = 138 cm?® und der Hohe h = 3,6 cm habe als
Grundflache ein gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck. Berechne die Langen der
Grundkanten! (Runde auf Millimeter!) Stelle das Prisma in Zweitafelprojektion dar!

A, Berechne die gesuchten GréBen fir gerade Kreiszylinder!
a) d=2cm; V =10 cm?®; gesucht: h (in mm)
b) V=125cm? h=25cm; gesucht:d (in mm)

') Gerade Prismen mit regelméBigen n-Ecken als Grundflidche werden regelmdBige Prismen
Bei regelmdBigen n-Ecken sind alle Seiten gleich lang und alle Winkel gleich groB.
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Berechne fir die geraden Prismen im Bild D 2 jeweils die mit Variablen gekennzeich-
neten Stiicke! (L)

Wie groB ist die Masse eines Mauerziegels, dessen Kanten zu 240 mm, 115 mm bzw.
71 mm gemessen wurden? (L)

Von einem zylindrischen Werkstiick wurden folgende GroBen ermittelt: Durchmesser
50 mm; Héhe 75 mm; Masse 1,150 kg. Berechne die Dichte des Materials!

Ein zylindrisches GefdB hat einen Innendurchmesser von 150 mm, und es ist 20 cm hoch.
Wie hoch ist es gefillt, wenn genau 2 | Wasser eingegossen werden?

Ein Aquarium, das die Form eines Quaders mit a = 35cm, b = 25 cm und h = 40 cm
hat, ist bis 12 cm unter dem Rand mit Wasser gefillt. Dieses Wasser soll in ein zylindri-
sches GefaB umgefillt werden. Gib drei verschied MindestmaBe (Innendurch

und Héhe) fir ein solches GefaB an!

a) Wie verandert sich das Volumen eines Prismas mit rechteckiger Grundflache, wenn
seine Hohe verdreifacht wird und seine Grundflache unverdndert bleibt (jede Seite
seiner Grundflache verdoppelt wird und seine Hohe unverdndert bleibt)?

b) Wie verdndert sich das Volumen eines Kreiszylinders, wenn sein Grundkreisradius
halbiert wird und seine Héhe unverdandert bleibt (sein Grundkreisradius verdrei-
facht und seine Hohe halbiert wird)?

Was gilt fur die Durchmesser (Hohen) zweier Zylinder mit gleichem Volumen, wenn
sich ihre Hohen (Durchmesser) wie 1: 2 verhalten? (L)

Aus einem rechteckigen Stiick Blech (@ = 12 cm, b = 20 cm) aBt sich auf zwei Arten der
Mantel eines zylindrischen GefaBes herstellen. Vergleiche die Volumina!

Jens meint: ,,Von zwei geraden Prismen mit gleicher Grundflache hat dasjenige mit dem
groBeren Oberflacheninhalt auch das gréBere Volumen.

Jorg antwortet: ,,Ja, und bei Prismen mit gleicher Héhe hat auch das mit dem gréBeren
Oberflédcheninhalt das gréBere Volumen.*

Nimm zu beiden Aussagen Stellung!.

Dritte Potenzen und Kubikwurzeln

Volumina kann man berechnen, indem man drei Langen miteinander multipliziert; dies
macht auch der Exponent 3 in den Einheiten deutlich (zum Beispiel m?). Sind alle drei Langen

gleich, so kann fir den Zahlenwert ebenfalls die Potenzsct

benutzt werden. Vorteil-

haft ist eine solche Uberlegung fir die Arbeit mit dem Taschenrechner.
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Ist z. B. das Volumen eines Wiirfels mit der Kantenldnge 7,3 cm zu berechnen, so kénnen wir
die K t tik an d

7,3 (x] (=] (=] [389.017]

Man kann 7,32 jedoch auch durch Betdtigen der Taste y* ermitteln:

1307 3=
Die Taste y* erméglicht die Berechnung beliebiger Pot Potenziert wird diejenig Zahl y
(die Basis), die vorher in der Anzeige war, und zwar mit der hlieBend ein: b

Zahl x als Exponent. Anders als bei der Quadrattaste x2 erscheint das Ergebnis |edoch erst,
nachdem die Taste = gedrickt ist.

® 6 a) Die Kanten eines Wiirfels sind 12,7 cm lang. Gib sein Vol auf Kubikzentimet
genau an!
b) Wie miBte die Angabe erfolgen, wenn die Kantenldnge ein MeBwert ist und man
sich nach den Regeln iiber das Rechnen mit MeBwerten richtet?
c) Berechne 5,16%; 23,84%; 293,5°; 0,47°; 0,0862°!
Vergleiche die Ergebnisse mit den Resultaten von Uberschlagsrechnungen, die du
vorher im Kopf ausgefiihrt hast!

Wir wollen in Zukunft vorzugsweise mit der Taste y* arbeiten, um uns an ihre Benutzung
zu gewdhnen.

m 1 Esist das Volumen eines Zylinders mit quadratischem Achsenschnitt zu berechnen, des-
sen Grundkreisradius zu 18,7 cm gemessen wurde.

Losungsiiberlegung: Quadratischer Achsenschnitt bedeutet, daB die Hohe des Zylinders
ebenso lang wie der Durchmesser des Grundkreises ist (/* Bild D 3).

Gegeben: r =187 cm; h=d = 2r Gesucht: V (in dm?) -
Lésung: V = wrth =mwr?-2r = 27r®

V=2r-187>cm?
Uberschlag: V ~ 2 -3+ 20% cm® = 6 - 8000 cm?® = 48000 cm?

Ablaufplan®): 2 (%)(T) (%) 18,7 (¥ 3 [=) [41087.005] S

Vergleich mit dem Uberschlag: 41087,005 ~ 48000 Bild D3
Antwortsatz: Der Zylinder hat ein Volumen von 41,1 dm?3.

|
[
I
T

Wir haben das Ergebnis nach den Regeln des Arbeitens mit Naherungswerten auf 41 100 cm?,
das sind 41,1 dm?, gerundet.?) Wenn aus dem Text nicht (durch das Wort ,,gemessen*) her-
vorginge, daB es sich um einen realen Kérper handelt, diirfte das Ergebnis auch mit mehr als
dreistelliger Genavigkeit angegeben werden. Zur sinnvollen Resultatsangabe werden wir
aber stets wie im Beispiel D 1 verfahren.

Die dritten Potenzen natiirlicher Zahlen nennt man auch Kubikzahlen?®): 13 =1, 2* =8,
P=27, ...

Zur Ermittlung der dritten Potenzen rationaler Zahlen steht uns neben dem Taschenrechner
noch die Tabelle auf den Seiten 8/9 des Tafelwerks zur Verfigung. Mit dieser Tafel wird

1) Bei Taschenrechnern ohne Vorrangautomatik fiir das Potenzieren muB mit der Berechnung von
18,72 begonnen werden.

2) In Wirklichkeit ist das Ergebnis noch ungenauer. Der MeBwert r = 18,7 cm bedeutet ndmlich
18,65 cm < r < 18,75 cm. Daraus erhdlt man 40,76 dm® < V < 41,42 dm?.

3) cubus (lat.) - Wiirfel; vgl. ,,Kubikmeter**
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genauso gearbeitet wie mit der Quadrattafel. Wie diese enthilt sie vierziffrige Angaben (fast
durchweg Naherungswerte) fiir die Potenzen. Die dritten Potenzen der Zahlen im Intervall
1,00 bis 9,99 kénnen unmittelbar aus der Tafel abgelesen werden. Fiir andere Zahlen sind
gesonderte Uberlegungen zur GroBenordnung erforderlich.
® 7 Ermittle mit der Kubiktafel 3,58%; 35,8%; 0,358%!
Erldutere an den Faktorenzerlegungen 35,8 = 3,58 - 10 und 0,358 = 3,58 110 die Regel
Uber das ,Riicken des Kommas* aus dem Tafelwerk (S. 8 unten)!

Mit der Kubiktafel 1aBt sich auch umgekehrt bei vorgegeb dritter Potenz die Basis (ndhe-
rungsweise) ermitteln. Fur 496,8 beispielsweise erhdlt man wegen 7,92° = 496,8 als Kubik-
wurzel oder dritte Worzel 7,92;

man schreibt

Y4968 = 7,92.

Allgemein versteht man unter der Kubikwurzel einer reellen Zahl a =0 diejenige
Zahl b, deren dritte Potenz die Zahl a ist:

3,
Fira>0ist Ja = b gleichbedeutend mit b* = a.

Wie bei der Quadratwurzel wird die Zahl a, von der die Kubikwurzel bestimmt wird, Radi-
kand’) genannt.

@ 2 Zu ermitteln ist die Kantenldnge eines Wiirfels, dessen Volumen 325 dm? betrégt.
Gegeben: V = 325 dm® Gesucht: a (in dm)
Lésung: V=a* a= :1‘/&7; a= i/mdm
Uberschlag: Wegen 73 = 49 -7 ~ 350 ist a ~ 7 dm

Arbeit mit der Tafel: Die Kubiktafel enthdlt 325 als dritte Potenz nicht, aber 324,2 und
325,7. Die letztere Zahl liegt ndher an 325; sie liefert 6,88.

Vergleich mit dem Uberschlag: 6,88 ~ 7
Antwortsatz: Die Wirfelkanten sind 6,88 dm lang.

Wenn der Radikand nicht im Intervall von 1 = 1% bis 1000 = 10° liegt, sind - wie beim
Quadratwurzelziehen mit der Tafel - zusatzliche Uberlegungen nétig.

w3 a) 18120 = J1000-812 — J1000 - /812 = 10- 2,01 = 204

b) 181200 = J1000-81,2 = 7000 - /812 = ...
¢) V812000 = J7000-812 = ...

® 8 a) Vervollstindige das Beispiel D 3!
3y — 85— 3
b) Ermittle analog mit Hilfe der Kubiktafel 0,536, 10,053 6 und 0,005 36 !

c) Jemand erhalt 3}/1 861 = 26,5. Zeige durch einen Uberschlag, daB diese Angabe
falsch sein muB! Welcher Fehler hat wohl zu ihr gefihrt? Ermittle den richtigen
Wert!

') radix (lat.) - Wurzel; vgl. ,,Radieschen*

9 [(000810)
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Beim Ermitteln der Kubikwurzeln mit dem Taschenrechner SR 1 werden die Tasten y* und :—

bendtigt.) Man bedient den Rechner so, als sei der Radikand ,,mit % zu potenzieren*.

=« Aufgabe Ablaufplan Anzeige
9 g

J1/1‘ 790

4790 (¥ 3 &) (=) | 16.8569

Obwohl der Taschenrechner mehr Stellen als die Kubiktafel liefert, handelt es sich auch hier
(fast durchweg) nur um Ndéherungswerte. Die meisten Kubikwurzeln rationaler Zahlen
sind - ebenso wie die Quadratwurzeln — irrationale Zahlen.

® 9 a) Uberprife das Ergebnis im Beispiel D 4, indem du mit 3 potenzierst! Verfahre ent-
sprechend mit W ! Liefert der Taschenrechner hier einen genauen Wert?
b) Rechne entsprechend dem folgenden Ablaufplan!
28561 4 =
Welche Eigenschaft hat wohl die berechnete Zahl? Uberprife deine Vermutung!

Aufgaben

A. Ermittle folgende Kubikzahlen! (Rechne, wo es méglich ist, im Kopf! Mache bei den
anderen Aufgaben erst einen Uberschlag!)
a) 57% 12,1%; 0,8%; 8,94%; 0,02%; 444%; 17,3%; 0,002 5°
b) 6,8%; 0,68%; 90%; 0,09%; 13,7%; 1 370%; 0,005°; 206°
2 Ermittle folgende Kubikwurzeln! Mache erst einen Uberschlag!
3 3 —. 3 3 —
a) V376 Va7e; Vim; Vizs; Jeer; Voser; Jerz; V512
8— 3 3 3
) Ve8; Joes; Jeso; Jo25: V1250; V2197; V297 V297
a) Welche Werte in der Kubiktafel (/* Tafelwerk S. 8/9) sind keine Ndherungswerte?

b)* Wie kann man fir 2,3° aufgrund des Ndaherungswertes in der Tafel sofort den
genauven Wert angeben? Gib weitere Zahlen an, bei denen das méglich ist! (L)

LS Berechne fiir einen Wiirfel aus Stahl mit der Kantenldnge 655 mm die Masse in Kilo-
gramm!
5. Ein Zylinder habe einen (Grundkreis-) Durchmesser von 17,8 cm und eine Héhe, die

gleich seinem Grundkreisumfang ist. Berechne sein Volumen!

6 Fir einen Betrieb soll ein wirfelférmiger geschlossener Behdlter hergestellt werden,
der 1,45 hl Flussigkeit fassen kann. Es werden Bleche von 5 mm Stirke verwendet.
Ermittle die dGuBeren Abmessungen! (L)

Zu Anschauungszwecken sollen aus Stahl, Kupfer und Aluminium drei Wiirfel mit der
gleichen Masse von 100 g hergestellt werden. Berechne die jeweiligen Kantenldangen!

Ein Prisma habe als Grundfldche ein gleichseitiges Dreieck mit der Kantenlange a,
seine Hohe sei 2a und sein Volumen betrage 755 cm?. Berechne a! (L)

1) Hinweis: Es gibt auch Taschenrechner (etwa den MR 610), bei denen Kubikwurzeln mittels einer
besonderen Taste ermittelt werden kdnnen.
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3 Das Volumen schiefer Prismen

@ 10 Das Bild D 4 zeigt ein Prisma in Zweitafelprojektion. Ev H F" 6"
Der Originalkérper hat die MaBe
AB (= CD) = 7,0cm; AD (= BC) = 5,0 cm;
AE (= CG) = 6,0 cm.
Das Lot von C auf AB ist 4,0 cm lang.
a) Zeichne auf starkem Papier ein Netz dieses Prismas! A bl B |

Versieh es mit Klebefalzen und klebe es zusammen!

b) Erldutere, warum man diesen Kérper sowohl als 0.y o
gerades als auch als schiefes Prisma ansehen kann!
Gib dann jeweils Grundflache und Hohe an!
c) Berechne das Volumen! AE CAS
Bild D4

Fir gerade Prisinen kennen wir bereits die Volumenformel. Mit ihr kann man das Volumen
eines Prismas wie im Auftrag D 10 berechnen.

¢, 1 Erldutere, daB die Volumenformel V = Ag - h auch den richtigen Wert liefert, wenn
man das Prisma aus Auftrag D 10 als schief ansieht, beispielsweise ABFE als Grund-
flache wahlt!

Man kann sogar das Volumen jedes sohie Prismas nach der bekannten Formel ermitteln.

> 2 SATZ: Das Volumen V eines jeden Prismas
mit dem Grundflécheninhalt Ag und der
zugehdrigen Hohe h betrégt: V=Ag"h

Fir den Fall schiefer Prismen stehen uns die mathematischen Hilfsmittel fir einen Beweis nicht
zur Verfigung. Deshalb begniigen wir uns mit einer Uberlegung, die die Giltigkeit dieses
Satzes nahelegt. Dazu stellen wir uns vor, daB ein schiefes Prisma aus einem geraden (,” Bild
D 5) folgendermaBen entsteht: Das gerade Prisma wird in Schichten zerlegt, und aus diesen
Schichten wird ein ,, Treppenkérper* (* Bild D 6) aufgebaut. Er hat dann gewiB das gleiche
Volumen wie das gerade Prisma. Allerdings ist er noch kein schiefes Prisma. Er kommt aber
einem solchen um so ndher, je dinner die Schichten sind, aus denen er aufgebaut ist. Eine gute
Vorstellung davon bekommt man anhand von zwei gleich hohen Stapeln Spielkarten, deren
Volumengleichheit erhalten bleibt, wenn man die Form eines Stapels verédndert. Nimmt man
statt der Spielkarten dinne Papierbldtter, so unterscheidet sich der Treppenkérper noch
weniger von einem schiefen Prisma.

Diese Uberlegungen fishren uns zu der Einsicht, daB das Vol hiefer Prismen ebenfall.

nur vom Grundflacheninhalt und der zugehérigen Hohe abhangt.

Bild D5 Bild D6

9*
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® 12 Formuliere eine analoge Aussage fir den Fldchen-
inhalt ebener Figuren, beispielsweise fiir Dreiecke
(/ Bild D7)! h

Aufgaben BISIRY L—g——l

1. Der Mittelpunkt der quadratischen Deckflache eines Prismas liege senkrecht iiber
einem Eckpunkt der Grundflache. Die Grundkante sei g, die Héhe h und das Volumen V.
Berechne jeweils die fehlende GréBe und stelle das Prisma in Zweitafelprojektion dar!

a) a=4cm b) a =8cm €) h=3cm d) h =4,7cm
h=6,2cm V=320cm?® V=75cm? V=126 cm?
2. a) Warum muB ein Kérper, der gleichzeitig als gerades und schiefes Prisma ange-

sehen werden kann, ein vierseitiges Prisma sein?
b)* Kann ein (1) dreiseitiges, (2) vierseitiges, (3) finfseitiges Prisma genau eine (zwei,
drei) rechteckige Seitenflache(n) haben? (L)

Y Die Grundflache eines Prismas sei ein Rechteck. Der Mittelpunkt der Deckfldche liege
senkrecht iiber dem Mittelpunkt einer der kiirzeren Seiten der Grundflache. Die Lange
der Seitenkanten sei s. Berechne jeweils die zu ermittelnden GréBen und stelle das
Prisma in Zweitafelprojektion dar!

i(j a=42cm; b=128cm; h=35cm; zuermitteln ist V.

b) a=32cm; b=51cm; s==6cm; zu ermitteln sind h und V.
c) a=56cm; h=48cm; V=47cm? zuermittelnsind b unds.

d)a=19cm; b=37cm; V=26cm?® zuermittelnsind h und A,.

4. Die Grundfldche eines Prismas sei ein gleichschenkliges Dreieck mit der Basis ¢ und
mit h. als zugehdriger Héhe. Der Basismittelpunkt des Deckflachendreiecks liege
senkrecht iiber der Spitze des Grundflachendreiecks. Zu ermitteln sind Volumen sowie
Grund- und Seitenkanten(ldngen). Skizziere den Kérper!

a) c=6cm; ho=53cm; h=98cm b) c=78mm; he =32mm; h =48 mm

4  Der Satz von CAVALIERI und das Volumen
schiefer Kreiszylinder

Die Uberlegungen, die uns die Ubereinsti g des Vol von geraden und schiefen
Prismen gleicher Grundflache und Héhe erk lieBen, k& in verschied Hinsicht
verallgemeinert werden. Dabei werden immer Kérper gleicher Hohe verglichen, die aus
Schichten aufgebaut sind.

Damit ihre Volumina gleich sind,

— muB der eine aus dem anderen nicht unbedingt

allein durch Verschieben der Schichten her- BY%
vorgehen (/ Bild D 8), L
- missen die Querschnitte, die die Schichten in T ——
i ——

gleicher Hohe begrenzen, nicht
kongruent sein; es genigt Fldch
(/ Bilder D 9 und D 10),

— missen die Kérper nicht ebenfldchig begrenzt
sein ( Bild D 10). Bild D8

leichheit
9
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Bild D10

Derartige Uberlegungen filhren zu einem Satz, der auf den italienischen Mathematiker
FRANCESCO BONAVENTURA CAVALIERI (1598-1647), einen Schiler von GALILEI, zuriickgeht.

>3 Satz von CAVALIERI: Von zwei Kérpern mit den Vol V, und V, mégen die

" Grundfléchen in ein und derselben Ebene liegen. Wenn dann gilt

(1) die Grundflichen haben den gleichen Inhalt,

(2) die Héhen sind gleich lang,

(3) jeder ebene Schnitt parallel zur Grundfliche erzeugt bei beiden Kérpern in-
haltsgleiche Schnittfldchen,

soistV, = V,.

Ein entsprechender Satz gilt auch fir Kérper, bei denen man nicht von einer Grundflache
sprechen kann (/7 Bild D 11).

Zu jedem schiefen Kreiszylinder gibt es auch einen geraden Kreiszylinder mit gleicher Héhe
und gleichem Grundkreisradius.

® 13 Erlautere anhand des Bildes D 12, daB fir beide Kreiszylinder die Bedingungen des
Satzes von CAVALIERI erfillt sind!

Bild D11 Bild D12

Auch das Volumen eines schiefen Kreiszylinders ergibt sich nach einer der bekannten For-
meln:

V=mri-h V=" d"h
Avufgaben
~. Berechne die Hohe eines Kreiszylinders, von dem folgende GréBen gegeben sind!

™a) V=190cm? r=3cm b) V=160cm? d=65mm
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Bild D13 Bild D14

Bei einem schiefen Kreiszylinder seien Grund- und Deckfléche so gegeneinander ver-
setzt, daB ihre Grundrisse einander beriihren. Der Grundkreisdurchmesser sei d, die
Lange einer Mantellinie s = 2d = 140 mm. Fertige eine Skizze an und berechne das
Volumen!

~N

1% a) Die ebene Figur F im Bild D 13 wird von zwei zueinander parallelen Strecken der
_ Lange 4,5 cm und zwei Halbkreisen mit dem Radius 1,2 cm begrenzt. Berechne
ihren Flacheninhalt!

b) Man kann den Flacheninhalt von F auch nach einem Satz berechnen, der dem fiir
den Raum giltigen Satz D 3 entspricht (* Bild D 14). Formuliere diese Aussage
und berechne nach ihr ebenfalls den Fldcheninhalt von F! Vergleiche mit dem Er-
gebnis von a)!

- SO
Py ramiagen

5 Pyramiden — ihre Kanten und Begrenzungsfléichen

Der Name ,,Pyramide* fir gewisse geometrische Kdrper st t von talen Bau-
werken her, die in Agypten im 3. Jahrtausend v. u. Z. als Grabstatten der Pharaonen er-
richtet wurden und heute noch eine Sehenswiirdigkeit darstellen ( Bild auf dem Innentitel
des Buches, auf Seite 1). lhr Bau war mit groBen Anstrengungen und Opfern unter den Er-
bauern, darunter vielen Sklaven, verbunden. Auch in anderen Kulturen, beispielsweise bei
den Mayas in Mexiko, wurden als Grabstatten oder Sternwarten Bauten errichtet, die man
Pyramiden nennt.

» 14 Worin weichen die Bauwerke im Bild D 15 von dem ab, was du iiber Pyramiden als
geometrische Kérper bereits weiBt?

Pyramidenbauten haben als Grundflache (fast) immer ein Quadrat, und ihre Spitze befindet
sich senkrecht Uber dessen Mittelpunkt. Beim geometrischen Kérper ,,Pyramide** muB das
nicht so sein.

Bild D 15: Pyramide der Mayas in Mittelamerika und zwei dgyptische Pyramiden

Bild D15
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>4 DEFINITION: Ein geometrischer Kérper heiBt n-seitige Pyramide, wenn er be-
grenzt wird von

(1) einer n-Ecksfldche und

(2) n Dreiecksfldchen, die einen Eckpunkt gemeinsam haben.

Eine Pyramide kann man sich dadurch entstanden denken, daB man die Punkte eines n-Ecks
mit einem Punkt S, der nicht in der Ebene des n-Ecks liegt, verbindet.

Das n-Eck heiBt Grundfléche, die n Dreiecksflaichen Seitenfléchen und S die Spitze der
Pyramide. Das Lot von S auf die Grundflachenebene (oder auch seine Lénge) heiBt Hohe
der Pyramide; dabei nennt man S’ auch HéhenfuBpunkt (,* Bild D 16).

Die Seiten der Grundflache der Pyramide bezeichnet man als Grundkanten, die von der
Spitze ausgehenden Kanten als Seitenkanten der Pyramide.

© 15 a) Das Bild D 17 zeigt eine dreiseitige Pyramide ABCD, ein Tetraeder'). Was laBt
*sich hier Uber Grundfléche, Spitze und Hohe sagen? *
b) Stelle eine 4 seitige Pyramide im Grund- und AufriB dar, bei der die Grundfldche
ein Rechteck ABCD mit a = 4 cm, b = 5,5 cm ist und die Héhe 6 cm betrdgt!

/4

4 3
A

Finfseitige Pyramide Gerade vierseitige
Pyramide

Bild D16

Man unterscheidet gerade und schiefe Pyramiden. Eine solche Unterscheidung ist jedoch nur
sinnvoll, wenn in der Grundfldche ein Punkt M derart enthalten ist, daB bei einer Drehung
um M die Grundflache auf sich selbst abgebildet wird (Drehwinkel x < 360°). Bei geraden
Pyramiden féllt der HéhenfuBpunkt S’ mit M zusammen, bei schiefen nicht (* Bild D 16).
Gerade Pyramiden mit regelmdBigen n-Ecken als Grundflache nennt man auch regelméBige
Pyramiden.

Bei Berechnungen an Pyramiden muB man sorgfaltig zwischen der Kérperhdhe und den
Hahen der Seitenflachen unterscheid

S

Bild D17 Bild D18

1) tetraedron (griech.) - Vierflachner



136 D Pyramiden ’ LES

® 16 a) Vergleiche die Seitenflachen der geraden Pyramide ABCDS mit rechteckiger Grund-
flache (/ Bild D 18) fur den Fall a = b und fiir den Fall @ = b (,,quadratische Py-

ramide*)!

b) Erlautere anhand des Bildes D 18, welche rechtwinkligen Dreiecke man bei einer
quadr: hen Pyramide benutzen kann, um aus Grundkante a und Hohe h die
Seitenkante s zu berechnen!

c) Berechne die Hohen der Seitenflachen fir eine gerade Pyramide mit den MaBen
aus Auftrag 15b!

Die Seitenflachen einer Pyramide bilden ihren Mantel. Aus Mantel und Grundflache setzt
sich die Oberfléche der Pyramide zusammen. Fir die Berechnung des Oberfldcheninhalts Ao
einer Pyramide sind also die Inhalte Ay des Mantels und Ag der Grundfldche zu addieren:

Ao = Ay + Ag.
® 5 Das Dach eines Hauses hat die Form einer geraden quadratischen Pyramide mit der

Grundkantenldnge a = 12,0 m und der Héhe h = 2,5 m. Wie groB ist der Inhalt der
Dachflache?

h 1

Losungsiberlegung: Zu ber ist der A halt der Pyramide. Er setzt sich zu-
sammen aus den Inhalten der vier Seitendreiecke. Da die Pyramide gerade und qua-
dratisch ist, sind die Seitenflachen zueinander kongruente gleichschenklige Dreiecke
und damit flacheninhaltsgleich.

Losung: Es gilt Ay = 4- =2+a-h,.
h2 = a2 + h2
Nach dem Satz des Pythagoras 9 2
kann die Seitenflachenhdhe h, g
berechnet werden: ho= V(?) + h?
Damit erhalten wir Am = 2a- V(%)’ + h?
® 17 a) Filhre die im Beispiel D5 b Rect g zu Ende! (L)

b) Berechne die angen der qu:hgrute (Seltenkunten)' (L)

Aufgaben

1. Zeichne ein Netz und ein Schragbild
a) der regelmaBigen sechsseitigen Pyramide mit der Grundkante a = 3,2 cm und der
Seitenkante s = 5 cm,
b) der dreiseitigen Pyramide, deren Begrenzungsfldchen vier gleichseitige Dreiecke
mit a = 4,3 cm sind (,,regelmaBiges Tetraeder*)!

e Von einer geraden quadratischen Pyramide sind gegeben:
a) a=35cm; h=55cm, b) a=55mm; hy=6cm, ¢€) h=6m; hy=75m.
Berechne jeweils den Oberflacheninhalt! Skizziere je ein Netz!

3 Ein Spielzelt fir Kinder hat die Gestalt einer geraden quadratischen Pyramide. Der
Umfang am Boden wurde mit 3,5 m ermittelt. Der Stab, der die Spitze abstiitzt, ist
1,10 m lang. Berechne den Inhalt des Mantels! (L)
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L Von einer regelmaBigen dreiseitigen Pyramide wurden die Grundkante a und die
Seitenflachenhéhe h, gemessen. Berechne Ay, wenn die Messung a = 5,1 cm und
hg = 3,4 cm ergab!

5. Ein Dach in Form einer quadratischen Pyramide mit 5,80 m langer Grundkante und
2,55 m Seitenflachenhdhe soll mit Dachpappe gedeckt werden. Welcher Preis ist fir
die Dachpappe zu veranschlagen, wenn 1 m? Pappe 1,10 M kostet und 109, Zuschlag
fur Oberlappungen und Verschnitt gerechnet werden missen? (L)

6.* Eine gerade Pyramide mit rechteckiger Grundflache und der Seitenkantenldnge 8 cm
hat einen Mantelinhalt von 140 cm?2. Sie wird durch eine Ebene parallel zur Grundfléache
geschnitten; dabei wird eine Pyramide abgeschnitten, deren Seitenkanten 4 cm lang
sind. Wie groB ist der Mantelinhalt der abgeschnittenen Pyramide? Skizziere den Sach-
verhalt! (L)

6 Das Volumen von Pyramiden

@ 18 Wie verandert sich das Volumen eines Prismas (eines Zylinders), wenn
a) die Hohe vergréBert wird und die Grundflache unveréandert bleibt?
b) die Grundflache verkleinert wird und die Héhe unverandert bleibt?
Stelle derartige Uberlegungen auch fiir Pyramiden an!

Wie bei Prismen und Zylindern hangt auch bei Pyramiden das Volumen allein vom Grund-
flacheninhalt und der Hohe ab. Zwei Pyramiden mit gleichen Grundflacheninhalten und
Héhen erfillen namlich die Vor gen des Satzes von CAVALIERI. Zum Nachweis
geniigt es zu zeigen, daB durch jeden ebenen Schnitt parallel zur Grundflache im gleichen
Abstand a bei beiden Pyramiden flachengleiche Schnitfiguren erzeugt werden. Das folgt
aber daraus, daB die Schnitfiguren zur jeweiligen Grundflache @hnlich sind.

@® 19 a) Begriinde anhand des Bildes D 19 die Ahnlichkeit von Grundflache und Schnitt-
figur fir eine dreiseitige Pyramide und fir eine Pyramide mit rechteckiger Grund-
flache!

b) Erldutere, wie aus der Flachengleichheit der Grundflachen die Flachengleichheit
der Schnittfiguren folgt! (L)

> 5 SATZ: Py den mit gleich  Grundflicheninhal und Hdhen sind volu-
mengleich. > :

Bild D19



138 D Pyramiden LE6

4

Bild D 20 Bild D 21

Bei Prismen und Zylindern besteht sogar direkte Proportionalitdt zwischen Grundflachen-
inhalt und Volumen bei gleicher Hohe sowie zwischen Kérperhdhe und Volumen bei gleichem
Grundfldcheninhalt. Auch bei Pyramiden ist dies so; deshalb kann man als Volumenformel
ansefzen:

V=c-Ag"h
Dabei ist ¢ ein noch zu ermittelnder konstanter Faktor.

@ 20 a) Warum muB gewiB ¢ < 1 gelten?
b) Erldutere anhand des Bildes D 20, daB sogar ¢ < % sein muB!
) Ein Wiirfel (Kantenlange a) 1aBt sich durch geeignete Schnitte in 6 volumengleiche

(sogar kongruente) Pyramiden zerlegen (” Bild D 21); ihre Spitze ist jeweils der
Wiirfelmittelpunkt. Ermittle ¢!

6 SATZ: Das Volumen V jeder Pyramide
mit dem Grundfldcheninhalt Ag und

der Hahe h betriigt V=14c-h.

Auf einen Beweis dieses Satzes verzichten wir. (Die Aufgabe 7* auf Seite 140 1Bt den Grund-
gedanken fir einen solchen Beweis erkennen.)

Die Erbauer der ersten Pyramiden, die Agypter, besaBen wahrscheinlich keine K

zur Ermittlung des Rauminhalts beliebiger
Pyramiden. Jedoch findet sich in dem knapp
4 Jahrtausende alten, nach seinem jetzigen
Aufbewahrungsort benannten Moskaver Pa-
pyrus die Berechnung fir einen ganz speziel-
len ,,Pyramidenstumpf* (7 Bild D 22).

Im antiken Griechenland wuBte man bereits,
daB Pyramiden mit gleichem Grundfldchen-
inhalt und gleicher Hohe gleiches Vol
haben. Dieser Satz findet sich in den berithm-
ten ,,Elementen des EUKLEIDES (365-300 g e
v.u.Z.), ebenso wie die Aussage, daB das et 1A XoRST

Volumen jeder Pyramide ein Drittel des Vo- . _ HMXELH&{EE:I .|
lumens eines Prismas mit gleicher Grund- ey Wy zzt.unr_\_oo s
flidche und gleicher Hohe betrdgt. ! . . o_}rlci?: g
m ; HRABRIAS o |
s P e
e Do i ; 1Rt 1&~ TP
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Eine gerade quadratische Pyramide sei 0,85m hoch und habe ein Volumen von 4281 dm?.
Wie lang sind ihre Grundkanten?

Lésungsiiberlegung: Die Volumenformel V = % Ag - h lautet fiir diesen Fall V = 1? a?-h.
Daraus laBt sich die Lange a der Grundkanten berechnen. Damit sie sich in Meter
ergibt, muB die Volumenangabe in Kubikmeter umgerechnet werden.

Gegeben: h = 0,85m; V= 4281 dm? = 4,281 m*

Gesucht: a (in Meter)

o ow o L ati g SV _l/ﬂ_l/avum
Losung.V——s—a h.a_h,a_ =V <&m

Uberschlag: a ~ }16m = 4m
Ablaufplan: 3 (X) 4,281 (=] 0,85 (=) (V) [3.8870827]

Vergleich mit Uberschlag: 3,88 ... ~ 4
Antwortsatz: Die Grundkanten der Pyramide sind etwa 3,9 m lang.

Aufgaben

X

Die Grundflache einer Pyramide sei ein Rechteck mit den Seitenlangen 23,5 cm bzw.
16,8 cm.
Wie groB ist das Volumen, wenn die Héhe mit 18,2 cm angenommen wird?

Eine Pyramide habe als Grundflache ein gleichschenkliges Dreieck (Ldnge der Basis
4,2 cm, Lange der Schenkel 7,5 cm). Die Hohe sei 12 cm lang. Wie groB ist das Vo-
lumen?

Gegeben sei

a) eine gerade quadratische Pyramide mit den MaBen a = 6 cm (Grundkanten) und
h = 24 cm (Kérperhdhe);

b) eine gerade Pyramide mit rechteckiger Grundflache und den MaBen a =12 m,
b = 8 m (Grundkanten) sowie h = 16 m (K&rperhghe). (L)

Berechne jeweils das Volumen und den Oberflacheninhalt!

Eine quadratische Pyramide mit 6 cm langen Grundkanten habe ein Volumen von
260 cm?. Wie hoch ist die Pyramide?

Das Bild D 23 zeigt drei regelmaBige Pyramiden.

a) Berechne das Volumen und den Oberflacheninhalt der Pyramide im Bild D 23a!

b) Berechne den Oberfldcheninhalt der Pyramide im Bild D 23b!

€) Stelle die Pyramide im Bild D 23c in Zweitafelprojektion dar und berechne ihr
Volumen! (L) g

Bild D 23
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Bild D 24 - —
Bild D 25
6. Wie verdndert sich das Volumen einer quadratischen Pyramide,
a) wenn die Hohe verdoppelt wird,
b) wenn die Lange der Grundkanten halbiert wird,
c) wenn sowohl Héhe als auch Grundkanten doppelt so lang gewdhlt werden?
7.*  Ein dreiseitiges Prisma wird durch zwei geeignete Schnitte in drei Pyramiden zerlegt
(/ Bild D 24). Weise nach, daB alle drei Pyramiden das gleiche Vol haben!
8. Ein Winterzelt fir sechs Soldaten habe die Form eines Quaders mit aufgesetzter Py-
ramide (MaBe siehe Bild D 25).
a) Wieviel Kubikmeter Luftraum werden von d Zelt eingeschl ?

b) Wieviel Quadratmeter Zeltstoff werden fiir das Zelt gebraucht, wenn die Boden-
flache unberiicksichtigt bleibt?

Kreiskegel

7  Kreiskegel und ihr Volumen

Beim Abkippen von Sand, Kies und anderen Materialien enisteht ein sogenannter Schiittkegel.
Dabei hangt der Boschungswinkel (* Bild D 26) vom Material ab (fir Sand « ~ 33°).
Einen mathematischen Kérper dieser Form bezeichnet man als Kreiskegel, denn die Grund-
flache ist ein Kreis. Man nennt ihn auch geraden Kreiskegel, denn der FuBpunkt des Lotes
von der Spitze S auf die Grundflache ist deren Mittelpunkt.

® 21 a) Nenne weitere Kérper aus der Umwelt, die die Form eines Kreiskegels haben!
b) Erldutere am Bild D 27, wie man einen geraden Kreiskegel
erhdlt! Gib die Rotationsachse an!

als orper

I S N G

Bild D 26 Bild D 27
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In der gleichen Beziehung wie der Kreiszylinder zum Prisma steht der Kreiskegel zur Py-
ramide ( Bild D 28). So spricht man auch beim Kreiskegel von Mantel und Héhe. Die
Strecken, die einen Punkt des Grundkreises mit der Spitze des Kegels verbinden, heiBen
Mantellinien.

@ 22 Begrinde, daB bei einem geraden Kreiskegel alle Mantellinien gleich lang sind! Ver-
gleiche mit den Seitenkanten einer Pyramide!

Die enge Verwandtschaft von Pyramide und Kegel driickt sich auch in der Giiltigkeit der
Volumenformel V = %AG « h fir den Kegel aus.

> 7 | SATZ: Das Volumen V eines jeden Kreiskegels Y=Ly
 mit dem Grundkreisradivs r, dem Grund- 3
kreisdurchmesser 'd und der Hshe h betriigt: bzw.
» V=gindieh,

Bild D 28

Zum Beweis kann man wieder den Safz des CAVALIERI verwenden. Dazu vergleicht man
einen Kegel und eine Pyramide, die gleiche Hohe und gleichen Grundfldcheninhalt haben.

@ 23 Eine gerade quadratische Pyramide und ein gerader Kreiskegel haben gleichen
Grundflacheninhalt (Ag = 27 cm?) und gleiche Héhe (h = 12 cm). Beide werden in
einer Héhe von 8 cm iiber der Grundfléche durch eine Ebene parallel zur Grundflache
geschnitten.

a) Skizziere ein Schragbild beider Kérper mit ihren Schnittflachen!
b) Wie groB ist der Flacheninhalt der Schnittflachen? (L)
c) Erlautere, daB in jeder Hohe die beiden Schnittflachen inhaltsgleich sind!

m 7 Ein kegelférmiger Sandhaufen soll abgefahren werden. Der Umfang dieses Kegels
wurde durch Abschreiten ndherungsweise mit 22 m ermittelt, seine Hohe auf 2 m ge-
schatzt.

Wieviel Fahrten missen gemacht werden, wenn ein Lastwagen 3t Tragfdhigkeit hat
und 1 m® Sand 1 800 kg wiegt?

Lésungsuberlegung: Die Masse des Sandes ist aus Volumen und Dichte zu berechnen.
Zundchst ist der Radius des Grundkreises aus dem Umfang zu ermitteln.
Gegeben: u=122m, h=2m, Q=1800£ L=3t

m*’
Gesucht: Anzahl n der Fahrten
Uberschlag: v=22m, also ra 4m; A~ 45m? V~30m?®
Da je Fahrt etwa 2 m® transportiert werden kénnen, mussen etwa 15 Fahr-
ten angesetzt werden.
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Losung: v =22m 22m = 2xr

11

r=—m

n
2

V=—tarh V=gr (B 2me = B2 s

3 3 E
1,8-121-2

m =gV 37
_m 1,8 242
==y N

Die Berechnung mit dem Taschenrechner liefert n ~ 15,406 199
Antwortsatz: Es missen 16 Fahrten gemacht werden.

Aufgaben
i. Berechne das Vol eines Kreiskegels auf Kubikzentimeter genau! (Grundkreis-
xadius r, Grundkreisdurchmesser d, Hohe h)
a) r =45cm; =78cm b) r=113cm; h=209cm
T d=6cm; h=11cm d)d=11cm; h=6cm
2 Berechne fir folgende gerade Kreiskegel die fehlenden GroBen!
Radius I Durchm. I Umfang | Inhalt Héhe | Mantel- | Volumen
der Grundfliche fiie
a) 25 cm 55cm
b) | 4,5 cm 51 ecm?
<) 4,4 cm 46 cm?
d) 18,5 cm? 75,7 cm®
e) 6,5cm 7,8 cm
X Ein rechtwinklig-gleichschenkliges Dreieck wird um eine Kathete (a = 3,5cm) ge-
/ dreht. Berechne das Volumen des entstehenden Kegels!
Aus einem Zylinder mit h = 9,3 cm und r = 4,5 cm wird ein gerader Kreiskegel mit
gleicher Hohe und gleichem Grundkreisradius hergestellt. Berechne den Abfall!
) Eine kegelférmige Abraumhalde hat bei einem Béschungswinkel von a)4 5°, b)* 30° (L)
eine Hohe von 23 m. Ermittle die Abraummenge! ¥
6.©  Ein Abraumkegel hat eine Héhe von 1,5m und einen Grundkreisdurchmesser von

4,2m. Durch Aufschittung vergréBert sich die Hohe um 0,5 m. Wieviel Abraum ist
dazugekommen? (1)

8  Mantel- und Oberflécheninhalt gerader Kreiskegel

Wird der Mantel eines geraden Kreiskegels ldngs einer Mantellinie aufgeschnitten, so l&Bt
er sich in die Ebene abwickeln (/* Bild D 29). Dabei entsteht ein Kreisausschnitt mit dem
Radius s, wobei der Kreisbogen ebenso lang wie der Umfang des Kegelgrundkreises ist.
Bezeichnet man mit Ay den Flécheninhalt des Kegel tels und mit Ags den des Kreises mit
dem Radius s, so gilt:
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2nr
=T M=
=— AK.=L'1:s’=7:rs

Bild D 29

> 8 SATZ: Der Mantelinhalt Ay eines geraden
Kreiskegels mit dem Grundkreisradius r
und der Mantellinie s betrégt: A = Trs.

Da sich die Oberfléche eines Kegels aus Grundkreis und Mantel zusammensetzt, erhdlt man
ihren Inhalt als Summe der betreffenden Flacheninhalte:

Ao = A + Ag = 7rs + wrt.

> 9 Der Oberflicheninhalt Ao eines geraden
Kreiskegels mit dem Grundkreisradius r
und der Mantellinie s betriigt: Ao =mr(s+r).

@ 24 Gib Formeln fir Mantel- und Oberfldcheninhalt eines geraden Kreiskegels an, die
statt des Radius den Durchmesser des Grundkreises enthalten!

= 8 Von einem geraden Kreiskegel mit r = 6 m und h = 8 m soll der Oberflacheninhalt
berechnet werden.

Lésungsiiberlegung: Zur Berechnung des Oberflécheninhalts wird die Ldnge s der

Mantellinie benétigt. Sie kann nach dem Satz des PYTHAGORAS aus h und r berechnet

werden.

Allgemeine Lésung: s = Yh* + r?

Ao = nr(}/h’ +r2 47
@ 25 a) Fihre die Rechnung zum Beispiel D 8 im Kopf aus, und vergleiche mit der Angabe
im L&sungsanhang! (L)

b) Wie groB ist der Zahlenwert von Ao, wenn man fir = den Néaherungswert 3,14
(3,141 6) verwendet? Werte eine solche Angabe unter der Voraussetzung, daB auch
die Ausgangswerte Ndaherungswerte sind!

c) Stelle den Kegel in Zweitafelprojektion dar und zeichne sein Netz in einem ge-

_ eigneten MaBstab!

Aufgaben

1. Berechne den Oberflacheninhalt eines geraden Kreiskegels, fir den die folgenden
MaBe angenommen werden! (Mantellinie s, Grundkreisradius r, Grundkreisdurch-
messer d, Hohe h, Umfang v)

s=7cm; r=3cm b) u=11cm; s=35cm ¢) s =95cm; d=45cm
d) s=45¢cm; d=95cm e) r=26cm; h=105cm f) d =52cm; h=10,5cm
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2. Berechne fir einen geraden Kreiskegel die fehlenden GréBen!
Radius I Umfang | Héhe | Mantel- | Mantel- | Oberfldchen-
linie inhalt inhalt

der Grundfléche

a) 64 cm 70 cm

b) | 35cm 75 cm

<) 200 cm? 355 cm?

d) 5cm 276 em? .

3. Ein Werkstiick besteht aus einem Zylinder (d = 70 mm, h = 120 mm) mit aufgesetztem
Kegel von gleicher Grundfliche und halber Héhe des Zylinders. Ermittle den Ober-
flacheninhalt!

&, Aus kreisfsrmigem Filterpapier (d = 10 cm) werden durch zweimaliges Falten Trichter
hergestellt. Welche Héhe und welches Fassungsvermégen haben sie?

5%  Aus Blechscheiben mit dem Durchmesser von 120 mm sollen Trichter durch éiegen
von Kreisausschnitten mit den Zentriwinkeln a) 120°, b) 180°, c) 270° hergestellt
werden. Wie hoch werden die Trichter, und wie groB wird ihr Fassungsvermégen? (L)

6. Der Mantel eines Kreiskegels sei ein Kreisausschnitt mit dem Radius 3,5 cm und dem
Zentriwinkel 240°. Berechne Raum- und Oberfldcheninhalt des Kegels! Zeichne
ein Netz!

Kugein

9 Kugeln und ihr Volumen

® 26 Nenne Beispiele aus dem taglichen Leben und aus der Technik fiir das Auftreten von
Kugeln! Warum wurde dabei wohl Kugelform gewahlt?

Die Kugel ist wie der gerade Kreiszylinder und der gerade Kreis | ein Rotai orper.

g

® 27 a) Welche ebene Figur kann bei Rotation um eine Achse eine Kugel erzeugen? Wie
muB die Achse liegen?
b) Die Kugel kann man auch als Menge von Punkien mit einer Abstandseigenschaft
definieren. Gib eine solche Definition an!

Wie beim Kreis werden auch bei der Kugel die Waérter ,,Radius* und ,,Durch in
doppelter Bedeutung verwendet. So ist einerseits jede Strecke, die von einem Punkt der
Kugeloberflache und dem Mittelpunkt M der Kugel begrenzt wird, ein Radius der Kugel.
Andererseits wird die Lange all dieser Strecken ebenfalls als (der) Radius der Kugel be-
zeichnet.

Jede Ebene ¢, die von M einen kleineren Abstand als r hat, schneidet die Kugel in einem Kreis
(/ Bild D 30).

® 28 a) Welchen Radius hat der Schnittkreis, wenn M in der Schnittebene liegt?
b) Berechne den Radius des Schnittkreises fir eine Kugel mit dem Radius 10 cm, wenn
M von der Schnittebene den Abstand 6 cm hat!



LE9 Kugeln D 145

® 29 a) Von welchen GréBen wird das Volu-
men einer Kugel wohl abhdngen?
b) Wie kann man durch Messungen zu
einer Vermutung iber eine Volu-
menformel kommen?

Die Volumenberechnung der Kugel geht auf ARCHIMEDES (etwa 287 bis 212 v. u. Z.) zuriick,
der in der Stadt Syrakus auf Sizilien lebte. ARCHIMEDES war nicht nur ein bedeutender Mathe-
matiker des Altertums, sondern auch ein bekannter Techniker. Die von ihm entwickelten
Verteidigungswaffen trugen dazu bei, daB seine Heimatstadt zwei Jahre lang der Belagerung
durch die zahlenmaBig weit Uberlegenen Rémer trotzen konnte.

SchlieBlich gelang es den Rémern durch eine List, die Stadt zu erobern, wobei auch ARCHIMEDES
ums Leben kam. Sein Grabmal wurde mit einer Figur geschmiickt, die an seine Berechnung
des Kugelvolumens erinnern sollte.

ARCHIMEDES hatte das Volumen der Kugel mit dem Volumen des der Kugel umbeschriebenen
Zylinders verglichen. Dabei war er zu dem Ergebnis gelangt, daB das Kugelvolumen% des
Vol des umbeschrieb Zylinders betragt (/* Bild D 31).

@ 30 Berechne—:z—,- des Vol des umbeschrieb Zylinders!

Statt die Uberlegungen von ARCHIMEDES nachzuvollziehen, wollen wir die im Auftrag D 30
erhaltene Volumenformel fir die Kugel mit Hilfe des Satzes von CAVALIERI (vgl. > 3 S. 133)
bestétigen. Dabei ist es giinstig, sich auf die Halbkugel zu beschrdnken und neben dem um-
beschriebenen Zylinder auch den einbeschriebenen Kegel mit zu betrachten (/ Bild D 32).
Aus dem Ergebnis des Auftrags D 30 erhalten wir als

Volumen der Halbkugel: Vi = = xr.
Dieses Volumen l&Bt sich als Differenz des Zylindervolumens Vz = nr®> und des Kegelvolu-
mens Vke = % 7r® ausdriicken. Deshalb geniigt es nachzuweisen, daB die Halbkugel das

gleiche Volumen wie der Resikorper (im Bild D 32 schwarz gerastert) hat. Fir diesen Nachweis
stellen wir uns den Kegel so in den Zylinder einbeschrieben vor, wie es das Bild D 33 zeigt.

L

C
&
P =~ = Vi = 2w = e’
- A2 T
el Vg = 3rmr = 3mr
3

2
Bild D 31 Veesthorper = T TF Bild D 32

10 (000810)
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Bild D 33

Bild D 35

Dann gilt:
Halbkugel und Restkérper haben gleiche Grundflacheninhalte und gleich lange Hohen.
Damit sind die Voraussetzungen (1) und (2) des Safzes von CAVALIERI (/" Seite 133) erfillt.

Um das Erfilltsein von (3) zu Gberprifen, legen wir einen ebenen Schnitt parallel zu den
Grundflachen im Abstand h ( Bild D 34). Dieser Schnitt liefert

im Falle der Halbkugel im Falle des Restkérpers
einen Kreis mit dem Radius 0. einen Kreisring mit den Radien r; und ro.
Es gilt ( Bild D 35): Es gilt (* Bild D 35):
©* = r* — h,? (Satz des Pythagoras) ri = h, (Schenkel im gleichschenklig-
rechtwinkligen Dreieck)
Ak = wp? fa =r
Akr = Ttr%q — 7ry
Ac = =(r* — h,?) Ap = Ttr* — why? = =(r2 — h3,).

Also sind die Flacheninhalte gleich ( Bild D 35). Restkérper und Halbkugel sind also nach
dem Satz des CAVALIERI volumengleich. Damit gilt fir das Kugelvolumen:

1 10| SATZ: Das Volumen V einer jeden Kugel mit 1 %

dem Radius r betriigt: ; V=gnr

® 31 Stelle eine Formel fir das Kugelvolumen auf, die den Durchmesser d enthilt!
m 9 Esist die Masse einer Eisenkugel mit dem Durchmesser 12,9 cm zu berechnen.

Losungsuberlegung: Da zwischen Volumen und Masse Proportionalitat besteht (mit der
Dichte ¢ als Proportionalitatsfaktor), kann die Masse aus dem Volumen berechnet
werden.
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Kugeln D 1i7

Gegeben: d = 12,9 cm; o = 7,86 # (/ Tafelwerk, S. 59)
Gesucht: m (in g)
Lésung: m =p* V; m(= 0 %xr’) =g %d’

m=1786" %'12.9’9
Uberschlag: m ~ 8+ 13 g ~ 4-2000g = 8000 g
Ablaufplan: 7,86 (x)(T0) (=) 6 () 12,9 (%) 3 [=) [8834.6734]

Vergleich mit dem Uberschlag: 8834, ... ~ 8000
Antworisaiz: Die Kugel hat eine Masse von 8,83 kg.

Aufgaben

x
x

1*

10

Eine Kugel habe den Durchmesser d (bzw. den Radius r). Berechne das Volumen!
® d=154cm b) r=154cm c) r=2325cm d) d = 32,5mm

Eine Kugel habe das Volumen V. Berechne ihren Radius und ihren Durchmesser!
A V=322cm® b) V=322dm? €) V=322dm?

Bei normalem Luftdruck (1013 kPa) und 0 °C betrdgt die Dichte von Luft 0,00129 c:‘, 5
Welche Luftmasse wird unter diesen Bedingungen von einem Ballon mit einem Durch-
messer von 4,3 m verdrdangt?

Kannst du eine Korkkugel tragen, ‘die einen Durchmesser von 1 m hat (Dichte

- 9 ),

0 =02 Cm,) .

Berechne die Masse einer ausgehshlten eisernen Halbkugel, deren GuBerer Durch-
messer mit 15,0 cm und deren Wanddicke mit 1,0 cm bestimmt wurde!

Ein Vollgummiball hat eine Masse von 90 g und einen Umfang von 22 cm. Wie groB ist
die Dichte?

Zum KugelstoBen wird eine Kugel mit einer Masse von 7,25 kg verwendet. Der Umfang
soll 391 mm betragen, wenn sie aus Stahl besteht. Enthdlt sie eine bleihaltige Fillung,
so betrdgt der Umfang 346 mm, und der Stahlmantel ist 7 mm dick.

a) Berechne die Dichte des Stahls! (L)
b) Berechne fiir die Kugel mit der bleihaltigen Fillung die Masse des Stahlmantels und

der Bleifiillung!

Oberflidcheninhalt von Kugeln

Wahrend der Mantel und damit die Oberflache von Zylinder und Kegel in die Ebene ab-
gewickelt werden kénnen, ist dies bei der Kugeloberfléche nicht der Fall. Deshalb gibt es auch
keine Landkarten, die die Erdoberflache véllig verzerrungsfrei abbilden. Obwohl der Ober-
flacheninhalt bei Kugeln schwerer als bei Zylindern oder Kegeln zu ermitteln ist, kam schon
ARCHIMEDES auch hier zu einem genauen Resultat. Er erkannte, daB der Oberflacheninhalt
einer Kugel viermal so groB ist wie der Inhalt eines Kreises mit gleichem Radius.

10*
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dem Radius r betrigt: . Ao = lmr?.

® 32 a) Vergleiche diesen Wert mit dem Inhalt des Mantels (der Oberfléche) des umbe-
schriebenen Zylinders, den ARCHIMEDES betrachtete (% Bild D 31)!
b) Gib eine Formel fir den Oberflacheninhalt in Abhangigkeit vom Durch dan!

Auf einen Beweis fir den Satz D 11 verzichten wir und begniigen uns mit folgender Uber-
legung: Statt der Kugel betrachten wir ebenfliachig begrenzte Kérper, deren Begrenzungs-
flachen samtlich die Kugel berihren. Der der Kugel umbeschriebene Wirfel (/* Bild D 36a)
ist ein einfacher K&rper dieser Art. Er nahert die Kugel nur sehr grob an; der von 24 Vielecks-
flachen begrenzte Kérper im Bild D 36b ist schon eine bessere Anndherung. Jeden derartigen
Kérper kann man sich g t denken aus n Pyramiden, und alle Pyramidenhsh
sind so lang wie der Kugelradius. (Bei dem Kérper im Bild D 36b sind es 12 dreiseitige und
12 vierseitige Pyramiden.) Alle Pyramidengrundflachen zusammen bilden die Oberfliche des
Kérpers; ihre Inhalte A,, ..., A, ergeben also summiert den Inhalt Ao der Kérperoberfldche.
Fir das Volumen jeder dieser n Pyramiden gilt P
Ve=4Ac-r(k=1,2...,n).Das VolumenV (7
dieses Korpers ist dann die S der Vol
Vs, V,, ..., Vn der n Pyramiden:
V=%A,~r+%A.'r+ +%A,.-r

=5 A +A+...+A) =54

Bild D 36

® 33 a) Von wieviel Vielecksfldchen muB ein solcher Kérper mindestens begrenzt sein, d. h.
welches ist die kleinste mégliche natirliche Zahl fir n?

b) Bestatige die Beziehung V = % * Ao fiir den der Kugel umbeschriebenen Wiirfel!
Den Oberflacheninhalt eines der Kugel umbeschriebenen Kérpers erhilt man also, indem
man das Volumen durch % dividiert (mil% multipliziert). Das gilt fir jeden derartigen Korper,

moge er auch noch soviel Fldchen von noch so geringer GréBe haben und damit die Kugel
ichnet dhern. Diese Beziehung gilt auch fir die Kugel selbst.

9

® 34 Erldutere, wie man aus der Beziehung V = % Ao die Formel > 11 erhalt!

= 10 Esist der Inhalt der Oberfldche einer Kugel mit dem Volumen 5,0 m® zu ermitteln.

Lésungsiberlegung: Aus dem Vol ist nach Umstellen der Volumenformel der Radius
(bzw. Durchmesser) zu ermitteln.
Gegeben: V = 5,0 m?® Gesucht: Ao (in m?)
3
o . = 4 3. p3 3 Vep= V 3 .
Lésung: V_Tm = Vir= vy v

3 2 3 2
A°=Anr’;Ao=4n(l/%'V) =4,,( %-5) m?

Ablaufplan: Wir beginnen mit der Wurzel
3IXsEHE E@MEN 3 MEEEE 4 XEE) [14.140361]
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Uberschlag:
3
Ao~ 12+ (J7)2m2 = 12 m?

Vergleich mit dem Uberschlag:
14,14, .. ~12

Antwortsatz: Der Oberfldacheninhalt
der Kugel betrdgt rund 14 m2,

a) Berechne den Oberflacheninhalt
eines Wirfels mit dem Volumen
5 m3! Vergleiche mit dem Ergebnis
im Beispiel D 10!

b) Stelle die gleichen Uberlegungen
fur einen Zylinder mit quadra-
tischem Achsenschnitt an!

Von allen Kérpern mit gleichem Volumen hat
die Kugel den kleinsten Oberfldcheninhalt.
Es gilt auch: Von allen Kérpern mit gleichem
Oberfldcheninhalt hat die Kugel das groBte
Volumen. Diese Eigenschaft der Kugel ist
beispielsweise maBgebend dafiir, daB Seifen-
blasen Kugelform annehmen. Auch einige
technische Anwendungen von Kugeln, etwa
bei Bauwerken, beruhen darauf. (/ Bild
D 37)

Bild D 37: Wassertiirme in Al-Kuweit

Berechne Oberflacheninhalt und Volumen der Kugeln mit den folgenden Durchmessern!
a)1m b) 2m c) 3m d) 4m e) 5m f) 6m
Stelle die Lésungen iibersichtlich zusammen und sprich das Ergebnis in einem Satz aus!

Eine Kugel habe den Oberflacheninhalt Ao. Berechne Radius und Volumen!
a) Ao = 616 cm? b) Ao = 1000 cm? c) Ao = 55,44 m?

Wie groB sind Durchmesser, Oberflacheninhalt und Volumen einer Kugel mit folgen-
dem Umfangu? @) u=157cm b) u=205m c) v=100mm

Ein Wasserbehdlter besteht aus einem Zylinder, der unten durch eine Halbkugel ab-
geschlossen ist. Der zylindrische Teil des Behdlters ist 1,80 m hoch, sein Grundkreis hat
2,00 m Durchmesser (lichte Weite). a) Wieviel Hektoliter Wasser faBt dieser Behdlter?
b) Wie groB ist die Benetzungsfldche des Behdlters?

Die menschliche Lunge besteht aus rund 1,6 Milliarden Bléschen mit je rund 0,2 mm
Durchmesser. Berechne die Oberfldche aller Bldschen und vergleiche mit einer dir
bekannten Flache!

Berechne die Dicke der Haut einer Seifenblase von 10 cm Durchmesser, die aus einem
Tropfen mit 4 mm Durchmesser entstanden ist! (Fiihre dieselbe Berechnung ndherungs-
weise mit Hilfe der Oberflachenformel aus! Vergleiche deine Ergebnisse!)
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Komplexe Ubungen

1.

4x

5.¢

Konstruiere ein Netz einer regelmaBigen Pyramide, deren Volumen 25 cm® betrdgt
und die als Grundflache

a) ein Quadrat mit der Seitenldnge 3,5 cm,

b) ein gleichseitiges Dreieck mit der Seitenldnge 4,0 cm hat!

Berechne das Volumen und den Oberflacheninhalt der folgenden Kérper, von denen die
geb Stiicke g wurden!

a) Regelmange sechssemge Pyramide, Grundkante a = 3,0 cm, Seitenkante s = 6,1 cm

b) RegelmdBiges Tetraeder, Kantenldnge a = 8,2 cm

Das Bild D 38 zeigt ein regelmdBiges Oktaeder (Achtfldchner). Berechne seinen Ober-
flacheninhalt, wenn die K lange 5,6 cm betragt!

Setzt man auf die Begrenzungsflachen eines Wiirfels mit der Kantenlédnge a Pyramiden
derHoheh_zouf so entsteht ein ter Rhombendodekaed:

£

a) Zeichne emen solchen Kérper in Zweitafelprojektion und als Schragbild
(6 =30% g =1
b) Berechne seinen Oberflacheninhalt und sein Volumen!

Bild D 38 Bild D 39

In einen Wiirfel lassen sich zwei regelmdBige Tetraeder einbeschreiben, die einander

durchdringen und die Flachendiagonalen des Wiirfels als Kanten haben (Bild D 39).

a) Stelle ein solches Tetraeder im Schragbild dar!

b) Berechne Oberflacheninhalt und Volumen des aus beiden Tetraedern bestehenden
»sternférmigen Oktaeders‘!

Der Achsenschnitt eines Kegels ist ein rechtwinklig-gleichschenkliges Dreieck mit
a) 7,5 cm langen Katheten, b) 7,5 cm langer Hypotenuse. Der Kegel werde von einer
Ebene parallel zur Grundflaiche im Abstand von 4 cm geschnitten. Berechne das
Vol des abgeschnitt Kegels und das des Restkérpers!

Berechne fir die Kérper im Blld D 40a und b die Oberflidcheninhalte und die
Volumina!

Aus einem prismatischen Werkstiick mit quadratischer Grundflache (a = 80 mm,
h = 32 mm) soll ein Zylinder gleicher Hohe mit gréBtmaglichem Durchmesser her-
gestellt werden. Wie groB ist der prozentuale Abfall? Fertige eine Skizze an!

Ein Stick Rundstahl wird zum Teil kegelférmig abgedreht (,* Bild D 41). Wieviel Prozent
betragt der Abfall?
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0.

1.

2.

13.

14.

210

~Lo_

- Bild D 40

Aus Blech soll ein Trichter von 15 cm Durchmesser angefertigt werden, der ein Volu-
men von 2,0 dm? besitzt. Wie lang sind seine Mantellinien und wieviel Blech ist erforder-
lich?

Wieviel Kugeln mit @) 10 mm, b) 5 mm Durchmesser kann man gieBen, wenn genau
5 kg Blei zur Verfiigung stehen und der Verlust unberiicksichtigt bleibt?

Aus einem Holzwiirfel mit 28 cm langen Kanten wird eine Kugel so hergestellt, daB
maéglichst wenig Abfall entsteht!
Wieviel Kubikzentimeter Holz betrdgt der Abfall?

Ein Schwimmer hat die Form eines Zylinders, der an beiden Enden halbkugelférmig
abgeschlossen ist. Seine MaBe werden angegeben mit: Lange (88 + 1) cm, Durchmesser
(18 £ 0,2) cm. Mit welchem prozentualen Fehler sind die Werte behaftet? Berechne den
Oberflécheninhalt des Schwimmers!

Berechne die Masse des Stahlbolzens im Bild D 42!

Berechne die Masse des Spitzsenkers mit Zylinderschaft aus Schnellstahl (@ =81 —9—)

cm?
im Bild D 43!

Ein Wasserleitungsrohr aus GrauguB (g =725 :im:> ist 5,25 m lang, besitzt einen Um-
fang von 2,20 m und wiegt 1 220 kg.
Wie dick ist die Rohrwand?

830
| | . _.P10
o } ! T4
m—— [ = |
} ‘ | I ¢
i | | 2
Llsl 1. ol 8 '
1 . | |e 1
= |
| < 218 |
) [ § | |
! .| !
| e I
. 222 g 920 |

Bild D 41 Bild D 42 Bild D 43
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17.

18.

19.

20.

2.

23.

Ein Eisenbahnd ist aufzuschitten, der im Querschnitt ein gleichschenkliges Trapez
darstellt. Die Dammsohle soll 12,9 m breit, die Krone 6,0 m breit sein und der B&-
schungswinkel soll 33,7° betragen. Der Damm soll genau 2 km lang werden.

a) Ermittle durch eine maBstabliche Zeichnung die Dammhéhe!

b) Wieviel Erdstoff muB fir den Damm angefahren werden?

c) Wie groB ist die zu befestigende Béschungsfliche?

Ein Turm wird durch eine regelmdBige sechsseitige Pyramide abgeschlossen. Eine
Grundkante miBt 2,50 m, die Seitendreiecke sind 3,75 m hoch. Wieviel Quadratmeter
Zinkblech sind fir vollstandiges Eindecken des Daches erforderlich, wenn 5% fir Zu-
sammenfiigen und Abfall veranschlagt werden missen?

Die gréBte aller dgyptischen Pyramiden ist die Cheopspyramide ( Bild auf Seite 1).
Die urspriinglich 230 m langen Seiten ihrer quadratischen Grundfldche sind heute nur
noch 227 m lang; die Hohe, die nach der Fertigstellung (um 2650 v. u. Z.) rund 146 m
betrug, miBt jetzt nur noch 139 m.

a) Wie groB ist die Fliche, die die Pyramide einstmals bedeckte?

b) Berechne das (urspriingliche) Volumen der Pyramide!

c) Wieviel Tonnen Gestein (Dichte 2,6 cim,) sind seit der Erbauung durch Verwitterung

abgetragen worden? N
d) Um wieviel Prozent hat sich das Volumen der Pyramide durch die Verwitterung ver-
ringert?

Zu den Salzen, die in Form regelmdBiger Oktaeder kristallisieren, gehsrt Alaun.

Welche Masse hat ein Alaunkristall, dessen Kanten 4,6 cm lang sind (o = 1,7 cgﬁ)l

In ein zylindrisches GefdB mit dem Innendurchmesser 65 mm werden 240 cm® Wasser

eingefillt. Es soll Natriumhydroxid zugefiigt werden, bis der Flissigkeitsspiegel eine

Marke in 102 mm Héhe iber dem Boden erreicht.

a) Um wieviel Kubikzentimeter ist das Volumen angewachsen?

b)*Welche K ation hat die entstandene Natronlauge? (Beachte, daB sich derartige
Prozentangaben auf die Masse, nicht auf das Volumen beziehen!)

Welche Dicke hat eine kreisférmige, auf dem Wasser schwimmende Olschicht von 1 m
Durchmesser, die aus einem Oltropfen mit 5 mm Durchmesser entstanden ist?

a) Der Radius der Erde wird mit 6370 km angegeben. Berechne unter der Voraus-
setzung, daB die Erde eine Kugel ist, den Oberfldcheninhalt und den Rauminhalt!

b) Fir den Mond wurde der Durchmesser mit 3476 km ermittelt. Vergleiche Ober-
flacheninhalt und Volumen des Mondes mit den fiir die Erde ermittelten Werten!

©) Der Radius der Sonne betrégt 695 400 km. Wieviel Kugeln von der GréBe der Erde
haben zusammen das gleiche Volumen wie die Sonne?

Ein groBer Schulglobus hat einen Durchmesser von 84 cm. In welchem Verhaltnis stehen
a) die Oberflacheninhalte, b) die R inhalte von Globus und Erdkugel zueinander?
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Zum Kapitel A: Arbeiten mit Variablen

LE1:

LE:2:

LE3:

LE 4:

LE5:

LE6:

o3
e7

o9

b) a(xJc(x]b(¥)d (=] oder a(X]b
b) 3(x]5 () (7 [225.]

79,15 (=) 77,9 (Z)[J(x) 310 (=) [248.]

a) 6569 b) 10 ©) —27.49% d) —1.4

Bei Taschenrechnern mit Vorrangautomatik, wie z. B. beim SR1, kann man die Zahlen
und Operationszeichen von links nach rechts eingeben.

a) 88 b) —75 o) 1111

2,83 (=) 3,17 (=) (M) 7,5 () 6,65 (=) (=) (WR) (=) [—41.617647]
a) 77,875 b) —12555 <) 1223,505 d) 0,808

©)* —68,39%

1) Die Aussage ist wahr. Aus Klasse 6 wissen wir: Jede natiirliche Zahl ist ein Teiler
von 0. Also ist auch 0 Teiler von 0. Im vorliegenden Fall erfiillt n = 0 die Forderung.
m) Die Aussage ist wahr: 2 ist durch 2 teilbar.

a) 6ab + 15ac —13bc b) —50x2 + 10y? + 60z2

a) 3k —8x — 5k + 3x = —2k — 5x

(1) ja; z.B. a =b =0; (2) ja; jedes Paar (a;b) reeller Zahlen erfiillt die Gleichung;
() ja;z.B.a=b=1;(4) ja;z. B.a=b = 0; (5) bis (9) ja;z.B.a=0

€) (2m? —3mn) + (—m?* — mn) = m? — 4mn

a) u=—y+z+10

€)*2a + (3b —a) d)* ém + (—p — 5n) + (9n —6m)

33; 34 und 35 10 b)s=%~(1+n): s = 5050

d) —2,06a + 11,7ab e) 0

a) 17,4a —2,1b b) —17,4a + 2,1b c) 26,7a —1,2b d) —26,7a + 1,2b
Die Ergebnisse von a und b bzw. von ¢ und d sind zueinander entgegengesetzte Zahlen.
a) 3a — (4b + 6) oder (3a — 4b) — 6 7.5 c) —6,225

€)* Eine Méglichkeit wére: —3c —E —Bd) - —

d)* Fir a gibt es eine, fir b zwei und fur c sechs Mglichkeifen.

b) —(7x + 5y) —3z = —7x —5y —3z
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LE7: &4
5.%

LES: @ 35

6.%

LE9: 5.

9.
LE10: 9.%

LE11: 7.

10.*
1m.*

LE12: 7.*

12.%

13.*

K) 2,25x%° 1) 0,952x%2 m) 0,756d*
a) 16a%bect b) 85m*n%p®  _ 6.c)* x?y

Der gestellten Aufgabe entspricht die Schreibweise bei Axel (20-12): (3 4), wobei das
erste Produkt nicht in Klammern eingeschlossen werden muB, also derjenigen bei Christa
entsprechen kann 20-12: (3 - 4).

Auch Elkes Schreibweise ist selbstverstdndlich richtig. Alle drei wiirden das Produkt 3- 4
bilden und dann das erste Produkt durch 12 dividieren (bzw. vorher kiirzen) und schlieB-
lich 20 als Resultat erhalten. Dagegen miiBten Beate und Daniel von links nach rechts
den Term berechnen. Sie erhielten 240 : 3 = 80 und weiter 80 - 4 = 320. Dieses Ergeb-
nis wdre nicht der Quotient aus dem Produkt 20 - 12 (das ist der Dividend) und dem

Produkt 3 - 4 (das ist der Divisor); sondern es wire ein Produkt aus dem Faktor

und dem Faktor 4.
a) 8ab b) 2x? —0,3xy

o s((Zax] —[=]) + 2x —3y = —tex + 2

Nein. Wenn —3 b) > 0, so muB a —b < 0 gelten.

(Begriindung: Wenn a > b, so a — b > 0 und folglich —3(a —b) <0.)
Im Verlaufe des 56. Tages erreicht die Katze die Maus.

3

(7x + 13y) (@ —b) 10.* 6
35
a) x=37 b) x=2

a) m+10)(x+y) b) 7+uv)(@—b) <) (@+b(c—2 d) (x+3(x—3

In Klasse 6 wurde definiert:

Primzahlen heiBen diejenigen natiirlichen Zahlen, die gréBer als 1 und nur durch 1 und

durch sich selbst teilbar sind.

n2—1=(n+1)(n—1)

n = 0:n% —1 ist keine natiirliche Zahl

n=1:n? —1 = 0 (Jede natiirliche Zahl ist Teiler von n*—1.)

n=2:n* —1 = 3 (Primzahl)

n > 2:In diesem Fall ist n? —1 auBer durch 1 und durch sich selbst mindestens noch
durch n —1 (n > 1) teilbar, also keine Primzahl.

Es gelte a = 2k + 1. Dann ist

(2k + 1) (2k + 1) = 4k? + 4k + 1 = 2(2k? + 2k) + 1.

Dabei ist 2k? 4+ 2k = z eine natiirliche Zahl. Mit 2 - z 4+ 1 wird deutlich, daB das Quadrat
einer jeden ungeraden Zahl wieder eine ungerade Zahl ist.

Es gelte a = 10k + | und b = 10/ + k. Dann ergibt die Summe aus a und b:
a+b=10k 4+ 1410 4+ k =11k + 11 = 11(k + I).

Damit ist gesichert, daB 11 Teiler der Summe a + b ist.

Das Dreieck ABC setzt sich aus den Seiten a, b = a + 7, ¢ = a — 2 und das Dreieck A'B'C’
aus den Seiten @’ = a, 10, ¢’ = 5a zusammen.

v=a+a+7+a— 3a+5

v' =a+ 10 + 5a = 6a + 10 = 2(3a + 5)
a-b+c-d

v =2

Zum Kapitel B: Ahnlichkeit

LE1: 4

€)* Wir beweisen hy:h, = b:a.
1 1 1
WegenA=Tg-h, gilt A=—2—a-h° und A=7'>"’b und damit

a-hg=>b-hy
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LE 2:

LE3:

LE 4:

LE6:

LE7:

LE9:

7.

®2i

®29

Da alle Stiicke des Dreiecks gréBer Null vorausgesetzt werden kénnen, darf zur Ver-
hdltni ichung Uber gen werden:
hg:hy=b:a.

Verschiebung: ja. Verschiebungspfeil A?, falls B und D in derselben Halbebene beziiglich
AC liegen.
Drehung |u Drehwinkel: 180°. Drehzentrum ist der Mittelpunkt von AD, falls B und C
in verschi Halbeb beziglich AD liegen.
| : nein. Eine Spiegelung existiert nur dann, wenn AB und CD auf ein und der-

selben Geraden liegen oder wenn sich die Endpunkte der Strecken so verbinden lassen,
daB ein Rechteck entsteht.
Folgende B gen erfiillen die Aufgab
a) (1) Splegelung an der Mittelparallelen von g und h

(2) Drehung um einen Punkt der Mittelparallelen von g und h um 180°
b) (1) Spiegelung an einer Senkrechten zu g und h

(2) Verschiebung A?mi' AegundBeg, A+ B
¢) (1) Spiegelungan g

(2) Drehung um einen Punkt P der Geraden g um 180°
d) Verschiebung A—l;mii AegundBeg, A+B
e) eine solche Abbildung ist nicht méglich

@) Orig. | @1 [(:2)[©:0  |(=1:0) |Gi1) |(:n) | @ ~) | (05 —05)
sid |60 [a:9 == nlen @] @ -9 | (-2 -2

Zr 7B’
Zwei Maali ;
a) Zwei Mdglichkeiten: 57N und —- 75
ZA' 7B
b) Nach Satz B 6 gilt: Wenn 70 Rt AB || A'B'.

Da hier bekannt ist, daB A’ und B’ Bilder von A bzw. B bei einer zentrischen Streckung
sind, ist die Voraussetzung von Satz B 6 erfiillt. Also gilt AB || A'B".

f)* Nach formaler Rechnung ergibt sich: TV = 65cm; SV = 30 cm; RU = 48 cm und
SR =14 cm. Das kann aber nicht sein wegen TS + SR < TR bzw. TV + VU < TU (Drei-
ecksungleichung nicht erfillt).

a) 500 mm; 1000 mm; 1 500 mm

Die Parallele zu AC durch P mége BC in D schneiden. Der Mittelpunkt der Strecke CD
sei M. Der gesuchfe Punkt @ ist der Schnittpunkt von PM und AC, denn A MDP ~ A MQC

und MP ~ MQ als einander entsprechende Seiten dieser Dreiecke.

b) Zweiter Strahl, gk _ ASbD
) Zweiter Str ‘FE= " 78
Umformen zu E-E=B_C(A_B+B_D)
und weiter zu E(D_E - EE) =BC-BD
- BC- BD
—— ~ 64,7
AB F _Bc 64,7 m

b) DC ~18m

a) Jede Bewegung kann als Nacheinanderausfihrung dieser Bewegung und der identi-
schen Abbildung (einer zentrischen Streckung mit dem Streckungsfaktor 1) aufgefaBt
werden.

b) Jede zentrische Streckung kann als Nacheinanderausfihrung dieser zentrischen
Streckung und der identischen Abbildung (Verschiebung H; oder Drehung um einen
Punkt mit dem Drehwinkel 0°) aufgefaBt werden.
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LE13: 3. A, = 32cm?; A, =72cm?; A, =128cm?
1 1 1 1
Dedm Iy aNg Dy
A 6 . .
Allgemein: V== je kleiner a, desto gréBer v und auch das Verhdltnis
Oberfldche : Gewichtskraft.
LE14: ® 43 a) etwa 0,61

LE15: 4. a) Format A0 1189 mm x 841 mm; 6.} Fy =273 N
Format A 2 594 mm X 420 mm Fy=1168N
LE16: 7 c) CD ~3,0cm; a~37cm; b~51cm; c=63cm
d) CD ~3,2cm; a~49cm; b ~43cm; c=65cm
LE19: ©52 a) h~2078cm b) h= % V3
a) d~71cm b) e ~18cm 6 a) v~197cm

7. b) DE schneidet CF in einem Punkt S. Unter Anwendung des zweiten Strahlensatzes kann
man die Strahlenabschnitte berechnen und dann mit Hilfe des Satzes des Pythagoras
DE =~ 11,3 cm und entsprechend auch AE = 13 cm ermitteln.

10 a) rund 4,2cm b) Ap ~ 31 cm?
LE22: ®59 b) u~291,3m
2 g) AB ~ 10,9 cm h) AB ~13,5cm
3. u~38Tcm 5 a) x4 yr=12 d) x24y2<r?

Firsthohe: 1,3 m; Ldnge des Obergurtes: 2,6 m
Ldnge der Schrégstrebe: 0,75 m
10. Starke Stiitzbalken: 5,00 m Schwichere Streben: 3,48 m
Ldngere, senkrecht verlaufende Strebe: 2,32 m
Kiirzere, senkrecht verlaufende Strebe: 1,16 m
12 FuB

Komplexe Ubungen:

% r~133mm 1. a) AB ~9,2mm b) AB =6 cm
14 a) rund 220 km

Zum Kapitel C: Lineare Funktionen

LEq: 1 c) Eingangswerte |18|18|24|2A|56|56|27| 5 |39|39

ugeordneteWerte | 2| 3| 2| 3| 2| 7| 3]s | 3|13
)% Jahr | 1977 1978 1579 1980 1981 1982 1983 1984

Mrd.Ml 166 173 180 187 194 202 210 218

LE 2: b) 0,55555;  1,492537 3; —0,0016611;  0,00018772; 400
& d) x=2; x=10; x=25; x=8; n.l
5 b) Jeder nichtnegativen Zahl wird ihre Quadratwurzel zugeordnet.
c) Fir negative Zahlen sind keine Quadratwurzeln definiert.

LE3: ®7 Auf jeder Parallelen zur y-Achse liegt hchstens ein Punkt des Graphen. Im Bild C 5 liegt
keine Eindeutigkeit vor.
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LE 4: 1.

LES: 1.

LE6: 3.

LE7: @14

LES8: 5.*
LE9: @22

7.+

LE 10: @ 24

4.x
9.%

15.%
LE11::2

LE12: 4.
1.

a) ja;y =0,05x b) nein €) jaim=peV

d) ja, falls Zahlermiete nicht beriicksichtigt wird; y = 0,16 - x
nein, falls Zahlermiete beriicksichtigt wird.
(Fiir die Lésung wurde Stadtgas beriicksichtigt.)

b) y =0,15x 4 9,00; xeN

€) nein; f(x) = 4,5 entspricht nicht der Gleichung f(x) = mx + n (m == 0)
d) ja,f(x) = —x mit m=—1 und n=0

1 1
e) ju,f(x)=7x mit m=5 und n=0
2
f) nein; f(x) = = (x == 0) entspricht nicht der Gleichung f(x) = mx + n (m =+ 0)

a) 1) m>0; n>0 (2) my;>0; n, <0; my=my; n,>n,
d) 1) m>0; n>0 (2) my <0; n, <0; m,>my; ny > n,
b) A ABC ~ A CDE; A ABC ~ A FGH; A CDE ~ A FGH

BC DE GH 1

©) jeweils 1? d)

e)*f(x) =7x —2 f) f(x) = —4,8x —12
<€) f(16) = 140 ist nicht méglich, da Wasser bei normalem Druck bei 100 °C siedet.

a) L={7; -7} b) L= {5; —1} :

a) Jede lineare Funktion hat héchstens eine (d. h. eine oder keine) Nullstelle.

b) Der Graph einer linearen Funktion liegt auf einer Geraden, die nicht parallel zur
x-Achse ist und somit genau einen Schnittpunkt mit der Achse hat. Dieser Schnittpunkt
kann jedoch auBerhalb des Definitionsbereichs der Funktion liegen; in diesem Fall hat
die Funktion keine Nullstelle.

b) xo=1,7 c) keine Nullstelle f) x,=5
420
c) keine Nullstelle e) fp= 39 ~ 10,769 231
€) m= —05 d) m=—5
2 395
a) P-(?:U), P,(0; —2) b) P,(—?;o).r,(o; 3,95)

b) Peter hat durch x dividiert, was nur zuldssig ist, wenn x = 0 ist. Der Fall x = 0 muB
also gesondert untersucht werden. Indem man 0 in die Ausgangsgleichung einsefzt,
Uberpriift man, ob diese Zahl Lésung ist oder nicht.

b) 5,4 ist Lésung d) 1,5 und —1,5 sind Lésungen
a) 3; 1,5; 2; 5, 0 b) L={xeR; x=0}
a) x=0 b) x=8
100
a) x =20 b)x=——1 ) x=1 d) x=11
€) me{1;2;3;6}
a) x=5 b) x=3 d) x= -2 g) x=—1
b) a = b(c + 3); b=T"3; =1 -3

d)a=b—¢; b=a+c¢c; c=b—a
x~32m 5. x =10 m? 7. 045N und 1,05N
9und7 12.*  In etwas mehr als 42 min.

Komplexe Ubungen:

17.

rund 44 g 21.% 2,5 km lang ist die Fahrstrecke
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Zum Kapitel D: Stereometrie

LE1: 5.
1.
LE2: 3*
6.
8.
LE3: 2
LES: @17
3,
LE6: @19
3.
LE7: 23
5
6.%
LES: @25
5;
LE9: 7.*
LE 10: 6.

Bild D2a: a =50cm; dy=130cm 6. m ~ 3,3 kg
Bild D 2b: h ~ 51 mm; dg ~ 60 mm

Bild D 2¢c: b ~ 37 mm; V ~ 695cm?

Firhy:hy=1:2 gilt d,:d,=y2:1.

Fird,:d,=1:2 gilt h,:hy=4:1.

b) Tafelwert: 2,3° = 12,17. Das Produkt 2,3+ 2,3 2,3 weist drei Dezimalstellen auf, wo-
bei die letzte wegen 3% = 27 eine 7 ist. Das macht offenkundig, daB der Ndherungs-
wert 12,17 durch Aufrunden entstanden ist. Der genaue Wert ist also 12,167.

Die duBere Wiirfelkante ergibt sich zu 53,5359 cm, was zur Sicherung des Fassungsver-

mdgens auf 53,6 cm fishrt.

a~96cm

b) | ein l zwei | drei Rechtecke
dreiseitig ja nein ja
vierseitig nein ja nein
finfseitig ja nein nein

(Beim fiinfseitigen Prisma wird vorausgesetzt, daB nicht 2 Seiten der Grundfldche zu-
einander parallel sind.)

a) Ay =156 m? b) s~88m
A ~ 2,07 m? 5. 3580M 6+  35cm?

b) Da auf beide Figuren mit den Fldcheninhalten A, bzw. A, die gleiche Streckung mit
dem Faktor k angewandt wurde, weisen die beiden Schnittfiguren Flécheninhalte
A, bzw. A', auf, denen die Beziehung A, = k?A, bzw. A’, = k?A, zugrunde liegt. Wenn
nun A, = A,, so muB auch A, = A’, gelten.

b) V=512m3 A, ~430,6m? 5. c) V~27cm?

b) A’ = 3cm? in beiden Fdllen. (Begriindung: Der Schnitt in 8 cm Hohe erzeugt einen
Kreiskegel — bzw. eine Pyramide — mit der Hohe 4 cm. Dieser Kegel kann als das Er-

1

gebnis einer zentrischen Streckung (S: T) angesehen werden. Fir die Hohen gilt
zum Beispiel
s 1 b= . 12cm =4

=zh=73 cm = 4cm.
Dann gilt fir die Fldcheninhalte

1 1
/ = — -_—— 2 2

A= k,A.- 3 27 cm? = 3 cm?)

b)*Der Achsenschnitt liefert zwei réchtwinklige Dreiecke. Spiegelt man eins dieser Drei-
ecke am Grundkreisradius, so bilden Original und Bild bei dieser Spiegeiung ein

gleichseitiges Dreieck, in dem alle Seiten die Lénge s haben. Daraus folgt, daB h = 2

2
gilt. V ~ 38 200 m? [38 223.758]
rund 9,5 m?

a) Ao = 96 7 m? ~ 300 m?
a) h~56,6mm; V=~ 23,7 cm?® b) h ~520mm; V=~ 49,0 cm?®
€) h~397mm; V~842cm?

9
a) p~7/18 =

1
1000

Die Haut ist mm = 1pm dick.
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Im folgenden Register findest du alphabetisch geordnet Stichwérter mit Seitenangaben, die dir
das Aufsuchen von Begriffen und wichtigen Merksdtzen erleichtern. Steht hinter der Seiten-
ziffer noch ein ,f“, so bedeutet das, daB sich die Erkldarungen zu diesem Stichwort bis zur
folgenden Seite erstrecken. Folgt der Seitenziffer das Zeichen ,ff.“, so erstrecken sich die Er-

klarungen sogar iiber mehrere der folgenden Seiten.

Abbildung 33, 90, 97

Abszisse 93

Addition v. Summen 15

Ahnlichkeit von

- Koérpern 62

~ krummlinig begr. Figuren 61 ff.

~ Vielecken 57 ff., »B 15

Ahnliche Figuren 53 ff., »B 10

-, Umfang und Inhalt 63f., »B 16
Ahnliche Korper 63, »B 17
Ahnlichkeitsabbildung 53 ff., 70, »B 9
Ahnlichkeitsfaktor 70, »B 9
Ahnlichkeitssatze 58 ff., 70, »B 11-14
dquivalent 113

Anstieg 99

—, Ermitteln des 105

Archimedes 145

Argument 92, 97

Auflésen von Klammern 15 ff.
Ausklammern 23 ff.

Bewegungen 32 ff.

Cavalieri 132f.
Definitionsbereich 92, 97
Descartes 123

Direkte Proportionalitat 98
Distributivgesetz 17
Division von Produkten 20 f.
Drehung 32 ff.

Eigenschaften der

~ Ahnlichkeitsabbildungen 70
— zentrischen Streckungen 49
Eratosthenes 69

Euklid 74

Euler 124

Funktion 90 »C 1, 97
-, konstante 101

-, lineare 101, 109
Funktionswert 92, 97

Gleichung 110
Glieder einer Summe 13
Graphische Lésung 110

Hauptahnlichkeitssatz 58, »B 11
Hohensatz 72f., 84, »B 18

-, Umkehrung 80, 84
Hypotenuse 71

Kathete 71

Kathetensatz 74 1., »B 19, 84
-, Umkehrung 80 f., »B 24, 84
Kegel 140 ff.

Klammern auflésen 15 ff.
Koeffizienten 13

Kongruenz 34, »B 1
Kongruenzsatze 58

Konstante Funktion 101



160 R Register

Konstruktionen mit Hilfe Quadrant 93
— der Ahnlichkeit 65f.
- zentrischer Streckungen 40 ff. Radikand 129
Koordinatenursprung 93 RegelmaBige Pyramide 135
Kreiskegel 140 ff.
- Oberflache 142f., »D 8 Satz des Euklid 74, »B 19
— Volumen 141, »D 7 Satz des Pythagoras 71, 84, »B 20
Kreiszylinder 125 f. -, Umkehrung 78, 84, »B 21
-, schiefe 133 Satz von Cavalieri 132, »D 3
Kubikwurzeln 127, 129 Spiegelung 32 ff.
Kubikzahlen 128 Strahlensdtze 44 ff., 52, »B 7, 8
Kugel 144 ff. -, Anwendungen 48
— Oberflache 147 1., »D 11 Streckenverhdltnis 30
— Volumen 145f., »D 10 Streckungsfaktor 38

Streckungszentrum 38
Leibniz 124 Subtraktion von Summen 17
Lineare Funktion 101 f., 109 Summen
Lineare Gleichung 111, 113 ff. -, Zusammenfassen in 13 f.
Losung, Lésungsmenge 110 -, Glieder von 13

-, Addition von 15
Mantel 136, 141 -, Subtraktion von 17
Mantellinien 141 -, Multiplikation von 22f., 25f.
MeBkeil 49
MeBtischverfahren 68 Taschenrechner
Multiplikation - mit Vorrangautomatik 5 f.

— von Produkten 19 1.

- 1
— von Summen 221, 25 f. wReziprokiasté: . 6

-, Speicher 7 ff.
Nacheinanderausfihrung Tetraeder 135
- von Ahnlichkeitsabbild. 55 f.
- von Bewegungen und zentr. Str. 54 Umkehrung eines Satzes. 79

Nullstelle 111 f., »C3
Variable 10 ff.

Ordinate 93 -, Operation unter Verwendung von 13 ff.
Verschiebung 32 ff.

Pantograph 68 f. Vielfache 13

Prisma 125f, »D 2

—, schiefes 131 Wertebereich 92, 97

Produkte

—, Multiplikation von 19f. Zahlenpaar

-, Division von 20f. -, geordnetes 91

Pyramide 134, »D 4 z f in$S 131,

—, Oberflache 136 Zentrische Streckung 38 ff., »B 4

-, Volumen 138, »D 6 -, Eigenschaften 49 ff.

Pythagoras 71 ff. -, Konstruktionen 44 ff.

Pythagoreische Dreiecke 80 Zylinder 125f.

Innentitelseite: Reproduktion aus Léhrich ,,Die Wunder der Welt*; Bild A 1: Reproduktion aus Struik
»A Concise History of Mathematics**; Bilder A 2, C42, D 22: Archiv Volk und Wissen; Bilder A 3,
B 3: Foto Seifert; Bild B 2: ADN Zentralbild; Bild C 41: Reproduktion aus Tietze ,,Geldste und unge-
I6ste mathematische Probleme*, Miinchen 1949; Bild C 43: Reproduktion aus A. Wolf: ,,A History of
Science*, London; Bild D 37: Dr. Giinter Blutke, Berlin
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