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Hinweise zur Arbeit mit diesem Buch

Das Lehrbuch ist in die Kapitel A bis G gegliedert und diese weiter in Lehrbuchabschnitte, die
mit blau gedruckten Uberschriften eingeleitet werden.

Jedes Kapitel ist in Lerneinheiten, abgekiirzt LE, eingeteilt, die jeweils durch ein Kapitel
durchnumeriert sind.

Eine Titelzeile Uber jeder Seite gibt dariber Auskunft, zu welchem Kapitel, zu welchem Lehr-
buchabschnitt und zu welcher Lerneinheit diese Seite gehdrt.

In den Lerneinheiten werden die Beispiele, Auftrdge, Definitionen und Sdtze durch folgende
Marken am linken Rand des Textes gekennzeichnet:

m Beispiel; @ Auftrag; » Definition; > Satz.

Beispiele, Auftrdge und Merkstoffe (bestehend aus Definitionen und Sétzen) sind jeweils durch
ein Kapitel durchnumeriert.

Verweise auf Abbildungen oder andere Texistellen beginnen mit einem schriggestellten Pfeil.
So bedeutet z. B. (/ Beispiel C 2, S. ...) ,,vgl. Beispiel 2 im Kapitel C auf Seite ., .*“.

Wenn sich bei einer Aufgabennummer ein senkrechter Pfeil befindet, z. B. ,,3.1", so bedeutet
dieser Pfeil, daB weiter oben ein Aufgabentext zu beachten ist, der fir mehrere Aufgaben
gilt. Aufgaben, die zusdtzlich durch einen Stern gekennzeichnet sind, zeichnen sich durch
einen erhdhten Schwierigkeitsgrad aus.



A Elektronischer Taschenrechner;
Anwendung von
Verhdltnisgleichungen

Einfihrung in den Gebrauch des Taschenrechners
und Wiederholung des Rechnens mit Verhdltnisgleichungen

1 Eingeben und Ablesen von Zahlen
bei einem elektronischen Taschenrechner

Elektronische Taschenrechner (abgekiirzt: ETR) werden in Betrieben, in der Verwaltung, in
der Forschung und im Handel vielfach verwendet. Sie ermdglichen — falls man sie richtig
bedient - ein schnelles und sicheres Ermitteln der Resultate von Rechenaufgaben. Ein Taschen-
rechner ist ein hochwertiges und empfindliches Gerét, das sorgsam behandelt werden muB.
Beim Arbeiten mit dem Taschenrechner muB8 man die auszufiihrenden Schritte gut iiberlegen
und genau ausfihren, da falsch eingegeb Ziffern oder Operationsbefehle vom Taschen-
rechner weder erkannt noch korrigiert werden. Es ist deshalb auch notwendig, einzel
Eingaben und die Resultate in geeigneter Weise zu kontrollieren. Deshalb sind durch Kopf-
rechnen erzielte Uberschldge zweckmaBig. Oftmals empfiehlt sich auch ein Nachrechnen.
Die Zellen, die den Taschenrechner mit der notwendigen Energie versorgen, haben eine
reluhv lange Lebensdauer. Trotzdem sollte man den Taschenrechner nach Beendigung einer
hnung sofort halten, um die Zellen zu schonen.
Es gibt eine Vielzahl verschiedener Taschenrechner, die sich in ihrer Arbeitsweise unter-
scheiden kénnen. Im Lehrbuch wird vor allem die Funktionsweise des Schulrechners SR 1
beschrieben.
Nach Einschalten des Taschenrechners erscheint in der Anzeige , das
Gerdit ist betriebsbereit.
Durch Dricken der Zifferntasten 0 bis 9 kénnen beliebige natiirliche Zahlen mit maximal
acht Stellen eingegeben werden. Dabei werden die einzelnen Ziffern von links nach rechts
(in der Reihenfolge, wie man sie schreibt) eingegeben.

m 1 Gib die Zahl 426 in den Taschenrechner ein!
Das Gerdt wird eingeschaltet. Es werden der Reihe nach die Tasten 4 , 2 und 6
gedrickt:

Einzugebende Zahl l astenfolge I Anzeige

a6 lame [(C_426)




8 A Taschenrechner; Verhdltnisgleichungen LE2

Nach jeder Eingabe einer Zahl kontrolliert man durch einen Blick auf die Anzeige, ob die
richtigen Tasten gedriickt wurden. Hat man eine Zahl falsch eingegeben, so driickt man die
Léschtaste CE* C und erreicht damit, daB die falsche Eingabe geldscht wird.")

Es erscheint in der Anzeige , die Eingabe kann erneut beginnen.

Auch wenn eine neue Zahl eingegeben werden soll, muB man zundchst die bisher eingegebene
Zahl léschen.

m 2 Der Taschenrechner zeigt noch die Zahl 426 an; man méchte aber die Zahl 28 ein-
geben. Die Folge der zu driickenden Tasten wdre:

o IENE
® 1 Stelle fest, was geschieht, wenn man die 426 nicht 16schi und dann die Zahl 28 eingibt!
m 3 Einzugebende Zahl IT folg IAnleige
705 @s
4320 @EEO
803 007 ©EO00FZ

® 2 a) Gib folgende Zahlen ein! 3; 70; 803; 830; 7 824; 94 637; 8 070 605
b) Welches ist die groBte Zahl, die man so in den Taschenrechner eingeben kann? Gib
die Zahl ein und lies sie!

Dezimalbriiche kénnen eingegeben werden, indem durch Betdtigen der Taste , das Komma
gesetzt wird. Zu beachten ist, daB in der Anzeige anstelle des Kommas ein Punkt erscheint.

= 4 Einzugebende Zahl IT tenfolg IAnleige
o SEle)
77,286 ZZOEE6 77286
o4 oo

Hinweis: Es ist nicht notwendig, eine Null vor dem Komma, vor der keine weitere Ziffer steht,
in den Rechner einzugeben. Als erste Taste kann also die Kommataste gedriickt werden.

® 3 a) Gib folgende Zahlen ein! 4,02; 4,002; 4,000 2; 7 891,6; 567 821,4; 10,230 45; 0,1;
0,01; 10,05; 0,404 004; 10 000,001 ; 54 321; 0,378 999
b) Welches ist die kleinste von Null verschiedene Zahl, die man so in den Taschen-
rechner eingeben kann? Gib diese Zahl ein und lies sie!

® 4 Gib die Zahl 35137135 ein und drehe den Taschenrechner um, so daB die Zah-
len auf dem Kopf stehen! Was stellst du fest? Suche weitere derartige Zahlen!

2  Addieren und Subtrahieren mit dem Taschenrechner

Soll mit Hilfe eines Taschenrechners zu einer Zahl eine zweite addiert bzw. von ihr subtrahiert
werden, so tastet man zundchst die erste Zahl ein, drickt dann die entsprechende Opera~
tionstaste + bzw. — , tastet danach die zweite Zahl ein und ruft das Ergebnis durch
Driicken der Taste = auf.

1) clear (engl.) - reinigen
clear entry (engl.) - Eingang reinigen (bzw. ,|&schen")



LE2 Taschenrechner; Verhdiltnisgleichungen A 9

m 5 Aufgabe: 9,7 + 3,8
Wir stellen den Vorgang in folgender Ubersicht dar:
Betdtigte Tasten Angezeigte Werte

o

o
Einschalten [H

£
)
ird
* &
@ L. 3]
©
B
B 4 135

Durch das Zeichen / wird die nach dem Eingeben jeder Zahl notwendige Blickkontrolle
gekennzeichnet.
Im folgenden werden solche Ubersichten kiirzer angegeben, z. B. in dieser Form:

Aufgabe I Tastenfolge/Ablaufplan | Anzeige
i |@0ZEHEOE,E 135

1-38 |80 ZEEHE,E
Will man eine neve Aufgabe I8sen, so muB man dafiir sorgen, daB nicht aus Versehen Werte
oder Befehle der alten Aufgabe mit verarbeitet werden. Dieses wird erreicht durch
(1) zweimaliges Betditigen von CE* C  oder
(2) Bettitigen von = oder
(3) neues Einschalten des Rechners

vor Beginn der Rechnung.

Betdtigt man die Léschtaste CE- C nur einmal, so werden nicht alle Eingaben, sondern nur
die letzte Eingabe gel&scht, ndmlich alle Ziffern, die nach dem letzten Operationszeichen eins
gegeben wurden. Man kann auf diese Weise Eingabefehler innerhalb einer Rechnung korri-
gieren, ohne ganz von vorn beginnen zu missen. Dies wird an folgendem Beispiel deutlich.

m & Aufgabe: 42 — 29
Gewadbhlte Tastenfolge: @@ /E] )] @,

Man bemerkt bei der zweiten Blickkontrolle den Fehler. Durch einmaliges Betdtigen der
Taste CE - C wird die 39 geldscht. Man driickt nun die Tasten 2 9 = und erhdlt das
richtige Ergebnis 13.

® 5 a) Berechne mit dem Taschenrechner 0,723 + 0,049! Sfelle einen Ablaufplan auf!
b) Welches Ergebnis wiirde man erhalten, wenn man folgende Tastenfol ingdbe?
(Bei der zweiten Blickkontrolle wiirde man den Eingabefehler natirlich bemerken. )

00 ZE@ExHOEEsE
c) Welche Aufgabe ist durch den Ablaufplan dargestellt? Lése sie!

EE@NOREEOEEZE
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= 7 Aufgabe: 10,34 + 0,963
Aufgabe I Tastenfolge/Ablaufplan Anzeige

3|3 71303
® 6 Lose folgende Aufgaben! '

a) 123 + 390 c) 7254 — 2184 e) 0,9952—0,2214

b) 13784 — 6 431 d) 137 806 + 243 572 f) 0,088 + 0,619

- Stelle jeweils die Tastenfolge in einem Ablaufplan dar!

- Priife jeweils durch einen im Kopf ausgefiihrten Uberschlag, ob die Stellenzahl des
Ergebnisses stimmen kann!

— Drehe nach jeder Rechnung den Taschenrechner! (Die Aufgaben sind hier so ge-
wahlt, daB das Ergebnis als Wort lesbar sein muB.)

10,34 + 0,963 |ﬁ o) (3 |4}J+\\01 BICHG

Beim Addieren kann es vorkommen, da8 das Ergebnis mehr als 8 Stellen hat, obwohl jeder
einzelne Summand nur 8 Stellen hat.
w 8 Aufgabe: 38495072 + 81 004 314

Uberschlag: 40 000 000 + 80 000 000 = 120 000 000

Der Schulrechner SR 1 zeigt in diesem Fall an:

(77949 08)

Dies bedeutet: 1,194 9 - 10°®
also 1,194 9 - 100 000 000, also 119 490 000

Die in der Anzeige rechts abgetrennt stehende Ziffer 08 gibt also den Exponenten der Zeh-
nerpotenz an, mit der die angezeigte Zahl zu multiplizieren ist. Das bedeutet, daB das
Komma um 8 Stellen nach rechts verschoben werden muB.

Rechnet man die Aufgabe im Beispiel A 8 schriftlich, so erhdlt man das Resultat 119 499 386.
Ein Vergleich mit dem Resultat des Schulrechners SR 1 zeigt, daB das Gerdt die letzten vier
Stellen (d. h. die Ziffern 9, 3, 8 und 6) ,,abgeschnitten* hat.

Hat das Ergebnis einer Additionsaufgabe mehr als 8 Stellen, so zeigt der Tuschenre:hner
dieses nur angendhert an.

Diese Grenze des Gerdtes muB man kennen, um die angezeigten Resultate hinsichtlich ihrer
Genavigkeit beurteilen zu kénnen.

= 9 Aufgabe: 6,000 0007 + 8,000 000 9 Anzeige: 740_06002J
Auch dieses Ergebnis ist nicht genau. Der Taschenrechner hat das eigentliche Ergebnis
14,000 001 6 gerundet.

Subtraktionsaufgaben, bei denen der Subtrahend gréBer ist als der Minuend, sind im bisher
verwendeten Bereich der gebrochenen Zahlen nicht I8sbar. Um festzustellen, was der Taschen-
rechner in solch einem Fall anzeigt, wollen wir das folgende einfache Beispiel betrachten.

= 10 Aufgabe ITusfenlolge/Ablaufplan IAnze&ge
s—y  [8EEE [E—

Fir diese im Bereich der gebrochenen Zahlen nicht I6sbare Aufgabe zeigt der Taschenrechner
also ein Resultat an. Im Verlaufe dieses Schuljahres werden wir lernen, was dies bedeutet und




LE2 Taschenrechner; Verhéltnisgleichungen A 1

wie man mit solchen Zahlen rechnen kann. Bis dahin schreiben wir bei derartigen Aufgaben
an Stelle des Ergebni die Buchstaben n. . (nicht I6sbar im Bereich der gebrochenen
Zahlen).

Das folgende Beispiel weist auf eine weitere Eigenschaft des Schulrechners SR 1 hin. (Der-
artige einfache Aufgaben werden sonst natiirlich nur im Kopf gel6st.)

u 11 Avufgabe |Tus!enlolge/Abluufplan JAnzeige
+1 |@E@E I 73)

Driickt man die Taste = aber zweimal, so erhdlt man als Ergebnis nicht 13, sondern 20.

® 7 Erkldre dieses Ergebnis! Driicke dann die Taste = weitere Male und erkldre die an-
gezeigten Ergebnisse!
Das Beispiel A 11 macht deutlich, daB der Schulrechner SR 1 eine Konstantenautomatik
fur die Addition besitzt. Diese ist nitzlich, wenn der gleiche Summand bei verschiedenen Auf-
gaben auftritt.
m 12 Sollen die Aufgaben 4 + 3,7; 2,1 + 3,7 und 0,9 + 3,7 gelést werden, kann man wie
folgt vorgehen:
Aufgabe I Tastenfolge/Ablaufplan I Anzeige

ht37 @ @ E )= 77

231 +37  |@06)A) 8 58

0w+37 |@DE, & 46)
Die Konstantenautomatik erspart also bei der 2. und 3. Aufgabe das Eingeben des Plus-
zeichens und des Summanden 3,7. Sie kann aber auch zu Fehlern filhren, wenn man die
Taste = versehentlich mehr als einmal betitigt. Kontrollen durch Uberschlége oder Nach-
rechnen sind also nétig.
Zahlreiche Rechnertypen haben keine solche Konstantenautomatik bei der Addition. Falls du
keinen Schulrechner SR 1 hast, prife dein Gerdt, indem du eine einfache Aufgabe eingibst
und die Ergebnistaste mehrfach betdtigst!

® 8 Prife, ob der Schulrechner SR 1 auch fir die Subtraktion eine Konstantenautomatik
besitzt! Rechne dazu eine einfache Subtraktionsaufgabe, driicke die Taste = mehrmals
und vergleiche die angezeigten Ergebnisse!

Aufgaben

Berechne die folgenden Summen bzw. Differenzen! Filhre jeweils eine Kontrolle durch!

1.7 a) 4302 + 5070 b) 5031 + 3010 c) 46,23 + 0,94 d) 72,76 + 0,58
e) 94,003 + 300,007  f) 82,007 + 200,003 g) 4,62 + 5,83 h) 3,91 + 8,09
“ 1) 90 000 000 + 20 000 000 - k) 1,462 388 3 + 9,243 807 4

2.1 a) 4326 —1873 b) 9 481 — 5 046 c) 42,73 — 18,09 d) 0,058 — 0,052
e) 97,04 — 23,87 f) 0,9403 —0,6238 g) 0,061 — 0,094 h) 10,09 — 0,999
3 Gib zu folgenden Ablaufpldnen jeweils die Aufgabe an und I&se sie!

o @O0 [E;l:'] @063 0] fﬁlié)jé\
b) (O(x](0)(4a)(] EI}[,{J @)oo E @)=



12 A Taschenrechner; Verhdltnisgleichungen LE3

4. Lése die folgenden Aufgaben mdglichst rationell!
a) 14,841 + 0,743; 3,862 + 0,743; 2,045 + 0,743
b) 22,34 —7,29; 8,04 —7,29; 10,02 — 7,29

3 Multiplizieren mit dem Taschenrechner

Beim Multiplizieren zweier Zahlen verwendet man die Taste x . Um Verwechslungen mit
der Kommataste zu vermeiden, wird bei fast allen Taschenrechnern die Multiplikation nicht
durch -, sondern durch das auch in alten Biichern verwendete Multiplikationskreuz ,, x *
gekennzeichnet.

® 13 Aufgabe |Tus|en'olge/Abluulplan IAnzeige
N ST TSI ()

Uberschlag: 9 - 40 = 360, d. h., die GréBenordnung ist richtig.

® 9 Lose folgende Aufgaben! Stelle jeweils einen Ablaufplan auf und prife mit einem
Uberschlag. ob das Ergebnis stimmen kann!

a) 1970-0,9 b) 643 -192 c) 2,39-0,3
d) 0,336 7-0,33 e) 55638857 f) 185185 2,4

® 10 Prife, ob dein Taschenrechner fir die Multiplikation eine Konstant t tik besitzt!
Rechne dazu eine einfache Multiplikati fgabe, dricke die Ergebnistaste = wieder-
holt und betrachte jed | das angezeigte Resultat!

Um zu erkennen, was der Schulrechner SR 1 anzeigt, wenn das Ergebnis gréBer als 99 999 999
wird, betrachten wir das folgende Beispiel:

w 14 Aufgabe | Anzeige | Das bedeutet:
a) 87 654321 - 10 87654 08) | 8.765 4 - 10°
= 876 540 000

b) 87 654 321 - 100 87654 09]) | 8.765 4 - 10°
= 8765 400 000
c) 87654321-1000 |(8.7654 70 ) |8.765 410"
= 87 654 000 000
Die in der Anzeige rechts abgetrennt stehenden Ziffern (im Beispiel A 14 die Ziffern 08 bzw.
09 bzw. 10) geben also wie im Beispiel A8 (/* S.10) den Exponenten der Zehnerpotenz an,
mit der das angezeigte Ergebnis zu multiplizieren ist. Das bedeutet, daB das K um die
entsprechende Anzahl von Stellen nach rechts verschoben werden muB. Dabei gibt der
Schulrechner SR 1 allerdings nur 5 Ziffern an, die ibrigen — im Beispiel A 14 die Ziffern 1, 2
und 3 - werden abgeschnitten.

® 11 Gib die Zahl 98765 432 in den Taschenrechner ein, driicke die Taste X und dann
mehrmals die Taste = ! Welche Operationen fiihrt der Taschenrechner aus? Wie oft
muB die Taste = betdtigt werden, damit in der Anzeige das Zeichen ,,E“ erscheint?
Dieses Zeichen zeigt die ,,Uberfillung* des Gerdtes an.")

1) error (engl.) - Irrtum
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Solange in der Anzeige das Zeichen ,E“ steht, nimmt der Taschenrechner keine weiteren
Befehle an. Man I8scht dieses Zeichen durch die Betdtigung der Taste CE: C oder durch
Ausschalten des Gerdtes.

m 15 Berechne den Fldcheninhalt einer rechteckigen Platte, deren Linge | = 8,7 cm und
Breite b = 4,3 cm gemessen wurden!
Formal erhédlt man: A= 1-b A=87cm-43cm A = 37,41 cm?
Da die Ausgangswerte MeBwerte und damit Ndherungswerfe sind, ist das Resultat mit
ller G igkeit geben. Nach der in Klasse 6 behandelten Regel
- Suche den Ndherungswerf mit der geringsten Anzahl zuverldssiger Ziffern heraus !
~ Runde das Ergebnis auf diese Anzahl von Ziffern!
kann das Ergebnis nur mit zwei Ziffern angegeben werden, also A = 37 cm2,

DaB dies slnnvoll ist, erkennen wir, wenn wir mit Hilfe des Taschenrechners den gréBtméglichen
und den | dglichen Wert ausrech Fir die Néherungswerte | und b gilt:
865cm=/<8, 75 cm und 4,25cm < b = 4,35cm. Damit ist der kleinstmdgliche Wert fiir
A = 36,762 5 cm? und der gréBtmégliche Wert fir A = 38,062 5 cm?. Dazwischen muB das Ergebnis
liegen. Es ist also sinnvoll, 37 cm? anzugeben, wobei die letzte Ziffer nicht mehr zuverldssig ist.

Avufgaben

Berechne die folgenden Produkte! Uberprife jeweils die GréBenordnung des Ergebnisses
durch einen Uberschlag! Uberlege, ob vom Taschenrechner das Ergebnis genau oder nur
angendhert angegeben wird!

1.7 a) 432- 546 b) 91,38 - 0,97 c) 46,27 - 0,89 d) 0,04 -0,29
e) 14,37 - 9,09 f) 4876 - 54 321 g) 6 943 - 98 765 h) 17,64 - 8,08

2.1 a) 5,008 -7,000 4 b) 3,009 - 8,000 2 c) 23,489 - 21,584
d) 840,29 - 3,521 e) 4,3208-9,6013 f) 23,8431-7,6022

3. Multipliziere die folgenden Zahlen jeweils mit 9! Vergleiche die Ergebnisse! Was stellst
du fest?

a) 12 b) 123 ) 123 d) 12345 e) 123 456 f) 1234 567

4, Multipliziere die Zahl 1,234 567 9 nacheinander jeweils mit a) 0,9; b) 1,8; ¢) 2,7;
d) 3,6; e) 4,5! Was stellst du fest?

5.  Lose mdglichst rationell! 23,4-2,81; 17,3-2,81; 0,96 - 2,81

6. Gib zu 1olgendem Ablaufplan die Aufgabe an und I5se sie!
O0OeEE®xOCEIAmE =

1. Im Weltraum betrdgt die Lichtgeschwindigkeit rund 300 000 kTm 8

a) Von der Sonne bis zur Erde braucht das Licht etwa 8,3 Minuten. Berechne die Ent-
fernung Sonne - Erde!

b) In der Astronomie verwendet man die Einheit , Lichtjahr". Das ist die Strécke, die
das Licht in einem Jahr zuricklegt. Wieviel Kilometer sind dies? (Rechne mit 365
Tagen pro Jahr!)
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4  Dividieren mit dem Taschenrechner

Beim Dividieren verwendet man die Operationstaste <. (Hierbei ist zu beachten, daB die
Bezeichnung dieser Taste aus dem Symbol fir gefeilt durch ,:" und dem Symbol fir den
Bruchstrich ,,—** kombiniert wurde.)

6 Avufgabe ITus'enlolge/Abluulplun |An1eige
73:8 l 7“3):+‘ 8= I 9725] -

Uberschlag: 72:8 = 9 Kontrolle: 9,125-8 = 73

mi

@ 12 Lose die folgenden Aufgaben!
a) 37 962:74 b) 151 515 : 481 €) 2,296 336 : 3,248
d) 962910:78 e) 0,456 565 2: 4,52 f) 0,6955486:3,13

Um festzustellen, was der Schulrechner SR 1 anzeigt, wenn das Ergebnis kleiner als 0,000 000 1
wird, betrachten wir folgendes Beispiel:

m 17  Aufgabe 'Anzeige
a) 0,000 000 1: 10 1-08
b) 0,0000001:100 | 1-09)
<) 0,000 000 1: 1000 -10

Wie im Beispiel A 14 (* Seite 12) gibt die abgetrennt stehende Ziffer eine Kommaverschie-

bung an. Das Zeichen ,—" bedeutet aber, daB diese Verschiebung nach links zu erfolgen hat.
So wird das Komma bei ,,— 08" um 8 Stellen nach links verschoben, bei ,,— 09" um
9 Stellen und bei ,— 10" um 10 Stellen nach links. Die Ergebnisse lauten also:

a) 0,000 000 01, b) 0, 000 000 001, c) 0, 000 000 000 1.

Wir merken uns: g
Stehen in der Anzeige rechis zwei abgetrennte Ziffern, so bedeutet dlu, duB duz
Komma um die jeweils angegebene Anzahl von Stellen nach rnchh vnmhoben
werden muB. y
Steht vor den rechts abgetrennten Ziffern ein Minuszeichen, so bedeutet dies, daB
das Komma nach links verschoben werden muB. Dazu sind soviel Nullen vor das an-
gezeigte Ergebnis zu schreiben, wie durch die abgetrennten Ziffern ungcgabcn wird.

Dus Komma steht dann nach der ersten Null.

Beim Dividieren mit dem Schulrechner SR1 tritt die abgetrennte Anzeige einer Ziffer mit-
- unter auch bei einfachen Aufgaben auf.

m 18  Aufgabe ITas'enlolge/Ablaufpiun IAnleige
a)20:3 3 0 (=) B E] (66666667
b)2:3 2 (= [3][=) (66666- 01

Im Beispiel A 18a erkennt man, daB der Schulrechner SR 1 die unendliche Dezimalzahl 6,6
mit 7 Stellen nach dem Komina angibt, wobei die letzte angegebene Stelle aufgerundet wurde.
Im Beispiel A 18b ist das Ergebnis als 0,66666 zu schreiben. Man erkennt, daB ,nur* 5 Stellen
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nach dem Komma angegeben werden und eine Rundung nicht erfolgt. (Durch Multiplikation
mit 10 konnte man aber die gesamte Ziffernfolge erhalten. Diese steht auch fiir weitere
Rechnungen zur Verfigung.)

® 13 Lose die folgenden Aufgaben! In welchen Fillen erfolgt die Anzeige mit Hilfe einer
rechts abgetrennten Ziffer?
Q) 4:3; h:b; 4:5; 4:6; 4:7; 4:8; 4:9
b) 15:3; 15:4; 15:5; 15:6; 15:7; 15:8; 15:9
€) 7:3;7:4;7:5;7:6;7:7;7:8;7:9
d) 23:4; 23:7; 23:19; 23:25; 23:27; 23:32; 23:31

@ 14 Die Division durch Null ist bekanntlich nicht erkldrt. Stelle fest, was der Taschen-
rechner anzeigt, wenn man eine Aufgabe n : 0 eingibt!

® 15 Prife, was der Taschenrechner anzeigt, wenn bei einer Divisionsaufgabe die Taste =
zwei- oder mehrmals gedriickt wird! Erkldre die Ergebnisse!

Aufgaben

L Berechne folgende Quotienten, filhre jeweils eine Kontrolle durch!
a) 0,42:0,7 b) 0,005 5: 0,11 c) 142,242 :15,7 d) 0,63:0,9
e) 0,006 6 : 0,06 f) 0,708 : 35,4 g) 824:23 h) 94,3 :183,6

2. Lose moglichst rationell! 20,34 : 0,86; 0,99 : 0,86; 0,07 : 0,86

3. 57 Kilowattstunden Elektroenergie kosten im Haushalt 4,56 M. Wieviel kostet 1 Kilo-
wattstunde?

4. Welche der folgenden Zahlen ist durch 3, durch 6, durch 9 ohne Rest teilbar? Ent-
scheide anhand der Teilbarkeitsregeln und iberprife mit dem Taschenrechner!
a) 1478 b) 4287 c) 85224 d) 10035 e) 100152
) 46 487 g) 463077 h) 3458763 i) 98 321 504 k) 98 321 505

5. Welche der folgenden Zahlen sind durch 7, welche durch 13 ohne Rest teilbar?
a) 5324873 b) 14596855 «¢) 11150022 d) 45983210 e) 60 874 032

6.* Stelle fest, welche der folgenden Zahlen eine Primzahl ist: 757; 851; 1 591; 1 319!

5  Aufgaben, bei denen die gleiche Operation
mehrmals auszufiihren ist

Aufgaben, bei denen die gleiche Operation mehrmals auszufihren ist, werden entsprechend
ihrer schriftlichen Darstellung in den Taschenrechner eingegeben. Dabei wird beim Betdtigen
der Operationstaste jeweils das Zwischenergebnis (Z) angezeigt
m 19 Aufgabe: 15 + 23 + 8 + 37 + 128

Tastenfolge/Ablaufplan I Anzeige

5@ @) FyE,FE P A EEE |2
7 2r A >

An der ersten durch Z markierten Stelle erscheint in der Anzeige L7 38.] , also
die Summe von 15 und 23.




16 A Taschenrechner; Verhdltnisgleichungen LE6

Zur Vereinfachung der Darstellung im Lehrbuch wird in den folgenden Beispielen die Blick-
kontrolle nicht mehr angegeben. Es werden meist auch die Tastenfolgen verkirzt wieder-
gegeben.

m 20 Aufgabe: 23,42 + 18,81 + 24,06 + 0,73
auszufihrende Tastenfolge:

EEH@EEHOEOENHEEBeEEHaG

&
N
)
0

Verkirzte Schreibweise ' Anzeige
23,42 (+) 18,81 (¥ 24,06 (+] 0,73 (=) I 6702

@ 16 Lose die folgenden Aufgaben!
a) 8983 — 865 —45—639—81 b)81,7-3-75-4 <) 1338246:13:0,5:28
(Die Aufgaben wurden so ausgewdhlt, daB8 das Ergebnis jeweils als Wort lesbar-ist,
wenn man den Taschenrechner umdreht.)

m2

-

Ein trapezférmiges Fldchenstiick (* Bild A1) soll umzdunt wer-  Skizze:
den. Fir die einzelnen Seiten wurden folgende Ldngen gemes-

sen: a = 20,3m; b=20,2m; ¢ = 382m;d = 9,45 m. Wie

lang wird der Zaun? a
Formal wirde man | = 88,15 m erhalten. Nach den Regeln iiber

sinnvolle G igkeit (/ Beispiel A 15, S. 13) muB aber auf

88,2 m gerundet werden. d Bild A1

b

@ 17 Verdeutliche die ZweckmdBigkeit der verwendeten Regel durch Berechnen des kleinst-
méglichen und des groBtmdglichen Wertes!

@ 18 Ldse die folgenden Aufgaben jeweils mit unterschiedlicher Reihenfolge der S d
bzw. Faktoren (von links nach rechts, von rechts nach links usw.)! Was stellst du fest?
Welche GesetzmdBigkeit liegt vor?

a) 24,34 + 17,6 + 18,2 + 0,28 + 14,03
b) 22,8-17,4-0,92- 10,01

Aufgaben

1 a) 87,49 + 8,06 + 14,2 + 100,04 c) 73,56 + 7,02 + 18,3 + 200,05
b) 0,003 + 0,42 + 1,068 + 0,706 d) 0,002 + 0,58 + 1,071 4 0,604

2. a)243—17,2—0,43—1,86 ) 8—13—29—34
b) 0,72 — 0,04 — 0,38 — 0,06 d) 0,86 — 0,09 — 0,46 — 0,01
3. a) 3-11-17-19 b) 0,13-0,98-0,74 c) 0,14-0,97 - 0,81
d)1:2:3:4:5 e) 120:2:3:4:5 f) 0,48:0,21:0,3

6  Aufgaben, bei denen verschiedene Operationen
auszufiihren sind

Aufgaben, bei denen nur Additionen oder Subtraktionen auszufihren sind, werden entspre-
chend ihrer schriftlichen Darstellung in den Taschenrechner ei b

geg
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m 22 Der Kontostand eines Spargirokontos in Hohe von 4 726,23 M hat sich durch folgende

Buchungen verdndert. Ermittle den Endstand!

Gehaltszahlung: + 926,80 M
Abbuchung fir Miete: — 83,70M
Abbuchung fir Elektroenergie: — 53,00M
Einzahlung: + 250,00 M
Abbuchung fir Fernsehen und Zeitungen: — 16,00 M
Abbuchung fir einen Scheck: — 213,17 M

Daraus ergibt sich folgender Ablaufplan:
4726,23 (+) 926,80 [—] 83,70 (=) 53 [+] 250 [—] 16[—) 213,17 =)

Angezeigtes Ergebnis: 553716

Antwortsatz: Der Endstand betrdgt 5 537,16 M.

Treten in einer Aufgabe neben Additionen und Subtraktionen (Strichrechnung) auch noch
(mindestens) eine Multiplikation oder Division (Punktrechnung) auf, so sind die entsprechen-
den Vorrangregeln (Punktrechnung geht vor Strichrechnung) zu beachten. Man kann dann
nicht immer in der Reihenfolge ,,von links nach rechts” arbeiten.

® 23 a) 165 + 10 b) 10 + 16-5 c) (10 +16)-5 d) 16 - (5 + 10)

Die Aufgabe a) kann entsprechend ihrer schriftlichen Darstellung in den Taschenrechner
eingegeben werden.

Aufgabe Ablaufplan
16-5 + 10 16 (x)5 (+) 10 (=)

Auch die Aufgabe b) kann entsprechend der schriftlichen Darstellung in den Taschen-
rechner eingegeben werden, wenn dieser wie der Schulrechner SR1 eine Vorrang-
automatik (Hierarchie) hat.

Aufgabe Ablaufplan
104165 10(+) 16 (x)5 (=)

Prife, ob dein Taschenrechner eine Vorrangautomatik besitzt!
Ein Taschenrechner ohne Vorrangautomatik wirde das falsche Ergebnis 130 anzeigen.
Bei ihm myBte man die Rechnung mit der Multiplikation beginnen wie bei Aufgabe a):

Aufgabe Ablaufplan

>
]
N
(3
@
®

>
1
N
e,
@
®

>
3
N
e
@
o

10 + 165 16 x5 + 10

Aufgaben mit KI n, z. B. die Aufgaben c) und d), erfordern gesonderte Uber-
legungen: '

Die Aufgabe c) wird mit dem Taschenrechner nach folgendem Ablaufplan geldst:
Aufgabe Ablaufplan Anzeige

10 4+ 16)5  [10(+]16(=](x]5 130.

( ) B1EX5E)

Durch das erste Drijcken deF Taste = wird die Addition ausgefiihrt und das Zwischen-
ergebnis 26 angezeigt.
Die Aufgabe d) wird nach folgendem Ablaufplan geldst:

Aufgabe Ablaufplan Anzeige

!

16 (5 + 10) 5@10@)@16@ 240,

2 (0007 16) z
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Wir merken uns fir das Rechnen mit Klammern:

® 19 Lose folgende Aufgaben! Stelle zuvor jeweils die Tastenfolge in einem Ablaufplan dar!
a) 2509 + 1859 c) (0,621 96 — 0,248 31) : 0,53
b) 9 (141 + 56) d) 2,62—2,7:1,2

Besondere Uberlegungen sind nétig, wenn Aufgaben die Form a- b + ¢ d haben. Dazu be-
trachten wir das folgende einfache Beispiel:

® 24 Aufgabe: 5-3 + 4-7
Im Kopf kann man leicht das Ergebnis 43 ausrechnen. In den Schulrechner SR 1 kann
man - dank der Vorrangautomatik — die Aufgabe von links nach rechts eingeben. Man
erhdlt das richtige Ergebnis.

Aufgabe I Ablaufplan I Anzeige

53447 [sm3@me m 13|43

Bei einem Taschenrechner ohne Vorrangautomatik muB man zuerst die Produkte 53 und 4-7
gesondert ausrechnen, diese Zwischenergebnisse merken (besser notieren) und dann addieren.
Hat der Taschenrechner einen Speicher, so kann man auch diesen benutzen. Die Verwendung des
Speichers wird meist in der Betriebsanleitung erklédrt. Im Unterricht wird darauf erst in Klasse 8
eingegangen.

® 20 Lose die folgenden Aufgaben!

a) 17-23 + 21-47 b) 5-53—18-14 c) 0,025-4,8 + 0,24 - 0,25
Besonders hdufig werden kinftig Aufgaben der Form # vorkommen. Bei diesen Aufgaben
ist es im allgemeinen gleichgiltig, ob man die Multiplikation oder die Division zuerst ausfilhrt.

125-18

45
Man kann diese Aufgabe nach dem Ablaufplan (a) oder (b) oder (c) ldsen:

m 25 Aufgabe:

Ablaufplan I Anzeige

(a) 125 (%) 18 (%) 45 (=)
(b) 125(=)45 (x] 18 (=)
() 18[)45 (x]125 =)

0,000 25 - 0,000 12
m 26 Aufgabe: 5

Der Schulrechner SR 1 zeigt hier als Ergebnis an. Das Ergebnis lautet

also 0,000 000 002.
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Aufgaben
i a) 263 + 17,4 —14,3—216 + 7,8 d) 34,1 + 18,9 —29,7 —3,9 + 10,4
b) 0,07 — 0,02 + 4,06 — 4,11 e) 0,09 —0,06 + 513 —5,16
€) 24,89 — 0,06 + 10,04 — 20,08 f) 36,76 — 10,09 + 0,07 — 20,03
2 a) 42-3,6-1,9-24 c) 7,3:41-65-38
b) 0,7 -18,4- 0,04 - 30,6 d) 0,4-23,5-0,02-18,7
3. a) 814 + 1247 d) 714 + 13- 28 g) 951 -2,4—583
b) 17,5 (0,76 + 3,5) e) 19,5 (0,85 + 3,7) h) 915- 3,8 — 486
c) 0,473 + 4,81-0,97 f) 0,581 + 5,73 - 0,84 i) 0,2- (52,5 —9,81)
4. a) (66,39 — 48,76) - 0,72 b) 17,5 (28,3 — 4,18) c) 14-18 +17-21
d) 31,5-23,8 —19,3-11,1 e) (55,71 — 36,24) - 0,87 f) 13-17 +14-23
g) 13,5 (29,1 — 2,36) h) 36,5-21,7—17,8-13,5
5i Thomas und Kerstin kaufen ein.
Thomas kauft: Kerstin kauft:
2 Titen Mehl a1,40 M 1 Tiute Zucker & 1,55M
3 Flaschen Brause & 0,53 M 2 Tuten Bonbons & 0,95 M
2 Flaschen Milch & 0,54 M 3 Flaschen Milch & 0,54 M
1 Stilck Butter a230M 13 Milchbrétchen a 0,08 M
7 Stick Kuchen 40,32M 8 Flaschen Selters a 0,42 M

a) Berechne, wieviel jeder zu bezahlen hat!

b) Wie hoch ist der zu zahlende Betrag, wenn man das Flaschenpfand (je Milchflasch
0,20 M; je Selters- bzw. Br flasche 0,30 M) abzieht?

c) Wieviel Geld erhdlt jedes Kind zurick, wenn Thomas 15,00 M und Kerstin 10,00 M

hat?
95-15 047-18,6 8448037200 . 85-21
A T b) —5.031 9 30 D7
063174 755041600 27583 0,000 230,000 33
) —G.0u6 %800 LT 4600

7 Umformen und Lésen von Verhdltnisgleichungen

Im Zusammenhang mit direkter und umgekehrter Proportionalitdt wurde in Klasse 6 das
Aufstellen, Umformen und Losen von Verhdltnisgleichungen geibt.

@ 21 Stelle die Verhdltnisgleichung % = % nacheinander nach g, b, c und d um!

@ 22 a) Lése folgende Aufgaben ohne Taschenrechner!
x 7 1 x 2 4 1 2

3T 3T xTTP 9«
b) Lose folgende Aufgaben mit dem Taschenrechner!
X 2,39 0,42 01386 1344 280
0183 061 0337  x ' x _ 2572
) Ein Radfahrer fdhrt mit einer Durchschnittsgeschwindigkeit von 15 kT'" Wie lange
braucht er fiir 20 km; 35 km; 1 km?

2



20 A Taschenrechner; Verhdltnisgleichungen LEZ

Welche Strecke fdahrt er in 2 Stunden; 1,5 Stunden; 30 Minuten; 10 Minuten?
Stelle den Zusammenhang zwischen zuriickgelegter Strecke und Fahrzeit gra-
phisch dar!

Im Auftrag A 22 ¢ sind Fahrzeit und zuriickgelegter Weg direkt proporﬂonql Auch umge-
kehrt proportionale Z hénge fihren oftmals zu Verhdltnisglei

9
® 27 6 Mdhdrescher vom Typ E 516 ernten ein Feld in 8,4 Stunden ab. Wieviel Stunden
wiirden 8 Mdhdrescher dieses Typs brauchen?
Die Anzahl der Mdhdrescher ist der bendtigten Zeit umgekehrt proportional. Man
kann also unsetzen:

6  x
8 84h
Man erhdlt: x = B.Aah- 6 x=63h

8 Mdhdrescher wiirden 6,3 Stunden bzw. 6 Stunden und 18 Minuten benéti

@ 23 a) Berechne die Zeit, die 10 Médhdrescher vom Typ E 516 bendtigen wiirden (/ Bei-
spiel A 27)!
b) Wieviel Hektar erntet ein Mdhdrescher pro Stunde ab, wenn das Feld 150 ha groB
ist?

Aufgaben

15 1060 g Mehl kosten 1,40 M. Wieviel Mark kostet 1 kg?
2. 530 g Erbsen kosten 0,55 M. Wieviel Mark kostet 1 kg?

3. Fir 23 kWh Elektroenergie bezahlt man im Haushalt 1,84 M.
a) Wieviel Mark kosten 27 kWh?
b) Wieviel Kilowattstunden kann man fir 10 M verbrauchen?

4. 13 m? Stadtgas kosten 2,08 M.
a) Wieviel Mark kosten 231 m3?
b) Wieviel Kubikmeter Stadtgas kann man fir 15 Mark verbrauchen?

5. Ein sowjetischer Kreuzer legt in 2 h 30 min 73,5 sm zurick. Welche Entfernung legt
er in 1 h 12 min bei dieser Geschwindigkeit zuriick?

6. Eine Treppe mit 25 Stufen zu je 18 cm Hohe soll durch eine neue mit je 15 cm Stufen-
héhe ersetzt werden. Wieviel Stufen hat dann die Treppe?

7. Um den Aushub einer Baugrube abzufihren, muBl jedes von 8 Fahrzeugen gleicher
Ladefdhigkeit 60 Fahrten durchfiihren.
a) Wievielmal muB jedes Fahrzeug fahren, wenn 2; 3; 5; 7; 9; 10; 12; 15; 20 Fahr-
zeuge derselben Ladefdhigkeit eingesetzt werden?
b) Wieviel Fahrzeuge derselben Ladefdhigkeit muB man einsetzen, wenn jedes Fahr-
zeug 5; 6; 7; 8; 9; 10; 12; 15; 20; 30 Fahrten durchfihren soll?
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8 Aufgaben zur Ubung und Wiederholung

Bei den folgenden Aufgaben sollte groBer Wert auf eine Kontrolle der Ergebnisse (durch
Uberschlag oder Nachrechnen oder beides) gelegt werden. AuBerdem ist auf sinnvolle
Genavigkeit der Ergebnisse zu achten, wenn Ndherungswerte in die Rechnung eingehen.
24,3(27,4 —13,1) b 16,4—12,1 + 0,9 14,2 4+ 183-7,4
9 0,48 R TTT) 9 To18 46
2. Ein PKW ,Trabant 601 hat fir 552 km 40 | Kraftstoffgemisch verbraucht. Wie hoch
wird unter anndhernd gleichen Fahrbedingungen der Verbrauch fiir 740 km sein?
3 Ein PKW ,Wartburg 353“ hat fir 312 km 30 | Kraftstoffgemisch verbraucht. Welche

Entfernung wird er bei einem Verbrauch von 55 zuriicklegen?

4, Das Bild A 2 zeigt einen Ausschnitt aus dem Fahrplan fir die Strecke Magdeburg—

Halle—Leipzig.

a) Berechne die Enffernung zwischen Calbe und Stumsdorf; Schonebeck und Niem-
berg; Kéthen und Leipzig!

b) Berechne die Fahrzeiten zwischen Magdeburg und Halle bzw. Leipzig fir den
D 441, den D 631 und den P 3331!

c) Berechne fiir die angegebenen Ziige die Durchschnittsgeschwindigkeit auf der Ge-
samistrecke sowie auf den Teilstrecken Magdeburg/Kéthen, Kéthen/Halle und
Halle/Leipzig!

d) Berechne die Fahrkosten fir die Strecken Magdeburg/Leipzig, Magdeburg/Halle,
Calbe/Halle, Kothen/Leipzig fir Personenzug und Schnellzug (falls méglich) bei
Anwendung folgender Tarife:

(1) Normaltarif 2. KI.: 0,08 M pro km, Schnellzugzuschlag 3,00 M;
(2) Normaltarif 1. KI.: 0,116 M pro km, Schnellzugzuschlag 6,00 M;

(3) Ferienrickfahrkarte: ‘T ErmadBigung ohne ErméBigung des Zuschlages;
(4) Schilerfahrkarte: % ErmdaBigung nur in 2. Klasse ohne ErmdBigung des Zu-

schlages!
Beachte, daB alle Fahrpreise auf Zehntel Mark gerundet werden und daB die Ent-
fernungsangaben im Kursbuch von den Tarifkilometern, die bei den Fahrkarten-

ausgaben vorliegen, abweichen konnen!

730

(Elektrischer Betrieb)

730 Mcgdohurﬂ Hclle (Soale)- Lolpzlg

27,6) Calbe (Soale) Ost 671 .

3.5 Sachsendorf (b Calds).
435 Wulfen (Anh) .

50,2 KBthen < 60,
,2| Arensdort (b Kothen)
Weilandt-Galzau.

[Foao|n [twiioo |

omi
0| Zoberitz .
Halle (Saale

6] Letpaig i 1 3¢ .
pzig
e/pzig Hbi

Dresden Hbt..

Bild A2
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5. Eine Familie will mit ihrem PKW ,Trabant* von Woldegk nach Bad Schandau fah-
ren. Sie beschlieBen, von Prenzlau bis Dresden die Autobahn zu benutzen und ermit-
teln aus dem Autoatlas fir die einzelnen Teilstrecken folgende Kilomet, gab
18; 14; 35; 16; 32; 20; 23; 14; 20; 28; 10; 34; 15; 22; 11; 15; 22; 11; 8.
a) Wie lang ist die Gesamtstrecke?
b) Wieviel Liter Kraftstoffgemisch werden etwa benétigt, wenn der Durchschnitts-
verbrauch 7,6 | pro 100 km betrdgt?
c) Was kostet die Fahrt, wenn man
— nur den Benzinverbrauch beriicksichtigt (1 | Gemisch kostet 1,53 Mark);
- auBerdem 0,08 M fiir Abnutzung pro Kilometer in Rechnung stellt?
d) Wie lange dauvert die Fahrt, wenn man als Durchschnittsgeschwindigkeit eoﬁ
annimmt und auBerdem 1 Stunde Pause einplant?

6. Auf einem Werkzeugautomaten kénnen in 62 Minuten ebenso viele gleichartige Werk-
sticke bearbeitet werden wie vorher auf einer herkémmlichen Werkzeugmaschine in
465 Minuten, ndmlich'155 Stiick.

Wie groB ist die Zeitersparnis bei der Herstellung von 100 Werkstiicken?

7 Die Familie Schulze féhrt mit der Bahn von Aue nach Zinnowitz. Aus dem Kursbuch
der Deutschen Reichsbahn wurden folgende Entfernungen enthommen:
Ave—Zwickau 27,1 km  Berlin—Zissow 197,0 km
Zwickau—Leipzig 89,2 km  Zissow—Wolgast (Hafen) 19,1 km
Leipzig—Berlin 182,0 km  Wolgast (Fdhre)—Zinnowitz 8,5 km
a) Berechne die Gesamtstrecke!

b) Berechne den Fahrpreis fur Hin- und Rickfahrt in der 2. Klasse eines Schnellzugs,

wenn

- Mutter, Vater und der Sohn Uwe den vollen Fahrpreis und die kleine Tochter
Birgit den halben Fahrpreis zahlen mussen (1 km kostet 8 Pf; der Schnellzugzu-
schlag betrdgt bis 300 km 3,00 M, Gber 300 km 5,00 M; fir Birgit kostet auch der
Zuschlag nur die Halfte);

- die ErmaBigung fir Ferienreisen, die ein Drittel der Fahrkosten betrigt, aber
nicht fir Zuschldge gewdhrt wird, in Anspruch genommen wird!

8. Im Physikunterricht soll die Dichte eines Steines ermittelt werden. Dazu wurden ge-
messen: m = 39g, V= 18cm?®
a) Berechne die Dichte!

b) Gib den groBtmdglichen und den kleinstmaglichen Wert fiir die Dichte an!

Zusammenfassung

Addition bzw. 'Aulgube | Tastenfolge | Anzeige
Subtraktion
25+06 (EOEHODEE
-0 |@EC@OE ‘
Multiplikation bzw.  Aufgabe | Tastenfolge l Anzeige
Division
% |ZHE@@E|C__238)
% |@EEE®=
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lmdmr
a) Bei der Addition Aufgabe: 75 328 20%-10
bzw. Multiplikation Anzeige: (75328 08
kann in der Anzeige Das bedeutet: 7,532 8 - 10°, also 753 280 000.
rechts abgetrennt (Genaues Ergebnis: 753 282 090)
1

eine Ziffer stehen.
Das bedeutet:
Kommaverschie-
bung nach rechts.

b

-

Bei der Division Avufgabe: 0,785 236 9:10

kann in der Anzeige Anzeige: 78523-02
rechts abgetrennt Das bedeufet: 7,852 3 : 107, also 0,078 523

eine Ziffer mit einem (Genaues Ergebnis: 0,078 523 69)
Minuszeichen davor

stehen. Das bedeutet:
Kommaverschie-
bung nach links.

-

Die Konstanten- Auvfgabe | Tastenfolge | Anzeige
automatik speichert # -

den zulefzt einge- 3:1,4 ) BH@E cldeter)
gebenen Opera- L 24:14 2B0m m

. =

tionsbefehl und den

als letztes einge- 08:1,4 o® =|57142-01
gebenen Wert.") Da-
mit lassen sich mit-
‘unter Rechnungen
vereinfachen. Ver-
sehentlich mehr-
maliges Dricken
der Ergebnistaste
fuhrt aber zu Feh-
lern.

d

=

Bei Division durch 0 Aufgabe | Tastenfolge | Anzeige
(oder bei anderen
nichtausfuhrbaren 3:0 I@E] @@= I
Operationen bzw.
bei Uberschreitung
der Kapazitdt des
Gerdtes) wird das
Zeichen E angezeigt.

') Das gilt nur, sofern nicht durch die Vorrangautomatik eine andere Arbeitsweise erfolgt.
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hied Operati auszufihren sind

Eingabe der Zahlen- Aufgabe I Tastenfolge | Anzeige
werte und Operations- s
befehle von links nach 2434 I@@@@@ICE
rechts. Die Vorrang- : ¥
automatik des
Taschenrechners be-
ricksichtigt die Vor- :
rangregel (,,Punkt- e Eh
rechnung geht vor ; 8
Strichrechnung®).

Zuerst Ausdruck in der Avufgabe I Tastenfolge
Klammer berechnen.
Dabei die Rechnung 5:(3+4) I@ @@@@@l

durch Betdtigen der Er-
gebnistaste abschlie-
Ben. Danach die wei-
teren Operationen aus-
fihren. Reihenfolge von ; z
links nach rechts muf3
dabei nicht zutreffen.

Ein Bruchstrich hat die Aufgabe | Tastenfolge | Anzeige
Bedeutung einer Klam-
mer, die Berechnung 3+ 4 BEE@EEBEE)
des Zéhlers (oder des 5 ; *
Nenners) ist durch Be- 2
tdtigen der Ergebnis-
taste abzuschlieBen.

Prozentrechnung

9  Der Prozentbegriff

Wir haben schon Angaben der folgenden Art gehért oder gelesen:
»Der Plan wurde mit 103 Prozent erfillt”, ,Der Elektroenergiever-
brauch konnte um 7 Prozent gesenkt werden®, ,,Die StrafBe hat ein Ge-
félle von 8 Prozent* (/ Bild A 3). Fur ,,Prozent” wird dabei oft das Zei-
chen ,,%" geschrieben. Bild A3
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Versuche, folgende Aufgaben zu |6sen!

® 24 In einem kleinen Betrieb sind 60 Personen beschdftigt.

a) 50% der Betriebsangehérigen fahren mit dem Autobus zur Arbeitsstelle. Wieviel
Personen sind das?

b) Die Belegschaft besteht zu 25% aus Frauen. Wieviel Frauen sind in dem Betrieb?

c) 10% haben ihre Lehre noch nicht abgeschlossen. Wieviel Lehrlinge werden in
dem Betrieb ausgebildet?

d) Alle Kolleginnen und Kollegen sind Mitglied im Freien Deutschen Gewerkschofts-
bund. Driicke die Mitgliedschaft in Prozent aus!

® 25 a) Gegeben sei ein Betrag von 400 M.
Wieviel Mark sind 50%, 25%, 75%., 10%, 100%, 1% davon?
b) Wieviel Mark sind 1% von 200 M, 2000 M, 600 M, 750 M, 75 M, 4 900 M,
65000 M, 5M?
c) Auf wieviel Prozent steigt ein Betrag, wenn man ihn von 400 M auf 1 200 M erh&ht?
@ 26 a) Eine Eisenbahnstrecke von 200 km Ldnge wurde zu 75% elektrifiziert. Wieviel
Kilometer sind das?
b) In einer LPG mit 2400 ha landwirtschaftlicher Nutzfliche wird auf 33‘3% dieser
Fldache Getreide angebaut. Wieviel Hektar sind das?
c) Bei einem Betriebssportfest wurden 40 ménnliche Teilnehmer gezéhlt. Die Anzahl
der weiblichen Teilnehmer war noch um 509, hoher. Wieviel waren das?
d) In einem Sportstadion, in dem es 4 000 Sitzpldtze gibt, soll deren Anzahl auf 150%,
erhoht werden. Wieviel Sitzplédtze wird es dann geben?

Fir jede beliebige Zahl oder GréBe G gilt:

50% von G ist dasselbe wie die Hiilfte von G.
25%, von G ist dasselbe wie ein Viertel von G.
75% von G ist dasselbe wie drei Viertel von G.
3]%% von G ist dasselbe wie ein Drittel von G.
10% von G ist dasselbe wie ein Zehntel von G.
1009 von G ist dasselbe wie G.

1% von G ist dasselbe wie ein Hunderistel von G.

Die zuletzt g te F llung ist grundlegend fir das Verstdndnis aller Uberlegungen
und Redeweisen, in denen der Begriff ,,Prozent" vorkommt, weil durch sie der Begriff ,,Pro-
zent" definiert wird.")

» 1 DEFINITION: Ein Prozent von G ist ein Hundertstel von G.
Kurz: 1% von G ist -,—% .

Die GroBe G nennt man in diesem Zusammenhang Grundwert. Die vor dem Zeichen ,,%"
auftretende Zahl nennt man den jeweiligen Prozentsatz. Man bezeichnet ihn allgemein
mit dem Buchstaben p.

Der Prozentsatz liegt zwischen 0 und 100, wenn er einem bestimmten Teil des Grundwertes
G entspricht.

1) pro centum (lat.) - fir hundert
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Haufig werden aber auch Zahlen mit dem Grundwert verglichen, die gréfer als G sind. lhnen
entsprechen dann natiirlich Prozentsdtze, die groBer als 100 sind. Beispielsweise bedeuten
200%, von G dasselbe wie das Doppelte von G,

500% von G dasselbe wie das Finffache von G,

1509, von G dasselbe wie das 1,5fache von G.

Neben dem Begriff ,,Prozent" begegnet man zuweilen auch dem Begriff ,,Promille” (z. B. im Zu-

sammenhang mit der Angabe von Restalkoholkonzentrationen im Blut). Diese Redeweise bedeutet
urspringlich ,fir tausend". Dementsprechend versteht man unter ein Promille von G ein Tausendstel

.10 4 G
von G. Kurz: 19/, von G lstm.

Aufgaben
1. Es sei G = 160 kg. Wieviel Prozent von G sind dann a) 16 kg; b) 80 kg;
c) 1,6 kg; d) 160 kg?
2. Es sei G = 160 kg. Wieviel Kilogramm sind dann a) 25% von G;
b) 75% von G;  ¢) 50% von G; d) 150% von G?
'3 Steffen spart, um sich einen Fotoapparat zu kaufen. 50% des benétigten Geldes hat

er schon, ndmlich 70 Mark.
Wie tever ist der Fotoapparat?

4. Wie groB ist G, wenn man weiB
a) 109 von G sind 901, b) 1% von Gsind 8m, c) 259% von G sind 120 ha,
d) 1009, von G sind 48 M, e) 75% von G sind 15 kg, f) 400% von G sind 1 000 M?

5. Wieviel Prozent der Fléiche ist bei den Figuren im Bild A 4 jeweils schraffiert?

il

(a) (b) (c) ) (d)

(e) (f) (g) (h) (i)

Bild A 4

6. a) Zeichne einen Kreis mit einem Radius von 3 cm! Male 50% seiner Fliche farbig
aus!
b) Zeichne ein Rechteck mit den Seitenldngen 8cm und 1cm! Male 75% seiner
Fléche farbig aus!
€) Zeichne einen Rhombus mit einer Seitenldnge von 4 cm und einem Innenwinkel
von 60°! Male 25%, seiner Fldche farbig aus!

1. Wieviel ist 1% von
a)1m, b)1dm? ¢) 1hl, d) 1dt?

8. Wieviel Prozent sind
a) 10 cm von 1 m, b) 50 dm? von 1 m?, c) 10 g von 1 kg,
d) 6 hvon1d?
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(a) (b) (c)

%7

27

50%
50% 25%
25%
Bild A5
9. Ubertrage die Figuren im Bild A 5 in dein Heft! Ergénze sie dann jeweils so zu einer

neuen Figur, daB die urspringlichen (schraffierten) Fldchen den angegebenen Prozent-
sdtzen entsprechen!

10.  Bei welchen Figuren im Bild A 6 ist mehr als 259 (weniger als 75%) der Fldche
schraffiert?

(a) (b)

(d)
Bild A6

10 Berechnungen mit beliebigen Prozentsdtzen

In den Aufgaben des vorigen Abschnitts kamen nur einfache Prozentsitze vor. Es handelte
sich z. B. um 50%, 25%, 75%., 10%, 5%, 20%, 1% oder 2009, einer bestimmten GroBe.
Wie findet man die Lésungen von Aufgaben, in denen andere Prozentsitze auftreten?

® 28 |n einem Heizwerk setzt man slch das Ziel, den im Plan vorgesehenen Jahresbedarf
von 12001t Br kohle um dest 69, zu unterbieten. Wieviel Tonnen Braun-
kohle mi igst ingespart werden, um dieses Ziel zu erreichen?
Wir iberlegen: Mun kann den Wert von 6% leicht bestimmen, wenn man den Wert
von 1%, kennt.
19, von 1 200 t ist der hundertste Teil von 1200 t.

1200t

T 12t

6% von 1 200 t sind das Sechsfache von 12 1.

12t-6 =721

Antwort: Es mi igstens 72 t Braunkohle eingespart werden.

® 29 In einem anderen Heizwerk betrug die Planvorgabe 4 000 t Braunkohle. Davon wur-
den 160 t eingespart. Wieviel Prozent sind das?
Wir uberlegen: Um zu ermitteln, wieviel Prozent von 4000t die 160t darstellen,
braucht man nur festzustellen, wie oft 1% von 4000 t in 160 t enthalten ist.
1%, von 4000 t ist der hundertste Teil von 4 000 t.
4000t:100 = 40 t
Wie oft sind 40 t in 160 t enthalten?
1601:401 = 4

Antwort: Es wurden 4%, eingespart.
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@ 30 Von einem dritten Heizwerk wird berichtet, daB sogar 9% der vorgesehenen Braun-
kohl ge eingespart werden k ten, némlich 108 t. Wie groB war die urspriing-
lich im Plan vorgesehene Menge?
Wir uberlegen: Die urspriinglich vorgesehene Menge ist der Grundwert, ihm entspre-
chen 100%,. Man kann den Grundwert leicht bestimmen, wenn man den Wert von
1% kennt.

9% von G sind 1081t. 1% von G ist der 9. Teil von 108 t.

z 108t:9 =12t

1009 (G) sind das Hundertfache von 12 .

121-100 = 1200 t
G=1200t

Antwort: Im Plan waren urspriinglich 1 200 t vorgegeben.

Die Beispiele A 28 bis 30 haben gezeigt, daB man Prozentaufgaben Iésen kann, indem man
zundchst den Wert von 1%, ermittelt und dann je nach der Fragestellung weiterrechnet.
Falls G und p gegeben sind (wie im Beispiel A 28), kann man den zu p gehérigen Prozent-
wert W wie folgt ermitteln:

G

G
(1) Man bestimmt 1%, von G, das ist W; (2) man multipliziert 100 mit p.

Also: |

Falls G und W gegeben sind (wie im Beispiel A 29), kann man den zu W gehodrigen Prozent-
satz p wie folgt ermitteln:

* G
(1) Man bestimmt 1%, von G, das ist 100"

(2) man ermittelt, wie oft der Wert von 1% in W enthalten ist.

é

R Y k]

Falls ein Wert W und der hérige Pr P gegeben sind (wie im Beispiel A 30), kann
man den Grundwert G wie folgt ermitteln:

w
(1) Man bestimmt den Wert von 1%, das ist —;

(2) man multipliziert den gefundenen Wert mit 100.

Also:

G
An der Gleichung W = 700’ P erkennt man: W ist proportional zu p. Proportionalitétsfaktor

G
ist dabei der Wert —

100°
@ 27 Vervollstindige zu wahren Aussagen!
a) Bei feststehendem Grundwert G ist W um so gréBer, je ....... p ist.
b) Bei feststehendem Prozentsatz p ist W um so ....... , je kleiner G ist.

c) Bei feststehendem Prozentwert Wistpumso ........ i e e G ist.
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Aufgaben

1. a) G = 500 M. Wieviel Mark sind dann 3%,?
b) G = 700 M. Wieviel Mark sind dann 12%,?
c) G = 300 M. Wieviel Mark sind dann 2109;?

2 a) G = 500 M. Wieviel Prozent sind dann 35 M?
b) G = 600 M. Wieviel Prozent sind dann 66 M?
c) G = 200 M. Wieviel Prozent sind dann 280 M?

3. Berechne jeweils G!
a) 7% von G sind 42 M b) 24%, von G sind 72 km
c) 12% von Gsind 72 t d) 250% von G sind 500 t

4. Wieviel Prozent sind
a) 36 m von 900 m, b) 180 km von 9 000 km, c) 3,50 M von 50 M,
d) 88 cm von 2 m, e) 5 km von 4000 m, f) 2 dt von 600 kg?

5. Berechne!
a) Wieviel sind 7% von 1 5007 b) 16% von G sind 48. Wie groB ist G?
c) Wieviel sind 81% von 30? d) Wieviel Prozent sind 46 von 2 300?

6. 189, eines gewissen Grundwertes G seien 70 M.
Wieviel Mark sind dann a) 9%, b) 36%, c) 90%, d) 1809%?

1. 32 M seien 889, eines gewissen Grundwertes G.
Wieviel Prozent sind dann a) 16 M, b) 8 M, ¢) 4 M, d) 3,20 M?

8. 120 M sind 5% von 2 400 M.
Wie groB muB der Grundwert G sein, damit 120 M
a) 10%, b) 20%, <) 30%, d) 60% von G sind?

9. Herr Altmann und Frau Biirger unterhalten sich.
Herr A. erzihlt: ,Fiir meine Wohnung zahle ich 109, meines Gehalts an Miete.”
Frau B. erwidert: ,Die Miete fir meine Wohnung betrdgt nur 5% meines Gehalts.”
Es stellt sich heraus, daB beide denselben Betrag zahlen. Kénnen die Prozentangaben
dann richtig sein? Urteile und begriinde!

10.  Zeichne zwei Rechtecke mit den Seitenldngen @) 1 cm und 5cm, b) 1 cm und 10 cm!
Schraffiere im ersten Rechteck 109 seiner Fidche, im zweiten Rechteck 5%! Was
stellst du beim Vergleich der schraffierten Fidchen fest?

11.* Frau X und Herr Y spenden monatlich einen Solidaritétsbeitrag, der 409, ihres Ge-
werkschaftsbeitrages entspricht. Fraulein Z behauptet: ,Da zahlen beide also gleich
viel." Hat Frdulein Z rechi? Urteile und begrinde!

12, Herr Reinhold und Herr Sauer unterhalten sich iiber die Ausgaben fir ihre PKW.
Herr R. sagt: ,Ich gebe etwa 6% meines Einkommens fir Benzin aus.”
Herr S. stellt fest: ,Bei mir sind es etwa 8%,."
Kann man aus diesen Angaben den SchluB ziehen, daB Herr S. mehr Geld fir Benzin
ausgibt als Herr R.?
Urteile und begriinde!

13.  Bei den AbschluBprisfungen erreichten 15% aller beteiligten Schiiler einer Schule das
Préadikat ,Sehr gut* und 35% das Pradikat ,Gut". Der Direktor stellt daraufhin fest:
,50%, der Schiller haben einen guten oder sehr guten AbschluB erreicht.” Hat der
Direktor mit dieser Angabe recht? Urteile und begriinde! N
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147 In zwei Schulen (A und B) wurde in der Klassenstufe 7 eine Mathematik-Kontrollarbeit
geschrieben. In der Schule A erreichten 409, der beteiligten Schiler mindestens die
Note 2, in der Schule B warcn es nur 20%,.
Elke meint: ,In beiden Schulen zusammen haben also 609, der Schiler mindestens
eine 2 bekommen,*
Kurt vertritt dagegen die Meinung: ,Insg t haben 309, der Schiiler wenigstens
eine 2 erreicht.”
Wie hat Elke gerechnet? Hat sie recht? Wie hat Kurt gerechnet? Hat er recht? Be-
griinde deine Urteile!

15, In den Darstellungen a bis c des Bildes A 7 sind jeweils zwei Rechteckfldchen teilweise
schraffiert gezeichnet. Untersuche fiir jede Abbildung, wieviel Prozent der Einzel-
flachen F, und F, und wieviel Prozent der Gesamfflédche F = F, + F, schraffiert sind!

i isse in ei 1} i

Stelle die Ergieebmslse in eLlne: Ta::s-e Schraffierter Anteil B
sehen hat! Was stellst du fest? der Hache i Rrsall 3

] ] F, R EE

B= | a)

_— — b)

_— Lo )
(a) (b) (c) Bild A7

11 Ldsen von Prozentaufgaben mit Hilfe
von Verhidltnisgleichungen

In Lerneinheit 10 wurde festgestellt, daB der Prozentwert W proportional zum Prozentsatz p
ist. Der Quotient einander zugeordneter Werte von W und p ist deshalb stets gleich dem
Proportionalitdtsfaktor. Das heiBt:

w_ G
P 100

Absgehend von dieser Verhdltnisgleichung kénnen Prozentaufgaben gelsst werden, indem
man die Gleichung nach W, p oder G auflést, je nachdem, was zu berechnen ist. Es seien zum
Beispiel der Grundwert G und der Prozentwert W gegeben, der Prozentsatz p gesucht.



LE12 Prozentrechnung A 31
Lésung: W o |
8 p 100
G G
W=_— T
100 P I 100
G W -100
=W:— bzw. =
P 10 W PTT¢
Beim Lésen von Anwendungsaufgaben kann es nitzlich sein, eine Zuordnungstabelle anzu-

fertigen, die der obigen Verhiltnisgleichung entspricht:

A

te| w G
3 5 ~ (Dabei ist der Grundwert als derjenige Prozentwert

» 100 aufgefaBt, der dem Prozentsatz 100 entspricht.)

h

d von einer solchen Tabelle kann man eine zur Lésung der Aufgabe geeignete Ver-

héltnisgleichung aufstellen, wobei es zweckméBig ist, stets mit dem Gesuchten zu beginnen.

m 31

m 32

12

Fir einen LKW ist ein Normverbrauch von 251 Kraftstoff auf 100 km vorgegeben.
Durch kraftstoffsparende Fahrweise wurden durchschnittlich nur 23 | fiir 100 km ver-
braucht. Wieviel Prozent betrug die Einsparung?

Lésung: Gegeben sind G = 251 und W = 2|; gesucht ist p.

Prozentwerte l 21 I 251 p 100
Lo -2
T 2 25
Prozentsdtze l P | 100 100 2 .
Antwort: Die Einsparung betrug 8%. prgs i B

Es sollen 90 g Kochsalz in Wasser gelést werden, so daB eine 15%ige Kochsalzlésung
entsteht. Berechne die dafir notwendige Masse des Wassers!

Lésung: Gegeben sind W, = 90 g und p, = 15. Gesucht ist der zu p, = 85 gehérige
Prozentwert W,.

Prozentwerte I 90g l W, l W, 9%g .85
85 1
Prozentsdtze ‘ 15 I 85 90
W, =5 859 W,=510g

Antwort: Es miussen 510 g Wasser verwendet werden.

Die Verwendung des Taschenrechners
fir Prozentberechnungen

Damit wir lernen, den Taschenrechner auch fiir Prozentberechnungen richtig zu benutzen,
rechnen wir absichtlich erst einige Aufgaben, die man auch im Kopf Iésen kann.

m 33

Wieviel sind 9%, von 400?

Wir rechnen im Kopf Wir verwenden den Taschenrechner
1% von 400 ist 4; Zundchst im Kopf: 1% von 400 ist 4.
9% von 400 ist 4 - 9; Dann: Ablaufplan | Anzeige

also W = 36.

ym« = |35
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Der Schulrechner SR 1 besitzt eine Prozenttaste. Bei ihrer Verwendung sind Rechenschritte
im Kopf nicht erforderlich.

Fir Beispiel A 33 gilt dann:
Aufgabe | Ablaufplan l Anzeige

9%vonml9@ BW@EI-

@ 28 Berechne 3,25% von 610! Stelle den Ablaufplan auf!
u 34 Wieviel Prozent sind 28 von 400?

Wir rechnen im Kopf Wir verwenden den Taschenrechner
1% von 400 ist 4; Zundgchst im Kopf: 1% von 400 ist 4.
28:4=17; Dann:

alsop=7. Ablaufplan | Anzeige

LT [a—-

Verwendet man die Prozenttaste, dann gilt fir Beispiel A 34:

Aufgabe IAbluulplun I Anzeige

Wieviel Prozent sind 28 von 400? I 28 [+] 400 (%) =) I

m 35 Wie groB ist G, wenn 6% von G gleich 24 ist?

Wir rechnen im Kopf Wir verwenden den Taschenrechner
24:6 = 4; i
%-100 = 400: Ablaufplan 'Anzelge

also G = 400. (=63 l

Das angezeigte Resultat entspricht dem Wert von 1 %. Danach
Multiplikation mit 100 im Kopf.

Wird die Prozenttaste benutzt, rechnet man Beispiel A 35 wie folgt:

Aufgabe I Ablaufplan I Anzeige
6% von G ist 24. Wie groB ist G? | 2 (=] 6 (%) (=) | 400.

Aufgaben

1. Berechne!
a) 649, von 4070  b) 82,5% von 395  ¢) 6,4% von 210 d) 589 von 35
e) 75% von 8 ). 1,8% von 12,5 g) 0,73%, von 38 500 h) 1289 von 374

2 Wieviel Prozent sind
a) 271 von 410, b) 0,85 von 19,  ¢) 88,5 von 91, d) 10 von 500,
€) 2450 von 17500,  f) 4,3 von 8,6,  g) 0,062 von 47,5, h) 296 von 2587

3. Berechne jeweils G!
a) 18% von G sind 57 ) 0,59% von Gsind 11,4 ) 25% von G sind 12
b) 97%, von G sind 48,5 d) 46%, von G sind 53,4 f) 13,4%, von G sind 0,65
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4. Berechne den jeweils gesuchten Wert!
a) b) | d |e | 9)
G 826 1070 | 68,4 6,5
P 9,5 11,7 | 215 185
w 517 | 435 | 32,4 164 |74 126
5, Berechne! Was fdllt dir beim Vergleich der Ergebnisse untereinanderstehender Auf-
gaben auf? Begrinde!
a) 18%, von 680 c) 85% von 54 e) 136% von 75
b) 680% von 18 d) 549, von 85 f) 759 von 136

13  Abschédtzungen und Uberschlagsrechnungen

Es ist hdufig der Fall, daB man von einer GréBe gar nicht den genaven Wert wissen muB,
sondern daB die Bestimmung eines Néherungswertes ausreicht, den man im Kopf aus-
rechnen kann. Aber auch dann, wenn der genaue Wert berechnet wurde (zum Beispiel mit
Hilfe des Taschenrechners), ist es wichtig, durch eine Abschétzung oder Uberschlagsrechnung
eventuelle Fehler zu bemerken.

@ 36 Es soll berechnet werden, wie groB G ist, wenn 69% von G einem Betrag von 172,50 M
entsprechen. Ein Schiiler erhdlt als Lésung: G = 40 M.
Bei der Uberprifung uberlegt er: Dieser Wert kann nicht richtig sein, denn der Wert
von G (also von 100%) muB sicher gréBer sein als der Wert von 69%, (also gréfer als
172,50 M). ’

® 29 Uberlege. durch welchen Fehler der Schiiler im Beispiel A 36 auf die Lésung G = 40 M
gekommen sein konnte! Berechne den richtigen Wert!

@ 37 Ein Schiller berechnet 8,6% von 230 kg und erhalt 197,8 kg. Bei der Uberprifung uber-
legt er: Dieses Ergebnis ist sicher falsch, denn 8,6%, von 230 kg sind etwa soviel wie
10% von 200 kg, also etwa 20 kg.

@ 30 Berechne fiir das Beispiel A 37 die richtige Losung und stelle fest, worin der Fehler des
Schijlers bestand!

® 38 Man mochte ungefdhr wissen, wieviel Prozent 129 m? von 495 m? sind.
Man berlegt:
129 m2 von 495 m? ist etwa dasselbe wie 125 m? von 500 m?; 125 ist ein Viertel von 500,
also sind es rund 25%.

® 31 Berechne fir das Beispiel A 38 den genauen Wert und urteile, ob der Ndherungswert
richtig bestimmt ist!

Aufgaben

1. Bestimme néherungsweise (durch Kopfrechnen)!
a) 9% von 176.kg c) 27% von 833 M e) 729, von 15900 km
b) 43% von 7,8 m d) 35% von 0,7 | f) 143% von 320t

3 (0007 16)
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2. Berechne néherungsweise (durch Kopfrechnen)! Wieviel Prozent sind

a) 2,3 m von 19,6 m, ) 58,5 kg von 80 kg, e) 1,5/ von 51,

b) 18,35 M von 39 M, d) 86 cm? von 98 cm?, f) 112 m von 425 m?
3. Bestimme néherungsweise (durch Kopfrechnen) den Grundwert! )

a) 139 von Gsind 72t. ) 48,5% von G sind 335 m2. e) 92% von G sind 186 m?.
b) 0,8% von Gsind 4,6 1. d) 36% von G sind 52 M. f) 2139, von G sind 52 km.

4 Ein Schiler kam bei Uberschlagsrechnungen zu folgend Ergebnissen:
a) 359, von 1 200 M sind etwa 800 M. b) 110 kg von 900 kg sind etwa 10%.
€) 650 m von 2 400 m sind etwa 70%,. d) 780 M von 2100 M sind etwa 30%,.
e) Wenn 9,5% einem Betrag von 912 M entsprechen, dann ist der Grundwert etwa
9000 M. : .
f) Wenn 28 m® einem Prozentsatz von 21 entsprechen, dann ist der Grundwert etwa
100 m>. '

Beurteile die Angaben des Schiilers und berichtige die fehlerhaften Ergebnisse!

14 Ldsen weiterer Anwendungsaufgaben

Beim Losen von Anwendungsaufgaben wollen wir kinftig folgende Schritte beachten:

1. genau iberlegen, wonach gefragt ist, welche GroBen bekannt sind und wie die gesuchte
GroBe bestimmt werden kénnte;

2. durch eine Uberschlagsrechnung die gesuchte Gréfle ndherungsweise bestimmen;

3. den Wert der gesuchten GrdBe genau berechnen ;

4. das Ergebnis kontrollieren (u. a. durch Vergleich mit dem Uberschlag);

5. die gestellte Frage beantworfen, dabei gegebenenfalls das Ergebnis sinnvoll runden.

= 39 Von den 867 Schillern einer Schule A erwarben 543 das Touristenabzeichen, von den
943 Schijlern der Schule B waren es 581 Schiiler. Diese Zahlen beider Schulen sind mit-
einander zu vergleichen.
Wir uberlegen: Es genigt nicht, nur 543 und 581 miteinander zu vergleichen. Man muf3
auch die Gesamtschilerzahlen beriicksichtigen. Dies kann geschehen, indem man be-
rechnet, wieviel Prozent der Schiiler in jeder Schule das Touristenabzeichen erworben
haben.
Uberschlag:
a) 543 von 867 sind etwa soviel wie 540 von 900, also py ~ 60.
b) 581 von 943 sind etwa soviel wie 600 von 1 000, also p2 ~ 60.
Die genaue Berechnung unter Verwendung des Taschenrechners ergibt: a) 62,629 758;
b) 61,611 877.
Kontrolle: Beide Ergebnisse stimmen mit dem Uberschlag gut iiberein.
Antwort: In Schule A erwarben 62,6%, der Schiler das Touristenabzeichen, in Schule B
waren es 61,6%,. Schule A hatte also ein etwas besseres Resultat.

® 40 In Apotheken kann man getrocknete Kamillenbliten in Péckchen zu je 25 g kavufen, die
einen nitzlichen Tee zur Behandlung mancher Erkrankungen ergeben.
Frisch gesammelte Kamillenbliten verlieren beim Trocknen etwa 849, ihrer Masse.
Welche Menge frischer Kamillenbliten ist demnach erforderlich, um ein Pdckchen mit
25 g getrockneter zu erhalten?
Wir iberlegen: Die 25 g entsprechen 16%, der Frischmasse. Deren GraBe ist der zu be-
stimmende Grundwert.
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Uberschlag: 16% von G sind 25 g. Demnach ist G ~ 6-25g = 150 g, denn
6-16% = 96% ~ 100%.
Genave Berechnung:
Weg 1: a) Wir bestimmen den Wert von 1%:
25g:16 = 1,5625g
b) G=100-1,5625g; G = 156,25 g.
Méglicher Rechenablaufplan fir den Taschenrechner:

25 (=] 16 (%) (=)
Weg 2: Prozentwerte I 25g | G G 25g
l 100 16
' Prozentsdtze | 16 I 100 25
=.T-100: G=15625¢g

Kontrolle: Der errechnete Wert kommt dem Uberschlagsergebnis sehr nahe. Wir iiber-
prifen zusdtzlich, ob 16% von G gleich 25 g sind. Das ist der Fall: 16 -1,5625g = 25 g.
Antwort: Es missen rund 160 g Kamillenbliten gesammelt werden, um 25 g getrocknete
zu erhalten.

m A4

=

Braunkohle ist in der DDR die bedeutendste Energiequelle. Zugleich ist sie ein wichtiger
Rohstoff fir die Chemieindustrie. Im Jahre 1950 wurden in der DDR 137,050 Mill. t Roh-
braunkohle geférdert, im Jahr 1980 waren es 258,097 Mill. . Um die Steigerung der
Produktion mit leicht Uberschaubaren Zahlen auszudriicken, ist zu berechnen, auf wie-
viel Prozent des Wertes von 1950 sie sich erhsht hat.
Wir iberlegen:
Die Zahl 137,050 Mill. t ist der Grundwert, gefragt ist nach dem Prozentsatz p, der dem
Wert von 258,097 Mill. t entspricht.
Uberschlag: 258,097 ~ 260; 137,050 ~ 140.
Da 260 fast das Doppelte von 140 ist, muB der gesuchte Prozentsatz bei knapp 200
liegen.
Genave Berechnung:
Weg 1: 1% von 137,050 ist 1,370 50.

p = 258,097 :1,370 5; p = 188,323 24

Weg 2: Prozentwerte in Mill. t I 258,097 | 137,050 T
Prozentsdtze l P | 100
p 100 100
= A - 258,097; p = 1883
758,097 ~ Ta7,050° P = Taroso 00%: p= 1883232

Kontrolle: Das Uberschlagsergebnis bestdtigt den errechneten Prozentsatz.
Antwort: Die Férdermenge im Jahre 1980 betrug rund 1889, der Fordermenge von 1950.

Im Beispiel A 41 lautete die Frage, auf wieviel Prozent des Wertes von 1950 die Braunkohlen-
forderung im Jahr 1980 gestiegen war. Man will also wissen, welchem Prozenisatz der neve
Wert entspricht. (Der urspriingliche Wert wird dabei als Grundwert betrachtet.)

Man kann aber auch fragen: ,Um wieviel Prozent erhohte sich die Braunkohlenférderung?*
Es geht dabei um die Differenz zwischen nevem und urspringlichem Wert, und man will
wissen, welchem Prozentsatz diese Differenz entspricht. (Der urspringliche Wert ist auch hier
der Grundwert.)

3
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Um diese Frage zu beantworten, kann man zwei Wege beschreiten:

a) Man ermittelt die Differenz der beiden Werte und rechnet dann der{ zugehdrigen Prozent-
satz aus.
258,097 — 137,050 = 121,047  (in Mill. t);

=121,047 : 1,370 5; p = 88,323 24
Die Férdermenge stieg um rund 889,
Man berechnet den zum neuen Wert gehérigen Prozentsatz — so wie im Beispiel A 41
(p ~ 188) - und bildet dann die Differenz zu 100 (das ist ja der zum urspriinglichen Wert
gehérige Prozentsatz!).
188 — 100 = 88

Das Ergebnis ist das gleiche wie beim ersten Weg.

b

-

Avufgaben

1. Von 157 FDIJ-Mitgliedern der Thdlmann-Oberschule erwarben 103 FDJler das , Ab-
zeichen fir gutes Wissen“. In der benachbarten Wilhelm-Pieck-Schule waren es 94 FDJ-
ler von 138 FDllern. Welche FDJ-Grundorganisation erreichte ein héheres Ergebnis?

7 5 Messing besteht im wesentlichen aus Kupfer und Zink sowie einigen speziellen Zusdtzen
(z. B. Blei). Wieviel Kupfer und wieviel Zink werden fiir 2,50 MessingguB benstigt, wenn
die Legierung 349, Zink und 64%, Kupfer enthalten soll?

3. Bronze ist eine Legierung, die im wesentlichen aus Kupfer und Zinn besteht.

a) Wieviel Bronze kdnnte man aus 450 kg Kupfer und 110 kg Zinn herstellen, wenn die
Legierung 86%, Kupfer enthalten soll? :

b) Wieviel Bronze kdnnte man aus 500 kg Kupfer und 90 kg Zinn herstellen, wenn der
Kupfergehalt 82%, und der Zinngehalt mindestens 16%, betragen soll?

4, Die Oberfldche der Erde betrégt rund 510,1 Millionen km2. Davon sind 362,2 Millionen
km? von Meeren bedeckt. Wieviel Prozent der Gesamtfléche sind das?

5. Von den rund 147,9 Millionen km? Festland der Erde entfallen auf Europa rund 10,1
Millionen km2. Wieviel Prozent der Festlandfléche sind das?

6. Die DDR umfaBt eine Fldche von rund 108 000 km?, Wieviel Prozent der Fléche Europas
(10,1 Millionen km?) sind das?

7.*  Altpapier ist ein wertvoller Rohstoff, dessen Verwendung dazu beitrdgt, bei der Papier-
herstellung Holz einzusparen. Man kann davon ausgehen, daB 100 t Altpapier den
Holzbestand von 1 ha Wald ersetzen kénnen. Es wird geschétzt, daB in der DDR jahr-
lich etwa 150 000 t Altpapier in den Haushalten verbrannt oder in den Mill geworfen
werden.

Wieviel Hektar Holzbestand kénnten in einem Jahr erhalten bleiben, wenn es geldnge,
wenigstens 5% des sonst vernichteten Altpapiers zu sammeln?

8. a) Im Zeitraum von 1950 bis 1980 stieg die Weltbevslkerung von 2 513 Millionen
Menschen auf 4415 Millionen an. Auf wieviel Prozent des Wertes von 1950 war sie
damit gewachsen?

b) Die entsprechenden Zahlen fir Europa (ohne die UdSSR) lauten:
1950 waren es 392 Millionen Einwohner,
1980 waren es 487 Millionen Einwohner.
Um wieviel Prozent des Wertes von 1950 ist die Zahl angestiegen?
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Von einem Buch wurden im ersten Monat nach seinem Erscheinen 8 000 Exemplare
verkauft. Im zweiten Monat waren es 159, mehr als im ersten Monat, im dritten Monat
lag die Verkaufszahl um 8%, h&her als im zweiten. Um wieviel Prozent war die Ver-
kaufszahl im dritten Monat héher als im ersten?

Vergleiche die Alkoholmengen von 1 Glas Wein, 1 Glas Bier und 1 Glas Wodka!

Ein Weinglas enthélt 100 ml, der Alkoholgehalt des Weins sei 10%,. Ein Bierglas enthdlt
250 ml, der Alkoholgehalt des Bieres sei 4 9. Ein Schnapsglas enthdlt 20 ml, der Alkohol-
gehalt von Wodka betrdgt 40%,.

Graphische Darstellungen

Im Zusammenhang mit Prozentangaben werden héufig graphische Darstellungen verwendet,
um die jeweiligen GréBen zu veranschaulichen.

® 42 Die Erdatmosphdre in Bodenndhe besteht aus etwa 779, Stickstoff, 219, Sauerstoff,

w A&

w

1%, Edelgasen und 1% anderen Gasen. Zur Veranschaulichung dieser Zusammen-

setzung eignet sich ein Kreisdiagramm. (/7 Bild A 8)

Zu. Ermittlung der einzelnen WinkelgroBen geht man davon aus, daB der gesamten

Kreisflache (also 100%) ein Vollwinkel von 360° entspricht.

Stickstoffanteil: 77%, von 360°, das sind rund 277°.

Saverstoffanteil: 219, von 360°, das sind rund 76°.

Edelgasanteil: 1% von 360°, das sind rund 4°.

Der Rest der Kreisfldche entspricht dem Anteil

der sonstigen Gase. sonstige
Gase

In einer Mathematik-Kontrollarbeit, die aus e

funf verschied Aufgaben bestand Edelgase
erreichten die Schiiler

bei Aufgabe 1 insgesamt 789, der Punkte,

bei Aufgabe 2 insgesamt 469, der Punkte,
bei Aufgabe 3 insgesamt 649, der Punkte,
bei Aufgabe 4 insgesamt 939, der Punkte,
bei Aufgabe 5 insgesamt 559, der Punkte.

Bild A8

100
Dieses Ergebnis kann durch ein Streifen- T

dlagramm veranschaulicht werden (*
Bild A 9). Gewissen Strecken der horizon-
talen Achse ist jeweils eine Aufgabennum-
mer zugeordnet, auf der vertikalen Achse
werden die Prozentsdtze in einer geeigne-
ten Einheit (z. B. 100% = 10 cm) abgetra- 50
gen. L

Prozent

1 2 3 b 5
Aufgabe

Bild A9
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® 44 |m Bereich der Land- und Forstwirtschaft hat sich in der DDR in den vergangenen

«n

Jahrzehnten eine revolutiondre Umgestaltung vollzogen. Sie fihrte unter anderem zu
einer groBen Steigerung der Arbeitsproduktivitidt. Die Zahl der in diesem Bereich
tatigen Arbeitskrdfte konnte verringert werden. Sie betrug 1950 noch 2 005 000 Werk-
tdtige, sank auf 1 304 000 im Jahre 1960, 997 000 im Jahre 1970 und 878 000 im Jahre
1980.

Diese Entwicklung kann durch ein Liniendiagramm veranschaulicht werden (/ Bild
A 10). Die Verbindungsstrecken zwischen den Punkten im Diagramm dienen nur einer
anschaulicheren Gestaltung, sie ermédglichen nicht, irgendwelche Zwischenwerte (etwa
die zu 1958 oder 1972 gehérigen Prozentsdtze) abzulesen.

100 F
] L
e 100}
a'_ I -
S0 f I
| sof
1950 1960 1970 - 1980 |
Jahr
Bild A 10 I
1950 1960 1970 1980
Jahr
Bild A 11
Im Bereich des Bauwesens ist im Zeitraum von 1950 bis 1980 trotz sténdig gestiegener
Arbeitsproduktivitdt die Anzahl der Beschdftigten erhoht worden, um die groBen Auf-
gaben (zum Beispiel im Wohnungsbau) bewdltigen zu kénnen. In diesem Bereich waren
tatig:

1950 | 465 000 Werktdtige,

1960 | 470 000 Werktdtige,

1970 | 538 000 Werktdtige,

1980 | 583 000 Werktdtige.

Diese Entwicklung ist in dem Liniendiagramm im Bild A 11 dargestellt. Der Anfangs-
wert von 1950 wurde dabei wieder als Grundwert verwendet, ihm entsprechen also

100%.

Aufgaben

1.

Uber die Z tzung einer besti Brotsorte erfahren wir, daB sie 53%
Kohlenhydrate, 6%, EiweiB, 1% Fett und 39% Wasser enthdlt. Der Rest sind andere

Stoffe.
Stelle diese Zusammensetzung in einem Kreisdiagramm dar!
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2. Die Tabelle enthdlt Angaben iber die Land Gesamt- LNF
GréBe einiger Ldnder sowie Uber die fidche
GroBe der landwirtschaftlich genutzten in 1000 km? in 1 000 km*
Flache (LNF) in diesen Ldndern. Berechne s ont 2940
fir die genannten Lénder die prozentualen owjetiunion 2492 5500

: % USA 9 363 4310

Anteile der LNF an der Gesamffliche und ppp 108 63

stelle diese Werte in einem Streifendia- pgrp 27 138

gramm dar! Ungarn 93 69

Japan 372 60

3. Die folgende Tabelle enthdlt Angaben Uber die durchschnittlichen Hektarertrége bei
Weizen, die in den Jahren 1950, 1960, 1970 und 1980 in der DDR erzielt worden sind.
Jahr I 1950 | 1960 | 1970 I 1980
Ertrag | 243dt | 348dt | 356dt | 438t
a) Berechne, auf wieviel Prozent des Wertes von 1950 der Ertrag jeweils gestiegen ist,

und stelle diese Prozentsdtze in einem Liniendiagramm dar!

b) Im Jahr 1961 betrug der Hektarertrag 27,5 dt, im Jahr 1968 waren es 41,7 dt. Be-
rechne die zugehdrigen Prozentsdtze (bezogen auf den Wert von 1950) und trage
sie in das Liniendiagramm ein! Was stellst du fest?

4. Die folgende Tabelle enthdlt Angaben Uber den jéhrlichen Pro-Kopf-Verbrauch an
Fleisch- und Wurstwaren bzw. Roggenmehl in der DDR.

Jahr | 1960 l 1970 I 1980

Fleisch- und Wurstwaren 55,0 kg 66,1 kg 89.5 kg

Roggenmehl 49,9 kg 40,4 kg 31,6 kg

a) Berechne, um wieviel Prozent des Wertes von 1960 der Verbrauch jeweils in den
anderen beiden Jahren gestiegen bzw. gesunken ist!

b) Stelle die Entwicklung in einem Liniendiagramm dar!

5. Die folgende Tabelle enthdlt Angaben iber die Gesamtzahl an Wohnungen, die in
bestimmten Jahren der Bevélkerung der DDR ibergeben wurden, sowie iiber den An-
teil der durch Neubau errichteten Wohnungen. Veranschauliche die Angaben durch
graphische Darstellung!

Jahr | 1960 1970 | 1980

Gesamtzahl 80 489 76 088 169 223

davon Neubau 71857 65786 120 206

16 Berechnung von Zinsen

Wenn man sich ein Sparkonto einrichtet, so erhélt man von der Sparkasse Zinsen, die einem
bestimmten Prozentsatz des auf dem Konto befindlichen Guthabens entsprechen. Diese Zinsen
werden jéhrlich berechnet.

Dagegen muB man an die Sparkasse Zinsen zahlen, wenn man dort einen Kredit aufnimmt,
z. B. fir den Bau eines Eigenheimes.
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® 46 Jemand besitzt ein Sparbuch mit einem Guthaben von 2 500 Mark. Er erhdlt pro Jahr
3,259, dieses Betrages an Zinsen. Das sind

2500 M
100

Z=3025" = 81,25 M.

Bei dieser Rechnung entspricht das Guthaben G dem Grundwert G. Der Prozentsatz p heift in
diesem Z h éhnlich Zi z p, die Zinsen Z entsprechen dem Prozentwert

w. \
Fir die Berechnung von jéhrlichen Zinsen gilt somit die Gleichung

9 g

G
Z—p-m

Dabei muB allerdings vorausgesetzt werden, daB sich das Guthaben in dem betreffenden Jahr
nicht dndert. Falls in dem betrachteten Jahr weiteres Geld eingezahlt oder vom Konto abge-
hoben wird, missen die Zinsen anteilmdBig berechnet werden.

= 47 Am Beginn des Jahres befindet sich auf einem Konto ein Guthaben von 3 200 Mark.
Nach fiinf Monaten werden weitere 1 100 Mark eingezahlt, vier Monate spdter werden
2700 Mark abgehoben. Der Zinssatz betrdgt 3,25. Der Kontoinhaber kann sich die
Zinsen fir das betreffende Jahr wie folgt berechnen:
a) Finf Monate lang (finf Zwélftel des Jahres) betrug das Guthaben 3 200 Mark. Die
Zinsen dafiir betragen

3200M s

Z,=3,25+ — = 43,33 M.
=3 100 1= 4
b) Die folgenden vier Monate betrug das Guthaben 4300 M.
4300M 4
Z, =325 « = 46,58 M.
* 100 12
c) Die restlichen drei Monate des Jahres befanden sich 1 600 Mark auf dem Konto.
1600M 3
Zy =325 - - — =13,00 M.
? 100 12

Die Gesamtzinsen betragen somit
Z = 43,33 M + 46,58 M + 13,00 M = 102,91 M.

Falls die einzelnen Zeitrdume in Tagen angegeben sind, ist zu beachten, daB das Jahr stets mit
360 Tagen gerechnet wird. Die Zinsen fiir 43 Tage beispielsweise betragen somit ?‘:.7 der
Jahreszinsen.

Avufgaben
1./ Berechne die Jahreszinsen fir folgende Betrége, wenn der Zinssatz 4,5 ist! Nutze dabei

die Konstantenautomatik des SR 1!
a) 650M | b) 580M c) 285 M d) 12700 M

2 Auf einem Sparkonto befinden sich wéihrend eines Jahres folgende Betréige: ab1. Januar
1700 M; ab 1. April 2600 M; ab 1. Oktober 3 400 M; ab 1. Dezember 600 M. Der
Zinssatz sei 3,25. Berechne die Zinsen fir dieses Jahr!

3, Es wird ein Konto mit 5000 M Guthaben eréffnet. Wie hoch ist dieser Betrag nach vier
Jahren, wenn die jéhrlichen Zinsen nicht abgehoben, sondern dem Guthaben hinzu-
gefigt werden? Der Zinssatz betrage 3,25. B
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4. lemand erhdlt einen Kredit von 30 000 M zu einem Zinssatz von 6,5. Wie hoch sind die

jahrlichen Zinsen, die er zahlen muB?

Zusammenfassung

: Prounlruhnung i

Begriffe: G - Grundwert
p - Prozentsatz
W - Prozentwert

von Aufgaben

1. Maglichkeit
Man berechnet zundchst den Wert von
1%. Das ist

G ;
a) oo Wenn G bekannt ist;

w
b) —, wenn G nicht bekannt ist.
p

Mit Hilfe des Wertes von 19, kann die
jeweils gesuchte GroBe errechnet
werden.

2. Maglichkeit

Man geht von der Verhadltnisgleichung

i g der einer d leich

— = — oder einer dazu gleich-

p 100 g
wertigen aus und stellt sie nach W, G
oder p um.

W=36M;p=3

36 :
G = 100M; G=1200M

G- 3609;p=1.5;w-_l G

Ri i‘.
P =700 [P
e
= 100
3008
W= 100 9 W=54g

G : .6
a) w:m P bzy. p=~w..m
G =540kg;p=2 | G =350 km;
: / W = 70 km
540 j 350
W= 2ke f- 0 8
W = 10,8 kg p =20
W
b) G=—-100
| i 4

Aufgaben zur Ubung, Vertiefung und Wiederholung

1.*  Gegeben sind die Zahlen % und :» Die erste Zahl soll um 25%, vergréBert, die zweite

um 259, vermindert werden.

a) Ist die Summe der so gebildeten neven Zahlen gleich der Summe der urspriing-

lichen Zahlen?

b) Wenn nicht — wieviel Prezent betragt die Abweichung gegeniiber der Summe der

gegebenen Zahlen?

c) Untersuche die Fragen a) und b) auch fir das Produkt!
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2. Gegeben ist ein Rechteck mit den Seitenldngen a = 5cm und b = 2 cm.

a) Welche Seitenldinge muB ein Quadrat haben, wenn sein Umfang gleich dem Um-
fang des Rechtecks sein soll?

b) Ist der Fldcheninhalt dieses Quadrats gleich dem Fldcheninhalt des Rechtecks?

c) Wenn nicht — um wieviel Prozent ist der Fldcheninhalt des Quadrats groBer oder
kleiner als der des Rechtecks?

3% Bei der Produktion von rechteckférmigen Stahlplatten mit den Abmessungen
| =800 mm, b = 500 mm und d = 15,5 mm soll der Materialverbrauch durch Vermin-
derung der Plattendicke gesenkt werden, und zwar um 8%,.

a) Welche Dicke missen die Platten dann bekommen?
b) Wieviel solcher neuen Platten konnen aus dem bisher fir 2 000 Platten erforder-
lichen Material hergestellt werden?

4, Ein LKW fdhrt zu einem 200 km entfernten Zielort mit einer Durchschnittsgeschwin-
digkeit von 50 kT"' Um wieviel Prozent wdre seine Fahrzeit geringer, wenn der LKW
mit einer um 309, héheren Durchschnittsgeschwindigkeit fahren kénnte?

5* Ein Kino mit 350 Pldtzen, das tdglich 2 Vorstellungen gibt, registrierte im Juni ins-
gesamt 10 800 Besucher.

a) Zu wieviel Prozent ist damit die Platzkapazitdt ausgenutzt worden?
b) Im Juli ging die Besucherzahl gegeniiber dem Vormonat um 209, zuriick. Wieviel
Prozent der Platzkapazitdt waren im Juli ausgenutzt?
c) Um wieviel Prozent miiBite die Besucherzahl im August gegeniiber dem Monat Juli
teigen, wenn sie d Iben Stand wie im Juni erreichen soll?
d) Wire die Ausnutzung der Platzkapazitdt dann im August dieselbe wie im Juni?

6. Um wieviel Prozent ist das Volumen von 1,0 kg Aluminium gréBer als das Volumen
von 1,0 kg Stahl?

7.*  Von einer bestimmten Pilzsorte ist bekannt, daB sie zu 85%, aus Wasser besteht. Nach
dem Trocknen betrdgt der Wasseranteil an der Gesamtmasse nur noch 5%. Wieviel
kg getrocknete Pilze erhdlt man aus 4,0 kg frischen?

8. In einem Ferienlager erhdlt eine Pioniergruppe den Auftrag, 25% ihrer Mitglieder fir

den Ordnungsdienst einzuteilen. Da ruft Klaus: ,Das geht doch gar nicht! Wir sind ja
nur 24 Pioniere!"
Was sagst du dazu?



B  Rationale Zahlen

Der Begriff ,,Rationale Zahl*

1 Rickblick auf die natiirlichen und die gebrochenen Zahlen

Schon in der Urgesellschaft ergab sich fir die Menschen die
Notwendigkeit, Viehherden und Ackerbauprodukte zu zdh-
len oder fir Aussaat und Ernte Kalender zu fihren. Auf
Grund dieser gesellschaftlichen Bedirfnisse entwickelten
sich Zahlvorstellungen, bildeten sich die Anfdnge des Rech-
nens heraus, und zwar zundchst des Rechnens mit natiir-
lichen Zahlen. Im Verlauf der weiteren Entwicklung wurden
Produkte ausgetauscht, wobei mitunter der Wunsch zur An-
gabe von Bruchteilen entstand. Auch das Aufteilen einer
Jagdbeute, eines gemeinsam erarbeiteten Ernteertrages und
einer von einer Kriegerschar eingebrachten Beute filhrten
zum Problem des Teilens, das natirlich nicht immer ohne
Rest méglich war. Bereits Hunderte von Jahren vor unse-
rer Zeitrechnung enthielten die Aufzeichnungen aus den
Kénigspaldsten und aus den Tempeln auch Zeichen fiir ge-
brochene Zahlen, so die Keilschrifttafeln im alten Babylon
/* Bild B1; oben: Bildzeichen fiir das zur Hadlfte gefillte
GefdB; unten: Schreibweise fir % in der entwickelten Keil-
schrift) und die Papyrusrollen im alten Agypten. Dennoch
erstreckte sich der ProzeB der Herausbildung eines umfas-
senderen Zahlbegriffs, der neben den natirlichen Zahlen
auch die gebrochenen Zahlen mit einschloB, Uber einen sehr
langen Zeitraum.

Wir wissen bereits,

- daB im Bereich der natirlichen Zahlen die Addition und die Multiplikation und

Bild B1

- daB im Bereich der gebrochenen Zahlen die Addition, die Multiplikation und die Division

(ausgenommen durch Null) immer ausfihrbar sind.
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@ 1 a) Gib zwei Divisionsaufgaben und zwei Subtraktionsaufgaben an, die im Bereich
der natirlichen Zahlen nicht Isbar sind!
b) Gib drei Rechenaufgaben an, die im Bereich der gebrochenen Zahlen nicht I6sbar

sind!
inN in @

Addition immer ausfihrbar immer ausfihrbar

Subtraktion nicht immer ausféhrbar nicht immer ausfihrbar

Multiplikation immer ausfihrbar immer ausfihrbar

Division nich! immer ausfihrbar immer ausfihrbar, falls der
Divisor verschieden von
Null ist

® 2 Gib an, welche Rechengesetze im Bereich der gebrochenen Zahlen gelten!

® 3 Lése - falls méglich - folgende Aufgaben im Bereich der gebrochenen Zahlen!
a) Am Montag hatte Anke Fieber und muBte zum Arzt. Ihre Kérpertemperatur betrug
39,2 °C. Nach Einnahme von Tabletten sank die Temperatur um 2,4 °C. Wie hoch
war ihre Kérpertemperatur nun?

b) Am Abend wurde eine AuBentemperatur von 4°C g Finf Stunden spdter
war die Temperatur um 7 °C gesunken. Welche Temperatur wurde jetzt gemes-
sen?

Auch der Bereich der gebrochenen Zahlen erweist sich als unzureichend (7 z. B. Auftrag
B 1b, B 3b). Deshalb ist eine Erweiterung des Zahlenbereichs der gebrochenen Zahlen
erforderlich. Im nun zu bildenden Zahlenbereich miBten alle Rechenoperationen ausfiihr-
bar sein, die schon im Bereich der gebrochenen Zahlen ausfilhrbar waren. AuBerdem solite
auch jede Subtraktionsaufgabe losbar sein.

Bevor wir uns neuen Zahlen zuwenden, iberlegen wir nochmals, wie wir die gebrochenen
Zahlen erkldrt haben:

Wir faBten alle Briiche, die ein und denselben Punkt des Zahlenstrahls bezeichnen, d. h. die
durch Kirzen oder Erweitern auseinander hervorgehen, zu einer Menge zusammen. Jede
solche Menge wird gebrochene Zahl genannt. (* Bild B 2)

o
[T &
N

Bild B 2
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Aufgaben
1. Lose folgende Aufgaben! Falls eine Aufgabe in @, nicht I6sbar ist, schreibe ,n. .}
a) 1,7 + 3,9 b) 46—11-2  ¢) 3,3—4,9 d) 56:4
e) 12: (18 + 6) f) 5—2:5 9) +—025 h L+1
i) 3:0 k) 2:3 [) JEURRER m) 0,32
DES 0 r—3:2  P(i+3)3 @ 3
ro:L ) 5:9 ) p+r—1 u) 05:079-2
V) 10344304 wy22—19 x) 0,2:2 ) 4 (5+73)

2.  Lose folgende Gleichungen im Bereich der gebrochenen Zahlen!
a)b—x=0 b)3+x=0 ) x—7=6 d)yx+7=1

e)x:7=0 f) x-6=2 g)12:x=3 h)4:x=3 |
3. Gehéren die beiden Briiche zu ein und derselben gebrochenen Zahl? Begriinde deine
Antwort!
5. 15 2, 4 6. 9 8, 12 5.1
Dsiz bP3ig Aging Dy &gy

2 Rationale Zahlen

® 4 Stelle, falls moglich, folgende Differenzen mit Hilfe von Streckenabtragungen auf
einem Zahlenstrahl dar! (* Bild B 3)
a) 6—4 b) 45— 4 c)3—3 d)1—4 e)2—3

=4 55—14 10 — 4

Bild B3

Wie wir sehen, kann nicht jeder Differenz auf dem Zahlenstrahl durch Streckenabtragung
ein Punkt zugeordnet werden. Erweitern wir jedoch den Zahlenstrahl zu einer Zahlengera-
den, so kann jeder Differenz ein Punkt dieser Geraden zugeordnet werden. Der Zahlenstrahl
kann zur Zahlengeraden erweitert werden, indem man ihn an einer Geraden g spiegelt,
die senkrecht zum Zahlenstrahl durch den Punkt 0 geht. (* Bild B 4)

Bei dieser Spiegelung bezeichnet man den Bildpunkt von 2 mit —2 (,minus .zwei*). Das

Zeichen ,— nennt man Vorzeichen. (Damit haben wir eine weitere Bedeutung des Zei-
chens ,,—" kennengelernt, denn bisher kannten wir das Zeichen ,,—*“ nur als Operations-
g
+ + + + t t
3% -z P 3o 2 3

Bild B4
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zeichen bei der Subtraktion.) Der Bildpunkt von List — L (,minus ein halb®), der Zahl 2,4
2 )

wird die Zahl —2,4 (,minus zwei Komma vier*)') zugeordnet usw. Der Punkt 0 hat sich
selbst zum Bildpunkt.

Auf der so entstandenen Geraden kann auch der Differenz 1 — 4 eindeutig ein Punkt zu-
geordnet werden.

® 5 Welcher Punkt der Geraden ( Bild B 4) wird der Differenz a) 1 —4, b) 1,5—3,
<) %—% zugeordnet?

Die neuen Zahlen, die auf der Zahlengeraden links vom Punkt 0 liegen, heiBen negative
Zahlen. Sie sind alle durch ein Minuszeichen als ,,Vorzeichen" gekennzeichnet.

» 1 DEFINITION: Die gebrochenen und die negativen Zahlen zusammen bezeichnet
man als rationale Zahlen. Die Menge der rationalen Zahlen wird mit dem Symbol Q
bezeichnet.

Jeder rationalen  Zahl ist genau ein Punkt auf der Zahlengeraden zugeordnet.

® 6 Zeichne eine Zahlengerade! Trage auf ihr folgende rationale Zahlen ein: 0;1;5; —1;

3 1.9
—5 3i—15i 7 —2,25!

Die Menge der gebrochenen Zahlen @, ist eine Teilmenge der Menge der rationalen Zahlen
(@4 c Q). Damit gilt auch: Nc Q.

@ 7 Veranschauliche in einem Mengendiagramm die Menge der natiirlichen Zahlen N, die
Menge der gebrochenen Zahlen @, und die Menge der rationalen Zahlen Q!

Alle rationalen Zahlen, die auf der Zahlengeraden rechts vom Punkt 0 liegen, nennt man
positive Zahlen. Man schreibt sie manchmal mit dem Vorzeichen ,+“, also z. B. +3 statt
3; +2,7 statt 2,7; +%s'cm % Die Zahl Null ist weder positiv noch negativ. Spricht man von
nichtnegativen rationalen Zahlen, so meint man die positiven und die Null, also eigent-
lich die gebrochenen Zahlen.

Die Zahlenstrahlen des uns bekannten rechtwinkligen

Koordinatensystems ergédnzen wir nun zu Zahlen- Y
geraden. Dadurch kénnen auch geordnete Zahlen- 2
paare, in denen negative Zahlen vorkommen, in die-
sem Koordinatensystem durch Punkte dargestellt wer- r LQuadront
den. (. Bild B 5) 11 x P1
® 8 Gib fir die im Bild B5 dargestellten Punkte T
jeweils Abszisse und Ordinate an! ——t—t T
-9 -1 0 1 9 X
x P, =A xP,
. Quadrant 1
-2%Py
Bild B S

') Wir kdnnen auch kurz sagen, daB solche Zahlen wie z. B.2 und —2, ‘? und ——‘7, 2,4 und —2,4 auf der
Zahlengeraden symmelrisch zur Null liegen.
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Aufgaben

1. Gib Beispiele an, in denen negative Zahlen auftreten!

2. Welche der folgenden Aussagen sind falsch? a) 2e N b) —2eN
<) —~EQ+ d)oeQ e) 0,3e@ f) 0,75e @, g) —21eQ,
h) =37e¢Q@

3. Zeichne eine Zahlengerade (Einheit 1 cm) auf Millimeterpapier und gib auf ihr die
folgenden rationalen Zahlen maglichst genau an!

u)lo —4; 2; —2 0; —3; —1
b) —0,5; i — 3 1.7; —p5i —3+: +

4. Gib an, welche Zahlen auf der Zahlengeraden im Bild B ¢ du.rch die blaven Buch-
staben gekennzeichnet sind!

fi e a g b 1
llAl|llA‘Al‘lllllll|lAAlIAII|IlA‘lllAl !AAlnAnnl
HHH
=1 0 1 BildB6
5. . Nenne drei Zahlen, die auf der
Zahlengeraden ( Bild B 6)
a) rechts von 1; | H
b) links von —5; H
c) rechts von —% liegen! HPR
6. Nenne drei Zahlen, die auf der | i
Zahlengeraden ( Bild B 7)
a) unter 1,5; T
b) iber —2; 14z
c) unter —7,2 liegen! ] HHH PO
1 Bild B
Bild B7
7. Im Zeitraum vom 1. bis 6. Dezember wurden folgende Tagesdurchschnittstempera-
turen ermittelt:
Tag . | 1.12. | 2.12. | 3.12. I 4.12. | 5.12. | 6.12.
sincc | a0 | —2s [ 55 [ 25 | 5 | —so
Stelle die ermittelten Temperaturen in einem geeigneten Koordi Y graphisch
dar!

8. Gib die Punkte P, bis P, im Bild B 8 durch geordnete Zahlenpaare (x; y) an!

9 Zeichne folgende Punkte in ein Koordinatensystem ein! A (0;4); B (1;1); C (2;0);
D (—1:1); E(1;—1); F(—1:1); G (—2;3); H(3: —4); | (—2; =3)
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10.  Welche Temperatur wiirde jedes Thermometer im °C 5¢ 9% %
Bild B 9 anzeigen, wenn die Temperatur 4 1 4
a) um 3 Grad sinkt, L4 e ] 1
b) um 2 Grad steigt, i 2 4 1 4
c) um 5 Grad sinkt
, 4 ok 4 o4
d) um 4 Grad.steigt? 0 i 0 ] 7(; 1
1
1 4 4 -4
Ordnung rationaler Zahlen ® © o o
BildB 9

3  Zveinander entgegengesetzte Zahlen — ganze Zahlen

® 9 Gib sechs Paare von Zahlen an, die auf der Zahlengeraden symmetrisch zur 0 liegen!
Was féllt dir auf?

> 2 DEFINITION: Zahlen, die auf der Zahlengeraden symmetrisch zur Null liegen,
heiBen zueinander entgegengesetzte Zahlen. Die Zahl 0 ist zu sich selbst entgegen-
g Die Zahl der rationalen Zahl a bezeich man mit
—ats

Damit haben wir noch eine Bedeutung des Zeichens ,—" kennengelernt. Das Zeichen ,—*

bedeutet hier den Ubergang zur entgegengesetzten Zahl.

m 1 Wenna= 38 ist, so ist —a = —3,8.
Wenn a = —1 ist, so ist —a = 1.
Wenna=0 ist, soist—a=0.

Genau wie a kann auch —a sowohl eine positive rationale Zahl als auch eine negative
rationale Zahl als auch Null sein. Wenn a eine positive rationale Zahl ist, dann ist —a eine
negative rationale Zahl. Wenn a eine negative rationale Zahl ist, dann ist —a eine positive
rationale Zahl.

Mit —a wird also nur dann eine negative Zahl bezeichnet, wenn a > 0 ist.

- T
> 3 SATZ: Fir alle rationalen Zahlen a gilt stets: —(l\c) =a.

® 10 Bilde zu vier natirlichen Zahlen jeweils die entgegengesetzte Zahl!

DEFINITION: Die natiirlichen Zahlen und die zu ihnen entgegengesetzten Zahlen
zusammen bezeichnet man als ganze Zahlen. Die Menge der ganzen Zahlen wird
mit dem Symbol Z bezeichnet.

» 4

Esgilt: ZcQ; NcZ
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Jede natiirliche Zahl hat genau einen Nachfolger. Da es aber zu jeder natirlichen Zahl
eine entgegengesetzte Zahl gibt, hat jede ganze Zahl genau einen Nachfolger, aber auch
genau einen Vorgdnger.

Aufgaben
1. Bilde zu {olgenden rationalen Zahlen jeweils die entgegengesetzte Zahl!

a) 4; 0.7; —2; 3 0; —1,5; —2 b) 2; 0,3; —4; +; 0; —1,25; —3
2. Lose die Gleichungen! a) — (—40) = x b) —(—24,7) = x €) 25=—x
3. Ubertrage die Tabelle in dein Heft = 3 _1

und vervollstdndige sie! 2

—a 21
—(—a) 1,5 0
v

4. Gib eine Zahl an, deren entgegengesetzte Zahl

a) positiv, b) negativ, c) weder positiv noch negativ ist!
5. Welche der folgenden Aussagen sind falsch?

a) 0,75€@Q, b) NcZ ¢) —3eZ d)3eZ e)ZcQ,
6. Gib Vorgdnger und Nachfolger folgender ganzer Zahlen an: —2; 2; 0; 99; —99!

4 Der absolute Betrag einer rationalen Zahl

Die zueinand t tzten rationalen Zahlen 3 und —3 (allg.: die rationalen Zahlen a
und —a) haben uuf der Zahlengeraden die gleiche Entfernung vom Punkt 0. Verwendet
man zum Messen der Entfernung die auf der Zahlengeraden durch die Zahlen 0 und 1 mar-
kierte Einheit, so betrdgt die Entfernung der rationalen Zahlen 3 und —3 vom Nullpunkt
gerade jeweils drei Einheiten. Diesen Zahlenwert nennt man den absoluten Betrag von 3,
aber auch von —3, und schreibt:
[3| =3 (Der absolute Betrag von 3 ist gleich 3.)
|[—3| =3 (Der absolute Betrag von —3 ist gleich 3.)

i DEFINITION: Der absolute Betrag einer rationalen Zahl a (kurz: Betrag von a) wird
mit |a| bezeichnet. Er wird folgendermaBen festgelegt:

a, falls a positiv ist.
la] = | 0, falls a Null ist.

—a, falls a negativ ist.

= 2 (0,5 =0,5, da 0,5 eine positive Zahl ist.

o =0

|[—2| = — (—2), da —2 eine negative Zahl ist, d. h. |—2| = 2.
Der Betrag einer rationalen Zahl ist also nie negativ.
® 11 Lose folgende Gleichungen! Was stellst du fest?

Qlki=4 b =0 ¢ x=—2

4 (0007 16)
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Aufgaben
1. Gib alle Zahlen an, deren absoluter Betrag gleich a) 13, b) 2,3, ¢) %, d) 6,5
ist!
2 Ubertrage nebenstehende Tabelle in x 3| -2
dein Heft und ergdnze!
—x —-2|17 1
Ix| 0
—|x| —7
3. Gib alle rationalen Zahlen an, die die Gleichung erfiillen!
a) x| =2 b) |a| = 0,5 c) [x] =0 d) —|z| = —0,5
e) x| —1=0 f) —v|=—2 9) lg =—1 h) la| +1=27
4. Betrachte den jeweiligen Abschnitt der Zahlengeraden!
a) Wo liegt 02 ( Bild B 10) Bild B 10 ;
b) Wo liegt 4? Wo liegt —4?
(/ Bild B11) _
€) Wo liegt |3]? Wo liegt —3? Bild B 11 + f
Wo liegt |[—3|? (/ Bild B 12) ) Al
Bild B12 + +
5 Ordnung der rationalen Zahlen
@ 12 Bei einem Kartenspiel erhdlt jeder Mitspieler je nach Ausgang des Spieles Plus- oder
Minuspunkte. Das Ziel jedes Mitspielers besteht darin, maglichst viele Pluspunkte zu
erhalten. Ermittle von Michael, Sabine, Kirsten und Jens den Endstand nach zwei
Spielen! Wer von den Mitspielern ist Sieger und wer belegt den letzten Platz?
1. Spiel 2. Spiel Endstand /&
Frank Pluspunkt 3 Minuspunk 0 Punkte
Sabine | 3 Mlnu:spunkﬁe 4 Plus;unk'e ]
Kirsten | 3 Pluspunk 5 Minuspunk seSiacin
Jens 3 Minuspunkte | 4 Minuspunkte
® 13 Lies aus der Wetterkarte ( Bild B 13) die

eingetragenen Lufttemperaturen ab! Zeichne
eine Thermometerskala von —10 °C bis
20 °C! Markiere an der Thermometerskala
die Lufttemperaturen der einzelnen Orte;
beschrifte sie mit den Ortsnamen!

Berlin

.
Leipzig

o ~ r
Gera k-m-stadt
Bild B13
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Fir die rationalen Zahlen legen wir wie bei den natiirlichen und bei den gebrochenen Zah-
len folgendes fest:

» 6 DEFINITION: Von zwei verschiedenen rationalen Zahlen ist diejenige kleiner,
die auf der Zahlengeraden weiter links liegt. (” Bild B 14)

ST T s

Esgiltz.B. —3<—1; —3<2 und 0>—2; 2> —7.

Aus der-Definition folgt:

- Jede positive rationale Zahl ist gréBer als Null.

- Jede negative rationale Zahl ist kleiner als Null.

- lede positive rationale Zahl ist gréBer als jede negative rationale Zahl.

@ 14 Dricke folgende Sachverhalte fir ganze Zahlen mit Hilfe von Ungleichungen aus!
a) x ist kleiner als 7. b) y ist groBer als —4.
c) z ist gréBer als —4 und kleiner als 7, das heiBt, z liegt zwischen —4 und 7.

@ 15 Nenne jeweils drei rationale Zahlen, die zwischen a) —1 und 1; b) —1 und 0;
) —1 und—7; d) —0,6 und —0,5; €) —0,134 und —0,135; f) 0,75 und - liegen!
Gibt es noch weitere rationale Zahlen, die zwischen diesen Zahlen liegen?

Die gebrochenen Zahlen liegen auf dem Zahlenstrahl Gberall dicht, d. h., wie man auch
zwei gebrochene Zahlen a und b (a = b) wdbhlt, immer findet man eine gebrochene Zahl x,
die zwischen a und b liegt. Nach der Spiegelung (* Lerneinheit 2) liegt dann die Zahl —x
auch zwischen —b und —a. Das bedeutet: Auch zwischen zwei verschiedenen negativen
rationalen Zahlen liegt stets eine weitere Zahl. Somit liegen auch die negativen rationalen
Zabhlen, also alle rationalen Zahlen, iberall dicht.

Fir a =1 und b = 1,1 gibt es eine Zahl x (z. B. x = 1,02), so daB gilt a < x < b. Entspre-
chend gibt es fir —a = —1 und —b = —1,1 eine Zahl —x (z. B. —x = —1,02), so daB
gilt —b < —x < —a.

Aufgaben

1. Vergleiche! Setze das richtige Relationszeichen (=, >, <)!
a)0..3 b) 0..—5 ) —%F.—2 d)2..—
e) —3..—12 f) —1,8...—1,9 9) —o.s w—+%  h)—09..—089
i) —12...—12 k) —2...1 ) —1,8..18 m—%. -3

2 In Po'sdclm und Warneminde wurde téglich um 12.00 Uhr die AuBentemperatur ge-
der folgenden Tabelle die Tage, an denen die Temperatur in Warne-
minde niedriger war uls in Potsdam!

Tag 1. 2. 3. 4. 5 6. 7.

Temperatur (in °C)
in Potsdam 8,2 0 —15|—-78|—62|—-36|—27

Temperatur (in °C)
in Warneminde 64 | —12 12| =79 | —41|—41|—-13

2°
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3. Ordne die folgenden rationalen &4, Nenne alle ganzen Zahlen, die
Zahlen ihrer GréBe nach! Beginne a) zwischen —3 und 3 liegen;
mit der kleinsten! b) zwischen _11_0 und 1 liegen;
a) —3; 2; —9; 0; 1; 17 ) 1 X
b) 2,3; —1,9; —0,9; —1,8; 0 €) zwischen — <= und 0 liegen!
©) —3i g5 —9: 0; —46
5. Setze anstelle des Sterns eine solche Ziffer ein, daB eine wahre Aussage entsteht!
a) 98 < 9+ b) —269 > —2x9 c) —78,« < —78,5 d) —22,x < —22,9
6. Welche der folgenden Aussagen sind falsch?
S a) =3 < —27 b) 3 <27 ) =3 < |—27| d) 0,2 < |—2,9|
3
) —t<—1 N>+ 9) 2| > || h) |—3>1
D) g < 4 K)—s>2 1) |3 <3 m) |[—1,7| = —1,7
7. Gib alle ganzen Zahlen an, die folgende Ungleichung erfillen!
a) 98 < x < 103 €) ~4b<x<—2 e) x| <3 g) Ixl+2<4

b) 8<x<—3 d) —S5<x<—4 f) 2<x<2 h) |x| < —1

leich

8.*  Fur welche rationalen Zahlen x ist die Gleichung bzw. Ung
sage?
Q>x  QK=—x e —x=x g) x| = x
b) |x| < x d) x| = —2 f) — x| = —x h) x| =0

9. Gegeben sind folgende Zahlen: —2; 0,7; 230; —0,9; 0,1; —2,7; —329.
a) Welche der Zahlen ist die gréBte?
b) Welche der Zahlen ist die kleinste?
c) Welche der Zahlen hat den kleinsten absoluten Betrag?
d) Welche der Zahlen hat den gréBten absoluten Betrag?

g eine wahre Aus-

10.  Gib die kleinste ganze Zahl an, die gréBer ist als
a) 3,7; b) —5: €) —5,9; d) 3,2; e) —2,7!
11. Vergleiche jeweils die angegebenen negativen Zahlen! Vergleiche jeweils die abso-

luten Betrdge der angegebenen negativen Zahlen! Was stellst du fest?
a) —7; —3 b) —5; —6 c) —1; -2 d) —3,5; —7.5

12. Kann man alle rationalen Zahlen angeben, die zwischen @) —1 und 0; b) —0,6 und
—0,5 liegen?
Zusammenfassung

Die gebrochenen und die negativen Zahlen
zusammen bezeichnet man als rationale
Zahlen.

Symbol fiir die Menge der rationalen Zahlen: Q

Nce,; Q.c@; Nca
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Zahlen, die auf der Zahlengeraden sym-
metrisch zur Null liegen, heiBen zueinander
entgegengesetzt. Die Zahl Null ist zu sich
selbst entgegengesetzt. Die zu a entgegen- .
gesetzte Zahl wird mit —a bezeichnet.

d=7 g =iyl
a=—3;—a=3;—(—a)=—3
a=0;—a=0; —(—a)=0

Die natiirlichen Zahlen und die zu ihnen ent-
gegeng Zahlen bezeichnet
man als ganze Zahlen.

Symbol fir die Menge der ganzen Zahlen: Z

NcZ;Nce, Zca

e,

Als absoluter Betrag |a| einer rationalen
Zahl a wird festgelegt:

a, falls a positiv Bl=3
la| = { 0, falls @ Null 0j=0
—a, falls a negativ —71=7
Von zwei verschiedenen rationalen Zahlen ist —3< —15
diejenige kleiner, die auf der Zahlengeraden —3<0
weiter links liegt. (/* Bild B 14, S. 51) —3 <2
Rationale Zahlen liegen Uberall dicht, d. h., zu —71 < —70

beliebigen rationalen Zahlen a, b (mit a < b)
gibt es stets eine rationale Zahl x, fur die gilt:
a £X<ib;

=71 <—701 <—7,0

Addition und Subtraktion rationaler Zahlen

6 Addieren rationaler Zahlen

Wie man mit gebrochenen Zahlen (nichtnegativen rationalen Zahlen) rechnet und welche
Rechengesetze fiir sie Giltigkeit haben, ist uns aus Klasse 6 bekannt. Fir die negativen ratio-

nalen Zahlen muB das Rechnen noch erkldrt werden. Wir beginnen mit der Addition.

Um nichtnegative rationale Zahlen zu addieren, kann man einen Additionsrechenstab ver-

wenden. (/ Bild B 15)

|

—

0

41

Bild B15 0

o4=—d3
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® 16 Erldutere anhand des Bildes B 15 das Vorgehen beim Losen der Aufgabe 4 + 5!

Fir die Addition beliebiger rationaler Zahlen k& wir den Additionsrechenstab in
analoger Weise anwenden (,* Beispiel B 3a und b).

—3 0 -3 0
S s b SN ire
0 1 4 =5 .-2 0
L4 (=3)=1 —24(=3)==5
Bild B 16 Bild B 17

m3 a) b+ (—3)=1("BildB16) b) —2 + (—3) = —5 (” Bild B17)

® 17 a) Fertige einen Additionsrechenstab an und I8se mit ihm folgende Aufgaben!
3+ (—4)i b+ (—4)i =2+ (—3); =5+ 3; 0+ (—3); —6 + 3; —2 + (—2);

—3+9
b) Welches Resultat erhdlt man, wenn man zwei zueinander entgegengesetzte Zahlen
addiert?
€) Welches Ergebnis erhdlt man, wenn man zu einer rationalen Zahl x die Zahl 0
addiert?
Aufgaben
1. Berechne! ;
a) 3+ (—4) b) 4 + (—4) § —2+ (=3 d)—5+3
e) 35 + (—30) f) 35 + (—35) g) 0+ (—27) h) —13 + 20
i) 45 + (—50) k) 49 + (—52) 1) —18 + 20 m) —7 +7
n) —17 +0 o) —3+0 p) —12 + (—12)

2. a) Gib zwei rationale Zahlen an, deren Summe 4 (—é; 0; —7) ist!
b) Gib eine positive und eine negative rationale Zahl an, deren Summe 10 (—4; —11;

0) ist!
3. Berechne!
Q) 3+3+7-/ b)3+4+ 24 (—2)73 €) —2,9+ 0+ 2,9r d) —5+24+5 =
e)3+6+ (=3 f)O+7+0" g)—7+3+4 h) —3 + 5+ (—2)
4. Vereinfache! a) 7+ a + (—a) b) m+ 0 O+ (—)+t+7
d) b+ (—b)+r e) —2+4 (—4) +n f) m+ (—m)+0
5. Berechne!

a) 24+ 3;1+3;0+3; —1+3; —2+43; —3+3; —4+3

b)1+3;1+2; 14114014 (—1); 1+ (—2); 1+ (=3

€) —b+ by —b+3; —b+2; —h+1; —b+0; —4+ (—1); —b+ (—2)

) 4+ (3 3+ ()5 2+ (3 1+ ()5 0+ (3 —1 + (—3); —2 + (=)
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7  Regeln fiir die Addition rationaler Zahlen

Aus der Lerneinheit 6 mssen wnr. duB fur alle rationalen Zahlen a + 0 =0 + a = a gilt
und daB die S g ter Zahlen Null ist. AuBerdem wissen wir,
wie nichtnegative rationale Zahlen uddlen werden.

Im folgenden wollen wir Regeln formulieren, nach denen man
- zwei negative rationale Zahlen oder
- zwei rationale Zahlen mit verschiedenen Vorzeichen addieren kann.

Um die Summe zweier rationaler Zahlen zu ermitteln, sind jeweils - falls die Summe nicht
Null ist - das Vorzeichen der Summe und der Betrag der Summe zu bestimmen.

@ 18 a) Ubertrage die Tabelle in dein Heft und vervollstdndige!
Kann die

Summe
a + b fir positiv sein? negativ sein? Null sein?

a>0,b>0 ja nein nein

a<0,b<0

a>0,b<0

a<0,b>0

Was kannst du Uber das Vorzeichen der Summe zweier negativer Summanden aus-

sagen?
b) Berechne!
—2 + () [—2 + ()
[—2| + |3 —5 + (—4);
=5+ (—4); 5| + [—4l;
—1 + (=3); =1+ (3)
=]+ |31 —2 + (—4);
[—2 + (—4); [—2| + |—4|
Man erhdlt die S zweier negati ionaler Zahlen in zwei Schritten:
1. Bestimmen des Vorzeichens Man nimmt das Vorzeichen ,—
2. Bestimmen des Betrages Man addiert die Betrédge der Summanden.
1 1 \
=4 a) —2+ (=I) b) — 3+ (—7
1. Vorzeichen: — 1. Vorzeichen: —
2. Betrag: 2 +3=5 2 Belrag:%+%=%
Also: Also:
1 1 3
—2+ (—3) = —5 —3t+—7)=—7
@® 19 Aus der ausgefillten Tabelle im Auftrag B 18a ist zu entneh daB die S

zweier rationaler Zahlen mit verschiedenen Vorzeichen eine positive oder eine nega-
tive Zahl oder auch Null sein kann. Wovon hangt das ab?
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Wir kénnen folgende Rechenregel fir das Addieren rationaler Zahlen mit unferschied-
lichen Vorzeichen und unterschiedlichen Betrdgen sinnvoll festlegen:

Man erhdlt die Summe zweier rationaler Zahlen mit verschiedenen Vorzeichen und unter-
schiedlichen Betrdgen in zwei Schritten:

1. Bestimmen des Vorzeichens

2. Bestimmen des Betrages

Man nimmt das Vorzeichen des Summanden
mit dem gréBeren Betrag.

Man bildet die Betrige der Summanden und
subtrahiert den kleineren vom gréBeren,

5 a)—2+3
1. Vorzeichen: +
2. Betrag: 3—2=1
Also: —2 +3=1

b) —4 + 2
1. Vorzeichen: —
2. Betrag: 4—2 =2
Also: —4 4+ 2= 2

Aufgaben
b {8 Berechne!
a) —4+(—9) b)—3+(—8) ) —2+2 d) —9+ (—7) e)—3+0
) —21+31 g)—05+F h)—05+(— 3 Das+ L ) —1+(—1)
D—3+(—2)m —F+1 m—1+2 0) —075+(— 1) p)03+ %
2, Entscheide mit Hilfe einer Uberschlagsrechnung, welche Aussagen falsch sind!

a) —379 + (—591) > —1 000
€) —76,3 + (—89,9) > —100

b) —878 + (—86) < —1 000

3. Berechne!
a) —8+3 b) —28 + 12 c) 125 + (—75) d) —250 + 223
e) —% + (—0,5) f) —0,7+0,3 g) 1.2 4+ (—2,5) h) —0,72 + (—0,03)
i) =154 (—13) k) —1,9 + (—0,1)
4. Gib an, ob die Summe groBer oder kleiner als Null ist! Begriinde jeweils deine Aussage!

a) —14,4 + 27,5 b) —27 + (—3,37) ¢) —9201 + 1793 d) 1007 + (—10371)

) —1+3 f) —27,79 + 27,76 g) 2,6 — 2,6 h) —29,78 + 29,79
5. Lése folgende Gleichungen! -

a) x+3=—12 b) —628 + 327 =y €)3+a=0

©d) —12 4+ x = —18 e) x+13=3 f) x—3=—4

6. Fille die Tabelle aus!

a 3 | +1,2 1,9 -7 |-93

b -2 —1,5] 10

a+b +10 |-

a+4+b<a falsch

a+b>a falsch
T Vereinfache die Terme! a) 3+4+34+x b)yr+(—r)+1t c) 3+ (=5 +s
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8. Gib jeweils drei Zahlen an, fur die gilt:
a)3+z<3, b) z + (—7) < —T7!

9.+ Uberprife die Richtigkeit der Aussagen!
a) Es gibt rationale Zahlen x, y, so daB gilt: x +y < x.
b) Fir alle rationalen Zahlen x, y gilt: x +y = x.
c) Es gibt gebrochene Zahlen x, y, so daB gilt: x +y < x.
d) Fir alle gebrochenen Zahlen x, y gilt: x +y = x.

10.  Berechne!
a) 3 + zfirz=2;—1;—3;0 b) —4 + afira=—2; +; —4
) x + (—2) for x = —3;2; 0,25 d)y+ (—¢)firy=3:—25:0

11.  Gib alle rationalen Zahlen an, fir die gilt:
a)3+n=—2 b)|x|=4 c)y=]-3|, d) |z =0, ) B<x<3, ) x| <3

12.  Unfersuche, nach welcher Vorschrift ieweilsl die angefang Folge gebildet sein
kénnte! Setze sie entsprechend der Vorschrift um weitere vier Glieder fort!
a) 11;8;5; ... b) 50; 40; 31; 23;16; ... <) —0,47; —0,57; —0,67; ...
d) 11;10;8;5;1;... €) 11;9;7;5;... f) 4;1;3;0;2; —1;...
13. @) Gib zwei rationale Zahlen an, die die Ungleichung a < —3 nicht erfillen!
b) Gib die kleinste rationale Zahl an, die die Ungleichung a < —3 nicht erfillt!
c) Gib die groBte rationale Zahl an, die die Ungleichung a < —3 erfillt!
\
8  Eigenschaften der Addition rationaler Zahlen
@ 20 a) Uberprife anhand einiger Beispiele die Giltigkeit des K tativ- und des A
tivgesetzes der Addition fur rationale Zahlen! Fertige dir dazu jeweils eine Tabelle
an!
b) Versuche, die Giiltigkeit des Kommutativgesetzes der Addition zu begriinden!
Ki iv- und Assoziativg der Addition rationaler Zahlen erlauben es, Summanden in be-
liebiger Reihenfolg f Dadurch k& sich Rechenvorteile ergeben.
w6 —46+82+ (—14)+ (—82) +2=—46+ (—1.4) +82+ (—82) +2
=—6+2
=—4
Aufgaber
1. Berechne!
a) —13,2 + (—17,1) + 13,2 b) —3,7 + 5,8 + 0,7 + (—0,8)
€) 3+ (—7) +17 d) —3,9 + 0,8 + 0,1 + (—‘7)
) —3+3++(—3) f) =5+ (7 +2
9) 57 + (—22) + (—18) h) 12 + (—8) + (—12)
i) —13 + (1) + (—7)
2. Vereinfache die Terme!
a) 26 + ¢ + (—27) b) a + 36 + b + (—36)

¢) a+27+(—a)+0+03 d) =37 + t + (—) + (—1)
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3 Uberprife!
Q) —127 4+ 27 =10  b) —13,9 + (—11) = 24,9 ©) —91 + 12,5 = 3.4
d) —7 + 3,6 = —3,4 e) —3,5+ (—2,5) = —6 f) —35+35=7

4*  Gib alle rationalen Zahlen x an, fiir die gilt:
a) 3 + xist eine negative rationale Zahl; b) —4 + xist eine positive rationale Zahl;
€) x + (—#) ist eine nichtnegative rationale Zahl!

5%  Gib den Sachverhalt mit Hilfe einer Ungleichung bzw. einer Gleichung an!
a) x ist eine positive rationale Zahl.
b) x ist eine negative rationale Zahl.
©) x ist eine nichtnegative rationale Zahl.

Zusammenfassung

| Summanden haben gleiche Vorzeichen:
1. Vorzeichen beibehalten
2. Betrdge addieren

.

s den haben verschi Vorzeichen
und
a) verschiedene Betrige:
1. Vorzeichen des betragsméBig
groBeren Summanden nehmen
2. Betrdge subtrahieren
b) gleiche Betrdge: Summe ist Null.

Fir alle rationalen Zahlen g, b, c gilt:

(1) a+b=b+a (Kommutativ-
gesetz)

(2) a4 (b+ c)=(a+ b) + c (Assoziativ-
gesetz)

@) a+0=a

9  Subtraktion rationaler Zahlen

Wie wir schon wissen, ist fir nichtnegative rationale Zahlen die Subtraktion die Umkehrung

der Addition.
Fur beliebige nichti tive rationale Zahlen x, y, z gilt: Wenn x + y =z, soist z—x =y

undz—y = x. i
®m 7 Weil 84 5=13ist, gilt auch 13 —8 = 5und 13 — 5 = 8.

® 21 Uberprife mit Hilfe der Addition, ob folgende Differenzen richtig berechnet wurden!
a) 42—27 =15 b)82—19=63 «¢)87—39=58 d)29—1,7=1,1
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Wir wollen die Subtraktion auch fir beliebige rationale Zahlen so festlegen, daB sie die
Umkehrung der Addition ist.

m 8 Lose die Aufgabe 4 —9!
Fir das Ergebnis x miiBte gelten: x + 9 = 4.
Dann muB x = —S5 sein, denn —5 + 9 = 4. Also: 4—9 =—5

@® 22 Versuche, folgende Aufgaben zu I&sen!
a) 5—9 b) —8 —2 c) 6—(—3) d) —4— (—7)

® 23 a) Berechne 5 + (—9); —8+(—2); 6+ 3 —4+7!
b) Vergleiche Auftrag B 22 mit Auftrag B 23a! Was stellst du fest?

Fir die Subtraktion rationaler Zahlen legen wir folgende Regel fest:

‘Man subtrahiert von einer rationalen Zahl a die rational Zahl b, imﬁm man zu a die
entgegengesetzte Zahl von b addiert.
a—b=g+ (—b)

Damit ist die Subtraktion rationaler Zahlen auf die Addition rationaler Zahlen zurick-
gefuhrt.

Da es zu jeder rationalen Zahl eine entgegengesetzte Zahl gibt und da die Addition im Bereich
der rationalen Zahlen uneingeschréinki ausfihrbar ist, haben wir ein in Lerneinheit 1 ge-
stelltes Ziel erreicht:

Im Bereich der rationalen Zahlen ist die Subtraktion immer ausfuhrbar.

Esgilt: a—0=a+0=a wund a—a=a+ (—a)=0.

=9 10 — 30 = 10 + (—30) = —20 —15—(—15)=—15+15 =0
—15—10 = —15 + (—10) = —25 3—0=34+0 =3
—15—(—5)=—15+5 =—10 25— 25 = 25 + (—25) =0

Beim Rechnen ist es nicht immer zweckmaBig, die Subtraktion einer Zahl durch die Addition der
zu ihr entgegengesetzten Zahl zu ersetzen. Zum Beispiel werden wir wie bisher 18 —7 = 11
rechnen und nicht 18 — 7 = 18 + (—7) = 11. Ebenso kann es zweckmdBig sein, die Addition
durch die Subtraktion einer zum Sum d tgeg zten Zahl zu ersetzen. Dadurch
ergeben sich unter Umstdnden Vereinfachungen in der Schreibweise, z. B.:

w 10 a) 20 + (—10) = 20— 10 =10 b) —10 + (—15) = —10 —15 = —25

Den Term —10 — 15 kann man also als Differenz der Zahlen —10 und 15 auffassen, aber
auch als Summe der Zahlen —10 und —15. Aus diesem Grund bezeichnet man z. B. auch
folgende Terme als Summen: 3 — 4; r —s; 34+r—5x—y—r++t

Aufgaben
Berechne!

1.7 a)b—6 b) 9—12 ¢) —3—17 d) —2 — (—3)
e) —2—2 f) |—2| + 2 g) —2—0
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20 @) —24+072 b)—22—0,7 ©) |—0.2| + 0,04 d) 0,3— 0,04
e) 05— (—0,2) f) 3,15+ (—0,15) g) |—3,7|—07 h) 0,3 + (—0,5)
1,01 8 ;.3 2 3
D—z+3 W—g+ty N —7—|—3]
3. Lése folgende Gleichungen!
a)2—x=0;724+x=0 ~ b)3—x=2;""34+x=2 -
€ 2—x=—2;"'2+4+x=—2 - d) —S5—x=—bj —54x=—4
Wodurch unterscheiden sich jeweils die beiden Gleichungen? Was kannst du iiber ihre-
Lésungen aussagen?
4. Uberfishre jeweils die Differenz in eine Summe und berechne!
a)3—5-7b) 9—(—8) ' c) 8—(—3)
d) —7—9 &) —9—(—3) f) —3— (—4)
5: Uberfihre jeweils die Summe in eine Differenz und berechne!
@) 4+ (—2) b)5+(—k) ¢ —b+3
d) —3+5 e)12+(—4) f) —5+5
6. Setze zwischen die folgenden Terme eines der Zeichen <, =, >, so daB eine wahre
Aussage entsteht! Versuche, ohne Berechnung der Differenzen eine Entscheidung zu
fallen!
a) —86 — (—43)...1 b) 82,5 — |—82,5/...0 c) —348—348...0
d —1—1...2 e) |—1,5—2,9...10 f) |—1,51—29...7
7. Berechne!
a)3+7—9—114+5—2 b)2+6—8—9+4+5—12
c) —18—22 4+ 18 + 22 — 45 d) —17 — 21 + 19 4+ 22 — 45
e) —7,4+3,6—0+ 74 f) 74 + 47 —0+6,3
CAPI |
O r+i+i—7 h—3+3+3—2
1. 8 2,8
)—3—m+s+7
8. Gib jeweils drei rationale Zahlen an, die die Ungleichungen erfiillen!
a)3—z<3 €)2—t<2 e) x| +1>1
b)7—x>7 d)5—m>5 f) 2+ x<2
9. Uberprife!
a) Zu jeder rationalen Zahl x gibt es eine rationale Zahl y, so daB gilt: x + y = 0.
b) Zu jeder gebrochenen Zahl x gibt es eine gebrochene Zahl y»sodaB gilt: x + y = 0.
10.  Vereinfache!
Q) —2+t+5—u  b)—2+x+3—y ) ——x+5—3
d) —2—t++—2 &) —5—x+1+5+x f) —15—y+x+74y
1. Gib jeweils zwei Zahlenpaare x, y an, so daB gilt:
a) x—y =35, b) x —y = —3, €) x+y=x d) x+y=0!
12.  Ordne die folgenden rationalen Zahlen ihrer GréBe nach! Beginne mit der kleinsten
Zahl!
Q) 75 —46; 2 [—0,5]; 0; 2; 4,1 b) ‘%’ T — 0509 —1; 1
) —2,34; —2,34; 3,6; 3,66; —2,34
13, Uberprife! Korrigiere, falls nétig!

@)3—b=— b)—3—(—)=—5 ) —b—(—3=—1 d)b—7=_3
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Zusammenfassung

3—P=34(—7N=—4

Man bildet die Differenz a — b, indem man

zu a die Zahl (—b) addiert: a — b = a + (—b) =_—(11)=—+1= 8
Die Subtraktion rationaler Zahlen ist | ausfihrbar.

Fir alle rationalen Zahlen a gilt: ke 3

1)a—a=a+ (—a)=0 3—3=3+(9)=0

2 a—0=a Sg0=—8

Multiplikation und Division rationaler Zahien

10 Multiplikation rationaler Zahlen

Fur die Multiplikation der nichinegativen rationalen Zahlen sind uns die Rechenvorschriften
und Rechengesetze aus Klasse 6 bekannt.
® 24 Berechne! a) %% b)) 5 c) +0,5:(+1.7)
1 3
d) +0,3:0 e) 33 f) 0-%

Auch fir negative rationale Zahlen a legen wir fest:

Nun muﬁ noch erklédrt werden, nach welchen Vorschriften das Produkt bestimmt werden

soll, wenn negative Faktoren auftreten und kein Faktor 0 ist. Wenden wir uns zuerst der
Multiplikation zweier Faktoren mit unterschiedlichen Vorzeichen zu.
© 25 a) Berechne 2+ 242+ 2; 54+5+5 —3+ (3

1 1 1

—t () + () —+ (—3)+ ()

b) Schreibe jeweils die Summe der ersten beiden Aufgaben als Produkt, wobei ein

Faktor mit den S d immt!

b
Uber

Fir negative rationale Zahlen a und natirliche Zahlen n legen wir deshalb fest:

na=a+a+a+-"+a
_~
n Summanden

w11 2:(=3)=—3+ (3, dh 2 (3)=—6
3 (—4) =—4 + 9+ (—4), ‘d- h. 3 (—4) ='—12
3 (—g)=—t+ (=3 + (%) 3 (—5)=—%
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Fur die Multiplikation zweier beliebiger rationaler Zahlen mit unterschiedlichen Vorzeichen
wird folgendes vereinbart:

3 1
mila)—3-2 b) 3-(—3)
1. Vorzeichen: — 1. Vorzeichen: —
2. Betrag: 3:2=6 2 Befrag:%.lz=%
Also: —3-2=—6 Also: 3+ (—3)=—3
Nun missen wir noch kldren, wie zwei neganve rationale Zahlen, z. B. —2 und —3, mitein-
ander zu multiplizieren sind. Naheliegend wiren f Igende Méglichkei

(1) Das Produkt —2 - (—3) ist negativ, also —6.
(2) Das Produkt —2 - (—3) ist positiv, also 6.

® 26 Begrinde, warum die Mdglichkeit (1) nicht in Frage kommt!

Wir legen fest:

m 13 —3-(—4) 1. Vorzeichen: + 2. Befrag: 3:-4=12
Also: —3 - (—4) =12
Aufgaben
1s Multipliziere im Kopf! . L&se die Gleichungen!
a)—5-6  b)9-(—3) a)2-x =32 b) 3-x=—36
€) 05-(—1) d)07- (~10) €) x+3=—5 d) x+(—3) = 39
e) —1-0 )—-— e) —5-x=0 f) —3+x=6
9 —74  h)—05-% 9) —03:x=-—003 h) f-x=—1
3. Berechne!
) =7- § b) —9- (—8) €) —2-(—2) d) (—11)«
e —07:(—02  f)—1-2 9 —3:0 h) — %+ (—0.5)
) —7(=7) W=7 (—7) oy my* (o5
4, Nenne alle rationalen Zahlen, fir die 5. Gib jeweils drei rationale Zahlen
gilt: an, fur die gilt:
a) m*=9, b) |x| = 3, a) —3-x> 6, b) 2-x < —2,
o x=1, d) x| =0, ) —6<3-x<6 d) x| <2

e) —4-x = 20! e) — x| < 0!
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11 Eigenschaften der Multiplikation rationaler Zahlen

Auch fir rationale Zahlen gelten das K tativ- und das A iativgesetz der Multiplika-
tion und das Distributivgesetz.

@ 27 Uberprife anhand von Beispielen die Giltigkeit der oben genannten Gesetze fir die
Multiplikation rationaler Zahlen! Fertige dir dazu jeweils eine Tabelle an!

Summen von Produkten, die einen g i Faktor enthalten, k& auf Grund des
Distributivgesetzes als Produkt geschrieben werden.

wil 2:x+3:x=(2+3)x

= 5%
Auf Grund des Kommutativ- und des Assoziativgesetzes der Multiplikation kénnen wir die
Faktoren in einem Produkt in beliebiger Reihenfolge z f Dadurch ko

sich Rechenvorteile ergeben.
® 28 Rechne vorteilhaft! -
a) —3:(—5)-2 b) —3:(—3)'5'2 © —2:5:05:0-7
d) —4-7-25 ) 1 (—3)-10 f) —4-(—0,25)- 70
® 29 Bestimme das Vorzeichen folgender Produkte! '
Was stellst du fest?
a) —37 - (—22)+ 0,73 (—1)* (—3) - b) —3,9:0,79 - (—0,73) - (—7.1)
Q) =93+ (=9) - (=7 - (=7} (—1.1)  d) —9,2- (=39 0" (—=2.7)

® 30 Ubertrage in dein Heft und fille die Tabelle aus!

a 2 o_‘T

—‘!-a —0,3 %

Multiplizieren wir eine rationale Zahl a mit —1, so erhalten wir die zu a entgegengesetzte
Zahl. Deshalb kénnen wir statt —1 - a-kiirzer —a schreiben.

Wird eine Zahl mit einer Variablen multipliziert, dann kann man den Malpunkt weglassen
und die Zahl vor die Variable schreiben, also

a-3=3a (nicht a3).
Man schreibt auch statt a - b zuweilen ab und 3Bt oft bei Termen wie 3 - (a + b) den Mal-
punkt weg. Man darf den’ ,Malpunkt“ aber nur dann weglassen, wenn keine MiBverstind-
nisse entstehen kénnen.
m 15 5-x=25x; a-b=ab; 6-(a+b)=6(a+Db)

aber: —3-9 =+ —39;

2. L2741
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Aufgaben
1. Berechne!
a) —2-6-(—50)-12 b) 4-7-(—25)-9
) 5-(—13)- (—0,2) d) 3 }_}[ (—2)- 4
2. Fir welche natirlichen Zahlen n (n <= 0) ist (—2)" a) positiv; b) negativ?
3. Berechne und vergleiche die Ergebnisse miteinander!
a) 5+ 3)-4und 5434 b) (—6 +3)-2 und —6 +3-2
€) (—6—7):(—2) und —6—7-(—2)
4, Bilde das Produkt aller ganzen Zahlen zwischen —3 und 3; —5 und 2; —5 und 0!
5. Lose die Klammern auf! (Wende dabei das Distributivgesetz an!)
a) (x+y)-2 b) —3(x —2) €) —t(—3 + 2q)
d) 8m + 4(2 + n) e) 5(2 + a) + (—8b)
6. Schreibe jeweils die Summe als Produkt!
a) 7a + 7b b) 6b — 6f €) ax + bx d) 6a + ab
e) 6a—ab f) 9a + 18b g) 6a + 6 h) —3x — 5x
7. Fasse soweit wie méglich zusammen!
a) 5x +7x + 3 b) 4a — 3a c) 2b—5b d) —5¢—3c
e) 5x —3 + 2x f) 5x —3 —3x g) 2x— 10 — 2x h) 2x — x
f)3x+2—5x—3—2
k) —2x + 3 + 2x— 2y + 5y
I)—7x+3x+2y+7x+2y
8.  Fasse soweit wie méglich zusammen! VergiB nicht, daB du immer zuerst die Klam-
mern auflésen muBt!
a) 9—(3x + 2) b) —3x — (—2x + 3) €) 2x—@B+2x) + 4
d) —5x — (3 —x) — 2x e) 3—(2x—+3) f) 3(2x—1)—(B3x + 2)
9) —2x +3)—2x+b)  h) —4(—2x —3) + 2(x —3)
9. Lése die Gleichungen!
a) 3(x—7)=—15—-3-7
b) 49 +x)=4-9—8
Zusammenfassung

| Faktoren haben gleiche Vorzeichen:

Il Faktoren haben verschiedene Vorzeichen:

1. Vorzeichen des Ergebnisses ,,+*
2. Betrdge multiplizieren

1. Vorzeichen des Ergebnisses ,,—*
2. Betrdge multiplizieren

Die Multlﬁllkuﬁon rationaler Zahlen ist i ausfihrbar.
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Fir alle rationalen Zahlen a, b, ¢ gilt:

(1)a-b=b+a (Kommutativgesetz)
(2 a-(b-cy=(a-b)-c (Assoziativgesetz)
(3) a-(b+¢)=a-b+ a-c (Distributivgesetz)

3 (k) = =4 +3

4)a1=a
B)a(—1)=—a
(6)a-0=0

12 Division rationaler Zahlen

Fir negative rationale Zahlen soll - ebenso wie fir nichtnegative rationale Zahlen - gelten,
daB die Division Umkehroperation zur Multiplikation ist. Also wird das Vorzeichen nach
analogen Regeln wie bei der Multiplikation ermittelt:

Vorzeichen von Dividend und Divisor I gleich I verschieden

Vorzeichen des Quotienten | + | —

Den Betrag des Quotienten erhélt man, indem man den Quotienten der Betrdge ermittelt.

m 16 Aufgabe Vorzeichen Betrag Ergebnis
6:(—4) - 6:4=15 —1.5
=158 - 1,35 =S

2°5 2°5 6 3
—6:(—5) + 6:5=1.2 1.2

Bei der Division von Null durch eine beliebige rationale Zahl, die ungleich Null ist, erhdlt
man Null.

® 31 Begrinde, warum eine Division durch Null auch im Bereich der rationalen Zahlen
nicht erkldrt werden kann!

Im Bereich der rationalen Zahlen kann man - wie bei den gebrochenen Zahlen - den Bruch-
strich als Divisi ich ff und umgekehrt.

O L=7:(9=—7

i
Toogesaren

Allgemein gilt:

5 (0007 16)
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Wie im Bereich der gebrochenen Zahlen nennen wir auch im Bereich der rationalen Zah-
len % (a = 0) die zv a reziproke Zahl.

m18 a l 3 l_% I —3-|—o,3
1 1 1 10
:l?,""?l‘i
Aufgaben
1. Berechne! a) —10:2 b) 2,5: (—5) €) —60: (—12)
d) —1,4: (—2) e) 0:(—2) f) —2,5:0

2. Welche der Aussagen sind wahr?

@) —54:2=—27 b) —60:(—5)>12 ) 0:(—13)=0 d) —1 H(—4) <0
3. Lése folgende Gleichungen! @) x - (—1 2) =48 b) x + 3= —12

€) x:(—12) = 12 d) —2x=0 e) 5x = —20 f) px=—2
4. Gib einen Uberschlag an! 5. Berechne!

a) 377:(—312)  b) —478:(—9,8) a) (11 4+7):(=3) b) 5+ 3:(—3)

€) 1903:(—0,019) d) 2,91:(—578) (B+5:2  d)—L45:2

e) 27,37: (—0,2901) f) —190: 47,5 © —12—% £ —:2_8:2
6. Vereinfache! a) 78x:78 b) 6,3a: (—6,3) <) —9 + %

d) 1,8x:(—x) (x = 0) e) 2a:(—1) f) —3a + 4a

7. Gib drei Divisionsaufgaben an, deren Quotient —3 ist!
8. Berechne!

a) (Bm + 9m) : 6 fir m = —3;2; —1; 0; — 1

b) (20 + 5a) : () fir @ = 2; —2; —1; 0; — &
9. Kirze, falls moglich!

—27 25 —24 —7t —2ab 2xy

u)i b)—T) c):_éo d)v e) - (a==0) !)x—y(x,yzf:O)

10.  Fir welche rationale Zahl x sind die Terme nicht erkldrt?
1 1 2 —5 -3

a x b) x+1 ©) x—2 9 ) e) 2x—4
11.  Berechne!

a) 4+ 7-(—8) b) 4 —3:(—]) €) —3-(b—11)

d) —3:(12—3) e) —0,2:(—0,3) + 0,8-(—0,7) f) 9- (—8) + 4:(—2)

9) —4:(—2)—(=3):(—1) h)3-4+6-(—7) ) —7-6—9.(—7)
12. Berechne die durchschnittliche Temperatur fir die Zeit vom 1. 12. bis zum 7.12., die

jeweils um 18 Uhr gemessen wurde! Nutze dazu die Temperaturangaben der folgen-
den Tabelle!

Tag l 1.12.' 2.12.' 3.12‘, 4.12.' 5.12.| 6.12.| 7.12.

Temperaturinec | +3 [ —s [ —1 [ o | +2 | - | -2
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13.  Berechne, falls mdglich! ,
R Ll 2(—x)
u)x—_afurx-o,—6.a.3.—3 b)

3+ x

fir x=0;1; —2; 3; —3

—2
14.*  Setze in die Terme —3x; XT: —%: ud ;—1
diese @) eine positive rationale Zahl, b) eine negative rationale Zahl, c) die Zahl
Null bezeichnen!

fiir x jeweils eine rationale Zahl ein, so daB

Zusammenfassung

zweier rationaler Zahlen
i S A (i
| Dividend und Divisor haben gleiche Vor-

zeichen:
1. Vorzeichen des Ergebnisses , 4+ %:%: %
2. Betrdge dividieren —1,2:(—0,2) = 6
Il Dividend und Divisor haben verschiedene
Vorzeichen:
1. Vorzeichen des Ergebnisses ,—" —8:4 =2
- - ey R |
2. Betrdge dividieren + (_T) =—7

Die Division ist im Bereich der rationalen Zahlen mit Ausnahme der Division
durch Null immer ausfihrbar.

Fiir alle rationalen Zahlen g, b gilt:

() aia=a-2=1 (@+0) ‘ —2:(—2)=1

@ a:1=a 1i1=7
3)a:(—1)=—a bi(—1)=—4

() a:b=+ (b+0) —3:h=2=3
@ L= (040 o ok

13 Ubersicht iber die Zahlenbereiche

Durch die kaufmdnnische Praxis gelangten die Vorstellungen Uber negative Zahlen schon
in alten Zeiten in die Mathematik. Im 6. Jahrhundert unserer Zeitrechnung wurde .in China
und Indien mit ,Schulden“ gerechnet, das heiBt, negative Zahlen wurden unmittelbar mit
dem Begriff ,Schulden verbunden. Auch in der Mathematik der arabischen Lédnder, die
etwa seit dem Jahre 800 einen groBen Aufschwung nahm, war der Begriff der negativen
Zahl verankert. In Europa dagegen daverte es noch viele Jahrhunderte, bis die negativen
Zahlen auch in der Math tik selbst tritten waren. Wahrend die Kaufleute und




68 B Multiplikation und Division rationaler Zahlen LE13

Buchhalter ldngst mit negativen Zahlen - eben mit ,Schulden® — Rechenoperationen aus-
fihrten, gab es noch bis ins 17. Jahrhundert hinein bei einigen Wissenschaftlern Vorbehalte

gegeniber negativen Zahlen. Die ibersichtliche Darstell g der verschied Zahlenberei-
che durch Mengendiagramme setzte sich erst in unserem Jahrhundert durch (# Bild B 18).
Dies war ein Verdienst des Begriinders der M genlehre, des Hall Mathematikers

GEORG CANTOR (1845—1918).
® 32 Erldutere das Mengendiagramm im Bild B 18! )
® 33 Welche Rechenoperationen (Addition, Subtraktion,
Multiplikation, Division) sind im Bereich
a) der natirlichen Zahlen b) der gebrochenen Zahlen Bild B18
c) der ganzen Zahlen d) der rationalen Zahlen
immer ausfihrbar?
Im Bereich der gebrochenen Zahlen I&Bt sich jede gebrochene Zahl, die gréBer als Null
ist, in der Form % (P, g€ N; g > 0) darstellen, wobei p und q teilerfremde natirliche Zahlen
sind. Entsprechendes gilt auch im Bereich der rationalen Zahlen.

7 | SATZ:lede rationale Zahi, die verschieden von Null ist, 188t sich in der Form .
(g >‘0) darstellen, wobei p und g tellerfremde ganze Zahlen sind.") %

7

w19 a) 5=2 (p=2;q=23) b) 05=2==1 p=—1;q=2)
1

Avufgaben

1. Stelle in einem Méngendiagramm dar:
a) die Menge der natiirlichen Zahlen und die Menge der rationalen Zahlen;
b) die Menge der ganzen Zahlen und die Menge der gebrochenen Zahlen!

2. Welche der Aussagen sind wahr?
a) 3eN b) —3ecQ, o tea, d) 1eQ e) —0,5¢Z
f) @,caQ g)Nca; h)Zca i) ZcN k)yNczZ
35 Welche der folgenden Aussagen sind wahr?

a) Null ist die kleinste natirliche Zahl.

b) —1 ist die gréBte ganze Zahl.

c) —1 ist die gréBte negative ganze Zahl.

d) —3 ist die gréBte ganze Zahl zwischen —7 und —2.

4. Gib jede der folgenden Zahlen in der Form % (9 > 0) an, wobei p, q teilerfremde
ganze Zahlen sind! a) 7 b) —0,125 «¢) —,2 d) —0,6
5%  Beweise % = I%I (a,be@; b +0)!

') Zwei ganze Zahlen heiBen teilerfremd, wenn sie auBer 1 und —1 keine weiteren ganzen Zahlen als
Teiler haben.
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Ubungen mit dem Taschenrechner

14 Ubungen mit dem Taschenrechner

Wie man die vier Grundrechenoperationen im Bereich der gebrochenen Zahlen mit einem
Taschenrechner ausfihrt, wissen wir bereits. Um diese Rechenoperationen auch im Be-
reich der rationalen Zahlen mit einem Taschenrechner ‘auszufiihren, miussen wir zundchst
lernen, negative Zahlen in einen Taschenrechner einzugeben. Dazu steht uns die Taste
+/— (Vorzeichenwechseltaste) zur Verfigung.
m 20 Gib die Zahl —2 in den Taschenrechner ein!

Ablaufplan . | Anzeige

2 67 (aber nicht: G0 20| -2)

Um den Term 10 - (—2) zu berechnen, fihrt folgender Ablaufplan zum richtigen Ergebnis:
Ablaufplan | Anzeige

wE2mE|_-20

Haufig ist es zweckmaBig, mit dem Taschenrechner nur den Betrag des Resultats zu ermit-

teln und das Vorzeichen des Ergebni im Kopf zu besti
m 21 a) Aufgabe: —329 — 793
Ablaufplan Anzeige (Ergebnis)

= 193 =) -1122.

oder Vorzeichen: —

Ablaufplan lAnzeige | Ergebnis

329 (+) 793 =) | 1122. |_1 122

b) Aufgabe: 397 - (—27,2)
Ablaufplan | Anzeige (Ergebnis)

397 (x]) 27,2 @| -107984

oder Vorzeichen: —

Ablaufplan |Anzeige I Ergebnis
397 (x) 27,2 (=) | 107984 | —10798,4

Aufgaben

1. Berechne mit dem Taschenrechner! Gib jeweils einen Ablaufplan an!
a) 83,48 + (—119,99) b) —797,7 — 9 761,7 c) —923,1 — (—789,2)
d) —927,3 + 297,72 e) —27,39 - (—7,931) f) 77,44 : (—0,32)

2. Berechne! Bestimme zur Kontrolle im Kopf das Vorzeichen des Resultats!
a) 37,82 — 9793 b) —3792 — 9 379 ) 0,7321 + (—1,732)
d) —0,793 — (—0,978 1) e) —0,92 + 3,42 f) 723-(—27,2)

g) —92,3: (—7.2) h) 0,73 : (—1,72)
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3. Berechne mit Hilfe des Taschenrechners!
a) 2732 — 9827 + 37 —799 — 932 b) 213 — (—921) + 271 + (—921) — 271
€) —0,921 — 321,21 + 22,87 — (—9,3) — 7,9
d) 2371 + 0,79 —79,312 + 0—8,213  e) —27,2- (—23,7)- 0~ (—3,1)
f) 2,71 (—0,32) - (—7,1) - (—0,72)
Welche Aufgaben kannst du schneller im Kopf rechnen?

&. Gib einen Uberschlag an! Ermittle das Ergebnis jeweils mit dem Taschenrechner!
a) 306 — 719 + 978 b) 219,2 — 29,301 — 279,2 €) —272,2-0,26 - (—1,7)
d) 923,29 : (—199) e) —272 — (—599) f) —0,73:0,49

5. Berechne mit Hilfe des Taschenrechners!
a) 9,72: (3,72 —5,97) b) —7,94 : (—7,237 + 2,92)

€) (—25,97 + 19,73) - (—6,3) d) (5 + 075): (—0,72)

Einige Grundbegriffe der Fehlerrechnung

15 Fehler und Schranken fiir Fehler

Wie wir bereits wissen, erhdlt man beim Runden und Schdtzen von Zahlen oder GréBen
Ndherungswerte. Auch im Physikunterricht haben wir gelernt, daB beim Messen, selbst bei
Verwendung hochwertiger MeBgerdte, immer Nédherungswerte entstehen. Zwischen diesen
Ndherungswerten und den jeweiligen genaven Werten treten Differenzen auf, die in der
Mathematik Fehler genannt werden.

® 34 a) Runde auf Vielfache von 10 (100) und ermittle jeweils die Differenz zwischen ge-
rundeter und gegebener Zahl! 12423; 5448; 2035; 899; 7850; 7845; 7855
b) Schitze die Seitenzahl deines Mathematiklehrbuches und bestimme die Differenz
zwischen der geschétzten und der genauen Seitenzahl! Wann ist die Differenz

positiv und wann ist sie negativ?

Im Gegensatz zu anderen, noch zu behandelnden Fehlern heiBen die beim Runden, Schétzen
oder Messen auftretenden Abweichungen vom genauen Wert absolute Fehler.")

i

Als absoluten Fehler eines Ndherungswertes a in bmg auf de ; g-nuum‘Wed X
einer GroBe oder Zahl bezeichnet man die Differenz a — x.

® 35 Oliver, Felix und Michael gehen in die 6. Polytechnlsche Oberschule Beim Schdtzen

der Schilerzahl ihrer Schule k sie zu folgenden Erg
Schiler I Oliver I Felix I Michael
Schitzwert [ s | e00 | s

Die genaue Schiilerzahl ist 536. g
Ermittle jeweils den absoluten Fehler und gib an, wer am besten geschdtzt hat!

') Beachte, daB der absolute Fehler nicht mit dem absoluten Betrag verwechselt werden darf!
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Will man die Gite verschiedener Nédherungswerte beziiglich ein und desselben genauen
Wertes bestimmen, so muB man die Betrdge der absoluten Fehler vergleichen. Der beste
Ndéherungswert ist der mit dem betragsmaBig kleinsten absoluten Fehler.

Haufig ist nur ein Ndherungswert, nicht aber der zugehdrige g Wert bek t. Dem-
nach kann auch der absolute Fehler nicht bestimmt werden. Man versucht dann, eine
Schranke fir den absoluten Fehler geb

m 22 Kerstin miBt die Lénge eines Bleistiftes mit ihrem Lineal. Sie ermittelt eine Lange von
17,7 cm. Die genaue Ldnge | ist unbekannt. Da die Genauigkeit des Lineals 1 mm be-
tragt, kann man annehmen, fur | gilt: 17,65 cm = | < 17,75 cm. Der MeBwert weicht
also héchstens um 0,05 cm vom genauven Wert | ab. Damit sind die 0,05cm eine
Schranke fiir den absoluten Fehler.

Es seien a der Ndherungswert und x der genaue Wert einer GroBe oder Zahl.
Durch die Schranke fir den absoluten Fehler, die wir mit Aa bezeichnen (Aa > 0), wird
festgelegt, daB fiir den genaven Wert x gilt:

a—Ad<x=a+Aa
Dasselbe wird auch durch die Schreibweise
x = a + Aa ausgedrickt.
(Man bezeichnet a — Aa als untere Wertschranke und a + Aa als obere Wertschranke.)

@ 36 Erkldre, was F = (100 000 + 3 000) N als Angabe fir die Zugkraft einer Lokomotive
bedeutet!

Wird fir einen Néherungswert keine Schranke fir den absoluten Fehler angegeben, so
wird — wie wir bereits aus dem 6. Schuljahr wissen — vorausgesetzt, daB der Ndherungswert
durch Rund tstanden ist (die MeBg igkeit nicht gréBer als der Rundungsfehler ist).
Die Schranke fur den absoluten Fehler ist dann also nicht gréBer als 0,5 Einheiten des Stel-

lenwertes der letzten angegebenen Ziffer.
= 23 Der MeBwert 13,2 m bedeutet fiir den genauen Wert |
13,15m <1 <13,25m.

Der MeBwert 2,370 kg bedeutet fiir den genaven Wert m
2,369 5kg =< m < 2,370 5 kg.

Der MeB 4.45“.‘—"'" tet fur den g Wert v

1.4,5“7"‘§vg45.5%“.

® 37 Drei Schiiler schitzen die Anzahl ihrer gesammelten Briefmarken. In der folgenden
Tabelle sind die Schétzwerte und die genauen Werte angegeben:

Schiler Schitzwert Genaver Wert
Torsten 3000 2899
Claudia 280 311
Gunnar 740 685

a) Wer hat am besten geschatzt?
b) Doreen meint, daB Clavdia am besten geschitzt hat, weil der Betrag des abso-
\uten Fehlers ihrer Schatzung am kleinsten ist. Was meinst du dazu?
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Werden Ndaherungswerte verschiedener GréBen derselben Art (zum Beispiel die Léngen

bzw. die Massen verschied Gegenstinde oder die Fldcheninhalte verschiedener geo-
metrischer Figuren) miteinander verglichen, so genigt es nicht, die jeweiligen Betrdge der
bsol Fehler miteinander zu vergleichen. Man muB den Zahlenwert der zu schatzenden

GroBe mit bericksichtigen. Der Betrag des Verhéiltnisses des absoluten Fehlers zum tatséch-
lichen Wert ("’—' ) ist ein MaB fir die Gite des Naherungswertes. Je kleiner der Betrag

x
dieses Verhdltnisses ist, um so besser ist die Qualitit des Ndherungswertes.

Mﬂn beulchn& die Zahl a:_x als nh'lvcn-') Fehler eines Ndherungswertes a in
| bezug auf den genauen Wert x einer GroBe oder Zahl. =

Im Auftrag B 37 hat Torsten am besten (kleinster relativer Fehler) und Claudia am schlech-
testen (groBter relativer Fehler) geschatzt.

Oft gibt man die Abweichung des Naherungswertes a vom genauen Wert x in Prozent an.
Der Betrag des genauen Wertes (|x|) entspricht dabei dem Grundwert, der Betrag der Abwei-
chung (la — x|) entspricht dem Pr t. Der Pr z wird mit Hilfe der aus der Pro-

zentrechnung bekannten Gleichung v?v= % berechnet.

p= |"ﬂx| +100. Da stets gilt % = '?‘. kann man auch schreiben: p
X F;

l - Der Wert p% wird pr ler Fehler g t
:

® 24 Ndherungswert: a = 200 M; genaver Wert: x = 218 M

p=|m%:£|-100 p =826

Der prozentuale Fehler betrdgt 8,26 %.
m 25 Relativer Fehler l 00826 | 0,10 | 4

Prozentualer Fehler | 826% | 10% | 1259

® 38 Ubertrage folgende Tabelle in dein Heft und. ergénze sie! Uberlege, wie man aus
dem relativen Fehler sehr schnell den prozentualen Fehler berechnen kann!

Miinze Schatzwert Genaver Absoluter | Relativer Prozentualer
des Durch- Wert?) des Fehler Fehler Fehler
messers Durchmessers
in mm in mm

500 M 33 29
2,00 M 31 27
1,00 M 28 25
0,50 M 25 23
0,20M 20 22

') .Relativ* heiBt soviel wie ,in einem Verhdltnis zu etwas stehend*.
?) Der genaue Wert entspricht hier dem vorgegebenen Sollwert.
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Aufgaben

1. Fir die Zahl % wird als Ndherungswert benutzt: a) 0,3; b) 0,33; ¢) 0,34.
Berechne den absoluten Fehler dieser Ndherungswerte!

2, Es sei x = 9,6 + 0,4. Kann es sein, daB x eine der Zahlen a) 9,6; b) 10,1; c) 10;
d) 9,199 ist?

3. Gib in Form einer Ungleichung alle Zahlen an, die beim Runden auf Hundertstel den
Ndherungswert a) 3,42; b) —13,21; ¢) —0,73 ergeben!

4. Gib in Form einer Ungleichung alle Zahlen an, die beim Runden auf die letzte ange-
gebene Stelle den Ndherungswert a) —474; b) 2,73; c) —15,82; d) 15; e) 15,0;
f) 15,00 ergeben!

5. Beim Achtelfinale im FuBballwettbewerb um den FDGB-Pokal wurden die folgen-
den Zuschauerzahlen in den einzelnen Stadien ermittelt: Erfurt 8 500, Auve 7 200,
Brandenburg 1 800, Berlin 12 500, Frankfurt 11 000, Jena 15 500, Dresden 18 000,
Leipzig 15 000.

Berechne die Gesamtzuschauerzahl sowie die durchschnittliche Zuschauerzahl, wenn
man annimmt, daB alle Zahlen unter 10 000 zwei zuverldssige Ziffern und alle Uber
10 000 drei zuverldssige Ziffern haben!

6. Berechne jeweils den relativen Fehler!
a) Genaver Wert | Absoluter Fehler b) Wert | Absol Fehler
48,0 m +05m 2,4 kg + 0,05 kg
48,0m —0,05m 3 min 20s +5s
120,0 m? —0,5m? 2,40 kg —0,005 kg
7. Jan schétzt die Hohe eines Wohnhauses auf 30 m. Gunnar schétzt die Hohe eines

Baumes auf 40 m. Wer hat genauer geschétzt, wenn als genave Werte 32 m bzw.
42 m angenommen werden? Begriinde durch Angabe der relativen Fehler!

8. Andreas soll im polytechnischen Unterricht ein Werkstick mit einer Ldnge von
5,6 mm und Stefan ein Werkstiick mit einer Ldnge von 12,7 mm herstellen. Ein Nach-
messen zeigt, daB das Werkstick von Andreas 1 mm und das von Stefan 2 mm zu
lang ist. Wer hat genauer gearbeitet?

9. Die Ldnge des Aquators betrdgt nach neueren Berechnungen etwa 40 075 km. Wel-
chen prozentualen Fehler begeht man, wenn man mit einer Ldnge von 40 000 km
rechnet? :

10.* Der prozentuale Fehler einer Ldngenmessung betréigt 1,7%. Als genave Werte wer-
den angenommen a) 34,7 cm; b) 109,2cm; c) 420 km; d) 0,02 mm. Wie groB ist
jeweils der Betrag des absoluten Fehlers?

11.  Runde auf drei zuverléssige Ziffern!

a) 1,223 b) 7,218 6 c) 221,62 d) 12,449 e) 0,068 49

12.  Wieviel Gramm Mehl kénnen in einer Tite sein, deren Inhalt mit 1 040 g und einer
Schranke fir den absoluten Fehler von a) 16 g; b) 25 g angegeben wurde?

13. Die Zahlen a) 123,45; b) 123,548; c) 1 234,57; d) 12,34; e) 1,23 werden auf Einer
gerundet.

Welche prozentualen Fehler gehen in eine Rechnung ein, wenn mit den gerundeten
Zahlen gerechnet wird?
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14.  Wie groB ist der absolute Fehler des mit dem Taschenrechner SR 1 ermittelten Ergeb-
nisses der Aufgabe 921 478 - 2 3897

15.  Berechne den absoluten, den relativen und den prozentualen Fehler!
Néherungswert 105g 15¢g | 06g
Genaver Wert 10g 1g I 01g

16.  Holger, Andreas und Stefan lésten die Aufgabe 0,3 - 0,6 auf unterschiedlichen Wegen.

Beurteile die erzielten Resultate!

Holger: +- 2 =2 Andreas: 0,3 0,7 = 0,21 Stefan: 0,33 - 0,67 = 0,221 1
3 3 9

Komplexe Ubungen

1.

Berechne ohne Taschenrechner!

a) —2+9-8 b) [2 + ()] (—7) €) 8:(=7)—9:(—7)
d)2-5 (-2 e) 2+ (—2—6:12) f) =4

9) (—2)*— (1) h) (=224 4:(=2) 1) —5+17-|—3|

k) 36 :(=3) +17 D 2:(—f)—(=8)  m) L2

Lése folgende Gleichungen!

a) x4+ b=—2 b) 8:x=—2 €) 16:x =20 d) x:(—2)=—3
€) Sx+2=12 ) yix=—2 g)jx|=2 h) x|-2=2

) —3x2=0 k) — x| = —4 l)_%’=_3 m) =3+ (—x) =1
0) —§—Fm—{6  0) Xtk p) $x=0 Q) x*=9

Gib jeweils einen Uberschlag an! a) —&68 732 - (—93 240)
b) —0,0109 - 371 c) (—3,19)2 d) 4,127 — 97,07 e) —3782 + 7921
Welche der Aufgaben sind falsch geldst? a) —3: (—%) =1

1 1 1 1
b) =1+ (—3) (—2) =1 —7—3=—10  d)—3+(—F)=—1
a) Addiere zum Produkt der Zahlen 17 und —3 das Produkt der Zahlen —9 und —8!

b) Subtrahiere vom Produkt der Zahlen —7 und 8 die Summe derselben beiden
Zahlen! " C

Schreibe mit Variablen

a) die Differenz des Dreifachen einer Zahl und des Viertels dieser Zahl;

b) das Doppelte einer Zahl, vermindert um —2;

c) das Vierfache einer Zahl, vermehrt um —6;

d) den Quoti aus der S und der Differenz einer rationalen Zahl und —3!

Schreibe jeweils den Term in Worten!
a) bx—1x b) 3x — (—&) €) X2 (@ +b)

a—b

Wenn man die Summe aus 3 und —7 mit der Zahl m multipliziert, ist das Ergebnis 12.
Ermittle m!
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Ingo denkt sich eine Zahl. Bildet er das Reziproke dieser Zahl und multipliziert es mit
der Differenz der Zahlen —5 und —9, so erhdlt er —2. Welche Zahl hat sich Ingo
gemerkt?

Formuliere die Gleichungen als Zahlenrdtsel! Lése sie!
a) x—2=—2 b) 5 =—18 c) (x—2)- (3 =

Stelle folgende Punkte in einem Koordinatensystem dar!

A(2;1), B(5:1), C(4; 4)

a) Fihre eine Spiegelung an der Abszisse aus! Gib die Koordinaten der Bildpunkte
von A, B, C an!

b) Fishre eine Drehung um den Punkt M (0; 0) mit dem Drehwinkel 180° aus! Gib die
Koordinaten der Bildpunkte von A, B, C an!

Stelle folgende Punkte in einem Koordinatensystem dar! Verbinde jeweils larﬂqufend

durch Strecken die Punkte im Koordinatensystem, deren Zahlenpaare unterei
stehen!

A3;3) E(—1;0) 1(2;0) N (4; —2) R(—1;—1) V(—5;—1)
B (4; 4) F(—1:1) K (3;0) O (5:—1) S(1;—1) W (—3;—1)
C (4;5) G(1;1) L@:—1) P(5; —3) T(@1;—=3) X (—3; —2)
D (3;5) H(1;0) M (2; —1) Q (4; —3) U@E=1;—=3) Y (—5:—2
A@3:3) E(—1;0) 1(2;0) N (4; —2) R(—1;—1) V(—5;—1)

Welche der Figuren sind kongruent zueinander?
Welche der Figuren sind Rechtecke? Welche der Figuren sind Trapeze?

Eleanor kauft in einer Drogerie ein. Auf den Verpackungen der gekauften Waren
stehen folgende Masseangaben:

Zahnpasta 50 g + 4 g; Florena-Creme 60 g + 2,5 g; Waschpulver 900 g + 40 g.
Zwischen welchen Werten liegt der genaue Wert fiir die jeweilige Masse?

Am 1.Januar wurden die folgenden Tageshéchsttemperaturen g : Berlin

+4°C; Moskau —7 °C; quschau +2°C und Prag 0°C.

a) Ordne die Stidte nach der Temperatur! Beginne mit der Stadt, die die hochste
Temperatur erreichte!

b) Welcher Temperaturunterschied bestand zwischen Berlin und Moskau?

Der Tschomolungma (Mt. Everest) ist mit 8 848 m der héchste Berg und die Witjas-Il-
Tiefe mit 11 022 m die groBte Meerestiefe der Erde. Wie groB ist der dazwischenlie-
gende Hdhenunterschied?

Ubertrage die folgende Tabelle in dein Heft und ergdnze sie!

Genaver Wert Ndherungswert | Absoluter Fehler | Relativer Fehler Prozentualer
Fehler
4,25 42
27 —0,2
0,38 0,12
0,2 0,4
0 —2




C  Gleichungen

Aquivalente Gleichungen

1 Wiederholung

® 1 Versuche, folgende Aufgaben zu l5sen!

a) Herr Rédel fahrt zum ersten Mal mit dem PKW von Dresden nach Greifswald
und kontrolliert deshalb 150 km vor dem Ziel seinen Kraftstoffvorrat. Er stellt
fest: Fur die bisher zurickgelegte Strecke von 246 km wurden 21| verbraucht,
141 sind noch vorhanden. Kann er damit das Ziel seiner Fahrt erreichen, ohne zu
tanken?

b) Wie lang miiBte in einem Trapez mit 36 cm? Fldcheninhalt eine von zwei parallelen
Seiten sein, wenn die andere 11 cm und die Héhe 3 cm betragen sollen?

€) Martin erzdhlt: ,Zur Pflege der Grinanlagen vor unserem Haus haben sich am

Hausb hner getroffen. Die Hdlfte von ihnen hat

S bend b ders viele |
umgegraben und gepflanzt, ein Drittel hat Wege gesdubert und Bénke gestrichen,
die restlichen vier Bewohner sorg?en fur Verp(legung und Getrdnke.” Wieviel

Personen haben an diesem Arb Ig ?

Die erste Aufgabe kdnnen wir bereits Isen, z. B. mit Hilfe einer Verhdltnisgleichung.
1 4 x
)

Zur zweiten Aufgabe kann man die Gleichung 36 = -3 finden und zur dritten die

Gleichung x = %+ > + 4. Bisher kennen wir fir diese beiden Gleichungen noch kein
Losungsverfahren. Deshalb werden wir lernen, auch solche Gleichungen zu Iosen Zuvor
wollen wir das Wichtigste iber Gleichungen wiederholen:

Gleichungen bestehen aus zwei Termen, die durch das Zeichen = verbunden sind.
Ungleichungen bestehen aus zwei Termen, die durch eines der Zeichen <, > oder =+
verbunden sind.

Terme kénnen aus Ziffern, Variablen, Operati ich Vorzeich Betragsstrichen,
Kommas und Bruchstrichen zusammengesetzt sein, wobei auch die Potenzschreibweise vor-
kommen darf. Aber nicht jede Zusammensetzung aus diesen Zeichen ist ein Term!

® 2 a) Entscheide, welche der Beispiele (1) bis (12) Gleichungen, welche Ungleich
und welche Terme sind!
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(1) 3a+7=9%+8 (57|28=4 9) x2
(2) 4b—3>c¢ ©) lyl<0 (10) 2x + 3.4
@ u+uv=2 7) 4—6 (1) |—2|
@2+1=3 ® 5 12) @:—y +

b) Begriinde, warum die restlichen Beispiele keine Gleich Ungleichungen
oder Terme sind!

c) Gib zu den in den Beispielen vork den Gleichungen jeweils die beiden
Terme an, die durch das Gleichh hen verbunden sind!

Terme konnen eine bestimmte Zahl bezeich Zum Beispiel bezeichnet der Term (8 —5) * 4

die Zahl 12.

Man kann Terme nach den fir Zahlen geltenden Rechengesetzen umformen. Sie bezeichnen
dann immer noch dieselbe Zahl. Zum Beispiel kann man statt (8 — 5) - 4 nach dem Distri-
butivgesetz auch 8+ 4 — 5 - 4 schreiben. Dieser Term bezeichnet ebenfalls die Zahl 12.

Auch wenn in einem Term Variable vorkommen, fir die ein Grundbereich vorgegeben ist,
kann man den Term nach den fiir diesen Grundbereich geltenden Rechengesetzen umfor-
men.

= 1 Man kann z. B. in einem Term verschied Teile fassen, wenn sie dieselbe
Variable enthaiten. Nach dem Distributivgesetz gilt namlich:

ba—17a+5—a=(b—17+3—1)-a=18"a

In Termen wie 4a; —2,5r oder %x nennt man die Zahl vor der Variablen auch Koeffizient
dieser Variablen.

Neben Termen, die Zahlen bedeuten, kennen wir auch solche, die Grifien bezeichnen, z. B.:
12-3cm; 10 m2 + 7 m?; a- b (Fldcheninhalt eines Rechtecks; hier sind a und b Variable
fir Ldangen). Aus solchen Termen k& benfalls Gleichungen gebildet werden, z. B.:
7m-12m = 84m? u = 2(a + b); s = v+t (s — Weg, v — Geschwindigkeit, t — Zeit).
Manche Zusammenhdnge zwischen Zahlen oder GréBen kann man durch Terme aus-
dricken:

a 2 a) Ein Drittel einer Zahl
Die Zahl sei x; ein Drittel davon ist dann ..

b) Das Alfer eines Jungen, der 4 Jahre dlter als seine Schwester ist
Das Alter der Schwester: a Jahre; das Alter des Jungen: (a + 4) Jahre

@ 3 Schreibe als Term
a) das Finffache der Masse einer Kiste;
b) die Hohe eines Hauses, das 6 Stockwerke niedriger als ein anderes ist;
c) eine Zahl, deren Summe mit einer zweiten 7 betrdgt;
d) die Zeit, die ein Schiler fir seinen Schulweg benétigt, wenn zwei Schiiler dafiir
8 min brauchen!

Mit Hilfe von Gleichungen (bzw. Ungleichungen) ohne Variable kann man Aussagen iiber
Zahlen (oder GréBen) aufschreiben. Sie sind entweder wahr oder falsch.

3+ 2=>5ist wahr; 7-8 < 69 ist falsch.

Mit Hilfe von Gleichungen (bzw. Ungleichungen) mit Variablen kénnen Beziehungen zwi-
schen und unbel ten Zahlen (oder GroBen) ausgedriickt werden.

Eal +

w 3 a) Die Differenz aus 5 und einer natirlichen Zahl ist gleich der Summe aus dieser Zahl
und 3.
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Bezeichnet man die natiirliche Zahl mit g, dann wird der Text durch die Gleichung
5-—a = a + 3 wiedergegeben.
b) Am Sportwettkampf nah insg 80 Jungen und Madchen feil.
Anzahl der Jungen: j; Anzahl der Mddchen: m
Gleichung: j + m = 80
€) Am Sportwettkampf nahmen insgesamt 80 Jungen und Médchen feil. Es waren 10 Mdd-
chen weniger als Jungen.
Anzahl der Jungen: j; Anzahl der Mddchen: j — 10
Gleichung: j + (j — 10) = 80
oder: Anzahl der Mddchen: m; Anzahl der Jungen: m + 10
Gleichung: (m + 10) + m = 80

Fir den Sachverhalt im Beispiel C 3b benstigten wir mehr als eine Variable, um ihn als Glei-
chung wiederzugeben. Das Beispiel C 3¢ zeigt, daB man manchmal mit einer Variablen aus-
kommt, weil im Text noch zusétzliche Angaben gemacht werden.

® 4 Gib den Inhalt folgender Texte durch eine Gleichung wieder! Gib fiir die verwendete

Variable den Grundbereich an!

a) Subtrahiert man von einer gebrochenen Zahl 0,5, so erhdlt man die Halfte dieser
Zahl. (Eine gebrochene Zahl: z) .

b) Der Umfang eines Rechtecks betrégt 50 cm. Die Lénge der einen Seite ist ein Vier-
tel der Ldnge der benachbarten Seite. (Ldnge der kirzeren Seite: a cm)

€) 60| Wasser wurden auf mehrere GefdBe gleichméBig verteilt. Sie sind in 3 Reihen
zu je 5 GefdBen aufgestellt. (Inhalt eines GefdBes: v Liter Wasser)

® 5 Formuliere zwei verschiedene Texte, denen die Gleichung 15x = 60 entspricht!

Damit die gefundenen Gleichungen einfacher werden, wollen wir in Zukunft in den Glei-
chungen keine GréBen, sondern nur die Zahlenwerte der GréBen verwenden. (Dabei mijs-
sen wir vorher darauf achten, daB auf beiden Seiten der Gleichung die gleich
stehen.)

Einheit:

m 4 Wir schreiben z. B.
statt xcm + 5cm = 7 ecm kirzer x + 5= 7 und
statt xcm - 3cm = 6 cm? kiirzer 3x = 6.

Gleichungen mit Variablen sind keine Aussagen. Wenn man aber in einer Gleichung (oder
Ungleichung) fir die Variablen Zahlen (oder GréBen) aus ihrem Grundbereich einsetzt,
wird sie zu einer Aussage. Entsteht dadurch eine wahre Aussage, dann heiBt die eingesetzte
Zahl (oder GréBe) Losung der Gleichung (bzw. Ungleichung). Man sagt auch, diese Zahlen
(oder GroBen) erfullen die Gleichung (bzw. Ungleichung).

Alle Lésungen bilden zi die Lésung ge L der betreffenden Gleichung (bzw.
Ungleichung). Diese Lésungsmenge hdngt im allgemeinen vom jeweiligen Grundbereich
ab.

Die Gleichung a—0.5=% missen wir noch durch ,Probieren” Iésen, die Gleichung
15x = 60 konnen wir bereits durch Umformen l6sen.

Manchmal kann man komplizierte Gleichungen ebenso durch Umformen l&sen, wenn man
zuvor die Terme auf beiden Seiten vereinfacht hat.

® 6 Vereinfache einen Term der Gleichung 50 = 2(0 + %)durch Auflésen der Klammern

und Zusammenfassen! Lése die so entstandene Gleichung durch Umformen! Hat diese
Gleichung dieselbe Lésung wie die Ausgangsgleichung?
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Aufgaben
1. Fasse zusammen! ;
a) 15a + 4a b) 0,7b — 3,6b c) 12c+ ¢ d) 0,3d + 2,7d — 3d
e) 15e + 2—20e + 3 f) 0,7f—23—f+23
g) 69— 3i — 59 — 3i h) —h—1 + 6h + 27 + 1 — 20
b5 Versuche, folgende Z hidnge durch eine Gleichung wiederzugeben! Gib die

Bedeutung der jeweils verwendeten Variablen an!

a) Michael besitzt zwei Aquarien, die zusammen 180 Liter fassen.

b) Ein Winkel und ein Nebenwinkel sind zusammen 180° groB.

c) Einige gleich schwere Kartons haben zusammen eine Masse von 8 kg.
d) Gabi und Andreas wohnen 8 Jahre in der gleichen StraBe.

3. Gib zu folgenden Texten eine Gleichung mit einer Variablen an! (Ihre Bedeutung ist
in Klammern gegeben.) Lése die Gleichung!

a) Wenn man von einer rationalen Zahl erst die Hadlfte, dann ihren dritten und da-
nach ihren vierten Teil subtrahiert, erhélt man —5. (Eine rationale Zahl: y)

b) Ein Werkstiick besitzt einschlieBlich Verpackung eine Masse von 7,3 kg. Die Masse
des Werkstiicks allein ist das Zehnfache der Masse der Verpackung. (Masse der
Verpackung: m kg)

c) Der Erls der Altstoffsammlung von zwei Klassen betrug 300 M. Die eine Klasse
sammelte dreimal so viel wie die andere. (Kleineres Sammelergebnis: x Mark)

d) Der Fldcheninhalt eines Rechtecks ist 75 cm? groB. Die eine Seite ist dreimal so lang
wie die benachbarte. (Ldnge der kirzeren Seite: a cm)

4, Ermittle jeweils die Losung; 1ge im angegeb Grundbereich!
a)3a=15 (aeN) b) 14m =7 (meN) 9 i=3 (yea,)
d)x+3=2 (xeN) e) 2x <5 (xeN) f) x+x=2x (xeQ)

5. Ermittle alle Zahlen, die die folgenden Gleichungen bzw. Ungleichungen erfillen!
Welche Gleichungen bzw. Ungleichungen haben dieselbe Lésungsmenge?
a) 2x—1=7 (x€Q) b) x2=16 (xeN) c) x2=16 (xcQ)

d) x| —4=0 (xeQ e) x —2=0 (xeN) f) x<x (xeQ)

2  Umformungsregeln fir Gleichungen

Bei manchen Gleichungen, z. B. bei x = —3, k& wir die Lésung ge sofort abl
In @ hat x = —3 die Lésungsmenge L = {—3}. Bei anderen Gleichungen, wie z. B. 15x = 60,
kd wir die Losung: ge durch Umformen der Gleichung finden. Bei Gleichungen,

wie z. B. x = %+ %+ 4 (/ Auftrag C1, S.76), konnen wir das noch nicht. Wir wollen
lernen, wie man solche komplizierten Gleichungen in leicht lésbare Gleichung:n umformt,

die dieselbe Lésung ge wie die Ausgangsgleichung haben.
@ 7 a) In welchen der folgenden Beispiele besit beide Gleichungen in @ dieselb
Lésungsmenge?

b) Untersuche dasselbe im Grundbereich @, !
1) 2x—5=1 (2) 4x = —16 @) x+5=10 (4) x* =16
x=3 5x = —25 x—1= 4 3x =12
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» 1 DEFINITION: Glelchungen helBen in bazug auf einen Grundbarelch zueinander
dquivalent'), wenn sie in d Ib

g 9

Im vorigen Auftrag waren die Gleichungen 2x —5 =1 und x = 3 in @ zueinander &qui-
valent. (Bei der Gleichung x = 3 kann die Losung sofort abgelesen werden.)

Wir suchen Regeln, nach denen man eine Gleichung in eine zu ihr uquwulen'e Glelchung
umformen kann. Bei diesem Umformen wollen wir die bek an-
wenden. Dafir gibt es verschiedene Mdglichkeiten, und wir untersuchen deshalb in welchen
Féllen zu einer Gleichung dquivalente Gleichungen entstehen. Der Grundbereich sei Q.

® 8 Gegeben ist die Gleichung 2x — 5 = 1. Ihre Lésung ist 3.
a) Addiere auf beiden Seiten der Gleichung die Zahl 5! Erhdltst du eine zur gegebenen
Gleichung dquivalente Gleichung?
b) Addiere nur auf der linken Seite der Gleichung die Zahl 5! Erhdltst du eine zur
gegebenen Gleichung dquivalente Gleichung?

® 9 Gegeben ist die Gleichung 3x = 10 — 2x. lhre Lésung ist 2.
a) Addiere auf beiden Seiten der Gleichung 2x! Welche Gleichung erhdltst du? Sind
beide Gleichungen zueinander dquivalent?
b) Addiere nur. auf der rechten Seite der Gleichung 2x! Erhdltst du eine zur gegebe-
nen Gleichung dquivalente Gleichung?

® 10 Untersuche an der Gleichung 2x + 5 = 11, deren Losung die Zahl 3 ist, ob auch die
Subtraktion ein und derselben Zahl bzw. ein und desselben Vielfachen der Varia-
blen x auf beiden Seiten der Gleichung auf eine zu ihr dquivalente Gleichung fihrt!

Glelchung dquivalente emdmn..‘ Dasselbe
m.mzmm.lnvumwv.mm :

(Auf einen Beweis dieses Satzes verzichten wir.)

® 11 Gegeben ist die Gleichung 335 = 4. lhre Lésung ist 6.
a) Multipliziere beide Seiten der Gleichung mit 3! Erhaltst du eine zur gegebenen Glei-
chung dquivalente Gleichung?
b) Multipliziere nur die rechte Seite der Gleichung mit 3! Erhdltst du eine zur gegebe-
nen Gleichung dquivalente Gleichung?
Gegeben ist die Gleichung
(1) 6x = 24.
Die Lésung der Gleichung (1) ist 4. Wir multiplizieren beide Seiten der Gleichung mit 0 und
erhalten
(2) 6x-0=24-0.
Die Gleichung (2) wird von jeder Zahl erfiillt; sie ist also zu (1) nicht dquivalent.

') ndquivalent* bedeutet soviel wie ,,gleichwertig“.
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Gegeben ist die Gleichung
B) x—4=6.

lhre Lésung ist 10. Wir multiplizieren beide Seiten der Gleichung mit x und erhalten
(4) (x—4)-x=6"x.

Diese Gleichung besitzt die L6

gen 10 und 0; sie ist also zu (3) nich! dquivalent.
® 12 Gegeben ist die Gleichung % = 2 (x =+ 0). lhre Lésung ist 4. Multipliziere beide Seiten
der Gleichung mit x! Erhdltst du eine zur gegebenen Gleichung dquivalente Gleichung?

® 13 Untersuche an der Gleichung 2x(x + 1) = 6x, die die Lésungen 0 und 2 hat, ob auch
die Division durch eine Zahl oder durch die Variable auf beiden Seiten der Glei-
chung auf eine zu ihr dquivalente Gleichung fuhrt!

mﬂﬁwmﬁn beide Seiten -imr Gloi:lwng. die eine Variable enthiilt,
mit derselben von Null verschiedenen Zahl oder
: mit der Variablen, sofern ﬂlr sie nicht die Zahl 0 dngm'z' vnnlcn dcrf,

o erhiilt man eine zur gegeb Gleich Ib
g‘ll'. wﬁm man durch eine solche Zahl oder durch die Vurlchlc dividiert.

(Auf einen Beweis dieses Satzes verzichten wir.)

Aufgaben

1. Welche Gleichungen jeder Gruppe sind beziglich des Variablengrundbereiches N
(bzw. Q) zueinander dquivalent?
a) (1) 100 =10x; (2) 70:x=7; (3) x=10; (4) x* = 100
b) (1) x=7; (2 Ix|=7; (3) 2x=14; (4) x* =49
€ () 2x—1=—9; (2) x—10=—6; (3 x=4; (4 7x=28

2. Gib zu jeder Gleichung eine zu ihr dquivalente Gleichung an! (Grundbereich sei Q.)
Q) 2x =4 b) 3x = 12 9i=2 x+0 d) 2x+5=7
3. Durch welche Umformung entstand die zweite Gleichung?
a)x+10=4 b) 3x = 27 c)%=4 d)%=3 (x +0)
x=—6 x= 9 x =20 6 = 3x
e)%:% f) 5x —8=—23 g)3Ix—9=7—6x h)7x+5=3+17
x=6 5x = —15 Ix—9=7 Ix =3x + 12

— durch Addition (bzw. Subtraktion) derselben bx—2=16 L= {3}
Zahl bzw. desselben Vielfachen der Varia- bx—2+4+2=16+2
blen auf beiden Seiten der Gleichung; 6x=18 L= {3}

6 [(000716)
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- durch Multiplikation mit derselben (bzw. 2,5x =375 L= {15}
Division durch dieselbe) von Null verschie- 2,5x 37,5
dene(n) Zahl auf beiden Seiten der Glei- 25" 25
chung; 37,5
x= 25 L= {15}
- durch Multiplikufion mit der (bzw. Division 9,6

durch die) Variable(n) auf beiden Seiten der
Gleichung, wenn man voraussetzt, daB die
Variable eine von Null verschiedene Zahl

—;—= 32 (x+0) L= (3}
9,6x

— =3,
£2 0

bedeuret (x % 0); 9,6=132x L= {3}

- durch Termumformungen auf einer Seite

x+05x=5 L={7}
der Gleichung.

35x=75 L={¥} .

3

Ubungen zum Lésen von Gleichungen und Ungleichungen

Lésen von Gleichungen durch Umformungen

Gelingt es uns, zu einer Gleichung eine leicht lésbare dquivalente Gleichung zu finden, dann

kennen wir mit ihrer Lésung

ge auch die L& ge der Ausgangsgleichung. Wir

wollen deshalb gegebene Gleichungen schriftweise mit Hilfe der Umformungsregeln in die
Form x = a umwandeln. Das schrittweise Umformen nennen wir ,,Auflésen einer Glei-
chung nach einer Variablen* oder ,,Isolieren der Variablen*.

5 36x+03=48 (xeQ)

Der linke Term der Gleichung ist eine Summe, die aus den Summanden 3,6x und 0,3
besteht. Um den S den, der die Variable enthdlt, allein im linken Term zu er-
halten, subtrahieren wir auf beiden Seiten der Gleichung 0,3. Wir notieren diesen
Schritt hinter einem senkrechten Strich und schreiben:

3,6x + 0,3 =48 | —0,3
3,6x+03—03=48—03
3,6x =45

Wie man solche Gleichungen I6st, weiBt du schon aus Klasse 6: Der linke Term ist
ein Produkt. Um die Variable zu isolieren, dividieren wir beide Seiten der Gleichung
durch 3,6. Wir schreiben:
3,6x =45 | 36
x=1,25

Im AnschluB an jede Aufgabe fihren wir eine Probe durch. Dazu setzen wir die ge-
fundene Zahl fiir die Variable ein und stellen fest, ob eine wahre Aussage entsteht.

Probe: 3,6+ 1,25 4+ 0,3 = 4,8

45+ 0,3 =48
Diese Gleichung ist eine wahre Aussage. Daraus folgt, daB die Zahl 1,25 Lésung der
Ausgangsgleichung ist.
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@ 14 Lése die Gleichungen durch Umformen! (Es gilt: x € Q.)
a) x+ 97 =235 b) 4,5x —357 =3 c);—e+11,5=0

Hdufig kommt die Variable im linken und im rechten Term vor.
Sind beide Terme Summen, orcdnen wir zundchst, damit die Summunden mit der Variablen
nur auf einer Seite der Gleichung stehen. Bei dem Beispiel

S5x+3=2x+7 (xeQ)

subtrahieren wir 2x auf beiden Seiten der Gleichung und fo:5c die Summanden mit der
Variablen zusam
5x + 3 - = 2x +7 X
x+3=7

® 15 a) Forme selbstindig weiter um und gib die Lésung der Gleichung 5x + 3 = 2x + 7
an!
b) Bernd I8st eine Gleichung und notiert in seinem Heft:

S5x—1=—25—3x | +1+ 3x

8x = —2 |:8
x=-—3,
Erldutere sein Vorgehen!

SmddieTermeder‘, gsgleichung § wie im folgenden Beispiel, fosscn wir
sammen

7x+ 5—2x—6=—16+9x—9—12x (xeQ)
5x —1 = —25—3x

® 16 Forme selbstindig weiter um und gib die Lésung der Ausgangsgleichung an!

In den Termen auftretende n werden oufys
34+5x)=5x+2 (xeQ)
12 4+ 15x = 5x + 2

® 17 a) Forme selbstindig weiter um, gib die Losung von 3(4 + 5x) = 5x + 2 an!
b) Lése die im Auftrag C1b und ¢ (/ S.76) gefundenen Gleichungen durch Um-
formen!

Struktur der Terme Art der Umformung

Es kommen Klammern vor. Klammern auflésen

Es kommen Summanden mit einer Zusammenfassen
Variablen oder (und) Summanden
ohne eine Variable mehrmals vor.

Es kommt auf einer Seite oder auf Ordnen
beiden Seiten ein Term der Form a) durch Addition bzw. Subtraktion
ax + b vor. auf beiden Seiten der Gleichung

b) Zusammenfassen
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Es kommt ein Term der Form ax oder Isolieren von x
Eloor durch Multiplikation bzw. Division auf
‘ beiden Seiten der Gleichung
Probe
Aufgat

Hinweis: In allen folgenden Aufgaben ist @ der Grundbereich fiir die Variable.

Lose die Gleichungen!
i a) x—1,3=—27 b) 27 +a=18

) 15—z=12

d)42=12—x e) —46=c—99 ) Z4b=142

Q) bx—3=9 b) 7x + 6 = 20 €) 3+ 24 =106

d) —6a+12=24 e gy+3=1 ) X _6=08 (x+0)

a)Sa+7=2 b) 4z—21 = 5,1 ) 6,8 =152 + 3k

d) =32 +94=—66 e sb—i=1 ) 2—22=43 (x+0)
4 a) Y=1a b) 6x—1,6 = 0,2 ) 22 _03 (x+0)

d) fu+i=5 € 2%—e=2585 ) —292=—32m+ 22
50 a)12x+15=15x+ 9 b) 7y = 20 — 3y €) —8x + 18 = 4x—30

d) 12+ 24z=36z—48 € 28=03+11b f) sm42=—t41p
6. a) 21 + 8x = 6x b) 25 +12x=16x—7 ¢) 7u+2=20—2u

d) 350 +1,5=1,7 4 450 e) 0,5x = 6 — 4,5x o3y —2=2,_ o7

Q) 2yx=3 b) 3.6a + 4,5 = —0,54 2=-1b

d)¥=13 m+0) e) 9 + 12 =5y f) 94+ 5p—6=3p—11
87 a)5x+8=2—3x—2 b) 10 —4z = 6z + 22 — 2z

c) 5a—1—3a+ 25 = 20a + 24 —10a —8

d)* 0,6x — 1,2 —5,4x + 2,4 = —3x + 3,6
9. a) 120 —9—3a =18

OF 12+ 17 —6x—5=18x+ 2%—6x+ 12 d) sx+3—sx=2x—1

10 a) 20x+3) =4 b) 8(2a + 1) = —24

+ 1,2 — 2,4x
b) 8x + 14—7x—3=5—x

%
c) 12x —1 = 5(4x + 3)

4  Lésungsmengen bei Gleichungen und Ungleichungen

Die in der Lerneinheit 3 betrachteten Gleichunge

n hatten alle genau eine Ldsung, z. B. hat

auch die Gleichung 5x + 7 = 3 + 8x in @ nur die Lésung % Das ist aber nicht immer so.

w 6 Die Gleichung 5x + 7 = 3 + 8x soll im Grundbereich N gelést werden. Durch Um-

4

formen erhdlt man x = % Die Zahl 3 gehdrt nicht zu N. Also hat die Gleichung in N

keine Losung, die Lésungsmenge L ist hier L

=90
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Es ist 4x + 5—x = 6 + 3x — 1 im Grundbereich @ zu I&sen. Man erhdlt durch Um-
formen

3x+5=3x+5
3x = 3x
0=0.
Aus der wahren Aussage 0 = 0 kann man keine Lésungen der Gleichung entneh
Aber die vorher erhalt Gleichungen lassen erk daB man jede beliebige ratio-

nale Zahl fir x einsetzen kann und dabei stets eine wahre Aussage erhdlt. Die Lsungs-
menge enthdlt also alle rationalen Zahlen: L = Q.

Lése 5 + 7x — 8 = 4x + 6 + 3x im Grundbereich Q!

Man erhélt 7x—3=7x+ 6

Ix=7x+9
0=09.
Die letzte Gleichung ist eine falsche Aussage. Die vorher erhaltenen Gleichungen fiihren
stets zu falschen Aussagen, wenn man fiir x irgendeine rationale Zahl ei Die

Gleichung besitzt also keine Lasung, L = 0.

Wir kénnen feststellen:

1. Wenn man eine Gleichung durch Umformen in die Form x = a bringen kann, dann hatsie
— genau eine Lésung, falls a ein Element des Grundbereichs ist (die Lésung ist die Zahl a);
— keine Lésung, falls a kein Element des Grundbereichs ist.

2. Wenn man eine Gleichung durch Umformen in eine wahre Aussage iberfihren kann, dann
ist jede Zahl des Grundbereichs Losung dieser Gleichung.

3. Wenn man eine Gleichung durch Umformen in eine falsche Aussage iberfihren kann, dann
ist keine Zahl des Grundbereichs Lésung dieser Gleichung.

Das folgende Beispiel zeigt, wie man auch fir Gleichungen mit Betragen L8sungsmengen durch
Umformen findet:

9

a) x—1,5/=07 (xe@Q
Wir wissen: Wenn |z| = 0,7 ist, dann kann z =-0,7 oder z = —0,7 sein. Beim L&sen
der gegebenen Gleichung muB man also zwei Fille unterscheiden.
1.Fall: x—1,5=0,7 | +1,5
x=122
Probe: [2,2—1,5| = 0,7
10,7] = 0,7 (wahr)
2. Fall; x—1,5=—0,7 | +1,5
x=108
Probe: [0,8 —1,5| = 0,7
|—0,7| = 0,7 (wahr)
Also: L= {2,2;08}
b) x| +9=6 (xe@Q
Durch Subtraktion von 9 erhdlt man |x| = —3. Diese Gleichung besitzt keine Lésung,
da der Betrag einer Zahl nicht negativ sein kann: [ = 0.
c) x|+ 6=6 (xeQ
Man erhdlt |2x| = 0. Die einzige Lésung dieser Gleichung ist 0.
Also: L = {0}

Ungleichungen kénnen wir noch nicht durch Umformen 8sen. Das folgende Beispiel zeigt, wie
man auch hier Lésungsmengen findet.
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= 10 a) Es ist die Ungleichung 2x + 3 < 12 in N zu Iésen. Durch Einsetzen natirlicher
Zahlen in die Ungleichung kann man hier die Lésungsmenge finden:
L=(0;1; 2;;3:-4)
Man kann sie auch ermitteln, indem man die Gleichung 2x + 3 = 12 in Q I&st; alle
natirlichen Zahlen, die kleiner als die Lésung dieser Gleichung sind, sind Lésung
der Ungleichung in N.
b) Esist x + 5 < 2 im Bereich der ganzen Zahlen zu lésen. Man kann Uberlegen:
Die Losungen kdnnen sicher keine positiven Zahlen sein, denn wenn man 5 zu einer
positiven Zahl addiert, dann ist das Ergebnis nicht kleiner als 2.
Die gréBte ganze Zahl, die die Ungleichung erfillt, ist —4, denn —4 + 5 = 1 und
1 < 2 ist wahr. Die Zahl —3 erfillt die Ungleichung nicht, denn —3 + 5 = 2 und
2 < 2 ist falsch.
Also sind —4, aber auch alle kleineren ganzen Zahlen Lésungen:
L {oon —6; —5; —4}
Es ist 5x < 8 im Bereich @ zu l6sen.
Fir x = % findet man: 5- % < 8, das ist eine falsche Aussage. Setzt man fiir x noch
groBere Zahlen ein, erhdlt man ebenfalls falsche A Alle rationalen Zahlen,
die kleiner als j sind, erfillen die Ungleichung. Sie bilden die Lésungsmenge.

C,

~

Avufgaben

laich

Bestimme die Lésung:
gebenen Grundbereich!

1.7 a)2x=9 (xeQ)

bzw. Ung gen im jeweils ange-

9 g

b) 3x—7=4 (xeN)

€)3—x=11—4x (xe@)

20 a)—173—r=17 (re@)
c) —287 —v=2323 (veN)

3 a)7x+5=9%+4—2x (xeQ)

)L=7 xeq (x+0)

e) 2x+ 4+ 3x=5x+4 (xeQ)
b) 10—x>6 (xeN)

b) x| +5=2(xcQ ¢) |x+11]=5 (xeQ)
d) [x—4 +5=1(xcQ) e) 8x| =8 (xeQ)

4, a)z—3<z+4 (z€Q)
54 a)|xj—4=5(xeQ)

6 @ X +35=7(xeq

€ x+1=x—3 (xeQ)

d)éx+8=3 (xe@)

b) 1,7z =27—13z (zeQ)
d) 45¢ =24+ 0,5¢c (ceN)

b) é(a —4) = 2a — (24 + 4a) (a e Q)
d) 8x = 2(4x + 3) (x € @)
f) 5x+18—2x=3(x+ 6) (xeN)

€) 4a+5<3 (ae2)

f) Bx+5/+4=11 (x€Q)

b) x| +1.5=17 (xe@c) [x+7 =5 (xc@Q)
d) x+3[—4=6 (xcQ) e) [6x| =12 (x e Q)
757 @) x—1]=05x+1 (xeQ)

f) bx+2[+3=7 (xeQ)

b) x—3|=x (xeQ)
d) [x+2+4>1 (xeQ)



LES Lésen von Gleichungen und Ungleichungen C 87

5 Loésen von Anwendungsaufgaben

Jemand dingt einen Arbeiter fur 28 Tage unter der Bedingung, daB er ihm 5 Pfennige (pro Tag)
zahlt, wenn er arbeitet, da3 der Arbeiter ihm aber 3 Pfennige (pro Tag) zu zahlen habe, wenn er
nicht arbeitet. Als nun die 28 Tage um sind, rechnen sie miteinander ab und kommen zu dem Ergebnis,
daB keiner dem anderen etwas schuldig ist, daB aber auch keiner dem anderen etwas zu geben hat,
weder der Herr noch der Arbeiter. Die Aufgabe lautet nun: Wieviel Tage hat der Arbeiter gearbeitet
und wieviel Tage nicht?

Diese Aufgabe stammt aus einem
alten Mathematikbuch, das 1524 von
ADAM RIES geschrieben wurde. In
.diesem Buch erkldrt ADAM RIES an
praktischen Aufgaben aus dem Le-
ben, wie man unbekannte GréBen
mit Hilfe von Gleichungen bestim-
men kann und wie man dabei den
Rechenweg aufschreibt.

Kupferschmiede bei der Arbeit;
Darstellung aus dem 17. Jahrhundert

Am Beispiel der Aufgabe von ADAM RIES wollen wir wiederholen, wie man den Lésungsweg
fur eine Sachaufgabe aufschreiben kann.

m 11 Gegeben: Gesucht
Vereinbarte Arbeitszeit 28 Tage Tatséchliche Arbeitszeit x Tage (x € Q;)
Lohn pro Tag 5Pf
Strafe pro Tag bei Nichtarbeit 3 Pf
Lésungsweg
Lohn fir die Arbeitstage  5x Pf
Resttage 28 —x
Strafe fur diese 3(28 — x) Pf
Gleichung: 5x = 3(28 — x) Probe

5x = 84 — 3x 5:10,5 = 3(28 — 10,5)
8x = 84 52,5=3-17,5 (wahr)
x = 10,5

Die Lésungsmenge ist L = {10,5}.
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Probe am Texi:

Lohn fir 105 Tage: 103+ 5 Pf = 52,5 Pf

Strafe fur 17 Tage: 174+ 3 Pf = 52,5 Pf

Antwortsatz: Der Arbeiter hat zehn und einen halben Tag gearbeitet, siebzehn und einen
halben Tag hat er nicht gearbeitet.

Nenne wichtige Schritte, die man beim Lésen von Anwendungsaufgaben mit Hilfe von
Gleichungen beachten sollte!

Familie Miller beschlieBt, ihr Auto am Parkplatz stehen zu lassen und von dort auf
einem 12 km langen ausgeschilderten Weg zu wandern, der wieder zum Parkplatz
fuhrt. Nach 4 Stunden wollen Millers am Parkplatz zuriick sein, also im Durchschnitt
3 km in einer Stunde zuriicklegen. Eine Stunde nachdem Millers ihre Wanderung be-
gonnen haben, lduft Herr Friedrich vom Parkplatz aus denselben Weg entlang. Er
schafft 5 km in einer Stunde. Nach wieviel Stunden hat er Familie Miller eingeholt?

1. Wir iberlegen:
Gegeben sind die Geschwindigkeit der Familie (3

km

T)' die Geschwindigkeit des
km

Herrn Friedrich (5 T)' die Wegldnge (12 km), die gesamte Wanderzeit der Familie
(4 h) und der zeitliche Vorsprung der Familie (1 h).

Gesucht ist die Zeit, die Herr Friedrich bis zum Einholen der Familie benstigt (x h).

Wir fertigen eine Tabelle an:

Geschwindigkeit (in ™) 5 3
zeit bis zum Einhol x x+1

(in h)

Wanderweg bis zum Einholen 5x 3(x + 1)

(in km)

2. Wir stellen eine Gleichung auf
Wenn Herr Friedrich Familie Miller eingeholt hat, hat er denselben Weg' wie sie
zurickgelegt, deshalb muB gelten:
5x=3(x+1)

3. Wir berechnen die Lésungsmenge:
Durch Umformen der Gleichung erhalten wir x = 1,5. Als Grundbereich kommt

-nur @ in Frage.

4. Wir kontrollieren das Resultai
Die Lésung der Gleichung besagt, daB Herr Friedrich 1,5 h bis zum Einholen der
Familie benétigt.
Probe am Text:
In 1,5h legt Herr Friedrich einen Weg s, = SkT'"- 1,5h =7,5km zuriick. Die
Familie ist 2,5 h unterwegs und legt einen Weg s, = 3 kh—'" 2,5 h = 7,5 km zuriick.
Beide Wege sind gleich, die Lésung 1,5 h ist also richtig.
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5. Wir beantworten die Frage:
Nach 1‘7 Stunden hat Herr Friedrich die Familie eingeholt.
@ 19 Wann wiirde Herr Friedrich die Familie einholen, wenn er zwei Stunden spéter als
diese vom Parkplatz losgelaufen wire?
Beachte, daB der Wanderweg nur 12 km lang ist!
® 13 Sven und seine drei Freunde haben in einem Arbeitseinsatz zusammen 600 M verdient.
Sie wollen damit einen gemeinsamen Zelturlaub finanzieren und iberlegen, wieviel
Tage sie bleiben kénnen. Hin- und Rickfahrt kosten fur alle zusammen 150 M. Fir Ver-
pflegung und kulturelle Ausgaben planen sie tdglich 25 M ein. AuBerdem sind fiir jede
Person pro Tag 0,50 M Campinggebihren zu zahlen. Wie lange kdnnen sie héchstens
bleiben?
1. Wir Uberlegen:
Gegeben sind der zur Verfiigung stehende Betrag (600 M), die Fahrtkosten (150 M),
die téglichen Kosten (25 M), Campinggebithren pro Person und Tag (0,50 M).
Gesucht ist die groBtmagliche Anzahl der Zelturlaubstage (x). Fir x Tage ergeben
sich als Verpflegungskosten x - 25 M und die Campinggebiihren
x:050M:4=x-2M.
2. Wir stellen eine Gleichung auf:
Die Gesamtkosten dirfen 600 M nicht iibersteigen. Angenommen, sie betragen genau
600 M, dann miBte gelten
25x + 2x + 150 = 600
3. Wir berechnen die Lésungsmenge:
Durch Umformen der aufgestellten Gleichung erhalten wir x = 16,6. Als Grund-
bereich fur die Variable missen wir N wahlen.
4. Wir kontrollieren das Resultat:
Die aufgestellte Gleichung besitzt in N keine Lésung, das bedeutet, daB die gepl
Gesamtkosten des Zelturlaubs nicht genau 600 M sein kénnen. Das Ergebnis 16,6
1Bt erk daB die Urlaubsd héchstens 16 Tage sein kann.
Probe am Text
Die Kosten betragen dann 25M - 16 + 2M- 16 + 150 M = 582 M.
Fur 17 Tage wdren die Kosten 609 M, wiirden also den vorhandenen Geldbetrag
Ubersteigen.
5. Antwort:
Die Freunde kénnen héchstens 16 Tage bleiben.
@ 20 a) Wieviel Geld kénnten die vier Freunde pro Tag fir Verpflegung und kulturelle
Ausgaben einplanen, wenn sie nur 14 Tage bleiben wollten?
b) Mit welchem Betrag miBten sie pro Tag auskommen, wenn sie 3 Wochen zelten
wollten?
Avufgaben

X

2.

Das Vierfache einer Zahl ist gleich der Summe aus dieser Zahl und 4. Ist diese Zahl
eine natiirliche Zahl?

Fir welche positive Zahl gilt: Wenn man ihr Doppeltes durch ihr Dreifaches dividiert
und zu diesem Quotienten % addiert, erhdlt man 1?
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3.

Die Summe zweier natirlicher Zahlen ist 56, dabei ist die eine Zahl um 2 kleiner als die
andere. Wie heiBen diese beiden Zahlen?

In einem Schrank stehen Biergldser und Weingliser. Insgesamt sind es 20 Gléser, aber
es sind 6 Biergldser mehr als Weingldser, Wieviel Biergléser stehen im Schrank?

Herr Otto erzéhlt, daB er fir einen Kéffer mit Werkzeug 125 M bezahlt hat und daf der
Koffer genau 100 M billiger als das Werkzeua war. Wieviel hdtte dasselbe Werkzeug
ohne Koffer gekostet?

Drei Geschwister bekommen “ein ‘Spar-
schwein mit 50 M geschenkt. Sie sparen
fur eine Modelleisenbahn, deshalb gibt
jeder der drei Geschwister wéchentlich
noch 1 M vom Taschengeld hinzu. Als sie
das Sparschwein &ffnen, enthdlt es 83 M
(75 M). Wieviel Wochen haben die drei
gespart?

Von den Schillern der Klasse 7b kommt die Hélfte zu FuB zur Schule, ein Drittel benutzt
da¥ Fahrrad und 6 Schiller bringt der Schulbus. Wieviel Schiler gehen in die 7b?

GroBvater schickt seinen drei Enkeln zu Weihnachten eine gréBere Geldsumme und
schreitit: Der Alteste soll 100 M weniger als die Hélfte der Geldsumme bekommen,
der Mifflere ein Drittel der Geldsumme und der Jingste 50 M mehr als ein Viertel der
Geldsumme. a) Wieviel Geld hat der GroBvater Uberwiesen? b) Wieviel Geld bekommt
jeder Enkel?

Heike fragt Onkel Thomas, ob er in diesem Jahr 100 Schiiler im Mathematiklager be-
trépt hdtte. Der erwidert: ,Hétte ich doppelt soviel wie in diesem Jahr zu betreuen
gehtabt und dazu die Halfte und noch ein Viertel der Schiilerzahl dieses Jahres und
dann noch dich dazu, dann wéren es 100 gewesen.” Wieviel Schiller hat er betreut?

Eine Strecke von 1 m Lénge soll in 4 (3; 5) Teile zerlegt werden. Dabei soll der erste
Teil 10 cm lénger sein als der zweite, der zweite 10 cm ldnger als der dritte usw. Wie
lang missen die Teilstrecken werden?

In einem Trapez mit 10 cm? (8 cm?) Fldcheninhalt und einer Hshe von 8 cm unter-
scheiden sich die beiden parallelen Seiten um 2 cm. Wie lang ist die kiirzere der paral-
lelen Seiten?

Ein gleichschenkliges Dreieck soll einen Umfang von 24 cm haben. Wie lang ist die
Basis, wenn

a) jeder Schenkel 1 cm ldnger als die Basis ist,

b) jeder Schenkel 12 cm ldnger als die Basis ist?

Ein Tiergehege soll mit 100 m Zaun rechteckig eingezdunt werden.

a) Wie groB wird die eingezdunte Fldche, wenn eine der Seiten 10 m ldnger als die
andere sein soll?

b) Wird die gleiche Fliche eingezéunt, wenn alle Seiten gleich lang sind?

164 Salatpflanzen sollen im Schulgarten in 4 Reihen im Abstand von 30 cm gepflanzt

werden. Wie lang wird eine Reihe?

Formuliere jeweils drei verschiedene Texte, denen folgende Gleichung entspricht:

a) x + 500 = 1800 b) 12x = 7 200

(Mégliche Bedeutung fiir x: Zahlenwert einer Masse, einer Sparsumme usw.)
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Aufgaben zur Ubung, Vertiefung und Wiederholung

8

10.

N

Ein Wanderer verldBt um 8 Uhr eine Jugendherberge, seih Ziel ist ein 35 km ent-
fernter Zeltplatz. Dreieinhalb Stunden danach bemerkt man, daB er seinen Ausweis
vergessen hat. Ein hilfsbereiter Urlauber féhrt ihm sofort mit dem Fahrrad hinterher,
um ihm den Ausweis zu bringen. Wann kann der Urlauber wieder zuriick sein, wenn
man damit rechnet, daB der Wanderer durchschnittlich 5 km, der Radfahrer aber
15 km in einer Stunde zuriicklegt?

Auf einem 24 km langen Wanderweg von A nach B wollen sich zwei Gruppen ent-
gegengehen. Sie laufen gleichzeitig los, aber die Gruppe von A lduft 4 "T'“ und die von
B SKT'“. Jemand will ein Picknick fir alle dort vorbereiten, wo beide Gruppen gleich-
zeitig eintreffen werden. In welcher Entfernung von A (bzw. von B) ist das?

Auf der 50 km langen Bahnstrecke Riesa—Dresden-Neustadt fahrt 11.56 Uhr der D-
Zug S ia von Dresden-Neustadt ab und trifft 12.36 Uhr in Riesa ein; 11.56 Uhr

fahrt von Riesa ein Personenzug ab, der 12.57 Uhr in Dresden-Neustadt eintrifft.
Wann begegnet ihm der D-Zug (Haltestellen usw. sollen unbericksichtigt bleiben)?

Schmidts wandern im Urlaub in 6 Stunden nach einem 24 km entfernten Wanderziel.
Anfangs ging es mit einer Geschwindigkeit von etwa SI‘T"' durch ebenes Geldnde.
Spater, in bergigem Geldnde, schafften sie nur noch etwa 3 l%

a) Wie lange haben sie das flotte Tempo durchgehalten?
b) Wie lang war das bergige Wegstiick?

Eine Unruhe soll gebastelt werden. Wo muB man bei einem 10 cm langen Stab den
Aufhdngepunkt wéhlen, wenn an dem einen Stabende eine Gewichtskraft von 20 mN
zwei Gewichiskrdften von je 15 mN am anderen Stabende das Gleichgewicht halten
sollen?

Zwei Stdbe haben einen gleich groBen quadratischen Querschnitt (1 cm?) und unter-
scheiden sich in der Lénge um 10 cm. Welche Masse haben sie, wenn einer aus Alu-
minium und der andere aus Eisen ist und beide die gleiche Masse besitzen?

Zwei Werksticke haben das gleiche Volumen. lhre Massen unterscheiden sich um
5,1 kg; denn das eine Werkstiick ist aus Aluminium und das andere aus Eisen. Wie
groB ist das Volumen jedes Werkstiicks?

Wasser soll aus einer Baugrube ausgepumpt werden. Es stehen 5 gleiche Pumpen zur
Verfigung. Der Bauleiter meint: ,Mit 5 Pumpen schaffen wir die Arbeit in 5‘? Stunden."
Wieviel Stunden dauert das Auspumpen ldnger, wenn nur 4 Pumpen eingesetzt wer-
den kénnen?

Wieviel Gramm Saverstoff braucht man zur vollstindigen Verbrennung von 1 kg
Kohlenstoff?

Wieviel Gramm Magnesium bendtigt man, um 500 g Magnesiumoxid (MgO) herstel-
len zu kénnen?
Wieviel Gramm Sauerstoff werden dabei verbraucht?

Zur Vorbereitung einer Mathematikertagung werden im Hotel fir 64 Personen
38 Zimmer bestellt, nur Ein- und Zweibetizimmer. MuB das Hotelbiro zuriickfragen,
wieviel Zimmer von jeder Sorte reserviert werden sollen?
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C Aufgaben zur Ubung, Vertiefung und Wiederholung

" und ermittle die Lésung ge der so gefund Gleichung! Vergl

Fir die Gewinner eines Musikrdtsels sollen Schallplatten eingekauft werden. Einige

sollen eine Langspielplatte zu 16,10 M als ersten Preis, die anderen eine Quartett-

platte zu 8,10 M als zweiten Preis erhalten. Insgesamt stehen 100 M zur Verfigung und

es soll 10 Preistrdger geben.

a) Wieviel erste Preise kénnen héchstens vergeben werden?

b) Wieviel crste Preise wdren maglich, wenn Langspielplatten zu 12,10 M gekauft
wirden?

Wieviel Prozent der Masse einer Ware kann man fir dieselbe Summe weniger ein-
kaufen, wenn ihr Preis um 50% (um 100%,) gestiegen ist?

Die StraBenbahnen der Linien 6 und 8 fahren morgens 6 Uhr gleichzeitig von der-
selben Haltestelle ab. Die Linie 6 fdhrt alle 12 Minuten, die Linie 8 alle 20 Minuten.
Nach wieviel Minuten fahren wieder beide Linien gleichzeitig von dieser Haltestelle ab?

Wieviel zweistellige Zahlen kann man aus den Ziffern 0; 2; 4; 6; 8 aufschreiben?

Runde in jeder Gleichung alle auftr den Koeffizienten von x auf eine Dezimalstelle
iche sie mit der

ge der urspriinglichen Gleichung! (x € Q)

Q) x—3=1x  b) —399%+83=—4ix+83

©) tx—1=1x d) 0,01x — 2 = —0,01x — 2

Lése jede Gleichung, indem du zundchst alle Rechnungen mit dem Taschenrechner
ausfishrst; I6se dann ohne Taschenrechner! Vergleiche und erklére! (reQ

12.345 679 1 24 691 365 2
) oo =3/ +1 b) sezs7aey =7y —1




[J) Quadratzahl und Quadratwurzel

Quadrieren

1 Zur Wiederholung

@ ' Berechne die Flidcheninhalte der im Bild D 1 dargestellten Rechtecke!

Bild D1

In einem der Rechtecke sind die Seiten gleich lang. Solche Rechtecke heiBen Quadrate. Das
Quadrat ist ein Sonderfall des Rechtecks. Deshalb ist die Formel fir den Fldcheninhalt des
Quadrats ein Sonderfall der Formel fiir den Flacheninhalt des Rechtecks.

Flicheninhalt des Rechtecks: Ag=a-b

' Fldcheninhalt des Quadrats: Ag=a-a

Man schreibt das Produkt a - a auch in der Form a? (sprich: ,a hoch zwei*, oder ,,a Qua-
drat“) und sagt, daB die GréBe a quadriert wird. Man nennt a? das Quadrat von a. Diese
Schreib- und Sprechweisen benutzt man auch dann, wenn a keine GréBe (bestehend aus
Zahlenwert und Einheit), sondern nur eine Zahl ist.
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Falls a eine ¢ Zahl ist, nennt man die Zahl a? eine Quadratzahl. Die Zahl 16 ist
eine Quadratzahl, denn sie ist das Quadrat der natirlichen Zahl 4. (42 = 16)

Die Zahl 2,25 ist zwar das Quadrat der Zahl 1,5 (es ist 1,52 = 2,25), dennoch-ist 2,25 keine
Quadratzahl, weil 1,5 keine natiirliche Zahl ist.

® 2 Ermittle'die Quadrate der natirlichen Zahlen von 1 bis 20 und prége dir diese Qua-
dratzahlen fest ein!

2 Das Quadrieren

Bei der Berechnung des Fldcheninhalts eines Quadrats werden nur positive Zahlen quadriert,
weil der Zahl t der Seitenldnge eines Quadrats stets gréBer als Null ist. Wie wir be-
reits wissen, kann man aber i1 j¢ eliebige ‘rationale Z o statt a- a auch a2 schreiben
(und umgekehrt).

Man bezeichnet die Zahl a2 als das Quadrat von a.

® I Berechne!
a) (=7) b) (—1)* o) (—11)* d) (—20)
Wegen der eindeutigen Ausfilhrbarkeit der Multiplikation rationaler Zahlen gilt:

SATZ: Zu jeder rationalen Zahl a gibt es genau eine rationale Zahl b, die gl-ich
a?ist.

® 4 @) Berechne im Kopf die Quadrate der folgenden rationalen Zahlen!
2 —2; 0 —04; 35 — 15 35 —35 0,25 —0,2; 0,01; —0,01; 1; —1; 0

b) Begriinde, warum man beim Quadrieren kein negatives Ergebnis erhalten kann!

SATZ: Das Quadrat einer rationalen Zahl a ist stets gréBer oder gleich Null.
(@*=0)

Wahlt man fiir a der Reihe nach die Zahlen 0; 1:2; 3;...; 8 und berechnet jeweils a2, so ist
zu erkennen: Je gréBer a ist, um so gréBer ist a2.

@5 Uberlege. ob die Feststellung auch dann gilt, wenn man fir a die Zahlen —6, —3,1
und 10 einsetzt!

Man kann allgemein feststellen:

Wenn a positiv ist, dann ist a* um so gréBer, je groBer a jst.

Wenn a negativ ist, dann ist a? um so grofBer, je kleiner a ist,

Wiéhlt man fir a der Reihe nach die Zahlen 4, 6, 7 und 9 und berechnet jeweils a2, so gilt
in diesen Féllen: a2 > a. N

® & a) Gib drei positive Zahlen an, fir die a* > a nicht gilt!
b) Fur welche positiven Zahlen a gilt a* < q, fir welche a? = a und fiir welche
a? > a?
c) Gilt die Ungleichung a2 > a, wenn man fir a negative Zahlen einsetzt?
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In einem Kindergarten wurde ein Sandkasten angelegt. Seine Form ist quadratisch, die
Seitenldnge betrdgt 2,0 m. Es sollte noch ein zweiter Sandkasten gebaut werden — ebenfalls
quadratisch, aber doppelt so groB wie der erste. Man steckte dafir ein Quadrat mit einer

Seitenldnge von 4,0 m ab. ( Bild D 2) ; .

Bild D2

® 7 Uberlege, ob der zweite Sandkasten doppelt so groB wird wie der erste! Zeichne
dazu beide Quadrate im MaBstab 1:100 in dein Heft und vergleiche sie!

Was kann die Redeweise ,,doppelt so groB*“ bedeuten?

Hat ein Quadrat zum Beispiel eine Seitenldnge von 5m und ein zweites eine von 10 m, so

ist die Seifenldnge des zweiten Quadrates doppelt so groB wie die des ersten (/ Bild D 3).
Der Flicheninhalt des zweiten Quadrates ist aber viermal so groB wie der des ersten, denn es

gilt:

A, = (5m)? = 25m? und A, = (10 m)? = 100 m*.
Fir den Bau des zweiten Sandkastens hétte also gesagt werden missen, was doppelt so groB
sein soll - seine Seitenldnge oder sein Fldcheninhalt.

T
|
|

b —t———

Bild D3

Aufgaben

h il

1. Beurteile folgende Aussagen! Widerlege falsche Aussagen durch Geg piele!
a) Das Quadrat einer Zahl ist stets gréBer als die Zahl selbst.
b) Es gibt rationale Zahlen, deren Quadrat gleich der Zahl selbst ist.
c) Wenn a < b ist, dann ist a* < b%
d) Wenn a = a* ist, dann ista = 1.
e) Wenn a? eine gerade Zahl ist, dann ist auch a eine gerade Zahl.

2 Auf das Wievielfache wachst der Flécheninhalt eines Quadrats, wenn man seine
Seitenldnge vervierfacht?

3. Berechne 82; (—1,2)%; (—0,5)% 1,5*!
4. Welche rationalen Zahlen erfiillen folgende Gleichungen?
a) x? = 49 b) x* = 0,36 c) x2=1 d) x2=0

5%  Auf das Wievielfache muB man die Seitenldnge eines Quadrats vergréBern, wenn
sein Flacheninhalt auf das Hundertfache wachsen soll?



9% D aQuadrieren LE3, LE4

3 Bestimmen von a? durch Uberschlagsrechnung;
Abschétzen von a?

Um Rechenergebnisse zu iiberprifen, kann man sie mit den Resul von Uberschlags-
rechnungen oder von Abschdtzungen vergleichen.
Bei Oberschlugsrechnungen geht man so vor:

w1 7842
78,4 ~ 80; 802 = 6 400, also 78,4% ~ & 000

Abschidtzungen kann man in folgender Weise ausfishren:

2 6782
678 liegt zwischen 600 und 700;
600% = (6-100)2 = (6 - 100) - (6 100) = 6 - 6 - 100 - 100
= 3610 000 = 360 000;
700% = (7 - 100) = 49 - 10 000 = 490 000;
also gilt: 360 000 < 6782 < 450 000,

Aufgaben

(Alle Aufgaben sind im Kopf zu l&sen.)
1. Bestimme durch Uberschlagsrechnung Ndherungswerte fur
9.12; 18,52; 1292; 1:572; 0,1942; 0,8252!

N

In welchen der folgenden Beispiele wurden die Ndaherungswerte falsch bestimmt?
Korrigiere diese!

a) 12,92 ~ 170 b) 1,72~ 3 ©) 19,42 ~ 40

d) 1882 ~ 4 000 e) (—7,31)? ~ w50 f) 0,2142~ 0,5

3. Gib Abschdtzungen an fir 14,32; 372; 0,0642; 2382; 0,432; (—6,42)2!

4  Quadrieren mit dem Taschenrechner und der Quadrattafel
@ I Esist mit dem Taschenrechner das Quadrat der Zahl 8,76 zu ermitteln.

1. Maglichkeit:

Ablaufplan | Anzeige

8,76 (x][=) 767376

2. Maglichkeit: Der Schulrechner SR 1 besitzt die Taste x* , mit deren Hilfe man das
Quadrat einer Zahl bestimmen kann:

Ablaufplan | Anzeige

8,76 767376

® 8 Berechne mit deinem Taschenrechner die Quadrate der folgenden Zahlen! Vergleiche
die Ergebnisse mit den Resul von Uberschlagsrech gen, die du vorher aus-
fihren sollst! a) 15,4 b) 6,29 c) 0,417 d) —28,53
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® 4 Um das Quadrat von 8,76 mit Hilfe der Quadrattafel zu bestimmen, geht man wie
folgt vor:
1. Man sucht in der mit x bezeichneten Spalte die Zahl 8,7 auf.
2. Man geht von 8,7 aus nach rechts, und zwar bis in die Spalte, Uber der die Zahl 6
steht.
3. Man liest die so gefundene Zahl ab - es ist 76,74.

Der Taschenrechner hatte den Wert 76,737 6 angezeigt. In der Quadrattafel ist demnach
nur ein durch Runden entstandener Ndherungswert angegeben. Dies trifft auch fir viele an-
dere in der Quadratiafel enthaltene Werte zu. (Auch der Taschenrechner zeigt zuweilen
nur Néherungswerte an, z. B. bei zu groBer Stellenzahl des genaven Wertes.)

In der Quadrattafel sind nur Quadrate von Zahlen angegeben, die im Bereich von 1 bis
9,99 liegen.

® 5 Es soll das Quadrat von 876 mit Hilfe der Quadrattafel bestimmt werden.
Man schreibt diese Zahl zundchst als Produkt von 8,76 und 100, also 876 = 8,76 - 100,
Nun gilt: 8762 = (8,76 - 100)*
= 8,76 - 8,76 - 100 - 100
= 8,76%- 1002
Den Wert von 8,762 kann man in der Quadrqﬂqfel finden, 1002 berechnet man im
Kopf. So erhdlt man: 8762 = 76,74 - 10 000 = 767 400.

m 6 Bei der Ermittlung des Quadrates von 0,876 geht man dhnlich wie im Beispiel D 5
vor:
Da 0,876 = 876 ist, erhdlt man: 0,876 = 76,7 - 75 = 07674.

Aufgaben

1. Bestimme mit Hilfe des Taschenrechners die Quadrate folgender Zahlen! Fihre vor-
" her Uberschlagsrechnungen aus!

a) 2043  b) 0,0781 c) 476000 d) 1,0203  e)* 825000000 f) —17,9

2. Bestimme mit Hilfe der Zahlentafel die Quadrate folgender Zahlen! Fihre vorher
Uberschlagsrechnungen aus!
a) 364 b)—802 ) 42 d)6358 e) 451 ) —0,765

3. Entscheide ohne B g von Rechenhilfsmitteln, welche der folgenden Lésungen
offensichtlich fehlerhaft sind! Berichtige diese (Rechenhilfsmittel sind jetzt angebracht)!
a) 28,42 = 806,56  b) 71,2* = 50,69 c) 0,852 =0,7225 d) 0,213% = 0,4537
Woran konnte man die einzelnen Fehler jeweils erkennen?

4. Berechne ohne Rechenhilfsmittel die Quadrate von
a) 11; —1,1; 0,11; 110; b) 18; 180; —1,8; 0,18!

5. Lase folgende Gleichungen durch inhaltliche Uberlegungen! (x € Q)
a) x2=12-x b) 2x? = x ) x2:x=1

7 (0007 16)
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Die Quadratwurzel

5 Das Wurzelziehen

® 9 Eine rechteckige Rasenfldche ist 16,0 m lang und 4,0 m breit. Wie groB miiBte die
Seitenldnge einer quadratischen Rasenfldche sein, wenn sie denselben Fldcheninhalt
wie die rechteckige haben soll?

Die Bearbeitung des Auftrags D 9 fishrt auf die Aufgabe, die Seitenlénge eines Quadrates
zu besti dessen Flédcheninhalt bekannt ist.

@ 10 Ubertrage die folgende Tabelle in dein Heft und besti dann die Seitenldngen der
Quadrate, deren Fldcheninhalte angegeben sind! Begriinde!

Flécheninhalt l 36 m? I 25cm? | 81 km? | 1m? IbOOmm’I 49 m2

Seitenlédnge l I I I , I

Die im Auftrag D 10 auszufihrende Operation bezeichnet man als Quadratwurzelziehen,
oft auch kurz als Wurzelziehen. Es tritt nicht nur bei Berechnungen am Quadrat auf, son-
dern auch bei anderen math tisch 1 , in der Physik, in der Technik usw.

E
Frag
® 7 Essoll die Quadratwurzel aus 16 bestimmt werden.
Lésung: Die Quadratwurzel aus 16 ist 4, denn 42 = 16,
Man schreibt: 116 = 4

Die Zahl unter dem Wurzelzeichen heift Radikand.

Nun gilt aber auch (—&)? = 16. Ist also vielleicht auch 116 = —4 richtig?

Beim Ausfihren einer Rechenoperation darf man nicht mehrere richtige Ergebnisse zulassen,
das Resultat muB eindeutig bestimmbar sein.

Man legt deshalb fest: Die Zahl —4 gilt nicht als Quadratwurzel aus 16, obwohl (—4)2 =16
ist.

Allgemein: Quadratwurzel aus b kann nur eine nichtnegative Zahl a sein, fir die a* = b gilt.

® 11 Berechne 5% J(—5)%; 792; V=9)%; V1% V(=)=
Was stellst du fest?

Fir positive rationale Zahlen a (und auch fir @ = 0) gilt: }o? = a. In diesem Bereich ist das
Wourzelziehen d h die Umkehrung des Quadrierens.
Fir beliebige rationale Zahlen x aber gilt:

Aufgaben
i Bestimme die Quadratwurzel aus folgenden Zahlen! Begriinde wie bei Beispiel D 7!
4; 900; 1; 144; 0; 0,25; 2; %

2 Welche Aufgaben wurden falsch gelsst? Berichtige diese!
a) ¥1600 = 400 b) 0,36 = 0,6 ) 10,09 = 0,03
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3. Berechne!

a) /169 b) V400 ) /0,81 d) 0,04

Welche Losungen sind falsch? Berichtige diese!

a) 19,35 =93 b) — V(1.5 = —1,5 ) 10,52 = 0,25 d) Vyi=y
5.7 Lose folgende Gleichungen durch inhaltliche Uberlegungen! (x € @)

a) 8- Jx=16 b) 5-Yx=Vx €)12:Yx=3

6 Ausfihrbarkeit des Wurzelziehens

® 12 Uberlege, ob man aus —25 die Quadratwurzel ziehen kann! Untersuche ebenso die
Zahlen —81; —4; —1!

Im Satz D 2 wurde festgestellt, daB das Quadrat einer rationalen Zahl nicht negativ sein
kann. Das heiBt, daB es zu einer negativen Zahl b keine rationale Zahl a gibt, deren Quadrat
gleich b ist. Mit anderen Worten:

Aus negativen Zahlen kénnen wir keine Quadratwurzel ziehen.

Wir berlegen, ob man aus 8 die Quadratwurzel ziehen kann.

a) Es gibt offenbar keine natirliche Zahl a, deren Quadrat gleich 8 ist, denn 02, 12 und 22
sind alle kleiner als 8, wdhrend 32, 42 usw. alle gréBer als 8 sind.
Wenn man die Quadratwurzel aus 8 sucht, kommen als Ergebnis hochstens noch Zahlen
in Frage, die zwischen 2 und 3 liegen miBten. (Solche Zahlen kann man durch Briche
darstellen.)

Einige Versuche:

Ist V8= %I Nein, denn (;)’ = 3‘2. und ? <8
Ist Y8 = %I Nein, denn (%)' = %, und % <8.
Ist Y8 = %—:! Nein, denn (g)' = :‘T;' und % > 8.

Bis jetzt haben wir keine Lésung gefunden.
<) Wir fragen uns, welche Eigenschaften ein Bruch %Dberhuupf haben miBte, fir den
(%)’ = 8 gelten soll.

Dabei kénnen wir voraussetzen, daB % bereits in gekirzter Form vorliegt. (Anderenfalls
wiirden wir erst kiirzen.)
1. In einem solchen Bruch miBte ¢ > 1 sein, denn sonst wiirde er eine natiirliche Zahl
darstellen.
Wir wissen aber bereits, daB es keine natiirliche Zahl gibt, deren Quadrat 8 ist.
2. Andererseits miBte sich aber (—:—)' =22 50 kirzen lassen, daB der Nenner gleich 1

wird, denn sonst kénnte (—%)' nicht gleich 8 sein.

7*
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Die Forderungen 1. und 2. sind jedoch nicht beide gleichzeitig erfillbar. Wenn man %
nicht kiirzen kann, dann kann man auch %- %nich' kirzen, und wenn q > 1 ist, dann ist
auch g - g > 1, also sicher

Pi, P . 8

] * 1° .

Das bedeutet: Es gibt keine rationale Zahl, deren Quadrat gleich 8 ist.

® 13 a) Untersuche, ob man aus der Zahl 2 (bzw. aus 7; 33) die Quadratwurzel ziehen
kann!

b) Gibt es eine rationale Zahl g, deren Quadrat gleich ; ist?

-3 | SATZ: Es gibt positive rationale Zahlen, die im Bereich der rationalen Zahlen
- keine Quadratwurzel besitzen.

Im Bereich der rationalen Zahlen gilt:
Eine natirliche Zahl besitzt nur dann eine Quadratwurzel, wenn sie eine Quadratzahl ist.

Eine gebrochene Zahl besitzt nur dann eine Quadratwurzel, wenn sie durch einen Bruch dar-
gestellt werden kann, dessen Zé&hler und Nenner Quadratzahlen sind.

Aufgaben

1 Welche der folgenden Zahlen besitzen im Bereich der rationalen Zahlen keine
Quadratwurzel? Gib zu den anderen Zahlen die Quadratwurzel an!

1 ;. . 4,9, o o
55 —9; 353 13 —10; 55 553 100; 200; 1,44

2, a) Gib alle natirlichen Zahlen zwischen 100 und 200 an, die eine Quadratwurzel
besitzen!
b) Nenne eine Zahl zwischen 3 und 4, die eine Quadratwurzel besitzt!
€) Gibt es zwischen 1,2 und 1,3 eine Zahl, die eine Quadratwurzel besitzt? Wenn ja,
nenne eine!

7  Nichtrationale Quadratwurzeln

Wir wollen jetzt das ,,Sandkastenproblem® aus der Lerneinheit 2 noch einmal aufgreifen
und hr festlegen, daB der Flédcheninhalt verdoppelt werden soll.

Der vorhandene Sandkasten hat eine Seitenlédnge von 2,0 m. Sein Fldcheninhalt betrdgt also
4,0 m?, Demnach miBte der neve Sandkasten einen Fldcheninhalt von 8,0 m? bekommen.
Fiir den Zahlenwert a seiner Seitenldnge folgt daraus, daB a2 = 8 sein muB.

In der Lerneinheit 6 haben wir festgestellt:

Es gibt keine rationale Zahl, deren Quadrat gleich 8 ist! ;
Gibt es dann auch den gewiinschten Sandkasten nicht? Oder anders gesagt: Gibt es vielleicht
kein Quadrat, dessen Fldcheninhalt 8 m? ist?

Wir untersuchen das Problem zeichnerisch im MaBstab 1:100.
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Wir zeichnen ein Quadrat mit der Seitenldnge 2 cm und halbieren es durch eine Diagonale.
Jedes der beiden so entstandenen rechtwinkligen Dreiecke besitzt einen Fldcheninhalt von
2cm? (/ Bild D 4)

L_2m _| pidD4

Aus vier derartigen Dreiecken kann man ein neves Quadrat zusammensetzen, dessen
Flécheninhalt 8 cm? betrégt. (* Bild D 5)
Dieses Quadrat besitzt offensichtlich auch eine bestimmte Seitenlédnge, die (g in em)
durch eine Zahl a angebbar sein muB. Wie wir bereits festgestellt haber, kann diese Zahl a
keine ratiopale Zahl sein. Sie gehdrt zu einer neuen Art von Zahlen. Man bezeichnet sie als
eine irrationale Zahl. Sie ist dadurch bestimmt, daB a* = 8gilt, daB also a = ]8 ist.
Einen Né&herung t fir a k& wir an unserer Zeichnung durch Messen ermitteln.
Man findet: a ~ 2.8, d. h. V8 ~ 2,8 Fiir den Bau des gewiinschten Sandkastens reicht dieser
Néherungswert wahrscheinlich schon aus. Wenn er eine Seitenldnge von 2,8 m erhdlt, ist
sein Flacheninhalt

A= (28m)*=784m?~ 8m2

Wir wollen aber versuch V8 g g
Es ist 2,82 = 7,84 und 29‘-851

also 2,8< }/_ und }/_< 2,9
Durch systematisches Probieren (Quadrieren der jeweils ausgewdhlten Zahlen) kénnen wir

}/B_ weiter ,,einschachteln®:
2,822 =7,9524 und 2,832 = 8,008 9
also 2,82 < VE< 2,83
2,8282 = 7,997 584 und 2,829 = 8,003 241,
also 2,828 < 18 < 2,829
Nach weiteren vier Schritten gelangt man zu
2,828 427 1< V8 < 2,828 427 2

Damit ist V8 bereits bis auf ein Zehnmillionstel genau angegeben. Man kann diesen ProzeB
noch weiter forisetzen, erhdlt jedoch nie einen endlichen Dezimalbruch, der den genaven
Wert von 18 angibt, weil die Zahl Y8 irrational ist — jeder endliche Dezimalbruch ist aber
eine rationale Zahl. Das ,Einschachteln” von V8 kann auch nicht auf einen periodischen Dezi-
malbruch fihren, denn periodische Dezimalbriiche sind, wie wir wissen, ebenfalls rationale
Zahlen.
}/E ist ein unendlicher nichiperiodischer Dezimalbruch Man kann ihn zwar nicht vollstindig
ben (aufschreiben), trotzdem ist er eindeutig besti Durch ,,Einschachteln“ zum Bei-
spiel kann man im Prinzip fur jede gew h Stelle feststellen, weiche Ziffer dort steht.
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Andere Beispiele fiir unendliche, nichtperiodische Dezimalbriiche sind:
a, = 0,12345678910111213. . .

a, =10, 12112111211112111112.. ...

a, = 1,49162536496481100121 . . .

(Dabei muB aber vorausgesetzt werden, daB durch die hier leicht erkennbaren Bildungsvorschriften
wirklich alle Stellen des Dezimalbruchs festgelegt sein sollen!)

» 4 DEFINITION: Jeder unendliche, nichtperiodische Dezimalbruch ist eine irra-
tionale Zahl.
Die heit aller rationalen und irrationalen Zahlen bezei man als

die Menge der reellen Zahlen (Symbol: R).

Weitere Beispiele fiir irrationale Zahlen sind:

V'I—. [/5_, V?, |/6_— kurz: die Wurzeln aus allen natiirlichen Zahlen, die keine Quadratzahlen sind;
V%. V;, V% - kurz: die Wurzeln aus allen (gekiirzten) Briichen, deren Zéhler oder Nenner keine
Quadratzahlen sind;

—ﬁ. —V3., —Vg —V% - kurz: alle negativen Zahlen, deren Betrége irrational sind.

Irrationale Zahlen treten dariiber hinaus auch in anderen Zysammenhéngen auf, nicht nur beim Quadrat-
wurzelziehen.

Fir die meisten praktischen Belange geniigt es, irrationale Zahlen auf relativ wenige Stel-
len genau anzugeben (etwa auf drei oder vier), also mit rationalen Ndherungswerten
zu arbeiten.

Aufgaben

1. Zeichne ein Quadrat mit der Seitenldnge 3 cm und dazu ein zweites mit doppelt so
groBem Flédcheninhalt!
Wie groB ist die Seitenldnge des zweiten Quadrates? Ist ihr Zahlenwert eine rationale
oder eine irrationale Zahl?

2. Zwischen welchen benachbarten natiirlichen Zahlen liegt die Zahl a) ¥2; b) y10;
) V40; d) 19512

3. Uberprife durch Quadrieren, welche der folgenden Ungleichungen richtig und welche
falsch sind! Berichtige die falschen Ungleichungen!
a) 4,46 < J20 b) 1,732 > 3 ) 3,465 < Y12

4, Bestimme durch schrittweises Einschachteln den Wert von }/18 auf 5 Stellen genau!

8  Quadratwurzeln auf der Zahlengeraden

Wir wissen:

- Jeder rationalen Zahl ist ein Punkt auf der Zahlengeraden zugeordnet. Dabei gehdren
zu unterschiedlichen Zahlen auch unterschiedliche Punkte.

- Die rationalen Zahlen liegen auf der Zahlengeraden dicht, d. h., zwischen zwei verschie-
denen rationalen Zahlen liegen stets noch weitere rationale Zahlen.



LE 8 Quadratwurzel D 103

Wir wollen nunmehr den Punkt auf der Zahlengeraden bestimmen, der der Zahl V8 zu-
geordnet ist:

Wir zeichnen eine Zahlengerade und Uber ihr ein Quadrat ABCD (/ Bild D 6). Wie wir
aus Lerneinheit 7 wissen, hat die Diagonale AC eine Lange von 8 Langeneinheiten (* Bil-
der D 4 und D 5, Seite 101). Wir drehen nunmehr die Strecke AC um A so weit, daB ihr Bild
AC’ auf dem positiven Teil der Zahlengeraden liegt ( Bild D 6). Dem Punkt C’ ist somit
die Zahl 18 zugeordnet.

0 o
\
\
\
\
\
\
—— A + B, -
-1 0 1 2 3 A

BildD 6

@ 14 Bestimme zeichnerisch die Punkte auf der Zahlengeraden, die den Zahlen V2, Y18
und —}/8 zugeordnet sind!

Mit den zu }/2—, }/8—, —ﬁ und V1—8 gehdrigen Punkten haben wir Beispiele fir Punkte der

Zahlengeraden gefunden, denen keine rationale Zahl zugeordnet ist. Obwohl also die ratio-

nalen Zahlen auf der Zahlengeraden dicht liegen, werden nicht alle Punkte der Zahlen-

geraden durch die rationalen Zahlen erfaBt. Erst die Gesamtheit aller reellen Zahlen fillt

die Zahlengerade liickenlos aus, das heift:

Zu jeder reellen Zahl gehort ein Punkt der Zahlengeraden, und umgekehrt gehdrt
auch zu jedem Punkt der Zahlengeraden eine reelle Zahl.

Im Bereich der reellen Zahlen gibt es zu jeder nichinegativen Zahl b genau eine nichtnega-
tive Zahl g, fur die gilt: a? = b. .
Deshalb kénnen wir nun fir b = 0 ohne Einschrénkungen definieren:

»5 DEFINITIOH: Unter }/3 versteht man diejenige nichtnegative Zahl a, fir die
a? = b gilt. Das Bestimmen der Quadratwurzel bezeichnet man als Quadrat-
wurzelziehen.

Aus negativen Zahlen kann man auch im Bereich der reellen Zahlen keine Quadratwurzel
ziehen, weil fir alle reellen Zahlen a gilt: a*> = 0.

Aufgaben

1. Bestimme zeichnerisch die Punkte der Zahlengeraden, die zv a) Vﬁ; b) 2-V8;
c) —ﬁ-gehéren!
2% Lbse folgende Gleichungen durch inhaltliche Uberlegungen! (x € Q)

a (f=10 b x=Vx olixix=1 & }x:1x=2
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9  Wourzelziehen mit dem Taschenrechner und der Quadrattafel

Um mit dem Taschenrechner die Quadratwurzel aus einer Zahl zu bestimmen, benutzt
man die Taste |

®m 8 Aufgabe: y225
Ablaufplan 'Anxelge

ww |75

Kontrolle: Das angezeigte Ergebnis 15 wird quadriert, indem die Taste x* gedriickt
wird. Es erscheint in der Anzeige die Zahl 225.

@ 15 Berechne mit Hilfe des Taschenrechners die Wurzeln aus folgenden Zahlen! Qua-
driere zur Kontyolle das jeweilige Ergebnis!
27; 81} 546; 3,69; 38,44; 0,9; 0,096 1; 128 400

In vielen Fillen zeigt der Taschenrechner nur einen Ndherungswert fir die Quadrat-
wurzel an, zum Beispiel fir }46 den Ndherungswert 6,782 33. (]/I_og ist eine irrationale

Zabhl, also sicher kein endlicher Dezimalbruch.)
Treten ‘Quadratwurzeln im Zusammenhang it weiteren Rechenoperationen auf, so ist
jeweils genau zu Uberlegen, wie der Rechenablaufplan fir den Taschenrechner hen muB.

m 9 Berechne 8,42 - }/ﬁ auf vier Stellen genau!
Ablaufplan | Anzeige | Ergebnis

8,02 (0 1300 (=) | (30356%2 ) |03

Das Glelchhenszelchen am SchluB darf nicht vergessen werden, sonst zeigt der Rechner
nur den Wert von V—S_ an.

= 10 Berechne }/13,4 + 39,7 auf vier Stellen genau!

Ablaufplan | Anzeige I Ergebnis
18,4 (+) 39,7 (2) | 76223356 | 7,622
Vorder Taste | muB erst die Taste = gedriickt werden, weil der Rechner sonst nur

den Wert von 39,7 anzeigt.

Man kann Quadratwurzeln auch mit Hilfe der Quadrattafel bestimmen, du das Wurzel-
ziehen die Umkehrung des Quadrierens ist (fir positive Zahlen). ’

@ 11 Um V58 zu ermitteln, geht man wie folgt vor:

1. Man sucht ,,im Inneren* der Tabelle die Zahl, die am wenigsten von 58 abweicht.
(Das ist 58,06.)

2. Man geht in der betreffenden Zeile nach links bis in die erste Spalte und liest ab:
7,6. .

3. Man geht in der Spalte, in der 58,06 steht, nach oben bis in die erste Zeile, um die
dritte Ziffer des Ergebnisses abzulesen: 2.

So findet man: 58 = 7,62.

7,62 ist nur ein Néherungswertfur Y/58. In vielen Fillen reicht die mit ihm gegebene Genavuig-
keit aber aus.
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Will man mit Hilfe der Quadrattafel Wurzeln aus Zahlen ziehen, die kleiner als 1 oder
gréBgr als 100 sind, so muB man zusétzliche Uberlegungen anstellen.
m 12 Gesucht ist }/éﬁ
Man schreibt die Zahl 818 wie folgt als Produkt: 818 = 100 - 8,18.
Es gilt: }/ST = }/WO }/8—,1—8
}/‘ﬁ =10 (im Kopf)
VB—,ﬁ = 2,86 (Das ermittelt man aus der Quadrattafel.)
Also ist /818 =10 -2,86 = 28,6.

e 13 Um }/075 zu ermitteln, geht man éhnlich wie im Beispiel D 12 vor:
0,75 = -1 75; also ist Y0,75 = ;- 8,66 = 0,866.

Aufgaben

1. Berechne mit Hilfe des Taschenrechners auf 4 Stellen genau!
a) 18,31 + 139 b) V8-y2 c) 175: 13
d) /12- Y6 e) V25— V16 ) Y25—16

2. Berechne mit dem Taschenrechner auf 6 Stellen genau:
olve:  wlz: o)V 4 )ioe!
Schdtze vorher das Ergebnis!

3. a) Gib in den ‘Taschenrechner die Zahl 10 ein! Driicke danach wiederholt auf die
Wourzeltaste! .
b) Wiederhole das Experiment mit der Zahl 0,1! Was stellst du fest?

4, Bestimme mit Hilfe der Quadrattafel die Wurzeln aus folgenden Zahlen!
a) 4,84 b) 78,5 c 2 d) 1,3 e) 3400 f) 0,61

5. Lése folgende Gleichungen durch inhaltliche Uberlegungen!

a) Vx=17 b) Jx—3=6 ©) Vx+ ¥Yx=10

6. Berechne ohne Rechenhilfsmittel die Wurzeln aus
a) 64; 6 400; 0,64; b) 169; 1,69; 0,016 9!
7 5 Berechne die Wurzeln aus 0,49; 4,9; 49; 490; 4 900; 49 000!
8. Berechne!
a) V50 b) V5 o 105
d) 70,05 e) V35 + ya7 f) 735+ 37
9. Berechne!
a) 29,826 b) V29,527 ©) 12,9527
d) 70,8 e) 70,8 - }70,8 f) 70,8 -y70,8
g) /70,8-70,8 h) V5,79 29,38 1) 105- Y105

10 o) Y5+ V25 by VI-VT-VT o V579 Y579
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Zysammenfassung

a? bedeutet das P
selbst:
a*=a-a

Man bezeichnet a? als das Quadrat der Zahl a.

Falls a eine natiirliche Zahl ist, heiBt a? eine Quadratzahl

Fir alle reellen Zahlen a gilt: a* = 0.

Fir positive reelle Zahlen a und b gilt:

* Wenn a < b,ist, dann ist auch a? < b2,

g T S Tl e

Es sei b eine nichtnegative reelle Zahl (d. h.:

b = 0). Unter }/b-verstaht man diejenige nicht-
negative reelle Zahl g, fir die a? = b gilt. Es
ist also stets }/F =0.

Weil 3,5 < 4,7 ist,
ist 3,52 < 4,72,

V21,16 = 4,6, denn
4,6 = 21,16
und 4,6 > 0.

libezeichne' man als die Quadratwurzel aus b.

Fir positive reelle Zahlen a und b gilt:
Wenn a < b ist, dann ist auch }/a_< }fb_

Weil 5,29 < 16,81 ist,
ist 5,29 < y16,81.

Fur nichtnegative reelle Zahlen ist das Wurzel-
ziehen die Umkehrung des Quadrierens.
(a=0)

Fira = 0:

Quadrieren

d 0

Wurzelziehen

Fir beliebige reelle Zahlen x gilt:

Ver = x|

) =3; V55 =5

Komplexe Ubungen

1.

Bestimme alle natirlichen Zahlen, die folgend

fiillen!
a) x*<5 b) Vx<5 ) x2=5

Gleichungen bzw. Ungleich

d) x=5

g er-

Lose folgende Gleichungen im Bereich der rationalen Zahlen durch inhaltliche Uber-

legungen!

a) V;: x b) 25: }/;= }/; <) Vﬁ

=4
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6.*

10.*

Besti fur folgende Ergebnisse von Uberschl hnungen den absoluten und den

prozentualen Fehler im Vergleich zum genauen Resultat!
a) 8,8 ~ 80 b) 2052 ~ 40 000 c) 0,522 ~ 0,25 d) J115~ 10,5

Bei einem Quadrat wird die Seitenldnge a = 65 m um 10% vergroBert. Auf wieviel
Prozent wdchst dadurch sein Fldcheninhalt?

Seitenla

Neben einer quadr mit einer ge von a = 6,8 m soll eine
zweite angelegt werden, deren Fldche doppelt so groB wie die der ersten ist. Um wieviel
Prozent ist der Umfang der zweiten Flache gréBer als der Umfang der ersten?

ticeh R, e

Die Seitenldnge eines Quadrats wird gemessen, man findet a = 3,6 m. Wie groB kann
der prozentuale Fehler beim Berechnen des Flécheninhalts dieses Quadrats werden,
wenn der MeBfehler héchstens 2%, betrdgt?

Setze das richtige der Zeichen <, =, >, ohne die Quadrate bzw. Wurzeln genau zu
berechnen! Priife dann mit dem Taschenrechner nach, ob du die richtigen Zeichen
gesetzt hast!

a) 3,42...4,3? b) (3)*...0752 ¢ (—1,92...1,32 d) 0,872...0,78*

4\2 T 3\2 3
o o505 niE.ae g )F W (5%
Gib wenigstens eine Zahl x an, fir die gilt:
a) 50 < x* < 100; b) 120 < x* < 150; o) 12 < Yx<13!

Berechne sowohl mit dem Taschenrechner als auch mit Hilfe der Quadrattafel:

@ J1o+7y2: b Jas-jizi © |/%!
Wie groB ist jeweils die Differenz der beiden Werte?

4 |

und welche eine irrationale

Uberlege, welche der folgenden Aufgaben eine r
Zahl als Ergebnis haben! Begriinde deine Auffassung!

a) 1/8—15 b) 3- V1,44 c) 86:15 d) Y132 —92 e) |/y20



E Darstellende Geometrie

Projektionsbegriff; Projektionsarten;
schriige Parallelprojektion (o = 45°; ¢ = 1)

1 Projektion

Neben der Sprache ist die Zeichnung ein wichtiges Verstdndigungsmittel der Mensch
Sprechen sie verschiedene Sprachen, kann oft eine Zeichnung eine Verstindigung zwischen
ihnen erméglichen. Aber auch bei anderen Gelegenheiten nutzt der M h Zeichnungen,
z. B. wenn er Gegenstédnde herstellen will oder wenn er sich im Geldnde orientieren méchte.
Dann werden technische Zeich gen bzw. Landkarten verwendet, fir die im RGW ein-
heitliche Regeln in Form von Standards (TGL) festgelegt sind, um ein Verstehen des Inhalts
unabhdngig von der Sprache in jedem Land zu erméglichen.

Wir werden jetzt Verfahren kennenlernen, nach denen man geometrische Gebilde des
R auf ein Zeichenblatt abbildet. Diese Verfahren machen es méglich, daB man sich auf
Grund der Zeichnung auch geometrische Gebilde des Raumes genau vorstellen kann.

Das Bild E 1 zeigt eine Méglichkeit, wie wir von Gegenstdnden Bilder erhalten kénnen. Wir
erhalten vom Objekt, das man allgemein Original nennt, ein Bild auf einer Bildebene.
Originalpunkte sind mit ihren Bildpunkten durch Projektionsgeraden verbunden. Das Ab-
bildungsverfahren nennen wir Projektion. Im Bild E 2 ist veranschaulicht, wie Punkie des
Raumes auf Punkte einer Ebene projiziert werden.

< origna
; Projektionsgerade

Bild E1 Bild E2

Gegenstand
Lichtquelle -
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Im bisherigen Unterricht haben wir vor allem eineindeutige Abbildungen einer Ebene auf
sich kennengelernt, z. B. Verschiebungen und Drehung Die Bezeichnungen der Bilder
werden bei einer Projektion genau wie bei einer Verschiebung mit einem Strich versehen:
Originalpunkt — P; Bildpunkt — P’ (,* Bild E 2).

® 1 Betrachte das Bild E 2 und begrinde, warum der folgende Satz gilt!

A

1 SATZ: Die Py ist eine ige Abbildung von Punk des Rau auf

Punkte einer Ebene.

Wir betrachten zwei voneinander verschiedene Lagen der Projektionsgeraden zueinander:

Die Projektionsgeraden verlaufen alle Die Projektionsgeraden verlaufen alle
durch einen Punkt (der Punkt liegt nicht zueinander parallel (und nicht parallel
in'der Bildebene) — Zentralprojektion. zur Bildebene) - Parallelprojektion.
(/ BildE3a) - Dabei kénnen die Projektionsgeraden

schrdg bzw. senkrecht zur Bildebene liegen;
wir sagen dann schrége Parallel-
projektion bzw. senkrechte Projektion.
(/ Bild E3b und ¢)

Die Zentralprojektion kann durch die Schattenbildung mit Hilfe einer Glihlampe veranschau-
licht werden, die Parallelprojektion durch die Schattenbildung des Sonnenlichts.

(a) Zentral- . (b) Schrdge Parallel- (c) Senkrechte
projektion i projektion _ Projektion

=
S
<

Bild E3
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2 Parallelprojektion

Beim Projizieren eines Kdrpers bringen wir diesen meist in eine solche Stellung vor eine lot-
recht stehende Bildeb daB sich méglichst viele Kanten und Fldchen in Parallellage oder in
senkrechter Lage zur Bildebene befinden.

® 2 Welche Fldchen (Kanten) der Kérper im Bild E 4 befinden sich in Parallellage, welche
in senkrechter Lage zur Bildebene?

Bei der Lage von Kanten (Strecken) zur Bildebene unterscheiden wir (,/ Bild E 4):

Kanten in Breifenrichtung (z. B. EF, MN)

Kanten in Héhenrichtung (z. B. AE, CG)

Kanten in Tiefenrichtung (z. B. BC, MP),

geneigte Kanten (z. B. MS, PS).

Je nach der Stellung des Kérpers zur Bild-
ebene kann eine Koérperkante jede Richtung
einnehmen.

Bild E4

®3 Hul'e Modelle eines Quaders, einer quadratischen Pyramide und anderer Kérper in
ver d Stellungen zu einer Bildeb (z.B. Zi wand) und untersuche,
welche Kanten in welcher Richtung liegen!

Bei schréger Parallelprojektion eines Wiirfels haben die Bilder der Kanten spezielle Lagen
in der Bildebene: Die Bilder der Kanten in Breitenrichtung liegen in der Richtung der Zeilen
der Bildebene, die Bilder der Kanten in Hohenrichtung in der Rich'ung der Spalten der Bild-
ebene.

> 2 SATZ: Wenn eine Strecke oder eine ebene Figur parallel zur Bildebene liegt,
dann ist das Bild zum Original kongruent. (/* Bild E 5)

Man sagt bei Strecken dazu: Sie werden in wahrer Lange abgebildet. Bei ebenen Figuren sagt
man: Sie werden in wahrer Gréfle und Gestalt abgebildet.

® 4 Beweise den Satz E 2! (Verwende im Bild E 5 gezeigte Parallelogramme!)

BIldES
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Kanten in Breitenrichtung und Kanten in Hohenrichtung werden in wahrer Linge abgebildet.
Die Bilder der Kanten in Tiefenrichtung werden durch eine Richtungsdnderung der Projek-
tionsgeraden in ihrer Lage, Ldnge und Richtung unterschiedlich abgebildet, man sagt dazu:
Die Kanten in Tiefenrichtung werden verzerrt abgebildet (,* Bild E 6; jeweils Bilder eines
Wirfels). Die Bilder zueinander paralleler Geraden (Kanten) sind zueinander parallel.

(o) w=15%q=3 (b) =75%q=1 [(c] =045%q=7%

~

c

759 4,50
B o

BildE6

Der Winkel zwischen der Richtung der Zeilen der Bildebene und dem Bild einer Strecke in
Tiefenrichtung heiBt Verzerrungswinkel a. Sein Scheitel ist der Bildpunkt des vorderen
Endpunktes der Strecke in Tiefenrichtung. Der Quotient aus der Ldnge des Bildes und der
Ldnge des Originals einer Strecke in Tiefenrichtung wird Verzerrungsverhiiltnis q genannt
(auch bei g = 1).

C'

s S
!"u—-—-é- (1.>°)

Bei jeder Wahl von « und q entstehen Bilder in schréger Parallelprojektion. (,* Bild E 6 und
Arbeitsblatt 2 des Heftes ,,Darstellende Geometrie*)

3 Schrégbilder

Wir nennen die Bilder bei schrdger Parallelprojektion Schrdgbild und figen die GréBen von x

und g hinzu, z. B. Schrégbild (x = 60% g = %). (/ BildE7)

Schrégbild .| Schragbild
{o=60%g=3)

Spale= 0
|

N
oH———
I
|

Bild E7



112 E Projektionsarten; schrage Parallelprojektion LE 3

Im Bild E 6 und im Arbeitsblatt 2 deutet man nicht sofort jedes Teilbild als Schragbild eines

Wiirfels.

® 5 Welches Schrégbild im Bild E6é gibt den Wirfel deiner Meinung nach am besten
wieder?

Das Schrdégbild (a =45° q= lz) wird wegen seiner Anschaulichkeit und der bequemen

Konstruktion bevorzugt. Im technischen Zeichnen spricht man dann von schiefwinkliger

Py (i ischer Projektion (Fi 1di PR
fr ischer Proj F ie).

Wir legen fest: Bei ,Schrégbild (x =45°¢= 17)" lassen wir die Klammer weg und sagen nur
noch Schrigbild. (/ Bild E 7; rechte Seite)

m 1 Konstruktion von Schrégbildern (/ Bild E 8)')

Gegeben sel
ein Quader ein regelméBiges drei- eine quadratische
ABCDEFGH. seitiges Prisma ABCDEF Pyramide ABCDS
(keine Kanten in (keine Kanten in
Tiefenrichtung). Héhenrichtung).

Gesucht ist das Schragbild.

Wir verschaffen uns Klarheit iiber die Kérperform und den voraussichtlichen Platzbedarf
des Schrdgbildes auf dem Zeichenblatt. Wir zeich mit einem harten Bleistift schmale
Hilfslinien.

(1) Wir konstruieren das Schrdgbild der Grundfldche und bezeichnen die Bilder der Eck-
punkfe. ( Bild E8a)
Beachte beim dreiseitigen Prisma: Wir konstruieren zundchst das gleichseitige Dreieck
ABC in wahrer GréBe als Hilfsfigur (_A_B sei eine Kante in Breitenrichtung). Von C féllen
wir das Lot auf AB und erhalten den FuBpunkt P. CP ist eine Strecke in Tiefenrichtung.

(2) Wir konstruieren die Bilder der Kanten oder Strecken in Héhenrichtung und bezeich-
nen die Bilder der Eckpunkte. (/ Bild E 8b)
Beachte bei der Pyramide: Das Bild des FuBpunktes der Pyramidenh&he ist der Schnitt-
punkt M der Diagonalen der Grundfldche.

(3) Wir konstruieren die Bilder der restlichen Kanten. (,* Bild E 8c)

(4) Wir zeichnen mit einem weichen Bleistift breitere Linien und beachten die Sichtbarkeit.

(/* Bild E8d)
Quader I Prisma l Pyramide
gestrichelt: ges!rk:hi': gestrlch_elt_:

Kanten AD, DC, D Kanten AC, BC, CF Kanten AD, CD, DS

Wir kontrollieren, indem ‘wir uns den Kérper nach dem Schrdgbild vorstellen und mit
der Aufgabenstellung vergleichen.

1) Bei Schragbildern bezeichnen wir die Bilder der Eckpunkte wie die Originalpunkte, z. B. mit A, nicht
mit A’
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LE3
(a) b) o [1© g o [19) H I
£ £ E A E T 4
I
|
|
D, 0, D, Bi el
c c 4 C ok C
A B A B A B A B
¢ F F F
D E [} E [} : E
|
|
A P B . ¢ CI
C
ﬁ i ’/7\
A 2 B8 A P 8 A P B A P B8
K S S 5
0 c 0 C c ¢
VA : S vd
A B A B A B A B
Bild E8
Aufgaben

 FS

Konstruiere das Schrégbild eines Quaders (a = 6 cm, b = 5cm, ¢ = 4 cm), wenn er
a) auf einer gréBten, b) auf einer kleinsten Begr gsfldche steht!

Konstruiere das Schrégbild eines regelmdBigen dreiseitigen Prismas (a = 4 cm,
h = 6cm)!

Konstruiere das Schrégbild einer quadratischen Pyramide (a = 4 cm; h = 6,5 cm)!
Gegeben sei die Grundflidche eines 5 cm hohen Prismas. Konstruiere das Schragbild
des Prismas! Vorgabe der Grundfliche ABCDE mit Hilfe der Lochschablone: A(22),
B(24), C(19), D(15), E(14).

Ermittle die wahren Kantenldngen der im Bild E 9 im Schragbild dargestellten Prismen!

Bezeichne zuvor
die Eckpunkte!

|
|
|
|
H-—-
7/
s
7/
/
BildE9

Bestimme im Arbeitsblatt 7 die wahren Léngen der Kanten AB, GK, KL und AD aus dem
Schréagbild!

8 (0007 16)
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st L

7. Konstruiere nach Pri des Stereometrieb

nimm die MaBe den Modellen!

die Schragbilder; ent-

8. Skizziere (Freihandzeichnung; ohne Zeichengerdte, nur mit Bleistift!) das Schragbild
a) eines Wiirfels, b) einer quadratischen Pyramide, c) eines Quaders, dessen Hohe
halb so groB und dessen Tiefe viermal so groB wie seine Breite sind!

Zusammenfassung

In der darstellenden Geometrie werden geometrische Gebilde des Raumes durch eine
Projektion auf eine Bildebene so abgebildet, daB man aus der ebenen Zeichnung auf
das geometrische Gebilde des Raumes und dessen Eigenschaften schlieBen kann.

Wir unterscheiden zwischen Zentralprojektion und Parallelprojektion, bei der
alle Projektionsgeraden zueinander parallel liegen, und zwar schrdg bzw. senkrecht
zur Bildebene.

2 Schragbild
i Tt i S Sl LR eines
Kante in in Richtung der kongruent (wahre Wartels
Breitenrichtung Zeilen Lénge)
Kante in in Richtung der kongruent (wahre /<
Hohenrichtung Spalten Lénge) L
Kante in Verzerrungswinkel “Verzerrungsverhiltnis
Tiefenrichtung o = 45° 9= %

Senkrechte Eintafelprojektion

4  Eintafelbilder

Wir wollen uns jetzt dem Abbilden durch senkrechte Projektion zuwenden. Die Originale
werden Uber einer horizontal liegenden Bildebene angeordnet. Die Projektionsgeraden ver-
laufen ,,von oben nach unten“. Man spricht von der senkrechten Eintafelprojektion. Das
Bild nennt man RiB. (/ Bild E 10)

Wir wissen bereits: Jede Projektion ist eine eindeutige Abbildung ( Satz E 1). Im Bild E 2
(/' S.108) kann nur dann angegeben werden, wo z. B. der Punkt P, liegt, wenn zusdtzlich zu
seinem Bild sein Abstand zur Bildebene bekannt ist.

Bei der senkrechten Eintafelprojektion wird der Abstand eines Punktes von der Bildebene (also
die Héhe des Punktes) bestimmt und auf einen HéhenmaBstab abgetragen. Dieser Hohen-
maBstab wird dem RiB beigefigt. (. Bild E 11)
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Rif} (Bild)

Bild E10
® 6 MiB im Schragbild des Bildes E 11 die Punkthéhen und vergleiche sie mit denen im
HéhenmaBstab!
St S—
| = 1
/1 | GH
| - 7 J 1
l Ho———1 i f
,‘ w HD' GiC! AB,
| AT . ¥ co
[ VAo 4 |
: A !
| / ‘ e Fi'
N Bild E11

Aus dem RiB eines Punktes und seiner Hohe auf dem HéhenmaBstab kann man genau einen
Punkt als Original ermitteln (umkehrbar eindeutige bzw. indeutige Abbildung).

Den RiB und den zugehérigen Hoh Bstab eines geometrischen Objektes nennen wir das
Eintafelbild dieses Objektes.

Beachie: Fallen Bilder mehrerer Punkte in einem Bildpunkt zusammen, so schreiben wir zu-

erst die Bezeichnung des von der Bildebene weiter entfernt liegenden Punktes an das Bild.

In Landkarten wird die senkrechte Eintafelprojektion angewandt. Dort werden die Hohen jedoch meist
durch Hahenlinien, Hohenzahlen (Koten) oder Farben angegeben, selten durch einen HéhenmaBstab.
(/ Atlas fur die 6. bis 11. Klasse, Seite 1, Topographische Karte 1:25 000)

Aufgabe

1. Bestimme die Hohen der Punkte A bis |
im Bild E12! TCH

HE' ' 1o

x
G0

x
Bild E12 ALF e 2
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5  Eintafelbilder von Strecken, Geraden,
ebenen Figuren und Kérpern

AB parallel zur Bildebene CD geneigt zur Bildebene F senkrecht zur Bildebene

e

C

A —7

AB
i)
.
¢

o
E'LF!

Bild E13

® 7 Halte einen Bleistift als Modell einer Strecke in den Lagen, wie sie das Bild E 13 zeigt!
Formuliere Aussagen iber die Abbildung von Strecken bei senkrechter Eintafelprojek-
tion in einem Satz der Wenn-so-Form! Betrachte nur die Risse im Bild E 13!

® 8 Formuliere Aussagen iiber die Abbildung von Geraden bei senkrechter Eintafelprojek-
tion! Betrachte nur die Risse!

Im Bild E 14 werden Eintafelbilder eines Wiirfels (a), einer quadratischen Pyramide (b) und
eines dreiseitigen Prismas (c) gezeigt.

(a) (b) s e
EF
D! G'\,C' ] c
EF, o fo
GH
3
i \gi AB, g . AB, . g AB,
EVA F\8 o A 8 o A E'8 e
Bild E14

® 9 Halte ein Stiick Pappe als Modell einer ebenen Figur in den Lagen, wie sie das Bild E 15
zeigt!
Formuliere Aussagen iber die Abbildung von ebenen Figuren bei senkrechter Ein-
tafelprojektion in einem Satz der Wenn-so-Form! Betrachte nur die Risse im Bild
E15!
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ABCD parallel zur Bildebene | EFGH geneigt zur Bildebene | IKLM senkrecht zur Bildebene
Eintofelbild :

LM
o o AB, GH
o H. 6 LeF UK
1K
Myl
A g g F
Bild E15
Aufgaben
1. Konstruiere Eintafelbilder-der im Bild E9 (* S. 113) im Schrdgbild dargestellten drei
Prismen!
2. Welche Kérper sind im Bild E 16a bis d dargestellt?
(a) AB, (b) (c) (d)
cD DE
E EF
] c BEC B Ep ¢ D
fr—————- &
AB, AB,
A 8' EF | DA ABC | A 8 CD A EB' CD
Bild E16
6 Wahre Lidnge und Neigungswinkel einer Strecke

(Grundaufgabe)

Aus einer Landkarte, auf der die Strecke einer Bergbahn abgebildet ist, kann man nicht die
tatsiichliche (wahre) Lange der Strecke und auch nicht deren Steigung (Neigungswinkel) unmittel-
bar entnehmen. Nur mit Hilfe der Hohenangaben an zwei Streckenpunkten kann man die
durchschnittliche Steigung und Ldnge des Streckenabschnitts ermitteln. Wir wollen in dieser

Ler

Methade k

inheit eine

nen, die in einem solchen Fall angewandt werden kann.
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Fir zwei Lagen von Strecken kénnen die wahren Liéngen der Originalstrecken sofort be-
stimmt werden:

(1) Wenn eine Strecke parallel zur Bildebene liegt, dann ist die Linge des Risses gleich der
Ldnge des Originals, gleich der wahren Ldnge der Strecke (nach Satz E 2, S. 110; Auftrag
E7).

(2) Wenn eine Strecke senkrecht zur Bildebene liegt, dann ist der Abstand der Punkte auf dem
HéhenmaBstab gleich der Léinge des Originals, gleich der wahren Linge der Strecke.

Die wahre Léinge von Strecken, die zur Bildebene geneigt sind, kann man weder dem RiB der
Strecke noch dem Héh Bstab entneh

Wir wollen die Konstruktion zur Bestimmung der wahren Ldnge einer (geneigten) Strecke kennen-
lernen.

Im Bild E 17 ist zwischen der Originalstrecke PQ und der Bildebene das Trapez PP'Q'Q hervor-
gehoben, dessen eine Seite die Originalstrecke PQ bildet, deren wahre Ldnge gesucht ist. Die
anderen Seiten sind gegeben: der RiB P'@, die Lote PP’ und Q@ als entsprechende Héhen der
Punkte im Hah Bstab. Wir klappen nun das Trapez PP'Q'@ um P'Q’ in die Bildebene.
Die Ldnge der geklappten Strecke (P) (Q)
(gelesen: ,Strecke P geklappt, @ geklappt*)

ist gleich der wahren Lénge der Strecke PQ.

Bild E17

m 2 Gegeben sei das Eintafelbild der Strecke PQ. (,” Bild E 18a)

Gesucht ist die wahre Léange der Strecke PQ.

Am Eintafelbild erkennen wir, daB die Strecke PQ zur Bildebene geneigt ist.

Konstruktion :

1. Wir errichten in den Punkten P’ und @' die Senkrechten zur Strecke P'Q in die
gleiche Halbebene. (* Bild E 18b)

2. Wir tragen auf den Senkrechten die entsprechenden Hohen der Punkte P und @ ab,
die wir dem HohenmaBstab entnehmen, und erhalten die Punkte (P) und (Q).
(/* Bild E 18¢)

3. Wir zeichnen die Strecke (P) (Q). (/* Bild E 18d)

4. Wir messen die Ldnge der Strecke (P) (Q).

Die Linge der Strecke (P) (@) ist gleich der wahren Lénge der Strecke PQ.

(a) (b) ! €} 5 (d) pi
el ~—_Q Q ~_Q' Q T~ Q' Q

(P) (P)

o

Q) Q)

Bild E18
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@ 10 Die eben erlduterte Konstruktion kénnte auch bei Parallellage der Strecke zur Bild-
ebene angewandt werden. Welche Form hétte dann das Trapez?

Im Bild E 194 ist der Neigungswinkel a der Strecke PQ gegen die Bildebene eingetragen.
Es ist der Winkel, den die Strecke P@ mit der Strecke RQ einschlieBt, wobei die Strecke R@
parallel zur Bildebene und R auf der Projektionsgeraden durch P liegt. Man kann diesen
Winkel auch als einen Winkel « zwischen der Geraden PQ und dem Bild P'Q’ der Geraden
PQ finden.

(b)

Bild E19
® 11 Begrinde, warum die soeben beschriebenen Winkel zueinander kongruent sind!
Der Neigungswinkel einer Strecke kann alle Werte von 0° bis 90° (0° < & < 90°) annehmen.
® 12 Bei welcher Lage einer Strecke betrégt ihr Neigungswinkel 0°, bei welcher 90°?

@ 3 Um den Neigungswinkel ~ einer beliebigen geneigten Strecke durch Konsirukfion zu be-
stimmen,
— konstruieren wir deren wahre Lénge (/* Beispiel E 2),
~ zeichnen durch den geklappten, tieferen Endpunkt der Strecke eine Parallele zum
RiB der Strecke und
— messen den Winkel zwischen der geklappten Strecke und der Parallelen. (* Bild
E19b)

Aufgaben

1. Konstruiere die wahre Lange der Strecke AB, deren Eintafelbild gegeben sei! Besti
jeweils den Neigungswinkel o!

Linge von A'B in mm | 32 28 0 33 36 65 42
Héhe von A In mm 20 25 13 0 12 46 42
Héhe von B in mm i 25 8 37 12 0 3

»~

Bestimme im Arbeitsblatt 14/2. des Heftes ,,Darstellende Geometrie® die wahre Linge

der Kanten AB, CG, EH, GH und BF!

3. Konstruiere drei inander ver hiedene Ei felbilder der Strecke AB, deren wahre
Lénge gegeben sei! a) AB =60 mm b) AB = 4,2cm

4 Konstruiere in die Eintafelbilder der Aufgabe 1a bis d das Eintafelbild je eines Punk-
tes C, der 3 cm hoch und auf der Strecke AB liegt!
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o R =R ‘E:,.M’Z’ i .
Bild E 20: Standseilbahn in Dresden—Loschwitz (1895 eréffnet; erste Bergseilbahn Deutschlands)

5. Die Stationen der Schwebeseilbahn Dresden-Loschwitz sind auf einer Karte (1:5000)
5,3 cm voneinander entfernt. Die Talstation liegt 114 m hoch, die Bergstation 198 m.
Bestimme die Lange und die Steigung der Seilbahn!

7  Wahre GréBe und Gestalt ebener Figuren

Geneigte Begrenzungsfldchen an Kérpern werden in der Bildebene nichf in wahrer GroBe
und Gestalt abgebildet. Die wahre GréBe und Gestalt von Pyramidenseitenfldchen kann
durch eine Konstruktion aus dem Eintafelbild der Pyramide ermittelt werden.

® 13 a) Welche Form haben die Seitenfldchen einer Pyramide?
b) MiB an einem Modell einer Pyramide die Ldngen der Seitenkanten und formuliere
eine Erkenntnis!
c) Skizziere den RiB einer quadratischen Pyramide! Untersuche die Abbildung der
Seitenkanten in der Bildebene! (,* Auftrag E 7, S. 116)

Wir erkennen: Die wahre GréBe und Gestalt einer Pyramidenseitenfldche 1&Bt sich konstru-
ieren, wenn die wahre Linge der Seitenkanten bekannt ist, d. h., wir missen die wahre Lénge
von Dreiecksseiten besti . (/" Arbeitsblatt 15)

® 14 Fihre die Konstruktion aus und richte dich nach Bild E 21! Nach welchem Kongruenz-
satz ist die Konstruktion ausfihrbar? Warum genigt es, die wahre Ldnge einer Seiten-
kante zu konstruieren?



LE7 Senkrechte Eintafelprojektion E 121

0 ¢
S
3 (S
(Sly
» B AB,
cD
Bild E21

Lt aalichkeit mi

Fir eine zweite Konstr g wir einige neue Begriffe kennenlernen.
Wir wissen bereits aus dem Geographieunterricht: Héhenlinien verbinden alle Punkte des
Geldndes mit gleicher Hshe. Auch auf einer geneigten Ebene liegen alle Punkte mit gleicher
Hohe auf einer Hohenlinie h. Alle Hohenlinien einer Ebene sind stets zueinander parallel,
ebenso ihre Risse (* Bild E 22). Die Schnitigerade einer geneigten Ebene mit der Bildebene
ist die nullte Héhenlinie hy. Im Bild E 22 ist diese nullte Hohenlinie nicht enthalten, denn von der
gegen die GrundriBebene geneigten Ebene wurde nur ein Stick gezeichnet — ein schwarz
gerastertes Rechteck. Denkt man sich das Rechteck nach unten fortgesetzt, so trifft es wie im
Bild E 23a auf die GrundriBebene. Jede Gerade einer Ebene, die senkrecht zu den Hohen-
linien dieser Ebene verlduft, heiBt Fallinie f. Der RiB einer Fallinie steht senkrecht zu den
Rissen der Hohenlinien (/ Bild E 22).

Das Dreieck PF'P' heiBt Stitzdreieck der Ebene. In ihm ist der Neigungswinkel § der
geneigten Ebene gegen die Bildebene zu finden (< PF'P’; / Bild E 234, b).

® 15 Ver hauliche dir die vorangegang Erkldrungen mit einem Stick Pappe und
einem Zeichendreieck!

/1
% 7 J
% - s
y &)
[ %,
Bild E 22
la) : (b) (c) (d)
pr
(P)
6
p
FI
ho =hg

Bild E 23
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Nun wollen wir aus einem Punkt (der Spitze der Pyramide) und der nullten Hohenlinie
(Grundkante der Pyramide) die wahre GréBe und Gestalt der Pyramidenseitenfldche mit
Hilfe eines Stijtzdreiecks konstruieren. (” Bild E 24a)

(a) (b)

N ﬂ
(S,

(51)

Bild E 24

® 16 a) Welche Stiicke des Stitzdreiecks sind im Eintafelbild gegeben? Welche Seite des
Stitzdreiecks liegt in der Seitenfldche der Pyramide? Welches Stiick ist diese Seite
in ihr?
b) Fihre die beiden folgenden Konstruktionen (Beispiele E 4 und E 5) selbstindig
nach den Bildern E 23d und E 24b aus und formuliere eine Beschreibung! (Auch hier
hilft die Veranschaulichung mit einem Stiick Pappe und einem Zeichendreieck.)

m 4 Gegeben sei die Ebene durch die nullte Hohenlinie h, (h, = hy') und das Eintafelbild
eines Punktes P der Ebene. (, Bild E 23c)
Gesucht ist das Stitzdreieck (der Neigungswinkel § der Ebene gegen die Bildebene).

Hinweis: Man konstruiert die wahre GroBe und Gestalt des Stijtzdreiecks PF'P’ durch Klappen um
F'P'in die Bildebene. Im geklappten Stitzdreieck wird der Winkel P'F'(P) als Neigungswinkel §
der Ebene gegen die Bildebene gemessen.

m 5 Gegeben sei das Eintafelbild einer quadratischen Pyramide. Die Grundfldche liege in
der Bildebene.
Gesucht ist die wahre GrdBe und Gestalt der Seitenfldche ABS. (/* Bild E 24q)

Voriiberlegung: Wir konstruieren zuerst das geklappte Stiitzdreieck S'F'(S), der Seitenfldche ABS
(/* Beispiel E 4). Durch A und B geht die bené&tigte Hohenlinie ho der Ebene ABS; S ist der Punkt auf

der Ebene.
Aufgaben
[ Gegeben sei das Eintafelbild einer rechteckigen Pyramide (@=6cm, b=4cm,

h =7 cm). Konstruiere die Neigungswinkel und die wahren GréBen und Gestalten
der Seitenfldchen!

2 Gegeben sei das ‘Schrdgbild einer quadratischen Pyramide. Vorgabe mit der Loch-
schablone: A(S), B(4), C(7), D(9), S(17). (Drehe die Lochschablone um 180°!)
Konstruiere a) das Eintafelbild, b) im Eintafelbild die wahren GréBen und Gestalten
der Pyramidenseitenfldchen, €) das Netz der Pyramide, das nach dem Anbringen
von Klebefalzen geschnitten und geklebt wird! (Benutze dazu ein Blatt
stdrkeren Zeichenkartons!)
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Zusammenfassung

Bildebene. Dem RiB wird ein HéhenmaBstab beigefigt, auf dem die Hohen aller
Punkte abgel werden ko

Jedem Punkt des Raumes als Original ist ein Punktepaar zugeordnet. Dieses Punkte-
paar setzt sich aus dem Punkt im RiB und dem Punkt auf dem HohenmaBstab zusammen.
Umgekehrt ist jedem derartigen Punktepaar eindeutig ein Punkt im Raum zugeordnet.
Es handelt sich somit um eine eineindeutige Abbildung.

Den RiB zusammen mit dem zugehérigen Hoh Bstab eines g trischen Objektes
nennen wir das Eintafelbild dieses Objektes (/* Bild E 11).

Bestimmen der wahren Linge
und des Neigungswinkels a einer Strecke

Strecke parallel Strecke senkrecht Strecke geneigt
zur Bildebene: zur Bildebene: zur Bildebene:
Ldnge in der Bildebene Ldnge im HéhenmaBstab Lénge in der Konstruktion
messen; & = 0° messen; « = 90° messen; « kann ebenfalls

in der Konstruktion ge-
messen werden

AB . a B
A B! /
e : v\
& (A) A
(B)
\ D' (6
s, (S)y
. B
Konstruktion zur Bestimmung des Nei- A\ TP /8 S

gungswinkels 8 einer Ebene gegen die
Bildebene (Stiitzdreieck) und der wahren
GréBe und Gestalt einer geneigten ebenen
Figur (), AB,CO
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Senkrechte Zweitafelprojektion

8 Zweitafelbilder

Wir wissen bereits: Ohne Angabe der Héhe kann das Original aus dem RiB nicht genau be-
stimmt werden. Eine andere Mdglichkeit, die Hohen der Punkte iiber der Bildebene bzw.
den Abstand der Punkte von der Bildebene anzugeben, bietet eine zweite Bildebene, die senk-
recht zur ersten steht und auf die auch senkrecht projiziert wird. Diese zweite Bildebene wird
meist hinter das abzubildende Objekt gestellt. Die (horizontale) Bildebene wird jetzt Grund-
riBebene g t, das in ihr liegende Bild GrundriB. Die zweite, zur GrundriBebene senk-
recht stehende Bildebene heiBt AufriBebene, das darauf entstehende Bild AufriB. (/ Bild
E 25q)

Durch zwei senkrechte Projektionen (auf die GrundriBebene und auf die AufriBebene) wer-
den der GrundriB und der AufriB eines geometrischen Objektes erzeugt. Den AufriB eines
Punktes P bezeichnen wir mit P"’ (gelesen: P zwei Strich).

In der AufriBebene erkennt man die Hihen der Punkfe Uber der GrundriBebene bzw. den Ab-
stand der Punkfe von der GrundriBebene, in der GrundriBebene den Abstand der Punkte von der
AufriBebene. Dieses Abbildungsverfahren heiBt senkrechte Zweitafelprojektion.

Damit die Bilder in einer Zeichenebene dargestellt werden kdnnen, denkt man sich die
zweite Bildebene — die AufriBebene — in die GrundriBebene geklappt. Die Klappachse ist
dabei die Schnittgerade der beiden Bildebenen und heiBt RiBachse. Nach dem Klappen
liegen der GrundriB P’ und der AufriB P” des Punktes P auf einer Geraden, die senkrecht zur
RiBachse verlduft.

Diese Gerade heiBt Ordnungslinie. (* Bild E 25)

e !

Aufrin Pt

Grundrif} wam'leaem-/ [RiBachse] ©P'

Bild E 25

Jedem Originalpunkt werden in der senkrechten Zweitafelprojektion genav ein Grundril
und genau ein Aufri auf einer Ordnungslinie zugeordnet und umgekehrt (eineindeutige Ab-
bildung). Den GrundriB und den zugeordneten AufriB eines geometrischen Objektes nennen
wir das Zweitafelbild dieses Objektes.

Ein sehr wichtiges Anwendungsgebiet der senkrechten Zweitafelp jek ist das technische Zeichnen.
Dort werden durch Standards (TGL) die Abbildungen entsprechend den praktischen Erfordernissen in
Zeichenregeln festgelegt. Wir werden in der darstellenden Geometrie diese Regeln - bis auf die Linien-
arten - nicht beachten.
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Aufgabe
1. Konstruiere die Zweitafelbilder der Punkte A bis E:

~ Aliegt 3 cm uber der GrundriBebene und 2 cm vor der AufriBebene;

— B ist von der GrundriBebene 2,5 cm und von der AufriBebene 3,5 cm entfernt;

_ C hat einen Abstand von 2,5 cm von der GrundriBebene und liegt in der AufriB-
ebene;

~ D hat eine Héhe von 4 cm und ist von beiden Bildebenen gleich weit entfernt;

- E liegt in beiden Bildebenen! <

Zweitafelbilder von Strecken, Geraden,
ebenen Figuren und Kdrpern

Im Bild E 26 sind eine Strecke und ihr Zweitafelbild dargestellt. Wenn man die Bilder der
Endpunkte der Strecke kennt, dann kennt man die Bilder der Strecke in den Bildebenen.
Aus dem Zweitafelbild einer Strecke kann man auf die Lage der Originalstrecke im Raum
schlieBen.

la) (b pe

Bild E 26 2

s 6 Aus der GrundriBebene im Bild E 26 erkennen wir: A liegt weiter vorn als B, weil A’

weiter von der RiBachse entfernt ist als B'.
Aus der AufriBebene im Bild E 26 erkennen wir: A liegt hher als B, weil A" weiter von
der RiBachse entfernt ist als B".

@, ib) (e} (f) (g) (h)
" -
T - "
,
B KI\,I!I
1] -
g c / M o" Q"
(c) " (d)
¢l g \ " " N Q
6I|
F '/W LM
/LH‘ K o P
. - o

Bild E 27
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® 17 Formuliere Aussagen Uber die Lagen der Strecken im Bild E 27! Veranschauliche dir
die Lagen durch einen Bleistift in einem Klapptafelmodell (z. B. aufgeschl,
Heft)!

Fir Geraden lassen sich dhnliche Aussagen treffen. Um Zweitafelbilder von Geraden zu er-
halten, missen die Bilder der Strecken iber die Endpunkte hinaus verldngert werden.
(/ Bild E 28)

g

(a) (b)
q
3
9 g
¥ Bild E 28
® 18 Veranschauliche dir die Lage der Geraden im Bild E 29!
() . (b) fc () f
g h" m" e
Bild E 29

Das Zweitafelbild ebener Figuren betrachten wir am Beispiel von Dreiecksflédchen.

® 19 Veranschauliche dir die Lagen der ebenen Figuren im Bild E 30 in einem Klapptafel-
modell!
Zeichne ein Dreieck auf Pappe und schneide es qus!

la) g (b) 7 (c) (d) (e) (f)
c c "
Au Bn B
Cu A c Bu
A A
A B (o3 A B c
A c o ¢ ¢
c A O B
8
B N B A 8| A 8 A
Bild E 30

Einige Zweitafelbilder von Kirpern zeigt das Bild E 31.

® 20 Wir betrachten die Kanten der Kérper im Bild E 31 als Strecken. Formuliere wie im
Auftrag E 17 Aussagen iber die Lage der Kérperkanten im Raum und beschreibe
deren Zweitafelbild! :
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(UF_]"H" Fi (b) St (c) G'H"
Fre /
A", Dn Blll CIA All’ Dll BI'CVI Au’ Dll Bl‘cu
0 O
H'D G'\C vl I ) H.C
S! A |
BN F.8 A B FiR s
Bild E 31

Aufgaben
L B Konstruiere die Zweitafelbilder der im Bild E 9 (/ S. 113) gezeigten Prismen!

2. Gegeben seien die Grundrisse der Strecken AB und CD und die Hohen der Endpunkte
der Strecken. Konstruiere die Aufrisse der Strecken und beschreibe die Lage der
Strecken im Raum! Zeichne zuerst eine Gerade als RiBachse!

Vorgabe mit der Lochschablone:
RiBachse (13, 16); A'(20), B'(23), C'(24), D'(19);
Punkthéhen: A-=2cm,B-4cm, C-3cm,D-1cm.

3. Gegeben sei der GrundriB eines Wiirfels. Konstruiere den AufriB, wenn der Wiirfel
auf der GrundriBebene steht! Zeichne zuerst eine Gerade als RiBachse!
Vorgabe mit der Lochschablone: RiBachse (8, 3) (Lochschablone drehen!); E', A'(15);
F', B'(16); G', C'(11); H', D'(10).

10 Lagebeziehungen im Raum

Zwischen Punkten, Geraden und Ebenen gibt es im Raum bestimmte Lagebeziehungen, die
auf der zweiten Umschlagseite dargestellt sind. Aus dem Zweitafelbild zweier Geraden kann
man meist auf die Lage der Originalgeraden im Raum schlieBen und umgekehrt: Die Ge-
raden schneiden einander (/ zweite Umschlagseite, Bild d) oder schneiden einander nicht.
Die Geraden sind im iten Fall entweder zueinander parallel (/ zweite Umschlagseite,
Bild e) oder zueinander windschief (/' zweite Umschlagseite, Bild f).

@ 21 Formuliere zu den Lagebeziehung A gen, z. B. fir das Bild b auf der zweiten
Umschlagseite: ,,Der Punkt P, liegt nicht in der Ebene* bzw. ,Die Ebene geht nicht
durch den Punkt P,“! Ver hauliche dir die einzel Beispiele durch entsprechende

Modelle (z.B. eines Quaders oder einer quadratischen Pyramide)! Verwende die
Eckpunktbezeichnungen wie im Bild E 8, Seite 113!
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Aufgabe
1. Beschreibe die gegenseitige Lage der im Bild E 32 im Zweitafelbild dargestellten Ge-
radenpaare und veranschauliche dir die Lagen in einem Klapptafelmodell!
(a) . |1o) g7'|(c) gq' |ld)
>< " /91" /92" 997"
91
% | T __—
>< : _ /97'
91 a7 il
le) (f) i (n)
9" G 2
gl 7,49; o] |o o| |z
92
\ >kg1l l J l
! | | |
ara; 9 92 o) G 92
Bild E 32
11 Wahre Liéinge einer Strecke; ebener Schnitt durch ein Prisma

Wenn man Aussagen Gber die wahre Linge einer Strecke aus dem Zweitafelbild gewinnen
will, muB man die Lagen zu den Bildebenen untersuchen.

® 22 Bei welchen speziellen Lagen kann man sofort Aussagen iber die wahre Lénge einer

m7

Strecke treffen? Verwende zur Begriindung
Satz E 2!

Im Bild E 33 liegen die Kanten BS und DS
der Pyramide zur ersten, zweiten und
dritten AufriBebene geneigt und werden
deshalb in diesen Bildeb verkirzt
abgebildet. Zur vierten AufriBebene lie-
gen die Kanten BS und DS jedoch parallel
und werden nach Satz E 2 in wahrer Linge
abgebildet: BES®) = BS, DEIS® — D,

st !
=
\\
\
\
i 1 o \
DI Cl Dllllcn ‘
Iy B
% A8
[oll) 7\C e /,
AST /
BN, A8 \ /
/
2
P
> 18
ThRe Lt Bild E 33
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@ 23 Bei welchen Lagen im Bild E 27 (/ S.125) kann man die wahre Ldnge einer Strecke
angeben? MiB die Lange der entsprechenden Bilder und gib die wahre Linge der
Strecken bei diesen Beispielen an!

Wenn eine Strecke zu beiden Bildebenen geneigt liegt, dann kann die wahre Ldnge der Strecke
durch eine Konstruktion ermittelt werden.

@ 24 Wiederhole die Konstruktion zur Bestimmung der wahren Ldnge einer Strecke aus
dem Eintafelbild! (* Lerneinheit 6, Beispiel E 2, S. 118)
Die Konstrukti hritte gewi wir wiederum durch Klappen des Trapezes AA'B'B um

AB’ in die GrundriBebene (* Bild E 34). Die Konstruktion ist im Prinzip die gleiche wie
beim Eintafelbild, nur missen die Punkthdhen der AufriBebene entnommen werden.

® 25 Formuliere die Konstruktionsbeschreibung selbst! Richte dich nach der in Lernein-
heit 6 gegebenen Beschreibung und nach Bild E 34!

(a) (b) B

(A)
8

(B)

Bild E 34

Ein Quader werde von einer Ebene geschnitten. Die Schnittebene stehe senkrecht zur Auf-
riBebene und habe zur GrundriBebene den Neigungswinkel f ( Bild E 35).

Durch eine Konstruktion wird die wahre Grafe und Gestalt der Schniftfigur bestimmt:

Bild E 35

9 (0007 16)
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Die Schnittebene mit der Schnittfigur wird um h, in die GrundriBebene geklappt. In der Auf-
riBebene beschreiben dabei die Bilder der zu klappenden Punkte Kreise, deren Radius
gleich dem Abstand des Aufrisses der Schnittpunkte vom Punkt R auf der RiBachse ist, mit R
als Mittelpunkt. In der GrundriBebene liegen die geklappten Punkte auf Parallelen zur RiB-
achse. Damit ist ein Konstruktionsweg gefunden (,” Bild E 36).

e
B\\R
(&) (]
B' (B)
0 A ho (A) (D)
Bild E 36
Avufgaben
ts Gegeben sei das Zweitafelbild einer Strecke AB. Zeichne zuerst eine Gerade als RiB-
achse!
Vorgabe mit der Lochschablone: RiBach (9, 23) (Lochschabl drehen!); A'(7),

A"(10); B'(17), B"(18). =
a) Konstruiere die wahre Lénge der Strecke AB!
b) Konstruiere das Zweitafelbild eines Punktes C, der 3,5 cm hoch und auf der Strecke
AB liegt!
2 Bestimme im Arbeitsblatt 19 dEHeﬂes »Darstellende Geometrie“ die wahren Léingen

der Kanten AD, BF, HI, GH, CG und EI!

3. Gegeben sei der GrundriB eines 6 cm hohen Prismas und das Zweitafelbild einer
Schnittebene. Konstruiere die wahre GroBe und Gestalt der Schnittfigur!
Zeichne zuerst eine Gerade als RiBachse und lege die Lochschablone an den linken
Blaftrand! Vorgabe mit der Lochschablone: RiBachse (13, 16); GrundriB des Prismas
(20, 23, 18, 17); Zweitafelbild der Schnittebene (24, 15, 4).
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Zusammenfassung

L2 S

Die senkrechte Zweitafelprojektion besteht aus senkrechten Projektionen auf zwei
i der senkrecht stehende Bildeb die GrundriBebene und die AufriBebene.

Grund- und AufriB eines Punktes liegen auf einer Ordnungslinie, die senkrecht zur

RiBachse liegt.

Jedem Punkt des Raumes wird ein Punktepaar zugeordnet. Dieses Punkiepaar setzt sich

aus dem Punkt im GrundriB und dem Punkt im AufriB zusammen. Umgekehrt ist jedem

derartigen Punktepaar eindeutig ein Punkt im Raum zugeordnet. Es handelt sich somit

um eine eineindeutige Abbildung.

Den GrundriB zusammen mit dem zugeordneten AufriB eines geometrischen Objektes

nennen wir das Zweitafelbild dieses Objektes ( Bild E 25).

Bestimmen der wahren Liinge einer Strecke

Strecke parallel Strecke parallel Strecke geneigt
zur GrundriBebene: zur AufriBebene: zu beiden Bildebenen:
Lénge in der GrundriB- Lange in der AufriB- Ldnge in der Konstruktion
ebene messen ebene messen messen
e
A B P s
=
e
— I o

Konstruktion zur Bestimmung der wahren
GroBe und Gestalt der Sc tigur

ol

c

8 | (B)

A (A)
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E Komplexe Ubungen

Komplexe ﬂbungen

Konstruiere Schrég-, Eintafel- und Zweitafelbilder folgender Karper!

a) RegelmdBiges dreiseitiges Prisma (a = 4cm, h = 6 cm), das auf einer Seitenfliche
liegt

b)* 5cm hohe Prismen, deren Lage der Grundflidche zu einer lotrechten Bildebene
gegeben sei
Zeichne zuerst eine Gerade als Richtung der Bildebene! Vorgabe mit der Loch-
schablone:

Kérper Ebenenrichtung | Grundfiiiche

1, 16) (13,14, 8,7)
@.11) (17,15, 12)
(4, 6) (13, 2,18, 15, 8)

€) 7cm hoher Kérper, der aus einem Wiirfel und einer daraufgesetzten quadrati-
schen Pyramide, deren Grundfldche kongruent einer Seitenfliche des Wiirfels ist,
besteht
Die Lange der Kante des Wiirfels betrage «) 2 cm, B) 8em, ¥) 4cm.

Bestimme in Aufgabe 1. ¢ die wahre Lénge der Seitenkanten der aufg Pyra-

mide

a) aus dem Eintafelbild mit Hilfe der in Lerneinheit 6 (Beispiel E 2, S. 118) beschriebe-
nen Konstruktion;

b) aus dem Zweitafelbild (7 Lerneinheit 11, Bild E 34, S.129);

€)* mit Hilfe einer neven AufriBebene, die parallel zur entsprechenden Kante liegen
muB (warum?)!

(a) (b) (c) (d) (e)
A
o A A 8D BC
b BC
o o 0 I o T o I D o
D
AB AC AD
A B A B A B A B A B
Bild E 37
Welche Darstellungen im Bild E 37 sind Eintafelbilder eines Rechtec welche nicht?

Bestimme im Bild E 37 jeweils die wahren Ldngen der Kanten (Strecken) AB und
AD! Ubertrage das Bild E 37 in dein Heft!

Ein Prisma (h = 8 cm), dessen Grundflédche

a) ein gleichseitiges Dreieck (a = 4 cm),

b) ein Rechteck (a =5cm, b = 3 cm)

ist, werde von einer Ebene geschnitten, die senkrecht zur AufriBebene verlduft und
einen Neigungswinkel f = 40° gegen die GrundriBebene besitzt, auf der das Prisma
steht. Der Abstand der Héhenlinie h, zum Prisma betrage 2 cm. Konstruiere die wahre
GréBe und Gestalt der Schnittfigur!
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Lo

8.

Welche Darstellungen im Bild E 38 sind nicht Zweitafelbilder jeweils eines Kdrpers?
Gib bei den anderen Beispielen einen Kérper als Original an!
(e) ]

A O rgdra
1O VIV

Bild E 38

(b)

Konstruiere das Schragbild (a =60°% q= %) und das Schragbild (x = 30°; ¢ = 1,5)
einer quadratischen Pyramide (@ = 6 ¢cm, h = 8 cm)!

Konstruiere das Zweitafelbild einer quadratischen Pyramide! Entnimm die MaBe
einem Modell des Stereometriebaukastens! Konstruiere weitere Aufrisse wie im Bild
E 33 ( S.128)! Die RiBachse soll a) parallel zv B'C’, b) beliebig und c) parallel zu
D'B' liegen.

Hinweis: Beachte, daB die Ordnungslinien stets senkrecht zur zugeh&rigen RiBachse liegen! Drehe
beim Konstruieren das Blatt so, daB die jeweilige AufriBebene ,oben* liegt!




F Der Kreis

Definition des Kreises; Sétze iiber den Kreis

1 Definition des Kreises

® | a) Was wire die Folge, wenn
ein Rad nicht kreisférmig wére?
(/ Bild F1)
b) Welche der Figuren im Bild
F 2 sind ganz offensichtlich keine
Kreise? Begriinde deine Ant-

wort!
Bild F1
" 2) 3 W (5 6 (7) 8)
Bild F 2

Wollen wir exakt beschreiben, was ein Kreis ist, bendtigen wir eine Definition.

» 1 DEFINITION: Gegeben ist eine Ebene mit dem Punkt M. Als Kreis
um M mit dem Radius r bezeichnet man die Menge aller Punkte ‘
dieser Ebene, die von M den Abstand r haben. 5
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Er Radius des Kreises im Bild F 4 betrdgt 1,0 cm; der Durchmesser 2,0 cm.
BM ist ein Radius, und AC ist ein Durchmesser dieses Kreises.

Bild F4

@ 2 a) Welche der in der Definition genannten Bedingungen sind bei den Figuren (1)
und (3) bis (8) im Bild F 2 nicht erfullt?
b) Begrinde, warum der Mittelpunkt eines Kreises nicht zum Kreis gehort!
c) Gib Bewegungen an, die den Kreis im Bild F 4 auf sich selbst abbilden!
d) Welche der Figuren in den Bildern F 2, F 5 und F 44 ( S. 160) besitzen Symmetrie-
achsen? Beschreibe jeweils die Lagen aller Symmetrieachsen!

Aufgaben

1 Beschreibe, wie man im Garten ein kreisférmiges Beet abstecken kann, das einen
Durchmesser von 3 m haben soll!

2 Konstruiere die im Bild F 5 dargestellten Rundfenster!

(a) (b) (c) (d)
. BildF5
3 Zeichne mit Hilfe der Lochschablone die Punkte M,(4), M,(5), A(1), B(7), C(8)! Zeichne
dann den Kreis k, um M,, der durch A geht, und den Kreis k, um M,, der durch C geht!
a) Welche der folgenden Aussagen sind wahr, welche sind falsch? ;
(1) AB ist ein Durchmesser des Kreises k.
(2) Der Radius des Kreises k, betrdgt 2,5 cm.
(3) Der Radius des Kreises k, ist halb so groB wie sein Durchmesser.
(4) M,A ist ein Radius des Kreises k,.
(5) Alle Durchmesser des Kreises k, gehen durch seinen Mittelpunkt.
(6) Der Durchmesser von k, ist kleiner als der von k,.
b) Welche dieser Aussagen gelten fir alle Kreise?

4, Im Bild F 4 sei a) <t AMB = 30°; b) <C MAB = 70°¢ Berechne jeweils die anderen Win-
kel des Dreiecks AMB! Begrinde!

2  Lagebeziehungen .

@ 3 Zeichne einen Kreis mit r = 3c¢m und Geraden, die mit dem Kreis unterschiedlich
viele Punkte gemeinsam haben!

Fur die gegenseitige Lage eines Kreises und einer Geraden gibt es drei Méglichkeiten:
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1. Die Gerade schneidet den Kreis in zwei Punkfen. Eine solche
Gerade nennt man Sekante (Schneidende) des Kreises.
2. Die Gerade hat mit dem Kreis genau einen Punkt gemeinsam;

sie berUhrt den Kreis in diesem Punkt. Eine solche Gerade
heiBt Tangente (Berilhrende) des Kreises. /&

3. Die Gerade hat mit dem Kreis keinen gemeinsamen Punkt.

BildF6

® 4 Betrachte das Bild F 8 auf Seite 137! rangents
Wie viele Geraden gibt es, die zu g, parallel sind und (a) Sekanten, (b) Tangenten,
(c) weder Sekanten noch Tangenten des Kreises sind? 3

Im Bild F7 sind Zahnrdder und Riemenscheiben dargestellt. Wir erkennen in jeder Dar-
stellung mindestens zwei Kreise, die in verschied Lagebeziehung inander stehen.
Die Kreise im Bild F7c heiBen zueinander konzentrisch weil sie den gleichen Mittelpunkt
haben.

(a) (b) (c)

(&
e s

Riementrieb Zahnradgetriebe Gangschaltung am Fahrrad
' Bild F7
@ 5 a) Welche verschied Méglichkeiten fir die Anzahl der gemeinsamen Punkte

zweier Kreise (mit un'ersch;edlichen Radien) gibt es?
b) Beschreibe die gegenseitige Lage der Kreise im Bild F 7!

€) Welche weiteren Méglichkeiten fiir die geg itige Lage zweier Kreise gibt es?
Aufgaben
1. Zeichne zwei Kreise k, und k,, die einander schneiden! Zeichne die Punkte A B, C
so, daB gilt:

a) A liegt innerhalb von k, und auBerhalb von k,.
b) B liegt innerhalb von k, und nicht innerhalb von k,.
€) M,C >r, und M)C < r,.

2 Zeichne zwei Kreise k, und k, mit r, = 2cm und r = 3cm, die a) keinen Punkt,
b) genau einen Punkt, c) genau zwei Punkte, d) mehr als zwei Punkte gemeinsam haben!
(1) Falls eine Aufgabe nicht I8sbar ist, begriinde, warum!
(2) In welchen dieser Fiille gibt es Geraden, die Tangenten an beide Kreise sind?

3. Wieviel Punkte haben zwei Kreise k, und k, gemei wenn folgendes gilt? (MaB-
angaben in mm) s

Entfernung der
Mittelpunkte 17 9 10 1 0 13

Radius von k, 8 1 15 10 9 6

Radius von k, 5 2 3 2 1 7
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3 Tangenten

® 6 a) Nenne Beispiele aus der Praxis, bei deren geometrischer Darstellung Tangenten
an einen Kreis auftreten!
b) Zeichne einen Kreis mit r = 3 cm und auf ihm einen Punkt P! Zeichne dann eine
Tangente, die den Kreis in P berihrt!

Wollen wir die Tangente in einem Punkt P eines Kreises mit Sicherheit konstruieren, so muB
entweder ein zweiter Punkt der Tangente oder ihre Richtung gegeben sein. Da die Tangente
keinen zweiten Punkt mit dem Kreis gemeinsam hat, versuchen wir, den Winkel zwischen
der Tangente und dem dazugehdrigen Radius MP zu bestimmen. Diesen Radius nennen wir
Berihrungsradius der Tangente.

@ 7 Betrachte das Bild F 8! Sprich eine Vermutug Uber die GroBe des Winkels aus, den
die Tangente t mit ihrem Beriihrungsradius MP bildet! Begrinde diese Vermutung!

Da t Tangente ist, liegen auBer P alle Punkte von t
auBerhalb des Kreises; d. h., von allen Punkten der
Tangente hat P den kirzesten Abstand zu M. Also
muB P FuBpunkt des Lotes von M auf P sein. Damit
gilt der erste Teil des folgenden SATZES F2. (Den
zweiten Teil wollen wir hier nicht beweisen.)

>
P
P / gL /
Bild F8 9

2 SATZ:Fir alle Geraden g, die mit einem Kreis um M einen Punkt
P gemeinsam haben, gilt:

1. Wenn g Tangente an den Kreis Ist, dann steht g senkrecht auf MP.
2. Wenn g senkrecht auf MP steht; dann ist g Tangente an den Kreis.
Kurz: Tangente und BerUhrungsradius stéhen senkrecht aufein-
ander.

® 8 a) Begrinde, daB der zweite Teil des SATZES F 2 die Umkehrung des ersten Teiles
ist!

b) Begriinde, daB es durch jeden Punkt eines Kreises eine und nur eine Tangente gibt!
Auf Grund des SATZES F 2 kénnen wir nun an einen Kreis um M in einem beliebigen Punkt
P dieses Kreises die Tangente konstruieren, da uns ein Punkt und die Richtung der Tan-
gente bekannt sind.
m 1 Gegeben sind ein Kreis um M und ein Punkt P auf diesem Kreis (* Bild F 10). Gesucht

ist die Tangente, die den Kreis in P berihrt.

Konstruktionsbeschreibung Planfigur

1. Wir zeichnen den Radius MP und verldngern ihn Uber P hinaus.

2. Wir errichten in P die Senkrechte t zu MP.
Wegen SATZ F 2 wissen wir, daB t die gesuchte Tangente ist.

Bild F10
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Aufgaben

1

4

Das Bild F 11 zeigt einen Jungen mit einem Bo-
gen. Der Bogen wird durch die Sehne ge-
spannt.

In der Mathematik bezeichnet man als Sehne
‘eines Kreises jede Strecke, deren Endpunkte auf
dem Kreis liegen. Durch zwei Punkte auf einem
Kreis wird dieser in zwei Bégen (oder auch
Kreisbégen) zerlegt. Mit A2 wollen wir den-
jenigen Bogen bezeichnen (7 Bild F 12), auf dem
der Punkt A bei Linksdrehung in den Punkt B
Ubergeht. BA sei der Bogen, auf dem der Punkt
B bei Linksdrehung in den Punkt A iibergeht.

® 9 a) Kann man in einen Kreis mit r = 4 cm

Zeichne einen Kreis mit r = 2,4 cm und in ihm zwei Radien MA und W, die einen
Winkel von 30° einschlieBen! Konstruiere in den Punkten A und B die Tangenten und
berechne den Winkel zwischen den Tangenten!

Zeichne einen Kreis mit r = 3 cm! Konstruiere an diesen Kreis zwei Tangenten, die
einen Winkel von 40° einschlieBen!

Zeichne eine Gerade g und auf ihr den Punkt A! Konstruiere alle Kreise mit r = 3 cm,
die durch A verlaufen und fiir die g Tangente ist!

a) Zeichne zwei Geraden g, und g, die einen Winkel von 40° einschlieBen! Kon-
struiere einen Kreis mit d = 3 cm, der die beiden Geraden g, und g, als Tangenten
hat! Wie viele solcher Kreise gibt es?

b) Wie miBten zwei Geraden liegen, damit es (1) unendlich viele, (2) gar keinen
solcher Kreise gibt?

Sehne, Bogen, Winkel am Kreis

beliebig groBe bzw. beliebig kleine
Sehnen einzeichnen?

b) Welcher Zusammenhang besteht zwi-
schen Sehne und Sekante?

Bild F11

Zum Kreisbogen AB im Bild F 12 gehdren die beiden Winkel BMA und BCA. Man nennt den
Winkel BMA Zentriwinkel und den Winkel BCA Peripheriewinkel iber dem Bogen AB.

Zentriwinkel iber AB Peripheriewinkel iiber AB
Schalf Ipunk ist Mittelpunkt M liegt auf dem Kreis,
des Kreises aber nicht auf AB

schneiden den Kreis in den Punkten A und B
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@® 10 Zeichne einen Kreis und zwei Punkte C und D auf

diesem Kreis!

Zeichne dann

a) die Zentriwinkel & und f Uber b bzw. DC,

b) je einen Peripheriewinkel y und & Gber €D bzw.
be

Welcher Zusammenhang besteht zwischen & und f?

M !
%enng B

<I — Zentriwinkel . ~
- X } Uber AB
Bild F12 <’i — Peripheriewinkel
Aufgaben
1. a) Versuche, durch Konstruieren, Messen und Vergleichen Antworten auf folgende

5

Fragen zu finden!
(1) Zwei Sehnen AB und CD eines Kreises um M seien gleich groB. Was kannst
du ber die Dreiecke AMB und CMD aussagen?
(2) Welcher Zusammenhang besteht zwischen zwei Zentriwinkeln, die zu gleich
groBen Bégen gehdren?
(3) Ein Durchmesser stehe senkrecht auf einer Sehne desselben Kreises. Vergleiche
die durch den Durchmesser gebildeten Teilstrecken der Sehne miteinander!
b) Begriinde deine Antwort, indem du dich auf deine Kenntnisse Uber Bewegung
stiitzt!
c)* Beweise die Antworten zu (1) und (3)!

Zeichne einen Kreis mit r = 3 cm und einen Punkt A, der auf dem Kreis liegt!

a) Zeichne in diesen Kreis Sehnen ein, die 30 mm, 40 mm bzw. 60 mm lang sind und
den Punkt A gemeinsam haben! Beschreibe die Konstruktion und gib jeweils die
Anzahl der Lsungen an!

b) Begrinde, warum du keine 7 cm lange Sehne in diesen Kreis einzeichnen kannst!

Beweise: A ABM =~ A CDM! (/ Bild F13)

Zeichne a) einen Halbkreis, b) einen Viertelkreis!
Wie groB sind die zugehérigen Zentriwinkel?

r

Bild F13

Das Beweisen von Sdtzen

Aus Klasse 6 wissen wir bereits:
_ Die Wahrheit einer mathematischen Aussage wird durch einen Beweis nachgewiesen.
— Wichtige wahre Aussagen bezeichnet man als Sétze.
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® 2 Beweise die Aussage: Wenn AB und CD gleich lange Sehnen
eines Kreises um M sind,

so gilt: A ABM =~ A CDM! (* Bild F 14)

Beweisfigur:
Bild F14

B

Die im folgenden gestellten Fragen helfen uns, einen Beweis zu finden:

Was wird vorausgesetzi? AB und CD sind gleich lange Sehnen eines
Kreises um M.
[Voraussetzung: AB = CD]

Was wird behauptet? Die Dreiecke ABM und CDM sind zu€inander
kongruent.
[Behauptung: A ABM =~ A CDM]

Wir suchen Sétze oder Definifionen, die wir anwenden kénnen:

a) Woraus wiirde die Aus einer méglichen Bewegung, die die Drei-
Behauptung folgen? ecke aufeinander abbildet oder aus einem der
Kongruenzsdtze, wenn die Dreiecke in drei

geeigneten Stiicken iiberei
(Wir wdhlen die zweite Mdglichkeit und
suchen kongruente Stiicke der Dreiecke.)

b) Was folgt aus der AM, BM, CM, DM sind Radien des Kreises, also
Voraussetzung und gleich lang.
welche allgemein- AM = CM; BM = DM (Radien)
gultigen SchiuBfolge- AB = CD (nach Voraussetzung)

rungen kann man
aus der Beweisfigur
ziehen? (” Bild F 14)

Kann man schon auf die Ja, nach dem Kongruenzsatz (sss).
Behauptung schlieBen? [A ABM =~ /, CDM (sss), w.z.b.w.")]

Nach der Losung der Aufgabe 1. (3) der Lerneinheit 4 (* S. 139) vermuten wir, daB der
folgende SATZ gilt:

Wenn ein Durchmesser senkrecht auf einer Sehne desselben Kreises steht, so halbiert
er diese. J X

') w.z b. w. bedeutet: was zu beweisen war
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Um einen Beweis zu finden, fertigen wir zuerst eine Beweisfigur an
(/ Bild F 15). Mit Hilfe der Fragen aus Beispiel F 2 auf der vorher-
gehenden Seite erhalten wir den Beweis fir den 1. Fall im Beweis-
schema, némlich fir den Fall AB < d (/ unten).

Wir missen uns hier aber noch weitere Fragen stellen:

Bild F15
Haben wir schon alle Nein! Dieser Beweis gilt nur, wenn AB < d, weil
méglichen Félle beachtet? sonst keine Dreiecke AME und BME enistehen.
[2. Fall: AB = d]
Gilt die Vermutung auch Ja, denn wennA_B Durchmesser ist, wird AB vom
fur die anderen Félle? | Durchmesser CD in zwei Radien zerlegt, also
halbiert.
Wir stellen den Beweis in einem Schema dar:
Voraussetzung: CD | AB Behauptung: AE = BE
Beweis: 1. Fall: AB < d
(1) < AEM = < BEM (nach Voraussetzung 90°)
) AM = BM (Radien)
3) EM = EM
Daraus folgt: A AME ~ A BME  (ssw)
Also gilt: AE = BE (entsprechende Stiicke in kongruenten Dreiecken)
w.z. b.w.

2. Fall: AB =d

In diesem Fall ist M der Schnittpunkt E von CD und AB, und es gilt:
AE = BE (Radien)

w.z. b.w.

Die Umkehrung dieses SATZES ist keine wahre Aussage. Dies kann man ganz einfach beweisen,
indem man ein Gegenbeispiel angibt.

Umkehrung: Wenn in einem Kreis ein Durchmesser eine Sehne halbiert, dann steht er senk-
recht auf dieser.

Gegenbeispiel : Die halbierte Sehne sei auch ein Durch . Zwei Durch eines Kreises
halbieren einander immer; sie missen aber nicht senkrecht aufeinander stehen.

Aufgaben

1. Zwei Kreise k, um M, und k, um M, schneiden einander in den Punkten A und B. Be-
weise, daB die Dreiecke AM,M, und BM,M, zueinander kongruent sind!

2. a) Beweise: Wenn AB und CD zwei Durchmesser eines Kreises um M sind, so sind die
Dreiecke AMC und BMD kongruent zueinander!
b) Gilt auch die Umkehrung dieses Satzes?

3. Zeichne in einen Kreis zwei Durchmesser AB und CD ein!
Beweise a) AC = BD; b) AC || BD!
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4. Zeichne in einen Kreis um M den Durchmesser AB und in den Punkten A und B die
Tangenten an den Kreis! Beweise, daB die beiden Tangenten parallel zueinander sind!
Zysammenfassung

Das Finden eines Beweises kann durch eine Beweisfigur und die Beantwortung der
folgenden Fragen erleichtert werden: -

- Was ist gegeben?

~ Was wird behauptet? j

Wir suchen Sdtze oder Definitionen, die wir anwenden kénnen:

~ Woraus wiirde die Behauptung folgen?

- Was folgt aus der Voraussetzung?

— Welche weiteren Feststellungen ergeben sich aus der Beweisfigur?

— Kénnen wir schon auf die Behauptung schlieBen?

~ Haben wir alle Falle beachtet?

Den Beweis dafiir, daB eine Aussage falsch ist, fihrt man oft, indem man ein Gegenbei-
spiel angibt.

6 U mbkreis von Dreiecken

® 11 Zeichne finf Kreise mit jeweils r = 3 cm und, falls es maglich ist, in diese eine der
folgenden Figuren so, daB alle Eckpunkte der Figur auf dem Kreis liegen:
a) ein Dreieck, b) ein gleichschenkliges Dreieck, c) ein Viereck, d) ein Trapez, e) ein
Finfeck!

Kann man auch zu einem beliebigen Vieleck immer einen Kreis konstruieren, der durch alle
Eckpunkte des Vielecks geht? Wir betrachten zundchst einen Punkt, dann zwei und schlieBlich
drei Punkte in einer Ebene.

® 12 Zeichne a) einen Punkt A; b) zwei Punkte A, B; c) drei Punkte A, B, C! Konstruiere dann
jeweils Kreise, die durch alle gezeichneten Punkte verlaufen! Wie viele solcher Kreise
gibt es jeweils?

Wir uberlegen: Welche Bedingungen muB der Mittelpun kt M eines Kreises erfiillen, der durch
zwei Punkte A und B geht?

Wir wissen: A und B missen von M denselben Abstand haben, d. h., M muB auf der Mittel-
senkrechten der Strecke AB liegen. Jeder Punkt der Mittelsenkrechten zu AB ist also Mittel-
punkt eines Kreises durch A und B.

Wollen wir einen Kreis durch drei Punkte A, B und C zeichnen, die Eckpunkte eines Dreiecks
sind, dann muB der Mittelpunkt eines solchen Kreises auf jeder der drei Mittelsenkrechten des
Dreiecks liegen. Wir wissen, daB die Mittelsenkrechten eines Dreiecks sich immer in genau
einem Punkt schneiden. Es gibt also'immer einen, aber auch nur einen solchen Kreis, den wir
Umbkreis des Dreiecks nennen wollen.

>3 SATZ: Jedes Dreieck besitzt genau einen Umbkreis.
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m 3 Gegeben: Dreieck ABC; gesucht: Umkreis des Dreiecks ABC.
Konstruktion (,* Bild F 16):
(1) Wir zeichnen die Mittelsenkrechten mc zu ¢ = AB und m, zv a = BC.
(2) Der Schnittpunkt von mc und m, ist der Mittelpunkt des gesuchten Kreises.

Konstruktion des Umkreises eines Dreiecks

| Konstruktion
(1) (2)

Bild F16
@ 13 a) Begriind’e. warum man zur Konstruktion des Umkreises nur zwei Mittelsenkrechte
b) ?i::';g';u drei beliebigen Punkten immer einen Kreis, der durch alle drei Punkte
geht?
Aufgaben
1. Zeichne jeweils die Punkie in ein Koordinatensystem und konstruiere, falls es méglich

ist, den Kreis durch A, B und C!
a) A(1; 1), B(—3; 4), C (—3; —1) b) A(1;1),B(5:3), C(11;0)
c) A(—1;—1),B(0;1),C(1:3) d) A(1;1),B (1; —5), C (5; —5)

2.*  Zeichne ein Dreieck, dessen Umkreismittelpunkt auBerhalb des Dreiecks liegt! Welcha
Besonderheit weist ein solches Dreieck auf?

3. Ein Arbeiter bekommt den Auftrag, einen Ersatz fir ein kreisformiges Werkstick aus
Blech auszuschneiden. Als Vorlage steht ihm jedoch nur ein abgebrochenes Stick des
beschddigten Teiles zur Verfiigung. Kann er den Durchmesser bestimmen? Wenn ja,
wie?

7 Sehnenvierecke

\ 14 Zeichne mit Hilfe der Lochschablone die Vierecke ABCD und EFGH mit A (17), B (19),
\ C (11), D (12), E (14), F (15), G (10), H (8)! Versuche, zu beiden Vierecken jeweils einen
Umkreis zu konstruieren!

Fir das Viereck ABCD, im Bild F 17 gibt es keinen Umkreis, denn
es gibt auBer dem gezeichneten keinen weiteren Kreis durch
die Punkte A, B und C.

Bild F17
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Den Vierecken, fiir die ein Umkreis existiert, gibt man einen besonderen Namen:

> 4 DEFINITION: Als Sehnenviereck bezeichnet man jedes Viereck, zu dem es einen
Umbkreis gibt.

® 15 a) Begriinde, warum gerade der Name ,,Sehnenviereck* gewdhlit wurde!
b) Ist es auch sinnvoll, von einem ,,Sehnendreieck" zu sprechen?
c) Was fir Winkel sind die Innenwinkel eines Sehnenvierecks in bezug auf den Um-
kreis? Formuliere mit Hilfe dieser Eigenschaft eine andere Definition des Begriffs
»Sehnenviereck*!

Aufgaben

1 a) Zeichne einen Kreis mit r = 3,5 cm! Konstruiere zu ihm ein Sehnenviereck ABCD,
in dem AB = BC = 4 cm ist!
b) Ist das gezeichnete Sehnenviereck das einzige mit diesen Eigenschaften? Begriinde!
c) Stelle fest, ob es ein Drachenviereck sein kann oder sein muB!

2 Stelle fest, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind! Begrinde deine Ant-

worten!

a) Jedes Sehnenviereck mit einem Paar paralleler Seiten ist ein Rechteck.

b) Es gibt ein Sehnenviereck mit einem Paar paralleler Seiten, das ein Rechteck ist.

c)* Jedes Quadrat (Rechteck, gleichschenklige Trapez, Drachenviereck) ist ein
Sehnenviereck.

d) Es gibt Drachenvierecke, die Sehnenvierecke sind.

e) In jedem Drachenviereck, das ein Sehnenviereck ist, ist eine Diagonale ein Durch-
messer des Umkreises.

3.*  Konstruiere in einen Kreis Sehnen, die a) ein Quadrat, b) ein gleichseitiges Dreieck,
c) ein gleichseitiges Sechseck, d) ein gleichseitiges Fiinfeck bilden!

8  Winkel im Sehnenviereck

® 16 a) Welcher Zusammenhapg besteht zwischen  und & im
Bild F 18?

b) Zeichne drei Kreise (r, =2cm; r,=3cm; ry = 4cm)

und in jeden der Kreise Peripheriewinkel & und # wie

im Bild F 18! MiB in jedem der Kreise x und A! Entdeckst

du einen Zusammenhang zwischen diesen Winkeln? Bild F18

Die Winkel x und 8 im Bild F 18 sind gegeniberliegende Innenwinkel im Sehnenviereck
ABCD. Den ver z hang (/ Auftrag F 16b) ,,x + f = 180°" kénnen wir des-
halb folgendermaBen formulieren:

>5 ::_TE:In]:du?" hnenvi _....:.u“.q:'lg:‘h- e ‘w




LES8 Definition des Kreises; Sétze F 145

Voraussetzung: ABCD ist ein Sehnenviereck.
Behauptung: & + y = 180° und 8 + & = 180°
Zu beweisen sind 3 Fdlle ( Bild F 20aq, b, c).

(a) 1.Fall (b) 2Fall (c) 3.Fall

Bild F 20

Das Bild F 20a liefert uns folgende Beweisidee fur den 1. Fall:

29 + 24 + 24 + 24 = 360°  (Winkelsumme im Viereck, Basiswinkel im
also: 44+ 9+ 4+ <94 =180° gleichschenkligen Dreieck)

also: ] + 5 = 180°, w.z.b.w.
Der Beweis fir « + y = 180° wird analog dazu gefihrt.

Aufgaben

8 Von dem Sehnenviereck ABCD mit dem Umkreismittelpunkt M sei bekannt:
< DAB = 80°, <t DAM = 30°, < BMC = 70°.
Fertige eine Skizze an und berechne die Winkel:
X MAB, & BCM, < AMB, < AMD, < DMC, <MCD, < BCD!

2. ABCD sei ein Sehnenviereck mit den Winkeln «, 8, ¥ und 8 (/ Bild F 20a). Fille die
Tabelle aus, soweit es méglich ist!

60° 80° 95°
70° 40° 63°
125° 140° : 74
L.l -
55° 98° 89°

3.  Enischeide, ob die folgenden A gen wahr oder falsch sind! Begriinde deine Ant-
worten! .
a) Jedes Sehnenviereck mit vier gleich langen Seiten ist ein Quadrat.
b) Es gibt unter den Sehnenvierecken Parallelogramme, die keine Rechtecke sind.

4. Im Bild F 23 auf Seite 146 sind 2 Sehnenvierecke AC,BD und AC,BD gezeichnet. Es sei
y = 130°
Berechne « und # und begrinde deine Rechnung!

10 (0007 16)
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9  Peripheriewinkelsatz

Der Trainer einer FuBballmannschaft ordnet zur Verbesserung der Treffsicherheit einiger
Spieler eine Ubung an, bei der vier von ihnen (Alf, Bodo, Carsten, Detlef) so auf einer kreis-
férmigen Linie vor dem Tor aufgestellt werden, wie es das Bild F 21 zeigt. Sie haben die Auf-
gabe, den Ball flach in das Tor zu schieBen. Welcher der vier Spieler hat dabei den gréBten
SchuBwinkel?

® 17 a) Ubertrage das Bild F 21 in dein Heft und stelle eine
Vermutung auf!
b) Was fir Winkel sind die SchuBwinkel in bezug
auf den Kreis?
c) Versuche, deine Vermutung mit Hilfe der Fragen
in der Zusammenfassung auf Seite 142 und des Bildes
F 23 zu beweisen! Bild F 21

Wir kénnen die Vermutung allgemein formulieren und erhalten den Peripheriewinkelsatz:

> 6 SATZ: Liegen zwei Peripheriewinkel Uber demselben Bogen
eines Kreises, so sind sie gleich groB.

Voraussetzung: o, B — Peripheriewinkel Gber demselben Bogen BA

(/ Bild F 23)
Behauptung: a=p
Beweis: (1) &+ y=180° (Gegenwinkel im Sehnenviereck)

(2) B+ y=180° (Gegenwinkel im Sehnenviereck)

Also gilt: a=pf, w.zbw

Die Antwort auf obige Frage lau-
tet also: Alle vier Spieler haben ei- g
nen gleich groBen SchuBwinkel.

Bild F23

® 18 Bilde die Umkehrung des
SATZES F 6 und Uberpri-
fe, ob sie wahr ist!

Das Bild F 24 veranschaulicht,
wie wir den SATZ F 6 mit Hilfe
schon bewiesener Sétze und der
Definition des Kreises beweisen
kénnen: Aus dem Satz Uber die
Winkelsumme im Viereck, der
Definition des Kreises und dem
Satz Gber Basiswinkel im gleich-
schenkligen Dreieck folgt der
Satz Uber die Gegenwinkel im
Sehnenviereck und daraus der
Peripheriewinkelsatz.

NG
b

&

Bild F 24




LE 10 Definition des Kreises; Sdtze F 147

Aufgaben

1. Im Bild F 25 sei AB = A"C.
a) Beweise: A A'BC~ A A"CB!
b)* Gilt die Behauptung fir jede Lage von A’ und A"? Begriinde!

2 Konstruiere ein Dreieck ABC mit den Seiten a = 5¢cm, b = 4cm Bild F 25
und ¢ = 7 cm und seinen Umkreis! Konstruiere dann weiter
a) das Dreieck ABC' mit < AC'B = < ACB und b’ = 6 cm,
b) das Dreieck A'BC mit < BA'C = < BAC und < CBA' = 90°,
€)*das Dreieck AB'C mit < AB'C = < ABC und AB" = B'C!

3. Berechne die im Bild F 26 angegebenen Winkel!
Begriinde! Bild F 26

10 Zentriwinkel-Peripheriewinkel-Satz

® 19 a) Berechne an Hand von Bild F 27 # und y fir a = 20°, 40°, 2°, 89°! Begrinde je-
weils deine Rechnung!

Bild F27 Bild F 28

b) Berechne an Hand von Bild F 28 jeweils & fir § = 20°, 40°, 2°, 89°! Begriinde!

Wir verallgemeinern das Vorgehen bei den Berechnungen im Auftrag F 19 und erhalten so
den Beweis fir den Zentriwinkel-Peripheriewinkel-Satz.

. 7 | SATZ: Jeder Peripheriewinkel Uber elnem Kreisbogen st halb so
groB wie der Zentriwinkel Uber diesem Bogen.

Voraussetzung: o — Peripheriewinkel | Uber demselben Bogen AB

y — Zentriwinkel (Beweisfigur ~ Bild F 27)
Behauptung: y=2-«
Beweis: 1) y=a+4p (AuBenwinkelsatz fir Dreiecke)
2 =8 (Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck)
Daraus folgt: (3) y=a +« (Einsetzen von (2) in (1))
Also gilt: y=2-a w.z. b.w.

Wegen des Peripheriewinkelsatzes ist damit der SATZ F7 bewiesen, allerdings nur fir
Zentriwinkel, die kleiner als 180° sind.

Diese Einschrédnkung miissen wir machen, weil der Zentriwinkel in der B fihrung als AuB
von Dreiecken auftrat und somit kleiner als 180° war. Den Beweis dieses SATZES fir gestreckte Zentri-
winkel fihren wir in der Lerneinheit11 (SATZ des THALES), fir iberstumpfe Zentriwinkel in der Aufgabe 1
(/' S. 148).

10°
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Avufgaben

1. Im Bild F 18 (/ S. 144) sei y = 140°.
a) Berechne 6, f und «!
b)* Beweise den SATZ F 7 fir iberstumpfe Zentriwinkel!
2. Markiere zwei Punkte A und B! Konstruiere, wenn es méglich ist, einen Kreis so durch
A und B, daB
a) der Zentriwinkel iiber AB eine GroBe von 100° hat,
b) ein Peripheriewinkel Uber AB eine GroBe von 50° hat,
c) der Zentriwinkel Uber AB eine GréBe von 110° und ein Peripheriewinkel iber

demselben Bogen /B eine GréBe von 65° haben!
Wie viele Lésungen gibt es jeweils? 300

3.*  Konstruiere alle Punkte, von denen eine gegebene Strecke AB
mit der Ldnge 5 cm unter einem Winkel von 20°, 30°, 45°, 60° bzw.
90° erscheint!

4. Berechne die GréBe von « und begriinde! ( Bild F 30)

Bild F 30
11  Satz des THALES

@ 20 a) Was &Bt sich iber die GréBe eines Peripheriewinkels Uber einem Halbkreis ver-
muten?
b) Uberprife diese Vermutung durch Zeichnen und Messen!

Die Vermutung aus Auftrag F 20b fihrt uns zu einem Sonderfall des Zentriwinkel-Peri-
pheriewinkel-Satzes, der nach dem griechischen Mathematiker THALES VON MILET, der
im 6. Jahrhundert vor unserer Zeitrechnung lebte, ,,Satz des THALES“ genannt wird:

Voraussetzung: (1) AB ist Durchmesser
(2) Cliegt auf dem Kreis.
(Beweisfigur ~ Bild F 32)
Behauptung: y = 90°

Beweis : « + f + y = 180° (Winkelsumme im Dreieck)
oo
Daraus folgt:  », + y, + y = 180° (Basiswinkel im gleichschenklig
Yy +y=180° Dreieck) Bild F 32
Also gilt: y= 90° w.z.b.w

Die Grundlage fir einige Konstruktionen und Beweise anderer Sdtze wird uns durch die

Umkehrung des Thal geliefert, die wir hier jedoch nicht beweisen wollen.
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C liegt auf dem Krels mit X ACB = 90°

AB als Durchmesser.

X ACB = 90° C liegt auf dem Kreis mit
AB als Durchmesser.

Aufgaben

1. a) Zeichne eine Strecke AB = 5cm! Markiere nur mit Hilfe des Zeichendreiecks
8 Punkte des Kreises mit dem Durchmesser AB!
b) Zeichne mit Hilfe eines Trinkglases einen Kreis! Konstruiere nur mit Hilfe des
Zeichendreiecks den Mittelpunkt!
c) Begrinde jeweils dein Vorgehen!

2 In einem Dreieck ist eine Seite genauso lang wie der Durchmesser seines Umkreises.

Wie groB ist der dieser Seite gegeniiberliegende Winkel?
3¢ Beweise: In jedem rechtwinkligen Dreieck ist die Seitenhalbierende der ldngsten Seite

halb so lang wie diese!

Zusammenfassung

o, B - Peripheriewinkel | Uber dem Bogen AC
v — Zentriwinkel (/ Bild F 33)
t — Tangente des Kreises im Punkt A

Es gilt:

« 4+ 8 = 180° (Satz Uber die Gegenwinkel im Sehnenviereck)
x=f (Peripheriewinkelsatz)

y=2 (Zentriwinkel-Peripheriewinkel-Satz)

t 1AM (Tangente steht senkrecht auf dem Berihrungsradius)

Falls AC ein Halbkreis ist, gilt: x = f = § = 90° (SATZ des THALES).
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12 Konstruktionen
® 21 Zeichne eine Strecke AB und konstruiere mit_Hilfe Planfigur
eines Kreises rechtwinklige Dreiecke, in denen AB die
léngste Seite ist!
® 4 Gegeben sind der Kreis um M mit dem Radius r und ein

Punkt P auBerhalb des Kreises.

Gesucht sind alle Tangenten an den Kreis durch den
Punkt P. (/ Bild F 34)

Wir konstruieren zuerst die Beriihrungspunkte A, Bild F 34
und A, der gesuchten Tangenten mit dem Kreis.

Punkte konstruiert man immer als Schnittpunkte zweier

Linien (Geraden, Kreise).

Wir wissen Wir zeichnen

1. A, und A, sind Punkte des Kreises. den gegebenen Kreis;

2. X MAP = & MAP = 90° um den Mittelpunkt von MP den Kreis
mit MP als Durchmesser.

Konstruktionsbeschreibung: ( Bild F 35)

(1) Wir konstruieren den Mittelpunkt N der Strecke MP.

(2) Wir zeichnen den Kreis mit dem Radius MN um N und bezeichnen seine Schnitt-
punkte mit dem gegebenen Kreis mit A, und A,.

(3) Wir zeichnen die Geraden PA, und PA,. Sie sind die gesuchten Tangenten.

Konstruktion der Tangenten an einen Kreis durch einen gegebenen Punkt auBerhalb des Kreises

| Konstruktion
(1) (2)und(3)

Bild F 35

Auch fir viele Dreieckskonstruktionen kann man den SATZ des THALES zu Hilfe nehmen.

5

Gegeben: y = 90°; ¢ =8cm; h. = 3cm
Gesucht: A ABC

Wir wissen Wir zeichnen (/ Bild F 36)

1. c=8cm die Strecke AB = c;

2. he=3cm eine Parallele zh AB im Abstand von 3 cm;

3. y=90° um den Mittelpunkt von AB den Kreis mit
dem Durchmesser AB.
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Konstruktion
1.und 2! ' 3.

G C;

Bild F 36
® 22 a) Begrinde, warum die Winkel AC,B und AC,B im Bild F 36 rechte Winkel sind!
b) Erldutere, wodurch bei dieser Konstruktion vier verschied: Dreiecke teh
kénnen!
c) Begriinde, warum diese vier Dreiecke alle zueinander kongruent sind!

Aufgaben
5( Zeichne einen Kreis mit r = 3 cm. Konstruiere von einem Punkt, der vom Mlﬁelpunkf
des Kreises 8 cm entfernt ist, die Tangenten an den Kreis!

X Konstruiere ein rechtwinkliges Dreieck (/* Bild F 37) aus folgenden Sticken:
=6cm; f = 55° c) c=8cm; he=3cm C
Mc—Scm p=2cm d) p=3cm; q =4cm

3. a) Begriinde, warum im Beispiel F 4 die in der Plan-

figur blau gek hneten Sticke gegeben sind!
(/ Bild F 34) .y s .
b) Beweise, daB die Strecken PA, und PA, im Bild F 35 Y I T I
gleich lang sind! ’ Bild F 37
4. Zeichne eine Gerade g und zwei Punkte A und B, die auf derselben Seite von g liegen!

a) Konstruiere einen Punkt C so auf g, daB der Winkel ACB ein rechter Winkel ist!
b)* Ist die Aufgabe fiir jede Lage von A, B und g |8sbar? Wie viele Lsungen gibt es
in den einzelnen Fdllen?

Zusammenfassung

~ Viele Komtrnk'bmvlgabcn Il'm man, lndom man sie uuf die Kom‘lruldlon von
- Punkten zuriickfihrt.
Dafiir konnen die folgenden Dborlcgungon nitzlich sein:
1. Welche Bedingungen sollen erfillt sein? 7
2. Wir suchen Sétze oder Definitionen, die wir anwenden kénnen:
~ Welche Geraden oder Kreise erfillen die Bedingungen?
.= Wieviel Lésungen gibt es? A
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Kreisberechnung

13 Umfang von Kreisen

Stellen wir uns die Erde einmal als glatte Kugel mit einem Umfang von 40 000 km vor. Wir
denken uns einen festanliegenden Draht um den Aquator gelegt. Nun verldngern wir in
Gedanken diesen Draht um einen Meter und spannen ihn dann so, daB er iberall gleich
weit von der ,,Erdkugel“ entfernt ist. Kénnte jetzt eine Maus zwischen Draht und »Erdkugel*
hindurchschlipfen?

Um diese Frage beantworten zu kdnnen, missen wir lernen, wie man den Umfang eines

Kreises berechnet. Solche Berechnungen sind fiir viele praktische A fgab llungen wich-
tig. Schon im Altertum war man bemiiht, Méglichkeiten zur Berechnung des Kreisumfangs
und des Kreisinhalts zu finden, denn kreisférmige Gegenstinde, wie zum Beispiel das Wagen-

rad, waren seit alters ber von groBer Bedeutung. Auch in der Baukunst schenkte man kreis-
formigen Elementen seine Aufmerksamkeit. Das Bild F 38 zeigt die weltberihmte Kathedrale
Notre-Dame in Paris, ein Bauwerk aus dem 13. Jahrhundert mit einem kreisférmigen Fenster
Uber dem Eingangsportal. Um zu einer Formel zur Berechnung des Kreisumf gszu |
untersuchte man das Verhdltnis zwischen Umfang und Durchmesser. Wir vermuten sofort,
daB der Umfang um so gréBer wird, je gréBer man den Durchmesser des Kreises wahlt.

@® 23 Ermittle den Umfang von sechs verschiedenen Kreisen, die du an bestimmten Gegen-
stdnden findest (Wasserglas, Tasse, Teller, Topf, Schiissel, Eimer)! Lege dazu einen
Faden um diese Gegenstinde und miB die Lange des Fadens! Stelle auBerdem durch
Messen den Durchmesser der Kreise fest! Erfasse die ermittelten Daten der GréBe
nach in einer Tabelle und versuche, den Z hang zu erk !

Wenn du sorgfdltig gemessen hast, erhdlist du fir Umfang und Durchmesser MeBwertreihen,
die anscheinend proportionale Zahlenfolgen darstellen.

® 24 Ermittle den Proportionalitétsfaktor k, indem du die Quotienten %bildes'!

Wir finden k ~ 3,1.

Mit Hilfsmitteln, die uns in Klasse 7 noch nicht zur Verfigung stehen, kann man beweisen,
daB man den Umfang jedes beliebigen Kreises aus seinem Durchmesser durch Multiplika-
tion mit diesem Proportionalitétsfaktor k erhalten kann. Fir den Proportionalitédtsfaktor k
verwendet man allg den griechischen Buchstaben = (lies: pi).

Die Zahl = ist also als Quotient aus Umfang und Durch eines beliebigen Kreises
definiert. Schon ARCHIMEDES, ein bedeutender Mathematiker und Physiker des Altertums,
hat um 300 vor unserer Zeitrechnung fir die Zahl  einen Néherungswert von 3,14 gefun-
den. Um das Jahr 1600 wurde von dem holldndischen Mathematiker LUDOLF VAN CEU-
LEN die Zahl = auf 35 Stellen hinter dem Komma berechnet

(m = 3,141 592 653 589 793 238 462 643 383 279 502 88 . . .).

Mit einer elektronischen Rechenmaschine wurde = in jingster Zeit bis auf 2 400 Stellen
hinter dem Komma bestimmt. Die Zahl = ist ein unendlicher nichtperiodischer Dezimal
bruch. Sie ist wie viele Quadratwurzeln eine irrationale Zahl. Bei Berech gen geniigt
es oft, fir = die Ndherungswerte 3,14 oder g zu benutzen.
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Bild F 38: Kathedrale Notre-Dame in Paris

- 10 | SATZ: Der Umfang u eines Kreises mit dem Durchmesser d betriigt = - d.
Kurziu=mw-d
Dad=2rist, gilt auch: u=27"r.

Man kann zu jedem Kreis mit gegebenem Umfang den zugehérigen Radius bzw. Durchmes-
ser berechnen, indem man die Gleichung zur Berechnung des Umfanges nach r bzw. d um-

stellt:

u u
LS bzw. d=;
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Beim Lésen von Aufgaben mit aufwendigem Zahl terial werden wir kinftig den Schul-
rechner SR 1 verwenden. Die Zahl = ist auf dem SR1 und den meisten anderen Taschen-
rechnern als Konstante enthalten. Durch Driicken der Taste = erscheint ein Ndéherungs-
wert auf acht Stellen genau. Entsprechend den Ausgangswerten ist beim Lésen von Auf-
gaben stets auf sinnvolle Genavigkeit zu achten.

m 6 Berechne den Umfang eines Kreises mit dem Radius r = 24,37 dm!
Gegeben: r = 24,37 dm Gesucht: v (in dm)
Allgemeine Lésung: v = 2nr Uberschlag: 2325 = 150; u ~ 150 dm

Losen der Aufgabe mit dem Taschenrechner:
Aufgabe I Ablaufplan | Anzeige

2.7 24,37 Iz X)X za.x;g] I 15312123

(Der Pfeil markiert wieder die Stelle, an der eine Kontrolle der Anzeige erfolgen
sollte.)

Vergleiche mit dem Uberschlag!

Antwort: Der Umfang des Kreises betrdgt rund 153,1 dm.

Solche und dhnliche Aufgaben kénnen wir auch mit Hilfe der Tabellen des Tafelwerkes
I6sen.
Aufgaben

1. Berechne den Kreisumfang @) mit dem Taschenrechner, b) mit Hilfe der Tabellen
des Tafelwerkes!

¥ 50cm 213m 55 mm
d 20 mm 9,2dm
u
2. Berechne die Ldnge eines Halbkreises mit dem Radius r = 10,0 cm!
3. Wie groB ist die Lénge eines Viertelkreises mit dem Durchmesser d = 100 mm?

4, Wie groB ist die Lange b eines Kreisbogens mit dem Radius r = 2 m und dem zu-
gehdrigen Zentriwinkel « = 60°? (Beachte dabei, daB der Kreisbogen dem zuge-
hérigen Zentriwinkel direkt proportional ist!) (* Bild F 41, S. 157)

5. Berechne den Radius eines Kreises, wenn sein Umfang u a) 220,0 m; b) 44 cm;
€) 3,0 m betrdgt!

6. Berechne den Durchmesser eines Kreises, wenn sein Umfang v @) 20 mm; b) 125,5 m;
€) 75,0 m betrdgt!

7.%  Lése das zu Beginn der Lerneinheit 13 gestellte Problem! Beachte dabei Bild F 39!

Aquator; urspriingliche
Langedes Drahtes
o7
Oraht nach Verlan-
Bild F 39 gerung
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14 Inhalt von Kreisflichen

Wie wir aus friheren Klassen wissen, kann der Inhalt einer Rechteckfldche durch ,, Auszéh-
len* ermittelt werden, wenn diese mit einem quadratischen Gitter iberdeckt wird. Wir
wenden diese Methode an, um Ndherungswerte fir die Inhalte von Kreisfldchen zu erhalten.
Dazu iberdecken wir eine Kreisfliche mit einem quadratischen Gitter, das aus Quadrat-
fléchen (Einheitsquadraten) von 0,5 cm Seitenldnge besteht. (* Bild F 40)

Wir wihlen als Radius r = 3,0 cm. Das Auszdhlen ist nicht so leicht méglich wie beim Recht-
eck, weil ,,durchgeschnittene Quadrate auftreten. Die blaue Fldche enthdlt alle ,,ganzen®
Quadrate, die innerhalb des Kreises liegen. Wir bezeichnen den Inhalt dieser Fldche mit A;.
Die stark schwarz umrandete Fldche enthdlt die Menge aller Quadrate, durch die die Kreis-
flache gerade noch vollstdndig iberdeckt wird. Den Inhalt dieser Fldche bezeichnen wir mit
Ag. Den Kreisfldcheninhalt b h wir mit A. Dann gilt:

A <A <A

In unserem Falle ist A; = 22 cm? und
A, = 33 cm?, woraus folgt:
22cm? < A < 33cm?

Bild F 40

Wird das quadratische Gitter verfeinert, so wird die Zahl A; groBer, weil man die Kreis-
fliche ,vollstandiger Uberdecken kann. Die Zahl A, wird kleiner, weil sie weniger , iber-
flussige* Fldchenstiicke enthdlt. Bei fortgesetzten Verfeinerungen des Gitters weichen die
Werte fir A; und A, immer weniger voneinander ab. Sie ndhern sich einem gemeinsamen
Wert, den man als Zahl rt des Kreisflacheninhaltes betrachtet.

® 25 Zeichne Kreise mit den Radien 1,0 cm; 2,0 cm; 3,0 cm; 4,0 cm; 5,0 cm und 6,0cm
auf Millimeterpapier! Ermittle die Fldcheninhalte A; und A, und gib jeweils einen Nédhe-
rungswert fir den Kreisflacheninhalt an! Stelle die Werte in einer Tabelle zusammen!

rincm 1 2 3 4 5 6

A; incm?

Ag in cm?

Niherungswert
for A in cm?

~
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Es wdre viel zu auf dig, Kreisflicheninhalte immer durch Auszahle_r! bestimmen zu wol-
len. Darum versuchen wir, anhand der vorhin aufgestellten Tabelle einen Zusammenhang
zwischen A und r zu finden.

® 26 Vergleiche jeweils die Werte von A, die zu folgenden Radien gehéren!
a) r=10cm und r=20cm €) r=10cm und r=30cm
b) r=20cm und r = 4,0cm d) r=20cm und r = 6,0cm

Es zeigt sich, daB der Flécheninhalt proportional zym Quadrat des Radius ist.

® 27 Ermittle den Proportionalitétsfaktor!

Es ist f llen, daB dieser Quotient %efwa bei 3,1 liegt. Wir-stoBen wieder auf den uns
schon bekannten Proportionalitétsfaktor w. Die Zahl = haben wir bisher als Quoﬁem%

definiert; sie kénnte nun auch als Quoﬁem‘_—Ax definiert werden, wobei A der Inhalt einer
Kreisflache mit dem Radius r ist. ~

® 7 In einem Park soll ein kreisfsrmiges Blumenbeet mit einem Durchmesser von 1575 m
angelegt werden.
a) Wie groB ist die zu bepflanzende Flache?
b) Wieviel Meter Zaun werden bendtigt, wenn eine Umzdunung fir das Beet vorge-
sehen wird?

a) Gegeben: d = 15,75 m Gesucht: A (in m?) p
Allgemeine Losung: A = %’ d? Uberschlag: % 162 =192; A~ 192 m?
Lésen der Aufgabe mit dem Taschenrechner:

Aufgabe | Ablaufplan | Anzeige

% - 15,75? (=) 4(x) 15.1;@ @l 194.82783

Vergleiche mit dem Uberschlag! Achte auf sinnvolle Genavigkeit!
Antwort: Eine Flidche von rund 195 m? ist zu bepflanzen.

b) Gegeben: d = 15,75 m Gesucht: u (in m)
Allgemeine Lésung: v = w - d Uberschlag: 3-16 = 48; v ~ 48 m

Losen der Aufgabe mit dem Taschenrechner:
Aufgabe I Ablaufplan | Anzeige

™ 15,75 l w (x] 15,75 @l 49480084

Vergleiche mit dem Uberschlag! Achte auf sinnvolle Genavuigkeit!

Antwort: Fir die Umzdunung werden rund 49,5 m Zaun benétigt.
Die Losung dieser und &hnlicher Aufgaben kdnnen wir auch mit Hilfe der Tabellen des
Tafelwerkes finden. Stefs ist zu iberlegen, welches der g ten Hilfsmittel schneller zum
Ziel fuhrt.
Man kann zu jeder Kreisfldche mit gegebenem Inhalt den zugehérigen Radius bzw. Durch-
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messer berechnen, indem man die Gleichung zur Berechnung des Fldcheninhaltes nach r?
bzw. d? umstellt und dann die Wurzel zieht. (Beachte, daB Aufgaben dieser Art besonders
zweckmdBig mit Hilfe der Tabellen aus dem Tafelwerk geldst werden konnen!)

Avufgaben

1. Berechne den Inhalt einer Kreisflache
a) mit dem Radius r = 5,2 ¢cm (16,7 mm; 132,8 m);
b) mit dem Durchmesser d = 1,25 m (0,48 m; 112 dm)!
Lése die Aufgaben sowohl mit Hilfe des Taschenrechners als auch mit Hilfe der Tabel-
len aus dem Tafelwerk!

2. Eine Kreisﬂaché hat den Durchmesser d = 8,25 m. Berechne den Inhalt einer Viertel-
kreisfldche!

3 Wie groB ist der Fldcheninhalt eines Krei hnittes mit dem Radius r = 5,80 dm
und dem zugehérigen Zentriwinkel & = 36°? (Beachte dabei, daB der Flacheninhalt
des Kreisausschnittes dem zugehdrigen Zentriwinkel direkt proportional ist!)
(/ Bild F41)

Kreisaus-
schnitt

Kreisring

Bild F 41 Bild F 42

4, Eine Unferlegscheibe hat die Form eines Kreisringes. Berechne den Flidcheninhalt
dieses Kreisringes mit dem duBeren Radius r, = 5,5¢cm und dem inneren Radius

r, = 3,2cm!
(/ Bild F 42)
5. Berechne den Umfang des Kreises mit dem Radius
r=23125cm b) r = 36,42 km c) r=0435dm
d) r=2135m e) r= 62378,0 km f) r=1200 mm!

Vergleiche die Ergebnisse mit den Angaben im Tafelwerk!

6. Berechne den Inhalt der Kreisflidche! Vergleiche mit den Ergebnissen, die du bei Ver-
wendung des Tafelwerkes erhdltst! .
a)r =750cm b)d=1225m c) d = 658dm
d)d=138m e) r = 2255mm f) r=085m

7. Wie groB ist der Durchmesser einés Kreises, wenn der Inhalt der zugehdrigen Kreis-
flache 37,80 m? betrdgt?

8. Berechne die Fldche eines Kreisringes, wenn

r,=129cmundr, = 9,8cm, c) r,=084mundr,=41cm,
b) r, = 3,2mm und r, = 0,9 mm, d) r, = 12,5 mm und r, = 8,7 mm!
9. In den folgenden Aufgaben ist mit x der Zentriwinkel eines Kreisausschnittes und mit A,
der Fldcheninhalt des zugehérigen Krei hnittes bezeichnet. Berechne die gesuchten
Werte!

‘w) Gegeben: v =13,2cm; & = 47,5° b)* Gegeben: A, = 12,5¢cm?; d = 5¢cm
Gesucht: r,d, A Ay Gesucht: r, A u, &
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Zusammenfassung

Bei der Kreisberechnung spielt die irrationale Zahl r eine besondere Rolle. Fiir
viele praktische Belange reichen Néherungswerte fiir = aus, z. B, 3,14 oder auch 2,—2 5
Bei Uberschlagsrechnungen verwenden wir fiir = die Zahlen 3 oder 4. GroBere

Genavigkeiten fiir = werden bei der Verwendung des Taschenrechners oder von
Zahlentafeln erreicht.

d=65cm; u=m-65cm; ua 20cm
r=82m;u=2-7-82m; ua52m

d=65cm; 'AQL"-.G.S'EM'; A 33cm?
r=82m; A=n-822m? An 211 m?

Komplexe Ubungen

1

3

Wie kann man von einem Punkt A feststellen, ob er auf dem Kreis um M mit r — 4em
liegt, ohne einen Zirkel zu benutzen?

Zeichne in einen Kreis eine Sehne, die nicht durch den Mittelpunkt des Kreises ver-
lduft! Konstruiere die Sehne, die zur gezeichneten Sehne parallel und genauso lang
wie diese ist!

In einem Dreieck sei eine Seite genauso groB wie der Radius seines Umkreises. Wie
groB ist der dieser Seite gegeniiberliegende Winkel? (Fertige dir eine Skizze an!)

Wo liegt der Mittelpunkt des Umkreises eines rechtwinkligen Dreiecks? Begrinde
deine Antwort!

In der Mitte einer quadr hen R flache (Seitenldnge 20 m) soll ein kreisformi-

ges Rosenbeet angelegt werden. Die kiirzeste Entfernung zwischen dem Beetrand und

dem Rand der Rasenflédche soll 5 m betragen.

a) Beschreibe, wie du die Beetumrandung markieren wiirdest! Zeichne Rasenfldche
und Beet in einem geeigneten MaBstab!

b) Fir wieviel Quadratmeter Flache wird Grassamen benstigt?

Aus einem Stamm soll ein Balken geschnitten werden, der als Querschnitt ein Quadrat

mit der Seitenldnge 17 cm hat.

a) Welchen Mindestdurchmesser muB der Stamm besitzen? (Lése die Aufgabe zeich-
nerisch!)

b) Wieviel Prozent betrdgt der Holzabfall, wenn man einen Stamm von 3 dm Durch-
messer wahlt?

) Uberlege, warum der Durchmesser des Stammes auf dm gerundet wurde! Runde
auch das Ergebnis sinnvoll!
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Die folgende Tabelle enthdlt Zahlenwerte fur den Radius, den Durchmesser, den
Umfang und den Inhalt einer Kreisflache. Berechne die jeweils gesuchten Zahlenwerte
mit Hilfe der Tabellen aus dem Tafelwerk! Uberprife die Ergebnisse mit Hilfe des
Taschenrechners! 8

r d u A

1,52

78,4

29,44

o 78,07

Der Durchmesser der Réder eines Fahrrades betrdgt 73 cm.
a) Wieviel Umdrehungen machen sie auf einer 45 km langen Strecke?
b) Welche Strecke wird bei 1 000 Radumdrehungen zuriickgelegt?

Ein kegelférmig aufgeschitteter Sandhaufen hat einen Umfang von 12 m. Wieviel

9
Bodenfliche bedeckt der Sandhaufen?

a) In einem Kreisdiagramm (Radius r = 7,5 cm) sind 65%, der Flache schraffiert her-
vorgehoben. Welchen Fldcheninhalt besitzt dieser Kreisausschnitt?

b) Wie groB ist der absolute Fehler, wenn wir statt 65% den bequemen Prozentsatz
von 66%% berechnen?

c)* Wie groB ist ein Peripheriewinkel ber dem Bogen des Kreisausschnittes?

In manchen Tafelwerken finden wir als Formel zur Berechnung des Fldcheninhalt
eines Kreisringes

Ar =7 (r,2—r%) mit ry > 1y

Wie kommt diese Formel zustande?-

Ein nahtloses Gasrohr hat einen AuBendurchmesser von d, = 13,25 mm und einen
Innendurchmesser von d; = 11,15 mm. Berechne a) die Wanddicke,| b) den lichten
Rohrquerschnitt, c) den Wandquerschnitt dieses Gasrohres! Gib jeweils eine Schranke

fiir den absoluten Fehler an! ‘6]

Eine quadratische Marmorplatte hat eine Seiten- O O
ldnge von 89,0 cm. Aus ihr wird die gréBtmégliche O @ (@)
Kreisfldche als Tischplatt geschnitten. Berechne 0) [e)

den Fldcheninhalt

a) der Tischfldche, b) des Abfalls!

Wieviel Prozent der Quadratfléche der Marmor-
platte betrdgt der Abfall?

Berechne Inhalt und Umfang der Kreisflache mit

r = 4,8 cm! Wie dndern sich Inhalt und Umfang,

wenn der Radius verdoppelt (verdreifacht, halbiert) @
wird?

Betrachte die beiden Kreisflichen K, und K, im

Bild F 43!

Welche von beiden ist die groBere? Begriinde deine

Uberlegungen! Bild F 43
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16.

17.

20.

Welche der farbigen Flacheninhalte im Bild F 44a bis i kannst du mit deinen bisheri-
gen Kenntnissen iber die Kreisberechnung ermitteln? Welche Angaben miBtest du
dazu haben?

Wann entsteht mehr Abfall:
a) wenn man aus einem quadratischen Blech eine gréBtmagliche Kreisflache oder
b) wenn man aus diesem Blech vier gleich groBe Kreisflachen ausstanzt? (,* Bild F 45)

Bild F 44

Zeichne in einen Kreis um M zwei senkrecht aufeinander stehende Durch AB
und CD! Konstruiere in den Punkien A, B, C, D jeweils die Tangenten an den Kreis!

a) Was fiir ein Viereck wird von diesen Tangenten gebildet? Begriinde deine Antwort!
b) Wieviel Prozent des Flacheninhalts (Umfangs) dieses Vierecks betrdgt der Inhalt
(Umfang) der Kreisfldche?

Bild F 45 Bild F 46

Martina will fir einen runden Tisch mit einem Durchmesser von 76 cm eine runde
Tischdecke ndhen, die mindestens 10 cm herunterhdngt. Fir den Saum braucht sie
1,5 cm. Im Geschiift gibt'es Stoffe mit 0,90 m bzw. 1,50 m Breite.

a) Genigt der schmalere Stoff fur die Decke?

b) An den Rand der Tischdecke will Martina ganz schmale Borte néhen. Wieviel
Meter Borte muB sie mindestens kaufen?

In der obenstehenden Abbildung (Bild F 46) seien & = 30° und r = 1,2 cm gegeben.

Berechne a) die Lénge des Bogens AB und b) den Flécheninhalt des schraffierten
Kreisausschnittes!
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Prismen und Kreiszylinder

1 Prismen und Zylinder

Prismen und Zylinder sind uns im Mathematikunterricht schon oft begegnet. Viele Gegen-
stinde des taglichen Bedarfs haben die Form eines Prismas oder eines Zylinders.") In der

Technik spielen prismatische und zylindrische Werkstiicke eine groBe Rolle.

Pri ische Werkstick Zylindrische Werksticke
werden zum Beispiel auf Hobel- k auf Dreh hi produ-
maschinen hergestellt. ziert werden.

1) Zylinder, deren Grund- und Deckfldchen Kreisflachen sind, heiBen Kreiszylinder. Da wir hier keine
Zylinder mit anderen Grund- und Deckflachen behandeln, wollen wir unter Zylinder stets Kreis-

zylinder verstehen.

11 (0007 16)
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1 DEFINITION: Ein geometrischer Kérper heiBt
gerades Prisma, gerader Zylinder,
wenn er begrenzt wird wenn er begrenzt wird
(1) von zwei zueinander kongruenten (1) von zwei zueinander kongruenten
und parallelen n-Eckflichen und parallelen Kreisflichen
(Grundfliche und Deckfliche) und (Grundfldche und Deckfliche) und
(2) von n rechteckigen Seitenflichen (2) von einer gekriimmten Seitenfliche,
(Mantel). (, Bild G 1a) deren Abwicklung rechteckig ist
(Mantel). (* Bild G 1 b)
0=6
kflack one
[}
T {
' S ———
1
(p) BildG1

Arten von Prismen 5 Zylinder als Drehkérper
Nach der Zahl n der Seitenflichen Drehen wir eine Rechteckfldche um eine

spricht man von n-seitigen Prismen ihrer Seiten, so entsteht ein gerader
(drei-, vier-, finf-, sechs-, n-seitige Prismen). Zylinder. Die Drehachse heiBt Achse des
Ist die Grundfldche regelmaBig, nennt man Zylinders.

das Prisma regelméBiges Prisma.

Der Abstand zwischen Grund- und Deckfldche heiBt Hohe. Sie ist beim geraden Prisma bzw.
Zylinder genau so lang wie eine Seitenkante bzw. eine Strecke des Mantels, die Grund- und
Deckfldche verbindet und senkrecht zu ihnen verléuft. Diese Strecken heiBen beim Zylinder
Mantellinien.

AuBer den geraden gibt es auch schiefe Prismen bzw. schiefe Zylinder. Die Seitenfldchen
des schiefen Prismas sind Parallelogrammfléchen. (/ Bild G 2a und b)

Hinweis: Wenn nicht ausdriicklich vom schiefen Prisma oder schiefen Zylinder gesprochen wird, wollen
wir in diesem Kapitel unter Prisma bzw. Zylinder immer ein gerades Prisma bzw. einen geraden Zylinder
verstehen.

® 1 Untersuche mit Hilfe der Definitionen,
a) ob Wiirfel und Quader Prismen sind, (a) (b)
b) ob die Kugel ein Zylinder ist! AN

Bild G2

Auch wenn Prismen oder Zylinder nicht aufrecht stehen, sondern liegen, spricht man weiter-
hin von Grund- bzw. Deckflidche und Héhe. (,” Bild G 3a und b)
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In der Technik wird hdufig Profilstahl ver-
wendet. Ein senkrecht zu den Kanten abge-
schnittenes Stiick eines solchen Profilstahls
hat die Form eines Prismas. Dabei sagt man
zu diesen Schnittflichen auch Querschnitt.
So gibt es z. B. Stdhle mit L-, T-, |- und U-
Querschnitt. ( Bild G 4a bis d)

Jeckfldche

V4
(b) Bild G3

(a) (b) (c) (d)

Bild G 4

® 2 Ubertrage die Tabelle in das Heft und ergdnze sie durch die Namen von sechs Gegen-
standen, die prismatisch oder zylindrisch sind!

Prismen ; Zylinder
Streichholz Ein gerades Stiick Draht

Postkarte Schallplatte

@® 3 Zeichne das Zweitafelbild
a) eines Zylinders (r = 3cm, h = 4 cm),
b) eines regelmaBigen sechsseitigen Prismas (@ = 3cm, h = 4cm)!

@4 Uberirage die Tabelle in das Heft und Karperart Nummern
schreibe die Nummern 1 bis 12 der im
Bild G 5 abgebildeten Kérper in die rich- Prismen
tige Zeile. Begrinde deine Entsch idung
mit Hilfe der Definitionen des geraden Zylinder
Prismas und des geraden Zylinders!
Andere Kérper

Bild G5
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Aufgaben
1. Nenne prismatische und zylindrische Gegenstdnde aus einem Klassenraum, einer
Wohnung und einem Produktionsbetrieb!
2. Im Bild G 6 sind acht Kérper in senkrechter Zweitafelprojektion dargestellt. Welche
davon stellen Prismen dar, welche davon Zylinder? Begriinde deine Antwort!
(&) (2) (3) T (4)
| |
I I I |
PN '
‘ &
K .
) ) ) e 7
‘/
| I
1
Bild G 6
3. Zeichne das Schrégbild eines ,liegenden” und d jenige eines ,stehenden” regel-
maBigen dreiseitigen Prismas! (a = 4,5cm; h =7 cm)
4. Zeichne das Netz a) eines Wiirfels mit a = 6 cm; b) eines Quaders mit a = 6 cm,
b= 5cm und ¢ = 4cm; c) eines regelméBigen dreiseitigen Prismas mit @ = 6 cm und
h =7 cm; d) eines regelmdBigen sechsseitigen Prismas mit a = 4 cm und h = 12cm;
e) eines Zylinders mit d = 6 cm und h = 8 cm!
Fige Klebefalze hinzu und fertige die Modelle dieser K&rper an!
2 Oberflicheninhalt von Prisma und Zylinder

Will man wissen, wieviel Blech zur Herstellung
eines prismatischen oder eines zylindrischen Behal-
ters bendtigt wird, berechnet man den Oberfléchen-
inhalt des entsprechenden geometrischen Korpers.
Nach der Definition von Prisma und Zylinder setzt
sich die Oberflédche dieser Kérper aus der Grund-
fliche G, der Deckfliche D und dem Mantel M
zusammen. Da Grund- und Deckfldche zueinan-
der kongruent sind, gilt fir die Berechnung des

Oberflidcheninhalts Ag die Formel
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Wird der Mantel léngs einer Kante bzw. einer Mantellinie aufgeschnitten, so kann er in die
Ebene abgewickelt werden. Als Abwicklung erhalten wir ein Rechteck, dessen eine Seite
gleich dem Umfang der Grundfléche G und dessen andere Seite gleich der Hohe h des Prismas
oder Zylinders ist. (/ Bild G 8a und b)

Prisma Zylinder

q, A,h/ g h
a + b + ¢ 2Tr
(@) B} (b) Bild G8

Somit gilt fir die Berechnung des Fldcheninhalts des Mantels die Formel

Fir ein dreiseitiges Prisma gilt: Fur einen Zylinder gilt:
u=a+b+c v=2'mr=m-d

und damit und damit

A= (@a+b+c)-h Am=2'm'reh=mx-d-h

Wird die Abwicklung des Mantels durch Grund- und Deckfldche ergénzt, entsteht ein Kérper-
netz. ( Bild G 9a und b)

a b € = 27r

T
(@) (b) @ Bild G 9

m 1 Es ist der Oberfldcheninhalt eines Prismas mit der Hohe h = 10 cm zu berechnen. Die
Grundfliche sei ein rechtwinkliges Dreieck mit den Seiten a = 3cm, b = 4cm und
c=5cm.

Gegeben: a = 3cm, b =4cm, c=5cm, h=10cm, y = 90°
Gesucht: Ap in cm?
Lésung: Ao = 2 Ac + Am
b
A°=2-%—+(a+b+c)~h
Rechne im Kopf:

- z-ﬂ-;‘ﬂ+ (B +4+5cm-10cm
Ao = 12em? + 120 cm?
 Ap=132cm?
Antworisatz: Der Oberflacheninhalt des Prismas betragt 132 cm?.
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® 2 Wieviel Blech wird zur Herstellung einer Konservendose mit einem Grundfldchen-
radius von 43 mm und einer Hohe von 112 mm ohne Beriicksichtigung des Zuschlages
fur das Falzen und den Verschnitt benstigt?
Gegeben: r = 43 mm; h = 112 mm Gesucht: Ag (iﬁ cm?)
Lésung: Uberschlag:
Ao =2-Ac + Ay 2:3-424+2-3-4-11 =360
A=2-mr>42:w:r-h Ao ~ 360 cm?
Ao=2 7w 432mm?+ 2 7 43 mm-112 mm
Rechne mit dem Taschenrechner!
Ao = 41 877,429 mm?; gerundet 42 000 mm?2 = 420 cm?
Vergleiche mit dem Uberschlag! (GréBenordnung stimmt.)
Antwortsatz: Zum Herstellen der Dose werden ohne Beriicksichtigung des Zuschlags
fir das Falzen und den Verschnitt rund 420 cm? Blech bendétigt.
@ 5 Entwickle selbstindig eine Formel zur Berechnung des Mantelflacheninhaltes eines

regelmadBigen n-seitigen Prismas!

Das Bild G 10 zeigt ein gerades Stiick Rohr, das einen Hohlzylinder darstellt. Dieses Rohr-
stick soll ,,innen*, ,,auBen” und an den Kreisringfldchen mit einem Schutzanstrich versehen
werden. Will man berechnen, wieviel Farbe dazu bendtigt wird, ist es zweckmdﬂig‘. den Ober-
flacheninhalt dieses Hohlzylinders zu bestimmen.

® 6 Stelle eine Formel fir die Berechnung des Oberfldcheninhalts

eines Hohlzylinders auf! (,* Bild G 10)

Hinweis: .

(1) Verwende die Bezeichnungen wie im Bild G 10!

(2) Grund- und Deckflédche sind Kreisringe.

() Zur Oberfldche gehsrt nicht nur der Mantel des Zylinders
mit dem groBeren: Grundflichenradius r,, sondern auch
der Mantel des Zylinders mit dem kleineren Grundfldchen-
radius r,. (r, >r,)

Avufgaben

1

Bild G 10
Berechne den Oberfldcheninhalt der Prismen, fiir die folgende Angaben vorliegen!
a) Quader: b) Quader:
a=38cm;b=52cm;c=47cm © A= 4800 mm?2; a0 = 64mm; h=38mm
c) Quader: d) Quader:

a=43mm;b=47cm;c=0,45dm Ac=52cm? a=83mm; h=92,4cm
e) Wirfel: a = 0,43 m f) Wirfel: @ = 35,4 cm g) Wirfel: Ag = 0,49 m?

Zeichne das Netz eines regelmdBigen dreiseitigen Prismas, dessen fiinf Begrenzungs-
flachen jeweils gleichen Umfang haben! Die Lénge einer Grundflachenseite sei 6 cm!

Berechne den Oberfldcheninhalt eines Zylinders, dessen Mantelflacheninhalt 1 dm? be-
trdgt und bei dem

a) die Hohe genau so lang wie der Radius ist,

b) die Hohe genau so lang wie der Durchmesser ist,

c) die Mantelfldche abgewickelt ein Quadrat ergibt!
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Berechne den Inhalt der Oberfléche fir die in dem Bild G 11a bis e dargestellten
Prismen!
(Die Kantenlédngen sind in mm angegeben.)

(c)

)

fe 6L

—-—

Bild G 11
Berechne in der folgenden Tabelle die fehlenden GréBen eines Zylinders!

d h | As Am . | Ao

| 7.8cm

V| 343cm

12,6 cm 32,0cm

0,85m 0,25m

18,4m 78 cm?

0,37 m 3,08 m?

0,92 m? 2,18 m?

125 cm? 985 cm?

817 m?

59,0cm 9018 cm?

Von einem Hohlzylinder sind die folgenden MaBe gegeben. Berechne den Inhalt seiner
Oberfldche!

a) r,=53cm;r,=48cm; h=11,7cm

b) r,=072m;r,—r,=002m;h=18m

€) d,=178m;d,=177m; h=225m

d) r, =145cm; d, = 288cm; h = 512 mm
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3 Volumen von Prisma und Zylinder

In Klasse 5 berechneten wir bereits das Volumen von Quadern. Wir legten den Quader mit
Einheitswirfeln aus und ermittelten so die Formel V= a- b - ¢c. Nun soll die Volumenformel
auch fiir beliebige Prismen und fir Zylinder gefunden werden (/" Bild G 124, b, ).

Bild G12

Der Grundflécheninhalt eines prismatischen oder eines zylindrischen GefdBes betrage 12 cm?.
Das GefiB soll bis zu einer Hohe von 4,5 cm mit Wasser gefillt werden. Wieviel Kubikzenti-
meter Wasser enthélt dann das GefdB?

Wir fillen erst einmal Wasser bis zu einer Héhe von 1 ¢cm in das GefdB und Uberlegen, daB
sich dann Uber jedem Quadratzentimeter der Grundfldche genau ein Kubikzentimeter Wasser
befindet, unabhdngig von der Form der Grundfldche.

Die erste Schicht von 1 cm Héhe enthdlt deshalb genau so viele Kubikzentimeter Wasser, wie
die Grundfldche Quadratzentimeter enthilt. In unserem GeféB befinden sich also bei einer
Wasserhshe von 1 ¢cm iber der Grundfldche von 12 em? genau 12 cm® Wasser.

Fillen wir nun das GefdB bis zu einer Héhe von 4,5 cm mit Wasser, so befinden sich Uber
jedem Quadratzentimeter der Grundfidche 4,5 cm® Wasser. Um also das Volumen (in cm?)
zu berechnen, muB man den Grundflécheninhalt (in cm?) mit der Hahe (in cm) multiplizieren:

V=12ecm?-4,5cm;
V = 54cm?

Alléemein:
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Man muB also die Formeln fir die Berechnung des Inhalts der jeweiligen Grundfliche kennen,
wenn das Volumen eines Prismas oder eines Zylinders berechnet werden soll.

m 3 Berechne das Vol eines Rundstabes, dessen Durch 12 mm und dessen

Lénge 250 mm betrdgt!
Gegeben: d = 12mm = 1,2cm Gesucht: V (in cm?)

h = 250 mm = 25,0 cm

2
Losung: V=Ac-h Oberschlag: 4- 7+ 25 = 25
2
V="'dT'h Va~ 25cm?

V=1r-(1i:l):-25cm

Rechne mit dem Taschenrechner!

V = 28,274 333 cm?; gerundet 28 cm?

Vergleiche mit dem Uberschlag!

Antwortsatz: Das Volumen des Rundstabes betrdgt rund 28 cm?.

@ 7 Stelle fir verschiedene Prismenarten die Volumenformeln in einer Tabelle zusammen!
(Ubertrage die Tabelle ins Heft!)

. Rechtwinkliges Dreieck
. Quadrat

. Rechteck

. Parallelogramm
. Trapez

. Drachenviereck

® 8 Zeige, daB die allgemeine Volumenformel fir Prismen und Zylinder auch die Volumen-
formel fir den Wiirfel, V = @, und den Quader,
V=a-b-c, umfaBt!

Die Formel fiir das Volumen eines n-seitigen Prismas erhdlt man,
indem man die Grundfldche durch geeignete Geraden in Dreiecke
zerlegt (/ Bild G 13). Dann gilt:

Bild G13
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S

%

® 9 Auch andere komplizierte Grundfldchen kann man in einfache Fldchen zerlegen, deren
Fldcheninhaltsformeln bek t sind. Gegeben. seien Profilstdhle von 1,4 m Lénge mit
den im Bild G 14 dargestellten Querschnitten. Berechne ihr Volumen!

In der Technik spielen Rohre eine groBe Rolle. Wenn sie gerade sind, haben sie die Form
eines Hohlzylinders. Berechnet man dessen Volumen, weiB man, wieviel Material fiir das
Rohr benétigt wird (r, > r,). (/ Auftrag G 6, Bild G 10, S. 166)

Aufgaben
1. Ergdnze in der folgenden Tabelle die fehlenden GréBen eines Quaders!
a b c=h Ag 1v
4cm 52cm 3,8cm
512 mm 83,4 cm 0,707 m
¢ | 4mm 47 cm 0,503 m
'J) ‘| 708cm 312mm 0,45 dm
7,6 cm 81,2mm 512 cm?
1153 cm 578cm 0,478 m*
53cm » 4,7 cm 87,4 cm?
4,8cm 14,2 cm? 712 cm?
2, Vergleiche das Volumen eines Quaders mit den folgenden Kantenldngen mit dem
Volumen des Quaders mit den Kantenlédngen g, b, c!
a) 2a, b, ¢ b) a, b, 2¢ €) 2a, 2b, ¢ d) a, 2b, 3¢
e) 2q, 3b, 4¢ f) 3.b¢c 9) 3. b5 h) 3.5 %
3. Ergénze in der folgenden Tabelle die fehlenden GréBen eines Wiirfels!

A | B A

93,4 cm?




LE 3 Prismen und Kreiszylinder G 17
4. Im Bild G 15a ist ein Prisma mit 5; Im Bild G 15b ist ein dreiseitiges
einem rechtwinkligen Dreieck als Prisma dargestellt. Wie groB ist
Grundfldche dargestellt. Wie groB sein Volumen, wenn folgendes gilt?
ist sein Volumen, wenn folgendes
gilt?
PPN Bild G 15
¢)a=lo.8cm;b=7,3cni; n)g'-—- 53cm; h = 4,1 cm;
| =10,4cm I =20,8cm
b) a = 40,3 cm; b = 458 mm; b) g = 24,7 mm; h = 8,12 cm;
1= 0,704 m 1=0,031m
c) a= 157 mm; b = 2,38 cm; c) g=47mm; h=28mm;
| = 0,478 m 1 =103 mm
d)ya=74cm;b=74cm; d) g = 60,4 mm; h = 6,71 cm;
I=74cm | = 0,407 m
e)a=s;b=25;1=s e) h=2g;1=3g
f) a=25;b=25;1=3s f) g=h=1
6. Berechne fir die folgende Tabelle die fehlenden GréBen eines Zylinders bzw. Hohl-

zylinders!
roderd Ac h v
r=1250m 18,75 m
r=33,7cm 58,1 cm
d = 234 mm 943 mm
5710 cm? 0,74 m
1,00 m 1,00 m?
870 cm? 4320 cm?
d=7,6dm 148 dm?
r=058m 622 dm?
r,=68cm 27,3 cm
ry=45cm
d, =112 mm 60,0 cm
d, = 100 mm
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Zusammenfassung

Gerades Prisma

Gerader Zylinder
D~G
D|| G

Komplexe Ubungen

1. Berechne das Volumen und die Masse des im Bild G 16a dargestellten K&rpers, wenn
er a) aus Stahl, b) aus Aluminium besteht!

(@) 0 (b) (c) (d)
N O . 3 <%
529, “—’I 5. ©
o ~o|t © 6/
|\"O l 0 c 1 / 1412
55 N|.20 |80 ] ~

Bild G 16
2. Berechne das Volumen und die Masse des im Bild G 16b dargestellten Kérpers, wenn

er a) aus GuBeisen, b) aus Kupfer besteht!

3. Berechne das Volumen und die Masse
a) des im Bild G 16c dargestellten Werksticks aus Bronze,
b) des im Bild G 16d dargestellten Werkstiicks aus Stahl!

4. Welche Masse hat der im Bild G 6 (* S. 164) im Zweitafelbild dargestellte Kérper (2),
wenn er aus Stahl besteht? Um wieviel Prozent geringer wire seine Masse, wilrde man
den Kérper aus Polystyrol herstellen? Entnimm die MaBe dem Zweitafelbild!

5. Der quaderférmige Trog des Schiffshebewerkes Rothensee bei Magdeburg hat eine
Breite von 12,50 m und eine Lénge von 85 m. Seine Wassertiefe betrégt 2,50 m. Wieviel

m? Wasser faBt der Trog?
6. Das Becken eines Schwimmbades hat die Form eines Quaders mit den MaBen 50 m X
20 m X 3 m. Besti in welcher Zeit das Becken bis zu einer Hohe von 2,8 m mit

Woasser gefillt wird, wenn dem Becken in 1 Minute 6,7 m® Wasser zuflieBen!
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7>

12.

13.*

Ein Ziegelstein hat die Ab gen 65 mm, 12 cm und 2,5 dm. Ein quaderférmiger
GroBblock soll 1,80 m lang, 130 cm breit und 19 cm dick sein. Wieviel Ziegelsteine
miBten anstelle éines GroBblockes vermauert werden, wenn man Martelfugen von
1 em bericksichtigt?

Eine 2,75 m breite und 9,00 m lange Sprunggrube soll mit frischem Sand so aufgefiillt

werden, daB der Sand 50 cm hoch liegt. Wieviel Tonnen Sand (g’= 1,6 ;'—';l,) sind an-
zufahren?

Fir das Gehd einer Haushalt ge wurde ein rechteckiger Blechstreifen von
390 mm Lénge und 85 mm Breite verwendet. Die Stirke des Materials betrug 2,5 mm.
Durch einen Verbesserungsvorschlag gelang es, 2 mm starkes Blech zu benutzen. Be-
rechne die Materialeinsparung in Tonnen fir eine Serie von 100 000 Stick! (Dichte

des Eisens 7,8 L)

cm?,

Ein zylindrischer Brunnen soll gegraben werden (d = 1,50 m).

a) Wieviel Kubikmeter Erdreich sind auszuschachten, wenn man 12 m tief graben
muB?

b) Wieviel Fuhren sind das, wenn ein Wagen 2 m* faBt?

Ein zylindrisches GefdB ist 4,00 m hoch und hat einen Durchmesser von 1,40 m. Wie
viele solcher GefiiBe werden in einem Chemiewerk bené&tigt, um 46 m? Salzsdure zu
lagern?

Bis zu welcher Haohe fillt 1 Liter Wasser ein GefdB von der Form eines Zylinders, wenn
der innere Radius a) 4 cm, b) 5 cm betrdgt?

In einem zylindrischen GefdB befindet sich Wasser. Der Wasserspiegel steht bei % der
inneren Hohe des GefdBes. Nachdem genau 3,5 Liter Wasser aus diesem GefdB aus-
gegossen wurden, steht der Wasserspiegel bei % der inneren GefdBhshe. Welches
Fassungsvermdgen hat das GefdB?

Ein 6,00 m langes Kupferrohr hat einen GuBeren Durchmesser von 36 mm, einen inneren
Durchmesser von 30 mm. Berechne a) seinen Querschnitt, b) seine Masse!

Ein zylindrischer Silo einer LPG ist innen 4,2 m hoch und hat einen Innendurchmesser

von 3,5 m.

a) Wie groB ist sein Fassungsvermégen?

b) Wieviel Tage reicht der Futtervorrat, wenn tdglich 0,25 m*® Futter verbraucht
werden?

Der Teil einer Anschlagsdule, der mit Plakaten beklebt wird, hat einen Durchmesser
von 1,40 m und ist 2,50 m hoch. Wie groB ist die Fléche zum Bekleben?

Wieviel Eisenblech benstigt man zur Herstellung eines AbfluBrohres von 14 ¢cm Durch-
messer und 250 cm Ldnge? (Fir den Falz sind 109, hinzuzufigen!)

Ein Werkstiick aus GrauguB (g =72 #) mit der Masse von 80 kg erhdlt durch Be-
arbeitung die Form eines Zylinders. Dessen Durchmesser betrdgt 25 cm, die Hohe
20 cm. Berechne die Masse des Werkstiicks! Wieviel Prozent betrégt der Bearbeitungs-

abfall?

Aus einem Kupferbarren (100 mm x 100 mm x 700 mm) wird Kupferdraht hergestellt.
Berechne die Linge des Drahtes, wenn der Durchmesser a) é mm, b) 0,08 mm be-
trégt!
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20.

21.

23.

Die Ldngen von Durchmesser und Hohe eines Rundbolzens aus Stahl werden mit
d = (43 £+ 0,1) mm und h = (180 + 1,0) mm angegeben. Berechne a) den absoluten,
b) den relativen, ) den prozentualen Fehler seines Volumens, das diesen Toleranzen
entspricht! Was bedeutet das fir den Materialverbrauch?

Wieviel Kilogramm wiegt der Bleimantel eines Kabels von 3,000 km Ldnge und einer
Wanddicke von 3 mm? Der Durchmesser des Kabels ohne Mantel betrage 44 mm; die
Dichte von Blei ist dem Tafelwerk zu entnehmen!

Berechne das Volumen und die Masse der Werkstiicke aus Stahl, die in dem Bild G 17a
bis d dargestellt sind!

() (b)

(c) (d)

Bild G17

Bild G 18

Ein FluBbett hat an einem Beobachtungsort im Querschnitt die Form und die MaBe, wie
sie im Bild G 18 angegeben sind (MaBangaben in m). Die Strémungsgeschwindigkeit
betrdgt 2'—?. Bestimme, wieviel Kubikmeter Wasser an dieser Stelle wdhrend einer
Minute passieren!

Welchen Druck iibt eine 40 cm hohe Sch hicht auf ein hori les Dach aus?
(Die Dichte des Schnees ist mit 0,35;""—, anzunehmen.)

Die Abwicklung der Mantelfldche eines Zylinders ergibt ein Quadrat mit der Seiten-
ldnge a. Bestimme das Volumen des Zylinders!

Bildnachweis:

Bilder A2 und F 11: Foto Seifert, Berlin; Bild B1, Bild S. 87 und Bilder auf dritter Umschlagseite:
Bildarchiv Volk und Wissen; Bilder E 20 und F38: Zentralbild
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