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Hinweise zur Arbeit mit diesem Buch

Das Lehrbuch gliedert sich in die Kapitel A und B, die nochmals
in Abschnitte unterteilt sind und jeweils durch blau gedruckte,
unnumerierte Zwischeniiberschriften eingeleitet werden. Diese
Gliederung entspricht der des Lehrplans Mathematik, Abitur-
stufe, in Stoffgebiete bzw. Stoffabschnitte.

Jedes Kapitel ist in Lerneinheiten (LE) eingeteilt; vgl. Inhalts-
verzeichnis. Alle LE beginnen mit einer innerhalb des
betreffenden Kapitels fortlaufend numerierten Uberschrift und
enthalten den Unterrichtsstoff fiir eine, zwei, mitunter auch
drei Unterrichtsstunden.

Eine Titelzeile iiber jeder Seite bezeichnet den Lehrbuch
abschnitt, zu dem der Text dieser Seite gehort. In den LE
werden die Beispiele, Auftrige, Definitionen und Satze durch
folgende Marken am linken Rand des Textes gekennzeichnet :

m Beispiel; @ Auftrag; » Definition; p Satz.

Die Ziffern rechts neben den Marken numerieren diese Teile
des Lehrbuchtextes getrennt voneinander durch, und zwar
ebenfalls innerhalb des betreffenden Kapitels; es gibt also

z. B. eine LE A3, einen Auftrag A3 usw. Verweise auf andere
Textstellen beginnen mit einem schriigen Pfeil; z. B. bedeutet
(~ Auftrag B8, S....) ,,vgl. Auftrag 8 im Kapitel B auf
SEIteT A

Zu den Aufgabenteilen: Nebeneinanderstehende Aufgaben
beinhalten ein gleiches oder ihnliches Problem, sie sind i. a. von
gleichem Schwierigkeitsgrad. Aufgaben mit Stern bei der
Nummer sind von erhéhtem Schwierigkeitsgrad. Senkrechte
Pfeile neben den Nummern einer Aufgabengruppe verweisen
auf den weiter oben stehenden Text, der fiir alle Aufgaben
dieser Gruppe gilt.
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 Vektorrechnung
und analytische Geometrie

Bild A 1 Bild A 2 Bild A 3
Leonardo da Vinci Galileo Galilei Johannes Kepler

An Vektoren haben Sie bisher Krifte, Geschwindigkeiten und Beschleunigungen kennengelernt.
Diese GroBen zeichnen sich gegeniiber anderen physikalischen und mathematischen Objekten
dadurch aus, daB sie sich als gerichtete Strecken (Pfeile) veranschaulichen lassen. Im Falle der
Krifte wurde diese Eigenschaft verschiedenen Wissenschaftlern des 15. und 16. Jahrhunderts
bewuBt. So benutzten z. B. LEONARDO DA VINCI') und GALILEO GALILEI?) bei physikalischen
Untersuchungen gerichtete Strecken fiir die Veranschaulichung von Kriften. KEPLER?) ging
einen Schritt weiter und verwendete dariiber hinaus gerichtete Strecken bei der Beschreibung
von Planetenbewegungen. Er zeichnete gerichtete Strecken, die von der Sonne als einem Brenn-
punkt der elliptischen Bahnkurve des Planeten zum betreffenden Planeten zeigen. Ende des
18. Jahrhunderts entwickelte ein norwegischer Kartograph und Geodit, CAsPAR WESSEL?), zur
Erleichterung seiner praktischen Titigkeit erstmals ein Regelsystem fiir ein Rechnen mit ge-
richteten Strecken und schrieb iiber Anwendungsmoglichkeiten.

Inzwischen hat sich aus dem Rechren mit gerichteten Strecken eine mathematische Disziplin
von groller Allgemeinheit entwickelt, die Vektorrechnung®). In dieser Theorie sind die Krifte,
Geschwindigkeiten und Beschleunigungen Beispicle fiir Vektoren, ebenso aber auch die aus dem

1) LEONARDO DA VINCI (1452-1519), italienischer Maler, Baumeister. Naturwissenschaftler und Mathematiker
?) GALILEO GALILEL (1564-1642), italienischer Naturwissenschaftler

3) Jonannes KepLER (1571-1630), deutscher Astronom und Mathematiker

4) CaspAr WEsSEL (1745-1818), norwegischer Kartograph. der in Dinemark wirkte

3) MaBgeblich beteiligt an dieser Entwicklung waren u. a. auch der irische Mathematiker, Physiker und Astro-
nom WiLLiAM RowaN Hamitton (1805-1865) und der deutsche Mathematiker HirRMANN GRASSMANN
(1809-1877).



6 A Verschiebungen und Vektoren

Bild A4 Entkopplung der sowjetischen Orbitalstation ,,Salut** vom Transportraumschiff

Geometrieunterricht bekannten Verschiebungen, die differenzierbaren Funktionen, die konver-

genten Folgen und anderes mehr. Die einheitliche Bezeichnung ,,Vektor* fiir diese doch recht

unterschiedlichen Objekte beruht auf gemeinsamen Eigenschaften, die nicht sofort erkennbar
sind und die eine sehr allgemeine, abstrakte Definition des Begriffs Vektor nach sich ziehen

(~ Lerneinheit A 13, Seite 54).

Die Vektorrechnung nimmt heute einen festen Platz in Physik, Mathematik und deren An-

wendungsgebieten ein, weil sich gewisse physikalische Zusammenhinge, Bewegungsabliufe und

auch Figuren gut mit Hilfe von Vektoren beschreiben lassen. Beispielsweise miissen fiir das

Kopplungsmanégver zweier Raumschiffe ihre Bahnkurven vorausberechnet werden, und es sind

die Krifte zu ermitteln, die erforderliche Bewegungsinderungen bewirken. Zum Beschreiben

der Flugbahnen benutzt man Koordinatensysteme und Verschiebungen bzw. deren Verschie-
bungspfeile (also gerichtete Strecken, etwa wie KEPLER und WEsSEL). Bei der Berechnung der

Bewegungsinderung arbeitet man mit Kriften, Geschwindigkeiten und Beschleunigungen.

Im folgenden Lehrbuchkapitel gehen wir vorrangig den Fragen nach, mit denen sich WEsseL und

KEPLER beschiftigen:

— Wie kann man mit gerichteten Strecken bzw. geeignet daraus gebildeten Mengen rechnen? Am
Beispiel dieser speziellen Vektoren lernen wir die Rechenregeln kennen, die der allgemeinen
Definition des Begriffs Vektor zugrunde gelegt werden.

— Welche Anwendungen finden Vektoren in Geometrie und Physik?

Wie kann man sie insbesondere dazu verwenden, um
a) Punkte und Punktmengen (Figuren) durch Zahlen und Gleichungen festzulegen und
b) die genaue Lage der Schnittpunkte zweier Figuren zu ermitteln?
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Verschiebungen und Vektoren

1  Verschiebungen einer Ebene (Wiederholung)

® | Die Bilder A 5 bis A 8 zeigen jeweils ein und dieselbe Figur ABCD und ihr Bild bei einer

Abbildung einer Ebene. *

a) Um welche Abbildungen handelt es sich?

b) Welche dieser Abbildungen ist eindeutig, welche ist eineindeutig?

¢) Bei welcher dieser Abbildungen sind Original- und Bildfigur zueinander kongruent,
bei welcher dhnlich?

d) Gibt es eineindeutige Abbildungen der Ebene auf sich, die in den Bildern A 5 bis A 8
nicht erfaBt sind, und wenn ja, welche?

el | | E BE |
| | lol/19 | 1
0 D
| | 8!
| | } |
A | | | ||
8 AT 1 ]
| | [ | | | |
AT T 1 O 3 A A A
BildA'S BildA 6
‘ | | |
I ‘ ‘ B;D' | 10
| C" — | |0
1 ! 0 B ||
e @ay =
N | F I B
EAlE ot CH | I 1
| | | ! 4
EEIERER [ \
BildA 7 Bild A 8

@2 Die Darstellung in den Bildern A 6 und A 5 wiederholt sich in den Bildern A 9 und A 10.
Dariiber hinaus wurden aber weitere Punkte der Ebene und deren Bildpunkte bei der
betreffenden Abbildung angegeben.

Was konnen Sie aussagen iiber
die Geraden AA’, BB', ..., die Strahlen AA4’, BB', ... bzw. die Strecken A4", BB/, ...
a) im Bild A 9, b) im Bild A 10?
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BildA 9 ' Bild A 10

Aus dem Vergleich erkennen wir fiir Verschiebungen drei wesentliche Eigenschaften:

(1) Die Geraden AA4’, BB, ... sind paarweise parallel zueinander. Das gilt auch dann, wenn wir
von beliebig gewihlten Punkten P und Q und deren Bildern P’ bzw. Q’ bei dieser Verschie-
bung ausgehen (Bild A 9). .

(2) Die Strahlen 44, BB', ... sind paarweise gleich gerichtet, d. h., sie sind parallel und liegen
zueinander wie in den Bildern A 11 bzw. A 12Y);

Strahl AA ' ist gleich gerichtet mit Strahl BB'

Ay

A

Gerade AA' + GeradeBB' Gerade AA' = Gerade BB'
Bild A 11 Bild A 12

Im Bild A 9 ist z. B.:
AA’ gleich gerichtet mit BB’ (und mit CC’, DD’, PP’, QQ’) gemiB Bild A 11 und
CC’ gleich gerichtet mit PP’ gemiB Bild A 12.

(3) Die Strecken AA’, BB/, ... sind paarweise kongruent zueinander.

Die Eigenschaften (1), (2) und (3) sind fiir eine Verschiebung charakteristisch. Deshalb wurde in
den unteren Klassen die Verschiebung als eine eineindeutige Abbildung der Ebene auf sich mit
diesen drei Eigenschaften erklirt.2) =
Aufgrund der Eigenschaften (1), (2) und (3) kann jede Verschiebung durch einen Pfeil PP’
(eine gerichtete Strecke) angegeben werden, der in irgendeinem Punkt P der Ebene beginnt und
dessen Spitze auf den Bildpunkt P’ von P bei dieser Verschiebung zeigt.

\
1) Das ist eine rein 4 i Festl Sie ist jedoch i findlich und soll uns hier geniigen.
?) Vgl. ,,Mathematik in Ubersichten*, Volk und Wissen, Ausgabe 1973, Scite 144.
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Fur jeden anderen Punkt Q der Ebene findet man seinen Blldpunkl Q' bei der durch den Pfeil

PP gegebenen Verschiebung, indem man an Q den Pfeil PP’ antrigt. Dabei sind zwei Fille zu
unterscheiden:

1. Fall: Q liegt nicht auf der Geraden PP’ 2. Fall: Q liegt auf der Geraden PP’

Wegen (1) gilt: QQ' || PP". Wegen (1) gilt: Q’ liegt auf der Geraden PP’.

Wegen (2) gilt: Strahl QQ" ist gleich gerlchlel Wegen (2) gilt: Strahl QQ’ ist gleich gerichtet
mit Strahl PP’ geméB Bild A 11. mit Strahl PP’ gemiB Bild A 12.

Wegen (3) gilt: 00 = PP Wegen (3) gilt: 00’ = PP

Ao
I y /

Bild A 13 p Bild A 14

7

Anstatt ,,Verschiebung, die durch den Pfeil PP’ beschrieben wird** sagt man kiirzer ,,Verschie-

bung 1;;’ Der Verschiebungspfeil I;;’ gibt fiir die betrachtete Verschiebung an:

a) ihre Richtung, d. h. die Menge der zu PP’ parallelen Geraden — vgl. (1) —

b) ihren Richtungssinn, d. h. die Angabe, wie die Strecken PP’ und Q_Q zu durchlaufen sind —
vgl. (2) — und

c) ihre Verschlebungswelte, d. h die Lange der Strecken PP, 0Q’, ... oder, wie man auch sagt,

die Linge der Pfeile PP‘ QQ 5 oo — Vgl (3) -
® | Fiir die Pfeile AB und CD im Bild A 15 ist zu priifen, ob sie die gleiche Verschlebung
festlegen oder nicht. Bei der Verschiebung AB ist A" = B, bei der Verschlebung CD ist
C’ = D. Nach den Eigenschaften von Quadratgitterpapier gilt fiir die Pfeile AB und
cD:
AB || CD, denn AB und CD bilden mit AC gleiche Stufenwinkel.

Bild A 15 Bild A 16
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Der Strahl AB ist gleich gerichtet mit dem Strahl CD - das ergibt ein Vergleich mit dem
Bild A 11.

EEC_D, denn die Dreiecke AEB und CFD sind nach dem Kongruenzsatz sws kon-
gruent. o~

Die Pfeile AB und CD legen also ein und dieselbe Verschiebung fest. Dagegen legen die

Pfeile A_é und G_;{ im Bild A 15 verschiedene Verschiebungen fest, denn die Strahlen A8
und GH sind nicht gleich gerichtet.

Wievie] verschiedene Verschiebungen sind durch die Pfeile im Bild A 16, Seite 9, an-
gegeben? Begriinden Sie lhre Antwort!

Zusammenfassung

Verschiebung heift jede eineindeutige Abbildung der Ebene auf sich, beider fiir alle Punkte
A, B, ... und deren Bildpunkte 4’, B’, ... gilt:

(1) Die Geraden AA’, BB’, ... sind paarweise zueinander parallel,

(2) die Strahlen 44’, BB', ... sind paarweise gleich gerichtet

(3) die Strecken AA4’, BB, ... sind paarweise kongruent zueinander.

und P1
P
Jede Verschiet kann ben werden durch irgendeinen ihrer

b -
Pfeil AB (oder gerichtete bzw. orientierte Strecke AB) nennt man

die Strecke AB einschlieBlich der Angabe, daB sie von 4 nach B
durchlaufen wird.

Verschiebungspfeile P_I;' (2 ﬁild A17).

Bild A 17

Aufgaben

1.

Zeichnen Sie a) ein gleichseitiges Dreieck ABC, b) ein Parallelogramm ABCD, ¢) ein
Trapez ABCD, d) ein Drachenviereck ABCD! Konstruieren Sie Jjeweils das Bild der Figur
bei der Verschiebung, die 4 auf C abbildet!

Welche Eigenschaften der Verschiebungen haben Sie verwendet?

Im Bild A 18 wurden die Punkte 4 (—1; 3), B (I 5 3), ..., H sowie die Verschiebungspfeile
—

AC und AH dargestellt. Ubertragen Sie das Bild in Ihr Heft! Tragen Sie an die Punkte

A, B, ..., H den Verschiebungspfeil
— — — —

a) AC, b) AH, ¢) FE, d) DC

an, und nennen Sie die Koordinaten

der Bildpunkte von 4, B, ..., H!

Bild A 18
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3. Wieviel verschiedene Verschiebungen lassen sich unter ausschlieBlicher Verwendung von
nur zwei, drei, vier bzw. fiinf verschiedenen Punkten angeben? Losen Sie diese Aufgabe
fiir die Punkte A, B, ... in den Bildern A 19a bis g!

& o e [©as10c @

Pl A ‘ A 7B
@ AD=DC;BESEC |© ABIDC;ADIBC (() BE=ED;BD LAC

A

o

o
o

Bild A 19

2  Vekforen

Als Abbildung ist jede Verschiebung eine spezielle unendliche Menge von Punktepaaren

- >

[A, A}, [B, B'), ..., die man durch Pfeile A4’, BB’, ... veranschaulichen kann. Im weiteren ist es
infacher und doch ichend, wenn wir b h =
_ anstelle der geordneten Punktepaare [4, A, [B, B'], ... einer Verschiebung die Pfeile 44’,

B_IE‘, ..., die durch diese Punktepaare bestimmt sind, und
_ anstelle der Verschiebungen die Mengen aller derjenigen Pfeile, die ein und dieselbe Ver-
schiebung veranschaulichen.

Jede derartige Menge von Pfeilen nennen wir eine Pfeilklasse oder einen Vektor.')
Eine analoge Begriffsbildung haben wir schon einmal kennengelernt.
1 3 4 9
a i Vi g =yl = di iffe ,, P
® 4  Erldutern Sie unter Verwendung von 7 T T2 Te und T3 die Begriffe ,,Bruch** und
,,Gebrochene Zahl**! (Vgl. mit dem Bild A 20 und mit den Ausfithrungen in ,,Mathematik
in Ubersichten*, kiinftig mit ,,Ma i Ub* abgekiirzt, Seiten 30 und 31!)

Vektor AB

==
-

Bild A 20 Bild A 21

1) Die Pfeilklassen verhalten sich zueinander wie die Klassen einer Schule: Jeder Schiiler der Schule gehdrt
2u einer Klasse, kein Schiller gehort zu zwei verschiedenen Klassen, keine Klasse ist leer. Die Bezeich-
nung ,,Vektor™ ist hier gewihlt, damit spiter keine Umbenennung erfolgen muB. In der Lerneinheit A 13,
Seite 54, wird gezeigt, daB diese Bezeichnung gerechtfertigt ist.
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Ebenso wie man alle Briiche ﬁ, die durch Kiirzen oder Erweitern aus dem Bruch % hervor-
gehen, zu der gebrochenen Zahl %.zusammenfam, haben wir alle durch ein und dieselbe Ver-

schiebung bestimmten Pfeile zu einem Vektor (einer Pfeilklasse) vereinigt. Insbesondere nennen

wir Vektor AB die Menge aller der Pfeiie PQ, fiir die die Eigenschaften (1), (2) und (3) erfiillt
sind, fiir die also gilt: .

(1) AB || PQ,

(2) Strahl 4B ist gleich gerichtet mit Strahl PQ und

(3) AB =~ l’-Q.bzw. AB ist gleich lang mit E

Mit diesen Vektoren werden wir uns im weiteren beschiftigen. Sie konnen wie die aus der
Physik bekannten Vektoren in Zeichnungen durch Pfeile angegeben werden. Fiir die Veran-

schaulichung des Vektors A_E kommt dabei jeder Pfeil in Frage, der zu dieser Menge gehort
(~ Bild A 21, Seite 11). Den analogen Ubergang

- von den Briichen zu den gebrochenen Zahlen

und

- von den Pfeilen zu den Vektoren

wollen wir uns noch einmal verdeutlichen:

Gebrochene Zahlen

o it
Die Bruchej, T2 T 38 gehen
durch Kiirzen oder Erweitern auseinander
hervor. Ste sind alle dem gleichen Punkt auf
der Zahlengeraden zugeordnet.

Gebrochene Zahl % nennt man die unend-
liche Menge aller Briiche, die aus % durch

Kiirzen oder Erweitern hervorgehen.
12 3 4 9
ie Brilche —, —, — , — , — . sind

Die ruce“,s,lz,16 T3 si

- Reprisentanten der gebrochenen Zahl o in
dem Sinne, daB sie dieser Menge angehéren
und sie eindeutig festlegen. Jeder der
Briiche kann zur Angabe der gebrochenen

1
Zahl 7] herangezogen werden.

Vektoren

Die Pfeile AB, PQ, RS, ... im Bild A 21
erhilt man durch Antragen eines dieser
Pfeile an A4, P, R, ... Sie legen alle die
gleiche Verschiebung fest. '

g 5

Vektor AB nennt man die unendliche

Menge aller der Pfeile, die durch Antragen
=

von AB an die Punkte der Ebene ent-

stehen.

Die Pfeile 4B, PQ, RS, ... sind Reprisen-

tanten des Vektors A—B in dem Sinne, daB

sie dieser Menge angehdren und sie ein-

deutig festlegen. Jeder der Pfeile kann zur

e
Angabe des Vektors 48 herangezogen
werden.

gebrochene | Menge von Briichen

Zahl

1 f1-2-3 4 9 |
4_ |4) 81 ]21 I(V‘F,j
2 [y 2 3 4 9 |
8 - PR R RO |

Vektor Menge von Pfeilen
— =

AB = {AB, PQ, RS,..}
— - >

PO = 1AB, PQ, RS, ...}




LE 2

Verschiebungen und Vektoren A 13

Als Variable fiir gebrochene Zahlen verwen-
det mana, b, x, ...
Statt der ausfiihrlichen Formulierung ,.die

1
gebrochene Zahl a, zu der der Bruch Y

.2 4 \
(SOWICF T ) gehort* sagt man kurz

! 1 2 4 ..
,.die gebrochene Zahl-4— (oder—8~ — ) 5

*16™ "
Fiir die gebrochene Zahl a ist
1 2

_4_
g 16

Als_ Variable fiir Vektoren verwendet man')
dyibs e
Statt der ausfiihrlichen Formulierung ,,der

Vektor @, zu dem der Pfeil A-E (sowie

=50

PQ, RS, ...) gehort™ sagt man kurz
— - —

,,der Vektor AB (oder PQ, RS, ...)*".

Fiir den Vektor d ist also
= — —
d=AB=PQ = RS = ...

. \ —
@5 Das Bild A 22 zeigt eine Musterkante aus regelmiBigen Sechsecken. Es ist @ = {AH,

> i = 5
GN, MS, ..}, b = {AD, ...} und ¢ = {4F, ..}. 3
a) Geben Sie weitere Pfeile an, die zum_Vektor 4, zu b bzw. zu ¢ gehoren!

b) Der Pfeil AH beschreibt eine Verschiebung. Welche geordneten Paare [P, P’], in
denen P’ der Bildpunkt von P bei dieser Verschiebung ist, konnen Sie anhand des

Bildes A 22 angeben?

® 6  Die mehrfache Verwendung von Zeichen ist historisch gewachsen und trat auch schon
friiher im Geometrieunterricht auf. So wird mit AH einmal die Strecke AH (eine Punkt-

menge) bezeichnet, zum anderen aber auch die Lidnge der Strecke AH (eine GroBe).
Durch diese Praxis wird die Anzahl der verwendeten Zeichen stark eingeschrinkt. Die
jeweilige Bedeutung des Zeichens geht meist aus dem Zusammenhang hervor, in dem

es auftritt.

Interpretieren Sie die folgenden Aussagen ( ~ Bild A 22):

s
a) CD ist Reprasentant von é, D) &

=0 —_— —
= CD, ¢) CD = IN,

Zlgt i Sy i achpt
) €D = IN, ©) CD 1M, © CD #IM!
Tty T ti®
/B o /B c
A A
— c D
A Bd H J 0 S ] ey TR
Bild A 22 Bild A 23 S R

— -
Im Beispiel A | auf Seite 9 wurden die Pfeile AB und CD daraufhin iiberpriift, ob sie zum
gleichen Vektor gehoren oder nicht (.~ Bild A 15). Dabei erschien es iiberfliissig, die Geraden

. — -
und Strahlen 48 und CD zu zeichnen; denn die Pfeile AB und CD geben bereits alle notwendigen

1gend | Klei chstaben mit iibergesetztem Pfeil zur Bezeichnung von Vektoren

') Die im fc ver

sind in einigen Fillen recht undeutlich. Die schmalen Buchstaben, besonders die ab Seite 38 hiufig auf-
tretenden Buchstaben i und j, tragen sehr kurze Pfeile. Aus technischen Griinden konnte hier jedoch nicht
auf andere Zeichen ausgewichen werden, so duB8 besondere Aufmerksamkeit beim Lesen erforderlich ist.
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Informationen. Man libertrigt deshalb den Begriff »gleich gerichtet** von den Strahlen analog
auf die Pfeile und Vektoren und sagt (~ Bild A 23a, Seite 13):

Pfeil AB } (Pfeil CD

. o ge ; e
Vekton A_é ist gleich gerichtet mit lVektor b ;
und (2) gelten, und schreibt im Falle von Vektoren attb.
Dariiber hinaus wird festgelegt (~ Bild A 23b):

} genau dann, wenn die Eigenschaften 1)

Pfeil AB | ) _ (Pfeil CD _
. .
Vektor A_t;: ist entgegengesetzt gerichtet mit {Vektor CD} genau dann, wenn die Eigenschaft
(1) gilt und die Eigenschaft (2) nicht.
- —
Pfeil AB Pfeil CD

- pe
} ist parallel zu { } genau dann, wenn 4B mit CD gleich gerichtet oder

=5 —
Vektor AB Vektor CD,
entgegengesetzt gerichtet ist.

Im Falle von Vektoren verwendet man dafiir folgende Zeichen:
att b fir a ist gleich gerichtet mit b,

aty b fir & ist entgegengesetzt gerichtet mit b,

a || b fiir @ ist parallel zu b,

ak b fir aist nicht parallel zu b.

® 2 Fiir die Figur im Bild A 22 sind einander gleich gerichtete und einander entgegengesetzt
gerichtete Vektoren anzugeben.
Es gilt
- > - - >
FG tt FC, FG {1 FN, FG 4 FK, FG t4 LS und
s - P
FG %} CF, FG t, NF, FG +y KF, FG %} SL.

Die Vektoren A_(’,‘ und B_é' sind gleich gerichtet und sogar gleich, denn es gelten (1), (2)
und (3).

Die Vektoren AG und C—‘z sind nicht gleich, denn (2) gilt nicht. Sie sind einander ent-
gegengesetzt gerichtet, da (1) erfiillt ist; auBerdem gilt (3).

Fiir die Vektoren A—Ei und A—E‘ ist (3) erfiillt, (1) und (2) sind nicht erfiillt.

- ®7  Was versteht man
) unter dem Betrag einer reellen Zahl a,
*b) unter der zu a entgegengesetzten Zahl?
¢) Veranschaulichen Sie eine Zahl ¢ + 0 und die zu ihr entgegengesetzte Zahl auf einer
Zahlengeraden! Geben Sie fiir |a| eine geometrische Interpretation an! (» Ma i Ub,
Seite 43)

Die Lénge der zu einem Vektor @ gehdrenden Pfeile nennt man den Betrag des Vektors @ und
bezeichnet ihn mit |a|.

Zu jedem Vektor d gibt es unendlich viele Vektoren gleichen Betrages (~ Bild A 24). Darunter
ist jedoch nur ein Vektor %, fiir den gilt | ] = |d@|und % 4y a.

Er heiBt der zu @ entgegengesetzte Vektor und wird mit —a bezeichnet.

Fiir Vektoren @ und 5 ist damit
@ = b genau dann, wenn d t1 b und la| = |b],
@ = —b genau dann, wenn @t} 5 und |a| = 1].
Bild A 24
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Aufgaben
Nennen Sie anhand des Bildes A 22 Vektoren ¥, die den folgenden Bedi 1gen iigen!
1.t a)¥tté und |%| > |é| 2.1 a)fttd und |¥| <|d|
p) &t b und |¥| < || b)tyd und |%| > |d|
o |%| = el ) lFl =1¢] und T #¢
3. Im unregelméBigen Dreieck ABC 4. Im gleichseitigen Dreieck ABC
(~ Bild A 25) sind M, N und P die ( ~ Bild A 26) sind M, N und P die
Mittelpunkte der Seiten AC, AB bzw. Mittelpunkte der Seiten AC, 4B bzw.
BC. Nennen Sie Pfeile, die BC. Nennen Sie Pfeile, die
- —
a) mit dem Pfeil AN gleich gerichtet a) zum Vektor MN gehoren,
. —
sind, > b) zum Vektor CM gehoren,

b) zum Vektor AN gehdren, =% k) i
> . c) mit AN glei ind!
¢) zu AN entgegengesetzt gerichtet m eteich.ang sl

und nicht mit AN gleich lang sind,

-
d) mit AN weder gleich gerichtet
noch entgegengesetzt gerichtet

c
sind!
¢ ;
M P
M P
A N B A N B A

Bild A 25 Bild A 26 Bild A 27

Im Parallelogramm ABCD (~ Bild A 27) sind E, F, G und H die Mittelpunkte der Seiten.
Welche Aussagen konnen Sie iiber die folgenden Paare von Vektoren machen? Begriinden Sie
lhre Antworten!

- - — — —. > - =
5.1 a)AD und BC b) AD und BF - 6.1 a)AE und MF b)HM und CG
- — - - — — > —
¢) AD und MC d) AM und CM ¢) DH und EG d) DB und GF
- = — N
¢) DG und FH ¢) AM und EB
D G e
H M F
BildA28 A E B

7. In das Quadrat mit der Seitenlinge « (~ Bild A 28) sind die Mittellinien EG und HF

eingezeichnet. Wieviel verschiedene Vektoren a) vom Betrage «, b) vom Betrage
konnen Sie angeben? Nennen Sie diese!

w2
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3 Vektoren im Raum

Damit wir uns bei den Anwendungen der Vektorrechnung nicht auf Figuren einer Ebene be-
schranken miissen, gehen wir jetzt auf Vektoren im Raum ein. Auch im Raum kann man alle

mit dem Pfeil A_t; gleich gerichteten und gleich langen Pfeile zu einer Menge zusammenfassen

und diese Menge den Vektor A; nennen.

M3 Das Bild A 29 zeigt einen Quader. Der Pfeil A_é liegt mit dem Pfeil D_E‘ in einer Ebene.
Beide Pfeile sind gleich gerichtet und gleich lang. 1
Der Pfeil 4B liegt auch mit dem Pfeil £F in ciner Ebene, und in dieser Ebene ist AB mit
—

=5
EF gleich gerichtet und gleich lang. Wenn wir die Pfeile DC und E_;' betrachten, kom-
men wir zum gleichen Ergebnis: Auch diese Pfeile liegen in einer Ebene, sind gleich ge-
richtet und gleich lang.
Wir haben damit gefunden:
- —»
Die Pfeile AB, DC und EF D

sind Reprisentanten des Vektors »rB.

Bild A 29 A B

® 5 a) Nennen Sie mit Bezug auf das Bild A 29 drei weitere Reprisentanten des Vektors A_é!
b) Wie findet man im Raum fiir einen beliebigen Punkt P den Pfeil P—é. der zum Vektor
A_B gehort? Beschreiben Sie beispielsweise die Konstruktion derjenigen Pfeile aus dem

Vektor A_é im Bild A 29, die im Punkt P bzw. im Punkt B beginnen!

Fiir Vektoren im Raum werden die gleichen Variablen a, b, ... verwendet wie fiir Vektoren einer
Ebene. Die Begriffe

aist gleich gerichtet mit b (in Zeichen a 11 b),
;ist entgegengesetzt gerichtet mit ; (in Zeichen a 1| b),
aist parallel zu b (in Zeichen a |/ b),
Betrag von: (in Zeichen |d|),
zu_z; entgegengesetzter Vektor (in Zeichen —a)

werden wortlich genauso festgelegt. Ly

Wie in einer Ebene kann auch im Raum der Pfeil AB an jedem Punkt angetragen werden. Die
— =5

Menge aller Punktepaare [P; Q], fiir die die Pfeile PQ und AB gleich gerichtet und gleich lang

sind, heiBt die Verschiebung des Raumes, die 4 auf B abbildet, kiirzer: die Verschiebung A_E. Sie
ist eine eineindeutige Abbildung des Raumes auf sich.

Aufgaben

1 Mit Hilfe der Eckpunkte des Quaders im Bild A 29 [assen sich bereits viele Vektoren
angeben. Welche Vektoren kénnen Sie mit Hilfe der folgenden Eckpunkte nennen?
4) D, A, Fund G b)) C, B, Eund H ¢ D,C,Fund E
d) D, B, Fund H ¢) A, Cund F 'Y A, C,Eund B



LE4

Verschiebungen und Vektoren A 17

2; Welche Vektoren kénnen Sie mit
Hilfe der Eckpunkte
a) eines Tetraeders (~ Bild A 30),
b) des Pyramidenstumpfes im
Bild A 31 angeben?

3 Welche Vektoren kénnen Sie mit
Hilfe der Eckpunkte des Prismas
im Bild A 32 angeben?

A
0 z 1
=C l
A B 1
Bild A 30 Bild A 31 Bild A 32

4. Ubertragen Sie den Quader von
Bild A 29 in 1hr Heft, und zeichnen
Sie sein Bild bei der Verschiebung

— —
a) DB,b) AG!

5. Ubertragen Sie das Bild A 30 in Thr
Heft, und zeichnen Sie das Bild des
Tetraeders bei der Verschiebung

— —
a) AC,b) BD!

6. Geben Sie anhand des geraden Pyramidenstumpfes im Bild A 31 Beispiele fiir Vektoren
an, diea) miteinander gleich gerichtet, b) zueinander entgegengesetzt gerichtet, ¢) zu-
einander entgegengesetzt sind! Verwenden Sie die eingefiihrten Bezeichnungen!

4  Addition von Vektoren

Fiir Vektoren konnen Rechenoperationen erklart werden, die an das Zusammensetzen (Addie-
ren), das Zerlegen (Subtrahieren) und das Vervielfachen von Kriften erinnern und fiir die
zum Teil analoge Rechenregeln gelten wie fiir die Addition, die Subtraktion und die Multiplika-
tion von Zahlen. Wir wenden uns zunéchst der Addition von Vektoren zu.

@9 Das Bild A 33 zeigt die beiden Krifte F, und F,, die an einem Punkt P angreifen. Sie
konnen durch eine einzige Kraft F ersetzt werden, die man Gesamtkraft oder resultierende
Kraft von F, und F; nennt. Ubertragen Sie die Vorgabe in Ihr Heft, und ermitteln Sie
zeichnerisch die resultierende Kraft F mit Hilfe des Krifteparallelogramms!

Bild A 33

2 [001254]

Bild A 34
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@ 10 Ubernehmen Sie die Vorgabe im Bild A 34 in Ihr Heft, und wenden Sie nacheinander die
— —
Verschiebungen PQ und UV auf das Dreieck 4BC an! Als Ergebnis erhalten Sie ein
2
Dreieck 4”B”’C”. Vergleichen Sie die Pfeile AA”, B_E und C_E"’

konnen Sie feststellen?

Aus dem fritheren Mathematikunterricht wissen Sie.
Verschiebungen einer Ebene wieder eine Verschiebun
anstelle der Verschiebungen die entsprechenden Vekt

A 10 zu miteinander vergleichbaren Ergebnissen:

Krifte

Vektoren (Pfeilklassen)

Bild A 35

: = — -
Den Pfeilen PQ und PR wird der Pfeil PS
zugeordnet, bzw. den im Punkt P angreifenden
Kriften Fy und F, wird die resultierende
Kraft F zugeordnet.

In Analogie zum Rechnen mit Zahlen nennt
man die auf diese Weise definierte Rechen-
operation Addition der am Punkt P angreifen-

— - —
den Kriifte F; und F, sowie F die Summe von
— —

F, und F,.

Man schreibt

Fi+F=F

Bild A 36

- =
FaBt man die Menge der Pfeile PQ, AA,
—
BB', ... zum Vektor @ zusammen, die Menge
e S

der Pfeile UV, QS, A’A”, B'B”, ... zum

. - -
Vektor b und die Menge der Pfeile PS, AA”,

EE ... zum Vektor ¢, so wird den Vektoren
@ und b der Vektor & zugeordnet.

In Analogie zum Rechnen mit Zahlen nennt
man die auf diese Weise definierte Rechen-

: - -
operation Addition der Vektoren a und 5
- - —
sowie ¢ die Summe von @ und 5.
Man schreibt
a+b=2¢
= 2 —
oder, fiir @ = PQ und h = QS,
- — .
PQ + QS = PS.

miteinander! Was

, daB3 die Nacheinanderausfiihrung zweier
g ist. Betrachtet man im Auftrag A 10
oren, dann fiihren die Auftrige A 9 und
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® |1 Die Bilder A 37a bis c zeigen Vektoren @ und b. Ermitteln Sie konstruktiv die Summe!

1= [ ]
v v / i
~|a vl lsL”71e]
=] | LT 111
P | P [
Bild A 37a bisg:

Wir wenden uns nun den folgenden drei Fragen zu:
(1) Konnen bei der Addition von Vektoren Sonderfille auftreten, die wir bisher nicht
beachtet haben?
(1) Lapt sich die eingefiihrte Addition von Vektoren einer Ebene auch auf die Vektoren
des Raumes iibertragen?
(III) Welche der Rechenregeln, die Sie von der Addition von Zahlen her kennen, gelten
" auch fiir das Addieren von Vektoren?

Zur Frage (1):
— -
Fiir jeden Vektor @ = AB und den dazu entgegengesetzten Vektor —d = BA ist

— — —
d+ (—d) =AB + BA = AA.

Iy

Was ist A4? Ein solcher Vektor trat bisher nicht auf.

Die Nacheinanderausfiihrung zweier entgegengesetzter Verschiebungen bildet jeden Punkt auf
sich selbst ab, Damit der Satz iiber die Nacheinanderausfiihrung zweier Verschiebungen auch in
diesem Falle gilt, faBt man diese Abbildung ebenfalls als Verschiebung auf. Man nennt sie
Nullverschiebung und den ihr entsprechenden Vektor Nullvektor (in Zeichen 3):

- - —
§=AA=BB=CC = ..

Esistd = —& und |3| = 0. Fiir jeden Vektor @ gelten die Rechenregeln
(1Y) a+é6=06+d=a 2Y d+(-d)=(-a)+da=2a.

® 12 Ein Teil der Regel (2*) wurde oben schon bewiesen (;:4 = 3). Beweisen Sie auf analoge
Weise (1*) und (—@) + @ = &! .

Weitere Sonderfille treten hier nicht auf.

@ 13 Zur Klirung der Frage I1betrachten wir das Bild A 38. Ein Quader wird von einer Ebene
geschnitten, die parallel zur Seitenfliche ABCD liegt. Es gilt
- > — = — — — ‘
d=AB=1K=EF und b=BC=KL=FG.

B - = -
Welche Pfeile gehoren im Raum zu @ + b = AB + BC = AC?

Begriinden Sie Ihre Antwort! H G
M I
] cA
= IE ;

BldA3 o~ = g

o
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Auch im Raum gilt der Satz, daB die Nacheinanderausfiihrung zweier Verschiebungen eine
Verschiebung ist.') Vektoren kdnnen folglich im Raum genauso addiert werden wie Vektoren
einer Ebene. Damit ist die Frage (II) beantwortet. Zur vollstandigen Beantwortung der |
(I11) nach den Rechenregeln wenden wir uns noch einmal dem Bild A 38 zu:

Das Viereck ABCD ist ein Rechteck. Folglich ist

s =y =y -
d+b=AB + BC = AC und

2 — - — — -
b +d=BC+ AB = AD + DC = 1C, also

=» -
Wir setzen nun-¢ = CG. Dann ist fiir @, 5 und &

. | oy ,
(@+b)+¢é=AC + CG = AG und
G+ (b+7=AB + BG = AG, also
SE o S e 5. oh
(a + )+c=a+(+tq.

\

- -5 -
(1) a+o=0 =
- > - =

Dy

=
@) a+(-a)=(-a)+a=

-+ > >
(3*) a+ b = b + a (Kommutativitit)
»> > > > 5

@) @+b)+c=a+®+c)
(Assoziativitit) i

Die Rechenregeln (3*) unfi (4%) wurden nur fiir einen Spezialfall hergeleitet. Sie miissen noch
fiir beliebige Vektoren d, 5 und & bewiesen werden. Den Beweis kann man analog fiihren.

® 14 a)(3%) giltfird = 6oderd = 6wegen(l*).‘,Uberlegen Sie unter Zuhilfenahme einer Zeich-
nung, was (3*) fiir beliebige @ + 6und 6 + & aussagt, und beweisen Sie diese Regel!

%) Dieser Satz wird hier wegen seiner Anschaulichkeit nicht bewiesen. Ein solcher Satz gilt jedoch bei weitem
nicht fiir alle Abbild Beispi ise ist die Nachei; di ithrung zweier Spi an Geraden
£ und h entweder eine Drehung (ndmlich dann, wenn g und 4 ei d hneiden) oder eine Verschieb
(wenn g || A ist) (» Bilder A 39 und A 40).

o] sl B T

Bild A 39 Bild A 40
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b) Beim Beweis von (4*) treten viele Fallunterscheidungen auf. Wir verzichten deshalb
hier auf den allgemeinen Beweis. Veranschaulichen Sie sich (4*) anhand der Bilder
Ad4laundb!

S iy

BildAdla 5 T+b 8 Bild A4lb B o A

Die Rechenregeln (1) bis (4%) sind uns vom Rechnen mit Zahlen bekannt. Wie beim Addieren
von Zahlen kénnen bei der Addition von Vektoren Summanden beliebig vertauscht werden und
Klammern weggelassen werden.

Eine weitere Analogie zwischen Zahlen und Vektoren besteht darin, daB ein Vektor wie eine
Zahl auf unterschiedliche Weise als Summe geschrieben werden kann.

H G
=4 Fiir den Wiirfel im Bild A 42 ist e 3 T
AG=AB+BC+CG=a+h+é.
Man kann dafiir auch schreiben D - C
3 o
AG = AF + FG [also AG = (@ + ¢) + b] oder BildA42 A 7 B

— — — — -> -
AG = AD + DB + BA + AE + EG usw.
Die letzte Darstellung enthilt in versteckter Form &, denn es ist
— — —
AD + DB + BA =34
e
= —
AB + BA
il el

[
Sie kann vereinfacht werden zu
— = = — — .
AG =6 + AE + EG = AE + EG = ¢ + (@ + b).
Also
AG=¢+@+h=@+b+cé=a+b+e
Aufgaben

Das Bild A 43 stellt Vektoren in einer Ebene mit Koordinatensystem dar. Welche Koordinaten
hat der Punkt P, fiir den jeweils die folgende Gleichung gilt? (1) bedeutet: Losung im Anhang,
Seite 217 ff., enthalten.

.1 4) OP =04+ 0B 2.1 .4) OP = OD + OC
: = 5 ok =
b) OP = OB + OD () b)) OP = 0D + 04
e — 5 IR
) OP = OC + OB ©) OP = (—0A4) + OB

— — — — — —
d) op = 0B + (-0D) d) OP =(-0B) + 04
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5

Veranschaulichen Sie nach den Angaben 00 0 I A
im Bild A 43 den Vektor T [

—p - -> = 4 - T 1 § B T I
2)(04 + 0B) + OC,  b)AB + CD, I | _gA

— — - - —
¢)OB + (OC + 0D), d)AD + OB

durch einen Pfeil 07(! Geben Sie jeweils
die Koordinaten von X an!

Bild A 43
Gegeben ist das Tetraeder ABCD st Gegeben ist der Wiirfel ABCDEFGH
(~ Bild A 30, Seite 17). Bestimmen (~ Bild A 42). Ermitteln Sie die
- Sie die Vektoren Summen
— — = - o = —
a)AB + BD + DC, a) DA + AC + CH + HF,
- — — - e —
b)AD + CB + DC, b)BE + EF + FD + DC, (L)
— —- - — — - — -
¢)AB + CD + BC + DA! (L) ¢)AD + HF + FG + CA!

ABCD sei ein Parallelogramm, M der Schnittpunkt seiner Diagonalen, E und F seien

entsprechend die Mittelpunkte von BC bzw. 4D. Veranschaulichen Sie in einer Zeich-
nung

0AB+DC, WMC + Ch + MB, AE+ DF,  0ED + Fi + FRn
Vereinfachen Sie den Ausdruck .

a)(@ + b) + [((=a@) + &) + (=b)), b)i + [(X + (=7)) + (F + (=&)]!
Geben Sie bei jedem Schritt an, welche Regel Sie verwenden!

Im Dreieck ABC sei M der Mittelpunkt der Seite BC. Beweisen Sie, daB gilt
AM + AM = AB + AC!

Subtraktion von Vektoren

In den vorangegangenen Lerneinheiten wurde erlutert, wie man zu gegebenen Vektoren g, b, ...
den jeweils entgegengesetzten Vektor und wie man die Summe ermittelt, wie man also Glei-
chungen vom Typ ¥ = -G, ¥ =d + b, ¥ = b + (—-d), T = a + (=b) + ¢, ... 16st. Bei prak-
tischen Problemen tritt hiufig eine andere Aufgabenstellung auf, nimlich:

~ Welche Zahl x erginzt die Zahl a zur Zahl b ( 7 Bild A 44), |5st also die Gleichunga + x = b?

L[]

Bild A 44 — Bild A 45
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— Welche an P angreifende Kraft ; erginzt die an P angreifende Kraft F, zur Kraft F, 16st also
-
die Gleichung F; + X = F (.~ Bild A 45)?

- - —
— Welche Verschiebung XY erginzt die Verschiebung PQ zur Verschiebung PS?
Das letzte Problem bedeutet fiir Vektoren: )
Welcher Vektor ¥ I6st fiir gegebene Vektoren @ und b die Gleichung
(1) a+x=5h
Gibt es liberhaupt eine Losung dieser Gleichung? Gibt es vielleicht mehrere Losungen fiir diese
Gleichung? Kann man die Losung(en), falls sie existieren, durch @ und b ausdriicken?
i)

el5 Veranschaulichen Sie die Vektorgleichung (1) fiir beliebig gewéhlte Vektoren @ = AB

und b = AC' Kénnen Sie Losungsvektoren angeben filr

ayb=8 1b)d=8 < da+é und b+a(L)?
Fiir reelle Zahlen @ und b wissen wir, daB die Gleichung a + x = b stets eindeutig 16sbar ist.
Wir berechnen die Lsung x durch dquivalente Umformung der Gleichung a + x = b:

a+x=5b Die Zahl x = (—a) + b bezeichnet man mit x = b — @ und
(—a) + (a + x) = (—a) + b nennt sie die Differenz der Zahlen b und a.
((—a) +a)+x=(-a)+b
O+x=(-a)+b
x=(-a)+b

Wir versuchen, auf analoge Weise eine Losung ¥ fiir die Vektorgleichung (1) zu finden. Es ist

oder (—a) + (@ + %) = ) + é (auf beiden Seiten wurde —a addiert)
oder ((—a) + a) + 3 ) + b (wegen 4%)
oder g+ )+ b
( -_

oder

(wegen 27)
@) (wegen 17 und 3%).

e 16 Setze_n Sie # = b + (—a) in die Gleichung (1) ein, und zeigen Sie Schritt fiir Schritt,
daB b + (—a) eine Losung der Gleichung (1) ist!

e17 Es _solI gezeigt werden, daB die Gleichung (1) genau eine Losung hat. Man fiihrt den

Nachweis indirekt, indem man annimmt, es gibe zwei Vektoren ¥, und ¥,, fiir die die

leichungend + ¥, = hundd + ¥, = b gelten. Zeigen Sie mit Hilfe von 4quivalenten
Umformungen, daB diese Annahme auf ¥, = ¥, fiihrt!

Alle diese Uberlegung;n gelten fiir jedes b, also auch fiir 5 = 4. In Uber_einstimmung mit der
Anschauung 16st bei b = & der Vektor ¥ = —a die Gleichung @ + ¥ = b (= d).

>l DEFINITION:

- > =
Die Losung x=b + ( a) der Gleichung ¢ + x = b nennt man die Differenz von b und a und

bezeichnet sie mit b = a

Wie beim Rechnen in den Zahlenbereichen nennt man das Bllden der Dlﬂ‘erenz b — @ zweier

Vektoren 5 und d die Subtraktion des Vektors a vom Vektor b
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Fiir die Subtraktion von Vektoren gelten analoge Rechenregeln wie fiir Zahlen. Fiir beliebige
Vektoren @ und b ist:

- = - i - - B
(1) o—a=-a @) —(-a)=a @) —@+b=-a-»b

- = - e - =
2)a—-o=a (57) —(@—b)=—a+b
Beweise

Fiir (17): Esist 3 — @ = 6 + (—ad) (nach Definition A 1)
= -a (nach 17).
Fiir (37): Zu zeigen ist —(—4) = 4 fiir jeden Vektor a.
Nach (17) ist —=(—-a@) = 6 — (—a).
Nach der Definition A 1 bedeutet das
—(=d) =05+ (=(-a).
Nun ist aber —(—4) Lésung der Gleichung (-ad) + ¥ = 4.
Einzige Lésung dieser Gleichung ist ¥ = 4.
Also ist —(—a) = a. R
Fiir (47): Zuzeigenist —d — b = —(@ + b) fiir beliebige @ und 5. Nach der Definition A 1
gilt
—d-b=-a+(-b),
und % = -d—-b=-a+ (—b) 16st die Gleichung
—(=b)+%=-a
bzw. (nach 37)
b+%=-a.
Diese Vektorgleichung ist dquivalent zu
d+b+x=a+(-a)
bzw. (nach 2*)
@+b)+3%=3.
IThre einzige Losung ist
¥=0-(a+b) = -@+b) (nach 1.
Alsogilt ¥ = —d@ — b = —(a@ + b).

Aufgaben

1.

Gegeben seien drei nicht auf einer Geraden liegende Punkte A, Bund C.Esseid = A.E
- - * P -

und b = AC. Veranschaulichen Sie @ + b, @ — b, b — @ und —d — b durch Pfeile mit

dem Anfangspunkt 4!

Losen Sie die Aufgabe 1 fiir drei Punkte einer Geraden!

Esseid = OA b—OBundA(S 2) sowie B (— 2 2)

a) Zeichnen Sie fiir @ — b den Reprisentanten OX, und nennen Sie die Koordinaten
von X! o 9 -
b) Losen Sie a) fiir @ + b, —d, —@ + bund —d — b!

Vereinfachen Sie folgende Ausdriicke! Begriinden Sie jeden Schritt!
d)a+[b—(a—c)] [E+b6—-@+d)]-[a+@-a)
b)a - {- [b—(6—6)]+[—(6—6)+(a—5+6)])—(a+b)
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5. Losen Sie naf:h)?auf!
md+i-b=a+e¢ gd-%=¢-b+a
b)-@-X)-F=X-@F+7) i) —(=—-a)=-(b-23

=0 -
6. In einem Parallelogramm ABCD seid = ABund b = A—B. Driicken Sie folgende Vek-
toren durch @ und b aus:

e — - — = — —
a)BC (L), b)DC, c¢)AC, d)BD, ¢)CB, f)CA, g)DB (L)!
— - - —
7 Fiir beliebige Punkte 4, B, C und D folgt aus AB = CD stets AC = —DB.
) Veranschaulichen Sie sich diesen Sachverhalt anhand einer Skizze (Fallunterschei-

dungen beachten)!
1) Beweisen Sie diese Aussage ohne Verwendung der Anschauung!

6  Multiplikation eines Vektors mit einer reellen Zahl

Im Bild A 46 gilt fiir die Vektoren 5 und ¢
b=d+ad

und

é=(-a)+ (-a) + (-a).
Analog zum Rechnen mit Zahlen liegt es nahe,
dafiir folgende Schreibweise zu verwenden:

b=d+ad=2a bzw. e
BildA46 | T =(=d)+(-d)+(-d)

é =(=a) + (=a) + (-a) = 3(-a).

Solche ,,Produkte* 24 und 3(—a) aus einem Vektor und einer Zahl sind bisher nicht definiert
worden. Es erhebt sich folgende Frage:

Laft sich eine Multiplikation von je einem Vektor mit einer reellen Zahl so definieren, daf
dafiir moglichst viele Regeln der Multiplikation von reellen Zahlen in analoger Weise
gelten?

Man legt fest:

» 2 DEFINITION:

Der Vektor_l:heillt das Produkt des Vektors 7mlt der reellen Zahl r genau dann, wenn gilt:
- —

(1) b = |r| - |a| und
- - - -

(2) bttafirr>Oundbt)afirr<o0.

Man schreibt dafiir b = ra.

®m 5 Fiir die Vektoren im Bild A 47 gilt
1

nIdl——la[unddﬁa,alsod—?

alw 8

b) |e] =—g|a]undeﬂ, ﬁ,alsoe = ——a;
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2 - - I
c]|ﬁ = —|d| und weder f 1+ @ noch ft} 4. %1 ‘
3 rd
= , o~
Der Vektor f kann nicht als Produkt von @ I~ >4
mit einer Zahl r geschrieben werden. == 8
€ [
/,;-f‘ lr |
T I
™~ |
Bild A 47 ‘\\‘

® 15 Geben Sie einen Vektor @ vor, und ermitteln Sie dann:
a)—dund (-1)a, b) —=(3d), (-3) @ und 3(-a), ¢)2d + 34 und 5a!
Vergleichen Sie die Vektoren miteinander! An welche Regel fiir die Multiplikation reeller
Zahlen werden Sie durch Ihr Ergebnis erinnert?

Folgende Gegeniiberstellung soll verdeutlichen, daB fiir die Multiplikation eines Vektors mit
einer reellen Zahl und die Multiplikation von Zahlen analoge Rechenregeln gelten :

Multiplikation reeller Zahlen Multiplikation cines Vektors mit einer reellen
Zahl
Fiir alle reellen Zahlen a, b und c gilt: Fiir alle Vektoren @ und 4 und alle reellen
Zahlen r und s gilt:
(1) l-a=a (1) l-a=a
@ (-)-a=-a @)(-1)-a=-a
3) 0-a=0 (3%) 0-d=o
4 a-0=0 @4) r-6=6 .
) a(be) = (ab) ¢ (5) r(s@) = (rs) @ (Assoziativgesetz)
(6) (@ + b)c = ac + be (6°) (r + s)@ = ra + sa(l. Distributiv-
gesetz)
(M ela+b) =ca+ch (7 1@ + b) = ra + rb (2. Distributiv-
gesetz)

Einige dieser Regeln werden im folgenden bewiesen.
Beweis fiir Regel (1°):
Fiir 1 - @ ist nach Definition A 2: |1-a| = |1 - |@| = |G| und 1 - @ t4 &.
Also hat 1 - @ mit @ den gleichen Betrag und ist mit & gleich gerichtet, d. h., es ist 1 - & = 4.
@ |9 Beweisen Sie die Regeln (2°) und (3°)!
@ 20 Veranschaulichen Sie sich die Regeln (5°) und (6°)
a)fiird + &, r=-2 und s= -3 und
b)fiira + 4, r=2 und s = —3!
® 2| Beweisen Sie die Regel (5°) fiir 2a)d@ = 6, b)r =0, ¢)s = 0!
Die Regel (7°) soll fiir einen Sonderfall bewiesen werden.
® 22 Veranschaulichen Sie §ich die Regel (7°) fiir r > 1 sowie Vektoren @ und b, fiir die
@+ d,b+dundaljb gilt!

® 23 Im Bild A 48a ist BC | DE. Das Bild erinnert an die Strahlensatzfigur. Wiederholen Sie
den ersten und den zweiten Teil des Strahlensatzes ( » Ma i Ub, Seite 208)! Schreiben Sie

das Streckenverhaltnis 2)4C: AE, b)AC : CE mit Hilfe anderer Strecken im Bild A 48a!
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Bilder A 48a und b

Beweis von Regel (7°) fiir r > 0 und @ + 0, b+a,alb:
- == ‘

Esseid = ABund b = BC (~ Bild A 48b), also

d+.5= AC.
Ferner sei

. - -

rd@+b) =r-AC = AE.

Zu zeigen ist
. - - — —
*) rd@+b)y=rda+rb bzw. AE=r-AB +r- BC.
Wir ergiinzen das Bild A 48b zu einer Strahlensatzfigur, indem wir durch E die zu BC parallele
Gerade zeichnen. Sie schneidet den Strahl 4B im Punkt D. Dann gilt
a) AE:AC =AD:AB und AE:AC =r, also AD =r-AB.
Weil D auf dem Strahl AB liegt, ist sogar AD = r - AB =rd.
b) AE:AC = DE: BC und AE:AC =r, also DE =r-BC.
- - — — I

Wegen DE 4 BC (» Bild A 23, Seite 13) folgt daraus DE = r - BC = rb.
Addition der Ergebnisse von a) und b) ergibt

AD + DE = rd + rb.

— - — . i’

Wegen AD + DE = AE = r(@ + b) ist damit (*) fiir den betrachteten Sonderfall bewiesen.

® 24 Veranschaulichen Sie die Regel (7°)a) fiir 0 < r = 1 undb) fiir r < 0 (@ und b wie oben)!
An welchen Stellen muB der vorstehende Beweis geéindert werden, wenn er fiir r < 0
gelten soll?

Die eingangs gestellte Frage ist damit beantwortet:

Fiir die in Definition A 2 festgelegte Multiplikation eines Vektors mit einer reellen Zahl
gelten analoge Rechenregeln wie fiir die Multiplikation von Zahlen. Insbesondere gelten
analoge Regeln fiir das Aufldsen bzw. Setzen von Klammern (Regeln 2°, 5°, 6" und 7).
Wegen (5°) und (2°) kdnnen auch beim Rechnen mit Vektoren gewisse Klammern weggelassen
werden:
Fiir r(s@) = (rs) @ schreibt man rsa,
fir (=r)d@ = ((=1)r)d = (—1) (rd) = —(ra) schreibt man —ra.
Bei der Multiplikation eines Vektors mit einer Zahl treten jedoch auch einige Besonderheiten
auf, die zu beachten sind:
1) Die Multiplikation von Zahlen ist kommutativ. In der Gegeniiberstellung der Rechenregeln
auf Seite 26 stimmen deshalb in der linken Spalte die Regeln (3) und (4) bzw. (6) und (7)

iiberein. Bei der Multiplikation eines Vektors ;1’ mit einer Zahl r sind : und r verschiedene
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Objekte, und nur r:ist erklirt nach Definition A 2. Fiir die Regeln (3) und (4) in der linken
Spalte gibt es deshalb rechts jeweils die beiden Regeln (3") und (4°). Analog entsprechen der
Regel (6) bzw. (7) der linken Spalte jeweils die beiden Regeln (6°) und (7°) auf der rechten
Seite.

® 25 Veranschaulichen Sie sich
a) die Regeln (6) und (7) fiir die Zahlena = 2, 5 = 3 und ¢ = 4 auf einem Zahlenstrahl
sowie
h)gie Regeln (67) und (7°) fiir r = 2, s = 3 und beliebig gewihlte Vektoren & und
b(akb)
Vergleichen Sie jeweils die Ergebnisse!

2) Wir konnen nunmehr versuchen, Vektorgleichungen zu l5sen, die der Gleichung ax = b fiir
Zahlen entsprechen:

seien r und b gegeben, und es ist ein Vektor ¥ gesucht, der diese Gleichung

erfiillt.

26 Geben Sie alle Losungen an fiir die Gleichungen

a) 5%
¢) 0%

= b (6 beliebiger Vektor),  b)0% =5 (5 + o),
(b =6), d)rs =bfirr + 0 und b beliebig!

seien @ und b gegeben, und es ist eine reelle Zahl x gesucht, die diese Gleichung

erfiillt. Die Gleichung 148t sich leichter 16sen, wenn man sich genau iiber ihre Aussage im
klaren ist. Es ist .

xd@ = b genau dann, wenn |xd| = |x| |d@| = |b| und xa 11 b.

Die Gleichung xd@ = b hat demzufolge keine Losung,

—wennd = gund b #+ 4 ist (beide Bedingungen konnen nicht erfiillt werden) oder
—wennd + 8, b + 6 und ay b ist (die zweite Bedingung kann nicht erfiillt werden).

Die Vektorgleichung xd = b ist also fiir @ + ¢ und 5 + 0 nicht stets losbar (sie kann nicht
nach x aufgelost und nicht durch & dividiert werden).

Fiir b = & ist x = 0 Losung, fiir a || l'zhat sie die Losung

x = %,wenn att b bzw.x = —%, wenn d 1} b.

Zur Berechnung dieser Losungen fehlen uns jedoch noch Hilfsmittel.

Zusammenfassung

Vektoren konnen addiert, subtrahiert und mit reellen Zahlen multipliziert werden.

Wie fiir das Rechnen mit Zahlen gelten die Rechenregeln (1*) bis (4*), (17) bis (57), (1)
bis (7°) und damit auch die gleichen Klammerregeln wie in den Zahlenbereichen.

Die qleichung a+ %= /hat fiir beliebige Vektoren @ und b genau eine Losung, namlich
X =b + (-a) = b — a. Sie wird ebenso durch #quivalente Umformung der Ausgangs-
gleichung errechnet wie in den Zahlenbereichen. Analog 16st man die Gleichung v = 5,
r*O.Esisti=%5,

Die Gleichung xa = bist nicht stets losbar (eine Division durch einen Vektor ist nicht
erklirt).
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Aufgaben .

| In einer Ebene mit Koordinatensystem sei 4 (2;1), B(—-1;1),d = 0_.:1 und b = O_E.

Zeichnen Sie . . . »

a) 34, b) —24, ¢)3b, d) —b, e)3d — b, f) —2d + 3b!

M sei der Mittelpunkt des Quadrats ABCD, und es seien @ = A—E sowie b = A—D>‘ Driicken
— - =

Sie a) AM, b) BM durch a und b aus!

33 Vereinfachen Sie die Schreibweise folgender Vektoren! Begriinden Sie jeden Schritt!

ayd + 3b — (2@ — b) + 4a - b) 1,)E+4[—(5+a)—%(za—5)] —-d+é

~

- —
4 Das Bild A 49 zeigt cinen Wiirfel mit den Vektoren & = AB, b = AE und ¢ = AD.
M,, M, und Mj, sind die Mittelpunkte dreier Seitenflichen des Wiirfels. Driicken Sie

-3 = — i
a)AM, (1y b)AM; (1 und ¢) AM; durch @, b und ¢ aus!
H G
LR
D C

Bild A 49 A

5, Es sei @ = 3¢, b = (—2) é. Schreiben Sie folgende Vektoren in der Gestalt xé auf!
a)3d . b)@a+b o)d—2b d) -5b ¢)2d + 3b f) —Qd - b) (L)

6. M sel der Dxagonalenschnmpunkt im Parallelogramm ABCD Bestlmmen Sie x m
d)AB—xCDtl; nAC—xAMq[; l;MB—xBD (l)MC—xCD'

Es sei @ + 6. Fiir welche Zahlen x gilt
a)lxdl < |a| (L) b)|xd| > |al, o) |xd| = |@|?

8. Es sei @ + 6. Geben Sie alle Vektoren an, fiir die gilt R
aydld+b (L) byatta + b, od+bla-b, dd+btya—b!

7  Erste Anwendungen der Vektorrechnung in der Geometrie

Vektoren konnen in der ebenen und rdumlichen Geometrie vielfiltig Anwendung finden, so
z. B. beim Beweis von Sitzen.

m ( Zu beweisen ist der Satz:
Die Mittelpunkte der Seiten eines jeden konvexen Vierecks sind die Eckpunkte eines
Parallelogramms.
Voraussetzung: ABCD sei ein konvexes Viereck; E, F, G und H seien die Mittelpunkte
seiner Seiten ( ~ Bild A 50).
Behauptung:  EFGH ist ein Parallelogramm.
Beweis (ohne Vektoren): Wir miissen zeigen EF || GH und FG || EH.
Uber das Viereck wissen wir nur, daB E, F, G und H die Mittelpunkte der Seiten des
Vierecks ABCD sind.
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Wir kennen also nur folgende Streckenverhiltnisse:
AF :FB
A4E : ED
CG:GB
CH: HD

Aus der Gleichheit dieser Streckenverhiltnisse soll D

z. B. die Aussage EF || GH abgeleitet werden. Einen

Zusammenhang zwischen Streckenverhiltnissen und G

der Parallelitit von Geraden stellt der Strahlensatz

her. Wir ergdnzen die Zeichnung durch die Gerade £

BD (» Bild A 51) und haben dadurch folgende Si-

tuation herbeigefiihrt:

a) Die vom Punkt A4 ausgehenden Strahlen 4B und

AD werden von den Geraden EF und BD ge-
schnitten.
Die Streckenverhaltnisse AF: FB und AE: ED
sind gleich. Nach der Umkehrung des ersten Teils
des Strahlensatzes (» Ma i Ub, Seite 211) folgt
daraus: EF || BD.

b) Die von C ausgehenden Strahlen CB und CD
werden von GH und BD geschnitten.

Esist CG:GB = CH: HD. Also gilt GH || BD. Bilder A 50 bis 52

Aus EF || BD und GH || BD folgt schlieBlich EF | GH.

Analog beweist man FG | EH.
Beweis (mit Vektoren): Fiir einen Beweis mit Hilfe von Vektoren miissen wir die Be-
hauptung geeignet umformulieren. Ein konvexes Viereck ist bekanntlich ein Parallelo-
gramm,
- wenn es zwei Paare paralleler Gegenseiten bzw.
— wenn es zwei Paare kongruenter Gegenseiten hat.

Das Viereck EFGH ist also ein Parallelogramm, wenn E_I:' = H_& oder I;& = E_;l ist
(denn dann sind sogar beide Bedingungen erfiillt). Es gilt (.~ Bild 52)

> — g ] e 1 - 1 - - 1 = 1 - —
EF EA+AF=7DA+7AB=—2-(DA+AB)=?DB=7(DC+CB)

— — —

= CB = HC + CG = HG.

Y
DC +

| =
-

Analog:
1

z

- y — 1 = — - - — =" — —
EH ED+DH=7(AD+DC)= AC=?(AB+BC)=FB+BG>FG,

was zu zeigen war.

Zu beweisen ist der Satz:

Die Verbindungsstrecke der Mittelpunkte zweier Dreieckseiten ist stets zur dritten Seite

parallel und halb so lang wie diese.

Voraussetzung: ABC sei ein Dreieck, und D, E sowie F entsprechend die Mittelpunkte
seiner Seiten (~ Bild A 53).
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Behauptung:  (a) DF | AB und DF =

- =

(b) DE | BC und DE =— BC

{c) EF | AC und EF =

Beweis fiir den Fall (a): Fir D_l-: gilt

AB

SIS}
al
(o

Bild A 53

— — - 1 = 1 = 1 = — 1 =
DF = DC + CF = EAC + TCB = ?(AC + CB) = TAB’ was zu beweisen war.

=
® 27 a) Begriinden Sie ausfiihrlich, warum aus der Gleichung DF =

(a) folgt!
b) Beweisen Sie (b) und (c)!

1 —

TAB die Behauptung

¢) Beweisen Sie (a) ohne Zuhilfenahme von Vektoren!

Prinzipiell lassen sich alle Sidtze der Geometrie beweisen, ohne daB3 man Vektoren zu Hilfe
nimmt. Umgekehrt kann jedoch auch jeder Satz der Geometrie vektoriell bewiesen werden.
Dazu gehoren allerdings sehr umfangreiche Kenntnisse iiber Vektoren. Bei manchen Satzen
stehen dabei langen Beweisen ohne Vektoren kurze und iibersichtliche Beweise unter Verwen-
dung von Vektoren ‘gegeniiber. Wie iiberall kann also auch beim Beweisen von Sdtzen aus
der Geometrie die Wahl der Hilfsmittel die Arbeit erleichtern.

Aufgaben

Beweisen Sie mit Hilfe von Vektoren die folgenden Sitze:

1.4

2.1 In jedem Trapez ist die Mittellinie 3t
parallel zu den Grundseiten und halb

so lang wie deren Summe.

4. In einem Quader ABCDEFGH teile I 5.
die Raumdiagonale 4G im Verhilt-
nis 2: 1. Die Gerade BI durchstof3e
die Deckfliche in K. Was laBt sich
iiber die Lage des Punktes K aus-
sagen, und in welchem Verhiltnis
teilt 7 die Strecke BK?

Wenn sich in einem Viereck die Diagonalen halbieren, ist es ein Parallelogramm.

Fiir jedes Trapez, das kein Parallelo-
gramm ist, liegen die Mittelpunkte
der Grundseiten und der Schnitt-
punkt der verlidngerten Schenkel auf
ein und derselben Geraden.

In einer geraden vierseitigen Pyra-
mide ABCDE mit rechteckiger
Grundfliche sei M der Mittelpunkt
der Basisfliche ABCD, F der Hal-
bierungspunkt der Kante 4B, G der
Schwerpunkt der Seitenfliche DCE.")
Berechnen Sie das Verhiltnis, in dem
FG und ME einander teilen!

1) Schwerpunkt eines Dreiecks wird der Schnittpunkt der Seitenhalbierenden genannt. Der Schwerpunkt teilt

die Seitenhalbierenden im Dreieck im Verhaltnis 2: 1.
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8  Vektoren in Physik und Technik

Krifte, Geschwindigkeiten und Beschleuni 1 werden ebenso durch Pfeile veranschaulicht
wie Verschiebungen und die den Verschiebungen entsprechenden Vektoren. Im Bild A 54 wird
das Einwirken einer Kraft auf einen Wagen durch einen Pfeil demonstriert. Dabei bezeichnet
man den Anfangspunkt des Pfeils auch als Angriffspunkt, die Gerade, auf der der Pfeil liegt, als
Wirkungslinie. Bei Krafteinwirkung auf einen festen Korper kann der Angriffspunkt der Kraft
auf ihrer Wirkungslinie beliebig gewéhlt werden (.~ Bilder A 54 und 55).

Wirken auf einen Korper gleichzeitig mehrere Krifte mit gemeinsamem Angriffspunkt (dem
Schnittpunkt ihrer Wirkungslinien), dann kénnen diese Krifte durch ihre Summe ersetzt werden
(~ S. 18). Wie ermittelt man nun in der Praxis fiir zwei gegebene Krifte F, und F, ihre Summe?

Wirkungs-
linie von

Wirkungslinie von ?;

[
[
|
|
|
L

Bild A 54 Bild A 55 Bild A 56

m ¢ DasBild A 56 zeigt schematisch zwei Krifte F, und F,, die gleichzeitig auf einen Korper
(eihen Stein) wirken, sowie deren Summe F = F, + F,.
F wird konstruktiv ermittelt, indem die Krifte F, und F, wie im Bild A 56 nach einem
einheitlichen MaBstab, z. B. 1cm = 100 N, als Pfeile dargestellt werden. Der Winkel
zwischen den Wirkungslinien wird genau angetragen. Dann wird der Pfeil konstruiert,
der der Summe von F, und F, entspricht. Die Linge des Pfeils gibt in Verbindung mit
dem verwendeten Mafstab Auskunft iiber den Betrag der Kraft F:

|F|: (Linge des Pfeils AC) = 100 N: 1 cm.
Der Winkel «r zeigt die Richtung der resultierenden Kraft F gegeniiber der Richtung der
Kraft Fy an. |F|und oy berechnet man mit Hilfe des Kosinus- bzw. des Sinussatzes.

@ 28 Ermitteln Sie |F| und & fiir den Fall, daB |F,| = 270 N, |F,| = 110 N und « = 55°
betragen, ) zeichnerisch und b) rechnerisch! (1)

® 29 Die Wirkungslinien zweier gleichzeitig wirkenden Kréfte bilden nicht stets einen spitzen
Winkel miteinander. Ermitteln Sie fiir die Fille in den Bildern A 57a bis d jeweils die
resultierende Kraft F, und driicken Sie |F| durch |F,|, |F;| und ~ aus!

90°< ot < 180° o = 180° o =00 n o = 900
F - | B+
\_= | iF| L7

Bild A 57
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Wir haben bisher die resultierende Kraft aus zwei an einem Punkt angreifenden Kriften ermit-
telt. Bei technischen Aufgaben steht man haufig vor der zten Fr 11 Eine
gegebene Kraft F soll in zwei Teilkrdfte, in zwei Komponenten, F, und F;, zerlegt werden.
Diese Aufgabe ist eindeutig 1osbar, wenn
a) eine Komponente von F, also z. B. die Kraft F,, bekannt ist

oder wenn
b) die Wirkungslinien von F, und F, vorgegeben sind.
Im Falle a) schreibt man F, = F — F, und spricht analog zum Rechnen in den Zahlenbereichen
bzw. zum Rechnen mit den vorn eingefiihrten Vektoren von der Subtraktion der Kraft F,
von F.
Der Fall b) liegt z. B. an einer geneigten Ebene vor.

m o Auf einer geneigten Ebene mit dem Nei inkel x = 12° befindet sich eine Last mit
der Gewichtskraft 180 N (.~ Bild A 58). Der Betrag der Kraft F,, mit der die Last auf
die Ebene driickt, kann ermittelt werden:
konstruktiv, indem eine maBstabliche Zeichnung angefertigt wird,
rechnerisch, indem die Kosinusfunktion verwendet wird.

Setzt man 10 mm = 20 N, Es gilt:
so folgt ST = 90 mm und SR = ST cos 12°
SR = 883mm. = 180 cm - 0,978
Dunn ist |Fy| = 176 N. = 176,04 cm.
Daraus folgt:

S: Schwerpunkt |F\| x 176 N,

10mm £ 100N

Bild A 58

@ 30 Bestimmen Sie unter Vernachldssigung der Reibung konstruktiv und rechnerisch die
Kraft, die diese Last gerade am Hinabgleiten hindert! (1)

Fiir die Addition und die Subtraktion von am gleichen Punkt angreifenden Kriften gelten die
gleichen Rechenregeln (1*) bis (4*) und (1-) bis (57) wie fiir die vorn eingefiihrten Vektoren.
Die hier fiir Krifte angestellten Uberlegungen lassen sich analog auf die Geschwindigkeiten
bzw. Beschleunigungen eines Korpers iibertragen.

= 10 Ein Flugzeug fliegt von A nach dem nérdlich gelegenen, 1000 km entfernten Ort B. Die
Geschwindigkeit #, des Flugzeugs gegeniiber der es umgebenden Luft habe den Betrag
|#,| = 850 km h~'. Auf der ganzen Strecke wehe Nordwestwind mit einer Geschwin-
digkeit vom Betrage |#,| = 100 km h~!.
a) Nach welcher Flugdauer landet das Flugzeug in B, wenn es geradlinig die Strecke
zuriicklegt?
h) Welchen Kurs muB der Pilot halten, um die Abdrift auszugleichen?

Lésung (» Bild A 59): Beziiglich der Erdoberfliche ist die Geschwindigkeit & des Flug-
zeugs die Summe von #, und #,. Gesucht sind |#| und ~. Beides errechnet man aus dem
Dreieck ADB, .

3 [001254])



34 A Verschiebungen und Vektoren

a) Nach dem Kosinussatz gilt:
DB? = AD* + AB? — 2 AD - AB, - cos 135°
[B:]* = |82|* + [5]* + 2 |52] - 7] - cos 45°
oder
1
[12 +2-100 '7‘/2"‘7' + 1002 — 8502 = 0,
1] =776 kmh!, t =1h 17 min.

b) Nach dem Sinussatz ist
sin o :sin 135° = 4D : DB,

bzw.

o ml L, 100 /2

smx—m sin 135 =350 T~0,0832
x % 4,8°

Ergebnis: Das Flugzeug iiberfliegt den Ort B
nach rund 1 h 17 min.
Der Pilot hilt den Kurs N 5° W,

Bild A 59

@ 31 Ldsen Sie die Aufgabe aus Beispiel A 10 fiir Siidostwind mit |#,| = 100 km h-!!

Aufgaben

1. Eine StraBenleuchte habe eine Ge- 2. Auf zwei senkrecht zueinander
wichtskraft von 50 N. Sie hinge an den glatten, i Ebenen
zwei Drahtseilen, die mit der Waage- AB und BC (~ Bild A 61) liege eine
rechten einen Winkel von 30° bilden homogene Kugel mit der Gewichts-
(~ Bild A 60). Wie groB ist die kraft von 60 N. Bestimmen Sie den
Zugkraft in den Seilen? (L) Druck der Kugel auf jede der

Ebenen, wenn die Ebene BC mit der
Horizontalebene einen Winkel von
60° bildet! (L)

Bild A 60 Bild A 61

Bild A 62
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darstell r,A 35

Am Ende eines horizontalen Trag-
armes, der durch eine Zugstange ge-
halten wird, hidnge eine Last, die auf
den Tragarm eine Kraft F von

6000 N ausiibt. Berechnen Sie, wie
der Tragarm auf Druck und die Zug-
stange auf Zug beansprucht werden,
wenn beide einen Winkel von 35°
miteinander bilden (~ Bild A 62)!

Im Panamakanal werden die Schiffe
von einer am Ufer entlang fahrenden
elektrischen Lokomotive gezogen.
Dabei bilde die Zugrichtung mit der
Fahrtrichtung einen Winkel von 18°
(~ Bild A 63). Welcher Anteil der
Lokomotivkraft dient zur Vorwirts-
bewegung des Schiffes? Welcher
Anteil bleibt durch einen Ausschlag

des Steuerruders ungenutzt?

Bild A 63

Ein Schiff fahre nach Westen mit der Geschwindigkeit #. Der Wind wehe aus dem Siid-
westen. Die an Bord des Schiffes festgestellte Windgeschwindigkeit sei & .

a) Welche Geschwindigkeit #iwins hat der Wind, bezogen auf die Erde? (L)

b) Geben Sie fiw;qq an fiir den Fall, daBB der Wind aus West-Siid-West weht!

[

Komponenten- und Koordinatendarstellung von Vektoren

Zur Angabe der Position eines Schiffes im Ozean benétigt man ein Bezugssystem, ein Koordina-
tensystem, das in diesem Fall aus dem Netz der geographischen Breiten- und Léngenkreise be-
steht. Auf analoge Weise wird die Position eines Sternes am Firmament festgelegt (durch astro-
nomische Koordinaten, z. B. Azimut und Héhe). Fiir die Beschreibung der Lage eines Punktes
in einer Ebene haben Sie das rechtwinklige Koordinatensystem kennengelernt. In einer Ebene
mit rechtwinkligem Koordinatensystem wird jedem Punkt P eineindeutig das geordnete Paar
seiner Koordinaten (xp; yp) zugeordnet (~ Bild A 64). Neben der genauen Beschreibung der
jeweiligen Position eines Schiffes im Ozean, eines Sterns am Himmel bzw. eines Punktes in der
Ebene erméglichen es solche Koordmatenangaben auch, viele Probleme durch Berechnung zu
18sen (Ab dsb h Berech von Flugbahnen fiir Raumschiffe; Berechnung der
gemeinsamen Punkte zweier Krelse von Kreis und Gerade oder anderer Kurven). Fiir die
Punkte einer Ebene bzw. des Raumes beschiftigen wir uns mitsolchen Berechnungen in spiteren
Lerneinheiten und ver dabei Vektoren. Damit diese Untersuchungen jedoch nicht auf die
Punkte einer Ebene beschrinkt bleiben miissen, gehen wir jetzt erst folgenden zwei Fragen nach:

1. Kann man auch fiir die Vektoren einer Ebene ein Be-

zugssystem so angeben, daf jeder Vektor durch zwei Y pu
Zahlen (durch Koordinaten) festgelegt ist? Yol Plxpsyp)
2. Lassen sich auf analoge Weise die Punkte und Vekto-
ren des Raumes durch Koordinaten beschreiben? 14
3 P‘
Bldaes OF 1 % X

3*
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9 Komponenten- und Koordinatendarstellung
der Vektoren einer Ebene
Wir betrachten zunichst wieder nur die Punkte und Vektoren einer Ebene.

@ 32 d@und b seien von & verschiedene Vektoren.
a) Ver haulichen Sie sich anhand von Zeict folgenden Sachverhalt:

@ |l b genau dann, wenn b = rd fiir eine reelle Zahl r,r %0, gilt!

b) Welches Vorzeichen hat r in b = rd, wenn b 1 d@ bzw. b 1} a ist?
¢) Schreiben Sie den Nullvektor als Vielfaches von a!

= - — .
ImBild A65istd = AE, b = AD unda J b.
- — — .
a) Schreiben Sie die Vektoren AF, ED und GH als Summe der Form xd + yb!
| 1 =
—b b ——ad, 2 - b?
3 3 a,2a—b
Im Ergebnis der Auftrage A 32 und A 33 kann festgestellt
werden:
1. Fiir jeden Vektor @ # & erfaBt die Gleichung
p=rarreellundr + 0,
alle Vektoren j der Ebene, die zu @ parallel sind. D,
2. Wenn fiir zwei Vektoren @ und b der Ebene die Bedingung
(1) @+, b+o und afb
gilt, dann konnen !iele Vekmrerl der Ebene als S
der Gestalt x@ + yb von @ und b Bild A 65

- —
geschrieben werden oder — wie man auch sagt — nach a und b zerlegt werden.
Das letzte Ergebnis 1aBt sich verallgemeinern und bringt uns der Lésung der eingangs gestellten
Frage nach einem Bezugssystem fiir Vektoren einen groBen Schritt niher. Wir beweisen folgen-
den Satz:

b) Welcher Vektor im Bild A 65 ist gleich

| @| D
sl A&
e 1 fe
-
e

|

A o E

>1 SATZ:
Wean fiir zwei Vektoren a und b einer Ebene gilt
el
(1) a+o,b+oundalfb,
- - -
dann kann jeder Vektor p dieser Ebene nach @ und b zerlegt werden:
() P =xa+ yb, xund y reclle Zahlen.
Die Koeffizienten x und y in (2) sind durch p, a und b eindeutig bestimmt.

Beweis des Satzes
Voraussetzung: Es gelte @ + 6, b + &, a X b (vgl. mit (1)), und es sei ;ein beliebiger Vektor.

Behauptung :
a) Es gibt reelle Zahlen x und y, die die Gleichung (2) erfiillen.
b) Die Darstellung (2) von j ist eindeutig, d. h., wenn

F=xd+yb und f=ui+vh so x=u und y=o.
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Beweis:

(a) Wir veranschaulichen 4, b und 7 durch Pfeile OA OB und OP die an ein und demselben
Punkt O angetragen sind (» Bild A 66), und projizieren den Punkt P auf die Gerade 04
parallel zu OB (Punkt P’) und den Punkt P auf die Gerade OB parallel zu 04 (Punkt P”).
Es gilt

o -
— OP = OP' + PP Bild A 66 PY p/

— —

= OP’ + OP”
- =p = =,

= xd + yb (da OP’||@und OP" || b). b

(b) Fiir 7 moge gelten j = xd + b = ud + vb (Voraussetzung). 0
Zu zeigen ist, daB dann x = « und y = v ist (Behauptung).
Die Gleichung xd + yb = ud + vb ist dquivalent zu

(3) (x-wd=@-y)b mt a+3, b+5 und ayb.
Nimmt man nun x # « an, dann folgt aus (3)

i’ 4
X =

i= b.
Fiir v = y ware dannd = g, fiir v + y wired || b. Beides steht im Widerspruch zur Voraus-
setzung des Satzes. Die Annahme x + u ist folglich falsch, es gilt x = u.
Analog fiihrt die Annahme v + y zu einem Widerspruch, ist also falsch. Folglich mu3
in (3) x = u und y = v sein, was zu beweisen war.
Nach Satz A1 ist es bei geeigneter Wahl zweier Vektoren & und b also stets méglich,
— jeden Vektor 5 als Summe der Gestalt xad + yb zu schreiben
und
— jeden Vektor 5 durch die Zahlen x und y in dieser Zerlegung anzugeben.
Vektoren @ und b, die die Bedmgung (1) erfiillen, nennt man eine Basis der Vektoren der be-
hteten Ebene. Kurzschreibweise {a, b) gelesen: Basis-a-b.
Die Koeffizienten x und y in der Zerlegung xd + yb nennt man die Koordinaten des Vektors P

beziiglich der Basis {a, b}. Analog zur Koordinatendarstellung von Punkten verwendet man fiir
die Angabe der Koordinaten von 7 die Kurzschreibweise (x; y) oder auch 5(p.; p,), gelesen:
7 hat die

lmit den
wendet man oft auch die platzaufwendige, aber sehr iibersichtliche Spaltenschreibweise fiir
Vektoren

7 (;) bzw. § (P’) oder noch kiirzer (;) bzw. (p,).
Py,
Die Gheder xd und yb der Zerlegung (2) von j nennt man die Komponenten von p I)ezllglidl der
Basis (a, b)
= 11 Gegeben sind die Punkte A4, B, ... im Bild A 67. Gesucht sind die Koordinaten und die
= -
Komponenten von j = OP beziiglich der Basis {d, b}.
— — = B
Es ist pP=OP=0P + PP = -2d+3b
— = - J
oder auch j = OP = OP” + P"P = 3b — 2a.
In der Zerlegung 5 = xd + yb ist x = —2 und y = 3.
Wir haben also gefunden: 5(—2;3). Die Komponenten sind —24 und 3b.

] Koordinaten x und y bzw. p, und p,. Wenn Vektoren in Gleichungen stehen, ver-
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Bild A 67

® 12 ImBildA 67 istd = D-E = O_I-:. Gesucht sind die Koordi und die Kc
= -
vond = DE beziiglich der Basis {@, b}.

- 3 5
Esist 0_;‘ = %ﬁ — b. Alsosindx = 5 und y = —1 die Koordinaten und%ﬁsowic -b

die Komponenten von d beziiglich {a, 5}.

® 34 Ermitteln Sie nach Bild A 67 die Koordi und die Kompc der Vektoren 0_&,
OH GH OE HF und FE beziiglich der Basis {a, b}!
Wir betrachten nun eine Ebene, in der ein rechtwinkli Koordi ben ist. In

einer solchen Ebene gibt es drel ausgezeichnete Punkte: O (0; 0), E, (1; 0) und Ez (0; 1). Die

Vektoren 7 = OE, und j = OEz erfiillen die Bedingung (1). Damit kann jeder Vektor 5 nach
{1; 7} zerlegt werden:

= = s s
@ p==xityj oder p=pi+pj
N
n — e
Mo M_E Pyl
Vi =
Pyl
_,.‘Ez 1
PH P .
Yp " 7
P P R N
of 7T g Xp TR Xy N
TELTL T P =) T H iy T
=T tp T

Bild A 68 Bild A 69
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Wenn 7 wie im Bild A 68 durch 5 = OP ge- | Wenn 7 wie im Bild A 69 durch 7 = MN ge-

geben ist, gilt: geben ist, gilt:
— — — — — —
p=0P =OP + OP” P = MN = ON — OM
-
OP' = xpT und, unter Nutzung von (5),
-
OP” = ygj, also 7 = (xni+ ynd) — (xmi + yuj), also
-
(5) 7= xpi + yrj. 6) F=MN=(y—xm)T+Ox—yu)]

Da nach Satz A 1 (vgl. S. 36) die Zerlegung eines Vektors nach einer Basis eindeutig ist, folgt
aus dem Vergleich von (4), (5) und (6)

- —
=(MN), = xy— X, lnsbesuldme;:_‘r = (DP)x =2Xp— X5 = Xp,

™ - s
p, = (MN), = yy — ¥y, insbesondere p, = (OP), = yp — ¥ = Vp-

m 13 Fiir die Punkte und Vektoren im Bild A 70 gilt:

E=O-E'=xcr+yc]=2?+i =1 — =
und | o | 8 |
] L —t— Tt — T
&=AB = (xa = x) T+ (00 = ydJ ERV AR
=@4-2i+(3-27 |
" | e |
=20+7j, Fl T ~ [
=1 4
also é(2;1); 1 o= T ‘
- o v . S N e L SO S O A T
d=GF = (xr — x6)1 + (br — ¥6)J I [ D
=(-2-0i+(1-97 —1 "‘—E‘f**” o T e e
= -2r- 3], ! ‘
also ;(—-2; =3). Bild A 70
e 35 i Sie fiir folgende Vektoren von Bild A 70 die Koordinaten beziiglich {7, ]}
> > > > > > >
EF, ED, EC, BF, AG, FD, FH!
Im weiteren b hten wir fast hlieBlich Ebenen mit einem rechtwinkligen Koordinaten-

system, das wir kurz mit {O; i, J'} bezeichnen (gelesen: Koordinatensystem O-i-j).

Die Koordinatendarstellung der Vektoren beziiglich einer Basis erleichtert es wesentlich, z. B.
die Summe mehrerer Vektoren zu ermitteln. Bisher konnte eine solche Summe nur konstruktiv
gefunden werden, jetzt lassen sich ihre Koordinaten errechnen.

m 14 Gegeben sind @ (3; 2), b(-1;1), ¢(-4; O),:i,(—l; —2). Gesucht ist der Vektor
i Y
X=d+2b—-¢+3d
a) Konstruktive Ermittlung von ¥
Man trigt an einem beheblgen Punkt P der Ebene d = PQ an (/' Bild A 71). An Q wird

der Vektor 2 = QR angetragen, an R der Vektor —¢ = RS und an S der Vektor
3d = ST. Im gegebenen Fall konnen wir aus der Zeichnung ablesen

—
% = PT =27 -2j, also X(2; -2).
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b) Rechnerische Ermittlung von %
Man setzt in ¥ fiir @, b, ¢ und Zihre Zerlegungen nach 7 und J ein und vereinfacht :
X=0CBr+2))+2=i+])— (—47+0]) + 3(=7 — 2J)
=3-244-3)i+2+2-0-6)F
=2i - 2], also %(2; —2).
Im Beispiel 14 ist ¥ nicht genau die Summe von 4, 5, ¢ und ; sondern ¥ ist mit Hilfe von Zahlen

he = { . . . ..
aus d@, b, ¢ und d zusammengesetzt. Man sagt: ¥ ist aus diesen Vektoren linear kombiniert wor-
den. Allgemein nennt man jeden Vektor der Gestalt

® X=ra, + r2dz; + .+ rad ) H T
eine Linearkombination der Vek R

Ay, dzy ...ydyund ry, ra,..., 1y die Koeffizienten

ZiEors %4¥$¢;j
EREE

| % A5 |
4R
ey a—
‘ J/‘ \ f'
of 1 | [ x
mgAn Lt ‘!T
Fiir das Rech mit den Koordi von Vek beziiglich einer Basis {7, 7} merken wir uns

folgende Regeln:

1. 3(0; 0), denn fiir j = 3 ist = 00 = 0 + 0].

2. Fir@ = a;T+ a,jund b = b, 7'+ b,jgilt @ = b genau dann, wenn a, = by und a, = b, ist.

ay by a, ='b,
Spaltenschreibweise: 17( ) = 5( ) gdw. [und

a, b, gdw. bedeutet:

ay = b, genau dann, wenn. . .

3. Wenn @ = a,i + a,Jund b = b,7 + b,],
50 (@ + b) = (ax + b)i + (a, £ b))].

W ”‘) i (> b
Spaltenschreibweise: ennﬁ(ay un (b) so(ﬂ:tb)( +b,)

4. Wenn @ = a,i’ + a,jund r eine reelle Zahl, so rd@ = (ra,) T + (ray)].

Spaltenschreibweise: Wenn a( ) und r eine reelle Zahl, so ra( a‘)

ray,

@ 36 Begriinden Sie die Regel 2 mit Hilfe des Satzes A 1!
Leiten Sie die Regeln 3 und 4 aus den Regeln fiir das Rechnen mit Vektoren her!

Wiederholen Sie den Auftrag 32a! Leiten Sie anschlieBend mit Hilfe der Regeln 2 und
4 daraus ab, daB gilt
@ | b genau dann, wenn b, = ra, und b, = ra, fiir eine reelle Zahl r, r + 0!
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Aufgaben
Bestimmen Sie fiir folgende Vektoren im Bild A 70 die Koordi und die Komp
beziiglich {7, 7}!

- - — = — — —
1.t a)EF b)ED ¢) EC 2.1 a) BF b) AG c) FD d) FH

Gegeben ist ein Parallelogramm ABCD, E und F seien die Mittelpunkte der Seiten BC
bzw. AD, O sei der Schnittpunkt der Diagonalen.

3.1 Bestimmen Sie die Koordinaten und 4.1 Bestimmen Sie die Koordinaten und
die Komponenten fiir die Vektoren die Komponenten fiir die Vektoren
- > = = = = - > = = = =
AC, 0D, OA, FC, EO, BD beziiglich AC, OD, OA, FC, EO, BD beziiglich
e - A — - — .
{d, b} mitd = ABund b = AD! {@, b} mit @ = OD und b = 0C!

5, Schreiben Sie die Vektoren
a)d(1;2), b(2; —1), é0; —1),d(2;3) und

by a(=1; -2),5@; -1), 6(2;0),3(—2;%)

als Linearkombination von 7 und J, und veranschaulichen Sie sie in einer Zeichnung!
6. Gegeben sind @ (—3; 6), b(2;8), E(—4; —4). Bergchnen Sie die Koordinaten beziiglich
und j fiir folgende Linearkombinationen von 4, b und ¢:

a)F=d+b+é b E=-d+b+é oF=d-b+é(l), d)F=-@+b-8&) L),
1 15 3 1 3
o 1. Lz 3 __ 1. 3 ;
e) X 3n+ 2b+4¢’, f) % 3a+b+ 26<L|.

Uberpriifen Sie Thr Ergebnis durch Konstruktion eines Représentanten von X!

10 Basen und Koordinatensysteme im Raum
1
@ 38 Gegeben ist ein Pyramidenstumpf (» Bild A 72), und es sei @ = ;l = EF = 7,4_5.
5 — 1
b =AK = E-l; = 7,4_5 und é = A_é. Schreiben Sie die folgenden Vektoren als Linear-

kombination von &, b und &:
— — >
a)AG, ) BH, oIH,  d)FK!
Die Vektoren im Auftrag A 38 erfiillen drei Bedingungen
a)a,b und & sind von & verschieden,

b) @ 4 b und
c) die am Punkt A angetragenen Reprisentanten (Pfeile)

S o = 7
AI, AK und AE von d, b und ¢ liegen nicht in einer
= —

Ebene (z. B. AE nicht in der Ebene AIK). A d | B

Solche Vektoren heiBen nicht komplanar in Anlehnung an
die dritte Eigenschaft!). Im Raum kann man einen zu Satz A | analogen Satz beweisen.

Bild A 72 H G

1) Das lateinische Wan ,.pllnus bedeutet eben bzw. ebene Fliche; vgl.,,plan geschliffen'* im Zusammenhang
mit der W Davon itet ist 1 in der gleichen Ebene liegend.
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>2 SATZ:
- -
Jeder Vektor p kann nach nicht komplanaren Vektoren a, b und c zerlegt werden:
> >
1) p==xa+yb+ ze(x,y und z reelle Zahlen).
- > >
Die Koeffizienten x, y und z in (1) sind durch p, a, b und ¢ eindeutig bestimmt.

Anstelle eines Beweises iiberlegen wir hier nur, wie man x, y und z in (1) findet.

— — —
Es seien also @ = 5:4, b = OBund é = OC drei nicht komplanare Vektoren und 5 = OP ein
beliebiger Vektor.
Der Ubersichtlichkeit wegen veranschaulicht das
Bild A 73 den Spezialfall, daB die Geraden OA, OB
und OC paarweise senkrecht aufeinanderstehen. Fiir
die Projektion P des Punktes P auf die Ebene O4B
parallel zu OC gilt

2) P= O_i + P_;’
mit
(3) OP =xa + 5.

— Bild A 73
Fiir PP wissen wir

l? {parallel zu ¢, wenn P nicht zur Ebene 0 AB gehort (dann ist P_;’ = z¢émitz % 0),

4 P ist .

@ s 9, wenn P zur Ebene OAB gehért (dann ist P = P und PP = z& mit z = 0).

Nach (2) bis (4) ist also stets 5 = xd@ + yb + zé. Man nennt X, y und z die Koordinaten von p
-

- — "
beziiglich der Basis {a, b, c} und die Summanden xd, yb, z¢ die K von p beziiglick
{a, b, ¢}. Fiir eine fest gewihlite Basis verwendet man die Kurzschreibweisen

x P
Px;y;2) oder p(peipyip:) bzw. 5y | oder j|p,],
z P

gelesen: Vektor 5 hat die Koordinaten x, yund z bzw. p,, p, und p..

© 39 Was kénnen Sie iiber X, y bzw. z in (1) aussagen, wenn gilt:
4) j ist Vektor der Ebene OAC, b) j ist Vektor der Ebene OBC, ©) p ist Vektor der
Geraden OB? Begriinden Sie lhre Antwort!

Fiir das Weitere ist es auch im Falle des Raumes giinstig, die Basis {d, b, ¢} nicht ganz beliebig
zu wiihlen Berechnungen werden einfacher, wenn fiir @, bund ¢ gilt:
a) |d@| = |b] = |¢| = 1, und

b) die Geraden 04, OB und OC stehen paarweise senkrecht aufeinander (sind paarweise
orthogonal).

Vektoren vom Betrage | nennt man Einheitsvektoren oder normiert. Eine Basis mit den Eigen-

schaften a) und b) heif3t orthonormierte Basis oder Orthonormalbasis der Menge der Vektoren

des Raumes. Man bezeichnet sie meist mit {7, J, & }.

Fiir (1) schreibt man analog zu (4) aus Lerneinheit A 9 auch ( » Seite 38)

TR S Sk st
®) p=xityj+zk oder p=pi+pj+pk.

x ¥ 2
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m 15 Das Bild A 74 stellt einen Quader mit den Kantenlingen OA = 4, OC = 6 und OD =3

dar. Die Einhei den zur Verei wegg Es ist

O e e, =y

OF = OB + BF = (04 + AB) + OD
> - -

=04 +0C + 0D 0 G

=4i +6j +3k, i

— £
also OF(4;6;3),
S e e D
AD = OD — OA =3k - 47
= —47+ 07 + 3k, ”
also AD (—4;0;3). BildA74 ‘A ]

2E = oy >
@ 40 Bestimmen Sie nach Bild A 74 die Koordinaten fiir EG, DB, AG und CE!

Mit Hilfe der Koordinaten von Vektoren kann man auch Punkte im Raum durch Koordinaten
festlegen (.~ Bild A 75), denn

0: Ursprung des Koordinatensystems
OE4,0E,, OE3* x =,y - baw.2— Achse
OE,E,,0E, E4,0E,E5: xy =, yz=baw.
x2z — Ebene des Koordinatensystems

6'P=p =xT+yT+zAk‘

P hat den Ortsvektor GF ':P.

(TP und P habendie Koordinc!en‘
x,yundz: OP(x;y;2) und P(x;y;2)

Bild A 75

a) jeder Punkt O bestimmt zusammen mit einer Orthonormalbasis {7, ], K} ein kartesisches')
Koordinatensystem {O; 7,7, k} (gel : Koordi ystem O — i— j— k) und
—

b) fiir jeden Punkt P des Raumes ist die Zuordnung P — OP umkehrbar eindeutig.

= -

OP heiBt der Ortsvektor von P und des§en Koordinaten x, y,z beziiglich {i,], k} die Koor-
dinaten des Punktes P beziiglich {O; 1,7, k}.

Kurzschreibweise: P(x; y; z) oder P(xp; yp; Zp)-

1) Kartesisches Koordinatensystem heifit jedes rechtwinklige Koordinatensystem, auf dessen Achsen
die Einheiten gleich lang gewihlit sind. Auch die bisher in ciner Ebene verwendeten rechtwinkligen
Koordinatensysteme sind also kartesische K i Die i Jkartesi i
tensystem™ geht auf den franzosischen Mathematiker RENE DESCARTES (latinisiert: Cartesius) (1596-1650),
den Begriinder der analytischen Geometrie, zuriick.
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Wie im Falle einer Ebene ergeben sich fiir jeden Vektor 7 aus (5) und den Gleichungen

— —
7 = MN = OP,
die Beziehungen

- — —
MN = ON - OM,

— " " m,
P =0P =xpi + ypj + zpk

Py =Xp=Iy= Xy
©) p=yp=vy—2py
P=2p =2y — 12,

Fiir die weiteren Darlegungen geniigt es, sich auf Orth_onormalbasen und kartesische Koordina-
tensysteme zu beschrianken. Mit {7,, K} und {O; 1,J, k} werden stets solche Basen bzw. Koordi-

natensysteme bezeichnet.

Zusammenfassung

In einer Ebene

kann Jeder Vektor j eindeutig nach einer
Basis {d, b} der Menge der Vektoren der
Ebene zerlegt werden:

(1) j = xd + yb (.~ Bild A 76).

[ W7 =150 +3b

yb

0,
/ e
Bild A 76

{d@, b} ist Basis gdw. @ + 6, b + 6 und

afb

In (1) sind

® xd, y5 die Komponenten von 5
beziiglich {a, b},

® x, y die Koordinaten von j beziiglich
{a, b}.

Schreibweise: j(x; y) oder P(ps; py).

Im Raum

kann jede{ Vektor j eindeutig nach einer
Basis {d, b, ¢} der Menge der Vektoren des
Raumes zerlegt werden: !

(2) § =xd+ yb+ z¢(~ Bild A 77).

| W5 =20 +37 +2¢C

Bild A 77

{d, b, ¢} ist Basis gdw. d, b und ¢

nicht komplanar sind ( ~ Seite 41).

In (2) sind

® xd, vb, z¢ die Komponenten von j
beziiglich {a, b, ¢},

® x, y, z die Koordinaten von j beziiglich
{a, b, é}.

Schreibweise: j(x; y; z) oder PP pys p:).

|7l =|j| =1 und

— -
fir i = OE,, J = OE, ist OE, senkrecht
zu OE,.

Eine Basis {7,j} ist Orthonormalbasis gdw.

Eine Basis (l:, J, K} ist Orthonormalbasis gdw.
[Fl =17l = |K] = 1 und

. =T TR —
firi = OE,,J = OE,, k = OE, sind
OE,, OE,, OE; paarweise senkrecht
zueinander.
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Kompc

und Koordi

Im R N o
{0; 1, ]} ist

= =

OP = xpi + yef

- der Ortsvektor des Punktes P;

P hat die Koordinaten xp und p.
Zwischen den Koordinaten von Punkten
und Vektoren gilt:

— —
Fiir 7 = OP = MN ist
Px = Xp

Py =Jr

= XN — Xm

=Yy = Jm-

Im AR
{0; 1,7, k} ist

= -

OP = xpi + ypj + 2ok

der Ortsvektor des Punktes P;

P hat die Koordinaten xp, yp und zp.
Zwischen den Koordinaten von Punkten
und Vektoren gilt:

— —
Fir 5 = OP = MN ist

Px = Xp = XN — Xm
Py =Yp =IN — M
p: =2Zp =IN — Im-

Aus der eindeutigen Komponenten-
darstellung

d = a7+ a,j,

b = b + b,j

folgt

10 (0;_0)

2.d= diw. a; = b,,a, = b,
3.d+bh=(atb)T+(a£b)J
4.rd = (ra) 7+ (ra))J
5:

Aus der eindeutigen Komponenten-
darstellung

@ = a.i + a,] + a:k,

b = b, + byJ + bk

folgt
1.6(0; 9, 0)
2.4 =bgdw.a, = be,a, =b,,a;. = b.

3.d+b=(actb)i+(atb)]
+(a: + bk

Fiir @ + 6 und b + & gilt: 4.rd = (ra) T + (ray) J + (raz) k
@l b gdw. a, = rb. und a, = rby, r+0. 5. Fird + 0 und b + 6 gilt:
b gdw.a, = rby, a, = rby, a. =rb., r+0.
Aufgaben
L Nennen Sie mit Hilfe der Eckpunkte des Quaders von Bild A 74 Basen der Menge der
Vektoren der Ebene
a) ADB, b) EOC, ¢) EDC, d) OAF!
2. Ausgehend von dem Quader im 3. AuBerhalb der Ebene des Parallelo-

Bild A 74 ist zu entscheiden, welche
der angegebenen Vektoren kompla-
nar sind!

W = S s
a) AF, AD, DE, b) AF,CD, A
o) OE. BG, Bb, ) CF. BD, 0
e) AF,OF, FG, ) BD, AG,E

- >
{0; 04, 0B, OC}?

gramms ABCD mit dem Diagonalen-
schnittpunkt M ist ein Punkt O
gewahlt.
- o -
a) Begriinden Sie, daB {0A4, 0B.OC!
eine Basis der Vektoren des
Raumes ist (L)!

b) Zerlegen Sie die Vektoren AB. AD,
il o
AC, OM, OD nach {04, 0B, OC!!

Welche Koordinaten haben die Punkte 4, B, C, D und M aus Aufgabe 3 beziiglich
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- -
5z Zeichnen Sie in schriger Parallel- 6. Bestimmen Sie fiir den Quader im
projektion ein kartesisches Koordi- Beispiel A 15 die Koordinaten
natensystem {0:4 7, k}, und tragen a) der Eckpunkte,
Sie die Punkte mit den folgenden b) des Diagonalenschnittpunktes von
Koordinaten bzw. Ortsvektoren ein! EFGD,
a)A(3;2;1), B(4; —1; -2), ¢) des Diagonalenschnittpunktes
= : 5 == = von ABFE (L)
ot I,I 300, 002;0; -1 d) des Schnittpunktes der Raum-
b) A(—J; —_ - l) . B(0; —5;2), diagonalen des Quaders!

— =3
0C (0;0;5), OD(-2; -5;3)

11 Abstand zweier Punkte; Betrag eines Vektors

Unter dem Abstand der Punkte M und N versteht man die Lange der Strecke A7NV. Er ist gleich
dem Betrag IM_;V] des Vektors MN.
® 41 Berechnen Sie fiir den im Bild A 74 dargestellten Quader

a) die Lénge der Strecken OB und OF,

b) die Lange der Strecke AC, AD bzw. EC (1)1

Der Abstand zweier Punkte M und N konnte bisher i.a. nur durch Messen ermittelt werden.
Jetzt kénnen wir ihn nach den Koordinaten der Punkte M und N berechnen:

1. Wir betrachten zunichst die Punkte M (xpy; yp) und N(xy; yy) einer Ebene. A';;V ist Orts-
vektor eines Punktes P (Bild A 78) mit den Koordinaten

(1) xp=xy— xp, Yp = VYN — VM-

Im rechtwinkligen Dreieck OP'P gilt nach dem Satz des Pythagoras
A = S -

() OP*=0P* + PP* baw. (2) |OP|* = |OP|* + |FP[L.

In (2)ist |OP'] = [xpi] = |xp| [F] o
YN N
= |xe| [1] = |xg|
—> . . MII M
und |P'P| = |yej| = |yel 7] Y
= |yel 1] = |ye|. 1
"
Einsetzen und Vereinfachen ergibt Ve P P
e — -
(3) OP=|0P|=/x3 + 2 j B lme i
= — 3 0 =&y P M
und, wegen MN = OP und (1), BildA 78 i ‘P Xy XN

lﬁ) Wv=fﬁ7v|=,/(xN—xM)2+(yN—yM)1 j

fiir den Abstand MN der Punkte M(xps5 ypr) und N(xy; yn).

- -
Fiir den Betrag | p| eines Vektors P(Py; py) folgt aus (3) bzw. (4) und den Beziehungen (7) aus
Lerneinheit A 9
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=
®) Ipl=/Pi+p} -

2. Analoge Beziehungen gelten fiir Punkte und Vektoren des Raumes:

@42 Leiten Sie die Beziehungen (6) bis (8) selbsténdig her!
Verwenden Sie dabei die Bezeichnungen von Bild A 79
und die Ergebnisse der Lerneinheit A 10!

- 3 R
(6) OP=|0P| =/xt +yi + 2}

® 7 = P2+ P +p}

() N = IMNI =[Gy — 5 + Oy — 1y + Gy — 2p)”

Aufgaben

Bild A 79

P (xpiypilp)

Allen folgenden Aufgaben ist eine Orthonormalbasis bzw. ein kartesisches Koordinatensystem
zugrunde gelegt.

15 Bestimmen Sie den Abstand des 2. Bestimmen Sie den Abstand des
Ursprungs O vom Punkt Ursprungs O vom Punkt
a) A(1;3), b) B(-5;2)! a) C(-3; -4, bD(-2;9!
3. Berechnen Sie die Lénge der Seiten 4. Berechnen Sie die Lange der
des Dreiecks ABC, fiir das gilt Seiten des Dreiecks ABC, fiir das gilt
= — — — — —
a) OA = 6, OB = 25i, OC = 33j, (L) a) 04 =9T,0B = -51,0C = 12j,
b) A(—1; —1), B(3;5), C(3;7), b) A (11; 46), B(21; 16), C (=9; 21),
¢) A(3;0;0), B(0;3;0), C(0;0;5), ¢) A(3;3;0), B(3;3;4),
d4) OA = —i + 2], AB = =27 - 5], C4; -1, =1
= » = Js — —
B_é’=6:'+2j‘! d)0_,>4=2|‘+2],AB=3i+27,
Veranschaulichen Sie jeweils das BC = -Tj!
Dreieck ABC in einer Zeichnung! Veranschaulichen Sie jeweils das
Dreieck ABC in einer Zeichnung!
5. Zeigen Sie, daB das Dreieck mit den 6. Gegeben sind die Eckpunkte eines
Eckpunkten 4 (3; —1;6), Dreiecks: A (2; —1;4), B(3;2; —6),
B(0; —4;2)und C (3; 2; 1) gleich- C (—5;0;2). Berechnen Sie die
schenklig ist! Linge der Seitenhalbierenden, die
durch A4 geht (L)!
e Fiir welchen Einheitsvektor d@,(x; y; 2) gilt

a) do 1t d, @(3;4;12), c¢) dotyad(8; —6;24), e) dottd,d(—8;6;24)(L),
b) dio 1} @, d@(—3;4;12), d)do Il 4, d(3; —4; —12)(L), ©) @ | @, a(-8; —6;24)(L)?
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8% Gegeben sind A (5; 1), @ (~3; —4) und b (-2; 1). o N
) Bestimmen Sie drei Punkte B, C und D so, daB d = AB und b = AD ist und das
Viereck ABCD ein Parallelogramm ist! .
b) Berechnen Sie die Lingen der Diagonalen AC und BD (1.)!
9.%  Losen Sie.die Aufgabe 8* fiir .
2)A4;0;0),  d(-4;3;0, 5(0;0;5),
D) A15052),  a(-2;3;-2), b5(-2;0;2),
QA(-1:474), a(-5;6;0), b(Q2;-3; —4) (L)
DA(;4;1),  @(0;0;5), b5(4;3;0) (L)

12 Beziehungen zwischen den Koordinaten eines Punktes
und dem Betrag seines Ortsvektors; der Winkel zwischen Vektoren

®4

Erldutern Sie anhand des Bildes A 80 die Definition von #)sin a, b)cos « fiir beliebige
reelle Winkel «!-

® 44 Fir ein rechtwinkliges Dreieck ABC (~ Bild A 81) gilt ¢ = 73 c¢m und a =48 cm.
Berechnen Sie b, « und !

Bild A 80 Bild A 81

Mit Hilfe der Winkelfunktionen kann eine weitere Beziehung zwischen den Koordinaten eines
Punktes und seinem Ortsvektor hergestellt werden. In einer Ebene mit dem Koordinatensystem
{051, 7} gilt fiir jeden von O verschiedenen Punkt P(xp; yp)

Y
xp = |OP| cos

1 —
yp = |OP| sin «

(~ Bilder A 80 und A 82).

a | ot =1350 b St =900 c[a-180° dlol-—SO"’ e | ot =—1500

Eq 0o F
]\ vy Tt
o e o
P
p

Bild A 82
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Mit « ist dabei der orientierte Winkel < E,OP bezeichnet, d. h. das geordnete Paar [OE,; OP]
der Strahlen OE, und OP. Thm wird ein positiver Zahlenwert!) zugeordnet, wenn & im mathe-
matisch positiven Drehsinn gemessen wird, und ein negativer Zahl t bei der M im
mathematisch negativen Drehsinn.

Beschriinkt man sich fiir die Punkte der Ebene auf Winkel « zwischen —x und z (genauer:
—x < « < n), dann kann jeder von O verschiedene Punkt der Ebene eineindeutig durch seinen

Abstand IO-:"] von O und den Winkel x = % E,OP beschrieben werden. Die Formeln (1)
—
ermoglichen die Umrechnung von diesen sogenannten Polarkoordinaten r = |OP| und x des

Punktes P zu seinen Koordinaten xp und yp beziiglich {0;7,])} und umgekehrt.

" ) Fiir den Punkt P sind gegeben: |OP| = 2/2 und x = 135°.
Gesucht sind xp und yp. -
Wir berechnen diese Werte aus (1):

xp = 2./2 - cos 135" = 2\/5-(—%\/5) = 2
ye = 24/2-sin135° = 2\/5-%\/5 =2.

Ly
Fiir den Punkt P (1; —1) sind |OP| und & zu bestimmen. Nach (1) gilt:

— -
2) 1 =|0Plcosa und -1 = |OP|sin .
Wir quadrieren die Gleichungen und addieren:
— -
2 = |OP|?cos®« + |OP|*sin’ &
—
= |OP|? (cos? & + sin® a)
- — =
— |0P|%.als0 |OP| = /2.
Diesen Wert setzen wir in (2) ein und berechnen x aus
1 = \/Ecosa und -1 = \/Esina bzw.
1
L_ =cosx und — —= =sina.
V2 NE
Beiden Gleichungen gleichzeitig geniigt nur o = —45°.
Ergebnis: |0_;’l = ﬁ und o« = —45°.

Polarkoordinaten eignen sich gut dazu, die Lage eines Punktes auf einem Kreis zu beschreiben.

w |7 k sei ein Kreis um den Koordinatenursprung O mit dem Radius r ( » Bild A 83). Fiir
jeden Punkt P(x; y) von k ist |OP| = r, und die Gleichungen (1) vereinfachen sich zu
(3) x=r-cosa, y =r-sina.

Jeder Punkt von k erfiillt dieses Gleich y . Die Koordi x und y von P sind
Funktionen von o fiir gegebenes o konnen sie berechnet werden:

1) Vergleichen Sie mit der Fulinote auf Seite 170!

4 [1254)
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Bild A 83

Wenn « einmal das Intervall (—=; x> durchliuft, dann durchliuft P einmal den Kreis k. Die
Gleich (3) beschreiben damit auch einen Bewegungsablauf, eine Kreisbewegung.

® 45 Beschreiben Sie die Lage des Punktes P, iiber den folgendes bekannt ist!

e 2 n
a)|OP| =25, 0s<asx

3
L-,]67’|=17,-§§u§ d)a=7” o) |0P| = 16

Die Gleichungen (1) gelten in analoger Form auch im Raum. Fiir jeden Punkt P kénnen mit
Hilfe der Dreiecke OP'P und OP"P im Bild A 84 die Gleichungen (4) ermittelt werden
Xp = IO_:’I cos «
> .
4)  pp =|0P|sina
zp = IO_;’I cos

mit « = ¥ £,0P und
B = ¥ E;OP.

o
Diese Formeln lassen sich vereinfachen, wenn man |0P|
ersetzt. Im Dreieck A OP'P ist

— —
PP OoP| -
sinf = Q = I _,[ oder |0OP| = IO_;’I sin .
|oP| |lop|
Fiir (4) konnen wir deshalb schreiben Bild A 84

x,=16;'|sh#cosu
) {yp = OP|sin 8 sin
A2, = (0P|cos p
mit @ = tE.OP}—a<u§a. und 8= ¥ E5OP,0< 8 < x.

Diese Beziehungen gelten fiir jeden Punkt P des Raumes beziiglich eines kartesischen Koordina-
tensystems {0; 7, J. k1. Die Formeln (1) sind in ihnen als Spezialfall mit g = 1enl‘hallenA
In den Bezichungen (1) und (5) lassen sich die Winkel \ und g direkt durch die Vektoren 7und

> > >
OP bzw. entsprechend durch i’ und OP oder durch & und OP ausdriicken, wenn man hier schon
den Begrifl ,,Winkel zwischen zwei Vektoren™ verwendet, Wie im bisherigen Geometrieunter-
richt unterscheidet man orientierte und nicht orientierte Winkel zwischen Vektoren.
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Fiir Vektoren @ +  und b + & wird festgelegt:

- - -
Orientierter Winkel zwischen a und b heiBt Nicht orientierter Winkel zwischen a und-I;
der orientierte Winkel heiBt der nicht orientierte Winkel')

zwischen den an einem beliebigen Punkt angetragenen Représentanten von d@ und b (.~ Bild A 85).

Bezeichnung:
% (a, b) fiir den orientierten Winkel zwischen d@ und b, B
% (@, b) fiir den nicht orientierten Winkel zwischen @ und b.
Analog zu den bisher bekannten Winkeln

gelten folgende Beziehungen:

@ -n<% @by<a und & @b =-%ba)
() 0< ¥ @b)<n und % (@b = x (ba)

e QAIIRC
(c) ¥ (@,b) = ¥ (@b) QBIRD
<Y AQB= <[ CRD
Bild A 85
Im Falle @ = & oder b = & setzt man formal & (d,5) =  (a.b) = ~;— DaB das zweckmilBig

ist, kann erst in der Lerneinheit A 20 ( ~ Seite 88) gezeigt werden.

w18

J (@, b) =300 J (T, ) =-1200
X (b ,a) =-30° X (B,7) = 1200
J (@, b) = 30° Q(T,b)= 120°

') Vom nicht orientierten Winkel ¥ (h, k) spricht man, wenn die Reihenfolge der Schenkel 4 und A keine Rolle
spielt. Man verwendet nicht orientierte Winkel z. B. bei Berechnungen im rechtwinkligen Dreicck.

1
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Fiir  und g in (1) und (5) kann nun geschrieben werden :

g zwischen den Koordinaten eines Punktes und

« = {E,OP:{(T,&’), -z <a San,
bzw e
«=x EOP =% ({,0P), —-z<a<nund
o =
B = x E;OP = x (k, OP), 0=g=a.
® 46 Formulieren Sie den Z
seinem Ortsvektor als Satz! Driicken Sie dabei  und f# durch Vektoren aus!
® 47 Fiir Vektoren 5 + 3, P(Px; py; p:) gelten analoge Formeln:
Px = |p|sinfcosa,
py = |B|sinBsin,
p: = |p|cosp.
Veranschaulichen Sie diese Formeln in einer Zeichnung!
Heben Sie die Winkel x und 8 hervor!
Zusammenfassung

Sind p.i und p,7die Komponenten eines
Vektors 5 beziiglich der Orthonormalbasi

{0; i, 7}, so gilt fiir den Betrag von;

18l =/P: + p2.

—
Im Falle 5 = OP mit P(xp; yp) gilt fiir

IO_;’I, also fiir den Betrag des Ortsvektors
von P

-
|0P| = \/x} + y3.
Im Falle 5 = MN mit M(xa; ya) und

-y
N(xn; yn) gilt fiir [MN|, also fiir die Liinge
der Strecke MN

IMN| = /(en — %) + w = yor)™.

Sind p.i, p,7und p.k die Komponenten
eines Vektors e‘ beziiglich der Orthonormal-
basis {O; 7, , k}, so gilt fiir den Betrag

=

von p
18l =/P% + P} + pl.

g 5
Im Falle 5 = OP mit P(xp; yp; zp) gilt fiir

-
|OP|, also fiir den Betrag des Ortsvektors
von P

=

0P| = \/x% + y2 + z2.

Im Falle 5 = M_7V mit M(xp; Ym; zy) und
-

N(xn; yns; zy) gilt fiir [MN]|, also fiir die

Liinge der Strecke MN

5
IMN| =
=V On = x)* + On = ya)? + (2 — 2)).

Fiir jeden Punkt P(xp; yp), P + O, ist

e
xp = |OP| cos +

-
- mit \ = & (i, OP).
yp = |OP|sin x

(~ Bild A 80)

Fiir jeden Punkt P(xp; yp; zp), P + 0, ist
—

xp = |OP|sinf cos \
—

ye = |OP|sin Bsin
—

zp = |OP|cos B

]mitm:{(:‘, 0p)
‘undﬂ = x k;0P).

(~ Bild A 84)

Fiir von & verschiedene Vektoren 7 gelten analoge Beziehungen.
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Aufgaben

1 P sei ein Punkt in einer Ebene mit dem Koordinatensystem {O; 7,7} Ergénzen Sie die
folgende Tabelle, und veranschaulichen Sie sich das Ergebnis! Wann treten zwei Losun-

gen auf?
2w o |o o o
S 4 4 -3
¥y 3 -4 -4
2
|oP| 5 5 5
—
* (1,0P) —126,87° 126,87° —144,13°
2 Bestimmen Sie nach den folgenden Angaben die Koordinaten des Vektors a!
a0l =72 « (La) = 135° d)ld] = 6+/3, % (i,a) = =30° (L)
by @= —-3T+ylldl =6 25 e)ld|=8,d=xi— 77
o)k (@a)= —IJS“,E:XT—TI'V ) 0 & ([a) =150°d = —-3/3i+ )]

Die Lage eines Ortes auf der Erde wird durch seine geographische Linge und seine
geographische Breite angegeben. Dabei liegt die englische Stadt Greenwich auf dem
Nullmeridian. Die Lage von Berlin wird nach dieser speziellen Koordi hode mit
13,4° 6stlicher Lange und mit 52,5° nordlicher Breite angegeben. Mitunter fiigt man noch
die Hohe iiber Normalnull hinzu.

Im Bild A 87 wird fiir die Erde ein spezielles kartesisches Koordinatensystem gegeben.

Bild A 87

) Ermitteln Sie fiir folgende Stadte die Winkel % (i, 0B) und (K, OA):
Leningrad 60°n.B.; 30°6.L. Accra 6°n.B.; 0°Liange
Sydney 33°s.B.; 152°6. L. Havanna 23°n.B.; 83°w. L.
Rio de Janeiro 23°s.B.; 43°w.L. New York 41°n.B.; 74° w. L.

1) Bestimmen Sie fiir diese Stadte ihre Koordinaten beziiglich {O; i, J, k} (der Erdradius
sei 6378 km, die Hohe iiber NN ist zu vernachléssigen)!

) Versuchen Sie eine Begriindung dafiir anzugeben, daB kartesische Koordinaten fiir
Ortsangaben unzweckmiBig sind! (Hinweis: Anfertigung von Landkarten.)
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4. Ein Uberschallﬂugzeug fliege horizontal mit
k
der Geschwindigkeit |3| = 144on in ei-

ner Hohe von 4 = 20000 m. Als dieses Flug-
zeug eine AbschuBbasis iiberfliegt, wird aus
dieser auf das Flugzeug geschossen (~ Bild
A 88). Welche minimale Anf: hwindig-
keit |do| muB dem GeschoB erteilt werden und
unter welchem Winkel zum Horizont, damit —
das GeschoB das Flugzeug trifft? (1)

Bild A 88

13 Vektorriume und Vektoren

Bevor wir uns den Anwendungen der Vektorrechnung in der Geometrie zuwenden, greifen wir
hier noch einmal folgende Frage auf:

Weshalb ist man berechtigt, so unterschiedliche Objekte wie Verschiebungen, Pfeilklassen,
Krdfte, Geschwindigkeiten, ... vektorielle Grdflen oder Vektoren zu nennen?

In den vorhergehenden Lerneinheiten haben wir unter Vektor stets eine Pfeilklasse verstanden.
Fiir diese Vektoren wurden Rechenoperationen eingefiihrt und folgende Rechenregeln benutzt
(~ Seiten 20, 24 und 26):

(Y d+6=06+d=a ) 6-d=-a

@) d+(-a)=(-a)+d=6 @) a-6=a

G d+b=b+a @) —(-a)=a

@) @+bh+é=a+G+o @) -@+b=-a-b.
(57) —@-b=-a+b

(1) l-a=a G) o

a (5°) r(sa)=(rs)a
@) (=V:d=-a @) r-é=

©) (r+s)d=rd+sa
) r@+b) =ri+rb

Ebenso wie die Pfeilklassen selbst lassen sich auch die Rechenoperationen mit Hilfe von Pfeilen
veranschaulichen (» Bilder A 89a bis c).

Es erscheint deshalb selbstverstindlich, daB3 solche Rechenoperationen in allen Mengen defi-
niert werden konnen, deren Elemente durch Pfeile darstellbar sind. Fiir die an einem Punkt

a b

Bild A 89
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angreifenden Krifte haben wir uns das beziiglich der Addition und der Subtraktion in den
Lerneinheiten A 4 und A 8 iiberlegt. DaB sich Krifte vervielfachen lassen (als Analogon zur
Multiplikation eines Vektors mit einer Zahl), leuchtet ein, und wir verzichten hier auf exaktere
Uberlegungen. Die Darstellbarkeit durch einen Pfeil als wesentliche Gemeinsamkeit, als charak-
teristisches Merkmal aller vektoriellen GroBen driangt sich deshalb geradezu auf.

Diese Ansicht erwies sich jedoch als oberflichlich und nicht ausreichend. Schon im vorigen
Jahrhundert fand man namlich heraus'):

— Es gibt weitere Mengen, fiir deren Elemente sich analoge Rechenoperationen definieren lassen
und mit deren Elementen man beziiglich dieser Rechenoperationen nach den genannten
Regeln rechnen kann.

_ Unter diesen Mengen gibt es solche, deren Elemente nicht durch Pfeile veranschaulicht
werden konnen (.~ Beispiel A 20, Seite 56). .

Wenn man also als wichtigstes Merkmal fiir Vektoren das Rechnen nach gewissen Regeln an-
sieht, dann ist ihre Darstellbarkeit als Pfeil zweitrangig und trifft nicht immer zu.

Diese Ansicht hat sich durchgesetzt. Die einleitende Frage kann deshalb folgendermaBen be-
antwortet werden:

Ein Objekt wird Vektor genannt, wenn es zu einer Menge gehort, mit deren Elementen
nach den blau unterlegten Rechenregeln (1%), (2%), ... gerechnet werden kann (entsprechende
Rech i vorausgesetzt). Fiir die aus dem bisherigen Unterricht bekannten

,.vektoriellen Grofen* trifit das zu — sie sind Vektoren als Elemente solcher speziellen
Mengen, die man Vektorrdume nennt.

In mathematischen Fachbiichern findet man fiir die Begriffe ,,Vektorraum und ,,Vektor* die
folgende Definition:?)

>3 DEFINITION;

V sei eine Menge, fiir deren Elemente eine Addition und eine Multiplikation mit reellen Zahlen
definiert ist. ¥ heiBt mit diesen h k genau dann,

> > -
wenn fiir beliebige Elemente a, b und c aus ¥ sowie fiir beliebige reelle Zahlen r und s gilt:

ationen V

> > > o
(1°) a+b=b+a (Kommutativgesetz),
> > > > >

(2°) (@a+b)+c=a+ (b+c) (Assoziativgesetz),

= - - - -
(3°) In V gibt es ein Element o, so daB fiir jedes a aus Vgit:a+o0=a,

— - - - -

(4°) In V gibt es zu jedem Element a ein Element —a, so daB gilt: a + (—a) = o,

- -

(5°) l-a=a,

— -
(6°) r(sa) = (rs)a (Assoziativgesetz),
> o -
(7°) (r+s)a=ra+sa (1. Distributivgesetz), \
> - = =
(8°) r(a+b) =ra+rb (2. Distributivgesetz).

Die Elemente eines Vektorraumes heilen Vektoren.

1) Gestiitzt unter anderem auf Arbeiten von HERMANN GRASSMANN ( Seite 5), gab im Jahre 1888 der italieni-
sche Mathematiker GUISEPPE PEANO (1858-1932) eine Definition fiir den Begriff Vektor an, die auch nicht-
geometrische Beispiele fiir Vektoren erfafit.

2) In dieser Definition ist beriicksichtigt, daB sich die Regeln (17) bis (57) und (2°) bis (4°) aus den iibrigen
Regeln herleiten lassen (» Lerneinheit A 5, Seite 23f).
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Anhand dieser Definition kann man feststellen, ob eine Menge mit gewissen Rechenoperationen
fiir ihre Elemente ein Vektorraum ist oder nicht.

B 19 M sei die Menge aller geordneten Paare [ay; a;] reeller Zahlen. Wir definieren in M eine
Addition') @ und eine Multiplikation © mit einer reellen Zahl r:

(1) (@13 @21 @ (b3 ba] =pc [ay + by az + bs]
) rOlai;a] =p [(ray; raz)].
Behauptung: M ist beziiglich @ und © ein Vektorraum.

Zum Beweis muB gezeigt werden, daB in M (1°) bis (8°) gelten. Wir zeigen das in diesem
Beispiel fiir (1°) und (3°); fiir die iibrigen Regeln verfihrt man analog.

Beweis fiir (I°): Zu zeigen ist @@ b = b & d fiir beliebige Elemente @ = [a, ; a,] und
b = [by; by] aus M. Es ist

[a;a:] @ [by; b2] = [ay + byja; + b,] nach (1)
= [by + ay; b, + a,] nach den Rechenregeln fiir reelle Zahlen

= [b1; b2] @ [a,; @] nach (1), was zu beweisen war.

Beweis fiir (3°): Zu zeigen ist die Existenz eines Elementes § = [xy; x2] aus M mit der
Eigenschaft

3) daeo=a

fiir jedes @ = [a,; a,] aus M. Es ist

@) @®06 = [a1;a:1® [x,; x2] = [a, + x1585 + x,] nach (1).

Da die linken Seiten von (3) und (4) gleich sind, miissen es auch die rechten sein:
[ai;a2] = [ay + xy; a2 + x3].

Diese geordneten Zahlenpaare sind nur dann gleich, wenn gilt

a =a; + x,
alsox; =0 und x, =0.
a; =a; + x;

Ergebnis: = [0; 0] hat die geforderte Eigenschaft.
®48 Beweisen Sie die Giiltigkeit von (2°), (4°) und (8°), angewandt auf M im Beispiel A 19!

W20 Wir betrachten die Menge F der in <a; b) stetigen Funktionen. Aus friiheren Schuljahren
ist bekannt, daB man — ausgehend von Funktionén fe Fund g € F sowie Zahlen r und s —
weitere in <a; b) stetige Funktionen angeben kann, namlich z. B.:2)

S+ g+ firfre, sf sgrf + sg, ...

1) Das Zeichen @ soll darauf aufmerksam machen,
daB es sich nicht um die Addition reeller Zahlen
handelt, sondern um die Addition von geordneten
Paaren solcher Zahlen; analog fiir ©.

2) Bekanntlich versteht man fiir Funktionen f und g
mit dem Definitionsbereich {a; 6> unter ihrer
Summe f + g diejenige Funktion, die jedem
x € {a; b) den Wert f(x)+ g(x) zuordnet. Man
schreibt dafiir (f+ g) (x) =pcf(x) + g(x). Das
kann man sich gut am Beispiel zweier sich iiber-
lagernder Sinusfi
(7 Bild A 90). Analog definiert man
W)x) =per-flx), x € {a; b).

tionen
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Erstaunlicherweise kann man mit den stetigen Funktionen iiber <a; b)> genauso ,,rech-
nen‘ wie mit reellen Zahlen, mit Pfeilklassen bzw. mit Kraften.

Wir iiberpriifen beispielsweise, ob fiir fund g aus F die Regeln (1°), (3°) und (4°) gelten.
(1°) gilt; denn fiir jedes x e <a; b) ist

(f+8)(x) =f(x) +gx) =gx) +f(x) =(g +/)),
alsof+g=g+ /.

(3°) gilt; denn es gibt die Konstante und somit die stetige Funktion o mit
o(x) =p O fiir xeda; b).

Fiir sie gilt f + o = f, [ beliebig aus F.
(4°) gilt; denn es gibt fiir jede stetige Funktion fe F die Funktion —f mit

(=f) (x) =pr —f(x) fiir jedes x e<a; b>,

die ebenfalls in (a; b) stetig ist (also —fe F), und es gilt
If + (=N (x) = f(x) + (=f) (x) = f(x) = f(x) = O fiir jedes x e <a; b).
Die Giiltigkeit der restlichen Regeln zeigt man analog.

Zusammenfassend kdnnen wir feststellen:

— Verschiebungen, Pfeilklassen, Krifte, geordnete Zahlenpaare, stetige Funktionen in <{a; b
sind Vektoren, denn sie sind Elemente von Vektorrdumen.

_ Es gibt Vektoren, die nicht durch Pfeile dargestellt werden konnen (z. B. die Menge der in
{a; b) stetigen Funktionen).

Der Begriff ,,Vektor* nach der Definition A 3 ist also sehr allgemein. In den Vektorraumen

nach der Definition A 3 kdnnen Begriffe definiert werden wie ,,Linearkombination von Vek-

toren*, , Basis eines Vektorraumes*, ,,Koordinaten eines Vektors beziiglich einer Basis*. Die

Theorie dieser Vektorriume spielt eine groBe Rolle bei der Losung von Gleichungen, die physi-

_kalische Erscheinungen beschreiben.

Im folgenden werden hier weiterhin Pfeilklassen in der Geometrie angewendet. Die Bezeichnung

,.Vektor* wird dafiir beibehalten - sie ist nach der Definition A 3 vollauf gerechtfertigt.

Aufgaben

1. Beweisen Sie, daB die Menge der in <a; b) differenzierbaren Funktionen beziiglich der
Addition von Funktionen und ihrer Multiplikation mit einer reellen Zahl einen Vektor-
raum bildet! (Beachten Sie das Beispiel A 20, und wiederholen Sie dazu, was in Klasse 11
iiber differenzierbare Funktionen mitgeteilt wurde!)

2 In der Menge der konvergenten Zahlenfolgen seien die Rechenoperationen
Addition @: (an) ® (bn) =or (an + bu),
Multiplikation © mit einer reellen Zahl r: r O (a,) =or (ra,)

festgelegt. Beweisen Sie, daBl die Menge der konvergenten Zahlenfolgen beziiglich die-
ser Rechenoperationen einen Vektorraum bildet!

3. Beweisen Sie, daBl
a) die Menge der in {a; b) monoton wachsenden Funktionen und
b) die Menge der monoton wachsenden Zahlenfolgen
beziiglich der fiir Funktionen bzw. Folgen definierten Rechenoperationen keinen
Vektorraum bilden!
¢) Priifen Sie, ob man unter a) bzw. b) einen Vektorraum erhilt, wenn statt ,,monoton
wachsend* nur ,,monoton* vorausgesetzt wird!
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Analytische Geometrie der Geraden

Kopplungsmanéver bemannter und unbemannter
Raumschiffe im Weltall werden seit einigen Jahren
mit Prizision durchgefiihrt (~ Bild A 91)'). Die
Kopplung setzt u. a. voraus, dal man die Flugbah-
nen der kiinstlichen Himmelskorper und ihre Schnitt-
punkte berechnen kann. Eine wichtige Teilaufgabe
ist dabei das Aufstellen von Gleichungen, aus denen
sich die Koordinaten des jeweiligen Raumschiffs in
bezug auf ein Koordinatensystem?) ermitteln lassen
oder, wie man kurz sagt, das Aufstellen einer Glei-
chung fiir die Flugbahn des Raumschiffs.

Das Aufstellen von Gleichungen fiir Punktmengen (Ge-
raden, Strahlen, Strecken, Kreise, Kugeln u. a. m.)
und die Untersuchung der gegenseitigen Lage zweier
Punkt hand von Gleich fiir sie sind
zwei typische Probleme der analytischen Geometrie?).
In den folgenden Lerneinheiten wenden wir uns die-
sen Fragen zunichst fiir die einfachsten Punkt-
mengen des Raumes zu, fiir die Geraden, Strahlen
und Strecken. In den Lerneinheiten A 27 und A 28
betrachten wir dann auch Kreise und Kugeln.

Bild A 91 Start einer sowjetischen Trigerrakete
mit einem Sojus-Raumschiff

14 Parametergleichungen einer Geraden

Parameter ist ein anderes Wort fiir Variable. Es wird benutzt, wenn man auf eine Sonderstellung
der Variablen hinweisen will.
‘ -
® 2] In der Gleichung s = %r’ (Weg-Zeit-Gesetz) interessiert zunichst die Art der Ab-
PSS A B 8 2 a :
hingigkeit des Weges s von der Zeit . Fiir jede reelle Zahl «, a+0, ist s = ?/’ eine

quadratische Funktion - fiir diese Aussage ist der konkrete Wert von a unwichtig. Fiir
die Anwendung des Weg-Zeit-Gesetzes spielt er aber sehr wohl eine Rolle. Beispielsweise

!) Die erste he Koppl zweier R hiffe LrlulL.IL am 30. 10. 67 (Kosmos 186 mit Kosmos 188).
Dieerste K zweier b R Vi V. A. ScHATALOV (Sojus 4) und B. V.VoLynov,

A. S. JELISSEJEW, J. V. CHRUNOV (Sojus 5) am 16. 1. 1969.

2) An astri Koordi haben Sie im Astronomi richt das Hor yS und das
rotierende Aquatorsytem kennengelernt.

%) Unter analytischer Geometrie versteht man die Untersuchung geometrischer Probleme mit rechnerischen
Methoden. Dazu zihlt auch das Beweisen von Sitzen der Geometrie unter Ver g der Vek h
(' Lerneinheit A 7, Seite 29).
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ist die Erdbeschleunigung am Pol groBer als am Aquator. Jedem Wert von @ entspricht
sein Weg-Zeit-Gesetz. Also regelt a in der Gleichung s = %rz den Zusammenhang

zwischen der allgemeinen GesetzmiBigkeit und den Spezialfillen. Man nennt a einen
Parameter.

® 22 Lineare Funktion heiBt die Menge aller [x; y], die eine Gleichung y = mx + n erfiillen
(m, n beliebig reell, m + 0). Thr Graph ist eine Gerade. Auch hier interessiert man sich
zunichst vorrangig fiir die Art der Abhingigkeit der Variablen y von der Variablen x fiir
fest gewihlte 72 und 7. In Anwendungen nehmen m und n konkrete Werte an, und man
erhilt jeweils eine spezielle lineare Funktion. In der linearen Gleichung y =mx + 7

mit zwei Variablen (x und y) regeln m und n den Z: h zwischen der all
GesetzmiBigkeit (lineare Funktion) und den Spezialfillen, und man nennt m und n
Parameter.

Fiir die Geraden einer Ebene traten schon in friiheren Schuljahren Gleichungen auf.

Wir stellen uns jetzt das Ziel, fiir eine beliebig gegebene Gerade des Raumes eine Gleichung
zu finden.

® 49 Welche Angaben sind erforderlich, um fiir eine Gerade g einer Ebene die Zahlen mund n
in der Gleichung y = mx + n zu ermitteln?

. n 1 . . n
® 50 Das Bild A 92 zeigt die Gerade g mit der Gleichung y = ?x + 4, ein Anstiegsdreieck
—
und einen Vektor @ = PoP, von g.

] | i

s

:}t* - T V4t
-
P

~

=
|
i

Bild A 92

a) Nennen Sie die Koordinaten von a! In welcher Beziehung stehen sie zum Anstieg m

von g? (L)
b) Es ist
e — =
PoA = 3d und OA = OP, + 3d,
— 3

— =% 3
PoB =—d und OB = 0P, +76,

= — —
PoD = —2i und OD = OP, — 2d.

— —
Welche Punkte P von g beschreibt die Gleichung OP = OPp + td fir 1 =t =3
bzw. —1 =t = 17 (L)
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Wir betrachten nun

mit g eine beliebige Gerade des Raumes,
mit P, einen Punkt von g und
mit @ einen von & verschiedenen Vektor von £ (~ Bild A 93).

Weil ein solcher Vektor @ die Richtung
von g festlegt, nennt man ihn

einen Richtungsvektor der Geraden g.
Fiir jeden Punkt P von g kann sein Orts-

vektor 5>P als Summe geschrieben werden:
(1)  OP = OP, + PoP.
Dabei ist

PoPlld fir P+ P,
(es existiert also eine reelle Zahl 1 + 0 mit
P;;’ = td) und

- t>0 fir PP T
PoP=5=0-d fir P=P,, P R S
A PP =13 mit ¢ t<0 fir RPH G

P:P=lﬁ fiir alle P von g. 1=0fin E=F

Setzt man in der Gleichung (1) auBerdem It]= I—IP;,P'—II , €in Streckenverhdltnis
i a

noch OP = X und OPy = X%,

dann kann fiir sie geschrieben werden Bild A 93

(2 X=X+1m.

Durchléuft P die Gerade g, dann durchliuft ¢ die Menge der reellen Zahlen. Dabei werden alle
Werte angenommen, denn fiir jedes reelle ¢ liegt P mit dem Ortsvektor ¥ = Xo + td auf g.
Damit haben wir eine Gleichung fiir g gefunden:

—r -
ly

=
3) x=1x0+1a —00 < ¢ < 00.

Die Variable ¢ spielt in ihr die Rolle eines Parameters'), und man nennt deshalb (3) eine Para-
metergleick der Geraden g. Als Zeichen fiir den Parameter verwendet man auch andere
Buchstaben, z. B. s, u oder v. Wie in der Analysis wird die Angabe —0 <t < o weggelassen,
wenn ¢ die Menge der reellen Zahlen durchlaufen soll.

Fiir die Gleichung (3) benutzt man verschiedene Schreibweisen. Wenden wir die Komponenten-
darstellung ¥ = x7 + yj + zk an (7 Seite 42), so erhalten wir

Q)  xT+ yJ+ zk = (xof + YoJ + zok) + tasi + a,j + ak)
und nach dem Umordnen

(5)  xT+)J+ 2k = (xo + 1) T+ (yo + 1a,) ] + (zo + ta) k.

') In (3) ist % eine Lincarkombination von %, und 4. Um welche konkrete Linearkombination es sich handelt,
entscheidet der Wert von 7 (der Koeffizient bei %, ist 1). Der gleiche Zusammenhang spiegelt sich wider im
Gleich ystem (6) fiir die kartesi: Koordii von P, P, und 4.
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Fiir diese Gleichungen schreibt man auch kiirzer und iibersichtlicher

x X a, £ x Xo + 14,

(4a) y|=[»]+t|aq, bzw. | (5a) y|=|%+1,

z 20 a z Zo + 1a

oder man driickt diese Bezieh als Gleich y aus:
= 80 +ta, Beim Ubergang von (5) bzw. (5a) zu (6) haben wir
©) y=yo+ ausgenutzt, daB zwei Vektoren genau dann gleich sind,
Y wenn ihre Koordinaten gleich sind (» Zusammenfas-
z2=2% +m sung auf den Seiten 44/45, letzter Teil, Punkt 2).

m 23 Gesucht ist eine Gleichung fiir die Gerade g, die durch den Punkt P, (2; 3; 4) geht und
fiir die @ (1; 0; 1) ein Richtungsvektor ist. Nach diesen Angaben findet man eine Glei-
chung fiir g durch formales Einsetzen der Zahlenwerte in die Gleichung (3) bzw. in die

in and Schreib benen Gleich Es ist

Po(x0; Y03 20) = P9 (2;3;4), also xo =2, Yo =3, 2o = 4,

und

d(a;ay;a;) =da(l;051), also a. =1, a, =0, a; =1

Nach (4) erhalten wir fiir g die Gleichung

F=Qi+3+40) +1(1-i+0-F+1:Kk)
=27+ 37+ 4k +1G + k)

und nach dem Umordnen gemaB (5)

F=Q+DT+3+@+0k.

Unter A d der Spal hreibweise (vgl. (4a) und (5a)) erhalten wir

* 2 1 % 2 + ¢

y|=|3)+1t]0 oder = 3 N

z 4 1 z 4 + t,
wofiir auch ein Gleichungssystem (vgl. (6)) g
geschrieben werden kann: .

a (1;0;1)

x=2+1
y = 3 Po(2;3i’tl
z=4+1

Das Bild A 94 zeigt die Lage von Py, @ und g.
Der Punkt P (—2; 3; 0) liegt auf g, denn seine

X
Koordinaten erfiillen dieses Gleichungssystem ?I"‘Z‘_(ji = P(—2;3;0)
fiir den Wert 7, = —4: *L 4/)(1 2 N\
= i - 2 ‘
-2=2+1 oy // \\
3=3 \

0=4+1, Bild A 94
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m 24 Gesucht ist eine Gleichung der Geraden BF durch die Eckpunkte B und F des Quaders
im Bild A 95.

/. Losung - BF ist parallel zur z-Achse, also ist & ein Richtungsvektor von BF. Wir wiihlen
Py =B(4;6;0)und @ = k (0;0; 1). Dann ist

Xo =4, yo =6, 20=0 und a,=a,=0, a =1.

Eine Gleichung fiir BF ist folglich

x 4 x=4
f=4i+67+1k bzw. |y]| =(6] bzw. y =6
Z ! z =1.

Der Punkt F (4; 6; 3) auf BF entspricht dem Parameterwert #; = 3:

4 4 4=4
6| =16 bzw. 6 =6
3 tr, 3 =g,

= -
2. Losung: Wir wihlen P, = B(4;6;0) und @ = BF = 3k. Eine Gleichung fiir die
Gerade BF ist

S

X
¥=47+67+3k bzw. |y | =(6] bzw.
z 3s, z =35

Wir haben damit eine andere Gleichung fiir die Gerade BF als im ersten Losungsgang
erhalten. Der Punkt F entspricht jetzt dem Parameterwert s; = 1.

[010,0,3 6(0;6;3)
E40:3,77 |  F(4;6:3)
1
= k
i —
07 C0:6;0)
A(4;0,0) B(4;6;0)
Bild A 95 - Bild A 96

@ 51 Uberpriifen Sie, ob ¥ = 47 + 6] + (3 + u) k ebenfalls eine Gleichung fiir BF ist! Geben

Sie P, und @ an! Welchen Parameterwerten entsprechen B und F?
Das Beispiel A 24 verdeutlicht, daB fiir jede Gerade g beliebig viele Gleichungen aufgestellt
werden kdnnen (Freiheit bei der Wahl von P, und a auf g).
Wenn g durch zwei Punkte Po(xo; ¥o; 20) und P,(x,; y,; z,) gegeben ist ( ~ Bild A 96), dann
kann wie im Beispiel A 24 der Richtungsvektor

— — —
d=PoP, =0P, —0Py =X, - %

zum Aufstellen einer Gleichung fiir ¢ verwendet werden:

R A
(M) x=x+ #x; — xo).
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Diese spezielle Form der Parametergleich nennt man eine Zweipunktegleichung der Geraden g
und die allgemeinere Gleichung (3) ¥ = X, + ta@ im Unterschied zu (7) eine Punktrichtungs-
gleichung.

Aufgaben

Welche Gerade durch die Eckpunkte des Quaders im Bild A 95 hat die angegebene Gleichung?

Schreiben Sie die Gleichung in Spaltenschreibweise und als Gleichungssystem!

1.t a)X=4i+tk b)X=6]—17 2.4 a)f=3tk b E=3%k-1tk
OR=67+1 d)X=3k+17 ©) X = 4i + 7 d) X = 6] + 1(47 + 3K)

Zeichnen Sie in schriger Parallelprojektion ein Koordinatensystem {O; 7,7, k), und veran-

schaulichen Sie die Geraden mit folgenden Gleichungen!

*k-7) ox=01-nk
+

2k

@

3.t a)k=yj X =k +xi 4.1 a)x
pDE=i+tJj-T7) b) ¥
5. Zeichnen Sie die Gerade 4B fiir
a) A(2; —1;3) und B(2;3;3), b) A(—1;2;3) und B(2;6; —2) im Schragbild, und
stellen Sie eine Parametergleichung fiir sie auf!

-~
~

15 Parametergleichungen fiir Strahl und Strecke

® 52 Zeichnen Sie die Graphen der folgenden Funktionen in ein Koordinatensystem! Benutzen
Sie dazu zwei Farben!
a)y=x% und y=x* (x| £3)
b)y =sinx und y =sinx (-n=<x=n)

@ 53 Geben Sie anhand des Bildes A 95 an, welche Punkt durch die folgenden Glei-
chungen beschrieben werden!
a)X=Xp +1h(0 =1t 53) )F =g + 11 (-4 =1t =50)

b) X =% + W4T+ 6])(t £0)  d) ¥ = 1(4i + 6] + 3k) (1 ganzzahlig)

Lassen wir in der Geradengleichung ¥ = X, + ta nicht alle Parameterwerte zu, dann werden
durch diese Gleichung nicht mehr alle Punkte der Geraden beschrieben. Die folgende Uber-
sicht enthilt haufig auftretende Sonderfille (r und s sind hier reelle Zahlen).

Teil von g

Punkt P(r) auf g

Bild A 97
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Gleichung beschriebener Veranschaulichung
Teil von g
Strecke
P(r) P(s)

Strahl PoP(1)

Strahl P(r) P,

Bilder A 99a und b

m 25 Esist zu untersuchen, ob die Punkte
P, (2;E 5 3) und
3
P3(3;0; 8) auf der Strecke 4B
mit der Gleichung
® X=0B-3i+(5-507+9%%
(0 =1 =1) liegen.

/. Schrirr- Damit wir eine grobe Vor-
11 von der itigen Lage
von AB, P,und P, bekommen, tra-
gen wir 4, B, P, und P, in eine
Zeichnung ein (~ Bild A 100). Die
Koordinaten von A4 und B ermitteln
wir dazu aus (8) durch Einsetzen
vont=0bzw.t =1:

/]
P(3,0;8)
3-\\
1 N0 -
o [AzF)]
\ . 5

| T T

:2 SRR 7 //

W e
A(3;5,°L

Bild A 100
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¢ = 0: X4 3 -3
F=04=(3-3-00i+(G5-5-0)7+9-0k bzw. yA) =_(5—5~o
Z4 9-0,
’ X4 3
04 =37+ 5] baw. (yA (5)
Z 4, 0
also 4 (3;5;0).
t =1 Xp! 3 =31
F=0B=(3-3-DF+(6-51DT7+9-1F bzw. (y. =(s—5~1
Zp, 1
X5 0
0B = 9% bzw. [7a =(0
2, 9

also B(0;0;9).
Die Skizze legt als Vermutung nahe: P, liegt auf 4B, P, liegt nicht auf 4B.

S 10 . 20
2. Schritr: Py liegt auf 4B genau dann, wenn sein Ortsvektor ¥ = 27 + TOJ + 3k die

Gleichung (8) erfiillt, und zwar fiir einen Wert ¢ zwischen 0 und 1. Wir priifen, ob das der
Fall ist:

-
Einsetzen von ¥ = OP, in (8) ergibt

9 2i+ ¥i+ 3k =@ =307+ (5—-50]+ 9%k bzw.

2 3 -3¢ 2 =3-3
bzw. das
0
% =15-5t Gleichungs- 5 =5-5t
system
3 9, 3 =9t

1
Der Wert t = = erfiillt alle drei Gleichungen dieses Systems und deshalb auch die
Gleichung (9). Dem Punkt P, entspricht damit auf der Geraden AB der Parameterwert

1 1 —
t= 3 Weil auBlerdem 7, =0 = oy = 1 =15 ist, liegt P, auf der Strecke AB.

3. Schrirt: Wir priifen, ob P, auf ﬁliegt. Dazu setzen wir seinen Ortsvektor
%= 0P, =37+ 8k

in die Gleichung von AB ein und untersuchen, ob diese Beziehung

(100 37+ 8 =B -30)7+(5—-507+ 9%k

fiir eine reelle Zahl r erfiillt ist. Wir schreiben dafiir

3 3 — 3 3=3-3

0)= 5—5!) bzw. 0 =5 - 5¢

8 9t =9

(00 12 54]
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Zwar hat jede Gleichung dieses Systems eine Losung, aber es gibt keine reelle Zahl 1, die
alle drei Gleichungen gleichzeitig erfiillt (nur solche ¢ erfiillen auch die Gleichung (10)!).
Auf AB gibt es folglich keinen Punkt mit dem Ortsvektor ¥ = 37 + 8k, d. h., P, liegt
nicht auf AB. Auch der zweite Teil unserer Vermutung war richtig.
Aufgaben
1, Welche Punktmenge beschreibt die 2, M sei der Schnittpunkt der Raum-
Gleichung diagonalen des Quaders im Bild A 95.
= | e Geben Sie eine Parametergleichung
X =3k + ?(41 + 6j) fir an fiir
B E=s B)0Ss< i, a) qie Streckei(‘,b) den Strahl MA,
2 ¢) die Strecke BG, d) den Strahl MD!
olt=5 dtz5
Hinweis: Verwenden Sie das
Bild A 95!
3. Gegeben ist die Gerade g durch die Punkte P, (—1;8;6) und P, (11; —1; —9). Unter-
suchen Sie, ob die folgenden Punkte auf g liegen!
a) P3(3;5;1), b)Pa(-5;11;8), ©) Ps(11;—1;9)(L); d) pg(7;3; —4) (L)
4. Gegeben ist die Gleichung der Bahnkurve eines Punktes M(x; y; z):

x=5-2, y=-3+2 z=5-—1.
Ermitteln Sie die Lange der Strecke, die M in dem Zeitintervall von ¢, = 0 bis t, = 7
zuriicklegt! (L)

16 Gleichungen fiir Geraden einer Ebene

Fiir Geraden einer Ebene wurden im zuriickliegenden Unterricht die folgenden Gleichungen

behandelt:
(11)  y = mx + n(m, ne P), genannt Normalform der Geradengleichung,
(12) Ax + By =C(A, B, Ce P, A und B nicht beide gleich 0), genannt allgemeine Geraden-
gleichung.
Wir wollen nun fiir die Geraden einer Ebene kldren, auf welche Weise die verschiedenen
Formen der Geradengleich itei] hédngen, wie man insbesondere fiir
eine Gerade g nach einer Parameterg[elchung eine Geradengleichung in Normalform bzw.
eine allgemeine Geradengleichung finden kann und umgekehrt.
® 54 Welche der Gleichungen 2)y = x, b)y = |x], ¢)|y| = |x| und 9)y? = x? beschreiben
die gleiche Punktmenge? Begriinden Sie lhre Aussage!
® 55 Fiir die Gerade g durch den Punkt P, (1; —2) mit dem Richtungsvektor @ (2; —1) ist

A3) %=7-2j+127-]) bzw. (;) = (_;) + x(_?)

eine Parametergleichung.
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Das entsprechende Gleichungssystem

x =142t

y=-2-1t

besteht aus zwei linearen Gleichungen mit den drei Variablen ¢, x und y. Es 148t sich zu
der linearen Gleichung x + 2y = —3 in x und y vereinfachen (AusschlieBen von ).
Damit ist gezeigt: Wenn die Koordinaten eines Punktes P(x;y) der Gleichung (13)
geniigen, dann erfiillen sie auch die Gleichung x + 2y = —3. Beweisen Sie die Umkeh-
rung dieser Aussage!

Gegeben sei nun eine Parametergleichung X = Xo + td der Geraden g. Gesucht wird fiir g eine
Gleichung der Gestalt') (11) bzw. (12).

Wir schreiben fiir die Parametergleichung das entsprechende Gleichungssystem
(149) x =xo + ta,
Y = Yo + tay
mit den Variablen 7, x und y und schlieBen ¢ aus. Dabei sind zwei Fallunterscheidungen zu
beachten.

Full-ax * 0, also @ ff 7 (Bild A 101a)
Aus der ersten Gleichung von (14) kann ¢ berechnet und in die zweite Gleichung von (14) ein-
gesetzt werden:

tay = x — Xxo,

X — Xo cinsetzen X —Xo

t=——— —>y=yo + —a,,
ax ax
(5)
oy # 0 ag=0;ay ¥0
I
a
; . o [
o | i
s 5 %
Bild A 101

Der Faktor D _ tana = m ist der Anstieg von g (~ Bild A 101a), und wir konnen fiir (15)
schreiben ~ 9*

(15a) y — yo = m(x — xo).

1) Die Geradengleichungen y = mx + n und Ax + By = C nennt man auch vektor- und parameterfreie
Gleichungen, weil sie fiir jede konkrete Gerade nur Zahlen und die Koordinaten x und y der Geradenpunkte
enthalten.

5*
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Das ist ebenso wie (14) eine Gleichung der Geraden g, denn
a) nach ihrer Herleitung wird sie erfiillt von den Koordinaten x und y eines jeden Punktes von

g und
b) wenn ein Punkt P(x; y) diese Gleichung (15) bzw. (15a) erfiillt, dann kann stets riickwirts
auf die Giiltigkeit des Gleichungssystems (14) geschlossen werden [in (15) ist dann il L t
ax

zu setzen, und man erhilt wieder y = yo + ta, und x = x, + ta,].
Weil die Gleichung (15a) fiir eine Gerade g nach einem Punkt Po(x,; o) und einem Richtungs-
vektor d@ (ax; a,) von g aufgeschrieben werden kann, nennt man sie ebenso eine (parameterfreie)
Punktrich leick der Geraden g.

Ist insbesondere @ mit Hilfe zweier Geradenpunkte P, und P, gegeben (.~ Bild A 102):

O = 5 ay =0 e
d=2Xx% — X unddamit m = =—— (firx, — xo % 0),
ax X1 — Xo

dann schreibt man (15a) als parameterfreie Zweipunktegleichung der Geraden g

Y1.= Yo
asby vl ware 5 (x — xo).

Die Gleichungen (15), (15a) und (15b) kdnnen stets in der Normalform

y =mx + (yo — mxo) bzw. y = mx + n
geschrieben werden (m ist der Anstieg, P (0; ») der Schnittpunkt von g mit der y-Achse, » Bild
A 103).

Po o

Bild A 102 Bild A 103

Gesondert hingewiesen sei noch auf den mdglichen Spezialfall a, + 0 und ay, = 0, also @ || 7
(~ Bild A 101b). Fiir diese Geraden ist m = 0, und (15a) geht iiber in

(16) y =y firjeden Wertvonx.

2. Fall:ay = 0und a, + 0 (~ Bild A 101¢c)
In diesem Falle vereinfacht sich das Gleichungssystem (14) zu

X = Xo
Y =Yyo + tay.

Wihrend y genauso wie ¢ jeden reellen Wert annimmt, ist stets x = x,. Auch hier kann man
durch RiickwirtsschlieBen zeigen, daf3

(A7) x=xo firjeden Wertvony
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eine Gleichung fiir g ist. Sie kann nicht in Normalform geschrieben werden, wird aber von der
allgemeinen Geradengleichung Ax + By = C erfaBit (4 # 0, B = 0).

Der Fall a, = 0 und a, = 0 kann nicht auftreten, weil @ als Richtungsvektor stets von & ver-
schieden ist.

Damit haben wir gefunden:

Fiir Geraden einer Ebene 1Bt sich stets aus einer Parametergleichung eine parameterfreie
Gleichung herleiten. Mit Hilfe der parameterfreien Punktrichtungsgleichung bzw. einer Zwei-
punktegleichung oder der Gleichung x = xo kann fiir Geraden einer Ebene auch ohne den
Umweg iiber eine Parametergleichung eine parameterfreie Gleichung aufgestellt werden.

m 2+ Gesucht ist eine parameterfreie Gleichung der Geraden g mit X = ¥, + td, wenn g
durch P, (2; 1) geht und den Richtungsvektor @ (2; 0) hat.

Aus oder:

® = (xof + yoJ) + tlaxi + ay]) a, = 0,d. h.a| 7, und g ist parallel zur
= )XI/:;}:::y = y, fir alle Punkte von g.

folgt ;

x =242

n=i

Ergebnis: y = 1 ist eine Gleichung fiir g.

m 07 Gesucht ist eine parameterfreie Gleichung der Geraden g mit ¥ = ¥, + 74, wenn g
durch den Punkt P, (2; 1) geht und den Richtungsvektor @ (0; 2) hat.
Aus ¥ = 27 + J + 217 folgt oder:
x=2 a, = 0,d.h.ad|J, und g ist parallel zur
-Achse.
y=1+2 A

Also ist x = x, fur alle Punkte von g.
Ergebnis: x = 2 ist eine Gleichung fiir g.

w 0% Gesucht ist eine parameterfreie Gleichung der Geraden g mit ¥ = ¥ + 7d, wenn g
durch P, (2; 1) geht und den Richtungsvektor a (2; 3) hat.

Aus ¥ = 2T + J + 127 + 3)) oder:
2 +2r . =2und a, = 3.
bzw. (x) = ( ) folgt A und a, = 3
¥ \1 + 3¢t Also kann eine Punktrichtungsglei-
5 =19 o D chung (15a) aufgestellt werden:
= 3
pa=chick 36 y-l=F&-2
AusschlieBen von 7:
3
1 y==x-2
t=—(x-2 2
2 (x -2

3
y=l+7x—3

3
Ergebnis: y = Ex — 2 oder 3x — 2y = 4 ist eine Gleichung fiir g.
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®m 29 Gesucht ist eine parameterfreie Gleichung der Geraden g, die durch Py (27; 34) und
P, (—3; —6) geht.

In % = % + td ist oder:
da=23x - X, Xo * X;.
ax Xy = X\ (-3 -27 Also kann direkt in die Zweipunkte-
(a,) i ()'1 = )'o) = (—6 e 34) gleichung (15b) eingesetzt werden:
: -6 — 34
und damit y—34= : > x —27)
(x) _ (27 = 30!) B
y 34 — 401 y—34=—_:g(x—27)
Daraus folgt =
4
x=27-30t| -4 y—34=3(x—27)
y =34 —-40t| -(-3)
. 4‘ 3y —3-34=4x-4-27
4x =3y =4-27 + (-3)-3 4x—3y =6

Ergebnis: 4x — 3y = 6

AbschlieBend kommen wir auf die eingangs gestellte Frage zuriick.

Offen geblieben ist, ob man fiir jede Gerade g nach einer allgemeinen Gleichung Ax + By = C
fiir ¢ bzw. nach der Normalform y = mx + n ihrer Geradengleichung eine Parameter-
gleichung aufstellen kann. Das ist sicher so. Zum Aufstellen einer Parametergleichung fiir g
benétigt man ja lediglich die Koordinaten zweier Punkte von g, und die lassen sich mit Hilfe
der gegebenen parameterfreien Gleichung ermitteln [z. B. Py (0; yo) und P, (x,; 0) fiir nicht-
achsenparallele Geraden].

Bei Herleitungen allgemeiner Art kann man so vorgehen:

a) Wenn g gegeben ist durch Ax + By = C, B # 0, dann ist y = — %x + %
© Also geht g durch P, (0;%). hat den Anstieg m = :’; = _Tf‘ und @ = BT — Ajist ein
Richtungsvektor von g.
Ergebnis:
0 B
x= E +1t - ist eine Parametergleichung fiir g.
B

b) g sei gegeben durch Ax + By = C, A + 0, B = 0. Dann ist
X = ¢ = const
o ;

(]
d. h., g geht z. B. durch P, (7 3 0) und hat j zum Richtungsvektor.

Ergebnis:
(&
R=|A)| +1¢ ist eine Parametergleichung fiir g.

0 1
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® 56 Die Gerade g mit der Gleichung 2x — 3y = 6 geht durch P, (0; —2) und hat wegen

2
m= o ¥ den Vektor a (3; 2) zum Richtungsvektor.

) Veranschaulichen Sie in einer Zeichnung Po, m, @ und g! Stellen Sie eine Parameter-
gleichung fiir g auf!

1) Geben Sie einen weiteren Punkt sowie einen weiteren Richtungsvektor von g an!
Schreiben Sie alle Parametergleichungen auf, die Sie mit Hilfe dieser Punkte und
Richt vektoren aufstellen konnen! (Stellen Sie vorher fest, wieviel Gleichungen
das sein konnen!)

Zusammenfassung

Eine Gerade ist eindeutig bestimmt

a) durch ihre Richtung und einen ihrer b) durch zwei ihrer Punkte.
Punkte.
Die Richtung von g kann angegeben wer- Wenn g durch die Punkte P, und P, geht,
- — .
den durch einen Richtungsvektor a dann kann @ = P, P, gewihlt werden
(@ + 3; die Reprasentanten von & sind (~ Bild A 105).

parallel zu g) (~ Bild A 104).

Bild A 104 Bild A 105
Bezogen guf ein Koordinatensystem Bezoge.n _auf ein Koordinatensystem
(0; 7,7, k} ist {0; 1,7, k} ist
(B) X=X, +1td () X=X+t — %)
eine Punktrich leich der Geraden g eine Zweipunk ich der Geraden g
durch P, mit dem Richtungsvektor a durch Po und P, .
Man schreibt fiir sie auch Man schreibt fiir sie auch
X Xo + tay x Xo + 1(xy — Xo)
y| =\ + 1a y| =y + 11 — yo)
z Zo + ta. z Zo + Hzy — 2o)
oder das Gleichungssystem oder das Gleichungssystem
X = Xo + tax X = Xo + Hx, — Xo)
Yy =Yo + ta, Y =Yo + ty1 — yo)
z =29 + ta; z =20 + Hz1 — Zo)

Die Variable ¢ nennt man einen Parameter und die Gleichungen (3) und (7) Parameterglei-
chungen von g. Wenn keine Beschrankung fiir 7 angegeben ist, dann durchléuft + die Menge
der reellen Zahlen. Mit Hilfe von Beschrinkungen fiir ¢ kénnen Strahlen, Strecken oder
Punkte festgelegt werden (~ Seite 63f.).
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Fiir Geraden einer Ebene mit dem Koordinatensystem {O; 7,7} kann zu parameterfreien
Gleichungen iibergegangen werden ( » Seite 68):

Punktrichtungsgleichung: Y = Yo = m(x — xo)
m= -:—'— Anstieg von g, a, + 0

Y1~ Yo

Zweipunktegleichung : Y = Yo =———(x — x0)
Xy = Xo
m= 2t =¥, Anstieg von g, xo + x|
X1 — Xo
Normalform der Geradengleichung. y = mx + n
g ist parallel zur x-Achse: Y =JYo
g ist parallel zur y-Achse: X = Xo

Jede dieser Gleichungen kann in der allgemeinen Form einer Geradengleichung geschrieben
werden:

Ax + By = C, A und B nicht beide 0, also 42 + B? + (.

Graphische Ubersicht:

o T-%-% T
A

afes
+ 1
o} 34

=] = [=5]

R, A m=%=x Yy = (>
Y= Vo =m (x =x) L Y"Yo-x:_zz(""'o,
y=mx +n
Sy(O;n]
|
Ax + By =C
A? +B2 %0
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Aufgaben

Geben Sie eine parameterfreie Gleichung der Geraden ¥ = X, + d fiir folgende ¥, und & an!
Welchen Anstieg hat diese Gerade?

1.4 a) b) ¢) 2.4 b) ©)

(=3:9) [(1;=8) | (=6; =2) L a:n lene

3
(=5;5) (7; = )

3 Stellen Sie die Punktrichtungsgleichung der Geraden durch den Punkt P, und mit dem
Anstieg m auf!
a) Po (05 —1,5) D) Po(3;4) O Po(—65-6)  d)Py(0; —4)
m= -3 m =25 m=1 m=0

2; 1;-6 ( 7'0
@n |eu-of (-5:9)

Stellen Sie eine Gleichung der Geraden auf, die durch den Ursprung und durch den Punkt P

geht!

1 1

4.1 a)P(3;4) b)yP(-2;3) S'IH)P(T:?) b) P(a; —a)

6. Bestimmen Sie die Lage der Punkte P, (—3;0), P, (0; —=7), P3(=7;0), P4 (—1;3) und
Ps (—1; 4) beziiglich der Geraden durch die Punkte 4 (3; 5) und B (1; 4)!

7. Veranschaulichen Sie die Geraden mit den folgenden Gleichungen! Bestimmen Sie den
Anstieg m und einen Richtungsvektor der Geraden! Geben Sie fiir jede Gerade eine
Parametergleichung an!
aAy+x=1 by-x=0 0O8x+3y+2=0 d)x+2y-17=0
)x+y=0 02x+5y=0 g@x+4=0 hy-4=0

17 Lagebeziehung zwischen Geraden einer Ebene

® 37 Gegeben ist das Gleichungssystem
9x — 3y =6
6x + 3y =1.
2) Zeichnen Sie die Geraden g und 4 mit der Gleichung
g:9x —3y=6 bzw. hi6x +3y=1
in einer Ebene mit dem Koordinatensystem {O; i,7}! Lesen Sie aus der Zeichnung
niherungsweise die Koordinaten des Schnittpunktes S der beiden Geraden ab!
b) Berechnen Sie die Losung [x; y] des Gleichungssystems! Welcher Zusammenhang
besteht zwischen dieser Losung und dem Punkt S? (L)
@ 58 Bestimmen Sie die gegenseitige Lage von g und A!
a)g: x—3y=9 b)g: x—-3y=9 c)g: x -3y =
h:2x =3y =12 h:3x =9y =9 h:2x — 6y =

|
® o
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Aus dem bisherigen Unterricht wissen wir iiber die gegenseitige Lage zweier Geraden einer
Ebene folgendes:

50 | haben g und h hat jedes System von Gleichungen
fiir g und A
g Aix + By =C,
Wenn
h: Axx + By = C,
g schneiciet h genau einen Punkt S(x; y), den genau eine Losung [x; y]
Schnittpunkt von g und 4, ge-
meinsam
gllhund g + h keinen Punkt gemeinsam keine Losung
g=h unendlich viele (alle) Punkte unendlich viele Lésungen
gemeinsam
Anhand dieser Tabelle kénnen wir die gegenseitige Lage zweier Geraden einer Ebene auch dann
feststellen, wenn sie durch Parametergleich 1 ben sind (Ubergang zu parameterfreien
Gleichungen).
B 30 Welche gegenseitige Lage haben die Geraden mit den Gleichungen
1 10 w o
g y=?x+T bzw. h: X =137 -j)?
Ldsung: Wir suchen eine parameterfreie Gleichung fiir 4 auf:
x 3 x = 3t 1
=137 - 3 =1 bzw. bzw. =——x
2=1t37"-7) bzw (y) (—l) ZW. et ZW. y 3x
Das Gleichungssystem
10
A T
=—-—x
wird gelost: z 3
- . . 10
Addition beider Gleichungen 2y = 5
_ 3
e
o S 1
Berechnen des zugehérigen x-Wertes = = - Tx
x = -5
Probe (Einsetzen in die Ausgangsgleichungen):
s 5+]0 h: 2 ['( 5) (beide Aussagen sind wah
g 5= 5 5 I 3 gen sind wahr).
; . . 5
Anfertigen einer Skizze (~ Bild A 106). Der Punkt S(—S;?) entspricht dem Wert

t= — % in der Rechnung und der Skizze.
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gy = ;}k"*?;“h" ..uar *T)
a5 -—i—(a. -T1=-5T +§-}

Bild A 106

®m 21 Welche gegenseitige Lage haben die Geraden mit den Gleichungen
g ¥=6i+1(=3(+4)) und h: X =4+ u37—4])?

Losung:
g X =60+ t(=37+4]) h: \’=41+u(3r—4])
(x) _ (6 - 3r\’
7 ( 41, 4 - 4u
x=6-3t|-4 x=3u | -4
y=4& =3 y=4—4ul|-3
4x + 3y =24 4x + 3y =12
Das Gleichungssystem aus diesen beiden Gleichungen hat keine Losung. Es ist g || &
und g * h.
Der Rechenaufwand fiir die Ermittlung der gegenseitigen Lage zweier Ger: xdcn kann einge-
schriinkt werden. weil man oft schon durch einen Vergleich der gegebenen Gleichungen fest-
stellen kann, ob die Geraden parallel sind oder nicht (» Auftrag A 59). Falls die betreffenden

Geraden einander schneiden, berechnet man die Koordinaten der Schnittpunkte wie bisher.
® 59 Gegeben seien die Geraden g: y = mx + n, und h: y = mx + na.

Beweisen Sie

a) g lhund g # h genau dann, wenn m; = m; und n; * n,,

b) g = h genau dann, wenn m, = my und n, = ny!
¢) Lésen Sie nun nochmals den Auftrag A 58 von Seite 73!

@ 60 Stellen Sie eine Gleichung fiir die Parallele zu g durch den Punkt 4 auf! (L)
a)g: y=x+T7A4A(-1;2) b)g: y=—4x-3,A(5; -2)
g x=-2,A12;1) dg: y=4A4(-3; -1
Aus dem Ergebnis des Auftrags 59 ergibt sich ein Vergleichsverfahren fiir Geraden, die durch
Parametergleichungen
(18) g1 X =% +1d bzw. h: =3 +ub gegeben sind:
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8 Il h genau dann, wenn ihre Anstiege mg und m, gleich sind, d. h., wenn
b,
D o2 pow. dylde= by bs
ax x 1
gilt. Das ist der Fall fiir 5 = ra@ (r + 0), also fiir @ || 5 (» Bild A 107).
g = h genau dann, wenn g || 4 und wenn die Geraden g und 4 alle Punkte gemeinsam haben,
u.a. den Punkt P,. Es ist dann @ || b, und der Ortsvektor ¥, von P, geniigt auch der Gleichung
fir g:
Xy =X +1d.
Das ist jedoch gleichbedeutend mit ..
¥ — %o =1d,
d. h. mit ¥, = %, oder mit #, — %, || 4.

® 6l Formulieren Sie das soeben
erarbeitete Vergleichsverfahren
als mathematische Aussage (. @ 59)!

® 62 Wenden Sie dieses Vergleichsverfahren
auf die Geraden g und 4
des Beispiels A 31 an!
Veranschaulichen Sie g und 4!
Zeichnen Sie nach den in (18)
gewihlten Bezeichnungen
die Vektoren &, b und (¥; — Xp) ein!

Aufgaben Bild A 107

Stellen Sie die gegenseitige Lage der Geraden mit folgenden Gleichungen fest, und bestimmen
Sie gegebenenfalls ihren Schnittpunkt! Kontrollieren Sie Thr Ergebnis durch eine Zeichnung!

Lt illy=%x—] 2.1 a)sx+3y=7 ")§+%=l
y=—%x+6%(l.) 3x=1() i+l=|(ll
D) x+3y-2=0 by y-3x=0 5.2
2x+6p-2=0 dx+sy=0ML) dy43- /590
x+3-/5=00
3T a2y +3x-6=0 41 a) y4+7x=0
X =67+ 137 + 417 L X=@+0i+ S+
b) y =1,5 b)_3x — 5y =2
=47+ 1,57t F=1-7+2j)

5. In Formelsammlungen findet man fiir Geraden einer Ebene die sogenannte Achsenab-

schnittsgleichung & - % =1 (~ Tabellen und Formeln, Ausgabe 1973, Seite 51). In
a
welchen Punkten S, bzw. S, schneidet eine Gerade g mit der Gleichung & + % =1
a
die Koordinatenachsen? Geben Sie fiir @ und b eine geometrische Interpretation an!
Welche Bedeutung haben [a| und |5], und welche die Vorzeichen von @ und 52 (L)
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6. Schreiben Sie die folgenden Geradengleichungen als Achsenabschnittsgleichungen! Ver-
anschaulichen Sie die jeweilige Gerade mit Hilfe der Achsenabschnitte a und 5!

a)x+2y=6() D)3x—y+6=0 Vax—5y=20 dx+4y+4=0

3 Weisen Sie nach, daB die Punkte 4 (—-2; —=2), B(=3;1), C(7;7) und D (3; 1) Eck-
punkte eines Trapezes sind!

8. Gegeben sind die Punkte 4 (2; 3), B(14;8) und C (21; 32).
a) Bestimmen Sie den Punkt D des Parallelogramms ABCD als Schnittpunkt der Geraden
AD und CD!
b) Bestimmen Sie den Mittelpunkt von ABCD! Geben Sie mehrere Losungswege an!

9. Fiir welche Werte von k und / haben die Geraden kx + 8y + / = Ound 2x + ky — 1 =0
a) einen Punkt, b) keinen Punkt, ¢)alle Punkte gemeinsam?

18 Lagebeziehung zwischen Geraden im Raum

Es sollen nun Geraden des Raumes auf ihre gegenseitige Lage untersucht werden, wobei wir
davon ausgehen, daB sie durch Gleichungen gegeben sind. Es sind zwei Fragen zu kldren:

1. Welche Lage kénnen zwei Geraden des Raumes zueinander haben?
2. Wie kann man die gegenseitige Lage zweier Geraden des Raumes anhand ihrer Glei-
chungen ermitteln?

Im Raum kénnen zwei Geraden g und 4 in ein und derselben Ebene liegen. Es gibt jedoch auch
Geraden, fiir die das nicht zutrifft.

® 63 Geben Sie anhand des Quaders D(0;0;3) 6(0;6;3)
von Bild A 108 Geraden an, E(4;0;3 F(4;6;3)
a) die die Gerade 04 schneiden,
b) die zur Geraden OA parallel sind, o3

¢) die mit OA in ein i

und derselben Ebene liegen, 7 T €(0;6;0)
d) die mit OA nicht in ein
und derselben Ebene liegen'! Bild A 1og ~ A14i0:0) 8{4:6:0)
Geraden g und / des R nennt man windschief zueinander genau dann, wenn es fiir sie keine

Ebene gibt, der sie beide angehoren. Beispielsweise ist im Bild A 108 die Gerade 04 windschief
zu BF.

Geraden g und 4 des R: sind parallel zueinander bzw. schneiden einander genau dann, wenn
es eine solche gemeinsame Ebene gibt und g und /4 dort parallel sind bzw. einander schneiden.
Fiir die Untersuchung der gegenseitigen Lage von g und / stehen uns nur Parametergleichungen
zur Verfiigung. Gegeben seien

g: X=2F +1td und h: X =23 +ub.
Die Geraden g und h haben einen gemeinsamen Punkt S genau dann,

=

_ wenn S bzw. sein Ortsvektor ¥ = OS sowohl die Gleichung fiir g als auch die fiir A erfiillt,
d.h, —

_ wenn es einen Parameterwert fs gibt, so daB OS = %, + tsd, und einen Parameterwert us,

so daB OS = ¥, + ush ist, d. h,,



78 A Analytische Geometrie der Geraden

- wenn die Gleichung ¥; + ush = Xo + tsd fiir mindestens ein Wertepaar 75 und us erfiillt ist,
d.h,
— wenn
19) % -3 =13 —ub
gilt, wenn also ¥, — X, eine Linearkombination von & und 3 ist.
Die Frage nach der Existenz gemeinsamer Punkte von & und A ist folglich gleichbedeutend mit
der Frage m_ich der Losbarkeit der Gleichung (19), also nach der Zerlegbarkeit von ¥, — Xo
nach @ und b. Folgende Fille kénnen auftreten:

Fall1: a) 5, und ¥; — X, ist Linearkombination von & und 5 (.~ Bild A 109),
Fall2: a) b, und %, — %, ist keine Linearkombination von  und 5 ( » Bild A 110),
Fall3: d(bund %, — % |ld(~ Bild A 111),

Fall4: @|lbund %, — % Jf @ (.~ Bild A 112).

Fall &4: ¢

b 9= h
%
~ kK P
a
I g
— % %1

Bilder A 109, A 111

zu 1:

Bilder A 110, A 112

Da %, — X, zerlegbar ist nach @ und b und a@ Jf b, sind das drei Vektoren einer Ebene,
und die Koeffizienten fs und —us sind als Koordinaten von X, — X, beziiglich der
Basis {d,5} eindeutig bestimmt (.~ Seite 36, Satz 1). Es gibt deshalb genau einen
gemeinsamen Punkt S von g und A. Er entspricht auf g dem Parameterwert fs und auf
h dem Parameterwert us.

Wenn %, — %, keine Linearkombination von @ und 4 ist, dann hat die Gleichung (19)

keine L6sung, und damit haben g und / keinen gemeinsamen Punkt. Wegen ajf bsind
£ und h auch nicht parallel zueinander. Also ist £ windschief zu 4.
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2u3: albund % — % |l dbedeutet, daB es Zahlen r und g gibt, fiir die gilt b =rd(r + 0)
und ¥, — % = qd (g * 0). Wir setzen das in (19) ein und formen um:

qd = (ts — usr)d

bzw.

(q—ts +usr)d =a.

Weil @ + ¢ ist, mul} gelten

q —ts +usr =0 bzw. s =g + usr.

In diesem Falle entspricht jedem Parameterwert us ein s, d. h., jeder Punkt von 4 liegt
auf g und umgekehrt. Es ist g = h.

zud: Wegend|bist b = rd (r + 0). Die Gleichung (19) geht damit iiber in die Gleichung
¥ — Xo=(ts —usr)ad.

a) Wenn %, — %, + & ist, dann steht diese Gleichung im Widerspruch zur Voraus-
setzung ¥, — ¥o Jf @. In diesem Fall ist (19) nicht 16sbar, und g und / haben keinen
gemeinsamen Punkt. Da ihre Richtungsvektoren parallel sind, istg |l h, g + h.

b) Aus ¥, — %, = & folgtts — usr = 0. Diese Gleichung hat unendlich viele Lésungen.
Die Geraden g und 4 gehen durch den Punkt P; = Py, und ihre Richtungsvektoren
sind parallel; es ist g = h.

In allen vier Fillen kann man sich iiberlegen, daB auch die Uml‘(ehrung gilt. Auf die gegen-
seitige Lage von Geraden im Raum kann deshalb nach folgender Ubersicht geschlossen werden:

a ,}rE und g und 4 haben einen gemeinsamen Punkt (¥, — X, zerlegbar g schneidet A
nach {@,b})

a ,H’E und g und 4 haben keinen gemeinsamen Punkt (¥; — Xo nicht g windschief zu &
zerlegbar nach {d, b})

@ ilb und g und h haben einen gemeinsamen Punkt g=h
(&) — Xo =0 bzw. %, — Xo ll@)

dllb und g und A haben keinen gemeinsamen Punkt glhg+h
(%, — Xo Jd@, %, — %o * 0)

® 32 Festzustellen ist die gegenseitige Lage der (_Jeraden .
g X=4T+1t] und h: X =6j+ 3k + u(4i — 3k).

Losung: Vergleich der Richtungsvektoren: J f 47 — 3k, alsog ¥ h, g + h.

Es muB nun gepriift werden, ob g und 4 einen gemeinsamen Punkt haben. Fiir einen
solchen Punkt muf} gelten

47 + tf = 6] + 3K + w47 — 3K).

Diese Gleichung wird auf Losbarkeit gepriift. Dazu schreiben wir sie um:

4 4u 4 = 4u
t] =16 bzw. t =6
0 3 - 3, 0=3-3u

t=6, u=1
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Die Parameterwerte ¢ = 6 und u = 1 geniigen allen drei Gleichungen des Systems und
damit auch der Ausgangsgleichung.

Wir berechnen die Koordinaten des Schnittpunktes S zur Kontrolle auf zweierlei Weise:
F=0S=4i+1j=4i+ 6], S@4;6;0),
% =05 = 6] + 3 + u(di - 3F)

=67+3k+1-(4i-3k) =4i+6j, S(4;6;0).

Die Geraden kénnen in einer Skizze veranschaulicht werden (~ Bild A 108, g = 4B
und & = GB).

Fest llen ist die itige Lage der Geraden .

g X=4r+3k + 16— 4i) und h: X =6]+ 3k + u(2i — 3j).

Lésung: Vergleich der Richtungsvektoren: 67 — 47’ = —2(27 — 3j), also 6] — 47 |27 - 3]
und damit g || 4 oder sogar g = h. Gibt es gemeinsame Punkte von g und A? Fiir sie
miiBte gelten

4 — 4r 2u 4 -4t =2u

|6t =6 —3u| bzw. 6t =6 — 3u

3 3 3=3
u=2-2t

Jeder Punkt von g liegt auf 4 und umgekehrt (wenn dem Punkt P auf g der Parameter-
wert ¢ entspricht, dann entspricht dem Punkt P auf 4 der Wert u=2-=2.
Veranschaulichung in einer Skizze: g = h = EG im Bild A 108. E entspricht ¢t = 0 auf g
und # = 2 auf h; G entspricht ¢ = | auf g und « = 0 auf A.

Im Gegensatz zur Ebene kann im Raum eine Gerade nicht durch nur eine parameterfreie Glei-
chung angegeben werden, sondern nur durch ein System von zwei linearen Gleichungen mit den
Variablen x, y und z. Warum das so ist, kann man sich bereits an einem einfachen Beispiel
klarmachen.

m 34

Fiir die Gerade 4G des Quaders im Bild A 108 suchen wir eine parameterfreie Glei-
chung.

Lésung: Eine Parametergleichung fiir AG ist
-
X=X, +1-AG, also
=47 + ((—47 + 6] + 3k) bzw.

X

x 4 — 4r x=4-4

(y = |61 oder y = 61

z 3t z =3t

Wir schlieBen 7 aus:
x=4-4 y =6t x=4 -4
y =6t und z =3¢ und z =3t

4 4

=4 - _ =2 =4 - —
x=4 6y y z x =4 32

(200 3x+2y =12 und y~2z2=0 und 3x + 4z = 12
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2n

® 64

Versucht man weiter, aus diesen drei Gleichungen eine der drei Variablen x, y und z
auszuschlieBen, dann erhilt man nichts Neues [vgl. mit (20)]:

3x + 2y =12 und 3x + 2y =12
y—-22=0 3x +4z =12
3x + 4z =12 2y —4z= 0

Welche dieser drei Gleichungen ist nun eine (.‘Juuhung der Geraden AG? Um diese Frage
beantworten zu kénnen, untersuchen wir dchst die te Frage, namlich:
Welche Punkte P(x; y; z) des Raumes werden durch nur eine der drei Gleichungen (20)
beschrieben?

3x + 2y = 12:

In der xy-Ebene ist das eine Gleichung der Geraden AC (~ Bild A 113). Fiir alle Punkte
der xy-Ebene ist z = 0. Die Variable z geht in die Gleichung nicht ein. Mit dem Punkt
Po (xo; o3 0) von AC geniigt ihr also auch jeder Punkt P (xo; yo; z) auf der Senkrechten
zur xy-Ebene durch den Punkt Po, beispielsweise jeder Punkt der Geraden AE und CG
(~ Bild A 113 und A 108). Der Gleichung 3x + 2y = 12 geniigen folglich alle Punkte
der Ebene ACGE (und nur diese); sie ist also eine Gleichung dieser Ebene.

= Plxoi¥o;2)

AC

€(0;6,0)

Bild A 113

y—-2z=0:

In der yz-Ebene ist das eine Gleichung der Geraden OG (fiir alle Punkte der yz-Ebene
ist x = 0). Im Raum erfiillen diese ‘Gleichung alle Punkte P (x; yo; Zo), deren Orthogo-
nalprojektion P (0; yo; Zo) auf die yz-Ebene auf OG liegt. y — 2z = 0 ist eine Gleichung
der Ebene OGFA.

Dem Gleichungssystem
3x +2y =12
y—-2z2=0
geniigen alle Punkte, die auf beiden Ebenen liegen. Das sind aber genau die Punkte der
Geraden AG, der Schnittgeraden der Ebenen ACGE und OGFA.

Als eine parameterfreie Gleichung der Geraden AG ist folglich das Gleichungssystem (21)
aufzufassen.

Welche Menge von Punkten P (x; y; z) wird beschrieben durch
2) die Gleichung 3x + 4z = 12 aus (20),

b) das Gleichungssystem ¢) das Gleichungssystem
y—22=0 Ix+2y=12
3x +4z =12 3x +4z =12

6 [o01254]
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® 65 Welche Mengen von Punkten P (x; y; z) des Raumes werden durch die folgenden Glei-
chungen beschrieben

a) z = zo = const., c)x =y, )y+z=1,
b) ¥ = yo = const., d)y = -2x + 4, Dx+y+z=1?

Bild A 114 B(8;12;0)

Aufgaben

Bei dem Kérper K im Bild A 114 sind die Ebenen durch 0, A, Bund C sowie D, E, Fund G
parallel zueinander — es kénnte ein gerader Pyramidenstumpf sein.

1.1 Zeigen Sie, daBl die Geraden OD, 2.1  Zeigen Sie, daB die Raumdiagonalen
AE, BF und CG einander in ein und OF, BD, AG und CE einander in
demselben Punkt S schneiden! ein und demselben Punkt T
(Uberlegen Sie, wie man mit mog- schneiden! (1)
lichst wenig Rechenaufwand aus-
kommt!)

3.1 Bestimmen Sie die Lage der z-Achse 4.1 Bestimmen Sie die Lage der z-Achse
zu der Geraden durch S und den zu der Geraden durch 7 und den
Mittelpunkt M, des Quadrats Mittelpunkt M, des Quadrats
OABC! DEFG!

5.1 Begriinden Sie gegebenenfalls, daB X ein gerader Pyramidenstumpf ist!

6.1 Bestimmen Sie die gegenseitige Lage der Geraden a) OE und CF, b) AF und OG durch
die Eckpunkte des Korpers K!

7. Eine Radarstation mége ein Ziel nacheinander in den Punkten P, (24;5;7) und
P»(21;3;6,5) orten. Das Ziel bewege sich auf geradlinigem Kurs. Eine Abwehrrakete soll
vom Punkte P, (8; —1; 1) aus das Ziel ebenfalls auf geradliniger Bahn erreichen. Die
Richtung der Raketenbahn wird durch den Vektor @ = 27 — j + 2k bestimmt.

a) Stellen Sie die Gleichungen der beiden Flugbahnen in Parameterform auf!
b) Zeigen Sie, daB die beiden Flugbahnen einander in einem Punkt schneiden, und
berechnen Sie die Koordinaten dieses Punktes' (L)

Bestimmen Sie die gegenseitige Lage der Geraden mit folgenden Gleich ! Ver haulict
Sie die Geraden anhand von Bild A 114!
8.1 a)¥ =87+ 12] + 17 + 2j — 4k) 9.1 a)X =87+ 12] + #(i + 27 — 4k)
.F=5T+-:—]+IZE+SI ¥ =40 + 127 - s(67 — 12F)
b) X = (i + 2] + 4k) =12j -1

E =47+ s(i - 3)) X =81+ s(57 — 6] — 12k)
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Lagebeziehungen zwischen Geraden des Raumes
und den Koordinatenachsen bzw. -ebenen

® 66 Gegeben ist eine Ebene mit dem Koordinatensystem {O; i,J}. Geben Sie eine Para-
metergleichung und eine parameterfreie Gleichung an

a) fiir die x-Achse, b) fiir die y-Achse!

® 67 Bestimmen Sie die Lage von g zu den-Koordinatenachsen!
a) g:  6x + 5y =30, c) g x=-1,
b)g: F=@+ni+(-0nj dg I=-@G4+0]

Im Raum koénnen die Achsen des Koordinatensystems {O; % K} durch folgende Gleichungen
bzw. Gleichungssysteme angegeben werden:

x-Achse: ¥ = xi bzw. y =0 und z =0;
y-Achse: ¥ = yj bzw. x =0 und z =0;
z-Achse: ¥ =zk bzw. x =0 und y =0.
Da die Koordinatenachsen nichts weiter sind als spezielle Geraden des Raumes, kénnen wir
fiir jede Gerade g ihre Lage zu den Achsen feststellen.
@ 35 Zu untersuchen sei die Lage der Geraden BK im Bild A 115 zur x-Achse (K halbiert die
Strecke FD).
Eine Gleichung fiir BK ist
X =X + t(Xx — Xp),
also

X =47 + 6] + t(—27 — 3] + 3k). 0(0;0:3)

N

1. Losungsmaoglichkeit

In den Gleichungen E(4;0;3)

Flu:6:3)
x =xi \

(Gleichung der x-Achse) und 'z <
£ =47 + 67 + (=27 — 3 + 3K) ;
ist i)y —2i— 37+ 3Kk

(also BK } x-Achse) und

Ry — Fo =47+ 6] — 6 = 4i + 6].

2 . 1 €(0;6;0)

A(4;0;0) B(4i6;0)

N (4;3;15)

Bild A 115

Es liegt Fall 1 oder Fall 2 vor. Wir priifen, ob ¥, — ¥, nach Tund —27— 37 + 3k
zerlegt werden kann. Es ist:

6%

4=r—-2s
47+ 6] =ri + (=27 =37 + 3k) gdw. 6 = —3s
0=23s

Dieses Gleichungssystem hat keine Losung (keine Zahl s erfiillt die letzten beiden Glei-
chungen gleichzeitig). Also sind BK und die x-Achse windschief zueinander.
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2. Losungsmoglichkeit:
Wie bei der ersten Losungsméglichkeit stellen wir fest:

BK } x-Achse.
Wir priifen nun, ob es einen gemeinsamen Punkt S(x; y; z) beider Geraden gibt. Fiir ihn

muf gelten
x=4=2
XT =47+ 6] + (=27 — 37+ 3k) bzw. 0 =6 — 3
0 =3¢
Da es kein ¢ gibt, das die letzten beiden Gleichungen erfiillt, kann es einen gemeinsamen
Punkt S nicht geben.
Die Lage von BK zur y-Achse bestimmt man analog.
® 68 a)Zeigen Sie, daB BK im Bild A 115 die z-Achse schneidet! Bestimmen Sie den Schnitt-
punkt S!
b) Die besondere Lage der Punkte B und K auf dem Quader machen es moglich, S ohne
Verwendung von Geradenglcichungpn mit Hilfe eines Strahlensatzes zu bestimmen.
Geben Sie die dazu erforderlichen Uberlegungen an!
Fiir die Lage einer Geraden g in bezug auf die Koordinatenebenen kommen folgende Maglich-
keiten in Frage:

g liegt in ¢, d. h., jeder Punkt von g liegtin ¢

& schneidet ¢, d. h., es gibt genau einén Punkt S, der zu
&und zu ¢ gehort (den Schnittpunkt’) von g
und ¢)

g ist parallel zu ¢, d. h., g und ¢ haben keinen gemein-
samen Punkt

Eine Gerade g schneidet eine Koordi b wenn sie mit ihr genau einen Punkt S gemeinsam

s
hat. Der Ortsvektor ¥ = OS geniigt dann sowohl jeder Gleichung von g als auch jeder Gleichung
der Koordinatenebene.

Gleich fiir die Koordi b
xy-Ebene: ¥ = xi'+ yJ(x und y durchlaufen die Menge der reellen Zahlen)
oder: z =
xz-Ebene: ¥ = xT + zk (x und z durchlaufen die Menge der reellen Zahlen)
oder:y =0
yi+ zk (¥ und z durchlaufen die Menge der reellen Zahlen)

M 36 Zu untersuchen ist die Lage der Geraden HN im Bild A 115 in bezug auf die xz-Ebene,
wobei N (4;3;1,5) und H (1;1,5; 3) Punkte auf der Quaderoberfiiche sind.

*) Den Schnittpunkt einer Geraden g mit-einer Ebene € nennt man auch den DurchstoBpunkt von g durch &
oder den Spurpunkt von g in .
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Eine Gleichung fiir HN ist

£ =i+ 1,57+ 3k + 130 + 1,57 — 1,5k). .

Fiir einen gemeinsamen Punkt T (x; y; z) von HN und der xz-Ebene muf} gelten
xi+ 2k = T+ 1,57 + 3k + 137 + 1,57 — 1,5k)  bzw.

% 1+ 3t x=1+3t
0| =1(15+1,5] oder 0 =151 +1)
z 3 - 1,5 z=3-15

Dieses Gleichungssystem ist eindeutig 16sbar:

t = —1 (~vorletzte Gleichung),

x=1+3-(-1)= -2

z=3-15-(=1)=45.

Ergebnis: HN schneidet die xz-Ebene in T(—2;0;4,5). Auf HN entspricht T dem Para-
meterwert t = —1.

Zusammenfassung

Zwei Geraden g und h des Raumes konnen einander schneiden bzw. parallel oder windschief
zueinander sein.

Sind g und & durch Parametergleichungen b tiglich eines Koordi y s {0; 1,7, k}
gegeben, dann kann man ihre gegenseitige Lage durch einen Vergleich dieser Gleichungen
feststellen ( » Ubersicht, S. 79). Wenn g und h einander schneiden, dann geniigt der Orts-
vektor des Schnittpunktes S-den Gleichungen beider Geraden. Aus dieser Bedingung kdnnen
die Koordinaten von S berechnet werden.

Geraden g und 4 einer Ebene konnen auch durch parameterfreie Gleichungen angegeben
werden. Fiir Geraden mit den Gleichungen

g: y=mx+mn und h: y=mx+n;

gilt
g | h, g + h genau dann, wenn m, = m; und n, * n,,
g=h genau dann, wenn m; = m; und n, = n,.

Trifft beides nicht zu, dann schneiden g und h einander. Die Koordinaten des Schnittpunktes
erfiillen die Gleichungen von g und A.

Die Lage einer Geraden zu den Achsen eines Koordinatensystems bestimmt man anhand
folgender Gleichungen fiir die Koordinatenachsen:

y =z = 0 (x reell) im Raum

y=0 (x reell) in einer Ebene

= z = 0 (y reell) im Raum

=0 (y reell) in einer Ebene

x-Achse: ¥ = xi’ oder [

y-Achse: ¥ = yj oder [i
z-Achse: ¥ = zk oder x =y = 0(z reell) im Raum

Uber die Lage einer Geraden des Raumes zu den Koordinatenebenen entscheidet man nach
inhaltlichen Gesichtspunkten (Anzahl der gemeinsamen Punkte). Eine Ubersicht iiber die
Lagemdoglichkeiten einer Geraden zu den Koordinatenebenen und iiber Gleichungen fiir
letztere »~ S.84.
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Aufgaben

) 5 Bestimmen Sie, bezogen auf das 2. Bestimmen Sie, bezogen auf das
Bild A 115, die Lage von HN Bild A 115, die Lage von KH zu den
a) zur xy-Ebene, b) zur yz-Ebene! Koordinatenebenen!

Welche Lage haben die folgenden Geraden beziiglich der Koordinatenebenen? Veranschaulichen

Sie die Lage der Geraden in einer Zeichnung!

3t X =20+k+ 077+ 58 (L) 41 AF =4+ 57+ 37-7h)
DYE=F+]—K +1G - DF=T+2% +sG+7-Fk

5; Bestimmen Sie die Schnittpunkte der Geraden

a) ED, b) EF, ¢) EG und d) BF durch Eckpunkte des Kérpers K im Bild A 114 mit der
xz- bzw. yz-Ebene!

Das Skalarprodukt zweier Vektoren
und seine Anwendung in der Geometrie

20 Das Skalarprodukt zweier Vektoren

Im Physikunterricht wurde bereits

1) W=F: s

als eine GroBengleichung fiir die mechanische Arbeit W einer konstanten Kraft F langs eines
—

Weges s eingefiihrt. Dabei war mit s die Lénge einer gerichteten Strecke PQ und mit F, der
—

Betrag derjenigen Komponente von F bezeichnet worden, die zum Weg PQ parallel ist. Ins-

besondere ist 5

a) F, = Fcos x, wenn F unter einem Winkel ~ lings des Weges PQ wirkt (.~ Bild A 116b),

und
b) F, = Fcos 0° = F, wenn F mit dem Weg gleichgerichtet ist (» Bild A 116a).

Bilder A 116a und b
Die Formel (1) kann deshalb auch in der Gestalt

W = (Fcosnx)s = Fscosa
oder, wenn man s = |P_é[ =|§lunda = x (F,5) setzt, in der Gestalt
W = |F||3|cos % (F.3)
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angegeben werden. Diese Schreibweise fiir (1) macht deutlich, da8 # nur von F und § abhingt.
Man schreibt dafiir kiirzer

W=F-§
und nennt F - § das skalare Produkt') von F und 5.
In der Menge der von uns verwendeten Vektoren (der Pfeilklassen) ist eine solche Produkt-
bildung ebenfalls sinnvoll. Man nennt

> > —
[(2) a-b = |a| |b| cos ¥ (a, b)

das Skalarprodukt der Vektoren @ und b (gelesen: a Punkt b). Im weiteren untersuchen wir
dieses Produkt auf Eigenschaften und wenden es in der Geometrie des Raumes an.

® 27 Im gleichseitigen Dreieck 4BC (.~ Bild A 117) mit der Seitenldnge a seien D, E und F

die Mittelpunkte der Seiten. Es ist C
¢\
Bild A 117 A D B
=5 = =y - = o
a) AB - AC = |AB|-|AC| -cos ¥ BAC 1) CA-CD = |CA| -|CD| -cos ¥ ACD

2
=a-a-cos60° . =a-A/’—(%) cos 30°

1 a* a =~ 1 = 3
. U —a-=/3-=/3=20a?
2T a-gaf3gV3age
- = - — - - - - - - —
¢) AD - DC = |AD| -|DC|cos ¥ (AD,DC) ) DB EF =|DB|-|EF|-cos ¥ (DB,EF)
a a /2 > < a a a?
- DB, - v CHERNGE o
2 2V3cos¢( B, DC) 3 2<:oslBO 2

= % ~%\/5cos90° =
® 69 Berechnen Sie fiir das gleichseitige Dreieck ABC im Bild A 117
> - - = = - -
a)DF-DE(L), b)BF-BE(L), <¢)CD:-AE, d) AE - CD!
Wir wenden uns nun der Frage zu,

ob das Skalarprodukt zweier Vektoren @ und b analog zur Arbeit W geometrisch interpre-
tiert werden kann.
Fiir von & verschiedene Vektoren @ und b ist in den Bildern A 118a bis e der Vektor b in zwei
Komponenten zerlegt. Ei_ne Komponente ist zu @ orthogonal und die zweite zu a parallel oder
gleich 8. Mit a ist % (d, b) bezeichnet.

1) ,,Skalare™ bed Zahlen. Im vorli den Beispiel ist W jeweils eine Zahl. Sie wird durch eine Verkniipfung

=%
8 (die skalare Multiplikation von F und ), die einige Rechenregeln mit der Multiplikation reeller
Zahlen gemeinsam hat.
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- ]

1
{

?‘n - A
| oe=00 0 \
\/'/0500
ZNLN o
\ o ALY
\ \ \\\0\
ITI>0umd _ [1T1>0und _
I'5 ] cosoe= 1B ,{ 15 |- cosox=~1T I,
also_ =y also_ 4
@b =lakbl>0| 76 =-I3Hsl<0]

Bild A 118
= i . .
Wenn b orthogonal zu a ist, (» Bild A 118b), dann ist cos x = 0, also in 2)
6] * cos & = 0.
- -
Wenn b nicht orthogonal zu a ist (.~ Bilder A 118a und d bzw. Bilder 118¢ und e), dann ist
|16] cos «|
der Betrag der zu & parallelen Komponente von 5
- - - - . n
Fiir @ = o0 oder b = o ist |@| = 0 oder |5| = O und % (a@, b) = 3 also
@-b =0 ( Lerneinheit A 12)').

Mit Hilfe dieser geor}letrischen Interpretation des Skalarproduktes kann man oft & -5 be-
stimmen, ohne % (&, b) zu kennen.

® 38 Wir wenden uns wiederum dem Quader im Bild A 115 zu und ermitteln einige Skalar-
produkte. Dabei nutzen wir die geometrische Interpretation des Skalarproduktes aus.

- > - = ok
a) OR - OA = |OR||0A| cos ¥ (OR, OA)
— — S———— - =
=|OR[|0A| - 1, denn % (OR,04) = 0°,
S e >
OR - 0A = |OR||0A|
=2-4=8.
= . =
(Vgl. auch mit dem Bild A 118d, in dem gesetzt wird: @ = OR und b = OA )
- - = =5 = = 7
b) OR - OC = |OR||OC]| - cos % (OR, OC) = 0, denn ¥ (OR, OC) = 5
(Vgl. auch mit dem Bild A 118b, in dem gesetzt wird:
d@=0R und b =0C
- - > i
¢) OR - OB = |OR||OB| - cos ¥ (OR, OB)
Sy ey = o5 — —
= |OR||OB| cos x (OA, OB) wegen OR ++ OA

*) Hier wird erkennbar, daB es verniinftig war, in der Lerneinheit A 12 (* Seite 51) den Begriff Winkel zwischen
Vektoren @ und b auch fiir d = 6 bzw. b = 6 festzulegen. Andernfalls miiBten jetzt und im folgenden Null-

n
vektoren oft als Sonderfall aus den Betrachtungen ausgeschlossen werden. Warum gerade — fiir diese Winkel
gesetzt wird, zeigt die Beziehung (c) auf Seite 89. 2
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oAl

—

e
|04

bl
|0B|

= o -
OR - OB = |OR| |OB| wegen cos ¥ (04, OB) =

> - - =

OR - OB = |OR||0A|

=2-4=8
5

Der Winkel ¥ (OR, OB) braucht also nicht ermittelt zu werden.
d) Auf die gleiche Weise finden wir

- = = — - =

OR - OF = |OR| -|OF| - cos ¥ (OR, OF) =

=|O_k|A|0_;1|=2-4=8 und ',\515 =

=g o — -
¢) OR - OK = |OR| - |OK|cos ¥ AOK

= — .
— |OR|-|OR =22 = 4. Bild A 119
@ 70 Fiir gegebene reelle Zahlen a und b, a % 0, hat die Gleichung ax = b genau eine Losung,
b
namlich x = i Im Gegensatz dazu hat die Gleichungd - ¥ = r (d@festund @ =+ 4, r eine
reelle Zahl) beliebig viele Losungen.
a) 0, A und D sind Eckpunkte des Quaders im Bild A 115. Geben Sie wenigstens drei

— -
Losungen fiir die Gleichungen OR - ¥ = 8 und OD - ¥ = 9 an! (Beachten Sie das
Beispiel A 38 und die Aufgaben 1 und 2 zu dieser Lerneinheit!)

b) Beschreiben Sie, welche Vektoren ¥ die Gleichung @ - ¥ = r losen, wenn @ * & ein
beliebiger Vektor und r eine beliebige reelle Zahl ist! Verwenden Sie dazu das Bild
A 119!

Fiir das Skalarprodukt zweier Vektoren @ und b gelten die folgenden Beziehungen:

- = -+ > - n
@ ab>0 giw. a+o, b+o und 0§¥(a,b)<7
- > > > x
®) a-b<0 gdw. a+o0, b+o und T<<):(a )= =x
> - - -
[n)a=a oder b=o
— >
(c)a"b=0 giw. | oder
> > - - x
lb)a#a.b#a und ‘k(a,b)=—2—

bzw.
- > — -
(c;)a b =0 gdw. a orthogonal zu b.

(@) Die Gleichung 4+ = r (a + o gegebener Vektor, r gegebene reelle Zahl) hat unendlich viele
=

5 -
Losungen. Aus der Gleichung a _; = r kann x also nicht durch ,,Division durch_al"‘ ermittelt wer-
den, denn eine solche Rechenoperation liBt sich nicht definieren!
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Fiir @ - d@ schreibt man auch a2. Es gilt

® @=3-a=ia laicos x (@ B = jal?
und

- >
@) la= a-a.

Aufgaben

O, A4, B, ... sind Punkte des Quaders im Bild A 115. Bestimmen Sie die folgenden Skalarpro-
dukte! Nutzen Sie dabei die geometrische Interpretation des Skalarproduktes aus!

- - - - - - - - > >
1.1 a)OA-OE b)0OA-0G ¢)0A-0D 2.1 a)OD-OBbh)OD-OH OD-OL

- > - - -
d) OA-OF ¢) OA-OL (L) d) OD-OF ¢) OD - 0G

3. Berechnen Sie das Slgalarprodukt 4. Berechnen Sie das Slsalarprodukt
der Vektoren @ und 5! der Vektoren @ und 5! (] )
a)ldl = 3,16] = 4, ¥ @,6) = 15° a)la|l=2,5,16| =2, « (a,b) = 90°
by ld] = 4, 16| = 3, ¥ @ b) = 135° by l@| = 3,2,16] = 2,3, % (a,5) = 105°

5. {O;1,J,k} ist ein kartesisches Koordi
folgenden Skalarprodukte!

ystem des Raumes. Berechnen Sie die

D wrr okk @it ofk nik
6. Berechnen Sie x (a, b), wenn 7 Berechnen Sie « (@, 5), wenn
ldl = 2,16 =4unda-b = 4! G*=3,6*=4unda-b= -6

21 Eigenschaften der skalaren Multiplikation
von Vektoren

Die Multiplikation von Zahlen ist kommutativ, assoziatiy und distributiv, d. h., fiir beliebige
Zahlen gelten die Beziehungen
(5) ab = ba, (6) a(bc) = (ab) c, (7 alb + ¢) = ab + ac.

Wir wollen nun untersuchen, ob die skalare Multiplikation a - b zweier Vektoren ebenfalls
kommutativ, assoziativ und distributiv ist.

L]
-

Zeichnen Sie den Graph der Kosinusfunktion fiir das Intervall { — 2=, 27)!
a) Driicken Sie cos ( —x) durch cos x aus!
b) Driicken Sie cos (= — x) durch cos x aus!

>3 SATZ:

Fiir die skalare Multiplikation gilt das Kommutativgesetz, d. h., fiir zwei beliebige Vekmmn:t>
—
und b ist stets

® a-b=
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Beweis: Die Behauptung (8) folgt unmittelbar aus der Definition des Skalarproduktes zweier
Vektoren auf Seite 87, denn es gilt

@-b = |a||b| cos % (@ b) = |b| |a|cos x (b,a) = b -a,
was zu beweisen war.

@ 72 Berechnen Sie fiir eine Orthonormalbasis {7, 7} die Produkte
2) (7 )7 und 77 - j) sowie b) (i + J) - 1) Tund (7 + ) (7 - !
Vergleichen Sie Ihr Ergebnis mit (6)!

Ein Assoziativgesetz (6) fiir die skalare Multiplikation dreier Vektoren a, b und ¢ gibt es nicht,
denn in dem Term a - (b - &) ist die skalare Multiplikation des Vektors @ mit der Zahl r = b-é
nicht definiert. Ebenso ist der Term (G - b) - ¢ sinnlos. (Der Punkt ,, ist ja hier das Zeichen
fiir die skalare Multiplikation zweier Vektoren®)

>4 SATZ:

Fiir die skalare Multiplikation gilt fiir jede reelle Zahl r und je zwei Vektorm:und E'die Be-
ziehung 4

©® @B =a)b=a-@b).
Die Klammern in (9) konnen deshalb weggelassen werden. '

Beweis: Wir beweisen zuniachst (rd) - b = r(a- b) bzw.
(10) |rd||B| cos ¥ (r@, B) = rlldl - |b| cos ¥ (a, b)l. -

Fiir r > 0 st |rd| = rld@| und ¥ (rd, b) = % (@ b), d. h. (10) gilt.
Fiir r < 0 ist || = —r, und folglich erhilt man auf der linken Seiten von (10)

11y |ra| = |rlld| = —rlal.

Ferner ist (~ Bild A 120)

(12) ¥ (rd,b) = ¥ (=a,b) == — ¥ (@5).

Einsetzen von (11) und (12) in die linke Seite von (10) ergibt:

|rd| - |B] cos % (rd, B) = —rlal|B| cos [x — % (@ B)] /F
= —rla||b| [—cos x (@ b)]
= rld||b| cos ¥ (@, b), AT, )
d. h., (10) gilt auch fiir r < 0. & b,-7) . ,
Fiir r = 0 ist r(@ - b) = 0. Andererseits ist B T
vd =5, also |rd| =0 und % (rd,b) =%. Bild A 120

Auch in diesem Fallg ist (10) erfullt.
Die Beziehung r(a@ - b) = @ - (rb) beweist man analog oder verwendet den Satz A 3. Es ist

G- (rb) = (rb) @ nach Satz A3
= r(b-a) nach Satz A 4 (diese Gleichheit ist schon gezeigt)

=r(@- b) nach Satz A 3, was zu beweisen war.

1) Auch in der Vektorrechnung benutzt man das Zeichen .,-** far die Multiplikation von Zahlen (/* M 37,38). Das
ist moglich, wenn seine i ig aus dem Z hervorgeht.
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Ferner gilt analog zu (7) folgender Satz, der hier nicht bewiesen wird:

5 | sarz:
Fiir die skalare Multiplikation gilt das Distributivgesetz, d. h., fiir drei beliebige Vektoren :;, —;
und?isl stets

e i (R g
(13) c-(@+b)=c-a+c-b. n

Die Eigenschaften (8), (9) und (13) der skalaren Multiplikation erleichtern u. a. die Berechnung
des Skalarproduktes von Vektoren, die durch ihre Koordinaten gegeben sind. (Vergleichen Sie
hierzu auch mit der Lerneinheit A 231)

m 19 Im Beispiel A 38 (~ Seite 88) wurden Skalarprodukte von Vektoren ermittelt. Die
Skalarprodukte lassen sich nunmehr unter Verwendung der Koordinatendarstellung
dieser Vektoren und unter Verwendung der Eigenschaften der skalaren Multiplikation
berechnen. Im folgenden wird die jeweils verwendete Eigenschaft iiber dem Gleichheits-
zeichen angegeben.

4) OR-04 = 27- 41225 40D 2 - 4 )
=2-4-1=8, denn T-7=1

= = . a9 © =
b)OR-OC =27 -6]=2(76j)=2-6(;7) =0, denn T-7=0

= = S5\ Pak (9, e s - -
(‘OR'OB=ZI‘(4I+6])=2(l'(4l+6/))

(O]

Lo 41) +. (7 67) D24 1) + 6(7-7)) = 8

oder

AR T (13) ok 5

OR-0B =27- (47 + 6]) = (27 - 47) + (27 6))
2240 +2-607) =8

- -

OR - OF und OR - OK errechnet man analog.

Neben diesen Rechenerleichterungen ist gleichermaBen wichtig, daB sich die Orthogonalitit
von Vektoren (und damit von Geraden und Strecken) und der Betrag von Vektoren (und damit
die Lange von Strecken) gut mit Hilfe des Skalarproduktes beschreiben lassen ( ~ Seiten 89/90
und 95). Dadurch lassen sich viele weitere Sitze der Geometrie vektoriell beweisen, wobei die
Eigenschaften der skalaren Multiplikation standig verwendet werden.

® 73 Beweisen Sie, daB fiir beliebige Vektoren @ und 5 gilt (a + b =a* + b* + 23 b!

Begriinden Sie jeden lhrer Schritte!

Aufgaben

1. Berechnen Sie a - 5 fiir die Vektoren 2. Berechnen Sie a - 5 fiir die Vektoren
a)d=r, b=2i+7} (L) a)
b) d = —2j, b= 4G + k), b)
) d@=3r-27, b=i+4k 0
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3. Vereinfachen Sie den Term
aya? +3@-b —-26-6+1, b) —a@? +3@-b) — 26 -¢) + 1(L)
fiir die Vektoren @ = 4 — J,b =7 + 2j, ¢ = 27 — 3!

Gegeben seien Zahlen a, b, ... und Vektoren 4, b, .... Sind folgende Terme sinnvoll? Ergibt sich
gegebenenfalls ein Vektor oder eine Zahl? Begriinden Sie Ihre Aussage!

4 74 a 5 5 a ) 1 _
.t a)7a c)a 5.1 a 7 era
bya-b f)a+h va-(b-¢ DHab-a-é
= = Ve
cya-b g)d-(a-b) )@+ ba-»b g)?b—b
- 7 -
) -da+ab wi-j-|7l ) @T-7)k h) ¥ dy - be
k=1
Uberpriifen Sie, ob fiir || = @ und || = b die folgenden Beziehungen richtig sind!
6.1 a)da =a* b)d’a =a° 7.1 ayab-b) =ab* b)@-by? =ah?
¢)a*d =a®  d)alab) = a*h ) (@ - b)* = a* + b* — 2ab

d) @+ b)-@—b) =a* - b?

22 Anwendung des Skalarproduktes
beim Beweisen von Sitzen

@ 74 Begriinden Sie die folgende Behauptung: Fiir die Orthogonalitidt zweier Vektoren @ und |

b ist notwendig und hinreichend, daB @ - b = 0 gilt.

Wir wenden nunmehr das Skalarprodukt beim Beweisen geometrischer Sitze an.

m 40 Zu beweisen sei der Satz des PYTHAGORAs: In jedem rechtwinkligen Dreieck ist da;
Quadrat iiber der Hypotenuse flichengleich der Summe der Quadrate iiber den Katheten.
Beweis:

Das Quadrat iiber der Hypotenuse hat den Wert |¢|* = ¢ - ¢. Wegen ¢ =@ + b (.~ Bild
A 121) konnen wir dafiir schreiben

|é|2 =¢-é=(@+b)-@+b
=@+by-a+@+5b-b
=d-a+h-a-abh+b-b.

Da jedoch @ orthogonal zu b ist, gilt - b = b -d = 0.
Somit erhalten wir Bild A 121
|é|> =d-a+b-b=l|dl* + |b|> was zu beweisen war.
Der Satz des PYTHAGORAS ist ein Spezialfall des Kosinussatzes der ebenen Trigonometrie. Auch
dieser Satz kann vektoriell bewiesen werden. Bezeichnen wir fiir ein beliebiges Dreieck 4BC
wie iiblich:
a) die Langen der Seiten AB, BC und CA entsprechend mit ¢, a bzw. b und
b) die MaBzahlen fiir die Winkel ¥ BAC, ¥ CBA und ¥ ACB entsprechend mit «, § bzw. 7,
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dann gelten fiir das Dreieck ABC die Gleichungen
(14) a* = b* + ¢* — 2bc cos a,

b* = c* + a* — 2ac cos B, s NG
¢ =a* + b* — 2abcos y. a

Bild A 122 A < B

®m 41 Zu beweisen ist die Giiltigkeit von c? = a? + b2 — 2ab cos y.
Wegen é = @ + b ist stets (» Bild A 122)

B=@+b-@+b=ar+b+2a-b=a]?+ |57 + 2|a| 16| cos ¥ (@, b).
Wir gehen nun zu der oben vereinbarten Schreibweise iiber :
c? =a? + b% + 2abcos (180° — ») = a® + b* — 2ab cos y.

Die beiden anderen Gleich_ungen in (14) beweist man analog, indem man von den Darstellungen
b =¢—dbzw.d@ = & — b ausgeht. :

Aufgaben

1 Beweisen Sie: Wenn die Diagonalen 2. Beweisen Sie: Im Rhombus stehen
eines Parallelogramms gleich lang die Diagonalen aufeinander senk-
sind, so ist es ein Rechteck! recht!

3. Beweisen Sie: Im Rechteck sind die 4. Beweisen Sie: Wenn in einem
Diagonalen gleich lang! Parallelogramm die Diagonalen auf-

. einander senkrecht stehen, dann ist
es ein Rhombus!

5%  Beweisen Sie, daB3 die Héhen eines beliebi Dreiecks ei der in einem Punkt schnei-
den!
Anleitung: 1m Bild A 123 ist mit O der Schnittpunkt
der Hohen AP und BQ bezeichnet, ¢

- . o —
undesistd = OA4,b = OB, é = OC.
AP L BC bedeutet @ - BC = 0 oder d - (¢ ) = 0.
Schreiben Sie fiir die Orthogonalitit

von BQ und AC eine analoge Bedingung auf! A B
Leiten Sie aus diesen Bedingungen die Behauptung her!  Bild A 123

23 Die Koordinatendarstellung des Skalarproduktes
® 75 Wiederholen Sie die Beziehungen (3) und (4) aus Lerneinheit A 20 und die Ergebnisse
von Aufgabe 5 dieser Lerneinheit!

® 76 Beweisen Sie mit Hilfe der Sitze A3 bis A5 aus Lerneinheit A 21, daB fiir beliebige
Vektoren d(ax; a,) und b(by; b,) einer Ebene gilt

(15) a6 = (axi + a,]) - (bsi + b,]) = asby + ab,!
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Ebenso wie im Auftrag A 76 findet man fiir zwei Vektoren d(ay; a,; a:) und b(by; by; b,) des
Raumes

—

e T e s At el A
(16) @b = (@i + ayj + ak) - (b + byj + b:k)
= ab, + ayb, + azb..

-

(15) und (16) sind Darstellungen des Skalarproduktes zweier Vektoren:nnd b durch ihre Koordi-
— = > =

naten beziiglich eines kartesischen Koordi {0;1i, j} bzw. {O;1i, j, k}.

® 42 Im Quader OABCDEFG mit den Eckpunkten O (0; 0;0), A(4;0;0), B(4;6;0),
C (0; 6;0), D (0;0; 3) (vgl. mit dem Bild A 115 auf Seite 83) gilt

— g — — —r
2) 04|0), oc|6) und nach (16): 04 -0C =4-0+0-6+0-0 =0;
0, 0,
4 4
— = -
b) 04 (0], 0B|6) und nach (16): OA-OB =4-4+0-6 +0-0 = 16;
0, 0,
4 4
— — - -
¢)OB|6]|, OF|6 und nach (16): OB -OF =4-4 + 66 + 0-3 =16 + 36 = 52;
0, 3
4 —4
- — -
d)oF|6|, BD| —6) und nach (16): OF - BD =4 -(-4) + 6-(—6) +3-3
3 3 =—-16-36+9 = —43.
Fiir den Sonderfall @ = 5 ist
Gd=a*=at+a baw. d-d=a=adi+a +a;
und folglich
an I_;I=,/:~7=\/a§+a§ baw. b8 Bl Ao Ve ave

Diese Formeln fiir den Betrag eines Vektors kennen wir aus Lerneinheit A 11.

Dariiber hinaus ergibt sich aus der Koordinatendarstellung des Skalarproduktes zweier Vek-
toren @ und b eine Formel fiir die Berechnung der GroBe des Winkels zwischen @ und b.
Ausd-b = |a||b| cos ¥ (@, b) und (15) bzw. (16) folgt fiir @ + & und b+d

- =

— — ab

(19) cosx (@ b) ===

la| |B]

oder ausfiihrlich
Q0 mr @ =2 B Rl ciner Ebene

2 2 2 X
\/ + aj \/b + by
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bzw.

ab, + ayby, + ab,

im Falle des Raumes
Vai + a2 + a? Vb2 + b2 + b2

(1) cos{(;:_bs‘

Damit ist fiir zueinander orthogonale Vektoren, die von & verschieden sind, ein weiterer, fiir
Anwendungen wxchnger Zusammenhang hergestellt worden. Nach (c,),Seite 89, gilt

aLlbh gdw. -b =0 (aund b beliebig)
und damit
@aLlb gdw. @-b=0 bzw. cos ¥ (4,b) =0(d + & und b + ).
w4: Esistfiir den Quader im Bild A 115 auf Seite 83 der Winkel % (OB, OF)zu berechnen.
Losung: Nach (21) ist
~  0B-OF 44466403
cos ¥ (098. OF) = — O__ =
|0B| |OF| \/4’+6’ +02-/4% + 62 + 32

,_ %~ 09233

\/52 NG

Ergebnis: % (OB, OF) = 22,6°
SR
® 77 Wie kann man den Winkel % (OB, OF) im Beispiel A 43 berechnen, ohne Vektoren zu

verwenden? (| )
Aufgaben
(5 Berechnen Sie fiir den Quader im 2 Berechnen Sie fiir den Pyramiden-
Bild A 115 ( » Seite 83) den Winkel (L) stumpf im Bild A 114 (~ Seite 82)
= (0—;,' B_b)! die Win_liel o F
a) ¥ (OB, OF), 1) % (OF, BD)!
3 Berechnen Sie das Skalarprodukt der 4, Berechnen Sie den Winkel zwischen
Vektoren @ und 5! den Vektoren & und 5!
a) @(=3; —4; -3), b(-5;6;4) a)d = —6i+ 8j,
b) @ =27+ 4] — k, b =3r-4j + 12k(1)
b=—(G+7)+2k b) d(131;1), 53;53;3) (L)
0 @015 =3), 5(7;1;4) 0 d=20+]) +Kk
dyd =2k + 40 +7, b =47+ 107 + k) - 2k
b=37-% d) @(2;2;2), b(-3; -3; -3)

5. Beweisen Sie, daBl das Viereck mit den Eckpunkten A4 (—3;5;6), B(l; -5;7),
C(8; —=3; —1) und D (4; 7; —2) ein Quadrat ist!

6. Berechnen Sie die Langen der Seiten, die GroBen der Innenwinkel und den Flicheninhalt
des Dreiecks mit den Eckpunkten A (2; —5; 1), B(6; —3;5), C(6; —-4;9)(L)
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24 Der Schnittwinkel zweier Geraden

® 78 a) Welche gegenseitige Lage konnen Geraden im Raum haben?
b) Was versteht man unter dem Abstand zweier paralleler Geraden einer Ebene?
¢) Driicken Sie die Winkel #, 7 und ¢ im Bild A 124 durch den Winkel x aus!

h
B d
Bild A 124 i, Bild A 125 9
9

Wenn zwei verschiedene Geraden g und h parallel zueinander sind und wir ihren Abstand « kennen,

dann konnen wir uns die gegenseitige Lage von g und 4 gut vorstellen ( ~ Bild A 125).

Wenn zwei verschiedene Geraden g und h einander schneiden, zerlegt der Schnittpunkt S von g

und h die Geraden in je zwei Strahlen, und es treten gewisse Winkel auf ( ~ Bild A 124). Diese

Winkel sind charakteristisch fiir die gegenseitige Lage von g und h. Eine Reihenfolge der

Schenkel ist nicht motiviert (g und / sind gleichberechtigt), deshalb kann man sich auf die

(nicht orientierten) Winkel im Bild A 124 beschrinken. Es konnen zwei Fille auftreten:

1. Einer dieser vier Winkel ist kleiner als ein rechter. Dann nennt man ihn (oder seinen Scheitel-
winkel) den Schnittwinkel von g und & (Bezeichnung % (g, )). Die beiden anderen Winkel
sind seine Nebenwinkel, ihre GroBe ist = — ¥ (g, h).

2. Einer dieser vier Winkel ist ein rechter. Dann sind alle vier Winkel rechte und jeder kann
als Schnittwinkel von g und A angesehen werden. Die Geraden sind in diesem Falle zueinander

. n
orthogonal (g L k), esist « (g, h) = 5
Der Schnittwinkel % (g, ) zweier einander schneidender Geraden mit den Parametergleichungen

(22) g1 X=X+t und h: F=23, +sh

kann durch den Winkel zwischen den Richtungsvektoren é und 4 ausgedriickt werden:

¥ (g, h) = ¥ (@,b).

SO
x (g, hy == — ¥ (@h)

7 [001234]
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Wir stellen fest:
Wenn @ - b z 0, kann der Winkel % (g, k) direkt mit Hilfe der Gleichung (19) ( » Seite 95)
bestimmt werden.
Wennd-b < 0, gilt
cos ¥ (g, h) = cos(n — ¥ (d, b))

= —cos ¥ (@, b); denn cos(n — x) = —cos x

= |cos % (@, b)|.

Als all ingiiltige Berech formel fiir (g, k) kénnen wir uns also merken:
iy
b
(23) cos x (g h) = cos ¥ (a, b)| = | ==
lal (6]

Esist g L h gdw. cos ¥ (g,h) = 0.
Anmerkung: Auch fiir einander nicht schneidende Geraden g und k mit den Gleichungen (22)
kann |cos % (@, b)| berechnet werden. Man kann zeigen:

1.g = hoder g |l h gdw. |cos % (d.b)| = 1, also % (d, B) = 0 oder x (d, b) =
2. g windschief mit 4 gdw. 0 < |cos % (d, E)I < 1 und g und 4 ohne gemeinsamen Punkt.
In beiden Fillen ist es sinnlos, von einem Schnittwinkél zu sprechen.

® 44 Es ist fir den Quader im Bild A 115 auf Seite 83 der Schnittwinkel der Geraden OB
und OF zu bestimmen.

Lax:mg Die Geraden OB und OF schneiden einander im Punkte O. Die Vektoren OB
und OF sind fiir sie Rlchtungsvekloren Nach (2) ist deshalb

cos ¥ (OB, OF) = | cos % (OB, OF) le
Wie im Beispiel A 43 erhalten wir

cos ¥ (OB, OF) =

-
A/ ' —- = 09233 und x (OB, OF) = ¥ (OB, OF) ~ 22,6°.

Ergebnis: Die Diagonale OB der Seitenfliiche 04BC des Quaders bildet mit der Raum-
diagonalen OF einen Winkel von rund 22,6°.
Fiir Geraden einer Ebene ist die S ittwinkelberechnung besonders einfach, wenn sie durch die
Normalformen ihrer Geradengleichungen. also durch

g y=mx+n bzw. h: y=mx+n

ceaeben sind. In der Gleichung (23) kann dann @(1; m) und b (1; i) gewihlt werden ( ~ Bild
A 126), und man erhilt:

Bild A 126
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|1 + mm|
(24) cos ¥ (g,h) = |cos ¥ (ﬂ. ll)l =
J1+m 1+ m
Insbesondere ist
1
(25) glh gdw. m = — o (nur dann ist cos ¥ (g, h) = 0; ~ Bild A 127).

AuBerdem kann gezeigt werden:
(26) g=h oder glh gdw. m = fi(nur dann ist [cos ¥ (@ B)| = 1; ~'Bild A 128).

\ zz:::;/ I
| Ao, |
[T/

-m T\ |4/M

Bild A 127 Bild A 128

) Der Schnittwinkel zweier Geraden g y=mx+n und h: y=mx+n
kann mit geringem Rechenaufwand auch aus der Formel

-m
(24a) tan % (g, h) =

1+ mm

berechnet werden. Leiten Sie diese aus der Formel (24) selbstindig her!

Zusammenfassung

S =5
Skalarprodukt der Vektoren a und b nennt man die Zahl

(2) d-b =|d||B|cos % (@ b).

Fiir die damit definierte skalare Multiplikation von Vektoren gilt ebenso wie fiir die Multipli-
kation reeller Zahlen (fiir beliebige Vektoren 4, b, & und jede reelle Zahl r)

das Kommutativgesetz a-b=5b-
das Distributivgesetz ¢ - (@ + b) —¢-da+é b
und auBerdem Ha- by = (rd)-b =a-(rb) =rd-b.

Das Assoziativgesetz gilt nicht, denn a - (b - ¢) ist nicht definiert (b - ¢ ist eine reelle Zahl).
Im Gegensatz zur Multiplikation reeller Zahlen hat die Gleichung é@ - X = r (@ # 0, r reelle
Zabhl) stets unendlich viele Losungen!

Aus den Gesetzen fiir die skalare Multiplikation zweier Vektoren leitet sich die Koordinaten-

darstellung von_l; _l; ab:
(16) @b = abs + ayb, '+ a:b. fiir Vektoren im Raum.

7*
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Mit Hilfe des Skalarproduktes zweier Vektoren kann ermittelt werden
- - N
a) der Winkel zwischen von o verschied Vektoren « und h:
(4ycos + @, =5
cos ¥ (4, b) = =)
|al1h]
b) der Winkel zwischen Geraden g und & mit den Gleichungen
g X=X+t g: yv=mx+n
h: =3, +sh h: vy o=mx + @
aus der Beziehung aus der Beziehung
@b [T+ mim|
(23)cos x (g, h) = ——A' (24) cos « (g.h) = <
[l 1A V1 +m ST+ m?
oder
(24a)tan (g by = [ 2"
I+ mm
Aufgaben
1. Bestimmen Sie fiir den Quader im Bild A 108 den Schnittpunkt und den Schnittwinkel

der Geraden OF und BD! Verwenden Sie dabei das Ergebnis der Aufgabe | von Lern-
einheit A 23 ( ~ Seite 96)!
Bestimmen Sie die gegenseitige Lage der durch die folgenden Gleichungen gegebenen Geraden ¢
und k! Geben Sie gegebenenfalls ihren Schnittpunkt und ihren Schnittwinkel an!
(Hinweis: Veranschaulichen Sie sich g und / anhand des Bildes A 115 auf Seite 831)

21 a)g: I=027+3)) c) g I =una4i+ 3k
h: ¥ =47 — 527 - 3]) h: ¥ =3k + 5227 + 3))
b)g: ¥=6j+17
h: X =4i + 3k — s2] - k)
3.1 a)g: I=4i+1k
h: ¥ =3k + si
b)g: X=(6-0n7J
h: ¥=03 +97
c)g: T=6f +1k
h: $=4i +6]— sk
In der Aufgabe 1 (.~ S. 82) wurde die
Spitze S (4; 6; 16) der Ergdnzungspyramide
des geraden Pyramidenstumpfes OABCD
EFG ermittelt. M, sei der Mittelpunkt der
Grundfliche OABC des Korpers ( ~ Bild

A 129), H, I, K und L seien die Mittel-
punkte ihrer Seiten OA, AB, BC bzw. OC.

Bild A 129
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Die Eckpunkte O, A, B und C haben beziiglich {O; 1,J, k} die Koordinaten O (0; 0;0),
A(8;0;0), B(8;12;0) und C(0;12;0). Berechnen Sie folgende Winkel!

4.1 a) x (A4S, SC) b) x (M,H, HS) 5.1 a) x(0S, SB)(L) b) x (M,I,1S) (L)
¢) x (HS, SK) ¢) x (IS, SL)

In den Aufgaben 6. bis 8. beziehen sich alle Angaben auf eine Ebene, in der ein Koordinaten-
system {O; 1,7} gegeben ist. Uberpriifen Sie Lhr Ergebnis jeweils anhand einer Zeichnung!

6.1  Welche Winkel bilden die Seiten eines Dreiecks miteinander, die durch die Gleichungen
3Ix -4y =11, Tx — 24y = 33, 122x -5y +25=0
gegeben sind?

7.1 ' Geben Sie eine Gleichung der Geraden an, die durch P geht und auf g senkrecht steht!

2
a) P(-3;4), Gerade g: =?x+5

b) P(2;3), Geradeg: 2x—3y+5=0
8.1  Berechnen Sie den Abstand des Ursprungs von den Geraden

4 X y x y
A y=— 3, - =1,00—+==1(L)dy= + n(L)!
yegE e te =7 273 Zis mxita

25 Additionstheoreme der trigonometrischen Funktionen

® 50 Bei der Einfilhrung der Quad bezieh der Kosinusfunktion in Klasse 10
wurde u. a. die Gleichung
cos (m — x) = —cos x behandelt (» Mathematik in Ubersichten, Seite 115).
Geben Sie anhand einer Skizze der Kosinus- bzw. Sinusfunktion die entsprechenden
Beziehungen an fir

a) cos (% - x), cos (% + x) , €os (7 + x), cos (27 — Xx),
. (7 . (= , :
h) sin (3 - x). sin (7 + .\'), sin (7 + x), sin 27 — x)!

Die Beziehungen aus dem Auftrag A 80 sind Sonderfille der Additionsth
fiir die Kosinus- bzw. Sinusfunktion:

(27) cos(a + B) = cosa cos § F sinasin g,
(28) sin (« + B) = sina cos 8 + cosasin .

Diese Additionstheoreme sind ein wertvolles Hilfsmittel fiir das Losen goniometrischer?)
Gleichungen ( ~ Lerneinheit B 15, Seite 181 ff.). Sie gelten fiir beliebige Winkel « und f, und sie
lassen sich mit Hilfe der skalaren Multiplikation von Vektoren leicht herleiten. Dazu betrachten
wir in einer Ebene mit dem Koordinatensystem {O; i, J} Vektoren d, b, und b, vom Betrage 1

') Das sind Gleichungen. in denen die zu bestimmende Variable auch als Argument von Winkelfunktionen
auftritt.
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(Einheitsvektoren), die mit 7 entsprechend die orientierten Winkel «, f und —§ bilden ( » Bild
A 130):

a(cos v;sin 1), =
Bicos f;sinp), =«
by(cos f; —sin f3).

Es ist nach der Definition des Skalarproduktes
a-b, =|dllb,| cos ¥ (d@,b,)

=1-1-cos(x = f) =cos(x — f),

(7, d),
(i, hy),

und unter Verwendung der 'Koordina(endarslellung
des Skalarproduktes erhilt man

@by = cosxcosp + sin \sin f. Bild A 130
Fiir beliebige Winkel ~ und # gilt also stets
(273) cos(x — f) = cos x cos /i + sin 1 sin f3.
Analog ergibt die Berechnung von d - b,
(27y) cos(x + f) = cos~cosff — sin x sin fi. ;
Die Formel (27,) erhilt man auch, wenn man in (27,) # durch — ersetzt. (Priifen Sie diese
Tatsache selbst nach!)
® 81 In der bekannten Beziehung cos (90" — ¢) = sing kann ¢ =« + 8 gesetzt werden.
Es ist dann
sin (x + f) = cos [90° ~(x + B)] = cos [(90° — &) — f]."

4) Beweisen Sie (28,) fiir x + f durch Vereinfachung der rechten Seite!
b) Leiten Sie auf analoge Weise (28,) fiir x — f her!
©) Losen Sie den Auftrag A 80 unter Verwendung der Additionstheoreme (27) und (28)!

Aus den Additionstheoremen der Kosinus- und der Sinusfunktion leitet sich eine grofle Anzahl
weiterer Beziehungen ab ( ~ Tabellen und Formeln, Ausgabe 1973, Seite 41):

(29) cos 2x = cos? x — sin? x aus (27,) bei ff =
(30) sin2x = 2 -sin~cos v aus (28,) bei f = «,
+ - +
i > 4 cos sl aus (27), indem ]

+B -8

(32) sinx +sinff =2- sin‘Tcos

-
(B1) cosx + cosf = 2-cos fiir v und \—2’—

fiir § gesetzt wird,

(analog).

Mit Hilfe solcher Beziehungen kann man oft kompliziert aussehende Gleichungen, in denen
trigonometrische Funktionen enthalten sind, 16sen.

W45 Zul8sen ist die Gleichung sin 2x = /5 sin? x.
Wir verwenden (30). Es gilt dann

2sinxcos x = \Gsinz x

sin x(2 cos x — \/gsin x) =0.
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Daraus folgt

sinx =0 baw. 2cosx —+/Ssinx =0,sinx 40

cos x \/g

n -—=—=0
sin x 2
J3
cotx = —=x 1,118
und damit 2
x = k - 180° (k ganz) x ~ 41,8° + k - 180° (k ganz)
Lo der At leichung sind x = k - 180° (k ganz) und x = 41,8° + k - 180°
(k ganz).
Aufgaben

1.

Welche spitzen Winkel « erfiillen die Gleichung

a) sin (x + 30°) = 1,2 sin x (Hinweis: Division durch sin «!),

3 1
b) cos (x + 60 + 5= sina =—4-ﬁ1

7
Gegeben ist sin x = —2—5(90° < x < 180°). Berechnen Sie

a) sin 2a, b) cos 2x, ©)tan 2x,

ohne « nachzuschlagen!

Vereinfachen Sie
sin 2« cos 2x a

a)sin2x tanx, b) 2,

sin & COs &
Tt T

c)sin? (& + — —cos‘(a +——)1Ll!
= :

Aus der Formel fiir cos 2x ist herzuleiten

1 1
uisin’%=7(l — cos &), blcos’% =—2—(l + cosa)!

Vereinfachen Sie
D sin & b) sin & + sin f§ -

1+cosa’ cosa —cosf

Beweisen Sie, daB fiir beliebige « und f gilt
sin & — sin? B = sin (x + p) sin (« — f)!
Geben Sie alle Losungen fiir die

Gleichung cos 2x = 2 - cos x an!

6.

(L)

Vereinfachen Sie

u)I—cosm b) sma—smﬂ'

sina cosa + cosfp

Geben Sie alle Lsungen fiir die
Gleichung sin 2x = tan x an!
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26 Anwendungen des Skalarproduktes
in Physik und Technik

® 82 Wiederholen Sie unter Benutzung der Ausfiihrungen in ,,Physik in Ubersichten* ( » Sei-
ten 74 und 78) die Begriffe: Hubarbeit — Federspannarbeit — Reibungsarbeit - Beschleu-
nigungsarbeit — Leistung!

® 83 Geben Sie Einheiten der Arbeit und der Leistung an!

In der Lerneinheit A 20 (~ Seite 87) wurde das Skalarprodukt zweier Vektoren ¢ und 5 als
Zahl

(33) a-bh =|d||b|cos x (d, b)

definiert in Analogie zur mechanischen Arbeit

(34) W =F-5=|F||5|cos % (F §),

die die Kraft F lings des Weges § leistet. Wegen der Analogie von (33) und (34) lassen sich fiir

die skalare Multiplikation (34) von Vektoren aus verschiedenen Vektorriumen (F ist eine
Kraft, § eine Pfeilklasse) analoge Rechenregeln herleiten wie vorn fiir die skalare Multiplikation
von Pfeilklassen. Vorteile bei der Berechnung der Arbeit von Kriften ergeben sich aus der
vektoriellen Schreibweise (34) immer dann, wenn allgemeingiiltige und insbesondere riumliche
Probleme untersucht werden. In einfachen Beispielen fiihrt das aus dem Physikunterricht be-
kannte Rechnen mit den Betragen der Krifte oft einfacher und schneller zum Ziel.

® 46 Fine Last der Masse m = 3 t wird von einer Winde mit der Beschleunigung ¢ = 2m - 52
gehoben. Welche Arbeit wird von der Winde in den ersten 1.5 s des Hebevorganges ver-

richtet?
Lésung: In den ersten 1,5 s wird die Last gehoben um Bild A 131
2
h=ilz=—'l,5211-sz=l,52m. - -
&2 8 F=m(@-g)| |-mg
Auf die Last wirken zwei Krifte, die Schwerkraft mg
und die Zugkraft F des Seils. 1
Sie sind entgegengesetzt gerichtet ( ~ Bild A 131). Es gilt
fiir die Krafte ! fiir die Betrdge der Krifte
-
F + mg = ma, F — mg = ma, mg
F=m(ﬁ—§). F = mla + g).
Die Arbeit der Winde betrigt folglich: -
— —
W =F-h=(mi— mg)-h W = Fh
= L m m
= (md)-h = (mg)-h =3000kg{9.8F+2.0F)~I,5‘m
= mla| k| cos ¥ (@ h) = 79650 Nm
— —
—m|g| || cos x (¢, h) ~ 79,6 kNm
s

= mld||h| — m|g||h] (1)
= mlh|(|a] + |2

Einsetzen der gegebenen Werte und Ausrechnen fiihrt auf das gleiche Ergebnis wie
rechts.
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m 47 Welche Leistung hat der Motor eines Kranes, der eine Last der Masse m =3t mit der
k¢ Geschwindigkeit © = 6 m - min~' hebt und dessen Wirkungsgrad n = 807
ist?

1 4 A s
Lésung: Die Leistung des Motors betragt Py = — Py, die Leistung des Kranes ist
n
Py = (mg) - & = m(g - €) = m|g||é|cos x (& 7)
= —m|g||5|, denn g1t7.

Das negative Vorzeichen bringt zum Ausdruck, daB zum Heben der Last Arbeit zu ver-
richten ist (im Beispiel A 46 wurde die verrichtete Arbeit berechnet). Es ist fiir die ge-

stellte Aufgabe nicht von Interesse. Wir betrachten deshalb im | Px| . Die Lei
des Motors betriagt
1 1 m m
= —|Py| = —3000kg - 9,8 = - 0,1 — = 3675 W = 3,7kW,
Py Il | Pl 08 3 g e T

® 48 Eine Feder der Linge /o = 30 cm ist auf /; = 22 cm zusammengedriickt. Welche poten-
tielle Energie hat die Feder, wenn bekannt ist, daB sie sich von einer Kraft F, vom Be-
trage 5 10° N um | cm zusammendriicken 14Bt? Hinweis: Beim Zusammendriicken
einer Feder ist der Betrag der aufzuwendenden Kraft direkt proportional der Verkiirzung
der Feder. es gilt also fiir die Endkraft Fg

F
Fe=——(h = l).
lcm

Lisung: Die potentielle Energie der Feder ist gleich der Arbeit, die beim Zusammen-
driicken aufgewendet wurde:

1 1 1 5-10°N
Epo = 75 cs = 7& (= lo) = i-T‘O—m—(OJm — 0,22 m)?
x 16-10*) = 160 kJ.
Aufgaben
LIS Die Feder eines Wurfgerites, das im Physikunterricht zur Herleitung der Wurfgesetze

verwendet wird, sei im ungespannten Zustand 10 cm lang. Mit einer Kraft von 0,14 N
kann die Feder um | cm zusammengedriickt werden. Mit welcher Geschwindigkeit |7
verliBt eine Kugel mit der Masse 4 g den Lauf, wenn die Feder auf 7 cm Lédnge zusam-
mengedriickt war ( ~ Bild A 132)? (L)

Bild A 132 EM_E

2, Eine Last werde horizontal mit Hilfe zweier Seile gezogen (~ Bild A 133). Die Seile
mogen mit der Bewegungsrichtung einen Winkel von 15° bzw. 20° bilden. Die Zugkraft
jedes Seils betrage 50 kN. Welche Arbeit ist zu verrichten, wenn die Last 100 m transpor-
tiert werden soll (ohne Beriicksichtigung der Reibung)? (L)

Bild A 133
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Ein Korper werde lings des Weges § um |§| = s durch eine Kraft F verschoben. Die Einheit
der Langenmessung sei 1 m, die Einheit der Kraftmessung | N. Berechnen Sie die verrichtete
Arbeit!
Lo lsl=3, |Fl=2, x((F5n=0
m 1§l =2, |Fl=3, x(F3 =30
4.1 w51 =34, |Fl=56. x(F35) =45 ()
) I5] = 87, |F| =120, % (F3$) =76,
s Eine Kraft ist durch den Vektor F(5; 10; 15) dargestellt.
1) Berechnen Sie | F|!
1) Welche Arbeit ist erforderlich, um den Angriffspunkt P, (1;0; 3) der Kraft bis zum
Punkt P, (3; —1; —6) zu verschieben? (| ,
Die Einheit der Kraftmessung sei | N, die Einheit der Langenmessung 1 m.
6 Eine Kraft vom Betrag |F| = 6 N, die einen Korper von Py (2m; -2 m; 1 m) nach
Py (3m;4m;5m) bewegt, wirke parallel zum Vektor ¥ = —7 + 37 + 2k. Welche
Arbeit wird von der Kraft F verrichtet?

Analytische Geometrie des Kreises

27 Gleichungen fiir Kreis und Kugel

‘Wir betrachten zunichst nur die Punkte einer Ebene mit dem Koordinatensystem {0; 7, j} und
wollen analog zu den Geraden nun auch Kreise durch Gleichungen beschreiben.

® 54 Was versteht man unter dem Kreis 4 mit dem Mittelpunkt M und dem Radius r(r > 0)?
(~ Ma i Ub, Seite 194)

® 85 Die Punkte P (x;, y,) im Bild A 134 haben von O den Abstand 5:
OP, = 0P| = /X + 7%, 2.B. OP, = /& +3 = /5 = 5.
Berechnen Sie mit Hilfe dieser Formeln die fehlenden Koordinaten der Punkte A s ),
B@2; ),C( ;DundD( ;2)des Kreises um O mit dem Radius 5! Geben Sie fiir
Jeden der Punkte an, in welchem Quadranten er liegt!

Den Kreis um O mit dem Radius r bezeichnen wir im weiteren mit k(O, r). Fiir seine Punkte

P(x; y) gilt

(1) OP=|0P| =r.

Umgekehrt liegt jeder Punkt auf k(O, r), fiir den (1) erfiillt ist. Die Gleichung (1) ist deshalb eine

Gleichung des Kreises (O, r). Andere Schreibweisen dafiir ergeben sich, wenn man wie iiblich

OP = % = xI' + yjsetzt:

@ ixl=r oder @3) x-x=r> oder (4 x2+y*=s2
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In der Lerneinheit A 12 ( ~ Seite 49) haben Sie eine andere Gleichung des Kreises k(O, r)
kennengelernt:

X=xi+y]

mit x =rcosa und y =rsina.

Leiten Sie daraus die Gleichungen (2), (3) und (4) her!

Ausgehend von einer Kreisgleichung, kann man sich eine Ubersicht iiber die Punkte verschaffen,
deren Koordinaten diese Gleichung erfiillen.

@ 6

w» 1o Die Gleichungen
¥l =5 oder x-X =25 oder x*+ y? =25
sind Gleichungen des Kreises k (O; 5). Wir losen die dritte Gleichung nach y auf:

\

x2 +y2=25
y2=25-x?
Iyl =/25 — x*

(5) y =25 - x*

Die letzte Gleichung ist dabei als Kurzschreibweise fiir die Fallunterscheidung

y=J25—x fir y20 und y= —/25 — % fir y <0

aufzufassen.

Aus (5) kénnen wir ablesen:

a) Fiir die Punkte von k (O, 5) ist —5 < x =5 (sonst ist der Radikand negativ) und
—5 < y = 5 (der Radikand erreicht seinen Maximalwert bei x = 0).

b) k (O, 5) ist symmetrisch beziiglich der y-Achse (in der Gleichung (5) kommt x nur in
der zweiten Potenz vor; sein Vorzeichen spielt also keine Rolle).

Fiir jedes x mit —5 < x < 5 konnen die zugehorigen y-Koordinaten des Kreispunktes
P (x; y) nach (5) berechnet werden. Insbesondere ist

xI—SI—4|—3|—2|—I o 1 | 2 | 3] 4>
3 4 46 | 49| s 49 | 46| 4 3

y 0
—3 | -4 | -46|-49|-5|-49|-46|-4 | -3

Im Bild A 134 sind einige dieser Punkte von k (O, 5) eingezeichnet.

i
Pl.

Fe

Bild A 134




108 A Analytische Geometrie des Kreises LE 27

Im allgemeinen hat ein Kreis nicht den Mittelpunkt im Ursprung, nimmt nicht die sogenannte
Mittelpunktslage ein. Wenn ein anderer Punkt M (a; b) der Ebene Mittelpunkt des Kreises
k (M, r) ist, so spricht man von einem Kreis in allgemeiner Lage (~ Bild A 135). Seine Punkte
geniigen analog zu (1) der Gleichung

—_ o
(6) MP=|MP|=r.

> > —
Wegen MP = OP — OM = X — %, kann dafiir geschrieben werden

- > -
@) Ix—xyl=r oder @) G—xp): (x—xp)=1r> 1

Ersetzt man nun noch den Vektor ¥ — %,
durch seine Koordinatendarstellung

X — Xy = xi+ yj — (ai + b))
=x-ar+ -5,
dann geht (7) bzw. (8) iiber in die Gleichung

® (x—l)’+(y—-b)‘='3| Bild A 135

Fiir M (a; b) = M (0;0) = O stimmen die Formeln (6) bis (9) mit (1) bis (4) iiberein.
m 50 Gegeben ist die Gleichung

a)(x + 3)2 + (y — 5)% =25, b)x? + (y — 2)? = 49.

Welche Punk der betrach Ebene beschreibt sie?

Losung:

a) Die Gleichung hat die Gestalt (9). Esista = —3,5 = Sund r = 5 (denn r > 0).
In der betrachteten Ebene ist sie also die Gleichung des Kreises k (M, r) mit dem
Mittelpunkt M (—3; 5) und dem Radius r = 5.

b) Auch diese Gleichung hat die Gestalt (9). Es ist a = 0, 5 =2 und r = 7. Die Glei-
chung beschreibt den Kreis k (M, 7) um den Punkt M (0; 2).

Beim Rechnen 16st man in der Kreisgleichung (9) oft die Klammern auf und schreibt dafiir
x* + y? — 2ax — 2by + a* + b2 = r?* oder

(10) x> +y*+ Ax+ By + C =0.

Wiihrend jedoch jeder Kreis eine Gleichung der Gestalt (10) hat, ist umgekehrt nicht jede Glei-

chung der Gestalt (10) Gleichung eines Kreises.

m 51 Die Gleichung x* + y? — 8x + 10y + 5 = 0 eines Kreises k (M, r) soll auf die Form (9)
gebracht werden. Hierzu werden x2 — 8x und y? + 10y zu vollstindigen Quadraten von
Binomen erginzt:

[(x* — 8x + 16) — 16] + [(y* + 10y + 25) — 25] + 5 = 0,
(x—42+(+5>=16+25-5.

Das ist die Gleichung eines Kreises um M (4; —5) mit dem Radius r = \/4| -5
=36 =6.

m 52 Es soll festgestellt werden, ob x2 + y? + 4x — 2y + 6 = 0 die Gleichung eines Kreises
ist.
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Lisung: Wir schreiben die Gleichung um, indem wir x* + 4x und y* — 2y zu vollstin-
digen Quadraten ergiinzen:
[(x* +4x +4) - 4]+ [0 -2y + D =11 +6 =0,
(N+22+0r-1D-4-1+6=0,
(x+22+(r-DF= -1l
Diese Gleichung hat nicht die Gestalt (9); denn es gibt keine reelle Zahl r, fiir dier? = —1
ist.

@ 37 Geben Sie an, welche Punktmenge die Gleichung x + y = 4
a)in einer Ebene, b)im Raum
beschreibt! Veranschaulichen Sie beide Punktmengen in einer einzigen Zeichnung, indem
Sie die unter a) betrachtete Ebene als xy-Ebene des Koordinatensystems {0; 1,7, k}
ansehen!

@ 88 Lisen Sie den Auftrag A 87 fiir die Gleichung x2 +y? =4!

Im Raum nimmt die Gleichung |¥| = r oder ¥ - ¥ = r2in Koordinatenschreibweise die Gestalt

an. Sie beschreibt die Menge aller der Punkte P (x; y; z), die vom Koordinatenursprung O den
Abstand r haben. und nur diese. Sie ist also eine Gleichung der Kugel K (O, r) (/ Bild A 136).
Analog zum Kreis hat die Kugel K (M, r) um M (a; b; c) die Gleichung

|T;—M;_ul=r oder (x—a) + =67+ G- =r%

Sieht man die zu Beginn dieser Lerneinheit
betrachtete Ebene als xy-Ebene des Koordi-
natensystems {O; 7, j. K} an, dann ist der dort
betrachtete Kreis & (O, r) die Schnittfigur der 7 — Achse
Kugel K (O. r) mit der xy-Ebene. Dieser Kreis
ist also die Menge aller der Punkte P (x, y, 2),
fiir die gilt

X2 4+ y2 + 2% =r? dasieauf K(O,r)
liegen und = = 0, da sie zur xy-Ebene

gehoren.

Im Raum wird deshalb der Kreis k (O, r)
durch ein Gleichungssystem beschrieben

r
=0. ‘Bild A 136

Im Raum gibt es unendlich viele Kreise um O mit dem Radius r, namlich die Schnittfiguren von
K (O, r) mit Ebenen durch O. Die Punkie eines solchen Kreises geniigen jeweils einer Gleichung
fiir K (O, r) und einer Gleichung der entsprechenden Ebene, also einem Gleichungssystem.

@ 89 Begriinden Sie die Behauptung, daBl die Gleichungen
(a) x2 4y 422=25 =0 und (b) x*+y*=25

verschiedene Punktmengen des Raumes beschreiben!
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Aufgaben

Geben Sie fiir k (M, r) jeweils eine Gleichung der Gestalt (9) an! Veranschaulichen Sie die
Lage des Kreises beziiglich des Koordinatensystems {0; 7, ;!

1.1 a)M(2;0), r=25 2.1 a)M(2; -2), r=4

b) M (3;2), r=3 b) M(—1; -3.,5), r=35
Bestimmen Sie fiir die Kreise mit den folgenden Gleich Mittelpunkt und Radius, und
veranschaulichen Sie jeweils k (M, r) in einer Skizze!
3t ax2+(y+1)2=9 41 ax-22+(+1)2=12

b) (x + 4)? + y2 =20 b)(x +42 + (v +1)2 =16

% - o = 2

X —6x+y*—4y+4=0 OxP+y + —_x-3py-1=0

d)x*+y? -8x =0 3

d)3x2 +3y? —3x +4p =0
5; Welcher der Punkte 4 (6; 6), B (—2; 3), C(5; —2), D (0; —2),E(-2;0) und F(6.,5;5,5)
liegt auf dem Kreis K um M (3; 2) mit dem Radius r = 5, welcher innerhalb und welcher

auBerhalb von k?

6. Welche Punktmengen werden durch folgende Gleichungen bestimmt?
a)y=\/9—xz )y = I5+\/64—x‘ c)y=—3—\/ll—4x—
bx=-J4-y dx=-2-9-31 nHr=-5+ /0 6y_,
7 Geben Sie eine Gleichung an fiir den Kreis

a) durch den Punkt 4 (—5; 1) mit dem Mittelpunkt M (—1;2),

b) durch die Punkte 4 (3;5) und B(—1; —7) und mit dem Radius r = {/50,

¢) durch die Punkte A4 (1; 6) und B (5; 2J, dessen Mittelpunkt auf der x-Achse liegt,

d) der durch die Punkte 4 (2; 1) und B (3; 4) geht und dessen Mittelpunkt auf der Ge-
raden 2x —y + 1 =0 liegt! (Hinweis: x? + Y + Ax + By + C =0 als Kreis-
gleichung verwenden!)

8. Durch drei nicht auf einer Geraden liegende Punkte A, Bund C geht stets ein Kreis, der

Umkreis des Dreiecks ABC. Es sei A (— 12; —4), B(6;2), C(—4; 12).

a) Ermitteln Sie konstruktiv den Mittelpunkt M des Umkreises vom Dreieck ABC!
Stellen Sie durch Messen die Koordinaten von M und den Radius r des Umkreises
fest! (Millimeterpapier verwenden!)

b) Bestimmen Sie M (a; b) und r mit Hilfe der Gleichung (9)!

¢) Bestimmen Sie M als Schnittpunkt der Mittelsenkrechten der Dreiecksseiten, und
berechnen Sie r als Abstand des Punktes M von A, B oder C!

9. Welche Punktmengen einer Ebene 10. Welche Punktmengen des Raumes
werden angegeben durch werden beschrieben durch

a)x2 +y2 =25 y=20, a)|¥] =5 bzw. x? + y? + 22 = 25,

b)x? + y2 =25 x <0, b)[¥] =5 bzw. x? + y? + 22 < 25,

ol|x| =5, ¥ >3, ©)|%] > 5 bzw. x2 + 2 + 22 > 25,

d)x? +y* =25y <0, dx*+y* +22=25 und z20,

e)x? +y2 =25 x <0 und y > 0, e)x* +y2 +22 =25 und y =0?

f) 1% > 5, xz0und y 2 0?
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11 Welche Punktmengen des Raumes werden beschrieben durch
a)x2 +y* +22=25y=0 b) x2 + y2 +22 =25z =13,
=25.2=3,x20, d) x2+y*+22=25x=)?

c) x* +yr + 22

28 Kreis und Gerade

Im bisherigen Mathematikunterricht konnte nur anhand von Zeichnungen oder durch all-
gemeine Untersuchungen festgestellt werden, ob ein Kreis und eine Gerade bzw. zwei Kreise
gemeinsame Punkte haben und wie viele. Jetzt konnen wir die Existenz und die Lage solcher
Schnittpunkte anhand von Gleichungen fiir die Kreise bzw. Geraden feststellen.

@00 Erliutern Sie die Begriffe ;) Sekante des Kreises k, ) Tangente des Kreises k, ¢) Be-
rithrungsradius der Tangente an k!

Welche Lage hat 3) eine Tangente des Kreises k zu ihrem Beriihrungsradius, b) eine

e 9l
Sekante g des Kreises k& zu dem Radius, der die auf g liegende Sehne von k halbiert?

Auf die allgemeine Untersuchung der gegenseitigen Lage von Kreis und Gerade (bzw. zweier
Kreise) verzichten wir hier; denn sie bestitigt lediglich, was schon bekannt ist, erfordert aber
viele Fallunterscheidungen. Bei dieser allgemeinen Untersuchung wiire es zweckmiBig, von den
vektoriellen Gleichungen |¥ — ¥y| = r bzw. ¥ = ¥, + rd fir die Kreise und Geraden auszu-
gehen (das zeigt beispielsweise die Herleitung der Tangentengleichung, Seite 115). Bei konkreten
Berechnungen in einer Ebene kommt man meist mit den Sonderformen (4) und (9) der Kreis-
gleichung sowie mit parameterfreien Gleichungen der Geraden ( ~ Seite 72) aus.

m 53 Gesucht sind die gemeinsamen Punkte der Geraden g und des Kreises k:
g 2y+x+5=0, k: x*+y*=10.

Losung: g und k haben genau dann einen Punkt S (x;y) gemeinsam, wenn das Glei-

chungssystem
(11a) 2y +x+5= 0
(11b) x? + »? =10

mindestens eine Losung [x; y] hat. Jede Losung besteht aus dem Koordinatenpaar eines
gemeinsamen Punktes von g und k.
Aus (11a) folgt: x==2y-95
Einsetzen in (11b): (=2y =52 +y*=10
4y + 20y + 25 + y* =10
5y + 20y = —15

yi+4y = -3
yia=-2%J4-3=-221
yn=-lLy=-3

Durch Einsetzen in (11a) bestimmen wir die zweite Koordinate der gemeinsamen Punkte
S, und S; von g und k:
(12) 2= +x, +5=0 2A-3)+x2+5=0

Xy -3 xp=1
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m 54,

Eine Skizze ( ~ Bild A 137) und die Probe bestatigen, daB g und & einander in den Punk-
ten §; (=3; —1) und S, (1; —3) schneiden.

Probe:

81 (=3; —1) erfiillt (11a) und (11b), denn

2A-D)+(=3)+5=0 und (-3) +(-1) = 0.

82 (1; =3) erfiillt (11a) und (11b), denn

2A-3)+1+5=0 und (1)? + (=3)% = 10.

2 Im vorhergehenden Beispiel haben wir x, und xz durch Einsetzen von y, und y, in (11a)

errechnet. Natiirlich kann dazu ebenso (11b) verwendet werden :
13) x> +(=D* =10 bzw. (x3)? + (=3)* = 10,

(X112 = £3 (X2)1,2 = #1.
Warum ergeben sich jetzt jeweils zwei Losungen fiir x, bzw. x;? Was muf nun zusitzlich
untersucht werden?
(Hinweis: Untersuchen Sie die Bedingungen (12) und (13), aus denen x; und x, berech-
net werden!)

= I
} N X

M=0[7 SN

Bild A 137 Bild A 138

Gegeben seien die Kreise &, und &, durch ihre Gleichungen

(14)  x* + y* =25 bzw. (I5) (x —5)* + (y — 5)* = 25.

Gesucht sind ihre Schnittpunkte und eine Gleichung der gemeinsamen Sekante.

Losung: Wenn k, und k, einen Punkt S (x; y) gemeinsam haben, dann sind fiir ihn die
Gleichungen (14) und (15) erfiillt :

x? +y2 =25

x* = 10x + 25 + y? — 10y + 25 = 25

Wir subtrahieren (15) von (14) 10x — 25 + 10y — 25 =0
und erhalten (16) y=5—x.
Durch Einsetzen in (14) ermitteln  wir x: x2+(5-x)?2=25
2x2 - 10x =0

x(x —-5)=0

alsox; =0

und x, = 5.
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Einsetzen in (14) und (15) liefert die zugehorigen y-Werte:

02 +y2 =25 und (0 -5+ O — 5)2 =25, also y, =S5,
52 +y2 =25 und (5 - 5)2 4+ (y, — 5> =125, also y; =0.
Ergebnis:

k, und k, schneiden einander in S, (0; 5) und S (5; 0). Die Sekante S, S, hat die Glei-
chung

y-5 0-5
17) —— =
an x—0 5-0
Kontrolle: S; (0; 5) und S, (5;0) erfiillen die Gleichungen (14), (15) und (16). (Uber-
zeugen Sie sich davon!) Eine Skizze bestitigt das Ergebnis (~Bild A 138).

oder y—5=—x oder y+x—5=0.

@93 Im Beispiel A 54 ist das Zwischenergebnis (16) gerade eine Gleichung der gemeinsamen

Sekante von k, und k, (vgl. mit (17)). Betrachtet man die Kreise k; und k3 mit den
Gleichungen (14) bzw.
18) (x =52+ -5 =1,
dann erhilt man auf die gleiche Weise als Differenz der Kreisgleichungen die Geraden-
gleichung

10x — 25 + 10y — 25 =24

10x + 10y = 74

(19) y=—-x+14.
Veranschaulichen Sie sich die gegenseitige Lage von k, und k5! Beweisen Sie, daB (19)
nicht Gleichung einer Sekante von &, und kj ist!

25
m 55 Vom Punkt A (0;—2—) soll an den Kreis k mit der Gleichung x* + y? = 100 eine Tan-

8

gente ¢ gelegt werden. Gesucht ist eine Gleichung fir 7.

Lésung: Wir tragen A und k in eine Zeichnung ein (.~ Bild A 139). A liegt auBerhalb
vonk (OA = \/02 + (12,5)* = 12,5 > 10), es wird also zwei Losungen 7, und 7, geben.
AuBerdem kénnen wir uns iiberlegen, daB t, und 7, nicht parallel zur y-Achse sind,
denn A liegt auf dieser Achse, und sie ist eine Symmetrieachse des Kreises.

Wir wissen also

a) tyund 12 haben je eine Gleichung

= = . I [
der Gestalt y = mx + n, L 0.05)
b) A liegt auf 7, und auf 15, i

erfiillt also diese Gleichung: | B 1,

£=m~0 +n,d.h.on =Z—5, S4(-6; I | ,(6;8)

2 2 / [ | N\

c) tist Tangente an k, wenn ? und & | T,A |
genau einen Punkt gemeinsam haben, [ =5 i [
also das Gleichungssystem L B
(20) x* + y* = 100 | | |
21 S T fo 7
&l J=mE s o BildA 139 b —— e e e

[0 12 54)
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genau eine Losung [x; y] hat. Aus diesem Gleichur ystem ist m zu berect Wir
setzen (21) in (20) ein und erhalten:

= T 25\2

x2 + (mx + 7)

100

400 — 252
x*(1 + m?) + 25mx = — =7

25 mx 400 — 252
S i T
gl A/252»:z + (400 — 252) (1 + m?)
21, +im?y, ~ A1 + m?)?
Die Losungen x, und x, fallen zusammen bei
(400 — 25%) (1 + m?) + 252m? = 0.
Fiir m ergibt sich hieraus

Xi2 =

3
400m* + 400 — 252 = 0, mithin m, , = + T
Ergebnis:
- e 3 25 - _ 3 i 25
W W Wagel
Fiir die Beriihrungspunkte ergibt sich aus (20) und (21) $, (—6;8) und S, (6; 8).
Wesentlich einfacher wird das Aufstellen einer Gleict g fir die T; des Kreises k im

Punkt P, (xo; yo) von k (oder durch einen Punkt auBerhalb von k), wenn man die allgemeine
Tangentengleichung fiir die Tangenten eines Kreises kennt. Unter Verwendung von Vektoren
1aBt sie sich kurz und iibersichtlich herleiten. 2

k sei gegeben durch die Gleichung
(22) (X — %u) (X — Zpy) = 12,
und Py (xo; yo) sei der Beriihrungspunkt der Tangente an k. Wir betrachten einen beliebigen

Punkt P (x; y) von 7 (» Bild A 140). Da der Beriihrungsradius stets senkrecht auf der Tangente
steht, gilt fiir P + P,:

et 5 = —

PoP L MP,, also PoP L MP, oder

X = Xo L% — Xy oder

(23) (¥ = %) - (Ro — Fn) = 0.

Bild A 140

0T

Das ist bereits eine Gleichung fiir t; denn ihr geniigen genau die Punkte von t mit dem Orts-
vektor ¥ (auch der Punkt P, ist durch (23) erfaBit, da ¥ — ¥y = dundg L (Xo — X))
Durch &quivalente Umformungen lassen sich aus (23) weitere Formen dieser Tangentenglei-

chung herleiten. Dazu schreiben wir in (23) statt (¥ — Xo) den Ausdruck (¥ — %y) — (¥o — Xm)
und fiihren gliedweise die skalare Multiplikation aus:

[(F — %u) — (o — )] - (%, — %u) =0,
(X — Xu) - (Xo — Xm) = (Xo — Xum) * (Xo — Xm) =0,
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oder nach (22) (P, erfiillt diese Gleichung!)

|(z4) & — T (Fo = Ta) = 12, J

In Koordinatenschreibweise hat (24) die Gestalt

25) G-d@-a+@-b0-b=r I

Die Gleichungen (24) und (25) nennt man die ine T: leich fiir die T:
eines Kreises im Punkt Po.

o 01 Erginzen Sie die nachfolgende Ubersicht, indem Sie die entsprechenden Tangenten-
gleichungen fiir den Sonderfall M (0; 0) hinzufiigen! «

(X = Xp) - (X — Xm) (& = Zu)* (Ko — Xm) =12
x—a?+@—-br=r? (x—a)(xo—a)+ (=B —b) =r?

@ 56 Gesucht ist eine Gleichung der Tangente an den Kreis k (M, r) mit M(—1;2) und
r = /5 durch den Kreispunkt Po (05 0).
Lasung: Wir setzen in (25) die entsprechenden Zahlen fiir a, b, Xo, Yo und r ein und erhal-
ten als Gleich fiir die angegeb Tangente
+DO+D+@-20-2)=5
bzw. nach Vereinfachung

x -2y =0.
= 57 Wir losen die Aufgabe aus Beispiel A 55 mit Hilfe der Gleichung (25).

Eine Gleich der gesucl Tangente ist xxo + yyo = 100.

Der Punkt A (0; 2—25) erfiillt diese Gleichung,

25
so daB gilt: 0 xo +—2—-yo = 100,
also Yo =8.
Der Punkt P, erfiillt die Kreisgleichung x + y* = 100.
Einsetzen von y, ergibt x5 + 82 =100

x3 =100 — 64 = 36
(x0)1,2 = 6.
Ergebnis: Die Gerade durch A mit der Gleichung 6x + 8y = 100 beriihrt & in Po (6; 8).
Die Gerade durch 4 mit der Gleichung —6x + 8y = 100 beriihrt k in P (—6;8)
(~ Bild A 139).
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Zusammenfassung

In einer Ebene mit dem kartesischen Koor-
dinatensystem {O; 7, j} gilt fiir jeden
Punkt P des Kreises k (M, r) mit dem
Mittelpunkt M (a; b) und dem Radius r
MP = |MP| = r.
Gleichungen fiir k (M, r) sind
| = Xu| = r
bzw. (¥ — %y) - (F — T) = 12
bzw. (x — a)® + (y — b)? = r2.
Insbesondere haben Kreise in Mittelpunkts-
lage (M = 0) die Gleichungen
|¥] =r bzw. X-%=1r?
bzw. x? + y? = r2,

Im Raum mit dem Kkartesischen Koordina-
tensystem {0; 7, J, k} gilt fiir jeden
Punkt P der Kugel K (M, r) mit dem
Mittelpunkt M (a; b; c) und dem Radius r
MP = |MP| = r.
Gleichungen fiir K (M, r) sind
[%— Xu|l =r
bzw. (¥ — %y) - (¥ — Xm) =r?
bzw. (x — a)? + (y — b)? + (z — ¢)? = r2.
Insbesondere haben Kugeln in Mittelpunkts-
lage (M = 0) die Gleichungen

|| =r bzw. %-%=r2

bzw. x? + y2 4 22 = 2,

4

In einer Ebene haben ein Kreis und eine Gerade entweder keinen odel
i Zum Aufs

r zwei oder genau
fiir die T an

11 h

einer Gl

einen Punkt

X-Z=r
Xy =2

k im Punkt P, (xo; yo) verwendet man die allgemeine Tangentengleichung.

X-Xo=r?

XXo + yyo =r?

(X = Xp) (R —Xn) =12
x—a)P+(y-b2=r

(/\-"}M)'(fu — Xm) =1r?
(x —a)(xo —a) + (y = b)(yo — b) =2

Aufgaben
) 5

Welche Punkte haben der Kreis & und die Gerade £ gemeinsam?

a)k: x? + y? =250 bk: x4+ y2 4 2x + 2y =50
g X =y =4 g 2x+3y=21
2. Untersuchen Sie die Lage der Geraden g zum Kreis k!
ak: x+y?+10x +4y — 52 =0 ck: x* +y? =36
g Sx+6y+7=0 g Sx+4y -48=0
bk: x*+y*— 4x-2y-20=0 Dk: x* +y? +6p =0
g 4x+3y—-36=0 g 6x+ 10y -5=0
3. Der Kreis k (M, r) beriihrt die 4. Geben Sie eine Gleichung an fiir

y-Achse im Punkt 4 (0; —4) und die
x-Achse in B (4; 0). Bestimmen Sie
M (a; b) und r!

den Kreis, der durch 4 (—8;-6)
geht und die y-Achse in B (0; -2)
beriihrt!
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Ein Kreis mit dem Radius r = 5 beriihrt die Gerade 3x + 4y =9 im Punkt P (—1;3).
Welche Koordi hat der Mittelpunkt des Kreises?

Geben Sie eine Gleichung fiir den Kreis an, der die Gerade 3x — 4y + 1 = 0 beriihrt
und M (4; 7) zum Mittelpunkt hat!

An den Kreis x? + y? = 169 sind in den Punkten 4 (S5; 12) und B (12; —5) die Tangenten

gelegt.

a) Geben Sie fiir jede dieser Tangenten eine Gleichung an!
b) In welchem Punkt schneiden sich die Tang ?
¢) Welchen Winkel bilden sie miteinander? (1)

Geben Sie Gleichungen fiir die beiden Tangenten an den Kreis x2 + y? = 6,25 an, die
a) parallel, b) orthogonal zu der Geraden 4x — 3y + 6 = 0sind!

Weitere Aufgaben zu den Lerneinheiten A 1 bis A 28

1.

Das Bild A 141 zeigt ein regelméBiges Sechseck mit der Seitenlange r. Wieviel verschie-
dene Vektoren a) vom Betrage r, b) vom Betrage 2r konnen Sie angeben? Nennen Sie
diese!

E D

A 8 Bilder A 141 und 142 A ]

Geben Sie anhand des geraden Pyramidenstumpfes im Bild A 142 Beispiele an fiir Vek-
toren, die a) zueinander gleich gerichtet sind, b) zueinander entgegengesetzt gerichtet sind,
¢) zueinander entgegengesetzt sind! Verwenden Sie die eingefiihrten Bezeichnungen!

Im Trapez ABCD seien die Seiten AB und CD parallel AB habe die Lange a CD dle

Linge b (a > b). Zeichnen Sie die Vektoren a) AB + DC b) AB + CD c) AD + CB'
Bestimmen Sie ihre Betréage!

AB, DE, EF!

Priifen Sie, ob folgende Aussage wahr ist:
Wenn die kongruenten Strecken AB und CD-auf ein und derselben Geraden senkrecht

stehen, dann ist A—E = C_[)!

— =
Der Abstand der Punkte A und Bist gleich|4B|. Beweisen Sie, daB gilt: [4B| = l(ﬂ? - 0_,;|
fiir beliebiges O'!



A

In einer Ebene mit dem Koordinatensystem {0.7, j, l?) seiA(3;3),B(—4;0),d = O—,; und

5
b = OB. Zeichnen Sie

e L3 L. 3 4F
a) =56, l))(ﬂ—?)‘ u—?(ﬂ—3b),

L - 2 I i 24, 3 i
d) 7% o _T(_ 7‘1)’ f) —?(a +7b) !
Die Seitenhalbierenden eines jeden Dreiecks schneiden einander in einem Punkt, dem
sogenannten Schwerpunkt des Dreiecks. Dieser Punkt teilt die Seitenhalbierenden im
Verhiltnis 2 : 1. Beweisen Sie diesen Satz!
Ein Boot ist mit einem Tau an
einem FluBufer festgemacht
(7 Bild A 143). Der FluB hat eine
starke Strémung, und es weht
Wind quer zum FluB. Auf das
Boot wirken entsprechend die
Krifte F, und F,.
2)Bestimmen Sie F = F, + F,
konstruktiv und rechnerisch
fiir |[Fy| = 150 N und
|F3| = 100 Nt
b) Welche Kraft hilt dasam Tau
befestigte Boot unter den
gegebenen Bedingungen im
Gleichgewicht?

s Bild A 143

Esseid = AB, A(12;3) und B (2;9).
a)Schreiben Sie a als Linearkombination von 7und 7!

b) Geben Sie die Koordinaten und Komponenten von @ beziiglich {0; 7,7} an!

— —
c)Bestimmen Sie Q( ; ) und R( ; ) fir 4 = PQ = RS, wenn P(2;5) und
S(1;3)!
.
Welche Koordinaten hat der Punkt B, wenn fiir ihn 4B = & ist mit

a)A(1;4), a4; -2), b)A0;7), a(—4; -8),
0Ad(-1; -2), a(-2;5), DA (x43y4), @(ay;a))?

Berechnen Sie die Koordinaten des Mittelpunktes M der Strecke AB fiir

a)A(1;3), B(-2;6), ©)A(3;0), B(0;3), e)A(=5;1;3), B(l; —1;3), Ly
0)A(2;0;2), B(=2;2;0), )4 (xa3y4), B(xs;yp), 1) A(xa; 145 24), B(xg;yp;zs) '}
(Hinweis: Driicken Sie den Ortsvektor Xu durch ¥, und %, aus!)

Stellen Sie die Punktrichtungsgleichung der Geraden durch den Punkt Py und mit dem

Anstieg m auf! 3
a)Po(-8; -9);m = -1 )Py (3;3);m =05 )Po(-5;8);m = =
Veranschaulichen Sie die Geraden mit den folgenden Gleichungen!

X —2y+3=0 b)3x—-Ty=0 ¢)3x—-2=0 A2y +3=0 e)x—y=0
Bestimmen Sie den Anstieg /n und einen Richtungsvektor der Geraden mit den folgenden
Gleichungen! Geben Sie fiir jede Gerade eine Parametergleichung an! -
a2l —y+2x=0 by —4=0 Ox+2=0 dv.x+\/3y=o



19.

Fiir welche Werte von a und b geht die Gerade

@+2b-3)x+QRa—-b+1)y+6a+9=0

durch den Punkt P (0; —3) und hat mit der x-Achse keinen Punkt gemeinsam? Geben

Sie eine Gleichung der Geraden an!

Bestimmen Sie die Lage der Geraden mit der Gleichung x — 7y + 5 = 0 beziiglich des

Dreiecks mit den Eckpunkten A (3;1), B(—2;4)und C(1;0)! (1)

Die Geraden x = —1 und x = 3 schneiden die Gerade y = 2x + 1 in den Punkten 4
—

und B. Bestimmen Sie den Betrag des Vektors 4B, seine Koordinaten und Kompo-

nenten!

Beweisen Sie den folgenden Satz!

Im Parallelogramm ist die Summe der Quadrate der Diagonalen gleich der doppelten

Summe aus den Quadraten zweier anliegender Seiten. Benutzen Sie als Anleitung das

Bild A 144! G

Bild A 144 A 3 B BildAl4s A9

Beweisen Sie den folgenden Satz!

Das Quadrat iiber einer Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks ist flachengleich dem
Rechteck aus der Hypotenuse und dem anli den Hyp bschnitt (Katheten-
satz). Benutzen Sie als Hilfe das Bild A 145!

Sie den folgenden Satz!

In jedem rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat iiber der Hohe flichengleich dem Recht-
eck aus den Hypotenusenabschnitten (Hohensatz). Benutzen Sie als Hilfe das Bild A 145!
Berechnen Sie die Grofe der Winkel, die der Vektor ¥ mit den Basisvektoren des Koordi-
natensystems {O; i. ], k} bildet!

2)¥(3;4;0) b)X¥(2;3;4) c)X(5;4;3) (L)

In einer Ebene sei durch den Punkt P (2; 3) zu der Geraden

a)y =X, b)y =3x + 4, ¢)y = —3x, (I)f2—+%=l

die Parallele gezogen. Wie lautet ihre Gleichung?
Beweisen Sie die folgenden Additionstheoreme fiir die Tangens- und Kotangensfunktion!

tanx + tanf cotxcosfl F 1

a)t +f)=———  Dbleot(x £ f) = ——m8—

Rjtani(t ) 1 ¥ tanatanf pcotiG D cot f + cotx

Vom Punkt P (4; —4) sind an den Kreis x> + y? — 6x + 2y + 5 = 0 die Tangenten
gelegt. Wie lang ist die Sehne, die ihre Beriihrungspunkte verbindet?

In welchen Punkten schneiden einander die Kreise k, und k, und welchen Winkel
bilden die Tangenten in den Schnittpunkten miteinander (d. h., unter welchem Winkel
schneiden einander die Kreise)? (1)

ak,: x2+y*=25 b)k,: x*+y*— 4x-2y— 8=0
ky: x2+y*—-2x—14y +25=0 ky: x* +y*—10x —8y 4+ 40 =0
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Ubungen und Anwendungen

1.

a) Beweisen Sie: Wenn ein Dreieck 4BC bei C rechtwinklig ist, dann gilt

e — - —-

|CA + CB| = |CA — CB|!

b) Gilt auch die Umkehrung dieses Satzes?
Gegeben ist ein Parallel, ABCD. Beweis Sie, daB fiir jeden Punkt O des Raumes

— — — -
gilt 04 + OC = OB + OD!

- — >

ABCD sei ein Tetraeder. Beweisen Sie, daB AD + BC = BD + AC ist! Gilt diese Be-
hauptung auch fiir beliebige Punkte 4, B, C und D?

Fiir jedes Dreieck gilt die sc Dreieck leichung (die S zweier Seiten
ist stets groBer als die dritte). Aus dieser Ungleichung folgen fiir Vektoren die Un-
gleichungen
|d + b| < la| + 5| und |a - B| < |a| + |B].
a) Ver haulichen Sie diese Ungleich in einer Zeich ! Unter welcher Be-
di gilt das Gleichheitszeichen?
b) Geben Sie Vektoren an, fiir die gilt
b)) |a + 5| <|a| und |G+ b <|bl, by)|@—b|>|d| und la — 5| > |b|!

{7, ]} sei eine Orthonormalbasis der Vektoren einer Ebene. Geben Sie alle Zahlen q an,
fiir die gilt

a)i+j T+ aj, b) 37 + 27| ai + 3j, c) Tllai + 7,
d)i+ajlli—aj e) 47 + 2 llai - j, f)ar+ jIi+ aj!

Kontrollieren Sie Thr Ergebnis durch eine Zeichnung!

Lésen Sie die Aufgabe 5 fiir den Fall, daB in a) bis f) statt || das Zeichen L steht!

Gegeben sind @ (—1; —2), b (3; —5) 8. Gegebensind a@(1; —2), b(—1;0),
und & (4; —3). Gibt es ein' Dreieck " 3 -/ 3 .
ABC, dessen Seiten entsprechend € (— PR 3) und d(_ PR l)' Gibt es
zu @, b und ¢ parallel sind und fiir ein Trapez ABCD, dessen Seiten ent-
das sprechend parallel zu den gegebenen
AB = |d|, BC = |b| und Vektoren sind und fiir das gilt

AC = |¢|ist? AB = |d|, BC = |b|,

CD = |¢|und AD = |d|?

Berechnen Sie den Flacheninhalt der Vielecke 4BC bzw. ABCD, die im Bild A 146 durch
die Koordinaten der Eckpunkte gegeben sind! (L)

Py (x13 1), P2 (x2;y2) und P; (x3; y3) seien drei Punkte in allgemeiner Lage (d. h., sie
liegen nicht auf ein und derselben Geraden, ~ Bild A 147). Berechnen Sie den Flichen-
inhalt A des Dreiecks P, P,P; durch Addition und Subtraktion von Trapezinhalten, und
leiten Sie auf diese Weise fiir 4 die Formel

1
®* A= TIXI(Yz = »3) + x2(y3 — y1) + x3(y1 — y3)| her!

Berechnen Sie mit Hilfe von (*) aus Aufgabe 10 den Flicheninhalt des Dreiecks ABC!
a) A(1;2), B(4;8), C(3;6) b) A(=3;2), B(-2; —5), C(4;6)
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Rk

T
T

Bild A 146 . | i
I Py (g iyy) |
4 4 |
|
41 )N 858
O A
/ (Xz:Vz ‘
~— g
| [ L1 S S .
NN _<dEEEENEE
]| [Rlyin) | | | ||
BildA 147 O[T [ | I | [
12.  Berechnen Sie die Linge der Mittellinie und den Flicheninhalt der Trapeze ABCD:

a) A(-2;3), B@4; -6), C(6; 1), D(4;2),

b) 4(0;0;0), B(8;6;0), C(4;3;2), D(0;0;2),(L)

c) A(5;5), B(-3;1), C(=5;-5), D(-1;-3)!

Errichten Sie iiber der Strecke AB mit A (—15;3) und B(9; —7) ein Rechteck, dessen
Seite BC halb so lang ist wie AB! Berechnen Sie die Koordinaten von C und D!
Errichten Sie iiber der Strecke AB mit A (—4; —4) und B (4; 0) ein gleichschenkliges
Dreieck ABC mit der Basis AB, dessen Basishohe die Lange 6 \/3 hat, und berechnen Sie
die Koordinaten von C!

Errichten Sie iiber AB mit A4 (—3; —4) und B(5;2) ein gleichseitiges Dreieck 4BC,
und berech Sie die Koordi von C!

Das Parallelogramm ABCD sei die Grundfliche einer vierseitigen geraden Pyramide
ABCDS, deren Korperhohe im Mittelpunkt M der Grundfiiche errichtet ist und die
Liange +/354 hat. Berechnen Sie fir A(2;3;1), B(—4;4;2), C(=8; —1;5) und
D (xo0; yo; Zo) die Koordinaten von S!
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ABCD sei die Grundfiiche eines Quaders ABCDEFGH mit der Hohe 9. Berechnen Sie
die Koordinaten der Eckpunkte C bis H dieses Quaders fiir 4 (4;2;6), B(2;6;1),
C(x35 933 23), D (0; 05 z4)!

Im gleichschenkligen Dreieck 4BC seien die Seitenhalbierenden, die zu den gleich langen
Schenkeln fiihren, zueinander orthogonal. Bestimmen Sie den Winkel, den diese Schenkel

miteinander bilden! (Hinweis: Wihlen Sie AB als Basis des Dreiecks 4BC und @ = &
b= 84 als Basis der Menge der Vektoren der Ebene!)l)

Berechnen Sie jeweils den Abstand der Punkte P, (4; 2), P, (13 1)und P3(-2; —1) von
der Geraden

) 4x +3y—10=0, D) =4+ (-1

Welchen Abstand haben die parallelen Geraden g und 4 voneinander?

4 g1 3x -4 +15=0 b) g: 2x -3y +15=0
h: 3x—4y +30=0 h: 2x -3y -30=0
g X= 4i+1G-0 ) g0 ¥=Q-39T+Q +49)7
h: = —4i+s(j-1) h: X=Q =307+ +4njl)

Geben Sie fiir die Geraden a) bis d) aus Aufgabe 20 je eine Gleichung der Mittelparallelen
an!

Beweisen Sie, daB die Geraden g und / orthogonal zueinander sind!

a) g y=5x-2 b) g: 35x —42y +48 =0
h: y=-0,2x +3 h: 6x+5y+3=0
Geben Sie fiir folgende Geraden je eine Parametergleichung an'!
6 x y : -2
=—-=x-2 b Z—-=—=1 0 Tx-2p-28=0 d) =t p
¥ 7 x 5 3 X y 3 an 30

Der Punkt C (—4;9) sei die Spitze eines gleichschenkligen Dreiecks ABC, dessen Basis

e % . 2
AB auf der Geraden ¥ = (=8 + 51) i + (=10 + 21)j liege. Die Linge der Basis sei —
der Basishohe des Dreiecks. Welche Koordinaten haben 4 und B? 3

Eine Gerade schneide den Kreis x> + y? = 289 in den Punkten A (15;y4 > 0) und
B(—8; ys > 0). Geben Sie eine Gleichung der Sehne AB an, und berechnen Sie die
Linge der Sehne!
Eine Gerade schneide den Kreis x* + y?> — 8x — 2y — 8 =0 in A4 (8;y4 > 0) und
B(l;yp < 0).
Wie lang ist die Sehne AB? | )
Geben Sie eine Gleichung an fiir denjenigen Durchmesser des gegebenen Kreises, der
auf AB senkrecht steht!
Welchen Abstand hat der Mittelpunkt des Kreises von AB?
Beweisen Sie, daB die Summe und die Differenz zweier beliebiger Einheitsvektoren stets

zueinander orthogonal sind! Veranschaulichen Sie diesen Sachverhalt an einem Rhom-
bus!
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28.

30.

31

34.

Gegeben ist das Dreieck ABC mit den Eckpunkten A (—1;5), B(8;3,5) und C(2;1).
Geben Sie eine Gleichung an fiir die Winkelhalbierende des Winkels y im Dreieck 4BC!
=3 —>

(Hinweis: Bestimmen Sie zuerst die Einheitsvektoren, die mit CA bzw. CB gleich gerichtet
sind!)
Bestimmen Sie den Mittelpunkt und den Radius des Inkreises des Dreiecks 4BC!
2) A(3;0), B(0;4), C(0;0) b) A (-8;0), B(8;0), C(0;6)
Geben Sie die Gleichungen der Kreise aus Aufgabe 29 an!
Stellen Sie eine Gleichung fiir den Umkreis des Dreiecks ABC auf! Wo schneidet der
Kreis die Achsen des Koordinatensystems?
a)A(-1; =3), B(1; =7), C(—-4; -2) b) A4 (5;8), B(14;5), C (13;12)
Beweisen Sie fiir das Dreieck mit den Eckpunkten A4 (—3;1), B(2; —2) und C (4; 3),
daB einander die Hohen, die Seitenhalbierenden und die Mittelsenkrechten in jeweils
einem Punkte schneiden! Weisen Sie nach, daB diese drei Punkte auf ein und derselben
Geraden liegen (der sogenannten EULERschen Geraden)!
ABCD sei ein regelmdBiges Tetraeder (.~ Bild A 148).
Beweisen Sie die folgenden Sitze!
a) Je zwei Kanten, die nicht \;on einem

Eckpunkt

haben zueinander orthogonale
Richtungsvektoren.

Bild A 148

b) Sind E, F, G und H der Reihe nach die Halbierungspunkte der Kanten 4B, BC, CD,
DA, dann ist das Viereck EFGH ein Quadrat. Geben Sie weitere Moglichkeiten an fiir
einen solchen Quadratschnitt des regelmaBigen Tetraeders!

) Ist M der Halbierungspunkt der Korperhohe DS, dann stehen die Strecken MA, MB
und MC paarweise aufeinander senkrecht.

Hinweis: Beweisen Sie diese Sitze fiir das regelmiBige Tetraeder ABCD durch

A(a%;—%;o), B(a#;n;o), C (xa5 ya3 24 > 0)!

Geben Sie eine Gleichung fiir folgende Punktmengen an!

a) Die Menge aller der Punkte P (x;y), die von R(12;2) und Q (2;7) den gleichen
Abstand haben

b) Die Menge aller Punkte P (x; y), fiir die OP? + PA? = a*ist; A (—a; 0), a eine reelle
Zahl

Gegeben sei der Kreis x> + y? = a*. Durch 4 (—a;0) ist eine Sehne AB gelegt und

{iber B hinaus bis zu dem Punkt P verlingert, fiir den BP = AB ist. Welche Punktmenge

bestimmt P, wenn B den Kreis durchlduft?
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36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

Von einer Radarstation werden zwei Flugzeuge geortet. In einem raumlichen Koordina-

tensystem mit waagerechter x- und y-Achse und senkrecht nach oben zeigender z-Achse,

in dessen Ursprung die Radarstation liegt, haben die Flugzeuge die Koordinaten

P, (10; 4; 1) bzw. P, (13; 16; 5). Beide Flugzeuge fliegen auf den Punkt P; (22; 8; 4) zu.

(Angaben in km)

a) Berechnen Sie den Abstand der Flugzeuge voneinander zum Zeitpunkt der Ortung!

b) Berechnen Sie den Winkel, der von den beiden als geradlinig angenommenen Flug-
bahnen gebildet wird! {

Der Geschwindigkei eines Fl zeige |#| = v = 200 m -s™" an (relativ zur

Luft). Die Flugzeuglingsachse zeige nach Osten. Die Windgeschwindigkeit betrage

|W] = w =30m-s~". Der Wind wehe aus Siidosten. Ermitteln Sie graphisch die Gesamt-

geschwindigkeit des Flugzeugs und die Flugrichtung! (L

In einer x-y-Ebene liege ein stabformiger Gegenstand. Seine Endpunkte haben die

Koordinaten P, (5;0) und P, (3;4). Von einer im Ursprung des Koordinatensystems

liegenden Lichtquelle wird der Schatten des Stabes auf einem ebenen Schirm erzeugt, der

1
mit der x-y-Ebene die Schnittgerade y = — 7 x + 20 bildet. Berechnen Sie die Lange des

Stabes und die Lange seines Schattens! Uberpriifen Sie 1hr Ergebnis durch eine Skizze! @®

Zum Vermessen einer Feuerstellung F eines Geschiitzes wurden von zwei in einer Karte
eingezeichneten Punkten 4 und B aus die Strecken AF = 350 m und BF = 500 m ge-
messen. Die Entfernung AB betragt 420 m.
a)Bestimmen Sie durch Rechnung die Koordinaten von F in bezug auf ein x-y-Koordi-
natensystem, bei dem 4 mit dem Ursprung zusammenfillt und B auf der x-Achse
liegt!
b)Uberpriifen Sie Thr Ergebnis durch eine Zeichnung!
Ein Flugzeug soll ein in NO liegendes Ziel anfliegen. Die Geschwindigkeit des Flugzeuges
(bei Windstille) betrage vg = 500 km - h~*. Es herrsche Westwind mit einer Geschwindig-
keit w = 20 km - h~!. Ermitteln Sie graphisch und durch Berechnung
a)den Kurs, den das Flugzeug einschlagen muB, um zum Ziel zu gelangen,
b)die erforderliche Geschwindigkeit des Fl (D
Ein Flugzeug fliege mit v = 300 m - s~ geradeaus. Aus ihm werde nach hinten geschossen,
wobei der Lauf der Kanone mit der Flugrichtung einen Winkel von 160° einschlieBe und
die Anfangsgeschwindigkeit der Geschosse v, = 800 m - s™" betrage.
a)Wie groB ist die Absolutgeschwindigkeit der Geschosse?
b\Welchen Winkel bildet die Flugbahn der Geschosse mit der des Flugzeugs (gemessen
an der Miindung der Bordkanone)?

Anleitung: Benutzen Sie ein ebenes Koordinatensystem, und legen Sie die Flugrichtung
in die y-Achse! (Luftwiderstand und Erdanziehung sollen vernachlissigt werden!)

Fine an einem Mast wirkende Zugkraft werde vom Mast und zwei Spannseilen aufge-
nommen, wobei der Mast nur Druckkrifte in seiner Langsrichtung und die Seile nur
Zugkrifte in ihrer Richtung erzeugen. Zur Beschreibung wird ein kartesisches Koordina-
tensystem eingefiihrt, dessen z-Achse in Mastrichtung zeigt. Der Ursprung befindet sich
im Angriffspunkt der Krifte. Die Zugkraft kann durch den Vektor

F =207+ 107 — 15k c
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44.

46.

47.

beschrieben werden und die Richtungen der Zugseile durch
i=-T+j—k baw. b=-i-j—k.
Bestimmen Sie die Betriige der Krifte Facs Fs‘ und F’sz im Mast und in den Seilen!

Ein Junge steht an einem FluB (Breite 4 = 1 km) und méchte zu der Stelle am anderen
Ufer hiniiberschwimmen, die ihm genau gegeniiberliegt. Auf welche Weise erreicht er sie
am schnellsten:

a) Wenn er beim Durchschwimmen des Flusses stidndig in einem solchen Winkel gegen
die Stromung schwimmt, daB er das andere Ufer am gewiinschten Punkt erreicht
(d. h., die resultierende Geschwindigkeit ist stets senkrecht zum Ufer),

b) wenn er gerade auf das andere Ufer zuschwimmt und die Entfernung, die er abgetrie-
ben wird, zu FuB am anderen Ufer zuriicklegt?

Der Junge schwimmt mit einer Geschwindigkeit von 2,5 km - h™" und lauft 4 km - Wi
Die Geschwindigkeit der Stromung ist 2 km - h™'.

Ein Radfahrer fahre nach Norden mit einer Geschwindigkeit von 15 km - h=". Es scheint
ihm, als habe er fast direkten Gegenwind (er spiirt den Wind etwa von Nordosten, unter
einem Winkel von A = 15° zu seiner Bewegungsrichtung; der Wind habe eine Geschwin-
digkeit von 9 km - h~'). Bestimmen Sie die wahre Windrichtung!

Hinweis: Beachten Sie den Gegenwind des Radfahrers! i

Der Lauf eines Wurfgerites zur
Demonstration der Wurfbahn
bilde mit der Horizontalen einen
Winkel x (~ Bild A 149). Bei
welchem Wert von ~ fliegt die
Kugel am weitesten? Bestim-
men Sie die maximale Flugweite

fiir die Anfangsgeschwindigkeit %), 7%
vo = 7 ms™'! Der Luftwider- (Vo) = V, = const.
stand soll vernachlissigt werden. Bild A 149

Eine FunkmeBstation einer Fla-Rak inheit (Rak leitstation) habe einen Wir-

kungsradius von r = 60 (MaBangabe in km). Ihr Standort habe die kartesischen Koordi-

naten P (0; 10;0).

a) Geben Sie die Gleichung der Kugelfliche an, die den Wirkungsbereich der Station
begrenzt!

b) Ein Flugzeug fliege vom Punkt A4 (20; —40; 40) geradlinig auf den Punkt B (60; 20; 0)
zu. Seine Geschwindigkeit sei 1200 km - h~'. Bestimmen Sie die Zeitspanne ¢, in der
das Flugzeug von der FunkmeBstation geortet werden kann! (1)

Der Antrieb fiir eine hin- und hergehende Bewegung

kann gemiB folgender Prinzipskizze erfolgen

(~ Bild A 150).

Zahlenwerte: M (2;6),r =3, h = 12.

Berechnen Sie den Hub der Bewegung!

Anleitung : Die Tangenten an den Kreis sind

diejenigen Geraden, fiir die die quadratische

Gleichung fiir die Schnittpunkte von Kreis

und Gerade nur eine Losung hat. Bild A 150
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48

A Ubungen und Anwendungen

Ein Lichtstrahl fallt unter dem Einfallswinkel ~

auf eine planparallele Glasplatte der Dicke d

mit der Brechzahl n. Beim Austritt weist der Strahl

eine Verschiebung um @ auf (.~ Bild A 151).

Berechnen Sie a! Bild A 151

Zwei Billardkugeln liegen in den Punkten P, (=2;4) und P, (8; 6). An welchem Punkt
der x-Achse, die die Bande darstellt, muB} die in P, liegende Kugel reflektiert werden,
damit sie P, trifft?

Anleitung : Die Reflexion der Kugel erfolgt nach den Gesetzen der Optik.

Losen Sie Aufgabe 49 fiir den Fall, daB der Spieler die in P, liegende Kugel gegen die
Bande x = 10 spielt!

Zur Bestimmung des Standortes eines Senders S setzen unsere Sicherheitskrifte zwei
FunkmeBfahrzeuge 1 und 11 ein. Im Augenblick der Erfassung von S hat der FunkmeB-
wagen I den Standort P; (—300; 800). Er peilt S auf einer Geraden durch P; im Winkel
146,3° an (gemessen gegen N iiber O). Der FunkmeBwagen II am Ort Py (—400; —300)
miBt 26,6°. Wo befindet sich der Sender S?

In der xy-Ebene ist ein Kreis mit dem Mittelpunkt M (2;3) gegeben, der durch den
Punkt P, (5; 7) geht.
Berechnen Sie den Radius, und stellen Sie eine Gleichung des Kreises auf!
Der Kreis schneidet den positiven Teil der x-Achse im Punkt Py (x0; yo). Berechnen
Sie xo!
Weisen Sie nach, daB die in P, und P, an den Kreis gelegten Tangenten aufeinander
senkrecht stehen!

In einem Koordinatensystem {O; 7,7, £} sind die Punkte A ( —2;8;2)und B(-4;10;10)
gegeben.
Stellen Sie eine Parametergleichung fiir die Gerade g auf, die durch die Punkte A4
und B geht!
Weisen Sie nach, daB der Punkt C (—2; 2; 8) nicht auf der Geraden g liegt!
Berechnen Sie den Winkel ¥ AOC! (Dabei ist O der Ursprung des Koordinaten-
systems.)
Weisen Sie nach, daB das Viereck OA4BC ein Parallelogramm ist! Berechnen Sie die
MafBzahl des Flicheninhalts dieses Parallelogramms!

Eine Gerade g, geht durch die Punkte P, (2; 2; 3) und P3(0;25 1),

Stellen Sie eine Parametergleichung fiir g, auf!

Berechnen Sie die Koordinaten des Punktes Py, in dem diese Gerade die xy-Ebene
durchstoBt!

Eine zweite Gerade g, geht durch P, (4;6;9); ihr Richtungsvektoristd = 37 + J + 2.
Stellen Sie eine Parametergleichung fiir g, auf!

Weisen Sie nach, daB g, und g, nicht parallel zueinander sind und keinen Schnitt-
punkt haben!

Die Gerade g, wird von einer Geraden g, im Punkt § geschnitten. Die Gerade g,
geht ebenfalls durch den Punkt P; und hat den Richtungsvektor b = 37 + J+ck
(c reell). Berechnen Sie die Koordinate ¢ dieses Vektors! Geben Sie die Koordinaten
des Punktes S an!



B Weitere Klassen
nichtrationaler Funktionen;
ihre Differentiation

und Integration

Wiederholungen

1 Differentiation von rationalen Funktionen
und Wurzelfunktionen

Die Aufgabe, an den Graph einer Funktion fin einem Punkt P, eine Tangente zu legen, fiihrte
uns in der 11. Klasse zum Begriff der Ableitung einer Funktion f an einer Stelle x,. Existiert die
Ableitung der Funktion f an der Stelle xo, so heifit die Funktion f differenzierbar an der Stel-
le xo.

Es seien z. B. die Funktion f mit f(x) = x* und ein Punkt Po (xo; f(xo)) gegeben. Der Anstieg
der Tangente an den Graph von fim Punkt P, ist der Grenzwert des Differenzenquotienten

f(x—a*-izﬂ (h + 0) fiir h —» 0. Wir haben aber bereits Sitze und Verfahren kennen-

gelernt — sc Differentiatic geln —, die uns eine rationelle Ermittlung des Anstiegs
der obengenannten Tangente ermdglichen.

@ | Ermitteln Sie den Anstieg der Tangente an den Graph der Funktion f(x) = x* im Punkt
P, (xo; f(x0)), und geben Sie eine-Gleichung fiir diese Tangente an!
Bégriinden Sie Ihr Vorgehen, indem Sie die beim Losen der Aufgabe verwendeten Regeln
und Sitze nennen!

® 2 Differenzieren Sie folgende Funktionen, und geben Sie jeweils die verwendeten Differen-
tiationsregeln an!

3
VW =xT b =¥ .0)f()=3x* -2 + %x +7

3

D=+ - Of@=5r S =Ix+1

(L) (L) (L)
Ist eine Funktion differenzierbar, so ist sie auch stetig. So ist z. B. jede rationale Funktion in
ihrem gesamten Definitionsbereich differenzierbar und folglich dort auch stetig. Aber nicht jede

stetige Funktion ist auch differenzierbar: Die Funktion f(x) = |x| ist iiberall stetig, aber an der
Stelle x = 0 nicht differenzierbar.
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Gegeben sei eine in einem Intervall / definierte Funktion f. Gibt es eine Funktion F derart, daBB
F'(x) = f(x) fiir alle x € I gilt, so nennt man F eine Stammfunktion von fim Intervall /. Ist F
eine Stammfunktion von f, so ist auch jede Funktion G mit G(x) = F(x) + ¢ (¢ reell) eine
Stammfunktion von f. Die Menge aller Stammfunktionen einer Funktion nennt man das

unbestimmte Integral der Funktion f und bezeichnet es mit f f(x)dx.

® | Zu ermitteln ist die Menge aller Stammfunktionen der Funktion f(x) =x* + 5x,d. h,
zu ermitteln ist

J. (x* + 5x)dx.

Lésung: Es ist
x* 5
‘.(x3 + 5x)dx = fx’dx + fodx - + 7x’ +c¢ (ceP),
J
denn es gilt
4 5
(XT+7x2 + c) =x3 + 5x.

1
W2 FEsist J.(_’—a)zd.x zu ermitteln.
¥ —

1 By : 1
Tx =37 ist die Verkettung der Funktion f(z) = =

mit der linearen Funktion z(x) = 7x — 3.

Losung: Die Funktion g(x) =

Eine Stammfunktion von fist die Funktion F mit F(z) = — -!— Dann ist die Funktion G
. ‘ r4

mit
1 1

7 7x -3
eine Stammfunktion von g, was wir sofort durch Differenzieren von G bestitigen kénnen.
Es ist namlich

G(x) =%F(7x -3)=-

1 i 1 1
G’(x)=[—7(7x—3)“] = —7~(—l)»(7x—-3)“~7=—m.
Damit gilt
f ! dx = — ! +C
(7x — 3)? 7(7x —3)
Wie wir bereits aus Klasse 11 wissen, ist unter der Voraussetzung, daB f im Intervall (a, b)
stetig ist, die Funktion @ mit

x

P(x) = [fr)dr

eine Stammfunktion von fin <a, b), d. h., fiir alle x € <{a, b) gilt

D'(x) = f(x).
®3  Ermitteln Sie die Ableitungen der folgenden Funktionen!
x x

1
a)¢(x)=‘,‘1‘dr b)@(x)z.[le, x>0

a 1



LE | Wiederholungen B 129

Auféaben

Ermitteln Sie jeweils die erste Ableitung der folgenden Funktionen, und geben Sie die jeweils
verwendeten Differentiationsregeln an!

2
L1 a)f0) = (%x’ = 3x) 21 @) [ = (52x — 8)° (L)
b)f(x)=-f——ﬁ b) f(x) = 4x* + 5x~2(L)
45 x4 L
x* +4x -4 x* +6x -3
_ o B OO S
) fx) x3 - 2x .1 x? + 1 ’
d) f(x) = (ex + d)? d) f(x) = (ax + b)*(L)
) f(x) =/2x* + 5 e) f(x) =/1 = ¥ (L)
2 2
f) f(x) = JEr D)= =i (1)
x \/xz +1
e =aJl-2 2) his) = ps + (1 + s2)*

Geben Sie jeweils drei Stammfunktionen zu den folgenden Funktionen an! Uberpriifen Sie
lhre Ergebnisse!

3
3t a)f(x) =x* 4.1 a)f(x) =xT
(L)
b) f(x) = 18x* + 2x — 3 b) f(x) = —=27x% + 3x* — 17x
1 = 1
Q) flx) = —= d) f(x) = /5x - 3 ©) f(x) = —=
x xy/%
8. Ermitteln Sie eine Funktion, die den folgenden Bedingungen geniigt!
a)f(0) =2, f(O) =5 [f'(x)=x*-2
by =0, fm=1, [f=1 [y =1
6. Gegeben sind die Funktionen F(x) = und G(x) = — .
x4 1 x+1

a) Zeigen Sie, daB fiir alle x = — 1 gilt: F'(x) = G'(x)!
b) Was folgt aus a) fir Fund G?
¢) Ermitteln Sie die Konstante, um die sich F und G unterscheiden!

7 Gegeben ist die Funktion f(x) = —x* + 2x.

a) An welchen Stellen x hat der Graph von f Tangenten, die parallel zur x-Achse sind?

b) Ermitteln Sie jene Stellen, an denen /' den Anstieg 1 hat!

¢) Geben Sie eine Gleichung der Tangente an, die an den Graph von f'im Koordinaten-
ursprung gelegt werden kann!

d) Hat diese Tangente auBer dem Ursprung noch weitere Punkte mit dem Graph von f
gemeinsam?

e) Skizzieren Sie den Graph von f und die unter c¢) ermittelte Tangente!

8. Zeigen Sie, dal der Graph_der Funktion f(x) = u\/Zx — a,ae P, a > 0 eine Tangente
mit der Gleichung y = \/a - x hat!

9 [001254)
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2 Kurvendiskussionen; Extremwertaufgaben

Mit Hilfe der 1. und 2. Ableitung konnen wir Aussagen zum Verlauf der Graphen differenzier-
barer Funktionen machen.

®4 Gegeben ist die Funktion f(x) = x* + 3x* — 10x.

a) Ermitteln Sie die Schnittpunkte des Graphen von f mit den Koordinatenachsen!

b) Erldutern Sie am Beispiel der Funktion f, welche Aussagen wir aus der 1. Ableitung
von f iiber das Monotonieverhalten von f erhalten!

¢) Nennen Sie je ein notwendiges und ein hinreichendes Kriterium fiir das Vorliegen
eines lokalen Extremwertes einer differenzierbaren Funktion an der Stelle x,!

d) Erldutern Sie am Beispiel der Funktion f die Arbeitsschritte zur Ermittlung der lokalen
Extrema von f mit Hilfe der 1. und 2. Ableitung!

e) Ermitteln Sie das Verhalten von ffiir x » — oo und x = + 00!

f) Welche Aussage konnen Sie mit Hilfe des Zwischenwertsatzes aufgrund des Ergeb-
nisses von e) liber den Wertebereich von f machen?

g) Skizzieren Sie den Graph von f!

Am Beispiel einer gebrochenen rationalen Funktion wollen wir die Schritte beim Untersuchen
des Kurvenverlaufs wiederholen.

Beachten Sie, daB3 wir im gesamten Kapitel den Definitionsbereich einer Funktion i. a. nur dann
angeben, wenn er vom groBtmaoglichen Definitionsbereich des betreffenden Terms abweicht!

; 5 . -3
® 3 Esistdas Verhalten der gebrochenen rationalen Funktion f(x) = 2): 2 untersuchen.
X

Losung: 2
(1) Schnittpunkt des Graphen von f mit der y-Achse

f(0) = i, also(O;i).

-2 2 2
(2) Nulistellen und Polstellen
ux) =2x -3 =0 u(x;
= f(X)=—(), ux) =2x -3
3 v(x)
== v(x) =x* -2
ux) =x2-2=0
m=B  wpsi=f3
3.
X, = > ist Nullstelle von f. u(x;) =0 und v(x,) =0
X2 =+/2, x5 = —/2 sind Polstellen ox2) =0 und u(x;) +0
von f. o(x3) =0 und u(x;) # 0.
Die Geraden x = \/E und x = —/2 sind Asymptoten des Graphen von f.

(3) Lokale Extrema

P Ax* -2) - Qx —3)-2x  -2x*+6x—4
@ =22 T -22
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(x4 6) (2 =2 = (=2x% + 6x —4) 2 —2) - 2x

fx) r—T
(—4x + 6)(* —2) — (-2x* + 6x — 4) -4x
i (x* -2)°
—-2x* +6x—4=0 Notwendige Bedingung fiir lokale Extrem-
2 —=3x+2=0 stellen
Xe =2, xs =1 mdgliche Extremstellen
f(2) =0 und
=2:2 =10 1 ks ; .
[ = — = <0 Hinreichende Bedingung fiir lokale
Extremstellen
f(1) =0 und
2:(=1)=0
") = ——— =
fm =y 2>0
1
f hat an der Stelle 2 das lokale Maximum f(2) = — und an der Stelle 1 das lokale Mini-
mum £(1) = 1. 2
(4) Verhalten im Unendlichen
x *0:
x(2 = 1) 2- i
fo) = 2x =3 _ x/ _ 1 x
= ey % 2\ =x 2
-5 Ti-w
lim f(x) =0 (x,) eine beliebige, unbeschrinkt wachsende oder fallende Folge.
X400
3
lim f(x) =0 i 2- =
S lim f(x,) = lim — - lim 5~ =0:2=0
n— o n—ow n n—0
1 ==
x
Die x-Achse ist Asymptote des Graphen von f.
(5) Graph von f
Die bisher ermittelten Ergebnisse ergeben die im Bild B 1 dargestellte Skizze des Graphen
von f.

Noch véllig offen ist der Verlauf des Graphen fiir x < —\/E
® 5 Prizisieren Sie den Verlauf des Graphen von f aus Beispiel B 3 fiir x < —\/ 2 durch das
Berechnen der Funktionswerte an geeigneten Stellen!

® 6 Wiederholen Sie die Arbeitsschritte fiir die Losung von Extremwertaufgaben, und 16sen
Sie die folgende Aufgabe!')
Von allen geraden Kreiskegeln mit gegebener Mantellinie s ist derjenige mit dem groBten
Volumen zu ermitteln.

1) Vergleichen Sie auch mit der Ubersicht auf Seite 136, die bereits im Lehrbuch ,,Mathematik, Klasse 11*
(Titel-Nr. 0011 56) auf Seite 211 enthalten ist!

9%
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BildB |

2%~3
x? =

f(x)= 2

Hinweise:

a) Skizzieren Sie den Achsenschnitt eines geraden Kreiskegels!

b) Stellen Sie das Volumen V des geraden Kreiskegels als Funktion des Grundkreis-
radius r und der Hohe 4 dar!

¢) Driicken Sie r durch s und 4 aus, und setzen Sie den erhaltenen Ausdruck fiir r ein!
Da s gegeben ist, erhalten Sie ¥ als Funktion von 4:
V=Ff(hy (0=h=y5).

d) Ermitteln Sie das lokale Maximum von f!

€) Ermitteln Sie das globale Maximum von f durch Vergleich des erhaltenen lokalen
Maximums mit den Funktionswerten an den Endpunkten des Definitionsbereichs von f!

f) Wie sind r und 4 des Kreiskegels mit gegebener Mantellinie s im Falle des grofBiten
Volumens zu wihlen?

Aufgaben

Ermitteln Sie — soweit vorhanden — Nullstellen, Polstellen, lokale Extrempunkte und das Ver-
halten im Unendlichen der folgenden Funktionen f! Geben Sie jeweils den Definitionsbereich
und den Wertebereich von fan, und skizzieren Sie den Graph von f!

L1 a)f() =x*—x* -2 ) f(x) = x/x + 2

b s = 220 Of) =3/ =
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21 W) =(x -3 L) O f =[x +4/3-x

b) 1) = g D d) f(x) =3J{i -1
3 Fiir jedes reelle g mit g + 1 ist f mit

oo 524

3

eine rationale Funktion.

a) Untersuchen Sie, ob diese Funktionen fiir ¢ > 0 bzw. ¢ < 0 Nullstellen besitzen!

b) Ermitteln Sie das Verhalten dieser Funktionen im Unendlichen!

¢) Beweisen Sie, daB jede dieser Funktionen genau einen lokalen Extrempunkt hat!
Berechnen Sie die Koordinaten dieses Extrempunktes!

In den Gliihofen eines PreBwerkes werden Rohlinge eingesetzt, die die Form von geraden
Kreiszylindern haben. Jeder Rohling habe eine Masse von 15 kg. Die Abbrandverluste
im Gliihofen sind der Oberfliche der Rohlinge proportional. Berechnen Sie Radius und
Héhe der Rohlinge fiir den Fall der geringsten Abbrandverluste! (Dichte der gliihenden
Rohlinge: ¢ = 7,5kg - dm™3)(L)

1
Welcher Punkt des Graphen der Funktion f(x) = —, x > 0 hat vom Ursprung den
kleinsten Abstand? ®

Integralrechnung; Flicheninhaltsberechnungen

Die Aufgabe, den Flicheninhalt einer Punktmenge — wie im Bild B 2 blau gerastert — zu ermit-
teln, fiihrte zum Begriff des bestimmten Integrals.

o7

®8

e9

b
Das bestimmte Integral | f(x) dx wurde als Grenzwert zweier Zahlenfolgen (s,) und (S,)

a
definiert, vorausgesetzt, da} diese Zahlenfolgen denselben Grenzwert haben.
Erldutern Sie, was man dabei unter s, und unter S, versteht!

Wenn eine Funktion f im Intervall {a; b) gewisse Eigenschaften hat, so ist gesichert, daf}
die Zahlenfolgen (s,) und (S,) einen gemeinsamen Grenzwert haben, d. h., dann existiert
b

das bestimmte Integral ] f(x) dx.

a
Nennen Sie zwei solcher Eigenschaften, die hinreichend fiir die Existenz des bestimmten
Integrals sind!

Begriinden Sie, daB die folgenden bestimmten Integrale existieren!

n n

2 2 3 . T
1
a)fsinxdx b)f;dx C)J‘(XT*—Gx—S)dX d)f!anxdx
0 1 -2 0

In vielen Fillen kann eine rationelle Berechnung bestimmter Integrale mit Hilfe des Hauptsatzes
der Differential- und I Irech erfolgen:
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Ist f eine im Intervall {a; b) stetige Funktion und F irgendeine Stammfunktion von f; so ist
b

[fex) dx = F(b) - F(a).
a
Wir wiederholen die Anwendung dieses Satzes an einem Beispiel :
4
m4 Esist[\/xdx zu berechnen (~ Bild B2).
1

Léosung: f(x) = \/; ist im Integrationsintervall {1; 4) stetig. Eine Stammfunktion von f
ist die Funktion F mit
3
F(x) =42—~x2 =£-x~\/;.
3 3

Damit gilt

$ 4
f Vxdx = %x . J}]
1

2 - 2 -
=g
2 2 14

=g =y

4
14 -
Ergebnis: f\/;dx = =7
1

@10 Essei /(1) = £ und ®(x) = [ £(r) dr.
2
Berechnen Sie @(1), #(2) und ¢(3)!

Eine Anwendung der Integralrechnung ist die Berech des Flich
geradlinig begrenzter Punktmengen.

nicht allseitig

e |1 Erldutern Sie anhand der in den Bildern B 3 bis B 6 gerasterten Punktmengen die Be-
rect des Flicheninhalts in den verschied Fallen!

f(x]=_3—>(7 f(x)-';‘(x7*3x~10

Bild B3 Bild B4
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LE3
y
T 3T flx)=x*
2 -+
1 +
g(x)=—x* +2x
oy " .
flx)=—x2+Lx=L5 1 2 3 x
t<6
14
BildBS5 i Bild B 6
Aufgaben
Berechnen Sie die folgenden bestimmten Integrale!
3 2 3 [
1
1.1 a)fx’dx b)J.?dx 2.1 B)J'xz-cosndx h)f(s—t’)dt
1 1 (L) [ -1

2

1 3 2
= 1 2
o) | x-/xdx d)f dx C)f4,12 dx d)f dx
f v 2y/x 2
0 1 23

1 1 2 4
c)f‘/x+2dx f)f\/J—x‘dx e)J'(3x+|)1dx f)f A
z+2
-1 0 1 o

Berechnen Sie jeweils alle Zahlen ¢!
1

q
3.1 J.(x‘+qx)dx=? 4.1 f(x—l)dx=q
0 0

Berechnen Sie jeweils den Flicheninhalt der Punktmenge, die, wie unten angegeben, begrenzt

wird! Skizzieren Sie jede der Punktmengen!

5.1 f(x) = (x — 2)% x-Achse, 6.1 f(x) = x® + 5x* + 4x, x-Achse,
Geraden x = | und x = 4 Geraden x = 1 und x =2 (L)

; 1
7.1 f(x) = x* + 5x + 4x, x-Achse 8.1 fix)= sz und

1 3
glx) = ——2—x’ +7x +6 (L)
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9. Durch die Gleichungen y = —I-xz und y = 2x — 3 sind eine Parabel und eine Gerade
gegeben. g
a) Fertigen Sie eine Skizze von Parabel und Gerade in einem Koordinatensystem an!
b) Berechnen Sie die Koordinaten der Schnittpunkte von Parabel und Gerade!
¢) Berechnen Sie den Flicheninhalt der Punktmenge, die durch die Parabel und die
Gerade begrenzt wird! (L)

Schﬁmbg?m]’.dsen von Extéenfnwanaufgaben ' L a2y

(1) Ermitteln einer Funktion,
die das bet de Problem t , und des Definitionsbereiches der Funktion (entsprechend
den durch das Problem gegebenen Bedingungen).
Wenn in der Funktionsgleichung mehrere Variablen auftreten, so unter Verwendung der in der
Aufgab 11 t Nebenbedi alle Variablen bis auf eine durch diese eine
(z. B. Flicheninhalts- oder V¢ >rmel, Strahl z, Kath verwenden).

(2) Untersuchen der betreffenden Funktion auf das Vorhandensein lokaler Extremwerte.

(3) Bestil des h E tes der betreffenden Funktion,
d. h.: Entscheiden, ob einer der gefundenen lokalen Extremwerte das gesuchte globale Extremum
ist bzw. ob dieses in den Randpunkten des Intervalls angenommen wird.

(4) Formulieren des Antwortsatzes.

Logarithmus- und Exponentialfunktionen, ihre Diﬂ'erentiati_on;
Integration der Exponentialfunktionen

Bei der mathematischen Beschreibung von Naturvorgéingen — insbesondere bei der Beschreibung
physikalischer Zusammenhinge - treten haufig Exponential- und Logarithmusfunktionen auf.
So 1dBt sich z. B. der Zerfall eines radioaktiven Elementes in Abhingigkeit von der Zeit durch
die Exponentialfunktion (vgl. Lerneinheit B 11)

f(t) = ca™ (c, a und 4 konstant)

beschreiben.

Wir wollen in diesem Abschnitt nun auch Logarithmus- und Exponentialfunktionen differen-
zieren und Exponentialfunktionen integrieren. 1

Ausgehend von dem Problem, eine Stammfunktion der Funktion f(x) = = (x # 0) zu ermit-

teln, lernen wir eine Logarithmusfunktion kennen, auf die wir dann alle anderen Logarithmus-
funktionen und auch alle Exponentialfunktionen zuriickfithren kénnen. Deswegen werden wir
uns mit den Eigenschaften dieser speziellen Logarithmusfunktion ausfiihrlich beschiftigen.
Die Ergebnisse unserer Untersuchungen werden wir u. a. bei Kurvendiskussionen, Extremwert-
aufgaben und Flicheninhaltsberechnungen anwenden. Wir werden auBerdem einige Beispiele
angeben, aus denen ersichtlich ist, welche Bedeutung Exponential- und Logarithmusfunktionen
fiir die Beschreibung von Naturvorgingen haben.
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4  FEine Stammfunktion der Funktion f(x) = % x>0

® 12 Geben Sie fiir die folgenden Funktionen jeweils eine Stammfunktion an!
DW= Bfw=x Of=Yx =

® 13 Begriinden Sie, daB es keine Potenzfunktion mit rationalem Exponenten gibt, die Stamm-
funktion der Funktion

1
f(x) = —(x * 0) ist!
X

Hinweis: Fiihren Sie den Nachweis indirekt, indem Sie annehmen, die Funktion
F(x) = x" (x + 0, r rational) sei Stammfunktion von f!

Vergleichen Sie die Koeffizienten und die Exponenten in den Gleichungen der Funk-
tionen F’ und f! (L)

Nach dem Ergebnis des Auftrages B 13 existiert keine Potenzfunktion mit rationalem Exponen-
. . 1 . 5 5

ten, die Stammfunktion der Funktion f(x) = ;(x + 0) ist. Dariiber hinaus gibt es unter den

anderen in der 11. Klasse behandelten Funktionen keine, die Stammfunktion der Funktion

1
f(x) = —ist.
%
1
Existiert iiberhaupt eine Stammfunktion der Funktion f(x) = — (x # 0)?
x

Aus der 11. Klasse ist uns bekannt, daB jede stetige Funktion eine Stammfunktion hat. Da die

1 . - 5
Funktion f(x) = — (x # 0) stetig ist, muB sie eine Stammfunktion haben.
%

Wie erhalten wir aber eine Stammfunktion von f?

In der 11. Klasse haben wir bei der Erdrterung des Zusammenhangs zwischen bestimmten

Integralen und Stammfunktionen folgenden Satz bewiesen (vgl. auch S. 128):
x

Wenn feine im Intervall (a, b stetige Funktion ist, so ist die Funktion @ mit @(x) = | f()de
eine Stammfunktion von fin {a, b)>. a
Mit Hilfe dieses Satzes konnen wir sofort eine Stammfunktion von fangeben. Wir beschranken
uns dabei zunichst auf den Fall x > 0.

Elne Stammfunktion von f(x) = — (x > 0) ist die Funktion @ mit @(x) = f—-dr(x > 0) ‘),d. h.,
1
ﬁh‘ alle x > 0 gilt @'(x) = =

Im Bild B 7 ist @(x) fiir zwei Argumente veranschaulicht. Istx > 1, so ist @(x) der Flacheninhalt

1
der Punktmenge unter der Hyperbel f(x) = 5 im Intervall <1; x). Fiir x > 1 gilt &(x) > 0.

1) Da f an der Stelle 0 nicht definiert ist, wihlen wir | als untere Integrationsgrenze. Dann muB aber x > 0
vorausgesetzt werden, da anderenfalls das bestimmte Integral nicht existiert.
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Bild B7

Fir0 < x < list @(x) = — A, wobei A der Flicheninhalt der Punktmenge unter der Hyperbel

J(x) = % im Intervall <x; 1) ist. Fiir 0 < x < 1 gilt also &(x) < 0.

Aus der Definition von @ folgt
1
1
@(1) =0, denn det =0.
1

Wegen @(x) > 0 fiir x > 1 und @(x) < 0 fiir 0 < x < 1 ist 1 die einzige Nullstelle der Funk-
tion @. Damit kennen wir bisher genau einen Funktionswert der Funktion ®. Wir stellen uns
folgende Frage:

Wie konnen wir weitere Funktionswerte der Funktion @, also Flicheninhalte von Punkt-

1
mengen unter der Hyperbel f(x) = -~ (x > 0), ermitteln?

Den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung kénnen wir immer dann zur Berechnung
des bestimmten Integrals einer Funktion fanwenden, wenn uns eine bereits bekannte Funktion
als Stammfunktion von f zur Verfiigung steht. Da wir die Funktion @, die zwar eine Stamm-

1 . : . . : .
funktion von f(x) = — (x > 0) ist, aber noch nicht weiter kennen, scheidet eine solche rationelle
x x
1
Berechnung der Integrale fT dr mit Hilfe des Hauptsatzes aus. Uns bleibt daher nur die Mg-

1
lichkeit, auf die Definition des bestimmten Integrals zuriickzugehen.
Im folgenden Beispiel wird gezeigt, wie man Funktionswerte von @ niherungsweise berechnen
kann.

W5 Fiir ¢(2) ist ein Niherungswert zu berechnen, der um hichstens 0,02 vom genauen Wert
abweicht!

Ldsung: Es ist
2
d
o2 = | =
1
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Um dieses Integral niherungsweise berechnen zu konnen, gehen wir auf die fiir die

Definition des bestimmten Integrals verwendeten Folgen (s,) und (S,) zuriick. Dazu zer-

legen wir fiir eine beliebige natiirliche Zahl n das Intervall <1; 2) in 2" gleich lange Teil-
1

intervalle der Linge 4x = > Die dabei entstehenden Teilpunkte sind

1 1 | 1
Xo=1,x =1 +'2_,."‘2 =1 +2-F,...,x, =] +1~7,...,x,n= 1 +2"7=2.
Es sei <Xi_1; %) das i-te Teilintervall (i = 1,2, ..., 2") bei dieser Zerlegung. Da die
Funktion f(x) = x~! streng monoton fallt, ist

fx) = —l—l- = 2,,2+ ; der kleinste
141 >
und
2 ]
fxizy) = TR 1) der grofite
146G =15

Funktionswert von fim Intervall {x,_; x;>. Dann ist

B C "
w= e =F (5o 5) = E :
i=1

r+i 2

=1 12"+

und

2n 2 2n 1 20 1
Si= xi_1) dx = ( n —) = - 5

:-zlf( =t .Ex 2+6-1) 20/ S 2+(@-1)
Fiir n = 0 erhilt man hieraus (~ Bild B 8a)

1 1 1 . 1

- = andiSy = P e 1,

fo=Zmry-z S ZFEra-n- !

Bild B8
Fiir » = 1 erhilt man entsprechend (.~ Bild B 8b)

2 1 1 1 2 1
sn=Y
i=1

_ |
Lo S =y e =
7 +i 3 4 und S =% T =D 2
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Die folgende Tabelle enthélt Niherungswerte fiir die nichsten vier Glieder der Folgen

(s») und (S,):

n I Su I S

2 0,6345 0,7595
3 0,6629 0,7254
4 0,6778 0,7091
5 0,6854 0,7010

Fiir jedes n gilt 5, < ®(2) < S,. Deshalb kénnen die Zahlen s, und S, hochstens um
S» — s, von der Zahl ®(2) abweichen. Der Fehler der fiir n = 5 angegebenen Niherungs-
werte ist also héchstens gleich 0,7010 — 0,6854 = 0,0156 < 0,02.

2
d
Ergebnis: Es ist 0,6854 < &(2) = J.Tx = 0,7010, wobei 0,7010 — 0,6854 < 0,02 gilt.
!

2

[ % S
Nach dieser Methode kann man f —— mit jeder gewiinschten Genauigkeit berechnen, wenn
X

1
man nur 7 geniigend groB wihlt. Ebenso lassen sich auch alle anderen Funktionswerte der
Funktion @ mit jeder gewiinschten Genauigkeit berechnen. Mit wachsendem 7 ist die Berech-
nung von s, und S, nach dem im Beispiel B 5 angegebenen Verfahren — auch bei Verwendung
von elektronischen Taschenrechnern — mit einem groBen Zeitaufwand verbunden. Mit Hilfe
einer elektronischen Datenverarbeitungsanlage kénnen solche Berechnungen — auch wenn sie
sehr viele einzelne Rechenschritte erfordern — schnell bewiltigt werden. Nach der im Beispiel B 5
verwendeten Methode erhilt man fiir n = 23 die Abschitzung:

0,6931471 < @(2) = 0,6931472,

wobei zur Berechnung dieser Naherungen jeweils 223 = 8388608 Zahlen zu addieren sind!).
Ein schneller Rechenautomat benétigt fiir diese Berechnung nur wenige Minuten.

® 14 Berechnen Sie nach der im Beispiel B 5 verwendeten Methode einen Niherungswert fiir
@(3), indem Sie 55 und S; berechnen!
Hinweis: Verwenden Sie dabei die Tafel der Funktion f(n) = — auf Seite 14 des ,, Tafel-
: n

werks — Mathematik, Physik, Chemie; Klassen 11 /12 (Titel-Nr. 001157)!

5 Eigenschaften der Funktion @ mit D(x) = f itt- x>0
1

® 15 a)Skizzieren Sie die Graphen der Funktionen
y =logax und y =log,ox =lgx fir 0 <x =38!

b)Geben Sie Eigenschaften der Funktionen y =log, x und y = Ig x an! Verwenden
Sie dazu den Wissensspeicher ,,Mathematik in Ubersichten“, Seite 106!

® 16 Welcher Zusammenhang besteht zwischen zwei Stammfunktionen ein und derselben
Funktion?

%) Es gibt Verfahren, die ich weniger Rech hritte erfordern, um Niherungswerte mit der gleichen
Genauigkeit zu erhalten. Fiir solche Verfahren fehlen uns jedoch die entsprechenden Kenntnisse.
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Wie das Beispiel B 5 gezeigt hat, ist die Berechnung von Funktionswerten der Funktion @
relativ aufwendig. Um die Funktion @ aber niher kennenzulernen, stellen wir uns nun die
Aufgabe, Eigenschaften dieser Funktion zu ermitteln. Dabei werden wir auch die uns bekannten
Methoden der Differentialrechnung einsetzen. Wie bei anderen Funktionsuntersuchungen
fragen wir u. a. nach

_ der Existenz von Nullstellen und lokalen Extremstellen,

— dem Monotonieverhalten,

— dem Verhalten fiir x — o sowie

- dem Wertebereich von @.

Aus der Lerneinheit B 4 wissen wir bereits:

(1) @ hat genau eine Nullstelle xo, niimlich x, = 1.
1
Da die Funktion @ als Stammfunktion der Funktion fx) = = (x > 0) definiert wurde, ist sie

fiir alle x ihres Definitionsbereiches differenzierbar. Aus der Differenzierbarkeit einer Funktion
folgt ihre Stetigkeit. Folglich gilt:

(2) @ ist eine stetige Funktion.

Mit Hilfe der 1. Ableitung einer Funktion konnen wir Aussagen iiber das Monotonieverhalten
der betreffenden Funktion machen. Die 1. Ableitung der Funktion @ ist die Funktion

fx)= l?(x > 0). Wenn x> 0 ist, so gilt auch f(x) = lx > 0. Also ist die 1. Ableitung von @
stets positiv. Daraus folgt:
(3) @ ist eine streng monoton wachsende Funktion.
Da es kein x mit @'(x) = 0 gibt, folgt weiter:
(4) @ hat keine lokalen Extrema.
@ 17 Vervollstindigen Sie folgende Tabelle:
x l 1 2 4 10 0,5 0,1 0,01
ox | 1
Aus den Eigenschaften (1) bis (4) und @(2) & 0,69 ergibt sich unter Verwendung von @(1) = 1

1
und ?'(2) = 7y ein ungefihrer Verlauf des Graphen der Funktion @, wie er im Bild B 9 skizziert
ist. Ein Vergleich dieses Graphen mit den Graphen der Funktionen y = log; x und y = lgx

( ~ Auftrag B 15) legt die Vermutung nahe, daB auch @ eine Logarithmusfunktion sein kdnnte.
Fiir die uns aus der 9. Klasse bekannten Logarithmusfunktionen gilt

log, (x * x2) = logs X, + log, x2 y BildB9
(a>0,a¢l,x,>0.x1>0). 14
Gerade diese Eigenschaft der Funktion y = lg x ']

haben wir beim logarithmischen Rechnen bzw.
beim Rechnen mit dem Rechenstab angewendet.
Wenn @ eine Logarithmusfunktion ist, dann
miiBte fiir die Funktion @ ebenfalls gelten: +

0
®  Dx xa) = Dx) + Dxa), / 2 x
wobei x; und x; beliebige positive Zahlen sind.
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Hat die Funktion @ die Eigenschaft ™?

Zur Beantwortung dieser Frage zeigen wir zunichst, daB auch die Verkettung der Funktion &
mit der linearen Funktion z = ax mita > 0 und x > 0, also die Funktion

F(x) = @(z2) = &(ax),
eine Stammfunktion von f(x) = %(x > 0) ist. Mit Hilfe der Kettenregel erhilt man

1 1 1
F(x) =—2z =—gq = —,
z ax x

Also ist auch F eine Stammfunktion von I
Jetzt konnen wir zeigen, daB @ die Eigenschaft (*) hat. Die Funktionen @ und F sind Stamm-
funktionen von f. Folglich existiert eine reelle Zahl ¢ mit

F(x) = ®(ax) = &(x) + c.

Setzt man in dieser Gleichung x = 1, so erhélt man
Pa) =P(1) +c=0+c

und somit
¢ = D(a).

Setzt man noch @ = x; und x = X2, so erhdlt man unter Verwendung von ¢ = &(a)

(5)  Fiir beliebige positive reelle Zahlen x; und x, gilt
D(x, - x;) = D(x;) + D(x,).

Die Eigenschaft (5) ist fiir die Funktion @ besonders typisch. Funktionen mit den Eigenschaf-
ten (1) bis (4), die fiir alle positiven reellen Zahlen definiert sind, gibt es sehr viele. In den Bil-
dern B 10a, b, ¢ sind die Graphen der Funktionen f)=x -1, g(x) = \/; — 1 und
h(x) = x> — 1 (jeweils auf die Menge der positiven reellen Zahlen eingeschrinkt) skizziert.
Alle diese Funktionen haben die Eigenschaften (1) bis (4). Aber keine dieser Funktionen hat
die Eigenschaft (5).

x)=x -1

=

-2 » 4 () I

-1 ! T

Bild B 10
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Die Eigenschaft (5) ist auch deswegen fundamental fiir die Funktion @, weil aus ihr weitere
Eigenschaften abgeleitet werden konnen. So erhilt man aus (5) leicht folgende Eigenschaften:
(6) Fiir beliebige positive Zahlen x; und x, gilt

o(ﬁ) = B(xy) — P(xa).
X2
() Fir jede positive Zahl x gilt o(-;) - —0(x).
Ferner folgt aus (5): )
Fiir jede positive Zahl x gilt
D(x?) = D(x - x) = Px) + Bx) =2 Px),
D(x?) = B(x? - x) = D(x?) + P(x) =3 P(x).
AuBerdem ist
?(x') = P(x) =1 P(x) und
D(x%) = B(1) =0 = 0 - D(x).
Diese hier erkennbare GesetzmiBigkeit gilt tatsachlich fiir alle natiirlichen Zahlen.
@ 18 Beweisen Sie durch vollstandige Induktion:
Fiir jede positive Zahl x und fiir jede natiirliche Zahl n gilt &(x") = n - D(x)!

Die im Auftrag B 18 formulierte Eigenschaft der Funktion @ gilt nicht nur fiir natiirliche Zahlen
n, sondern sogar fiir rationale Zahlen r. Betrachtet man némlich fiir eine beliebige rationale
Zahl r die fiir alle positiven x definierten Funktionen

F(x) = ®(x*) und G(x) = r- P(x),

so kann man zeigen, daB F und G identisch sind. Aus den Ableitungen
1 r r
F'(x) =—rx"' =—und G'(x) = —
X" x X

erkennt man, daB Fund G Stammfunktionen ein und derselben Funktion sind. Da sich Stamm-
funktionen ein und derselben Funktion nur um eine Konstante unterscheiden, existiert eine
reelle Zahl ¢ mit

D(x") =r-P(x) + c.
Setzt man in dieser Gleichung x = 1, so folgt
o) =r-®1)+c=r-0+c=¢ also ¢ =0, und somit
D(x") =r - D(x).
Damit erhalten wir:
(8)  Fiir jede positive Zahl x und fiir jede rationale Zahl r gilt @(x) = r - D(x).

Diese Eigenschaft haben auch die Funktionen y = log, x. Wir haben dieses ,,Logarithmen-
gesetz* beim logarithmischen Rechnen des ofteren angewendet.

Es soll nun noch das Verhalten der Funktion @ bei unbeschrinkt wachsendem x und bei An-
niherung an die Stelle 0 untersucht werden.

Obwohl der Graph der Funktion @ mit wachsendem x immer flacher verlduft ( » Auftrag B 17),
kommen beliebig groBe Zahlen im Wertebereich von @ vor.

Wie erhalten wir diese Behauptung?
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Wir haben zu zeigen:
Ist K eine beliebige positive Zahl, so gibt es Funktionswerte von D, die grofer sind als K.
Im Beispiel B 5 auf Seite 138 wurde berechnet:

1
?(2) >?.

Dann gilt wegen (8):
1
D2") =n-D(2) > n ?

fiir jede natiirliche Zahl #n > 0. Ist nun K eine beliebige positive Zahl, so kann man # so groB3
wihlen, daB3

1
n -? > K und somit ®(2") > K
gilt. Also gibt es beliebig groBe Funktionswerte von @. Entsprechend erhilt man aus der Un-
gleichung

zp(%) =~ = —n-B2) < —n %

daB auch beliebig kleine Zahlen im Wertebereich von @ vorkommen. Aus diesen Betrachtungen
und aus der Monotonie der Funktion @ erhilt man das folgende Ergebnis:
@) Iim@P@k) =0; limPk) = -,

= =
Sind nur x; und x, beliebige positive reelle Zahlen mit x; < x2, so gilt D(x,) < @D(x,). Da die
Funktion & stetig ist, tritt nach dem Satz iiber die Annahme der Zwischenwerte jede Zahl y
mit $(x;) < y < @ (x;) als Funktionswert der Funktion ® auf. Hieraus und aus (9) folgt:

(10) Der Wertebereich von @ ist die Menge der reellen Zahlen.

Die hier durchgefiihrten Untersuchungen zeigen, daB3 die Funktion @ Eigenschaften hat wie
die bereits in Klasse 9 eingefiihrten Logarithmusfunktionen. Tatsichlich ist auch @ eine Log-
arithmusfunktion, deren Basis wir aber noch nicht kennen.') Diese Funktion nennt man natiir-
liche Logarithmusfunktion und bezeichnet sie mit ?) In. Die Funktionswerte der Funktion In
heifB3en natiirliche Logarithmen. Im Beispiel B 5 haben wir ein Verfahren kennengelernt, mit dem
man natiirliche Logarithmen niherungsweise berechnen kann. Da solche Berechnungen sehr
zeitaufwendig sind, sind die Funktionswerte der Funktion y = &(x) = In x in Tafeln tabelliert.
Auf den Seiten 20 und 21 des , Tafelwerks — Mathematik, Physik, Chemie; Klassen 11/12«
(Titel-Nr, 001157 sind die natiirlichen Logarithmen fiir die ganzen Zahlen von 1 bis 1009
mit vier Dezimalstellen enthalten.

Das Bild B 11 zeigt den Graph der Funktion ¥ = Inx, der aufgrund der untersuchten Eigen-
schaften unter Zuhilfenahme weiterer Funktionswerte jetzt genauer skizziert werden kann.

Wegen lim (In x) = — o ist die y-Achse Asymptote des Graphen der Funktion y = In x.
x=0
x>0

*) Man kann zeigen, daB die einzigen fiir alle positiven Zahlen definierten stetigen Funktionen, die die Eigen-
schaft (5) haben, die Logarithmusfunktionen sind, wenn man von der konstanten Funktion f mit f(x) = 0
fiir alle x > 0 absieht.

2) ,In* ist die Abkiirzung von »logarithmus naturalis*.
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BildB11 Y

=1

Zusammenfassung

Die natiirliche Logarithmusfunktion ist die Funktion
X
dr
y=lnx=fT (x >0).
1

Die Funktion y = In x ist fiir alle positiven reellen Zahlen definiert. Ihr Wertebereich ist die
Menge der reellen Zahlen.
Die Funktion y = In x ist differenzierbar und demzufolge stetig, sie wéchst streng mono-
ton und hat keine lokalen Extrema.

x

Auslnx=J.$(x>0)t'olgt(lnx)'=d =lx(x>0).

dx

1 .
Die einzige Nullstelle der Funktion In ist die Zahl 1.

limln x = ] limlnx = —©
X% x=0
: x>0

In(x, *xz) = Inx, + Inx; (x, >0,x2>0)
Xy

mZt=nx; —Inx, (x;, >0,x2>0)
X2

In(x)=r-Inx (x>0,re R)

Aufgaben

1,

Zeigen Sie an geei n Zahlenbeispielen, daB die Ei haft (5) der Funktion y = In x
fiir folgende Funktionen nicht gilt!

a)f(x) =x -1 b)g(x)=\/x—| ) h(x) =x> -1

Beweisen Sie die Eigenschaften (6) und (7) der Funktion y = In x!

Hinweis zu (6): Wenden Sie

die Eigenschaft (5) Bild B 12

% ‘ Xy
auf die Gleichung — x, = x, an!
X2

Begriinden Sie unter Verwendung
von In (x; - x3) = Inx, + In x2,
daB die im Bild B 12

blau gerasterten

Punktmengen M, und M, denselben
Flacheninhalt haben!

10 (00 12 54]
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4. Welcher Zusammenhang besteht fiir eine beliebige Zahl a > 1 zwischen den Integralen
a 1

d d :
fTX und TX? Veranschaulichen Sie Thr Ergebnis durch Flécheninhalte von Punkt-
1 1

e 1
mengen unter der Hyperbel y = i fira = 4!

Ermitteln Sie mit Hilfe der Tafel der Funktion ¥ =1Inx [~ Seiten 20 und 21 des »»Tafelwerks —
Mathematik, Physik, Chemie; Klassen 11/12* (Titel-Nr. 001157)] folgende Logarithmen!
Beachten Sie dabei den Hinweis unterhalb der Tafel!

5.1 a)ins b) in 50 6.1 a)in43s b)In 43,5 (L)
©)In 500 (L)  d)In 5000 (L) ©)In435()  d)in0,435 (L)
€)1n0,7 (L)  f)1n0,05 (L) €)Ino0,1 (L) f)Ino,3

Ermitteln Sie mit Hilfe der Tafel der Funktion y = In x Naherungswerte fiir die Losungen
folgender Gleichungen!

7.1 anx= 52627 8.1 a)inx= 5318]
b)lnx = 6,6933 b)inx = 65117
©)Inx = —0,9163 (L) ®lnx = -0,5108 (L)
dinx = 03370 (L) Dinx = 1,1632 (L)

Skizzieren Sie die Graphen folgender Funktionen im Intervall <0,1;8) in ein und demselben
Koordinatensystem! [Beachten Sie: In (@-b) =Ina + Inb)

91 @y=Inx und y= —Inx 10.1 a)y = Inx und y=5-Inx

1
b)y =Inx und y =Indx b)y =Inx und y=ln7x

6  Die Basis der Logarithmusfunktion y=Inx

Wir wollen nun untersuchen, welche Basis der Funktion ¥ = In x zugrunde liegt.
Esistlog;o 10 = 1, denn 10! = 10, und
logz2 =1, denn 2! =2,

Die Basis der Funktion f(x) = log,o x bzw. der Funktion

S(x) = log; x ist jeweils diejenige Zahl a, fiir die f(a) = 1 gilt.
Die Basis der Funktion y = In x finden wir als diejenige Zahl a,
fir die Ina = 1 gilt. Man bezeichnet diese Zahl mit ¢ und nennt sie
zu Ehren von LEONHARD EuLER') die Eulersche Zahl.

Bild B 13

*) LEONHARD EULER (1707-1783), schweizerischer Mathematiker, Physiker und Astronom. EULER wirkte von
1727 bis 1741 und von 1766 bis zu seinem Tode in Petersburg, dem heutigen Leningrad; von 1741 bis 1766
war er an der Akademie der Wissenschaften zu Berlin titig.
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@ 19 Begriinden Sie, daB es genau eine Zahl a mit Ina = 1 gibt!
Die Zahl e ist — wie hier ohne Beweis mitgeteilt werden soll — eine irrationale Zahl.

Wie kann man Néherungswerte fiir die Zahl e finden?
Aus
In2=0,6931..<lne<1,0986..=1In3 L
i

folgt zunichst einmal wegen der Monotonie der Funktion In

2<e<3.

Aus dem Bild B 14 entnehmen wir:
Ist x eine beliebige Zahl mit x > 1, so gilt

o| =

1 Bild B 14
1) —;(x— HD<hx<1lx-1.

1
Wir betrachten die Folge (x,) mitx, = 1 + — (1 > 0). Fiir jedes nmitn > Oist x, > 1. Damit
folgt aus (1): L
Fiir jedes n mit n > 0 ist

1 A 1 1 1
_—= <ln(l+—)<—.
1 n n+1 n n
14—
n
Aus ! <lnl+1)folt
n+1 ( n g

1 l n+l
@ 1 <(n+1)-|n(1.+7) = ln(l+—;) "

1
und aus ln(l+l)<—folgt
n n
1 13"
® n-ln(1+—)=ln(1+—) <1
n n

Aus (2) und (3) erhdlt man:
Fiir jede natiirliche Zahl n mit n > 0 gilt

‘ n 1 n+1
ln(1+—) <1<ln(l+—) .
n n

Wegen 1 = In e gilt dann

l n l n+1
ln(l+—) <lne<ln(l+—) .
n n

Wegen der Monotonie der Funktion In folgt hieraus

Dl l n 1 n+l
(1+-;) <¢<(1+7) fir alle natirlichen Zablen n > 0.

Mit Hilfe dieser Ungleichung kann man Niherungswerte fiir e mit jeder gewiinschten Ge-
nauigkeit berechnen. Fiir n = 10 erhélt man z. B.

1 10 . 1 11
AN 2y =) s
(1 & ]0) LI <e < ( 10)
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Berechnet man die Potenzen 1,1'° und 1,11t logarithmisch, so folgt 2,59 < ¢ < 2,86.

® 20 Bestitigen Sie, daB man fiir # = 100 aus > 1 die Ungleichung 2,70 < e < 2,74 erhilt!
[Hinweis: Verwenden Sie den fiinfstelligen Teil der Logarithmentafel auf Seite 18 im
»Tafelwerk — Mathematik, Physik, Chemie; Klassen 11/12¢ (Titel-Nr. 0011 57)]!

Eine genauere Abschitzung?) fiir e entnehmen wir der folgenden Ungleichung:
2,71828182845 < e < 2,71828182846.

Ergebnis:

‘pg'em;dgf’log-mr ischen Funktion In ist die irrati
Inx = log, x (x > 0). 1

Aufgaben
) Ermitteln Sie folgende Funktionswerte der Funktion In!
a)ln 2 ¢)ln(e™!) e)lne" (neN) g)In (e ") (ne N)
= 1 n /- 1
b)ln\/e d)InT f)ln\/e(neN) h)lnn\/—_(neN)
e e

2. Zeigen Sie, daB die Funktionswerte der Funktion In in jedem Intervall {e" ey (ne N)
um 1 zunehmen!

7  Kurvendiskussionen, Extremwertaufgaben
und Flicheninhaltsberechnungen

Um mit der Logarithmusfunktion » = In x besser vertraut zu werden, werden nun die Methoden
der Differentialrechnung auf solche Funktionen angewendet, die mit der Funktion y=Inx
zusammengesetzt sind.

Ferner werden von speziellen gebrochenen Funktionen Stammfunktionen ermittelt, und zwar
von solchen, fiir die die betreffende Stammfunktion die Verkettung der Funktion In mit einer
linearen Funktion ist. AuBerdem werden in dieser Lerneinheit Flicheninhalte von ausgewihlten
Punktmengen berechnet.

Wir beschiftigen uns zunichst mit der Differentiation von Funktionen, die mit der Funktion In
zusammengesetzt sind.

B 6 Die 1. Ableitung der Funktion f(x) =1InQ2x + 5)ist zu ermitteln.?)

Ldsung: Die Funktion f ist die Verkettung der Funktion « mit der Funktion v, wobei
¥ = u(2) = In z die duBere und z = v(x) = 2x + 5 die innere Funktion ist. Es ist

d 1 d
u'(z) =2 und v'(x) = — 2.
dz z dx

n

1) Man kann zeigen, daB die Folge (a,) mit a, = > L' gegen e konvergiert. Diese Folge 148t sich zur numeri-
schen Berechnung von e gut verwenden. i=o I

?) Da die Funktion In nur fiir positive Zahlen definiert ist, muB2x 4+ 5> 0 vorausgesetzt werden. Wir werden
auch hier und im folgenden auf die Angabe der Definiti i der betrach Funktionen im all-
gemeinen verzichten (vgl. auch Bemerkung Seite 130).
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Unter Verwendung der Kettenregel erhédlt man

) dy dz 1 _ 2
e rir A T
@21 Gegeben sind die Funktionen f(x) = 3 - In (2x + 5) — 4undg(x) = x? - In x. Bestitigen
Sie unter Angabe der verwendeten Differentiationsregeln:
fx) = in z und g'(x) =x(2-Inx + 1)!
® 22 Fiir welche Zahlen x gilt
a)lnx =1, b)Inx =2, ¢)lnx =3,
d)lnx = -1, e)lnx = -2, f)lnx = -3?
® 23 Zeigen Sie unter Ver d der Punktricht leichung einer Geraden, daB

y= igx + 3 eine Gleichung der Tangente an den Graph der Funktion f(x) = (In x)*
4

im Punkt P(e, f(e?)) ist! Erldutern Sie Ihren Losungsweg!
Aus (Inx) = %(x > 0) folgt
) f%=lnx+c (x> 0). .
Die Funktion f(x) = In (—x) ist fiir alle x < 0 definiert. Es ist (In (—-x))" = —l—x (=1 =

fiir x < 0.
Folglich gilt

®| =

?) J‘%=ln(—x)+c fir x <0.

ZusammengefaBt kann man fiir (1) und (2) schreiben:

>2 dr
f—-_—;-hlxl+c (x* 0).

1
®7 Eine Stammfunktion der Funktion g(x) = P

1 ist zu ermitteln.

Lésung: Die Funktion g ist die Verkettung der Funktion f(2) = % mit der linearen

Funktion z(x) = 2x — 1. Wie wir aus der 11. Klasse wissen (vgl. auch Beispiel B 2), ist
1

G(x) = > F (2x — 1) eine Stammfunktion von g, wenn F eine Stammfunktion von fist.

Eine S funktion von fk wir, nimlich F(z) = In |z|.
Dann ist also

1 | 1
G(x) = ?F(Zx -1 = 5 In |2x — 1| eine Stammfunktion von g(x) = i

Ergebnis: Eine Stammfunktion der Funktion g(x) = ist die Funktion

G(x) = —;— <In|2x - 1]

1
2x —
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® 24 Bestitigen Sie durch Nachrechnen

5.5
3 3
_— =— ~ 1,04!
fo— i dx 2ln2 ,04
3

Wir gehen nun zu Kurvendiskussionen, Extremwertaufgaben und Flécheninhaltsberechnungen
iiber, wobei wir uns hier auf einige einfache Fille beschrinken.

m9

Die Nullstellen der Funktion f(x) =In(1 = x) + 1 sind zu ermitteln.
Losung: Die Nullstellen von f'sind die Lésungen der Gleichung
In(1 —x) +1 =0 bzw.
In(d-x)= -1,
1
NunistInz = —1 genau dann, wenn z = T gilt. Also folgt
1 -x=¢e"' bzw.
x=1-¢'~1-0368 =0,632.
Ergebnis: Die Funktion f hat als einzige Nullstelle die Zahl 1 — e~! % 0,632

Die Nullstellen, die lokalen Extrema und das Monotonieverhalten der Funktion
Sf(x)=xInx (x> 0) sind zu ermitteln, und der Graph von fist fiir 0 < x < 4 zu skizzieren.

Losung:
a) Nullstellen
xInx=0
Inx =0 0 x>0
x =1

b) Lokale Extrema
1

fix) =Inx+x—=Inx + 1
X

rew =1
X

Inx+1=0 Notwendige Bedingung fiir lokale Extrema

Inx = -1
1 : ot
X2 =—=¢" Magliche lokale Extremstelle von f

e
f(x;) = 0 und
) = e;. o l-'\jli;ri;is::nde Bedingung fiir lokales
f hat an der Stelle x, = ¢! ~ 0,37 das lokale Minimum
f(x2) =€ -Ine! = —et x —0,37.
¢) Monotonieverhalten

ffallt streng monoton fiir 0 < x < ¢! fle=') ist das einzige lokale Extremum
und wichst streng monoton fiir x > ¢~!. von £, und zwar lokales Minimum.
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d) Graph von f: Um den Graph von fin dem angegebenen Intervall skizzieren zu konnen,
miissen noch einige Funktionswerte von f berechnet werden. Die folgende Tabelle enthilt
Niherungswerte fiir weitere Funktionswerte.

X | 0,05 0,1 0,2 0,5 08 14 2 3 4

f(x) | -0,15 =023 -032 -—035 -—0,18 047 1,39 3,30 5,55
Je mehr Funktionswerte berechnet
werden, desto genauer kann der Graph
der Funktion f gezeichnet werden.
Das Bild B 15 zeigt den Graph von f 5 l[f(
im Intervall <0,05;4).

Y

x)=x-lnx =

N

0 2 3 X
Bild B 15 \° l

® 10 Gegeben sind die Funktionen f(x) = %x’ + 1 und g(x) = ln% (x > 0). Jede Gerade
x = ¢ (¢ > 0) schneidet die Graphen von f und g in je einem Punkt P bzw. Q (» Bild
B 16). Fiir welche Zahl ¢ ist PQ am kleinsten? Fiir diese Zahl c ist PQ zu ermitteln.
Losung: Es ist
PO = HO) = f(©) ~ (0) = 3¢ + 1~ 1n
1

c
2

¢4+ 1—=Inc+In2 (c>0).

2
1 o
h(c) =c— = Untersuchung, ob / lokale Minima hat
7 ]
h'(c) =1+ -
1 @ .
c - < =0 Notwendige Bedingung fiir lokale Extrema
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¢ =1, c; = —1 Wegen ¢ > 0 ist ¢, nicht Nullstelle von 4’.

(1 =0 und Hinreichende Bedingung fiir lokales
1) =250 Minimum

i 1 3
h hat an der Stelle ¢, = 1 das lokale Minimum h(l) = 5 +1+In2= > +In2.
Die Funktion 4 ist nur fiir ¢ > 0 definiert und ist wegen der Differenzierbarkeit auch
stetig. Da ¢, die einzige Extremstelle von / ist, muB das errechnete lokale Minimum auch
das globale Minimum von # sein.

— 3
Ergebnis: Fiir c = 1ist PQ = 7 + In 2 = 2,19 am kleinsten.

¥

Bild B 16 Bild B17

Der Flicheninhalt der im Bild B'17 gerasterten Punktmenge M ist zu berechnen.
Losung: Die Punktmenge M setzt sich aus einer Punktmenge unter dem Graph der
Funktion y = x® und einer Punktmenge unter dem Graph der Funktion y = % zusam-
men. Der Punkt P (1; 1) ist offenbar gemeinsamer Punkt der Graphen beider Funktionen.

Also gilt
1 e .
dx 1 1 1
A =fx’dx+f7= [—“—x‘]o + [In x]§ =7+lne=7+ 1 =1,25.
i

Ergebnis: Der Flicheninhalt der im Bild B 17 skizzierten Punktmenge betrégt 1,25.

Aufgaben

Bilden Sie jeweils die 1. Ableitung folgender Funktionen!
Lt a)fx)=In(l+x) ©f(x) =In(ax + b) €)f(x) = ln: +z (L)

b)f() = In ax Ofx) = +2-1nx - 2% @)
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2.1

4.

a) f(x) =7-In(3x — 5) + 8(L) ¢) f(x) =a-In(bx +¢) +d(L) e) f(x) =I—:2;(L)
b f() = In> 0 f() = x +Inx

Zeigen Sie durch vollstindige Induktion, daB fiir die n-te Ableitung der Funktion
f(x) = Inx gilt:

(n—1!
(m), = (=11 1
) =S e
1
Zeigen Sie, daB die Funktion f(x) = die Gleich
1+x+Inx

x - f(x) = f(x) - [f(x) - In x — 1] erfiillt!
Ermitteln Sie jeweils eine Gleichung 6. An den Graph der Funktion
der Tangente an den Graph der f(x) = In x ist eine Tangente zu
Funktion fim Punkt P! legen, die durch den Koordinaten-

—Inx; PU;f( ursprung geht! Ermitteln Sie die
a) () L ;) Koordinaten des Beriihrungspunktes
b) f(x) = x-Inx +1; P(x; DD und eine Gleichung dieser Tan-

gente! (L)

An den Graph der Funktion /(x) = In x sind in den Punkten P, (¢; f(¢)) und P, (é ; f(l))
(3

die Tangenten gelegt. Berechnen Sie den Schnittpunkt und den Schnittwinkel der beiden
Tangenten! (L)

Geben Sie fiir die folgenden Funktionen jeweils eine Stammfunktion an!

1 1
8.1 ‘)f(x)=‘3x—_—2 9t n)f(x)=.2—_§
b) f(x) =x-In2 b)f(x)=-%§—+4x
In2
) f(x)=m c)f(x)=-7
Berechnen Sie die folgenden Integrale!
. 20
10.1 a) J’(l+x)dx 11.1 a) _d—x
x %
1 o In 10
@ (L) A
e 1 q 2 . 2,
e x Ly
e [ w [507 0 [(2r)e
1 0 1 1

Ermitteln Sie (soweit vorhanden) die Nullstellen und lokalen Extrema der folgenden Funk-
tionen! Skizzieren Sie jeweils — nach Berechnung geeigneter Funktionswerte — den Graph in
dem angegebenen Intervall!

12.1 a) f(x) = x(In x)* b) f(x) = _l;";

005=x=4 01 =x<1 und 1 <x=10
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1
3.4 a)f®=x*Inx; 02<x<26()  byf(x)= 'l": 02=<x=6(

14.  Fir welche Zahl x ist die Differenz der Funktionswerte der Funktionen
D) = VX80 =Inx, ) =x*+ 1,0 = In(l + x)
am kleinsten? Berechnen Sie jeweils diese kleinste Differenz! (L)

Berechnen Sie jeweils den Flicheninhalt der Punktmenge, die von dem Graph der Funktion /i
der x-Achse sowie den Geraden x = ¢ und x = b begrenzt wird!

1 .
15.1 a)f(») =S =1 b=e 16.1 a)f(x) =%;a=e",b = €™ (neN)
(L)
1
b)f(x)=x—l ;a=2,b=5 b)f(x):m,a=3,b=4

8 Die Umkehrfunktion der Funktion In

25 Zeichnen Sic die Graphen der Funktionen f(x) = x2(x = 0) und g(x) = </ in ein und
demselben Koordinatensystem! Welcher Zusammenhang besteht zwischen den Funk-
tionen fund g?

Aus der 11. Klasse ist uns bekannt, daB zu
jeder eineindeutigen Funktion eine Umkehr-

funktion existiert. Da die Funktion ®(x) =

In x (x > 0) streng monoton wichst und(dc)em- ‘
zufolge eineindeutig ist, hat sie eine Umkehr-
funktion @. Der Definitionsbereich der Funk-
tion @ ist der Wertebereich der Funktion In.
Also ist @ fiir alle reellen Zahlen definiert. !

Den Graph der Funktion @ erhilt man durch /O
Spiegelung des Graphen der Funktion In an - / +

der Geraden y = x (.~ Bild B 18). ] X

l

® 26 Skizzieren Sie die Graphen der Exponentialfunktionen y =2*und y = 10%, und ver-
gleichen Sie diese Graphen mit dem Graph von @!

Bild B18

Der Vergleich des Graphen von @ mit den Graphenvon y = 2*und y = 10* legt die Vermutung
nahe, daB auch @ eine Exponentialfunktion sein kdnnte. Das ist tatsichlich der Fall, wobei

noch zu untersuchen ist, welche Zahl die Exponentialfunktion @ als Basis hat. Mit diesem
Problem wollen wir uns zunichst beschiftigen.
Wiihlt man eine beliebige positive Zahl a, so gilt fiir jede rationale Zahl r ( » (8) Seite 143)

Ing" =r-Ina.
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Aus dem Bild B 19 lesen wir ab y F
a = 3([n a).

Ersetzt man noch In a”

P'(lna";a") Y

a" =3(lna")
durch r - In a, so erhdlt man

a = (r-Ina).

[}
tna" = ¢ (a") P(a";lna")
r X

Bild B 19

Da diese Gleichung fiir jede rationale Zahl r gilt und @(x - In a) auch fiir jede reelle Zahl x eine
eindeutig bestimmte Zahl ist, liegt es nahe, auch fiir reelle Zahlen x folgende Festlegung zu
vereinbaren:')

Setzt man in dieser Gleichung a = e, so erhilt man
et = B(xIne) = D(x).
Folglich gilt:

Da @ die Umkehrfunktion von In ist, gilt also
y = e* genau dann, wenn x = Iny ist.

Wir stellen uns nun die Frage:
Welche Eigenschaften der Funktion y = e* erhdlt man aus den bereits bekannten Eigen-
schaften der Funktion y = In x?

@27 Welche Eigenschaften einer Funktion f iibertragen sich auf ihre Umkehrfunktion f_".’

Unter welcher Bedingung ist die Umkehrfunktion f einer differenzierbaren Funktion f
differenzierbar?

In der folgenden Tabelle sind Eigenschaften der Funktion y = e* zusammengestellt, die aus
bereits bekannten Eigenschaften der Funktion y = In x folgen.

1) Durch diese Festlegung sind nun Potenzen mit positiver Basis und beliebigen reellen Exponenten definiert.
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Eigenschaft vony = Inx - Daraus folgende Eigenschaft von y = *
Definitionsbereich von y = In x: Wertebereich von y = e*:
Menge der positiven reellen Zahlen. Menge der positiven reellen Zahlen.

y = €* hat also keine Nullstellen.
Wertebereich von y = In x ist die Menge P. Definitionsbereich von y = e* ist die Menge P.
Inl1=0 e =1
Streng monoton wachsend, Streng monoton wachsend,
stetig, stetig,
differenzierbar; fir alle x > 0 gilt differenzierbar?),

1
(In x) =?>0,

keine lokalen Extrema keine lokalen Extrema
limlnx = o0; limlnx = —c© lime* = o0; lim e =0
X 00 x=0 X=00 X =00
x>0
In(x;-x;) =Inx; + Inx; (x; > 0, x, > 0) "1t = ¢*1. g™ (x,eP, x,€P)
1 1
1n;=—lnx x>0 ‘_X=F (x eP)
*1 Xy =X, e
In—=Inx; —Inx; (x;>0,x; >0) 1T =— (x,€P,x,€P)
X2 e

Von den zuletzt angegebenen Eigenschaften wollen wir eine aus der prechenden Ei haft
der Funktion y = In x herleiten.

m 12 Es ist zu zeigen, daB fiir beliebige reelle Zahlen x, und x; gilt:

Xy +x3 x3

*1
€ =et-e"
Lésung: Es seien x; und x, beliebige reelle Zahlen, ferner sei € = y, und € = y,.
Da y = e* die Umkehrfunktion von y = In x ist, ist y = e* dquivalent mit x = In .
Also ist
x;3 =Iny,und x; =Iny,.
Dann ist
Xy +x;=Iny, +Iny; =In(y;y)
und folglich

Xy +%;

€ =y, y2 = € - €™, was zu zeigen war.

Abschliefend sei bemerkt, daB die Funktionswerte der Funktion y = e* im Intervall {— 9,4;
9,4 auf der Seite 22 des ,, Tafelwerkes - Mathematik, Physik, Chemie; Klassen 11/12* (Titel-
Nr. 0011 57) tabelliert sind.

® 28 Geben Sie Eigenschaften der Funktion y = ¢™ an, und skizzieren Sie ihren Graph!

1) Die Ableitung der Funktion y = e* wird in der fol, 1
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Aufgaben

Entnehmen Sie der Tafel der Funktion y = e* im ,, Tafelwerk — Mathematik, Phyik, Chemie;
Klassen 11/12 Naherungswerte fiir folgende Potenzen! '
LY 8) % h)en . 2.1 a)elss  b)enoe

c) e? d) et c) e* d) e 03¢
Ermitteln Sie mit Hilfe der Tafel der Funktion y = e* bzw. y = In x Naherungswerte fiir die
Losung folgender Gleichungen!

3.1 a)e =1,5841 b) e* =0,4232 4.1 a)e* = 6,0496 b) ¢ =0,2346
c) e =200(L) d) 2" =8(L) ¢) e =15(L) d)%e" =4
e) ex —1 =99 e) e* + 1 =22021(L)

L Skizzieren Sie die Graphen folgender Funktionen in einem geeigneten Intervall in ein

und demselben Koordinatensystem!

1 1x
a) y =€ und y=3-z‘ b) y=¢ und y =e?

9 Differentiation und Integration

der Funktion f(x) = e* und Anwendungen
In der Lerneinheit B 8 wurde bereits begriindet, daB die Funktion y = e* differenzierbar ist.
Es sollen nun die Ableitung und auch Stammfunktionen der Funktion y = e* ermittelt und die

erhaltenen Ergebnisse u.a. bei Kurvendiskussionen und Flicheninhaltsberechnungen ange-
wendet werden.

@29 Gegeben sind die zueinander inversen Funktionen

y=f® =x2(x>0) und x=70)=+/y »>0).

Welcher Zusammenhang besteht zwischen den Ableitungen der Funktionen f und Vi
In der 11. Klasse haben wir folgenden Satz kennengelernt:

Ist f eine eineindeutige differenzierbare Funktion und gilt f'(xo) * 0, so ist die zu f
inverse Funktion j_'an der Stelle yo = f(xo) differenzierbar, und es gilt

® P =
2 =T
Mit Hilfe dieses Satzes erhalten wir sofort die Ableitung der Exponentialfunktion y = e*. Die

Funktion y = ¢* bzw. nach Umbenennung der Variablen x = ¢” ist die Umkehrfunktion der
Funktion y = In x (x > 0). Es ist

(Inx) = L (x >0).
x

Unter Verwendung der Beziehung (*) folgt hieraus
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bzw. nach Umbenennung der Variablen

>3 Iﬂ'=e‘. | l

Dieses iiberraschende Ergebnis besagt, daB die 1. Ableitung der Funktion y = ¢* und dann
auch alle Ableitungen héherer Ordnung an jeder Stelle x mit dem betreffenden Funktionswert
an der Stelle x iibereinstimmen.
Aus (e*)’ = e* folgt unmittelbar

>4 lfe*dx=e=+c. 1

Mit Hilfe der bekannten Differentiationsregeln kénnen nun auch solche differenzierbaren
Funktionen differenziert werden, in denen ¢* vorkommt.

m 13 Gesucht ist jeweils die 1. Ableitung der folgenden Funktionen.
a) f(x) = e b) f(x) = ae®**“ (a,b,ce P) ¢)f(x) = e*x®
Losung: V
a) f'(x) = —e™ b) f(x) = abe®™* ¢) f(x) = e*x3 + 3x%e* = e*(x® + 3x?)

® 30 Welche Differentiationsregeln wurden beim Differenzieren der Funktionen im Beispiel
B 13 angewendet?

1
w14 Gesucht ist eine Stammfunktion der Funktion f(x) = eZ***,
Losung: Wir setzen

z(x) = %x +3 und g(2) = é.

Dann ist f die Verkettung von g mit der linearen Funktion

z(x) = %x + 3.

Eine Stammfunktion von g ist G(z) = e*. Dann ist

F(x) = + e;-x” = Ze%x” eine Stammfunktion von f. y f
2]

Ergebnis: Eine Stammfunktion der Funktion 24

1 1
f(x)=eZ*** ist die Funktion F(x)=2¢%** .

® 31 Zeigen Sie, daB die im Bild B 20 blau gerasterte
Punktmenge den Flacheninhalt i b

2
A=e—e“+Thal, -1 0 1 x
und ermitteln Sie mit Hilfe der Tafel / _J \
einen Naherungswert fiir 4! 9
m 15 Gegeben ist die Funktion Bild B 20

f(x) = e¥(x* — 2x).
Zu berechnen sind die Nullstellen und lokalen Extrema der Funktion, und der Graph
von fist im Intervall { —5; 2,2) zu skizzieren.
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Losung:

a) Nullstellen

e(x2 —2x) =0
x2—-2x =0
x(x—2) =0

x1 =0, x=2

b) Lokale Extrema

e~ stets verschieden von Null

fi(x) = e(x* —2x) + e(2x = 2) =e(x* - 2)
fr(x) = eXx* —2) +e*2x =e"x* +2x —2)

ef(x2 -2 =0
x*-2=0
x3=\/§, X4=—\/2

/2 =0 und

e *0
Maogliche Extremstellen von f

2 = V22 +2/2-2)>0 Extrema

f(=4/2) =0 und

(-2 =eVi(2-22-2) <0

fhat an der Stelle x3 = \/ 2 das lokale Minimum
V2 =22 -2/ x 2 - 2 1,4) & -32

und

an der Stelle x4 = — \/5 das lokale Maximum
A=) =eV2(2+2/2) m et 2 +2- 1.4 % 1,2,

Hinreichende Bedingung fiir lokale

Notwendige Bedingung fiir lokale Extrema

y —H— y

2 2

7 N

T N

i — 1
47-1 0 1 V2 x -4 | =3 [=2 [~ 0 X
-1 1
A\

“ EAE
=3 3 \ I
WV

Bilder B 21aund b
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)

¢) Graph von f: Tragen wir die erhal Er in ein Koordi ystem ein
(.~ Bild B 21a), so erkennen wir bereits den ungefihren Verlauf des Graphen von f. Um
den Graph genauer zeichnen zu kdnnen, berechnen wir noch Naherungswerte fiir einige

Funktionswerte:
x | -5 -4 -2 - —-0,5 0,5 1 22 24
f(x) ' 0,23 0,43 1,08 1,10 076 —1,24 -272 397 10,6

Das Bild B 21b zeigt den Graph von f(x) = e*(x? — 2x) im Intervall { —5;2,2>.

Aufgaben

Bilden Sie die 1. Ableitung folgender Funktionen!

LT @fe)=e* b fe) = e 21 @) f() =2 b) fix) = 26V3x
OS@ = e d) fu) = ewes SO =T ) f) = 265
€) f(2) = 2'e* €) f(z) =+/ze* (L) v
£ f00) = %(zx +e) f) £ = %(e" — e

3. Zeigen Sie, daB die Funktion y = xe™ die Gleichung xy’ = (1 — x) y erfiillt!

Ermitteln Sie jeweils eine Gleichung der Tangente an den Graph der Funktion f im Schnitt-
punkt des Graphen mit der y-Achse!

1
4.1 a)f(x) =€ b)f(x) =e>* 5.1 a)f(x) =e* b)f(x) =eZ"
(L) ’

¢) f(x) = xe* €) f(x) = x2e*
Geben Sie fiir die folgenden Funktionen jeweils eine Stammfunktion an!
6.1 a)f(x) =e>(L) 7.1 .8) flx) = ex+s

b) f(x) = e** (a * 0) b) f(x) = e™** (a * 0)

c) f(H) = 5e5+7(L) ¢) f(i) - %82'3'

d)f(x)=e"+e+i(L) d)/(x)=x’+e"+L

X 3x

Berechnen Sie die folgenden Integrale!

1
a 1

1 a
8 1
8.1 o [edr b e 91 ®Jerde b [errax
-1 [ -1 )
WL W

Berechnen Sie jeweils den Flacheninhalt der Punktmenge, die von den Graphen der Funktionen f
und g und den Geraden x = g und x = b begrenzt wird!

10.1 fx) =e¢*,  g(x)=0 ILT flx) = e,  g(x) =x°

(L) a=1, b=3 (L) - g= -1, b=1
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12.  Gegeben sind die Funktionen f(x) = e und g(x) = x* — 2x + 1.

a) Ermitteln Sie die Koordinaten des Scheitels der Parabel g(x) = x* - 2x + 1! (L)

b) Skizzieren Sie die Punktmenge M, die durch die Graphen der Funktionen fund g

und durch die Parallele zur y-Achse durch den Scheitel der Parabel begrenzt wird!
 ¢) Berechnen Sie den Flicheninhalt der Punktmenge M! (L)

Ermitteln Sie (soweit vorhanden) die Nullstellen und lokalen Extrema der folgenden Funktio-
nen! Skizzieren Sie jeweils (nach Berechnung geeigneter Funktionswerte) den Graph in dem
angegebenen Intervall!
13.1 a)f(x) = xe*; <(—-4;1,7) 14.1 a)f(x) = xe™*; <(-1,7;4)

b) f(x) = x%e*; (—6;1,4)> (L) b)f(x) = x?*; (—1,4; 6)

10 Beliebige Exponential- und Logarithmusfunktionen

1n den vor Lerne haben wir uns ausfiihrlich mit der Logarithmusfunktion
» = In x und der Exponentialfunktion y = e* beschaftigt. Aus der 9. Klasse kennen wir andere
Exponential- und Logarithmusfunktionen, z. B. die Funktionen y = 2%, y =105, y = log2 x
und y = log,o x = lgx.

In dieser Lerneinheit soll der Zusar h zwischen beliebigen Exponential- und Logarith-
musfunktionen mit den speziellen Funktionen y = e und y = In x erldutert werden. Dieser
Zusammenhang wird es uns ermdglichen, die Ableitungen beliebiger Exponential- und Log-
arithmusfunktionen auf die bereits bekannten Ableitungen der Funktionen y = e*und y = Inx
zuriickzufiihren. Die erhaltenen Ergebnisse werden wir dann u. a. wieder bei der Ermittlung
von Tangentengleichungen und bei der Berechnung von Flicheninhalten anwenden.

Zunichst fragen wir nach dem Zusammenhang zwischen einer beliebigen Exponentialfunktion
und der Funktion y = e*.

Ist a eine beliebige, aber fest gewihlte positive reelle Zahl und x eine beliebige. reelle Zahl, so
gilt (» Lerneinheit B 8):

a* = &(xIna) = '™ bzw.

Ina*=x-Ina. ¢

Durch diese Festlegung erhilt man fiir jede positive Zahl @ mit @ # 1 eine Exponentialfunktion

>5 | fG) = a* = exna

Fiir a = 10 erhilt man die Exponentialfunktion
J() =10% = &=10,

fira = % die Exponentialfunktion
N

1\ xms
f(x) = (ﬁ) =e 10 — =10 _ Q%

Fiir @ = 1 erhilt man die konstante Funktion
fx)=1F =M =¢ =1,
deshalb haben wir a + 1 vorausgesetzt.

11 [001254]
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Fiir a < 0 ist In @ nicht definiert, deshalb wurde @ > 0 gefordert.

Durch die Beziehung a* = ¢*'“ wird jede Exponentialfunktion y = a* auf die spezielle Expo-
nentialfunktion y = e* zuriickgefiihrt. Aus den bekannten Eigenschaften der Funktion y = e*
folgen deshalb alle Eigenschaften der Funktionen y = a*.

Jede Exponentialfunktion f(x) = a* ist demnach fiir alle reellen Zahlen definiert und hat als
Wertebereich die Menge der positiven reellen Zahlen. Fiir alle diese Funktionen gilt

f0) = a® = %1% = ¢ = |,
Wir sind nun auch in der Lage, aus Eigenschaften der Funktion y = e* Potenzgesetze fiir

Potenzen mit reellen Exponenten zu beweisen. Das soll hier fiir ein Potenzgesetz ausgefiihrt
 werden.

® 16 Esist zu zeigen:
Fiir jede positive Zahl @ und fiir beliebige reelle Exponenten x; und x, gilt:

a*1t*2 = g*1 - g*a,

Lésung: Es ist

Xy + X3

(xy +x3)Ina
a 1+x2

=e

Xy*Ina+x;-Ina

=e
=gfrine g _ x| x
Fiir jede Exponentialfunktion f gilt also
SfGey + x2) = f(x1) * f(x2); x, und x; reell.

Diese Eigenschaft ist fiir Exponentialfunktionen typisch; denn man kann zeigen, daB die
Exponentialfunktionen die einzigen nichtkonstanten stetigen Funktionen sind, die diese Eigen-
schaft erfiillen.

Wir kommen nun zur Differentiation und Integration von Exponentialfunktionen und ent-
prechenden Anwend

Aus der Gleichung a* = ¢*'" folgt unmittelbar

e JdeExpm-Mulkﬂmf(x)-c‘(c>Oil*l)ktfbﬂhxdﬂuanith,undugﬂt

@) =a*-Ina. .

® 32 Beweisen Sie diese Behauptung!
Aus (@*) = a* - In a folgt

1
>7 fc‘dx-i-;a’+c @>0;a+1).

® 33 Zeigen Sie, daBy = (In4) x + 2 — In 4 eine Gleichung der Tangente an den Graph der
Funktion f(x) = 2% im Punkt P (1; f(1)) ist! Erldutern Sie Ihre Losungsschritte!

® 17 Fiir welche Zahl c ist der Flicheninhalt der im Bild B 22 blau gerasterten Punktmenge
2.,
In3
Losung: Es ist

<
3 1 1

= | 3%dx = |2 =——(3¢ ='1).

A fS dx [ln3]o ln3(3 1)

0
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3¥—-1=2 bzw. 3 =3.
Ergebnis: Fiir ¢ = 1 ist der Flicheninhalt der

gegebenen Punktmenge — & 3
Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, einen Zusammenhang
zwischen beliebigen Logarithmusfunktionen und

der Funktion y = In x zu finden und die Ableitungen
beliebiger Logarithmusfunktionen zu ermitteln.

® 34 Ermitteln Sie jeweils diejenige Zahl x, fiir die

1
1
a) log, 8 = x, (L) b) Iog;—Sl—=x,(L) /

¢) logso 100 = g 100 d) logio 0,1 =1g0,1 -1 0 15w
=x, = x gilt!

Bild B 22
@ 35 Begriinden Sie:
Fiir jede Zahl @ mit @ > 1 wichst die Funktion y = a* streng monoton, und fiir jede
Zahl a mit 0 < a < 1 fillt die Funktion y = a@* streng monoton!

Es sei a eine beliebige positive Zahl mit a # 1. Die Funktion f(x) = a* ist streng monoton und
hat demzufolge eine Umkehrfunktion. Diese Funktion heifit

¥ = f(x) = log, x (lies: Logarithmus x zur Basis a).
Da f die Umkehrfunktion von fist, gilt
y = log, x genau dann, wenn x = @ ist.

So wurde auch in Klasse 9 der Logarithmus einer positiven Zahl x zur Basis a (¢ > 0; a + 1)
definiert.

Inx
Nun ist x = @” dquivalent mit Inx = ylna bzw. mit y = e
a
Also gilt
7 X
>8 | loggx =

Aus dieser Gleichung wird ersichtlich, daB sich jede Logarithmusfunktion auf die Funktion In
zuriickfiihren 14Bt. Ferner erhélt man aus dieser Gleichung unmittelbar:

Jede [mrl!hmusﬁmkﬂonf(x)nlog.x——(x>0,a>0 e+ l)istﬂlrjedesx>0
differenzierbar, und es gilt:

1
(h&x?’= x-Ina’

ns+
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In
Mit Hilfe der Beziehung log, x = ﬁ konnen auBerdem aus den bereits bekannten Eigen-

schaften der Funktion In entsprechende Eigenschaften beliebiger Logarithmusfunktionen ge-
wonnen werden.
So ist z. B. zu erkennen, daB jede Logarithmusfunktion als Definitionsbereich die Menge der
positiven reellen Zahlen und als Wertebereich die Menge aller reellen Zahlen hat. Ferner gilt
In1
log,1 =—— =0
Ok Ina

fiir jede positive Zahl @ mit a + 1.
: I s 5
® 36 Zeigen Sie unter Verwendung der Gleichung log, x = _ln = , daB fiir jede Logarithmus-
funktion gilt: e
log, (x1 - x2) = log, x; + log, x> (x; > 0, x, > 0)!
m 18 An welcher Stelle hat der Graph der Funktion f(x) = 1g x den Anstieg 0,17

Losung: Aus
1 -1
v e i Y
folgt
10
x-In10 =10 bzw. x = —— = 4,34.
g In 10
Ergebnis: Der Graph der Funktion f(x) = Igx hat an der Stelle x = 19 den An-
f In 10
stieg 0,1.
Aufgaben ;
Bilden Sie die 1. Ableitung folgender Funktionen!
Lt a)f()=2% b) f(x) = a* 2.1 a)f(x) =27 b)f(x) =(In5)- 572 (L)
3= Lo
©) f(x) = x*-3*(L) d)f(x) = a**(L) S =5.(L) d)fx)=d?
3.1 a)f(x) =logsx b) f(x) = Ig x? 4.1 a)f(x) =logix b)f(x) =x-lgx(L)
3
1
o) f(x) = e~ @L ©) f(x) =1gx"
d) f(x) = log (x + ¢) (L) d) f(x) = (logz x)* (L)
Geben Sie fiir die folgenden Funktionen je eine Stammfunktion an!
51 a)flx) =2 b) f(x) = x® + 3* 6.1 a)f(x) =5* b) f(x) = 5%
1 1
= — s O —5.
S0 = —— O f(x) = — - 10-5%

Berechnen Sie die folgenden Integrale!
1 1 2
7.t a)[2°dx  b)[a*dx o [1g10dx
-1 0 -1
(¢9)
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1 0 1
8.1 n)J.J"dx b)fa"‘dx c).fx~lglodx
0 -1 -1
(L)
Ermitteln Sie jeweils eine Gleichung der Tangente an den Graph der Funktion f im Punkt
P (x05 f(x0))!

9.1 a)f(x) =2% X =0 10.1 ‘a) f(x) = 10%, X0 =0
b) f(x) = 27%, X0 =0 (L) b fx) =73, Xo =1
©) f(x) = log2 X, X0 =1 - 0 f(x) =logsx, xo =3

11.  An welcher Stelle hat der Graph der Funktion y
a) f(x) = lgx, L
b) f(x) = log, x den Anstieg 1? (L)

12. Das Bild B23 zeigt den Graph der
Funktion f(x) = 27* und ein Rechteck,
von dem zwei Seiten auf den Koordina-
tenachsen und ein Eckpunkt auf dem
Graph von fliegen.
Untersuchen Sie, ob es unter diesen
Rechtecken eins mit maximalem
Flicheninhalt gibt! Berechnen Sie (ge-
gebenenfalls) die Seitenlingen des be-
treffenden Rechtecks (ndherungsweise)! _'1

Bild B 23

11 Anwendungen von Exponential- und Logarithmusfunktionen

Viele Sachverhalte in der Natur und auch in der Okonomie lassen sich durch Exponential- bzw.
Logarithmusfunktionen beschreiben. Das soll in dieser Lerneinheit an einigen ausgewahlten
Beispielen gezeigt werden. Dabei werden wir erkennen, welche Bedeutung diese Funktionen fiir
die Anwendungen der Mathematik haben. '
Die Funktion f(x) = ce** (¢ und k konstant) erfiillt die Gleichung

*  fx) =KX,

“denn es ist f'(x) = cke** = kf(x).

Wissen wir andererseits von einer Funktion £, daB sie die Gleichung (*) erfiillt,
so muf

f(x) = ce=*
gelten, wobei ¢ eine beliebige reelle Zahl ist. Man kann namlich beweisen, daf3 die F unktionen

f(x) = ce** die einzigen sind, fiir die die Gleichung (*) gilt. Ist dariiber hinaus der Funktions-
wert von f an einer Stelle xo vorgegeben, so ist ¢ bei bekanntem k dadurch festgelegt, denn aus-

f(xo0) = ce*
folgt
f(x0)

Pz
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Wenn insbesondere f(0) bekannt ist, so ist
L _1O

°

. ©

=f(0)

und folglich
f(x) = £(0) .

Nun treten in den Anwendungen der Mathematik haufig solche Funktionen fauf, bei denen fiir
jedes x des Definitionsbereiches

)~ f(x)
ZW.

f'(x) = k-f(x) mit k als Proportionalititsfaktor gilt.!)

Diese GesetzmiBigkeit gilt z. B. fiir den biologischen WachstumsprozeB. So ist unter ver-

infachenden Bedi die Wachstt hwindigkeit des Holzb des eines Waldes
zu jedem Zeitpunkt der vorhandenen Holzmenge anndhernd proportional. Die Wachstums-
geschwindigkeit einer Bakterienkultur in einer Nihrldsung ist ebenfalls - bei Vernachléssigung
eventuell auftretender hemmender Faktoren — zu jedem Zeitpunkt annihernd der bereits vor-
handenen Anzahl von Bakterien proportional. Auch in der anorganischen Natur finden wir
eine solche G aBigkeit. Beispielsweise ist beim Zerfall eines radioaktiven Priparates die
Zerfallsgeschwindigkeit zu jedem Zeitpunkt annihernd der Anzahl der noch vorhandenen
radioaktiven Atome proportional. Alle diese z. T. diskret verlaufenden Prozesse lassen sich
aber angenihert durch eine Exponentialfunktion f(x) = ce** beschreiben. Je nachdem, ob die
betreffende Funktion monoton wichst oder fillt, ist & positiv bzw. negativ.

® 37 Was versteht man unter der Augenblicksgeschwindigkeit und der A blicksbeschl
gung bei einer geradlinigen Bewegung?

® 19 Ein Korper mit der Masse m bewege sich auf einer geradlinigen Bahn. Seine Anfangs-
geschwindigkeit zum Zeitpunkt r = 0 sei vy Durch eine Kraft F, die zu jedem Zeitpunkt
t > 0 der Geschwindigkeit des Korpers proportional ist, wird der Korper abgebremst.
Wie lautet die Geschwindigkeit-Zeit-Funktion fiir diese Bewegung?
Ldsung: Nach Voraussetzung gilt fiir die Bremskraft
F(1) ~ v(r)
bzw.
() F(t)= —c-o()
mit ¢ > 0 als Proportionalititsfaktor. Das Minuszeichen bringt zum Ausdruck, daB die
Wirkung der Kraft die Bewegung verzogert. Nach dem NEwToNschen Grund z der
Mechanik gilt
2) F()=m-a(t) =m-v'@),

wobei a(r) die Beschleunigung des Korpers zum Zeitpunkt ¢ ist.
Aus (1) und (2) folgt

m-v(t) = —c o)
bzw.
(- . c
B) vit)=——-vt) =k -v(t) mit k= ——,
m m

*) Eine solche Gleichung nennt man eine Differentialgleichung.
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Diese Gleichung hat als Losung ( # Seite 165) die Exponentialfunktion

@ ot)y=c e =c - L
Setzt man ¢ = 0, so erhilt man
v(0) = v =c;.

Damit folgt aus (4)

v(t) = vo * e_7"f_’ &
Ergebnis: Die Geschwindigkeit-Zeit-Funktion fiir die betrachtete Bewegung lautet
v(t) = vo * e_%' .

o 33 Interpretieren Sie das Ergebnis aus Beispiel B 19 physikalisch!

m 20 Essei N(r) die Anzahl der radioaktiven Atome in einer bestimmten Menge eines radio-
aktiven Préparates zum Zeitpunkt ¢ (r = 0). Fiir die Zerfallsgeschwindigkeit N’(f) zum
Zeitpunkt ¢ gilt — wie man aus empirischen Untersuchungen weiB — anndhernd die
Gleichung

(1) N1 = -4 N@,

wobei 4 eine fiir das betreffende Priiparat charakteristische Konstante ist. Analog zu den
Uberlegungen im Beispiel B 19 erhélt man aus (1) das sogenannte Zerfallsgesetz fiir den
radioaktiven Zerfall:

@) N(@)=No-e™ mit No = N(0).

Durch dieses Gesetz 1aBt sich der Zerfall radioaktiver Substanzen in einer fiir viele
Zwecke ausreichenden Naherung beschreiben.

Unter der Halbwertzeit einer radioaktiven Substanz versteht man denjenigen Zeitpunkt T, fir

den N(T') = —lz N, ist. Aus dem Zerfallsgesetz (2) 1Bt sich T folgendermafien berechnen:
1
ek = Np - e~*T
2 No o0 €

1
o= é3r, .
Durch Logarithmieren dieser Gleichung erhdlt man
ln% =In(e*") = —AT-Ine
bzw.
Inl —In2=—AT-Ine,
Daraus folgt In2 = AT und schlieBlich
_ln2
A
Die Halbwertszeit hingt also nur von der Zerfallskohstanten der radioaktiven Substanz ab.

@39 Die Zerfallskonstante fir Radium betrigt 4 = 1,382 - 107'! s~!. Berechnen Sie die
Halbwertszeit fiir Radium!
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. Im folgenden Beispiel liegt eine dhnliche Problematik vor, wie sie in den Beispielen B 19 und 20
behandelt wurde. Deshalb soll die betreffende Funktion gleich angegeben werden, ohne daB
nochmals von der Gleichung f'(x) = k - f(x) ausgegangen wird.

® 21 Der Druck der atmosphirischen Luft héingt von der Hohe ab. Ist po der Luftdruck in
Hohe des Meeresspiegels, so gilt fiir den Luftdruck in der Hohe h liber dem Meeresspiegel
bei einer Temperatur von 0 °C annéihernd

1
) pth)y=po-e” " h2 0, wobei die Konstante ¢ ~ 8000 m betrigt.

Durch (1) wird der Luftdruck in Abhingigkeit von der Hoéhe angegeben. Will man
umgekehrt die Hohe in Abhingigkeit vom Luftdruck angeben, so muf} die Gleichung (1)
logarithmiert werden. Wahlt man als Basis 10, so erhilt man

1
lep) =1gpo + (- - Ige),
1
?h'lge =lgpo — Igp(h),
c
h= I—(lspo = lg p(h)).
ge
Also ist
C
h(p) = lg_e(l‘““ =igip)s
Dabei gilt

c 000
LBy S 190 m
lge 04343 ™ w

Zusammenfassung

1
Das Problem, eine Stammfunktion der Funktion f(x) = = (x > 0) zu bestimmen, fiihrte uns

auf die Logarithmusfunktion In, die folgendermaBen definiert wurde:
x
1
In x ="‘f7d' (x >0).
1
Die Funktionswerte der Funktion In kénnen wir mit jeder gewiinschten Genauigkeit berech-
nen (~ Beispiel B 5). Die Basis der Funktion In ist die irrationale Zahl
e = 2,71828182845 ...
Niherungswerte fiir e erhalten wir aus der Ungleichung

1 n l nt1
(1+—) <e<(l+—) >
n n
die fiir jede natiirliche Zahl » mit n > 0 gilt.
Ausgehend von der Definition der Funktion In haben wir — insbesondere durch Anwendung

der Differentialrechnung — Eigenschaften der Funktion In bewiesen (. Zusammenstellung
auf Seite 145).
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Die Umkehrfunktion der Funktion In ist die Exponentialfunktion y = e*. Ihre Eigenschaften
( » Seite 156).konnen aus den Eigenschaften der Funktion In"hergeleitet werden. Durch die
Festsetzung
a =pr e (a>0,a* 1, xeP)

wird jede Exponentialfunktion y = a* (a > 0, a * 1) auf die spezielle Exponentialfunktion
y = e* zuriickgefiihrt. Zu jeder Exponentialfunktion y = a*(a > 0,a # 1)erhilt man durch
Umbkehrung eine Logarithmusfunktion y = log, x (a > 0;a + 1, x > 0). Durch die Bezie-
hung

log.,x=l—ni (@>0,a+1,x>0)
Ina

wird jede Logarithmusfunktion'y = log. x (@ > 0,a # 1, x > 0) auf die spezielle Logarith-
musfunktion y = In x (x > 0) zuriickgefiihrt.

inverse Funktion

y=Ihx e s 2l o
e
i x_lnx a* = ex'na
&= Tha a
inverse Funktion
y =log, x = — y=a
Entsprechend diesem Sch gilt fiir die Differentiation der Exponential- und Logarithmus-
funktionen
1
@y = — =€ -
{ {
(oggx) =—— < @) =a*-Ina.
xlna
Aus den Ableitungen der hier aufgefiihrten Funktionen folgt:
d
J'_E-=1nx+c(x>0) fede=e'+c
dx 1
f =log,x + c(x > 0) J'axdx=—a‘+c
xIna Ina
Aufgaben
13 a) Berechnen Sie den Luftdruck, der in einer Hohe von 2 km herrscht (p, = 1013 mbar)!

(L)  b) In welcher Hohe ist der Luftdruck auf die Hilfte von p, zuriickgegangen?

¢) An einem Ort wurde ein Druck von 933 mbar gemessen. Wie hoch liegt der Ort, wenn
po = 1013 mbar ist?

d) Die im Beispiel B 21 angegebene Gleichung (1) gilt auch dann angenéhert, wenn h die
Hohendifferenz zwischen zwei Orten ist. Berechnen Sie den Luftdruck im Aussichts-
geschoB des Berliner Fernsehturms (h = 203 m), wenn der Luftdruck am Boden
1013 mbar betrégt!
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2. Die Anzahl der zur Zeit ¢ in einer Nihrlosung vorhandenen Bakterien 1Bt sich an-
(L) ndhernd durch die Funktion N(1) = No - e* beschreiben, wobei  eine fiir die betreffende
Kultur charakteristische Konstante ist.
) In welcher Zeit verdreifacht sich die Bakterienkultur, wenn sie in jeder Stunde um 20 %
Zunimmt?
b) Wie grof ist die Anzahl der Bakterien dieser Kultur nach 24 h?

Winkelfunktionen, ihre Differentiation und Integration

Fiir die Beschreibung periodischer Vorginge in Natur und Technik spielen die Winkelfunktionen
eine groBe Rolle. Wir werden in diesem Abschnitt zunéchst die in Klasse 10 behandelten Eigen-
schaften der Winkelfunktionen wiederholen und uns mit der Ldsung solcher Gleichungen be-
fassen, in denen Winkelfunktionen vorkommen.

Sodann werden wir die Ableitungen der Winkelfunktionen k lernen und S unktionen
der Sinus- und der Kosinusfunktion ermitteln. Die gewonnenen Erkenntnisse werden wir bei
Kurvendiskussionen von Winkelfunktionen, beim Lésen von Extremwertaufgaben und bei
Flacheninhaltsberechnungen anwenden.

12 Wiederholung von Eigenschaften der Winkelfunktionen

@ 40 Geben Sie die Definition der Sinus- und der Kosinusfunktion an, indem Sie Bezug auf
das Bild B 24 nehmen!

Winkel miBt man im GradmaB oder im BogenmalB. Das MaB des Winkels P,OP im Bild B 24
betrigt 45° (GradmaB) bzw. % (BogenmaB)."')

*) Die GroBe von ebenen Winkeln wird vor allem mit Hilfe der Einheiten 1° und 1 rad (Radiant) angegeben.
Das Gradmaf wird definiert, indem man dem Winkel, den zwei senkrecht aufeinanderstehende Geraden
bilden, die GréBe 90° zuweist. Als Bogenmaf} bezeichnet man die Angabe einer WinkelgréBe in der Einheit
»Radiant*, die nach TGL 31548 folgendermaBen definiert wird:

1 rad ist der ebene Winkel zwischen zwei Kreisradi , die aus dem Krei: einen Bogen b von der
Lénge des Kreisradius r ausschneiden.
Die GréBen ebener Winkel werden i. a. als abgeleitete GréBen aufgefaBt und sind dann VerhiltnisgroBen.
Daher darf die Einheit Radiant durch die Einheit Eins ersetzt werden. Die Einheit Radiant ist dann anzu-

wenden, wenn es der Sachverhalt verlangt. Im Falle des BogenmaBes.belrachtet man das Verhiltnis % und
legt fest: 1rad = 1 %
Fiir die Umrechnung der Einheiten geht man von folgender Beziehung aus, wobei ein beliebiger Winkel
durch & im BogenmaB und durch « im GradmaB angegeben sei:

*:180° =& : 7.
Speziell fir 1° bzw. fiir 1 rad ergibt sich daraus:

1°x 0,0175rad bzw. 1rad=~ 57,296°
Falls Irrtiimer ausgeschlossen sind, wird das Einhei ichen ,,rad"
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P Pluzv)

Bild B 24 Bild B 25

® 41 2)Geben Sie folgende Winkel im BogenmaB an! 60°, 120°, 312°, 114,6°
b) Durch welche Gleichung wird der Zusammenhang von Grad- und Bogenmal aus-
gedriickt?

In diesem Kapitel werden wir beide WinkelmaBe nebeneinander verwenden. Wahrend man bei
trigonometrischen Berechnungen dem Messen des Winkels im GradmaB den Vorzug gibt,
steht beim Untersuchen der Winkelfunktionen das Bogenmaf im Vordergrund.

Die Funktionen sin und cos ordnen reellen Zahlen wieder reelle Zahlen zu. Das wird besonders
deutlich, wenn wir bei der Definition der Funktionen sin und cos von einem Kreis mit dem
Radius 1 ausgehen. Wir wollen deshalb auch wiederholen, wie man diese Funktionen am Ein-
heitskreis definieren kann. P

Ist x der Zahlenwert der Linge des Kreisbogens EP (.~ Bild B 25), so ist

sinx =v und cosx = u.

Der Zahlenwert der Linge des Einheitskreises betrédgt 27, Deshalb kann nur jede reelle Zahl x
mit 0 < x < 2x der Zahlenwert der Lénge eines Kreisbogens auf dem Einheitskreis sein. Ist x
eine reelle Zahl, die nicht zwischen 0 und 2z liegt, so gibt es genau eine ganze Zahl k und genau
eine reelle Zahl X derart, da3

x=k-2r+% und 0 =X <27ist.

Es gilt dann sin x = sin X und cos x = cos X

Man sagt: Die Funktionen f(x) = sin x und g(x) = cos x sind periodisch mit der Periode 27.
Allgemein nennt man eine Funktion f periodisch, wenn es eine von 0 verschiedene reelle Zahl a
gibt, so daB fiir alle x aus dem Definitionsbereich von f gilt:

x + a gehort auch zum Definitionsbereich von f, und es ist f(x + a) = f(x).

Jede solche Zahl a heiBt Periode von f. So sind z. B. die Zahlen 27, 47, 67 usw., aber auch
—2n, —4n usw. Perioden der Sinusfunktion. Die kleinste positive Periode ist 2.

Wenn wir im folgenden von der kleinsten Periode einer periodischen Funktion sprechen, so
ist stets die kleinste positive Periode gemeint.

Wegen der sehr aufwendigen Berechnungen der Funktionswerte sind die Winkelfunktionen
tabelliert und auf dem Rechenstab abgetragen.
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® 42 Zeigen Sie unter Verwendung des Bildes B 26, daB fiir alle reellen Zahlen x mit0 < x < %
gilt:
cos x = sin(l - ) und sinx = cos(—n- - x)!
2 2
Begriinden Sie, warum die Sinustafel im ,, Tafelwerk
auf den Seiten 24 und 25 zugleich als Kosinustafel
genutzt werden kann!

Sowohl der Tafel als auch dem Rechenstab kann man
unmittelbar nur Funktionswerte der Sinus- bzw.

Kosinusfunktion fiir das Intervall <0; ;> bzw.

<0°;90°) entnehmen. Fiir das Intervall <%, 27 ) bzw.
<90°; 360°) findet man die Funktionswerte unter Bild B 26
Zuhilfenahme der Quadrantenbezieh s

® 43 Nennen Sie die Quadrantenbeziehungen fiir die Funktionen sin und cos, und begriinden
Sie diese, indem Sie auf die Definition der Funktionen am Einheitskreis zuriickgehen!

Ist umgekehrt ein Funktionswert gegeben, z. B. cos x = —0,4520, so finden wir die dazugehori-
gen Argumente x ebenfalls unter Verwendung der Quadra beziet

M 22 Gesucht sind alle reellen Zahlen x, die die Gleichung cos x = —0,4520 erfiillen.

——————————

e
f 1

y
O ‘ +
W '

Bild B 27

Losung: Wegen der Periodizitéit von cos geniigt es, die Untersuchungen auf das Intervall
<0; 27) zu beschrinken. Der Wert —0,4520 wird von der Kosinusfunktion in dem ge-
nannten Intervall genau zweimal angenommen (.~ Bild B 27). Aus der Tafel bzw. vom
Rechenstab lesen wir einen Niherungswert ab:

cosX = 0,4520 fir ¥ = 63,1°. 3

Negative Werte nimmt die Kosinusfunktion im 2. und 3. Quadranten an. Mit Hilfe der
Quadrantenbeziehung erhalten wir dann .

X1 = 180° — 63,1° = 116,9° und x, = 180° + 63,1° = 243,1°,
Da nach den reellen Losungen der Gleichung ggfragt ist, rechnen wir die gefundenen
Werte ins Bogenmal um:

116,9° = 2,04; 243,1° = 4,24,
Damit sind die Losungen der Gleichung unter Beriicksichtigung der Periodizitiit :
x1 =204 + k-2n; x2 =424 + k-2n  (k ganze Zahl).
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Die Funktionen tan und cot werden wie folgt definiert:

tan x =pt Y x4+ @k + 1) -2 k ganze Zahl,
cos x 2

[V
cotx =pi—=X | x + k- 7 k ganze Zahl.
sin x

In der folgenden Ubersicht sind Eigenschaften der Sinusfunktion zusammengestellt.

—

Eigenschaften der Funktion sin
Graph der Funktion y
1 3
o/ ., 2 s
1 ™| /71«
= Bild B 28
Definitionsbereich P
Wertebereich (=1;1)
Nullstellen k-n(keG)
Monotonieverhalten im Intervall 0; 27> <0_ F ] >
t 2 \ streng monoton wachsend
(Gm2)

<"~3 ) st ton fallend
2, Zﬂ)srengmonoonﬂen

kleinste Periode 27

® 44 Fertigen Sie eine entsprechende Ubersicht fiir die Funktionen \cos, tan und cot an!

Aufgaben
Geben Sie die folgenden Winkel im Bogenmal an!
Lt a)21° b 720 ©)270° 2.1 a)46°  b) —280°  ©)450°
d) 800° e) —122° d) 10° e) 100°
Rechnen Sie die folgenden im BogenmaB gegebenen Winkel in Grad um!
3t a1 b2 =25 d)% 4.1 ao1 b1 c)%" ) -32

Ermitteln Sie die folgenden Funktionswerte mit Hilfe des Rechenstabs'

5.1 a)sin 0,7 b)sin 5 ¢)cos 1 d) tan 0,5 €) cot 3,4
f) cos 200° 2) tan 523° h) cot 380° i) cos 873° K)sin (—45°)
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-G.f a)cos 10 b)sin (—=1) c)tan 4 dycot 6 e)sin 1,2

f) cos 600° g)sin (=420°)  p)tan 169° i) cot (=310°)  jsin 92°
Ermitteln Sie jeweils alle reellen Zahlen x, die die Gleichung erfiillen!
7.1 a)sinx =0,8 b)tanx = —-7,6 8.1 a)cosx =0,13 b)tanx = 0,4

9. Berechnen Sie unter Verwendung der Bilder B 29 und B30 bzw. der Definition der
Tangensfunktion folgende Funktionswerte!

a)sin % b) cos 60° c)tan % d) tan 60°

v v

/_ /-

1

|
|
|
|
b\ A ) al

1 u 0| cos 60° 1
Bild B29 9 ’ Bild B 30 ’

J _sin 450

u

10.  Uberpriifen Sie, ob die folgenden Zahlen zum Wertebereich der Sinusfunktion gehoren!

J1
n

a) (a, b reell; @ + b > 0)

1
b)a+7(areell,a¢0) ¢)

a
\/a2 + b2

d)m(a,breeu;avb>0)
a+b

13 Beziehungen zwischen Winkelfunktionen

Neben Eigenschaften wie Monotonie, Periodizitit u. a. haben wir in der Lerneinheit 12 auch
schon Eigenschaften wiederholt, die die Funktionen sin und cos zueinander in Beziehung
setzen, namlich:

Fiir alle reellen Zahlen x gilt cos x = sin (; - x).

Bereits aus Klasse 10 kennen wir weitere derartige Beziehungen.

® 45 Begriinden Sie unter Bezugnahme auf.das Bild B 25, daB fiir jede reelle Zahl x
sin? x + cos? x = 1 gilt!

® 46 Begriinden Sie, daB fiir alle x mit x +k- ; (keG)
tan x - cot x = 1 gilt!

Im Kapitel A haben wir dariiber hinaus die sogenannten Additionstheoreme und die Doppel-
winkelformeln fiir die Funktionen sin und cos kennengelernt (. Seite 101 f.).

Diese vielen Eigenschaftertsind aber nicht alle gleichermafBen typisch fiir die Winkelfunktionen.
So gibt es z. B. viele Funktionen, die sich hinsichtlich der Periodizitit, der Monotonie, der
Nulistellen und der Extrempunkte genauso verhalten wie die Sinusfunktion (eine solche Funk-
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y ¢ Bild B 31

1 /\

0 1 i\/?"[ 3\/ x
-1

tion \ist im Bild B 31 graphisch dargestellt). Diese Eigenschaften konnen also nicht als typisch
fiir die Sinusfunktion angesehen werden.
Dagegen sind die Ei haften

(*)  sin(x; — xz) =sinx; $cosx; — sinx, -cosx, firalle x;,x;€P und

(**) oS (x; — Xz) = COS X * COS X + sin Xy - sin Xz fiir alle x;,x;€P

fiir die Funktionen sin und cos typisch in dem Sinne, daB die Funktionen sin und cos die ein-

zigen stetigen, nichtkonstanten Funktionen sind, die (*) und (**) erfiillen, wenn man noch ver-
ol 7,

langt, daB die kleinste positive Nullstelle = bzw. ¥ ist.

Wenn wir von den Funktionen sin und cos nichts weiter wiiBten als die eben genannten Eigen-

schaften, so kénnten wir alle weiteren Eigenschaften der Funktionen sin und cos aus nur diesen

Kenntnissen herleiten.

Wie diese Herleitungen durchzufiihren sind, wollen wir an einig einfachen Beispielen k -

lernen.

@ 47 Zeigen Sie unter alleiniger Verwendung der Eigenschaften (*) und (**), daB gilt:
a)sin0 = 0.
b) Fiir alle x ist sin (—x) = —sinx.
¢) Fiir alle x ist cos (—x) = cos x.
Hinweise:
Zu a): Setzen Sie in (*) x; = x,!
Zu b): Vertauschen Sie in (*) x, und x, miteinander!
Zu ¢): Vertauschen Sie in (**) x, und x, miteinander!

Die genannten Beziehungen zwischen den Winkelfunktionen sind auch beim Umformen von
Termen niitzlich.
cos 2x

® 23 Der Term ————— ist zu vereinfachen.
sinx + cos x

Ldsung: Wegen
cos 2x = cos? x — sin? x = (cos x + sin x) (cos x — sinx) ist

cos 2x (cos x + sin x) (cos x — sin x) | .
= = cosx — sinx.

sin x + €os X sin x + CcOs X

Diese Umformung ist natiirlich nur dann eine Z4quivalente Umformung, wenn
sinx + cos x # 0 ist.

- cos 2x .
Ergebnis: st sin x + cos x # 0, so kann der Term —————— zu Cosx — sinx

vereinfacht werden. sinx + COS X
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Aufgaben

Verei hen Sie die folgenden Terme unter Verwendung eines Additionstheorems!
1.1 a)cos 43°-cos17° — sin 43° - sin 17°

b) sin  56° - cos 34° + sin 34° - cos 56°
2.1 a)sin 104° - cos 14° — sin 14° - cos 104°

b) cos? 120° — sin? 120°

Leiten Sie unter alleiniger Verwendung der Eigenschaften (*) und (**) die folgenden Bezie-
hungen her!

3.1 Firalle x,, x, € P gilt
sin (x; + x;) = sin x, - cos x; + sin X3 *COS X,
4.1 Firalle x,, x, € P gilt
€os (x; + X3) = COS X, * COS X; — sin Xy - sinx,.
5. Vereinfachen Sie die folgenden Terme!
(L) a)cos(x + 60°) + cos(x — 60°)
sin(x — f) + 2cos x - sin 8
2cosx - cosfi — cos (x — )

b)

Beweisen Sie, daB folgende Formeln fiir beliebige reelle Zahlen x, y, fiir die die auftretenden
Nenner verschieden von Null sind, gelten!

6.1 a)sin*x — cos* x = sin? x — cos? x 7.1 a)sinix —sin2y = cos?y — cos? x
sin x 1 + cos x (sin x + cos x)? — 1
b)) —M8M = "~ D) —— M = 2tan?y
1 —cosx sin x cot x — sin x cos x

8%  Beweisen Sie die folgende Aussage!

4
Fiir jedes x mit 0 < x < 5 gilt sin 2x < 2sin x. (L)

14 Die Funktionen f(x) = a - sin (bx + ¢) und
f(x) = acos (bx + c)

Bereits in Klasse 10 haben wir Funktionen mit der Gleichung y = a - sin bx (a, b positive reelle
Zahlen) untersucht. Solche Funktionen treten u. a. beim Beschreiben von mechanischen
Schwingungen sowie von Vorgingen im Wechselstromkreis auf. So wird z. B. der Momentan-
wert der Wechsel in Abhiingigkeit von der Zeit durch die Funktion u = up,, - sin wt
angegeben.

Wir wollen nun die in der Uberschrift genannten Funktionen untersuchen, wobei wir fiir a, b
und c lediglich die Einschriinkung @ + 0 und b + 0 fordern.

Wir gehen dabei schrittweise vor, indem wir zuniichst wiederholen, welche Auswirkungen die
Konstanten @ und b auf den Verlauf der Funktionen haben. Wir werden die Kenntnisse iiber
diese Funktionen aus Klasse 10 insofern erweitern, als wir jetzt auch negative reelle Zahlen fiir
a und b zulassen. Danach untersuchen wir die Auswirkung der Konstanten ¢ auf den Verlauf
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der betreffenden Funktionen, um dann schlieBlich die Kenntnisse iiber die Einzelfille beim
Untersuchen beliebiger Funktionen der ot Form fiihren.

Wir betrachten zunichst Funktionen f(x) = a * sin (bx + ¢).

Im Falla = 1, b = 1 und ¢ = 0 erhalten wir die Sinusfunktion.

a) a beliebig reell, @ + 0,6 = 1,¢ = 0: f(x) =a-sinx

@ 48 Skizzieren Sie die Graphen der Funktionen
1
fi) =sinx,  folx) =5+ sinx, fi(x) = —2-sinx -

in einem Koordinatensystem, und vergleichen Sie die Eigenschaften der drei Funktionen
gemiB der Tabelle auf Seite 173!
Der Faktor a bewirkt eine Streckung (|a| > 1) bzw. eine Stauchung (0 < |a| < 1) des Graphen
der Sinusfunktion in Richtung der y-Achse. Im Falle @ < 0 kommt noch eine Spiegelung des
Graphen an der x-Achse hinzu.
b) @ = 1, b beliebig reell, b + 0, ¢ = 0: f(x) = sinbx
@ 49 Skizzieren Sie die Graphen der Funktioneﬁ A

filx) =sinx, falx) = sin 2x, fi(x) = sin%x. fa(x) = sin (=2x)

in einem Koordinatensystem! Fertigen Sie dazu Wertetabellen an!
Im Falle [b| > 1 bewirkt die Konstante b eine Stauchung, im Falle 0 < [b] < 1 eine Streckung
der Sinuskurve in Richtung der x-Achse.
Ist b < 0, so kommt zur Stauchung bzw. Streckung noch eine Spiegelung der Sinuskurve an
der y-Achse hinzu.
¢)a = 1, b = 1, c beliebig reell: f(x) =sin(x + ¢)
Der Funktionswert von fan der Stelle x ist gleich dem Funktionswert der Funktion sin an der
Stelle x + c. Ist ¢ > 0, so erhalten wir den Graph von f; indem wir den Graph der Sinusfunk-
tion um c in Richtung der negativen x-Achse verschieben. Ist ¢ < 0, so erhalten wir den Graph
von f, indem wir den Graph der Sinusfunktion um |e| in Richtung der positiven x-Achse ver-
schieben.

@ 50 Bestitigen Sie die oben getroffene Feststellung an Beispielen, indem Sie die Graphen der
folgenden Funktionen in einem Koordinatensystem skizzieren!

filx) =sinx, fa(x) = sin (x + —;i). fa(x) = sin (x - %)
d) a, b, c beliebige reelle Zahlen, a + 0,b + 0: f(x)=a-sin(bx +¢)
Wir formen den Term, durch den f definiert ist, folgendermaBen um:

f(x) = a-sin [b(x + %)] s

Nun kénnen wir schrittweise, indem wir auf die Fiille a), b) und c) zuriickgreifen, aus dem Ver-
lauf der Sinusfunktion auf den Verlauf von f schlieBen.

Zum Zwecke der Veranschaulichung wihlen wira=3,b=2undc = — %, also die Funktion
f(x) = 3 -sin (2x = %\)

12 (oo 1254]
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Gegebene Funktion

f(x) = a-sin(bx + ¢)

f(x) = 3-sin (Z.x = %)

umgeformt

f(x)= a~sin[b (x + %)]

f@)= 3-sin[2( = %’)]

Ausgangsfunktion

¥y =sinx

y =sinx

Bild B 32a

Verschiebung in

Bild B 32b

y=sin(x- 5}
yesnfo(s §)]| smsnfa(e-2)]

. c
Richtung der y =sin (x +* T)

x-Achse

Dehnung') in Bild B 32¢
Richtung der
x-Achse und bei
b < 0 noch Spie-
gelung an der
y-Achse

Dehnung in
Richtung der
y-Achse und bei
a < 0 noch Spie-
gelung an der
x-Achse

Je) = a-sin[b (x + %)] Bild B 32d

o=

Die bisher betrachteten Beispiele ‘weisen schon darauf hin, daB auch die Funktionen
f(x) = asin(bx + ¢) periodische Funktionen sind. Die kleinste Periode der Funktion, f(x) =sinx
ist 27.

Welche Verdnderungen der kleinsten Periode bewirken die Konstanten a, b, c?

Weder eine Streckung oder Stauchung der Kurve in Richtung der y-Achse noch eine Ver-
schiebung der Kurve in Richtung der x-Achse kann die Periode verindern. Infolge der unter
a) bzw. c) durchgefiihrten Uberlegungen erhalten wir, daB die Konstanten a und ¢ die Periode
nicht beeinflussen. Lediglich die Konstante b wirkt sich auf die kleinste Periode aus. Deshalb
gentigt es hier, den Fall g(x) = sin bx zu betrachten, wobei noch 5 > 0 vorausgesetzt werden
kann, da eine Spiegelung der Kurve an der y-Achse die Periode ebenfalls nicht verdandert.
Angenommen, die kleinste Periode von f mit f(x) = sin bx ist die positive reelle Zahl p. Dann
gilt fiir alle x:

fx +p) = f(x),
also

sin [b(x + p)] = sin (bx),
woraus

sin (bx + bp) = sin bx
folgt. Die kleinste Periode von sin ist 2m, also gilt bp = 2z und damit

2

P=F

') Eine Dehnung kann eine Streckung oder eine Stauchung sein.
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Bild B 32

Die kleinste Periode der Funktion f(x) =sinbx und damit auch der Funktion

f(x) = a - sin (bx + c) ist die positive Zahl

27
bl

Die Ergebnisse beziiglich f(x) = a - sin (bx + ¢) kénnen auf die Funktionen f(x) = a - cos(bx + ¢)
iibertragen werden, nur daB dann von der Kosinusfunktion auszugehen ist.

12+
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1
% 24 Die Graphen der Funktionen f(x) = ?- sin

Bild
B33

sind zu skizzieren!

(2 Z) und g(x) = 3 !
> 2 ?)un g(x) = cos(ix+

Losung: Wir ermitteln zunichst die kleinste Periode von fbzw. g.

3)

Im Falle f ist Im Falle g ist
27 1 27
b =2, also p—T—n. b=?, also p=T=4n.
2

Um den Verlauf der Graphen schrittweise zu erkennen, formen wir die betreffenden

Terme wieder um:

f09) = % - sin [2( 1 %)] 20 = 3 - cos [%(x i ;)] (~ Bild B 33).
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Aufgaben

Skizzieren Sie die Graphen der folgenden Funktionen, und ermitteln Sie jeweils die kleinste
Periode! :

1.1 a)f(x) =2-sin@x +2) ° 2.% ‘d)f(x)=sin(—x +;)
b) f(x) =—; - cos (%x +12’-) b) f(x) = 2~cos(3x - %) +1
1 -
L')f(x)=3~<:os(7x—n)—3 C)f(x)=7-sm(x+n)+1

3. Die folgenden Bilder zeigen jeweils den Graph einer Funktion f(x) = a-sin(bx + ¢).
Ermitteln Sie jeweils a, b und c!
Yy y

)L1.J/.1|> |A/

3

Bild B 34 Bild B 35

15 Das Losen goniometrischer Gleichungen

Die Anwendung der Methoden der Differential- und Integralrechnung beim Untersuchen von
Winkelfunktionen erfordert u. a. auch das Losen von Gleichungen, in denen die Variable als
Argument von Winkelfunktionen vorkommt. Solche Gleichungen nennt man goniometrische
Gleich Einfachste Gleict dieser Art sind uns bereits aus dem Mathematikunterricht
der Klasse 10 bekannt, und wir haben das Losen solcher Gleichungen in LE 12 wiederholt.

Bei den in den folgenden Lerneinheiten zu behandelnden Kurvenuntersuchungen und Extrem-
wertaufgaben werden wir aber auch goniometrischen Gleichungen begegnen, die etwas kom-
plizierter sind. Wir wollen uns deshalb achst mit Lo hoden fiir diese Gleichungen
befassen. Wir konzentrieren uns dabei auf folgende Typen:

1. Gleichungen mit nur einer Winkelfunktion (» Beispiele B 25 und B 26),

2. Gleichungen mit zwei Winkelfunktionen desselben Arguments (~ Beispiel B 27 und Auf-

trag B 52),

-3. Gleichungen mit zwei Winkelfunktionen verschiedenen Arguments ( » Beispiel B 28).

Die anzuwendenden Methoden erliutern wir an Beispielen. Am Ende der Lerneinheit geben wir
eine Zusammenfassung.

® 25 Alle Losungen der Gleichung 1 — sin 2x = 0 sind zu ermitteln.

Lésung: Durch eine dquivalente Umformung erhalten wir aus der gegebenen Gleichung
die Gleichung sin 2x = 1.

Fiir 2x = % + k - 27 ist sin 2x = 1. Also sind alle Zahlen x = % + k - 7, k ganz,
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und nur diese Zahlen Lésungen der gegebenen Gleichung. Indem wir die errechneten
Losungen in die Ausgangsgleichung einsetzen, kénnen wir unser Ergebnis kontrollieren:

§ n 2 T
1—sm2(-;+k n)_n-sm(7+k 2n)_1-1_o.

Oftmals dann, wenn nur Néherungswerte mit Hilfe der Tafel oder des Rechenstabs ermittelt
werden konnen, ist die Probe mit einem hohen Rech fwand verbunden. AuBerdem sind
dann nach dem Einsetzen eines Niiherungswertes fiir eine Losung die rechte und die linke Seite
der Gleichung oftmals gar nicht gleich, so daB eine Bestitigung auch bei einem richtigen Er-
gebnis nicht unbedingt eintritt.

Scheinl&sungen, wie sie beim Losen von Wurzelgleichungen aufgetreten sind, kénnen auch hier
nur vorkommen, wenn im Verlaufe des Losens eine nichtéquivalente Umformung, wie z. B. das
Quadrieren einer Gleichung, vorgenommen wird. In solchen Fallen ist die Probe unerldBlich,
um Scheinlésungen auszuschlieBen.

¥ 26 Die Lésungen der Gleichung 2 - cos @ + 2 - cos 2¢ = 0 sind zu ermitteln.
Ldsung: Zunichst dividieren wir den Faktor 2 heraus und erhalten
(1) cose + cos2p = 0.

In der Gleichung (1) treten sowohl g als auch 2g als Argument von cos auf. Durch An-

= wendung eines Additionstheorems bzw. der Doppelwinkelformel fiir die Kosinusfunk-
tion formen wir die Gleichung (1) so um, daB iiberall das gleiche Argument auftritt.
Aus dem Tafelwerk ,, Tabellen und Formeln* entnehmen wir die Bezieh

cos2p = 2cos?p — 1.

Damit erhalten wir aus (1) die Gleichung cos @ +2cos’p — 1 =0.

Wir ordnen nach Potenzen von cos @ und dividieren nochmals durch 2:
1 1

2 - -—==0.
cos? ¢ + 5 cosg 3
Das ist eine quadratische Gleichung in cos ¢. Wir setzen cos @ = z und erhalten
1 1

2) 224_z—-—=0.

2) 22+ 3 z 2

Die Losungen der quadratischen Gleichung (2) sind

- l+ /1 +l
2= TTEN 16
1 3

= ek =y
4 = 4
1
alsoz,:;, z; = —1.

Wegen cos ¢ = z erhalten wir nun aus (2) die Gleichungen
1
(3) cosg = 5 bzw. (4) cosg = —1.

Aus (3) entnehmen wir die Losungen
@1 =60° + k-360° und ¢, =300° + k - 360° (k € G).
Die Losungen von (4) sind @3 = 180° + k - 360° (k€ G).
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Oftmals bendtigen wir die L& im BogenmaB. In unserem Falle ist dann

5
¢1=13-+k'2n. lp1=—3-7!+k‘2ﬂ, g3 =7+ k:2n.

Es sind die Losungen der Gleichung cos® « — 2 - cos « sin* & = 0 zu ermitteln.
Ldsung:
cos®x —2-cosasinfa =0 Ausklammern von cos «
cosa (cos?a — 2+sina) =0 a b = 0 genau dann, wenn a = 0 oder
(1) cosa =0 oder bi= 0
(2) cos?ax —2-sinfx =0
zu (1):
o, = 90° + k - 360°, Losungen von (1)
xy = 270° + k * 360°
zu (2):
cos?x — 2 sin?a =0 + 2sin?a
cos? « = 2sin? & :cos? « (jetzt cosx + 0;cosx = 0
bereits unter (1))
1 =2tan?a %2
% = tan? x
tana=@=# bzw. iana=—A/T?=—#
3 = 35,3° + k - 180°, xq = 144,7° + k - 180°

Ergebnis: Im Intervall <0°; 360°) liegen dann folgende Losungen der Gleichung:
ay =90° o, =270°% x5 =353° as=1447° a5 =2153° as = 324,7°.

Durch welche Umformung man beim Losen einer goniometrischen Gleichung zum Ziel kommt,
ist keineswegs eindeutig festgelegt. Im allgemeinen gibt es mehrere Maoglichkeiten. So fiihrt im
Beispiel B 27 auch die Anwendung von sin?x = 1 — cos? x schnell zur Lésung von (2).

® 5l

e 52

Lésen Sie die im Beispiel B 27 auftretende Gleichung (2) durch eine andere Umformung
als die dort durchgefiihrte!

Bestitigen Sie durch Losen der Gleichung

1
cos?x —sinx =—,
4

7 5
daB diese im Intervall <0; 27) nur die Losungen x, = %, Xy =oh hat!
Alle Losungen der Gleichung sin » = cos 2x sind zu ermitteln.
Losung: In der Gleichung treten zwei Winkelfunktionen mit zwei verschiedenen Argu-
menten auf, nimlich sin und cos und die Argumente « und 2x. Wir versuchen, die Glei-
chung so umzuformen, daB letztlich nur noch eine Winkelfunktion und ein Argument
auftreten. Zu diesem Zweck wenden wir die Doppelwinkelformel cos 2x = 1 — 2sin*x an
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und erhalten
sine =1 - 2sin?« bzw. 2sin’a + sina — 1 = 0.

Setzt man wieder sin & = zund 16st die quadratische Gleichung, so erhilt man schlieBlich
oy =30° + k- 360°, «p =150° + k -360°, «; = 270° + k - 360° (k € G).

® 53 Bestitigen Sie die im Beispiel B 28 t

L6

der Gleich

Wir fassen die wichtigsten Schritte beim Losen
Schema zusammen :

gsin & = cos 2x!

goniometrischer Gleichungen im folgenden

Losungsschritte 2:cosp+2-cos2p =0 (M26) | cos?x — sinx = % (®52)
Wenn in der Gleichung ver- Wegen

schiedene Argumente auf- = e cop

treten, dann die Gleichung £08 =2 con"p, 11

so umformen, daB nur noch erhalten wir

ein Argument vorkommt 2. 2(2-cos?p — 1) = 0.

(meist durch Anwendung der cOSEH 22 o )

Doppelwinkelformeln oder

Additionstheoreme).

Wegen
cos?x =1 —sin? x
finden wir

1
1—sin?x —sinx =—.
2

Falls man eine quadratische

cosp =z sinx =z
Gleichung in sin x (in cos x) . :
&chiil, setpe man Dann erhalten wir Dann ist .
sin x = z (bzw. cos x = z) zl+—;—z—%=.0; 22+Z_T=0;
und I6se die quadratische o ik, O
Gleichung in z. 2;=i,21——l 1 =T >

2
1 1
cosq:=7,cosqz=—l smx=?
@1 = 60° + k-360°

@2 = 300° + k - 360°
@3 = 180° + k - 360°

(keG)

Falls bei einem Zwischenschritt quadriert wird, so die Probe durchfiihren, um Scheinldsungen aus-

zuschlieBen.
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.-\ufga!vcn
Ermitteln Sie jeweils alle reellen L& x der folgenden Gleich !
n . [
1.3 a)cos(x+?)=l 2.1 a)sm(7+x)=0
E4 ﬁ n \/3
b) si - =" Ly b 2. =N"
)sm(x 6) 2 (Ly )ccs(18 +x) 2
¢) tan2x =1 ¢)3-sinx =4-cosx

Ermitteln Sie jeweils alle Losungen der folgenden Gleichungen, die im Intervall <0°; 360°)
liegen!

3.1 a)l +sin2x=0 4.1 a)2-cos2x =0

(L) b)sinx +2-cosx-sinx =0 b)sinx — sin?x =0
¢)2-cos?p =sin’g c)cos?g — 2sin>¢ =0
d)2-sinx +sin2x =0 d)4-cos2x + 4-cosd4x =0
e)e"*-cosx =0 e) sinx - e* =0

Losen Sie folgende Gleichungen!

5.1 a)sin2x =tanx (L) 6.1 a)sin?x + cos2x = —1
b) sin x - cos x = 0,25 (L) b)2-sin?x +3-sinx =2 =0
¢)tan2x —cot2x =1 ¢)4-cos?x —2-sinx =2(L)

16 Differentiation und Integration der Winkelfunktionen

® 54 Formen Sie folgende Terme unter Anwendung des Additionstheorems der Sinusfunk-
tion um!

a) sin (x; + x2) b) sin (a + %) ¢) sin(xq + h)

Die Anwendung der Methoden der Differentialrechnung auf die Winkelfunktionen setzt deren
Differenzierbarkeit voraus. Wir wollen deshalb die Winkelfunktionen auf Differenzierbarkeit
untersuchen. Wir beginnen mit der Sinusfunktion. Es sei xo eine beliebige reelle Zahl. Wir
untersuchen, ob die Funktion f(x) = sin x an der Stelle xo differenzierbar ist.

(1) Aufstellen des Differenzenquotienten von f(x) = sin x an der Stelle xo:
sin + h) — si
PNy ey R a h) 0% h+o.
(2) Umformen des Differenzenquotienten:
Durch Anwendung eines Additionstheorems auf sin (xo + h) erhdlt man
sin xo - cos h + cos xo - sinh —sinxo _ sin xo (cos & — 1) + cos xo -sinh
h = h

h-1 sinh
D(h) = sinxo'gsh— + COS Xp * %

D(h) =
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(3) Ermitteln des Grenzwertes fiir 4 — 0:

Da sin x, und cos x, konstant sind (d. h. nicht von A abhiingen), gilt nach den Grenzwert-

sdtzen fiir Funktionen:

5 " . _cosh—1 . sinh
lim D(h) = sin xo - lim ——— + cos x, - lim

h-0 h-0 h 0 h
ist also zu untersuchen, ob die Grenzwerte

. cosh—1 . sinh

lim ———— und lim

h-0 h h=0

existieren, und es sind diese gegebenenfalls zu ermitteln.

@ 55 Erginzen Sie die in den beiden Tabellen fehlenden Werte mit

, falls die Grenzwerte existieren. Es

Hilfe der entsprechenden

Tafel im Tafelwerk, und ke ieren Sie die Erget
hin Grad 20 10 5 1
h in rad 0,3491 0,1745 0,0873
cos h 0,9397 0,9848 0,9962
cosh — 1 —0,0603 —0,0152 0,0038
% —0,173 ~0,0870 ~0,0436
hin Grad 20 10 5 1
h in rad N 0,3491 0,1745 0,0873
sinh 0,3420 0,1736 0,0872
sinh
7 0,9798 0,9949 0,9987

Wie die berechneten Werte bereits andeuten, gilt

. cosh—1 . sinh

lim ———— =0 und lim

h=0 h h=0
Der Beweis ist aufwendig, so daB wir hier darauf verzichten.
Unter Verwendung der mitgeteilten Grenzwerte erhalten wir

lim D(h) = (sin xo) - 0 + (cos xo) - | = cos X
h=0

Damit gilt:

> 10 | Die Sinusfunktion ist an jeder Stelle x differenzierbar, und es gilt
(sin x)’ = cos x.
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® 29 Die 1. Ableitung der Funktion f(x) = 5 - sin (2x — 3) ist zu ermitteln.

Lésung: f ist die Verkettung der duBeren Funktion 5 - sin mit der inneren Funktion
2(x) = 2x — 3. Wir wenden die Kettenregel an und erhalten:

“f(x) =5 [cos 2x — 3)]-2 = 10cos (2x — 3).

® 56 Zeigen Sie, daB f’(x) = 2 - sin x - cos x und g’(x) = cot x gilt, wenn f(x) = sin? x und
g(x) = Insin x ist!
(Diese Beziehung gilt nur fiir solche x, fiir die sinx > 0 ist, weil sonst In sin x nicht
definiert ist.)

® 30 Zu ermitteln ist eine Gleichung der Tangente an den Graph der Funktion
f(x) = sin (3x + 5) im Punkt Po (0; £(0)).

Ldsung: Der Anstieg der gesuchten Tangente ist die Ableitung von fan der Stelle 0.
Es ist f(x) = 3 - cos (3x + 5) und folglich

f/(0) =3-cos5.
Damit erhalten wir eine Gleichung der Tangente, namlich
y =[3-cos5]-x + f(0),
und wegen f(0) = sin 5 gilt schlieBlich
y=[3cos5]-x +sin5 bzw. y=0,85x — 0,96.
Die Ableitung der Funktion y = cos x konnen wir mit Hilfe der im Auftrag B 42 genannten

Identititen und der Differentiationsregeln auf die Ableitung der Sinusfunktion zuriickfiihren.
Ein erneuter Riickgang auf die Definition der Ableitung ist hier nicht erforderlich.

Aus cos x = sin (—7—2'— - x) folgt fiir jedes x mit Hilfe der Kettenregel
n Tt
(cosx) = cos(? = x) (=1 = _COS(E - x).

Wegen cos (% - ) = sin x erhalten wir
(cos x)’ = —sinx. ‘

@ 57 Beweisen Sie mit Hilfe der Quotientenregel, daB f(x) = tan x und f(x) = cot x differen-
zierbare Funktionen sind und daB fiir alle x des jeweiligen Definitionsbereichs gilt:

1
(tanx)) = ——— =1 +tan’x und (cotx)’' = —

—— = —(1 + cot? x)!
cos? x sin? x ( Cote)
Wir fassen die Ergebnisse zusammen:
D11 Die Funktionen sin, cos, tan und cot sind an allen Stellen ihres Definitionsbereiches differen-
zierbar, und es gilt:
P . i 5 2
(sinx)’ = cos x any) =g =1 0 o
- I
(cugx)’:x—slnx (cotx)’=—m=—(l+cot’x)
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1
®m 31 Die Funktion f(x) = 7 cos (2x + 5) ist zu differenzieren.

Lésung: Nach der Kettenregel ist
1
f(x) =5 [=sin@x +5)]-2 = —sin(2x + 5)

1
® 32 Die zweite Ableitung der Funktion f(x) = 3 sin (7x + 1) ist zu ermitteln.

Losung: Es ist

3
fix) =3 [cos (%x + 1)] e i - "cos (%x + 1) und folglich

2
) =%[—sin(—;—x o 1)] % —%sin (%x + 1).

u3

ey

Zu untersuchen ist das Monotonieverhalten der Funktion f(x) = cot x im offenen Inter-
vall (0; 7) mit Hilfe der Differentialrechnung.

Lésung: Fiir alle x € (0; x) ist

g |
tx) = ————0!.
oot 2y sin? x
Da fiir alle x € (0, 7) die Ungleichung sin? x > 0 erfiillt ist, gilt im gesamten Intervall
(cot x)’ < 0, d. h., die Kotangensfunktion ist im Intervall (0; @) streng monoton fallend.

Wir wenden uns nun der Integration von f(x) = sin x und f(x) = cos x zu.
Soll z. B. der Flacheninhalt der im Bild B 36 blau gerasterten Punktmengen ermittelt werden,
so sind die Integrale

x Z
1

fsin xdx bzw. fcos (7 x + ;) dx

0 0

zu berechnen. Diese Integrale sind leicht mit Hilfe des Hauptsatzes der Differential- und Inte-
gralrechnung zu ermitteln, wenn wir je eine Stammfunktion von sin bzw. cos kennen.

Bild B 36

® 58 Erldutern Sie, was man unter einer Stammfunktion einer Funktion f versteht!
Nennen Sie je eine Stammfunktion von

a)f(x) = x; b)f(x) = e%; ) f(x) = o )f(x) = x* + 5!

2/x’
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Den im Satz B 11 genannten Ergebnissen entnehmen wir sofort, da3

F(x) = —cos x eine Stammfunktion von sin und

F(x) = sinx eine Stammfunktion von cos ist.

Damit gilt

>12 Ifsln:dx:—eosx+c; fcosxdx:s!nx+c.

m 34 Es ist der Flicheninhalt der im Bild B 36a) und b) blau gerasterten Punktmengen zu

ermitteln.

Lisung:
x
a)Esist A = [sinxdx =[—cosx]f = —cosw — (—cos0) = —(=1) +1 =2.

0
Ergebnis: Der Flicheninhalt der Punktn‘lenge betragt 2.

b) Es ist
n
2
A= fcos(—;—x +;)dx .
o :
. 1 x
Der Integrand f(x) = cos (7x + 12!-) ist die Verkettung der Kosinusfunktion mit der

1 -
linearen Funktion z(x) = 5 x + % Eine Stammfunktion von f ist die Funktion F mit

F L AEE. +2) =2-sin 1x+ﬂ)
(x)——lsm(?x )— si (2 s

2
2
Also gilt ; -
=
Zz
1 1 o lf 3 -
J.cos(ix +%)dx = [2~sin(7x + %)]: = 2-sin7n -2 ~sin% =\/2 -2,
0
Damit ist
A=|/2-2=2-/2%0586.
Ergebnis: Der Flacheninhalt der Punk betrégt ahert 0,586.
Aufgaben

Differenzieren Sie die folgenden Funktionen!

1A

a)f(x) = 2sinx

b)f(x) = sin (x + 2) (L)
¢) f(x) = a-sin(bx + ¢) (L) f) f(x) = e* -sinx (L)
2)f(x) = sin® x (L)

() =ﬂ‘;—* L

d)f(x) = «/sinx (L)



190 B Winkelfunktionen _ LE 16

2. 2 = sin 2x x
I e =e 01w =
b) f(x) =sin(2 — x) sin x
¢) f(x) =1 —sin?x f) f(x) = sin (In x)
0 () = sin/x £ f0) = ———
sin® x
3. Ermitteln Sie alle Stellen x, fiir die 4. Ermitteln Sie alle Stellen x, an denen
(sinx)’ = 1 gilt! der Anstieg des Graphen von sin

gleich Null ist!

Ermitteln Sie jeweils eine Gleichung der Tangente an den Graph von fim Punkt P (xo; f(x0))!

2

5.1 a)f@) =sin/x; x,,="T 6.1 a)f() =1-sin*x; x =0
(L) b)f() =2sinx; xo = % b) f(x) ='sin(Inx); %o =1
Ermitteln Sie jeweils einen Koeffizienten k derart, daB y” + ky = 0 fiir alle x gilt!
7.1 a)y =sinx b)y =sinax 8.1 a)y=a-sinx(L) b)y=a-sinbx(L)

¢)y =cosx d)y = cosax c)y=a-cosx d)y=a-cosbx
Bilden Sie von folgenden Funktionen jeweils die erste Ableitung!
9.1 a)f(x) =Incos?x c)f(x) = e¥=* 10.1 a) f(x) = log, (sin ax)

b) f(x) = 2% d)f(x) =e*-sinz (L) b)f(x) =a*-sinx,a>0,a+1
Ermitteln Sie jeweils eine Gleichung der Tangente an den Graph von fim Punkt P (xo; f(xo))!

ll.f a)f(x) =cosx, xo= % 12.1 a)f(x) = cos (Zx - %), Xo = %
b)f(x) = tanx, xo =0 (L) b)f(x) =cotx, Xo = %
Geben Sie jeweils drei S unktionen zu folgenden Funktionen an!
13.1 a)f(x) = sin (x + %) : 14.1 a) f(x) = cos (x - %)
b) f(x) = cos 2x b) f(x) = sin%x
¢) f(x) =sin(2x —%) c)/(x)=2~cosx—3-sin%x
Berechnen Sie folgende bestimmte Integrale!
5 3
15.1 a)[sinxdx . 16.1 a)[sinxdx
o
o -7
n n
z 2
b) [ cos x dx b) [ (cos x — sin x) dx
o= 3n
2 ]
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17 Kurvendiskussionen

Neben rationalen Funktionen, Wurzelfunktionen, Exponential- und Logarithmusfunktionen
treten bei der Beschreibung von Vorgingen in Natur und Technik auch Winkelfunktionen auf,
im allgemeinen immer dort, wo periodische Vorginge beschrieben werden. Uns stehen jetzt
Hilfsmittel zur Verfiigung, um den Verlauf solcher Funktionen zu untersuchen.

Die folgenden Beispielé sollen fiir einige typische Fille die Anwendung der erarbeiteten Metho-
den auf Winkelfunktionen demonstrieren.

® 35 Der Verlauf der Funktion f(x) = cos? x — 0,25 ist zu untersuchen.

Ldsung: Da die Kosinusfunktion fiir alle reellen x definiert ist, hat auch fals Definitions-
bereich die Menge aller reellen Zahlen.
Der Wertebereich dieser Funktion ist leicht zu iibersehen, denn aus

—1 = cosx = 1folgt 0 = cos? x = 1 und damit —0,25 < cos®* x — 0,25 < 0,75.

Da f iiberall differenzierbar ist und aus der Differenzierbarkeit die Stetigkeit folgt, ist /
iiberall stetig. Deshalb nimmt fauch jeden Wert zwischen —0,25 und 0,75 an. Also ist der
Wertebereich von f das Intervall (—0,25; 0,75).

Nullstellen: Die Nullstellen von fsind die Lésungen der Gleichung
(1) cos*x =0,25.

Aquivalent mit (1) ist
, « ' f
2 cosx =05 i | i : |
oder aﬁ‘ _4-,._._5;(_ _~>—+—.—_“-:;———_.'$l__
tat 1 3
(3) cosx = —0,5. 0 Rl I LESOR 4‘2“ 121
oo e ot T oyt o it o T S e I
Die Losungen von (2) sind | ~%% 1 i | i e
| i | |
t
X == + k- 2z,
)
X2 =T" +k-2n (keG),
jene von (3) sind
X3 = %n + k - 27,

xe =;n+k~2n (keG), BB

Lokale Extrema: Wir ermitteln die Nullstellen der ersten Ableitung von f. Es ist
f'(x) = —2-cosx-sinx.

f’(x) = 0 ist dquivalent mit cos x = 0 oder sinx = 0, woraus xs = % + k -z und
x¢ = 0 + k - n(k € G) folgt.

Wegen f(xs) = cos’% — 0,25 = —0,25 und f(x6) = cos?0 — 0,25 = 0,75 und unter

Beriicksichtigung des ermitteiten Wertebereiches liegt an den Stellen x5 jeweils ein Mini-
mum und an den Stellen xs jeweils ein Maximum vor.
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m 36

f(@) = —2-sinw —4-sin2x =0

Graph von f: Wir tragen die bisher ermittelten Ergebnisse in ein Koordinatensystem ein
(~ Bild B 37a). Diese Ergebnisse legen die Vermutung nahe, daB f die kleinste Periode
hat. Eine kleinere Periode kommt jedenfalls schon wegen der Extrempunkte nicht in
Frage. DaB = Periode von fist, folgt wegen einer Quadrantenbeziehung fiir die Kosinus-
funktion aus .
f(x + @) = cos? (x + @) — 0,25

= [cos (x + @)]* — 0,25

= [—cos x]* — 0,25 = cos? x — 0,25 = f(x)
Das Bild B 37 zeigt den Graph von f.
Die Nullstellen und Extrema der Funktion f(x) = 2 - sin x + sin 2x sind zu berechnen,
und der Graph von f ist zu skizzieren.

N

Lésung: Da f wegen f(x + 27) = f(x) eine periodische Funktion mit der Periode 2z ist,
geniigt es, die charakteristischen Stellen von f im Intervall <0; 27} zu untersuchen.

Nullstellen
2-sinx +sin2x =0 sin 2x = 2 - sin x - €os x
2-sinx + 2sinx-cosx =0

2-sinx(l +cosx) =0 a - b = 0 genau dann, wenn a = 0 oder
sinx =0 oder 1+ cosx =0 b=0
cosx = —1

x; =0, X =7, X3 =27 Nullstellen im Intervall <0; 27>
Lokale Extrema .
f/(x) =2-cosx + 2 cos2x
f(x) = =2 -sinx — 4-sin2x
2-cosx +2-cos2x =0 notwendige Bedingung
Lésungen im Intervall <0; 27): ( » Beispiel B 26, Seite 182)

5 ;
X4 = %, xs =37 X =7 mogliche Extremstellen
[ (—7;-) =0 und hinreichende Bedingung

f”(%)=—2~sin%—4-sin%n<0 sin%>0 und sin%n>0
f’(%n)=0 und

5 10 5 1
f”(%n) = —2-sin?n - 4'sin?n >0 sin?n <0 und sin-3—0n = sin%n <0

f(x) =0 und

fhat an der Stelle i;— das lokale Maximum
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m 37

13

7
f(%) =2-sin +sinpw = 2°sin60° + sin 120° = 3 -sin 60° =3~#:2,5

5
und an der Stelle e das lokale Minimum

5 510 \ . 3
f(gn)=2~sm§:z + sm;.—r=2-sm300°+5|n600°=—3-sin60°= —3'4: -2,6.

Fiir die Stelle x, = = kann wegen f"(x) = 0 achst keine Entscheid iiber das
Vorliegen eines Extremums getroffen werden.

Wir tragen die bereits ermittelten Er-

gebnisse in ein Koordinatensystem ein y

(~ Bild B 38a). Da f im Intervall (0; ) S

keine Nullstellen hat, f (i;-) aber posi- 21

tiv ist, muB f als stetige Funktion im &

gesamten Intervall (0; =) positiv sein. iy SRR S S R Ay
Aus analogen Griinden muB f im ge- 294800 ety 2T X
samten Intervall (m; 2n) negativ sein. bl

Somit kann f an der Stelle = kein Ex- ot

tremum haben. Wegen f(z) = 0 und & o

f'(=) = 0 ist die x-Achse Tangente an

den Graph von fim Punkt (z; 0). Das uT
Bild B 38b zeigt den Graph von f im

nx + sin 2x

Intervall <0; 2. 3
N 21
Bild B 39 N
| 01 2 1 6/2T x
1 -1t
- ~ -2

Durch die Funktion f mit |
¥
f(ty =2e*-cost, +=0, BidB38

wird die Elongation (Auslenkung aus der Ruhelage) eines Federschwingers in Abhéngig-
keit von der Zeit beschrieben (» Bild B 39). Die Funktion fist zu diskutieren.

Losung:
Nullstellen: Wegen e~* > 0 fiir alle ¢ ist f(r) = 0 genau dann, wenn cos ¢ = 0 ist. Wir

erhalten die Nullstellen 7, = % + kn (keG;k=0).

Extrempunkte: Aus f'(t) = —2¢™" -cost — 2¢™" -sint = 0 folgt cos # + sint = 0.

Die Losungen dieser Gleichung sind

7
l,=%n+k-2n und lz=7n+k-2rz (keG; k=0).

Mit Hilfe der zweiten Ableitung von f finden wir, daB f an den Stellen #, jeweils ein
lokales Minimum und an den Stellen 7, jeweils ein lokales Maximum hat (» @ B59).

[00 12 54]
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Wegen L o
ft) =271 -cos t, f| \h filt)=2-¢
ek ( ﬁ) 051 folt)=2:e7" -cost
= ~Eg e ——
5 2

= B 1
und
f6) =J/2e ]
erhalten wir die
lokalen Extrempunkte: i
Min. (ll; —ﬁe"l),

01

3
ty=—n+ k- 2n,

4 0006
Max. (t;; \/2 e'z), 0 1 t

1 <27
g Sapaile -013 Bild B 40

Die Schwingungsdauer der Schwingung ist 2z. Da e~ monoton fillt, nimmt die Ampli-
tude mit wachsender Zeit ab. Man nennt deshalb eine solche Schwingung auch gediimpfte
Schwingung. Die folgende Tabelle gibt einige lokale Extremwerte an.

3 " 7 _u
= 2 n = 2 £ t= 1 £
Maximum 0,0058
Minimum -0,13 —0,00025

Das Bild B 40 zeigt den Graph von fim Intervall <0; 6).
® 59 Begriinden Sie, daB die im Beispiel B 37 angegebene Funktion fan den Stellen

3 ook " 7
= "y 7 + k - 27 jeweils ein lokales Minimum und an den Stellen ¢, = —4—7: + k- 2n

jeweils ein lokales Maximum hat!

Aufgaben

Untersuchen Sie den Verlauf der folgenden Funktionen (Nullstellen, Extrempunkte), und
skizzieren Sie jeweils den Graph der Funktion in einem geeigneten Intervall!

1.1 a)f(x) =sin®x b) flg) = %cos 29 ¢) f(x) = %(1 + sin 2x)
2.1 a)f(x) =sin’x b) g(t) = ZSin% ¢) f(x) = sinx - cos x (L)

3.t f(x)=cos’x+sinx—-% 4.1 f(t)=e"-sint

5. Zeigen Sie, daB die Funktion f mit f(x) = x + sin x keine lokalen Extrema hat!
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18

® 60

® 61

Extremwertaufgaben
Gegeben ist ein Dreieck (~ Bild B 41). Driicken Sie sin «, sin f, tan «, tan f, cos « und
cos # unter Verwendung von a, b, h, p und g aus!

Wiederholen Sie anhand der Ubersicht auf Seite 136 das Vorgehen beim Losen von
Extremwertaufgaben !

In Klasse 11 haben wir schon Extremwertaufgaben geldst, bei denen das Problem durch eine
rationale Funktion oder eine Wurzelfunktion beschrieben wurde. Im vorangegangenen Ab-
schnitt konnten wir auch solche Probleme behandeln, die durch Exponential- oder Logarith-
musfunktionen erfaBt werden. In dieser Lerneinheit werden wir uns mit der Losung solcher
Extremwertaufgaben befassen, bei denen vorteilhaft Winkelfunktionen angewendet werden

konnen. An zwei Beispielen wollen wir das Vorgehen erldutern.

m38

]3¢

Bild B 41

Bild B 42
Einem gleichschenkligen Dreieck werde an der Basis ein Halbkreis angesetzt ( Bild B42).

Die Lénge s der Schenkel ist vorgegeben. Wie grof ist der Winkel  zu wahlen, damit der
Flidcheninhalt der zusammengesetzten Figur moglichst groBl wird?

Losung:
(1) Ermitteln der Funktion: Es ist

1
* A= 7:‘ -siny + %r‘.

Auf der rechten Seite von (*) treten noch zwei Variablen auf: y und r. Da wir 4 als Funk-
tion von y darstellen wollen, versuchen wir noch, r durch y auszudriicken. Es ist

r=s- sin% . Damit erhalten wir
1 ; n =y Y
A=f@) = Es’ ssiny + 5 s? - sin? 5 und schlieBlich

1
A=f(y) = 7:2 -(siny +n -sin’%). 0° <y < 180°.
(2) Wir untersuchen f auf das Vorhandensein lokaler Extremwerte:

1 L ¥ 1
o] =—gs2 . 5 3
@) 2: (cosy+n 2[sm2 cos 2] 2)

1 1
=?sz(cosy +%~2<sin—;—~cos%) =7.\-2 (cosy +-]21-siny)

1 ’ 7
fy) = 7s’(—smy + %cosy).
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Aus f'(y) = 0 folgt
1 1
?s’(cosy +—;—tsin y) =0 :732

& T, 0 T,
cos —siny = — —-sin
/4 > ¥ 3 4

Fa
cosy = —?siny tsiny (siny + 0)

coty = ——

coty & —1,57
ye & 180° — 32,5° = 147,5°

1
f(ve) = 7:‘ (—sin 147,5° + ;cos 147,5°) <0.

/f hat an der Stelle y; ~ 147,5° ein lokales Maximum.

Wegen 0° < y < 180° und der Differenzierbarkeit von f in diesem Intervall liegt an
der Stelle y¢ auch ein globales Maximum von f vor.

(3) Ergebnis: Wihlt man y = 147,5°, so wird der Flicheninhalt der zten
Figur am groBten.

Eine Strafe soll durch am StraBenrand stehende Lampen beleuchtet werden (.~ Bild B43).
Wie hoch miiite man die Lampen anbringen, damit die Mitte der StraBe moglichst hell
beleuchtet wird, wenn die Beleuchtungsstéirke B im Punkt M dem Kosinus des Winkels ¢
proportional und dem Quadrat des Abstandes r von der Lichtquelle umgekehrt propor-
tional ist?

Losung:
(1) Ermitteln der Funktion:

1
Esist B~ — - cos ¢.
r

Bezeichnen wir den Proportionalititsfaktor,
der insbesondere von der Lichtquelle
abhingt, mit X, so gilt

B=K~Lz-cos¢p. Bild B43
r

Wiederum treten auf der rechten Seite der Gleichung zwei Variablen auf, namlich r und ¢.
sin @

. a 1 « J 0
Wegen sing = —, also — = , konnen wir r eliminieren und erhalten
r r

sin? K .
B=f(p)=K- 2¢'COS!P=—2'szlp'COqu.
a a

(2) Wir untersuchen f auf das Vorhand in lokaler Ext te:

K : K . )
f@) =7 @ sing cos’ g — sin’g) = —-sing - (2 cos? p — sin’p).
a
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Aus f(p) = 0 folgt
Koo ;
*)— -sing - (2 ~cos? ¢ —sin? @) = 0.
a
Gleichung (*) ist dquivalent mit sing =0 oder 2 -cos? g —sin? g = 0.

Da uns von der Aufgabenstellung her nur Winkel ¢ mit 0 < ¢ < % als Loésungen inter-

essieren, scheidet sin ¢ = 0 aus. Losungen der Gleichung 2 - cos? ¢ — sin? ¢ = 0 finden
wir durch folgende Uberlegungen:

2 -cos? ¢ = sin® @ | :cos?g
sin?
2= -T(p =tan?¢
cos? ¢
ﬁ = tan @ tang = —\/E scheidet aus, da uns nur
Po X 54,7° Losungen im Intervall (0°; 90°)
° ’ interessieren.

Da fim Intervall <0°; 90°) differenzierbar ist und £(0°) = 0und £(90°) = 0und f(po) > 0
gilt, muB fan der Stelle g, ein lokales Maximum haben, das zugleich auch globales Maxi-
mum von fist.

(3) Ermitteln der Hohe # fiir den errechneten Fall:
Wegen tan 2 10im ist i 10im
e =—= = .
3 == h tan @
Setzen wir nun ¢ = @q, so erhalten wir
10m 10m

T tang, ﬁ
(4) Ergebnis: Die Lampen miifiten in einer Hohe von 7m
angebracht werden. BildB44 |

h ~ 7m.

@ 62 Ein Lichtstrahl, der in einem Medium I die Geschwindigkeit ¢, und im Medium II die
Geschwindigkeit ¢, + ¢, hat, wird an der Grenzschicht gebrochen (~ Bild B 44). Das
Licht nimmt einen solchen Weg von A4 nach B, daB die dafiir benétigte Zeit ein Mini-

sin & c

mum wird. Beweisen Sie, dal dann — =L gilt!
sin ca

Ljsungshinweise :

1. A und B seien beliebige Punkte in den Medien I bzw. 1I. Wir kdnnen also AE, BFund d
als gegeben ansehen.

S ; : - L. AD
2. Die Zeit t,, die das Licht bendtigt, um von A4 nach D zu gelangen, ist gleich —.
Cy

3. Ermitteln Sie die Zeit ,, die das Licht benétigt, um von D nach B zu gelangen!
4. Setzen Sie ED = x! Stellen Sie die Gesamtzeit ¢ = , + f, als Funktion f von x dar!
5. Ermitteln Sie die erste Ableitung von £, und setzen Sie diese gleich Null!

6. Fiihren Sie jetzt sin  und sin # in den erhaltenen Ausdruck ein, und leiten Sie die
geforderte Beziehung her!

7. Begriinden Sie, daB es sich um ein Minimum handelt!
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Aufgaben

1 Gegeben sei ein Drachenviereck mit den Seiten a und b (~ Bild B 45). Wie groB ist der
Winkel  zu wihlen, damit der Flicheninhalt des Drachenvierecks moglichst groB wird?
2. Gegeben seien im Intervall <0; ) die Funktionen f(x) =sin2x und g(x) = —2sinx.

a) Skizzieren Sie die Graphen von fund g!
b) Die Graphen der Funktionen sollen von einer Parallelen zur y-Achse so in zwei

Punkten P, und P, geschnitten werden, daB die Liénge der Strecke P, P, ein Maximum
wird. Ermitteln Sie das Maximum von PP,!

a

Vot
P
o
b
S
—
Bild B 45 Bild B 46 Bild B 47

3. Uber einem runden Tisch vom Durchmesser d = 1 m soll eine Arbeitsleuchte ange-
bracht werden. In welcher Hohe # iiber der Tischmitte ist die Lampe zu befestigen, damit
die Arbeitsplitze am Tischrand moglichst hell beleuchtet werden (~ Beispiel B 39)?

4.  Eine Last mit der Gewichtskraft Q soll auf einer horizontalen StraBe mit dem Reibungs-
koeffizienten u = 0,07 fortbewegt werden. Welchen Winkel x muB die bewegende Kraft F
mit der Horizontalen bilden, damit der die Reibung iiberwindende Teil der Kraft am
kleinsten wird (.~ Bild B 46)? (Hinweis: Die Reibungskraft ist dem Betrag nach gleich

e
H(Q — F»), und sie wirkt der Kraft F, entgegen.) (1)

5. Unter welchem Winkel x muB ein Geschof abgefeuert werden, damit es die groBtmog-
liche Weite erreicht? (Hinweis: Die Bewegung des Geschosses setzt sich aus einer gerad-
linigen Bewegung mit der konstanten Geschwindigkeit v — der AbschuBgeschwindigkeit —
und der Fallbewegung zusammen.) (.~ Bild B 47).

19 Flicheninhaltsberechnungen

In dieser Lerneinheit wollen wir mit Hilfe der Integralrechnung den Flacheninhalt solcher
Punktmengen bestimmen, die u. a. durch Graphen von Winkelfunktionen begrenzt werden.

m 40 Der Flicheninhalt derjenigen Punktmenge ist zu berechnen, die vom Graph der Sinus-
funktion und der x-Achse im Intervall <0; 27> begrenzt wird.
Lésung: Zunichst beachten wir, daB die Sinusfunktion im Innern des Integrationsinter-
valls die Nullstelle x, = # hat. Fiir 0 < x S istsinx 20, und fir 7 < x < 27 ist
sin x < 0. Deshalb ist

2z

[ sin x dx

£

,.
A = [sinxdx + = [—cos xJg + |[—cos x]27.
0
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m4

m42

A= —cosn +cos0 + |—cos 2z + cosar| =2 + |-2| = 4.

Ergebnis: Der Flicheninhalt der Punktmenge betrigt 4 = 4.

Es ist eine Zahl @ zu ermitteln, so daB die im Bild B 48 blau gerasterte Punktmenge M

den Flicheninhalt \/2 hat.

Losung: Die Abszisse des Schnittpunktes der Graphen von sin und cos im Intervall
a

<0; %> ist % Deshalb gilt 4 = f(sin x — cos x) dx.
=

ry
Wir berechnen das bestimmte Integral. Es ist

f(sinx —cosx)dx = [—cosx — sinx]; = —cosa — sina + cos% + sin%.
2 4
Y
Y
Wegen 1
N . 7 ﬁ y =cosx
A= 2undcosT—sm7 3
erhalten wir die Gleichung 0 x
2 2| = y =sin x
—cosa—sma+—‘—/—+‘/ \/2 -1
und damit Bild B 48

cosa + sina = 0.
3
Lasung dieser Gleichung im Intervall <0; =) ista = 7"'
3 =
Ergebnis: Wihlt man a = Tn’ so ist der Flicheninhalt von M gleich \/ 2%

Zu berechnen ist der Flicheninhalt der Punktmenge M, die von den Graphen von

1
f(x) = ¢ und g(x) = cos (7): - %) und den Geraden x =0 und x = ; begrenzt
wird.

Losung: Fiir alle x mit 0 = x = -;i gilt wegen e* = 1 und cos (; x - 7) 1 offenbar

f(x) = e = cos (%x - %) = g(x). Deshalb ist

I

x
e | R 3 . d
e -2 sm(ix ‘T)]o =e 2-:sin0 —e® + 2 sm( T)

A=

°
— ol

«
_=ez—1—2-#z4,8—]—-],4=2,4.

Ergebnis: Der Flicheninhalt von M betrégt naherungsweise 2,4.
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Zusammenfassung

Definition der Winkelfunktionen

Ist x der Zahlenwert der Linge des Kreis-

bogens EP auf dem Einheitskreis und sind
u und v die Koordinaten von P, so ist

cosx =u und sinx =o.

sin x cos x
tanx =——, cotx = ——
cos x sin x
Lasen goni ischer Gleick (.~ Ubersicht auf Seite 184)

(1) Gleichung so umformen, daB nur noch ein Argument vorkommt.

(2) Gleichung so umformen, daB nur noch eine Winkelfunktion vorkommt.

(3) Nétigenfalls Variable z fiir die Winkelfunktion setzen und Gleichung in z l5sen.

(4) Einfache goniometrische Gleichung mit Hilfe der Tafel oder des Rechenstabs I6sen.

Differentiation der Winkelfunktionen

Die Winkelfunktionen sin, cos, tan und cot sind an allen Stellen ihres Definitionsbereiches
differenzierbar. Es gilt

(sin x)* = cos x; (cos x)’ = —sin x;
1
(tanx)’ = —— =1 + tan?x; (cotx)’ = ——=—= —(1 + cot®x).
cos? x : sin? x
Stammfunktionen zu den Funktionen sin und cos
Es ist
fsinxdx = —cosx + c, J'cosxdx =sinx + c.
Aufgaben

Berechnen Sie den Flécheninhalt derjenigen Punktmenge, die vom Graph der Funktion f, der
x-Achse und den Geraden x = a und x = b begrenzt wird! (Beachten Sie eventuell vorhandene
Nullstellen von f'im Innern des Intervalls <a; b))

1.1 a)f(x) =cosx,a=0,b=2n 2.4 a)[(x):sinx,a=;,b=%u
b) f(x) = sin(Zx +%),a=0,b=n L b f) =cos%x,a=0,b=3n
©) fx)=1+sin2x,a=0,b=1 C)f(x)=sin%x,a=0,b=l
d)f(x):sinx+cosx,a=-4f,b=; d)f(x)=4~cosx,a=;,b=n

Berechnen Sie jeweils den Flicheninhalt der in den folgenden Bildern skizzierten Punktmengen!
3.1 a)BildB50 b) BildB 52 4.1 a) BildBS5I(L) b) BildB53(L)
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B o

Y’i y
3+ 2
2+ i
g(x)=cosx
1" T : T
0 N ¢3 & 31 »x
2 2
0 : 3 T
1 m\ 3N =y =5t
2
£ T
fx)=-x*+b4 gl(x)=sinx
Bild B 50 Bild B 51
y y
flx)=x
3+ 3
24+ 21
f(x)=sin 2x
14 1

-1

3
+ =
/+ T IN YT

st \ Y| A
\\ 1

g(x)=—sinx

Bild B 52

Bild B 53

Ermitteln Sie eine Zahl a derart, daB die Punktmenge, die vom Graph der Funktion f, der
x-Achse und den Geraden x = 0 und x = a begrenzt wird, den Fliacheninhalt 1 hat!

5.4 f(x)=2-sin2x

6.1 flx) = %‘coslx.

2

Weitere Aufgaben zu den Lerneinheiten B 6 bis B 19

1. Ermitteln Sie mit Hilfe der Tafel der Funktion y = In x folgende Logarithmen!

a)ln7 b) In 70 ¢) In 700
e) In 837 f) In 83,7 2)In 8,37

2. Skizzieren Sie den Graph der Funktion y = In (—x) mitx < 0im Intervall ¢ —8; —0,1>!

d)1n 7000
1) In 0,837
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4.

11.

Ermitteln Sie mit Hilfe der Tafel der Funktion ¥y = In x Niherungswerte fiir die Losungen
folgender Gleichungen!

Anx =44190 Dinx=66115 © Inx=10296
Dinx=32587 ©lnx=66892 0 Inx=04720
Gegeben ist eine beliebige positive Zahl a.

a) Ermitteln Sie eine Zahl b, fiir die In b = In a + 1 gilt!
b) Gibt es mehrere Zahlen b mit dieser Eigenschaft?

¢) Welche SchluBfolgerungen ziehen Sie aus dem Ergebnis fiir den Verlauf des Graphen
der Funktion In?

Bilden Sie jeweils die 1. Ableitung folgender Funktionen!
1 x 1 x°
a) =—ln= b) =—_ ©) =33, e (1)
fx) 5 In 5 fx) e fGx)=x*-Inx 5

- £ 1+ x?
f@=lnx* f@)=n(l-5 Df@) =05 O

Gegeben sind die Funktion f(x) = In x und eine beliebige Zahl x, > 0.

2) Ermitteln Sie eine Gleichung der Tangente an den Graph von fim Punkt P, (xo; f(xo))!

b) Berechnen Sie den Schnittpunkt dieser Tangente mit der y-Achse! (L)

) Geben Sie ein Verfahren zur Konstruktion der Tangente an den Graph von fim
Punkt Py (x0; f(x0)) an!

Geben Sie jeweils eine Stammfunktion an fiir die Funktionen

a

» M) = bx + ¢

) f(x) =

1

% +.5

Berechnen Sie die folgenden Integrale!
100

1 2 3 3
dx 5
a) [ (1) b)f (L c)f 2543 d)f 1-x e)f 2
T In 10 2% 3% dx e dx eFdx (e* + x?)dx
10 0 0 1 2

1
Gegeben sind die Hyberbel f(x) = = und die Gerade g durch die Hyperbelpunkte mit
1
den Abszissen x, = o und x, = 4.

Ermitteln Sie eine Gleichung der Geraden g, und berect Sie den Flicheninhalt der
Punktmenge, die von g und der Hyperbel begrenzt wird! (L)

Ermitteln Sie unter Verwendung der entsprechenden Tafeln im Tafelwerk ,,Tabellen und
Formeln* folgende Funktionswerte!

a) g3 b) ¢0.75 (L) c) (¢ d) o2.70 (L) €) p~2,60 f) e=3:20
- - 1 1 1
8) 5 h) g-0.08 Dmle ®in— D In—p
\/ \/E :3; 2 ":; e
Ermitteln Sie mit Hilfe der Tafeln fiir y = e* bzw. » = In x Néherungswerte fiir die

Losungen folgender Gleichungen!
Der =12 Mer=1000)  ex=07860 . Dex = 02952 (L)

@L  m)y,
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12.  Skizzieren Sie die Graphen der folgenden Funktionen in einem geeigneten Intervall in
ein und demselben Koordinatensystem!

a)y=¢ und y=e*+1 D) y=—¢ und y=2e*
13.  Bilden Sie die 1. Ableitung folgender Funktionen!
e*
DIW=eG-1) M@= Ofe) =50 D fe)=einx

14.  Ermitteln Sie drei Funktionen f, fiir die /* = f gilt!

15.  An den Graph der Funktion f(x) = e* In x sei an der Stelle, an der feine Nullstelle hat,
die Tangente gelegt. In welchem Punkt schneidet die Tangente die y-Achse?

16.  An welcher Stelle hat der Graph der Funktion f(x) = e* den Anstiega) 20,b) 0,05?

17.  Berechnen Sie jeweils den Flicheninhalt der Punktmenge, die von den Graphen der
Funktionen fund g und den Geraden x = a und x = b begrenzt wird!

© D@ =eg =ena=0b=2 D W =aeg@ =t a=1,b=2

18.% In einem Koordinatensystem ist ein Quadrat durch die Koordinaten seiner Eckpunkte
P, (0;0), P> (2;0), P3(2;2) und P (0; 2) gegeben. Durch die Graphen der Funktionen
y = e*und y = In x werden von der Quadratfliche zwei Punktmengen abgetrennt.
a) Skizzieren Sie das Quadrat und die von den Graphen abgetrennten Punktmengen!
b) Berechnen Sie den Flacheninhalt der Restfliche!

19.  Untersuchen Sie, fiir welche reellen Zahlen a die Funktionen y = e*(x* — a) keine lokalen
Extrema haben!

20.  Ermitteln Sie (soweit vorhanden) die Nullstellen und lokalen Extrema der folgenden
Funktionen! Skizzieren Sie jeweils (nach Berechnung geeigneter Funktionswerte) den
Graph in dem angegebenen Intervall!

1
a) f(x) = e(x? — 3); <—6;2> D) f(x) = (x2 = 5)eZ ;(~10;2T>

ity W=l 5e
e* e*
Bilden Sie die 1. Ableitung folgender Funktionen!
1
2t 8 f) =4 D) ) =107 9 1) =z 20
d) f(x) = Ina* e) f(x) = % D 1) = @ - 1)*(L)
22.1 ) f(x) = logs 7 b) f(x) = x - logs 7 ©) f(x) = log, bx

d) f(x) = logsax ) f(x) = (logs 3x)*(L) f) f(x) = a* - log, x(L)
23.  Geben Sie fiir die folgenden Funktionen jeweils eine Stammfunktion an!
a) f(x) =2 b) f(x) =5-10 ©) f(x) = 2-3 Df(x) = —‘l’n—
X a
24.  Berechnen Sie die folgenden Integrale!
2 2 1 1
a) [ +x)dx b [2rde) O f2xdx D [107dx (D)
0

0 i A 0
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25. Ermitteln Sie jeweils eine Gleichung der Tangente an den Graph der Funktion f im
Punkt P (xo; f(xo))!

a)f(x) =2% xo=3 b)f(x) =107%, x, =0

Of@x) =lgx, xo=1 d)f(x) =lgx, x,=10
26.  An welcher Stelle hat der Graph der Funktion f(x) = 2* den Anstieg 10?
27.  Zeigen Sie, daB die Funktion f(x) = a* die Gleichungen

a)f'=k-f (keP) und b)f” =k*-f (keP)

erfiillt, und geben Sie k an!

28.  Fir welche Zahl x ist die Differenz der Funktionswerte der Funktionen fund g am
kleinsten?
Afx) =x% gl =lgx b fx) =x* gx) =log, x (L)
29.  Gegeben sind der Graph der Funktion f(x) = 2* und die Gerade g durch die Punkte
P, (05 f(0)) und P, (2; (2)).
a) Ermitteln Sie eine Gleichung fiir die Gerade g!
b) Skizzieren Sie die Punktmenge M, die von g und dem Graph von f begrenzt wird!
¢) Berechnen Sie den Flicheninhalt von M!
30.  Vereinfachen Sie die folgenden Terme!
1 Cos x cos f — c +
a)sin (x + 60°) + sin (x — 60°)  b) SB2CSE —cos@x +p)
cos (x — f) — sinasin g
31.  Skizzieren Sie die Graphen der folgenden Funktionen, und ermitteln Sie Jjeweils die
kleinste Periode! :

a) f(x) =3~cos'(x—§) b)f(x)=%~cos (—x+;)

O fx) = —2-sin(-2x+;) a) f(x) = —3-cos(x+%)

32, Ermitteln Sie jeweils alle Losungen der folgenden Gleichungen, die im Intervall <0°;360°)

liegen!
a)cosx —cos?x =0 b)2-cosxsinx =0 c)cos*x —sin?x =0
d) cos? x = 0,25 e) —sinx+\/§‘cosx=0 f) sinx-cosx =0
Lésen Sie folgende Gleichungen!
33.1 a)sinx-cosx =2 34.1 a)8-sin?x —10-sinx +3 =0
b)5-sinx =3 -tanx b)5 —2-tanx =10 — 7 - tan x
¢) 2-sin?¢p + \/5 ccosgp =2 c) \/g-sinx + 11 -cosx = 37 -sinx
Bilden Sie von den folgenden Funktionen Jjeweils die erste Ableitung!
35.1 a)f(x) =2 -cosx d) f(x) =2 -sinx-cosx g)f(x)=/%

— COS x

b) f(x) = %-cos (x + 21) e) flx) = !

¢) f(x) = tan 2x + cot x2 ) f(x) =2 (x — cotx) - sinx
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36.1 a) f(x) = cos? x ¢) f(x) = sin* —;i — cos? 2x e) f(x) = 2 -sin2x ~.cos x
) ) e ) f(x) = x - cot x O A
cos? x sin x — cosx

37.% Beweisen Sie, daB die Ableitung einer differenzierbaren periodischen Funktion wieder
eine periodische Funktion ist!

Geben Sie jeweils drei Stammfunktionen zu folgenden Funktionen an!

38.1 a) f(x) =sin3x + cos]Tx 39.1 a) f(x) = cos (3x + %)
b) f(x) = a - cos (bx + ¢) b) f(x) = a - sin(bx + ¢)

Berechnen Sie folgende Integrale!

. 7
40.1 a) .fcosxdx b) f(cosx — sin x) dx
0 0
1 2,5 acm
41.1 a) [sinxdx b) [ sin x dx Bild B 54
0 0

42.  Welche Form miiBte ein kegelférmiger Trichter haben, wenn er beim Filtrieren optimale
Wirkung, d. h., bei vorgegebenem Volumen die groBtmogliche Filtrierfliche haben soll?

43.  Aus drei Holzbrettern von je a cm Breite soll eine Wasserrinne mit trapezformigem Quer-

schnitt gebaut werden (.~ Bild B 54). Wie groB ist « zu wihlen, damit die Querschnitts-
fiéiche der Wasserrinne moglichst groB wird?

44. Gegeben seien zwei Punkte 4 und B und eine mit ihnen in einer Ebene liegende Gerade g,

die die Strecke AB nicht schneidet und auch nicht zu ihr parallel ist. Ermitteln Sie die
kiirzeste Verbindung von A iiber einen Punkt P der Geraden g nach B! (Hinweis: Gehen
Sie analog zu den Lésungshinweisen zu Auftrag B 62 vor!)

Ubungen und Anwendungen, Wiederholungen

® 63 Erlautern Sie an einem Beispiel, was man unter ,,g ist Grenzwert von (a,) versteht!

. 2n* + 4 .
® 64 Zeigen Sie an dem Beispiel lim — " __ die Anwend der Grenzwertsitze fiir
Folgen! neyio ST 168 — 3

® 65 Erliutern Sie an selbstgewihlten Beispielen die Aussagen des Satzes vom Maximum und
des Satzes von der Annahme der Zwischenwerte!

d

@ 66 Erliutern Sie ein notwendiges und ein hinreich Kriterium fiir das Vorhandensein
einer lokalen Extremstelle einer differenzierbaren Funktion, und wenden Sie die Kriterien
auf ein selbstgewihltes geeignetes Beispiel an!

@ 67 Erldutern Sie den Zusammenhang zwischen erster Ableitung und der Monotonie einer
differenzierbaren Funktion am Beispiel der Funktion f(x) = 32x — 6)*!
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® 68

® 69

® 70

®71

a) Definieren Sie!
Fist eine Stammfunktion von fim Intervall =pr ...
b) Ermitteln Sie je drei Stammfunktionen zu den folgenden Funktionen!

. . 1 1
S(x) =sinx, f(x) = e, f(x) = x* + 2,f(x) = Irny , f(x) Sz
¢©) Welche Rolle spielen Stammfunktionen von f bei der Berechnung des bestimmten
b

Integrals ff(x) dx?
a
1

Was versteht man unter dem bestimmten Integral J (x2 + 1) dx?
0

Wie lautet der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung?
Wenden Sie diesen Satz zur Berechnung folgender bestimmter Integrale an!
1 2 Ed
a) f(x2+2x—3)dx b) fe"dx c) fsin(2x+ 1) dx
0 0 0
Zeigen Sie an geeigneten Beispielen die Anwendung der Integralrechnung zur Flichen-
inhaltsberechnung von Punktmengen!

1
. i S R

Gegeben sei die Folge (a,) mit a, CrDGTY’ nzl1.

a) Geben Sie die Glieder ay, az, az dieser Folge an! Berechnen Sie die Glieder s, , 5, und
53 der dazugehérigen Partialsummenfolge (s,)! -
Fiir die ersten drei Glieder der Partialsummenfolge gilt s, = —
Ermitteln Sie die Zahl c! 3n + o)

b) Setzen Sie den ermittelten Wert fiir ¢ ein, und beweisen Sie durch vollstindige Induk-
tion, daB der so erhaltene Ausdruck fiir s, fiir alle # gilt!

¢) Berechnen Sie den Grenzwert g von (s,)!

d) Von welchem # ab liegt s, in der e-Umgebung von g, wenn ¢ = 10-2 jst?

,n=1,273.

1
Essei f(x) = e2
a) Bilden Sie die ersten drei Ableitungen von f!
b) Beweisen Sie durch vollstindige Induktion, daB fiir die n-te Ableitung von f gilt:

Fx) = = ez )

¢) Berechnen Sie £7(0), /7(0), f(0) und /" @0)!

d) Zeigen Sie, daB die Folge (a,) mit a, = [™(0) eine geometrische Folge ist!
e) Bilden Sie zu der Folge (a,) die Partialsummenfolge (s,)!

f) Berechnen Sie den Grenzwert der Folge (s,)!

Fiir eine Folge (a,) gelte:
ay =3,a,., =a, + (4n + 3) firalle n =1.

a) Berechnen Sie die ersten fiinf Glieder der Folge (a,)!

b) Zeigen Sie durch vollstindige Induktion, daB fiir alle # = 1 gilt: a, = 222 + n!
¢) Fiir welche Nummer # ist a, = 820?

d) Welches Verhalten zeigt die Folge (a,) fiir n - 0?
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10.

. &1 A . 7 1 1 1
Die ersten drei Glieder einer Zahlenfolge seien a; = 7 a, = 354" as = s
a) Ermitteln Sie eine Zuordnungsvorschrift fiir (a,)!
b) Untersuchen Sie (a,) auf Monotonie!
¢) Berechnen Sie die ersten drei Glieder der zugehorigen Folge (s,) der Partialsummen!
d) Zeigen Sie durch vollstindige Induktion, daB fiir alle n = 1 gilt:

- (i
2+ )
Fiihren Sie fiir folgende Funktionen eine Kurvendiskussion durch!
a) f(x) = 5x* — 4x* b) f(x) = x* — 5x* ©) f(x) =(x +2) (x* — 8x + 16)
1 5x
d = 2x* — 4x2 e) =x% + — f) e
) f(x) = 2x* —4x* + 6 f(x) =x* + = f(x) i e
1 3
Gegeben sei die Funktion f(x) = — ﬁxs + TX1'

a) Untersuchen Sie den Verlauf der Funktion /!

b) Skizzieren Sie den Graph von fim Intervall (—1;10)!

¢) Weisen Sie nach, daB jede Funktion f(x) = ax® + bx? (a %+ 0, b + 0) genau zwei
lokale Extrema hat! Geben Sie diese Extremstellen in Abhingigkeit von a und b an!

d) Diskutieren Sie die Art der Extremstellen in Abhéngigkeit von b!

e) Wihlen Sie Zahlen a und b derart, daB f(x) = ax® + bx? an der Stelle 0 ein lokales
Maximum und an der Stelle (—4) ein lokales Minimum hat!

Das Bild B55, Seite 208, zeigt den Achsenschnitt eines Raumflugkorpers, der aus einem
Rumpf (in der Abbildung gerastert) und einem kegelformigen Kopf mit der Spitze.S besteht.
Der Rumpf kann als Paraboloid aufgefaBt werden, das durch Rotation der Parabel mit

1 .
der Gleichung y = —2x? + o um die y-Achse entsteht.

a) Welchen Radius hat der Grundkreis des aufgesetzten Kegels?
b) Die Gerade SP, ist Tangente an die Parabel in Po. Ermitteln Sie die Hohe des Kegels!
¢) Ermitteln Sie den Durchmesser der Kreisfliche, die den Rumpf unten abschlieft!

7 : . ; . 1

Gegeben seien eine Parabel und eine Gerade durch die Gleichungen y = -sz bzw.
= 2 =3,
a) Berechnen Sie die Schnittpunkte von Parabel und Gerade!
b) Skizzieren Sie Parabel und Gerade in einem Koordinatensystem!
¢) Berechnen Sie den Flicheninhalt der durch Parabel und Gerade begrenzten Punkt-

menge!
Das Bild B 56, Seite 208, zeigt einen parabelformigen Briickenbogen, der die Boschungen in
den Punkten A und Bsenkrecht schneidet. Der Boschungswinkel « betriigt 30°. Die Strecke
AB hat eine Linge von 12 m. Berechnen Sie die Hohe des Scheitelpunktes C iiber der
Strecke AB!
(Hinweis: Wahlen Sie ein geeignetes Koordinatensystem!)
Das Bild B 57, Seite 208, zeigt eine Punktmenge M, die von einem Halbkreis, einer Parabel
mit dem Scheitel (0; 1) und der Strecke BC begrenzt wird. Der Punkt C hat die Koor-
dinaten x, = 2, yc = 5.
a) Stellen Sie eine Gleichung fiir die Parabel auf!
b) Berechnen Sie den Flicheninhalt von M!
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11. Der Graph der Funktion f mit ¥
$
x2 fir 0<x=<1 nicht
fx) = N = tah
-x2+2 fir 1£x=s \/2 mafstab
gerecht
und die x-Achse begrenzen eine Punktmenge M.
a) Skizzieren Sie die Punktmenge M! P
b) Berechnen Sie den Flicheninhalt von M! ) N 2 .
y
5 ¢ 3
o
o
4 <
3
24 Bild B 55
1 B
0 1 2
Bild B 57 Bild B 56

12. Gegeben seien die Funktionen fund g mit f(x) = x2 + 1
und g(x) = 2x + 4.

Die Graphen von f und g schneiden einander in den Punkten P, und P,.

a)Berechnen Sie die Koordinaten von P, und P,!

b) Skizzieren Sie die Graphen von fund g!

¢) Berechnen Sie den Flicheninhalt der von den Graphen von fund g begrenzten Punkt-
menge!

d)Es gibt genau eine Tangente an den Graph von f, die parallel zum Graph von g ist.
Berechnen Sie die Koordinaten des Beriihrungspunktes!

1
13.  Gegeben seien die Funktionen f(x) =sz

1 3
und g(x) = —?xz + ?x + 6.

Ihre Graphen schneiden einander in den Punkten P, und P,.

a)Berechnen Sie die Koordinaten von P, und P,!

b)Ermitteln Sie den lokalen Extrempunkt von g!

¢)Die Graphen von f und g begrenzen eine Punktmenge M. Skizzieren Sie die Punkt-
menge M! Berechnen Sie den Flicheninhalt von M!

4
14.  Gegeben sei die Funktion f(x) = = +1(x £0).

a)Skizzieren Sie den Graph von /fim Intervall <1; 4>! Berechnen Sie dazu einige Funk-
tionswerte im genannten Intervall!
b)Berechnen Sie den Flicheninhalt der Punktmenge, die vom Graph von /, der x-Achse

und den Geraden x = |1 und x = 4 eingeschlossen wird!
¢) Berechnen Sie die Koordinaten des Punktes Py, in dem der Graph von f den Anstieg
(—1) hat!

d)Stellen Sie eine Gleichung der Tangente an den Graph von fim Punkt P, auf!
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wn

18.

14

1
Gegeben sei die Funktion flx) = = (x > 0). Der Graph von f, die x-Achse und die

Geraden x = nund x = n + | begrenzen fiir jede natiirliche Zahl n, n 2 1, eine Punkt-

menge M,.

a) Skizzieren Sie die Punktmengen M,, M, und My!

b) Die Flicheninhalte 4, der Punkt M, bilden eine Zahlenfolge (4,). Berechnen
Sie lim A4,!

n— .

¢) Berechnen Sie die Glieder s, 52 und s; der zu (A,) gehorenden Partialsummenfolge!

d) Stellen Sie eine Zuordnungsvorschrift fiir (s,) auf. und versuchen Sie, diese zu be-
weisen!

¢) Berechnen Sie den Grenzwert lim s,!

n—r

Gegeben sei die Funktion f(x) = i

) Untersuchen Sie die Funktion auf Monotonie!

Welche SchluBfolgerung 1aBt sich aus dem Ergebnis fiir die Existenz lokaler Extrema
von f ziehen?

b) Ermitteln Sie eine Gleichung der Tangente g an den Graph von fim Schnittpunkt des
Graphen mit der y-Achse! Gibt es eine weitere Tangente an den Graph von f, die zu g
parallel ist? Ermitteln Sie gegebenenfalls eine Gleichung fiir diese Tangente!

¢) Skizzieren Sie den Graph von fim Intervall ( —4;4)!

d) Der Graph von /, die x-Achse und die Geraden x = —4 und x = 0 begrenzen eine
Punktmenge M. Bérechnen Sie den Flicheninhalt von M!

Gegeben sei die Funktion flx) = \/l6 - 2x - 2.

a) Geben Sie den Definitionsbereich von fan!

b) Berechnen Sie die Nullstelle von n

¢) Berechnen Sie den Schnittpunkt des Graphen von f mit der y-Achse und den Anstieg
des Graphen in diesem Punkt!

d) Skizzieren Sie den Graph von fim Intervall {—4.5;8)!

¢) Ermitteln Sie den Flicheninhalt der Punktmenge, die von dem Graph von f und den
Koordinatenachsen begrenzt wird!

Gegeben sei die Funktion fi(x) = 2-/x — 4,4 = x = 13.
a) Skizzieren Sie den Graph von fi!
b) Berechnen Sie den Flicheninhalt der Punktmenge, die vom Graph der Funktion fi,
von der x-Achse und der Geraden x = 13 begrenzt wird!
¢) Im Punkt P (8;/(8)) wird an den Graph von f, die Tangente gelegt. Stellen Sie eine
Gleichung dieser Tangente auf! .
/

d) Der Graph jeder der Funktionen f(x) = ¢*y/x — ¢2, ¢ > 0, hat eine Tangente mit der

1
Gleichung y = 5 X Berechnen Sie die Abszisse des jeweiligen Beriihrungspunktes
(in Abhiingigkeit von ¢)!

Gegeben sei die Funktion f(x) = x — \/Zx -1
a) Geben Sie den Definitionsbereich von fan!
b) Untersuchen Sie / auf Nullstellen!

¢) Untersuchen Sie f auf lokale Extrema'

d) Skizzieren Sie den Graph von /!

¢) Fiir welche Zahl xo ist f(xo) = 187

[001254]
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20.

21.

22.

23.

24.

Gegeben sei die Funktion flx)=2- \/x =0,

a) Berechnen Sie die Nullstellen von f!

b) Untersuchen Sie f auf lokale Extrema!

¢) Berechnen Sie den Anstieg von fan der Stelle 5!

d) Skizzieren Sie den Graph von fim Intervall <0; 6!

€) Berechnen Sie den Flicheninhalt der Punktmenge, die vom Graph von f und der
x-Achse begrenzt wird!

Gegeben sei die Funktion flx) = \/4,8.\'.

a) Die Gerade g, mit der Gleichung y = x schneide den Graph von fin den Punkten P,
und P,. Ermitteln Sie die Koordinaten von P, und P,!

b) Berechnen Sie die Koordinaten x; und y; des Mittelpunktes M, der Strecke IW!

¢) Die Gerade g, mit der Gleichung y = x + 0,9 schneide den Graph von f in den
Punkten P; und P,.
Weisen Sie nach, daB3 die Ordinate ¥z des Mittelpunktes M, der Strecke rl" gleich
der Ordinate y, von M, ist! —

d) Beweisen Sie, daB fiir jede Funktion f(x) = \/ax (@ > 0; x = 0) gilt: Schneidet eine
Gerade y = x + b den Graph von fin den Punkten Q, und 03, so ist die Ordinate m

des Mittelpunktes M der Strecke Q,0; gleich %.

€) Geben Sie an, welche Bedingung fiir b erfiillt sein muB, damit die Geradey = x + b
den Graph von f(x) = v ax (a > 0) in zwei Punkten schneidet !

Gegeben sei die Funktion f(x) =1In2x, x > 0.
a) Berechnen Sie die Nullstelle von n
b) Ergiinzen Sie die folgende Wertetabelle fiir f!

x I 0,1 , 0,2 I 0,3 l 0,4 I 0,7 I 1 I 2 I 4
| | | | | [oeo ] |

¢) Skizzieren Sie den Graph von fim Intervall <0,1; 4!

d) Die Tangente an den Graph von f im Schnittpunkt mit der x-Achse schneide die
y-Achse im Punkte (0; Yo). Ermitteln Sie y,!

e) Fiihren Sie die unter d) geforderte Untersuchung fiir eine beliebige Funktion
£(x) =Inax,a > 0, x > 0 durch!
Leiten Sie aus dem Ergebnis ein Konstruktionsverfahren fiir die Tangente an den
Graph von g im Schnittpunkt mit der x-Achse ab!

1
Gegeben sei die Funktion f(x) = ¢ =~
a) Skizzieren Sie den Graph von fim Intervall {-4;4)!
b) Ermitteln Sie eine Gleichung fiir die Tangente an den Graph von fim Punkt (0; £(0))!
¢) Es sei x; eine beliebige positive Zahl.
Zeigen Sie, daB die Punktmenge, die von dem Graph von f, den Koordinatenachsen
und der Geraden x = x, begrenzt wird, den Flicheninhalt 4 — 2(1 — f(x,)) hat!

Essei f(x) = " - (x2 — a).

a) Bilden Sie die erste und die zweite Ableitung von /!

b) Beweisen Sie: )
Wenna > -1, so hat fzwei lokale Extrema, und zwar ein lokales Maximum an einer
Stelle x, und ein lokales Minimum an einer Stelle X2, wobei x, < x, gilt!
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26.

27.

28.

29.

14*

Gegeben sei die Funktion f(x) = e** — 4x.

a) Stellen Sie fest, ob f lokale Extrema hat, und berechnen Sie diese gegebenenfalls!

b) Skizzieren Sie den Graph von fim Intervall {-2; 1,5)!

¢) Weisen Sie nach, daB jede Funktion f(x) = ¢** — a’x, a > 0, genau eine lokale
Extremstelle xo hat, und entscheiden Sie, ob es sich um ein lokales Maximum oder ein
lokales Minimum handelt! «) Berechnen Sie f(xo)!

¢) Fiir welche reelle Zahl a ist das lokale Extremum gleich Null? y

Das Bild B 58 zeigt den Graph der Funktion f(x) = ¢* und ]

eine Parallele zur x-Achse durch einen Punkt P (c; f(c)),

wobei 0 < ¢ < 2 gilt.

a) Ermitteln Sie ¢ so, daB die im Bild B 58 gerasterten 1
Punktmengen M, und M, den gleichen Flacheninhalt haben!

b) Es gibt genau eine Zahl ¢ mit 0 < ¢ < 2, fiir die die Summe 3
der Flicheninhalte von M, und M, ein lokales Extremum |
annimmt. Berechnen Sie diese Zahl ¢, und entscheiden Sie, 21
um was fiir ein Extremum es sich handelt! 14

¢) Berechnen Sie fiir die unter b) ermittelte Zahl ¢ -
den Flicheninhalt der einzelnen Punktmengen! -1 0

d) Geben Sie fiir die unter b) verwendete Funktion das globale
Minimum und das globale Maximum im Intervall <0; 2) an! Bild B 58

Gegeben seien die Funktion f(x) = Inx und eine beliebige Zahl @ mita > 1.

a) Ermitteln Sie den Anstieg der Tangente an den Graph von fim Punkt Pq (a;f(a))!

b) Ermitteln Sie eine Gleichung der Geraden g, die durch den Punkt P, geht und auf der
Tangente im Punkt P, senkrecht steht!

¢) Berechnen Sie den Schnittpunkt der Geraden g mit der x-Achse!

d) Die Geraden g und x = a und die x-Achse begrenzen ein rechtwinkliges Dreieck. Fiir
welche Zahl a ist der Flicheninhalt des Dreiecks am grofiten?

1
Gegeben seien die Funktionen f(x) = ax? + 4 (a > 0)und g(x) = 5 2%

a) Ermitteln Sie a derart, daB sich die Graphen von fund g in P (4; g(4)) schneiden!

b) Skizzieren Sie die Graphen von fund g!

¢) Berechnen Sie den Flicheninhalt der Punktmenge, die von den Graphen der Funk-
tionen f und g und der y-Achse begrenzt wird!

Ein Stromkreis bestehe aus einer Gleichspannungsquelle mit der konstanten Spannung
U, , einem OHmMschen Widerstand R und einer Spule mit der Induktivitét L. Beim Schlie-
Ben des Stromkreises nimmt die Stromstarke nicht sofort den nach dem Onmschen Gesetz

U 51 : "
zu erwartenden Wert —RD_ an, da die Induktivitat der Spule zu einer Verzogerung der

Stromstirke fiihrt. Wird der Stromkreis zum Zeitpunkt 7, = 0 geschlossen, so 146t sich
die Stromstirke zum Zeitpunkt 7 (1 = 0) durch die Funktion
R
P
L

I1=f1= %(l - ) beschreiben.

a) Skizzieren Sie den Graph der Funktion f fiir den Fall Up =8V, R =164 und
L = 0,4 H fiir das Zeitintervall von 0 bis 0,1 s!

L
b) Wie groB ist die Stromstirke zum Zeitpunkt 1 = ??

¢) Nach welcher Zeit betrigt die Stromstiirke 0.4 A?
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30.  Wird ein auf die Temperatur To erhitzter Kérper in einem Raum mit der konstanten
Temperatur T, (T, > T,) gebracht, so kiihlt er sich so ab, daB er nach der Zeit s die
Temperatur T=f(1) = T, + (To — Ty) e annimmt (NEwTONsches Abkiihlungsgesetz).
Dabei ist k eine Konstante, die u. a. von der Masse des Korpers, seiner Oberflachenbe-
schaffenheit und seiner spezifischen Wirme abhingt.
a) Ermitteln Sie die Abkiihlungsgeschwindigkeit (also die Ableitung der Funktion 1,
und geben Sie einen Zusammenhang zwischen fund f* in Form einer Gleichung an!
b) Ein Kérper mit der Anfangstemperatur T, = 70 °C kiihle sich in einem Raum der
Temperatur 7, = 20 °C ab. Welche Temperatur hat er nach 3 Minuten, wenn
k = 0,007 s7" betrigt?
¢) Bei einer AuBentemperatur von 6 °C sei die Temperatur des Inhalts einer Thermos-
flasche in sechs Stunden von To =93°Cauf T, = 70 °C gesunken. Berechnen Sie die
Konstante k und die Temperatur des Inhalts der Thermosflasche nach 24 h!
o e . 1 2 4 T
31.  Gegeben sei die Funktion f(x) = > + cos 2x, — 5 SXS o
a) Ermitteln Sie alle Nullstellen von fim betreffenden Intervall!
b) Berechnen Sie /(— %) und /(%) !
¢) Ermitteln Sie die lokalen Extrema von il
d) Skizzieren Sie den Graph von Vil
¢) Der Graph von f und die x-Achse begrenzen eine Punktmenge M. Berechnen Sie den
Flacheninhalt von M!
32. Gegeben sei die Funktion f(x) = sin 2x.
a) Ermitteln Sie die kleinste Periode von 74l
b) Skizzieren Sie den Graph'von £ in einem geeigneten Intervall!
¢) Geben Sie eine Gleichung fiir die Tangente im Punkt P(%/(%)) an!
.j
d) Berechnen Sie das bestimmte Integral | sin 2x dx!
T
3
33. Die Graphen der Funktionen S(x) = sin 2x und g(x) = sin x haben im Intervall <0; 7>
drei Schnittpunkte.
a) Berechnen Sie die Koordinaten der Schnittpunkte!
b) Skizzieren Sie die Graphen von /f'und g im angegebenen Intervall!
¢) Die Graphen von fund £ begrenzen im Intervall <0; ) zwei Punktmengen. Berechnen
Sie den Flicheninhalt der kleineren von beiden!
34.  Gegeben sei die Funktion f(x) = | + sin 2x.

a) Berechnen Sie die Extrempunkte von fim Intervall 0 SEx=a!

b) Ermitteln Sie die kleinste Periode von bl

¢) Skizzieren Sie den Graph von fim Intervall 0 Sx=aq

d) Berechnen Sie den Flicheninhalt der Punktmenge, die von dem Graph von fund den
Koordinatenachsen begrenzt wird!

e)Esseig(x) =1 + sinbx, b > 0. 5
Begriinden Sie, daB die Punkte P, (0; 1) und P, (; s l) auf dem Graph von g liegen!

Fiir welche Zahl b stehen die in den Punkten P, und P, an den Graph von g gelegten
Tangenten senkrecht aufeinander?
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36.

38.

39.

Gegeben sei die Funktion f(x) = cos%, 02 xE 2m.

a) Berechnen Sie die Nullstelle von fim angegebenen Intervall!

b) Skizzieren Sie den Graph von f!

¢) Der Graph von fund die Koordinatenachsen begrenzen eine Punktmenge M. Berech-
nen Sie den Flicheninhalt von M!

d) Der Graph von f, die y-Achse, die x-Achse und die Gerade x = d (0 < d < =) be-
grenzen ebenfalls eine Punktmenge. Berechnen Sie  derart, daB der Flicheninhalt
dieser Punktmenge gleich 1 ist!

Ein Kreisausschnitt PQM (.~ Bild 59) habe den Flacheninhalt 4 = 100 cm?. Der
Umfang des Kreisausschnittes soll minimal werden. Berechnen Sie fiir diesen Fall

a) den Radius r und die Lange des Bogens b;

b) den Winkel ¥ PMQ (in Grad)!

Ein Raketenkopf habe die Form eines geraden Kreiskegels (Grundkreisradius 16 cm,
Héhe 80 cm). Er soll einen zylindrischen Behilter fiir einen MeBgeritesatz aufnehmen
(~ Bild B 60). Aus technischen Griinden soll die Oberfliche des Zylinders moglichst
grof} sein.

Berechnen Sie den Radius r und die Hohe 4 des Zylinders fiir diesen Fall!

b l S
| 3
Q ' 2
|
| b,
M r P 160_ 1000
Bild B 59 Bild B 60 Bild B 61

Ein Abfallcontainer habe die im Bild B 61 skizzierte Form. Damit er bei konstanter
Breite b ein moglichst groBes Fassungsvermdgen erhilt, ist der Inhalt der im Bild B 61
gerasterten Seitenfliche moglichst groB zu wihlen.

2)Geben Sie die Hohe A und die Strecke s in Abhingigkeit vom Winkel ¢ an!
b)Stellen Sie den Inhalt A der gerasterten Seitenfliiche als Funktion des Winkels ¢ dar!
¢) Ermitteln Sie den Winkel @ so, daB der Inhalt dieser Seitenfliche maximal wird!

Ein Druckbehiilter fiir eine chemische Reaktion bestehe aus einem Zylinder, der beider-
seits durch angesetzte Halbkugeln abgeschlossen wird ( ~ Bild B 62, Seite 214).

Der zylindrische Teil soll ein Volumen von « m? erhalten. Um Wiirmeverluste withrend
der Reaktion gering zu halten, soll der Oberflicheninhalt des Behiilters maoglichst klein
sein.

a)Ermitteln Sie den Oberflicheninhalt des Behiilters in Abhiingigkeit vom Radius r des

Zylinders!
b)Ermitteln Sie r fiir den Fall, daB die Oberfliiche minimal ist!
¢)Weisen Sie nach, daB bei minimalem Oberflicheninhalt des Behiilters das Verhiiltnis

von Radius und Hohe des Zylinders | : 4 betriigt!
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40.

41.

Der Innenwiderstand einer elektrischen Batterie sei R, der AuBenwiderstand R sei
verdnderlich. Fiir welchen Wert R wird die auf den duBeren Widerstand kommende elek-
trische Leistung am grofBten, und wie groB ist diese maximale Leistung ( ~ Bild B 63)?

In der Parabelballistik gilt fiir die SchuBweite s (in der Horizontalen gemessen)
2

s =f(x) = L—°(sin 2% — 2 cos? « tan ff).
14

Hierbei ist v, die Anfangsgeschwindigkeit, g die Fallbeschleunigung auf der Erde, x der
AbschuBwinkel und f# der Gelindewinkel (~ Bild B 64). Bei welchem Winkel « ist die
SchuBweite am groBten?

C

A
r) R

Bild B 62 Bild B 63 Bild B 64

42.

43.

44.

Beim Kanalbau wihlt man meist ein gleichschenkliges Trapez als Querschnitt (~ Bild
B 65). Flicheninhalt des Kanalquerschnitts und Kanaltiefe sollen durch den Verwen-
dungszweck vorgegeben sein. Da das Isolieren der vom Wasser benetzten Flichen be-
sonders hohe Kosten verursacht, versucht man den Bau s0 zu gestalten, daB die zu isolie-
rende Fliche méglichst klein wird!

Wie groB ist in diesem Falle der Winkel ~ zu wiihlen?

Einem geraden Kreiskegel mit der Hohe 6 cm und dem Grundkreisradius 2 cm werde ein

quadratisches gerades Prisma einbeschrieben.

a) Berechnen Sie Grundkante und Hohe des Prismas fiir den Fall, daB8 sein Volumen
maximal ist!

b) Berechnen Sie Volumen und Oberflicheninhalt des Prismas mit den unter a) errechne-
ten Werten!

Einer geraden Pyramide sei ein gerades Prisma einbeschrieben. Beide Korper haben

quadratische Grundflichen. Die Seiten der Grundflichen beider Korper verlaufen

parallel zueinander. Die Pyramide sei 12 cm hoch, ihre Grundkante sei 8 cm lang.

a) Welche MafBe miissen Hohe und Grundkante des Prismas erhalten, wenn dessen
Volumen méglichst grofB3 sein soll?

b) Stellen Sie Pyramide und Prisma im Zweitafelverfahren dar!

a=150cm U = Boot
g
8 il
S x §
ES 14 o
30cm [} T Raketenkreuzer

Bild B 65 Bild B 66 Bild B 67
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46.

47.

48.

49.

52.

Von einer rechteckigen Marmorplatte ist an einer Ecke ein Stiick abgesprungen. Aus
dieser Restplatte (~ Bild B 66) soll eine rechteckférmige Platte mit moglichst groBem
Flicheninhalt geschnitten werden. Wie groB sind ihre Seiten zu wiihlen?

Einer gegebenen Kugel sei ein gerader Kreiskegel von moglichst kleinem Volumen zu
umschreiben. Ermitteln Sie Radius , Hohe 4 und Volumen ¥ des geraden Kreiskegels in
Abhingigkeit vom Kugelradius R!

Einem Kreis mit dem Radius r sei ein gleichschenkliges Dreieck mit maoglichst groBem
Umfang einzubeschreiben. Ermitteln Sie Basis b, Schenkel a und Umfang « des Dreiecks
in Abhingigkeit von r!

In eine Kugel vom Radius R soll ein gerader Kreiskegel maximalen Volumens einbeschrie-
ben werden. Berechnen Sie Radius r, Hohe 4 und Volumen V des geraden Kreiskegels!

Die Flugbahngleichung eines Geschosses lautet — wenn der Luftwiderstand unberiick-
sichtigt bleibt —
gx’

=xtana — ——5—-
Y 202 cos? &

Dabei ist v, die Anfangsgeschwindigkeit,  der AbschuBwinkel und g die Fallbeschleuni-

gung.

a) Ermitteln Sie die Koordinaten des hochsten Punktes, den das GeschoB erreicht, in
Abhingigkeit von vo, g und 1!

b) Ermitteln Sie die Reichweite des Geschosses in Abhangigkeit von vo, & und «, wenn
ebenes Gelinde vorausgesetzt wird!

¢) Ermitteln Sie unter Verwendung des Ergebnisses von b) die groBte Reichweite, die
maglich ist, wenn vo = 500ms™' und g = 10m s~2 yorausgesetzt sind!

d) Welcher AbschuBwinkel ist einzustellen, wenn bei den unter ¢) genannten Werten fiir
o und g die Reichweite 12,5 km betragen soll?

5
Ermitteln Sie einen Punkt P auf dem Graph der Funktion f mit f(x) = — —= derart,
X
daB die Tangente in P an den Graph von f mit der positiven x-Achse einen Winkel von
60° einschlieBt!

Wiihrend einer Ubung der Streitkriifte der Warschauer Vertragsstaaten sichtet ein U-Boot
der sowjetischen Seekriegsflotte einen angenommenen gegnerischen Raketenkreuzer in
4,5 sm Entfernung. Der Raketenkreuzer steuert einen geradlinigen Kurs mit der Ge-
schwindigkeit ¢, = 30 kn. Der vom U-Boot zur Vernichtung des Raketenkreuzers sofort
abgeschossene Torpedo hat eine Geschwindigkeit von 24 kn ( » Bild B 67). Wie grof}
darf der Winkel \ zwischen der Fahrtrichtung des Raketenkreuzers und der Verbindungs-
strecke U-Boot-Raketenkreuzer (zum Zeitpunkt des Abschusses des Torpedos) hochstens
sein. damit der Raketenkreuzer vom Torpedo erreicht werden kann?

(Hinweis: Stellen Sie mit Hilfe des Kosinussatzes cos « als Funktion von ¢ dar, der Zeit,
die der Torpedo vom U-Boot bis zum Raketenkreuzer bendtigt! Das Minimum von cos x
ist das Maximum von «.)

Von einem Punkt A ausgehend, treffe ein Lichtstrahl auf einen ebenen Spiegel S und
werde dort nach B reflektiert. Nach dem Fermatschen Prinzip verliuft der Licht-
strahl von A zum Spiegel und von dort zu B derart, dal8 das Licht fiir diesen Weg eine
moglichst kurze Zeit benotigt. Leiten Sie aus diesem Prinzip das Reflexionsgesetz her!
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53

54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.
61.

62.

In einen Turm, dessen GrundriB ein Quadrat mit der Seitenldnge ¢ = 2,5 m ist und in
dessen einer Wand sich eine Tiir der Hohe b = 2 m befindet, soll parallel zu dem anderen
Wandpaar eine Leiter geschoben werden (.~ Bild B 68). Berechnen Sie die groBte zu-
ldssige Lange der Leiter!

Auf wieviel verschiedene Weisen kann man acht Tiirme so auf einem Schachbrett pla-
zieren, daB sie einander nicht schlagen konnen?

Aus einer Gruppe von sechs Tischtennisspielern sollen zwei Spieler fiir das Doppel aus-
gewihlt werden. Wieviel verschiedene Moglichkeiten gibt es?

Wieviel héchstens dreistellige natiirliche Zahlen gibt es, in denen die Ziffer 1 vorkommt?

(Hinweise:

- Setzt man 1 = 001, 2 = 002, ..., 99 = 099, so hat man es nur mit dreistelligen Zahlen

zu tun.

Ermitteln Sie zunichst die Gesamtzahl der hochstens dreistelligen natiirlichen Zahlen!

. Ermitteln Sie alle hochstens dreistelligen natiirlichen Zabhlen, in denen die Ziffer 1
nicht vorkommt, d. h., die also nur aus den Ziffern 0, 2, 3, ... 9 gebildet werden!

4. Die Differenz der unter 2. und 3. ermittelten Zahlen ist die gesuchte Zahl.)

W

Ein SicherheitsschloB 6ffne sich nur, wenn man r mit Jje b Buchstaben versehene Ringe
auf ein bestimmtes Kennwort einstellt (r, b natiirliche Zahlen). Wieviel Ringeinstellungen
sind méglich?

Bei einer Feier stoBen je zwei der Anwesenden genau einmal miteinander an. Die Gliser
erklingen dabei 120mal. Als es zum Tanzen geht, stellt jemand fest: ,,Wenn jeder Herr mit
jeder Dame einmal tanzt, so kénnen wir insgesamt 60 verschiedene Paare bilden.
Wieviel Damen und wieviel Herren sind auf der Feier anwesend, wenn es mehr Damen
als Herren sind?

Aus wieviel Steinen besteht ein Dominospiel, bei dem die Zahlenbilder von 0 bis 6
gehen?

Wieviel Permutationen der Ziffern 1, 2,3,4,5, 6, 7 beginnen mit 71?

Aus organisatorischen Griinden soll bei einem Schachturnier die Anzahl der Spiele auf

150 beschrinkt werden. Wieviel Personen konnen am Turnier teilnehmen, wenn jeder
gegen jeden spielen soll?

Berechnen Sie jeweils den Flicheninhalt der in den folgenden Bildern gerasterten Punkt-
mengen!

a)Bild B 69 b)Bild B 70

Y flx)=x—-1
X

1T 2.3
Q(X):‘COS%X

g(x)=sinx

Bild B 68 Bild B 69 Bild B 70



L Ausgewdihlte Losungen

Zum Kapitel A: Vektorrechnung und analytische Geometrie

LE 4:2. a)(-4;-5 b)3;-1) (-2 @ -1

4. o 5. b)BC
LE 5:@15¢) ¥ = b + (—a) = BC
6. a)BC-5h gDB=-BD=-(h-d)=d-b
LE 6:4. a)lz(a+5) b)a+'7(5+r~) 5. f) -8
6. a)x= -1 b)x=2 T a) —l<x<l

8. a) Jeder Vektor b, fiir den || @und b + —a gilt.
LE 7:5. FG wird im Verhiltnis 3 : 2 geteilt, ME im Verhiltnis 1 : 4.
LE 8:@28|F|~ 345N; oaf.=215°

@ 30 Am Hinabgleiten hindert die Last jede Kraft, die zu F, entgegengesetzt gerichtet
ist und dem Betrage nach mindestens gleich 37,4 N.

1. je50N
2. Druck auf die Ebene BC: rund 30 N; Druck auf die Ebene 4B: rund 52 N
5. a)|d|? =8|* + |fwina|* — 28] [fwinal cos 135°

| — | —_—
lewinal = = /2181 + 7\/‘“5.\z Z2067 (fwinal > 0)

J

LE 9:6. ¢c)X(=9;—6) d) ¥(=3; -18) f) ¥(=3;0

- > - >
LE 10: 3. a) OA, OB, OC sind von 4 verschieden, 04 J OB, da sonst O € ABund O € ABC;
=5 > —
fiir OA, OB und OC ist C ¢ OAB, da sonst O € ABC.
6. c)(4:3;1,5)

LE11:@41b) AC = /52 ~ 721, AD =5, EC =/6l =181
4. a)AB =14, AC=15 BC=13

b) AB = 10, AC =./1025 320, BC =./925 ~ 304
6. Linge der Seitenhalbierenden: 7
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3 4 12 [ 3 4 12
; do (=35 — 033 — ) unddo | — —; —;—
L d)""(lz B3 13)"" ""( B3 13)
4 3 12 4 3 12 4 3 12
do\ = 7333 — =) Ddo (- —; - ;= ddo (1 —; — —
e)‘“( 313 13) )""( 1373 )"" ""(13 3 13)
8% b)AC =./34~583; BD=./26 ~ 5,10
9% ) AC=1/34~583; BD=./146~ 1208 d) AC = BD = /30 ~ 7,07
25 25
LEJ2:2. c)ﬁ(—T;—T) d)a(9; -5,2)
4. |do|=743m s o & 57°
" a 1
LE14: @50a)a(2;1); m=—=—
ax 2
b) Die Punkte der Strecke m bzw. die Punkte der Strecke SP,, wobei mit S der
Schnittpunkt von g mit der y-Achse bezeichnet ist.
LE 15:3. c¢) nein d) nein 4. 21 Einheiten
11 8 44 8
16: 2. =—— b =8 m=—1 B e g s e
LE 16:2 a) x 3 )x +y m c)y 3x 3 m 3
7 9
LE 17: 057b)S(F, = F)
®060a)y=x+3 b)y = —4x + 18 c); = 2 d)y=-—1
1. a)S@3;4)
1 16 6 6 = -
2. “)S(T‘T) b) 5 (0;0) c)S(?;?) 0 S(=3+5; -3 +./3)
5. S.:(a;0) und S, (0; b). a ist die x-Koordinate des Schnittpunktes von g mit der
x-Achse; |a| ist die Lange der Strecke OS, des von £ auf der x-Achse abgeschnitte-
nen Achsenabschnitts. Das Vorzeichen von a gibt an, ob der Achsenabschnitt auf
der positiven bzw. auf der negativen Seite der x-Achse liegt. Entsprechendes gilt
beziiglich 5.
x y
3 e =6, =3
6. a) 3 + 3 s @ b
48
LE.18:2: T<4;6;T) 7.b) S(12; -3;5)
LE 19:3. a) Die Gerade liegt in der yz-Ebene und durchstoBt die xy-Ebene im Punkt
P(O;%; 0) und die xz-Ebene im Punkt (O; 0; — %) .
a? 3a?
LE 20: .69:)T b)T 2. a)0 b) 9 c)9 d)9 e)9
4. a)o0 b) rund - 1,9 % nicht losbar
3
LE 212 2; a)—7 b) —1 c) —6 3. b) -2
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- OB
LE 23: @ 77cos ¥ (OB, OF) = B_—, da A OBF rechtwinklig
F

2. a)S53” b) 73,8° 4. a) 112,6° b) 0° 6. A=x102
6 =
LE24:5. a)48,5° b) 76° 8. ) —+/ 13 % 1,66 d)L
: 13 \/l + m?
1 . x x —f
LE25:3. b)—— ¢) sin 2x 6. a) tan — b) tan
cos 2 2

LE26:1. v=x18m-s™' 2 rund 9600 kNm

4. a) 13,46 Nm b) 2525 Nm 5. b) 135 Nm

LE28:7. .¢)90°
Weitere Aufgaben zu den Lerneinheiten A 1 bis A 28

+ +
12. €)(=2;0;3) f)(XA Xp  Ya )’u.za‘*‘la)

2 2 ' 2

17. (0,42; 0,77 ¢ BC; (2,8; 1,1)e AB; (3,4;12)€ AC, aber ¢ AC
22. c)x =45, f=556° y=649°

26. 2)90°  b)a, = 563% ~, =123,7

Ubungen und Anwendungen .
9. ¢)6 f)4 12. b) 15
18. ¢ = 37° 20 d) « =%
25. AB =124 26. a)AB =172~ 10
36. b)62,3° 37. 6.2
38. Linge des Schattens: P, P, ~ 32,5
40. b) Sl4km-h! 46.  b)|AB| = 82,5km; r = 0,060h = 2485

Zum Kapitel B: Differentiation und Integration nichtrationaler Funktionen
x* + 15x% + 14x

LEl: @2 d)f(x) =9x® + 35x° — 2x e)f(x) = sy
3
f) [(x) = W
2. a)f(x) = 156(52x — 8)* b) f/(x) = 8x — 10x3
¢) f(x) = %2—% d) f(x) = 2a*x + 2ab -
e /) = 7“—"; 0 e - “‘;‘f"%’)‘;f—'

x* 17
4. a)F(x)=W+r b)F(x):——x°+«x"ATx2+r
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LE 2

LE 3:

LE 4:

LE: 5:

LE 7:

L Losungen

:2.  a) Nullstellen: xo; = 0; x0, = 3
Max.: (0;0) Min.: (2; —4) lim f(x) = —oo; limf(x) = +o0
Xo—x =
Definitionsbereich und Wertebereich: P
b) Nullstelle: x, = 0; Polstelle: x, = 4
1
Min.: (—4; - —) lim f(x) =0; lim f(x) = + ©
16/ xu s 0 x4
Definitionsbereich: x + 4; Wertebereich: yz - %
20
4. r =icm X 6,828cm; h =——=cm x 13,656 cm
Ergebnis: r ~ 6,8cm; h = 13,7cm
2 o o
2 ®-9 b4y 94 @) 4(/7 = /3) ~ 3,6548
931 N 2(/6-./2) ~ 20706
5 8
. — % 21, 5 27 3 =—
6. 21 3 4 8. 9 ) A 5
®13Essei(x’)’ =rx™™' = x",reR. Koeffizientenvergleich liefert r = 1, Exponenten-
vergleich liefert r = 0, Widerspruch.
5. ¢)6,2146 d) 8,5172 e) —0,3567 f) —2,9958
6. b)3,7727 c) 1,4701 d) —0,8325 e) —2,3026
7. ¢)04 d) rund 1,4 8. ¢) 0,6 d) 3,2
2x+Inx -2 2
Loayrw=""100 0 = -
X 1 —x
21 ab x2-Inx — 1)
2. "(x) = ") = () < X2 Inx — 1)
)= x-5 ./ bx + ¢ 9/ (In x)?
5 byy-= 6 Peiliy=—x 7 (2" s 49,6°
. y=x . € .)’—e . ﬁvﬁ)vw" 5
1
10. n)?(l + e?) x 4,195 b) 2e ~ 5,437 ¢)In2 x 0,693
2:In2 1 @
5 —_ 2 - ] — =
11 a) 10 0,60 b) 3 In4 x 0,462 c)in2 + 72 1,860
13.  a) Nullstelle: xo = 1; lok. Minimumpunkt: (%, - ZL)
e e
1
b) Nullstelle: xo = 1; lok. Maximumpunkt: (e; —)
e
14. a) x = 4; kleinste Differenz: 2 — In4 ~ 0,614

b) x = %(\/3 -1 ); kleinste Differenz:

(/34 1) o



Losungen L 221

16. a) | b)—;—(ln‘) —1n7) % 0,126
LE 8: 3. ¢)530  d)1.39 4. 0271 ex=z10

:
—— N - . 1
LE 9: 2. d)f(r) = —¢° 2 o) f(z) = & (\/z + 0L0) =5+ e

|
5 a)y=-x+1 b)y=3x+| c)y =

1
6. a) F(x) = ?e” ¢) F(r) = 37 d) Flx) =e* + ex + e-Inx

. 0,632

1 |
8. a)e — — x235 b) — — (' — 1)
e a a

10. e* —e x 17,37
I

9. a)e — — 3235 b) ate — 1) = 1,7la 11. e —e' 2235
e

|
12. a)S(1;0) c)e—g—l:I,SS

14. a) Nullstelle: x, = 0; lokales Maximum: x, = 1;f(x,) = 0,37
b) Nullstelle: x, = 0; lokales Maximum: x, = 2; f(x,) & 0,54
lokales Minimum: x, = 0;f(x,) =0
LE10:®@34a)2" =8; x =13 b)x = -4
1. ¢)f(x) =x*3*3 + x-In3) & /x) =2-Ina-a*
3*x¥x-In3 — 3)

2. b) flx) = —2AIn$H? -5 ) fix) = :
X
3x-In3 - 3)
- Rericd
3. 0 () = : e —
s R T a0 Ve Fo m2
& Byfa —ler s a2 OB
= D= BN o S = 2

3 I
7. a)=——— 2216 b)

22 e =W e 3lgio=3

2 a-1
L a)—— x 1.82
8 g na

10. a)y=x-Inl10 + 1
b)y = 3-In3(x — 1) + 3; angendhert y = 3,3x — 0,3

)0

(x — 3) + 1; angenihert y = 0,3x + 0,09

I
L
VY= T3

| |

s —— 2043 b) — x 1,44

. a)pHg ¥ 04 AT

LE 11: 1. a)rund 789 mbar b) rund 5545 m ¢)h ¥ 658m d) rund 988 mbar
2. a)rund 6,1 h, k > 0,18 h' b) rund 75,2 N,
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LE13: S.
8.*

LE15: 2.

LE16: 1.

LE17:2.

LE 18: 4.

LE 19: 2.

a) cos a b) tan (x + B)

Wegen 0 < cos x < 1 ist sin 2x =2-sinxcosx < 2-sinx.
a)x.=%-n+k~n h)x,=%+k-2n:x2=§n+k~2n

¢)x, 09 +k-=

a) x; = 1359 x5 =315° b) x; = 0% x2 = 120°; x5 = 180°; x4 = 240°; x5 = 360°
©) x; =54,7°; x, = 1253°; x3 =234,7°; x, = 305,3°

d) x; =0° x; =180° x; = 360° e)x; =90°; x, =270°

a)x, =45 + k- 90°; x, = k-180°

b) x; = 15° + k-180°; x, = 75° + k- 180°

€) x; =30° + k-360°; x, = 150° + k -360°; x3 = 270° + k - 360°

b) f'(x) = cos (x + 2) ¢) f'(x) = ab - cos (bx + ¢)

d) f(x) = LS'L ) f(x) = Lz—sinx
2\/smx x

f) f'(x) = e*(sin x + cos x) g) f(x) = 3sin* x - cos x
= k4

a)y =1 b)y=x+\/3-?,d.h.etway=x+0,68
a)k=1 b) k = b?

a
a) f'(x) = ——cot (ax)

Ina
b) f'(x) = cosx-a* + sinx-a*-Ina
a)y=1 b)y=—2x+;+l 16. a)0 b1

a) Nullstellen: xo = k - =
Hier und in den folgenden Losungen ist k jeweils als ganze Zahl zu betrachten.

Extrema: xmin = k * 7, f(Xmin) = 05 Xpmay = ; + k7, f(Xmax) = 1
b) Nullstellen: t, = k - 27
EXUEMA: foys = % + K - 42, f(tpas) = 25 tia = 37 + & * 4, f(tmia) = —2

¢) Nullstellen: xo; = k - 7; xo, = _;i o
1 3 1

B 14
EXtrema: Xous = 7+ & -0 f(inwd) =75 Foia = % + kT fChmin) ==
x =t 4°
] =
a)-z—\/Z b)6 ¢ rund 0245  d) rund 4

a) rund 1,4 b) rund 6,93
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Weil Aufgaben zu den Lerneinheiten B 6 bis B 19

4.
5 93 -hx Do—— 6. b)) PO;Inx, - 1)
5 s 63
8 )05 b)—-In— . 2 s x18s8
a) 0. ) 3 In 5 9, T In8 |
10. b)e®’s = /e 2 2,12 d) e = (¢392 x 1490 1) —0,2310
-t 3
1. b)4,60 d) —122 13, ¢)f(x) ="(;3—)
X
1
17. a)e* +e2-2=x552 b)-_,—(e‘—e)—anzl,GA

21. e)fi(x) =223 f) f(x) =4-Ina-a**@a* - 1)

22. e) f'(x) = 3 (log; 3x)?

1
f)a’(lnadog,x +
x-In3 x-Ina

24. b)

1
3-In2 018

30. b)tana -tanf

9 3
(28 - 2%) > 26,9 d)W:J,‘)O 28. b) sz/s Il 3
-In
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