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EBENE TRIGONOMETRIE

1. Die trigonometrischen Funktionen der Winkel von 0° bis 90°

Zur Wiederholung:

1. Was versteht man unter ihnlichen Dreiecken ?
2. Geben Sie Bedingungen an, unter denen Dreiecke dhnlich sind!

3. Was wissen Sie iiber das Verhiiltnis gleichliegender Seiten in ihnlichen Dreiecken ?

4. Was wissen Sie iiber gleichliegende Winkel in dhnlichen Dreiecken ?

Ein wichtiges Maschinenelement sind konische Zapfen (auch Kegelzapfen oder kurz
,.Kegel” genannt). Sie ergeben sich als mathematische Kérper, wenn von einem ,,mathe-
matischen Kegel” die Spitze abgeschnitten wird. Es sind
sogenannte Kegelstiimpfe (Abb. 2). Sie konnen auf einer
Drehmaschine durch Schriigstellen des Oberteils des ver-
schiebbaren Werkzeugschlittens, des sogenannten Lings-
supports, hergestellt werden. Der Einstellwinkel des Sup-

ports p hiingt vom Kegelwinkel « ab; offenbar ist ff = ;

(Abb. 3; zur Vereinfachung wurde der Antrieh weggelassen).
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4 Trigonometrische Funktionen der Winkel von 0° bis 90°

Nun wird in der Technik aber die Gestalt eines Kegels nicht durch den Winkel o

oder ; angegeben, sondern durch die Fachbezeichmmg 5. Kegel 1 “. Das bedeutet
x

(Abb. 4a), daB auf eine Zapfenlinge von x mm sich der Durchmesser D um 1 mm

Mitnehmerscheibe vermindert. Hat der Ke-

1 . gel cine andere Linge [,
* Reitstock so verjiingt ersich von D

W r auf d (um D — d), wobei
= Q} e —— Eﬁé : T wegen des Strahlensatzes

die Proportion gilt:

——
Spannherz lix=(D—d):l

Drehstahl (ABb. 4b)

Sowohl in Abbildung 4 a
als auch in Abbildung 4 b

: M/{%‘I sind ,.Kegel 1:4“ dar-
\.l gestellt.

Abb.8 Fiir das Arbeiten aunf

der Drehmaschine ist es

notig, aus der Vorschrift 1:x den Einstellwinkel B des Supports, also letztlich den
Kegelwinkel « zu bestimmen.

Mit den bisher bekannten mathematischen Mitteln ist die Bestimmung des Winkels a
nur auf geometrischem Wege moglich. Eine sorgfiltig angefertigte und mafgerechte
Konstruktion nach Abbildung 4a ermoglicht es, die Grofe des Winkels a mit meist
hinreichender Genauigkeit abzulesen. Die Bestimmung des Winkels durch Rechnung
ist dagegen mit den bisher behandelten mathematischen Mitteln nicht miglich.

—
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H

T
:if:?r'?g"

e

Abb.4a Abb.4b

- Die Bearbeitung technischer oder naturwissenschaftlicher Probleme fiihrt hiufig
zu Aufgaben, in denen in einer Figur Zusamnwnhénge zwischen Streckenverhiiltnissen
und Winkeln auftreten. Die rechnerische Lisung solcher Aufgaben ist mit Hilfe der

| Trig rie miglich. Diese beschiftigt sich zunichst mit Dreiecken?® und

zeigt, wie man aus drei bestimmten gegebenen Stiicken alle iibrigen Stiicke und auch
den Flicheninhalt durch Rechnung finden kann.

! Tri-gono-metrie (griech.), wirtlich: Drei-Winkel-M g: frei: Dreiecksberech




1. Die Sinusfunktion im rechtwinkligen Dreieck

Im rechtwinkligen Dreieck A BC der Abbildung 5 bezeichnet man die dem Winkel
gegeniiberliegende Kathete a = BC als Gegenkathete und die dem Winkel «
anliegende Kathete b = AC als Ankathete in bezug auf den Winkel a. Die Strecke
¢ = AB liegt dem rechten Winkel 4 C B gegeniiber; sie ist die
Hypotenuse. .

Andert sich der Winkel &, so muB} sich notwendigerweise auch

8 W : . "
das Seitenverhiltnis — &ndern, so daf} jedem Winkel & ein ganz
c
bestimmter Verhiltniswert zugeordnet ist. Das Seitenverhiltnis ¢ o

ist demnach eine Funktion des Winkels a. Es wird als der Sinus
des Winkels « bezeichnet.

. a
a) = sina =
f(L) b c Abb.5

Erklarung 1

Im rechtwinkligen Dreieck bezeichnet man das Verhiilinis aus der Gegenkathete eines
Winkels und der Hypolenuse als den Sinus dieses Winkels.

. Gegenkathete
sing = —/———
Hypotenuse
Gegenkathete
Hypotenuse
er wird kleiner, wenn der Winkel kleiner wird. Davon kann man sich anschaulich
iiberzeugen, wenn man verschiedene rechtwinklige Dreiecke mit derselben Hypote-
nuse, aber verschiedenen Winkeln a zeichnet und die GréBlen der Gegenkatheten be-

trachtet (Thaleskreis!).
Bezeichnet man den Winkel als unabhingige Variable mit x und den Wert des Ver-
hiltnisses Gegenkathets
Hypotenuse
Ausdruck der Sinusfunktion:

Der Wert des Seitenverhiltnisses wiichst, wenn der Winkel wiichst;

als abhiingige Variable mit y, so erhiilt man als analytischen

y=f(x)=sinx

Die Funktionswerte y = sin x sind als Verhiltnis zweier Strecken unbenannte Zahlen;
ihre Berechnung ist nur in Ausnahmefillen mit elementaren Hilfsmitteln maglich.

2. Die Tangensfunktion im rechtwinkligen Dreieck

Bei der Diskussion der linearen Funktion y = mx ist der Koeffizient m von x als
Richtungsfaktor bezeichnet worden, weil er die Richtung der Geraden kennzeichnet.
Auch der Winkel « zwischen der positiven Richtung der Abszissenachse und der Ge-
raden konnte dazu dienen. Wir wollen ihn als Richtungswinkel bezeichnen. Wir fragen,
ob. zwischen m und « eine funktionale Beziehung besteht.

Die Umformung des analytischen Ausdrucks v = mx zu m = % zeigt, dall m das

Verhiiltnis zweier Strecken darstellt, nimlich aus dem Lot y = PQ von einem beliebi-
gen Punkte P der Geraden auf die x-Achse und dem zugehérigen Abschnitt x = 0Q



6 Trigonometrische Funktionen der Winkel von 0° bis 90°

auf der x-Achse vom Ursprung 0 bis zum FuBpunkt des Lotes Q (Abb. 6). Das Lot PQ
und der Abschnitt OQ auf der x-Achse sind bekanntlich die Strecken, durch die die
Ordinate y und die Abszisse x des Punktes P(x;y) im
rechtwinkligen Koordinatensystem grafisch dargestellt
P(xy) werden.

‘Im rechtwinkligen Dreicck OQ P ist die Seite PQ = y
Y die Gegenkathete, die Seite 0Q = x die Ankathete in
bezug auf den Winkel a.
/Io X Q X Andert sich der Richtungswinkel «, so mu8 sich not-

wendigerweise auch das Seitenverhilinis ¥ dndern.
& x

Jedem Winkel « ist ein bestimmter Verhiltniswert

y' ist demnach eine Funktion des Richtungswinkels a.

Abb. 6

zugeordnet. Das Seitenverhiltnis
Es wird als der Tangens des Winkels a bezeichnet.
g(a) = tana = Z
Wir stellen also fest: Der Richtungsfaktor m ist der Tangens des Richtungswinkelsa :
m = tan a.
Erklirung 2

Im rechtwinkligen Dreieck bezeichnet man das Verhiilinis aus der Gegenkathete und
der Ankathete eines Winkels als den Tangens dieses Winkels.

Canei— Gegenkathete
" Ankathete
Gegenkathete

Der Wert des Seitenverhiiltnisses wiichst, wenn der Winkel wiichst; er

Ankathete
wird kleiner, wenn der Winkel kleiner wird. Auch davon kann man sich anschaulich
iiberzeugen, wenn man mehrere rechtwinklige Dreiecke mit verschiedenen Winkeln a,
aber gleichen Ankatheten b (vgl. Abb.5) zeichnet, und auf die Verinderung der
Grifle der Gegenkathete achtet. Bezeichnet man den Winkel als unabhiingige Variable
Gegenkathete

mit & und den Wert des Verhiltnisses o
Ankathete

als abhingige Variable mit y, so
erhilt man die Tangensfunktion.
y=g(x)=tanx

Die Funktionswerte y = tan x sind als Verhiiltnisse zweier Strecken ebenfalls unbe-
nannte Zahlen; ihre Berechnung ist nur in Ausnahmefillen mit elementaren Hilfs-
mitteln moglich.

Auch das Kegelverhiltnis 1 im Einfijl\rungsbeispifl ist durch die Tangensfunktion

Ay

mit dem Kegelwinkel x verkniipft durch tan T 7.2 (Abb. 2 und 4a).

3. Die Sinusfunktion am Einheitskreis

Es sei ein rechtwinkliges uv-Koordinatensystem gegeben (Abb. 7).
LiBt man einen im Ursprung des Koordinatensystems beginnenden Strahl um seinen
Anfangspunkt 0 (0;0) von der positiven Seite der u-Achse als Ausgangslage aus im
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positiven Drehsinn, das ist entgegen dem Uhrzeigersinn, rotieren, so idndert sich
laufend der Winkel x zwischen Strahl und positiver Seite der u-Achse.
Um den Punkt O sei weiter-
hin ein Kreis mit dem Radiusr Vv
gezeichnet. Der bewegliche
Schenkel des Winkels x schneide
den Kreis in P (13 v). Der FuB-
punkt des Lotes von P aus auf P
die u-Achse sei (). Das Drei-
eck 0Q P ist rechtwinklig. L
Nach der Erklirung 1 ist in
diesem Dreieck

0 u Q[ v 0] Q 1’u
PQ v

sinx = P = (1) Abb.7 Abb. 8

Ergebnis: Das Verhiltnis des Lotes von einem auf der Kreisperipherie beweglichen
Punkte P auf die u-Achse zum Radius des Kreises ist gleich dem Sinus des Winkels x.
Wird dabei der Radius r in derselben Einheit gemessen wie das Lot v, so ergibt sich
@ als Funktionswert sinx das Verhiltnis der beiden MaBzahlen dieser Strecken. Die
Maf3zahl des Lotes ist dabei die Ordinate v des Punktes P (u;v).
Wird um den Punkt O der Kreis mit der MaBeinheit 1 als Radius gezeichnet, den
man den Einheitskreis nennt (Abb. 8), so geht Gleichung (1) iiber in

sinx = tl) =v (2)

Ergebnis: Die Ordinate v eines auf der Peripherie des Einheitskreises liegenden Punk-
tes P ist gleich dem Sinus des zugehirigen Winkels a.

Wichtig ist, daf} das uv-Koordinatensystem hier wie im folgenden aus zwei linear
geteilten Koordinatenachsen mit gleichen Einheiten besteht. Die vorstehende Betrach-
tung hat zunichst nur fiir Winkel zwischen 0° und 90° Giiltigkeit, da sich fiir Winkel
x=0° und x = 90° kein rechtwinkliges Dreieck ergibt. d

Aus Abbildung 8 kénnen wir besonders gut ablesen, wie sich der Funktionswert
y = sin x édndert, wenn sich der Winkel x éindert. Nimmt der Winkel x ab und nihert
sich 0°, so nihert sich sin x dem Wert 0. Fiir sin 0° versagt Erklirung 1. Man setzt des-
halb durch eine Definition fest:

sin 0° = 0. (3)

Nimmt der Winkel x zu und nihert sich 90°, so nihert sich sin x dem Wert 1.
Man definiert entsprechend:
sin90° = 1 4)

Folgerung: Die Sinuswerte der Winkel zwischen 0° und 90° liegen zwischen 0 und 1,
und zwar gehort zum griofieren von zwei Winkeln stets der groBere Sinuswert.



4. Die Tangensfunktion am Einheitskreis

Im Punkt A (1;0) der Abbildung9 wird die Tangente an den Einheitskreis des
uv-Koordinatensystems gelegt. Der bewegliche Schenkel des Winkels x schneide die
Tangente in R. In dem rechtwinkligen Dreieck 04 R ist dann:

_ AR _ AR _ R
tanx = 0 = " - = AR v

Ergebnis: Die MaBzahl des Abschnittes 4 R auf der Tan-
gente im Punkte A des Einheitskreises ist gleich dem Wert
des Tangens des Winkels x.

Aus Abbildung 9 kénnen wir ablesen, wie sich der Funk-
tionswert y = tan x dndert, wenn sich der Winkel x éndert.
Nimmt der Winkelx ab und nihert sich 0°, so nihert sich
auch tan x dem Werte 0. Fiir tan 0° versagt Erklirung 2. Man
setzt deshalb durch Definition fest: X

tan 0° = 0. 0 ! 4w
Nimmt der Winkel x zu und nihert sich dem Wert 90°, so Abb.o

wiichst der Abschnitt AR unbegrenzt, und damit wird der Wert
der Funktion y = tan x grofler als jede angebbare Zahl. Ihr Verhalten ist vergleichbar

tanx

mit dem der Funktion y = > wenn x sich dem Werte 0 nihert. Fiir x = 90° ist die
Tangensfunktion demnach nicht erklirt. Es gilt also:
tan 0° =0;
“tan 90° ist nicht erklirt.

Wiichst der Winkel x von 0° bis 90°, so wiichst der Tangens des Winkels x von 0 bis
zu Werten, die grofer sind als jede angebbare Zahl.

Aufgaben

1.a) Zeichnen Sie mehrere rechtwinklige Dreiecke, die in einem spitzen Winkel iibereinstimmen !
Bestimmen Sie in ihnen das Verhiltnis der Gegenkathete dieses Winkels zur Hypotenuse
b) und vergleichen Sie die einzel Ergebnisse mitei
¢) Wie indert sich das Verhiiltnis, \~cnn sich der Winkel andert’

»

Welche Werte haben sina und sinf in einem rechtwinkligen Dreieck
a) mit den Katheten a = 4 dm und b = 3 dm,

b) mit der Hypotenuse ¢ = 13 mm und der Kathete a = 5 mm,

¢) mit den Katheten a = b= 2 cm,

d) mit der Hypotenuse ¢ = 8 ¢cm und der Kathete a = 4 cm,

€) mit der Hypotenuse r und den Katheten s und ¢?

Zeichn‘en und messen Sie die Winkel, fiir die der Sinus folgende Werte annimmt!
) 0,5 b) 0,25 o) 0,1 2 0,3 ) 0,4

L]

)08 2) 0,9 h) i 15
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4. Zeichnen Sie zwei rechtwinklige Dreiecke 4, B, C, und 4, B, C, mit den Winkeln a; = a, = 60°
und mit den Katheten b, = 5 ecm bzw. b,= 7 cm!

Messen Sie in beiden Fillen die Gegenkathete a, baw. a, und bestimmen Sie die Quotienten

G b2
b, und By

Was stellen Sie fest? Begriinden Sie Ihre Feststellung!

5. Beweisen Sie mit Hilfe der Ahnlichkeitslehre: In rechtwinkligen Dreiecken, die in einem
spitzen Winkel iibereinstimmen, ist das Verhaltnis aus Gegenkathete und Ankathete unab-
hiingig von der Liinge der Katheten!

6. Zeichnen Sie rechtwinklige Dreiecke mit den Winkeln x = 107, 20°, 307, . . ., 80°!
Bestimmen Sie in jedem dieser Dreiecke das Verhiltnis der Katheten a : b!
Tragen Sie die gefundenen Werte in eine Wertetafel ein!

Kommt es auf die Gréfle der Dreiecke an ?
Uberlegen Sie, wie man die Verhiltnisse a : b mglichst leicht bestimmen kann!

7. Welche Werte haben tan « und tan § in einem rechtwinkligen Dreieck mit den Katheten
a) a= ldm und l;:ldm: b)a=2cm und b=4cm;

¢)a=06m und b=09m; d) pundq?

8. Zeichnen und messen Sie die Winkel, fiir die der Tangens folgende Werte annimmt:

4 - =
a) 0,53 b) 08; o) 7 d) 1: e) 2; ) V3: g I5: h) 5!
9. Zeichnen Sie rechtwinklige Dreiecke mit gleicher Hypotenuse und mit den Winkeln § = 10°,
207, 30%, ..., 80° und bestimmen Sie jedesmal das Verhiltnis
Gegenkathete b Gegenkathete i
Ankathete * Hypotenuse

Tragen Sie die Ergebnisse einschlieBlich der Werte fiir 0° und 90° in eine Wertetafel cin!

10. In einem Kreis mit dem Radius r ist eine Sehne von der Linge I mit dem zugehérigen Zentri-
winkel a gezeichnet. Das Lot vom Kreismittelpunkt auf die Sehne halbiert Zentriwinkel und
Sehne.

a) Stellen Sie eine funktionale Beziehung zwischen halbem Zentriwinkel, halber Sehne und
Kreisradius auf!

b) Wie groB} ist in einem Kreis vom Durchmesser 7 cm die Sehne zu den Zentriwinkeln 20°,
80°, 100°, 140°?
Benutzen Sie zur Bestimmung die Tabelle aus Aufgabe 9b!

5. Die Kosinusfunktion im rechtwinkligen Dreieck

¢

Im rechtwinkligen Dreieck .4 BC der Abbildung 10
stellt das Seitenverhiltnis b:c¢ den Sinus des Win-
kels f dar. Man kann jedoch das Seitenverhilt-
nis b:c¢ auch in Beziehung zum Winkel x setzen.
Fiir den Winkel « bedeutet b:c¢ das Verhiiltnis von
Ankathete zur Hypotenuse.

Abb. 10
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Erklirung 3

Im rechtwinkligen Dreieck bezeichnet man das Verhiiltnis aus der Ankathete eines
Winkels zur Hypotenuse als den Kosinus dieses Winkels.

Ankathete
cos g = ——
Hypotenuse
- .. . Ankathet " 2 . 5 .
Das Seitenverhiltnis ——~2°®_ yichst, wenn der Winkel kleiner wird; es wird
Hypotenuse

kleiner, wenn der Winkel wiichst.
Machen Sie sich das an einer Thaleskreisfigur wie beim Sinusverhiltnis in Kapitel 1

klar!

: ... Ankathete . 3 & :
Jedem Seitenverhiltnis _ADRUIRE ist ein bestimmter Winkel zugeordnet und um-
Hypotenuse
gekehrt. Bezeichnet man den Winkel als unabhiingige Variable mit x und den Wert
Ankathete

des Verhiltnisses
funktion

als abhingige Variable mit y, so erhilt man die Kosinus-
Hypotenuse

y =h(x)=cosx.

Die Funktionswerte y = cos x sind als Verhiltnisse zweier Strecken ebenfalls un-
benannte Zahlen; auch ihre Berechnung ist mit elementaren Hilfsmitteln nur in Aus-
nahmefillen moglich.

6. Die Kotangensfunktion im rechtwinkligen Dreieck

Im rechtwinkligen Dreieck der Abbildung 10 stellt das Seitenverhiltnis a : b den Tan-
gens des Winkels « dar. Die Grofle des Winkels & wird auch durch das umgekehrte
Verhiiltnis b : @ bestimmt.

Erkliarung 4

Im rechtwinkligen Dreieck bezeichnet man das Verhiiltnis aus der Ankathete und der
Gegenkathete eines Winkels als den Kotangens dieses Winkels.

dob.a = Ankathete
Gegenkathete
Ankathete
Gegenkathete
wenn der Winkel wichst.
Machen Sie sich das an einer Figur wie beim Tangensverhiltnis in Kapitel 2 klar!
Jedem Seitenverhiltnis _Ankathete .o bestimmter Winkel zugeordnet und
Gegenkathete
umgekehrt. Bezeichnet man den Winkel als unabhiingige Variable mit x und den Wert
Ankathete
Gegenkathete
Kotangensfunktion.

Das Seitenverhiltnis wichst, wenn der Winkel kleiner wird ; es wird kleiner,

des Verhiiltnisses als abhiingige Variable mit y, so erhdlt man die

y=Fk(x)=cotx

Die Funktionswerte y = cot x sind als Verhiltnisse zweier Strecken ebenfalls unbe-
nannte Zahlen; ihre Berechnung ist mit elementaren Hilfsmitteln wiederum nur in
Ausnahmefillen moglich.
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7. Die Kosinusfunktion am Einheitskreis

Im rechtwinkligen Dreieck der Abbildung 11 ist nach Erklirung 3:
0Q

uw
Csx = p =7=1u (1)
Ergebnis: Die Abszisse w eines auf der Peripherie des Einheitskreises liegenden
Punktes P ist gleich dem Kosinus des zugehirigen Winkels a.

Aus Abbildung 11 kénnen wir ablesen, wie sich der Funktionswert y = cos x dndert,
wenn sich der Winkel x dndert. Nimmt der Winkel x ab und nihert sich 0°, so nihert
sich cosx dem Wert 1. Fiir cos 0° versagt Erklirung 3.
Man setzt deshalb durch eine Definition fest:

cos 0° =1 (2)
Nimmt der Winkel x zu und nihert sich 90°, so nihert
sich cos x dem Wert 0.
Fiir cos 90° versagt Erklirung 3.
Man definiert entsprechend:

c0s90° =0 (3)
Folgerung: Die Kosinuswerte der Winkel zwischen 0° 0|  cosx
und 90° liegen zwischen 1 und 0, und zwar gehort zum
groBeren von zwei Winkeln stets der kleinere Kosinuswert. Abb.11

8. Die Kotangensfunktion am Einheitskreis .
Zur Wiederholung:

1. Wie nennt man die Winkel » und f§ in Abb. 12°?

2. Welchen Satz kennen Sie iiber derartize Winkel an geschnit- V
tenen Parallelen ?

3. Beweisen Sie diesen Satz! ; !

Im Punkt B (0; 1) der Abbildung 13 wird die Tangente
an den Einheitskreis des uv-Koordinatensystems gelegt.

Der bewegliche Schenkel des Winkels x schneide die Abb.12

Tangente in T. Das Dreieck OTB ist rechtwinklig, und "

es gilt LOTB=< x.

Nach Erklirung 4 ist dann B cot x T

BT BT X

cotx = 0B~ 1 T BT

Ergebnis: Die MaBzahl des Abschnitts B T auf der Tan- !

gente im Punkte B des Einheitskreises ist gleich dem

Wert des Kotangens des Winkels x. .

Aus Abbildung 13 kénnen wir ablesen, wie sich der X
Funktionswert y = cot x dndert, wenn sich der Winkel x 0 | u

dndert. Abb.13
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Nimmt der Winkel x zu und nihert sich 90°, so nihert sich cot x dem Wert 0.
Fiir cot 90° versagt Erklirung 4. Man setzt deshalb durch Definition fest: cot 90° = 0.
Nimmt der Winkel x ab und nihert sich dem Wert 0°, so wird der Abschnitt BT
und damit der Wert der Funktion y = cot x gréfer als jede angebbare Zahl. Fiir x = 0°
ist deshalb die Kotangensfunktion nicht erklirt. Es gilt also:
cot 0° ist nicht erklirt;
cot 90° = 0.
Wiichst der Winkel x von 0° bis 90°, so nimmt der Kotangens von Werten, die grofler
sind als jede angebbare Zahl, bis zum Wert 0 ab.

Aufgaben

[

. Zeichnen Sie mehrere rechtwinklige Dreiecke, die in einem spitzen Winkel iibereinstimmen!
Bestimmen Sie in ihnen das Verhiltnis der Ankathete dieses Winkels zur Hypotenuse und
vergleichen Sie die einzelnen Ergebnisse miteinander! Wie édndert sich das Verhiltnis, wenn
sich der Winkel éndert ?

Welche Werte haben cosa und cosf} in einem rechtwinkligen Dreieck mit den Seiten, wie
sie in Aufgabe 2, Seite 8, angegeben sind ?

Vergleichen Sie jeweils sina mit cosff und cosa mit sinf!

o

&

Konstruieren Sie rechtwinklige Dreiecke mit
a) a= 22,5 b) o= 45°, ) a= 67,5°
und ermitteln Sie die Kosinuswerte dieser Winkel!

»

Zeichnen und messen Sie die Winkel, fiir die der Kosinus die in Aufgabe 3, Seite 8, ange-
gebenen Werte annimmt!

o

Zeichnen Sie iiber dem Durchmesser eines Halbkreises Dreiecke, deren Spitzen auf der
Peripherie liegen! Wie éndert sich
a) die Gegenkathete
b) die Ankathete eines der spitzen Winkel des Dreiecks, wenn dieser, bei kleinen Winkeln
angefangen, zunimmt ?
Zichen Sie daraus Folgerungen fiir den Verlauf der Sinus- bzw. der Kosinusfunktion!
Fiir welches rechtwinklige Dreieck ist sin a = cos a ?
. Zeichnen Sie zwei rechtwinklige Dreiecke 4,B,C, und 4,B,C, mit den Winkeln a; = a, = 50°
und mit den Katheten a,= 6 em bzw. a,= 8 cm!
Messen Sie in beiden Fillen die Ankathete b, bzw. b, und bestimmen Sie die Quotienten
b b\
i und o
Was stellen Sie fest ?
Begriinden Sie ihre Feststellung!
7. Welche Werte haben cota und cotf in einem rechtwinkligen Dreieck mit den Katheten,
wie sie in Aufgabe 7, Seite 9 angegeben sind ?
8. Zeichnen und messen Sie die Winkel, fiir die der Kotangens die in Aufgabe 8, Seite 9, an-
gegebenen Werte annimmt!
9. Zeichnen Sie rechtwinklige Dreiecke mit gleichen Hypotenusen und mit den Winkeln a = 10°,
Ankathete |
Gegenkathete -
Tragen Sie die Ergebnisse einschlieflich des Wertes fiir 90° in eine Wertetafel ein!

=l

20°, 30°,...,70° und bestimmen Sie jedesmal das Verhiltnis

10. Zeichnen und messen Sie die Werte
a) der Kosinusfunktioa, b) der Kotangensfunktion
am Einheitskreis fiir die Winkel 10°, 20°, ..., 70°!
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9. Der Zusammenhang zwischen den trigonometrischen Funktionen
Wir haben kennengelernt, daB im rechtwinkligen Dreieck 4 BC (Abb. 14) folgendes
gilt:
Der Sinus eines Winkels ist das Verhiiltnis der Gegenkathete zur Hypotenuse.

_ Gegenkathete

. [
sina = —
¢ Hypotenuse

Der Kosinus eines Winkels ist das Verhiltnis der Ankathete zur Hypotenuse.

o L ATKatHetE
CRE== Hypotenuse

Der Tangens eines Winkels ist das Verhiltnis der Gegenkathete zur Ankathete.

@ _ Gegenkathete
b Ankathete

I

tan o

<
Der Kotangens eines Winkels ist das Verhiiltnis der Ankathete zur Gegenkathete.

b _  Ankathete

ta=— =
o a Gegenkathete

Man nennt diese Seitenverhiltnisse die trigonometrischen Funktionen oder Winkel-
funktionen.

¢
Im folgenden untersuchen wir eine Reihe wichtiger Zusammenhiinge zwischen den
trigonometrischen Funktionen.

1) Im rechtwinkligen Dreieck ABC der Abbil-
dung 14 ist

a+f=190° (1)
und damit p=90°—« (2)
Zwei Winkel, die einander wie a und § zu 90° erginzen, Abb. 14

nennt man Komplementwinkel. Im rechtwinkligen Drei-
eck ist also jeder spitze Winkel der Komplementwinkel zum anderen spitzen Winkel.
Es ist weiterhin

.. a
sSInx = — (3)
c

und cos = f (4)

Daraus folgt
sin a = ¢os f§
und wegen (2)
sin @ = cos (90° — ) (5)
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Der Sinus eines Winkels ist gleich dem Kosinus seines Komplementwinkels. In
ghnlicher Weise ergeben sich auch .

cos @ = sin (90° — @) (6)
tan ¢ = cot (90° — «) (O]
col ¢ = tan (90° — &) (8)

Durch die Formeln (6) und (8) werden die Bezeichnungen Kosinus und Kotangens
verstiindlich: complementi sinus (abgekiirzt cosinus) bedeutet Sinus des Komplement-
winkels, complementi tangens (abgekiirzt cotangens) bedeutet Tangens des Kom-
plementwinkels.

Diese Komplementbezichung gilt nicht nur fiir einzelne Winkel, sondern fiir die
gesamten Funktionen sin x und cos (90° — x) bzw. tan x und cot (90° — x). In diesem
Sinne nennt man die Kosinus- bzw. die Kotangensfunktion die Kofunktionen zur Sinus-
bzw. zur Tangensfunktion.

Damit kénnen wir die Formeln (5) bis (8) folgendermafien zusammenfassen:

Die Funktion eines Winkels ist gleich der Kofunktion seines Komplementwinkels.

2) Im rechtwinkligen Dreieck der Abbildung 14 ist
=2 ' =
sina = - (1) cosa = - (2)
Durch Quadrieren von (1) und (2) folgen

2 2
(sina)? = sin®a = :ﬂ {1y (cosq)? = cos? o = %27 1) (2)

Durch Addition der Gleichungen (1") und (2) folgt

2 2
sin?a + cos?a = & ;tb (3)
Nach dem Satz des Pythagoras gilt aber im rechtwinkligen Dreieck
a?+ b= c% (4)
Durch Einsetzen von (4) in (3) folgt
sinfe + cos?e = 1. (5)

Die Summe der Quadrate des Sinus- und Kosinuswertes eines Winkels ist gleich 1.

Die Formel (5) wird auch als die trigonometrische Form des pythagoreischen Lelirsatzes
bezeichnet. Das ist nicht nur durch den Aufbau der Formel, der an den dgs pythago-
reischen Lehrsatzes erinnert, bedingt, sondern hat tiefere Griinde.

Wenn man gemiBl Abbildung 8 und Abbildung 11 aus dem Einheitskreis das recht-
winklige Dreieck O QP herauszeichnet und alle drei Seiten wie dort beschriftet, nim-

! Man sagt fiir (sin «)? nicht',,Sinus alpha Ql‘mdrat“, sondern ,,Sinus Quadrat alpha®, um zu
kennzeichnen, daf3 nicht der Winkel, sondern der Funktionswert zu quadrieren ist. Entsprechendes
gilt fiir beliebige Potenzen simtlicher Winkelfunktionen.
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lich mit sin x, cos x und 1, auBerdem jetzt die Hypotenuse mit Hilfe des pythagoreischen
Lehrsatzes nochmals durch die Katheten ausdriickt (¢ = a® + b2), so ergibt sich die
Formel (5). Priigen Sie sich diese einfache Figur zur Unterstiitzung Thres Gediichtnisses
ein! Beachten Sie dabei, daB es sich nur um eine Veranschaulich g dieser Bezieh

handelt! °
Aus Gleichung (5) folgen )
sina = ]/1 — cosa (6)
cosa = J/1 — sina (7)

Bei den Wurzeln wird das negative Vorzeichen nicht verwendet, da die bisher betrach-
teten Sinus- und Kosinuswerte stets positiv sind.

3) Im rechtwinkligen Dreieck ABC der Abbildung 14 ist

tana = ; (1)
cota = @)
Durch Multiplikation ergibt sich
a b
tana cot o = - - e (3)
tane cote =1 (4)
bzw tana = (5)
cote
1
und cota = 6)
tana
Das Produkt aus dem Tangens und dem Kotangens eines Winkels ist gleich 1.
Dividiert man in Gleichung (1) Zihler und Nenner durch.c, so erhilt man
tan o = = 7
= (1)
c
Nach 2) (1) ist aber % = sin « und nach 2) (2) ist 'z’— = CoS &,
Damit folgt
lang = 22% (8)
cosa
Auf dhnliche Weise ergibt sich
cota =22 9)
sin &

Auch die Beziehungen (8) und (9) lassen sich geometrisch gewinnen. Wenn Sie z. B.
aus Abbildung 8, 9 und 11 die Dreiecke OQP und OAR fiir denselben Winkel x und
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mit derselben Einheit r = 1 her: ich in eine einzige Figur, so daB sich die beiden
Winkel x decken, so kénnen sie wegen der Ahnlichkeit die Proportionalitit der Kathe-
ten feststellen (Strahlensatz): tan x: 1= sin x : cos x. Das ist aber die Beziehung (8).
Fiir die Beziehung (9) 148t sich eine dhnliche Figur gewinnen. Beide konnen ebenfalls
Thr Gedichtnis unterstiitzen, wenn Sie sie sich einpriigen.
Aus den Gleichungen

2) (5) sin?a+ cos?a=1

3) (4) tana cota=1

sin &
cos X

3) (8) tana =

lassen sich Beziehungen herleiten, die aus der Kenntnis cines Funktionswertes eines
Winkels die Berechnung der iibrigen Funktionswerte dieses Winkels erméglichen, ohne
den Winkel selbst zu bestimmen. Die gedichtnismiBige Beherrschung dieser drei
Formeln ist unbedingt erforderlich.

T X s 1 5 s
Beispiel: Gegeben ist sina = Y 1/2 ; es soll tan o bestimmt werden. Dazu muf zu-

niichst tan « nur mit Hilfe von sin a ausgedriickt werden.

Nach 3) (8) ist tana = ;’:Z 5
nach 2) (7) ist cosa=J1 — sin?a.

Einsetzen von 2) (7) in 3) (8) fiihrt auf

sin &
tan & =
1— sin®x
Fiir sina = % ﬁ ergibt sich dann
PR )
tanx = S = 77 =1
Vi-g Vg
Aufgaben
1. Beweisen Sie die Formeln!
a) sinx =1 — cos®a b) cosa = V1 — sin*x

2. Leiten Sie aus den nachstehend angegebenen Werten der Sinus- und Tangensfunktion die
entsprechenden Werte der Kofunktionen her!

T Tw [ [ w [ & | o | o [ [ w o

T

;; 1 0 ] 0,174
\0 0,176

0,940 | 0,985 ! 1
2747 | 5671 | —

0,643
0,839

0,766
1,192

0,866
1,132

0,342 ‘ 0,5
0,364 | 0,577

tan x
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3. Nach den Ausfithrungen am Schlufl von 3) geniigt die Kenntnis eines Funktionswertes eines
Winkels, um alle iibrigen Funktionswerte dieses Winkels zu bestimmen.
Die folgende Ubersicht zeigt alle moglichen Umformungen:

ausgedriickt | |
Nh sin & cos tan & cot &

gesucht —

- tan &
sin & — V1 — cos®n e —lf —
[ V1+ tan®a Y1+ cot?x
| e 1 cot x
cos & V1 —sin®a = ‘ —_— —
| V14 tan®~ Y1+ cot?x
| in o Y1 — cos?ar | 1
tan o —— — — | ——
cos o | cot o
{
cos & 1
cot ———— TR —
V1 — cos®x tanx

Fiinf Beziehungen dieser Ubersicht sind bereits hergeleitet worden. Welche sind es? Leiten
Sie die iibrigen sieben Beziehungen entsprechend her!

4. a) Entneh Sie aus Abbildung 8 das Dreieck OQP, bezeichnen Sie den Winkel bei O
mit «, und (wie in Abbildung 8) PQ mit sinx und OP mit 1! Driicken Sie nun die dritte
Seite mit Hilfe des pythagoreischen Lehrsatzes durch 1 und sina aus! Stellen Sie jetzt die
vier trigonometrischen Funktionen von « auf und vergleichen Sie die Ergebnisse mit der
1. Spalte der Tabelle in Aufgabe 3!

b) Verfahren Sie genauso mit dem Dreieck OQP aus Abbildung 11!
¢) Desgleichen mit dem Dreieck OAR aus Abbildung 9!
d) Desgleichen mit dem Dreieck OTB aus Abbildung 13!

Anmerkung: Diese vier Figuren sind gute Gedachtnisstiitzen fiir die U, 1 bezieh
der Tabelle in Aufgabe 3!

5. Vereinfachen Sie folgende Ausdriicke!

p cos y
a) tanx-cosx b)-sin 8 - cot f§ A <) s
sin x tan f T
d) FreE e) wotf f) tana - J1— sin®x
6. Beweisen Sie die Richtigkeit der Beziehungen
1 1
i & s Voo =}
a) 14 tan®x P b) 1+ cot’x o
7. Gegeben sind:
a) sin 30°= 0,5 b) tan45°= 1 ¢) cos 60°= 0,5
d) tan 0°=10 e) cot 90°=0 f) sin 13°= 0,2250
g) cos 40°= 0,7660 h) tan 52°= 1,280 i) cot 59°= 0,6009

Bestimmen Sie mit Hilfe der in Aufgabe 3 enthaltenen Ubersicht die iibrigen Funktionswerte
der Winkel!

2 [00920]
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10. Geometrische Dar

Um die vier trigonometrischen
Funktionen in einem xy-Koordi-
natensystem geometrisch zu veran-

g der trig

ischen Funktionen

y=ICDSX

y=s(n x

schaulichen, hat man darin Punkte
mit den Winkeln x (0° < x < 90°)
als Abszi und den zugehérigen
Funktionswerten als Ordinaten
einzuzeichnen.

Es ist zweckmiBig, auf der Ab-
szissenachse als Einheit fiir die

X
S
| o7
o
8| 8
o=
S e
]
S| €
b S

Winkelgrade die Linge desjenigen
Bogens zuwiihlen, den der Zentriwinkel 1°
auf der Peripherie des Einheitskreises
ausschneidet. Man rollt dazu den vierten
Teil des Einheitskreises auf dem positi-
ven Teil der x-Achse vom Koordinaten-
anfangspunkt O aus ab und teilt die so
gefundene Strecké in 90 gleiche Teile.

In den Abbildungen 15 und 16 sind
die Bilder der vier trigonometrischen
Funktionen

y=sinx y =tanx

y=cosx y=cotx gezeichnet.

Die Konstruktion der zu einem ge-
gebenenWinkel gehérigen Kurvenpunkte
wird aus den Abbildungen deutlich.
Man erkennt aus den Abbildungen:

1. Im Bereich 0° < x < 90° sind
a)y=sinx und y=tanx
steigende Funktionen,
b)y=cosx und y=cotx
fallende Funktionen.
2. Sinus- und Kosinusfunktion (Abb.15)
sowie Tangens- und Kotangensfunk-

0 10° 20° 30° 40

507 60° 70° 807 90°
A

)
Abb.15
/
% g
8 §
L L
Ly L Ll ) T
0° 10" 20° 30° '50’ 0° 20°60° 90"
Abb.16 | 45"

tion (Abb. 16) liegen jeweils symmetrisch zu der Parallelen zur y-Achse durch den
Punkt 45° auf der Abszissenachse. Daran erkennt man anschaulich:
sin x = cos (90° — x) und tan x = cot (90° — x).

w

nicht erklért.

11. Berechnung einzelner Funktionswerte

Zur Wiederholung:

1. Welche Sonderformen von Dreiecken kennen Sie ?

. Die Tangensfunktion ist fiir den Winkel 90°, die Kotangensfunktion fiir den Winkel 0°

2. Machen Sie Aussagen iiber die Grofle von Seiten und Winkeln sowie iiber die Lage der Hohen

in diesen Dreiecken!
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3. Konstruieren Sie ein gleichseitigés Dreieck mit der Seite a und berechnen Sie die Dreiecks-
hihe!
4. Konstruieren Siesein Quadrat mit der Seite @ und ziehen Sie eine Diagonale!

a) Was fiir Figuren entstehen dann? 4

b) Wie lang ist die Diagonale ?

Fiir die Losung trigonometrischer Aufgaben ist es erforderlich, die vier Funktions-
werte fiir beliebige Winkel zwischen 0° und 90° zahlenmiBig zu bestimmen. Das ist
zuniichst nur dadurch moglich, indem man rechtwinklige Dreiecke mit den gegebenen
Winkeln zeichnet, die Seiten mifit und danach die jeweiligen Seitenverhiltnisse aus-
rechnet. Wegen der Ungenauigkeit von Zeichnung und Mes-
sung erhilt man dabei nur Niherungswerte. )

Fiir die Winkel 30°, 45° und 60° lassen sich die Funktions-
werte aber ohne Schwierigkeiten auf anderem Wege, nimlich
unter Zuhilfenahme planimetrischer Lehrsiitze ermitteln.

Bekanntlich 1d8t sich jedes Dreieck in zwei rechtwinklige
Dreiecke zerlegen. Die Héhe h zerlegt ein gleichseitiges
Dreieck (Abb.17) in zwei kongruente rechtwinklige Dreiecke
mit Winkeln von 30° und 60°. Im rechtwinkligen Dreieck ADC

der Abbildung 17 ist h= - /3.
Damit ergibt sich:

a a -
) ) 5 o —)3
sin 30° = sin60°= — = = —
a a a
sin30°= 1 sin60° = L /3
2 2
a > a
=iys &
cos30° = b8 oa 0P = <2
N a a
5 1 5 1
cos 30° = — ]/3 cos600° = 5
a a a g=
= 513
tan 30° = Bl B tan60° = e 2
h a V3 a a
2 2 2
tan 30° = ; ]/g | tan 60° = ]/§
@ ofe a a
=) 4 =
cot36° = 1 — 2 GOL60% 2
i e hays
2 2 2
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Die Diagonale d zerlegt ein Quadrat (Abb.18) mit der Seite a in zwei gleich-
schenklig-rechtwinklige Dreiecke. Im gleichschenklig-rechtwinkligen Dreieck ABD
der Abbildung 18 ist

d=a}2.
0 ¢ Damit ergibt sich:

sind50= 2. = ¢ tan450= 2
d ~ d  g4y2 a

a -
| sin 450 = | 2 ' tan430= 1 |
=% = O, =8
2 il 8 cos 450 = il cot 45° "

Abb.18 cos 450 = ; V2 cot45° =1

Mit den eben berechneten und den fiir 0° und 90° festgesetzten Funktionswerten
ergibt sich folgende Ubersicht:

« | 0o | 300 [ 4° | 600 | 90°
| | -
. 1 1 1,5
sin @ ’ 0 T |z V2 J 3 V3 1
| |
| 1.,= | 1= 1
cos & 1 5 V3 T V2 ' ey 0
|
= | —_—
wne |0 % B | 1 l B -
| = | i |
cote - V3 ‘ 1 3 V3 [

Die gedichtnismiBige Beherrschung dieser Funktionswerte ist unerlifBllich. Dabei ge-
niigt es, wegen der Komplementbezichung, wenn man sich nur die Folgen der Sinus-
und Tangenswerte einprigt. Fiir die Sinuswerte kann man dazu folgende Gedichtnis-
stiitze benutzen:

« | o0 | 300 [ 45° | 60° [ 90°
|
sne | 31T ] 3T | 317 | 35 f 3

12. Die Tafeln der trigonometrischen Funktionen

Nur die wenigsten der trigonometrischen Funktionswerte lassen sich so einfach be-
rechnen, wie es im Kapitel 11 an einigen Beispielen gezeigt wurde.

Zur Berechnung der Funktionswerte beliebiger Winkel benutzt die Mathematik
Hilfsmittel, die im Mathematikunterricht der Oberschule nicht behandelt werden. Die
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Werte der trigonometrischen Funktionen sind im allgemeinen irrationale Zahlen. Fiir
den Gebrauch in der Praxis sind die Werte der trigonometrischen Funktionen in Tafein
zusammengefalit und auf vier, fiinf oder mehr Stellen gerundet.

Die Tafeln 13 und 14 in ,,Vierstellige Logarithmen — Zahlen, Werte, Formeln* ent-
halten die Werte der vier trigonometrischen Funktionen fiir die Winkel von 0° bis 90°,
fortschreitend in zehntel Grad, auf vier geltende Ziffern gerundet. Wie alle Tafeln,
ermoglichen es auch diese, zwei Aufgaben zu lésen:

a) Gegeben ist der Winkel, gesucht ist der Funktionswert.
b) Gegeben ist der Funktionswert, gesucht ist der Winkel.

1) Aufsuchen der Funkti tey=5(x)

Zur Wiederholung:

1. Erliiutern Sie die Begriffe ,,steigende Funktion* und ,,fallende Funktion*, indem Sie bei jeder
der vier trigonometrischen Funktionen angeben, wie sich der Funktionswert bei einer Ande-
rung des Winkels éndert!

2. Erldutern Sie den Begriff Kofunktion!

In der Tafel der natiirlichen Werte der Sinus- und Kosinusfunktion (Tafel 13 aus
,,Vierstellige Logarithmen — Zahlen, Werte, Formeln®, Volk und Wissen Volkseigener
Verlag Berlin 1959, Bestell-Nr. 00915-1) nutzt man die Tatsache aus, daB die Kosinus-
funktion die Kofunktion zur Sinusfunktion ist, daB sie also dieselben Funktionswerte
wie die Sinusfunktion aufweist, nur zugeordnet zu anderen Winkeln nach der Beziehung
sin x = cos (90° — x).

Die in Tafel 13 tabellierten Werte der Sinusfunktion fiir Winkel von 0° bis 90° sind
also gleichzeitig die Werte der Kosinusfunktion, jedoch hierbei in umgekehrter An-
ordnung, d. h. fiir die Winkel von 90° bis 0°. Die Tafel muf} infolgedessen mit zwei
entgegengesetzt laufenden Winkeleingéngen fiir die Sinus- und fiir die Kosinusfunktion
versehen werden.

Es gehoren

die in der duBlersten linken Spalte angegebenen Winkel (Laufrichtung von oben
nach unten) zur obenstehenden Funktion, also zur Sinusfunktion;

die in der #ullersten rechten Spalte angegebenen Winkel (Laufrichtung von unten
nach oben) zur untenstehenden Funktion, also zur Kosinusfunktion.

Tafel 13 enthilt die Werte der Sinus- und Kosinusfunktion fiir volle und zehntel
.Grade, gerundet auf vier geltende Ziffern. Dabei stehen in den (waagerechten) Zeilen
die Werte fiir die Zehntel ein und desselben Grades, in den (senkrechten) Spalten die
Werte fiir dasselbe Zehntel aufeinanderfolgender Grade.

Tafel 14 enthilt in entsprechender Tabellierung die Werte der Tangens- und der
Kotangensfunktionen fiir Winkel von 0° bis 90° bzw. von 90° bis 0°, ebenfalls gerundet
auf vier geltende Ziffern. In diesem Falle niitzt man die Beziehung

. tan x = cot (90° — x)  aus.
1. Beispiel:  sin15,6° = 0,2689

Da die tabellierten Funktionswerte fast alle gerundet sind, miiite eigentlich geschrie-
ben werden: sin 15,6° = 0,2089. Doch verzichtet man (wie auch bei logarithmischen
Rechnungen) auf diese Unterscheidung im Schrifthild.
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2. Beispiel: cos 39,3° = 0,7738

Ist der Winkel mit einer Genauigkeit von hundertstel Grad gegeben, so muB man inter-
polieren. Fiir das Interpolieren gelten bei dezimal geteilten Graden die gleichen Regeln
wie beim Interpolieren in anderen Tafeln (Logarithmentafel, Quadratzahltafel).

3. Beispiel: sin 23,47°

sin 23,40° = 0,3971

sin 23,47°=0,39 ..

sin 23,50° = 0,3987
Wiichst der Winkel um 10 Hundertstelgrad, so wichst der Funktionswert um
D = 16 Zehntausendstel.

Wichst der Winkel um 7 Hundertstelgrad, so wichst der Funktionswert um d Zehn-
tausendstel. e .

Wegen der linearen Interpolation ergibt sich folgende Beziehung:
7:10 = Eigendifferenz d : Tafeldifferenz D
7:10=d:16

Daraus folgt = L‘;Ol =112 el

Nun fiigt man d = 11 Zehntausendstel zu 0,3971 hinzu und erhilt sin 23,47° = 0,3982.

4. Beispiel: cos 52,14°

cos 52,10° = 0,6143

cos 52,14° = 0,61 ..

cos 52,20° = 0,6129 )
Wichst der Winkel um 10 Hundertstelgrad, so fillt der Funktionswert um D
= 14 Zehntausendstel.

Wichst der Winkel um 4 Hundertstelgrad, so fillt der Funktionswert um d Zehn-
tausendstel.

Wegen der linearen Interpolation ergibt sich folgende Beziehung:
4: 10 = Eigendifferenz d : Tafeldifferenz D
4:10=d:14

Daraus folgt d= % =56 ~6

Nun zieht man d = 6 Zehntausendstel von 0,6143 ab und ervhﬁlt: cos 52,14° = 0,6137.

5. Beispiel:
tan 68,44° — - 2,526 d=34 50 5
. +0,005 )
tan 68,44° = 2,531
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6. Beispiel:
cot 57,39° =  0,6420 d="""=225=~23
—0,0023 g
cot 57,39° = 0,6397

Ist der Winkel in sexagesimaler Teilung, also in Grad, Minuten und Sekunden, gegeben,
so erfolgt zuerst eine Umrechnung in dezimal geteilte Grade.

7. Beispiel: tan 68°20'24"; 26'24" = 24’ + 221"
24° 144°

P P2 04% P = e 22 °
24 P 0,4°: 224 144 3600 004

tan = 68°26'24" = tan 68,44°

Die weitere Rechnung erfolgt nun wic im 5. Beispiel.

2) Aufsuchen des Winkels &

Man sucht den gegebenen Funktionswert fiir die Sinus- und Kosinusfunktion in
Tafel 13, fiir die Tangens- und Kotangensfunktion in Tafel 14 auf.

Bei der Sinus- und Tangensfunktion liést man die vollen Grade fiir den Winkel-
wert x in der Zeile, in welcher der Funktionswert steht, links ab; bei der Kosinus-
und Kotangensfunktion dagegen rechts. Die Zehntelgrade stehen fiir Sinus bzw.
Tangens in den Spalten der Kopfzeilen; fiir Kosinus bzw. Kotangens in den Spalten
der Fullzeilen.

1. Beispiel: sin x = 0,9100; x = 65,5°
2. Beispiel: tan x = 1,466; x=55,7°
3. Beispiel: cos x = 0,9985; x = 3,1°

4. Beispiel: cot x = 0,0332; x = 88,1°

In den meisten Fillen wird der gegebene Funktionswert nicht in der Tafel stehen.
Dann muf} man interpolieren.
5. Beispiel: tan x = 0,3652

Der gegebene Funktionswert liegt zwischen den in der Tafel verzeichneten Werten
0,3640 und 0,3659:
tan 20,0° = 0,3640,

tan x = 0,3652
tan 20,1° = 0,3659

Wiichst der Funktionswert um ) = 19 Zehntausendstel, so wichst der Winkel um
10 Hundertstelgrade.

Wichst der Funktionswert um d = 12 Zehntausendstel, so wichst der Winkel um
n Hundertstelgrade.
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Wegen der linearen Interpolation ergibt sich folgende Beziehung:
n : 10 = Eigendifferenz d : Tafeldifferenz D
n:10=12:19

Daraus folgt n=——=63...='6

Nun fiigt man n = 6 Hundertstelgrad zu 20,0° hinzu und erhilt: x = 20,06°,

6. Beispiel: cot x = 00,5189

Der gegebene Funktionswert liegt zwischen den in der Tafel verzeichneten Werten
0,5206 und 0,51806; cot 62,5° = 0,5206

cot x =0,5189
cot 62,6° = 0,5184

Da es sich hierbei um eine fallende Funktion handelt, gehért beim iiblichen Fortschrei-
ten in Richtung wachsender Winkel zum ersten Winkel der groflere Funktionswert.
Dieser nimmt also bei den Interpolationsschritten ab.
Nimmt der Funktionswert um D = 22 Zehntausendstel ab, so wird der Winkel um
10 Hundertstelgrad grofier.
Nimmt der Funktionswert um d = 17 Zehntausendstel ab, so wird der Winkel um
n Hundertstelgrad groBer.
Wegen der linearen Interpolation ergibt sich folgende Beziehung:

n: 10 = Eigendifferenz d : Tafeldifferenz D

n:10=17:22
Daraus folgt n= llﬁ_LO ~7,7T=8
Nun fiigt man n = 8 Hundertstelgrad zu 62,5° hinzu und erhilt: x = 62,58°.

7. Beispiel:

. ,I o
sinx = 0,3110 n="p==2

x = 18,10°

+0,02°

x=18,12°

8. Beispiei:

cosx = 0,8768 i = 3;81_0 i

x = 28,70°

+0,04°

x = 28,74°

Soll der errechnete Winkel ausnahmsweise einmal in sexagesimaler Teilung, alsoin Grad,
Minuten und Sekunden, ausgedriickt werden, so erfolgt anschlieBend eine Umrechnung:
P 0,7°=7.6 =42

0,04°=4.36"= 144" = 224"
x = 28°44'24"



Die Tafeln der trigonometrischen Funktionen

Aufgaben

Bestimmen Sie mit Hilfe der Tafeln 13 und 14!

1

»

w

-

@

al

a) sin 3°
e) sin 47°
i) sin 79°
n) cos 25°

r) cos 68°

a) tan 5°
e) tan 42°
i) tan 83°
n) cot 27°
r) cot 64°

. a) sin 3,5°

e) sin 44,6°
i) sin 79,9°
n) cos 27,4°
r) cos 64,8°

a) tan 1,92°
e) tan 41,72°
i) tan 75,93°
n) cot 14,74°
r) cot 53,46°

. a) cos 22,94°

€) sin 58,11°
i) tan 64,42°
n) tan 53,76°
r) cot 41,88°

.a) sin 0,2°

e) sin 1,77°
i) sin 3,25°
n) sin 4,71°

r) sin 5,34°

b) sin 15°
f) sin 54°
k) sin 87°
o) cos 32°
s) cos 72°

b) tan 12°
f) tan 59°
k) tan 84°
o) cot 36°
s) cot 76°

b) sin 14,2°
f) sin 53,9°
k) sin 87,6°
o) cos 39,6°
s) cos 65,3°

b) tan 17,44°
f) tan 58,31°
k) tan 86,34°
o) cot 26,59°
s) cot 61,31°

b) tan 74,37°
f) cot 13,79°
k) cot 87,44°
o) sin 34,26°
s) cos 9,67°

b) tan 0,2°

f) tan 1,77°
k) tan 3,25°
o) tan4,71°
s) tan 5,34°

¢) sin 29°
g) sin 61°
1) cos 2°
p) cos 49°
t) cos 80°

c) tan 22°
g) tan 63°
1) cot 8°
p) cot 48°
t) cot 87°

c) sin 26,4°
g) sin 65,3°
1) cos 4,8°
p) cos 47,1°
t) cos 72,9°

¢) tan 28,55°
g) tan 52,79°
1) cot 1,12°
p) cot 34,53°
t) cot 75,31°

¢) cot 73,06°
g) sin 63,44°
1) tan 81,53°
p) cot 25,61°
t) cot 11,82°

¢) sin 0,83°
g) sin 2,6°
1) sin 4,14°
p) sin5,0°
1) sin9,1°

d) sin 37°
h) sin 70°
m) cos 17°
q) cos 51°
u) cos 89°

d) tan 31°
h) tan 70°
m) cot 13°
q) cot 56°
u) cot 88°

d) sin 38,2°
h) sin 73,7°
m) cos 16,4°
q) cos 53,2°
u) cos 82,2°

d) tan 39,67°
h) tan 69,16
m) cot 4,79°
q) cot 43,887
u) cot 87,46°

d) cos 17,32°
h) sin 87,11°
m) cos 37,22°
q) sin 19,24°
u) tan 27,19°

d) tan0,83°
h) tan 2,6°
m) tan 4,14°
q) tan 5,0°

u) tan9,1°
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7. Bis zu welchen Winkeln stimmen die Werte der Sinus- und der Tangensfunktion
a) auf vier Dezimalen,
b) auf drei Dezimalen iiberein ?
¢) Begriinden Sie diese Erkenntnis geometrisch und formulieren Sie sie in Worten!

a) sin x = 0,7108
d) sin y = 0,0972
g) cos a = 0,2215
k) cos x = 0,7547

n) tan f = 1,739

©

10.

11.

q) cot x = 5,050
t) cot y = 0,2549

Bestimmen Sie die
a) sin x = 0,8708
d) sin y = 0,3942
g) cos & = 0,1731
k) cos x = 0,7629
n) tan f = 3,212

q) cot x = 0,9918
t) cot y = 1,442

Bestimmen Sie die
a) sin x = 0,3021
d) tan o« = 0,4397
g) sin & = 0,9876
k) sin y = 0,6318
n) cot f = 2,499
q) tan y = 15,13
t) cot y = 41,03

a) sin 24° 15

d) cot 80° 03"

g) tan 52°52' 40”
k) cot 42°48' 15”
n) sin 3°42' 15
q) cos 0°54" 30"
t) tan 18° 18" 18”

. Bestimmen Sie die Winkel!

b) sin & = 0,9945
e) sin x = 0,5821
h) cos f = 04115
1) tan x = 0,1890
o) tan y = 4,041

r) cot & = 2,014

u) cot x = 0,0070

Winkel!

b) sin & = 0,9321
e) sin x = 0,5885
h) cos f = 0,4117
1) tan x = 0,6448
o) tan y = 0,4876
r) cot a = 1,667

u) cot x = 0,9927

Winkel!

b) cot y = 1,274
e) cos & = 0,2793
h) tan y = 3,469
1) cos f = 0,5475.
o) sin § = 0,8927
r) cos x = 0,7262
u) tan f = 4,211

b) cos 37°21"

e) sin 75°20° 30”
h) cot 29°19” 50”
1) cos 66° 17" 15”
o) tan 70° 48’ 50"
r) tan 45°45' 45"
u) cot 30°30" 30”

¢) sin ff = 0,2622
f) cos x = 0,8686
i) cos y = 0,9348
m) tan o = 0,6976
p) tan x = 71,62
8) cot f = 1,122

¢) sin f = 0,6421
f) cos x = 04171
i) cos y = 0,2006
m) tan o = 0,1478
p) tan x = 1,004

s) cot f = 0,7272

¢) cos y = 0,6992
f) cot x = 2,471

i) cos a = 0,1289
m) tan y = 0,4991
p) cosy = 0,3431
s) sin y = 0,8876

¢) tan 69°57
"£) cos.61° 47" 20”
i) cot 1°30° 30"
m) sin 19°20' 45"
p) sin 29° 18’ 30"
s) cos 54° 54’ 54"



13. Anwendungsaufgaben

Wenn aus gegebenen Strecken Winkel berechnet werden sollen oder aus gegebenen
Strecken und Winkeln andere Strecken, so ist'das mit Hilfe der trigonometrischen
Funktionen méglich, sofern Winkel und Strecken in rechtwinkligen Dreiecken liegen.
Bei jeder derartigen Anwendungsaufgabe ist daher das erste und wichtigste Ziel, ein
solches fiir die Berechnung geeignetes rechtwinkliges Dreieck zu erkennen. In einer
Skizze sollte man es moglichst auffillig markieren und an ihm die gegebenen und ge-
suchten Stiicke kennzeichnen, dhnlich wie es ﬁ'uher bei den Konstruktionsaufgaben
geschah.

1. Beispiel;
Welchen Anstlegswmkc] besitzt eine Schraube mit metrischem Gewmde, deren Ge-
windedurchmesser d = 11,4 mm und deren Ganghéhe h = 2,0 mm betrigt ?
Lésung:
Aus. Abbildung 19 ergibt sich
)

.
and =73

[S)
N o
T 2,0 mm L* _—*u:’r.d_—l
114°

- 11,4 mm
Mit dem Rechenstab errechnet man

tan o« = 0,0559.

Abb.19

Aus Tafel 14 ergibt sich w=32°
Die Schraube besitzt einen Anstiegswinkel von 3,2°.

2. Beispiel:

Der in Abbildung 20 dargestellte Bolzen soll gedreht werden. Wie groB sind Support-
einstellwinkel und Kegelwinkel ? (Vgl. dazu das Einfiih-

rungsbeispiel auf S. 3.) T
- g 2
Lésung: . Pl { 7 %
Nach Abbildung 20 ist }—T————W/
3 1

Aus Tafel 14 ergibt sich ——2‘ ~ 5,71° (nach DIN 254: 5°42'38")
& =~ 11,42° (nach DIN 254:11°25"16")

Der Supporteinstellwinkel betriigt etwa 5,71°; der Kegelwinkel etwa 11,42°,
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3. Beispiel:

An den Strecken der Deutschen Reichsbahn stehen am Beginn von Steigungen Schilder,
von denen eines in Abbildung 21a dargestellt ist.

Die Beschriftung besagt, daB auf 40 m waagerechte Enlfemung 1 m senkrechte Er-
hebung kommt; und zwar hilt die gleiche Steigung auf den nichsten 830 m Strecken-
linge an. (Abb. 21b; nicht mafigerecht)

Qm
A

& /- h=1m
AL-e=60m—lg '

Abb. 21a Abb, 21b

Wie grof ist der Hohenunterschied H zwischen Anfang A4 und Ende C, dieses Strecken-
abschnitts ?

Lésung:

Aus Abbildung 20 entnehmen wir

1 H . —
tana = & und 830m — Sm%s also H =830 sinam

5 ) 1 i .
Es ist demnach erforderlich, aus tan ¢ = o den Wert fiir sin & zu errechnen. Das ist

nach Kapitel 9, Aufgabe 3 méglich durch
g 1

. tan x 40
Mme == —

Y1+ tan®a / EN
L '+ 1600
Dann ergibt sich:

830 830
= =20 m
40 1/1601 V1601
1600

Mit dem Rechenstab errechnet man H ~ 20,75 m. Die Erhehuné betriigt also rund 20,8 m.
Nicht immer ist das wichtige rechtwinklige Dreieck sofort

sichtbar. Oft tritt es uns als halbes gleichschenkliges Dreieck

entgegen.

4. Beispiel:

Aus einem Rundstahl mit dem Durchmesser d = 60 mm soll

ein regelmiBiges Fiinfkant gefrist werden (Abb. 22).

Bestimmen Sie

a) die Seite s des Fiinfkants, L_d

b) den prozentualen Verlust an Querschnittfliche! Abb.22
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Losung:

Der Querschnitt des Fiinfkants, ein regelmiBiges Fiinfeck, besteht aus fiinf kongruen-
ten gleichschenkligen Dreiecken mit dem Winkel y = ~%?oz =T72° an der Spitze und
dem Schenkel —g = 30 mm. Durch die Hohe h, wird das gleichschenklige Dreieck in

zwei kongruente rechtwinklige zerlegt. In diesen gelten die Beziehungen:

. S R SR
gy —sing und A, : g = cos 5

Daraus errechnet man

2 -
s=d'sin%: h,:%cos%; FDreieck=dT'5iﬂ%"COS§
5 .y y
und Frgutea = 7 @~ sin 5 - cos 5

In Zahlen (mit Tafel 13 und dem Rechenstab):
s = 60 - gin 36° mm = 60 - 0,5878 mm = 35,3 mm
;- % - 60°- sin 36° - cos 36° mm? = > 3600 - 0,5878 - 0.8090 mm? = 2140 mm?
Die Kreisfliche Fy,.;, = %dz ergibt sich zu
Fxeeis = Z 3600 mm? = 2830 mm?

Der Verlust an Querschnittsfliche betrigt also
2830 mm? — 2140 mm? = 690 mm? & 6;’8‘;(:)0 9% ~ 24,49
Die Seite des Fiinfkants betriigt 35,3 mm, der Verlust an Querschnittsfliche rund 249,

Ubungen: (Alle Zahlenrechnungen sind mit dem Rechenstab durchzufiihren.)

1. Ein Graben hat beiderseits einen Boschungswinkel a = 42° sowie eine Tiefe t= 2,50 m.
Berechnen Sic die Boschungslinge!

L]

Berechnen Sie die Sparrenlinge x aus der durch
Abbildung 23 gegebenen Skizze einer Dach-
konstruktion!

3. Berechnen Si¢ den Umfang der Breitenkreise,
auf denen folgende Orte liegen:
a) Berlin
b) Moskau
¢) Johannesburg (Siidafr. Union) o
d) La Plata 50

e) Kairo
f) Ihr Heimatort! L 10,00m j

Berechnen Sie die Entfernung (auf dem Breiten- i Abb. 23
kreis) zwischen a) Naumburg und Gérlitz, i
b) zwei weitcren Orten, die die gleiche geographische Breite besitzen!

»

©@

. Zwei Kreise beriihren einander von auBlen. Ihre Durchmesser verhalten sich wie a) 1:2,
b) 1:3, c) 1:4.
Unter welchem Winkel schneiden die beiden éuBleren Tangenten einander ?
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6.a) Berechnen Sie die zu einem beliebigen Zentriwinkel & gehorige Sehne s, den zugehorigen
Kreisbogen b und die Pfeilhohe h (Abstand der Bogenmitte von der Sehne) eines Einheits-
kreises (Abb. 24) als Funktionen des Zentriwinkels und
stellen Sie diese Funktionen grafisch dar!

b) Wie lauten die analytischen Ausdriicke fiir die Funktio-
nen s(«); b(a) und h(a) in einem Kreis mit dem Radius r ?

7.Die Fliche eines Kreissegments iiber der Sehne s, das von
dem Kreisbogen b begrenzt wird, berechnet man als Differenz
aus dem Kreissektor zum Bogen b und dem gleichschenkligen
Dreieck iiber der Sehne s als Basis, dessen Spitze im Kreis-
mittelpunkt liegt.
a) Wie grof} ist die Fliche des Kreissegments zum Zentri-
winkel a= 54° in einem Kreis mit dem Radius r = 1 m?

b) Berechnen Sie die Pfeilhhe h des Segments in Auf- “Abb. 24
gabe a)!

¢) Voneinem Segment sind die Sehne s = 5,40 m (Spannweite s) und die Pfeilhshe h = 0,50 m
(Bogenhthe h) gegeben. Berechnen Sie die Fliche des Kreissegments und den zugehorigen
Zentriwinkel!

d) Stellen Sie 1. den Sektor zum Bogen b eines Einheitskreises,

2.den Flicheninhalt des gleichschenkligen Dreiecks iiber der Sehne s als
Basis, dessen Spitze im Mittelpunkt des Einheitskreises liegt,

3. das Kreissegment iiber der Sehne s, das von dem Kreisbogen b begrenzt
wird,

als Funktionen des Zentriwinkels « analytisch und grafisch dar!

8. Eine Kiste vom Gewicht 220 kp' wird mittels einer Schrotleiter abgeladen (Abb. 25).

Bei welchem Winkel & beginnt' die Kiste zu gleiten, wenn zur Uberwindung der Reibung
17 kp erforderlich sind ?

9. Beim Abstecken eines rechtwinklig dreieckigen
Grundrisses ergeben sich die Seitenlingen fiir (’
die Hypotenuse zu 53,50 m und eine Kathete ‘ﬂ
zu 25 m.
Wie grofl sind die Winkel des rechtwinkligen
Dreiecks, der Flicheninhalt und die dritte AbD.25
Seite ?

10. Die Tiefe von Kohlenflozen wird durch Bohrun- g }‘— e ———

gen ermittelt. i ’ T
Bestimmen Sie aus Abbildung 26 den gegen die  Bohrloch ‘ - |
Horizontale einfallenden Winkel a des Flozes! | * Bohrloch|! R
Vs |
e=180m ! ‘
= 21,50 m Floz7777777,

t,=20,20 m Abb.26



31

I1. Berechnung des rechtwinkligen und des gleichschenkligen Dreiecks

14. Die Logarithmen der trigonometrischen Funktionen

Die meisten Werte der trigonometrischen Funktionen in der Zahlentafel sind Nihe-
rungswerte mit vier geltenden Ziffern. Das numerische Rechnen mit ihnen ohne Ver-
wendung des Rechenstabs wird im allgemeinen recht umstiindlich. Reicht die Genauig-
keit des Rechenstabs nicht aus, so verwendet man zur Erleichterung der Rechnung die
Logarithmen der Werte der trigonometrischen Funktionen. Zur deutlichen Unter-
scheidung der Werte der trigonometrischen Funktionen von ihren Logarithmen nennt
man erstere die natiirlichen Werte der trigonometrischen Funktionen.

Die Logarithmen der natiirlichen Werte der trigonometrischen Funktionen sind in
Tafel 2 und Tafel 3 in derselben Weise tabelliert wie die natiirlichen Werte selbst.

Diese Tafeln sind in gleicher Weise zu handhaben wie die Tafeln der natiirlichen
Werte der trigonometrischen Funktionen.

Alle Sinus- und Kosinuswerte sowie die Tangenswerte fiir Winkel von 0° bis 45°
und die Kotangenswerte fiir Winkel von 45° bis 90° sind kleiner als 1. Ihre Logarithmen
miissen demnach negative Kennzahlen haben.

So ist beispielsweise
cos 31,5° = 0,8526;

also Ig cos 31,5° = 1g 0,8526 = 0.9308—1

In den Tafeln 2 und 3 wird bei allen Logarithmen mit negativer Kennzahl die Kenn-
zahl — 10 verwendet; doch ist diese nicht mit gedruckt worden. Sie muf} also jeweils
erginzt werden. In Tafel 2 steht also z. B. fiir |

Ig cos 31,5° der Wert 9.9308; das bedeutet:
Ig cos 31,5° = 9.9308 — 10

Bei dezimaler Teilung der Grade ist die Interpolation genauso durchzufiihren wie beim
Rechnen mit Logarithmen.

Beispiele:

Natiirliche Werte der trigono- Logarithmen der Funktionswerte
metrischen Funktionen (Tafeln 2 und 3)

(Tafeln 13 und 14)

sin 21,43° = 0,3654 Ig sin 21,43° = 9.5627—10

cos 80,08° = 0,0579 Ig cos 860,08° = 8.7628—10

tan 34,94° = 0,6986 Ig tan 34,94° = 9.8442—10

cot 29,87" = 1,741 1g cot 29,87° = 0.2408

Zu beachten ist, daB die Logarithmen der Sinus- und Tangenswerte von 0° bis 5° und
die Logarithmen der Kosinus- und Kotangenswerte von 857 bis 90° auf Tafel 4 gesondert
bis auf hundertstel Grad verzeichnet sind.
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Aufgaben
1. a) Igsin 19,5° b) Ig sin 31,67° ¢) Igsin 17°42’
d) lg sin 53°6' e) Ig cos 73,92 f) Ig cos 37,57°
g) lg cos 45°22'45” h) Ig sin 24,7°

2. Suchen Sie die Logarithmen der trigonometrischen Funktionen der in den Aufgaben 1 und 3
des Kapitels 12 angegebenen Winkel auf!

3.a) lgtan 21,28° b) Ig tan 50,68° ¢) lg tan 87,55°
d) Ig tan 47° 33’ e) Ig cot 38,95° f) lg cot 45,08°
g) lg cot 2057 12" h) Ig cot 1,54°

4. Suchen Sie die Logarithmen der trigonometrischen Funktionen der in den Aufgaben 2, 4
und 5 des Kapitels 12 angegebenen Winkel auf!

5. Stellen Sie dic Funktionen
a) y= Igsin x b) y=lgcos x c) y=Igtanx
d) y= lg cot x grafisch dar!

Benutzen Sie dazu die Tafelwerte fiir x = 15°; 30°; 45°, 60°; 75°!

Verwenden Sie fiir a) und b) bzw. fiir ¢) und d) je ein gemeinsames Koordinatensystem!

Beschreiben Sie den Verlauf jeder Funktion! Insbesondere untersuchen Sie folgende Pro-

bleme:

1. Wie verlaufen die Funktionen in der Umgebung von x= 0° und x = 90°?
II. Fiir welche Winkel éndern sich die einzelnen Funktionen besonders stark, fiir welche

besonders wenig ?

IIL. Untersuchen Sie, ob die Kurven zu a) und b) bzw. die zu ¢) und d) Symmetrieeigen-
schaften aufweisen!

6. Welche rechnerischen Beziel besteh isch

a) lgtanx und Ig cot x;

b) lgsin x, Ig cos x und Igtan x;
¢) lgsin x, lgcos x und g cot x?

Berechnen Sie mit Hilfe dieser Gleichungen fiir einige selbstgewihlte Beispiele Ig tan x und
Ig cot x aus Ig sin x und Ig cos x!
Gibt es eine entsprechende Beziehung auch zwischen Ig sin x und lg cos x?

7. Bestimmen Sie die Winkel!

a) lgsin x= 9.6903—10 b) lgsin a= 0.3775—1
¢) Igsin y= 9.5717—10 d) Igsin f= 0.0135—1
e) lgsin y= 0.1437—1 f) lgsin y= 9.7963—10
g) lgsin x= 0.8101—1 h) Igsin a= 9.9438—10)
i) Ig cos y= 9.7230—10 k) lg cos x= 0.6400—1
1) g cos a— 9.A000—10 m) lg cos f= 0.9995—1
a) lg cos a= 9.9892—10 0) Ig cos f= 9.9900—10

2) lg cos y= 0.4840—1 q) lgcos x= 9.2700—10



8. Bestimmen Sie die Winkel!

e

Berechnungen

a) lg tan x= 0.1387

¢) Ig tan y= 9.6486—10
e) lg tan f= 0.8345—1
g) lg tan a = 0.1599

i) Ig cot a= 0.1888

1) Ig cot x= 0.2880

n) lg cot = 9.9848—10
p) lg cot = 0.2509

a) lg sin x= 1.4920—10
¢) Igtan f= 0.2833—3
e) lg tan a = 1.2000

g) lgsin x= 9.8583—10
i) lg cos y= 0.4459—2
1) Ig cot a= 8.3090—10
n) Ig cot f= 0.1064—1

Bestimmen Sie die Winkel!

am rechtwinkligen Dreieck

b) lg tan f= 9.1479—10
d) lg tan a = 0.6190—1
f) lg tan x= 0.8003

h) Ig tan y= 1.0944

k) Ig cot y= 9.6129—10
m) Ig cot y= 0.3688

o) lg cot a= 0.9800

q) lg cot x= 0.6971—1

b) Ig cos a= 9.6000—10
d) Ig cot y= 0.8293—2

f) lg cot y= 1.6250

h) Ig cos y= 8.8221—10
k) Ig tan f= 0.8036—1

m) lg sin x= 9.4783—10
0) lgsin x= 0.7460—2
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p) lg cos y= 9.4840—10 q) lg tan a = 8.8960—10

15. Berechnungen am rechtwinkligen Dreieck

Im Abschnitt 1 war erldutert worden, dafl die Trigonometrie lehre, wie man aus
drei Bestimmungsstiicken eines Dreiecks die iibrigen Stiicke und den Flicheninhalt
durch Berechnen findet. Da im rechtwinkligen Dreieck stets der rechte Winkel gegeben
ist, sind zur Bestimmung dieses Dreiecks immer nur zwei Stiicke erforderlich. Dazu
konnen die Hypotenuse, die beiden Katheten und einer der beiden spitzen Winkel in
geeigneter Zusammenstellung dienen. Das ist auf viererlei Weise moglich; gegeben
konnen sein (vgl. Abb. 27):

1. die Hypotenuse und ein Winkel
(z. B.¢ = 51,90 m; a = 52,55°%)

2. eine Kathete und ein Winkel.
(2. B.a = 13,56 m; a = 67,21°)

3. eine Kathete und die Hypotenuse A c 8
(z. B. @ = 35,60 m; ¢ = 51,60 m) Abb.27

4. die beiden Katheten
(z. B.a= 1548 m; b= 9,63 m).

3 [00920]
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Bei der Bearbeitung solcher Berechnungsaufgaben sollen folgende Anweisungen be-
achtet werden:

a) Zuniichst wird die Aufgabe unter Verwendung der allgemeinen Symbole a. b, c,
a, 3, F gelost, erst in einem zweiten Teil werden die gegebenen speziellen Zahlenwerte
zur Berechnung verwendet.

b) Zur Losung stellt man Bezichungen zwischen den gesuchten und den gegebenen
Groflen auf und 16st sie nach den gesuchten GroBen auf. Oft miissen dabei trigono-
metrische Funktionen benutzt werden.Eine gute Hilfe bei dem Auffinden dieser Be-
ziehungen ist eine Figur mit Markierung der gesuchten und der gegeb Stiicke.

¢) Eine gesuchte GroBe gilt erst dann als berechnet, wenn sie nur durch die in der
Aufgabe gegebenen GroBen ausgedriickt ist.

Beispiel (1. Fall der obigen Zusammenstellung):

Gegeben: Die Hypotenuse (¢ = 51,90 m) und ein Winkel (¢ = 52,55°).
Gesucht: a, b, 3, F.

Allgemeine Lésung (Die Symbole a, b, ¢, a, B, F bedeuten Gréflen!):

1. sina=" 3. B=90°—«
c
a=c-sina
2. cosa:—b 4. F=~g£
c 2
b=c-cosx e, CE BIOICCETGURTE
_ c¢*-sina-cosx
- 2
Rechnerische Lésung mit Hilfe von Logarithmen
(Die Symbole a, b, ¢, F' bedeuten Zahlenwerte)
1. lga=lgc+lgsina 2. lgb=lgec+lgcosa

Ig e= 1.7152
Igsina= 9.8998—10
lga—11.6150—10

lga= 1.6150

a=41,21
3. B =90°— 52,55°

B = 37.45°

lge= 17152
lgcosa= 9.7830—10
lgh=114991—10
lgh= 1.4991
b=31,56

1 Unter einer ,,GroBe’ wollen wir in diesem Zusammenhang eine MafBzahl einschlieBlich ihrer
Benennung (Mafeinheit), unter einem ,,Zahlenwert** die reine MaBzahl (ohne die MaBeinheit)
verstehen.
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4. lgF=2150+1gsina+lgcosa—lg2
lgc=1.7152
2 .lgc=3.4304
Ig sin & = 9.8998—10
Ig cos a = 9.7839—10
Ige? sinicrx ;:os o= 3.?41—
1g 2 = 0.3010

1g F = 2.8131
F =650,3
Die Stiicke des Dreiecks sind:
a=4121m o= 52,55° F = 650,3 m®
b= 31,56 m B=37,45°
c=51,90m 'y=90°
Aufgaben

1. Berechnen Sie Seiten, Winkel und Flicheninhalte der rechtwinkligen Dreiecke (vgl. Abb.27),
von denen folgende Stiicke gegeben sind!

a) c= 125m; 0= 35,60°
b) ¢= 10,5 em; B = 40.30°
¢) a= 63 cm; o = 40,30°
d) b= 80,70 m; B = 62,30°
e) a= 14,54 cm; ¢ = 29,08 cm
f) b= 420 m: ¢ =645 m
g) a=54,85m; b= 74,54m
h) a= 12,7 cm; b=49cm
i) a= 25m; F=420m?
2. Mitunter kénnen auch andere Strecken des rechtwinkligen Dreiecks unter den gegebenen

Stiicken vorkommen, z. B. die Hohe h auf die Hypotenuse oder die durch h auf ¢ entstehen-
den Hypotenusenabschnitte p und g.

a) p= 10,2 cm; a= 31,50°
b) ¢g= 2,53 m; ¢c=420m
¢) a= 60,5 cm; ' h= 152 cm
d) p=3,2dm; q=5,6dm

(Anleitung zu b und d: Benutzen Sie den Hihen- oder den Kathetensatz!)
3'
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16. Berechnungen am gleichschenkligen Dreieck

Das gleichschenklige Dreieck wird durch seine Symmetrie-
achse, die gleichzeitig Basishohe ist, in zwei kongruente
rechtwinklige Dreiecke zerlegt. In diesen ist der Schenkel
des gleichschenkligen Dreiecks die Hypotenuse, die Basishihe
und die halbe Basis sind die Katheten. Als Winkel enthilt
das rechtwinklige Dreieck den Basiswinkel und den halben
Winkel an der Spitze des gleichschenkligen Dreiecks.

Das Zuriickfiihren des gleichschenkligen Dreiecks auf
das rechtwinklige bedingt, daB auch hier 2 von den mog-
lichen Bestimmungsstiicken (Schenkel a, Basis ¢ und einer

Abb.28 der Winkel) geniigen, um das Dreieck festzulegen, d. h. um

eine Berechnung der fehlenden Stiicke und des Flichenin-

halts zu erméglichen. Die gegebenen Stiicke kénnen dabei in folgender Zusammen-
stellung auftreten (Abb. 28):

1. Die Basis und ein Winkel (z. B. ¢ = 12,40 m und « = 56,2°)
2. Der Schenkel und ein Winkel (z. B. ¢ = 15,2 ¢cm und y = 76,8°)
3. Die Basis und der Schenkel (z. B. ¢ = 14,30 m und a = 25,10 m)

Im Gegensatz zum rechtwinkligen Dreieck ist es bei der Berechnung der Fliche
beim gleichschenkligen Dreieck notig, die Basishhe zu bestimmen.
Beispiel: (2. Fall der obigen Zusammenstellung)
Gegeben: Der Schenkel (a = 15,2 cm) und der Winkel an der Spitze (y = 76,8°).
Gesucht: a, ¢, F. '
Allgemeine Lésung: (a, ¢, &, 9, F bedeuten GrofBlen)
1. 2a=180°—y

—90°_ 7
a =90 3
e
in P
2 = e T 2a
c=2a sm%
1
3. F=?c~h,_.
?_ ke
cos 5=
hy=a - cos5

=15 i Y Y s g v e
F-—2 2a-sin 5 -a - cos 5 = a?sin - cos 5
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Rechnerische Lésungunter Verwendung von Logarithmen (a, ¢, F bedeuten Zahlen-

werie)
1. o=90°— 38,4°=51,6°

2. lge=Ig2+4lga+lgsin ;’
Ig 2 =0.3010
lga=1.1818

g sin 2 = 9.7932—10

Ige = 1.2760

c=18,88

= i L &

3. IgF=2Ilga+Igsin 3 + 1g cos 3
lga=1.1818

2.1ga=2.3636
lg sin - = 9.7932—10
g cos 5 = 9.8941—10

1g F = 2.0500

F=1124
Die Stiicke des Dreiecks sind:
a=152cm o« = 51,6°
b =152 cm B =51,6°
¢ =18,88 cm =~ 18,9 cm y=T16,8°

(; = 38,4”)

F=112,4 cm?

Das gleichschenklige Dreieck besitzt eine besondere Bedeutung als Bestimmungs-

dreieck des regelmiBigen n-Ecks.

In Abbildung 29 ist die Seite des regelmiBigen
n-Ecks mit s, bezeichnet. Die Schenkel AM und BM
sind die Radien r, des Umkreises, die Basishohe des
Bestimmungsdreiecks ist zugleich der Radius r; des
Inkreises des regelmiBigen n-Ecks. Der Winkel an
360°
“n
Die Fliche des n-Ecks besteht aus n kongruenten
Dreiecksflichen.

der Spitze des Bestimmungsdreiecks ist ¢ =

Beispiel:

Gegeben ist die Seite s = 6,41 dm des regelmifi-
gen Zwilfecks. Wie groff sind die Radien von In-
und Umkreis sowie der Flicheninhalt ?

Gegeben: Die Zwolfeckseite (s = 6,41 dm) Gesucht: r,r;, F
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Allgemeine Lésung (s, r,, r;, I bedeuten Groflen)

Zu allen Berechnungen mu8 als HilfsgroBe der Winkel an der Spitze ¢ des Bestimmungs-
dreiecks verwendet werden.

s
n? 2 ¢ _n
1. sm2—ru 2. cotz— s
2
s s '3
I, = A ri=—2—cot £l
3. F=12.%7 =651,

= 6.5-2oot L =3t 2
F—652cot2 3500t2

Rechnerische Lésung mit Hilfe von Logarithmen (s, r,,r;, F bedeuten Zahlen-

werte)
. 360° = o. J_. o
?="1 = 30°; s =15

L lgr,=lgs —lg2 —lgsin
Igs = 0.8069
lg2 = 0.3010

lgsin - = 9.4130 — 10

Igr, = 1.0929

r, = 12,39
2. lgr=1lgs —{-lgcot%J -1g2
lgs = 0.8069
lgeot & = 05719
lgs - cot 2 = 1.3788
g2 = 0.3010

lgr; = 1.0778
ri= 11,96
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3. 1IgF=1g342 1gs+ lgcot%

1g s = 0.8069
2-1gs=1.6138
1g3=10.4771

g cot 7 = 0.5719

Ig F = 2.6628
F =460
Die Stiicke des Zwélfecks sind:
s = 6,41 dm r;=11,96 dm
r,= 12,39 dm F= 4,60 m®
Aufgaben
1. Berechnen Sie Seiten, Winkel und Flicheninhalt der gleichschenkligen D !
von denen die f?lgenden Stiicke gegeben sind!
a) c= 125m: he=85m
b) a= 5,70 m: c=3,50m
¢) ec= 20,1 cm; : 7= 55,40°
d) ¢= 75,92 dm: a= 53,53°
e) h= 4,786 m: y= 32,10°
2. In einem regelmilligen n-Eck ist

a) der Umkreisradius r, b) der Inkreisradius r; gegeben.
Zeigen Sie, daf} der Flicheninhalt des regelmiBigen n-Ecks im Falle

5 s
a) F=§r.fsin%, im Falleb) F=n rtan 1—‘:"7 ist!

39

(vel. Abb.28),

3. Berechnen Sie Seite, In- und Umkreisradius sowie Flicheninhalt fiir folgende regelmiBigen

n-Ecke!

a) n= T; s = 13,2 cm
b) n= 10; ry= 23,5 cm
c) n= 5; ry= 17,4 dm

d) n= 8; F = 23,4Tm?
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2.

3.

4.

5.

17. Anwendungsaufgaben

Am #ufleren Ende eines Tragarms mit Zugstange hingt eine Last Q = 400 kp (Abb. 30).

a) Bestimmen Sie geometrisch durch cine maBgerechte Zeichnung Gréfe und Richtung der
auf den Tragarm und auf die Zugstange wirkenden Teilkrifte fiir die Neigungswinkel
a= 30°; 45°: 60° der Zugstange gegen den Tragarm!

b) Handelt es sich um Zug- oder um Druckkrafte ?

¢) Berechnen Sie trigonometrisch die Grofle der Teil-
krifte fiir die angegebenen Neigungswinkel!

Am Ende eines Tragarmes mit Stiitze hiingt eine Last

von 400 kp (Abb. 31).

a) Bestimmen Sie geometrisch durch eine maflgerechte
Zeichnung Grofie und Richtung der auf den Tragarm
und auf die Stiitze wirkenden Teilkrifte fir die Nei-
gungswinkel a = 30°; 45°; 60° der Stiitze gegen den
Tragarm!

b) Werden Tragarm und Stiitze auf Zug oder auf Druck
beansprucht ?

c) Berechnen Sie die Grofle der Teilkrifte fiir die an-
gegebenen Neigungswinkel!

Abb. 20

Ein Ausleger soll 2000 kp tragen und ist mit einem
Seil von 5000 kp Tragfihigkeit abzufangen (Abb. 32).
Wie grofl muf3 das Mafl x mindestens werden, wenn die
Tragfihigkeit des Seiles nicht iiberschritten werden soll ?

Eine Schraube ist selbsthemmend, wenn die parallel zur 7 Q=400Kp
schiefen Ebene wirkende Reibungskraft R gleich oder
grofer als der Hangabtrieb H ist (Abb. 19).

Wie hoch darf die Ganghéohe h einer Stahlschraube von
D = 52 mm: Durchmesser im Hachstfall sein, damit die
Schraube selbsthemmend ist? Der Reibungswinkel von
Stahl auf Stahl (bei Olfettung) ist o = 8,50°.

Lichtbrechung r —_— -
Fallen Lichtstrahlen unter dem Winkel a aus Luft in Seil kp Iragkra

ein optisch dichteres Mittel ein, so werden sie von ihrer >
urspriinglichen Richtung zum Einfallslot hin derart ge- L
brochen, daf3 das Verhiltnis des Sinus des Einfallswin-

kels & zum Sinus des Brechungswinkels f gleich der
Brechungszahl n des optischen Mittels gegeniiber Luft ist.

SN

Abb. 31

Brech iz sinoe
rechungsgesetz: sinf =n Q=2000 kp

Bei umgekehrtem Strahlengang ist die Brechungszahl Abb. 32

n= L . .

Ein Lichtstrahl fillt unter dem Einfallswinkel a= 15°; 30°; 45° 60°; 75°; 90° aus Luft
in Wasser. Die Brechungszahl fiir den Ubergang von Luft in Wasser ist n= %

a) Berechnen Sie die zugehérigen Brechungswinkel §!

b) Stellen Sie die einander zugeordneten Werte von Einfalls- und Brechungswinkel in einer
Tafel zusammen !
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¢. Beim Durchgang durch eine planparallele Platte wird ein Lichtstrahl parallel verschoben.
a) Wie grof§ ist die Parallelverschiebung, die ein Lichtstrahl durch eine planparallele Glas-
platte von d= 10 cm Dicke bei einem Einfallswinkel a = 60° erfahrt (n: —g‘) ?

b) Bestimmen Sie den Gang des
Lichtstrahls geometrisch!

¢) Stellen Sie die Verschiebung des
Lichtstrahls als Funktion des
Einfallswinkels « grafisch dar!

e

Auf ein Glasprisma (Brechungs-
3
zahl n= %) dessen brechende Fli-

chen einen Winkel &= 60° bilden,
fillt ein Lichtstrahl unter dem Ein-
fallswinkel «, = 45° ein (Abb. 33).

a) Bestimmen Sie geometrisch den
Gang des Lichtstrahls!

Abb.33

b) Bestimmen Sie rechnerisch die
Gesamtablenkung & des Licht-
strahls! 3

,—’| (=800 =
. Unter dem Grenzwinkel der totalen )
N !
n
=S

Reflexion versteht man denjenigen
spitzen Einfallswinkel im optisch
dichteren Mittel, fiir den der Bre- P3N
chungswinkel im optisch diinneren

Mittel 90° wird. Wie grof} ist der

Grenzwinkel der totalen Reflexion by
fiir den Ubergang von

3
a) Wasser in Luft (n’ = 'Z);

=—1500 —o=1

Abb. 34

b) Glas in Luft (n’ = %)" 120

9. Eine oben und unten offerie Uber-
gabeschurre ist herzustellen. Die
technische Zeichnung zeigt Abb. 34.

l=—60

Der Rutschwinkel y soll 50°, die

(obere) Aufnahmefliche 0,4 m* und L
die (untere) Abgabefliche 0,25 m?® .
betragen.

Berechnen Sie die fehlenden Mafle
fiir by, by, Iy, I und B!

ety baearas
—140

10. Berechnen Sie fiir die in Abbil-
dung 35 dargestellte. Schwalben-
schwanzfiihrung das Mafl x!
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12.

13.

14.

15.

16.

Die Berechnung des rechtwinkligen und gleichschenkligen Dreiecks

Berechnen Sie fiir das in Abbil-
dung 36 dargestellte Fiihrungs-
prisma die fehlenden Mafe!

Die Neigung von Nasenkeilen, die
zur Befestigung von Ridern auf
Wellen dienen, betrigt 1:100
(Abb. 37).

a) Berechnen Sie den Neigungs-
winkel !

b) Warum ist es in diesem Falle
belanglos, ob man die Neigung
als das Verhaltnis von d zur
waagerechten Entfernung e oder
zur schrigen Strecke s defi-
niert ?

Eine Rauchabzugshaube ist an-
zufertigen (Abb. 38). Berechnen
Sie die Neigungswinkel der Seiten-
bleche gegen die Grundfliche!

Auf der Drebmaschine soll ein
konischer Zapfen gedreht werden
(vgl. dazu das Einfithrungsbeispiel
auf S. 3).

a) Wie groBl muf} der Einstellwin-
kel am Werkzeugschlitten sein.
wenn D = 80 mm (30 mm:
100 mm). d= 60 mm (20 mm:
60 mm) und = 100 mm
(120 mm; 90 mm) werden sol-
len?

b) Wie grofl mufl man den kleinen
Durchmesserd eines [= 45 mm
langen konischen Zapfens wih-
len, wenn D = 25 mm und die

: 1 1
Neigung des Zapfens =10

betragen sollen ?

Bestimmen Sie den Supportein-
stellwinkel & (in Grad und Minu-
ten) fiir den in Abbildung 39 dar-
gestellten Kegel!

Der Dreher hat bei der Arbeit
nach Aufgabe 15 versehentlich
11° 40" eingestellt. Wie gro wird
jetzt der kleine Kegeldurchmes-
ser?

1302

|
L

-

!

.

1

780 —————e=
Abb.36

1o /1 Neigung 1:100

800

Abb. 39
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17. Nebenstehender Kegel soll bearbeitet werden (Abb. 40).
Berechnen Sie a) den Supporteinstellwinkel, b) den
kleinen Durchmesser d!

Kegel 1:4

18. Kegel konnen auf Drehmaschinen auch durch seitliches
Verstellen der Kérnerspitze des Reitstocks um ein Stiick s
hergestelit werden (Abb. 41).

1
a) Wie grol wird der Kegel > Wemn die Reitstock-

spitze der Drel hine um s verschoben wird ? Abb. 40 .
b) Driicken Sie die Verschiebung s der Reitstockspitze als Funktion des Kegelwinkels « aus
(vgl. Abb. 41)!
1
¢) Wie liBit sich die Verjiingung % des Kegelzapfens als Funktion des Kegelwinkels « dar-
stellen ?

1 1
d) Es soll ein Kegel mit den MaBen D= 65 mm, I = 245 mm und -~ = .5 gedreht werden.

Wie groB3 werden d und a? Um welches Stiick s muf} die Koruerspitze des Reitstocks auf
der Drehmaschine seitlich
verstellt werden ? Kdrnerspitze des Spindelstockes

19. Das in Abbildung 42 darge- i‘
stellte Fiithrungsprisma ist zu i -
bearbeiten. Berechnen Sie - —_—

1 =

Kornerspitze des Reitstockes

a) den Einstellwinkel « fiir
den drehbaren Support
zur Bearbeitung der seit-
lichen Schrigen,

b) die Tiefe x der Prismen-
fithrung!

g

Abb. 41

20. In cinem Kugellager sollen
um einen Kreiszylinder vom
Dur, esser D = 50 mm
n= ugeln so angeordnet
werden, dal} sie einander ge-
genseitig beriihren.

a) Wie grol muf} der Kugel-
durchmesser d gewihlt
werden, wenn die Kugeln
den Kreiszylinder von Abb.42
auflen beriihren sollen ?

b) Wie groB mufl der Kugeldurchmesser gewéhlt werden, wenn die Kugeln einen Hohl-
zylinder vom lichten Durchmesser D von innen beriihren sollen?
¢) Berechnen Sie den Durchmesser der Kugeln, wenn der Abstand zweier aufeinanderfolgen-
der Kugeln im Kugelkifig a= 5 mm betragen soll!
d) Stellen Sie die einzelnen Kugellager in mafigerechten Schnittzeichnungen dar!
21. Um einen Kreiszylinder mit dem Durchmesser D werden n Kugeln vom Durchmesser d der-
art angeordnet, daf} sie einander beriihren.

a) Berechnen Sie d aus D und n!
b) Berechnen Sie d, wenn D= 40 cm und n= 40 sind!
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22. Berechnen Sie fiir den in Abb. 43
dargestellten offenen Riementrieb

a) die Umfassungswinkel « und f,

b) die erforderliche Riemenlinge [
(102 % des errechneten Ergebnis-
ses)!

23. Berechnen Sie fiir den in Abb. 44 dar-
gestellten gekreuzten Riementrieb

a) die Umfassungswinkel « und S,

b) die erforderliche Riemenlinge [
(102 % des errechneten Ergebnis-
ses)!

24. Der Umfassungswinkel « der kleinen
Riemenscheibe (Abb. 45) soll 170°
betragen.

Berecl Sie den Achsabstand x der
beiden Riemenscheiben!

25. Die Achsen zweier Kegelrider stehen
aufeinander senkrecht (Abb. 46). Thre
groBen Durchmesser sind D, = 150 mm
(900 mm) und D, = 120 mm (480 mm).
Die Linge der ineinandergreifenden
Zihne ist s= 30 mm (150 mm}.

a) Welche Neigungswinkel « und f8
bilden die Zihne der beiden Kegel-
rider mit ihren Grundflichen ?

b) Wie grof} sind die kleinen Durch-
messer d, und d, der beiden Kegel-
rider ?

¢) Wie hoch sind die beiden Kegel-
rider ?

d) Stellen Sie die Kegelrider in einer
mafigerechten Zeichnung dar und
l6sen Sie die Aufgabe geometrisch!

26. Bei sich senkrecht kreuzenden Wellen = ™
wird die Drehbewegung meist mittels K ¥ T R 7ﬁ ]
Kegelriddern iibertragen. i P P s \7 &

Zum Frisen der Zihne miissen die

Radkérper (Abb. 47) vorgedreht wer- ' d 2
den, 1
f—a—— )

Berechnen Sie die Mafe x, . . . x; so-
wie die Winkel a; ... aq! Abb.46
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27. Der StéBelantrieb der Kurz-
hobelmaschine (Shapingma- 1
schine) erfolgt mittels Kurbel- .
schwinge (Abb. 48a und b).

Dadurch wird ein schnellerer o 2
Riicklauf erreicht. Aullerdem S
kann durch Verstellen des -,
Kurbelradius r der Hub H X
des StéBels verandert werden.

a) Berechnen Sie aus Ab-
bildung 48a die Hublinge \ \
und die Winkel a und f A\
fiir r=90; 120; 180 mm! 65‘\2(

b) Wieviel Zeit wird jeweils 4
fiir einen Vorlauf und fiir
einen Riicklauf benétigt,
wenn die Kurbel 45 Um- Abb.47
drehungen  je Minute
macht ?

28. Berechnen Sie aus Abbil- N D Hublageverstellung
dung 49 die fiir das Anreifien
zweier Bohrungen einesWerk-
stiickes notwendigen Mafe x;
und x,!

29.Von einer Welle mit dem
Durchmesser d = 100 mm
(Abb.50) wird das schraffierte
Stiick abgefrist, so dall

Kurbelzapfen mit
Kulissenstein

Kurbelscheibe

a) s;= 75 mm,

b) s,= 60 mm betrigt.
Wieviel Prozent betrigt der
Materialabfall 7

Abb.48b Abb.49 Abb. 50
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30. Bestimmen Sie die gestreckte Liinge eines lau-
fenden Meters Wellblech nach Abbildung 51!

a) r= 32cm b) r= 7,2em

a= 10,0 cm a= 20,0 em/

31 Ein gleichseitiges Dreieck 4 B C mit der Seitea

wird an seinen Ecken mit dem Radius r= %
abgerundet (Abb. 52).

Wie grof} ist die schraffiert gezeichnete Abfall-
fliche

a) ausgedriickt mit Hilfe von a,

b) in Prozenten?

32. Stellen Sie den Flicheninhalt I des in Abbil-
dung 53 dargestellten Querschnittes durch ein
Zementrohr als Funktion von r dar: I=¢(r)!

33. Berechnen Sie

a) den Inhalt I des in Abbildung 54 darge-
stellten Kanalquerschnittes,

b) den Umfang u der benetzten Fliche aus
den GréBen b, h, a!

34. Ein Rohr von kreisformigem Querschnitt F;
und dem Durchmesser d, wird durch ein kegel-
formiges Stiick mit einem zweiten Rohr vom
Querschnitt F,= 3F, (Abb.55) verbunden.
Berechnen Sie die Mantellinien s des Verbin-
dungsstiickes!

35. Welchen Durchmesser d muf} ein Rundstahl
besitzen, damit aus ihm ein Sechskant mit
80 cm?® Querschnitt gefrist werden kann ?

36. Die Abbildung 56 zeigt das Whitworth-Ge-
winde. Die Gewindetiefe wird mit t bezeich-
net; die Steigung mit h.

Stellen Sie eine funktionale Beziehung t = ¢ (h)
her!

37. Ein zylinderformiger liegender Dampfkessel
ist 1800 mm lang und besitzt einen lichten
Durchmesser D= 1500 mm. Der Kessel ist als
Einflammrohrkessel mit konzentrisch einge-
bautem glattem Flammrohr von 700 mm Durch-
messer ausgefithrt. Die Wasserstandslinie des
Kessels liegt bei 1000 mm.

a) Zeichnen Sie einen Querschnitt des Kessels
und tragen Sie die Wasserstandslinie ein!

Dreiecks
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b) Driicken Sie fiir den gezeichneten Quer-
schnitt die Sehnenliinge, die Bogenlinge und
die Fliche des Kreissegments als Funktionen
des Zentriwinkels aus, welcher einer Wasser-
standshohe h in diesem Querschnitt zuge-
ordnet ist, und stellen Sie die Funktionen
grafisch dar!

¢) Driicken Sie die Verdampfungsfliche des
Kessels in Quadratmetern als Funktion
des Zentriwinkels aus und stellen Sie die
Funktion grafisch dar!

d) Berechnen Sie fiir die angegebenen Zahlen-
werte die Verdampfungsfliche in Quadrat-
metern und den Wasserinhalt des Dampf-
kessels in Kubikmetern!

€) Berechnen Sie fiir die Wasserstandshohen
1000 mm; 1200 mm: 1300 mm: 1400 mm
die rehorigen Verdampfungsflick in
Quadratmetern und. die Wasserinhalte in
Kubikmetern und stellen Sie diese als Funk-
tionen der Wasserstandshohé grafisch dar!
38. Berechnen Sie fiir die in Abb. 57 dargestellte
Briickenkonstruktion a) den Strebendruck Ps,
b) den Horizontalschub Py, ¢) den Vertikal-
druck P,, den die Streben ausiiben, wenn
von einer gleichmiflig verteilten Gesamtlast
(Q=16,000 Mp in der Mitte g= 3,200 Mp wirken!
39. Zwei Strafien stofen geradlinig unter einem Winkel von 120° aufeinander. Sie werden an
der Stelle des Treffpunktes durch einen Kreisbogen vom Radius
a) r= 300 m,
b) r= 500 m ersetzt.
Wie grof ist die dadurch bewirkte Abkiirzung ?

Abb.57

Mathematische Schiileraufiriige

1. Berechnen Sie a) die Hohe Ihrer Schule, b) die Hohe Thres Wohnhauses, ¢) die Hohe des
niichsten Fabrikschornsteines, indem Sie von Threm Standort bis zum Fufipunkt des Objekts
eine waagerechte Standlinie vermessen und den Erhebungswinkel mit dem Theodoliten be-
stimmen!

2. Berechnen Sie aus selbstgewonnenen MeBwerten die GroBe einiger Ackerflichen, auf denen
Sie im Unterrichtstag in der Produktion arbeiten!

3. Stellen Sie in der niheren Umgebung an einer steilen Strafle fest, unter welchem Winkel
sie gegen die Horizontale ansteigt!

Berech Sie den Hoh erschied, den sie auf 100 m Weglinge iiberwindet!

4. Messen Sie im Unterrichtstag in der Produktion Durchmesser und Mittelpunktsabstand von
evtl. vorhand Ri heiben und berech Sie die entsprechenden Ri la !
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5. Stellen Sie im Unterrichtstag in der Produktion die Abmessungen sowie die Tragkraft ein-
fach konstruierter Kranausleger fest und berechnen Sie die in den Streben auftretenden
Kriifte!

6. Der Fahrdraht einer elektrischen
Bahn (Straflenbahn, Grubenbahn) T
ist in Abstinden von a Metern an
Querdrihten aufgehingt (Abb. 58).
Sie haben bei b Metern Spann-
weite einen Durchhang von ¢ Me- Durchhang
tern. Das Gewicht des Fahrdrahtes

Querdraht

k;
betrage d;P; das Eigengewicht

-Spannweite

des Querdrahtes werde vernach-
lassigt.

Erfragen Sie die Werte fiir a, b, ¢, d
und berechnen Sie

Abb.58 Abh. 59

a) die durch das Gewicht des Fahrdrahtes hervorgerufene senkrechte Belastung am Auf-
hingungspunkt,
b) die Spannkraft im Querdraht!
7. Die Lauffliche von Riemenscheiben fiir Flachriemen weist eine Kriimmung auf, wie sie
Abbildung 59 (vergroBert) zeigt.
Stellen Sie im Unterrichtstag in der Produktion den Grund dafiir fest und bekriftigen Sie
die Begriindung durch eine mathematische Uberlegung!

ITI. Die trigonometrischen Funktionen
der Winkel von 0° bis 360°

18. Erweiterung des Definitionsbereiches

Im Abschnitt T ist gezeigt worden, daf} zwischen der Grofle eines Winkels x und den
mit sin x, cos x, tan x und cot x bezeichneten Verhiltniszahlen funktionale Beziehungen
bestehen, sofern die Winkel spitz sind.

Es erhebt sich die Frage, ob eine solche Beschriinkung der WinkelgrsBe erforderlich
ist oder ob sich Funktionen y = sinx, y =cosx,y =tanx und y = cot x angeben
lassen, bei denen der Winkel x beliebig grof} sein kann.

Diese Frage entsteht, wenn man z. B. versucht, die Dreiecksberechnung nicht nur
auf rechtwinklige und gleichschenklige Dreiecke zu beschrinken, sondern sie auf be-
liebige Dreiecke auszudehnen. Solche Dreiecke nennt man im Gegensatz zu den erst-
genannten in der Trigonometrie gewshnlich schiefwinklige. Sobald dabei ein stumpf-
winkliges Dreieck vorliegt, entsteht bereits das Problem, trigonometrische Funktionen
von Winkeln grofler als 90° zu benutzen.

Es macht sich also erforderlich, die vier trigonometrischen Funktionen fiir beliebige
Winkel zu erklidren. Dazu miissen neue Definitionen festgelegt werden.

Die in den Kapiteln 3, 4, 7 und 8 gegebenen Definitionen, die entweder einen beliebi-
gen Kreis oder den Einheitskreis als Grundlage hatten, sind fiir eine Erweiterung auf
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beliebige WinkelgroBen geeignet. Dadurch wird zugleich die notwendige Forderung
erfiillt, daB die neuen Definitionen die alten mit umfassen miissen, damit keine Wider-
spriiche entstehen. Wir fassen diese Festsetzungen fiir alle vier trigonometrischen
Funktionen nochmals an einer einzigen Figur (Abb. 60) zusammen.

Grundlage ist ein Kreis mit dem Radiusr um den Ursprung eines rechtwinkligen
uv-Systems. In seinen Schnittpunkten U mit der positiven u-Achse und V' mit der
positiven v-Achse werden die Tangenten an den Kreis gelegt. Die erstere nennt man
Haupttangente, die letztere Nebentangente. Der Winkel x, dessen trigonometrische
Funktionen definiert werden sollen, wird von der positiven u-Achse aus in mathe-
matisch positivem Umdrehungssinn (Geg igersinn) g und mit seinem
Scheitel im Nullpunkt angetragen.

Man verlingert den freien Schenkel des Winkels x, bis er den Kreis (in P), die Haupt-
tangente (in B) und die Nebentangente (in C) schneidet. Weiterhin fillt man von P aus
das Lot auf die u-Achse. Man nennt dieses Lot P A das projizierende Lot, die Strecke 04
die Projektion.

Dabei ist nicht mehr gefordert, dal 0° < x < 90°, also P, B und C im L. Quadranten
liegen. x darf vielmehr durchaus auch groBer als 90° sein. Doch wird festgesetzt, dal B
und C stets auf den beiden Tangenten liegen sollen, die die Abbildung 60 zeigt. Infolge-
dessen st es, falls 90° < x < 360°, erforderlich, den freien Schenkel des Winkels x iiber den
Scheitel hinaus zu verlingern, um stets zwei Schnittpunkte B und C zu erhalten (Abb. 61).
Nunmehr setzt man im Sinne der in Abbildung 60 dargelegten Begriffe fest (zunichst
fiir 0° < x < 360°):

Definition 5:

Unter dem Sinus eines Winkels x versteht man das Verhiltnis
Projizierendes Lot : Radius.
Definition 6:
Unter dem Kosinus eines Winkels x versteht man das Verhiltnis
Projektion : Radius.
Definition 7:
Unter dem Tangens eines Winkels x versteht man das Verhiltnis
Haupttangentenabschnitt : Radius.

4 [00920]
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Definition 8:
Unter dem Kotangens eines Winkels x versteht man das Verhiiltnis
Nebentangentenabschnitt : Radius.
In Kurzzeichen:

‘ PA 04 BU (9
simx =-—3; cosx=——; tanx =-—; cotx =—
r (i 3 r

Hierbei ist zu beachten:
1. X0CV = < POU = x (Wechselwinkel)

2. Die achsenparallelen Strecken )4, CV, PA und BU miissen mit den Vorzeichen ver-
wendet werden, die sic nach den gebriuchlichen Festsetzungen im rechtwinkligen
Koordinatensystem erhalten.

3. Der Radius r ist stets ohne Vorzeichen zu nehmen.

Man erkennt aus diesen neuen Definitionen:
1. Sieenthalten die Erklédrungen 1 bis4 der trigonometrischen Funktionen spitzer Winkel.
2. Sie sind sinnvoll fiir Winkel x > 90°.

Die Darstellung der trigonometrischen Funktionen wird besonders einfach, wenn

als Radius des Kreises die im Koordinatensystem verwendete MaBeinheit genommen
wird (r = | Lingeneinheit).

Damit wird (Abb. 62) v )
- N ] ote c
1 Langeneinheit i %
_ 04 Lingeneinheiten _ :
&=y Lingeneinheit 04 r=1, ” £
e B U_Lfi_ngene'inl\e'iten — BU A E
1 Liangeneinheit 9
e CV Lingeneinheiten —Ccy cosKA Ry
CORm= = Lingeneinheit
In Worten:
Der Sinus eines Winkels ist gleich der MaBzahl

des projizierenden Lotes am Einheitskreis.

Der Kosinus eines Winkels ist gleich der MaBzahl Abb. 62
der Projektion am Einheitskreis.

Der Tangens eines Winkels ist gleich der MaBzahl des Haupttangentenabschnittes
am Einheitskreis.

Der Kotangens eines Winkels ist gleich der MaBzahl des Nebentangentenabschnittes
am Einheitskreis.

Diese Darstellung der trigonometrischen Funktion ist bequem und iibersichtlich,
deshalb ist sie allgemein iiblich und wird im folgenden meist verwendet werden. Es
muf} aber ausdriicklich darauf hingewiesen werden, dafBl die trigonometrischen Funk-
tionswerte nicht die zur Definition benutzten Strecken selbst, sondern deren Maf3-
zahlen, also unbenannte Zallen sind.
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19. Beziehungen zwischen Funktionen und Winkeln verschiedener Quadranten

In den Zahlentafeln sind nur die Funktionswerte der Winkel zwischen 0° und 90°
verzeichnet. Eine Erweiterung dieser Zahlentafeln ist nicht erforderlich, weil die Funk-
tionswerte von Winkelu, die grofer als 90° sind, durch Funktionswerte von Winkeln
zwischen 0° und 90° ausgedriickt werden konnen.

v

1. Beispiel:
Gesucht ist cos 152°.
Aus Abbildung 63 ist ersichtlich, daB die Funk- 52 P
tionswerte der Kosinusfunktion im II. Quadran- 7 28° l\
ten negativ sind. Dic Axialsymmetrie der Figur \A 0 Vil
(Symmetrieachse ist die v-Achse) bedingt, daBl
gilt:

cos 152° = —cos 28° = —cos (180° — 152°)

Unter der Voraussetzung, dafl « ein Winkel im
II. Quadranten ist, wird allgemein

cos a = —cos (180° — &)

2. Beispiel: '1‘\"
Gesucht ist cot 215°.

Aus Abbildung 64 ist ersichtlich, daB die Funk-
tionswerte der Kotangensfunktion im III. Qua-
dranten positiv sind. Die Figur zeigt weiter
wegen der Scheitelwinkelbeziehung:

cot 215° = cot 35° = cot (215° — 180°)

35°

Unter der Voraussetzung, dafl # ein Winkel im Abb. 64
II1. Quadranten ist, wird allgemein

cot = cot (§ — 180°) v

3. Beispiel:
Gesucht ist tan 312°.

Aus Abbildung 65 ist ersichtlich, da8 die Funk- '5\1
tionswerte der Tangensfunktion im IV.Quadran- / 48)
ten negativ sind. Die Axialsymmetrie der Figur
(Symmetrieachse ist die u-Achse) zeigt ferner:

tan 312° = —tan 48° = — tan (360° — 312°)

]

£

Unter der Voraussetzung, daf} y ein Winkel im
IV. Quadranten ist, wird allgemein ) 8

tan y = —tan (360° — y) Abb. 65
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Durch entsprechende Betrachtungen erhiilt man folgende Ergebnisse:

« ist ein Winkel im II. Quadranten:
sin ¢ = sin (180° — &)  (19)
cos « = — cos (180° — &) (1%)

B ist ein Winkel im III. Quadranten::
sin 8 = — sin (3 — 180°) (2?)
cos g = — cos (g — 180°) (2Y)

» ist ein Winkel im IV. Quadranten:

tan @ = — tan (180° — ¢) (1°)
col @ = — cot (180° — ¢) (19)

tan g = tan (8 — 180°) (2°)
cot g = cot (8 — 180°) (29)

sin y = — sin (360° — y) (3?) tan y = — lan (360° — ») (3°)
cos y = cos (360° — )  (3P) col y = — cot (360° — y) (34)
Allgemein:
Um zu einem Winkel ¢ (90°< ¢ < 360°)
einen Funktionswert zu ermitteln, sucht Quadrant | I | II ] 11 ‘ v
man in den Tafeln den Wert der gleichen ” L !
Funktion fiir denjenigen Winkel auf, der e o + + - o
@ zu 180° oder zu 360° erginzt (180° — ¢ i: ‘; 1 Il B P
@ — 180°; 360° — ). s o el -
Bei der Vorzeichenbestimmung des Funk- cot ¢ + =1 + =
tionswertes kann die nebenstehende Tabelle
helfen.

Man erkennt, daB bei jeder der vier Funktionen jedes Vorzeichen gerade zweimal vor-
kommt. Bei einem gegebenen Funktionswert eines Winkels findet man infolgedessen
fiir den Winkel (im Bereich von 0° bis 360°) stets zwei Lésungen.

1. Beispiel: sin a = 0,9664
Der Funktionswert ist positiv, also liegen die Winkel « im I. und II. Quadranten.
m=x (0° < x < 90°)
ay=180° — x (0° < x < 90°)
Aus sin x = 0,9664 folgt x = 75,1° '
Demnach ist a; = 75,1°
ap = 180° — 75,1° = 104,9°

2. Beispiel: cosy = — 0,7145
Der Funktionswert ist negativ, also liegen die Winkel v im IL und III. Quadranten.
y1=180° — x (0° < x < 90°)
y2=180° + x (0° < x < 90°)
Aus cos x = 0,7145 folgt x = 44,4°
Demnach ist y; = 180° — 44,4° = 135,6°
ya=180° 4 44,4° = 224,4°
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Das Rechnen mit den Logarithmen der natiirlichen Werte der trigonometrischen
Funktionen von Winkeln, die groBer als 90° sind, erfordert, daB die negativen Vorzeichen
aufler Betracht gelassen werden. Denn Logarithmen von negativen Zahlen existieren
im Bereich der reellen Zahlen nicht. Man muf} also in diesen Fiillen mit den absoluten
Betriigen der natiirlichen Werte der Funktionen rechnen. Im iibrigen gelten dann die
gleichen Gesetze, die fiir das Rechnen mit den Logarithmen bei Winkeln im 1. Qua-
dranten erklirt wurden.

=90

1. Beispiel: Gesucht ist Ig cos 152
cos 152° ist negativ. Deshalb wird der Logarithmus des Betrages des trigonometrischen
Funktionswertes angegeben. I | cos 152°| — 9.9459—10

2. Beispiel: Igtan x = 0.4389 (tan x < 0)
In diesem Fall soll der natiirliche Wert der trigonometrischen Funktion, zu dem der
Logarithmus angegeben ist, negativ sein. Man bestimmt in diesem Falle zunichst den
im I. Quadranten liegenden Winkelwert (x = 70°) und gibt dann unter Beriicksichti-
gung der Vorschrift tan x < 0 als Losungen an:

a =110°

x, = 290°

Wiihrend die Erklirungen 1 bis 4 (vgl. Abschnitt I) fiir x = 0° und x = 90° ihren
Sinn verloren, so da die vier Funktionswerte durch eine besondere Definition fest-
gesetzt werden muBten, trifft das fiir die Definitionen 5 bis 8 nicht mehr zu. Wir iiber-
zeugen uns an Hand von Abbildung 60, daB} die im Abschnitt I getroffenen Festsetzungen

sin 0° =10 cos 0° =1 tan 0°=0
sin 90° =1 cos 907 =0 cot 90° =0
auch den Definitionen 5 bis 8 geniigen. Ebenso stellen wir erneut fest, daf tan x gréfer
wird als jede angebbare Zahl, wenn x gegen 90° strebt, und ebenso cot x, wenn x gegen
0° strebt. Dafiir verwendet man das Symbol:
tan x — oo, falls x — 90°
cot x — oo, falls x — 0° .
gelesen: ,,tan x (cot x) wird groBer als jede angebbare Zahl, falls x gegen 90° (gegen 0°)
strebt.*
Da man infolgedessen fiir diese Winkel keine konkreten Werte der Funktionen angeben
kann, sagt man auch, tan 90° und cot 0° seien nicht erklirt.

Entsprechende Uberlegungen an Hand der Abbildung 60 fiihren auch fiir die Winkel
180°, 270° und 360° zu eindeutigen Funktionswerten bzw. zu der Feststellung, daf ein
Funktionswert nicht erklért ist.

Man erhilt:

sin 180° = 0 cos 180° = —1

sin 270° = —1 cos 270° =0

sin 360° = 0 cos 360° =1

tan 180° =0 cot x — oo, falls x — 180°
tan x — oo, falls x — 270° cot 270° =0

tan 360° =0 cot x — oo, falls x — 360°
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. Aufgaben
1. Zeigen Sie mit Hilfe selbstgefertigter Zeichnungen die Richtigkeit der Gleichungen
a) la, 1lc, 1d
b) 2a, 2b, 2¢
¢) 3a, 3b, 3d auf Seite 52!

2. Bestimmen Sie:

a) sin 135° b) cos 150° ¢) tan 120° d) cot 110°
&) sin 200° £) cos 213° g) tan 261° h) cot 249°
i) sin 300,2° k) cos 321,4° 1) tan 336,5° m) cot 282,2°
n) sin 97,3° 0) cos 131,5° p) tan 172,5° q) cot 99,9°
£) sin219,73°  s) cos 209,65° 1) tan216,36°  u) cot 224,33°

v) sin 331,12° w) cos 348,48° x) tan 298,47° ) cot 337,29°
4

3. Welche Werte besitzen die vier trigonometrischen Funktionen fiir die Winkel

a) 0° b) 90° ¢) 180° ) 270° €) 360°
£) 200° g) 194,5° h) 265,35° i) 298,46° k) 354,63°
1) 211,49° m) 315,32° n) 244,66° ) 327,76° p) 300°23' 15”2

4. Suchen Sie, soweit méglich, die Logarithmen der Betrige der trigonometrischen Funktionen
aus den Aufgaben 2 und 3 in der Tafel auf!

5. Bestimmen Sie die Winkel 6 zwischen 0° und 360° zu den folgenden Funktionswerten f(d)!

[ | B | o a) ) | | )

| 0
smd | 0 1| —o05 03746 | — 0,314 0,1500 | —0,0728
cos 0 1 | =1 07071 | —0,9336 0,2358 | — 0.7005
tan 0 0 1 2 = — 0,4452 0,9387 | —0,0120
cot & 0 1 | =3 — 16,50 01700 | — 1,319 — 2,439

6. Bestimmen Sie zu den nachstehenden Logarithmen der trigonometrischen Funktionen die
zwischen 0° und 360° liegenden Winkel x!

a) lg sin x = 0.8810—1 (sin x > 0);
b) Ig |sin x|= 0.9750—2 (sin x < 0);
¢) Ig cos x = 0.9996—1 (cos x> 0);
d) Ig |cos x|= 0.3075—1 (cos < 0);
e) lg tanx = 0.2764—1 (tan x > 0);
f) lg |tan x| = 0.9000—2 (tan x < 0);
8) lg cot x = 0.7718 (cot x > 0)3
h) Ig [cot x|= 1.2700 (cot x < 0).
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20. Das BogenmaB eines Winkels

Im Kapitel 18 haben wir erkannt, daB jedem beliehigen
Winkel zwischen 0° und 360° je ein bestimmter Wert jeder
der vier trigonometrischen Funktionen zugeordnet ist. Man
kann also im allgemeinen Sinne von trigonometrischen Funk-
tionen y = sin x, y = cos x, y = tan x, y = cot x sprechen und 4
sie grafisch darstellen. Man miifite dazu auf der x-Achse eine
bestimmte Einheit zur Darstellung der Winkelgrade wihlen,
withrend man auf der y-Achse eine MaBeinheit fiir die unbe-
nannten Verhiiltniszahlen wiihlen miiite. Beide haben also
wesensverschiedene Bedeutung und lassen sich deshalb schwer Abb. C6
aufeinander abstimmen.

Man benutzt deshalb in der Trigonometrie gern ein anderes WinkelmaB8, bei dem
auch unbenannte Zahlen verwendet werden.

Aus Abbildung 66 erkennt man die Giiltigkeit folgender Proportion:

Kreisumfang: Kreishogen = Vollwinkel : Zentriwinkel
2rm 3 b = 360° 2 «° (1)
Daraus folgt: )
b= e @
In Worten:
Die Liinge eines Kreishogens b ist dem Zentriwinkel und dem Radius » proportional.

F11
180°
Kreisbogen und Radius nur noch dem Zentriwinkel proportional, kann also als neues
MaB fiir diesen Winkel dienen. Da dabei der Bogen zum Messen des Winkels benutzt
wird, bezeichnet man es als BogenmaB und symbolisiert es durch arc a® oder & ; ge-
lesen: ,,arcus von alpha Grad*.!

. . . . b , S .
Bildet man hieraus die neue Beziehung . - a“, so ist dieses Verhiltnis aus

Es gilt also die Definition
— rc“n_,l, — T
& = a = = 55 (3)

Das BogenmaB des Winkels ist also, wie es beabsichtigt war, als Verhiltnis zweier
Strecken eine unbenannte Zahl. Wird zur Bestimmung des BogenmaBes speziell der
Einheitskreis genommen, so vereinfacht sich die Beziehung (3) zu

b Lingeneinheiten

*= Lingeneinheit

=b (4)

Das Bogenmaf eines Winkels ist alsc gieich der MaBzahl des zugehorigen Bogens auf
dem Einheitskreis.

1 arcus lat. Bogen.
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b

gang vom GradmaB zum WinkelmaB und umgekehrt

Aus der Beziehung (3) erhdlt man, wenn man 7z durch 3,14 annihert, folgende Zu-
sammenhinge: .

14

Zum Gradmall 1° gehért als Bogenmall die Zahl 1°. T80° = 0,0175
~ 7_
=400
Zum Gradmall 45° gehort als BogenmaB} die Zahl 45° % = —} ~ 0,79
Zum GradmaB 90° gehort als Bogenmaf die Zahl 90° - T;%o- = ; ~ 1,57
Zum Gradmaf 180° gehort als BogenmaB die Zahl 180° . 71;%0 =n =~ 3,14
Zum Gradmaf} 360° gehort als Bogenmal die Zahl 360° - % =27n~6,28
Zum GradmaBl o° gehort als BogenmafB die Zahl — «° - T;F ~0,0175 - o
1
400
. . . . ° " . : ° 180° -
Wird die Beziehung (3) nach «° aufgelést, so ergibt sich a® = - & Daraus er-
hélt man: o i
Zur Zahl w ~ 3,14 als Bogenmal} gehért als Gradmal 171310 - = 180°
Zur Zahl 1 als Bogenmal} gehort als Gradmalf} 1710" ol = 7;8]04
=57,3°

Die Winkeleinheit im Bogenma@ ist also ein Winkel, der fast die GroBle der Winkel
des gleichseitigen Dreiecks hat. Die Einheit ist also wesentlich gréfer als im GradmaB.
Die Bogenmafle der Winkel 0° bis 360° sind in Tafel 16 von ,,Vierstellige Logarith-
men-Zahlen, Werte, Formeln* von Grad zu Grad fortschreitend zusammengestellt. Die
Bogenmafie von Winkeln mit nicht tabellierten Gradzahlen, z. B. von Bruchteilen von
Graden, bestimmt man durch additive oder subtraktive Zusammensetzung aus tabel-
lierten Werten oder Bruchteilen davon. Auch der Interpolation kann man sich be-
dienen.

1. Beispiel: 2. Beispiel:
a®=132° a° = 198,92°
130° < 2,2689 180° = 3,1416
20200349 18° 20,3142
&=12,3038 0,92° 20,0161

a = 34719



3. Beispiel:

& =4,9742

4,7124 2 270°

0,2618

0,2618 = 15°

a® = 285°
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4. Beispiel:

a=

2,71193
2,7053 2 155°
0,0140
0,0140 = 0,8°

a” =155,8°

Bei Benutzung des BogenmafBes ist es nunmehr méglich, in der grafischen Darstel-
lung der trigonometrischen Funktionen MaBeinheiten auf beiden Achsen zu verwenden,
die nach Bedeutung und Gréfle iibereinstimmen, und die Bildkurven punktweise zu
konstruieren. Wir haben das bei der grafischen Darstellung der trigonometrischen
Funktionen im I. Quadranten bereits getan. Bei der Benutzung der Tafeln, die die
Winkel im GradmaB enthalten, muf allerdings jeder Winkelgradwert erst in den zu-
gehorigen BogenmaBwert umgerechnet werden.

1. Stellen Sie die Funktionen

a) y= sinx

Avfgaben

b) y= cosx

¢) y= tanx d) y= cotx

im Bereich 0°< x < 360" grafisch dar, indem Sie die Winkel auf der x-Achse im Bogenmaf}
auftragen und dabei auf beiden Achsen gleiche MaBeinheiten benutzen!

2. Rechnen Sie folgende im GradmaB gegebenen Winkel ins Bogenmall um!
a) 1° b) 0,1° ¢) 0,01° a1
&)1 £) 45° g) 120° h) 75°
i) 300° k) — 180° 1) 200° m) 32°
n) 67,5° o) 102,7° p) 256,58° q) 318,04°
3. Rech Sie die folgenden im Bog 3 gegeb Winkel in Gradmaf3 um!
n 0 = E g 7
By )3 R T
E 1 ks 7T 3
915 D 30 & 150 M
3 1 n
i) 7 k] k) —s—n 1)} 12 m) 1,37
n) 077 o) L137 ) 0.1 q) 0,01
r) 2 8) 1,5 1) 3,04
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4. Berechnen Sie die Bogenlinge auf einem Kreis mit dem Radius r= 8 cm fiir die Zentri-
winkel

a) 36,5° b) 124,15° c) 255,58°!
5. Berechnen Sie die Bogenlinge zum Zentriwinkel 1 auf einem Kreis mit dem Radius
a) r= 1cm; b) r=2cm; ¢) r=4cm!
6. Bis zu welchen Winkeln stimmen die Zahlenwerte von arc
a) mit denen von sin «,
b) mit denen von tan o

bis auf 3 Dezimalen iiberein ?

7. Schlagen Sie folgende Werte in der Tafel auf!

a) sin; b) cos %n ¢) sin1 d) c0s2,163
2 -

e) tan R f) cot187 g) tan0,7 h) cot |2

. . w3 19

i) lgsin 3" k) lgcos2,4 1) lg tan 20 m) lIg cot 0,1

8. Geben Sie mit Hilfe der Tafel folgende Winkel x im Bogenmal} an!

a) sin x = 0,9511 b) cos x = — 0,885°

¢) tanx = — 3,630 d) cot x= —5,18-10-2
e) Ig sin x = 0.8495—1 (sin x > 0)

f) Ig [cos x|= 0.8026—1 (cos x < 0)

g) lg tanx = 0.8699—2 (tan x > 0)

h) Ig |cot x| = 0.0456 (cot x <C0)

9.a) Berechnen Sie den Weg, den ein um die Strecke r = 5 cm vom Scheitelpunkt entfernter
Punkt P zuriicklegt, wenn der Winkel 90°; 270°; 360°; 45°: 57,3 betriigt!

b) Zeichnen Sie die jeweiligen Winkel sowie die dazugehdrigen Wege des Punktes P als
Kreisbégen und als Strecken!

10. Geben Sie die in Aufgabe 9 bestimmten Wege unter der Voraussetzung an, da r = 1 cm ist!

11. Stellen Sie die Funktion y = arcx (0 = x = 360) in geeignetem MaBstab grafisch dar!
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1V. Die Berechnung des schiefwinkligen Dreiecks

21. Der Sinussatz und die Flichenformel

Das schiefwinklige Dreieck 1Bt sich genauso wie das 4
gleichschenklige berechnen: Man zerlegt es durch eine
Héohe in zwei rechtwinklige. Diese sind in diesem Fall

allerdings nicht mehr kongruent. b a
Beispiel:

Gegeben: a = 24 em; o = 23°; f=53° A h A
Gesucht: b A 0 8

: Abb. 67
Allgemeine Lésung: (a,b, a, f bedeuten Gréfen)

In Abbildung 67 14Bt sich die Hohe h, des Dreiecks ABC auf zweifache Weise aus-

driicken:

@ h 5
slnﬁZf hc=a51§ﬂ (1)
. h x
sin o = B h, = bsin « (2)

Durch Gleichsetzen der rechten Seiten von (1) und (2) ld6t sich h, eliminieren. Es er-
gibtEch a sin f = b sin «.
Daraus 146t sich b errechnen: !
s a sinf 3)
sina

Rechnerische Losung: (mit Hilfe von Logarithmen)

(a, b bedeuten Zahlenwerte)
lgb=1ga+lgsinf —Igsina
lga= 1.3802
Igsin f= 9.9023 — 10
Iga-sin f=11.2825— 10
Igsina= 9.5919 — 10
Igb= 1.6906
b = 49,04

Ergebnis: b =49 cm

Die durch die Elimination von h, entstehende Beziehung (3) wird sich bei jeder
derartigen Aufgabe ergeben. Es lohnt sich deshalb, sie als besonderen Lehrsatz zu
notieren. Dazu verwendet man meist die Proportionenform:

a:b=sina:sinf (3a)
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Entsprechend findet man bei Zerlegung des Drei-
ecks durch die Hohen h, bzw. h,:

b:c=sinfi:siny (3b)
und a:c=sina:siny (3¢)
0 A B Die Gleichungen (3b) und (3c¢) kann man auch
o mittels zyklischer Vertauschung der Stiicke aus
bb.

Gleichung (3a) erhalten.

Fiir das stumpfwinklige Dreieck ergeben sich zwar bei der Zerlegung mit Hilfe einer
Hohe, die nicht durch den stumpfen Winkel verlduft, anders gelegene Teildreiecke
(Abb. 68). Bei der Elimination dieser Hohe ergibt sich aber dasselbe Endergebnis.

Begriindung:

Wegen sin (180° — a) = sin«
wird im Teildreieck ACD sin (180° — ) = sin x = ’—;:— und damit genau wie heim
spitzwinkligen Dreieck h, = b sin « (2). Gleichung (1) bleibt ebenfalls unverindert. Da-
mit ergeben sich auch fiir das stumpfwinklige Dreieck die gleichen Beziehungen (3a),
(3b) und (3c¢).
Die Gleichungen

a:b=sina«:sing (3a)
b:c=sing:siny (3b)
c:a=siny:sin ¢ (3¢)

werden als Sinussatz der ebenen Trigonometrie bezeichnet. In Worten lautet er:

In einem Dreieck verhalten sich zwei Seilen wie die Sinus! der gegeniiberliegenden
Winkel.

Man kann den Sinussatz auch als fortlaufende Proportion schreiben:
a:b:c=sina:sinf:siny (3d)

Durch den Sinussatz eriibrigt es sich, bei der Be-
rechnung der iibrigen Stiicke eines belichigen Dreiecks
aus zwei Seiten und dem Gegenwinkel der griBeren
oder aus ciner Scite und zwei Winkeln jedesmal
erncut die Zerlegung in zwei rechtwinklige Dreiecke
mit Hilfe einer Hohe durchzufiihren und diese Hohe
als HilfsgroBe zunichst zu berechnen und dann wieder
zu eliminieren. 1

Eine Herleitung des Sinussatzes in anderer Form
ergibt sich wie folgt (Abb. 69).

AbD. 69 Um das Dreieck 4BC wird der Umkreis gezeich-

net. Weiterhin zeichnet man den Kreisdurchmes-

ser CMD = 2r und verbindet A und B mit D. Damit erhilt man zwei rechtwinklige

Dreiecke ADC und BCD. Die Winkel CAD und DBC sind als Peripheriewinkel im
Halbkreis rechte Winkel (Satz des Thales).

! Der Plural von Sinus (Kosinus) ist Sinus (Kosinus), nicht ,,Sinusse (,,Kosinusse*)!
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Weiterhin sind <t CAB= <t CDB=a
und ¢ ABC = <2 ADC = f jeweils als Peripheriewinkel iiber dem gleichen Bogen.
o . GB_ g
Damit wird: sina = o5 = o
N AC b
sinfl =05 =57
a 2y b
oder 2r = R (4a) 2p= Gnp (4b)

Zieht man den Durchmesser AME = 2 r, so ergibt sich aus dem rechtwinkligen Drei-
eck ABE:

4B e
SMY=UE T 2y
Qg B
oder 2r=— 5 (4¢)
Aus den Gleichungen 4 a, b, ¢ folgt der Sinussatz in der Form
a b c
= = =2
sinx  snf  smy (4d)

In Worten:

In einem Dreieck ist der Quotient aus einer Seite und dem Sinus des gegeniiberliegen-
den Winkels gleich dem Umkreisdurchmesser.

Mit Hilfe der Hohe kann auch der Flicheninhalt des Dreiecks berechnet werden.
Nach Abbildung 67 ist

o he
sina = =
h,= bsina
Damit wird F= Che _ besina
2 2
Entsprechend ergibt sich F= ic?smﬂ durch  h,=c-sinf
. absin y .

und  F=- 3 durch h,=a-siny

Wir erkennen:

Die Fliche eines Dreiecks ist gleich dem halben Produkt aus zwei Seiten und dem
Sinus des eingeschlossenen Winkels.

Bei der Verwendung des Sinussatzes zur Berechnung von Winkeln im Dreieck ist
zu beachten, dafl der Sinus im I. und im II. Quadranten positiv ist, d. h. daB} zu einem
Sinuswert stets ein Winkel im I. und ein Winkel im I1. Quadranten gehren. Beide Win-
kel sind zuniichst als Rechenergebnisse moglich, und es bedarf einer besonderen Unter-
suchung, ob sie auch beide als Losungen der betreffenden Aufgabe in Frage kommen.
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1. Beispiel:
Gegeben:a =20 cm; b = 8 cm; = 117°.

Gesucht: ¢, 8,7, F.

Allgemeine Léosung: (a,b,c,a, 8,7, F bedeuten GroBen)

1. a:b=sina:sinf 2. y=180— (a + B)
s b sin &
smﬁ—T
3 i, 4, F= absiny
. @a:c=sina:siny v Pyt
= GEY
T sinwx

Rechnerische Lésung: (a,b,c, F bedeuten Zahlenwerte)
1. Igsin f=I1gh+lgsina —Iga =1gb -+ Igsin (180° — &) —lza
lgh= 0.9031
Ig sin (180° — &) = 9.9499 — 10
Ig b - sin x = 10.8530 — 10
lga= 1.3010
1gsin f= 9.5520 — 10

B1=20,88° Bo= 180° — 20,88° = 159,12°
2.y =180°—137,88° g = 180° — 276,12°
yy=42,12° o= —96,12°

Da negative Dreieckswinkel sinnlos sind, entfillt y, und damit auch £, als Losung.

3. lIge=I1ga+lgsiny; —Igsina =Iga+ Igsiny, —Igsin (180° — )
lga= 1.3010
Ig siny; = 9.8266 — 10
lga - siny; = 11.1276 — 10
Ig sin (180° — a) = 9.9499 — 10
lge= 11777

c= 15,06
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4. 1gF =lga+lgh+lgsiny, —Ig2

lga= 13010
leh= 0.9031

lg siny, = 9.8260 — 10

12.0307 — 10
lg2= 03010

Ig F = 11.7297 — 10
lgF= 1.7297

F = 53,66
Ergebnisse: .
a=20cm a=117° F = 53,66 cm?
b=8cm — 20,88°
¢=15,06 cm =~ 15,1 cm y=142,12°
2. Beispiel:

Gegeben: a = 7,0 cm; b = 6,4 cm; r = 8,2 cm.

Gesucht: ¢, , 8, y, F.

Allgemeine Lésung: (a, b, ¢, «, 8, y, F, r bedeuten GroBen)

S0 = 9, 2. = — 1800 —
== 2 o 2r 3. y=180°— (« + B)
sina = -— sinf = —2"7
b sin .
4. F=—2— 5. ¢=2r-siny

Rechnerische Lésung: (a, b, ¢, F, r bedeuten Zahlenwerte)
L lgsina=lg g —lgr
‘ lg§ =10.5798 — 10
lgr— 09138
Igsina= 9.6660 — 10
oy = 27,61°
5= 180° — 27,61° = 152,39°

63
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2. lgsinﬂ=lg,; —lgr

lg b =10.5051 — 10
Igr= 0.9138
Igsinff= 9.5913 — 10
By = 22,97°

Pa=180° — 22,97° = 157,03°

Da sich rechnerisch je zwei Winkelgrofen fiir « und § ergeben haben, muf8 unter-
sucht werden, welche davon méglich sind. An sich wiire es denkbar, daB das Dreieck
folgende Winkel enthielte:

(1) ayundfys  (2) opundfy;
(3) agundfy; (4) agundfs.

Da aber die Winkelsumme im Dreieck 180° betriigt, darf die Summe von « und B
diesen Betrag nicht erreichen. Damit entfallen die Moglichkeiten (2) und (4). Die
Paarungen (1) und (3) hingegen widersprechen der Winkelsummenbedingung nicht
und miissen fiir die weitere Berechnung beriicksichtigt werden.

a = 27,61° ay = 152,39°
pr=22,97° pr=2297°
3. y1=180° — 50,58° ys = 180° — 175,36°
g1 = 129,42° yo = 4,64°
4. 1gFy =g +lgb +1gsin(180°— yy) lgFy=lg 5 +1gb + lgsiny,
Igiz'— = 0.5798 lg 5 =0.5798
Igh= 0.8062 1gb = 0.8062"
1g sin (180° — ;) = 9.8879 — 10 1g sin y, — 8.9079 — 10
IgF,= 1.2739 1g Fy = 0.2939
F,=18,79 Fy=1,967
o Ige;=1g2r+lgsin (180° — 3,) lgea=1g2r+1gsiny,
lg 2 r =1.2148 lg2r = 12148
Ig sin (180° — ;) = 9.8879—10 g sin y, = 8.9079 — 10
1g ¢; = 1.1027 lg ca=0.1227

¢;=12,67 cg = 1,326
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Ergebnisse:
(I) a=T,6cm (II) a =7,6 cm
b=64cm b=6,4cm
c=12Tcm c=13cm
« = 27,6° o= 152,4°
= 23,0° p=23,0°
y=129,4° y=4,6°
F = 18,79 ¢cm? F =197 cm?
Aufgaben
1. Berech Sie die fehlenden Seiten und Winkel sowie den Flicheninhalt und kontrollieren

Sie die Ergebnisse, gegebenenfalls mafigerecht verkleinert, durch Konstruktion!

a= 4cm b) a= 5,6 cm e)c= 1,46m
= 43° f= 83,8° o«="20,2°
7= 55° y= 26,5° B= 14,3
d) b= 85cm e) c = 121,56 m f) b= 2,389 km
= 44,2° p= 13,47° a= 39°17
y= 54,5° y= 101,25° f= 68°28
g) a= 448 cm h) c=649m
a= 59°10 a= 42°43
p= 41°18 y= 102°19

2. Berechnen Sie die fehlenden Seiten und Winkel sowie den Flicheninhalt! Achten Sie dabei

5

darauf, ob der gegebene Winkel der groBeren oder der kleineren Seite gegeniiberliegt!

Po= 38em b) a= 35,75 m ¥ a= T0em
¢c= 4,5cm ¢ = 26,48 m b= 58cm
9= 53,6° o= 93,57° B= 43,7°

d) a= 323 cm e) a= 12,15m f) b= 43cm
¢ = 36,6 cm b=27,83m c= 46cm
a= 55,1° = 109,24° = 20°35

g) a= 30,4 cm h) b=249m
¢c= 27,8 cm c=112m
a= 67°23" p= 1174

[00920]
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3. Leiten Sie die Formel

F— ¢* sina sinf
e sin y
fiir den Flicheninhalt eines Dreiecks her! Wie heillen die entsprechenden Beziehungen fiir F,
in denen die Seite a bzw. b verwendet wird ? Sprechen Sie die Formeln in Worten aus und
geben Sie ihre Bedeutung an!

4. Berechnen Sie den Flicheninhalt des Dreiecks, wenn die folgenden Stiicke gegeben sind:

a) a= 8,7cm : b) a= 52,85 cm c) a= 34,76 m
b= 1,1 em c= 175,23 cm f= 59°10"
y= 44,6° B= 5691° y= 19°33'

d) b= 4,475 km
B=59,21°
y=41,31°
5. Berechnen Sie die Seiten eines Dreiecks aus a = 81,91°, f#= 41,54° und r = 258,4 cm!
6. a) Beweisen Sie, daf} der Flicheninhalt eines Dreiecks gegeben ist durch
F= 2r*sinasinf siny!

b) Berechnen Sie aus den Winkeln a= 56,79° und f= 62,89° sowie dem Umkreisradius
r= 12 cm den Flicheninhalt des Dreiecks!

7. Warum konnen die Strecken a= 8 cm, b= 5 cm und der Flicheninhalt F = 22 em? nicht
Bestimmungsstiicke eines Dreiecks sein ?
a) Begriinden Sie geometrisch, daB dies nicht mgglich ist!
Anleitung: Untersuchen Sie die funktionale Abhiingigkeit des Flicheninhaltes vom Winkel 7,
wenn dieser von 0° bis 180° zunimmt!

b) Wie zeigt sich beim trigonometrischen Losungsverfahren, daB die Aufgabe keine Losung
hat?

22, Der Kosinussalz

Entsprechend den vier Kongruenzsiitzen ist es méoglich, die iibrigen Stiicke zu be-
rechnen, wenn gegeben sind
(1) zwei Seiten und der Gegenwinkel der grofieren (ssw)

(2) eine Seite und zwei Winkel (sww)
(3) zwei Sciten und der eingeschlossene Winkel (sws)
(4) drei Seiten (sss).

Im vorhergehenden Kapitel wurde gezeigt, daB die Losung der Aufgaben (1) und
(2) mit Hilfe des Sinussatzes sehr vereinfacht werden kann. Bei den Aufgaben (3) und
(4) kann er aber nicht zur Verwendung kommen, weil fiir ihn Voraussetzung ist, dafl
eine Seite und ihr Gegenwinkel gegeben sind. Das ist bei den Aufgaben (3) und (4) nicht
der Fall. Deshalb fiihrt der Sinussatz in diesen Fillen nicht weiter. Vielmehr mufl man
wiederum eine Zerlegung durch eine Hohe in zwei rechtwinklige Dreiecke durchfiihren,
um mit ihrer Hilfe Winkelfunktionen aufstellen zu kénnen.



Der Kosinussatz ' 67

Beispiel:
Gegeben: b= 10,3 cm; ¢ = 8,9 cm; a = 70,4°.
Gesucht: a

Allgemeine Losung: (a, b, ¢, « bedeuten GrofBen)
Um a zu berechnen, zerlegen wir das Dreieck durch die Héhe h, in zwei rechtwinklige
und verwenden als Hilfsgréflen, die am Ende wieder eliminiert werden miissen, die
beiden Abschnitte p und ¢, in die die Hohe h, die Seite ¢ aufteilt (Abb. 70).
Nach dem Satz des Pythagoras gilt:
h2=b2—q?
h2=a®—p2
Durch Gleichsetzen erhilt man
b — 2= a?— p?
a=b2+ p2— g2
Wegen p =c¢ — q wird
a?=b24 (c—q)>— @
=04 2—2q+¢*— ¢
a*= b2+ c*— 2¢q. (1)

Im Dreieck ADC ist weiterhin cosa = % , woraus folgt

g=bcosa. (2)
Durch Einsetzen von (2) in (1) erhilt man
a2 =02+ c2— 2bccos (3a)
und a = Vb2 +c2—2bccosa

Rechnerische Losung (mit Hilfe von Quadratzahltafel und Logarithmen; a, b, ¢
bedeuten Zahlenwerte). b2 — 106.1
= 100,

2= 179,21
b2+ ¢ = 185,31
lg2bccosa=1g2+1gb+1gec+lgcosa

1g 2 = 0.3010
Igh=1.0128
lg c = 0.9494

Ig cos a = 9.5256 — 10
lg2bc cos a = 1.7888
2bc cos a = 61,49

a =)185,31 — 61,49
a = 123,82
a=11,13

o
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Da die hergeleitete Bezichung (3a) bei allen derartigen Aufgaben entsteht, emp-
fiehlt es sich, sie als einen Lehrsatz festzuhalten und durch entsprechende Zerlegungen
mit Hilfe der Hohen h, bzw. h; noch zu ergiéinzen:

b2=a24 c*—2accosf (3b)
c2=a*+bp*— 2ab cos y (3¢) 2
Im stumpfwinkligen Dreicck ABC (Abb.71) wird "¢| N
p=c+gq. o a "
Weiterhin ist T A 3
cos (180° — a) = Z ——P——]
q=b cos (180° — «). (4) AU 71
Wegen
cos (180° — a) = —cos & (5)
wird (4):
g=—bcos« 6)
Damit wird
=0+ (c+q)>—¢®
a2=b24 24 2¢cq+ g2 — 2
a?=024 2+ 2¢ (—b cosa)
a2 = b2+ ¢2— 2be cos a.
Man erhiilt ebenfalls Gleichung (3a).
Die drei Gleichungen
a®= b2+ ¢®— 2bccos« (3a)
b= a®+ c2—2accosﬂ (3b)
c*=a*+ b>— 2abcos y (3¢)

werden als Kosi der el Trig rie bezeichnet.

Durch den Kosinussatz wird es iiberfliissig, in den am Anfang dieses Abschnitts
genannten Fillen (3) und (4) in jedem Einzelfall eine Zerlegung des Dreiecks in zwei
rechtwinklige vorzunehmen. Damit sind alle 4 Fille der Dreiecksberechnung unmittel-
bar lsbar.

Zusammenstellung:
Gegebene Stiicke Zur Loésung verhilft der
(1) ssw Sinussatz
(2) sww Sinussatz
(3) sws Kosinussatz und Sinussatz
(4) ss8 Kosinussatz und evtl. Sinussatz

Da der Kosinus von Winkéln im I. und II. Quadranten verschiedene Vorzeichen
besitzt, ist die Berechnung eines Dreieckswinkels nach dem Kosinussatz (im Gegensatz
zur Berechnung mit Hilfe des Sinussatzes) eindeutig.
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Beispiel:
Gegeben: a =24 cm; b=13 em; c = 15 cm.
Gesucht: «, 8,9, F.

Allgemeine Lésung: (a, b, ¢, &, f, y, F bedeuten GroBen)

1. . a?= b+ ¢2— 2bccos «
- b2+627a2
L S T
2. a:b=sina:sinf

sinf = bsinx

3. y =180°— (a + f)
. absiny
1. F=2220

Rechnerische Losung: (mit Hilfe von Quadrattafel und Logarithmen; a, b c, F
bedeuten Zahlenwerte)

1. 2= 169
=225
B4 = 304
a =576
Btct—ar=—182
2bec = 390
s ;g;‘; — — 0,4667
o = 180° — 62,18°
o= 117,82°

2. lIgsinf=Igb+Igsina—Ilga=I1gh+Igsin (180°—a)—Iga

Igh = 11139
Igsin (180° —a) = 9.9466—10
lgh-sina = 11.0605—10
lga — 1.3802
Ig sin 8 = 9.6803—10
i B = 180° — 28,62°
Br= 28,62° fa=151,38°

Da b < a, muB auch § < « sein. Infolgedessen entfillt f, als Losung. (f, wiire auch des-
halb nicht méglich, weil f; + o > 180°.)
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3. y = 180° — 146,44°
y = 33,56°
gl =lg5 +1gh+Igsiny
a o -0
Ig g = 1.0792
Igb = 1.1139
1g siny = 9.7426—10
IgF =1.9357
F = 86,24
Ergebnisse:
a=24cm a=117,8° F = 86,24 cm?
b=13cm p= 28,6°
c=15cm - y= 33,6°
Aufgaben
1. Berechnen Sie die fehlenden Seiten und Winkel sowie die Dreieckfliche!

a) a= 6,1 cm b) a= 123,5m ¢) b= 17,18 m
c= 4,7cm b= 1342m c= 13,85m
p= 63,20 y= 102,16° o= 74,32°

d) a= 2459 m
b=3925m
y= 47943

2. Berechnen Sie die Dreieckswinkel sowie die Dreieckfliche!

a) a= 5,38 m b) a= 2,458 km ¢) a= 27,18 m
b= 197m b= 3,019 km b= 33,88m
c=4,75m ¢ = 1,389 km ¢=35,03m

d) a= 8,754 km
b= 6,672 km
¢ = 8,386 km

23. Anwendungsaufgaben

=

. Drei Kreise mit den Radien
a)r,= 65cm, r,= 52cm, r;= 3,8cm
b) = 95cm, r,= 7,6cm, r;= 5,lcm
) =242 cm, r,=156cm, ry= 21,8 cm

beriihren einander gegenseitig von auBen. Welchen Winkel schlieBen je 2 Zentralen mitein-
ander ein? (Unter der Zentrale zweier Kreise versteht man die Verbindungsgerade ihrer
Mittelpunkte).
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8 ) ¢
P
f« 40kp
e N 10557 N
p
A [4 )

Abb. 72 Abb. 73 Abh. T4

2. Im Gelinde ist eine Basis (Standlinic) A B= 225 m vermessen worden. C ist ein dritter

Punkt im Gelinde, der von A4 und B aus nicht zugiinglich ist. Mit dem Theodoliten wurden
X CAB= a= 75°20" und < CBA = ff= 42°40" ermittelt.
Wie lang sind die Strecken 4 C und BC (Abb. 72)?

% Wieviel Hektar Land werden durch die Trockenlegung der obenstehend skizzierten feuchten

el

@

o>

7

Wiese 4 BCD gewonnen (Abb. 73)?

Bemerkung: A D und D Csind nicht begehbar. 1020 kp
Ankerseil

AB= 410 m BC= 675m

« =115° B, =26°

B = 12,5° A
/7 " v g

Ein nach Wismar auf geradem Kurs mit 8,5 kn 1“‘— 700m ——ﬁ,

fahrendes Schiff peilt das Leuchtfeuer bei Abb.7T5

Timmendorf (Poel) unter 32° 50" und das
Leuchtfeuer bei Hohen Wischendorf unter
184° an. (Winkelangaben von N iiber 0.) Aus
der Seekarte wird die Entfernung S chiff—Tim-
mendorf mit 1,85 sm festgestellt.

In welcher Richtung verliuft die Fahrrinne,
wenn 12 min spiter Timmendorf unter 337°
und Hohen Wischendorf unter 268° gesehen
werden ?

Q@=3000kp

Ein Leitungsmast wird unter einem Winkel
von 105° mit 70 kp und 40 kp Zug bean-
sprucht (Abb. 74).

Bestimmen Sie zeichnerisch und rechnerisch

GroBe und Richtung der Resultierenden! ADbb.76

Der 5,20 m hohe Mast am Ende einer elektrischen Grubenbahn ist durch eine waagerechte
Seilspannkraft von 1020 kp belastet und durch ein schriges Drahtseil am Boden gegen Bie-
gung verankert (Abb. 75). .

Bestimmen Sie zeichnerisch und rechnerisch

a) die Spannkraft im Ankerseil,
b) die Belastung des Mastfundamentes (Gewicht des Mastes G = 800 kp)!

Ein Drehkran trigt am Auslegerkopf B eine Last § = 3000 kp.
Welche Spannkrifte treten in der Strebe S und in der Zugstange Z auf (Abb. 76) ? Sind es
Zug- oder Druckkrifte ?
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8. Beantworten Sie die Fragen aus Aufgabe 7 fiir
a) Q= 6000 kp;: AB= 6000 mm: BC= 5000 mm: AC= 2000 mm;
b) Q= 4000 kp: A4 B= 3000 mm; BC= 2000 mm: AC= 1500 mm!

9. Drei Krifte, deren Wirkungslinien in einer Ebene liegen, greifen in einem Punk’le P an und
halten sich das Gleichgewicht.
a) P,= 50kp, P,= 60kp, P;= 80kp
b) P,=720kp, P,=315kp, Py= 555kp
Welche Winkel schliefen ihre Wirk lini iteinander ein?

Mathematische Schiilerauftrige

1. Vermessen Sie im Gelinde eine Basis (Standlinie) 4 B! C sei ein von 4 und B aus nicht zu-
ginglicher Punkt. Ermitteln Sie mit dem Theodoliten die Winkel CA B und CBA und
berechnen Sie die Strecken 4 C und BC!

2. Stellen Sie im Unterrichtstag in der Produktion die Abmessungen sowie die Tragkraft ein-
fach konstruierter Kranausleger fest und berechnen Sie die in den Streben auftretenden
Kriifte!

3. Stellen Sie im Unterrichtstag in der Produktion die Schubstangenlinge und den Kurbel-
radius bei Kurbelgetrieben fest und fiihren Sie Berechnungen analog den Fragen in Auf-
gabe 8 auf Seite 73 durch!

4. Stellen Sie im Unterrichtstag in der Produktion fest, in welchen Betriebsabteilungen bzw.

an welchen Maschi trig rische Berechnungen von schiefwinkligen Dreiecken vor-
genommen werden und fiihren Sie diese
Berechnungen durch! F £

Der Kurs eines Flugzeuges in der eigentlichen
Flugrichtung wird als Steuerkurs #,, die Ge-
schwindigkeit in dieser Richtung als Eigenge-
schwindigkeit ¢ bezeichnet.

Der Wind wirkt unter einer bestimmten Wind-
richtung und mit einer bestimmten Windstirke
— der Windgeschwindigkeit w — beschleunigend
oder verzogernd auf das Flugzeug ein und treibt
das Flugzeug aus der beabsichtigten Flugrich-
tung heraus. Dadurch fliegt das Flugzeug in einer anderen Richtung, dem Kurs iiber Grund
oder dem Kartenkurs ;. Dic Geschwindigkeit in dieser Richtung heifit Geschwindigkeit iiber
Grund v.

Das Geschwindigkeitsdreieck 4 BC heifit Winddreieck, der Winkel CA B Abtrift, in umge-
kehrter Richtung Vorhaltewinkel (Abb. 77).

5. Ein Lufttaxi der DLH fliegt mit einer Geschwindigkeit ¢= 120
a) von Karl-Marx-Stadt nach Berlin-Schonefeld (175 km),
b) von Berlin-Schonefeld nach Barth (225 km),
¢) von Erfurt nach Karl-Marx-Stadt (135 km) und
d) von Berlin-Schonefeld nach Dresden (165 km).
Es herrscht Siiddwind mit Windstirke 7, w =~ 47 £hm_ .
‘Berechnen Sie in jedem Falle den Kartenkurs %, die Geschwindigkeit iiber Grund v und
die Abtrift! Entnehmen Sie den Kartenkurs aus dem Atlas,

Fli hit
A ¢ B Steverkurs D YRrEOEd

Abb. 77

km

h
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vom Kessel

J.

6. Eine Maschine vom Typ IL 14
k
der DLH (c — 320 f‘—) fliegt

von Barth nach Berlin-Schéne-
feld. Es herrscht Westwind,

Stirke 8 (w ~ 54]%“)
Berechnen Sie #;, v und die Dampfaustritt

Abtrift!

S
Eine Maschine vom TypIL 14 é 7
N 8000kp b

der DLH (c= 320 %) fliegt

=

von Dresden nach Erfurt Abb:78

(190km). Der Kartenkurs #; betriigt 267° (Winkelangabe: N iiber 0). Es herrscht NW-Wind
mit einer Windgeschwindigkeit w= 50 l\le 5

Bestimmen Sie die Geschwindigkeit iiber Grund v, den Vorhaltewinkel und die Flugzeit!

&

. Die Schubstange eines Kurbelgetriebes ist 750 mm lang, der Kurbelradius ist r = 200 mm
(Abb. 78).

a) Wie groB ist die Ablenkung 8 der Schubstange, wenn die Kurbel sich um a dreht?

b) Berechnen Sie die zu den Winkeln a= 0°: 15°; 30%; .. .: 360° gehorigen Winkel § und
stellen Sie f# als Funktion von & grafisch dar!

¢) Fiir welche Drehwinkel « erreicht die Ablenkung f# der Schubstange ihre grofiten Werte ?

d) Welche Verschiebung des Kreuzkopfes entspricht den Kurbelstellungen a= 0 159
30°:...:360°7

e) Stellen Sie die Verschiebung des Kreuzkopfes als Funktion des Winkels a der Kurbel-
drehung analytisch und grafisch dar!

) Zerlegen Sie die von der Kolbenstange auf den Kreuzkopf iibertragene Kraft P= 8000 kp
in ihre Komponenten S und N! S wirkt in Richtung der Schubstange, N senkrecht zur
Gleitbahn des Kreuzkopfes bei den einzelnen Kurbelstellungen (Abb. 78).

g) Zerlegen Sie die auf den Kurbelzapfen Z wirkende
Schubstangenkraft Sin zwei aufeinander senkrecht
stehende Komponenten Bund D! D stellt den Druck
auf die Kurbelwelle dar, B ist die tangential zur
Kreisbahn des Kurbelzapfens wirkende Bewegungs-
kraft.

Berechnen Sie die Grofle der Komponentenkrifte D
und B fiir die Kurbelstellungen a= 0°; 15°%
30°:...:360°!

i) Stellen Sie die GréBe der treibenden Kraft B als
Funktion des Winkels « grafisch dar!

h

~

»

Bei der Konstruktion der Schaufeln einer Schleuder-
pumpe tritt folgendes Problem auf:

Gegeben sind zwei konzentrische Kreise mit den Ra- Abb. 79

dien R und r. Durch einen beliebigen Punkt A des

grofien Kreises soll ein dritter Kreis gezogen werden, der den groBen Kreis unter dem
vorgeschriebenen Winkel a, den kleinen Kreis dagegen unter dem vorgeschriebenen Winkel
schneidet (Abb. 79).
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Konstruktion:
—_
Wir nchmen an, 4B sei ein Bogen des gesuchten Kreises, M, sein Mittelpunkt und o sein

Radius. A B wird bis C verlingert. Dann sind die Dreiecke AM, B und BMC gleichschenklig;
weiterhin ist

< M,AM= a und

< M,BM= p.

< BAM sci y; dann wird
&= 180°— (6 + y)
0= 180°— (x4 f + 7); und damit
6= 180° — 180° + (a4 f+ 1) —
e=a+f

Man findet den Punkt B folgendermaBen:

Man ziecht AM und macht < A MC gleich ¢= & 4 . Damit erhiilt man den Punkt C. AC
schneidet den klcinen Kreis in B.
Jetzt ist M, aus AB und den Tangenten in 4 und B zu konstruieren.

a) Leiten Sie eine Beziehung fiir ¢ her! .
Anleitung: Ziehen Sie MM, und wenden Sie den Kosinussatz auf die Dreiecke AM, M
und BM, M an!
b) Wie groB wird g, wenn R= 420 mm: r= 200 mm: a = 40°; f= 60° sind ?
10. Die Abbildungen 80a bis 80c zeigen zwei Kegelzahnrider, deren Achsen sich unter dem
Winkel « schneiden.
a) Zeigen Sie, daf} gilt:

¥ e —— —

Ry=——*—Vr2Fr ¥ 2r,rycos
2 i dtrpcosa ! 2 Lie

5 -

R, = ! Vr,2+rge+2r,rzcosa

T rotrcosa

Anleitung: Fiir die Konstruktion der Zahnrider sind die sogenannten ,,Ersatzradien® R,
und R, nétig. Sie sind diejenigen Mantellinien von zwei Kegeln, die auf den
Mantellinien der Grundkegel mit den Radien r, und r, senkrecht stehen.

In Abbildung 80b sind die fiir die Berechnung digen Stiicke g dert gezeichnet.

s = ':/feilkreix
Abb. 80 . ¢ Jeilung t Fubikreis
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b) Man kann in den Formeln fiir R, und R, anstelle von r; und r; die Zihnezahlen z,
und z, einfithren.
Die Teilung t cines Zahnrades ist der Abstand zweier benachbarter gleichgerichteter Flan-
ken, in mm auf dem Bogen des Teilkreises gemessen (Abb. 80c).
Bedeutet z die Zihnezahl, dann ist u= 2ar= zt
Man kann die Teilung auch als Vielfaches von 7z wihlen; man nennt dann den Faktor M
von 7 den Modul M:

t= Man.

Daraus ergibt sich: % = dpe M

Zeigen Sie, dafl dann gilt: R
S e Vol F2f + 2550050
Zy + z; cos

Ri=n

Vel =+ 2,° + 22, 2, cos &
o L

%+ z3cos

und ) Ry,=

¢) Wie lauten die Formeln fiir R, und R,, wenn die Achsen der Kegelrider senkrecht aufein-
ander stehen ?

d) Berechnen Sie R, und R,, wenn

n=1—: g = 150

min min
M= 10 mm
z; = 50;z,= 25
d, = 400 mm; d, = 200 mm
a = 45°

sind!
Ausblick
24. Die Periodizitiit der trigonometrischen Funktionen
Durch die Definitionen 5 bis 8 (Kapitel 18) sind v

die trigonometrischen Funktionen fiir den Bereich
0°<x =360° (im BogenmaBl 0 <x < 2 x) erklirt
worden. Es entsteht die Frage, ob diese Einschrin- P!
kung notwendig ist. Wenn man sich den frei be-

weglichen Schenkel des Winkels x erstens nicht nur

im Gegenzeigersinn, sondern auch im Uhrzeigersinn 0
beweglich denkt, und zweitens die Bewegung nicht
auf einen einzigen vollen Umlauf beschrinkt, so wird
von diesem Schenkel auch bei jeder in diesem Sinne
verallgemeinerten Bewegung in jeder Lage ein ganz
bestimmter Winkel gegen die Ausgangslage gebildet.
Es ist nur nétig, eindeutig festzusetzen, wie diese
Winkel gemessen werden sollen, sowie die Definitionen 5 bis 8 auch auf diese Winkel
zu iibertragen.

AbDb. 81
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25. Die trigonometrischen Funktionen negativer Winkel

Erfolgt die Drehung des freien Schenkels

x

E_cot120° cot=120%/F

tan (=120°)

[y

cos 120°
(12

gelten sollen. Damit wird beispielswejse:
sin (—60°) = sin (4+300°)
cos (—110°) = cos (4250°)

—/—
sin(=120% | 5in120°

A

usw.

tan 120°

D Daraus folgt schliefilich:
sin (—60°) = —sin 60°.

des Winkels x im Gegenzeigersinn, so bezeich-
net man das als eine Drehung im mathema-
tisch positiven Sinn. Entsprechend nennt man
eine Drehung im Uhrzeigersinn eine Drehung
im mathematisch negativen Sinn und kenn-
zeichnet die so entstehenden Winkel durch
negative Vorzeichen vor ihren Grad- bzw.

BogenmaBwerten: —120°; — ;, — 1,9 usw.

+120° Nunmehr wird festgelegt, daB8 die Definitio-
) nen 5 bis 8 der trigonometrischen Funkticnen
auch fiir Winkel im Bereich 0°> x = — 360°

Nun ist aber andererseits (vgl. Kapitel 19)
sin 300° = sin (360° — 60°) = —sin 60°.

Abbildung 82 zeigt diese Bezichungen fiir die vier trigonometrischen Funktionen fiir

den Winkel —x = —120°. Daran erkennt man allgemein:
sin x = — sin (—x) tan x = — tan (—x)
cos X = cos (—x) col x = — cot (—x)
Aufgaben

1. Bestimmen Sie die Werte aller trigonometrischen Funktionen der folgenden Winkel:

a) — 30° b) — 18° €) — 135° d) —83,4°
e) — 90,45° f) — 174,17° g) — 214,92° b) — 282° 12 38"
i) — 393,27° k) — 450,13°

(1)

2. Bestimmen Sie zu den folgenden Funktionswerten f(x) die zwischen 0° und — 360° liegen-

den negativen Winkel!

I
o w9 ] B
sinx | —04848 | — 09024 0,0820 | tanx \ — 03759 — 09935 | 2,877
cos x 0,9655 0,3704 | —0,8604 = cot x | —191,0 — 1,333 | 00107
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3. Zeigen Sie geometrisch, dal die Beziehungen (1) avch fiir spitze und iiberstumpfe Winkel
Giiltigkeit besitzen!

4. Untersuchen Sie, ob die nachfolgenden Beziehungen auch fiir negative Winkel Giiltigkeit
besitzen!

a) tanx=f:7nsz b) cotx=:i:—si

¢) tanxcotx= 1 d) sin?x 4 cos?x =1

e) sinx = cos (90° — x) tan x = cot (90° — x)
cosx = sin (90° — x) cot x = tan (90° — x)

26. Die trigonometrischen Funktionen fiir Winkel mit Betriigen iiber 360°

Dreht sich der freie Schenkel im positiven oder negativen Sinne um mehr als nur
einen vollen Umlauf, so werden Winkel erzeugt, deren
Betriige grofer als 360° sind, nach zwei Umliufen v
Winkel, deren Betriige grofler als 720° sind usw.
Abbildung 83 veranschaulicht den Winkel + 480°.

Winkel, die sich um ganzzahlige Vielfache von +480°

360° voneinander unterscheiden, heilen dquivalent.

So sind beispielsweise —1150°; —790°; —430°; \1\

—70°; 4+290°; 4+650°; +1010° dquivalente Winkel. 7
Bezeichnet man den zwischen 0° und 360° liegen- k-/

den Winkel ¥ als Hauptwert, so ldBt sich jeder be-
liebige dquivalente Winkel durch folgende Beziehung

darstellen:
x=x+ k- 360° (k ganzzahlig) Abb. 83
1. Beispiel:
x = 1000°
x=x—k-360°
x=1000° — 2 - 360° = 1000° — 720°
x = 280°

Also ist 1000° = 280° + 2 - 360° (k ist also +2)

2. Beispiel:
x=—190°
¢ = x — k- 360°
= —=T790° — (—3) - 360°
—790° + 3 - 360° = — 790° + 1080°

Also ist —790° = 290° — 3 - 360° (k ist also —3)
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Die Definitionen 5 bis 8 sollen auch fiir Winkel gelten, deren Betriige grofler als 360°
sind. Dreht sich der freie Schenkel von einer beliebigen Ausgangslage aus im Einheits-
kreis, so hat sein Schnittpunkt P mit dem Kreis nach einem, zwei, drei, ... vollen
Umliufen dieselben Koordinaten wie in dieser Ausgangslage. Auch die Schnittpunkte
mit Haupt- und Nebentangente sind dann wieder die gleichen. Die Werte der trigono-
metrischen Funktionen miissen sich deshalb periodisch jeweils nach 360° wiederholen:

Die trigonometrischen Funktionen sind periodische Funktionen.

Die trigonometrischen Funktionen eines beliebigen Winkels x lassen sich damit auf
dieselbe Funktion des Hauptwertes X dieses Winkels zuriickfiihren:

sin & = sin (5 + k+360°) = sin
cosx = cos (& + k+ 360°) = cos =

(: ’ (K ganzzahlig)
tanz = tan(x + k- 360°) = tanx

cotx = cot (x + %+ 360°) = cotx

Bei gegebener Funktion f(x) und bekanntem Funktionswert findet man fiir den
Winkel x zuniichst die beiden Werte x; und x, zwischen 0° und 360°. Durch Addition
bzw. Subtraktion von beliebigen ganzzahligen Vielfachen von 360° ergeben sich daraus
die dquivalenten Winkel.

Zur gegebenen Funktion erhilt man also die Winkel
x1+ k- 360° und x, + k - 360° (k ganzzahlig)

1. Beispiel:
a) sin 4160° = sin (200° 4- 11 - 360°) = sin 200° = — sin 20°
=—0,3420
b) cot (— 1470°) = cot (330° — 5 - 360°) = cot 330° = — cot 30°
=-—1,732

2. Beispiel:
a)cos x = 0,9100;
X = 24,5° x;=24,5° 4+ k - 360°

] (k ganzzahlig)
g=1335,5° xy=335,5°+ k - 360°

b) tanx=—1,280
x, = 128° x, = 1284k - 360°

l (k ganzzahlig)
%= 308° Xy = 308° + k - 360°



Die Perioden der trigonometrischen Funktionen

Aufgaben

1. Geben Sie zu den nachstehenden Winkeln die auf sie folgenden drei fiquivalenten Winkel

bei positivem und negativem Drehsinn an:

a) 500 b) 175° ¢) 335 d) 117,5° &) — 221,68°

f) —33° g) 212,7° h) — 148,5° i) 241°15" k) 7°10°10"!
2. Wie grol} ist ‘der Hauptwert der Winkel

a) 1200° b) 5180° c) — 320° d) — 1755° e) —615°23

f) 2123° g) — 4713° h) 498° 10" i) — 913,2° k) 2916,48°?
3. Bestimmen Sie die Funktionswerte

a) sin 383° b) sin 773,2° ¢) sin (— 640,56°)

d) sin (— 3620,78%) €) cos 421° f) cos 1527,3°

g) cos (— 704,64°) h) cos (— 1083,92°) i) tan 8000°

k) tan (— 444,79 1) cot 992,25° m) cot (— 524,44°)!
4. Geben Sie simtliche Lésungen fol ler Gleich an!

a) sinx = 0,3223 b) sinx = 0,8440 e) cosx = 09018

d) cosx= —0,1382 e) tanx = — 1,083 f) tanx = 0,9045

g) cot x = 0,0524 h) cotx = — 0,4109

27. Die Perioden der trigonometrischen Funktionen

Im Kapitel 26 wurde festgestellt, daB infolge der Ubertragung der Definitionen 5

bis 8 auch auf Winkel mit Betrigen iiber 360° die Funktionswerte nach jeweils 360°
wiederkehren, die trigonometrischen Funktionen also periodisch sind.

In der grafischen Darstellung mufl deshalb das Kurvenstiick, das sich bei

der Darstellung der einzelnen Funktionen im Bereich 0° < x < 300° (im Bogenmal3:

0 =x < 2 @) ergab, sich nach

beiden Seiten in regelmiBiger LI g
Wiederkehr fortsetzen. Fiir die Ll
Sinusfunktion ergibt sich so die ?’/'\ t 7
Abbildung 84. Z U Z c
Man erkennt, daB8 sich das =1 23 4
! 2 -1
zwischen 0 und 27 gelegene
Kurvenstiick immer wiederholt.
Abb. 84

Ebenso kénnte man das aller-
dings auch von dem zwischen

—27 und 0, oder dem zwischen —27 und +27, oder dem zwischen 0 und 67
gelegenen Kurvenstiick sagen. Die Lingen von Abschnitten auf der x-Achse, inner-
halb deren ein sich wiederholendes Kurvenstiick liegt, nennt man Perioden der



80 Die Berechnung des schiefwinkligen Dreiecks

betreffenden Funktion. Perioden der Sinusfunktion sind also 27, 47, 67, 87, .. ..
Am wichtigsten ist die kleinste Periode; sie betriigt hier 2 7. Mit ihrer Hilfe 1Bt sich
nimlich der analytische Ausdruck der Sinusfunktion wie folgt umgestalten:
Statt y = sin x mit — 0o < x < + oo (lies: Definitionsbereich unbegrenzt von be-
liebig kleinen bis zu beliebig groBen x-Werten) kann man auch schreiben:
y =sin(x+ 2k 7) mit 0 < x < 2 7; k ganzzahlig.
Das ist deshalb erlaubt, weil nach unseren Uher]egungen gilt:
sin(x 4+ 2k 7)=sinamit 0 <x < 2 zundk ganzzahlig.
Danach ist beispielsweise
sin 0,5 7 =sin(0,574+2-3 7)=sin0,5 7;
im Gradmal: sin 1170° = sin (90°+ 2 - 3 - 180°) = sin 90°.
Entsprechendes gilt fiir die Kosinusfunktion
cos (x + 2k ) = cos x fiir 0 < x < 2 7 und k ganzzahlig.
In Abbildung 85 ist diese Funktion in der Form
y = cos(x+ 2k ) mit 0 =x < 2 7 und k ganzzahlig
grafisch dargestellt. Auch ihre kleinste Periode ist 2 7.
Wir stellen weiter fest, dal die Funktionen y = sin x und y = cos x fiir jedes belie-
bigex erklirt sind.
y

|t————————— kleinste Periode —————m=

/-?"\ =i /\ T ?!L\

Abb. 85

Wenn wir genauso mit den Funktionen y = tan x und y = cot x verfahren, so finden

wir, daf} diese sich zunichst dhnlich verhalten. Auch sie haben Perioden von der GriSe

2n, 47, 6m,. ... Doch unterscheiden sie sich

y in 2 Punkten von der Sinus- bzw. Kosinus-
funktion:

(1) Die kleinste Periode ist 7.

(2) Sie sind nicht fiir alle x-Werte erklirt.

2
; Die in Abbildung 86 dargestellte Tangens-
-2m, - 5 funktion hat infolgedessen den analytischen
2/ 1 2 X Ausdruck
o= y=tan(x+kxn) mit 0=x <=z
kleinste "
Periode und k ganzzakiig.

Sie ist nicht erklirt an den Stellen

Abb. 86 x= -2' +kn  (k ganzzahlig).
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gensfunktion gilt entsprechend der analytische _, -
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tan (x + k) =tanx
mit 0 < x < 7 und k ganzzahlig.
Fiir die in Abbildung 87 dargestellte Kotan-

)

Ausdruck: T 2 1 3 &

¥

Es gilt

Die Funktion ist nicht erklirt an den Stellen

= cot (x 4 k 77) mit 0 =x< 7 und k ganzzahlig. |=-klinste

g
g
g

cot(x + k) = cotx
mit 0 =x < 7 und k ganzzahlig.

x=k 7 (k ganzzahlig) . Abb.87

Aus den grafischen Darstellungen deritrigono-

metrischen Funktionen kann man den Wertevorrat jeder dieser Funktionen deutlich

€

rkennen. Wir geben nachstehend nochmals eine zusammenfassende Ubersicht iiber

Definitionshereich und Wertevorrat der trigonometrischen Funktionen.

Funktion Definitionsbereich Wertevorrat
y=sinx —05<X<+00 —1=sy=s+4+1
y=cosx —ocoLx <+ —I=y=+1
y=tanx — 00 < x < + oo mit Ausnahme der —oo Ly <+ o0

Stellen - + kz (k ganzzahlig)

y=cotx — 00 < x < + oo mit Ausnahme der —oo Ly <+ oo

6

Stellen & 7 (k ganzzahlig)

Aufgaben'

1. Man bezeichnet eine Funktion als gerade Funktion, wenn f(— x) = f(x) ist, als ungerade
Funktion, wenn f(— x) = — f(x) ist.
a) Untersuchen Sie an Hand von Beispielen, welche der trigonometrischen Fuunkiionen ge-
rade und welche ungerade sind!
b) Welche anderen geraden bzw. ungeraden Funktionen kennen Sie ?
2, Untersuchen Sie die Symmetrieverhltnisse bei den Bildkurven der trigonometrischen Funk-
tionen in folgenden Bereichen:

a)0=<x<27 b)o=x=n c)—fgzg-f—:!
3. Es soll unter Benutzung der Formeln
(1) tanx= et
cos x
(2) cotx= cf)sx
sin x

gezeigt werden, daf die Tangens- und die Kotangensfunktion die kleinste Periode 7z besitzen.

{00 920]
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4. Bestimmen Sie die folgenden Funktionswerte:

a) sin 57 b) sin7% Ea ¢) sin (— 1547)
d) sin 10,5 e) cos (— 3x) f) cos 2%7!

5 : 3
g) cos 100 h) cos 6,53 i) tan 97

1

k) tan 1,72 1) tan (— 2 12 .7) m) tan 3,487
n) cot(— 1901\) o) cot 147 p) cotld

q) cot (— 3,206)!

5. Geben Sie die all i Losungen fiir die folgenden Besti gleich im Bogen-
mal} an:
a) sin x=?l$/§ b) sinx=—',];l/27—7}/3
¢) sin x = 0,5052 d) cos x = ,; V2
f) e
e)cosx = — - VZ +73 f) cos x = 0,9340
g)tanx:‘7+}/3 h)Lanx:—;Vé
i) tan x = 5,823 k) cot x = —V3
1) cot x=7V3-2 m) cot x = 0,1341!

6. Stellen Sie in einem einzigen Diagramm dar:

1. y=sinx l
II. y=2sinx (—asx<'+3n)
III. y=sin2x

a) Vergleichen Sie die Ordinaten der Funktionen I. und IL bei jeweils gleichen Argu-
menten ! y

b) Welche Periode hat die Funktion III. ?
¢) Was ergibt ein Vergleich der Bilder der Funktionen

y=sinx, y = nsinx und y =sinnx?

7. Stellen Sie in einem einzigen Diagramm dar:
I y=sinx

. £
II. y.——sm(x—? (—n<x<+37)

III. y= sin (x + ;)

Vergleichen Sie die Lage der drei Funktionsbilder im Koordinatensystem!



Abb. 83

STEREOMETRIE

Das Kombinat Schwarze Pumpe wird neben Brikettfakriken und Braunkohlen-
veredlungsanlagen auch zwei Kraftwerke erhalten. Grofie kugelformige Reservewasser-
behilter sichern den Arbeitsablauf der Dampfturbinen. Die Abbildung 88 vermittelt
einen Einblick in die Bauarbeiten am Kraftwerk West im Kombinat Schwarze Pumpe
und zeigt die Kugelbehilter wihrend der Montage. Das Fassungsvermégen der Kugel-
behilter, der Materialbedarf, die erforderlichen Fundamente und anderes muflten ent-
sprechend dem Wasserbedarf der Kesselanlagen errechnet werden.

Derartige Probleme, in denen die Oberfliche, der Rauminhalt, Strecken an Kérpern,
Korperkanten oder auch Schnittflichen und Teile von Kérpern berechnet werden miis-
sen, begegnen uns in allen Wirtschaftszweigen. . ”

Die mathematischen Grundlagen zur Losung solcher Probleme vermittelt die
Stereometrie!, die Lehre von der Korperberechnung.

Wir beschiftigen uns in der Stereometrie mit Korpern. Darunter verstehen wir Ge-
bilde, die drei Ausdehnungen haben, nimlich Liinge, Breite und Hohe. Bei den Flichen
haben wir es nur mit zwei Ausdehnungen zu tun (Linge und Breite), bei den Linien
lediglich mit einer, der Linge. Man nennt aus diesem Grunde Korper auch dreidimen-

1 Stereometrie (aus dem Griech.) Korpermessung

6%
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sionale geometrische Gebilde, Flichen zweidimensional und Lingen eindimensional.
Dem Punkt schreibt man in konsequenter Erweiterung dieser Uberlegung die Dimen-
sion Null zu.

Die mathematischen Kérper, die wir als Wiirfel, Pyramide, Kugel usw. kennen,
sind nicht identisch mit den entsprechend gestalteten korperlichen Gegenstiinden
unserer Umwelt, die man im Unterschied dazu wirkliche oder reale Korper nennt. Ein
Ziegelstein z. B., den wir als einen Quader auffassen konnen, hat ein bestimmtes
Gewicht, er besteht aus gebranntem Lehm, er sieht rotlich aus und hat kleine Risse
und kleine Hohlrdume. Alle diese Eigenschaften interessieren uns in der Mathematik
nicht, wir sehen von diesen Eigenschaften ab. Fiir uns ist nur eine einzige Eigenschaft
wichtig, die Form des Korpers.

Wenn wir bei der Untersuchung einige Eigenschaften in der geschilderten Weise
unberiicksichtigt lassen, so sagt man, es wiirde aus dem konkreten Begriff des Ziegel-
steins der abstrakte Begriff des Quaders gewonnen. Alle Wissenschaften bedienen sich
der Abstraktion, um Begriffe zu bilden. Fiir dic Stereometrie sind diejenigen Korper
wichtig, deren Formen nach bestimmten Gesetzen gebildet wurden.

Wir legen demnach fest:

Ein mathematischer Kérper ist ein allseitig begrenzter Teil des Raumes von gesetz-
miibiger Gestalt.

Die bisher behandelten Korper sind in Abbildung 89 in Zweitafeldarstellung (Grund-
und Aufril) zusammengestellt. Wir wollen uns noch einmal iiber den Vorteil und den
Mangel dieser Art der Abbildung klarwerden. Wir kénnen aus der Zeichnung sofort
die wichtigsten Malle erkennen, dafiir miissen wir den Nachteil in Kauf nehmen, dafl
die Abbildung mit den aus der Anschauung gewonnenen Bildern der Korper nicht iiber-
einstimmt.

Die Darstellung in schriger Parallelprojektion (Abb. 90) ist anschaulicher, aus ihr
kénnen jedoch nur wenige MaBle entnommen werden. Bei allen Verfahren der ,,Dar-

AO
D A 000

Abb. 89

stellenden Geometrie* und ihrer Anwendung in der technischen Praxis, des ,,Tech-
nischen Zeichnens®, wird mit der gréBeren MaBgerechtheit die Anschaulichkeit ver-
ringert, und umgekehrt mufl die gréfere Anschaulichkeit durch Verminderung der
MafBgerechtheit erkauft werden. Ein Verfahren, bei dem beide Forderungen zugleich
vollstindig erfiillt werden, gibt es nicht.
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Es gibt auBler den oben dargestellten Kérpern noch sehr viele andere mathematische
Kéorper. Um sich in der Vielfalt der méglichen Korper zurechtzufinden, bedarf es cines
Einteilungsprinzips.

Wir wollen die Korper nach ihren Begrenzungsflichen einteilen.

Es gibt Kérper, die nur von ebenen Fliichen begrenzt sind, und Kaorper, bei denen
wenigstens eine oder siimtliche Begrenzungsflichen gekriimmt sind.

Danach unterscheiden wir
ebenflichige Korper, auch Polyeder oder Vielflache genannt und
krummflichige Korper.

Aus dieser Definition geht hervor, dafl die krummflichigen Korper eventuell auch
einige ebene Begrenzungsflichen haben kénnen, dafi also der Zylinder ein krummflichiger
Kérper ist, obwohl er nur eine gekriimmte und zwei ebene Begrenzungsflichen hat.

Die Oberfliche von ebenflichigen Korpern ist zu berechnen als Summe der ebenen
Begrenzungsflichen. Bei einigen krummflichigen Kérpern ist es moglich, die gekriimmte
Fliche dadurch zu berechnen, dal man sie ohne Verzerrung in eine Ebene legt, wie
das beim Abrollen des Zylinders oder des Kegels geschieht. Diesen Vorgang nennt
man ,,Abwickeln®. Das ist aber nicht bei allen krummflichigen Kérpern miglich,
2. B. nicht bei der Kugel. Die Berechnung muf8 dann mit anderen Methoden erfolgen.

V. Ebenflichige Kérper

Ebenflichige Kérper sind die Prismen und die Pyramiden.

28. Die Definitionen der ebenflichigen Kérper

Definition des Prismas:

Unter einem Prisma verstehen wir einen Korper, dessen Grundfliche und Deckfliche
kongruente Vielecke und dessen Seitenflichen Parallelogramme sind.

Aus dieser Definition kann sofort hergeleitet werden, daB die Grund- und Deck-
fliche in parallelen Ebenen liegen. Nach der Anzahl der Seiten des Grundvielecks wird
ein Prisma als n-seitiges Prisma bezeichnet. Wir unterscheiden gerade und schiefe
Prismen, je nachdem, ob die Seitenflichen senkrecht auf der Grundfliiche stehen
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oder nicht. In Abbildung 91 ist ein gerades Prisma einem schiefen gegeniibergestellt.
Beide haben kongruente Grundflichen und gleiche Hohen. Beim geraden Prisma sind
die Seitenflichen spezielle Parallelo-
gramme, niimlich Rechtecke.

Auflerdem werden regelmiBige und
unregelmifige Prismen unterschie-
den, je nachdem, ob die Grundfliche
ein regelmiiBiges oder ein unregel-
miiliges Vieleck ist.

Quader und Wiirfel sind Prismen.
Ein Quader ist ein vierseitiges gerades
Prisma, dessen Grundfliche ein Rechteck ist. Der Wiirfel ist ein Prisma, bei dem alle
Flichen Quadrate sind. Der Wiirfel hat Bedeutung als Raummaf. Nach dem lateinischen
Wort ,,cubus* fiir Wiirfel nennen wir die Raummafe Kubikmeter, Kubikzentimeter usw.

Abb, 91

Definition der Pyramide :

Unter einer Pyramide verstehen wir einen Korper, der von einem Vieleck als Grund-
fliche und von Dreiecken als Seitenflichen begrenzt wird.

Als regelmiiBige Pyramide bezeichnen wir eine Pyramide, deren Grundfliche ein regel-
miiBiges Vieleck ist und deren Spitze senkrecht iiber dem Mittelpunkt der Grund-
fliche liegt. Jede Pyramide lidBt sich in dreiseitige Pyramiden zerlegen. Bei der drei-
seitigen Pyramide kann jede Begrenzungsfliche Grundfliche sein.

29. Die Berechnung des R inhalts der ebenflichigen Korper

Wir gehen vom geraden Prisma aus. Die Abbildung 92 zeigt ein Prisma, dessen
Grundfliche 8 FlichenmaBeinheiten groff ist. Es hat eine Héhe von einer Liéngen-
maBeinheit. Es ist sofort einzusehen, daf} das Volumen
des Prismas 8 RaummaBeinheiten betragen muBl. Bei

einer Korperhohe von n LingenmaBeinheiten 1aBt sich Sf———— —
der Korper in n solcher Schichten zerlegen, sein Volumen Z g
betrigt dannn-mal 8 Volumeneinheiten (Abb. 93). Verall- ) IyRE - —
-
|
jEpEES———— -
i
! =
L =
Abb. 92 Abb. 93

gemeinern wir diese Erkenntnis auch auf solche Kérperhshen, die Teile einer Lingen-
einheit sind, dann wird der Satz gewonnen:

Das Volumen eines geraden Prismas errechnen wir, indem wir die Grundfliche mit
der Hohe multiplizieren.

Wenn dabei die Héhe h, die Grundfliche G und das Volumen V in entsprechenden
MaBeinheiten angegeben bzw. berechnet werden, ergibt sich die einfache Beziehung:

V=G-+h
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Beispiel: Hohe in cm, Grundfliche in cm?; V ergibt sich dann in cm?®

An sich ist es iiberfliissig, fiir Quader und Wiirfel besondere Volumenformeln auf-
zustellen, da sie in der allgemeinen Formel enthalten sind:

Quader mit den Seitenkanten a, b,c¢: G=a -b; h=c; V=a-b ¢
Wiirfel mit der Seitenkante a: G=da*; h=a; V=a®

Da die Quader- und die Wiirfelform in der Praxis aber besonders hiufig anzutreffen
sind, muf mit diesen speziellen Formeln sehr oft gerechnet werden.

Auch das Volumen des schiefen Prismas liBt sich jetzt berechnen, indem wir
das schiefe Prisma auf das gerade zuriickfithren. Wir betrachten zunichst ein gerades
Prisma. Wir nehmen einen Stapel Schulhefte oder ein Paket Postkarten, die genau
senkrecht iibereinanderliegen. Ein solcher Stapel hat die Form eines geraden Prismas.

—

£/

Abb. 94

Sein Volumen wird berechnet nach unserer Formel ¥ = G - h. Wir verschieben jetat
die einzelnen Schulhefte oder Postkarten mit einem Lineal gleichmifBig nach rechts
und nach hinten. Es entsteht éin anderer Stapel, dessen Form man, wenn man von der
geringen Dicke der einzelnen Stufen absieht, als schiefes Prisma bezeichnen kann
(Abb. 94). Da bei der Verschiebung das Volumen, aber auch die Grundfliche und die
Héhe des urspriinglichen Stapels sich nicht geindert haben, kénnen wir vermuten, da
auch fiir das schiefe Prisma dic Formel V' =G - h gilt.

Mit unserer Uberlegung haben wir diese Formel nicht bewiesen. In Wirklichkeit
haben wir kein schiefes Prisma vor uns, sondern ein stufenformiges Gebilde, das einem
Prisma immer niher kommt, je mehr wir die Dicke seiner Elemente vermindern. Be-
steht unser Stapel z. B. nicht mehr aus Postkarten, sondern aus ganz diinnen Papier-
blittern, ist dieser Stapel einem Prisma schon sehr nahe gekommen. In der Mathe-
matik muf} aber erst noch exakt bewiesen werden, dafl an unserer Uhcrlegung sich
nichts éndert, wenn wir die Anzahl der Blitter groBer werden lassen als jede angeb-
bare Zahl, so daBl die Dicke der einzelnen Schichten kleiner wird als jede angebbare
Zahl, d. h. gegen Null strebt.

In jeder Hohe haben die beiden Kérper, das gerade und das schiefe Prisma, gleiche
Querschnittsflichen. Deshalb ist ihr Volumen gleich. In unserem Falle waren die
Querschnittsflichen sogar kongruent. Auch in dem allgemeineren Falle, daB die beiden
Querschnittsflichen nur flichengleich, aber von verschiedener Form sind, bleibt die
Volumengleichheit der beiden Prismen bestehen.

Der italienische Mathematiker Cavalieri, der in Bologna am Anfang des 17. Jahr-
hunderts lebte und forschte, sprach diese anschaulich verstindliche Tatsache zum
ersten Male als mathematischen Satz aus, ohne ihn allerdings beweisen zu kénnen. Das
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konnte erst spiter mit mathematischen Mitteln nachgeholt werden, die Cavalieri noch
nicht zur Verfiigung standen. Er stellte fest:

Zwei Korper haben den gleichen Rauminhalt, wenn sie zwischen zwei parallelen
Ebenen liegen und ihre Querschnitte in gleicher Hohe jedesmal gleich sind.

Dieser Satz wird als Lehrsatz des Cavalieri bezeichnet. Wir haben ihn hier ohne Be-
weis benutzt, um das Volumen jedes beliebigen Prismas zu berechnen. Wir werden
von dem Lehrsatz auch in anderem Zusammenhang noch Gebrauch machen. Auch bei
der Berechnung des Volumens einer Pyramide wird er benétigt.

Wir gewinnen zuniichst das Volumen einer geraden Pyramide durch folgende
Uberlegung: Jedes gerade Prisma liBt sich in dreiseitige Prismen zerlegen, da sich die

Abb. 95

Grundfliche in Dreiecke zerlegen ldBt. Jedes dreiseitige Prisma aber kann durch
Schnitte in drei Pyramiden zerlegt werden, die raumgleich sind, weil sich nachweisen
1aBt, daB sie gleiche Grundflichen und gleiche Hohen haben (Abb. 95). Mit Hilfe
des Strahlensatzes ergibt sich, daf} diese Pyramiden in gleicher Hohe gleiche Quer-
schnittsflichen haben. Unter Benutzung des Lehrsatzes des Cavalieri ist damit die
Volumengleichheit der Pyramiden bewiesen, und es gilt fiir das Volumen der geraden
Pyramide: "
=5Gh

Da die Verschiebung bei einer Pyramide genauso maglich ist wie bei einem Prisma
und sich dieselben Uberlegungen anstellen lassen, gilt die Volumenformel nicht nur bei
der geraden, sondern auch bei der schiefen Pyramide.

Volumen der Pyramide:
1
=g Gh

30. Die Berechnung der Oberfliche ebenflichiger Korper

Unter der Oberfliche verstehen wir die Gesamtheit aller Begrenzungsflichen eines
Kérpers. -

Bei den ebenflichigen Korpern, die wir bisher betrachteten, den Prismen und Pyra-
miden, bezeichnen wir die Gesamtheit aller Seitenflichen als Mantel. Bei den Prismen
vervellstindigen die Grund- und die Deckfliche, bei den Pyramiden nur die Grund-
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fliche die Oberfliche. Die Berechnung erfolgt
grundsiitzlich in der Weise, daBl man die Flichen-
grofen der einzelnen Teilflichen bestimmt und
diese addiert. Wenn bei regelmiBigen Kérpern
einzelne Teilflichen &leiche GroBe haben, kann |
man die Berechnung durch Vervielfachung dieser o
Teilflichen vereinfachen.

Beispiele:

Quader mit den Seitenkanten a, b, ¢: Die Ober-

fliche besteht aus 6 paarweise gleichen Recht-

ecken: )
0 = 2ab + 2bc + 2ac = 2 (ab + be + ac) a :

Wiirfel mit der Seitenkante a: Die Oberfliche be- o™+ b

steht aus 6 Quadraten: Abb. 96

0=6a*

Manche der fiir solche Volumen- oder Flichen-
berechnung notigen Strecken lassen sich durch 7 \
Messung nur schwer oder gar nicht bestimmen. % /
Diese Strecken kénnen meist mit Hilfe des Satzes / <
des Pythagoras oder durch Benutzung trigono- /
metrischer Bezichungen berechnet werden. In e .
vielen Fillen ist zum Beispiel die Hohe einer LT —
Pyramide schwer zu messen, dagegen ist es in \ o
besonderen Fillen nicht schwierig, aus der leicht
zu messenden Grundkante und der Seitenkante
die Hihe zu berechnen. Das Verfahren fiir solche
Berechnungen sei an zwei Beispielen gezeigt.
Aus der Abbildung 96 ist sofort zu ersehen, Abb.97
daB die Raumdiagonale eines Quaders aus den
drei Kanten berechnet werden kann: d2= a*+ b2+ ¢2. Aus Abbildung 97 gehen
die Zusammenhinge zwischen den StreckengréBen einer regelmifigen vierseitigen
Pyramide hervor.

2 = g2 4 a? = 2a2%; dzal/Z; ;,:'le/:

e L

aus sz=h2+a—1 ergibt sich R=gt- h=l/s"'~£i-
2 27 9

Bei jeder Flichen- und Volumenberechnung miissen die zur Rechnung verwendeten
GroBen die gleiche MaBeinheit aufweisen, Multipliziert und dividiert werden nur die
MaBzahlen. Die Benennung des Ergebnisses richtet sich nach den verwendeten MaB-
einheiten.
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Beispiel: Ein Quader von 1,20 m Linge, 8 dm Breite und 40 cmm Hohe hat eme
Oberfliche von

0=2(1,2-08+412-0,4+0,8-0,4) m2= 3,52 m?
oder 0=2(12-8+412.44 8-4)dm?= 352 dm?
oder 0 =2 (120 - 80 + 120 - 40 + 80 - 40) cm? = 35200 cm?
und ein Volumen von

V=(12-0804) m3= 0,384 m3
oder V= (12.8 . 4) dm® = 384 dm?
oder V' = (120 - 80 - 40) cm®= 384000 cm?.

Ein Behiilter von dieser Form und Gréfle wiirde also 384 dm® = 384 1 = 3,84 hl Wasser
fassen.

In der Technik ist es sehr oft nétig, das Gewicht eines Korpers zu bestimmen. Das
Gewicht (P) wird berechnet aus Volumen (V) und Wichte (y), die durch folgende Be-
ziehung miteinander verbunden sind:

P=V.y
Die Wichtey wird definiert als Verhiltnis von Gewicht und Volumen: y= ,}; Sie
erhilt deshalb die Benennung: p - em™. Aus der MaBzahl der Wichte, so z. B. bei
Kupfer (y=8,9 p- em™) ldBt sich sofort erkennen, daB 1 Kubikzentimeter Cu 8,9 P
wiegen muf, 1 Kubikdezimeter 8,9 kp, 1 Kubikmeter 8,9 Mp und 1 Kubikmillimeter
8,9 mp.

Es ist notig, jedes Ergebnis daraufhin zu iiberpriifen, ob der gefundene Zahlenwert
méglich ist, z. B. dadurch, daB man das Ergebnis vor der Rechnung schiitzt. Dabei
kann uns der Vergleich mit einem Kubikzentimeter usw. sehr gute Dienste leisten.

Aufgaben

"N Eine Gemeinde beabsichtigt, ein Freibad zu errichten. Im ebenen Gelinde ist ein Becken
geplant von 50 m Liinge und 25 m Breite, das an der flachen Seite 1 m und an der gegeniiber-
liegenden tiefen Seite 4 m tief ausgeschachtet werden soll. Der Ubergang erfolgt gleichmiBig.

a) Wieviel Kubikmeter Erde miissen bewegt werden ?
b) Wie grof3 ist die Fliche, die durch einen Spezialbetonbewurf abgedichtet werden muf} ?

¢) Wieviel Kubikmeter Wasser faBt das Becken, wenn es bis 60 cm unterhalb des Randes ge-
fiillt wird ?

Anleitung: Das Becken hat die Form eines Prismas, dessen 6sundfliché ein Trapez ist.

1]

115 m® Baugrund sollen mit Lastwagen fiir 3,5 t Nutzlast abgefahren werden.

a) Wieviel Fahrten sind notig ? (Die Wichte des Baugrundes betrigt 2,1 crl:i“‘)

b) Wie hoch darf beladen werden, wenn die Pritsche des Lastwagens 4,40 m lang und 2,30 m
breit ist 7

«w

. Wieviel Mauerziegel sind zum Bau eines Giebels erforderlich, der die Form eines gleich-
schenkligen Dreiecks von 12 m Grundlinie und 5 m Hohe hat, wenn die Mauer einen Stein
stark (£ 25 cm) aufgefiihrt wird und als Norm fiir 1 m? Mauerwerk 400 Steine gelten?
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4. Wieviel Kubikmeter Steine mufiten beim Bau der Cheopspyramide in Agypten bewiltigt
werden ? Das gewaltige Bauwerk ist eine quadratische Pyramide. Eine Seite des Grund-
quadrates betrug urspriinglich 233 m, die Pyramide war 146,5 m hoch. (Jetzt betragen die
Abmessungen nur noch 227,5 m und 137,2 m.)

5. Berechnen Sie Volumen und Oberfliche einer Pyramide, deren Spitze senkrecht iiber der
Mitte eines regelmiBigen Zwblfecks liegt, das die Grundfliche bildet! Der Radius des Um-
kreises des Zwolfecks ist 10 cm, die Pyramidenhohe 12 cm groB. (Die Berechnung der Grund-
fliiche ist mit Hilfe trigonometrischer Funktionen durchzufiihren.)

6. Ein Balken soll 14 m lang, 28 cm breit und 20 cm dick sein.
a) Um wieviel wird er schwerer, wenn er aus Buchenholz statt aus Fichtenholz geschnitten
wird ?
b) Wievielmal so schwer ist er wie der Balken aus Fichtenholz?

Buchenholz hat die Wichte 0,75, Fichtenholz 0,56 "
cm cm’

Mathematische Schiilerauftriige

1. Im Materiallager des Betriebes, in dem Sie den Unterrichtstag in der Produktion durch-
fithren, finden Sie Stabstihle. Welche Querschnittsformen haben Sie entdeckt? Berechnen
Sie das Gewicht in kp fiir einen Meter eines Stabstahles! Entwickeln Sie eine Tabelle, aus der
fiir s (Durchmesser) im Intervall von 10 mm bis 30 mm das Gewicht pro Meter angegeben
ist, und stellen Sie die Werte grafisch dar!

2. Vergleichen Sie den Laderaum (Kastenlinge, -breite und -hohe) des LKW ,,Sachsenring**
H 3 A mit dem des LKW ,,Garant** prozentual! Beide LKW sollen zum Transport von
Ziegelsteinen eingesetzt werden. Denken Sie an die zulissige Nutzlast!

3. An jeder Drehmaschine wird der Drehstahl durch Anziehen des Gewindebol und der
Gegenstellschraube an der Klemmgabel befestigt. Deuten Sie die Linge der Uberwurfmutter,
und berechnen Sie das Volumen! Uberpruﬁ‘n Sie das Ergebnis mit Hilfe der Methode der
Wasserverdringung!

4. Bei Shapingmaschinen wird der Vor m in Gleitschi gefiihrt, die infolge des auf-
tretenden Verschleiles nachgestellt werden konnen. Das Gewicht einer Gleitschiene soll er-
mittelt werden!

5. Am Konsole und am Fristisch der Fri hine sind meist Schwalb hwanzgleitschi
angebracht. Welche technische Bedeutung haben diese Gleitschienen? Berechnen Sie die
Oberfliiche und das Volumen einer Gleitschiene!

31. Die Berecl g des Pyramid pf
In der Technik begegnen uns noch andere als die bisher behandelten ebenflichigen
Kérper. So findet man hiufig Kiihltirme, die die Form eines Pyramidenstumpfes
haben.
Wir definieren:

Ein Pyramidenstumpf ist der Restkorper, der entsteht, wenn von einer Pyramide
durch einen Schnitt parallel zur Grundfliche die Spitze abgetrennt wird.

Der Pyramxdenstumpf hat als Grund- und Deckflache dhnliche Vielecke. Um das zu
beweisen, wenden wir den Strahlensatz auf jedes Strahlenbiischel an, das in einer
Seitenflichenebene liegt. Die Seitenflichen sind Trapeze.
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Die Berechnung des Volumens

Das Volumen einer abgestumpften Pyramide
ist die Differenz zwischen dem Volumen der ur-
spriinglichen Pyramide und dem Volumen der
abgeschnittenen Pyramide. Die Berechnung kann
mit Hilfe der GroBen der Grund- und Deckfliche
und mit Hilfe der Hohe des Stumpfes oder der
Linge einer Seitenkante erfolgen; diese Grofen
kénnen wir messen oder auf einfachem Wege rech-
nerisch bestimmen.

Aus der Abbildung 98 entnehmen wir:

. 1 1
V= 36i(h+x) = ;G

e—

1., 1 | g
=?(,1h+:3—(}1x— 362;:
Abb. 98 ) 1 ,
=3 Gy h + 3 (G, — Gy) x

Um x zu eliminieren, benutzen wir die Tatsache, daB sich ihnliche Vielecke wie die
Quadrate entsprechender Seiten verhalten:

Gy:Gy = ay?: a,? (1)
Eine weitere Beziehung ergibt sich durch zweimaliges Anwenden des Strahlensatzes.
Zuerst aus der Schnittebene, die die Hohe und eine Seitenkante enthilt:
yilsty)=x:(h+x) (2)
(Dabei bedeuten s die Seitenkante des Pyramidenstumpfes und y die Seitenkante der

kleinen Pyramide.)
Dann aus der Ebene, in der die Seitenfliche mit der Grundkante a; liegt:

yilsty)=az:a (3)
Aus den Proportionen (2) und (3) ergibt sich:
az:ay=x:(h+x) (1)

und in Verbindung mit (1):
Gy: Gy =x%: (h + x)?
Daraus folgt schlieBlich:
Gy x2= Gy (h + x)?
x)Ci= hYGy+ x |G,

(V61— V62) = nY/G,

_ _h¥6, _ _ RIG, (G, +V6,)
V6, — VG, G, —G,
i L6, — 6, V6. (16, +15,)
V=3 Gih + 3 (G, Cz)——a—_‘-(h——-

= 3Gk + 3 h(/CiCa+ Gy)

7:em % (6 + VG, Ga 4 G,)
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Da die gemesscnen Werte, die die Grundlage der Berechnung bilden, in jedem Falle
nur eine beschrinkte Genauigkeit erre’chen, wird an Stelle der entwickelten Formel in
der Praxis oft eine einfachere Niherungsformel verwendet. Der Pyramidenstumpf
wird ersetzt durch ein Prisma gleicher Hohe, dessen Grundfliche gleich dem arith-
metischen Mittel aus der Grund- und der Deckfliche der Pyramide ist.

< GG

1 4 2 2h=Gp-h
. “
Die Grundfliche G,, dieses Prismas ist nicht die Schnitt- I
fliche des Pyramidenstumpfes, die in der Mitte zwischen G, /
und G, liegt. Fiir den Fall des quadratischen Pyramiden- 4--4-=
stumpfes der Abbildung 99 ergibt sich némlich: ;
Gi=a? Gy=a?; G,=a,’ / &
2 + ¥ 2 b =Tt
am?: a, 2 a 2
1,2+ a,® Abb. 99

Die Seite des Schnittquadrates, das genau in der Mitte zwischen G, und G, liegt, ist
aber
- a. +7“-z

a,, =

2 2
Nun gilt: a,?= = L‘; = == (a, )= ( Slecy 42_ s )2

Aus a; — a, > 0 folgt niimlich “' ;-ﬂz > 0 und

(a,—az\)z_ a,

ﬁuaus ergibt sich:

a; a,’ a;ay | & 82
w T > ‘+ s T
6, “gi “Ii ay? aay o 7“2z
1 s =+ =2 7 > 9 o 1 + 4
"l__’;‘ ay >(£L+jg)2 oder

a, > a,’

Das Niherungsprisma hat also eine Grundfliche G,,, die etwas grofer ist als die
Schnittfliche des Pyramidenstumpfes, die genau in der Mitte zwischen G; und G,
liegt. Diese Néherungsformel erméglicht eine wesentlich einfachere Rechnung und gibt
in den meisten Fillen einen ausreichend genauen Wert.

1

Allerdings ist es nétig, zu unter welche G igkeit erreicht wird.
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Wir erkennen zunachst aus der Gegeniiberstellung der e=xakten Formel mit der
Niherungsformel, daf die Genauigkeit von der Hohe unabhiingig ist.

Lh(G+ VGG + 6) = 9t
Division durch & und einfache Umformung ergibt:

646, | 16,6, _ 6:+6,
3 3

2
und daraus durch Multiplikation mit dem Hauptnenner:
2(61+ Ga) + 2 V6,62 = 3 (G, + Gy)

— 6,46,
l/c1czz lé °

Das bedeutet aber nichts anderes, als dal wir in unserer Naherungsformel fiir das geo-
metrische Mittel zweier Zahlen das arithmetische Mittel gesetzt haben. Der Wert des
arithmetischen Mittels ist, falls a == b, stets grofer als der des geometrischen. Die
Differenz zwischen beiden Werten wird um so grofer, je grofler der Unterschied zwi-
schen den bejden Zahlen ist. Wir diirfen also die Niherungsformel ohne Bedenken an-
wenden, wenn der Unterschied zwischen den beiden Flichen des Pyramidenstumpfes
nicht sehr grof} ist. Bei den meisten Anwendungen in der Technik ist das der Fall.
Das mit Hilfe der Niaherungsformel bestimmte Volumen ist dabei stets um ein Ge-
ringes grofler als das wahre Volumen des Pyramidenstumpfes.

An einem Beispiel wollen wir iiberpriifen, ob die Genauigkeit ausreicht. Ein Pyra-
midenstumpf habe eine quadratische Grundfliche von 6 m und eine quadratische Deck-
fliche von 4 m Seitenlinge. Die Hohe des Stumpfes sei 12 m.

Die genaue Formel ergibt dann ein Volumen von
V= —?1, 12 (36 4 24 4 16) m3 = 304 m®
Mit der Niherungsformel erhalten wir
36 + 16
e (22720 3319 m?
Ve (B30 12)me =312 m

Der prozentuale Fehler wird aus der Proportion

x: 100 =8:304
ermittelt. Er betrigt
_ 1008 _
= T

2,6

Der prozentuale Fehler ist also 2,6 %. Es hingt vom einzelnen Sachverhalt ab, ob dieser
Fehler noch zulissig ist.
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Die Berechnung der Oberfliche

Die Berechnung der Oberfliche eines Pyramidenstumpfes soll am Beispiel des
Stumpfes einer regelmiBigen sechsseitigen geraden Pyramide, deren Kanten a, b und s

Abb.100 Abb. 101

sind, gezeigt werden (Abb. 100 und Abb. 101). Grundfliiche und Deckfliche sind regel-

miiBige Sechsecke, die wir je aus 6 gleichseitigen Dreiecken berechnen kénnen:
a a b b
61_6-?31/3, Gy=16g vz V3

Die Oberfliche des Pyramidenstumpfes setzt sich zusammen aus der Grundfliche G,
der Deckfliche G; und dem Mantel, der aus 6 Trapezen mit den parallelen Seiten a
und b und der Héhe h besteht. Zur Berechnung des Mantels bestimmen wir zuniichst
die Hohe der Seitenfliche. Diese ist in Abbildung 101 dargestellt. Wir erkennen

e

e O e ) =

Daraus folgt

Aus a, b, und s ist damit die Oberfliche berechnet:
0=2V3(@+1) +30 +b)1/sz— ("T_")z

Wir wollen nun auch das Volumen errechnen. Dazu muB die Korperhohe h aus
den Kanten mit Hilfe des Lehrsatzes des Pythagoras berechnet werden.

Das Bestimmungsdreieck des regelmiBigen Sechsecks ist ein gleichseitiges Dreieck.
Deshalb gilt im schraffierten Dreieck (Abb. 100):

RB=s"—(a—b)? h=Y)s?— (a—b)®
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Fiir das Volumen dieses Pyramidenstumpfes ergibt sich dann:

V—--~ (6, + V6,6 cn+cﬁ)

V='7]/_-_S e lSG V3+ 3b° V3+‘/30 :‘317'-’ Vg-}

2

V=75 —(a—b)-

" 400+ 23]

V.= ]/‘3 [s2—(a —b)?] - (a®+ ab + b2)

Aufgaben

1. Ein Pyramidenstumpf hat Quadrate als Grund- und Deck- "‘r-”
fliche. Thre Scitenlingen sind a= 160 mm und b= 110 mm.
Die Seitenkante des Stumpfes mifit 220 mm. Berechnen Sie das
Volumen, die Mantelfliche und die Oberfliche des Pyramiden-
stumpfes!

. Ein Pyramidenstumpf hat ein gleichséiliges Dreieck von 15 em
Seitenlinge zur Grundfliche. Die Hohe des Pyramidenstumpfes
ist 9 cm, die Seite der Deckfliche 12 em grof3.

[t

a) Das Volumen ist zu berechnen.

b) Berechnen Sie das Volumen mit der Naherungsformel, und
bestimmen Sie den prozentualen Fehler!

. Als Sockel eines Denkmals wird ein Pyramidenstumpf gemauert.
Die Grundfliche ist ein regelmiBiges Sechseck von 3,20 m Seiten-
linge, die Seite der Deckfliche mift 2,40 m. Der Sockel wird
1,70 m hoch. Wieviel Kubikmeter Mauerwerk enthilt er ?

650 a,sa-l—a,ao—-seo.l 1120
20,00

4. Ein Loschwasserbehilter wird als quadratischer Pyramiden- ) 670
stumpf angclegt. Die Tiefe betrigt 6 m, die obere Kante ist
52 m, die untere 19 m lang. 0
a) Wieviel Kubikmeter Wasser faBt der Behilter ?
b) Wieviel Quadratmeter Fliche miissen durch Betonbewurf L +->
abgedichtet werden ?

w

. Entnehmen Sie der Abbildung 102 die MaBe fiir die untere
Kante, die obere Kante und die Hohe eines Kiihlturms, und be-
rechnen Sie die Summe der Seitenflichen! Abb.102

Mathematische Schiilerauftré

&

1. Sie haben mit einem konischen Friser eine Ankerplatte gefriist. Berechnen Sie das Gewicht
der Ankerplatte in Kilopond exakt und mit Hilfe einer Niherungsrechnung! Vergleichen Sie
die beiden Ergebnisse, und untersuchen Sie den absoluten und den relativen Fehler!

2. Beim Friisen von Stahlplatten mit konischen Frisern entstehen Pyramidenstiimpfe mit

kleinen Hohen. Welcher Materialverlust entsteht durch die Zerspanung? Weisen Sie den
prozentualen Spanabfall an einem Werkstiick nach, das Sie selbst gcfrast haben!
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32. Zusammengesetzte ebenflichige Korper

In allen Gebieten der Technik begegnen wir mathematischen Koérpern, die aus den
bisher behandelten zusammengesetzt sind. Wir wollen sie zusammengesetzte Korper
nennen, auch wenn aus einem Kérper ein anderer ausgespart ist.

Bei der Berechnung des Volumens oder der Oberfliche solcher zusammengesetzter
Kérper miissen die einzelnen Teile getrennt berechnet werden. Der Berechnung selbst
sollte eine Uberschlagsrechnung voraus-

gehen, damit grobe Rechenfehler sofort er- J i

kannt werden konnen. Der Rechenweg o z =
selbst muB griindlich durchdacht und die % 1 31 ©
numerische Rechnung soweit wie moglich * “'—""_T_ — _¥
vereinfacht werden. Wie iiberall gilt es auch ~ —e{ § |efef —| 6 |-
hierbei, gut zu planen, damit das Ziel mit - 40 a
dem geringsten Arbeitsaufwand erreicht .
Sird. MaBe in dm

Als Beispiel berechnen wir das Volumen AbD.103

und die Oberfliche einer Sandsteinsiule.

Die Siule ist aus einem Sandsteinprisma gearbeitet, der Achsenschnitt in Abbildung 103
enthilt die MaBe in Dezimetern. Die Grundkante der Siule ist gleich der Grundkante
des Prismas.

Die Wichte des Sandsteins entnehmen wir einer Tabelle; sie betrigt 2,33 ?Ei"

Das Volumen der Siule besteht aus dem zweier verschiedener quadratischer
Prismen und dem zweier gleicher Pyramidenstiimpfe. Das Volumen muf} kleiner
sein als das des urspriinglichen Prismas, dessen Grofe (82-45) dm? im Uberschlag
mit (60 - 50) dm® = 3000 dm?, bestimmt wird. Es muf} aber grofler sein als das eines
kleineren Prismas mit der Grundkante 5,5 dm, also grofler als (5,5%- 45) dm?, in aus-
reichender Anniherung (25 - 50) dm®= 1250 dm® Durch diese Uberschlagsrechnung
wird V zwischen zwei Grenzen eingeschlossen:

1250 dm® < V' < 3000 dm?

Die Berechnung selbst kann zum Beispiel so durchgefiihrt werden:

Vy=8.5dm? — 320 dm?
Vz=2~;- . 6( 82+ 8- 5,5 + 5,52) dm? — 553 dm?
Vy= 5,5 28 dm? — 847 dm?
V =Vi+ Vet Vs = 1720 dm?®

Das Ergebnis von 1720 dm? liegt in den Grenzen, die beim Uherschlag ermittelt
wurden. Es entspricht somit dem Uberschlag. Das Gewicht der Siule betrigt
(1720 - 2,33) kp == 4007,6 kp. Die Siule wiegt also rund 4 Mp.

Bei der Berechnung der Oberfliche verfahren wir ebenso: Uberschlagsrechnung,
Berechnung, Uberpriifung. Um einen Uberschlagswert fiir die Oberfliche der Siule zu
bekommen, vergleichen wir sie mit der Oberfliche eines quadratischen Prismas von

T [00920]
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etwa 7dm Seitenlinge des Grundquadrates und der Liinge von 45 dm. Diese wiirde
die Oberfliche von (2- 72+ 4 - 7. 45) dm? haben; fiir die ﬁherschlagsrechnung geniigt
als Wert (2 50 4 30 - 40) dm2 = 1300 dm?.

Zur genauen Berechnung der Oberfliche betrachten wir die einzelnen Flichen. Es
sind zwei gleich grofle Quadrate der Grund- und Deckfliche mit je 8 dm Seitenlinge,
4 Rechtecke mit den Seiten 8 dm und 5 dm, 4 Recht-
ecke mit den Seiten 5,5 dm und 28 dm und 8 gleich- - ——
groBe Trapeze mit den parallelen Seiten 8 dm und [ Tt
5,5 dm und einer Hohe, die berechnet werden kann
als Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks mit

R T
3 25’5' dm Linge. |

Nach diesen Uherlegungen kann die Oberfliche ’

35 -

20\

|

7

den Katheten von 6 dm und

)
berechnet werden. 1 t S
_.._‘_. B -
O=(2-844.8.5+4.55.28 ’8
#8858 Yo 15 ) dm | *
~ (128 4 160 + 616 4 54 - 6,13) dm>~ 1235 dm? ‘!0
Zum Vergleich und zur Uberpriifung berechnen 200 20—
wir noch die GroBe der Oberfliche des urspriinglichen ‘
Prismas von 8 dm Seitenlinge und der Héhe von AbR:L
45 dm. Die Rechnung ergibt: 25 J
0= (2-824+4.8.45)dm?>= (128 + 1440) dm? T | =
IS R
= 1568 dm?. “i 35 ‘f
Auch hier zeigt sich, daf8 der errechnete Wert mog- ,’0
lich ist. -
Abb.105
Aufgaben 18
1. Es ist das Gewicht der Ankerplatte in Abbildung 104 Y !
zu berechnen (7' =178 Ell:\?) 28 6 _‘T
2. Esist der Querschnitt der in Abbildung 105 dargestellten

Platte mit Schwalbenschwanzfiihrung zu berechnen. - 50 =

fad

Die Oberfliche der in Abbildung 106 dargestellten
Schwalbenschwanzfithrung soll eloxiert werden. Sie
ist zu berechnen.

'S
n
60

fliche veredelt werden soll.
a) Berechnen Sie die Oberfliche des Bockes!

I
. In Abbildung 107 ist ein Bock dargestellt, dessen Ober- |
b) Berechnen Sie Volumen und Gewicht des Werk-

stiickes! (;'= 7.8 7) Abb. 108
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5. Berechnen Sie das Gewicht b5 —= 16

des in Abbildung 108 darge- | .
stellten Ambolleinsatzes aus T
Stahl!

6. Berechnen Sie das Gewicht H
des Abschrotes aus Stahl (Ab- -
bildung 109)! 70 l‘—w

Abb.107

+od 10 fu—
———
|
=y
T
|

j——— 60 ——

115

Abb.108 Abb.109

Mathematische Schiilerauftrige

1. Im Walzwerk werden verschiedene Formen von Profilstihlen hergestellt. Die wichtigsten
davon sind: der Winkelstahl (L.-Stahl), der U-Stahl (C-Stahl), der T-Stahl (L-Stahl) uad der
Doppel-T-Stahl (I-Stahl). Diese Profilstihle finden meist als Tréger in den verschiedensten
Zweigen des Maschinen-, des Waggon-, des Briicken- und des Hochbaues Anwendung.
Welche Profilstihle haben Sie im Unterrichtstag in der sozialistischen Produktion schon
entdeckt ? Wozu dienen sie ? Entnehmen Sie (soweit das moglich ist) den Trigern die Mafle
und berechnen Sie die Gewichte der Stahltriger!

2. Die Klemmgabel am Support der Drehmaschine ist die Halterung fiir den Drehstahl. Be-
rechnen Sie das Volumen der Klemmgabel, und iiberpriifen Sie Ihr Ergebnis durch Wasser-
verdringung!

T*
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VI. Krummflichige Kérper

Im Maschinenbau treten uns besonders hiufig ,,runde* Maschinenelemente ent-
gegen: Wellen, konische Stifte, Kugellager usw. Das sind Formen, die wir in der
Mathematik als Zylinder, Kegel bzw. Kugel bezeichnen. Wir kénnen sie am einfachsten

~

d>
r=-- 2=
| 7
I / (
| /
| / \
IS VAR N

Abb.110

als Rotationskérper (Dreh-
kérper) erkliren. Rotiert
ein Rechteck um eine
seiner Seiten, so beschreibt
es einen geraden Kreiszy-
linder. Durch Rotation
eines rechtwinkligen Drei-
ecks um eine seiner Kathe-
ten entsteht ein gerader
Kreiskegel, und durch Ro-
tation eines Halbkreises um
seinen Durchmesser ent-
steht eine Kugel (Abb.110).

AuBler diesen regelmiBigen Kérpern gibt es auch andere krummflichige Korper, die
nicht diese RegelmiBigkeit aufweisen, z. B. sch efe Kreiszylinder und schiefe Kreis-
kegel. Wir sprechen von einem schiefen Kreiszylinder, wenn die Deckfliiche in einer
zur Grundfliche parallelen Ebene, aber nicht mehr senkrecht iiber dem Grundkreis
liegt. Beim schiefen Kreiskegel liegt die Spitze nicht mehr senkrecht iiber dem Mittel-

Abb. 111

~

punkt des Grundkreises. Der schiefe Kreiszylinder und der schiefe Kreiskegel sind
keine Rotationskérper (Abb. 111). Die Kugel ist ein mathematischer Kérper von beson-
derer Eigenart. Sie hat keine Ecke, keine Kante und nur eine Fliiche, die in jedem ihrer

Punkte die gleiche Kriimmung aufweist.
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Wir betrachten zunichst den geraden Kreiszylinder. Hier hilft uns die gleiche Uber-
legung wie beim geraden Prisma. Ein Zylinder von 1 Lingeneinheit als Hohe hat das
Volumen, das der MaBzahl seiner Grundfliche, also der des Grundkreises entspricht.
Gerade Kreiszylinder anderer Hohe h denken wir uns zusammengesetzt aus ,,Einheits-
schichten und gewinnen damit ihr Volumen V' als

V=G-+h

Da die Grundfliiche ein Kreis ist, nimmt die Berechnung des Volumens die besondere
Form an: 1
V==x1*h=—Jad*h

Den geraden Kreiskegel denken wir uns entstanden aus einer regelmifligen geraden
Pyramide, deren Kantenzahl immer grofer wird. BeimregelmiBigen Vieleck der Grund-
fliche wird dadurch ebenfalls die Zahl der Seiten immer gréfer, und es nihert sich dabei
immer mehr der Kreisform. Wird die Seitenzahl groBer als jede angebbare Zahl, so
kann man vermuten, daBl dann das Vieleck durch einen Kreis ersetzt werden darf.
Daf diese Vermutung richtig ist, bedarf eines Beweises mit Mitteln der Mathematik, die
uns noch nicht zur Verfiigung stehen.

Daf} es iiberhaupt méglich und sinnvoll ist, Aussagen iiber die Ergebnisse solcher Denk-
prozesse zu machen, bei denen die Anzahl irgendwelcher GréBen groBer wird als jede angebbare
Zahl, wollen wir uns an folgendem einfachem Zahlenbeispiel klarmachen:

Wir addieren zu der Zahl 1 die Halfte dieser Zahl, dazu wieder die Hilfte der Hilfte, und
so fahren wir ohne Ende fort. Wir bilden also die Summe 14~ % -+ % =+ % —+ ilé + 3712 —+ 6l4 4
Wir werden, so oft wir auch die Addition vornehmen, nicht iiber die Zahl 2 hinauskommen, wir
werden sie nicht einmal erreichen, da wir ja immer nur die Hilfte des Restes bis zur 2 addieren.
Wir werden aber der Zahl 2 so nahe kommen, wie wir nur wollen, so daB wir den Wert dieser
Summe als 2 annehmen kénnen. Geometrisch sieht das so aus, daB} wir an eine Strecke die Hilfte

a a a a aaga
2 Z 8 63264
| . R . e

} } t
L— 2a

Abb.112

Sla

E

anfiigen, dann wieder die Hilfte des angefiigten Stiickes und so fort ohne Ende. Wir werden
niemals iiber die Verdoppelung der Strecke hinauskommen, wir werden sie aber mit jeder ge-
wiinschten Genauigkeit erreichen (Abb. 112).

Entsprechend nihert sich die gerade regelmiBige Pyramide bei dauernder Verdop-
pelung der Seitenzahl dem geraden Kreiskegel. Die Berechnung seines Volumens
gleicht infolgedessen dem der Pyramide

und wird:
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Zahlentafeln, Tabellenbiicher der Technik und andere Hilfsmittel enthalten fast immer
Tafeln, in denen aus dem Durchmesser der Flicheninhalt des Kreises ermittelt werden
kann. Dadurch wird die unbequeme Rechnung mit der Zahl z unnitig. Wir wollen
diese Tafelwerte benutzen. Beim Rechnen mit dem Rechenstab wird uns das Berech-
nen eines Zylindervolumens durch die Marke ¢ erleichtert.

Statt der Rechnung V = 7‘1{ wd?h stellen wir auf dem Stab V= (% )2» h ein. Es

muf} demnach —;— ' }/7‘7: = % sein, das bedeutet, dafi ¢ = VE ~1,128 ist. Wir haben also
k14

zuniichst iiber dem Durchmesser d auf der Skala D die Marke ¢ einzustellen. Dann
liest man iiber der auf Skala B ermittelten Héhe h das Zylindervolumen ¥ auf Skala A
ab. Beim Volumen des Kegels ist noch die Division durch 3 vorzunchmen. Da beim
Rechnen mit dem Stab die Division am besten vor der Multiplikation vorgenommen

wird, halten wir den Wert von (% )2 mit dem Liufer fest, schieben auf der Skala B die

3 darunter und konnen nun zu jedem Wert h auf der Skala B auf A den Wert
des Volumens ablesen (Abb. 113). Wihrend bei der Berechnung von Kreisflichen
d

(F = % d?= (: )2) statt der Marke ¢ auch der Dreistrichlédufer verwendet und dadurch

ein Bewegen der Zunge vermieden werden kann, ist das bei den erwihnten Volumen-
berechnungen nicht zu empfehlen, da die Multiplikation mit h bzw. % auf jeden

Fall die Benutzung der Zunge erfordert. Wir rufen uns dabei ins Gedichtnis zuriick,
dafl auf dem Stab nur die Ziffernfolge abgelesen werden kann, dafl wir aber den
Stellenwert durch Uberschlagsrechnung gewinnen miissen. Es ist stets falsch, durch
numerische Multiplikation mit méglichst vielen Stellen eine grofie Genauigkeit vor-
zutiiuschen, Tafelwerte reichen immer aus, in den meisten Fillen geniigt die mit dem
Rechenstab erzielte Genauigkeit.

abgelesen 166

4w i i
A L
¢ i

4 w | 5 ]

a Marke c dber 46 b 3 unter 166 gestellt ergibt bei 82
die Ablesung 454

~
SN
»
®

w4
@
&
[—

Abb.113

Beispiel: Wie grof ist das Volumen eines Kegels, von.dem gegeben sind: d = 4,6 cm;
h=28,2cm? (Vergleichen Sie Abb. 113)

Ergebnis: Das Volumen betrigt rund 45,4 cm?®.

34. Die Berechnung des Mantels und der Oberfliche von Zylinder und Kegel

Wir haben bereits festgestellt, da8 wir den Mantel eines Zylinders und ebenso den
eines Kegels durch Abwickeln, d. h. durch Abrollen in eine Ebene legen konnen. Beim
geraden Zylinder erhalten wir dabei ein Rechteck, dessen eine Seite gleich dem



Die Berechnung des Mantels und der Oberfliche von Zylinder und Kegel 103

Umfang des Grundkreises und dessen andere Seite gleich der Hohe des Zylinders ist.
Daraus ergibt sich als Formel fiir den

Mantel (M) eines Zylinders:
M=2xrh==adh

Zur Berechnung der Oberfliche (O) des Zylinders sind zum Mantel die Grundfliche
und die Deckfliche zu addieren.

O=2arh+2ar®=2ar(h+r) oder

O==adh+2-: %—nd2= nd(h + %d)
Beim Kegel ergibt die Abwicklung des Mantels einen Kreisausschnitt, dessen Radius

gleich der Mantellinie des Kegels ist und dessen Kreishbogen dieselbe Linge hat wie

der Umfang des Grundkreises des Kegels (Abb.114). Da sich die Liinge des Kreisbogens

zum Kreisumfang wie die Fliche

des Kreisausschnittes zur Kreis-

fliche verhilt, gilt die Proportion
b:2ns=M:ns? A
Wegen b =2 zr ergibt sich durch < kS 7
Umformung \
2asM=2anr- ns? T 700
und daraus als -r—l
Formel fiir den Kegelmantel (M): Abb.114

M= ars
Die Oberfliche des geraden Kreiskegels ist die Summe aus Mantel- und Grund-

fliche:
O=ars+art=ar(+ s) oder

1 1 2 1 1
O—?ads +T"d = ?“d<s +?¢l)

Zwischen der Seitenlinie s, der Hohe h und dem Radius r des Kegels besteht die
Beziehung s? = r? + h% Aus zwei dieser Gréfien kann stets die dritte bestimmt werden.

Aufgaben

1. a) Der Personenwagen Trabant vom VEB Sachsenring Automobilwerke Zwickau hat einen
Zweizylinder-Zweitaktmotor von rund 500 ¢cm® Hubraum. Die Bohrung (Zylinderdurch-
messer) wird mit 66 mm, der Hub (Weg des Kolbens vom oberen bis zum unteren Tot-
punkt) mit 73 mm angegeben. Berechnen Sie den Hubraum genau!

b) Bei der RT 125, einem Motorrad aus Zschopau, das einen Einzylinder-Zweitaktmotor
hat, ist die Bohrung 52 mm und der Hub 58 mm. Wie grof ist der Hubraum ?

¢) Beim Simson-Moped SR 2 wird die Bohrung mit 38 mm und der Hub mit 42 mm ange-
geben. Wie grof} ist bei diesem Motor der Hubraum 7
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2. Im neuen Rostocker Olhafen befinden sich Rolltanks im Bau, die zur Einlagerung des Ols
notwendig sind.

a) Wieviel fassen sie, wenn sie 23 m Durchmesser haben und ihre Hohe 12,5 m betrigt ?
b) Aus wieviel Quadratmeter Stahlblech ist jeder Tank hergestellt ?

3. Ein runder Schacht hat 7,00 m Durchmesser und cine Teufe (bergminnischer Ausdruck fiir
Tiefe) von 490,00 m. Welchen Raum nehmen die beim Abteufen auf der Halde verkippten
Berge (das aus dem Schacht gesprengte Gestein) bei einem Auflockerungsfaktor von 1,8 ein?
(Der Auflockerungsfaktor gibt an, das Wievielfache ein Kubikmeter bisher festen Bodens
beim Verkippen auf der Halde einnimmt, in unserem Falle also 1,8 Kubikmeter).

. In einer LPG soll rund 180 m® Siloraum geschaffen werden. Es werden 4 zylinderformige Silos
mit je 3,50 m Durchmesser gebaut. Wie tief miissen sie werden ?

5. Wie schwer ist eine 850 mm lange Stahlwelle mit dem Durchmesser d = 125 mm ? (Wichte
des Stahls: 7,8

7]

cm’

6. Ein zu einem Kegel aufgeschiitteter Haufen Sand soll mit Lastkraftwagen von 3000 kp Lade-
fahigkeit abgefahren werden. Wieviel Fahrten sind ungefihr notig, wenn der Umfang des
Grundkreises durch Abschreiten auf 22 m und die Hohe des Kegels auf 2,50 m geschitzt
wurde ? (Als Wichte des Sandes soll in diesem Falle 1,8 c‘x}:ﬁ angenommen werden.)

7. Das kegelférmige Dach eines Turmes soll mit Ekadur eingedeckt werden. Der Turm hat
einen dufleren Durchmesser von 6,00 m, das Dach steht um 0,40 m vor. Die Linge der
Mantellinie betrigt 11,00 m. Wieviel Quadratmeter Ekadur werden benétigt ?

8. Ein kegelformiges Filter soll eine Oberfliche von 150 cm? erhalten. Wie grofl muB der obere
Trichterdurchmesser mindestens gewihlt werden, wenn der Achsenschnitt des Trichters ein
gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck sein soll ?

9. Wie grof ist das Volumen ecines Kegels, der durch Zusammenbiegen eines Halbkreises von

10 cm Radius entstanden ist ?

10. Nach der Eichordnung sollen die Hohlmafle doppelt so hoch wie weit sein. Welche MafBe
wird dann ein zylindrisches Fiinflitermal} aufweisen ?

11. Welche Linge muf} eine Stahlwelle vom Durchmesser d = 85 mm haben, wenn ihr Gewicht
50 kp betragen soll ? (7 =18 ;:13 .

12. Ein Kochtopf hat den lichten Durchmesser von 17,5 cm und die lichte Héhe von 15 cm.
a) Wieviel Liter fafit er, wenn er bis 2 cm unter den Rand gefiillt wird ?
b) Wie hoch fiillen 1,25 1 den Topf?
¢) Wieviel Quadratdezimeter Blech bilden die Grundfliche und den Mantel ?

Mathematische Schiilerauftriige

1. Im Unterrichtstag in der sozialistischen Produktion lernen Sie das Lang- und das Plandrehen
glatter Werkstiicke. Berechnen Sie die Oberfliche, das Volumen und das Gewicht einer
‘Welle, die von Ihnen auf der Drehmaschine bearbeitet wurde!

Lassen Sie den Durchmesser d fiinfmal um jeweils 10 mm wachsen!
Rechnen Sie und stellen Sie die Funktion grafisch dar!

2. Beim Drehen fallen Spine an. Stellen Sie den prozentualen Spanabfall in einer Tabelle zu-
sammen! Nehmen Sie Schnitte mit den jeweiligen Vorschiiben von s= 1,5mm...
s=2mm...s= 2,5mm an!
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3. Sie kennen den Durchmesser einer Welle, die von Ihnen auf der Drehmaschine geschruppt
oder geschlichtet wurde. Lassen Sie den Durchmesser der Welle jeweils um 20 mm wachsen!
Untersuchen Sie die Bearbeitungsméglichkeiten an Ihrer Drehmaschine! Bis zu welchem
Durchmesser kénnen Sie das Werkstiick noch in das Drehfutter einspannen ? SchluBifolgern
Sie die Abhiingigkeit von d zur Schnittgeschwindigkeit v! Stellen Sie die Funktion grafisch
dar!

. Zu der Uberholung eines Motors gehdren u. a. das Ausschleifen der Zylinder und Lagern
der Kurbelwelle. Berechnen Sie den Zylinderinhalt des Motors, den Sie ,,ausschlachten*!
Vergleichen Sie das Ergebnis mit dem Leistungsschild des Fahrzeuges! Die Schwungmasse
der Kurbelwelle hat ein bestimmtes Gewicht! Rechnen Sie!

Ein Kolbenbol wird auf Abscheren beansprucht. Err:achnen Sie die Kraft P, die wir-
ken miifite, um den Kolbenbolzen zu scheren!
Anleitung: Zur Berechnung der Scherfestigkeit werden die Formeln der Zug- und Druck-

'S

L4

festigkeit mit dem Unterschied gebraucht, daB3 die zulissige Beanspruchung 7,y nur 5 der
y 4 vion
zulissigen Zugbeanspruchung ozy1 betrigt. Mit 75y = 5 Ozu1 ergibt sich P = F - 75,].
. Die Benzin- und die Teerfisser sind standardisiert. Berechnen Sie das Fassungsvermogen!
Bei richtiger Losung fillt Thnen ein Widerspruch zur Normung der Fisser auf! Deuten
Sie den physikalischen Sachverhalt!

=)

35. Die Berechnung des Kegelstumpfes

Ein héufiges Konstruktionselement in der Technik ist der Konus. So wird in der
Technik meist der Kegelstumpf bezeichnet. In der Mathematik definieren wir:

Der Kegelstumpf ist der Restkorper, der entsteht, wenn von einem geraden Kreis-

kegel durch einen zur Grundfliche parallelen Schnitt die Spitze abgetrennt wird.

Den Abstand der Deckfliche von der Grundfliche bezeichnen wir als Héhe h, die
Radien der Grund- und Deckfliche mit r und g, die Mantellinie mit s. Abbildung i15
zeigt den Kegelstumpf in Zweitafeldarstellung. Aus der Abbildung ist zu entnehmen,
daBl zwischen der Mantellinie s, der Hohe h und den beiden Radienr und o die Be-
ziehung besteht: s2 = h2+ (r — g)2.

Die Berechnung des Volumens des Kegelstumpfes entspricht
der Berechnung des Volumens des Pyramidenstumpfes.

V=g rak+x)— 5 onx

= Al +x) - ¢*a]
= %ﬂ[hrz—i- x{rz'— Qz)]
Nach dem Strahlensatz giltx:(h+x)=p:r

h-g
D, L C
araus folgt rx=hp+ xpund x = 7 IR
=1 2y ket 92)_ rr—e

V._in hr?+ = ——

=r+e

] und wegen

V=gahGitro+ed)
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Man kann auch dadurch zum Ziel kommen, dal man den Kegelstumpf als einen
Pyramidenstumpf mit der Grundfliche G; = 7r? und der Deckfliche Gy = 7p? auf-
faft und nun das Ergebnis der Volumenberechnung des Pyramidenstumpfes ver-
wendet.

Leiten Sie die Volumenformel fiir den Kegelstumpf auf diese Weise her!

Auch fiir das Volumen des Kegelstumpfes werden zuweilen wie bei dem Pyramiden-
stumpf Niherungsformeln verwendet, obwohl der hierbei erzielte Rechenvorteil
nicht so grofi ist wie dort. Der Kegelstumpf kann ersetzt werden durch einen Zylinder
mit gleicher Hohe und mit dem Mittelschnitt des Stumpfes als Grundfliiche. Der Mittel-
schnitt ist ein Kreis mit einem Radiusr,,, der gleich dem arithmetischen Mittel aus

Grund- und Deckkreisradius ist: r,, = L:;‘i
Diese Niherung ergibt 1
V= 3 Thir+op?

Eine andere Anniherung an den wahren Wert erhilt man, wenn man einen Zylinder
wiihlt, dessen Grundfliche gleich dem arithmetischen Mittel der beiden Grundkreis-
flichen ist:

G,+G, ria + p*n
Gm = = 727 el T

T2
Dann ergibt sich: 1
V= 3 7h(r? + 0%)

Das entspricht der beim Pyramidenstumpf verwendeten Niherungsformel. Das damit
errechnete Volumen ist wie dort stets etwas gréfer als der wahre Wert.
Vergleicht man den mit der ersten Niherungsformel errechneten Wert

V="t 4 200+ @)

mit dem wahren Volumenwert V' = %h (r*+ rp+ 0?), indem man jeweils den Zahlen-

faktor % vor die Klammer stellt:

V'=%’(3r=+ﬁrg+392) und V=2F g0 440,

12

so ergibt sich wegen r > g:
r—o>0
r—g)#>0
24 p2—2rp>0
402> 2rp |+ 3r2+ 302+ 4rp
4r2 4402+ 4rp > 3r24 302+ 6rp
V>V

Der auf diesem Wege errechnete Niherungswert fiir das Volumen ist also etwas kleiner
als der wahre Wert. Auch hier zeigt sich wie bei dem Pyramidenstumpf, daB die durch
Niéherungsformeln bestimmten Werte um so genauer sind, je geringer der Unterschied
zwischen dem Radius des Grundkreises und dem des Deckkreises ist. Die Untersuchung
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iiber die Genauigkeit der erzielten Niherung wird so durchgefiihrt wie bei dem Pyra-
midenstumpf.

Der Mantel des Kegelstumpfes kann abgewickelt werden (Abb. 116). Wir berechnen
ihn als Differenz der Mintel zweier Kegel.

M= ar(s+y)— moy
=m(rs+ry—oy)
=alrs+y(r—e)

Aus der Proportion y : (y + s)=2 ¢ 7: 21 7 wird
y errechnet.

ry=gy+es
ylr=p)=gs
= 2s
P AbD.116
Dieser Wert fiir y wird in die oben entwickelte Gleichung eingesetzt und ergibt:
=t es =
M=ars + -2 ¢ g)l

M==as(+ o)

Zur Berechnung der Oberfliche eines Kegelstumpfes miissen zur Mantelfliche noch
die Flichen des Grundkreises und des Deckkreises addiert werden. Das ergibt

0 ==a[r*+ o+ (r+ @s]

In der Technik werden die Kegelstiimpfe als Kegel bezeichnet und in technischen
Zeichnungen so dargestellt, wie es Abbildung 117 zeigt. Die Angabe 1:k bedeutet,
daB sich auf k mm Kegellinge der Durchmesser um 1 mm verringert. Auf Abbil-

=

? | Keﬂﬁk o

D
D-

g &

—

|
4
| B ——
1 1
Abb.117 AbD.118

dung 118 ist zu ersehen, daf sich der Durchmesser um (D — d) mm verringert, wenn
der Kegelstumpf I mm lang ist. Es gilt die Proportion k:1=1:(D —d), und die
Umformungen ergeben k(D —d)=1; kD—hkd=1.

In Abbildung118 sehen wir, daB der zum Kegel vervollstindigte Stumpf an der Spitze
den Winkel « bilden wiirde. Mit Hilfe der trigonometrischen Funktionen 1dBt sich
dieser Winkel leicht ermitteln. Er gibt uns ein Maf fiir die Steigung des Kegels.

1
(D —d)
tan % = g—,— und daraus tan —;— = 1)72—1)«1
Mit Hilfe dieses Winkels lassen sich weitere Beziehungen aufstellen.
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Aufgaben

1. Im Haushalt verwendete Eimer sind Kegelstiimpfe. Wieviel Liter Wasser faBt ein solcher
Eimer, der einen unteren Durchmesser von 20 cm, einen oberen Durchmesser von 27 cm
und eine Hohe von 27 cm aufweist ?

2. Wieviel Festmeter Holz enthilt ein Baumstamm von 25 m Linge, dessen oberer Umfang
mit 110 cm und dessen unterer Umfang mit 198 cm gemessen wurde ?

3. Ein MeBbecher hat die Gestalt eines Kegelstumpfes mit den lichten Weiten d, = 10 cm und
dy= 3 cm. Die innere Seitenlinge betrigt s= 13 cm. 9,8 cm Seitenlinge vom Boden ent-

fernt befindet sich der Eichstrich fiir 3 Liter. Stimmt diese Angabe ?

4. Ein Kegelstumpf hat die MaBe ry= 13 em, r,= 7,5 cm, h= 5,5 em. Wie groB ist der Nei-
gungswinkel der Seitenlinie gegen die Grundfliche ? (Der Winkel ist durch trigonometrische
Berechnung und auch zeichnerisch zu ermitteln.)

5. Berechnen Sie Mantel und Volumen eines Kegelstumpfes, wenn gegeben sind: r; = 25 cm,
r,= 12 cm und der Offnungswinkel a = 75°!

6. Das Flammrohr eines 860 mm langen Dampfkessels hat die Form cines abgestumpften
Kegels, der auf der einen Seite den Durchmesser 450 mm, auf der anderen den Durchmesser
280 mm hat. Wie groB ist die Heizfliche ?

Mathematische Schiilerauftriig

1. Lassen Sie sich wihrend Threr Arbeit an der Drehmaschine vom Lehrausbilder die drei
Methoden fiir das Kegeldrehen erkliren! Berechnen Sie die Oberfliche, das Volumen und das
Gewicht eines Kegelstumpfes, der von Ihrem Ausbilder bearbeitet wird! Vergleichen Sie
die Ergebnisse fiir das Gewicht und das Volumen, wenn Sie nach der Niherungsformel und
nach der genauen Volumenformel rechnen!

2. Auf der Drehmaschine wird aus einer Welle ein Kegel (Kegelstumpf) unter dem Neigungs-
winkel % der Drehscheibe mit Hilfe der Supportverstellung hergestellt. Errechnen Sie den

Spanabfall prozentual, und stellen Sie das Ergebnis grafisch dar! Richten Sie das Dia-

°
gramm so ein, daB ein Ablesen des prozentualen Spanabfalls von 0° bis % moglich ist!

36. Die Kugel und die Kugelteile

Die Kugel ist als Drehkorper erklirt worden. Aus dieser Entstehung kann sofort
eine andere Definition hergeleitet werden. Jeder Punkt der rotierenden Halbkreislinie
ist von dem auf der Drehachse gelegenen Mittelpunkt gleich weit entfernt. Das indert
sich auch bei der Drehung nicht. Jeder Punkt der Kugeloberfliche hat demnach die
gleiche Entfernung von diesem Punkte. Es kann also auch definiert werden:

Die Kugeloberfliche ist der geometrische Ort (die Bestimmungsfliiche) aller Punkte
im Raum, die von einem Punkt, dem Mittelpunkt, die gleiche Entfernung haben.
Wir bezeichnen diese Entfernung als Radius der Kugel.

Eine wichtige Eigenschaft der Kugel ist, daB jeder Schnitt einer Ebene mit ihr einen
Kreis ergibt. (Beim Zylinder und beim Kegel ergeben nur Schnitte in einer besonderen
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Lage einen Kreis.) Der Beweis fiir diese Behauptung ist leicht zu erbringen. Wir be-
zeichnen den Radius der Kugel mit r, den Abstand der Ebene vom Mittelpunkt der
Kugel mit a, den Mittelpunkt mit M und den FuBpunkt des Lotes vom Mittelpunkt der
Kugel auf die schneidende Ebene mit P.
Dann ist S ein Schnittpunkt der Ebene mit
der Kugel (Abb. 119).

SM=r; MP=a
Damit die Ebene die Kugel schneidet, muf3

a <r sein.

PS= ]/r2—a2

Jeder Punkt der Schnittlinie ist also vom Abb.110
Fuflpunkt des Lotes durch den Mittelpunkt
der Kugel auf die Schnittebene gleich weit entfernt: Die Schnittfigur ist ein Kreis.

Jeder derartige Schnitt zerlegt die Kugeloberfliche in zwei Teile, die als Kugelhauben
oder Kalotten bezeichnet werden. Der Kugelkorper wird dabei in zwei Kugelsegmente
oder Kugelabschnitte geteilt.

Die Héhe der Kugelhaube oder des Kugelabschnittes wird meist mit h, der Radius
des Schnittkreises mit g und der Radius der Kugel mit r bezeichnet. Die Ahhﬂduug 120
zeigt die genannten GroBen an einer Kugel in senkrechter Eintafelprojektion, die in
Richtung A — B geschnitten wurde.

Fiigt man zum kleineren von beiden Segmenten, dessen Hohe kleiner als der
Radius der Kugel ist, den Kegel hinzu, dessen Spitze im Kugelmittelpunkt liegt, so

T
<=
p) ! 5
.ti
Abb.120 Abb.121

entsteht ein Kugelsektor. Die Hohe h des Kugelsegments gilt zugleich als Héhe des
zugehorigen Kugelsektors. Die Abbildung 121 zeigt beide Kugelteile in schiefer Parallel-
projektion.

Die Beziehungen zwischen den Gréflenr, ¢ und h kénnen aus Abbildung 120 gewon-
nen werden. In dem nach dem Satz des Thales bei T rechtwinkligen Dreieck RS T
gilt der Hohensatz 0= h(2r — h), der nach Umformung h? — 2rh + ¢?= 0 ergibt,

woraus h oder r ermittelt werden kann: h=r + ]/ﬂfgz (Losung einer Gleichung
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2 o2

2. Grades) oder r = o il . Fiir h ergeben sich 2 Werte; das steht im Einklang mit
unserer Definition, wonach jeder Schnitt einer Kugel durch eine Ebene zwei Kugel-
hauben ergibt. '

Eine Kugel kann auch von zwei parallelen Ebenen geschnitten werden. Der Teil der
Kugel zwischen diesen beiden Ebenen wird als Kugelschicht bezeichnet (Abb.122 und
Abb. 123). Deren Oberfliche setzt sich zusammen aus zwei Kreisflichen mit den
Radien g, und g, und aus dem Teil der Kugeloberfliche, der zwischen den beiden paral-
lelen Kreislinien liegt. Diesen bezeichnet man als Kugel Der Abstand der beiden
Schnittflichen voneinander wird als Hohe h der Kugelschicht bezeichnet. Dabei sind

%27 %™

i BN )

i s

Abb.122 Abb.123

zwei Moglichkeiten zu unterscheiden. Der Mittelpunkt liegt entweder innerhalb oder
auBerhalb der Kugelschicht. Das zeigen auch die Bezichungen zwischen den vier Gro-
Ben r, g, 0, und h, die aus den Abbildungen 122 und 123 gewonnen werden kénnen.
Sie lassen sich zusammenfassen zu:

R

Dabei gilt das positive Vorzeichen, wenn der Mittelpunkt der Kugel innerhalb der
Kugelschicht liegt. Im anderen Falle ist das negative Vorzeichen zu setzen.

37. Die Berechnung der Kugel und ihrer Teile

Auf allen Gebieten unseres Lebens hat die Kugelform besondere Bedeutung. Wir
leben auf einem Weltenkorper, der fast Kugelgestalt hat. Auch die anderen Planeten
unseres Sonnensystems und der Trabant unserer Erde, der Mond, haben annihernd
Kugelform. In der Technik treten die Kugel und ihre Teile als Konstruktionselemente
in sehr vielen Fillen auf. Die Kugellager sind zum Begriff fiir reibungsverminderte
Bewegung geworden. Die optische Industrie verwendet Kugelteile bei fast allen Linsen.
Es ist deswegen oft nitig, Volumen und Oberfliche von Kugeln und Kugelteilen zu
berechnen. 5 F

Wir beginnen mit dem Volumen der Kugel. Dazu gehen wir von der Halbkugel aus.
Nach dem Lehrsatz des Cavalieri sind zwei Korper dann volumengleich, wenn ihre
Schnittflichen in gleicher Fohe gleiche Gréflen haben. Wir suchen also einen Ver-
gleichskirper, den wir berechnen kénnen und der mit der Halbkugel in jedem Ab-
stand von der Grundfliiche gleich groffie Schnittflichen hat. Unser Vergleichskorper
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ist ein Zylinder mit dem gleichen Grundkreisdurchmesser wie der der Halbkugel und mit
der Héhe, die seinem Radius gleich ist, aus dem ein Kegel ausgebohrt ist. Den Achsen-
schnitt zeigt Abbildung 124, Die Abbildung zeigt aulerdem noch die Schnittflichen der
Halbkugel und des Ver-

gleichskérpers in der be- X f—r e
liebigen Héhe h.

Die  Schnittfliche der
Halbkugel ergibt einen Kreis
mit dem Radius x, also
F =7 x2 und dax?=r2—h2
ist, ergibt sich

F=m(r*—h?)

Die  Schnittfliche des
Restkorpers ist ein Kreis-
ring mitr undy als Radien,

F= n(rt—y2);
und wegenr:y=r:h wird
y=h; Abb.124
F= m(r2— h?)

Da die beiden Schnitte in beliebiger Hohe gleich sind (fiir & waren keine Einschriin-
kungen gemacht worden auBler der selbstverstiindlichen Bedingung 0 < h <1), ist
nach dem Lehrsatz des Cavalieri das Volumen der Halb-
kugel gleich dem Volumen des Restkorpers.

e x

V.= mr® ~1—r2"z = 2
=mrtep — ot T i,
Als Volumen der Kugel ergibt sich daraus

,__ 4 3 _l 3
¥ =gar oder V= S xd

Fiir die Technik ist die zweite Formel wichtiger als die
erste, weil der Radius einer Kugel nicht direkt gemessen,
wohl aber der Durchmesser d unmittelbar, etwa mit der
Schieblehre, bestimmt werden kann.

Bei Uberschlagsrechnungen ergibt sich ein brauch-
barer Wert, wenn z durch die Zahl 3 angenihert wird:

1 1
V= ndd~ 5

P

Das bedeutet, dafl das Volumen der Kugel annihernd
halb so groB ist wie das eines Wiirfels, dessen Seitenkante
gleich dem Durchmesser der Kugel ist. Beim Kreis lifit Abb.126

sich durch die gleiche Uberlegung (F: d:41 =~ i dz) feststellen, dafl er annihernd

% von der Fliche des umbeschriebenen Quadrates betrigt (Abb. 125 und 126).

Fiir Uberpriifungen der Ergebnisse oder fiir der Rechnung vorangehende Abschiit-
zungen sind diese Niherungswerte sehr wichtig.
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Abb.127

Um das Volumen der Kugelschicht zu be-
rechnen, verfahren wir wie bei der Berech-
nung des Kugelvolumens. Wir stellen wieder
der Kugelschicht einen Korper gegeniiber, der
in gleicher Hohe jeweils eine gleich grofle
Schnittfliche aufweist. Beide Koérper miissen
dann nach dem Lehrsatz des Cavalieri das
gleiche Volumen haben. Die Abbildung 127
zeigt die beiden Kérper.

DaB die Schnittflichen in jeder Hohe gleich
sind, war schon bei der Berechnung des Kugel-
volumens bewiesen worden. Das Volumen der
Kugelschicht ist demnach gleich der Differenz
aus dem Volumen des Zylinders und dem des
Kegelstumpfes.

b |——

2r-b

Abb.128

V=rtn(a—5) —:l;(a —b)&(r — b+ (r — a) (r — b) + (r — a)]

Das erste Glied der rechten Seite wird mit 3 erweitert, und dann wird auf der rechten

Seite der gemeinsame Faktor % (a — b) ausgeklammert:
V= ;’ (a—b)[3r2— (r — b)2— (r —a) (r — b) — (r — a)¥]

n

3

V= _"(a—0b)[3rr—r2+2br—b¥—r*+ar+br—ab—r*+2ar—df

t

=
¥ 3

(@ —b)(3ar +3br — a®*— ab — b?)

V= (= b)[3r(a+b) — (a+ab+ b))
Aus Abbildung 128 ist zu entnehmen, daf fiir g; und g, der Hohensatz gilt
052 =a(2r —a)

0:2=0b(2r —b).
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Daraus folgt 012+ 0:2=2r (a4 b)— a®—b?
o e,’+e,22+ a’+b?
Dieser Wert wird eingesetzt in die vorhin hergeleitete Beziehung fiir die Kugelschicht.

ala—1b)

V=""3

3ot tod+ a1 — 5l ab+ 1)
= e 302+ 302+ Ba?+ 30 — 20> — 2ab — 27

= 20D 302+ 302+ (a— b

Da aber (a — b) die Hohe h der Kugelschicht bedeutet, ergibt sich schlieBlich fiir das
Volumen der Kugelschicht: s

V=-%h(3912+ 3922+hz)

Fiir g, = 0 wird die Kugelschicht zum Kugelabsck
Sein Volumen wird

V="hi3e+ 1)

Um das Volumen des Kugelabschnittes aus r und k zu
bestimmen, eliminieren wir g% Es gilt ¢>=h(2r —h)
(Abb. 120). Wir erhalten dadurch:

V= %113(3 r — h)
. ’ Abb.129
Zur Kontrolle betrachten wir die Kugel als Kugel-
abschnitt mit der Hohe h = 2 r und finden als Volumen
tatsichlich V' = 7 472 (3r — 2r) = 3

Der Kugelsektor besteht aus einem Kugelabschnitt
und dem zugehérigen Kreiskegel. Deswegen ist sein Volu-
men gleich der Summe dieser beiden Kérper (Abb. 129).

-z N e’z o
V=31@r—h+%550—h
Wegen = h (2 — h) ergibt sich:
V=§[h"’(3r«h)—l—h(2r—h)(r—h)]

=2 Brh2— B+ 2r%h — 3rh2+ B
3

Abb.130

V=-§.~:1'2h :

Die Berechnung der Oberfliche der Kugel und der Kugelteile bereitet Schwierig-
keiten, weil diese Flichen nicht abgewickelt werden koénnen. Wir miissen uns so
helfen, daB wir uns die Kugel in eine sehr groBe Anzahl pyramidendhnlicher Kérper
zerlegt denken, deren Spitzen im Mittelpunkt der Kugel liegen und deren Grundflichen
méglichst kleine Teile der Kugeloberfliche sind (Abb. 130). Diese Teile sind keine

8 [00920]
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Pyramiden, weil die Grundflichen als Teile der Kugeloberfliche gekriimmt sind. Je
kleiner aber die Grundfliche eines solchen Teilkorpers ist, um so weniger weicht sie
von einer ebenen Teilfliche ab. Wenn wir die Kugeloberfliiche in eine sehr grofle An-
zahl von Teilflichen zerlegen und damit sehr viele Teilkﬁrper erhalten, l4Bt sich setzen

FrGHGH G+ G~ Aap

Das Gesamtvolumen aller Teilkérper ergibt annihernd das Volumen der Kugel. Dabei
ist die Summe der Grundflichen der pyramidenihnlichen Kérper gleich der Oberfliche
der Kugel.

G1+Gy+G3+...+6G,=0

Die Teilung der Kugeloberfliche und damit des Kugelvolumens 1i8t sich immer weiter
fortsetzen, bis die Anzahl der Teile grofier wird als jede angebbare Zahl. Dann wird
der Wert des Volumens der Teilkérpersumme dem Wert des Kugelvolumens beliebig
nahe kommen, d. h., der Unterschied zwischen beiden wird kleiner als jede noch so
kleine Zahl.

Einen solchen Vorgang nennen wir einen Grenziibergang. DaBl die Summe aus einer
beliebig grofien Anzahl von Summanden einen bestimmten Wert annehmen kann, ist
schon dargelegt worden (Seite 101), :

Wir kénnen also, wenn n grofler wird als jede angebbare Zahl, setzen

3TGH G+ Gt 4Gy = Ay

Das bedeutet: % r-0= % 72r® und daraus

O =4n12 oder O =a=nad®

Die Kugeloberfliche ist viermal so grof§ wie der groBte Kugelkreis. Es ist allerdings
notwendig, zu wissen, dal unsere Herleitung der Formel fiir die Kugeloberfliche
mathematisch nicht exakt ist, es fehlt der Beweis fiir die Richtigkeit des Grenziiber-
gangs. Dieser kann nur mit Mitteln der héheren Mathematik gefiihrt werden, die uns
noch nicht zur Verfiigung stehen. .

In den Tabellenbiichern der Technik finden wir Tafeln, mit deren Hilfe aus dem
Durchmesser einer Xugel sofort das Volumen und die Oberfliche abgelesen werden
kénnen. Fiir Uberschlagsrechnungen geniigt es fast immer, bei der Oberfliichenbestim-
mung fiir 7z den Niherungswert 3 zu setzen: O ~ 3 d2.

Bei der Berechnung der Fliche einer Kalotte (Kugelhaube) lassen sich dieselben
Uberlegungen anstellen. Das Volumen eines Kugelscktors (Abb. 121) 1iBt sich zerlegen
in pyramidenihnliche Kérper, deren Grundflichensumme gleich der Kalottenfliche
1st.

Auch hier erfolgt ein Grenziibergang, und wir erhalten

p
3

2

Fr=?7tr2h

und daraus:
F=2arh
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Die Kugelzone fassen wir als Differenz zweier Kugelhauben mit den Hohen a und b
auf (Abb. 127). Wir erhalten
F=2nra—2nrb=2nr(a—10)

und wegen a — b = h ergibt sich
F=2arh
Setzen wir wieder i = 2r, erhalten wir die Oberfliche der Kugel 0 = 4 zr%

Es bereitete mehr Schwierigkeiten, die Kugelflichen zu berechnen, als die Miintel
von Zylinder und Kegel zu bestimmen. Der Grund dafiir liegt darin, dafl der Mantel
des Kegels und der des Zylinders ,,abwickelbar® ist, die Oberfliche der Kugel dagegen
nicht. Aus diesem Grunde ist es auch nicht méglich, Teile der Erdoberfliche ohne Ver-
zerrung auf den ebenen Karten abzubilden. Je groBer das dargestellte Gebiet ist, um
so stiirker treten die Verzerrungen in Erscheinung. Die Abbildungen sind entweder in
der GroBe oder in der Form oder in beiden zugleich verzerrt. Es sind besondere Pro-
jektionsverfahren entwickelt worden, die ein einigermaBen richtiges Bild der Erd-
oberfliiche auf den Karten ermdglichen. \

Die Formeln fiir die Kugel und die Kugelteile:

Volumen Oberfliche
Kugel k Kugel
V= 4 3
_-3—.11 O =4ar==xad>
= % ad®
Kugelabschnitt (Segment) Kugelhaube (Kalotte)
<
V=%h(392+h'“') F=2arh
N N |<— 54
x r 7
=0 = N, ¥ 7
T (Br—h) \*/
Abb.131a
Kugelschicht t T Kugelzone
/ "—,?1 < ;
= ZnGet+3ef + 1) | | F=dweh
2
Kugelsektor

V= %nrah

Abb,131¢
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Aufgaben
L In der Leichtathletik werden zum KugelstoBen Kugeln von 7,250 kp Gewicht (Minner)
und von 4,000 kp Gewicht (Frauen) benutzt. Welche Durchmesser miissen diese Kugeln

haben,” wenn sie als Vollkugeln aus Eisen mit der Wichte y= 7,8
Vergleichen Sie das Ergebnis mit dem gemessenen Wert!

= hergestellt sind ?
2. Genormte Rundkolben aus Glas (Kugelform mit Hals) haben nach den DIN-Bestimmungen
u. a. folgende Durchmesser: 9 cm, 10,5 em, 12 cm. Der nutzbare Inhalt wird mit 300 cm?,
500 em®, 750 cm® angegeben. :
a) Wieviel betrigt der Rauminhalt der Kolben ohne Hals ?
b) Wieviel Prozent des Raumes bleiben ungenutzt ?
¢) Wie hoch steht die Fliissigkeit im Rundkolben ?
3. Eine Holzkugel von 11,1 em Durchmesser taucht 6,9 cm tief in Wasser ein.
a) Wie grof ist die unbenetzte Fliche ?
b) Wie grof} ist die Wichte des Holzes ?

4. Der Durch eines kugelférmigen Ballons, der im Wetterdienst als Ballon fiir Radio-
sonden verwendet wird, betrigt 1,2 m.

a) Wieviel Quadratmeter Stoff braucht man zu seiner Hiille ?
b) Wieviel Gas faBt er?
5. Das Gewicht einer Korkkugel von 2 m Durchmesser ist zu bestimmen. Die Wichte des Korks
F
em®
6. Eine Kugel mit dem Radius r= 32 cm wird durch eine Ebene geschnitten, die den Abstand
a= 24 cm vom Mittelpunkt der Kugel hat. ‘

betrigt 0,2

a) Wie groB ist die Fliche der kleineren Kugelhaube, wie groB ist das Volumen des kleineren
Kugelabschnittes ?
b) Bestimmen Sie das Verhiltnis der beiden Kalotten und der beiden Kugelabschnitte!
7. Wie grof8 ist das Volumen einer Kugelschicht, die aus einer Kugel von 130 mm Durchmesser

durch zwei Ebenen mit den Abstinden 23 mm und 47 mm vom Mittelpunkt her hnitten
wird ? (Es gibt 2 Losungen!)

8. Eine Schopfkelle hat die Form einer Halbkugel. Wie gro3 muB der innere Durchmesser der
Kelle mindestens sein, wenn sie 11 Fliissigkeit fassen soll ?

9. Eine plankonvexe sphirische Linse wiegt 178,2 p, ihr Durchmesser ist 90 mm, ihre grofte
Dicke 15 mm. Welche Wichte hat die Glassorte, aus der die Linse besteht ?
Unter einer sphiirischen Linse versteht man eine solche, deren gekriimmte Begrenzungs-
flichen Kugelhauben sind. Die hier gemeinte Linse hat die Form eines Kugelsegments, ihre
Oberfliche setzt sich aus einer Kalotte und einem Kreis zusammen.

10. Welchen Durchmesser hat eine Kugel, auf der eine Zone von 18 cm Héhe einen Flichen-
inhalt von 3960 ¢cm? hat ?

11. a) Wieviel Kugeln von 1 cm Durchmesser lassen sich aus einer Vollkugel von 10 cmeDurch-
messer durch GuB, also ohne wesentlichen Materialverlust herstellen ?

b) In welchem Verhiltnis steht die gesamte Oberfliche aller kleinen Kugeln zur Oberfliche
der urspriinglichen Kugel ?

12. Wieviel Kugeln von 5 mm Durchmesser konnen aus einer Menge Zinn von 1 kp Gewicht

: y= 13- |°
gegossen werden | ; 13 om® ) ?
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13. Es ist der Durchmesser einer Messingkugel von 828 kp Gewicht zu berechnen.

14. Fine bikonvexe sphirische Linse mit beiderseits gleicher Krimmung hat 70 mm Durch-
messer, sie ist in der Mitte 16 mm stark. Die Linse besteht aus quarzhaltigem Glas von der
Wichte 2,65 — .

cm

Es werden 37 solcher Linsen angefertigt. Wie-

viel Rohglas ist erforderlich, wenn mit einem

Verlust von 40 % gerechnet werden muB'?

15. In der Werkstoffpriifung spielt die Hirtepriifung a
nach Brinell eine wichtige Rolle. Unter der /"f‘\
Hirte eines Werkstoffes verslehf man den Wider- b lkrimpl } Priifstiick
stand, den er dem Eindringen eines Korpers ent- / %

rL
gegensetzt. W /
Bei der Brinellhirtepriifung wird eine gehirtete

Stahlkugel mit einer bestimmten Kraft, die - b\
man als Priifkraft bezeichnet, in die Oberfliche Ei ]

§ indruck-Durchmesser
des Priifkorpers eingedriickt. Die Grofie des
entstehenden Eindrucks, also die Grofie der Abb.132
Kalotte, dient zur Bestimmung der Hirte (Ab-

bildung 132). Diese wird durch HB = Na berechnet, wobei die Priifkraft P in kp und die

Fliche F der Kalotte in mm? gemessen werden. Die Brinellhirte erhilt deshalb die MaBein-
heit kp’ . Leiten Sie die Formel HB= —— ——
mm 7ala —Va®—b?)
aus den gegebenen Werten a, P und dem gemessenen Wert b, dem Durchmesser der
Kalotte berechnet. Die Eindrucktiefe k kann nur ungenau bestimmt werden, sie wird deshalb
aus der Rechnung eliminiert. In der Praxis wird mit Tabellen gearbeitet.

her! Die Brinellhirte wird also

Matk ische Schiil firid

8

1. Wihrend der Traktor-Fahrschule werden Sie besonders auf das Beachten der Verkehrs- und
der Betriebssicherheit Ihres Fahrzeuges hingewiesen. Dabei ist die stindige Kontrolle der
Kugelbolzen in der Lenkung des Traktors wichtig. Berechnen Sie die Oberfliche, das
Volumen und das Gewicht der Kugelbol: verschied Fahrzeugtypen!

Vergleichen Sie! Kugelbolzen werden auch auf Scherfestigkeit beansprucht. Rechnen Sie!

2. In der Technik werden u. a. Gleit-, Rollen- und Kugellager unterschieden. Berechnen Sie
das Gewicht der Kugeln in einem Kugellager! Durch Verschleifl sind die ,,Kugeln** unrund
geworden und sollen eingeschmolzen werden. Welche grofite Kugel liefie sich nun herstellen,
wenn Sie fiir Materialschwund und Bearbeitungsabfall 11% Verlust einplanen?

38. Zusammengesetzte krummflichige Korper

Aus_den von uns besprochenen einfachen krummflichigen Kérpern, den Zylindern,
Kegeln und Kugeln, setzen sich viele Kérper zusammen, die in der Praxis vorkommen.
Tiglich rollen lange Giiterziige durch die DDR, die Rohstoffe in unsere volkseigenen
Betriebe bringen oder Zwischenprodukte und Fertigfabrikate befordern. Fir die Er-
zeugnisse unserer chemischen Industrie gibt es dafiir mitunter besondere Wagen, zum



118 Krummflichige Kérper

Beispiel solche mit Behiltern, die aus einem stehenden Zylinder mit aufgesetztem
Kegelstumpf bestehen, oder solche, die aus einem liegenden Zylinder und angesetzten
Kugelabschnitten zusammengesetzt sind. Immer mehr Maschinen werden konstruiert,
die den Bauern die schwere Arbeit auf den Feldern erleichtern. Auch die Teile dieser
Maschinen sind aus verschiedenen geometrischen Kérpern zusammengesetzt, Auf der
Leipziger Messe finden ‘wir jedes Jahr Neukonstruktionen und Verbesserungen der
verschiedensten Maschinen fiir unsere Industrie. Auch bei ihnen lassen sich die einzel-
nen Teile auf geometrische Grundkérper zuriickfithren.

Die moderne Leichtbauweise zwingt dazu, jedes Teil so zu konstruieren, daf} sein
Gewicht mbglichst gering wird. Dazu ist die Bestimmung des Volumens notig, aus dem
mit Hilfe der Wichte des Stoffes das Gewicht berechnet werden kann. Oft ist es auch

erforderlich, die Oberfliiche zu berechnen, wenn

L
! der Materialbedarf fiir die Vcrchromung oder eine
l andere Veredlung der Oberfliiche ermittelt werden
i soll.
! Die zusammengesetzten krummfléichigen Kor-
I per werden genauso wie die zusammengesetzten
8 ebenflichigen berechnet: Man betrachtet sie dazu
? als Summe oder Differenz einfacher krumm-
| flidchiger Korper. Die Differenzbildung ist dann
.._dzo_l:]-—} erforderlich, wenn beispielsweise aus einer Kugel
G~ ein Zylinder ausgebohrt wurde und der Restkor-
Abb.133 per berechnet werden soll. Auch diesen wollen
wir einen zusammengesetzten Kérper nennen.
Wegen ihrer héufigen Verwendung wollen wir zwei Korper dieser besonderen Art
etwas niher betrachten. Es handelt sich um den Hohlzylinder und die Hohlkugel. Die
Abbildung 133 zeigt die Achsenschnitte beider Korper.

Das Volumen des Hohlzylinders ergibt sich als Differenz

LAY

T s f4 7
V= Zdth — T d?h = —Z—h(dl’- —d?)

Der dufiere und der innere Durchmesser werden mit der Schieblehre gemessen. Diese
Formel ist wegen der enthaltenen Differenz d,% — d,? fiir das Rechnen mit Rechenstab
oder Logarithmentafel wenig geeignet. Fiir diese Zwecke wird sie deshalb meist in der
umgestalteten Form 2

V=S h(di+ d2) (d1 — dz)

verwendet.
Diese Form kann geometrisch gedeutet werden als Prisma, dessen Grundfliche die
mittlere Hohlzylinderschicht, also der Mantel eines Zylinders mit dem Durchmesser

Gtd _; 4 , und dessen Hohe gleich der Wandstirke ist.

Der mittlere Mantel ist M = 4td 7h, die Wandstirke betriigt 4—dy . DasPrisma
2 2
hat dann das Volumen:
po bty i

Das Volumen stimmt mit dem des Hohlzylinders iiberein.
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Bei der Hohlkugel ist die GroBe des Volumens entsprechend dem des Hohlzylinders
als Differenz zweier Kugeln zu bestimmen.

= Eas_ Tan
V=—d & ds

=T (@3—as

=5 @}’ —dy)

An zwei Beispielen soll nun gezeigt werden, wie die Berechnung anderer zusammen-
gesetzter krummflichiger Korper durchgefithrt werden kann. Auch hier ist die Uber-
schlagsrechnung ndtig, auch hier muf} der Rechnungs-
weg griindlich durchdacht werden, damit sich die nu- |
merische Rechnung vereinfacht. Vor allem ist die @
Multiplikation und ebenso die Division mit der irratio-
nalen Zahl 7z moglichst nur einmal und an das Ende
der numerischen Rechnung zu legen. Dazu zwingt 80—
schon die Tatsache, daB der in der Rechnung verwen-
dete Wert fiir 7 in jedem Falle ungenau und meist
auch fiir dic Rechnung unbequem ist. Nach der Rech-
nung ist das Ergebnis unbedingt daraufhin zu iiber-
priifen, ob es moglich ist.

Die Abbildung 134 zeigt eine bikonkave sphirische
Linse. Sie ist dadurch entstanden, daf aus einem
Zylinder zwei Kugelabschnitte herausgeschliffen wur-
den. Wir berechnen das Gewicht und die Oberfliche
der Linse. Wir nehmen an, daf sie aus einem schweren

-

15

:

) ) ) P Abb.134
optischen Glas mit der Wichte y = 31 om? besteht. .
a) Beim Uberschlagen des Gewichtes vergleichen wir die Linse mit einem annihernd
so grofien Zylinder, der einen Radius von 4 cm, eine Hohe von 1 cm hat und aus einem

Stoffe mit der Wichte y = 3 -2 besteht.
Sein Gewicht wire e

P=@4.7-1-3)p ~144p. (beiz~3)
P
em®”
Das Volumen wird gefunden als Differenz aus dem Volumen des Zylinders und dem der
beiden Kugelabschnitte. .

P=y(Vi—2Vs)

Das Gewicht in p ist das Produkt aus dem Volumen in cm® und der Wichte in

V, ist ein Zylinder mit d =8 cm und by = 1,5 em; V, ist ein Kugelabschnitt mit
o =4 cm und hy = 0,5 cm.
Diese Uberlegungen fithren auf die Gleichung

P =31 [%82-1,5 ~2.7.053-4 +0,52)lp

Wir formen so um, daB nur eine Multiplikation mit erforderlich ist

P=31m(16-15 —%~48,25\)p

—3,17(24—804)p=31.-7-15%p
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Eine logarithmische Rechnung fiihrt am schnellsten zum Ziel. Das Gewicht ist x P>
g x=0.4914 4 0.4971 + 1.2030 = 2.1914.

Ergebnis: Das Gewicht ergibt sich zu 1554 p.

Ein Vergleich dieses Rechenergebnisses mit dem durch Uberschlag bestimmten Wert
bestitigt uns, daB8 unser errechneter Wert maglich ist.

b) Um die Oberfliche der Linse zu iiberschlagen, wird statt der Linsenoberfliche die
Oberfliiche des urspriinglichen Zylinders berechnet.

0=8-7-15cm?*+ 2. 42. zem?= 44 7 cm?®

das sind bei 77 ~ 3 rund 130 cm?® Dann erfolgt die genaue Berechnung.

Die Oberfliche der Linse setzt sich zusammen aus dem Mantel des Zylinders mit
d=38cm, iy =1,5 cm und der Fliche der beiden Kalotten, die die Hohe hy= 0,5 cm
und den Kugelradius r = x cm haben. x wird errechnet aus ¢ = 4 cm und hy = 0,5 cm.

Wir erhalten £205@2x—0,5)

und daraus 2 x — 0,5 = 32, was zu x = 16,25 fiihrt.
Mit Hilfe dieses Wertes kann die Oberfliche O = y cm? berechnet werden.

0=0B8r-154+2-27-16,25-0,5) cm?
Auch hier formen wir zweckmiBig um
O=m(8-1,5+4+2-2.16,25-0,5) cm?= 44,57 cm? = y cm?
Wir berechnen y wieder logarithmisch.
lgy = 1.6484 + 0.4971 = 2.1455; y ergibt sich zu 139,8.
Die Oberfliche der Linse ist 139,8 cm? gro8.

Auch hier zeigt ein Vergleich mit dem Ergebnis des Uberschlags, daB das errechnete
Ergebnis moglich ist.

Als zweites Beispiel wird das Volumen eines aus Rundstahl gedrehten Bolzens er-
mittelt, dessen Achsenschnitt die Abbildung 135 zeigt. Wir fiihren zunichst eine Uber-
schlagsrechnung durch. Dabei ersetzen wir den Bolzen durch einen Zylinder mit dem

geschitzten Radius von 7 mm und der

* o Linge 100 mm. Wir rechnen mit dem Wert 3

= firz und erhalten V= (72. 7z - 100) mm?3

% et — =% ~ (50 - 3 - 100) mm?=15000 mm®. Zur ge-

nauen Berechnung des Volumens ist es

40—} giinstig, die Mafle in cm umzuwandeln, da-

75 durch wird das Volumen in Kubikzenti-

metern gewonnen. Es muB in der Groflen-

Abb. 135 ordnung von 15 ecm?® liegen. Wieder wird

zundchst der Rechnungsgang genau durch-

dacht. Der Bolzen setzt sich zusammen aus einer Halbkugel mit dem Durchmesser

dy=2cm; einem Kegelstumpf mit den Durchmessern d; = 2 ¢cm und dy = 1,5 cm

sowie der Héhe hy = 3,5 cm; einem Zylinder mit dem Durchmesser dy = 1,2 cm und

der Hohe hy =4 cm und aus einem Kegel mit dem Durchmesser d3=1,2 cm und
der Hohe hg.

g
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Diese Hohe soll nach der Zeichnung offenbar Hihe in einem gleichseitigen Dreieck
sein. Als solche 1dBt sie sich mit dem Lehrsatz des Pythagoras berechnen:

dy\2 3d,* dy jx
h;:daz—(;) ; h3=V e~ Y3
Nach diesen Voriiberlegungen kann das Volumen bestimmt werden.

S T SO (4
V=g g nd +§nhl( ;

bir g @) | g, By L
3 + 9.9 + 2 + @h,y 1 +3n—4—h3

. . . 7 .
Das 3. Glied der rechten Seite wird mit 3 erweitert und it als gemeinsamer Faktor
ausgeklammert.

V= T+ by (dy? + dydy+ di?) + 3hads®+ di? hy]
Einsetzen der gegebenen Zahlenwerte fiihrt zu:

Ve RlB4 3520215 +15%) +3- 4122 41,2 12 Vi]cma

{;(8 +3,5-9,25 + 12 - 1,44 + 1,44 . 0,6 - }3) em®
= {12(3 + 32,375 + 17,28 +1,496) cm® = 1”5 59,15 cm®

Die weitere Rechnung wird zweckmiBig logarithmisch durchgefiihrt. Das Volumen
betrigt x cm?.

lgz= 04971
1g59,15 = 1.7720
2.2691

Ig12= 1.0792
lgx= 1.1899

x=1549 V¥V =1549 cm®
Das Volumen des Bolzens betrigt annihernd 15,5 cm?®.

Es zeigt sich, daB die Uberschlagsrechnung einen recht brauchbaren Wert lieferte,
der fiir grobe Berechnungen ausgereicht hitte. Bei der Berechnung von zusammen-
gesetzten Korpern wird man im allgemeinen dhnlich verfahren kénnen, wie es in den
beiden Beispielen geschah. Grundsiitzlich ist zu beachten, dal vor der Rechnung alle
Lingen, die verwendet werden, auf dieselbe Léngeneinheit gebracht werden, da da-
durch zugleich die MaBeinheit des Ergebnisses festgelegt wird. Die Berechnung selbst
muf so durchgefiihrt werden, dafl die numerischen Berechnungen auf ein Mindestmaf}
beschrinkt werden. Die Genauigkeit des Ergebnisses richtet sich nach der Genauig-
keit der gegebenen GréBen. Es ist falsch, durch numerisches Rechnen mit méglichst
vielen Dezimalstellen, z. B. bei 7, eine Genauigkeit vorzutiuschen, die gar nicht vor-
banden sein kann. Besonders wichtig ist, daB durch eine Uberschlagsrechnung mit
zweckmiiflig verinderten Werten vor der Berechnung die GroBenordnung des Ergeb-
nisses ermittelt und nach der Ausrechnung iiberpriift wird, ob der gefundene Wert

- richtig sein kann.
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Aufgaben

1. Wieviel wiegt eine Buchse aus Bronze mit dem AuBendurchmesser 80 mm, dem Innendurch-

messer 60 mm und der Lange 120 mm ? Die Wichte der Bronze ist 8,7 ¥3 . (Unter einer Buchse

versteht man in der Technik einen Hohlzylinder.)

2. Wie schwer ist der nach DIN 322 genormte Schmier-
ring aus Messing (Abb. 136) ? Die Wichte des Mes-

sings ist 8,5 C—pg S

3. Wieviel wiegt ein 3,50 m langes Stahlrohr vom
Auflendurchmesser 22 mm und der Wandstirke

1,5 mm (y: 7,85 2:.3)?

4. Eine guBleiserne Kugel mit der Wandstirke 1,5 cm
hat den duBeren Umfang von 21,7 em. Wie schwer

ist sie ? Die Wichte des Gufleisens betrigt 7,2 % .

5. Aus 125 em® Metall soll eine Hohlkugel mit dem
inneren Durchmesser von 20 cm gegossen werden.
Wie grof} ist die duflere Oberfliche dieser Kugel ?

6. Aus® einer Walze von 10 em Radius und 15 em
Héhe ist in Richtung der Achse ein Kegel heraus-
gebohrt, dessen Achsenschnitt ein gleichseitiges
Dreieck ist. Es ist der Rauminhalt des Restkorpers
zu berechnen, wenn die Bohrung 5 em tief in die
Walze geht.

7. Von einer Welle mit dem Durchmesser d = 80 mm
wird das schraffierte Stiick abgefrist, so daB
h= 70 mm ist. Wicviel Prozent betriigt der dabei
entstehende Materialabfall (Abb. 137) ?

8. Wie groB3 ist das Vol des kegelig gebohrten
Werkstiickes mit den MaBen der Abbildung 1387
9. Eine halbkugelférmige Schale vom éuBeren Durch-

messer d= 90 cm und der Wandstirke s= 2 cm
soll verchromt werden. Wie grof3 ist die Oberfliche ?

10. Eine Kugel von 170 mm Durchmesser ist zentrisch
mit einem Bohrer von 80 mm durchbohrt.
a) Wie grol ist das Volumen der ausgebohrten
Kugel ?
b) Wieviel Prozent des Materials der Kugel gingen
bei der Bohrung verloren ?

Abb.137

Abb.138

11. In der Bekanntmachung der sowjetischen Nachrichtenagentur Tass iiber den Start des ersten
Erdsatelliten hie es: ,,Am 4. Oktober 1957 wurde der erste Erdsatellit in der Sowjetunion
mit Erfolg abgeschossen. Der Satellit hat die Form einer Kugel mit einem Durchmesser von

58 em und wiegt 83,6 kg.*

Welche Wandstirke wiirde eine gleichschwere und gleichgroe Hohlkugel aus Eisen mit

der Dichte 7.8 - g—1 haben ?
cm’



Zusammengesetzte krummflichige Kérper

12. Ein Kérper besteht aus einem Zylinder, der
durch eine Halbkugel abgeschlossen wird.
Die Hohe des Gesamtkorpers ist 115 cm und
der gemeinsame Durchmesser 70 cm.

¢__1

85
I

a) Es ist der Achsenschnitt des Korpers zu
zeichnen.

152

= 609-—1

b) Volumen und Oberfliche des Gesamtkor-
pers sind zu berechnen.

13. Auf einem Zylinder mit der Hohe hy = 3 cm
ist ein Kegel mit gleicher Grundfliche und
der Hohe h,= 6 cm aufgesetzt.

120

Abb.139

a) Es ist der Grundkreisradius r zu berech-

nen, wenn das Volumen ¥ des zusammen-
gesetzten Korpers 65 cm® betragt.

b) Der Mantel des Gesamtkorpers ist zu i »- i R ke

=-20

berechnen.

14. Aus einem 75 mm langen runden Eisenstab =18 = 35 —e=

65

——wﬂ(p-

von 20 mm Durchmesser soll ein Senklot
hergestellt werden, das die Form einer Walze
mit zwei aufgesetzten Kegeln hat. Der eine
Kegel hat 20 mm, der andere 5 mm Héhe.

Abb. 140

a) Wie groB ist das Volumen des Senklotes ?
b) Wieviel wiegt der Abfall, wenn die S% O ___sé —
Wichte des Eisens 7,8 p betriigt ? '

cm?

15. Eine Milchkanne setzt sich zusammen aus
einem Zylinder von 30 em Durchmesser und

F=40 =

20 cm Héhe, einem dariiberliegenden Kegel- ! 180
stumpf von 10 cm Seitenlinge und dem Abb.141
kleineren Durchmesser von 18 cm sowie

einem darauf sitzenden Zylinder von 10 cm

Héhe. Die Kanne soll 201 fassen. Es ist nachzupriifen, ob diese Angabe
stimmt.

16. Das Volumen und die Oberfliche der in Abbildung 139 dargestellten Buchse
ist zu berechnen.

17. Welches Gewicht hat der aus Schnellstahl (y =81 —PT) hergestellte
Spitzsenker, den Abbildung 140 zeigt ? =

18. Es ist das Gewicht eines Kreuzkopfzapfens zu berect Die Wichte des
Materials betrigt 7,85 _p_a_ , die MaBe sind der Abbildung 141 zu ent-
nehmen! s

19. Es ist das Gewicht von 1000 Stiick des in Abbildung 142 dargestellten
Nietes aus Eisen zu berechnen.

(d'——-lﬁmm: I=70mm: r=11mm;: h=85mm: y=7.38 ml:l?

1]

—e{ " ——

Abb. 142
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20.
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23.

24.
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Das Gewicht von 64 Bolzen aus Eisen ist nach
Abbildung 143 zu berechnen.
(dy= 9 mm; dy= 6 mm; L= 11 mm;

P
l,=155mm; y= 18 c_r:F)

. Ein zylindrischer Stahlblechbehilter ist an seinen

beiden Enden durch Kalotten abgeschlossen.
Wie schwer ist der leere Behilter, wenn er die
Mafle d= 1,20m, /= 2,50 m und h= 20 cm
hat? 1m? Blech soll 24 kp wiegen (Abb. 144).

. Das Belast: icht nach Abbildung 145 soll

allseitig verchromt werden. Zur Feststellung de§
Materialverbrauchs soll die Oberfliche berech-'
net werden.

Beim Hartverchromen betragen die Metallkosten
fiir eine Schichtdicke von 0,1 mm etwa 0,20 DM
je Quadratdezimeter. Berechnen Sie die Metall-
kosten fiir das Hartverchromen von 65 Druck-
platten (Abb. 146), wenn die Schichtdicke
0,075 mm betragen soll!

a) Es ist der Blechverbrauch bei Herstellung

eines Kruges nach Abbildung 147 zu ermitteln!

b) Wie grof} ist das Volumen des Kruges ?
(ri=5cm; rg= 10 cm; rg= 4,5 cm;
s;= 28 cm; s;= 8 cm: s3= 7 cm)

Krummflichige Kérper
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Abb. 145

<—15—-l

10 2=

Abb. 147

Mathematische Schiilerauftriige

Betrachten Sie die Kérnerspitze am Reitstock einer Drehmaschine oder einer Frismaschine!

Messen, konstruieren und rechnen Sie!

Anleitung: Hier sind absichtlich keine Fragen gestellt worden. Wihlen Sie sich selbst ein

mathematisches Problem, und untersuchen Sie es!

2. Die Kraftstofftanks der verschiedensten Fahrzeugtypen sind nicht standardisiert. Oft findet
man ,,unférmige** Behilter, die ihre Form den geringen Platzverhiltnissen am Fahrzeug
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unterordnen muflten. Diese Tatsache ist besonders bei ,,Fallbenzin* verbreitet. Berechnen
Sie das Fassungsvermégen eines Kraftstoffbehiilters in 1! Stellen Sie eine MefBsonde her.
an deren Strichteilung der jeweils im Tank vorhandene Kraftstoff werden kann'

Anleitung: Die Mefisonde darf nicht aus Holz hergestellt werden, da Holz sehr kapillar ist
und dadurch Meffehler auftreten wiirden. Auf der MeBsonde miissen die Eichstriche so ein-
gefeilt werden, daBl ein Ablesen von Liter zu Liter moglich ist.

3. Untersuchen Sie ein Rollenlager (kein K ), und errechnen Sie das Volumen einer

Rolle! Entwickeln Sie aus der Volumensumme aller Rollen eine griBte Rolle, wenn Sie a) den
urspriinglich gegebencn Durchmesser und b) die urspriinglich gegebene Linge beibehalten!
Konstruieren und berechnen Sie ein Rollenlager, das im lichten Durchmesser 50 mm mif3t!
Welches Gewicht hat ein Rollenlager (Kifig und Rollen) ?

4. Tritt an einem Fahrzeug ein Achsenbruch auf, so wird der gebrochene Achsschenkel ausge-
wechselt. Berechnen Sie das Gewicht eines Achsschenkels von einem Fahrzeug, an dessen
Reparatur Sie beteiligt sind!

39. Aufgaben zur Ubung und Wiederholung .

1. Eine LPG legt fiir Riibenblitter und Zuckerriibenschnitzel Tiefsilos an, wie sie Abbildung 148
im Querschnitt zeigt. Die AuBlenbreite eines Silos betriigt 4,00 m. Die Silos werden bis zum
Rand gefiillt. Durch den GirprozeB setzt sich die Masse und hat nach der ,,Reife* nur noch
eine Hohe von etwa 3,00 m. Fiir eine GVE (GroBvieheinheit) Rind werden als Tagesbedarf etwa
25 kg angenommen. Man rechnet im Durchschnitt mit 150 Winterfiitterungstagen. 1 m* Masse
wiegt ungefiihr 750 kg. In der LPG handelt es
sich um ecinen 60er-Stall (60 Rinder). 02m

a) Wie lange reicht der Vorrat, der in einem Silo —.'":—

eingelagert wird ? )

b) Wieviel Silos muf3 die LPG anlegen, damit der ”z,/lg S
gesamte Stall wihrend des Winters versorgt j X0 7
werden kann ?

¢) Wieviel Kubikmeter Beton werden zum Bau 13m
der Silos benétigt ? Abb. 148

2. Fiir den Mais, der nicht auf einmal geerntet wird,

ist ein Fahrsilo geplant. Der Querschnitt der in Auffahrt Ausfahrt

einem solchen Silo gespeicherten Masse ist trapez- 10m & 10”,_1

formig. Die Lastwagenanhiinger werden in den o~ r

D

Silo gefahren, entladen, und die Masse wird mit
einer Raupe festgewalzt. Die Auf- und Abfahrten
sind schriig, dadurch ergibt sich der trapezformige - 50m
Querschnitt. Die Breite der Anlage betriigt etwa Abb.149
4,00 m. Die anderen MafBle konnen aus der Abbil-
dung 149 entnommen werden.

a) Wievel Kubikmeter enthilt ein solcher Fahrsilo ?
b) Wieviel Silos werden fiir einen 60 er-Stall (siche

Aufgabe 1) benétigt ?

3. Die Futterriiben werden eingemietet. Der Quer-
schnitt der Riibenmiete ist ein gleichschenkliges
Dreieck, dessen Mafle aus Abbildung 150 ent-
nommen werden kionnen. Die Linge der Miete
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betrigt annédhernd 60 m. Ein Kubikmeter Riiben wiegt etwa 7,1 dt. Der Verbrauch je Kuh
und Tag betrigt 20 kg. Wieviel Mieten werden bendtigt, um die Tiere 150 Tage im Winter
zu fiittern ?

4. Das Heu wird in einer 30 m langen Scheune eingelagert. Lénge:
Den Querschnitt des Lagerraums zeigt Abbildung 151. 30m
‘Wieviel Dezitonnen Heu kénnen eingelagert werden, wenn
das Gewicht eines Kubikmeters Wiesenheu, das lose auf-
gespeichert wird, etwa 70 kg betrigt ? v

180
-

10m

5. Als Jauchetonnen oder als Wassertonnen fiir die Weide
werden zylinderférmige Tonnen aus Zink mit einem Durch- AbD.151
messer von 75 em und einer Léinge von 2,80 m hergestellt.
a) Wieviel Kubikmeter fafit eine Tonne ?
b) Wieviel solcher Tonnen decken den Tagesbedarf einer Herde von 40 GVE, wenn fiir eine
GVE 40 Liter gerechnet werden ?

6. Eine andere LPG verwendet Holztonnen, die die Form eines Kegelstumpfes haben. Der
Durchmesser der grolleren Kreisfliche betrigt 0,80 m, der Durchmesser der kleineren 0,55 m.
Die Tonne ist 3,50 m lang.

Wieviel Liter Wasser fafit eine solche Tonne ?

7. Eine Mischtrommel fiir Beton oder Mortel hat die Abmessungen der Abbildung 152. (Die
Darstellung ist vereinfacht.)

a) Berechnen Sie den grofiten Durchmesser aus den 550
angegebenen Maflen!

b) Priifen Sie durch Rechnung nach, ob die Angabe
stimmt, dafl der Mischer 250 1 Masse fa3t!

¢) Ein Neubau von 12 Wohneinheiten wird auf 475 Ku-
bikmeter Mauerwerk veranschlagt. Wieviel Trom-
meln Mortel werden dazu benétigt, wenn fiir ein
Kubikmeter Mauerwerk etwa 300 1 Mortel erforder-

600°

lich sind ?

d) Bei dem Neubau sind 700 Quadratmeter Auflen- 450_1__500‘_‘450
putz und 4000 Quadratmeter Innenputz auszufiih-
ren. Wieviel Trommeln sind dazu nétig, wenn der Abb.152

Quadratmeter Auflenputz zu etwa 25 Liter und der
Quadratmeter Innenputz zu etwa 17 Liter Mortel veranschlagt wird ?

8. Die Reichsbahn verwendet zur Beférderung von Minerals! vierachsige Kesselwagen in Leicht-
bauweise. Der Kessel dieser Wagen hat die Abmessungen der Abbildung 153.
a) Welches Volumen hat der Kessel ?
b) Wieviel Quadratmeter Material werden zu seiner Herstellung benstigt ?

ol

i g — ._.%ai..o: =

=s-2680

f 9860
Abb.153
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Abb. 154 Abb.155

9. Um Raum zu sparen und um die Baukosten
niedrig zu halten, wird ein Wasserbehilter ring-
férmig um einen Fabrikschornstein gebaut. geprofien
Wieviel Kubikmeter Wasser fafit dieser Be-
hiilter bei den in der Abbild 154 t
Mallen ?

Brett
10. In einer Textilmaschinenfabrik wird ein Zahn-

rad nicht mehr aus Gufleisen sondern aus
Polyamid hergestellt. Rider aus Plasten laufen
gerduschirmer als solche aus Eisen. Auflerdem Bﬁr
wird eine Gewichtsersparnis erzielt, da die Wichte

: P
des Polyamids 1,6 )

Wichte des GuBeisens 7,26

betrigt, wihrend die

ist.
cm?®

Wie groff ist die Gewichtsersparnis bei dem
Rohling eines Zahnrads, der in Abbildung 155
dargestellt ist ?

Abb. 156
11. Die moderne Technik ist bemiiht, durch span-
lose Formung Material zu sparen. Ein Ver-
fahren zur spanl Formgebung ist das Schmieden, das in den grofen Schmiedewerken

unserer Republik mit Hilfe von Fallhimmern erfolgt. Die Abbildung 156 zeigt einen Brettfall-
hammer. Seine Grofle wird angegeben durch das Gewicht des Hammers (Birgewicht). Der
Hammer ist an einem Brett befestigt, das durch zwei mit Motorkraft betriebenen Rollen
hochgezogen wird. Der Hammer fillt dann durch sein Eigengewicht auf die Schabotte her-
unter und liefert durch diesen Fall die Schmiedcenergie. Die Schabotte trigt einen Gesenk-
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13.

»

Abb. 157

schlitten, der das Gesenk aufnimmt.
In dieses Gesenk wird das weiche
Eisen hineingeschlagen. Dadurch er-
hilt es die gewiinschte Form.

Die Abbildung 157 zeigt die verein-
fachte Darstellung des Hammerbirs
eines Brettfallhammers von 500 kp
Biirgewicht.

Welche Wichte mufl das Material

haben, aus dem der Hammerbir be-
steht, wenn er 500 kp wiegt?

Die Abbildung 158 zeigt den Rohteil
einer Verschraubung, der geschmiedet
werden soll.

Berechnen Sie das Gewicht des Roh-
teils, wenn er aus Stahl mit der Wichte

78 cxl:xs geschmiedet wird!

Berechnen Sie das Gewicht des in
Abbildung 159 dargestellten Rohteils

Krummflichige Korper

S— | -

[ A c—

— wo,_l

88° {

Abb.158

=104

Abb.159

eines Sicherungswinkels, der als Genauschmiedestiick hergestellt werden soll! Die Wichte

des Materials ist wieder 7,8 _u]::_"
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GroBe des Rohteiles
Abb. 160

Abb.161

14. Bei der spanenden Formgebung entsteht viel Materialabfall. Die Abbildung 160 zeigt einc

Halbachse, die aus einem Rohteil gedreht wird.

Berechnen Sie den Abfall in Prozenten, der beim Drehen entsteht! (Die Einschniirung zwi-
schen Kege! und Zylinder kann dabei vernachlissigt werden.)

15. Das Spannstiick, das in Abbildung 161 dargestellt ist, soll durch eine besondere Oberflichen-

behandlung veredelt werden.
a) Berechnen Sie die Oberfliche des Spannstiicks!
b) Zeich Sie das Sp iick in drei Ansichten!

16. Im Kombinat Schwarze Pumpe wurden zur Bereitstellung des benitigten Wassers groBie

9

Behiiter in Kugelform errichtet. Bei solchen Behiltern ist es besonders nitig, die Beziehung
zwischen der Hohe des Wasserstandes und der Wassermenge zu ermitteln.
a) Berechnen Sie die Fassungskraft eines kugelférmigen Behiilters von 15 m Durchmesser!
b) Berechnen Sie die vorhandene Wassermenge bei einem Wasserstand von 0,50 m, 1,00 m,
1,50 m usw. bis zum héchsten Stande!
¢) Tragen Sie die Wasserstinde auf der x-Achse und die Wassermengen auf der y-Achse
eines Koordinatensystems auf!
(Wihien Sie giinstige MaBstiibe!) Verbinden Sie die einzelnen Punkte zu einer Kurve!
d) Versuchen Sie, cine allgemeine Losung des Problems (Abhingigkeit des Flissigkeits-
standes von der Fliissigkeitshohe in einem kugelférmigen Behilter) zu gewinnen!

(00 920]
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17. Ein auf der Spitze stehender Kegel von 12 m Durchmesser und 10 m Seitenlinge dient als
Fliissigkeitsbehilter.
a) Berechnen Sie das Gesamtvolumen!
b) Berechnen Sie die Fiillung bei einem Fiillungsstand von 0,50 m und je 0,50 m mehr!

¢) Tragen Sie auch in diesem Falle bei geeigneten MafBstiben die Hohen des Wasserstandes
und die dazugehérigen Mengen auf den Achsen eines Koordinatensystems auf, und zeichnen
Sie die sich daraus ergebende Kurve!

18. Ein besonders einfaches Bild ergibt sich, wenn der Vorratsbehilter zylinderformig ist, wie
wir das hiufig bei Gasbehiltern finden.

a) Ermitteln Sie die Abhingigkeit der Fiillung von der Wasserstandshéhe bei einem Zylin-
der, der dieselben gréf3ten Ausdeh gen hat wie die in Aufgabe 16 angenommene Kugel!

b) Welche Kurve ergibt sich in diesem Falle bei der Darstellung im Koordinatensystem ?

Anmerkung: Die letzten drei Aufgaben eignen sich gut dazu, von der Klasse oder einer Gruppe
in der Klasse kollektiv gelost zu werden.



Abb.162

DAS DYADISCHE ZAHLENSYSTEM

Eine Hauptlinie des technischen Fortschritts im Sozialismus ist die Mechanisierung
und Automatisierung der Produktion. Unter Mechanisierung versteht man die Ab-
lésung der menschlichen Arbeit durch maschinelle Arbeit, unter Automatisierung die
Anwendung von Maschinen, die in ihrem Arbeitsablauf maschinell gesteuert werden.
Dariiber hinaus ist es das Ziel der Automatisierung, Automaten zu konstruieren, die
bestimmte Aufgaben, die bisher nur von Menschen unter sehr groBlem Zeitaufwand
bearbeitet werden konnten, selbstindig steuern und Iésen. Solche Aufgaben sind
hauptsichlich komplizierte Rechenoperationen, zu deren Durchfithrung eine grofe
Anzahl von Mathematikern fiir eine lange Zeit in Anspruch genommen wiirden. Um-
fangreiche Rechnungen werden in dem MaBe in immer grofierem Umfang erforderlich,
wie der Mensch in Natur und Technik, in Forschung und Industrialisierung weiter vor-
dringt. Die Vorausberechnung der Bahn der sowjetischen interplanetarischen Raketen,
die Entwicklung neuer optischer Geriite, die Konstruktion von GroBmaschinen auf
verschiedenen Gebieten der Industrie und Landwirtschaft stellen laufend rechnerische

Q%
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Probleme an Wissenschaftler und Konstrukteure, die ohne mechanische Rechenhilfs-
mittel nicht mehr zu bewiiltigen sind. Das Ziel der Mechanisierung und Automatisie-
rung ist hierbei in erster Linie nicht die Einsparung menschlicher Arbeitskrifte, sondern
vielmehr der Gewinn an Arbeitszeit. Rechnungen, fiir die mehrere Mathematiker
Stunden, Tage oder Monate benstigen wiirden, miissen in Minuten oder Sekunden be-
wiltigt werden. Das fordert u. U. kategorisch das betreffende Problem, z. B. die lau-
fende Uberwachung und Korrektur des Flugs einer Rakete.

Aber auch weniger weitreichende Aufgaben werden kaum noch ohne mechanische
Rechenhilfsmittel gelést. Der Arbeitsplatz in einem Lohnbiiro, in einer Sparkasse oder
in einer Abrechnungsstelle der SVK ist heute ohne eine mechanische Rechenmaschine
undenkbar (Abb. 163). Diese
kann als kleine Tischrechen-
maschine fiir manuellen
Kurbelantrieb oder in grs-
Berer Ausfiihrung fiir elek-
iromotorischen Antrieb kon-
struiert sein. Auch die Ad-
ditionskassen in den Selbst-
bedienungsliden der HO
sind ein Beispiel fiir die Me-
chanisierung von Rechen-
operationen. SchlieBlich ist
die Arbeit des Ingenieurs
und  Konstrukteurs sowie
vieler Facharbeiter mit dem

AbD.163 Rechenstab zur Selbstver-
stiindlichkeit geworden.

Bei allen diesen Geriiten handelt es sich um Hilfsmittel, die der Mechanisierung
dienen. Sie stellen aber noch keine Rechenautomaten dar, da sie die Aufeinanderfolge
einzelner Rechenschritte nicht selbst steuern, sondern diese Steuerung laufend durch
den bedienenden Menschen vorgenommen werden muB. Mechanische Rechenmaschine
und Rechenstab nehmen ihm nur die geistige Operation des Addierens und Subtrahie-
Multiplizierens oder Dividierens, Potenzierens oder Radizierens (jeweils als ein-
zelne, vom Menschen gelenkte Rechnung) ab. Das entschieden wichtigere Ziel mul3 es
sein, eine Rechenmaschine zu konstruieren, die ein grofleres rechnerisches Problem,
das aus einer TFiille einzelner Rechenoperationen in besiimmter Reihenfolge besteht,
selbstiindig lost, wenn ihr der s»Auftrag erteilt* wurde. Das konnte z. B. der Auﬁrug
sein, eine Bestimmlmgsgleichung hiheren Grades zu lésen, oder zu cinem gegebenen
Zahlenwert den Funktionswert einer komplizierteren Funktion zu berechnen. Hierzu
ist eine echte Amomatisierung nitig; denn die Maschine muf} hierbei auf Grund der
vom Menschen gestellten Aufgabe durch Selbststeuerung die einzelnen Rechenschritte
in richtiger Reihenfolge auswiihlen und dabei maoglichst alle Teilschritte sofort selbst
kontrollieren, um sie bei unterlaufenden Fehlern zu wicderholen und zu korrigieren.
Die Konstruktion solcher s.programmgesteuerter Rechenautomaten®, die samt und
sonders Wunderwerke der modernen elektronischen Relaistechnik darstellen und in
ihren Ausmaflen ganze Zimmer ausfiillen, gehort seit etwa 25 Jahren zu den Standardfor-
schungsaufgaben der mathematischen Wissenschaft. Sie kann heute dank der unermiid-
lichen Arbeit von Mathematikern und Ingenieuren aus verschiedensten Lindern als
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gelost gelten, und viele GroBtaten der Wissenschaft und Technik (z. B. die alle Welt in
Atem haltende stiirmische Weiterentwicklung der Erforschung des Weltraums durch
die Sowjetunion) sind ohne den Grofleinsatz von Rechenautomaten undenkbar.

Die Grundlage alles Rechnens ist das Zihlen, die des Zihlens ein Zahlensystem.
Soll durch einen Rechenautomaten das Rechnen méglichst skonomisch, d. h. also mit
grofler Sicherheit und Geschwindigkeit ausgefiihrt werden, mu8 die Frage nach dem
geeignetsten Zahlensystem gestellt werden. Das uns geldufige dckadische System
(Zehnersystem) ist nicht das einzig mégliche. Es ist sogar nicht das einfachste, das man
aufstellen kann, und fiir 6konomisches maschinelles Rechnen ist es keineswegs das am
besten geeignete System. Wiihrend ecinfachere Rechenmaschinen (mechanische Biiro-
maschinen, Rechenstiibe u. d.) zwar mit dem Zehnersystem zum Ziel kommen, trifft
das fiir moderne programmgesteuerte Rechenautomaten nicht mehr zu. Sie bedienen
sich des dyadischen Zahlensystems (Zweiersystem). Um einen Einblick in die moderne
Mechanisierung und Automatisierung auf dem Gebiete der Rechentechnik zu erhalten,
wollen wir uns deshalb zum Schluf kurz mit anderen als unserem Zehnersystem,
speziell mit dem Zweiersystem, beschiftigen.

40. Das Zehnersystem
Zur Wiederholung:

1. a) Lesen Sie die Zahlen 12 345,678 9 und 102 030 405,060 708 09!
b) Welche Ziffern benutzt man zur Darstellung der Zahlen in unserem Zahlensystem ?
¢) Welche Werte haben die einzelnen Ziffern in den beiden Zahlen ?
d) Welche wichtige Aufgabe hat die Null ?

9

a) Welche Symbole benutzt man zur Darstellung der Zahlen im rémischen Zahlensystem ?
b) Lesen Sie die Zahlen XXXVI, CLIX, MDCLXVI, MMCDXCIX!
¢) Lesen sie die Zahlen VI und 51; IV und 153

MDCLXVI und 1000 500 100 501 051!

d) Warum nennt man unser Zahlensystem ein Stellenwertsystem, das romische aber ein
Additionssystem ?

®

a) Schreiben Sie die folgenden Zahlen als eine Summe von Vielfachen von Zehnerpotenzen!
2576: 2,576; 300,14; 30,014 1 234,567 89: 9 807 006,500 403 21

b) Warum heif3t unser Zahlensystem dekadisches oder Zehnersystem ?

¢) Wievieler Ziffern bedarf es zur Darstellung aller Zahlen im Zehnersystem ?

4.a) Schreiben Sie die folgenden Zahlen in das dezimale Stellenwertsystem um!
DCCLXXXII: XIX; CMXCIX; CMXLIX

b) Schreiben Sie folgende Zahlen mit rémischen Zahlzeichen!
368; 497: 89: 1945
¢) Welche Zahlenschreibung ist vorteilhafter ? Begriinden Sie Thre Antwort!

In dem von uns verwendeten Zehnersystem werden zehn Ziffern benutzt: 1, 2, 3,
4,5, 6,7, 8,9, 0. Unter ihnen befindet sich die Null. Dieser kommt hierbei wie in
jedem Stellenwert- (oder Positions-)system eine besondere Bedeutung zu. Sie wird
zur Kennzeichnung der ,,leeren Stellen® in einem Zahlbild benétigt.

10 (00920}
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Ihr erstes Vorkommen in einer indischen Handschrift um 800 u. Z. bedeutet in der
Entwicklung der Stellenwertsysteme einen entscheidenden Fortschritt. (Positions-
systeme ohne Verwendung der Null finden sich bereits lange vor dieser Zeit, zum
ersten. Male um 2000 v. u. Z. in Babylonien.)

Die Verwendung von nur 10 unterschiedlichen Schrifizeichen bedeutet, daf, von
der Null angefangen, bereits jede 11. Zahl in der Zahlenfolge der ganzen Zahlen durch
ein Zahlbild wiedergegeben werden muB, das kein eigenes Schriftzeichen (Individual-
zeichen) darstellt. Das wird bekanntlich dadurch erreicht, daBl gewisse Ziffern im Zahl-
bild an andere Stellen gesetzt werden. Benachbarte Stellenwerte im Zahlbild verhalten
sich infolgedessen jeweils wie 10 : 1 (Stellenwertfaktor 10).

Im dekadischen System hat deshalb jedes Zahlbild folgende Form:

s=...a, 10"+ a, - 10" 14 ... 4 a3- 1034+ ag- 1024 ay - 10 + a, - 10°
+a; 101+ a,-1024a_y5- 10734 ceeta, 1074
n: positive ganze Zahlen,
a_y...a,: jeweils eine der Ziffern 1, 2, 3,..., 8,9,0.

Jede Zahl kann also als Summe von Vielfachen von Zehnerpotenzen dargestellt
werden.

Beispiel: z = 2057,60238
5=2.10040-10245-10'4+ 7-10°4+ 61014+ 0-.10"2
2

+2-1034+3-104+8-107°
Also: a3 =2;a,=0; a;=5; ap=1T;
a1=605a,=0;a3=2;a,4=3;a_;=38
Es sind also durch den
gekennzeichnet die Exponenten n =
Zehntausender (ZT) 4
Tausender (T) 3
Hunderter (H) 2
Zehner (Z) 1
Einer - (E) 0
Zehntel (z) —1
Hundertstel (h) —2
Tausendstel (1) —3
Aufgaben

1. Folgende Zahlen sind als Summen von Vielfachen von Zehnerpotenzen zu schreiben (Zahlen-
analyse)!
12 058:99,99; 100,001; 0,000 598 3; 473 000 000; 270 038; 51 525,3; 175,250 008 ; 120 005 002
9876,543 21.
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2. Folgende algebraischen Summen sind als Zahlen im Zehnersystem zu schreiben (Zahlen-

synthese)!

a) 5-10"40-10%+ 2102+ 4.10' 40 - 10°

b) 7-10243-10°+ 41071 49107 4 107°

€) 4-10°+ 5107+ 10°

d) 9.10° +4.107°

e) 105 4 10° 4+ 10°+ 102 + 10° + 1072+ 107 4 107° 4 10~°

£y 5-10+4+5-1004+5-10"' 451072

g 3-10-54 10"+ 8 .107

h) 5-1004+7-10"°

i) 10°°

k) 3.10"

&

Schreiben Sie als Zahlen im Zehnersystem und als Summen von Vielfachen von Zehner-
potenzen!

9ZT8TTHA4Z5E;4E 2z 1h; 6 Millionen; 7 Millionstel; 13 Milliarden: 300 T; 6 Z 6 z;
1 E 1h It;50zt: 6 Billionstel.

41. Andere Stellenwertsysteme

Die Walil von gerade zehn verschiedenen Schriftzeichen (Ziffern) zum Aufbau der
Zahlbilder ist mehr oder weniger willkiirlich. Obwohl sic sich bei vielen Vélkern und
zu allen Zeiten findet, ist der oft vermutete Zusammenhang mit den zehn Fingern
nicht erwiesen, aber als Ursache der Wahl wahrscheinlich. Ebenso hat es zu allen Zeiten
auch schon andere Positionssysteme, teils mit weniger, teils mit mehr als 10 Grund-
schriftzeichen, gegeben. Wir wollen zwei Beispiele besprechen.

a) Das Fiinfersystem

Das Fiinfersystem enthiilt nur fiinf durch unterschiedliche Schriftzeichen dargestellte
Ziffern, darunter natiirlich die Null. Wir wollen dazu die Schriftzeichen 1, 2, 3, 4, 0 be-
niitzen. Jede sechste Zahl der Zahlenfolge der ganzen Zahlen mufl daher durch dieselben
Schriftzeichen unter Beniitzung einer anderen Stelle im Zahlbild dargestellt werden.
Benachbarte Stellenwerte verhalten sich also hier wie 5:1 (Stellenwertfaktor 5), und
jede Zahl kann als eine Summe von Vielfachen von Fiinferpotenzen dargestellt werden:
z=...a, -5 +a,;-5" 1+ ...+ a3-5+ay-524+a,-5'+a5-5°+a_; 57

+a5-5%4a 3 5%+ ...4a, 5"+,
n: positive ganze Zahlen.
a_, ...a,: jeweils eine der Ziffern 1, 2, 3, 4, 0.

Die Zahlenfolge der positiven ganzen Zahlen einschlieflich der 0 hat also hier fol- "
gendes Aussehen:
0;1;2;3;4; 10;11;12; 13; 14; 205 21; 225 23; 24;  30... ... 42;43;44;
1005 101; 102; 103; 104; 1105 1115 ...

10*
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Wir diirfen zum Beispiel dabei die Zahl 13 nicht als s»dreizehn® lesen; denn die
Eins hat hier nicht den Wert 1 - 10 bezichungsweise 10, sondern den Wert ; - 5, also 5.
Deshalb wollen wir 13 als ,,eins — drei* lesen, und das durch eine eckige Klammer
mit dem Index 5 kenntlich machen: [13]; gelesen: eins — drei im Fiinfersystem. Dieser
Zahl entspricht im Zehnersystem die Zahl 8:

[13]; 2 8; denn [13);21-5'+3.5°=54+ 3 =8,
Weitere Beispiele:
[4043021]; &4 .55+ 4 .54+ 3.554 2 .51 41 .50
=4-15625+4-625+3-1254+ 2.5+ 1
= 62500 4 2500 + 375+ 10 + 1
= 65386
[2314],22.5°+3.5141.5244.573

3,1, 4
_2+,5'+25+125

=2+0,64 0,04 + 0,032
= 2,672

Die Umkehrung, das Ermitteln des Zahlbildes im Fiinfersystem bei gegebenem
Zahlbild im Zehnersystem wird folgendermaBen dargestellt:

14578 = 4.3125+ 3.625+1 125+ 3.254+ 3
=4.543.5941.554 3524 3.50
2 [431303];

b) Das Zwolfersystem

Im Zwélfersystem benétigen wir zwilf unterschiedliche Zahlzeichen fiir die elf
ersten Zahlen aus der Folge der positiven ganzen Zahlen und fiir die Null. Wir wollen
sie darstellen durch 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, z, e, 0.

Die Stufenwerte fiir die einzelnen Stellen sind diesmal die Zwélferpotenzen.

I=...0, 12"+ a, ;- 12"+ 4 a5- 124 a5 1224 a, - 121 4 q4 - 120

+a,- 1214 a,-1224a 31234 ... 4a_,- 127" 4 ...
n: positive Zahlen
a_y...a,: jeweils eine der Ziffern 1, 2, 3,... , 9, z,¢,0.

Die Zahlenfolge der nichtnegativen ganzen Zahlen lautet:
05152,35...59;25e3105311512513;...519; 1z; le; 205 215225 23; .. .3 29; 2z; 2e;
305...5405...590;5...598;99; 9z; 9e; 205 215 223 233 . . . 29; zz; ze;el;el;e2;...;
€9; ez; ee; 1003 1013 1025 103; .. .5 2005 ...: 300;. .. ;200; .. .;¢00; e01; €023, . .;
ee9; eez; eee; 1000 . . .
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Beispiele fiir Umrechnungen:
[3405];, 231254 4-12240-1214-5.12°
=3.17284+4-14445-1
= 5765

[ze,02e]s = 10121 411120401271+ 212724 111273

2 11
=10-12 + 11 -1 + 70 + 50
2 11
=120 +1+ )+ 708
35
—131”2—B

5002 = 3-1728 + 4144 4 1112410
=3-12844.122411-121410-12°
2Bte

Aufgaben

1. Schreiben Sie im dekadischen System!
[2103,4]5; [0,1234]5; [10203040];,
[4e, 2] 55 [0,941],; [8e,z2 2],

2. Schreiben Sie a) im Fiinfersystem, b) im Zwélfersystem!
24 4023 998 877; 1 000 001

3. Welche Zahlen werden im Fiinfer-, Zehner- und Zwélfersystem durch dieselben Zahlzeichen
dargestellt, welche auferdem im Zehner- und Zwélfersystem ?

42. Das dyadische Zahlensystem

1) a) Wir wollen Zahlen durch Flaggensignale derart iibertragen, daB jede Ziffer
durch eine andersartige Flagge dargestellt wird und diese entsprechend der Aufeinander-
folge der Ziffern im Zahlzeichen nacheinander gehifit werden. Wieviel verschieden-
artige Flaggen benstigen wir bei den verschiedenen Positionssystemen ?

b) Wir wollen dieselbe Ubertragung auf elektrischem Wege durch ein mehradriges
Kabel durchfiihren, so daB jede Ziffer durch einen Stromsto8 in der zu ihr gehérenden
Ader signalisiert wird. Wieviel Adern muf§ das Kabel bei den verschiedenen Positions-
systemen haben ?

¢) Im Fernsprechverkehr werden die gewiihlten Rufnummern ebenfalls durch Strom-
stofe in den Wiihlersaal des Fernsprechamts iibertragen, jedoch durch StromstsBe auf
einer normalen Leitung. Wie wird das mit Hilfe der Wiihlerscheibe erreicht ?

Wieviel Kontakte hat sie, wenn wir mit dem Zehnersystem arbeiten? Wieviel miiBte
sie in anderen Positionssystemen haben?

2) Diese Uberlegungen sagen uns, daB die Ubertragung von Zahlen um so weniger
technischen Aufwand erfordert, je kleiner die Grundzahl des Positionssystems ist.
Allerdings wird mit abnehmender Stufenzahl die Anzahl der Stellen fiir ein und den-
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selben darzustellenden Zahlenwert immer gréBer (vgl. vorigen Abschnitt), so daB bei
der Ubertragung von gréBeren Zahlen durch StromstsBe dem Vorteil der kleineren
Grundzahl der Nachteil der gréferen Stellenanzahl gegeniibersteht.

Beispiel: Bei der Ubertragung von Zahlen im Fernsprechverkehr wiirde die grofte
fiinfstellige Zahl des Zehnersystems 99999 genau 5-9 = 45 StromstéBe und vier
Pausen erfordern. Fiir die gleiche Ubertragung wiiren bei Benutzung des Fiinfersystems
trotz der grofleren Stellenzahl aber nur 23 StromstsBe mit sieben Pausen erforderlich:
denn 99999 = [11144444];.

Mitunter ergibt sich allerdings im Fiinfersystem auch eine groBere Anzahl von
Signalen als im Zehnersystem.

Beispiel: Die kleinste fiinfstellige Zahl des Zehnersystems 11111 2 [323421];
erfordert 5.1 =75 Stromstéfle mit vier Pausen beim Zehnersystem, aber 15 Strom-
stoBe mit fiinf Pausen beim Fiinfersystem. Der technische Aufwand bleibt beim
Fiinfersystem aber trotzdem kleiner als beim Zehnersystem.

3) In konsequenter Fortfiihrung dieses Gedankens miiiten die geringsten technischen
Schwierigkeiten bei Beniitzung der Grundzahl 2 entstehen. In diesem System gibt es
nur zwei Ziffern, von denen die eine wiederum die Null sein muB3. Wir wollen sie mit
E und 0 bezeichnen. Dann kénnen wir, da Verwechselungen ausgeschlossen sind, die
eckige Klammer mit dem Index 2 weglassen. Die Stellenwerte benachbarter Ziffern in
einem Zahlsymbol verhalten sich dabei jeweils wie 2:1 (Stellenwertfaktor 2). Die
Zahl zeigt dann folgenden Aufbau:
s=...0,-2"4a, 12"+ ... 4ay-Btay R4 a; . N4ay-204a,- 21

+ag 2%4a g 2%+, . +a_, 27"+,
n: positive ganze Zahlen,
a_,...a, jeweils eine der beiden Ziffern E oder 0.
Dieses Zahlensystem heifit das Zweiersystem oder dyadische System (gelegentlich
auch Dualsystem oder Binidrsystem). Dieses System ist fiir mechanische Ubertragungen
von Zahlen besonders geeignet, da es nur zweier Signale bedarf (Prinzip des Entweder-
Oder), z. B. Flagge rechts oder Flagge links; bei elektrischer Uhertragung Stromstof3
oder stromlos; bei optischer Ubertragung Licht oder Dunkel usw. Als Nachteil mufl
allerdings die auBerordentliche Linge der Zahlbilder festgestellt werden.

Die Zahlenfolge der nichtnegativen ganzen Zahlen heift hier:

0; E; E0;: EE: E00; EOE; EE0O; EEE; E000; ...

Beispiele fiir Umrechnungen:
EEEOOEEE &~ 1-27+4+1-2641-2540.2440-2341.2241.2141.2°
=1284+64+32+4+2+1
231
EEOEOE £ 1.2141.2040.27141.2°240.234 1.2-4
1 1
=2+l+5 45

v,
16

It

3
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15209 = 1-81924+1-4096+ 1-204840-1024 4151241 256
+0-1284+1-644+1:324+0-164+1-840-44+0-2+1
—1.28341.21241.2140.21041.2941.2840.2741.28
+1-2540.2941-2840-2240-2141.2°
2 EEEOEEOEEOEO0OE
Trotz der Liinge des Zahlbildes gestaltet sich die Umrechnung ins dekadische System
sehr einfach, da die Grundzahlpotenzen (hier die Potenzen von 2) niemals wie bei
anderen Systemen mit irgendwelchen Ziffern multipliziert werden miissen, sondern
lediglich eine Addition gewisser Zweierpotenzen zum dekadischen Zahlbild fiihrt.
Dabei fingt man am besten mit dem niedrigsten Stellenwert im Zweiersystem an.
Beispiel: EOEE00E 2 204 23 4 244 26
=148+ 16+ 64
Im umgekehrten Fall kommt man durch fortlaufende Subtraktion ven Zweier-
potenzen zum Ziel. Dabei beginnt man mit der groBten, die in der Zahl enthalten ist.
Beispiel: 185 =128 4 (185 — 128)
128 + 57
128 + 32 4 (57 — 32)
=128432+ 25
=128 4324 16 + (25— 16)

Il

=1284+32416+ 9
=128+ 324+ 1648+ (9—8)
128643241604+ 8+ 1

27 425 4 2¢ 4+ 284 20~ EOEEEOOE

Il

Aufgaben

. Wie heiflen die Potenzen von 2 ? Stellen Sie eine Tabelle fiir n= 0 bis n= 15 auf!

[

Zihlen Sie im dyadischen Zahlensystem a) von 0 bis 20 in Einerspriingen vorwirts, b) von
16 bis 2 in Einerspriingen riickwirts, ¢) von 0 bis 16 in Zweierspriingen vorwirts, d) von
10 bis 50 in Zehnerspriingen vorwirts!

w

. Welche ungleichmifBigen Spriinge ermdglichen a) im Zehnersystem, b) im dyadischen System
ein besonders einfaches Zihlen ?

'

. Schreiben Sie in das dyadische Zahlensystem um!
253 999; 10 000; 265 423; 18 005: 3 0033 60 6063 75; 910: 33

. Schreiben Sie in das dekadische Zahlensystem um!
EEE; E00OEOEEO; E00000000; EE00EEE000EE; EEOEE; E00E00; EOEEOOEEE;
EE00EE00; EE00EOE; EE0,EOE: 0,00EE

o
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43. Rechenoperati im dyadischen Zahlensystem

Jedes Rechnen ist vereinfachtes Zihlen. So 1Bt sich das Potenzieren (mit posi-
tiven, ganzzahligen Exponenten) als vereinfachtes Multiplizieren, dieses als verein-
fachtes Addieren und dies wieder als abgekiirztes Vorwirtszihlen auffassen. Die
Umkehroperationen des Dividierens und des Subtrahierens stellen sinngemif} letzten
Endes ein vereinfachtes Riickwirtszihlen dar. Die Grundlage aller Grundrechenarten
bilden deshalb die Zahlenfolgen des Einsundeins und des Einmaleins., Je grofler die
Grundzahl des Systems, desto groBer ist die Zahl der Zahlenfolgen und desto linger
ist jede von ihnen. Beim Zehnersystem sind es bekanntlich zehn Folgen zu je zehn
Gliedern.

04+0 041 042...049 0-0 01 0-2...0.9
140 141 14+2...149 1-0 1-1

bzw.
940 941 942...949 9.0 9.1 9.2...9.9

Beim Zwéolfersystem sind es je zwblf solcher Folgen zu je zwolf Gliedern, beim Fiinfer-
system aber nur fiinf Folgen zu je fiinf Gliedern, auf die alle anderen Rechenoperationen
zuriickgefiihrt werden kénnen.

Beim dyadischen System reduzieren sich Einsundeins und Einmaleins auf ein Min-
destmal:

Einsundeins Einmaleins
04+0=0 0+ E=E 0-0=0 | 0-E=0
E+0=E | E+E=E0 E.0=0 | E.-E=E

In rechnerischer Hinsicht stellt also das dyadische System das denkbar einfachste
Zahlensystem dar.

Die umgekehrten Rechenoperationen ergeben sich daraus wie iiblich:

Einswegeins Einsdurcheins
0—-0=0 ‘ E—E=0 .0——1 nicht 0:E=0
E—0=E | EO—E=E E:0=| miglich E.E—_E

a) Addition und Multiplikation
1. Beispiel:

EE 0E Sprich beim Rechnen wie folgt!
EEO 2) 0 und Eist E
EOOEE b)E und 0 ist E

¢) E und E ist E0, schreibe 0, merke E
d) E und E ist EO
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Zur Probe kann man die Aufgabe ins dekadische System iibertragen:

EEOE2 13
EE0 = 6
EOOEE- 19
2. Beispiel:
EEOEO-EOE Sprich beim Rechnen wie folgt!
EEOEOO a) Emal EEOEO ist EEOEO

b) 0 mal EEOEO ist 0
¢)Emal EEOEO ist EEOEO

d) addieren wie beim 1. Beispiel

EEOEO
E00000EO
Probe im dekadischen System: %0—5

b) Subtraktion
1. Beispiel:

EOEE Sprich beim Rechnen wie folgt!
ﬂ a) 0 und Eist E
EO0OE b)E und 0ist E

c) 0 und 0ist 0
d) 0 und Eist E

Probe im dekadischen System: 11
2

9

2, Beispiel: Wie bei jeder Subtraktion, ergibt sich auch hier eine Schwierigkeit,
wenn in einer Spalte der Subtrahend grofer als der Minuend ist. Im dyadischen
System kann das nur darin bestehen, daB die Aufgabe 0 — E vorkommt. Dann muf}
auch hier auf die niichsthshere Stelle zuriickgegriffen werden, so daf} die Aufgabe
E0 — E entsteht:

EEOE Sprich beim Rechnen wie folgt!
=1 b a) Eund 0 ist E
00EO b) E zu 0 zu ergiinzen ist nicht moglich,

also E und E ist E0, merke E
¢) nicht mehr 0, sondern(E+4 0 =)Eund Qist E
d)E und 0 ist E

Probe im dekadischen System: 13
- 11

2
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3. Beispiel: Sehr hiufig kommt es vor, daB iiber mehrere héhere Stellenwerte zu-
riickgegriffen werden muf:

EE00OE Sprich beim Rechnen wie folgt !
= ae ol a) 0 und E ist E
EOOOEE b)EundI_‘]isl E0, merke E

c) nicht mehr E, sondern (E 4 E =) E0 und
0ist EO, merke E

d) wieder (E+ E =) E0 und 0 ist E0,
merke E

e)Eund 0 ist E
)0 und E ist E

Probe im dekadischen System: 49
— 14
35
¢) Division
Die Division verliuft nach dem iiblichen Schema. Da aber nur 0 oder E heraus-

kommen kann, entfillt das Probieren und das besondere Ausmultiplizieren. Es bleibt
nur das Subtrahieren und das Herunterziehen iibrig.

1. Beispiel:
EOEOEO00: E00=E0OEOE Probe im dekadischen System: 84 : 4 = 21
—E00

EOE
— E00

E00
—E00

2. Beispiel:
EOEEO00O0O0OE:EEEE=EOEEEE  Probe im dekadischen System:
—EEEE 705:15 =47
EEE00
— EEEE
EEOEO0
— EEEE
EOEEO
—EEEE

EEEE
—EEEE
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Aufgaben

Machen Sie jeweils die Probe durch Ubertragen'ins dekadische System!

1.a) EOEE0 4 EEOE b)- EEEEEE + EEEE0 ¢) E0OEOOE + EEOEE
d) EOEOEE + EE0EO + EOE e) EE000 4 EOEE + EOE
f) EOEEOE + EEOEE + E000E + E0OEOEE

2.a) EOEEOE — E000E b) EOEOE0 — EOEOE ¢) E00000 — EEOEE

d) EEE0OE — EOE — EEEE
e) EOE00E00 — EEEE — E00E00
f) EOOEE00 — E000E — EOOE — EOE

3.a) EOEE0 - EEOE b) EOEE - EE0OE ¢) EEEE - EEEE
d) EE0 - EOE - E00 ¢) EE - EOOE - EO f) EO0 - EE - EOEOE
g) EEE h) EOE! i) EE°

4.a) EE00000 : EE00 b) E0000EOE : EOOEE
¢) E0OEOEE00 : EEEE d) EEEEE00 : EEEEE
) E0000E : EE £) E00000E : EOE

44. Die praktische Bedeutung des dyadischen Zahlensystems

Das dyadische Zahlensystem gehort zu den Zahlensystemen, die sich die Menschen
zum Rechnen schon sehr frithzeitig schufen. So verwendeten es zum Beispiel die
Agypter unbewuBt beim Multiplizieren schon um 2000 v. u.Z. Systematisch ent-
wickelt wurde es zum ersten Male 1689 von dem deutschen Mathematiker und Philo-
sophen Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 bis 1716), damals allerdings aus rein theore-
tisch-wissenschaftlichem Interesse. Eine auBerordentliche praktische Bedeutung hat
das dyadische System aber in den letzten 25 Jahren durch die schnelle Entwicklung
der programmgesteuerten elektronischen Rechenautomaten erhalten, ohne die der
heutige stiirmische Aufschwung der Wissenschaft und Technik undenkbar wire.

Die schon seit Jahrzehnten in Lohnbiiros, Banken, technischen Betrieben, wissen-
schaftlichen Instituten usw. beniitzten kleineren oder grofleren Rechenmaschinen
haben manche Unvollkommenheit an sich:

a) Sie erméglichen im allgemeinen nur Additionen und Subtraktionen auszufiihren.
Multiplikationen und Divisionen miissen meist als eine Folge von Additionen beziehungs-
weise Subtraktionen dargestellt werden.

b) Sie haben eine geringe Rechenkapazitiit, das heiBt, man kann auf ihnen nur mit
Zahlen rechnen, die eine recht beschrinkte Anzahl geltender Ziffern besitzen.

¢) Sie arbeiten samt und sonders auflerordentlich langsam, da sie die Zahlen im Zehner-
system verwenden und die Rechenoperationen durch mechanische Vorginge (Be-
wegung eines Rider- oder Zahlenwalzwerkes durch Hand oder mittels eines Elektro-
motors) ausgefiihrt werden.

Moderne Rechenautomaten beniitzen elektrische Vorginge in der Entweder-Oder-

Form, also zum Beispiel entweder Strom oder Nichtstrom, um Zahlen zu iibertragen
und rechnerisch zu verkniipfen. Dazu ist es notig, die Zahlen im dyadischen Zahlen-
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system darzustellen und zu verwenden, da nur in diesem lediglich zwei Ziffern (0 und
E), wie es fiir das Entweder-Oder-Prinzip nétig ist, vorkommen. Die Ubertragung vom
dekadischen System in das dyadische vor Beginn dér Arheit und umgekehrt vom
dyadischen in das dekadische vor Ausgabe des Ergebnisses wird dabei ebenfalls vom
Rechenautomaten durchgefiihrt.

Auf diese Weise ist es moglich, sowohl die Rechenkapazitiit als auch die Rechen-
geschwindigkeit zu steigern und auch die Beschrinkung auf die Rechenoperationen
erster Stufe fallen zu lassen. Sofern als Schaltelemente fiir die StromstéBe elektro-
magnetische Relais beniitzt werden (wie z. B. bei der OPREM A vom VEB Carl Zeiss,
Jena: rund 17000 Relais. 90000 Selengleichrichter, 500 km Leitungsdraht), ist die
Geschwindigkeit infolge der mechanischen Triigheit der Relaisanker noch immer viel
zu gering fiir die heutigen Anforderungen der Praxis. Deshalb werden heute in den
sogenannten elektronischen Rechenautomaten ais Schaltelemente Elektronenrghren
und Transistoren benutzt. Der erste elektronische Rechenautomat EN1AC arbeitete mit
18000 Réhren. Modernere Maschinen enthalten oft noch mehr solcher Elemente, wobei
man sich heute bemiiht, die Elektronenréhren weitgehend durch Gleichrichter und
Transistoren zu ersetzen, da diese weit weniger storanfillig sind als jene.

Ein wichtiges Moment moderner Rechenautomaten ist, daB} sie programmgesteuert
sind. Darunter versteht man die Tatsache, daB die Zahlen einschlieBlich der damit
auszufithrenden Rechenoperationen von einem Lochstreifen oder einem Magnetton-
band in die Maschine gegeben werden, so daB die Maschine nunmehr vollautomatisch
diese Auftrige erledigt. Wihrend dieser Zeit kann das neue Programm vorbereitet
werden. Infolgedessen braucht das Rechenwerk der Maschine nie, stillzustehen im
Gegensatz zu den handgesteuerten mechanischen Biiromaschinen, bei denen auf einer
Tastatur die Rechenaufgabe in die Maschine eingegeben werden muf, wiihrend das
Rechenwerk ~stillsteht. Ein mittelschneller, programmgesteuerter elektronischer
Rechenautomat kann so in etwa 4} Stunden gegen 750000 Grundoperationen durch-
fithren und gegen 100000 Quadratwurzeln berechnen, wozu ein perfekter Rechner
etwa drei Jahre benétigen wiirde. GroBere Rechenautomaten mit hsheren Geschwindig-
keiten sind in der Lage, in einer Sekunde bis zu 2 Millionen Additionen beziehungs-
weise bis zu 500000 Multiplikationen 12- bis 15-stelliger Dezimalzahlen auszufiihren.
In allen diesen Fillen miissen dazu die Dezimalzahlen vorher ins dyadische System
umgeschrieben werden. Auch die erforderlichen Rechenanweisungen werden in einer
Verschliisselung in die Maschine gegeben, die dem dyadischen Zahlensystem angepaft
ist.
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