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A Reelle Zahlen; Arbeiten mit Variablen




Wiederholung und Systematisierung

1 Wiederholung einiger Begriffe aus der Mengenlehre

Im Laufe unseres bisherigen Mathematikunterrichts haben wir erkannt, daB
es zweckmiBig ist, nicht nur einzelne mathematische Objekte — z. B. Zahlen,
Punkte, geometrische Figuren -, sondern auch Mengen solcher Objekte zu
untersuchen.

Den Begriff ,,Menge* definieren wir nicht; wir verwenden ihn als Grund-
begriff, der nicht auf andere Begriffe zuriickgefiihrt wird. Wir haben diesen
Begriff lediglich durch zahlreiche Beispiele veranschaulicht.

Beispiele fiir Mengen sind:

(1) Die Menge der Seiten dieses Lehrbuches;

(2) die Menge der Bezirkshauptstiidte der DDR ;

(3) die Menge der natiirlichen Zahlen;

(4) die Menge M = {2; 3; 5; 7};

(5) die Menge der rationalen Losungen der Gleichung 2x — 15 = 0.
Geben Sie zehn weitere Beispiele fiir Mengen an!

Ist 4 eine Menge und gehort das Objekt x zur Menge A4, so sagt man bekannt-
lich: ,,x ist (ein) Element von 4‘ und schreibt dafiir kiirzer:

xed.
Auch diese Elementbeziehung x € A wird nicht definiert. Ist x kein Element
von A, so schreibt man: x ¢ 4.
Die Menge M = {2; 3; 5; 7} ist eine echte Teilmenge der Menge P, (P, sei die
Menge der Primzahlen). Die Menge P, ist eine echte Teilmenge der Menge N
(N sei die Menge der natiirlichen Zahlen). Fiir diese Mengen gilt also

MecP, = N.
Veranschaulichen Sie diese zwischen den Mengen M, P, und N bestehende
Teilmengenbeziehung durch ein Mengendiagramm!

Fiir die uns bereits bekannten Zahlenmengen N (Menge der natiirlichen Zah-
len), G (Menge der ganzen Zahlen), R* (Menge der gebrochenen Zahlen) und
R (Menge der rationalen Zahlen) gelten folgende Beziehungen; vgl. Bild A 1.

NcR*cR und NcGcR
Um iiberhaupt Mengen bilden zu konnen, miissen zunichst einmal irgendwelche

unterscheidbaren mathematischen Objekte (oder auch beliebige andere Ob-
jekte der Realitdt oder des Denkens) vorhanden sein. Wir wollen annehmen,

5€N, 5€6, 5eR’ 5eR
-2¢N, 266, 2¢R"* -2¢R
Ten, 1¢s Ler* Ler
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daB man jeweils alle und nur diejenigen Objekte zu einer Menge zusammen-
fassen kann, auf die eine vorgegebene Beschreibung zutrifft.

Die vorgegebenen Objekte seien etwa natiirliche Zahlen, und die gegebene
Beschreibung sei z. B. ,,x ist durch 7 teilbar. Da nun fiir jede natiirliche
Zahl n entweder 7|n oder 7 t n gilt, trifft die gegebene Beschreibung auf eirie
beliebige natiirliche Zahl entweder zu oder sie trifft nicht zu. Zu der genannten
Beschreibung gibt es also eine Menge, die alle und nur diejenigen natiirlichen
Zahlen als Elemente enthilt, die durch 7 teilbar sind.

Nun kénnen aber auch sehr verschiedene Beschreibungen zu derselben Menge
fiithren. So erhilt man beispielsweise die unter (4) angegebene Menge auch durch
die Beschreibung ,,x ist eine Primzahl und x < 10%. Die unter (5) angegebene
Menge erhilt man auch durch die Beschreibung ,.x ist das arithmetische
Mittel der Zahlen 7 und 8.

Da Mengen genau dann gleich sind, wenn sie dieselben Elemente enthalten,
ist eine Menge — unabhingig von ihren Beschreibungsméglichkeiten — durch
die in ihr enthaltenen Elemente eindeutig bestimmt. Geht man also von ge-
wissen Objekten — z. B. Zahlen, Punkten usw. — aus und gibt dann eine Be-
schreibung an, so gibt es zu jeder solchen Beschreibung genau eine Menge M,
die so beschaffen ist, da3

alle Objekte, auf die die Beschreibung zutrifft, Elemente von M sind und
alle Objekte, auf die die Beschreibung nicht zutrifft, nicht Elemente von M
sind.

Anmerkung: In mathematischen Sitzen gebraucht man haufig solche Rede-
wendungen wie

es gibt (mindestens) ein Objekt x, so daB gilt ...;
es gibt hochstens ein Objekt x, so daB gilt ...;
es gibt genau ein Objekt x, so daB gilt ...

Die unterschiedliche Bedeutung dieser Redewendungen wollen wir uns noch
einmal an folgenden wahren Aussagen klarmachen.

(1)  Es gibt (mindestens) eine natiirliche Zahl x, die die Ungleichung 3 < x <7
erfiillt.

(2)  Es gibt hochstens eine Primzahl zwischen den Zahlen 8 und 12.
(3) Es gibt hochstens eine Primzahl zwischen den Zahlen 8 und 10.
(4) Es gibt genau eine gerade Primzahl.

Der erste Satz stellt die Existenz einer natiirlichen Zahl mit einer gewissen
Eigenschaft fest. Es wird nichts dariiber ausgesagt, ob es nicht eventuell noch
mehr Zahlen mit der verlangten Eigenschaft gibt. Der zweite Satz bedeutet:
Wenn es iiberhaupt Primzahlen x und y gibt, die die gestellte Bedingung er-
fiillen, so gilt x = y. Entsprechendes gilt fiir die dritte Aussage.
Die Aussage ,.es gibt genau eine gerade Primzahl* ist gleichbedeutend mit der
Aussage ,.es gibt eine gerade Primzahl und es gibt hichstens eine gerade Prim-
zahl®. '

Aufgaben a 1 bis 14



2 Bisher durchgefiihrte Zahlbereichserweiterungen

Natiirliche Zahlen sind die Zahlen 0, 1, 2, 3,4,5,6,7, ...
Welche Rechenoperationen sind im Bereich der natiirlichen Zahlen uneinge-
schrénkt ausfiihrbar?
Sind @ und b beliebige natiirliche Zahlen, so hat die Gleichung
) a + x = bin N genau dann eine Lésung, wenn a < b gilt;
a*x = b(a+0)in N genau dann eine Losung, wenn a| b gilt.
Sind die genannten Gleichungen in N 16sbar, so sind ihre Losungen eindeutig
bestimmt. Fiir diese Losungen schreibt man
x=b—a bzw. x=b:a.

Die Losung der ersten Gleichung fiihrt also auf die Subtraktion (Umkehrung
der Addition), die der zweiten auf die Division (Umkehrung der Multiplika-
tion) natiirlicher Zahlen.

Definieren Sie mit Hilfe der Addition natiirlicher Zahlen die Kleiner-als-Relation!

Unter dem Bereich der natiirlichen Zahlen versteht man die Menge N einschlieB-
lich der in N definierten Operationen Addition und Multiplikation sowie der
Kleiner-als-Relation. Entsprechendes gilt fiir die anderen Zahlbereiche.

Um auch die Division (mit Ausnahme der Division durch Null) uneingeschrankt
ausfiihren zu konnen, wurde der Bereich der natiirlichen Zahlen zum Bereich
der gebrochenen Zahlen erweitert. '

Was versteht man unter der gebrochenen Zahl ;— bzw. unter der gebrochenen
8 :
-—p

Zahl 7

Sind @ und b beliebige gebrochene Zahlen, so hat die Gleichung
a + x = b in R* genau dann eine Lésung, wenn a < b gilt;
a-x=b(a+0)in R* genau eine Losung.
Die Gleichung
%-{—x:% hatdieLésungx:%—L=L.
l +x= L ist in R* nicht I6sbar, denn es giltl > L
-2 3 273
Wie wurde im Bereich der gebrochenen Zahlen die Kleiner-als-Relation definiert?

o I 5:.3.27T = , 131 33
Ordnen Sie die Zahlen e 0.53 g 0,3; 5,17; 17 100°
nach! Beginnen Sie mit der kleinsten Zahl!

3,714 der Grifle

Erldutern Sie, inwiefern der Bereich der gebrochenen Zahlen den Bereich der
natiirlichen Zahlen als Teilbereich enthlt!

Da die Subtraktion im Bereich der gebrochenen Zahlen nicht immer ausfiihr-
bar ist, wurde der Bereich der gebrochenen Zahlen zum Bereich der rationalen
Zahlen erweitert.
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Was versteht man unter der rationalen Zahl +% bzw. unter der rationalen Zahl
—3,52

Erliutern Sie, inwiefern der Bereich der gebrochenen Zahlen ein Teilbereich des
Bereiches der rationalen Zahlen ist!

Ein weiterer Teilbereich des Bereiches der rationalen Zahlen ist der Bereich
der ganzen Zahlen. Die Menge G (Menge der ganzen Zahlen) enthilt die
Zahlen

vy =3, =2, -1,0, +1, +2, +3, ...

Ausfiihrbarkeit der Rech i in den ei Ibereit
Bereich Addition Multiplikation | Subtraktion Division
(Divisor &= 0)
Bereich der uneinge- uneinge- nur dann nur dann
natiirlichen schriankt aus- schrankt aus- ausfithrbar, ausfiihrbar,
Zahlen fiihrbar fiihrbar wenn der wenn der
Subtrahend Divisor ein
nicht groBer Teiler des
ist als der Dividenden
Minuend ist
Bereich der uneinge- uneinge- wie im Be- uneinge-
gebrochenen schrankt aus- schriankt aus- reich der schrankt aus-
Zahlen fiihrbar fiihrbar natiirlichen fihrbar
Zahlen
Bereich der inge- i i wie im Be-
ganzen schrankt aus- schriankt aus- schriankt aus- reich der
Zahlen fithrbar fiihrbar fiihrbar natiirlichen
Zahlen
Bereich der 2
rationalen schrankt aus- schrankt aus- schrinkt aus- schrinkt aus-
Zahlen fiihrbar fiihrbar fiihrbar flihrbar

Die Zahlbereichserweiterungen vom Bereich der natiirlichen Zahlen zum Be-
reich der gebrochenen Zahlen bzw. vom Bereich der gebrochenen Zahlen zum
Bereich der rationalen Zahlen wurden durchgefiihrt, weil in dem jeweils vor-
liegenden Bereich gewisse Rechenoperationen nicht uneingeschrankt ausfiihr-
bar sind und somit gewisse Probleme der Praxis nicht erfaBt bzw. gelost
werden konnen. Bei beiden Erweiterungen waren die durchgefiihrten Einzel-
schritte zur Konstruktion des neuen Bereiches im wesentlichen die gleichen.

Stellen Sie die wichtigsten Schritte bei den beiden genannten Erweiterungen zu-
sammen! Vergleichen Sie diese miteinander!

Aufgaben a 15 bis 30

3 Der Bereich der rationalen Zahlen

Fiir den Bereich der rationalen Zahlen gelten eine Reihe uns bereits bekannter
Aussagen, von denen hier die wichtigsten noch einmal zusammengestellt wer-
den sollen.



Fiir alle rationalen Zahlen a, b und c gilt:
(1) Entweder a<b oder a=b5b oder b < a.
(2) Wenn a<b und b<e, so a<ec.

Kommutativgesetze:

(Ba)a+b=b+a (3b) a*b=b-a
Assoziativgesetze:

4a) a+(b+c)=(@+b)+c @4b)a-(b-c)y=(@-b)-c
Distributivgesetz:

(5) a-b+c)=a-b+a-c
(6a) a+0=a (6b) a1 =a
Monotoniegesetze:
(7a) Wenn a<b, so a+c<b+c
(7b) Wenn a<b und ¢>0, so a-c<b-c
Wenn a<b und ¢<0, so a-¢e>b-c
Dariiber hinaus gelten:
(8a) Sind @ und b beliebige rationale Zahlen, so gibt es stets genau eine ratio-
nale Zahl x mita + x = b.
Diese Zahl x ist die Zahl b — a = b + (—a). Die Zahl (—a) heiBt die zu der
Zahl a entgegengesetzte Zahl. Zu jeder rationalen Zahl a gibt es genau eine
entgegengesetzte Zahl (—a) mit a + (—a) = 0. Die Zahl 0 ist zu sich selbst
entgegengesetzt.

(8b) Sind @ und b beliebige rationale Zahlen und ist a + 0, so gibt es stets
-genau eine rationale Zahl x mit a - x = b.

Diese Zahl x ist die Zahl % =b- %. Die Zahl % heiBit die zu der Zahla rezi-
proke Zahl. Zu jeder rationalen Zahl @ mit a #+ 0 gibt es genau eine reziproke

Zahl lmita--]—= 1;
a a

(9)  Zu jeder rationalen Zahl a gibt es ganze Zahlen p und g mit ¢ + 0 und
=t :
a==.
q
(10) Sind @ und b beliebige rationale Zahlen, so gilt:
a-b = 0 genau dann, wenn @ = 0 oder b.= 0.

Anmerkung: In der Mathematik wird das Wort ,,oder* immer in der soge-
nannten nich hliefenden Bed. g verwendet.! Sind 4 und B beliebige
Aussagen, so ist die Aussage ,,4 oder B“ auch dann wahr, wenn sowohl A
als auch B wahr sind. Die Aussage ,,4 oder B* ist also wahr, wenn mindestens
eine der beiden Aussagen wahr ist. So sind beispielsweise folgende Aussagen
wahr.

2 ist eine Primzahl oder 3 - 4 = 12.

2 ist eine Primzahl oder 3 - 4 = 10.

! In der Umgangssprache wird das Wort ,,oder* haufig in der ausschlieBenden Bedeutung, also im
Sinne von ,,entweder-oder* gebraucht. 4

8



Die Aussage ,,4 oder B* ist also genau dann falsch, wenn beide Aussagen 4
und B falsch sind.

Will man dagegen zum Ausdruck bringen, daBl von zwei gegebenen Aussagen
A und B die eine wahr, die andere dagegen falsch ist, so sagt man ,,entweder
A oder B*.

Stellen Sie fest, welche der Aussagen ( | ) bis ( 10) fiir den Bereich der natiirlichen
Zahlen, den Bereich der ganzen Zahlen und den Bereich der gebrochenen Zahlen
gelten! \

Zur geometrischen Veranschaulichung der rationalen Zahlen werden diese oft
auf gewisse Punkte einer als Zahlengeraden bezeichneten Geraden abgebildet.
Zeichnet man auf einer beliebigen Geraden g einen Nullpunkt (Bildpunkt der
rationalen Zahl 0) und einen Einheitspunkt (Bildpunkt der rationalen Zahl 1)
aus, so liBt sich jede rationale Zahl auf genau einen Punkt dieser Geraden
abbilden. Verschiedene rationale Zahlen werden dabei auf verschiedene Punkte
abgebildet. Ist @ < b, so liegt der Bild-
punkt von a links von dem Bildpunkt
von b. Die Bildpunkte von zwei zuein-
ander entgegengesetzten Zahlen liegen
symmetrisch zum Nullpunkt.

Bild A 2 veranschaulicht die Konstruk-

tion der Bildpunkte der Zahlen —;— und
2

3

Aufgaben a 31 bis 39

A2

4 Rationale Zahlen als Dezimalbriiche

Die rationale Zahl 1,4142 kann man auch wie folgt schreiben.

o 1etal 4, 2 _ 14 5
10 " 100 © 1000 ' 10000 _ 10000 _ 5000
Eine solche Schreibweise wie (+) ist fiir jeden endlichen Dezimalbruch mog-
lich.
Umgekehrt 148t sich jede rationale Zahl der Form % (aeG;neN; n>0)

bzw. jede rationale Zahl, die sich durch einen Bruch darstellen 14Bt, dessen
Nenner nur Potenzen von 2 oder 5 enthilt, durch einen endlichen Dezimal-
bruch angeben. Man erhilt den betreffenden Dezimalbruch durch Anwendung
des uns bekannten sogenannten Divisionsalgorithmus.

Fiir die rationale Zahl li6 ergibt das ,,schriftliche Divisionsverfahren** mit 5
als Dividend und 16 als Divisor den Dezimalbruch 0,3125.

Fiir den periodischen Dezimalbruch .0,3333... = 0, 3 gibt es keine solche
Summendarstellung wie bei endlichen DeZlmalbruchen Der Dezimalbruch 0,3
tritt rein formal auf, wenn man den Divisionsalgorithmus auf die Aufgabe 13
anzuwenden versucht. In diesem Falle bricht das Divisionsverfahren nie ab.
Entsprechend erhélt man beispielsweise beim Anwenden des Algorithmus auf

9



die Aufgabe (—2): 11 den periodischen Dezimalbruch —0,181818... = —0,T8.
Bei genauerer Betrachtung des Divisionsverfahrens stellt man fest, daB 0,3
bzw. —0,18 diejenige Zahl a bzw. diejenige Zahl b ist, fiir die gilt:

(%) 0O<a<l (*#) -1<b<0
03<a<04 -02<b< -0,
0,33 <a<0,34 -0,19 < b < —0,18
0,333 < a < 0,334 —0,182 < b < —0,181
0,3333 < a < 0,3334 —0,1819 < b < —0,1818
usw. usw.

1 i
Nun wissen wir aber, daB fiir g = 3 alle Doppelungleichungen der Folge (+)
erfiillt sind. Folglich gilt

1
3
Entsprechend gilt

03=

. 2

-0 = - .

Man kann also ein und dieselbe rationale Zahl auf verschiedene Weise be-
zeichnen: N

1) durch die Bruchschreibweise, z. B. ,%“ oder ,,%“ oder ,,%“ Usw.;

2) durch die Dezimalbruchschreibweise, z. B. ,,0,3%

Die Dezimalbruchschreibweise ist fiir die Praxis besonders wichtig, weil

a) es fiir jede rationale Zahl genau eine solche Schreibweise gibt,

b) sie uns anschauliche Vorstellungen iiber die GroBenordnung der betreffen-
den Zahl liefert,

¢) sie direkt brauchbare Naherungswerte fiir das numerische Rechnen, auch
in der maschinellen Rechentechnik, ergibt.

Zu beachten ist noch, daB der Divisionsalgorithmus stets periodische Dezimal-
briiche ohne Neunerperiode oder aber endliche Dezimalbriiche liefert.

Berechnen Sie die folgenden Differenzen!

g L_3.1 33 1 333 1 3333

3 103 100° 3 1000’ 3 10000
b 4 1 34 1 334 l_ 3334 1
) 073 100 "3 7000~ T T0000 ~ T

Das Rechnen mit periodischen Dezimalbriichen erfolgt mit Hilfe von Niahe-
rungswerten der betreffenden Dezimalbriiche. Beim Rechnen mit Niherungs-
werten haben wir die Regeln fiir die Anzahl der zuverldssigen Stellen beim
Addieren und Subtrahieren bzw. fiir die Anzahl der zuverldssigen Ziffern beim
Multiplizieren und Dividieren von Dezimalbriichen zu beachten.

Die Summe und das Produkt der Zahlen 0,3 und —0,i8 sind zu berechnen!

a) Esist 0,3 = % und —0,18 = — % Folglich gilt:

10



3 1) 33

o 2 2

03 (=0, =5 (- W) e 006
b) Es ist
03-02=0,1 03+ (~0.2) = —0,06
0,33 — 0,19 = 0,14 0,33 (~0,19) ~ —0,063
0,333 — 0,182 = 0,151 0,333 - (=0,182) ~ —0,0606
0,3333 — 0,1819 = 0,514 0,3333 - (=0,1819) ~ —0,06063
0,33333 — 0,18182 = 0,15151  0,33333 7(—0,18182) ~ —0,060606
usw. usw.

Je mehr Stellen der periodischen Dezimalbriiche bei der Rechnung beriick-
sichtigt werden, desto genauer sind die berechneten Naherungswerte.

Aufgabe a 40

5 Dichtheit des Bereiches der rationalen Zahlen

Jede natiirliche Zahl hat einen Nachfolger und mit Ausnahme der Null auch
einen Vorginger. Jede ganze Zahl hat sowohl einen Nachfolger als auch einen
Vorginger.

Ist a eine beliebige rationale Zahl, so gibt es keinen Nachfolger und auch keinen
Vorgénger von a.

Geben Sie zehn verschiedene rationale Zahlen an, die zwischen den Zahlen 0,01
und 0,02 liegen!

Aus dem Unterricht der vorangegangenen Klassenstufen ist uns bereits be-
kannt, daB die rationalen Zahlen iiberall dicht liegen, d. h., daB zwischen je
zwei verschiedenen rationalen Zahlen immer noch mindestens eine weitere
rationale Zahl liegt. Daraus folgt dann, daB zwischen je zwei verschiedenen
rationalen Zahlen noch beliebig viele weitere rationale Zahlen liegen. Diese
Tatsache wollen wir jetzt in dem folgenden Satz formulieren und beweisen.

SATZ: Die rationalen Zahlen liegen beziiglich der Ordnungsrelation dicht.

Beweis: Es seien @ und b beliebige rationale Zahlen mit a < b. Es ist zu
zeigen, daB es eine rationale Zahlc mit a < ¢ < b gibt.

Aus der Ungleichung a < b folgt auf Grund des Monotoniegesetzes der
Addition

(*) a+a<a+b und a+b<b+b.

Aus (%) erhilt man auf Grund des Monotoniegesetzes der Multiplikation

a+a _a+b a+b b+ b
3 < 7 und 3 < 3
bzw. a+b und —# < b.
Folglich gilt: a < b < b

2



Somit hat man eine rationale Zahé c= it mit der verlangtén Eigenschaft
gefunden. 2

Aus Satz A 1 folgt die groBe Bedeutung der rationalen Zahlen fiir das praktische
Rechnen und das experimentelle Messen. Da die rationalen Zahlen iiberall
dicht liegen, kann man z. B. jede Léngenmessung mit jeder gewiinschten
Genauigkeit durchfiihren.

Ferner folgt aus Satz A 1, daB die Bildpunkte der rationalen Zahlen auf der
Zahlengeraden iiberall dicht liegen. Um so erstaunlicher ist es, daB nicht jeder
Punkt der Zahlengeraden, wie wir bereits aus dem Unterricht in Klasse 7
wissen, Bildpunkt einer rationalen Zahl ist. Die Existenz solcher Punkte wer-
den wir in der Lerneinheit A 6 beweisen.

Man muB deshalb zwischen den Punkten der Zahlengeraden, die Bildpunkte
rationaler Zahlen sind, und solchen, denen keine rationale Zahl zugeordnet ist,
unterscheiden. Aus diesem Grunde nennt man die Bildpunkte der rationalen
Zahlen rationale Punkte, wiihrend alle anderen Punkte nichtrationale oder auch
irrationale Punkte heiflen.

Begriinden Sie. daf hereirs die Bildpunkte der Zahlen

”m
107

a) (meG;neN); b) %(meC;neN)

auf der Zahlengeraden dicht liegen!
Reelle Zahlen

6 Existenz irrationaler Punkte auf der Zahlengeraden

Hitte man nur die rationalen Zahlen zur Verfiigung, so koénnte man u. a.
gewissen Strecken keine MaBzahl fiir ihre Linge zuordnen.

Bild A 3 zeigt ein rechtwinklig-gleichschenkiiges Dreieck 4BC, dessen Ka-
theten die Linge 1 haben. Uber der Hypotenuse 4B dieses Dreiecks ist das
Quadrat ABDE gezeichnet. Der Flicheninhalt des Dreiecks ABC hat die MaB-
zahl 0,5. Dann ist 4 - 0,5 = 2 die MaBzahl des Flicheninhaltes des Quadrates
ABDE. Hitte nun die Quadratseite bzw. die Hypotenuse 4B bei der verwen-
deten Lingeneinheit — die Kathete ist die Einheitsstrecke — eine rationale Zahl x
als MaBzahl ihrer Linge, so miiBte fiir diese rationale Zahl x gelten:
%2 =12,

Wir werden demgegeniiber aber den folgenden
Satz indirekt beweisen.

0 A3

SATZ: Es gibt keine rationale Zahl x, fiir die
x? = 2 gilt.

Beweis: Wir nehmen an, es gibe eine ratio- £ 8
nale Zahl

x= (p,geG; q % 0),

]




die die Gleichung x? = 2 erfiillt. Fiir diese Zahl % miiBite also gelten:

2
% =2 bzw.
(*) p*=2¢%

Wir denken uns nun die natiirlichén Zahlen p? und 2¢? in Primfaktoren zer-
legt. Der Primfaktor 2 mége m-mal (m = 0, 1, 2, ...) in der Primzahlzerlegung
von p und n-mal (n = 0, 1, 2, ...) in der Primzahlzerlegung von ¢ vorkommen.
Dann wiirde der Primfaktor 2 auf der linken Seite der Gleichung (x) 2m-mal
und auf der rechten Seite (2n + 1)-mal auftreten. Da 2m eine gerade Zahl,
2n + 1 aber eine ungerade Zahl und somit 2m + 2n + 1 ist, wiirde der Prim-
faktor 2 in den Primzahlzerlegungen von p? und 2¢? in verschiedener Anzahl
auftreten. Das ist aber nicht moglich, weil sich jede natiirliche Zahl eindeutig
in Primfaktoren zerlegen 1aBt.

Damit ist die Annahme, es gibe eine rationale Losung der Gleichung x* = 2,
widerlegt.

Folglich hat die Hypotenuse des Dreiecks ABC keine rationale MaBzahl fiir
ihre Lénge.

Es lassen sich beliebig viele andere Gleichungen angeben, die im Bereich der

rationalen Zahlen nicht 1osbar sind.

a) Wiederholen Sie, was Sie iiber indirekte Beweise in Klasse 8 kennengelernt
haben!

b) Beweisen Sie, daf die Gleichung x* = 5 keine rationale Lésung hat!

Wir zeichnen iiber der Einheitsstrecke 01 der Zahlengeraden das in Bild A 3
betrachtete Dreieck ABC, und zwar so, daB die Kathete AC mit der Einheits-
strecke zusammenfillt; vgl. Bild A 4. Um den Punkt O zeichnen wir mit dem
Radius AB den Kreis, der die Zahlengerade in P schneidet. Da die Linge der
Strecke AP = AB keine rationale MaBzahl hat, kann dem Punkt P keine ra-
tionale Zahl zugeordnet werden. Damit ist die Existenz eines irrationalen
Punktes auf der Zahlengeraden nachgewiesen.

Auf der Zahlengeraden liegen unendlich viele irrationale Punkte. Das ist recht
erstaunlich, da bekanntlich bereits die rationalen Punkte auf der Zahlen-
geraden iiberall dicht liegen.
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Begriinden Sie, daf folgende Punkte irrationale Punkte sind!

a) Der Punkt P, den man durch Spiegelung des Punktes P des Bildes A 4 am
Nullpunkt erhdlt

b) Die Punkte P'; P'"; P'"’; ..., die man durch wiederholtes Abtragen der Strecke
OFP des Bildes A 4 von P aus auf der Zahlengeraden erhilt

Zeigen Sie, daf3 der in Bild A 5 konstruierte Punkt Q ein irrationaler Punkt ist!
Aufgaben a 41 bis 45

7 Arithmetische Beschreibung von Punkten -
auf der Zahlengeraden

Es gibt Gleichungen, z. B. x* = 2, x*> = 5, x> = 2, die im Bereich der ratio-
nalen Zahlen keine Losung haben. Die Frage nach der Losbarkeit der Glei-
chung x* = 2 ergab sich aus der Frage, ob die Hypotenuse des im Bild A 3
betrachteten Dreiecks 4BC eine MaBzahl fiir ihre Lénge hat.

Wir stellen uns nun die Aufgabe, einen Zahlenbereich zu konstruieren, der den
Bereich der rationalen Zahlen als Teilbereich enthilt und in dem jede Gleichung
x"=a(neN;n>1:a= 0)losbar ist. Die Zahlen des neuen Bereiches sollen
sich eineindeutig auf die Punkte der Zahlengeraden abbilden lassen, so daB
jede Strecke eine MaBzahl fiir ihre Linge erhilt.

Wir beginnen damit, die Lage irrationaler Punkte auf der Zahlengeraden rein
arithmetisch zu beschreiben.

Zunichst wollen wir nur solche Punkte betrachten, die rechts vom Nullpunkt
liegen.

Da schon die Bildpunkte der Zahlen

m . m . m . m . . m .

10”1027 10%° 10%> " 107
auf der Zahlengeraden dicht liegen (vgl. Auftrag A 15a), erhalten wir mit
wachsendem n, d. h. durch die uns bereits aus dem Unterricht der Klasse 7
bekannte ,,fortgesetzte Zehnteilung®, ein immer enger werdendes ,,Netz* auf
der Zahlengeraden, mit dem wir jeden Punkt ,.einfangen* kénnen. Wir kénn-
ten an Stelle der Zahl 10 auch eine beliebige andere natiirliche Zahl wihlen
(vgl. Auftrag A 15b), doch wollen wir wegen der Bedeutung des Dezimal-
systems der Zahl 10 den Vorzug geben.
Fiir unsere weiteren Betrachtungen empfiehlt es sich, folgende Vereinbarung
zu treffen:
Sind @ und b beliebige rationale Zahlen mit a < b, so nennen wir die Menge
der rationalen Zahlen x mit @ < x < b das abgeschlossene Intervall {a; b). Der
Einfachheit halber nennen wir auch die Abbildung eines Intervalls {a; b) auf
der Zahlengeraden, also die Strecke, deren Endpunkte die rationalen Punkte a
und b sind, ein Intervall.
Es sei nun Z, die Einteilung auf der Zahlengeraden, die wir durch die Bild-
punkte der Zahlen 0; 1; 2; 3; ... erhalten. Jede Strecke auf der Zahlengeraden,
die von zwei solchen aufeinanderfolgenden Punkten begrenzt wird, hat die
Lange 1. Diese Intervalle numerieren wir folgendermaBen; vgl. Bild A 6.

(m,neG;n > 0)

Intervall <0; 1> A2y <2; 3 354 {4; 5>
Nummer 0 1 2 3 4




JIntervall (2; 3>
25 26 27 28 23 @ zehnfach vergrofiert

L 1128 58T 8 Ay e 2sap
25 251 200 253 254 255 25 1257 250\ 259 25  Zehnfuchvergrifert

Bei der ersten Zehnteilung Z, wird jedes der bei Z, entstehenden Intervalle in
zehn gleich lange Teilintervalle zerlegt. Die so entstehenden Teilintervalle mit
der Linge 0,1 werden jeweils mit den Zahlen von 0 bis 9 numeriert. Betrachten
wir z. B. das Intervall (2; 3), so erhalten wir durch Z, aus diesem Intervall
zehn Teilintervalle, deren Numerierung aus der folgenden Ubersicht zu ent-
nehmen ist; vgl. Bild A 6.

Intervall 2,072,105 || 21522 || €22:23) | {2,9; 3,0>
Nummer 0 1 2 9

Bei der zweiten Zehnteilung 7, wird nun wiederum jedes der bei der Teilung Z,
entstandenen Intervalle in zehn gleich lange Teilintervalle zerlegt. Die so ent-
stehenden Teilintervalle mit der Lange 0,01 werden wieder jeweils mit den
Zahlen von 0 bis 9 numeriert. Die bei der Teilung Z, z. B. aus dem Intervall
{2,5; 2,6) entstehenden Teilintervalle numerieren wir wie folgt; vgl. Bild A 6.

Intervall <2,50; 2,51> €2,51;2,52) <2,59; 2,60>

Nummer |0 1. 9

Bei der dritten Zehnteilung Z, erhalten wir Teilintervalle der Linge 0,001.
Bei der n-ren Zehnteilung 7, entstehen Teilintervalle der Linge % Nach

jeder Teilung werden die entstandenen Teilintervalle jeweils von O bis 9 nume-
riert. Mit dieser fortgesetzten Zehnteilung kénnen wir die Lage jedes Punktes
auf der Zahlengeraden so genau, wie wir nur wollen, beschreiben, wenn wir
fir jede Teilung Z, (n =1, 2, 3,...) jeweils die Nummer des betreffenden
Intervalls angeben, in dem der gegebene Punkt liegt.

Aufgabe a 46
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Die Lage des irrationalen Punktes P aus Bild A 4 soll nach dem, cben geschil-
derten Verfahren arithmetisch beschrieben werden.

Begriinden Sie die folgende Aussage!

Ist r eine beliebige positive rationale Zahl mit r* < 2 bzw. r> > 2, 50 liegt der
Bildpunkt von r auf der Zahlengeraden links bzw. rechts von dem irrationalen
Punkt P aus Bild A 4.

Bild A 4 zeigt, daB der irrationale Punkt P zwischen den Bildpunkten der Zah-
len 1 und 2 liegt. Wir sagen dafiir kiirzer: P liegt im Intervall 7, = A2y
mit der Intervallnummer 1.

Bei der Teilung Z, wird das Intervall {1; 2) in die Teilintervalle

€1,05 L,1), <15 1,25, 41,2;5.1,3Dy, .0, 61,95 2,05
zerlegt. Daraus ermitteln wir dasjenige Intervall 7, = (x,; Y1), fir das

x,? <2 < y? gilt. Es ist dies das Intervall {1,4; 1,5), also das Intervall mit
der Nummer 4, denn es ist

142 =196 < 2<225 =15,
d. h., der Bildpunkt der Zahl 1,4 liegt links, der Bildpunkt der Zahl 1,5 liegt
rechts vom irrationalen Punkt P.
Aus dem Intervall I; = (1,4; 1,5 entstehen bei der Teilung Z, die Intervalle
{1,40; 1,413, <1,41; 1,42), {1,42; 1,43}, ..., <1,49; 1,50).
Daraus ermitteln wir wieder dasjenige Intervall I, = (x,; y2), fir das

X;* < 2 < y,? gilt. Es ist dies I, = {1,41; 1,42), also das Intervall mit der
Nummer 1, denn es gilt:

1,412 = 1,9881 < 2'< 2,0164 = 1,422,

Das Verfahren 1Bt sich beliebig weit fortsetzen, ohne daB es jemals abbricht.
Nach weiteren Schritten erhalten wir die folgende Ubersicht.

Z, P liegt im Intervall Begriindung Lange Inter-
des vall-
Intervalls| nummer
Z, a;2 12<L2<22 1 ap =1
Zy {1,4; 1,5 142 <2152 0,1 ay =4
Zs (1,415 1,42> 1,412 <2< 1,422 0,01 a, =1
Ca (1,414 ; 1,415> 1,4142 < 2 < 1,415 0,001 az =4
Z, {1,4142; 1,4143> A41422 < 2 < 1,41432 0,0001 | a,=2
7y <1,41421; 1,41422> 1,414212 < 2 < 1,414222 0,00001 | as =1
Zs <1,414213; 1,414214) 1,4142132 < 2 < 1,4142142 0,000001 | ag = 3
usw. usw. usw. usw. usw.

‘Wir erhalten eine Folge
(&) dosily; by I s e

»ineinanderliegender oder wie man auch sagt »ineinandergeschachtelter*
Intervalle (Spalte 2 der Tabelle), deren Lingen (Spalte 4 der Tabelle) kleiner

werden als jede der Zahlen % Alle Intervalle der Folge (+) enthalten als

gemeinsamen Punkt den Punkt P; vgl. Bild A 7.
16
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Begriinden Sie, daf es keinen von P verschiedenen Punkt geben kann, der allen
Intervallen der Folge (+)angehirt!

Durch die Folge (+)wird auf der Zahlengeraden also genau ein Punkt, nimlich
der irrationale Punkt P, bestimmt. Es gibt aber (vorerst) keine Zahl/, die allen
Intervallen der Folge angehort und dem Punkt P zugeordnet werden konnte.
Nun liefert aber die Folge (+)noch zu viele Angaben iiber die Lage des Punk-
tes P. Da die Folge (+) bereits eineindeutig durch die bei der fortgesetzten
Zehnteilung entstehende Folge der Intervallnummern (Spalte 5 der Tabelle)
bestimmt ist, geniigt es, wenn wir die Folge der Intervallnummern, also die
Folge

(=) 1;4;1;4;2;1;3;...
kennen.

Die Lage des Punktes P auf der Zahlengeraden wird somit durch eine Folge ven
natiirlichen Zahlen a, mit 0 < a, < 9 arithmetisch beschrieben.

Geben Sie die ersten fiinf Glieder einer durch fortgesetzte Zehnteilung entstehen-
den Folge von natiirlichen Zahlen any durch die der im Auftrag A 18 gegebene
irrationale Punkt Q bestimmt wird!

Eine Folge Iy; Iy; I; I3; ... von abgeschlossenen Intervallen, bei der jedes
Intervall alle folgenden als Teilintervalle enthilt und deren Lingen mit wach-
sendem »n kleiner werden als jede der Zahlen %, wollen wir eine Intervall-
schachtelung oder kurz eine Schachtelung nennen. Auch die Abbildung einer
Schachtelung auf der Zahlengeraden wollen wir der Kiirze wegen eine Schach-
telung nennen.

Begriinden Sie, daf jede Schachtelung auf der Zahlengeraden hichstens einen
Punkt enthalten kann!

DaB jede Schachtelung auf der Zahlengeraden einen Punkt enthilt, ist an-
schaulich einleuchtend, d. h., unsere anschaulichen Vorstellungen von einer
Geraden legen dies nahe. Wir werden deshalb fiir alle weiteren Betrachtungen
die Giiltigkeit des folgenden Grundsatzes voraussetzen.

Jede auf der Zahlengeraden gegebene Schachtelung enthiilt genau einen Punkt.

* Die Giiltigkeit dieses Satzes wurde zuerst’ von den Mathematikern GEORG CANTOR
(1845-1918) und RICHARD DEDEKIND (1831-1916) ausdriicklich festgestellt. DEDEKIND
selbst schreibt dazu in seiner 1872 erschienenen Schrift ,,Stetigkeit und Irrationale Zahlen*:

2 [000902] : 17
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»»Es ist mir sehr lieb, wenn jedermann das obige Prinzip so einleuchtend findet und©o iibet-
einstimmend mit seinen Vorstellungen von einer Linie; denn ich bin auBerstande, irgendeinen
Beweis fiir seine Richtigkeit beizubringen, und niemand ist dazu imstande.*

Nach diesem Grundsatz wird durch die oben angegebene Folge (xx) der irra-
tionale Punkt P des Bildes A 4 eindeutig bestimmt. Entsprechend wird der im
Auftrag A 18 gegebene irrationale Punkt Q durch die Folge

2% 2313316505 650395 T ..
eindeutig festgelegt.
Geben Sie die ersten zehn Intervalle einer Schachtelung an, in denen der durch
die Folge 195 1; 5;1;1;5;1; 1515 5; 1; ... gekennzeichnete Punkt liegt!
Durch das Verfahren der fortgesetzten Zehnteilung haben wir eine Méglich-
keit erhalten, die Lage irrationaler Punkte der Zahlengeraden durch gewisse

Folgen natiirlicher Zahlen arithmetisch zu beschreiben. Auch rationale Punkte
lassen sich auf diese Art beschreiben.

. . I o i :
Die Lage des rationalen Bildpunktes der Zahl 7 1Bt sich wie folgt beschreiben.
Zy Der Bildpunkt von | Begriindung Linge des Intervall-
| A Intervalls nummer
T liegt im Intervall ;

% 1

Zy €0; 1> 0<5<1 1 a,=0
1

Zy €0,3; 0,4> 03< <04 0,1 a =3
1 .

Z; <0,33; 0,34> 0,33<5<034 | 001 a,=3
1

Zs <0,333; 0,334) 0,333 < 3 < 0,334 | 0,001 a3 =3

2 1

Zs <0,3333; 0,3334) 0,3333 < 3 < 0,3334 | 0,0001 ag=3

Wir erhalten die periodische Folge 0; 3; 3; 3; 3; 3; ..., die die Lage des Bild-
punktes der Zahl % eindeutig festlegt.

Geben Sie eine Folge an, durch die der Bildpunkt der Zahl % bestimmt wird!

Aufgaben a 47 bis 49

9 Unendliche Dezimalbriiche

Durch fortgesetzte Zehnteilung konnen alle Punkte der Zahlengeraden ein-
geschachtelt werden. Jedem Punkt wird dabei eine Zahlenfolge zugeordnet,
die ihn eindeutig festlegt. Bei diéser arithmetischen Beschreibung von Punkten,
die rechts vom Nullpunkt liegen, treten nur solche Folgen

Qo; Ay; Gz; A3; A As; ...
auf, fiir die gilt:

18
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(1) dDas Anfangsglied a, ist eine beliebige natiirliche Zahl;
(2) Firallenmitn = 1gilt0<a, <9.
Eine solche Folge schreiben wir kiirzer in der Form

o, Ay Gy A3 A4 As ...
und nennen sie einen positiven unendlichen Dezimalbruch. Die abgekiirzte
Schreibweise fiihrt nicht zu MiBverstindnissen, weil nur das Anfangsglied
eine beliebige natiirliche Zahl sein kann, wihrend alle anderen Folgenglieder
einstellige natiirliche Zahlen sind. Dezimalbriiche, in denen Perioden auftreten,
heiBen periodische Dezimalbriiche.
Nach dem Grundsatz A 3 legt jede Folge, die den obengenannten Bedin-

gungen (1) und (2) geniigt, genau einen Punkt der Zahlengeraden fest. Die
Zuordnung

Folge —— > Punkt
ist also eindeutig. Wir fragen nun, ob auch die Zuordnung
Punkt ————— Folge
eindeutig ist, ob also zu jedem Punkt der Zahlengeraden nur eine Folge gehort,

die den obengenannten Bedingungen (1) und (2) geniigt. Das ist bei gewissen
rationalen Punkten nicht der Fall, wie Beispiel A 4 zeigt.

Gegeben seien die Folgen

1 5:;3;9;9;9;... und @ 5;4;0;0;0; ...
bzw. in der Kurzschreibweise
531979 9 und 54000...

Fiir alle » mit n = 2 soll gelten bei der Folge (1): @, = 9 und
bei der Folge (2): a, = 0.

Die Folge (1) Die Folge (2)
legt denjenigen Punkt fest, der in allen Intervallen der Intervalifolge
$5; 6> (556>
{53; 54 (54;55)
{5,39; 5,40) {5,40; 541>
{5,399; 5,400) {5,400; 5,401)
{5,3999; 5,4000) usw. {5,4000; 5,4001)
liegt; vgl. Bilder A 8 und A 9.
) A8
| | AL | | I
5 53 ¢ 55 6
i = 5
2| I
] T Y I T O [ [ S S S (S A O |
530 [/B40N\\ 550
/53- 5,41\
5399 5401 A9




Beide Intervallfolgen enthalten als gemeinsamen Punkt den rationalen Punkt
5,4. Damit ist gezeigt, daB die gegebenen Folgen (1)und (2) den gleichen
Punkt bestimmen. Da nun aber zur eindeutigen Festlegung des Punktes 5,4
eine der beiden Folgen ausreicht, wollen wir vereinbaren, dem Punkt 5,4 nur
die Folge (2) zuzuordnen, d. h., wir schlieBen die Folge (1) aus unseren Be-
trachtungen aus."

Analog verfahren wir immer dann, wenn ein Punkt bei der fortgesetzten Zehn-
teilung gemeinsamer Endpunkt zweier benachbarter Intervalle ist. Dieser Fall
kann nur bei gewissen rationalen Punkten eintreten. .

Mit dieser Festlegung schlieBen wir also alle Folgen, bei denen von einer ge-
wissen Stelle an alle Glieder gleich Neun sind, d. h. alle Dezimalbriiche mit
,,Neunerperiode*, aus.

Somit erhalten wir eine eineindeutige Zuordnung zwischen den Punkten der Zahlen-
geraden, die rechts vom Nullpunkt liegen, und den positiven unendlichen Dezi-
malbriichen ohne Neunerperiode.

Aufgaben a 50 und 51

10

Geben Sie die ersten sechs Glieder der durch fortgesetzte Zehnteilung entstehen-
den Intervallfolge an, durch die der im Aufirag A 17 a) gegebene irrationale

Punkt P bestimmt wird; vgl. Bild A 10.

P P
Ll | | ] Il ]
-2 15 -1 0 TR 2
A 10

Auch Punkte der Zahlengeraden, die links vom Nullpunkt liegen, lassen sich
arithmetisch durch Folgen beschreiben.
Der irrationale Punkt P des Bildes A 4 wird durch die Folge 1,414213... ein-
eindeutig festgelegt. Spiegeln wir den Punkt P am Nullpunkt, so erhalten wir
den irrationalen Punkt 2. Dem Punkt P ordnen wir die Folge

—(1,414213...)
zu, fiir die wir kiirzer

—1,414213...
schreiben. Diese Folge enthilt in Form des Minuszeichens eine zusitzliche
Angabe, die zum Ausdruck bringen soll, daB der durch diese Folge einein-
deutig festgelegte Punkt links vom Nullpunkt liegt. Die natiirlichen Zahlen
1;4;1;4;2;1;3; ..., die als Glieder in dieser Folge auftreten, bedeuten
auch hier die Intervallnummern der bei der fortgesetzten Zehnteilung ent-
stehenden Teilintervalle, in denen P liegt, wenn man nach jeder Teilung Z,
(n € N) die entstehenden Teilintervalle jeweils von rechts nach links numeriert.
Entsprechend kann jeder Punkt der Zahlengeraden, der links vom Nullpunkt
liegt, durch eine Folge eineindeutig festgelegt werden. .
Es sei Q ein beliebiger Punkt der Zahlengeraden, der links vom Nullpunkt
liegt und O sein Spiegelbild am Nullpunkt. Dem Punkt { ist eineindeutig eine

! Einen sachlichen Grund fiir diese Festlegung gibt es nicht. Man kénnte genauso auch die Folge (2)
ausschlieBen oder aber auch die Folgen (1) und (2) miteinander identifizieren.
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Folge (ein positiver unendlicher Dezimalbruch ohne Neunerperiode)
ao, ay Ay a3 4y ...
zugeordnet. Dem Punkt Q wird dann die Folge
—ay, @y Gy Ay ag ...
eineindeutig zugeordnet. Solche Folgen - a,, a, a;a3a, ... mit aye N und

0 < a, £9 fir alle n > 1 nennen wir negative unendliche Dezimalbriiche.
Positive und negative unendliche Dezimalbriiche sowie den unendlichen Dezi-

malbruch 0,0000... = 0 nennen wir kurz unendliche Dezimalbriiche.
) Durch welche Folgen werden die folgenden rationalen Punkte beschrieben?
7 7 3 3
a) 3 und — 3 b) 5 und — 25 c) 2,358 und —2,358

Aufgaben a 52 und 53

11 Definition der reellen Zahlen

Durch die bisher getroffenen Festlegungen erhalten wir eine eineindeutige
Zuordnung zwischen den Punkten der Zahlengeraden und den unendlichen
Dezimalbriichen ohne Neunerperiode. Es liegt also nahe, diese unendlichen
Dezimalbriiche ohne Neunerperiode als ,,neue* Zahlen aufzufassen.

DEFINITION: Eine reelle Zahl ist ein unendlicher Dezimalbruch ohne Neuner-
periode.

Die Menge der reellen Zahlen bezeichnen wir mit ,,P*.

Die periodischen unendlichen Dezimalbriiche (z. B. 0,3333...; 0,454545...;
2,0000...; —1,360000...) beschreiben rationale Punkte. Diese reellen Zahlen
heiBen rationale reelle Zahlen.

Die nichtperiodischen unendlichen Dezimalbriiche beschreiben irrationale
Punkte. Diese reellen Zahlen heilen irrationale reelle Zahlen.

Zur Bezeichnung einer gegebenen reellen Zahl verwendet man entweder ein ge-
niigend langes Anfangsstiick des betreffenden Dezimalbruches mit drei Piinkt-
chen, z.B. 1,414213..., oder auch andere Symbole, z.B. ,z* oder ,,}/2*.!

Ein periodischer Dezimalbruch der Form @0, @; @ ... 2,000 ... heiBt ein
endlicher Dezimalbruch und wird zur Vereinfachung @o. @; 4> ... @, geschrieben,
z. B.: 2,0000... = 2; —1,360000... = —1,36. Auch fiir die anderen peri-
odischen Dezimalbriiche verwenden wir abgekiirzte Schreibweisen, z. B.:

0,3333 ... = 0,3; 0,454545 ... = 0,45.

Beachten Sie! Die reelle Zahl 0,3 _ist begrifflich etwas ganz anderes als die
rationale bzw. gebrochene Zahl 03,. Die reelle Zahl 0,3 ist eine Folge von
natiirlichen Zahlen, namlich diejenige, die die Lage des rationalen Punktes%
beschreibt. Die gebrochene Zahl 0,3 war eingefiihrt worden als eine Klasse von
Briichen, niamlich als diejenige Klasse, in der alle Briiche liegen, die man durch

Erweitern von % erhilt. Bei der geometrischen Deutung (Veranschaulichung
auf der Zahlengeraden) erhélt man in beiden Fillen den gleichen Punkt.

! Nachdem in der Menge P eine Multiplikation definiert ist, kann man zeigen: daB fiir die reelle
Zahl a = 1,414213... gilt: a* = 2. Deshalb bezeichnet man diese Zahl mit ,,J/2".
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12 Ordnung der reellen Zahlen

Unsere Aufgabe besteht nun darin, in der Menge P eine Ordnungsrelation so-
wie Operationen der Addition und Multiplikation so zu erkliren, daB der Be-
reich der rationalen Zahlen als Teilbereich des neuen Zahlenbereichs auftritt.

Wir wollen zunichst erkliren, wie man in der Menge P eine Ordnungsrelation
festlegt. Der Einfachheit halber beschrénken wir uns auf positive reelle Zahlen.

Die reellen Zahlen

a = ao, a,a,a;... und b = by, bb,b;...
sind genau dann gleich, wenn gilt:

ag = by, ay = by, a, = b, a3 = b, ...
Fiir die reellen Zahlen

a = 1,012345678910 111213 ... und

b = 1,012345678910211213 ...

gilt a # b, denn die Glieder «,; und b, sind voneinander verschieden. Sind
also a = ao, a,aa; ... und b = by, b.byb; ... beliebige reelle Zahlen mit
a # b, so miissen sie sich an irgendeiner Stelle unterscheiden, d. h., es muB}
eine natiirliche Zahl k mit a; #+ b, existieren.

Sind @ und b verschiedene positive reelle Zahlen und ist & diejenige natiirliche
Zahl, fiir die erstmalig a, + b, gilt, so soll a < b (b > a) genau dann gelten,
wenn a, < b, ist.

a < b bedeutet geometrisch, daB der durch a bestimmte Punkt der Zahlen-
geraden links von dem durch b bestimmten Punkt liegt.
Diese Festlegung vertréigt sich also mit der bereits fiir rationale Zahlen defi-
nierten Ordnungsrelation, denn von zwei verschiedenen rationalen Zahlen
wurde diejenige kleiner genannt, die auf der Zahlengeraden weiter links liegt.
Fiir die oben angegebenen Zahlen @ und b gilt a < b, denn fiir die 13. Stelle,
an der sich die Dezimalbriiche erstmalig voneinander unterscheiden, gilt
a3 < bys. B B

V2 = 1,4142135... < 22360679... = 5

1,4142 = 1,4142000... < 1,4142135... = 2
V2 = 1,4142135... < 1,4143000... 1,4143

Fiir jede positive reelle Zahl a gilt 0 < a.

Wie die fiir die positiven reellen Zahlen erklirte Ordnungsrelation auf alle
reellen Zahlen ausgedehnt wird, zeigen folgende Beispiele. Auch fiir die nega-

* tiven reellen Zahlen soll gelten, daB der kleineren der weiter links liegende

Punkt der Zahlengeraden zugeordnet ist.
—2,715354555657... <0
=3,17117111711117... < =3,17117011711117...
—0,33333... < 0,10000...
Aus der Definition der Ordnungsrelation fiir reelle Zahlen folgt:
(1) Fiir alle ¢ und b gilt: Entweder @ < b oder a'= b oder a > b;
(2)  fiir alle @, b und c gilt: Wenna < bund b < ¢,s0a < c.
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Jeder rationalen reellen Zahl a 14Bt sich eineindeutig eine rationale Zahl
a= £( p, g€ G; g * 0) zuordnen. Dabei ist @ diejenige rationale Zahl, deren

Dezimalbruchdarstellung, die man durch Anwenden des Divisionsalgorithmus
auf die Aufgabe p : g erhilt, formal mit dem Dezimalbruch a iibereinstimmt.
Sind @ und b verschiedene rationale reelle Zahlen und 4 und b die ihnen ein-
eindeutig zugeordneten rationalen Zahlen, so gilt:

Es ist @ < b genau dann, wenn @ < b.

(o] 0,50000... < 0,51000... 0,33333... < 0,33444...
1) 0 ? )
1 )| 1 _ 30
2 100 3 900

Beim Vergleichen kénnen wir demnach die rationalen reellen Zahlen durch
die rationalen Zahlen ersetzen. Das macht es auch méglich, irrationale Zahlen
durch rationale Zahlen anzunahern. So gilt beispielsweise

l4<12<15
141 < V2 < 1,42
1,414 < V2 < 1,415
1,4142 < 12 < 1,4143
usw.

Wir konnen also jede irrationale Zahl in immer kleiner werdende Intervalle
mit rationalen Endpunkten einschachteln.
Wenn wir einen unendlichen Dezimalbruch an irgendeiner Stelle abbrechen,
so erhalten wir fiir die betreffende Zahl einen rationalen Néherungswert.
Setzen wir z. B. VE ~ 1,4142, so ist der Fehler dieses Naherungswertes kleiner
als 0,0001, denn die beiden Niherungswerte 1,4142 und 1,4143 unterscheiden
sich um 0,0001.

Aufgaben a 54 bis 57

13 Rechnen mit reellen Zahlen

Auf die Definition der Rechenoperationen und den Nachweis der aus engeren
Zahlbereichen bekannten Rechengesetze miissen wir hier verzichten. Wir
wollen nur an einem Zahlenbeispiel erldutern, wie man die Summe zweier ge-
gebener reeller Zahlen erhilt.

[o ] Die Summe der reellen Zahlen V2 und V5 ist zu berechnen. Es ist

1<V2<2 2<15<3
L4<V2<15 22<V¥5<23
141 <12 < 1,42 223 <5 <224
1,414 < V2 < 1,415 2,236 < V5 < 2,237
1,4142 < 12 < 1,4143 2,2360 < V5 < 2,2361

1,41421 < V2 < 1,42422 usw. 2,23606 < V5 < 2,23607
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Unter der Summe Vi + [/3 versteht man diejenige reelle Zahl x, fiir die gilt:
1+2=3<x<5=2+3
14+22=36<x<38=15+23
1,41 + 2,23 = 3,64 < x < 3,66 = 1,42 + 2,24
1,414 + 2,236 = 3,650 < x < 3,652 = 1,415 + 2,237
1,4142 + 2,2360 = 3,6502 < x < 3,6504 = 1,4143 + 2,2361
1,41421 + 2,23606 = 3,65027 < x < 3,65029 = 1,41422 + 2,23607
usw.

DaB es genau eine reelle Zahl x gibt, die alle diese Doppelungleichungen er- -
fiillt, kann man sich etwa wie folgt klarmachen. Die Folge der Intervalle
{3;5), (3,65 3,8),-(3,64; 3,66, (3,650; 3,652), ... ist eine Intervallschach-
telung, die auf der Zahlengeraden genau einen Punkt bestimmt. Jedem Punkt
der Zahlengeraden ist genau eine reelle Zahl zugeordnet. Folglich gibt es genau
eine reelle Zahl x, die alle Doppelungleichungen erfiillt.

Diese Zahl x = J/2 + |/5 kann mit jeder gewiinschten Genauigkeit berechnet
werden. Bei der im Beispiel A 9 durchgefiihrten Rechnung erhalten wir

V2 + V5 = 3,6502....,

d. h., die ersten vier Dezimalstellen der Zahl l/i + ]/3 sind damit eindeutig
bestimmt.

Das Beispiel A 9 zeigt uns, wie man bei der Definition der Rechenoperationen |
die sich nach den Bediirfnissen der Rechenpraxis richten, vorgeht. Wir kénnen
nur mitteilen, daB allgemein die Summe a + b gegebener reeller Zahlen
aund b so festgelegt wird; daB hinlinglich gute Naherungswerte der Summanden
a und b auch beliebig gute Niherungswerte der Summe a + b ergeben. Ent-
sprechendes gilt fiir die Operationen Subtraktion, Multiplikation und Divi-
sion.

Beim Rechnen konnen wir also statt mit irrationalen Zahlen mit rationalen Nihe-
rungswerten fiir die betreffenden Zahlen arbeiten.

Ersetzt man die durch Addition, Multiplikation, Subtraktion und Division
zu verkniipfenden reellen Zahlen durch hinlinglich gute rationale Niherungs-
werte, so kann man das Resultat der Verkniipfung mit jeder gewiinschten
Genauigkeit erhalten.

Die Differenz 5 — 2= Vg + (—VE) ist auf vier Dezimalstellen génau zu
berechnen.

Es ist B
1,41421 < V2 <" 1,41422
223606 < /5 < 223607
—1,41422 < — |2 < —1,41421

082184 < J5-12< 082186
Ergebnis: V5 — 12 = 0,8218...

Der Umfang des Kreises mit dem Durchmesser d = 4,000 m soll in Meter
auf drei Dezimalstellen genau berechnet werden.
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Niherungswert fiir 7 Niherungswert fiir u = nd

3,141 12,564 m
3,1415 . 12,5660 m
3,14159 12,56636 m

Es geniigt also, wenn fiir 7 der Naherungswert 3,1415 genommen wird. Die
weiteren Stellen von z haben keinen EinfluB auf die dritte Dezimalstelle von u,
denn =z ist auf jeden Fall kleiner als 3,1416, und selbst bei Multiplikation
von d mit 3,1416 wird die dritte Dezimalstelle von u nicht gedndert.

Ergebnis: u = 12,566 m

Fiir das Rechnen mit reellen Zahlen gelten alle Rechengesetze | die wir bereits
vom Rechnen mit rationalen Zahlen kennen. Der Bereich der reellen Zahlen
enthilt einen Teilbereich, namlich den Bereich der rationalen reellen Zahlen,
in dem man so rechnen kann wie im Bereich der rationalen Zahlen. Demnach
koénnen wir die rationalen reellen Zahlen durch die rationalen Zahlen ersetzen.
In diesem Sinne ist der Bereich der rationalen Zahlen ein Teilbereich des Be-
reiches der reellen Zahlen. Die Menge P der reellen

Zahlen besteht nach der Ersetzung der rationalen

reellen Zahlen durch die rationalen Zahlen aus der

Teilmenge der rationalen Zahlen (bzw. der perio- P

dischen Dezimalbriiche) und der Teilmenge der

irrationalen Zahlen (bzw. der nichtperiodischen

Dezimalbriiche); vgl. Bild A 11.

Aufgaben a 58 bis 61 All

14 Definition der Wurzel

i

Im Bereich der reellen Zahlen ist die Gleichung x> = 2 l8sbar. Eine Losung
ist die in der Lerneinheit A 8 ermittelte reelle Zahl x = 1,414213.... Man kann
zeigen, daB man die Zahl 2 mit jeder gewiinschten Genauigkeit erhilt, wenn
man diese reelle Zahl x durch hinlinglich gute rationale Naherungswerte
ersetzt. Fiir den Niherungswert 1,414213 erhilt man 1,414213% ~ 1,999998.
Diese Zahl unterscheidet sich von der Zahl 2 nur um 0,000002.

Entsprechend findet man, daB z. B. die Gleichung x* = 2 die reelle Zahl x als
Lésung hat, deren erste Dezimalstellen sind: x = 1,25992104.... Fiir den
Niherungswert 1,25992104 findet man 1,25992104° =~ 1,99999995. Diese
Zahl unterscheidet sich von der Zahl 2 nur um 0,00000005.

Im Bereich der reellen Zahlen hat jede Gleichung x" = a mit @ = 0 eine Lo-
sung, wie aus dem folgenden Satz, den wir ohne Beweis mitteilen miissen,
folgt.

SATZ: Ist a eine nichtnegative reelle Zahl und » eine natiirliche Zahl mit n > 1,
so existiert stets genau eine nichtnegative reelle Zahl 5 mit 5" = a.

Die nach Satz A 5 eindeutig bestimmte Zahl b nennt man die n-te Wurzel aus a

und bezeichnet sie mit ,,}/a*.

DEFINITION: l/; (a2 0, neN; n=1) ist diejenige nichtnegative reelle
Zabhl b, fiir die b" = a gilt.
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Man nennt die nichtnegative reelle Zahl ¢ den Radikanden und die natiirliche
Zahl n (n z 1) den Wurzelexponenten. Die Operation, die den Zahlen nund a

die Zahl b = Ja zuordnet, heiBt Radizieren oder Wurzelziechen. Aus der
Definition A 6 erhilt man fiir » = 2 die uns bereits bekannte Definition der

2 _ =
Quadratwurzel. Statt ,,}/a* schreibt man ,,Ja“. Nach Definition A 6 ist

(V;).-—'a (@z0;neN;n21).

Begriinden Sie, warum das Radizieren eine Umkehrung des Potenzierens ist!
Fiir welche Exponenten n und fiir welche Basen a ist diese Formulierung nur
sinnvoll?

Es ist

3
a) 10,125=10,5; denn 0,5 = 0,125

&
b) V8l =3; denn 3* = 81
F
1 1 1V 1
c) =73 denn (?) =3
d Vi=1; denn 1I"=1 (neN;n21)
o 1o=0; denn 0" =0 (neN;n>1)
) -
f) Va=a; denn @' =a
g) 13 = 1,7320508076... h) 17 = 2,6457513111...
{ ...
i) V3= 1,4422495703... k) V2 = 1,1486983550. ..
Es ist
a) 13®=3 und J(-32=3
4 4
b) V2*=2 und V(-2*=2
<) VF =V(-ap = |a|
4 4
9 V¥ =V(-x°*= x|
Allgemein gilt:
Ist a eine beliebige reelle Zahl und » eine gerade natiirliche Zahl mit n > 2,
S0 ist
Va = |a|.

* Die Gleichung x* + 1 = 0 hat auch im Bereich der reellen Zahlen keine Ldsung, denn
fiir jede reelle Zahl x gilt x2 = 0.

Es gibt noch einen Zahlbereich, der den Bereich der reellen Zahlen als Teilbereich enthilt,
in dem jede Gleichung x" + a = 0 l5sbar ist. Diesen Bereich der komplexen Zahlen lernen
wir in der Schule nicht kennen.

Aufgaben a 62 bis 65
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Eine reelle Zahl ist ein unendlicher Dezimalbruch ohne Neunerperiode. Die peri-
odfichen unendlichen Dezimalbriiche (ohne Neunerperiode) heifien rationale reelle
- Zahlen; die  nichtperiodischen unendlichen Dezimalbriiche heiBlen i reelle
zqun. Die Abbnldung der reellén Zt\l\len auf die Punkte der Zahlengeraden' ist

DerBerelch der rat’lonnlqr Zahlen lst em‘l‘dlhenieh des Bereichs der reellen Zahlen.
“Belm Vergleichen reeller Zahlcx; und beim Rechnen ‘mit reellen Zahlen gelten ‘alle
Gesetze, die auch fiir das'Verﬂelchen onaler Zahlen bzw. fir das Rechnen mnt
rwoﬂakn Zahlen geiten.

Rechnen mit irrationalen Zahlen hnn man diese mit )edar gewiinschten Gc-
flﬁutg‘ken durch rationale Zahlen annghern.
lm Bereich der reellen. Zahlen hat Jede Glelchung X=a (@a=0; n€Ns-n 2 1).

genau ‘eine ni h P L&ung, lich die  Zahl Va

S

Arbeiten mit Variablen

15 Wiederholung der Begriffe ,Variable®, ,,Grundbereich*,
srerm*

DEFINITION. Eine Variable ist ein Zeichen fur ein beliebiges Element einer

vorg Menge. Diese ge wird als Grundbereich dieser Variablen
bezeichnet.

Die Zahlbereiche oder Teilmengen von Zahlbereichen und GroéBenbereiche
sind Grundbereiche der Variablen. .

Als Variable verwendet man haufig die kleinen oder die groBen lateinischen
sowie die kleinen griechischen Buchstaben.

Mit Hilfe von Variablen 1aBt sich die Bildung von Mengen kurz und iiber-
sichtlich beschreiben.

a) Die natiirlichen Zahlen, die bei Division durch 4 den Rest 3 lassen, haben
die Form 4n 4+ 3,ne N.

b) Durch —2 < x < 3 mit x e P ist die Menge der reellen Zahlen zwischen
—2 und 3 bestimmt.

Geben Sie eine Darstellung an fiir alle
a) geraden natiirlichen Zahlen, b) ungeraden natiirlichen Zahlen!

Mit Hilfe von Variablen lassen sich GesetzmaBigkeiten fiir Zahlen und Gro-
Ben iibersichtlich darstellen.

a) Fiir alle reellen Zahlen a, b, c gilt:
a (b +c)=a-b+ a-c (Distributivitit).

b) Fiir je zwei beliebige rationale Zahlen a und b gibt es genau eine rationale
Zahl ¢, so daB gilt: @ — b = c.

¢) Fiir den elektrischen Widerstand R eines Leiters aus Kupfer (Linge /;
Querschnitt 4; spezifische Leitfahigkeit p) gilt R = g%.

d) Die Lingenzunahme A/ bei einem festen Korper ist der Temperatur-
erhéhung At proportional: Al ~ At.
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16.

e) Bedeuten Ag den Inhalt der Grundfliche und 4 die Héhe eines beliebigen
Prismas, so berechnet man das Volumen ¥ wie folgt: V = A - h

Mit Hilfe von Variablen lassen sich Problemstellungen, bei denen Beziehungen
zwischen Zahlen oder GroBen die entscheidende Rolle spielen, iibersichtlich
fixieren und rationell 18sen.

Durch @ - b kann man sehr verschiedene Sachverhalte erfassen.

a

b

ab

Linge einer Seite eines
Rechtecks

Lénge der anderen Seite
des Rechtecks

Flacheninhalt des
Rechtecks

Durchschnittlicher Lohn
fiir einen Arbeitstag

Anzahl der Arbeitstage

Gesamtlohn

Durchschnittliche
Geschwindigkeit eines
Autos

Fahrzeit

In der Fahrzeit
zuriickgelegter Weg

Elektrische Stromstirke
in einem Gleichstrom-
kreis

Elektrischer Widerstand
in diesem Kreis

Anliegende Spannung

Druck

Gedriickte Fliche

Druckkraft

[17]

An dem Beispiel A 16 wird eine wesentliche Seite der Mathematik deutlich.
Durch Abstraktion vom Konkret-Gegenstindlichen der Realitiit gelangt man
zum mathematisch Wesentlichen, das den verschiedensten praktischen Sach-
verhalten gemeinsam ‘ist. Dieses mathematisch Wesentliche' wird mit Hilfe
der mathematischen Zeichen schriftlich fixiert.

Variable sind ein wichtiger Bestandteil der mathematischen Fachsprache.
Daher gibt es keine besonderen Regeln fiir das Arbeiten mit Variablen, son-
dern es gelten die Regeln des jeweiligen Grundbereiches.

Fragt man zum Beispiel nach der Menge der Zahlen mit der Eigenschaft
2 < x < 3, so laBt sich darauf keine Antwort geben. Denn bedeutet x eine
natiirliche Zahl, so ist die Menge leer. Wird x aus dem Bereich der gebrochenen
Zahlen gewihlt, erhilt man eine andere Menge.

Wir vereinbaren: In den folgenden Lerneinheiten soll, wenn kein Bereich
angegeben ist, stets die Menge der reellen Zahlen als Grundbereich fiir Variable
gelten.

Zum Bezeichnen von Summen, Differenzen, Produkten und Quotienten reiht
man Variable, Ziffern, Zeichen fiir Rechenoperationen und verschiedene
Arten von Klammern aneinander. Dies geschieht in analoger Form wie bei
der Schriftsprache, bei der aus Buchstaben und Satzzeichen unter, Beachtung
bestimmter Vorschriften Worter und Sétze gebildet werden. y

35 547; %(3—a)'b; a+b; bic; (x+y)z; ab—c)-2d

Die Ziffern, die Variablen und solche Aneinanderreihungen von Ziffern,
Variablen, Zeichen und Klammern wie im Beispiel A 17 heiBen Terme.

Wenn man fiir die Variablen in einem Term Zahlen bzw. GroBen des jeweiligen
Grundbereiches einsetzt, kann man den Wert des Terms berechnen.
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9]

a T =
. TR B @—3)b
9 0 9—3):0 =6-0 =0
5 10 (5—3)-10=2-10=20
18 3 (18—3):3=15-3=45
b) =
a b a:b
km
72 km 1,5h 72km:1,5h t48T
kp
84 kp 140 cm? 84 kp:140cm? = 0,6 )
g
3 . 3. = —
400 g 51 cmi 400g:51cm® =785 =

a) Fiir welche Paare [a, b)] natiirlicher Zahlen ist der Wert des Terms (a — 3) - b
keine natiirliche Zahl?

b) Welche physikalischen Grofien werden durch die Quotienten a:b im Bei-
spiel A 18b) berechnet?

Aufgaben a 66 bis 75

16 Wiederholung einiger Arten des Umformens von Termen

Auflosen und Setzen von Klammern

Auflésen der Klammer

a+(b+c) =a+b+c a—(b+c¢c) =a—-b-c
a+(b-¢c) =a+b-c a—(b-¢) =a-b+c
a+(-b+c)=a-b+c a—(-b+c)=a+b-c
at(-b-c)=a-b-c a—(-b—-c)=a+b+c

i = W
Setzen der Klammer
Formulieren Sie die Regeln fiir das Auflosen von Klammern in Worten!

Soll ein Pluszeichen vor der Klammer stehen, so kann man die Klammer
ohne weiteres setzen. Alle Zeichen bleiben unverindert.

Soll ein Minuszeichen vor der Klammer stehen, so vertauscht man alle Plus-
in Minuszeichen und alle Minus- in Pluszeichen vor den Gliedern, die in der
Klammer stehen sollen.

a) Losen Sie die Klammern auf!

1,5a +(6,7a — 3,4b) — (8,1 — 4,3b)
1,5a + 6,7a — 3,4b — 8,1 + 4,3b
8,2a + 0,95 — 8,1

I
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b) Setzen Sie auf verschiedene Weise Klammern, so daB beim Einddfzén
reeller Zahlen fiir die auftretenden Variablen jeweils dieselbe Zahl bestimmt
wird!

Es werden hier nur drei Méglichkeiten angegeben.
2a —35+63b—c=2a—-(35-63b+c) oder
2a —35+63b —c=(2a—35) + (63b —c) oder
2a —35+63b—c=2a—35—-(—63b+c)

Auskl, 'n und A Itiplizieren

{2

Man multipliziert eine Summe mit einer Zahl, indem man jeden Summanden
mit dieser Zahl multipliziert und die Summe aus den Produkten bildet. Dies
folgt aus der Distributivitit von Addition und Multiplikation reeller Zahlen.

Fiir alle reellen Zahlen a, b, c gilt:
a(b+c)=a-b+a-c

Ausmultiplizieren
—_—

a~(b+c)=a~b+a-cl

————
Ausklammern

Kann man alle Summanden einer Summe als Produkt mit einem gemeinsamen
Faktor schreiben, so-gewinnt man aus dieser Summe ein Produkt, indem man
den gemeinsamen Faktor mit der Summe der iibrigen Faktoren multipliziert.
Man klammert im allgemeinen denjenigen gemeinsamen Faktor aus, in dem
die Variablen moglichst groBe Exponenten und dera Betrage nach mdoglichst
groBe Koeffizienten haben. )

Multiplizieren Sie!

T a) —2a(3b — 5¢) = (—2a)-3b — (—2a)- 5¢

(=]

—6ab — (—10ac)

—6ab + 10ac

b) a'b+c-(d+el=a[b+c-d+c-e]l=ab+ acd + ace
Klammern Sie aus!

a) 3a+x-a=0CB+x)a

b) —3x-3=(-3)'x+(-3)1=-3x+1)

©)  25a%h — 40a*b* = 5a*b- 5 — 5a*b- 8b = 5a%h(5 — 8b)

d)  18x%yz% + 21xy*z? — 153x%y%z = 3xpz(6xz + Tyz — 5lxy)

Multinlin:,
¢ 4

Fiir alle reellen Zahlen a, b, c gilt:
(@a + b)(c + d) =ac + ad + bc + bd.

Ausmultiplizieren

<,

'en von

(a+b)(c+d)=ac+ad+bc+bd]

—
Ausklammern
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Fiir reelle- Zahlen gilt allgemein: Man multipliziert zwei Summen miteinander,
indem man jedes Glied der einen Summe mit jedem Glied der anderen Summe
multipliziert und die Produkte addiert.

Erliutern Sie die folgenden Umformungen!
@+b)+d)y=(@a+bc+(a+bd
=ac + bc + ad + bd
=ac + ad + bc + bd
Das Ergebnis wurde lexikographisch geordnet.*
Man kann die Gleichung .
(@a+b)(c+d)=ac+ad+ bc + bd
veranschaulichen; vgl. Bild A 12.
Veranschaulichen Sie!

a) @+b)(c—a
=ac — ad + bc — bd

b) (@a—=>b)(c—-ad
=ac — ad — be + bd fa+b) Al2

Verwandeln Sie in eine Summe!

ad bd | .

(c+d)

ac be ©

a) (r—s)c+dy=rc+rd—sc—sd=cr—cs+dr—ds
Das Ergebnis wurde lexikographisch geordnet.
b) (—4+3y—a)Ra+4 -2y
= —8a — 16 + 8y + 6ay + 12y — 6y* — 2a* — 4a + 2ay
= —12a — 16 + 20y + 8ay — 6y* — 2a?
= —2a%® — 12a + 8ay — 6y* + 20y — 16
) (I—-x+x)Yx—-1D)=x—-1-x24+x+x>—x*
2x—1—2x + x°
=x3—-2x2 +2x -1
Die folgende Summe ist in ein Produkt umzuformen.
3a — 6am + 8bmn — 4bn = 3a(l — 2m) — 4bn(l — 2m)
= (1 — 2m) (3a — 4bn)
Probe: (1 — 2m) (3a — 4bn) = 3a — 4bn — 6am + 8bmn
Man fiihrt die Multiplikation von mehr als zwei Summen auf die Multi-
plikation von zwei Summen zuriick.
@+ b)(c+d)(e+[)=(ac + ad + bc + bd) (e + f)
= ace + acf + ade + adf + bce + bef + bde + bdf
Aufgaben a 76 bis 102

! Die lexik i ird Ben vor s
a) In jedem Glied werden die vorkommenden Variablen in der Reihenfolge des Alphabets ge-
schrieben.
b) Die Glieder werden nach den vorkommenden Variablen in der Reihenfolge des Alphabets
geschrieben.

c) Alle Glieder mit der gleichen Variablen werden nach fallenden Potenzen dieser Variablen
geordnet.
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17 Die Struktur von Termen

Bevor man einen Term umformt, muB man sich iiber die Struktur dieses
Terms im klaren sein.

Es wird vereinbart, daB die Rechenoperationen zweiter Stufe (Multiplikation,
Division) stdrker binden als die Rechenoperationen erster Stufe (Addition,
Subtraktion).

In a + b - c beispielsweise ist die Multiplikation zuerst auszufiihren. Dagegen
ist in (@ + b) - ¢ die Addition zuerst auszufiihren. a + b - ¢ ist eine Summe,
(a + b) - ¢ jedoch ein Produkt.

Beschreiben Sie die folgenden Strukturen!
a) ab+ec b)a-(b +¢) cab—-c
d a(b-¢c) eab+c-d fla—(b+c)

Hat man die Struktur eines Terms erkannt, entscheidet man leicht, welche
Reihenfolge der Operationen beim Umformen einzuhalten ist.

;| a) Formen Sie ab + a(a — ¢) + a(a — b) in eine moglichst einfach struk-

turierte Summe um!

Man erkennt, daB die vorgegebene Summe drei Summanden hat. Jeder der
drei Summanden ist ein Produkt, wobei der zweite und der dritte Summand
jeweils eine Differenz enthalten. Man formt also zuerst diese beiden Sum-
manden durch Ausmultiplizieren um und faBt dann zusammen.

ab + a(a — ¢) + ala — b) = ab + a®> — ac + a* — ab = 2a* — ac

b) Driicken Sie folgenden mathematischen Sachverhalt unter Verwendung
von Variablen aus!
Von der Differenz zweier rationaler Zahlen wird die Summe zweier rationaler
Zahlen subtrahiert.
Die rationalen Zahlen seien a, b, ¢, d. Wir bilden zunichst die Differenz
(a — b), dann die Summe (¢ + d) und schlieBlich die Differenz dieser
beiden: (@ — b) — (¢ + d).

2 3
Setzen Sie in den Termen % und % fiir n natiirliche Zahlen ein! Vergleichen Sie

die Ergebnisse! Formulieren Sie dann eine Aussage!

Die Division durch Nullist auch im Bereich der reellen Zahlen nicht definiert
Deshalb muB bei der Bildung von Quotienten unter Verwendung von Variablen
der Grundbereich besonders beachtet werden.

mit x € P fiir x = 3 nicht definiert.

Zum Beispiel ist der Term 3 Z =

Fiir welche reellen Zahlen sind die folgenden Terme nicht definiert?

a 2 — 3x

b 19 — 2
a) =325 b) TS c) a+; d)J9 — x

Aufgaben a 103 bis 111
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18 Binomische Formeln

Esgilt: @+ b)(c+d)=a-c+a-d+ b-c+ b-d;vgl Seite 30.
Fiir ¢ = a und d = b erhilt man:
(@a+ba+b)=a-a+ab+b-a+b-b
(@ + b)* = a® + 2ab + b*
Fiir ¢ = a und d = —b erhilt man:
(@+ba-b=aa+a (-b)+b-a+b(-b)
(a + b)(a — b) = a* — b2,

Fiir alle reellen Zahlen a, b gelten die folgenden binomischen Formeln.!

Die binomischen Formeln sind also nur Spezialfille eines bekannten Satzes.

Es ist zweckmiBig, diese Spezialfille hervorzuheben.

a) Zeigen Sie durch Angabe eines Gegenbeispiels, dap die folgende Aussage nicht
gilt:
Fiir alle reellen Zahlen a, b ist (a + b)*> = a* + b*.

b) Formulieren Sie diese Aussage um, indem Sie ,,Es gibt ein ... verwenden!
Untersuchen Sie, welche Zahlen a, b diese Gleichung erfiillen!

Mit Hilfe der binomischen Formeln berechnet man Potenzen und spezielle

Produkte von zweigliedrigen Summen, indem man in die Summenform der

Formeln fiir @ und b die entsprechenden Zahlen einsetzt.

a) (3x + 0,8)% = (3x)> + 2-3x- 0,8 + 0,84 = 9x* + 4,8x + 0,64
@+b? =a +2a'b +¥5

b) (%r - 4.v)2

2 1 a2 1
=[%,+(_4,)J =(5r) +2:r(—4s) + (—49)? =%r’-—4rs+16s’
(a + b)* =gt +2-ab + b?
c¢) (L,la + 5x*) (1,1a — 5x%) = (1,1a)* — (5x%)* = 1,21a® — 25x*
(@a+b)@—b) =a  —b

Mit Hilfe der binomischen Formeln lassen sich in besonderen Fillen Summen
in Produkte umformen.

9 6 "
a) x*+6x+9 b) 5z =X hxt
a®>+2-a b+ b*=(a+b)? a?>+2-a-b+b*=(a+b)?
2
x4+ 2-x°34+3=(x+3) (%) + 2'%'(—x)+(—x)z

- (5%
* Unter einem Binom versteht man einen zweigliedrigen Term der Form a + b bzw. a — b.

3 [000902] 33



—~

28|

(=)

=

Summen, die sich in die Form (a + b)* bringen lassen, bezeichnet man als
vollstindige Quadrate.

Welche der folgenden S: ist ein vollstindiges Quadrat?
a)  9x*.4 6ax + a* b) 64x> + 8bx + b* c¢) 16 — 16a + a®
d)  x? + 6x e) x>+ 8x + 8 f) p* + 2pq + ¢*

Mit Hilfe der binomischen Formeln lassen sich Differenzen zweier Quadrate
in Produkte umformen.

a) di-di=(d,+d) (d—d) b)x* -3 =x+VY3)-(x-V3)
a>—b>=(a+b) (a—b) a* —b*=(@a+b)-(a—b

19 Die quadratische Ergéinzung

Wie wir spiter in Kapitel D. ,,Quadratische Funktionen und quadratische
Gleichungen** sehen werden, ist es manchmal notwendig, Summen zu voll-
stindigen Quadraten zu erginzen. Erginzt man eine gegebene zweigliedrige
Summe durch Hinzufiigen des Quadrates eines Summanden zu einem voll-
standigen Quadrat, so spricht man von der quadratischen Ergiinzung.
a) Es ist die quadratische Erginzung fiir x> + 8x zu ermitteln.
Wir vergleichen x* + 8x mit der Struktur eines vollstindigen Quadrates.
x* +  8x
! )
a®+2-a-b+ b =(a+b)?
I ¢4
X2 42:x4+ 4 =(x+4)?
Die quadratische Erginzung ist also
4* = 16.
b) Es ist die quadratische Ergénzung zu % - %c zu ermitteln.
Wir verfahren wie unter a).
4 _4
25 S
e
a* +2-a b =(a + by
i

he 14 2 v
(3) +25 -(5-¢)

Die quadratische Ergédnzung heiBt hier

¢

-
(—c)?* =c2
Beschreiben Sie, wie man allgemein die quadratische Erginzung ermittelt!

Soll eine Summe so umgeformt werden, daB sie ein vollstindiges Quadrat
enthilt, so fiigt man die quadratische Ergéinzung hinzu und subtrahiert sie
wieder.
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Es sind die folgenden Summen so umzuformen, daB sie ein vollstindiges
Quadrat enthalten.

a) r* — 10r
N

| |

@?+3-a- b+ b

Lo
r242-r(=5+25-25=(¢-52-25
r2—10r = (r — 5 - 25

b) x*+ Zf_%

7 . (TV (T 3 7\2
#e2ag(z)-(3)-g=(s+g) -0
3 722
2 —_—— = —_—] -
x? + Tx 7 (x+2) 13
¢ x*+ px+gq

erce=(eo 8- (8-
x*+px+gq (x + 2) 3 q
Auf diese Weise ist es moglich, Summen wie in den Beispielen A 30b) und
A 30c¢) in Produkte umzuformen. Fiir 13 kann man (]/13)2 schreiben, und

(%)2 — gist gleich(‘/(%)z - q)z, falls(g)2 zq.

Im Beispiel A 30b) kann man demnach mit Hilfe der binomischen Formel
(a + b) (@ — b) = a®> — b* wie folgt umformen.
I T . x+l)z— 13= (x+l)2— (V13)2
4 ( 2 - 2

~(x+L+VB)(x+1 - VB3
2 2

Aufgaben a 130 bis 140

20 Erweitern und Kiirzen von Quotienten

Ist die Summe von Quotienten mit Variablen zu bilden, so verfahrt man wie
bei der Addition gebrochener Zahlen, indem man zu Quotienten mit gleichen
Nennern iibergeht. Das erfolgt durch Erweitern oder Kiirzen.
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Fiir alle reellen Zahlen a, b, ¢ (b + 0, ¢ + 0) gilt:

a _ a-c

b b-c’

Der Erweiterungs- bzw. Kiirzungsfaktor ¢ kann eingliedrig, aber auch mehr-
gliedrig sein.

Erweitern

a-

o

RN
o
o

Kiirzen

Die Nenner der vorgegebenen Quot.ienten bzw. die Erweiterungs- und Kiir-

zungsfaktoren diirfen fiir keine Einsetzung aus dem Grundbereich der auf-

tretenden Variablen Null werden.
20x _ 20x-1

) x BT

25ab — 15a> _ Sa(5b — 3a) B 5b — 3a

(x,b%0)

b) =5 =D = =3a—-5b (a#+0)
. ,2 Xy . "
c) Es ist = mit 3x — 2y zu erweitern (3x # 2y).
. 32xy _ 32xp0x - 20 9,6x%y — 6,4xy?
3x =2y (x—2)07 — ) 9x* — 12xy + 4y°
a®—b (at+tb@a-b _ a-»b .
) gt — @+ ~b; a+0)

Aufgaben a 141 bis 153

21 Dividieren einer Summe durch einen eingliedrigen Aus-
druck

Die Division einer Summe durch eine von Null verschiedene Zahl ist gleich
der Multiplikation der vorgegebenen Summe mit dem Reziproken dieser Zahl.
Deshalb gilt nach Lerneinheit A 16 der folgende Satz.

Fiir alle reellen Zahlen a, b, x (x + 0) gilt:
@+b:x=a:x+b:x

oder in anderer Schreibweise
LL RS }
T X TE

Eine Summe wird durch eine Zahl dividiert, indem jeder Summand durch diese
Zahl dividiert wird.
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[s2] @) (3ab + 12a + 154%):30 = —

3ab 12a 15a%
+— +

3a 3a 3a

_ 3a-b + 3a-4 ¥ 3a-5a

3a-1 3a-1 3a-1
=b + 4 + Sa

Probe: (b+4+ 5a)-3a=>b-3a+4-3a+ 5a-3a
=3ab + 12a + 154*

2xy 217
b) @4xy — 2W):(—3y) = o —
_&x Ty
=
= —8x+ Ty
2 2
¢) (63x* — 8lxy + 27x)%) 10y, = S B . SUr
% 9xy 9xy 9xy
% 9 3y
=3 =17 T3
Tx
=2 _9 43
5 y

Aufgaben a 154 bis 160

22* Division einer Summe durch eine Summe

6x2 4+ Tx+2):(3x+2)=2x+1 Prabe: 2x+1)0Gx+2)
—(6x -+ 4x) =6x*+4x+3x+2
3x +2 =6x2+7x+2
—(3x+2)
0

Die Rechenvorschrift (der Algorithmus) fir die Division einer Summe durch eine Summe wird
hier nur mitgeteilt. Begriinden kann man diesen Algorithmus mit Hilfe der Multiplikation
von Summen.

Algorithmus:

a) Man sucht einen S den des Dividenden, der durch einen Summanden des Divisors
dividiert werden kann. 6x2 4 ...):(3x+..)

b) Man bildet das Produkt aus dem erhaltenen Quotienten und dem vorgegebenen Divisor.

2x-(3x +2)
¢) Man subtrahiert dieses Produkt vom vorgegebenen Dividenden.
Es sind zwei Fiille moglich:
Fall 1: Die unter c) ermittelte Differenz ist Null.
Die Division ist damit ohne Rest durchgefiihrt.
Fall 2: Die unter c) ermittelte Differenz ist nicht Null.
Dann setzt man das Verfahren fort, indem man die Schritte a) bis c) erneut anwendet.
Dabei sind wiederum zwei Fille zu unterscheiden.
2.1.: Nach endlich vielen Schritten ist die unter c) ermittelte Differenz Null; vgl.
Beispiel A 33.
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2.2.: Es erweist sich, daB auch ein beliebig hiufiges Anwenden des Algorithmus
nicht dazu fithren wiirde, daB die jeweils unter c) zu ermittelnde Differenz Null
wird. Dann bricht man das Verfahren ab; vgl. Beispiel A 34.

In diesem Falle spricht man von einer Division mit Rest.

(3.:‘—8::—3):(3):—2)=x—2+Bx—_~2 Probe: (x—2)(3x—2)—7
—(3x* — 2%) =3x2 —6x—2x+4—7
—6x—3 =3x2—8x—3
—(—6x+4)
-1

Aufgaben a 161* und 162*

23 Ermitteln des kleinsten gemeinsamen Vielfachen

Gemeinsame Vielfache der Zahlen 8, 12 und 18 sind 72; 144; 216; ..., das
heiBt alle Zahlen der Form 72n mit n € N.

Unter allen gemeinsamen Vielfachen von 8, 12 und 18 ist die Zahl 72 das
kleinste gemeinsame Vielfache, das k. g. V.

Es sei an das folgende Verfahren zum schnellen Ermitteln des k. g. V. natiir-
licher Zahlen erinnert.

8§=2:2:2=123 Man sucht von den Potenzen mit gleicher Basis je-
12=2-2-3=2%-3 weils die mit dem groBten Exponenten heraus. Das
18=2-3-3=12-3" Produkt dieser ausgewahlten Potenzen ist das k.g.V.
kgV.: 22 32 =72 :

Man iibertrigt dieses Verfahren sinngemaB auf beliebige Zahlen. Man spricht
dann nur von einem gemeinsamen Vielfachen.

a) Es ist ein gemeinsames Vielfaches von 3a®b, 12ab?, 8abc zu ermitteln.
3a%h=3-a*b
12ab* = 22-3-q- b*
8abc = 2%-a-b- c
gV.:23-3:a%:b% c = 24a*b*c
b) Es ist ein gemeinsames Vielfaches von 5a, 6ab, 3a — 3b zu ermitteln.
Sa=5-a
6ab=2"3-a-b
3a —3b=23(a—b) )
gV.:2:3-5-a-b-(a — b) = 30ab(a — b)
c) Es ist ein gemeinsames Vielfaches von a?> — b* und a? + 2ab + b zu
ermitteln.
a®> —b* = (a+ b)(a—b)
a? + 2ab + b* = (a + b)*
gV.i(a+ b)?(a—b)
Zeigen Sie im Beispiel A 35a), daf 24a*b’c z.B. fira=1,b=1,¢c=3
nicht das k. g. V. der dort vorgegebenen Zahlen ist!
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L 3
Es sind die Briiche % und Tab?

Man macht die Briiche gleichnamig und vergleicht die Zihler.
5a - Tab 343
3b - Tab Tab? - 3

miteinander zu vergleichen (. /€ NV ; a, b % 0).

2lab*  2lab?

fir alle von Null verschiedenen natiirlichen Zahlen a

sar OB 3
Also gilt: N > Tabt

und b. 3

Aufgaben a 163 bis 172

24 Addieren und Subtrahieren von Quotienten

Fiir die reellen Zahlen gelten dieselben Rechengesetze wie fiir die rationalen
Zahlen.

Fiir alle reellen Zahlen a, b, ¢ (¢ + 0) gilt:
a+b a+b ~a b a-b

—_—— H

c c c c c [4

Quotienten werden addiert (subtrahiert), indem man sie gleichnamig macht,
die Zihler addiert (subtrahiert) und den gemei Nenner beibehiilt.

Ein gemeinsames Vielfaches der Nenner von Quotienten ist gemeinsamer
Nenner dieser Quotienten.

b .3 _b+3

Y mtu"
B SR 8 o 00l Gd e+ h-6a
a ac ¢ a- ac- c- ac
_ —6a+5b—3c
- ac

§ eaitd, 10
15bc 206  24bc?
Ermitteln eines gemeinsamen Nenners und der | rungsfaktoren
15be =3-8<b-ec
200* =22-5-07
24bc? = 22-3-b-c?
g.N.: 23.3.5b%. c? = 120b%¢?

ﬁ__3+a+_7i_=8a- — (3 +a)- + Ta-5h
15bc 20b* 24bc? 120b%¢2

_ 64abc — 18c* — 6ac* + 35ab

- 120b2¢?

_ 35ab + 64abc — 6ac®> — 18c*

- 120b%c?
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1 1 1 bla+b)+ala+b)+a-b
W Etatass™ ab-@+b
_ab+ b +a* +ab+ab
N a*b + ab?
a* + 3ab + b?

a*b + ab?
Aufgaben a 173 bis 182

25 Multiplizieren von Quotienten

Fiir alle reellen Zahlen a, b, ¢, d (b + 0, d + 0) gilt:

Quotienten werden multipliziert, indem man den Quotienten aus dem Produkt
der Zihler und dem Produkt der Nenner bildet.

Vor dem Ausmultiplizieren der Produkte kiirzt man nach Méglichkeit den
Quotienten.

2x  6xy 2x° 6xy 2% %2y 4x?
a) st 2 Y NN
3y z 3yz [~z z
n? ‘n® 15mn n*-15mn  n®-3n =
LI il e Ttk — el o
9 —36m’p  —52df _ (=36mp)- (=52df) _ (—2mp)- (—4f)
—13d " 18m = (—13d)-18m (-D-1
oder:
—36m’p  —52df _ 36mp (_ 52df) _ _ 36m%p- 52df
—13d 18m — ~ 13d 18m/) 13d- 18m
= -2 Y ipmp
x+y x (x+y-x x + xy

d)

a—-b a+b (@a—-b(a+b a—b

Aufgaben a 183 bis 188

26 Dividieren von Quotienten

Fiir alle reellen Zahlen a, b, ¢, d (b + 0, ¢ + 0,d + 0) gilt:

Man dividiert durch einen Quotienten, indem man mit dem Reziproken dieses
Quotienten multipliziert.
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g T e B e B L
52 5 5-a*x ax
o (S RN R
b) x'q_l'q_l i >
x x a x 1 x41 x
c) === —=—=—
y y'l 'y a ya a )
0 (a3 ()= (-5 (- 58)- () (-3%)
8 32 8 32 8 19ab
_19a-32 4
T8 19ab b

Es entstehen Doppelbriiche, wenn man als Divisionszeichen einen Bruchstrich
verwendet, der dann in Hohe der Gleichheitszeichen steht und etwas linger
gezeichnet wird als die anderen.

a i
a b 2 Ly x % . y
3)7:?= = b)x.7= 5 c);.z: =
I z
a*b
4 20x  _a’ 35ab _ a*h T5x _ a’h-T5x
3,5ab  20x  75x  20x 3,5ab  20x - 3,5ab
75x a3 3 _30a_15
30728 ® 14
a o a a,a+2 _a 2 a2 2a
9 a " a+2 172 "Ta+2 T @+2 a+2
T¥s - =3 '

Ist das Ergebnis ein Quotient, erweitert man wenn nétig so, daB die Koeffi-
zienten im Zahler und Nenner natiirliche Zahlen sind; vgl. Beispiel A 40d).

Aufgaben a 189 his 197

27 Anwendungen des Umformens von Termen

Die fiir das Umformen von Termen mit Variablen behandelten Regeln wendet
man beim Auflésen von Gleichungen nach einer der darin auftretenden
Variablen an.
Solche Aufgabenstellungen kennen wir auch aus anderen Unterrichtsfachern,
z. B. aus dem Physikunterricht.
Formen Sie die folgenden Gleichungen nach den angegebenen Variablen um!
1

A)Ad=5g h; 1,

h, kommt in der Gleichung nur einmal vor. Da das Glied mit 4, ein Pro-

‘dukt ist, wird A, isoliert, indem man durch den Faktor von h,, also durch

%g dividiert. Es ist ratsam, fiir den Faktor % zu schreiben.
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A=="h, 3
2 24
a A:%=h, Azt ==h

b) A = 2ab + 2ac + 2bc (a+ —b;b +0); ¢
Zunichst wollen wir erreichen, daB auf einer Seite nur Summanden stehen,
die die Variable ¢ enthalten. 0
A = 2ab + 2ac + be | — 2ab
A — 2ab = 2ac + 2bc
Wir klammern auf der rechten Seite ¢ aus und dividieren beide Seiten der
Gleichung durch den Faktor von c.
A — 2ab = c(2a + 2b) |: (2a + 2b)
A — 2ab
2a + 2b
Beim Beweisen von Aussagen bildet man vielfach Terme, in denen Variable
vorkommen, und formt diese auf geeignete Weise um.
[42] Beweisen Sie die folgenden Aussagen!

=c

a) Das Quadrat einer ungeraden natiirlichen Zahl ist eine ungerade Zahl.
Eine beliebige ungerade natiirliche Zahl @ kann man als Summe aus einer
geraden natiirlichen Zahl 2x (x € N) und der Zahl 1 darstellen.

a=2x+1 (xeN)
Man bildet das Quadrat von a.
a? = (2x + 1)? .
Man wendet die binomische Formel (a + b)* = a? + 2ab + b2 an.
a* = 4x% + 4x + 1
a* =2(2x* + 2x) + 1
a? ist damit als Summe aus einer geraden natiirlichen Zahl und der Zahl 1
dargestellt. a* ist also eine ungerade natiirliche Zahl.

b) Die Differenz aus einer dreistelligen Zahl und der aus ihr durch Umbkehren
der Reihenfolge ihrer Grundziffern entstehenden Zahl ist durch 99 teilbar.
Die dreistelligen Zahlen lassen sich wie folgt darstellen.

100a + 106 + ¢

Dabei bedeuten die Variablen a, b, ¢ jeweils eine der Ziffern 0,1,23,4,5,
6,7,8,9(a+0).
(100a + 10b + ¢) — (100c + 106 + a)
= 100a + 10b + ¢ — 100¢c — 106 + a = 99a — 99¢ = 99(a — ¢)
a — c ist eine ganze Zahl. Also ist die beschriebene Differenz durch 99
teilbar.

Der Franzose FRANCOIS VIETE (1540-1603) gilt als der Begriinder des konsequenten
Arbeitens mit Buchstaben als all ine Zahl, ole. Er unterschied die Bezeichnung
von Variablen und Konstanten durch Verwendung von Vokalen bzw. von Konsonanten;
vgl. auch Seite 135.

Aufgaben a 198 bis 210
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44  Lineare Ungleichungen

Wiederholung (44) - Lineare Gleichungen mit einer Variablen (45) - Regeln fiir das
Umformen von Ungleichungen (48) - Lineare Ungleichungen mit einer Variablen (50)

+ Sachaufgaben (53)
55 aus zwei li Glei

Wlederholung(SS) Lmeare Glexchungen mit zwei Variablen (56) Du:chschmtl 57

(58) - und Naher il von Gl
(60) + L& fahren (63) - Sachaufgaben (66)

Auf linearer Gleich stoBt man beim Untersuchen zahireicher Probleme in
Natur und Technik.
Hierzu gehoren Transportprobleme, wie sie bei der D hen Reichsbah t

Mit Hilfe des Systems
ax+by=c¢
ax+by=c;
kann man z. B. die Anzahlen (x und y) der Giiterwagen hiedlicher Ladek

(a; und b,) ermitteln, die man benétigt, um eine vorgegebene Ladungsmenge (¢, ) in der vor-
gegebenen Anzahl von Giiterwagen (¢;) zu transportieren. (In diesem Falle gilt a; = b, = 1.)

lllll‘ )}H))lv
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Lineare Ungleichungen

1 Wiederholung von Begriffen und von Regeln iiber Glei-
chungen

Die Zeichen ,,<*, ;,=*, ,,>* heiBen Relationszeichen.

Verbindet man zwei Terme durch das Relationszeichen ,,=*, so erhilt man
eine Gleichung. Verbindet man zwei Terme durch eines der Relationszeichen
»<*“ oder ,,>*, so erhilt man eine Ungleichung.

Enthalten Gleichungen bzw. Ungleichungen keine Variablen, so sind dies
Aussagen. Eine Aussage ist entweder wahr oder falsch.

Enthélt eine Gleichung eine Variable bzw. zwei Variable und erhilt man
durch das Einsetzen einer Zahl bzw. zweier Zahlen eines bestimmten Grund-
bereichs eine wahre Aussage, dann erfiilit die betreffende Zahl bzw. das
betreffende Zahlenpaar die Gleichung. Eine solche Zahl bzw. ein solches
Zahlenpaar heiBt Losung der Gleichung. Die Menge simtlicher Losungen
einer Gleichung heiBt Losungsmenge dieser Gleichung. Ist der Grundbereich
nicht besonders angegeben, handelt es sich vereinbarungsgemiB um den Bereich
der reellen Zahlen.

a) Es soll die Gleichung 2a — 3 = 9 geldst werden.
Der Grundbereich sei N (Menge der natiirlichen Zahlen). a = 6 ist eine
Lésung, denn 2 - 6 — 3 = 9 ist eine wahre Aussage.
Da die Gleichung 2a — 3 = 9 von keiner weiteren natiirlichen Zahl erfiillt
wird, heiBt die Losungsmenge: ; — {6}-

b) Es soll die Gleichung 2¢ — 3 = 8 mit a e N gelost werden.
Keine natiirliche Zahl erfiillt diese Gleichung.
Es ist also ;, — ¢.

c) Es soll die Gleichung 3x = y geldst werden.

Der Grundbereich sei P (Menge der reellen Zahlen).

1

Das Zahlenpaar (x =—; y = -I—J ist eine Ldsung, denn 3 - | I

3 7} §=7

eine wahre Aussage.

Die Lésungsmenge besteht aus jjen geordn‘elen Paaren reeller Zahlen
[x: y]» bei denen dic erste Zahl der dritte Teil der zweiten Zahl 1st.

Sind die Losungsmengen zweier Gleichungen gleich, so sind diese Gleichungen
einander fquivalent.

Durch Anwenden der folgenden Umformungsregeln erhilt man zu einer
Gleichung eine dquivalente Gleichung.

—

- Addition bZW. Syubtraktion ein und derselben Zahl oder ein und desselben
Terms, der im Grundbereich der Variablen der gegebenen Gleichung defi-
niert ist, auf beiden Seiten der Gleichung

N

- Multiplikation beider Seiten mit ein und derselben von Null verschiedenen
Zahl oder mit einem Term, der fiir keine Belegung aus dem Grundbereich
der Variablen die Zahl Null ergibt

. Division beider Seiten durch ein und dieselbe von Null verschiedene Zahl
oder durch einen Term, der fiir keine Belegung aus dem Grundbereich der
Variablen die Zahl Null ergibt
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A M x*=4 L ={2; -2}
)  x*(x +3) = 4x + 3) Ly = {2; —2; -3}
Die Gleichungen (I) und (II) smd mcht einander dquivalent, da die Losungs-
mengen verschieden sind. (I) kann man nicht durch Multi-
plizieren zu Gleichung (II) umformcn, da sich durch Belegen der Variablen x
des Terms (x + 3) mit —3 die Zahl 0 ergibt. Das aber widerspricht Umfor-
mupgsregel 2.

DD @x+2)EE+1)=@-x)x+1) L ={-1;2}
amy 2x+2=8-x Ln = {2}
Die Gleichungen (I) und (II) sind nicht einander dquivalent, da die Losungs-
mengen verschieden sind. Gleich (I) kann man nicht durch Dividieren
zu Gleichung (IT) umformen, da sich durch Belegen der Variablen x des
Terms (x + 1) mit —1 die Zahl O ergibt. Das aber widerspricht Umfor-
mungsregel 3.

Aufgaben b 1 bis 4

2 Lineare Gleichungen mit einer Variablen

Beim systematischen Losen einer Gleichung wendet man die Umformungsregeln
so oft an, bis die Variable nur noch allein auf einer Seite der Gleichung steht.
Bevor man die gegebene Gleichung umformt, sollte man die Verkniipfung der
Variablen mit den iibrigen Zeichen analysieren.

In der Gleichung

S(x+3)=4 e B e
i durch Addition (a, b, c reelle Zahlen; ¢ + 0)
ist x durc] ditio

mit 3 with
verkniipft. Das Ergebnis

(x+3) (x + b)
ist durch Multiplikation

mit 5 Hitia
verkniipft.

Geht man diese Schritte in umgekehrter Reihenfolge und wendet dabei die
Umformungsregeln an, so gelangt man schlieBlich zu einer Gleichung, die zur
Ausgangsgleichung dquivalent ist und deren Losung unmittelbar abgelesen
werden kann.

5x+3) =4 |3 cx+b)=a |se
x4+ =i =3 x+b=£ =b
5 c
4 a
x =?—3 x —?—b
L. . _a-b-c
* =5 - c
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Probe: Probe:

Linke Seite: ( -5+ 3) Linke Seite: ¢ (% + b)
4 a—b-c+b-c
= —_ e
'3 c
=4 =c- 4 _ a
¢
Rechte Seite: 4 Rechte Seite: a
Vergleich: 4 =4 Vergleich: a=ad
Jedereelle Zahl erfiillt diese Gleichung,
Also L = I— = also L = {a——bc}

Wenn man beim Losen einer Gleichung nur solche Umformungen vornimmt,
die auf einander dquivalente Gleichungen fiihren, ist die Probe mathematisch
nicht erforderlich. Man fiihrt sie aber stets durch, um mégliche Rechenfehler
aufzudecken.

Da im allgemeinen nicht sofort zu erkennen ist, ob man bei der Probe eine
wahre Aussage erhilt, wird auf beiden Seiten so lange getrennt gerechnet, bis
man die Gleichheit der linken und der rechten Seite bestitigt findet oder zu
einer offenkundig falschen Aussage gelangt. Der zuletzt genannte Fall weist
haufig auf Fehler bei den Umformungen hin.

Die Gleichung’le_M = % + 2 wurde in x = 10 umgeformt.
Probe: Linke Seite: 1-10 =14 _70—14 56 _,

8 8 8
5 10
Rechte Seite: > +2=5+2=17

Vergleich: 7 =1, also L = {10}

Eine lineare Gleichung der Form ax + b = 0 mit @ + 0 kann man als Glei-
chung zum Ermitteln der Nullstelle einer linearen Funktion y = ax + b mit

a # 0 betrachten. i

Wir kennen bereits die folgende Definition.

x, ist eine Nullstelle der Funktion f genau dann,
wenn f(x,) = 0 gilt.

Es soll die Nullstelle x, der linearen Funktion

Nullstelle einer Funktion

= %x — 4 ermittelt werden.

Durch Einsetzen von x, fiir x und der Zahl 0

fir yiny = %x — 4 entsteht die Gleichung

0=%x1—4.

Diese Gleichung ldsen wir nach x; auf.
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Bild B 1.
Die Ldsungsmenge einer linearen Gleichung der Form ax + b = 0 mit
a # 0 ist eine Menge, die genau ein Element enthélt. Sie ist in jedem Falle
nur einem Punkt auf der Zahlengeraden zugeordnet. Es ist jeweils derjenige
Punkt, dem die Nullstelle der entsprechenden linearen Funktion zugeordnet ist.

Aufgaben b 5 bis 36

3 Einander dquivalente Ungleichungen

Enthilt eine Ungleichung eine Variable bzw. zwei Variable und erhilt man
durch das Einsetzen von Zahlen bzw. von Zahlenpaaren eines bestimmten
Grundbereiches wahre Aussagen, dann erfiillen die betreffenden Zahlen bzw.
die betreffenden Zahlenpaare die Ungleichung. Jede dieser Zahlen bzw. jedes
dieser Zahlenpaare heiBt Losung der Ungleichung. Die Menge aller Lésungen
einer Ungleichung heiBt Losungsmenge der Ungleichung.

Sind die Losungsmengen zweier Ungleichungen iiber einem gegebenen Grund-
bereich gleich, so heifen diese Ungleichungen einander fiquivalente Unglei-
chungen iiber diesem Grundbereich.

Es soll die Losungsmenge fiir die lineare Ungleichung mit einer Variablen
2x < 5 ermittelt werden.
Der Grundbereich sei R* (Menge der gebrochenen Zahlen).

Man findet durch Probieren Losungen, z. B. die Zahlen 0; ﬁ; 1;1:52¢

Man findet durch Uberlegen die Losungsmenge. Sie enthilt alle gebrochenen
Zahlen, die kleiner als i sind; vgl. Bild B 2. Die Ungleichung 2x < 5 ist also

2
dquivalent mit der Ungleichung x < —.

2
e e e A ; . n
0 1 2 3 [3 § 6
B2

DaB es sich bei 3(x —2) > x — 10 und x > —2 um einander dquivalente
Ungleichungen handelt, ist nicht unmittelbar zu erkennen.

Mit Hilfe der iibersichtlicheren Ungleichung x > —2 ist die Losungsmenge
leicht anzugeben.

Um die Losungsmenge einer Ungleichung zu ermitteln, formt man diese Un-
gleichung in einfachere iibersichtlichiere &quivalente Ungleichungen um.
In Lerneinheit B 4 lernen wir Regeln fiir das Umformen von Ungleichungen
kennen. f
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a) Geben Sie einige reelle Zahlen x an, die die Unéleichung Ix+5<x
erfiillen!
b) Ermitteln Sie alle ganzen Zahlen g, ﬁ«r diegilt: g — 2 < 4!
7 Sk-.
c) Ist2 (T - ?) >3 5 eine wahre Aussage?

Aufgaben b 37 bis 44

4 Regeln fir das Umformen von Ungleichungen

Wir wollen im folgenden Regeln auch fiir das Umformen von Ungleichungen
aufstellen und sie mit den Regeln fiir das Umformen von Gleichungen ver-
gleichen.

a) Die Léisungr der Ungl?w gen x — 3 > 2 und x > 5 sind gleich:
x> SixelPl.
Dxesc beiden Ungleichungen sind also einander dquivalent.
x—3>2|+3 x>5 |-3
x5 5 x—3>2

= {x > 5; x € P} wollen wir lesen: Die Losungsmenge L ist gleich der
Menge aller ree]len Zahlen x, die groBer als 5 sind.
Hinweis:
Beim Umformen einer Gleichung geben wir hinter einem senkrechten Strich neben der
Gleichung die Zahl und die Rechenoperation an, die auf beiden Seiten der Glelchung mit
dieser Zahl auszufiihren ist; vgl. Lerneinheit B 2.
Wir wenden diese K ich auch im folgend
chungen an.

beim Umformen von Unglei-

b) Die Ungleichungen 4 + x < —5 und x < —9 sind einander dquivalent.
Die Losungsmengen dieser Ungleichungen sind namlich gleich:
L={x< -9;xeP}.
4+x< =5 |—-4 x< -9 |+4
x< -9 4+x< -5
¢)L={x>1; xeP} ist die Losungsmenge sowohl der Ungleichung

3x > 2x + 1 als auch der Ungleichung x > 1.
Diese beiden Ungleichungen sind also einander dquivalent.

Ix>2x+1 | —2x x>1 | + 2x
%31 3x>2x+1

Wir stellen fest: Addieren bzw. Subtrahieren ein und derselben Zahl auf beiden
Seiten einer Ungleichung fiihrt auf eine zu dieser dquivalenten Ungleichung.
Das Relationszeichen bleibt dabei unveridndert.
Diese Feststellung folgt aus dem Monotoniegesetz der Addition reeller Zahlen.
SATZ: Fiir alle reellen Zahlen a, b, c gilt:
Wemna < b,soa+c<b+cumda—c<b-—c

a) Die Ungleichungen 5x > 10 und x > 2 sind einander dquivalent, denn fiir
beide gilt:
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L={x>2;xeP}.
Sxi100 | 25 x>2 |5
x> 2 5x > 10

b)L = {x > —3; xeP} ist die Losungsmenge sowohl der Ungleichung

—4x < 12 als auch der Ungleichung x > —3.

Diese beiden Ungleichungen sind also einander dquivalent.

—4x <12 |:(-9) x> =3 |-(-4)
x> -3 —4x < =12

Wir stellen fest: Multiplizieren beider Seiten einer Ungleichung mit ein und
derselben von Null verschiedenen Zahl bzw. Dividieren durch ein und dieselbe
von Null verschiedenen Zahl fiihrt auf eine zu dieser dquivalenten Unglei-
chung. Ist eine Ungleichung mit einer negativen Zahl zu multiplizieren bzw.

durch eine negatipe Zahl zu dividieren, so kehrt sich das Relationszeichen
dabei um.

Diese Feststellung folgt aus dem Monotoniegesetz der Multiplikation reeller
Zahlen.

SATZ: Fiir alle reellen Zahlen a, b, c gilt:
Wenna<b|mclc>0,soa-c<b'cuml%<—.

o

a|on

Wenna<bnndc<0,soa-c>b-clmd%>—.

Geben Sie das Monotoniegesetz der Multiplikation reeller Zahlen in Worten
wieder!

Vergleichen Sie die Umformungsregeln fiir Ungleichungen mit denen fiir Glei-
chungen; vgl. Seite 44! Stellen Sie dabei die Gemeinsamkeiten und Unter-
schiede fest!

5 Ungleichungen zum Kennzeichnen von Intervallen

Die Menge der reellen Zahlen x, die zwischen zwei gegebenen reellen Zahlen
a und b (a < b) liegen, heiBt Intervall; vgl. Seite 14.
Intervalle werden haufig mit Hilfe von Ungleichungen gekennzei }‘ Fiir
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die Zugehorigkeit der Zahlen a und b zur betrachteten Menge der reellen
Zahlen x bestehen dabei die folgenden Méglichkeiten.

a<x<b Weder a noch b gehdren zur Menge.
asx<b a gehort zur Menge.
a<lx=bh b gehort zur Menge.
as=x=<b a und b gehéren zur Menge.
Ke ich Sie die folgenden Intervalle auf je einer Zahlengeraden mit Hilfe

eines Farbstiftes!
a)—1<x<0 bo0<x<2
l<x<2 d)|x| <1

Intervalle im weiteren Sinne sind die folgenden Zahlenmengen.

Die Menge aller Zahlen x mit x € P kann man beschreiben mit
Hilfe der Ungleichung

—, die kleiner als b sind, X b

—, die kleiner oder gleich b sind, x=<b.

-, die groBer als a sind, x> a.

-, die groBer oder gleich a sind, x=a.

6 Lineare Ungleichungen mit einer Variablen

Die zu ax + b > 0 bzw. ax + b < 0 (a # 0) dquivalenten Ungleichungen

mit einer Variablen (x) sind lineare Ungleichungen mit einer Variablen; vgl.

Beispiele B 7 und B 8 auf Seite 48.

Die Ungleichung 7x* -3 < 9 beispielsweise ist jedoch keine lineare Unglei-

chung, weil in ihr die Variable x nicht nur in der ersten Potenz enthalten ist.

a) Es sollen alle ganzen Zahlen x, die die Ungleichung 2x — 3 < x + 1
erfiillen, ermittelt werden.

2x—-3<x+1 |+3
x<x+4 |-x
x<4

Nach Umformungsregel 1. (vgl. Seite 49) sind die Ungleichungen
2x — 3 < x + 1 und x < 4 einander 4quivalent.

Die Ldsungsmenge / — {x < 4; xe G} kann man auf Punkte einer
Zahlengeraden abbilden; vgl. Bild B 3.




b) Es sollen alle reellen Zahlen x, die die Ungleichung -3-x — 1 > 4 erfiillen,
ermittelt werden. 2

Die Losungsmenge L = {x > i;z s xE P} ist im Bild B 4 dargestellt.

: ’ 4 4 7! 4
T T T T T T

<2 -1 0 1 2 3 4 § B4

@ a) Nennen Sie die Regeln, die bei den Umformungen im Beispiel B 9b) benutzt
wurden!
b) Wodurch unterscheidet sich die Menge aller positiven ganzen Zahlen von der
Menge aller nicht negativen ganzen Zahlen?

L‘T_j Es ist die Losungsmenge der Ungleichung2 — 3x > —10-im Bereich der nicht
negativen ganzen Zahlen zu ermitteln.
2-3x>-10 | -2
—3x>—-12 |:(-3)
x<4
L = {0; 1; 2; 3} ist eine endliche Menge; vgl. Bild B 5.

u [ 1 1 l
-1 0 1 A 3 4 5 6 BS

@ Zeigen Sie, daf die Ungleichungen 3(x — 2) > x — 10 und x > —2 einander
dquivalent sind!
[n] Es sollen alle natiirlichen Zahlen n ermittelt werden, die die Ungleichung
2(1 — n) — n > n — 2 erfiillen!
2l=n)—n>n-2
2—-2n—-n>n-2
2-3n>n-2 | -2
-3m>n—-4 |-n
—4dn>-4 |:(-9
n<l
Die Losungsmenge enthélt nur die natiirliche Zahl Null: L = {0}.
(7)  Wodurch unterscheiden sich die Mengen My = § und M, = {0}?
Aufgaben b 45 bis 54
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7 Proben bei Ungleichungen

Was auf Seite 46 iiber die Notwendigkeit der Probe bei Gleichungen gesagt
wurde, gilt auch fiir Ungleichungen.

Wir stellten fest, daB die Losungsmengen von Ungleichungen hiufig aus
unendlich vielen Zahlen bestehen. Es ist also nicht méglich, mit jeder Losung
einer Ungleichung die Probe durchzufiihren. Wir wollen eine Mdglichkeit der

Probe fiir die Gesamtheit der Losungen einer Ungleichung kennenlernen.
Wir kennen bereits Darstellungen fiir bestimmte Zahlenmengen,
z. B. fiir alle geraden Zahlen a a=2'n neG;

fiir alle natiirlichen Zahlen b, die bei
Division durch 3 den Rest 2 lassen b=3-n+2 neN,;

fiir alle nicht positiven ganzen

Zahlen ¢ ¢==n, neN,
fiir alle rationalen Zahlen d d= 5 mit p, g€ G und g + 0.

Man kann darstellen
a) alle natiirlichen Zahlen x mit x > 10

als: x=10+4+n; neN, n#0;
b) alle rationalen Zahlen x mit x < 3,5
als: x=35-r;reR r>0;
<) alle reellen Zahlen x mit x > —177
17
als: x=—-T+p;pEP,p>0.

Geben Sie Darstellungen fiir die Lsungsmengen folgender Ungleichungen an!

a)x< -2;xeR b)x>2;xeN c)x<V§;xeP d)x>24—7;xe}’

Man formt bei der Probe nach dem Einsetzen der Losungsmenge in die Aus-
gangsgleichung jede Seite fiir sich geeignet um und vergleicht beide Seiten
miteinander.

Probe zur Losungsmenge der Ungleichung
3+x> -5 xeP: L={x> -8;xeP}
Die Zahlen x der Losungsmenge schreibt man als Summe:
x=—-8+p; peP; p>0,
Man schreibt fiir x in der Ausgangsgleichung —8 + p.
Linke Seite: 3+ (-8 +p)=3—-8+p=—-5+p
Rechte Seite: -5
Vergleich: -5+p>-5 fir p>0, also L={x> —8;xeP}
Probe zu Beispiel B 9a) auf Seite 50: 2x — 3 < x + 1; x€ G):
Fir L = {3;2;1;0; —1; ...} kénnen wir auch schreiben:
L= {4 — g mit ge G und g > 0}.
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Wir ersetzen in der Ausgangsgleichung x durch 4 — g.

Linke Seite: 24 —g)—3=8-2g—-3=5-2g

Rechte Seite: 4 —g+1=5—g— g+g=5-2g+¢g

Vergleich: 5-29<(5—-2)+g fir g>0,

also L= {x<4;xeG}

Ist die Losungsmenge endlich, wie in den Beispielen B 10 und B 11, so kann
man durch Einsetzen jeder einzelnen Losung die Probe durchfiihren. Dabei
wird es allerdings recht zeitraubend, wenn die Anzahl der Losungen groB ist.

Man kann aber auch hier wie im Beispiel B 13 verfahren, indem man die
Losungsmenge mit Hilfe einer Gleichung darstellt.

Fiihren Sie die Probe zum Beispiel B 9b) auf Seite 51 durch!

8 Lésen von Sachaufgaben

Das Lésen von Sachaufgaben fiihrt oft auf das Losen linearer Gleichungen
bzw. Ungleichungen mit einer Variablen. Zusétzlich zu den in den Lernein-
heiten B 2, B 6 und B 7 behandelten Verfahrensweisen hat man noch solche Uber-
legungen anzustellen, wie sie als Schritte 1. bis 5. in der Tabelle des Beispiels
B 15 ausgewiesen sind.

Eine Stadt liegt an einem FluB. Oberhalb der Stadt entsteht am FluB ein Nah-
erholungszcmrum In welcher Entfernung von der Stadt sollte die Dampfer-

anlegestelle des Erholungsgebietes gebaut werden, damit die reine Fahrzeit
des Dampfers von der Stadt zu dieser Stelle und zuriick nicht ldnger als I%h

dauert? Die Geschwindigkeit des Dampfers sei 12 kmh~!, die Stromungs-
geschwindigkeit des Flusses sei 4 kmh~'.

1. Erfassen des Sachverhaltes Entfernung von der Stadt sin km
(Text) Fahmn fiir Hm- und Riickfahrt tinh
Dabei stellt man die gege- G indigkeit des D: fi vyin km h=1!
benen und die k Stro hwindigkeit des Flusses v,in km h™!
GroBen fest und fiihrt Alle GroBen auBer s sind vorgegeben

geeignete Bezeichnungen (

1
(Variable) fiir sie ein. r=17";"1=12kmh_‘§l’z=4kmh“).

2. Aufs einer Glei Die B des Dampfers und des Wassers in
bzw. Ungleichung der Fahrrinne werden als gleichférmig angenommen,
Dabei bringt man aus- y s
gehend vom Sachverhalt die d. h., es steht die Gleichung v = e zur Verfiigung.

GroBen in richtige Be- Geschwindigkeit des Dampf
ziehungen zueinander. bei der Hinfahrt ojis
bei der Riickfahrt vy + vy
Zeit fiir Hinfahrt J
vy — 0z
Zeit fiir Riickfahrt e
vy + vz

Ungleich x}rzg 3

5 &

vy — Uy vy + v
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3. Lisen der Gleichung bzw. i EJ

der Ungleichung i Tt =t @t e—v)
Dabei sind di
Skt @ + 13> 035, — 0, >0)
zu beachten. s(v1 + v2) + $(v1 — v2) = 1(v; + v5) (0, — ;)
2045 < ()% — 0,2) | 1 20,
10,2 — v,%)
ET
3
5 hl02km h=1)? — (4 km h-1)?]
s
24kmh-*
s=8km
4. Probe am Sachverhalt. Die Entfernung s 148t sich schreiben:

(nicht mit der aufgestellten | s — (8 — p) km mitpEPund 0 < p < 8.
Gleichung tew:Ungléichting)

8kmh~!
(8 — p) km (l p)

8 —pk
Fahrzeit for Hinfahrt 5Pk _ ( 1— %) B

Fahrzeit fiir Riickfahrt e~z — h

2 16
; 3 03
Summe der Fahrzeiten (7 - W) h

Diese Zeit ist stets kleiner als oder gleich 7 h.

5. Antwortsatz Die Dampferanlegestelle darf nicht mehr als 8 km von
Dabei fixiert man das Er- der Stadt entfernt sein.
gebnis (die Losungsmenge)
vom Sachverhalt her sprach-
lich.

Aufgaben b 55 bis 63

9* Lineare Ungleichungen mit zwei Variablen

Ldsungen von Gleichungen mit zwei Variablen haben wir gelegentlich bereits ermittelt.

Es soll die L der Gleich 6 = 4x — 2y ermittelt werden.
Durch Umformen gelangt man zur dquivalenten Gleichung y = 2x — 3. Man erkennt als
L& alle Zahl [x; 2x.— 3]. Die gesamte Lésungsmenge wird dargestellt

durch den Graph der Funktion mit der Gleichung y = 2x — 3; vgl. Bild B6.

Die zu ax'+ by + ¢ <0 bzw. ax + by + ¢ > 0 &quivalenten Ungleichungen mit zwei
Variablen (x, y) sind lineare Ungleichungen mit zwei Variablen. Die Losungen sind Zahlen-
paare [x; y].

Solche Ungleichungen mit zwei (und vor allem mit mehr als zwei) Variablen spielen beim
Losen von Optimierungsproblemen eine Rolle.

a) Es soll die Lo der Ungleict 6 > 4x — 2y ermittelt werden.
Durch Umformen erhélt man die dquivalente Ungleichung y > 2x — 3.
Die Losungsmenge enthilt alle Zahlenpaare [x; y] mit y > 2x — 3. Sie wird durch die
Punkte der Halbebene oberhalb der Geraden mit der Gleichung y = 2x — 3 dargestellt;
vgl. Bild B7.
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b) Es soll die L der Ungleict 6 < 4x — 2y ermittelt werden.
Durch analoge Uberlegungen zu a) erhilt man:
Die Ld enthilt alle Zahl [x; ¥] mit y < 2x — 3. Sie wird durch die
Punkte der Halbebene unterhalb der Geraden mit der Gleichung y = 2x — 3 dargestellt;
vgl. Bild B 8.
e i

B6 B7 B8

Systeme aus zwei linearen Gleichungen

10 Wiederholung linearer Funktionen mit Gleichungen der
Formy=mx+n

Wir erinnern uns an die Definition der linearen Funktion.

DEFINITION: Eine lineare Funktion ist die Menge aller geordneten Paare
[x; y], die eine lineare Gleichung der Form y = mx + n erfiillen.

Der Graph einer Funktion mit der Gleichung y = mx + n ist eine Gerade.

Die Punkte P,(0; n), P5(1; n) und P5(1; m + n) bestimmen ein rechtwinkliges

Dreieck, dessen Hypotenuse ein Teil der Geraden ist. Es heiBt Anstiegs-

dreieck der Geraden.

Durch n wird bestimmt, in welchem Punkt P,(0; n) die Gerade die y-Achse

schneidet.

Durch m ist die Richtung der Geraden festgelegt, deshalb heiit m Anstieg der

Geraden.

a) Es soll die lineare Funktion mit der Gleichung y = 3x — 2 mit Hilfe des
Anstiegsdreiecks graphisch dargestellt werden. Die Gerade wird durch die
Punkte P,(0; —2) und P;(1; 1) gelegt; vgl. Bild B9.

b) Es soll der Graph der Funktion mit der Gleichung y = 3= 1 mit Hilfe
des Anstiegsdreiecks gezeichnet werden.

Fiir das Anstiegsdreieck P, P, P bereitet das sichere Zeichnen von Py (1 s —%)

Miihe. Darum verwendet man hiufig ein dazu &hnliches Anstiegsdreieck,
z.B.: P,(0; —1) P,(3; —1) P5(3; 1); vgl. Bild B 10.
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Graphen linearer Funktic mit Anstiegsdreiecken

11 Lineare Gleichungen mit zwei Variablen

Gelangt man von einer Gleichung mit einer Variablen x durch Umformungen
zu einer dquivalenten Gleichung der Form ax + b = 0, wobei a (@ + 0) und b
Zahlen bzw. GroBen eines Zahlbereichs bzw. GroBenbereichs sind, so handelt
es sich um eine lineare Gleichung mit einer Variablen.

Kommen in einer Gleichung zwei Variablen x, y vor und gelangt man durch
Umformung zu einer dquivalenten Gleichung der Form ax + by + ¢ = 0
mit @ + 0 und b = 0, so liegt eine lineare Gleichung mit zwei Variablen vor.
Eine Losung einer linearen Gleichung mit einer Variablen ist eine Zahl bzw.
eine Grgfe. Eine Losung einer linearen Gleichung mit zwei Variablen ist ein
geordnetes Zahlenpaar bzw. ein geordnetes Paar von Grifen.

Wie man beliebig viele solcher geordneten Paare bei gegebener Gleichung er-

. mittelt, lernten wir bereits beim Aufstellen einer Wertetabelle von Funktionen,

bei denen die Zuordnung der Elemente von Definitionsbereich und Wertebereich
durch eine Gleichung gegeben ist. Nach der Wahl einer Zahl fiir eine Variable
(z. B. fiir x) berechnet man die dazugehorige zweite Zahl. Zum Erleichtern des
Rechnens ist es ratsam, die Gleichung vorher nach einer Variablen aufzulésen
(z. B. nach y).

Es sollen einige Losungen der Gleichung 2x — 3y + 1 = 0 ermittelt werden.
Eine Losung ist das geordnete Zahlenpaar [x = 1; y = 1]. Weitere Losungen
wollen wir in einer Tabelle auffithren. Dabei benutzen wir die zur vorgegebenen

a g s 1
Gleichung dquivalente Gleichung y = 2 ;' >
18 1 5
x - |-= |-7 |° V2 5 |8
31 1 2-V2+1 17
L1 |- |° 51773 1* |7
Wir koénnen die Lo 1ienge der Gleichung 2x — 3y + 1 = 0 graphisch dar-

stellen, vgl. Bild B 11. Auf ihre (arithmetische) Angabe (mit Hilfe von Varia-
blen) verzichten wir hier.
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2x-3y+1=0 y-%x

B11 B12

| Es sollen Paare reeller Zahlen, die die Gleichung y = ix erfiillen, ermittelt

werden. é
Einige Losungen der Aufgabe sind in der folgenden Tabelle aufgefiihrt.

gl s o | 2]l |5 |3 |5 s
7|2 ) 2
6| 1| 2 4 2%
=g =2t la2Ne | | =4
4 517573 53| 2 5

Die Zahlenpaare [x} %x] der Losungsmenge als Punkte in einem karte-
sischen Koordinatensystem dargestellt, ergeben eine Gerade; vgl. Bild B 12.

_ Geben Sie fiir jede der folgenden Gleichungen fiinf Losungen an! Stellen Sie

Jjeweils die Lisungsmenge graphisch dar!
a)a:b=2:3 b)25t=5 )2x+4y—-3=0 d)x-y=0

Beachten Sie bei der Darstellung von a), daf} das Zahlenpaar [0; 0] keine Losung
ist!
k Aufgaben b 64 bis 67

12 Durchschnitt zweier Mengen

Die Schiiler einer Klasse 9 fithren zwei NAW-Einsitze durch. Jeder der
30 Schiiler dieser Klasse beteiligt sich an mindestens einem Einsatz. Am ersten
Einsatz nehmen 26 Schiiler, am zweiten Einsatz nehmen 23 Schiiler teil.
Man kann die verschiedenen Mengen wie folgt bezeichnen:

M, sei die Menge der am ersten Einsatz beteiligten Schiiler,

M, sei die Menge der am zweiten Einsatz beteiligten Schiiler,

M sei die Menge der an beiden Einsétzen beteiligten Schiiler.

Zur Menge M gehoren also alle Schiiler, die sowohl am ersten als auch am
zweiten Einsatz beteiligt waren.

Es sind dies 19 Schiiler dieser Klasse.
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(23

il

25

Gegeben seien die Mengen M, = {a, b, m,r}, M, = {a, c, n, r, s}. Die Menge
M = {a,r} enthilt dann alle Buchstaben, die Element von M 1 und Element
von M, sind; vgl. Bild B 13.

Im Beispiel B 22 wird zum Beschreiben der Auswahl der Elemente fiir die
Menge M das Wort ,,und* nicht im Sinne einer Aufzihlung, sondern im Sinne
von ,,sowohl ... als auch* benutzt.

Es sei die Menge aller Vierecke zu bilden, die zur Menge M, der Rechtecke
und zur Menge M, der Rhomben gehoren.

Die Menge M enthilt also alle Vierecke, die die Eigenschaften sowohl der
Rechtecke als auch der Rhomben haben. M ist demnach die Menge der
Quadrate; vgl. Bild B 14.

Quadrate

B13 B14

Die Menge M heiBt Durchschnitt der Mengen M,, M, genau dann, wenn fiir
alle Elemente x von M gilt:

XEM; und x€M,.
Wir schreiben: ,,M = M; n M,* oder
wM={x; x€EM; und x€M,)~,
Es sei M, die Menge der geraden Zahlen, M, die Menge der Primzahlen. Es
ist der Durchschnitt der Mengen M,, M, zu bilden.
Die Menge M enthilt genau ein Element, nimlich die Zahl 2. Die Zahl 2
ist sowohl gerade Zahl als auch Primzahl.
M, ={0;2;4;6;8; ...} M, ={2;3;57;11; ..}
M=M nM,={2)
a) Unter welcher Bedingung ist der Durchschnitt zweier Mengen gleich der
leeren Menge?
b) Bilden Sie den Durchschnitt der Mengen M, ={0;2;4;6;8;...; 2n; sy
und M, = {0;4;8;12; ...;4n; ...} (n€ N)!
) Nennen Sie Beispiele fiir die Verwendung des Begriffes ,,Durchschnitt zweier

Mengen* in aufermath ischen Sachbereichen!

Aufgaben b 68 bis 75

13 Systeme aus zwei linearen Gleichungen mit zwei Varia-
blen

Es sollen die Langen der Durchmesser einer zweistufigen Riemenscheibe
ermittelt werden. Der Durchmesser der groBeren Scheibe soll 6 cm langer als
der der kleineren sein. Die Lingen der Durchmesser sollen sich wie 4:5
verhalten; vgl. Bild B 15. Die beiden Bedingungen fiir die Lingen der Durch-
messer werden durch folgende Gleichungen erfaft.
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(IO d,—-dy=6cm

@) d;:d;=4cm:5cm

Es ist ein Paar von Durchmessern [d, ; d,] zu ermitteln, das beide Bedingungen
gleichzeitig erfiillt.

Man kann durch systematisches Probieren solch ein Paar [d, ; d,] finden.

() d,—d,=6cm

dy y

¢ 1 25| ... 12 24 | ... |432
d;

& em 7 8,5 18 30 49,2

(I) dy:d, =4cm:5cm

dy
a 4 | « 8 | .o |12 | .. | 24| .. ]| 60
dy
ia 5 10 15 30 75

Ein Paar von Durchmessern, das sowohl die erste als auch die zweite Gleichung
erfiillt, ist [24 cm; 30 cm]. Es gibt kein weiteres Paar, das beide Gleichungen
erfiillt.

Wir fithren die Probe am Sachverhalt durch.

Die Differenz der Durchmesser betrdgt 30 cm — 24 cm = 6 cm, das Verhalt-

nis der Durchmesser ist e i
30cm 5
Die Stufenscheibe muB die Durchmesser 24 cm und 30 cm besitzen.

In welcher Entfernung von den Angriffspunkten der Krifte F; = 200 p und
F, = 300 p muB ein Hebel unterstiitzt werden, damit er im Gleichgewicht
ist? Der Abstand der Wirkungslinien der beiden Krifte sei / = 60 cm; vgl.
Bild B 16.

B15

B16

<y
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Es ist ein Paar von Strecken [/, ; /,] zu ermitteln, das die beiden Gleichungen
o L+bL=1

) Fi-ly =F-1

gleichzeitig erfiillt.

Ermitteln Sie durch systematisches Probieren ein Paar von Strecken [I; I,],
indem Sie analog zu Beispiel B 25 verfahren!

Systeme von Gleichungen wie in den Beispielen B25 und B 26 werden als
Systeme aus zwei linearen Gleichungen mit zwei Variablen bezeichnet. Es ist
iiblich, die beiden Gleichungen eines solchen Systems untereinander zu schrei-
ben und mit Hilfe eines waagerechten Striches unter der zweiten Gleichung
ihre Zusa gehorigkeit zu kennzeich Eine Losung eines Systems aus
zwei linearen Gleichungen mit zwei Variablen ist ein Paar von GroBen bzw.
ein Zahlenpaar.

Es ist eine Losung des folgenden Systems zu ermitteln.
MH 2x-3y+1=0

4
an y==%

Eine Losung des gegebenen Systems ist ein Zahlenpaar, das sowohl Element
der Losungsmenge der Gleichung (I) als auch Element der Losungsmenge der
Gleichung (II) ist. Man erkennt mit Hilfe der Tabellen in den Beispielen B 19

und B20 das Zahlenpaar [;—, 2] als eine Losung des gegebenen Systems.

Dieses Zahlenpaar ist El des Durchschnitts der Lésungsmenge der
Gleichung (I) und der Lésungsmenge der Gleichung (II).

Es liegt nun die folgende Definition nahe.

DEFINITION: Die Losungsmenge eines Systems aus zwei linearen Gleichungen
mit zwei Variablen ist gleich dem Durchschnitt der Losungsmengen der beiden
Einzelgleichungen.

14 Lésungsmengen von Systemen aus zwei linearen Glei-
chungen mit zwei Variablen

Wenn im folgenden von einem Gleichungssystem gesprochen wird, ohne daB
ein ganz bestimmtes gemeint ist, wollen wir uns die allgemeine Form eines
Systems aus zwei linearen Gleichungen mit zwei Variablen X, y vorstellen.

@D ax+by=c, (a; und b, nicht beide 0)
) ayx + by =c, (a, und b, nicht beide 0)

Hierbei sind a,, b,, ¢; und a,, b,, ¢, Variable fiir beliebige, aber fiir ein
bestimmtes Gleichungssystem fest gewihlte Zahlen. Die Losungsmenge der
Gleichung (I) bezeichnen wir mit L,, die der Gleichung (II) mit L,,.

Die Lésungsmengen L; und L;; der beiden Gleichungen eines Systems lassen
sich in einem Koordinatensystem durch je eine Gerade darstellen. Die Losungs-
menge dieses Systems ist dann gleichbedeutend mit der Menge der gemein-
samen Punkte der beiden Geraden bzw. mit der Menge der Koordinatenpaare
dieser gemeinsamen Punkte.
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Um Aussagen iiber die Losungsmengen von Gleichungssystemen zu machen,
kann man also die Lage zweier Geraden zueinander in der Ebene betrachten.
Man nimmt dazu eine Einteilung aller Moglichkeiten mit dem Ziel vor, die
Lagen zweier Geraden zueinander in endlich vielen verschiedenen Fillen zu
erfassen.
Es sei g, eine beliebige Gerade einer Ebene. Fiir die Lage einer zweiten Gera-
den g, dieser Ebene beziiglich g, ist es sinnvoll, die folgenden drei Fille zu
unterscheiden.
Fall 1: g, und g, schneiden einander in einem Punkt.
Die Losungsmenge des Gleichungssystems enthilt genau ein Element,
d. h. ein Zahlenpaar [x; y].
Fall2: g, und g, fallen zusammen, d.h., sie haben unendlich viele Punkte
gemeinsam. .
Die Losungsmenge des Gleichungssystems enthdlt unendlich viele
Elemente, Das Gleichungssystem besteht aus zwei einander dquiva-
lenten Gleichungen.
Fall 3: g, und g, sind parallel zueinander, fallen aber nicht zusammen, d. h.,
sie haben keinen Punkt gemeinsam.
Die Losungs des Gleichungssy enthdlt kein Element, sie ist
die leere Menge.
Es soll festgestellt werden, zu welchem der drei Fille die folgenden Gleichungs-
systeme gehoren.

a)(d) 3x+ y=3 Um die Geraden leichter zeichnen zu k&nnen,
[ —x+2y=-8 16sen wir beide Gleichungen nach y auf.
T) y=-3x+3 Dieses Gleichungssystem gehort zum Fall 1;
1 vgl. Bild B 17.
ayy=tx-4 2 ,
b)) 2x+ Sy=5 Wir 16sen beide Gleichungen nach y auf.
(I 6x + 15y =15
T y= _zx +1 Dieses Gleichungssystem gehort zum Fall 2;
; vgl. Bild B 18.
) y=~zx+ 1
B17 B18 B19
a) b) )
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) —6x+4y=38 Wir 16sen wieder beide Gleichungen nach y auf.
) —3x+2y=-2

T y= %x +2 Dieses Gleichungssystem gehort zum Fall 3;
vgl. Bild B 19.

3
(Il)y—ix 1

Aufgaben b 76 bis 78

15 Ndherungslésungen von Gleichungssystemen

Man kann aus den bisherigen Feststellungen eine Methode zum Ermitteln von
Niiherungslésungen von Gleichungssystemen ableiten.

Man stellt die Losungsmengen zweier vorgegebener Gleichungen in einem
Koordinatensystem graphisch dar und liest die Koordinaten der Schnitt-
punkte der Geraden ab. Auf diese Weise erhilt man, durch die Zeichen-
ungenauigkeiten bedingt, im allgemeinen Néherungslosungen.

Sind die Koordinaten der Schnittpunkte sehr groBe, sehr kleine oder keine
ganzen Zahlen, so konnen die ,,graphischen Lésungen* betrichtlich von den
»tatsichlichen Losungen abweichen. Das kann auch dann der Fall sein,
wenn sich die beiden Geraden unter einem sehr spitzen Winkel schneiden.

Es soll das Gleichungssystem

M 9x-3y=6
I 6x+y =1 Graphische Lisung

graphisch geldst werden.

Wir 16sen beide Gleichungen nach y auf
und zeichnen die Geraden in ein und
dasselbe Koordinatensystem; vgl. Bild
B 20.

@) y=3x-2

) y=—6x+1

Als einzige Losung stellen wir das Zah-
lenpaar [0,3; —1] fest.

Wir fiihren eineProbe durch. Dazu miis-
sen wir die Losung in beide Gleichungen
einsetzen.

Probe: @O aIn

Linke Seite: 9:03—-3-(-1) 6:0,3 + (=1)
=27+3=57 =18-1=08

Rechte Seite: 6 1

Vergleich: 57~ 6 08 ~ 1

Das Zahlenpaar [0,3; —1] ist also eine Néherungslosung.
Aufgaben b 79 und 80
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16 Losungsverfahren fiir Gleichungssysteme

Das Problem, ein System von zwei Gleichungen mit zwei Variablen zu ldsen,
wird auf das Problem, eine Gleichung mit nur einer Variablen zu 16sen, zuriick-
gefiihrt.

Von den verschiedenen dafiir moglichen Verfahren wollen wir uns im folgenden
das Einsetzungsverfahren erarbeiten.

Es soll das folgende Gleichungssystem gelost werden.

H 2x-3y+1=0 d

0 x = 1,25y

Wir nehmen an, wir hatten bereits eine Losung [x;; y,] gefunden. Dann sind
die Gleichungen

@) 2x,—3y;4+1=0 und (II') x, = 1,25y,

wahre Aussagen.

In (I') diirfen wir daher x; durch 1,25y, ersetzen.

Wir erhalten: 2+ 1,25y, — 3y; + 1 =0 | -1
—0,5y, = =1 |:(=0,)
y=2

Durch Einsetzen von 2 fiir y, in Gleichung (II’) erhalten wir: x, = 2,5.
DaB das Zahlenpaar [2,5; 2] tatsdchlich Losung des Gleichungssystems ist,
bestatigt die Probe.

Probe: O an
Linke Seite: 2:-25-3-2+1 2,5

=5-6+1=0
Rechte Seite: 0 1,252 =25
Vergleich: 0=0 2,5 = 2,5, also L = {[2,5; 2]}
Wir wollen nun (indirekt) beweisen, daB es auBer dem Zahlenpaar [2,5; 2]
keine weiteren Losungen dieses Gleichungssyst gibt.

Angenommen, es gibe noch eine weitere Losung [x;; y,] mit x; # x,,
Y2 * y1, so folgt aus den analog zu (I') und (II') entstehenden Gleichungen
die Gleichung 2 - 1,25y, — 3y, + 1 = 0.

Daraus folgt y, = 2 und x, = 2,5 im Widerspruch zu der Annahme x, % x,
und y, # y,. Damit ist bewiesen, daB es keine weiteren Losungen dieses Glei-
chungssystems gibt.

Wir werden im folgenden die Indizes von x und y nicht mehr mitschreiben.
Man darf einen anderen Term fiir eine Variable (fiir x oder y) nur unter der
Annahme einsetzen, daB die Variablen die Zahlen einer Losung des Systems
bedeuten.

Hat man eine Zahl des Zahlenpaares, das Losung des Systems ist, gefunden,
5o setzt man diese in eine Gleichung ein, in der noch beide Variablen vorkom-
men, und ermittelt die zweite Zahl des Zahlenpaares.

Es sollen die Losungsmengen der folgenden Gleichungssysteme ermittelt
werden.

ca)(@) 4x+6y=-1 b)) 4x+2,=6a a und b seien beliebige,

aber feste Zahlen eines

M10x+29=-9 (@)y=2x=b=-8  Grndbereiches.
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Durch Umformung der Gleichung (II) erhalten wir eine dazu dquivalente .

Gleichung (IT'), in der y allein auf einer Seite steht.

an 10x+2y= -9 | —10x M) y—2x=b-—a |+2x
2y=-9—10x |:2 (') y =b—a + 2x

) y=—4,5 - 5x

Fiir y wird in Gleichung (I) der entsprechende Term aus (II') eingesetzt. Diese

Einsetzung diirfen wir vornehmen, wenn x und y die Zahlen einer Lésung des

Systems bedeuten. Wir erhalten eine Gleichung, aus der wir die erste Zahl des
gesuchten Zahlenpaares ermitteln.

4x + 6(— 4,5 — 5x) = —1 4x+2(b—a+2.v)=6“
4x — 27 = 30x = —1 | +27 4x +2b — 2a + 4x = 6a |-2b +2a
—26x =26 |:(—26) 8x =8a—2b |18
b
x= -1 x—a—T
In (II') ersetzen wir x durch die errechnete Zahl und erhalten:
y=—45-5-(1) y=b—a+2(a—%)
y==45+ 5 y=b—a+2a—%
y=05 y=a+%
Probe:
Linke Seite: ()~ 4-(=1)+6-05 (I 4(a = %) + 2(,, ¥ %)
=-4+3=-1 =4a—-b+2a+b=6a
Rechte Seite: -1 6a
Vergleich: -1=-1 6a = 6a
Linke Seite: () 10-(~1) +2:05 (D a+5 - 2(a -g)
b b
=-=10+1= -9 —a+7—2a+7=b—a
Rechte Seite: -9 b—a
Vergleich: -9 = -9, b—a=b-a,

also L = {[—1;0,5]} also L = Ha - %; a+ g.”

Treten bei einer Variablen in beiden Gleichungen gleiche Koeffizienten auf,
5o 16st man eine Gleichung nach dem gemeinsamen Glied auf und setzt dann
diesen Term in die andere Gleichung ein.

Es soll das Gleichungssystem
I 6x+9y=123
) 6x+4y= 78

gelost werden.
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@) 6x =123 -9y

(I’) in (IT) eingesetzt ergibt:

123 -9y +4y =78 |-123
—5y = —45 [(=5)
y=9
y = 9 in (I') eingesetzt liefert:
6x=123-9-9
6x = 42 |:6
x= 1
Probe: (1)) (I1)
Linke Seite: 6:-7+9-9 6-7+4-9
=42 + 81 =123 =42+36="18
Rechte Seite: 123 78
Vergleich: 123 = 123 78 = 178, also L = {[7; 9]}

Wie erkennt man bei der rechnerischen Losung eines Gleichungssystems, daB
die Losungsmenge leer ist oder unendlich viele Elemente enthalt?

a) Es soll das Gleichungssystem
D 2x+3y=4
I x + 1,5y = -3
gelost werden.
Wie wir uns sofort mit Hilfe einer graphischen Darstellung iiberzeugen

konnen, besitzt dieses Gleichungssystem keine Losung.
Beim rechnerischen Losen verfahren wir zunéchst so wie bisher.

') x= -3 - 1,5
Wir setzen (II') in (I) ein.
2(-3-1,5)+3y=4
—6—-3y+3y=4 |46
0-y=10
Es gibt keine reelle Zahl y, so daB 0y = 10 eine wahre Aussage wird.
Beim Ermitteln von x erhilt man ebenfalls eine nicht erfiillbare Gleichung.
Also hat das Gleichungssystem keine Losung.
b) Es soll das Gleichungssystem
M 2x +3y=4
I x+ 1,5y =2
gelost werden.
Dieses Gleichungssystem besitzt unendlich viele Lésungen.
1) x=2- 1,5
Wir setzen (II') in (I) ein.
22-150)+3y=4
4—-3y+3y=4 | -4
0-y=0
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Diese Gleichung erfiillen alle reelle Zahlen. Wir konnen jede beliebige reelle
Zahl fiir y in (II') einsetzen und erhalten jeweils die dazugehérige Zahl fiir x.
Einige L3sungen sind:

y 2 |o —1 |08

X | 2 3,5 0,8

Ein Gleichungssystem besitzt keine Losung, wenn man beim Umformen eine
Aussage der Form 0 = a (a + 0) erhilt; vgl. Beispiel B 33a).

Ein Gleichungssystem besitzt unendlich viele Losungen, wenn man beim Um-
formen 0 = 0 oder a = a erhilt; vgl. Beispiel B 33b). Die eine Gleichung ist
ein Vielfaches der anderen.

*  Ein zweites Verfahren, das Additionsverfahren, wird ohne Begriindung hier nur- mit-
geteilt.

Bei diesem Verfahren kommt man zu einer Gleichung mit nur einer Variablen, indem man
sowohl die linken als auch die rechten Seiten der beiden Gleichungen addiert. Dazu ist meist
eine oder sind beide Gleichungen vorher so in einander dquival leick

men, daB die Gleichungen beziiglich ein und derselben Variablen (x oder y) entgegengesetzte
Zahlen als Koeffizienten haben.

Es sollen die folgenden Gleichungssysteme geldst werden.

a) (I) Tx + 3y =127 b) (I) 2r+3s5=40 |:(-2)
(I1) 4x — 3y = —17 (1) r+25=35 |-3
0+ an 11x =110 1) —4r — 6s = —80

(Ir)y 9r + 65 = 105
(I') + ar) 5r=25
Die weiteren Losungsschritte haben wir beim Ei fahren § lernt.

Aufgaben b 81 bis 90

17 Lésen von Sachaufgaben

Das auf den Seiten 53f iiber das Losen von Sachaufgaben Gesagte bleibt dem
Inhalt nach voll giiltig, auch wenn der Sachverhalt auf ein Gleichungssystem
fiihrt.

Zum Abtransport von 698 dt Kartoffeln von einem Sortierplatz einer land-
wirtschaftlichen Kooperationsgemeinschaft stehen zwei gleich groBe LKW
und ein Traktor mit zwei Anhéngern zur Verfiigung. Die beiden LKW und
der Traktorzug bewiltigen zusammen je Fahrt 138 dt Kartoffeln. Mit wieviel
Dezitonnen Kartoffeln sind jeder LKW und der Traktorzug durchschnittiich
beladen, wenn insgesamt zwolf LKW-Fuhren und vier Traktorzugfuhren er-
forderlich sind?

Jeder LKW wird jeweils mit x dt Kartoffeln, der Traktorzug jeweils mit y dt
Kartoffeln beladen. Die beiden LKW laden dann zusammen 2x dt Kartoffeln.
Aus dem zweiten Satz des Aufgabentextes ergibt sich dann die Gleichung:

2x dt + ydt = 138 dt.

Bei zwolf LKW-Fahrten werden 12 - x dt Kartoffeln und bei vier Traktorzug-
fahrten 4-ydt Kartoffeln transportiert, das sind zusammen 698 dt Kar-
toffeln:
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12- xdt + 4-ydt = 698 dt.
Da in beiden Gleichungen die Einheit der linken Seite mit der auf der rechten
Seite iibereinstimmt, kénnen wir die Rechnung ohne Einheiten durchfiihren.

@ 2x +y =138
) 12x + 4y = 698

@ y =138 —2x
Wir setzen (I') in (II) ein.
12x + 4(138 — 2x) = 698 Wir setzen x = 36,5 in (I') ein.
12x + 552 — 8x = 698 | — 552 y =138 — 2-36,5
4x = 146 |:4 y=65
x = 36,5

Probe: Fahren jeder LKW und der Traktorzug je einmal, so wird eine Masse
von 36,5 dt + 36,5 dt + 65 dt = 138 dt bewaltigt.
Bei 12 LKW-Fahrten werden 12 - 36,5 dt = 438 dt und bei 4 Traktor-
zugfahrten werden 4 - 65 dt = 260 dt transportiert. Mit beiden Fahr-
zeugtypen zusammen werden also 698 dt transportiert.

Jeder LKW ist durchschnittlich mit 36,5 dt und der Traktorzug mit 65 dt
Kartoffeln beladen.
Aufgaben b 91 bis 106

18* Gleichungssysteme mit mehr als zwei Variablen

Das Losen von | Gleick bei denen die Anzahl der Variablen und die

Anzahl der Gleichungen groBer als zwel ist, wird hier nur kurz besprochen.

Ein Verfahren beruht auf der schrittweisen Reduzierung der Anzahl der Variablen und

G]elchungen jeweils um 1. Aus j Je zwei Glelchungen des Systems 1Bt sich z. B. mit Hilfe des
fahrens eine Glei g , in der eine Variable weniger auftritt.

Auf diese Weise 148t sich aus einem System mit » Variablen und n Gleichungen (n € N; n>2)

ein System mit nur » — 1 Variablen und » — 1 Gleichungen gewinnen. Durch wiederholte

Reduzierung der Anzahl der Variablen und Gleichungen erhilt man schlieBlich eine Glei-

chung mit nur einer Variablen, z. B. x.

Deren Losung (falls sie existiert) setzt man in eine Gleichung mit zwei Variablen, z. B. x, y,

ein und 16st nach der zweiten Variablen y auf. Die beiden Zahlen werden in eine Gleichung

mit drei Variablen, z. B. x, y, z, eingesetzt. Diese Gleichung wird nach der dritten Variablen z

aufgeldst. Ist schlieBlich die n-te Variable bestimmt, so hat man mit den n Zahlen eine Lésung

des Systems gefunden. Es schlieBt sich noch die Probe mit allen n Gleichungen an.

Das geschilderte Verfahren ist stets anwendbar, wenn das System genau eine Losung besitzt,

Es soll das folgende Gleichungssystem gelost werden.

a x+y+z=0 Wir setzen (1’) in (2) und (1) in (3) ein.

@2 x—y+z=8 x—y+(—x—y=8

A3) x4+y—z=2 I+ y—(—x—py =2

a) g=—x—y

Wir erhalten hr nach dem Zi f: das Gleich g

(0] x—2y=28 Wir setzten (II') in (I) ein.  Wir setzen x = 2 in (I') ein.
a) 4x+2y=2 x—(2—4x)=8 2y=2—4-2

ar) 2y = 2 — 4x. x=2 =-3
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(3)

Wir setzen x = 2 und y = —3 in (1') ein.

=—2-(-3
z=1
Die Losung ist das Zahlentripel (2; —3; 1).
Probe: 1) @ (©)

Linke Seite: 2+ (—=3)+1=0 2:2—-(-3)+1=8 324+ (3)—-1=2
Rechte Seite: 0 8 2
Vergleich: 0=0 8=38 2=2

Aufgaben b 107* bis 112*

19* Systeme aus Gleichungen und Ungleichungen

Es ist die L6 des folgend zu ermitteln.
o y=3ix-2
a 3x+3y—6>0
Wir setzen (I) in (II) ein.
x+3B3x—2)—6>0
12x —12>0
251
Die Losungsmenge des Systems enthilt alle Zahlenpaare [x; 3x — 2] mit x > 1.
Das sind die Koordinaten aller Punkte der Geraden mlt der Gleichung y = 3x — 2, fiir die
x> 1 gilt.
Die Lisungsmenge von (I) kann man durch die Gerade,
die Lisungsmenge von (II) durch die Halbebene oberhalb der Geraden mit der Gle:chung
= —x + 2 veranschaulichen.
D h ist die L¢ des S als Durchschnitt der L& von (I)

und (II) durch denjenigen Teil der Geraden »y = 3x — 2 darstellbar, der in der bmhnebenen
Halbebene liegt.

Stellen Sie die drei Losungsmengen aus Beispiel B 37 in ein und demselben Koordinatensystem
dar!

Es ist die L& des folgenden Sy Zu ermitteln.

() y+2 <3
a 3x+3<o

Jede der beiden Unglexchungen legt eme Halbebene fest. Den Durchschnitt der beiden
Halbebenen kann man als V der Lo des vor
ansehen.

Sy

Stellen Sie die Lisungsmenge des Systems aus Beispiel B 38 graphisch dar!

Aufgaben b 113* und 114*
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70  Potenzen
Wiederholung (70) - Potenzen (Exponent n€ N; n = 1) (71) - Potenzen (Exponent
n€ G) (73) - Potenzen (Exponent n€ R) (75) « Spezialfille der Potenzgesetze 7 -
Abtrennen von Zehnerpotenzen (79) - Rechnen mit physikalischen GrofBen (80) -
Positionssysteme (81)

84  Potenzfunktionen ;
Wiederholung (84) - Potenzfunktionen y = x" (n € G; n = 2) (87) - Potenzfunktionen
= ¥ (€ G; n < 1) (90) - Potenzfunktionen y = x* n=%;p.qea;p=}=q;q>o

92) - Graphen von g(x) = f(x) + e und h(x) = a - f(x) (94) - Beispiele fir rationale
Funktionen (99)

Geschosse beschreiben nach dem AbschuB eine ballistische Kurve, deren Weite und Hohe
unter anderem auch vom AbschuBwinkel abhéngen. Wiirde nicht der Luftwiderstand den
Flug beeinflussen, so wiére die Bahn eine Parabel. Die Bilder spezieller Potenzfunktionen sind
ebenfalls Parabeln. GeschoBbahnen konnen mit Hilfe von Funktionen mathematisch erfalt
und die Einschlagstellen also im voraus berechnet werden.




EP

Potenzen

1 Wiederholung

Bereits i Unterricht der vor g Kl ufen lernten wir den Be-

griff der Potenz kennen. Wir schrieben immer dann eine Potenz, wenn eine
Multiplikation von gleichen Faktoren vorlag, z. B.:

7-7-7-71=17%
Flacheninhalt eines Quadrates: 4 = a- a = a?;
Volumen eines Wiirfels: V = a-a-a = a*;

Fldcheninhalt eines Kreises: 4 = % d?;

Zerlegung von Zahlen in Produkte aus Primzahlen:
600;=.2+2+2 » 355 = 233153,

Wir erinnern uns an die Definition der Potenz.

DEFINITION: a'=a~a-...-é(aeP,neN,ng 1)

n Faktorena
a" heiBt Potenz, a heiBt Basis, n heiBt Exponent.

Den Term ,,a™* wollen wir lesen: ,,n-te Potenz von a*, ,,a hoch n** oder

»,@ potenziert mit n‘.

Ist die Potenz mit der Basis b und dem Exponenten m zu bilden, so sagen wir:

,,Es ist b mit m zu potenzieren*.

Das Potenzieren bezeichnet man als Rechenoperation dritter Stufe. Es wird

festgelegt, daB die Rechenoperation dritter Stufe stirker als die Rechenopera-

tionen erster oder zweiter Stufe bindet.

Ist die Basis eine Summe oder ein Produkt oder mit einem Vorzeichen versehen,

so muB sie in Klammern geschrieben werden; vgl. Auftrige C le) und C 1h).

Es ist also unbedingt notwendig, vor Umformungen die Struktur des Terms

zu analysieren.

a) In 4a® ist 4 Faktor der Potenz a®.

b) Der Term x + y? ist eine Summe aus einer Zahl und einer Potenz einer Zahl.

¢) In (—5)* steht das Minuszeichen als Vorzeichen der Basis, d. h., es ist
(=5 =(=5) (=9 (=9) " (-95).

d) In —5* ist die Basis der Potenz die Zahl 5 und das Minuszeichen steht als
Vorzeichen vor der Potenz. Es ist —5* = —(5-5:5-5) = —625.

Man hat also zwischen Basisvorzeichen und Potenzvorzeichen zu unter-

scheiden.

Schreiben Sie die folgenden Terme um! Zerlegen Sie dabei alle Potenzen in
Faktoren!

a) 13* b) 0,13 c)4a® d)a+ b e) (a+b)? f)a*+b g) —x° h)(—x)°

Ob eine Potenz bei negativer Basis positiv oder negativ ist, hingt vom Expo-
nenten ab.

a) Zeigen Sie mit Hilfe der Definition C 1, daf folgendes gilt:
(=) =1lund(=1)>*' = —1(n=1,neN).
Geben Sie die Gesetzmdpigkeiten mit Worten wieder!
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4

b) Geben Sie an, ob die folgenden Potenzen grofer als 0, kleiner als 0 oder gleich 0
sind!

o) (=3)* B (=9 p —-15 )05
¢)a"(aeP,neN,n2=1)
Unterscheiden Sie vier Fille!
Das Potenzieren ist im Unterschied zur Addition und Multiplikation nicht
kommutativ und auch nicht assoziativ. Es ist im allgemeinen a® + b* und

(a®)° # a®). Diese Aussage macht man sich am besten klar, indem man Zahlen
fiir die Variablen setzt.

Aufgaben c 1 bis 10

2 Potenzen mit natiirlichen Zahlen n(n = 1) als Exponenten

Bei Summen von Potenzen, die sowoh! in den Basen als auch in den Exponenten
{ibereinstimmen, kann man die Koeffizienten dieser Potenzen zusammenfassen.

X +6x + x5 —3x5=(1+6+1-3)x%=5x°
b) 5x® — 8x® + 2x* = —3x® + 2x*

Bei Produkten und Quotienten von Potenzen, die in den Basen oder in den
Exponenten iibereinstimmen, kann man die Basen oder Exponenten mitein-
ander verkniipfen.

2) 29025 =(2:2-2)-(2:2-2-2-2) = 235 =28
b)a‘-a’=(a-a~a~a)~(a-a~a)=a‘+’=a7

©) 22157 =(2-2-2)-(1,5-1,5-1,5) = (2: 1,5)*(2-1,5)- 2+ 1,5) = (2- 1,5)* = 33
d)a‘-b‘=a'a'a-a-b-b'b-b=(a'b)'(a-b)-(a-b)-(a~b)=(a-b)"
g _waona 4 8 o 42_4_2_(£)5= i

75 1:7-7+7+17 A A G A T
f) 102x® 102 x-x-x-x-x-x-x'x 17 5 17 .
2x5 42 XXX KX -7 =7

g @) =a*a*a*=(a-a-aa)(@aaaa)@aaa=a?=a?
h) Es gilt: 3* < 35, aber 0,3* > 0,3.

Potenzgesetze: Fiir alle reellen Zahlen a, b (a + 0, b + 0) und alle natiirlichen
Zahlen myn (m = 1, n = 1) gilt:

gleiche Basen gleiche Exponenten
Multiplikation (1) @™ -a" = a™t" 2)a-b"=(a-b)y"
Division 3) %:— —am"mzn+1)| @) i;_. - (%)
Potenzieren (5) @) =am" = (@)"
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Ferner gilt:
(6) Wenn m < nund a > 0, so ist @™ < a” fiir a > 1 bzw. @ > a" fiir a < 1.

Diese als Satz formulierten Vermutungen miiBten noch bewiesen werden. Der
Beweis der Potenzgesetze kann jedoch hier nicht gefiihrt werden, weil die bis-
her zur Verfiigung stehenden Kenntnisse nicht ausreichen. Die Beispiele C 3
sind nur der Nachweis fiir einige Spezialfille.

Die Potenzgesetze kann man auch mit Worten wiedergeben.

Die Gleichung (1) von links nach rechts gelesen sagt aus:

Das Produkt von Potenzen mit gleichen Basen ist gleich der mit der Summe der
Exponenten potenzierten gemeinsamen Basis.

Die Gleichung (1) wird auch in umgekehrter Richtung angewandt.

Die Gleichung (2) wird haufig in beiden Richtungen angewandt:

Das Produkt von P mit gleichen Exp ist gleich dem mit dem ge-
meinsamen Exponenten potenzierten Produkt der Basen.

Oder: Die Potenz eines Produktes ist gleich dem Produkt der Potenzen, die man
durch das Potenzieren der Faktoren mit dem Exponenten erhiilt.

Geben Sie die Gesetze (3), (4) und (5) mit Worten wieder!

Mit Hilfe der Potenzgesetze vereinfacht sich das Lésen vieler Aufgaben wie
in Beispiel C 3.

a) m* - m® = m*S = m®

b) (—x)%:x% = x%:x% = x8-5 = x3

Hier muB man erst den Dividenden umformen, damit eine Division von
Potenzen mit gleichen Basen vorliegt.

21 148 21% 52 213.50 (21-5)3_(21-5 3 7343 27
9105 5 7 10° 143 T 10°-14° T (10- 14 10-14)”(?) T 64
oder

21° 143 /21\3 (14 iy () [ 3 1215 2 _[3y 27
o G (- (-2 2

a) Erliutern Sie die unterschiedliche Bedeutung der Formulierungen ,.es gibt
ein ..." und ,, fiir alle ... gilt ..."*!

b) Ist die Aussage ,,Es gibt natiirliche Zahlen m, n (m 21, n 2 1), so dap fiir
alle reellen Zahlen a die Gleichung (a™)" = a™" gilt* wahr?

c) Ist die Aussage ,Fiir alle natiirlichen Zahlen m, n (m=1,n21) und fiir
alle reellen Zahlen a gilt die Gleichung (a™)" = a™* wahr?

Um stets ein eindeutiges Ergebnis beim Berechnen von ¢™ zu erhalten, wird

festgelegt:

am" = g(m",

Betrachtet man die Potenzgesetze in der Tabelle auf Seite 71, so erkennt man:

Das Rech mit Po mit gleichen Basen wird auf das Rechnen mit den
Exponenten in der nichstniederen Stufe zuriickgefiihrt.

Rechnen mit Potenzen Rechnen mit den Exponenten

Produkt (2. Stufe) Summe (1. Stufe) -

am.g" = gmtn m+n

72



Quotient (2. Stufe) Differenz (1. Stufe)
am:aq" =am " m-—n

Potenz (3. Stufe) Produkt (2. Stufe)
(@) =am" m-n

Aufgaben c 11 bis 28

3 Potenzen mit ganzen Zahlen als Exponenten

Die Potenzgesetze enthalten die einschrinkende Bedingungm = 1 und n 2 1,
da Potenzen mit dem Exponenten 0 nach Definition C1 nicht erkldrt sind.
Deshalb muB die Bedeutung der Potenzen a° sinnvoll festgesetzt werden.
Sinnvoll ist eine Festsetzung in diesem Zusammenhang dann, wenn die Potenz-
gesetze auch auf die um a° erweiterte Menge der Potenzen zutreffen.

Nicht jede beliebige Festsetzung fiir a° ist sinnvoll. Man sieht, daB z. B. die
Festsetzung @° = 0 nicht mit den Potenzgesetzen vertriglich ist, bereits an
einem einfachen Beispiel. Bildet man das Produkt 5° - 5° einmal mit und zum
anderen ohne Anwendung des Potenzgesetzes fiir die Multiplikation von
Potenzen mit gleichen Basen, so erhdlt man eine falsche Aussage.

5950 = 53+0
125:0 = 5°
0=125

DEFINITION: a° = 1 (ae P,a + 0)

Es ist erforderlich, die Vertréglichkeit dieser Definition mit den Potenzgesetzen
nachzuweisen. Wir wollen den Nachweis nur fiir ein Gesetz als Beispiel durch-
fithren.

SATZ: Fiir alle reellen Zahlen a (a + 0) und alle natiirlichen Zahlen m, n gilt:
am™.a" = amtn,

Beweis: Die Menge der Potenzen mit natiirlichen Exponenten kann man in
zwei Teilmengen M, und M, zerlegen.

M, : Menge der Potenzen mit Exponenten n = 1

M, = {a°}

Um die Behauptung a™ - @ = @™" fiir alle moglichen Potenzen ¢™ und a”
zu beweisen, kann man eine Fallunterscheidung durchfithren.

Fall 1: @™ und a" sind beide aus M;,d. h.m = 1;n = 1.

Fall 2: @™ und a" sind beide aus M,,d.h. m = 0; n = 0.

Fall 3: @™ ist aus M, a" ist aus M,,d. h.m =2 1;n = 0.

Fall 4: a™ ist aus M,, a" ist aus M;,d.h.m =0;n = 1.

Fall 1 ist in der Lerneinheit C 2 behandelt worden und wird nunmehr als giiltig
vorausgesetzt.

Bei Fall 2 ist zu beweisen: a° - a° = a°*°

Linke Seite: a®+a® = 1-1 =1 Rechte Seite: a®*° = a° = 1

Vergleich: 1 =

Fall 3 und Fall 4: Diese beiden Fille sind auf Grund der Kommutativitdt der
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Multiplikation nicht voneinander verschieden. Es geniigt, den Fall 3 zu be-
weisen: a™ - @° = g™*°

Linke Seite: a™+a® = a™-1 = @™ Rechte Seite: a™° = g

Vergleich: a™ = a™ i

Die Potenzgesetze gelten somit fiir alle Potenzen mit von Null verschiedenen
Basen und natiirlichen Zahlen als Exponenten.

Bei der Definition a® = 1 wurde a = 0 nicht zugelassen, da die Festsetzung
0° = 1 nicht sinnvoll ist. Es miiBte dann namlich gelten:

1—0"—0"3—2 U

T 00

Das stiinde im Widerspruch dazu, daB % nicht definiert ist.

% ist bekanntlich deshalb nicht definiert, weil die Gleichung 0 - x = 0 nicht

eindeutig l6sbar ist, sondern alle reellen Zahlen als Losung besitzt.
Wie man z. B. aus der nachstehenden Folge von Divisionsaufgaben erkennt,
sind die Festsetzungen @' = a und a° = 1 (a # 0) naheliegend.

54:5=625:5=125=5°

53:5=125:5= 25=52

52:5= 25:5= =5t

Sli§= 5:5= =40
Bei der Erweiterung des Potenzbegriffs auf Potenzen mit negativen ganzzahligen
Exponenten fordert man: Fiir die Menge aller Potenzen mit ganzzahligen
Exponenten sollen die bisher benutzten Potenzgesetze unverindert gelten. Es ist

53 5%¢1 1

T
Andererseits erhdlt man bei Aufgabe der Beschrankung m — n = 0 in g™,
also bei formaler Anwendung des Potenzgesetzes fiir die Division von Potenzen
mit gleichen Basen:

53

=57 = 54

57
Es liegt die Festsetzung =

5 “*nahe.

b DEFINITION: “"‘=,—lk (keG, a+0)

5]

Folgende Gleichungen sind mit Hilfe von Definition C 4 entstanden.

1 1 1
= —_—= 5 3= 503 = —
B 5 = b)g =5 95 = 5 =
L1 3 PSS
Y =5 =3 =
1 a® 1 kj 1
f)a’-b“=a3~F=ﬁ g)l—(;in= kp-lcmz=lkp-cm—z

) a?be’ _ bd%e’x?
c‘d—sx—z azc4
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Mit Hilfe der Definition C 4 ist es moglich, einen Term so umzuformen, daB
nur noch positive Exponenten auftreten. Es ist aber unter Verwendung von
negativ-ganzzahligen Exponenten auch méglich, daB der Term als Produkt
von Potenzen geschrieben wird.
Das Schreiben eines Terms als Produkt wendet man haufig bei der Angabe
der Einheiten einer GroBe an, z. B. bei der Geschwindigkeit (1 km - h™?),
der Beschleunigung (1 m - s72), dem Druck (Beispiel C 5g)), den verschiedenen
Konstanten (z. B. Molares Volumen Vp, = 22,42 dm? - mol-!).
Es ist wiederum erforderlich, die Vertrdglichkeit der Definition C 4 mit den
Potenzgesetzen nachzuweisen. Wir wollen auf den Beweis hier nicht eingehen
und im folgenden die Potenzgesetze fiir Potenzen mit ganzzahligen Exponenten
als giiltig betrachten. Damit entfallt nunmehr die bisher geforderte Bedingung
m = n im Gesetz fiir die Division von Potenzen mit gleichen Basen.
Es ist moglich, auf das Formulieren von Potenzgesetzen fiir die Division zu
verzichten, denn jede Divisionsaufgabe von Potenzen 14Bt sich als Multiplika-
tion schreiben; vgl. Beispiele C 6¢) und C 6d)
) T47-6 = 7449 = T-2 B) x~2 -§-3 = (x- 3)~2
C) a®:a3 = a®-(-3) = g° oder a:a=a% -a® = a%+® = @°
d) 56=4:8-* = (56:8)"* = 7-* oder
1\ _ (56\~*
—4 . Q-4 _ -4 o[ — =(— =74
56-4:8-4 = 56 (8) (8) 7

e) (_53)-2 - (_5)3-(—2) = 5-6

Aufgaben ¢ 29 bis 40

4 Potenzen mit rationalen Zahlen als Exponenten

Nach der Definition der n-ten Wurzel bedeutet

Va" = b,
daB b" = (V;’)n= a" (a,b>0;a,beP,mneG;n>0)
| — —
a)  Va* = b bedeutet b* = a*. b) V5° = 53, denn (5%) = 5¢

. Jr—
¢) V27 =2-% denn (272 = 2°°

6 8 __ 3
Es gilt Ja* = Va?. Denn wenn Ja* = b, so folgt aus b* = a* durch Poten-
zieren mit 2

(b3)2 = (a2)2’ b = a*.
Damlt 1st b= ]/a‘ Wegen der Eindeutigkeit der Wurzel gilt die Gleichheit
]/a = Va‘ Vaz 2,
SATZ: Ist a > 0 und sind m, n und c ganze Zahlen mit » > 0 und ¢ > 0, so ist
n__ ne
]/a"' = j/a"'".

Beweis: Wir fiihren den Beweis indirekt.
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Angenommen, es sei Ja™ verschieden von Ja™<. Potenzieren wir beide
Terme mit 7 * ¢, so miiBten die Potenzen ebenfalls verschieden sein.

(&)= (/)] = e = ane
n.c nc
(Yame)" = gme
Wir stellen aber die Gleichheit der Potenzen fest. Deshalb miissen wir die An-

nahme fallen lassen. Es gilt: Va™ = "Ja™<. Damit haben wir gezeigt, daB
Va™ auBer von a nur von dem Verhiltnis '7"- abhingt.

9 IF=17 b V@T:]@ 9 IF=15=s

Wir wollen fiir Ja™ eine andere Schreibweise einfithren, die die Abhingigkeit

; m o i
von den Quotienten = deutlich zum Ausdruck bringt.

m 1 L P—
DEFINITION: a* = (@) = Ja™ (a> 0, acP; m,necG;n> 0)
Nach dieser Definition ist a~ diejenige positive reelle Zahl b, fiir die 5" = g™
gilt.
Esista® = b genau dann, wenn b" = g™,

Da die Zahl a™ die Form einer Potenz hat, sind damit Potenzen fiir jede ratio~
nale Zahl als Exponent erklirt.

A ] , NN l _l =2 5
a) 53 =52 b) V73 =74 ©) 375 =33 = |3-
— 3 2 =2
d) Va® =az = a® @20 ) Vim? 2 = 1m2-5 2=1m-s-1

Es gilt nachzuweisen, daB die Potenzgesetze fiir die Menge der Potenzen mit
rationalen Exponenten gelten. Fiir den Fall, daB n ein Teiler von m ist, gelten

m
die Potenzgesetze bereits, denn in diesem Fall ist a" eine Potenz mit ganz-
zahligem Exponenten.

SATZ: Fiir alle positiven reellen Zahlen a, b und alle ganzen Zahlen m, n, 2 q
(n+ 0, q + 0) gilt:

gleiche Exponenten
A A BB m m m
Nwykien (1) @a".aq? =a” ' (2) @™ - b™ = (a- b)™
i s 2 2_2 mm m
Divisien (3)a”:a9 =a™ ¢ (4) @™ : b7 = (a: b)"
m m-
Potenzieren ® (a7)%=aﬁ
Ferner gilt: (¢) = (a-lﬁ = i s
. -
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(o)

=1
-

m _p ., 2 £ - S
(7)w¢|m7<7,50|sta"<ﬂ'flll‘a>l|)lw.a">ﬂ'ﬁil’a<l.

Die Gesetze fiir die Division ergeben sich aus den Gesetzen fiir die Multipli-
kation unter Beachtung des Gesetzes (6). Wir wollen hier nur ein Gesetz als
Beispiel beweisen. . o e ¥ ip
Beweis zu (1): Wir setzen a” =a"? =u (4> 0) und a? = "4 = v (v > 0).
Dann ist #"9 = @™ % und v"'? = @"?. Aus den letzten beiden Gleichungen folgt
durch Multiplikation der linken und der rechten Seiten

una e = gma.gnp,
Wir wenden die Potenzgesetze der Multiplikation fiir ganzzahlige Exponenten an.

(u . v)n-q = gma+n>p
Zu dieser Gleichung ist auf Grund der Definition der Potenzen mit gebrochenen
Exponenten dquivalent

m-q+n-p
urv=a "9

L B
Wir setzen u = a" , v = a? und formen den Exponenten der rechten Seite
nach den Rechenregeln fiir gebrochene Zahlen um. Also gilt:
m r o 5

an-q? =an 9,
Beweisen Sie das Gesetz (2) aus Satz C7!

m

m
Hinweis: Setzen Siea™ = u(u>0)undb™ = v (v > 0)!

L 2 gl s i
a) 37:37:36=37"3"6§=36=3 b) 37122 = (3-12)7 =362 =6
3 3 3 3
c) 27-8%=(2-8)F =16 =8
a2 2:1 i 32 2
a) (a‘)‘=a“=a‘s (@z0) b) 5 =a 3=a* (@20

Aufgaben ¢ 41 bis 56

5 Wurzelgesetze als Spezialfiille der Potenzgesetze

Addition und Subtraktion
a) 2V2+5/3+812-313=02+8)12+(5-3)V3=1012+2)3

3 3 3 (. 3 g
) 3Vx+4Vx-5Vx+6Vx2=0C+4-95Vx+6Vx

3 __
=2VYx+6Vx* (x20)

Wurzeln mit glelchen Wurzelexponenten und gleichen Radikanden, d.h.
Po mit Expc und gleichen Basen, lassen sich durch

Addition und Subtraktlon der Koeffizienten zusammenfassen; vgl. Lern-
einheit C 2.
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Multiplikation und Division
g

a) 1218 =27 81—61—1/16 8 W)Yo faifoited= V@

o V’=_= V_ @20,b>0)
V6

Beim Losen zahlreicher Aufgaben ist es zweckmiBig, Spezialfille der Potenz-
gesetze (vgl. Satz C 7) in der Wurzelschreibweise zu formulieren. Man spricht
dann von Waurzel, Die Wurzel ze sind also fiir uns keine neuen
Gesetze. Die Gesetze (2) und (4) des Satzes C 7 heiBen fiir m = 1 in Wurzel-
schreibweise :

@ Va-Tb=Vab @20,520

(43) ,,£=Vz @z0,5>0)
s b

a)Vi~V§=Vﬁ=VTs=4 b) V32=116- V2= 4-12

c), Vb @z0,6>0 d 25_%=;
Radizieren und Potenzieren

Fiir das Radizieren und Potenzieren von Wurzeln gilt:

(5a) VE=VE=_'VZ @20 pzw.
oy (1o =1 @zo

Fiir welche m und p bzw. m und q stellen die Gesetze (5a) bzw.(5b) Spezialfiille
des Gesetzes(5) des Satzes C7 dar?

a)VV§=Vi/§=V§ b)Vi/F=‘l‘/§ o V5 =|125=15
o(iF) == oi6i=|la-VE-Viz=213
Welche Geschwindigkeit erreicht ein frei fallender Kérper, der in einer Hohe
h = 85 m losgelassen wird (v = V2gh, g = 9,81 m - 52)?

= Vagh

=12-981m-s2-8m Uberschlag:

=)2-9,81-85m? 52 V29,8185~ J2-10-80 = /1600 =

v=408m-s! Vergleich: 40,8 ~ 40

Der aus 85 m Hohe frei fallende Korper erreicht eine Geschwindigkeit von
etwa 4l m-s?

Aufgaben ¢ 57 bis 68
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6 Das Abtrennen von Zehnerpotenzen

Fiir das Rechnen mit dem Rechenstab und bei der Angabe von besonders
groBen oder kleinen MaBzahlen in Wissenschaft und Technik bedient man
sich hiufig des Vorteils, mit abgetrennten Zehnerpotenzen zu arbeiten.

Jede positive rationale Zahl a 1aBt sich stets in der Form a = a, * 107 darstellen
(@ eR;1 < a; < 10; peG).

a ag - 107 ay P
a) 803 8,03:10 8,03 2
b) 0,0038 3,8-10°3 3,8 -3
c) 1000 1-10% 1 3
d) 0,0001 1104 1 —i

Da man mit dem Rechenstab nur die Ziffernfolge des Ergebnisses ermittelt,
erleichtert man sich das Losen wesentlich durch das Schreiben der Aufgabe
mit abgetrennten Zehnerpotenzen.

0,0000345 _345-10° _
ooarz PP =3 10 ;jiesmshzg' 3.5
- %25’45. 105-104100 ~— 312~ 3 =0

3
Vergleich: 6,03 ~ 5

6,03 - 10* = 60,3

In Wissenschaft und Technik verwendet man vielfach Vorsitze fiir die Ein-
heiten oder schreibt die MaBzahlen mit abgetrennten Zehnerpotenzen, um die
GroBe iiberschaubarer darzustellen; vgl. Tafelwerk, Mathematik — Physik —
Chemie, Seite 69.

a) Leistung der groBten Generatoren: 500000000 W = 500 MW

b) Kapazitit eines Kondensators: 0,000002 F = 2 uF

¢) Masse der Erde: 5,98 - 10>* kg

d) Durchmesser eines Wassersioffatoms: 1,07 - 10~® cm

e) Dicke von Blattgold: 0,0000001 m = 0,0001 mm = 0,1 um

Nennen Sie hiufig benutzte Vorsitze bei Lingen- und M 1fen!
Geben Sie jeweils die Bedeutung des Vorsatzes an!

Es ist die mittlere Dichte der Erde zu ermitteln.

Das Volumen der Erde betragt 1,08 - 10'2 km?, die Masse 5,98 - 102* kg.

m=598-10%kg =598-10%-10°g oo
¥ = 1,08 1012 km® = 1,08 - 10'2 - 105 cm? vV
1km? = (10° cm)® = 10* em® 5,98 -10%¢-10° g

¢ = 1,08- 102 - 10 cm®
5981077 g
T T1,08-1027 " om®
55g-cm™3

9
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124

Uberschlag: %— ~ % =6 Vergleich: 55 ~ 6

Die mittlere Dichte der Erde betrigt rund 5,5 g - cm=3.

Aufgaben ¢ 69 bis 78

7 Das Rechnen mit physikalischen GréBen

Eine physikalische GroBe besteht aus einer Zahl und einer Einheit.

Physikalische Grofie MaBzahl | Einheit

s=5m=5-1m 5 Im

t=25min = 25 1 min 25 1 min

m=3kg=3"1kg 3 1kg

Eine solche GroBenangabe wird formal als Produkt aus MaBzahl und Einheit
aufgefaBt.

Die Bezeichnungen fiir die Einheiten von abgeleiteten physikalischen GroBen
werden entsprechend der formelmiBigen Definition dieser GroBen aus den
Einheiten der GrundgroBen zusammengesetzt.

Es ist die durchschnittliche Geschwindigkeit eines Radfahrers zu ermitteln, der
in 3 h einen Weg von 60 km zuriicklegt (s = 60 km; ¢t = 3 h).

s
i
t
v 60 km 60 - 1 km _ﬂ 1km
T 3h 3-1h 3 1h
Fiir llkhm schreibt manlkTmoderlkm-h“.

Die Durchschnittsgeschwindigkeit des Radfahrers betréigt 20 km - h-!.

Auf Grund der Tatsache, daB die zusammengesetzten Einheiten hinsichtlich
der Einheiten der GrundgroBen die gleiche mathematische Struktur aufweisen
wie die Formeln, die zur Berechnung der physikalischen GréBen dienen, kann
man mit den Einheiten wie mit Variablen ,,rechnen®. Es ergibt sich bei fehler-
freiem Rechnen auch die richtige Einbheit fiir die zu berechnende physikalische
GroBe.

Ein mit Hilfe von Elektroenergie angetriebenes Fahrzeug wird aus dem Stand
gleichmiéBig beschleunigt und erreicht nach 100 m eine Geschwindigkeit von
80 km - h™'. Wie groB ist die Beschleunigung?
s =100m
80
= TRl e
v=280km-h?! = X3

m-s?!

80



B

r

26

X v . a . 3
Losen wir v = a-t nach ¢ auf und setzen S ins= 712 ein, so erhalten wir

v? ; 4 J
nach dem Umformen a = ——. Wir setzen die GréBen ein.

2s
80 4 80
(zems) zems”
a= = ==

2-100m 2-100m Uberschlag:
o 820107 mlPuist 8> 60 L
T 3,62-2-10% m 362" 15-2
=24Tm's2 Vergleich: 2,47 ~ 2

Das Fahrzeug erreicht auf 100 m eine Geschwindigkeit von 80 km - h=* bei
einer Beschleunigung von 2,47 m - s~2,

Aufgaben c 79 bis 86

8 Das Darstellen von Zahlen mit Hilfe von Positions-
systemen

Wir betrachten zunichst das System der romischen Zahlzeichen. Es handelt
sich um ein Additionssystem. In diesem werden durch die Grundziffern
I1=1 X=10, C =100, M = 1000,
V=5 L =50 D=3500
weitere Zahlzeichen mit Hilfe der Addition oder Subtraktion der zugehdrigen
Zahlen gewonnen.
1=1 =141=1 3=1+1+1=1I
4=5-1=1IV 6=5+1=VI
321 = 100 + 100 + 100 + 10 + 10 + 1 = CCCXXI
444 = (500 — 100) + (50 — 10) + (5 — 1) = CDXLIV
1971 = 1000 + (1000 — 100) + 50 + 10 + 10 + 1 = MCMLXXI

Diese Zahlzeichen sind im allgemeinen sehr lang und uniibersichtlich. Zur

‘Bezeichnung beliebig groBer Zahlen muB man neue Zeichen hinzunehmen. Das

schriftliche Rechnen ist sehr umsténdlich.

Ein Stellenwertsystem (z. B. das Dezimalsystem) gestattet ein relativ leichtes
Rechnen und das Bezeichnen beliebig groBer Zahlen mit einer recht kleinen
Anzahl von verschiedenen Zeichen. Man benutzt im Dezimalsystem zur Dar-
stellung von Zahlen die Grundziffern 0, 1,2, 3,4, 5,6, 7, 8,9. Schreibt man
Grundziffern zur Bezeichnung einer Zahl nebeneinander, so ist ihnen durch
ihre Stellung eindeutig ein Stellenwert (eine Zehnerpotenz) zugeordnet.

Jeder endliche Dezimalbruch ist eine Summe aus Vielfachen von Potenzen der
Zahl 10 mit ganzzahligen Exponenten.
© 321 =300 420 +1
=310 +2-10" + 1-10°
3 a1 N
10 100 10000
=8-102+0-10" +5-10° +3-10"* + 2102+ 0- 103 + 4-10~*

805,3204 = 800 +5 +

6 [000902] 81



Jede natiirliche Zahl, die groBer als 1 ist, kann als Basis fiir ein Positions-
system benutzt werden. Stets gilt es, eine gegebene Zahl in eine Summe von
Vielfachen der Potenzen dieser Basiszahl zu zerlegen und die Koeffizienten
in der entsprechenden Reihenfolge anzuordnen.

Es ist die Dezimalzahl 444 im Positionssystem mit der Basis 7 anzugeben.
444 =1-343 +2-499+0-7 +3-1
=17 +2-7+0-7"+3-7° 444 = [1203],

* Verwendet man 2 als Basis, so spricht man vom Zweier- oder Dualsystem. In

diesem System sind nur zwei Grundzeichen zur Darstellung von Zahlen er-
forderlich: ,,0* und ,,1*. Fiir die ,,1* verwendet man im Dualsystem héufig
das Zeichen ,,L*.

Damit man von Dezimalzahlen rasch zu Dualzahlen und umgekehrt iibergehen
kann, benutzt man eine Tabelle der Potenzen von 2.

B ... | 6] —5]|—4|-3]|-2]|-1}0][1]2]|3]|4]|5]6¢6

A SERERERER N
ol =l 2l 2=1% ]2 ]2 |48 |16]|32]6s
2 6 |2 |T6e |3 |2 |2

Es sind die Dezimalzahlen 37; 444; 6,625 als Dualzahlen zu schreiben.

37 =132 + 4 + 1
=1:2°+0-2*+0-22+1:2240-2" +1-2°
=l 0 0 1 0 1]
37 = LOOLOL
444 = 256 + 128 + 32 4+16 + 8 +4
=125 +1:2740-2541-254+1-2% 4122 +1:2240-2! +0-2°
= 1 0 1 1 1 1 0 0],
444 = LLOLLLLOO 1 1 '
6,625 = 4 +2 +5 +5
=1-22 +1-214+0-2°4+1-2"' +0-2-241-22 .
= 1 g » 1 0 1],

6,525 = LLO,LOL

Man erkennt, daB die Schreibweise fiir Zahlen im Dualsystem sehr lang ist.
Dieser Nachteil mag ein Grund sein, weshalb man im téglichen Gebrauch
der Zahlen nicht das Dualsystem bevorzugt, obwohl das Rechnen sehr ein-
fach ist. Man kann némlich die Rechenoperationen erster und zweiter Stufe
mit allen Zahlen ausfiihren, wenn man folgende Grundaufgaben der Addition
und Multiplikation beherrscht.

0+40=0, 0+L=L, L+0=L, L+L=1L0
0:0=0, 0-L=0, L:0=0, L-L=L

Zeigen Sie die Richtigkeit dieser angegebenen Grundaufgaben, indem Sie diese
Aufgaben im Dezimalsystem nachrechnen.
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37 « LOOLOL 37-14 LOOLOL - LLLO
+ 14 & LLLO 37 LOOLOL
51 « LLOOLL 148 LOOLOL
518 LOOLOLO
100000 0LLO

Auf der Grundlage des Dualsystems ist der Einsatz von elektronischen Daten-
verarbeitungsanlagen moglich. Die beiden Ziffern ,,0 und ,,L** kénnen durch
zwei Schaltzustinde von elektrischen oder elektronischen Bauelementen reali-
siert werden. Das gilt auch fiir das Verkniipfen und fiir das Speichern von
Informationen.

Die beiden Schaltzustinde konnen sein:

a) Spannung vorhanden — keine Spannung vorhanden;

b) Relais ist ,,gezogen“ — Relais ist ,,abgefallen*;

c) Magnetisierter Ferritkern — unmagnetisierter Ferritkern;

d) Magnetisiertes Magnetband — unmagnetisiertes Magnetband.

Aufgaben c¢ 87 bis 90

9 Rationalmachen von Nennern

Berechnen Sie die folgenden Quotic auf drei Stellen nach dem Komma!

6
o ol

: 5 s g 1 1 1
Die Berechnung von Néherungswerten fiir die Zahl W (z_ B. W = W)

; 5 . 1L . .
148t sich vereinfachen, wenn man den Quotienten —= mit Vi erweitert.

12

1
7 1,4142= 0,7071

V272 22

Durch das Erweitern hat man einen Quotienten erhalten, ‘dessen Nenner
rational ist.

Kommt im Nenner eines Quotienten eine Wurzel vor und erhdlt man durch
Erweitern einen Quotienten, dessen Nenner rational ist, so spricht man vom
Rationalmachen des Nenners.

5 512 5-72 5 - 1 1-13 B 1
- 2 b 273 213 1/3'7:?]/3

Aufgaben ¢ 91 und 92
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Potenzfunktionen

10 Wiederholung

Bilden Sie Mengen, deren Elemente Zahlen, geordnete Zahlenpaare bzw. Ob-
jekte unserer Umgebung sind!

Hat man zwei Mengen M, und M, so kann man geordnete Paare bilden, bei
denen an erster Stelle ein Element von M, und an zweiter Stelle ein Element
von M, steht. Bildet man von diesen geordneten Paaren Mengen F in der
Weise, daB alle Elemente von M,; und M, in wenigstens einem geordneten
Paar vorkommen, so nennt man jede Menge F von geordneten Paaren eine
Abbildung von der Menge M, auf die Menge M, .

a) Wihlt man M, = {a; b; ¢} und M, = {u; v; w; z}, so sind
Fy = {[a, u]; [a, v]; [b, w]; [c, 2]} und
F, = {[a, 2]; [b, u]; [b, v]; [c, w]; [c, 2]}
mehrdeutige Abbildungen von M, auf M, ; vgl. Bilder C 1 und C 2.

My M, My M,

Veranschaulichung von F, Veranschaulichung von F
aus Beispiel 31a) (30 Cc2 aus Beispiel 31a)
ca M
4
C3
M, M,
0——20
T—
" 1
22—
p— & 1
I—
-3 e
: ¥ . 80 | I
Veranschaulichung 3 2 =t ol 1 2 3 My
von f, aus Beispiel Veranschaulichung von f
31b) aus Beispiel 31b)
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.b) M, sei die Menge der ganzen Zahlen.
M, sei die Menge der Quadrate der ganzen Zahlen.
Wenn eine Menge F, die geordneten Zahlenpaare enthilt, deren zweite Zahl
jeweils das Quadrat der ersten Zahl ist (vgl. Bilder C 3 und C 4), und
wenn eine Menge F, die geordneten Zahlenpaare enthilt, deren zweite Zahl
jeweils das Quadrat der um 1 verminderten ersten Zahl ist,
dann sind die Menge F, und die Menge F, eindeutige Abbildungen von M,
auf M,.
Man kann kiirzer schreiben:
M, ={x;xeG}, M,={x*xeG};
F, ={lx; ¥*l;xeG}, F,= {[x;(x— 1)*]; xeG}.
¢) M, und M, seien jeweils dic Menge der rationalen Zahlen.
M, ={x;xeR}, M,={x;xeR}

Dann sind v
Fy = {[x,x +2]; xeR}; vgl. BildC5; 5
F, = {[x, 4x]; xe R} und
=
1
F,=”x,7x—3];xeR} )
eineindeutige Abbildungen von M, auf M,. i
' 2
=
1 ]
1 2 3 x

Veranschaulichung von F; aus Beispiel 37c)

Eine Abbildung F von M, auf M, heiit

>
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Bilden Sie Beispiele a) fiir mehrdeutige, b) fiir eindeutige, c) fiir eineinde
Abbildungen zweier Mengen!

Verwenden Sie bei a) My = {2; 4; 6}, M, = {0; 1; 2; 3}; bei

b) M, = {0;1; —1;5; =5}, M, = {0; 1; 5}; beic) M, und M, jeweils Menge
der nichtnegativen reellen Zahlen!

Die graphische Veranschaulichung der Abbildungen von einer Menge M, auf
eine Menge M, kann so vorgenommen werden, wie es die Bilder C 1, C 2,
C3, C4, C5 zeigen.

Veranschaulichen Sie die iibrigen Abbildungen aus Beispiel C 31c)!

Im Unterricht der Klasse 8 wurde der Funktionsbegriff folgendermaBen ein-
gefiihrt.

DEFINITION: Eine Funktion ist eine Menge geordneter Paare [x; y], die durch
eindeutige Zuordnungen der El te y zu den El x entstanden sind.

Die folgende Definition des Funktionsbegriffes stimmt inhaltlich voll mit der
in Klasse 8 formulierten iiberein.

Eine Funktion ist eine eindeutige Abbildung f von einer Menge M, auf eine
Menge M,. 5

Die Menge M, heiBt Definitionsbereich, die Elemente von M, heien Argumente
der Funktion.

Die Menge M, heilit Wertebereich, die (Elemente von M, heiBen Funktions-
werte.

Durch die Definition der Funktion als Abbildung wird der Funktionsbegriff
in einen groBeren Zusammenhang eingeordnet.

Es sei feine Funktion und x, ein Element des Definitionsbereiches von /. Der
zum Argument x, gehorende Funktionswert kann mit f(x,) bezeichnet wer-
den.

Die Vorschrift zum Bilden der geordneten Paare [x; y = f(x)] einer Funktion f
kann auf verschiedene Weise gegeben sein.

Die Abbildungsvorschrift kann gegeben sein:

a) durch eine Wortvorschrift; vgl. Beispiel C 31b);

b) durch Angabe der geordneten Paare in einer Wertetabelle; vgl. Bild C 3;
c) durch eine graphische Darstellung (Graph); vgl. Bild C 5;

d) durch eine Gleichung; vgl. Beispiel C 31c).

Die einzelnen Mdoglichkeiten weisen Vorteile und Nachteile auf. Deshalb be-
nutzt man oft mehrere Darstellungsformen gleichzeitig. Es ist aber in vielen
Fillen nicht méglich, alle Darstellungsformen anzugeben. So ist zum Beispiel
jedem Zeitpunkt eines Tages eine bestimmte AuBentemperatur zugeordnet.
Das 1Bt sich graphisch mit Hilfe eines Temperaturschreibers, aber nicht durch
eine Gleichung erfassen.

Man muB zwischen einer Funktion und einer Gleichung als Zuordnungsvorschrift
fiir eine Funktion unterscheiden.

Ist die Zuordnungsvorschrift fiir eine Funktion durch eine Gleichung gegeben,
so spricht man von der ,,Funktion mit der Gleichung ...*. Im Beispiel C 31c)
ist Fy ,,die Funktion mit der Gleichung y = x + 2 (x € R)*. Im Beispiel C 31b)
ist F, ,,die Funktion mit der Gleichung y = (x — 1)? (x € G)*.

Wir wollen eine vereinfachte Sprechweise vereinbaren, z. B.: ,,die Funktion
mit der Gleichung y = x + 2* oder ,,die Funktion y = x + 2.

Aufgaben ¢ 93 bis 101
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11 Potenzfunktionen mit Gleichungen der Form y = x"
(neG;nz 2)

Die Abbildungen Fy, F, und F; im Beispiel C 31c) sind lineare Funktionen,
denn deren geordnete Paare haben alle die Form [x; mx + n).

Die geordneten Paare der Abbildung F, im Beispiel C 31b) haben die Form
[x; x?]. Diese Abbildung ist eine Potenzfunktion.

Eine Funktion, deren geordnete Paare die Form [x; x"] mit n € G haben, heifit
Potenzfunktion.

Es ist die Potenzfunktion y = x? zu untersuchen.

Wir stellen zunichst fest, daB der Definitionsbereich alle reellen Zahlen um-
fassen kann, denn fiir alle reellen Zdhlen ist die Bildung des Quadrates erklirt.
Da jede nichtnegative reelle Zahl das Quadrat einer reellen Zahl ist, enthalt
dann der Wertebereich alle nichtnegativen reellen Zahlen. .

Das 14Bt sich kiirzer und iibersichtlicher formulieren.

Definitionsbereich: {x; xe P} Wertebereich: {y = 0; y e P}

Wir berechnen fiir die Argumente —2; —1; 0; 1; 2 die Funktionswerte und
stellen die erhaltenen Zahlenpaare in einem Koordinatensystem als Punkte
dar. Wir wihlen auf beiden Koordinatenachsen als Einheit 1 cm. Verbinden
wir die gezeichneten Punkte zu einem Streckenzug, so haben wir damit noch
nicht den Graph der Funktion y = x? erhalten. Das sehen wir sofort, wenn
wir weitere Zahlenpaare der Funktion y = x? ermitteln und in dieses Koor-
dinatensystem eintragen, z. B.: [-0,5; 0,25], [1,5; 2,25]; vgl. Bild C6.

Der Graph der Funktion y = x? ist selbst zwischen zwei beliebig dicht neben-
einander liegenden Punkten nicht geradlinig.

Der Graph der Funktion y = x? ist eine Kurve. Man erhilt diese Kurve, in-
dem man alle Zahlenpaare der Funktion y = x? in einem Koordinatensystem
als Punkte darstellt. Da man das praktisch nicht verwirklichen kann, wéhlt
man einige Zahlenpaare der Funktion aus, stellt sie als Punkte dar und legt
durch sie eine Kurve. Diese Kurve wird dem tatséchlichen Graph der Funktion
umso niher kommen, je mehr Zahlenpaare man zur Darstellung benutzt. Be-
sondere Beachtung muB man beim Zeichnen der Kurve dem Bereich um den
Koordinatenanfangspunkt widmen.

Da zu einander entgegengesetzten Argumenten gleiche Funktionswerte gehoren,
erkennt man, daB die Kurve symmetrisch zur y-Achse ist; vgl. Bild C 7.

yx?

Bloixs) B8 Ao xs)
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Enthélt der Definitionsbereich einer Funktion alle reellen Zahlen oder gilt
fir ihn a < x bzw. x < b, so kann man.immer nur einen Teil des Graphen
der Funktion zeichnen, da das Zeichenblatt begrenzt ist.

Zeichnen Sie den Graph der Funktion y = x* im Bereich —1 < x < 1, indem
Sie mindestens 20 Punkte ermitteln! Waihlen Sie als Einheit auf den Achsen
2cm!

Es ist die Potenzfunktion y = x* zu untersuchen.

Definitionsbereich und Wertebereich sind jeweils alle reellen Zahlen.

Der Graph der Funktion y = x* ist selbst zwischen zwei beliebig dicht béi-
einander liegenden Punkten nicht geradlinig; vgl. Beispiel C 32.

Man zeichnet mit Hilfe einiger Zahlenpaare der Funktion y = x* die Kurve.
Sie stellt umso besser einen Teil des Graphen der Funktion y = x* dar, je mehr
Zahlenpaare der Funktion y = x* benutzt werden.

Besonders sorgfaltig muBl man die Kurve in der Umgebung des Punktes (0; 0)
zeichnen. .

Zu einander entgegengesetzten Argumenten gehoren auch einander entgegen-
gesetzte Funktionswerte.

Der Graph der Funktion y = x* ist deshalb zentralsymmetrisch beziiglich des
Koordinatenanfangspunktes; vgl. Bild C 8.

Zeichnen Sie den Graph der Funktion y = x* im Bereich —2 < x < 2, indem
dch inde 20 Zahlenpaare darstellen! Wihlen Sie auf beiden

ie
Achsen die Einheit 1 cm!

Entsprechende Uberlegungen wie in Beispiel C 32 fiir die Funktionen y = x2"
mit n e {1; 2; 3; ...} fithren zu folgender Erkenntnis.

Die Graphen der Funktionen y = x*" mit ne {1; 2; 3; ...} bilden eine Schar
von Kurven, die alle die Punkte P, (1; 1), P, (—1;1) und P; (0; 0) gemein-
sam haben und die symmetrisch zur y-Achse sind; vgl. Bild C 9.
Entsprechende Uberlegungen wie im 4
Beispiel C 33 fiir die Funktionen Graph der Funktion y=x*
y = x2"+! mit ne {1; 2; 3; ...} fiih-
ren zu folgender Erkenntnis.

Die Graphen der Funktionen

y = x4 mit me {1525 35 ..}

bilden eine Schar von Kurven, die
alledie Punkte P, (1;1), P,(—1; —1)
und P; (0; 0) gemeinsam haben und
die zentralsymmetrisch zum Punkt
(0; 0) sind; vgl. Bild C 10.

Uberzeugen Sie sich mit Hilfe der
Bilder C 9 und C 10 von den in der
folgenden Tabelle angegeb Ge-
setzmdpigkeiten!
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Potenzfunktionen (Exponent n ganzzahlig, >1)

Potenzfunktionen Intervall Beziehungen zwischen den
Funktionswerten bei gleichen
Argumenten

—1 2 4 6
znﬂ]"%l RS i:;is;;v;

—1<x<0 X2 >x* >8>

x B LN x Looes
= x" (n=2) 0<x<1 22 >0 S e
=x"

n=2) 1< Ble<ALr Lo

Die Graphen der Funktionen y = x" (n€ G, n > 1) hcilen Parabeln n-ten
Grades. Parabeln zweiten Grades bzw. dritten Grades nennt man auch qua-
dratische bzw. kubische Parabeln. Die y-Achse ist die Achse der Parabeln, die
die Graphen der Funktionen y = x?>"mitn e {1; 2; 3; ...} sind; vgl. Bild C 9.
Die Achse einer Parabel verlduft durch den Scheitelpunkt der Parabel.

Die Funktionswerte der Potenzfunktionen y = x2" mit ne {1, 2, 3, ...} fallen
fiir wachsende Argumente im Intervall x < 0 und steigen fiir wachsende Argu-
mente im Intervall 0 < x. Man sagt, diese Funktionen sind fiir x < O monoton
fallend und fiir 0 < x monoton steigend; vgl. Bild C 11.

Die Potenzfunktionen y = x?"+! mit ne {1,2,3, ...} sind im gesamten Defi-
nitionsbereich monoton steigend, d. h., fiir wachsende Argumente werden die
Funktionswerte auch groBer; vgl. Bild C 12.

Aufgaben ¢ 102 bis 111
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n+1

Potenzfunktionen y=x2" Potenzfunktionen y = X2

cu c12

12 Potenzfunktionen mit Gleichungen der Form p = x"
(neG;n=s1)

Die folgende Tabelle enthilt einen Uberblick iiber wesentliche Eigenschaften
einiger spezieller Potenzfunktionen. Die Potenzfunktion y = x! ist uns bereits
als spezielle lineare Funktion y = mx + nmit n = 0 und m = 1 bekannt.

_ Definitionsbereich |  Wertebercich Graph
y=xt : Alle reellen Alle reellen Gerade durch die
1 i Zahlen Zahlen Punkte P, (1; 1),
£ : Py (—1;—1),
. i, P; (05 0)
y=2 | x<o0und Nur die reelle Parallele zur x-Achse
g = 0< x Zahl 1 im Abstand 1; Liicke
(0° nicht defi- an der Stelle
- | niert) x=0;vgl. Bild C13
¢ ;,,-‘g i | x<Ound fiir n ungerade: Vgl. Seite 92 und
®E€G,n<0) | 0<x y<O0und0<y; | AuftragC16!
e e (firx =0 fiir n gerade:
i nicht definiert) o<y
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Die folgende Tabelle enthilt ausgewidhlte Zahlenpaare fiir einige Potenz-
funktionen y = x" (ne G, n < 0).

1 1
als bl
10 2 1o
] 2 [1|L £l
2 10
1 1 1 1
Sl L 1| | —s —1000 g (oL | Lo
e 1000 |8 1000 8 1000
piee |1y —35] —100000 100000 |32 |1|-L |t
=% | Too000| 32 32 | 100000
id 1|1 1 1
2| L |L| 4 4 100 00| 4 [1]|L
et 100 | 7 7 100
y=x+t L | L] 4| 16 10000 10000 |16 |1]-L| .t
St 10000 | 16 16 | Too00
yexs| L | L[ 1| 64 1000000 100000064 |1 )
1000000 | 64 &4 | 1000000

Man erkennt: Bei sehr kleinen und
bei sehr groBen Argumenten sind Graph der Funktion y=x°
die Funktionswerte Zahlen in der
Nihe der Null. Bei Anndherung der
Argumente an Null im Intervall
—1 < x < 0 wachsen die Funktions-
werte iiber alle Grenzen fiir gerade
Exponenten bzw. werden beliebig
klein fiir ungerade Exponenten.

Bei Annaherung der Arg te an
NullimIntervall0 < x < 1 wachsendie
Funktionswerte iiber alle Grenzen.

Machen Sie sich diese Aussagen klar,
mdem Sie die Tabelle um die Funk-
te zu den Arg —100;

1 c13
R S itern!
100 700 100 erweitern!

Fiir sehr kleine und fiir sehr groBe Argumente liegen die Graphen dieser
Funktionen nahe der x-Achse. Dabei verlduft bei gleichen Argumenten der
Graph derjenigen Funktion naher an der x-Achse, deren Exponent kleiner ist.

Die Graphen dieser Funktionen liegen fiir Argumente zwischen —1 und 1
nahe an der y-Achse. Bei gleichen Funktionswerten verlduft der Graph der-
jenigen Funktion ndher an der y-Achse, deren Exponent grofBer ist; vgl
Bilder C 14 und C 15.

(17) Geben Sie die Beziehungen zwischen den Funktionswerten der Potenzfunktionen

y = x" (ne G, n <0) in einer Tabelle an; vgl. Auftrag C 15!
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Potenzfunktionen (Exponent n ganzzahlig, n<0)

Definitionshereich: x<0 und 0< x Definitionsbereich: x <0 und 0< x
Wertebereich: ~ y<0 und 0<y Wertebereich: O<y
cu4 c1s

Die Graphen der Funktionen y = x" (n€ G, n < 0) heiBen Hyperbeln. Die
Hyperbeln bestehen aus zwei Teilen, den Hyperbeliisten. Die Hyperbeln sind
auch in kleinen Abschnitten nicht geradlinig.

a) Beschreiben Sie die Symmetrieeigenschaften der Hyperbeln!
b) Geben Sie die Koordi der gemeil Punkte der Hyperbeln an!

Die Potenzfunktionen y = x" (n€ G, n < 0) sind im Intervall x < 0 monoton
steigend, wenn n gerade ist, bzw. monoton fallend, wenn n ungerade ist, und im
Intervall 0 < x monoton fallend.

Aufgaben ¢ 112 bis 117

13 Potenzfunktionen mit Gleichungen der Form y = x"

(n=%;p.qeG;p*q;q> 0)

Die bisher behandelten Potenzfunktionen y = x" (ne G) sind Beispiele fiir
rationale Funktionen.
Die Potenzfunktionen

y=x"mitn = %(p, g€ G; g > 0; p ist nicht Vielfaches von g)

sind Beispiele fiir nichtrationale Funktionen. '
Weitere nichtrationale Funktionen lernen wir noch im Verlaufe des Unter-
richts der Klassen 9 und 10 kennen.
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Die Potenzfunktionen
y=Xx"mitn = L (fiir die weiteren Ausfithrungen dieser Lerneinheit soll stets

gelten: p ist nicht Vielfaches von ¢ und ¢ > 0),

sind bei p > 0 fiir alle nichtnegativen reellen Zahlen und bei p < 0 fiir alle
positiven reellen Zahlen definiert. Der Wertebereich ist jeweils gleich dem
Definitionsbereich. Diese Ergebnisse leitet man unmittelbar aus der Definition

» & —
von x9 = J/x” ab.
‘Wir betrachten im Beispiel C 34 als Vertreter der Potenzfunktionen y = x" mit

n= % diejenigen mit p = 1 und g = 2 bzw. ¢ = 3.

1 1
Die Funktionen y = xZ und y = x3 sind graphisch darzustellen.

Die folgende Tabelle enthilt ausgewdhlte Zahlenpaare, mit deren Hilfe die
Graphen der Funktionen ermittelt werden; vgl. Bild C 16.

-o 005 [01 [02 03 |os o7 |1]2 4 8

y=xt |o|o022 |032 045 |os5 |07 |osa [1|1a1 |2 2,83

y=x¥ |o0|037 |o46 058 |067 [079 |08 [1[1,26 |1,5 |2

Potenzfunktionen y=x* und y=x3

C16

1 1
Die beiden Funktionen y = xT und y = x3 haben die Punkte P, (1; 1) und
P, (0; 0) gemeinsam.
Im Intervall 0 < x < 1 gilt x’ > xz d. h der Graph der Funktion y = JcJ

liegt iiber dem Graph der Funknon y= x'z—
Im Intervall 1 < x gilt x’ < xz d. h der Graph der Funktion y = xJ liegt
unter dem Graph der Funktion y = xz

b 3 1
Stellen Sie die Funktionen y = —x? und y = —x?3 graphisch dar!
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Stellt man die Funktionen y = x? (x = 0) und y = x2 in ein und demselben Koordi-

natensystem graphisch dar und vergleicht beide Kurven, so stellt man fest, daB die beiden

Kurven symmetrisch zum Graph der Funktion y = x liegen. Die beiden Funktionen y = x2
1

(x = 0) und y = x? stellen eineindeutige Abbildungen dar.
Die Funktion y = x? (x = 0) enthilt geordnete Zahlenpaare, bei denen an zweiter Stelle
das Quadrat der ersten Zahl steht.

Die Funktion y = x2 enthélt geordnete Zahlenpaare, bei denen an erster Stelle das Quadrat
der zweiten Zahl stehl

Die Funktion y = x’ geht also aus der Funktion y = x2 (x = 0) dadurch hervor, daB in
allen geordneten Zahlenpaaren die Reihenfolge der Zahlen vertauscht wird. Man nennt die
1

Funktion y = x? die Umkehrfunktion der Funktion y = x? (x = 0). Ebenso ist die Funktion
1
y = x? (x = 0) die Umkehrfunktion zur Funktion y = x2. Es gilt allgemein:

Unter der Umbkehr ion f zu einer eineindeutigen Funkti f mit dem Definitionsbereich M,
und dem Wertebereich M, versteht man die Menge aller und nur der geordneten Paare [y; x],
fiir die [x; y] € fgilt (x€ M, yE M,).

f hat den Definitionsbereich M, und den Wertebereich M,. Die Umkehrfunktion von f ist
die Ausgangsfunktion f.

Damit eine Funktion f eine Umkehrfunktion f hat, ist g, daB die Abbildung von M,
auf M,, die durch Vertauschen von x und f(x) in f entsteht, emdeung ist. Diese Bedmgung
erfiillen die eineindeutigen Funktionen.

Aufgaben ¢ 118* und 119*

14 Graphen von Funktionen mit Gleichungen der Form

g(x)=f(x) + e

Wir wollen Untersuchungen an den beiden Funktionen f(x) = x und f(x) = x*
durchfithren.

Die Funktiem/(X) = x enthilt alle geordneten Zahlenpaare [x; x] mit x € P.
Der Gragh wea. f (x) = x ist eine Gerade, die alle Punkte mit den Koordinaten
P(x; x)

Addiert man zu allen Funktionswerten die reelle Zahl e, so erhilt man die
geordneten Paare [x; x + €] mit x € P. Es entsteht eine neue Funktion, die
wir mit g bezeichnen.

Jeder Punkt des Graphen von g geht aus dem Punkt mit der gleichen Ab-
szisse des Graphen von f durch Verschiebung hervor. Ist dabei e > 0, so wird
um e in Richtung der y-Achse geméB ihrer Orientierung, andernfalls um le]
entgegengesetzt verschoben.

Die Funktion f(x) = x* enthilt alle geordneten Zahlenpaare [x; x?] mit
xeP.

Der Graph von f(x) = x? ist eine Parabel, die alle Punkte mit den Koordi-
naten P(x; x?) enthilt.

Addiert man zu allen Funktionswerten die reelle Zahl e, so erhilt man die
geordneten Paare [x; x* + e] mit x € P. Es entsteht eine neue Funktion, die
wir mit g bezeichnen.

Jeder Punkt des Graphen von g geht aus dem Punkt mit der gleichen Ab-
szisse des Graphen von f durch Verschiebung um e in Richtung der y-Achse
hervor.
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In beiden Fillen geht der Graph der Funktion g aus dem Graph der Funktion i
durch Verschiebung um e in Richtung der y-Achse hervor.

Das gilt allgemein, wenn fiir die Funktionswerte der Zusammenhang
g(x) = f(x) + e besteht.

Zur graphischen Darstellung von g(x) = x* + ¢ kann man daher dieselbe
Schablone verwenden, die man zur graphischen Darstellung der Funktion
y = x* benutzt.

Es ist der Graph a) von y = x und b) von y = x? in Richtung der y-Achse

3
B Ta
Wir verfahren wie aus den Bildern C 17 und C 18 ersichtlich und schreiben
die Gleichungen an die entsprechenden Kurven.

um e mit ee {3 - 2} zu verschieben.

Verschiebung der Graphen von y=x und y=x*

Aufgaben ¢ 120

15 Graphen von Funktionen mit Gleichungen der Form

h(x) = a . f(x)

Wir gehen von einer Funktion /' aus (f(x) = x und f(x) = x?) und bilden eine
neue Funktion 4, indem wir von allen geordneten Paaren [x; f(x)] zu den ge-
ordneten Paaren [x;a - f(x)] libergehen. Dabei betrachten wir folgende Fiille.
Fall 1:a > 1
Die Funktionswerte von k sind bei gleichen Argumenten groBer (klei-
ner) als die von f, wenn f(x) positiv (negativ) ist. Der Graph von A
geht durch Streckung in Richtung der y-Achse von der x-Achse aus
dem Graph von f hervor.
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Strecken der Graphen von y=x und y=x*

c19

Es sind die Graphen von
f(x) = x und f(x) =x* zu
strecken (@ = 2 und @ = 3).
Die Bilder C 19 und C 20 zei-
gen die entsprechenden Er-
gebnisse. Um die Funktionen
h(x) = a- f(x) auch fiir gréBe-
re Argumente darstellen zu
konnen, wihlt man haufig
auf der y-Achse eine andere
Strecke als Einheit. Die gegen-
seitige Lage der Kurven wird
davon nicht beeinfluBt; vgl.
Bild C 21.

c2

Fall2:0<a< 1

c20

Unterschigdliche Einheitsstrecken auf den Achsen

Die Funktionswerte von & sind bei gleichen Argumenten kleiner (gro-
Ber) als die von f, wenn f(x) positiv (negativ) ist. Der Graph von &
geht durch Stauchung in Richtung der y-Achse zur x-Achse hin aus

dem Graph von f hervor.
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Stauchen der Graphen von y=x und y=x*

c22 c23
| Es sind die Graphen von f(x) = x und f(x) = x* zu stauchen (a = % und
a=0,2).

Die Bilder C 22 und C 23 zeigen die entsprechenden Ergebnisse.

Wird der Graph einer Funktion sehr stark gestaucht (z. B. a = 0,1), so ist
es ratsam, die gestauchte Kurve in einem Koordinatensystem darzustellen, bei
dem die Einheit der y-Achse groBer als auf der x-Achse gewihlt wird (z. B.:
Einheit der x-Achse 0,5 cm, Einheit der y-Achse 2,5 cm); vgl. Bild C 24.
Fall 3:a = —1
Die Funktionswerte von 4 sind bei gleichen Argumenten zu denen
von f entgegengesetzt. Die Punkte des Graphen von h gehen durch
Spiegelung an der x-Achse aus den entsprechenden Punkten des
Graphen von f hervor.
Der Graph von h ist die Spiegelung des Graphen von f an der x-Achse.

C24

7 [000903] 97



Spiegelung der Graphen von y=x und y=x* an der x-Achse

b B x1)

Blkzix;)
2(X2i Xz %(XZ;X})

E C2s C26

{3 Es sind die Spiegelungen der Graphen von f(x) = x und f(x) = x* an der
- x-Achse darzustellen. Die Bilder C 25 und C 26 zeigen die Ergebnisse.
Fall 4:a < 0;a + —1
In diesem Fall gewinnt man den Graph von 4 aus dem Graph von f,
indem man zunéchst die Stauchung oder Streckung mit || und danach
die Spiegelung an der x-Achse ausfiihrt; vgl. Bild C 27.
Fall5:a=1
Fall6:a =0
@ Was kénnen Sie in den Fillen 5 und 6 iiber die Graphen von h aussagen?
Aufgaben ¢ 121 bis 123




16 Beispiele fiir rationale Funktionen

Wir kennen die Begriffe ,,proportional* und ,,umgekehrt proportional®.
Zwei Mengen M, und M, heilen zueinander proportional, wenn es eine Funk-
tion von M, als Definitionsbereich und M, als Wertebereich gibt, bei der sich
die Funktionswerte aus den Argumenten durch Multiplikation mit einer
reellen Zahl k ergeben, d.h., wenn fiir alle geordneten Paare [x; y] mit
x€ M, und y e M, gilt:

y =K x.
Die Zahl /' heiBt Proportionalitiitsfaktor.
Viele in der Praxis und in den verschiedenen Wissensgebieten auftretende
Funktionen stellen Proportionalititen dar.
Es handelt sich dabei also stets um Funktionen f(x) = k - x.

f(x) =k x. f@| k x Sachverhalt

a) | s(t) =v-t s v t Bei der gleichformigen Bewegung ist der
Weg der Zeit proportional.

b) GN=V-y G vy v Das Gewicht von Kérpern aus einem
bestimmten Material ist dem Volumen
proportional.

c) F@ =m-a F m a Die aufgewandte Kraft ist bei konstan-
ter Masse der erreichten Beschleunigung
proportional.

1 1 . . . .

d) IU)= x 78 I 4 3 U Fiir einen bestimmten Widerstand ist
der durch ihn flieBende Strom der an-
gelegten Spannung proportional.

21) Fertigen Sie eine Tabelle wie in Beispiel C 39 an und verwenden Sie folgende

Gleichungen!
) G R
V(h)—?nr h; R(A)=p VL
WAt)=m-c-At; Wya(h) =m-g-h

Die Bilder C 28, C 29, C 30 stellen Weg-Zeit-Diagramme fiir die gleichférmige
Bewegung einiger Flugzeugtypen dar. Man muB beim Arbeiten mit diesen
Diagrammen die unterschiedliche Teilung der Achsen beachten.

C28 C29 C30
s s §
in km inkm inkm

1050
700 7800 5000
3. E/ 2500}

0 1 2 3tinh 0 1 2  3tinh 0 17 2 3tink
7 9



@ Mit Hilfe der Bilder C 28, C 29, C 30 sind zu ermitteln:
a) Die Flugzeiten fiir die Strecken 300 km, 1000 km, 1200 km;
b) die Strecken, die in 0,5 h, 1,25 h, 2 h zuriickgelegt werden;
¢) die Gleichungen der dargestellten Funktionen.
Zwei Mengen M, und M, sind zueinander umgekehrt proportional, wenn es
eine Funktion mit M, als Definitionsbereich und M, als Wertebereich gibt,
bei der das Produkt aus den Argumenten und den zugehédrigen Funktions-
werten konstant gleich einer reellen Zahl k ist, d. h., wenn fiir alle geordneten
Paare [x; ylmit xe M, und ye M, gilt: x-y = k bzw. y = k- x~L.

Die graphische Darstellung dieses Sachverhalts kann sein:
eine Hyperbel oder

nur ein Teil einer Hyperbel oder

einzelne Punkte einer Hyperbel.

In der Praxis und in den verschiedenen Wissensgebieten treten Funktionen
‘auf, die umgekehrte Proportionalititen darstellen. Es handelt sich dabei

E stets um Funktionen f(x) = k - x~1.
L) -ﬂz) —kx' | f@] k | x | Sachverhar

IR) =U-R? I U R Bei konstanter Spannung ist die
Stromstiarke umgekehrt pro-
portional zum Widerstand.

b RA)=¢ 1 47! R el 4 Bei elektrischen Leitern glei-
cher Lange aus demselben
Material ist der elektrische
Widerstand umgekehrt propor-
tional dem Leiterquerschnitt.

@ Stellen Sie die Funktion I(R) = U+ R™* fiir U = 40V graphisch dar! Uber-
legen Sie, wie Sie die Teilung der Achsen vornehmen miissen, damit die Strome
Sfiir Widersténde zwischen 5 Q und 200 Q abgelesen werden kionnen!

Viele in der Mathematik und anderen Wissensgebieten auftretende Funktionen
gehen aus Potenzfunktionen hervor, d. h., sind rationale Funktionen der Form
fix)=a - x"(neG,a +0).

[a]

f@=ax |f@| a x | n | sachverhalt
V(@) = a® vV 1 a 3 Volumen eines Wiirfels in
Abhingigkeit von der Kan-
tenlidnge
J 4 4 Volumen einer Kugel in
b | V= L B 4 i r|3 Abhingigkeit von der
I Linge des Radius
2 % | - 1 Volumen einer quadrati-
0 | V@)=ha v | 3k a [ 2 | schen Pyramide mit be-
- stimmter Hohe in Abhén-
gigkeit von der Grund-
kantenlinge

100



Weg eines Korpers beim
freien Fall im Vakuum in
Abhingigkeit von der Zeit

=&
)= 2 t a

n|%
-
N

mymy Gegenseitige Anziehungs-
Pr)=y = F ymymz | r | —2 | kraft zweier Korper mit
den Massen m, und m, in
Abhingigkeit von ihrem
Abstand

Kinetische Energie eines
Korpers mit der Masse m
in Abhingigkeit von der
Geschwindigkeit

le
<
X)

m 2
Wia@) = —0* | W

Man kann die im Beispiel C 41 angegebenen Gleichungen auch so betrachten,
wie es fiir einige Fille im Beispiel C 42 geschieht.

[2] a) V@ =a®
Das Volumen eines Wiirfels ist proportional der dritten Potenz der Kanten-
lange.
Wird beispielsweise die Kantenléinge verdoppelt, so steigt das Volumen auf
das Achtfache.

b) V(r) = %m3

Das Volumen einer Kugel ist proportional der dritten Potenz der Lange
des Radius.

Ist beispielsweise das Verhiltnis der Lange der Radien zweier Kugeln 1: 3,
so ist das Verhiltnis ihrer Rauminhalte 1 : 27.

) V(a)=%h‘a‘

oq

()= 7-!’

Wiin(v) = % v?

Diese mathematischen bzw. physikalischen Gesetze haben alle dieselbe
Struktur.
Die Diagramme fiir diese Gesetze sind gestauchte bzw. gestreckte quadra-
tische Parabeln fiir positive Argumente.

my - m;

& Fe) =y g

Die Kraft, mit der sich zwei Massen m, und m, gegenseitig anziehen, ist
umgekehrt proportional dem Quadrat der Entfernung der Massen von-
einander. y ist die Gravitationskonstante.

Wird beispielsweise der Abstand der Massen verdoppelt, so sinkt die Kraft-
wirkung auf den vierten Teil ab. Bei Verringerung des Abstandes auf ein
Drittel vergroBert sich die Kraftwirkung auf das Neunfache.

Formulieren Sie an Hand der folgenden Tabelle, wie sich die Verdnderung des
Arguments auf die Verdnderung des Funktionswertes bei den Funktionen

y=36"x*undy = % auswirkt!
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x|y
i 2] 144 -22
5 |4 —144-4 9
.' . ) 4225=—
B 2| 144 -3 2|9 g2
1296 = 144 -9 il .28
9
1296 22 61 -22
1296 3|14=1-4
324 =2
P
1296 232 61 32
1296 2|9=1-9

(25) Nennen Sie weitere Belspxele fiir proportionale bzw. umgekehrt proportionale

Abhdngigk aus ver

hbereichen! Stellen Sie dhnliche Tabellen

wie in den Beispielen C 39, C 40, C 41 auf!
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D Quadratische Funktionen
und quadratische Gleichungen




Quadratische Funktionen

1 Der Begriff ,,Quadratische Funktion*

Als spezielle Funktionen haben wir bisher die linearen Funktionen und die
Potenzfunktionen mit rationalen Exponenten kennengelernt. Mehrere Bei-
spiele haben gezeigt, welche Bedeutung diese Funktionen fiir die Mathematik
und ihre Anwendungen haben. Zahlreiche physikalische Sachverhalte lassen
sich mit Hilfe von linearen Funktionen darstellen. So ist z. B. das Weg-Zeit-
Gesetz s(f) = vt fir die geradlinig gleichférmige Bewegung eine lineare
Funktion.

Im allgemeinen sind aber die Zusammenhénge zwischen physikalischen oder
anderen GroBen wesentlich komplizierter und lassen sich demzufolge nicht
mit Hilfe von linearen Funktionen darstellen. Beispielsweise ist es nicht
moglich, den Zusammenhang zwischen Weg und Zeit bei einer gleichmiBig
beschleunigten Bewegung durch eine lineare Funktion anzugeben. Das Weg-
Zeit-Gesetz fiir diese Bewegung lautet:

s(t) = %' t? (t 2 0; a eine Konstante).

Betrachtet man den Flacheninhalt einer Kreisfliche in Abhéngigkeit von der
Linge des Radius r, so erhdlt man die Funktion

JO)==-r2 (r>0).
Solche Funktionen, die ebenfalls sowohl fiir die Mathematik als auch fiir die

technische und naturwissenschaftliche Praxis von Bedeutung sind, sollen hier
nun nédher untersucht werden.

Sind a, b und c reelle Zahlen mit a % 0, so nennt man die durch die Glei-
chung
f(x) =ax* + bx + ¢
definierte Funktion f eine quadratische Funktion oder eine (ganze rationale)
Funktion zweiten Grades.
f ist also die Menge aller geordneten Paare [x, y] mit x € P und
y=f(x)=ax* + bx + c.
Die Zahlen a, b und ¢ heiBen Koeffizienten der Funktion f.
Die Gleichung ,,f(x) = ax? + bx + ¢ bzw. ,,y = ax? + bx + ¢ heiBt die
allgemeine Form der Gleichung einer quadratischen Funktion.
Der Definitionsbereich einer quadratischen Funktion ist — wenn keine Ein-
schrinkung erfolgt — die Menge der reellen Zahlen.
Wichtige Eigenschaften einer quadratischen Funktion y = ax* + bx + ¢
(a + 0) hangen von ihren Koeffizienten @, b und ¢ ab.
Um eine gewisse Systematik beim Erarbeiten der wichtigsten Eigenschaften
der quadratischen Funktionen zu sichern, fiithren wir die in der Tabelle auf
Seite 105 zusammengestellten Fallunterscheidungen durch.
In dem unter (1) bzw. (2) genannten Fall erhalten wir die Funktionen
y=ax* (a=+0) bzw.
y=x*+ec.
Diese speziellen quadratischen Funktionen kennen wir bereits aus dem
Kapitel C.
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Koeffizienten Beispiel -
b=c=0 y=—3x2
a=1,b=0,c%0 y=x*+5
b=0,c%0 y=%xz+1
a=1,b%0,c+0 y=x2—6x+1
a$+1,b+0,c+0 y=—;-x’—2x+2

Der unter (3) genannte Fall 148t sich ohne Schwierigkeiten auf die uns bereits
bekannten Spezialfille (1) und (2) zuriickfiihren.

Ein besonders wichtiger, neu zu erarbeitender Fall ist der unter (4) genannte.
Mit diesen Funktionen werden wir uns deshalb ausfiihrlicher beschaftigen.
Der unter (5) angegebene Fall 1aBt sich wiederum auf (4) zuriickfiihren.

Aufgaben d 1 bis 3

2 Die Funktionen y = ax* + ¢

Fiir @ = 1 und ¢ = 0 erhalten wir die Funktion

f(x) = x%»
deren wichtigste Eigenschaften noch einmal zusammengestellt werden sollen.
(1)  Die Funktion f(x) = x2 ist fiir alle reellen Zahlen definiert. IThr Werte-

bereich ist die Menge der nichtnegativen reellen Zahlen.

(2)  Der kleinste Funktionswert der Funktion ist f(0) = 0.

(3)  Fir x < 0 fallt die Funktion monoton, fiir x = 0 wéchst sie monoton.
(4)  Fir jede Zahl x gilt f(—x) = f(x).

Den Graph der Funktion f(x) = x* in einem rechtwinkligen kartesischen
Koordinatensystem mit gleicher Achsenteilung nennt man auch Normal-
parabel; vgl. Bild D 1. D1
Der Scheitelpunkt der Normalparabel —
auch kurz Scheitel genannt - ist der Normalparabel y=x*
tiefste Kurvenpunkt. Er liegt im Koor- =
dinatenursprung.

Wir werden im folgenden der Einfach-
heit halber von der Normalparabel oder
von der parabel y = x* sprechen, wenn
Wil'A den Graph der Funktion y = x?
meinen.

Stellen Sie die wichtigsten Eigenschaf-
ten der Funktion y = —x* zusammen
und beschreiben Sie den Verlauf des
Graphen der Funktion!

Vergleichen Sie den Graph mit der Pa-
rabel y = x*!



®

Wiederholen Sie an Hand Ihres Lehrbuches, wie die Graphen der Funktionen
y =-ax*mit a + 0 und a # 1 aus der Parabel y = x* entstehen! Fiihren Sie
folgende Fallunterscheidung durch! 1)a>1 2)0<a<1 3)a<0

Fiir welche a haben die Funktionen einen kleinsten und fiir welche a einen gropiten
Funktionswert?

Die Graphen der Funktionen y = ax? (a + 0) heiBen auch fiira + 1 Parabeln;

vgl. Bilder C 20 und C 23. Ist a > 0, so sagt man: Die Parabeln sind ,,nach

oben gedffnet”. Entsprechend nennt man die Parabeln fiir @ < 0 ,,nach unten

geoffnet*.

Es gibt genau eine Funktion y = ax? (a # 0), die das geordnete Paar [6; 12]

enthdlt. Durch das Paar [6; 12] ist der Koeffizient a eindeutig bestimmt,

denn es gilt:

12=a-62

1

3

Wie erhdlt man die Graphen der Funktioneny = x* + c aus der Parabel y = x*?

Stellen Sie die wichtigsten Eigenschaften der Funktioneny = x* + ¢ zusammen!

a) Erldutern Sie, wie man den Graph der Funktion y = 0,5x* + 1 aus der
Parabel y = x? erhdlt!

b) Zeichnen Sie den Graph der Funktion y = 0,5x* + 1 im Intervall {—3; 3,
indem Sie von der Normalparabel ausgehen!

<) Wie erhdlt man aus der Parabel y = 0,5x* + 1 den Graph der Funktion
y=-=05x2+1?

Begriinden Sie die in der folgenden Tabelle zusammengestellten Aussagen iiber

die Funktionen y = ax® + c!

Daraus folgt a = —. Folglich ist y = %x’ die gesuchte Funktion.

0y jn:t’-kc a>0 a<0
5 Girﬁﬂie'r(Funktionswert existiert nicht f0)=c
Kleinster Funktionswert f®O=c existiert
nicht
Wertebereich y=c y<c
Ermitteln Sie den grofiten Funktionswert der Funktion y = — %x’ + 7!

Aufp 1 bis

3 Die Funktioneny = (x + d)* + ¢

Gegeben sei die quadratische Funktion f(x) = x2 — 6x + 7.
Bildet man zu der Summe x? — 6x die quadratische Erginzung, so laBt
sich die Gleichung dieser Funktion wie folgt umformen.

S)=x*—6x_p9 _g+7

)= (x-3)? -2
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Der Graph der Funktion f(x) = (x — 3)* — 2 entsteht aus dem Graph der
Funktion fi(x) = (x — 3)* durch Verschiebung um —2 in Richtung der
y-Achse.

Wenn man bereits weiB, wie der Graph der Funktion f; verlduft, und wenn
man diesen bereits gezeichnet hat, so erhélt man ohne Schwierigkeiten auch
den Graph der Funktion f.

Eine quadratische Funktion mit den Koeffizienten @ = 1, b + 0 und ¢ # 0
1Bt sich einfacher untersuchen, wenn ihre Gleichung die Form

y=@x+d?*+e
hat. Da die Eigenschaften der Funktionen y = (x + d)* + e aus den Eigen-

schaften der Funktionen , — (. + ) folgen, werden wir uns zundchst mit
den zuletzt genannten Funktionen genauer beschftigen.

a) Stellen Sie Wertetafeln fiir ~die Funktionen fi(x) = (x — 3)* und
fa(x) = (x + 4)* auf und zeichnen Sie die Graphen dieser Funktionen sowie
den Graph der Funktion f(x) = x* in ein und dasselbe Koordi ystem!
Zeichnen Sie den Graph von f, im Intervall {0; 6) und den von f, im Intervall

S
b) Fiir welche Zahlen x gilt f(x) = 4 bzw. fi(x) = 42
Hinweis: h Sie die betreffenden Zahlen aus der Wertetafel!

Es sei x, eine beliebige Zahl. Der Funktionswert der Funktion f(x) = x> an
dieser Stelle ist f(x,) = x?. Den gleichen Funktionswert hat die Funktion
fi(x) = (x — 3)* an der Stelle x; + 3, denn es ist

filey +3) = +3 =37 =xi.
Der Punkt P, (x; + 3; x3) ist also ein Punkt des Graphen der Funktion f;.
Da x, beliebig gewihlt war, gilt fiir jede Zahl x

filx + 3) = f(x).
Folglich gibt es zu jedem Punkt P (x; x*J der Parabel y = x* einen eindeutig
bestimmten Punkt P’ (x + 3; x?), der zum Graph von f; gehort. Das heiBit

aber: Der Graph der Funktion f; entsteht durch Verschicbung der Parabel
y = x* um 3 in Richtung der x-Achse; vgl. Bild D 2. Der Graph von f ist
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also der Normalparabel kongruent. Der Scheitel der Parabel y = (x — 3)% ist
der Punkt S mit den Koordinaten xs = 3 und ys = 0.

Stellen Sie die wichtigsten Eigenschaften der Funktion f,(x) = (x — 3)? zu-
sammen!

Begriinden Sie, weshalb die Parabel y = x* um vier Einheiten nach links ver-
schoben werden muf, um den Graph der Funktion f,(x) = (x + 4)? zu er-
halten!

Ist feine beliebige quadratische Funktion mit

f(x) = (x + d)?,
so gilt fiir jedes x .

fix —d)=(x —d + d)? = x2
Daraus folgt: Der Graph der Funktion f(x) = (x + d)? entsteht, indem man
die Normalparabel um |d| Einheiten parallel zur x-Achse verschiebt, und zwar
nach rechts, wenn d < 0, und nach links, wenn d > 0. Der Graph der Funk-
tion y = (x + d)* ist also eine zur Normalparabel kongruente Parabel mit
den Scheitelkoordinaten xg = —d und ys = 0. Die Achse der Parabel ist die
Gerade x = —d.
Da f(—d) = 0 der kleinste Funktionswert der Funktion ist, enthilt ihr Werte-

bereich alle nichtnegativen Zahlen. Die Funktion fillt fiir x < —d und wichst
fiir x 2 —d monoton.

Zeichnen Sie den Graph der Funktion y = x*> — 3x + 2,25 im Intervall
{(—1,5; 4,5) unter Ver dung einer Schablone fiir die Parabel y = x*!

Hinweis: Schreiben Sie die Gleichung der Funktion zuniichst in der Form y = (x + d)?!

Aufgaben d 23 bis 28

4

a) Zeichnen Sie mit Hilfe einer Schablone fiir die Normalparabel die Graphen
der Funktionen f,(x) = (x — 3)? und f5(x) = (x + 4)? in den im Auftrag D7
angegebenen Intervallen in ein und dasselbe Koordinatensystem!

b) Zeichnen Sie — ohne Aufstellung von Wertetafeln — die Graphen der Funk-
tionen f3(x) = (x — 3)> — 2 und fy(x) = (x + 4)* + 3 in den entsprechen-
den Intervallen in das unter a) benutzte Koordinatensystem!

c) Begriinden Sie, daf die Graphen der Funktionen fy und f, der Normalparabel
kongruent sind! : ’

d) Geben Sie die Wertebereiche der Funktionen f3 und f, an!

Das Bild D 3 zeigt, daB man den Graph der Funktion fy(x) = (x — 32 -2
erhélt, indem man die Parabel y = x2 erst um 3 in Richtung der x-Achse und
dann um —2 in Richtung der y-Achse verschiebt. Die Reihenfolge der beiden
Schritte kann man auch vertauschen.

Ist feine beliebige Funktion mit f(x) = (x + d)* + e, so gilt:

Der Graph der Funktion f ist eine zur Normalparabel kongruente Parabel
mit dem Scheite] S(—d; e)-
Die Achse der Parabel ist die Gerade x = —d.

Die Funktion hat einen kleinsten Funktionswert, nimlich f(—d) =e. Ihr
Wertebereich enthilt alle Zahlen y mit y > e.

Fiir x < —d fallt die Funktion monoton, fiir x = —d wichst sie monoton.
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@ Begriinden Sie diese Aussagen iiber die Funktionen f(x) = (x + d)* + e!

Der Graph einer quadratischen Funktion entstehe durch Verschiebung der
Normalparabel parallel zu den Koordinatenachsen. Die Scheitelkoordinaten
seien xg = —3 und ys = —4.
Dann lautet die Gleichung der betreffenden Funktion
y=(x+3)?*-4.
Aufgaben d 29 bis 31

5 Nulistellen quadratischer Funktionen

Wir kennen bereits die folgende Definition.
X, ist eine Nullstelle der Funktion f genau dann, wenn f(x,) = 0 gilt.

Ist x, eine Nullstelle der Funktion f, so schneidet oder beriihrt der Graph
von f an der Stelle x, die x-Achse. Es gilt auch umgekehrt: Wenn der Graph
einer gegebenen Funktion f die x-Achse an der Stelle x, schneidet oder beriihrt,
so gehort das geordnete Paar [x,; 0] zur Funktion f, d. h. aber: x, ist eine
Nullstelle von f.

(1a) a) Berechnen Sie die Nullstelle der Funktion y = 3x — 2!

b) Ermitteln Sie zeichnerisch die Koordi des Schnittpunktes des Graphen
der Funktion y = 3x — 2 mit der x-Achse!

c) Er In Sie zeichnerisch einen Niherungswert fiir die Nullstelle der Funk-
tion y = —%x + 1! Kontrollieren Sie das Ergebnis durch Rechnung!



®
@

Die Funktion f(x) = x* — 4 hat die Nullstellen x, = 2 und x, = —2, denn
es ist
f@2)=22-4=0 und f(-2)=(-2*-4=0.

Die Schnittpunkte des Graphen der Funktion f(x) = x* — 4 mit der x-Achse
sind die Punkte P; (2; 0) und P, (—2; 0); vgl. Bild D 4.

Der Graph der Funktion f(x) = (x + 3)> — 4 schneidet die x-Achse an den
Stellen x; = —5und x, = —1; vgl. Bild D 5.

Esist f(=5) = (-=5+3)?—4=0 und f(—1)=(=1+3)*—4=0.
Folglich sind die Zahlen —5 und —1 Nullstellen der Funktion f.

Nullstellen der Funktion y=x?-4

Nullstellen der Funktion y=(x+3) 24

D4 D5

Wihrend jede lineare Funktion y = mx + n fiir m % 0 genau eine Nullstelle
hat, kdnnen quadratische Funktionen — wie die Beispiele D 4 und D 5 zeigen —
auch zwei Nullstellen haben. Auch die Funktion f(x) = (x — 3)> — 2 hat
zwei Nullstellen. Aus der graphischen Darstellung der Funktion erhilt man
fiir diese Nullstellen die Néherungswerte x; ~ 1,6 bzw. x, ~ 4,4; vgl. Bild D 3.
Berechnen Sie die Funktionswerte der Funktion f(x) = (x — 3)* — 2 fiir die
Zahlen 1,6 und 4,4! Welche Schluffolgerungen ziehen Sie aus den erhaltenen
Ergebnissen?

Zeichnen Sie den Graph der Funktion y = (x — 1,5?% — 2,8 im Intervall
(1,5, 4,5)! Ermitteln Sie Niherungswerte fiir die Nullstellen der Funktion!

Der Graph einer quadratischen Funktion f(x) = (x + d)? + e hat genau dann
Punkte mit der x-Achse gemeinsam, wenn der Scheitelpunkt des Graphen
nicht oberhalb der x-Achse liegt.

Folglich gilt fiir jede quadratische Funktion f(x) = (x + d)? + e:

f hat genau dann Nullstellen, wenn e < 0 ist.

Ist e < 0, so hat f zwei Nullstellen.

Ist e = 0, so hat f eine Nullstelle.
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6 Die Funktloneny x2 +px+4q

Im Beispiel D 2 wurde gezeigt, daB sich die Funktion
fx)=x*—6x+17

auch durch die Gleichung
f)=@&x-3*-2

darstellen 14B8t. Umgekehrt erhilt man aus (“)durch Ausrechnen der Klam-
mer wieder die Gleichung (' Da man aus der Gleichung (< u. a. sofort die
Koordinaten des Scheitels des entsprechenden Graphen ablesen kann, ist
diese zweckmaBiger als die Gleichung !

Jede quadratische Funktion y = (x + d)> + e ldBt sich in der Form
y = x? + px + g darstellen, wenn man

2d=p und d?+e=gq setzt.

Die Gleichung ,,y = x* + px + ¢* heiBt die Normalform der quadratischen
Funktionen.

Ist eine quadratische Funktion in der Normalform gegeben, so kann man sie
stets durch eine Gleichung der Form y = (x + d)*> + e darstellen, indem
man p = 2d und g = d* + e setzt:

y=x*+px+q=x*+2dx+d*+e=(x+d)?+e
Aus (+ folgt

Somit erhdlt man :
2
y=x2+px+q=(x+§) =

Die Differenz ; nennt man die Diskriminante’ der betreffenden
quadratischen Funktion.

Aus diesen Betrachtungen folgt:

Jede quadratische Funktion y = x> + px + ¢ hat als Graph eine zur Normal-
parabel kongruente Parabel mit dem Scheitel s(— 2. _p).

Jede Funktion y = x> + px + ¢ nimmt also an der Stelle xg = — — ihren
kleinsten Funktionswert ys = —D an.

Fir x < — 7 ist sie monoton fallend und fiir x > — % monoton wachsend.

Der Graph der Funktion y = x* + 5x + 4 ist zu zeichnen.

Lisung: Der Graph der gegebenen Funktion ist eine Parabel, die der Normal-
parabel kongruent ist. Wir berechnen die Scheitelpunktskoordinaten xs
und ys der zu zeichnenden Parabel.

1 discriminare (lat.) trennen
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Esist p = 5 und ¢ = 4. Dann ist

__p__5 ___p’_)__(__25__16)=__9_
By W Zp= (4 I9=-\7"3 i
Der Scheitelpunkt der zu zeichnen- )
den. Parabel ift also der Puke Nulstalen dor Funktivnon y=x*+px+g
3 9
§(=grmgh

Mit Hilfe der Schablone der Nor-
malparabel erhalten wir den Graph
der Funktion y = x* + 5x + 4; vgl.

Bild D 6.
Aufgaben d 32 bis 46

yexEepxeq

7 Nullstellen der Funktionen y = x* + px + ¢

Es ist zu untersuchen, welche der folgenden Funktionen Nullstellen haben.
13 25 33

=53 . PR . 2 y=ad 22,

y=¥ 5x+4,y x 5x+4,y x? 5x+4

Wir zeichnen die Graphen der drei Funktionen und stellen fest, welche von
diesen Kurven gemeinsame Punkte mit der x-Achse haben. Die Scheitel der
zu zeichnenden Parabeln sind die Punkte
5 5 5 .
Sy (7. -3); Sa (?, 0); Ss (7, 2); vgl. Bild D 7.
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Ergebnis: 13
Die Funktion y = x* — 5x + e hat die Nullstellen x, ~ 0,8 und x, ~ 4,2.

Die Funktion y = x? — 5x + ? hat die Nullstelle x = %
Die Funktion y = x? — 5x + 2 hat keine Nullstellen.

SATZ: Fiir jede Funktion f mitf(x) = x’ + px + g gilt:

f hat genau dann Nullstellen, wenn D = T —q=0.

Beweis: Es sei f eine beliebige quadratische Funktion mit f(x) = x* + px + q.
Fiir jede Zahl x gilt x*> + px + ¢ = (x + d)* + e mit
)4 r’
d=? und e = —(T— )
In der Lerneinheit D 5 wurde festgestellt, daB eine Funktion y = (x + d)*> + e
genau dann Nullstellen hat, wenn e < 0 ist. Nun ist e < 0 genau dann, wenn
2

PT —¢q =D 20 ist. Folglich hat die Funktion f genau dann Nullstellen,
wenn D = 0 ist. Da f beliebig gewahlt war, gilt der Satz fiir jede Funktion
f) = x* + px + q.

Die verschledenen Mogllchkenen fiir die Nullstellen einer gegebenen Funk-

tion y = x> + px + g werden in Abhingigkeit von ihrer Diskriminante in
der folgenden Tabelle zusammengefaBt.

schneidet die x-Achse hat zwei verschiedene

in zwei hied Null:

Punkten

beriihrt die x-Achse hat eine Nullstelle
hat keine gemeinsamen hat keine Nullstellen
Punkte mit der x-Achse

Aufgaben d 47 bis 53

8 Die Funktionen y = ax? + bx + c(a + 0)

Jede quadratische Funktion f(x) = ax®> + bx+ ¢ (a + 0) 1aBt sich auch
durch

b c
- 2 g2 £
f(x)—a(x + ax+ a)
bzw. durch
fx) =a(x* + px + q) mit p=

darstellen.
Die Graphen der Funktionen

gx)=x*+px+gq

b
= und ¢ =

ala
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sind Parabeln, die der Normalparabel kongruent sind. Es sei nun

fx)=a-gx)=ax* +px+4q) (a+0)

eine beliebige quadratische Funktion. Fiir eine beliebige Zahl x erhilt man

den Funktionswert der Funktion f, indem man den zu dieser Zahl x gehoren-

den Funktionswert der Funktion g mit @ multipliziert. Damit wissen wir auch,
wie man den Graph der Funktion f aus dem bereits vorliegenden Graph der

Funktion g erhilt:

1) Ist @ > 0, so wird der Graph der Funktion g im Verhltnis a: 1 senkrecht
zur x-Achse gestreckt bzw. gestaucht, je nachdem a > 1 bzw. 0 < a < |
ist.

2)Ist a < 0, so ist |a| = —a, also f(x) = a - g(x) = —|a| g(x). Man zeichnet
zunichst gemdB 1) die Parabel y = |a| g(x) und spiegelt diese an der
x-Achse.

Damit erhélt man:

Jede quadratische Funktion f(x) = ax®> + bx + ¢ (a + 0) hat als Graph eine

Parabel, die einer gestreckten oder gestauchten Normalparabel kongruent ist.

Ist @ > 0, so ist die Parabel nach oben gedffnet, fiir < 0 ist sie nach unten

geoffnet. Folglich hat jede Funktion f(x) = ax® + bx + ¢ (a # 0) fir a > 0

einen kleinsten und fiir 2 < 0 einen groften Funktionswert.

Wegen f(0) = ¢ schneidet der Graph von f die y-Achse im Punkt (0; c).

Der Graph der Funktion f(x) = %xz — 2x + 2 ist im Interval 0 £ x £ 6
zu zeichnen.
1) Wir formen die Gleichung der Funktion wie folgt um:

Jx) = %(x2 — 6x + 6).

7 D8
Graph der Funktion y=x?~2x+2

flx)=5x*-2x+2
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2) Wir zeichnen den Graph der Funktion g(x) = x> — 6x + 6 mit Hilfe der
Schablone fiir die Normalparabel. Der Scheitel der Parabel hat die Koordi-
naten xg = 3 und ys = —3.

3) Wir zeichnen den Graph der Funktion f(x) = %g(x) = %(x2 — 6x + 6),

indem wir die Parabel y = x> — 6x + 6 im Verhiltnis 1: 3 senkrecht zur
x-Achse stauchen; vgl. Bild D 8. :

Oft ist es einfacher, den Graph einer Funktion y = ax? + bx + ¢ in einem
gegebenen Intervall zu zeichnen, indem man zundchst eine Wertetafel auf-
stellt. Allerdings miissen dann relativ viele Funktionswerte berechnet werden.

Aufgaben d 54 und 55

9 Anwendungen quadratischer Funktionen

Wird ein Stein zum Zeitpunkt 7, = Os mit der Anfangsgeschwindigkeit v,
von einem Turm der Héhe 4, senkrecht nach oben geworfen, so gilt fiir seine
Hohe h zum Zeitpunkt ¢

h(t) = hy + vot —_%rz.

Bild D 9 zeigt den Graph dieser Funktion fiir i, = 30 m und v, = 25 ms™'.
(Fiir g wurde der Naherungswert 10 ms~2 verwendet.) Aus Bild D 9 entnehmen
wir, daB der Stein nach etwa 2,5s seine maximale Hohe 4 ~ 61 m erreicht und
sich nach etwa 6 s am Erdboden befindet.
Von allen Rechtecken, deren Umfang 10m
betrdgt, ist dasjenige mit dem groBten
Flacheninhalt zu ermitteln.
Losung: Es sei R ein beliebiges Rechteck
mit dem Umfang 10 m. Sind @ und b die
Mapzahlen der Seitenliangen dieses Recht-
ecks, so gilt

a+b=5 bzw. b=5—-a.
Dann ist die MaBzahl A des Fliacheninhal-
tes dieses Rechtecks

A=a'b=al5—-a)=—a*+ 5a.
Da nun fiir jedes @ mit 0 < @ < 5 ein ein-
deutig bestimmtes Rechteck mit dem Um-
fang 10 m existiert, ist die Menge f der
geordneten Paare [a; A] mit 0 < a < 5 eine
Funktion, die durch die Gleichung

fla) = —a* + Sa  definiert ist.

fist eine quadratische Funktion. Da der Koeffizient von a? negativ ist, hat f°
einen groBten Funktionswert. Diesen groBten Funktionswert haben wir zu
ermitteln. Dazu zeichnen wir den Graph der Funktion; vgl. Bild D 10. Beim
Aufstellen einer Wertetafel berechnen wir zundchst die Funktionswerte fiir
die Zahlen 1, 2, 3 und 4 und erhalten

f() =74 =4 und f(2) =J03)=6.

h(t)=hy+vet- %2




[]

Parabelpunkte mit gleichen Ordinaten
liegen symmetrisch zur Achse der
Parabel, auf der ja auch der Scheitel
der Parabel liegt. Daraus folgt, daB
der Scheitel der Parabel die Abszisse
E ‘2” 3 2,5hat. Also istf(2,5) = 6,25
der groBte Funktionswert der Funk-
tion f.

Ergebnis: Von allen Rechtecken mit
dem Umfang 10 m hat das Quadrat
mit der Seitenldnge 2,5 m den groBten
Flacheninhalt.

Aufgaben d 56 bis 63

D10

Quadratische Gleichungen
10 Der Begriff ,,Quadratische Gleichung*

Die Null einer vorgegebenen linearen Funktion y = mx + n mit m + 0
ist diejenige Zahl x, fiir die mx + n = 0 gilt. Die Nullstelle dieser Funktion
ist also die Lésung der linearen Gleichung mx + n = 0.

Fiir folgende lineare Funktionen sind die Nullstellen zu berechnen.

l =
a)y=2x—1 b)y= —Tx+5 oy=1J2x-3
Hat eine vorgegebene quadratische Funktion y = ax? + bx + ¢ (a % 0)
Nullstellen, so erhdlt man diese entsprechend als Losungen der Gleichung
ax? + bx + ¢ = 0. Die Gleichung

heiBt im Fall a + 0 quadratische Gleichung oder Gleichung zweiten Grades.
Dividiert man die Gleichung (1) durch @ (a % 0), so erhidlt man die Normal-
form der quadratischen Gleichung

(2)

mit p=% und ¢ =

8@

Zum Unterschied zur Normalform der quadratischen Gleichung nennt man
die Gleichung (1) die allgemeine Form der quadratischen Gleichung.

Die Gleichungen (1) und (2) sind einander dquivalent. lhre Losungsmengen
sind demzufolge identisch. Daher geniigt es, wenn wir untersuchen, unter
welchen Bedingungen die Gleichung (2) Lésungen besitzt und wie man diese
Losungen findet.

Welche Zahlen x erfiillen die Gleichung (x — 3) (x + 1) = 0?
Losung: Aus dem Satz
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Fiir alle reellen Zahlen a und b gilt

a-b = 0 genau dann, wenn @ = 0 oder' p = 0
folgt: '
Fiir jede reelle Zahl x gilt:

(x — 3)(x + 1) = 0 genau dann, wenn x — 3 = 0 oder x + 1 = 0 bzw.:
Fiir jede reelle Zahl x gilt:

(x — 3) (x + 1) = 0 genau dann, wenn x = 3 oder x = —1.
Ist also x eine beliebige Zahl mit x +3 und x + —1, so gilt auch
(x — 3)(x + 1) %+ 0. Demnach sind die Zahlen 3 und —1 die einzigen Zahlen,
die die Gleichung (x — 3) (x + 1) = 0 erfiillen.

Wegen (x — 3)(x + 1) = x> — 2x — 3 haben wir somit die quadratische
Gleichung x> — 2x — 3 = 0 geldst. Thre Losungen sind die Zahlen 3 und —1.

Hat eine quadratische Gleichung die Form
(x = x,) (x = x3) =0 (x,, x, beliebige reelle Zahlen),
so kann man ihre Losungen unmittelbar angeben.
Die Gleichung (x — x,) (x — x,) = 0 hat die Losungen x, und x,.

Wir stellen uns nun die Aufgabe, die quadratische Gleichung x> + px + ¢ = 0
zu lsen, indem wir die Summe x? + px + ¢ in ein Produkt aus linearen
Faktoren umformen. Wir miissen feststellen, unter welchen Bedingungen eine
solche Zerlegung in Linearfaktoren moglich ist und wie man diese Zerlegung
findet. Die Losung der Gleichung x? + px + ¢ = 0 ist also gleichbedeutend
mit der Aufgabe, die Summe x? + px + ¢ in ein Produkt aus zwei linearen
Faktoren (x — x;) und (x — x,) zu zerlegen.

a) Welche Losungen hat die Gleichung (x — 4) (x — 6) = 0?

b) Uberzeugen Sie sich davon, da es genau eine reelle Zahl x gibt, fiir die
(x + 2)> =0gilt!

a) Formen Sie folgende Si durch Auskl n in Produkte um!

x? — 5x; 3x2 — Ix; a* — ab

b) Formen Sie folgende Si unter Verwendung von a*> —b*> = (a—b) (a +b)
in Produkte um! 4
x2—4; x*-T1; a’—'g

Aus der Normalform der quadratischen Gleichung x* + px + ¢ = 0 erhilt
man fiir

p=q=0 die Gleichung x* =0}

p = 0 und ¢ '+ 0 die Gleichung x* + g = 0;

2 + 0 und g = 0 die Gleichung x> + px = 0.
Die Gleichung x> = 0 hat die Losung 0. Die Spezialfille x> + ¢ = 0 und
x2 + px = 0 betrachten wir in den Lerneinheiten D 11 und D 12.

Aufgaben d 64 bis 66

1 Zur Verwendung des Wortes ,,oder in der Math ik vgl. die A k auf Seite 8.
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11 Die Gleichung x* + ¢=0

a) Ein Qhadrat habe den Flicheninhalt A = 2,56 m?. Wie lang ist die Quadrat-
seite?

b) Fiir welche Zahlen x gilt x* = 2,567

Die Losungen der Gleichung x> — 9 = 0 sind zu ermitteln.

Die Gleichung x> — 9 = 0 ist mit der Gleichung

BH x=3Hx+3)=0

dquivalent. Durch diese Umformung ist die Summe x> — 9 in ein Produkt

aus zwei linearen Faktoren zerlegt worden. Aus (1) erhdlt man unmittelbar:

Die Zahlen 3 und —3 sind die Losungen der Gleichung x* — 9 = 0.

Die Gleichung x> — 9 = 0 kann auch folgendermaBen geldst werden.

Die Gleichung x2 — 9 = 0 ist dquivalent mit x* = 9.

Diese Gleichung ist Zquivalent! mit J/x? = /9 bzw. mit |x| = 3.

Aus dieser Gleichung erhdlt man wiederum unmittelbar die Zahlen 3 und —3

als Losungen.

Weshalb hat die Gleichung x* + 9 = 0 keine reellen Losungen?

Die Gleichung x* + ¢ = 0 nennt man reinquadratische Gleichung.

SATZ: Die Gleichung x> + ¢ = 0 hat genau dann Losungen, wenn ¢ < 0 ist.

Ist g = 0 so hat die Gleichung die Losung 0. Ist g4 < 0, so hat die Gleichung

die d geg zten Losungen V- —qund — l/—q.

Beweis: Wir fiihren folgende Fallunterscheidung durch.

Fall 1: Es sei g = 0,

Die Gleichung x> = 0 hat nur die eine Losung 0, denn fiir jede Zahl
x + 0 gilt x2 > 0.

Fall 2: Es sei ¢ > 0,
Fiir jede Zahl x gilt x> = 0. Folglich gibt es im Fall g > 0 keine Zahl x
mit x> + ¢ = 0.
Fall 3: Es sei ¢ < 0,
Mit ¢ = —r (r > 0) erhalten wir die Gleichung
(*) x2—=r=0.
Wegen r = Jr’ ist (*) dquivalent mit
(x = VA (x+ V) = 0.
Diese Gleichung hat die Lésungen Vr und — Vr.
Mit r = —g (—q > 0) folgt also: Die Gleichung x* + ¢ = 0 hat im
Fall ¢ < 0 die Losungen J—g und — J—q.
Damit ist der Satz D 2 bewiesen.

Es ist iiblich, die Lésungen der Gleichung x* + ¢ = 0 (¢ < 0) mit ,,x,* und
X' zu bezeichnen, wobei die Reihenfolge der Bezeichnungen willkiirlich ist.
Man sagt dann: ,,Die Gleichung x> + ¢ = 0 (¢ < 0) hat die Losungen

“V=q wd x- - Vg

' Sind @ und b nichtnegative Zahlen, so ist die Gleichung a = b #iquivalent mit Ja = }/b.

118



und schreibt dafiir oft kiirzer
X2 =1 V—q.
(Lies: ,,x eins zwei gleich plus oder minus | —g*.)

Wir haben beim Beweis des Satzes D 2 eine Fallunterscheidung beziiglich des
Vorzeichens von ¢ durchgefiihrt. Die Annahmen ¢ =0, ¢ > 0 und ¢ <0
erschopfen alle moglichen Fille beziiglich des Vorzeichens von g und schlieBen
sich gegenseitig aus. Man spricht deshalb von einer vollstindigen Fallunter-
scheidung. Die Methode der vollstindigen Fallunterscheidung ist ein wich-
tiges Hilfsmittel beim Beweisen mathematischer Sitze.

Die Gleichung 2x + 6)* + (4x — 3)* = 125 lésen wir wie folgt.
4x2 4+ 24x + 36 + 16x> — 24x + 9 — 125 =0

20x2 — 80 = 0
x2—-4=0
In dieser reinquadratischen Gleichung ist ¢ = —4. Als Losungen dieser

Gleichung und damit der Ausgangsgleichung erhélt man die Zahlen
xl=]/—_q=l/7!=2 und x, = —VTq= —Va=-2.

Probe: a)x; =2 b)x, = -2

Linke Seite: (2-2+6)* + (4-2 —3)* [2-(=2) + 6] + [4-(=2) — 3]
= 100 +25 =125 =4 +121 ~ =125

Rechte Seite: 125 125

Vergleich: 125 = 125 125 = 125

1~'iirwelchexgm"Tz+%,=—‘;-—"72 (@a+0,b+0)

Losung: Da a+ 0 und b # 0, ist auch a- b # 0. Folglich ist die gegebene
Gleichung dquivalent mit (Multiplikation mit ab):
ax? + b*> = a* — bx?
@+ b)x*=a*>-b*
(*) (@+b)x*=(a+b)@a—-0>b)
1) Es sei@ + b + 0, Dann ist(*) dquivalent mit
x*=a-b.
Ist @ > b, so hat die Gleichung die Losungen x, = Va — b;

x2=—Va—b.
Ist a = b, so hat die Gleichung die Losung 0.
Ist @ < b, so hat die Gleichung keine Losungen.
2)Es seia + b =0, also a = —b + 0. Dann wird die Gleichung (+) aber
von jeder reellen Zahl erfiillt, d. h., die Lésungsmenge der gegebenen Glei-
chung ist im Falle a = —b # 0 die Menge P.
Die gegebene Gleichung lautet fiira = —b # 0
xZ 2

X
F-1=-1+3,
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woraus man ebenfalls sofort erkennt, daB diese Gleichung (b + 0) fiir jede
Zahl x gilt.
Auf die Durchfithrung der Probe fiir den Fall a + b + 0 wollen wir hier
verzichten.

Aufgaben d 67 bis 88

12 Die Gleichung x* + px =0

Die Lésungen der Gleichung x* + V7 x = 0 sind zu ermitteln.
Lésung: Die gegebene Gleichung ist dquivalent mit

x(x+V7) =o0.

Diese Gleichung hat die Losungen x, =0 und x, = — /7.

Entsprechend verfahren wir bei der Lésung der Gleichung
x4+ px=0,

Durch dquivalente Umformung erhalten wir die Gleichung
x(x+p)=0

mit den Losungen x;, =0 und x, = —p.

Ergebnis: Die Gleichung x?> + px = 0 hat die Losungen x, = O und x, = —p.
Die Gleichung
¢? 2¢

x2—¢* x-c¢

—1=0 (c*0,x*|c

losen wir wie folgt.
Wir multiplizieren mit (x> — ¢?) und erhalten
2 —2(x+c)—(x*=c})=0
bzw. ¢2 —2cx — 22 —x* + ¢ =0
—x2—2x=0
x2 +2ex=0
x(x + 2¢) = 0.
Die Losungen der Gleichung sind also x;, = 0 und x, = —2c.

Zur Kontrolle, ob bei den durchgefiihrten Umformungen Rechenfehler auf-
getreten sind, machen wir die Probe.

Probe: a)x; =0 b)x; = —2¢
. o c? 2¢ et 2
Linke Seite: = =¢ 1 (=20 =2 —2c—c
1 2
=-14#2-1=0 =gtz—1=0
Rechte Seite: 0 0
Vergleich: 0=0 0=0

Die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks sei 2 cm ldnger als die groBere
Kathete, diese wiederum sei 2 cm lénger als die kleinere Kathete. Wie lang
sind die Dreieckseiten?
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Lésung: Es sei x (x > 0) die in Zentimeter gemessene MaBzahl der Lange der
groBeren Kathete. Dann ist die MaBzahl der Lange

der Hypotenuse: x+2;
der kleineren Kathete: x — 2.
Nach dem Satz des Pythagoras gilt
X2+ (x=-2%=(x+2)? (x> 0).
Diese Gleichung formen wir wie folgt um.
X2 +x2—4x+4=x*+4x+4
x*—8x=0
x(x—8=0
Wegen x > 0 hat die Gleichung nur die Losung 8. Demnach ist 8 die MaB-
zahl der Linge der groBeren Kathete.
Probe: Es ist 6% + 8% = 36 + 64 = 100 = 10%

Ergebnis: Lange der Hypotenuse: 10 cm
Linge der groBeren Kathete: 8 cm
Linge der kleineren Kathete: 6 cm

Aufgaben d 89 bis 96

13 Die Gleichung x* + px+ ¢=0

Bilden Sie fiir folgende Summen jeweils die quadratische Ergdnzung!

a) x> 4+ 4x b)x? —2x c)x* + px

Gegeben sei die Gleichung

(1) x*-2x-3=0.

Durch Addition und Subtraktion der quadratischen Ergénzung zu x? — 2x auf

der linken Seite der Gleichung (1) erhélt man die zu (1) 4quivalente Gleichung
x2=2x+1-1-3=0 bzw.

2 (x-12-4=0.

Unter Verwendung von a? — b? = (a — b) (a + b) 1aBt sich (2) dquivalent

umformen in
[(x—=1)—=2][(x—1)+2]=0 bzw.in

B) x=-3)x+1)=0.

Da man aus der Gleichung (3) die Ltsungen unmittelbar ablesen kann, ist

durch die Umformung der Summe x> — 2x — 3 in das Produkt (x — 3) (x + 1)
die gegebene Gleichung geldst. Die Losungen sind x; = 3 und x, = —1.

Probe: a)x; =3 b)x, = -1

Linke Seite: 32-2:-3-3=0 (-2 =2-(-1)-3=0
Rechte Seite: 0 0

Vergleich: 0=0 0=0

Gegeben sei die Gleichung
x2 —6x+9=0.
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Da fiir jede Zahl x gilt x? — 6x + 9 = (x — 3)%,
ist die gegebene Gleichung mit der Gleichung

x=-3)(x—-3) =0
dquivalent. Man erkennt, daB nur die Zahl 3 diese Gleichung erfiillt, denn fiir
jede Zahl x #+ 3 gilt (x — 3)> % 0. Die Gleichung hat also die Losung 3.
Lisen Sie die Gleichung x* + 6x + 5 =0 nach dem im Beispiel D 18
angewandten Verfahren!

Pi% Gleichung x? + 6x + 20 = 0 ist im Bereich der reellen Zahlen nicht
Gsbar.
Die quadratische Erginzung zu x? + 6x ist 9. Dann ist die gegebene Glei-
chung mit den folgenden Gleichungen dquivalent.

x*+6xt9—-9 +20=0

(x+32+11=0

Fiir jede Zahl x ist (x + 3)? 2 0. Folglich gilt fiir jede Zahl x

(x+ 3+ 11>0.
Also gibt es keine Zahl x mit (x + 3)> + 11 = 0, d. h., die gegebene Glei-
chung hat keine L3sungen.

Welche Schluffolgerungen ziehen Sie aus den Ergebnissen der Beispiele D 18,
D 19 und D 20 beziiglich der Lage der Graphen der Funktioneny = x* — 2x — 3,
y=2x*—6x+ 9undy = x* + 6x + 20 im Koordinatensystem?

Aufgaben d 97 und 98

14 Lésungsformel der Gleichung x2 + px+ ¢= 0

Wir wenden uns nun der bereits in der Lerneinheit D 10 gestellten Aufgabe
zu, ndmlich zu untersuchen, unter welchen Bedingungen die Gleichung
x% + px + g = 0 15sbar ist. 2
Die quadratische Erginzung zu x? + px ist 2 Dann ist die Gleichung
x% + px + ¢ = 0 dquivalent mit 4

2 2

(1) x’+px+p7-p7 +¢=0 bzw. mit
2 ’_(i_ )=
@ (x+4) -(5-d)=0
2
Setzt man zur Abkiirzung wiederum pT — g = D (vgl. Seite 113), erhilt man

2
6 (x+%) = B,
1. Fall : Es seiD > 0,

Dann gilt D = VD - VD, so daB man unter Verwendung von
a? — b?> = (a — b) (a + b) die Gleichung (3) dquivalent umformen kann in

[(x * %) - VB] [(x + %) # VB] =0 bzw.in

- (- )= 3-8 o



Aus dieser Gleichung kann man die Lsungen ablesen.

Ergebnis: Ist D > 0, so hat die Gleichung x> + px + ¢ = 0 die voneinander
verschiedenen Losungen

xl=__‘;.+l/5 und x2=—%—VB bzw.

PETEE P
x,=—%+l/—pz——q und x, = —%—V%-—q,

wofiir man hiufig kiirzer schreibt

2
Xl.1=—%il/p7"q

2. Fall ; Es seiD =0
Dann lautet die Gleichung (3)

(x+%)z=o baw. (x+%)(x+%)=o.

[

Diese Gleichung hat nur die eine Losung — %
3. Fall ; Es seiD <0,
Dann ist —D > 0, und es gilt fiir jede Zahl x

P\ _
(x+5) D> 0.

2
Folglich ist die Gleichung x? + px + ¢ =0 fir D = Lo, g < 0 nicht
16sbar. 4

Da wir beziiglich des Vorzeichens von D eine vollstindige Fallunterscheidung
durchgefiihrt haben, ist somit der folgende Satz bewiesen.

SATZ: Die Gleichung x> + px + ¢ = 0 hat genau dann (reelle) Losungen,
2

wmnD:%——q; 0 ist.

Ist D> 0, so hat die Gleichung die voneinander verschiedenen Ldsungen

__» P __r_1/P _
x, = —2—+I/T g und x, = 3 VT q.
Ist D = 0, so hat die Gleichung die Losung x = — 2

R
Hinweis: In dem schon erwihnten Bereich der komplexen Zahlen ist jede quadratische
Gleichung losbar; vgl. Seite 26.

__»r r’ r’ .
Man nennt x,,, = — 5 + vl i q 2 0) die allgemeine Losungs-
formel der quadratischen Gleichung x> + px + ¢ = 0.

Die Losungsformel kann man natiirlich auch dann anwenden, wenn eine der
beiden Zahlen p und ¢ (oder auch beide) gleich Null ist (sind).

Doch in diesen Fillen wendet man die in den Lerneinheiten D 11 und D 12 be-
trachteten einfacheren Losungswege an.

Bestiitigen Sie, daf die Losungsformel der Gleichung x* + px + q = 0 auch
fiir die folgenden Spezialfille gilt!
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aA)x2+qg=0 (g<0) b)x>+px=0 ¢c)x*=0
Den Inhalt des Satzes D 3 kann man auch wie folgt formulieren.

Die Summe x? + px + g liiBt sich genau dann in Linearfaktoren zerlegen,
p2

wennD=T—q;0ist.
Ist D > 0, so gilt x> + px + ¢ = (x — x,)(x — x;) mit x, = —%-4-]/5;
X ———]/D

z V4 y 4
IstD=0,soglltx’+px+q=(x+i)(x+i).

15 Beispiele fir das Lésen quadratischer Gleichungen

Die Nulistellen der Funktion f(x) = x> — 2x — 3 sind zu ermitteln.

Losung: Die Nullstellen .der gegebenen Funktion sind die Losungen der
Gleichung x* — 2x — 3 = 0. »”
Esist p= —2 und ¢ = —3. Folglich ist D = ——q—l+3-—4>0 Die

Gleichung hat also zwei verschiedene Losungen. Diese erhélt man mit Hilfe
der Losungsformel.

2 pe
x,=—%+VpT—q=l+]/4=l+2=3

xz=—%—l/’;—2—q=l—1/2=1-2=—1
Probe: Esist f3) =32-23-3=9-6-3=0;
f(=1)=(=1*=2:(-1)=3=1+4+2-3=0.
Ergebnis: Die Funktion f (x)= x* — 2x — 3 hat die Nullstellen
X3=3 und x; = -1.

Zeichnen Sie den Graph der Funktion f(x) = x* — 2x — 3/
Lesen Sie aus der Zeichnung Ndiherungswerte fiir die Nullstellen von f ab!

Die Losungen der Gleichung 3x2 — 6 V2 x — 3 = 0sind zu ermitteln.
Um die Normalform zu erhalten, dividiert man die Gleichung durch 3.

x2—-2)2x-1=0

Esistp = —2]/5; %: —]/5; qg= -1

Man erhilt
x =— % V"T a=1V2+1V2+1=V2+1V3;
x1=—% pT q—VZ—V2+ =12-13.

Die Losungen der Gleichung sind also x; = 2 + V3 und x, = 2 - J3.
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Fiihren Sie fiir die errechneten Zahlen x, und x, die Probe durch!

[23] Welche Losungen hat die Gleichung
1 2 x*+3 3
B et e e ot S R

Fiir alle x mit x + 1 und x + —1 ist (x + 1) (x — 1) # 0. Folglich erhilt
man durch Multiplikation der Gleichung (*) mit (x + 1) (x — 1) die zu (»)
dquivalente Gleichung

x—1+4+2x+2-x*-3=0 (x+1Lx+ —1).
Die Normalform dieser Gleichung lautet
(xx) x2—3x+2=0.
Die Gleichung (##) hat in P die Losungen x, = 2 und x, = 1. Da die Glei-

chung (*) aber fiir x, = 1 nicht definiert ist, erhdlt man als Lsung 8er Glei-
chung (*) nur die Zahl x, = 2.

Probe:

. - 1 2 22 +3
Linke Seite: T R e e
Rechte Seite: 0
Vergleich: 0=0

E] Die Summe x? + 6x — 7 ist in Linearfaktoren zu zerlegen.

==42-2=0

w| =
w|

Lésung: Wir 16sen die Gleichung x* + 6x — 7 = 0 und erhalten als Lésungen
x;=1 und x,=-7.
Folglich gilt x> + 6x — 7= (x — 1) (x + 7).

Aufgaben d 99 bis 117

16

@ Fiir welche x gilt (x —a)(x + 1)+ al@a—x)=b+ x (a+ b = 0)?
Wir losen die Klammern auf und fassen zusammen.
x2+x—ax—a+a*—ax=b+x
x*—2ax+a*—-a—-b=0
Bmp=-u2mdq=ﬁ—a—m
DannistD=pT—q=a’—a‘+a+b=a+b.

Die Gleichung hat also genau dann reelle Losungen, wenn @ + b 2 0 ist. In
diesem Falle ist

Xy = —%+V5=a+Va+b;
x2=—%—l/5=a—Va+b.
Ergebnis: .
Ist a + b > 0, so hat die Gleichung die Losungen x, = a + Va + b und

xy=a— Va+b.
Ist @ + b = 0, so hat die Gleichung die Losung x = a.
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Probe fiir x, = a + Va + b:

Linke Seite:  (a+Va+b—a)(a+Va+b+1)+ala—a—Va+b)
=Va+ba+Va+b+1)—aVa+b
=aVa+b+a+b+Vatb—ala+b
=a+b+Va+b

Rechte Seite: b+ a + Va + b

Vergleich: a+b+Va+b=b+a+Va+b

Folglich ist x, eine Losung der Gleichung. Entsprechend zeigt man, daB auch
x2=a-Va+b Losung der Gleichung ist.
Welche Zahlen x (x #+ 0 und x # b) erfiillen die Gleichung
a a-b
o L x—=b
Multiplikation mit x(x — b):

a(x — b) + x(a — b) = 2x(x — b)
Auflosen der Klammern und Zusammenfassen :
ax — ab + ax — bx = 2x*> — 2bx

2x* —(2a + b)x+ab=10

=2 (@+0,b+0, as%b)?

Normalform: 3
2a + b ab
2— —_—
x ) x+2 0
. 2a+b ab
Esist p = — 3 undq——z—
Lésungen:
_2a+b+ /4a’+4ab+b’_8ab
a2 =—g —]/ 16 16
—2a+bi 4a‘—4ab+b’_2a+bi (2a — b)?
R | 16 T4 16
_2a+b , |2a-b|
_-4_iT
1. Fall: Es sei 2 — b > 0, also |2a — b| = 2a — b. Dann ist
2a+b  2a-b 2a+b 2a-b b
X = 7 + 7 =a und xz_T—T_T'
2. Fall: Es sei 2 — b < 0, also |2a — b| = —(2a — b).
Dann ist
2a+b 2a-b b 2a+b  2a-b
nN=—pg———p— =% und x; = 7 + 7 -
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Man erhilt also fiir 2a — b < 0 dieselben Zahlen wie fiir 2a — b > 0; nur
in umgekehrter Reihenfolge. Auf die Numerierung der Losungen kommt es
jedoch nicht an. Folglich hat die Gleichung fiir 2 — b % 0 die Losungen

x; =a und X2 =
3. Falt Essei 2q — p = ( also b = 2a bzw. a =
Dann hat die Gleichung die Losung
_2a+b _ = b
g T
Fiihren Sie die Probe zum Beispiel D 26 durch!

| o

X

Aufgaben d 118 bis 120

17 Losen von Sachaufgaben, die auf quadratische Gleichun-
gen fihren

In einem rechtwinkligen Dreieck ABC sei die Hypotenuse ¢ = 10 cm und
die Hohe auf der Hypotenuse 7 = 4 cm. Wie lang sind die Katheten @ und 5?

Losung: Es sei x die Projektion der Kathete b auf die Hypotenuse; vgl.
Bild D 11.

Nach dem Hohensatz gilt
h* = x(c — x) bzw. h* = cx — x%

Die Normalform dieser quadratischen
Gleichung lautet

x*—ex + h2=0.

Die Losungen der Gleichung sind

c 2
iz =7il/%—hz.

Durch Einsetzen der gegebenen GroBen erhdlt man als Losungen

x;y=8cm und x, =2cm.

Fiir die Katheten @ und b gilt b = h* + x* a® =h* + (c — x)%.

Fiir x, = 8 cm erhalt man b* = (16 + 64) cm? a® = (16 + 4) cm?
b =4V5cm a =2)5cm.

Fiir x, = 2 cm erhilt man b =2V5cm a =4V5cm.

Es gibt also zwei Dreiecke mit der Hypotenuse ¢ = 10 cm und der zugehdrigen
Hoéhe h = 4 cm, namlich die Dreiecke mit den Katheten

a=2V5cm und b=4)5cm bzw.

a=4V5cm und b=2)5cm.
Konstruieren Sie die beiden Dreiecke aus den gegebenen Stiicken ¢ = 10 cm
und h = 4 cm!
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Eine Fahrzeugkolonne der NVA erhilt den Befehl, mit Hochstgeschwindig-
keit einen 120 km entfernten Punkt zu erreichen. Durch Erhdhung ihrer
Geschwindigkeit um 10 km h™! gelangt sie 1h friiher an den angegebenen
Punkt, als wenn sie ihre urspriingliche Geschwindigkeit beibehalten hitte.
In welcher Zeit erreicht die Kolonne das angegebene Ziel, wenn man voraus-
setzt, daB die Bewegung gleichférmig erfolgt?

Losung: Es sei v (v > 0) die MaBzahl der urspriinglichen Geschwindigkeit
in kmh-! und 7 (r > 1) die MaBzahl der urspriinglich benétigten Zeit in h.
Dann ist v + 10 die MaBzahl der erhohten Geschwindigkeit und ¢ — 1 die
MaBzahl der zu berechnenden Zeit.

Nach Voraussetzung gilt

@) ot = 120;
2 (v+10)(t — 1) = 120.
120
Aus (1) folgt v = —— (> 0).

Durch Einsetzen in (2) erhdlt man
(—@-{*- lO)(r — 1) = 120.
Diese Gleichung ist mit den folgenden dquivalent.

120—1—2:0+10r—10=120

10¢2 — 10r — 120 =0
t2—1—12 =0

1 1 48 1 7
Losungen: t, , = 71]/74- ' =—2-17, also t;, =4 und 1, = =3.

Wegen ¢ > 1 scheidet die Losung ¢, aus.

Probe: Urspriingliche Geschwindigkeit: 30 km h~*

Bendtigte Zeit: 4h
Einsetzen in (1): 30-4 =120
Einsetzen in (2): (30 + 10)(4 — 1) =40-3 = 120
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Ergebnis: Erhoht die Fahrzeugkolonne die Geschwindigkeit um 10 km h-!,
so bendotigt sie fiir den 120 km langen Weg 3 h. Die urspriingliche Geschwindig-

keit betrug also l:—Okm h-' = 30 kmh-'.

Aufgaben d 121 bis 156

18* Wurzelsatz des VIETA

2
Die Gleichung x2 + px + ¢ = 0 hat fiir pT — ¢ > 0 die Losungen

P »’ . r
xl———2-+l/4—f1 und xz——z—VT—q
Bildet man die Summe und das Produkt der Losungen, so erhilt man

? P I "
* + X2 =—%+V‘p7—4+(—7'— VT—q)=—?—%: IH
2 2 2
| [ B L
)

IstT — ¢ =0, also pT = g, so hat die Gleichung x? + px + ¢ = 0 nur die eine Losung

2
x= —7' d.h., es ist x* +pxt+qg= (x+7 .DaderFaktor(x+7)mderZﬂlegung

der Summe x? + px + ¢ in Linearfaktoren zweimal auftritt, sagt man auch:

2
‘Die Gleichung x* + px + ¢ = 0 hat fiir = — g =0 zwei gleiche Losungen, nimlich

4
—x,=-2.
X3 =X 3
P
Mit dieser Verei ung gilt dann ebenfalls x; + x; = —p undx.-x;=T=q.
Damit ist bewiesen:

Sind x, und x, die Losungen der Gleichung x* + px + ¢ = 0, so gilt x;, + x; = —p und
XX = 4. =

Es gilt auch die Umkehrung dieses Satzes:

Gilt x;, +x,=—p und x, x;, =g, so sind x;, und x, die Losungen der Gleichung
P +pxta=

9 [000902] 129



B

o

Beweis: Nach Voraussetzung gilt x; +x, = —p und x,-x, =gq.
Folglich ist x? 4 px + g = x? — (x; + x3) X + x,x;.
Es ist zu zeigen, daB die Zahlen x, und x, die Gleichung
— (X +x)x+xx,=0
erfiillen. Setzt man x; und x, in diese Gleichung ein, so erhdlt man
— ey + x2)xy + Xy =3} — 2} — X% + x1x, = 0;
— (%1 + X)Xz + XX = X3 — Xy, — X% + x1x2 =0.
Da eine quadratische Gleich hoct zwei L¢ haben kann, sind x, und x, in
der Tat die Losungen der Gleichung x? 4 px + ¢ = 0. Damit erhélt man den

Waurzelsatz' von VIETA?: Die Zahlen x, und x, sind genau dann die Losungen der Gleichung
xz+gx+q = 0, wenn gilt x;, +x,=—p und x,-x, =gq.

Hat man eine in der Normalform gegebene quadratische Gleichung geldst, so kann man mit
Hilfe des Vietaschen Wurzelsatzes die Probe durchfiihren.

2 6

Es ist nachzupriifen, ob die Zahlen x; = 3 und x; = -7 die Losungen der Gleichung
xz-{--ixfi——OSmd

21 7
Es i = s d g = 4 Ni il
snstp—-z—lun 9=—. un gilt

.. 1 _2.(_8)__4

L i o I h W S

s b 3 2 6 . =
Folglich sind die Zahlen 3 und -7 die Lo der Gleich

Mit Hilfe des VIETAschen Wurzelsatzes kann man zu beliebig vorgegebenen Zahlen x,
und x, die Normalform der quadratischen Gleichung angeben, die die Zahlen x; und x,
als Losungen hat.

Wie heiBit die Normalform der quadratischen Gleichung mit den Losungen x; = 3 4 /2
und x; = 3 — y2?

Esist x, +x,=34+y2+3—)2=6=
X %=04+yY2)@B—-y2)=9-2=7=g4.

Folglich lautet die Normalform der quadratischen Gleich mit den L& x=3+y2
und x, =3 — y2

x2—6x+7=0.

Aufgaben d 157* bis 164*

19* Quadratische Ungleichungen

Fiir welche Zahlen x gilt x> — 2x — 3 < 0?

Lésung: Wir formen zunichst die Summe x* — 2x — 3 in ein Produkt um. Die Losungen
der Gleichung x*> — 2x — 3 = 0 sind die Zahlen —1 und 3. Folglich gilt

2—2x—3=x+1Dx—23).

1 Man nennt die Lésungen einer Gleichung auch ,,Wurzeln der Glenchung Der Begriff ,,Wurzel
cmer Gle:chung“ darf nicht mit dem Begriff ,,Wurzel aus einer Zahl* ver

% FRANCOIS VIETE, franzosischer Mathematiker, 1540 bis 1603.
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Die gegebene Ungleichung ist also mit der Negative Funktionswerte
Ungleichung (x + 1) (x — 3) < 0 dquivalent. innerhalb eines Intervalls
Nun gilt fiir jede Zahl x:
Es ist (x + 1) (x — 3) < 0 genau dann, wenn
1) x4+1>0 wnd x—3<0
oder
(2 x+1<0 und x—3>0.
Die Ungleichungen des Systems (1) sind d4qui-
valent mit den Ungleichungen

x>—1 und x<3.

Folglich wird (1) von allen Zahlen x mit
—1 < x < 3 erfiillt.
Die Ungleichungen des Systems (2) sind dqui-
valent mit den Ungleichungen

x< —1 und x>3.
Es gibt aber keine Zahl x, fiir die x < —1
und x > 3 gilt.
Damit enthilt die Lésungsmenge der gegebenen D12
Ungleichung alle Zahlen x mit —1 < x < 3.

Zeichnet man den Graph der Funktion y = x? -- 2x — 3, so erkennt man unmittelbar:
Der Graph verlduft fir —1 < x < 3 unterhalb der x-Achse; d. h., fiir —1 < x < 3 sind
die Funktionswerte der Funktion y = x? — 2x — 3 negativ; vgl. Bild D 12.

. Die Lo der Ungleick —x% 4 2x — 1 > 0 ist die leere Menge.

Die Ungleichung ist dquivalent mit
x2—2x+1<0.
Nun gilt fiir jede Zahl x
-2+ 1=x—1*=0.
Es gibt also keine Zahl x mit —x? 4+ 2x — 1 > 0.
Aufgaben d 165* bis 169*

20* Losen von Gleichungen hoheren Grades

Das Losen gewisser Gleichungen hoheren Grades ldBt sich auf das Losen quadratischer
Gleichungen zuriickfiihren.

Die Losungen der Gleichung x* — 26x? + 25 = 0 sind zu ermitteln.
Losung: Setzt man x? = z, so erhdlt man die quadratische Gleichung
22 — 26z +25=10
mit den Losungen
zy=25 und z,=1.

Mit x? = z erhdlt man die Gleichungen x> = 25 und x? = |. Die Losungen der gegebenen
Glei sind dann diejeni, Zahlen x, fiir die

x2 =125 oder x*=1

gilt.
Folglich hat die Gleichung x* — 26x? + 25 = 0 die Lsungen

x1 =95, xb=—5, x3=1 und xg=—1.
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3
Die Losungen der Gleichung x* + -z-xz — x = 0 sind zu ermitteln.

. : e . 3
Lisung: Die gegebene Gleichung ist mit der Gleichung x (,\:2 4= 75— l) = 0 dquivalent.

Die Lo der Gleich sind also diejeni Zahlen x, fiir die

3
x=0 oder x’-}-7x- 1=0
gilt.
-

3
Die Gleichung x? + E= 1 =0 hat die Losungen x; = i und x, = —2. Folglich hat

die t Gleich die Lo E x;=—2 und x;=0.

ass l
=3
In diesem Zusammenhang taucht die Frage auf, wie man die eventuell existierenden Lsungen
einer Gleichung n-ten Grades

ax" + a, X'+ ..t ax+a=0

mit reellen Koeffizienten @, (i = 0, 1, 2, ..., n) ermitteln kann.
Es sei hier nur mitgeteilt, daB es auch fiir Gleichungen dritten und vierten Grades ,,Losungs-

formeln* gibt, mit denen man die 11 vorhand Lo dieser Gleich durch
ihre Koeffizienten ausdriicken kann. Diese Formeln sind natiirlich wesentlich komplizierter
als die uns bekannte Losungsformel fiir quadratische Gleict Fiir Gleich fiinften

und héheren Grades gibt es solche allgemeinen Losungsformeln nicht. Solche Gleichungen
und auch Gleichungen dritten und vierten Grades 16st man — abgesehen von Spezialféllen —
durch gewisse Néherungsverfahren, auf die wir hier aber nicht eingehen kénnen, obwohl
sie fiir die Anwendungen der Mathematik in der Praxis von sehr groBer Bedeutung sind.

Fiihren Sie fiir die in den Beispielen D 33 und D 34 ermittelten Losungen jeweils die Probe
durch!

Es ist erst reichlich 300 Jahre her, daB spezielle Symbole in groBem Umfang in der Mathe-
matik verwendet werden, um die Rechentitigkeit zu erleichtern und den Rechnungen eine
groBere Ubersichtlichkeit zu verleihen.

Vor der Herausarbeitung einer mathematischen Formelsprache muBten die entsprechenden
Rechenoperationen mit Hilfe von Wortern der Umgangssprache ausgedriickt werden. Einige
Beispiele aus der Frithzeit der Mathematik zeigen recht deutlich, daB eigentlich ebenso

D 13: Originaltext der Hau-Aufgabe




gerechnet wurde wie heute und nur die Variablen fehlten. In der 4gyptischen Mathematik
hatten die Hau-Rech groBe Bed ; vgl. Bild D 13. ,,Hau* heiBt
soviel wie ,,Haufen* oder ,,Menge* und vertrat die Variablen. Die folgende Hau-Aufgabe,
die auf eine lineare Gleichung mit einer Variablen fiihrt, stammt aus einem mathematischen
Papyrus aus der Zeit um 1700 v. u. Z.

Eigentlicher Text in deutscher Ub Moderne
9 Schreibweise
. 1
Form der Berech eines Hauft hnet 1 — mal
2 1= 4=10
zusammen mit 4. Er ist gekommen bis 10. Der Haufe nun ki +4=
nennt sich?
Berechne Du die GroBe dieser 10 iiber dieser 4. Es ensteht 6. 10—4=
o 2 3 2
Rechne Du mit 1 —, um zu finden 1. Es entsteht —. liem=—
2 3 2 3
2 2 . 2
Berechne Du 3 von diesen 6. Es entsteht 4. Siehe: 4 6" T 4
nennt sich. Du hast richtig gefunden. x=4
Die babylonische Math ik, i dere die Algebra, hatte schon einen hohen Entwick-
1 d erreicht. In Mesc ien war die Landwirtschaft auf kiinstliche Bewésserung
angewiesen. Daher findet man hiufig des Flicheninhalts von Feldern; vgl.

Bild D 14. Das folgende Beispiel zur babylonischen Algebra stammt aus dem 3. Jahrtausend
v. u. Z. und fiihrt auf eine quadratische Gleichung.

,,Linge und Breite habe ich multipliziert und so habe ich die Flache errichtet. Wiederum:
was immer die Lange iiber die Breite hinausgeht, habe ich mit der Summe von Lange und
meiner Breite multipliziert und dann habe ich meine Fliche hinzugefiigt und es macht
1, 13, 20. Wiederum: Lénge und Breite habe ich addiert. Es macht 1,40.*

Die Z ben sind im S i ht. Also bed:
13 20 2
1,13,20=1 +-a + 507 =1 ?und D 14: Keilschrifttafel mit Flichenberechnung
40 2 /
- — =1
1,40 =1+ ) 3

Die MaBzahl der gesuchten Lange be-
zeichne man mit ,,x“, die MaBzahl
der gesuchten Breite mit ,,»*. Dann
erhilt man durch Ubertragung der Auf-
gabe in die moderne Schreibweise die

2
Gleichungen (x — ) (x +y) + xy =1 35
und x4 y= l%. Lost man die zweite

Gleichung nach y auf, so erhalt man 1 R ”,’i
siz = JAT -
ey

7] fs

2
y=1 3% Man setzt in die erste Glei-

chung ein und erhilt nach Umformen
die quadratische Gleichung

x2—5x+9=0.
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Die ersten Ansitze einer algebraischen Zeichenschrift finden sich schon in der babylonischen
Mathematik und dann erst wieder in der spitgriechischen Mathematik, besonders bei
DIOPHANTOS von ALEXANDRIA. Er hat ein umfangreiches Buch mit dem Titel Arith-
metica geschrieben, das zum groBten Teil erhalten geblieben ist. Es enthilt feste Bezeichnun-
gen fiir die Potenzen x, x, ..., x5, ein festes Zeichen fiir die Subtraktion sowie die Abkiir-
zung ,,i**!, die er immer als Gleichheitszeict verwendete. Man weiB nicht genau, wann
DIOPHANTOS gelebt hat, wahrscheinlich um 250 u. Z., aber iiber seine personlichen Lebens-
umstédnde wissen wir durch das folgende Gedicht recht genau Bescheid:

,,Hier dies Grabmal deckt DIOPHANTOS. Schaut das Wunder!'
Durch des Entschlafenen Kunst lehret sein Alter der Stein.

Knabe zu sein gewidhrte ihm Gott ein Sechstel des Lebens;

Noch ein Zwolftel dazu, sproBt* auf der Wange der Bart;

Dazu ein Siebentel noch, da schloB er das Biindnis der Ehe,

Nach fiinf Jahren entsprang aus der Verbindung ein Sohn.

Wehe, das Kind, das vielgeliebte, die Hilfte der Jahre

Hatt’ es des Vaters erreicht, als es dem Schicksal erlag.

Drauf vier Jahre hindurch durch der G1éBen Betrachtung den Kummer
Von sich scheuchend auch er kam an das irdische Ziel.**

Wie alt ist demnach DIOPHANTOS geworden?

Die arabischen Gelehrten iibersetzten um 900 auch die ,,Arithmetica in ihre Sprache.
Zugleich lernten sie Teile der hochentwickelten indischen und der schon sehr alten chine-
sischen Mathematik kennen. Das wurde durch den ausgedehnten Handel mit diesen Lindern
erleichtert.

Ein groBer Teil der alten indischen Textaufgaben ist b ders anmutig. So heiBt es in der
Aufgabensammlung ’,,Kronung des Systems** des indischen Mathematikers BHASKARA
(1114-1185?%):

1 1
,,Von einem Schwarm Bienen IiBt?sich auf einer Kadombablﬁ(e.Taufeiner Silindha-

bliite nieder. Der 3fache Unterschied der beiden Zahlen flog nach den Bliiten einer Kutaja,
eine Biene blieb iibrig, welche in der Luft hin- und hersch , glei itig durch
den lieblichen Duft einer Jasmine und eines Pandamus. Sage mir die Anzahl der Bienen.*
Die arabischen Mathematiker kniipften an die indische und griechische Mathematik an und
entwickelten sie weiter. Thr besonderes Interesse galt der Algebra, da die Araber einen groB-
angelegten Handel mit der ganzen ihnen bekannten Welt unterhielten. Auch das Wort
,,Algebra* stammt aus dem Arabischen. Der Astronom und Mathematiker AL-HWARAZM1
(gest. um 840) hatte ein Rechenbuch mit dem Titel ,,Hisab aljabr w'almuqabalah®, d. i. Buch
iiber die Ergd und das Hiniberschaffen, geschrieben. Aus ,,aljabr* (Erginzung) wurde
bei den europiischen Gelehrten spiter Algebra. Da dieses Buch sehr viele neue Rechen-
verfahren zum Ldsen von Gleichungen enthielt, wurde der Verfasser zum Symbol des ge-
schickten Rechnens iiberhaupt. Auf diese Weise ist das in der Mathematik so héufige Wort
,»Algorithmus®, d. h. ,,Rechenverfahren*, entstanden. In diesem Buch vermittelt AL-
HWARAZMT alles das, was ,fiir die Menschen bei der Nachfolge und beim Vermichtnis,
beim Aufteilen des Vermdgens und bei Gerichtsprozessen sowie in allen ihren Wechsel-
beziehungen, beim Vermessen des Bodens und beim Anlegen von Kanilen, in der Geo-
metrie und bei verschiedenen anderen Fragen stindig notwendig ist.*

Wiihrend arabische Kultur und Wissenschaft in hoher Bliite standen, wurde durch den Ein-

fluB des herrschend des Katholizi in Europa die Entwicklung der
Wissenschaften erschwert. Erst im 15. und 16. Jahrhundert begannen sich in Europa die
Wi haften zu ickeln. Uber Spanien und Sizilien wurden die Europier mit den Ergeb-

nissen der arabischen Mathematik bekannt. Deshalb heiBen die eigentlich aus Indien stam-
menden Ziffern heute noch ,,arabische Ziffern*.

Im 15. und 16. Jahrhundert wurde der Warenaustausch immer mehr durch die Geldwirtschaft
ersetzt. Handel und Industrie entwickelten sich. Die sprunghafte Verstirkung des Geldumlaufs
machte die Umrechnung der unterschiedlichen Wihrungseinheiten ineinander nétig. Zins-

!, ist der erste Buchstabe des griechischen Wortes ,,wo:*, d. i. gleich.
? Die Jahreszahl mit einem Fragezeichen ist nicht sicher bekannt.
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und Zinseszins muBten berechnet und die

Buchhaltung muBte iibersichtlich gestaltet wer- Mm
den. Uberall in Europa gab es Rechenmeister,
die fiir alle moglichen Auftraggeber derartige @‘Q‘fauﬁ.

Rechnungen durchfithrten und die dann auch
Lehrbiicher schrieben, aus denen man die
schwierige Kunst des Rechnens erlernen konnte.
Von den deutschen Rechenmeistern ist ADAM
RIES (1492-1559) am beriihmtesten geworden.
In einem seiner Rechenbiicher stellt er z. B.
die in Bild D 15 dargestellte Aufgabe. Dabei
bedeutet ,,fi** die Wihrungseinheit 1 Gulden,
und ,,ein ort* bedeutet ,,ein Viertel“.

Immer mehr nahm der Handel und damit die
Rechentitigkeit zu. Um sich die Schreib- und

Rechenarbeit zu erleichtern, gingen die Rechen- w«n‘ W e f( 5 fﬁt o
- - 00.

meister dazu {iber, Abkiirzungen fiir hiufig Bifes tauffen 1 nemitcy 1 Ochfenrs
&dwm dig

wiederkehrende mathematische Ausdriicke zu
verwenden. Anfangs wihlte jeder Abkiirzungen “:;’bs‘dw foff ¢in %
nach eigenem Geschmack. Zum Beispiel kiirzte fatbenfe. mbdetn ba’:nmo!fl ’(::dn:'(:

der TItaliener LUCA PACIOLI (1445-1514)
das Wort ,,piu*, welches plus bedeutet, durch wfd:&mm‘%ﬁ:&:f’l&‘:;g

,,p** ab und benutzte ,,m* fir ,,meno™ als

Zeichen der Subtraktion. Diese Schreibweise "““‘""Wﬁﬂmtwo-&-mrﬁ
hat sich nicht durchgesetzt. Die heute ver- dan alfo:

wendeten Zeichen ,,-+* und ,,—* treten zum 3 16 15

erstenmal gedruckt 1489 in einem Buch des é 5
bohmischen Rechenmeisters JOHANN WID- 100 400
MANN (geb. um 1460) auf das den Titel 2 1

Behende und hut auf allen 1

kauﬁmannscham“ lragt i Duld,
Das heute he Gleichheitszeich

,,=* empfahl der Englinder ROBERT RE-

CORDE (15107-1558), der von Beruf Arzt D 15: Eine Seite aus einem Rechenbuch von
war. Aber es dauerte noch mehr als 100 Jahre, ~ A. RIES. Sie enthilt eine Viehkauf-Aufgabe.
ehe sich dieses Gleichheitszeichen durch-

setzte. Der Niederlinder SIMON STEVIN

(1548-1620), ein Ingenieur, der an hervorragender Stelle den Befreiungskampf der Nieder-
lande gegen die Spanier unterstiitzte, fithrte den Wurzelhaken mit nebengesetztem Exponen-
ten ein, also bedeutete z. B. ,,y@" die dritte Wurzel. Die heutige Schrelbwelse den Wurzel-
exponenten in die Offnung des Winkelhakens einzufiigen, also ,, V * fiir die dritte Wurzel
zu schrelben wurde von dem hollindischen Mathematiker ALBERT GIRARD (1595-1632)
vor Der franzosische Philosoph und Mathematiker RENE DESCARTES
(1596-1650), der lange Zeit aus Furcht vor der katholischen Kirche im protestantischen
Holland lebte, fithrte schlieBlich 1637 den Querstrich am Wurzelzeichen ein, um den Radi-
kanden genau kennzeichnen zu kénnen. Der bedeutendste Algebraiker jener Periode war
der Franzose FRANCOIS VIETE (1540-1603), der als Jurist in hohen Staatsimtern titig
war. Einige Zeit stand er beim franzosischen Konig in Ungnade und beschiftigte sich wahrend-
dessen mit der Mathematik. Er lieB sich von dem Gedanken leiten, daB eine durchgingige
Verwendung von Buchstaben die Ubersichtlichkeit der mathemauschen Rechnungen wesent-
lich erhdhen konnte und verwendete die Vokale ,,a", ,,e*, ,,i*, ... fir die Variablen und die
Konsonanten,,b", ,,d",,,g", ... fiir Konstanten. Zugleich machle er von eckigen, geschweiften
und runden Klammern Gebrauch. Wegen der zu groBen Anzahl von Symbolen fanden aber
VIETAS Vorschlige nicht die Zusti seiner Zei

Von DESCARTES stammt die heutige Potenzschreibweise L@, ,,b** usw., d. h. die Ver-
einbarung, die Exponenten halbhoch rechts neben die Basis zu schreiben. Auch das recht-
winklige Koordinatensystem ist nach DESCARTES genannt, obwohl er selbst nur eine
Achse benutzt hat.
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2 A
D 16: FRANCOIS VIETE D 17: RENE DESCARTES
(1540-1603) (1596-1650)

Wit konnen, auf die hier gewihlten Beispiele aus der Geschichte der Algebra zuriick-
blickend, feststellen: Zu allen Zeiten erforderte die Entwicklung der gesellschaftlichen Ver-
hiltnisse (die Verdnderungen in den Produktionsweisen, das Aufblithen von Handelsbezie-
hungen, die groBen Entdeckungen usw.) die Weiterentwicklung auch der mathematischemr
Wissenschaft sowie das stidndige Anwach: der Verbreitung von Rechenfertigkeiten und

h i Verfah isen unter den arbeitenden Menschen. Umgekehrt férderten
der Ausbau des Gebiudes der mathematischen Wissenschaft und die Vervollkommnung in
der Handhabung mathematischer Methoden, nicht zuletzt die Erleichterungen, die die Ent-
wicklung der Algebra und der entsprechenden Symbolik fiir das Lésen von Aufgaben mit
sich brachte, in stindig wachsendem MaBe die Fortschritte in der gesellschaftlichen Praxis.

Dieser ProzeB mit seinen Wechselbezieh strebt in Jahrhundert, in dem auf
der Grundlage der Theorie des Marxismus-Lenini das sozialistische Weltlager mit all
seinen Moglichkeiten fiir die schaffende M hhei d, neuen Hohep zu; vgl.

auch Lerneinheit E 14.
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138 Exponential- und Lonrlﬁnummkﬂonu

P mit ir (139) - Deﬁnltlondauumhmus(lw) Expo-
nentiaifunkti (142) - Logari funkti (143) - (145)

147 Rechenhilfsmittel

Dekadische Logarithmen (147) * Lounthmuche Skale (149) Rechenstab (150) -

Rechnen mit dem Rechenstab (152; 153) - Uberblick iiber
weitere Rechenhilfsmittel (156) ‘

Das Flnggschlﬂ der mwje!nschen Eismeerflotte m der Eisbrecher ,,Lenin“. Das Schiff wird
mit K Der Ker icherte Uran 235, zerfallt im
Reaktor des Eisbrechers und gibt Wirmeenergie frei. Der Zerfall eines radioaktiven Ele-
ments vollzieht sich nach folgendem Zerfallsgesetz,

n=f)=nore*

[no - die Anzahl der zu einem (willkiirlich ) Zei kt Null vorhands
unzerfallenen Atome;

e - eine Konstante 2,718...;

A - eine Materialkonstante;

t - die vom Zeitpunkt Null an verfi Zeit;

n - die Anzahl der zur Zeit f noch nicht zerfallenen Atome]

Funktionen, bei denen das Argument als Exponent einer Potenz auftritt, heiBen Exponen-
tialfunktionen,




Exponential- und Logarithmusfunktionen

1

Im Unterricht der Klasse 7 haben wir den Rechenstab als ein sehr wichtiges
und leicht zu handhabendes Rechenhilfsmittel k gelernt und ihn seit-
dem stindig beim numerischen Rechnen sowohl im Mathematikunterricht
als auch in anderen Unterrichtsfichern verwendet.

In diesem Kapitel soll nun u. a. das Rechnen mit dem Rechenstab mathema-
tisch begriindet werden. Warum addiert man beispielsweise gewisse Strecken
auf dem Rechenstab, wenn man das Produkt gegebener Zahlen berechnet?
Um solche Fragen beantworten zu konnen, miissen wir den Potenzbegriff
zunéichst noch einmal erweitern. Ferner werden wir in diesem Kapitel unsere
Kenntnisse iiber Funktionen vertiefen, indem wir noch Funktionen kennen-
lernen, die fiir die Mathematik und ihre Anwendungen von besonderer Bedeu-
tung sind.

Fiir welche Zahlen als Exponenten wurden bisher Potenzen definiert? Wieder-
holen Sie die entsprechenden Definitionen an Hand Ihres Lehrbuches! Achten
Sie bei den bisher durchgefiihrten Erweiterungen des Potenzbegriffs besonders
auf die notwendigen Einschrinkungen der Basis!

1

a) Welche rationale Zahl x erfiillt die Gleichung 2* = ﬁ?
Es ist 3'_2 = % =275, Somit erhilt man die Gleichung 2° = 2°°, aus der
man die Losung — 5 sofort ablesen kann.
b) Welche rationale Zahl x erfiillt die Gleichung 3* = 3 - i/j? .
Es ist 3- i/?! =3 33l = 3-;. Somit erhdlt man die Gleichung 3° = 3 mit
der Losung x = ;
Begriinden Sie, daf die im Beispiel E I betrachteten Gleichungen nur eine Lésung
haben kéonnen!
Ermitteln Sie diejenige Zahl x, die die jeweils angegebene Gleichung erfiillt!
a)2* = 64 b) 3* = 81 c) 10 = 1000000

3 _
d)10-= 0001 e 5 =—- fox=7a
Vs
Es gibt aber auch Gleichungen @* = b mit a € P und b € P, die keine rationale
Losung haben.

Beweis: Um diese Aussage zu beweisen, geniigt es zu zeigen, daB wenigstens
eine solche Gleichung existiert, die keine rationale Losung hat.

Wir wihlen als Beispiel die Gleichung 10 = 3 und zeigen, daB es keine
rationale Zahl x gibt, fiir die 10* = 3 gilt. Wir fiihren den Beweis indirekt.

Wir nehmen also an, es gibe eine rationale Zahl %(p, qeG; q > 0) mit

2
1y 109 =3.
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Durch Potenzieren der Gleichung (1) mit ¢ erhalten wir
2 100 =3
Da 3% wegen ¢ > 0 eine natiirliche Zahl ist, muB auch 107 eine natiirliche
Zahl sein. Zerlegen wir die Zahl 10 in Primfaktoren, so folgt
(3) 2°-5" =3 ‘
Jede natiirliche Zahl ist eindeutig in Primfaktoren zerlegbar. Daher erhélt man
aus (3) nur fiir p = ¢ = 0 eine wahre Aussage. p = g = 0 widerspricht aber
der Voraussetzung ¢ > 0, so daB die Annahme, es gibe eine rationale Zahl x
mit 10* = 3, widerlegt ist.

Aufgaben e 1 bis 4

2 Potenzen mit irrationalen Exponenten

Die Gleichung 10* = 3 hat, wie in Lerneinheit E 1 gezeigt wurde, keine rationale
Lésung. Man kann jedoch rationale Zahlen r so bestimmen, daB die Zahl 3
durch die Potenzen 10" mit jeder gewiinschten Genauigkeit angenéhert wird.
So gilt:

10° =1 <3<10 = 10!
109:% ~ 2,51189 < 3 < 3,16228 ~ 10°*
10°47  x~ 2,95121 < 3 < 3,01995 ~ 10°:48
100477 2,99916 < 3 < 3,00608 ~ 100478

1094771~ 2,99985 < 3 < 3,00054 ~ 10°:4772
10947712 & 2,99999 < 3 < 3,00006 ~ 10°477!3
usw.
Auf die Angabe eines Verfahrens zur Berechnung dieser Potenzen wird hier
verzichtet.
Der nichtperiodische Dezimalbruch x = 0,47712..., von dem wir somit die

ersten fiinf Dezimalstellen kennen, ist — wie hier ohne Beweis mitgeteilt werden
muB - eine Lésung der Gleichung 10* = 3, d. h,, es ist

100477120 — 3,

Diese Behauptung setzt allerdings voraus, daB P mit irrational
Exponenten iiberhaupt definiert sind. Da wir bereits auf die Definition der
Rechenoperationen mit reellen Zahlen verzichten muBten, kann auch die
Definition der Potenzen mit irrationalen Exponenten hier nicht angegeben
werden. Wir wollen lediglich an einem Beispiel plausibel machen, wie man
Potenzen mit irrationalen Exponenten definieren kann.

Es ist J2 = 1,414213.... Nach dem Monotoniegesetz fiir Potenzen mit ratio-
nalen Exponenten (vgl. Seite 77) gilt

34 < 3141 < 31414 o 31,4142 o 31,41421 o 31,414213 |
< 3],4142l4 < 3l,4|422 < 31.4143 < 31.4]5 < 31.42 < 3l,5

Beachten Sie! Auf Seite 140 oben sind mit Ausnahme von 3! und 32 alle an-
deren vorkommenden Potenzen irrationale Zahlen, fiir die lediglich rationale
Niherungswerte angegeben werden.
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Unter 32 versteht man diejenige reelle Zahl x, fiir die gilt:
3 =3l <x<3? =9

4,65554 ~ 3"+ < x5 < J08 ~ 5,19615
4,70697 ~ 3'-4! <ok < 3tA2 ~ 4,75896
472770 = 3'4'% < x < 31415~ 473289
4,72874 = 314142 < x < 314143 & 472926
472879 = 3'41421 < x < 3141422 o 477884
4,72880 & 31414213 < x < 31414214 o 4 70881

usw.
Man kann sich iiberlegen, daB auch die Intervallfolge
<31; 31>; (31.4; 3!,5); <3l.4l; 31.42>; <31.4u; 3l.¢ls>;

eine Schachtelung ist, durch die genau eine reelle Zahl x bestimmt wird. Es
ist also

32 = 472880 ...
Allgemein kann nur mitgeteilt werden:

Fiir jede positive reelle Zahl a und jede reelle Zahl c existiert genau eine positive
reelle Zahl b mit a© = b.

Die Definition der Potenzen mif reellen Zahlen als Exponenten wird so fest-
gelegt, daB sie im Faile rationaler Exponenten mit der uns bekannten Definition
der Potenzen mit rationalen Exponenten iibereinstimmt und daB alle Potenz-
gesetze, die wir bereits vom Rechnen mit Potenzen mit rationalen Exponenten
kennen, auch fiir die Potenzen mit belicbigen reellen Exponenten giiltig
bleiben. Es gilt also, wie hier ohne Beweis mitgeteilt werden muB, der folgende
Satz.

SATZ: Sind a und b beliebige positive reelle Zahlen und r und s beliebige reelle
Zabhlen, so ist

1) aa=at 2) @V =(a by
|
@ @ =« @ ar=
(5) Wennr<s,soista” <a'fira> 1; @ > a fiira < 1.
a) 3Vﬁ_ 3V3_2 - 3VE¢VT1 - 33-Vi+4V5 = 3-IAVE

3 _y= = —Va\Va = -4
b) % 5.5V _ Ss»Vs 0 (VsVz)Vu = (VS)VIB =15 =25

3 Definition des Logarithmus

Es wurde bereits erwihnt, daB die reelle Zahl x = 0,47712... eine Losung der
Gleichung 10% = 3 ist; vgl. Seite 139. AuBer dieser Losung hat die Gleichung
10® = 3 keine weitere. Wire z. B. y + x ebenfalls Losung der genannten
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Gleichung, so miifte
* 10:=10=3

gelten, Ist x < y bzw. x > y, so ist nach Satz E1 (5) 10* < 10 bzw. 10* > 10”7
im Widerspruch zu (x). Folglich gibt es genau eine Zahl x mit 10* = 3

SATZ: Jede Gleichung @* = b(a > 0; a + 1; b > 0) hat genau eine reelle
Lisung.

Auf den Beweis dieses Satzes miissen wir wiederum verzichten.

a) Die Gleichung 2* = 2 hat die eindeutig bestimmte Losung x = %

b) Aus 3'? = 4,72880... (vgl. Beispiel E 2) folgt, daB die Gleichung
3% = 4,72880... die eindeutig bestimmte Losung x = V2 hat.

Fiir die nach Satz E 2 eindeutig bestimmte Zahl x hat man einen besonderen
Namen eingefithrt. Man nennt sie den Logarithmus von 5 zur Basis ¢ und
bezeichnet sie mit ,,log, 5*. :

DEFINITION: log, b (a > 0;a + 1; b > 0) ist diejenige reelle Zlhl'c, fiir
die ac = b gilt.

Nach Definition E 3 ist also
amt =ph (@a>0;a=%1;b>0).
Die Gleichungen
a=b und c=log.b (@>0;a+1;b>0)

stellen bei fest vorgegebenen Zahlen @, b und ¢ nur verschiedene Schreib-
weisen fiir denselben Sachverhalt dar. Es ist also

log, b = c genau dann, wenn a° = b.

Wegen a°® = 1 (a + 0) bzw. a' = a gilt fiir jede positive Basis @ mit @ + 1
log.1 =0 bzw. log.a=1.

a) log, 64 = 6, denn 2° = 64 b) log,o 100 = 2, denn 102 = 100

—

1
) logai;l_l' = —4, denn 3~* = 3T d) log,o V10 = l, denn 102 = 10

¢) logs 4,72880... = V2, denn 3'% = 4,72880...
f) log,o 3 = 0,47712..., denn' 1047742+ =3

1 3
a) Schreiben Sie die Gleichungen 27 = 128 und 105 = V10 in der Form
c = log, b!
b) Schreiben . Sie die Gleichungen logs 81 = 4 und log,o | = 0 in der Form
a =b! i
Beweisen Sie, daf 10g,, 2 eine irrationale Zahl ist!

Hinweis: Es sei logyo 2 = a, also 10° = 2. Zeigen Sie indirekt, daf es keine rationale Zahl a
mit 10° = 2 gibt! *
Aufgaben e 9 bis 20
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4 Exponentialfunktionen

Geben Sie fiir die folgenden Zahlen x die Potenzen 2* mit einer Genauigkeit
von einer Di Istelle an! Ver den Sie dabei den Rechenstab!

i i, i B .9 .5
0; £1; £2; £3; ﬂ:4,i7, iT, iT, iT, if’ T3

Zu jeder reellen Zahl x gibt es genau eine reelle Zahl 2*. Folglich ist die Menge f
aller geordneten Paare [x; 2*] mit x € P eine Funktion, die durch die Glei-
chung
flx) = 2%

beschrieben werden kann. Man nennt diese Funktion f eine Exponentialfunk-
tion.

Daes im allgemeinen nicht moglich ist, die Funktionswerte von f durch Anwen-
dung der vier rationalen Rechenoperationen (Addition, Subtraktlon, Multi-
phkatlon, Dmswn) zu berechnen, ist die Funktion f(x) = 2* ein weiteres
B 1 fiir eine nichtrationale Funktion. Sie ist fiir alle reellen Zahlen definiert.
Alle Funktionswerte der Funktion sind positiv; folglich hat f keine Nullstellen.
Nach Satz E 2 existiert zu jeder positiven reellen Zahl y genau eine reelle Zahl x
mit 2* = y. Demnach ist der Wertebereich von f die Menge der posmven
reellen Zahlen.
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Nach Satz E 1 (5) gilt fiir beliebige Zahlen x; und x,: Wenn x; < x,, so
20 < 2%,
Also ist die Funktion f eine monoton wachsende Funktion. Da nun alle posi-
tiven reellen Zahlen Funktionswerte der Funktion f sind, folgt: Mit wachsen-
dem x werden die Funktionswerte der Funktion groBer als jede noch so groBe
reelle Zahl. Ist x eine beliebige reelle Zahl, so gilt
1

f(x)=2* und f(—x)=27*= TR
Die Funktionswerte zweier entgegengesetzter Zahlen sind also zueinander
reziprok. Daraus folgt: Die Funktionswerte von f werden mit abnehmendem x
kleiner als jede noch so kleine positive Zahl. Aus diesen Betrachtungen
erhilt man: Der Graph von f verlduft nur im 1. und 2. Quadranten. Wegen
f(0) = 2° = 1 schneidet der Graph die y-Achse im Punkt P (0; 1). Mit ab-
nehmendem x nihert sich der Graph von f immer mehr dem negativen Teil
der x-Achse. Bild E 1 zeigt den Graph der Funktion f(x) = 2* im Intervall
(—4;3).
Ist a eine beliebige positive reelle Zahl, so ist a* fiir jede reelle Zahl x definiert.
Demnach erhalten wir fiir jede positive reelle Zahl a eine Exponentialfunktion

fx)=a* (@a>0)

mit der Menge P als Definitionsbereich. Der Wertebereich jeder Exponential-
funktion f(x) = a* (@ > 0; a % 1) enthdlt alle positiven reellen Zahlen. Fiir
alle diese Funktionen gilt f(0) = a° = 1.
Ist a > 1, so folgt aus x, < x, nach Satz E 1 (5) @ < a*:. Alle Exponential-
funktionen f(x) = @* mit @ > 1 sind also monoton wachsende Funktionen.
Mit wachsendem x werden die Funktionswerte groBer als jede noch so groBe
Zahl. Mit abnehmendem x werden sie kleiner als jede noch so kleine positive
Zahl. Die Graphen aller Exponentialfunktionen y = a* mit @ > 1 nédhern
sich demnach mit abnehmendem x immer mehr der x-Achse.
Je groBer die Basis a (¢ > 1) einer Exponentialfunktion ist, desto steiler ver-
lauft ihr Graph fiir positive Zahlen und desto ,,schneller” schmiegt sich der
Graph fiir negative Zahlen an die x-Achse an. Bild E 2 zeigt den Graph der
Funktion y = 10* im Intervall (—1,5; 1).

Aufgaben e 21 bis 28

5 Logarithmusfunktionen

Vervolistindigen Sie folgende Wertetafel; vgl. Auftrag E 6! Geben Sie fiir die
in der Tabelle enthaltenen Zahlen x Ndherungswerte mit einer Genauigkeit
von einer Dezimalstelle an!

1 1 1 1 o 1
: |4 |8 | lg |z |z | |5
|
1 4 _ 3 1 Vs 1 — 1
— = = (V8 |2 | V32 | =
= L A L R Vs )
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Nach Satz E 2 existiert zu jeder positiven Zahl x genau eine Zahl y mit 2> = x,

die wir auch als y = log, x schreiben konnen. Folglich ist die Menge f aller

geordneten Paare [x; log, x] (x > 0) eine Funktion, die durch die Gleichung
(x)=log;x (x>0

beschrieben werden kann.

Diese nichtrationale Funktion f heiBt eine Logarithmusfunktion. Ihr Defi-

nitionsbereich ist die Menge der positiven reellen Zahlen; ihr Wertebereich

enthilt alle reellen Zahlen. Sind x; und x, beliebige Zahlen mit 0 < x, < x,,

'so gilt log, x, < log; x,. Ist namlich log, x; = y, und log, x, = y,, so gilt

x; = 2" und x, = 2",

Nach Voraussetzung ist

(*) 2n< 2

Dann ist aber auch y, < y,. Wire namlich y, = y,, so miiBte nach Satz E 1 (5)

27 2 27 im Widerspruch zu (*) gelten. Folglich ist log, x, < log; x,.

Die Funktion f(x) = log, x (x > 0) ist also eine monoton wachsende Funktion.

Wegen log, 1 = 0 folgt daraus, daB die Funktionswerte der Funktion fiir alle

x mit 0 < x < 1 negativ und fiir alle x mit x > 1 positiv sind. Bild E 3 zeigt den

Graph der Funktion f(x) = log, x fiir 0 < x < 8. Mit den im Auftrag E7 ge-

gebenen geordneten Paaren 1aBt sich dieser Graph schon recht genau zeichnen.

; e B

E3

Begriinden Sie, daff der Wertebereich der Funktion y = log, x (x > 0) alle
reellen Zahlen enthdlt!

Entsprechend erhélt man fiir jede positive Zahl @ mit @ + 1 eine Logarithmus-
funktion :

) = log, X (x > ()
(x) log, x ),

die fiir alle positiven reellen Zahlen definiert ist und deren Wertebereich die
Menge der reellen Zahlen ist.

Ist @ > 1, so wachsen die Funktionen y = log, x (x > 0) monoton, wie man
véllig analog zu dem fiir die Funktion y = log, x gefiihrten Nachweis beweisen
kann. Thre Funktionswerte sind fiir x > 1 positiv und fiir 0 < x < 1 negativ.
Die Graphen der Funktionen y = log, x verlaufen nur im ersten und vierten
Quadranten und schneiden die x-Achse an der Stelle 1, denn es ist log, 1 = 0.
Fiir @ > 1 nahern sich die Kurven mit abnehmendem x (x > 0) immer mehr
dem negativen Teil der y-Achse.
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Zeichnen Sie den Graph der Funktion y = log,, x fiir 0 < x < 10! Beschreiben
Sie den Verlauf der Kurve!

*  Die Funktion f(x) = 2% ist eine eineindeutige Funktion, denn aus 2*: = 2*: folgt stets

Xy = X,. Da jede eineindeutige Funktion umkehrbar ist, existiert zu f die Umkehrfunktion f,
die man erhilt, indem man in jedem geordneten Paar [x; y], das zu f gehort, die Zahlen x
und y miteinander vertauscht; vgl. Seite 94.

Die Funktion fist die Menge aller geordneten Paare [x; y] mit y = 2% (x€ P; y€ P; y > 0).
Dann ist f die Menge aller geordneten Paare [y; x), fiir die x = log, y (x€ P; y€ P; y > 0)
gilt. Die Gleichung fiir die Funktion flautet demnach

fo)=logzy (y>0).

Benennt man in dieser Gleichung die Variablen um - durch die Umbenennung der Variablen
wird die Funktion nicht geandert - so erhdlt man die Gleichung

fx)=log x (x> 0).

Damit erhilt man: Die Funktion f(x) = log, x (x > 0) ist die Umkehrfunktion der Funk-

tion f(x) = 2* und umgekehrt. Die Graphen der Funktionen f und fgehen durch Spiegelung
an der Geraden y = x auseinander hervor.

Allgemein gilt: Ist a eine fest vorgegebene positive Zahl mita = 1, so sind die Funktionen
y=a*und y = log,x (x > 0) Umkehrfunktionen zueinander.

Es sei a eine beliebige Zahl mit a > 1. Welche Eigenschaften der Funktion y = log, x (x > 0)
erhdlt man aus bereits bekannten Eigenschaften ihrer Umkehrfunktion y = a*?

Aufgaben e 29 bis 31

6 Anwendungen

Viele physikalische Zusammenhénge lassen sich durch Exponentialfunktionen
bzw. durch Logarithmusfunktionen beschreiben. Aber auch fiir andere Wis-
senschaftszweige, z. B. fiir die Biologie (Wachstumsprozesse) und fiir die
Okonomie, haben Exponentialfunktionen groBe Bedeutung. Hauptsichlich
lassen sich solche Naturvorginge anndhernd durch Exponentialfunktionen
beschreiben, bei denen die Anderung einer gegebenen GroBe (z. B. zeitliche
Vermehrung oder Verminderung einer gegebenen Substanz; zeitliche Ande-
rung eines Bewegungsvorganges) dieser GroBe selbst proportional ist.
Der biologische WachstumsprozeB (z. B. Zunahme des Holzbestandes eines
Waldes, Wachstum einer Bakterienkultur) laBt sich unter vereinfachten
Bedingungen durch die Exponentialfunktion

m = moye™
beschreiben. Darin ist m, die zum Zeitpunkt ¢, = 0 vorhandene Stoffmenge,
e = 2,71828... eine irrationale Zahl, a eine fiir den WachstumsprozeB des
betreffenden Stoffes charakteristische Konstante und m die zu einem beliebigen
Zeitpunkt ¢ = ¢, vorhandene Stoffmenge.

Aus gewissen Bakterienkulturen, die auf geeigneten Nihrboden geziichtet werden,
werden in der pharmazeutischen Industrie wertvolle Antibiotika (z. B. Streptomy-
zin) hergestellt. Fiir das Wachstum einer speziellen Bakterienkultur moge gelten:

m=my-2* mit a=05d" (r=0d).
Nach wieviel Tagen hat sich die urspriinglich vorhandene Menge m, verdoppelt
bzw. vervierfacht bzw. verachtfacht?
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Durch die schnelle Entwicklung der Volkswirtschaft in der DDR steigt der
Elektroenergiebedarf von Jahr zu Jahr. Unsere Republik gehort heute in der
Pro-Kopf-Erzeugung von Elektroenergie zu den zehn fithrenden Lindern der
Welt.

Im Jahre 1950 betrug die Erzeugung von Elektroenergie ungefihr
Wo = 20 - 10° kWh. Bei einer durchschnittlichen jahrlichen Wachstumsrate
von 8% laBt sich die Entwicklung der Elektroenergieerzeugung fiir den Zeit-
raum von 1950 bis 1980 durch die Exponentialfunktion

W,= Wy-1,08" (neN;0=<n =< 30)
beschreiben. Fiir das Jahr 1980 (n = 30) erhilt man
Wi = Wy 1,08%° ~ 200 - 10° kWh.

Dus bedeutet, daB die Erzeugung von Elektroenergie nach dem Stand von
1970 auf mehr als das Doppelte ansteigen muB.

Welche Schlufifolgerungen ziehen Sie aus diesen Angaben, wenn man bedenkt,
dap diese gewaltige Steigerung durch den Neubau von Wirmekraftwerken auf
Kohlebasis allein nicht moglich ist, da die Kohleforderung nicht beliebig erhiht
werden kann?

Der atmosphirische Luftdruck nimmt mit der Hohe iiber dem Meeresspiegel
ab. Ist p, der Luftdruck in Meeresspiegelhdhe und p der Luftdruck in der
Hdhe A iiber dem Meeresspiegel (gemessen in m), so wird der Zusammenhang
zwischen £ und p durch die logarithmische Funktion

0

h =a-log.o"7 (a = 18400 m; p < po)

beschrieben. Mit Hilfe dieser logarithmischen Funktion 4Bt sich die Héhe
iiber dem Meeresspiegel berechnen, wenn der Luftdruck in dieser Hohe und
der Luftdruck p, bekannt sind. Gilt beispielsweise p, = 750 Torr und
p = 250 Torr, so ist

hi= a~logw% =a-log;o3 ~ 18400- 0,477 m; h ~ 8,77 km.



Rechenhilfsmittel
7 Dekadische Logarithmen

Sind a und c reelle Zahlen mit @ > 0, so gibt es genau eine positive Zahl b
mit @° = b. Diese Zahl b heiBt die Potenz mit der Basis 2 und dem Exponen-
ten c. Die Operation, die den Zahlen a und ¢ die Zahl b = a° zuordnet, heiBt
Potenzieren.

Ist c eine natiirliche Zahl mit ¢ > 0 und b eine beliebige positive Zahl, so gibt

es genau eine positive Zahl @ mit a = VI; Die Operation, die den Zahlen b
und ¢ die Zahl a = VE zuordnet, heiBt Radizieren.

Sind ferner a und b beliebige positive Zahlen mit a =+ 1, so gibt es nach Satz E2
genau eine Zahl ¢ mit ¢ = log, b. Die Operation, die den Zahlen a und b die
Zahl ¢ = log, b zuordnet, heiBt Logarithmieren.

Radizieren. und Logarithmieren sind also — man beachte die notwendigen Ein-
schrankungen — Umkehroperationen des Potenzierens.

Aus2 =8  folgt 2=18 und 3 =log,8.

11 1 j/1 1
Aus (3) =g folet 5= l/ﬁ und 4 = log, 7
Aus 102 = 100 folgt 10 = J100 und 2 = log,, 100.

Begriinden Sie, warum die Addition und die Multiplikation reeller Zahlen jeweils
nur eine Umkehroperation haben! Warum gibt es fiir die Operation Potenzieren
zwei Umkehroperationen?

Die Menge der. Logarithmen aller positiven reellen Zahlen zu einer vor-
gegebenen Basis a (@ > 0; a + 1) heiBt das Logarithmensystem zur Basis a.

Von besonderer Bedeutung fiir die Praxis ist das Logarithmensystem zur
Basis 10. Die Logarithmen mit der Basis 10 heiBen dekadische Logarithmen.
Statt ,,log,o b* schreibt man kiirzer ,,lg b“. Es ist also beispielsweise

Ig100 = 2; 1g0,1 = —1; Ig3 = 0,47712...; vgl. Beispiel E 4f.

Wenn wir kiinftig von Logarithmen sprechen, so sollen stets dekadische
Logarithmen gemeint sein.

Geben Sie die Logarithmen der Zahlen 10% an, wenn k eine ganze Zahl mit
-5 k< 5ist!

Ist k eine beliebige ganze Zahl, so gilt 1g 10 = k.

Ganzzahlige Logarithmen haben nur diejenigen Zahlen, die Potenzen von 10
mit ganzzahligen Exponenten sind. Die Logarithmen aller anderen positiven
rationalen Zahlen sind irrational. Fiir gewisse irrationale Zahlen erhilt man
rationale Logarithmen. So gilt beispielsweise Ig V10 = 0,5.

Die Berechnung der Logarithmen auf elementarem Wege ist zwar mdglich,
jedoch sind solche Berechnungen mit einem erheblichen Rechenaufwand ver-
bunden. Man berechnet die Logarithmen daher mit Hilfsmitteln, die hier nicht
zur Verfiigung stehen. Eine solche Berechnung liefert z. B. Ig 3,47 = 0,5403.
Streng genommen miiBte man Ig 3,47 ~ 0,5403 schreiben, denn 0,5403 ist
ein rationaler Naherungswert fiir die irrationale Zahl lg 3,47.
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8 Eigenschaften der dekadischen Logarithmen

Ist der Logarithmus einer beliebigen positiven Zahl r bereits bekannt, so kann
man sofort, wie Beispiel E 10 zeigt, unter Verwendung der Potenzgesetze die
Logarithmen aller Zahlen r - 10* mit k € G angeben. Darin besteht die besondere
Vorzugsstellung des dekadischen Logarithmensystems.

Es ist Ig 3,47 = 0,5403, d. h., es ist 3,47 = 10°3493, Dann gilt
347 =347-101 = 10%5403. 01 = [Qi.5403,
347 =347-102 = 10%5403. 102 = ]Q2.5403,
3470 =347-10% = 10°5403. 103 = 035403,
0,347 = 3,47-10-! = 1005403 . 10-1 = 100540314
0,0347 = 3,47-10-2 = 100:5403 . [0-2 = ]0.5403-2,
0,00347 = 3,47 - 10-3 = 10%-5403 . |(-3 — (0.5403-3,

Aus diesen Gleichungen erhilt man

o X die Logarithmen der angegebenen
3470 3,5403 Zahlen, die in der nebenstehenden
347 2,5403 Tabelle zusammengefaBt sind.

34,7 1,5403 Beispiel E 10 zeigt auBerdem, daB es
3,47 0,5403 unzweckméBig wire, die Differenzen
8’(3);17 g;xg - ; 0,5403—1;0,5403—2 usw. auszurech-
b.00347 0.5403 — 3 nen, weil dadurch die Vorteile des de-

2 : kadischen Systems verlorengingen.

Aus Beispiel E 10 entnimmt man ferner, daB es geniigt, beispielsweise die
Logarithmen der Zahlen von 1 bis 10 zu kennen, um dann fiir alle positiven
Zahlen die Logarithmen angeben zu kénnen. Jede positive reelle Zahl 148t
sich ndmlich eindeutig als Produkt aus einer reellen Zahl r mit 1 =r<10
und einer Potenz 10* mit ganzzahligem Exponenten k darstellen; vgl. Seite 79.

Ist r eine beliebige positive Zahl mit 1 < r < 10 und Igr = m und ist k eine
beliebige ganze Zahl, so ist Ig (r - 10) = m + k.

Ist namlich Igr = m, so gilt r = 10™. Dann ist r- 10* = 10™- 10k = 10+,
Daraus folgt aber sofort Ig (r - 10¥) = m + k.

Man nennt die ganze Zahl k die Kennzahl und die Zahl m die Mantisse des
Logarithmus von r - 10%,

£ Igx Kennzahl Mantisse
3,47 0,5403 0 0,5403
347 2,5403 2 0,5403
0,00347 0,5403 — 3 -3 0,5403

Dalgl =0 und Ig10 = 1 ist und die Funktion y = Ig x monoton wichst,
gilt: Ist1 <r<10,s0gilt0 <lgr < 1.

Jede reelle Zahl ist ein unendlicher Dezimalbruch. Die Zahl r-10* mit
1 =<r < 10und k € G hat

fiir £ 2 0 vor dem Komma k + 1 Stellen;
fiir k < 0 vor der ersten von Null verschiedenen Stelle || Nullen einschlieB-
lich der Null vor dem Komma.
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Aus diesen Betrachtungen folgt:

(1)  Unterscheiden sich zwei positive Zahlen nur um einen Faktor 10* (k € G),
so haben ihre Logarithmen gleiche Mantissen.

(2) Ist x = 1, so ist die Kennzahl des Logarithmus von x um 1 kleiner als
die Anzahl der Stellen, die der Dezimalbruch x vor dem Komma hat.

(3) Ist0 < x < 1, so ist die Kennzahl des Logarithmus von x negativ. Thr
Betrag ist gleich der Anzahl der Nullen, die der Dezimalbruch x links
vor der ersten von Null verschiedenen Stelle, einschlieBlich der Null vor
dem Komma, hat.

Aufgaben e 32 bis 35

9 Die logarithmische Skale

Eine bisher noch nicht verwendete Darstellung einer Funktion ist die Dar-
stellung durch eine Skale. Fiir eine gegebene Funktion f gewinnt man eine
solche geradlinige Skale, indem man nach Wahl einer Einheitsstrecke die
Funktionswerte f(x) von einem festgelegten Anfangspunkt auf einer Geraden
abtrigt und an die so erhaltenen Punkte die entsprechenden Zahlen x schreibt.

¥ TT—1 1 T T T T
005 1 15 2 25 3
E4

Bild E 4 zeigt einen Abschnitt der Skale fiir die Funktion y = x?, bei der die
Einheitsstrecke 1 cm lang ist. In Bild E 4 sind fiir einige wenige Zahlen x die
Teilstriche markiert. Zum Vergleich ist ein Abschnitt der Skale fiir die Funktion
» = x mit der gleichen Einheitsstrecke angegeben.

Wir wollen nun den Abschnitt einer Skale fiir die Funktion y = Ig x fiir die
Zahlen x mit 1 £ x < 10 konstruieren. Wir beschrinken uns darauf, die
Teilstriche fiir die ganzen Zahlen zwischen 1 und 10 zu markieren. Fiir diese
Konstruktion bendtigen wir die Logarithmen der betreffenden Zahlen. Die
mit Hilfsmitteln der hoheren Mathematik berechneten Mantissen der deka-
dischen Logarithmen werden in sogenannten Logarithmentafeln tabelliert.
In der uns zur Verfiigung stehenden Tafel sind die Mantissen der Logarithmen
fiir die natiirlichen Zahlen von 100 bis 999 und von 1000 bis 1099 mit vier
Dezimalstellen ohne Angabe der Null vor dem Komma aufgefiihrt.

Aus dieser Tabelle lesen wir beispielsweise ab:

lg2 = 0,3010; 1g3 =04771; Ig4 = 0,6021; usw.'

Als Einheitsstrecke wihlen wir eine Strecke von 10 cm Liange. Wegen Ig 1 = 0
bzw. g 10 = 1 bezeichnen wir den Anfangs- bzw. Einheitspunkt der Skale
mit 1 bzw. 10. Tragen wir vom Anfangspunkt dieser Skale — unter Beachtung

1 Auch hier miiBte man eigentlich 1g 2 ~ 0,3010, 1g 3 ~ 0,4771 usw. schreiben; vgl. den Hinweis
auf S. 139, .
Aus dem Tafelwert fiir Ig 2 folgt 0,30095 < 1g 2 < 0,30105.
Aus dem Tafelwert fiir Ig 3 folgt 0,47705 < Ig 3 < 0,47715.
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des gewihlten MaBstabes — die Funktionswerte Ig2,1g3, ...,1g 9 ab und schrei-
ben an die erhaltenen Teilpunkte die Zahlen 2,3, ..., 9, so erhalten wir den im
Bild E 5 dargestellten Abschnitt der Skale fiir die Funktion y = lg x. Eine
solche Skale heiBt eine logarithmische Skale.

Jeder Zahl x mit 1 < x < 10 ist eine Strecke mit dem Anfangspunkt 1 zu-
geordnet. Der mit x bezeichnete Endpunkt dieser Strecke ist (10 1g x) cm vom
Anfangspunkt der Skale entfernt. Jede Strecke mit dem Anfangspunkt 1 und
einem Endpunkt x, der zwischen 1 und 10 liegt, stellt so den Logarithmus
einer Zahl x mit 1 < x < 10 dar.

Die im Bild E 5 dargestellte Skale 1Bt sich nach rechts und links beliebig weit
fortsetzen. Erweitert man die Skale, indem man beispielsweise fiir die Zahlen
20, 30, ..., 100 die Teilstriche einzeichnet, so erhilt man ein weiteres Teilstiick
der logarithmischen Skale, das dem schon gezeichneten kongruent ist.

Erliutern Sie, warum man den im Bild E 5 dargestellten Abschnitt der logarith-
mischen Skale auch als Abschnitt fiir die Zahlen x mit 10+ < x < 105+ (ke @)
ansehen kann!

Aufgabe e 36

10 Der Rechenstab

Lésen Sie folgende Aufgaben mit Hilfe des Rechenstabes!
a)1,74-535 b)zw-64,3 «¢)915:423 d)22,7:64,7 e) 6,9 f) 10,655

Der Rechenstab enthilt ein System logarithmischer Skalen, die auf dem
Stabkorper bzw. der Zunge mit groBer Genauigkeit aufgetragen sind; vgl.
Bild E 6. Die Skalen A und B bzw. C und D sind kongruent. Als Einheits-
strecke fiir die Skalen C und D wird meist eine Strecke mit der Lénge 25 cm
gewihlt. Die Einheitsstrecke fiir die Skalen A und B ist dann 12,5 cm lang.
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Fiir die mathematische Begriindung des Arbeitens mit dem Rechenstab bendtigt
man den folgenden Satz.

SATZ: Sind « und v positive reelle Zahlen und ist a eine positive Zahl mit
a + 1, so gilt:
(1) log, (u-v) = log, u + log, v;

2) Iog.% = log, u — log, v;

(3) log,w =r-logu(reP).

Beweis: Die Giiltigkeit der genannten Beziehungen erhdlt man sofort aus der
Definition des Logarithmus und der Giiltigkeit der Po gesetze fiir Po
mit reellen Exponenten.
Essei logu=>5 und log.v=c¢, also u=a" und v=a.
Dann ist
1) u-v=a"" a =at,
also log, (u-v) = b + ¢ = log, u + log. v;
u a

/ —_—=——=qa"
2) = S,

also lo&%: b — ¢ = log,u — log, v;
@) ¥ =(@y=a
also log,u" = rb = rlog, u.

Fiir den Logarithmus eines Produktes aus endlich vielen positiven Faktoren
X1, X2, ...y X, gilt — wie hier ohne Beweis mitgeteilt wird —

log, (X1 * X3 * =+ * Xn) = loga x; + l0gs x2 + -+ + 108a Xa.
Aus (3) erhilt man speziell fiir r = % (neN;n>0)

e 1
log, l/u = 710&. u.

a) 1g(5,73-0,27 - 1,69) = 1g 5,73 + 1g 0,27 + 1g 1,69
b) Ig 2,84-497

0,061 =1g2,84 + 1g4,97 — 1g 0,061

851354 1
olg V——ss,l —S5q =7 e85+ 18354 — g (851 - 354)]

a)lg2+1g7 —Igll = 1g% =lg%
3.1713
by3-1g5,1 +%'Ig7,3 - 2-lg6,2—%-lg9,3 s 3173
622193

0)lgl6 +1g625 =1g2* + 1g5* =4-1g2 +4-1g5 =4(g2 + 1g5)
=4-1g2-5=4-1gl0=4
Begriinden Sie, weshalb auf den Skalen A, B, C, D des Rechenstabes die Strecken

von 2 bis 4 bzw. von 4 bis 8 genauso lang sind wie die Strecke von 1 bis 2!
Aufgaben e 37 bis 48
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11 Das Rechnen mit dem Rechenstab

Die groBe Bedeutung der dekadischen Logarithmen fiir das praktische Rech-
nen beruht auf den Formeln

lg(u-v)=lgu+ lgv; lg%=lgu—lgv
und Igw =r-lgu (u>0;0>0;reP); vgl SatzE 4.

Mit Hilfe dieser Formeln kann man Produkte, Quotienten und Potenzen
positiver reeller Zahlen ,,logarithmisch* berechnen.

Esist g2 = 0,3010; Ig 4 = 0,6021; 1g 8 = 0,9031.

Dann gilt 1g(2-4) = 1g2 + Ig4 = 0,3010 + 0,6021 = 0,9031 = Ig§.

Aus dieser Gleichung folgt 2 -4 = 8.

Wir haben also das Produkt der Zahlen 2 und 4 ,,logarithmisch® berechnet.
Dabei fiihrt man die Berechnung des Produktes 2 -4 auf die Addition der
Logarithmen der Faktoren 2 und 4 zuriick.

Entsprechend fiihrt man durch das Logarithmieren die Berechnung des
Quotienten zweier positiver reeller Zahlen auf die Subtraktion der Logarithmen
von Dividend und Divisor und die Berechnung der Porenz einer positiven
reellen Zahl auf die Multiplikation des Logarithmus der Basis mit dem Expo-
nenten zuriick.

Das Addieren und Subtrahieren von Logarithmen wird mit dem Rechenstab geo-
metrisch ausgefiihrt.

Das Produkt x = 1,57 - 4,35 ist mit dem Rechenstab zu berechnen.
Es ist 1g (1,57 - 4,35) = 1g 1,57 + 1g 4,35.

E7

Bild E 7 veranschaulicht die zur Losung der Aufgabe erforderliche Ein-
stellung. Die MaBzahlen der Strecken a bzw. b sind unter Beriicksichtigung
der gewihlten Einheitsstrecke 1g 1,57 bzw. lg 4,35. Die MaBzahl der Strecke
a + b ist dann
1g 1,57 + 1g4,35 = 1g (1,57 - 4,35) = 1g 6,83.!

Aus dieser Gleichung folgt 1,57 - 4,35 ~ 6,83.

Die Logarithmen der Zahlen 1,57 und 4,35 sowie der Logarithmus des zu
berechnenden Produktes x treten also beim Stabrechnen als MaBzahlen
gewisser Strecken auf. An den Endpunkten der betreffenden Strecken stehen

1 Vgl. FuBnote auf Seite 149,
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aber — wie bei der Konstruktion der logarithmischen Skale erldutert wurde —

die Zahlen selbst und nicht ihre Logarithmen. Man kann also das Ergebnis

der Rechnung unmittelbar ablesen, ohne daB man wie im Beispiel E 14 mit
den Logarithmen numerisch rechnet.

Beim Rechnen mit dem Rechenstab rechnet man — wie uns bereits bekannt ist —

ohne Beriicksichtigung der Kommastellung der Eingabewerte. Die Stellen-

zahl des Ergebnisses ermittelt man durch einen Uberschlag, der gleichzeitig
eine gewisse Kontrolle des berechneten Resultats liefert. Bei der im Bei-
spiel E 15 gestellten Aufgabe beschreiben wir die Einstellung daher wie folgt.

Wir stellen die Zahl 1 der Skale C, kurz C 1, iiber D 157; lies: ,,D eins-fiinf-

sieben*’. Untér C 435 lesen wir auf D ab: 683. Die im Bild E 8 gezeigte Ein-

stellung ermoglicht auch die Losung der Aufgabe 6,83:4,35 ~ 1,57.

Es ist ndmlich 1g 6,83 — 1g 4,35 = lg%g—:;— = 1g1,57.

a) Veranschaulichen Sie durch eine Zeichnung an Hand der Aufgabe
x = 2,75 - 6,24 die ,,Multiplikation mit Riickschlag*! Deuten Sie an’ Ihrer-
Zeichnung folgende Rechnung!

lgx =1g62,4 — (Ig10 — 1g2,75) = 1g62,4 — Ig 10 + 182,75
= lg% +1g2,75 = 1g (6,24 - 2,75)

b) Erliutern Sie, warum man bei Benutzung der Skalen A und B ohne ,,Riick-
schlag** auskommt!

Die fiir die Skalen D und A verwendeten Einheitsstrecken verhalten sich wie
2:1. Demnach ist die Strecke fiir 2 lga = lga® auf der Skale A genauso
lang wie die Strecke fiir Ig a auf der Skale D. Uber jeder Zahl a auf der Skale D
steht also auf der Skale A das Quadrat dieser Zahl.

Erléutern Sie, wie man mit den Skalen D und K (K iiber Skale A) Kubikzahlen
bzw. Kubikwurzeln berechnen kann!

12 Anwendungsbeispiele

Ein Produkt aus mehreren Faktoren wird schrittweise berechnet. Die Zwischen-
ergebnisse werden mit dem Lauferstrich markiert, bis man die Zunge fiir die
dchste Berech ingestellt hat.

31,5 - 4041
29,6 - 1230
V31,5-4,041-10°  _ 6-4
2,96-10' - 1,23-10° 3

Um mit moglichst wenig Einstellungen der Zunge auszukommen, wird ab-
wechselnd dividiert und multipliziert.

Aufgabe: x =

Uberschlag: x = 101 = 0,8

Einstellung:
(a) Lauferstrich iiber A315 (wegen V31,5 ~ 6 steht der Léuferstrich auf
dem Abschnitt zwischen 10 und 100 der Skale A)
(b) C296 unter Lauferstrich (c) Lauferstrich iiber C404
(d) C123 unter Léuferstrich (e) Unter C1 ablesen: D622
Ergebnis: x ~ 0,622
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Erldutern Sie, wie Sie mit Hilfe des Rech bes die folgenden Quoti be-
rechnen kéonnen!
— ¥ -
_2,45%-389 ) x = 137 V20,7 + 15,69 - 14,22
V358 27,8 - 35,6 — 0,56% - 71,5

Die Masse m eines 11,3 m langen Kupferdrahtes betrigt 1031 g. Die Dichte
des Kupfers ist o = 8,93 g - cm™2. Welchen Durchmesser hat der Draht?

Gegeben: m = 1031g; h=11,3m; o =2893g-cm3
Gesucht: d in cm
Bendotigte Formeln: 1)m=p-V @@QV= %d’ “h

a) x

Allgemeine Lésung: m = o %d‘h

4m
2
L noh

4m
d=Vn_eh

Einsetzen der gegebenen Grofen:

d=V 4-1031g =V 4-1031 &
7+893g-cm3-1130cm 7+ 8,93 - 1130
Uberschlag :
. 108 .
d= V%cm ~ V%cm ~ V0, cm ~ 0,3cm
Numerische Losung :
Man berechnet zunichst den Radikanden. Die Rechnung mit dem Rechenstab
liefert d ~ 10,130 cm.
Zur Berechnung von }/0,130 verwendet man entweder den Rechenstab oder
die Tafel der Quadratwurzeln und erhilt /0,130 ~ 0,361.
Ergebnis: d ~ 0,361 cm = 3,61 mm
Um zu ermitteln, welche Warmeenergie der elektrischen Energie von 1 Ws
dquivalent ist, wird folgendes Experiment durchgefiihrt. Durch eine Heiz-
spirale werden m = 526 g Wasser in 7= 265s von #, = 12,5°C auf
#, = 17,2°C erwirmt. An der Spirale liegt eine Spannung von U = 120V; die
Stromstérke betrdgt / = 324 mA. (Die Wirmeaufnahme durch das GefaB wird
nicht beriicksichtigt.)
Losung:
Die in Wirmeenergie umgewandelte elektrische Energie betriigt
() W=k-U-I-t (kistdiezu berechnende Konstante).
Die vom Wasser aufgenc War ge betragt
(2 W=m-c-49 (c=1cal g'-grd-! ist die spezifische Wiarme
des Wassers).
Aus (1) und (2) erhéalt man
k-U-I-t=m-c-A49
P -49
U-1I't
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Durch Einsetzen der gegebenen GroBen folgt

_ 526g-lcalg'grd'-4,7grd _ 526-4,7 i
k=—1%Vv.034A 265s 120032 265 @ W9
Uberschlag: ‘
@ % 2 . %
526-4,7 526107 - 4,7 525 it i

120 - 0,324 - 265 E 1,2-10% - 3,24 - 10! - 2,65 102 ® 3-3
Die Rechnung mit dem Rechenstab ergibt
k ~ 0,24 cal (Ws)~1.

Ergebnis: Die elektrische Energie von 1 Ws entspricht ungefahr der Wirme-
energie 0,24 cal (genauerer Wert: 1 Ws = 0,239 cal).

Aufgaben e 49 bis 93

13 Genavigkeit des Rechnens mit Hilfe des Rechenstabes

Beim Rechnen mit Hilfe des Rechenstabes erhilt man fiir die gesuchten Ergeb-
nisse Niherungswerte, deren Genauigkeit von der GroBe des verwendeten
Rechenstabes, von der Anzahl der durchgefiihrten Rechenoperationen und von
der Einstell- und Ablesegenauigkeit abhéngt. AuBerdem héngt die Genauigkeit
der Ergebnisse natiirlich von der Genauigkeit der Eingabewerte ab.

Bei allen mit Hilfe eines Rechenstabes, dessen Einheitsstrecke 25 cm lang ist,
durchgefiihrten Rechnungen erhélt man die Ergebnisse mit drei geltenden
Ziffern, wenn die Eingabewerte mindestens drei geltende Ziffern haben. So
wird beispielsweise statt der Aufgabe 1,2 - 4,012 mit Hilfe des Stabes gerechnet:
1,20 - 4,01 = 4,81.

Die ersten beiden Ziffern lassen sich stets genau einstellen bzw. ablesen. Auf
den Skalen C und D kann man fiir die Zahlen zwischen 1 - 10* und 2 - 10*
(k € G) die ersten drei Ziffern genau einstellen bzw. ablesen. Die nichste Ziffer
wird jeweils geschitzt. Da man beim Schétzen nicht beriicksichtigt, daB die
Teilstriche einer logarithmischen Skale nach rechts enger aufeinander folgen,
kann also die dritte Ziffer nicht mehr vollig zuverlassig sein. Auf den Skalen C
und D ist die Einstell- und Ableseg igkeit groBer als auf den Skalen A und B.
Eine logarithmische Skale ist so beschaffen, daB der prozentuale Ablesefehler
im wesentlichen an allen Stellen gleich groB ist.

AuBerdem ist zu beriicksichtigen, daB man in der Praxis hauptsachlich Rech-
nungen auszufiihren hat, bei denen die Eingabewerte Naherungswerte sind,
d. h., es handelt sich um gerundete Zahlen, z. B. um J2 ~ 1,414, oder um
MaBzahlen gemessener GroBen, z. B. um a = 4,7 + 0,05. Bei solchen Rech-
nungen erhélt man sowieso, auch wenn nicht mit Hilfe des Rechenstabes ge-
arbeitet wird, nur Ndherungswerte fiir die Resultate.

Es ist 2,287 - 1,384 = 3,165208.

(a) Rundet man die Faktoren auf drei geltende Ziffern, so erhilt man
2,29 - 1,38 = 3,1602.
(b) Rundet man auf zwei geltende Ziffern, so gilt 2,3 - 1,4 = 3,22,

Man erkennt, daB im Fall (a) die beiden letzten Ziffern von 3,1602 vollig sinn-
los sind. Das Ergebnis wird daher nur mit drei zuverldssigen Ziffern angegeben:
3,16.
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Entsprechend gibt man im Fall (b) das Ergebnis nur mit zwei zuverlissigen
Ziffern an: 3,2

Beim Rechnen mit Naherungswerten muB unbedingt beachtet werden, daB im
Ergebnis keine iiberfliissigen Ziffern beibehalten werden und damit eine Ge-
nauigkeit vorgetduscht wird, die gar nicht vorhanden ist. Das ist insbesondere
auch beim Rechnen mit Hilfe des Rechenstabes zu beachten.

14 Uberblick iber weitere Rechenhilfsmittel

Durch die Verwendung von Logarithmen wurde vor etwa 400 Jahren eine auBerordentliche
Vereinfachung der Rechenarben eme]t Die Einfithrung von Logarithmen und die Aufstel-
lung von Logari er insb dere den A tr ihre. k lizierten
und umf? ichen Rech mit der digen G it durchzufiihren.

Aus der stﬁrmlschcn Entwicklung der Naturwnssenschaftcn im 17. Jahrhundert ergab sich
zwangsldufig die N digkeit, die Rect beit weiter zu So wurden bereits
damals die ersten 11 betriet hanischen Rech hil mit ischer
Zehneriibertragung konstruiert und verwendet.

Gegen Ende des vorigen Jahrhunderts wurden — bedmgt durch das schnelle Wachstum der

Industrie und des Handels — immer bessere 1) i serienmaBig
hergestellt und in den Kontoren der Fabriken und Banken eingesetzt.
Bei den Lochk werden in Lochkarten gestanzte Zahlenwerte

automatisch nach einer vorher festgelegten Vorschrift verarbeitet. Die erste Lochkarten-
maschine wurde 1880 von HERMANN HOLLERITH zur maschinellen Auswertung sta-
tistischer Erhebungen konstruiert. Lochkarten sind Karteikarten, durch die Informationen
durch Einbringen von Léchern so gespeichert werden, daB sie mit Hilfe der Maschinen

wieder abgel g tet und aufgeschrieben werden konnen. Zu einer Lochkarten-
anlage geho 1 inzelne Maschinen wie Kartenl, , Kartenpriifer, Kartendoppler,
Kar ischer, Sortier i und eine Tabelliermaschine.

Fiir die Weiterentwicklung der R waren folgende Uberl wesentlich.

1) Die Maschine soll iiber einen Speicher verfiigen, der alle eingegebenen Daten und Zwi-
schenresultate aufbewahrt.

2) Die Maschine soll selbsttitig nach einem an ihr eingestellten Programm mit den gespei-
cherten Daten operieren.

Eine solche Maschine heiBt ein pi ter Rech

Die Entwicklung prog: ter Rect erfolgte in den Jahren von 1935
bis 1945. Der deutsche Ingenieur KONRAD ZUSE und der amenkamsche Msthemmker
HOWARD H. AIKEN entwickelten 1941 bzw. 1944 bhi v :
maten, die mit 2000 bzw. 3000 elektrischen Relais arbeiteten.

Der er‘sle in der DDR hergestellte Rechenautomat war die im VEB Carl ZeiB konstruierte
»Oprema** (Optikrechenmaschine), die 1954 speziell fiir optische Berechnungen in Betrieb
genommen wurde. Dieser Automat war mit annihernd 17000 Relais und mit 90000 Selen-
gleichrichtern ausgeriistet. Seine Kapazitit entsprach etwa der von 200 Rechnern.

Heute werden an Stelle der Relais Elektronenrshren bzw. Halbleiterbauelemente verwendet,

durch die die Rech hwindigkeit der A betréchtlich erhdht und ihr Raum-
bedarf erheblich ei hrénkt werden k

Der erste elektronische Rechenautomat ,,Eniac** wurde 1946 an der Pennsylvania-Universitit
in Betrieb genommen.

In der Sowjetunion wurde 1953 der erste mit Elektronenrshren arbeitende Automat, BESM 1;
von der Akademie der Wissenschaften der UdSSR fertiggestellt.

Der im VEB Carl ZeiB hergestellte Rechenautomat ZRA 1, der als Bauelemente Ferritkerne,
Germaniumdioden und Elektronenrshren besitzt, fuhn in 1s etwa 150 Rechenoperationen
aus, Der ZRA 1 ist auch heute noch in zahlreict der DDR ei

GroBere und leistungsfahigere A sind dne sowjetisch Anlagen der Ural-Serie,
von denen bereits einige in die DDR importiert worden sind, die BESM 6, die in 1s ca.
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10°® Rechenoperationen ausfiihrt, sowie die amerikanischen Anlagen IBM 1401 und IBM 360.
Es gibt heute bereits Rechenautomaten, die in 1 s mehrere Millionen Rechenoperationen aus-
fithren konnen.
Die sozialistischen Lander hatten es nach dem zweiten Weltkrieg infolge der umfangreichen
Zerstorungen bmnders schwer, die Grundlagen ihrer wirtschaftlichen Ordnung vollig neu
Um so beact ter sind daher die Ergebnisse, die in den vergangenen
Jahren von diesen Landern auf dem Gebiet der automatischen Rechentechnik erzielt
wurden.

Die digi h (Ziffer h ) arbeiten mit Ziffern als Eingabe-
werten und liefern auch Ziffern als Ausgat te. Die Schaltglieder (Relais, Elektronen-
rohren, Fermkeme oder Transi ) der digi A konnen im all nur
zwei dbare Zustinde haben. D gen kdnnen sie auch nur Dualzahlen verarbeiten.

Die wichtigsten Teile eines Ziffernrechenautomaten sind das eigentliche Rechenwerk, der
Speicher, das Steuerwerk, das die vom Menschen angefertigte Befehlsfolge (das Programm)

b und das Rect k zur Ausfithrung veranlaBt, und das Ein- und Ausgabewerk.
Eine i h ische Ubersicht zeigt Bild E 8. Dem Automaten wird ein Algo-
rithmus, nach dem die eingegebenen Daten zu verkniipfen sind, von vornherein mitgeteilt.
Auch der Algorithmus selbst kann von der Maschine gespeichert werden. Der Automat kann
also nur solche Probleme losen, fiir die der Mensch vorher einen Lsungsweg vorgegeben hat.

b

Steuerwerk Ausgabewerk

E8

Rechenautomaten werden nicht nur fiir die Losung bestimmter mathematischer Probleme,
fiir die sie urspriinglich gedacht waren, emgmtzt Sle haben in den letzten Jahren groBe An-
wendungsbereiche gefunden. So werden sie beisp t fiir Abrect ecke
in Betrieben, Banken und Versicherungen, fiir die Erforschung des Kosmos durch Satelliten
und Raumschiffe, fur dle Automausnerung und Opllmlerung von Produkuonsprozessen m
allen méoglichen Prod , fur ische Sprachii fir medi
sche Diagnosen und vor allem fu: dle R lisierung der k Lenkungs- und Lei-
tungsarbeit unserer sozialistischen Volkswirtschaft.

In all diesen Fillen handelt es sich um die automatlsche Verarbenung von Informationen

oder Daten. Man spncht deshalb besser von T‘ statt von Rechen-
Einen prinzi 1 hen Recl hnik und Datenverarbeitung
gibt es nicht. D bei It die durch Wei icklung der dlteren Loch-

kartenmaschinen entstanden sind, sind Rechenautomaten zur Verarbeitung sehr umfang-

reichen Datenmaterials gleicher Struktur. Eine fiir die Datenverarbeitung vorgesehene An-

lage muB zusitzlich iiber sehr groBe Speicher verfiigen.

Neben verschiedenen in der DDR entwickelten Klemrechnern z. B SER 2, wurde von Be-

trieben der VVB D ‘beitung die D: i

und gebaut; vgl. Bild E9. Sie wurde 1966 in Moskau anlidBlich der internationalen Fach-
11 ,,interorg-technica 66* vorgestellt und fand hier vor der gesamten Weltoffentlich-

keit groBe Beachtung. Mit der Entwicklung dieser Datenverarbeitungsanlage haben Wissen-

schaftler, Techniker und Werktitige unserer Republik eine wissenschaftliche Leistung voll-

bracht, die zur Erhohung des internationalen Ansehens unserer Republik beigetragen hat.
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Der Bau der Anlage ist ein Beispiel dafiir, wie die Werktitigen der DDR durch ihre schépfe-
rische Arbeit unseren Staat zu einem der leistungsfahigsten Industri der Welt h
haben.

Der Hauptspeicher der Anlage Robotron 300 kann etwa 40000 Zeichen speichern. AuBer-
dem kann diese Anlage gleichzeitig zwei und mehr als zwei Programme unabhingig vonein-
ander bearbeiten, so daB ihre Arbeitsgeschwindigkeit bei 5000 Operationen je Sekunde liegt.
Die Anlage ist volltransistorisiert. Die Eingabewerte konnen sowohl Buchstaben als auch
Zahlen sein. Die Anlage ist universell einsetzbar und so konstruiert, daB eine Erweiterung
entsprechend den steigenden Anforderungen jederzeit moglich ist.

Die wissenschaftlich-technische Revolution treibt die Entwicklung von Wissenschaft und
Technik stédndig voran. Der Umfang der Produktion vergréBert sich. Durch die stindig zu-
nehmende Konzentration der Produktion wird die Planung und Leitung in den Betrieben und
den staatlichen Organen komplizierter. Daher gewi Maschi zur Verarbeitung von
Informationen eine immer groBere Bedeutung. Der umfassende und zweckméBige Emsalz
von Rech ymaten bzw. Datenverarbeit 1 ist zur bdingb: No

keit geworden, um einen moglichst hohen wissenschaftlich-technischen Stand in allen Be-
reichen unserer Volkswirtschaft zu erzielen. So wird die A dung der elektr
Datenverarbeitung zu einem wesentlichen Faktor beim weiteren Aufbau des Sozialismus in
der Deutschen Demokratischen Republik.

Von der Fihigkeit, die zunehmende Komplexitit dkono-
mischer Prozesse mit Hilfe neuer Methoden zu meistern, hingt in entscheidendem MaBe
unsere konomische Entwicklung ab.

Dieser revolutiondre Prozel verindert die Arbeits- und Lebensbedi vieler Mq h
und stellt hohe Anforderungen an ihre Qualifizierung. Die Losung der neuen und hoheren
Aufgaben ist nicht nur eine wi: haftlich-techni sondern wird wiederum
beweisen, daB die sozialistische Gesell ftsordnung der k ischen iiberlegen ist.

lischaftlicher und insb d

he Angelegenhei

158



Avufgaben




a) Reelle Zahlen; Arbeiten mit Variablen

7. Geben Sie jeweils alle Elemente der folgen-
den Mengen an!

2. Geben Sie von folgenden Mengen jeweils
zehn Elemente an!

a) Die Menge der natiirlichen Zahlen, die
bei der Division mit Rest durch 11 den
Rest 6 lassen

) Die Menge der Kubikzahlen i
) Die Menge der gebrochenen Zahlen —
(n€ N) mit — < —_—

Die Menge aller zweistelligen durch 11
teilbaren natiirlichen Zahlen

»» Die Menge aller Primzahlen zwischen 50
und 100

Die Menge der geraden Primzahlen

Welche Menge erhélt man jeweils zu den folgenden Beschreibungen?

,,% ist ein Bruch, der durch Erweitern aus dem Bruch i entsteht.
,»x ist eine natiirliche Zahl mit x| 72.* 2
,»X ist eine natiirliche Zahl mit x|72 und x|84.“
) ,,Es seien 4 und B zwei feste Punkte einer Ebene und X ein Punkt dieser Ebene mit
X AXB = 90°.“

Geben Sie die Losungsmengen fiir folgende Gleichungen im Bereich der rationalen Zahlen an!

0 3x4+7=0
b x24+1=0

5.) x2—9=0
b)2x+5=3x+5—x

Stellen Sie fest, ob die folgenden Mengen 4 und B jeweils gleich sind!
\

0% ={1;2;3;4;5;6} 7 9) A sei die Menge der geraden anzahlen,
=(;3;4;2;l;5) B sei die Lo der Glei
4x —8=0.

A sei die Menge der Primzahlen zwischen
30 und 40, Bsei die Menge der natiirlichen
Zahlen zwischen 30 und 40, die bei der

1) A sei die Menge der Primzahlen zwischen
10 und 20, B sei die Menge der un-
geraden Zahlen zwischen 10 und 20.

Division mit Rest durch 6 den Rest 1
lassen.

< Warum ist die Menge der Schulklassen Ihrer Schule nicht gleich der Menge aller Schiiler Ihrer
Schule?

Definieren Sie mit Hilfe des M begriffs folgende Punk !
Die Mittel hte einer 10. Die Wi Ibierende eines t Win-
Strecke AB kels (a, b)

Entscheiden Sie, welche der folgenden Beziehungen richtig bzw. falsch sind! Begriinden Sie lhre
Antwort!
) {3} = {5;3;4}
{3}€{5;3; 4}

iy.a)3€(s5:3;4)
b 3c{5;3;4)

Geben Sie von den in den Aufgaben 1a) und 1b) gegebenen Mengen jeweils zehn verschiedene
Teilmengen an!

Welche der falgenden Aussagen sind wahr?
Begriinden Sie Ihre Antwort!

.1 Es gibt (mindestens) eine natiirliche Zahl x mit 3 < x < 10.
Es gibt (mindestens) eine natiirliche Zahl x mit 3 4 x = 1.
) Es gibt (mindestens) drei natiirliche Zahlen x mit 3 < x < 10.
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d) Es gibt (mindestens) drei natiirliche Zahlen n mit n* < 4n.
¢) Es gibt genau drei natiirliche Zahlen n mit n? < 4n.

f) Es gibt hochstens eine durch 7 teilbare Primzahl.

g) Zu jeder natiirlichen Zahl gibt es hochstens einen Vorgénger.
h) Es gibt genau ein Rechteck mit dem Umfang # = 10 m.

i) Es gibt genau ein Quadrat mit dem Umfang # = 10 m.

k) Es gibt hochstens einen Punkt, in dem sich zwei hied t Geraden schneid
1) Es gibt hochstens ein rechtwinkliges Dreieck, dessen Hypolenuse 5cm lang lst
m) Es gibt genau einen Punkt, in dem sich die Seil eines Dreiecks
schneiden.

. Beweisen Sie folgende Aussage!
Fiir beliebige Mengen A, B und C gilt: Wenn 4 < Bund B C,so A< C.

~

Stellen Sie fest, ob es eine eineindeutige Abbildung von der Menge 4 auf die Menge B gibt!
a) A= {0;2;4;6;8;10;12;...};
B={1;3;5;7;9;11;13; ...}
b) A =1{0;1;2;3;4;5;6;...};
=1{2;3;5;7;11;13; 17; ...}

N

15. Welche der folgenden Gleichungen sind im Bereich der natiirlichen Zahlen 16sbar?
a)7T+x=35 p)7+x=4
c)3-x=21 d)3-x=17
e)0+x=0 f)0-x=0

16. Zerlegen Sie die Zahlen 24; 2520; 4719; 863 in Primfaktoren!
2
17. Erweitern Sie den Bruch 3 mit allen natiirlichen Zahlen von 1 bis 10!

Kiirzen Sie folgende Briiche, bis Sie jeweils einen Bruch erhalten, dessen Zahler und Nenner teiler-
fremd sind!

1. 22 . 60 273 | 23 9
18353 77° To0s 19357 2077 135

20. Welche Bedingung muB erfiillt sein, damit die Bruchc s und T (a,b,c,dEN; b+ 0;d =+ 0)
ein und dieselbe gebrochene Zahl darstellen?

Geben Sie die folgenden gebrochenen Zahlen durch Dezimalbriiche an!
3 12 1 q 25 9

Mgt 39 RE T D
23, Begriinden Sie die folgenden Aussagen!

1 1 -
Es ist T = 0,16666; = 0,16.

Ordnen Sie die folgenden gebrochenen Zahlen der GroBe nach! Beginnen Sie mit der kleinsten
Zahl!

1 5 3 18 7. 5 117 14 23 -
N B W B D s Al T

1111,
5’6°7°8" 7|

1 1
26. Gibt es eine gebrochene Zahl, die kleiner ist als alle Zahlen der Menge {i; 353

11 [000902] 161




Stellen Sie fest, ob die folgenden Gleichungen in der Menge der gebrochenen Zahlen eine Lésung
haben!

% 5 1 3 2
27. a) g tx=7¢ 28, Ay +x=75
b)0,32 + x = 0,31 )3,36 + x = 3,36
5 _‘7 3 2
c)6 x=7 C)T.x=_9_

29, —
a:b | 2 | 2a+ 36
3 1
T T
1 1
2 3
5 2
6 9
4 2
7 5
0,36 L
3
2,34 0,15
30. B S 1 i S
g Sl “‘“sg.,.‘~b.34 ab o Sa+(b:3)
4 3
11 1
3 q
5 10
2 8
3 9
0,4 !
’ 6
1,25 1,6
s 27
8

3. Es seiena und b belicbige natiirliche Zahlen mit 0 < a < b.

b
Ordnen Sie die Zahlen 1, T und — der GroBe nach! Welche von den Zahlen — und i liegt
niher an der Zahl 1? b
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4. Geben Sie fiinf Zahlen an, die groBer sind als alle Dezimalbriiche der Menge
{0,5; 0,55; 0,555; 0,5555; ...}! Gibt es unter denjenigen Zahlen, die groBer sind als alle
Elemente der Menge, eine klei Zahl? Begriinden Sie Thre Antwort!

Ordnen Sie die folgenden rationalen Zahlen der GréBe nach! Beginnen Sie mit der kleinsten Zahl!

7 6 -
3r+1—— “3*W'+ A n;mxm&~?;w;—m;wm

Ubertragen Sie die folgenden Tabellen in 1hr Heft und vervollstandigen Sie!

—3,51 —0,15

35, Berechnen Sie!
a)(+6)+ (=N — (=1  b)(+13)— (—0,8) + (-5,6)

o (-3)-(+3)-(-3)(-%)

36. Konstruieren Sie auf der Zahlengeraden (mit Hilfe des Strahl ) die Bild| der
3 3 1
—_— —_—l
Zahlens, 7, Sund 7!
37. Auf der Zahlengeraden sind die Bildpunkte zweier beliebi positiver rationaler Zahlen a

und b gegeben. Konstruieren Sie die Bildpunkte der Zahlen a + b und @ — b! Veranschaulichen
Sie:a+b=>b+a!

38. Geben Sie zehn verschiedene rationale Zahlen an, die zwischen den Zahlen ) —0,1 und 4-0,1;
1 1
b) 0,250 und 0,251; ¢) = und — 5 liegen!
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39. Geben Sie die Menge derjenigen rationalen Zahlen x an, fiir die die folgende Festlegung gilt!
2)25=x=<7 und 4=<x=<9
b)I=x<2 und 14=x=15 und 1,41 <x=<1,42
Vi haulichen Sie die M Jjeweils auf der Zahlengeraden!

5. Beweisen Sie (indirekt) unter Verwendung der M i folgende A !
Sind a, b und c beliebige rationale Zahlen, so gilt:
a)Wenna+c=b+c,soa=h. b) Wenna+c<b+¢,s0a<b.
¢)Wenna‘c=b-cund c+0,s0 a=b. d)Wenna:c<b:cund ¢ >0,50a<b.

40. Gegeben seien die folgenden rationalen Zahlen.
a) x = 7,38 und y = —0,251 b) x = 2523 und y = —0,16
Berechnen Sie x + y; x — y; x* y und x: y, so daB der Fehler nicht groBer als 0,0001- ist!

1
6. Beweisen Sie, da es keine natlilichen Zahlen a und n gibt, so daB 5 = 7o- il

Hinweis: Jede natiirliche Zahl 14Bt sich auf genau eine Weise in Primfaktoren zerlegen.

41, Es sei n die natiirliche Zahl mit n = 23-32.5. 73,
Geben Sie die Primzahlzerlegungen der Zahlen »2, n® und n* an!

42. Beweisen Sie, daB die Gleichungen x> =3 43, Beweisen Sie, daB die Kantenlinge eines

. 4 . N i Wiirfels mit dem Volumen 2m3® keine

und x2 = T keine rationalen Ldsungen haben! rationale MaBzahl hat!

44. Wenden Sie die gleiche Beweisfilhrung an, um fi llen, ob die Gleich x2 = 4 eine
rationale Losung hat oder nicht!

45. Beweisen Sie, daB man auf der Zahl den einen irrationalen Punkt erhilt, wenn man die
Hohe eines gleichseitigen Dreiecks, dessen S 1 zwei L inheiten betrégt, vom Null-
punkt aus abtrégt!

7. Es sei p eine beliebige Primzahl. Beweisen Sie, daB es keine rationale Zahl x mit x? = p gibt!

46. Numerieren Sie die bei der Teilung Z, aus dem Intervall {a; b> entstehenden Teilintervalle

nach dem in der Lerneinheit A 7 geschilderten Verfahren fiir folgende Beispiele!

{7;8 <0,1; 0,2> <1,59; 1,60) {4,705; 4,706) <0; 0,01>

z Z, Zy Z, Zs

47.

49,

Beschreiben Sie die Lage des in Aufgabe 45  43. Geben Sie die ers!cn zehn lntervalle emer
gegebenen irrationalen Punktes auf der Zah- durch for

lengeraden durch eine Folge von natiirlichen Schachtelung an, in denen der durch die
Zahlen a, mit 0 < a, < 9! Geben Sie die Folge 11;1;4;9;1;6; 2; 5;3;6; 4; 9; ...
ersten sechs Folgenglieder an und cr]autem gekennzeichnete Punkt liegt!

Sie die Bed: dieser Fol !

Beschreiben Sie die Lage des rationalen Punktes — auf der Zahlengeraden durch eine Folge

natiirlicher Zahlen!
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50 Welcher Punkt der Zahlengeraden wird durch dle'Folge 0,2222... bﬁchneben'[ Geben Sie dxe

ersten zehn Intervalle einer durch for

denen der betreffende Punkt liegt!

51. Welcher Dezimalbruch ist dem rational

52. Spiegeln Sie den in Aufgabe 45 gegebenen
Punkt am Nullpunkt! Geben Sie die ersten
Stellen des Dezimalbruches an, der dem ent-

henden Punkt eineindeutig zugeordnet ist!

Vergleichen Sie die reellen Zahlen a und b in den folgend

jeweils das Zeichen ,,<** bzw. ,,>*!
54.2) g = 5,7380251...; b = 5,73810
b) a = 15,1213141516...;
b= 15,121314151515...
©) a = 2,23606798; b = |5

22
da=——;

7 b=—n

56. Bsist * = 3,1415926535...
Geben Sie Naherungswerte fiir z auf 2; 3; 4
und 5 Dezimalstellen genau an!

erech Sie die folgend
(/3 = 1,7320508...)

58.a) 2 +% b) Y5 + 5,010010001...

©3-y2 A yZ+y3
60. Kann die Summe (das Produkt) zweier ir-
rationaler Zahlen eine rationale Zahl sein?

62. Berechnen Sie die Lange der Diagonale eines
Rechtecks mit den Seiten @ = 2,00 cm und
b = 5,00 cm mit drei geltenden Ziffern!

64. Berechnen Sie folgende Wurzeln! Begriinden
Sie Thre Ergebnisse wie im Beispiel A 12!

V25600; V490000; Vé,?l; VE;
VE; V0,0081; V2-56;

5 - 4 ]
Vaa3; Vi—sr Voot Ve

Punkt —

an,

L "

37 eineindeutig zugeordnet?

53. Geben Sie die ersten zehn Dezimalstellen
des Dezimalbruches an, der dem rationalen

1
Punkt — =7 eineindeutig zugeordnet ist!

Aufgab R TR

! Setzen Sie

55.2) a = 1,112112112...;
b=1,112111211112...
b)a= —yZ; b= —1414214
c) a = 3,141414...;

=n
d) a = —4,154154415444....;
b= —4,154154414444...

57. Fiir die Zahl y2 sind zwei rationale Zah-
len r unds mit r < Y2 < s und

s—r= ]05 anzugeben!

bzw. Produkte jeweils auf sechs Dezimalstellen genau!

59/2) Y55 b) Y23
) m4yzI dyI—y2

61. Berechnen Sie den Umfang des Kreises mit
dem Radius r = 12,423 m mit fiinf gelten-
den Ziffern!

63. Geben Sie einen rationalen Nédherungswert
fiir die Ldsung der Gleichung x? = 8 mit einer
G keit von drei Dezimalstellen an!

65. Berechnen Sie mit Hilfe des Rechenstabes
Naherungswerte fiir folgende Wurzeln!
Machen Sie vor der Einstellung eine Uber-
schlagsrechnung!

V23; Vo3s; Ve, Veo; Veoo; Vo6

8. Jemand rechnet folgendermaBen.

x=Va®—2+1—a=Va—-1)—a=a—1—a=-1

Fiir @ = 0 erhilt man jedoch x = 1. Wo steckt der Fehler?
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Beschreiben Sie die folgenden M natiirlicher Zahlen mit Hilfe von Variablen! Formulieren
Sie jeweils das Ergebnis in Worten!

Beispiel: M = {2; 7;12; 17; 22; ...}
Lisung: 5n + 2 mitn€ N
Die Menge M enthilt alle natiirlichen Zahlen, die bei Division durch 5 den Rest 2 lassen.

66.2) M, = {0; 3; 6; ...; 15} 67.2) M, = {0; 6; 12; ...; 36)

b) M, = {0; 2; 4; 6; 8; 10} b) M, = {1;3; 5; 9}

€) M3 ={2;5;8;11;...} ©) M; = {2;6; 10; 14; ...}

D My ={0;1;4;9; 16; ...) ) M, = {0;1; 8; 27; 64; ...}

€) My = (2; 4; 8; 16; 32; ...} e) Ms = {3;9;27; 81; ...}

f) Mg = {3; 7; 11; 15; 19; 23} ) Mg = {1; 4; 7; 10; 13; 16}
Schreiben Sie die El der folgenden M auf, die jeweils mit Hilfe von Variablen und ihres
Grundbereiches dargestellt sind!

Beispiel: x* — 2x mit x € {0; 1; 3; 8}
Lisung: M = {0; —1; 3; 48}
68. 2) 2n + 1 mit n€ {0; 1; 2; ...; 10} 69. 8) 3n+ 2 mit n€ {0;1;2; ...; 10}
1 1
b) TmitnG(]; 10; 100; 1000} b)zmitné {1; 5; 10; 50; 100}
€) 3 —2x mitx€{2;1;0; —1; —2) €) 2x — I mit x€ {—2; —1;0; 1; 2}

d) 5x — 2y mit x€ {1; 5; 10} und y € {0; 1) d) 2(x — y) mit x€ {8; 9; 10} und y € {5; 8}

a
70.a) DeutenSieT als Durchschni hwindigkeit, als Durchschni trag einer landwirtschaft-

lichen Kultur, als Leistung, als Druck, als Wirkungsgrad, indem Sie die Variablen entsprechend
konkretisieren!

b
b) Geben Sie entsprechende Deutungen fiir a

an!

Ermitteln Sie die natiirlichen Zahlen x, fiir die die folgenden Gleick bzw. Ungleich zu
wahren Aussagen werden! Losen Sie die Aufgaben auch, wenn x dem Bereich der gebrochenen, der
rationalen bzw. der reellen Zahlen angehdrt!

M.3) 4x < 12 BD)(x+2)(x—1)=0 72.a)5x<10 b) (x+3)(x—2)=0
)34+ x=x+3d)3+x=x—13 c)35+x=x+35d)4+x=x74
e x2=2 Dax2<x e)x2=3 ) f)x?=x

73. Bilden Sie das arithmetische und das geometrische Mittel der beiden reellen Zahlen a? und 52!

Fiir welche Zahlen sind die folgenden Terme im Bereich der reellen Zahlen nicht definiert, wenn als
Grundbereich der Variablen nacheinander die natiirlichen, die gebrochenen, die rationalen, die
reellen Zahlen gewihlt werden?

3x—4 2 18 P 1 1 1
e Yitia 80T Lt
18 12x(x? — 4) -
c) V18— b d)Tg) C)—xw d) V22— 25

9. In einer Klasse haben 11 Schiiler ein Fahrrad und 12 Schiller eine Luftmatratze. Was kann
man {iber die Anzahl der Schiller in dieser Klasse aussagen?
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10. In einer Klasse sind 11 R hwil und zwei Ni hwil . Was kann man iiber
die Anzahl der Schiiler dieser Klasse aussagen?

11. Geben Sie drei natiirliche Zahlen an, die sowohl der Menge der Quadratzahlen als auch der
Menge der Kubikzahlen angehoren!

1

N

Welche Eigenschaften haben zwei gebrochene Zahlen,
a) deren Produkt 1,
b) deren Quotient 1 ist?

13. Wie éndert sich die Hohe eines gleichseitigen Dreiecks, wenn sein Umfang
a) verdoppelt, b) auf ein Viertel verkiirzt, ¢) um ein Drittel verkiirzt wird?

Schreiben Sie die folgenden Terme in eine méglichst einfache Form um!

76.2) a — (2a — 8b) — (6b + 4a — 2) 77.8) 15 — (3x — 19y) — (3 — 4x — 2y)
b) a® + (30° — 25a%) — (10° + 25a* — a) ) 156 — (1202 — 3b2)
+ (800 + 70b* — 40b)
c)ir+(—1r+i)—(L+ia) c)ia—(ia—-e-)+(i—ib)
2 3 2 3 2 5 4 5 4 5
d) 2,9m — (0,87 + 0,1m — 2) + (1,6n — m) d) (0,6r — 5,7s + 3) — (2,4r + 2,75 — 3)
78. Gegeben sind die Summen 79. Gegeben sind die Summen
Sy =3p—4q+5r; Si=pP—¢ =337
S;=—2p+3—4r—1; S; = —3p3 + 4% — 5r%;
LI R S &=if—iq+iﬂ—i
3 4 3 3 2 ? 4 7

Bilden Sie die folgenden neuen Summen! Fassen Sie jeweils soweit wie moglich zusammen!

)58 +5; BS;—S ©8—S: S, +8:+S5 ©S8S—S—5
)S3—8+S8: 8S:+S S-S )s§ —Ss K)S; +8:,— S5
1) S —(S;— S3) m S, — (S, + S3) n) S3 + (S; — S2)
Untersuchen Sie, ob fiir alle reellen Zahlen 1, y, z bzw. a. b, ¢ die folgenden Gleichungen gelten!
80.a)(x—y—2)—(y—z—x) 8l.a) @+ b—c)—(—b—c—a)
—@z—x—y)=3x—y—z —(—a+b=3a+b—c
Dx—y)—@—2+E—2x) b)y@—b—b—0c)+(c—a)
—(—x—2y+22)=0 —@2c—2b—a)=a
€)Sx+4y—z— [Tx— 3y — 2x — Ty)] e)@—c)—[(b+a)—@2a—b)+cl+2b
=—z =2a—c

Formen Sie die folgenden Produkte in Summen um!

82.a) mn[l + (k — D] 83. a) 3x2[8y — 4x(2 — 3y)]
b) 3(a — 5b) - 2ab b) Sa(a — 5b) - 3b
2 (9 6 13,6 N1,
c) Tx(ﬁax—T) <) (F+7x) (_Fx)

84. Unter welcher Bedingung ist das Produkt in Aufgabe 82a) gleich mn?

85. Unter welcher Bedingung ist das Produkt in Aufgabe 83b) gleich 0?
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L&sen Sie die Klammern auf und fassen Sie zusammen!

86.2) 7a(2a — 3b) — 2b(a + 5b)

3.0 s 2 1
"’7(?'—?)+T(“?—°')

©) 0,8x(1,2a + 0,1) — 1,1x (10,1 — 0,9a)

9 ab — ¢) — ba + ¢) + ca — b)

Kl n Sie
multiplizieren!

Fak

98.0) oot — 417 ) Iy + lo- e
Kok A
©) TAx-f-TVAxAz +TA’

) 7ris + nrys

2

87.2) 9x(6 — 11y) — (3x + Ty) 4x

7(p 16 1 q
"’?(ﬁ'i)“?(’"'?)

¢) 0,4a(0,4x — 0,1) — 0,3a (25 + 0,3x)
D X+ 2) — yx — 2) + 2(x + y)

aus! Uberpriifen Sie das Ergebnis, indem Sie wieder aus-

L 2
89. 2) vot + Tgt b) Vo + Voy - 4t

n n
c) Thrf-]— 3 7thryr, +Thrf

n 1
d) Td’: + Tndzs

LI R VLS dpp 1 2
) nhr 3h )2+2 DS T DA+
2 2
90.8) —4x 4 xy b) Tab+2a 91.2) —y+ 3xp b) ?x+2\'
€) 2ab + 3abx — aby ¢) Srst — Trt + 35rst2
%) 94262 — 6a2b — 3ab?® + 12ab d) 15xy* — 50x2y — 45xy + 25x2)2
& —x—xy e) —a—a%
92.9) —28rs — 77t — 84ru — 91rw 93.8) —45mn? — 15mn — 135m*n® — 105m?n
4 2 6 8 § 7 2 5
b) — a2 — g2 4 2 g, 8 5 e Y L Y S B SR
)snbt:z 5a‘b¢+sabc 5a%c b cxz R 3+ e xlyr
©) 0,24m?n* — 0,64m*n® + 0,8m*n — 48m3n? ©) 1,2ab® — 24ap? — 0,6ab® + 0,36a%b2
) 15ab? — 18a%2 — 3342 d) 18x%y? — 27x2y 4 12x2
€) 54m2n* — 108mn — 36m? -+ 180n €) 91r2s — 39rs -+ 130rs2 — 65r252
94. Gegeben sind die Summen 95. Gegeben sind die Summen
§) =3c+ad; S, =6—5d Sy =r+9s; Sy = —2r+1ls;
4 2 S 3
Sy=—c—5d; Si=—008—20c Sy=gr——s Se=—50r—009.
Berect Sie die folgenden Produkte! Fassen Sie soweit wie mdglich zusammen!
2) 5,8, b) 8,8, ©) §;'8; d) S35, e) S;°Ss
.58 8 5°5;:8; h) S,-8-5 i) S$1°85—8,-8;
k) 5585485,
Berechnen Sie!

96. a) (a—b)(Sx—%y)
» (or3)(3-n)
) B+x@—2—0
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97.2) @ —y)(%a+b)

> (-afF2)

3
€ x—=5y—2)(x+7y)



1 1 1
99-0)(7+7+7>(2—a——a’)
mit a0
b)(x? —2x — 4 (x+ 1)
©) [x + 2y — 2] [z — Gx + 4]

d) [Te — 12ef(e + 2f)] - [4d + 2d(5d — ef))

mois el
mit x=0
b)(x2 —2x 4+ 5)(x—1)
u— @2+l b+ @—uw]
) [Sa — 4a(b 4 20)] - [a + 9ab(5 + b)]

Formen Sie die folgenden Summen durch Ausklammern in Produkte um!

100. 2) 6ab + 2ac + 15b + 5c 101. 2) 15y + 5z + 2xz + 6xy

b) 4aq + 10bg — 2ap — Sbp b) 10dg — 5dh — 2ch + 4cg

€) 910ab — 7026 — 39 + 3a%b* ¢) 70a*b* — 3a%b + 910ab — 39

) 15x + Sax — 25bx — 6y — 2ay + 10by d) 63x — 49ax + 9y — Tay — 18z + 14az
e) 8pg? — 40p*q* + 88pg® — 56pg*r €) 6ab — 42ab* — 6ab + 36abe

2)(a— b) 3x — 2y) — (b— a) (4x — 3y) — (—a + b) (—7x + 5y)

b) 3(2x — 5) — Su(4y — 3) + 2u(2x — 5) + (4y — 3) + 3u(2x — 5) — 4(dy — 3)

102.

14. Der Quotient zweier rationaler Zahlen a und b sei a) 1, b) —1. Ermitteln Sie fiir jeden der beiden
Fille

a) die Summe, B) die Differenz,
y) das Produkt dieser beiden rationalen Zahlen!

15. Das Produkt zweier rationaler Zahlen @ und b seia) 1, b) —1, ¢) 0.
Ermitteln Sie in jedem Falle
a) die Summe a + b, B) die Differenz a — b, y) den Quotienten %-
dieser beiden Zahlen!
Welche Bedingung muB erfiillt sein, damit die Aufgabe 75¢) immer 15sbar ist?

103. Gegeben seien:
a+b . a

a'b’ b & b
2) Geben Sie die jeweilige Struktur an!

, Bt a;J;b; (@+b)-a; a-b; a+b; (a+b)(a—b); a®— b2

a'b
Beispiel: P ist ein Quotient aus dem Produkt zweier Zahlen und der Summe dieser
beiden Zahlen.
b) i Sie die Reihenfolge der auszufithrenden Rechenoperationen, wenn fiir die

Variablen natiirliche Zahlen eingesetzt werden!

Sie die folgend h Strukturen!
104.9)20+ (a+b) Da+b+ec 105.9)2a—(b+¢) Bat+b+2e
©a-(b—c) d)%+c ©@—b)c d)#
a b
ST Weth

106.8) 2x + N (x— ) D@ +»x—y

xy—(x+

107.0) 2x — ) (x+3) D@ —Nx+y

€) 2xy + (x — »)
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de P

Sie die fol, A

V5. Bilden Sie

) die Differenz aus dem Produkt zweier
Zahlen und einer dritten Zahl;

b) die Summe aus einer Zahl und dem
Quotienten zweier anderer Zahlen;

¢) die Differenz aus einer Zahl und der
Summe zweier anderer Zahlen;

d) das Produkt aus der Summe zweier Zah-
len und einer dritten Zahl!

Geben Sie die folgenden Angaben mit Hilfe von

110. 2) Die Summe zweier Zahlen wird mit dem
Doppelten einer dritten Zahl multi-
pliziert.

b) Es ist das Produkt aus der dreifachen
Differenz zweier Zahlen und der Summe
dieser beiden Zahlen zu bilden.

¢) Der vierte Teil einer Zahl, vermehrt um
das Fiinffache einer zweiten Zahl, wird
mit der Differenz zweier anderer Zahlen
multipliziert.

mit Hilfe der Variablen a, b, ¢!

109. Bilden Sie

2) die Differenz aus einer Zahl und dem
Produkt zweier anderer Zahlen;

b) die Summe aus dem Quotienten zweier
Zahlen und einer dritten Zahl;

¢) die Differenz aus einer Zahl und der
Differenz zweier anderer Zahlen;

d) das Produkt aus einer Zahl und der
Summe zweier anderer Zahlen!

Variablen wieder!

111.2) Die Summe aus dem Dreifachen einer
Zahl und einer anderen Zahl wird mit
dem Fiinffachen einer dritten Zahl mul-
tipliziert.

b) Es ist das Produkt aus der Summe zweier
Zahlen und der Differenz dieser beiden
Zahlen zu bilden.

¢) Die Differenz des Doppelten einer Zahl
und der Hilfte einer zweiten Zahl und
die erste Zahl bilden ein Produkt. Da-
von ist die erste Zahl zu subtrahieren.

16. Jede der drei Kanten a, b, ¢ eines Quaders wird um die Linge d (d < a;d < b;d < c)in einem
Fall verlingert und im anderen Fall verkiirzt.
Ist, verglichen mit dem urspriinglichen Quader, die Volumenzunahme bei Verlangerung der
Kanten oder die Volumenabnahme bei Verkiirzung der Kanten gréBer?

Sch Sie die folgenden Produkte (P: ) als S

Formeln an!

112.2) (4 4 a)? b) (b — 3)? 113.2) (5 + z)?
©) (3x — 2y)? d) (15a + 20¢)?
e) (11r — 9r)? ) (8 + 9b)?

114.2) 2x +y) @x — )
b) (12r + 0,95) (12r — 0,95)
©) (1,52 — 13b) (1,5a + 13b)
3 2
116. a) (x + T) b) (x — 0,42
) x+2Dx—2 D (”—%)(x+%)
p\2
e) (x + 7) 0 (x + 200
5 2
g (x — 7) b (& —0,35?

118. a) (0,1 — y)? b) (1,2mn — 1,1n2)2
e) (—5a + 0,2)

170

! Wenden Sie dabei die binomischen

b) (s — 12)?
*d) (Sa+ 4b)
) (30— 25:)?

©) (18x + 2)?
€) (13r — 8s5)?

115.2) (b + 5¢) (b — 5¢)
b) (14x + 0,7y) (14x — 0,7y)
©) (1,1a — 1,2b) (1,1a + 1,2b)

117. a) (x— %)z

) x+NEx—7 9 (x—

2
-3

8 (x+ 1,6

c)(

b) (x +0,1)?

)(=+3)

0 (x + 352

h)(
2

2
b) ) (?H. 03

2

3

9\2
el
1 1
3773

i

D (254050 25— 0,5%)



3 1.2 6 2
119. a) (z — 0,08)? b) (—a - —y) ) (— T 0,5:) d) (—0,94* + 9ab)*

4 2
o (0,2: n %) (0,22 = %) ) (% 2 %)2
Rechnen Sie moglichst vorteilhaft im Kopf'!
120. a) 382 b) 712 «¢) 58-62 121. a) 522 b) 352 ) 52-48
d) 104:96 ) 852 f) 182 d) 572 e) 38-62 1) 76*
g) 1032 h) 872 g) 442 h) 992

Fassen Sie soweit wie mdglich zusammen!

122.8) (3x — 52 — (9 — x)? 123.28) (2x + 3)2 + (—4 + x)?
b) (3x — 52 + (—9 + x)? b) (2x +3)* — (4 —x)?
2
124.9) (0.34 + %) — (1,32 —1,7)? 125.9) (3x — 4y)* + (4y + 3x)?
b) (25 + 36b)* — (35 — 25b)? =2Ex =4 @xt 4)
+ (25 -+ 35b) (35b — 25) b) 36a% — (45ab — 49b%) — (6a — b)?
) (7— 8y)* + (8 + Ty)? ©) (0,3x — 0,2y)*> — (0,2x + 0,3y)*
-0+ 82 —-@—1 + (0,3x — 0,2y) (0,2x + 0,3y)
Schreiben Sie die folgenden S mit Hilfe der binomischen Formeln als Produkte!

1
60 R tdxtd Dby DLt Daoxtg

©) x? 4+ 6xy + 9y d) 16r> — S6rs+ 4952 ©) d4a? +dab+ b* ) 364> — 60ab

+ 252
16
O a0 D225 — aser © 10247 — 361y* D) 004 — 3

128.8) m*— 2m?n® +n* b) 0,250% —rs+r?  129.2) a* 4 2a%b + b* b) x2 4 xy + %y‘

c) —p* +2pg—q* d)1,44 — 4,8¢c + 4c* ) 26n — 169 — n? d) 92 — 4,8ab
+ 0,64b%

9 49
2 _ = i 2
e) 0,81m 0,54m + 100 e) 100 ™ .0,84/m + 0,36/

17. Berechnen Sie (a + b)" fiir n€ {2; 3; 4; 5}! Formulieren Sie aus den Ergebnissen eine Gesetz-
miBigkeit fiir die Koeffizienten der den und die E von a und b!

18. Zeigen Sie, daB das Quadrat einer ungeraden Zahl stets eine ungerade und das Quadrat einer
geraden Zahl stets eine gerade Zahl ist!

19. Zeigen Sie, daB fiir m € {2; 3; 4; 5; 6} die Beziehung (1 + x)™ > 1 + mx gilt, wenn x 3= 0 und
x> —1ist!

Ermitteln Sie die dratische Er 1 iben Sie die dene Summe als Potenz!
130. a) x2 — 6x b) x2 4 3x €) x2 — lx_o d) x2 4 100x
e)4a* +a ) @ + 14,4ab 2) 0,0225p* — 3p h) 81x% + 9x
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131.8) x2 — 5¢ b) x? + 12x c)xz——%x d) x2 + 1000x

e) 1,44a% — ab f) 9x2 4 x 8) 0,49r2 — 42r h) 25y% — 25x (y +0)
2 2
132.0) Tt b) % — 5x(@+0) 133.8) 1215 +22x  b) - +ab
€) x2 4 ax d) m* — 2m*n ¢) a* + ab d) r* + 2r2?
e) 4a® + 4a% e) 92 — 18¢%d

Formen Sie die folgenden Summen so um, daB sie jeweils ein voll diges Quadrat enthalten!
134.2) x2 + 2x+ 5 b)x? —2x—5 135.2) x> +8x—3 p)x*—8x+3
) x2+bx—c d)x2—bx+ec )x*—px+q d)x*+px—gqg
€) a® 4 2ab— b* ) 25m* — Smn + 5n? e) x2 + 2xy — y? f) 4x? + 8xy + 8)2
8) x2—x+125 h)081—18x+25x g)r2—3r+35 h)0,16— 16x+ 16x?

Dx247x—10 k) x2—15x —0,25 i) x2—Tx+ 0,25 k) x2 + 9x — 0,75

136. Wie heiBt die kleinste Zahl, die die folgen-  137. Wie heiBt die groBte Zahl, die die folgen-
den Terme jeweils bestimmen, wenn x eine den Terme jeweils bestimmen, wenn x eine
reelle Zahl ist? reelle Zahl ist?

1 1
a2) (x+5x—15 b) (.x+7)(x—7) a) 5—x)(G+x b) (x+%—)(—i~—x)

1)\2 1)\ 1 1
of+3) (-3 o (=-3)(=-3)
e) x2—18 f) Gx+4Bx—4) d) —3(2x+3)(2x—3)
e (—3x+4)@3x—4) )19—x2
138. Zeigen Sie, daB die folgenden Gleichungen im Bereich der reellen Zahlen gelten!
2) (@+b)* =(—a—b)? b) (@a—b)* = (b—a)?
Geben Sie an, ob es sich bei den folgenden Aufgaben um eine Summe, um eine Differenz oder um

ein Produkt (Potenz) handelt! Formen Sie so um, daB in jedem Falle eine Summe entsteht!
Fassen Sie zusammen!

139.8) (3x +0,2y)- 3x — 0,2y) 140.a) %a — (0,1b)?
b) 3x +0,2y-3x — 0,2y b) (3a — 0,1b) - (3a — 0,1b)
€) 3x 402y (3x — 0,2y) ¢) 03a—0,16-03b+a
3 3
d) (3x + 0,2y) - 3y — 0,2y* d) 741 — 0,16+ (7(1 + O,Ib)
3 2 3
e) (3x + 0,2y)* f) 3x+ 0,2)? e) (7” - O,Ib) f) 0,la— sz
8) 3x+ (02 ® 02+01a)-a—a
h) B3x—02)y—y h) (%a—o,lb)'b—b2

20. Bilden Sie aus den folgenden Summen (mit x £ 0, y % 0, z %= 0) durch Hinzunahme eines
i den jeweils ein voll diges Quadrat!
Hinweis: Es gibt jeweils zwei Moglichkeiten: 1. Ergéinzen des den 2ab; 2. Quadratisct
Erginzung.
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x2 22 2 2

2 . o g 2 s —

a) 196 + 25z D) S+ e ) —196 — 25z O+

) x?y? + 22 1) 0,0144x% + 2 g) 0,81 40,0422  h) x* + 16*
21. Schreiben Sie die folgenden Quadrate als S ! )

a) (@a+ b+ c)? b) (2x — 3y + 42)*> c¢) (—2x + 3y — 4z)?
22. Untersuchen Sie, ob alle reellen Zahlen x und y die folgenden Ungleichungen erfiillen!

8) X —6x+920 b) X2 +8x+17>0 ) —x2 + 20x — 101 < 0
4 42— 8xy+ 55220 R Ax+65>0 nZ %
) —8xy+ 5= €) 15 — 4 +65> ) 55 —x+35>0

23. Wie heiBt die kleinste Zahl, die die folgenden Terme jeweils bestimmen?
a) a> — 2ab —4a+ b* + 4b+ 4 (a, bEP) b) r* — 4r3s + 6r2s? — 4rs® + s*(r, s€ P)
) r*—2r242(r€P)

24. Beweisen Sie den folgenden Satz!

Das arithmetische Mittel zweier positiver reeller Zahlen ist mindestens gleich dem geometrischen
Mittel dieser beiden Zahlen.

25. Die Lénge a der Seite eines Quadrates wird gemessen. Die ermittelte GréBe a sei mit einem
Fehler 4a behaftet. Sodann wird der Flicheninhalt A des Quadrates nach der Formel 4 = a?
berechnet.

a) Wie groB ist dann der Fehler A4 beim Flicheninhalt?
b) Zeigen Sie, daB der prozentuale Fehler fiir den Flacheninhalt mindestens doppelt so groB
wie der prozentuale Fehler fiir die Seitenldnge des Quadrates ist!

Ordnen Sie die folgenden gebrochenen Zahlen der GroBe nach! Beginnen Sie mit der kleinsten Zahl!

44 33 22 99 66 77 3 99 6 20 36 14
141.a) 550 247 55° 100° 77° 88 142.a) 210009 50 20 16
9 14 2 5 17 5§ 12 8 14 2 19 6
DIt 9T W6 D 0T Sr T
Fiir welche natiirlichen Zahlen n werden die folgenden Glei bzw. Ungleict zu wahren
Aussagen?
3 n 3 n 5 40 5 40
143.3) 7 <3¢ b) === 144.2) <~ D=
3 6 2 n
TR 9T
Welches der drei Zeichen ,,<*, ,,=*, ,,>* gilt zwischen den folgenden Zahl ?
35 15 27 49 3 30 15 14
145.1a) W; 2 ) F; 35 146.a) ?; 55 33 Ty
10 12 . 15
©) 36337 <) EL

Erweitern Sie mit dem jeweils hinter dem Semikolon angegebenen Erweiterungsfaktor!

Tab 0,04x2 a+b 0,3
147.2) o’ 0,3bc  b) 207 4xy c) T Sst d) =—2 20a
2P 2a+b

e) 5 XD f)y_—Zb;ﬂ+7-b

xX—y
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1,2 3y + 2
©) 55— Gb’wb d) 5 Sxy

3052
148.8) 5o Jab b) =2 25 ; 0,1xpz
a— 12ab s xX—y.

) a2 0 DSy

Erweitern Sie die folgenden Briiche so, daB sich der jeweils hinter dem Semikolon stehende Term

als Nenner ergibt!

15ab at+b 3m. o 13 4
149.2) 1abe 112be b) 17r 5 85rst 150.a) Ton’ Iom"l b) x+y,x —»?
k3

2ab_, 2 . - da—2 2

e D = 51601 4 o my $85xy 4 — i 4+ b)
ST

a=—b ., 3 15 2

e) 4u—20’4u—4‘w+" e) 11111_1.12111—-22a+1

Kiirzen Sie soweit wie moglich!

242p* x® 22ab + 11a
151.9) = O
15a* Ta — 14b x3yz
9 067 a—2b xz
a® — 2ab + b*
T a2 —p
27a*b — 18ab + 63ab?
b Sab
153. Schreiben Sie mit Hilfe von Variablen!

182rs x5 3a — 12ab
152.a) 39,7 b) Q)

= 30a
12a — 6b 0,3xy?
L) ©) 30xy2
4—y?
DTTHr
54r3s — 105r2s2 — Trs mn
D ——— Mgy

a) Der Quotient zweier Zahlen ist mit dem dreifachen Produkt dieser beiden Zahlen zu er-

weitern.

b) Kiirzen Sie den Bruch, dessen Zihler das Produkt zweier Zahlen und dessen Nenner die
Summe aus dem Quadrat der ersten Zahl und dem vierfachen Produkt beider Zahlen ist!
¢) Erweitern Sie den Quotienten aus der Summe und der Differenz zweier Zahlen mit dem

Produkt zweier anderer Zahlen!

d) Kiirzen Sie den Quotienten, der aus der Differenz des Fiinffachen der dritten Potenz einer
Zahl und dem Quadrat einer anderen Zahl und der Differenz der Quadrate dieser beiden

Zahlen gebildet wird!
154, Die Summe 24xy — 21y? — 3y ist durch
folgende Divi zu dividi
a)3 b—=3 oy d-¥
¢) 10y f) xy
Berechnen Sie!

156. a) (ab?c + a*bc — abc? + 4abc) : 8abe
a%b? + ab* — ab
p) —————

ab
rst 4 2rs? — 4st2 + 5
) —20s
1
2 —Api e
d) (10p%q + 12pg — 4pq®) T
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155. Die Summe —a? + 2ab — 6a*b* + 3ab?

i

ist durch folgende Di zu
a)2 b)a ¢) a® d) Aa’
e)a*b 1) 4a’?

157. a) (ax? — a*xy + ax® + axy): 2ax
5 m*n + 2mn + mn?
mn
182r252 — 104rs
O T3

d) (55x%y% — 121x%y + 132xy2) - —— T



158.2) (0,88x2y — 121xy + 2,2y%): 0,11x2y?
b) (45a2b® + 9a3b* — 2,7a°b%) : %0a?b*
¢) (206rs — 600r — 0,36) : (—0,3rs)

159. a) (0,144 — 72xy? + 36x2): 0,36x*
b) (40xy* — 6,4x%y* + 8x2): 0,8x%y*
¢) (526 — 96xy — 0,48y) : (—0,24y)

160. Dividieren Sie die Summe 600m°n?r — 0,36m?n3r? — 7,2m?r® + 144 m*n®r® jeweils durch

einen der folgenden Divisoren!

a) 0,2mnr  b) 20m*n* ¢)1,2r2

161.*a) (x* + 11x + 24): (x + 8)
b) (3 — 8cd? + 8d%): (c — 2d)
)*+x24+a2—3):(x—1)

Ermitteln Sie das k. g. V.!

163.a) 20; 35; 15 b)25; 30; 40
c) 260; 390; 65 d)195; 130; 110
e) 165; 440; 495

Ermitteln Sie ein gemeinsames Vielfaches!
165. a) abc; ab*c; a*bc*
b) abc?; a*b*c?;
¢) @b; ab’c; ab®

ac?

167. a) r3s%t; rst3  b) 63m*n; 21mn®
¢) 25a%b; 30ab; 40a%b*

169.a) x; y; x+y b)2l; 28a; 7T—a
¢)a+ b; a® — b?; a® + 2ab + b?

d) —24mn?r

e) —4,8m?nr?

162.* a) (x* + 2,1x — 1): 2x + 5)
b) (x* — 7x% 4 7x* + 11x 4 20): (x — 5)
¢) (2a* + ab — b + 3): (a + b)

164.a) 21; 42; 210
c) 105; 35; 175
e) 60; 24; 48

b)210;
d) 210;

126; 420
315; 36

166. a) x2yz; xy*z; xyz?
b) xyz;

) yz%;

xy; xz

xy3z; xyz

168. a) rst2; risk?

c) 42m*n?; 84mn

b) 2x; 3y; 5z
b) m + 4; m*; mn

x—y; P —xh -2y

170.8) x; y; x — y

Vergleichen Sie jeweils die zwei Briiche der folgenden Paare von Briichen miteinander!

(Alle vork den Variablen bed: natiirliche von Null verschiedene Zahlen.)
a 2a b a 3 173 x  1lx b rs st
Mm.agig ) Sab* 75 TR T )35 as?
a+b.a7b 4 2a+l_L 2x—y 2x+vy d xy xy+z
O b arb P aw Oty m—y VB ab
2 ¢ a b
Dl D Bt By
Unterscheiden Sie drei Falle! Unterscheiden Sie drei Falle!
Formen Sie die folgenden Q in um!
a?b+ ab® — a*b* a*b+ ab® — a*b* xy + x%y + xy? 1 — 2xy + x*y?
173.2) ab b) abe 174:8) xy ) xy
a?* + 2cb + b* 4x2 — 12xy +9y* 25 — 20x + x? - 25— ¢t
24 ab T —3y " 502 T
55+ r \4x’—ley+9y’ 16r2 — 40rs + 2552 7 s+
e) s ’ 20x — 30y 8) 8r — 10s ) ss”
s—f R;R; + RiR3 + RyR; 49x* — 121y Ry — R
Ll ) RiR:R; 8 2ix 1 3%y MR R
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Formen Sie die folgenden S inQ

1

»? 1
175.a) ’+b’+1 b)l—s;-)-xz—yz

15a Ta 1

) Tae TTime 5T
@ b» 1 o
T nz+=>

c—3 c—4 c—35
177.9) 30c " Tme T o

5 7 9—m

um!
2
176.2) 15a, toE 0 mo—g
1 1 a
S—— P pasdiy 2
9 12y T 30xy 0 = +b
‘a+b ar — bs
O Tt DR R. +_+
Ftxy xy—pP x—y
M) ——+ =

9T~ to O % & T
2x S5x —1 y—1 9 5 4
179.a) 4y+5 10y 8 18o')in—+-n—_m-+'7
2u 3v 5 x ¥y xy
b) u—v u+u+7 b) a+b a—b+a
Ty " 5x +_3_ Ts—1 4s — 11 185+ 1
)y xy+y* " xy <) 15 — 30, Sr+10 ~  2m
4m+n + 21 2m — 5n 5y —17z 14y +9z
D T mtn (m + n)? L) 23 + 2%z~ 3yz2 — 373
22m3 + 29n3 2y% — 22 1322 — 11y
m? — n? + 4y%z + 4yz> ~ 6%z — 6yz°
Zeigen Sie, daB folgende Gleichungen gelten! !
6s — 3rs 12 4 4r a— bx a
18La) —5— "1 =7 182.2) —p— +x=—4
4m* — 9 _ 4m* 4 12m+9 X _xy+yiz
D G —Tam+9 . am—9 T
- PPtp 1
09— =p=1 c)p(l—7)+l=p

26. Es seien a, b, ¢, d natiirliche Zahlen mit b == 0, d == 0. Vergleichen Sie die beiden Quotienten %
und % miteinander! Stellen Sie die zuséitzlichen Bedingungen fiir a, b, c, d fest, damit die folgen-

den Ungleichungen gelten!

a c a
L <oy b)is =

a_ ¢
c) T>7

27. Es seien a und b natiirliche Zahlen mit b % 0, @ > b. Vergleichen Sie jeweils die folgenden

Paare von Quotienten!

a a-+1 a a—
b bt =~ ML e =
a+1 a—1 %

O g7 wd 3= G+D
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) Welche all i G aBigkeiten fiir echte Briiche ergeben sich aus ¢) und e)? For-
mulieren Sie diese GesetzméBigkeiten in Worten!

g) Untersuchen Sie, ob es entsprechende GesetzmiBigkeiten fiir unechte Briiche gibt! Formu-
lieren Sie gegebenenfalls solche GesetzmaBigkeiten als Ungleichungen und in Worten!

28. Welche Beziehungen zwischen a und b erhilt man aus den folgenden Gleichungen?

a-+n a a—n a a-+n a

b+n b b) % =5 R

3 b—n b

Berechnen Sie!

1 a 3 a r’s  utv 3 p
183. —_— —_— 184. —_— b —_———
a)a b )1)25 b %) w?  rs? ))34 a
3n 9x?  4x 15m 13m®  28mn?p
’ s A =20 a  =E A
o) 1Sme s ) T2ab T8m &) gl ' T 3o
% 1,11a* _6.5xy f 13xy 1Sac 48bz o a_2 A b* f 2 3rs 15m?n
52y 44ab 12ab 26xz 90cy x b & 3 Smin? 8%
1 1 1 = 1 1 1
185. _——— b)) ——— 186.2) ——— - b) e
a)a+b a+b x+y G+ : a+b a—>b ) (x+9) x+y
1 a—1 1 3x—2 4y
o S d : ) i oot R -
& oy vty Dg—m-@+7 DXt Xty 0y +4 6x—4
1 1 1 1 a 2 1 1 1| 1 x c
187. —_—t ==+ = b) |— 188. —_— =4 b P
8 (Frpieea) niw] wa=gil3) ¥3-)
S Ix—2 ] Sy+2 o Sa—2b 54r— 3,65
10y +4 6x—4 6r —4s 5,54 — 2,2b
a a’x ax  a*x? 1 1 7 - 35x
189.8) =i ) e 190. 2) S ) AL
V3 ) 757 Ty T A
27x*  8lx%y 1,2p>  6p? m*n  mn®
el ot d) =S e e iy S DE d .
€} 3a " 52 )16y’ T8y < 4,69 ~ 11,5¢ xy?  x%y
= 2 = 2 -
191.2) =mp _M by 240 :_65 192.2) -5 ;2“2 by =239 ! 2,6rs
1,3d —52df Iy <" 2,1 9abc 8 0,25r * 7,5x*
15a%b 4,5x 26abc 8,1s
LD B qspn S DT
c) S1ae : 25ab ) 15x: 2 c) K7 1 (—10bc) 4) (—27rs) 18
1,3a* 1 29mn 1 3
193. — P—_— b)) 5—: 154, = t—— b)) [—-5—]):1—
93.2) (—65ab): 506 )& 5 1,3a a) (—145m): S5 ) 5 7 b & 2 x
1 27 16
0 ll5a: (~7a) o ('T”)'(_T”)
3 69
d) l43x’y’:6ﬁxy d) (— Txy): 143x2y*
e) (—25 )'4] f)Zi e 5i €) (—357mn): —11—9—‘mz)
rs): 4t 757 'mn) : T
Vereinfachen Sie die folgenden D iiche!
2la*h 4xy? 27rs?
20xy? ‘a—b 4p — 3q 25ab?
195.2) —3205 R 196.0) =—5 ) ~Sire
75x%y a — b? 21pq 50ab
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U hen Sie, ob folgende Gleich

1 =% R
a

(4TI

gelten!

1

Gk—D+k+1)
2

(5)=9)

29,

Von drei parallel geschalteten Widerstinden, an denen die Gleichspannung U anliegt, sei der
zweite Widerstand doppelt so groB wie der erste und der dritte Widerstand doppelt so groB

wie der zweite.

a) Der kleinste Widerstand sei R.
b) Der grofite Widerstand sei R.

Berechnen Sie fiir beide Falle die Gr
stromstérken!

tinde, die G omstérken und die Zweig-

Losen Sie die folgenden Gleichungen nach der bzw. nach den hinter der Gleichung stehenden
Variablen auf!

1 1
198:8) “mi— s Ry R
& TR !
b) a% = b% 4 ¢* — 2bed; d
c
c) A= art: ~h;a; h
2
E
d) V=Th’(3r*h);r
a? 2 s
200.3) — = p; a; b) p=—;s;
a) s pia;c v ,,s,t
h a
C)A=g2';g d).\'=7lz;a;t
€l
e) E—:=";01§Cz
For Sie die folgenden A
Aussagen!
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4) Die Summe zweier Zahlen vermehrt um
ihre Differenz ist gleich dem Doppelten
der ersten Zahl.

b) Die Summe von vier aufeinanderfolgen-
den natiirlichen Zahlen ist eine gerade
Zahl.

¢) Das Quadrat einer geraden natiirlichen
Zahl ist eine gerade Zahl.

d) Das Produkt aus zwei ungeraden natiir-
lichen Zahlen ist eine ungerade Zahl.

199. a) .l.=_
b

bz
201.3) 2 _ 4. p:
T = @b

1
+;l,—;f;s

b) b =a? + c® — 2acg; g

5
~
() A = sy + do); di3 s
! o
@4 V= i2Gd — 2h); d

2s
b) v="—;5;1
t

55

b

O A=2Z:rb D p=g-nye
4r

& c=Afiksf

mit Hilfe von Variablen! Zeigen Sie die Richtigkeit der

203.2) Die Summe zweier Zahlen vermindert

um ihre Differenz ist gleich dem Doppel-
ten der zweiten Zahl.

b) Die Summe von drei aufeinanderfolgen-
den natiirlichen Zahlen ist
«) gerade, wenn die kleinste Zahl unge-
rade,
B) ungerade, wenn die kleinste Zahl
gerade ist.
¢) Das Produkt aus zwei geraden natiir-
lichen Zahlen ist eine gerade Zahl.
d) Das Produkt aus einer geraden und
einer ungeraden natiirlichen Zahl ist eine
gerade Zahl.



204. a) Die Differenz aus zwei ungeraden natiir-
lichen Zahlen ist eine gerade Zahl.

b) Die Summe von drei aufeinanderfolgen-
den natiirlichen Zahlen ist durch 3 teil-
bar.

©) Die Summe (Differenz) von zwei geraden
natiirlichen Zahlen ist ejne gerade Zahl.

205. a) Die Summe von fiinf aufeinanderfolgen-

den natiirlichen Zahlen ist durch 5 teil-
bar.

b) Die Summe von vier aufeinanderfolgen-
den natiirlichen Zahlen ist durch 4 teil-
bar.

¢) Die Summe (.Differenz) von zwei un-

geraden natiirlichen Zahlen ist eine
gerade Zahl.

206. Zwei Zahlen a und b seien durch dieselbe Zahl c teilbar (a, b, c€ N).

Zeigen Sie, dal dann auch

2) die Summe, b) das Produkt, ©) die Differenz (falls sie existiert)

der Zahlen a und b durch c teilbar sind!

207
vergroBert wird?

2 Wie verindert sich fiir einen Quader mit
den Kantenléngen a, b, ¢ das Volumen und
der Oberflacheninhalt unter den folgend:
Bedingungen?

a) Eine Kantenldnge wird verdoppelt (hal-
biert).
b) Zwei Kantenlingen werden verdoppelt

erdreifacht).
Alle drei Kantenlidngen werden verdop-

pelt (auf ein Viertel verkiirzt).

210. Die Differenz aus einer vierstelligen natiir-
lichen Zahl und der aus ihr durch Vertau-
schen der Reihenfolge ihrer Grundziffern
entstehenden Zahl ist durch 9 teilbar. Be-

Wie andert sich die Linge des Radius eines Kreises, wenn die Linge des Umfanges um 1 m

209. Wie verandern sich fiir einen Wiirfel mit

der Kantenlinge a das Volumen und der
Oberflicheninhalt unter den folgenden Be-
dingungen?

2) Die Kantenldnge wird verdoppelt (hal-
biert).

b ¥) Die Kantenldnge wird auf ein Drittel

verkiirzt.

«) Die Kantenlinge wird um ein Drittel
verkiirzt.

“ Die Differenz aus einer mehrstelligen natiir-
lichen Zahl und ihrer Quersumme ist durch
9 teilbar. Fithren Sie den Nachweis fiir
vierstellige Zahlen!

weisen Sie diese Aussage!

i ApgE=iigh 4t gEegs

a) Driicken Sie diese GesetzméBigkeit mit Hilfe einer Variablen aus (Grundbereich angeben)!

b) Zeigen Sie, daB die in a) formulierte Aussage wahr ist!

¢) Gilt die in @) formulierte Aussage auch, wenn man als Grundbereich der Variablen die
Menge der ganzen (reellen) Zahlen wahlt?

=3

2 2 3 3 4 4
30. Es gilt: 2 + 5 T

31. Fiir alle natiirlichen Zahlen gilt:
n n
ST T
a) Beweisen Sie die Wahrheit dieser Aussage!
b) Gilt diese Aussage auch, wenn man als Grundbereich der Variablen die Menge der ganzen
(reellen) Zahlen wahlt?

32.n% — 1 ist fir jede ungerade natiirliche Zahl n durch 8 teilbar!
Beweisen Sie die Wahrheit dieser Aussage!
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b) Ungleichungen und Gleichungssysteme

Untersuchen Sie, ob dle ‘nachstehenden Zahlen bzw. Zahl Lo der daneb hend
bzw. U sind!
1
1.a) x=7;5x—40=—5 Za)a———T, Sa+1=a—1
1
b) x=-; (5x+8)-3>20 b) y=—4;15y< 3y
) 5 2 L 3 c) 0,6; 7,2 — 2x
¢ a=— T9=3 5 x=06;72—2x=x+6,2

d) y =0,8;0,5y + 6,25 < 6,7
e [xy1=[-255+10x=5

Untersuchen Sie, ob die beiden jeweils

d x=3;2x—5)x>0
€) [u:v]=[1; —%}; w+3)@w+2=0

Glei e g e

den Sie Thre Aussage!
3.8) Ix+1=2x4+5;5x+1=5

h)%+l=4;x+l=36

e) Tx—8§=17Tx=12

3x
d)?—T—Z 2x=—10
T
x+1 — x+41°

(6x —3)(x+ 1) =2(x + 1)

Losen Sie die folgenden Gleichungen!
5.a)3—(5x+8)=6x—(15+x)

b)) 2x—(B3+4x)=9—(10x— 1)

o (3x+3) (5 2)-(3--3)

x+3
7. a) 5—3 =3 (x=%3)
b)i 1 _ )
% +x+1 T 242
xF+0;x+—1)
x—2 x+6
<) ¥=3 i d (x$3;x+—4)

9. Bilden Sie drei verschiedene Gleichungen der Form

die Losung x = 10 besitzen!

Sie die L6

x der folgenden Gleit

IS

-

q sind! Begriin-

-8) 8x —27+2x=2—x;8x +3x =25

b) 6x+27=9;2x+9=3

€) 8—2x=36;—4+x=—18

d)Zx Sx x 1 3
A S T
o5 _ T+2
—1 Zx=1"

S(2x—D=0Ox+D@x—1)

- 4) 4(17x + 8) + 3(9 — 6x) = 5x — 4(6x — 9)

o ofr2)- (- ()

) Ux+1—56x— 7 =50

e A8
T w2 B0
1 1

B e
)x+4+3x x+12

G0, x4 —4)

x+1 x+3
c‘):‘34- =2 (x*+=-5x%1)

b
=d mit a, b, c€ N; ¢ % 0, die alle

10a)b+x=a blax+b=c
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x b
c)—r—+s:0 d,\a—Tx:O c)ax=bx+ ¢ d)yp:x=gq:r

x+a
=a

e)m(x — n) = p(x + q) e)

X —a

Losen Sie die folgenden Gleichungen fiir jede der vorkommenden Variablen!

b —d
12.a)a=7(c+d) h)a=b~T Ma)a=b-cld—e) ¥ia = b(l +c- d)
11 1 _b-c d-e
C)a_b+c r)ﬂ~2+2
Ermitteln Sie alle Zahlen, die durch folgende Bedi fe legt sind!
¥4. a) Das Fiinffache einer Zahl ist gleich der 15, 4) Die S aus zwei aufeinanderfolgen-
um 3 vermehrten Halfte dieser Zahl. den Zahlen ist um 7 groBer als 14.
b) Die Summe dreier aufeinanderfolgender b) Die Halfte einer Zahl, vergréBert um 2,
natiirlicher Zahlen ist gleich 30. ist doppelt so groB wie die um 1 vermin-
derte Zahl.

¢) Die Differenz aus dem Fiinffachen und

dem Doppelten einer Zahl ist gleich der ) 2 B . .
¢) Eine um 7T verkleinerte Zahl ist dreimal

1
— i Zahl.
g o verminderten Zah so groB wie ihr Doppeltes.

Formuli Sie T fgaben (vgl. Aufgaben b 14 und b 15), zu deren Lésung folgende Gleichungen
aufgestellt werden miissen!
Formulieren Sie hlieBend de Sachaufj aus verschied Bereichen!
x+3 _ = 7 x 3 x 7
16.2) —p—=—7 17.3) 7 +3=5—
%
b)8(x —3)+5=32x+1) h)l_x—+l=3
) Das treibende Rad eines Zahnradgetriebes ;m' Das Ubersetzungsverhiltnis eines Zahnrad-
habe 60 Zihne, das angetriebene Rad 35 getriebes sei 2: 7. Wie groB ist die Anzahl
Zihne. Wie groB ist die Drehzahl des trei- der Zahne des getriebenen Rades, wenn das
benden Rades zu wihlen, wenn das zweite treibende Rad 42 Zihne hat?

Rad 85 Umdrehungen in der Minutg macht?

20. Berechheér Sié"den Widerstand einer 60-W- 21, Berechnen Sie die Stirke des durch eine
Lampe mit einer Betriebsspannung von 100-W-Lampe flieBenden Stromes, wenn die
220 V! Lampe an 220 V angeschlossen ist!

22. Wieviel Liter Athin entstehen bei der Re- 23, Wieviel Liter Athin benotigt man zur Her-
aktion von 6,5 t Kalziumkarbid mit Wasser? stellung von 500 g Athanal?

24. Wieviel Liter Athin reagieren mit Wasser- 25, Wieviel Liter Wasserstgﬂ bendtigt man zur
stoff zu 100 | Athan? Herstellung von 1121 Athan aus Athin?

26. Der Gesamtwiderstand zweier parallel- 27, Von drei parallelgeschal Widersta
geschalteter Widerstidnde betrage 20000 £2. sei der zweite doppelt so groB wie der erste,
Der eine Widerstand betrage 100 kQ), wie der dritte doppelt so groB wie der zweite.
groB ist der andere? Wie groB sind die drei Widerstinde, wenn

der Gesamtwiderstand 14 Q betragt?

2

o

Fiir das Roden eines 23,5 ha groBen Kartoffelschlages einer LPG mit einer Vollerntemaschine
wiren bei rationell Einsatz der M hine 14 Arbei den zu planen. Wie lange dauert
die Rodung der Kartoffeln, wenn gleichzeitig noch eine zweite Vollerntemaschine eingesetzt
wird, deren Leistung aber um 25% geringer als die der anderen ist?
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29.Auf der Autobahn fahre ein PKW mit kon-
stanter Geschwindigkeit von v, = 80 kmh-!.
In welcher Zeit hat ihn ein anderer eingeholt,
der 10 min spater abgefahren ist und mit
einer  Durchschnittsgeschwindigkeit  von
v, = 90 kmh~! fahrt?

31.4196%ige Schwefelsidure werden in 2 1 Was-
ser gegeben. Wieviel Prozent Schwefelsiure
enthilt die entstandene Siure?

33.al einer p;-prozentigen Losung werden mit
b1 einer p,-prozentigen Losung vermischt.
Berechnen Sie die Konzentration der entstan-
denen Losung in Prozent!

X:ier Umfang eines gleichschenkligen Drei-

ks betrage 67,6 cm. Ein Schenkel sei 4 cm
kiirzer als die Grundlinie. Wie lang sind die
Seiten des Dreiecks?

30.Ein Autobus habe vor einem spiter ab-
gefahrenen PKW einen Vorsprung von
3,5km. Der PKW hole den Bus 5§ km vom
Abfahrtsort entfernt ein. Wie verhalten sich
die Durchschni hwindigkeiten der bei-
den Fahrzeuge zueinander?

32.Wieviel Liter 42% ige Sdure sind 2 | 10% iger
Sédure zuzusetzen, damit 30%ige Saure ent-
steht?

34.al einer p;-prozentigen Losung sollen mit'
einer p,-prozentigen Losung vermischt wer-
den, so daB eine p-prozentige Losung ent-
steht. Wieviel Liter der p,-prozentigen Lo-
sung sind zuzufiigen?

Xﬂn einem rechtwinkligen Dreieck sei die eine

Kathete 5 cm lang. Die Hypotenuse sei 3 cm
langer als die andere Kathete. Welchen Fla-
cheninhalt hat das Dreieck?

1. Ermitteln Sie die Losungen x der folgenden Gleichungen!

a)x+a=a—x
dmx+n=nx+m

b)x—a=a—x

e)mx —n=nx—m

)x+a=a+x
fymx+n=mx—n

2. Geben Sie die Losungen x im Bereich der natiirlichen Zahlen fiir nachstehende Gleichungen an,

wenn a eine natiirliche Zahl ist!
a)a+x=35 b) x 4+ 3a=10

¢)3x+a=6

d)3x+3a=a

3. Es seien 910dt Diingemittel aus Giiterwagen der Reichsbahn zu entladen. Dazu stehen entweder
5 LKW mit je 36,4 dt Ladeféhigkeit oder 7 Traktorenziige mit je 65 dt Ladefahigkeit zur Ver-
fiigung. Ein LKW benétige fir Hin- und Riickfahrt, Be- und Entladung zusammen 50 min, ein
Traktorenzug 120 min. Mit welchen Fahrzeugen 148t sich

a) am schnellsten entladen,

b) am billigsten entladen, wenn einmal gleicher Stundenlohn fiirr LK W- und Traktorenfahrer, ein
andermal gleicher Lohn fiir jeden Tonnenkilometer gezahlt wird?

Ermitteln Sie durch Uberlegen bzw. Probieren die L& der folgenden Unglei !
Der Grundbereich sei jeweils der Reihe nach die Menge der natiirlichen Zahlen, die Menge der
ganzen Zahlen, die Menge der gebrochenen Zahlen.

37.2)34+x<2 pa<—2

38.2)3—x>2 b)r<2

Addieren bzw. subtrahieren Sie auf beiden Seiten der folgenden Ungleichungen jeweils der Reihe
1

nach 7; 3,6; —-! Setzen Sie dann jeweils eines der Relationszeichen ,,<** oder ,,>** zwischen die

Summen bzw. Differenzen, so daB stets eine neue wahre Aussage entsteht!

1 5 1
39 +g D-9F -3 94S+1L2 40 ;1-*2%‘—7 b) =55+ —4

13 13
) — 5

2t
Multiplizieren Sie beide Seiten der folgenden Ungleichungen jeweils der Reihe nach mit 2; —4;

2 5 i
3 5 7! Setzen Sie dann jeweils eines der Relationszeichen,,<** oder,,>* zwischen die Produkte,

so daB stets eine neue wahre Aussage entsteht!
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39
A1 bTH-2 o—4+-2 La+12 n-2%1 g-1%-9

Dividieren Sie beide Seiten der folgenden Ungleichungen jeweils der Reihe nach durch 5; —3;
5 4 7
——7; —5—! Setzen Sie dann eines der Relationszeichen ,,<** oder ,,>‘ zwischen die Quotienten, so

daB stets eine neue wahre Aussage entsteht!

9 9 s 4 16 21 g
43.3.54:? b)—S5% — 44. a) 10*W b)) —9F—6
1 1 1 ! 3 2 2 3
S IE Ty
4. Zeigen Sie, daB fiir die reellen Zahlen r und s folgendes gilt!

a) Aus 0 < r < s folgt r2 < s2. b) Aus r < s < 0 folgt r? > s2.

[

. Es sei x < 0 < y. Welche reellen Zahlen x und y erfiillen die folgenden Gleichungen bzw.
Ungleichungen?

)2y bxt=y2  x*>)?

. Welche reellen Zahlen x erfiillen die folgenden Gleich bzw. Ungleict ?
ax*>x  bx*=x X2 x
dHx2>—x ex?=—x Hx*<—x

o

N

Es sei a eine reelle Zahl. Ordnen Sie der GrofBe nach!
a) a,a?, a® b) a?, 3a?, 2a*

Hinweis: Fithren Sie dabei Fallunterscheidungen durch!

Ermitteln Sie die L¢ der folgenden Unglei im Bereich der natiirlichen Zahlen!
Geben Sie auch die Ldsungsmenge im Bereich der ganzen, der gebrochenen und der reellen Zahlen
an! Bilden Sie die einzel auf einem Zahlenstrahl bzw. auf einer Zahlengeraden ab!
52)3b+7<134+2b b)ba— 7> 5a z_‘v;nSx—3<4x 13a—19>2a— 12
93— HK5—2A=x+1) 04x + ) < x =306 — 29
)8 —x<27 e)dx—9>Tx—17 4333 —x ) 8x—10>9x—11
1 1
47.2)364+7< 13 b)8+j4—x>ll 48.a)6x — 5< 13 b) 7+?a<9
e)7T—a<l1l d)3a < 5a )9—x>20 d) 86> 10b
1=x x
W a)bx—9<3x—17 l))—3—<4 G0Ya)24x — 15< 18x + 1 h)]—T<4
1 % x L x—1
Ql+5>5— <)
k41 1 k—1 1 b b+ 1 1 b
TR T ) V3<% <BF
4 5 x x 2 1 1 3—=x 5—x
51 u)?x+9<—z-x h;7+3<4——§— Sﬁ/a)?x—7<7x b) 5 3
)Tx—1N<Hx+2) c) 2,5(1 — 4x) > 2,5x — 10
—x x+3 x—4 x x x
d) 0 >2x—2) e 2 & 3 d)2—W>2(7—x)u3—?>S—T
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Sind die beiden jeweils
worten!

y'n)7x—5<l7; Ix <22
) —bx < 125x< —2

dquivalent? Begriinden Sie Ihre Ant-

M a)6c>9;2>3
b)8 —2x< 36; —4+ x < —18

XS e s L P 12
TS Lu>— 0= <41-x<

c)

Formen Sie die folgenden Ungleichungen so um, daB jeweils eine dazu dquivalente Ungleichung
entsteht, bei der die Variable x allein auf einer Seite steht! Schrinken Sie dabei, falls es notwendig
erscheint, die Grundbereiche fiir die Variablen a, b, ¢ geeignet ein oder fithren Sie Fallunterscheidun-
gen durch!

8.a)a+x<b
¢)b—x<a
e)ax +b >bx-+a

b)ax +b>0
d)ax—b>c
f) ax —b<a— bx

DT —b<c @0 Wa—F>e (b+0)

o

Welches der drei Zeichen,,<*,,,=*,,,>* gilt zwischen den natiirlichen Zahlen a und b b0y

in den folgenden Gleict und U h ? Fir die Aufgaben d), e), f) gilt auBerdem
b+ 1.
a a+1 a a+1 a a+1
V%> e Py = VF<b+I
a a—1 a a—1 a a—1
O F>5 0 Oy =%=1 N S

10. Zeigen Sie, daB folgende Aussagen wahr sind!

a) Fira>bund ¢ > dgilt (a — b) (c — d) > 0.
b) Fiira > b und ¢ < d gilt (@ — b) - (c — d) < 0.
c) Fira, b€ Pund c = d gilt (a — b) - (c — d) = 0.

1

N

Es seien a, b, c, d reelle Zahlen. Untersuchen Sie, welche Beziehungen zwischen @ und b bzw.

c und d bestehen, wenn folgendes gilt!
Fiihren Sie Fallunterscheidungen durch!

a)(a+b)(c+d)>0

b)(@a+b)(c+d)=0

e)(a+b)(c+d)y<0

73
o

wn
et

. 1140% ige Salzsiure ist mit Wasser so zu ver-

diinnen, daB eine Fliissigkeit entsteht, die
mehr als 6% Salzsdure enthélt. In wieviel Li-
ter Wasser darf man den einen Liter Sdure
geben?

. Eine selbstfahrendeWalze zum Befestigen von

Wegen habe eine Arbeitsbreite von 1,20 m.
Jeder nachfolgende Streifen muB den vorher-
gehenden um ein Fiinftel seiner Breite iiber-
lappen.

Mit welcher durchschnittlichen Geschwin-
digkeit muB die Walze fahren, damit ein
StraBenabschnitt von 1250 m Lange und 6 m
Breite in einer Zeit zwischen 5h und 6 h
doppelt iiberwalzt wird?

Hinweis: Stellen Sie zwei Ungleichungen auf!
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56.

3170%ige Séure sind mit 12%iger Siure so
zu mischen, daB eine Fliissigkeit entsteht,
die weniger als 30% der Saure enthilt. Wie-
viel Liter der 12%igen Sidure muB man zu-
setzen?

. Ein Behilter aus rostfreiem Stahl mit der

Masse 20 kg enthalte 120 kg Wasser mit einer
Temperatur von 20 °C. Wieviel Kilogramm
‘Wasser mit einer Temperatur von 85 °C sind
nachzufiillen, damit eine Wassertemperatur
zwischen 35 °C und 40 °C erreicht wird? Die
spezifische Wirme von Stahl ist

0,11 cal- g=* - grd~!.

Hinweis: Stellen Sie zwei Ungleichungen auf!



59, Zwei Werke W, und W, liegen a km voneinander entfernt. Sie stellen Betonbauelemente her
und liefern diese zu einer zwischen W, und W, liegenden Baustelle B. Das Werk W, produzierf
ein Bauelement fiir b M. Das Werk W, hat einen um c% niedrigeren Produktionspreis. Fiir je
ein Teil und Kilometer entstehen d M Transportkosten.

Wie weit darf B hochstens von W, entfernt sein, damit die von W, kommenden Teile billiger
als die von W, sind?

60. Wie lange braucht ein Motorradfahrer mindestens zum Durchfahren eines Ortes von 2,2 km

Linge, wenn die zuldssige Hoct chwindigkeit 50 kmh~' betragt?

61. Wenn man zu einer zweistelligen natiirlichen 62, Ermitteln Sie zweistellige Zahlen, deren
Zahl die Hilfte addiert, so erhdlt man eine Zehnerziffern um 2 kleiner sind als die Einer-
Zahl, die groBer als 130 ist. Welche Zahlen ziffern und die groBer als 23 und kleiner als
erfiillen diese Bedingungen? 43 sind!

6

_Beweisen Sie, daB die Linge des halben Umfanges in jedem Dreieck groBer als die Lange jeder
Dreiecksseite ist!
Hinweis: Die Summe der Langen zweier Dreiecksseiten ist stets groBer als die Lange der dritten
Dreiecksseite.

12.* Stellen Sie die Losungsmengen folgender Ungleichungen in jeweils einem Koordinatensystem
dar!
Die Grundbereiche seien jeweils x € P und x € G!

Ax+y>2 bAx—2<4y )4—4y<2x+2 dAx—y>-2

Geben Sie fiir die folgenden Gleichungen jeweils sechs Losungen an! Stellen Sie die Losungsmengen
jeweils in einem Koordinatensystem dar!

64.2)2y —3x—2=0 65.2)3x —2y—2=0
b)Sa + 10b =0 b)10a — 5b =0
¢)0,8x + 6,4y — 6,4=0 ¢)0,4x — 2,4y +24=0
d)4x =8y -+ 12 d)8x — 12 =4y
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‘Geben Sie lineare Gleichungen mit den beiden Variablen x und y an, fiir die die folgenden Zahlen-
paare [x; y] Lésungen sind!

66. a) [2; 0], [—3; —10], [—1; —6], [4; 4] 67. a) [05 1], [—2; —3], [4; 9], [—5; —9]
b) [0; 2], [-2; 0], [—4; —2], [3; 5] b) [4; 0], [0; —4], [—4; —8], [1; —3]
¢) [0; 0], [3; 2], [—6; —4], [9; 6] ) [0; 01, [2; 1], [—4; —2], [—6; —3]
13. Welche reellen Zahlenpaare [x; y] erfiillen die folgenden Gleichungen?
a)xy—3x+3y—9=0 b)xy —3x+4+3y—9=9
Bilden Sie den Durchschnitt der Mengen M, und M,! Ver: Sie die M mit Hilfe
von Mengendiagrammen! Geben Sie die Ei t der El des Durct itts an!
68. a) M,: Menge der durch 5 teilbaren Zahlen 69. a) M;: Menge der durch 3 teilbaren Zahlen

M, : Menge der Primzahlen

b) M,: Menge der durch 4 teilbaren Zahlen,
die kleiner sind als 20
M;: Menge der durch 6 tcilbaren Zahlen,
die groBer sind als 5

¢) M, : Menge der durch 2 teilbaren Zahlen
M, : Menge der durch 3 teilbaren Zahlen

. a) M, : Menge der Schiiler Threr Klasse

M;: Menge der Schiiler Ihrer Schule, die
in Mathematik die Note 1 haben

b) M;: Menge der Punkte der Ebene, die
oberhalb der Geraden y = —x + 2 lie-
gen
M,;: Menge der Punkte der Ebene, die
oberhalb der Geraden y = 2x — 1 liegen

©) M, : Menge der Punkte der Ebene, deren
Koordinaten die Gleichung 2x — y = 2
erfiillen
M,: Menge der Punkte der Ebene, deren
Koordinaten die Gleichung x -y = 4
erfiillen

a) M;: Menge der rechtwinkligen Dreiecke
M, :Menge der gleichschenkligen Dreiecke
) M, : Menge der Schiiler Threr Klasse

M, : Menge der Abonnenten der ,,Jungen
Welt*

. Kennzeichnen Sie die Elemente des Durch-

schnitts der Mengen M, und M,!

M, sei die Menge aller ménnlichen Biirger
der DDR am Tage der Aufgabenstellung und
M, die Menge aller Lehrer der DDR an dem-
selben Tage.

75.

- M,: Menge der Primzahlen

b) M, : Menge der durch 3 teilbaren Zahlen,
die kleiner sind als 20
M, : Menge der durch 5 teilbaren Zahlen,
die groBer sind als 2

¢) M, : Menge der durch 4 teilbaren Zahlen
M, : Menge der durch 6 teilbaren Zahlen

. a) M, : Menge der Schiiler Ihrer Klasse

M,: Menge der Schiiler Threr Schule, die
in Mathematik die Note 2 haben

b) M,: Menge der Punkte der Ebene, die
oberhalb einer Geraden liegen
M,: Menge der inneren Punkte eines
Kreises
(Beachten Sie verschiedene Lagen der Ge-
raden zum Kreis!)

©) M,: Menge der Punkte der Ebene, deren
Koordinaten die Gleichung y = 2x — |
erfiillen
M,: Menge der Punkte der Ebene, deren
Koordinaten die Gleichung x + y = —2
erfiillen

.a) M,: Menge der rechtwinkligen Dreiecke

M,: Menge der gleichseitigen Dreiecke

b) M, : Menge der Schiiler Threr Klasse
M,: Menge der Mitglieder der SSG Ihrer
Schule

Wie viele Schiiler gehen in die Klasse, wenn
18 Schiiler ein Fahrrad, 15 Schiiler eine
Luftmatratze, 10 Schiiler eine Luftmatratze
und ein Fahrrad und 10 Schiiler weder ein
Fahrrad noch eine Luftmatratze besitzen?
Stellen Sie den Sachverhalt in einem Men-
gendiagramm dar!

14.

Bilden Sie zwei Mengen, deren Durchschnitt alle natiirlichen Zahlen enthilt, die kleiner als 9

und groBer als 4 sind!
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15. Ver haulichen Sie folgend

Sachverhalt in einem Mengendiagramm und beantworten Sie
anschlieBend die Fragen!

Von 550 Schiilern einer Schule beziehen 50 Schiiler regelmiBig die Zeitschrift ,,alpha*, 40 Schiiler
die ,,Urania** und 25 Schiiler ,,Jugend und Technik*. Es wird weiter festgestellt, daB 15 Schiiler
zugleich ,,alpha** und ,,Jugend und Technik®, 10 Schiiler zugleich ,,alpha* und ,,Urania* und
5 Schiiler zugleich ,,Urania** und ,,Jugend und Technik* abonniert haben. Wie viele Schiiler
dieser Schule haben genau eine der drei Zeitschriften abonniert und wie viele Schiiler gar keine?

Stellen Sie graphisch fest, ob die folgenden Gleict y eine, keine oder unendlich viele
Losungen besitzen!
6 Sy +2x=1 py6x — 3y =15 77.0)2x— Sy =6 b)2x + 3y =12
S5y +2x =14 2x— y=3>5 S5y—2x=6 x — y=1
gy=15x4+2 ddx — 3y = )8+ 5x =20 Ox+y=2
x=15y+4+2 Ixt+4y=28 1,6y +x=4 x—y=

7. Fiigen Sie zu jeder der folgenden Gleichungen eine zweite hinzu, so daB jeweils ein lineares
Gleichungssystem mit zwei Variablen entsteht, das «) genau eine Losung, 8) keine Losung,
) unendlich viele Losungen besitzt!

ay=—x+2 nx 4 Sy=15 2x—3y=—1

Losen Sie graphisch die folgenden Glei !

79.a) y=x—1 y— 2= 80.2)y=2x+4 byx—2v=1
y=3—x 2y—x=—2 y=4x—2 4y —x=35
iyl y+x= g2x—y=0 )x+y=3
x+y=1 x—y= 4x+3=y x—y=2

4
Ix—2y=0 %4.%:1 23x — 4y =20 ‘—314.,,:5
6y —10x—3=0 .
- 2. X 0 X, g
2t 5 10" 2

Lésen Sie die folgenden Gleichungssysteme mit Hilfe des Einsetzungsverfahrens!

3x 4+ 4y = 253 x=3y—2 8x — 7y =285 1 6x — 4y = 24
p=S5x x=5y—12 X =3y x=y+2
14y —4x =0 x+y=>54 jy=3x—17 B yix=1:4
Ty =2x x:y=2 y=2—12 ¥+ x =100
83.a)3x+y=9 1)6x + 5y =8 ) 6x+4y=4 1)3x+0,5v=08
2x—y=—1 Ix—2y=13 —6x—2y=4 0,5x + 2y = —6
$04x+03y= 6 o5+ 2= 11
1,2x — 2y = 760 Ty — 3x =27
ax+y=1 XSx—lSy=—3 WIx—y=1 8y — 5x=0
x—y=13 2x—y=4 —8y — 5x = 80
T Zx+3y:7
il
u=v+—2— } x+3y=1 Ix—15 =-=2 a+1=-2b
140 = 1120 3y —11=—2x 9x — 10y = 21 —Sa=38+b
18a— =2 2y —4=1z
1 By+3=2
a—b+—47
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87.2)3x — 10 = S5y

10 38 2
BB.a)Zr+T=l b) T_X='V+7

6x—20 =5y ; S 2 e
——=y= g S —Tx=100—1)
R e Tt =y ———e=b
c) 15(x + 2) — 20y = 50 )S(x+2)—3(y+1)=23
20(x — 3) — 40(y — x) = —20 3x—2)+5(y—1D=19
3
d)S(x~—3)—24y=5(x—?) HUNE—N+1200—x) =1
S5x+7=0 x—2:y=1:4
1 1 3 1 2
&) Fx—g+=7 c)—x+y=—3x+l
1 " 1 _2 1 _2
T(x— )—2.v—2 bl Ty
Ermitteln Sie die Lo [x; ¥] der folgenden Gleich !
8.a)x+y=a byax + by =0 90.a) ax +by=c b) ax+ay=m
x—y=b x+y=35 x+y=0 X—y=n
¢)ax+ by =1 d) 3x — 2y = 3a ) X+y=a—b gyx—y=2a—5b
bx +ay=1 6x 4 6y = 6a + 5b x—y=0b X+ y=6a

¢) Setzen Sie in Aufgabe a) @ = 6. Unter
welcher Bedingung hat dieses System dann
ganzzahlige Losungen?

f) Ermitteln Sie den Grundbereich fiir b,
wenn a € G, damit die Losungen in Auf-
gabe d) ganzzahlig sind!

¢) Setzen Sie in Aufgabe c) b = 3. Unter
welcher Bedingung sind die Zahlen der
Losungsmenge natiirliche Zahlen?

f) Ermitteln Sie den Grundbereich fiir b,
wenn a € G, damit die Losungen in Auf-
gabe d) gerade Zahlen sind!

Die Lo des Gleich
Sax — y =32
—ax+y=0

16.

sollen ganzzahlig sein.

a) Welche natiirlichen Zahlen bilden den
Grundbereich fiir @, um diese Bedingung
zu erfiillen?

des Gleich

b) Welche gebrochenen Zahlen bilden den
Grundbereich fiir @, um diese Bedingung
zu erfiillen?

17. Ermitteln Sie die L6
ax + by=c it
1
max + mby = ¢ n

fiir die folgenden Bedingungen'

Y

a£0;b+E0;m+0

Welche Bedingungen miissen gelten, damit die

a)c=10 b) ¢ & 0.
18. Die Variablen a und b seien natiirliche Zahlen.
El der L6 des folgend 1

auch natiirliche Zahlen sind?

Af. In einem chemischen Betrieb sollen aus einer 96%igen und einer 70% igen Schwefelsiure

5 t einer 84%igen,

b) 3t einer 50%igen

Schwefelsdure hergestellt werden. Welche Ausgangsmengen sind dazu erforderlich?
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92

94.

96.

98.

99.

100.

102.

Die Summe zweier Zahlen sei 52. Die Diffe-
renz aus dem Dreifachen der einen und dem
Fiinffachen der anderen sei 100. Welche
Zahlen erfiillen diese Bedingungen?

Eine zweistellige Zahl habe als Quersumme
10. Schreibt man die beiden Ziffern in umge-
kehrter Reihenfolge, so werde die Zahl da-
durch weder kleiner noch groBer. Fiir welche
zweistellige Zahl gilt dies?

Ein Giiterzug transportiere mit insgesamt 38
Wagen 730t Braunkohlenbriketts. Einige
Wagen seien mit 15t, die anderen mit 20 t
Briketts beladen. Wie viele Wagen von jeder
Art sind es?

93.

Die Summe aus dem Dreifachen einer Zahl
und dem Achtfachen einer anderen sei 310.
Die Summe aus dem dritten Teil der ersten
und dem achten Teil der zweiten sei 10. Fiir
welche beiden Zahlen gelten diese Bedin-
gungen?

. Die Quersumme einer zweistelligen Zahl sei

10. Schreibt man die beiden Ziffern in um-
gekehrter Reihenfolge, so entstehe eine um
36 kleinere Zahl als die urspriingliche. Fir
welche zweistellige Zahl trifft dies zu?

X Auf einer GroBbaustelle werden taglich 62

mit 480 t Beton
angeliefert. Einige Fahrzeuge werden mit
6t, die anderen mit 10t Beton beladen.
Wie viele Ladungen von jeder Art sind es
téglich?

W

Ein Panzer der Nationalen Volksarmee habe einen Weg von 230 km zuriickgelegt. Im urspriing-
lich vollen Kraftstofftank befinden sich noch 401. Konnte der Kraftstoffverbrauch je 100 km
um 15 1 eingeschriinkt werden, so wiirde dieser Panzer einen Aktionsradius von 270 km haben.
Wie groB ist das Fassungsvermégen des Tanks? Wieviel Kraftstoff wird fir 100 km verbraucht?

Ein Kraftwagen fahre auf der Strecke 4B mit einer Durchschnittsgeschwindigkeit , = 50 kmh~!.
Gleichzeitig fahre ihm ein anderer PKW mit einer Durchschnittsgeschwindigkeit v, = 70 kmh~!
von B nach A entgegen. Die Linge der Strecke AB betrage

a4)90km, b) 108 km.

Nach wieviel Minuten Fahrzeit treffen sie sich? Wieviel Kilometer ist der Treffpunkt von 4
entfernt?

Ein Feuerloschteich enthalte 135 m® Was-  101. Zwei Freunde umrunden die 400 m lange

ser. Bei einem Einsatz entnimmt eine Mo-
torspritze 750 1 - min~!. Wann ist der Teich
leergepumpt, wenn 30 min nach der ersten
Motorspritze noch eine zweite mit einer Lei-
stung von 5001-min~! zusdtzlich einge-
setzt wird und die erste Pumpe zwischen-
durch einmal 10 min ausfallt?

Aschenbahn eines Sportplatzes. Der eine
bendtigt fiir zwei Runden dieselbe Zeit wie
der andere fiir drei Runden.

Laufen sie von einem Punkt dieser Aschen-
bahn gleichzeitig in entgegengesetzter Rich-
tung los, so begegnen sie sich alle 40 s. Mit
welcher Geschwindigkeit lduft jeder der
beiden Freunde?

Aus der Antike wurde uns iiberliefert: ARCHIMEDES (287-212 v. u. Z.) priifte einen gol-
denen Kranz des Konigs HIERO von SYRAKUS. Er fand sein Gewicht zu 9 kp und in Wasser
eingetaucht zu 8,375 kp. Aus reinem Gold hitte er im Wasser 8,5 kp, aus reinem Silber hitte
er im Wasser 8,125 kp gewogen. Wieviel Prozent Silber war im Kranz, wenn man annimmt,

daB er auBer Gold nur Silber enthielt?

- Eine MessingguBlegierung von 35 kg ent-

halte 12 kg mehr Kupfer als Zink und
auBerdem 1 kg Blei. Wieviel Kilogramm
Kupfer und wieviel Kilogramm Zink ent-
hélt die Legierung?

104. Ein zylinderformiger Kessel von 3 m Hohe

. Ein ganz mit Quecksilber (o = 13,6 g-cm3) gefiilltes und ver:

und 190 cm Durchmesser sei zu einem Drit-
tel mit einer 25%igen Ammoniaklésung
gefiillt. Wieviel Liter einer 18%igen Am-
moniaklésung muB man zugeben, um eine
24%ige Losung zu erhalten?

GefalB aus GuBei

(¢ = 7,2g - cm™2), das beim Eintauchen in Wasser 20 kg Wasser verdringt, habe eine Masse
von 250 kg. Wie groB ist die Masse des Quecksilbers, wie groB die des Geféafles?
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106. In einem Stromkreis, in dem zwei Widerstinde parallel geschaltet sind, sei die Gesamtstrom-
starke 3 A. Welche Stromstirken werden in den Verzweigungen gemessen, wenn sich die
Widerstinde wie 2: 3 verhalten?

19. Ein Aufklarungsflugzeug der NVA iiberfliege eine Fahrzeugkolonne in Marschrichtung in
1 min 12 s und in entgegengesetzter Richtung in 52s. Wie lang ist die Fahrzeugkolonne und
welche Geschwindigkeit hat diese, wenn das Flugzeug die Kolonne mit einer gleichbleibenden
Geschwindigkeit von vg = 400 kmh~! iiberfliegt?

Losen Sie die folgenden Gleichungssysteme!

W072a)x+y+2z=10b) 6x+y+22=4 108%a)x+y=21 b 10x+3y+6z=0

xX+y—z=0 x—10y—2z=7 y+z=15 45x — 6y + 60z = 1
X—y+z=4 Sx—2y+z =5 x+z=12 Sx — 6y —24z=17
5 10 17 )
¢) =x+—y+—-z=064 d)y—z=a Ox=—y—6 dx4+y=a
2 3 4 _ 3 i
yt+z=b y+z=»b
15 S b y=z—1 .
—x=—y —a xt+z=¢e
& A g i 2 z—ixf 8 0
10 5 -5
FX iy
109." Wie lang sind die Seiten eines Dreiecks, !10." Die Innenwinkel eines Dreiecks verhalten
wenn zwei Seiten jeweils zusammen 9 cm sich wie 5: 6: 7. Berechnen Sie diese!
bzw. 12 cm bzw. 13 cm lang sind? \\

111." Drei Zahlen verhalten sich wie 2:3:4. Thre Summe betrdgt 36. Fiir welche Zahlen gilt
dies?

112.* Drei Bagger unterschiedlicher Forderlei haffen eine A hach beit in 10 Tagen.

Die beiden kleineren Bagger hitten zusammen 20 Tage dazu benétigt, die beiden gréBeren zu-

sammen 12 Tage.

Wie groB ist die Tagesleistung von jedem der drei Bagger?

20.* In welchen Fillen hat ein lineares Gleichungssystem mit drei Variablen als Losungsmenge die
leere Menge?
Unter welchen Bedi besitzt die Lo unendlich viele Elemente?

21.* Eine dreistellige Zahl sei durch 9 und durch 11 teilbar. Wenn man ihre erste und letzte Ziffer
2
vertauscht, so erhalte man 5 der urspriinglichen Zahl.

Fir welche dreistellige Zahl gilt das?

Ermitteln Sie die Lo der folgenden Sy )
13 a)2x4+y—1=0 b)x—y>0 1145 8) dx—y=0 bx+y>0
Bt le? | rtw=1 y—3x>1 x—y>1
O2x—3y<L3 dD2x—y+1<0 ¢ x+y>3 d) 5x>2,5
F+4ax> -2 x+y+2<0 w—y<3 10x— S< 4y
e) x=35 ) y<3
x_—y<5 x4+y=3
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c) Potenzen und Potenzfunktionen

iben Sie die folgenden Produkte in P ibweise!
12)2.2.2:2 b)4-35-35-3,5  2.2)5.5-5-5-5 b)2~%~%.-§-
c) i l . i . i . i ©) (=2)-(=2) (=2
=l = -3 = = =2):(-=2)"(=2):(-2)
dc-ccrcrcrere ©(xy) (xy) Do-b-b-b- ©) (rh) - (rh) - ()
0 (m—n)-(m—n)-(m—n) Dn+ k) (m+k)y-(m+ k) (m+ k)
hreiben Sie die folgenden P als Produkte!
3\ 2
3.a) 3% b) 0,23 c) (_ ?) 4. a) 45 b) (T) ) (—6)%
d) 6% ) (mn?)* ) (—k)? d) 543 ) (242 f) (—a)?
2) @@+ b+ c)? h) (x — y)? ) (x +y)° AR
Berechnen Sie!
5.3) (-2 b) —(—2 ©) (290 6.a) (—3)* b) —(—3)* €) —5¢
4
d) 23 €) (—1)* f— (%) d) —252 € _(—n1s D _(—131
2) @"mita€ {—3; —1;1;3; 5} und 2) x* mit x€ {—2; —1; 0; 1; 2} und
n€{2;3;4;5) »€{2;3; 5,6, 7)
Sind die folgenden Potenzen (n € N, n = 2) positiv oder negativ?
7.2) (—1)*" b) (—2)2n-1 8.2) g21-2 (g€ P, a4 0)
) (—a*™! (@€ P,a=+0) b) (—ay2+e ©) —(—1y?-t
Geben Sie die Struktur folgender Terme in Worten an!
9.2) s e o2 a(x) 10. a) 2 B3yt X X
~2) a4 b 6a Td o -2) (a4 b) 3xy o -

1. Geben Sie Zahlenpaare [a; b] an, fiir die gilt: a® = 5°!
Geben Sie Zahlenpaare [a; b] an, fiir die gilt: a® 5= b°!

2. Schreiben Sie in eine Tabelle mit zwei Eingéngen
-1 s

1‘0‘1'1 3 Vd
-7 % un

3
die Elemente a der Menge A = {—3; — L

7;
die Elemente n der Menge N = {2; 3; 4; 5}!
a) Berechnen Sie die Potenz a"!

b) Ermitteln Sie in der Tabelle die Teilmengen der positiven und die der negativen Potenzen a"!
Geben Sie diese Teilmengen mit Hilfe der mathematischen Symbolik mdglichst kurz an!

¢) Geben Sie die Menge aller Zahlenpaare [a; n] an, fir die gilt: " = 1; —1 < a@" < 0; 4" = 0!

Berechnen Sie!
11.2) 32.32 b) (—4)2-(—4)* ©) ,1_ 3. 1 4 1a) 75:73 b) 1 6; 1 i ) 136. 1
2 2 ' ] 5 13
=22 =22
-2?

d) 0,255 - 4% €)5.5.5-52 d) 57:5% e)
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1

y (12 133 N
13.2) (—) -62" b) (-»5)3‘(?) Moa) 122:40 W) 52
2

3) 107
( 1) 1\2 494 1\
. 4)3 d , 5. 45 o T (T d) .
©) (2-4) ) (4 7 e) 85:4 ©) 6 (12) % e) (51 ”)
o ) (5%)3 h) _l 5 f 5. 95 2)3 h 3)3
f) (—2) o 8) (5% & ) (=1)%-25 8 (=523 h) (33

Hinweise zu den Aufgaben 15 bis 38:

Alle Basen seien reelle Zahlen. Alle Divisoren bzw. alle Nenner von Briichen seien von Null ver-

hieden. Basis und Exp seien jeweils nicht gleichzeitig Null.
B h bzw. infachen Sie weitgehend!
3 4 6 1

15.2) xx°  b) a%a* o) Fb b7 16.2) mPm® b) ySy* ¢) (-71;3) (—?u‘)

d) (—x)*x* e) (—x)3x* ) (—x%)x* € (—x3)(—x%

1 3

f) Tazb‘c:’ s a’b4c? ) 7,24a%b? - 82,3a%h*
17.2) (x — 1)*-(x — 1)> b) a*:a? 18.2) @ = b)*cS-(@a— b2’ b) x6:x3

0SS d) 126 G6r) O BT 0 (1gm): ()

e) (—x%):x? ) (—x)5:x% e) (—x)7:x3 f) x5:(—x?)

Vereinfachen Sie weitgehend!

Hinweis: Alle Exponenten seien natiirliche Zahlen = 1, wenn nicht anders angegeben!

19.a) g?mgm b) ¢2m-ng2n-m &20. ‘ﬂ) X3 b) p3k+1,3-2k
©) xm:x? (m=3)  d) 10%-2:10" ) aiad (2 4)  d) sTReL 52k
€) x2p+54; ya-p-2 €) g?r-stl, gr-s

Fassen Sie zu einer Potenz zusammen!

5
(21.a) x2-y? .22 b) a*- b* - (c + d)* 22.2) o333 b) ””'_5
(a— b)* (r—s5)*
> T ~ B S d . 3 3
Q) mo d) @ (@a— 1y ©) T ) (x — ¥)* (x + y)

Fassen Sie zu einer Potenz zusammen und vereinfachen Sie die Basis!

177 233 a® \* [4b%\? 152 112 4b* \* [ a \*
Pl R (g ey 24.a) — . —— b, —
B s g (Zb’) (a’) Vo )( a ) (sb)
. 2p*q") o B0
< ey (60%p?)*
Berect bzw. infachen Sie weitgehend!
2
25.a) (m¥* b) (0,3 - m® - n2)* 26. 3) (a%)* b) (%p‘)

3 2\2
©) (x"1-y"2)3 (EN,n=3) d) ( Z:: ) ©) dmPn%)® (p,qEN; p,g=1) 9 (%)

27.2) 52 4-6-52—10-52 b) (1,3 — 04> 28.2)3*_5-3¢ 1 7-3% ) (1,50 —0,2)°
€)2:32—3:22 —2:(-3)2 €) 2 (—4)* —5(—3)*—2-4*
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3. Ordnen Sie die folgenden Potenzen nach ihrer GroBe! 222; 222; (22)%; 22*

4. Geben Sie die groBte Zahl an, die sich durch dreimalige Verwendung der Ziffer ,,3* darstellen
1aBt!

5. Welche Bedingungen miissen fiir die Variablen in den folgenden Termen gelten, wenn die Basen
reelle und die Exponenten natiirliche Zahlen = 2 sein sollen?

(x-p)*

m d) (@ x3™ 4 b x2n+dm _ oo x2my: (xm-m)

m
a) a"% b) =y c)

Hinweis zu den Aufgaben 29 bis 36:
Alle Exponenten seien ganze Zahlen!

29. Berechnen Sie folgende P ! 30.Vereinfachen Sie folgende Quoti !
a) 20! b) 5° ¢) 1 d) 100° alx*:x® b)g"tl:a® (m=0)
e) (—6)° f) (—b)° (b=0) ) 3x™#2; ™! (m=—1)
(—3) g 27a™  9a*
h) 23 .50 _§)3.(—5)! d 3.6 2,2 e ORI et T
8 5y )22-5° D (=5 (=9 ) 0215 () &) Sosio
Formen Sie die folgenden Terme so um, daB keine Potenzen mit negativen Exponenten auftreten!
. 3
W) 576 b) x4 ) 15¢ (cEN)  3%a) 4> b) (—B)2 ©) :_,
d) —l— e) L (kEN) f) ——1— d) a3 e) (671)° f) !
62 x* (—10)-3 ¢ ) 23
a*-b3 h m € ) 4oy h) 1-3 i 1
g)a*-b ) = > (@€ N) g) x%-y )1 D(—T
S iben Sie die folgenden Terme in moglichst einfache Formen um!
33. @Hleppl.gtoghi gt gt M (2x+ 37 Bx—2x7Y)
36.4) (—5)1:(=5° b) a%:a° 36.a) (—419):(—4)'2 b) cb: !t
1 3
0 (?, p|z> . (7. pu) ) (1,49'?): (3,5¢%°)
d) (qZIl—l . '3l): (q2u+l . ,.—3'!) d) (dll—l . b—n): (aw ¥ bZII ¥ Cl)
2‘ " 25 . 210-. x—zn-‘
) ©) s
xz -1 1 -1
W@y b (To‘) o @ 8.0 b (— ?xs) o @
(@ — b?)2 4 -2 (@—b)?
d) (—x-T)-2 433 ) —  ‘~ d) (=g-3 S - ) [
) (X (e D= )(Sa ) O (v D r
Fiir welche GroBen verwendet man die folgenden Einheiten?
Schreiben Sie die Einheiten als Produkte mit zum Teil negativen Exponenten!
ki Q - mm?
a1t 12 o1-% adga)y Iy KO e
cm s cm m s s
t m cal km
s == d =
di—s 0l )lg~grd e 1 —

13 [000902) 193




6. Gilt die folgende Aussage? Begriinden Sie Thre Antwort!
Sind zwei Potenzen mit ganzzahligen Exponenten gleich, so stimmen sie in Basis und Exponent
iiberein.

7. Beweisen Sie die Giiltigkeit des Potenzgesetzes a™ - @" = a™*" fiir m, n € G! (Die Giiltigkeit dieses
Gesetzes fiir m, n€ N wird vorausgesetzt.)
Fiihren Sie die folgende Fallunterscheidung durch! Fall 1: m = 0, n = 0; Fall 2: m = 0;n<0;
Fall3: m< 0,n=0;Fall4: m < 0; n<0.

8. Beweisen Sie die Giiltigkeit des Potenzgesetzes a”" - b = (a - b)" fir n€ G. (Die Giiltigkeit dieses
Gesetzes fiir n€ N wird vorausgesetzt.)

Radizieren Sie!
- i o e . . .
A V=12 0 V325 o Ve @eP) a2 V=52 b) -V o) Vicap

Ermitteln Sie mit Hilfe des Rechenstabes rationale Néherungswerte fiir folgende Wurzeln! Machen
Sie vorher einen Uberschlag!

43.2) V230 b Ves ¢ Vo9 % a) V319 b) V47 o Vo5
3 s  poa— 0l
a Ve e) V0,05 d) V6o e) Vo6
45. Schreiben Sie die folgenden Wurzeln auf die 44 Bringen Sie die folgenden Wurzeln jeweils
vor b Wur num! auf den klei oglichen Wurzelex; !
¥, . _ 4 .
a) Vs (n=4) b) V35 (n=+6) a) V3 b) V78 o Vs
V2 m=4 OV (=8 O Ve
Schreiben Sie die folgenden Wurzeln als P !
a p— 3 s s
47.a) Vs b) V10 o Ve 48.a) 17 b) V& o Ve
_ 3 Tz 4 l 3 sﬁ 4 2
d =3 =B ) s -3 oy s i
) V1 e)V(s) f) I/(z) d) V32 e)V(6> f) |/( 3)
Schreiben Sie die folgenden P als Wurzeln!
3 1 2 1
o 2 =3 7\ 2\"3 1 ] -1 3 =5
49.2)5% b)6® ¢ 13 2 d) —)‘ €) —) P me ond ¢ o3
8 9 9 8
Wenden Sie auf die folgenden Produkte bzw. Quotienten die entsprechenden P e an_und
vereinfachen Sie weitgehend!
1 1 1
L2 1\6 (1\s (1) L 2 2 g2
3.93 e I N o 3.63 5. 75
51.a) 9.9 b)(z) (2) (2) 52.a) 636 b) 75- 7
1 3 1 2
e 1 [1\3 P M 15 1 /1\3 E e -
- 9 9] o 2. p2 . p2 = pe=s ol 7. 2, 14
c) (3) 3 (3) d) n?-n?-n* (n=0) c) (2) 3 (2) da 7a 2a" (@a>0)
2 2 2 3 ;]
2 sl 1\3 2 1\5 (17\3 14 1\i [24\3 L
3.3 -] s (—2) s o7 2,82 s i s 4 .
53.2) 2233 b (6) (=2 o) (3) .(15) 54.a) 6-5% b) (B) ( 3 ) c) 5*:10¢

55.9) (5§)§ b) (9;); 5 (xé): (x=0) 56.2) (7%)3 b) (3

)

2 3
)‘ ¢) (n*)* (n=0)

9. Unter welchen Bedingungen sind jeweils die folgenden Wurzeln definiert?
k) k4 l —— —_— 4
Ve wmi—a o I/; DVx—y eVi—a nVib—2
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10. Formen Sie die folgenden Terme um! Geben Sie fiir alle auftretenden Variablen die groBtmog-

lichen Grundbereiche an!

n)x~y?/;"ﬁ~)’" b) Vax? + bx? - Vay? — by? c) l‘a~b~c~(xV;—yVI;-—z|/;)

Eassen Sie die folgenden S ! Rechnen Sie dann mit Hilfe des Rechenstabes!
1#7.0a) 513 +12V3—6V3 58.2) 75— 1515+ 615
B354 V5— 415 M 9V3+6l3—513
s . s s s
) 7V9+4Vo—6V9 ) 4Vs—7V5+2V8
d)8V2—al2+2V2 D xV7+7V7—6V7
B h bzw. vereinfachen Sie die folgenden Produkte und Quotienten!
. s s . -
58.2) Vi6 - Vo b V17-V3 60.1) V25 V5 b) V12- V6
T e W ok
) Vu- Vi - Vu? (u = 0) o Ved-Vx x=0)
P ) . %
) Va*x? - Vaix* ) Vb5 Ver (6> 0)
. B W ETS 9
OViE:V: 0 Vao: s PRI Y (A A
» w_n
Vi fachen Sie die folgenden Wurzeln! Benutzen Sie dabei die Gesetze Va- b= Va-
z
==
o S
¥ %
4 3 3 T
61.9) V b) Ve 62.2) Vie2 hV—
a) /160000 ) V0,00004 a) V162 ) | 250006
V8 (x=0) o) V2250 (@=0)
P V?Y ) - ; 2 l’/mb‘c’ .
By (b=+0,x=0,y>0) 27de d>0,c>0)

Vereinfachen und berechnen Sie die folgenden Summen bzw. Produkte!

63.2) 2112+ 5V3+ 10175 — 5243 64BN(2+3V2)-V2  b) (16— V2)(2V2—3)

b) 28— 212 o Vis— V72 *(5V3—4V27+2V81)-V3
Schreiben Sie die fol, den Terme in mdglichst einfache Formen um!
6w 057 wiE o o) ssw 13T b Ve

o (@)’ @=zo0 oV o (Vas)

Radizieren Sie!
oo lliie wlis olim ewle v s o e

~Achreiben Sie die folgenden Zahlen in der Form ap - 109 mit ao € R; 1 < ao < 10; g€ G!
69)a) 2421 b) 35040000 «¢) 0,238 P& a) 23,41 b) 0,0205 ¢) 0,001

d) 0,000048 ) 43800 f) 400 ) 0,00005 €) 34165 ) 4000300
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pehreiben Sie ohne ab Zehnerp !

71.9) 7-10°% b)5-10-3 €)2,73 “10% 72.2) 4,6:1072 b)3,43-10* «¢)6,42-107
d)9,834-107 €)6-10* f) 8,42 10! d)8,3-10°% e)4,2-102 )3,2-10°
73. Schreiben Sie die folgenden GroBen mit abgetrennten Zehnerpotenzen!
a)In 22,41 Sauerstoff unter Normalbedi befinden sich 602400000000000000000
Molekiile.

b) Ein Molekiil Wasser (H,0) hat eine Masse von 0,000000000000000000000029 88 g
¢) Die elektrische Elementarladung betragt 0,0000000000000000001602 C.
d) Die mittlere Entfernung der Erde von der Sonne betrdgt 149 500000000 m.

74. Zwei quadratische M, ten mit einer S von 15 cm stehen sich in Luft (Abstand
d = 2,5 mm) gegeniiber. Wie groB ist die elektrische Kapazitit dieser Anordnung?

8,86 A . . .
=jo &7 (&, A~ 1; A - Flacheninhalt einer Platte in cm?; d - Abstand der Platten

in mm; C - Kapazitit in F). Benutzen Sie den Rechenstab!

Driicken Sie die folgenden MaBangaben mit Hilfe der genormten Vorsitze aus!
75.2)10°t b)10%t < 10-'t d)10°A 76.2)100*A b)10°m ¢) 103 p d) 10731

Berechnen Sie mit Hilfe des Rechenstabes!

7710 7310 0,093
/ . b) 0,00041 - ) —  18.2)0, -0, B — 2
xl) 7350-172000 b) 0,00041-230 «¢) 192 2) 0,00643 - 0,72 ) 52 c 038
691 0,873
d 2 2 f 2 D | ste S —— ”
)38 €) 1650 ) 0,0053 ) 0,0485 e) 0,00053 f) 57,2 - 0,000081
0,00038 ., 672
2 h)——— S 2 2 iy 2
2) 0,0000835 ) 0,0145 i) 0,54 321 2) 370 h) 118000 i) 0,0062°
Berechnen Sie die Dichte (in g - cm—?) folgender Himmelskérper!
79. Sonne (m = 1,985 - 10°° kg, 80. Mond (m = 5,979 - 102* kg,
V= 1,41 -10'8 km?) ¥V =1,083-10'2 km3)

Verwenden Sie beim Losen der folgenden Aufgaben den Rech b!

81. Ermitteln Sie die Geschwindigkeit eines frei- /8'3( Ermitteln Sie die Beschleunigung eines Fahr-
fallenden Kérpers nach 2,5 s zeuges, das nach 6s eine Geschwindigkeit
(g=9,81m-s2)! von 40 km h™* erreicht (v = a - 1)!

. Berechnen Sie den Bremsweg eines Motor- 84 Wieviel Sekunden braucht ein D-Zug beim
ades, wenn die Verzogerung beim Bremsen Anfahren, um auf die Geschwindigkeit von
4m-s? betrigt und das Motorrad mit 80 km h~! zu kommen

2 =a t;a=025ms2)?
60 km h~?! fihrt (S___vi; aVerzbgerung)! =gy mE=)

85. Ermitteln Sle den elektrischen Widerstand  86. Welche Masse hat ein Stahlrohr, dessen
einer Kupferfreileitung mit einem Querschnitt Lange 3000 mm, dessen AuBendurchmesser
von 12 mm? und einer Linge von 150 m 5,5cm und dessen Wanddicke 2'mm be-

1 traj =7,85g cm™3)?
(R =e'—i teu= 0,0155 Q mm? m“‘)! e grem=)

Geben Sie die folgenden Dezimalzahlen als Dualzahlen an!
87.a) 13 b) 51 ¢) 105 88. a) 17 b) 43 c) 205
d 1,5 €) 0,375 07 d) 3,5 €) 0,875 N9
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Geben Sie die folgenden Dualzahlen als Dezimalzahlen an!
894a) LOLOL by LLLOO 0.ja) LOOLOOL b) LLOOLL
¢)LL, LL d) Lo, 0L ¢) LLL,LL d) LOL, OL

11. Geben Sie die Dezimalzahl 444 (321) im Positionssystem mit der Basis a) 5, b) 4 an!

12. Lésen Sie die folgend:

Aufgaben ach
a) LLOLL + LOLOL
d) LLOL - LLOL

im Dual
b) LOLLOL + LLL + LOLOL
e) LOLOLL - LOOLO

und danach im Dezimalsystem!

¢) LLOLLL + LLLLL
f) LOLOLOLO - LLLL

Machen Sie die Nenner rational!

aa) — b) ) = 9% a) b — jier
Ja) — —_— — La) —= —- c) —=
Ve V32 Ve V8 V3
a2 y 1 i V3 o 9 a Vs
— e) —= = —= —_ —_
V2 2V8 Vs 3Vs 2118 V3
13. Machen Sie die Nenner rational!
Hinweis: Wenden Sie dabei die binomischen Formeln an!
5L j X 313 22 )2—L§ " Vs— Ve
a = = = =i @] —
2412 3i-V2 313 54312 2413 V2—V3
93. Ordnen Sie jedem Element x der Menge 94. Ordnen Sie jedem Element x der Menge

X = {1;2;4) genauein Element y der Menge

Y= {l; = } nach der Vorschrift

2° %

1
= = — !
a) y Z b) ¥ X !

Ermitteln Sie die Menge der geordneten Zah-
lenpaare!

X = {1; 3; 9} genau ein Element y der Men-
1
ge Y= E?; Y l} nach der Vorschrift

zu!

| =

_X b o
a).V—9 ) P=

Ermitteln Sie die Menge der geordneten Zah-
lenpaare!

1 1 3
95. Der Definitionsbereich einer Funktion sei X = {— b 0; + 3 +1; + Ex + 2}.

Man erhilt die Funktionswerte, indem man die Argumente
a) quadriert und dann durch 3 dividiert, b) durch 3 dividiert und dann quadriert.

Geben Sie die so gegebene Funktion als Menge geordneter Zahlenpaare an! Stellen Sie die
Funktion durch eine Gleich dar! Zeict Sie einen entspr Graph!

96. Gegeben sei die Funktiona) 4y + x = 20, b) x + 3y = 30.

Ermitteln Sie die Menge der geordneten Zahlenpaare [x; y] mit x, y€ N; 0 = x = 20!
Stellen Sie die Funktion graphisch dar! Geben Sie den Wertebereich der Funktion an!

9

ol

Eine Drahtspirale von 100 mm Linge dehne sich bei Belastung so aus, daB das Verhiltnis der

2. p "
T betrégt.
Ermitteln Sie die Gesamtlinge / der Spirale, wenn eine Belastung F von 10p (20p, 30p, S0p, 60p)
erfolgt! Geben Sie die Funktion an

a) durch die Menge der geordneten Paare [F;/];

b) durch die Zuordnungsvorschrift in Form einer Gleichung!

ausgeiibten Kraft zu der dadurch hervorgerufenen Lingenausdehnung stets
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98, Nachdem ein Auto 8 km vom Abfahrtsort entfernt ist, fahre es mit gleichbleibender Geschwin-
digkeit » = 60 km/h. Wie groB ist die Entfernung s vom Abfahrtsort, nachdem es r = 10 (20,
30, 40, 50) min mit gleichbleibender Geschwindigkeit gefah ist? Geben Sie die Funktion an
a) durch die Menge der geordneten Paare [r; s;
b) durch die Zuordnungsvorschrift in Form einer Gleichung!

Hinweis: Beachten Sie, daB Sie bei den Aufgaben 97b) und 98b) Definitionsbereich und Werte-
bereich angeben miissen!
93&Ermjlteln Sie den Wertebereich der folgenden Funktionen jeweils fiir die Definitionsbereiche
0=x=<8 (X€EN) und —5=x=8 (x€G)!
a)y=3x—2 b)Sy=x+10 )2x+3y=0 d)yy=-—-24

Untersuchen Sie, ob die Elemente der Menge A eindeutig den Elementen der Menge B zugeordnet
sind!

100.9) IRl o]0 [1 [s Lo [1 [2 |3 |a

und | und | und [und

—1 | —4 ] 9 1-16

1032, Gegeben sei eine Funktion durch die Glei- 103, Gegeben sei eine Funktion durch die Glei-

chung y = x* mit dem Definitionsbereich chung y = x? mit dem Definitionsbereich
D 2. 3 . I 3 . 1 . D= 2. 3 . l 3 . 1 .
==t i =tli=gti =g =1"% —gs =Li=gi=33
1 1 T 3 3 1 1 1 3 3
K ,7,7,7,1,7,2}. —7’0»7’?7"’7'4
Zeichnen Sie den Graph dieser Funktion! Zeichnen Sie den Graph dieser Funktion!

Zeichnen Sie die Graphen folgender Funktionen! Wihlen Sie jeweils als Definitionsbereich
—2 = x =2; x€ P! Untersuchen Sie die Symmetrieeigenschaften dieser Funktionen!

104.2) y = x* by =x* 105.2)y = x* b)y = x°

106. a) Stellen Sie die Volumen von Wiirfeln in Abhingigkeit von vden itenld graphisch dar!
Tragen Sie dazu auf der Abszissenachse (Einheit 2 cm) die Seitenldngen und auf der Ordi-
natenachse (Einheit 2 mm) die Volumen ab!

b) Ermitteln Sie mit Hilfe der graphischen D: 11 die folgenden GroBen!

Volumen zu den Kantenldngen «) 22m 8) 0,7c¢cm y) 3,5dm 4) 1,3mm e) 28cm

Kantenlingen zu den Volumen «) 2m*® g) 10cm® y) 25dm® 4) 33mm® &) 50cm?®

In welchem Teilbereich des angegebenen Definitionsbereichs sind die folgenden Funktionen steigend
bzw. fallend? Geben Sie auch zu jeder Funktion den Wertebereich an!
107.a)f(x) = x* (x€P) 108.2)f(X) =x* (—2=x=<1)

/) =x* (-2=5x=52) b)f(x) =x* (x€P)
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109.

f)=x* (-1=x=52) 110. f)=x* O=x<5)

11. Wie 4ndern sich die Funktionswerte bei der Funktion f(x) = x? (f(x) = x%), wenn man vom

11

™~

11

L

11

s

115.

116.

117.

Xo X
Argument xo zu 2 Xo, 3 Xo, —ﬂ = , — geht? Geben Sie die Anderung des Arguments

mit Worten wieder! 2 3 lO

. Stellen Sie fiir die Funktionen y = x~!, y = x~2, y = x~3, y = x~* Wertetafeln auf mit

1 1 1 1 1

1
—10%; —10%; —50; —1; -5 BT —‘—10—2; 0 T o0 1;10%; 5-10%; 106}'.

2) Welche Feststellungen konnen Sie fiir alle aufgefiihrten Funktionen treffen, wenn

&) x dem absoluten Betrag nach groB wird; f) x dem absoluten Betrag nach klein wird?
h) Welche SchluBfolgerungen ergeben sich aus a) fir die Graphen der Funktionen?
¢y Was konnen Sie iiber die Zahlenpaare [—1; y] und [I; y] aussagen?

. Zeichnen Sie die Graphen der Funktionen y = x" mit n€ {—1; —2; 73 —4} in ein und das-

selbe Koordinatensystem!

Untersuchen Sie die Symmetrieverhltnisse dieser Funktionen an Hand ihrer Graphen!
Geben Sie an, welche dieser Funktionen gerade und welche ungerade sind!

Geben Sie die Intervalle an, in denen die Funktionen monoton steigen bzw. monoton fallen!

. a) Zeichnen Sie die Graphen der Potenzfunktionen y = x" mit n€ {—3; —2; —1;2; 3} in

ein und dasselbe Koordinatensystem!
b) Zeichnen Sie zusitzlich die Graphen der Funktionen y = x'und y = x° in dieses Koordi-
natensystem! Beachten Sie den Definitionsbereich der Funktion y = x
¢) Untersuchen Sie die Graphen dieser Funktionen
— auf gemeinsame Punkte,
— auf die Symmetrieverhiltnisse,
- auf das Monotonieverhalten,
— auf Gemeinsamkeiten und Unterschiede im Definitionsbereich und im Wertebereich!

Wie dndern slch die Funktionswerte bei der Funktion y = x~! (y = x~2), wenn man ein Argu-
ment verd verdreifacht, halbiert? Formuli Sie Ihre Antworten in Sitzen!

U
Zeichnen Sie in ein R, I-Koordinatensystem den Graph der Funktion / = 3 (I - Stromstérke,

U =220V, R - Widerstand) fiir 0 < R < 1000 Q! Geben Sie den Wertebereich fiir I an!
Charakterisieren Sie das Verhalten der Stromstirke bei steigendem Widerstand! Geben Sie
das Intervall an, fiir das 0 A <C / = 6 A gilt!

Der spezifische Widerstand in einem Gleichstromkreis kann durch folgende Gleichung be-
schrieben werden.

! : x . Q-mm? " Lo )
R= gA— o spezifischer Widerstand in — I Lange des Leiters in m, A Querschnitt

des Leiters in mm?)
Zeichnen Sie das Querschnitts-Widerstands-Diagramm fiir Oomm? < 4 < 5 mm? fir

Q- mm?
a) ere = 0,10 S L, =02m (/;=2m;/3=20m);

Q- mm?
b) ocu = 0,0155 o L, =05m (l,=>5m;/3=50m);
. mml
0 on =004 L 4 _003m (= 3m; Iy = 30 m)!
Wiihlen Sie dazu geei Koordi inheiten! Sie den Rech b!




14. Zeichnen Sie die Graphen der folgenden Funktionen!
Geben Sie zu jeder Funktion den Wertebereich an! Fiir a gelte jeweils: a € {3; 0,5; —1; —2}

a) y=a'x' (x€EP; x+0)
1
b) y=a'x2 (x€P; x+0) c)y=;+a(x€l’;x#0)

f}
118.* Zeich und  spi Sie die Graphen der Funktionen y = Vx und y = Vx (jeweils
0 = x = 10) an der x-Achse!
Geben Sie die Gleichungen sowie den Definitionsbereich und den Wertebereich dieser durch
die Spiegelbilder entstandenen Funktionen an!

119.* Ermitteln Sie zu jeder der folgenden Funktionen die Umkehrfunktion!
7 1
a) fi= “—2; = 7], [—1;-2], [0; = —2-” b) f2 = {[0; 2], [1; 3], [3; 11], [4; 18]}

1, i
o) fi= {[72; 3.2}, [-1; 0,21, [— EE S_UJ [0; 0]}
d) fa = {[0; —1], [15 0], [8; 1], [27; 2]}

15.* Bilden Sie zuy = x* (0 < x < 3) die Umkehrfunktion! Zeichnen Sie die Graphen beider
Funktionen in ein und dasselbe Koordinatensystem!

16.* Begriinden Sie, warum zu folgenden Funktionen im angegebenen Definitionsbereich keine
Umkehrfunktion gebildet werden kann!
a)f(x)=2% (-2=x=2) b) f(x) = 4x* (x€P)

120. Stellen Sie die folgenden Funktionen in jeweils einem Koordinatensystem graphisch dar!
aA)y=x b) y = 2x y=2+1 d)y=x2 e)y=x2—2
Verschieben Sie die Graphen um e (e€ {2; 0,5; —1; —3}) in Richtung der y-Achse!

121. Strecken Sie die Gmphen der folgcnden Funktionen (Streckungsfaktoren a € {2; 1,5})! Geben
Sie die d: origen Funkti an!
a)y=x b)y=2x y=x?

3
122. Stauchen Sie die Graphen der folgenden Funktionen (S(auchungsfaktoren a€ {0,] ;0,5; T})'

Geben Sie die d origen Funktionsgl an!

a)y=x b)y=2x ) y=x*

123. Spiegeln Sie die Graphen der Funktionen aus den Aufgaben ¢ 120. an der x-Achse! Geben Sie
die dazugehérigen Funktionsgleichungen an!

17. Strecken Sie die Graphen der folgenden Funktionen (Streckungsfaktoren a € {2;.3; 1,5)!
a) f(x) = 2x + 1 b) f(x) = x* — 2

18. Spiegeln Sie die Graphen folgender Funktionen!
a) f(x) = 2x* + 2 (x€ P) an der x-Achse b) f(x) = 2x* — 2 (x€ P) an der x-Achse
e)f(x)=x>+1 (0= x) an der x-Achse d)f(x) =x*—1 (0= x) an der x-Achse
e) f(x) = x? (0 = x) an der Geraden f(x) = x

Stellen Sie die Gleichungen der zu den Spiegelbildern gehdrenden Funktionen auf! Ermitteln
Sie zu diesen Funktionen den Definitionsbereich und den Wertebereich!
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124. Stellen Sie graphisch die potentielle Ener-  125. Der Inhalt einer Kreisfliche ist in Abhén-
gie in Abhingigkeit von der Hohe dar gigkeit von der Linge ihres Durchmessers
(Woo=m-g"h; 0 Sh=5m; graphisch darzustellen (0 = d < 6 cm).
me€ {1 kg; 6 kg; 8 kg))!

Wiihlen Sie unterschiedlich geteilte Achsen!

126. Zeichnen Sie den Graph der Funktion 127. Zeichnen Sie den Graph der Funktion
m a
Wiin () = - 02 (0 < v = 80km- ) s()= 512 (0 = t £ 105) fir
fiir m;, = 700 kg und m, = 1000 kg! a;=05m-s2 g, =1m-s2,

ay=2m-s2, as=4m-s2!

128. Das Weg-Zeit-Gesetz des freien Falls lautet: s = % t2 (s ist der zuriickgelegte Weg in m;

¢ ist die Fallzeit in s; g = 9,81 ms=2 ist die Fallbeschleunigung).

a) Stellen Sie dieses Gesetz graphisch dar!
b) Ermitteln Sie das Intervall aus dem Definitionsbereich von 7 fiir 50 m < s < 100 m!

129. In einer MeBreihe wird die elektrische Leistung eines Gleichstromkreises in Abhingigkeit von
der Spannung untersucht.

U (in V) 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

P@@mW) | 01 [035]| 09 | 1,55 2,55 | 3,6 5,0 6,4 8,0 10

a) Tragen Sie die MeBwerte in ein U,P-Koordi ein! Zeich Sie die Kurve
( U auf der Abszi hse, Leistung P auf der Ordinatenachse)!

1
b) Ermitteln Sie aus einigen MeBwertpaaren [U; P] den Proportionalititsfaktor TS zu dieser
1
Funktion (Gleichung P= " U’)!
¢) Wie groB ist der Widerstand (in Q), der bei diesem Versuch benutzt wird?

130. Stellen Sie das Volumen ¥ von Pyramiden mit quadratischer Grundfliche in Abhingigkeit
von der Seitenlinge a der Grundfliche graphisch dar! Berechnen Sie dazu fiir die gleich-
bleibende Hohe h einige Paare [a; V]! Tragen Sie diese in ein a,V-Koordinatensystem ein!

ah=3; 0<ass$ ph=1; 0<a; V<30 (h und @ in cm; ¥ in cm?)

131. Bedeuten x die waagerechte und y die senkrechte Entfernung eines waagerecht geworfenen
Kérpers von der Abwurfstelle und v die dem Kaorper erteilte Anfangsgeschwindigkeit, so wird
die Wurfbahn durch den Graph der Funktion y = — —:7 - x2 beschrieben.

Der Luftwiderstand werde vernachlassigt.

Zeichnen Sie die Wurfbahnen fiir die Anfangsgeschwindigkeiten

py=1m-'sY, vy=2m-s', v3= Im-s!, pu=4m-s!

in ein und dasselbe Koordinatensystem! Wiahlen Sie unterschiedlich geteilte Achsen!

19. Die Reichweite E (in km) einer Funkmefstation wird oft nach der Formel

E=13,57(VH, + VH))

berechnet. (Dabei wird nur die Krimmung der Erdoberfliche beriicksichtigt.) Es bedeuten H;
(in m): Hohe der Empfangsantenne; H, (in m): Hohe des Flugzeuges.

In welcher Entfernung kénnte ein Flugzeug aufgefaBt werden, das 1650 m hoch fliegt, wenn
sich die FunkmeBstation 5 m iiber der Erde befindet?
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d) Quadratische Funktionen und quadratische Gleichungen

Berect Sie die Funkti te der folgenden Funktionen fiir die Zahlen: 0; —=1; 3; —%;;;
¥2 und —1,5!

1 1
Layy=x*—17 h)y=7x‘+3 2.3) y=x*—5x+1 p) =-Zx‘+?x+5

3. Fir welche natiirlichen Zahlen #» mit 0 < n < 41 sind die Funktionswerte der Funktion
f(n) = n* — n + 41 Primzahlen?
Hinweis: Berechnen Sie die Funktionswerte der Funktion fiir alle natiirlichen Zahlen von 0 bis 41!
Verwenden Sie zur Beantwortung der gestellten Frage die Primzahltabelle in Ihrem Tafelwerk
auf Seite 32! Uberlegen Sie, wie Sie fiir die groBeren Funktionswerte moglichst zweckmiBig
entscheiden konnen, ob es sich um Primzahlen handelt oder nicht!

4. Zeichnen Sie den Graph der Funktiony = x> 5. Es sei bekannt, daB die Funktion f(x) = x?
im Intervall 0 < x < 1! Wihlen Sie als Ko- fir x = 0 monoton wichst. Zeigen Sie, daB
ordinateneinheit eine Strecke mit der Linge diese Funktion dann wegen f(x) = f(—x)
10cm! fiir x =< 0 monoton fillt!

6. Begriinden Sie, daB sich die Funktionen 7. Zeichnen Sie den Graph der Funktion f, die
» = ax? beziiglich des Wachsens und Fallens . durch
so wie die Funktion y = x?, wenn a > 0, 5 o .
bzw. wie die Funktion y = —x2, wenn fx)= xz f|3r *=0

—x* fir x=0
a < 0, verhalten!
definiert ist!
Ist diese Funktion feine quadratische Funk-
tion?
fx\ Ermitteln Sie zeichnerisch, ob die Parabel y = x? mit folgends Geraden i Punkte
hat!
‘a) y=2x+3 h) y=2x—1 ) y=2x—35
Zeichnen Sie die Graphen folgender Funktionen in ein und dasselbe Koordinatensystem!
1 2
9.yt p=ead . y=x* y=2u?
1
y:—Tx’ fir —3<x<3 y=—22% fir —2<x<2

11. Ermitteln Sie diejenige Funktion y = ax? (a % 0), die das geordnete Paar
a) 0152 b) [=3; —3); R V5 4); ¥ -3
enthalt!
;X Welche der Parabeln y = ax? (a == 0) verlduft durch den Punkt
: a) P(=5;75); b) P(V2;—1)?
. Ermitteln Sie diejenige Funktion y = x? + ¢, die das geordnete Paar
[0; 0J; )([—2; 9; 0 [-05; =275 a) [2;4+ V2]

enthélt! Zeichnen Sie die Graphen der Funktionen im Intervall —3 = x = 3 in ein und dasselbe
Koordinatensystem!

1 1 1
14. Zeichnen Sie die Graphen der Funktionen y = ?xz; y= ?xz +3und y= 7x’ — 4 fir

das Intervall —4 < x < 4 in ein und dasselbe Koordinatensystem!
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Wie erhilt man die folgenden Parabeln aus der Parabel y = x2?

15.2)y=x*+7 b)yy=x*-3 16.2) y = —2x? b)y=3x—4
1 1
o y=75x o y="7x*+1

Geben Sie fiir die folgenden Parabeln die Koordinaten des Scheitels an!
1 1
17.a)y=x>+8 by y=—75*¥-=3 1Ba)y=5x-3 pr=-3x"+5

Welche der folgenden Funktionen hat einen groBten bzw. einen kleinsten Funktionswert? Geben
Sie den betreffenden Funktionswert jeweils an!

LS 1 2 3 3 3 h
19.2) y=7X +1 p)y=—73x +1 20.2) y=7x —ll.5b)y=;7x‘——ll,5
Geben Sie fiir die folgenden Funktionen jeweils den Wertebereich an!
1 1
21.a) y=x*—1 b) y=—x*+17 2.8) y=z—T b) y=—gF =17

1
) y=—x*—1 o y=—gx+17

1. Es seien Py(x,; y;) und P,(x,; y,) zwei beliebige Punkte der Parabel y = x2. Es ist zu zeigen,
daB der Bogen der Parabel zwischen den Punkten P, und P, unterhalb der Sehne P, P, ver-
lauft.

Hinweis: Zeigen Sie unter Verwendung des Strahlen- Y
satzes, daB fir jedes x mit x, < x < x, gilt: 7 > x?

bzw. 5 — x? > 0; vgl. Bild d 1! Weshalb geniigt es,

diese Behauptung fiir nichtnegative Zahlen x,, x, zu

beweisen?

]

. 4 Ptz ;
2. Die Funktion f(x) = ist fiir alle x mit x =0

definiert. Geben Sie eine quadratische Funktion an, die 2
mit der Funktion f fiir alle x <=0 ubereinstimmt!
Zeichnen Sie den Graph der Funktion f! n
3. Zeichnen Sie die Graphen der folgenden Funktionen im Un A
Intervall {—3; 3)!
Geben Sie fiir jede Funktion den Wertebereich an! d1 1

7
a)y=x—4 by=|x*—4] c)y=—|x2—4| X1 x X x

Geben Sie fiir die Graphen der folgenden Funktionen jeweils die Koordinaten des Scheitels an!

Zeich Sie die bet den Graphen in dem angegebenen Intervall!
23.a)y=(x—17? fir —2=<x<4 24.9)y=(x—2)? fir —1<x=<5
pyy=—x—172 fir —2<x<4 py=—(x—2?* fir —1<x<5
) y=x+2)? fir —S<x<1 o y=x+3)? fir —6<x=<0
d)y=x—25?2 fiir 0<x=<5 d)y=x—157? fir —1<x<4
1 1
e)y=x‘+x+7 fir —4<x<3 e)y:xz—x-i—T fir —3<x<4
25, Zeich Sie die Graphen der folgenden Funkti fiir das Intervall —1 < x =< 7 in ein und

’ dasselbe Koordinatensystem!
1 1
a) y=—(x—37 b) y=—&—=3? gry=—5&=3
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26. Der Graph einer quadratischen Funktion sei eine Parabel, die man durch Verschiebung der
Normalparabel erhilt und deren Scheitelpunkt der Punkt
2 5 3 ¢ 3
a) s (7; 0); b) S(—V2;0); o s(;; o); d) S(—0,3;0)
ist. Geben Sie jeweils die Gleichung der betreffenden Funktion in der Form y = (x + d)? an!

Firr die folgenden Funktionen sind die Intervalle anzugeben, in denen die Funktion monoton

wachst bzw. monoton fallt! Geben Sie jeweils den Wertebereich der genannten Funktionen an!

27.a) y = (x + 2,5)? b)y=x*+4x+4 28.a)y=(x+3,5? b)y=x>—6x+9
)y=—(x+25? c)y=—(x+ 3,52

Geben Sie fiir die Graphen folgender Funktionen jeweils die Koordi des Scheitels an! Zeich

Sie die betreffenden Graphen in einem geeigneten Intervall! Welche der Graphen haben Schnitt-

punkte mit der x-Achse? Geben Sie fiir jede Funktion den Wertebereich an!

2.0)y=G—2+3 by=(+2—3 ?(/qw(ws)u‘z B y=(r— 5?2 +4
)y=(x+05*+18 T y=—(x+32+5

d)y=x—05*+18 d)y=—(x—32+5"
ey=x—232-1 e)y=(x+182—1
31. Der Graph einer quadratischen Funktion sei eine Parabel, die man durch Verschiebung der
Normalparabel erhilt und deren Scheitelpunkt der Punkt
a) S(—1; —4); b) 5(V2;V3); ) S(=7;3); d) SG3,5; —7)
sei. Geben Sie die Gleichungen der Funktionen in der Form y = (x - d)? + e an! Zeichnen
Sie die Graphen der Funktionen jeweils in einem geeigneten Intervall!
Berechnen Sie die Schnittpunkte der Graphen mit der y-Achse!
Bringen Sie folgende Gleichungen auf die Form y = (x + d)? + e! Zeicl Sie die betreffend
Parabeln mit Hilfe der Schablone fiir die Parabel y = x? in dem jeweils angegebenen Intervall!
32.a)y=x2—4x—1 (—1=x55) 3B.a)y=x+4x—1 =s5=x51)
b)y=x2+6x+10 (—6=x=0) b)y=x*—8+19 (I<Sx=<7)
)y=x*—5x+125(—1,5<x<6,5) ©) y=x*+5x+3,25 (—65< x < 1,5)
\
SKZeichnen Sie die Graphen der folgenden Funktionen!
/7 \Entneh Sie der Zeichnung, fiir welche Zahlen x die Funktionswerte negativ sind!
%=x1v5x+4 b)y=x*—2c—3 A

Ermitteln Sie jeweils den kleinsten Funktionswert der folgenden Funktionen!

Wy=x’—4x+l ) y=x2+2x—3

)(yzxz—ix+9 b)y=x’+ix+10
2 4

Ermitteln Sie jeweils den kleinsten und den groBten Funktionswert der folgenden Funktionen in
dem angegebenen Intervall!

= x? — 4x + 1 im Intervall (3; 7> @a) y=x242x+2 im Intervall {(—5; -2
V) y=x?+ 2x — 3 im Intervall {1; 5> b) ¥y = x% — 2x + 5 im Intervall {(—1; 3>
Geben Sie fiir die folgenden Funktionen jeweils den Wertebereich an!
@)y:x’— 7x+10 b) y=x*—2x— 63 40.a) y=x>—8x+ 15 b) y=x2 — 2x + 255
Welche Gleichungen haben die Symmetrieachsen de!- Graphen der folgenden Funktionen?'
@y=x1+2x—4 /’4—2‘?y:x2—x+56
(=
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Ermitteln Sie die Intervalle, in denen die folgenden Funktionen monoton wachsen bzw. fallen!

\ 5 3
43.a)y=x*+2x—15 b) y=x2—7x+l 44.a) y=x*—3x—18 b) y=x2+?x
45. Es sei f(x) = x* + px + q eine beliebige quadratische Funktion und 4 eine beliebige positive

Zahl. Zeigen Sie, daB dann gilt: [(7 % — h) = f(— % + h)! ‘Was haben Sie damit bewiesen?

46. Geben Sie die Normalform der quadratischen Funktion an, deren Graph die Scheitelkoordi-
naten xs und ys hat!

2 xs=—4; ys=+3 DBYxs=-17; ys=-—1 ¢) xs=V3; ys=—17

4. Der Graph einer Funktion y = x? + px + g gehe durch die Punkte
a) Py (2; 3) und P, (5; 0) b) P, (—4; —1) und P, (—2; 7).
Berechnen Sie p und ¢! Geben Sie die Scheitelkoordinaten des Graphen der Funktion an!

5. Es sei f(x) = x* + px + q eine beliebige quadratische Funktion und x,, x, seien beliebige
Zahlen mit — % < x; < x,. Zeigen Sie, daB f(x,) < f(x;) gilt!
Hinweis: Bilden Sie die Differenz f(x,) — f(x;)!

6. Beweisen Sie indirekt! Ist f(x) = x? + px + g eine beliebige quadratische Funktion, so gilt fiir

jedes x mit x == — 12’— ;j(x)>/(7 %)

Ermitteln Sie zeichnerisch Nédherungswerte fiir die Nullstellen der folgenden Funktionen!
47.2)y=x2—17 b) y = x? + 4x )an)y=x‘+2x+lb)y=x’+3x——4,5
Q)y=x>+5x+6 y=x*+2x—4

49. Spiegeln Sie den Graph der Funktion y = x> — 2x + 3 an der Geraden y = 3! Lesen Sie aus
der Zeichnung die Abszissen der Schnittpunkte des Spiegelbildes mit der x-Achse ab!

50. Firr die Funktion f(x) = x* — 2x — 1 gilt f(2) = —1 und f(3) = 2.

a) Welche Folgerung konnen Sie aus diesen Angaben beziiglich der Existenz von Nullstellen
der Funktion fziehen?

b) Ermitteln Sie rechnerisch von den 10 gleich langen Teilintervallen des Intervalls {2; 3> das-
jenige, in dem eine Nullstelle von f liegt!

©) Kontrollieren Sie Ihr Ergebnis, indem Sie den Graph von fso genau wie moglich zeichnen!

d) Entnehmen Sie aus der Zeich einen Niaherungswert fir die zweite Nullstelle von f!

e) Berechnen Sie fiir den abgelesenen Niherungswert den Funktionswert! Ist der abgelesene
Niherungswert zu groB oder zu klein?

51.Untersuchen Sie mit Hilfe der Diskrimi-  52. Fiir welche Zahlen p haben die Funktionen

nante, ob die folgenden quadratischen Funk- y=x?+ px + 5 Nullstellen? Wihlen Sie

tionen Nullstellen haben! drei Funktionen aus, die der erhaltenen

— 2 Bedingung geniigen und ermitteln Sie zeich-

8)y =t ISOx +25 nerisch Naherungswerte fiir die Nullstellen
b)y=x’+?x+ 1 o)y=x>+3x+4 - dieser Funktionen!

53. Fiir welche Zahlen g haben die Funktionen y = x? + 6x + g Nullstellen?
Zeichnen Sie jeweils den Graph der folgenden Funktionen!
1
54.y= ?xz + 2x — 1 im Intervall {—6; 2) 55. y = —2x? 4+ 4x — 4 im Intervall (—1; 3)
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56. Zeichnen Sie den Graph der Funktion 57. Geben Sie den Flicheninhalt einer Kreis-

A=f(r)=nr*mit 0cm < r < Scm! fliche in Abhingigkeit vom Umfang des
Verwenden Sie zum Berechnen der benétig- Kreises an! Zeichnen Sie den Graph der er-
ten Funktionswerte den Rechenstab! haltenen Funktion fiir 0cm < # < 10cm!
Wiihlen Sie einen geeigneten MabBstab! Wihlen Sie einen geeigneten MaBstab!

58. Das Weg-Zeit-Gesetz fiir die gleichmaBig beschleunigte Bewegung lautet s — %12 (1=0s).

Zeichnen Sie den Graph dieser Funktion fiir a = 0,4 ms 2 im Intervall 0s < ¢ < 55! Ent-
Sie der Zeick Ichen Weg der Korper nach 3,2 s zuriickgelegt hat!

59. a) Ermifteln Sie zeichnerisch, fiir welche x die Funktionswerte der Funktion ¥ = x? — 4 negativ
sind!

b) Es sei x die MaBzahl der in Zentimeter gemessenen Linge einer Quadratseite. Man erhilt

ein Rechteck, wenn man von zwei benachbarten Quadratseiten eine um 2 cm verlangert und

die andere um 2cm verkiirzt. Geben Sie den Zusammenhang zwischen der MaBzahl des

Flicheninhaltes dieses Rechtecks und der MaBzahl x durch eine Funktion an! Geben Sie den

Definitionsbereich und den Wertebereich der Funktion an! Zeichnen Sie ihren Graph in

einem geei Intervall! Verglei Sie diese Funktion mit der in Aufgabe 59a) gegebenen!

60. Die Seite eines Quadrates sei 5 cm lang. Man ~ 61. Die Diagonalen eines Rhombus seien zu-

erhilt aus dem Quadrat ein Rechteck, wenn sammen 12cm lang. Wie groB kann der
man von zwei benachbarten Quadratsei Flacheninhalt des Rhombus dann héch
eine um x cm verldngert und die andere um sein?
x cm verkiirzt. Geben Sie die Abhidngigkeit Hinweis: Geben Sie die Abhingigkeit der
der MaBzahl des Flicheninhaltes des ent- MafBzahl des Flicheninhaltes des Rhomb
stehenden Rechtecks von x durch eine Funk- von der MaBzahl der Lange einer Diagona-
tion an! Zeichnen Sie den Graph dieser len durch eine Funktion an! Zeichnen Sie
Funktion! R den Graph der Funktion in dem Intervall,

in dem die Funktion definiert ist! Lesen Sie
aus der Zeichnung ab, an welcher Stelle der
Funktionswert am groBten ist!

62. Das Bild d 2 zeigt einen parabelférmigen Brii »gen. Der Scheitel S befindet sich in der
Mitte des Bogens. Die Form der Parabel ist durch die Strecken AB = 100 m und 0S = 10 m
eindeutig bestimmt.

a) Wihlen Sie ein i Koordi und geben Sie die Gleichung des Parabel-
bogens an!
b) Berechnen Sie die Lingen der eingezeichneten Streben!

63. Eine Heizspirale habe einen Widerstand von 100 Q. Geben Sie die Abhangigkeit der von der
Spirale aufgenommenen Leistung von der angelegten Spannung U (0V < U < 220 V) durch
eine Funktion an! Zeichnen Sie den Graph der Funktion in einem geeigneten Koordinaten-
system!

7. Ein mit vier Personen besetzter PKW Wartburg hat eine Masse von 1200 kg. Er erreicht inner-
halb von 15s aus dem Stillstand eine Geschwindigkeit von » = 80 km h~!. Geben Sie die
Abhiéngigkeit der kinetischen Energie des Fahrzeugs von der Zeit 7 (0 < r < 15s) durch eine
Funktion an unter der Voraussetzung, daB die Bewegung auch wihrend des Schaltens gleich-
méBig beschleunigt erfolgt! Zeich Sie den Graph der Funktion in einem geeigneten Koordi-
natensystem!

64. Formen Sie die folgenden Summen durch  65. Formen Sie die folgenden Summen in Pro-

Ausklammern in Produkte um! dukte um! )

8) x2 4 3x b) x3 4 x? a) x2—1 b) x2—9
1

€) 5x2 — 8x d) 7x% — 49x €) x?— T d) x2—8
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66. Welche L6 haben die folgenden Gleich

?

1 4
A Ex—5x+49H=0 U:(X-‘*T)(X—?)=0 Hx—1,52=0

h Sie die Nullstellen folgend

1
67.2}y-_—x1_4 b)y=?xz—8
¢) y=15x*—45

Losen Sie folgende Gleichungen!

69.2) x2 —25=0 b) x*—5=0
)x2+7=0 d) 2% = 128
e) x2—0,04=0 f) 6x2 — 216 =0
5 5 1
—_—x = —_ =
Ta) Za?——or=0 b) 5 x*+12=20
) 3x% 4+ 4,13 =20
- 4 16
—_—— 2
) 4x* + - = 6x 5
73.2) (T + x)? + (7 — x)* = 130

b)(2x — 4) (x+ 3) = (¥ — ) (x + 6)
2 +D(x—5=x—22—(5x—1)

Funktionen!

1
68.2) y=x2—1 b)y-_-—?xz+5

c) y=32x2—128
9
70.2a) x> — 289 =0 b)x’—ﬁ=0

¢) x24+10=0
e) x2 — 0,004 = 0

d) 4x2 =16
f)9x2—4=0

2 V
72. a)—-xz—i:O

2 =
] 6 b) 2x 5,6 = 4,08

1
—x? — =
0 5x— 1,88 =1
1 1
@) A2 e P2
) dx? — =3 4

74.2) 2x(2x 4 3) — (x +3)* + 825 =0
b (x+3)? +(x—32=10
Qx+3)P—(x+22—(x+12=0

10 4 3x 8 x
11)7—9x=x (x=+0) d);+7=;+7 (x =+ 0)
% x x x .9
OFFrtE=z =2 ¢i%2 O—gtpra=7 WY
x+3 x—1 150 x+ 10 8x
Rl ey e R Y oy D w2
(=3 x+—1) (x=+5)
Ermitteln Sie die Lo der folgenden Gleich !
x 1 x+6 % 4x — 6
Bt ari E—a 0 Bl¥D Wm0 Uxl+d

Welche Zahlen x erfiillen die folgenden Gleichungen?

77.8)ax* +b=>bx*+a (a+b)
b) (x + a)* = 2ax + b*

t:)ax’:i (@a%0)
a

78. a) ax? + b® = bx? + a?

(a=+b)
b) (x — @)? = b* — 2ax

bZ
c)nx’=T (@a+0)

2 4 (e — g = 5242 G, S 34, ;
d) (x + a)? + (x — a)* = 52 d) ——a +x+a =715 (x%|al;a0)
79. Losen Sie die Glei x? = 5zeichnerisch ~ 80. Sut iert man von dem Quadrat einer
unter Verwendung negativen Zahl 20, so erhdlt man 61.
a) des Hoh b) des Kath zes! Wie heiBt diese Zahl?
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81. Der Berliner Fernsehturm hat eine Hohe von 361,5m. Wie lange braucht ein Stein, um
aus dieser Hohe im freien Fall bis zur Erdoberfliche zu fallen? (Der Luftwiderstand wird
nicht beriicksichtigt; g ~ 10 m-s~2.)

82. Die Besatzung eines Schiffes ermittelt die Wassertiefe mit Hilfe eines Ultraschallgerites durch

sogenannte Echolotung. Der Schallerreger und der Schallempfinger befinden sich 10 m
voneinander entfernt am Schiffsboden. Die Schallgeschwindigkeit im Wasser betrigt etwa
1500 m s='. Berechnen Sie die Wassertiefe, wenn zwischen Aussendung und Empfang des
Schallimpulses eine Zeit von ¢ = 0,02 s registriert wird!

83. Die Diagonalen eines Rhombus seien 6 cm
bzw. 10 cm lang. Wie lang ist die Seite des
Rhombus?

85. Von einer quadratischen Pyramide seien die
Hohe h und die Seitenkante s gegeben. Be-
rechnen Sie die Lange der Grundkante a fiir

= 17cmund s = 19 cm!

84. Driicken Sie die Lange der Diagonale eines
Quadrates durch seine Seitenlidnge aus!

86. Von einem Punkt P, der 11cm von dem
Mittelpunkt eines gegebenen Kreises mit
dem Radius r = 4 cm entfernt ist, werden
die Tangenten an den Kreis gelegt. Wie lang

sind die Tangentenabschnitte von P bis zu
den Beriihrungspunkten mit dem Kreis?

87. Driicken Sie den Flicheninhalt eines itigen Dreiecks durch die Seitenldnge aus!

=

88.

o

Ein Werkstiick werde durch einen Laufkran transportiert. Die Geschwindigkeit der Kranbriicke
betrage v; = 0,5 ms™!, die Laufkatze bewege sich rechtwinklig dazu mit der Geschwindigkeit
vy = 0,3ms!. Gleichzeitig werde das Werkstiick mit der Geschwindigkeit v; = 0,2ms~!
gehoben. Berechnen Sie den Betrag der resultierenden Geschwindigkeit!

Sie die Nullstellen folgend

b) y = x> 4+ 5x

Funktionen! Zeichnen Sie jeweils den Graph der Funktion!

89.a) y = x* — 4x 90.2) y = x? + 4x b) y=x%— 5x

Léosen Sie folgende Gleichungen!

91. a) x2—9x=0 b) 3u® = 36u
PR
c) —B—z +Tz—
93.a) x* + (x —2)* = (x + 2)?
D) x—Dx+2)=2x+2)(2x—1)

xz
x+1 x2—1

Welche Zahlen x erfiillen folgende Gleichungen?

95.3) x* +4ax =0
b) 3ax* — Sa*x =0 (a=0)

c) + 0

x—a ' x—b

(x+a;x+b)

d) 2,5x2 — 6,25x =0

(x| %= 1)

92,a) x2+8x=0 b) Su? = 254

@ 7
c) ?12—72=0 d) 1,7x* 4+2,89x =0

94.2) %+ 6=(x— 3 (x—2)
b) 4x—-3)(x+2)=0Cx+2)(x—3)

X x? 4 8x

c) ~—5 A% (x| = 5)

X
x+5+
96.a) x2 — 5bx =0

b) 2bx% + 7b2x =0 (b 0)
a 2b

c)Ax«a_x—b

=1

(x=+a,x+ba+00>b+0)

8. Fiir welche Zahlen k liegen die Scheitelpunkte der Parabeln y = x2 + (k + 4) x + 3k + 4 auf
der x-Achse? Zeichnen Sie die betreffenden Parabeln!

97. Ermitteln Sie fiir folgende Summen die quadratische Erganzung!

a) x24+8 b)x24+100x ¢)x2—5x d)x*—x e) x’+%x!
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Lésen Sie folgende Gleichungen nach dem im Beispiel D 18 auf Seite 121 angewandten Verfahren!
a)x2—5x+6=0 b)x2+2x—24=0 c)x?—11x+18=0
1

1
d)x2—3x—18=10 c)x’—?x—T=0J Nx2—4x+1=0

©

. Welche Zahlen x erfiillen die folgenden Gleichungen?
a)x2—6lx|+9=0 b)x2—6lx|+8=0

10. a) Wie miissen die Zahlen @ und ¢ beschaffen sein (a == 0), damit die Gleichung ax? + ¢ =0
Losungen hat?
b) Welcher Bedingung miissen die Zahlen a, b und ¢ (a == 0) ] damit die Gleich
ax? + bx + ¢ = 0 Losungen hat? Driicken Sie die Losungen der Gleichung, wenn die be-
treffende Bedingung erfiillt ist, durch die Koeffizienten a, b und ¢ aus!

11. Begriinden Sie, daB die Gleichung ax? + bx + ¢ = 0 stets Losungen hat, wenn a und ¢ ver-
schiedene Vorzeichen haben!
12. Lésen Sie die Gleichung x? — (5 — V2) x + 6 — 3 V2= 0!

13. Beweisen Sie indirekt!
Wenn die Gleichung x? + px + g = 0 mit ganzzahligen Koeffizienten p und g iberhaupt
rationale Losungen hat, so sind diese Losungen ganzzahlig.

Losen Sie folgende Gleichungen!

99.9) X2 —5x4+6=0p) x> —x—12=0 100.2) x>+ Sx+ 6 =0 Jx* + 2x — 15=0
) x—3x—10=04) x>+ 2x— 24=0 © 22— x—20=0 N — 1x+ 18=0
) x24+12x+11=0 ) x2—9x +20=0 e)x*—3x—18=0 Kx> — x — 56 =0
DX —8x415=0W 2 —2x—63=0 ) x*—12x+35=0 K x?+24x+143=0
D)2 —2x—255=0K) x2410x +25=0 i) x*—x—42=0 k) x* — 8x + 16 =0 °

Yol N2 —3x+081=0 Wx?—4x+1=0 102.2)x*—2¢+036=0 b)x?+2r—4=0
f
3

5 4 7 S
o P = [ T T s g 2 e S, 2 o =3 D
) x 2x+l 0 d)x 7x 3 0 L)x+2x 2=0 d)x zx 9=0
7 3 1 1
B deile s o Se S L L
’{x 0% 20 =0 ey
“}\5'.=‘4x2+10x=#4 b)8x2—1=2x 104.2) 2%+ 6x=—9 b)dx2 49 +2=0
¢) 5x2—10x —315=0 )32 +17x—6=0
¢ 15 3
%x+7=s (x+0) ) —+x=—4 G+0)
= H Gt &5 ey
T ox+1 bek= * 5w &%)
9 1 11
\‘51—-;:12 (x+0) ﬂ.'!x—;=T (x+0)

A

W) (x—2)(x+2)—x+Dx—D=5 D +2)x—2)—x+1Dx+2)=0
D x—2)(x—2)=0Cx—2)(x—3) HDx—8Bx+9=2x+4)(x—5)
) (x+4?—x—52+x—32=17x+24 D (x+3)>—(x—22+(x+1>=20x—9

106. a —17 b)

)(J¢+2)z (x+3F (@x+6)7
z = =0

2)? 5)* 2x — 2)?
: : ATt kR, e

9 18
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9 4
107.:1)—)‘_2—5=-’j x+£2;x+7)
= P P 0;x+2;x+4
ot s =57 GCFEGxE2x+4)
1 2 6 xr—14
108.) 1 -5+ —7="gm—7 l+D
6 8
BT tE=T =0 =+
1 S S
109.2) 7—3 —2=3—¢ &+3x+6
5 6 6
M3ty s =%=s C*ELlx=*9
3 21 14
sz ti-m—g =%z ¢®=+2
o W 2 ey
) T~ 5=7 =4 GFELaFuxLs
x+2 x—1 32— )
110.a) ~ ',\—Z_x(x~2)A0 (x+=0;x%2)
= L s ( 2; 3
l7)x—z4‘(,«;2)()‘_3)‘,‘_3 x =+ 2;x % 3)
Ermitteln Sie die Lo folgender Gleichungen!
x+5 2x 4x?
HlLa) o=+ 55 tl=7m—5 l+9
6x 11x 5._171:75 ( g
L) R e s o il R 2]
x 5 8x 6x% -+ 4x
112.3) x—l_—x+l+—xz—l+5:TAl' (x| + 1)

5x 3 2 -
WEFTIsrter tiTEmy G2

113, In welchen Zahlbereichen sind die Glei- 114. Welche Zahlen x erfilllen die folgenden

chungen x — 5 = 0 und Gleichungen?

(x — 5) (x? — 5) = 0 dquivalent? a)S—x=x—5 p)5—x)2=(x—5)?
115. Fur welche Zahlen « hat die Gleichung 116. Fiir welche Zahlen k hat die Gleichung

a) x> —14x+a=0; a) X2+ 6x+k=0;b) x* + 6x — k = 0;

b)x2+22x+a=0 ) x*+kx+4=0;da) x>+ kx+9=0

genau eine Losung? . zwei Losungen, eine bzw. keine Losung?

117. Ist g < 0, so hat die Gleichung x? + px + g = 0 stets Losungen. Begriinden Sie diese Aussage!

Welche Zahlen x erfiillen folgende Gleichungen? Fiihren Sie jeweils die notwendigen Fallunter-
scheidungen durch!
118.a) x* — ax + ab = b* b) 9x% 4 6ax + a* — 9 = 0
Sa 2a a 3 § x2
© x—a x—2a x—4a L) x—a+x+a=x1—a2 (x| = a)
(xFa;x+2ax+4a;a+0) ) (@* — b*) x* — dabx = a* — b* (la| % |b])
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119.

120.

12

w

a) x* + ax — ab = b?

3a —a
L e + x+a
(x| +a;a=0)

e)x24+3ax+2a*=0 (a=0)

b) 4x* +4dax +a* —9% =0

a* 2x x

DD xra = Y

(x| a;a=£0)

Zeigen Sie, daB die Gleichung x? — 2ax + a* — b* = O fiir beliebige Zaklen a und b Losungen
hat! Fiir welche Zahlen a und b hat die Gleichung eine Losung bzw. zwei Losungen? Geben

Sie die betreffenden Losungen an!

. Welchen Zahlen x wird durch

a)y=x*+45x+1;
b)y=x>—2x—8
der Funktionswert 7 zugeordnet?

Multipliziert man eine Zahl mit der um 10
groBeren Zahl, so erhalt man 459. Welche
Zahlen erfiillen diese Bedingung?

\25./Die Summe der Quadrate von vier aufein-

anderfolgenden ganzen Zahlen betrage 630.
Berechnen Sie die betreffenden Zahlen!
Wieviel Moglichkeiten gibt es?

Fir welche Paare aufeinanderfolgender
ganzer Zahlen betrigt das Produkt 702?

Bei einem Wettkampf spielt jeder Teilneh-
mer gegen jeden. Es werden insgesamt 66
Spiele ausgetragen. Wie viele Personen neh-
men an dem Wettkampf teil?

12%.

Gibt es Zahlen x, denen durch
1
:ny:?xzflx+ 1;

b)y=2x*—6x+38
—2 als Funktionswert zugeordnet wird?

12X Die Zahl 28 soll so in zwei Summanden

We.

130.

zerlegt werden, daB das Produkt der Sum-
manden 192 betrigt.
1 Sie die den!

Die Summe aus einer Zahl und der zuge-

horigen reziproken Zahl betrage ——.

7
Welche Zahlen erfiillen diese Bedingung?

. Gibt es Primzahlzwillinge, deren Produkt

a) 899,h) 255 betrigt?
Hinweis: Zwei Primzahlen, deren Diffe-
renz 2 betrdgt, heiBen Primzahlzwillinge.

Jeder Abginger einer 10. Klasse schreibt
von allen anderen Schiilern der Klasse die
Adressen auf, insgesamt werden 600 aufge-
schrieben. Wie viele Schiiler hat die Klasse?

Ein ebenes n-Eck hat % (n — 3) Diagonalen. Welches Vieleck hat 119 Diagonalen?

. Eine Strecke soll so in zwei Teile geteilt werden, daB der lingere Teilabschnitt die mittlere

Proportionale zur ganzen Strecke und dem kleineren Teilabschnitt ist. Berechnen Sie die Lan-
gen der Teilabschnitte, wenn die Lange der gegebenen Streckea) 6 cmjh) /cm betrigt!

Es sei Ao der Oberflacheninhalt eines Quaders mit den Kanten a, b und c. Berechnen Sie die
K 2 Tt :

wenn

ist!

a) Ao = 88 cm?; a ist 2 cm kiirzer als b; c ist 2 cm ldnger als b.
) Ao = 262 cm?; a ist 2 cm langer als b; c ist 3 cm langer als b.

In einem rechtwinkligen Dreieck sei eine
Kathete 12 cm lang. Die Hypotenuse sei
4 cm ldnger als die andere Kathete. Berech-
nen Sie die Linge dieser Kathete und die
Linge der Hypotenuse!

. Eine Sehne eines Kreises habe vom Mittel-

punkt des Kreises den“Apstand 6 cm. Sie
sei 6 cm linger als der Radius des Kreises.
Berechnen Sie die Linge des Radius!

137 Der Durchmesser eines geraden Kreiske-

gels sei 0,8 cm ldnger als dessen Seitenlinie.
Die Hohe des Kegels verhalte sich zum
Radius wie 4: 3. Berechnen Sie die Linge
des Radius des Kegels!

. In einem rechtwinkligen Dreieck sei die

Hypotenuse 25 cm lang. Eine Kathete sei
5 cm langer als die andere. Berechnen Sie
die Lingen der Katheten!
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. Der Mantel eines Zylinders habe den Flicheninhalt Ay = 327 cm?. Die Hohe des Zylinders
sei 4 cm langer als der Durchmesser. Berechnen Sie das Volumen des Zylinders!

N Eine Strecke von 10 cm Linge soll so in  1i4). Wenn man von zwei benachbarten Seiten

zwei Teilstrecken zerlegt werden, daB das eines Quadrates eine um 2 cm verlingert
aus ihnen konstruierte Rechteck den Fli- und die andere um 3 cm verkiirzt, erhalt
cheninhalt 24,96 cm? hat. Wie lang sind die man ein Rechteck mit -dem Flicheninhalt
Rechteckseiten? A = 42,75 cm?. Berechnen Sie die Lingen

der Rechteckseiten!

14

. Einer Kugel sei ein Zylinder einbeschrieben. Der Radius der Kugel habe eine Lénge von 30 cm.
Der Achsenschnitt des Zylinders habe einen Umfang von 168 cm. Radius und Héhe des Zylin-
ders sind zu berechnen!

2. Eine Seite eines Rechtecks sei 4 cm kiirzer  1%3. Der Umfang eines Rechtecks betrage

als die andere. Der Flicheninhalt des Recht- 42cm. Die Linge seiner Diagonalen be-
ecks betrage 34,44 cm?. Berechnen Sie die trage 15 cm. Berechnen Sie die Lingen der
Lingen der Rechteckseiten! Rechteckseiten!

144. Der Umfang eines Rechtecks betrage 32,8 cm; sein Flicheninhalt 64 cm2, Wie lang sind die
Rechteckseiten?

145. Ein Korper fallt in einen Schacht. Den  146. Bei der Internationalen Friedensfahrt sei

Aufprall des Korpers auf die Schachtsohle eine Etappe 210 km lang. Der Fahrer 4
hort man nach 5 s. Wie tief ist der Schacht? fahre mit einer durchschnittlichen Ge-
(Der Luftwiderstand wird nicht beriicksich- schwindigkeit, die um 2 km h~! kleiner ist
tigt; Schallgeschwindigkeit » = 340 ms~!; als die des Fahrers B. A benotige 15 min
g~ 10ms=2), mehr als B. Mit welchen Geschwindigkeiten

fahren 4 und B?

147. Ein Dampfer empfangt SOS-Rufe eines  1\{&. Zwei Schiffe S, und S, der Volksmarine

50 sm entfernten Schiffes. Durch Erhéhung begegnen sich auf der Ostsee. Nach der Be-
seiner Geschwindigkeit um 5 Knoten gegnung fihrt S, nach Norden. S, fahrt
kommt er 30 min frither an die Ungliicks- nach Osten, und zwar mit einer Geschwin-
stelle, als wenn er seine urspriingliche Ge- digkeit, die um 10 Knoten groBer ist als die
schwindigkeit beibehalten hitte. Welche von §;. Nach zwei Stunden betrigt ihre
Zeit benotigt der Dampfer -bis zur Un- Entfernung 100 sm. Berechnen Sie die
gliicksstelle? Geschwindigkeiten der Schiffe!

149. Die Eigengeschwindigkeit eines Schiffes betrage v = 30 km h~!. Fiir den gleichen Weg von

45km benotige das Schiff gegen die Stromung eine um 0,5 h lingere Fahrzeit, als wenn es
mit der Stromung fahrt. Berechnen Sie die Geschwindigkeit der Strémung!
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150. Ein Flugzeug bendtige fiir eine 50 km lange Priifstrecke mit Wind und gegen den Wind zu-

15

sammen eine Flugzeit von 9,5 min. Die Wmdgeschwmdlgkext betrage 8 m s—!. Berechnen Sie

die Eij hwindigkeit des Fl

. Zwei Orte 4 und B liegen 300 km voneinander entfernt. Um 9.00 Uhr fihrt in 4 ein Giiterzug

ab, der sich auf der Hilfte der Strecke mit einem Schnellzug trifft, der um 10.00 Uhr in B ab-
gefahren ist. Die Geschwindigkeit des Schnell. ist um 20 km h=! groBer als die des Giiter-
zuges. Wann treffen sich die Ziige?

Fiir eine elektrische Anlage bendtigt man  153. Eine Sammellinse habe die Brennweite
zwei Widerstinde, die hintereinanderge- f =10 cm. Ein Gegenstand und sein durch
schaltet einen Gesamtwiderstand von 40 Q die Sammellinse entstehendes (reelles) Bild

und parallelgeschaltet einen Gesamtwider-
stand von 7,5 ) ergeben sollen. Wie groB
hat man die Einzelwiderstinde zu wahlen?

seien 80 cm voneinander entfernt. Wie weit
sind der Gegenstand und sein Bild von der
Linse entfernt?

154. Beim Ermitteln der Hirte eines Werk-
stoffes mit Hilfe des Brinellschen Kugel-
druckversuchs wird eine kleine Stahlkugel
(Durchmesser D) mit einer bestimmten
Kraft indenzu priifenden Gegenstand einge- — | =i
driickt. Aus dem leicht zu messenden Durch- h
messer d des Eindruckkreises (Bild d 3) und
dem Kugeldurchmesser D wird die Ein-
drucktiefe i berect die zur Ber d
der Hirtezahl bendtigt wird. Berechnen =]
Sie & fir D = 10 mm und d = 6 mm! d3 0
155. Zwei Brigaden verrichten eine Arbeit gemeinsam in 10 h. Die erste Brigade allein benétigt fiir
diese Arbeit 2 h weniger als die zweite Brigade. In welcher Zeit kénnte jede der beiden Brigaden
die Arbeit allein schaffen?
156. Ein 480 m langer Giiterzug durchfidhrt mit konstanter Geschwindigkeit » = 12 ms~! einen
Bahnhof.
Ein 180 m langer D-Zug begmnt in dem Augenblick (20 s nach diesem Augenblick; 20 s vor
diesem A blick) mit einer Beschl, a = 0,2 ms2 seine Fahrt (mit gleichem Rich-
tungssinn wie der Giiterzug), in dem sich die Spitzen beider Ziige nebeneinander befinden.
a) Stellen Sie den Bewegungsablauf in einem Weg—Zelt Koordmatensystem dar!
b) Ermitteln Sie zeichnerisch Ort und Zeitp t des N find von Zugspitzen
und Zugenden!
¢) Ermitteln Sie die Strecke und die Zeitdauer des Vorbeifahrens der D-Zug-Spitze, des D-Zug-
Endes, des D-Zuges am Giiterzug!

14. Aufeiner Ebene seien 7 Punkte gegeben, von denen jeweils nicht drei auf ein und derselben Ge-
raden liegen. Wie viele Geraden lassen sich durch die n Punkte zeichnen? Wie vlele solcher
Punkte sind gegeben, wenn 36 Geraden gezeichnet werden konnen?

15. Es sei u der Umfang und A der Flicheninhalt eines Rechteck
a) Stellen Sie fest, welche i hen « und A t hen muB, damit ein Rechteck mit

dem Umfang u und dem Flicheninhalt A existiert!
b) Berechnen Sie die Lingen der Rechteckseiten fiir den Fall, daB ein Rechteck mit dem Um-
fang u und dem Flicheninhalt A existiert!
¢) Machen Sie die Probe fiir die errechneten Losungen!
16. Ein Korper werde mit der Anfangsgeschwindigkeit v, = 60 ms™! senkrecht nach oben ge-

schleudert. In welcher Zeit erreicht er die Hohe a) A = 100 m; b) &/ = 180 m?
Welche Folgerungen ziehen Sie aus den errechneten Ergebnissen?
Hinweis: Das Weg-Zeit-Gesetz fiir den senkrechten Wurf nach oben lautet bei Vernachlassi-

gung des Luftwiderstandes: h(f) = vot — % 2,
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Losen Sie die folgenden Gleich ! Machen Sie die Probe mit Hilfe des Vietaschen Wurzelsatzes!

1577 a)x2 — 11x+30=0 3 158*a)x2—x—6=0
13 3 8 5
b) x2 = — > J VP
Gl i bt gr*—gr=>0
Wie lauten die Normalformen der quadratischen Gleich die die Lo x; und x, haben?
159.% a) x, = —1; b)x, = —7; 160.* a) x, = 2; b)x, = —1;
X2 =13 Xy =—5 X, =4 X3 =—8§
1 1
C)X1=7; d)x; = —0,4; C)xlzT; d)x, =0,3;
3 1
¥y =S x; = —0,5 X=—g X2 = —0,2
e)x1=l+V§; x;:l—Vg e)x,=—2+ﬁ; x;=—2—V7
161.* a)x, = a; x; = —a 162.% a) x, = 3b; x, = —3b
b)xy=c+dix;=c—d b) x; = 2a + b%; x, = 2a — b?
c)xx=—%+m;xz=—%—V;l; C)x,=%+‘/c——d;x2=%—"c—d
(ab = 0) (c—dz=0)
a b a b
d)X1=T;Xz='; (@a£=0,b6+0) d)x.=7;x;=—7 (@=+0;b=+0)
163.* Geben Sie jeweils fiinf verschied dratische Glei mit folgenden Lo an!
1 2 1
a)x‘=—7 und %y =g h)x,=4undx,=——4—

2
164.* Gegeben sei die Gleichung x> + px + g = 0 mit pT — q = 0. Zeigen Sie mit Hilfe des Vieta-
schen Wurzelsatzes!
a) Ist ¢ < 0, so haben die Lo x; und x, verschiedene Vorzeichen.
b) Ist ¢ > 0 und p > 0, so sind beide Losungen negativ.
¢) Ist g > 0 und p < 0, so sind beide Losungen positiv.

17.* Wie kann man die Seitenld eines R dessen Umfang 28 m und dessen Flichen-
inhalt 48 m? betrigt, mit Hilfe des Vietaschen Wurzelsatzes berechnen?

Welche Zahlen x erfiillen die folgenden Ungleichungen?

1657 2) x2 4 26 +3>2 1665 a) x2 — 2x +3>2
b) 207 + 3x — 2< 0 ©) 5x2 — 10x>15 b) 3x% — 1x+6<0 ) 4x? +8x>12
1 2 _ 12
1674‘a)xz—1——£<7 (x +0) 168.‘a)x—x—<—l (x ==0)
b) x* —5x<0 ©) x2—5cr+6>0 b)x* +4x>0 ¢ x2—2x—3<0

169.* Fiir welche Zahlen x sind die Funktionswerte der Funktion y = x2 gréBer bzw. kleiner als
die Funktionswerte der Funktion y = x? Veranschaulichen Sie das Ergebnis zeichnerisch!
In welchen Punkten schneidet die Gerade y = x die Parabel y = x2?
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170.* Wo liegen alle Punkte P(x; y), fiir deren Koordinaten die folgenden Ungleichungen gelten?
Ay x2—5 b)y>x?—4ax+1 y=—x241

171.* Zeichnen Sie die folgende Punktmenge! y=x*—Sundy< —2

18.* Wie hingt die Anzahl der Losungen der Gleichung x* + ax? + b = 0 (a, b€ P) von a und b
ab? Fiihren Sie zundchst mit Hilfe der Diskriminante der Gleichung z2 + az + b = 0 die
henden Fall heid durch!

e) Exponential- und Logarithmusfunktionen; Rechenhilfsmittel

Losen Sie folgende Gleichungen!

1
1.a)2* = 128 b)2* = 0,125 Xa)s = 625 b) 2% = 556
c) iva d)10* = 0,000001 c) l’(—'27‘l d)10* = 1000
2) 256 o 3} -
3
)10% = /10000 Da=x=1 10 = V1000 D3 =1
= 1 1 1
3.2 =22 b) 3% = ¥a)r=—_ D)7 = —
V3 22 4
oVs* =25 d)3% = 908 Ve =36  d)sx=2506
1. Fiir welche rationale Zahl x gilt'z‘ = LA k4
Va2
2. Zeigen Sie, daB die folgenden Gleichungen keine rationalen Losungen haben!
1\* 1
a)2*=17 b)3*=6 c)(7)=ﬁ d) 10 =50
Vereinfachen Sie unter Ver d der P ze folgende Ausdriicke!
_ _ 142 Y
5.a)32+/2 . 32-12 b)3/z+2, 3V2-2 6.a)p3V6+1. ps-3le ®>0 b6 2 :6
o) (2h2)12 ) (@+3) -3 @>0)
7.Vergleict Sie fol de P ) der!

Setzen Sie jeweils das richtige Relationszeichen!
- 1\Vs
o) (%)ﬁ und (%)"3 by V3"2 una V5V c)(T)V’ und (03)*

8.Es ist 103 = V10 a 3,162. Berechnen Sie mit Hilfe dieses Niiherungswertes Niherungswerte
fiir folgende Potenzen! Verwenden Sie — wo es erforderlich ist — den Rechenstab!

1015; 10%5; 10-95; 10-1.5; 10°25; 100.75; 10%.125; 100375, 100625; 10875
Hinweis: Es ist 1015 = 10'+%5 = 10 - 10%%; 10°2% = 110%% usw.
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Ermitteln Sie die Logarithmen! Begriinden Sie Thre Ergebnisse jeweils wie im Beispiel E 5!
9. a)log, 16 b)log ,2 c)logs 27 10.a)log, 128~ b)log, 1 ) log, 64
1 1
= f —
d)logs 27 e)logz; 3 )103%3 d)logs & e)loges 4 f)log;:zt

3

1 - 3 1
11.2)logs VS b)logs V3 c)logs V2 )(a) log,m b) log, V2 c)logs V3

= 1
d)logs 0,3 e)logyo 1000 )logyo 1 d)logT ¢)log;o 10000 f)log,, 0,1
8 e
2) log; 0,0001 h)logso Vﬁ 2)logyo 10 h)logso V100
hreiben Sie folgende Gleich in der Form log, b = ¢!
1 E 1
5o = PRI )63 = 3 R
13.2)3% = 243 b)3 7T X&)s 216 b) 62 = o
1\2 3 1 1\~# -2 1
c)(7) =9 d)2 S=4— c)(z) =36 )3 3=
V8 Vo
hreiben Sie folgende Gleich in der Form a° = b!
15.a)log, 0,125 = —3 b)log; 1 =0 N/a)log‘ 0,0625=—2 b)logs1 =0
c)log; 7=1 d»loglo,125= 3 c)logs5=1 d)log, 0,0625 = 2
3 3

Berechnen Sie!
17.2) 3827 p)[plosul ) Sloss? 18.2) 100810100 b)gloge1s ) 77los,?

1¥/Berechnen Sie!
1
log; 16 + log; 8 + log; 4 + log; 2 + log;1 -+ log, 0,5 + log, 0,25 + log, 0,125 + log, 3

20. Welche Zahlen x erfiillen jeweils folgende Gleichungen?
a)log, 125 =3 b)log, 16 = —4 c)log; x =2 d)log; x = —3
5

3. Beweisen Sie, daB es hochstens eine Zahl x mit a* = b (a > 0; a == 1; b > 0) geben kann!

21. a) Zeichnen Sie den Graph der Funktion y = 2* im Intervall —4 < x < 4! Verwenden Sie
zur Aufstellung einer Wertetafel das Ergebnis des Auftrages E 6 auf Seite 142! . i

b) Lesen Sie aus der Zeichnung Niherungswerte fiir die Potenzen 2%:7;21+2; 2 2; ZVJ; 2V5 ab!

¢) Ermitteln Sie aus der Zeict einen Niherungswert fiir die Losung der Gleichung 2% = 5!

22. Wodurch heiden sich die Graphen der folgenden Funktionen?
y=2"mitx€G; y=2"mitx€R; y=2*mitx€EP

23.In welchem Punkt schneidet die Gerade y = —x die Exponentialkurve y = 2*? Ermitteln Sie
zeichnerisch einen Naherungswert!

24. Wie erhilt man den Graph der Funktion y = —2* aus dem Graph der Funktion y = 2*? Zeich-
nen Sie den Graph der Funktion y = —2% im Intervall —3 < x < 3!

25. Wie erhdlt man die Graphen der Funktionen y = 2* 4 1 und y = 2* — 1 aus dem Graph der
Funktion y = 2*? Zeichnen Sie die Graphen der Funktionen y =2* 4+ 1 und y = 2* — 1 im
Intervall —3 = x < 3!

26. Zeichnen Sie den Graph der Exponentialfunktion y = 1* fir —5 < x < 5!
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27. Ermitteln Sie diejenige Exponentialfunktion y = a* (a > 0), die das geordnete Paar
1
a) [1;4]; b) [2; 2,25); c) [3; —] enthalt!

28. a) Zeichnen Sie den Graph der Funktion y = 10* im Intervall {(—2; 1)! Geben Sie fiir die Auf-
stellung einer Wertetafel etwa fiir folgende Zahlen x die P 10* mit einer Genauigkeit

1 1 )| 3
von einer Dezimalstelle an: 0; +1; + e s E #* a5 + T! Verwenden Sie auch die Er-
gebnisse der Aufgabe e 8!
b)Ei h Sie der Zei Niherungswerte fiir die Losungen der Gleichungen 10* = 2
und 10* = 3!

4. Zeichnen Sie den Graph der Funktion y = 21* im Intervall —3 < x < 3!
1\*
5. a) Zeichnen Sie den Graph der Funktion y = (7) im Intervall {(—3; 3)!
b) Wie erhilt man diesen Graph aus dem Graph der Funktion y = 2*?

1\*
¢) Geben Sie die wichtigsten Eigenschaften der Funktion y = (—2-> an!

6. Geben Sie die wichtigsten Eigenschaften der Funktionen y = a* mit 0 < a < 1 an!

20, Zeichnen Sie unter Verwendung der im Auftrag E 7 auf Seite 143 gegebenen Wertetafel den
Graph der Funktion y = log; x (x > 0) im Intervall 0 < x = 8! Lesen Sie aus der Zeichnung
Niherungswerte fiir folgende Funktionswerte ab!

log, 0,3; log; 1,5; log, 3; logy 5

10. =) Ermitteln Sie aus der im Auftrag E 9 erhaltenen Kurve Naherungswerte fiir log;o 2; logo 3;
logyo 7,5!
») Fiir welche Zahl x gilt anndhernd log,o x = 0,35?

| Geben Sie Intervalle an, in denen die Funktionswerte der Funktion y = log;o x jeweils um 1
zunehmen!

7. Zeichnen Sie den Graph der Funktion y = log ;0% (x > 0) durch Spiegelung des Graphen der
zugehorigen Umkehrfunktion an der Geraden y = x!

8. Zeichnen Sie den Graph der Funktion y = log; | x| (x = 0) im Intervall {—5; +5)!
9. Zeichnen Sie die Graphen der folgenden Funktionen!

a)y=log, (x+ 1) (x> —1)imIntervall -1 <x =7

b)y=log,x-+1 (x>0) imlIntervall 0<<x=38

32. Geben Sie die Kennzahlen fiir die Logarithmen folgender Zahlen an!
35; 839; 0,07; 2337; 8,71; 0,505; 25740; 0,0035; 0,000874

33. Geben Sie Intervalle an, in denen die Logarithmen der Zahlen x mit
a)10 = x < 100; b) 100 = x < 1000; )01 =x<1; d)0,01 <x<0,1 liegen!

34.Es ist lg 3 = 0,4771...; vgl. Beispiel E 5. Geben Sie fir die Zahlen 3 - 10* mit k € G und
—5 < k < 5 die (dekadischen) Logarithmen an! Fertigen Sie eine Tabelle wie im Beispiel E 11 an!

35. Die Logarithmen zweier gegebener Zahlen haben
a) die gleiche Kennzahl;  b) die gleiche Mantisse.
Welche SchluBfolgerungen iiber die gegebenen Zahlen konnen Sie daraus ziehen?
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36. Fertigen Sie eine Skale fiir die Funktion »y = lg x fiir das Intervall 1 < x =< 10 an, indem Sie
als Einheitsstrecke eine Strecke von 25 cm Léange wihlen! Markieren Sie auch die Teilpunkte
fir die Zahlen 1,1; 1,2; ...; 1,9!

Logarithmi Sie die folgenden Produkte bzw. Quotienten bzw. Potenzen wig im Beispiel E 12!
84 15,9
37. 3 B 38, +635 S
a)85- 36 Vet 57 2)0,84 6,35 3,97 b) 3
3
. . 2, —_—
CRE R AL 085237 0)/BT%
0,5-90,72 3,8%-127 5,1+ 31,5
3
Va- Vb
40. a) = @>0;6>0;¢c>0) 4l.a)g-b-c-d @>0;6>0;c>0;d>0)
. . pd
b)“—c,b— @>0;5>0;¢>0) h)"—""— > 0;0>0; w>0)
©)3a% (a>0) Va-b (@a>0;6>0)

Fassen Sie die folgenden Summen jeweils zu einem Logarithmus zusammen!

1
42.2)1g3,5+1g8,7 D) Ig84+1g35+1g49  43.2)1g637— 130,48 b) 21g48,7 - Tles6

©)1g 62,7 — 1g4,9 — 1g8,1 ©)lg 825 + 1g 8,25 — 1g 71
1 1
d)31g2+31g5 d)71g5+3157—(2138,5+?lg3)
1

elgu—Ilgv+1gw®>0;0>0; w>0) e)21ga+lgblegc(n>0;b>0;c>0)
Berech Sie x aus folgenden Gleich !
44.2)lgx =1g2+1g5 45.a)lgx =Ig2 + Ig 50

b)lgx =1g3+1g5+1g8 b)lgx=2-1g3+2-1g2

1 1
)lgx=Ig42—1g7 t)hx=T-132+3—-lg32

Es ist Ig 2 = 0,3010; Ig 3 = 0,4771; 1g 5 = 0,6990.

Berechnen Sie die folgenden Logarithmen Jjeweils mit einer Genauigkeit von drei Dezimalstellen!

46.a)1g6; 1g0,6; Ig60 47.2)1g12; 1g1,2; 1g0,12
b)ig24; 1g240; 1g0,24 b)ig4; 1g8; Ig2s

2 3 4

é . . S T B
)1g10; 1g15; 1g0,5 ©)lg 5 legs e

48. Es ist Ig 2 = 0,3010. Wieviel Stellen hat die Zah] 21999

10. Geben Sie alle ganzen Zahlen zwischen 1 und 100 an, deren Logarithmen Sie mit Hilfe von Ig 2
und Ig 3 berechnen kénnen!

49. 2) Stellen Sie eine Tabelle der Potenzen der Zahl 2 fiir die natiirlichen Exponenten n = 0 bis
n = 20 auf!
b) Lésen Sie mit Hilfe dieser Tabelle folgende Aufgaben!

s
256-2048; 128-512; 1048576:65536; 524288:1024; 643; V262144; V262144
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Berechnen Sie mit Hilfe des Rechenstabes!

50.a)148 - 0,37 h)—:g—j- 51.2a)735-0,23 b)%

©)8,35 - 6,240,183 ©)7,26- 1,350,278

619714 60000 - 0,345 14,5-8,19 7,38 - 5000
T = 6,43 97918

17,2+ 348 - 715 9000 - 7,44 279-153-421 8,19 - 7020

D—T56-384 8)035-157-293 T 174 8 87-494- 017
11400 - 0,00037 - 1,6 0,0083 - 16,37500

W—"0751-223 0638527

Berechnen Sie mit Hilfe des Rechenstabes die folgenden Quadrat- bzw. Kubikzahlen! Vergleichen
Sie die Ergebnisse mit denen, die Sie aus den entsprechenden Tafeln ablesen!

52.2)5,462 b)3472  ¢)1822  4)0,037*

54.2)1,83%  1)253° ¢)3,4° d)0,056*

53.a)3,092° b)257% ¢)219%  d)0,0056%

55.2)6,72° 1b)3L,7*  ©)7,5*  4)0,0035°

Berechnen Sie mit Hilfe des Rechenstabes die folgenden Quadratwurzeln!

56. a)V§9- b)Vﬁ c)Vm
0V0,349  )V0,0349  1)/0,00349

57.2) /375
40,375

b)V37,5
) 10,0375

c) Vﬁ
1)/0,00375

Berechnen Sie mit Hilfe des Rechenstabes die folgenden Quadrat- bzw. Kubikwurzeln! Vergleichen
Sie die Ergebnisse mit denen, die Sie aus den entsprechenden Tafeln ablesen!

58.2)/26,5 » V138 V6,38
;Y 3
/o6 V517 V36
3 3
2) V0,47 1) V0,047
Berechnen Sie mit Hilfe des Rechenstabes!
. V51,7 18,12 V7,2 0,84
- —g07 Y o062
i/nz -5,28 251624
Rl T N 178

62. a)Erlautern Sie, wie man mit einer einzigen
Einstellung der Zunge eine fest vorge-
gebene Zahl ¢ der Reihe nach mit ver-

hied Zahlen iplizieren kann!

b)Stellen Sie eine Wertetafel fiir die Funk-
tion y = z - x fiir das Intervall 0 = x S 3
auf! Der Abstand aufei

NV . wist V8,49
3 3
a)Vo,s V7,28 V28
{ P | —
o Vo,62 1) 0,062

61.a)

5,272 - /108 V 69037

0,24 0,0059

" i/om I 0,961+ 7,4 |3

V3 N\ so
63. a)Begriinden Sie, daB bei einer beliebigen
Einstellung der Zunge stets zwei tber-
einander stehende Zahlen der C- und D-
Skale (bzw. der A- und B-Skale) denselben
Quotienten haben!

b)Wie kann man diese Tatsache zum Er-
mmeln der Zahl x in einer Verhaltnis-

x-Werte betrage jeweils 0,3.

de Verhiltnisgleict
64.2)51:34=178:x

Losen Sie f¢

b)5,7:x=192:178

% 5% von 138

1 Sie den Prc

leich a:b =c:x mit einer Zungen-
einstellung ausnutzen"

mit Hilfe des Rechenstabes!
65.2)0,48:3,51=1,72:x b)4,7:x=12,3:7,6
X(Venden Sie das Ergebnis der Aufgabe 63 b) bei der B h folgender P

ben an!

)(15,8% von 1040

fiir den Grundwert 785 (3020) und den Prozentwert 143 (158)!
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ﬁ. #) Das Festland der Erde hat einen Flicheninhalt von etwa 149,3 - 10 km?. Wieviel Prozent der
gesamten Erdoberfliche sind das, wenn man die Erde als Kugel mit dem mittleren Radius
R = 6370 km annimmt?
b) Berect Sie den Flicheninhalt der Wasserfliche der Erde!
¢) Die Anbaufliche der Erde betrug 1960 etwa 14 - 106 km2. Wieviel Prozent der gesamten
Landflache sind das?

6X Berechnen Sie fiir folgende Haushal dte (Berrieb 220V)
die Stromstirke, b) den Widerstand, c) die Kosten, wenn das Gerit 1 h betrieben wird und
1 kWh 8 Pf kostet! Gliihlampe 60 W ; Tauchsieder 750 W ; Bii isen 800 W ; Hei 1000 W3
Kochplatte 1200 W
1
69. a) Welche Wir gibt ein Tauchsieder mit einer Leist hme von 750 W in x h
ab?

b) Ein Tauchsieder mit einer Leistungsaufnahme von 750 W erhitzt 11 Wasser von 17 °C bis
zum Sieden. Wie lange dauert es nach dem Einschalten des Tauchsied bis das Wasser
siedet?

¢) Ein Tauchsieder von 750 W bringt 1,51 Wasser von 17 °C in 12,5 min zum Sieden. Mit wel-
chem Wirkungsgrad wird die elektrische Energie ausgenutzt?

70. Auf der Zunge des Rech bes befindet sich zwischen den Skalen B und C die sogenannte
Reziprokskale CI. Sie ist gleich der von rechts nach links angeordneten Skale C. Uber Jjeder Zahl
der Skale C bzw. D findet man auf der Reziprokskale die zugehdrige reziproke Zahl.

Ermitteln Sie mit Hilfe der Reziprokskale zu folgenden Zahlen die reziproken Zahlen!

n 4n
5; 2; 067; 521; 252; =; 2,78; 35 5 n?
71. Welcl':e Geschwindigkeit hat ein Punkt auf  72. Berect Sie die Radialbeschleunigung, die
dem Aquator infolge der Rotation der Erde ein Massenpunkt auf dem Aquator infolge
um ihre eigene Achse (Radius des Aquators der Erdrotation hat!

R = 6378 km)?

73. Die erste Kosmonautin der Welt, Valentina  74. Das Gewicht G eines Korpers mit der Masse

Tereschkowa, flog mit ihrem Raumschiff m an der Erdoberfliche betrigt G = m - g
Wostok 6 in durchschnittlich 200 km Héhe (¢ = 9,81 m - s~ ist die Erdbeschleunigung).
48 Erdumkreisungen in 70 h 50 min. Nach dem Gravitationsgesetz erhilt man fiir
4) Welchen Weg legte die Kosmor)au!in ins- das Gewicht G — ym-M

gesamt zuriick, wenn man annimmt, daB R?

der Flug auf einer Kreisbahn erfolgte (M ist die Erdmasse; R = 6370 km der Erd-

(Erdradius: R = 6370 km)? radius und y = 6,670 - 10-'' N- m?2 - kg2
b) Wie groB war die durchschnittliche Ge- ist die Gravitationskonstante).

schwindigkeit (in km h-!) wihrend des a) Berechnen Sie aus diesen beiden Glei-

Raumfluges? chungen die Masse der Erde!

b) Berechnen Sie die mittlere Dichte der

Erde!

75. Berechnen Sie den Flicheninhalt eines Kreissektors mit dem Radius r — 3,7cm und dem
Winkel ¢ = 65,8°!

76. Berechnen Sie das Gewicht der heute noch 137 m hohen Cheopspyramide, deren Seitenlinge
der quadratischen Grundfliche 233 m betriigt! Die Wichte des Steins, aus dem sie gebaut ist,
betrigt y = 2,75 p - cm=3.

X7 HohlmaBe sollen nach der Eichordnungdop-  7&%Welches Volumen hat eine Kugel, deren
{pelt so hoch wie weit sein. Welche Hohe und ‘Oberflicheninhalt 113 cm? betrigt?
welchen Durchmesser besitzt ein zylindri-
sches 1-Liter-MaRB?
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79.

8

e

81.

8

~

84,

8

0

90.

Eine Spule mit der Masse 125 g hat mit Kupferdraht bewickelt eine Masse von 2015 g. Wieviel
Meter Draht enthilt die Spule, wenn der Durchmesser des Drahtes 0,42 cm betrigt
(ocy = 8,93 g-cm™3)?

. Ermitteln Sie das Verhaltnis von Masse zu Oberflicheninhalt (in g - cm~2) bei Hohlzylindern

aus Hartporzellan (¢ = 2,35 g cm=3)!

AuBendurchmesser D: 3,5cm; 6,4 cm; 4 cm; Innendurchmesser d: 1,75 cm; 3,2 cm; 3 cm;
Hohe A: 3,5cm; 4,8cm; 3 cm .
Ein Kegel aus Holz mit der Wichte ¥ = 0,55p-cm~> und der Hohe & = 28 cm schwimmt
mit der Spitze nach unten im Wasser. Wie tief sinkt er ein?

. Die Landegeschwindigkeit der TU 104 betrigt 225 km - h=*. Welche Strecke benétigt das Flug-

zeug zum Ausrollen, wenn die Bremszeit 48 s betrigt?

. Ein GeschoB von 5kg Masse verliBt ein 2m langes Rohr mit einer Geschwindigkeit von

800 m - s~!. Wie groB ist die Kraft der Pulvergase, wenn man annimmt, daB3 sie wihrend der
Beschleuni it k ist?

Ein Schwungrad von 21 cm Durchmesser habe eine Drehzahl von 3000 min—!. Vom Schwung-

radkranz 18se sich ein Teilchen mit der Masse 45 g. .

a) Berechnen Sie die kinetische Energie in Nm, die das Stiick bei der Ablosung hat!

b) Bis zu welcher Hohe konnte das Massenstiick mit dieser Energie bei vertikaler Ablosung ge-
hoben werden? (Der Luftwiderstand bleibt unberiicksichtigt.)

. Ermitteln Sie fiir die folgenden Fahrzeuge bzw. Fl die mogliche Beschleuni a
inm-s2!
Fahrzeug bzw. Flugzeug Antriebskraft in kp Masse in kg
MIG 17 4500 6800
MIG 19 23950 10000
TU 104 26750 70000
Giiterzug 20000 800000
PKW 80 1300
LKW 220 5000

- Eine Gasflasche mit einem Fassungsvermdgen von 50 1 wurde bei einer Temperatur von 17 °C

unter einem Druck von 150 at mit Wasserstoff gefiillt. Wieviel Liter Wasserstoff sind’ bei einem
Druck von 2,5 at und einer Temperatur von 21 °C verfiigbar?

. Die Erzeugung von Elektroenergie betrug im Jahre 1965 in der DDR 53,6 10° kWh. Die

Energieerzeugung soll wie folgt gesteigert werden.
1970: 93 - 10° kWh; 1975: 138 - 10° kWh; 1980: 200 - 10° kWh

Berect Sie die Pr atze der vor ichtlichen Steigerung fiir die Jahre 1970, 1975, 1980,
bezogen auf das Jahr 1965 (53,6 - 10° kWh 2 100%)!

- Wie groB ist die in 1 h durch eine 40-W-Lampe flieBende elektrische Ladung, wenn die Betriebs-

spannung 220 V betrigt? Wie viele Elektronen sind das ungefahr?

.a) Ein MeBinstrument habe einen Widerstand von 50). Der MeBbereich betrage 10 mA.

Welcher Widerstand muB dem Instrument parallel geschaltet werden, damit man Strom-
stirken bis zu 1 A messen kann?

b) Welchen Widerstand muB man vor das Instrument schalten, um Spannungen bis zu 50 V
messen zu kénnen?

Welche Linge haben Drihte von | mm? Querschnitt aus Silber, Kupfer, Aluminium, Wolfram
und Manganin, die jeweils einen Widerstand von 1 Q besitzen?
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91.

9

~

. Wie groB ist der Widerstand einer 12 km

Aus M indraht mit einem D von 0,6 mm soll ein Schiebewiderstand von 330 Q
hergestellt werden. Wie lang muB der Draht sein?

93.Zwei Adern eines im Erdreich liegenden

langen Leitung aus Aluminiumdraht von
7,5 mm Durchmesser? Welches Gewicht hat
die Leitung?

8 el

Fernsprechkabels aus Kupferdraht mit
einem Durchmesser von 1,2 mm zeigen am
Punkt C KurzschluB gegeneinander; vgl.
Bild e 1. Zur Ermittlung der Schaden-
stelle ermittelt man fiir die Leitungsstrecke
ACB einen Widerstand von 13 Q. In welcher

>~ \ Entfernung von A liegt etwa die Schaden-
A i stelle?

11. Ein chemischer Trichter (Kegel mit gleichseitigem Achsenschnitt) hat ein Volumen von 0,51.
Wie groB ist die beim Filtrieren hoch in Betracht k de Fliche?

12. Wieviel Liter Benzin je Stunde benétigt ein Flugzeugmotor mit einer Leistung von 9000 PS bei
einem Wirkungsgrad von 7 = 35% ? Die Dichte des Benzins betrigt o = 0,8 g-cm™3, sein Heiz-
wert 11500 kcal - kg=?.

13. Ein aus Eisen bestehender Meteorit mit der Masse 7,5 kg verringert beim Durchqueren der Erd-
atmosphire innerhalb von 4 s seine Geschwindigkeit v = 8 km * s=! um 1200 m - s~*, Berechnen
Sie die Temperaturerhdhung des Meteoriten wihrend dieser 4 s (spezifische Warme des Eisens
¢~ 0,12cal - g~* - grd~")! Welche SchluBfolgerungen ziehen Sie aus dem Ergebnis?
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Dezimalbriiche
endliche -
nichtperiodische —
periodische —
unendliche —
Dichtheit
Diskriminante
Distributivitat
Division mit Rest
Doppelbriiche
Dualsystem
Durchschnitt

eindeutig
eineindeutig
Einsetzungsverfahren
Element

erfiillen

Exponent

Fallunterscheidung
vollstandige —

Funktion
Exponential-
Graph einer -
lineare —
Logarithmus—
nichtrationale —
Potenz—
quadratische —
rationale —
—swert
Umkehr-

Gleichungen
einander dquivalente —
lineare —
quadratische —
reinquadratische —

Cg4

C 86

B 66

A9, 37

B 60, D 116, 129
B S5

B 55
C86(>8)
A30

A30

B44

C70(>1)
A33
A33

€386 (> 8)
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kubische — Cc89
Normal- D 105
quadratische — Cc89
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Parabel
Scheitelpunkt der —
Positionssysteme
Potenz
—funktion
—gesetze
Rechnen mit —en
Zehner—en
potenzieren
Probe
proportional
umgekehrt —
Proportionalitéitsfaktor
Punkte
irrationale —
rationale —

Quadrat
—ische Ergidnzung
vollstindiges Quadrat

Radikand
radizieren
rational machen
Rechenstab
Relationszeichen

Skale
logarithmische —
sowohl ... als auch
Spiegelung
Stauchung
Streckung
Struktur
Systeme
- von Gleichungen
- von Ungleichungen
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C89

Cc89

C38l1
cC1
C87
CNL(>2),76(>7
C72,73,76
C79

C70,71 (>2)
B 46, 52

Cc99

C 100

Cc99
A12,17(>3)
Al2

Al2

A4
A34,D122
A3

A26
E 147
C83
E 150
B44

E 149
E 150
B 57
Cc97
C9%
C95
A32

B60 (> 4)
B 68

Teilbereich A25
Term A28
Umformen von —en A29
iiberall dicht liegen All
Umformungsregeln B 44, 48, 49
Ungleichungen B 44, 47
einander dquivalente — B 47
lineare — B 47, 50
quadratische - D 130
Variable A21(>T7)
Grundbereich einer -n A27T(>T7)
Verschiebung C95
Vieta A42,D 135
Wurzelsatz des — D 130
Vorzeichen c70
Basis- c70
Potenz- c70
Wertebereich C 86 (>8)
Wurzel A25
—exponent A26
—gesetze C78
-satz des Vieta D130
Zahlen A6
ganze — A6
gebrochene — A6
—gerade A9, 12,13,17,20
irrationale — A24
komplexe — A 26
natiirliche A6,17,19
rationale A6,11,12,25
reelle — A2l (>4),22,24,25

Zehnteilungen Al4,15



Reelle Zahlen;
Arbeiten mit Variablen

Ungleichungen
und Gleichungssysteme

Potenzen
und Potenzfunktionen

Quadratische Funktionen
und quadratische Gleichungen

Exponential-
und Logarithmusfunktionen;
Rechenhilfsmittel

Register



Systeme aus 2 linear

Quadratische Gleic

A, lllﬂ.c.n’.bﬂ. ES EN
und Aufgabenteile

E11 Rechnen mit dem Rechenstab
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