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Erlduterungen zur Arbeit mit diesem Buch

Das farbige Randregister auf dem Rand einer jeden Seite dient dem bequemen und schnellen
Auffinden der einzelnen Stoffgebiete.

Das Buch untergliedert sich in den Lehrteil A bis G und in den Aufgabenteil a bis g. Der
Teil a enthdlf die Aufgaben zum Stoffgebiet A, der Teil b die Aufgaben zum Stoffgebiet B usw.
Jedes Stoffgebiet beginnt mit einer Inhalisibersicht. Durch eine fortlaufende Numerierung
wird jedes Stoffgebiet in Ler unterteilt. Innerhalb der Lerneinheiten werden
Beispiele, Auftridge und Merksétze durch folgende Zeichen s hervor ben:

b d

Beispiele | |

Avuftrige

Merksétze P SATZ bzw. p DEFINITION

(Beachte stets den Unterschied zwischen einer Definition und einem Satz!)

Am Ende vieler Lerneinheiten findest du einen Hinweis darauf, welche Aufgaben zu dem
soeben behandelten Stoff gehéren.

Der Aufgab il enthdlt zusdtzlich noch Aufgaben zur Ubung und Wiederholung, die schwarz
numeriert wurden.

Wenn du einen bestimmten Begriff suchst, so schldgst du zuerst das Register Z am SchiuB
des Buches auf.
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A Rechenstab;
Anwendungen von Verhdltnisgleichungen
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Einfihrung in den Gebrauch des Rechenstabs

1 GleichmdBig und ungleichmdBig geteilte Skalen

Im Mathematik- und Physikunterricht der Klasse 6 haben wir einige MeBinstru-
mente benutzt, auf denen gleichmiBig geteilte Skalen angebracht sind, z. B. das
Lineal, den MeBzylinder, den Federkraftmesser, das Thermometer. Eine Skale
mit gleichmiBiger Teilung kann man sich so aufgebaut denken, daB eine Einheits-
strecke wiederholt abgetragen wurde. Auch die MeBstreifen im Bild A 1 tragen
gleichmiBig geteilte Skalen.

Fiir das Ablesen einer Skale ist von groBer Bedeutung, welchen Abstand man als
Einheit betrachtet. Wenn im Bild A 2 der Abstand von0 bis | als Einheit betrach-
tet wird, so bedeuten a = 0,6; b = 5,3; ¢ = 7,8. Wenn der Abstand von 0 bis 10
als Einheit angesehen wird, so bedeuten a = 0,06; b = 0,53; ¢ = 0,78.
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Welche Zahlen stellen die Teilstriche a, b und ¢ im Bild A 2 dar, wenn als Einheit
der Abstand von 0 bis 0,1 betrachtet wird ?

Eine Skale, bei der die Teilstriche nicht gleiche Abstinde haben, heit ungleich-

miiBig geteilt. Der Rechenstab enthilt ungleichmiBig geteilte Skalen (Bild A 3).
Wir lernen zuerst die Skale D auf dem Stabkérper (Bild A 3) kennen.

Stabkorper

A3

Mif auf deinem Rechenstab die Abstinde, die die Teilstriche iiber den Ziffern 1
und 2; 2 und 3; usw. bis 9 und 10 haben! Vergleiche die Lingen miteinander!

Die Skale D des Rechenstabs enthilt mit den Teilstrichen, die mit 1,2, 3, ..., 10
beschriftet sind, eine Einteilung, die der im Bild A 4 entspricht. Durch weitere




Striche ist diese Skale auf dem Rechenstab noch weiter unterteilt worden. Dabei
unterscheiden sich die Abschnitte von 1 bis 2, von 2 bis 4 und von 4 bis 10 vonein-
ander.

Versuche anhand deines Rech bs herauszufinden, worin die Unterschiede der

Teilungen in diesen drei Abschnitten bestehen!

2 Einstellen und Ablesen auf dem Rechenstab

Jeder Rechenstab besitzt einen Laufer (Bild A 3). Der Ablesestrich dient zum

Einstellen und Ablesen der Zahlen. Bei einem Laufer mit drei Ablesestrichen

verwenden wir den mittleren zum Einstellen und Ablesen.

Fiir das Einstellen und Ablesen von Zahlen betrachten wir nur ihre Zlﬂ'erniolgen,

das heiBt, wir lassen ein eventuell vorhandenes Komma unberuckslchtlvgt Des-

halb sprechen wir auch das Komma nicht mit. Beim Einstellen der Zahl 5,23

sprechen wir z. B. 5 — 2 — 3 (fiinf — zwei — drei).

Der Stell t des Ergebni wird vor dem Einstellen mit Hilfe eines Uber-

schlags ermittelt.

Beim Rechenstabrechnen werden nur die wesentlichen Ziffern beriicksichtigt. Alle

von Null verschiedenen Ziffern sind stets wesentlich. Die Ziffer 0 ist nur dann

wesentlich, wenn sie weder erste noch letzte Ziffer der betreffenden Zahl ist.

a) Die Zahl 1970 hat die wesentlichen Ziffern 1, 9 und 7. Emgestellt wird die
Ziffernfolge 1—-9—7.

b) Die Zahl 10,9 hat die wesentlichen Ziffern 1, 0 und 9. Eingestellt wird die
Ziffernfolge 1—0—9.

Im ersten Abschnitt kann jede Zahl mit drei wesentlichen Ziffern genau einge-
stellt werden. Zahlen mit vier wesentlichen Ziffern kénnen eingestellt bzw. abge-
lesen werden, indem die Einstellung der vierten Ziffer geschitzt wird.

Stelle mit dem Ablesestrich des Liufers auf der Skale D Zahlen mit folgender Ziffern-

folge ein!

a) 1-0-1 b) 1-0-2 c) I-0-5 d) 1-0-9 e) I-1

f) 1-1-1 g) I-1-9 h) 1-2 i) 1-2—-1 k) 1-2—-9

) 1-5 m) 1-5-5 n) 1-5-9 o) 1-6 p) 1-9-5
Im zweiten Abschnitt kann jede Zahl mit drei wesentlichen Ziffern genau einge-

stellt werden, wenn die letzte wesentliche Ziffer eine 2,4, 6 oder 8 ist. Falls die
letzte wesentliche Ziffer eine 1, 3, 5, 7 oder 9 ist, muB die Mitte zwischen zwei
Teilstrichen nach AugenmaB eingestellt werden. .

Stelle mit dem Ablesestrich des Liufers auf der Skale D Zahlen mit folgender Ziffern-

folge ein!

a) 2—0—4 b) 2—-7-8 c) 2-9—4 d) 3—0-2 e) 3—8-8
f) 2—0-3 g) 2—1-7 h) 2—-5-5 i) 3—0—5 k) 3-3-9

1) 2-2 m) 2—2-2 n) 3-3 0) 3—3-3 p) 2

q) 3

Im dritten Abschnitt kann jede Zahl mit zwei wesentlichen Ziffern genau einge-

stellt werden. Zahlen mit drei wesentlichen Ziffern lassen sich genau einstellen,
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wenn die letzte Ziffer eine 5 ist. Bei allen iibrigen Zahlen mit drei wesentlichen
Ziffern muB die Einstellung der letzten Ziffer geschitzt werden.

Stelle mit dem Ablesestrich des Léufers auf der Skale D Zahlen mit folgender Ziffern-
folge ein! -

a) 41 b)5-2 )64 d) 7-9 ) 9-8
f) 40-5 g) 5-3-5 h) 8-5-5 i) 8-9-5 k) 9-9-5
) 40-7  m) 6-1-8 n) 777 o) 8—9-2 p) 9—0-3

Aufgaben a 1 bis 6

3 Multiplizieren mit Hilfe des Rechenstabs

a) Wie kinnen zwei Strecken addiert werden ?
b) Addiere die Strecken a = 5 cm und b = 3 cm!

Mit Hilfe des Additi henstabs, der gleichmiBig geteilte Skalen trigt,
kénnen wir untér Ausnutzung der Streckenaddition Zahlen addi

Es sollen die Zahlen 2 und 3 addiert werden (Bild A 5).

1.) Wir verschieben den oberen MeBstab so, daB8 der Anfangspunkt ( der oberen
Skale iiber dem Teilstrich 2 der unteren Skale steht.

2.) Wir suchen auf der oberen Skale den Teilstrich 3 auf und lesen auf der unteren
Skale unter diesem Teilstrich die Summe 2 + 3 = 5 ab.

25

Mit Hilfe unseres Rechenstabs konnen wir unter Ausnutzung der Strecken-
addition Zahlen multiplizieren. Die ungleichméBige Teilung der Skalen unseres
Rechenstabs ist so angelegt, daB wir bei der Streckenaddition auf einen Punkt
der Teilung gelangen, dem das Produkt der Zahlen zugeordnet ist.

Es sollen die Zahlen 2 und 3 miteinander multipliziert werden (Bild A 6).

1.) Wir verschieben die Zunge so, daB8 der Anfangspunkt 1 der Skale C iiher dem
Teilstrich 2 der Skale D steht.

2.) Wir suchen auf der Skale C den Teilstrich 3 auf und lesen auf der Skale D
unter diesem Teilstrich das Produkt 2 -3 = 6 ab.

A6
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Beim Multiplizieren mit Hilfe des Rechenstabs fithren wir folgende Schritte aus:

1.) Durch 6berschlag wird ein Niherungswert des Produktes ermittelt.

2.) Auf der Skale D wird einer der beiden Faktoren eingestellt. Die Zunge wird
so verschoben, daB der Anfangspunkt 1 der Skale C (wir sagen kurz C 1) iiber
dieser Einstellung steht.

3.) Mit dem Ablesestrich des Laufers wird auf der Skale C der andere Faktor ein-
gestellt. Unter dem Ablesestrich wird auf der Skale D die Ziffernfolge des
Produktes abgelesen.

Es soll das Produkt 3,42 - 0,224 berechnet werden.

1.) Uberschlag: 3- 0,2 = 0,6.

2.) Wir stellen C 1 iiber D 3—4—2 ein.

3.) Wir lesen unter C 2—2—4 die Ziffernfolge D 7—6—6 ab.
Ergebnis: 3,42 - 0,224 ~ 0,766

Beim Multiplizieren mit Hilfe des Rechenstabs kann es vorkommen, daB der
zweite Faktor auf der Skale C nicht mehr eingestellt werden kann (Bild A 7). In
diesem Falle wird nicht der Anfangspunkt C 1, sondern der Endpunkt C 10 der
Skale C iiber die Einstellung des ersten Faktors auf der Skale D gestellt (Bild A 8).
Die Zunge wird in diesem Falle nicht nach rechts, sondern nach links verschoben.
Man nennt dieses Verfahren Multiplikation mit Riickschlag (kurz: Riickschlag).
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Es soll das Produkt 62,4 - 5,37 berechnet werden.

1.) Uberschlag: 60 - 5 = 300.

2.) Wir stellen C 10 iiber D 6—2—4 ein.

3.) Wir lesen unter C 5—3—7 die Ziffernfolge D 3—3—5 ab.
Ergebnis: 62,4.5,37 ~ 335

Das Produkt aus drei Fak berechnet man f¢ d B

Zuerst wird das Produkt aus den ersten beiden Fuktoren ermltte]t Der Ablesestrich wird
auf das Zwischenergebnis eingestellt, das aber nicht abgelesen wird.

Dann betrachtet man das Ergebnis der ersten Multiplikation als ersten Faktor der zweiten
Multiplikation.

Bei mehr als drei Faktoren verfahrt man entsprechend.
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Ein Quadratmeter Plastefolie koste 3,25 M. Fiir eine Ausstellung wird eine rechteckige
Folie mit den Seitenlingen 0,45 m und 0,67 m benétigt. Der Preis der benétigten Folie soll
mit dem Rechenstab berechnet werden:

1.) Uberschlag: 0,5-1-3 = 1,5.

2.) Wir stellen C 10 iiber D 4—5 ein. .

3.) Der Ablesestrich wird iiber D 6—7 gestellt.

4.) C1 kommt unter den Ablesestrich.

5.) Wir lesen unter C 3—2—5 die Ziffernfolge D 9—7-9 ab.

Ergebnis: Der Preis der benitigten Folie betragt 0,98 M.

Aufgaben a 7 bis 19

5 Dividieren mit Hilfe des Rechenstabs

Beim Dividieren mit Hilfe des Rechenstabs fiihren wir folgende Schritte aus:

1.) Durch Uberschlag wird ein Niherungswert des Quotienten ermittelt.

2.) Auf der Skale D wird mit dem Ablesestrich des Léufers der Dividend einge-
stellt. Die Zunge wird so verschoben, daf8 die Einstellung des Divisors auf der
Skale C unter dem Ablesestrich erscheint.

3.) Unter dem Anfangspunkt der Skale C wird auf der Skale D die Ziffernfolge
des Quotienten abgelesen.

Es soll die Zahl 8 durch die Zahl 4 dividiert werden (Bild A 9).

1.) Wir verschieben die Zunge so, daB der Teilstrich 4 der Skale C iiber dem Teil-
strich 8 der Skale D steht.

2.) Wir suchen auf der Skale C den Anfangspunkt | auf und lesen auf der Skale D
unter diesem Punkt den Quotienten 8:4 = 2 ab.
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Es soll der Quotient 51,7 : 1,74 berechnet werden.
1.) Uberschlag: 50:2 = 25.

2.) Wir stellen C 1—-7—4 iiber D 5—1—7 ein.

3.) Wir lesen unter (| die Ziffernfolge D 2—9—7 ab.
Ergebnis: 51,7:1,74 ~ 29,7

Beim Dividieren mit Hilfe des Rechenstabs kann es vorkommen, da8 unter dem
Anfangspunkt C 1 der Skale nicht mehr abgelesen werden kann. In diesem Falle
wird die Ziffernfolge des Quotienten unter C 10 abgelesen.

Es soll der Quotient 5,81 : 8,74 berechnet werden.

15) Uberschlag: 5:10 = 0,5.

2.) Wir stellen C 8—7—4 iiber D 5—8—1 ein.

3.) Wir lesen unter C 10 die Ziffernfolge D 6—6—5 ab.
Ergebnis: 5,81 : 8,74 ~ 0,665

Aufgaben a 20 bis 25



6 Verbindung von Division und Multiplikation

Ein Vorteil des Rech brech iiber dem schriftlichen Rechnen wird
bei der Verbindung von Divisions- mit Multlpllkatlonsaufgahen deutlich.

Es soll der Term LZ;E berechnet werden.

Zuerst wird der Quotient 0.157 = v ermittelt. AnschlieBend wird dann das Pro-

42,3
dukt x- 375 berechnet.
Beim schriftlichen Rech muB hst das Zwisch gebnis x h
werden Bei Verwendung des Rechenstabs finden wir das Ergebms, ohne daf} das

Z h gebnis x abgel werden muB.
1.) Uberschlag: %(;—'93 2

2.) Wir stellen C 4-2—3 iiber D 1—-5—7 ein.
3.) Wir lesen unter C 3—7—5 die Ziffernfolge D 1-3—9 ab.
0,157 - 375
E; iss ——— ~ 1,39.
rgebnis. 3 39

b
Beim Berechnen eines Terms der FormaT (c = 0) mit Hilfe des Rechenstabs

fiihren wir folgende Schritte aus (Bild A 10):

1.) Durch Uberschlag wird ein Naherungswert fiir das Ergebnis ermittelt.

2.) Auf der Skale D wird mit dem Ablesestrich die Zahl a eingestellt. Die Zunge
wird so verschoben, daB der Teilstrich ¢ der Skale C unter dem Ablesestrich
erscheint.

3.) Auf der Skale C wird mit dem Ablesestrich die Zahl b eingestellt. Auf der
Skale D wird unter dem Ablesestrich die Ziffernfolge des Ergebnisses abgelesen.

Wenn im Schritt 3.) die Zahl b auf der Skale ¢ nicht eingestellt werden kann, so ist

zunichst ein Riickschlag erforderlich.

Es soll der Term % berechnet werden.
1.) Uberschlag: 1—010 =15

2.) Wir stellen C 9—7—1 iiber D 4—5—3 ein.
3.) Riickschlag: Wir stellen den Ablesestrich iiber C 10 und verschieben die
Zunge so, daB C 1 unter dem Ablesestrich erscheint.
4.) Wir lesen unter C 1—1-9 die Ziffernfolge D 5-5—5 ab.
Eiebnisi 4,53 - 11,9 ~ 555
rgebnis: o1 ~ 5,
Aufgaben a 26 bis 29
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7 Verhdltnisgleichungen

Jede Gleichung der Form

%:%bzw. atb=c:dmithd+0
heiBt Verhiiltnisgleichung.
Die Verhaltnisgleichung % = % kann nach a, nach b, nach ¢ oder nach d auf-

gelost werden.

Gegeben ist die Verhaltnisgleichung % = —} :

a) Die Gleichung ist nach a aufzuld b) Die Gleichung ist nach ¢ aufzulésen.
Wir multiplizieren die Verhiltnis- Wir multiplizieren die Verhaltnis-
gleichung mit b: gleichung mit d:

a c a c
—b—-b=T-b T~d=7-d.
c-b Wir vertauschen die Seiten der
C=TT Gleichung: -
= a-d
)

¢) Die Gleichung ist nach b aufzul d) Die Gleichung ist nach d aufzulssen.
Wir multiplizieren die Verhiltnis- Wir multiplizieren die Verhiltnis-
gleichung mit b - d: gleichung mit b - d:

a c a c
T~b-d=7-b-d T-b~d=7~b-d
a-d=c-b. a-d=c-b.
Dann dividieren wir durch ¢ und Dann dividieren wir durch a:
vertauschen die Seiten: a-d c'b
a-d _ u @ 8
¢ c b-c
potd Sy

Sind drei Glieder einer Verhﬁltnisgleichung bekannt, so kann das vierte Glied be-
rechnet werden.

Gesucht: x
cx
68
21,2-x=5,5-6,8 +21,2
. 5,5-6.8
ST
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Der Term % kann mit Hilfe des Rechenstabs berechnet werden.

Fiihre die Rechnung im Beispiel A 13 selbst zu Ende!

Die Genossenschaftsbauern einer LPG wollen auf ihre insgesamt 37,2 ha groBe
Weizenanbaufliche 41,3 dt Kalkstickstoff aufbringen. Wieviel Dezitonnen Kalk-
stickstoff werden fiir einen Schlag von 8,6 ha verbraucht, wenn auf alle Getreide-
flichen je Hektar die gleiche Menge kommen soll ?

Ansatz: Fliache in ha | 37,2 ! 8,6
Kalkstickstoff indt | 41,3 |z
Verhiltnisgleichung: Rechenstabrechnung:
37,2 8,6 L 40-10
13- x 1.) Uberschlag: 0= 10
41,3 - 8,6 2.) Wir stellen C 3—7—2 iiber
¥="mz D 4-1-3 ein.

3.) Wir lesen unter C 8—6 die Ziffern-
folge D 9—5—5 ab.

Ergebnis: Fiir den Schlag werden etwa 9,5 dt Kalkstickstoff verbraucht.

In 825,0 g einer bestimmten Salzlésung sind 47,9 g Salz enthalten. Von derselben
Lésung sollen weitere 165,0 g hergestellt werden. Wieviel Salz wird dazu benétigt ?

Ansatz: Salzldsung in g | 825,0 | 165,0
Salzmenge in g | 47,9 | x
Verhdltnisgleichung: Rechenstabrechnung:
825,0  165,0 . 50200
7o = 1.) Uberschlag: 00~ 12
47,9 - 165,0 2.) Wir stellen C 8—2—5 iiber D 4—7—9
¥ = T835.0 3.) Riickschlag: Wir stellen den Ab-

lesestrich iiber C 10 und schieben

C 1 unter den Ablesestrich. ’
4.) Wir lesen unter C 1—6—5 die

Ziffernfolge D 9—5—3 ab.

Ergebnis: Fiir die Salzlésung werden etwa 9,5 g Salz benétigt.

Aufgaben a 30 bis 45

8 Die Proportionaleinstellung des Rechenstabs

In den Beispielen A 13, 14, 15 haben wir das vierte Glicd einer Verhiltnisgleichung
berechnet und dabei den Rechenstab benutzt. Mit Hilfe der Proportionaleinstel-
lung des Rechenstabs kann man sich das Auflésen nach der Variablen ersparen.
Zur Berechnung von x im Beispiel A 14 stellen wir beispielsweise den Rechenstab
wie im Bild A 11 ein. Wir denken uns gewissermaflen die Gleitfuge als Bruch-

11




372
| 1
0 :
t

I7 4i3

strich und stellen auf der Skale C die Zihler und auf der Skale D die Nenner ein.

Also: z

1) Uberschlag: Da der Nenner auf der linken Seite etwas groBer als der Zihler
auf der linken Seite ist, muB auch der Nenner auf der rechten Seite etwas
groBer als der Zihler auf der rechten Seite (etwa 10) sein.

2.) Wir stellen C 3—7—2 iiber D 4—1—3.

3.) Wir lesen unter C 8—6 die Ziffernfolge D 9—5—5 ab.

Ergebnis: x = 9,55

Die Proportionaleinstellung ist b s vorteilhaft, wenn mehrere Werte durch
eine Einstellung abgelesen werden kénnen.

d

Gegeben sind folgende Entfernungen in S ilen:

1,7 sm; 2,3 sm; 3,9 sm; 5,1 sm. Diese Entfernungen sollen in Kilometer umge-
rechnet werden. Aus der Beziehung 1sm = 1,852 km folgt die Verhltnis-
gleichung

1 1,7

1,852 x
Wir stellen C 1 iiber D 1-8—5—2 ein. Dann lesen wir der Reihe nach ab (Bild A12):
a) unter C 1-7 die Ziffernfolge D 3—1—5,
b) unter C 2—3 die Ziffernfolge D 4—2—6,
¢) unter C3-9 die Ziffernfolge D 7—2—2,
d) unter C 5-1 die Ziffernfolge D 9—4—5.

Ergebnis: Die Umrechnung ergibt 3,15 km; 4,26 km; 7,22 km; 9,45 km.
Mit einer einzigen Einstellung
1 a

1,852 «x
kénnen wir in diesem Beispiel fiir jede Entfernung a, die uns in Seemeilen gegeben
ist, die Entfernung in Kilometern ablesen. Mglicherweise ist jedoch auch ein
Riickschlag erforderlich. In unserem Beispiel wire ein Riickschlag zum Beispiel
fiir die Umrechnung von 85 sm erforderlich geworden.
Wir stellen also C 10 iiber D 1-8—5—2 ein und lesen unter C 8—5 die Ziffernfolge
D 1-5-8 ab.

Ergebnis: 85 sm sind 158 km.

Gesucht sind Zahlenpaare [a; b], die die Verhiltnisgleichung
3 _a
55 b

erfiillen.
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' Wir stellen C 3 iiber D 5—5 ein. Dann finden wir zu jeder beliebigen Zahl a, deren

Ziffernfolge wir auf der Skale C aufsuchen, die Ziffernfolge der zugehérigen Zahl b
auf der Skale D.

Fiir @ = 4,2 erhalten wir b = 7,7, also [4,2; 7,7].

Fiir a = 18 erhalten wir b = 33, also [18; 33].

Stelle in einer Tabelle zehn Zahlenpaare [a; b] zusammen, die die Verhdltnis-
gleichung % S erfullen'

Gib mind. dret Zahlenpaare an, fiir die ein Riickschlag erforderlich ist!

Aufgaben a 46 bis 53

Prozentrechnung

9 Die Zahl 100 als Vergleichszahl

Viele Aufgaben des tiiglichen Lebens fiihren auf Zahlenvergleiche.

a) Teilnahme an der Mathematik- b) Jahresplanerfiillung bei der
olympiade Produktion von Maschinen
s ek e 2l KT Betrieb A | Betrieb B
Schiilerzahl 31 33 Plan - 260 350
| Teilnehmer 24 26 Planerfiillung 275 380

Frage: In welcher Klasse ist die Betei- Frage: Welcher Betrieb hat eine hohere
ligung besser ? Planerfiillung ?

Solche Aufgaben kénnen mit Hilfe der Prozentrechnung gelst werden.

Die Prozentrechnung ist ein Anwendungsgebiet der Verhiltnisgleichungen. Ver-
haltnisgleichungen haben wir mit Hilfe des Rechenstabs gelést. Daraus ist zu
ersehen, daB wir zur Lésung der Aufgaben aus der Prozentrechnung den Rech

stab verwenden kénnen.

Im Beispiel A 18a ist ein Vergleich beider Klassen nicht ohne weiteres mbglich
da beide Klassen unterschiedliche Schiilerzahlen haben.

In der Praxis werden zur Erleichterung des Vergleichs viele Zahlenangaben euf
die Zahl 100 bezogen.

Die Normen fiir die Viehhaltung in der Landwirtschaft beziehen sich auf 100 ha
landwirtschaftlicher Nutzfliche.

Die Angaben iiber den Kraftstoffverbrauch fiir Kraftfahrzeuge erfolgen je
100 km Fahrstrecke.

Die Preise verschiedener Waren werden je 100 g angegeben usw.

Auch beim Vergleich von Zahlenverhiltnissen (Quotienten) wird die Zahl 100 als
Vergleichszahl verwendet ; die Quotienten werden dann in Briiche mit dem Haupt-
nenner 100 verwandelt.
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Die Norm fiir den Kraftstoffverbrauch des PKW Trabant 601 betrigt 6,81 je

100 km Fahrstrecke. Ein Kraftfahrer benstigte fiir seinen Wagen von diesem
Typ 271 Kraftstoff fiir eine Fahrstrecke von 375 km. Es soll der Kraftstoffver-
brauch je 100 km Fahrstrecke berechnet werden. Um wieviel Liter weicht der
Verbrauch vom Normverbrauch ab ?

Fahrstrecke in km | 100 | 375

Verbranch fa'l x | 27

Da der Verbrauch und die Fahrstrecke direkt proportional sind, ergibt sich die
Verhaltnisgleichung

100 375

x 27"
Wir finden
100 - 27 2700

R IR T
Die Berechnung mit dem Rechenstab ergibt x &~ 7,2.
Ergebnis: Der Verbrauch betrigt 7.21 je 100 km und liegt also um 0,4 1 je 100 km
héher als die Norm.

In 715 g einer Kochsalzlosung A seien 107 g Kochsalz gelsst. In einer anderen
Kochsalzlosung B seien in 565 g dieser Losung 79 g Kochsalz enthalten. Welche
Lésung ist salzhaltiger ?

Der Losungsweg ist aus der folgenden Tabelle zu ersehen:

Salzlosung A Salalonang B
Uberschlag : : %NO,I %xo,l
gnmhnmzm R;;:Q“::ﬁmm ;T";w 015= %' | %m ;;14 =nl%‘o

Ergebnis: Die Salzlssung A ist salzhaltiger, denn auf 100 g dieser Lésung entfallen
15 g Salz, wihrend 100 g Salzlssung B nur 14 g Salz enthalten.

Beantworte die in den Beispielen A 18a und b gestellten Fragen!

Aufgaben a 54 bis 59

10 Prozentbegriff

Der Vergleich von Zahlenverhiltnissen wird in der Praxis meistens auf den Ver-
gleich von Briichen mit dem Nenner 100 zuriickgefiihrt. Im Beispiel A 20 betrug

14



der Salzanteil der Losung Alt]_s() und der Salzanteil der Lésung B % . Auf100 g

der Salzlésung A entfallen 15 g Salz, auf 100 g der Salzlésung B 14 g Salz. Da der
Vergleich von Briichen mit dem Nenner 100 sehr hiufig vorkommt, wurde fiir
die Angaben in Hundertstel ein besonderer Begriff eingefiihrt. Fiir 1 Hundertstel
einer gegebenen Zahl wird die Bezeichnung 1 Prozent (geschrieben 19) verwen-
det. Das Wort ,,Prozent* geht auf die lateinischen Worter ,,pro centum* zuriick,
die ,,fiir hundert*, sinngemiB also ,,Hundertstel*, bedeuten.

Die Salzlssungen A und B im Beispiel B 20 enthalten also 159, bzw. 149, Salz.

DEFINITION: Ein Prozent einer Zahl ist der hundertste Teil dieser Zahl.

19, von a toimll00 S

Jede Angabe in Prozenten kann durch einen Dezimalbruch ersetzt werden. Um-
gekehrt 1aBt sich jeder Bruch mit dem Nenner Hundert durch eine Prozentangabe
ersetzen. In der folgenden Tabelle sind einige Prozentangaben mit den zugehori-
gen Dezimalbriichen angegeben.

Prozente 1% | 49% | 10% | 23% [ 50% | 75% | 1009% | 105% [231%

Dezimalbruch 0,01 | 0,04 | 0,10 | 0,23 | 0,50 | 0,75 [ 1,00 1,05 2,31

Wenn also beispielsweise die Hilfte aller Schiiler einer Klasse aktive Sportler
sind, so kann auch gesagt werden, daB8 50 9%, aller Schiiler dieser Klasse aktiv
Sport betreiben. Umgekehrt bedeutet die Angabe, daB 759, der Schiiler einer

3
Klasse 7 den Englisch richt b hen, daB — aller Schiiler dieser Klasse Eng-
g 4 g

lisch lernen.

Erliutere folgende Angaben:

a) In der Klasse 7a einer Schule nahmen 77 %, der Schiiler und in der Klasse 7 b
derselben Schule nahmen 79 %, der Schiiler an der Mathematikolympiade teil!

b) Der Betrieb A hat den Jahresplan mit 106 %, der Betrieb B mit 109 %, erfiillt!

11 Grundwert, Prozentsatz, Prozentwert

Eine landwirtschaftliche Produktionsgenossenschaft stellte sich in einem Jahres-
plan die Aufgabe, 362 dt Schlachtrind (Lebendgewicht) abzuliefern

Nach Ablauf des ersten Quartals wurden 94 dt abgeliefert. Wie hoch war die pro-
zentuale Erfiillung des Jahresplanes nach dem ersten Quartal ?

Tabelle: Jahresplan: 362 dt

Im 1. Quartal geliefert: | 94dt
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Wir berechnen die prozentuale Erfiillung, indem wir auf Hundertstel umrechnen:
94

362 ~ 0,26, das sind 26 9,.

Wir fiihren nun folgende Bezeichnungen ein, die wir in jeder Aufgabe aus der
Prozentrechnung benutzen: Grundwert (G), Prozentwert (P), Prozentsatz (p)-

Im Beispiel A 21 war:
der Grundwert der Jahresplan in dt,
der Prozentwert die Leistung im ersten Quartal in dt,
der Prozentsatz die Anzahl der Hundertstel.

Wir kénnen also schreihen: G = 362, P = 94, p = 26.

Fiihre eine entsprechende Berechnung fiir zwei andere landwirtschaftliche Produk-
tionsgenossenschaften durch:

LPG A LPGB
Jahresplan 248 di 144 dv
Planerfiillung nach dem ersten Quartal 62 dt 32dt

Ist ein Grundwert G gegeben, so ist jedem Prozentsatz von diesem Grundwert ein
Prozentwert zugeordnet. Umgekehrt ist auch jedem Prozentwert ein Prozentsatz
von diesem Grundwert zugeordnet.

Der Grundwert betrage 248 dt. Dann gilt die folgende Zuordnung:

Prozentsa )| 2 8 |.oa] 10 |l SO 70 100

496|744 ... |248( ... | 124 | ... |173,6] ... 248

Jeder Prozentwert ergibt sich aus dem zugehérigen Prozentsatz durch Multipli-
kation mit dem Proportionalitatsfaktor 2,48. Zwischen den Prozentsitzen und den
ihnen zugeordneten Prozentwerten besteht Proportionalitit. Dem Prozentsatz
1009, ist der Grundwert G zugeordnet.

Wegen der Proportionalitit kann die Tabelle kiirzer geschrieben werden.

Prozentsatz P 100 (G = 248)

| Prozentwert in dt P 248

Es gilt die Verhiltnisgleichung
P _ 2
p 100"

Wenn wir fiir den Grundwert das Zeichen G schreiben, erhalten wir
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12 Berechnung von Prozentwerten

Bei bekanntem Grundwert G und Prozentsatz p laBt sich der Prozentwert P be-
rechnen, der dem gegebenen Prozentsatz zugeordnet ist. Wir losen dazu die Ver-

P G
altnisglei — = —nach £
hiltnisgleichung » 100 nach P au

Gp

100

Al3

In den letzten Jahren ist der Anteil
des Autobusverkehrs an der Personen-
befsrderung gegeniiber der Eisenbahn
und der Schiffahrt immer mehr ge-
stiegen. Dem ,,Statistischen Jahrbuch
der Deutschen Demokratischen Repu-
blik*, Jahrgang 1968, wurde die fol-
gende Ubersicht entnommen:

Beforderte Personen Anteil des Kraft-

Jahr J insgesamt verkehrs

_in Mill. in 9,
1950 2830 3,9
1955 3078 10,9
1960 3607 18,5
1964 3473 25,1
1967 3491 28,3
1968 3461 29,3

Durch die Tabelle sind die Grundwerte fiir die einzelnen Jahre und die Prozent-
sitze fiir den Anteil des Kraftverkehrs an der gesamten Personenbeférderung
gegeben. Wir wollen die jeweiligen Prozentwerte berechnen. Die Gesamtzahl der
befsrderten Personen ist der Grundwert. Fiir 1950 erhalten wir:

=Lp
100
2830 - 3.9
P="T0
P = 110,37

Ergebnis: P ~ 110, d. h., mit Autobussen wurden 1950 rund 110 Mill. Personen
beférdert.

Ermittle mit Hilfe des Rechenstabs die Anzahl der Personen, die durch den Kraft-
verkehr in den Jahren 1955, 1960, 1964, 1967 und 1968 beférdert wurden!

Aufgaben a 60 bis 74
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13 Berechnung von Prozentsiitzen

Bei bekanntem Grundwert und Prozentwert 148t sich der Prozentsatz berechnen,
der dem gegebenen Prozentwert zugeordnet ist. Wir losen dazu die Verhaltnis.
gleichungz = £ nach p auf:
P 100
P-100
S

Aus der folgenden Tabelle ist die Steigerung des Maschinenbestandes in den land-
wirtschaftlichen Produktionsgenossenschaften unserer Republik ersichtlich.

1960 1968
Traktoren ; 43170 120 125
Miihdrescher 3241 15 461
Kartoffelsammelroder 3228 8182

Es ist zu berechnen, auf wieviel Prozent der Bestand jeweils gebracht wurde. Der
Bestand im Jahre 1960 ist jeweils der Grundwert.
Fiir Traktoren erhalten wir:

£ 6
p 100
P-100 120125-100
= =—0 s~ 278,
G 43170 18,26

Ergebnis: Der Bestand an Traktoren wurde auf rund 278,39, gesteigert.

Das Beispiel A 24 zeigt, daB der Prozentwert groer als der Grundwert sein kann.
Wenn P - ¢, so p < 100. Wenn P — (;, so p =100. Wenn P - (;, so p > 100.

Die Tabelle im Beispiel A 24 enthilt aufer Angaben fiir Traktoren auch die Be-
stinde an Mihdreschern und Kartoffelsammelrodern. Berechne auch fiir den Bestand
an Mihdreschern und Kartoffel. Irodern die pr le Steigerung! In welcher
Position wurde die grofte Steigerung erzielt ?

Aufgaben a 75 bis 86

14 Berechnung von Grundwerten

Bei bekanntem Prozentsatz und Prozentwert liBt sich der Grundwert berechnen,

auf den sich die gegeb Angaben beziehen. Wir lgsen dazu die Verhaltnis-
gleichlmgp£ = % nach G auf:
P10
=
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Die Sowjetunion hat ihre Erdolforde-
rung stindig steigern kénnen. Dabei
war die Zunahme groBer als in vielen
anderen Lindern der Erde; groBer als
z. B. in den USA, Venezuela oder Saudi-
Arabien. Dadurch erhéhte sich der An-
teil der Sowjetunion an der Erdélforde-
rung der Welt immer mehr (Bild A 14).

Jahr 1950 b 1955 1960 1964 1966
Erdslforderung in der SU

in Mill. ¢ "1 38 71 147 223 264
Anteil an der Wdlﬁlu‘lmg 1,3% 9,29%, 13,99% 15,8% 16,2%

Die Angaben in dieser Tabelle sind Prozentwerte bzw. Prozentsitze, die sich auf
die Erdolfsrderung der gesamten Welt beziehen. Wir wollen die jeweilige Welt-
forderung berechnen.

Fiir 1950 erhalten wir:

i 16
p 100
P-1
¢ = 00
P
38- 100
G = 73 ~ 521

Ergebnis: Die Erdolforderung der Welt betrug 1950 rund 521 Mill. t.
Berechne die Erdolforderung der Welt in den Jahren 1955, 1960, 1964 und 1966!

Aufgaben a 87 bis 94

15 Bequeme Prozentsdtze

Es gibt Prozentsitze, mit denen es sich besonders einfach rechnen laft.

a) 509 von 240 sind 120. b) 259% von 480 sind 120. ¢) 4%, von 600 sind 24.
Ist der Prozentsatz p ein Teiler der Zahl 100, so 148t sich der Bruch lpﬁ kiirzen.

Wir erhalten einen Bruch mit dem Zahler 1. Die gesuchten Prozentwerte finden
wir, indem wir die betreffenden Grundwerte durch den jeweiligen Nenner divi-
dieren. Besitzen der Prozentsatz p und die Zahl 100 einen gemeinsamen Teiler,

so laBt sich der Bruch fp(i)ﬁ ebenfalls kiirzen. Auch in diesen Fillen kann die Rech-

nung vereinfacht werden.

2* 19




759, von 120 sind 90.

3

Diesem Prozentsatz ist der Bruch 17750 =% zugeordnet. Wir rechnen also
3
120 - T) 3

Die folgende Tabelle enthilt einige Prozentsitze, mit denen es sich besonders ein-
fach rechnen laBt.

w, 1 4 S |10 12% 20 | 25 33% 50 | 75 | 100 | 150 | 200

B L1 afifafatala)a]sf [s],
100 10025 | 2010 8 | 54| 3|24 2

Diese ,,bequemen“ Prozentsitze werden hiufig fiir Uberschlagsrechnungen ver-
wendet.

Die durchschnittliche jihrliche Milchleistung wurde in einer LPG von 1900 kg

auf 2790 kg je Kuh gesteigert. Auf wieviel Prozent. der friiheren Leistung ist die

jetzige Leistung gestiegen ? 5

Bekannt sind der Grundwert G = 1900 und der Prozentwert P — 2790. Gesucht

P- 100
G

ist der Prozentsatz p —

3000

ssung: sl 2000, .8 0
Lisung: 1. Uberschlag: 100 ~ 2000 = 32 ° also p &~ 150 %,

2.p= % . Die Berechnung mit dem Rechenstab ergibt

p = 1479,

Ergebnis: Die jahrliche Milchleistung ist auf rund 147 % der fritheren Leistung je
Kuh gesteigert worden.

Aufgaben a 95 bis 98

16 Graphische Darstellungen

Wenn zwei Zahlenfolgen gegeben sind und wenn den Zahlen der einen Folge
Zahlen der anderen Folge zugeordnet sind, so kann diese Zuordnung graphisch
dargestellt werden.

Die folgende Tabelle gibt den Schiffsbestand der Handelsflotte der DDR an.

a ]‘.In" ; 1952 [ 1954 | 1956 | 1958 | 1960 | 1962 | 1964 | 1966 | 1968

1 3 17 31 47 82 110 | 150 | 163




P

60
P
w —
w
Als 0

1952 19% 1956 1958 190 1%62 1964 1966 1968
/

Jeder Jahreszahl a ist eine (und nur eine) Zahl b zugeordnet, die die Anzahl der
Hochseeschiffe unserer Handelsflotte in dem betreffenden Jahr angibt. Tragen
wir die Jahreszahlen a auf einer horizontalen Achse und die Zahlen b auf einer
vertikalen Achse auf, so ist jedem Zahlenpaar [a; b] ein Punkt der Ebene zu-
geordnet (Bl.ld A 15). Wir verbmden diese Punkte durch einen Streckenzug und
erhalten ein sog Li das die Entwicklung des Schiffs-
bestandes in der DDR veranschaulicht.

Liniendiagramme zeigen Entwicklungstendenzen an. Sie geben im allgemeinen
keinen AufschluB iiber Zwischenwerte. Im Jahre 1965 beispielsweise bestand die
Handelsflotte der DDR aus 127 Schiffen. Das Bild A 15 zeigt jedoch fiir das Jahr
1965 einen Bestand von 130 Schiffen an. Das liegt daran, daB die Verbindung der
gegebenen Ebenenpunkte durch einen Streckenzug mathematisch nur in heson-
deren Fillen gerechtfertigt ist. )

Die graphische Darstellung von Zahl erial durch Liniendiagramme erfolgt
haufig so, daB die gegeb Zahlen ichst in Prozentsitze beziiglich eines will-
kiirlich gewéhlten Grundwertes umgerech- ’
net werden.

sh

Die folgende Tabelle gibt einen Uberblick 4
iiber die Entwicklung der Walzstahlerzeu-

gung in unserer Republik. Wegen der /
groBen Zahlen sind die Angaben in der

zweiten Zeile uniibersichtlich. Wir wihlen ‘/
deshalb die Produktion von 1950 als /
Grundwert (100%,) und rechnen die auf 300

diesen Wert bezogenen Prozentsiitze fiir /
die iibrigen Jahre aus. (Mit Hilfe des /
Rechenstabs ergeben sich die Prozentsitze g
mit einer einzigen Einstellung.) Die Pro-
zentsiitze werden auf einer vertikalen /
Achse abgetragen (Bild A 16). /

/

Al6. 4y
1950 1955 1960 1965 1967
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Walzetahlge ¢ 1 doe Toolaiiins Deshobea necha Wopetls
Jahr 1950 1955 1960 1965 1967
int 780 700 1884100 | 2613300 | 2986 300‘ 3075 200
in %

1950 2 100 %, 100 241 334 382 394

Eine weitere Mbg‘lichkeit zur graphischen Darstellung von Zahlenmaterial sind
Streifendi

5 &

Die folgende Tabelle, die im Streifendiagramm (Bild A 17) dargestellt ist, zeigt
die Entwicklung der Produktion von Rundfunkempfingern, wobei der Anteil an

Kofferempfingern besonders vermerkt wurde.

Jahr 1955 1960 - 1965 1967

R

(insgesamt) 724 659 809 582 808 008 932 009

davon Kofferempfinger 137327 305 743 264 350
17% 37,8% 28%

\Sonstige Flachen)

1955 1960 1965 1967 Jaf
Al8
Zahlenangaben kénnen auch durch Kreisdi: graphisch dar-

gestellt werden. Kreisdiagramme werden besonders dann bevorzugt, wenn be-
Aufteil h

Lich

B

ver

werden sollen.

Drei landwirtschaftliche Prn----- t
inschaft mit i

rati

en haben sich zu einer Koope-
t 2163 ha Flﬁche zusammengeschlossen. Davon

sind 1316 ha Ackerland, 450 ha Wiesen und Weiden und 362 ha Wald. Der ver-
bleibende Rest entfillt auf Wege, bebautes Gelinde und Odland (Bild A 18).
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(Wir rechnen mit Hilfe der Proportionaleinstellung des Rechenstabs!)

2163 ha £ 100 9, 100 9% = 360°
13l6ha = 60,89 60,8%, 2 219°
450 ha 2 20,89, 20,89 & 75°
362 ha 2 167% 16,7% 2 60°
35ha2 1,69 16%2 6

(Die Abweichungen von 100 %, die sich bei der Addition der prozentualen Anteile
ergeben, sind auf das Runden zuriickzufiihren.)

Bei den bisherigen Aufgaben der Prozentrechnung sind wir von der Verhiltnis-
P G

gleichung — = Top “usgesang Wird der Prozentsatz p fest gewihlt, so laBt sich
P
der Zusammenhang zwischen P und G Al9
mit Hilfe eines Koordinatensystems = T T T
graphisch darstellen. i s we i B B B
Die Grundwerte werden auf der hori- 6+ 4 : } .
zontalen, die Prozentwerte auf der ver- 54 e o | P
tikalen Achse abgetragen. 5 } | E i = |
bl g (]

Die Auflésung der Verhiltnisgleichung il 4{ —i,. —y —!

P ¢ S I I 4
= m nach P ergibt die Gleichung Y : j’ "!’7 | —If
P_W G =0l26. _+"T}/!'“"f“""‘“‘?"

t T T
Wir tragen die Grundwerte auf einer -1 e =+

einer vertikalen Achse ab (Bild A 19).
Fiir G = 45 finden wir P = 5,4.

horizontalen und die Prozentwerte auf [ T T T
14

Das Bild A 20 zeigt die graphischen Darstellungen der Gleichung P = £ G fiir
mehrere Prozentsitze, die fest gewihlt wurden. 100

5

THTY
e

i
—

-
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17 Weitere Aufgaben aus der Prozentrechnung

Besondere Beachtung verdienen in den Aufgabentexten die Wortverbindungen
»Steigerung um* oder ,,Steigerung auf* hzw. »Senkung um* oder ,»Senkung auf*.

In einem Betrieb werden monatlich 530 Apparate hergestellt.
a) Nach dem Einbau einer automatischen TaktstraBe war eine Steigerung um
1309, festzustellen. Wieviel Apparate werden nun monatlich hergestellt ?
b) Nach dem Einbau einer automatischen TaktstraBe war eine Steigerung auf
1309, festzustellen. Wieviel Apparate werden nun monatlich hergestellt ?’

Im Beispiel 34 a stellen wir die Verhiltnisgleichung

100 230

530 «x
auf, denn die Produktion von 100 %, wird um 1309, gesteigert:

1009% + 130%, = 230 %,
Wir erhalten als Ergebnis: x = 1219,
Das Beispiel 34b fiihrt auf die Verhiltnisgleichung

100 130

530  x
denn die Steigerung auf 130 %, bedeutet, daB sie nur 30 9, héher ist als zuvor.
Wir erhalten als Ergebnis: x = 689.
Es gibt Aufgaben, bei denen an Stelle des Grundwertes ein vermehrter Grund-
wert gegeben ist, z. B.:
,»In einem Jahr produzierte ein Betrieb Waren im Werte von 32,4 Millionen Mark.
Das sind 1089, der Produktion des Vorjahres. Um wieviel Mark wurde die Pro-
duktion gegeniiber dem Vorjahr gesteigert ?*
In dieser Aufgabe ist an Stelle des Grundwertes ein um 8 9, vermehrter Wert ge-
geben. Um die Produktionssteigerung in Mark zu berechnen, kann zunichst der
Grundwert bestimmt werden. Die Produktionssteigerung ergibt sich dann als
Differenz aus dem vermehrten Grundwert und dem Grundwert. Aus der Verhilt-

nisgleichung
324 108 32,4 - 100
6 100 finden wir G = —W_ao.

Ergebnis: Die Produktionssteigerung betrigt 2,4 Mill. M.

Die geplante Produktion eines Betriebes wurde im Jahre 1968 mit einem Betrag
von 6 Millionen Mark iiberboten. Die Produktion betrug insgesamt 126 Millionen
Mark. Um wieviel Prozent wurde die geplante Produktion iiberboten ?
In dieser Aufgabe ist an Stelle des Grundwertes ein um 6 Millionen Mark vermehr-
ter Grundwert gegeben. Um die Produktionssteigerung in Prozenten zu berech-
nen, ist es giinstig, zundchst den Grundwert zu ermitteln. Er ergibt sich als
Differenz aus dem vermehrten Grundwert und dem iiberplanméfigen Betrag:

G =126 — 6 = 120.
Den Prozentsatz finden wir nun aus der Verhaltnisgleichung

120 100

6 p
Es ergibt sich p = 5.

Ergebnis: Die Produktion wurde um 59, gesteigert.
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Aufgaben, bei denen an Stelle des Grundwertes ein vermehrter Grundwert ge-
geben ist, werden also geldst, indem zunichst der Grundwert berechnet wird.
AnschlieBend wird die gesuchte GréBe ermittelt.

Entsprechend gibt es Aufgaben, bei denen an Stelle des Grundwertes ein vermin-
derter Grundwert angegeben ist.

Durch Materialeinsparung konnten die Kosten fiir die Herstellung eines Werk-
stiicks urh 9 9, gesenkt werden und betragen nun nur noch 455 Mark. Um wieviel
Mark wurden die Herstellungskosten je Werkstiick gesenkt ?
In dieser Aufgabe ist ein um 9%, verminderter Grundwert gegeben. Die Kosten-
senkung in Mark ergibt sich als Differenz aus den alten und den neuen Kosten.
Dazu miissen zunichst die alten Kosten berechnet werden. Wir stellen hierzu die
Verhiiltnisgleichung
455 91
G 100
auf. Es ergibt sich
455 - 100
h==g
G =500 .

Ergebnis: Die Kosten konnten um 45 M gesenkt werden.

Die Selbstkosten fiir ein Werkstiick betragen 235 Mark. Sie liegen damit um
15 Mark unter den geplanten Selbstkosten. Um wieviel Prozent wurden die ge-
planten Selbstkosten unterboten ?
In dieser Aufgabe ist ein um 15 Mark verminderter Grundwert gegeben. Den
Grundwert finden wir als Summe aus dem verminderten Grundwert und dem
Betrag, um den die geplanten Selbstkosten unterboten wurden.
G=235+15
G = 250.
Die Selbstkostensenkung in Prozenten ergibt sich jetzt aus der Verhaltnis-
gleichung
250 100
BT p
Wir finden
_15-100
250
p=i6.

Ergebnis: Die geplanten Selbstkosten wurden um 6 %, unterboten.
Manche Aufgaben aus der Prozentrechnung fiihren infolge ihrer Fragestellung
nicht auf direkte, sondern auf umgekehrte Proportionalitit.

Die Normzeit fiir die Uberholung einer Maschine betrigt 66 Stunden. Die Ma-
schine wurde in 60 Stunden iiberholt. Welcher prozentualen Planerfiillung ent-
spricht das ?

Bei halbem Zeitaufwand wiirde eine Planerfiillung von 200 %, angerechnet wer-
den. Je geringer der Zeitaufwand ist, desto héher ist die Planerfiillung. Aus diesem
Grunde gehen wir in diesem Beispiel nicht von einer Verhltnisgleichung, sondern
von einer Produktgleichung aus.
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Zeitaufwand in h 66 60

Prozentsatz 100 P

Produktgleichung: 66 - 100 = 60 - p
~66-100
P="%0

=110.

Ergebnis:
Der Plan wurde mit 110 % erfiillt.
(In dieser Aufgabe spiegelt die Fragestellung nicht genau den Sachverhalt wider.
Es miiBite danach gefragt werden, um wieviel Prozent die Normzeit unterboten
wurde.)

Aufgaben a 99 bis 108

18 Zinsrechnung

Die Zinsrechnung ist eine Al g der Prozentrechnung auf das Geldwesen.
Die Sparkasse vergiitet fiir die eingezahlten Geldbetrige jihrlich einen bestimm-
ten Betrag, der von der Hohe des Guthabens und von dem festgelegten Prozentsatz
abhingt. Dieser Betrag stellt den Prozentwert dar und wird Zinsen genannt.

Bei der Zinsrechnung wird die Zeit mit in Rechnung gesetzt. Die Zinsen werden
nur von vollen Markbetrigen berechnet.

In der folgenden Tabelle stellen wir die besonderen Fachausdriicke der Zins-
den Ausdriicken in der Prozentrechnung gegeniiber.

reck g den entspr

Pr i F T

Grundwert G | Guthaben G

Prozentsatz p | Zinssatz P
Prozentwert| P | Zinsen z
Zeit t

Bei den folgenden Betrachtungen nehmen wir stets an, daB sich das Guthaben im
Laufe eines Jahres nicht dndert. Unter dieser Voraussetzung gilt in der Zinsrech-
nung die Grundbeziehung

o,
100

z
4

mit der die Zinsen fiir das Guthaben G beim Zinssatz p fiir die Laufzeit 1 Jahr
berechnet werden.
G p
=0
Sparguthaben werden in der DDR einheitlich mit 3,25 9 jahrlich verzinst.
Fiir Kredite sind jedoch auch andere Zinssitze iiblich.
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Am Anfang eines Jahres laBt sich jemand ein Sparbuch ausstellen und zahlt
250,00 M ein. Der Zinssatz betragt 3,25 %. Im Laufe des Jahres idndert sich das
Guthaben nicht. Wieviel Zinsen erhilt der Sparer am Ende des Jahres ?
Gegeben sind das Guthaben G = 250 und der Zinssatz p = 3,25.

Gesucht sind die Zinsen Z fiir ein Jahr.

z G
Ansatz: -; =100
2 _6»p
Lésung: Z = 100
z 250+ 3,25 — 8125
o100 7
Ergebnis:

Die Zinsen betragen 8,13 M.
(Im Bankwesen und Geschiftsleben wird, wenn am Ende einer Ziffer die Grund-
ziffer 5 steht, stets aufgerundet.)

Um die Zinsen fiir mehrere Jahre berechnen zu kénnen gehen wir wieder von
der Annahme aus, daB das Guthaben fiir den betrachteten Zeitraum unverindert
bleibt und daB die Zinsen nach jedem Jahr ausgezahlt werden. Hiufig lassen
Sparer die Zinsen zum Guthaben zuschlagen. Dann bringen die Zinsen im nichsten
Jahr wieder Zinsen usw. Aufgaben dieser Art, die zur sogenannten Zinseszins-
rechnung gehéren, werden in Klasse 7 nicht behandelt.

Die Formel fiir das Berechnen der Zinsen mehrerer Jahre finden wir folgender-
maBen:

Die Zinsen fiir cin Jahr betragen Z;, = Lop (%
100 =
- —— s _GP ,
die Zinsen fiir zwei Jahre betragen Z, = Z, - 2 = 00 2
i " A 2 G-p .,
die Zinsen fiir drei Jahre betragen Z, = Z,- 3 = o 3 usw.
B 2 " G p
Die Zinsen fiir t Jahre betragen Zi =2t = oo 3.

In vielen Fillen miissen die Zinsen fiir einen kiirzeren Zeitraum als ein Jahr be-
rechnet werden. Bei diesen Rechnungen ist es in der DDR wie in vielen anderen
Staaten iiblich, das Jahr zu 360 Tagen und den Monat zu 30 Tagen in Rechnung
zu setzen.

Die Zinsen fiir einen Tag ergeben sich aus den Zinsen Z fiir ein Jahr, indem die

Jahreszinsen mit dem Faktor 360 multipliziert werden.

Die Zinsen fiir t Tage ergeben sich aus den Jahreszinsen Z durch Multiplikation

n t
mit dem Faktor 360"

Berechnung der Zinsen

Zinsen fiir t Jahre Zinsen fiir t Tage
=% -t L N
~ 100 © 100 360
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Ein Kredit von 1284 Mark hat eine Laufzeit von 75 Tagen und wird mit 6%,
verzinst. Wieviel Mark miissen zuriickgezahlt werdén ?

G-p ¢t 1284-6-75
=00 360 - 100-360 — 1005

Ergebnis: 1300,05 Mark miissen zuriickgezahlt werden.

Aufgaben a 109 bis 118
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Zahlen (S. 43). Verallgemeinerung des Begriffs , Summe* (S.44) .

45 Multiplikation und Division rationaler Zahlen

Eigenschaften der Multiplikation rationaler Zahlen (S. 48). Ptoauku mt mehr als I

2 Faktoren (S. 48). Division rationaler Zahlen (S. 50)
5‘, 1 hiek b 3 Zahl G Lt &

Vereinfach der Schreibweise (8. 51). Teilbereiche (8. S2)i,'Ub§n_id:t iiber die

Zahlenbereiche (S, 53) g o el B S

Einige Grundbegriffe der Fehl h g

z

Auf iy s wird tiglich mehrmals die Lufttemp Die
Thermometer beﬁnden sich in weiBen Wetterhduschen, in die ﬂnrch bmna 6Ennngen die
AuBenluft eintreten kann Auf diese Weise wird gesichert, daB die Tmpwatmnmnnht
durch S b 2 pfen oder auf andere Weise beeinfiuBt wird, sondern
dal dchlich die Lufi ermittelt wird. Bei Frost zeigt das Thermometer eine
Temperatur an, die unter 0 o0 liegt, z. B. — 5 °C. Die MaBzahl — 5 bei dieser Temperatur-
angabe ist keine natiirliche Zahl und keine gebrochene Znh] Slo gshon einem anderen
Zahlenbereich an, dem Bereich der nuonnleu Zauvn.
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Der Begriff ,,rationale Zahl*
1 Riickblick auf die gebrochenen Zahlen

In der 5. Klasse haben wir aus natiirlichen Zahlen m und n geordnete Zahlen-
paare éebﬂdet. Diese Paare haben wir in der Form ,,%“ geschrieben, wobei n
nicht Null sein durfte.

Geordnete Zahlenpaare % nennen wir Briiche.

Die Menge aller dieser Briiche ist in Klassen eingeteilt. Einer Klasse gehort
jeweils ein Bruch an und alle und nur diejenigen Briiche, die durch Kiirzen oder
Erweitern aus diesem Bruch hervorgehen.

Eine gebrochene Zahl ist eine solche Klasse von Briichen.

Zur Bezeichnung gebrochener Zahlen werden auch Variablen ,,a%, ,,b*, ,,c, ...
verwendet.

Ordnung: Fiir gebrochene Zahlen @ und b gilt immer nur genau einer der drei
Fiille:

1) a<b, 2) a=b,

Die gebrochene Zahl 0 ist die kleinste gebrochene Zahl.
Im Gegensatz zu den natiirlichen Zahlen hat keine gebrochene Zahl einen un-
mittelbaren Nachfolger; denn zwischen je zwei gebrochenen Zahlen liegen belie-
big viele weitere. Wir sagen: die gebrochenen Zahlen liegen iiberall dicht.
Rechenoperationen: Die Addition und die Multiplikation sind uneingeschrinkt
ausfithrbar. Das bedeutet: Zu beliebigen gebrochenen Zahlen a und b gibt es
immer die eindeutig bestimmte Summe a + b und immer das eindeutig be-
stimmte Produkt a - b.

Fiir alle gebrochenen Zahlen a, b und ¢ gilt:

3) a > b.

Addition Multiplikation
Kommutativitit at+b=b+a u-b=b-a.
Assoziativitit (@a+b+c=a+(b+c) (@-b)-c=a-(b-c)
Distributivitit a-b+c)=a-b+a-c
a+0=a=0+a a'l=a=1-a
a'0=0=0-a
Die Subtraktion ist die Umkehrung Die Division ist die Umkehrung der

der Addition. Multiplikation.

x = b— a bedeutet:
a+x=>b oder x +a =b.
Die Subtraktion gebrochener Zahlen ist
nicht uneingeschriinkt ausfiihrbar.
Sie ist dann ausfithrbar, wenn der Sub-
trahend kleiner als der Minuend ist,
oder wenn beide gleich sind.
Sie ist nicht ausfiihrbar, wenn der Sub-
trahend groBer als. der Minuend ist.
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x =b:a (a % 0) bedeutet:
a-x=>boder x-a="b
Die Division gebrochener Zahlen ist
uneingeschrinkt ausfiihrbar, falls der
Divisor von 0 verschieden ist.



Fiir jede gebrochene Zahl a gilt

a—0=a a:l=a l:a=l
a
a—a=10 . 5 P ;
(Reziprokes von a) Diese drei Gleichungen
1 gelten nur fiir a + 0
a:a=a-—=1
a
0:a=0
Beachte:
a—b=b—a a:b=b:a
ilt nur fiira = b ilt nur fiir @ = b, falls @ und damit
8L

auch b von 0 verschieden ist.

In der Menge der gebrochenen Zahlen gibt es eine Teilmenge von Zahlen, die sich
beim Vergleichen und Rech g verhalten' wie die natiirlichen Zahlen.
Das sind die gebrochenen Zahlen, die sich durch Briiche mit dem Nenner 1 und
mit einer natiirlichen Zahl als Zahler darstellen lassen. Daher kénnen wir diese
gebrochenen Zahlen durch die natiirlichen Zahlen ersetzen. Wir sagen dann:
Die natiirlichen Zahlen bilden einen Teilbereich des Bereichs der gebrochenen
Zahlen.

Aufgaben b 1 bis 7

2 Veranschaulichung von Differenzen gebrochener Zahlen
durch Streckenabtragung

In einem Kiihlraum soll die Temperatur, die augenblicklich 4 °C iiber dem Ge-
frierpunkt (iiber Null) betrégt, um 9 Grad gesenkt werden. Welche Temperatur
soll also im Kiithlraum herrschen ?

Dieses Problem fiihrt zu-der Aufgabe 4 — 9.

Nun wissen wir von der Benutzung des Thermometers her, daB in diesem Fall die
Temperatur im Kiihlraum auf — 5 °C sinkt.

Man miiBite also rechnen kénnen: 4 — 0 5.

Das ist aber im Bereich der gebrochenen Zahlen nicht méglich.

Wir sind also gezwungen, iiber diesen Bereich hinaus einen neuen Zahlenbereich
aufzubauen. Diese Zahlenbereichserweiterung werden wir in #hnlicher Weise
durchfiihren wie die Erweiterung des Bereichs der natiirlichen Zahlen zum Be-
reich der gebrochenen Zahlen. DaB diese Erweiterung notwendig ist, sollen uns
noch folgende Beispiele zeigen:

a) Hohenangaben auf einer Landkarte mit Hohen unter Normalnull. (Vgl.
Atlas, Karte Sowjetunion, europiischer Teil, Seite 50/51 und Karte Nord-
afrika, Seite 74/75.) Mit ,,Normalnull ist ein Bezugspunkt gemeint, der etwa
im Niveau des Mittelwassers der Meere liegt.

b) Ist ein Eisentriger 2 mm linger als vorgeschrieben, so sagt man, daB seine
Linge um + 20 mm vom vorgeschriebenen MaB abweicht. Ist er dagegen
um 20 mm zu kurz, so sagt man, sie weicht um — 20 mm davon ab.
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B1

¢) Mit Hilfe einer Rachenlehre iiberpriift man die MaBhaltig-
keit von Werkstiicken (Bild B 1). Die Offnung mit der

11
Aufschrift — 11 ist Topg ™™ enger als das geforderte MaB.

Wir suchen nun nach einem geeigneten Weg, den neuen Zahlenbereich, in dem
auch die Subtraktion stets ausfithrbar sein soll, so aufzubauen, daB er den Be-
reich der gebrochenen Zahlen als Teilbereich enthilt. Wir wissen: Differenzen
gebrochener Zahlen, in denen der Subtrahend nicht gréBer als der Minuend ist,
lassen sich durch Streckenabtragung am Zahlenstrahl darstellen (Bilder B 2
und 3). Derartige Differenzen sind gebrochene Zahlen, und es ist ihnen eindeutig
ein Punkt auf dem Zahlenstrahl zugeordnet.

Differenzen gebrochener Zahlen, in denen der Subtrahend groBer als der Minuend
ist, sind keine gebrochenen Zahlen, denn in diesem Fall ist die Subtraktion ja nicht
ausfithrbar. Daher lassen sie sich auch nicht am Zahlenstrahl darstellen. Wir
wollen aber solchen ,,Differenzen®, z. B. (4 —9), dennoch durch Streckenabtra-
gung bestimmte Punkte zuordnen. Wir behelfen uns zunichst, indem wir statt des
Zahlenstrahls eine Gerade verwenden und auf ihr einen Punkt A4 festlegen
(Bild B 4a). Wir tragen nun z. B. Strecken von 4 cm bzw. 9 cm Linge wie im
Bild B 4b ab und erhalten einen Punkt P.

B

! il 4 {1 4 8 - ! ‘l L d &
o o i e e e e F 1 T T
01 2 3 45 6783910 0 1 2 3
B2 B3
a '

o

a "

|

P A 4om 8

B4

Unter Beibehaltung der gewihlten Einheit (in diesem Beispiel 1 cm) kénnen wir
zu jeder beliebigen anderen ,,Differenz® gebrochener Zahlen genau einen Punkt
auf dieser Geraden finden. Den auf diese Weise erhaltenen Punkten und damit
auch den ,,Differenzen* gebrochener Zahlen sind aber noch keine Zahlen zuge-
ordnet. Um anzudeuten, daB diesé ,,Differenzen* keine Zahlen sind, setzen wir
alle ,,Differenzen‘ gebrochener Zahlen zunichst in Klammern. Der im Bild B 4b
eingetragene Punkt P kann bei festem Punkt A durch die Veranschaulichung
vieler ,,Differenzen‘* gebrochener Zahlen erhalten werden (Bild B 5).
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Im Beispiel des Bildes B 5 wurde im ersten Fall zum Minuenden und zum Sub-
trahenden dieselbe Zahl, nimlich 0,6, addiert. Im zweiten Fall wurde jeweils

2 % subtrahiert.

Dem Punkt P im Bild B 5 sind also u. a. die ,,Differenzen* 4—9), (4,6 —9,6),
(l%— 6% zugeordnet.

Wenn wir allen Punkten dieser Geraden, die wir auf diese Weise gewinnen, Zahlen
zuordnen kénnen, so kénnten wir mit diesen Zahlen uneingeschrinkt subtrahie-
ren.

Aufgaben b 8 und 9

3 Klassen von Differenzen gebrochener Zahlen

Ver hauliche die folgenden ,,Differenzen* durch Streckenabtragung!
a) (5—3), (9—7), (4—2)
b (3—5), (7—9). (2—4)

3\ (138 11\ (19
—2) (=) (=0
) (2 2 ’(4 ) \2

o(3-2) ($-%) (-2
o (3-3). (2-2a). p—4)

Allgemein gilt:

Einer ,,Differenz‘ sei der Punkt P zugeordnet. Wird zum Minuenden und zum
Subtrahenden dieser ,,Differenz* dieselbe Zahl addiert, so ist der neuen ,,Diffe-
renz* derselbe Punkt P zugeordnet.

Dasselbe gilt, wenn man vom Minuenden und vom Subtrahenden die gleiche
Zahl subtrahiert (falls das méglich ist).

Wir fassen nun alle ,,Differenzen‘ gebrochener Zahlen, denen derselbe Punkt auf
einer Geraden zugeordnet ist, zu einer Klasse zusammen. Jede dieser Klassen
enthilt mit einer ,,Differenz* (a — b) gebrochener Zahlen auch alle diejenigen
sDifferenzen®, die durch Addition derselben gebrochenen Zahl zu a und b oder
(falls méglich) durch Subtraktion derselben gebrochenen Zahl von a und b aus
der ,,Differenz** (@ — b) hervorgehen. Jeder dieser Klassen ist dann eindeutig
ein Punkt dieser Geraden zugeordnet. (Umgekehrt ist jedoch nicht jedem Punkt
der Geraden eine Klasse von ,,Differenzen‘ gebrochener Zahlen zugeordnet.)
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@ Ubertrage die folgende Tabelle in dein Heft und ergiinze sie!

a b c d (a—b) (¢c—d) at+d | b+ec
17 10 920 83 (17—10) | (90 —83) 100 100
0 9 91 100
7 5 0 2
||
3 2 4 3
N
4 5 60 6
4 14
38 3 30 5
17 62
2 I

Stelle fest, in welchen Zeilen der Tabelle ,,Differenzen‘ stehen, die demselben Punkt
zugeordnet sind, die also in einer Klasse liegen!
Bei einem Vergleich der Spalten im Auftrag B 2 stelien wir fest:

b SATZ: Fiir ,,Differenzen (a —b) und (¢ — d) von gebrochenen Zahlen, die in
einer Klasse liegen gilt: a+d=b+c.

Mit Hilfe dieses Satzes konnen wir leicht feststellen, ob zwei ,,Differenzen** der-
selbe Punkt zugeordnet ist.

@ Welche der folgenden ,,Differenzen’ liegen jeweils in einer Klasse ?

17 4 20 7
a) (20—8)  und (16—4) b) (T_? und (2T
25 1 17 65 13 6l
o (’2’7 _?) e (T_z). b (ﬁ—ﬁ) (E )
128 56 101 2
el 94,1 — ol ) S s ed)
¢) (64,3 —90,6) und (24,1 —40.8) 1) ( p 37) und ( e 37)

Aufgaben b 10 bis 13

4 Rationale Zahlen

Mit Hilfe der in Lerneinheit B 3 gew Klassen kénnen wir nunmehr
jedem Punkt der Geraden, der durch die beschriebene Streckenabtragung er-
halten werden kann, durch die folgende Definition eine Zahl zuordnen.

b DEFINITION: Jede Klasse von ,,Differenzen®, die bei der Streckenabtragung den-
selben Punkt ergibt, wird rationale Zahl genannt.
Alle ,,Differenzen®, die in einer Klasse liegen, stellen ein und dieselbe rationale
Zahl dar.
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Beispiele fiir Differenzen aus den einzelnen Klassen Durch die Zuordnung der rationalen
Zahlen zu den entsprechenden

Punkten wird die bei der Strecken-
abtragung verwendete Gerade zu
einer Zahlengeraden (Bild B6). Liegt
der einer rationalen Zahl zugeord-
nete Punkt auf der Zahlengeraden
rechts vom Punkt 4, so wollen wir
dafiir kiirzer sagen:

Die betreffende rationale Zahl liegt
rechts von A.

Andererseits sagen wir:

Die rationale Zahl liegt links von A,
wenn der ihr zugeordnete Punkt
B6 links von A liegt. ’

Zur Bezeict g einer rationalen Zahl ist jede ,,Differenz* aus der jeweiligen
Klasse geeignet. So kann zum Beispiel die rationale Zahl, die dem Punkt P, im
Bild B 6 zugeordnet ist, mit (7,4 — 9,4) oder mit (0 — 2) oder mit %—69—7)
oder mit vielen anderen ,,Differenzen®, die in dieser Klasse liegen, bezeichnet
werden.

Zur Vereinfachung wollen wir jetzt zu einer einheitlichen Bezeichnung iiber-
gehen, indem wir aus jeder Klasse eine spezielle ,,Differenz** auswihlen.

Wenn eine Klasse von ,,Differenzen** einem Punkt zugeordnet ist, der rechts von
A liegt, so enthilt diese Klasse genau eine ,,Differenz* (a — 0) mit a 4 0.
‘Wenn eine Klasse von ,,Differenzen* einem Punkt zugeordnet ist, der links von A4
liegt, so enthilt diese Klasse genau eine ,,Differenz* (0 — a) mit a = 0.

Eine Klasse von ,,Differenzen ist dem Punkt A selbst zugeordnet. Nur diese
Klasse enthilt die ,,Differenz* (0 — 0).

Wir legen nun fest (Bild B 7):

B7

DEFINITION: Die rationale Zahl, in der die ,,Differenz (a —0) vorkommt,
wird mit + a (gel : plus a) bezeich

Die rationale Zahl, in der die ,,Differenz“ (0 — a) vorkommt, wird mit — a (ge-
lesen: minus a) bezeichnet.

Die rationale Zahl, in der die ,,Differenz* (0 — 0) vorkommt, wird mit 0 (Null)
bezeichnet.

Hierbei ist a als Variable fiir eine gebrochene Zahl verwendet worden.
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D =t
= positive rationale Zahlen
+1 +2
5, -3, %
27" Yo
*—H—fﬂ—*—'—f—‘— negative rationale Zahlen
*_g_ *7*1’1‘ +2
2%173 :
nichtnegative rationale Zahlen
& Mg 0 B8

In den Bezeichnungen ,,+ a** bzw. ,,— a* fiir die rationalen Zahlen heiflen die
Zeichen ,,+* bzw. ,,—* die Vorzeichen der rationalen Zahlen. Nur die Null hat
kein Vorzeichen.

Die rationalen Zahlen, die auf der Zahlengeraden rechts von Null liegen, heiBen
positive rationale Zahlen.

Die rationalen Zahlen, die auf der Zahlengeraden links von Null liegen, heiBlen
negative rationale Zahlen.

Die positiven rationalen Zahlen und die Zahl 0 werden als nichtnegative rationale
Zahlen bezeichnet.

Die Menge der rationalen Zahlen bezeick wir kiinftig mit R (Bild B 8). Wenn
nichts anderes angegeben wurde, sollen kiinftig die Buchstaben ,,a%, ,,b*, ..., ,,x*,
»¥", ... als Variablen fiir rationale Zahlen benutzt werden. Das hat zur Folge,
daB z. B. a eine positive, eine negative oder die Zahl 0 sein kann.

ZUSAMMENFASSUNG

Jede rationale Zahl ist eine Klasse von ,,Differenzen gebrochener Zahlen.

Dabei liegen in einer Klasse alle diejenigen ,,Differenzen®, die aus einer ge-

gebenen ,,Differenz* durch Addition oder Subtraktion ein und derselben

Zahl im Minuenden und im Subtrahenden hervorgehen.

Es gilt fiir die ,,Differenzen‘ (¢ — b) und (c — d) derselben Klasse:
a+d=b+c (ab,c,deR).

Die rationalen Zahlen ko an einer Zahlengeraden v haulich

werden.

Aufgaben b 14 und 15

Ordnung rationaler Zahlen

5 Entgegengesetzte Zahlen

Ver hauliche die folgenden rationalen Zahlen an einer Zahlengeraden!
3
a) +5und —5 b) — 1,5 und + 1,5 c)+%und—?
17 17 1 1 16 16
d)—ﬁund +70 e) +I?und—1—3— f) ——s—und +?
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DEFINITION: Rationale Zahlen, die sich nur durch das Vorzeichen unterschei-
den, heiflen zueinand tgegeng . Die Zahl Null ist zu sich selbst entgegen-
geselzl.

Einander entgegengesetzte Zahlen liegen auf der Zahlengeraden symmetrisch zur
Null.

SATZ: Zu jeder rationalen Zahl gibt es eine eindeutig b gegeng
Zahl.
Wir bezeichnen die zu einer gegeb rationalen Zahl a entgegengesetzte Zahl

mit ,,— a*. Dieses Minuszeichen darf nicht mit dem Vorzeichen der rationalen
Zahl a verwechselt werden. Zur besseren Ubersicht setzen wir dabei die gegebene
rationale Zahl in Klammern.

a) — (+ 6) = — 6, denn — 6 ist die zu + 6 entgegengesetzte Zahl.

b) — (— %—) =4 -;L , denn + %ist die zu =7 entgegengesetzte Zahl.

Wir kénnen von der zu a entgegengesetzten Zahl — a erneut die entgegengesetate
Zahl — (— a) bilden.

l)¢=+%; —a=—%; —(—u)=+%
bB)a=—18 —a=+18 —(—a=—18 [ (=0
)a=—9; —a=+4+9; —(—a)=—9

SATZ: Es gilt stets: — (— a) = a.

Genauso wie @ kann auch — a sowohl eine positive als auch eine negative ratio-

nale Zahl als auch Null sein.
a) Wenn wir in — a fiir @ die rationale Zahl —%eimetzen, so erhalten wir
3 3
- (— 7) it
Also kann — a durchaus eine positive rationale Zahl sein.

b) Wenn wir in — a fiir a die rationale Zahl +%einsetzen, so erhalten wir

3 3
~{g)=—3-
In diesem Falle ist — a eine negative rationale Zahl.

Aufgabe b 16
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6 Der absolute Betrag einer rationalen Zahl

Durch folgende Definition wird jeder rationalen Zahl eine nichtnegative rationale
Zahl zugeordnet.

DEFINITION: Der absolute Betrag |a einer rationalen Zahl a (kurz: Betrag von a)
wird folgendermaBen festgelegt:

a, falls a positiv oder gleich 0 ist.

|“‘ =i a, falls a negativ ist.
Q) a=—7 b a=+135 ¢ a=0 Y =1
lo| = +7 la] = + 13,5 la] =0 €) H13[~+13

Trage auf einer Zahlengeraden die rationaler: Zahlen ein, deren Betrige gleich + 1;
1
+ 3; +?; + 0; + 1,5 sind!

Einander entgegengesetzte rationale Zahlen haben den gleichen Betrag.

Aufgaben b 17 bis 19

7 Die Ordnung der rationalen Zahlen

Aus der 6. Klasse wissen wir:
Jeder gebrochenen Zahl, die sich durch einen Bruch mit dem Nenner 1 darstellen

laBt, entspricht eine natiirliche Zahl und umgekehrt. Der gebrochenen Zahl%,

(a € N), ist die natiirliche Zahl a zugeordnet. Die gebrochenen Zahlen%sind

genauso geordnet wie die natiirlichen Zahlen. Deshalb kénnen die gebrochenen

Zahlen—'llbeim Vergleichen durch die natiirlichen Zahlen ersetzt werden.

3 5
Beispielsweise konnen wir statt — < — auch 3 << 5 schreiben. Wir vergleichen

1 1
jetzt einen Zahlenstrahl, auf dem die gebrochenen Zahlen veranschaulicht sind,
mit einer Zahlengeraden, auf der die rationalen Zahlen veranschaulicht sind. Wir
stellen fest:
Jeder positiven rationalen Zahl und der Null entspricht eine gebrochene Zahl und
umgekehrt (Bild B 9)
Von zwei verschi gebrock Zahlen liegt auf dem Zahlenstrahl die klei-
nere stets links von der gréBeren.
Entsprechend legen wir fest, daBl auf der Zahlengeraden die kleinere von zwei
positiven rationalen Zahlen links von der gréBeren liegen soll.

B9 0 T 3 33
! L
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a) +1 < + 3, denn 1 < 33
1 4 1 4
b) +€< +?,denn€<?.
Damit haben wir die positiven rationalen Zahlen geordnet. Dieses Ordnungsprin-
zip wollen wir auf alle rationalen Zahlen iibertragen. g
Wir erkléren also:

DEFINITION: Von zwei verschiedenen rationalen Zahlen ist diejenige kleiner, die
auf der Zahlengeraden weiter links liegt.

Daraus folgt:
Jede positive rationale Zahl ist gréBer als Null und auch gréBer als jede negative
rationale Zahl. Jede negative rationale Zahl ist kleiner als Null.
Wir wihlen zwei beliebige negative Zahlen, z. B. — 2 und — 4. Nach unserem
Ordnungsprinzip gilt:

1 2, denn — 4 liegt links von — 2.
Vergleichen wir jedoch die absoluten Betriige dieser Zahlen, so stellen wir fest:

[—4|>|—2

SATZ: Von zwei verschied negativen rationalen Zahlen ist diejenige die klei-
nere, die den groBeren absoluten Betrag hat.

Fiir beliebige rationale Zahlen a und b gilt immer nur einer der drei Fille:
1)a b 2)a="b 3)a

Aufgaben b 20 bis 27

Addition und Subtraktion rationaler Zahlen

8 Die beiden Summanden (bzw. Minuend und Subtrahend)
sind nichtnegative rationale Zahlen

Da jeder positiven rationalen Zahl und der rationalen Zshl Null eme gebrochene
Zahl entspricht und umgekehrt, fithren wir die Additi

Zahlen auf die Addition gebrochener Zahlen zuriick. Damit ubertragen sich auch
die Kommutativitit und Assoziativitit der Addition auf die nichtnegativen
rationalen Zahlen.

a) (+2)+(+N=(+7N+(+2)=+9demn24+7=74+2=9
(Bild B 10)
B) (+3)+0 -0+ (+3)=+3denn3+0=0+3=3

=
s
s
E

¢ A i R R . S
T R S . T —
S0+ 2 3 +h +5 46 47 8 4§ 0 41

(42) + (+7) = (+7)+(+2) = (+9)
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Die im Beispiel B 7 vork den Pl ichen haben verschiedene Bedeutung.
Das zwnscheu den beiden rationalen Zahlen + 2 und + 7 stehende Pluszeichen
gibt an, daB die beiden Zahlen addiert werden sollen

Wir dieses Pluszeichen deshalb Rech hen oder Operati ich
Damit wir zwischen Operati ichen und Vorzeichen genau unterscheiden kén-
nen, setzen wir die rationalen Zahlen in Klammern.

‘Wenn der Subtrahend nicht groBer als der Minuend ist, kénnen wir die Subtrak-
tion nich ler Zahlen ebenfalls auf das Rech mit gebr

Zahlen zuriickﬁ'ihren.

a) (+9 —(+7 =+ 2,denn 9 —7 =2 (Bild B11)

17 8 9 17 8 9
b) <+T>—(+ 9) =+ 5= +1, dennT—Ez 5= ) |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
—_—
. O T I NN -
T T T T T T T T T T T
-1 0 +1 +2 +3 +4 +5 +6 +7 +8 +J
B 11 (+8) - (+7) = (+2)

Auch hier miissen wir wieder zwischen Vorzeichen (in diesem Beispiel ,,4-*) und
Operationszeichen (in diesem Beispiel ,,—*) unterscheiden. Daher setzen wir die
rationalen Zahlen in Klammern. Der in den Bildern B 10 und B 11 veranschau-
lichte Rechenweg enthilt also folgende Schritte:

2+ H9—H+

24+17=9 9—7=2

+9 (+2)

Wir schreiben kiirzer:

a) (+2)+(+7)=+9 b) (+9)—(+7) =

Aufgaben b 28 und 29

9 Die beiden Summanden haben unterschiedliche
Vorzeichen

Bei der Einfiihrung der Ordnung rationaler Zahlen hatten wir das Ordnungs-
prinzip von den gebrochenen Zahlen auf die rationalen Zahlen iibertragen. Ent-
sprechend wollen wir auch bei der Definition der Addition verfahren.
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Auf Grund der Festlegung der Addition nichtnegativer rationaler Zahlen gilt:
(+3)+(+2=+5
(+3)+(+1)=+4
(+3)+0 =+3
Wenn wir die Folge der Summen in gleicher Weise fortsetzen wollen, miissen wir
festsetzen (Bild B 12):
(+3)+ (=) =+2
(+3)+(—2)=+1
(

(+3)+(=3= 0
(+3) +(—9=—1
(+3) + (=5 =—2

Diese Festlegung beruht auf folgender Uberlegung: Wenn in einer Summe jeweils
ein Summand gleich bleibt und der andere verkleinert wird, dann muf} auch die
Summe um denselben Betrag kleiner werden. Wir legen deshalb fest:

(+3)+-4) (+3)4-2) (+3)+0 (+3)4+2)
(+3)+(-8) ’ (+3)+-3) | (+3)4-1) (+3)#(+1)
| | I I
G | 1 I I I I I I
-2 -1 [ 0 | +1 +2 43l 5
B12

DEFINITION: Eine positive und eine negative rationale Zahl werden addiert,
indem man

1. die Betriige beider Zahlen ermittelt und

2. den kleineren Betrag vom grofieren Betrag subtrahiert.

3. Das Ergebnis erhiilt das Vorzeichen, das der S d mit dem groBeren Be-

trag hat.
Aus dieser Definition ergibt sich der folgende Satz.

SATZ: Die S zweier zueinand Zahlen ist gleich 0.

(4 39) + (—50) |—50|—]+39|=+11

25 25
— —|—|—=37| = 2,55
(+ ; ‘+ 4‘ =37 =+

Aufgabe b 30

10 Die beiden Summanden sind negative rationale Zahlen

Wir erweitern die Definition der Addition rationaler Zahlen fiir den noch nicht
behandelten Fall, daB beide Summanden negativ sind. Dazu kniipfen wir an die
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(D+-5) (1)+t-5) ) (18)+-8)
(-2)+(-5) 0+(-5) (+2)+(-5) (+4)+(=5)

B13

Uberlegungenin Lerneinheit B9 an, indem wir bei der letzten dort aufgeschriebenen
Gleichung beginnen und den anderen Summanden schrittweise verkleinern
(Bild B 13):

(+3)+(—5=—2
(+2)4+(—5)=—3
(+ 1)+ (—5)=—4

0 +(=5=—5
(— D4+ (—5=—6
(—2) 4+ (5 =—1

Auf Grund dieser Uberlegung definieren wir:

DEFINITION: Eine negative und eine negative rationale Zahl werden addiert,
indem man

1. die Betriige beider Zahlen ermittelt,

2. die Summe dieser Betriige bildet.

3. Das Ergebnis erhiilt das Vorzeichen ,,—*.

Anfgabe . Summe der Betriige " Ergebnis
(—39) + (— 50) | —39|+|—50]| = + 89 — 89
(—%)+(—3,7) }—% +]—3,7| = +9,95 —995
Cied | e |

Aufgaben b 31 und 32

11 Eigenschaften der Addition rationaler Zahlen

Wie die Addition der gebrochenen Zahlen ist auch die Addition der rationalen
Zahlen kommutativ und assoziativ.

SATZ: Fiir alle rationalen Zahlen a und b gilt:
a + b = b + a (Kommutativitiit).

Beweis: Beim Beweis dieses Satzes miissen wir zwei Fille unterscheiden:

a) Beide Summanden haben gleiche Vorzeichen,

b) Die S den haben verschiedene Vorzeich

Fall a) Da Betriige rationaler Zahlen, also nichtnegative rationale Zahlen, wie gebrochene
Zahlen addiert werden, ist auch die Addition der Betrige kommutativ, unabhingig von
dem i Vi ichen der S d
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Fall b) Da bei der Bildung der Differenz der Betriige bhingig von der Reihenfolge der
den stets der kleil vom groBeren Betrag subtrahiert wu'd xst such in dlesem
Fall das Ergebnis der Addition von der Reihenfolge der S gig

SATZ: Fiir alle rationalen Zahlen a, b und ¢ gilt:
(a+b) +c=a+ (b+c)=a-+ b+ c (Assoziativitit).

Den Beweis dieses Satzes wollen wir hier nicht fiihren.

Ubertrage die folgende Tabelle in dein Heft, und vervollstindige sie!

a b c (a+b)|[(a+b)+c |(b+c)|a+(b+¢c)
+ 3 —4 47 —1 +6 +3 +6
— 15 —27| +32 :

21 3
=% + 038 +§
+ 7 —49| —49

3 7
+7 | T2 | T%

Vergleiche die Ergebnisse in der fiinften und in der sicbenten Spalte!

Aufgaben b 33 bis 35

12 Die Subtraktion rationaler Zahlen

Wir erweitern die Subtraktion nichtnegativer rationaler Zahlen jetzt so, daBl die
Subtraktion beliebiger rationaler Zahlen wieder die Umkehrung der Addition ist.
Das heiit, durch die Subtraktion wird zu einer gegebenen Summe und einem
gegebenen Summanden der andere Summand bestimmt.

Es soll also ¥ = b — @ wieder dasselbe bedeuten wie @ + x = boderx + a = b.
Wie bisher wird auch hierbei b als Minuend, a als Subtrahend und b — a als
Differenz bezeichnet.

5t (—4)=—
x=+1,denn (+ 1) + (—4) = —
Gleichbedeutend damit ist:
x=(—3)—(—4)=
Zum selben Ergebnis kommen wir auch durch folgende Rechnung:
=3 +(+H=
Daraus wird ersichtlich: Die Addition von (+ 4) fiihrt zum gleichen Ergebnis
wie die Subtraktion von (— 4).
Wir legen die Subtraktion daher folgendermaBen fest:

DEFINITION: Eine rationale Zahl wird subtrahi indem man die zu ihr ent-
gegengesetzte Zahl zum Minuenden addiert.
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a) (+ 85— (+ =(+ 5 F(— =+ 3
B) (+ 49— (+ )=(+ 9+ (~ 9=—5
) (+ 8)—(— 2)=(+ 8+ (+ 2)=+10
H(—2)—(+ =(—2)+(~ 9=—1
e) (—14)—(— 6)=(—14)+(+ 6)=— 8
D= N—(12)=(—N+(+12)=+ 5

SATZ: Die Subtraktion ist die Umkehrung der Additi

Beweis: Es soll die Zahl x = b — a gefunden werden. Das bedeutet, daB fiir diese
Zahl x gelten muB

(I)*+a=>b und (2) a+=x=0
Nach der Definition B 15 wird
x =b—a errechnet durch die Addition
x=b+(—a).
Die erhaltene Summe setzen wir fiir x in die linken Seiten der Gleichungen (1)
und (2) ein:
M Ptal+a=b+[(—a)+a=b
@ atpPt(—a]=at+[(—a)+bl=[a+(—a)]+b=b
Die Zahl x ist also tatsichlich der zweite Summand, der zu a addiert b ergibt.

Aufgaben b 36 und 37

13 Verallgemeinerung des Begriffs ,,Summe

Durch die Definition B 15 ist die Subtraktion rationaler Zahlen auf die 4ddition
der jeweils entgegengesetsten Zahlen zumckgefuhrt worden. Da es nun zu jeder
rationalen Zahl emschlleﬂllch der Null eine entgegengesetate Zahl gibt und da die
Addition im Bereich der rationalen Zahlen geschrinkt ausfiihrbar ist, kon-
nen wir jetzt feststellen:

SATZ: Im Bereich der rationalen Zahlen ist die Subtrakti i hriinkt aus-
fiihrbar.

Wir haben nun die Méglichkeit, in einem Term vorkommende Subtraktions-

ichen durch Additi ick zu ersetzen, indem wir von der Subtraktion
einer Zahl zur Addition der entgegengesetzten iibergehen. Fiir beliebige rationale
Zahlen a und b gilt also

a—b=a+ (—b).
8) (+15) — (—3.8) = (+ 15) + (+ 3.8)
B (—3)— (+ 067 + (+10.0) — (—14) =

= (—i) + (067 + (+100) + (+ 14)

e) x—y—r+s=x+(—y)+(—r)+s (x, 5, 7, s beliehige rationale
Zah]en)
Auf Grund dieser Umwandl dglichkeit wir emen Term auch dann

als Summe bezeichnen, wenn in lhm dns Rechenzeichen ,,—* auftritt, falls dieser
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Term nicht Produkt oder Quotient ist. Die Terme im Beispiel B 14 heilen also
auch Summen.

ZUSAMMENFASSUNG

Rationale Zahlen mit gleichen Vorzeichen werden addiert, indem man

1. die Betriige der beiden rationalen Zahlen bildet,

2. entsprechend dem Rechnen mit gebrochenen Zahlen die Summe dieser
Betriige berechnet.

3. Diese S hat das gemei Vorzeichen der rationalen Zahlen.

Rationale Zahlen mit verschiedenen Vorzeichen werden addiert, indem man

1. die Betriige der beiden rationalen Zahlen bildet,

2. entsprechend dem Rech mit gebrochenen Zahlen den kleineren Be-
trag vom groBeren subtrahiert.

3. Diese Differenz hat das Vorzeichen, das der Summand mit dem grofBe-
ren Betrag hat.

Die Subtraktion ist die Umkehrung der Addition.

Die Subtraktion ist im Bereich der rationalen Zahlen uneingeschriinkt aus-

fithrbar.

Die Subtraktion einer rationalen Zahl a fithrt zum gleichen Ergebnis wie

die Addition der zu a entgegengesetzten Zahl.

Aufgaben b 38 bis 44

Multiplikation und Division rationaler Zahlen

14 Die beiden Faktoren sind nichtnegative rationale
Zahlen

Da jeder nichtnegativen Zahl eine gebrochene Zahl entspricht und umgekehrt,
fiihren wir die Multiplikation nichtnegativer rationaler Zahlen auf die Multiplika-
tion gebrochener Zahlen zuriick. Damit iibertragen sich auch Kommutativitat
und Assoziativitit der Multiplikation auf die nichtnegativen rationalen Zahlen.

a) (+2):(+3)=(+3)(+2)=+6;denn2-3 =3-2 =6 (Bild B 14)
b) (+4):0=0-(+4) =0;denn4-0=0-4=0

Das Produkt positiver rationaler Zahlen ist stets eine positive rationale Zahl.

Ahnlich wie bei der Addition kénnen wir auch bei der Multiplikation mit den
gebrochenen Zahlen statt mit den nichtnegativen Zahlen rechnen.

Bild i B SO AR

0 1 3 [3 5 [ 7 8 9

: —

1 L t L 1 ‘ L ! L

T 1 1 T L 1 T A 1
-1 +1 +] +3 +y +5 +6 +7 +8 +3

(+2) -(+3) = (+3) - (+2) = +6
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Aufgabe im Zahlenbereich R (+%)(+%)
4 7 3 BN § 7
mem 38 32 %
....v': A Zihlankes sieh 'R R
. . . X 4 NN 471
Wir schreiben kiirzer: <+?) (+ 8)— +3‘8* - 5

15 Die beiden Faktoren haben unterschiedliche Vorzeichen

Die Multiplikation zweier rationaler Zahlen mit verschiedenen Vorzeichen wird
dhnlich wie bei der Addition wieder so erklart, daB die Regel fiir die Multiplikation
nichtnegativer rationaler Zahlen nicht verletzt wird. Zunichst wollen wir uns
iiberlegen, wie wir dabei sinnvoll vorgehen kénnen.

(+4)-(+3) = +12

(+3)-(+3) =+ 9

(+2)-(+3) =+ 6

s (8= 8

0.(+3) = 0

‘Wenn wir die Folge der Produkte in der gleichen Weise fortsetzen wollen, miissen
wir festsetzen:

(—D-(+3=—3
(—2)(+3=— 6
(—3)(+3)=— 9
(4 (+3=—12

Wir definieren die Multiplikation rationaler Zahlen mit verschiedenen Vorzeichen
wie folgt:

DEFINITION: Eine negative und eine positive rationale Zahl werden miteinander
multipliziert, indem man

1. die Betriige beider Zablen ermittelt und

2. das Produkt dieser Betriige errechnet.

3. Das Ergebnis erhiilt das Vorzeichen ,,—*,

Aulzabo Produkt der Betrige. Ergebnis
(—9)-(+7) =91 1+71=+63 —63

3 25 3 25 5 5
(+5)-(=3) | |*3[-5]=+% 5

Aufgabe b 45
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16 Die beiden Faktoren sind negative rationale Zahlen

Um die Multiplikation rationaler Zahlen auf zwei negative Faktoren zu erweitern,
kniipfen wir an die Uberlegungen in Lerneinheit B 15 an. Wir beginnen bei der
letzten aufgeschriebenen Gleichung und verkleinern jetzt den anderen Faktor

(— ) (+3) =—12

—4 (+2=—8

9 (+n=— 4

Wir erkennen, daB das Produkt groBer wird. Wir setzen in gleicher Weise die
Folge der Produkte fort:

(—4- 0= 0
(—4)- (=) =+ 4
(—4)-(—2)=+ 8
(—4)-(—3) =+12
(—4)-(—4) = +16

DEFINITION: Eine negative und eine negative rationale Zahl werden mitein-
ander multipliziert, indem man

1. die Betriige beider Zahlen ermittelt und

2. das Produkt dieser Betriige errechnet.

3. Das Ergebnis erhiilt das Vorzeichen ,, .

Sieasens 2 o SR .,-‘\"‘;

(—9)-D |—9|'l—7|=~}'63

LN 28 —3|-3 3

(-5)(=5) 2
ZUSAMMENFASSUNG

Rationale Zahlen mit gleichen Vorzeichen werden miteinand

multipli-

8
ziert, indem man

1. die Betriige der beiden rationalen Zahlen bildet und

2. entsprechend dem Rechnen mit gebrochenen Zahlen das Produkt dieser
Betrige errechnet.

3. Das Ergebnis erhilt das Vorzeichen ,, .

Rationale Zahlen mit unterschiedlichen Vorzeichen werden miteinand

multipliziert, indem man -

1. die Betrige der beiden rationalen Zahlen bildet und

2. entsprechend dem Rechnen mit gebrochenen Zahlen das Produkt dieser
Betrige errechnet.

3. Das Ergebnis erhilt das Vorzeichen ,,—

Aufgaben b 46 und 47
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17 Eigenschaften der Multiplikation rationaler Zahlen

SATZ: Fiir alle rationalen Zahlen a und b gilt:
a-b=>b-a (Kommutativitit).

Beweis: Die Multiplikation rationaler Zahlen wird bhiingig von den Vorzeichen der
Faktoren auf die Multiplikation von Betrigen, also von mchtnagnuven Zahlen, zuriick-
gefiihrt. Im Produkt der Betriige ist aber deren Reihenfolge b da sie wie gebroch
Zahlen multipliziert werden und die Multiplikation gebrock Zahlen ativ ist.

SATZ: Fiir alle rationalen Zahlen a, b und ¢ gilt:
(@a'b):c=a-(bc)=a-b-c (Assoziativitit).

Den Beweis dieses Satzes wollen wir nicht fiihren.

Ubertrage die folgende Tabelle in dein Heft und ergénze sie!

a b c (a-b) (a-b)-c (b-¢c) a-(b-c)
—4 +2 —35 —8 + 40 — 10 + 40
+3 +8 —4

24 2 B
3|75 |te
+35 | +40 | 401

4
—5 | —»| —s

Vergleiche jeweils die Ergebnisse in der fiinfien und in der siebenten Spalte!

18 Produkte mit mehr als zwei Faktoren

Auf Grund des Assoziativgesetzes kann man auch ein Produkt mit mehr als zwei
Faktoren so ausrechnen, daB man die Multiplikation je zweier nebeneinander-
stehender Faktoren in beliebiger Reihenfolge ausfiihrt. Beriicksichtigt man noch
das Kommutativgesetz, so braucht man bei den einzelnen Multiplikationen nicht
unbedingt nebeneinanderstehende Faktoren zu wihlen. Dadurch kénnen sich
Rechenvorteile ergeben.

029):(+ %) (+9)- (+74)- (+ %) =00 (49 (+9) -+ %) -

(—0,45) - (+4) . <+ %) = (—180)- (+ %) =—0,60
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Mit Rechenvorteilen

— o,zs)-(+ %)-(Jr 9 (+4 -(+ %) = (—0.25) (+4)- (+ 9)-(+§)

1 i 1 1 3
o) e e b B o) = =) e S —
(+3)=n:0m (+5)==a-{+g)=—g =—06
Zur Besti g des Vorzeichens eines Produktes rationaler Zahlen gilt folgende
Regel:

SATZ: Ein Produkt rationaler Zahlen ist positiv, falls die Anzahl der negativen
Faktoren gerade ist.

Ein Produkt rationaler Zahlen ist negativ, falls die Anzahl der negativen Faktoren
ungerade ist. :

Versuche den Satz B 22 zu begriinden!

SATZ: Fiir alle rationalen Zahlen a, b und c gilt:

F- (b+c)—a-b+a-c| (Distributivitit).

Diesen Satz wollen wir hier nicht beweisen.

Ubertrage die folgende Tabelle in dein Heft und erginze sie!

a b c (b+c)|a-(btc)| a-b ac |larb+a-c

+4 +3 +5 +8 +32 [+12 |+20 + 32
+2 | —3 | +4
—3 +5 —6
3 2
+ 10 +Z -3
R I
6 12 4

Vergleiche jeweils die Ergebnisse in der fiinften und in der achten Spalte!

Wegen der Kommutativitit der Multiplikation gilt ebenso:
(b+c)-a=b-a+tc-a

Da die Subtraktion rationaler Zahlen auf die Addition der jeweils entgegen-

gesetzten Zahlen zuriickgefiihrt werden kann, gilt auch
a-(b—c)=a-b—a-c

Aufgaben b 48 bis 52
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19 Division rationaler Zahlen

Wir hatten im Bereich der gebrochenen Zahlen die Division als Umkehrung der
Multiplikation definiert. Auch im Bereich der rationalen Zahlen soll die Division
die Umkehrung der Multiplikation sein, d. h., es soll * = a: b dasselbe bedeuten
wie x * b = a. Dabei muB b == 0 sein.

Daraus kénnen wir schon folgern, daBl zwei nichtnegative rationale Zahlen wie die
ihnen zugeordneten gebrochenen Zahlen dividiert werden.

(7))

Ubergang zu den gebrochenen Zahlen: % it =7—pr=06,

9 3
also (+ 7) 5 (+ 14)— +6.
Wie im Bereich der gebrochenen Zahlen nennen wir auch hier in der Gleichung
x = a:bdie Zahl x den Quotienten aus a und b, die Zahl a den Dividenden und die
Zahl b den Divisor.
In den folgenden Aufgaben gehen wir bei der Division beliebiger rationaler Zah-
len auf die Multiplikation zuriick, um den gesuchten Quotienten zu finden. Da-
durch erhalten wir einen Anhalt fiir eine Regel fiir die Division.

a) (+ 20):(+ —;—) = + 100; denn (4 100) - (+ é) =+20

b) (— 20):(—%) = +100; denn (+ 100)'(—% =—20

o (+ 20):(;%) — —100; denn (— 100)~(—%) —+20

d) (— 20) :(+%) = 100; denn (— 100)-(Jr %) S

DEFINITION: Man dividiert zwei rationale Zahlen, indem man zuniichst den
Quoti ihrer absol Betriige bildet.

Der Quotient der rationalen Zahlen ist positiv, wenn Dividend und Divisor gleiche
Vorzeichen haben; er ist negativ, wenn Dividend und Divisor verschiedene Vor-
zeichen haben.

Die Division durch Null ist auch im Bereich der rationalen Zahlen nicht erklirt.

(369
2] o) (o4
(3 (-4

Wie im Bereich der gebrochenen Zahlen kénnen wir auch im Bereich der rationa-
len Zahlen den Bruchstrich als Divisionszeichen auffassen:
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a:b:i‘;— (b+0).

Aus der Regel fiir die Division rationaler Zahlen folgt :

a _—u_ a
—5 b b
12 —2 2
j=(+2):(—7)=(—2)=(+7)=ﬁ= =

DEFINITION: Ist a = 0, so heifit i;—l bzw. (+ 1): a die zu a reziproke Zahl oder

das Reziproke von a.

1 1 11 12
| i | T3 | 2| 2|t |th
41 (Reziproke b ] sl _LlsRB|. 0
e vem@)A +3 | t+3 & |t | T

Das Produkt aus einer von 0 verschiedenen rationalen Zahl und ihrem Reziproken
ist gleich 4 1.
Fiir jede Zahl a # 0 gilt :
P S
a

Aufgabe b 53

Isomorphiebetrachtungen; ganze Zahlen

20 Vereinfachung der'Schreibweise

Da sich die nichtnegativen rationalen Zahlen beim Vergleichen und bei den
Rechenoperationen wie die ihnen zugeordneten gebrochenen Zahlen verhalten,
kénnen wir die betreffenden rationalen Zahlen durch die ihnen zugeordneten ge-
brochenen Zahlen ersetzen. Das bedeutet, daB wir das Vorzeichen ,,+* weglassen
kénnen.

So kénnen wir zum Beispiel schreiben:

statt —3 < +5, jetzt —3 < 53

statt (—4) + (+8) = +4, jetzt —448=4;

statt (Ji)(Jrz) = "i, jetzt i-izi_;
5 1 35 5 7 35

statt (—i)(+i) __58 jetat (_§>.£:_1;
5 7 35 51 T 35

statt (+i)(_£>=_L ) jetzti; —B)=_l und
9 3 6 9 3 6

4




2 (R 1
statt < — , jetat — .
a a

) —4+8=(—4)+(+8 =4
b)4—-8=(+4)+(—8=—4

e) 1,5—34 468 —5=(+1,5) + (—3,4) + (+ 6,8) + (—5) = —0,1
Der im Beispiel B 24 gezeigte Zwischenschritt wird spiter ausgelassen.

Auch bei der Multiplikation und Division verkiirzt sich die Schreibweise gegen-
iiber der in den Beispielen B 18 und B 22.

)_5_ 10 = 5-10_ 50
3 (_3)_-9‘3_ 27

5 10 53 1
")3=(—T)=—9—1=—z ,

Aufgaben b 54 bis 70

21 Teilbereiche der rationalen Zahlen

Die gebrochenen Zahlen bilden einen Teilbereich der rationalen Zahlen.
Entsprechend kénnen wir die natiirlichen Zahlen als Teilbereich der Menge der
gebrochenen Zahlen und damit auch als Teilbereich der Menge der rationalen
Zahlen auffassen.

Die natiirlichen Zahlen und die zu ihnen entgegengesetzten Zahlen fassen wir zu
einer weiteren Teilmenge der Menge der rationalen Zahlen zusammen.

DEFINITION: Die Menge der natiirlichen und der zu ihnen entgegengesetzten
rationalen Zahlen heiBt die Menge der ganzen Zahlen. Sie wird mit dem Symbol
G bezeichnet.
Die Menge der ganzen Zahlen enthilt also die Zahlen
veen—3,—2,—1,0,1,2,3,...
SATZ: Jede rationale Zahl liBt sich in der Form ,,-‘1“ (g == 0) darstellen, wobei
q

p und g teilerfremde ganze Zahlen sind.

Ohne diesen Satz zu beweisen, wollen wir uns diese Aussage an Beispielen ver-
deutlichen.

78 —39
® — 0T =—15%="50
2
b) 0,6 = —
) 3
5 —5
kil s S



Jede natiirliche Zahl hat einen unmittelbaren Nachfolger. Da es nun aber im
Bereich der rationalen Zahlen zu jeder natiirlichen Zahl eine entgegengesetate
Zahl gibt, hat jede ganze Zahl sowohl einen unmittelbaren Nachfolger als auch
einen unmittelbaren Vorginger.

Fiir die G heit aller rationalen Zahlen gilt dagegen, daB sie iiberall dicht
liegen, d. h., daB genau wie bei den gebrochenen Zahlen zwischen zwei rationalen
Zahlen unendlich viele weitere liegen.

22 Ubersicht iber die Zahlenbereiche

I

Bereich der natiirlichen Zahlen . Bereich der gebrochenen Zahlen Bercich der rationalen Zahlen

B 15

Natiirliche Zahlen

Die natiirlichen Zahlen sind die Zahlen 0, 1, 2, 3, ...
Addition und Multiplikation sind uneingeschriinkt ausfiihrbar.

| . | L L
I T T T T

0 7 2 3 4 B16

Gebrochene Zahlen

Eine gebrochene Zahl ist dic Klasse aller der Briiche, die durch Kiirzen oder
Erweitern auseinander hervorgehen.

Addition, Multiplikation und Division (mit Ausnahme durch Null) sind uneinge-
schrinkt ausfiihrbar.

Die natiirlichen Zahlen bilden einen Teilbereich der gebrochenen Zahlen.

gg gg gﬂ B 17
08% i £ 4
77 4 ki ég

I T
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Rationale Zahlen

Eine rationale Zahl ist die Klasse aller der Differenzen gebrochener Zahlen, die
dadurch auseinander hervorgehen, da man im Minuenden und im Subtrahenden
die gleiche gebrochene Zahl addiert oder subtrahiert.
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B18

Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division (mit Ausnahme durch Null)
sind uneingeschrinkt ausfiihrbar.

Die gebrochenen Zahlen bilden einen Teilbereich der rationalen Zahlen.

Auch im Bereich der rationalen Zahlen gilt stets *

fiir das Rechnen mit 0, fiir das Rechnen mit 1,
a+0=0+a=a g°l=1a=a
a—0=a a:l=a

a-0=0

1
a: 0 nicht erklirt Lia= a (a+0)

0:a=0 (a=0) B
a a—l (a +0)

Einige Grundbegriffe der Fehlerrechnung

>23 Der absolute und der relative Fehler

Jiirgen schitzt von einem Punkt im Gelinde die Entfernung zum niichsten Tele-
grafenmast auf 90 m. Die Kontrolle mit dem MeBband ergibt jedoch eine Ent-
fernung von 100 m (Bild B 19).

Gerhard schitzt die Breite eines Flusses auf 40 m. Beim Nachmessen auf einer
Briicke stellt sich heraus, daB der FluB 35 m breit ist (Bild B 19). Jiirgen hat sich
also um 10 m und Gerhard um 5 m verschitzt. Wer hat genauer geschitat ?
Ohne genauere Uberlegung kénnten wir annehmen, daB Gerhard genauer ge-
schiitzt hat; denn sein Fehler betrigt nur 5 m, wihrend sich Jiirgen um das
Doppelte, nimlich um 10 m, verschitzt hat. Dabei haben wir aber auBer acht

B19
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gelassen, daB die Strecke, die Jiirgen schitzen muBte, viel ldnger ist als die von
Gerhard geschitate.

Wir beriicksichtigen diesen Umstand, indem wir jeweils das Verhiltnis des Fehlers
zur richtigen Streckenldnge bilden:

Jiirgen Fehler: 10 m
richtige Linge: 100 m
.10 1
Verhiltnis: 100 =10
Gerhard ~ Fehler: 5m
richtige Liinge: 35 m
.5 1
Verhiltnis: w7
Wenn wir die beiden Verhiltnisse vergleichen, so finden wir:

1l i 1

10 7
Bei Jiirgen ist also das Verhiltnis des Fehlers zur gemessenen Entfernung
kleiner als bei Gerhard.

DEFINITION: Die Differenz zwischen dem geschiitzten Wert und dem richtigen
Wert heifit absoluter Fehler.

Je nach Vorzeichen dieser Differenz ist der absolute Fehler positiv oder negativ.
Der absolute Fehler hat dieselbe Einheit wie die betrachtete GroBe.

DEFINITION: Das Verhiiltnis des absoluten Fehlers zum richtigen Wert heiBt
relativer Fehler.

Der absolute Fehler beim Entfernungsschitzen Dbetriigt bei Jiirgen 90 m — 100 m
= — 10 m und bei Gerhard 40 m — 35 m = + 5 m, Die relativen Fehlerbetragen

1
bei Jiirgen — 10 und bei Gerhard 7 Die Vorzeichen geben an, ob der Schitz-

wert nach oben (+) oder nach unten (—) vom richtigen Wert abweicht. Beim

Vergleich der FehlergroBe betrachten wir jetzt nur die absoluten Betrige der

Fehler. So hat Jiirgen zwar einen groBeren absoluten Fehler gemacht, denn

+ 10 > + 5, aber sein relativer Fehler ist kleiner als der von Gerhard, denn
1 1

+ T0 <+ T

DEFINITION: Der prozentuale Fehler ist der in P gegeb 1
Fehler.

Die Lichtgeschwindigkeit ¢ wird haufig mit 300000 k—:—]- angegeben. Ein genauerer
Wert ist 2997901:Tm . Wie groB ist der Fehler, wenn mit dem Niherungswert

300000 ki gerechnet wird ?
8




Der absolute Fehler betriigt: (300000 — 299790) km = +210 o . Er scheint
8 s

sehr groB zu sein.

+210 4210
299790 " 300000
ist sehr klein. Er vermittelt iiber die Qualitit einer Messung oder einer Schitzung
eine klarere Vorstellung als der absolute Fehler.

Der relative Fehler betragt: = + 0,0007. Der relative Fehler

Der prozentuale Fehler betrigt: 0,0007 = % , das sind 0,07 %,.

Aufgaben b 71 bis 78

Zur Geschichte der rationalen Zahlen

Heute sind im Schulunterricht die Begriffe ,,rationale Zahl* und ,,Proportion‘
genau getrennt. Beide Begriffe haben aber in der Geschichte der Mathematik bis
ins 18. Jahrhundert hinein in dauernder Wechselwirkung gestanden. Daher soll
auch in einem gemeinsamen Abschnitt von dem schwierigen Weg berichtet wer-
den, der bis zur Herausarbeitung dieser beiden grundlegenden Begriffe zuriick-
gelegt werden mubBte.

Die Menschen hatten schon in der Urgesellschaft zéhlen gelernt. Es galt, Tausch-
geschiifte zwischen Viehziichtern und Ackerbauern darchzufithren, Viehherden
und Ackerbauprodukte zu zihlen, Entfernungen in Tagereisen zu bestimmen und
fiir Aussaat und Ernte einen Kalender zu fiihren. Dies alles machte die Kunst des
Zihlens, die Ausbildung von Zahlwértern und die Anfinge des Rechnens zu
dringenden gesellschaftlichen Bediirfnissen. Auch die Vorstellung von gebroche-
nen Zahlen hat sich bei den alten Vélkern schon friihzeitig herausgebildet. Immer
wieder traten solche Probleme auf, wie die Aufteilung einer gemeinsamen Jagd-
beute, eines gemeinsam erarbeiteten Ernteertrages und einer von einer Krieger-
schar eingebrachten Beute. Schon die friihesten uns erhalten gebliebenen Doku-
mente der Mathematik wie die Keilschrifttexte aus Babylon, einem Staat auf
dem Gebiet des heutigen Irak, und die Papyri aus dem alten Agypten zeigen, daB
man bereits im 3. und 2. Jahrhundert v. u. Z. Zeichen fiir Briiche besaBl und mit
Briichen rechnen konnte. Freilich beherrschten nur wenige Menschen diese
damals sehr schwierige Kunst. Es waren die sogenannten Schreiber, welche als
Verwaltungsbeamte der ersten Klassenstaaten Aufgaben zu erledigen hatten, die
auch mathematische Kenntnisse erforderten. Die Schreiber hatten Kriegerheere
mit Verpflegung und Waffen, die Sklaven mit Arbeitsgeriiten auszuriisten, die
Kanalbauten zur Bewisserung der Felder zu iiberwachen, Steuern einzutreiben
usw. Sie waren somit ein wichtiges Instrument bei der Machtausiibung der herr-
schenden Klasse, der Sklavenhalter.

Wenn man sich die alte Schreibweise fiir Briiche ansieht, so erkennt man ganz
deutlich, daB die Briiche aus dem praktischen Leben hervorgegangen sind.

In Agypten versah man um 1800 v. u. Z. zur Kennzeichnung eines Bruches eine
Zahl mit dem vorgesetzten oder dariibergesetzten Schriftzeichen fiir ein ganz
kleines HohlmaB, mit einem Punkt. Es bedeutete, wenn wir uns unserer heutigen

5 . 1
Zahlzeichen bedienen, 3 soviel wie —;'—, 4 soviel wie T usw. Man rechnete nur mit

Stammbriichen, d. h. mit Briichen, deren Zihler stets 1 ist. Auch dies weist auf
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B20 E b ise des babylonischen Schriftzeich
1
fiir den Bruch R
Oben: Bildzeichen fiir das zur Halfte gefiillte GefaB.

1
Unten: Schreibweise ﬁixTin der entwickelten Keil-
schrift.

die Entstehung der Briiche als Teile eines Ganzen hin. Fiir die Agypter der da-
2
maligen Zeit bildete daher 5 kein Zahlenergebnis, sondern eine Aufgabe, namlich

1
die Zerlegung in Stammbriiche. Das Ergebnis lautet % == + 1is’ wenn wir

uns unserer heutigen Schreibweise bedienen.
1
In Babylon bezeichnete man den Bruch 7 mit einem Zeichen, das ein zur Halfte

gefiilltes HohlmaB darstellt (Bild B 20).

Im alten Griechenland und im rémischen Weltreich bezeichnete man ganze
Zahlen und Briiche mit Buchstaben aus dem griechischen bzw. lateinisch
Alphabet.

Wihrend des 7. und 6. Jh. v. u. Z. verarbeiteten die griechischen Mathematiker
das aus Babylonien und Agypten iibernommene mathematische Wissen im
streng mathematischen Sinne. Sie lernten gedanklich zwischen Voraussetzung,
Lehrsatz und Beweis zu unterscheiden. Dabei wurde auch die Frage aufgeworfen,
was eigentlich unter dem Begriff ,,Zahl** zu verstehen sei.

Nach griechischer Auffassung wurden nur die natiirlichen Zahlen 1,2, 3, . . . unter
dem Begriff ,,Zahl (griech., arithmos) verstanden. Unsere heutigen Briiche galten
also den griechischen Mathematikern nicht als Zahlen. Man behandelte sie als
Verhiltnisse von ,,Zahlen* (d.h. von ganzen positiven Zahlen). Das, was wir
heute ,,Bruchrechnung* nennen, wurde mit Hilfe von Proportionen behandelt,
mit ihrer Hilfe wurden das Kiirzen und Erweitern von Briichen gelehrt. Die
Multiplikation von Briichen wurde aufgefaBt als das Zusammensetzen von Ver-
hiltnissen.

Erst gegen Ende der Antike wurde diese enge Auffassung des Begriffs ,,Zahl* als
natiirliche Zahl teilweise iiberwunden.

Die alte griechische Mathematik kannte in gar keiner Form den Begriff der
negativen iahl, wenn natiirlich auch in den Kreisen der Kaufleute mit Schulden
und Guthaben gerechnet worden ist. Aber unter den Bedingungen der Sklaven-
haltergesellschaft, wo jede produktive Titigkeit und jede Form der Arbeit als
verichtlich galten, bestand eine tiefe Kluft zwischen Theorie und Praxis. Der
in der Antike iiberaus einfluBireiche Philosoph PLATON (427 -etwa 347 v. u. Z.)
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hatte ausdriicklich gefordert, die Mathematik diirfe ,,nicht fiir die Zwecke des
Krimers* benutzt und dadurch ,,hinabgewiirdigt* werden. Auch EUKLEIDES
war Anhinger der philosophischen Lehre von PLATON. Fiir ihn waren daher die
mathematische Praxis und die kaufminnische Rechenkunst véllig uninteressant.
Die negativen Zahlen waren dagegen schon in der indischen und chinesisch
Mathematik des 6. Jh. u. Z. fester Bestandteil der Mathematik geworden. Sie
verdanken ihre Einfithrung, wie man aus ihrer urspriinglichen Bezeichnung als
..Schulden* ersehen kann, der kaufménnischen Praxis. Auch in der Mathematik
der arabischen Linder, welche seit etwa 800 u. Z. einen groBartigen Aufschwung
nahm, waren die negativen Zahlen heimisch.

Die Mathematiker Europas haben sich am Ende des Mittelalters, als auch in
Europa die Wissenschaften nach und nach wieder belebt werden konnten, weit-
gehend an die arabischen Gelehrten angeschlossen. So iibernahm man unter
anderem die aus Indien stammenden Zahlzeichen, welche auch die arabischen
Gelehrten verwendeten. Daher nennen wir unsere heutigen Zahlzeichen arabische
Ziffern. Bei den engen Handelsbeziehungen zum Orient lernte man in Europa im
13. und 14. Jahrhundert weiterhin die negativen Zahlen kennen. Sie setzten sich
allerdings erst durch, als die Produktion und der Handel im 15. und 16. Jh.
einen raschen Aufschwung nahmen, insbesondere nach der Entdeckung Amerikas.
Wiihrend in den Handelskontoren negative Zahlen schon zum normalen Hand-
werkszeug der Buchhalter und groBen Kaufherren geworden waren, gab es noch
Ende des 16. Jh. selbst fithrende Mathematiker, die die negativen Zahlen als
,,absurde® Zahlen bezeichneten. Immer noch war der EinfluB des idealistischen
Philosophen PLATON sehr stark. Erst Ende des 17. Jh. wurden die letzten Vor-
behalte gegen die Anerkennung der negativen Zahlen als vollwertige Zahlen
fallengelassen.

B21 Bruchschreibweise mit Bruchstrich und rémischen Ziffern. Aus einem deutschen
Rechenbuch vom Jahre 1514,
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C Gleichungen




Aquivalente Gleichungen

1 Zur Wiederholung

Ziffern, Variablen und bestimmte Zusammensetzungen aus ihnen mit Hilfe der
Rechenzeichen ,,+*, ,,—*, ,,‘, ,,:* bzw. Bruchstrich und Klammern werden
Terme genannt.

+ b
2
Ausdriicke, in denen zwei Terme durch ein Gleichhei ichen verbunden sind,
heiBen Gleichungen. Ausdriicke, in denenTerme durch eines der Zeichen ,,<<* oder
»»=>‘“ verbunden sind, heiBen Ungleichungen.

Enthalten Gleichungen oder Ungleichungen Variablen, so muf3 festgelegt werden,
aus welchem Zahlenbereich wir Zahlen fiir die Variablen einsetzen diirfen. Diesen
Bereich nennen wir auch Grundbereich der Variablen. Alle Zahlen des vorgegebe-
nen Grundbereiches, die die gegeb Gleichung oder Ungleichung beim Ein-
setzen zu einer wahre-n Aussage machen und nur diese, heiBen Losungen dieser
Gleichung bzw. Ungleichung. Man sagt: Diese Zahlen erfiillen die gegebene Glei-
chung baw. Unglmchung Die Menge allcr Lésungen einer Gleichung bzw. Un-
gleichung wird als L

Terme sind z. B.:,,3%; ,,a*; ,, ; 3 w20 a5, L “5 03 (x—4)%.

B 5

a) 4 +x=355 (xeR)
Die Gleichung enthalt eine Variable, der Variablengrundbereich ist die Menge
der rationalen Zahlen. Durch Einsetzen der Zahl 1,5 fiir x wird die Gleichung
erfiillt. Es gibt keine anderen Zahlen, die diese Gleichung erfiillen. Die Lo-
sungsmenge enthilt nur ein Element.
L ={15}.
b) 17> 5-x 4 20 (x € R*)
Die Ungleichung wird durch keine gebrochene Zahl erfiillt. Die Losungsmenge
- ist leer.
L=g.
¢)2+x<8(xeN)
Die Ungleichung wird durch die natiirlichen Zahlen 0; 1; 2; 3; 4; 5 erfiillt.
=1{0; 1; 2; 3; 4; 5).
Wenn bei den folgenden Gleichungen kein Grundbereich angegeben ist, so ist als
Variablengrundbereich stets der Bereich R anzusehen.

Aufgaben c 1 bis 6

2 Aquivalente Gleichungen

" Beim Lésen von Gleichungen kénnen wir die Lésung manchmal durch Probieren

ermitteln. So ko wir z. B. erk daB fiir die Gleichung 4 x = 3 die Zahl—i—

Lgsung ist.
Wir kénnen aber auch durch systematische An g von R
die wir auf beiden Seiten einer gegebenen Gleichung ausfuhren, diese Gleichung

d E

ionen
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schrittweise auf die Form x = a bringen. Dieses schrittweise Umformen nennen
wir Auflésen der Gleichung nach der Variablen oder Isolieren der Variablen. Die
dabei entstehenden Gleichungen haben alle dieselbe Losungsmenge.

DEFINITION: Gleichungen heifien i d g , wenn sie dieselb
Lésungsmenge besitzen.

Umformungen, die Schritt fiir Schritt auf Gleichungen fiihren, die zur gegebenen

dquivalent sind, nennt man #quival Umf ng;

Durch Vertauschen der Seiten einer gegebenen Gleichung ohne Variable erhalten

wir eine neue Gleichung.

Aus 4 + 1 =5 erhalten wir 5 =4 + 1.

Beide Gleichungen stellen eine wahre Aussage dar.

Vertauscht man in einer Gleichung, die eine wahre Aussage darstellt, die Seiten,

so erhilt man wieder eine wahre Aussage.

Enthilt eine gegebene Gleichung eine Variable, so erhalten wir darch Vertauschen

der Seiten eine dquivalente Gleichung. Setzt man némlich in beide Gleich ngen

ein und dieselbe Zahl ein, so gibt es zwei Mébglichkeiten:

a) Entweder beide Gleichungen werden zu einer wahren Aussage. Dann ist die
eingesetzte Zahl Losung beider Gleichungen.

b) Oder beide Gleichungen werden zu einer falschen Aussage. Dann ist die einge-
setzte Zahl nicht Losung der Gleichung.

Gibt es fiir die eine Gleichung im vorgegebenen Grundbereich keine Lésung, so

hat auch die durch Vertauschen der Seiten entstandene Gleichung in diesem

Grundbereich keine Losung.

x4+3=7 und T=2+43.
Die Losung ist in beiden Fillen 4; denn durch Einsetzen erhalten wir die Aus-
sagen .
4+3=7 und 7 =4 4+ 3.
Die Gleichungen x + 3 =7 und 7 = x + 3 sind also zueinander dquivalent.

SATZ: Vertauscht man in einer Gleichung mit einer Variablen die Seiten, so erhilt
man eine fiquivalente Gleichung.

3 Weitere dquivalente Umformungen

Wenn wir auf beiden Seiten einer Gleichung ohne Variablen dieselbe Zahl addie-
ren oder subtrahieren, so erhalten wir eine neue Gleichung.

(1) 10—2=8 (la) 10—24+5 =845
(1b) 10 —2—5 =8—5
Addiert oder subtrahiert man in einer Gleichung, die eine wahre Aussage darstellt,
auf beiden Seiten dieselbe Zahl, so erhilt man wieder eine wahre Aussage.

Enthilt eine gegebene Gleichung eine Variable, so erhalten wir durch Addition
oder Subtraktion derselben Zahl auf beiden Seiten dieser Gleichung auch wieder

eine neue Gleichung.
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@2)x+9=15 (2a) x +9+4 =15+ 4
@2b)x+9—3=15—3
Setzen wir die Zahl 6 ein, so erhalten wir die wahren Aussagen
B)6+9=15 (3a) 6 +9+4=15+4 baw.
(3b) 6 +9—3=15—3.
Also haben die Gleichungen (2), (2a) und (2b) dieselbe Lésung. Daher sind die
Gleichungen (2a) und (2b) zur Gleichung (2) dquivalent.

Hat die gegebene Gleichung keine Lisung, so ist auch die durch Addition bzw.
Subtraktion entstandene Gleichung nicht léshar.

SATZ: Addiert oder subtrahiert man in einer Gleichung, die eine Variable enthiilt,
auf beiden Seiten dieselbe Zahl, so erhiilt man iiquivalente Gleichungen.

4

Wenn wir beide Seiten einer Gleichung ohne Variablen mit derselben Zahl multi-
plizieren oder durch dieselbe Zahl dividieren, so erhalten wir jeweils eine neue
Gleichung. Dabei ist die Division durch 0 natiirlich ausgeschlossen, wihrend die
Multiplikation mit 0 stets die wahre Aussage 0 = 0 ergibt.

(1) 10—2=8 (la) 4-(10—2)=4-8

(1b) 10—2):7 =8:7
Werden beide Seiten einer Gleichung, die eine wahre Aussage darstellt, mit der-
selben Zahl multipliziert oder durch dieselbe Zahl (auBer Null) dividiert, so erhal-
ten wir wieder eine wahre Aussage.

Entsprechend kénnen wir die Seiten einer Gleichung, die eine Variable enthalt,
mit einer Zahl multiplizieren oder durch eine Zahl auer Null dividieren.

2)x+9=15 2a)4-(x+9)=4-15

@2b) (x+9):7=15:7
Wenn wir nun die Zahl 6 einsetzen, so erhalten wir in jedem Fall eine wahre Aus-
sage. Daher sind die Gleichungen (2a) und (2b) zur Gleichung (2) dquivalent.

Hat die Gleichung im vorgegebenen Grundbereich keine Lésung, so kann auch die
durch Multiplikation oder Division beider Seiten entstandene Gleichung von
keiner Zahl in diesem Grundbereich erfiillt werden.

Bemerkung: Bei der Division beider Seiten einer Gleichung miissen wir die Null
selbstverstandlich wieder ausschlieBen. Aber auch bei der Multiplikation muf3 im
Falle von Gleichungen mit Variablen die Null ausgeschlossen werden. Multipli-
zieren wir namlich beide Seiten einer solchen Gleichung mit Null, so erhalten wir
die wahre Aussage 0 = 0. In dieser Gleichung tritt aber die Variable nicht mehr
auf. Diese Gleichung ist also der urspriinglichen nicht dquivalent; die Multiplika-
tion mit Null ist keine dquivalente Umformung.

SATZ: Multiplizieren wir in einer Gleichung, die eine Variable enthiilt, beide Seiten
mit derselben von Null verschiedenen Zahl, so erhalten wir eine dquivalente
Gleichung.
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Dividieren wir in einer Gleichung, die eine Variable enthiilt, beide Seiten durch die-
selbe von Null hiedene Zahl, so erhalten wir eine dquival Gleich

Die Multiplikation beider Seiten einer Gleichung mit der Variablen fiihrt nicht
immer auf eine dquivalente Gleichung.

0
Die Gleichun, e 7 hat keine Losung; denn es gibt keine von 0 verschiedene

Zahl x, die den Quotienteng gleich 7 werden liBt. Die Zahl 0 diirfen wir fiir x
%

nicht einsetzen, da dann die linke Seite der Gleichung nicht definiert ist.
Multiplikation beider Seiten der Gleichung mit x fiihrt zu

0= 7% ¥
Diese Gleichung hat die Losung 0, also ist in diesem Falle die Multiplikation mit x
keine dquivalente Umformung.

Dagegen liefert die Multiplikation mit der Variablen x auf beiden Seiten der

CleichungE = 7 eine dquivalente Gleichung:
x

4
Die Gleichungl— = 7 hat die Losung 2.
x
Die Gleichung 14 = 7 - x hat ebenfalls die Losung 2.

Auch in der Gleichux:lgE = 0 liefert die Multiplikation mit der Variablen x auf
x

beiden Seiten der Gleichung eine zu ihr dquivalente Gleichung:

Die Cleichunglx—4 = 0 hat keine Losung.

Die Gleichung 14 = 0 - x hat ebenfalis keine Lésung.
Aufgabe ¢ 7

ZUSAMMENFASSUNG

Man erhilt zu einer Gleichung eine dquivalente Gleichung,

a) wenn man die Seiten der Gleichung vertauscht,

b) wenn man auf beiden Seiten der Gleichung dieselbe Zahl addiert oder
subtrahiert,

¢) wenn man beide Seiten der Gleichung mit derselben von Null verschiede-
nen Zahl multipliziert,

d) wenn man beide Seiten der Gleichung durch dieselbe von Null verschie-
dene Zahl dividiert.

5 Anwendung der Umformungsregeln

Wir wollen jetzt verschiedene Gleichungen auf die Form x = a bringen, d. h., wir
wollen x isolieren.
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Im AnschluB an jede Aufgabe fiihren wir die Probe durch. Wir iiberpriifen dabei,
ob die gegebene Gleichung mit einer Variablen in eine wahre Aussage iibergeht,
wenn wir fiir x die berechnete Zahl einsetzen. Ist dies nicht der Fall, liegt ein
Rechenfehler vor. Bei der Probe werden beide Seiten getrennt ausgerechnet.

x+ 16 =23 Probe:

Wir subtrahieren auf beiden Seiten der  linke Seite: 7 + 16 = 23

Gleichung 16: rechte Seite: 23

x+16—16 =23 —16 Vergleich: 23 = 23, also L = (7.
=17

Die letzte Gleichung hat als Lésung die Zahl 7. Da die angegebene Umformung
auf eine dquivalente Gleichung fiihrt, ist 7 aber auch Lésung der urspriinglich an-
gegebenen Gleichung. Die Probe bestitigt das. Also liegt kein Rechenfehler vor,
und die Zahl 7 ist tatsichlich Lésung der gegebenen Gleichung:

L={7).
In Produkten wie 5 - x und % - y nennt man die Zahlen 5 und‘% Koeffizienten von
x bzw. y. In solchen Produkten kann das Rechenzeichen ,,~** vor der Variablen
entfallen. Man schreibt also kiirzer 5x, % y usw.

11 11 Probe:
a) =gt a8 ‘ 3 <_ _) linke Seite:

3 11 E_E} _11-20 20
x=2,5:(—T) 8 1 —-——8.11_ =

8
8 =
x=—25 TN =9
20 rechte Seite: 2,5
= AT BT S .
ergleici i =25 also =}7 “‘.
b) 4x + 19 =31 |—19 Probe:
4x=31—19 linke Seite: 4-3 419 =12 4 19=31
4x =12 [:4 rechte Seite: 31
_ 12 Vergleich: 31 = 31, also
=% L=}
x=3

Wir kénnen die Umformungen auch in anderer Reihenfolge vornehmen. Im Bei-
spiel C 11b ergibt sich dann folgende Rechnung:

c) 4x + 19 =31 14 Der erste Losungsweg ist in diesem Bei-
19 31 19 spiel jedoch rechnerisch rationeller.
T %

31 19

=TTy
12

=3

x=3
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62=22—8x |—22 Probe:

62—22=—8x X linke Seite: 6,2

4=—28x rechte Seite:

—h= 4 /368 22—38 1 8
= S '(—?=2’2+?
=224+4=62
= el Vergleich: 6,2 = 6,2, also
2 L 1
)
6
Summanden, die sich nur durch ihre Koeffizi unterscheid ko auf
Grund des Distributivgesetzes zusammengefaBt werden.
5x 4+ Tx = (54 T)x = 12x.
Wir brauchen also nur die Koeffizienten zu addieren.
Auf diese Weise fassen wir auch prechende Sum den in Gleichungen zu-
sammen. -
5*+2x4+8 —4x=9 zusammenfassen
3x 4+ 8=9 —38
3x=1 :3
=
T3
Probe:
5 2 1 1 1. 5+2—4 3

linke Seite: 5 ?+2 ?-4-8—4 ?—-S_-I—B —?—f—B =9

rechte Seite: 9
Vergleich: 9 =9, also L = [%l s
Die Variable kann auch auf beiden Seiten einer gegebenen Gleichung vorkommen.

In diesem Fall ordnen wir zunichst, d. h., wir formen die Gleichung so um, daB
die Variable nur auf einer Seite der Gleichung vorkommt.

5x—2=6+3x Probe:

Wir subtrahieren auf beiden Seiten 3x:  Jinke Seite: 5-4 — 2 — 18
SI_§_3;_:‘2+3‘_3:_2 rechte Seite: 6 + 3 -4 =18

L = 3 Vergleich: 18 = 18, also
22 =8 :2
0 L = (4).

Wir haben also die Lsung der gegebenen Gleichung gefunden, d. h., die Subtrak-
tion von 3x fithrte auf eine #quivalente Gleichung. Denn bhingig davon,
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welche Zahl wir fiir x einsetzen, bedeutet die beiderseitige Subtraktion von 3x,
daB auf beiden Seiten der Gleichung dieselbe Zahl subtrahiert wird. Nach Satz C 4
erhalten wir dadurch eine dquivalente Gleichung.

Die Gleichung im Beispiel C 15 5x —2=643x | —5=
kénnen wir auch auf nebenstehende —2=6+3x—5x
Art losen: —2=6—2x —6
- —8=—2x 1(—2)
4=z
x=4

Vergleiche diesen Lisungsweg mit dem im Beispiel C 15! Uberlege, welcher Lisungs-

weg rationeller ist!

Bei den in den Sitzen C 2 bis C 4 aufgestellten Regeln brauchen wir weder zwi-
schen Addition und Subtraktion noch zwischen Multiplikation und Division zu
unterscheiden. Statt die rationale Zahl a zu subtrahieren, kénnen wir ndmlich
die Zahl — a addieren. Statt durch die rationale Zahl a, (a # 0), zu dividieren,

konnen wir auch mit s multiplizieren.
a

Durch dquivalente Umformungen ko wir auf Gleichungen der Form 2
kommen. %
80 16 8 ‘ " 16 Probe:
x 3 3 linke Seite:
8 _g 16 816 8 3 _ 80— _
x 3 6 36 6 6 o
80 _ 40 s 8,
x 3 6
40 40
80 = Rk ‘ T rechte Seite: 8
3 2 Vergleich: 8 = 8, also
80 - w=r L ={6}.
x =06

Aufgaben c 8 bis 22

Ubungen im Ldsen von Gleichungen und Ungleichungen

7 Lésbarkeit von Gleichungen

Die meisten der bisher von uns betrachteten Gleichungen lieBen sich durch dqui-
valente Umformungen auf die Form x = a bringen. Die rationale Zahl a ist dann
die einzige Losung einer solchen Gleichung.

Es gibt aber auch Gleichungen, die alle rationalen Zahlen als Losungen besitzen.

2x—3 +x—1=—4+5x—2x | zusammenfassen
3x—4 =3x—4
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Ganz gleich, welche rationale Zahl wir fiir x in diese Gleichung einsetzen, stets
erhalten wir eine wahre Aussage. Die Losungsmenge L dieser Gleichung enthilt
also alle rationalen Zahlen: L = R. Wir kénnen die letzte Gleichung noch weiter
dquivalent umformen:

3x—4=3x—4 —3x
—4=—1 +4
0=0

Jede der hier betrachteten Gleichungen, die sich durch dquivalente Umformungen
auf die Form 0 = 0 bringen 1aBt, wird von allen Zahlen de. jeweiligen Grund-
bereichs erfiillt. Auch solche Gleichungen bezeichnet man als lsbar.

SchlieBlich gibt es auch Gleichungen, die von keiner rationalen Zahl erfiillt wer-
den. Solche Gleichungen nennt man nicht l3sbar.

54+7x—8=4x4+6+4+3x—1,5 | zusammenfassen
Tx—3=Tx+45

Ganz gleich, welche rationale Zahl wir fiir x in die letzte Gleichung einsetzen, stets
erhalten wir eine falsche Aussage. Die Losung: ge dieser Gleichung ist also die
leere Menge .

Wir kénnen noch weiter dquivalent umformen:
Tx—3 =Tx + 45 |-—7x+3
0=175 .
Jede Gleichung, die sich durch dquivalente Umformungen auf eine solche falsche
Aussage bringen liBt, hat keine Lésung.

8 Verschiedene Grundbereiche

Die Losbarkeit einer Gleichung hiingt nicht nur von der Gleichung selbst ab. Die
Lésbarkeit hangt auch von dem Zahlenbereich ab, aus dem fiir die jeweilige Va-
riable eingesetzt werden kann.

Welche natiirliche Zahl erfiillt die Gleichung 3x — 4?
Ergebnis:
Es gibt keine natiirliche Zahl, die mit 3 multipliziert 4 ergibt.

Wir sagen:
Die Gleichung ist im Bereich der natiirlichen Zahlen nicht lssbar. Im Bereich der
rationalen Zahlen dagegen hat die Gleichung die Lﬁsung;.

Ermittle a) alle natiirlichen Zahlen,

b) alle gebrochenen Zahlen,

c) alle rationalen Zahlen, die die Gleichung 5x + 7 = 3 erfiillen!
Ergebnis: .
Es gibt keine natiirliche und auch keine gebrochene Zahl, die die Gleichung
erfiillt; denn es gilt 7> 3, und in beiden Fillen ist die Zahl5x nichtnegativ.

Im Bereich der rationalen Zahlen hat die Gleichung die Zahl —% als Lésung.
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Ubertrage die folgende Tabelle in dein Heft und erginze sie!

4
9
5
28
7
2

Aufgabe ¢ 23

9 Ungleichungen

Wie bei den Gleichungen gibt es auch unter den Ungleichungen mit Variablen
losbare und unlésbare. Auch hier hiingt die Losbarkeit sowohl von der Unglei-
chung selbst als auch von dem Zahlenbereich, aus dem fiir die Variable eingesetzt
werden darf, ab.

a) Lose die Ungleichung x + 3 < 9 im Bereich der natiirlichen Zahlen!
Durch Einsetzen fiir x finden wir:

0 1 2 3 4 5 6

3 4 5 6 7 8 9

Die Losungsmenge L (Bild C 1) der gegebenen Ungleichung ist also
L=|0.1.2 3,4, 5]
| | | (% 4

4 Qe

3 2 4 0 1 2 3 4 5

b) Lése die Ungleichung x + 9 < 7 im Bereich der natiirlichen Zahlen!
Diese Ungleichung hat keine Lésung; denn die Summe von 9 und einer
beliebigen natiirlichen Zahl ist stets gréBer als 7. Es gilt also L = g.

¢) Lase die Ungleichung aus b) im Bereich der ganzen Zahlen! Die groBte ganze
Zahl x, fiir die die Ungleichung erfiillt ist, ist die Zahl — 3. Also sind — 3 und
alle kleineren ganzen Zahlen Losungen:

L={...,,—6, —5, —4, —3}.

d) Welche gebrochenen Zahlen sind Losungen der Ungleichung 3x < 9?
Lssungen sind alle gebrochene Zahlen x, fiir die x < 3 gilt. Wir kénnen uns die
Lésungsmenge L auf der Zahlengeraden veranschaulichen (Bild C 2).

1 1 I ! | | ! Il | ce2
B3 2 = 0 1 2 3 4 5
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Lose die Ungleichung 5x — 6 < 10 im Bereich der rationalen Zahlen!

Die Ungleichung wird sicher von allen negativen Zahlen und der Zahl 0 erfiillt;
denn fiir diese Zahlen ist die linke Seite der Ungleichung negativ, und eine nega-
tive Zahl ist stets kleiner als 10. Um die positiven Lésungen der gegebenen Un-

gleichung zu finden, iiberlegen wir uns, daB fiir die Zahl 5 die linke Seite gleich

5- % — 6 = 10 ist. Also sind alle positiven Zahlen, die kleiner als 5 sind, eben-
1

falls Losungen. Insgesamt sind also alle Zahlen x mit x < T6 Losungen der ge-

gebenen Ungleichung.

Aufgaben ¢ 24 bis 26

10 Gleichungen mit Betréigen

Wir untersuchen jetzt Gleichungen, in denen die Variable zwischen Betrags-

strichen auftritt. Da immer zwei rationale Zahlen dieselbe positive Zahl als Be-
trag haben, werden solche Gleich im allg i zwei Losungen haben.

a) [x|=3
Um diese Gleichung zu lésen, muB man die Zahlen finden, die den Betrag 3
haben. Das sind die Zahlen 3 und — 3. Der gegebenen Gleichung sind also die
beiden folgenden Gleichungen dquivalent:

=3 und —=x=3, d. h.,, x =—3. Fiir ’x‘=3istalsoL={3;—3}

3
b) |x— 2| =07
) |#—3
Wir erhalten die Gleichungen
3 3
x—5=07 und —(x—5)= 0,7.
x—1,5=0,7 ]+l,5 x—1,5=—0,7 |+1,S
x=07+15 x=—07+15
x=22 x=08
Probe fiir x = 2,2: Probe fir x = 0,8:
linke Seite:|2,2 —%‘ =107|=0, linke Seite: |0,8— % ‘ =|—07]|=07
rechte Seite: 0,7 rechte Seite: 0,7
Vergleich: 0,7 = 0,7 Vergleich: 0,7 = 0,7
Also L = (2,2 0,8).
3 5 3
c) x|+ 4=c ‘—Z
B
lel=5%
ok
|2l =13
1 1
T=Te und T
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. 1 i 1
Probeiurx—ﬁ. Probeiurx——ﬁ.

o . 1 3 1 3 10 5 5 1 3 1 3 10
linke Seite: ﬁ\ - 1= - T2 linke Seite: FE’ +I:E + Ty
rechte Seite: % rechte Seite: %

Vergleich: % = % Vergleich: % = %

1 1
Al =\ — ==
1t ‘12 } 12]
d) 8—|x|=12 | +|x] —12
—+ =]

Diese Gleichung hat keine Losung, da der Betrag einer rationalen Zahl stets
positiv oder mindestens gleich 0 ist.

Aufgaben c 27 bis 29

11 Eingekleidete Aufgaben

Hiufig ergibt sich der Zusammenhang zwischen einer unbekannten Zahl und
anderen bekannten Zahlen aus einem praktischen Sachverhalt. Um solche Auf-
gaben zu lésen, miissen wir die im Text gegebenen Beziehungen zwischen den
Zahlen in Form einer Gleichung bzw. Ungleichung aufschreiben. Dabei bezeichnen
wir die unbekannte Zahl durch eine Variable.

Treten die Zahlen im Zusammenhang mit MaBeinheiten auf, handelt es sich also
um GroBen, so miissen wir darauf achten, daB alle gleichartigen GréBenangaben
auch dieselbe MaBeinheit besitzen. Ist das nicht der Fall, so miissen GroBen-
angaben umgerechnet werden. Die Probe mufl stets an Hand des Aufgaben-
textes durchgefiihrt werden. Das Einsetzen der gefundenen Zahl in die Gleichung
geniigt nicht als Probe; denn es konnte bei der Aufstellung der Gleichung bereits
ein Fehler unterlaufen sein.

Drei Traktoristen pfliigen an einem Tag 8,4 ha. Die Leistung des ersten war um
80 a grofer als die des zweiten, Der zweite pfliigte 50 a mehr als der dritte. Wie-
viel Hektar pfliigte jeder ?

Wir rechnen zuniichst die MaBangabe 80 a und 50 a in Hektar um. Dann ergibt
sich aus dem Text, daB die gepfliigte Ackerfliche des ersten Traktoristen um
0,8 ha gréBer als die des zweiten und die des zweiten um 0,5 ha groBer als die des
dritten ist.

Nun bezeichnen wir die GroBe der Ackerfliche, die der dritte Traktorist gepfliigt
hat, mit x ha.

Die folgende Tabelle veranschaulicht noch einmal das Arbeitsergebnis:

erster zweiter dritter gesamt
Traktori Traktori Traktori
Ackerfliche
in ha x4+ 0,5+ 08 x4+ 0,5 % 8.4
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Da die drei Traktoristen zusammen 8,4 ha pfliigten, erhalten wir folgende
Gleichung:

Ansatz:
x+05+08+x+05+x=284 zusammenfassen
3x + 1,8 =84 —18
3x=6,6 :3
x =22
Wir setzen dieses Ergebnis in die Tabelle ein und erhalten:
ter. st | dsiveer gosamt
Ackerfliche
in ha 35 21 2,2

Durch Addition erhalten wir die in der Aufgabe angegebene Gesamtfliche von
8,4 ha. AuBlerdem pfliigte der erste Traktorist auch wirklich 0,8 ha mehr als der
zweite, denn 2,7 + 0,8 = 3,5; der zweite pfliigte 0,5 ha mehr als der dritte, denn
2,7=22+0,5.

Antwortsatz: Der erste Traktorist pfliigte 3,5 ha, der zweite 2,7 ha und der dritte
2,2 ha.

Die Deutsche Reichsbahn setzt neben modernen GroBraumwagen auch noch
Giiterwagen alter Bauart mit weniger Laderaum ein. Die offenen Giiterwagen
alter Bauart kénnen im allgemeinen mit 15 t beladen werden. Wir wollen ermit-
teln, wieviel Tonnen Last ein moderner Groraumwagen tragt.

Es sei bekannt, daB mit sieben Wagen alter Bauart 11 t weniger transportiert wer-
den kénnen als mit zwei GroBraumwagen.

Lésung: Die Ladung zweier Groraumwagen (Ladung: 2xt) ist gleich der Ladung
von sieben Wagen alter Bauart (Ladung 7-15t) vermehrt um weitere 111t
(Bild C 3).

7 Wagen 2 Wagen
)
74

c3

'

o,
15t 11t xt

Ansatz:
2-x =715+ 11 |zusammenfassen
2-x =105+ 11
2x =116 |2
x =758

Probe: Mit sieben Wagen alter Bauart werden 7-15t = 105t befsrdert, mit
zwei GroBraumwagen 2 - 58 t = 116 t. Tatsichlich betrigt also der Unterschied
der Gesamtladungen 11 t.

Antwortsatz: Ein GroBraumwagen kann mit 58 t beladen werden.

|




2

Eine Seite eines Parallelogramms ist 3,7 cm ldnger als eine der anderen Seiten.
Der Umfang dieses Parallelogramms betrigt 27,4 cm. Wie lang sind seine
Seiten ?

Lésung: Wir bezeichnen die Linge der kiirzeren Seite mit x cm. Dann hat die
andere Seite eine Lange von (x 4 3,7) em (Bild C 4).

Da zwei gegeniiberliegende Seiten eines Parallelogramms gleich lang sind. gilt

2x + 2(x + 3,7) = 27,4 x+37
2x +2x+ 7,4 =274 "
4x + 74 =274 |—174
4x =20 14 G4
% =5

Probe: Wenn die kiirzere Seite des Parallelogramms 5 cm lang ist, dann hat die
lingere Seite des Parallelogramms eine Linge von 8,7 cm. Fiir den Umfang ergibt
sich dann tatsichlich (25 4 2-8,7) cm = 27,4 cm.

Antwortsatz: Die Seiten des Parallelogramms sind 5 cm und 8,7 cm lang.

Aufgaben ¢ 30 bis 66
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74 Quadrieren
Zur Wiederhol (S.74). B hnung von Quad mit Hilfe des Rechenstabs
bzw. der Quadrattafel (S. 75)

76 Die Quadratwurzel
Das Wurzelziehen (S. 76) Umkehnmg des indnarens natiirlicher Zahlen (S. 77).
Umkehrung des Q ler Zahlen (S.78). Quadrat-
wurzeln, die keine rationalen Zahlen nmd (5. 79). Berechnung von Niherungs-
werten nichtrationaler Quadratwurzeln (S. 80)

81 mungm
Berechnung von Quadratwurzeln mit Hilfe des Rechenstabs bzw. der Quadrat-
tafel (S. 81)

In einem laufenden Motor bewegen sich die Kol.ben auf und ab, lngetnaben von den wech-
selnden Explononen des Kraftstoff-Luft-G: hes in den Zylind Die Kolben durch-

laufen dabei einen Hubraum, der charakteristisch fiir die Grol!e des Motors ist, Ein Pkw
vom Typ ,,Trabant 601* hat z. B. einen Hubraum von 594,5 em?, ein Lkw vom Typ
4, JFA W 50* einen von 6560 cm®. Man berechnet den Hubraum mit Hilfe einer Formel, die,
wie viele andere in Physik und Mathematik, eine Variable in der zweiten Potenz enthalt.
Wir werden uns in diesem Kapitel mit dem Berechnen der zweiten Potenz, mit dem soge-
nannten Quadrieren, niher vertraut machen.
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Quadrieren

1 Zur Wiederholung

Das Produkt einer Zahl a mit sich selbst heit das Quadrat von a. Fiir das Pro-
dukt a - a schreiben wir a* und sagen, da} die Zahl a quadriert wird. Die Quadrate
natiirlicher Zahlen heiBen Quadratzahlen.

Die natiirlichen Zahlen 1, 4, 9, 16, 25 usw. sind Quadratzahlen.

Die Verwendung dieser Begriffe erklirt sich daraus, daB der Inhalt einer Quadrat-
fliche mit der Seitenlinge a durch a® angegeben wird.

Jedem Paar natiirlicher Zahlen ist durch die Multiplikation eine natiirliche Zahl
als Produkt zugeordnet. Das Quadrat jeder beliehigen natiirlichen Zahl a ist
daher eine natiirliche Zahl. Also gilt:

SATZ: Zu jeder natiirlichen Zahl a gibt es genau eine natiirliche Zahl b mit
b = a

Das Quadrat einer ganzen Zahl a ist eine ganze Zahl, denn jedem Paar ganzer
Zahlen ist durch die Multiplikation eine ganze Zahl als Produkt zugeordnet. Da
aber das Produkt zweier negativer ganzer Zahlen stets positiv ist, erhalten wir
beim Quadrieren ganzer Zahlen immer nichtnegative ganze Zahlen. Wir finden
also: 5

SATZ: Zu jeder ganzen Zahl a gibt es genau eine ganze Zahl b = a* mit b = 0.

a) Das Quadrat der Zahl @ = 12 ist die Zahl b = 144.

b) Das Quadrat der Zahl @ = — 12 ist ebenfalls die Zahl b = 144.

Jede rationale Zahl a it sich in der Form 2 (g = 0) darstellen, wobei p und ¢
q

teilerfremde ganze Zahlen sind. Das Quadrat der rationalen Zahl a = P ergibt
q
sich zu

aa=(£)*_£.£_1’_"
q

2
Sowohl der Zihler als auch der Nenner der Zahl P_z ist nichtnegativ. Folglich ist
q

2
auch die Zahl % eine nichtnegative Zahl. Demnach gilt:
q

SATZ: Zu jeder rationalen Zahl a gibt es genau eine rationale Zahl b = a® mit
5=0. .

Quadriere die folgenden Zahlen! Ordne dabei jeder dieser Zahlen ihr Quadrat zu!
1 1 3 3 4

4
o;?,’—gi z;—zyL—L ?,—3,2,—2,2,5,—2,5.3,-3



Wenn wir Quadrate berechnen, so bestimmen wir erst einen Niherungswert
durch Uberschlag. Hierfiir ist die folgende Tabelle iiber die Stellenzahl niitzlich.

Ista i s0 ist a® Beispiele
einstellig ein- oder zweistellig 2 =4; =281
zweistellig drei- oder vierstellig 122 = 144; 902

dreistellig fiinf- oder sechsstellig 1052 = 11 025;
s 9022 = 813 604

@ Ermiule die Quadrate der folgenden Zahlen!
a) 20 b) 2 c) 0,2 d) 0,02 e) 0,002
Die folgende Tabelle gibt einen Uberblick iiber die Stellenzahlen der Quadrate

rationaler Zahlen a mit
0 S ar<ilc

0l Saxl 0,01 =a’<1

Aufgaben d 1 bis 4

2 Berechnung von Quadraten mit Hilfe des Rechenstabs
bzw. der Quadrattafel

Fiir die Berechnung der Quadrate rationaler Zahlen geniigt bei vielen Aufgaben
Rechenstabgenauigkeit.

Fiir die Berechnung von Quadraten gegebener Zahlen mit Hilfe des Rechenstabs
wird die Skale A oder die Skale B benétigt (Bild A 3). Diese Skalen bestehen aus
zwei gleich langen Abschnitten: der Teilung von 1 bis 10 und der Teilung von 10
bis 100. Die Skalen A und B sind kongruente ungleichmiBig geteilte Skalen.
Das Quadrat einer Zahl @ wird mit dem Rechenstab folgendermaBen berechnet:

1. Durch Uberschlag wird ein Naherungswert der Quadratzahl ermittelt.
2. Auf der Skale D wird die Zahl a eingestellt.
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3. Mit dem Ablesestrich des Laufers wird auf der Skale A die Ziffernfolge der
Zahl a? abgelesen (Bild D 1a). (Wir kénnen die Zahl a auch auf der Skale C
einstellen und die Ziffernfolge von a? auf der Skale B ablesen; Bild D 1b).

Das Quadrat der Zahl a = 62,5 ist mit Hilfe des Rechenstabs zu ermitteln.
1. Uberschlag: a2 ~ 602 = 3600,

2. Wir stellen den Ablesestrich iiber D 6-2-5.

3. Wir lesen unter dem Ablesestrich auf der Skale A die Ziffernfolge 3-9-1 ab.

Ergebnis: Das Quadrat der Zahl 62,5 betrigt etwa 3910.

Das Buch Tabellen und Formeln enthilt auf den Seiten 10 und 11 eine Quadrat-
tafel. Aus dieser Tafel kénnen die Quadrate der Zahlen 1,00;1,01; ... ;9,99 abge-
lesen werden. Die meisten dieser Quadrate sind Niherungswerte. Zahlen mit
mehr als drei wesentlichen Ziffern werden vor dem Quadrieren mit der Zahlen-
tafel auf drei wesentliche Ziffern gerundet.

Mit der Quadrattafel werden die Quadrate gegebener Zahlen folgendermafen er-
mittelt. Wir suchen die Zeile in der Tabelle auf, die durch die beiden ersten
wesentlichen Ziffern einer gegebenen Zahl a bestimmt wird. Dann suchen wir die
Spalte in der Tabelle, die mit der dritten wesentlichen Ziffer der Zahl a iiber-
schrieben ist. Die Ziffernfolge von a? finden wir im ,,Schnittpunkt der aufge-
suchten Zeile und Spalte.

Das Quadrat der Zahl a — 43,23 soll mit Hilfe der Quadrattafel berechnet werden
( Tabellen und Formeln, Seite 10).

1. Wir runden die Zahl a auf 43,2.
Uberschlag: a2 ~ 40% = 1600.

2. Wir suchen in der Tabelle die Zeile 4,3 auf.

3. Wir suchen in der Tabelle die Spalte mit der Uberschrift 2 auf.

4. Im ,,Schnittpunkt* der aufgesuchten Zeile und Spalte finden wir die Ziffern-
folge 1-8-6-6.

Ergebnis: Das Quadrat der Zahl 43,23 betrigt etwa 1866.

Aufgaben d 5 bis 14

Die Quadratwurzel

3 Das Wurzelziehen

Beim Quadrieren ist das Produkt einer Zahl a mit sich selbst zu ermitteln. Um-
gekehrt kann die Aufgabe gestellt werden, eine Zahl a in ein Produkt aus zwei
gleichen Faktoren zu zerlegen.
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Eine Quadratfliche hat den Inhalt 4 = 16 cm? Wie grof} ist die Seitenlinge
dieser Fliche ? Wir finden sie, indem wir die Zahl 16 in das Produkt 4 - 4 zerlegen.
Die Seitenldnge betrigt also 4 cm.

Die Zahl 4 im Beispiel D 5 heiBt die Quadratwurzel aus 16.

Die Rechenoperation, bei der eine Zahl in ein Produkt aus zwei gleichen Faktoren
zu zerlegen ist, heilt Quadratwurzelziehen, kurz Wurzelziehen. Diese Operation
kehrt die Operation des Quadrierens um.

Ziehe aus folgenden Zahlen die Quadratwurzel!
a) 1 b) 4 €) 9 d) 16 e) 25 f) 36
Nenne weitere Zahlen, aus denen die Quadratwurzel gezogen werden kann!

DEFINITION : Quadratwurzel aus einer nichtnegativen Zahl a heifit diejenige
nichtnegative Zahl b, deren Quadrat gleich a ist.

Neben der Quadratwurzel b aus einer Zahl a gibt es eine weitere Zahl, deren
Quadrat gleich a ist. Diese Zahl ist die zu b entgegengesetzte Zahl — b.

Die Quadratwurzel aus der Zahl 121 ist die Zahl 11. Die zu ihr entgegengesetzte

Zahl ist — 11. Diese Zahl ist keine Quadratwurzel aus 121, obwohl ihr Quadrat
gleich 121 ist.

4 Umkehrung des Quadrierens natiirlicher Zahlen

Zerlege die Zahlen 2, 3, 5,6, 7,8, 10 in alle miglichen Produkte aus zwei Faktoren
natiirlicher Zahlen!

Der Auftrag D 4 fithrt zu der Vermutung: Im Bereich der natiirlichen Zahlen ist
die Umkehrung des Quadrierens (das Quadratwurzelziehen) nicht uneingeschrinkt
ausfiihrbar.

SATZ: Es gibt natiirliche Zahlen, die im Bereich der natiirlichen Zahlen keine
Quadratwurzel besitzen.

Beweis: Die Zahl 2 148t sich im Bereich der natiirlichen Zahlen nur in das Produkt
aus den Zahlen 1 und 2 zerlegen. Folgedessen besitzt die Zahl 2 im Bereich der
natiirlichen Zahlen keine Quadratwurzel. Also gibt es (wenigstens) eine natiirliche
Zahl, die im Bereich der natiirlichen Zahlen keine Quadratwurzel besitzt.

Zerlege die Zahl 33 in alle moglichen Produkte natiirlicher Zahlen! Zeige, daf die
Zahl 33 keine Quadratwurzel im Bereich der natiirlichen Zahlen besitzt!

Aufgabe d 15
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)

5 Umkehrung des Quadrierens nichtnegativer rationaler
Zahlen

2
Das Quadrat der rationalen Zahl a = T ist die rationale Zahl b = 41;) Umgekehrt

kann die Aufgabe gestellt werden, die Quadratwurzel aus der rationalen Zahl

b= i zu ziehen. Dann ist die Zahl b in ein Produkt aus zwei gleichen nicht-

49

2
negativen Faktoren zu zerlegen. Wegen 212 = k4 ist die Zahl a = % Quadrat-

4
wurzel aus — .

49

Es soll die Quadratwurzel aus der rationalen Zahl 4,84 gezogen werden.
‘Wir wandeln 4,84 um:
484 121 11 11
Bt T Rl el -
11

Die rationale Zahl 5

ist Quadratwurzel aus 4,84.

LBt sich eine rationale Zahl a auf die Form

2
;Lz (peN;qe N, g = 0; p und q teilerfremd)
bringen, so ist die Zahl 2 gie Quadratwurzel aus a. Die Mehrzahl der rationalen
q

2
Zahlen laBt sich jedoch nicht auf die Form E; bringen.
9

Stelle die rationalen Zahlen
a) 2, b) 0,5, ¢) 1,69, d) 7 und e) 33 durch Bniche}—"(q = 0) dar! Ver-
q

suche aus ihnen die Quadratwurzel zu ziehen!

Der Auftrag D 6 fiihrt zu der Vermutung, daB auch im Bereich der nichtnega-
tiven rationalen Zahlen das Quadratwurzelziehen nicht uneingeschriinkt maglich
ist. Wir driicken diese Vermutung durch den folgenden Satz aus, den wir jedoch
in der 7. Klasse nicht beweisen kinnen:

SATZ: Es gibt nichtnegative rationale Zahlen, die im Bereich der rationalen Zahlen
keine Quadratwurzel besitzen.

Wir werden spiter sehen, dafl es einen Zahlenbereich gibt, in dem jede nicht-
negative rationale Zahl genau eine Quadratwurzel besitzt.

Aufgabe d 16
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6 Quadratwurzeln, die keine rationalen Zahlen sind

Als Operationszeichen fiir das Quadratwurzelziehen ver den wir das Zeich

»/ ¢ Es wird iiber die Zahl a gesetzt, aus der die Quadratwurzel zu ziehen ist.
Fiir /o lesen wir: Quadratwurzel aus a. Die Zahl a, die unter dem Wurzelzeichen
steht, heiBt Radikand.

Es soll die Quadratwurzel aus 2 gezogen werden. Wir schreiben:

y2. Das bedeutet:

Gesucht ist eine nichtnegative Zahl x, fiir die die Beziehung x? = 2 gilt.

Unsere Uberlegungen im Auftrag D 6 fiihrten zu der Vermutung, daB es eine
solche Zahl x im Bereich der rationalen Zahlen nicht gibt. Es gibt aber einen um-
fassenderen Zahlenbereich, in dem diese Zahl x existiert.

Das folgende Beispiel aus der Geometrie zeigt uns, wie notwendig dieser umfas-
sendere Zahlenbereich ist. Uns sei der Fliacheninhalt eines Quadrats bekannt, und
wir suchen die Liange der Quadratseite dieses Quadrats.

Im Bild D2 wurden vier gleichschenklig-rechtwinklige Dreiecke gezeichnet,
deren Katheten die Linge 1 cm besitzen. Sie sind zu einem Quadrat angeordnet.

Berechne die Basiswinkel und den Flicheninhalt eines jeden Dreiecks
im Bild D 2!

Das Quadrat hat den Flacheninhalt 2 cm® Die MaBzahl 2 fiir den
Flicheninhalt des Quadrats erhalten wir, wenn wir das Quadrat der
MaBzahl x der Seitenlinge des Quadrats bilden: x? = 2. Also muf
fiir die MaBzahl x die Beziehung x = /2 gelten. Die Messung einer
Seite eines Quadrats mit dem Inhalt von 2 cm? ergibt demnach einen
Niherungswert fiir x = 2. Der Niherungswert ist um so genauer, je

genauer die Messung erfolgen kann. A=ApAgAgtA=2em?

Ermittle durch Messung einen Niherungswert fiir die Quadratwurzel aus 8! ( Anlei-
tung: Konstruiere ein gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck mit der Kathetenlinge
von 2 cm!)

Auch die Zahl y2, die keine rationale Zahl ist, ist einem Punkt auf
der Zahlengeraden zugeordnet. Wir iiberzeugen uns an Hand von
Bild D 3 davon, daB dies tatsichlich der Fall ist. Der Punkt 0 sei
Nullpunkt, der Punkt E Einheitspunkt der Zahlengeraden. Wir
ordnen also dem Punkt 0 die Zahl Null und dem Punkt E die Zahl
Eins zu. Uber der Strecke OE konstruieren wir ein gleichschenklig-rechtwink-
liges Dreieck 0EA mit der Strecke OF als Kathete. Die Linge der Strecke 0.4
betrigt dann 2 Lingeneinheiten. Die Strecke 0A tragen wir von 0 aus auf dem
positiven Teil der Zahlengeraden ab und erhalten den Punkt B. Wegen 0A~ 0B
betrigt die Lange der Strecke 0B ebenfalls |2 Langeneinheiten. Dem Punkt B
ist also keine rationale Zahl zugeordnet, denn sonst wire die Zahl y'2 wegen der
Eindeutigkeit der Streckenabtragung eine rationale Zahl. Auf der Zahlengeraden
gibt es also Punkte, denen keine rationale Zahl zugeordnet werden kann.

Um diese ,,Liicken* auf der Zahlengeraden zu schlieBen, wird ein Zahlenbereich
bendtigt, der auBer den rationalen Zahlen auch noch Zahlen enthilt, die keine
rationalen Zahlen sind.

Aufgaben d 17 und 18
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7 Berechnung von Néherungswerten nichtrationaler
Quadratwurzeln .

Die Zahl @ = 2 ist eine nichtrationale Zahl. Wir haben gesehen, daB wir einen
Naherungswert fiir diese Zahl durch Messung einer geeigneten Strecke finden
kénnen. Die Genauigkeit fiir einen solchen Niherungswert, der durch Messung
gefunden wird, ist nicht sehr groB. Wir benétigen ein Verfahren, das' Niherungs-
werte von nichtrationalen Quadratwurzeln mit einer besseren Genauigkeit liefert.

Wir berechnen die Zahl x = J/'2 durch folgendes Verfahren:
1. Schritt: Wegen 12 =1 und 22 =4 gilt | < x < 2,
2. Schritt: Wir quadrieren die Zahlen 1,1 bis 1,9.

1,1 1,2 1,3 [14 |15 |16 [1,7 |18 |19
1,21 | 1,44 | 1,69 | 1,96 | 2,25 | 2,56 | 2,89 | 3,24 | 3,61

Wegen 1,42 = 1,96 und 1,52 = 2,25 gilt 1.4 < x < 1,5.
3. Schritt: Wir quadrieren die Zahlen 1,41 bis 1,49,

j 141 1,42

i 1,9881 | 2,016 4

Weitere Quadrate brauchen hier nicht errechnet zu werden, da n? = 2 schon mit
1,422 = 2,016 4 iiberschritten wurde.
Wegen 1,41% = 1,9881 und 1,422 = 2,0164 gilt 1,41 < x < 1,42,
Fahrt man in dieser Weise fort, kann man fiir die nichtrationale Zahl 2 mit
beliebiger Genauigkeit rationale Zahlen als Niherungswerte errechnen.
Die drei Schritte liefern uns die Niherungswerte -

a1 =1; ay3=14; ag=141.

Ist ein Niaherungswert einer Quadratwurzel gegeben, so kann auf der Zahlen-
geraden die Lage des Punktes angegeben werden, dem dieser Niherungswert zu-
geordnet ist. Das Vorgehen dazu entspricht dem im Beispiel D 9 angegebenen
Verfahren.

Es ist auf der Zahlengeraden die Lage des Punktes 4 zu beschreiben, dem die
Zahl 4 = 2 zugeordnet ist (Bild D 4).
1. Schritt: A liegt zwischen 1und 2

2.8chritt: A liegt zwischen 14 und 15
3. Schritt: A'liegt zwischen 141 und 142

D4

| l
4 L : T !
37 14
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1. Schritt:

Da 1 < a < 2 (sieche Beispiel D 9, 1. Schritt), liegt der Punkt A zwischen den
Punkten 1 und 2.

2. Schri:

Wir teilen die Strecke von 1 bis 2 auf der Zahlengeraden in zehn gleich lange Teil-
strecken und bezeichnen die Teilpunkte mit 1,1 bis 1,9. Der Punkt A liegt dann
zwischen den Punkten 1,4 und 1,5.

3. Schriu:

Wir teilen die Strecke von 1,4 bis 1,5 auf der Zahlengeraden in zehn gleich lange
Teilstrecken und bezeich die Teilpunkte mit 1,41 bis 1,49. Der Punkt 4
liegt dann zwischen den Punkten 1,41 und 1,42.

Fihrt man in dieser Weise fort, kann man die Lage des Punktes 4 mit beliebiger
Genauigkeit beschreiben.

Ist umgekehrt ein Punkt 4 auf der Zahlengeraden gegeben, dem keine rationale
Zahl zugeordnet ist, so kann die Lage des Punktes A auf der Zahlengeraden mit
diesem Verfahren der ,.fortgesetzten Zehnteilung* durch die Angabe der Stellen
eines Dezimalbruchs — jedenfalls in Gedanken — beliebig genau beschrieben wer-
den.

Wir denken uns zum AbschluB dieser Betrachtungen eine beliebige Quadratwurzel
gegeben, die keine rationale Zahl ist. Wenn wir beliebig viele Schritte zur Berech-
nung dieser Quadratwurzel ausfiihren, erhalten wir einen Dezimalbruch mit be-
liebig vielen Stellen hinter dem Komma. Werden (in Gedanken) unendlich viele
Schritte ausgefiihrt, so ist der Dezimalbruch unendlich. Dieser Dezimalbruch
kann nicht periodisch sein, denn sonst wire die betreffende Quadratwurzel eine
rationale Zahl. In dem Dezimalbruch gibt es also keine Zifferngruppen, die sich
regelmaBig wiederholen. Zahlen, die durch unendliche nichtperiodische Dezimal-
briiche ausgedriickt werden ki werden irrationale Zahlen g Jede
Quadratwurzel aus einer nichtnegativen rationalen Zahl ist demnach entweder
eine rationale oder eine irrationale Zahl.

Aufgaben d 19 und 20

Ubungen

8 Berechnung von Quadratwurzeln mit Hilfe des Rechen-
stabs

Quadratwurzelziehen ist eine Umkehroperation des Quadrierens. Die Skalen des
Rechenstabs, mit denen Zahlen quadriert werden, kénnen demnach auch zum
Quadratwurzelziehen verwendet werden. Eine Uberschlagsrechnung ergibt die
Stellenzahl der gesuchten Quadratwurzel. Die in Lerneinheit D 1 aufgestellte

Tabelle iiber die Stellenzahlen kann man auch beim Quadratwurzelzie]:en ver-
wenden, indem man die Spalten vertauscht.

ein- oder zweistellig einstellig | 0,01 <a<l 0Ll = Ja<l1

drei- oder vierstellig zweistellig | 00001 < a < 0,01 001 < Ya <01l
suf. oder sechistell Ireistelli A = , 0 = Ve <o,

fin- oder sechsstellig  dreistellig | 5 009 991 < 4 < 0,001 0,001 < Va < 0,1

(2n— 1)-.oder 2n-stellig n-stellig

6 [000706] 81




Die Ubersichten lassen erkennen: Beim Quadratwurzelziehen werden die gelten-
den Ziffern des Radikanden vom Komma aus nach links bzw. rechts in Gruppen
zu je zwei Ziffern eingeteilt. Aus der Anzahl der Zweiergruppen finden wir dann
die Stellenzahl der betreffenden Quadratwurzel.

Es sind Niherungswerte fiir die folgenden Quadratwurzeln anzugeben!

a) }/36 987  =3/69/87 Y4/00/08 = 200

b) V36987 =V36/987 ~VioJn = a0

¥0,04

¢) 10,036 987 = 10,03/69/87

D5

0,2

Um die Quadratwurzel aus
einer Zahl @ mit dem Rechen-
stab zu ermitteln, stellen wir
sie mit dem Ablesestrich auf
der Skale A (bzw. auf der
Skale B) ein. Die Ziffern-
folge der Quadratwurzel le-
sen wir dann unter dem Ab-
lesestrich auf der Skale D (bzw. auf der Skale C) ab (Bild D 5).

Wir b h mit dem Rech ab die Quadratwurzel aus 3699,
1) Uberschlag: 13699 ~ 136/00 = 60

2) Wir stellen mit dem Ablesestrich die Ziffernfolge A 36-9-9 ein.
3) Unter dem Ablesestrich lesen wir die Ziffernfolge D 6-0-8 ab.
Ergebnis: 13 699 ~ 60.8.

Aufgaben d 21 und 22

9 Berechnung von Quadratwurzeln mit Hilfe der
Quadrattafel

Zum Quadratwurzelziehen kann man die Quadrattafel auf den Seiten 10 und 11
des Buches Tabellen und Formeln verwenden. Wir suchen den Radikanden in
der Tabelle auf und finden in der ersten Spalte die ersten Ziffern der Wurzel und
in der ersten Zeile eine weitere Ziffer.

/18,66
1. Ein Uberschlag ergibt: 116,00 = .
2. Wir suchen in der Tabelle die Zahl 18,66. Aus der ersten Spalte entnehmen wir
die Ziffern !5 und aus der ersten Zeile die Ziffer 2.

Ergebnis: /18,66 ~ 1.32.
Ist die Zahl nicht in der Tafel enthalten, so suchen wir die Zahl auf, die der ge-

suchten am nichsten kommt.

V1,772
Der Radikand 1,772 ist nicht in der Tafel enthalten. Wir lesen bei 1,769 ab.

]/1,772 ~ 1,33
" Aufgaben d 23 bis 30
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84 Projektionsbegriff; Pr < SR ok
Pro]ekhon (S 84). Pm_‘akllonsanen . 85) llelprojektion (S.85). Kavali
perspektive (S. 88)

89 Senkrechte Eintafelprojekti
Die Projektion eines Punktes (S.89). Der HohenmaBstab (S.90). Die Projektion
einer Strecke (einer Geraden) (S.91). Die wahre Linge einer Strecke (S. 92). Der
Neigungswinkel einer Strecke (S.93). Die Projektion einer ebenen Figur (S.93).
Hohenlinien und Fallinien (S. 94). Neigungswinkel einer Ebene (S. 95)

96 ‘Seukiochtc Zweitatelprajekt
Grund- und AufriB eines Punktes (S.96). Grund- und AufriB von Strecken (S.97).
Wahre Linge einer Strecke (S.98). Grund- und Aufri einer ebenen Figur; Lage-
beziehung (S. 99). Zwei Geraden (S. 10!). Die unterschiedliche Anordnung des Auf-
risses (S. 102). Ebener Schnitt durch ein Prisma (S. 103)

Technische Zeichner fertigen nach den Unterlagen, die K X 1 ; i e
tekten u. a. ausgearbeitet haben, die Konau-ukuonszﬂchnungen an. S)e halten sich dabei
aniZeich In, die oftmals'in der.d 1. P ie ihre ischen Grund-

lagen haben. Die technischen Zeichnungen miissen sauber, sehr genau und mafstabgerecht
sein: sie werden in Konstruktionsbiiros mit Hilfe von Zeichenmaschinen angefertigt.




Projektionsbegriff; Projektionsarten; Kavalierperspektive

1

Projektion

E

2

81

Uriginal P

Froy )
gerade

-

Bild P’

Oft geniigt ein Bild (Foto, Zeich-
nung, Skizze), um eine klare Vor-
stellung von einem Gegenstand zu
bekommen. Wir werden jetzt Ver-
fahren kennenlernen, nach denen
man geometrische Gebilde auf ein
Zeichenblatt abbildet. Diese Ver-
fahren machen es maoglich, daB
man sich auf Grund der Zeichnung
auch geometrische Gebilde des
Raumes genau vorstellen kann,
Das Bild E 1 zeigt verschiedene
Méglichkeiten, wie wir von Gegen-
stinden Bilder erhalten kénnen.
In allen drei Fillen erhalten wir
vom Gegenstand, den man all-
gemein Original nennt, ein Bild auf
einer Bildebene. Originalpunkte
sind mit ihren Bildpunkten durch
Geraden verbunden, die alle durch
einen Punkt (Lichtquelle, Auge,
Lochblende) gehen. Diesen Punkt
bezeichnen wir mit Z (Zentrum),
die Geraden nennen wir Projek-
tionsgeraden, den ganzen Vorgang
Projektion.

Damit wir in der Zeichnung das
Bild vom Original unterscheiden
konnen, versehen wir die Buch-
staben der Bildpunkte mit einem
Strich, z. B. (Bild E 2): Original-
punkt: P; Bildpunkt: P'.

ZUSAMMENFASSUNG

In der darstellenden Geome-
trie werden geometrische
Gebilde des Raumes auf eine
Zeoich h S0 LB hild
daB man aus der ebenen
Zeichnung auf das g
trische Gebilde des Raumes
schliefen kann. Die Verbin-
dungsgeraden von Original-
punkten mit den Bildpunk-
ten nennt man Projektions-
geraden.




2 Projektionsarten

@ a) Beleuchte das K dell eines b) Benutze fiir den Schattenwurf des
Wiirfels mit Hilfe einer Taschen- Wiirfelmodells Sonnenlicht!
lampe so, daf sein Schatten auf eine
dahinterliegende Wand ( Bildebene)

falle!
Die Projektionsgeraden gehen alle Die Projektionsgeraden liegen alle par-
durch einen Punkt. allel zueinander.
Diese Projektionsart heiBt Zentral- Diese Projektionsart heiBt Parallel-
projektion (Bild E 3a). projektion (Bild E 3b).

Zentralprojektion Parallelprojektion

Bild Original

E3

@ Stelle im Auftrag E 1b die Bildebene so, daf
die Sonnenstrahlen senkrecht auftreffen!

Der im Auftrag E 2 dargestellte Sonderfall der
Parallelprojektion, bei dem die Projektions-
geraden senkrecht zur Bildebene liegen, heifit
senkrechte Projektion (Bild E 4).

3 Parallelprojektion

An einem Quader wollen wir die Breite, die
Hohe und die Tiefe unterscheiden. Blicken wir
im Bild E 5 in der angegebenen Blickrichtung
auf den Wiirfel, so kénnen wir feststellen:

1. vier Kanten liegen in Tiefenrichtung
(im Bild E 5 rot),

2. vier Kanten liegen in Breitenrichtung,

3. vier Kanten liegen in Héhenrichtung.




Hinter dem Modell befinde sich eine Bildebene (Bild E 6), die zu den Kanten in
Breiten- und Hohenrichtung parallel verlaufe. Fillt Sonnenlicht (Parallelprojek-
tion) so auf das Wiirfelmodell, daB8 auf der Bildebene ein Schattenbild entsteht,
<0 konnen wir folgendes beobachten:

= E6

%/

8

/
/
7 0
Z

VY

1. Kanten in Breitenrichtung (Bild E 7):
a) Das Bild E'F” der Kante EF verlauft in Zeilenrichtung.
b) Es gilt E'’F' ~ EF.
Wir beweisen die Aussage 1b:
Voraussetzung: EF || E'F' (die Kante EF wurde parallel zur Bildtafel festgelegt)
Behauptung: EF~ E'F’
Beweis: EF || E'F' (nach Voraussetzung)
EE' || FF' (Parallelprojektion)
EFF'E' ist ein Parallelogramm.

Folglich ist EF~ E'F".

2. Kanten in Hohenrichtung (Bild E 8):
«#) Das Bild B'F’ der Kante BF verliuft in Spaltenrichtung.
b) Es gilt BF’~ BF.
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@ Beweise die Aussage 2b! Vergleiche mit dem Beweis in 1b!

P

SATZ: Kanten, die parallel zur Bildebene liegen, den bei Parallelprojektion in
wahrer Grofie abgebildet.

3. Kanten in Tiefenrichtung (Bild E 9):
Die Liinge des Bildes F'G’ der Kante FG ist abhingig von dem Winkel, unter dem
die S rahlen (Projektionsgeraden) auf die Bildebene auftreffen. Je flacher

diese auftreffen, um so linger werden die Schatten (Bilder) einer Kante in Tiefen-
richtung. Das Schattenbild eines Wiirfels sieht dann sehr verzerrt aus (Bild E 9).
Den Quotienten aus der Linge des Bildes und der Linge des Originals einer Kante
in Tiefenrichtung nennt man Verkiirzungsverhiiltnis g. Gilt zum Beispiel fiir die
Parallelprojektion einer Kante in Tiefenrichtung
Linge des Originals 15 mm,

Linge des Bildes 5 mm,

5 1
so betriigt das Verkiirzungsverhaltnis ¢ = 1 5:::; Sa

Bei ein und derselben Projektion ist das Verkiirzungsverhiltnis g fiir alle Kanten
in Tiefenrichtung gleich groB.

Der in Bild E 9 angegebene Winkel « heilt Verzerrungswinkel. Die GroBle des
Verzerrungswinkels ist von der Richtung der Projektionsgeraden abhingig. Bei
ein und derselben Parallelprojektion ist der Verzerrungswinkel « fiir alle Kanten
in Tiefenrichtung gleich grofB.

Wir haben gesehen, daB die Bilder der Kanten in Breitenrichtung alle in Zeilen-
richtung verlaufen;: sie sind also untereinander parallel. Die Bilder der Kanten in
Héhenrichtung verlaufen alle in Spaltenrichtung, sie sind also auch untereinander
parallel. Auch die Bilder der Kanten in Tiefenrichtung sind untereinander
parallel.

Man kann ganz allgemein feststellen: Kanten, die zueinander parallel verlaufen,
haben zueinander parallele Bilder. Ausgenommen ist der Fall, daB die Kanten in
Richtung der Projektionsgeraden liegen.

Wir iibertragen unsere Kenntnisse auf Geraden und formulieren:

SATZ: Zueinander parallele Geraden haben bei Parallelprojekti inand
parallele Bilder. Eine Ausnahme bilden solche Geraden, die in Projekti ichtung
liegen.

Auf einen Beweis dieses Satzes miissen wir noch verzichten.
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4 Kavalierperspektive

Im Bild E 9 wurde gezeigt, daB je nach Richtung der Projektionsgeraden unter-
schiedliche Wiirfelbilder entstehen, die mitunter nicht sehr anschaulich sind.
Wihlt man aber als Verzerrungswinkel x = 45” ynd als Verkiirzungsverhiltnis

1
4 = (Bild E 10), so erhalten wir ein sehr anschauliches Wiirfelbild, das sich auch

leicht konstruieren ldBt. Diesen Sonderfall der Parallelprojektion nennt man
lierperspektive. Diese Bezeict stammt wahrscheinlich aus der Praxis
des Festungsbaus im 18. Jahrhundert.

5

E 10
ZUSAMMENFASSUNG

Eigenschaften der Kavalierper-
spektive:

,’)» 1. Kanten in Breiten- bzw. Ho-
= henrichtung werden in wahrer
GroBe abgebildet. Thre Bilder

- Ell verlaufen in Zeilen- bzw. in Spal-
n tenrichtung.

A / 2. Kanten in Tiefenrichtung

werden verkiirzt abgebildet. Wir
A 8 verkiirzen jede dieser Kanten
auf die Hailfte des Originals

—
<

(Verkiirzungsverhﬁltnis q= %)

und zeichnen sie im Winkel
o = 45° zur Zeilenrichtung (Ver-
zerrungswinkel).

D ¢+ Es soll von einem Quader mit den
MaBen

a =2 cm (Tiefe); b =4 cm (Breite);
A 8 ¢ = 3 cm (Héhe)

&l " & ein Schrigbild in Kavalierperspektive
= -

1 werden.

B

F' £ Konstruktion (Bild E 11):

a) Wir konstruieren zuerst das Schrig-
bild der Grundfliche (Bild E 11a):
Wir zeichnen die Strecke A/'B’ = 4 cm
in Zeilenrichtung, tragen in A4’ den
0 0" Winkel x = 45° an die Strecke 4'B” an
und tragen auf dem freien Schenkel

A 4 wegen g = % die Strecke 4D =1 cm
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ab. Dann zeichnen wir durch D’ die n [ E12
Parallele zu A'B’ und durch B’ die
Parallele zu A4'D' und erhalten als
Schnittpunkt der beiden Parallelen C'.

b) Nun zeichnen wir die Bilder der
Kanten in Héhenrichtung (Bild E11b):
In den Punkten 4’, B, C' und D’ er-
richten wir die Senkrechten zu A'B’
bzw. D'C’ und tragen auf ihnen Strek- x
ken mit der Liinge 3 cm ab. A & B

¢) SchlieBlich zeichnen wir das Bild u
E'F'G'H’ der Deckfliche (Bild E 11c).

Es soll von einem geraden dreiseitigen
Prisma mit der Grundfliche aus a=
3,5cm, b = 4,5 cm und ¢ = 4,0 cm

(Breite!) und der Héhe h = 3,0 cm ein
Schrigbild in Kavalierperspektive ge- .
zeichnet werden. ¢

Konstruktion (Bild E 12):

a) Wir zeichnen zuerst das Dreieck
der Grundfliche 4 BC in wahrer GréBe
als Hilfsfigur und wihlen AB als Brei-
tenkante. Um das Bild des Punktes C

zeichnen zu kénnen, konstruieren wir

die Tiefenstrecke CC, als Lot von C X
auf 4B (Bild E 12a). A o d

b) Nun konstruieren wir das Schriighild 4'B'C’ der Grundfliche ABC (Bild
E 12b): Wir zeichnen die Strecke A’B’ = 4,0 cm in Zeilenrichtung, legen auf ihr
den Punkt C,' im Abstand AC, von A4’ aus fest. Wir tragen in C,’ den Winkel

&« = 45° an Cy'B’ an, tragen auf dem freien Schenkel wegen ¢ — % die Hailfte des
Lotes (ﬁab und erhalten C'. Wir verbinden C’' mit 4’ und B'.

) SchlieBlich zeichnen wir die Bilder der Kanten in Hohenrichtung und das
Bild der Deckfliche! (Bild E 12¢).

Aufgaben e 1 bis 8

Senkrechte Eintafelprojektion

5 Die Projektion eines Punktes

Projiziert man einen geometnschen Korper senkrecht auf eine Bildebene, so
spricht man von senkrechter Ei Iprojektion. Das Bild nennt man RiB. Zur
Unterscheidung von Bild und Ongmal versehen wir die Bezeichnung des zum
Punkt P gehérenden Bildes mit einem Strich (P’).
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Senkrechte Eintafelprojektion

E13

Den RiB erhalten wir, indem wir von jedem Eckpunkt des Kérpers das Lot auf
die GrundriBebene fillen (Bild E 13). Die FuBpunkte der Lote ergeben die Bild-
punkte. Dabei kénnen mehrere Eckpunkte denselben Bildpunkt haben.

SATZ: Bei senkrechter Eintafelprojektion ist jedem Punkt des Raumes ein und
nur ein (genau ein) Bildpunkt zugeordnet.

Umgekehrt gilt jedoch:

Bei senkrechter Eintafelprojektion kann jeder Bildpunkt unendlich viele Original-
punkte haben (Bild E 14).

E 14 P A Das heiBit: Die senkrechte Eintafel-
p, projektion ist im Gegensatz zur Ver-
schiebung, Drehung oder Spiegelung nur
eine eindeutige, aber keine eineindeutige
P (umkehrbar eindeutige) Abbildung.
Dieser Satz wird hier nicht bewiesen.

6 Der HéhenmaBstab

Da die senkrechte Eintafelprojektion nicht umkehrbar eindeutig ist, kommt es
vor, daB} unterschiedliche Kérper gleiche Bilder haben (Bild E 13). Um dennoch
aus dem Rif eindeutig auf das Original schlieBen zu kénnen, muBl man die Hshen
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E 10

der einzel,

Punkte k
bei, aus dem man die Hohen der Punkte iiber der Bildebene ablesen kann.

Wir fiigen deshalb einem Rif8 einen HohenmaBstab

Es sollen der Rif und der HohenmaBstab eines Korpers gezeichnet werden, wobei
die MaBe dem Bild E 15 zu entnehmen sind.

Aufgaben e 9 und 10

7 Die Projektion einer Strecke (einer Geraden)

Halte einen Bleistift (Modell einer Strecke) parallel zur Tischplatte! Wie verindert
sich die Liinge seines Risses, wenn man den Bleistift um seine Spitze nach oben dreht ?

Betrachten wir die Lage einer Strecke beziiglich der Bildebene, so ko wir
drei Fille unterscheiden (Bild E 16):
7. Fall 2. Fall 3 fall
Die Strecke liegt Die Strecke I/'e[at Dig Strecke lisgt
: 2ur Bildebens geneigt zur Bildebene Senkrecht zur Bildebene
Der Rif ist Der RiB ist Der RiB ist
kongruent zum Original kleiner als das Original ein Punkt
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SATZ: Das Bild einer Strecke, die nicht senkrecht zur Bildebene liegt, ist bei senk-
rechter Eintafelprojektion wieder eine Strecke.

Formuliere einen dhnlichen Satz fiir die Projektion einer Geraden, und begriinde
diesen Satz!

8 Die wahre Liinge einer Strecke (Grundaufgabe)

Die Linge der Originalstrecke nennt man wahre Liinge der Strecke.
Das Bild E 17 veranschaulicht, wie wir die wahre Linge einer Strecke ﬁ aus
dem RiB und dem HéhenmaBstab ermitteln kénnen. Wir klappen das Trapez
P'Q'QP, das aus
dem Original P_Q, 4 E17
dem Bild P'Q’ und
den Loten PP und QQ
besteht, um das Bild P'Q’ in die
Bildebene.
Dadurch gelangt die Strecke PQ,
ohne ihre Linge zu verindern, nach

PoQo.

Grundaufgabe:

Gegebensei eine Strecke PQ durch ihren Ri8 P’Q” mit HohenmaBstab (Bild E 18).
Gesucht ist die wahre Linge der Strecke PQ.

Konstruktion:

a) Wir errichten in den Punkten P’ und Q' die Senkrechten zur Strecke P'Q’
(Bild E 18b).
b) Auf den entsprechenden Senkrechten tragen wir die Héhen der Punkte P und
Q ab, die wir dem HohenmaBstab entnehmen. Damit erhalten wir die Punkte Py
und Qo und mit der Verbindungsstrecke PoQo die wahre Linge der Strecke PQ
(Bild E 18c).

Aufgaben e 11 und 12
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E 20

9 Der Neigungswinkel einer Strecke (Grundaufgabe)

Unter dem Neigungswinkel einer Strecke P(Q versteht man den Winkel, den die
Gerade PQ mit der Geraden P’'(Q)’ einschlieBt.

Im Bild E 19a wurde der Neigungswinkel & ermittelt, indem im Trapez P'Q'QP
durch den tieferen der beiden Endpunkte der Strecke PQ (in diesem Fall durch
den Punkt P) die Parallele zu P'Q’ gezeichnet wurde. Denkt man sich dann das
Trapez P'Q'QP in die Bildebene geklappt, so erhilt man im Winkel QoPoRo
den Neigungswinkel a (0° < & < 90°) in wahrer GréBe. Dieser Uberlegung ent-
spricht die Konstruktion, die im Bild E 19b dargestellt wird.

Q n o LR

0

Neigungswinkel e El9

Erklire die Konstruktion an Hand des Bildes E 195!

Aufgabe e 13

10 Die Projektion einer ebenen Figur

Halte ein Heft (Modell eines Rechteckes) parallel zur Tischplatte! Wie verindert
sich der Flicheninhalt des Risses, wenn man das Heft um eine Kante nach oben dreht ?

Betrachten wir die Lage einer eb Figur beziiglich der Bildeb so ko
wir drei Fille unterscheiden (Bild E 20):

parallel zur Ebene geneigt zur Ebene
£ E
4
Al
Die Figur ligg § Die Figur liegt Die Figur lie
ﬁ zur Bildebene E_rz_m%"ﬂ%ildom nnk[ggf %f Bildebene
Der RiB ist - Der RiB ist Der Rip ist
|- fongruent zum Original__ | Kloingr gl dos Original
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SATZ: Das Bild einer ebenen Figur, die nicht senkrecht zur Bildebene liegt, ist bei
senkrechter Eintafelprojektion wieder eine ebene Figur.

11  Héhenlinien und Fallinien

Da die Bilder der Punkte einer geneigten Ebene die gesamte Bildebene ausfiillen,
benutzt man zur Darstellung einer Ebene besondere Linien. (Im Bild E 21 und
in den folgenden Bildern sind immer nur begrenzte Teile der stets unbegrenzten
Ebene dargestellt.)

Jede Gerade, auf der nur Punkte gleicher Hohe iiber der Bildebene liegen, heifit
Héhenlinie. Jede Gerade in einer geneigten Ebene, die senkrecht zu den Hohen-
linien dieser Ebene liegt, hei3t Fallinie. Sie stellt den Weg dar, den eine Kugel auf
einer geneigten Ebene zuriicklegt, wenn man sie von einem Punkt P der Ebene
aus rollen 1aBt. Dic Bilder der Hohenlinien einer geneigten Ebene liegen parallel
zueinander. Dicse l'atsache beruht auf dem Satz: Zueinander parallele Geraden,
die nicht in Projektionsrichtung liegen, haben bei Parallelprojektion zueinander
parallele Bilder (* Satz E 2 auf Seite 87). Das Bild einer Fallinie einer geneigten
Ebene verlduft senkrecht zu den Bildern der Hohenlinien dieser Ebene (Bild E 21).

E21

SATZ: Das Bild eines rechten Winkels ist bei senk-

rechter Projektion wieder ein rechter Winkel,

wenn

1. ig ein Schenkel parallel zur Bildeb
verliuft und

2. der andere Schenkel nicht senkrecht auf der
Bildebene steht.

Halte zur Veranschaulichung dieses Satzes ein recht-
eckiges Stiick Karton so, daf8 die untere Kante par-
allel zur Bildebene (Tischplatte) verliuft (Bild
E22)! Drehe das Blatt um die untere Kante und
beobachte den rechten Kartonrand! Er bewegt sich in
einer Ebene, die senkrecht zur Drehachse verliuft!

Auf einen Beweis des Satzes E 6 verzichten wir.
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12 Neigungswinkel einer Ebene (Grundaufgabe)

Charakteristisch fiir eine geneigte Ebene ist ihr Neigungswinkel gegen die Bild-
ebene. Es sei der Neigungswinkel einer Fallinie der Ebene gegen die Bildebene
der Winkel « (Bild E 23a). Will man den Neigungswinkel « einer Ebene & gegen
die Bildebene bestimmen, so verwendet man ein sogenanntes Stiitzdreieck.

Grundaufgabe:

{-czeben sei eine Ebene ¢ durch das Bild der Hohenlinie by und den RiB des
Punktes P mit HohenmaBstab, die dadurch eindeutig bestimmt ist.

(esucht ist der Neigungswinkel « der Ebene ¢ gegen die Bildebene.

Konstruktion (Bild E 23b): e
a) Wir zeichnen das Bild f’ der Fallinie durch P senkrecht zu h,'.

b) Wir zeichnen das geklappte Lot I, = P'P, senkrecht zu f’!

) Der Winkel P'F'P, ist der gesuchte Neigungswinkel w.

(+cgeben sei eine gerade quadratische Pyramide mit der Grundseite @ = 4,0 em
und der Hohe h = 3,5 cm (Bild E 24).

(esucht ist

a) der Neigungswinkel x einer Seitenfliche,
b) die wahre Lange einer Seitenhohe (Fallinie durch S),
¢) die wahre GréBe und Gestalt einer Seitenfliche. E24

[ a] A o Z

S Ay

- N5
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Konstruktion (Bild E 24):

Gegeben sind Rif und HohenmaBstab der Pyramide.

a) Wir zeichnen das Bild einer Fallinie durch S’ und konstruieren das in die Bild-
ebene geklappte Stiitzdreieck S'F'S;. Der Winkel S'F'S, ist der gesuchte
Neigungswinkel « der Seitenfliche gegen die Bildeb

b) Die Linge der Seitenhéhe (auf der Fallinie durch S) finden wir als Linge der
Strecke F'S, (Hypotenuse) des Stiitzdreiecks.

¢) Die wahre GroBe und Gestalt der Seitenfliche 4 BS ermitteln wir, indem wir
das Dreieck A BS um 4B in die Bildebene klappen. Dabei bewegt sich das Bild
des Punktes S auf einer Senkrechten zu 4B. Die Linge der Fallinie FS finden
wir als Strecke F'S, (Hypotenuse) im Stiitzdreieck. Das Dreieck 4'B'S; weist
die wahre GroBe und Gestalt der Seitenfliche 4 BS auf.

Aufgaben e 14 bis 16

Senkrechte Zweitafelprojektion

13 Grund- und AufriB eines Punktes

Wir haben in den meisten Fillen die Bildebene in horizontaler Lage angenommen,
obwohl das nicht nétig ist. Eine Ausnahme bildete z. B. die Projektion in Kava-
lierperspektive, wo die Bildebene vertikal ang, men wurde (Bild E 9). In dem
speziellen Fall, in dem die Bildebene horizontal liegt, wollen wir kiinftig den Rifl
als GrundriB und die Bildebene als Grundriiebene bezeichnen.

Wie wir wissen, liefert die Projektion eines Punktes ein eindeutiges Bild:

Jedem Originalpunkt ist genau ein Bildpunkt zugeordnet,

aber:

Einem Bildpunkt kinnen viele Originalpunkte zugeordnet sein ( Bild E 14).

In der Eintafelprojektion erzielten wir Eineindeutigkeit durch Beifiigen eines
HohenmaBstabs. Fiir die Eintafelprojektion mit Hoh: Bstab gilt:

_Jedem Originalpunkt ist genau ein Bildpunkt zugeordnet,

und:

Jedem Bildpunkt ist genau ein Originalpunkt zugeordnet.

Wir kénnen auch Eineindeutigkeit erzielen, indem wir dem Grundrif an Stelle
eines HohenmaBstabs einen zweiten RiB auf einer Bildebene beifiigen, die zur
ersten Bildebene senkrecht steht. Dieses
Verfahren heiBt senkrechte Zweitafelprojek-
tion.

Im Bild E 25 wird dieses Verfahren am
Modell einer Pyramide veranschaulicht. Be-
ver wir jedoch Kérper in Zweitafelprojek-
tion zeichnen, beschiftigen wir uns mit
Punkten, Strecken und ebenen Figuren.
Das Bild E 26¢ zeigt die Darstellung eines
Punktes P in Zweitafelprojektion.

Hierzu wurde das Original
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E 26

1. auf eine GrundriBebene, die sich unter dem Original befindet, und

2. auf eine AufriBebene, die sich hinter dem Original befindet, projiziert.

Das erste Bild nennen wir GrundriB und bezeichnén es mit P'. Das zweite Bild
nennen wir Aufri und bezeichnen es mit P”’. Damit die Bilder in eine Zeichen-
ebene zu liegen kommen, klappen wir die zweite Bildebene in die GrundriBebene
um. Die Klappachse ist dabei die Schnittgerade der beiden Bildebenen und heiit
RiBachse.

Wird die AufriBebene in die GrundriBebene geklappt, liegen der Grundrif P’ und
der Aufri8 P" des Punktes P auf einer Geraden, die senkrecht zur RiBachse ver-
lauft (Bild E 26¢). Diese Gerade heiBt Ordnungslinie.

SATZ: Ordnungslinien liegen senkrecht zur RiBachse.
SATZ: Der Abstand des Aufrisses P'’ eines Punktes P von der RiBachse ist gleich
der Hohe des Punktes P iiber der GrundriBebene.

14 Grund- und AufriB von Strecken (Geraden)

Im Bild E 27 wird eine Strecke 4B

in senkrechter Zweitafelprojektion

dargestellt. Wir erkennen in diesem

Bild:

1. aus dem GrundriB: B liegt wei-
ter hinten als 4,

2. aus dem AufriB: B liegt hoher

als 4. /
; / B
E27 A
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Formuliere ihnliche Aussagen iiber die Richtung der Strecken in den Bildern E 28a
bis h! Veranschauliche die Richtung dieser Strecken in einer Klapptafel!
Erklire das Besondere der Richtung der im Bild E 29a bis d in Grund- und Aufrif

abgebildeten Strecken!

Verlangern wir im Bild E 28 die
Strecke AB in Grund- und Auf-
riB iiber ihre Endpunkte 4 und
B hinaus, so erhalten wir die
senkrechte Zweitafelprojektion
einer Geraden AB

E29

TA‘}B'

ol

8" B A"

A" r" n !B"

j
.

Lap iA’ i/«
8 8'

15 Wahre Lénge einer Strecke (Grundaufgabe)

Bei der Ermittlung der wahren
Linge einer Strecke in der Zwei-
tafelprojektion gehen wir &hn-
lich wie bei der entsprechenden
Aufgabe in der Eintafelprojek-
tion vor. Dabei entnehmen wir
die Hohen der Endpunkte der
Strecke dem AufriB.

Grundaufgabe:

Gegeben ist das Zweitafelbild
einer Strecke AB.

Gesucht ist die wahre Linge
der Strecke 4B (Bild E 30).
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Was kannst du iiber die wahre Linge der Strecken im Bild E 28b, d, e, g, h und im

Bild E 29a, b aussagen ?

Anleitung: Im Bild E 28b verliuft die Strecke AB parallel zur Grundrifebene, des-
halb ist ihre Linge gleich der Linge des Grundrisses A'B'.

16 Grund- und AufriB einer ebenen Figur;

Lagebeziehungen zwischen geometrischen Figuren

Aufgaben e 17 bis 19

Zeichne ein Dreieck auf Pappe und schneide es aus!
Fiirbe dann eine Seite der Pappscheibe rot! Halte die
Pappe in unterschiedlicher Stellung in eine Klapptafel,
so dap sich a) das Bild E 31 und b) das Bild E 32

ergibt!

Wir sehen im Grund- und
AufriB die gleiche Seite
der Dreiecksfliche. Der

Wir sehen im Grund- und
Aufri verschiedene Sei-
ten der Dreiecksfliche.

Umlaufssinn der Bezeich

Der Umlaufssinn der Be-

nungen der Ecken mit 4,
B, C ist in Grund- und
AufriB} der gleiche (Bild
E 31).

zeichnungen der Ecken
mit 4, B, C ist in Grund-
und Aufri entgegen-
gesetzt (Bild E 32).

Erklire die Stellung der Dreiecke, die in den Bildern
E 33a bis ¢ dargestellt sind! Veranschauliche diese
Stellung vorher in der Klapptafel!

Erklire, wie die geometrischen Gebilde im Bild E 34
zueinander liegen!

Zeige jeden Fall am Kantenmodell eines Quaders!
(Betrachte die Ecken als Punkte, die Kanten als Teile
von Geraden und die Seitenflichen als Teile von
Ebenen!)

E33 Aufgabe e 20

A

o

E32

E 31

A'se

B*

8

A" 0" 8"

A 5!

7%
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Lagebeziehungen zwischen
a) Punkt und Gerade: ¢c) Gerade und Ebene: «

b) Punkt und-Ebene:

d) zwei Geraden:

E 34

17 Grund- und AufriB eines Kérpers

Es sollen der Grund- und der Aufrif} einer quadratischen Pyramide gezeichnet
werden. Die¢ Pyramide hat folgende MaBe: Quadratseite a = 4,0 cm, Hohe der
Pyramide h = 5,0 cm. Der Abstand der Grundfliche von der Grund- und der
AufriBebene soll jeweils 1,0 cm betragen.

E35
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Konstruktion (Bild E 35):

a) Wir zeichnen die RiBachse und den GrundriB der Pyramide im Abstand von
1,0 cm von der RiBachse (Bild E 35b, im Bild nicht maBgetreu).

b) Dann zeichnen wir Ordnungslinien von den GrundriBpunkten aus und erhalten
im Abstand der jeweiligen Hohen (1,0 cm bzw. 6,0 cm von der RiBachse ent-
fernt) die AufriBpunkte (Bild E 35¢).

Aufgaben e 21 bis 23

18 Grund- und AufriB zweier Geraden

Der Grund- und der AufriB eines Punktes P liegen stets auf einer Ordnungslinie.
Das gilt auch fiir den Schnittpunkt S der beiden Geraden g, und gz im Bild E 36.

E 36
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SATZ: Zwei Gerad hneiden einander, wenn der Schnittpunkt ihrer Grundri
und der Schnittpunkt ihrer Aufrisse auf einer Ordnungslinie liegen.

Liegen der Schnittpunkt der Aufrisse und der Schnittpunkt der Grundrisse
zweier Geraden nicht auf einer Ordnungslinie, so haben die beiden Geraden keinen
Schnittpunkt (Bild E 37).
Nach Satz E 2 auf Seite 87 haben zueinander parallele Geraden im allgemeinen
zueinander parallele Bilder (Bild E 38). Ausgenommen ist der Fall, daB die beiden
Geraden senkrecht zu einer Bildebene verlaufen; dann haben sie als Bilder zwei
Punkte.

Aufgabe e 24

19 Die unterschiedliche Anordnung des Aufrisses

Bisher nahmen wir die Aufriebene vertikal stehend hinter dem Original an. Da-
durch erhielten wir ein Bild, das den Kérper von vorn zeigt. Méchten wir wissen,.
wie das Bild des Korpers aussieht, wenn wir ihn von links betrachten, miissen wir
eine vertikale Bildebene rechts vom Kérper aufbauen. Auf entsprechende Weise
konnen wir Bilder erhalten, die den Kérper von einer beliebigen Seite zeigen
(Bild E 39).

Drehe das Buch so, daf der jeweils betrachtete Aufriff im Bild E 39 oben steht! Du

erkennst dann folgendes:

1. Die neuen Ordnungslinien liegen stets senkrecht zur neuen Rifachse.

2. Die Abstinde der Aufripunkte von der Rifachse sind im neuen Aufriff genau-
so grof wie im alten Aufriff. (Warum?)

E 39
Py
AN, \ L 5"
\ \
\ \
\ \
,\\\\\
\
\\
A\

s \\
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@ Im Aufriff mit S in Bild E 39 ver- HD (AR
liuft die Rifachse parallel zu zwei a
Seitenkanten der Pyramide. Was folgt
daraus fiir die Linge der Bilder dieser
Seitenk indemg Aufri ?
Damit haben wir ein zweites Verfah-
ren zur Ermittlung der wahren Lange EA F.8
einer Strecke kennengelernt. HD0” G5C B

E Es soll die wahre Linge einer Raum- \
diagonalen eines Quaders (a = 2,5 cm; \
b =2,1cm; ¢ = 1,2 cm) mit Hilfe 4
eines geeigneten Aufrisses ermittelt | N
2 F N
werden. EA N\

Konstruktion:
N\

a) Wir zeichnen den GrundriB des
Quaders mit einer Raumdiagonalen
(Bild E 40a).

b) Dann konstruieren wir eine RiB-
achse parallel zum Grundri der
Raumdiagonalen und die Ordnungs-
linien senkrecht zur RiBachse (Bild d
E 40 b).
¢) Wir tragen auf den Ordnungslinien £l 4 &
die gegebenen Hohen der Punkte von \.

der RiBachse aus ab, zeichnen den N

AufriB des Quaders und messen die
Linge der Raumdiagonalen (Bild A A
E 40¢).

Aufgaben e 25 bis 28 E”

20 Ebener Schnitt durch ein Prisma

Im Bild E 41 wird ein Quader durch eine Ebene & schrig geschnitten. Die Ebene ¢
verlduft

— im Winkel x = 45° (Neigungswinkel) gegen die GrundriBiebene und

— senkrecht zur AufriBebene.

Die Hohenlinie h, der Ebene & verlduft senkrecht zur RiBachse in der Grundri3-
ebene, die Schnittgerade der Ebene ¢ (Fallinie) mit der Aufriebene verliuft im
Winkel & = 45° zur RiBachse. Die Schnittfigur habe die Eckpunkte 4, B, C, D.
Um die wahre GroBe und Gestalt der Schnittfigur A BCD zu bestimmen, klappen
wir die Ebene ¢ mit der Schnittfigur A BCD um ihre Hohenlinie hy in die Grund-
riBebene. Dabei beschreiben die Punkte 4, B, C, D Kreisbdgen, deren Grundrisse
senkrecht zur Hohenlinie h, verlaufen und deren Radien gleich den Abstinden
(Fallinien) der Punkte 4, B, C und D von hg sind.

@ Gegeben sind
1. Grund- und AufriB eines Quaders (@ = 1,5 cm; b = 2,5 cm; ¢ = 3,0 cm) und
2. eine geneigte Ebene ¢ durch ihre Hohenlinie hyim Abstand von 1,2 em vom
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GrundriBl des Quaders in der GrundriBebene (dabei gilt : hg verlduft senkrecht
zur RiBachse) und durch ihre Schnittgerade mit der AufriBebene, die mit der

RiBachse einen Winkel von o = 45° bildet.
Gesucht ist die wahre GroBe und Gestalt der Schnittfigur ABCD.
Konstruktion (Bild E 42):

a) Wir zeichnen die Grundrisse der Fallinien der Punkte A, B, C und D (senk-

recht zur Hohenlinie hy).

b) Die Punkte 4,, By, C, und D, der geklappten Schnittfigur liegen auf den ver-

lingerten Grundrissen der Fallinien.

¢) Den Abstand der Punkte 4, By, C, und D, von der Hohenlinie hq (wahre Lange
der Fallinie) iibertragen wir mit Hilfe von Zirkel und Lineal aus dem Aufri8.

d) Wir verbinden die gefundenen Punkte A4,, B, C, und D, und erhalten damit
die wahre GroBe und Gestalt der Schnittfigur 4 BCD.

A’ib‘

8¢

0

o

A

B

ho

A
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106 Definition des Kreises3 Sitze iiber den Kreis
Definition des Kreises (S: 106). Lagebeziehungen von Kreis und Gerade (S. 106).
Tang und Berithrungsradius (S. 107). Symmetrieverhiltnisse am' Kreis (S. 109).
Umkreis und Inkreis von Dreiecken (S.109). Sehnenvierecke: Winkel am Kreis
(8. 111). Peripheriewinkelsatz (S. 113). Satz des Thales {S. 114). Anwendungen
(S 115} Zwel I(reue (8. 116). Gemeinsame Tangenten zweier Kreise (S. 117),

Zentr pheriewinkel-Satz (S. 120). Satze iiber Sehnemangenwnwmkel
(8. 121)

122 Kreisberechnung
Umfang von Kmim (5.122). Inhalt von Kreisflichen (S. 124). Kreisausschnitte
(8. 126)

Schime Bauwerke zeugen vom Konnen und Fleil der Architekten, Baumeister und Hand-
werker; sie geben aber auch einen Einblick in die lischaftlichen Verhaltnisse der Zeit,
in der sie den. In den verg: Jahrhunderten wurden die Kirchen, Schlmm_
und Paldste pré tet, wihrend die Wohunsta der Menschen, die mit ihrer
Hinde Arbeit den Wolilstand der Besitzenden schufen, sehr armlich waren, Ein Zierat der
gotischen Kirchen waren Kreisf die mit farbi Glas legt waren (Bild £ 1,
Seite 177). Die Aufgliederung der Kreisfliche wurde unter B\‘achlung der Symmetrie mit

Hilfe von Zirkel und Lineal dchst in Konstrukti geplant.




Definition des Kreises; Séitze iiber den Kreis

1 Definition des Kreises

‘Wenn wir auf allen Strahlen mit einem gemei Anf: t M von diesem

Punkt M aus ein und dieselbe Strecke AB abtragen (Bild F l a). so erhalten wir
einen Kreis.

DEFINITION: Die Menge aller Punkte der Ebene, die von einem festen Punkt M
dieser Ebene die Entfernung r haben, heit Kreis um den Mittelpunkt M mit dem
Radius r.

Einen Kreis mit dem Mittelpunkt M nennen wir kurz Kreis um M.

Der Begriff ,,Radius* wird in doppelter Bedeutung verwendet. Als Radien be-
zeichnet man einerseits ,,Strecken* (Bild F 1a) und and
Liange dieser Strecken.

its die gemeinsame

a) Zeichne den Kreis um M mit dem Radius r = 3 cm!
b) Zeichne einen Radius dieses Kreises!

Wir betrachten die Lageméglichkeiten eines Punktes beziiglich eines Kreises: Ist r
der Radius eines Kreises um M und ist 4 ein von M verschiedener Punkt der
Ebene, so kann die Lange der Strecke 4M entweder groBer oder kleiner als r oder
gleich r sein Im ersten Fall sagen wir, daB 4 auBerhalb des Kreises liegt. Im
zweiten Fall liegt A4 innerhalb des Kreises, Im dritten Fall sprechen wir davon,
daB A4 auf dem Kreis liegt.

Aufgaben f 1 bis 4

2 Lagebeziehungen von Kreis und Gerade

a) Zeichne den Kreis um M mit dem Radius r = 3 cm! Konstruiere dann eine
Gerade g, die von dem Punkt M den Abstand a = 4 cm hat!

b) Welche Maglichkeiten gibt es Sfiir a 1m Vergleu:h mit r?

¢) Beschreibe fiir die verschi iglichkeiten von a die g itige Lage von
Kreis und Gerade!
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Aus dem Auftrag F 2 entnehmen wir folgende Vermutung, die wir als Satz formu-
lieren, aber nicht beweisen :

SATZ: Jede Gerade hat mit einem gegeb Kreis héch zwei Punkte ge-

meinsam.

Jede Gerade, die mit einem festen Kreis genau zwei Punkte gemeinsam hat, heiBt
Sekante! dieses Kreises (Bild F 1b). Wir sagen dann, daB die betreffende Gerade
den Kreis schneidet.

Jede Gerade, die mit einem Kreis genau einen Punkt gemeinsam hat, heifit
Tangente? dieses Kreises (Bild F 1b). Wir sagen dann, daB die betreffende Gerade
den Kreis beriihrt. Den gemeinsamen Punkt wir den Berithrungspunkt
dieser Geraden mit dem Kreis.

Jede Strecke 4B, deren Endpunkte 4 und B auf einem Kreis liegen, heift Sehne
dieses Kreises (Bild F 1c). Jede Sehne durch den Mittelpunkt M eines Kreises
wird Durchmesser des Kreises genannt.

AuBer Sekanten und Tangenten eines Kreises gibt es noch Geraden, die mit dem
Kreis keinen gemeinsamen Punkt haben.

Aufgaben f 5 bis 9

3 Tangente und Berihrungsradius

Durch einen Punkt A eines Kreises lassen sich viele Geraden legen. Es gibt jedoch
nur eine einzige Gerade durch 4, die Tangente dieses Kreises ist.

Zeichne einen Kreis um einen Punkt M, wihle auf ihm einen Punkt A, und versuche
in A die Tangente an den Kreis zu zeichnen!

Mit Hilfe eines Lineals 148t sich die Tangente in einem Punkte eines Kreises nur
niherungsweise zcichnen. Wir wollen ein Verfahren kennenlernen, das die Kon-
struktion der Tangentc in einem Kreispunkt erméglicht. Hierzu untersuchen wir
den Zusammenhang zwischen der Tangente in einem Punkt 4 eines Kreises mit
dem Mittelpunkt M und dem Radius AM.

Der Radius, der den Beriihrungspunkt einer Tangente mit dem Mittelpunkt des
Kreises verbindet, heiBt der Beriihrungsradius dieser Tang (Bild F 1c¢). Es

gilt der

SATZ: Wenn A der Beriihrungspunkt einer Tang t an einen Kreis mit dem
Mittelpunkt M ist, so steht der Radius AM senkrecht auf ¢.

Aus Klasse 6 wissen wir bereits, daB Sitze zu beweisen sind. Bei der Beweis-
fithrung diirfen wir uns nur auf bereits bekannte Sitze bzw. Definitionen stiitzen.
Beweis des Satzes F' 3: Die Gerade t sei eine Tangente eines Kreises mit dem Mittel-
punkt M und beriihre diesen Kreis in 4.

Wir fillen von M das Lot auf t. Dabei gibt es zwei Moglichkeiten:

1 secans (lat.), schneidend
2 tangens (lat.), beriihrend
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a) Der FuBpunkt des Lotes ist der Punkt 4 (Bild F 2a). In diesem Falle ist der
Satz bewiesen.

b) Der Fquunkt L des Lotes ist von A verschieden (Bild F 2b). In diesem Falle
bestimmen wir das Bild der Geraden ¢ und des Kreises bei der Spiegelung an
der Geraden ML. Das Bild 4’ des Punktes A liegt dann sowohl auf der Gera-
den t als auch auf dem Kreis, da t wegen des rechten Winkels auf sich selbst
abgebildet wird. Die Gerade ¢ hat also mit dem Kreis zwei gemeinsame Punkte
und ist demnach nicht Tangente an den Kreis. Da wir vorausgesetzt hatten,
daB ¢ Tangente sein soll, ist der Fall b) nicht méglich. Es kann immer nur der
Fall a) eintreten.

Der Satz F 3 ermbglicht noch
nicht die Konstruktion der
Tangente, denn wir gehen in
diesem Satz von der Tangente
aus und stellen eine Behaup-
tung iiber den Beriihrungs-
radius auf. Erst die Umkeh-
rung dieses Satzes wird uns
ein Konstruktionsverfahren
liefern. Um die Umkehrung
des Satzes zu finden, vertau-
schen wir die Voraussetzung
mit der Behauptung.

A ist der Beriihrungspunkt Der Radius 4M steht senk-
einer Tangentet an einen Kreis recht auf der Geraden t
mit dem Mittelpunkt M

Der Radius AM eines Kreises Die Gerade ¢ ist Tangente an
mit dem Mittelpunkt M steht den Kreis im Punkt 4
senkrecht auf einer Geraden ¢
durch den Punkt A4

SATZ: Steht der Radius AM eines Kreises senkrecht auf einer Geraden ¢ durch den
Punkt A4, so ist die Gerade t Tangente an den Kreis im Punkt 4.

Auch dieser Satz miiite bewiesen werden. Wir iibergehen ]edoch den Beweis.
Die Sitze F 3 und F 4 lassen sich zu folgendem Satz 2

SATZ: Eine Gerade ¢t durch einen Punkt A eines Kreises mit dem Mittelpunkt M
ist Tangente des Kreises genau dann, wenn der Radius AM senkrecht auf t steht.

Mit dem Satz F 4 haben wir die Konstruktion der Tangente in einem Punkt A
eines Kreises mit dem Mittelpunkt M auf die der Senkrechten im Punkt A auf die
Gerade AM zuriickgefiihrt. Diese Konstruktion wurde in Klasse 6 behandelt.

Konstruiere die Tangente in einem Punkt A eines Kreises um M, und beschreibe die
Konstruktion!

Aufgaben f 10 bis 14
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4 Symmetrieverhdltnisse am Kreis

Gibt es eine Spiegelung an einer Geraden, durch die eine geometrische Figur auf
sich abgebildet wird, so heifit diese Figur axialsymmetrisch. Die betreffende Ge-
rade heiflt Sy ieachse dieser g ischen Figur.

Jede Gerade, die durch den Mittelpunkt eines Kreises geht, ist Symmetrieachse
des Kreises. Kreise sind also axialsymmetrische Figuren (Bild F 3). Von dieser
bereits bekannten Eigenschaft haben wir beim Beweis des Satzes F 3 Gebrauch
gemacht.

Jeder Kreis wird bei jeder Drehung um seinen Mittelpunkt auf sich abgebildet
(Bild F 4). Geometrische Figuren, die bei einer Drehung um einen Punkt M auf
sich abgebildet werden, heiBlen zentralsymmetrisch mit dem Symmetriezentrum
M. Kreise sind also zentralsymmetrische Figuren mit dem jeweiligen Mittelpunkt
als Symmetriezentrum. Es gilt demnach folgender

SATZ: Jeder Kreis ist sowohl axialsy isch als auch lsy isch. Jede
Gerade durch den Mittelpunkt ist Sy ieachse, der Mittelpunkt selbst ist Sym-
metriezentrum des betreffenden Kreises.

Gegeben sind ein Kreis und eine Sekante dieses Kreises, die durch den Mittelpunkt
geht. Der Kreis soll zuniichst an dieser Sekante gespiegelt werden. Dann soll das dabei
entstandene Bild mit einem Drehwinkel von 40° um den Mittelpunkt gedreht werden.
Konstruiere das Bild des Kreises, das bei der Nacheinanderausfiihrung dieser Be-
wegungen entsteht!

Aufgaben f 15 bis 18

F3 4 Fd4 F5 )
: "
A v

7

5 Umbkreis und Inkreis von Dreiecken

Der Mittelpunkt eines gegebenen Kreises liegt wegen der Symmetrieverhiltnisse
auf der Mittelsenkrechten einer beliebigen Sehne des Kreises. Soll bei gegebenem
Kreis der Mittelpunkt M dieses Kreises konstruiert werden, so geniigt es, den
Schnittpunkt der Mittelsenkrechten zweier Sehnen zu bestimmen. Fiir die Kon-
struktion kann man zwei Sehnen wihlen, die einen Punkt des Kreises gemeinsam
haben, etwa wie die Sehnen AB und BC in Bild F 5. Diese Sehnen sind durch
drei Punkte des Kreises bestimmt. Da es auf dem Kreis immer drei derartige
Punkte gibt, ist die Konstruktion des Mittelpunktes eines gegebenen Kreises
stets ausfiihrbar.

Es taucht nun die Frage auf, ob durch drei Punkte, die nicht auf einer Geraden
liegen, immer ein Kreis geht.
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n Konstruktion :

o

Gegeben sind drei Punkte 4, B und C, die nicht auf einer Geraden liegen. Gesucht
ist ein Kreis, der durch diese Punkte geht (Bild F 6). Falls es einen derartigen
Kreis gibt, liegt sein Mittelpunkt auf den Mittelsenkrechten der Strecken AB,
BC, CA. Wir konstruieren zwei dieser Mittelsenkrechten. Thren Schnittpunkt
bezeichnen wir mit M. Der Kreis um M mit dem Radius mgeht durch die drei
gegebenen Punkte.

Durch drei Punkte 4, B, C, die nicht auf einer Geraden liegen, ist das Dreieck
ABC bestimmt. Die Mittelsenkrechten der Strecken 4B, BC und CA sind gleich-
zeitig die Mittelsenkrechten des Dreiecks 4 BC. In Klasse 6 haben wir den Satz
bewiesen, da3 die Mittelsenkrechten eines Dreiecks durch genau einen gemein-
samen Punkt gehen. Dieser Schnittpunkt der Mittelsenkrechten eines Dreiecks
ist von den Eckpunkten des Dreiecks gleich weit entfernt. Er ist also Mittelpunkt
eines Kreises, der durch die Eckpunkte des Dreiecks geht. Dieser Kreis um M mit
dem Radius MA heiBt der Umkreis des Dreiecks 4 BC. Da es nur einen einzigen
Schnittpunkt der Mittelsenkrechten eines Dreiecks gibt, hat jedes Dreieck genau
einen Umbkreis.

Konstruktion des Umkreises eines Dreiecks
o 2P

F1

Konstruktion (Bild F 7):
1.) Wir konstruieren die Mittelsenkrechte m, der Seite A4B.

2.) Wir konstruieren die Mittelsenkrechte m, der Seite BC. Sie schneidet m, im
Punkt M. —

3.) Wir zeichnen den Kreis um M mit dem Radius MA; er ist der gesuchte Um-
kreis.

Die Konstruktion ist eindeutig ausfiihrbar.

Der Mittelpunkt des Umbkreises eines Dreiecks ABC hat von AB den Abstand
p = 2 cm. Konstruiere ein Dreieck aus AB = 3 cm und <t CAB = 50°!
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Wie wir wissen, ist der Schnittpunkt M der Mittelsenkrechten eines Dreiecks
ABC von den Eckpunkten 4, B und C gleich weit entfernt. Wir stellen nun die
Frage, ob es auch Punkte der Ebene gibt, die von den Seiten des Dreiecks gleichen
Abstand haben.

Aus Klasse 6 wissen wir, da3 die Winkelhalbierenden eines Dreiecks durch genau
einen gemeinsamen Punkt gehen. Dieser Punkt hat von allen drei Seiten des Drei-
ecks denselben Abstand. Er ist also Mittelpunkt eines Kreises, der die Seiten des
Dreiecks von innen beriihrt. Dieser Kreis heit der Inkreis des Dreiecks. Da es
nur einen einzigen Schnittpunkt der Winkelhalbierenden eines Dreiecks gibt, hat
jedes Dreieck genau einen Inkreis.

Konstruktion des Jnkreises eines Dreiecks

b Konstruktion

F8

Konstruktion (Bild F 8):

1.) Wir konstruieren die Winkelhalbierenden w, und wj . Ihren Schnittpunkt be-
zeichnen wir mit W.

2.) Wir fillen von W das Lot auf die Gerade 4B und bezeichnen den FuBpunkt
des Lotes mit L.

3.) Wir zeichnen den Kreis um W mit dem Radius WL; er ist der gesuchte In-
kreis.

Die Konstruktion ist eindeutig ausfiihrbar.

Der Minelpunkt des Inkreises eines Dreiecks ABC hat von AB den Abstand
s = 2 cm. Konstruiere ein Dreieck aus AB = 6 cm und <t CAB = 50°!

Aufgaben f 19 bis 26

6 Sehnenvierecke; Winkel am Kreis

Konstruiere den Umbkreis eines Dreiecks ABC! Wihle einen Punkt D, der nicht auf
dem Umbkreis des Dreiecks liegt! Zeichne das Viereck ABCD (Bild F 9a)!

Das Viereck A BCD im Auftrag F 8 hat keinen Umkreis. F9
Begriindung: Durch das Dreieck 4 BC ist ein Kreis, der

Umkreis dieses Dreiecks festgelegt. Es gibt keinen 0 ¢
weiteren Kreis, auf dem gleichzeitig die Punkte 4, B

und C liegen. Der Umkreis des Dreiecks enthilt aber

nicht den Punkt D. Es gibt also Vierecke, fiir die es keinen

Kreis gibt, der durch alle Eckpunkte des Vierecks geht. A
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Andererseits lassen sich in jedem Kreis Vierecke zeichnen, deren Eckpunkte auf
dem Kreis liegen (Bild F 10a). Die Seiten derartiger Vierecke sind Sehnen dieses
Kreises. Ein Viereck, dessen Seiten Sehnen eines Kreises sind, hei3t Sehnen-
viereck.!

F10

Wir betrachten die Innenwinkel des Sehnenvierecks im Bild F 10a. Die Scheitel
liegen auf dem Umkreis, die Schenkel schneiden den Kreis.
Winkel, deren Scheitel auf einem Kreis liegen und deren Schenkel den Kreis
hneiden, heiBen Peripheriewinkel des betreffenden Kreises (Bild F 10b). Die
Winkel eines Sehnenvierecks sind demnach Peripheriewinkel seines Umkreises.
Zeichnet man in einem Kreis zwei Sehnenvierecke 4 BCD und 4B'CD, so liegen
die Scheitel der Peripheriewinkel ABC und AB'C auf derselben Seite der Sehne
AC (Bild F 10c). Zwei Peripheriewinkel ABC und AB'C, deren Scheitel B und B’
auf derselben Seite der Sehne AC liegen, heifien Peripheriewinkel iiber derselben
Sehne.
Verbindet man den Mittelpunkt M eines Kreises mit den Eckpunkten eines
Sehnenvierecks A BCD, so erhilt man Winkel, deren Scheitel der Mittelpunkt des
Kreises ist.
Winkel, deren Scheitel der Mittelpunkt eines Kreises ist, heiBen Zentriwinkel des
Kreises (Bild F 11a).

(] Zentriwinkel ' . 2,7"’""/”’"’

Fl

Zeichne einen Kreis mit dem Mittelpunkt M und eine Sehne AB, die nicht durch M
geht. Wieviel a) Peripheriewinkel und b) Zentriwinkel gibt es, die iiber der Sehne
AB liegen ?

1 Wir betrachten in der 7. Klasse nur konvexe Vierecke. Das sind Vierecke, in denen beidc Diagonalen im Innern
verlaufen. Mit dem Begriff , Viereck* ist also im folgenden stets ein konvexes Viereck gemeint.
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Liegen der Scheitel C eines Peripheriewinkels 4 BC und der Scheitel M des Zentri-
winkels 4 MB auf derselben Seite der Sehne AB, so sagen wir, daB der Peripherie-
winkel A BC und der Zentriwinkel 4 M B iiber derselben Schne licgen oder einan-
der zugehorig sind (Bild F 11 b).

Eine weitere Menge von Winkeln am Kreis zeichnet
sich durch die folgenden Eigenschaften aus:

Der Scheitel liegt auf einem Kreis, ein Schenkel schneidet
den Kreis, der andere Schenkel liegt auf einer Tangente
an den Kreis (Bild F 11 c).

Derartige Winkel heifen Sehnentangentenwinkel.

Ein Peripheriewinkel ACB und ein Sehnentangenten-
winkel A BD heilen einander zugehérig, wenn der Schei-
tel C des Peripheriewinkels und der Punkt D auf ver-
schiedenen Seiten der Sekante 4B liegen (Bild F 12).

4

Zeichne eine Sehne AB, die nicht durch den Mittelpunkt M eines Kreises geht!

Zeichne dann

a) den Zentriwinkel AMB,

b) einen Peripheriewinkel ACB, der mit dem Zentriwinkel AMB iiber derselben
Sehne liegt und

¢) den zum Peripheriewinkel ACB gehirigen Sehnentangentenwinkel mit dem
Scheitel B!

Was verstehst du unter einem zum Zentriwinkel AMB gehirigen Sehnentangenten-
winkel ?

7 Satz iiber die Gegenwinkel eines Sehnenvierecks;
Peripheriewinkelsatz

Zeichne ein Sehnenviereck ABCD und ein Viereck ABCD', das kein Sehnenviereck
ist! Ermittle

a) die Summe der Winkel ABC und ADC sowie

b) die Summe der Winkel ABC und AD'C!

Was vermutest du ?

SATZ iiber die Gegenwinkel eines Sel ierecks: In jedem (konvexen) Sehnen-
viereck betragen die Gegenwinkel 180°.

Beweis: Wir bezeichnen die Winkel eines Sehnenvierecks
ABCD mita, §,y,6 und den Kreismittelpunkt mit M.
Der Punkt M kann entweder innerhalb oder auBlerhalb
des Vierecks oder auf einer Seite des Vierecks liegen.
Wir beweisen den Satz fiir den Fall, daB M innerhalb
des Sehnenvierecks A BCD liegt (Bild F 13a).

Wir verbinden M mit den Eckpunkten des Vierecks und
erhalten vier gleichschenklige Dreiecke, in denen die
Basiswinkel jeweils gleich groB sind. Die Basiswinkel
bezeichnen wir wie im Bild F 13a.
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Aus oy +ag+ B+ P+ +va+ 6 +6,=360° Fl3b 4

folgt wegen
&y = f1s 71 = Po» 72 =06, und a; = 6,
20y + 209 + 2y; + 2y, = 360° bzw.
& + g + vy + ya = 180°

Da &, + a3 =a und y, + y, =y ist, finden wir 8
o« +y = 180°

Ebenso ergibt sich f + § = 180°, w. z. b. w.

Die beiden anderen Fille lassen sich entsprechend beweisen.

Das Bild F 13b zeigt zwei Sehnenvierecke ABCD und A' BCD. Die Punkte A und .1
liegen auf derselben Seite der Sehne BD. Wende auf beide Sehnenvierecke den Satz
F 7 an! Welche Aussage ergibt sich daraus fiir die Winkel BAD und BA'D ?

Peripheriewinkelsatz:
Peripheriewinkel iiber derselben Sehne eines Kreises sind gleich grof.

Beweis: & und &' seien beliebige Peripheriewinkel iiber derselben Sehne BD. Ihre
Scheitel seien 4 und A4’ (Bild F 13b). Wir wihlen einen Punkt C des Kreises, der
mit A und damit auch mit 4’ auf verschiedenen Seiten der Geraden BD liegt.
Den Winkel BCD bezeichnen wir mit . Dann gilt nach Satz F 7 x 4 y = 180°
und &' |y = 180°. Daraus folgt & = &', w. 2. b. w.

Aufgaben f 27 bis 32

8 Satz des Thales

Zeichne einen Peripheriewinkel iiber einem Durchmesser eines Kreises und ermittle
seine Grofe! Was vermutest du ?

Satz des Thales: Jeder Peripheriewinkel iiber einem Durchmesser eines Kreises
ist ein rechter Winkel.

Beweis: Der Winkel ACB sei ein beliebiger Peripheriewinkel iiber einem Durch-
messer AB eines Kreises um M. Die Mittelsenkrechte der Strecke 4B schneide
den Kreis in C’ (Bild F 14). Wegen Satz F 8 gilt:
X ACB = < AC'B.

Wir zeigen, daB der Winkel 4C'B ein rechter Winkel ist. Die Dreiecke 4AMC’
und MBC' sind gleichschenklig-rechtwinklige Dreiecke, die beziiglich der Gera-
den MC’ spiegelbildlich liegen. Da die Basiswinkel gleichschenklig-rechtwinkliger
Dreiecke stets 45° betragen, ist der Winkel 4C'B ein rechter Winkel. Damit ist
auch der Winkel ACB ein rechter Winkel, w. z. b. w.

F15

Fiihre einen anderen Beweis des '
Thalessatzes an Hand von Bild &
F 15! ( Anleitung: Beachte. daf}

x =7y, und f =y, gilt!)
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Wenn also ein Peripheriewinkel ACB iiber einem Durchmesser AB eines Kreises
um M gegeben ist, so ist dieser Winkel ein rechter Winkel. Das Dreieck 4 BC
ist dann rechtwinklig mit dem Scheitel des rechten Winkels bei C. Wir gehen jetzt
umgekehrt von einem rechtwinkligen Dreieck 4 BC (Scheitel des rechten Winkels
bei C) aus und fragen, ob C auf einem Halbkreis mit dem Durchmesser 4B liegt.

Zeichne ein rechtwinkliges Dreieck ABC mit dem Scheitel des rechten Winkels bei C!
Konstruiere den Mittelpunkt M von AB und zeichne den Kreis um M mit dem
Radius MA! Was vermutest du ?

SATZ: Der Scheitel C des rechten Winkels in einem rechtwinkligen Dreieck ABC
liegt stets auf dem Kreis um den Mittelpunkt M von AB mit dem Radius MA.

Dieser Satz, den wir nicht beweisen wollen, kehrt den Satz des Thales um.
Folgende Tabelle soll zeigen, daB der Satz F 10 tatsichlich eine Umkehrung
von Satz F 9 ist. Zur besseren Ubersicht bezeick wir den Durch mit AB

und den Scheitel des Peripheriewinkels mit C.

AB ist Durchmesser eines X ACB ist ein rechter Winkel
Kreises und < ACB ist
Peripheriewinkel

X ACB ist ein rechter Winkel Der Kreis mit AB als Durch-
messer geht durch C (so dal
X ACB Peripheriewinkel ist)

9 Anwendungen

Die Umkehrung des Thalessatzes wird bei vielen Konstruktionsaufgaben ange-
wendet.

Es soll ein rechtwinkliges Dreieck 4 BC mit dem Scheitel des rechtenWinkels bei C
konstruiert werden, wenn 4B = 3 cm und & = 30° gegeben sind.
F 16

b Konstruktion




Wir konstruieren den Mittelpunkt M der B, F17
Strecke 4B und zeichnen den Kreis mit dem ¢

Radius MA um M (Bild F 16). Wir tragen :
in A an den Strahl 4B einen Winkel von
30° an. Derjenige Schenkel, der B nicht ent- M
hilt, schneidet den Kreis in C. Das Dreieck

ABC ist das gesuchte rechtwinklige Drei-

eck. B,

Der Satz F 10 wird auch fiir die Konstruk-

tion der Tangenten von einem Punkt auBer-

halb eines Kreises an diesen Kreis an-
gewendet.

Von jedem Punkt P auBerhalb eines Kreises

mit dem Mittelpunkt M gibt es zwei Tan-

genten an diesen Kreis (Bild F 17). Sind

B, und B, die Beriihrungspunkte der Tan-

genten mit dem Kreis, so steht der Radius - ;

MB, senkrecht auf der Tangente PB, und IR il

der Radius MB, senkrecht auf der Tan-

gente PB,. Die Dreiecke PM B, und PMB,
sind also rechtwinklig.

Kanstrukuon (Bild F 18):

. Wir konstruieren den Mittelpunkt N der
Strecke PM.

2. Wir zeichnen den Kreis mit dem Ra-
dius MN um N und bezeichnen seine
Schnittpunkte mit dem gegebenen Kreis
mit B, und B,.

3. Wir zeichnen die Geraden PB, und PB,;
sie sind die gesuchten Tangenten.

Die Beriihrungspunkte B, und B, der Tangenten von P an einen Kreis mit dem
Mittelpunkt M liegen beziiglich der Geraden PM symmetrisch. Bei der Spiege-
lung an der Geraden PM ist B, das Bild von B,. Die Strecken PB, und PB, sind
deshalb gleichlang.

©

t

Aufgaben f 33 bis 35

10 Zwei Kreise

Fiir die gegenseitige Lage zweier Kreise unterscheiden wir folgende Fille:
Fall 1: Die beiden Kreise haben keinen Punkt gemeinsam (Bild F 19).
Fall 1 a: Jeder der beiden Kreise liegt auBlerhalb des anderen (Bild
F 19a). Die Entfernung der Mittelpunkte beider Kreise ist dann
groBer als die Summe der Radien beider Kreise
(MM, > r, + 1.
Fall 1b: Einer der beiden Kreise liegt innerhalb des anderen. Die Mittel-
punkte beider Kreise sind verschieden (Bild F 19b). Die Ent-
fernung der Mittelpunkte beider Kreise ist dann kleiner als die

Differenz der Radien beider Kreise (M, M, < r, — r,).
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Fall 1 c: Einer der beiden Kreise liegt innerhalb des anderen. Beide
Kreise haben den Mittelpunkt gemeinsam (Bild F 19¢) M, = M,
In diesem Fall heiflen die Kreise konzentrisch. Die Fliche, die
von zwei konzentrischen Kreisen begrenzt wird, heiBt Kreis-

F19 ring.

Fall 2: Diebeiden Kreise haben genau einen Punkt gemeinsam (Bild F 20a und b).
Fall 2 a: Die beiden Kreise beriihren einander von auBen (Bild F 20a).
Die Entfernung der Mittelpunkte beider Kreise ist dann gleich
der Summe der Radien beider Kreise (M, M, = r, + ry)-
Fall 2 b: Die beiden Kreise beriihren einander von innen (Bild F 20b).
Die Entfernung der Mittelpunkte beider Kreise ist dann gleich
der Differenz der Radien beider Kreise (M, M, = r, — r,).
Fall 3: Die beiden Kreise haben genau zwei Punkte gemeinsam (Bild F 20 c).
Die beiden Kreise schneiden einander (Bild F 20¢). Die Entfernung der
Mittelpunkte beider Kreise ist in diesem Falle groBer als die Differenz und
kleiner als die Summe der Radien beider Kreise
(n—ra< MM, <r, +ry.
(Falls zwei Kreise drei Punkte gemeinsam haben, so sind sie identisch.)

11 Gemeinsame Tangenten zweier Kreise

Eine Tangente eines Kreises, die gleichzeitig Tangente eines zweiten Kreises ist,
heiBt gemeinsame Tangente beider Kreise. Schneidet eine gemeinsame Tangente
zweier Kreise mit den Mittelpunkten M, und M, die Gerade M, M, nicht zwischen
den Punkten M, und M,, so heiBt sie gemei duBere Tang der beiden
Kreise (Bild F 21).

In welchen der Fille 1 bis 3 existieren gemeinsame dufere Tangenten der beiden
Kreise ?
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Gemeinsame innere Tangenten:

Gomeinsame duBere Tangenten: t;, t,, t;, ¢,

ts, ts, t,, ty

Die Konstruktion der gemeinsamen #uBeren
Tangenten zweier Kreise 1dBt sich auf die
Konstruktion der Tangenten von einem
Punkt auBerhalb an einen Kreis zuriick-
fiihren. Wir begriinden diese Behauptung
an Hand von Bild F 22 fiir den Fall 1. Die
Radien M, B, und M,B, stehen senkrecht
auf der Geraden a. Die Parallele zu a durch
M, schneide die Strecke My Byin P. Dann ist
die Gerade M, P Tangente von M, an den
Kreis um M, mit dem Radius My P. Wegen
M,B, = PB, = r, ergibt sich M,P =
—= M,B,— B,P =r,—r,. Aus dieser Uber-
legung ergibt sich das folgende Verfahren
zur Konstruktion der gemeinsamen #ufleren
Tangenten zweier Kreise.

Konstruktion (Bild F 23):

1. Wir zeichnen um M, den Kreis mit dem
Radius r = ry— r; und konstruieren mit
Hilfe des Thaleskreises von M, die Tan-
genten an diesen Kreis. Die Beriihrungs-
punkte bezeichnen wir mit P und Q.

2. Wir zeichnen die Strahlen M, P und M, Q.
Sie schneiden den gegebenen Kreis um
M, in den Punkten B, bzw. C,. Wir kon-
struieren weiter in M, die Senkrechten
auf die Gerade M, P sowie auf die Ge-
rade M, (. Sie schneiden den gegebenen
Kreis um M, in den Punkten B, bzw.
C,.

3. Wir zeichnen die Geraden B;B, und
C1C,; sie sind die gesuchten gemeinsamen
duBeren Tangenten beider Kreise.
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@ Beschreibe die Konstruktion der gemei, duperen Tang zweier Kreise im
Fall 1, wenn deren Radien gleich grof sind!

Schneidet eine gemei e Tangente zweier Kreise mit den Mittelpunkten M,
und M, die Gerade M, M, zwischen den Punkten M, und M,, so heiBt sie gemein-
same innere Tangente der beiden Kreise (Bild F 21).

@ In welchen der Fille 1 bis 3 existieren gemeil innere Tang der beiden
Kreise ?
Die Konstruktion der gemeinsamen i T zweier Kreise 14Bt sich

ebenfalls auf die Konstruktion der Tangenten von einem Punkt auBerhalb an
einen Kreis zuriickfiihren. Diese Behauptung begriinden wir an Hand von Bild
F 24 fiir den Fall 1a. Die Radien M, B, und
M, B, stehen senkrecht auf der Geraden a.
Die Parallele zu a durch M; schneidet den
Strahl M, B, in P. Dann ist die Gerade M, P
Tangente von M, an den Kreis um M, mit
dem Radius M, P.

Wegen

MB, = B,P=rn

ergibt sich

M,P = MyB, + B,P =ry +1,.

Hieraus ergibt sich das folgende Verfahren
zur Konstruktion der gemeinsamen inneren
Tangenten zweier Kreise.

E’ Konstruktion (Bild F 25):

1. Wir zeichnen um M, den Kreis mit dem
Radius r = r; + r, und konstruieren mit
Hilfe des Thaleskreises von M, die Tan-
genten an diesen Kreis. Die Beriihrungs-
punkte bezeichnen wir mit P und (.

. Wir zeichnen die Strahlen M, P und M, Q.
Sie schneiden den gegebenen Kreis um
M, mit dem Radius ry in den Punkten B,
bzw. C,. Wir konstruieren weiter in M,
die Senkrechten auf die Gerade M;P
sowie auf die Gerade M, Q. Sie schneiden
den gegebenen Kreis um M, in den
Punkten B, bzw. C,.

3. Wir zeichnen die Geraden B, By und C,Cy;
sie sind die gesuchten inneren Tangen-
ten beider Kreise.

ro

@ Beschreibe die Konstruktion der gemeinsamen
inneren Tangente fiir den Fall 2a (vgl.
F17)!

Aufgabe f 36
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12 Zentriwinkel-Peripheriewinkel-Satz

Zeichne einen Zentriwinkel a und einen Peripheriewinkel f3 iiber ein und derselben
Sehne AB eines Kreises mit dem Mittelpunkt M! Ermittle die Grifen von a und f!
Was vermutest du ?

Zentriwinkel-Peripheriewinkel-Satz:
Jeder Zentriwinkel ist doppelt so groB wie jeder Peripheriewinkel iiber derselben
Sehne.

Beweis: x = <. AMB sei ein beliebiger Zentriwinkel und § = <t ACB sei ein be-
liebiger Peripheriewinkel. Der Punkt M liege nicht auf 4B, jedoch mit C auf der-
selben Seite von AB. Der Mittelpunkt M liegt dann entweder auf einem Schenkel
oder innerhalb des Winkels # oder auBerhalb des Winkels # (Bild F 26).

C

A 8 A
F 26
1. Fall: M liege auf BC.
Das Dreieck A MCist gleichschenklig; es gilt x MCA = St MAC.Der Winkel AMB
ist AuBenwinkel des Dreiecks MCA;es gilt x AMB = <t MCA + < MAC.
Daraus folgt & = 2 4.
2. Fall: M liege innerhalb des Winkels f.
Der Strahl CM schneide den Kreis in D. Nach Fall 1 gilt: x; =2, und ay =2 f,.
Daraus folgt «; + &g =28, + 283 = 2 (8, + ). Wegen x =, + x, und
B = B, + B, ergibt sich x = 2 f.
3. Fall: M liege auBerhalb des Winkels .
Der Strahl CM schneide den Kreis in D. Nach Fall 2 gilt: ; = 2, und &y = 2,.

Daraus folgt x; —xg =28, —28; =2 (8, — ). Wegen & = &; — , und
B = By, — By ergibt sich x = 2 4.

Wir wollen den Zusammenhang zwischen den Sitzen F 9 und F 11 an Hand von
Bild F 27 erlidutern. In diesem Bild sind in einem Kreis verschiedene Parallelen
AnB, zu einem Durchmesser 4B gezeichnet.
Nach Satz F 11 ist beispielsweise der Zentri-
winkel 4, M B, doppelt so groB wie der Peripherie-
winkel 4,CB,. Fillt eine der Sehnen 4,B, mit
dem Durchmesser 4B zusammen, so geht der
Zentriwinkel in einen gestreckten Winkel iiber.
Er ist doppelt so groB wie der Winkel ACB,
der nach Satz F 9 ein rechter Winkel ist. Der
Satz des Thales kann also als Grenzfall des
Zentriwinkel-Peripheriewinkel-Satzes aufgefaBt
werden.
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13 Sitze Uber Sehnentangentenwinkel

Zeichne in einem Kreis mit dem Mittelpunks M einen Zentriwinkel AMB! Kon-
struiere in A und B die Tangenten des Kreises! Vergleiche

a) die Seh 8 inkel miteinander und

b) den Zentriwinkel mit einem zugehirigen Seh inkel!

Was vermutest du ?

SATZ: Jeder Zentriwinkel eines Kreises ist doppelt so groB wie ein zugehériger
Sehnentangentenwinkel.

Beweis: x = . AMB sei Zentriwinkel und # = <t BAD sei ein zugehériger
Sehnentangentenwinkel (Bild F 28). Den Mittelpunkt von A B bezeichnen wir mit
L. Die Mittelsenkrechte von 4B geht durch M. Da das Dreieck ABM gleich-
schenklig ist, ist die Mittelsenkrechte ML zugleich Winkelhalbierende des Zentri-
winkels «. Den Winkel LAM bezeichnen wir mit y. Da der Radius MA senkrecht
auf der Geraden AD steht, gilt 8 + y = 90°. Da das Dreieck MLA rechtwinklig

ist, gilt % +y =090

Daraus folgt § = % bzw.x = 26, W. z. b. w.

Vergleiche die Sitze F 11 und F 12 miteinander! Zu welcher Feststellung gelangst
du?

SATZ: Jeder Peripheriewinkel eines Kreises ist genauso groB wie ein zugehériger
Sehnentangentenwinkel.

Beuweis: « sei Zentriwinkel, § ein zugehériger Peripheriewinkel und y ein zugehsri-
ger Sehnentangentenwinkel (Bild F 29). Aus x = 2 8 (nach Satz F 11) undx =2y
(nach Satz F 12) folgt 28 = 2y baw. f = 7, W. z. b. w.

Die Sitze iiber den Sehnentangentenwinkel werden zu Dreieckskonstruktionen
herangezogen.

Es ist ein Dreieck ABC aus 4B = ¢ = 3,0 cm, y = 70° und he = 1,5 cm zu kon-
struieren.
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Konstruktion

F 30

Konstruktion (Bild F 30):

1L

Wir zeichnen die Strecke 4B = ¢ = 3,0 cm und die Mittelsenkrechte dieser
Strecke. In A tragen wir an AB den Winkel y = 70° als Sehnentangenten-
winkel an. Wir errichten in A die Senkrechte auf dem freien Schenkel von y.
Der Schnittpunkt der Mittelsenkrechten und des Lotes liefert den Mittelpunkt
fiir den Kreis, in dem y Sehnentangentenwinkel ist. Der Kreis um M mit dem
Radius AM ergibt eine Bestimmungslinie fiir den Punkt C.

. Im Abstand he = 1,5 cm ziehen wir eine Parallele zu 4B. Diese Parallele

schneidet den Kreis um M in zwei Punkten, die wir mit C; und C, bezeichnen.
Wir erhalten die Dreiecke 4 BC, bzw. A BC,, die beide die Bedingungen der
Aufgabe erfiillen.

Aufgaben f 37 bis 45

Kreisberechnung

14 Umfang von Kreisen

Fertige aus Pappe Kreisflichen an, deren Durchmesser 2,0 cm, 4,0 cm, 6,0 cm,
8,0 cm, 10,0 cm und 12,0 cm betragen! Ermittle den jeweiligen Umfang dieser Flichen!
Schneide sie dazu aus und rolle sie auf einem Lineal ab ( Bild F 31)! Stelle folgende
Tabelle auf!

. l. l. F31
0 1 2 3 & § 6 7

2,0 4,0 6,0 8,0 10,0 12,0




An Hand der dritten Zeile der Tabelle im Auftrag F 24 ist festzustellen, daB der

oo B 3 . :
Quotient = annihernd eine konstante Zahl k ist. Wir vermuten demnach

%=k bzw. u=1Fk-d bzw. u=1Fk-2r.

Mit Hilfsmitteln, die uns in Klasse 7 noch nicht zur Verfiigung stehen, kann man
beweisen, daB diese Beziehung fiir jeden Kreis gilt. Der Faktor, mit dem der
Durchmesser eines Kreises multipliziert werden muB, um den Umfang des Kreises
zu erhalten, wird mit dem griechischen Buchstaben 7 (lies: pi) bezeichnet.

Die Zahl z ist also als Quotient aus Umfang und Durchmesser eines beliebigen

Kreises definiert. Die Zahl z 1aBt sich nicht als Bruch £~ darstellen. Sie ist wie die
Mehrzahl der Quadratwurzeln eine irrationale Zahl (Seite 81). Sie betrigt
niherungsweise 3,14 oder 27—2 . Die ersten 35 Stellen hinter dem Komma lauten:

7 = 3,14 159 26535 89793 23846 26433832795028841971 ...

SATZ: Der Umfang u eines Kreises mit dem Radius r betriigt:

=nd bzw. u=2ar

Zu jedem Zentriwinkel eines Kreises gehort ein Kreishogen, der innerhalb des
betreffenden Winkels liegt (Bild F 32). Wir sagen, daB8 der Kreisbogen b im Bild
F 32 dem Zentriwinkel x zugeordnet oder zugehérig ist.

Berechne a) die Linge eines Halbkreises, b) die Linge eines Viertelkreises und
¢) die Liinge eines Kreisbogens, der einem Zentriwinkel von 1° zugehirig ist! (Der
Radius betrage in allen Fillen r cm.)

Die Linge e eines Kreisbogens mit dem Radius r, der einem Zentriwinkel von 1°

zugehorig ist, betrigt e = Dabei ist u der Umfang des Kreises.

—
360°
Die Linge b eines Kreisbogens mit dem Radius r, der einem Zentriwinkel von a°
zugehérig ist, betrigt das x-fache von e.

— u_ .

T 4
Aus dieser Beziehung finden wir die Verhaltnisgleichung

b

.3

~360°

s|le

F32

Mit Hilfe dieser Verhiltnisgleichung kénnen wir die Liange des Kreisbogens be-
rechnen, falls auBer der Lange des Umfangs die GroBe des zugehorigen Zentri-
winkels gegeben ist. Umgekehrt kénnen wir die GroBe des Zentriwinkels berech-
nen, wenn auBler der Lange des Umfangs die Lange des Kreisbogens gegeben ist.

Gesucht ist die Linge eines Kreisbogens, der einem Zentriwinkel von x — 100°
zugehérig ist. Der Radius des Kreises betrigt r = 4 cm.

123



Aus % = 3:0‘, ergibt sich
u
b= e
Mit Hilfe des Rechenstabs berechnen wir also
b= 27’363—::“] +100° und erhalten
b~ Tcm.

Gesucht ist die GroBe eines Zentriwinkels, der einem Kreisbogen von der Lange
b = 10 cm zugehorig ist. Der Radius des Kreises betrigt r = 5 cm!
&

Aus = 360° ergibt sich
b-360°
o=
u

Mit Hilfe des Rechenstabs berechnen wir also

10 cm - 360°
a= == 360 und erhalten
2:7+5cm

a ~ 114,7°

Gesucht ist der Radius eines Kreises, in dem ein Kreisbogen von 5 cm Lange
einem Zentriwinkel von 50° zugehdrig ist.

b « o
Aus - = 360° ergibt sich
360°- b
u=—
&
2y = 360°- b
&
_ b-360°
" Tona
Mit Hilfe des Rechenstabs berechnen wir also
5 cm - 360° 360-5 60-1
= d — ==
T 500 und erhalten U 650 —1.10 6
r~ 5,7 cm.

Aufgaben f 46 bis 50

15 Inhalt von Kreisflichen

Wie wir aus fritheren Klassen wissen, kann der Inhalt einer Rechteckfliche durch
,,Auszihlen* ermittelt werden, indem sie mit einem quadratischen Gitter iiber-
deckt wird. Wir wenden diese Methode an, um einen Niaherungswert fiir den Inhalt
einer Kreisfliche zu erhalten. Wir iiberdecken eine beliebige Kreisfliche mit einem
quadratischen Gitter (Bild F 33). Die doppelt schraffierte Fliche enthilt alle
Quadrate, die ganz innerhalb des Kreises liegen. Wir bezeichnen den Inhalt dieser
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Flache mit 4;. Die stark rot umrandete Fliche enthalt die Kreisfliche vollstindig.
Den Inhalt dieser Fliche bezeichnen wir mit 4,. Den Kreisinhalt bezeichnen wir
mit 4. Dann gilt: L]

A< A< A

Wird das quadratische Gitter verfeinert, so
wird die Zahl 4; gréBer und die Zahl 4, kleiner. — —
Bei fortgesetzten Verfeinerungen des Gitters | s
weichen die Werte fiir 4; und 4, immer weniger
voneinander ab, d. h., die Werte fiir 4; und 4,
nihern sich so einem gemeinsamen Wert, der
die MaBzahl des Kreisinhalts ist. —

F33 NEER

Zeichne Kreise mit den Radien 1,0 cm; 2,0 cm; 3,0 cm; 4,0 em; 5,0 cm und 6,0 cm
auf Millimeterpapier! Ermittle niherungsweise die zugehirigen Kreisinhalte durch
Auszihlen der Quadratflichen von 0,5 cm Seitenlinge entsprechend Bild F 33!
Schiitze die Kreisinhalte aus den gefundenen Zahlen, und stelle folgende Tabelle auf!

12 2 32 42 52 62

An Hand der dritten Zeile der Tabelle im Auftrag F 26 ist festzustellen, daB der

A 4 3 A £ e .
Quotient — anniihernd eine konstante Zahl & ist. Die Ungenauigkeiten sind groBer
r

als bei der Berechnung des Quotienten % » weil die Kreisinhalte geschitzt wurden.

Wir erhalten demnach

A =k bzw. A=k-r2

s
Auch diese Beziehung gilt fiir alle Kreise. Fiir einen Beweis dieser Behauptung
stehen uns jedoch die Hilfsmittel noch nicht zur Verfiigung. Man kann zeigen,
daB der Proportionalititsfaktor k die nun schon bekannte irrationale Zahl 7 ist,
was hier nicht niher ausgefiihrt werden soll.

Die Zahl z haben wir bisher als Quotient% definiert; sie kénnte also auch als

Quotient ig definiert werden, wobei 4 der Flicheninhalt eines Kreises mit dem
!
Radius r ist.

SATZ: Der Flicheninhalt eines Kreises mit dem Radius r betriigt

A=mn-r® bzw. A:%?rd”
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Wird die Formel fiir den Flicheninhalt eines Kreises auf einen Kreisring mit den
Radien r, und r, angewendet (Bild F 34), so erhalter wir den Flicheninhalt A
des betreffenden Kreisringes.

:
F 34

Aufgaben f 51 bis 55

O

16 Kreisausschnitte

Eine Fliche, die von einem Kreisbogen und den Schenkeln des F35
zugehérigen Zentriwinkels begrenzt wird, heiit Kreisausschnitt
(Bild F 35). Der Zentriwinkel wird auch Offnungswinkel des
Kreisausschnittes genannt.

Berechne a) den Inhalt einer Halbkreisfliche, b) den Inhalt einer
Viertelkreisfliche und ¢) den Inhalt eines Kreisausschnittes mit
einem Offnungswinkel von 1°!

(=

Der Flicheninhalt 4, eines Kreisausschnittes mit dem Ofinungswinkel von |
betrigt
A
Ay ==,
360

Der Flicheninhalt A, eines Kreisausschnittes mit einem Offnungswinkel x betrigt
das x-fache von A,:

4
Ay = 3607 "
Aus dieser Beziehung finden wir die Verhiltnisgleichung
Ae &
A 360°
Nach Satz F 17 1aBt sich der Flacheninhalt eines Krei hnittes berech

wenn die GréBe des Offnungswinkels und der Radius des Kreises bekannt sind.

Welche Aufgabenstellungen sind auf Grund dieser Verhiltnisgleichungen noch
maglich ?

A
Wenn wir die Verhaltnisgleichung T" =-3:F mit der Verhiltnisgleichung
b &« . i S . sy ey Ax _
"= 3607 vergleichen, so finden wir die Verhiltnisg] Bq =+

Erliiutere diese Verhiltnisgleichung!

Die Linge eines Kreisbogens mit dem Radius r = 4 cm betrdgt b = 8 cm. Wie groff

ist der Flicheninhalt des von diesem Kreisbogen begrenzten Kreisausschnittes ?
Aufgaben f 56 bis 72
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Zur Geschichte der Kreislehre

Der Kreis gehort zu den Figuren, um deren Inhalts- und Umfangsberechnung
sich die Menschen schon vor sehr langer Zeit bemiihten. Der Grund hierfiir ist
in der Bedeutung kreisformiger Gegenstiinde, z. B. der Tépferscheibe und des
Wagenrades, zu suchen. Die Verbreitung des Wagenrades, dessen Erfindung
naturgemil in Steppengegenden und nicht in waldreicher Gegend geschehen
muBte, begann im Gebiet zwischen den Fliissen Euphrat und Tigris (etwa dem
heutigen Irak) schon um 3500 v. u. Z., in SiidruBland um 2000 v. u. Z. und in den
waldreichen Gegenden Mittel- und Nordeuropas um 1000 v. u. Z.

Urspriinglich wurde die Konstruktion des Kreises mit Hilfe eines gespannt
gehaltenen Seiles ausgefiihrt, dessen eines Ende an einem festen Stab befestigt
war. Die aus der griechischen Sprache stam den Worter ,,Zentrum* und
,-Peripherie* bedeuten eigentlich ,,Stab* bzw. das ,,Hemmgetrageue“.

Fiir die alten Vélker stellte die Berechnung des Verhiltnisses der MaBzahlen von
Kreisumfang und Durchmesser, also die Bestimmung der Zahl 7, ein sehr schwie-
riges Problem dar.

Im alten Babylon, einem wichtigen Kulturzentrum des Altertums am Ufer des
Euphrat, verwendeten die Mathematiker im zweiten Jahrtausend vor unserer
Zeitrechnung fiir = die grobe Niherung 3. Dagegen rechneten in Agypten manche

2
Mathematiker schon mit der besseren Anniherung % = (%) ,was auf 1= 3,1605

hinausliuft. Bei der Um-
fangsbestimmung  eines
Kreises mit dem Durch-
messer 10 cm hitte also
der babylonische Rechner
als Kreisumfang 3 - 10 cm
= 30 cm berechnet, der
altiigyptische Rechner
3,1605 10 em & 31,6 cm,
und wir wiirden 3,1416 -
10 cm ~ 31,4 cm ermit-
teln.

Viele Sitze iiber den Kreis,
z. B. der sogenannte Tha-
lessatz, wurden von baby-
lonischen Mathematikern
des 2. und 1. Jahrtausends
v.u.Z. benutzt. Aber erst
die griechischen Mathe-
matiker  brachten die
Kreislehre in eine zusam-
menhingende, streng sy-
stematische und auf Fest-
legungen und Beweisen
aufbauende Darstellung.
THALES VON MILET
(etwa 624 bis etwa 548
v. u. Z.) z. B. soll, wie die
Uber].ieferung berichtet, F 36 Chinesische Methode der Kreisberechnung durch Ein-
alserster wirklich bewiesen beschreiben regulirer Polygone. 3. Jahrhundert u. Z.
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haben, daB der Durch-
messer die Kreisfliche hal-
biert; aber natiirlich war
von dieser Eigenschaft ge-
nauso wie vom Inhalt des
nach THALES benannten
Satzesschon viel frither Ge-
brauch gemacht worden.
Spiter ist die Kreislehre,
soweit sie damals bekannt
war, durch EUKLEI-
DESvon Alexandria (etwa
365 bis 300 v. u. Z.) in
seinem berithmten Werk
,Elemente*  dargestellt
worden.

S b £
Die Berechnung des Fli- e ,_,:;ffr@gc,-;&::
cheninhalts und des Um- | ',_.,..m‘:.:::'wm
fangs eines Kreises stellten 4 ; Sgerad i gty

auch in der alten griechi-
schen Mathematik zentra-
le Probleme dar. Die mei-
sten Mathematiker der
Antike beschiftigten sich
allerdings mit dieser Frage

nur aus Interesse am  F 37 Seite aus der ersten europaischen Druckausgabe

mathematischen Problem (1482) der ,,Elemente* von EUKLEIDES in latei-
und nicht ausdem Wunsch nischer Sprache. Diese Seite enthilt die grundlegen-
heraus, der Praxis einen den Definitionen der Elementargeometrie, darunter
Schritt voran zu helfen. des Kreises.

Dagegen war der grofe

Mathematiker ARCHIMEDES von Syrakus (etwa 287 bis 212 v. u. Z.) den Er-
fordernissen der Technik weit mehr zugewandt. Einen groBen Anteil hatte er auch
an der Verteidigung seiner Heimatstadt gegen feindliche Eroberer. Archimedes
hatte sich auch um die Bestimmung des Flicheninhalts und des Umfangs eines
Kreises groBe Verdienste erworben. Er fand, indem er einem Kreis regel-
maBige Vielecke umbeschrieb bzw. einbeschrieb, daB8 der Wert von = zwischen
3% und 3717% liegt (Lerneinheit F 15). Schreibt man diese Werte in Dezimal-
zahlen, so erhilt man die Abschitzung 3,140 845 ... < 7w < 3,142 857 ...

Im Mittelalter war in Europa das Niveau der Wissenschaften, darunter auch der
Mathematik, sehr niedrig; zum Teil lag es an der wissenschaftsfeindlichen Hal-
tung der christlichen Kirche, zum Teil an dem niedrigen Stand der Produktiv-
krifte im Feudalismus. Erst im 14. und 15. Jh. entwickelten sich in Europa
Handel und Produktion im Feudalismus wesentlich vorwirts. Damit stieg auch
das Interesse an den Wissenschaften. Uber Sizilien und Spanien, die geographi-
schen Beriihrungspunkte mit dem islamischen Weltreich, wurden die europi-
ischen Gelehrtern mit der auBerordentlich hochentwickelten arabischen Mathe-
matik und mit den aus Indien stammenden Zahlzeichen vertraut. Die Leistungen
von ARCHIMEDES und EUKLEIDES wurden nun auch in Europa bekannt. Die
Kreislehre wurde wieder zum Gegenstand von Forschungen. Heutzutage kann
die Zahl = mit Hilfe von Rechenautomaten immer besser angenihert werden.
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130 Prismen
Prismen (S. 130). Volumen eines Prismas (S. 131). Oberflicheninhalt eines Prismas
(S. 134) -

135 Kreiszylinder
Vol berech gerader Kreiszylinder (S.136). Oberflicheninhalt gerader Kreis-
zylinder (8. 137). Volumen und Oberflicheninhalt gerader Hohlzylinder (S. 138)

Bienenwaben bestehen ans Zellen, die von den Bienen aus Wachs gefertigt werden und zum
Aufzichen der Brut dienen. Die Zellen bestehen aus einem ziemlich weichen Material, das
die Bienen an der Bauchseite ihres Hinterleil bsond: Die Zellenform gibt aber der
Wabe die nétige Festigkeit, sie oglicht einen sp Yerb h des Wachses und

sichert dabei eine gute Raumausnutzung.
Die Zellen der Bienenwabe haben naherungsweise die Gestalt eines Kérpers, den der Mathe-
matiker ein sechsseitiges Prisma nennt. Die Berechnung von Prismen und Kreiszylindern
wird uns im niich; Kapitel beschiftig

9 [000706]



Prismen

1 Prismen

Die Stereometrie ist ein Teilgebiet der G rie, in dem rdumliche Lageb
hungen untersucht werden. Zur Stereometrie gehort auch die Kérperherechnung
Die Kérper konnen in ebenflichig und in krummflichig begrenzte Kérper ein-
geteilt werden. Ebenflichig begrenzte Kérper, z. B. Quader, werden nur von
ebenen Flichen begrenzt. Krummflichig begrenzte Kérper, z. B. Kugeln, Zylin-
der, werden ganz oder teilweise von gekriimmten Flichen begrenzt.

Zu den ebenflichig begrenzten Kérpern gehoren die Prismen. Im Bild G 1 werden
zwei zueinander parallele Ebenen &, und &, dargestellt. In der Ebene ¢, liegt das
Sechseck A BCDEF. Die Senkrechten auf der Ebene ¢, in den Eckpunkten dieses
Sechsecks schneiden die Ebene ¢, in den Punkten 4’, B, C', D', E' baw. F'. Der
ebenflichig begrenzte Kérper, der durch die Eckpunkte der Sechsecke in den
beiden parallelen Ebenen bestimmt wird, ist ein Prisma.

Die Begrenzungsflichen, die in den Ebenen ¢, und ¢,
liegen, sind kongruent. Sie heiflen Grund- bzw. Deck-
fliche. Die iibrigen Begrenzungsflichen sind Parallelo-
gramme. Sie heiBen Seitenflichen des Korpers. Die
Kanten des Korpers, die weder in der Ebene & noch ,
in der Ebene &, hegen, heilen Seitenkanten.

DEFINITION: Ein ebenflichig begrenzter Korper
heiBt Prisma, wenn er begrenzt wird

a) von zwei zueinander parallelen und kongruenten !
n-Ecksflichen und
b) von n Parallelogrammfliichen.

Es gibt gerade und schiefe Prismen. Bei geraden Prismen stehen die Seitenkan-
ten senkrecht auf der Grundfliche. Die begrenzenden Parallelogramme sind dann
stets Rechtecke.

Man unterscheidet 3seitige, 4seitige, ..., n-seitige Prismen. Der Abstand der
Grundflache von der Deckfliche heiBt Hohe des Prismas. Bei geraden Prismen
ist die Hohe gleich der Linge der Seitenkanten. Bei schiefen Prismen ist dic Hohe
gleich dem Lot von einem Punkt der Deckfliche auf die Ebene, in der die Grund-
fliche liegt (Bild G 2). G2
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Untersuche, ob a) Quader und b) Wiirfel auch Prismen sind!
Anleitung: B die Definition G 1 und untersuche:

1. Ist der Kirper ebenflichig begrenzt ?

2. Gibt es zwei Flichen, die in zueinander parallelen Ebenen liegen ?
3. Sind diese Flichen kongruent ?

4. Sind die Seitenflichen Parallelogramme ?

Stelle ein dreiseitiges gerades Prisma a) im Grund- und Aufrif und b) im Schrig-
bild dar!

Aufgaben g 1 und 2

2 Volumen eines Prismas

Das Volumen eines Quaders kann ermittelt werden, indem man ihn mit einer ge-
eigneten Raumeinheit vergleicht. Mit Hilfe einer MaBzahl wird angegeben, wie-
viel Raumeinheiten oder geeignete Bruchteile von ihr der betreffende Quader ent-
hilt. Rechnerisch kénnen wir das Volumen eines Quaders ermitteln, indem wir die
Kantenlingen a, b und ¢ des Quaders miteinander multiplizieren:

Die Kantenlingen eines Quaders betragen a = 3 cm,
b =4 cm und ¢ =6 cm. Das Volumen V betrigt dann

|
V=ab-c I
V=3cm-4cm-6cm= 72 cm3 | _Z
l
Das Volumen V eines Quaders betrage V = 350 cm®. Die |
Lingen zweier Kanten seien bekannt; es sei a = 5 cm und | —
b =7 cm. Wie lang ist die dritte Kante ? # Ageab
/
Die Kanten eines Wiirfels haben alle dieselbe Linge a. a
3
¢ @

Das Volumen V eines Wiirfels betrage V = 27 cm®. Welchen Flicheninhalt hat eine
Begrenzungsfliche des Wiirfels ?

Wir werden nun eine Formel fiir die Vol g Prismen auf-
stellen. Hierzu formen wir zunichst die Formeln (1) und (2) um:

Sind a, b und ¢ die Kantenlingen eines Quaders, so betrigt der Flicheninhalt ¢
seiner Grundfiiche 4;=a- b (Bild G 3). Die Kantenlinge ¢ ist dann gleich der
Lénge der Hohe h des Quaders: i =c. Aus ¥ =a-b-cfolgtalso V = 4, h ,
Das Volumen eines Quaders ergibt sich demnach als Produkt aus dem Flichen-
inhalt der Grundfliche und der Linge der Hohe des Quaders.

b T belichi
8

Fiihre entsprechende Uberlegungen fiir die Berechnung des Volumens eines Wiirfels
durch!

Aufgaben g 3 bis 9
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Wir gehen nun zu dreiseitigen geraden Prismen iiber.
Das Bild G 4 zeigt ein dreiseitiges gerades Prisma mit der Héhe h in Zweitafel-
projektion. Die Grundfliche ist ein rechtwinkliges Dreieck. Dieses Prisma liBt
sich durch ein dazu kongruentes Prisma zu einem Quader erginzen (Bild G 5 und
Bild G 6).

Das Volumen V) dieses Quaders betrigt

Vo= A h.
Das Volumen V des gegebenen Prismas betrigt

Nun ist aber die Grundfliche 4; des Quaders
doppelt so groB wie die Grundfliche Ag des
gegebenen dreiseitigen Prismas:

Ag=2"Ag.
Damit finden wir

2-Ae-

V:——; 2 e Womilorhs
Das Volumen des gegebenen Prismas ergibt sich also als Produkt aus dem Inhalt
seiner Grundfliche und der Hohe.

G4

G5 G6

Es sei nun ein dreiseitiges gerades Prisma mit der Hohe h und einem beliebigen
Dreieck als Grundfliche gegeben.

Wir zerlegen die Grundfliche durch die Gerade a in
zwei rechtwinklige Dreiecke (Bild G 7). Wir denken
uns nun eine Ebene, die senkrecht auf der Grund-
fliche des Prismas steht und die Grundfliche in a
schneidet. Diese Ebene zerlegt das gegebene Prisma
in zwei Prismen, die beide als Grundfliche ein recht-
winkliges Dreieck haben.

¢
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Die Flicheninhalte der Grundflichen bezeichnen wir mit 4, und 4,. Fiir die Vo-
lumina V; bzw. V, der beiden Teilkérper gilt:

Vi=A,*h bzw. Vy=A;-h.
Das Volumen V des gegebenen Prismas betrigt

V=V,+V,.
Durch Einsetzen finden wir

V=Ah+A4d3-h bzw. V = (A4, + A4,)+h.
Da die Summe 4, + A, gleich dem Flicheninhalt Az der Grundfliche des gege-
benen Prismas ist, finden wir

V=Ag h.
Das Volumen des gegebenen Prismas ist also das Produkt aus seiner Grundfliche
und Héhe.

Es sei nun ein n-seitiges gerades

Prisma mit der Hohe h gegeben. Die

Grundflache 1aBt sich durch geeignete

Geraden in k Dreiecke zerlegen (Bild

G 8). Die Flicheninhalte dieser Drei-

ecke bezeichnen wir mit 4, 4,, ..., 4. a5
Durch die Geraden, die diese Zer- a 2
legungen bewirken, denken wir uns ‘
Ebenen, die senkrecht auf der Grund- (

fliche des gegebenen Prismas stehen i (]
(Bild G 9). Durch diese Ebenen wird a,

das gegebene Prisma in k dreiseitige cs

gerade Prismen zerlegt.

Fiir die Rauminhalte V, V,, ..., Vi dieser Teilkérper gilt:
Vi=dA,'k; Vo=Ag h; ...; Ve = Ax+ h.
Das Volumen V des gegebenen Prismas betrigt
V=Vi+Va++ 4+ Ve
Durch Einsetzen finden wir
V=A h+Ay-h+--+ Ac-h baw.
V=(4,+ A3+ + Ax) - h.
Da die Summe 4, + 4, + -+ + Ay gleich dem Flicheninhalt 4 der Grund-
fliche des gegebenen Prismas ist, finden wir
V =Ag-h
Man kann zeigen, daB auch das Volumen von schiefen Prismen mit Hilfe der
Formel V = Ag - h berechnet werden kann. Wir kénnen deshalb feststellen:

SATZ: Das Volumen V eines n-seitigen Prismas mit dem Grundfliicheninhalt 4.
und der Hohe h betriigt

Aufgaben g 10 bis 13
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4 Der Oberfldcheninhalt eines Prismas

Die Oberfliche eines dreiseitigen geraden Prismas setzt sich aus den beiden kon-
gruenten Dreiecken (Grund- und Deckfliche) sowie aus den drei Rechtecken
(Seltenﬂachen) zusammen (Bllder G 10 und G 11). Die Summe der Flicheninhalte
der ei hen des dreiseitigen geraden Prismas heiBt sein
Oberﬂﬁchemnhalt Ao. Mit den Bezeichnungen aus Bild G 11 und der Bezeichnung
Ag fiir den Flicheninhalt der Grundflache ergibt sich:
Ao=2A4¢+a-h+b-h+c-h bazw.
Ao=2Ac+ (a+b+c)-h.
Der Oberflicheninhalt eines dreiseitigen geraden Prismas ergibt sich also als
Summe aus dem doppelten Flicheninhalt der Grundfliche und den Flicheninhal
ten der Seitenflichen. '

Ag

+

wl
| f
|

b
_ i a b c
a
G10 e Gl

Es ist der Oberflacheninhalt eines geraden Prismas mit der Hohe h = 10 cm zu
berech Die Grundfliche sei ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten
a =3 cm und b = 4 cm sowie der Hypotenuse ¢ = 5 cm.

Lésung:

Ao=2A4¢+(@+b+c¢)-h=2-6cm?*+ (3cm+4cm+ 5cm)-10ecm
Ao =12 cm? 4+ 120 cm? = 132 cm?

Ergebnis: Der Oberflicheninhalt des gegebenen Prismas betrigt 132 cm?.

Von einem fiinfseitigen Prisma ist ein Schrégbild in Kavalierperspektive zu zeichnen.
Berechne den Oberflicheninhalt dieses Korpers!
Was vermutest du fiir den Oberflicheninhalt eines beliebigen n-seitigen Prismas ?

Die Oberfliche eines n-seitigen geraden Prismas mit der Hohe h setzt sich aus
zwei kongruenten n-Ecken (Grund- und Deckfliche) und aus n Rechtecken
(Seitenflichen) zusammen, die die gemei Seitenldnge h haben. Bezeich
wir die Seitenfliche~inhalte mit S,, S,, ..., Sy, so ergibt sich:

Ao=2AG+s,+s,+---+s,,J

In der gleichen Weise konnen wir den Oberflicheninhalt eines schiefen Prismas
berechnen.
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SATZ: Der Oberflicheninhalt eines Prismas ist gleich der Summe aus dem doppel-
ten Grundfliicheninhalt und den Flicheninhalten der Seitenflichen.

Leite die Formel fiir den Oberflicheninhalt eines Quaders als Spezialfall der Formel
fiir den Oberflicheninhalt gerader Prismen her!

Aufgaben g 14 und 15

Kreiszylinder

5 Gerade Kreiszylinder

An Hand von Bild G 12 kann ein Zylinder auf folgende
Weise beschrieben werden: Die Ebenen ¢, und &,
liegen parallel zueinander. In der Ebene ¢, liege ein
Kreis. Die Senkrechten auf die Ebene ¢, in den Kreis-
punkten schneiden die Ebene ¢, in Punkten, die einen
Kreis ergeben. Diese Senkrechten liegen auf einer ge-
krimmten Fliche. Der Kérper, der von den beiden
Kreisflichen und der gekriimmten Fliche begrenzt
wird, ist ein gerader Kreiszylinder.

Wir kénnen uns einen geraden Kreiszylinder (kurz:
Kreiszylinder) durch Drehung einer Rechteckfliche
um eine ihrer Symmetrieachsen oder um eine ihrer
Seiten entstanden denken (Bild G 13).

Entstehung eines geraden Kreiszylinders

Die beiden kongruenten Kreisflichen, die einen Kreiszylinder begrenzen, heiBen
seine Grund- bzw. Deckfliche, die gekriimmte Begrenzungsfliche heit Mantel.
Die Strecken auf dem Mantel, die senkrecht auf der Grundfliche stehen und
Punkte der Grund- und Deckfliche als Endpunkte besitzen, heiBen Mantellinien
oder Mantelstrecken. Der Abstand der beiden Kreisflichen heiBt die Hohe des
Kreiszylinders; sie ist gleich der Linge einer Mantellinie.
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6 Volumen gerader Kreiszylinder

. Wiederhole die Formel fiir die Beruhnung des Volumens eines Prismas! Wie grof
ist das Volumen eines Prismas mit der Héhe h und dem Grundflicheninhalt
Ag=mn-r*?

Wird einem Kreiszylinder ein regelmiBiges n-seitiges Prisma von gleicher Hohe
umbeschrieben, so beriihrt jede Seitenfliche des Prismas den Mantel des Kreis-
zylinders in genau einer Mantellinie (Bild G 14a). Bezeick wir das Vol
des Kreiszylinders mit ¥ und das Vol des Prismas mit
Va, so gilt

V< V.
Wird einem Kreiszylinder ein regelmiBiges n-seitiges Prisma von gleicher Hohe
einbeschrieben, so sind die Seitenkanten des Prismas Mantellinien des Kreis-
zylinders (Bild G 14b). Bezeichnen wir das Vol des einbeschrieb Pris-
mas mit V, so gilt

Roachiisl

Vs V.
Wir fassen beide Ungleichungen zusammen:
VisVEV

I I M | '

| | I

T T I

| ! !

| { [ |

] 1

| : | !

| | l |

| :é | |

P o=

s N ¢Je -7&/ N
CEosdy Q>
G 14

Wir bezeichnen den Grundflicheninhalt des beschrieb Prismas mit 4,,
den Grundflicheninhalt des einbeschrieb Prismas mit 4y, den Grundflachen-
inhalt des Kreiszylinders mit 4¢ und den Radius des Grundflichenkreises mit r.
Es gilt

Vo=Aah bazw. Vi= A h.
Aus Vy < V < V, folgt also

Ai-h<V < A4 h.
Da h eine positive von Null verschiedene Zahl ist, diirfen wir durch h dividieren:

A = i = A4a.

h

Wenn wir dem Krelszylmder Pnsmen mit sehr vielen Seitenkanten und immer
kleineren Seitenfl: hreiben bzw. umbeschreiben, so wird die Grund-
fliche des Kreiszylinders immer besser durch die Grundflichen des umbeschriebe-
nen bzw. einbeschriebenen Prismas angenihert. Die Differenz A, — A¢ wird im-
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mer kleiner, das heifit, sie niahert sich immer mehr der Null. Eine Fortfiithrung

dieser Uberlegung fiihrt dazu, daB die Flicheninhalte der Grundflichen beider

Prismen gleich dem Flicheninhalt der Grundfliche des Kreiszylinders sind:
A=A, =Ac=mn"rd

Da dann

gilt, finden wir

|4
T= Ag bzw. V = Ag-h.

SATZ: Das Vol eines den Kreiszylinders ist gleich dem Produkt aus

&

seinem Grundflicheninhalt und seiner Héhe.

n
V=4 h=n-r-h="d*h

Es soll das Volumen eines Rundstabs, dessen Durchmesser 40 mm und dessen
Lange 250 mm betriigt, berechnet werden.
Gegeben: d = 40 mm = 4 cm; h = 250 mm = 25 cm
n
= d’ * ’I
4

=%'4’cm’-250m

V =100 n cm®

Die Berechnung erfolgt entweder mit Hilfe des Rechenstabs oder mit Hilfe des
Buches Tabellen und Formeln.
Ergebnis: Das Volumen des Rundstahls betriigt rund 314 em®.

7 Mantel- und Oberflédcheninhalte gerader Kreiszylinder

Ein gerader Kreiszylinder wird von zwei kongruenten Kreisflichen und einer ge-
krimmten Fliche, dem Mantel, begrenzt. Wird der Mantel lings einer Mantel-
linie aufgeschnitten, so kann er in die Ebene abgewickelt werden. Als Abwick-
lungsfliche erhalten wir ein Rechteck, dessen eine Seite gleich dem Kreisumfang
uc = 2air = nd des Grundkreises und dessen andere Seite gleich der Hohe des
Zylinders ist (Bild G 15). Bezeichnen wir den Flicheninhalt des Mantels mit 4,7,
so ergibt sich

SATZ: Der Flicheninhalt des Mantels eines geraden Kreiszylinders ist gleich dem
Produkt aus dem Umfang seiner Grundfliche und seiner Hohe.
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Eine Konservendose ist 112 mm hoch und hat
einen Durchmesser von 86 mm. Sie soll mit
einem Papierstreifen als Etikett umklebt
werden. Wieviel Papier wird fiir eine Dose be-

notigt ?

Gegeben: d = 86 mm; h = 112 mm
Ay=mnd-h
Ay = n-86 mm - 112 mm

Die Berechnung kann mit Hilfe des Rechen-
stabs erfolgen.

Ergebnis: Fiir das Etikettieren der Dose werden
rund 300 cm? Papier benétigt.

Sollte fiir die Dose im Beispiel G 4 der Oberflicheninhalt 4o ermittelt werden,
so miiten wir noch die Flicheninhalte 4¢ der beiden Grundflichen addieren
(Bild G 16). Allgemein gilt: 4o = 2 A¢ + Ay Daraus ergibt sich

Ap=2nr 4+ 27nrh Ao=;d’+ndh

Wieviel Blech wird zur Herstellung einer Konservendose mit einem Durchmesser
von 86 mm und einer Héhe von 112 mm benstigt ?
Gegeben: d = 86 mm = 8,6 cm; h =112 mm = 11,2 cm

Ao=2nr*+2nrh =2n-432cm? + 27-4,3-11,2 cm?.
Die Berechnung kann mit Hilfe des Rechenstabs oder der Tabelle erfolgen.
Ergebnis: Zum Herstellen einer Dose werden ohne Beriicksichtigung des Zu-
schlags fiir das Falzen rund 42000 mm? = 420 cm? Blech benstigt.

Aufgaben g 16 bis 18

8 Volumen und Oberflédcheninhalt gerader Hohlzylinder

Wird aus einem geraden Kreiszylinder ein anderer Kreiszylinder entsprechend
Bild G 17 ,,ausgebohrt*, so entsteht ein Hohlzylinder. Das Volumen eines gera-
den Hohlzylinders ergibt sich als Differenz aus dem Volumen des Kreiszylinders
mit dem gréBeren Grundkreisradius r; und dem Volumen
des Kreiszylinders mit dem kleineren Grundkreisradius r,:

V=ar®h—ard-h(r,>r)

bzw.

V =nh(r,—rg?).
Der Oberflichéninhalt eines geraden Hohlzylinders setzt
sich aus den Inhalten folgender Flichen zusammen: dem
Mantel des Kreiszylinders mit dem gréBeren Grundkreis-
radius, dem Mantel des Kreiszylinders mit dem kleineren
Grundkreisradius und der Grund- und Deckfliche des Hohl-
zylinders, die kongruente Kreisringe sind:

Ao=2ary"h+27nr,-h + 27 (r)® —r2).

G117

Aufgaben g 19 bis 39
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Aufgaben




a) Rechenstab; Anwendungen von Verhiltnisgleichungen

L

[

Stelle mit dem Ablesestrich des Liufers

auf der Skale D folgende Ziffernfolgen ein!

Ermittle jeweils die Ziffernfolge, die dem

unmittelbar davor liegenden Skalenstrich

zugeordnet ist!

a) 1-0-3; 1-3-3; 1-3; 1-1-3

b) 1-1—4;1-4-1; 1-3-5; 1-5-3

c) 2—0-8;2-1-8;2-4-8;2-8-8

d) 3—7-2; 3-7; 3—6—4; 3—4—6

e) 4-0-5; 4-5; 4-8-5; 4-9

f) 5-2-5; 6-2-5; 7-2-5; 9-2-5

g) 1-0-1; 10; 3; 3-1

h) 1-5; 4-9-5; 8-9; 1-3

i) Stelle C1 iiber die Skalenstriche von
D mit den in a) bis e) genannten Zif-
fernfolgen ein!

. Stelle die folgenden Ziffernfolgen mit dem

Ablesestrich nach AugenmaB ein! Welche
Ziffernfolgen sind den benachbarten Ska-
lenstrichen zugeordnet ?

a) 3-5-9 f) 7-0-7
b) 3—9-5 g) 3—0-5
¢) 1-7-8-5 h) 8-9-8
d) 1-5-8-7 i) 6-7-8
e) 2-9-9 k) 6-0—4

. Gib die Ziffernfolgen an, die die Pfeile a)

bis 1) im Bild a1 anzeigen!

S}

a

. Stelle mit dem Ablesestrich des Laufers

auf der Skale C folgende Ziffernfolgen ein!

Ermittle jeweils die Ziffernfolge, die dem

unmittelbar danach liegenden Skalen-

strich zugeordnet ist!

a) 1-0-6; 1-6; 1-1-6; 1—-6—6

b) 1-2-7; 1-7-2; 1-2-3; 1-3-2

c) 2—0—4;2-2—4;2-4-4;2-74

d) 3-5; 3-5-8; 3—8-2; 3—2-8

e) 4-2;4-2-5;4-9-5;4-7

f) 6-7-5; 17-7-5; 8—-7-5; 9-7-5

g) 2-2;2;2-2-2;2-5

h) 1-5; 2-5; 8-5; 1-5

i) Stelle C1 iiber die Skalenstriche von D
mit den in a) bis e) genannten Ziffern-
folgen ein!

Stelle die folgenden Ziffernfolgen mit dem
Ablesestrich ein! Welche Ziffernfolgen
sind den jeweils sechs nachfolgenden
Skalenstrichen zugeordnet ?

a) 1-9-5 f) 1-7-8-5
b) 3-9-2 g) 3-4-5
¢) 3—6 h) 2-8-9
d) 6-3 i) 4-1-7
) 81 k) 5-8-8

. Gib die Ziffernfolgen an, die die Pfeile a)
bis m) im Bild a 2 anzeigen!

PR -

a2

n 2018 1 15 16 17

d e f

LTI
35 4 45 5 55

819 2 25 3

L
]

65 7 75 8 8 9 ¥ W

Berechne die nachstehenden Produkte unter Benutzung des Rechenstabs!

P

")
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a) 1,23-4,35 d) 32,4-2,86
b) 10,4 - 81,5 ¢) 0,182 - 535
) 206 - 425 £) 0,125 -8

. a) 17,8 - 705 d) 0,324 - 530
b) 0,0424-254 ) 8,25-7,75
) 0,376-0,376 ) 9,05- 89,5

8.

a) 1,37-5,15 d) 28,8 3,04
b) 1,07 - 73,5 e) 0,191-395
c) 208 - 455 f) 40-12,5

. a) 14,4 - 805 d) 0,027 6 - 720
b) 0,348 - 0,348 e) 9,75 - 9,95
c) 0,0516-199 ) 8,65-98,5



1L a) 245:379  d) 307-2,07 12.a) 2.83-2,04  d) 303-3,08
b) 524-134 o) 0,723-1L8 b) 666-0,131  e) 0487203
¢ 11,7-123 f) 0,634-1,385 ¢) 84,1-109 f) 0,811,275

13. ) 3,02-357 d) 0,428-823 14.a) 508-653  d) 0,703-894
b) 555-6,23 ) 0428355 b) 327-547 ) 0,788 - 42,3
) 0,00281-0,433 f) 248913 ) 0,527-0,00383 f) 17,4-18,8

15. a) 0,82-0,43-11,3 16. a) 15,3:0,73- 0,52 17.a) 0,44-2.28-77,3
b) 15,8-2,7-3,24 b) 4,33-0,11-2,77 b) 580-0,72-1,04
) 0,332-0,825- 0,278 ) 0.541-9,26- 0,203 ¢) 250-0,34-11,5

18. a) 0,472 -0,025 2 - 0,003 81 19. ) 0,0172 - 0,002 84 - 0,568
b) 35.4-1,17-0,835 b) 21,8-0,305-16,7
&) 30,5-0,207- 94,1 ) 76,3844 -0,34- 0,82
d) 81,2-211-0,73-0,54 d) 4,28-43-214

Bacsihin s nackisichionden Qustiénien witor B 536 Roshesuatol

20. a) 31,4:7,25 f) 7,25:314 21. a) 43,5:3,28 f) 3.28:435
b) 15,6:28,4 g) 28,4:15,6 b) 183:34,2 g) 342:183
) 24,6:033 b) 125:55 ) 35.8:044 b) 275:75
d) 75500:342 i) 530:1060 d) 92500:20,6 i) 720:1440
o) 0222:0485 k) 0,003 84:0,278 ) 0,555:0,725 k) 0,0047:0,465

22, a) 553:2,25 ) 7.81:533 23. a) 78,4:3,35 &) 8,72:6,27
b) 3,85:0,772  f) 512:813 b) 4,73:0,82  f) 613:83,4
¢) 2570:541  g) 38500:0,723 ¢) 17550:385 @) 41200:0,576
d) 753:0,0438  h) 55,2:37,7 d) 862:0,0627 h) 77,4:563

154 1 277 17,8 13 588
3 - — o 25. el = 2o
U0es O R Y 37 14 ) 57
28 1 7
py 1790 0428 5 py 3600 . 0LIB3 o 000487
53,8 0,0037 738 974 25,1 0,000 238
26, ) 2500318, 920-258 27, 4y 05570398 . 8.95-3,54
87,5 39,8 72,5 475
1,97 - 0,005 75 91,5 - 50,5 1,83 - 0,006 7 97,5 - 64,5
b) €) b) e)
0,685 6200 0,785 7800
384 - 532 0,427 - 3,85 578 - 422 0,804 - 2,03
c) f) ) f)
728 0,672 648 0,898
2p, oy 308400 271000053 29, qy 67416600 384000067
26 000 892 32 000 483
15 - 37 4y 04720079 by 1654 4 0623 0.086
[ 0,604 D) 0,708
e i folanidie Viehalintagtatel \
x S x 3 %) S 4 x
. TR R, R T ste) 2= 2R
0.2 F=13 R T Y 57T R T
% 8 z 9 x 1 34 %
b) —=— b) —=— D) —=— b =
) T3 ) BB ) 5% ) 580z
= 12 z 8 5 15 0,5 x
RARTIRST) R B ) Z=u ) 54 " 05
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34, Lése die folgenden Verhaltnisgleichung h der nach allen jeweils vorkommenden
Variablen auf!

a) x:y=3:5 c)ris=u:v e)r:s=v:u
) 9 =" f 2=
n b q s n s

35. 1060 g Mehl kosten 1,40 M. Wieviel Mark 36. 530 g Erbsen kosten 0,55 M. Wieviel
kostet 1 kg? Mark kostet 1kg?

37. Fiir 23 kWh Elektroenergie bezahlt man 38. 13 m® Stadtgas kosten 2,08 M.

1,84 M. a) Wieviel Mark kosten 231 m3?
a) Wieviel Mark kosten 27 kWh ? b) Wieviel Kubikmeter Stadtgas kann
b) Wieviel Kilowattstunden kann man man fiir 15 Mark beziehen ?

fiir 10 M beziehen ?

39. Eine Kolonne der Nationalen Volksarmee 40. Ein sowjetischer Kreuzer legt in 2h 30 min
legte in einer Stunde 15 km zuriick. Wie- 33 sm zuriick. Welche Entfernung legt er
viel Minuten muB man fiir weitere 11 km in 1 h 12 min bei dieser Geschwindigkeit
bei gleicher Geschwindigkeit und gleich- zuriick ?
artigem Geliinde in Rechnung stellen ?

41. Ein PKW ,,Trabant 601* hat fiir 552 km 42. Ein PKW , Wartburg 353* hat fiir 312km
401 Kraftstoffgemisch vert ht. Wie 301 Kraftstoffgemisch verbraucht. Wel-
hoch wird dann der Verbrauch fiir 740 km che Entfernung wird er dann mit 551
sein ? zuriicklegen 7

43. Eine Treppe mit 25 Stufen zu je 18 cm 44. Eine Treppe mit 24 Stufen zu je 20 cm
Héhe soll durch eine neue mit je 15 cm Hahe soll durch eine Treppe mit 32 Stu-
Stufenhdhe ersetzt werden. fen ersetzt werden.

‘Wieviel Stufen hat dann die neue Treppe ? Wie hoch ist dann eine Stufe ?

45. Auf einem Werkzeugautomaten kénnen in 62 Minuten ebenso viele gleichartige Werkstiicke
bearbeitet werden wie auf einer herké 1 1 hine in 465 Mi nim-
lich 155 Stiick.

Welche Zeit wird dann zur Herstellung von 100 Stiick
a) auf dem Werkzeugautomaten, b) auf der Werkzeugmaschine benétigt ?
46. Rechne die nachfolgend in S ilen (sm) angegeb Lingen I in Kilometer um!
Ly213] 4 5 67| 8] 910|351 5240|37,1]0,842] 2,84
9,26
47. In der Sowjetunion wird mitunter als Masseneinheit ,,1 Pud* benutzt (z. B. bei Getreide).
Rechne die nachfolgend in Pud gel Massen m in Kilogramm um!
1 3
5 T i ] 5 10 (1250 12500 000 280
82,9
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. 1060 g Mehl kosten 1,40 M. Wieviel Mark
kosten
a) 250 g d) 5kg
b) 400 g e) 12kg
) 2000 g f) 78,3 kg ?

49. 530 g Erbsen kosten 0,55M. Wieviel

Mark kosten

a) 100 g d) 4kg
b) 250 g e) 15kg
€) 1000 g f) 83,2kg?



50. 34,20 m Anzugstoff kosten 1539 M. 51. 17,25 m Kleiderstoff kosten 241,50 M.
Wieviel kosten Wieviel kosten
a) 80 cm b) 2,80m ¢) 3,00m a) 70 cm b) 1,L30m ¢) 2,00m
d)325m ) 3,50m f) 3,80m d) 2.25m e) 2.80m f) 3,10m
g) 520m ) 20,00m i) 50,00 m? g) 510m  h) 20,00m i) 50,00m?
52. Um den Aushub einer Baugrube abzufah- 53. Um eine GroB3baustelle mit Beton zu ver-
ren, muB jedes von 8 Fahrzeugen gleicher sorgen, muB jedes von 12 Fahrzeugen
Ladefihigkeit 60 Fahrten durchfiihren. gleicher Ladeféhigkeit 50 Fahrten durch-
fiihren.
a) Wievielmal muB jedes Fahrzeug fah- a) Wievielmal muB jedes Fahrzeug fah-
ren, wenn ren, wenn

2;3;5;7;9; 105 125 15; 20 3;4;5;6;7;8;10; 12; 15; 20; 30
Fahrzeuge derselben Ladefihigkeit Fahrzeuge derselben Ladefahigkeit
eingesetzt werden ? eingesetzt werden ?

b) Wieviel Fahrzeuge derselben Lade- b) Wieviel Fahrzeuge derselben Lade-
fahigkeit muB man einsetzen, wenn fihigkeit muB man einsetzen, wenn
jedes Fahrzeug jedes Fahrzeug
5;6;7;8;9;10; 125 15; 20; 30 4;5;6;7;8;9;10;12; 15; 20
Fahrten durchfiihren soll ? Fahrten durchfiihren soll ?

Lése die Aufgaben a 54 bis 59 nach dem Beispiel A 21 auf Seite 15!

54. Von den 600 Schiilern einer Schule A er- 55. In einer Schule A beteiligten sich von
warben 432 das Touristenabzeichen, von 280 Schiilern 260 an der Mathematik-
den 750 Schiilern einer anderen Schule B olympiade, in einer Schule B von
570 Schiiler. Welche Schule erzielte das 180 Schiilern 168. In welcher der beiden
bessere Ergebnis ? Schulen war eine bessere Beteiligung ?

56. 50 Schiiler der dritten Klassen einer 57. In einem Betrieb A arbeiten insgesamt
Schule A erhiel Schwi ich 835 Arbeiter und Angestellte, davon
Nach 6 Monaten erfiillten 37 von ihnen die 171 Frauen. In einem zweiten Betrieb B
Bedi fiir das Sch bzeick des gleichen Industriezweiges sind von 917
Von 76 Schiilern der dritten Klassen Arbeitern und Angestellten 211 Frauen.
einer Schule B erfiillten nach diesem In welchem Betrieb liegt der Anteil der
Zeitraum 57 die Bedingungen fiir das weiblichen Beschiftigten an der Gesamt-
Schwimmabzeichen. In welcher Schule zahl der Beschiftigten hoher ?
war das Ergebnis besser ?

58. Mit der Br hine einer Hiihnerf: 59. In einem Forst wurden bei Neuanpflan-
wurden folgende Ergebnisse erzielt: zungen folgende Ergebnisse erzielt:

a) Aus 120 Eiern schliipften 108 Kiiken. a) Von 1500 Stecklingen gingen 320 ein.
b) Aus 150 Eiern schliipften 129 Kiiken. b) Von 1200 Stecklingen gingen 250 ein.
Vergleiche die beiden Brutergebnisse! Vergleiche die beiden Ergebnisse!

Berechne den P; in den folgenden Aufgaben!

60. a) 2% von 300 ¢) 159 von 70 61. a) 39% von 80 ¢) 129 von 200
b) 3% von 200 d) 9% von 9 b) 8% von 30 d) 11% von 11

62. a) 12,2%von 700 <) 92% von 3 400 63. a) 18,49 von 500 ¢) 889% von 4 600
b) 31,5% von 38  d) 0,5% von 20 b) 34,5% von 54 d) 0,4% von 25

Berechne in den folgenden Aufgaben den P und runde sinnvoll!

64. a) 39 von 5200 M 65. a) 5% von 3 200 M 66. a) 2% von 1800 M
b) 2,7% von 101 b) 18,39 von 531 b) 3,3% von 201
¢) 35,49 von 1280 ha ¢) 0,63% von 4,25 a c) 42,5% von 1050 ha
d) 759 von 444 hl d) 7,5% von 44,4 hl d) 259, von 888 hl

(Fortsetzung der Aufgaben 64, 65, 66 auf Seite 144.)
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e) 5% % von 323 M
f) 38,4% von 522t
g) 33% % von 300 ha

e) 3% % von 11,80 M
f) 11% von 11t
g) 12,5% von 8,0 ha

o) 4% 9, von 472 M
f) 32,89 von 783 t
g) 66%"/n von 150 ha

67. Wieviel getrocknete Kamille erhdlt man  68. Lindenbliiten verlieren beim Trocknen
aus 40 kg frischer, wenn sie beim Trock- 749, ihrer Masse. Wieviel Masse verlie-
nen 849, ihrer Masse verliert ? ren 350 kg frische Lindenbliiten beim

Trocknen ?

69. Die Erdoberfliche betrigt etwa 510 Mil- 70. Die landwirtschaftliche Nutzfliche der
lionen km? Das Festland nimmt an- DDR betragt etwa 6,67 Millionen ha.
nihernd 299, der Erdoberfliche ein. Es Davon entfallen 10,19, auf den Bezirk
ist die ungefihre GroBe der Fliche zu be- Neubrandenburg. Wieviel Hektar sind
rechnen, die vom Festland auf der Erd- das?
oberfliche eingenommen wird.

71. In einem volkseigenen Betrieb sind  72. Im VEB Petrolchemisches Kombinat
1250 Werktatige beschaftigt. Davon sind Schwedt (Oder) wird sowjetisches Erdsl
639, Facharbeiter aufbereitet. Dabei werden aus einer Mas-

79 Arbeiter ohne Facharbei bil inheit Erdsl ilmiiBig folgende Pro-
dung dukte gewonnen:
69 Lehrlinge 32,59, Dieselkraftstofl
179, Angehérige der hnisch und 25,6 % Benzin
wissenschaftlichen Intelligenz 20,0% Heizol
7% Sonstige Angestellte 5,59 Bitumen
Wieviel Werktitige gehoren zu den einzel- 4,5% Schmiersl
nen Beschiftigungsgruppen ? 1,5% gasformige Kohl e
Wie hoch war die Tagesproduktion an
diesen Stoffen, wenn an diesem Tag
21400 t Erdél verarbeitet wurden ?

73. Warum sind x9, einer GréBe a ebensoviel 74. Warum sind y 9, einer GroBe b ebensoviel
wie-;- % der GroBe 2a? wie n - y9% der Gn’iﬂe: i

B 4 in dQﬂ fol, ds Auf] aQﬂ Pr !

75. a) 5 von 40 e) 17,3 von 18 76. a) 8 von 64 e) 23,8 von 25
b) 7 von 84 f) 35 von 40,2 b) 8 von 72 ) 45 von 49,1
¢) 1 von 200 g) 0,7 von 4 ¢) 1 von 400 &) 0,8 von 3
d) 2 von 100 h) 0,2 von 0,9 d) 4 von 100 h) 0,3 von 6,8

77. a) 32 M von 160 M 78. a) 15 M von 160 M 79. a) 24 M von 120 M

80.

83.

&

b) 36 m von 900 m
c) 17gvon 140 g

d) 2,4 kg von 13,2 kg
e) 21dt von 22 dt

a) 0,028 t von 580 kg
b) 3,81 von 11,21

¢) 11 mm von 2,0 cm
d) 2,4 km von 380 km
e) 8,42 m von 802 cm

81.

b) 36 m von 1,2 km
c) 137g von 140 g

d) 720 g von 720 kg
e) 0,38 dt von 3,8t

a) 0,41 t von 23,8 ¢t

b) 2,41 von 0,36 hl

¢) 14,3 cm von 11,8 em
d) 0,372 km von 34,1 km
¢) 0,784 m von 1230 cm

b) 45 m von 600 m
c) 23gvon 180 ¢g

d) 2,8 kg von 15,4 kg
©) 35 dt von 36 dt

. a) 0,017 t von 940 kg

b) 6,71 von 14,11

¢) 13 mm von 2,0 cm
d) 5,4 km von 620 km
e) 3,81 m von 350 cm

Aus 64 t Kupferschiefer wird etwa 1t
Rohkupfer gewonnen. Wieviel Prozent
betrigt demnach die Ausbeute ?

84. 3,52kg einer Losung enthalten 276 g Koch-
salz. Wieviel prozentig ist die Losung ?



Die geplante Bauzeit fiir eine GroBstall-
anlage betrug 180 Tage. Die Anlage wurde
nach 171 Tagen fertiggestellt. Wieviel
Prozent betrigt die zeitliche Einsparung ?

o 2. Aceeot

in den fol,

89.

91.

93.

96.

98.

. a) 15 sind 2% des Grundwertes

b) 2,40 M sind 3%, des Grundwertes

¢) 81,40 M sind 729, des Grundwertes
d) 2540 M sind 12,4%, des Grundwertes
¢) 20 Pf sind 1,5% des Grundwertes

a) 87,3 g sind 22,49, des Grundwertes
b) 3,8 mm sind 389, des Grundwertes

¢) 208 dm sind 0,459, des Grundwertes
d) 35,4 ha sind 20,4% des Grundwertes
¢) 1,07 m? sind 0,349, des Grundwertes

Eine 4,2prozentige Kochsalzlosung ent-
hilt 17,5 g Salz.
a) Wie groB ist ihre Gesamtmasse ?
b) Wieviel Gramm Wasser enthilt die
Losung ?

Bronze ist eine Legierung aus Kupfer und
Zinn. Wieviel Kilogramm Bronze kénnte
man aus 213 kg Kupfer herstellen, wenn
die Legierung 859, Kupfer und 159,
Zinn enthalten soll ?

Berechne auch, wieviel Kilogramm Zinn
benétigt wiirden!

Berechne im Kopf fiir die Grundwerte

86.

88.

90.

94,

Der Rohling einer Welle wiegt 67,0 kg.
Nach der Bearbeitung auf der Dreh-
maschine wiegt die fertige Welle noch
61,5 kg. Wieviel Prozent betragt der
Materialabfall ?

den jeweiligen Grundwert!

a) 18 sind 39, des Grundwertes

b) 3,20 M sind 49, des Grundwertes

¢) 94,50 M sind 78 %, des Grundwertes
d) 3720 M sind ll ,89%, des Grundwertes
e) 15 Pf sind 29, des Grundwertes

a) 73,2 g sind 35,49, des Grundwertes
b) 5,4 mm sind 54%, des Grundwertes
¢) 408 dm sind 0,659, des Grundwertes
d) 28,3 ha sind 30,69, des Grundwertes
¢) 1,04 m? sind 0,449, des Grundwertes

Messing besteht aus Kupfer und Zink.

Man hat 195 kg Kupfer zur Verfiigung

und will eine Legierung herstellen, die

659, Kupfer enthilt.

a) Wieviel Kilogramm Messing kénnen
hergestellt werden ?

b) Wieviel Kilogramm Zink werden dazu
benétigt ?

Auf einer modernen Fertigungsstrecke in
einem volkseigenen Betrieb werden bei
629, zeitlicher Auslastung 523 Einheiten
taglich hergestellt. Wieviel Einheiten
konnen dann bei voller Auslastung taglich
produziert werden ?

200 m; 40 M; 400 t; 8 km; 3 200 m; 48 hl; 96 a

die Prozentwerte beim Prozentsatz:
a) 1%, b) 5%

<) 12-% d) 40%,

e) 15%, f) 200 %!

Lése im Kopf!
) |
a) 33 9, von 150; 30; 45; 450

b) 609 von 200; 125; 75; 500
¢) 809, von 125; 175; 200; 250
d) 29 von 250; 300; 1 000; 20

Lése im Kopf !
1
a) 3;% von 60; 270; 90; 600
b) 609, von 150; 300; 250; 400
c) 809, von 75; 150; 250; 400
d) 29, von 100; 150; 200; 25

In einem volkseigenen Autowerk werden taglich durchschnittlich 60 LKW gefertigt. Infolge
einer Betriebsstorung wurden an einem Tag nur 60 %, und am folgenden Tag nur 80%, dieser
Stiickzahl produziert. Am dritten Tag wurden nach Besemgung der Stérung 1509, erreicht.
Ist dadurch der Produkti d beseitigt ?
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99.

101.

103.

104.

146

E

g in der

icklung der Elek ugung  100. Entwicklung der Milch
in der DDR DDR (3,5%, Fettgehalt)
1961 43,0 Mrd. kWh 1963 5,13 Mill. ¢
1963 47,8 Mrd. kWh 1965 5,86 Mill. t
1965 54,1 Mrd. kWh 1967 6,37 Mill. t
1967 59,7 Mrd. kWh 1968 6,68 Mill. t
1968 63,2 Mrd. kWh

a) Setze den Wert fiir 1961 gleich 1009,
und berechne, aunf wieviel Prozent die
Erzeugung in den Jahren 1963, 1965,
1967 und 1968 gegeniiber 1961 gestie-
gen ist!

b) Um wieviel Prozent ist die Erzeugung
Jjeweils von 1961 zu 1963, von 1963 zu
1965, von 1965 zu 1967 und von 1967
zu 1968 gestiegen ?

) Stelle den Anstieg graphisch dar!

Stelle den Anteil der einzelnen Produkte
der Erdolaufbereitung (siche Aufgabe
a72) in einem Kreisdiagramm dar!

102.

2.

a) Setze den Wert fiir 1963 gleich 100 %
und berechne, um wieviel Prozent die
Erzeugung in den Jahren 1965, 1967
und 1968 gegeniiber 1963 gestiegen ist !

b) Auf wieviel Prozent ist die Erzeugung
jeweils von 1963 zu 1965, von 1965 zu
1967, von 1967 zu 1968 gestiegen ?

c) Stelle den Anstieg graphisch dar!

Stelle den Anteil der einzelnen Beschif-
tigungsgruppen aus Aufgabe a 71 in einem
isdiagramm dar!

Fiir die hfolgend E des Industri Elek hnik /Elektronik/
Geritebau entwickelte sich die Produktion in der DDR wie folgt:
Erzeugnis Einheit | 1950 | 1955 | 1960 1963 1968

Hoch- und Niederspannungs-
schaltgeriite und Zubehor Mill. M -_ 195| 556 708 1171
Halbleiterbanelemente Mill. M — — — 28 271
Kabel und Leitungen Mill. M - 423 624 809 1247
Buchungsmaschinen Stiick 233052908440 11 720 17185
Physikalisch-optische MeBgerdte [  Mill. M 5 9 25 33 66

a) Setze die jeweils erste Angabe gleich 100% und berechne den pr len Z; hs fiir

jede folgende Angabe gegeniiber der ersten!
b) Stelle die Entwicklung der Produktion dieser 5 E phisch dar!
Das Nationaleinkommen der DDR entwickelte sich f Igend, B

1949 22 320 000 000 M
1950 27177 000 000 M
1955 50 347 000 000 M
1960 71 045 000 000 M
1963 76 692 000 000 M
1964 80 487 000 000 M
1965 84 175 000 000 M
1966 88294 000 000 M
1967 93 043 000 000 M
1968 98 018 000 000 M
a) Setze den Betrag fiir 1950 gleich 1009%,,
1950 in Prozent!
b) Setze den Betrag fiir 1967 gleich 1009,

Jahre!
¢) Stelle die in a) und b)

hal B

und berechne die jeweilige Steigerung gegeniiber

z

und berechne die Prozentsiitze fiir die anderen

i dar!

in je einem Lini



105.

106.

107.

108.

109.

110.

1L

Der AuBenhandelsumsatz der DDR mit der UdSSR, unserem groSten Handelspartner, be-
trug 1950 rund 1,5 Milliarden Valutamark (VM). Seitdem steigerte sich dieser Umsatz folgen-
dermafen:

1955 1960 1965 1968

auf Milliarden VM 4,0 10,6
auf 9, gegeniiber 1950 527% 860%

Berechne die fehlenden Angaben!

Der AuBenhandelsumsatz der DDR nach Lénd: pp ickelte sich folgend: B
Jakhe Sonsiiiiaio e LY Kapitalistische Ind
Lénder linder i lander

1950 2,66 Mrd. VM 14 Mill. VM 1,004 Mrd. VM
1955 7,494 Mrd. VM 304 Mill. VM 2,592 Mrd. VM
1960 13,799 Mrd. VM 791 Mill. VM 3,897 Mrd. VM
1963 16,628 Mrd. VM 731 Mill VM 3,824 Mrd. VM
1965 18,241 Mrd. VM 1106 Mill. VM 5,346 Mrd. VM
1968 22,939 Mrd. VM 1233 Mill. VM 5,952 Mrd. VM

a) Stelle die Entwicklung fiir jede Landergruppe und fiir den Gesamtumsatz in einem Linien-
diagramm dar!

b) Stelle fiir jedes aufgefiihrte Jahr den Anteil der einzelnen Landergruppen in einem Kreis-
diagramm dar!

Im Jahre 1949 gab es in der DDR 16000 Studierende an Fachschulen. Das waren 0,0859,

der Gesamtbevélkerung in der DDR.

a) Wie gro war damals die Bevélkerungszahl in der DDR ?

b) Zur gleichen Zeit waren 0,151%, der G bevilkerung Studi de an Uni ititen
und Hochschulen. Wieviel Studierende waren das?

¢) Wieviel Studierende an Fach- und Hochschulen gab es damals insgesamt ?

1968 gab es in der DDR allein an Fachschulen 140600 Studierende. Das sind 0,823 9%, der
Gesamtbevilkerung von 1968. Weitere 0,647 9, der Gesamtbevilkerung studierte an Univer-
sititen und Hochschulen. Wieviel Studi de waren das insgesamt ?

Berechne im Kopf die Jahreszinsen folgender Betrige:

200 M; 700 M; 150 M; 320 M; 580 M; 70 M; 425 M; 32 M; 1200 M; 75 M; 1600 M;
4500 M

fiir die nachstehenden Zinssitze!

a) 3% b) 5% c) 4% d) 6%

Berechne fiir die Betrige

233,40 M; 17,30 M; 1 844 M; 508,25 M; 68,55 M
die Jahreszinsen beim Zinssatz:

a) 1,5% b) 2,5% ©) 4,5%!

Klaus erhilt von seinem GroBvater 200 M zum Geschenk. Er méchte sich spater einmal
ein neues Fahrrad kaufen und eroffnet deshalb mit diesem Geld ein Sparkonto (Zinssatz
3,25 %). Welches Guthaben kann er nach drei Jahren abheben, wenn er die Jahreszinsen
a) der vergangenen zwei Jahre sofort abgehoben und anderweitig verbraucht hat,

b) nicht abgehoben hat, so daB diese ebenfalls zu 3,25 % jéhrlich weiter verzinst wurden ?
Wieviel Geld muB er im Fall a) bzw. im Fall b) noch aufbringen, wenn das Fahrrad
242 M kostet ?
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112,

113.

114.

11

=

)

Marion erhilt von ihren GroBeltern drei Jahre hinterei zu Weihnachten jeweils 100 M

geschenkt. Sie bringt dieses Geld auf ein Sparbuch (Zinssatz 3,25 %,).

‘Wie hoch ist ihr Guthaben

a) ein Jahr nach dem ersten Geschenk,

b) zwei Jahre nach dem ersten Geschenk,
¢) drei Jahre nach dem ersten Geschenk,
wenn sie die Zinsen weiter verzinsen lie ?

Zeichne ein Zinsdiagramm fiir 2,5%; 3%; 3,5%; 4%; 4,5% und 59, Jahreszinsen auf

Millimeterpapier (Format A 5)! Trage auf der horizontalen Achse (senkrecht zur Breite des

Millimeterheftes) die Guthaben (10 mm 2 50 M) auf!

a) Welche Guthabenbetrige kannst du dann auf dieser Achse eintragen ?

b) Welche Einheit wiihlst du dann zweckmaiBigerweise auf der anderen Achse, auf der die
Zinsen aufgetragen werden ?

¢) Lies aus dem Zinsdiag die Jahr
sechs oben angegebenen Zinssitze ab:
520 M; 410 M; 280 M; 110 M; 640 M; 720 M; 825 M; 900 M!
Kontrolliere die erhal Ergebnisse durch Rechnung!

d) Lies aus dem Zinsdiagramm fiir alle sechs b Zinssa
haben fiir folgende Jahreszinsen ab:
4M; TM; 10 M; 13 M; 17 M; 21 M; 24 M; 25 M; 31 M; 35 M!

fiir fol,

de Guthaben und jeweils fiir alle

die erforderlich

Gut-

Kontrolliere die erhal Ergebnisse durch Rechnung!
¢) In einigen Fillen hen bei d) Schwierigkeiten. Erla und begriinde, wie sie sich
iiberwinden lassen!
Berechne jeweils die T: i !
G in Mark 2500 ( 84 520 | 805 38000 3700 72
p in Prozent 3 4 3,5 5 2,5 4 | 35
t in Tlglu'l 205 71 36 | 400 570 198 43

Ein Guthaben von 450 Mark (Zinssatz 116. Wieviel Zinsen sind fiir ein Guthaben von

3,259,) wird nach 200 Tagen wieder rest-
los abgehoben. Wieviel Mark fehlen dann
an 500 M?

. Ein mit 59, Jahreszinsen aufgenommener

Kredit in Héhe von 3200 wird nach 320
Tagen zuriickgezahlt. Wie hoch ist die
gesamte Riickzahlungssumme?

Aufgaben zur Ubung und Wiederholung

118.

35,20 M bei einem Zinssatz von 3,25 9,
von einer Sparkasse zu zahlen, wenn es
nach 400 Tagen restlos abgehoben wird?

Ein mit 6 9%, verzinster Kredit in Hohe
von 5830 M wird nach 180 Tagen zuriick-
gezahlt. Reichen dafiir 6000 M?

Berechne die nachstehenden Terme unter Benutzung des Rechenstabs!

1.

148

a) 5,23 7,56 8) 44,7-1,79
b) 38,4 - 0,32 h) 77125
€) 0,278 - 1,34 i) 3,84 - 54,2
d) 11,4-17,25 k) 1450- 7,81
) 0,427 - 0,038 1) 0,287 13,4
f) 72000 - 8,3 m) 560 - 281

a) 13,44 158
b) 500 - 200

) 16,28 - 9,81
d) 0,028 - 0,76
e) 5000 13,4

£) 0,027 - 11 500
g) 7,480,321
h) 870 - 870

i) 0,437 158
k) 0,284 - 0,031

4.

2. a) 8,23 5,81 g) 72,3-159
b) 83,7- 0,54 h) 834-75
¢) 0,426-1,55 i) 4,26 - 71,8
d) 13,2-18,75 k) 2 440 - 9,81
) 0,725 - 0,042 1) 0,354- 11,8
f) 64000-4,7 m) 328 - 560

a) 19,22-11,3 f) 22100 - 0,324

b) 400 - 125 g) 0,418 - 0,245
¢) 15,38 - 8,24 h) 530 - 530
d) 0,67 - 0,029 i) 328-0,333
e) 6000 12,7 k) 0,372 - 0,086



a) 2,28 - 3,28 - 4,28
b) 4,32 -23,8-533

6. a) 5,54 -4,54 - 3,54
b) 5,78 - 27,4 - 288

7. a) 0,36 0,36 - 0,36
b) 4200 - 107 - 0,028

8.a)3:7 ¢) 280: 60 9. a) 4:9 c) 480:90
b) 0,346:0,173 d) 535:284 b) 0,568 : 0,284 d) 645:328
10. a) 253: 8 740 ¢) 54,8:0,002 75 11. a) 4,72:538 c) 82,3:0,325
b) 0,007 23: 5,28 d) 7,33:0,082 7 b) 0,005 38: 3,27 d) 8,44:0,0999
12. a) 65,2 - 71,3 9 0,728 - 534 13. a) 82,3 - 84,7 ) 0,608 - 258
348 0,277 599 0,1375
2 2 2 <
b) 15,4 Q) 0,023 5 - 0,802 b) 17,8 d) 0,072 4 - 1,08
451 18,05 514 92,3
Lése die folgenden Verhiltnisgleichungen!
212 0,75 _ 0,8 5 4 x 0,75
14. b B i S S 15. —_— S
. i ] Ve Vi3
7 3
4 .5 d) 23, 40 b) S ) a)i=ﬁ
21,8 x z 1,2 x 1,8 1,5 02
16. Ein Transportflugzeug der Sowjetarmee legte eine bestimmte Strecke bei einer Geschwindig-

17.

18.

21.

keit von 900 %n in 20 min zuriick. Wie lange braucht das Flugzeug fiir dieselbe Strecke, wenn

es mit einer Geschwindigkeit von 720 "-bE fliegt ?

Ein Mihdrescher vom Typ E 175 miht 22 ha in 55 Stunden;

ein Mahdrescher vom Typ E 512 miht 30 ha in 25 Stunden.

a) Wie lange benotigt ein Mahdrescher vom Typ E 175 fiir 30 ha?

b) Wie lange benétigt ein Mahdrescher vom Typ E 512 fiir 22 ha?

¢) Wie lange benétigt ein Méahdrescher vom Typ E 512 fiir eine Fliche, fiir die ein Méh-
drescher vom Typ E 175 die Zeit von 5,3 h benétigt ?

Ein eingelagerter Futtervorrat wiirde fiir
240 Tiere 65 Tage reichen.

Wie lange reicht er bei gleicher Futter-
ration fiir

a) 260 Tiere, b) 290 Tiere, ¢) 320 Tiere,
d) 200 Tiere, ) 185 Tiere ?

19. Eine GrofBkiiche hat so viel Kartoffeln ein-
gelagert, dal an 180 Tagen je 550 Portio-
nen ausgegeben werden kénnen. Wieviel
Portionen konnen tiglich ausgegeben wer-
den, wenn der Vorrat
a) 150 Tage, b) 175 Tage, ¢) 200 Tage,

d) 208 Tage, e) 220 Tage reichen soll ?

Das englische LnngenmaB winch® ist bei uns unter der Bezeichnung ,,Zoll* bekannt und in der
Technik teilweise noch in Gebrauch. Rechne die nachfolgend in Zoll (inch) angegebenen
Lingen | in Zentimeter um!

oz L 1]2] 10 20
4 2 4

l'in em 12,7

Eine Diisenverkehrsmaschine vom Typ TU 134 fliegt die 1500 km lange Flugstrecke Berlin—
Sofia in 110 Minuten.
a) Mit welcher Durchsch indigkei ﬂxegt die Maschine ?
b) Wie lange wiirde ein Flug Berlin—Sofia bei einer Durcluchmttugeuchwmdlgkeu von
km km km km km km km
210 —; 280 — 320— 480 — ; 550 —; H 830—; 1500 -2 g ?
T h b ) b b n e
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24.

25.

Berechne den Prozentwert!

a) 229% von 135 ¢) 179 von 312 23. a) 249 von 140 ¢) 189 von 295

b) 50% von 2 d) 50% von 22 b) 259% von 4 d) 25% von 44
Berechne den Prozentwert und runde sinnvoll!

a) 4% von 8100 M ¢) 0,72% von 721 e) 8% von 9,0t

b) 23,19 von 721 d) 2,5% von 88,8 hl f) 37,59 von 4,0 ha

Auf einer Griinfliche von 5 ha wird ein Ge-  26. Aus Knochen kénnen 99 Knochenfett,
menge von 30 %, Rotklee, 209, Weilklee, 45% Knochenmehl und 15%, Leim gewon-
59 Schwedenklee und 459, Weidelgras nen werden. Wieviel Kilogramm dieser
ausgesit. Insgesamt werden 105 kg Saat- Stoffe kénnen aus 1460 kg Knochen her-
gut benétigt. Wieviel Kilogramm entfallen . gestellt werden ?

auf die einzelnen Sorten ?

Berechne in den Aufgaben 27 bis 30 jeweils den Prozentsatz!

27,

29.

30.

31.

32.

150

a) 4von 17 ¢) 40 von 17 28. a) 5 von 24 ¢) 50 von 24
b) 45 von 50 d) 45 von 46 b) 36 von 40 d) 36 von 37

a) 10M von 120 M ¢) 176 g von 180 g e) 0,72dt von 7.2 t
b) 45 m von 1,5 km d) 830 g von 830 kg f) 0,62 t von 575 dt

Ein Schiitze erzielte bei 60 Schiissen 57 Treffer. Ein anderer Schiitze erzielte bei 80 Schiissen
75 Treffer. Gib die Treffsicherheit der beiden Schiitzen in Prozenten an!

Berechne jeweils den Grundwert!

a) 0,43 kg sind 0,259, des Grundwertes d) 0,87 kg sind 0,459, des Grundwertes

b) 532 kg sind 91,8 %, des Grundwertes e) 654 kg sind 94,7%, des Grundwertes

c) 0,028 dt sind 17,59%, des Grundwertes f) 0,021 dt sind 15,79, des Grundwertes

In einem FDGB-Heim meldeten sich 49 Urlauber, das sind 87,5 %, aller Urlauber dieses Hei-
mes, zur Teilnahme -am Frithsport. Wieviel Urlauber sind in diesem Heim untergebracht ?

Eine Konsumgenossenschaft zahlte in einem Jahr 1,5% des Umsatzes an ihre Mitglieder
zuriick. Eine Familie erhielt eine Riickvergiitung von 34,50 M, eine andere Familie 54,30 M.
Fiir wieviel Mark hatten die beiden Familien in diesem Jahr im Konsum eingekauft ?

Durch einen Verbesserungsvorschlag betragt der Matennlverbmuch fiir ein Werkstiick nur
noch 31,4 kg. Das sind 81,79, des ursprii Materialvert hs. Berechne ihn!

Fiir Uberstunden werden 25% Lohnzuschlag bezahlt. Wie hoch ist der Lohnzuschlag, wenn
der Stundenlohn a) 2,40 M, b) 2,60 M, c) 2,80 M betrigt ?
Fiir welche Uherstnndenzahlen werden in a) und ¢) gleiche Lohnzuschlige gezahlt ?

Stelle den Saatgutbedarf in Aufgabe a 25 auf Seite 150 fiir die einzelnen Klee- und Gras-

sorten in einem Koordinatensystem dar! Verwende Millimeterpapier, und trage auf der

horizontalen Achse die FlichengréBe von 0 bis 10 ha ab!

a) Begriinde, warum die erhal Linien Halbgeraden sind, die alle durch den Koordinaten-
ursprung gehen!

b) Lies aus der erhaltenen graphischen Darstellung den Saatgutbedarf fiir jede Sorte fiir
1ha, 2 ha,..., 10 ha ab!

¢) Ermittle auch den Snatgulbedarf fiir 3,2 ha; 4,5 ha; 7,8 ha; 8,1 ha!

d) Kann man aus der g llung auch den Saatgutbedarf fiir 32 ha; 45 ha;
94 ha; 120 ha; 0,12 ha; 0 35 ha ablesen"
Beschreibe, wie du dabei vorgehst, und kontrolliere deine Ergebnisse durch Rechnung!

e) Beschreibe, wie du vorgehst, wenn du aus der graphischen Darstellung ermitteln sollst,
welche Fliche man mit 10 kg; 17 kg; 8 kg; 0,9 kg Rotklee, WeiBklee, Schwedenklee bzw.
Weidelgras bestellen kann! Ermittle diese Werte aus der graphischen Darstellung, und
kontrolliere sie durch Rechnung!




37. Berechne fiir die Betrige
377,20 M; 12,70 M; 1625 M; 608,75 M; 72,35 M die Jahreszinsen beim Zinssatz:

a) 3% b) 3,5% ) 4,25%
38. Berechne aus der hfolgenden Tabelle den jeweiligen P; der Studenti an
Universititen und Hochschulen:
Jahr 1951 1955 1960 1965 1968
Studenten insgesamt "31512 | 74742 | 101773 | 108 791 | 110 581
davon weiblich 6510 19 141 25 398 28 377 35079
39. Von den 500 Abgeord der Volksk sind nach der sozialen Herkunft
57,49 Arbeiter 8,8% werktitige Bauern
10,4%, Handwerker und Gewerbetreibend 14,2% A 11
6,8% Angehorige der Intelligenz 2,49, Sonstige
a) Berechne im Kopf, wieviel Abgeordnete das jeweils sind!
b) Stelle die soziale Herkunft der Volksk b d in einem Kreisdiagramm dar!
40. Bei den E haften der Leichtathleten g die Teilneh: aus der DDR

folgende Medaillen

Zahl der Zahl der Medaillen fiir die DDR
Wettbewerbe | Gold | Silber | Bronze

1954 in Bern — Durch westdeutschen Ein-
spruch am Start gehindert
1958 in Stockholm 36 — 2 4
1962 in Belgrad 36 1 6 1
1966 in Budapest 36 8 3 6
1969 in Athen 38 1 7 7

a) Berechne den jeweiligen prozentualen Anteil der DDR an Gold-, Silber- und Bronze-
medaillen und an Medaillen insgesamt!
b) Stelle diese Ergebnisse in Kreisdiag graphisch dar!

41. In der nachfolgenden Tabelle ist fiir einige ausgewihlte E; isse die Entwicklung der
Produktion der RGW-Liinder der Entwicklung der Wel(produknou gegeniibergestellt:

Erzeugnis 1950 1955 1960 1965 1967

Elektroenergie in GWh RGW 135346 | 243 639| 406561 677 497| 790 236
Welt 956 800 |1 544 5002 303 6003 349 500 —

Erdél in Mill. t RGW 43,8 83,6 161,9 258,8 304,9
Welt 523 772 1054 1512 1745
Eisenerzforderung RGW 43,1 78,8 115,4 165,8 180,7
in Mill. t Welt 251 379,6 499,2 609,0 631,1
Rohstahl in Mill. t RGW 35,8 59,5 86,5 119,6 135,3
Welt 189,6 273 341,2 459,4 498,4
Synthetische Fasern RGW — 13,7 32,0 1334 201,0
in 1000 t Welt 69 263 705 2045 2855

Berechne den jeweiligen prozentualen Anteil der RGW-Lénder an der Gesamtweltproduktion,
und stelle die Entwicklung fiir jedes der fiinf Erzeugnisse graphisch dar!
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b) Rationale Zahlen

1. Stelle fest, welche der folgenden Briiche dieselbe gebrock Zahl d llen!

L, 2. 4 8 6 1 it 0. 89 I5
2°376°10" 8721 3'4°8°10°12° 18
59 63 7156 28 17 B 5 6515 6 4
111° 117" 137 91° 52° 104 36" 11" 55" 33" 108° 88

2. Ordne die folgenden Zahlen nach ihrer GroBe! Beginne mit der kleinsten!
5. 1. 4_3 2 21 8 7 %

) = — = — B) =y g

172 °90° 8 & 473787619

o4

Ermittle fiir die geordneten Zahlenpaare [a; b] jeweils a + b, a—b, a- b, a: b! Falls eine
Aufgabe im Bereich der gebrochenen Zahlen nicht lssbar ist, schreibe ,,n. 1!

g n|lolo|lo|l ol wn|n |

\
a 18 | 102 9 24 % % 1,8 | 101 6,3 12

3 7
12 18 — — 0,6 1
b 17 3 3 2 : 97 8, 0

-

+ Unter welcher Bedingung ist die Aufgabe a — b im Bereich der gebrochenen Zahlen lésbar ?
Gib fiir 16sbare und fiir nicht lésbare Aufgaben je 3 Beispiele an!

5. Lése folgende Aufgaben! Falls eine Aufgabe nicht lgsbar ist, schreibe ,,n. 1.*!
a) 17—15 e) 418 —418 i) 19—15 n) 396 — 396
b) 506 — 560 f) 8431 —8341 k) 309 — 390 o) 7653 — 17563
©) 0—99 g) 5—23 1)99—0 p1—2
5 23 4 2 4 3 4 5
g R h) ——=— ——— e
)5 3% T . ™ETs Y31
6. Mit welcher natiirlichen Zahl muB in den folgenden Aufgaben der Mi d mind; multi-
pliziert werden, damit die Aufgabe l6sbar wird ?
a) 3—17 c) 5—15 e) 4—19 g) 6—18
3 18 4 4 28 5
| ) e d) ——3 f) ——=— h) ——4
) 2 7 ) 1 ) 3 9 ) 8

- Ermittle fiir die Zahlenpaare aus der Aufgabe b 3 jeweils 2a + b; 3a — 2b und 2ab!

- -

- Die folgende Tabelle enthilt jeweils eine vorher abgelesene Temperatur und eine Angabe
iiber die inzwischen eingetretene Verinderung. Berechne jeweils den Stand des Thermometers!
Temperatur | Verianderung Temperatur Veriinderung
a) — 5°C | steigt um 8 grd f) — 4°C | steigt um 7 grd
b) + 8°C fllt um 9 grd g) + 6°C féllt um 8 grd
¢) +11°C | steigt um 6 grd h) +23°C | fallt um 4 grd
d) 0°C | steigt um 2 grd i) + 2°C | fallt um 2 grd
e) — 4°C | steigt um 2 grd k) —13°C | steigt um 4 grd

9. Stelle folgende Subtrakti fgaben am Zahl hl dar!
a) 5—2 c) 7—4 e) 6—6 g) 6—8
B o2 o2 f) L2 By
5 8 8 8 8 8
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10. Addiere zum Minuenden und zum Subtra- 11. Subtrahiere von den Minuenden und Sub-

henden der ,,Differenzen* (7 —35) und trahenden der ,,Differenzen** (8 — 5) und
(1 — 1,6) jeweils (4,75 — 5,75) jeweils

a) 2;b) 0,5; c) 0,6; d) 6! u) 3; b) 0,75; ¢) 1; d) 3,5!
Veranschauliche die erhaltenen ,,Differen- hauliche die erhaltenen ,,Differen-
zen" jeweils durch Streckenabtragung! zen* jeweils durch Streckenabtragung!

12. Stelle fest, ob die folgenden Differenzen in einer Klasse liegen!
a) (8—7) und (4 — 3) ©) @—2)und (15—9) ) (4—8)und (18 — 22)

4 31 23 1 1 1 1 14 7
b ([F—3)=E-5) 0 G-7)=E-3) E-%=E)

6 18
13. Gib eine Zahl fiir x an, so daB beide Differenzen in derselben Klasse liegen.

a) (8—5)und (4 —x) ¢) (6 —4)und (x —3) ¢) (x—4)und (2—35)
b) (——%) und (% —x) d) (x_%) und (%_%) f) (x—3)und (1 — %)
14. Zeichne auf Millimeterpapier eine Zahlengerade (Einheit 1 cm), und gib auf ihr die folgenden

rationalen Zahlen méglichst genau an!
a) +4; —5; +5;, —2;0 = ¢) +2; —3; —1; —2; + 10

B 085 395 — i 06 35 d) — i+ 42 4025 — 0T +og

15. Gib an, welche rationalen Zahlen auf der Zahlengeraden im Bild b 1 durch rote Buchstaben
gekennzeichnet sind!

a b ¢ d e fg h i kilm n op r

-5 -4 -3 -2 -1 0 +1 42 +3  +4 45 bil

16. Bestimme zu den folgenden rationalen Zahlen jeweils die entgegengesetzte Zahl! Stelle jeweils
beide auf der Zahlengeraden dar!

n)+4:—2;+4%;—%;0 c) +3:—4:+2%:~—%:+0.82

B) g — L8 05 — 0T b ) 25— — 065 6 —
17. Gib die Betriige der folgenden rationalen Zahlen an!

a) +4; —4; + 27,8; 1017.0 e) —T1; +7; + 13,63 —1—83 — 14,3

b) —1403,78; + 3%; — 0,76 d) + 2%; — 2 406,31; — 0,53

18. Trage auf einer Zahlengeraden die rationalen Zahlen ein, deren Betriige gleich
0+ 38 £ i) + 0 d) + 45 6) + i D) + 0.8 sind!

19. Ermittle fiir die folgenden Zahlen x jeweils + x, — x und |x|!

©

a) | b) | o | d oD e | B |D |

7 19 1
——|—03 20,4 Z|—==]—0,7]—
x +7 3 + + 5 3

wfm
4
[
E
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20. Welche der rationalen Zahlen liegen auf der Zahlengeraden weiter rechts?

a)+5;+4 ¢) —3;—2 e)—S5;+4 g +3;—2 i)0; —5
1 3 5 3 1 3 5 3

b) +—i +— d) ——; —— Dizk—ie=— b) + —; —— 3 H

)+2 +4 ) 3 5 )+2 2 )+a 5 k) +3;0

21. Nenne drei positive und drei negative Zahlen, die
«a) groBer sind als — 6 b) kleiner sind als + 5 ¢) kleiner sind als 0!

e
[

Ordne die folgenden rationalen Zahlen ihrer GroBe nach! Beginne mit der kleinsten!
a) —11; + 10; —5; +15 —16;+3;—19;—8:—2;—17;+6;0;—1

5 11 1 2 7 1
b ——;—-2—-.—1 % —. 22— +2—; 0 ——; +1; —1—
T Tttty g Tl

23. Ermittle fiir die geordneten Zahlenpaare [a; b], ob jeweils a < b, a > b oder a = b gilt!

ON R TR P i e Pl e

a +3|+2 0 —3]|—2 0 |+ 73|—173] —40,1

b +1| +5 +4% —1]—s 4%4-2 % — 40,01

24. Ermittle fiir die geordneten Zahlenpaare [a; b] in Aufgabe b 23, ob jeweils |a| < |b], |a| > |b|
oder |a| = |b| gilt!

»
o

- Untersuche die Zahlen m und n sowie die absoluten Betrige |m| und |n| in gleicher Weise wie
in den Aufgaben b 23 und b 24!

) | B) | ¢ | & | e H 1|1 | b|DH

m | —2|—4|+162(—13]40,01|—0,01) +7 | —7 0

n +5S| +2|—162| 412 0 0 +9|—9|—55

26.

Nenne jeweils fiinf rationale Zahlen, die folgende Ungleichungen erﬁxllen. und veranschau-
liche sie an der Zahlengeraden!

a) +3<x<+5 b)0<a< +7 ) —12<m<—15 d)—Tl<b<0

27. Nenne jeweils finf Zahlen (falls diese existieren), die die folgenden Ungleichungen erfiillen!
Kennzeichne das Stiick der Zahlengeraden, aus dem du die gesuchten Zahlen wihlen kannst!

o) Il < +3 b fal <+ 9b<+g O Iyl <0
28.8) (+2)+(+1) N EDFEY 1) (+ 6135) + (+ 17 080)
b) (+ 2,8 + (+ 14) O (F46)+(+19)  m) (+74820) + (+ 9 673)
~~)(+% +(+2 h)(+11,5)+(+%) mo(+53)+(+2
O (+60—(+159) D (55— (+35) o) (+38267) —(+9482)
3 2 ; 5 4 {4
o (+ ?)—(+?) K (+ T)_(+ 3 » e (+ 5)
29. Lése folgende Gleichungen! Fiihre die Probe aus!
@) x4 (+25) = (+8) b) (+34) + x = (+ 6) c>(+%)+x=(+‘—6l)
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a0 ,+(+%)=(+%) ) x—(+29=(+13) 0 x—(+42)=(+19)
30. 8) (+3) + (—2) ) (+4)+(—3) D (+3) + (—4)
B) (—6) + (+7) g) (+4) +(—3) m) (—5)+ (+7)
¢) (—6) + (+5) h) (—5) + (+5) n) (+35) + (—4)
) (+35) +(—3) ) (+62,25) + (—5) 0) (—17.532) + (+ 9.611)
1 1 5
e) (+ 13 7) +(=5) k) (+ 81,06) + (—59,75)  p) (_ 27) - (+ ?)
31 a) (—4) + (—9) DD ) (—13) + (—95)
1 5
b) (—3) + (— 12.5: ) (_E) +(—T) b) (—E) + (—?)
¢) (—245) +(_T) 0 (—?)+(— 196 i) (_7)+(— 1,25)

32. Zeichne eine Tabelle mit folgendem Tabellenkopf auf, und fiille sie fiir die nachstehenden
Zahlenpaare [a; b] aus!

| a+b

—a [ = I(—a)+b[a+(—b)| (—a)+(—b)—|

Vergleiche dann die erste und die letzte Spalte miteinander!

a) | B) [ | d) | e H |8 b i) k)

1 1 5

_ —3|+1—6s] o|=L]|+ 25|+

o |+3|—a|+e]|—3]+3 7|+ 25|+

b 42| +s5|+2|+2|=2—n [+1]+3]|— 0
2 ol

33. Setze in die Gleichung a + b = b + a fiir die Variablen die in Aufgabe 32a bis g genannten
Zahlen ein!

34. Zeichne dir eine Tabelle mit folgendem Tabellenkopf auf, und fiille sie fiir die nachstehenden
Zahlentripel [a; b; c] aus!

| a+b

(a+b}+c| b+c

at6+0)]

Vergleiche dann die zweite mit der vierten Spalte!

s) | b) ) d) | e f) 8 h) i)
1 7 8 3
5| —=]—5]|+=|—3]|+o082|+=| +=
a | +3|+ - +3 +082f + - f 4+
1 2 1
- = 2 0 =2l agi]—S | ==
bael 2 e[+ |+ - 3 %
3 5
¢ +2| =6 (=175 +6 | ——| +4| — 0 [+225

35. Kann + 1 + |a| kleiner als Null sein ?
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36.

@

38.

10.

a) (+5)—(+3) ) (=4 —(=7) D (+6)—(—2)

b) (+ 1)—(+4) g) (—9—(—2) m) (+ 2) —(—35)

¢) (+2)—0 g h) (—22)—0 n) (+3)—(—1)
87 4 71 59 67 139

=37tz ) +F)_(+T 2.4 )

€) (4 12,345) — (+ 98,765) k) (— 134,67) — (+ 256,00) p) (— 12,345) — (+ 98,765)

7. Lose folgende Gleichungen!

Fiihre die Probe aus!

a) (+N—x=(—9 <) (—=8)+x=(+17) €) (—26,4) +x=(—18,3)
17 2 1 3 11 17

—=r—(——=) &) (—= = e v NEE

b (3 s)mem) o)) o vm—en(-5)

Wandle die nachstehenden Summen so um, daB

1. nur das Rechenzeichen ,,+* auftritt,

2. nur das Rechenzeichen ,,—* auftritt,

3. alle Vorzeichen positiv sind,

4. alle Vorzeichen negativ sind!

a) (—12) + (+ 11) — (4 8) — (—39) €) (+ 45) + (—9) —(+ 91) — (—5)
b) (—5.4)—(—0,2)—(+ 0,6)—(—0,08) ) (— 0,65) — (+ 1,9) — (+ 0,1) — (— 0,65)

N e R e N

Do +(+3)—(=F)—a9 mesn+ 09 —(—5)—+32

39. Rechne die in Aufgabe b 38 aufgefithrten Summen aus!

a) (— 157) + (+ 209) ) (+2099) + (— 738) + (— 1 245)

b) ( 129) + (—%9) + (+ %) f) (—10,15) + (+ 22,30) + (— 12,15)

) (— 139) — (— 139) — (+ 572) ) (—2,54) — (— 11,23) — (+ 4,78)
17 83 67 9

d) (+?)—(_16>_(+E) h) (—?)—H 1,25) — (— 7)

- a) (4 11) + (—72) + (+ 83) + (—11) + (— 32) + (4 56)

b) (— 2,85) + (+ 97) + (+ 41,37) + (— 13,96) + (+ 17,69) + (— 0,11)
¢) (4 12,28) + (— 80,75) + (+ 101,50) + (— 0,25) + (+ 0,25)

d) (+ 3,3) + (—12,8) + (— 31,6) + (+ 59,8) + (—8,7)

€) (+ 473,63) — (4 208,17) — (— 89,41) — (— 17,09) — (+ 473,65)

. Ermittle die Differenzen x — y und y — x und vergleiche!

a) b) ) 4 e) f)
x =+ 17 —8 + % + 3,9 0 —3,18
5
y =4 —~$ — +1,1 | —32 | +3,8

3. Setze ein und rechne aus!

I)lﬂl—-l’1|+IC| ) lx|—|yl+ 2|
fira=—8; b=—5;¢c=1 firx=3;y=—2;2=—6
b la—b|—|c+d| ylet=l_lazsl
fira=—5;b=4;c=1;d=—3 fira=—2;x=—6
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a

+ Kennzeichne jeweils auf einer Geraden die Abschnitte, in denen die rationalen Zahlen liegen,
die folgende Ungleichungen erfiillen!

a) —2<x<+2 ) —l<x<—3 ) 0<x<+4
b) x—(+2) < +2 d +1<|xl<+3 ) +1<x<+3
DN NG D D DED D W)+

s 3\ =1) % : S )
b) (£5)(+38) D (+ 8) ( 2) ) (44 (+29) v)( 4) (+ 7)
¢) (4 0,46) - (+ 1,07)- &) (—%)~(+ %) I} (40,53)- (+2,07) ») (+ %)(—1—71)

0 (+ %) . (+ %) W 0 (+19) W (+3)-(+0) 0 02 (+29)
Bemerkung: Verwende bei geeigneten Aufgaben (z. B. bei ¢), h), 1)) den Rechenstab!

. a) (—5)- (—11) €) (—7)-(—12) i) (—2):(4579) n) (—1798):(—2)
b) (— 2,5; - (—8) f) (—3,5):(—6) k) (4 206) - (—4) ©) (—831)- (4 3)
) (=370 (=04 &) (=32 (=07 D (=04):(+2) P (—L5) (+05)

3 10 4 15 ) e P -
d) (—?) . (—?) h) (— ?) (— F) m) (—2,5)(—12) 9 (+ 1,5 (—0,5)
Bemerkung: Verwende bei geeigneten Aufgaben (z. B. bei ¢), g), 0)) den Rechenstab!

7. Berechne fiir die folgenden Werte von a und b jeweils die Produkte a - b, (— a)- (—b),

w

@
»

(—a)-b,a-(—b),— (a-b)!

a) | b) | o) |d) | o | £ | g |b|D

1 7 9 3

@ —3| +3|—3 +T —08| —4 +i§ —5 =

2 1 12 26 4

b +6|—6|—6|—[+05[——|+— Fol=n
a) (+5) (= 1) (+19) D (=5 (+9 (=17 &) (+49) (—7)(+2])
b) (—9)-(+3)-(—6) ) (+4,5) (—6)-(+8) ) (—7,3)(+ 6):(—5)

Ito(—5)n  0(—7) 2(~5) D (~5)(+3)
S seren (Y
V(E) D) 23R ()
. Berechne die folgenden Aufgaben auf zwei Arten!

1. Fiikre zuerst T:lie Rechnung in den eckigen Klammern aus!
2. Forme nach dem Distributivgesetz ( Satz B 23) um, und rechne dann aus!

2 [(+10)— (— 3] - (—6) [(—)—(+3)] «»
3 3 4 8
w[(-5) (3]« ) [~ 0.4)— (+ 18] - (+5)
9 (=9 = (=8 (+6) 0 [+ 05)— (— 23] - (—2)
. a) (4 3 ©) (+1y €) (—5) 8) (+ 1) i) (—ap D (—03)

3\4 2\4 778 * 1\s 3\¢ 2\
b (=2 d £ n{—=1 by (-1 k & -
S ol o) e el =)
In welchen Fillen ist die Potenz einer rationalen Zahl positiv, in welchen Fillen negativ ?
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54.

@
-

wu

59.

60.

- ) (+48): (—6)

=1

©) (+ 72): (+ 8)
£) (+92): (—4)
&) (—5.8): (+174)

8
h) (——]):
) 5+

b) (+ 119): (— 17)
) (—24,8):(0,8)

o

D

i) (+ 96): (+ 12)
k) (— 108): (+ 18)

13_3) m) (_

n) (+ 64): (— 16)
0) (—105): (—21)
(—=2,75): (+ 0,25) p) (+ 4,95): (— 33)

B2 o+ 2.(5)

Bemerkung: Lose die Aufgaben b), ¢), g) und e) mit Hilfe des Rechenstabs!

a) 2—17 £) 0,28 + 0,04 55.
b) —3—9 g) 3,15 —6,51
c) —17+4 23 h) —25 4 3,32
d) 24 —0,74 i)—28—12
2 9 1
=37 - Y53
. a) 12—29 4+ 13 — 27,5

b) 29,3 — 40,1 +0—9,8
6 11 13 1

YT st e T
a) (—17)-3 ) (—104): 8 58
b) 3-(—9) 2) 98: (—49)
¢) (—6): (—1) h) 11,78: (— 5,12)
1 5 i 5
(=35 i) (_F ‘5
%) (__:_) 22 k) (—409): 1
Gib zwischen den fq ds ional

a)4—8 f) 0,22 + 0,05
b) —2—11 0 411—52
c) 19 —23 h) —0,8 +1,2
d) 36 — 0,26 l)—0,8—008
2 14
S A E 2___
°) 5 ). 3

d) —28—3+5—6+29
e) 45,6 — 22,8 — 53,1 + 6,2

7 3 27 1 19
D=3 7tm 7' n
. a) (—3)-18 f) (—15): 15
b) (—9)-8 ) 114: (—19)
¢) (—1)(—1) h) (—28,5): 13,5
2 St
d)(—ﬁ)‘? I)E-( 1)

2 (=) (-5 vu(-3)

Zahlen jeweils drei weitere rationale Zahlen an!

Veranschauliche dxese Zahlen an einer Zahlengeraden!

3 1
D By —

2)idi 5 y—gi—3

a) 11,07+ (—9,27) - 2,19

b) (— 6,38) - 0,93 - (— 8,63)

) 4,6+ (— 0,79) - (— 17,9)

d) 0,40+ (— 3,256)

1 18
—2e g s

% 19

€) 7,04 - (— 93,75) - (— 13,11)

£) 8,76 - 8,31 - (— 10,14)

) (—16,6) - 14,3 - (— 24,1)

h) 0+ (—91,78) - 0

Bemerkung: Lose die Aufgaben a), b) und f) nuch unter Verwendung des Rechenstabs!

61. Beachte bei den folgenden Aufgaben, daBl zuerst multipliziert werden muf!
a)5+6-3 d)5:-(—2)+3 €6 (—2)+5
b) 5+ 6-(—3) e) (—6)-(—1)+2 b) 3 + (—5)-2
) —2+3-5 f) —4+(—2)-3 )5+ (—6)-2
Byt Fod =3 LI (O
62. a) =+ (—2) d)z( 2)+5 07 ( 10)+1
3 5 5 4 3 2 5
”?*Fﬁ)z V2~ B F?)“
3 5 5\ 3, 4 3 1 1
e [t N, ) [|[—=) —4+— D)[——=]'[——=]——
"’z(q)z )(4s+a )(10)( )2
3 6
63. a) (—5)- (—4)+3-(—2) °) 12 —T)——(—IS) —?)
11\ 4
b (—5) 10=05 (=5 (—4) d)—l—(—;) =
o[22\ 28 AT 4 A0 8l ¢ 11
(_1_1) 55 9 ( 4) 34 7)
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64,

67.

3

69.

7

e

71.

-

=
)

73.

5. Vermindere das Produkt aus — 3 und — 9

Beachte bei den folgenden Aufgaben, daB zuerst dividiert werden muf!

a) 5+ 6:3 d) 4:(—2)+3 g) 6:(—2)+5
b) 5+ 6:(—3) €) (—6):(—1)+2 h) 3 4 (—7):14
€) —2+45:15 f) —4+2:(—6) )54+ (—6):2

66. Addiere 12 zum Quotienten aus — 39 und 3
um 28 und multipliziere dann mit 14,62! und multipliziere dann mit — 28,21!

Wie gro ist der Quotient aus dem Produkt der rationalen Zahlen (— 4), (— 3) und 2 und
der Summe von (— 50) und 14 ?

« Durch welche Zahl mu8 man den Quotienten aus der Summe und der Differenz der rationalen

hal

Zahlen (— 8) und 3 dividi

, um als Ergebnis (— 1) zu
In Hauptwetterstationen, die Tag und Nacht besetzt sind, wird die Temperatur an einem
Tage viermal gemessen (um 7.00 Uhr, 13.00 Uhr, 19.00 Uhr und 1.00 Uhr). Aus diesen
Werten wird die mittlere T des Tages (durchschnittliche T ur)
bestimmt. Die Temperaturwerte werden dabei bis auf eine Stelle nach dem Komma genau
angegeben.

An mehreren Tagen werden folgende Temperaturen gemessen:

a) + 11,8 °C, + 22,5 °C, + 16,3 °C, + 9,7°C

b) — 39°C, + 84°, + 6,6°C,—2,8°C

¢) — 6,1°C, + 2,0°C,+ 0 °C,—4,2°C

d) —12,3°C, —10,5°C, — 7,4°C,—9,6°C

Ermittle die jeweilige mittlere Temperatur des Tages!

- Setze in die folgenden Terme fiir x nacheinander rationale Zahlen ein, so daB der Term

im ersten Fall eine positive Zahl darstellt,
im zweiten Fall eine negative Zahl darstellt,
im dritten Fall zu Null wird!

a) —2x h)";l axtl x_ 1

3 2 3

f)—%z

Markiere auf einem Blatt Papier zwei Punkte, deren Entfernung nach AugenmalB

a)5 em, b) 7 cm, ©) 10 em betragt!

MiB diese Entfernungen mit dem Lineal nach, und berechne jeweils den absoluten, den relati-
ven und den prozentualen Fehler!

Von folgenden Gmﬁen ist ein grober MeBwert und der absolute Fehler gegeniiber einer ge-

geg jeweils den relativen und den prozentualen Fehler!
2 absoluter ) absolut:
T i oluter

GroBe MeBwert Fehler GroBe MeBwert Fehler
Linge 48,0 m +0,5 m Masse 24 kg + 0,05 kg
Linge 48,0 m — 0,05 m Masse 2,40 kg — 0,005 %g
Fliche 120,0 m? —0,5 m? Zeit 3min20s | +5s

Die Zahlen 74. Die Zahlen

a) 123.45; b)123,458; ) 1234,57; a) 0,234; b) 2,34; ¢) 23,45; d) 234,57;

d) 12,34;
gerundet.
Welche prozentualen Fehler gehen in eine
Rechnung ein, wenn mit den gerundeten
Zahlen gerechnet wird ?

€) 1,23 werden auf Einer

Ein Werkstiick, das fiir ein Pra

©) 2345,67 werden auf Zehntel gerundet.
‘Welche prozentualen Fehler gehen in eine
Rechnung ein, wenn mit den gerundeten
Zahlen gerechnet wird ?

ument benétigt wird, soll eine Linge von 5,6500

Millimetern haben. Bei der Giitekontrolle wird festgestellt, da3 das Werkstiick eine Linge
von 5,6492 Millimetern besitzt. Wie grof ist der prozentuale Fehler ?
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78.

Die Linge des Aquators betrigt nach neuesten Berechnungen 40067,59 km.
Welchen prozentualen Fehler begeht man, wenn man mit der Linge von 40000 km rechnet ?

. Der prozentuale Fehler einer Lingenmessung betrigt 1,79, Der Mittelwert der Messungen

betragt:
a) 43,7 cm b) 109,2 m ) 420 km d) 0,02 mm
Wie groB ist jeweils der absolute Fehler ?

Um die Drehzahl eines Maschi: ils zu ermitteln, miBt man die Zeit fiir jeweils 10 Um-
drehungen. Man erhilt folgende Zeiten: t, = 5,38; t, = 5,18; t, =5,48; ¢, = 5,1 s und
t; = 5,2 s. Berechne den Mittelwert aus diesen 5 Messungen, und ermittle die Drehzahl!

Aufgaben zur Ubung und Wiederholung

1

2.

w

160

Ermittle fiir die geordneten Zahlenpaare [a; b] jeweils a + b,a — b, a - b und a: b! Falls eine '
Aufgabe im Bereich der gebrochenen Zahlen nicht lgsbar ist, schreibe ,,n. 1!

Dol d]|a|B]|D|b

a 21 8 4 12 % 24 | 113 4,2 0

(4
4

: 3 5
14 13 8 — — 3 0,8 89 6,3 12
b 4 6

Ermittle fiir die geordneten Zahlenpaare aus Aufgabe b 1 jeweils 3a + b, 4a — 3b und 3ab!

. Welche rationalen Zahlen werden durch folgende Differenzen d 1t ?
2 4
— 5 b) (4 —8 i TR
a) (1—5) ) ( ) ) (3 6)
5 7 1
= ST ) [=—=4
DRCESY) €) ( 3 6) ) (2 )
Vi hauliche diese rationalen Zahlen an der Zahlengeraden!

Ermittle fiir die folgenden Zahlen m jeweils + m, — m und |m|!

a) | b) ) | D | e Do | b | D |k

m — 27| + 34,8 —% —% +5% —03| +4| —4|+14|—14
a) Fiir zwei rationale Zahlen m und n gelte |m| = |n|. Gilt dann auchm =n?

b) Fiir zwei rationale Zahlen m und n gelte |m| < |n|. Gilt dann auch m < n?
¢) Fiir zwei rationale Zahlen m und n gelte m > n. Gilt dann auch |m| > |n|?
Begriinde deine Angaben in a) bis ¢) jeweils durch Zahlenbeispiele!

Gib die folgenden Hohenangaben mit rationalen Zahlen an:

a) 165 m iiber dem Meeresspiegel, b) 20 m unter dem Meeresspiegel,

¢) 7650 m iiber dem Meeresspiegel, d) 496 m unter dem Meeresspiegel!

Die Linge eines Eisentrigers wurde fiinfmal g Dabei ergaben sich die folgend
Werte:

8015 mm, 8009 mm, 8012 mm, 8013 mm, 8011 mm. Ermittle den Durchschnitt, und gib die
Abweichungen der MeBwerte vom Durchschnitt mit rationalen Zahlen an!



®

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

11

12
8 (—048) +(—=

(-3
Lése folgende Gleichungen!

Fiihre die Probe aus!
a) (+43) +x=(+43)

0 1,8)—( +5]
38

8 (—35.6) + (+ ?)
b) (—23) +(+ “?9)

i) (+ 28)—(4—%

(31

1) (+ 48 230) — (+ 9 674)

m () + 19

n) (— 59,697) + (+ 80,102)
0) (—0,3456)— (—0,7891)

P) (+ 45,67) — (— 54,32)

o= (s3)-(+3) 2 ev(r -4

b) (—13,2) —x=(—183) d) x—(— g) =(—2,83) f) (—0,38) =(—3,07) + x
Gib jeweils drei Zahlenpaare [a; b] an, fiir die die folgende Ungleich ng (bzw. Gleichung)
gilt!
a)a+b<a b)a+b<b )a+b=0 d)a+b<0
Bilde je zwei Additionsaufgaben und je zwei Subtrakti fgaben mit folgenden Ergeb-
nissen!
48

a) —5 O +23 80 0+
b) —95 e) —31 h) —3% 1) +713
c) +18 f) —20 i) —60 m) — 19,75
Setze ein und rechne aus!
a) 3|a|+5]b]| b) |2x—3y|

fira=—2; b=—1 fiir x = 0,5; y = — 0,7
) |4x—3y| d) 2]a|—3]b|

fir £ = —0,5; y=— 15 ﬁira=—2;b=—%
e)4|a|+8—a f) —3|x|+2x—1

fira=—2 firx=—5
a) (+ 4503) - (— 247) d) (+ 3709) - (— 218) g) (—278):(—35) 7

=B
b) 2

* (+3) (=5) (-3)

5 (—12)~(+%) b (=) (+2)

O (=5) (3 (+3)2 (+3) (3) (+3)

Gib zwischen den folgenden rationalen Zahlen jeweils drei weitere rationale Zahlen an! Ver.
anschauliche diese Zahlen an einer Zahlengeraden!

3
1; —
a) )

1
b) 0; —
). 03

11
=
R 12

Gib drei Zahlen an, die zwischen den rationalen Zahlen a und b liegen!

a) 8+27—13
B) —9+27—9
¢)5-(—2)+3

[W 07 06]

g) 5—25+5

d)9—73+ 27
e) — 18+ 28—15 h) 22 —88 — 22
) 6—3-5 i) (—12)-2—3
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17.

18,

19.

21.

C

~

a) —9 + 12,9 — 26,8 — 13,5 + 27 — 0 + 99,3
4 3,9 2 .3 25 .17 1
D=3 % s Tw 2w 3
¢) 23,5 — 23,5 — 7,91 + 15,66 — 22 — 8,9 + 13,22
1 -3 7
&) 1342 2,88 — 26,04 51 427,66+ ——1
) 13+ -+ +51 + EBT

e) 7954 —2 047 —4 643 + 6 009 — 3 406
f) — 82,56 — 34,67 — 25,17 + 50,78 — 49,49

Die bisher beoback hichste Temperatur der arabischen Wiiste betrug + 56,6 °C, die bis-
her tiefste auf der nordlichen Halbkugel — 78,0 °C.
Wieviel Grad betrigt der Unterschied zwischen diesen Temperaturen ?

Der Durchmesser einer Welle wurde fiinfmal g, Dabei ergaben sich folgende Werte:

32,25 mm; 32,27 mm; 32,26 mm; 32,29 mm; 32,28 mm. Ermittle den Durchschnitt und gib
die Abweichungen der einzelnen MeBwerte vom Durchschnitt mit rationalen Zahlen an!

Die folgende Tabelle gibt die mittlere Entfernung der Planeten von der Sonne in Mill. km an.
Berechne die prozentualen Fehler, die bei Berechnungen auftreten, wenn du die Stellen hinter
dem Komma vernachlassigst!

I

!ﬁ.\ to;

8 RS

4493,65 | 5899,04

SN

57,74 108,14 | 149,50 | 227,80 | 777,84 | 1426,10 | 2867,83

Der prozentuale Fehler einer Lingenmessung betrage — 2,3%,. Der Mittelwert der Messungen
betrage:

a) 43,7 cm b) 109,2 m ¢) 420 km d) 0,02 mm
Wie groB ist jeweils der absolute Fehler ?

Gleichungen

-

Fod

L

@

162

. Gib drei Gleichungen an, die wahre Aus- 2. Gib drei Ungleichungen an, die wahre Aus-

sagen sind, und drei Gleichungen, die sagen sind, und drei Ungleichungen, die
falsche Aussagen sind! falsche Aussagen sind!

Setze in folgende Gleich bzw. Ungleich fiir die Variablen je eine natiirliche (dann
eine gebrochene und schlieBlich eine rationale) Zahl so ein, daB wahre Aussagen entstehen!
a)a+b=c e)2a+b<e e)2a=a

b)a—b>a d) 3m —x = 2m Nox+y=x

Setze zwischen die folgenden Terme eines der Zeichen ,,=*, ,,<* oder ,,>*, so daB wahre

Aussagen entstehen, wenn man fiir x nacheinander die Zahlen 2:-:— 3 —;—; 1,8 einsetzt!
a)2—x 3,8 €)4+x 59 a)—i—+x %—
1 5 1 4 3 1

D)x—— — d) — — ) — =

oy P S ' KLy
Gib fiir die folgenden Gleick die Lo im angegeb Grundbereich an!
a)3x=5,xeN d)4x =T;xe N g)3x=—9;xeN
b)3x =5;xe R e) 4x = 7; xe R* h)3x = —9:xe R*
€)2x=—4;xeN f)4x=17:xeR i)3x=—9:xeR



6. Gib fiir die folgend

-

Cl

n)%x=15; xeN

b)%x= 5; xeR, x <

. Gib zu jeder der folgend

ich die Lo im b
C)%x:m;:eN
4
6 d) —x =
)3x
Gleich sauival Cleich

6; xeR, x <4

an, indem du auf bei-

den Seiten die gleiche Zahl addierst bzw. mbunlnerst baw. mit dieser Zahl multiplizierst bzw.
durch diesc Zahl dividierst!

a) %x —3=2
Lése diese Gleichungen!

b)%z—2=3

c) 0,4x +

1
5

Sle

Wende in den Aufgnben e 8 bis ¢ 22 die Umformungsregeln an, und lése die Gleichungen!

‘Wenn in den f

) £

ich der Variabl

Bereich R gemeint.

14.

19.

20.

a) x + 20 = 50
b) y —36 =170
5 39
g =8
¢) —+ 7
43
d —_———
) x ry
e) 100 —z = 66
.8) —c—35=—14
b) 24 — e = 25,85
c) 4x =12
d) 2,3x = 18,4
10
2¢x =—
e) 2x 3
n)E=i: 15.
4 9
b) = =3
)24
S t
80 = —
© 0,8
x
d) —=3
) 1
2
a)dx+4=2x+17

b) 16 + 8u =25+ u

gaben kein Gr

9.a)x—4=16
b) 24 + x = 126,9

84 223
b B O
Iyt 10
19 43
) i
) f 5
e) lS—z =12
12.2) 18,75 = 205 —p  13.
b) 38,875 — x = 40,75
¢) 36 = 6k
) 0,50 = 48
17
S
e) 3x 5
25 20 3 18
—x== 16. _—=
T3 REvi
m 1 x
b) — =— b) 38 = X
el ) 2
x x
Z —60 X —0,05
RV Vg~
x n
A=t Wegr=a
10 6

) 5x—11 =3z + 15
d)9+5p—6=23p—11

a) 4x+13—7a:-&-36-{v-41|:=14x+4.2—34.-§—30:¢~§—19l

b) 3:+21—8:+30—x=71—12z+19+4x—35?

2
2

¢) 13 + 34a —5 4 23 — 146 — 97 = 20a + 29 — 10a

10.

ist, dann ist der

a)y+ 14 =32
b) x—6,7=19

) x + 4,16 = 16,46

d)z—;+b=42
€ —x+8l=—19
a) 17 = 39,375 — x
b) 12 —x =42
©) 14x = 154
d) 18x = 27
3 6
e) —u=—
8 5
17. a)——B
0,25
= =90
)0,4
x
0,7 ==
%) 19
45
) WA
) 4 4
9

€) 25 + 6x = 29 + 2x
f) 6x —16 = 20 — 3x

a)3k—2—k+8—11k—4=k+ 16+ 4k —12—3k—4 —k
b) 0,23/ + 4,7 — 0,191 — 3,4 = 0,18 4 5,7 — 0,25]
¢) 0,56x + 8,9 + 1,14x — 6,5 + 8,8x — 19,7 + 12,4x — 0,9x = 4,7
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21. Stelle Gleichungen auf, die die folgenden Zahlen als Lésung haben!

a) 3 b) —1,5 c % d) 0,5
- 2 4 1 1
22 —=1 c) — =11 —_—=—
») 3x ©) 3x e)a:+2 2
4 13 5 2 1
b) ——6=108 d) =+8=43 T S
) x g ) x 3 ) 4 x 3x

23. Zeichne wie im Auftrag C 2 auf Seite 68 eine Tabelle in dein Heft! Trage dann die Losungen
fiir die folgenden Gleichungen ein!

a) 3x+2=1 c)2x+6=4 e) 18x = 0,6
1 4 2 19 0,7
Soge X g A L
b3y )5 =t s b5 =9

24, Zeichne wie im Auftrag C 2 auf Seite 68 eine Tahelln in dein Heft! Trage dann die Lésungen
fiir die folgenden Ungleichungen ein!

a) 2x <1 c) 3x<?2 x e)xl+4<ll i

b) x—2>1 d) 2x+5<—1 Dgr—5>—7
25. Lése folgende Ungleichungen!

a) 3x+4<1 ¢ 2x—5>2 ) e)%+l<—;~

b) 04x—2,8 < 1,6 d) 0,5x+ 1,4 < —23 f) %< 5

e

6. Lose folgende Ungleichungen!
Stelle den Bereich, in dem die Losungen liegen, auf der Zahlengeraden dar!

a) 2x+3<5 b) 3—x>2 c)%+z>4 d)3x—%<5

Lase die Gleick in den Aufgaben 27 bis 29!

27..8) |x| =45 28. a) |x| =23 29)a) || —3=1
b) |[2x+4|=4 b) [2x—3|=—5 b) [x|—2=5
o l2+x|=4 o lz—3|=5 9 —lxl—3=—%

xeR;—3<x<3 xeR; —3<x<3
1 2 3 1 2
2 =i0 P - = S| (Y8
) x+2‘ HE—lxl= olsrgl=2
EAnra ) I (- B | ST
9 |3 =% 93 9|2 =
0 |3c+2|=—4 f)|x|—2=—3 f) x| +4=1

30. Welche Zahl muB man um 45 vermindern, 31. Welche Zahl mufl man um 63 vermindern,
damit man 44 erhilt ? damit man 77 erhalt ?

2. Eine bestimmte Zahl wird um@ vermehrt.  33. Die Summe zweier Zahlen betrigt 85,17.
Ein Summand heiBt 18,83. Berechne d
zDa:;f)mh erhilt man —§ Wie heiBt diese md“:l:n Su:mam;en! erechne den
al

w

34. Die Differenz zweier Zahlen betriagt 95. 35, Die Differenz zweier Znhlen betrigt 95.

Berechne den Minuenden, wenn der Sub- Berechne den Sut d wenn der
trahend a) 15, 1) 28, ¢) 44% ist! Minuend a) 113,b) 129, ¢) 134% ist!
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38,

R

43.

. Vermindert man den dritten Teil einer Zahl

um 3, so erhilt man — 3. Wie heiBt diese
Zahl?

Ich habe mir eine Zahl aufgeschrieben. Sie %39,

wurde verdoppelt und das Ergebnis um 13
vermindert. Der gleiche Wen ergab sich,
als ich das Fiinffache der

Zahl um 55 verminderte, Welche Zahl habe

ich mir notiert ?

37.

Vermehrt man das Dreifache einer Zahl um
4,2, so erhilt man ebensoviel wie bei der
Verminderung dieser Zahl um 0,2. Wie
heiBt sie?

Die Summe dreier Zahlen betrigt 40. Die
zweite Zahl ist um 3 groBer als die erste, die
dritte ist um 8 kleiner als die erste Zahl.
Wie heiflen diese drei Zahlen ?

Die Summe dreier aufeinanderfolgender ganzer Zahlen betragt 45. Wie heiBlen diese drei

Zahlen?

. In den folgenden Aufgaben sind Gleich

jeweils in Worten aus!
Beispiel: x + 2x = 60 — 3x

ben. Driicke die gegeb Bezieh

4

Lésung: Ich erhalte dasselbe Ergebms. wenn ich eine Zahl um ihr Doppeltes vermehre oder

wenn ich ihr Dreifaches von 60

a) 35+ 3x = 10x
¢) 12 + 2x = 8x—12
1

R P
2778

b)
d)

f

4x—3=9x—8
x+ 10x + 100x = 37

—-x+37 L x—6

100

. Zwei Strecken sind zusammen 24 cm lang. Die eine ist doppelt so lang wie die andere. Wie lang

ist jede der beiden Strecken ?

In einem Rechteck mit dem Umfang 26 cm
ist die eine der beiden Seiten um 3 cm lin-
ger als die andere. Wie lang sind die
Rechteckseiten ?

it

Ein gleichschenkliges Dreieck hat einen
Umfang von 64 mm. Die beiden Schenkel
sind je eineinhalbmal so lang wie die Basis.
Wie lang sind die Dreieckseiten ?

5. Die Seite eines gleichseitigen Dreiecks ist ebenso lang wie die eines Quadrates. Die Summe

aller Seiten des Dreiecks und des Quadrates betrigt 71,4 cm.

a) Berechne die Linge einer Seite!

b) Berechne den Umfang des Dreiecks und des Quadrates!

Von einem Nebenwinkelpaar ist der eine Winkel dreimal so gro wie der andere. Wie groB sind

die beiden Winkel ?

an der Spitze 110°,
Wie groB ist der Basiswinkel ?

einen

7. Ineinem gleichschenkligen Dreieck betrigt die Summe aus einem Basiswinkel und dem Winkel

Versuche fiir die folgenden Gleichung
Beispiel: x = 60

prechenden Sachverhalt zu finden!

a) x ist die MaBzahl eines Quadervolumens, die Einheit sei cm®.
5

=

Sachverhalt: Gegeben ist ein Quader mit den Kantenlingen 3 cmj; 4 em: 5 cm,

b) x ist die MaBzahl einer Geschwindigkeit, die Einheit sei

90
x=—

15

ki

Sachverhalt: Ein Fahrzeug braucht fiir eine Strecke von 90 km eine Zeit von

1,5 Stunden.
a)x=15

b) 2x = 28

c) 4x = 56
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“ 49. In einem Dreieck ist der AuBenwinkel von ~ 50. In einem Dreieck ist der Winkel 8 dreimal

o« um 28° kleiner als der AuBenwinkel von y. so grol wie der Winkel «. Der Winkel y ist
Der AuBlenwinkel von £ ist um 50° kleiner um 5° groBer als der Winkel o. Wie groB
als der AuBenwinkel von p. Wie groB} ist sind, f und p?

jeder der AuBenwinkel und jeder der Innen- .

winkel ?

51. Rudolf und Elke haben zusammen 44,20 M 52. Die Weidefliche einer LPG hat die Form
gespart. Rudolf hat in seiner Sparbiichse eines Rechtecks. Der Umfang betrigt
4,60 M weniger als die dreifache Spar- 2880 m. Die Koppel ist fiinfmal so lang wie
summe seiner Schwester Elke. Wieviel breit. Berechne den Flicheninhalt (Bild
Geld hat jedes der beiden Geschwister? et

53. 14 Lehrlinge werden in einem VEG ausgebildet. Es sind ieinhalbmal soviel Madchen wie

Jungen. Wieviel Jungen und wieviel Méadchen sind dort tétig?
54. Im zweiten Vierteljahr stellte ein volkseigenes Maschinenwerk monatlich durchschnittlich

14 Maschinen mehr her, als der Monatsdurchschnitt im ersten Vierteljahr ergab. So wurden
im ersten Halbjahr 282 Maschinen produziert. Wie hoch war der Monatsdurchschnitt im ersten

Vierteljahr ?
<]
ﬂ f o
275° 61° 32 52°
¢ 7]

27
o

o X 42°
s &
N R > A-6zm |S
. 20m | x S
73 B 320m
a
13
3
g
A SE - u=60m
5
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Der Vi kbol einer Anha

25600 kp aus. Aus Sicherheitsgriinden darf die Bel

von 22 mm Durchmesser hilt einen Zug von

aber nur% davon betragen. Wie hoch

kann diese sein ?

Berechne fiir die im Bild ¢ 2 (Seite 166) dargestellten Sachverhalte jeweils die richtigen

Werte fiir die angegebenen Variablen!

Eine LPG bezog insgesamt 119 dt Diinger
(Thomasphosphat und Kali) fiir 996,80 M.
1 dt Thomasphosphat kostete 5,20 M, 1 dt
Kali 9,70 M. Wieviel Dezitonnen Diinger
jeder Sorte wurden geliefert 7

58. Ein Rind erhilt tiglich 25 kg Garfutter,

ein Schwein 12 kg. An 63 Tiere (Rinder und
Schweine) werden insgesamt 990 kg je Tag
verfiittert. Wieviel Rinder und wieviel
Schweine stehen in Futter?

Auf einem VEG kénnten die Kosten fiir die Aussaat durch Einsatz von Maschinen um.22,59%,

auf 5140 M gesenkt werden.
Wie hoch waren die Kosten vorher?

Eine 24 cm dicke Wand aus Hohllochziegeln (Dich(e 1,2 %) hat die gleiche Wirmedamm-
m

fahigkeit wie eine 36,5 cm dicke Wand aus Vollziegeln (Dichte 1,8 %)
m

a) Berechne fiir jede Ziegelart die Masse eines Wandstiicks von 1 m? Fliche!

e

@

e

b) Wieviel Prozent betrigt die Masseersparnis durch das Verwenden von Hohllochziegeln ?

Eine 3,25 m lange Stahlstange wird in Stiicke von 125 mm Linge zersigt. Die Schnittbreite
betrigt 3 mm. Wieviel Prozent betriigt der Abfall, wieviel Prozent die Ausbeute?

. Welche Kraft benétigt man, um einen  63. An einer Stockschere ist der Hebelarm fiir
Kérper von 50 kg mit einem Hebel zu be- die Handkraft 500 mm lang. Der Rundstahl
wegen, bei dem der Kraftarm 2,00 m wird so eingelegt, da3 der Hebelarm fiir die
und der Lastarm 0,50 m lang sind ? Schneidkraft 60 mm lang ist. Wie groB ist

die Schnittkraft, wenn die Hebelkraft
12 kp betragt ?

« Zwei Kinder sitzen auf einer Wippe und schaukeln. Das erste wiegt 20 kg und sitzt 3,00 m
von der Drehachse entfernt. Wo muf3 das zweite Kind sitzen, wenn es 30 kg wiegt und
dem anderen das Gleichgewicht halten will ?

66. Welche Masse hat ein Quader mit den Ab-
messungen 3 cm, 5 cm und 7 cm, der aus

Eisen (Dichze 78 L) besteht ?
cm?

. Ein Wiirfel hat eine Kantenlinge von 5 cm
und eine Masse von 175 g. Berechne die
Dichte des Materials!

. Eine Saule mit quadratischer Grundfliche = 68. Welche Zeit braucht ein Fahrzeug fiir eine

aus Beton [ Dichte 2,2 g Bat ineni Strecke von 64 km, wenn seine Geschwin-
cm’
Grundflicheninhalt von 100 cm?® und eine
Masse von 33 kg. Wie hoch ist sie ?

digkeit 12 = betragt ?
8

. Aus dem Ort A fiihrt ein Radfahrer ab, der stiindlich 12 km zuriicklegt. Ein Fullgiinger hatte
einen Vorsprung von 9 km und legt stiindlich 5 km zuriick. Wann wird er vom Radfahrer
eingeholt ?

(Bilde selbst weitere Aufgaben dieser Art fir PKW und LKW bzw. Flugzeuge!)

71. Wieviel Gramm Phosphor kann man mit
100 g Sauerstoff verbrennen ?

Wieviel Gramm Sauerstoff braucht man
zur vollstindigen Verbrennung von 1 kg
Kohlenstoff ?
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. Es sollen 500 g M.
a) Wieviel Gramm Magnesium bendtigt

id (MgO) h

it werden.

man ?

. Eine Grube forderte in einem Jahr 907200

b) Wieviel Gramm Sauerstoff bendtigt man?

t Kohle. Aulerdem muBten in der Minute durch-

schnittlich 8,750 m® Wasser gehoben werden.
a) Wieviel Kubikmeter Wasser kamen auf jede Tonne geforderter Kohle (1 Jahr = 360 Tage)?
b) Fiir die Wasserhaltung wurden im Jahr 453600 M ausgegeben. Mit welchem Betrag be-

lasten diese Kosten jede Tonne Kohle ?

Roki

- Brauneisenstein enthilt etwa 60 %, Eisen. Wieviel Tonnen Brauneisenstein sind nétig, um 20 t

mit einem Kohl

figehalt von 4% h

. Um Weichlot herzustellen, wurden 12 kg

Zinn, 0,6 kg Antimon und 27,4 kg Blei zu-

sammen eingeschmolzen.

a) Berechne die Massenanteile als Pro-
zente der Gesamtmasse!

b) Wieviel Kilogramm Weichlot entstehen
bei einem Schmelzverlust von 39, ?

76. Duraluminium, eine Legierung von stahl-
dhnlicher Festigkeit und Hirte, setzt sich
aus 49, Kupfer, 19, Mangan, 0,5%, Ma-

ium und 94,5 %, Alumini
Unter Beriicksichtigung von 1,59, Ab-
brand sind 250 kg Duraluminium herzu-
stellen,

unterscheiden sich um 1,4 cm. Wie groB sind sie ?

-4
®

abgefahrenen LKW, der mit der Geschwindigkeit 40 % fahrt, einzuholen ?

Aufgaben zur Ubung und Wiederholung

7. Die langen Seiten zweier flichengleicher Rechtecke sind 8,5 cm bzw. 11,9 cm lang. Die kurzen

. Wie lange braucht ein PKW mit einer Geschwindigkeit von 50 kTm ,um einen 2 Stunden frither

da Claick

1. Priife fol auf ihre Losbarkeit im angeget Grundbereich!
n)—%x=5;xER' b) |x|=3; xeR* c)|z|=%;xeR,x<0
d) 2x=—5;xeR, x>0 e) |x|=5; xeN f) |x|=1; xeR, x< 0

2. a) 42+ 2=1065 3.a) 18 +w=20 4. a) 198 + a =215
b)?—f»x—% b) 24,37 + z = 36,15 b) 9,3 +y =182
c) 34=136—=x ¢) 15,95 — x = 12,05 c) 28,25 —s=12,5
d) 125 =—183 —= d) Tz = 24,5 d) 4,=1_;’

155 19 76 25
E)TZ_T )?x 3 e)Tp—IS
3 u 2y
T0i= =X By iy Y _
0 1,24 )1 ) 3 1
4 2
5. a) 8x+ 20 —4x = 98 — 9%« 6. a) 150 —29 —Tv =17 + 4v + 14

b) 8x = 9x + 17 + 7x — 10x 4 31
c) 3x + 20 —6x + 8x = 2x + 36 — 1

b) 8 —7:+412+492—35+ 4z =12
€)T—5x+8+3x—5+8x=x

1 4 3 1
) e Sy .
) x 3x R 3 x 2x
8. Lose folgende Ungleichungen!
DEt2<g wiss ) 23x+3>16
x
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9. Lése folgende Gleichungen!

a) x| =19 b) % o) %+1=3

10. Wenn man das Dreifache einer Zahl um 16 vermindert, erhélt man 26. Wie heift diese Zahl ?

11. Das Fiinffache einer Zahl wird um 12 vermehrt. Dadurch erhilt man 62. Wie heif3t diese Zahl ?

12. Wenn man den- fiinften Teil einer Zahl um 2% vermehrt, so erhilt man 3% Wie heif3t diese
Zahl?

13. Die sowjetischen Zerstorer der Skory-Klasse erreichen eine Geschwindigkeit von 36 kn
(1 Knoten = 1 Seemeile je Stunde; 1sm = 1,852 km). Wieviel Kilometer legt ein solcher
Zerstorer in 50 min zuriick ?

14. Ein Flugzeug, das mit einer Geschwindigkeit von 1580 % flog, wurde in 250 km Entfernung

mit einem FunkmeBgerit geortet. In wieviel Minuten ist das Flugzeug iiber dem Ortungsgerat
zu erwarten, wenn es mit konstanter Geschwindigkeit den Beobachtungsort anfliegt ?

d) Quadratzahl; Quadratwurzel

-

. Ermittle die Quadrate der folgenden Zahlen!
a)7 b)11 ¢)101 d) 342 €)13 )99 g) 56870

9

. Schreibe die Folge der Quadratzahlen von 1? = 1 bis 10? = 100 auf!
Berechne jeweils die Differenz zweier benachbarter Glieder!

. Ubertrage die folgende Tabelle in dein Heft, und vervollstindige sie!

2 | =a| 37 |17 % % 06 | 01 |2020] 47313

-

Ubertrage die folgenden Tabellen, und vervollstindige sie!
Welchen Zusammenhang stellst du fest ?

3 30 300 | 3000 4 40 400 4000

4 0,4 | 0,04 | 0,004 3 0,3 0,03 0,003

2

. Ermittle die Quadrate der folgenden Zahlen zuerst mit Hilfe des Rechenstabs, danach mit
Hilfe der Zahlentafel! Vergleiche jeweils die Ergebnisse!
a) 1,7; 3,8; 5,5; 17.8; b) 2,6; 41; 6,9; 1.2;
25,7; 8,3; 36,1; 77,2 17,2; 9,4; 99,9; 28,7

L 4

Zeichne eine Tabelle nach folgendem Muster in dein Heft! Nach dem Beispiel in der ersten
Zeile sollen dann die Quadrate der nachstehenden Zahlen ermittelt werden.
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x? (Uberschlag) x? (Rechenstab) x? (Tafelwerk)

4 5,3 5,290

a) 7,3 b) 46 ¢) 29 d) 88 e) 34 f) 780 g) 5200 h) 0,17 i) 0,059 k) 660

Ermittle in den Aufgaben 7 bis 14 die Quadrate der angegebenen Zahlen!

7. a) 1,07 8. a) 19,5 9. a) 1,95 10. a) 0,54
b) 294 b) 0,35 b) 4,06 b) 0,054
c) 61,9 c) 3,05 c) 832 ) 5,04
d) 71,7 d) 0,035 d) 4260 d) 3480
e) 1,01 e) 66,6 e) 46 200 e) 38400
11. a) 3,462 12. a) 28,78 13. a) 4,643 14. a) 39,66
b) 4925 b) 2665 b) 0,3815 b) 15,04
c) 380,7 c) 2,009 c) 3,815 c) 0,3209
d) 467,8 ) 6,001 d) 15,15 d) 7623
e) 20,25 e) 25,25 e) 8754 e) 16,35
15. Suche aus der Menge der natiirlichen Zahlen zwischen 100 und 400 die Teilmenge der Zahlen
heraus,
a) die eine natiirliche Zahl als Quadrat- b) die eine gerade natiirliche Zahl als Quadrat-
wurzel besitzen, wurzel besitzen!

1

- Gib von den folgenden rationalen Zahlen diejenigen an, aus denen die Quadratwurzel gezogen
werden kann!
Achtung! Kiirze vorher so weit, da8 Zihler und Nenner teilerfremd sind!

7 16 9 10 13 23 28 72 56 36
Y7 2% 2% % ?% "u e Pm 2m Vi
3 32 4 10 169 17 75 23 49 64
22t el gy % =0 ey g2 22 Gyt
D Y% %% Piw P P% %m %5 Y7 Vi

17. Konstruiere den Punkt der Zahlengeraden, 18. Konstruiere den Punkt der Zahlengeraden,

der der Zahl J/5 zugeordnet ist! Gehe hierzu der der Zahl /8 zugeordnet ist! Gehe hier-
von einem rechtwinkligen Dreieck mit zu von einem rechtwinkligen Dreieck mit
Katheten von 1 em bzw. 2 em Linge aus! Katheten von je 2 cm Linge aus!

19. Berechne einen Niherungswert
a) fir Y5  b) fir |8
auf zwei Stellen hinter dem Komma!

20 Stelle die folgenden Quadratwurzeln auf der Zahlengeraden dar, wenn die angegebenen
Niiherungswerte bekannt sind.

a) 3 ~ 1,73 b) VT ~ 2,646 ) V12 & 3,464 d) )19 ~ 4,36
21. Ermittle fiir die folgenden Zahlen die Quadratwurzeln mit Hilfe des Rechenstabs!
a) 1,12 & 32 g) 1,26 k) 57 n) 245
b) 2,49 e) 5,06 h) 10,4 1) 6,28 o) 1,06
c) 41,5 f) 41,2 i) 1,04 m) 17,8 p) 10,6

22. Ubertrage folgende Tabellen in dein Heft, und vervollstindige sie!

2 20 200 | 2000| 20000
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24,

25.

26.

27.

29.

30.

5 0,5 | 0,05 | 0,005| 0,0005

5 50 500 | 5000 50000

2 0,2 | 0,02 | 0,002| 0,0002

Ermittle fiir die folgenden Zahlen jeweils die Quadratwurzel, und zwar 1) durch einen Uber-

schlag, 2) mit Hilfe des Rechenstabs und 3) mit Hilfe der Quadrattafel!

a) 54 ) 29 e) 0,6 g 12 i) 360

b) 0,53 d) 0,053 f) 1400~ . h) 0,14 k) 0,0021

Ermittle fiir die folgenden Zahlen die Quadratwurzeln mit Hilfe der Quadrattafel!

a) 7,62 e) 324 i) 0,04876 n) 4,93

b) 6,273 f) 0,999 k) 9215 o) 4325

) 0,246 ) 0,00873 1) 42,6 p) 0,462

d) 78,45 h) 0,33 m) 8063 q) 26,38

Ermittle fiir die folgenden Zahlen zuerst das Quadrat und dann die Quadratwurzel!

a) 1,42 e) 53 i) 20,6 ) 1,01 r) 26,08

b) 3,65 f) 1,77 k) 28,5 o) 101 s) 26.1

¢) 5,61 g) 10,02 1) 314 p) 0,101 t) 97,5

) 53 h) | m) 64,8 q) 10,1 u) 7,01

Ein Rechteck hat die Seitenld a und b. )

a) a=4cm b) a=18cm ¢) a=15cm d) a=24cm
b=6cm b= 24cm b=37cem b=39cm

Zeichne jeweils das Rechteck, und berechne den Flicheninhalt. Welche Seitenlinge muf ein

Quadrat haben, das den gleichen Fliacheninhalt hat ?
Zeichne auch die Quadrate!

Zwei Quadrate haben die Flicheninhalte von

36 cm® bzw. 64 cm?

Welche Lange muB3 ein Quadrat haben, dessen Flicheninhalt gleich der Summe dieser beiden
Quadrate ist ? Zeichne alle drei Quadrate!

Addiere die Quadrate der folgenden Zahlen, und ziehe aus der Summe die Wurzel!
a) 2 und 2 d) 5und 7 g) Sund 12
b) 2 und 3 e) 6 und 9 h) 8und 15
¢) 3und 4 f) 6und 8 i) 14 und 16

Beachte die Ergebnisse der Aufgaben ¢); f); g) und h)!
Versuche weitere solche Zahlen zu finden!

2 _n2 2 2
Es gel!ex:m'n;y-—-m ) L Z:L;l.
Setze fiir m und n beliebige natiirliche Zahlen ein!
Berechne die Werte fiir x, y und z!
Us he dann die Beziel ischen x2, y? und z%!

Der Inhalt einer Quadratfliche betrigt 98 cm?2. Wie groB ist niherungsweise der Umfang des
zugehérigen Quadrates ?
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Aufgaben zur Ubung und Wiederholung

1. Ubertrage die folgende Tabelle in dein Heft und vervollstindige sie!

BIES

|

0,7 | 0,2 |3030| 3263,2

a) 4,7 b) 1,4

Trage wie in Aufgabe d 6. die Quadrate folgender Zahlen in eine Tabelle ein!
©) 53 d) 3,1 €92 f)42 g) 0,71

Ermittle die Quadratwurzeln aus den folgenden Zahlen!

a) 0,64 b)% ) 0,25 a)‘%’4 e)% f) 3,24

>

o/

Berechne einen Naherungswert fiir |/3 auf zwei Stellen hinter dem Komma!

Ermittle fiir die folgenden Zahlen jeweils die Quadratwurzel, und zwar 1. durch einen Uber-

schlag, 2. mit Hilfe des Rechenstabs und 3. mit Hilfe der Quadrattafel!

a) 420 ¢) 3,1 €) 0,076 ) 6.3 i) 68
b) 0,42 d) 0,12 £) 7600 h) 0,7 k) 0,0038
6. Ermittle fiir die folgenden Zahlen die Quadratwurzeln mit Hilfe der Quadrattafel!
a) 258 <) 361 e) 0,00675 ) 34,7
b) 0,0899 d) 721,3 f) 0,54 h) 3052
7. Ermittle fiir die folgenden Zahlen die Quadratwurzeln!
a) 2,55 &) 78,5 i) 10 n) 86,5 r) 4,01
b) 4,75 f) 112 k) 20 o) 500 s) 40,1
c) 6,93 g) 19,8 1) 53,6 p) 6,43 t) 401
d) 8,22 b) 21,2 m) 42,5 ) 2,06 u) 0,401

e) Darstellende Geometrie

-

spektive, wenn er

2) auf seiner groBten,

b) auf seiner kleinsten
Begrenzungsfliache steht!

(@ = 24,0 em; b = 11,5 em;
¢ = 17,1 cm; Malstab 1:4)

h

w

- Zeichne einen Ziegelstein in Kavalierper-

itiges ge-

Zeichne eine Streichholzschachtel in Ka-
valierperspektive, wenn sie

*) auf ihrer grofBten,

h) auf ihrer kleinsten

Begrenzungsfliche steht im MaBstab 1:1!
(MiB die Kantenlingen selbst!)

Zeich:

+ Zeichne ein regelmiBig
rades Prisma in Kavalierperspektive!
(a=3cm: h =5cm)

@0

- Zeichne eine gerade Pyramide mit recht-

eckiger Grundfliche in Kavalierperspek-

tive!
(a=5cm; b=6cm; h =4cm)

gestellten Grundflichen!
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ein regelméBiges dreiseitiges gera-
des Prisma in Kavalierperspektive!
(@a=5cm; h = 6 cm)

- Zeichne eine gerade quadratische Pyra-

mide in Kavalierperspektive!

(@ =4cm; h = 7cm)

. Zeichne gerade Prismen (h = 5 cm) in Kavalierperspektive mit den im Bild e 1a bis ¢ dar-



8. Ermittle die wahren Kantenlingen der im Bild e 2a bis ¢ in Kavalierperspektive gezeichneten

Prismen!
5]
el
2 ! a a ¢
|
|
|
T
|
|
|| SO
A
/
/
v/
A
4




9. Fertige ein Modell eines Quaders mit den Kantenlingen a = 3 cm, b = 4 cm, ¢ = 6 cm an!
Bezeichne die Ecken mit den Buchstaben A bis H! Zeichne das Bild bei senkrechter Eintafel-
projektion mit Eckbezeich und Héh Bstab, wenn der Quader
a) auf seiner groBten,

b) auf seiner kleinsten Begrenzungsfliche steht!

10. Bezeichne in den Schriigbildern im Bild e 3a bis d die Ecken, und konstruiere den Ril mit
HéhenmaBstab!
(Figuren in den Bildern e 3a und e 3¢ im MaBstab 1:200)

11. Ermittle die wahre Liinge der Strecke 4B, deren Rif8 mit HéhenmaBstab gegeben sei!
: a) o
Lange von A'B in mm 52 41 67 62 45 55
Hohe von 4 in mm 20 12 18 22 16 27
Hohe von Binmm 44 63 56 56 48 51

12. Zeichne drei voneinander verschiedene Risse A’ B’ mit HohenmaBstab von Strecken AB, deren
wahre Lingen gegeben sind!
a) AB = 44 mm b) AB = 60 mm ¢) AB =50 mm d) AB = 40 mm

13. Ermittle den Neigungswinkel x der in Aufgabe 11 gegebenen Strecken A4 B!

14. Zeichne den Ri8 mit HéhenmaBstab einer geraden Pyramide mit rechteckiger Grundfliche
(@=6cm; b=4cm; h=7cm), und ermittle den Neigungswinkel, die wahre GroBe und
Gestalt der Seitenfliche

a) iiber der Seite @ = 6 cm, b) iiber der Seite b — 4 cm!

15. Ermittle aus dem Rif8 it HéhenmaBstab 16, Ermittle aus dem RiB mit HéhenmaBstab

im Bild e 4 die wahre GréBe und Gestalt im Bild e 5 die wahre GroBe und Gestalt
der Dachfliche! der Dachfliche!
0 (3 o ('
EF EF
- Y,
. 4 £ 24 )
£’ F 2
AB . AB
A B' G0 Al 4 8 6o
ed ed

17. Ermittle die wahre Linge der Strecke AB, wenn ihr Grundri 4
die RiBachse verlduft und folgendes gilt:

im Winkel y = 45° gegen

a) AB = A"B" = 4,0 cm ¢) AB = A4'B" =35cm
b) /B =A"B" =55cm d) AB = A"B" = 6,0 em

18. Zeichne Grund- und AufriB einer Strecke, 19. Zeichne Grund- und _Aufri} einer Strecke,
deren wahre Linge AB = 48 mm betrigt! deren wahre Linge AB = 60 mm betriigt !
Gib drei verschiedene Fille an! Gib drei verschiedene Fille an!

174



20. Veranschauliche die Lage der in Grund- und AufriB gegebenen Dreiecke im Bild e 6a, b mit
Hilfe eines Dreieckmodells und einer Klapptafel!

21. Zeichne Grund- und Aufri der in den Bildern e 3a bis d in Kavalierperspektive dargestellten
Kérper, und bezeichne die Ecken!

22. Ubertrage die Aufrisse aus den Bildern e 7a bis d in dein Heft, und konstruiere die Grundrisse,
wenn folgendes gilt:

Bild e 7a Bild e 7b Bilde7c Bild e 7d
Prisma mit gleich- Quadratischer Quadratisches Quadratische
seitigem Dreieck als ~ Pyramidenstumpf Prisma Pyramide
Grundflache
a o a 5
A 8" A"Z g
. Zi c.
A 8 B
eb
e?

n D" £ F n ETHY Fu6"

A 81 lid 4np" B'C
c [ £ m -

AD" 80"




23. Zeichne zu den in den Bildern e 8a und b im Grundri# mit HéhenmaBstab dargestellten
Kérpern jeweils Grund- und AufriB und das Schrigbild in Kavalierperspektive!

Ho' . 60 E 0 Fr .
tsu
\ -
|AB
0D ~(
EA" FB' EA B
e
24. Erldutere die gegeuseitige Lage der im Bild e 9a bis h in Z felp tion dargestell

Geraden! Veranschauliche die Lage in einer Klapptafel!
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25. Ermittle die wahre Linge der Raumdiago-  26. Ermittle die wahre Lénge der Raumdiago-
nalen eines Quaders (a = 6 cm, b = 2 em, nalen eines Wiirfels (a = 5 cm) mit Hilfe
¢ = 4 cm) mit Hilfe einer Aufriiebene! einer AufriBebene!
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Ermittle die wahre Liinge der Kanten des Pyramidenstumpfes im Bild e 3b mit Hilfe einer
Aufrifliebene! .

Um was fiir Kérper handelt es sich bei den Grund- und AufriBdarstellungen in den Bildern
el0a bisd?

f)

. Ein gerades Prisma (h = 8 cm), dessen Grundfliche

a) ein gleichseitiges Dreieck (a = 4 cm),

b) ein gleichschenkliges Dreieck (a = 5 cm; b = 3 em),

¢) ein Quadrat (a = 4 cm), :

d) ein Rechteck (a = 5 cm; b = 3 cm) ist,

wird von einer Ebene geschni die senkrecht zur AufriBebene verlduft und einen Neigungs-
winkel x = 40° gegen die GrundriBebene besitzt. Der Abstand der Héhenlinie hy zum Prisma
betrigt 2 cm. Ermittle die wahre Grofle und Gestalt der Schnittfigur!

Der Kreis

1.

12

Konstruiere die im Bild f 1 dargestellten Rundfenster!

. Zeichne ein gleichseitiges Dreieck mit einer Seitenlinge s = 10 em! Zeichne dann die drei Hohen

des Dreiecks ein! Zeichne um den Héhenschnittpunkt einen Kreis, der durch einen Héhen-
fuBpunkt geht! Wie liegen die beiden and HéhenfuBpunkte beziiglich dieses Kreises ?

. Zeichne in einen Kreis um M mit dem Radius r = 3 cm einen Radius MP ein! Verlangere

dann den Radius iiber seinen Kreispunkt hinaus!
a) Trage auf dem Strahl M P auBerhalb des Kreises drei Punkte 4, B, C so ab, dal PA<r,
PB=r,und PC > r!
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b) Konstruiere die Mittelpunkte M,, M,, M, der Strecken MA, MB, MC, und beschreibe ihre

&

Lage beziiglich des Kreises!

Zeichne eine Strecke AB = 5 cm und um A einen Halbkreis so, daB8 B auf diesem Halb-
kreis liegt!

b) Zeichne um den Mittelpunkt M, der Strecke AB einen Kreis so, da3 B auf diesem Kreis

w

liegt! Wie liegt A4 beziiglich dieses Kreises ?

. a) Zeichne einen

¢) Zeichne um den Mittelpunkt M, der Strecke M, B einen Kreis mit r = M,B!
Wie liegen A, M, M,, B beziiglich dieses Kreises ?
d) Zeichne um den Mittelpunkt M, der Strecke M;B je einen Kreis mit r, — M,B und

ry = MA!

Wie liegen A, M,, M,, M,, B beziiglich dieser beiden Kreise ?

Zeichne einen Kreis und drei parallele
Geraden, von denen die eine Sekante, die
zweite Tangente und die dritte eine Gerade
ist, die mit dem Kreis keinen gemeinsamen
Punkt hat!

7. Zeichne einen Kreis um M mit r = 32 mm!

Zeichne dann einen Punkt P im Innern des

Kreises und einen Punkt Q auBerhalb des

Kreises so, daB8 M, P, Q nicht auf einer Ge-

raden liegen!

Zeichne nun die Gerade PQ, und benenne

die Schnittpunkte mit dem Kreis mit 4

und B, wobei A zwischen P und Q liegen

soll!

a) Beweise, daB8 das Dreieck 4 BM gleich-
schenklig ist!

b) Wie ist die Lage von Q zu wihlen, da-
mit auch das Dreieck MAQ gleich-
schenklig ist ?

6. Zeichne einen Kreis um M mit r = 2,8 cm!

Zeichne dann auBerhalb des Kreises zwei
Punkte P und Q so, daB M, P, Q nicht auf
einer Geraden liegen! Konstruiere je eine
Parallele zu den Geraden MP, MQ und
PQ, die mit dem Kreis um M a) zwei
Punkte, b) einen Punkt, ¢) keinen Punkt
gemeinsam hat !

. In einem Kreis um M (Bild f2) sind die

Sehne AB und die Durchmesser 44" und

BB’ eingezeichnet.

a) Beweise, daB die Sehne A'B’ genauso
lang ist wie die Sehne A B!

b) Beweise, daBl die Sehne A'B’ parallel
zur Sehne AR ist!

£2
B8
4

. Zeichne in einen Kreis mit einem Radius von 3 cm Sehnen ein, (]

die ) 10 mm, b) 20 mm, c) 30 mm, d4) 40 mm, e) 50 mm,
f) 60mm lang sind und den Kreispunkt 4 gemeinsam haben!

. a) Beschreibe die Konstruktion zu Aufgabe f 9, und gib jeweils die Anzabl der Lisungen an'!

b) Begriinde, warum du keine 7 cm lange Sehne in diesen Kreis einzeichnen kannst !

Kreis um M mit
r = 35 mm, und konstruiere in einem
beliebigen Punkt B dieses Kreises
die Tangente!

b) Zeichne die Gerade M B, und bezeichne

deren zweiten Schnittpunkt mit dem

Kreis mit B'!

Zeichne den zu BB senkrechten

Durchmesser 44", und konstruiere die

Tangenten an den Kreis in den Punkten

B, 4, A"

d) Wie groB ist der Flacheninhalt des
durch die vier gezeichneten Tangenten
gebildeten Vierecks ?

n
<
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12. a) Zeichne in einen Kreis zwei Durch-

messer ein, die nicht aufeinander senk-
recht stehen, und konstruiere in den vier
gemeinsamen Punkten mit dem Kreis
die Tangenten!

Stelle fest, welches spezielle Viereck von
diesen vier Tangenten gebildet wird!
Begriinde!

b

~



13.

17,

19.

22.

23.

25.

12*

a) Zeichne in einen Kreis einen Durch- 14. a) Zeichne in einen Kreis zwei Sehnen, die

messer und eine Sehne ein, die mit dem einen Kreispunkt gemeinsam haben und

Durchmesser einen Punkt im Innern deren Linge jeweils gleich dem Radius

des Kreises gemeinsam hat, der vom des Kreises ist!

Kreismittelpunkt verschieden ist. b) Konstruiere die Tangenten in den drei
b) Konstruiere in den vier gemeinsamen Punkten, die die Sehnen und der Kreis

Punkten von Kreis und Durch i haben!

bzw. Sehne die Tangenten an den ¢) Stelle fest, welches spezielle Dreieck von

Kreis! diesen drei Tangenten gebildet wird!
¢) Stelle fest, welches spezielle Viereck von Begriinde!

diesen vier Tangenten gebildet wird!

Begriinde!

. Spiegele einen Kreis an einer Geraden, die

a) zwei Punkte, b) einen Punkt, c) keinen Punkt
mit dem Kreis gemeinsam hat!

. Zeichne in einen Kreis einen Durchmesser und eine Sehne, die auf diesem Durchmesser senk-

recht steht! Beweise, da3 der Durch diese Sehne halbiert!

a) Zeichne in einen Kreis zwei gleich lange Sehnen! Mif8 ihren Abstand vom Mittelpunkt!
Was stellst du fest ?

b) Formuliere einen entsprechenden Satz und beweise ihn!

¢) Wie lautet die Umkehrung dieses Satzes? Beweise!

. Zeichne in einen Kreis eine Sehne! Gewinne dann durch Konstruktion den Punkt des Kreises,

der von den Endpunkten der Sehne gleich weit entfernt ist!

Gegeben sind eine Strecke AB = 30mm  20. Zeichne einen Winkel, der kleiner als 180°

und ein Punkt C, der nicht auf der Geraden ist, und gib auf seinen Schenkeln je einen
AB liegt. Konstruiere den Kreis, auf dem Punkt an. Konstruiere den Kreis, auf dem
die Punkte 4, B und C liegen! sowohl diese beiden Punkte als auch der

Scheitelpunkt des Winkels liegen!

. Zeichne einen Winkel f = 40°, und konstruiere einen Kreis mit r = 24 mm so, daB die

Schenkel dieses Winkels Tangenten an dem Kreis sind!

Konstruiere unter Verwendung nach- ¢

folgend gegebener Stiicke Dreiecke f3
(Bild f 3)! Konstruiere dann jeweils
den Umkreis und den Inkreis!

a) a=4cm; b=50mm; ¢ =0,6dm
b) b =38mm; f =45°; y = 37°
¢) a=>5cm; b =40 mm; & = 55° A

d) c=3,4cm; @ =48 mm; y = 32° A - B
Von einem rechtwinkligen Dreieck, in dem y = 90° ist, sind die folgenden Stiicke gegeben .
Konstruiere jeweils das Dreieck, den Umkreis und den Inkreis!

a) a=6,2cm; b =40 mm ¢) b= 3,6 cm; f=40°
b) ¢ =5,1cm; a =32 mm d) ¢ =5,0cm; & = 57°
Welche Besonderheit kannst du fiir den Mittelpunkt des Umkreises fe llen ?

Konstruiere ein gleichschenkliges Dreieck aus

a) der Basis g = 5,8 cm und dem Schenkel s = 3,8 cm,

b) dem Schenkel s = 52 mm und dem Basiswinkel f = 34°!
Konstruiere jeweils den Umkreis und den Inkreis dieser Dreiecke!

Konstruiere fiir ein gleichseitiges Dreieck In- und Umkreis! Welche besondere Lage haben die
Mittelpunkte beider Kreise zueinander ?
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26. Zeichne ein Dreieck, dessen Umkreismittelpunkt auBerhalb dieses Dreiecks liegt! Welche
Besonderheit weist ein solches Dreieck auf?

27. Beweise den Satz F 7 ( Seite 113) fiir den Fall, daB der Mittelpunkt M des’Kreiaes
a) auBerhalb, b) auf einer Seite des Sehnenvierecks liegt!

28. Stelle fest, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind!
a) Jedes Sehnenviereck, in dem zwei be- ¢) Jedes Sehnenviereck mit vier gleich langen

nachbarte Winkel jeweils 90° groB sind, Seiten ist ein Quadrat.

ist ein Rechteck. f) Jedes Sehnenviereck, in dem zwei benach-
b) Jedes Sehnenviereck, in dem zwei be- barte Seiten gleich lang sind und aufeinan-

nachbarte Winkel jeweils 90° groB und der senkrecht stehen, ist ein Quadrat.

zwei benachbarte Seiten gleich lang ) Esgibt ein Sehnenviereck mit zwei zueinan-

sind, ist ein Quadrat. der parallelen Seiten, das ein Rechteck ist.
c) Jedes Sehnenviereck mit zwei zueinan- k) Jedes Sehnenviereck mit zwei zueinander

der parallelen Seiten ist ein Rechteck. parallelen Seiten ist ein gleichschenkliges
d) Es gibt ein Sehnenviereck mit zwei Trapez.

gleich langen Seiten, das ein Drachen-

viereck ist.

29. Im Bild f4 sind vier Sehnenvierecke ge-  30. Im Bild f5 sind die vier Dreiecke ABC,,

zeichnet, in denen <t DAB = 105° ist. Wie ABC,, ABC;, ABC, mit ihrem gemein-
groB sind die Winkel y,, ,, 7; und y,? samen Umkreis gezeichnet. Welche der vor-
k den zwslf Dreieckswinkel sind

gleich groB ? Begriinde!

p 4

G

31. Im Bild f 6 sind zwei Dreiecke, die die Seite BC und den Umkreis gemeinsam haben, gezeich-
net. Ferner ist A’B = A"'C. Beweise, daB die beiden Dreiecke kongruent sind!

32. Konstruiere ein Dreieck A BC aus den Seiten a = 5 cm; b = 4 cm und ¢ = 7 em!
Konstruiere dann weiter
a) das Dreieck ABC' mit < AC'B = <L ACB und b’ = 6 cm,
b) das Dreieck A'BC mit & BA'C = < BAC und < CBA' = 90°,
¢) das Dreieck AB'C mit & AB'C = & ABCund AB = B'C!

0 £7
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33

34,

&

36.

37.

4].

“.

-

45.

. Konstruiere ein rechtwinkliges Dreieck (Bild f 7) aus den folgenden Stiicken!
#) ¢ =6cm; f =55 ¢) ¢ =8cm; h, =3 cm
b) ¢e=5em; p=2cm d) p=3cm; qg=4cm

R e

Dreieck ist die Seitenh halb so

: In jedem rechtwinkl;
lang wie diese!

ende der Hyp

. Zeichne einen Kreis mit dem Radius 3 cm! Konstruiere von einem Punkt, der vom Mittel-
punkt des Kreises 7 cm entfernt ist, die Tangenten an den Kreis!

Gegeben sind je ein Kreis um M, mit r; = 32 mm und um M, mit r, = 13 mm. Ferner sei

2) MM, = 64 mm, b) M,M, = 45 mm, ©) M\M, = 27 mm, 4) M,M, = 19 mm.
Konstruiere die gemeinsamen duBeren und inneren Tangenten an die beiden Kreise (soweit

diese Tangenten existieren)!

a) ¢=3,5 em; y = 42°; sc =25 mm
b) b=37 mm; § = 53°; hy=21 mm

- In einem Dreieck ist eine Seite genauso

lang wie der Radius seines Umkreises. Wie
groB ist der dieser Seite gegeniiberliegende
Winkel ?

- Beweise folgenden Satz:

Konstruiere Dreiecke A BC, fiir die die folgenden Stiicke gegeben sind!

¢) a=42 mm; g = 70,5°; hy = 3,5 cm
d) b=52 mm; g =112° s,=21 mm

39. In emem Dreieck ist eine Seite genauso
lang wie der Durchmesser seines Umkreises.
Wie groB ist der dieser Seite gegeniiber-
liegende Winkel ?

Zu gleich langen Sehnen eines Kreises gehoren gleichgroBe Mittelpunktswinkel !

Konstruiere in einen Kreis
) ein regelmaBiges Sechseck,
b) ein gleichseitiges Dreieck!

42. Konstruiere in einen Kreis
) ein Quadrat,
b) ein gleichseitiges Fiinfeck!

. Konstruiere alle Punkte, von denen eine gegebene Strecke AB = 5 cm unter einem Winkel

von 7) 20°; b) 30°; ©) 45°; ) 60°; ©) 90° erscheint!

Auf einer Geraden g liegen die Strecken AB = 5 cm und BC= = 3 cm. Konstruiere alle Punkte.
von denen aus sowohl die Strecke 4B als auch die Strecke BC unter einem Winkel von 50°
erscheint!

Bei einem Satteldach ist die Hohe des Giebels gleich der Hilfte der Hausbreite. Wie groB ist
dann der Winkel zwischen den Dachflichen ?

- Berechne den Umfang eines Kreises, dessen {

Durchmesser

a) 25 mm;b) 5,8 cm;©) 10,1 em;d) 6,4 m;
¢) 72m; ) 1 km betragt!

Verwende dazu den Rechenstab, und kon-
trolliere die Ergebnisse mit Hilfe der Tafel!

+ Der Umfang eines Kreises hetrage

Berechne den Umfang eines Kreises, dessen
Radius

a) 11 mm;b) 3,4 em; ) 17,8 cm; €) 2.3 m;
) 87m; ) 1 km betragt.

Verwende dazu den Rechenstab, und kon-
trolliere die Ergebnisse mit Hilfe der Tafel!

#) 5,2mm; b) 43,1 mm; ©) 17,2 cm; 4) 2,84 m; ©) 62,8 m; ) 1km,
Berechne jeweils den Durchmesser und den Radius des Kreises!

. ) Gegeben: u = 13,2 cm; & = 50°
Gesucht: b,d, r
b) Gegeben: d = 7,8 cm; & = 200°
Gesucht: u, b, r
¢) Gegeben: d =528 m; b =528m
Gesucht: r, u,x

50. a) Gegeben: u = 14,8 cm; b = 10 em

Gesucht: r,d,
r = 64 mm; x = 18°
Gesucht: d, u, b
©) Gegeben: r = 0,43 em; b = 10 mm
Gesucht: d, u, x
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. Berechne fiir die Angaben in Aufgabe f 46

den jeweiligen Flicheninhalt des Kreises!

52. Berechne fiir die Angaben in Aufgabe f 47

den jeweiligen Flicheninhalt des Kreises!

Berechne fiir die Kreise mit den folgenden Flicheninhalten jeweils r, d und u!

a) 2,4 cm? b) 12,56 m?

) 20,15m b) 8,1dm ¢) Tem

. Berechne die Fliche eines Kreisringes, wenn

¢) 100 mm?

d) 0,432 m? ¢) 1ha

54. Berechne fiir die Kreise mit den folgenden Umfingen jeweils r, d und 4!

d) 24 mm e) 10,37 m

a)rg=12cm, ; =10em; b) r, =3,5m, r; = 34m; ¢) d, = 0,84 m, d; = 41 em!

. a) Gegeben: u = 13,2 cm;
& = 45°
Gesucht: r,d, A, A,
b) Gegeben: u = 14,8 cm;
b=9cm
Gesucht: r,d, A, Ay
¢) Gegeben: d =52 m;
b=52m
Gesucht: «, A, Ay, u

Der Durchmesser des Rades eines Pkw be-

trage 65 cm.

a) Wie oft dreht sich das Rad bei einer
Fahrt von Berlin nach Wittenberg
(95 km)?

b) Welche Strecke legt der Pkw bei 100
Umdrehungen zuriick ?

59.

57. a) Gegeben: u = 14,8 cm;
o =12°
Gesucht: r, d, b, A,
b) Gegeben: r = 64 mm;
o = 50°
Gesucht: b, Ay, u, A
c) Gegeben: r =5 cm;
b=6cm
Gesucht: «, A, A,, u

Der Durchmesser der Rider eines Fahr-

rades moge 73 cm betragen!

a) Wieviel Umdrehungen machen sie auf
einer 45 km langen Strecke ?

b) Welche Strecke wird bei 1000 Umdre-
hungen zuriickgelegt ?

B jeweils den Durch !
a) Wagenrad: u =3,77m c) AbfluBrohr: u = 47,1 cm
b) Baum: u=235m d) Zylinder: u=2,83m
Welche Umfinge hat Rundstahl mit den folgenden Durch ?
DB 9| d| | Fr b
d |5mm|8mm|10mm |11 mm |16 mm | 25 mm | 29 mm | 38 mm | 155 mm
u

2. Der groBe Zeiger einer Armbanduhr sei 11 mm lang. Welchen Weg beschreibt seine Spitze

a) an einem Tag, b) in einer Woche, ¢) in einem Jahr?

. Zeichne drei Kreise, deren Radien 2 cm, 4 cm und 6 cm messen! Berechne a) die Umfinge,

unter Ver

b) die Inhalte der Kreise, und 1
gleichungen!
a) Wieviel Meter wiirde der Erdaquator

bei VergriBerung des Erdradius um 1 m
langer werden ?

b) Wieviel Meter linger miite der Erd-
radius gemacht werden, wenn der Erd-
dquator um 1 km linger werden sollte ?

Die Erde ist als Kugel anzunehmen

(r=6370km; © ~ 3,14).

iche die Ergebni

g von Verhaltnis-

65. Wir stellen uns vor, ein Mensch gehe auf

dem Aquator um die Erde. Um wieviel ist
der Weg, den sein Kopf in Augenhéhe zu-
riicklegt, linger als der, den seine FiiBle be-
schreiben? Die Erde ist als Kugel anzu-
nehmen (r = 6370 km; mittlere Entfer-
nung des Kopfes in Augenhthe von den
FuBsohlen x = 1,60 m; © ~ 3,14).



66.

68.

69.

70.

72.

Eine Zugstange aus Stahl hat einen Um-  67. Der Stamm einer alten Eiche hat einen Um-
fang von 9,60 cm. Die hichstzulissige Zug- fang von 7,85 m. Berechne seinen Quer-
kraft fiir 1 cm? Querschnitt betriigt 825 kp. schnitt!

Wieviel Kilopond darf der auf die Stange

ausgeiibte Zug hochstens betragen ?

Wie groB ist der Blechbedarf fiir 20 kreisférmige Blechscheiben mit folgendem Durch s
wenn der Verschnitt 10 %, betrigt ?

a) 27 mm b) 105 mm ¢) 17 mm d) 43 mm e) 33 mm

Eine Autobahnstrecke dndert an einer Stelle ihre Richtung um 40°. Bei Planung der Strecke

hatte man zwischen den beiden Moglichkeiten zu entscheiden, den Radius des Bogens entweder

800 m oder 1200 m lang zu wihlen (bezogen auf die Mittelachse der Bahn).

a) Ermittle fiir beide Werte des Radius die B la durch Kechnung und Zeicl !

b) Um wieviel ist in beiden Fillen die AuBenkante der 12 m breiten Fahrbahn linger als die
Innenkante ?

Der Trog des Schiffshebewerkes Niederfinow hingt an 256 Seilen, von denen je zwei iiber

Seilscheiben von 3,5 m Durchmesser laufen.

a) Wie oft dreht sich eine Seilscheibe bei dem 35,71 m hohen Auf- oder Abstieg des Troges?

b) Um wieviel Grad dreht sie sich wihrend einer Sekunde, wenn die ganze Bergfahrt 5 min
dauert ?

. Ergiinze die folgende Tabelle fiir nahtlose Gasrohre (Angaben in Millimeter)!

D el dodia |- D. t e e e
10 2 26,75 2,75
13,25 2,25 33,5 3,25
16,75 2,25 42,25 | 325
21,25 2,75 48,25 3,5
Erklirungen: D = AuBendurch d = Innendurch t = Wanddick

A = lichter Rohrq hnitt, 4, = Wand hnitt

Wieviel Menschen haben auf einer kreisrunden Fliche a) mit einem Radius von 1km,
b) mit einem Radius von 100 m Platz, wenn man vier Personen auf 1 m? rechnet ?

Aufgaben zur Ubung und Wiederholung

1.

2,

3.
4.

Zeichne in einen Kreis eine Sehne, die nicht durch den Mittelpunkt des Kreises geht! Kon-
struiere die Sehne, die zur gezeichneten Sehne parallel und genauso lang wie diese ist!

a) Zeichne einen Kreis und eine Sekante, die nicht durch den Mittelpunkt des Kreises geht!
Konstruiere das Bild dieses Kreises, das bei Spiegelung des Kreises an dieser Sekante
entsteht!

b) Fiihre dieselbe Konstruktion fiir den Fall aus, daB die Sek durch den Mittelpunkt des
Kreises geht!

Gegeben ist eme Strecke AB = 5 cm. Konstruiere Kreise, in denen AB Sehne ist!

Zeichne einen Winkel « = 50°, und konstruiere drei Kreise so, da3 die Schenkel dieses Winkels
Tangenten an diese Kreise sind!

Konstruiere ein gleichschenkliges Dreieck aus der Basis g = 3,5 cm und dem Winkel an der
Spitze y = 42°! Konstruiere dann den Umkreis und den Inkreis!
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6.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

184

Im Bild £8 sind iiber den Sehnen 4B = CD die Peripherie- f8 P

winkel mit dem Scheitel in P ise, daB}
X APB = & CPD ist! V)

Konstruiere ein gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck aus

a) einer 4 cm langen Hypotenuse, 4
b) einem 3 cm langen Hypotenusenabschnitt,

¢) einer 3 cm langen Hohe auf der Hypotenuse!

Konstruiere Dreiecke ABC, fiir die die folgenden Stiicke

gegeben sind!

a) a=42mm;y + f =125 h, = 2,4 cm T
b) ¢ = 25 mm; & + B = 154°; s, = 34 mm i3
Erginze die folgende Tabelle nach Berechnung der fehlenden GréBen der Kreise!

8 | b) [ o d [ e | H e b)

r 20 cm | 17,2 m 518 em
d 50 em 548 m
u 100 cm 15,7 m 658 m
Fiihre folgende Berechnungen an Kreisen durch!
a) Gegeben: b = 52,3 cm; o = 4,8° b) Gegeben: b = 12 cm; r = 12 cm
Gesucht: r, d, u Gesucht: d, u, «
Berechne fiir die Kreise mit den folgenden Flacheninhalten jeweils r, d und u!
a) 47,3 cm? b) 1 m? ¢) 1km? d) 4,52 cm? e) 73,14 mm?
Berechne fiir die Kreise mit den folgenden Umféingen jeweils r, d und A!
a) 153 m b) 12,47 dm c) 12,5 cm d) 30,72m e) 7,1 ecm
Der Umfang einer Maschinenwelle betragt 1365 mm. Wie groB ist ihr Durchmesser ?
In einer Giirtnerei wird der Boden durch Ber P kiinstlich bewassert. Wie groB

ist die kreisformige Fliche, die beregnet wird, wenn derr Wasserstrahl 10 m weit reicht ?

Die Seite einer quadratischen Marmorplatte miBt 89 cm. Aus ihr wird die groBtmagliche
Kreisflache als Tischplatte ausgeschnitten, Berechne
a) die Tischfliche, b) den Abfall! ¢) Wieviel Prozent betriigt der Abfall?

Die GST benutzt zum Pistolenschieen Scheiben, auf denen 10 Ringe angebracht sind. Der
auBere Durchmesser des &uBleren Ringes betriigt 50 cm, die duBeren Durchmesser zweier
b hbarter Ringe heiden sich um den Durchmesser des Kreises im Zentrum der
Scheibe. Wie groB ist der duBere Durchmesser der ,,7*?




g) Stereometrie

. Nenne pri ische G inde aus einem Kl aus einer Wohnung und solche, die

du beim UTP kennengelernt hast!

. In Bild g 1 sind vier Kérper in senkrechter Zweitafelprojektion dargestellt. Welche Bilder

stellen Prismen dar ? Begriinde!
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. Berechne das Volumen der Quader mit den folgenden Kantenlingen! gl

a) a=4cm;b=52cm;c=38cm

b) a=512mm; b= 83,4cm;c= 0,707 m
¢) a=43mm; b= 4,7 cm; ¢ = 0,45 dm
d) a =708 cm; b = 312 mm; ¢ = 0,503 m

. Wie groB ist der Inhalt der Grundfliche eines Quaders mit dem folgenden Volumen und der

folgenden Korperhohe ?
a) ¥V=512cm?; h = 81,2 mm b) V=478 cm®; h = 57,8 mm

. Wie lang ist die dritte Kante in einem Quader, wenn

a) V=2874cm? a=>53cm; b=47cm;
b) ¥V =712 mm?; Ag = 14,24 cm??

. Wie groB ist das Volumen eines Quaders mit den folgenden K li lichen mit dem
Volumen des Quaders mit den Kantenléngen a, b, ¢ ?
a) 2a,b,c ¢) a, 2b, ¢ €) a, b, 2¢ g) 2a, 2b, ¢ i) a, 2b, 2¢
Doathie  Hadi  Dlabi Ml 0 eidiL

. Berechne das Volumen eines Wiirfels mit der folgenden Kantenlinge!

a) 0,43 cm b) 7,8 ecm c) 0,84 m d) 354 cm €) 10,1 cm

. Berechne das Volumen eines Wiirfels, wenn die Grundfliche den folgenden Inhalt hat!

a) 0,49 cm? b) 8,1 cm? ¢) 77 cm? d) 55,4 m? e) 10,1 cm?

. Wie dndert sich das Volumen eines Wiirfels, wenn man seine Kantenlingen

a) verdoppelt, b) verdreifacht, ¢) halbiert, d) verzehnfacht, ¢) auf den zehnten Teil reduziert ?

. In Bild g 2 auf Seite 186 ist ein Prisma mit einem rechtwinkligen Dreieck als Grundfliche

in Kavalierperspektive dargestellt. Wie groB ist sein Volumen, wenn folgendes gilt:

a) a=48cm; b= 73cm; ¢ = 10,4 cm d) a=157mm; b= 238cm; c= 0,478 m
b) a =40,3cm; b =458 mm; ¢ = 0,704 m e)a="T4cm; b="74cm; c=T,4cm
¢c)a=p;b=2p;c=p f)a=2p; b=2p;c=2p
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Li. Im Bild g 3 ist ein dreiseitiges Prisma in Kavalierperspektive dargestellt. Wie groB ist sein
Volumen, wenn folgendes gilt ?
a)g=>53cm; h=4,1cm; | = 20,8 cm d)g=47mm; h =28mm; | = 103 mm

b) g = 24,7mm; h = 8,12 cm; e)g =604 mm; h = 6,71 cm; | = 0,407 m
= 0,031 m fh=2g;1=3g
)g=h=1

12, Berechne jeweils das Volumen und die Masse der in den Bildern g 4a bis e dargestellten Pris-
men! Die Kantenlingen sind in Millimeter angegeben, und das Material sei Stahl. Entnimm
die Dichte dem Tafelwerk!
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13. Berechne in der folgenden Tabelle die fehlenden GréBen!
! a) b) c) d) e) f)
Art des Prismas fiinf- drei- Quader | Wiirfel | acht- sechs-
seitiges | seitiges seitiges | seitiges
Inhalt der Grundfliche | 512 mm? 38 cm? | 6,25 m? 3y
Héhe des Prismas 10,3cm | 0,48 m 17,4 cm
Volumen des Prismas 7020 em? 0,38 dm? 1,00 m? % x'y
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14. Berechne den Oberflicheninhalt fiir die Prismen, von denen folgende Angaben vorgegeben

sind!

a) Quader: a = 4cm; b= 52 cm; €) Wiirfel: a = 0,84 m
c=38cm ) Wiirfel: a = 35,4 m

b) Quader: a = 43 mm; b = 4,7 cm; 8) Wiirfel: A; = 0,49 cm?
¢ = 0,45 dm h) Wiirfel: 4z = 8,1 cm?

¢) Wiirfel: a = 0,43 em i) Wiirfel: 4 = 77 cm?

d) Wiirfel: a = 7,8 m k) Wiirfel: Ag = 55,4 cm?

15. Berechne den Inhalt der Oberfliche fiir die in den Bildern g 4a bis e dargestellten Prismen!

16. Von einem gerad iszylinder sind folgende Stiicke gegeben bzw. gesucht!
2) Gegeben: r = 3,4 cm; h = 7,8 em d) Gegeben: d = 126 mm; h = d
Gesucht: d, Ag, Ay, Ao, V Gesucht: r, Ag, Ay, Ag, V
b) Gegeben: d = 4,8 cm; ¥ = 100 cm® ) Gegeben: A; = 691 cm?; h = 15,3 cm
Gesucht: Ay, Gesucht: App, V'
c) Gegeben: Ap = 0,84 m?; r = 12 cmn f) Gegeben: Ap = 74,3 mm?; r = 0,54 cm
Gesucht: Ay, V' Gesucht: V
17. Der Inhalt der Mantelfliche eines Zylinders 18 Der Inhalt der Mantelfliche eines Zylinders
sei 1 dm?, Seine Hohe sei genauso lang wie sei 1 dm?. Seine Hohe sei genauso lang wie
sein Radius, Berechne ¥ und A,! sein Durchmesser. Berechne ¥ und 4,!

19. Von einem Hohlzylinder sind die folgenden MaBe gegeben. Berechne jeweils das Volumen und
den Oberflicheninhalt!
a)r,=53cm;r,=48cm; h=11,7cm ©)d,=1718m;dy =17,7m; h = 22,5m-
b) r,=0,72mir,—r,=0,02m;h=18m 9 r,=145cm; d, =288 em; h =512mm

20. a) Berechne fiir den Korper im Bild g 5a  21. ) Berechne fiir den Korper im Bild g 5b
das Volumen! das Volumen!.
Anleitung: Der Korper setzt sich aus Anleitung: Der Kérper setzt sich aus
Quadern zusammen. s Quadern zusammen.
b) Berechne die Masse des Korpers, wenn b) Berechne die Masse des Kérpers, wenn
sein Material Stahl ist! sein Material Stahl ist! .
¢) Berechne die Masse des Korpers, wenn ) Berechne die Masse des Korpers, wenn
sein Material Aluminium ist! sein Material Kupfer ist!
Entnimm die Dichten fiir Stahl und Entnimm die Dichten fiir Stahl und
Aluminium dem Tafelwerk! Kupfer dem Tafelwerk!
B o
N
20 9l 9.9
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22. Ermittle die Masse und das Volumen des im Bild g 6 dargestellten geraden Prismas aus Stahl!

23. Das Becken eines Schwimmbades hat die Form eines Quaders mit den MaBen 50m X 20m X 3m. ~
Bestimme, in welcher Zeit das Becken bis zu einer Hohe von 2,8 m mit Wasser gefiillt wird,
wenn dem Becken in 1 Minute 6,7 m® Wasser zuflieBen!
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. Ein FluBbett hat an einem Beobachtungsort im Quer-

5. Ein Werkstiick aus Graugu (g =12

schnitt dié Form und die MaBe, wie sie im Bild g 7
angegeben sind (MaBangaben in mm). Die Stromungs-

geschwindigkeit betrigt 2 kTm Bestimme, wieviel

Kubikmeter Wasser an dieser Stelle wihrend einer
Minute passieren!

. Wieviel Milliliter Wasser fassen folgende Standzylinder ?

a)d=20cm; h = 12,0 cm ¢)d=25cm; h = 18,0 cm
b) d = 3,2 cm; h = 26,0 cm d) d=4,0cm; h = 190 mm
. Ein zylindrischer Brunnen soll gegraben  27. Ein zylinderformiges Gefi ist 4,00 m hoch

werden (d = 1,50 m). und hat einen Durchmesser von 1,40 m.

a) Wieviel Kubikmeter Erdreich sind aus- Wieviel solcher GefiBe werden in einem
zuschachten, wenn man 12 m tief gra- Chemiewerk benétigt, um 46 m? Salzsiure
ben muf3 ? zu lagern ?

b) Wieviel Fuhren sind das, wenn 1 Wagen
2 m? falt?

Bis zu welcher Hohe fiillt 1 Liter Wasser ein Gefi von der Form eines Zylinders,
wenn der Radius des Zylinders a) 4 cm, ) 5 cm betragt ?

. Ein Rechteck mit den Seiten a und b wird um die Seite a gedreht. Wie gro8 sind Volumen und

Oberfliche des entstandenen Zylinders?
a) a=9cm;b="Tcm b)ya=15em;b=18cm ¢)a=6cm;b=6cm

. Ein 6,00 m langes Kupferrohr hat einen duBleren Durchmesser von 36 mm, einen inneren

Durchmesser von 30 mm. Berechne a) seinen Querschnitt, b) seine Masse! (Entnimm die
Dichte dem Tafelwerk!)

. Du fiillst in 3 Standzylinder mit den lichten Weiten ») d = 2,8 em, h) d = 3,4 cm,

¢) d = 4,1 cm je 75 cm® Wasser. Wie hoch steht das Wasser in jedem Zylinder ?

. PaBt ein FaB, dessen groter Umfang 7 m betrigt, durch eine 2 m breite Kellertiir?

33. Ein zylinderformiger Silo einer LPG ist 4,2 m hoch und hat einen Durchmesser von 3,5 m.

a) Wie groB ist sein Volumen ?
b) Wieviel Tage reicht der Inhalt, wenn tiglich 0,25 m? Futter verbraucht werden ?

Eine Anschlagsiule hat einen Durch von 1,40 m und ist iiber dem Sockel 2,50 m hoch.
Wie groB ist die Fliche zum Bekleben ?

cm?
Form eines Zylinders. Dessen Durchmesser betragt 25 cm, die Hohe 20 cm. Berechne die
Masse des Werkstiickes! Wieviel Prozent betrigt der Bearbeitungsabfall ?

L ) mit der Masse 80 kg erhalt durch Bearbeitung die

Aus einem Kupferbarren (100 mmX 100 mm X 700 mm) wird Kupferdraht hergestellt. Be-
rechne die Lange, wenn der Durchmesser a) 6 mm, 1) 0,08 mm betriagt!

. Wieviel Kilogramm wiegt der Bleimantel eines Kabels von 3,000 km Linge und einer Wand-

dicke von 3 mm ? Der Durchmesser des Kabels ohne Mantel betrage 44 mm, die Dichte von
Blei ist dem Tafelwerk zu entnehmen.

Der Mantel eines Zylinders betragt 200 cm?. Kann der Umfang der Grundfliche 400 cm lang
sein ?

Berechne das Volumen und die Masse der Werkstiicke aus Stahl in den Bildern g 8a bis e!
(MaBangaben in Millimeter, die Dichte ist dem Tafelwerk zu entriehmen.)
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Aufgaben zur Ubung und Wiederholung
1. Berechne die Kantenlingen der Grundfliche eines Quaders, wenn die Grundfliche quadratisch
sein soll und folgendes gilt!
a) V=512em®; h="7,5cm; b) ¥=478cm?*; h=59cm; ¢) V=712mm?; 4;=14,24cm?
2. Wie dndert sich das Volumen eines Wiirfels, wenn man den Inhalt seiner Grundfliche vervier-
facht ?

3. Berechne von folgenden Prismen jeweils ¥ und A4,!

a) Quader: @ = 552 mm; b = 85,4 cm; ¢) Wiirfel: a = 10,1 cm
¢=0,707m d) Wiirfel: A = 10,1 cm?

b) Quader: a = 70,8 cm; b = 26,5 cm;
¢ = 0,402 m

4. Von einem geraden Kreiszylinder sind folgende Stiicke ben bzw. gesucht!

a) Gegeben: r = 13 mm; ¥ = 1,06 cm3 ¢) Gegeben: d = 15cm; h = 2 cm
Gesucht: d, Ag, h, Ay, A Gesucht: r, Ag, Apy, Ao, V

b) Gegeben: r = 2,5 cm; h = 60,0 cm d) Gegeben: d = 12 cm; ¥ = 500 cm?®

Gesucht: Ag, V Gesucht: Ag, Ay,

5. Ermittle jeweils das Volumen und die Masse der in den Bildern g9a und b dargestellten
Korper!
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Blei (9 =134 757) Kupfer (.o~' 89 E/%])
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6. Im Bild g 10 ist das Netz einer derférmigen Sch 1 ben. Ermittle nach den gegebe-

nen MaBen ihr Volumen und den Flicheninhalt der Seltenﬂuchen'

7. Im Bild g 11 ist der Qi hnitt einer Erdaufschiittung gegeben. Wieviel Kubikmeter Erde
entfallen auf einen laufenden Meter der Aufschiittung ?
* Wieviel Fahrten mit 6 m® f den Lkw sind erforderlich, wenn die Erdaufschiittung
324 m lang ist ?
8. Ein Stiick Blech soll zu Wellblech, dessen Q hnitt sich aus aneinandergefiigten Halbk

sen mit dem Radius r = 2 (3; 3,5; 4; 5) cm zusammensetzt, geformt werden.

a) Fertige dazu eine Zeichnung an, und berechne (r = 2 cm) wieviel Meter glattes Blech man
zu 1 m Wellblech braucht!

b) Untersuche, ob man Blech spart, wenn man der Rechnung einen anderen der angefiihrten
Radien zugrunde legt!

2} 800 2 g1l

120
o

430
250

g 10

9. Stelle zwei Zylinder mit gleichem Volumen in senkrechter Zweitafelprojektion dar, bei denen
sich die Durchmesser der Grundfliche wie 1:2 verhalten!
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