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Erlduterungen zur Arbeit
mit diesem Buch

Das farbige Griffregister auf dem AuBenrand der Seiten
dient dem bequemen und schnellen Auffinden der ein-
zelnen Kapitel. Auf dem Vorsatz findest du hierzu eine
Ubersicht iiber die einzelnen Kapitel.

Jedes Kapitel ist durch Zwischeniiberschriften und
durch eine fortlaufende Numerierung mit schwarzen
halbfetten Ziffern auf dem linken Rand in kleine Ab-
schnitte untergliedert, die als Lerneinheiten anzusehen
sind.

Innerhalb der Lerneinheiten werden die Beispiele,
Ubungen und Definitionen durch folgende blaue Mar-
ken gekennzeichnet:

Definitionen und Sitze p
Beispiele [ ]
Ubungen [}

Dabei werden mit vollen Dreiecken solche Defini-
tionen und Sitze gekennzeichnet, die du dir fest ein-
prigen muBt.

Durch die Ziffern in den blauen Marken werden auch
die Ubungen, Beispiele und Sitze numeriert.
Samtliche Numerierungen werden jeweils durch ein
Kapitel fortlaufend gefiihrt. Zu Beginn eines jeden
Kapitels beginnen dann alle Numerierungen von
neuem.

Hinweise auf Lerneinheiten (Abschnitte), Beispiele usw.
werden im laufenden Text mit dem Buchstaben des
betreffenden Kapitels angegeben. Zum Beispiel:
Abschnitt C 23 ist die Lerneinheit 23 des Kapitels C,
Beispiel D 5 ist das Beispiel 5 im Kapitel D,

Ubung A 13 ist die Ubung 13 im Kapitel A,
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Der Variablenbegriff

1

Wir betrachten die Menge aller Stidte des Bezirks Rostock und legen fest, daff
eine beliebige Stadt des Bezirks Rostock mit dem Zeichen X bezeichnet werden
soll. Das Zeichen X steht also fiir die Stadt Greifswald oder fiir die Stadt Wismar
oder fiir die Stadt Stralsund usw.
Aus dem Satz:

Die Einwohnerzahl von X ist kleiner als eine Million,
kann man durch Einsetzen fiir X die Siitze erhalten:

Die Einwohnerzahl von Greifswald ist kleiner als eine Million,

die Einwohnerzahl von Wismar ist kleiner als eine Million,

die Einwohnerzahl von Stralsund ist kleiner als eine Million usw.
Fiir das Zeichen X konnen wir nach unserer Vereinbarung jede beliebige Stadt

des Bezirks Rostock einsetzen. X ist in unserem Beispiel ein Zeichen fiir eine

beliebige Stadt des Bezirks Rostock.

Wir betrachten die Menge aller ebenen geometrischen Figuren, die geradlinig
begrenzt sind. Wir kénnen z. B. feststellen:

Ein Dreieck ist eine ebene, geradlinig begrenzte Figur,
ein ebenes Viereck ist eine ebene, geradlinig begrenate Figur,
ein ebenes Zehneck ist eine ebene, geradlinig begrenzte Figur usw.

Wir vereinbaren, daB wir eine beliebige ebene, geradlinig begrenzte Figur mit
F bezeichnen wollen. Dann gilt also:

F ist eine ebene, geradlinig begrenzte Figur,




p

Fiir F konnen wir jede Figur einsetzen, die eben und geradlinig begrenzt ist.
F ist in diesem Beispiel ein Zeichen fiir eine beliebige ebene, geradlinig be-
grenzte geometrische Figur.

Wir betrachten die Menge aller natiirlichen Zahlen:
0 ist eine natiirliche Zahl,
1 ist eine natiirliche Zahl,
2 ist eine natiirliche Zahl usw.
Fiir natiirliche Zahlen gilt der Satz:
Das Doppelte jeder natiirlichen Zahl ist eine gerade Zahl.
Verwenden wir das Zeichen a fiir eine beliebige natiirliche Zahl, so lautet
der Satz: 2 a ist eine gerade Zahl.
Ganz gleich, welche natiirliche Zahl fiir a eingesetzt wird, stets gilt dieser Satz.

a ist nach unserer Vereinbarung ein Zeichen fiir eine beliebige natiirliche Zahl.

In den Abschnitten 1 bis 3 haben wir lateinische Buchstaben verwendet, um
beliebige El te einer vorgegeb Menge zu bezeichnen.

3 O 1
Zeichen fiir beliebige E

Variablen.

Beim Gebrauch von Variablen muBt du dir stets Klarheit iiber den Bereich ver-
schaffen, aus dem die Elemente entnommen werden, die man durch Variablen
bezeichnet.

aus einem fest vorgegebenen Bereich nennt man

Zahlenbereiche

5

Der Bereich der natiirlichen Zahlen

Wir wollen kiinftig natiirliche Zahlen 0, 1, 2, 3, ... durch kleine lateinische
Buchstaben bezeichnen. Die GesetzmiBigkeiten der Addition und Multiplika-
tion von natiirlichen Zahlen konnen mit Hilfe dieser Bezeichnungsweise kurz
gefaBt werden.

Kommutationsgesetz der Addition:
a+b=b+a
In einer Summe darf man die Reihenfolge der Summanden vertauschen.

Diese Beziehung gilt stets, ganz gleich, welche natiirlichen Zahlen fiir @ und b
eingesetzt werden.

345=>5-43; 3451+ 1001 = 1001 4 345
Assoziationsgesetz der Additien:
(a+b)+c=a+(b+c)=a+b+c

In einer Summe darf man die Summanden in beliebiger Reihenfolge zusammen-
fassen.



Diese Beziehung gilt stets, ganz gleich, welche natiirlichen Zahlen fiir a, b und ¢
eingesetzt werden.

B4+5)+T=3+(6+7=3+5+7;
24+1)+33=2+(1+33)=2+1+33
Addition der Zahl 0:

a+0=a

Wird zu einer natiirlichen Zahl die Zahl Null addiert, so erhalten wir die
urspriingliche Zahl.

540=5; 10140 =101

Kommutationsgesetz der Multiplikation:

In einem Produkt darf man die Reihenfolge der Faktoren vertauschen.
a:b=b-.a

3:7=7-3; 23-54=54-23

Assoziationsgesetz der Multiplikation:

In einem Produkt darf man die Faktoren in beliebiger Reihenfolge zusammen-
fassen.

(a*b):c=a-(brc)=a+b-.c
3:7:9=3-(7+9)=3:7-9;(10-5)-15=10-(5-15) =10-5-15
Multiplikation mit der Zahl 1:

Wird eine Zahl mit 1 multipliziert, erhilt man als Produkt die urspriingliche
Zahl.

a-l=a

6-1=06; 3426-1=3426; 0-1=0

Distributionsgesetz:

Wird eine Summe mit einer Zahl multipliziert, so wird jeder Summand mit
dieser Zahl multipliziert und die Summe der Produkte gebildet.

a.(x+y)=a-x+a-y
3:(74+8=3-7+3-8; 15-(124+4)=15-12+4+15-4
Stelle einige wichtige Gesetze fiir die Addition und Multiplikation im Bereich

der ganzen Zahlen zusammen! Verwende als Variablen (in diesem Fall Zeichen
fiir ganze Zahlen) kleine lateinische Buchstaben!

Der Bereich der rationalen Zahlen

Auch rationale Zahlen werden mit kleinen lateinischen Buchstaben be-
zeichnet.
Wir legen nunmehr fest:

Falls nichts anderes gesagt wird, sind ab jetst kleine lateinische Buchstaben

7
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stets Zeichen fiir belicbige rationale Zahlen. Fiir die Variablen a, b, ¢, ..
%, ¥, z kénnen also beliebige rationale Zahlen eingesetzt werden.

In der siebenten Klasse haben wir gelernt:

Jede rationale Zahl LiBt sich in der Form *- darstellen, wobei p und g ganze

und teilerfremde Zahlen sind und g 3 0 ist.

Fiir die Addition von rationalen Zahlen gelten folgende GesetzmiBigkeiten:

Kommutationsgesetz: at+b=>b+a
Assoziationsgesetz: (@+b)+c=a+0b+c)=a+b+ec
Addition der Zahl 0: a+0=a

Fiir die Multiplikation von rationalen Zahlen gelten folgende GesetzmiBig-
keiten:

Kommutationsgesetz: a-b=b-a
Assoziationsgesetz: (@a-b):c=a-(b-c)=a-b-c
Multiplikation mit 1: a:-l=a

Distributionsgesetz: a (x+y)=a-x+a-y

Gib fiir jede dieser GesetzmaBigkeiten fiinf Beispiele an, indem du fiir die Varia-
blen beliebige rationale Zahlen einsetzt!

Addition und Subtraktion von Variablen

7

Vielfache von Variablen

Um bestimmte GesetzmiBigkeiten fiir das Rechnen mit rationalen Zahlen zu
beschreiben, verwenden wir als Variablen ebenfalls kleine lateinische Buch-
staben.

Dabei bezeichnen wir unterschiedliche rationale Zahlen, die in ein und dem-
selben Zusammenhang auftreten, durch unterschiedliche Variablen und gleiche
rationale Zahlen durch gleiche Variablen.

Umgekehrt kénnen wir jedoch fiir unterschiedliche Variablen gleiche rationale
Zahlen einsetzen, wihrend wir fiir gleiche Variablen die gleiche rationale Zahl
einsetzen.

Wir wollen die durch folgende Beispicle angegebene GesetzmiBigkeit allgemein
ausdriicken.

34+3=2-3 Wir verwenden die Variable a, um diese
54+5=2-5 GesetzmiBigkeit anzugeben:
l_*_l:g.l a+ta=2a.

44 4 (Bei Verwendung von Variablen wird
(—0,6) + (—0,6) =2+ (—0,6) hiufig das Multiplikationszeichen weg-
17,9 + 17,9 =2-17,9 gelassen.)



Wir kinnen die gleiche GesetzmaBigkeit auch angeben, indem wir andere Vari-
ablen verwenden, z. B.:

b+b=2b oder

x4+ x =2x usw.

Es ist gleichgiiltig, welche Variable wir zur Formulierung dieser GesetzmiiBig-
keit verwenden.

a) Gib fiinf Beispiele fiir die folgende Bezichung an!

at+a+a=3a
b) Gib weitere Méglichkeiten fiir die Beschreibung dieser GesetzmiBigkeit an!
Wir wollen die folgende Aufgabe allgemein ausdriicken und Beispiele an-
fiihren:

Das Dreifache einer rationalen Zahl und das Zweifache einer anderen rationalen
Zahl sollen addiert werden.

Wir verwenden fiir die erste rationale Zahl die Variable a.

Da die zweite rationale Zahl von der ersten verschieden sein soll, bezeichnen
wir sie mit b. Fiir die Summe erhalten wir dann: 3 a + 2 b.

a b 3a+2b
M 5 19
@ + 0,6 18
@ | —o1 ~1
@) 3 1 1
G| —02 | —03 | —12

Wir bilden Summen aus mehreren gleichen Summanden.

at+a=2a
a+a-t+a=3a

at+at+a-ta=4a

% 5 Die Zahl n, die hierbei angibt, wie oft die
_ Zahl a als Summand steht, ist eine beliebige
M =ha natiirliche Zahl.
""...',2‘:?“.'}.'.'?..'32.’.,1'1;5"“ n a heift das n-fache von a.

Gib fiir die folgenden Behauptungen je fiinf Beispiele an!

a)x+x+...+zx=nx by mr=r+4r+... 4r
! i
n-Summanden natiirliche Zahl natiir-  m-Summanden
liche
Zahl
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Die natiirliche Zahl n, die in der Beziehung a + a4+ a+ ... 4 a=na angibt,
wie oft eine Variable a als Summand steht, nennen wir Koeffizient.

Aufgaben A 1 bis 14

Addition von Variablen

Treten in einer Summe gleiche Variablen mit ganzzahligen Zahlenfaktoren auf,
so kénnen wir die Summe vereinfachen.

3a+2b+4a+b

Da a und b Variablen fiir rationale Zahlen sind und fiir die Addition rationaler
Zahlen das Kommutationsgesetz gilt, kénnen wir schreiben:
3a44a+4+2b+0b.

Wir nennen diesen Schritt kiinftig: Ordnen.

Diese Summe kénnen wir vereinfachen, denn 3 ¢ bedeutet, daB a dreimal als
Summand steht, und 4 a bedeutet, daB a viermal als Summand steht. Fiir b
gilt das Entsprechende.

3a+4a+2b+b=at+at+a+ta+tatata+t+btb+b
=a+a+t+at+at+atata+b+b+b

3a+4a+2b+b= Ta + 3b

Wir erhalten also:3a +-2b+4a+b=7a+3b.

Wir haben hierbei gleiche Variablen mit ganzzahligen Zahlenfaktoren addiert,

indem wir ihre ganzzahligen Zahlenfaktoren, also die Koeffizienten, addiert

haben. Als Ergebnis erhalten wir somit eine Variable, deren Koeffizient die

Summe aus den einzelnen Zahlenfaktoren darstellt. Der Zahlenfaktor 1 von
Variablen braucht nicht geschrieben zu werden.

Treten in einer Summe gleiche Variablen mit rationalen Zahlenfaktoren auf,
so konnen wir nicht immer sagen, dal die Zahlenfaktoren in den einzelnen Sum-
manden angeben, wie oft die Variablen als Summanden stehen.

Wir legen aber fest, daB wir auch diese Zahlenfaktoren zum Unterschied zu
den Variablen Koeffizienten der Variablen nennen.

Die Addition von Variablen mit beliebigen rationalen Koeffizienten erfolgt
dann wie im Beispiel 3.

06a+(—3)b+0T5a+5b=

Ordnen:

Il

0,6a+075a+(—3)b+3b

Zusammenfassen: = 1,35a + (—25)b

Subtraktion von Variablen

Bei der Subtraktion gleicher Variablen mit rationalen Koeffizienten kénnen
wir auf entsprechende Weise verfahren, wie wir aus folgender Ubung er-
kennen.
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12

13

Esist die Differenz 7,2 x — 2,1« % 72%—21% (12—«
zu bilden.
Ubertrage dazu die nebenste- 1
hende Tabelle in dein Heft und 9.5
vervollstindige sie! - i}
3

Gleiche Variablen werden addiert (subtrahiert), indem man ihre Koeffizienten
addiert (subtrahiert).

Die Summe 7a +48,16—12a—17—0,1a—20,15 -+ 36 ist zu verein-
fachen.
Ta+481b—12a—17—0,1a—20,1b + 36 =
Ordnen: =T7a—12a—0,1a+481b—20,1b—17 + 36
Zusammenfassen: = —5,1a +28b + 19
Aufgaben A 15 bis 26

Addition und Subtraktion von Summen
Bei der Addition von Summen oder Differenzen schlieBt man diese in Klammern
ein. Die Klammern geben an, welche Summanden zuerst zusammengefaBt
werden sollen. Sind keine Variablen enthalten, so kann diese Reihenfolge auch
stets eingehalten werden.
Zu der Zahl 15 sollen die Summen 12 + 9 — 3 und 17 + 3 addiert werden.
15+ (12 +9—3) + (17 + 3) =
=15+ 18 + 20 =53

Treten bei der Addition von Summanden Variablen auf, so mu8 man die Klam-
mern auflésen. Hierbei wendet man das Assoziationsgesetz der Addition an:
(@+b)+c=a+(b+c)=a+ b+ c.Stehtalso vor der Klammer ein Plus-
zeichen, so kénnen wir die Klammern weglassen. Diese GesetzmiBigkeit gilt
auch, wenn in der Klammer mehr als zwei Summanden stehen.

Uberpriife diese GesetzmaBigkeit fiir

a) 5a+(7Tb+3a)=5a+7b+3a und

b) 5¢a+(7b—3a)=5a+7b—3a,

indem du fiir die Variablen rationale Zahlen einsetat!

Ubertrage die Tabelle hierzu in dein Heft! Die dritte und die fiinfte Spalte
berechne nach dem Einsetzen wie in Beispiel 6!

a b 5a+(7b+3a)| 5a+7b+3a [5a+ (7b—3a) Sa+7b—3a

2 1
—9 | 2
1 1
|7

—0,1 2
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15

‘Wenn vor einer Kl ein Pl ichen steht, so kann die Klammer weg-

gelassen werden. a + (b +c)=a+b+c; a+ (b—c)=a+b—c

Die Summe 1,5 x 4 3,2 y, die Differenz 2,5 x — 3,1 y und 2 y sind zu addieren.
1,5x+32y) +25x—3,1y) +2y

Wir lésen die Klammern auf und fassen gleiche Variablen zusammen.
152+32y +25x—31ly+2y=4x+21y

Auch fiir die Subtraktion von Summen bzw. Differenzen gilt stets, daB zuerst
die Operationen in den Klammern auszufiihren sind.

23—(1144)=23—15= 8; 23— (11—4) =23 —7=16
Treten bei der Subtraktion von Summen Variablen auf, so miissen wir die

Klammern wieder auflésen. Hierbei hilft uns das Assoziationsgesetz nicht,
denn es gilt nur fiir die Addition.

Einen Weg fiir das Auflssen der Klammern soll uns die Ubung 7 zeigen. Dabei
sind vier Fille zu unterscheiden:

@D)a—@GB+e); a—(b—c); B)a—(—b+c); BDa—(—b—c)
Ubertrage die folgenden Tabellen in dein Heft und erginze sie!

1) a— (b +¢):
a b c (b+c) a—(b+e¢) a—b—c
27 6 7
— 113 96 5
10 —2 9
12 —6 —5,1
2)a—((b—o):
a b c b—c) a—(b—c) a—b+4c
27 6 7
—113 96 5
10 —2 9
12 —6 —5,1
B)a—(—b+o:
a b c (—b+c¢) a—(—b+c) at+b—c
27 6 7
— 113 96 5
10 —2 9
12 —6 —5,1
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@) a—(—b—o):

a b c (—b—c¢) a—(—b—c¢) a+b+c

27 6 (]
— 113 96 5

10 —2 9

12 —6 —5,1

Aus der Ubung 7 erkennen wir, daB wir bei der Subtraktion eine Klammer
auflésen konnen, indem wir an Stelle aller Pluszeichen, die in der Klammer
stehen, Minuszeichen und an Stelle aller Minuszeichen, die in der Klammer
stehen, Pluszeichen setzen. Wenn unmittelbar vor einer Variablen kein Zeichen
steht, so hat man sich dort ein Pluszeichen zu denken.

Wenn vor einer Kl ein Mi ichen steht, so muB man beim Auflésen
der Klammer die Plus- und Mi ichen in der Kl in die entgegen-
gesetzten veriindern.

a—(b+c)=a—b—c; a—(b—=c)=a—b+c

a—(—b+c)=a+b—c; a—(—b—c)=a+b+c
Diese GesetzmiiBigkeit gilt auch, wenn in einer Klammer mehr als zwei Sum-
manden stehen.
Die Klammern in der folgenden Aufgabe sind aufzulssen.
5a+7b—(10a—8b—3¢)=5a+7b—10a48b+4 3¢
=—5a+4+15b+3¢
Aufgaben A 27 bis 31

Setzen von Klammern

Man kann auch Klammern setzen.

Soll vor der Klammer ein Pluszeichen stehen, so diirfen die Summanden einer
Summe in beliebiger Weise durch Klammern zusammengefa8t werden. Das
folgt aus dem Assoziationsgesetz: @ +b + ¢ =4a 4 (b 4 ¢) = (a + b) + c.
Auch mehr als zwei Summanden diirfen durch Klammern zusammengefaBt
werden, wenn vor der Klammer ein Pluszeichen stehen soll.

In der Summe 3a +4b+17¢+ 7Ta + 5b 4 4 ¢ sollen die ersten drei Sum-
manden und die letzten drei Summanden zusammengefaBt werden. Vor den zu
setzenden Klammern sollen Pluszeichen stehen.

3a+4+4b+17Tc+Ta+5b+4c=0Ba+4b+17¢)+ (Ta+5b -+ 4c)

Man kénnte auch andere Summanden zusammenfassen, z. B.:

3a+4b+17c+Ta+5b+4c=(Ba+4b)+17c+ (Ta+5b+4c¢)
=3a+4+4b+4+17c+T7a+5b) +4c

Soll vor einer zu setzenden Klammer ein Minuszeichen stehen, so miissen wir

13
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19

14

an Stelle aller Pluszeichen, die durch eine Klammer erfaBt werden, Minus-
zeichen setzen und an Stelle aller Minuszeichen, die durch eine Klammer er-
faBt werden, Pluszeichen setzen.

‘Wenn beim Setzen einer Kl vor der Kl ein Mi ick teh

soll, so muB man alle Plus- und Minuszeichen, die von der Klammer erfafit
werden, in die entgegengesetzten veriindern.

a—b—c=a—(b+c¢c); a—b+c=a—(b—c)
a+b—c=a—(—b+c); a+b+c=a—(—b—c)

In den folgenden Summen sind Klammern so zu setzen, daB davor Minus-
zeichen stehen.

3a+15b—2x—3y=3a+15b—(2x+3y).

Es gibt noch verschiedene andere Moglichkeiten, Klammern zu setzen. Gib
weitere Moglichkeiten an!

Die angegebene GesetzmiBigkeit fiir das Setzen von Klammern gilt auch fiir
mehr als zwei Summanden, die durch Klammern zusammengefa3t werden
sollen.

Das folgende Beispiel gibt zwei Moglichkeiten an.

2a—3b+4+5x—Ty+33=Q2a—3b)—(—5x+T7y—32)=
=—(—2a+4+3b)4+5x—Ty+33)
Aufgaben A 32 bis 41

ZUSAMMENFASSUNG

Klammer auflésen

Steht ein Pluszeichen vor der Klam-
mer, liBt man diese einfach weg.
Steht ein Minuszeichen vor der Auflésen der Klammer >
Klammer, verindert man die Plus-
und Minuszeichen in der Klammer a+@0b+c) =a+b+tec
in die entgegengesetzten und laBt _ - —
die Klammern fort. el TgEEb=S
a—(b+c¢c) =a—b—c

Klammer setzen a—((b—c) =a—b+ec
Soll ein Pluszeichen vor der Klam- a—(—b+c)=a+b—c
mer stehen, so setzt man einfach die o—(—b—it)=aLbfe
Klammer.
Soll ein Minuszeichen vor der Klam-

S der Klammy
mer stehen, so verindert man alle Sen e erJ

Plus- und Minuszeichen, die in der
Klammer stehen sollen, in die ent-
gegengesetzten Zeichen.




Multiplikation und Division von Variablen

20 Multiplikation von Variablen

Rechne die folgenden Produkte mit Hilfe des Rechenstabs aus!

0,67 - 3,21 0,67 - 4,82 0,67+ 5,95
0,67 - 0,67 0,67 - 7,78 0,67 - 891
0,67 - 9,99 0,67 - 10,45 0,67 - 15,3

Alle Produkte in Ubung 8 enthalten den Faktor 0,67. Der zweite Faktor
variiert (er verindert sich). Wir hitten den Auftragin Ubung 8 auch folgender-
maBen formulieren kénnen:

Zu berechnen ist

0,67 a mit @ = 3,21; 4,82; 5,95; 0,67; 7,78; 8,91; 9,99; 10,45; 15,3.

Auch wenn beide Faktoren variieren, kann man Variablen verwenden.

Fiir die Produkte 1,12x; 2,03x; 3,72x mit x = 0,23; 0,57; 0,89; 0,93
kénnen wir schreiben:

Zu berechnen ist ax mit

a=1,12; 2,03; 3,72 und x = 0,23; 0,57; 0,89; 0,93.

21 Wird keine Einschrinkung fiir die Variablen angegeben, so gibt das Produkt a b
der Variablen a und b das Produkt zweier beliebiger rationaler Zahlen an.
Produkte, in denen Koeffizienten und Variablen als Faktoren auftreten, lassen
sich auf Grund des Kommutations- und Assoziationsgesetzes der Multiplika-
tion berechnen.

45a-2b=45-2-a-b=9ab

S——

—

S

Haufig sind Produkte zu bilden, in denen gleiche Faktoren auftreten.
In den folgenden Produkten aus drei Faktoren ist ein Faktor konstant. Die
anderen beiden variieren, sind aber innerhalb eines Produktes stets gleich.

0,72-1,23 - 1,23 0,72 - 2,48 - 2,48 0,72 - 3,61 - 3,61
0,72 - 4,67 - 4,67 0,72 - 5,89 - 5,89 . 0,721,771 -1,17

Zur Abkiirzung wenden wir die Potenzschreibweise an.

0,72 - 2,482
0,72 - 5,892

0,72 - 3,612
0,727,773

0,72 - 1,232
0,72 - 4,672

Unter Verwendung von Variablen 148t sich diese Aufgabe noch kiirzer und da-
mit iibersichtlicher formulieren, nimlich:

Zu berechnen ist
0,72 a? fiir a = 1,23; 2,48; 3,61; 4,67; 5,80; 7,77.
Entsprechend bedeutet z. B. die Schreibweise 2,5 ¥% daB die Variable y drei-

15
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mal als Faktor in dem Produkt steht. Die Variable y kommt in der dritten
Potenz vor.

Produkte, in denen gleiche Variablen mehrmals als Faktoren auftreten, fiithren
auf Potenzen.
Wir betrachten die Multiplikation gleicher Variablen im Zusammenhang:

a-a=a? umgekehrt b2=b-b
a-a-a=a® b3=b-b-b
a‘a-a-a=at b *=b-b-b-b
a-a*...a=a" b =b-b-...-b
e et
a steht n-mal b steht m-mal
als Faktor als Faktor
(gelesen: a hoch n) (gelesen: b hoch m)

In der Potenz a® nennt man die Variable a die Basis und die Variable n den
Exponenten.
a) x°2,7x-3x°3,5y-2y =27-3-35-2-x x5y y
= 56,73 y?
b) 0,5v2+2,2s-5 w203+ 1052 - w?
—0,5-2,2-5-2-10-s-52 v+ 0% wd - 103
=110s s s vV VUV W W W W W W
= 110 s3 - v5 - w®

Bei der Berechnung eines Produktes konnen Aufgaben der folgenden Art auf-
treten: (—1,5a2) - (4 2,7x%) - (— 232).
Setzt sich das Produkt aus zwei Faktoren zusammen, so treten folgende
Fille auf:
(1) (+a) - (+b) = +ab, (3) (+a) - (—b) = —ab,
@) (—a)- (—b) = +ab, ~  (4) (—a):(+b) =—ab.
Bei mehr als zwei Faktoren miissen wir das Vorzeichen schrittweise er-
mitteln.
Das Produkt (—1,5a2) -2 (—b)-0,5(—w?) - 3a® ist zu berechnen. Zuerst
bestimmen wir das Vorzeichen des Produktes.
Dann wenden wir das Kommutations- und Assoziationsgesetz an.

(—1,5a%) -2 (—b)- 0,5 (—w?) -3a®=—(L5a%-2b- 05w’ 3a°) =
=—(1,5-2:05-3-a%a%-b-w’) = —45a°bw?

Division von Variablen

Berechne die folgenden Quotienten mit Hilfe des Rechenstabs!

3,25:0,88 3,25: 0,92 3,.25: 1,27
3,25:2,39 3,25: 3,71 3,25: 4,66
3,25:5,55 3,25:10,38 3,25:15,4
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Den Auftrag in Ubung 9 kann man auch folgendermaBen formulieren:
Berechne die Quotienten 3,25: a fiir ¢ = 0,88; 0,92; 1,27; 2,39; 3,71; 4,66;
5,55; 10,38; 15,4!

In der Ubung 9 war der Dividend stets konstant,und der Divisor variierte.
In der folgenden Ubung sollen sowohl Dividend als auch Divisor variieren,
wobei wieder die Schreibweise mit Variablen angewendet wird.

Berechne a: x fiir ¢ = 10,22; 12,34; 13,7 und x = 2,35; 3,81; 4,57; 9,5!
Wieviel Aufgabeh sind das ?

Wird keine Einschrinkung vorgenommen, so gibt der Quotienta:b oder% aus

den Variablen a und b (fiir b & 0) den Quotienten zweier beliebiger rationaler
Zahlen an.

Quotienten, in denen Koeffizienten und Variablen auftreten, berechnet man,
indem man zuerst die Koeffizienten fiir sich dividiert, dann die Variablen divi-
diert und schlieBlich das Produkt aus beiden Teilergebnissen bildet.

17,6 a:2,77b

Wir bilden den Quotienten aus den Koeffizienten ;77 =~ 6,35.

Wir bilden den Quotienten aus den Variablen: T'

Wir multiplizieren 6,35 mit % und erhalten: 6,35 % .
17 6 a

17,6a: 277b— ~635

Bei Anwendungsaufgahen sind mitunter Quotienten zu berechnen, in denen im
Dividenden und im Divisor gleiche Faktoren auftreten.

Beispiele dafiir sind folgende Aufgaben:

(13,7 0,24?): (3,9 - 0,24) und (0,88 - 12,42) : (13,9 - 12,43).

Verwenden wir Variablen, um solche Aufgaben zu charakterisieren, so erhalten
wir fiir die obigen Aufgaben:

13,722: 3,92 mit x = 0,24 bzw. 0,88x2:13,9x% mit x = 12,4.

Wie wir bei der Division rationaler Zahlen gelernt haben, kann man gleiche
Faktoren im Dividenden und Divisor (im Zahler und Nenner bei Aufgaben in
Bruchform) kiirzen. Das gleiche kénnen wir beim Rechnen mit Variablen tun:
13,7 x* 13,7x 0,88 x? 0,88

= bzw. 0,88x2:13,9x3

2. — - —
13,7x2:3,9x = 3.9x 3,9 T 13,92 T 139x

Da Dividend und Divisor auch negativ sein kénnen, miissen wir bei der Aus-
fithrung der Division das Vorzeichen des Quotienten ermitteln. Dabei kénnen
folgende vier Fille auftreten, in denen jeweils b == 0 vorausgesetzt wird.

M) (+a):(+8) = +(a:b), (3) (+a):(—b) = (a:b),
@) (—a):(—b) = +(a:b), (&) (—a):(b) = (a:b).

17
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a) (—25a):5b mit b+ 0.
RS e l®
b) a:a mit a =0

5b b

a:a=%=l
c) 32,8v3w: (—23,6vw?); (v 40, w =+ 0)

3
32,80%w: (—23,60w%) = — o200

3

~—1,39 =—1,39"—a
w

w
vw?
Wegen der Ungleichheit
a a
3t
miissen wir bei der Verwendung des Doppelpunktes als Divisionszeichen zu-
sitzlich Klammern verwenden. Und zwar gilt:

%-c:(u:b)w und E%:a:(b-c).
Uberpriife die folgenden Ungleichungen!
a) (30:5)-4430:(5-4) b) (27:2)-9 =27:(2-9)
Wie wir sahen, ist die Aufgabe a: b - ¢ nicht eindeutig. Gilt das auch fiir
a-b:c?
In welcher Reihenfolge werden die Rechenoperationen in den folgenden Auf-
gaben ausgefiihrt ?
a) a(b—o¢) b) (m—n):p c)(a+bc—d d)ya+b-(c—d)
e) (a+b):(a—b) f) (a+b) (c—d) g)a—b (c +d)
h) (x—y)z+=x i) (a:q)(@—b) kym:(p—g)+n

Aufgaben A 42 bis 64

Multiplikation und Division von Summen

Wir haben gelernt, daB fiir rationale Zahlen das Distributionsgesetz gilt:
a(btc)=ab+ac.

Da die Faktoren in einem Produkt von rationalen Zahlen vertauscht werden
diirfen, gilt auch (d £ e)f=df +ef.

Die linke Seite dieser beiden Gleichungen stellt das Produkt aus einer einzelnen
Variablen und einer Summe mit zwei Summanden dar.

Eine Summe, die aus zwei Summanden besteht, nennt man auch Binom!.
Stelle fest, ob das Distributionsgesetz auch fiir mehrgliedrige Summen gilt,
indem du die Tabelle in dein Heft iibertrigst und erginat!

a b ¢ d e f |a(b+c+d+e+f)|ab+ ac+ ad+ ae+ of
2| LY 32 |—11 07]—21
—2| 07_16 |—25 39| —70

2 1
1 —3 0,62 1,2f —7 5

1 Bi (lat.), doppelt, zwei: nomos (griech.), Gefiige, Glied
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Eine Summe von Variablen wird mit einer Variablen multipliziert, indem man
jeden einzelnen Summanden mit der Variablen multipliziert und die S aus
den Produkten bildet.

Dabei ist es gleichgiiltig, ob die Variablen mit Koeffizienten versehen sind oder
nicht, denn die Variablen kénnen beliebige rationale Zahlen sein.

a) (12,2x + 3,7y —5,22) - 0,1a = 1,22xa 4 0,37ya — 0,52za
=122ax + 0,37ay — 0,52az
b) (—0,5a?) - (2u®— 3a® 4 w?r) = —a?u® 4 1,54° — 0,5a%w?r
¢) (xy +yz—rs) - (—ab) = —abxy —abyz {abrs
Aufgaben A 65 bis 75

Wir wenden das Distributionsgesetz auf folgenden Fall an:

1 1 1 1 1
(aﬂ:b:tcj:d)";=a"xib'jj:f-"jj:d'*;;(x#:O). 1)
Das ist méglich, weil das Distributionsgesetz fiir beliebige rationale Zahlen gilt,
also auch fiir den Kehrwert einer rationalen Zahl. (Es muBl nur beachtet werden,
daB x nicht die Zahl Null sein darf.)

Die Beziehung (1) kénnen wir in folgender Form schreiben:
(@tbtetdiz=(a:9 £ £(in)£@: .

Die runden Klammern auf der rechten Seite sollen die einzelnen Summanden

deutlicher hervorheben.
Die letzte Beziehung gibt folgende GesetzmiBigkeit an:

Eine Summe wird durch eine rationale Zahl, die von Null verschieden ist, divi-

diert, indem jeder einzelne Summand durch die Zahl dividiert und die Summe
aus dem Quotienten gebildet wird.

a) (45 —54b):9 =5a—6b
Eine Probe kénnte man machen, indem man rechnet:
(56 —6b)-9 =45a —54b
b) (322 —6xy +9x3):(—3x) = —x + 2y —3z
Probe: (—x + 2y —32) - (—3x) =3x*—6xy + 923
¢) (0,64a%b + 0,32a%b> — 16ab): (—1,6ab) = —0,4a—0,2a%b + 10

Kontrolliere stets deine Ergebnisse, auch wenn das nicht ausdriicklich gefor-
dert wird!
Eine Summe wird also gliedweise dividiert. Man bestimmt zun#chst das Vor-
zeichen des jeweiligen Quotienten, dann dividiert man die Koeffizienten,und
schlieBlich werden die Variablen dividiert.

Aufgaben A 76 bis 82

Die Multiplikation zweier Binome kann aus dem Distributionsgesetz her-

geleitet werden.
Das Produkt (a + b) (¢ + d) soll berechnet werden.

19
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Da die Summe zweier rationaler Zahlen wieder eine rationale Zahl ist, setzen
wir (¢ + d) = m. Wir erhalten:

(a+b)-(c+d)=(a+b -m=am+bm.

Nun setzen wir fiir m wieder (¢ 4+ d) ein und wenden erneut das Distributions-
gesetz an:

am +bm=a(c+d) + b(c+d)
ac + ad +be + bd

Daraus folgt:

Zwei Binome werden miteinander multi-
pliziert, indem man jeden Summanden
des ersten Faktors mit jedlem Summan-

den des zweiten Faktors multipliziert
und die Produkte addiert (bzw. sub-
trahiert).

Berechne folgende Produkte!
B @+b)c—d b)a—bc+d o @—bc—d

Die GesetzmiBigkeit fiir das Ausmultiplizieren zweier Binome gilt auch dann,
wenn Koeffizienten und mehrere Variablen auftreten. Fiir die Teilprodukte, die
dabei gebildet werden, wollen wir kiinftig folgende Schreibweise einhalten:

Wir schreiben zuerst den Koeffizienten. Die Variablen ordnen wir alphabetisch.
(2ax®? —3aby) (5b—4ay?)
Das erste Teilprodukt 2ax?-5b wird im Kopf ausgerechnet (10ax2b) und

dann geordnet niedergeschrieben (10 abx?) usw.

(2ax®—3aby) (5b—4ay?) =10abx®— 8a%x2y? —15ab%y + 12a2by?

Die Multiplikation zweier beliebiger mehrgliedriger Summen kénnen wir aus
der Multiplikation zweier Binome herleiten. Wir kénnen schrittweise die Sum-
manden jeweils so zusammenfassen, dal zwei Binome miteinander zu multi-
plizieren sind.

So kénnen wir beispielsweise bei der Aufgabe

(@+b+e)-(x+y+3

a +b=d und x + y = v setzen und erhalten dann:

d+c)(v+3)=dv+dz+cv+cs.

Nun setzen wir wieder die Summen ein und kénnen weiter ausmultiplizieren.

dv+dz+cvo+ez=(@a+b(x+y)+(a+bz+ec(x+y) +ez
=ax+ay +bx+by+az+bz+cx+ecy—+ecz

ax +ay +az+bx+by +bz+cx+cy+ecz

Il
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Daraus folgt:

d

Mehrgliedrige S werden multipliziert, indem jeder Summand
des ersten Faktors mit jedem S den des i Faktors multipliziert

wird und die Produkte addiert (bzw. subtrahiert) werden.

Aufgaben A 83 bis 89

Soll das Produkt mehrerer mehrgliedriger Summen ermittelt werden, so kénnen
wir schrittweise zunichst zwei mehrgliedrige Summen miteinander multipli-
zieren, dann das Ergebnis mit der dritten multiplizieren usw.
(B+2y)(4x—2y) (Bxy +5) = (12x— 6y + 8xy —4y?) (3xy + 5) =

=36x%y 4+ 60x —18xy2 —30y 4 24x2y2 +40xy — 12xy3 —20y2
Auf Grund des Assoziationsgesetzes ist es gleichgiiltig, ob erst das Produkt des
zweiten und dritten Faktors gebildet und mit dem ersten Faktor multipliziert
wird oder ob das Produkt aus dem ersten und zweiten Faktor gebildet und
mit dem dritten Faktor multipliziert wird. Setzen wir voriibergehend

p=342y; q=4x—2y; r=3xy+5,
sogilt: p-gqr=(p-qggr=p-(qg-r).

Ausklammern

Das Distributionsgesetz gibt an, in welcher Weise eine Summe mit einer ratio-
nalen Zahl multipliziert wird.

Wir kénnen mit Hilfe dieses Gesetzes auch erkliren, wie man eine Summe von
Variablen in ein Produkt umformt: ab +ac=a(b + ¢).

Enthalten die Summanden einer Summe gemeinsame Faktoren, so kann man
diese ausklammern, d. h., gemeinsame Faktoren kiénnen vor eine Klammer
gesetzt werden. Die Summanden in der Klammer erhalten wir, indem wir jeden
der urspriinglichen Summanden durch die gemeinsamen Faktoren dividieren.
Bei allen Aufgaben, bei denen ausgeklammert wird (eine Summe in Faktoren
,,zerlegt* wird), kann man eine Probe dadurch vornehmen, da man das ent-
standene Produkt wieder ausmultipliziert.

2a + 16ab

Als gemeinsame Faktoren beider Summanden ermitteln wir 2 und a. Wir
kénnen nun diese Summe in Faktoren zerlegen, indem wir einen der beiden
gemeinsamen Faktoren oder beide vor die Klammer setzen.

a) 2a + 16ab =2 (a - 8ab) b) 2a + 16ab =a (2 + 16b)

c) 2a + l6ab=2a (1 + 8b)

Aus der Summe 7a%x — 21l ax? + 49 a2x?2 sollen alle gemeinsamen Faktoren
ausgeklammert werden.

Ta?x —2lax®+ 49a%x2 =Tax (a—3x + Tax).

Gemeinsamer Faktor der einzelnen Summanden einer mehrgliedrigen Summe

kann auch eine Summe sein. Es wird dann die Summe, die in allen Sum-
manden als gemeinsamer Faktor enthalten ist, ausgeklammert.

21
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Bx—2y)a+(Bx—2y)b—(Bx—2y)ec.
Der gemeinsame Faktor in dieser Summe ist die Summe (3x —2y).

Bx—2y)a+ (3x—2y)b—(Bx—2y)c=(3x—2y) (@a+b—c¢)

Falls nicht alle Summanden einer mehrgliedrigen Summe einen gemeinsamen
Faktor enthalten, kann man diejenigen Summanden zu einem Produkt um-
formen, die einen gemeinsamen Faktor besitzen.

Die Summe xy — xv — cx + cz soll nach Méglichkeit umgeformt werden.
Die ersten beiden Summanden enthalten den gemeinsamen Faktor x, die
letzten beiden den gemeinsamen Faktor c¢. Wir klammern entsprechend aus:

xy—xv—cx +cz=x(y—v) +c(—x+ 2.
Auch bei derartigen Aufgaben hat man hiufig mehrere Moglichkeiten fiir Um-
formungen.

Aufgaben A 90 bis 106

ZUSAMMENFASSUNG

Ausmultiplizieren

Eine meBrgliedrige Summe
wird mit einer Variablen mul-
tipliziert, indem man jeden

einzelnen Summanden mit der Ausmultiplizieren >
Variablen multipliziert. Zwei
mehrgliedrige Summen wer-

d  poa TN
mult T

den mitei
indem man jeden Summanden
der ersten mehrgliedrigen | g (b4 ¢) = ab+ac
Summe mit jedem der zweiten b b
it and o Rle |l i
mern fortlaBt.

(a+b) (c+d) = ac + ad + bec + bd
(a +b) (c—d) = ac—ad + bc—bd
Enthalten die Summanden EZ_Z; ::ij; e Zi:‘:_t +t:1
einer Summe gemeinsame Fak-
toren, so konnen diese vor
eine Klammer gestellt werden,
die die Summe umschlieft. .
Man erhilt so ein Produkt aus
einer Variablen und einer < ‘Aubklamern
Summe. Ist der gemeinsame
Faktor eine Summe, so erhilt
man ein Produkt aus zwei
mehrgliedrigen Summen.

Ausklammern
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Manchmal wird es erforderlich, daB Klammerausdriicke erneut in Klammern
eingeschlossen werden. Wir wollen in solchen Fillen iiber die runden Klammern
hinaus eckige und geschweifte Klammern verwenden.

Fiir das Rechnen mit eckigen und geschweiften Klammern gelten die gleichen
Rechengesetze wie fiir das Rechnen mit runden Klammern.

Die Summe 3a — 2(5b — ¢) soll mit 3 b multipliziert werden.
Wir schlieBen die Summe 3@ — 2(5b — ¢) in eckige Klammern ein und setzen
den Faktor 3b vor oder hinter diese Klammer.

[3a—2(5b—¢)] 3b
Wir haben nun zwei Méglichkeiten, diese Klammern zu berechnen.

a) Die Rechnung erfolgt von ,,innen nach auBen*, d. h., wir lésen zunichst
die runden Klammern auf.

[Ba—2(5b—c)] 3b=[3a— 10b+2¢] 3b — 9ab— 3052+ 6bc

b) Die Rechnung erfolgt von ,,auBen nach innen*, d. h., wir lésen zuerst die
eckigen Klammern auf.

[3a—2(5b—¢c)]3b=9ab—6b(5b—c) =9ab— 30b2+6bec.
122 — [[55—2 (4x — 3y)] — 3[— 4(2z + 30)]) = A.
Es wird der Weg von auBlen nach innen beschrieben.
Auflosen der geschweiften Klammer:
A=12x—[5z—2(4x—6y)] + 3[—4(2z+ 3)]
Auflésen der eckigen Klammern:
A=12x—5z+2(4x—6y) —12(2z+ 3x)
Auflosen der runden Klammern:
A=12x—5z+8x— 12y —242—36x =
Ordnen: =12x4+8x—36x— 12y — 5z — 242
Zusammenfassen: = —16x— 12y —29z
Berechne die Aufgabe im Beispiel 27 noch einmal, indem du von innen nach

auflen vorgehst! Vergleiche die Ergebnisse!

Priife die Beispiele 26 und 27 nach, indem du fiir die Variablen rationale
Zahlen einsetzt!
Aufgaben A 107 bis 114
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Kongruenzabbildungen in der Ebene

1 Vérschiebungen in der Ebene

Das Bild B 1 zeigt einen Giiterwagen, der ein Stiick weitergerollt wurde. Im Ver-
laufe dieser Bewegung hat sich jeder Punkt des Waggons (auBer den sich dre-
henden Ridern) in einer bestimmten Richtung um eine bestimmte Strecke
verschoben. Dabei haben sich die Punkte auf zueinander parallelen Geraden
verschoben. Die Verschiebung eines Punktes P zu einem Punkt P’ hin wird
durch einen Pfeil veranschaulicht. B1

Das Symbol ﬁ: bedeutet eine
Verschiebung von P nach P’. =
Von einer Verschiebung einer =
Ebene sprechen wir, wenn alle
Punkte in der gleichen Richtung
um die gleiche Strecke verschoben werden. Die Verschiebung einer Ebene ist

ET =

il

—=
schon festgelegt, wenn wir die Verschiebung PP’ eines einzigen Punktes P
dieser Ebene nach seinem Bildpunkt P’ hin kennen.

Wie finden wir aber die Bildpunkte der anderen Punkte einer Ebene ?
Wir haben zwei Fille zu unterscheiden.

Erster Fall:

Es handelt sich um einen Punkt B, der auf der Geraden PP’ liegt.

25



. [E— Wir tragen PP an BPin B an, und zwar

8 f P so, daB der Pfeil BB’ in die gleiche Rich-
tung zeigt wie ﬁ: (Bild B 2).

Zweiter Fall:

Der Punkt B liegt nicht auf der Geraden
PP.

Dann ziehen wir durch B die Parallele zu
PP’ und tragen PP’ auf dieser Geraden
von B aus ab, und zwar so, daB der Pfeil
—_— —
BR’in die gleiche Richtung zeigt wie PP’
(Bild B 3). Das Viereck BB’ P’ P muB also
ein Parallelogramm bilden.

Im ersten Fall kann man von einem ent-
arteten Parallelogrammsprechen (Bild B4).

B4 Beim Zusammenklappen fillt PP’ auf die
Gerade BB'.

Wir haben also mit den beiden Fillen im Abschnitt 1 eine eindeutige Kon-
struktionsvorschrift kennengelernt. Zu jedem Punkt kénnen wir einen, aber
auch nur einen Bildpunkt finden. Zusammenfassend kénnen wir sagen:

Alle Pfeile, die zur gleichen Verschiebung gehoren, haben die gleiche Linge
und die gleiche Richtung. Durch Angabe eines Pfeils ist eine Verschiebung
festgelegt.

DEFINITION: Pfeile, die sowohl in ihrer Linge als auch in ihrer Richtung iiber-
einstimmen, heien kongruent.

Die Pfeile im Bild B 3 sind z. B. kongruent : 7
PP’ ~ BB. \‘____ﬁ—-

GRUNDSATZ: Sind zwei Pfeile kongruent 2_.
zu einem dritten, so sind sie untereinander 3

kongruent. 6

4 —_
Welche Pfeile im Bild B 5 sind zu welchen N
Pfeilen kongruent ? 0

Wir werden nun einige Sitze iiber Ver- 5
schiebungen in der Ebene kennenlernen.

SATZ: Eine Gerade wird durch eine Ver-
schiebung auf sich selbst oder auf eine zu

ihr parallele Gerade abgebildet. B:5

Beweis: 5
Erster Fall: 8 < g

=y =
Die Gerade g ist parallel zu dem Pfeil PP, \\\)Pf
der die Verschiebung darstellt. B6 P



Dann liegen die Bildpunkte B’ eines je-
den Punktes B von g wieder auf der
Geraden g (Bild B 6).

Zuweiter Fall:

Die Gerade g ist nicht parallel zu dem
Pfeil I;I;, der die Verschiebung dar-
stellt. Dann liegen die Bildpunkte B’
eines jeden Punktes B von g auf einer

Geraden g’, die zu g parallel verlduft und
die bei Verschiebung der Geraden g B7
um die Entfernung PP’ in der vom Pfeil angedeuteten Richtung erreicht wird.
Das Bild B 7 deutet den Vorgang fiir das Punktepaar BB’ an. Die Spitzen aller

—_—
Pfeile, die von g ausgehen und die gleiche Richtung und Linge wie BB’ haben,
liegen auf der zu g parallelen Geraden g’.

b SATZ: Die Bildpunkte B’ und C’ haben den gleichen Ab d inander wie
die Punkte C und B.
Beweis (Bild B 8):

Erster Fall:
Der Verschiebungspfeil PP ist nicht parallel zu BC’ (Bild B 8a).

—
Wir zeichnen die zu PP’ kongruenten Pfeile mit B und C als Anfangspunkte.
Dann sind C, C’, B’, B die Eckpunkte eines Parallelogramms. Also gilt:
BC=BC

P Om——lp- P!
8 8
) — i P Bt

Zweiter Fall:

Es gilt: PP’ || BC'.

Liegt ein Endpunkt des einen Pfeils auf dem anderen Pfeil, liegt z. B. C auf
BB’, dann glll folgende Uberlegung (Bild B 8b):

Die Strecke BB’ setzt sich ans BC und CB’ zusammen und die Strecke CC’
aus CB’ und B'C'.

Da BB’ = CC’ und CB’' = CB’, miissen auch die anderen Teilstrecken kon-
gruent sein.

Fillt der Endpunkl eines Pfeils auf den Anfangspunkt des zweiten (Bild B 8¢),
so gilt: BB’ = BC = CC = B'C.
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Haben die Strecken BB’ und CC’ keinen gemeinsamen Punkt, so setzt sich der
Abstand BC aus den Strecken BB’ und B'C zusammen. Der Abstand B'C’
setzt sich entsprechend aus CC’ und B’C zusammen. Beide Abstinde setzen
sich also aus gleich langen Teilstrecken zusammen.

Verschiebt man einen Punkt P zweimal
durch P—P’)und P’P”, so erhilt man die
gleichen Bildpunkte durch die Ver-

o
schiebung, welche durch PP” dar-
gestellt wird (Bild B 9).

SATZ: Die Hintereinanderausfiihrung
zweier Verschiebungen ist wieder eine
Verschiebung.

Drehungen in der Ebene

Drehungen sind Bewegungen, bei denen
ein Punkt festbleibt. (Zeiger einer Uhr,
Zahnrider einer Maschine.)

Durcheine Drehung wird jedem Punkt P
der Ebene ein Bildpunkt zugeordnet.

Ein Punkt B soll um den festen Punkt D
iiber einen vorgegebenen Winkel « ge-
dreht werden (Bild B 10). B 10
Wir tragen an EE in D den Winkel « an. Dann tragen wir auf dem freien Schenkel
von D aus DB ab. Der Endpunkt dieser Strecke ist der gesuchte Bildpunkt B’.

SATZ: Zwei Punkte B und C haben den gleichen Ab d inander wie ihre
Bildpunkte B’ und C'.

Beweis (Bild B 10):

Wir verbinden B und C mit D und konstruieren B’ und C".
Es gilt nun nach Konstruktionsvorschrift fiir die Bildpunkte:
DB =DB’; DC=DC'; <« BDC = <B'DC..

Also gilt (sws): ADBC = ADB’C’ und damit BC = B'C'.

DEFINITION: Die Hintereinanderausfiihrung zweier Drehungen mit dem
gleichen Drehpunkt ist wieder eine Drehung.

Erweiterung des Winkelbegriffes

Bei Drehungen unterscheiden wir die positive und die negative Drehrichtung.
Die Richtung, die zur Drehrichtung der Uhrzeiger entgegengesetzt ist, nennt
man in der Mathematik die positive Drehrichtung.



Wir kénnen uns Winkel durch Drehung eines Strahls um seinen Anfangspunkt
entstanden denken. Ist h der feste Strahl und k der gedrehte, so wollen wir den
Drehwinkel < hk nennen (Bild B 11).

Liegen zunichst beide Strahlen iibereinander und wird nun der Strahl k in
der positiven Richtung gedreht, so entstehen die in der folgenden Tabelle auf-
gefiihrten Winkel.

Spitzer Winkel ................ e 0° < a < 90°
Rechter Winkel ........ widlste a = 90°
Stumpfer Winkel ................. 90° < a < 180°
Gestreckter Winkel ............... = 180°
Uherstumpfer (erhabener) Winkel .. 180° < a < 360°
Vollwinkel ..................n. (5 a = 360°
Zusammenfassend wollen wir fest- k
stellen:
Unter < hk wollen wir den Teil des 8
Raumes verstehen, der bei positiver
Drehung von h bis zum Strahl k iiber- o
strichen wird (Bild B 11): § h

o= < ASB = < hk. B 11

Spiegelungen an einer Geraden

DEFINITION : Bei Spiegelungen an einer
Geraden liegen das Urbild (der Gegen-
stand) und das Bild symmetrisch zu
einer Geraden. Diese Gerade heifit Sym-
metrieachse (Bild B 12).

Spiegelungen sind auch Abbildungen.
Als Beispiel sei die Konstruktion des
eindeutig bestimmten Bildpunktes P’
zu einem Punkt P in bezug auf die
Symmetrieachse g dargestellt.

Wir féllen das Lot von P auf g und ver-
lingern das Lot um sich selbst. Der
Endpunkt ist der Bildpunkt P’, der bei
der Spiegelung des Punktes P an der
Geraden g entsteht (Bild B 13). p

Werden Punkte der Geraden g an der g
Geraden g gespiegelt, so fallen sie mit
ihren Bildpunkten zusammen.

Nenne symmetrische Figuren aus der
Geometrie, und bestimme die Symme- B 13
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trieachsen! Bestimme das Bild einer Geraden, die parallel zu der Symmetrie-
achse liegt! Bestimme das Bild einer Geraden, die senkrecht auf der Symme-
trieachse steht!

SATZ: Das Bild einer Geraden ist wieder eine Gerade.

Beweis:

(1) Eine zur Symmetrieachse g senkrechte
Gerade geht in sich selbst iiber.

(2) Eine zur Achse g parallele Gerade im
Abstand a geht in eine Parallele im Ab-
stand a von der Symmetrieachse iiber.
(3) Die Gerade h schneide die Symmetrie-
achse g in S (Bild B 14). Wir wihlen einen
beliebigen Punkt P, von h und bestimmen
sein Bild P,’. Das Lot von P, auf g habe
den FuBpunkt F. Die Gerade SP," soll h* B 14
genannt werden.

Es gilt < P,SF = < FSPy".

Wir fallen nun von einem beliebigen anderen Punkt P, von h das Lot auf g,
wobei E der FuBpunkt sein soll, und verlingern es bis zum Schnitt mit h’.
Nennen wir den Schnittpunkt P,'. Dann gilt: A P,SE = A SP,/E (wsw).
Also muB gelten Pz_E = .F;E, d. h., Py’ muB} das Bild von P, sein.

Daher liegt jeder Bildpunkt eines Punktes von h auf ein und derselben Ge-
raden h'.

SATZ: Parallele Geraden haben parallele Geraden als Bilder.

Beweis:

Die Bilder zweier Geraden h, und h, sind hy hy
nach dem Satz 9 wieder Geraden h,’ und

hy’ (Bild B 15).

Wiirden sich h,” und h,’ in einem Punkt P’

schneiden, so wire der Schnittpunkt das 7 7
Bild von zwei verschiedenen Punkten.

Das ist aber unmoglich, da voneinander
verschiedene Punkte verschiedene Bilder B 15
haben.

Punktspiegelungen

DEFINITION: Eine Abbildung heift Punktspiegelung, wenn die Bildpunkte auf
iolgende Weise gehmden werden: Der Punkt P wird mit dem festgewiihlten
Spi t S verbunden und PS iiber S hinaus um sich selbst verlingert.

PEe B°F




Der Endpunkt P’ der Verlingerung ist

der Bildpunkt von P bei der Spiegelung Punktsymmetrie
in § (Bild B 16).

SATZ: Das Bild einer Geraden g ist eine
zu ihr parallele Gerade g'.

Beweis:

Wir zeigen, daB8 das Bild einer Geraden
wieder eine Gerade ist. Wir withlen zwei
Punkte 4 und B von g und konstruieren
ihre Bilder 4’ bzw. B’. Die Gerade A’B’
nennen wir g’ (Bild B 17).

Es gilt nun A ASB = ) B'A’S (sws)
(nach Konstruktion).

Daher gilt: << ABS = < SB’A4".

Diese Winkel sind aber Wechselwinkel
an den geschnittenen Geraden g und g’,
also muf} gelten: g || g’. & A'

Ist C ein dritter Punkt von g, 8o verbinden wir ihn mit S und verlingern CcS
iiber S bis zum Schnitt mit g’. Den Schnittpunkt nennen wir C’.’

Es gilt:
A B'C’'S = A SBC (wws),
da BS = B'S,

< B'SC’ = < BSC (Scheitelwinkel)
< ABS = < SB’C’  (Wechselwinkel an geschnittenen Parallelen)

Es gilt also CS = SC’ und damit ist C’ Bildpunkt von C. Der Bildpunkt eines
beliebigen Punktes C der Geraden g liegt also auf 4’B’.

Zeige, daB die Bildpunkte B’ und C’ zweier Punkte B bzw. C den gleichen
Abstand voneinander haben wie B und C!

ZUSAMMENFASSUNG

Bei Verschiebungen, Drehungen, Geradenspiegelungen und Punktspie-
gelungen bleibt der Abstand zweier Punkte erhalten. Jede Strecke AB
ist kongruent zu ihrer Bildstrecke 4'B'.

Verschiebungen, Drehungen und Punktspiegelungen lassen den Umlauf-
sinn in geschlossenen Figuren unveréndert (Bild B 18 bis 20). Spiegelungen
an Geraden dndern den Umlaufsinn in geschlossenen Figuren (Bild B 21).
Man zihit sie nicht zu den Bewegungen in der Ebena.
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o’ B 20

Erweiterung des Satzes von Pasca.

Liegen A4, B und C auf einer Geraden g und die Punkte D, E und F auf einer zu
ihr senkrechten Geraden h, so folgt aus der Giiltigkeit von AD || CF und AE || BF
die Giltigkeit von BD || CE.

Beweis:

Liegen alle drei Punkte 4, B und C auf einer Seite, etwa rechts von S, so miissen D, E
und F auch auf einer Seite von S liegen (Bild B 22).

Liegt etwa D oberhalb von S, so muf} wegen AD || CF auch F oberhalb von S liegen.
Wegen BF || AE liegt dann auch E oberhalb von S.




Fiir diesen Fall ist der Satz schon in der siebenten Klasse bewiesen worden.

Liegt ein Punkt auf der einen (z B. der linken) und die beiden anderen auf der anderen
(der rechten) Seite von S, so miissen auch die Punkte auf der senkrechten Achse auf beiden
Seiten des Punktes S verteilt liegen, da sonst nicht zwei Paare von Strecken parallel sein
konnten. Zum Beispiel kinnen zwei Punkte oberhalb und ein Punkt unterhalb von S
liegen (Bild B 23). Spiegeln wir die Strecken im linken oberen Teil im Punkt S, so sind die
Bilder parallel zu den Strecken.

Die Parallelen zu den gespiegelten Strecken miissen in dem rechten unteren Teil liegen.

Parallele Strecken gehen in parallele Strecken iiber, wenn wir sie an der Geraden g spiegeln.
Spiegeln wir die unterhalb von g gelegenen Streckenpaare nach oben, so sind die Bilder
dann, aber auch nur dann parallel, wenn es die urspriinglichen Streckenpaare waren.

Liegen z. B. der Punkt B auf der linken Seite von S und die Punkte 4 und C auf der
rechten, so gilt AD || CF und AE || BF.

Daraus folgt AE || F'B' (Spiegelung in S) und daraus AE’ || FB' (Spiegelung an 2)-

Nach dem speziellen Satz von PAscAL, den wir in der sieb Klasse k lernt
haben, gilt dann: B'D || CE’ und damit B'D' || CE (Spiegelung an g).

Daraus folgt BD || CE (Spiegelung in S).
Liegt B mit einem der anderen Punkte, etwa
A, auf der rechten Seite von S und der andere

Punkt (etwa C) auf der linken Seite, so ver-
liuft der Beweis ganz dhnlich.

Es gilt (Bild B 24): 4D || CF und AE || BF.
Also gilt: AD || C'F’ (Spiegelung in S). Dann
giltnoch: AD' || FC' (Spiegelung an g). Daraus
folgt zusammen mit AE ||BF:BD'|| C'E.
Nunmehr folgt: BD || C'E’ (Spiegelung an g)
und daraus (durch Spiegelung in S) BD || CE.
Aufgaben B1 bis 10

Kommensurable und inkommensurable Strecken

10 Teilung einer Strecke

Eine gegebene Strecke AB soll in fiinf
gleich lange Teilstrecken unterteilt
werden.

Konstruktion (Bild B 25):

3 [000801) 33



QO®

1

34

Durch einen Endpunkt der Strecke AB legen wir einen Hilfsstrahl, der nicht
auf AB liegt. Vom Endpunkt der Strecke (in diesem Fall ist es A) ausgehend,
tragen wir nun eine beliebige Strecke fiinfmal ab und erhalten die Punkte P,,
P,, Py, P, und P;.

Dann verbinden wir P; mit B und zeichnen die Parallelen zu P;B durch P,,
P,, P; und P,. Die Schnittpunkte T, T,, T3, T, mit AB sind die gesuchten
Teilpunkte.

Beuweis fiir die Lingengleichheit der Teilstrecken:

Wir zeichnen die Parallelen zu 4B durch P;, P,, P; und P,.

Es gilt: AAT, P, = A PyPyP, = A\ P,P/P; = A\ P;P/P, = )\ P,P/P;
(nach Kongruenzsatz wsw).

Dann gilt: AT, = P, P, = P,P; = P,P,/ = P, P,

(als gleichliegende Seiten in kongruenten Dreiecken).

Esgiltferner: P,P, = T,T,, PPy’ = T,Ty, P,P/ = T,T, und P,P;/ = T,B
(als gegeniiberliegende Seiten in Parallelogrammen).

Dann gilt aber: AT, = T, T, = T,T, = T,T, =

|

!

B.
Aufgaben B11 und 12
Beweise die Kongruenz der Dreiecke 4 T, P, und P, P,’P, in Bild B 25!

Teile eine gegebene Strecke in
a) drei gleich lange Teilstrecken, b) sieben gleich lange Teilstrecken!
Begriinde die Konstruktion durch den Beweis fiir die Gleichheit der Lingen

der Teilstrecken! Beschreibe allgemein die Teilung einer Strecke in n gleich
lange Teilstrecken (n ist eine natiirliche Zahl gréBer als 1).

Wir betrachten nun zwei von einem Punkt S ausgehende Strahlen (Bild B 26).
Eine Gerade g schneide die Strahlen in P bzw. P’. Wenn wir diese Gerade
parallel zu sich selbst verschicben, so erhalten wir weitere Schnittpunkte P,
Py Pys oo bzws Py’ Py's Pylais

Im Bild B 26 wurde die Verschiebung so vorg men, daf die Linge der
Strecke SP auf dem einen Strahl verdoppelt, verdreifacht, vervierfacht wird.
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Untersuche, wie sich die Abstiinde S?, SP;’ usw. auf dem zweiten Strahl bei
der beschriebenen Verschiebung der Geraden verindern!

MiB hierzu die folgenden Abstinde und vergleiche die Verhaltnisse!

W
,..\...
U) U}

SP’:SP; und SP:SP,
SP’:SP und SP;:SP,
SP’:SP und SP;:SP,

und SP,: SP,
SP, Tund SP"ST

P, und SP; :SP,

(l:

[}
(I)

Wir wollen versuchen, den folgenden Satz zu beweisen:

Werden zwei von S ausgehende Strahlen von zwei Parallelen geschnitten
(Bild B 27), so verhalten sich die Strecken SP; und SP, wie die Strecken X
und SP,’ auf dem zweiten Strahl: SP, : SP, = SP; sSSPy

Wir setzen voraus, daB SP, und SP, die gemeinsame MaBstrecke a haben.
Diese tragen wir, von S ausgehend, so oft ab, bis wir P, als Endpunkt erreichen.
Erreichen wir P; nach n,-maligem, P, nach n,-maligem Abtragen, so verhilt
sich die Lange von SP, zu der Lange von SP, wie n, zu n,. Ziehen wir die

Parallelen zu P, P’ durch die Teilpunkte, so wird SP,’ in n, kongruente Teil-
strecken geteilt, von denen n, Teilstrecken die Strecke SP,’ ergeben. SP,’
verhilt sich also zu SP,” auch wie n; zu n,.

Wir haben bei dieser Uberlegung aber vorausgesetzt, dal wir eine Maftrecke
haben, die auf beiden Strecken, SP; und SP,, ohne Rest abgetragen werden
kann. Wir miissen also den Satz einschrinken und in der folgenden Weise
formulieren:

Werden zwei von S ausgehende Strahlen von zwei Parallelen geschnitten
(Bild B 27) und haben die beiden Abschnitte SP, und SP, ein gemeinsames
MaB m, so verhalten sich die Strecken SP, und SP, wie dle Strecken SP,” und
SP,” auf dem zweiten Strahl.

SP,: 5P, = §F, : §F,

Wir wollen aber den urspriinglichen Satz in voller Allgemeinheit beweisen.
Dazu ist es notwendig, daB wir uns genauer mit dem gemeinsamen MaB von
Strecken befassen.

Aufgabe B 13

Das gemeinsame MaB zweier Strecken

Das Bild B 28 enthilt zwei Strecken, B 28
AB und C.—D, sowie eine Einheitsstrecke L

m. Diese Einheitsstrecke m ist ein ge- r

meinsames MaB fiir die Strecken 4B A 8

und CD. Auf AB kann man msechsmal, p—i—1 o+ o+ .
auf CD kann man m achtmal antragen.
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DEFINITION: Eine Strecke m heiBt gemeinsames MaB zweier Strecken 4B und
CD, wenn man sie auf AB und auch auf CD so hintereinander antragen kann,
daB bei beiden Strecken kein Rest bleibt.

Als MaBstrecken verwendet man in der Technik Strecken mit der Linge 1 m
bzw. 1 dm, 1 ¢cm oder 1 mm. In der Physik verwendet man noch kleinere MaB-
strecken. Diese MaBstrecken nennt man MaBeinheiten fiir Lingenmessungen.

DEFINITION: Haben zwei Strecken ein gemeinsames MafB, so nennt man sie
kommensurabel oder mafiverwandt.

Haben zwei Strecken kein gemeinsames MaB, so nennt man sie inkommen-
surabel oder mafBfremd.

Wenn wir beispielsweise den Auftrag erhalten, ein Rechteck mit der Linge
5,4 cm und der Breite 3,1 cm zu zeichnen, so sind Linge und Breite kommen-
surabel. Thr gemeinsames MaB ist zwar nicht 1 cm; denn das ist in beiden
Strecken nicht ohne Rest enthalten. Aber die MaBstrecke 1 mm ist in der
Linge genau 54mal und in der Breite genau 31mal enthalten. Es bleibt kein Rest.

Gegebensind a) zwei Strecken a (5 cm) und b (53 mm), b) drei Strecken a (36 mm),
b (42 mm) und ¢ (30 mm). Bestimme jeweils die Liinge der groBten gemein-
samen MaBstrecke!

Fiir ein gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten ¢ = b und
der Hypotenuse ¢ kann man leicht beweisen, daBl die Gleichung gilt

a® 4 b = c2.

Im Bild B 29 wurden die
Quadrate iiber den drei
Seiten des Dreiecks je-
weils nach auBen errich-
tet. Wenn wir aber das
Quadrat iiber der Seite b
nach innen einzeichnen
(Bild B 30), so sehen
wir, daBl es die ganze
Fliiche des Dreiecks und B 29 B 30

noch einen Teil von ¢? iiberdeckt. Da AB Diagonale in b? ist und die Dia-
gonale im Quadrat die Fliche halbiert, ragt genau die Hilfte von b? in das
Quadrat iiber der Hypotenuse hinein.

a) Der wievielte Teil von ¢? ist gleich der Hilfte von b2?
b) Fiihre den Beweis aus Abschnitt 14 zu Ende!

Wir wollen nun ein Streckenpaar finden, bei dem die beiden Strecken inkom-
mensurabel sind, d. h., es soll keine MaBstrecke geben, die auf beiden Strecken
ganzzahlig abgetragen werden kann.



Wir errichten iiber einer Zahlengeraden ein gleichschenklig-rechtwinkliges
Dreieck, dessen Katheten die Linge 1 haben. Die Linge der Einheitsstrecke e,
dieser Zahlengeraden, soll also auch die Linge jeder Kathete sein (Bild B 31).
Der Punkt 4 dieses Dreiecks falle mit dem Nullpunkt zusammen. Wir kénnen

N
B 31
0 7 X
nun zeigen, daBl dem Endpunkt der Strecke x, die die Hypotenuse in diesem

Dreieck bildet, keine rationale Zahl entspricht. Das ist gleichbedeutend damit,
daB die Strecken e und x inkommensurabel sind.

Beweis :
Wir fiithren den Beweis indirekt. Wir nehmen an, es giibe eine rationale Zahl, die dem End-
punkt der Strecke x entspricht. Da sich jede rationale Zahl als Bruch —:—'— ,in dem u und v

ganze Zahlen mit v == 0 sind, darstellen ld3t, setzen wir also einen Bruch voraus, der
gleich x ist. Dann kénnen wir den Bruch so lange kiirzen, bis der Zihler u und der
Nenner v teilerfremde natiirliche Zahlen sind.

Wenden wir die Gleichung a* -+ b* = ¢?, die fiir jedes Dreieck mit @ = b und y = 90° gilt,
auf das Dreieck in Bild B 32 an, so kénnen wir schreiben:

2
12412 = % ; denn die Katheten haben beide die Linge 1 und die Hypotenuse x soll

gleich dem Bruch % sein. Wir vereinfachen die Gleichung:

"2
1+1=2;
2
zz% B 32
u? = 202, T

Aus dieser Gleichung geht hervor:

u? ist eine gerade Zahl; denn sie ist das Doppelte einer anderen natiirlichen Zahl (v?).

u ist dann aber auch eine gerade Zahl; denn nur gerade Zahlen ergeben, mit sich selbst
multipliziert, eine gerade Zahl.

Damit ist u® durch 4 teilbar. Das geht nur, wenn auch v® durch 2 teilbar ist. In diesem Fall
wiire aber auch v eine gerade Zahl.

Das bedeutet, u und v sind beide gerade Zahlen, d. h., sie miissen beide den gemeinsamen
Teiler 2 haben.

Das steht im Widerspruch zu unserer Annahme, da8 % ein gekiirzter Bruch ist.

Unsere Annahme, daB der Strecke x eine rationale Zahl der Geraden zugeordnet ist, suimmt
also nicht.

Daraus geht auch hervor;’ daB die Strecken e und x inkommensurabel sind. Wiirde es
nimlich eine gemeinsame MaBstrecke m fiir e und x geben, so wiirde gelten:

x=n,*mund e = n, - m, wobei n, und n, natiirliche Zahlen sind.
Die gemeinsame Mafstrecke m hitte die Linge —"L; denn die Einheitsstrecke e hat die
]

Linge 1:e=n,-nizl.
2
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ol : 1 . .
Setzen wir in die erste Gleichung m = — ein, so erhalten wir:
L]

1 n 3 A
x=ny+— = —>, also eine rationale Zahl.
n, ny

Das ist jedoch unmiglich, weil der Strecke x keine rationale Zahl entspricht.

SATZ: Es gibt Punkte auf der Zahlengeraden, denen keine rationalen Zahlen
entsprechen. Umgekehrt entspricht aber jeder rationalen Zahl ein Punkt auf
der Zahlengeraden.

Wir werden die Punkte der Zahlengeraden, denen rationale Zahlen zugeordnet
sind, rationale Punkte nennen und die Punkte, denen keine rationalen Zahlen
zugeordnet werden konnen, irrationale Punkte. Die rationalen Punkte und die
irrationalen Punkte fiillen die Zahlengerade liickenlos aus. Ein beliebiger Punkt
der Zahlengeraden ist also entweder ein rationaler oder ein irrationaler Punkt.

Eine Gerade ist liickenlos mit Punkten besetzt.
Eine Gerade, auf der man einen Nullpunkt 0 und eine Einheitsstrecke e fest-
gelegt hat, besteht aus rationalen und irrationalen Punkten.

Erweiterung des Bereichs der rationalen Zahlen

17

Den rationalen Punkten der Zahlengeraden sind die rationalen Zahlen zu-
geordnet. Wir wollen nun versuchen, auch den irrationalen Punkten Zahlen
zuzuordnen. Hierzu miissen wir unseren Zahlenbereich wieder erweitern.
Wir nehmen also an, daB8 es Zahlen gibt, die wir den irrationalen Punkten zu-
ordnen kénnen. Wir nennen sie irrationale Zahlen.

Die Bilder B 31 und B 32 veranschaulichen die Konstruktion des Punktes X,
dem diejenige Zahl x zugeordnet werden kann, deren Quadrat 2 ist.
Das gleichschenklig-rechtwinklige Dreieck hat Katheten mit der Linge 1.
Folglich fiihrt die Gleichung a? + b? = ¢? auf
12 412 = ¢?

2 =k
Das Quadrat der Hypotenuse g, die in diesem Fall die gesuchte irrationale Zahl
darstellt, ist gleich 2.

Konstruiere den Punkt auf der Zahlengeraden, dem eine Zahl x zugeordnet
werden kann, deren Quadrat gleich 8 ist!

Fiir den Endpunkt der Strecke x in den Bildern B 31 und B 32 kénnen wir
zwar keine rationale Zahl finden, die diesem Punkt zugeordnet ist, wir kénnen
aber rationale Zahlen benutzen, um einen Niherungswert anzugeben.

Wir suchen hierzu rationale Zahlen, die rationalen Punkten in der unmittel-
baren Nachbarschaft des irrationalen Punktes zugeordnet sind. Dabei gehen
wir schrittweise immer niher an den irrationalen Punkt heran, wir schachteln
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ihn ein. (Wir nehmen dabei stets an, daBl es iiberhaupt maglich ist, diesem
irrationalen Punkt eine Zahl zuzuordnen.)

Gesucht wird eine Niherung fiir die Zahl x, deren Quadrat 2 ist. x2 = 2

a) Da 12 =1 und 22 = 4, liegt die Zahl x zwischen 1 und 2. Wir miissen nun
den Bereich zwischen 12 und 22 untersuchen.

1,12 1,22 1,32 142 x2 1.5 1,62 1,72 1,82 1,92
1,21 1,44 1,69 196 2 225 2,56 2,89 3,24 3,61
b) Da 1,42 = 1,96 und 1,52 = 2,25, liegt die Zahl x zwischen 1,4 und 1.5,

Auf diese Weise wird die Anniherung schrittweise genauer.

Wegen folgt

12 =1 <2<«<2? =4 1 <x<2
142 = 1,9 <2<152 =22 14 <x<15
1,412 =1,9881 <2< 1,422 = 2,0164 141 < x <142
1,414% = 1,999396 < 2 < 1,4152 = 2,002225 1,414 < x < 1,415

Diese Anniherung kann man beliebig weit fortsetzen. Wir kénnen uns also
der Zahl, die einem irrationalen Punkt zugeordnet werden kann, mit beliebiger
Genauigkeit durch rationale Zahlen nihern.

Als Linge der Strecke x betrachten wir nun die unendliche Dezimalzahl
1,414 ... Unendliche Dezimalzahlen weisen nach dem Komma unbegrenzt
viele Stellen auf.

Formal kénnen wir alle Dezimalzahlen als unendliche Dezimalzahlen auf-
fassen, indem wir beliebig viele Nullen folgen lassen.

Danach ist z. B.: 1,2 = 1,200 000 ... = 1,20.

Unendliche Dezimalzahlen erhalten wir auch, wenn wir %« und — als Dezimal-
zahlen darstellen.

Wir erhalten: ~§ =0,333333 ... =0,3

und % =0,142857 112857 | .. — 0,142 857.

Zur Verkiirzung der Schreibweise solcher unendlichen Dezimalzahlen, in denen
sich eine Ziffer oder eine Zifferngruppe stindig wiederholt, setzt man einen
Strich iiber diese Zlﬂ'er bzw. Zifferngruppe. Im Bruch = = 0,3 nennt man die

Ziffer 3, im Bruch — die Zifferngruppe 142 857 die Perlode

Die irrationalen Dezlmalzahlen bestehen aber nicht aus Zifferngruppen, die
sich stindig wiederholen, sie sind nichtperiodisch. Bei einer weiteren Unter-
suchung der Zahl x im Abschnitt B 18 wiirde man niemals auf eine Periode
stoBen.
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b DEFINITION: Irrationale Zahlen sind unendliche nichtperiodische Dezimal-
zahlen,

Rationale und irrationale Zahlen bilden zusammen den Bereich der reellen
Zahlen.

GRUNDSATZ: Jedem Punkt der Zahlengeraden entspricht eine reelle Zahl, und
jeder reellen Zahl entspricht ein Punkt auf der Zahlengeraden.

Aufgaben B 14 bis 18

20 Auch die Zahl z ist eine irrationale Zahl.

In der Praxis rechnet man stets nur mit geniigend genauen rationalen Nihe-
rungswerten. Dabei ist es von Fall zu Fall verschicden, wieviel Stellen nach
dem Komma man zweckmiBigerweise beriicksichtigt.

@ Schreibe a) 37—1, b) % , €) 91—9 als Dezimalbruch, und bestimme die Periode!

@ Bestimme bis auf 5 Stellen genaun die Dezimalbruchentwicklung fiir die reelle
Zahl r, deren Quadrat a) gleich 3, b) gleich 5 ist!

Geometrische Veranschaulichung des Rechnens
mit reellen Zahlen

21 Die reellen Zahlen kénnen wir uns veranschaulicht denken als Punkte auf der
Zahlengeraden oder als Strecken auf
der Zahlengeraden, wobei die Strecken l.] 7 P
jeweils bei 0 beginnen (Bild B 33). P
Der Addition zweier re- B33
eller Zahlen entspricht &

das Hintereinanderan- %ﬂ
tragen (Bild B 34). a+h
Die zweite Strecke (b) b a

wird dabei so lings der ﬁ

Zahlengeraden verscho- a+

ben, daB der bei 0 lie- a

gende Anfangspunkt auf o =

den Endpunkt der er- a+b b 0

sten Strecke (a) fillt. B 34

Die Summe der zu a und b gehérenden reellen Zahlen ist dann die reelle Zahl,
die zu der zwischen dem Nullpunkt und dem Endpunkt von b gelegenen
Strecke gehort.

Spiegeln wir eine Strecke a am Nullpunkt, so erhalten wir eine Strecke (— a).
Die Summe der zu diesen beiden Strecken gehérenden reellen Zahlen ist stets
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gleich Null (Bild B 35). Fiir alle von

(—a) verschiedenen Strecken b gilt (-a) 0 a
a+b==0. ”;{_a) =
Die Differenz a — b erhiilt man durch

Addition von a und (—b): B 35

a—b=a-+(—b).

Um das Produkt a - b der zu den Strecken a und b der Zahlengeraden gehoren-
den reellen Zahlen zu bilden, zeichnen wir durch den Nullpunkt eine senkrechte
Hilfsgerade.

Drehen wir die Zahlengerade um 90° in positiver Richtung, so iibertrigt sich
die Skale der Zahlengeraden auf die Hilfsgerade.

Wir verbinden nun den Punkt + 1 auf der Hilfsgeraden mit dem Endpunkt
von b und zeichnen zu dieser Strecke eine Parallele durch den Endpunkt von a
aufder Hilfsgeraden. Der
Schnittpunkt dieser Par-
allelen mit der Zahlen-
geraden ist der End-
punkt einer Strecke x
(Bild B 36).

Wiiren nun e und a kom-
mensurable Strecken, so
wiirde nach Satz B 14
gelten:

a:1=x:b.

Wiirde man von dieser Proportion die Produktgleichung bilden, erhielte man
lex=a-b
Damit wire die zu der so konstruierten Strecke gehorende reelle Zahl das

Produkt @+ b. Wir formulieren daher allgemein, d. h. unabhingig davon, ob
a und e kommensurabel sind.

@ DEFINITION: Das Produkt a ‘b der zu den Strecken a und & gehdrenden
reellen Zahlen ist wieder eine reelle Zahl. Sie ist einer Strecke zugeordnet, die
man folgendermaBen konstruiert:

Man verbindet den Endpunkt der Strecke b mit dem Endpunkt der Einheits-
strecke auf der Hilfsgeraden und zieht hierzu eine Parallele durch den End-
punkt der Strecke a auf der Hilfsgeraden.

Der Schnittpunkt mit der Zahlengeraden ist der Endpunkt der Strecke, der das
Produkt zugeordnet ist.

Die Rechengesetze fiir das Rechnen mit reellen Zahlen

22 Fiir das Rechnen mit reellen Zahlen gelten die gleichen Rechengesetze, die wir
schon vom Rechnen mit den rationalen Zahlen her kennen.
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24
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Kommutationsgesetz der Addition at+b=0>b+a
Assoziationsgesetz der Addition (a +b) +¢ =a + (b +¢)
Kommutationsgesetz der Multiplikation a-b =b-a
Assoziationsgesetz der Multiplikation (a-b):-c =a-(b-c)
Distributionsgesetz (@a+be =a-c+b-c

Auf die Beweise dieser Rechengesetze miissen wir an dieser Stelle verzichten,

Die geometrische Division von reellen Zahlen fiihrt auf folgende Fragestellung:

Gegeben sind zwei Strecken a und b. Gesucht ist eine Strecke x mit x - b = a.

Wir konstruieren diese Strecke x

auf folgende Weise (Bild B 37):

Wir verbinden den Endpunkt B B 37
der Strecke b auf der Zahlengeraden
mit dem Endpunkt E’ der Einheits-
strecke auf der Hilfsgeraden. Zu
dieser Verbindungsstrecke ziehen
wir durch den Endpunkt A der
Strecke a auf der Zahlengeraden
eine Parallele. Der Schnittpunkt
X dieser Parallelen mit der Hilfs-
geraden sei der Endpunkt der bei
0 beginnenden Strecke x.

Fiir diese Strecke x gilt x-b=a
nach der Erklirung der geome-
trischen Multiplikation von reellen
Zahlen. Es gibt also zu je zwei

reellen Zahlen @ und b den Quo-

tienten —
e

Als geometrische Anwendung des Rechnens mit Strecken beweisen wir nun den fol-
genden Satz:

SATZ: Sind zwei rechtwinklige Dreiecke ABC und A’B’C’ gegeben, die in allen
Winkeln iibereinstimmen, so sind die Verhiiltnisse der Lingen gleichliegender
Katheten gleich. Fiir die Dreiecke im Bild B 38 gilt danach:

L _ ¢
5~ ¢
[4 ¢ c
N
b g EFE”’
A ¢ B
P 8 y: 8 8 04 & B
B 38 B 39 B 40



Beweis:

Wir verschieben das Dreieck A'B'C’, so daBl die rechten Winkel aufeinanderfallen (Bild
B 39). Es gilt dann CB || C'B, da die Stufenwinkel <t AB'C’' und <t ABC nach der
Voraussetzung gleich sind.

Wir fassen nun AB als Zahlengerade und AC als zugehérige Hilfsgerade auf. AC” soll die
Einheitsstrecke, 4 der Nullpunkt sein (Bild B 40).

Dann gilt nach der Erklirung der geometrischen Multiplikation: OB" - 0C = O‘B; denn

OC"" wurde als Einheitsstrecke, also als 1 angenommen.
Dies kann man als Produktgleichung der folgenden Proportion auffassen:

0B : 0B"=0C : 0C".

Da nun

@zﬁ:c, OC=AC=b, OB'=AB =¢ und OC" =~ AC' = b’
gilt, folgt daraus a : @’ = b : b'.

Im Bild B 41 seien a, b, ¢ und d gegebene Strecken.

a+c__i '
b rd= 5 folgt!

Beweise geometrisch, dal aus % = % die Gleichung

Leite auf arithmetischem Wege aus der Proportion % = % die folgenden Proportionen
her:
c a

atc a a—c _a,

Dyra=3% b—d b d B4l
Die Gleichungen (1) und (2) heifen auch
Formeln fiir die korrespondierende Addi-
tion bzw. korrespondierende Subtraktion. b

und (2)

Fortlaufende Proportionen

. B 42
Statt der Proportionen

a:by=ay: b, bn
8y:by =a3:0, b
aycby=wa,: b, bH
n-2
|
8 b,
a,_3:b_s=4a, ;:b,_, br
a,_;:b,_y=u4a,:b,

i i Oy 8y==—=" Up2 U1 On
schreibt man auch kiirzer: *

@ i@y a5 ...y g i@, i@, =byibyibyi.. b, _5:b, b, (BildB42).

n—2

Man nennt diese Gleichung fortlaufende Proportion.
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Sie wird gelesen: Es verhilt sich
@, ZU Gy 20 Ag ... ZU @, 5 ZU G, ) ZU @, Wie

byzubyzu by ...2zu b, _,zub, , zub,.
Man kann diese fortlaufende Proportion auch in der folgenden Form schreiben:
ol =apiby = ... =0, th,_j=ua,b,.

a) Zerlege die fortlaufende Proportion a:b:c:d = u:v:x:y in einfache
Proportionen!

b) Welche einfachen Proportionen lassen sich aus der folgenden fortlaufenden
Proportion bilden: a:u =b:v =c:x=d:¥?

Aufgabe B 19

Anwendungen

Der Aufbau einiger Mefgerite beruht auf der Anwendung des Satzes B 21.

(1) Der MeBkeil (Bild B 43) wird zur Messung kleiner Abstinde, z. B. des
lichten (inneren) Durchmessers von Réhren, verwendet. Die beiden recht-
winkligen Dreiecke, die in allen Winkeln iibereinstimmen, wurden beson-
ders hervorgehoben.

B 43
a) Wie groB ist der
lichte Durchmesser der
Glasrohreim Bild B43 ? O

b) Welche Ablesege-
nauigkeit ist mit dem
MeBkeil erreichbar ?

(2) Der ProportionalmaBstab oder TransversalmafBstab ist ein Gerit zur Mes-
sung von Strecken, die mit dem Stechzirkel in Zeichnungen oder Gelinde-
karten abgegriffen werden (Bild B 44). Der Kopf des MaBstabes (auf der

B 44
1“D GC
i
H RN
AT
¢ IREDEIEENE
HiNEANEEE
3 [ENETEE T
S
JINNRERRTE
IHREEEREE
29876543272 10m 20m 30m 40m
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linken Seite) ist ein Rechteck 4 BCD, dessen Linge 10 Einheiten umfaBt
und dessen Hohe beliebig lang und in 10 gleiche Teile geteilt ist. Durch die
Teilpunkte der Hohe AD sind horizontale Parallelen gezogen. Durch Ver-
bindung der Teilpunkte von 4B mit den um eine Einheit nach links ver-
schobenen Teilpunkten von CD erhilt man die schriigen Parallelen oder
Transversalen, nach denen der MaBstab bezeichnet wird. Die Parallelen
zur Grundseite 4B sind von unten nach oben mit 1,2, ...,10, die Trans-
versalen von B aus beginnend nach links mit 0, 1, 2, ..., 9 beziffert.

~

In welchem MaBstab steht der TransversalmaBstab, und wie lang ist das
im Dreieck BCG des Bildes B 44 liegende Stiick der 7. Horizontal-
parallelen ?
b) In welchem Zusammenhang steht die Bezifferung an den horizontalen
Parallelen mit der Linge ihrer Abschnitte im Dreieck BCG ?

¢) Wie lang sind die eingetragenen Strecken in Wirklichkeit ?
(3) Das Forsterdreieck
(Bild B45)istein gleich-
schenklig-rechtwinkli-
ges Dreieck, das man
zu einer schnellen, N
niherungsweisen Be- \ *
stimmung der Hohe A ]

G

von Bidumen, Masten, ‘) Vot U

B 45, 46

a
Tirmen usw. benutzt Qs i
(Bild B 46).
a) Die Hohenbestimmung wird auf die Messung einer zuginglichen GroBe
zuriickgefiihrt. Welche Gréfe muBl gemessen werden ?

b) Welchen Zweck hat das an einer Kathete herabhiingende Lot ?

Ahnlichkeit

27

Beim Fotografieren und anschliefenden Kopieren kinnen wir Bilder erhalten,
die mit dem Aufnahmeobjekt in den GroBenverhiltnissen der einzelnen MaBe
iibereinstimmen.

Genauso verhilt es sich mit verschieden groBen Fotoabziigen, die mit Hilfe
eines VergroBerungsapparates von einem Negativ angefertigt wurden. Das
Segelboot auf dem Bild B 47 hat auf allen Abziigen die gleiche Form. Wihlen
wir zwei Bilder heraus und bilden die Verhiltnisse jeweils aus den Hohen der
Masten, aus den Lingen der Bootskérper oder aus anderen entsprechenden
MaBen, so sind diese Verhiltnisse stets gleich. AuBerdem stimmen alle einander
entsprechenden Winkel iiberein. In einem solchen Fall spricht man von Ahn-
lichkeit.

Fiir Dreiecke konnen wir nach dieser Vorbetrachtung folgendes definieren:

Dreiecke heiien iihnlich, wenn sie in den Winkeln iibereinstimmen und wenn
die Verhiiltnisse aus entsprechenden Seiten stets gleich sind.
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Die Seiten der Dreiecke sind proportional zueinander. Man wiihlt das gleiche
Kurzzeichen und schreibt:

AABC ~ A 4,B,C;.

Ist das Verhiltnis einander entsprechender Seiten 1, so liegt Kongruenz vor.
Kongruente Dreiecke sind also stets auch dhnlich.

Die Kongruenz ist ein Sonderfall der Ahnlichkeit.

Sonderfall Kongruenz: AR ACEi REPY: 4 FY
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Die Dreiecke 4BC und 4,B,C, im Bild B 48 sind &hnlich. Demnach gilt:

a b c
&=y BB U = g S g

Fiir die Dreiecke 4, B,C, und 4,B,C, gilt

e By = Bup s s B @
oy = g3 By = Ba3 y1 = a3 @ " b, e =L
Diese beiden Dreiecke sind kongruent.

Bei dhnlichen Dreiecken L

A;B;C; und 4, B,C, [ i
brauchen jedoch nicht K
immer die ebengenann- by & iy %
ten Beziehungen zu be-
stehen. Die Dreiecke As % 7 8 By B 49
A3ByC; und 4,B,C, im 4
Bild B 49 sind gleichfalls dhnlich, aber es gilt:
c. a. b
a3 = Py3 By = a3 V3 = %3 ,TiZT::T:-

Ahnlichkeitssitze fiir Dreiecke

Genauso wie man beim Nachweis der Kongruenz zweier Dreiecke nicht alle
Stiicke einzeln auf Gleichheit priifen muB, braucht man auch zum Nachweis
der Ahnlichkeit nur charakteristische Stiicke zu vergleichen. y

Wir wollen nun iiberlegen, welche Bedingungen hinreichend sind, damit zwei
Dreiecke dhnlich sind. Wir nennen diese Bedingungen auch Kriterien fiir die
Ahnlichkeit von Dreiecken. Sie werden im folgenden in Form der vier Ahnlich-
keitssitze dargestellt.

ERSTER AHNLICHKEITSSATZ:
Dreiecke sind iihnlich, wenn sie in zwei Winkeln iibereinstimmen.

Beweis: Gegeben sind zwei Dreiecke ABC und 4;B,C;, und es soll gelten
a =o; und g = p; (Bild B 50).
Da die Winkelsumme in jedem Dreieck 180° betrigt, gilt auch

=180° — (« + f) = 180° — (o + 1) = -
Demnach herrscht Uberein-
stimmung in allen Winkeln.
Wir miissen nun noch zei-
gen, daB die Verhaltnisse
aus gleichliegenden Seiten
gleich sind. Dazu zeichnen

B 50
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wir die Winkelhalbierenden in beiden Dreiecken. M und M, seien die gemein-
samen Schnittpunkte. Dann fillen wir von M bzw. M, die Lote auf die
Dreieckseiten. In jedem Dreieck sind die drei Lote gleich lang, da sie gleich
dem Radius des Inkreises sind.

Jedes Dreieck zerfillt in sechs rechtwinklige Teildreiecke. Zu jedem Teil-
dreieck gibt es ein entsprechendes im anderen Dreieck. Betrachten wir z. B.
die einander entsprechenden Dreiecke DBM und D, B;M,. Es gilt

<% DBM = < D;B;M, und < BMD = <& B,M,D,.

Nach Satz B 21 gilt dann: r:r; =f:f;.

Ebenso konnen wir fiir die Dreiecke ADM und 4,D; M, die Giiltigkeit von
<X MAD = &< M;4,D, und < DMA = & D,M; 4,

feststellen.

Also gilt auch: r:r; =e:e.

Dann gelten die entsprechenden Produktgleichungen:

rofy=nr-f und ree =r -e.

Durch Addition folgt:

rfy+r-e=r-f+re

und nach dem Distributionsgesetz:

r(fite)=r(f+e:.

Es gilt aber

c=ec¢+fund ¢, =¢ + f;.

Also gilt nach dem Einsetzen:

re;=rye

und damit die Proportion

c r

2% r
Fiihren wir nun die gleichen Uberlegungen fiir die anderen beiden Dreieck-
seiten an, so erhalten wir noch zwei weitere Proportionen:

a r

b
— =— und =
o Lo} 1 rn

r
Die Verhiltnisse aus einander entsprechenden Seiten sind also alle gleich der

rationalen Zahl rL Sie sind also untereinander gleich und es gilt:

1
R
Damit wurde bewiesen, daB im Falle der Ubereinstimmung in zwei Winkeln
auch eine Ubereinstimmung in den drei Seitenverhiltnissen folgt. Also sind
die betrachteten Dreiecke dhnlich.

ZWEITER AHNLICHKEITSSATZ:
Dreiecke sind ihnlich, wenn sie in einem Winkel iibereinstimmen und wenn dic

hend. 1; d

Verhiiltnisse aus einander entspr g Seiten gleich sind.

Beweis:
Gegeben seien zwei Dreiecke ABC und 4, B,C;, und es soll gelten:

b 5
a=a; 4 =ci1 (Bild B 51).



Wir miissen nun bewei- B 51 G

7
sen, daB noch ein anderes
Paar von Winkeln, z. B.
y und y,, gleich ist; denn
dann haben wir den Fall
auf den ersten Ahnlich-
keitssatz fiir Dreiecke
(Satz B 24) zuriickge-
fiihrt.

Wir fiihren den Beweis indirekt.

Angenommen, es gilt nicht y = y,. Wir tragen y an 4,C, in C, an. Der freie
Schenkel des so entstandenen Winkels y, schneide 4, B, in B,.
Dann stimmen die Dreiecke ABC und A4,B,C, in zwei Winkeln iiberein und
sind also nach Satz B 24 ihnlich.
Es gilt daher bi = 2. AuBerdem sollte nach Voraussetzung gelten L 0
1 € by Bt
Daraus folgt :i = Ci . Diese Gleichung gilt aber nur, wenn ¢, = ¢, ist.
2 1

Die Punkte B, und B, miissen also zusammenfallen, ebenso y, und y,. Es muB
also gelten y, = y,. Das steht im Widerspruch zu unserer Annahme, daf
y = y, nicht gilt.

Es gilt damit y = y,. Also sind die Dreiecke 4BC und 4,B,C, hnlich.

DRITTER AHNLICHKEITSSATZ:

Dreiecke sind éhnlich, wenn die drei Verhiiltnisse aus den einander entsprechen-
den Seiten gleich sind.

B 52
Beweis:
Gegeben seien zwei Drei- ¢
ecke ABCund 4,B,C,, und
es soll gelten: b a
a b c + (4
P (Bild B 52). 4 ” b A = %

Konnen wir zeigen, daB zwei einander entsprechende Winkel, z. B. « und a,,
gleich sind, so haben wir den Fall auf den zweiten Ahnlichkeitssatz zuriick-
gefiihrt, und die Dreiecke sind dhnlich.

Wir fithren den Beweis indirekt und nehmen an, daB « nicht gleich «, ist.
Wir tragen « an 4,B, in 4, an und erhalten den Winkel o,. Auf dem freien
Schenkel von a, tragen wir die Seite b, ab und erhalten so den Endpunkt C,.
Nach dem zweiten Ahnlichkeitssatz ist dann: A 4,B,C, ~ A ABC, und es
gilt:

& k& . Nach der Voraussetzung gilt aber auch: N I .

a, by < a; by ¢
a a b b

Daraus folgt: = = = und iaiTk
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Diese Gleichungen kénnen nur richtig sein, wenn a, = a, und b, = b, ist.

Dann stimmen aber die Dreiecke 4,B,C, und 4,B,C, in drei Seiten iiberein
und sind nach dem Kongruenzsatz sss kongruent.

Dann gilt aber ) = «,, d. h. « = ;. Das steht in Widerspruch zu unserer
Annahme, nach der « = o, sein sollte.

Die Annahme war also falsch. Es gilt o = «,, und damit ist nach dem zweiten
Ahnlichkeitssatz (Satz B 25) die Ahnlichkeit der Dreiecke 4BC und A, B,C,

bewiesen.

VIERTER AHNLICHKEITSSATZ:

Dreiecke sind ihnlich, wenn die beiden Verhiiltnisse aus zwei Paaren einander
entsprechender Seiten iibereinstimmen und die Winkel kongruent sind, die der
jeweils groBeren Seite gegeniiberliegen.

Beweis: Gegeben seien zwei
Dreiecke ABCund 4,B,C,,
und es soll gelten:

B 53

oG Ol =
a<c‘,al —rlun Y ="
(Bild B 53).
Konnen wir zeigen, daB} die Dreiecke in einem weiteren Winkel ibereinstimmen,
daB beispielsweise § = f, ist, so haben wir diesen Fall auf den ersten Ahnlich-
keitssatz zuriickgefiihrt.
Wir fithren den Beweis indirekt und nehmen an, daB # und g, nicht iiberein-
stimmen. .
Wir tragen an B,C, in B, den Winkel § an. Der freie Schenkel des so erhalte-

nen Winkels 8, schneide 4,C, in 4,. Nach dem ersten Ahnlichkeitssatz sind
dann die Dreiecke ABC und A,B,C, idhnlich: Es gilt also:

a b T . . a
— % — . Nach der Voraussetzung gilt aber auch: — = 2
a, ¢y by a; €
c c . . .
Daraus folgt —— = ~. Dies kann nur gelten, wenn ¢, gleich ¢, ist.
1 2
. a c
Es gilt ¢ > a und wegen = - auch ¢, > a,.
1 1

Da nun gilt ¢, = a;, ¢, = ¢, und y; = y,, so stimmen die Dreiecke 4,B,(,
und 4,B;C, in zwei Seiten und dem der jeweils groBeren Seite gegeniiberliegen-
den Winkel iiberein. Sie sind nach dem Kongruenzsatz (ssw) kongruent.
Dann gilt 8, = f#,.

Dies steht im Widerspruch zu unserer Annahme, daB f und £, nicht iiberein-
stimmen.

Diese war also falsch, d. h., 3, und § stimmen doch iiberein, und die Dreiecke
ABC und A4,B,C, sind einander dhnlich.



30 Das Verhiltnis aus zwei entsprechenden Dreiecksseiten wollen wir kiinftig
Ahnlichkeitsfaktor f nennen. Dieser Ahnlichkeitsfaktor hat cine dhnliche Be-
deutung wie der Proportionalititsfaktor. Im Falle der Kongruenz liegt der
Ahnlichkeitsfaktor 1 vor.

MiB die Seiten der Dreiecke in den Bildern B 48, B 49 und B 50 und ermittle
jeweils den Ahnlichkeitsfaktor!

Aufgabe B 20
31 Eine Anwendung der Ahnlichkeitssitze fiir Dreiecke in der Vermessungskuude
ist das MefBtischverfahren. Es dient der kartographischen Aufnahme eines

Gelandestiicks.

Der MeBtisch besteht aus einer auf einem Dreifu ruhenden und um eine
lotrechte Achse schwenkbaren quadratischen Platte, die mit Zeichenpapier
iiberspannt ist. Mit einer Wasserwaage wird die Tischplatte waagerecht ein-

g, ihd

B 54
gestellt (Bild B 54). In dem aufzunehmenden Gelinde sei die waagerechte Ent-
fernung zweier Punkte 4 und B bekannt. Die Standlinie AB wird in dem
gewiinschten MaBstab (gewdhnlich 1:25 000) als Strecke 4’B’ auf das MeB-
tischblatt iibertragen. Um die Lage eines dritten Punktes C in der Zeichnung
festzulegen, stellt man den MeBtisch zunichst in 4 so auf, daB A4’ lotrecht
iiber A4 liegt und die Richtung von A’B’ in die Richtung von 4B fillt. Die
Richtung von 4’ nach dem Punkt C legt man in der Zeichnung fest. Dann
stellt man den MeBtisch im Punkte B so auf, daB B’ lotrecht iiber B liegt
und B’A’ mit der Richtung BA zusammenfillt. Die Richtung von B’ nach C
wird durch den Peilstrahl nach C bestimmt und in der Zeichnung festgelegt.
Beide Peilstrahlen schneiden einander in der Zeichnung im Punkte C’. Wieder-

. holt man dieses Verfahren fiir mehrere Geliandepunkte, so erhilt man auf
dem MeBtischblatt ein dhnliches Bild des Gelidndes im gewiinschten MaBstab.

32 Strahlensatz

Wir erweitern nun die Beziehung, die wir im Abschnitt B 24 fiir rechtwinklige
Dreiecke kennengelernt haben (vgl. Satz B 21) auf beliebige Dreiecke.
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b ERSTER TEIL DES STRAHLENSATZES:

Werden zwei von einem Punkt S ausgehende Strahlen von zwei Parallelen ge-
schnitten, so verhalten sich die Abschnitte aul dem einen Strahl zueinander
wie die entsprechenden Abschnitte auf dem anderen Strahl.

B 55

Parallelen py; p,

Ahnlichkeitszentrum

Fiir die Figur in Bild B 55 gilt demnach:

a:b=a,:b;; a:c=a;:c;; b:c=b,:c,.

Beweis: B 56

In der Figur der Ab-
bildung B 56 gilt b, = b;
dennb,und bsind Gegen-
seiten in einem Parallelo-
gramm. Da die schnei- [ |
denden Geraden parallel < D( a AN__ b 8\
sind, gilt

4 SA;A = < SB,B (Stufenwinkel an geschnittenen Parallelen).
Da A,B, nach Konstruktion parallel zu SB ist, gilt
4 B,SB = < B,A,B, (Stufenwinkel an geschnittenen Parallelen).

Nach dem ersten Ahnlichkeitssatz fiir Dreiecke sind dann die Dreiecke SA4A4,,
SBB, und A4, B, B, iihnlich. Daraus folgt die behauptete Gleichheit der Propor-
tionen. Die Strecken a und ¢ sowie a; und ¢, sind Paare einander entsprechen-
der Seiten in den Dreiecken SA44, und SBB,.

Die Strecken a und b, sowie a; und b, sind Paare einander entsprechender
Seiten in den Dreiecken SA4A4, und 4,B,B,.

Die Strecken b, und b, sowie ¢ und ¢, sind Paare einander entsprechender Seiten
in den Dreiecken A4,B,B; und SBB,.
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Bilde die Produktgleichungen der Proportionen

a b a c b c

a by’ a4 ¢’ b ¢

und leite aus ihnen die folgenden Proportionen her:

ZWEITER TEIL DES STRAHLENSATZES:

Werden zwei von einem Punkt S ausgehende Strahlen von zwei Parallelen ge-
schnitten, so verhalten sich die zwischen den Strahlen liegenden Parallelen-
abschnitte wie die zugehirigen vom Anfangspunkt S gerech Abschnitte
jedes Strahls.

Fiir die Figur im Bild B 57 gilt demnach: B 57

a:c=m:n; al:cl=m:n.
Beweis: Da die schneidenden
Geraden parallel sind, gilt
< 844, = < SBB, und da-

mit A\ SA4, ~ A SBB,. Die o

Strecken a und m sowie ¢ und n

] . §
sind Paare einander entspre- ‘]..—._U—c.]\ ]\

chender Seiten in diesen beiden f
Dreiecken.

Die Teilung einer Strecke

Die Strahlensitze finden An- B 58
wendung bei der Teilung einer
Strecke 4B in einem vor-
gegebenen Verhiltnis a:b.
Die innere Teilung einer Strek-
ke AB im Verhiltnis a:b ver-
anschaulicht das Bild B 58.

|
|
i
|
|
|
1
T ]

Wir zeichnen einen von A ausgehenden Strahl, der nicht der Geraden AB
angehoren darf. Dann tragen wir, von A ausgehend, die Strecken a und b
hintereinander an, verbinden den Endpunkt D von b mit B und zeichnen
die Parallele zu DB durch den Anfangspunkt C von b. Der Schnittpunkt T
dieser Parallelen mit 4B ist der gesuchte Teilpunkt; denn nach dem ersten
Teil des Strahlensatzes gilt: AT: TB = a:b.

Gilt als Sonderfall die Proportion AB: AT = AT : TB, so heiBt diese Teilung
auch Goldener Schnitt.

Die duBere Teilung einer Strecke 4B im Verhaltnis a: b wird im Bild B 59
dargestellt. *
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Wir zeichnen einen von A4
ausgehenden Strahl, der
nicht der Geraden AB an-
gehéren darf. Dann tragen
wir von A aus die Strecken  °

a und a—b ab und er- A 5 T
halten D bzw. C als Endpunkte. Dann verbinden wir den Endpunkt C von
a—b mit B und zeichnen durch D die Parallele zu CB. Ihr Schnittpunkt T
mit der Verlingerung von 4B ist der gesuchte duBlere Teilpunkt.

Nach dem ersten Teil des Strahlensatzes gilt AT: BT =a:b.

E Die Bilder B 60 bzw. B 61 zeigen die Teilung einer Strecke 4B von 36 mm
Linge im Verhiltnis 3:5 innen bzw. auflen.

d
-~
7
e
-
7
#
-
-
-
-
e
A 8
B 6l
34 Wir verallgemeinern jetzt die beiden Teile des Strahlensatzes.

b SATZ: Werden zwei Geraden, die einander in einem Punkt S schneiden, von
zwei Parallelen geschnitten, so verhalten sich die Parallelenabschnitte zwischen
den Geraden wie die zugehirigen Abschnitte auf jeder der geschnittenen Ge-
raden.

Fiir die Figur im Bild B 62 gilt:

Beweis: Die Strecken a und b, a,
und b, sowie ¢ und d sind Paare
einander entsprechender Seiten
in den dhnlichen Dreiecken 4,54
und SBB;.

@ Ein Geradenbiischel werde von einer Schar von parallelen Geraden geschnitten
(Bild B 63). Formuliere die Verallgemeinerung des Strahlensatzes fiir diesen
Fall!

Die Umkehrung des ersten Teils des Strahlensatzes wiirde lauten:

Werden zwei Strahlen von zwei Geraden so geschnitten, daB sich die Abstande



S4 und SB auf dem einen Strahl wie \ /
die Abstinde SA, und SB, auf dem \
anderen Strahl verhalten, so sind die
Geraden parallel.
@ Beweise diese Umkehrung mit Hilfe des

zweiten Ahnlichkeitssatzes!

Die Umkehrung des zweiten Teiles des
Strahlensatzes wiirde lauten:

Werden zwei Strahlen von zwei Geraden
geschnitten und verhalten sich die Ab-

schnitte S4 und SB auf einem Strahl 7 7 \
wie die entsprechenden zwischen den / \
Strahlen liegenden Abschnitte auf den
schneidenden Geraden, so sind die
Geraden parallel. Zeige an Hand des
Bildes B 64, daB8 diese Umkehrung im
allgemeinen nicht richtig ist!

35 Der Aufbau einiger MeBgerite beruht
auf der Anwendung des Satzes B 20.
Der Proportionalzirkel wird in Kon-
struktionsbiiros zur Verkleinerung bzw.

VergroBerung von gegebenen Strecken
in einem gegebenen Maf3stab verwendet
(Bild B 65). Durch Verschiebung kénnen
die Lingen der Schenkel auf das ge-
wiinschte Verhiltnis eingestellt werden.
Das Verhiltnis AB: A'B’ bleibt auch
erhalten, wenn die Schenkel gegenein-
ander gedreht werden.

B 65 4 B

Aufgaben B 21 bis 26

Ahnlichkeitsabbildungen

36 ., Eine Abbildung einer Ebene, die jedem Punkt einen Bildpunkt so zuordnet.
daB dhnliche Dreiecke wieder in dhnliche Dreiecke iibergehen, heif3t Ahnlich-
keitsabbildung. Ein Punkt, der bei der Ahnlichkeitsabbildung gleich seinem
Bildpunkt ist, wird Ahnlichkeitszentrum genannt. Das Verhiltnis 4,B, : AB
heiBt Ahnlichkeitsfaktor f. Es ist fiir alle Punktpaare gleich.

Bei der Streckung entfernen sich alle Punkte vom Ahnlichkeitszentrum (Bild
B 66). Der Ahnlichkeitsfaktor ist hier groBer als 1; f > 1.
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B 66 B 67

Bei der Stauchung nihern sich alle Punkte dem Ahnlichkeitszentrum (Bild
B 67). Der Ahnlichkeitsfaktor ist in diesem Fall kleiner als 1; f < 1.

Aufgaben B 27 bis 63

Fiihrt man eine Ahnlichkeitsabbildung und eine Kongruenzabbildung hinter-
einander aus, so erhalt man wieder eine Ahnlichkeitsabbildung. Ebenso ergibt
die Hintereinanderausfithrung von mehreren Ahnlichkeitsabbildungen insge-
samt wieder eine Ahnlichkeitsabbildung.

Im Bild B 68 wurden hintereinander eine Stauchung und eine Punktspiegelung
ausgefithrt. Im Bild B 69 wurden hintereinander eine Streckung und eine
Drehung um den Punkt B, ausgefiihrt.

37 Die im Abschnitt B 36 beschriebene zentrische Streckung und Stauchung wird
beispielsweise dann angewendet, wenn von einer Konstruktion eine VergroBe-
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rung bzw. Verkleinerung an- I3 72
gefertigt wird. In Zeichenbiiros

verwendet man hierbei den

Pantographen (Storchschna-

bel). Er besteht aus einem be-

weglichen Parallelogramm aus Vrlage -
flachen Stiben (Bild B 70). Die Vergrétterung
mittlere Schiene ED kann ver-

stellt werden. Andieser Schiene A 4
1aBt sich der Fahrstift F oder

der Zeichenstift Z einsetzen. Die Ecke, die dem Festpunkt 4 gegeniiberliegt,
mufB den Fahrstift aufnehmen, falls der Zeichenstift auf ED ist. Falls jedoch der
Fahrstift auf der Schiene ist, wird der Zeichenstift in dieser Ecke befestigt.

B 70

Der Fixpunkt A ist das Ahnlichkeitszentrum. Durch geeignete Unmstellungen
der Schiene und der Stifte kénnen verschiedene Streckungs- bzw. Stauchungs-
verhiltnisse eingestellt werden.

Bei den Kongruenzabbildungen blieben Umfang und Flicheninhalt erhalten.
Jede Figur hat den gleichen Umfang und den gleichen Flicheninhalt wie die
Bildfigur. Bei Ahnlichkeitsabbildungen ist das im allgemeinen nicht der Fall.

SATZ: Bei einer Ahnlichkeitsabbildung in der Ebene erhilt man den Umfang
des Bilddreiecks als Produkt aus dem Umfang des Originaldreiecks und dem
Ahnlichkeitsfaktor.

Beweis:
In den beiden #hnlichen Dreiecken ABC und 4,B,C, sei der Ahnlichkeits-
faktor::_% =f,s0 daB gilt: 4,B, = f- AB; B,C, = f- BC; A,C, =f- AC.
Dem Umfang u = AB + BC + AC entspricht der Umfang des Bilddreiecks
u1=/rBl+Bva1+/TC].E5gilt

—f+AB 4 f-BC + f- AC, also

=f(4B + BC + 4C),

=f:u.
SATZ: Bei einer Ahnlichkeitsabbildung in der Ebene erhiilt man den Flichen-

inhalt des Bilddreiecks als Produkt aus dem Fliicheninhalt des gehorig
Originaldreiecks und dem Quadrat des Ahnlichkeitsfaktors.

Beweis:

In den beiden #hnlichen Dreiecken ABC und A4,B,C, sei der Ahnlichkeits-
faktor ‘2 = f. Der Flicheninhalt des Ongmaldrelecks betrigt 4 :—AB h,
und der Flachenmhalt des Bilddreiecks A, =—A B, - h,,
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58

Da fiir die beiden dhnlichen Dreiecke h, = f - h, und A,B, = - AB gilt, er-
halten wir nach dem Einsetzen:

A, ;-j“/m'f'hc:—li"f""-ﬁ-hc,also
A, =f2- 4.

Damit ist der Satz bewiesen. Der Flicheninhalt des Bilddreiecks ist das
f*fache des Flacheninhalts des Originaldreiecks.

Aufgaben B 64 bis 72

Ubersicht iiber den Aufbau der Zahlenbereiche

Natiirliche Zahlen

Die natiirlichen Zahlen sind die Zahlen 0, 1, 2, 3, ...
Die Addition und die Multiplikation sind uneingeschrinkt ausfiihrbar.

Gebrochene Zahlen

Eine gebrochene Zahl ist die Klasse aller Briiche, die durch Kiirzen oder
Erweitern auseinander hervorgehen.

Die Addition, die Multiplikation und die Division (mit Ausnahme der Division
durch Null) sind uneingeschrinkt ausfiihrbar.

Die natiirlichen Zahlen sind ein Teilbereich der gebrochenen Zahlen.

Rationale Zahlen

Reelle Zahlen




Rationale Zahlen

Eine rationale Zahl ist die Klasse aller derjenigen Differenzen gebrochener

Zahlen, die dadurch auseinander hervorgehen, daB man zum Minuenden und
zum Subtrahenden die gleiche gebrochene Zahl addiert oder subtrahiert.

Jede rationale Zahl laBt sich in der Form - (g = 0) darstellen, wobei p und ¢

ganze Zahlen sind.

q

Die Addition, Subtraktion, Multiplikation und die Division (mit Ausnahme
der Division durch Null) sind uneingeschrinkt ausfiihrbar.
Die gebrochenen Zahlen sind ein Teilbereich der rationalen Zahlen.

Reelle Zahlen

Der Bereich der lleellen Zahlen wird von den rationalen Zahlen und den

irrationalen Zahlen gebildet.

Irrationale Zahlen sind unendliche nichtperiodische Dezimalzahlen.

Die reellen Zahlen fiillen die Zahlengerade liickenlos aus.

Geschichtliche Bemerkungen zur Ahnlichkeitslehre

40

Die Lehre von der Ahnlichkeit ebener geometrischer Figuren gehort zu den Grundlagen
der Elementargeometrie und ist schon von den Vilkern des Altertums weit entwickelt

worden.

Bedeutende Kenntnisse iiber Dreiecks-
geometrie, darunter die Verwendung
von Ahnlichkeitsbeziehungen zu Drei-
eckskonstruktionen, sind uns seit dem
8. Jahrhundert v. u. Z. aus Indien
schriftlich uberliefert. Im alten China
wurden um etwa 1100 v, u. Z. Hohen-
bestimmungen mit Hilfe der Schatten-
lange durchgefiihrt.

Durch einen historischen Zufall wissen

wir,ohne daf} uns eine derartige mathe-

matische Abhandlung erhalten geblie-
ben wire. daB8 auch die alten Agypter,
die bereits eine Fiille von geometri-
schen Einzeltatsachen kannten und in
der Praxis verwendeten, die Grund-
gesetze der Ahnlichkeit ebener Figuren
benutzt haben. Eine der Grabkam-
mern der Pyramide. die fiir einen dgyp-
tischen Kénig des 14. Jahrhunderts

AR
\“““;
S s

B 72: Hohenbestimmung einer Pagode mit Hilfe
ahnlicher Dreiecke. China, 3. Jahrhundert u. Z.

v. u. Z. bestimmt war, ist unvollendet geblieben. Bei der Ausgrabung fand man die eine
Wand mit einem Netz sich quadratisch schneidender Linien bedeckt. In dieses Netz
iibertrug man von einer Skizze mit einem entsprechend kleineren quadratischen Netz den
geplanten Wandschmuck auf die Wand der Grabkammer.




Im 7. Jahrhundert v. u. Z. entwickelten sich in den von Griechen besiedelteri Stidten der
Westkiiste Kleinasiens und auf den vorgelagerten Inseln mit Handel und Industrie auch
bedeutende wissenschaftliche, darunter mathematische Kenntnisse. Auf Reisen nach Meso-
potamien und Agypten lernten die Kaufleute und Gelehrten auch die babylonische und
agyptische Mathematik kennen. THALES VON MILET (etwa 624—548 v. u. Z.), nach dem
der THALEssatz am Kreis benannt ist, erfand der Uberlieferung nach beim Besuch der dgyp-
tischen Pyramiden' ein Verfahren zur Hohenmessung. Er verglich die Schattenlange eines
bekannten Gegenstandes mit der des zu messenden. Auf diese Weise gelang es ihm, die Hohen
der Pyramiden zu ermitteln. Diese Methode beruht auf dem Vergleich dhnlicher Dreiecke.
Die griechischen Mathematiker brachten die Fiille der uberlieferten und neu gefundenen
geometrischen Tatsachen in ein festes System von Sitzen, die der Reihe nach auf Grund
genau formulierter Voraussetzungen bewiesen wurden. So schlofl z. B. HIPPOKRATES VON
CH10s (um 440 v. u. Z.) aus der Gleichheit der Basiswinkel zweier gleichschenkliger Drei-
ecke auf die Proportionalitit der Seiten. Bereits Ende des 5. Jahrhunderts v. u. Z. waren
den griechischen Mathematikern alle Kongruenz- und Ahnlichkeitssitze am ebenen Drei-
eck bekannt, man konnte sie beweisen und machte von ihnen bei der Herleitung weiterer
Sitze am Dreieck hiufigen Gebrauch.

Auf Grund fritherer Zusamment: der G trie, die allerdings verlorengegangen
sind, schrieb der in Alexandria wirkende Mathematiker EUKLEIDES (etwa 365 bis 300)!
etwa um 320 v. u. Z. eine groBangelegte, streng gegliederte und systematisch auf Axiomen

und Postulaten aufbauende Darstellung der ebenen und réiumli(‘herll Geometrie. die den
Titel Elemente trigt und aus 13 Biichern besteht. EUKLEIDES definiert ebene, geradlinig
begrenzte Figuren folgendermafBen: Ahn-
liche geradlinige Figuren sind solche. die,
einzeln verglichen, gleiche Winkel und an
diesen gleichen Winkeln proportionierte
Seiten haben. Im selben Buch der Elemente
sind die Ahnlichkeitssitze enthalten. Es
wird gelehrt, eine Strecke im gegebenen
e f Gl Verhiltnis zu teilen und die vierte Pro-
W‘b.‘_dm‘ _ﬁ,,ﬂmm‘ portionale zu konstruieren. d. h. die Glei-
"""”" '“’""‘“"M .-a-..-m'm chung a: b
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B 73: Textseite aus einer frithen (1509) la-
teinischen Druckausgabe der ,,Elemente*
des EUKLEIDES

1 EUKLEIDES wird in der Literatur auch hiufig
mit seinem latinisierten Namen EUKLID genannt.



in den Elementenz. B. von der Verwendung der
Ahnlichkeitslehre zu Vermessungszwecken ge-
sprochen. Erst am Ausgang der Antike hat
der Ingenieur HERON VON ALEXANDRIA (um
100 u. Z.) auch die Belange der praktischen
Geometrie, darunter der auf der Ahnlichkeit
beruhenden Vermessungslehre, in mehreren
Schriften berucksichtigt. Die MeBkunst der
romischen sogenannten Agrimensoren (d. i.
eigentlich Feldmesser) beruhte weitgehend
auf empirisch gefundenen Verfahren. Sie rei-
sten im TroB3 der Heere mit und vermaBen
die eroberten Lindereien, .

Der Untergang der Sklavenhalterordnung des
romischen Weltreiches fiihrte in Europa zu-

sammen mit der wissenschaftsfeindlichen

Haltung der christlichen Kirche zu einem
starken Rickgang auch der mathematischen
se. Erst vom 14, und 15. Jahrhun-

Kenntnis
dert an setzte in Europa ein spiirbarer Auf-

schwung der Wissenschaften, darunter der
Mathematik. ein. Die Elemente von EUKLEI-
pEs wurden auf Grund der praktischen An-
forderungen an die Mathematik zum Gegen-

stand eines breiten wissenschaftlichen Inter-
esses, sie wurden ubersetzt und gedruckt,
Die elementare ebene Geometrie wurde not-
wendigerweise zum Riistzeug einer Vielzahl
von praktischen Berufen. Die Ahnlichkeits-
lehre wurde von den Festungsbaumeistern,
Architekten und darstellenden Kiinstlern
benétigt, aber auch von den Steuerménnern
der Segelschiffe, die ihre Schiffe nach Ubersee
in die neu entdeckten Linder fithrten. Vor
allem aber wurde durch die vielfiltigen An-
forderungen des militirischen und zivilen
Vermessungswesens und der Astronomie die
Kenntnis  der Ahnlichkeitslehre und der
Strahlensitze zum Gemeingut einer bedeuten-
den Anzahl von Menschen der verschiedensten
Berufe. Neue Instrumente wurden erfunden,
z. B. durch den jidischen Gelehrten Levi
BEN GERSON (1288-—1344) der sogenannte

B 74: Richten von Geschiitzen mit Hilfe
geometrischer Instrumente, Europa, Mitte
des 16. Jahrhunderts

B 75: Der Jakobsstab im Gebrauch. Dar-
stellung aus dem Jahre 1531

Jakobsstab. ferner astronomische Geriite und Geriite zum Richten der Geschiitze. Alle diese
Geriite beruhten auf Ahnlichkeitsbeziehungen. Seit dieser Zeit gehirt die Ahnlichkeits-

lehre zum festen Bestandteil der mathematischen Grundausbildung.
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Lineare Funktionen

1

Der Funktionsbegriff

Wir haben schon hiufig mathematische Sachverhalte betrachtet, in denen
Zahlen wieder Zahlen zugeordnet wurden. Wir wollen uns jetzt mit solchen
Zuordnungen niher beschiftigen.

Bei proportionalen GriBen wird beispielsweise jeder MaBzahl der einen GrofBe
eine Mafzahl der anderen GroBe zugeordnet. Dabei erhilt man die zugeordnete
MaBzahl durch Multiplikation mit dem Proportionalititsfaktor.

Der Benzinverbrauch eines Kraftfahrzeuges ist proportional zur Fahrstrecke.
(Hierbei wird allerdings vereinfachend angenommen, daB eine etwa gleich-
bleibende Geschwindigkeit eingehalten wird, daB kein hiigeliges Gelinde be-
fahren wird usw.) Obwohl dieser Idealfall natiirlich nur in den seitensten Fillen
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vorliegt, betrachtet man den Verbrauch fiir Berechnungen und Vergleiche der
Einfachheit halber als proportional zur Fahrstrecke.

Die folgende Tabelle gibt den Benzinnormverbrauch eines PKW vom Typ
Moskwitsch fiir eine Fahrt von 100 km an:

Entfernung (km)

s

10|20|30|40|5o|60\70|80|9,0|100

1,6

0,8

2,413,240

5,6

Benzinverbrauch (l)| m 4-,!3 6,47,2|8,0

Wir hitten in die erste Zeile dieser Tabelle auch beliebige andere Zahlen
zwischen 0 und 100 eintragen kénnen, denn jeder zuriickgelegten Teilstrecke
ist ein bestimmter Benzinverbrauch zugeordnet. Da der Proportionalitits-
faktor 0,08 ist, ist diese Zuordnung gegeben durch die Gleichung

m = 0,08-s.
In die folgenden Ungleichungen sollen fiir x der Reihe nach alle natiirlichen
Zahlen von 0 bis 10 einschlieBlich eingesetzt werden. Dann soll fiir jeden Wert

von x diejenige natiirliche Zahl berechnet werden, die, fiir y eingesetzt, die
jeweilige Ungleichung erfiillt.

a) x<y<x-+2

x| 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
y 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

und | und | und | und | und | und | und | und | und | und | und

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

In beiden Fillen sind den Werten von x jeweils Werte von y zugeordnet, und
zwar in a) jedem Wert von x nur ein Wert von y, in b) jedem Wert von x
zwei Werte von y. Die Zuordnung in a) heiBt eindeutig, weil jedem Wert von
x genau ein Wert von y zugeordnet ist. Die Zuordnung in b) ist nicht eindeutig.
Auch die im Beispiel 1 angegebene Zuordnung ist eindeutig.

In Zukunft werden wir nur eindeutige Zuordnungen betrachten.

Jeder reellen Zahl x soll ihr Dreifaches zugeordnet werden.

Diese Zuordnung ist ebenfalls eindeutig. Wie im Beispiel 1 kénnen wir nicht
alle moglichen Werte fiir x aufschreiben, denn es gibt unendlich viele reelle
Zahlen. In folgender Tabelle sind einige Zahlen ausgewihlt:

x—3,7—1‘—0,5‘0}2 7| 2 |10
y=3z|—11,1 —3}—1,5’ 0 ‘ 6 ‘21 1:“ 300
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Im Gegensatz zu Beispiel 1 und 2 kénnen wir hier fiir x jede beliebige reelle
Zahl einsetzen. Aber auch fiir y treten dabei alle reellen Zahlen auf.

In den Beispielen 1, 2a) und 3 kommen jeweils zwei Mengen 4 und B von
Zahlen vor:

Menge A Menge B

Beispiel 1 Alle positiven reellen Zahlen | Alle positiven reellen Zahlen
bis 100 einschlieBlich. bis 8 einschlieBlich.
Alle diese Zahlen kénnen fiir s | Alle diese Zahlen treten als
eingesetzt werden. Werte von 7 auf.

Beispiel 2a)l  Alle natiirlichen Zahlen von 0 | Alle natiirlichen Zahlen von 1
bis 10 einschlieBlich. bis 11 einschlieBlich.
Alle diese Zahlen kénnen fiir ¥ | Alle diese Zahlen treten als
eingesetzt werden. Werte von v auf.

Beispiel 3 Alle reellen Zahlen. Alle reellen Zahlen.
Alle diese Zahlen konnen fiir * | Alle diese Zahlen treten als
eingesetzt werden. Werte von ) auf.

Im Beispiel 3 stimmen die Mengen 4 und B im Gegenaatz zu den Mengen in
den Beispielen 1 und 2a) iiberein.

DEFINITION: Gegeben sei eine Menge A von reellen Zahlen. Wenn jeder Zahl
x aus der Menge A eine Zahl y eindeutig zugeordnet ist, so heifit diese Zuordnung
eine Funktion.

In der Menge A liegen alle Zahlen, denen eine Zahl zugeordnet wird. Man sagt
dazu, daB die Funktion fiir die Zahlen der Menge A erklirt oder definiert ist.
Alle Zahlen, die als zugeordnete Werte der Funktion auftreten, bilden eine
Menge B.

DEFINITION: Wird durch eine Funktion jeder Zahl x aus der Menge 4 eine
Zahl y zugeordnet, so nennt man die Menge 4 den Definitionsbhereich der
Funktion und die Menge B der zugeordneten Zahlen den Wertebereich oder
den Wertevorrat der Funktion.

Bei vielen Funktionen stimmen Definitionsbereich und Wertevorrat iiberein

(Beispiel 3).

In den Beispielen 1 und 3 sind die Zuordnungen durch die Gleichungen
m = 0,08 s bzw.y = 3 x gegeben. Das ist allerdings nicht bei allen Funktionen
maoglich.

Fiir die Variablen s und x in den beiden Gleichungen kénnen wir beliebige
Zahlen aus dem Definitionsbereich einsetzen. Dabei ergeben sich die jeweils
zugeordneten Werte der anderen Variablen. Welchen zugeordneten Wert man
errechnet, hingt also von dem Wert ab, den man einsetzt.

DEFINITION: Ist eine Funktion durch eine Gleichung gegeben, so nennt man
diejenige Variable, fiir die man beliebige Zahlen aus dem Definitionsbereich
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kann, bhiingige Variable (oft mit x bezeichnet). Die andere
Variable heiit abhiingige Variable (oft mit y bezeichnet).

&8

Man sagt mitunter auch: y ist eine Funktion von x.

Bei der Behandlung der direkten und indirekten Proportionalitit haben wir
bereits wichtige Beispiele fiir Funktionen kennengelernt. Dort wurden ein-
deutige Zuordnungen, also Funktionen, durch Gleichungen der Form

y=k-x baw. y =k- :_ angegeben.

Eine Zusammenstellung einiger Werte der unabhingigen Variablen und der
diesen zugeordneten Werte der abhingigen Variablen wie in den Beispielen
heiBt Wertetabelle. Die meisten Funktionen lassen sich jedoch nicht durch
Wertetabellen darstellen; denn Definitionsbereich und Wertevorrat bestehen
meist aus unendlich vielen Zahlen. Eine Ausnahme macht das Beispiel 2a).
Hier ist die betreffende Funktion durch die Wertetabelle vollstindig gegeben,
da Definitionsbereich und Wertevorrat nur die endlich vielen in der Werte-
tabelle auftretenden Zahlen enthalten. Die Wertetabelle im Beispiel 3 gibt
dagegen die Funktion nicht vollstindig an.

Aufgaben C 1 bis §

ZUSAMMENFASSUNG
Wird jeder Zahl aus einer Menge 4 eindeutig eine Zahl zugeordnet, so
heiBt diese Zuordnung eine Funktion. Dabei bilden die Zahlen, die als
zugeordnete Werte der Funktion auftreten, eine zweite Menge B. Die
Menge A heiBt Definitionsbereich, die Menge B Wertebereich oder Werte-
vorrat der Funktion. Enthélt der Definitionsbereich nur endlich viele
Zahlen, so kann die Funktion vollstindig durch die Wertetabelle darge-
stellt werden.
Haufig kénnen die Werte einer Funktion mit Hilfe einer Gleichung
errechnet werden. Die Gleichung enthélt zwei Variablen (meist mit x
und y bezeichnet) und heift Funktionsgleichung.
Die eine Variable heiBt unabhingige Variable; sie wird oft mit x be-
zeichnet. Fiir diese Variable konnen alle Zahlen aus dem Definitions-
bereich beliebig eingesetzt werden. -
Die andere Variable heiBt abhiingige Variable; sie wird oft mit y be-
zeichnet. Die Werte fiir die abhingige Variable ergeben sich als Funk-
tionswerte in Abh#ngigkeit von den fiir die unabhiingige Variable ein-
gesetzten Werten. Dabei nimmt die abhingige Variable alle Werte des
Wertevorrats an.

Graphische Darstellung von Funktionen

Héufig kann man Funktionen durch eine graphische Darstellung angeben.
Hierzu verwendet man ein ebenes rechtwinkliges Koordinatensystem, auch
Cartesisches Koordinatensystem! genannt (Bild C 2).

1 Cartesius ist der isi Name des ikers René Descartes (1596—1650). Ihm zu Ehren
erhielt das rechtwinklige Koordinatensystem seinen Namen.
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Zwei in einer Ebene senkrecht aufeinanderstehende Zahlengeraden bilden die
Koordinatenachsen.

Die Lage eines jeden Punktes P der Ebene kann durch zwei Zahlen, seine Ko-
ordinaten, eindeutig angegeben werden. Wir fillen vom Punkt P die Lote auf
die Abszissenachse und die Ordinatenachse. Die Zahlen, die den FuBpunkten
der Lote zugeordnet sind, sind die Koordinaten des betreffenden Punktes.

Im Bild C 3 wurden folgende Punkte markiert:

a) P, mit der Abszisse 3 und der Ordinate 2. Schreibweise: P, (3; 2)

b) P, mit der Abszisse — 2 und der Ordinate — 1. Schreibweise: P, (— 2; — 1)
c) Py mit der Abszisse 1 und der Ordinate — 3. Schreibweise: P, (1; — 3)
d) P, mit der Abszisse 0 und der Ordinate 1. Schreibweise: P, (0; 1)
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Da als Variablen fiir die Koordinaten von Punkten dieselben Buchstaben be-
nutzt werden wie fiir die Bezeichnung der Achsen, bezeichnet man einen
Punkt P; mit den Koordinaten x; und y; auf folgende Weise: P; (x;; y:). Wir
verabreden also, die Abszisse stets zuerst anzugeben.

DEFINITION: Zwei Zahlen, deren Reihenfolge festliegt, heiien geordnetes

Zahlenp kurz Zahl

SATZ: Durch ein rechtwinkliges Koordi y wird jedem Punkt der

8
Ebene eindeutig ein Zahlenp zugeordnet.

Umgekehrt ist es moglich, im rechtwinkligen Koordinatensystem jedem Zahlen-
paar eindeutig einen Punkt der Ebene zuzuordnen.

SATZ: Durch ein rechtwinkliges Koordi ystem wird jedem Paar reeller
Zahlen eindeutig ein Punkt der Ebene zugeordnet.

Aus den letzten beiden Sitzen folgt, daB die durch ein rechtwinkliges Koor-

dinatensystem vermittelte Zuordnung zwischen Zahlenpaaren und Punkten

der Ebene umkehrbar eindeutig oder, wie man auch sagt, eineindeutig ist.

Zeichne in ein rechtwinkliges Koordinatensystem die folgenden Punkte ein!

P, (2,5;3,5); Py (— 351); Py (05— 4); Py (45— 5); 0(050); S(3;1); T (153).
Aufgaben C 6 bis 16

Zur graphischen Darstellung einer gegebenen Funktion fertigen wir zunichst eine
Wertetabelle fiir diese Funktion an.

Im Laufe eines Sommertages erhielt man durch Messen der Lufttemperatur in
zweistiindigem Abstand die folgende Wertetabelle:

Uhrzeit } x 4

0|2

6‘ 8‘10 ‘12 114 }16 {18 [20|22|24

Temperatur°C 95 (12 | 14 27,5| 27 |25,5(22

y |14}11,5 22 26,5

19‘ 16

Hier liegt ebenfalls eine Funktion vor. Der Definitionsbereich besteht aus den
Zahlen 0,2, 4, ..., 24. Jeder dieser Zahlen wird eindeutig eine Zahl der zweiten
Zeile zugeordnet, die den Wertevorrat der betrachteten Funktion bilden.

C4




Die so erhaltenen Zahlenpaare veranschaulichen wir durch die ihnen zugeord-
neten Punkte in einem Koordinatensystem mit passend gewihlten Einheiten
(Bild C4). Da die Messungen nur zu den angegebenen Tageszeiten durch-
gefithrt wurden, diirften die eingezeichneten Punkte eigentlich nicht verbunden
werden, denn der Temperaturverlauf zwischen den Uhrzeiten ist nicht bekannt.
Die verbindenden Geradenstiicke machen jedoch die Temperaturverinderung
deutlicher sichtbar. Wir hitten die einzelnen Punkte auch durch gekriimmte,
ineinander iibergehende Kurvenstiicke miteinander verbinden konnen. Die auf
den Verbindungsstiicken liegenden Punkte geben jedoch auch dann im all-
gemeinen nicht die zwischen den MeBzeiten herrschenden Temperaturen an.
Es soll die graphische Darstellung der Funktion mit der Gleichung y = x?
gezeichnet werden.

Der Definitionsbereich besteht hier aus allen reellen Zahlen. Der Wertevorrat
besteht aus allen positiven Zahlen und der Zahl Null, d. h. aus allen nicht
negativen reellen Zahlen. Das folgt daraus, daB das Quadrat einer beliebigen
reellen Zahl nie negativ ist.

Wir stellen eine Wertetabelle auf und tragen die zugeordneten Punkte in ein
Koordinatensystem ein (Bild C 5).

p—

— 0,5 |0 0,5‘1‘1,5 |2‘2,5 ’3

x

,g3|A2,s|_2 } —15 |—

2,25 9

—

0,25 | 0 0,25‘ 1 | 2,25 | 4 ‘ 6,25

9’ 6,251 4

y

Die aufgestellte Wertetabelle stellt die betrachtete Funktion nicht vollstin-
dig dar. Mit Hilfe der Cs

Funktionsgleichung y = x? ‘_':)
kénnen wir namlich die 1
Koordinaten beliebig vieler g
Zwischenpunkte ermitteln.
Diese liegen aber nicht auf 8
den geradlinigen Verbin- \ /
dungen der eingezeichneten 7
Punkte, sondern auf der \ /
in Bild C 5 dargestellten 6
Kurve. \ /
5
Aufgaben C 17 bis 21
4

Lineare Funktionen
mit der Gleichung \ 3 /
y=mx(m=0)

Wir betrachten jetzt Funk-
tionen, deren Gleichungen
wie bei der direkten Propor- ‘
tionalitit die Formy =mx -4 -3 _—72 _7 0’7 2 8 4 x
(m == 0) haben. Der Defini-

tionsbereich sei die Menge

&4
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aller reellen Zahlen, und m soll jetzt eine beliebige (also auch negative) von
Null verschiedene reelle Zahl sein.

Es soll die Funktion mit der Gleichung ¥ — 2 x (wir sagen kiinftig kurz: die
Funktion y = 2 x) graphisch dargestellt werden.

Zunichst stellen wir eine Wertetabelle auf.

\ |—3|_2,5‘—2|—1,5|—1|—0,5|o| 0,5 |1| 15 |2| 2,5 |3

o= |=e=s [=2|=1 [o[x [2[s [a[s [s
Nun tragen wir die Punkte in 5
das Koordinatensystem ein
(Bild C 6).

Betrachten wir das Bild C 6,
so kommen wir zu der Ver-
mutung, daB alle Punkte auf
ein und derselben Geraden lie-
gen. Diese Behauptung muB
jedoch bewiesen werden, denn
allein mit Hilfe der Abbildung
kénnen wir wegen der Zeichen-
ungenauigkeit eine solche Ver-
mutung nicht bestitigen,
selbst wenn wir noch weitere
Zwischenpunkte einzeich
Wir wollen deshalb mit Hilfe
unserer Kenntnisse aus der
Geometrie einen Beweis fiih-
ren.

Behauptung: Cé6
Alle Punkte der graphischen D. llung der Funktion y = 2 x liegen auf ein und

derselben Geraden, die durch den Ursprung des Koordinatensystems verliuft.

Beweis:
1) Durch Einsetzen der Zahl Null fiir die unabhingige Variable halfen wir

das Zahlenpaar (0; 0) erhalten, das auch in der Wertetabelle aufgefiihrt
ist. Der Ursprung ist also ein Punkt der graphischen Darstellung.

2) Wir wihlen zwei beliebige reelle Zahlen a, und a; und bestimmen durch
Einsetzen in die Funktionsgleichung y = 2 x die zugeordneten Funktions-
werte b, und b,:

by =2ay; b, =2a,.
Die den Zahlenpaaren (a,; b,) und (ay; b,) zugeordneten Punkte R (a,; b;)

und S (ay; by) der graphischen Darstellung sind im Bild C 7a mit den zugehori-
gen Koordinaten eingezeichnet. Die rechtwinkligen Dreiecke O PR und 0QS
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sind im Bild C 7b noch einmal darge-
stellt. Nach der Funktionsgleichung gilt
fiir die Lange ihrer Katheten

im A OPR: b =2a, oder % =3,
1

R
im A 0QS: by=2a, oder 21—3. 5
2

Die beiden rechtwinkligen Dreiecke
stimmen also in einem Winkel und im of o P
Verhiiltnis seiner anliegenden Seiten -
iiberein.

Nachdem zweiten Ahnlichkeitssatzfolgt
daraus: A OPR ~ A 0QS.

Daher stimmen die beiden Dreiecke in
allen Winkeln iiberein. Es gilt also auch
< POR = < QO0S.

Die Strecken OR und OS bilden also
beide mit der positiven Richtung der
x-Achse den gleichen Winkel o (Bild
C7c), d. h., sie liegen beide auf einer
gemeinsamen Geraden. Damit liegen
aber auch die beiden Punkte R und S
auf einer Geraden durch den Ursprung.

Dieselben Uberlegungen, die wir soeben
fiir die beliebig gewihlten Punkte R
und S der graphischen Darstellung ge-
fithrt haben, gelten genauso fiir je zwei
beliebige andere Punkte (auch im III.
Quadranten). Das bedeutet aber gerade,
daB alle Punkte der graphischen Darstellung der Funktion y = 2 x auf derselben
Geraden durch den Ursprung liegen.

Damit haben wir die Behauptung bewiesen.

Der soeben durchgefiihrte Beweis lauft genauso ab, wenn wir statt der Funk-
tionsgleichung y = 2 x eine andere Funktionsgleichung y = mx mit einer be-
liebigen von Null verschied reellen Zahl m betrachten.

Also liegen die Punkte der graphischen Darstellung jeder Funktion y = mx
jeweils auf einer gemeinsamen Geraden. Es geniigt daher, zwei Punkte der
graphischen Darstellung zu bestimmen, um diese Gerade zeichnen zu kénnen.

Jetzt haben wir also auch die in Klasse 7 aufgestellte Behauptung bewiesen,
daB die graphische Darstellung einer direkten Proportionalitit Punkte ergibt,
die auf einer gemeinsamen Geraden liegen.

Wir wissen jetzt, daB man bei der graphischen Darstellung einer Funktion
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y = mx nur solche Punkte erhilt, die auf einer bestimmten Geraden liegen.
Damit steht aber noch keineswegs fest, daB8 auch alle Punkte der betreffenden
Geraden zur graphischen Darstellung der Funktion gehéren.

Wir wollen jetzt beweisen, daB8 dies aber doch der Fall ist, daB also die Um-
kehrung des Satzes C 7 gilt:

Behauptung:

Jeder Punkt der betrachteten Geraden gehirt zur graphischen Darstellung der
Funktion y = mx.

Beweis: cs

Gegeben sei also eine bestimmte Funk-
tion y = mx. Wir verbinden die Punkte
0 und R der graphischen Darstellung
durch eine Gerade (Bild C 8). Wir be-
trachten einen beliebigen, von O und R
verschiedenen Punkt S (a,; b,) auf dieser
Geraden. Da R ein Punkt der graphi-
schen Darstellung der Funktion y = mx
ist, erfiillen seine Koordinaten die Funk-
tionsgleichung.

b
Es gilt also: b, = ;1 a; oder aTl =m

Weiterhin ist A OPR~ /A OQS (erster Ahnlichkeitssatz). Also gilt auch
:f: m und damit by = - a,.

Das bedeutet aber, daB die Koordinaten von S die Funktionsgleichung erfiillen.
Der Punkt S gehort also zur graphischen Darstellung der Funktion y = mx.
Da der Punkt S ein véllig beliebiger Punkt der Geraden ist, gelten die Uber-
legungen fiir alle Punkte der Geraden. Damit ist unsere Behauptung bewiesen.

Cc9

Anstieg m der Geraden y=mx
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Aus den beiden Behauptungen C 7 und C 8 folgt der Sata:
Die graphische Darstellung einer Funktion, deren Gleichung die Form y = mx
(m == 0) hat, ist eine Gerade durch den Ursprung.
Der Verlauf der Geraden hingt vom Koeffizienten m von x ab.
Das Bild C 9 veranschaulicht das an folgenden Geraden.
1

I y=?x(m:—éf) Oy=x (m—1
mMy=2x (m=2) IV_y=—f;fx(m:7]2)
Vy=—xm=-—1) Viy=—2x(m=—2)

Wir legen fest, den Verlauf der Geraden stets in Richtung wachsender x-Werte,
d. h. von links nach rechts, zu betrachten. Dann entnehmen wir dem Bild C 9
folgende Ei haften der Funkti y = mx:

Ist m > 0, so steigt die Gerade vom IIL. in den I. Quadranten,
ist m < 0, so fillt die Gerade vom II. in den IV. Quadranten.
Je groBer der Betrag von m ist, desto steiler verlduft die Gerade.

Aus diesen Eigenschaften erkennen wir, daB der Koeffizient m von x ein MaB3
fiir das Steigen oder Fallen der Geraden ist.

DEFINITION: Der Koeffizient m heifit

\
der Anstieg der Geraden mit der \ ¥ y=35x
Gleichung y = mx. \ 2}
)
Unterscheiden sich die Anstiege zweier \\7 |

Geraden nur durch das Vorzeichen, so
liegen diese Geraden symmetrisch zur :
x-Achse, aber auch symmetrisch zur -2 7 (" 7 7 x
y-Achse (Bild C 10). [\

Aufgaben C 22 bis 27

C 10

Lineare Funktion mit der Gleichung y=mx +b (m £ 0, b £ 0)
y= %x + 2
Schon aus der Gleichung kénnen wir sehen, daB wir die y-Werte dieser Funk-

tion erhalten, indem wir zu den y-Werten der Funktion y :%x jeweils 2
addieren.

Wir erhalten also die Punkte der gesuchten graphischen Darstellung, indem
wir alle Punkte der Geraden y =4 x um zwei Einheiten' in Richtung der
positiven y-Achse verschieben (Bild C 11).
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Die graphische Dar- v

stellung der Funktion 5k yeix+2
¥ =%x + 2 ist also

ebenfalls eine Gerade. | 1
Sie schneidet die y- 3k S

Achse im Punkte + 2
und hat denselben
Anstieg wie die Ge-

3 "
radey =7% namlich

3
m=. -4 3
In der Funktionsglei-
chung y =mx + b
gibt die Zahl b an, 2
wie weit die zugeho- c1l
rige Gerade gegen- 3
iiber der Geraden
y = mx in Richtung des positiven Teils der y-Achse (b > 0) bzw. entgegen-
gesetzt (b < 0) verschoben ist.

Da die GréBe der Verschiebung auch auf der y-Achse abgelesen werden kann,
gibt b gleichzeitig an, wo die Gerade y = mx + b die y-Achse schneidet.

Die graphischen Darstellungen aller Funktionen y = mx + b mit demselben
Anstieg m stellen eine Schar paralleler Geraden dar.

DEFINITION: Eine Funktion, deren Gleichung die Form y = mx 4 b hat,
heiBt lineare Funktion.

Ihre graphische Darstellung ist eine Gerade. 6 s

Absolutes Glied b der Funktionen y=mx+b (m=1)

b<0




14

vV ©

Der Summand mx heiBit das lineare Glied, der S d b das absolute Glied
der Funktionsgleichung.

Die durch Proportionalitit gegebenen eindeuiigen Zuordnungen sind also spe-
zielle lineare Funktionen, denn sie lassen sich durch Gleichungen der Form
y =mx + b mit m > 0 und b = 0 darstellen.

Sind jedoch bei der Proportionalitit fiir den Definitionsbhereich nicht alle
reellen Zahlen zugelassen, so erhalten wir als graphische Darstellung keine
Gerade als Ganzes, sondern nur Punkte, die allerdings auf einer gemeinsamen
Geraden liegen. Wir wollen jetzt den Begriff der Proportionalitit erweitern,
indem wir die Beschrinkung des Proportionalititsfaktors auf positive reelle
Zahlen fallenlassen. Damit ist dann jede lineare Funktion y = mx (m == 0)
eine Proportionalitit.

Die Gleichungen von linearen Funktionen kénnen wir nach den Réegeln der
Gleichungslehre umformen. Die eindeutige Zuordnung wird dabei nicht ver-
dndert.

Wir wollen die Funktionsgleichung y = 3x — 2 umformen.

y =3x—2 [+ (—5)
—5y =—15x 410 + 152 —10

152 —5y —10 =0

Priife durch Einsetzen nach, daB die Gleichung 15x — 5y — 10 = 0 von den-
selben Zahlenpaaren erfiillt wird wie die Gleichung y = 3x — 2!

DEFINITION: Ist eine Funktionsgleichung nach der abhiingigen Variablen

aufgeldst, so sagt man, die Gleichung ist in expliziter Form geg In allen
anderen Fillen spricht man von impliziter Form.
abhingige Variable explizit implizit

: B O PRT

s s =491245 4912 —s =—35

u u=8—4v u—8 =—4v

Wenn wir in der Gleichung y = mx + b fiir m den Wert Null wihlen, so erhal-
ten wir spezielle lineare Funktionen.

y=0-x+4+2,dh y=2

Beim Aufstellen einer

Wertetabelle wird jedem x | =9 | =1 ‘ 0 | 1 ' 2
Wert von x der Funk-
tionswert 2 zugeordnet: y=0-x+2 | 2 ’ 2 ‘ 2 | 2 ‘ 2




! Das Bild C 13 zeigt die gra- Y Cc13
phische Darstellung dieser 3k
Funktion. Entsprechendes
gilt auch fiir beliebige an- .
dere Werte von b. =3 yzg—
l@ Die graphische Darstellung Ik
einer linearen Funktion mit
der Gleichung y = b ist eine
Parallele zur x-Achse, die L - - . L
I 2
die y-Achse im Punkte g 2 g i x
(0; b) schneidet. _.*
15 Entsprechend ist x = ¢ (¢ konstante reelle Zahl) die Gleichung einer Parallelen

zur y-Achse, die die x-Achse im Punkt (c; 0) schneidet. Die Gleichung x = ¢
(mit x als unabhingiger Variabler) stellt aber keine Funktion dar, denn dem
Wert ¢ der Variablen x werden unendlich viele Werte fiir y zugeordnet. Funk-
tionen sind aber stets eindeutige Zuordnungen.

16 ZUSAMMENFASSUNG

Funktionen, deren Gleichungen die explizite Form y = mx + b haben,
heiBen lineare Funktionen. Dabei bezeichnen m und b feste reelle Zahlen.
Die graphischen Darstellungen dieser Funktionen sind Geraden.

Der Anstieg m bestimmtsdie Richtung der Geraden, das absolute Glied b
gibt den Schnittpunkt der Geraden mit der y-Achse an.

Ist b = 0, so verlauft die Gerade durch den Ursprung. Ihre Gleichung hat
dann die Form y — mx. Das bedeutet, daB y proportional zu x ist.

Die Proportionalitit ist also ein spezieller Fall der linearen Funktion.

Aufgaben C 28 bis 45

Lineare Gleichungen

17 Nullstellen linearer Funktionen

Im Abschnitt iiber lineare Funktionen haben wir Gleichungen mit zwei Varia-
blen kennengelernt. Durch einfache Umformungen lassen sich diese Gleichun-
gen auf die sogenannte explizite Form y = mx + b bringen. Dabei bezeichnen
bei einer bestimmten Gleichung die Buchstaben x und y die Variablen und
die Buchstaben m und b feste reelle Zahlen, wir sagen auch Konstanten.

p DEFINITION: Die Funktionsgleichungen der linearen Funktionen heifien lineare
Gleichungen mit zwei Variablen.

Zur graphischen Darstellung der Funktionen haben wir aus diesen Gleichungen
Zahlenpaare errechnet und sie zu Wertetabellen zusammengestellt. Alle diese
Paare erfiillen die jeweilige Gleichung, d. h., sie machen die Gleichung zu einer
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wahren Aussage, wenn man die Zahlen der Paare fiir die betreffenden Variablen
in die Gleichung einsetzt.

Gegeben ist die Gleichung y = 2x — 4. Gesucht sind Zahlenpaare, die diese
Gleichung erfiillen. a) (—2; —8) b) (0; —4) c) (2;0)
Wir setzen die Zahlen fiir die betreffenden Variablen ein:
a) —8=2-(—2)—4 b) —4=2-0—-4; ¢) 0=2-2—-4
Es gibt unendlich viele solcher Paare, denn man kann fiir x jede beliebige
reelle Zahl einsetzen und den zugehérigen Funktionswert von y ausrechnen.

DEFINITION: Jedes Zahlenpaar, das eine vorgegebene Gleichung mit zwei
Variablen erfiillt, heiBt eine Losung dieser Gleichung.
Die Menge aller Losungen heift die Lo der g

v

5L Cleiok
] B

B

Gib jeweils fiinf Losungen der folgenden Gleichungen an!

©

l)y=—%x+5 b) 2x 43y —4=0 ¢) y=02x+0,7

18 Jedem Zahlenpaar der Lésungsmenge 87
ist ein Punkt in einem rechtwinkligen &

Koordinatensystem zugeordnet. Die
graphische Darstellung einer linearen 3
Funktion ist also nichts anderes als die
graphische Darstellung der Losungs-
menge der zugehorigen linearen Glei- 2 JZx-
chung.

Ist in einer linearen Gleichung 1

y=mx+b /D
der Koeffizient m von Null verschieden, -3 2 = 7 7 /,’ "
so verlduft die zugehorige Gerade nicht
parallel zur x-Achse. Die Gerade schnei- 1
det also die x-Achse in genau einem /
Punkt P.

2
Die Koordinaten desjenigen Punktes P /
sind zu bestimmen, in dem die zur
Gleichung y =2x—4 gehérende 3/
Gerade die Abszissenachse schneidet
(Bild C 14). Die Ordinate dieses Punktes /‘ -4
ist 0, da der Punkt auf der x-Achse liegt. C1l4

Aus der graphischen Darstellung lesen wir die Abszisse x ~~ 2 ab. (Wegen der
Zeichenungenauigkeit haben wir diesen Wert als Naherungswert gekenn-
zeichnet.)

Rechnerisch kénnen wir die Abszisse x des Punktes P genau ermitteln. Der
Punkt P hat die Koordinaten x und 0. Da der Punkt P auf der Geraden liegt,
gehort das Paar (x; 0) zur Losungsmenge der Gleichung y = 2 x — 4. Es erfiillt

it
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78

also die Gleichung. Wir erhalten durch Einsetzen folgende li Gleich
mit einer Variablen:

0=2x—4.

Wir lésen nach x auf:

0=2x—4 | + 4 Probe:
4=2x |+ 2 0=2-2—4
2==% 0=0

x=2

Die Gerade schneidet also die x-Achse im Punkt P (2; 0).
Die Probe zeigt, daB wir durch Einsetzen eine wahre Aussage erhalten.

DEFINITION: Der Punkt P, in dem die graphische D llung einer li

Funktion die x-Achse schneidet, heiit Nullstelle der Funktion. Dort ist der
Funktionswert, d. h. die Ordinate des Punktes P, gleich Null.

Man findet also die Abszisse der Nullstelle, indem man in die Gleichung
y = mx + b fiir y die Zahl Null einsetzt. Dadurch entsteht einelineare Gleichung
mit einer Variablen. Diese wird nach x aufgeldst.

ZUSAMMENFASSUNG

Die Funktionsgleichungen der linearen Funktionen y = mx + b (m = 0)

bezeichnet man auch als lineare Gleichungen mit zwei Variablen

(x und y).

Alle Zahlenpaare, die eine lineare Gleichung mit zwei Variablen erfiillen,

heiBen Losungen dieser Gleichung. Sie bilden die Losungsmenge der be-

trachteten Gleichung.

In der Losungsmenge einer jeden linearen Gleichung y = mx + b (m == 0)

liegt genau ein Zahlenpaar (x; 0). Der diesem Zahlenpaar zugeordnete

Punkt heiBt Nullstelle der durch y = mx + b (m == 0) dargestellten

linearen Funktion.

Die Abszisse x der Nullstelle findet man als Lésung der linearen Gleichung
=mx + b (m % 0).

Eine lineare Gleichung mit zwei Variablen hat unendlich viele Lésungen.

Die lineare Gleichung 0 = mx + b (m == 0) hat genau eine Losung.

Aufgabe C 46

Rechnerische Lésung linearer Gleichungen mit einer Variablen
Zur Wiederholung

Wir haben in Klasse 7 Regeln fiir das Umformen von Gleichungen mit einer

Variablen kennengelernt. Diese Regeln wurden dort fiir rationale Zahlen auf-

gestellt. Sie gelten aber ebenso im Bereich der reellen Zahlen.

1. Vertauscht man die Seiten einer Gleichung, so entsteht eine #quivalente
Gleichung.

2. Addiert oder subtrahiert man auf beiden Seiten‘einer Gleichung eine reelle
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Zahl oder ein Vielfaches ax der Variablen x (a reelle Zahl), so entsteht eine
#quivalente Gleichung.

3. Multipliziert man beide Seiten einer Gleichung mit derselben von Null ver-
schiedenen reellen Zahl, so entsteht eine fquivalente Gleichung.

4. Dividiert man beide Seiten einer Gleichung durch dieselbe von Null ver-
schiedene Zahl, so entsteht eine #dquivalente Gleichung.

Dabei heiBen zwei Gleichungen #quivalent, wenn sie dieselbe Losungsmenge
haben.
Aufgaben C 47 und 48

Gleichungen, die Klammern enthalten

Gegeben sei die Gleichung
x—(8x—69) +(6x—50) =2x— (x—5).

Auflésen der
Klammern: x—8x+69 +62—50=2x—2x+5

Zusammenfassen: —x+19=x245 | —19 —«
—2x=—14 |+ (—2)
x=1

Probe: T— (8:7—69) + (6:7—50)=2-7—(7T—05)
7+13—8=14—2
12 =12
Wir erhalten also eine wahre Aussage.
Gegeben sei die Gleichung:
(x—3)(22—5)—4(x—2)=2(x—1)?—12.

Ausmultiplizieren:
2x? —5x—6x+ 15 —4x +8=2(x—2x +1)—12
2x? —5x—6x 4+ 15—4x 48 =222 _4dx4+2—12

Zusammenfassen:
222 —15x 4+ 23 =2x2—4x—10 | —2a?
Wir kénnen nun auf beiden Seiten der Gleichung 2 x2 subtrahieren; denn un-

abhingig davon, welche Zahl wir fiir x einsetzen, bedeutet das stets eine Sub-
traktion derselben Zahl auf beiden Seiten. Wir erhalten:

—152 + 23 = —4x—10 |+4x—23
—11x =—33 | : (—11)
x=3

Probe: (3—3) (2-3—5)—4(3—2)=2(3—1)?—12
0:1—4-1=2-20—12
—4 =—14
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Im Beispiel 15 traten Glieder mit x? auf. Allerdings konnten wir sie durch
Subtraktion wieder beseitigen. Dadurch erhielten wir eine linearé Gleichung.
Treten in Gleichungen hohere Potenzen von x auf und lassen sich diese Potenzen
nicht beseitigen, so spricht man von nichtlinearen Gleichungen. Solche Glei-
chungen kénnen wir aber mit unseren bisherigen Kenntnissen nicht lssen.

Gegeben sei die Gleichung
(x—3)(x +4) =(x—7) (x—3).
Ausmultiplizieren: x* +4x—3x—12 =2?—3x—T7x 421

Zusammenfassen: %2+ x—12 =22 —10x + 21| — 2% + 10x +12
11z =33 |1
x=3
Probe: (3—3)(3+4)=(3—7 (3—3)
0:-7=—4-0
0=0

Wir versuchen nun, einen anderen Lésungsweg fiir die Gleichung im Beispiel 16

_einzuschlagen, indem wir beide Seiten der Gleichung durch den Faktor x — 3

dividieren:

(x—3)(z+4)=(x—q7)(x—3) [:(x—3)

4 =x—1

Diese Gleichung hat aber keine Lésung, denn fiir keine reelle Zahl x gilt
x + 4 = x — 7. Dagegen hatte die urspriinglich gegebene Gleichung die
Losung 3. Die Gleichungen

x—3)(x+4)=@x—T7(x—3)und x+4=x—7

sind also nicht dquivalent. )

Die beiden Seiten einer gegebenen Gleichung diirfen nicht durch die Variable x
dividiert werden. Das trifft auch zu, wenn x im Divisor in Verbindung mit an-
deren Zahlen oder Variablen steht, z. B. als Faktor oder in einer Klammer.
Betrachten wir hierzu noch ein weiteres Beispiel.

Gegeben sei die Gleichung x + 2 =x+4 3.

Diese Gleichung hat keine Losung.

Wir multiplizieren beide Seiten der Gleichung mit x:

x(x+2)==x(x+3).

Ausmultiplizieren: x* + 2x = x* 4 3x | —x2 Probe: 0 +2=0+3
2x =3x | —3=x 2=3
—x = | : (=1
x=0

Wir erhalten eine falsche Aussage. Die Zahl 0 ist zwar Losung der Gleichung
x (x + 2) = x (x + 3), aber nicht Lsung der urspriinglich gegebenen Gleichung
x + 2 = x + 3. Die beiden Gleichungen sind also nicht iiquivalent.



Die Probe hat also nicht nur den Zweck, die Richtigkeit des Rechenganges zu
iiberpriifen, sondern sie soll auch zeigen, ob alle gefundenen Zahlen wirklich
Lésungen der urspriinglich gegebenen Gleichung sind.

Aufgaben C 19 bis 52

S

Lineare Gleichungen mit Briichen

= 16 —

2x+5
T

Gegeben sei die Gleichung 3 x — 7";19 —2xtl

3
Es treten mehrere Briiche auf. Die Variable x ist aber in allen Briichen nur
jeweils im Ziahler enthalten.
Multiplikation mit dem 2x45 Tx+ 19 2x+1

12 (3;——— = 42 (16 ——~——)
Hauptnenner 42: 1 2 3

Ausmultiplizieren: 126 x — A (2; +9 _ 672 — L x2+ 19 4 (2; irdl)
Kiirzen: 126x —6 (2x 4 5) = 672 —21 (Tx + 19) — 14 2x + 1)
Ausmultiplizieren: 126x — 12x — 30 = 672 — 147x — 399 — 28x — 14
Zusammenfassen: 114x—30 = —175x 4259 | 4 175x + 30
289 x = 289
% ==

@ Fiihre die Probe selbst aus!

In den folgenden Beispielen tritt die Variable auch in Nennern von Briichen

auf.
1
Gegeben ist die Gleichung ; Wi = % - %
Es treten Briiche auf. Die Variable x ist nur in Nennern enthalten. Wir miissen

von vornherein x = 0 annehmen, da fiir x = 0 die Gleichung keinen Sinn hat.

Multiplikation mit dem LB 10 4
Hauptnenner 15 x: 18x - o+ 18x - 5 =184 < T8z 3
162 +9x=180 +8x | —8x— 162
x =18

Fiihre die Probe selbst aus!

Gegeben sei die Gleichung :i: = ::: 4

Sie ist eine Proportion, in der die Variable x in den Zahlern und Nennern auf-
tritt. Fiir x = 2 und x = 4 hat die Gleichung keinen Sinn. Die Multiplikation

mit dem Hauptnenner (x — 2) (x — 1) bedeutet hier den Ubergang zur Produkt-
gleichung.
3 —1
:i2=:—4 =) =)
G- H@E+I) _ (x—2—4)E—7)
x—2 = x—4
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Kiirzen: x—4(x+3) =(x—2)(x—17)
Das ist die Produktgleichung.

Ausmultiplizieren: x® + 3x —4x—12 =2 —Tx—2x + 14

Zusammenfassen: x2—x—12 =22 —9x + 14 I—x2 +9x 412
8x =26 |:8
=32
4

Fiihre die Probe selbst aus!
Aufgaben C 53 bis 63

Bisher traten in den Gleichungen auBer der Variablen x nur reelle Zahlen auf.
In den folgenden Gleichungen werden neben x auch andere Variablen (a, b, c,
m, n u.a.) vorkommen. Wenn nichts anderes festgelegt ist, wollen wir die
Gleichungen jedoch stets nach x auflésen. Die anderen Variablen bezeichnen
dann jeweils gegebene reelle Zahlen.

Gegeben sei die Gleichung:

s5xta—2b—3a Prober 5. 2028 Lo o
;5= —2b—3

Sx—2b—4a |5 robe 5 +a b a
2b—4a 2b—4a+a=2b—3a

== 2b—3a=2b—3a

Die letzte Gleichung ist stets eine wahre Aussage, un-
abhiingig von den fiir @ bzw. b eingesetzten Zahlen.

Lése die Gleichung im Beispiel 21 nach @ auf und betrachte x und b als fest

gegeben!
Gegeben sei die Gleichung a —bx =cx — d (mit b+ —¢).
a—bx=cx—d |—cx—ua
—bx—cx=—a—d
Zusammenfassen durch x (—b—¢) = —a—d |:(=b—¢)
Ausklammern von x: —a—d
x=—"
—b—c¢
_a+d
R

Warum wurde b + — ¢ vorausgesetzt ? Fiihre die Probe selbst aus!
Aufgaben C 64 bis 74

Graphische Losung linearer Gleichungen mit einer Variablen

Um eine lineare Gleichung mit einer Variablen graphisch zu lésen, bringen wir
sie zunichst durch Umformungen nach den iiblichen Regeln auf die Form

— mx + b bazw. mx +b =0 (m = 0). Von dieser Gleichung gehen wir zu
der Funktionsgleichung y = mx + b iiber. Wir wissen, daB es unter den un-
endlich vielen Zahlenpaaren, die diese Funktionsgleichung erfiillen, genau
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¢in Paar der Form (x; 0) gibt. Dieses Zahlenpaar gibt aber die Koordinaten
der Nullstelle der Funktion y = mx + b an. Dabei ist x die Abszisse der Null-
stelle. A

Setzen wir diese Koordinaten in die Funktionsgleichung ein, so erhalten wir
0=mx +b.

Das bedeutet aber, daB die Abszisse x der Nullstelle Losung der gegebenen
linearen Gleichung mit einer Variablen ist.

Die Gleichung 2x — 4 = 0 ist graphisch zu lésen.

a) Ubergang zur Funktionsgleichung y = 2x — 4.
b) Graphische Darstellung (Bild C 15).

=4
cls

c) Aus der graphischen Darstellung lesen wir die Abszisse der Nullstelle ab

und damit die angeniherte Losung der gegebenen Gleichung 2 x — 4 = 0:

x =2

Probe: 2-2—4 =0

0=0 )

Aus der Probe entnehmen wir, daB wir in diesem Fall genau die Losung ge-
funden haben. Wegen der Zeichenungenauigkeit werden wir das jedoch nicht
immer erreichen kénnen.

Aufgaben C 75
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Sitze, die fiir rechtwinklige Dreiecke gelten
1 Jedes Dreieck hat drei Hohen. Wenn wir im folgenden von der Héhe im

rechtwinkligen Dreieck sprechen, meinen wir stets die Hohe vom Scheitel des

rechten Winkels auf die Hypotenuse. Die Hypotenusenabschnitte 4D bzw. DB

nennen wir zugehorig zur Kathete AC bzw. BC (Bild D 1).

Rechtwinkliges Oreieck

kleine Kathete

Die Hohe DC teilt das Dreieck 4ABC in zwei weitere rechtwinklige Dreiecke.
In der folgenden Tabelle sind die Seiten und Winkel der drei rechtwinkligen

Dreiecke zusammengestellt.
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{BC £CADC ADBC
HEY FOUCAUSE » sareo arencr « AB AC BC
Ratheten v eos e { AC und BC AD und DC DC und DB
rechter Winkel w00 < BCA < ADC < CDB
Winkel 2 cvevvronennn $CAB | s CAD + BCD
Winkel fsennrmms.. wwn < ABC x.DCA < DBC

Aus der Tabelle ist ersichtlich, daB die Winkel « und B in allen drei recht-
winkligen Dreiecken (Bild D 1) vorkommen.

a) Begriinde diese Tatsache! b) Wiederhole die Ahnlichkeitssitze und iiber-
priife die drei rechtwinkligen Dreiecke auf Ahnlichkeit!

Die Ubung 1 fiihrt zu der Feststellung:

Die drei rechtwinkligen Dreiecke im Bild D 1 stimmen paarweise in den ent-
sprechenden Winkeln iiberein. Sie sind deshalb paarweise dhnlich.

Es gilt: A ABC~ A ADC; A ABC~ A DBC; A ADC~ A DBC.

Fertige dir zwei kongruente Modelle eines rechtwinkligen Dreiecks an! Zer-
schneide ein Modell davon lings der Héhe DC! Bringe die drei rechtwinkligen
Dreiecke paarweise in Ahnlichkeitslage!

Mittlere Proportionale

Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke folgen Proportionen.
Die Dreiecke A BC und ADC sind #hnlich. Wir bringen die beiden Dreiecke in
Ahnlichkeitslage.

Aus dem Bild D 2 entnehmen wir:

E:E=E:A_1D—l.

AB: AC = AC: AD. (1)

G- (=04

A
N

<
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Die Hypotenuse im Dreieck ABC verhiilt sich zur groBen Kathete im Dreieck
ABC wie die Hypotenuse im Dreieck ADC zur groBen Kathete im Dreieck ADC.
In der Proportion AB: AC = AC: AD sind die Innenglieder gleich.

Suche weitere Proportionen und stelle sie iibersichtlich zusammen! Verwende
zur Veranschaulichung deine Modelle! Kennzeichne die Proportionen, in denen
die Innenglieder gleich sind!

DEFINITION: Sind in einer Proportion die Innenglieder gleich, so heiBt ein
solches Glied mittlere Proportionale.

Verwendet man fiir die Bezeichnung der Strecken statt der Endpunkte Varia-
blen fiir die MaBzahlen der Strecken, z. B. fiir 4 B die Variable c, (vgl. Bild D 3),
so geht die Proportion (1) iiber in

c:b=b:q. (2)
Schreibe die Proportionen, die du in Ubung 3 gebildet hast, in dieser Weise!
Die Zahl b ist also mittlere Proportionale zu den Zahlen ¢ und q. Man nennt b
auch das geometrische Mittel der Zahlen ¢ und gq.

Allgemein gilt:

DEFINITION: Eine reelle Zahl g heiit mittlere Proportionale zu den reellen
Zahlen x und y oder geometrisches Mittel der Zahlen x und y, wenn gilt:

xiq=gq:y.
Der Hohensatz
Gegeben sei ein rechtwinkliges Dreieck 4 BC (Bild D 3). Wir denken uns das

rechtwinklige Teildreieck DBC in die Ahnlichkeitslage DB,C, gedreht. Aus
der Ahnlichkeit der Dreiecke ADC und DBC folgt:

bei Bezeichnung der Strecken | bei Verwendung von Variablen
durch ihre Endpunkte: | fiir die MaBzahlen der Strecken:
AD:DC = DC:DB [ q:h =h:p

DC* = AD- DB (3) | ht=gq-.p 4)

Unter DC? verstehen wir den Flacheninhalt des Quadrates mit der Seite DC
und unter AD - DB den Flicheninhalt des Rechtecks mit den Seiten AD
und DB.
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Wir kénnen dann die Gleichung (3) folgendermaBen formulieren (Bilder D 4
und D 5):

HOHENSATZ:

In jedem rechtwinkligen Dreieck ABC (< BCA = 90°) ist das Quadrat iiber
der Hohe DC flichengleich dem Rechteck aus den Hyp bschnitten AD
und BD.

D4

Die Gleichung (4) fiihrt zu einer anderen |

Formulierung des Hohensatzes: D5

In jedem rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat der Maﬂz-hl der Hohe h gleich
dem Produkt aus den MaBzahlen der Hyp b itte p und gq.
h*=p-q.

Eine weitere Formulierung des Hohensatzes lautet:

In jedem rechtwinkligen Dreieck ist die Hohe mittlere Proportionale zu den
Hypotenusenabschnitten 4D und DB.

Wir wollen den Hohensatz noch auf einem anderen Wege beweisen. Wir ordnen
die beiden Teildreiecke ADC und DBC nebeneinander wie in den Bildern D 6
und D 7 an und vervollstindigen beide Figuren zu groBeren rechtwinkligen
Dreiecken. Die beiden Hypotenusen der Teildreiecke bilden zusammen in bei-
den Anordnungen gleich lange Strecken. Es gilt PQ = P,(,. Die beiden Drei-
ecke PQR und P,Q,R, stimmen weiterhin in den beiden Winkeln « und f§
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iiberein. Daraus folgt, daB beide Dreiecke einen rechten Winkel haben und
daB8 beide Dreiecke kongruent sind: A PQR = A P,Q,R,. Dann sind beide
Dreiecke auch flichengleich. Die beiden gegeb Teildreiecke haben in bei-
den Figuren jedoch zusammen den gleichen Flicheninhalt. Deshalb miissen
die Flichen, die die beiden Anordnungen zu den rechtwinkligen Dreiecken
PQR bzw. P,Q,R, erginzen, flichengleich sein. Daraus folgt:

Das Quadrat iiber der Héhe eines rechtwinkligen Dreiecks ist flichengleich
dem Rechteck aus den Hypotenusenabschnitten.

Die Umkehrung des Hohensatzes

Wenn in einem Dreieck die Beziehung h? = p . q gilt, so ist das betreffende
Dreieck rechtwinklig.

Beweis: C
Im Dreieck ABC gelte h* = p - q (Bild ﬂ}
D 8). Aus der Proportion g:h = h:p 2
und dem Satz:

,,Dreiecke sind dhnlich, wenn sie in zwei 7 7
ﬁntspljech‘enden Seitenverhiltnissen A 7 D p B
iibereinstimmen**

folgt: A ADC ~ A DBC.

Dann sind alle entsprechenden Winkel der beiden Dreiecke gleich.

Aus o=y und =9

sowie o + f + y + 6 = 180° (L
folgt 2y 426 =180°

bzw. y+4d= 90°

Damit ist gezeigt: Die Beziehung

h? = p - ¢ gilt nur fiir rechtwinklige

Dreiecke.
Zusammenfassend koénnen wir also

sagen: 2, "B
SATZ: Der Héhensatz gilt dann und D9
nur dann, wenn ein Dreieck recht-

winklig ist.

' Den Hohensatz wenden wir u. a. an, wenn wir die mittlere Proportionale zu

zwei gegebenen Strecken konstruieren oder wenn wir ein gegebenes Rechteck
in ein flichengleiches Quadrat (oder umgekehrt) verwandeln sollen.

Gegeben seien die Strecken AB und CD. Gesucht ist die mittlere Proportionale.
Konstruktion (Bild D 9):

Wir zeichnen eine Gerade und wihlen darauf einen Punkt 4;,. Von 4, aus
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tragen wir die Strecke AB ab. Wir erhalten den Punkt B,. Von B, aus tragen
wir die Strecke CD ab und erhalten den Punkt D,. Uber der Strecke AD,
errichten wir den THALEskreis und im Punkt B, konstruieren wir die Senk-
rechte. Der Schnittpunkt der Senkrechten mit der Peripherie des THALES-
kreises sei E. Dann ist B,E die gesuchte mittlere Proportionale zu den

Strecken AB und CD.

Ein gegebenes Rechteck 4BCD ist in ein ﬂachenglelches Quadrat zu ver-
wandeln. ’
Konstruktion:

Wir verlingern AD iiber D hinaus und CD iiber D hinaus. Auf der Verlange-
rung der Strecke AD tragen wir von D aus die Strecke DC ab und erhalten
den Punkt E. Uber AE zeichnen wir den THALEskreis.

Der Schnittpunkt der Peripherie dieses Halbkreises mit der Verlingerung
der Strecke CD sei F. Die Strecke DF ist eine Seite des gesuchten Quadrates.

Der Kathetensatz

In dem rechtwinkligen Dreieck A BC im Bild D 10 werden durch die Hohe CD
zwei rechtwinklige Teildreiecke gebildet. Die Dreiecke 4BC und CDB sind
ahnlich. Beide Dreiecke wurden in Ahnlichkeitslage gebracht. Aus der Ahn-
lichkeit der Dreiecke A BC und CDB folgt:

bei Bezeichnung der Strecken [ bei Verwendung von Variablen
durch ihre Endpunkte: fiir die MaBzahlen der Strecken:
1B: BC — BC: BD prsi=anmg

BC* = AB-BD (1) a?=c-p (2)
D 10 0

A q 0 p B Al c

Entsprechend wiirden wir wegen der Ahnlichkeit der Dreiecke 4 BC und ADC
auch erhalten:

AB: AC = AC: AD c:b=b:gq

AC® = AB- AD ‘ b2=c-q
Unter BC? bzw. AC? verstehen wir die Flicheninhalte der Quadrate mit der
Seite BC baw. AC. Unter AB - BD bzw. AB - AD verstehen wir die Flichen-
inhalte der Rechtecke mit den Seiten 4B und BD bzw. AB und AD. Die
Gleichung (1) fithrt zu folgender Formulierung des Kathetensatzes (Bilder
D 11 und D 12):
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KATHETENSATZ:

In jedem rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat iiber einer Kathete flichen-
gleich dem Rechteck aus der Hypotenuse und dem zugehirigen Hypotenusen-
abschnitt.

Die Gleichung (2) fiihrt zu einer anderen Formulierung des Kathetensatzes:

D12

In jedem rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat der MaBzahl der einen Kathete
gleich dem Produkt aus den MaBzahlen der Hypotenuse und des zugehirigen
Hypotenusenabschnitts. - -

a*=c+p; b®=c-q

Eine weitere Formulierung des Kathetensatzes lautet:

In jedem rechtwinkligen Dreieck ist eine Kathete dle mnllere Propomonnle zu

his

der Hypotenuse und dem zug igen Hyp

Die Umkehrung des Kathetensatzes

Wenn in einem Dreieck die Beziehung a? = c - p oder b? = ¢ - q gilt, so0 ist das
betreffende Dreieck rechtwinklig.

Um diesen Satz zu beweisen, kann man den Beweis fiir die Umkehrung des
Héhensatzes sinngemiB iibertragen. Fithre den Beweis selbstindig durch!
Es ergibt sich also zusammenfassend :

SATZ: Der Kathetensatz gilt dann und nur dann, wenn ein Dreieck rechtwink-
lig ist.
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Den Kathetensatz wenden wir u. a. an, wenn wir die mittlere Proportionale
zu zwei gegebenen Strecken konstruieren sollen oder wenn man ein gegebenes
Rechteck in ein flichengleiches Quadrat (oder umgekehrt) verwandeln will.

Eine Strecke 4B habe die Linge 4,5 cm und eine Strecke CD sei 1,8 cm lang.
Es ist die mittlere Proportionale unter Verwendung des Kathetensatzes zu
konstruieren.

A 8

Wir zeichnen eine Gerade und wihlen
c D darauf einen Punkt 4, (Bild D 13). Von
A, aus tragen wir die Strecke 4B ab
und erhalten den Punkt B,. Uber 4, B,
zeichnen wir den THALEskreis. Von 4,
aus tragen wir die Strecke CD so ab,
daB der Punkt D;, den wir erhalten,
im Innern der Strecke 4, B, liegt. Die
A oM 8 Senkrechte in D, auf 4, B, schneidet den
D13 Halbkreis in dem Punkt E. Die Strecke
A,E ist die gesuchte mittlere Proportionale zu den Strecken AB und CD.

Ein gegebenes Quadrat mit der Seitenldnge 2,7 cm soll mit Hilfe des Katheten-
satzes in ein flichengleiches Rechteck verwandelt werden, dessen eine Seite
4,5 cm lang ist.

Konstruktion (Bild D 14):

Wir konstruieren ein rechtwinkliges Dreieck 4BC mit folgenden Stiicken:
y=90°; @ =2,7 cm; ¢ = 4,5 cm. Hierzu zeichnen wir zunichst die Kathete CB,

tragen in C den rechten Winkel an und
D 14 4 schlagen um B einen Kreisbogen mit c.
7 Im Schnittpunkt mit dem freien Schen-
kel von y erhalten wir den Punkt 4.
Dann fillen wir ,von C auf 4B das Lot
und erhalten den FuBpunkt D. Wir
errichten in B auf 4B die Senkrechte
und tragen auf dieser die Lange des zu
a gehbrenden Hypotenusenabschnitts p
ab. Wir erhalten so den Punkt E. Wir
erginzen nun die beiden Seiten ABund
BE zu dem Rechteck AFEB.

Bemerkung:

Wenn die geforderte Rechteckseite kiirzer als die Kathete ist, muBl diese
Rechteckseite dem zur Kathete gehérenden Hypotenusenabschnitt ent-
sprechen. In diesem Fall beginnt man die Konstruktion mit dem Hypotenusen-



abschnitt, errichtet in einem Endpunkt die Senkrechte und schligt vom an-
deren Endpunkt mit der Linge der Kathete einen Kreishogen. Im Schnitt-
punkt erhilt man dann den Scheitelpunkt des rechten Winkels des gesuchten
rechtwinkligen Dreiecks.

1 Asch

Konstruiere zu einem gegebenen Quadrat mit der Seit ge 3 cm ein
gleiches Rechteck! Die eine Seite dieses Rechtecks soll eine Linge von 2 cm
haben. Es ist der Kathetensatz anzuwenden!

Aufgaben D 1 bis 8

Der Satz des Pythagoras

Gegeben sei ein rechtwinkliges Dreieck A BC. Wir konstruieren zu dem Quadrat
iiber der Kathete 4C und zu dem Quadrat iiber der Kathete BC flichen-
gleiche Rechtecke (Bild D 15). Nach dem Kathetensatz gilt

a?=c-p

bt = ¢y,
Wir addieren die beiden Beziehungen
und erhalten :
a?+b=c-ptcg=c(p+9-
Wegen p + ¢ = ¢ ergibt sich

a4 bi=cl

SATZ DES PYTHAGORAS:

In jedem rechtwinkligen Dreieck ABC
(< BCA = 90°) ist das Quadrat der
MaBzahl ¢ gleich der Summe der Qua-
drate der MaBzahlen a und b.

Dieser auBerordentlich wichtige Satz
wurde nach dem bedeutenden griechi-
schen Mathematiker PYTHAGORAS be-
nannt.

Auch fiir diesen Satz a8t sich eine weitere Formulierung angeben, die durch
das Bild D 15 veranschaulicht wird:

In jedem rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat iiber der Hypotenuse flichen-
gleich der S der Quad iiber den Kath 5

‘Wegen der groBen praktischen Bedeutung wurden seit der Entdeckung dieses
Satzes im Altertum zahlreiche Beweise fiir diesen Satz angegeben. Aus der
Fiille der Beweise geben wir einen an, der lediglich darauf beruht, daB Dreiecke
mit gleicher Grundseite und gleicher Hohe flichengleich sind.
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[} Wir gehen aus von dem recht-
H winkligen Dreieck 4BC im Bild
D 16.
a) Die. Dreiecke ABJ und ADC
sind kongruent und damit
Y F flichengleich. (Weise die Kon-
gruenz der Dreiecke nach!)
<Y a Aaps = Aupc-

b s b) Die Fliche des Quadrates
~ ACH ] ist doppelt so grol wie
AN K 8 die Flache des Dreiecks 4BJ.
N (Die Dreiecke 4BJ und AHJ

\/ haben die gemeinsame Grund-
k\ seite 4J und gleich lange
gi N Hohen.)

I Aqcuy =2 Aups-
/ \ c) Die Fliche des Rechtecks
ADLK ist doppelt so groB wie
D L F die Flache des Dreiecks 4ADC.
(Die Dreiecke ADC und ADL
haben die gemeinsame Grund-

D16 seite AD und gleich lange
Héhen.)

AADLK = 2AADC'
d) Aus a) bis c) folgt: 4, cny = Auprk-

e) Entsprechend 1iBt sich beweisen: Agrcc = AkLEn-

f) Aus d) und e) folgt durch Addition der Beziehungen der Satz des PyTHA-
GORAS. .

Fiir praktische Anwendungen wurde bereits im Altertum die Umkehrung des
Satzes des PYTHAGORAS benétigt.

Man kann z. B. durch Léngenmessungen feststellen, ob ein Dreieck recht-
winklig ist, wenn man bewiesen hat, daB die Umkehrung des Satzes des
PyTHAGORAS gilt. Die Umkehrung des Satzes des PyrHacoras lautet:

Wenn fiir ein Dreieck die Beziehung c? = a® 4 b? gilt, so ist das Dreieck recht-
winklig.

Um den Beweis dafiir zu fiithren, bringen wir den Satz in eine andere Form.
Man kann sich klarmachen, daB die Formulierung

, Wenn ein Dreieck nicht rechtwinklig ist, so ist ¢ == a? 4 b2«
dasselbe aussagt wie der Satz 11.

In dieser letzten Form wollen wir die Umkehrung beweisen.
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Beweis: n
Ein Dreieck ABC (Bild D 17) sei
nicht rechtwinklig. Der Winkel mit
dem Scheitelpunkt C sei ein beliebiger
stumpfer oder spitzer Winkel. Wir kon-
struieren in diesem Dreieck die Hohe
CD. b h a
Dann gilt (mit den Bezeichnungen, die
in der Figur angegeben sind) nach dem
Satz des PYTHAGORAS:

0 s
a% = h? + s? L
b2 = h2 4 2 A! ¢ 18
a? + b2 =2h? + s + 1? (1)

Wir fiihren eine kurze Zwischenrechnung durch.

(s+r)(s+r)=s"+2rs+r?
Wegen s + r = ¢ folgt

2 =354+ 2rs+r2bzw. ¢ —2rs =5 +r?

Dieses Ergebnis setzen wir in die Gleichung (1) ein.

a® f b2 =2k 42— 2rs ) @)
Da das Dreieck 4BC nicht rechtwinklig ist, gilt der Hohensatz nicht, d. h.,
es gilt h%? 4= rs und damit auch 2h% 5= 2rs.

Dann ist aber 2h%—2rs 5= 0 und daraus folgt a? + b2 4 ¢? fiir ein be-
liebiges Dreieck, das nicht rechtwinklig ist.

Ist der Winkel bei C spitz, so ergibt sich namlich a® + b® > ¢2. Ist der Winkel bei C
stumpf, so ergibt sich a® + b? <C 2.

Wir haben also die Umkehrung des pythagoreischen Satzes unter Verwendung
der Umkehrung des Hohensatzes bewiesen.

Zusammenfassend ergibt sich:

SATZ: Ein Dreieck ist dann und nur dann rechtwinklig, wenn die Beziehung
c?=a? 4+ b2 gilt.

Drei natiirliche Zahlen a, b, ¢, die diese Beziehung erfiillen, heien pythago-
reische Zahlen.

a) Suche pythagoreische Zahlen und iiberlege, wie man einen rechten Winkel

abstecken kann!
b) Lege aus 12 gleich langen Stébchen ein rechtwinkliges Dreieck!

Aufgaben D 9 bis 15

Quadrieren

In den Sitzen iiber das rechtwinklige Dreieck kamen verschiedene Zahlen in
der zweiten Potenz vor. Suchen wir zu einer reellen Zahl x die Zahl x2, so
miissen wir die Zahl x quadrieren.
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Die Quadrate natiirlicher Zahlen nennt man auch Quadratzahlen.

@ Die nebenstehende Tabelle enthilt fiir einige X r2
rationale Zahlen die Quadrate dieser Zahlen. 002 | 0,014
Uberpriife die Richtigkeit der angegebenen Qua- — 0174 0.5476
drate und bestimme selbst zu weiteren Zahlen 537 32,49
die Quadrate durch schriftliche Rechnung! 12.2 148,84

63,9 4083,21

Wenn wir Quadrate berechnen, so bestimmen wir Tabelle 1
erst einen Niherungswert durch Uberschlag. a a?
Aus der nebenstehenden Tabelle 1 kénnen wir | e
entnehmen, daB die Quadrate einstelliger Zahlen 6 36
ein- oder zweistellig sind. Ebenso sehen wir, da3 2,2 4,84
die Quadrate zweistelliger Zahlen drei- oder vier- 6,5 42,25
stellig sind. 23 529

65 4225

Wir stellen folgende Ubersicht zusammen:

einstelligen Zahl ein- oder zweistellig
zweistelligen Zahl drei- oder vierstellig
Das dreistelligen Zahl fiinf- oder sechsstellig
Quadrat ist
einer :
n-stelligen Zahl 2n 1)- oder 2 n-stellig ‘
13 Berechnung von Quadraten mit Hilfe des Rechenstabs

Bei vielen praktischen Rechnungen geniigt Rechenstabgenauigkeit. Die Qua-
drate fiir die Zahlen, die wir auf der Skale D einstellen, finden wir auf der

Stabkorper




Skale A des Stabes (Bild D 18). Die gesamte Skale A besteht aus zwei gleich
langen Abschnitten: der erste umfaBt die Zahlen 1 bis 10, der zweite die
Zahlen 10 bis 100.

Die Teilung des zweiten Abschnittes entspricht genau der Teilung des ersten.
Um nun das Quadrat einer Zahl a zu bestimmen, stellen wir die Zahl a mit
Hilfe des Lauferstrichs auf der Skale D ein. Auf der Skale A kénnen wir dann
unter dem Ablesestrich die Zahl a? ablesen (Bild D 19). Zuvor bestimmen wir
jedoch einen Niherungswert durch eine Uberschlagsrechnung. Die Zunge wird
hierzu also nicht benétigt.

bt

!
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D19 D 20

Das Quadrat der Zahl @ = 62,5 ist mit Hilfe des Rechenstabs zu bestimmen.
1. Schritt: Ein Uberschlag ergibt a? = 60 - 60 = 3600.

2. Schritt: Die Ziffernfolge 625 wird auf der Skale D eingestellt. Auf der Skale A
wird unter dem Ablesestrich die Ziffernfolge 391 abgelesen.

Ergebnis: a® ~- 3910

Die gleiche Zuordnung, die zwischen den Zahlen der Skale D und der Skale A
besteht, existiert auch fiir die Zahlen der Skale C und der Skale B. Es sind
also die Quadrate fiir die Zahlen, die auf der Skale C eingestellt werden, auf
der Skale B ablesbar (Bild D 20).

Fiir die Uberschlagsrechnung beim Quadrieren von Zahlen, die kleiner als 1
sind, wollen wir uns ebenfalls eine Ubersicht verschaffen, die eine Ergiénzung
zur Ubersicht im Abschnitt D 12 darstellt.

Bestimme das Quadrat der Zahl a fiir a = 0,23; 0,67; 0,024; 0,068; 0,003;
0,007!

- Wir fassen die Ergebnisse der Ubung 9 durch folgende Ubersicht zusammen:

gilt fiir eine Zahl a , so gilt fiir a?
0,b1<a<1 00l <at<1

0,01 < a<0,1 0,0001 < a? < 0,01

0,001 < a < 0.01 0,000 001 < a? < 0,0001 “

Berechnung von Quadraten mit Hilfe der Quadrattafel

In den Zahlentafeln finden wir eine Tabelle, die die Quadrate der Zahlen von
1,00 bis 10,09 enthalt. (Die meisten.dieser Zahlen sind Niherungswerte.)

7 [000801] 97
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Die folgende Tabelle 2 zeigt einen Ausschnitt aus dieser Quadrattafel.

Tabelle 2

n 0 1 2 3 4 5

3,9 15,21 15,29 15,37 15,44 15,52 15,60
4,0 16,00 16,08 16,16 16,24 16,32 16,40
4,1 16,81 16,89 16,97 17,06 17,14 17,22
4,2 17,64 17,72 17,81 17,89 17,98 18,06
4,3 18,49 18,58 18,66 18,75 18,84 18,92
4,4 19,36 19,45 19,54 19,62 19,71 19,80
4,5 20,25 20,34 20,43 20,52 20,61 20,70
4,6 21,16 21,25 21,34 21,44 21,53 21,62

Das Quadrat der Zahl n = 4,32 soll mit Hilfe der Tabelle 2 bestimmt werden.

1. Schritt: Ein Uberschlag ergibt: n? ~ 4? = 16.

9. Schritt: Die Zahl 4,32 wird in der Tabelle aufgesucht.
Wir gehen in der Zeile n = 4,3 bis zur Spalte mit der Uberschrift 2.

Wir finden dort die Zahl 18,66.
Ergebnis: n® =~ 18,66

Die Quadrattafel kann fiir die Berechnung des Quadrats einer jeden beliebigen
Zahl verwendet werden, wenn man sich mit Naherungswerten begniigt. Eine
Begriindung hierfiir werden wir spiter kennenlernen. Die folgende Ubersicht
macht aber deutlich, wie wir verfahren miissen:

n n? | Niherungswert
0,0432 0,00186624 0,001866
0,432 0,186624 0,1866
4,32 18,6624 18,66

43,2 1 866,24 1 866
432 186 624 186 600
4320 18 662 400 18 660 000

Die fett gedruckte Zeile gibt das Quadrat an, das wir in der Tabelle finden.

Das Quadrat der Zahl n = 432 soll bestimmt werden.
1. Schritt: Ein Uberschlag ergibt: n? ~ 400% = 160 000.

2. Schritt: 4,322 ~ 18,66
4322 ~ 186 600



]

Das Quadrat der Zahl n = 0,432 soll bestimmt werden.
1. Schritt: Ein Uberschlng ergibt: n? =~ 0,42 ~ 0,16.
2. Schrit: 4,322 ~ 18,66

0,4322% = 0,1866

Manche Zahlen miissen erst gerundet werden, damit wir die Tabelle benutzen
konnen.

424,6% ~ 425%; 0,43042 =~ 0,4302
Aufgaben D 16 bis 19

Quadratwurzelziehen

17

Das Wurzelzeichen

Das Bild D 21 zeigt ein rechtwinkliges Dreieck A BC, in dem die Hohe CD = h
eingetragen ist. Die Linge der Hohe sei zu berechnen. Die Strecken
AD =q=34cm und DB = p = 4,7 cm seien gegeben.

Nach dem Hohensatz gilt: h2 =p - q. 4

Wenn wir das Produkt p - ¢ berechnen, erhalten

wir mit der Zahl 15,98 die MaBzahl des Flichen-

inhalts des Quadrats iiber der Hohe. Wir suchen

jedoch nicht h2, sondern h. Um h zu finden, miis- A D B
sen wir diejenige positive Zahl suchen, die mit
sich selbst multipliziert die Zahl 15,98 ergibt. s
Eine solche Zahl ist niherungsweise 4.

Die Rechenoperation, die man zur Berechnung von h anwenden muB, nennt
man Quadratwurzelziehen. Als Operationszeichen setzen wir das Zeichen ,,j *
iiber die vorgegebene Zahl.

In unserem Fall schreiben wir: 115,98 ~- 4. Die Liange der Hohe betragt
also anndhernd 4 cm.

Berechnung des geometrischen Mittels

Zur Wiederholung wird noch einmal auf das arithmetische Mittel verwiesen:

Das arithmetische Mittel zweier Zahlen a und b wird berechnet, indem man
die Summe dieser Zahlen a 4 b durch 2 dividiert.

m =1(a+b) 1)

a) Stelle die Formel zur Berechnung des arithmetischen Mittels von fiinf
Zahlen auf!

b) Berechne das arithmetische Mittel der Zahlen 12,3;17,2;14,4;13,8; 15,0!
99
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Das geometrische Mittel zweier Zahlen a und b wird berechnet, indem man die
Quadratwurzel aus dem Produkt a - b dieser Zahlen zieht.

mc_ya-b 2)

Die Berechnung des geometrischen Mittels zweier Zahlen fiithrt also auf das
Quadratwurzelziehen.

Das geometrische Mittel bzw. die mittlere Proportionale zu a und b (vgl
Abschnitt D 6) finden wir, wenn wir von der Proportion

a:x=x:b

ausgehen. Durch Umformung in
x*=a-bund x = }/(Tb
gelangen wir zur Gleichung (2).

Ermittle zeichnerisch das geometrische Mittel der Zahlen a = 5,6 und b = 8,7}

Berechnungen im rechtwinkligen Dreieck

Im rechtwinkligen Dreieck treten bei der Berechnung von Streckenlingen mit
Hilfe des Satzes des Pyruacoras, des Kathetensatzes und des Hohensatzes
folgende Fille auf, in denen Quadratwurzeln zu ziehen sind:

Berechnung der Hohe (nach dem Hohensatz) h = Jp - q
Berechnung der Katheten (nach dem Kathetensatz) a = }/S, b=7Ye-q
Berechnung der Hypotenuse (nach dem Satz des PYTHAGORAS) ¢ = Ya?+ b?

Bestimme die Linge der Kathete BC eines rechtwinkligen Dreiecks 4BC,
wenn die Hypotenuse AB die Linge 4,00 cm und der Hypotenusenabschnitt
DB die Linge 2,25 cm hat, zeichnerisch und rechnerisch!

In einem Dreieck 4 BC haben die Katheten AC und BC die Lingen 3,2 cm
bzw. 3,8 cm. Bestimme die Linge der Hypotenuse AB zeichnerisch und
rechnerisch!

Definition der Quadratwurzel

DEFINITION: Unter der Qundratwutzel aus einer nicht negativen Zahl x (in
Zeich yx) v | wir deutig besti nicht negative

]

Zahl y, deren Quadrat gleich x lst

AuBer der Quadratwurzel aus x gibt es eine weitere Zahl, deren Quadrat
gleich x ist. Diese Zahl ist die zu Yx entgegengesetzte Zahl — V=
Bei der Ermittlung der Quadratwurzeln fiihren wir zunichst eine Uberschlags-

rechnung durch.

Bestimme durch Uberschlag einen Niherungswert fiir a = V=!
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a) x =8,5; x =97,6; x = 150; x = 8200; x — 41 000; x = 0,08; x = 0,26
b) x=1; x =4; x =9; x = 16; x =25; x = 576; x = 625
€) x =100; x =10 000; x = 1 000 000; x = 0,01; x — 0,0001

Ubersicht iiber die Stellenwerte von Quadratwurzeln

ein- und zweistelligen Zahl einstellig
drei- und vierstelligen Zahl zweistellig
Die fiinf- und sechsstelligen Zahl dreistellig
Quadrat- .
wurzel aus lst
einer
2 n— 1) -stelli
(2n—1) 'stelhgen und n-stellig
2 n-stelligen Zahl

001 <a<1 01<]a<1

gilt fiir a 0,0001 < a < 0,01 so gilt fiir l; 0,01 < 1'T< 0,1

0,000001 = a < 0,0001 0,001 < }a < 0,01

Berechnung von Quadratwurzeln mit Hilfe des Rechenstabs

Um die Quadratwurzel aus einer Zahl @ zu bestimmen, stellen wir die Zahl a
mit Hilfe des Lauferstrichs auf der Skale A (oder auf der Skale B) ein. Auf
der Skale D (bzw. auf der Skale C) kénnen wir dann unter dem Ablesestrich
die Zahl ]/; ablesen (Bilder D 22 und D 23). Zuvor fiihren wir stets einen
Uberschlag durch.

A

|
0 7z il f |
{ / A

D 22 D23

Die Quadratwurzel der Zahl 3699 ist mit Hilfe des Rechenstabs zu bestimmen.
x = 13699
L. Schritt: Ein Uberschlag ergibt: }/36 [ 99 = 36 [ 00 = 60.

(Die Striche zeichnen wir ein, um den Stellenwert der Quadrat-
wurzel deutlicher zu erkennen.)
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2. Schritt: DieZiffernfolge 36 |99 wird auf der Skale A eingestellt. Auf der SkaleD
wird nun unter dem Ablesestrich die Ziffernfolge 608 abgelesen.
Auch hierbei zeigt uns der senkrechte Strich, der, jeweils vom Komma aus-
gehend, zwei Ziffern zusammenfaBt, wo wir die betreffende Ziffernfolge auf-
suchen. Auf den Skalen A und B gibt es nimlich zwei Punkte, denen die
Ziffernfolge 3699 zugeordnet ist. In diesem Falle miissen wir den weiter
rechts liegenden Punkt aufsuchen. (HieBe die Ziffernfolge 36990, so wiirden
uns die senkrechten Striche 3 | 69 | 90 auf den weiter links liegenden Punkt
verweisen.)

Ergebnis: 13699 ~ 60,8.
Bestimme die Quadratwurzel der Zahl 36990 mit Hilfe des Rechenstabs!

Es ist y = Vb fiir b = 0,00194 zu bestimmen.
(Es sollen die Skalen B und C verwendet werden.)
1. Schrin: Ein Uberschlag ergibt: }'0.00 [ 19 [4 ~ 70,00 [ 16 = 0,04.

2. Schritt: Der Ablesestrich wird iiber die Ziffernfolge 19 | 40 auf der Skale B
gestellt. Unter dem Ablesestrich wird auf der Skale C die Ziffern-
folge 440 abgelesen.

‘Ergebnis: 0,00194 = 0,044.

Berechnung von Quadratwurzeln mit Hilfe der Quadrattafel

Die Quadrattafel konnen wir auch verwenden, um die Quadratwurzel aus
einer gegebenen Zahl zu bestimmen. Wir miissen dabei den umgekehrten Weg
beschreiten, den wir beim Quadrieren gegangen sind.

Es ist die Quadratwurzel aus 17,22 mit Hilfe der Quadrattafel zu bestimmen.
n = y17,22

1. Schritt: Ein Uberschlag ergibt: 117,22 ~ }/ﬁ =&
2. Schritt: Wir suchen in der Tafel die Zahl mit der Ziffernfolge 17 | 22.

Wir finden in der Tafel die Zahl 17,22. Zu- n 5
nichst suchen wir den Zeileneingang auf.

Wir finden die Ziffernfolge 41. : ¥
Dann suchen wir den Spalteneingang auf und )
finden die weitere Ziffer 5. Also ist 415 die ge-
suchte Ziffernfolge.

11 | 17,22

Ergebnis: 17,22 ~ 4.15.

Die Quadratwurzel aus der Zahl 1,722 wiirde uns auf die Ziffernfolge 1|77|2 fiithren. Wir
finden in der Tafel aber nicht die Zahl 1,722, die wir in diesem Fall aufsuchen miiften.
ach

Wir haben dann die Zahl auf: hen, die der g h am kommt. Das
wire die Zahl 1,716.
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Es ist die Quadratwurzel aus 0,2134 mit Hilfe der Quadrattafel zu bestimmen.
n = 70,2134

1. Schritt: Ein Ubc.sschlag ergibt: 0,21]34 ~ 70,25 = 0.5.

2. Schritt: Wir finden in der Tafel die Zahl 21,34. }21,34 ~ 4,62

Ergebnis: m ~ 0,462

Hiufig werden wir die Ziffernfolge einer Zahl, aus der die Quadratwurzel zu

ziehen ist, nicht in der Tafel finden. In di Fall hen wir diejenige in der
Tafel enthaltene Ziffernfolge auf, die der gegebemen am nichsten kommt.

Es ist die Quadratwurzel aus 83,42 mit Hilfe der Quadrattafel zu bestimmen.
n = 783,42
1. Schritt: Ein Uberschlag ergibt: 183,42 ~ }/ﬁ =9

2. Schrint: Die Ziffernfolge 8342 ist nicht in der Tafel enthalten. Sie liegt
zwischen 8336 und 8354, aber niher an 8336.

Ergebnis: 183,42 ~ }/83,36 ~ 9,13

Aufgaben D 20 bis 28
Anwendungen

Die Satzgruppe des PyrnAGoras wird beim Lésen von Aufgaben verwendet,
in denen rechtwinklige Dreiecke auftreten. Dabei sind die rechtwinkligen
Dreiecke nicht immer unmittelbar erkennbar, sie sind zunichst aufzufinden.

Ein Befestigungsseil von 13,50 m Linge soll an einem Oberleitungsmast in
einer Hohe von 7,20 m angebracht werden. In welcher Entfernung vom FuB-
punkt des Mastes muBl das Seil verankert werden ?

Lisung: D24
Der Mast steht lotrecht auf der Erd-
oberfliche (Bild D 24). Der FuBpunkt
des Mastes und die Befestigungspunkte
des Ankerseils bilden ein rechtwink-
liges Dreieck, in dem die Lingen der
Hypotenuse und einer Kathete bekannt
sind. Die Linge der anderen Kathete
ist gesucht. Wir wenden den Satz des
PYTHAGORAS an:

a®+b2=¢c? ¢c=135m;a =172 m.

+ Wir lésen die Gleichung ¢? = a? 4 b? nach b auf:

b2 = ¢2 — g2

b =y —a®

Einsetzen: b = 113,52 — 7,22 = }/182,25 — 51,84 = 130,41 ~ 11,4
Ergebnis: -

Das Seil wird etwa 11,4 m vom FuBpunkt des Mastes entfernt verankert.
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Ein Kasten mit einseitiger Schwerpunktlage hingt an einer gespreizten Kette
(Bild D 25). Die Kette bildet am Aufhingepunkt C einen rechten Winkel.

6 D25 Welche Linge hat die Kette, wenn

/ N der Hakenabstand AB eine Linge von

% N 2,68 m hat und der Abstand des Schwer-

Y ‘\é\ punktes S von der Kastenwand, iiber

/ N der sich der Haken A4 befindet, 0,76 m
( \‘\’ betragt?

A9 “Nnp Liosung: Um die Linge der Kette zu

I A | berechnen, miissen wir die Teillingen I,

*‘ayﬁrms T — und I, bestimmen. I/, und I, ergeben

sich nach dem Kathetensatz, denn das
Dreieck 4BC ist rechtwinklig, und ge-
268m ; geben sind die Hypotenuse und die
Hypotenusenabschnitte.

I =1, + l,. Fir die Linge I, ergibt sich nach dem Kathetensatz:
L2=c-q,also I, = ]/ﬁ.

Fiir die Lange I, ergibt sich entsprechend: [, =c-p.

Als Kettenlinge erhalten wir also

I=ycq+Yep mitc=268 ¢=076 und p =192

Einsetzen:

1=y2,68-0,76 + 72,68 - 1,92 ~ ¥2,04 + V5,15 ~= 1,43 + 2,27 = 3,70

Ergebnis: Die Kette hat eine Linge von 3,70 m.

ZUSAMMENFASSUNG

Das Quadratwurzelziehen ist eine Umkehrung des Quadrierens. Die
Quadratwurzeln aus beliebigen nichtnegativen rationalen Zahlen sind
iiberwiegend irrationale Zahlen. :

Im Bereich der nichtnegativen reellen Zahlen ist das Quadratwurzel-
ziehen stets ausfiihrbar. Irrationale Quadratwurzeln nahert man mit
der jeweils erforderlichen Genauigkeit durch rationale Zahlen an.
Fiir das Rechnen mit reellen Zahlen gelten die gleichen GesetzmiBig-
keiten wie die fiir das Rechnen mit rationalen Zahlen.

Aufgaben D 29 bis 66
Zur Geschichte des pythagoreischen Satzes
Der nach dem griechischen Mathematiker und Philosophen PyYTHAGORAS VON Samos

(etwa 580 bis etwa 500 v. u. Z.) benannte Satz ist einer der zentralen Sétze der Elementar-
geometrie und wegen seiner Bedeutung zu einem Sinnbild der Mathematik geworden.



Die Entwicklungsgeschichte dieses Satzes reicht bis weit in das zweite Jahrtausend v. u. Z.
zuriick. Wenn ihn der von Legenden umwobene PYTHAGORAS oder einer seiner Schiiler
wirklich gefunden haben sollte, so ist er jedoch schon weitaus friiher bekannt gewesen.
So wissen wir z. B. aus der altiagyptischen Mathematik von der Existenz eines besonderen
Berufsstandes, der Harpenodapten (Seilspanner), denen die Vermessung und genaue
Orientierung der Bauwerke, insbesondere der Pyramiden, nach den Himmelsrichtungen
oblagen. Den rechten Winkel steckten sie moglicherweise mit Hilfe einer Schnur ab, die.
mit Knoten in gleicher Entfernung versehen, mit den ,,Seitenlingen* 3, 4 und 5 zu einem
Dreieck ausgespannt wurde. Jedenfalls ist die Kenntnis der einfachsten pythagoreischen
Zahlentripel 3, 4, 5 und 6, 8. 10 mit Sicherheit verbiirgt. Dieselben Tripel waren in der
chinesischen Mathematik im 12. Jh. v. u. Z. und zusétzlich das Tripel 15, 36, 39 in der
indischen Mathematik aus dem 8. Jh. v. u. Z. bekannt. In Indien wurde der pythagore-
ische Satz bereits im 5. Jh. v. u. Z. in allgemeiner Form ausgesprochen.

Der strenge Beweis jedoch wurde erst in spiterer Zeit durch geometrische Zerlegung an-
gegeben. Durch neuere Forschungen hat sich her 1it, daB die babylonischen Mathe-
matiker bereits im 2. Jahrtausend v. u. Z. den pythagoreischen Satz in voller Allgemein-
heit kannten.

Man kann mit groBer Sicherheit annehmen, daB PyTHAGORAS auf seinen Reisen nach
Mesopotamien auch mit diesen Ergebni der babylonischen Mathematik bekannt
geworden ist. Der von PYTHAGORAS gegriindete Geheimbund, der in den griechischen
Siedlungen Unteritaliens politisch reaktionire Ziele vertrat, schrieb den Zahlen mystische
Krifte zu. Im Rahmen solcher zahl ystischer Untersuchungen suchte und fand man
schlieBlich auch einen allgemeingiiltigen Beweis. Schon die Griechen konnten allerdings
nicht mehr auseinanderhalten, wie weit Entdeckung und Beweis des Satzes durch
PyrHAGORAS selbst Legende oder Wahrheit sei. In der griechischen Mathematik
tritt der Satz in voller Allgemeingiiltigkeit verbiirgt erst mit HIPPOKRATES voN CHIOS
(um 440 v. u. Z.) auf. Dieschone Geschichte
vom Stieropfer des PYTHAGORAS aus An-

a8 der Entdeckung des Satzes ist jeden- Bild D 26: Ausschnitt aus einem arabischen

falls heslimm(. ers.l viel SPil_er erfunden Manuskript des 9. Jh. u. Z. zum Satz des
worden und historisch ganz sicher falsch,

ey 0 PYTHAGORAS
weil die Pythagoreer an die Seelenwande-

rung glaubten und deshalb keine Tiere “3
téteten, in die sich eventuell die Seele s{
eines Menschen zuriickgezogen haben
konnte.

Spiter, im 4. Jh. v. u. Z.. ist der Satz des .
PYTHAGORAS von anderen griechischen
Mathematikern in das Lehrgebaude der b
ebenen Geometrie eingepallt worden.
EUKLEIDES VON ALEXANDRIA (etwa 365

bis etwa 300 v. u. Z.) nahm ihn natiirlich

als besonders wichtigen Satz in seine be-

riithmten Elemente auf; er erscheint dort oy
zusammen mit seiner Umkehrung und "‘*‘vp,, -'wu -’a"’,‘{fn.—v:,uv*,w
wird mit Hilfe der Methode der Flichen- SO S AT i v v
_Jlut,_lwum, U“’f’x‘"-—ﬂ'u
Seit dieser Zeit gehort er zum festen ng;tﬁ;,fw:‘::
Bestandteil der ebenen Geometrie. % Colit Iy T b b1 it o, A I

verwandlung bewiesen.
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Volumenvergleiche
@ Fiihre eine Verschiebung an einem Stapel von Heften (Bild E 1) durch! Charakterisiere
den entstehenden Korper!

1 Bei der Verschiebung in Ubung E 1 bleibt die Hohe unverindert. Entsprechend kénnen wir
mit Korpern aus gleichartigen dreiseitigen, fiinfseitigen, n-seitigen Blattern verfahren.

E1

Da sich das Volumen der einzelnen Platten durch die Verschiebung nicht verindert, so
ergibt sich stets, daB das Volumen aller drei zu vergleichenden Kérper gleich ist.
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Nun verwenden wir solche Platten, deren Flichen nach oben zu kleiner werden (Bild E 2).
Auch hier ergibt sich durch Verdnderung der Lage der Platten keine Anderung des Gesamt-
volumens. Voraussetzung ist aber bei all diesen vergleichbaren PlattenstoBen, daB sie
gleich hoch sind, d. h., daB sie zwischen zwei parallelen Ebenen liegen und daB gleich
hochliegende Platten untereinander flichengleich sind.

Wir wollen diese Erkenntnis als Grundsatz formulieren.

gen zur Grundeb el

in gleichen Hohen flichengleiche Figuren, so sind die Korper volumengleich.
8 g pet 8!

Liegen Korper zwischen zwei parallelen Ebenen, und
Schni

Diese Erkenntnis wurde erstmals von dem italienischen Mathematiker BONAVENTURA
CAvALIERI (1598—1647) geduBert. Man spricht auch vom Prinzip des CavALIERI. Das
Prinzip des CAvALIERT kann nun auf beliebige Kérper angewandt werden. Wihrend die
Kérper in den Abbildungen E 1 und E 2 durch Verschiebung der Lagen ein und desselben
Kérpers entstanden sind und uns die Volumengleichheit von vornherein klar war, zeigt
das Bild E 3, wie die Volumengleichheit verschiedener gegebener Korper mit Hilfe des
Prinzips des CavaLieri iiberpriift werden miilte. Jeder Schnitt parallel zur Grundfliche
muB} in gleicher Hohe flichengleiche Querschnittfiguren bei allen Kérpern ergeben. Wenn
bei einem Korper alle Schnitte kongruente Schnittfiguren ergeben, z. B. beim Prisma,
5o braucht man bei den einzelnen Kérpern nur die Schnittfiguren von einem Schnitt zu
vergleichen. Das ist zum Beispiel bei den Kérpern (a), (b), (c) in dem Bild E 4 der Fall.
Alle anderen Schnitte miissen ja kongruente Schnittfiguren ergeben; denn es sollen

Prismen sein. Bei den Korpern (d) und (e) dagegen éndern sich die Schnittfiguren mit
der Hohe. Hierbei wire ein Vergleich aller Lagen erforderlich, was natiirlich praktisch
nicht durchfiihrbar ist.

d) x g N\




P

Das Volumen eines schiefen Prismas

Das Prinzip des CAVALIERI kénnen wir anwenden, um das Volumen eines
schiefen Prismas zu berechnen. Wir kénnen nimlich das Volumen des schiefen
Prismas auf das Volumen eines geraden Prismas mit gleicher Grundfliche
und gleicher Hohe zuriickfiihren (Bild E 4).

Das Volumen eines gera-

den Prismas ergab sich
als Produkt aus Grund- 4—7/ 1

fliche und Héhe. Dem- ——77. 7 i =
entsprechend gilt fiir L
das schiefe Prisma und / /
damit also fiir jedes As As
Prisma:
E4
SATZ: Die MaBzahl des Vol eines beliebigen Prismas erhilt man als

Produkt der MaBzahlen der Grundfliche und der Héhe.

Veriama = Ag

Pyramiden

3

Bei dem Wort ,,Pyramide** denken wir meist an die riesigen Konigsgriifte der
alten Agypter. Sie haben eine quadratische Grundfliche. Die Spitze der
Pyramiden befindet sich senkrecht iiber dem Mittelpunkt der Grundfliche.
Es gibt aber auch Pyramiden, die ein Dreieck, Fiinfeck usw. als Grundfliche
haben. Sie heiBlen dreiseitige, fiinfseitige, ... Pyramiden. Auch die Spitze
braucht nicht senkrecht iiber dem Mittelpunkt der Grundfliche zu liegen
(Bild E 5).

ERKLARUNG: Unter einer n-seitigen Pyramide versteht man einen mathe-
matischen Kérper, der durch ein n-Eck und n Dreiecke begrenzt wird. Das
n-Eck heifit Grundfliche A; der Pyramide, die n Dreiecke bilden den Mantel.

ES5
,
gerade |, regelmdBig

N
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Zeichne das Netz einer geraden qua-
dratischen Pyramide und fertige ein’
Modell an (Bild E 6)!

Vergleiche Korperhohe, Hohe der
Seitenfliche und Seitenkanten bei
einer quadratischen Pyramide, de-
ren Spitze senkrecht iiber dem
Mittelpunkt der Grundfliche liegt
(Bild E 6)!

Gegeben sei eine quadratische Pyra-

mide, deren Spitze senkrecht iiber

dem Mittelpunkt der Grundfliche

liegt (Bild E 7).

a) Wie viele senkrechte Schnitte
durch die Spitze und die Dia-
gonalen der Grundfliche gibt es,
und welche Form haben die
Schnittflichen ?

b

~

Wieviel Schnitte durch die Spitze
gibt es, wenn jeweils die Hohe
der entstehenden Schnittfigur
gleich der Korperhohe und die
groBte Breite gleich der Linge
der Grundkante sein soll ?
Welche Form haben die Schnitt-
flichen der Schnitte parallel zur
Grundfliche, und wieviel solcher
Schnitte gibt es?

c

~

Berechnung der Oberfliche
einer Pyramide

Die Oberfliche einer Pyramide be-
steht aus dem Mantel und der Grund-
flache.

SATZ: Bezeick wir die MaBzahl
des Flicheninhalts der Grundfliche
mit A; und die MaBzahl des Flichen-
inhalts der Mantelfliche der Pyra-
mide mit Ay, so ergibt sich die Ma8-
zahl des Oberflicheninhalts 4, als
Summe dieser beiden MaBzahlen.

Ag= Ay + Ag

Mantel Ay
(Summe der
Seitenfllichen)

Grundfliiche Ag

Korperhihe
I

Diagonale der Grundfidiche




¢ —
i aled Grundfliche " Linge der Grundkante
i i apr Pyramidenstumpf

E7

Gegeben ist eine gerade quadratische Pyramide mit der Grundkante a — 12 ¢m
und der Kérperhthe h, = 5 cm. Welchen Flicheninhalt hat die Oberfliche
der Pyramide ?

Liésung (Bild E 8):
Gegeben: a =12 cm; hy = 5cm

Gesucht: Ay; Ay = Ag + Ay

Die Grundfliche ist das Quadrat mit
der Seitenlinge a. Der Mantel setzt sich
aus vier kongruenten Dreiecken mit
der Grundseite a und der zugehsrigen
Héhe h, zusammen.

E8
o 1
Grundfliche: a?; Mantel: 4 - (?a . h,)
Ay =a® +4- (—a h, ) Berechnung von h, :
Ay =a*+2ah, h-’=hu’+(%)z
ﬂl
h, =l/ h? +7
144 —
Einsetzen: V25 +3 =161 ~17.81
122 4 2-12-7,8 = 331,2 Wir erhalten fiir h, : h, ~ 7,8 cm
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Ergebnis: Der Flicheninhalt der Oberfliche betrigt rund 331 cm?

5 Berechnung des Volumens einer Pyramide

Wir berechnen zuerst das Volumen der dreiseitigen Pyramide (des Tetraeders).

b SATZ: Haben zwei dreiseitige Pyramiden gleiche Hohe und sind ihre Grund-
flichen kongruent, so haben beide das gleiche Volumen.

Wir zeigen, daB parallel zur Grundfliche ausgefiihrte Schnitte durch beide Pyramiden in
gleicher Hohe jeweils kongruente Schnittfiguren ergeben (Bild E 9).

5 5

1

=
AN
o
< 1= a
Al
B
¢
b
a
A=,
c
]
E9

Im Bild E 9 sind F, und F, die HéhenfuBpunkte auf der Grundebene. F,’ und F,’ sind
die HohenfuBpunkte auf der Schnittebene.

Voraussetzung: /\ ABC = N\ DFG; hy = hy; h/' =h,’
Behauptung: \ A'B'C' = \ D'F'G’
Beweis:

Wir miissen zeigen, daB die gleichliegenden Seiten in beiden Dreiecken gleich lang sind.
Es muB also gelten:

AB =DF;BC =FG; AC =DG.

Betrachten wir die Ebenen durch S,, F, und 4, so gilt nach dem Strahlensatz:

hy'ihy = 5,4': 5,4. (1)
In der Ebene durch S,, D und F, gilt:
hy':hy = §,D': §,D. @)
Wegen h,’ = h,’ und h, = h, gilt dann
hy':hy=hy : h,. 3)
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Aus (1), (2) und (3) folgt S,4": §;4 = §,D'": §,D. .

Betrachten wir nun die Ebenen durch S,, 4 und B sowie die durch S,, D und F, so gilt
auf ihnen nach dem zweiten Strahlensatz:

S;A': 8,4 = ¢': ¢ baw. S,_D’:SQ_D=5’:5.

Dann gilt auch ¢': ¢ = g': g, und wegen ¢ = g gilt auch ¢’ = g'.

Auf gleiche Art bekommen wir a' = d' und ¢’ = f".

Damit haben wir bewiesen, da8 Schnitte durch beide Tetraeder, die parallel zu den Grund-

flichen und in gleicher Hohe ausgefiihrt werden, kongruente Schnittflichen ergeben.
Damit sind nach dem Prinzip von CAVALIERI die beiden Tetraeder volumengleich.

6 Zur Volumenbestimmung geniigt es also, das Volumen von einer einzigen Pyra-
mide mit vorgegebener Grundfliche und Héhe zu bestimmen. Die Volumina
aller anderen dreiseitigen Pyramiden mit kongruenten Grundflichen und glei-
chen Hohen sind dieser berechneten gleich. Wir wahlen eine Pyramide, deren

o

A

Spitze senkrecht iiber einem Eckpunkt der Grundfliche liegt (Bild E 10). Im
Bild E 10 sei das Dreieck 4 BC die Grundfliche und A’ die Spitze.

Dann errichten wir iiber B und C eine Senkrechte und tragen AA’ darauf ah.
. Die so entstehenden Endpunkte seien B’ und C’. Dadurch haben wir die
Pyramide zu einem dreiseitigen geraden Prisma erginzt.

Das Volumen des Prismas betrigt

Verisma = Ag * h, wobei A; der Flicheninhalt des Dreiecks 4 BC ist.

Wir teilen den nicht zu der urspriinglichen Pyramide gehérenden Teil des
Prismas durch einen Schnitt durch die Eckpunkte 4’, C und B’ in zwei Tetra-
eder (Bild E 10 a). Insgesamt zerfillt nun das Prisma in drei Tetraeder.
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El0a i E10b

Wir vergleichen zuerst die Tetraeder I und II.

Wir fassen im Tetraeder I das Dreieck 4, B,C, als Grundfliche und die Strecke
A, A4, als Hohe auf. Im Tetraeder II fassen wir das Dreieck Ay By Cy als
Grundfliche und die Strecke C,’C, als Héhe auf. (Die Grundflichen sind im
Bild E 10 b blau gerastert.) Da beide Grundflichen als Grund- bzw. Deckfliche
des Prismas kongruent sind und da auch die Hohen gleich lang sind, kénnen
wir Volumengleichheit feststellen.

Wir vergleichen nun die Tetraeder IT und III.

Wir fassen im Tetraeder II diesmal das Dreieck C,B,’C," als Grundfliche
auf. Im Tetraeder III sei das Dreieck C;B;B;" die Grundfliche. Beide Drei-
ecke sind kongruent; denn sie sind aus dem Rechteck CBB’C’ durch Schnitt
lings der Diagonalen CB’ hervorgegangen. Die Ecke A’ ist die gemeinsame
Spitze der Tetraeder IT und I1I. Beide miissen also auch in der Héhe iiberein-
stimmen; denn die Hohe beider Pyramiden ist das Lot von der gemeinsamen
Spitze auf das Rechteck CBB’C’. (Die Grundflichen wurden fiir diesen Fall
blau schraffiert.) Wir kénnen also auch fiir die Tetraeder IT und III Volumen-
gleichheit feststellen.

Wir haben also unser Prisma mit Vpyuma = Ag* h in drei volumengleiche
Tetraeder zerlegt. Das Volumen eines jeden der drei Tetraeder muB also ein
Drittel des Volumens des Prismas betragen. So hat unsere dreiseitige Ausgangs-
pyramide mit der Grundfliche 4BC und der Hohe h das Volumen

1
Veyramide = 5 4G * h.



7

Y4

8*

Alle n-seitigen Pyramiden kénnen wir
in dreiseitige Pyramiden gleicher Hohe
zerlegen.

Das Bild E 11 zeigt zum Beispiel die
Zerlegung einer fiinfseitigen Pyramide
in drei dreiseitige Pyramiden. Hierzu
zerlegt man die Grundfliche in Dreiecke
und bildet die entsprechenden Schnitte.
Das Volumen dieser fiinfseitigen Pyra-
mide kann also als Summe der Volumina
von drei Tetraedern aufgefaBt werden.
Haben wir die Grundfliche in n Drei-
ecke zerlegt (bei der Pyramide im Bild
E 10 war n = 3), die den Flicheninhalt

7 1 ! haben, so gilt:

VPynmide=%’h+% h_i_%: h+__,+%: A
=4, )g

Veyniae =5 1c by falls A = A, + Ay + Ay + ... + A,

SATZ: Bezeichnen wir die MaBzahl des Flicheninhalts der Grundfliche mit

Ag und die MaBzahl der Linge der Krperhohe mit h, so ergibt sich die MaB-
zahl des Volumens als dritter Teil des Produkts dieser MaBzahlen.

1
VPyane=TAG"'

Gegeben ist eine hsseitige regelmiBige Pyramide mit der Grundkante
a =30 mm und der Kérperhshe h, = 7,0 cm. Wie groB ist das Volumen

dieser Pyramide ?

E 12

Lésung (Bild E12) :
Gegeben:

a=30mm; h,=7,0cm
Gesucht: V = Ag-h
Wir rechnen die Grund-

kante in Zentimeter um:
30 mm = 3 cm.

Die Grundfliche ist ein
regelmiBiges Sechseck
mit der Kantenldnge a.
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Dieses Sechseck setzt sich aus sechs kongruenten gleichseitigen Dreiecken zu-
sammen, fiir deren Berechnung die Héhe h, erforderlich ist.

Berechnung von h,: Berechnung von Ag:
h,,2=a2—(%)’ AG:G-(.%alh,,)
RV ST P W
ho=3V3 4= 3

Fiir das Volumen der Pyramide ergibt sich demzufolge:
V=3Ach

¥ B8 Vg.h:V—;-azh %:1‘;3:0,865

Einsetzen: 0,865-9 -7 = 54,495

Ergebnis: Die Pyramide hat ein Volumen von rund 54,5 em3.
\ufgaben E1 bis 13

Kegel
8 Dreht man ein rechtwinkliges Dreieck um eine seiner Katheten, so beschreibt
das Dreieck einen Korper, den wir als Kreiskegel bezeichnen (Bild E 13). Der

auf diese Weise entstandene Korper hat als Grundfliche eine Kreisfliche. Das

E 13 -

A

gerader Schigte:
Kreiskege!
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Bild E 13 zeigt u. a. auch einen Kérper,
dessen Grundfliche eine Ellipse ist.

Beide Korper sind Kegel. Wir werden
uns in dieser Klasse mit der Berechnung
von Kreiskegeln befassen. Wenn also
manchmal nur von Kegeln gesprochen
wird, sind immer Kreiskegel gemeint.

DEFINITION: Ein Kreiskegel ist ein
mathematischer Korper, der durch eine
kreisformige Grundfliche und durch
einen Mantel begrenzt wird.

Der Mantel setzt sich aus den Ver-
bindungsstrecken des Grundkreises mit
der Spitze S zusammen. Wenn man ihn
abrollt, erkennt man die Form eines
Kreisausschnitts (Bild E 14).

E 14

Zeichne das Netz eines Kreiskegels und
fertige ein Modell an (Bild E 15)!
Hinweis: Beachte, dal der Kreisbogen
des Kreisausschnitts, der den Mantel
darstellt, die gleiche Linge hat wie der
Umfang des Grundkreises!

Vergleiche Kérperhohe und Mantellinie
bei einem Kreiskegel!

a) Beschreibe die Form der Schnitt-
flache bei Schnitten parallel zur Grund-
fliche! Wieviel solcher Schnitte gibtes ?

b) Welche Form hat die Schnittfliche,
falls der Schnitt dutch die Achse geht?
Wieviel solcher Schnitte gibt es ?

e Pl

Sellsnllme,
ellinie 5




Ergdnzungs-

kegel
S
N
Dt
—2 Kegel-
stumpf
d
dy dy E 16
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Das Bild E16 veranschaulicht einige Schnitte an einem geraden Kreiskegel.

Berechnung des Mantels eines Kreiskegels

Der abgewickelte Mantel eines Kreiskegels ist ein Kreisausschnitt, der die
Mantellinie s zum Radius hat und dessen Bogen b gleich dem Umfang des
Grundkreises ist.

Es gilt
s? =r? | h2
s YR

und fiir den Umfang u der Grundfliche
u=2nr.

Nun besteht bei konstantem Radius r zwischen der Kreisausschnittfliche und
dem Bogen Proportionalitit.

Eine Uberlegung zeigt: Die Vollkreisfliche (Krei hnitt mit dem Off: inkel 360°)

nr? hat den Umfang (Bogen) 2 nr, die Halbkreisfliche % nir? hat den Bogen nr, die Viertel-

kreisfliche %m’ hat den Bogen .

Also: Wird die Kreisausschnittsfliche halbiert (geviertelt), so wird auch der Bogen hal-
biert (geviertelt).

Wir stellen die Proportion auf:
ns?:2ms = Apy: b,
Daraus erhalten wir, indem wir gleichzeitig b = 2nr setzen (Bild E 14):

Ay 2ns =2nr -7s?

2nr-ns?
Ay = 2ns
Ay=mnrs

Fiir den Flicheninhalt des Mantels eines Kreiskegels gilt also:

1
Ay=nrs; AM=?nda.
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Berechnung der Oberfliche eines Kreiskegels

Die Oberfliche eines Kreiskegels besteht aus dem Mantel und der Grundfliche.

SATZ: Bezeichnen wir die MaBzahl des Flicheninhalts der Grundfliiche mit 4
und die MaBzahl des Inhalts der Mantelfliche mit 4,;, so ergibt sich die MaB-
zahl des Oberflicheninhalts 4, als S dieser beiden MaBzahlen.

d
Ap= Ay + Ag; A0=nr(s+r)=n—4- (2s+4d)

Berechnung des Volumens eines Kreiskegels

Zeichnet man in den Grundkreis eines Kreiskegels: ein inneres regelmiBiges
Sehnen-n-Eck und um den Grundkreis ein dulleres Tangenten-n-Eck, und ver-
bindet man die Eckpunkte mit der Spitze S des Kegels, so entstehen eine im
Kegel enthaltene und eine den Kegel enthaltende Pyramide (Bild E 17).

Wir fithren nun die folgenden Bezeichnungen ein:

V; Volumen der inneren Pyramide,
V, Volumen der duleren Pyramide,

V' Volumen des Kegels,
A; Flicheninhalt der Grund-
fliche der inneren Pyramide,

A, Flicheninhalt der Grund-
fliche der @uBeren Pyramide,
A Flicheninhalt der Grund-
fliche des Kegels.

Es gilt:

A, < Ag < A, %

h h h
Ai-T<AG-§<A,,~~3« E 17
Also gilt auch: V; << Ag - % < Vs

Der Unterschied zwischen der duBeren und der inneren Pyramide wird beliehié
klein, falls man fiir n eine hinreichend groBle natiirliche Zahl wihlt. Die Grund-
flichen der duBeren und der inneren Pyramide nihern sich dann der Kreisflache.
Dann wird auch der Unterschied zwischen ¥; und V, beliebig klein, und es

. Ag-h
gilt im Grenzfall: V = ——.

SATZ: Bezeichnen wir die MaBzahl des Flicheninhalts der Grundfliche mit 4
und die MaBzahl der Liinge der Kérperhihe des Kreiskegels mit h, so ergibt sich
das Volumen als dritter Teil des Produkts dieser MaBzahlen.

1 1 1
A e eVl e ad
V_3Ac h; V—3"’ h lzndh
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Es sollen das Volumen und der Inhalt
der Oberflache eines geraden Kreiskegels
berechnet werden, dessen Grundkreis-
radius r = 6,0 cm und dessen Mantel-
linie s = 7,5 cm betragen.

Lésung (Bild E 18):

Gegeben: r = 6,0 cm; s = 7,5 cm.
Gesucht: V; Ay

Wir berechnen zuerst die Héhe h:

A = g¥—p?

o\

h = y;’—r’ E 18

Einsetzen: }/7,5’— 6,02 =
Ergebnis fiir h: h = 4,5 cm

56,25 — 36 = 720,25 = 4,5

Wir berechnen das Volumen V:
1
.,
=gar h

Einsetzen: —;-n - 6,02+ 4,5 = 54,0n = 169,65 ’ Zahlentafel: 547 = 169,65

Ergebnis: Das Volumen des Kegels betrigt rund 170 cm?®.
Wir berechnen den Oberflicheninhalt 4,:
Ag=mnr(s+r)

Einsetzen: - 6,0 (7,5 + 6,0) = 81x =ﬁ
Ergebnis: Der Flicheninhalt der Oberﬂae_betrﬂgt rund 254 cm?.

’ Zahlentafel: 81 7 = 254,47

g
cm,) soll
mit Lastkraftwagen von 3t Ladefihigkeit abgefahren werden. Um schnell
festzustellen, wieviel Fahrten notwendig sind, wird der Umfang des Grund-
kreises durch Abschreiten auf 21 m geschétzt und die Hohe des Haufens mit
2,5 m angenommen. Wieviel Fahrten sind erforderlich ?

Lésung:

Gegeben: h = 2,5m; u =2znr = 21 m. Gesucht: V; m

Wir berechnen zuerst r: u = 2nr

_u
T =72a
Wir berechnen das Volumen des Sandhaufens V:
1 1 ulh

T | =
=gnrib=gn 2n>h_ 47.-" IVES
. 212 25 441-2,5

Einsetzen: Ta = s~ 29,3

Ergebnis: Das Volumen des Sandhaufens betragt rund 29,3 m?.

Bei Verwendung des Rechenstabes werden im Falle derartiger Briiche ab-
wechselnd Divisionen und Multiplikationen durchgefiihrt (Bild E 19).



A

d L[]

! Liufsr stehenlassen,
! | Zunge verschieben
e Hﬂ ]

4 203 I l l E 19
C 12 iiber D 441, Léuferstrich auf C 25, (Liufer stehenlassen) Cz unter Liufer-
strich, unter C 1 ablesen.

Wir berechnen die Masse m:

m=p-V

Einsetzen: 1,8 - 29,3 = 52,74

Ergebnis: Die Anzahl der Fahrten ergibt sich aus der Division 52,74 : 3 — 17,58.

Es sind etwa 18 Fahrten mit einem Dreitonner erforderlich.

Aufgaben E 14 bis 28

Kugel
12

Wird ein Kreis um einen seiner Durchmesser gedreht, so beschreibt er eine

Kugel (Bild E 21).

E 20

Der Mittelpunkt M des sich drehenden Kreises wird zum Kugelmittelpunkt.
Da beim Kreis alle Punkte des Umfanges denselben Abstand r vom Mittel-
punkt haben, miissen alle Punkte der Kugeloberfliche gleich weit vom Mittel-
punkt der Kugel entfernt sein. Deshalb heiit r auch der Radius der Kugel.
Durch ihn ist die Kugel eindeutig bestimmt.
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DEFINITION: Die Kugel mit dem Q)
Radius r und dem Mittelpunkt M ist
ein mathematischer Korper, der von
einer gekriimmten Fliche begrenzt wird.
Diese Fliche wird von allen Punkten

gebildet, die den Abstand r von M haben. ’
a) Welche Art von Schnittflichen ent-
stehen bei ebenen Schnitten durch
eine Kugel? Lege auch Ebenen durch H
den Mittelpunkt der Kugel (Bild
E 20)!
b) Wie sehen die Schnittflichen aus?
E 21

Berechnung des Volumens einer Kugel

Im Bild E 22 wird ein Zylinder dargestellt, aus dem ein Kegel ausgebohrt
wurde. Zylinder und Kegel haben beide den Durchmesser d und die Hohe
d
2
Wir denken uns beide Kérper auf einer Ebene stehend und legen parallel zur

Grundebene Schnitte durch beide Korper. In Anwendung des Prinzips des
Cavauiert wollen wir nun die Schnittfiguren beider Korper in verschiedenen

— r. Daneben sehen wir eine Halbkugel, deren Durchmesser ebenfalls d ist.

Héhen vergleichen.

Es gilt o=h und R?® =r?—h%
Es gilt weiter: 4, =ar? —mo? == (r* — %) =n (r2— h?)
A, =2 R? =a(r2 — h?).

Nach dem Prinzip von Ca-
vALIERI haben beide Kor-
per das gleiche Volumen.!

Falls Zylinder, Kegel und
Halbkugel gleiche Hohe
und kongruente Grund-
flichen haben, gilt also:

Vigtinder — Viegel = Vitalbkugel
1 2
PO Y TR P
wr gar s
Fiir das Volumen der Ku-

gel konnen wir also folgen-
den Satz formulieren:

SATZ: Fiir das Volumen
einer Kugel gilt:

4 1
VKugel = 3 nrd = 6 nd?

1 Es sei noch einmal darauf verwiesen, dal wir zwar stindig das Prinzip des CAVALIERI bei der Herleitung der
Volumenformeln verwendet haben, daB es aber nicht bewiesen wurde.
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Berechnung der Oberfliche einer Kugel

Die Kugelflache 1aBt sich nicht in die Ebene abwickeln.

Wollen wir die Berechnung der Kugeloberfliche durchfithren, so denken wir
uns einen regelmiBigen Korper mit n ebenen Flichen der Kugel einbeschrie-
ben. Verbindet man die Eckpunkte dieser Flichen mit dem Mittelpunkt der
Kugel, so entstehen n Pyramiden mit den Grundflichen Ay, Ay, Ay, ..., A,
und den Héhen hy, hy, hy, ..., h, (Bild E 23).

Das Volumen einer Pyramide betriagt ¥V = % Ag - h.

Das Volumen aller Pyramiden, also das
Volumen des der Kugel einbeschriebe-
nen regelmiBigen Korpers, betrigt

S
v.’?’,

1
V:§' (Ayhy + Ayhy + ... + A4hy).

Je groBer n wird, um so mehr nihern
sich die Héhen dem Werte r:

Vaar(dy+ 4y + oo + A).

Die Grundflichen der Pyramiden wer-
den aber immer kleiner, und die Summe
der Grundflichen nihert sich der Ober-
fliche 4y der Kugel: E 23

' &
=5 Ao.

" 4 . . 4
Ersetzen wir V durch den Wert?n r3 und vertauschen wir die Seiten, so er-

halten wir

LY.

gdo=7gar |
4nrd.3

4o = 3.r

Daraus folgt:

SATZ: Der Flicheninhalt der Oberfliche einer Kugel betriigt:

Ag=4dnr’= nd?.

Berechne das Volumen und die Oberfliche einer Kugel, deren Durchmesser
40 cm betrigt!

Lésung:

Gegeben: d = 40 cm. Gesucht: V; Ao

Wir berechnen das Volumen V:

= %n ds,
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Einsetzen: Zahlentafel:

L2405 = -7 64000 ~ 10667 10000 7 ~ 31 416
6007 ~ 1885
~ 33511

677~ 210,49

10 667 7 ~= 33 511,49
Ergebnis: V = 33 511 cm3 = 33,5 dm?
Wir berechnen den Flicheninhalt der Oberfliche. 49 = = d?
Einsetzen: n 402 = 1600 7z ~ 5026,5
Ergebnis: Ay == 5026,5 cm? ~ 50,3 dm?
Das Volumen der Kugel betrigt rund 33,5 dm? und der Flicheninhalt der

Oberfliche rund 50,3 dm?2.
Aufgaben E 29 bis 75

In der Volumenformel fiir die Kugel tritt der Radius bzw. der Durchmesser in
der dritten Potenz auf. Um die Ermittlung der dritten Potenzen, der sogenann-
ten Kuben, zu erleichtern, enthalten manche Tabellenbiicher Tafeln fiir Kuben,
die dhnlich aufgebaut sind wie die Quadrattafel in unseren Zahlentafeln. Auf
den Seiten 6 und 7 in den Zahlentafeln ermdglicht die Spalte mit der Uber-

schrift%nﬂ das unmittelbare Ablesen des Kugelvolumens fiir Durchmesser
mit den Ziffernfolgen 1, 2, 3, ..., 100.

Das Volumen einer Kugel mit dem Durchmesser d = 24 cm ist zu berechnen.
Gegeben: d = 24 cm; Gesucht: V; V = ,;,n d3

Berechnung ohne Hilfsmittel i

Berechnung mit Hilfe der Zahlen-

tae2s = tao20-24-2 |
~ 4576 3,14 ~ 234,56 ‘

Ergebnis: V ~ 7235 cm?® ‘

Die Abweichung im Ergebnis entsteht dadurch, daB in den Zahlentafeln
7 =~ 3,1416 zugrunde gelegt wurde.

Ist das Volumen einer Kugel bekannt und der Durchmesser bzw. der Radius
gesucht, so fiihrt die Umstellung der Formeln auf Kubikwurzeln.

Unter der Kubikwurzel einer nichtnegativen Zahl a (geschrieben: 1"17) versteht
man die positive Zahl b, fiir die gilt: b* = a.

So fithrt beispielsweise die dritte Wurzel (die Kubikwurzel) aus 64 auf die
Zahl 4; denn es ist 43 =4 -4 -4 = 64.

Stellen wir nun die Formeln fiir die Berechnung des Volumens einer Kugel um:

4 3V 1/3V
- = 3 . B s T B V- =Rl
V_B'n"’v‘tn’ '=Via
1 6V "/6V
V__ 3. B i s s P S
_6nd’d_n’ lﬂ



Bei der Berechnung spezieller Fille kann man wieder die Zahlentafeln ver-
wenden.

Das Volumen einer Kugel betrigt 321.548 cm3. Wie groB ist der Durchmesser ?

i
V:lf.'zdﬂ; d = Pl
6 n

Gegeben: V = 321,548 cm?®. Gesucht: d

Wir suchen in der Spalte z n® der Tabelle in den Zahlentafeln die gegebene
Zahl auf und finden fiir n die Zahl 8,5. (Riickt das Komma in der Zahl der
Spalte ; n® drei Stellen nach links, so riickt es in der Zahl der Spalte n um eine
Stelle nach links.)

Ergebnis: d ~ 8.5 cm

Kubikzahlen und Kubikwurzeln kann man auch mit Hilfe des Rechenstabes niiherungs-
weise ermitteln. Wir benutzen hierzu die Skale K des Rechenstabs (vgl. Bild D 18). Fiir eine
beliebige Zahl, die wir mit Hilfe des Lauferstrichs auf der Skale D einstellen, konnen wir
auf der Skale K die dritte Potenz ablesen. Umgekehrt kénnen wir auch fiir eine Zahl, die
wir auf der Skale K einstellen, auf der Skale D die dritte Wurzel ablesen. Dabei miissen
wir entsprechend dem Quadratwurzelziehen, wo wir die Zahl vorher in Gruppen von je
zwei Ziffern, vom Komma aus gerechnet, zerlegten, diesmal die Zahl in Gruppen von je drei
Ziffern zerlegen.
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F. DARSTELLENDE GEOMETRIE
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Die wahre GréBe von Strecken

1 Das Bild F 1 zeigt die GrundriB-Aufri-Darstellung einer Strecke AB. Wenn
wir uns die Lage der Strecke im Raum an Hand dieses Bildes vorstellen, so
erkennen wir, daB es sich sowohl im AufriB als auch im Grundri um verkiirzte
Bilder der Strecke 4B handelt. Die

Strecke liegt zu keiner der beiden RiB- 8
tafeln parallel. Auch zur KreuzriBtafel A
wiirde sie nicht parallel liegen. In solch

einem Fall spricht man von einer allge-
meinen Lage im Gegensatz zur Parallel-
lage. Wir wollen nun die wahre GréBe
derStrecke 4B ermitteln,dieim Bild F 1
in der Zweitafelprojektion angegeben

ist.

F1

2 Umklappen in die GrundriBtafel

Fillen wir von den Punkten 4 und B der im Raum befindlichen Strecke 4B
die Lote auf die GrundriBitafel, so erhalten wir das Trapez AA’'B’B (Bild F 2).
Die Ebene dieses Trapezes steht senkrecht auf der GrundriBtafel. Klappen wir
sie in die GrundriBtafel hinein, so gelangt AB in die Strecke A 0By, deren Lﬂnge
gleich der von AB ist.

Beim Umklappen geht z. B. der rechte Winkel 44’B’ in den rechten Winkel
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DOrehachse
\d

F3

AyA’B’ iiber. Zur Konstruktion der wahren GroBe errichten wir im Grundrif3
der Strecke AB in Bild F 1 Senkrechten in den Punkten 4’ und B’ auf 4’'B’
(Bild F 3). Auf den Senkrechten tragen wir die Hohen der Punkte 4 und B
ab, die wir aus dem Aufri entnehmen. Damit erhalten wir die Punkte 4,
und B, und mit der Verbindungsstrecke AT,FD die wahre Linge der Strecke AB.

Drehen in eine zur AufriBtafel parallele Ebene

Die Strecke AB wird um eine senkrecht zur GrundriBebene verlaufende
Achse in eine zur Aufriebene parallele Ebene gedreht. Im vorliegenden Fall
im Bild F 4 wurde um die Achse 44’ gedreht, und zwar so weit, bis die Strecke
AB in Parallellage zur AufriBtafel, d. h. in die Lage A—Bl, iibergeht. Die ge-
drehte Strecke wird dann im AufriB in wahrer GroBe abgebildet.

Die Ausfithrung dieser Bewegung im Grund-AufriB-Bild geschieht folgender-
maBen: Die Strecke A'B’ wird um A’ in die zur RiBachse parallele Lage AT{

Fs
8
8
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gedreht. Im AufriB wird durch B” eine 5*
Parallele zur RiBachse gezeichnet. Im
Schnittpunkt dieser Parallele mit der
Ordnungslinie von B,’ erhalten wir den
Punkt B,”. Dann ist die Verbindung
von A’ und B,” die gesuchte Strecke

A”B,” mit der wahren Grofie der
Strecke AB (Bild F 5).

Sowohl das Verfahren der Umklappung Ap* B
als auch das der Drehung liBt sich
auch in der AufriBtafel durchfiihren.

@ Zeichne das Grund-Aufrif-Bild einer

beliebigen Strecke in allgemeiner Lage,
und ermittle ihre wahre Grofe, indem
du die Strecke um eine zur AufriBtafel
senkrechte Achse drehst! S

m Das Bild F 6 stellt eine Pyramide im
Grund- und AufriB dar. Es soll die

wahre Linge der Seitenkanten ermittelt

werden. A

F 6

(a) Konstruktion mit Hilfe der Umklappung

Wir legen durch eine Kante der Pyramide eine Ebene, die senkrecht auf der
GrundriBtafel steht.

Die Schnittgerade dieser Ebene mit der GrundriBebene heift GrundriBspur
der Schnittebene. Um diese Grundrispur klappen wir die Schnittebene in die
GrundriBebene (Bild F 7). Dieser Schnitt enthilt auch die Hohe der Pyramide.
Die Hohe, die aus dem AufriB} in wahrer Gré8e entnommen werden kann,
benutzen wir, um den Punkt S, zu finden (Bild F 8). Die entsprechende Kon-
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F9 S struktion im Grund-Aufri-Bild zeigt
\ das Bild F 9. Die Strecke 'S, = S,C’

ist gleich der wahren GroBe der gesuch-
ten Kante AS.

h" (b) Konstruktion mit Hilfe der Drehung
Wir drehen die Pyramide auf der Grund-
rilebene so lange, bis die abzubildende
Kante parallel zur AufriBitafel liegt. Das

A Ci ist gerade dann der Fall, wenn der
Grundrif dieser Kante parallel zur Rif3-
o ¢ achse liegt (Bild F 10).

Wir zeichnen also zuerst den Grundrif3
in gedrehter Lage und bestimmen den
zugehorigen Aufrif. In diesem Aufril3
wird die Kante (in Bild F 11 die Kante
S AS) in wahrer GriBe abgebildet.

Aufgaben F1 bis 8

8§
p ha NN B
%
A 8
Ly o
|
A,'{?— S
\
Fu A 8

Die wahre GroBe ebener Flichen

@ Gib an, in welcher Lage sich eine ebene Fliche befinden muf}, wenn sie
a) zu ihrem GrundriB}, b) zu ihrem Aufril kongruent sein soll!

Die wahre GroBe ebener Flichen erhalten wir immer dann, wenn die Fliche zu
einer RiBtafel parallel liegt. Wir werden deshalb im Falle einer allgemeinen
Lage eine solche Parallellage herbeifithren. Hierfiir kommen sowohl die Um-
klappung als auch die Drehung in Betracht.
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. bracht werden. Zu die- \)h (h

Drehung

Bei Gegenstinden, deren Seitenflichen zur GrundriBtafel senkrecht stehen,
z. B. bei geraden Prismen, kann durch Drehung des ganzen Kérpers die Seiten-
fliche, deren wahre Gro-

Be und Gestalt bestimmt F
werden soll, in parallele
Lage zur AufriBtafel ge-

sem Zwecke wird der
Grundri so weit ge-
dreht, bis die GrundriB3-
spur der betreffenden
Flache parallel zur RiB-
achse liegt. Dies ist im
Bild F 12 an einem
Modell eines Hauses ge-
zeigt, dessen Giebelwiin-
de in wahrer GroB8e und
Gestalt abgebildet wer-
den sollen. Im zugeord-
neten Aufrif} sind dann
die Giebelwiinde in wah- 15
rer GréBe und Gestalt zu

erkennen (Bild F 13). F13

Umklappung

Die Drehung des Gegenstandes auf der GrundriBtafel fiihrt nicht unmittelbar
zum Ziel, wenn die ebene Figur, deren wahre GréBe und Gestalt ermittelt wer-
den soll, gegen die GrundriBtafel geneigt ist. Dies betrifft die Seitenfliche einer
auf der GrundriBitafel stehenden Pyramide. In diesem Fall wird die Figur um
ihre GrundriBspur in die GrundriBtafel umgeklappt (Bild F 14). Bei der Um-
klappung beschreibt die Spitze der Pyramide einen Kreishogen mit der Hiohe
der Seitenfliche h, als Radius.

Steht die Ebene der Figur, die umgeklappt werden soll, senkrecht zur Aufrifi-
tafel (dies ist daran zu erkennen, daB die GrundriBspur senkrecht zur RiB-
achse verliuft), so ist die Umklappung zeichnerisch einfach auszufiithren; denn
der Weg, den die Spitze der Seitenfliche beschreibt, verliuft parallel zur Auf-
rifitafel. Er wird im GrundriB8 als gerade Linie parallel zur RiBachse und im
Aufri als Kreisbogen um den Punkt B’ abgebildet. Die Strecke B’S” ist
gleich der Flichenhéhe h,. Bei der Konstruktion wird darum zuniichst im
AufriB ein Kreisbogen mit dem Radius B”’S”” um B’ geschlagen und mit der
RiBlachse zum Schnitt gebracht; denn auf der RiBachse liegt der AufriB S,
des umgeklappten Punktes S,. Danach wird durch S’ eine Parallele zur Rif-
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F 15

achse gezeichnet; denn auf dieser liegt der GrundriB Sy’ des umgeklappten
Punktes S,. Mit Hilfe der entsprechenden Ordnungslinie wird nun von S;”
aus der Punkt S; ermittelt. Das Dreieck B’S,C’ stellt die umgeklappte Seiten-
fliche BCS dar (Bild F 15).

Steht die ebene Figur, deren wahre GréBe und Gestalt ermittelt werden soll,
nicht senkrecht zur AufriBtafel, so wird der Gegenstand auf der GrundriBtafel
so weit gedreht, bis die betreffende Figur gegen die AufriBtafel eine senkrechte
Lage einnimmt. Zeichnerisch wird dies durch Drehung des Grundrisses aus-
gefiihrt, bis die GrundriBspur der Figur zur RiBachse senkrecht steht.

Es ist noch eine andere Umklappung in die GrundriBtafel méglich. Wir wollen
wieder die Seitenflichen einer Pyramide, die abernichtin dersogenannten Haupt-
stellung zur RiBachsesteht, in wahrer GroBe ermitteln. Dazu wiire eine Klappung
des Seitendreiecks um B’C’
(B’ = B; ¢’ = C) not-
wendig (Bild F 16). Dieses
Dreieck kann man aber
nicht unmittelbar umklap-
pen. Wir fithren dazu zwei
Schritte aus:

(1) Durch die Spitze des
Korpers wird ein Schnitt
gelegt, der das Stiitzdreieck
der Seitenfliche, bestehend
aus der Hypotenuse h,, der
Kathete h und der Kathete
aus dem Grundrif der




Fliachenhshe h,, enthilt. Die Hohe h
kann aus dem Aufri entnommen wer-
den. Das Stiitzdreieck wird um seine
Grundrispur in die GrundriBitafel ge-
klappt (Bild F 17) und ergibt die
Flichenhshe h, in wahrer Grofe.

(2) Nun wird um den Schnittpunkt der
GrundriBspur der Seitenfliche BCS
mit der GrundriBspur der Schnittebene
ein Kreisbogen von der Spitze des um-
geklappten Stiitzdreiecks aus geschlagen
und mit der GrundriBspur der Schnitt-
ebene zum Schnitt gebracht. Dieser
Punkt ist der Eckpunkt S, der umge-
klappten Seitenfliche B’C’Sy,. Das
Dreieck B’C’Sy, zeigt die Seitenfliche
BCS in wahrer GréBe und Gestalt
(Bild F 17).

Aufgaben F 9 bis 15

Die wahre GrdBe eines Dreiecks in allgemeiner Lage

Das Bild F 18 zeigt ein Dreieck in allgemeiner Lage im SchrigriB, wobei auf
den Tafeln der Grund- bzw. der Aufrif} eingezeichnet ist.

Wir miissen nun das Dreieck so um eine Achse drehen, daB es parallel zur
GrundriBebene oder parallel zur AufriBebene zu liegen kommt.
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Fiir die Darstellung in den Bildern F 19 und F 20 wurde angenommen, da
das Dreieck parallel zur GrundriBtafel gedreht werden soll. Die Drehachse
miissen wir dazu parallel zur GrundriBtafel annehmen. Sie markiert sich also
als Hohenlinie auf dem Aufri durch eine Parallele zur Rifachse. Die Dreh-
achse legen wir durch den Eckpunkt B des Dreiecks. Wir erhalten dann noch
den Punkt P. Dabei wird die Dreieckfliche in zwei Teile zerlegt. Der dunklere
Teil bewegt sich bei der Drehung nach unten, der hellere nach oben (Bild F 19).

A I\ Orehachse in
I

Bei der Drehung bewegen sich alle Punkte des Dreiecks auf Ebenen, die senk-
recht zur Drehachse liegen. Wir kénnen also die Lote von jedem Eckpunkt
auf die Drehachse eintragen und erhalten damit die Radien der Kreise, die




die Eckpunkte bei der Drehung beschreiben. (Im Bild F 19 wurde das Lot
von C auf BP eingetragen. Wir erhalten dort den FuBpunkt F.)

Die Strecke CF wird nun auf bekannte Art durch Umklappung eines Stiitz-
dreiecks ermittelt (Bild F 20).

Die Abbildung einer Kugel in Grund-, Auf- und Kreuzri3

Das Bild einer Kugel ist sowohl im GrundriB8 als auch’im AufriB und im
KreuzriBl ein Kreis, dessen Durchmesser gleich dem Kugeldurchmesser ist

(Bild F 21).

O e
YW ¥
N\

Wir wollen nun untersuchen, wie die einzelnen Teile der Kugeloberfliche ab-
gebildet werden. Zu diesem Zwecke denken wir uns die Kugel mit dem in der
Erdkunde iiblichen Gradnetz (Breiten- und Lingenkreise) iiberzogen. Die
angenommene Erdachse soll senkrecht zur GrundriB3tafel stehen.

Die drei Risse der Kugel sind im Bild F 22 gezeigt.

Im Grundrif werden die Parallelkreise als konzentrische Kreise abgebildet,
der UmriB der Figur ist das Bild des Aquators. Die Lingenkreise (Meridiane)
erscheinen als Durchmesser. Der Winkel, den zwei Meridiane miteinander ein-
schlieBen, wird als Winkel zwischen den entsprechenden Durchmessern wieder-
gegeben.

Im AufriB und im Kreuzril werden die Parallelkreise als parallele Sehnen ab-
gebildet, die Meridiane im allgemeinen als Ellipsen, deren grofle Achsen gleich
dem Kugeldurchmesser sind und die mit dem in diesen Rissen senkrecht
gezeichneten Durchmesser zusammenfallen. Ausnahmen bilden nur diejenigen
Meridiane, die entweder parallel oder senkrecht zu den Bildtafeln sind.
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Zur Geschichte der Stereometrie

9

Die Aufgaben der Volumenbestimmung von Kérpern gehéren zu denjenigen Problem-
stellungen, die bereits ganz am Anfang der Geschichte der Menschheit zur Entwicklung
mathematischer Kenntnisse gefiihrt haben. Mannigfaltige praktische Probleme gaben
dazu Veranlassung. Anfangs wurden Volumina empirisch bestimmt durch Ausmessen mit
Wasser oder Sand.

Erst beim Ubergang von der Urgesell ft zur Sklavenhalt llschaft lernten die alten

Vélker, die Volumina der einfachsten Kérper zu berechnen. Die altidgyptische Mathematik
hat es, wie wir aus einem in Moskau aufbewahrten Papyrus erkennen kénnen, im 18. Jahr-
hundert v. u. Z. sogar bis zur véllig korrekten Berechnung eines Pyramidenstumpfes mit
quadratischer Grund- und Deckfliache gebracht. Der Rechengang entspricht der Verwendung

F 25: Tllustration zur Berechnung von Pyramiden-
stiimpfen. Chinesisch, etwa 2. Jahrhundert v. u. Z.

F 24: Originaltext der dgyptischen
Pyramidenstumpfaufgabe. Auf Papy-
rus geschrieben.
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der Formel V = % (a® + ab + b%); wir wissen jedoch nicht, wie dieses Ergebnis gefunden
worden ist.

Uber die babylonische Mathematik wissen wir sehr viel mehr als iiber die altigyptische,
da eine recht groBe Anzahl der widerstandsfihigen Tontifelchen mit mathematischen
Texten erhalten geblieben ist. Aus ihnen kennen wir sogar ganz genau die unmittelbaren
praktischen Probleme, denen die G rie und insb dere die Ber gen der
Volumina, Oberflichen usw. der verschiedenartigsten Kérper ihre Entstehung verdanken.
Verlangt wurden die Berechnungen an Dimmen, die in groBer Ausdehnung zur kiinstlichen
Bewiisserung angelegt wurden. Sie besaflen meist trapezformigen Querschnitt. Bei diesem
praktischen Problem wurde zugleich nach der Anzahl der benétigten Arbeiter bei einer
gewissen mittleren Leistung gefragt. Ferner ging es um Berechnungen an ringformigen
Wallbauten, von Tempelfundamenten, von Befestigungsgriben, von Wasseruhren,
Brunnenziegeln.

Insgesamt wurde in der babylonischen Mathematik neben dem Volumen von Wiirfeln und
Quadern auch das von Prismen und Zylindern richtig angegeben, bei dem letzteren Volu-
men allerdings mit dem Naherungswert 3 fiir 7. Dagegen beruhten die Rechenmethoden
zur Bestimmung der Volumina von Kegel-und Pyramidenstiimpfen auf falsch s Formeln¢.

Die griechische Mathematik kniipfte an die in Agypten und Mesopotamien gewonnenen
Ergebnisse an, darunter an die stereometrischen Resultate. Selbst der Name ,,Pyramides
z. B. ist aus der dgyptischen Sprache entlehnt. Von dem groBen materialistischen Denker
der frithen griechischen Wissenschaft DEMOKRITOS VON ABDERA (etwa 460 bis etwa 370
v.u. Z.) stammt die Angabe des Volumens der Pyramide und des Kegels. DEMOKRITOS
vertrat die Ansicht, daB sich die Korper aus kleinsten Teilchen, den Atomen, aufbauen.
Diese Betrachtungsweise diente ihm auch bei seinen Uberlegungen zur Berechnung des
Volumens der Pyramide und des Kegels. Er dachte sich einen Kegel durch Schnitte
parallel zur Basis in diinnste Scheib hnitten. Jedoch vermochte es DEMOKRITOS
noch nicht, seine richtigen Ergebnisse streng zu beweisen. Dies gelang erst Eunoxos von
KN1Dos (etwa 408 bis etwa 355 v. u. Z.) und ARCHIMEDES VON SYRAKUS (etwa 287 bis 212
v.u.Z.), indem sie an die Gedanken von DEMOKRITOS ankniipften.

Etwa gleichzeitig mit DEMoKRITOS behandelte auch HippoxRrATES von CHIos (um 440
v. u. Z.) stereometrische Problemstellungen, darunter das Problem der Wiirfelverdoppe-
lung, das fiir die Entdeckung der irrationalen Zahlen eine entscheidende Rolle gespielt hat.
In der unteritalienischen Schule des Mathematikers ARCHYTAS VoN TARENT (428—365
v.u. Z.), der der pythagoreischen Lehre nahestand, sind dann zusammen mit dem Mathe-
matiker THEAITETOS VON ATHEN (etwa 410 bis 368 v. u. Z.) die reguldren Polyeder!,
Wiirfel, Tetraeder, Dodekaeder, Oktaeder und Ik der, erforscht worden.

Eupoxos von KNipos hat die stereometrischen Einzelresultate in einer groBeren Abhand-
lung zusammengefaft. Diese hat dann EUKLEIDES (etwa 365 bis etwa 300 v. u. Z.) bei der
Abfassung seines beriihmten Werkes Elemente benutzt. SchlieBlich hat ARCHIMEDES noch
die fiir die damalige Math ik auBerordentlich schwierige Aufgabe der Berechnung des
Kugelvolumens und der Kugeloberfliche bewiltigt, beruht sie doch, wie die Berechnung
des Kegelvol auf Grenziibergi

Man darf aber bei EUKLEIDES nicht wirkliche Berechnungsvorschriften fiir die Kérper und
schon gar nicht praktische Anwendungen erwarten. Er war Vertreter der theoretischen
Mathematik und betrachtete als Anhiinger des idealistischen griechischen Philosophen
PLATON (427 bis etwa 347 v. u. Z.) jede Anwendung der Mathematik auBer zu philosophi-
schen Zwecken als eine Entweihung der Mathematik. Daher treten bei ihm keine »For-
meln* oder direkten Berechnungsvorschriften fiir Korper auf. So heiBt es bei EUKLEIDES:

1 Polyeder (griech.), Vielflichner
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- Reguldre Polyeder

LBCO

F 26

Kegel und Zylinder von gleicher Hohe verhalten sich dem Volumen nach wie ihre Hohen
und solche von gleicher Grundfliche wie ihre Hohen. Kugeln sind in dreifachen Verhdltnissen
ihrer Durchmesser. (Wir wiirden sagen: Kugeln verhalten sich wie die Kuben ihrer Durch-
messer.)

Erst mit ARCHIMEDES setzte sich in der griechischen Mathematik wieder eine Richtung
durch, die auch auf die praktischen Probleme einging. ARCHIMEDES gab eine wirkliche
Berechnung des Volumens und der Oberfliche der Kugel an, indem er die Kugel in Ele-
mentarkegel zerlegte, die simtlich ihre Spitze im Kugelmittelpunkt haben. Bei ihm heien
die entsprechenden Sitze: Die Oberfliche der Kugel ist viermal so grof8 wie die Fléche eines
ihrer groften Kreise. Der Zylinder, der gleiche Grundfliche besitzt mit einem der grofiten Kreise
einer Kugel, dessen Hohe aber gleich dem Durchmesser der Kugel ist, ist sowohl seinem Inhalte

als auch seiner Oberfliche nach 1 % so groff wie die Kugel. Den fiir diese Siitze benitigten
Niherungswert fiirw hatte ARCHIMEDES schon vorher durch die Abschétzung 3 ;(1) <n<3 %
bestimmt. Das Grab von ARCHIMEDES, der bei der Einnahme der Stadt Syrakus durch die
Rémer ums Leben kam, war im Altertum mit einer Siule gekennzeichnet, die die Haupt-
figur eines der wichtigsten Sitze trug, eine Kugel mit dem umbeschriebenen Zylinder.
Mit HERON VON ALEXANDRIA (etwa 100 u. Z.) erreichte die praktische Mathematik in der
griechischen und rémischen Sklavenhal llschaft ihren Héhepunkt. Auch die prak-
tischen Aufgaben der Volumen- und Oberflichenberechnungen wurden von HERroN in
einer Fiille von Aufgaben behandelt, und zwar Aufgaben iiber Kegel, Zylinder, Kugel
und Kugel im engen Anschlufl an ARCHIMEDES.

gelseg

Durch HERON VON ALEXANDRIA, der sich vor allem fiir die praktische Anwendbarkeit der
Mathematik interessierte, wurden die verschiedenartigsten Kérper berechnet oder wenig-
stens Niherungsverfahren angegeben: Kegelstiimpfe, Obeliske, Siulen, Pyramiden,
Muscheln, Badewannen, Scheunen, Brunnen, Eimer, Trommeln, Tiirme, Flo8e, Schwimm-
becken, Ofen, Fisser, Schiffe, Gewdlbe usw.

Somit lagen bereits am Ausgang der Sklavenhaltergesellschaft die Verfahren vor, die
ebenflichig begrenzten Korper und die aus ihnen zusammengesetzten sowie eine Anzahl
von Kérpern mit gekriimmten Oberflichen zu berechnen. Entscheidende Fortschritte
bei der mathematischen Bewiltigung komplizierterer Korper mit gekriimmten Ober-
flichen wurden erst im 16. und 17. Jahrhundert erzielt, und zwar mit Methoden der hoheren
Mathematik.
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Uber die Entwicklung der mathematischen Symbolik

10

Heutzutage erkennt man Mathematikbiicher auf den ersten Blick an den dort auftretenden
mathematischen Symbolen und Formeln. Doch diese verschiedenen speziellen mathemati-
schen Zeichen sind erst im Laufe der letzten 400 bis 500 Jahre in Gebrauch gekommen.

Urspriinglich wurden die mathematischen Texte ohne Verwendung von Abkiirzungen
oder Symbolen in der jeweiligen Sprache ausgedriickt, dabei g gewisse Worte den
Charakter von mathematischen Fachausdriicken. So bedeutete z. B. das altigyptische
Schriftzeichen fiir ,,Haufen®, ,,Menge* soviel wie die gesuchte GréBe in einer linearen
Gleichung, und das Wort fiir ,,zerbrechen* war in der altigyptischen mathematischen
Fachsprache gleichwertig mit subtrahieren.

Erst am Ende der griechisch-hellenistischen Mathematik bildeten sich Ansitze einer alge-
braischen Symbolik heraus, am deutlichsten bei DIoPHANTOS VON ALEXANDRIA (3. Jahr-
hundert u. Z.). Er kiirzte einige hiufig gebrauchte Fachausdriicke im Text ab, z. B. die
Subtraktion mit dem umgekehrten griechischen Buchstaben ¥, also durch A Diese An-
sitze sind jedoch nicht weitergefiihrt worden, und noch die auBerordentlich weit ent-
wickelte Algebra der arabischen Gelehrten driickte alle Regeln vollstindig in Worten aus.
So kannte z. B. der aus Usbekistan stammende Mathematiker AL-HwARIzZMI (gest um 840)
noch keine speziellen Additions- und Subtrakti ick kein Gleichhei hen usw.

Die eigentliche Entwicklung der algebraischen Symbolik setzte in Europa im 15. Jahr-
hundert ein, als mit dem Ubergang von der Warenwirtschaft zur Geldwirtschaft auch
wesentlich mehr Rechenaufgaben gelést werden muflten. Uberall in den Stidten lehrten
von den Stadtverwaltungen angestellte e Rech ister das Rech Von den
deutschen Rechenmeistern ist ADAM RiEs (1492—1559), der im Gebiet des erzgebirgischen
Sllherbergbaus von Annaberg wirkte, am bekanntesten geworden.

Mit den durch den arabischen Kulturbereich vermittelten indischen Ziffern (die wir deshalb
eigentlich filschlich ,,arabische Ziffern* nennen) setzten sich nach und nach spezielle Ab-
kiirzungen und Symbole durch. Die Mathematiker dieser Zeit, welche den groBen Nutzen
der Symbolik fiir die Mathematik erkannt hatten und sehr dringend ihren Lesern deren
Ver dung fahl sich Cossisten. Mit dem lateinischen Wort ,,res* (Sache,
Ding) wurde in einer Gleichung die Variable bezeichnet, fiir die Zahlen ermittelt werden
sollen. Mit dem lateinischen Wort ,,census* war das Quadrat der Variablen gemeint. So

bedeutete —M, in unsere heutige Schreibweise iibertragen, den Ausdruck
1 census et 3 res
12x - 45
x2+3x °

Anfangs erfanden die Cossisten elgene AhkurzunWen und Symbole. Erst allméhlich wurden
einige der Bezeicl 1, duchlich, wihrend andere wieder verschwanden.
Der Italiener Luca PACIOLI (1445—1514) z. B. verwendete die Zeichen 5 und r fiir plus
und minus als Operationszeichen fiir Addition und Subtraktion.

Die Zeichen - und — traten erstmals in Deutschland um 1480 und im Druck am friihesten
1489 bei dem bshmischen Cossisten JOHANNES WIDMAN (geb. um 1460) auf, Diese Zeichen
sind aus der kaufménnischen Praxis in die Mathematik iibergegangen. Mit - und — wurden
Ubergewicht und Untergewicht auf den Kaufgiitern bezeichnet.

Der Multiplikationspunkt war schon 1464 von dem aus Franken stammenden REcro-
MONTANUS (eigentlich JoHANNES MULLER, 1436—1476), dem fiihrenden Mathematiker
Europas des 15. Jahrhunderts, benutzt worden, konnte sich aber erst durch das Wirken
des deutschen Mathematikers und Philosophen G. W. LEiBNIZ (1646—1716) durchsetzen.
Von ihm stammt eine ganze Reihe von weiteren mathematischen Symbolen, z. B. die
Bezeichnung a:b = c:d fiir die Proportion, und ferner Bezeichnungen der hoheren Mathe-
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matik. Der Bruchstrich war bei gewohnlichen Briichen schon gelegentlich in der indischen
Mathematik verwendet worden, in der Mitte des 15. Jahrhunderts wurde er allgemein
iiblich.

Das Gleichheitszeichen ist 1557 von dem englischen Cossisten und Arzt R. RECORDE (etwa
1510—1558) mit der Begriindung eingefiihrt worden, daB ,,nichts gleicher sein konne als
ein Paar paralleler Linien*, doch hat es noch mehr als 150 Jahre gedauert, bis sich dieses
Zeichen allgemein durchgesetzt hat. Die Ungleichheitszeichen > und <C wurden 1631 von
dem englischen Mathematiker TH. HARRIOT (1560—1621) vorgeschlagen. Die Klammern
kamen im Laufe des 16. Jahrhunderts bei den italienischen Cossisten in Gebrauch, z. B.
ver dete der Biick ister N. TARTAGLIA (etwa 1500—1557) 1556 runde Klammern
() zur Bezeichnung des Radikanden. Der groBe franzgsische Algebraiker FraNco1s VIETA
(1540—1603) fiihrte 1593 die eckigen und geschweiften Klammern ein.

Die Operation des Quadratwurzelziehens wurde anfangs durch ein davorgesetztes /& (von
lat. ,,radix*, Wurzel) bezeichnet, so bedeutet in der Schreibweise von Luca PAcroLr z. B.
& 48 p 6 den Ausdruck 1/48 + 6. Im Jahre 1524 verwendete ADAM RIES erstmals hand-
schriftlich den Wurzelhaken J/, und ein Jahr darauf erschien er in dem beriihmten Lehr-
buch ,,CoB* des Deutschen MICHAEL STIFEL (etwa 1487—1567) erstmalig im Druck. Der
‘Wurzelhaken ]/_mit dem Querstrich ist jedoch erst spiter von dem groBen franzdsischen
Mathematiker und Philosophen RENE DESCARTES (1596—1650) eingefiihrt worden, um den
Radikanden genau zu bezeichnen. DESCARTES hat auch die Schreibweise a?, a?, af, ...
fiir die Potenzen eingefiihrt.

Gleichzeitig mit besonderen mathematischen Symbolen setzte sich nach und nach auch die
Verwendung von Buchstaben zur Bezeichnung von Variablen durch. FraNcors Viera
fiihrte dieses Prinzip in seinem 1591 verfaBten Buch Logistica speciosa erstmals durch.
Er bezeichnete Variablen, die den Charakter von Konstanten haben, durch Konsonanten.
Dagegen bezeichnete er Variablen, fiir die Zahlen ermittelt werden sollen, durch Vokale.
Unsere heutige Vereinbarung, solche Variablen mit den letzten Buchstaben und die Kon-
stanten mit den ersten Buchstaben des Alphabets zu bezeichnen, stammt von RENE
DESCARTES, der diese Bezeichnungsweise 1637 in seinem fiir die Geschichte der Mathe-
matik auBerordentlich wichtigen philosophischen Werk Abhandlung tber die Methode
(Discours de la methode) verwendet hatte.

140



AUFGABEN

Seite Seite

A. Rechnen mit Variablen 137 D. Satzgruppe des Pythagoras -
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lineare Gleichungen 160 F. Darstellende Geometrie 187

A. Rechnen mit Variablen

1. Ubertrage die folgenden Tabellen in dein Heft und erginze sie!

a) a b c Sa-+4b+c¢ b) u v w Su+t4v+w
1 d
4 05| 5 4 05| &
1 1

- i v —
8 vy 2 8 7 2
| | af —17 |—1 |=1
0,7|—0,1] —1 0,7(—0,1|—1

1 1

— 2 il
3 2 3 2 2

2. Berechne jeweils a) I + m, b))l —m, ¢) | + m + p, d) - mund e) l:p!
Setze dabei nacheinander fiir I, m bzw. p die folgenden Zahlen ein!

1l 35 0,9 —;— —24 2,77 0 —39
m 3 2,7 —i- 11 1,86 183 0
P e 0,3 % —16 2,03 —123 —3.9

3. Es sei p + 1 eine beliebige ganze Zahl. Nenne a) die nichsten fiinf auf p + 1 folgenden ganzen
Zahlen, b) die fiinf vorangehenden ganzen Zahlen!
Gib je zwei Beispiele fiir a) und b) an, indem du fiir p jeweils eine ganze Zahl einsetzt!

4. Fiir welche ganzen Zahlen n gilt a < n < b, wenn
) a=27:8=98 Ba=—2b=—15T; a1 b:;—‘;’?
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A. RECHNEN MIT VARIABLEN

5. Welche Zahl ist
a) um 1 groBer als 23; 99; 1000; a; x; b - 2,
b) um 3 gréBer als 23,75 99,7; 1000,7; a; x; b+ 21,
¢) um a groBer als — 23; —99; 1000; a; x; b + 2,

62
L O
s 73,a,Za,b,..l).

d) um 2) grofler als — 1,7; 2,8
6. Welche Zahl ist
a) um 1 kleiner als 23; 99; 1000; a; x5 b + 2,

b) um 3 kleiner als 23,7; 99,7; 1000,7; a; x; b+ 21,
¢) um a kleiner als — 23; — 99; 1000; a5 x; b + 2,

2

d) um 2b kleiner als — 1,7; 2,8;%; a;2a;b;2b7

7. Zihle vona) p— 6 bis p + 5; b) von b — 7 bis b —12; ¢) vonf — 3 bis f +- 2; d) vont + 3
bist — 10; €) von — 6 — x bis 1 — x!

8. Bilde die Summe aus dem Dreifachen einer rationalen Zahl a und dem Fiinfzehnfachen aus einer
anderen rationalen Zahl b! Setze fiir a Zahlen aus dem Bereich 0,1 bis 7,2 und fiir b Zahlen
aus dem Bereich — 0,1 bis + 0,1 ein! Fertige eine Tabelle an und rechne fiinf Beispiele!

9, Gib fiir die Summe 2,7 x + 3,1 y + 0,2 z mindestens fiinf Beispiele an! Die Zahlen fiir die
Variablen sollen den folgenden Bereichen entnommen werden:

10<x<10,0;0<y<<1; —10<<z<<0.

10. a) Gib fiinf Zahlenpaare a, b an, fiir die die Beziehung 0 < 2,3 a — 1,4 b gilt!
b) Fiir welche x, y, 5 (fiinf Beispiele) gilt die Beziehung — 2 = 1,5 x— 2,1y + 3z = + 2?

11. Formuliere folgende GesetzmaBigkeit unter Verwendung von Variablen!

Das Produkt einer beliebigen rationalen Zahl, die von Null verschieden ist, mit ihrem rezi-
proken Wert ergibt 1.

Gib mind fiinf verschiedene Beispicle dafiir an!

12. Formuliere die folgende GesetzmiBigkeit in Worten und gib Beispiele dafiir an!
a— a = 0 (a rational).

13. Es sei a eine natiirliche Zahl. Wie heiBt der Nachfolger von a? Gib Beispiele dafiir an!

Welche Einschrinkung muB fiir a gemacht werden, wenn jedes a einen Vorgiinger besitzen soll?

14. Es seien a und b beliebige rationale Zahlen. Veranschauliche an selbstgewiihlten Beispielen die
Y Summe a + b!
Fasse in den Summen der Aufgaben 15 bis 17 gleiche Variablen zusammen!

Gib fiir jede Aufgabe ein Beispiel an, indem du fiir die Variablen rationale Zahlen einsetat!
15. a) 84a+ 67— 15a + 33 — 100 b) 17x+23r+ 117439 x4 6r
€) 46x+86b+ 14b+11x—57x—100b d) 65z + 145 —38 —78z+ 20 + 18
€) —5x—12—4m—3x+1+9x—5m+10m + 11
f)3a+2v—15a—23v+12a+21v -+t
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A. RECHNEN MIT VARIABLEN

1 1 2 1 1 2 1
16.8) 6gat23et2yatsy B 4xt3 5043 0s
2 1 5 3 1 1 1 1 1
o Ao . 0 22 e 0= 9= — 3
c)13m+52n 6m+4" d)l43c 102(1—!--5 765i-52d 2,5
4 1 4 3 1 1
il e 0 T D P =
e)65u+162v 30511 154v+-2120+322a

17. a) 6,5r — 125+ 109a+ 6,5r +4,8s—13 a
b) 13,22 x — 14,56 y + 15,77y + 0,22 — 3,77 x
€) 0,56 a + 3,25 x— 5,06 a — 7,33 b + 2,01 a — 0,02 b
d) 11,1 —2,1¢—89—0,7p+29—05p+32q

18. a) Die Differenz zweier Zahlen ist gleich r, der Subtrahend gleich a. Bestimme den Minuenden!

b) Das Produkt zweier Zahlen ist gleich 24, einer der Faktoren ist gleich k. Wie lautet der
andere Faktor ?

¢) Der Divisor ist gleich a, der Quotient 3. Bestimme den Dividenden!

19. a) Wie laBt sich eine beliebige gerade Zahl ben ?

g

b) Wie 1Bt sich eine beliebige ganze Zahl, die durch 5 teilbar ist, angeben ?
€) Wie kann man eine beliebige ungerade Zahl angeben ?

20. Esist die Summe a) zweier beliebig feinanderfol

aufeinanderfolgender ungerader Zahlen zu bilden.

gender gerader Zahlen b) zweier beliebiger

Fasse zusammen!

21. a) 15ab + 4ab—10ab b) —6xy—xy+8xy
¢) —4m® -+ 10 m®— 8 m3 d) — 25k —32k% 484
il 1 1 1
LI el I el | 1] gt g
2.8) 20—l d—3,d B)Sgl—15g + 6,
3 1 5 2 5 il
2. gl { R b P bog
c)4a 5 @ 39 d)3x+6.1. 5%
23. a) 0,8c2—1,2¢>—0,1¢? b) 1,5n—0,9n8 1 2 8
c) 3a®b® —2a%b? + 4a%h? d) 4x2y — T2y + 5y
24. a) 11x® +4x—a2—4x b) 2y —3y 4 2y—y2
1 1 2 1
c)Tr"—?p#»a—riJ,—fS-p d) 5ab—4 a%? — 8 ab® + 3 ab — ab® — 4q2h?

€) 23 a*be -+ 10abe* —15abec—abe? + 2a%be + abe?

7 1 3 3 11 1 1 1
|| Pl e 2 e OB s
25.3)1091-!—168:: 304y la4x+~212x\38w+3.2y+68w

b) 7,3a+1,63b -+ 2,96 a— 0,78 b — 8,06 a
‘€) 6,75p + 1,48 ¢+ 60c—3,7859 + 87,3c — 3 p — 12,678 ¢

26. Fasse zusammen und gib je ein Beispiel an, indem du fiir die Variablen rationale Zahlen ein-
setzt!

2 1 1
a) ~1Tub3 -+ 2a3b-4?a:b70b3—?aeb—asb

b) —9,387Tm—3,89n 4 8197m —1,11n— 0,002 m
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A. RECHNEN MIT VARIABLEN

27, Ubertrage die Tabellen in dein Heft und ergiinze sie!

a) x y z 2x+3y—z 5x+(21+3y—z)-—6zi Tx+3y—17Tz
2 3 5
2,5(—1 2,5
1 1
5| 7
10 |—10 0
—06| 12|—13

—du u—2 3x —
b) u v w z u—2v+3x —}—;_v—w _4"‘_}:;”_):) i-u;.::—w

1 1 2 2

—3 0 15 1
L d 2 2
3 2 3 3
0,7 2 09|—15

—2,1 19|—3 0,5

Liése die Klammern in den Aufgaben 28 bis 31 auf und fasse gleiche Variablen zusammen!
Gib fiir jede Aufgabe ein Beispiel an, indem du fiir die Variablen rationale Zahlen einsetzt!

28. a) (L,5x+ 3,2v) +2,3x+ 1,20 b) Qa+ 4w+ 5k) + Gw+9k)
©) 231+ (4Tx—510) —45x—320

29, a) 15x— (2% + 5) b) 14a + (11 —3a)
d) 7b—(3b + 2a) €) 2a+ (3a—b)
g) 2a+ (3a—4b+c)+3b h) (18u + 15w) — (12u + 6w)

©) 38— (16 b + 36)
f) 19y—(18y + 2)
30.a) 105+ Gx—2y) + @y —13)  b) (15a—26b+13c)—(12a—2Tb + 129 —b
) (4,5k+7,1m—0,5p)+(%k—%m—%p)—(—h-}-m—p)
W 16, 13 11 v 9. 3

B (Ta—Tb—ch-—s—d)+(—Ta+7b——8~c—a)
31 ) 157 + (6,75 + 2,51) — 9,81 — (—10,25¢ + 14,95 — 6,055)

b) — (15,7 + 9,77c —0,19a) + (20,80 — 1,81 — 9,85¢)

& (13x—195y +1672) — (4,97 + 2,5y — 2,62) + 3.4x

) (—a? +Ta—12)— (—2a® + 5a—11) — (—3a? + 22a —4)

Mache dir an verschiedenen Beispielen klar, daB das Quadrat einer Variablen und die Variable
selbst nicht zusammengefaBt werden konnen!

e) 2,5x + (0,75x — 0,24y) + 0,6z + (—3,5x + 2y)

32. Setze in den folgenden Aufgaben auf verschiedene Weise Kl

! Gib drei Moglichkeiten an!
a) 31x—25y +3,65—17 b) ut v gr—gs

¢) —0,77Th—1,92g + 3,1f—0,1d—0,2¢ d) 100a + 2006 —120x —20y — 30z
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A. RECHNEN MIT VARIABLEN

33. Vervollstindige die folgende Tabelle und gib Miglichkeiten fiir weitere Spalten an!

2u—3v+wt| —(—2u+3v)— | Qu—3v+4 w)
PP E Y] HTa—y | —(w—Tx4y)| —(=Tx+y)
4
1| —2 ) 0 0,1
1
-1 s Jlems -
3 1 2
1 1
T 1 0 = 0,5
2 3| —4 1|—2

34, a) Stelle 5a® — 2a — 3ab + b2 als Summe aus zwei Summanden dar, wobei der eine Sum-
mand 5 a® — 2 a sein soll!
b) 2x® +5x?y —4xy® —y® soll als Summe (bzw. Differenz) zweier Summanden angegeben
werden. Welche Moglichkeiten gibt es?

35, Es sei
A=35a'—8a% + 2a%?, B= —a'—2a%b —5abh?,
C =—4a*+4 10a®b + 3a2b2

Berechne a) 4+ B—C, b)A—B+C, ¢)—A4A—B—C, d)—A4+ B+C!
36. Essei X =a®+b2—1, Y=a®>—0b2+1, Z=—2a>—2b2%

Berechne a) X —Y—2, b)—X+Y—Z, ¢)X+Y—22!
Lose in den Aufgaben 37 bis 41 die Klammern auf und fasse zusammen!
37. a) (150 -+ 2b) + (4a—3b) b) (4a2b—3ab?) + (—a2b— 2ab?)

c) (x*+4x—5)+ (x*—3x+2) d) (a® —2ab + b*) + (a® + 2ab + b?)
38. a) (x*+ 2xy + y®) + Qxy —x*—y?) b) Gm*—5m +3) + (—4m®*—5m —3)

c) (2a* + 5a*b —3a%b®> —ab®) 4 (3a* —84a’b + 2a2b% — 6 ab®)

d) (8a"—2b™+¢)+ (—4a"—5b™—c)

(-1 3 1 1

€) (Tx‘y—T) + <—2~24x‘y—2—2—)
39. a) (32¢—16d)— (6c — 7d) b) (1123 — 2x%) — (x3 — x?)

c) (3a*b—13b%) — (3a%b 4 6b%) d) (4x%y + 8xy®) — (3x%y —5xy?)
40. a) (13n—11y + 10z) — (—15n 4+ 11y — 52)

b) (Tm*—4mn—n?) —(2m*—mn +.2n?

¢) (1,2abc—1,6bcd—2,4cde)— (—0,9 abe —bed)

1 2
d) (%xy—%y:—nx)—(fxy +—9—yz+ ax)

02
8 p_3 L= 2 _ 8 )
b) <1Tu Bab+22ac) (0,080 + 0,135 ab ac—|—14bn

c) (4a®—2ab—b%) —(—a®+ b>*—2ab) 4 (3 a®* —ab + b?)
d) (—8x3 442 —x+ 1)+ (2x*—3 4+ 22 —06x) —(5x*—8x2—3x—1)

41. a) (1 x’y’—%ab——%—uc)—(—-—é—ub +%x“y‘—%ac)
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A. RECHNEN MIT VARIABLEN

42. Ubertrage die folgende Tabelle in dein Heft und erginze sie!
Rechne im Kopf oder mit Hilfe des Rechenstabes!

a b c Ba-15b) [ (3a-1,5b)-0,6c |(2a-3b)-5¢ 30a%bc
—2 2 5

1

—| — 0

3 8 1

B 23

17 0 31
=2 L] 10

9|3 6

Ubertrage die folgenden Tabellen in dein Heft und erginze sie! Fiihre die Rechnungen maglichst
gweckmiBig mit Hilfe des Rechenstabes durch!

43. u w (— 38,5 udw?) : [(— 2,5 u?) (—w)] (—2,5u®) (—w): (—38,5 udw?)
2 |—1
—1 2
(1 0.1
—1|—0.1
4. x y z (2,52:3,2y)1,22 2,52:(3,2y-1,2z2) 25x-32y:1,22
0.5 2 1
—1 [—2 0.5
0 17,3 |—25.4
2 |—1 3
45. a b c (2,73 a?b:1,45b) 2¢ 2,73a%b: (1,45b- 2¢)
—1 2| —1
% —4 | 025
1
1| —1]|— T
—2 | —1|—5

46. Berechne mit Hilfe des Rechenstabes das Produkt a - b fiir a = 0,33; — 17,6; — :;— 5 9,67 und
b= 21,3; —12,4; 0,056; — 0,61!

47. Berechne mit Hilfe des Rechenstabes das Produkt 3,71a - 42,4 x fiir a = 0,76; — 0,31; 1,35;
2,3 und x = 0,02; — 0,29; — 1,35; 53,4!

48. Berechne mit Hilfe des Rechenstabes!
a) 7,25:z fir z = —12,7; 0,72; —21,3; I

9 H
b) u:v fiir u=35,4; —12,3; 1,09 und
v = 42,5; —21,7; 1,87; — 0,57

0,091; —0,13
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A. RECHNEN MIT VARIABLEN

49.2) 3.1-25a b) (—5,7)-63b ¢) 132-4¢ d) 143a-06 €) 7,010+ 3,5

50. a) 125m 4,6 n b) (—13,7) x- (—0,73 x) €) 52y% 05y
d) 4,8r~~;- e) 6,5z (—8)z®
5L a) 15a-0,7x-1,2ax b) —0,3u®-1,20%- 6uv €) 37xy- 1.2y (—2)xw
52. a) ax2-bxd-abx b) (—b%)z-(—c2)z2-bes ¢) 2a'-3a%b®- Gabt
53. a) 4a%b-1,5¢*+ 0,5abc  b) 2,5u%-5,3uv- 40? c) 13 : xy-3 ?1’ xz
1

d) 4x2y-1.5d*-0,5xyd e) 2,5a%-5,3ab-4b2 f) 13 - rl~3—; tw
54. Setze in Aufgabe 53
in a) fir a =2, b=—2 und ¢=1; in b) fiir u = 0,5 und v=—3;

1
in ¢) fir x =—2; y=0,1 und i= ein!

Welche Zahlen muBt du in d), e) bzw. f) einsctzen, damit du dieselben Resultate erhiltst wie
in a) bzw. b) bzw. ¢)?

9
55. a) 12ab-2,50c-%bc b) 0,6abc~—g—ab —be:(—ac)
33 .. b-4 b'-z-l d) 1,2 - 1,5
€) e 5 m S ne 2mn-15nm
&) (1,2u)3~%b5~ —%c)d,ﬂfabc D O5ab)? - (—4rbet-(—a) .
—12x-5y-2
) 0,22
1
: 2abe:3b
€) e f) 12abc:
57. a) 24xyz:6xy b) 36uviw:12vw
¢) —12,7m?n%: 2,61 mn® d) 285htg: (—14,2)h2g
58. a) 107 a*bc®: 56,1 ab?c b) S—Q—b: 13 c) 871 yi: 44
1 e _5, o
d) 11—37xy.l‘x €) aab.S?b
59. a) 42np:(—6p) b) (—169a2b?):13ab «c) (—72¢d®:(—9cd) d) 85m2r2:(—17 m?r)
(—36a%b%c) - 50 mn? 125x% y z(—64 a2 b c?) S s
8. ) smw-Tate ) — 32a%bc(—100%yz) ©) 03v-[25w: (—5)]
48ax 63ay 4 25x 45ac . 8lad 9ac ll
) douy mape O Y y D Sesdimne B 35 01300
! 2.2 218y
61. a) B,4p-q-:10,8pq b) 84p2¢*:10,8pqr «¢) 7x2 35
ww 7rs =
d)3zx- T,,b ) foo-dvw 0 g 3atbie
62. a) (——xy’z’) .(—gxzy:’) b) (—7a%b): (—21ab?) ¢) 32,66ab:(—17,1rs)

d) (3,05r):(—3,05r) ) (—1,02y%):(1,02y) f) (—56u2v w): (—35,6 uvw)
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A. RECHNEN MIT VARIABLEN

Gib die Reihenfolge der Operationen in den Aufgaben 63 und 64 an!

63.

64,

65.

-

2.

148

. a) 2a®—a(a—5b)—b(a—b) b) 6m3—5m(—m+2q)+4m(—3m—2—£n)

a) 23t B) 3@ 49 © 2a2—3 &) a1 e)%(xe_yz) f) (2—2y2:2

a) (*—z%):iz—1 B) (atb)(a—b) ¢ Z::

d) 2xy

Ubertrage die Tabelle in dein Heft und ergiinze sie!

a b c d (2a®—b2+3¢) [(2a®—b2+3c)-4d|8a>d —4b2d + 12¢d
1 2 2 2
—1| =2 0 2
2 1| —3|—2
—2 | —1 5| —3
1 1 2
P e
. a) (a+3)- 4 b) (c+8)-3 ¢) (6+d)-2 d) (10 +m)-5
e (x—1)-04 f) (2y—5)--;~ € Gp+29):6  h) (—2m+3n)-10
.a) (a+b)'m b) (a—b)'n . c¢) Bc—2d)x d) (—4x+5y)-2z

€) 5a(6a+3b) f)3b(—2a—4b) g) —6x(5y—2z) h) 8k(k+1)

a) Qa—5b+6c)-(—3) b) Ba*—4a—8)-(—2) €) (4% + T2 —x) - (—5)

B (m—n—}-p)'(—-;—) &) (ITx—12y+32)(—2xyz) f) %r'l(ﬂrt—%—rvz-{— O,Itw)

. a) (15b+ 6¢)- 4 b) (—3x) (0,57 — 0,61)

5 (—;—i—%d+ 0,4a)-~§—p ) %h(Zg—Llh’ +05hg)

.a)%(a—zb—(—c) b) ~§(61+9y—-22) O 3 @m—vtan)

d) 05(08%—06y+ 042 ¢ 2%—(60—9y+ 33 9) 3-2—(12r—8t+4s)
a) (2x® —3x? + 3x—1)-4x2y? b) (8a®—44a2b*—3ab? 4 5b%) - (—2a2b)
€) (—2,1a%x + 5,2a%x2 —0,5ax%) - (—0,3ax?) d) (2,252?—15xy + 2,5y (—2,4xy)

a) a(a+ b)—b(a—b) b) 3(x+y)+5(x—y)
¢) 2(a—3b)+3(@—2b) d) 7@m—3n)+ (m+n)-3

. 2) 63p+49)—8Gp—+(@+9 b 02Ex+y+04GE—)—CE+y)—(—"Ty

¢) —3(a—b)—2(a+b)—@a—2b)+5(a—20)
Diae—y+9)—26+y——3(—x—y—3)

2
¢) 5,1(2,1 — 0,7k + 0,11x%) — 4,3 (—1— 1,3k — 0,02 %)

d) 1,4x(0,5x—0,3y) —5(0,4y® —4xy) + 0,2y(8y —5%)
€) (1,5a2—2,15)- 0,6a — (3.2a — 1,8)- 0,5a> — 1,8 (2,6 a> — 1,8 a -+ 3,2)



7.

76.

7.

78.

79.

81.

A. RECHNEN MIT VARIABLEN

Zeige, daB die folgende Beziehung fiir alle rationalen Zahlen gilt!
3(@a—b)—2(a+b)—(4a—5b)+4(a—2b)=a—8b
Gib zwei Beispiele dafiir an, indem du fiir a und b rationale Zahlen einsetzt!

Ubertrage die folgende Tabelle in dein Heft und ergénze sie!

e | 2a | 2a® 204 2a2(2(a+a?) % %‘“_l 2(a—a?)—(a® + a): 3

1
-
2
—2
==
2
Ubertrage die folgende Tabelle in dein Heft und erginze sie!
m | ¢ s a |[(21m—12t4095)(2,1m—12¢+09s):0,3a 7%~4L+3 2
a a
2 -2 -3 -3
-3 5 10 10
3,7 1.4 0,37 0,37
0 2 -9 2
a) (25a°+ 306 —40¢?):15 b) (16,4025 — 17,6 a®b2 + 0,56 ab) : (— 0,56 ab)
€) (I15kmq+ 6lnpg—kn):3kng d) (12uvw—2uvz+ 6uvwsz):Juv
a) (64ab+ 48ac + 40ad): 8a b) 49xy —35yz—28yw): Ty

€) (108mnr—9 mns+ 84mnx):12mn  d) (105abx —90bdx —T5bex): 15bx
a) (0,85uvw®—0,68uv?w+ 0,51uvw): 0,17Tuvw

b) (1,25x3y®22 —0,7522y32% — 0,50 x3y22%) : 0,25 x2y2 32

¢) (0,9a%b%—0,6a%b*> —1,2a%b): 0,15 a2b?

a) (—6x%y%c® —7,2x3y%c® 1 8,4x%y%¢?): (—1,222y2¢2)
Yy y ¥y

b) (7_a453+ 42 gy 9ialbﬂ> :2—:—11%3

c) ( S—x“y“t‘—u—x‘y 28 —12 ; x°y‘lﬁ> :4%x‘y‘z‘

1 1 1 1 o
o (o—gt)ige—(zetay)eze
‘ b) 10mn—12nr -+ 6n):2n—(45am —36ar + 9n):9a
2 1 1 1 1 3 . 3
B (1?.;1.4-67:”—271.) .5h—<3?ab—libr+7b).(—?b)

@

L a) Qa+3,1)@5a—1) b)(4x—%y)<4x+%y) c)(au—lu(3u+lu)

H Antsm@ntsm o (Fotpo)(ye—i0) b (Fr—t)(3e+3)



A. RECHNEN MIT VARIABLEN

84. a) 5m —3n)(3m—>5n) b) Gx+3y)(12x—8y) ¢) (6p—8qg)(Tg—3p)
) Gx—3y)(12x+8y) € (6p—89)(Tg+3p) ) (=120 —03y)(—8y—2uw)

85. Ubertrage die folgenden Tabellen in dein Heft und ergiinze sie!

x (x+4)(x+3) (22 +Tx+ 12 x a 2x+a)(3x—24a) 6x*—ax—2a?
2 2
—2 —1 2
1
0,5 —2 5
—05 0,5 (—2
86. a) (vx + —1—) (x +l-) b) (x + 0,5) (x + 0,2 ©) (x—1,5) (x + 0,4)
d) (2x—06)(3x—,— ,5) €) (x—12)(x +2) f) x—5)(x—14)

87.a) 2n—3m)(2n—3m) b) Cn+3m)(2n+3m) <) 2n—3m)(2n -3 m)
d) (——n———v+ 31 w) (—:—w—fﬂ—(&%n) e) (0.77ax —0,63ab)(2.1ac + 3ad)

I

88. a) (1—'.11,"—_1) (1—2—a3b"+?> b) (0,4g + 10hk) (0,4g + 10h)

9 (§2r—5 =) D E@—9@—)
B 2-4—41%’—(8“—171)-11”()): ) @n—3m?)@n - 3m?)
) (0.3x%y + 2y°)* —(—0.3x%y —2y%) (0,32%y + 2y°)  h) (2p + 3¢+ 4y)(a—2x + 32)

89. a) (2a—3b)*— (3a—2b)? b) 2x—3)'—(2—3x)2—5+ 512
e) @a—1)(@+1)—(*—1) d) =3P —(G+3I)E+HE—1)

90. Klammere alle gemeinsamen Faktoren aus!

a) 0,7a-+0,7b b) ——lx——l—y c) xz+ xw
d) 0,67a*+4 2,01a e) 5a°b—20b f) 2,8a°r* —35ar
91. a) —65nx -+ 39my b) 6h—18gh —12f e)rx—ry+rz

d) —96m*n—24mn®—120m*n? e) 8ax 4 32ay —88az
f) —42a%bc — Tab%c — 49 a®b%c?
Forme in den Aufgaben 92 bis 94 die Summen in Produkte um!
92.a) m(x+y)+n(x+y) b) a(m —n) + b(m —n)
©) x(a—b)+y(@a—b)+z(a—b) d) 2p(r+3s)—3q(+3s)+0,Tv(r+35)
93.a) 2x(3a+2b)—3y(a-+ 2b)+ 5z (3a 4 2b)
b) (2a+ 3b)(a—b)—(a + 2b) (a —b)
¢) 51—3k)(n—o)+ (41 —5k)(n—o)
94. a) a®x? —b2x® + b2y? — a’y? b) 1,823 10a%y + 2,7xy? + 15y
¢)ax+ay+bx+by+cx+cy d)mr—ms+nr—ns+pr—ps
e) 24a2b + 36a%d + 14bc? + 21c2d ) 2i%x + 3ity —2j2x —3j2y
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A. RECHNEN MIT VARIABLEN
Zerlege in den Aufgaben 95 bis 97 die Summen in Faktoren!
95. a) x*+ 6x b) x* 4 8x c) x*—4x d) x> —10x
2 2 aq 4 2
)yi—3y Dy—06y oy'+tgy by —08y

96. a) z* -z b) z* —z c) 22 —az d) 22+ bs
e) 2a2—3x f) 3x*—5x g) 4x2—6x h) 6x*—9x

97. a). 1,2a*+ 1,5a b) 1,9a>—5,7a ¢) 23a®>—69a d) 254>+ 125a

98. Ubertrage die folgenden Tabellen in dein Heft und erginze sie!

a b a®—b? [(@a—b)(a+b) £ y |4 2xy+y(x+yE+y)
12 8 20 1
24| 1,2 20 2
—0,6| 03 0.6 0,3
9. u ‘ v |112 —2uv+ vzi (u—rv)(u—v)
20 1
35 3
70 2

100. Zeige, daB folgende Beziehungen fiir alle rationalen Zahlen gelten!
(@a+b)(a+b)=a*42ab+b* (a—b)(a—b)=a*—2ab+ b%
(@a+b)(@a—b) = a2 — bt

101. Rechne im Kopf!
a) 4951 b) 48 - 52 €) 47-53 d) 59-61
€) 5862 H@—N@+1) g (a—2)(a+2) h)(a—3)(a+3)
Hinweis: Zerlege 49 - 51 in das Produkt (50 — 1) - (50 + 1) und multipliziere aus!

In den Aufgaben 102 bis 105 sollen im Zihler und Nenner die gegebenen Summen so in Faktoren
zerlegt werden, daBl gekiirzt werden kann!

3a—3b 3a—3b 6ab—9ab 6p+4q
o oy 3a—3b 3a—3b _6ab—9ab_ _Op+4q_
102:8). 5o0p ) sareon 9 Tab—12ab D epri0g
a--ab a® — ab 23—t 5x2 4 25x
R a—ab D a*+ ab 8) x4 a8 b) 10x + 50
ry—xz ,!E("?*"'f) 14a—14b
e D)= ) fuiz—6vz V7T
134 13% a4 2ab+b? 2402 2 b2
B g T M L)
6r2+ 21652 672 — 21652 6r2 — 2165 6r2— 2165
104 8) o s ) ey 2s 9 To,—72s O Py e
=08 b L 3 iy Lo —G4m?
18ax—27ay 5a—6b B) 4 ays ) T6—32m
- xy—y bz—bv 399—«_601) 80x — 80 r—s
105. a) xy+y b) S5z—5v )BOb—4ra 9 90 —90x e)s—r
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Forme in den Aufgaben 106 bis 109 die Summen in Produkte um!
106. a) x(a—b) + 2 (a—b)(a—b) b) 2(a—b)*—(a+ b)(a—b)

©) x(p—a)+y@—p)—z(—a) dmmn—2)+pn—2)+22—n)
107 8) (x+ 1)@+ b+0) + (x+ 2 @+b+0)+ (x+3) @+ b+

b) Qa—b)(x+y—2z)—3b(x+y—z)—5c(x+y—=z)

€) n(u—v+ 3w)—(n -+ m)(—u-+v—23w)+ 2n + m) (u — v + 3w)

d) (a+b)*—a(a+b)?

108. a) (p—9)° +2pq(p—9) b) (x+ 2y)* —a%(x + 2y)
©) ¥ —x d) p'q* —p2q*

109. a) (2x+3)* —(—2x—3)+2@2x-+3) b) 16(x—=xy)? —25(x—xy)+x(1—y)
¢) a% — ab® —ab d) 9atb?—184a%bd + 9a2bt

Lése die Klammern auf und fasse zusammen!
110. a) 2a+ [3a—(5a—2b+3¢c)—c]—3a—(a+b—4c)

b)2%x+[4—(6%x+10%)] ;[ (l—x—S) 2 lx 7)]

9 1%:[4%!—(3%5—31%)]—[13%:—(11——8 . )] 4y
111, a) 344%b%: [2a (— b)] — 54atb%: [(— a?) (— 95Y)]

b) [(— a?b): (—5a%b)] - Tab — 14a%b: [(— 3ab)- (—7a’b)]

9 [(a—317)(a+3b)———(2a—1$b)(3a+Gb)]

12. a) [S(a-l— 269 (@— 269 — 2 (Ga—4b) (a+ l2,5b)+?a(%a—l,zb’)]:(—o,lia)

B 26— 29) @2 +5) =5 G2 —25) 62+ 25) + sty (=)
©) (x+y) x4y @E—25]—[(=+ 25) (x—2y)]
o B[ () 2l
b) (@a+b) {— 2 [—Z(a—b)—l-% (a+b)] = 3]
) 70p—{38g—[(6p+149)+ 16p]} — [18p — (— 10p + 6 ) + 14]
d) 2,6x—{18y—[22x—(y—0,6x+14y)] — (1,6 x—0,2y)}
114. Beweise, daf3 die folgenden Beziehungen fiir alle rationalen Zahlen gelten!
a) {3x2(a®+ b%) —3a%b? 4 3[x2 + (a4 b)x + ab] - [x(x —a) —b(x—a)]}: 222 = l%x’

b) {[nx—Z(a-i—2)]-[a(x—l)+2]+2(—a’+4)+3u”]:(——2nx)=1———%-ax

) '@l B. Ahnlichkeit

1. Durch welche geometrische Abbildung lassen sich zwei gleichsinnig-kongruente Figuren F und F’
derselben Ebene stets zur Deckung bringen ? Fiihre die Abbildung durch!

2. Drehe eine ebene Figur F um ein Zentrum O um 180°! In welcher Beziehung stehen Original F
und Bild F' zueinander (vgl. Bild B 20¢)?

3. Durch welche geometrische Abbildung lassen sich zwei glexchsmmg-kongruente Figuren der-
selben Ebene, deren entsprechende Strecken ungleich parallel sind, ineinander iiberfiihren ?
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4. Welche Abbildung ist die Umkehrung zur Drehung einer ebenen Figur F um ein Zentrum 0 um
den Winkel a) 30°, b) 90°, ¢) 180°?

5. Uberfithre zwei beliebi leichsinnig-k ruente Figuren F und F' derselben Ebene durch
geometrische Abbl.ldungen memander' Welche Fille konnen auftreten? Welche Abbildungen
gehoren zu diesen Fillen ?

6. Spiegele eine beliebige ebene Figur F' a) an einer Geraden g;, b) an einer zu g parallelen Geraden
&2 ©) an einer zu g, senkrechten Geraden g,, d) an einer beliebigen Geraden g,! Welche Bilder
ergeben sich in den vier Fillen?

7. Zeichne achsensymmetrische Figuren mit ihren Symmetrieachsen!
8. Spiegele ein beliebiges Dreieck F durch nacheinander ausgefiihrte Abbildungen

a) an zwei zueinander parallelen Achsen g; und g,,
b) an zwei zueinander senkrechten Achsen g, und g,,

sich schneidenden Achsen g, und g, derselben Ebene!
&; 82

¢) an zwei beliebig

Durch welche resultierenden Abbildungen lassen sich F und F" in den drei Fillen ineinander
iiberfiihren (Bild Y 1)?

.

. Gegeben sind zwei kongruente Dreiecke F und F' derselben Ebene,

a) Fund F' sind gleichsinnig-kongruent und entsprechend Stxecken von F und F’ gleichsinnig-
parallel (oder F und F’ smd gleichliegend- kongment)
b) F und F’ sind gleichsinnig-kongruent, entsprechende Strecken ungleichsinnig-parallel.

h

¢) F und F' sind gleichsinnig-kongruent, entsp de Strecken nicht parallel.

d) F und F' sind ungleichsinnig-kongruent.
" Durch welche geometrische Abbildung wird in jedem Fall F in F’ und F' in F iibergefiihrt ?
Anleitung zu d): Konstruiere zuerst die Achse g der Spiegelung bzw. Schubspiegel g! Wie ver-
lauft g zu den Verbind linien entsprechender Punkte (vgl. Bllder B20 und B ZI)"

10. Stelle samtliche Moglichkeiten der Uberfiihrung einer ebenen Figur F in ein kongruentes Bild F’
derselben Ebene zusammen! Fiihre die Abbildungen zeichnerisch durch!

11. Zeichne zwei Strecken, die das gemeinsame MaB a) 10 cm, b) 1 cm, ¢) 1 mm, d) 0,1 mm haben!
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12. Welches groBte gemeinsame MaB besitzen
die folgenden Streckenpaare:
a) 12 cm und 16 cm,
b) 16 mm und 20 mm, 8 By
¢) 44mm und 4,8 mm,
d) 4,04 mm und 4,08 mm?

13. Die Strecken A’E und A,—Bz (Bild Y 2) scien
durch die Parallelen und S in je 9 kongruente s
Teilstrecken unterteilt.

Beweise:

14. Welches Verhiltnis besitzen
a) Diagonale und Seite eines Quadrats,
b) Hypotenuse und Kathete eines gleichschenklig-rechtwinkligen Dreiecks,

¢) Hohe und Kathete eines gleichschenklig-rechtwinkligen Dreiecks?
15. Wandle folgende Dezimalzahlen in gemeine Briiche um! ;

a) 0,11 b) 0,1 ¢) 0,01 d) 0,001  ¢) 0,0001

f) 357-000001 g) 771-0001 k) 37,1323 i) 7,378 k) 0,31 2371
16. a) Beweise, daB jede periodische Dezimalzahl eine rational Zahl darstellt!

b) Begriinde, warum man endliche Dezimalzahlen auch als periodische ansehen darf!
17. Berechne die Dezimalbruch ickl folgender Briiche!

e 3 14 5 1 6 1 18
a5 B D Dy Dy D7y By By

18.

=

Beweise, daB jede rationale Zahl eine periodische Dezimalzahl liefert!

19. Bilde aus den folgenden Proportionen jeweils eine fortlaufende Proportion!
a) a:b=3:7; b:c=14:9 b) a:b=6:5; a:c= 9:13
¢)r:s=2=8:9; t:s = 5:6 d) u:v=2:3;
e) g:h=5:6; ich= 2:3; k:h= 9:8
) a:b=6:7; a:c= 8:9; a:d=12:13; d:e=13:4

viw= 5:06; w:x= 9:8

20. Wenn die Gleichung a: b = ¢: d gilt, so laBt sich ein Proportionalitiitsfaktor f bestimmen, so
daB gilt: a=fcund b =f-d.
a) Ermittle den Proportionalititsfaktor fiir die Proportionen
20:30 = 14:21 und 144:60 = 12: 5!
b) Ermittle den Proportionalititsfaktor fiir die fortlaufenden Proportionen
2:3:5=26:9:15und 4:7:13 = 8:14:26!
21. Es seien a, b und ¢ gegebene Strecken. Teile eine weitere Strecke durch innere Teilpunkte im
Verhiltnis
a) 3:2, b)4:1, ¢) 1:2:4, d) 4:2:1, €) 1:2:3:5, ) a:b, g) a:b:c!

154



22,

25.

26.

27,

29,

30.

2.

3

3

»

B. AHNLICHKEIT
Konstruiere die unbekannten Strecken x und y, wobei gelten soll
a) 123 =24z, b)a:b=c:x, €)bic=c:x,
d) x:a=b:e, e) (a+b):a=b:x, f) (@a—b):a=a:x!

Es seien a, b und ¢ gegebene Strecken. Konstruiere eine Strecke =, fiir die gilt
a)a-x=b-c b) a-x=5% ¢) ax=0b(a+ o), d) ax =b (a —c)!

Verwandle ein Rechteck mit den Seiten a und b in ein flichengleiches mit einer v. zeb
Scite ¢! (Kontrolliere das Ergebnis rechnerisch!)

Verwandle ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten a und b in ein flichengleiches mit der
einen Kathete ¢! Bestimme die zweite Kathete durch Konstruktion!

Zur Bestimmung der Hohe eines Turmes mifit man seinen Schatten (67,00 m) und auBerdem die
Liinge s des Schattens einer senkrecht stehenden Stange von der Linge I.

Es sei s = 2,31 m und I = 1,78 m. Wie hoch ist der Turm ?

Das Verhiiltnis irgendzweier entspre-

chender Strecken ahnlicher Figuren & Y3
gibt die VergroBerung (Verkleinerung) C,
an, die die Strecken der Ausgangsfigur b,f e, g d
erfahren, Diese ist gleich dem MaBstab y W Sey b 5 4
k, in dem die zweite Figur, das Bild, A i . 4 w)cz

A M L PO

gezeichnetist. Wasversteht man unter
der Angabe: Der MaBstab eines Bildes -

9
sei a) %—oderl :5,b) %oder 5:1,¢) »;— oder1:2,d) ]; oder2:1,e) 1:25000,f) 1:100000,

SR

g) 1:300000, h) 1:1000000?

In dhnlichen Dreiecken verhalten sich irgend zwei entsprechende Strecken wie ein Paar ent-
sprechender Seiten, Beweise (Bild Y 3):

Py _gi_q o n_o o _ o,
he,  a wy, a4 noo6 e g

Anleitung zu den Beweisen: Es sind stets Teildreiccke vorhanden, die dhnlich sind und in
denen diese Stiicke als Seiten liegen.

Vergrofere ein gegebenes Dreieck auf das Streckenverhiltnis 2: 1! In welchem Verhiltnis wird
die Fliche vergroBert ? Beweise die FlichenvergréBerung auch anschaulich durch Zerlegen der
Fliche des Bilddreiecks in vier kongruente Ausgangsdreiecke!

Verkleinere ein gegebenes Dreieck auf das Streckenverhiiltnis 1: 2! In welchem Verhiltnis wird
die Fliche verkleinert? Beweise die Flichen- e
verkleinerung geometrisch!

Beweise: Zwei Hohen eines Dreiecks verhalten
sich umgekehrt wie die zugehérigen Seiten.

Beweise: Die Seitenhalbierenden eines Dreiecks
schneiden sich in einem Punkt und teilen sich
im Verhiltnis 2: 1. Der Punkt ist der Schwer-
punkt des Dreiecks (Bild Y 4).
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33.

34,

35.

36.

37.

38.
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Zeichne zwei Dreiecke von verschiedener Grofe, die iibereinstimmen

a) in zwei Seitenverhiltnissen a,: by = ay: by =T:4und by:¢; =by: ¢ = 2:3,

b) im Verhiltnis zweier Seiten und dem eingeschlossenen Winkel
ay:by=ay: by =T:4,p, =y, =70

¢) im Verhiltnis zweier Seiten und dem Gegenwinkel der groBeren Seite
a;:by=ay:b,=2:3, 0, = f=60°!

Stelle Ahnlichkeitssatze auf fiir a) gleichseitige, gleichschenklige, rechtwinklige, gleichschenklig-
rechtwinklige Dreiecke, b) Quadrate, Rechtecke, Rhomben, Parallelogramme, Kreise!

Sind in einer Proportion a:b = c: x die Glieder a, b und ¢ bekannt, so heiBt das unbekannte
vierte Glied x die vierte Proportionale zu den bekannten Gliedern.

Zeichne die vierte Proportionale zu

a) a=2cm,b=3cmc=4cm und

b)a=4cm,b=20m,c=3cm!

Berechne die vierte Proportionale zu
2) 2,3,4; b) 2,4,3; ) 3,2,4; d)3,4,2; ¢ 4,2,3!

Halte am gestreckten Arm den abgespreizten Daumen lot-
recht, schlieBe das eine Auge und visiere mit dem anderen
am Daumen rechts und links vorbei nach einem entfernten
Gelindestiick! Du wirst beobachten, daB ein gewi Ge-
lindestreifen vom Daumen iiberdeckt wird. Bestimme jetzt
die Breite deines Daumens und (mit Hilfe eines Freundes)
die Entfe des D vom offengehaltenen Auge! Das
Bild Y 5 zeigt dir zwei Moglichkeiten der Anwendung dieses
Verfahrens der ,,Daumenbreite* (4: Auge; d: Breite des
Daumens, a: Abstand des Daumens vom Auge).

a) Kennst du die Entfernung e des beim Visieren iiberdeckten
Geliindestiicks, so kannst du seine Breitenausdehnung b
berechnen.

b) Kennst du die Breitenausdehnung b des iiberdeckten Ge-
landestiicks (oder kannst du sie schiitzen), so kannst du
die Entfernung des iiberdeckten Gelindestiicks berechnen.
Fiihre das Verfahren praktisch aus und ermittle selbst
Zahlenwerte fiir a, d und e beziehungsweise b!

Daumensprung: Halte dazu wie bei Aufgabe 37 deinen Arm
mit dem abgesprei Daumen, di 1 méglichst genau vor
die Mitte zwischen deinen Augen! Visiere erst mit dem einen
und dann mit dem and Auge an d 1ben D and
(links oder rechts) vorbei nach einem Gelandestiick, ohne dabei
die Armhaltung zu verindern! Der D hatten ,,springt®
um eine gewisse Gelindebreite g zur Seite. Jetzt a8 von einem
Freund noch die Entfernung deiner beiden Pupillen messen!
Nun kannst du nach Bild Y 6 dieselben beiden Aufgaben wie
in Aufgabe 37 losen. (Py, P, : die beiden Pupillen; p: ihr Ab-
stand; g : Gelindebreite; a und e wie in Bild Y 5). Fiihre auch
dieses Verfahren praktisch durch!
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B. AHNLICHKEIT

In einem Dreieck 4BC ist die Seite a 36 mm lang, und der Winkel 7 betriigt 55°. Durch den
Punkt D auf der Seite BC, der 20 mm von C entfernt ist, wurde zu der Seite ¢ eine Parallele von
30 mm Linge gezogen. Berechne ¢ und iiberpriife das Ergebnis durch Konstruktion!

Zur Seite ¢ eines Dreiecks A BC ist eine Parallele gezogen. Sie trifft die Seite ain D (CD = 16 mm;
DB =31 mm; ¢ = 56 mm). Bestimme durch Rechnung und Zeichnung die Linge der Par-
allelen!

In einem Dreieck A BC ist durch den Punkt B’ auf A B die Parallele zu BC gezogen. Sie schneidet
ACin C' (@ =50mm; b = 70 mm; ¢ = 90 mm; AB’ = 40 mm). Wie lang sind die Seiten des
Dreiecks 4B'C' und die des Trapezes B'BCC’? Rechne und zeichne!

Eine StraBe verliuft rechtwinklig zur Blickrichtung. Der Abstand zweier Telefonstangen (Abstand
50 m) wird gerade durch 1 <I %, 2,2 %) Daumenbreite gedeckt. Wieviel Meter sind es bis zur
StraBe? Anmerkung: Nimm das Verhiltnis der Armlinge a zur Daumenbreite d mit 30 an!
Wie breit ist ein Gelindestreifen, wenn er in einer Entfernung

von 800 600 850 1000 1200 1000 m

von 1 2 1 % 3 2 14 1 Daumenbreiten gedeckt wird? (a: d = 30)

Die Biiume einer rechtwinklig zur Blickrichtung fiihrenden StraBe haben einen Abstand von
10 m. Ein Daumensprung geht iiber 5 (8, 9, 16, 12, 20) Biume. Wieviel Meter sind es bis zur
Strale? Anmerkung: Nimm das Verhiltnis von Armlinge a zum Augenabstand p mit 10 an!

Wie breit ist der Gelindestreifen, den dein Daumensprung in 600, 1000, 1800, 2800, 3000 m Ent-
fernung iiberstreicht ?

Berechne die Breite g des Daumensprunges bei p = 6,5 cm, @ = 65 cm und e — 1000 m!

Die Bilder Y 7 und Y 8 zeigen, wie man FluBbreiten ermitteln kann. An den mit Kreisen be-
zeichneten Stellen stehen Fluchtstibe. Bestimme x durch Zeichnung und Rechnung!

m n c m n r
Bild Y 7: a) 35m 17m 8m Bild Y 8: ¢) 34m 24m 20m
b) 42m 12m 6m d) 30,5m 243m 16,5m

Y8

Dic drei Punkte 4, B, C liegen auf einer Karte (MaBstab 1:100000) auf einer Geraden. Die Y

Strecke 4C miBt 5 cm, die Strecke 4B mift 3 cm. Am Punkt A steht die Hohenzahl 750 m
ii. NN, am Punkt C 650 m ii. NN. Wie hoch darf Punkt B héchstens liegen, wenn 4 von C aus
eingesehen werden kann ?

Auf einer Fotografie des Vélkerschlachtdenkmals wird dessen Hohe mit 8,5 cm gemessen. Wie
hoch ist es in Wirklichkeit, wenn der Apparat bei der Aufnahme 160 m von der Mittelebene des
Denkmals entfernt war und die Brennweite des Objektivs 15 cm betrug?
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50.
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58.

59.

61.

'62.

Steffen hilt mit ausgestrecktem Arm (60 cm) ein Zehnpfennigstiick so, daB es gerade einen Gas-
behilter (Durchmesser 62 m) verdeckt. Wieviel Meter stand er vom Gasbehilter entfernt ?

Ein Kiistenschutzboot steuert bei einer Geschwindigkeit von 10 kn (lies: Knoten) den Kurs N.
Um 10.25 Uhr gibt es einem anderen KS-Boot, das zu diesem Zeitpunkt 10 sm in Richtung O
von ihm steht, den Befehl, mit 20 kn Geschwindigkeit auf kiirzestem Weg zu ihm zu stoflen.
Wann treffen die Boote zusammen, und welchen Fahrweg legt jedes von ihnen bis dahin zuriick ?

Anleitung: Zeichnerische Losung! 1 kn = 1 sm/h; 1 sm = 1,852 km

Das Objektiv einer Kamera fiir Luftbildaufnahmen hat eine Brennweite von 75 cm. Das Bild-
format ist 30 cm X 30 cm. Wie hoch muf das Flugzeug fliegen, damit gerade 1 km? aufgenommen
werden kann ?

a) Aus welcher Entfernung miiiten wir ein Projektionsbild von der Breite 2 m (1,80 m; 3,50 m;
1,20 m) betrachten, damit es dem Auge genausogro8 erscheint wie eine Fotografie von 9 cm
Breite in normaler Sehweite (25 cm)?

b) Wie breit miiBte jeweils ein Projektionsbild mit der unter a) berechneten Entfernung sein,
damit es dem Auge genausogrof3 erscheint wie ein Bild vom Format 24 mm x 36 mm (als
Hochbild) ?

¢) Wie hoch miiBte jeweils das Projektionsbild sein?

Eine Strecke sei im Verhiltnis a: b geteilt, wobei a und b positive ganze Zahlen sind. Wie éindert
der Teilpunkt seine Lage, wenn a) @ zunimmt, wihrend b konstant bleibt, b) b zunimmt, wihrend
a konstant bleibt ?

In welchem Verhiltnis teilt der Punkt a) 50, b) 25, ¢) 65 einen mit den Zentimeterzahlen ver-
sehenen Meterstab ?

Zwei Wanderer gehen aus 18 km Entfernung einander entgegen; der eine legt 4 km in der Stunde,
der andere 5 km zuriick. Wo treffen sie sich ?

Eine Strecke A B habe ein Linge von 10 cm. Auf ihrer Verlingerung iiber A4 hinaus liege. von A4
um 5 cm entfernt, der Punkt C. In welchem Verhiltnis stehen die Strecken CA und CB?

Bestimme auf den Verlingerungen der gegebenen Strecke AB einen Punkt P so, dafl
a) AP:BP=1:2; b) AP:BP=2:3; ¢) AP:BP=2:1; d) A4P:BP =3:2 ist!

Zwei Wanderer, von denen der eine stiindlich 4 km, der andere 5 km zuriicklegt, gehen in einer
Richtung auf einer StraBe, die durch die 7 km voneinander entfernten Orte 4 und B fiilrt; der
eine von A, der andere von B aus. Wo holt der eine den anderen ein ?

1

Zeige, daB die Diagonalen im Trapez
im gleichen Verhiltnis schneiden! Uberlege, in
welchem Verhiltnis ?

Gib an, wie groB die Verbindungsstrecke der
Mittelpunkte der Diagonalen im Trapez ist!

Ein schon im Mittelalter bekanntes Gerit zur
Hohen- und Entfernungsmessung ist der Jakob-
stab (Bild Y 9). Auf einem mit MaBeinteilung
versehenen Stab AB ist ein zu ihm senkrecht
stehender Stab CD verschiebbar. Die Entfer-
nungen der Marken C und D von der Mittellinie
der MeBstange sind gegeben (gewohnlich gleich
10 Einheiten).
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a) Umdie Hohe eines Turmes zu messen, hilt man 4B in horizontaler Richtung, peilt die Turm-
spitze durch das Diopter A iiber die Marke C an und verschiebt den Stab CD so lange, bis der
Peilstrahl die Turmspitze trifft. Welcher Ahnlichkeitssatz kommt fiir die Berechnung der
Héhe in Anwendung ? Welche GréBe muB (auBer dem am Jakobstab abgelesenen Verhiltnis)
der Messung zuginglich sein ?

b) Bestimme die Héhe und die Entfernung eines unzuginglichen Turmes durch Anpeilen der
Turmspitze von zwei hinterei derli; den, 29,40 m v i der entfernten Beobachtungs-

stellen! Die am Jakobstab abgelesenen Verhiltnisse betragen 10: 21 und 10 : 28.
¢) Wie benutzt man den Stab zur Bestimmung waagerechter Entfernungen? Warum arbeitet
man dabei mit der ganzen Stablinge CD ?

Y 10
63. Die Strecke 4B ist wegen eines Gebiisches nicht absteckbar (Bild Y 10). Man kann aber an dem
Gebiisch vorbei die Strecke AD abstecken, wobei D so gewiihlt ist, daB BD auf AD senkrecht
steht. Das Bild zeigt nun, wie jetzt ein Abstecken moglich ist.
a) Erklire und begriinde das Verfahren!
b) Wenn nun die Entfernungen AX;, X, X, X, X, und XD gleich groB sind, wie groB sind dann
die Strecken XY, X,Y,, X,Y,;, ausgedriickt durch BD ?

64. Verbinde in einem Dreieck je zwei Seitenmitten miteinander! Warum liegt das entstehende
Dreieck zum gegebenen ihnlich? Wo liegt der Ahnlichkeiupunkt? Welche Linien des Aus-
gangsdreiecks bilden die Ahnlichkeitsstrahlen ? Wie groB ist das Ahnlichkeitsverhiltnis ? Welcher
Satz wird durch die Ahnlichkeitslage beider Dreiecke bewiesen ?

65. Strecke eine ebene Figur F vom Zentrum O aus im MaBstab

Dk=2 pnr=1 gr=1, g k=—2, 9k=—1 k=l
Welche Bilder entstehen in den Fillen a), b), c) und d), ), f)?

66. Durch welche Abbildungen kann man zwei ihnlich-liegende Figuren F und F' derselben
Ebene ineinander iiberfiihren ? Fiihre die Abbildungen zeichnerisch durch!

Mabstab fiir F's a) b=+~ B) k=41 9k=+1
2 1
Dh=—p  Ok=—1 pr=—1

67. Uberfiihre eine ebene Figur F durch zwei nacheinander auszufiihrende Streckungen vom gleichen
Streckungszentrum O aus mit den MaBstiben k; und k, in ein Bild F*'! Durch welche resultierende
Abbildung lassen sich die beiden Streckungen in den einzelnen Fillen ersetzen ?

2 3
')k1=+T "z=+? b) by =— ©) by =—

Dh=+1 k=3 gu=42 K-yl pi_,



C. LINEARE FUNKTIONEN UND GLEICHUNGEN

68. Uberfiihre eine ebene Figur F durch eine Drehstreckung vom Zentrum O aus um den Winkel ¢
im MaBstab k in ihr Bild F"'! Welche Bilder F'’ erhalten wir in den einzelnen Fillen ? Wie liegen
Figur F und Bild F"’ zueinander ?

a) p= 90°; k=% b) g = 90°;k:% &) ¢ =180° k:%
) ¢ = 180°; =% o= 90°;k=—% f)p= 90°;k:—%

69. Uberfiihre zwei gleichsinnig-ihnliche Dreiecke F' und F” derselben Ebene durch eine geo-
metrische Abbild inei der! Welche Abbild leistet dieses in den einzelnen Fillen ? Fiihre
die Abbildung zeichnerisch durch!

a) Fund F" liegen shnlich, der MaBstab von F" ist k =1,

b) F und F" liegen dhnlich, der MaBstab von F'"ist k = %—,

¢) Fund F'" sind gleichsinnig-ihnlich, entsprechende Strecken von F und F'’ aber nicht parallel,
der Mafstab von F'' ist k = 1.

d) Wie c), aber der MaBstab von F'' ist k = %

Anleitung zu c) und d): Konstruiere zuerst das Zentrum O der Abbildung aus zwei Paaren
entsprechender Punkte 4, A" und B, B"!

70. Welche Abbildung erhilt man fiir eine ebene Figur F durch eine Drehstreckung von F um den
Winkel @ = 0° a) im MaBstab k = 1, b) im MaBstab k = —1 ?

1

71. Uberfiihre ein Dreieck F durch eine Streckspiegelung im MafBstab a) k :—i—, b) k= L

) k=—1,d) k=— %, e) k= -+ 1lin ein Bild F"'! Welche Bilder erhilt man?

72. Uberfiihre ein Dreieck F durch zwei nacheinander auszufiihrende Streckspiegelungen mit den

MaBstiben k, = -i— und k, = % und parallelen Achsen g, und g,! Welches Bild F" erhilt man?

C. Lineare Funktionen und Gleichungen

1. Stelle fiir die durch folgende Gleick gegel Funktionen Wertetabellen auf! Der De-
finitionsbereich ist in allen Aufgaben die Menge der reellen Zahlen. Setze fiir die unabhingige
Variable auch negative und gebrochene Zahlen ein!

a) y=20—4x b)_y=——2x+4 ) y=2x-+3
_x 3 . e
d)y—?—? e)a—ib f)m—in

g y=5—2x—32" h)yz=4—3v—4s

Y 2. Bei den folgenden Funktionen ist der Definitionsbereich nicht gleich der Menge der reellen
l Zahlen. Stelle fest, fiir welche Zahlen die Funktionen nicht definiert sind, und fertige eine Werte-
tabelle an!

1 10 3 4
’)Y:“x‘ h).Y:—x‘ C)J’—m d)y=m+10

3. In den folgenden Sachverhalten sind die angegebenen GroBen proportional. Bezeichne die MaB-
zahlen der einen mit x, die der anderen mit y! Gib die Funktionsgleichungen an, und stelle jeweils
eine Wertetabelle auf!
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@) Ein Brotchen kostet 0,05 MDN. b) Ein Biigeleisen verbraucht in 25~ Stunden 1kWh

Elektroenergie. c‘) Aus 5 kg Trauben erhilt man 3,51 Saft. d) Ein Abraumbagger in einer
Kohlengrube raumt in 20 Minuten 100 t Abraum ab. ) Fiir eine Beeteinfassung braucht man
3 Pflanzen auf je 50 cm.

4. Die GréBen in den folgenden Aufgaben sind produktgleich. Bezeichne die MaBzahlen der einen
mit %, die der anderen mit y! Gib die Funktionsgleichungen an und stelle jeweils eine Werte-

tabelle auf!

a) Wenn tiglich 15 Briketts verheizt werden, reicht der Vorrat 200 Tage.

b) Man kann ein Stiick Land mit den gelief WeiBkrautpfl in Reihen von 50 cm
Abstand bei einem Pfl b d von 40 cm bepfl

¢) Man kann aus einem Brett 20 Leisten von 9 mm Dicke schneiden.
d) Bei der Einstellung eines regelbaren Widerstandes auf 45 Q betrigt die Stromstirke 5 A.

5. Gib die Funkti leichungen fiir folgende eindeutige Zuordnungen an und stelle jedesmal eine
Wertetabelle auf!
a) Seite und Umfang eines gleichseitigen Dreiecks, b) Seite und Umfang eines Quadrats,
c) Seite und Umfang eines regelmifigen n-Ecks, d) Seite und Flache eines Quadrats,
€) Kante und Oberfliche eines Wiirfels, f) Kante und Volumen eines Wiirfels,
6. Trage die Punkte mit folgenden Koordinaten in ein Koordi ystem mit selbstgewihl

Einheiten ein!
a) x=2;y=3 by x=—1;y=—4 ) x=5;y=—4 d) x=2;y=6
e x=—2y=6 f)x=—2;y=—6 g x=2;y=—6 h) x=0;y=—3

7. In der folgenden Aufgabe sind Zahlenpaare in einer Tabelle angeordnet. Zeichne die zugeord-
neten Punkte in ein Koordinatensystem ein!

1
x—l,S’—S 105 o ?|0’—3,6’0’3|—3'—3l 3
y| s —z|o|4,3|—1,7\—o,z o[o|5}3| 3|—3[—3

Welche Vorzeichen haben die beiden Koordinaten eines Punktes, wenn der Punkt im
a) ersten Quadranten, b) zweiten Quadranten, ¢) dritten Quadranten, d) viertenQuadranten liegt ?

9. Was kann man iiber die Koordinaten von Punkten aussagen, die auf den Achsen liegen ?

10. Zeichne eine Gerade, die die Punkte mit den Koordinaten
a) A (5;4)und B (—3; —2); b) C(—4;2) und D (5; —3) verbindet!

11 a) Zeichne ein Dreieck mit den folgenden Eckpunktkoordinaten!
A@45); B(8;2); C(—6:3)
b) Zeichne ein Viereck mit den folgenden Eckpunktkoordi !
. A4(—3;8); B(10;6); C(5;—5); D (—17;—4)

12. a) Gegeben ist der Punkt 4 (4; 6). Zeichne den Punkt B, der in bezug auf die Abszissenachse
OX symmetrisch zum Punkt A liegt, und ermittle die Koordinaten dieses Punktes!
b) Zeichne Punkte, die in bezug auf die Abszissenachse paarweise symmetrisch liegen!

13. a) Zeichne den Punkt A (4; 6) und den Punkt B, der in bezug auf die Ordinatenachse symme-
trisch zum Punkt 4 liegt! Vergleiche die Koordinaten der beiden Punkte!
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14.

15.

16.

b) Zeichne weitere Punktepaare, die symmetrisch zur Ordinatenachse OY liegen! Ermittle ihre
Koordinaten!

a) Zeichne den Punkt A (3; 7) und den Punkt B, der in bezug auf den Koordinatenursprung
symmetrisch zum Punkt 4 ist! Wodurch unterscheiden sich die Abszi und die Ordinaten
dieser Punkte ?

b) Zeichne weitere Punktepaare, die in bezug auf den Koordi prung risch sind,
und vergleiche ihre Koordinaten!

In der Ebene liegen die Punkte 4 (1;3); B (2;5); C(1;—3); D (—2;—5); E(—1;3).

Stelle fest, welche Paare dieser Punkte symmetrisch sind in bezug auf:

a) die Abszi hse; b) die Ordi hse; ¢) den Koordinatenursprung!

d 1;

a) Zeichne ein Viereck mit folg, Eckpunktki
A4©0;0; B(@;3); C(85); DOl
Hinweis: Als Einheit ist 1 cm zu nehmen.

b) Ziehe vom Eckpunkt 4 aus die Diagonale, und berechne, nachdem du die Grundseite und
Hohe der erhaltenen Dreiecke mit der G igkeit 0,1 cm g hast, ihren Flachen-
inhalt und den Flicheninhalt des ganzen Vierecks!

¢) Zeichne vom Eckpunkt B die zweite Diagonale und ermittle nochmals den Flicheninhalt

des Vierecks, nachdem du die prechenden M und Rechnungen ausgefiihrt hast!

d) Berechne das arithmetische Mittel der erhaltenen Ergebnisse und runde das Resultat bis auf
zwei geltende Ziffern!

€) Stelle den absoluten und den relativen Fehler der erhaltenen Werte fest, wenn der Flichen-
inhalt des gegebenen Vierecks 28 cm? ist!

17. Die Messung der relativen Luftfeuchtigkeit an einem Tage ergab die folgende Wertetabelle:

Uhrzeit I 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 Uhr

rel. Feuchtigkeit | 72 73 176 75 68 60 55 53 53 55 60 65 68 9%

Stelle die durch die Wertetabelle gegel Funktion graphisch dar!

Y1

Name: geb.: Beruf:
Monatstag | 23.6. | 246. | 256. | 266. | 276. | 286. | 296. | 306. | 17. | 27 37 | 47
Krankh-Tag, | 1. 2. 3. 4. 5 [3 7 8 [] 0. | 2

Hontag | Dienstag |Mittwoch ta Freitag | Samstag|Sonntag | Montag [Dlenstay [Mittoch {Damerstagl Freitag |

T

4
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. v A AN

55 .
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18.

19.

20.

2

-

29,

23.

a) Beim Abbau von Gestein entstehen aus 5 m?* Gestein 8 m® Haufwerk.

b) Eine Schraubenfeder von 30 mm Linge verlingert sich bei einer Belastung von 1kp um
11 mm, bei einer Belastung von 2 kp um 22 mm; usw.

Bilde die Funktionsgleichung und stelle die Funktionen graphisch dar!

Nimm in b) als abhiingige Veriinderliche die Gesamtlinge der Schraubenfeder!

Entnimm aus den Bildern Y 11 und Y 12 die Koordinaten der Punkte und stelle sie in einer
Wertetabelle znsammen!

Stelle die Funktionen mit folgenden Gleichungen graphisch dar! Beachte dabei den Definitions-

bereich! a) y = :]T b) 3= y—

Priife rechnerisch nach, ob die angegebenen Punkte zur graphischen Darstellung der jeweiligen
Funktion gehéren!
a) y=x%+3; P,(2;7); P,(—1;4); P,(0,5; 3.,5); P, (4: 20)

1) 1 ) 1

R s 1Y 2: — ). = ol e,
BDy=—g3 hELI; Pz(" 3)’P“(3 ; )’P‘< 4’3)
Zeichne die graphischen Darstellungen folgender Funktionen!
i
a) y=4x b) y=5=x ¢) y=—x d) y=006x
‘ 1 3
c)y:—?x f)y=15=% g)y=025=x h)y:—7—x
Zeichne jeweils in dasselbe Koordinatensystem die graphischen Darstellungen folgender Funk-
tionen!
a)y=3xundy = —3x b) y=05xundy =—0,5x
e)y= —;— xund y = —} x d) y=0lxundy=—0,1x
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24, Zeichne die jeweils symmetrisch zu den Achsen gelegenen Geraden und gib die zugehorigen

Funktionsgleichungen an! a) y = -;— 2 b)y=—03x ¢)y=—06x

25. Beweise, daB die zu den Gleichungen y = mxund y = — mx gehorenden Geraden symmetrisch
zur x-Achse liegen!

26. Zeichne die Geraden mit den in der folgenden Tabelle angegeb Anstiegen! Mif die Winkel o,
die diese Geraden mit der positiven Richtung der x-Achse bilden und trage sie in die Tabelle ein!

m o |os| 1 | 15| 2 |—2|—15—1]—05

« (in Grad)| | | | | | | | Gilt « ~ m?

27. Zeichne die Achsen eines rechtwinkli Koordi yst und die Geraden fiir y = x und
y = —=x! Dadurch entstehen 8 Achtel der Zeichenebene. Markiere farbig die Achtel, in denen

Geraden y = mx verlaufen, fiir die lm| > 1 gilt, andersfarbig diejenigen, in denen die Geraden
mit 0 << lm| < 1 verlaufen!
28. a) Setzein 2x + 3y — 6 = 0 zuerst statt 2, dann statt 3 die Zahl 0! Zeichne die entsprechenden
Geraden und schreibe die Gleichungen daran! Sprich das Ergebnis in Worten aus!
b) Zeichne die Geradenschar y = a fiir verschiedene Werte von a! Sprich das Ergebnis in
‘Worten aus!
29. Gib die Gleichung der linearen Funktion an, die durch die x-Achse dargestellt wird!

30. Stelle die folgenden Scharen von Funktionen graphisch dar!
a)y+x—b=0 b)y—x—b=0 c¢)3y—x—b=0 d) 2y +x—b=0
e y—mx—1=0 f)y—mx+1=0 g y—mx+25=0 h)y—mx—25=0

Anleitung: Setze jeweils fiir b bzw. m eine Anzahl beliebiger Zahlenwerte ein!

31. Stelle die folgenden linearen Funktionen graphisch dar!
a)y==x b) y=2x ¢)y=3x d)y=—;—x
e)y=—x f)y=—22 g y=—3x h)y=——;—x

Wie verlaufen die Geraden? Durch welche Bewegung lassen sie sich ineinander iiberfiihren ?

32. Stelle die folgenden linearen Funktionen graphisch dar!
a) y==x b)y=x+1 )y=x+4+2 d)y=x+3
e) y=2x f)y=2x4+1 g y=2x+2 h)y=2x+3
Wie verlaufen die Geraden a) bis d) und e) bis h) zueinander ?
Durch welche Bewegungen lassen sie sich ineinander iiberfiihren ?

83. Stelle folgende Funktionen graphisch in ein und demselben Koordinatensystem dar!

y= =x+1; y= 2x+1; y= 3x+1
y=—zx+1; y=—22+1; y=—3z+1

Vergleiche die Funktionsgleichungen und die Lage der Geraden!

34. a) Schreibe zur nachstel den Wertetabelle die Funkti leick auf!
x| 4 | 6 |—10| —12
y |—2|—3] ] s
b) Zeichne das Bild der gegebenen Funktion!
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85. a) Zeichne eine Gerade, die durch den Koordinatenursprung und den Punkt M (2; 4) geht!
b) Schreibe die Gleichung dieser Geraden auf!

86. Eine Gerade geht durch den Koordinatenursprung und hat den Anstieg 4.
a) Schreibe die Gleichung dieser Geraden auf und zeichne die Gerade!
b) Liegt der Punkt M (2; 5) auf der gegebenen Geraden ?

87. a) Zeichne die graphischen Darstellungen der Funktionen y = 2x + 3 und y = —2x -+ 3!

b) Nenne gemei Eigenschaften und Unterschiede in den erhaltenen graphischen Dar-
stellungen!
38. Zeichne in ein Koordi ystem die graphischen Darstellungen folgender Funktionen!

a)x—y=0 b)x+y=0 ¢ S5x—2y=0 d)3x—y=0
Ermittle fiir jede Gerade den Schnittpunkt mit den Koordinatenachsen!
Y13

@ 3
A £

89. Im Bild Y 13 sind in
einem rechtwinkligen Ko-
ordinatensystem vier Ge-
raden ick Schreib
die Gleichung jeder dieser (%)
Geraden in der Form
y =mx+ b auf!

&> | = | o<

N

40. Ermittle die Abszissen der : A b4
Schnittpunkte der graphi-
schen Darstellungen von
folgenden Funktionen mit
der x-Achse!

o]
N
|
>

[

N
=
A
5
S

a8) y=2x—6 (
b) y=3x+43 ! @ /
¢)y=2x—1 L 4
d) y=2x—3 [¢ [¢)

o NS

41. Wo schneiden die graphischen D. 11 folgender Funktionen die y-Achse?

a)y=x—5 b)y=2x4+3 c)y=—4x+7 d)y=—05x—25

42, Die graphische Darstellung der Funktion y = 2x - b schneidet die Ordi hse im Punkt
(0; 5). Ermittle b und zeichne die graphische Darstellung der Funktion!

43. Die graphische Darstellung der Funktion y = m x + b verlduft durch den Punkt M (2; 3) und
durch den Punkt N (—5; —4). Ermittle die Werte m und b und zeichne die graphische Dar-
stellung der Funktion!

44. Bei der Besti: g der Schallgeschwindigkeit v in Metern je Sekunde auf experi 11

‘Wege in trockener Luft. und bel verschiedenen Temperaturen erhielt man die folgende Werte-
tabelle:

t(nGrad) | —30|—16| —8| —4| 0 | 4 8 |12 20|30

v(in i:—) ' 313 ‘ 323 ' 327 | 330 ‘ 332 1 334 ' 337 l 339 J 344 ' 349
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a) Zeichne die graphische Darstellung der durch die Wertetabelle gegebenen Funktion!

b) Ersetze die graphische Darstellung naham.ngsweue durch eine Gerade!

c) Stelle naherungsweise eine Funkti auf, nachdem du den Anstieg und die Or-
dinate fiir ¢ = — 30 durch Messung in einer Abbildung (maBstéablich) erhalten hast!

45, Bestimme die Nullstellen der folgenden Funktionen!
a)y=—%+5 b) 2x+4+3y—4=0 ¢)y=02x+407
d)x—y=0 e xty=1 f) 2z 2y=2
Lése die Gleichungen in den Aufgaben 46 bis 63!
46. a) 5x—3 =117 b) 5x+2+x=20 c) 18 +9x=2745=%
47. a) 9x + 22 —2x = 100 —11x —42
b) 7,32 —2,6 —81x+ 41+ 1,7x=25+3,8x—9,7
48.a) 0=14+x—8x—3x—6+=x b)9x=Tx+4154+5x+48—10=
€) 64+12x—9—8x+10+x=0 d)-%rlx:1=7:4
€) 100+ 2x—9x+15=10—Tx+5—11x
49. a) Bx+5) + (5x—8) +7=10x— (3 —2x—8)
b) x— (Tx—69) + (6x —50) = 2x — (x — 8)
¢) Tx—@B+6x—2x)=0Gx—4)—(x—3x+9)
50.a) (x—1) (x—2) =(x—3) (x+ 1) B) (x+3)@x+5)=Qx—1)(x+7)
€) (x+1)(4x—25)=(2x—5)(2x—8)
d) Gx+1)dx—5)—(6x+1) (x+1)=@x—3)2x—1)
a) (x+2P—(x+1)=9 b) x—2)(x—4) =(x—5)=
T (x—1P =T —2? HE+x)E—)=(@E+1)(x—2)+2

5!

=

52. (x —3) (x 4 4) = x? — 9 (Vgl. Beispiel C 15!)
3—-17 1 7—3
R S L S
5x—6 9—10x 3x—4 3—4x
2 T v S 7
3x—1 2x 41\ 2x—5 7x—1
I
2x+3 2 3x—1 5 34 x4+ 40 47
54'3)T=? b) 5 == C)T:ﬁ
72x + 56 32 x4+ 5 x—1T
“)—5—+—=ﬁ ©) g = D=g—=1=
x— 18 4 2x —21 5 24x 448 4
B.a) =g Bisgpmsge Qg =g
55,,)_&'&%1&1@.:4 b) 3(65_"):,;__7_2.
—8)2 3 53 4; 1
c)18+(45x )=x+‘1? ) (T2+) 2%+ ¢
l2(l+2x i(5:\:—5)
2 16 4 b 1
R e ¢ —s—="2+5
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57.;‘;\) 12:8=15:2 b)3:11=63:x c) 16,8:84 =4.2:x

\ 5 11 5 9 12 35
d)2:6=06:x e)—Z.T=7.x i)?.—Thi.x

58. a) 9,5:3,8 =308:x b) 2x:5=28:10 €) 3x:80=09:15
d) 4,2:56=25x:10 e) 1,2:15x=0,5:7,5 f)%:%:%\:?

3 9 162 5 3 1 1 3
59.8)3,6::24—1.:2— b)T.T-——ﬁ—:T;\: c)?.4=7.?x
60. a) (x—3):6=(x+6):8 b)(x+2):5=(x~4):%

=
b) (ﬁ_i_l):(i_%>=<3_"_i):<%_ 2) il 18R 28 37,10

2 3 3 4 3 v 3 " 5x 3x 20" x
2. 1 x4+l x—5 n 75 3
28 zs=3 Mo=r"7=3 95 2(x+3)‘x+3+2‘(x'+3)
38 x 5 q 85 5
s We—s"m=r 9% -3
x+4 7 3 2 6 7
Dors=% 9 4x+5 2x—3 )5x+2_3x+8
In den folgenden Aufgaben sind alle Gleichungen nach x aufzulsen,
64. a) x + a = 100 b) x—6=15b ¢) —8+zx=c

d)—g—-}—x:k e) 0,156 =2x—1,85a I)%—a-l—?x:b

65. a) x +4a=1la+ 2 b) 3a+11b=5b+ 3x
c)l—;b+—;—x=1§3~b d) 2x —a=2a+x e x+p=r
66. a) 2x—a=b-+x b) 5b—3x=4a-+b—5x

c) 19a+26b+l4x+13b—33a+4x=5x—b+32u+10b—x+305—4a

67.a) 0 =246+ 10c—19b+4x—3c+ Sx—20c—10x -+ 5b 4 13¢
b) 5x —5a+43b—x+7b=3a+4b—Ta+3x
€) 10x—5a+7b+ax=17x—3a+ 5b—8x + 4b
9 1 14 101 5
68.a)rx—§—ar=ar+frb b)abx—i—Tube:Wabe{--_l—abf
c) 5,3a2+%ax= 10a+ 5ab d) 4p%s+ 24p2r = 3.8pr 4 0,1p%x

' 1 9 - il - 9 e
69.3)—th+?al—ﬂ!——7bt b) lx+7al_al 4bl
¢) 5ab*+ 10a®b = abx—9,1a%b d)—__=*_7

70. a) l7mx—3am+5bm—8mx+4bm=10mx—5am+7bm+mz
b) 9ab—7b*—11bx+ 126> —5ab—3bx—ab + b2+ 11bx — 0
¢) l4dabx + 15a2b —Tab® + abx —13ab® = 19abx - 3a2b—12qab?
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7 a) 2(3a+10%) +7(a—x) =13 (a+b)
b) 3(Gx—Ta)+7(Ba—5b)+53b—T2)=0

¢)mx+nx=a d) ax+bx=m+x
ea(x—1)—b=x—a f) (@a—b)x=2a—(a+b)x
72. a) ab—(x—c)rd=c(d+ x) b) a+b)x—(@a—bx—bx=a+c
¢) (x—a)(x—b)=x—a® d) @—2)(x—1)==x>—1
(Vergleiche die Aufgaben 72 c) und d) mit dem Beispiel C 15!)
a x b a b
73. a);=b b)—;——b:c c)u——;=c d);—1=-;—9
a—bx _cx—b x+a_L_x—b a
74.3)—c +x————c Iz)—b ; ﬂ: = +b
x % x ax—b* a(b—x) By
o ity T =d V== T
75. Lose die folgenden Gleich graphisch!
a)4x+1=9 b) 4x—3 —3x—4=x—1
©) 15 (x+2) =6 (2x+7) d)ﬂz;“'_=L"7tl
76. Vermindert man 76 um eine gewisse Zahl, und multipliziert man die Differenz mit 3, so erhalt

man 210. Wie heiit die Zahl?

77. Helga sagt: ,,Ich bin fiinf Jahre ilter als mein Bruder Klaus. Vor vier Jahren war ich gerade
doppelt so alt wie er*. Wie alt ist Helga?

78. Die Summe zweier Zahlen ist 20. Multipliziert man die eine Zahl mit 3, und vermindert man die
andere Zahl um 16, so erhilt man gleiche Zahlen. Wie heilen beide Zahlen ?

79. Eine Zahl ist genauso groB wie das Ergebnis, das ich erhalte, wenn ich diese Zahl um 12 ver-
mehre und die Summe halbiere. Wie heiBt die Zahl ?

80. Dieter ist heute 16 Jahre alt, sein Vater 37 Jahre. In wieviel Jahren wird Dieters Vater gerade
doppelt so alt sein wie Dieter ?

81. Ich habe mir zwei Zahlen aufgeschrieben, von denen die eine um 2 kleiner ist als die andere.
‘Wenn ich die groBere mit 4, die kleinere mit 3 multipliziere und die beiden Produkte addiere,
ergibt sich 57. Wie heiflen die beiden Zahlen ?

82. Ich habe mir eine Zahl notiert. Wenn ich 12 addiere, die entstandene Summe mit 3 multi-
pliziere und vom Produkt 19 subtrahiere, so erhalte ich das um 3 verminderte Vierfache der
notierten Zahl. Welche Zahl habe ich mir aufgeschrieben ? «

83. Wenn man zu jeder der vier Zahlen 42, 30, 46, 33 die gleiche Zahl addiert, kann man eine Pro-
portion bilden.

84, Welche Zahl muB man von 10, 11, 34, 38 subtrahieren, wenn die Differenzen eine Proportivn
bilden sollen ?

85. Welche Ziffer muB man an 1, 2, 7, 12 hiingen, damit eine Proportion entsteht ?
86. Welche Zahl muB man mit 4 bc multiplizieren, um 104 b%?3d zu erhalten ?

87. Steffen sagt zu Klaus: ,,Denke dir eine Zahl, addiere 4, multipliziere das Ergebnis mit 5, sub-
trahiere 12, zihle 27 hinzu, ziehe das Fiinffache der gedachten Zahl ab!* Ohne daB Klaus ein
SchluBergebnis sagte, wuBte es Steffen.
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88. Steffen sagt: ,,Denke dir eine Zahl, verdopple sie, zihle 4 hinzu, halbiere das Ergebnis, zihle 7
hinzu, multipliziere das Ergebnis mit 8, ziehe 12 ab, dividiere durch 4, ziche 11 davon ab!*
Klaus nennt als Ergebnis 18. Steffen rechnet nun (18 — 4): 2 und sagt: ,,Du hast dir die Zahl 7
gedacht. Wie ist das méglich ?

89. In den folgenden Aufgaben ist die Gleichung gegeben Stelle dazu einen Text in Form eines

Zahlenritsels ! Lése die Gleich
a) 3(5+3x)=10x 5)4(::_3)—9(:—2)
) 124+ 2x=28(x—8) d) 3(2x+6)=10x—10

) 4(3x+7)=54x—12) f) Tx=(11—%)6—1

90. Eine LPG bezog insgesamt 119 dt Diinger (Thomasphosphat und Kali) fiir 996,80 MDN. 1 dt
Thomasphosphat kostete 5,20 MDN, 1 dt Kali 9,70 MDN. Wieviel Dezitonnen Diinger jeder
Sorte wurden geliefert ?

91. Auf einem VEG konnten die Kosten fiir die Aussaat durch Einsatz von Maschinen um 22,59,
auf 5140 MDN gesenkt werden. Wie hoch waren die Kosten vorher ?

92. Ein Rind erhilt tiglich 25 kg Garfutter, ein Schwein 12 kg. An 63 Rinder und Schweine werden
insgesamt 990 kg je Tag verfiittert. Wieviel Rinder und wieviel Schweine stehen in Futter ?

dma
fahigkeit wie eine 36,5 cm dicke Wand aus Vollziegeln (D:chte 1,8

93. Eine 24 cm dicke Wand aus Hohllochziegeln (Dxchte 1,2 ) hat die gleiche Warmedamm-

kg
dm?
a) Berechne fiir jede Ziegelart die Masse eines Wandstiicks von 1 m? Fliche!

b) Wieviel Prozent betriigt die Masseersparnis durch das Verwenden von Hohllochziegeln ?

94. Eine 3,25 m lange Stahlstange wird in Stiicke von 125 mm Linge zersigt. Die Schnittbreite
betriigt 3 mm. Wieviel Prozent betriigt der Abfall, wieviel Prozent die Ausbeute ?

95. An einer Stockschere ist der Hebelarm fiir die Handkraft 500 mm lang. Der Rundstahl wird so
gelegt, daB der Hebel fiir die Schneidekraft 60 mm lang ist. Wie groB ist die Schnittkraft,
wenn die Hebelkraft 12 kp betragt ?

96. Bei ]eder Schleifscheibe gnbt der Herstellerbemeb neben dem Durchmesser d in mm die héchst-

1a Umf: 1 diok

g it v in — an. Beispiel: d = 30 mm, v = 322 . Berechne

daraus die maximale Drehzahl n in Umd.rehungen je Minute!

97. Dient eine Scheibe zum Schneiden, so bezeick man die Umlaufgeschwindigkeit auch als
Schnittgeschwindigkeit. Ergértze die folgende Tabelle!
a) b) <)
Durchmesser d in mm 24 30
Schnittgeschwindigkeit v in 2; 250 380 Y
Drehzahl n in Umdrehungen je min # 1800 2100

98. Ein Stahlseil hat einen Querschnitt von 25 mm?. Auf Zug darf es hichstens mit 70 i belastet
# werden. Wieviel Prozent der Maximalbelastung betrigt ein Zug von 1400 kp ? mum?

99. Als Ubersetzung i zweier miteinander ka der Zahnrader bezeict man das Verhiltnis der
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Drehzahl n, des treibenden Rades zur Drehzahl n, des getriebenen Rades: i— —L . Die Motor-

d.rchzahl cines Kraftwagens betrigt 3200 Umdrehungen je Minute. Die Gelenkwelle hat in den

1 Gi folgende Drehzahlen: 1. Gang 930 Umdrchungen je Minute, 2. Gang 1890 Um-
drehungen je Mmute. 3. Gang 3200 Umdrehungen je Minute, R-Gang 830 Umdrehungen jo
Minute. Wie groB sind die Ubersetzungen x: 1 in den einzelnen Géngen?

100. Bei einer Losung gibt die Prozentzahl meist die Masse des geldsten Stoffes in 100 Masseteilen der
Lésung an. Es soll eine 15prozentige Natronlauge hergestellt werden. Wieviel Gramm Atz-
natron (NaOH) sind in 250 g Wasser zu losen?

101. 120 g Kochsalzlésung enthalten 20 g Kochsalz. Wievielprozentig ist die Losung ?

102. In der Versandabteilung eines volkseig Kalkstickstoffbetriebes werden 100 kg Kalkstickstoff
mit einem Stickstoffgehalt von 24 %, angefordert. Es ist aber nur Kalkstickstoff mit einem Gehalt
von 219, vorhanden. Wieviel Kilogramm dieses Diingemittels muB das Werk verschicken,
damit die geforderte Stickstoffmenge geliefert wird ?

103. Eine Bohrung im Oelsnitzer Revier, bei der der Ansatzpunkt des Bohrloches 415,00 m ii. NN
lag, ergab folgende Schichtung:

Gesteinsart Michtigkeit
Lockeres Gebirge . .c.ceveiuierietreoaeaonnrsnensosesetnsssssnasesssorens 46,00 m
Rotliegendes .. 396,00 m
Kohlengebirge 183,00 m
Phyllit (Urtonschiefer). . 15,00 m

a) Welche Tiefe erreichte das Bohrloch ?
b) Wie groB ist der Hohenunterschied zwischen NN und den einzelnen Schichtfugen?

104. Eine Grube forderte in einem Jahr 907200 t Kohle. AuBerdem mufBten in der Minute durch-
schnittlich 8,750 m3 Wasser gehoben werden.
a) Wieviel Kubikmeter Wasser kamen auf jede Tonne geforderter Kohle (1 J. = 360 Tg.)?
b) Fiir die Wasserhaltung wurden im Jahr 453600 MDN ausgegcben. Mit welchem Betrag be-
lasten diese Kosten jede Tonne Kohle ?

105. Eine Kreiselpumpe fordert in der Minute 5,4 m® Wasser. Sie driickt es in eine Rohrleitung von
9 dm?Q hnitt. Welche Geschwindigkeit hat das Wasser in der Rohrleitung?

106. An einem im Gleichgewicht befindlichen zweiseitigen Hebel mit Hebelarmen von 21 em und
» 9 cm Linge ist eine Last um 60 p groBer als die andere. Berechne beide Lasten!
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107. Brauneisenstein enthilt etwa 609 Eisen. Wieviel Tonnen Brauneisenstein sind notig, um 20 t

Roheisen mit einem Kohlenstoffgehalt von 49 herzustellen ?

108. Wieviel Wasser mu8 im Gradierwerk aus je 100 kg einer 7prozentigen Sole verdunsten, damit die
Sole 25prozentig wird ?

109. Um Weichlot herzustellen, wurden 12 kg Zinn (Sn), 0,6 kg Antimon (Sb) und 27,4 kg Blei (Pb)
zusammen eingeschmolzen.
a) Berechne die Massenanteile als Prozente der Gesamtmasse!
b) Wieviel Kilogramm Weichlot entstehen bei einem Schmelzverlust von 3 %?

110. Duraluminium, eine Legierung von stahlihnlicher Festigkeit und Hirte, setzt sich aus 49
Kupfer (Cu), 19 Mangan (Mn), 0,5% Magnesium (Mg) und 94,59 Aluminium (Al) zusam-
men. Unter Beriicksichtigung von 1,59% Abbrand sind 250 kg Duraluminium herzustellen.

111. Invarstahl (Stahl mit 369, Nickel) eignet sich wegen seiner b
geringen Verinderung bei Temperaturschwankungen fiir Pra- -
zisionsinstrumente und -maBstibe. 3 PrazisionsmaBstibe von
je 2,57 kg sind h 11 Wieviel Kil Stahl und

Nickel sind erforderlich, wenn mit einem Abbrand und GieB-
verlust von 0,79, zu rechnen ist ? d

112. Die langen Seiten zweier flichengleicher Rechtecke sind 8,5 cm
X bzw. 11,9 cm lang. Die kurzen unterscheiden sich um 1,4 cm.
‘Wie groB sind sie ? <

=

113. Ein Rechteck ist 2 cm linger als breit. VergréBert man jede
Seite um 4 cm, so wiichst sein Inhalt um 72 cm?, Berechne
die Seiten!

114. In  welchem FlichenmaBstab wird ein Kleinbildnegativ
(24 mm X 36 mm) vergroBert, wenn eine VergroBerung im m
Format 6 cm X 9 cm hergestellt wird ?

115. Wie groB ist die Breite b und die Dicke d des in Bild Y 14 wiedergegebenen Stahls 150 (I lies:
Doppel-Te), wenn die Hohe h 500 mm betrigt? Ermittle den MaBstab aus der Abbildung!

116. Die Bahnstrecke von Schierke nach dem Brocken hat im Mittel eine Steigung von 1:30 bei einer
Liinge von rund 13,5 km. Der Bahnhof Schierke liegt 680 m ii. NN. Berechne die Hihe der
Endstation auf dem Brocken! Zeichne ein »Steigungsdreieck* mit dem Kathetenverhiltnis 1:30

171




D. SATZGRUPPE DES PYTHAGORAS

und iiberzeuge dich, daB es bei dem gerundeten MeBwert 13,5 km gleichgiiltig ist, ob man ihn
tatsichlich als Fahrtstrecke (Hyp ) oder als gerechte Entfernung (gréBere Kathete)
ansieht!

117. Die Schwingungszahlen der Tone jeder Dur-Tonleiter stehen im Verhiltnis
% 24:27:30:32:36:40:44:48, Der Kammerton a, hat die Schwing hl 440 Hz. Besti die
Schwingungszahlen fiir die C-Dur-Tonleiter!

118. Die folgenden Gleichungen sind jeweils nach der in Klammern angegebenen Variablen aufzulésen.
c-h,
a)A=a-b (a) b) 4=—— (k) eym=0-V () d) P:6=p:100 ()
O P:G=p:100(p) Datf+y=180°() rv="6 =20

119. Wie lange braucht ein Kraftwagen mit einer Geschwindigkeit von 50 k—l:—n, um einen 2 Stunden
frither abgefahrenen Kraftwagen, der mit der Geschwindigkeit 40 kTm fahrt, einzuholen?
120. Ein Autobus hatte vor einem spiter abgefahrenen Motorrad einen Vorsprung von 3 km. In

welcher Entfernung vom Abfahrtsort holte das Motorrad den Bus ein, wenn sich ihre Geschwin-
digkeiten wie 8:5 verhielten?

121. Eine Anekdote erziihlt von einem Postmeister, den jemand fragte, wieviel Pferde der Herr X
zum Wechseln auf der Poststation bestellt hatte. Er sagte:

,Mit der Hilfte der bestellten Pferde und einem halben fihrt Herr X selbst. Mit der Halfte des
Restes und einem halben fihrt sein Vertreter, mit der Halfte des bleibenden Restes und einem
letzten halben fahren die Diener. Das iibrig bleibende letzte Pferd benutzt der Vorreiter.*
Wieviel Pferde waren bestellt ?

Y . D. Satzgruppe des Pythagoras

1. Welche Linge hat die Hohe eines rechtwinkligen Dreiecks A BC? Gegeben sind die Hypotenusen-
abschnitte 4D und BD.

4D 2,0 cm | 3em \ 3,5 cm ~ 2,5 cm l 4,1 cm

BD 2,5 cm l 3cm i 3,0 cm ' 4,5 cm | 2,2 cm
i

172



D. SATZGRUPPE DES PYTHAGORAS

2. Welche Liinge hat die Kathete AC eines rechtwinkligen Dreiecks ABC? Gegeben sind die Hypo-
tenuse AB und der Hypotenusenabschnitt 4D.

4B Sem 6,1 cm 5,7 cm 49 cm 3,7cm
AD 2cm 4,7 cm 2,8 cm 1,3 cm 1,7 cm
3. Welche Lange hat die Kathete BC eines rechtwinkligen Dreiecks ABC? Die Hypotenuse AB
und der Hyp bschnitt DB sind gegeb
4B 7 cm 6,5 cm 5,3 cm 5,4 cm 4.8 cm
DB 3cm 2,1 cm 4,5 cm 2,7 cm 3,2 cm
4. Welche Linge haben die fehlenden Stiicke eines rechtwinkligen Dreiecks 4 BC mit < BCA=90°,
die auf Grund des Hohen- oder Kath aus den folgenden Angaben gefunden werden
kénnen ?
i | b | pB | @ | = | m
3,0 cm 4,0 cm
3,9 cm 5,1 em
6,2 cm 3,5cm
5,5 cm 4,1 cm
2,1 cm 4,9 cm
5,0 cm 5,4 cm
5. Konstruiere zu einem gegebenen Quadrat A BCD ein flichengleiches Rechteck PQRS, wenn eine
Rechteckscite vorgegeben ist! Ermittle die Linge der fehlenden Rechteckseite!
AB 4cm 5,6 cm 34cm 2,9 cm 6,1 cm
PO 3cm 4,1 cm 4,8 cm 3,2 cm 3,7 cm
6. Konstruiere zu einem gegebenen Rechteck ABCD ein flachengleiches Quadrat! Ermittle die
Linge einer Quadratseite!
AB 1,5 cm 2.4 cm 2.8 cm 4,9 cm 5,0 cm
4D 3,7 cm 3,1 cm 2,2 cm 3,6 cm 4,0 cm
5 . ’ : . — a+b
7. Ermittle das geometrische und das arithmetische Mittel mg = }/ab bzw. my = — den
Zahlen a und b!
a 2 ' 3 | 8 | 106 | o
b 4 5 ' 4,6 | 5,8 12,9
Welche Maglichkeiten hast du, um die mittlere Proportionale zu konstruieren ?
8. Konstruiere die mittlere Proportionale zu den Strecken PQ und RS!

r

3,0cm l 2,9 em I 4,9 cm l 12 cm | 6,9 cm

RS

34cm | 5,3 cm I 3,7cm ' 2,8 cm | 4,5 cm
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9. Konstruiere ein Quadrat, das flichengleich der Summe zweier Quadrate ist, deren Seiten die
Linge 4,2 cm bzw. 3,9 cm haben!

10. Zwei Quadrate haben Flichen von 36 cm?® bzw. 25 cm® Konstruiere ein Quadrat, dessen Fliche
gleich der Differenz der gegebenen Quadrate ist!

11. Ermittle die Linge der Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks 4 BC, wenn die Lingen der
Katheten AC und BC bekannt sind!

AC

4,0 cm | 5,0 cm ‘ 3,8 cm ] 2,7 cm ‘ 1,6 cm

BC | 4,4 cm I 3,2cm l 4,9 cm l 0,9 cm l 3,7ecm

12. Die Strecken mit den MaBzahlen a, b, ¢, h, p und g sollen fiir ein rechtwinkliges Dreieck 4ABC
mit <¢ BCA = 90° angegeben werden. Gegeben sind:

a) p=15; q=37 b) h=43; ¢=31 Oh=25 p=22
d) c=47; ¢=28 ec=13; a=42 f) b=351; q=36
g b=42; h=30 h) b=15; ¢ =28 i)a=24; ¢c=39

13. Die Lingen der drei Seiten eines Dreiecks betragen 9 cm, 12 cm und 16 cm. Ist das Dreieck
rechtwinklig ?

14. Konstruiere ein Quadrat, das der Summe der Quadrate iiber den Strecken von 3,8 cm und 4,5 cm
Linge flichengleich ist! f

15. Stelle die im Kapitel D behandelten Sitze iiber das rechtwinklige Dreieck 4 BC zusammen,
wenn < CAB = 90° gilt!

Bestimme in den Aufgaben 16 und 17 die Quadrate der folgenden Zahlen zuerst mit Hilfe des Rechen-
stabs und dann mit Hilfe der Quadrattafel in den Zahl, feln! Vergleiche die Ergebnisse!

16.a) 1,7 b) 26 )38 d) 41 e) 55 f) 69 g 1.8
17. a) 25,7 b) 1,2 ¢) 83 d) 94 e) 36,1 £) 99,9 §g) 77,2
Bestimme in den Aufgaben 18 und 19 die Quadrate folgender Zahlen mit Hilfe der Zahlentafel!
18. a) 1,07 b) 19,5 «¢) 294,3 d) 035 e) 0,054 f) 054 g) 5,04
19. a) 61,87 b) 77,7 ¢) 832 d) 9,16 e) 22,25 1) 531 g) 531

Ermittle in den Aufgaben 20 und 21 zuerst mit Hilfe des Rechenstabs, dann mit Hilfe der Quadrat-
tafel die Quadratwurzeln der folgenden Zahlen! Vergleiche die Ergebnisse!

Y 20. a) 1,102 b) 5,06 <) 1576 d) 0,249 ¢) 0,31 f) 488600 g) 63,63

21. a) 63,36 b) 7921 «¢) 0,996 d) 22,5 e) 7569 f) 8294 g) 31680

Bestimme in den Aufgaben 22 und 23 die Quadratwurzelngfolgender Zahlen mit Hilfe der Zahlentafel!
22, a) 3,062 b) 510,8 ¢) 82375 d) 1592 €) 019 )19 g 19

23. a) 0,0029 b) 35,52 ¢) 4199 d) 56,10 e) 0,736 f) 7,36 g) 736
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Ermittle zuerst das Quadrat und dann die Quadratwurzel fiir die Zahlen in den Aufgaben 24 bis 28!
24.a) 1,42 b) 255 ) 3,65 d) 475 €) 561 ) 53,0 g) 5,3

25.2) 693 b) 777 <) 8,22 d) 9,99 ¢) 10,02 f) 785 g) 1

26.2) 1,2 b) 198 ¢) 206 d) 212 ) 285 £) 10 g) 20

27.a) 31,4 Bb) 425 ¢) 536 d) 64,8 ) 750 1) 26,08 g) 26,1

28.a) 865 b) 975 <) 101 d) 101 ) L0 £) 0,101 g) 500

29. Wie lang sind die Diagonalen a) eines Quadrates mit der Seite @ = 29 cm, b) eines Rechtecks

mit den Seiten a = 25,4 cm und b = 19,3 cm ?

30. Ein Pionier liBt seinen Drachen steigen, so hoch es sein 87 m langer Bindfaden zuliBt. Sein
Freund, der 50 m von ihm entfernt steht, sieht den Drachen senkrecht iiber sich. Welche Héhe
iiber dem Erdboden hat der Drachen erreicht? (Der Durchhang der Drachenschnur wird ver-
nachlissigt.)

81. Eine Telegrafenstange ist durch ein Drahtseil befestigt, dessen Verankerung in der Erde vom
FuBpunkt der Stange 7,50 m entfernt ist. Bis zur Drahtbefestigung betragt die Hohe der Stange
schitzungsweise 6 m. Wie lang ist das Drahtseil ?

82. Eine 8,5 m lange Leiter wird so an eine Hauswand gestellt, daB ihr FuB 3,20 m absteht. Wie hoch
reicht die Leiter an der Wand hinauf ?

33. Die Giebelseite eines Hauses, die der Wetterseite zugekehrt ist, muB neu verputzt werden. Der
Dachgiebel hat die Form eines gleichseitigen Dreiecks. Entnimm die MaBe dem Bild Y 15, und
berechne die Kosten des Verputzens, wenn 1 m? 6,40 MDN kostet!

LA o.ox
Y 17
E
=
|
Z4m Y15 Y 16
34. An eine 12 m lange H d wird ein Schuppen mit einem einfachen Pultdach gebaut. Be-

rechne nach den MaBen im Bild Y 16, a) wie lang die schrig verlaufende Dachkante wird,
b) wieviel Quadratmeter Bretter zum Bedecken des Daches erforderlich sind!

85. Wie gro sind bei dem Dachbinder im Bild Y 17 die Firsthohe und die Sparrenlingen, wenn
a=b=c=15mgilt?
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36.

37.

39.

47.
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Die Punkte A und B (Bild Y 18) liegen auf zwei StraBen, die
einander rechtwinklig schneiden; sie sollen durch einen Weg ver-
bunden werden. Wegen eines dazwischenliegenden Gehélzes kann
die Strecke AB nicht gemessen werden. Man miBt 4C zu 550 m
und BC zu 380 m. Berechne AB!

Um einen quadratischen Dorfplatz wurden von Jungen Pionieren
Pappeln im Abstand von 3,00 m gepflanzt. Der Dorfplatz ist
18 225 m? groB. a) Wie lang ist die Seite des Dorfplatzes?
b) Wieviel MDN erhielt die Pioniergruppe fiir ihre Gruppenkasse,
wenn sie je Baumchen 0,32 MDN erhielt ?

Die Diagonale eines quadratischen Platzes ist 184 m lang. Wie groB sind Umfang und Flachen-
inhalt des Platzes?

Die Diagonalen eines Rhombus sind 42,4 cm bzw. 35,2 cm lang.
a) Wie groB ist der Umfang? b) Wie groB ist der Flicheninhalt?

Der Durchmesser eines Kreises hat eine Linge von 18 cm. Par-
allel zu ihm werden Sehnen im Abstand von jeweils 2 cm ge-
zeichnet. Bestimme die Lingen der Sehnen!

Um den Flicheninhalt einer Kreisfliche ndherungsweise zu
bestimmen, kann man die Trapezmethode anwenden.

Man teilt einen Viertelkreis in Streifen durch eine Schar paralleler
Sehnen mit gleichem Abstand. Man bestimmt dann die Linge der
Sehnen und berechnet den Flicheninhalt der einzel Trapeze
bzw. des Dreiecks (Bild Y 19).

Berechne einen Niherungswert, indem du von einem Kreis mit
einem Radius von 10 cm Linge ausgehst und Sehnen im Abstand Y19
von 2 cm ziehst!

In einem Kreis mit dem Radius von 10 cm Linge ist eine Sehne von 14 cm Liinge gelegt. Welchen
Abstand hat sie vom Mittelpunkt des Kreises?

Von einem Punkt P wird an einen Kreis mit dem Mittelpunkt M und dem _R_ﬂdius MB eine
Tangente gelegt (B ist der Beriihrungspunkt). Welche Linge hat die Strecke BP, wenn gilt:
a) PM =13 cm und MB = 5 cm,

b) PM = 25cm und MB = 7cm?

Welche Entfernung hat ein Punkt P vom Mittelpunkt M eines Kreises mit dem Radius von 10 cm
Liinge, wenn die von ihm an den Kreis gelegte Tangente eine Lange von 15 cm hat?

Von einem gleichseitigen Dreieck ist die Hohe gegeben. Ihre Linge betrigt 5,7 cm. Wie grof ist
der Umfang des Dreiecks ? :

In einem rechtwinkligen Koordinatensystem haben vier Punkte die folgenden Koordinaten:
P, (155 2), Py (1; 2,4), P53 (7; 8), Py (x; ¥).

Berechne die Entfernung der Punkte vom Ursprung des Koordinatensystems!

In einem rechtwinkligen Koordinatensystem sind die Punkte 4 und B durch ihre Koordinaten
x, und y; bzw. x, und y, gegeben.
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Die Linge der Strecke 4B ist zu berechnen! Punkt 4 Punkt B
*1 N %3 Ys

a) 12 9 36 16
b 6 14,8 10,4 3,1

c) 2,18 5,14 0,41 1

d) —11 23 2,1 2
€& —05 |—07 15 23

48. Eine Leiter soll 14,5 m hoch reichen, wihrend ihr Fu8 2,5 m von der Wand abstehen soll. Wie
lang muB die Leiter sein?

49. Ein Weg, der fiir eine kartographische Aufnahme vermessen werden soll, steigt auf 33,00 m ins-
gesamt um 4,60 m an. In die Karte wird nicht der Weg selbst, sondern seine Projektion auf die
Hori: leb i Wie lang ist diese Projektion ?

8 g

50. Die Spitze eines kegelformigen Daches soll 7,50 m iiber der Grundfliche liegen, die einen Durch-
messer von 5,40 m hat. Wie lang miissen die Dachsparren geschnitten werden ?

51. Wie laBt sich die Lange einer Strecke AB ermitteln, die selbst nicht unmittelbar gemessen werden
kann, deren Endpunkte aber zuginglich sind ?

52. Ein Oktaeder ist ein regelméBiger Korper mit drei gleich langen,
paarweise aufeinander senkrecht stehenden Achsen (Bild Y 20).
a) Welche Form haben die Seitenflichen? b) Besti die
Linge der Kanten eines Oktaeders, bei dem die Korperachsen

eine Linge von 12 cm haben! — |

53. Ein Hochspannungsleitungsmast hat eine Héhe von 18 m und
trigt in Abstinden von je 4,1 m drei parallele Quertriger von
5,2m; 7,8 m und 10,4 m Linge, an deren Enden an 1,5 m langen
Isolatoren die Kabel hiingen (Bild Y 21). Welche Abstinde haben
die einzel Lei inander ?

Berechne alle moglichen Abstinde!

\ﬂ""

54. Bestimme die Liinge des Obergurts, der Diagonalen und der Senk- m
rechten der in den Bildern Y 22a und b dargestellten Dach- ¢
binder! Die MaBzahlen sind in Millimetern angegeben, Fs -3

55. Zum Schleifen eines Spiralbohrers von 20 mm Durchmesser
soll eine Lehre angefertigt werden. Berechne h fiir die im Bild
Y 23 eingetragenen MaBe!

Y 21
T77777777 777777777770

7600
|

s

5200 ’% @ 72000

Y 22a Y 22b

12 [000801] 177
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56. Ein Maisfeld in der Form eines rechtwinkligen 2

Dreiecks mit der Hyp 200 m und einer ‘—"‘]

Kathete von 120 m erbrachte 900 dt Silomais. Wie-
viel Silomais wurde je Hektar geerntet ?

2 hmm
57. Mit einem 10,50 m langen Héhenforderer wird eine
Strohmiete errichtet. Welche Hohe hat die Miete
erreicht, wenn noch ein 1,50 m langer Teil des
Geriites iiber die obere Kante der Miete hinausragt
und der Abstand zwischen Gerdt und Miete 3,25 m
betragt. Y23

a) Lose die Aufgabe durch eine maBstabliche Zeichnung!
b) Kontrolliere dein Ergebnis durch Rechnung!

58. Ein Kraftwerk wird von einem See her durch eine sechsfache Rohrleitung gespeist, fiir deren

Hauptpunkte folgende Angaben gelten:
Miindung am | Knickpunkt | Knickpunkt | Knickpunkt | Anfang am
Turbinenhaus 1 2 3 ‘Wasserschlo
‘Waagerechte
Entfernung vom
Turbinenhaus 0 127,5m 171,0 m 235,5m 354,0 m
Héhe iiber NN 603,0 m 618,0 m 649,5 m 711,0 m 783,0 m

a) Zeichne einen Langsschnitt durch das Leitungssystem im MaBstab 1:5000 mit der Héhen-
linie 600 iiber NN als Bezugslinie!

b) Berechne die Lingen der Teilstiicke der Leitung, die Gesamtlange der Leitung und die Linge
der Luftlinie vom Anfang bis zur Miindung!

59. Ein Antennenmast wird durch vier Abspannseile in 55 m Héhe gehalten. Die Verankerungen der
Abspannseile bilden die Eckpunkte eines Quadrates. Die Liinge eines jeden Seiles betriigt 85 m.

In welcher Entfe vom FuBpunkt des A sind die Seile verankert ?

60. Ein Waldstiick hat die Gestalt eines unregelmiBigen Siebenecks mit den Eckpunkten 4, B,
..., G. Die Koordinaten der Eckpunkte werden einem MeBtischblatt entnommen (ohne die
ersten beiden Ziffern).
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A B C D E F G
x 84,21 84,62 85,08 85,33 85,96 85,50 84,54

y 32,15 32,74 32,58 32,88 31,94 31,52 31,40
Das Waldstiick soll umziunt werden. Stelle den Umfang des Waldstiickes fest!

61. An zwei gegebene Kreise, deren Radien 49 mm bzw. 17 mm betragen, sind die gemeinsamen
duBeren Tangenten zu ziehen. Die Entfernung der beiden Kreismittelpunkte ist 130 mm, Welche
Entfernung haben die Beriihrungspunkte der Tangenten mit den Kreisen ?

62. Errichte iiber den Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks gleichseitige Dreiecke! Gilt ein dem
pythagoreischen Satz entsprechender Satz ?

63. Gegeben ist ein Dreieck A BC. Uber einer Seite ¢
des Dreiecks ist ein Parallel zu errichten,
AA'B'B seien die Eckpunkte des Parallelo- A B
gramms (Bild Y 24). A’ und B’ sollen auBerhalb
des Dreiecks liegen. Das Dreieck A BC ist so zu
verschieben, daB es in die Lage A'B'C’ kommt.
a) Beweise den Satz: Das Parallelogramm
AA'B'B ist flichengleich der Summe der
Parallelogramme A44'C'C und BCC'B' (Satz
des Pappus).
b) Beweise: Der Satz des PYTHAGORAS ist ein Y24 A 8
spezieller Fall des Satzes von PAppus.

. . ut4-v?
64. Es sollen die folgenden Bezichungen gelten: x =u-v; y= St

z=

7 ° 7
Zeige, daB x,y, z ein pythagoreisches Zahlentripel bilden (u und v sind beliebige natiirliche Zahlen)!

65. Die Linge der Raumdiagonalen eines Wiirfels ist zu bestimmen. Die Kantenlinge des Wiirfels
betrage 10 cm.

E. Stereometrie

1. Berechne Oberfliche und Vol
a) einer quadratischen Pyramide (Grundkante 6 cm, Kérperhshe 24 cm);
b) einer Pyramide mit rechteckiger Grundfliche (Grundkante 12 m bzw. 8 m, Korperhéhe 16 m);
c) einer regelmiBigen dreiseitigen Pyramide (Grundkante 5 cm, Kérperhohe 3 cm)!

2. Baue als Ka dell eine Pyramide, deren Grundfliche ein gleichseitiges Dreieck und deren Y

Seitenflichen ebenfalls gleichseitige Dreiecke sind! Einen solchen regelmiBigen Koérper nennt
man Tetraeder. Berechne die Hohe, die Oberfliche und das Volumen eines Tetraeders, dessen
Kantenlinge @ = 8 cm ist!

3. Baue als K. dell eine Doppelp ide! Die Grundfliche ist ein Quadrat, und die Seiten-
flichen sind gleichseitige Dreiecke. Dieser Korper heiflt Oktaeder. Berechne Héhe, Oberfliche
und Volumen eines Oktaeders mit der Seitenkante a = 6 cm!
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E.STEREOMETRIE

4. Ein Quarzkristall besteht aus einem sechsseitigen Prisma (Seitenkante 6,2 cm, Grundkante
1,7 cm) und zwei auf dessen Grundflichen stehend hsseitigen Pyramiden (Seitenkante
2,5 cm). Er wiegt 145 g. Wie groB ist die Dichte von Quarz?

L4

Manche Salze kristallisieren in der Form von Oktaedern, zum Beispiel Alaun. Welche Masse hat

ein Alaunkristall, wenn seine Seitenkante 4,6 cm betrigt (g =17 c::”) ?

Ll

Ein Turmdach soll mit Dachziegeln neu gedeckt werden. Die Turmspitze hat die Form einer
quadratischen Pyramide, sie ist 14,20 m hoch, die Grundkante miflt 8,60 m. Wie gro8 sind
a) eine Seitenkante, b) die Hohe einer Dachfliche, ¢) die gesamte Dachfliche? d) Wie hoch
werden die Kosten, wenn der Preis fir 1 m? 7,85 MDN betrigt ?

, o3

. Fin Laubendach in Yorm émer guadratistnen Tyramide mit L1 m langer Grondikams wwd
1,35 m Seitenhéhe wird mit Dachpappe gedeckt. Wieviel Quadratmeter werden benitigt ?

Ein Turm wird durch eine regelmaBige sechsseitige Pyramide abgeschl Eine Grundkante

mift 2,50 m, die Hohe der Seitendreiecke betrigt 3,75 m. Der Turm wird mit Zinkblech neu

bgedeckt. Wieviel Quad Zinkblech sind erforderlich, wenn fiir das Zusammenfiigen und
fiir Abfall 59 gerechnet werden miissen?

o

. Lin quadratischer Turm von 8,20 m Grundkantenlinge hat als AbschluB eine 11,25 m hohe
" Pyramide. Berechne die GroBe des Dachraumes!

10. Ein Turm, der die Gestalt eines quadratischen Prismas hat, endigt in einer quadratischen Pyra-
mide. Sein Umfang miBt 12 m, die Seitenflichenhihe des Daches 5,75 m.
a) Stelle durch eine maBgerechte Zeichnung die Hohe der Turmspitze fest und priife das Ergeb-
nis durch Rechnung nach!
b) Wieviel MDN kostet das Decken des Daches, wenn fiir 1 m* Schieferdach 7,50 MDN zu
zahlen sind ?

"
ITER]
FIRULYM AR

11. Lin Zelt, das am Boden 11 m Umfang hat, hat die Gestalt einer quadratischen Pyramide. Seine
Héhe betrigt 1,60 m. Berechne den Luftraum, den das Zelt umschlieBt!

: Q ! ‘
7 0. v
Q- b 7] /)]
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13.

14,

15.

16.
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18.

19.

21.

22,

23.

E. STEREOMETRIE

Die Pyramiden in den Bildern Y 25 a bis d sind regelmifig und gerade.
a) Berechne jeweils die Oberfliche! b) Berechne jeweils das Volumen!
Berechne fiir die regelmiBigen

Pyramiden in den Bildern Y 26a
5 750
und b

a) die Linge der Seitenkanten, /\ N

b) die Linge der Hohen der 7 / D
Seitenflichen,

c) das Volumen! i

4=
Berechne Oberfliche und Volumen I’ =
eines geraden Kegels! § R\

a) r=4cm, h=6cm

b) d=1,6dm, h=2,0 dm Z
Berechne Mantel und Volumen

eines geraden Kegels!

) d=10cm, h = 40 cm ¥ 26a Y 26b
b) r =40 mm, h = 9,0 cm

Berechne Mantel, Oberfliche und Volumen eines geraden Kegels, der 2,50 m hoch ist und einen
Grundkreisradius von 1,80 m hat!

Ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten a und b wird um die Kathete a gedreht. Wie groB
sind Oberfliche und Volumen des entstehenden Kegels ?
a) a=8cm; b=6cm b) a=24cm; b="7Tcm €)a=15cm; b=8cm
Im Werkunterricht soll aus Blech das Modell eines Kegels (r = 9 cm, s = 15 cm) fiir die Lehr-
mittelsammlung hergestellt werden. Wieviel Material brauchst du, wenn 109, fiir Verschnitt
gerechnet werden miissen ?
Berechne das Volumen der folgenden Trichter, (ohne Ansatzrohr)!

d ! 22,0 cm | 24,0 cm l 27 cm

ho| 25em | 275em | 29em

Aus Blechscheiben mit dem Durchmesser von 5 cm sollen Trichter hergestellt werden, und zwar
sollen Kreisausschnitte mit den Zentriwinkeln 90°, 180° und 270° zu Trichtern gebogen werden.
‘Wie hoch werden die verschiedenen Trichter und wie groB wird ihr Volumen ?

Bei der Arbeit mit dem Forderband bilden sich Abraumkegel. Berechne die Volumina folgender
Kegel:

d | 9om | 100m | 12m | 16m
k|l 15m | 25m | 4m | om

Ein kegelformiger Haufen Sand soll durch Lastwagen abgefahren werden. Der Umfang des
Kegels wurde durch Abschreiten auf 22 m hiitzt, die Hohe auf etwa 2 m. Wieviel Fuhren
ergeben sich bei der Verwendung von 3-Tonnern ? (I m? wiegt 1800 kg)

Ein rundes Spitazelt hat einen Durchmesser von 4,00 m undist 5,00 m hoch. Wie groB ist die Boden-
fliche ? Berechne den Rauminhalt! Seine Seitenlinie miBt 5,39 m. Wieviel Zeltplanenstoff wurde
fiir das Zelt gebraucht ?
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E. STEREOMETRIE

24. Auf einem zylindrischen Turm mit 11 m Umfang ist ein 6 m hohes kegelformiges Dach gesetzt
und mit Blech beschlagen worden. Fiir 1 m* werden einschlieBlich Arbeitslohn 5,60 MDN be-
rechnet. Wie teuer wurde das Dach?

25.

27.

29.

31.

32.

Ein kegelférmig aufgeschiitteter Sandhaufen ist 2,10 m hoch und hat am Boden einen Umfang
von 24,84 m. Wieviel Kubikmeter Sand enthilt er, und wie groB ist seine Masse, wenn 1 m?

trockener Sand 1800 kg wiegt ?

Bestimme nach den MaBen, die in den Bildern Y 27a und b gegeben sind, fiir beide Kreiskegel

den Mantel!

Der Umfang des Grundkreises eines Kreiskegels betragt 64 cm. Seine Mantellinie ist 70 cm lang.

Ermittle den Inhalt der Oberfliche des Kreiskegels!

Berechne die Volumina der Kreiskegel in den Bildern Y 27 a und b!

Eine Kugel hat den Radius a) r = 15,4 cm,
b) r = 32,5 cm. Wie groB ist der Inhalt der Oberfliche ?

. Berechne Oberflicheninhalt und Volumen der folgenden
Kugeln!
l a) b) c) d) e) )
d | lm 2m 3m 4m 5m 6m

Stelle die Losungen iibersichtlich zusammen und sprich
das Ergebnis in einem Satz aus!

Eine Kugel hat den Oberflicheninhalt a) A, = 616 cm?,
b) 4, = 55,44 cm®. Wie groB ist ihr Volumen ?

(Fiir 7t benutze den Naherungswert —27—2 !)

Wie groBist der Oberflicheninhalt, und welche Masse besitzt
eine Kugel aus folgendem Material ?

Dichte 1 Halbmesser

i L

a) Buchsbaumholz 115 E% 40 em

b) Sandstein 2,335 9 cm
cm’

¢) Messing 8,40 in? 6 cm

d) Elfenbein 1928 5cm
cm'’
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E. STEREOMETRIE

33. Der Umfang einer Kugel betrigt 157 cm. Wie gro8 ist a) ihr Durchmesser, b) ihr Oberflichen-
inhalt, ¢) ihr Volumen ?

34. Aus einem Holzwiirfel mit der Kante a = 28 cm wird eine Kugel so gedreht, daB8 der Abfall
moglichst gering wird, Wieviel Kubikzentimeter betrigt der Abfall ?
35. Ein gefiillter Ballon hat einen Radius r = 2,1 m. Wieviel Kubikmeter Raum schlieBt er ein?

36. Aus einem Marmorwiirfel von 60 cm Kantenlinge soll eine moglichst groBe Kugel ha uen

werden. Wieviel betrigt der Abfall? Wie schwer ist die fertige Kugel ? (Dichte: 0=2,6 8 + !)
cm

37. a) Wieviel Kugeln mit dem Durchmesser d = 3 cm kénnen aus einem Bleirohr von 1,80 m Linge,
3 cm Wanddicke und 9 em i Durch hergestellt werden, wenn beim Schmelzen
49, verlorengehen ?

b) Welche Masse hat jede Kugel, wenn die Dichte des Bleis 11,35 —&. 5 ist?
cm

38. Wieviel Kugeln von 10 mm Durchmesser kann man aus 5 kg Blei gieBen ?

39. Wieviel wiegt eine eiserne Hohlkugel, die einen dufl Durch von 15 cm und eine Wand-
dicke von 1 cm hat? (Entwirf eine Skizze!)

40. Eine zum KugelstoBen verwendete Kugel wiegt 7,25 kg und hat einen Umfang von 391 mm,
wenn sie aus Stahl besteht. Enthilt sie eine Bleifiillung, so betrigt der Umfang 346 mm. Der

Stahlmantel dieser Kugel ist rund 7 mm dick. Die Dichte des Bleis betragt 11,35 % o
a) Berechne den Durchmesser der Stahlkugel und die Dichte des Stahls!

b) Berechne den Durchmesser der Kugel mit Bleifiillung!

) Berechne die Masse des Stahlmantels und der Bleifiillung dieser Kugel!

41. Ein Schlagball hat eine Masse von 90 g und einen Umfang von 22 cm. Berechne den Durch-
messer und die Dichte des Balles!

42, Kannst du eine Korkkugel tragen, die einen Durchmesser von 1 m hat (g = 0,24 ch‘) ?
43. Ein kugelférmiger Turmkopf von 60 cm Durch soll neu vergoldet werden. Wieviel Quadrat-
meter Fliache miissen bearbeitet werden ?

44. Wieviel Kubikmeter enthilt das 0,5m dicke Mauerwerk einer halbkugelférmigen Kuppel
(innerer Durchmesser 12 m)?

45. Ein eiserner Wasserbehilter besteht aus einem Zylinder, der unten durch eine Halbkugel ab-
geschlossen ist. Der zylindrische Teil des Behilters ist 1,80 m hoch, sein Grundkreis hat 2,00 m
Durchmesser (lichte Weite). a) Wieviel Hektoliter Wasser faBt dieser Behilter? b) Wie groB
ist die Benetzungsfliche des Behilters?

46. a) Wieviel Milliliter (ml) Wasser faBt eine halbkugelfsrmige Schopfkelle von 9 cm Durchmesser ?
b) Wieviel Liter Wasser fait ein halbkugelfsrmiger Waschk 1 von 90 cm Durchmesser ?
¢) Vergleiche die gefundenen Werte!

47. Die Lunge des Menschen besteht aus rund 1,6 Milliarden Blischen. Jedes hat einen Durchmesser
von rund 0,2 mm. a) Berechne die Oberfliche 1. eines Blaschens, 2. aller Blischen! b) Ver-
gleiche die Gesamtoberfliche mit einer dir bekannten Fliche!

48. Der Radius der Erde wird mit 6370 km angegeben. Berechne unter der Vor g, daB die
Erde eine Kugel ist, a) den Umfang eines Lingenkreises der Erdkugel, b) ihre Oberfliche,
¢) ihren Rauminhalt!
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49.

50.

51.

52.

57.

. Im Bild Y 28 sind Netze regel-

Vergleiche Oberfliche und Volumen des Mondes mit den bei der Erde berechneten GroBen, wenn
sein Durchmesser mit 3476 km bestimmt wurde!

Der Radius der Sonne betrigt 695 400 km. a) Bestimme ihr Volumen! b) Wieviel Erdkugeln
haben zusammen das gleiche Volumen wie die Sonne?

Ein groBer Schulglobus hat cinen Durchmesser von 84 cm. In welchem Verhiltnis stehen a) die
Oberflichen, b) die Inhalte von Globus und Erdkugel zueinander ?

Bei einem im MaBstab 1:100 gehaltenen Modell eines Planetariums hat der Grundkreis der halb-
kugelfsrmigen Kuppel den Unifang u = 39 cm. Berechne den wirklichen Durchmesser der
Kuppel!

maiBiger Pyramiden gegeben. Er-
mittle die Oberflichen und die
Volumina der Pyramiden, indem
du die erforderlichen Konstruk-
tionenund Messungen durchfiihrst!

Ermittle das Volumen des Kérpers
nach den MaBen, die im Bild Y 29
gegeben sind!

Berechne die Volumina der Korper,
deren MaBe in den Bildern Y 30 a
und b gegeben sind, wobei

a =345 mm; b = 122 mm;

d = 140 mm gilt!

Bestimme die Volumina der Kor-
per, die in den Bildern Y 3l a
und b gegeben sind!

Die groBte der Pyramiden bei

Giseh (Agypten) ist die Cheops-

pyramide. Ihre Grundfliche war

nach der Vollendung ein Quadrat

mit einer Seitenlinge von 233 m;

ihre Hohe betrug 146 m.

a) Welche Flache bedeckte die
Pyramide ?

b) Berechnedie GréBeeiner Seiten-
fliche sowie die des Mantels!

¢) Die Seitenflichen sind mit po-
lierten Marmorplatten abge-
deckt. Um einen Quadratmeter
Marmor zu polieren, werden 6
Arbeitsstunden bendtigt. Wie-
viel Mann wiirden gebraucht,
um alle Platten in einem Jahr
(bei 300 Arbeitstagen zu je 8 h)
zu polieren ?




58.

59.

61.

67.

E. STEREOMETRIE

d) Berechne das Volumen der
Pyramide!

e) Uber viertausend Jahre war die
Pyramide der Witterung ausge-
setzt, so dab sie jetzt noch eine
Seitenlinge von 227 m und eine
Héhe von 137 m hat. Wie gro8
ist ihr Volumen jetat ?

f) Um wieviel Prozent ist die
Pyramide durch die Verwitte-
rung kleiner geworden ?

In welchem Verhiltnis stehen a) die Volumina, b) die Mantel, c) die Oberflichen eines Zylinders,
einer Halbkugel und eines Kegels von gleicher Hohe und gleicher Grundfliche ?

Wie groB ist die Di: le a) eines Rechtecks von 58,3 m Lange und 36,4 m Breite, b) ecines
Quadrates von 17,5 m Seitenlinge ?

Ein Bleiwiirfel von 5 cm Kantenlinge soll in eine regelmiBige vierseitige Pyramide von 8 cm
Hihe umgegossen werden. Berechne die Grundkante a!

Der Durch eines Freiball Y 32
betragt 22 m. a) Wieviel Quadrat- 240
meter Stoff braucht man zu seiner

Hiille? b) Wieviel Kubikmeter N
Raum schlieBt er in gefiilltem
Zustand ein ?

Eine neue Laderampe soll errichtet werden (Bild Y 32). Wie lang ist der RampenfuB ?

Ein 6,50 m hoher Mast soll durch einen Balken abgestiitzt werden, der 2,00 m von seinem FuB-
punkt entfernt verankert werden soll. Wie lang ist der Balken, wenn er 1,50 m unter der Spitze
des Mastes befestigt wird ?

Eine kegelférmige Abraumhalde hat bei einem Béschungswinkel von 45° eine Hohe von 23 m.
Berechne die Abraummenge!

Einzylinderférmiger S von 88 .cm Lange und 18 cm Durchmesser ist an beiden Enden halb-
kugelférmig abgeschlossen. Berechne den Oberflicheninhalt und das Volumen des Schwimmers!
An ein Stiick Rundstahl von 70 mm Durchmesser ist eine 150 mm lange Spitze angeschmiedet.
Die Gesamtlinge des Werkstiicks betrigt 170 mm. a) Berechne die Masse (o = 7,85 %) des
Werkstiicks! b) Da das Werkstiick galvanisiert werden soll, ist der Oberflicheninhalt zu berechnen.
An eine Spindel mit dem Durch d=20mm
ist der groBtmigliche Vierkant in einer Linge

von 15 mm anzufrisen (Bild Y 33). Wie groB
ist der Abfall?

920

. Fiir die Kugellager einer Serie feinmechanischer Y 33

Geriite werden 2000 Stahlkugeln von 1,0 mm

185




E. STEREOMETRIE

(g = 17,85 L1 ) haben die Stahlkugeln ?

69.

70.

72.

7.

4.

k¢

o

76.

7.

78.

9.
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Durchmesser  benotigt. ~ Welche  Masse

922
|
Y.
I
13|

cm?®

Berechne Volumen und Werkstoff eines 60 20
Bolzens aus Stahl! Entnimm die MaBe dem L]
Bild Y 34! =T

In welchem Verhiltnis stehen Oberfliche und
Volumen zweier Wiirfel, deren Kanten 5 cm bzw.
15 cm lang sind ? Stelle das Ergebnis iibersicht-
lich zusammen und sprich es in einem Satz aus!

Ein Stiick Rundstahl wird zum Teil kegelférmig
ahgedreht. Wieviel Prozent betrigt der Abfall?
Entnimm die MaBe dem Bild Y 35! l
CL® e
Z

In einem Getreidesilo ist Weizen annihernd S m

kegelformig aufgeschichtet. Der Durch

der Anhiiufung betrigt etwa 5m, seine Hohe

etwa 2 m,

a) Wieviel Kubikmeter Weizen liegen ungefahr
in der Anhiufung?

b) Wieviel Dezitonnen Weizen sind das?
(1dt 20,14 m?) — -

8

920

Berechne die Masse des Spitzsenkers mit \/ o
Zylinderschaft aus Schnellstahl (g =81 ci,)x 530 v
Entnimm die MaBe dem Bild Y 36! Y 35 Y 36

Aus Blech soll ein Trichter von 15 cm Durck (ohne A hr) angefertigt werden, der
ein Volumen von 2 dm? besitzt.

a) Wie groB ist die Mantellinie ?

b) Wieviel Quadratzentimeter Blech sind erforderlich ?

Ein Senkblei besteht aus einem Zylinder von der Hohe h = 140 mm und dem Durchmesser
d = 50 mm und aus einem aufgesetzten Kegel, dessen Hohe b, = 30 mm betriigt. Berechne die

6 = & Yy
Masse des Korpers (g 11,34 cm3>.

Berechne die Massendifferenz zwischen 1000 Stahlkugeln, deren Durchmesser 1 mm betrigt, und

einem Stahlwiirfel mit der Kantenlinge von 10 mm (g =185 c:ﬂ) !

Die Masse einer Kreisscheibe (Durchmesser d = 200 mm) soll durch Ausbohren von vier
gleich groBen kreisformigen Lochern um % verringert werden. Berechne den Durchmesser der
Lécher!

1

Der Mantel eines 16 m hohen und 24 m weiten (auBere Weite!) Gasbehilters wird mit M
grundiert und dann dreimal mit Olfarbe gestrichen. 1 m? wird mit 3,80 MDN berechnet. Be-
stimme die Kosten fiir den Anstrich!

Ein Wasserleitungsrohr aus Graugu8 ist 5,25 m lang und besitzt einen Umfang von 2,20 m. Es

wiegt 1220 kg. Die Dichte von GrauguB betrigt 7,25 cxi‘ . Wie dick ist die Wand des Rohres ?
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. Ein Walmdach hat die im Bild Y 37 angegebenen

F. DARSTELLENDE GEOMETRIE

Wieviel Kilogramm Kupfer sind zur Herstellung
eines 8500 km langen Leitungsdrahtes erforderlich, .
wenn er einen Durchmesser von 1 mm (1,2 mm; ' MdBe inm
0,8 mm) besitzen soll und die Dichte des Kupfers

8,9

ist?

cm?®

MaBe in Metern.

a) Zerlege mit Hilfe von zwei geeigneten Schnitt-
ebenen den Dachraum in Kérper, fiir die For-
meln bekannt sind, und berechne das Volumen
des Daches!

b) Zeichne den GrundriB und AufriB des Walm-
daches und bestimme daraus die Hohen der Y 37
Dachflichen!

) Berechne die Flichenhhen und vergleiche die Ergebnisse mit den durch die Zeichnung ge-
fundenen Werten!

d) Berechne, wie gro8 die mit Ziegeln zu deckenden Dachflichen sind!

Das Walmdach eines Hauses von a = 25 m Breite und b = 14 m Tiefe ist unter dem Neigungs-

winkel @ = 60° gegen alle Seiten aufgesetat.

a) Stelle durch eine maBstibliche Zeichnung die Hohe des Daches fest!

b) Zerlege den Dachraum durch zwei Ebenen, die senkrecht zum Dachfirst durch dessen End-
punkte gelegt werden, in Korper mit bek Inhaltsfc In und berechne das Volumen
des Daches!

¢) Zeichne den GrundriB und AufriB des Walmdaches in geeignetem Mafstab!

Der im Bild Y 38 dargestellte Viertelkreisring 138t =12

sich zum Mantel eines Kegelstumpfes formen und I-L-

ist der Zuschnitt zum Mantel eines Bechers.

a) Berechne die Durchmesser seines Grund- und
seines Deckkreises!

b) Zeichne mit Hilfe der berechneten Durchmesser
den Achsenschnitt des Kegelstumpfes und mi8
seine Hohe aus!

¢) Berechne diese Hohe mit Hilfe der Durchmesser!

Darstellende Geometrie e

Bestimme die wahre Linge der Seitenk einer quadratischen Pyramide, deren Kanten an der
Grundfliche 4,0 cm lang sind und deren Hshe 5,6 cm betrigt!

Bestimme die wahre Linge der Kanten des im Bild Y 39 gegebenen schiefen Prismas!

Bestimme die wahre Linge der Seitenkanten der im Bild Y 40 gegebenen vierseitigen Pyramide
a) durch Drehung des ganzen Korpers, b) durch Drehung einer Kante allein,
¢) durch Umklappung!
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4. Zeichne das Netz der im Bild Y 41 in GrundriB und AufriB dargestellten unregelmifigen drei-

seitigen Pyramide!
5. Bestimme die wahre Linge der Seitenkanten der im Bild Y 42 gezeigten abgestumpften Pyramide!
Bemerkung: Bei der Drehung einer Seitenkante allein braucht nicht die Héhe des Vollkorpers

als Drehachse zu dienen!
6. Vergleiche die beiden Verfahren, die wahre GréfBe einer Strecke zu bestimmen, und beschreibe,
welche Bewegung das Dreieck bei der Drehung in die zur AufriBtafel parallele Lage ausfiihrt!
7. Zeichne GrundriB und AufriB einer geraden quadratischen Pyramide mit gegebenen Kanten-
lingen (Grundkante a = 4 cm; Seitenkante s = 5 cm) in Parallelstellung!
Anmerkung: Die wahre Grofie der Kanten ist gegeben. Zu bestimmen sind die Risse (Um-
kehrung der Aufgabe, die wahre GroBe einer durch ihre Risse gegebenen Strecke zu bestimmen).

8. Bestimme die wahre GroBe und Gestalt der Seitenflichen des im Bild Y 43 gegebenen Prismasl
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F. DARSTELLENDE GEOMETRIE

9. Zeichne das Netz der im Bild Y 44 in GrundriB und AufriB L7 I F
dargestellten abgestumpften Pyramide! /

10. Zeichne das Netz der im Bild Y 45 in GrundriB und Auf-
riB dargestellten unregelmaBigen dreiseitigen Pyramide!

11.

=

Bestimme die wahre GroBe und Gestalt der Seitenflichen
des schiefen Prismas, das im Bild Y 46 dargestellt ist!

12. Zeichne das Netz des im Bild Y 47 im Grundri8 gegebenen
5 cm hohen schiefen Prismas!

13. Bestimme die wahre GroBe und Gestalt der im Bild Y 48
in GrundriB und AufriB dargestellten ebenen Figuren!

14. Bestimme die wahre GroBe und Gestalt der Schnittfliche des
im Bild Y 49 dargestellten schief abgeschni Wiirfels!

15. Zeichne eine Kugel (d = 7 cm) mit einem Gradnetz von
30° zu 30° in GrundriB, AufriB und KreuzriB (Kugelachse
senkrecht zur GrundriBtafel)!

16. Zeichne eine Kugel mit Aquator und Polen, wenn ihre A chse
a) parallel zur AufriBtafel, gegen die GrundriBtafel unter
60° geneigt ist,
b) parallel zur KreuzriBtafel, gegen die GrundriBtafel
unter 45° geneigt ist,
¢) parallel zur GrundriBtafel und parallel zur AufriBtafel ist!

17. Eine Halbkugel (d = 6,4 cm) wird in 2,4 cm Hohe parallel .
zur Grundfliche abgeflacht. Zeichne die drei Risse des A
entstehenden Korpers! Y 47

18.

&

Eine Kugel (d = 5,6 cm) wird lings ihrer senkrechten Achse zylindrisch (d, = 4,2 cm) durch-
bohrt. Zeichne den ringformigen Restkérper in Grundri und AufriB!
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REGISTER

Wie findest du was ?

Angenommen, du willst wissen, was eine ,,Streckung® ist. Du suchst das Stichwort
und findest: ,,Streckung B Seite 55¢. Der Buchstabe B sagt dir, daB du die Information
im Kapitel B findest. Du suchst mit Hilfe der Marken auf der linken Seite das Kapitel B
und schligst die Seite 55 auf.

Manche Worter stehen auch in Wortverbindungen, z.B. ,,Koordinatenachsen*. Du
suchst das Wort ,,Koordinaten*, dann die Zeile ,,—achsen und findest: ,,Kapitel C
Seite 67¢.

Fiir einige Begriffe wurde auch noch der zugehorige Merksatz angefiihrt. Beim Wort
,»Anstieg® findest du z. B. den Hinweis: ,,C Seite 73, [> 10¢. Der Begriff wird also im

Kapitel C auf Seite 73 behandelt. Im Satz C 10 wird der Begriff ,, Anstieg* definiert.

A
B
B
B
B
K
&

absolutes Glied C Seite 74,
D> 11; Seite 76
Abszisse C Seite 67
-nachse C Seite 67
Ahnlichkeit B Seite 45, [> 22
Ahnlichkeitsabbildungen B
Seite 55
Ahnlichkeitsfaktor B
Seite 51, 55
Ahnlichkeitszentrum B Seite 55
aquivalente Gleichungen C
Seite 79
allgemeine Lage F Seite 127
Anstieg C Seite 73, > 10;
Seite 76
ArcHMEDES F Seite 137
arithmetisches Mittel D Seite 99
Assoziationsgesetz
— der Addition A Seite 6;
B Seite 42
— der Multiplikation A
Seite 7; B Seite 42
Auflésen von Klammern A
Seite 11, [> 5, [>6; Seite 14
Ausklammern A Seite 21, 22
Basis
(bei einer Potenz) A Seite 16
Binom A Seite 18
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Cartesisches Koordinaten-

Funkti leich [

system C Seite 66
Carrestus € Seite 66
CavALIERI E Seite 108
Definitionsbereich C Seite 65,

>2
DemokrrTos F Seite 137
DEscarTES C Seite 66;

F Seite 139
Distributionsgesetz A Seite 7;

B Seite 42
Drehrichtung

(positive, negative) B Seite 28
Drehung B Seite 28
eineindeutig

(umkehrbar eindeutig) C

Seite 68
eindeutig C Seite 64
EvkLEmEs (EvkLin) B

Seite 60; D Seite 105
expliziteForm C Seite 75; >12
Exponent A Seite 16
fortlaufende Proportion B

Seite 43
Forsterdreieck B Seite 45
Funktionen C Seite 63 bis 76

Begriffserliuterung C

Seite 65, >1, > 2

Seite 65, 66
gebrochene Zahlen B Seite 58
gemeinsames Ma8l B
Seite 35, 36, >15
geometrisches Mittel D Seite 87,
[>3; Seite 100, [> 14
Goldener Schnitt B Seite 53
GrundriBspur F Seite 129
HERON VON ALEXANDRIA B
Seite 61
HipPOKRATES VON CHios B
Seite 60
Hohensatz D Seite 87, 88, >4
Hypotenuse D Seite 85
Hypotenusenabschnitt D
Seite 85
implizite Form C Seite 75,[> 12
inkommensurabel B Seite 36,
> 16
jrrationale Punkte B Seite 38,
> 18
jrrationale ZahlenB Seite 40,58,
D Seite 104
Jakobstab B Seite 61;
Y Seite 158
Kathete D Seite 85
Kathetensatz D Seite 90, 91,
>



Kegel E Seite 116,117, > 7
Klammern
(Siehe: SetzenvonKlammern,
Auflésen von Klammern)
Koeffizienten A Seite 10, [> 3
kommensurabel B Seite 36, > 16
Kommutationsgesetz
— der Addition A Seite 6;
B Seite 42
— der Multiplikation A
Seite 7; B Seite 42
Kongruenz B Seite 46, > 23
Kongruenzabbildungen B
Seite 25 bis 32
Konstanten C Seite 76
Koordinaten C Seite 67
—achsen C Seite 67
—ursprung C Seite 67
Kreiskegel E Seite 116,117, > 7
Mantel E Seite 117, 118
Oberfliche E Seite 119, [> 8
Volumen E Seite 119, [> 9
Kugel E Seite 121, [> 10
Oberfliche E Seite 123, [> 12
Volumen E Seite 122, [> 11
LemsNiz F Seite 140
lineare
Funktionen C Seite 69 bis 74,
o1
Gleichungen C Seite 76
Lgsungsmenge C Seite 77, > 15
maffremd (inkommensurabel)
B Seite 36, > 16
maBverwandt (kommensurabel)
B Seite 36, > 16
MeBkeil B Seite 44
MeBtischverfahren B Seite 51
mittlere Proportionale D
Seite 87, > 2, > 3
natiirliche Zahlen A Seite 6;
B Seite 58
Nullpunkt C Seite 67
Nullstelle C Seite 73; [> 16
Ordinate C Seite 67
—rlachse C Seite 67

Ordnen A Seite 10
Pantograph (Storchschnabel)
B Seite 57
Polyeder F Seite 137
Potenz A Seite 16
Prinzip des CAVALIERT
E Seite 108, >1
Proportionalitat B Seite 46;
C Seite 63, 66, 69, 75
Proportionalitatsfaktor
C Seite 63
ProportionalmaBstab B Seite 44
Proportionalzirkel B Seite 55
Pyramide E Seite 109, [> 3
Oberfliche E Seite 110, [> 4
Volumen E Seite 112 bis 115,
>6
PYTHAGORAS D Seite 104
pythagoreische Zahlen
D Seite 95
Quadranten C Seite 67
Quadratwurzelziehen
D Seite 99,100, [> 15
Quadrieren D Seite 95
rationale Punkte B Seite 38,
> 18
rationale Zahlen A Seite 8, [> 2
B Seite 40, [> 19; Seite 59
rechtwinkliges Koordinaten-
system C Seite 66
reelle Zahlen B Seite 40, [>19;
Seite 41, 59; D Seite 104
REGIOMONTANUS F Seite 140
Riks, ADaM F Seite 140
Satz des PYTHAGORAS D
Seite 93 bis 95, > 10
Satz von PascaL B Seite 32
Setzen von Klammern
A Seite 13, 14, > 7
Spiegelung B Seite 29, [> 8;
Seite 30
Spiegelungspunkt B Seite 30,
>1
Stauchung B Seite 56
STIFEL, MiCHAEL F Seite 140

Storchschnabel (Pantograph)
B Seite 57
Strahlensitze B Seite 51 bis 53,
[>28, >29
Streckung B Seite 56
Stiitzdreieck F Seite 132, 138
Symmetrie
Achsensymmetrie B Seite 29,
D> 8; Seite 30
Punktsymmetrie B Seite 30,
b1
Symmetrieachse B Seite 29,
>s
Teilung einer Strecke
B Seite 33, 53, 54
THALES VON MiLET B Seite 60
TransversalmaBstab B Seite 44
Trinom A Seite 18
Umlaufsinn B Seite 31
unendliche Dezimalbriiche
B Seite 39, [> 19
Variablen
abhingige (unabhiingige)
C Seite 65, > 3
Begriff der — A Seite 5, 6,
>1
Addition von — A Seite 10,
>4
Division von — A Seite 16, 17
Multiplikation von — A
Seite 15
Subtraktion von — A
Seite 10, > 4
Vielfache von — A Seite 8,9
Verschiebung B Seite 25, 31
VieTA, FRANCOIS F Seite 140
Wertebereich, Wertevorrat C
Seite 65,[>2; Seite 66
Wertetabelle C Seite 66, 68, 70
‘WIDMAN, JoHANNESF Seite 140
Winkel B Seite 28
Zahlenpaar C Seite 68, [> 4,
>s
Zuordnung C Seite 64, 65, 66
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