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Erstes Kapitel
Einfiihrung in die Buchstabenrechnung

§ 1. Voriibungen ; die Zahlengerade

Die Rechenoperationen

. Nenne die Reihe der natiirlichen Zahlen von 1 anfangend. Stelle sie auf

der Zahlengeraden dar.

. a) Was versteht man unter addieren? h) Welches ist'das Zeichen der

Addition, und wie wird es gelesen ? ¢) Wie heilen die Zahlen, die addiert
werden? d) Wie heiBt das Ergebnis der Addition ?

Stelle die Aufgabe a) 2 44 =6, b) 3 4 5 =8 auf der Zahlengeraden dar.

. Bilde auf der Zahlengeraden a) 3 + 5+ 2, b) 2 + 8 4 7. ¢) In welcher

Richtung schreitet man auf der Zahlengeraden bei der Addition fort?

. Untersuche, ob die Addition zweier Zahlen stets ausfiihrbar ist.

6. a) Was versteht man unter subtrahieren? b) Welches ist das Zeichen der

-1

10.

11.

12,
13.

Subtraktion, und wie wird es gelesen? ¢) Wie heiBt die Zahl, die sub-
trahiert wird, und die Zahl, von der subtrahiert wird? d) Wie heiBt das
Ergebnis der Subtraktion?

. Stelle die Aufgabe a) 6 —4 =2, b) 8 —3 =5 auf der Zahlengeraden

dar. ¢) In welcher Richtung schreitet man auf der Zahlengeraden bei der
Subtraktion fort?

. Untersuche, wann die Subtraktion ausfithrbar ist und wann nicht.
. Bilde auf der Zahlengeraden a) 3 +5—2, b) 7+ 3—5, ¢) 8 —4 } 2,

d) 13 —3—5.

a) Was versteht man unter multiplizieren? b) Welches ist das Zeichen
der Multiplikation, und wie wird es gelesen? ¢) Wie heiBlen die Zahlen,
die multipliziert werden? d) Wie heilt das Ergebnis der Multiplikation ?
Fiihre die Multiplikation a) 3-4 =12, b) 2-5 = 10 auf der Zahlen-
geraden aus. Stelleaufder Zahlengeraden ¢) 2-34-3-5, d) 4-5—2-4 dar.
Untersuche, ob die Multiplikation zweier Zahlen stets ausfiihrbar ist.
a) Was versteht man unter dividieren? b) Welches ist das Zeichen der
Division, und wie wird es gelesen? ¢) Wie heiBt die Zahl, die dividiert
wird, und die Zahl, durch die dividiert wird? d) Wie heilt das Ergebnis
der Division?



2 Einfithrung in die Buchstabenrechnung

14. Fiihre die Division a) 8:2, b) 6: 3 auf der Zahlengeraden aus. ¢) Addiere
auf der Zahlengeraden die Quotienten 12:3 und 10: 5.

15. Untersuche, wann die Division ohne Rest ausfiithrbar ist und wann nicht,

Beziehungen zwischen den Rechenoperationen

16. Wie hingt die Subtraktion mit der Addition zusammen? Welche GréBen
bei der Addition entsprechen den Griofien, die bei der Subtraktion vor-
kommen ?

17. Inwiefern ist die Subtraktion die Umkehrung der Addition (die ihr ent-
gegengesetzte, inverse Operation)?

18. Wie hiingt die Addition mit der Multiplikation zusammen, und was hei3t
demnach multiplizieren ?

19. Wie hiingt die Division mit der Multiplikation zusammen ? Welche GriBen
bei der Multiplikation entspreehen den Groflen, die bei der Division vor-
kommen ?

20. Inwiefern ist die Division die Umkehrung der Multiplikation (die ihr ent-
gegengesetzte, inverse Operation)?

21. a) Welche der vier ersten Rechenoperationen sind Operationen gleicher
Stufe? b) Welches sind die Operationen erster Stufe? Welches sind die
Operationen zweiter Stufe?

22. Wie heiBlen die GroBen in den folgenden Verbindungen: a) 12 4 4 = 16,
b) 16 —4 =12, ¢) 4-5=20, d) 20:4 =57

Reihenfolge der Rechenoperationen

Berechne
23, a) 5-10 + 12, b) 13 +2- 39, ¢) 05+4-07,
d) 18—2-7, e) 288 —17-12.
24, 2) 12-4 4718, b) 1-5+4-4, e) 17-4—3-18,
d) 08-12—3-15.
25. a) 385:77 + 8, b) 7:5+ 0,5, e) 111:37 —2,
R 1.1
sist et

d) 111111:37—33:3, o)

§ 2. Benutzung von Buchstaben in Rechenausdriicken

Die vier Rechenoperationen
1

Wie groB ist der Inhalt eines Quadrates in ecm?2, wenn eine Seite a) 2,
b) 3, ¢) 4, d) 5, e) 6, f) 25, g) a, h) nem lang ist?

2. Wie gro8 ist der Inhalt eines Rechtecks in em?, wenn die Seiten a) 8 und 2,
b) 4und 2, ¢) 5und 2, d) 10 und 2, e) aund 2, f) e und 3, g) e und 4,
h) @ und 12, i) @ und b cm lang sind?

3. Was bedeutet a) 3a, b) 427
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5.

6.

10.

11,

12.

13.

14.

16.

17.

18.

19.

§ 2. Benutzung von Buchstaben in Rechenausdriicken 3

a) Lies in zweifacher Weise ab, 5a, 2y, 92. b) Wie kann man diese
Ausdriicke noch schreiben ?

Was erhilt man, wenn man a) @ und b, b) 22 und 3y, ¢) 7 und c,
d) 7n und 47, e) 1}p und 31p addiert?

Welche Summe geben a) m und », * b) 7 und p, ¢) 8u und 57,
d) 13z und 7z, e) y und y, 'f) » und 9n, g) 3}a und 53a,
h) 126 und £b, i) 8c und Ye¢, k) $d und 1d?

. Fasse die folgenden Aufgaben in Worte: a) ¢+4+y, b) 2p+ 3¢,

¢) 3n--2n, d) To+7, e ta+ia.

. Was erhilt man, wenn man a) m von », b) 9 von a, ¢) z von 2y,

d) 7n von 13n, e) 71z von 10}z subtrahiert (die an zweiter Stelle ge-
nannten Zahlen miissen in jedem Falle grofer sein als die an erster Stelle
genannten) ?

. Welche Differenz ergeben die Zahlen: a) ¢ und b, b) zund 3, ¢) S und p,

d) v und v, wenn die erste der genannten Zahlen in jedem Falle die
groBere ist und als Minuend angesehen wird?

Fasse die folgenden Aufgaben in Worte: a) z—y, b) 2p—3g,
e) 3u—2u, d) Tv—7, e) ja—ia.

Welche Bedingung mufB dabei in jedem Falle erfiillt sein?

Was erhiilt man, wenn man a) m mit », b) z mit y, e¢) 7 mit ¢,
d) ¢ mit 5 multipliziert?

Wie heilen die Produkte der Zahlen: a) d und ¢, b) z und a,
e) 17 und m, d) p und 15?

Fasse die folgenden Aufgaben in Worte: a) z-y, b) 7-a, ¢) n-5,
d) b-b. : -

Was erhiilt man, wenn man a) z durch y, b) ¢ durch 8, ¢) 19 durch a
dividiert ?

. Wie heiflen die Quotienten, wenn Divisor und Dividendus sind: a) a und b,

b) 4 und ¢, ¢) r und ¢?
Fasse die folgenden Aufgaben in Worte: a) z:y, b) a:7, ¢) 5:n.

Die Zahlenreihe
a) Wie heiBt die nte ganze Zahl? b) Wie heit die auf eine ganze Zahl a
folgende ganze Zahl? ¢) Wie heif3t die der ganzen Zahl m vorangehende
ganze Zahl?
Welche Zahl ist a) um 1 groBer als a, b) um 5 gréBer als b, ¢) um m
groBer als n, d) um 2p groBer als 5¢, e) um 72 gréBer als 11z, f) um
31z groBer als 7§2?
Um wieviel ist a) « + 3 groBer als z, D) a grofler als b, c¢) 7 groBer als m,
d) 9z grofer als 5y, e) 10n groBer als 6n, f) 91a groBer als 7a?
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20.

21,

22,

23.

24,

28.

29,

30.
31

1
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Welche Zahl ist a) um p kleiner als ¢, b) um 1 kleiner als m, ¢) um 20w’
kleiner als 23v, d) um 17« kleiner als 202, e) um n kleiner als 2n?

Zwischen welchen zwei ganzen Zahlen liegt eine ganze Zahl a) z, b) 4 3,
c) a—T77?

Welche Zahl ist a) 9mal so groB wie @, b) 10mal so groB wie b, e¢) zmal
so groB wie y?

Welche Zahl ist a) die Hiilfte von a, b) der sechste Teil von ¢, ¢) der
nte Teil von x?

In welcher Weise lassen sich alle geraden ganzen Zahlen durch » aus-
driicken, wenn n eine ganze Zahl bedeutet?

. In welcher Weise lassen sich alle ungeraden ganzen Zahlen durch » aus-

driicken, wenn n eine ganze Zahl bedeutet?

. Welches ist die Form aller ganzen Zahlen, welche a) durch 3, b) durch 4,

¢) durch 10, d) durch a teilbar sind?

. Welches ist die Form aller ganzen Zahlen, welche a) durch 5 geteilt den

Rest 3, b) durch 6 geteilt den Rest 1, ¢) durch 12 geteilt den Rest 6
ergeben ?

Wie kann man kiirzer schreiben: a) z+4+ 2z, b) a-+a+a-+a,
) y+y+y+y+y?
Potenzschreibung

Wie kann man 2) 7-7, b) 25-25, ¢) a-a, d) 2-2-2, @) m-m-m,
f) -z - - z kiirzer schreiben?

Was bedeutet a) 32, b) 23, e¢) 5%, d) 4%, e) n® f) y*?

Trage in die Zahlengerade die Reihe folgender Zahlen ein: a) 2, 2
2425 26 b) 3, 3%, 3%, 3%, ¢) 4, 42, 43 (MaBeinheit 1 mm).

§ 3. Auswertung von Buchstabenausdriicken

Addition und Subtraktion

a) Welche Werte hat « + 4 fir e =1, 2, 3, ...10? b) Gib die Werte
auf der Zahlengeraden an.

. a) Welche Werte hat 13 — b fiir b =1, 2, 3, ... 10? b) Gib die Werte

auf der Zahlengeraden an.

. a) Welche Werte hat 3a fiire = 1,2,8,4,5; b) fird, 1,1 17 ¢) —d) Gib

die Werte auf der Zahlengeraden an. !
a) Welche Werte hat $b fir b =1, 2, 3, 4; b) fir b =4, §, § 3?
¢) — d) Zeichne die YVerte auf elner Zahlengeraden mit geniigend groBem

MaBstab (Mafleinheit 10 cm).
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5. a) Welche Werte nimmt @ + b an, wenn a und b die Zahlen von 1 bis 5
durchlaufen? (Wieviel Aufgaben sind das?) b) Zeichne a« + b, wenn a
und b als Strecken gegeben sind.

Welche Werte hat @ + 2b a) fiir b = 100, wenn a die Vielfachen von 10
durchliuft; b) fir ¢ =100, wenn b die Vielfachen von 10 durchlduft?
¢) Zeichne a + 2b, wenn a und b als Strecken gegeben sind.

Welche Werte nimmt a) 4n 41, b) 4n—1, ¢) 8n + 5 an, wenn n
die Reihe der ganzen Zahlen durchliuft?

6

7

.

8. a) Welche Werte hat @ — b, wenn a die Reihe der ganzen Zahlen, von 6

beginnend, durchliuft und b =4 ist? b) Zeichne die Resultate in die
Zahlengerade ein. ¢) Zeichne a —b, wenn a und b (e >>b) als Strecken
gegeben sind.

9. a) Welche ganzzahligen Werte darf b in @ — 3b durchlaufen, wenn a = 12
ist, b) wenn a = 30 ist?
10. a) Zeichne a +b—c, wenn @, b und c als Strecken gegeben sind.
b) Wann ist die Zeichnung nur moglich?
Gib an, welchen Wert die Ausdriicke
1. a—b+c—d, 12. a—b—c+d,
13. a +b—c—d, 14.a+b+c—d
fiir die folgenden Werte annehmen: ¢
a) a =30, b=12, c=3, d=2;
b) a =96, b =36, c=86, d=3;
¢) a =12, b=12, c=6, d=2.
Gib von den folgenden Ausdriicken an, welchen Wert sie annehmen, wenn
a und b nacheinander a) die Werte 1 und 1, b) 1 und 2, ¢) 2 und 1, d) 2

und 2, €) 3und 1, f) 1 und 3 annehmen. Zeichne die Werte fiir jeden Aus-
druck in die Zahlengerade ein:

15. 3a + 7b. 16. 64 —2b. 17. ta 4 11b.
18. 2La —2b. 19. 0,24 + 7,5b. 20. 5,50 —0,5b.

21. Welche Zahlen erhilt man, wenn man in e 4 10b die Zahlen « und b
alle ganzen Zahlen von 0 bis 9 durchlaufen lafit?

22, In welcher Form lassen sich alle dreiziffrigen Zahlen darstellen?

Multiplikation und Division .

23. a) Welche Werte nimmt das Produkt @ - b an, wenn a den konstanten
Wert 7 hat und b die Reihe der ganzen Zahlen durchliuft, b) wenn b
konstant gleich 5 bleibt und a variiert? ¢)—d) Darstellung auf der Zahlen-

geraden in geeignetem MafBstabe (MafBeinheit 1 mm).
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24.

25.

26.
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28.

Einfihrung in die Buchstabenrechnung

a) Welche Werte nimmt a - a + b - ban, wenn ¢ und b der Reihe nach alle
ganzen Zahlen von 1 bis 7 durchlaufen? Die Werte sind ihrer GréBe nach
zu ordnen. h) Zeichne die erhaltenen Werte in die Zahlengerade ein (MaB-
einheit 1 mm).

a) Welche Werte nimmt a-a+b-b -+ c-c an, wenn a, b und ¢ alle
ganzen Zahlen von 1 bis 4 durchlaufen? h) Zeichne die erhaltenen Werte
in die Zahlengerade ein (MaBeinheit 1 mm).

a) In welchen Fiillen geht die Division @: b ohne Rest auf, wenn a = 60
und b eine ganze Zahl ist? b) Darstellung auf der Zahlengeraden in ge-
eignetem MaBstabe.

. a) Welche Bruchwerte ergeben sich als Resultat der Division a: b, wenn

a = 12 ist und b die Reihe der ganzen Zahlen von 1 bis 24 durchliuft?
b) Stelle die Ergebnisse von a auf der Zahlengeraden dar.

Gib an, welche Werte die Ausdriicke
1a:d, 29, 6a:b, 30. 4b:a
fiir die bei Aufgabe 15 bis 20 angegebenen Werte ¢ und b annehmen.

§ 4. Identische und Bestimmungsgleichungen

Priife die Richtigkeit folgender Gleichungen:

l.a-b+b-a=2-a-b, 2.7-a-b+2-b-a=9-a-b,
3.n+a+b—n=a-+b, dn—a+b—n=>bb—a
fiir die folgenden Werte:
- a ! b I n
a) 7 8 10
bh) 113 287 | 150
o 1% |

2
d) 037121 |1,04.

Stelle fest, fiir welche Werte die folgenden Gleichungen richtig sind, indem

du die auftretende unbestimmte Zahl die Reihe der ganzen Zahlen durch-
laufen 1iaBt:

5. Ty =35. 6. 3y = 27. 7.4 =4

8 14="T72. 9. 60: 2 =4. 10. 45:2=3.
11. y:16 =48. - 12, z:7 = 213. 13. 111: 2z = 3.
14. 999: ¢ = 37. 15. 3z + 20 =170. 16. 12 =z —35.
17. 110 — 50z = 10. 18. 25 =40 — 3z.

Stelle durch Probieren fest, fiir welche ganzen Zahlen « und y die folgen-

den Gleichungen erfiillt sind:



§ 5. Addition und Subtraktion eingliedriger Gréfien 4
19. 22 4 y = 15. 20, 3z 4 y = 35.
21. 2z + 3y = 60. 22, x—y="1.

Stelle durch Probieren mit einzelnen Zahlenwerten fest, welche von den
folgenden Gleichungen identische und welche Bestimmungsgleichungen
sind:

23, at+1=n+a—n+41. 24. a+b—c=a—c+b.
25, -1 =17, 26. 74+ a ="170.
2. ztay+y=y+yx+ 2. 28. 2az = 4a.

Zweites Kapitel

Die vier Grundrechenarten mit natiirlichen Zahlen

§5. Addition und Subtraktion eingliedriger Gréfien

" Addition
1. Zeige an der Zahlengeré,den, daB
I. a+b=0b+a,
II. a+b+c=a+c+b=c+b+a
ist; setze a) a=3,b=5,c=2, b)a=1,b =4, c=2; ¢) Wihle
a, b und ¢ als beliebige Strecken.
Berechne auf die einfachste Weise:
2, 793 4 856 + 7. 3. 457 + 796 -+ 543.
4. 3a 4+ Tb + 5a. i 5. 2+ 3y +9x=.
6. 7a +b-+3a+b. 7. a+T7b+ b+ 2a.

8. 17 4+ 18 + 19 4 20 + 21 + 22 + 23.

9. 96 4+ 98 - 100 + 102 -+ 104.

10. 1 +34+54+7+4+9+ 11 + 13 4 15 4 17 4 19.
11. Tm + 6n + 5p + 60 -+ 8p + 4m.

12. 3a + 9b + 4b + 15a + Tb + 2a.

13. a + 2a + 3a + 4a + 5a + 6a + Ta + 8a + 9a.
14, 71+ 3L + 13 + 11 4 2§ + 73, =

15. 8% + 73 + 4% + 53 4 5% + 34

16. 8,5 + 9,75 + 7,5 + 2,25 + 5.

17. 8,28 4 3,17+ 4,3 + 3,72 4+ 5,7 + 1,5.



18.

19.
21.
23.
25.

26.

Die vier Grundrechenarten mit natiirlichen Zahlen

Addition und Subtraktion

Zeige an der Zahlengeraden, daB

I. a+b—b=a,
II. a—b+b=a,
nm. v4+a—b=a ist.

Berechne auf die schnellste Weise oder bringe auf die einfachste Form:

9a— Tz + Ta.
Ta—y+ y+ 3a.
3z 4+ 7a -+ 2b—3z.

Zeige an der Zahlengeraden, daB

20.
22,
24,

4 —5a 4+ 5a.
4z 4 6a + 32 —6a.
2y 4+ 3a—2y + 2a.

I. a+b—c=a—c+b,
II. a—b—c=a—c—0b ist.

Vertausche auf alle mogliche Weise in dem Ausdruck

a) a—3 4+ 2,

b) z24+17—13 +5

die in Ziffern gegebenen Summanden oder Subtrahenden und zeige, daB
die Reihenfolge der aufeinanderfolgenden Additionen und Subtxaktlunen

willkiirlich ist.
Vereinfache die Ausdriicke:

. Ta + 5b—4a.
. 20— 7z + 9.

. 793 + 829 — 93,
. 35 43— 28,

35. 23 —32z—9.
37. 7309 — 5418 — 1309,
39. Ta +5b—3c—4b.

. 9a +5b—3b.

19¢ — 8z + 5.

. Tb + 4c—12b.

. 9la— 1710 + 18D.

. 342 —21y + 57y.
«90—3b+5a-+7b—8a—b.
5a—T7x+ 5¢x—3a 4 2z —a.
. 4a—5b+3¢c—2b—c+ a+ 9b + 3a.

28.
30.
- 32,
34.
36.
38.
40,
42,
44.
46.
48.
50.
52,
54.

9a —4b + a.

8z—5 4+ 3.

3861 + 954 — 1861.
53— 3%+ 13,
8a—4b—a.

38765 — 17609 — 18765.
8z +9—5x—9.

152 —7n + 11n.

21z + 14y —19y.

d+Tc—8d.
47 + y—3ly.
m - 5n—99m.

10a —8b —3b —6a 4~ 12b.
r—3y+5x—4y+8y—6a.

5a + 8b—Tc—2a—9b - 2¢ — 2a + 2b + 6c.



57.
58.
59.
60.

§ 5. Addition und Subtraktion eingliedriger Grolen 9
1lm +3n—T72+m—5n—22—m -+ 5n -+ 9z.
10m 4+ 11 —5r—12—4m—3z 4+ 1+ 92— 5m.
9¢—"T7b 4+ 3¢c—8a -+ Tb—5¢c—3b—9c.
132 —5y+8—52+9y—11z2—3ax—6y + 2.
2Tm —31ln +92—31m —3z 4+ 21n +5m - 9n— Tz,

62. 28a + 29p + 109 —46p — 18a — 37 — 10p — 160.
63. 51a—31b + 6b—3La+ Tc—8Le.

64. 7§a—ab—91a+7b+3a—5%b.

65. fa—1b+3a—3b—a.

66. Ta—2b—7Ta+ 3Lb+ {a.

67. fo+fy—fy—fo—Hy—

v7.

78.

79.

80.

. 3la— 1b+3%c—7a+3%b—50+4a—1%b.
. Ta+ 330 +5¢+35a—1;b—T5c—5a—41b.

Tha+jb—fec+3a— b+ fe—Ta+ 20+ 2kc.

. 7.3a— 3,05b + 1,49b + 6,8c — 9,42¢ + 18,9a + 1,56b.

. 8,00072 — 3,89y — 9,843 2 + 3,007y + 2,1723z + 0,883 y.
. 5,37t —9,38Tn —0,9p + 1,687n — 3,89t — 2.4 p + 0,72¢.
L 9lo—Sy+ 33— 295+ 0,205y + 54z. '

. 982—3e—0,727y + $y— 652+ 0,127y.

In der Summe a + b = 100 durchliduft a) a die Zahlen 1, 2, 3 usf. bis 99.
Welche Zahlen durchliuft 5? b) Welche Zahlen durchliuft a, wenn b die
Zahlen 1, 2, 3 usf. bis 99 durchliuft?

a) In der Summe a + b = 35 wiichst ein Summand um 1, 2, 3 usf. bis 10,
der andere bleibt konstant. Wie éndert sich die Summe? b) Der eine
Summand nimmt ab um 1, 2, 3 usf. bis 10, der andere bleibt konstant.
Wie éndert sich die Summe?

a) In der Summe a 4 b = ¢ wachsen die beiden Summanden gleichzeitig
um 1, 2, 3 usf. bis 10. Wie dndert sich die Summe? b) Die beiden Sum-
manden nehmen gleichzeitig um 1, 2, 3 usf. ab bis 10. Wie indert sich
die Summe? ¢) Der eine Summand wiichst um 1, 2, 3 usf. bis 10, wihrend
der andere gleichzeitig um die gleiche Zahl abnimmt. Wie indert sich
die Summe?

In der Differenz ¢ — b = 20 durchliuft a) b die Zahlen 1, 2, 3 usf. bis 30.

‘Welche Zahlen durchliuft a? b) Welche Zahlen dur(‘hlauft b wenn a die
Zahlen 21, 22 usf. bis 35 durchlduft?

a) In der Differenz a — b = 26,5 wiichst der Minuendus um 1, 2, 3 usf.
bis 10, der Subtrahendus bleibt konstant. Wie dndert sich die Differenz?
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Wie #ndert sich die Differenz, b) wenn der Minuendus um 1, 2, 3 usf.
bis 10 abnimmt und der Subtrahendus konstant bleibt, ¢) wenn der
Minuendus konstant bleibt und der Subtrahendus um 1, 2, 3 usf. bis 10
zunimmt, d) wenn der Minuendus konstant bleibt und der Subtrahendus
um 1, 2, 3 usf. bis 10 abnimmt?

81. a) In der Differenz « — b = ¢ wachsen Minuend und Subtrahend gleich-
zeitig um 1, 2, 3 usf. bis 10. Wie indert sich die Differenz? b) In der
Differenz @ — b = ¢ nehmen Minuend und Subtrahend gleichzeitig um
beliebige Werte ab. Wie iindert sich die Differenz? ¢) In der Differenz
a—b = ¢ nimmt der Minuend um 1, 2, 3 usf. bis 10 zu, wiihtend gleich-
zeitig der Subtrahend jeweilig um denselben Wert abnimmt. Wie éndert
sich die Differenz? d) Wie ist die Anderung der Differenz, wenn der
Minuend um 1, 2, 3 usf. bis 10 abnimmt, wiithrend gleichzeitig der Sub-
trahend jeweilig um denselben Wert zunimmt?

Gleichungen

Bestimme in den folgenden Gleichungen die unbekannte Grofe z:

82, z—9 =10. 83. 8+ z =11. 84, z—9=1.
85. x+5=28. 86, z— 17 =3. 87. z —53 =37.
88. 2 — 17 = 23. 89. 27—z =16. 90. v 8 =096.
01. 28 — 5 — z. 92, o475 —93. 93. 37 =13 — .
94. 16,5 — o = 8,7. 95. ¢ — 57 =28. 9. o+ 1=1

97. 1 =%—ua. 98. L=3%—a. . 99. 2 +a="b.
100. z—a =b. 101. b+ v =a. 102. a = —D
103. a—x =b. 104. a =b—x.

Benutze folgende Angaben zur Aufstellung einer Gleichung und 16se dann
die Gleichung: i
105. Welche Zahl muB man zu 739 addieren, um 937 zu erhalten?
106. Welche Zahl muB man von 847 subtrahieren, um 748 zu erhalten?
107. Zu welcher Zahl muBl man 0,735 addieren, um 1 zu erhalten?
108. Von welcher Zahl muf man 7,667 subtrahieren, um 3,333 zu erhalten?
109. Welche Zahl gibt %, wenn sie um % vermehrt wird?
110. Welche Zahl gibt 3%, wenn man sie um 2; vermindert?
111. Um welche Zahl muBlman b vermehren, um a zu erhalten?
112. Welche Zahl muBl man von a - 1 subtrahieren, um 2 zu erhalten?

113. Von welcher Zahl muB man a subtrahieren, um b zu erhalten?
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Fasse die folgenden G}eichungen in Worte:
114. z—5 =6. 115, = + 1} = 2. 116. 13 + 2 = 43.
"7 s —11 =2, 18.9=156—c. 119 s—2 =32,
Stelle bei der Beantwortung der in den niichsten Aufgaben gestellten
Fragen erst die Gleichungen auf. Wenn sie geldst sind, mache die Probe.
120. Der eine von .zwei Nebenwinkeln ist 87°, wie grof} ist der andere?

121. In einem rechtwinkligen Dreieck ist der eine spitze Winkel 40°, wie groB
ist der andere?

122, Der eine spitze Winkel eines rechtwinkligen Dreiecks nimmt nacheinander
die Werte 410, 420, 430 usf, an. Welchen Wert hat jeweilig der andere
Winkel ? v s

123. Die Summe zweier Innenwinkel eines Dreiecks ist 1120 30’, wie groB ist
der dritte Innenwinkel ?

124. Ein Basiswinkel eines gleichschenkligen Preiecks ist 30°; wie groB ist der
Winkel an der Spitze?

125. Der Basiswinkel eines gleichschenkligen Dreiecks nimmt nacheinander
die Werte 319, 320, 330 usf. an. Welchen Wert hat jeweilig der Winkel
an der Spitze?

126. Eine Erbschaft von 1430 RM soll so verteilt werden, daB die beiden
ilteren Sohne gleichviel erhalten, der jlingere aber 800 RM.' Wieviel er.

halten die beiden élteren Séhne? Wieviel also jeder von ihnen? M5

§6. Addition und Subtraktion mehrgliedriger Ausdriicke

Klammern

Schreibe unter Benutzung von Klammern und berechne:
1. 5, vermehrt um die Summe von 17 und 12.
2. 212, vermehrt um die Summe von 187 und 101.
3. 17, vermindert um die Summe von 7 und 5.
4. 216, vermindert um die Summe von 90 und 103.
5. Die Summe von 12 und 112, vermehrt um 16.
6. Die Summe von 83 und 27, vermehrt um 40.
7. 17, vermindert um die Differenz von 7 und 5.
8. 216, vermindert um die Differenz von 103 und 96.
9. Die Summe von 18 und 17, vermindert 'um 20.
10. Die Summe von 103 und 104, vermindert um 199,

11. Die Differenz von 28 und 14, vermehrt um 22.
Arithmetik, 8.—5, 2
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12. Die Differenz von 112 und 97, vermehrt um lll‘.
13. Die Differenz von 35 }md 17, vermindert um 10.

14. Die Differenz von 205 und 107, vermindert um 57.

15. Zeige, daB m+ (a+b)y=m+a+b
ist, fiir die folgenden Werte: a) b) e¢) d)
m=2; 5; 4; 2;
a=3;10; L; 01;
b=6; 13; 1; 08;

i)
@) fiir beliebige Strecken m, @ und b auf der Zahlengeraden.

16. Fasse in Worte und- berechne:
a) 313 + (195 + 87); b) (217 + 18) + 32; ) (712 + 63) —112.

17, Rechne a) 289 + 111 = 289 + (114 100); ebenso b)) 277 4 143;
¢) 856 - 274; d) 1396 + 254.

18. Rechne a) 893 -+ 569 = 893 + (7 + 562); ebenso b) 1985 + 801;
¢) 587 4 781; d) 776 + 983. .

'19. 7a + (3a + 2b). 120, 12a + (4 + 8a).
‘21, 5z + (z+ y). 22, 3p + 4q) + 5p.
23. 3m -+ (2n '+ Tm). 24, (17w + 21v) + 0.
25. Zeige, daB’ m+ (a—b)y=m-+a—>b
ist, fiir die Werte a) b) ¢) d)

m = 2; B;l 45 237

a=4; 13; 1; 08;

b—3; 10; %; 01.

26. Zeige fiir beliebige Strecken m, a und b, wo a groBer als b ist, die Gleichheit
m-4 (a—b)=m-+a—>b
_auf der Zahlengeraden.
97. Fasse in.-Worte und berechne: a) 313 + (185 — 17); b) (310 — 18) + 32;
e) (518 — 63)—119.
28. Rechne a) 256 4 95 — 256 + (100 —5); ebenso b) 325 + 88;
e) 1217 4-197; dl 3367+ 998.
29, Rechne a) 288 4 65 = (300 — 12) + 65; ehenso  h) 497 + 87;
¢) 985 4 123; d) 575 + 650.
30. 7a 4 (2a — 3b). 31. 92 + B3z —56y). = 32 3z + 9y —52).
33 Bo—b)+5b. ' B4 Gr—Ta)+de. 3B Bz—3y) —8y.



§ 6. Addition und Subtraktion mehrgliedriger Ausdriicke 13

36. Zeige, daBl m—(a+b)=m—a—>b

38.

ist, fiir die Werte: a) b) e d)
m=10; 25; 4; 2;
a= 3; 10; % 0]1;
b= 4; 13; 1; o0g8.

. a)—i) Zeige an denselben Werten wie in der vorangegangenen Aufgabe,

daB3 m—a+b=+m—(a+b)
ist. e) In welchem Falle ist m — @ + b = m — (a'+ b)?
Zeige fiir beliebige Zahlstrecken m, a und b, wobei jedoch m grofer als
a'4- b gewiihlt ist, die Richtigkeit der Gleichung
m—(a+b =m—a—=~n.
Fasse in Worte und berechne:
a) 383 — (183 4 17); b) (218 —38) 4 42; ¢) (501 — 69) — 203.

. Rechne a) 186 —47 = 186 — (40 4 7);  ebenso b) 287 —125;

¢) 379 —53; d) 543 — 82.

41. Rechne a) 383 —189 — 383 — (183 + 6); ebenso h) 236 — 139:
e) 573 —385; d) 517 —418.

42, Ta— (2a + 3b). 4. 92— 3z + 5y).

4. 121a —j45b + 27a). 45. 1152 — (13y + 91 x).

46. 187 = (4a + 37). 47. 110 — (10 + z).

48. Zeige, dal m—(a—b):m—a-_-f-b

49.

50.

ist, fiir die folgenden Werte: a) b)) ¢ a)
m=10; 25; 4; 2;
a= 4; 13; 1l;, 08;
b= 3; 10; 0.1.

ST

a)—d) Zeige an denselben Werten wie in der vorangegangenen Aufgabe,
da m—a—>b+m—(a—>b) ist.
e) In welchem Falle ist m —a—b = m— (a — b)?

Zeige fiir beliebige Zahlstrecken m, a und b, die jedoch so gewiihlt sind,
daB a groBer als b und m groBer als a — b ist, daB

m—(a—>b)=m—a -+ b ist.

. Fasse in Worte und berechne a) 1213 — (183 —17), h) 365 — (388 —97).

Rechne a) 783 — 98 =783 — (100 —2); ebenso  h) 176 — 97:
¢) 653 —88; d) 1246 — 199. ;
2%
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. Rechne a) 235 — 33 = 235 — (35 — 2); ebenso +b) 543 — 141;
¢) 988 —282; d) 1355 — 343.
54. Rechne a) 388 -+ 595 = (400 — 12) 4 (600 — 5); ebenso b) 702 + 396;
¢) 1413 —509; d) 1209 —711. ! '
55. 5a— (3a—0). 56. 1130 — (100a — 30).

57. Ta — (5 —3uw). ) 58. 16m — (3n — 5m).
i s

o
[

Lose in den folgenden Aufgaben die Klammern auf und fiihre dann die
Rechnung so weit aus, als es moglich ist.

59. Ta— 9b 1 (a + b). 60. 150 — 7b— (Ta— 5b).
61. 5a + (3a—20) + (a + 2b). 62. (¢ +b—c)+ (a—Db+c).
63. (a-b—c)—(a—b+oc). 64. (Ta—3b)— (5a + 3b) — (a — 5b).

| 65. (82— 5) + (32 —T) — 9z — 11).
166, 12— (52— 6) + 3z + 1) — (= + 10).

67. 6a—3b+Tc)—(a—Db+c)+ (2a 4+ b—60).

68. B3m —Tn—>5p) + (2m + 4n—3p) — (4m — 3n —6p).

69. (62 4+ 5y—32) — (bz—3y + 22) — (¢ + Ty —42).
70, m + [(@a—Db) + (b -+ d)]. . m+ [(b+ ¢) — (m + d)].
72 m—f(a—~b)—(r-m)]. ‘73 m— (& — y) — (a — m)].
174. (Ta—2b) — [(Ba— o) — (2b—30)].
75,32+ 5y) —[(Te—3y) — (Ba—Ty)] + (z—y).

76. (8m—1) +5p—[(3q +4p—10) + Tm—(2¢—p)].

7. 8in—[(BLp— (p—5.5m)] — [(53p + (2n—0,5p)].
178 [((2e— By + 0] —[(0,752—05y) + Gz + fy—1)]l.
79, [(1.01p — (2,57 — 1,74)] — [(4} 7 — 0,79p) — 3,26] — 11 p.

Beweise die folgenden Siitze und Formeln durch Rechnung:

80. a) Die Summe aus der Summe und der Differenz zweier Zahlen gibt das
Doppelte der ersten Zahl. Priife dies an den Zahlen b) 385 und 239;
¢) 7,25 und 6,937; d) 117 und 201; e) 0,48 und 2,22.

81. a) Die Differenz der Summe und der Differenz zweier Zahlen gibt das
Doppelte der zweiten Zahl. Priife dies an den Zahlen b) 783 und 465;
¢) 97 und 83; d) 5,324 und 3,7; e) 51 und 2}.

82. Stelle den Formeln a) a +b = (a +n) + (b—n)
b) a+b=(a—n)+ (b+n)
e) a+b=(a+n)—(n—>)
d)a+b=@d+n)—(n—a)
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entsprechend vier Umformungen von ¢ —b auf und beweise alle diese
Formeln.

Lése folgende Gleichungen:

83. 24 — (z + 4) = 18. \ 84. 26 — (z —4) = 20.
85. 55 = 25 + (z —11). 86. 55 = 70 — (z — 5).
7. 32— (22 —5) = 15. 88. (42 —4)— (3z—3) =1.

2.

3.

§ 7. Multiplikation und Division eingliedriger Ausdriicke
Multiplikation

. Schreibe in’kiirzerer Form:

a) T+74+T7+747; b)a+a+a+ a4 a+ a+a;
e) (a+D0)+ (a+b)+ (a+0b)+ (a+b);
d) (@ —29) + (e —29) + (e —2y).

Stelle das Produkt a - b geometrisch durch ein Rechteck mit den Seiten
a und b dar, wobei folgende Werte fiir ¢ und b gewiihlt seien: a) 3 und 4;
b) 7 und 13; ¢) 1 und 1; d) jund 2; e) { und ; f) 0,4 und 0.7.

Zeige an den Wertepaaren der Aufgabe 2 die Richtigkeit von

a-b=>b-a.

. Zeige, dal a-b-c=a-c-b=c-a-bist an folgenden Werten fiir a, b

und ¢: a) 2, 3und 4, b) 10, 9 und 7, ¢) §, 5 und 3, d) 5, 1 und 0.1.

5. Erkldre, warum man a) 0-n =0. b) m-0 = 0 setzt.
6. Berechne moglichst praktisch:
a) 8-7-25, b) 6-37-5, e) 17-8-15,
d) 4-47-75. e) 125-9-8, f) 16-19-375,
g) 37-8-3, h) 4-13-625, i) 5-5-2-2,
k) 5~l25~4-18, 1) 125-75-16 - 4, m) 625-75-8-4.
7. Rechne a) 4536 =45-4:9; ebenso
b) 95- 48, ¢) 825- 24,
d) 125 - 28, e) 375-32.
8. Bringe auf die einfachste Form:
a) 2a-50b, b) 62-7y, e) 9m-Tp,
d) 4b-375, e) 6¢c-135, f) 5z- 18y,

g) 15a-3b- e, h) 220,593, i) 2u-3v-lw.
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Division
Fiihre folgende Divisionen aus und fiige dabei jedesmal die Probe hinzu:

9. a) 36ab:9, b) 39a:13, c) 54xy:18.

10. a) 7ia:3, ~ b)) 3b:5, ¢) la:2.

11. a) $z2:2, h) 8y:4, ¢) <:3.

12. a) 2a:%, b) 3z:8, ¢) 6b:%.

13. a) 8y:4%, b) 7e:1%, ¢) 5b:1%.

14. a) 30az:5a, b) 50np:2p, e) 105zy<3y.

15. a) 3a:2a, b) 31b:4b, ¢) 8iz:3z.

IG.Ja) 39abecx: 13acx, b) T6abxy:19aby, ¢) 84a-a-n-z:7az.
17. a) 1lab:2{a, b) 3taz: 2}, ¢) 3jay:13y.

18. a) 8lay:1ia, b) Zab:3b, ¢) 5nz:15n.

'

Multiplikation und Division

19. Zeige an folgenden Wertepaaren a und b, daB (@¢:b)- ¢ =a-c:b, und daBl

"20.

a-(b:c) =ab:c ist: a) 21, 3 und 5, b) 7, 6 und 3, ¢) 15, 2 und 5.
Rechne a) 17-25 = 17-(100:4); ebenso h) 12-25, e) 15-75;
d) 24-125, ¢) 32-625, 1) 16-375, g) 48-250, h) 40- 875,

21. Rechne a) 1700:25 =17 - 100: 25, ebenso

b) 1200:75 ¢) 1400: 25 d) 5000:125 e) 24000: 625.

22, 2aba-fey:jby. 23. Yabe-faxy:1ibey.
24, 1labn-25zy:1ibna. 25. 3lawy-13by:2%am.

Veriinderlichkeit der Zahlen in einem Produkt und‘ in einem
- Quotienten

26. In dem Produkt ab = 120 durchliuft a) der Faktor a, b) der Faktor b

27.

die Zahlen 1, 2, 3 usf. bis 120. Welche Zahlen muB jeweilig der andere
Faktor durchlaufen ?

In dem Produkt ab = 120 wird der Faktor a) mit 2, 3 usf. bis 10 multi-
pliziert, b) durch 2, 3 usf. bis 10 dividiert, der andere Faktor bleibt kon-
stant. Wie éindert sich das Produkt?

28. Tn dem Produkt ab = ¢ werden beide Faktoren gleichzeitig a) mit 2,

3 usf. bis 10 multipliziert, b) durch 2, 3 usf. bis 10 dividiert. Wie éndert
sich das Produkt? ¢) Wie iindert sich das Produkt, wenn der eine Faktor
mit 2, 3 ust. bis 10 multipliziert, der andere jeweilig durch dieselbe Zahl
dividiert wird?

29. In dem Quotienten a:b = 12 durchliuft a) der Dividendus a, b) der

Divisor b die Zahlen 1, 2, 3 usf. bis 12. Welche Zahlen muBl im Falle a der
Divisor, im Falle b der Dividendus durchlaufen ?



30.

31.

32.

33.
36.
39.
42,
45.
48.
51.
54.
57.
60.
63.
66.
67.
68.
69.
70.
71.

72,
74.
76.
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In dem Quotienten a:b = 15,2 wird a)?der Dividendus 2, 3 usf. bis 10
multipliziert; wie éndert sich bei konstantem b der Quotient, b) bei kon-
stantem Quotienten der Divisor? ¢)—d) Wie sind die Anderungen, wenn
der Dividendus durch 2, 3 usf. bis 10 geteilt wird?

In dem Quotienten a:b = ¢ wird der Divisor mit 2, 3 usf. bis 10 multi-
pliziert, wie dndert sich a) bei konstantem a der Quotient, b) bei kon-
stantem ¢ der Dividendus? ¢)—d) Wie sind die Anderungen, wenn der
Divisor durch 2, 3 usf. bis 10 geteilt wird?

Wie éndert sich der Quotient ¢:b = ¢, wenn a) Dividendus und Divisor
mit der gleichen Zahl multipliziert, b) durch die gleiche Zahl dividiert
werden? ¢) Wie indert sich der Quotient, wenn @ mit 2, 3 usf. bis 10
multipliziert und b gleichzeitig durch dieselbe Zahl dividiert wird? d) Wie
dndert sich der Quotient, wenn @ durch 2, 3 usf. bis 10 dividiert und &
gleichzeitig mit derselben Zahl multipliziert wird ?

Gleichungen
Lose folgende Gleichungen:
5z =15. /34, 282 =1T1. 35. 3z = 24.
56z = 8. 37. 50 =35. 38. 8z = 3.
Tz =83 40. 9 = 115, 4. z:5 =
z:8=0. 43. 7T =2z:3. 4. 2:9=
%:0,25 =8. 46. z:0,5 =6. 47. 9 =03: 2.
x:16 = 0,375. 49. z:0,8 = 86,25. 50. z:2 =
6=2%:2. 52, x:13 = 3L 53. z: 2 =16.
Te—5=9. 55. 9z + 4 = 31. 56. 50 —16 =9.
8z+1=17. 58. 25 =29 —4x. 59. 19 =100 —9=x.
50—1=1. 61l 5 =3—7az. 62. z:8+ 3 =8.
5—xz:7T=4. 64. 2:03—9=1. 65. 2=7T—2:04.
Welche Zahl mu8 man mit 7 multiplizieren, um 1001 zu erhalten ?

Welche Zahl mul man durch 27 dividieren, um 37 zu erhalten?

Mit welcher Zahl mufl man 30,03 multiplizieren, um 111,111 zu erhalten ?
Durch welche Zahl muBl man 70,07 dividieren, um 7,7 zu erhalten ?

Mit welcher Zahl muB man % multiplizieren, um den Bruch £ zu erhalten?
Wie heilt def Dividendus, wenn der Divisor {, der Quotient £ ist?

Fasse die folgenden Gleichungen in Worte und lgse sie:

8z = 56. 73. 2:4 =16.
z:1=2, 5. 3 =12: %

16 —32 =4. % 9. 05 =84,
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Die vier Grundrechenarten mit natiirlichen Zahlen
Aus Schwenters Erquickstunden (1636); wie man eine Zahl errit:

LaB sie mit 3 multiplicirn das Product halbirn / das halb mit 6 multi-
plicirn / heiBt dir das Product sagen / dividier mit 9 / so findet sich ein
quotient der begerten Zahl gleich.

§ 8. Multiplikation und Division mehrgliedriger Ausdriicke

Multiplikation eines Polynoms mit einem Monom

Schreibe unter Benutzung von Klammern und berechne:

. Die Summe 17 und 16, multipliziert mit 3.

2. Das Produkt aus der Summe von 151 und 149 und dem Bruch 1

. 8, multipliziert mit der Differenz von 16 und 5.

4. Das 18fache der Differenz von 813 und 746.

. Zeige an den folgenden Werten, daBl
(@a+bd)m=am+ bm

ist: a) a=5b=3, m="1,b) a=2 b=1 m=4, ¢) a =08,
b=05 m=16 — Beseltlge die Klammern in

d) (n+ 1)n, e) m(m + n), f) (2a + 3b)c.

6. a)—e) Stelle das Produkt (a 4 b)m geometrisch durch ein Rechteck dar

und zeige, daBl dieses Rechteck gleich der Summe der Rechtecke ist, die
amund bm darstellen. Benutze dazu die in Aufgabe 5 angegebenen Werte

7. a)—c) Zeige an den in Aufgabe 5a—c angegebenen Werten, daB

(a—b)ym=am—bm
ist. — Beseitige die Klammern in
d (n—1n, °  e) ab—a), f) (Tm —2n)a.

8. a)—e) Stelle das Produkt (a — b)m geometrisch durch ein Rechteck dar

und zeige, dal dieses Rechteck gleich der Differenz der Rechtecke ist,
die am und bm darstellen. Benutze dabei die Werte der Aufgabe 5.

9. a)—c) Zeige an den Werten der Aufgabe 5 fiir @, b und m, daBl folgende
Gleichungen gelten:
n—(a+ bym =n—(am 4 bm) =n—am—bm.
n—(a—>bym=n—(am—Dbm) =n=—am + bm.
Bringe auf méglichst einfache Form die Ausdriicke:
10. 3(a 4 b) + 4(a —b). 11. 7(2a — 3b) + 3(2a+7b)..
12, 2(z — 29) + 3 (4 — 33). 18. 12(2m + 3n) — 6(4m — 6n).



14.
15.
16.
18.
20.
22,
f23.
24,

25.

26.
27.
28.
29.

30.

31.

32.
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3(a + b) + 5(a—b) — 6(a + b) — (a —TB).
2(e—y)—3(@+y)—T(x—y)+8(z+y).

(@a—b+c)-5. 17. 3a+5b—17¢)- 6.
7(2a—3b + 8). 19. 8(a—7Tb + 5¢).
(3a—4b + 5¢) - 2, 21. 3(5n—3p—"1¢)- y.
3(2a — 6b—5¢) — 2(a — 5b — 8¢) — 4 (a — 2b).

5a(3a—2b—2¢) + 2b(5a— 3b + 5¢) + IOc(a—b)
Berechne und fasse das Ergebms in Worte:

a) 3@+ y) +3@—y); b) (@4 y) —F(z—y).
Welche Werte nehmen die Briiche
1 . 2n 41 | n
Vamen Viary Damened

an, wenn n die ganzzahligen Werte 1 bis 10 durchliuft?

Multiplikation von Polynomen
Schreibe (wenn nétig unter Benutzung von Klammern) und berechne:
Das Produkt aus der Summe von 17 und 18 und der Summe von 18 und 19.
Die Summe von 7 und 14, multipliziert mit der Differenz von 28 und 16.
Das Produkt aus der Summe und der Differenz der Zahlen 16 und 13.

Das Produkt aus der Differenz von 36 und 13 und der Differenz von 26
und 13.

a) Die Summe der Quadrate, bi das Quadrat der Summe, ¢) die Diffe-
renz der Quadrate, d) das Quadrat der Differenz der beiden Zahlen 25
und 15.

Zeige, daB (a4 b) (x 4 y) = ax + bx + ay + by
ist, und mache die Probe fiir
a)a=5, b=2, z=4, y=3,
b) a =%, E=1%, = E3 y=1%,
) a=12, =04, =08, y=0.2.

d)—f) Stellg das Produkt (a + b) (¢ + y) fiir die angegebenen Werte *
durch Rechtecke geometrisch dar.

Zeige an den in Aufgabe 31 genannten Werten, daf3

a)—c) (a+0b)(z—y) =az+baz—*+ay—by

d)—f) (a—b) (z+ y) =az—ba + ay—by

g)’—i) (a—b)(x—y) =ax—bz—ay 4 by ist.
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33.

34.
36.
38.

40.
42,

43.

Die vier Grundrechenarten mit natiirlichen Zahlen
a) Leite die Formel (a 4 b)2 = a2 + 2ab 4 b2

ab. b) Vergleiche die Regel mit der geometrischen Darstellung des Pro-
duktes durch ein Quadrat.

Berechne mit Benutzung der eben erhaltenen Regel:

2) 222, b) 412 35. a) 512, b) 532,
2) 1042, b) 1212, 37. a) 10102,  b) 21152
a) 312, b) 1312, 39. (z 4 3)

(T + 5)2. 41. (3a + 2b)%

(n 4+ 1)2

a) Leite die Formel (@ — b)? =a® —2ab + b?

ab. b) Vergleiche die Regel, die du dabei erhiiltst, mit der geometrischen
Darstellung des Produktes durch ein Quadrat. ;

Berechne mit Bgmeftzung der eben abgeleiteten Regel:

44, a) 182, b) 192 45. a) 482, b) 692.
46. a) 992, b 1972, 47, 1) 9982, b) 19902,
48, a) 452, b) 1452 49. (z—17)%

50. (3a —4)2. 51. (6z—5y)%. 52, (n—1)%

53.

54.
56.
58.
60.
62.
64.
66.
68.

70.
72,
74.
76.

a) Leite die Formel (@ 4 b) - (@ — b) = a® — b2

ab. b) Vergleiche die Regel, die du dabei erhiltst, mit der geome-
trischen Darstellung des Produktes durch em Rechteck ¢) berechne
(1 4 2) - (1 —2) und setze dann 2 gleich 1, 1 L .L

2 42 170° 100° .lUDU

Berechne mit Benutzung dieser Regel:

a) 18- 22, b) 27-33. 55. a) 101 - 99, b) 203 - 197.
a) 5347, b) 153 - 147. 57. a) 1010- 990, b) 4020 - 3980.
(n+1)- (n—1). 59. (z—9)- (¢ +9).

(Ba—35) (3a + 5). 61. (2a 4+ b)- (2a—b).

(T4 38y) - (Tz—3y). 63. (4u—3v) - (4u + 3v).

282 —122. 65. 372 — 232

962 — 562. 67. 8232 — 1732,

5292 — 912, 69. 5872 — 5752

Berechne die folgenden Produlkte: :

(Tz—3) (5z—4). 1. 3z —2) 2z + 3).
(Ta—50b) (6a + 50). 73. 8z —"Ty) (Ta + 6y)!

(3,2a — 5b) (54 — 2,80). 7. (262 +03y) (5x + 0,7y).
(3,52 4 0,2) (8,42 —0.3). 77 (7.25 4 42) (2,8 —3,62).



78.
80.
82.
84.
86.
88.
90.
92.
94.
96.
98.

99..

100.

101.

102.

103.
104.
105.
106.

107.

108.
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By +2) 4,8y —1,5). 79. (Ta—0,3) (2,82 — 5).
(@+b+c¢)(a+b—c). 81. (a +b—c)(a—Db + c).
(3a + b— )2 83. (2a — 3b + 2)2.

Bz — 5y —2)2. 85. (a2 — 2ab -+ b?) (a + b).
(a® 4 2ab + b%) (a—b). 87. (2 + 2y + ¥ (z—y).
(92— 2y + y*) (2 + ). 89. a +b) (a4 b) (a+ D).
(a— D) (6 —1D) (a —b). 91. (z + 1)

(L—y3. 93. (2a — b)3.

Bz —4y)3. 95. (z—1) (x —2) (z —3).
(z—a) (z—0b) (z —¢). 97. 20 —3) Bz +7) (6x—35).
B8z +5)(Tz +5) Qo —1). '

(3a + 2b) (a—0b) + (+a—5b) (2a + 3b).
(w4 v) Qv—u) + (u—2) (v + 2u).

Anwendungen -

In einem Produkt®% b = ¢ wird a) der Faktor @, b) der Faktor b um
1, 2, 3 usf. bis 5 vermehrt. Wie iéindert sich das Produkt? ¢) Wie ist
die Anderung des Produktes, wenn der Faktor ¢ um 1, 2, 8 usf. bis 5
verringert wird ?

In einem Produkt «-b = ¢ werden a) beide Faktoren um 1, 2, 3 usf.
bis 10 vermehrt, b) beide Faktoren um 1, 2, 3 usf. bis 10 vermindert,
¢) der Faktor ¢ wird um 1, 2, 3 usf. bis 10 vermehrt und gleichzeitig
der Faktor b jeweilig um den gleichen Wert vermindert. Wie findert
sich das Produkt? i

Um wieviel wird das Produkt 739 - 571 gréfer, wenn man jeden Faktor
um 1 vermehrt? :

Um wieviel wird das Produkt 639 - 471 gréBer, wenn man den Faktor®
639 um 1 vermindert und 471 um 1 vermehrt?

Um wieviel wird das Produkt 549 - 331 kleiner, wenn man jeden Faktor
um 1 vermindert?

Um wieviel wird ein Rechteck'groBer, dessen Seiten 793 m und 137 m
lang sind, wenn man die lange Seite um 5 m, die kurze um 7 m verlingert ?

Die Seite eines Buches hat durchschnittlich 38 Zeilen zu 47 Buchstaben.
Wieviel Buchstaben wiirde die Seite mehr enthalten, wenn auf jeder
Seite 1 Zeile weniger, in jeder Zeile aber 2 Buchstaben mehr stinden ?
(n+1)% b) n(n + 2)
n(n+2)° (n+1)(n + 3)
wenn n die ganzzahligen Werte 1 bis 10 durchléuft?

Welche Werte nehmen die Briiche a)

an,
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109.

110.

111.

112

113.

114.

115.

" Die vier Grundrechenarten mit natiirlichen Zahlen

Berechne (d 4 b), (a -+ b)%, (a + b)% usf. bis (a + b)!° und stelle die
dabei auftretenden Koeffizienten in einer (Pascalschen) Tafel dar,
die so beginnt:

1 1

i | 3 3 1

Berechne a) (a+b-+c)2, b) (a+b-+c+d)2 e) (a+b+c+d+e?
und gib geometrische Darstellungen des Ergebnisses durch Quadrate.
Zeige, daB (@ + b%)% = (a®> — b)2 + (2ab)?
ist. Stelle eine Tabelle von (pythagoreischen) Zahlen 2 = a2 — b2,
y = 2ab, 2z = a® 4 b® zusammen, indem du a und b die Werte von 1 bis 5
durchlaufen 1a8t, wobei aber nur die Werte @ > b zu beriicksichtigen sind.
Zeige die Richtigkeit der folgenden Formeln:
a) @@+ cr 4 (a+b+ch2d)?= (a4 d)P+ (b+ d)?
++d?+(a+b+c+d)?
b) (@ + b+ c)*—(a® 4 b> 4 ¢3) = 3(a + b) (a + ¢) (b + ¢),
) (a® + b2 + %) (2% + y* + 2%) — (az + by + c2)?
= (bz—yc)® + (cz — az)® + (ay — ab)2.
Um das Quadrat einer zweistelligen mit 5 endenden Zahl zu bilcien,
benutzt man die Formel:

(@ 4 5)% = a(a + 10) + 25.
a) Fasse die Regel in Worte, b) beweise sie; berechne danach ¢) 652,
d) 852, e) 352
In entsgpre‘ohender Weise wird
, @+ =a@+1)+}.
a) ]‘a,sse die Regel in Worte, b) heweise sie; berechne ¢) (242
d) (103)% e) (49> '

Wenn man zwei zweiziffrige Zahlen mit gleicher Einerziffer und mit
Zehnerziffern, die sich zu 10 erginzen, miteinander multiplizieren will,
so ist folgende Rechenregel anwendbar:

(10a + b) - (10¢ + b) = (ac 4 b) 100 +- b2.

Aa) Fasse diel Regel in Worte, h) beweise sie; berechne nach dieser

116.

Regel ¢) 32-72, d) 43-63, e) 91-11.

Fiir das Produkt zweier zweiziffriger Zahlen, die sich' nur durch die

Reihenfolge der Ziffern unterscheiden, ist die Rechenregel anwendbar:
(10a + b) - (10D + @) = 101ab + 10(a® - b2).

a) Fasse die Regel in Worte, bh) beweise sie; berechne nach dieser Regel
c) 43-34, d) 87-78, ¢) 49-94.



117.

118.

119.
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Sind bei den beiden zweiziffrigen Faktoren eines Produktes die Zehner
gleich und ergiinzen sich die Einer zu 10, so ist eine Rechenregel an-
wendbar. Man rechnet z. B.:

23-27=2043-7.

a) Leite die allgemeine Regel ab, b) fasse sie in Worte; berechne nach
dieser Regel ¢) 31-39, d) 44-46, e) 55-55.

Bei den Kurden in Persien, in der Walachei, nach manchen Angaben auch
beim gemeinen Volk in Italien, Spanien und Siidfrankreich ist folgende
Art des Fingerrechnens gebriuchlich, das die Multiplikation von
Zahlen zwischen 5 und 10 auf eine solche von Zahlen kleiner als 5 zuriick-
fiihrt. Ist etwa 6-8 zu bilden, so strecken sie an jeder Hand so viel
Finger aus, als der UberschuB der Faktoren iiber 5 betrigt, hier also an
der einen Hand einen, an der anderen drei Finger. Die Summe der er-
hobenen Finger gibt die Zehner (hier also 3 4- 1 = 4), das Produkt der
nicht erhobenen Finger (hier also 4 -2 = 8) liefert die Einer. Beweise
die Richtigkeit der Methode mit allgemeinen Zahlen ¢ und b.

Schon bei Leonardo Pisano (1202) findet sich folgende Anweisung:
Unter einer Anzahl von Personen — es seien weniger als 10 — hat einer
einen Ring am Finger. Um die Person, den Finger und das Glied zu er-
raten, setzt man zunichst die Reihenfolge der Personen fest, dann die
Reihenfolge der Finger — etwa vom Daumen der linken Hand begin-
nend —, schlieflich die Reihenfolge der Fingerglieder — etwa das Nagel-
glied das erste. Jetzt ist die Zahl der Person, die den Ring trigt, zu ver-
doppeln, 5 zu addieren, das Ergebnis mit 5 zu multiplizieren, dann die
Zahl des Fingers zu addieren, an dem der Ring steckt. Das Ergebnis ist
mit 10 zu multiplizieren, die Zahl des Gliedes ist zu addieren und schlie$3-
lich ist 250 zu subtrahieren. Das Ergebnis wird eine 3stellige Zahl sein,
deren erste Ziffer die Zahl der Person, deren zweite die Zahl des Fingers,
deren dritte die Zahl des Gliedes angibt. a) Warum ? h)Wie ist es, wenn
mehr als 9 Personen vorhanden sind? ¢) Steckt, der Ring am 10. Finger,
so ist die Auslegung des SchluBlergebnisses ein wenig zu #ndern. Wie?

YVerwandlung von Polynomen in Produkte

Die folgenden Summen und Differenzen sind in Produkte zu verwandeln

(bei jeder Aufgabe ist die Probe zu machen):

120. a) Ta + 70, b) 3z —3y, c) ab+az, d) nz—paz.
121. a) 18a—24b, b) 20z + 30y, ¢) 6az —9bux, d) 4ab—6be.
122, a) 12a2—Hab, b) 8axz + 2022, ¢) 25ab— 502, d)18ap — 6p2.
123. a) ab 4 b, b) az— =, e) Te—17; d) 5—5y.
124. a) aa—a, b) zx + z, c) bzy—4y, d) 3a—6ab.
125. a) a + a?, b) a3 + a?, c) 3z —>5a?, d) 293 —442
126. a) az —bz + cx, l}) 2ay + 3by —cy.
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127. a) 6az—8aa 4 10ab, b) 15ab — 25bb + 30be.
128. a) 35ac —49bc - 21ce, b) 36az —54bzr— 9z,
129. a) 20a® —35ab —45ac, b) 5lay—68zy -+ 8542
130. a) aa—ab—ac + ad, b) nz—pz + 2y — zz.
181, 2) a(n + p) —b(n + p), b) (6 —b)z—(a—b)y.
132. a) a(z—1) + b(z —1), b) 3a(z— y)—5b(c — y).
'133. a) 2a(3b—2) — 2(3b — 2), b) 5a(p—q)—Tb(p—q).
1134, a) (@ +b)a—(a -+ D), b) a(z — y) — (z — y).
"135. a) a(z 4+ y) + (z + ¥), b) (a—b)p—a+b:

136. a) (3a + b))z —3a—1b, b) a2z —5y)—2z + 5.
137. a) ac + ad - be -+ bd, b) az —ay + bz —by.
138. a) ax + ay—bz—by, b) az—2a—bz + 2b.
139. a)-ab + ay — 2y — bz, b) az—2b—a -+ 2bzx.
140. a) ab -+ 3a— 256 — 6, b) 2ab—10a + 3b— 15.
141. 6ax —day —9bz + 6by. 142. 10ac —15ad — 2be + 3bd.

144. 20ab + 24cd — 32ad — 15bc.
146. 45ab+ 632y — Slaz —35b .
148. 9ab + 2022 — 12a2 — 15bz.
b) az—a 4 ba—b.

b) 3az + 20— 2ba — 3a.

b) 2y —a—y 4+ 1.

143. 40az 4 63by — 450y — 56bw.
145. 40ab + 202y — 25ba — 32ay.
147, 350 + 300y — 420z — 25ay.
149. a) ab—az + b—a,

150. a) ab+ 2 —bz—a,

151. a) az +2—2z2—a,

152 az + bz —co—ay —by + cy.

153. az—bz—ay + by + az—bz‘.‘

154. 6az —4day —9bx + 6by + 15c2 — 10cy.
155. 8ax — 10bz —20ay + 25by + 12az — 15bz.
156, (a—1b) Bz —2y) + (a —b) (4z + Ty).

157. (@ +b) (52 + 3y) — (¢ + b) (42 + 2y).

Substitutionen
Setze in den folgenden Ausdricken a) 2y, bh) y—3, ¢) y+z,
d) y-—z an die Stelle von z:
138. v —5. 159. 2% —6. 160. 10 — z.

161. 19 — 2. 162. 22 + 2z —4. 163. 2> — 3 4 2.

Netze in den folgenden Ausdriicken z = a + b, y = a— b:
164. 32— axy + y. 165. 3z — y(z + 1

).
166. 22(3 — y) —2y. 167. Jz(z—y) —Ly(a + y).



168.
169.
170.
171.
172

173.
195.
177.
179.
180.

181.

182.

183.
185.
187.
189.
191.

193.

§ 8. Multiplikation und Division mehrgliedrigersAusdriicke
Substituiere in
z* 4+ 2r—4  den Wert
22 4+ 62z —16 den Wert y—3.

z=y—1.
z
224+ z+12 den Wert 1 =y—1%.
T
T

II

224+ ar+b den Wert

=y—1a.

23 + 322 —4 den Wert o =y —1.

Gleichungen
Lose die folgenden Gleichungen:
T(a—1) =35. 174, 9 = (18 — 2) - 0,5.
15 =03 (27 + 2). 176. a(z + b) = 2ab.
3(z—1) =2(z + 1). 178. 5(5 — ) = 3(z — 3).

Bz+8)(z—2) =(z+4)Bx—T1).
(27 — @) (6% — 5) = (2 2+ 11) (5 — 3).

Division eines Polynoms durch ein Monom?)
Zeige an den folgenden Werten, daf
(@+b)y:m=a:m-+4b:m ist.
a) ¢ =20, b=15, m =25,
b) a=17, b=3, m =3,
¢) a =8I, b=172, m=9,
d) a=08. b=06, m="7.

a)—d) Zeige an den glelchen Werten wie in Aufgabe 181, daB

! (@a—by:m=a:m—>b:m ist.

Fiihre folgende Divisionen aus:

(5a 4+ 5b—>5¢): 5. 184, (az—ba 4 ca):
(8a—6b + 10¢) : 2. 186. (a2® 4 bu—52): @
(6az —9br—15x): 3. 188. 8a2—4a¢+]"a) 4a.

(
(49an—21n2—91np):"' 190. (12022 —8abz + 20azy):1
(24a t—31b(‘?/+‘35bd).%

Gazy—2bay + fgexy) g5 ry. 192

Anwendungen

25

Aus Schwenters Erquickstunden (1636); wie man eine gedachte Zahl

findet :

HeiB die Zahl duplirn / vnd nach belieben eine gerade Zahl als 2, 4, 6,
8, 12 dazu addirn / 1a halbirn vnd mit 4 multiplicirn / vnd 2 mal so viel

1) Die Division eines Polynoms durch ein anderes Polynom gehorte gleichfalls hierher;

die Aufgaben folgen aber erst in einem spéteren Abschnitt (§11, Aufgabe 65 bis 104).
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als addiert worden / subtrahirn / heiB dir endlich die Zahl sagen / divi-
dier sie mit 4. So bekommest du die in Sinn genommene Zahl.

194. Um eine gedachte Zahl zu erraten, wird folgende Regel angegeben:
Denke dir eine Zahl. Nimm sie noch einmal. Zihle 4¢dazu. ,Nimm
davon die Halfte. Ziihle 7 hinzu. Multipliziere das Ergebnis mit 8. Sub-
trahiere dann 12. Dividiere durch 4. Ziehe schlieBlich 11 davon ab und
sage mir die Zahl. Aus der angesagten Zahl kann man dann sofort die
erst gedachte Zahl finden. Wie? s

195. Ein Knabe sagt zum andern: Denke dir eine ganz beliebige Zahl. Addiere
dazu 11. Multipliziere das Ergebnis mit 2. Subtrahiere jetzt 20. Multi-
pliziere den Rest mit 5 und subtrahiere davon das Zehnfache der ge-
dachten Zahl. Dann bekommst du 10 heraus. Wie kann der Knabe
das wissen?

Drittes Kapitel
Die vier Grundrechenarten mit relativen Zahlen

§9. Einfiihrung negativer Zahlen

1. a) Bezeichne auf der Zahlengeraden die Punkte + 4, -+ 2,4+1,0,—3,
—17,—12, —a, wenn a gegeben ist. b) Gib auf der Zahlengeraden die
beiden Punkte an, deren absoluter Wert 5, 10, n (gleich einer gegebenen
Strecke) ist.

2, Wie heit von — 8 aus a) die niichsthohere ganze Zahl, b) die niichst-
niedrigere ganze Zahl?

3. Welche ganze Zahl folgt auf die ganze Zahl — n, und welche geht ihr
unmittelbar voraus?

4. Welche Strecke liegt zwischen a) —3 und + 10, b) — 10 und -- 3,
¢) +3und —3, d) —5und —1, e) —5 und — 147

5. Das Thermometer zeigt an einem Wintertage im Zimmer 17° C; es wird
ins Freie gebracht und zeigt nun — 5° C. Um wieviel Grad ist es gefallen ?

6. Ein Thermometer, das als Zimmertemperatur 16° C zeigt, wird in eine
Kiiltemischung aus Schnee und Salz getaucht. Jetzt zeigt es — 139 C.
Um wieviel Grad ist es gefallen?

7. An einem Wintertage ergibt die Temperaturablesung um 8 Uhr morgens
— 5% um 10 Uhr —2°, um 12 Uhr 3°, um 14 Uhr 4°, um 16 Uhr 2°, um
18 Uhr —1°, um 20 Uhr — 3°, um 22 Uhr —4°. Wie groB ist der rela-
tive und der absolute Temperaturunterschied bei den einzelnen Beobach-



8.

9

10.

11

§ 9. Einfilhrung negativer Zahlen 27

tungen a) von der 8-Uhr-Ablesung, b) von der 10-Uhr-, ¢) von der
12.Uhr-, d) von der 14-Uhr-, e) von der 16-Uhr-, f) von der 18-Uhr-,
g) von der 20-Uhr-, h) von der 22-Uhr-Ablesung? Benutze eine Dar-
stellung auf der Zahlengeraden!

Uber den Temperaturverlauf bei einer Ballonfahrt ist in einem Fahrt-
bericht folgende Angabe gemacht: bei der Abfahrt zeigte das Thermo-
meter 15°. Es fiel allméihlich um 269, stieg von da wieder um 7°, fiel weiter
um 12° und stieg dann bis zur Landung wieder um 249, Welches sind die
wirklichen Temperaturen? Gib eine Darstellung auf der Zahlengeraden !

a) Berlin hat 52°30" nordliche, Kapstadt 33° 56’ siidliche Breite. Wie
groB ist der Breitenunterschied zwischen beiden Stiidten? Stelle ebenso
den Breitenunterschied fest von b) Buenos Aires (—34° 33') und Ham-
burg (4 53°33'), ¢) Paris (+48°50') und St. Helena (— 150 50),
d) Liverpool (+ 53°36') und Sydney (— 33°52').

Kopenhagen liegt 12°34’ stlich, Chikago 87037’ westlich, Miinchen
11939" éstlich, Danzig 18° 26" gstlich, Gibraltar 5° 20 westlich, Hono-
lulu 157° 55" westlich von Greenwich. Wie groB ist der Lingenunter-
schied von a) Kopenhagen und Chikago, b) Danzig und Gibraltar,
¢) Miinchen und Gibraltar, d) Danzig und Honolulu?

Der durchschnittliche tigliche Wasserverbrauch einer Stadt betrigt
17153 m3. In einer Hitzeperiode werden an 5 aufeinanderfolgenden
Tagen gebraucht: 19518 m3, 18598 m3, 19875 m3, 20122 m3, 19916 m3.
An den entsprechenden Tagen des Vorjahres waren die Verbrauchs-
ziffern 15917 m3, 16728 m3, 17215 m®, 16576 m®, 16162 m?, a) Wel-
ches sind fiir jeden der 10 genannten Tage die Abweichungen vom
Mittel und b) wie groB ist der Unterschied im Verbrauche an jedem
Tag des Jahres und dem des Vorjahres?

12, Man hat durch Rechnung auf 5 Stellen gefunden, daB der Umfang eines

13.

14

15

Kreises das 3,1416fache seines Durchmessers ist. Man hat nun einen
diinnen Faden fest um ein Rad von 1 m Durchmesser gelegt und bei vier
verschiedenen Messungen die Lingen 3,150 m, 3,141 m, 3,146 m, 3,137 m
erhalten. Welches ist der jeweilige Fehler der Messung (dazu kommt
die Abweichung des Rades von der Kreisgestalt)? ’

Das arithmetische Mittel zwischen den Zahlen 74, 81, 72, 79, 80, 76 ist 77.
Um wieviel weichen die einzelnen Zahlen vom Mittel ab?

4 hat 375 RM Vermégen und keine Schulden, B hat 285 RM Schulden
und kein Vermogen. a) Wieviel Vermogen haben 4 und B zusammen ?
b) Wieviel Vermégen hat 4 mehr als B?

4 hat 573 RM Vermogen, B hat 986 RM Schulden. Wieviel Vermégen
haben a) 4 und B zusammen? b) Wieviel Vermégen hat 4 mehr als B?
¢) Wieviel Schulden haben 4 und B zusammen? d) Wieviel Schulden
hat B mehr als 4?

Arithmetik, 3.—5. 3
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Die vier Grundrechenarten mit relativen Zahlen

§10. Addition und Subtraktion relativer Zahlen

Addition

Was bedeutet an der Zahlengeraden a) (+ 5) + (+ 3)? Was bedeutet
) (+5) + (—3), € (=5 +(+3), d) (—35) + (—3)¢ e)—h) Er-
liutere die vier Fille unter Verwendung der Begriffe Vermégen und
Schulden.

In den folgenden Aufgaben sind die untereinander stehenden einfachen

oder zusammengesetzten GroBen zu addieren. Die Aufgaben sind statt in

zu

2.

3.

6.

7.

8.

9.

10.

11.

12.

13.

14.

zwei oder mehr Zeilen auch in einer Zeile (mit Verwendung von Klammern)

schreiben:
a) + 12 b) —9 c) —7 d) —8 e) + 5
o —4 + 8 + 3 —13
a) + 3a b) —5b e) + 9¢ d) —9d e) — 2
+Ta —6b — ¢ + d + 8z
a) +3a b) —3ib ¢ —3e¢ d) —33d ¢ —Yuo
+3a + 23b + 3¢ —45d + Y
a) +a b) —a c) —a d) + 2a e) —3a
+b —b +b —3b + 5b
a) n b) n ¢) n—1 < d) +3
+1 —1 +1 n—2
a) a—4 b) a—6 e) 5+a d) 1—a
+ 5 6 —6 —1
a) z+1 b) z+1 c) 4 d) 7
2 —2 +z z—3
a) —5 b) —7 e) T—a d) a+1
4—a a—5 —1 —2
a) —3 bh) —5 e) 5+n d) n—1
n—1 5—mn —5 +2
a) 1—m b) 3—m e) T4 2m d) 3m—5
+ 2 —2 —2m —m
a) a—b b) a—b e) m d) »
b —h m-—mn m-—mn
a) = b) —= e —ua d) o —y
y—= z+y r—y +y
a) a—3b h) —2a e) —5b d) 3a—5b

-+ 4b a—2b a+ 4b + 3b
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15. a) 5a b) 4a—1 e) 3a+1 d) 8a
1—4a +7a —4da 1—8a
16. a) n—1 by n—17 ) n—1 d) n—8
n+1 n—+5 : 3—2n T—n
17. a) 50 —3 b) a—1 c) a+ d) a—2a
1 42 1—a T-—a z-+a
18.a) 7T —z b) a—5 ¢) Ta—z d) 2a—3b
22—10 2—3a 2z —35a 3bfa
19. a) »—3 b) n+1 ¢) a—1 d) 3a—n
m + 5 a—3 3—=a n—=Db
20.a) a+ = b) a—b e) m—n d) m—n
z—1 14 a 3n—m n 41
21, a) m—2 b) m—3 ) m—2n 4 3z—2y
—n+1 —3—n —n—2m —3y—2z
22, a) +7a b) —18b e) + 13z d) —9z
—3a +50b —17a + @
+ 4a + 10% —8 =z + 9z
—b5a —99b '+2 —Tz
23.a) +7p b) +a ¢) + d) + 2a
—9g —b +y + 3b
—2p +c =2 — a
+ 3¢ +b —2z —2b
24, a) Ta—3b + 2¢—3d b) a+b—c+ d
5a4—4b—>5¢ -+ T7d a—b—c -+ 3d
¢) '8m— n-+Tu+ 3w
—9m +4n—Tu— 50
25 13c—38ty+2iz+ 13v—5}p
—2%o+1jy—1iz—1lvo+4ip
26. a—3b+2c—5Sd+4et+ 1y
fatfo—fo—da—foi}s
27. a) 5a—3b+3c— d b) Te— y+u — v
—3a+b —2¢417d —bz+ 4y —8u + 4w
+2a—5b—8c+ d —2x 45y +3u-+Te
—3a+4b+T¢c—9d + x —8y+4u—4v
28, 134m—7.6n— 9,37p 4 1,38¢

—94 m—8,Tn—81,7 p—0,89¢
9,76m + 9,3n + 4,33p + 7,029

q*

29
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Subtraktion

29, Was bedeutet an der Zahlengeraden a) (+ 5) — (4 3), b) (4 3) —(+5),
) (+5)—(—3), &) (—5)—(+3), ¢ (—5)—(—3)! §)—k) Er-
liutere die einzelnen Fille unter Verwendung der Begriffe Vermégen
und Schulden.

In den folgenden Aufgaben ist die an erster Stelle stehende Zahl als
Minuend, die an zweiter Stelle stehende als Subtrahend zu verwenden. Die
Aufgaben sind auch unter Verwendung von Klammern in einer Zeile zu
schreiben.

30. a) + 12 b) —12 ¢) +12 a4 —12 e) +8
A7 — 1 — 1 + 7 —5
31.a) + 6 b) — 6 c) + 6 d) — 6 e) + 21
+ 11 —11 —11 + 11 —13
32. a) + 8a b) + 92~ e) —11b d) —8m e) —Tx
+ 5a —3z — 8b + m + 3z
33. a) + Ta b) — 5a - e¢) —da d) + 3a e) —3z
+ 1la + 12a —9a —1la + 92z
34.2) +a D) —a ¢) +a d) —a e) —2a
+b = et +b +3
35. a) + 2y b) + 5y c) =Ty d) —3y e) + 17
+ 3z —dz + 3z —4aw —ba
36. a) n—1 b) n+1 ) d) z+3
1 1 x4+ 2 i
37.a) 2 —7 b) z—2 e) 3 d) —5
+5 —2 z—2 3—z
38.a) 1—a b) —1 ey —1 ) —1
- | a—1 1—a 1+a
39. a) m —n b) m—n c) n d) m
n m m—mn m—mn
40. a) —= b)) —y ¢y a—y d z+y
z—y z—y — —y
41. a) a—D b) a+ 0 ¢) 2a d) 3b
2b 2b a+b a-+b
42, a) a—b b) 2a c) 2b d) a—>
2a a—b a—b +0b
43. a) v — 5y b) z—4y e) 20—y d) z + 2y
+ 3y —3z —2y + 3z




.
45.
46.
1.
a8,
29.
50.
51.
52.
53.
54.
55.

57.

59.
61.
63.
65.
67.
69.
7.
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8) +52 b) Ty ¢) 4o d) 8z
z— ¥y 3z + 5y 2y —z y+ 9z
a) —3z b) —2y e) —dy d) —5y
z—2y z—3y y— 2y —3zx
a) Tn b) —3n e) 8n—1 d) 1—8n
1—56n 4n—1 —2n —5
a) n—1 b) a—=z e) z+y d) =45
n+1 z—a ° z—y z—17
a) a+3 b) a—1 e) a+1 d) n+1
2—a © 3—2a 5—a 7—5n
a) n+1 bh) n—1 ¢) n—1 d) 1—n
1—n 1—n 1+4+n n 41
a) 5—a b) 84 = e¢) z+5 d) 7 + 2z
3—2z 13—2 5—2z 3z 4+ 17
a) m—1 h) m—1 ¢) m—+1 d) m+1
n—1 n+1 n—1 1—n
a) n+a b) n—=z ) a—z d) z+y
—z+1 —1—= —a—1 —y—a
a) n+2 h) z2—5 c) 2z —3y d) 3a— b
m—3 5—y 2y —3z b+ 3a
a) Ta—>50b b) 7a + 3b ¢) 5a—b d) 3a—5b
2b —a b+ 3a 8a -+ b b+ 2a
9a—8b+ Tc—3d 56. a—2b+ 3c—4d

5a—6b—3c + 2d

Ta+ 3b—>5c¢ -+ 8d

4z —3y + 9u—8v 58. m —3n +p—1

5+ 4y —3u—3~8v m—d4n—p+4 8
Gleichungen

Lose folgende Gleichungen:

9+2z=5. ~ ¢ 60. 13 =9 — 2.

18 =7—u. 62. z—11 = —6.

9—az=—37-5. 64. 198 = 18,9 — z.

z+ 175 =057, 66. F—a2=—1.

tt+ao=4 68. L =3—gz.

z—b=0. 70. 24+ d =0.

T—a=—a.

2. a—z=—a
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Veriinderlichkeit einer Zahl

73. In der konstanten Summe a + b = 10 durchliuft a die Reihe der ganzen

74.

75.

6

-1

Zahlen von —10 bis +20. a) Welche Zahlen muB b durchlaufen ?
h) Stelle die Reihe der Zahlen @ und der ihnen entsprechenden Zahlen b
auf der Zahlengeraden in geeignetem MaBstabe dar.

In der konstanten Differenz a— b = 5 durchléduft « die Reihe der ganzen
Zahlen von —10 bis 4 20. a) Welche Zahlen muB} b durchlaufen ? b) Stelle
die Reihe der Zahlen @ und der ihnen éntsprechenden Zahlen b auf der
Zahlengeraden in geeignetem Mafstabe dar.

In der konstanten Differenz @ —b = — 3 durchliuft » die Reihe der
ganzen Zahlen von -5 bis —5. a) Welche Zahlen muB « durchlaufen ?
b) Stelle die Reihe der Zahlen b und der ihnen entsprechenden Zahlen a
auf der Zahlengeraden in geeignetem Mafistabe dar.

§ 11. Multiplikation und Division relativer Zahlen

Multiplikation von Monomen

Fiihre fiir die Definitionsgleichungen der Multiplikation relativ;er Zahlen:
L (+a) - (+b)=+abd,
2 (+a) - (—b)=—ab,
3. (—a)-(+b)=—ab,
4. (—a)-(—b)=+4ad
folgende Beispiele aus:
) a=3,b=2; b) a =4, b=4%; ¢) a=02,b=05.
Zeige, daB die fiir die Multiplikation zweier positiver Faktoren geltende
Rewe (#+ @) (y —b) = 2y — ob + ay —ab
bei Einfiihrung der Definitionsgleichung 2 auch fiir den Fall 2 =0,

y = 0 erhalten bleibt.

Zeige, daB die fiir die Multiplikation zweier positiver Faktoren geltende
1

Rags (z—a) - (y +b) =2y + a2b—ya—ab

bei Einfiihrung der Definitionsgleichung 3 auch fiir den Fall z =0,
y = 0 erhalten bleibt.

. Zeige, daB} die fiir die Multiplikation zweier positiver Faktoren geltende

Regel (¢—a)- (y—b) = oy — ay—bx + ab

bei Einfithrung der Definitionsgleichung 4 auch fiir den Fall z =0,
y = 0 erhalten bleibt.
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Bringe folgende Produkte auf die einfachste Form:

8. a) (+3ab)- (—2cd), b) (—3z): (—5y),
¢) (—2m)- (+7n), d) 5az- (—8ay).
a) Berechne (—1)2, (—1)3, (—1)% b) Welche Potenzen von —1 er-
geben den Wert 417
Berechne:
10. a) (—3)23, b) (—3)% ~ ¢) (—3)~
11. a) (—a)?,  b) (—a)®, ¢ (—a)t.
12. Welche Potenzen negativer Zahlen sind positiv?
13. Berechne

a) (—a): (=b)- (—0), b) (—2): (+3) (+4): (—3).

¢) (—a): (—b): (—) (—d), d) (+1):(=2)- (=3) (+4) (—5).

9

Multiplikation von Polynomen

14. Beseitige die Klammern in
a) —1{(2a + 3b), b) —1(2a— 3b),
¢) —1(—2a + 3b), d) —1(—2a— 3b).

15. Setze in die Formel fiir (a — b) - (@ + b) folgende Werte ein: a) a =1;
b=2; b) a=1;b=10; ¢) a =0,01; b =10.

16. a)—e) Setze die in Aufgabe 15 gegebenen Werte in die Formel fiir
(e — b)? ein.

17. Beweise durch Ausrechnung, daB (@ —b)? = (b — a)? ist.

Bringe die folgenden Ausdriicke auf die einfachste Form:

18. (5a — 7b— 3¢) - (—2abo). 19. (—5ab + Tac— be) - (—2abe).
20. (20— 3b) - (32— 23). 21. (50 —"Tb)- (—8y + 24).

22. (504 —b) - (—2a— 3b). 23 (—3a—5b)- (Ta—1D).

24, (a+2) (a—1)— (a+1) (@—2). 25. (z+4) (z—2) — (z+2) (s—1).
26. (a+2) (a—1)— (a+3) (a—2). 27 (n47) (n1—>5) — (n+9) (n—"T).

28. (5ab—15ac + bd —3cd) (5ab 4 15ac—bd — 3cd).
29. (9ac + 3ad — 2bd — 6bc) (9ac — 3ad — 2bd + 6bc).

30. (@ -+ b) (a+b)(a+Db). 31. (e —0b) (a —Db)(a —1D).

32. a) (¢ + )3 b) (z—y)°. 33. a) (z+1)%, b) (#—1)3
34. a) (3¢a—20)% b) (2a—5b)3.  35. a) (2a—3)3, b) (1 + 2a)%
36. (z—1)(z—2) (z + 3). 37. (z—1) (z + 2) (z—3).

38. 2z—1)(3z + 5) (z 4+ 1). 39. Bz +5) (20 —3) (¢ —1).
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40.—42. Ersetze in den Aufgaben 24, 26, 34 a durch —b und berechne die
Ausdriicke.

43.—49. Ersetze in den Aufgaben 25, 32, 33, 36, 37, 38, 39 = durch —z und
berechne die Ausdriicke.

50.—53. Ersetze in den Aufgaben 28, 29, 30, 31 @ durch —b und b durch
—a und berechne die Ausdriicke.
Division von Monomen

Berechne die folgenden Quotienten und mache jedesmal die Probe:

54. a) (+a): (+Db), b) (—12):(—3),
¢) (+6a): (—3D), d) (+33):10.
55. a) (—a):(—b), b) (—20): (45),

¢) (—12z): (—4y), d) (—25): (—2b).
56. a) (—a): (+y), b) (+3):(—15),
¢) (—24np): (+4n). d) (+5): .
57. a) (+2): (—y), b) (—8):(+12),
€) (+3):(—6), d) (—):8.

58. a) (+7a)- (—9b):(—21a), b) (+am)- (+bn): (—an). .
59. 3) (—72)- (—6y): (+14),  b) (+102%)- (—64?): (—day).
60. a) (—8m)- (4+9n): (—12n), b) (—12abe)- (—152y): (20cy).

Divisionen von  Polynomen
Fiihre die folgenden Divisionen aus:
61. (mz— my):(—m). 62. (24ab— 2162 — 3b) : (—3b).
63. (—2? 4 202y — 62%y): (—42). 64 (—fa®—3Say): (—2a).
In den folgenden Quotienten ist entweder der Dividend in geeigneter

Weise in Faktoren zu zerlegen, oder es ist die Division schrittweise aus-
zufithren.

65. (am —bm): (a—Db). 66. (mz—z): (m—1).

67. (acc—ad +be—bd):(c—d). 68. (m®—mz—m+ 2): (m—1).
69. (6am —9an—4bm + 6bn): (3a — 2b).

70. (6ac—2ad + 4af —9bc 4 3bd —-6bf): (2a — 3b).

71. 2az—6bx + 8cx —ay + by —4cy): 2z —y).

72. (a® 4 ab—2b?): (a —1b). 73. (3a® + ab—2b2): (3a — 2D).
4. (92 + 62y —8y?): 3z —2y). . (22 —8z 4 7):(z—1).

76. (22 — 2z —15): (z —5). . (2 + 2 —20): (z —4).
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78. (22— y):(z—y). 79. (a>—25): (a + 5).
80. (224 1a—2)):(3a—1). 81. (f2®—2y?): (Ta—5y).
82, (2a2—302): (Ja—1b).
83. (0,422 + 1472 —8,5): (0,82 — 2,5).
84. (22102 —18np —1,619%):(0,7p + 1,3n).
85. 3922 —4,lay —113 4% : (1o —3,5y).
86. (2a®2— Zax—11}t2?): (3,62 + 1,54q).

87. (a® — a®b + 2b%): (a + D). 88. (62°+ 22—292421):(20—3).
89. (22® — 222 —6fx 4 73): (22 —3).

90. (a® —5%): (a—1D). 91. (a® 4+ %) : (a + b).

92, (81a* —16b%): (3a + 2b). 93. (a5 4 %) : (a + b).

94, (9a2b2 —4a2c? + 4dabc® —b2c?): (3ab—2ac + be).

95. (a2 — b2+ 2bc—c?):(a+ b—c).

96. (3a® —4ab + 8ac— 4b% + 8bc—3c?): (e —2b + 3e).

97. (22 —2x2—4y% + 8yz—32%): (. —2y + 2).

98. (1622 —4a® + 9a2b2 — 36b%22): (3ab—2a + 6ba —472).

99. (329b 2—208ax 4 87ab—15322—156b%+415342):(17a—13b-+97).
100. (62>—21,382y—6x2+18,5y%+1,64y2—362%):(2,52—3,Ty--52).
101. (3a®+6ab+9a%c+2ab%+ 453+ 2bc® 4 6b%c 4 ac® +3¢3): (a +2b 4 3¢).

Untersuche, welche von den folgenden Divisionen ausfiihrbar sind,
welche nicht:

102. (a® + b2): (a + b). 103. (a® —b3): (a® —b?).
104, (a2 —24): (a —3). 105. (a® + 32): (a + 16).
106. (a® b2+ ¢®):(a + b+ ¢). 107, (a* —bY): (a -+ b).
108. (a* + b%): (a + D). 109. (2% — y) : (2® 4 ¢3).
110. (2% + y®): (2® + y®). 111, (b + ude® - 08): (u 4 wo 4-02).
112, (942 +30ab® +25b%): (3a -+ 5b2). 113. (at — bY): (a3 — b3).
. s Gleichungen
Lése die folgenden Gleichungen:
114, —2z =5. 115. —33 = —6.
116. 42 = —12. 117. 36 = —9z.
118, 33z = —11. 119. 72 =0.

120. Tz = —4,2. 121. 0,72 = —9=z.
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122,
124.
126.
128.

130.
132.
133.
134.

beka
benu

Die vier Grundrechenarten mit Briichen
03 =—6z. : 123. 8% = —54.
132 = —10}. 125. 292 — 97 = —10.
85 —14z =—13. 127, 72 + 19 = 14,8.
52 =9—19z. 129. 2 =0.
19—3z =14 —8z. 131. 51z + 35 = 152 — 73.
512 —45 4+ 71 —9z =2—145 4+ 39 —47z.

25— —97+4+ 392 =732 —26 —8lz + 41 + 17z.
z2=91—762—35+ 272 + 47 + 9z + 33 + T=.

Viertes Kapitel
Die vier Grundrechenarten mit Briichen?

§ 12. Kiirzen und Erweitern der Briiche

Der Begriff des Bruches

. Zeichne auf der Zahlengeraden die Briiche a) 1, %, 1, 3, %, 5, b) 1, &,

2,3, % ein und ordne sie auf Grund dieser Darstellung in eine vom

kleinsten zum grofiten Bruch fortschreitende Reihe.
Das arithmetische Mittel von n GréBen a,, a,, ... an (der Durch.
schnittswert von a;, a,, ... ay) ist

4G+ a,+-+an

n )

a) Berechne das arithmetische Mittel der Zahlen 1 bis 10. b) Berechne
den durchschnittlichen Wasserverbrauch an den 5 Hitzetagen in der
Aufgabe 14 von §9. ¢) Berechne den durchschnittlichen Wasserver.
brauch an den 5 Tagen des Vorjahres in der Aufgabe 14 von §9.

. Die-einfachen Zinsen eines zu p%, n Jahre ausgelichenen Kapitals be.

tragen k

z = pn

100
Berechne die Zinsen fiir
a) k£ =12000, p=4, n=1,
b) k= 1250, p =3, n=2,
¢) k= 800, p=4, n=3.
Wie lautet die Formel, wenn das Kapital d) = Monate, e) ¢ Tage aus-
geliehen ist?

1) Da das Rechnen mit ziffernmiflig gegebenen Briichen vom 3.—5. Schuljahr her
nnt ist, konnten wir solche Briiche auch schon in den vorangehenden Kapiteln
tzen.
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4. Wie heiBt der reziproke Wert von a) §, b) &, ¢) L, d) 2}, e) &,
DL g3 W4 D)L KL DS, mat

5. Zeige an der Zahlengeraden, daB8 a) § =2, b) i=4%, ¢ I=4
i =2, e)%:% ist.
Kiirzen von Briichen
Kiirze die folgenden Briiche:
(% A B, o2
w=E =8, 12,32, 1. 52,
TR 15. 3%” 16. 22 1. 222,
1 32, 2 20, S0 il
3, It g L0e, m el

Kiirze die folgenden Briiche und sorge dafiir, daB sie einen positiven
Nenner erhalten:

- zy @ 2
25. g 26. —. 27 —.

gs, et 29, =222 30, Z3

* —a?be’ * —6ab -’ = Tazy® "
Faktorenzerlegung

Zerlege in Primfaktoren:

31. a) 18, h) 24, c) 48, d) 50, e) 60.

32. a) 72, b) 80, c) 90, d) 96, e) 100.

33. a) 108, b) 120, c) 128, d) 144, e) 360.

34. a) 450,  b) 1000, c¢) 7425, d) 8575, ) 1008.

35. Stelle eine Tafel der Primzahlen von 1 bis 100 auf (Sieb des Era-
tosthenes).

Zerlege in den folgenden Briichen Zihler und Nenner in Faktoren und
kiirze sie dann:

16 40 24 112 72
36. a) 33, b) 3. ©) - 4 5 ©) 5o

66 18 135 323 144
37. 2) &, b) 5 ) 4 & €) 55
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Zerlege in moglichst viele Faktoren:
38, a) 40abd?, b) 25a22, ¢) 20a?, d) 18ab.
39. a) 72ab2?,  b) 121abzy, c) 24ab222y, d) 180p22.
In den folgenden Ausdriicken ist die Zerlegung in Faktoren dadurch zu

erreichen, dafl gemeinsame Faktoren der Glieder vor die Klammer gezogen
werden?).

40. 8a + 8b. 4. 52—5y.

42, —Tx—1y. 43. az —ba.

M. az + ay. 45. 12a — 18b.

46. 42— 2bw. 47. ab—b.

48. 3z —3. 49. az + a.

50. az — =. 51. a® + a.

52. 22 —=z. 53. az—2ay -+ 3az.

54. mz —nz 4 pa. 55. az — bz | Ta.

56. 8abz —6acy —10az. 57. 15abz — 9b%y + 12bt.

58. l4anz —21bny —Tn. 59. 20az — 35bx — 4022,

60. 632y — 847> - 98yz. 6l. az bz 4 cz—duz.

62. am —ap + az—ay. 63. a(z + y)—b(z + y).

64. a(z—y) —b(z—y). 65. t(2z —3y) —5(2z — 3y).
66. 223p—q)— (3p—1q). 67. m(z + y)—z—y.

68. n(z—y)—a+y. 69. ax +ay + bx+ by.

70. ac + ad —bec—bd. 1. ac—cz+a—ux.

2. ar—a+ 2—1. 3. ab—bc—a +c.

4. ab—a—0b+4 1. 75. 2ax—3by — 2by + 3ay.
76. 3az —5by—5ay + 3bw. 77. 10n® 4 212y — ldno — 150y,
78. 4022 —2p + 52— 16pz. 79. 30ar —34bz —15a +17b.

80. 56a% —40ab + 63ac— 45be. 81. 9022 — 25ax — 288bz + 80ab.
82, 912> —112ma+65n2—80mn. 83, az—ba+caxtay—by+tcy.
84. 2a2 —5ay 4+ a—2bx + 5by —b.

85. (4a —5b) (3m — 2p) + (a + 4b) (3m — 2p).

86. (Ta—32) (5c — 2d) — (6a — 22) (5¢ — 2d).

87. Bz —y) 20+ p)—(Bz—y (@—q).

1) Die ersten Aufgaben dieser Gruppe dienen zur ‘Wiederholung von Aufgaben,
wie sie in § 8, Aufgabe 120 bis 157 gestellt wurden.
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88. (z—y) (3a + 4b) — (4a —5b) (v —y) + (z —y) (2a — 8D).
89. 3(2a + 7b) (2m —3p) + 5(3a —4b) (2m — 3p).
90. 7(a — 2b) (22 — 3y) — 5(a — 2b) 3z —4y).

91. a® + 2ab + b2. 92, 22 —2ay + y*

93. a®?—6a + 9. 94, 22+ 22+ 1.

95. a2 —4z + 4. 96. 2% - 42% + 4.

97. a® — b2 98. m® — n2

99. 3622 — 259> 100. 9a%b% — y2.

101. a2 —1. 102, 1 — 22,

103. a) a®— 103, b) 2% —1, 104. a) a® 4 b3, b) ° + 1.
105. 272% — 873, ! 106. 64a® + 1250°.

107. o — 0% I 108. a® -+ b5,

109. (a — b)z — a2 " 110, (20 — 3b)2 — 42,

111, 100 —4(To — 2y)2. 112. (@ + 3b)2 —9(b— o2
113. 90— d)2—4(3a — )2 114. (4a 4 3b)2 —16(c — a)2.
115. a® + 2ab + b2 —c2. 116. a2 — b2 4 2bc —c2.

117. 922——6a;g;+ y?—z% 118. 922 —4y> + 4yz —2%
119. 22 4 (a + b)z + ab. 120. z® — (c + 5)z + 5c.
121. 22 —52 + 6. 122, 22 —6x + 8.

123. a® —Tab + 1202 124, a2 — Tab 4 1062

125. 22 + (a —b)z —ab. 126. 22— (n—3)z — 3n.
127, 22—z —12. 128. z2 4+ z—12.

129. a> —3ab — 1002 130. a® 4 2ab — 1502,

Kiirzen von Briichen

Kiirze folgende Briiche durch Faktorenzerlegung, soweit es moglich ist:

g e, 158, 95 18 a8,
134, 2220, 185, St om, 18, o=t
137. 222, 188, 223 139, S t2
140, Jub—Tab, 10, BrE—tes, 142, ::T';’Jr——::zz
qag. 3o 144, 32=5 aig, 2

8b—4a’ T—1Tz" b—bz"
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6, £E2. 17, 222 18, ZE2,

LR 10, &=, BL AL

152 = 168, £2=¢2, 154 528

R e 156, IR =0

158 5=, 160, S, 160. L5

161. %:—Z: 16, £=r 163, S50

10 5=0, 165. 0. 166. ::-%2,

167. % 168, 3ot 2a0—Zabe

100, ot 1 ST T, L 5

pi, eiadE, 19, S 1 528

195. (Scherzfrage.) Es ist — _—23% =—. Gibt es noch andere solche Briiche,
bei denen die g]elchen Zahlen (hler 6) einfach weggestrichen werden
kénnen ?

Bestimme « durch geeignetes Kiirzen der Briiche in folgenden Gleichungen
(Proportionen):

176, 5 = 32.. =2 178, 5 = 2%
1.0 -3 180.2 = % e =2,
1823 — 2 18 2 B, 19, B _ =
185, 2= 2. 180, gz ==, 187. 22 2

Erweitern von Briichen
188. Erweitere die folgenden Briiche derart, da ihr Nenner 60 wird: a) %
b) 3, 0 A ie). g DG
189. Erweitere d.le folgenden Bruche derart, daB ihr Zihler 48 wird: a) %,
b) 3, ) O3 e DB
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190. Erweitere die folgenden Briiche derart, daB ihr Nenner 10, oder wenn
das nicht méglich, 100 oder 1000 usf. wird, und schreibe diese Briiche
dann in Dezimalform: a) %, b) 2, ¢) &, d) &, e) &, 1) . 8 .

191. Bringe —i— auf den Nenner a) a2, b) ab, ¢) ab.

192. Bringe — _1‘_ - auf den Nenner a) 22+ 2zy + y2, b) 22— y2
193. Bri.nge Z:i auf den Nenner a) a? 4+ 2a + 1, b) a>—1, e) a® + 1.
194. Bringe Zi: auf den Nenner a) a®—2ab + b2, b) a®>— b2, ¢) a®—b>.

Bestimme « durch geeignetes Erweitern der Briiche in folgenden
Gleichungen (Proportionen): '

105, = 5. 106. - = . 197 + = 2.
198. 3 = & 199. 5 = 2. 200 2 = 1%
201 + =12 202. 2 - 22, 203, 2+ ==
204 4 = o5 - 205. 2 = = 206, 3 = 2.
207 3 -2, 208. 2. =182 209, 5 — 1B
2104 = 1%

211. Lasse a) in %, b) in % den Nenner = die Werte 1, 2,3 usf. durch-
laufen und trage, soweit es moglich ist, die Reihe der Ergebnisse in die
Zahlengerade ein. Welchem Werte nihert sich der Bruch, wenn der
Nenner groBer und gréBer wird?

) . 44z 542 . s /
212, Lasse a) in e b) in o 01z die Zahl = die Werte 1,

2, 8 usf. durchlaufen. Welchem Werte niihert sich der Bruch mit wachsen-
dem z?

¢) in

® & _ 1 x g, ” !
213. In a)7f2, b) g — 3 e) F =6, d)—x—*bdurchlauﬂ; z die

Reihe der ganzen Zahlen. Welche Zahlen mu8 y durchlaufen?
142 3+ 3+2 e+
214. In  a) 2+y;l, b) l+y_3’ c) 2+y-2, d),b—f—.y_(
durchliuft z die Reihe der ganzen Zahlen. Welche Werte durchlauft y?

215. Welchen Wert hat der Bruch a) =, b)—, ¢) o, d) ;g—s wenn

m, a und b positive Zahlen sind?
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§13. Addition und Subtraktion von Briichen

Bruchrechnung
[ 1 5 § 1 1 1
Loa) &5+ 4, b) %+ 5% ) —m-
1 1 1 1 11 32
2. 2) ¢+, b) 5 + & o) L5
P 1 1 1 1 1 1 8 7 19
3.8) 5+ 5+, b) 5+t O 5+t

Auf der Zahlengeraden sind zwischen 0 und 1 die Briiche L i1 3ust
bis 3, &%, &, i durch Striche angemerkt (MaBstab geniigend groB!).
a) Wo liegen die Striche am dichtesten? b) Welches ist der groBte,

¢) welches ist der kleinste Abstand benachbarter Striche?

Fithre die folgenden Additionen und Subtraktionen von Briichen aus:

Ryl 3 g2+2, apl_=
S S

g e sy gy
LT WE-T Y- 0y-f
v9g—y Wi—H  9f—f 0§
0.9 4+ 55+ 5 W F 5
WS SR N
R hi—t-th
e b i—d—i—k
TR DS DE-EE N E
Bt Mm—g On—g  O—i
Bog—m Mutn Ynm Vn-mn
17. a) 5 +5, b) @+, ) fn—g, &) T +1
18.9) 3+ + 5 Hatr—2
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19 8) =gl D T

20.0) 5232 ple_To °)5_1+Wy" )m_l%_
21, 9) 2_:5_1?)_:1/’ b) g(:lcl;/ ii(;by 0 35'Z2x+ 15622 ) %_%'
2.0 22502478 Nt
Boo) 2o o To b et ar

24, 2) ;%’Z sz 65:3 ») %—%_%‘%.

25 a)%;—%ﬁ-%, by for B 2

26. a) (Z—+2bb _’_(;—:_.‘ibb’ b) 3:_—]—:_2;1—01).
St b Et_edd

28, o) 2222523 b) o=t Te—8

29. 2a—-;’iib+4__ 3a—84b+9+a-;21.

30. 4x—-158y+8 Ax—}—;oy—.’i_l 21—4.;;/—3

31. 9.’(:3—[—2_7.1:4—{—5__8—6'7z+5—8-3.1'_3—12'71:.

39. 7a:3b+ 4aE5b_3a;8b+5u;6.v__3b;89:

33. 5(2:1;——3)_2(72—5)_}_4(3154— l)‘

% 3(2a;—3b)_2(3a2———5b)+5(a6—b).

a—3b 4a—>b 5a + 3 a®—bx 2a

4+ - N .

35. 6a * 26 ! 92 2az [
6a—5b a—T7¢c  5b—dec | 3 3 4
3 et ~ T — w6 Tl TH T3
- ba-4c 5a—4b  3b—5¢ 3 1 5
37 6bc  4ac  bab E_b'_b—i_l—c'

2 1 243 3a—2b
Ll T S "'2;2"“
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5a—~2z 3b—4zx 4a2—5b a®—a2 a—>b
40. oz 55z T 20a% Tz Bab T 3% 3b
4 a@Bb—2c) b(4a—5c) | 8a”+3b‘ 5a—4b
‘ 6bc 10ac 6ab 10¢
a(32®2—2b) b(522—3a) , ba—6b
2. gp — " Igam 3022+ l2b + 3a
1 1 1 1
43. a)a—l—b—a——b' b) a—b a+0b°
a-+b a—b a—+b a—b
U.0) o +aTs L B it
- 7 5 8 7
B9 S LS =i+
x z 2% x
46. a) a+1 a—1’ b) a‘—l— —1
6 5 3 2
R e e N5
3z —1 20—17 20—1 2z—5
48.0) 75— 7 W Tt
5 7 8 9
9. 8) sy~ 35—y M Be=1 T ey
5 8 q
50. 8) = —Fa—T5" Y =i T
ad + be ad—be 2ax—3by __2ax+3by
51. a) 2cd(c—d) +2cd(c+d)’ b) 2zy(e—y) 22yt o)
z—1 3r—4 2x—1 2::—3 3xz—1 x4+ 2
52. 22+ 2 3:c+3+6:c+6 5. 5o—3 Y Ry s g
54 5z+4_3x—2_z —22—17 55 x—4 3x—>5 | ba?+49a4 14
e —2 x—3 x2—5x 46" *2a—1 z+2 222 4+ 3 —9°
1 4 8 3x+17 8 3 3o —4
Mo Tt YW ati—nr e
2 3 5 4 3 1
s e bl Gy
2 9 4 7 4 3
60. 2::—1—3:::—-1+ 2z —3° 61. z—a z—b xz—c
1 2 3 1 1 2
e e Ll e e
2 1 2 it )
et eyt
; 1 1 1 2 4 4
v e P |- Py | ey iy
66. Weise nach, daB a) £ —c+ 2700 p) Lo g




81.

83.

85. -

87.
88.
89.
90.

§ 14. Multiplikation und Division von Briichen

Lose folgende Gleichungen:

3T+ 1r=14.

49 8. 5. _
. foi— oz = 21.

1, 91, — 41
332 — 23z = 4.

. The— 121 = 2.

29t 4 14} = 328z,

Gleichungen

78,32 83,
im D

80. a+x—b a—z
x x &x

x

o

o
~ —

7f(i—1)=z(1—l 84 g=F Ty

a b a

ol A e 86. m(——l))*—n(i

b a

letiz—3atts—3z42=73a.

1o —19 + 3z + 188 = 278z — 3% — 96Lo — 1.

15%—%:5-{-15‘1——3:—1—18——13":1;—22'

31—38lz— 73+ Tla+ 4L —4lo— 5L + 5iz =0,
17 2o—1, 4241 ‘

. (AR T

52—3 .1 1 .. 2a41

2z =il 3z %

§ 14. Multiplikation und Division von Briichen

Multiplikation von eingliedrigen Ausdriicken (Monomen)

©
~

&

Oc.

1.4, b) £-3, ¢) 10, d) 11-2,
a) 1.1, ETES ¢) 12-8, d) 2111
2.1, b) 210, 0 2.3, @) 2.,
‘da-1, b) 190, ¢) 12¢-3, ) 41
41z, b) 3h- 78, ¢) 8k 13, a) 51p-
£c-10, b) 3c-17d, c) 3d-Te, d) 6z

=
~

4#
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)2y, b) 54, c)g‘%.s, @) 155 8v.
8."a) a-%, b) 2w~8ixy, ¢) 4a- Gab’ d) 9 IZZ:L'

9. a)a-%, b) 5m-%, c)a-%, d)%.a,.

10. a)%~%, b):—;f-%, : c)%“.%, a)%lisi{

1. a) g‘;;:—; b) %f—;% ) 5. 5Ty d) 2—%;‘%
12. a) la- 115, b) 21g-13h, ¢ 33k-7ih,  d) Tiay-1iaz.
13. a) ‘;—‘Z-%b, b 521y, D) 35‘; TCRN 8 P
14. ) 33ab- 2% b) 1iaz- S—Z ) - 2in ) %-3§1~y.

Multiplik'mtidn von mehrgliedrigen Ausdriicken (Polynomen)
B) 328 —Tat 4 62) 5.

-
?‘
<
=
8,

+
o
8

4=
<

16. a) (;1,-—%—1—3) - ba? b) (%_%4_%).313.
17. a) (%4‘%4":—) ‘a—cb', b) (—:?+%+%)~ryz
18. a) (fa—3b+ {0 (+32), b) (—ia+3b—%c)- (—28y).
19. a) (1ta—2ib+ 33¢)- 23w b) (2%x—1%y-{—2§z) l%a
20. 2) (%-—1) (1+%), b) (@—b) (%4.%)
21. 1) (; 3) 3z 4 2y), b) (%_%).(g+%)
22, a) (a+ 30)% b) (2a—1b)
23. a) (ja—1)%, h) Ge—iy)2
2. 2) (a+9-(@—3), b) Gz +3%a)- Go—1a),
25. a) (je—10)- (Fa + 4b), b) (2ya—5b)- (5u+ 13b).
26. a) (Ije—2;2)- (11a+ @), b) (15z—3%y)- Az + 13y).
27. (%4- 2) ()t (1) (% %)

3 z\ (3,5 31 5z
B (5—7) (ﬁ;)‘(a‘" y“) (=%



39, ¢

41.

42, ¢

43. ¢

4.
45.
46.

47.

48.

49.

50.

§ 14. Multiplikation und Division von Briichen

@ a1
-
2a* a b
w et
S5a  3b_ 5\
6

~(212

+Z+3)
+4).

Division von eingliedrigen Ausdriicken

3ab 2a
%) 72y ‘o’
a) Sab  a
6zy " 22’
2Tnpx  3p
%) Tog% *ER
18ma
a) “5y daw,
Yazx
a) 6ab o

b)
b)
h)
b)
b)

b)
b)
b)
b)
b)

2L:8, e) $:2, d)

4.2, (')cé:%, d)

2:,:%, c) 1%:—;, d)

3z:3, c) 6b:2, d)

Te:1%, e) 5z:1f, d)
a a

a:—, c) ab:—, d)
20ab - S

8@.—376—, c) 15n T d)

a  a 7 1

T Vaiw 9

3faz:2fw, ¢) 33xy:1%y, d)

i 9 0
p s e
THRET
b) %’:12;7‘1/, c) %’%”.;
b) 4am : Bz e) 20az:

3y’

00 oo el o

. 8m
g

47
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i 6ax Sax 13ma
51. a) %my:s—by, b) 7%ab:6—y, ¢) 93mn : ny
- 8mb 162y 14dma

52. a) m:%bz, b) 21”:5%7;:0, ¢) Tpy 17imy.
- 6afma 9fna? S5afxz  3fa? 27anz  18abax
33. a) 5bey " 10cy?’ ) 2bc " dcdn’ ©) 28bpy " 35npy "

& 9a®b  15ab? a—2z a+x m—x m—z
54. a) o Aoyt bh) Ba 10z ) 5mp * 10pz
55. a) z+3 bz ) 6ab  8ax
99, & 32 ‘a—5’ a+b a—b"

2(m—1) 3(1—m) b) 5a(m—z) 10b(z—m)
(@—N)z (a+ 1)’ 3mz  89mazx

Division von mehrgliedrigen Ausdriicken
a*d  a d\ . ad 3ab  4a | Bb)\  5by
e A L “Ga—ﬁ+qymf
5 eyz = y\.(_ =2y ba 3, do), 6
58. a) (m a b) : ( ab)’ b) (Sbc Zas T 3ab) ‘aBe

Rechenvorteil — Grenzwert

59. Beweise die Formel a: 1 b Bl b a;—b.

60. Berechne na.ch dieser Formel a) 32-212, b) $57.725, ¢) 2. 97,

2514
61. LaB in a) “h) =, ¢) —— 1000000 den Nenner » die Werte 1, 1 o o

o ust. du.rchla.ufen und bestlmme ]ewelllg den Wert des Bruches.

d) Welcher Grenze nihert sich der Wert eines Bruches, wenn sich der
Nenner der Grenze 0 niihert?

Quotienten von mehrgliedrigen Ausdriicken

Vereinfache die folgenden Quotienten:

5] 23 1142
4] 5 ! o A 10
62. a) P '),:7,__|_4, 0)-*-—%_2
4 2 5 3 7 12
LR | L8 41
63. a) 32—, b) 28, ¢) W%
g = i RE T
O Ry BB 2 384 14848
6‘*-3) 5 -5’ h) 3 4 5’ c)’ - 3 4
FiTE =i R
% a 6 a b
w2 T3 TG
65'8)T b) = 5 ¢) = i
i T T
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a b a? b2 R | y+1
T T @ I
66.a) -— . W T o T2
Tta T zty ey
1 1 1 1 2yt
= fe= e v e
67.2) T—F, v —, 0=
? Ed ET v
TR A | 1- 2 .1
G, EaETI,
68. a) 1 i 5 b) = g
=Ty A5
—b a?—ab+ b a*—ab 4+ b* a—b
. 0) ") T tEats
1 1 4 . 3
0.8 G T v—u—s" Y e = a a1
71 a—b .a*4 2ab—3b?
* a?—2ab—3b%" a+b =
u£+uu—6v’. u—2v
2. u—3v ‘u?—uv—6v2°
2 2 3¢ 2\ (2 , 3
73. 2) (5“5_{):(7" +1), b) (1_%):(;+7)_
16 50 Tb\ (T , 5
o) (F—F)e+an.  w{(G—0):(F+4)
= 2
5. (20— B3 f M2 154 3. (31_4_;+%)_

5
76. (gi gé“)z’+"z—4‘) (T—*-—af—ﬁ).

7. (%’i +%+3'—2) g (i;i)'

a 5a? b a
ol
78. a) Beweise die Formel i’ = % ; b) bilde den Ausdruck fiir e =5,
&
b=12; ¢) a=6, b=11.
a a—b
D a +b 3 "
7. a) Berechne ———— . b) Wie lautet der Ausdruck fiir ¢ =2,
tTa T0b

b=25, e¢) fir a =120, b =119?
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Berechne die folgenden sogenannten Kettenbriiche:

80, #) 2 by L, 0 ——,
243 24— . o4 ;
2+ 24—
2
2

81 8) —L b —— 0 ——,
Aty B ¥R 1
3+3. 2k 1
5 R
3

Gib die aufeinanderfolgenden Niherungswerte folgendér Ketten-
briiche an:

g2 - 8. o
24— Sl i ok .
Th—— ) 2+ J 2+ |
241 34— a4 ’
1+§— 24— 1+
3 1
243

§ 15. Proportionen?)
Proportion und Produktengleichung
1. Welche Gleichung entsteht aus - = = durch Multiplikation mit bd?

Bilde die Produktengleichung folgender Proportionen :

9 3 _ 9 a_x

Z.T—-ﬁ. 3.—b——y.

ey [ sl SN
3b q a—>b (a—b)?

Priife mit Hilfe der Produktengleichung, welche von den nachfolgenden
Gleichungen richtig, welche falsch sind:

6. 17 _ 328 o 13_om
"2 437" ‘19T 323°
41 _ 697 8 184

8"3_1=E' 9. lﬁ_lﬁ.

10 a®— b3 _a—b. 1 e
‘adt2a%h tab?+ 6  atb T et =20 a5

12 at + a2b? — q2b3 L B _ar—b®
. b 4 a?b? — adb® —ad T b —ad

1) Siehe auch § 12, Aufg. 176 bis 187 und Aufg. 195 bis 210.
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Bilde von folgenden Proportionen die Produktengleichung uI;d bestimme
dann die Unbekannte a:

13. 51:15 =68 : 2. 14, 20:95 = @ : 57.
15. ©:10,4 = 115 : 182. 16. 4,125 : o = 3} : 26%.
17. Tab:5bc =3%a: w. 18. 8ab: 2 =bc: 13 ac.
e __¢c . @ a. . _c¢c. b
19.x.7——‘—l—.—b—. 20.—.1_7.7—.
a 3¢ 2 oo GHb. @—b (@b
Zl.m.x—,] T 22. T R
ad—b? [ a® 4 b .
23. (a_b —ab ( e +ab)_
24. (al_[bﬁ—l— b) (a:iza-nb)=(a+b)2:z
25. Suche die vierte Proportionale zu: a) 3, 4, 6; b) 6, 21, 22; c) 2, 43, 9;

d) 31,33, 53; e) a, b, c.
26. Welche Proportion folgt aus @ -y = u: v durch Division durch y - u?
27. Schreibe folgende Produktengleichungen in Proportionsform :

a) 4-12=6-8, b) 9-8 =324,

ols

€) ay - @y =az-ay, d)?'?z—;v.
28. Liefert auch die Produktengleichung 0-7 =0 - 8 eine Proportion?

29, Stelle alle Proportionen zusammen, die aus den folgenden Produkten-
+ gleichungen sich ableiten lassen:

a) 18-5=9-10, b) ooy =u-v.
30. Welche anderen Proportionen folgen aus
a) 2:3=10:15, b) a:b=c:d.

Gib in allen Fillen als Probe die Produktengleichung an.

Gesetz der korrespondierenden Addition und Subtraktion

31. Es sei a:b=c:d. Beweise, daB dann auch
a) (e+b):b=(c+d):d,
b) (a—b):b=(c—d):d
ist, und bilde Beispiele dafiir mit den Werten
¢)—d) a= 2, b=3, ¢=10, d=15;
e)—f) a=18, b=9, ¢=10, d=5.
32, Welche anderen Formen konnen die Proportionen in Aufg. 31 a und b
noch annehmen?
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Die vier Grundrechenarten mit Briichen

Benutze das Gesetz der korrespondierenden Addition und Subtraktion

bei der Bestimmung der Unbekannten x in folgenden Proportionen:

35.
37.

39.

O+ z):xc=4:1. 34. (10 —2):0=4:1.
154 2):z=4:1. 36. @+ a):z=(a+1):1. )
b+ 2z):xz=a:b. 38. (a—z):z=a:b.
Proportion und Proportionalititstaktor
Wenn a:b=c:d ist, so kann man den Proportionalitiatsfaktor ¢

50 bestimmen, dal @ =t-c, b =1¢- d ist.

Bestimme den Proportionalititsfaktor fiir die folgenden Proportionen :

a) 10:12=5:6, b) 12:16 =3 :4,
¢) 2:3=2a:3a, d) 1:2=17:14.
Bestimme in folgenden Proportionen erst den Proportionalititsfaktor und
dann @: ’
0. 2:5=4:2. 4. a:b=a:2.
2. a:b=1:2. 43. m:n =a:n%
4. m:2n =20k 45. 5:m==z:5m.
46, a®:02=1:ux. 47, a2 =2z:1. .
48. Beweise die in Aufg. 31 ausgesprochenen Gesetze der korrespandierenden

49.

50.

a1.

Addition und Subtraktion mit Hilfe des Proportionalititsfaktors.
a) Beweise mit Hilfe des Proportionalititsfaktors, daB aus

das Gesetz folgt 4:b=o:d

(pa + qb) : (ra + sb) = (pc + qd) : (rc + sd),
wo p, ¢, r und s irgendwelche Zahlen sind. b) Sprich das Gesetz aus,

wenn insbesondere p = ¢ =r =1, s = —1 ist.
Wenn a : b =c:d ist, so kann man a = % setzen. Dann iqfst. auch b = —j 0
Beweise das. Welchen Wert hat s in den folgenden Proportionen:
a) 10:12=5:6, " b) 12:16 =3 :4,
c) 2:3=2qa:3a, d) 1:2=7:14.
Fasse die folgenden zwei Proportionen in eine zusammen:
a) 3:4=12:16, b) 1:2 =a:2a,
3:4=18:24, 1:2=2:qp,
e) a:b=c:d, d) z:y=17:8,

a:b =01, a:db=a:y.
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Zerlege die fortlaufenden Proportionen
8) A:B:0=1:2:8, b) 10:15:20=30:45 : 60,
e) a:2a:3a=1>5:2b:30b
in je zwei einzelne. d)—f) Wie lautet in jedem Falle der Proportionali-
tiatsfaktor ? .
Suche die mit 4 :B:C beginnende fortlaufende Proportion und den

Proportionalititsfaktor, wenn gegeben ist:

53.a) 4:B= 3:7 b) 4:B=6:5

A0 = 4:8; A:C =97,
54.a) A:B= 8:7 b) 4:B=5:4

0: 4 =11:12, B:0=2:8.
55.a) A:B= 8:9 b) 4:C=8:9

C:B= 7:12, B:0=5:6.

Anwendungen aus der Verteilungsrechnung

56. 5 Kinder sollen 240 Apfel so unter sich verteilen, da$ die Anteile sich wie

8.

59.

60.

61.

1:2:3:4:5 verhalten. Wieviél erhilt jedes?

. Im fritheren deutschen Miinzgold verhielt sich der Kupfergehalt zu dem

Gehalt an Feingold wie 1:9. Wieviel Gramm Kupfer waren in einem
Zwanzigmarkstiick? (Das Zwanzigmarkstiick wog 7,965 Gramm.)

Zwei goldene Ringe wiegen 4e 6} Gramm, bei dem einen ist das Ver-
hiiltnis des Feingoldes zum Gesamtgewicht 333 : 1000, bei dem andern
585 :1000. Wieviel Feingold enthiilt jeder Ring?

Ein altes deutsches Markstiick hatte ein Gewicht von 5% g und 900 Fein.
gehalt, ein Gsterreichisches Kronenstiick hatte ein Gewicht von 5 g und
835 deingehalt. Wieviel Feinsilber enthiilt das Markstiick mehr ?

Unter zwei Personen sind 217 RM so zu verteilen, daB sich die Anteile
wie 3 :4 verhalten. Wieviel erhiilt jeder?

An einem Unternehmen ist 4 mit 10000 RM, B mit 12000 RM, ¢ mit
30000 RM beteiligt. Der Reingewinn von 7800 RM soll der Beteiligung
entsprechend verteilt werden. Wieviel erhélt jeder?

Anwendungen aus der Zinsrechnung?) . .

. Die einfachen Zinsen eines zu p9, auf n Jahre ausgeliehenen Kz;pitals

betragen _kpen
2= —q5—°

a) Welchen GréBen ist z proportional? Lose die Gleichung nach b) #,
¢) p, d) n auf und gib jeweilig an, welchen GréBen %, p, n proportional
und welchen umgekehrt proportional ist.

1) In allen Aufgaben dieses Abschnittes sind nur einfache Zinsen zu nehmen.
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63.

64.

67.

68.

69.

Die vier Grundrechenarten mit Briichen

Jemand hat zwei Kapitalien ausstehen, eins zu 519, 13 Jahr, das andere
zu 53% 1 Jahr 10 Monate. Beide bringen in der genannten Zeit gleich
viel Zinsen. 'Wie verhalten sich die Kapitalien?

Ein Kapital, das zu 4,69, ausgeliehen ist, bringt in einer gewissexi Zeit
828 RM Zinsen, ein gleiches Kapital bringt bei 519, in einem anderen
Zeitraum 792 RM Zinsen. Wie verhalten sich die Zeitriiume?

. Zwei Kapitalien 4, und 4, stehen gleich lange auf Zinsen. 4, bringt bei

?1% ¢, RM Zinsen, 4, bei p,9%, in derselben Zeit ¢, RM. Wie verhalten
sich a) die Kapitalien, b) die Zinsen, e¢) die Prozentsiitze?

Ein Kapital 4, bringt in », Jahren ¢; RM Zinsen, ein anderes 4, bringt
bei demselben Prozentsatz in n, Jahren ¢, RM. Wie verhalten sich a) die
Kapitalien, b) die Zeiten, ¢) die Zinsen?

Ein Kapital 4, steht », Jahre lang zu p, %, aus, ein anderes A, steht
ny Jahre zu p,9%,. Beide geben denselben Zinsertrag. Wie verhalten sich
a) die Kapitalien, h) die Zeiten, e¢) die Prozentsitze?

Anwendungen aus der Geometriel)

Die langen Seiten zweier flichengleicher Rechtecke verhalten sich wie
57 :76; wie verhalten sich die kurzen?

Eine Strecke von 80cm ist innerlich in dem Verhiltnis a) 11:5,
b) 12:13, ¢) 5:7, d) 7:8, e) m:n geteilt. Wie groB sind die beiden
Teile?

. a)—e) Fiihre dieselben Teilungen wie in Aufg. 69 an der Strecke a aus.

. Teile eine Strecke von 1 m nach dem Verhiiltnis von a) 3:8:9,'h) 5:6:13,

e) u:v:iw.

. Eine Strecke von 18 cm sei nach dem Verhiiltnis 8 : 5 #uBerlich geteilt;

wie lang fallen die Teile aus?

Die Strecke a sei im Verhiltnis u : v duflerlich geteilt; welche GréBe er-
halten die Teile?

. Die Grundlinien zweier flichengleicher Dreiecke verhalten sich wie 7 : 10.

Wie verhalten sich die zu diesen Grundlinien gehorigen Dreieckshihen ?

. Die Hohen eines Dreiecks verhalten sich wie 3 : 4 : 5. Wie verhalten sich

die Seiten ?

. Die drei Seiten eines Dreiecks sind 36 mm, 48 mm und 72 mm lang. Wie

verhalten sich die drei entsprechenden Héhen ?

. Wie lang ist im Dreieck mit den Seiten a, b und ¢ der Durchmesser des

zur Seite ¢ gehorenden Apollonischen Halbkreises?

1) In diesen Aufgaben werden Sitze aus der Flichenlehre und der Ahnlichkeits-

lehre vorausgesetzt.



78.

80.

81.

82.

83,

84.
85.

86.

§ 15. Proportionen 55

Ein Dreieck hat eine Grundlinié von 28 em Linge, parallel zu ihr geht
eine Gerade, deren zwischen die beiden anderen Seiten fallendes Stiick
21 cm lang ist. Nach welchem Verhiltnis werden diese Seiten durch die
Gerade geteilt? ‘

. Man kann die Hohe eines Turmes, eines Baumes messen, indem man aus

der unbekannten GroBe, aus der Liinge des Schattens, aus der bekannten
Hohe einer Stange und deren Schatten eine geeignete Proportion auf-
stellt. Eine 4 m hohe Stange wirft éinen 6 m langen Schatten. Wie hoch
ist ein Baum, dessen Schatten zur gleichen Zeit a) 36 m, b) 40m,
¢) am lang ist?

In einer Reliefkarte sollen die Hohenunterschiede des Gelindes in der
Uberhohung 1 : 5 dargestellt werden. Die Karte ist im MaBstab 1 : 10000
hergestellt. Wie hoch sind drei Berge von 80 m, 120 m, 150 m wirklicher
Hohe darzustellen 7%

Anwendungen aus der Physik

Drei Wellriider sind so miteinander verbunden, dafl immer die Welle des
einen mit dem Rade des folgenden im Eingriff steht. Die Radien des
Rades verhalten sich zu denen der Welle im ersten Falle wie 10 :1, im
zweiten wie 9 : 1, im dritten wie 8 : 1. Welcher Kraftgewinn wird durch
diese Ubersetzung erzielt ?

Wenn zwei Orte, an denen die Barometerstiinde B und j herrschen, einen
Hohenunterschied von % m aufweisen, so gilt fiir Héhenunterschiede, die
nicht iiher 900 m hinausgehen, mit groBer Anniherung die Proportion

h:16000 = (B—p) : (B + f).
Um wieviel m liegt demnach ein Ort mit einem mittleren Barometerstande

von a) 702 mm héher als ein anderer mit 738 mm, b) von 712 mm héher
als ein anderer mit 728 mm?

Welche Meereshohe hat ein Berg, auf dessen Spitze das Barometer auf
680 mm steht (vgl. Aufg. 82)?

Wie hoch steht das Barometer bei 600 m Meereshshe (vgl. Aufg. 82)?

Tn den Endpunkten eines ungleicharmigen Hebels wirken parallelgerichtete
Gewichte derart, daB3 der Hebel im Gleichgewicht ist. Wie verhalten sich
die Gewichte, wenn die Hebelarme a) 20 em und 30 em, b) @ und b sind ?
Wie grol muB} das in dem Endpunkt des Hebelarmes ¢) von 30 cm Linge,
d) von der Linge a angreifende Gewicht sein, um einem am anderen Hebel-
arm angreifenden Gewicht von 3 kg das Gleichgewicht zu halten?

Ein Strom hat die Stromstiirke 1 4, wenn er in einer Minute ungefihr
10,5 cem Knallgas entwickelt. Nun verhalten sich die abgeschiedenen
Mengen von Sauerstoff und Wasserstoff wie 1:2. Wieviel Wasserstoff
und wieviel Sauerstoff wird also in einer Minute von einem Strom von
1 4 entwickelt?
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Gleichungen ersten Grades

Ein Wasserstoffmolekiil hat einen Durchmesser von 0,1 uu, ein Blutkérper-
chen von 7000 yu, ein Milzbrandbazillus hat eift Liinge von 10000 s,
wo 'l mm = 1000000 pp ist. Man stellt das Wasserstoffmolekiil durch
einen Punkt von 0,3 mni dar. a) Welchen Durchmesser hiitte beim gleichen
MaBstab ein Blutkorperchen, welche Liinge der Milzbrandbazillus. h) Wie
hoch wire bei einer VergroBerung im gleichen MaBstab der Eiffelturm
(300m)?

Fiinftes Kapitel
Gleichungen ersten Grades?)

§ 16. Gleichungen ersten Grades mit einer Unbekannten?)
L]

Gleichungen mit bestimmten ganzen Zahlen als Koeffizienten

1. 24+3 =17. 2 z—3=38. 3.4=9—g.
4. 50 —3=117. LB 2B 4T =13 6.1=7—64.
7. 19— 2 = 100 — 105 8. 582+ 2 = 20.
9.7=7-3§,+é. 10. 18 + 8z =27 -+ 52.

11. 81 — 7z =41 — 8a. 12. T2 —7 =17T—z.

13. 52— 16 = 19 — 232 14, 31 =111 — g —7z.

15. 92 + 22 — 22 = 100 — 11z — 42.

16. 30z + 39 — 352 = 47 — 20z — 8.

17. 82 — 7T+ o =92 —3 —4z.

18. Tz —6 =8z —9—42 4 5.
19.0=144+2—8s—32—6 4 z.

20.
21.
22,
23.
24,
25.

92 + 12— 62— 13 4 22z = 8.

9z =Tz + 15+ 52+ 8 —10x.
22—9+82+10=15+52—717.
Tc—6+5x—4+30—2+4 0=—4.
—8=7—6z—11—4s—5—2g + 1.
120 —10 4+ 8z—6 4+ 42—2 =0.

1) In diesem Kapitel werden nicht nur Gleichungen ersten Grades behandelt, son-

dern auch andere, deren Losung auf Gleichungen ersten Grades fiihrt.

2) Vgl. folgende Aufgaben aus fritheren Abschnitten: § 5, Aufg. 82 bis 104; § 6,

Aufg. 83 bis 88; § 7, Aufg. 33 bis 65; § 10, Aufg. 59 bis 72; § 11, Aufg. 114 bis 134;
§13, Aufg. 67 bis 92; § 15, Aufg. 13 bis 25, 33 bis 38, 40 bis 47.

die

Die Aufgaben dieses Paragraphen dienen auch zur Wiederholung der Rechenregeln,
in den vorangegangenen Abschnitten behandelt sind.
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26. 2—3 4+ 62—9+ 122 —15 = 2.
27. 82 +24+52+3+72+9=uz.
28, 7—5x+ 10+ 82— 17+ 30 = .
29, 6 +122—9—8x+ 10+ =z =0.
30. 100 + 22 —9x + 15 =10—"72 + 5 —11a.
31. 13 4+ 122 4+ 11 — 102 =102 — 11 — 122 — 13.

finfache Klammern
32. 32+ (T— o) =11. 33, s — (8 —12z) =10.
34, 5(x—5) =2—9.
35. 0 =4 (10 —2x) — 3 (z — 5).
36. 0=3(9—22)—5 (22 —9).
37. T(42—3) + 3(7T—82) =1.
38.8(32—2)— Tz —5 (12— 32) = 132.
39, 7(3z—6) +5(z—3) + 4 (17— z) =11,
40. 62— 7(11 —2z) + 11 =42—3 (20— z).
4, (z—5)(z + 3)— 3z —4) = (2 — 1)2.
42, (z—3) (¢ +2)—3 (22 —3)— (z—6)2 = 2.
43. (T2 —5) (1—32) — (6 —52) 3z —1T7) = (32 —1T) (T— 22).
44, (z—3)22—5)—4(z—2) =2 (z—1)2 —12.
45, (1 —6)2 4 (x—4)2+ (22 —9)2 = (z —6) (6x —T).
46. 2z +1)2+ Bz +1)2+ (82 —3)2 =Tz —2) (11z—1).
47. 8 —32)2 + (5—42)2—6 = (9—52)2 + 20z — 4.

57

Gleichungen mit bestimmten gebrochenen Zahlen als Koeffizienten !)

z

48. a) 7 =4, b) 1z =17.

49. a) £ +8=13, b) 5—5=16.
50, a) z:13 =11, b) z:(—3}) =2L.
51. a) 2:0,925 = 120, b) 2:0,175 = 4,44,
52, a) 1z + 1z =5, b) to 4 i=1z.

53, 2z — 3z =3c—}—3z+2.

x x z x x x
bt =t — e g =l
B —

1) Vgl. auch die Aufg. 89 bis 95 in § 30.



78.
79.
80.

81.

3 11;(3"‘“1 2_"'{;1) = 10__(2'”_5_1_7_‘”_1

Gleichungen ersten Grades

G A
.z =25 —3}e+ 5o —3la+ 1.
'.2§x+%=2§+x—-4gm+5§.

8. tet+ iz =241+ Lr—2la 4 12z 4 18.
; .51—2=§z+%z+%x/+%z+%x+%z.
coe=14Je+ie+ 2o+ Lot Lo
c22—3=2252—5—04x} 2,6.

443 —32 =84 31,52 + 4,22 -} 16,8,

. 0=0,752— 22— 06z + 0,53 —9.
. 0,617z — 0,617 = 12,34 — 1,234 2.

4444 7 = 2222 1 2222 1 2292 | 29992,

. 1 (Te—10) — 1 (50 — 2) = 20.
LA=3c+2(c+3)—L(11z—37).

21Br—5)—1=2(11—22)+ z.

L1 —3(Tk+a)+T(Ge—5) + 50 =0.

0=22—30G+3e)+2(4—2)—1(Bz—16).

3—Ta r4+1 " _7——3z
b=<w g = 5

4z —1 r—4 3a+ 5

— g4 =1— 5 §
3 4=1-—2"24 200 4l
5¢—6_ 9—10x 3x—4 3—4dx

10 & ~ "5 71
Ta—1 x4+ 3 4z+9 z+5
25 20 10 5 °
a:—3_:r—25:7_2+z
7 5 4 -

Te—2

4@+ 9 +6=3E1D,

3

4 3 3
3u+3 z41 _ bz 2 3x—1
() e ()

2245 Tz 419 2241
3r— = =16 3 g
2z—1 3z—2  bSx—4 Te—6

3 T—1 t—3 “1—*3"
13z 45 16z 45 11z -+ 4 S50—1
T B 8 a2
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Bruchgleichungen mit zahlenmiiBig gegebenen: Koeffizienten

82 2—9. 8. o=2..
8. 2453 8. 24 7,5 =15.
86. 15 : (— x) =.3. 87. 18 : (—=z)+ 8 =0.
it g0
91. xis=%. . 10—
8. E_ii:xiﬂ' 7 - zis:xiz
95. %H—mﬂr—lfz—i—g. 96. %ﬁfm
Rt b
99. 711:2216_17;144:.:10;1_*_13:}—1.
LS o e e A

‘1 i 7

M. 3 —gme—p—2@=—p + 32z —3)"
S5x—1T x4+ 3

; - 23;+_1_ a—11 © —
103, 1= 240 L W entnn— b

105. 3 —

ba—5 Tae—
we. 27+ o0 s =1o.
107. 33(2:?)_ 22;:';) = (:')l:)r;:f)
108. 5-‘227"'_59—;—’;—% =5z—1L
109, 3024 TemB_ 5,
me. 2.4 2 _ W, 111.%_5—%9+%=0.
13 15 8 113 2 19 4 0

* %5 3r—5 T Ta—15 O
Arithmetik, 3.—5. 5

M2 o — %=1
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g, 21220 Seed W -+ g =
6, — =L

7. ﬁz &7 8iz = 7’11 + 317

118. ﬁ+xi7—1i7+x—lu

e, Lo+ 2 -

120. ;%—%2 Lig zio

121. fji—l—;%=;ég+§%;~ AR T
128, 1o 2ot
120001 g 210, 6 =25

Vermischte Gleichungen mit zahlenmiifig gegebenen Koeffizienten

126.

128.

130.

132.
133.
+134.
135.
136.

138.

140.

142,
143.

52—1 19—z . Tza+1 , _ 8x2—2
g =12, ’ 127.—8—.4_ 30
5z—17" 3x+5_ .. 14248 92—5
T =6:56. 129.2.1_—:—; B
2w—4) 1 2(4z—1) 2o

Pk ) SO A i ==.
$@Bx+5 6 e $Ga+1) 3
(z—8) (z—4) = (—6) (v —2).

2(@+5)(z+2)=22+7)(z+3).
(x—35):(x—T7) =(x—8):(z—9).
(#—5):(z—7) = (z+ 1) : (z + 3).

z—1 .z—4 22—1 _ 3(x—2)

=3 =5 W e = 51"

2 5x—2__£.2i—_5 . 3V4.r-5_5.7a:—3

3 Tz—8 T 3a—1" B 5= = 7 Fa—i
3z—14 +1

6(c2—6) = —"(2s—11). 141 :_1(3z—ll)=3(z—3).

3(22—0,3) =06+ 5(z—0,1).
7(1,82—3)—39 =111z —3 (22 —5).



14.

146.
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5.1:(;;30,4&‘L 1,3 = 3a _ 1,81,‘283,. 45, 3_%: . 1 -

T
2 2 2 2 3 1 2 X 3 2
373 _2_2 3°Yf3 . 37w 3Ts_ 7%
2_, 832 C3TTE TR T
3 3 2 % 3" =z 3 =z
24232+ 5 2 222 — 14049 3

il 1
S =—. 1“’312 e =35

Gleichungen mit ganzzahligen Koeffizienten ohne und mit Klammern

150. z + a =b. 151, v —a =7

152. z -+ a—b =m. 153. a — 2z = b—8.

154 m—9+b=a—a-+m—19.

155. ez + b =c. 156. a —br =c.

159. a —mr +b=—c. 158. 50 —a =32+ b.

159. 3a -~ 22 —4b =52 —b. 160. 5ma + 2a = Tmaz — 25,
161. 54— 7b + 6n2 = 3a—5b—2¢ + Snz.

162. 3mr—T7a—5b=mz + 2b+Tc—5mz.

163. a (z —b) = c. 164. 4 (z —a) = 3z + 5b.
165. 7T(a—z) =6 (b — ). 166. 3 (4a —32) =5 (4b —z).
167. (a— 1)z =b—=.

168. ab + (b + 1)z = (a + @) b + a.

169. 2 (3a 4 102) 4 7 (a — 2) = 13 (a + D).

170. 3 (2a — ) + 530 —22) =5 (3a—22) + 3 (2b— 3a).

171. 3(52—Ta) + 7 (3a — 5b) + 5 (3b — Tw) = 0.

172. mz + nz = a. 173, az —b =co—d.

174. a — bz =cax—d. 175. az 4 cx = ab + c.

176. az + z = m. . 19%. az + bz =m + x.

178. a — bz = cz — ®. 199. az — bz —m (2 —1) = m.
180. a (x —1) —b =2z —a. 181. az = b (c — 2).

182, (@ + b) o = m —cx. 183. (a —b) 2 = 2a— (a + b) z.
184. (a—b)az—c=d—(b—c)x

185. ab— (z —c)d = c¢(d + ).

1) Wo wie hier die Gleichung auf die Form z? 4 ax = 0 fiihrt, ist darauf zu

achten, dal auch x = 0 der Gleichung geniigt.

b*
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186. a(b— 2) + b(c — ) =b(a —2) + cw.

187. 12az — 3b(z —a) = 5a(2x + b).

188. (a +b)z + (a—Db)z—az =b+c.

189. (¢ +b)z—(a—Db)z—bzr =a+c.

190. (@ — z) (b — z) = 22 ‘

191. (e —a) (1 —2) = 2> —1. 192. (a — z) (b + 2) = a? — 22,

193. (z —a) (z — b) = 2> —a®. 194. (x —a)? = (z — b)2.
Bruchgleichungen
x a @ _
195.;:1). 196.;—1). 197.;—1)_0.
198 a—Z=c. 190 2 —b=c. 200. a— 2 —o.
T A 202 0 — % =1
x x a
a b T—a
203.;—1=?—9. 204.—r+b=z—1
a—ba _be—z a—bzx _cx—b
205. - +b — 206. = Lz = F
5. & x_' ax __ cx
207 7+7_c 208.7,— p=m
209. (l—/Z:T—-b 210. a—ba.: ax—b
) b a b a
| I S e 28, 4118 . 0k2
a b b a
z+a b _ x—b a @ _ =
213. a8 +T' 214.;—(»—7—(1.
7 R R W 216. /,(m_i)zb(n_i)_
x x n m
142 _a l—é—xgl z+a
217.1_1—7. 218.]_1—0- 219.m—m.
ax+b _m a+ax a4+ )
220. ———F ~n" 221‘b+2x—1’ 222.—'1_—1—13.
a2, * =0 gz 2te _ot?b
a—z b—uw a—z a—b
z+1_a+b a+b__a—b
225. — 1 =a—3 226.0_}_1—6_1.
227.a+bz=c+dz 228‘a+br=c+da:
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249,
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a—z _a+z ac—2a _ax—2b
b—z b+az’ 230. ar—2b  az+ 2a°

a a c
I =" 232.H—x-—m_b—+—;-——-n.
LR Y TR L . R
mx nx mx nx
g g 236, 4% 4 o% o [% _
7+?+7_d' 236. b—l—d—,—g—h.
20—a __b—2z _ a*4b? oq: 8% B oo

e i 238. b a(z b) =a.
a(2x+1)~5ax—4b_i

3b 5b — 5’
6a — bz 9b—ca | 20c —dx

5% T @6 T B W
3b(x— a) x—b2 b(da +cx)

5a + 15b it 6a =0.
ax  b—a  ab—2z) a—z  b—z  c—a
S e Tkt v e L B
ax— b2 ab— x) bt ~a+1l b—1 y !
e -i—?—a. 245. e =(@+z):(b—2a).
ar+b a _ b, z a?b—a  bic—a | act—az
x ‘d " a “cx+d u. a b c =0
l—azx 1—ba 1—cz :

Tt i 0%
a—x+b—x+c—w__0 250 a—ba _,_b—cx+c—a1:_0
be ac ab o be ac ab

Vermischte Aufgahen

Lose die folgenden Gleichungen und setze dann nachtriglich in Gleichung

und Wurzel n =1, 2, 3...10:

251. nz 4+ 3z =n24 6n+9. 252. noe =Tz + n*— 14n + 49.
253. ne =n2+2n4+1—2. .
Lose die folgenden Gleichungen und lasse dann nachtriglich in Gleichung
und Wurzel die Gréfien a und b die Zahlen 1 bis 3 durchlaufen.
254, az—b=a—b. 255. a> 4 b =12 —az.
256. az + b2 =bx + a2.
Berechne aus den folgenden Gleichungen a) a, b) 'b:
257. a+b=c. 258, a—b =c.
259. ¢ b=c. 260. 5 =ec.
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263.

265.
267.
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270.

271.

272,

273.

274.

275.

276.

297,
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Lose die folgenden Gleichungen nach a) p, b) ¢, ¢) rauf:

p—qg-+r+s=0. 262.§+r=s.
pg—r=s. / 264, p(g—r) =s.
Berechne aus folgenden Gleichungen y:
a+y=u. 266. m =ny = =.
m-4+ny a+by
— = 268. by ="

Jemand hat in sein Merkbuch die folgenden Gleichungen mit ihren
Wurzeln geschrieben, wobei die durch Punkte bezeichneten Faktoren
von z unleserlich geworden sind. Wie hieBen diese Faktoren?

a) be—5=---2—3 by lz+3=---z+2
=2, =06,
¢) --rrx+3=22+5
B =11;

Das harmonische Mittel m zweier Zahlen @ und b ist m = %. Driicke
@ durch b und m aus. @

Ist g eine Seite, A die zugehorige Hohe eines Dreiecks mit dem Flichen-
inhalt f, so ist "%L = f. Driicke a) g, b) & durch die anderen GriBen aus.

Ist » der Radius eines Kreises, so ist sein Umfang v = 2zr. Wie gro3
ist 7, ausgedriickt durch u?

Zwischen der Stromstirke 7, dem Widerstande w und der Spannung e
einer elektrischen Leitung besteht die Gleichung e =¢-w. Driicke
a) 7, b) w durch die anderen Groflen aus.

An einem Hebel wirken in den Abstinden a; und a, vom Drehpunkt
die paralle] gerichteten Krifte k; und k,. Dann ist a;k; = ayk,. Driicke
a) k&, b) a, durch die anderen GroBen aus.

Ist » der Betrag einer Rechnung und werden p Prozent Rabatt darauf
geleistet, so ist der gezahlte Betrag b = r-rTOg Wiedriickt sich a) 7, b) p
durch die anderen GroBen aus?

Ein Kapital & wiichst in einem Jahre durch die p prozentigen Zinsen
auf X' =k (1 + ILO)O) an. Driicke a) k, b) p durch die anderen
Groflen aus.

Wenn eine Summe von ¢ RM mit p9%, auf ¢t Tage diskontiert wird. so

ist der Betrag der Barzahlung b =a — :Tt(lig{)i)‘ Driicke a) a, b) p,

¢) t durch die anderen Griflen aus.
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278. Wenn ein Eisenstab, der bei 0° die Liinge /, hat, auf 0 erwdrmt wird,

279.

so ist seine Linge [, =/ (1 4 &t), wo & = 0,000012 ist. Wie grof3
ist ¢, ausgedriickt durch 7, und /,?

Wenn zwei Wassermengen m; und m, von den Temperaturen ¢, und ¢,

zusammengegossen werden, so ergibt sich die Mischungstemperatur zu
t Myl . i

¢ =mb Ml e a) my, b) t, e) m,, d) t, durch die anderen
my - My -

GroBen aus.

§ 17. Eingekleidete Gleichungen ersten Grades mit einer
Unbekannten

Yoriibungen

In den folgenden Aufgaben soll a) die der Aufgabe entsprechende

Gleichung aufgestellt werden, b) diese Gleichung aufgelést, ¢) durch die
Probe die Richtigkeit des Ergebnisses bestitigt werden:

. Welche Zahl muB man zu 0,738 addieren, um 0,96 zu erhalten?

. Welche Zahl muBl man von 3% subtrahieren, um 2% zu erhalten?

Durch welche Zahl mufl man 33,033 dividieren, um 231 zu erhalten?

4. Mit welcher Zahl muB man 3} multiplizieren, um 7% zu erhalten?

7

10

. Durch welche Zahl muBl man 3% dividieren, um 2% zu erhalten ?
6. Von welcher Zahl ist 5} der 10. Teil?

Zu welcher Zahl mull man b addieren, um @ zu erhalten?

. Welche Zahl gibt 0, wenn sie um m vermehrt wird?

. Welche Zahl muBl man um « vermindern, um b zu erhalten?

.

11.

. Von welcher Zahl ist a der nte Teil?

13.

14

Um welche Zahl mufl man m vermindern, um = zu erhalten?

Von welcher Zahl ist @ das mfache?

Durch welche Zahl muBl man a dividieren, um m zu erhalten?

Das Neunfache einer Zahl a) um 2 vermehrt gibt 11, b) um 3 vermehrt
gibt 111, ¢) um 4 vermehrt gibt 1111, d) um 5 vermehrt gibt 11111,
e) um 6 vermehrt gibt 111111, f) um 7 vermehrt gibt 1111111, g) um
8 vermehrt gibt 11111111, h) um 9 vermehrt gibt 111111111. Gib in
jedem Falle die Zahl an und stelle die Ergebnisse aller Aufgaben in einer
Tabelle zusammen.

. Das Achtfache einer Zahl a) um 2 vermehrt gibt 98, b) um 3 vermehrt

gibt 987, ¢) um 4 vermehrt gibt 9876, d) um 5 vermehrt gibt 98765,
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16.

17.

18.
19.
20.

21.

22,

23.

24,

25.

26.
27.

28.

34.
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e) um 6 vermehrt gibt 987654, f) um 7 vermehrt gibt 9876543, g) um
8 vermehrt gibt 98765432, h) um 9 vermehrt gibt 987654321. Wie
heiBt in jedem Falle die Zahl? Stelle das Ergebnis der Aufgaben in einer
Tabelle zusammen.

Um welche Zahl muBl man 702 vermindern, um das Doppelte der Zahl
zu erhalten?

Welche Zahl mufl man von 875 subtrahieren, um ebensoviel zu erhalten,
wie wenn man 787 zu der Zahl addiert?

Welche Zahl bleibt ebensoviel unter 7%, wie sie 5} iiberschieBt?
Welche Zahl liegt mitten zwischen 21 und 61?

Welche Zahl gibt, wenn man sie um 99 vermindert, ebensoviel, wie wenn
man sie durch 10 dividiert?

Das Dreifache und das Vierfache einer Zahl geben zusammen 10,01.
Wie heiBit die Zahl?

Von welcher Zahl betriigt das Doppelte um 7 mehr, als ihr vierter Teil
ausmacht ?

Welche Zahl gibt, wenn man sie um ihr Dreifaches vermehrt, um 3
mehr, als wenn man sie verdoppelt?

Welche Zahl gibt, wenn man sie um Gi vermehrt, ebensoviel, wie wenn
man sie mit 71 multipliziert?

Der dritte und der fiinfte Teil einer Zahl machen zusammen 88 aus.
Wie heiBt die Zahl?

Von welcher Zahl ist der 8. Teil um 3 kleiner als der 6. Teil?

Wenn man 13 vom Dreifachen einer Zahl abzieht, so erhiilt man eben-
soviel, wie wenn man 57 zum 5. Teil addiert. Wie heiflt die Zahl?

Welche Zahl gibt bei Vermehrung um ihr Dreifaches und ihr Fiinf-
faches 997

. Wie heiBt die Zahl, deren mfaches und nfaches zusammen a ergeben ?
. Wie heiflt die Zahl, deren mter und nter Teil zusammen p ergeben?

. Wie heilt die Zahl, welche, um ibr mfaches vermehrt, a gibt?

. Von welcher Zahl ist das nfache gleich der um » verminderten Zahl?

. Subtrahiert man von einer gewissen Zahl 5, multipliziert den Rest mit 7,

addiert 2, dividiert das Ergebnis durch 6, addiert 4, so erhilt man die
urspriingliche Zahl. Wie groB ist die Zahl?

Ich addiere 3 zu einer gewissen Zahl, multipliziere die erhaltene Summe
mit 2, ziehe von dem Produkt 8 ab und erhalte ebensoviel, wie wenn
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37.
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41.
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45.
47.

49.

50.
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52.

53.

54.

35.
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ich von der Zahl 4 abziehe, den Rest verdreifache und vom Produkt 1
abziehe. Wie heiB3t die Zahl?

Ich subtrahiere 7 von einer gewissen Zahl, multipliziere die Differenz
mit 3 und addiere zu dem Produkt 2, so erhalte ich ebensoviel, wie wenn
ich die Zahl mit 8 multipliziere, von dem Produkt 3 subtrahiere und
den Rest durch 7 dividiere. Wie heit die Zahl?

Um welche Zahl mufl man Zihler und Nenner des Bruches 21 vergréBern,

um einen Bruch vom Werte } zu erhalten?

Kleide die folgenden Gleichungen in Worte:

94+ 3=8: ’ 38. 9z = 11%.
m=n-—mac. 40. 5——:—:4.
ar = z. 42. 13 =51:2
z—1 2 z+m __ 5
FELT #o=m=7
51 a i b
m—3=14. 46.?—|—b—-;+a.
Um wieviel muBB man jeden Faktor der Produkte 25-51 und 3140

verkleinern, damit die neuen -Produkte gleich werden?

Um welche Zahl muB man jeden Faktor des Produktes 30 147 ver-
kleinern und jeden Faktor des Produktes 14 - 62 vergloBem damit die
neuen Produkte gleich werden?

Welche Zahl kann man jedem Gliede der Proportion 3 : 6 = 4 : 8 hinzu-
fiigen, so daBl wieder eine richtige Proportion entsteht?

Welche Zahl muB man zu jeder der Zahlen 3 und 5 addieren, so daB die
entstehenden Zahlen sich wie 8 : 11 verhalten?

Um welche Zahl muBl man jede der Zahlen 1, 5, 27, 57 vergroern, wenn
die neuen Zahlen in der angegebenen Reihenfolge eine Proportion bilden
sollen ?

Um welche Zahl mul man jede der Zahlen 11, 16, 35, 60 verkleinern,
damit die neuen Zahlen in der angegebenen Reihenfolge eine Proportion
bilden ?

Um welche Zahl muBl man jede der Zahlen 6, 10, 22 verkleinern, damit
die verkleinerten Zahlen in der angegebenen Reihenfolge eine stetige
Proportion bilden ?

Welche Zahl muB man zu m und zu » addieren, wenn die vergroBerten
Zahlen sich wie p :¢ verhalten sollen? o

Welche Zahl muB3 man zu m addieren und von n subtrahieren, damit
die neuen Zahlen sich wie a :b verhalten?
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Teilungs- und Mischungsaufgaben?!)

56. Zu einem gemeinschaftlichen Geschéft gibt 4 7000 RM, B 9000 RM.

37.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

Sie gewinnen 1824 RM. Wieviel erhilt jeder?

4 und B griinden ein Geschift mit 7850 RM, von denen A 3450 RM
hergibt. Sie haben einen Gewinn von 628 RM. Wieviel erhiilt ein jeder
davon?

Drei Familien erben 15000 RM, die nach der Anzahl der Familienmit-
glieder verteilt werden sollen. Die erste hat 3, die zweite 5, die dritte
6 Kinder. Wieviel erhiilt jede Familie, wenn siimtliche Eltern noch
leben ?

Es sollen 1225 RM so unter vier Personen verteilt werden, daB jede
folgende um } mehr erhilt als die vorhergehende.

Fiinf Personen sollen sich 1055 RM in der Art teilen, daB jede folgende
Person immer um die Hiilfte mehr erhiilt als die vorhergehende. Wieviel
erhilt jede Person?

Unter 4, B und C soll eine Summe Geldes verteilt werden. A4 erhiilt
+ derselben und 190 RM, B % derselben und 170 RM, ¢ % derselben und
160 RM. Wie groB ist die zu verteilende Summe, und wieviel erhiilt
jeder? .
Unter 4, B und € soll eine Summe Geldes verteilt werden. 4 erhilt
200 RM weniger als 7 der Summe, B 700 RM weniger als ¢ der Summe,
C 330 RM mehr als } der Summe. Wie grof8 ist die zu verteilende Summe,
und wieviel erhilt jeder?

A, B und C sollen einen Gewinn von 7245 RM teilen. A hatte 6500 RM,
B 7500 RM, € 10000 RM in das Geschiift gelegt. 4 soll wegen seiner
Titigkeit im Geschift 159,, B 129, mehr erhalten, als ihm sonst nach
der Einlage zukommt. Wieviel erhiilt jeder vom Gewinn?

4, B und C gewinnen bei einem Geschiift 6660 RM. A4 soll fiir groBere
Arbeit 109, mehr haben, als ihm nach seiner Einlage zukommt. Wieviel
erhillt jeder, wenn die Einlagen sich wie 5:6 :7 verhalten?

A, B, C und D sollen sich 18000 RM teilen. A soll viermal soviel wie I
erhalten, weniger 6000 RM; B soll dreimal soviel erhalten wie A, weniger
4000 RM; C schlieBlich soll doppelt soviel erhalten wie D, weniger
2000, RM. Wieviel erhiilt jeder?

Es hinterlieB jemand ein Vermégen von 14500 RM; darein sollten sich
seine vier Schne teilen. Der zweite sollte doppelt soviel haben wie der
erste, weniger 3000 RM, der dritte doppelt soviel wie der zweite, weniger
4000 RM, der vierte doppelt soviel wie der dritte, weniger 5000 RM.
Wieviel erhielt jeder?

1) Vgl. auch die Aufgaben 193, 197, 198, 203, 215, 216, 218, 219 in diesem Para-
graphen.
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A4, B und C sollen sich 1000 RM teilen. B erhilt  mehr als 4, weniger
100 RM, C erhilt 200 RM weniger als 4 und B zusammen. Wieviel
erhilt jeder?

A, B und ( sollen sich 10000 RM teilen. B soll i mehr erhalten als A,
weniger 200 RM, ' % mehr als B, weniger 300 RM. Wieviel erhilt jeder?

69. Jemand mischt zwei Sorten Kaffee; von der einen Sorte kostet das

Pfund 3,60 RM, von der anderen 4,40 RM. Er will 150 Pfund zum Preise
von 4,20 RM haben. Wieviel Pfund muB er von jeder Sorte nehmen?

70.1) Jemand, hat 3000 1 Spiritus von 709,. Wieviel Wasser hat er zu-

71.

72.

73.

78.

80.

81.

zusetzen, damit der Spiritus nur noch 609, hilt?

Jemand hat 6001 Spiritus von 609,. Wieviel Spiritus von 959, muf}
er zusetzen, um Spiritus von 809, zu erhalten?

Jemand braucht 10001 Spiritus zu 809%,. Er hat Spiritus zu 779, und
zu 87%,. Wieviel mufl er von jeder Art nehmen?

Jemand hat 7001 Spiritus von 75%,. Wieviel Wasser muB} er demselben
entziehen, damit der Gehalt des Spiritus auf 849 steigt?

. Ein Goldschmied will aus 9l6tigem und 1316tigem Silber 1216tiges Silber

herstellen. Wieviel mul} er von jeder Art nehmen, wenn er 100g notig hat?

. Wieviel Kupfer muBl ein Goldschmied zu 200 g 1415tigen Silbers hinzu-

setzen, um 12l6tiges zu erhalten?

. Jemand hat 100 g 18kariitiges Gold. Wieviel Kupfer muf er ausscheiden,

um 20kariitiges Gold zu erhalten?

. Wieviel Wasser mufl man verdampfen, um aus 20001 4 prozentiger Salz-

sole 10prozentige zu erhalten ?

Prozent- und Zinsaufgahen?)

Ein Verleger hatte eine Einnahme von 375282 RM. Fiir wieviel Mark
Biicher, nach dem buchhiindlerischen Preise gerechnet, hatte er ab-
gesetzt, wenn er den Buchhandlungen 3319, Rabatt gab?

. Ein Geschiift gibt bei Abgai)e von sechs Heften eins umsonst zu. Wieviel

Prozent Rabatt sind das?

Von den Lotteriegewinnen behilt der Staat 14,39, der Lotterieein-
nehmer 1,5%, zuriick. Welcher Gewinn ist auf ein Achtellos gefallen,
wenn der Besitzer 21050 RM ausgezahlt erhilt?

Ein Kaufmann verkaufte einen Posten Ware mit 319, Verlust fiir
3483 RM. Wieviel hat er im Einkauf gegeben?

1) Von der bei der Mischung eintretenden Volumeniinderung ist in den Aufg. 70—73

abzusehen."

2) In allen Aufgaben sind nur einfache Zinsen, niemals Zinseszinsen zu rechnen.
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84.
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90.

91.

92
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Ein Kapital steht zu 4}%, und wichst in drei Jahren mit den einfachen
Zinsen zu 6765 RM an. Wie groB war es urspriinglich ?

4 hatte von B nach einiger Zeit fiir ein Grundstiick 82000 RM zu emp-
fangen. B zahlte gleich bar 80000 RM. Nach welcher Zeit sollte B
urspriinglich zahlen, wenn monatlich 19, Zinsen gerechnet werden ?

A wollte von B ein Grundstiick kaufen. B forderte eine gewisse Summe,
die 4 nach 8 Monaten zahlen sollte. A zahlte statt dessen auf der Stelle
163500 RM. Wie hoch stellte sich demnach die Forderung von B bei
Annahme einer jihrlichen Verzinsung zu 419,?

4 wollte von B ein Haus kaufen. B forderte 47908 RM, nach 3 Monaten
zahlbar. A4 zahlte bar. Wie groB war die Barzahlung, wenn monatlich
195 Zinsen gerechnet werden?

Jemand hatte ein Kapital zu 49, auf Zinsen stehen. Durch Herunter-
gehen des Zinsfules auf 339, verlor er jihrlich 150 RM. Wie groB war
sein Kapital ?

Jemand hatte drei Zahlungen zu machen: 3750 RM nach 4 Monaten,
4580 RM nach 9 Monaten, 5350 RM nach einem Jahre. Er will die
Summe auf einmal zahlen. Wann muB} das geschehen, wenn auf keiner
Seite ein Zinsenverlust stattfinden soll 2

Jemand hat vier Zahlungen zu machen: 600 RM sogleich, 600 RM nach
3 Monaten, 600 RM nach 5 Monaten, 600 RM nach 8 Monaten. Er will
die Summe auf einmal zahlen. Wann kann das ohne Zinsenverlust ge-
schehen ?

A hat an B a RM nach m Monaten, b RM nach n Monaten, ¢ RM nach
p Monaten, ¢ RM nach ¢ Monaten zu zahlen. Wann kann er die ganze
Summe ohne Zinsenverlust zahlen ?

4 hat an B nach einem Jahre 5000 RM zu zahlen. Er will die Summe
in fiinf gleichen Terminen, jedesmal 1000 RM, abtragen. Wann sind die
Termine anzusetzen, wenn die ersten 1000 RM nach 2 Monaten gezahlt
werden, und wenn keinerseits ein Zinsenverlust stattfinden soll?

4 hat an B nach 8 Monaten eine gewisse Summe zu zahlen. Er wird
mit B einig, 600 RM gleich, 700 RM nach 3 Monaten, 800 RM nach
6 Monaten, den Rest nach einem Jahre zu zahlen. Wie groB war die
Summe ? 5

4 bietet fiir ein Haus 20000 RM bar, B 20500 RM, zahlbar nach 6 Mo-
naten, (' 21000 RM, zahlbar nach einem Jahre. Wer bot am meisten,
wenn d’e Zinsen zu 439, gerechnet werden, und um wieviel bot er mehr
als die anderen?

A4 hat bei B drei Kapitalien auf Zinsen: 1200 RM zu 4195, 1000 RM
zu 4%, und 800 RM zu 43%,. 4 wiinscht die ganze Summe zu gleichem
Prozentsatz auszuleihen. Wieviel Prozent muB er rechnen; wenn auf
keiner Seite ein Zinsenverlust stattfinden soll?



94.

95.

96.

97.

98.

99.
100.
101.

102.

103.

104.

105.

106.

107.

108.
109.

§17. Eingekleidete Gleichungen ersten Grades mit einer Unbekannten 71

Ein Kapital von ¢ RM wiichst in n Jahren mit den einfachen sten
zu b RM an. Zu wieviel Prozent stand es?

Ein Kapital von ¢ RM wiichst mit den einfachen Zinsen bei p9%, zu
b RM an. In wieviel Jahren geschah das?

Jemand hatte « RM nach m Monaten zu zahlen. Wie grofl wire die
Barzahlung bei p9, monatlichem Rabatt gewesen?

Wie groB war die Barzahlung im Falle der vorhergehenden Aufgabe,
wenn der Rabatt nicht a uf 100 gerechnet wird, wie es sonst bei Ka-
pitalzahlungen stets geschieht, sondern von 100?

A hat an B nach m Monaten a RM zu zahlen oder gleich bar mit p9%,
monatlichem Rabatt. 4 will von 100, B auf 100 rechnen. Wie grof3
ist der Unterschied in der Barzahlung?

Wieviel Prozent Rabatt von 100 sind p9, Rabatt auf 100?
Wieviel Prozent Rabatt auf 100 sind p9, Rabatt v on 100?

Ein Kaufmann gewinnt an einer Ware 32%,, wenn er das Kilogramm
mit 1,80 RM verkauft. Wieviel Prozent gewinnt oder verliert er, wenn
er 1 kg mit 1,20 RM verkauft?

Ein Kaufmann gewinnt an einer Ware 259,, wenn er das Kilogramm
mit 1' RM verkauft. Wie hoch muB er das Kilogramm verkaufen, wenn
er 309, gewinnen will?

Ein Kaufmann gewinnt bei einer Ware p9%,, wenn er das Kilogramm
fiir @ RM verkauft. Wieviel Prozent gewinnt er, wenn er das Kilo-
gramm fiir b RM verkauft?

Aufgaben aus der Geometrie

Eine Strecke von 4,8 cm soll a) innerlich, b) duBlerlich im Verhiltnis
3:5 geteilt werden. Wo liegt der Teilpunkt?

Welcher Winkel ist a) doppelt so grof, b) » mal so groB, e¢) halb
so groB wie sein Nebenwinkel?

In einem gleichschenkligen Dreieck ist der Winkel an der Spitze
a) doppelt, b) » mal so groB wie jeder Basiswinkel. Wie groB sind die
Winkel ?

In einem gleichschenkligen Dreieck sind a) die Schenkel doppelt so
groB wie die Grundlinie, bh) verhalten sich Basis und Schenkel wie
7:4. Wie groB sind die Seiten, wenn der Umfang 25 cm ist?

Welches Vieleck hat a) doppelt, b) halb soviel Diagonalen wie Seiten ?

In welchem (nicht iiberschlagenen) Vieleck ist die Summe der Winkel
10 R?
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Der Inhalt eines Rechtecks ist 36 cm?, die eine Seite 1, 2, 3. . . 12 cm.
Wie lang ist jeweilig die andere?

In einem Rechteck mit dem Inhalt 48 cm? ist die eine Seite a) 2 cm
linger als, b) dreimal so lang wie die andere. Wie groB sind die Seiten ?

In einem Rechteck mit dem Inhalt f ist die eine Seite a) um m kiirzer
als, b) den nten Teil so lang wie die andere. Wie groB sind die Seiten?

In einem Trapez ist a) die Differenz der beiden parallelen Seiten
3 cm, b) das Verhiiltnis der beiden parallelen Seiten 3:5. Wie grol
sind die beiden Seiten, wenn die Hohe 6 cm, der Inhalt 96 cm?2 ist?

Die eine Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks ist 18 m, die andere
6 m kleiner als die Hypotenuse. Wie groB sind die Dreiecksseiten ?

Die Hypotenusenhohe eines rechtwinkligen Dreiecks ist 3 cm groBer
als der kleinere und 4 cm kleiner als der groBere Hypotenusenabschnitt.
Wie groB3 ist die Hohe? ;

Zwei Seiten eines Dreiecks sind 4 em und 6 cm lang. Von den zu den
Seiten gehérenden Héhen ist die eine um 1 em linger als die andere.
Wie lang sind die beiden Héhen ?

Bewegungsaufgaben

Die zwischen den einzelnen Eisenbahnschienen vorhandenen StoB-
fugen verursachen ein im fahrenden Zug wahrnehmbares taktmiiBiges
Aufschlagen der Riider. Ein Reisender zihlt.in der Minute 92 An.
schliige; welches ist die in km pro Stunde ausgedriickte Geschwindig-
keit des Zuges, wenn die Strecke 12-m-Schienen hat?

Zwei Freunde, welche 25 km voneinander entfernt wohnen, gehen
einander entgegen. Der erste legt stiindlich 3} km, der zweite stiind-
lich 4 km zuriick. Nach wieviel Stunden treffen sie zusammen, wenn
sie gleichzeitig aufbrechen ?

4 und B, welche 12 km voneinander entfernt wohnen, wandern in
derselben Richtung. Stiindlich legt 4 5 km, B 3% km zuriick. Wann
wird 4 den B einholen, wenn sie gleichzeitig aufbrechen ?

Zwei Freunde 4 und B, die 36 km voneinander entfernt wohnen, radeln
einander entgegen. Welche Strecke muB jeder bis zum Zusammen-
treffen zuriicklegen, wenn sie zu gleicher Zeit aufbrechen, und wenn
ihre Geschwindigkeiten sich wie 5 :7 verhalten?

Einer Schulklasse, die einen Klassenausflug macht, folgt ein Nach-
ziigler mit dem Rad; er legt stiindlich 15 km zuriick. Wie groB} ist
die Geschwindigkeit der Klasse, wenn der Nachziigler eine Stunde
spiter aufbricht als die Klasse und sie nach einer halben Stunde einholt ?
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122. Von einem Ort reitet ein Reiter ab, der in je 3 Stunden 28 km zuriick-
legt. Thm wird eine Stunde spiiter ein zweiter Reiter nachgeschickt,
der in je 2 Stunden 20 km zuriicklegt. Wann und wo wird der zweite
den ersten einholen ?

123. Von A4 geht ein Bote nach B und legt die Strecke in 80 Minuten, von
B geht ein anderer Bote nach 4 und legt die Strecke in 120 Minuten
zuriick.” Wann und wo werden sie sich treffen, wenn sie zu gleicher
Zeit aufbrechen ?

124. Ein FuBgiinger bricht um 8 Uhr von M auf, um nach N zu gehen, und
trifft um 10 Uhr in N ein. Ein Reiter reitet um 9 Uhr aus N ab und
trifft um 9 Uhr 40 Minuten in M ein. Wann und wo werden sich
Reiter und Fuligiinger begegnen, wenn die Entfernung M N 10 km
betrigt ?

125. Aus A4 fihrt ein Radfahrer ab, der stiindlich 12 km zuriicklegt. Aus
dem Orte B, den der Radfahrer passieren muB, ist eine Stunde vor
seinem Aufbruch ein Verein aufgebrochen, der in derselben Richtung
marschiert wie er und stiindlich 5 km zuriicklegt. Wann holt der Rad-
fahrer den Verein ein, wenn die Strecke 4 B 9 km lang ist?

*126. Bilde selbst nach dem Muster von Nr.118 bis 125 Aufgaben a) fiir
Motorfahrer, b) fiir Auto und Flugzeug.

*127. a) Wann und wie oft stehen Stunden- und Minutenzeiger einer Uhr
iibereinander? h) Wann und wie oft ist bei einer Uhr der groBe Zeiger
dem kleinen um 30° voraus?

,Aufgaben aus der Physik')
Spezifisches Gewicht

128. Ein Ziegelstein hat Kanten von 25 cm, 12 em und 6,5 em Léinge und
wiegt ungefihr 4 kg. Welches ist sein spezifisches Gewicht?

129. Ein plattenformiger Eisberg ragt 12m aus dem Wasser. Wie dick ist
er? (Spezifisches Gewicht des Eises 0,9.)

130. Ein Stiick Blei und ein Stiick Korkholz sind miteinander verbunden.
Sie wiegen zusammen 100 g und schwimmen gerade im Wasser. Wieviel
kommt von dem Gesamtgewicht auf das Blei und wieviel auf das Kork-
holz? Das spezifische Gewicht von Blei ist 11,35, das von Korkholz
ist 0,24.

131. Eine Legierung aus Silber und Zinn wiegt 10 kg und hat das spezifische
Gewicht 9. Wieviel Silber und wieviel Zinn enthiilt die Legierung?
Das spezifische Gewicht von Silber ist 10,2, von Zinn 7,3.

1) In diesen Aufgaben werden die entsprechenden physikalischen Tatsachen voraus-
gesetzt. Die Mehrzahl der Aufgaben dieses Abschnittes ist etwas schwieriger: sie eignen
sich also besonders zur Wiederl holung.
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Wie schwer muf} ein Brett von Pappelholz sein, das ein spezifisches
Gewicht von 0,39 hat, wenn es eine Tragkraft von 5 kg haben, d. h.
5 kg weniger wiegen soll als das von ihm verdringte Wasser?

Ein Stiick Blei von 10 kg soll mit einem so groBen Stiick Korkholz
verbunden werden, daB die Verbindung noch eine Tragkraft von 2 kg
hat. Wieviel Korkholz muB man nehmen? Das spezifische Gewicht
von Blei ist 11,35, das von Korkholz ist 0,24.

Ein Korkzylinder von r = 15 mm Radius und %» = 20 cm Héhe wird
durch eine auf den Grundkreis passende bleierne Halbkugel beschwert.
Wie tief sinkt der Zylinder in Wasser ein? (s, = 0,24; s, = 11,4.)

Ein junger Mann, der 54 kg wiegt, will sich einen Korkgiirtel machen,
um sich das Schwimmen zu erleichtern. Wie schwer muf3 dieser sein,
wenn der Mann, mit dem Giirtel angetan, gerade vom Wasser getragen
wird und den Kopf iiber Wasser hat? Sein Kopf mége 3 kg wiegen
und das spezifische Gewicht des eingetauchten Teils seines Kérpers 1,02,
das des Korkholzes 0,24 sein.

Ein allseitig geschlossener Kasten von #uflerlich 10 mm Linge, 84 mm
Breite und 60 mm Hohe, der iiberall eine Wandstirke von 2 mm auf-
weist, taucht 22 mm tief ins Wasser ein. Welches spezifische Gewicht
hat der Stoff, aus dem er gefertigt ist?

Ein oben offener Kasten von éduflerlich 100 mm Linge, 98 mm Breite
und 26 mm Héhe, dessen Wiinde und Boden iiberall 1 mm stark sind,
taucht im Wasser gerade zur Hiilfte ein. Welches spezifische Gewicht
besitzt der Stoff, aus dem er gefertigt ist?

‘Ein zylindrischer Becher, der bei 1 cm Wand- und Bodenstirke im

Lichten einen Grundkreisradius von 6 cm und eine Héhe von 49 em
aufweist, taucht in Wasser 35 cm tief ein. Welches spezifische Gewicht
hat der Stoff, aus dem er gefertigt ist?

Wie tief taucht ein allseitiz geschlossener Kasten aus 1 mm starkem
Zinkblech, der duBerlich 80 mm lang, 52 mm breit und 50 mm hoch
ist, in Wasser ein, wenn das spezifische Gewicht des Zinks zu 7 an-
genommen wird ?

Das spezifische Gewicht des Messings werde zu 8,5 angenommen. Wie
tief taucht ein oben offener Kasten aus 1 mm starkem Messingblech
in Wasser ein, der &uBerlich 130 mm lang, 80 mm breit und 51 mm
hoch ist?

Wie tief taucht der vorstehend beschriebene Kasten in Wasser ein,
wenn er selbst bis zu einer Hohe von 25 mm mit Wasser gefiillt ist?

Ein oben offener Kasten aus 1mm starkem Metallblech vom spezi-
fischen Gewicht 8, dessen iuflerliche Linge, Breite und Hohe 192 mm,
114 mm und 58 mm betragen, ist teilweise mit Wasser gefiillt und
taucht vermdge dessen selbst bis zum Rand ins Wasser ein. Wie hoch
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steht in ihm das Wasser, und um wieviel wiirde er selbst sich heben,
wenn das Wasser aus seinem Innern entfernt wiirde?

143. Wie groB bestimmen sich Steigkraft und Steighthe bei der Fiillung
eines Ballons mit Wasserstoffgas, wenn das Gewicht von 1 m3 Wasser-
stoffgas zu 90 g angenommen wird, wiihrend die zu tragende Last sich
auf 1500 kg erhoht?

144. Wie hoch steigt der Ballon im letzteren Falle (Aufg.143) nach dem
Auswerfen von 200 kg Ballast, wenn die Meterzahl dieser Hohe mittels
des Ausdrucks 18400 (log B — log f3) berechnet wird?

145. Wie stellen sich die vorstehend angegebenen Verhiiltnisse fiir einen
Ballon von 80 kg Eigengewicht, der 600 m? fa3t, wenn die zu tragende
Last 240 kg betriigt, wovon 40 kg auf den Ballast kommen, bei Fiillung
mit Leuchtgas?

146. Wie stellen sich die Verhiltnisse, wenn der soeben beschriebene Ballon
mit Wasserstoff gefiillt ist, withrend er 500 kg, darunter 100 kg an
Ballast, zu tragen hat?

Arbeitsbegriff. Hebel

147. Eine Fabrik leistet eine gewisse Menge Arbeit mit 36 gleichwertigen
Maschinen bei 10stiindiger tiiglicher Arbeitszeit. Wieviel Maschinen
miissen neu eingestellt werden, wenn die gleiche Arbeit bei 9stiindiger
Arbeitszeit zu leisten ist?

148. In einer Fabrik mit a Arbeitern wird die Arbeitszeit von #, auf ¢, Stunden
heruntergesetzt. Wieviel Arbeiter sind mehr einzustellen — immer
unter der Voraussetzung, dal die Arbeitsleistung der einzelnen Arbeiter
die gleiche ist?

149. Ein Schiiler soll wiihrend der Vierwochenferien tiiglich 1} Stunde
arbeiten. Er will sich aber lieber eine Woche ganz von der Arbeit frei-
machen; wieviel Stunden muf er in den anderen drei Wochen tiiglich
mehr arbeiten, wenn die gesamte Arbeitszeit die gleiche bleiben soll?

150. An den Enden eines 30 em langen Stabes hiingen Gewichte, an dem
einen 1kg, an dem anderen 0,5 kg. In welchem Punkte mufl man den
Stab unterstiitzen, um Gleichgewicht herzustellen?

151. An einem Arm eines zweiseitigen Hebels hiingen 2 Gewichte von 70 g
und 40 g. Der Aufhiingungspunkt des ersteren steht um 3 em weiter
von der Drehungsachse des Hebels ab als der des letzteren. Wie weit
sind beide Punkte von der Drehungsachse entfernt, wenn sie durch
ein am andern Hebelarm in 10 em Entfernung von der Drehungs.
achse aufgehiingtes Gewicht von 120g im Gleichgewicht gehalten
werden ?

152. An dem einen Arm eines zweiseitigen Hebels hiingen in 6 und 12 cm.
Entfernung von der Drehungsachse zwei Gewichte von zusammen
Arithmetik, 3.—5. 6
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190 g. Wie groB ist jedes von ihnen, wenn sie durch ein am andern
Hebelarm in 16 cm Entfernung von der Drehungsachse aufgehiingtes
Gewicht von 90 g im Gleichgewicht gehalten werden ?

Wirme

. Welche Temperaturangaben zeigen die Thermometer a) von Reaumur,

h) von Celsius, wenn das Fahrenheitsche Thermometer + 95° zeigt?

Welche Temperatur zeigt ein Fahrenheitsches Thermometer, wenn die
Summe der Angaben eines Reaumurschen und eines Celsiusschen Thermo-
meters —27° betriigt?

. Fiir welche Temperatur unterscheiden sich die Angaben der Thermo-

meter von Fahrenheit und von Reaumur nur durch das Vorzeichen?

Fiir welche Temperatur ist die Reaumursche Gradzahl das Vierfache
der Fahrenheitschen Angabe?

Fiir welche Temperatur ist die Celsiussche Gradzahl, abgesehen vom
Vorzeichen, das Dreifache der Fahrenheitschen Angabe?

Zwei aufeinanderfolgende Eisenbahnschienen, die bei 0° eine Liinge
von 10 m haben, stoBen bei 30° Celsius unmittelbar aneinander. Wie
groB ist die Liicke (StoBfuge) zwischen ihnen bei einer Temperatur
von 10°, wenn der Ausdehnungskoeffizient zu 0,000012 angenommen
wird ?

Bei einem Rostpendel haben die drei Stahlstibe zusammen eine Linge
von 100 em, wie lang mul jeder der beiden Zinkstibe sein, wenn die
Ausdehnungskoeffizienten fiir Stahl und Zink zu 0,000012 und 0, 00003
angenommen werden ?

Wieviel kochendes Wasser mufl man zu 16° (Zimmertemperatur) warmem
Wasser zugieBen, um 100 1 Badewasser von 25° zu bekommen?

Auf 54 g Eisenfeilspiine von 7° Wirme werden 10 g Wasser von 20°
gegossen. Wie stellt sich die Ausgleichstemperatur, wenn die spezifische

Wiirme des Eisens zu } angenommen wird ?

Welche Temperatur haben 20 g Terpentinspiritus von der spezifischen
Wirme 04, die zu 42 g Wasser von 30° hinzugesetzt eine Mischung
von der Temperatur 28,4° ergeben?

In 80 g Wasser von 13° C wird der aus siedendem Wasser entweichende
Dampf geleitet. Dadurch geriit jenes Wasser ins Sieden, wihrend seine
Menge sich zugleich um 13 g vermehrt. Welcher Wert ergibt sich hier-
aus fiir die Siedewiirme des Wasserdampfes?

Bei Wiederholung dieses Versuches tritt das Sieden einer Wassermenge
von 75g und 14° urspriinglicher Temperatur erst ein, nachdem 14 g
hinzugekommen sind. Wieviel Kalorien sind diesmal an die Umgebung
verloren worden ?



165.

166.

167.

168.

169.

170.

171.

172

§17. Eingekleidete Gleichungen ersten Grades mit einer Unbekannten

-1
~1

Schall

Die Schwingungszahlen der Téne einer Durtonleiter verhalten sich wie

wie Sckunde

— Prime
# o Terz
B Quarte
e Quinte
“-“ Sexte
Septime
lo Oktave

Der sechste Ton dieser Reihe, !, hat ale Schwingungszahl 435. Welche
Schwingungszahlen haben die anderen Tine der Tonleiter?

Die Schwingungszahlen zweier Saiten verhalten sich bei gleicher Span-
nung und Dicke und gleichem Material umgekehrt wie die Liingen.
Eine Saite von 120 cm Liinge soll so geteilt werden; daf} der eine Teil
die Prime, der andere a) die Sekunde, b) die Terz, e) die Quarte.
d) die Quinte, e) die Sexte, f) die Septime, g) die Oktave gibt. Wo
liegt jeweilig der Teilpunkt?

Die Pfeife einer Lokomotive mége einen Ton mit der Schwingungszahl n
aussenden. Die Lokomotive fihrt a) mit der Geschwindigkeit von 15m
pro Sekunde vom feststehenden Beobachter fort, b) kommt mit der-
selben Geschwindigkeit auf den Beobachter zu. Welches ist die Schwin~
gungszahl des wirklich gehérten Tones. wenn die Schallgeschwindigkeit
zu 330 m angenommen wird?

Licht — Elektrizitit

Zwischen Gegenstandsweite @ und Bildweite b einer Linse mit der
Brennweite f besteht die Gleichung ; + [I) =k, a) Berechne a aus b

und f, b) berechne b aus @ und f, ¢) berechne f aus a und b.

Eine Gasgliihlichtflamme braucht bei einer Lichtstiirke von 48 Kerzen
in der Stunde 110 1 Gas. Wieviel kostet eine Kerze in der Stunde,
wenn der Kubikmeter Gas 16 Rpf. kostet?

Ein Strom von 10 Volt Spannung hat eine Stiirke von 5 4. Welcher
Widerstand * muB emge\(hdltet werden, damit die Stromstirke auf
2 A sinkt?

Wie grof§ ist der Widerstand eines Stromes von 6 Volt Spannung, dessen
Stiirke durch Einschaltung eines Widerstandes von 2 Ohm auf 1,2 4
herabsinkt ?

Bei einem Strom von 20 Volt Spannung weist die Strecke 4B des
iiuBeren Stromweges einen Widerstand von 3 Ohm auf. Fiigt man
zwischen den Punkten 4 und B noch eine zweite Verbindung ein. deren
Widerstand 6 Ohm betriigt, so steigt die Stromstiirke auf 5 4. Wie
gro} ist der Stromwiderstand mit Ausschlufl der ‘Strecke A B?

6F
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_ Astronomie

Die scheinbare Bewegung eines Fixsternes ist derart, daB eine volle
Umdrehung in ungefiihr 23 Stunden 56 Minuten geschieht. a) Wieviel
Grad je Stunde betriigt die Umdrehungsgeschwindigkeit? h) In welcher
Zeit wird 1 Grad zuriickgeldgt ?

Die scheinbare Bewegung der Sonne gegeniiber dem Fixsternhimmel
besteht in einem tiglichen Zuriickbleiben gegeniiber den Fixsternen
derart, daBl in einem Jahre das Zuriickbleiben 360° betrigt. a) Um
wieviel Grad. bleibt die Sonne im Durchschnitt tiglich zuriick, d. h.
wie grol} ist die Winkelgeschwindigkeit der Sonne, ausgedriickt in Grad
je Tag?

Auf 15 Erdenjahre kommen (ungefiihr) 8 Marsjahre. Welche Zeit ver-
geht zwischen zwei aufeinanderfolgenden Zeitpunkten, zu denen der
Mars fiir die Erdbewohner in Opposition zur Sonne steht ?

Die Zeit eines Umlaufs der Venus um die Sonne betrigt mehr als $
und weniger als § eines Erdenjahres. Welcher Wert ergibt sich je nach
der Verwendung des einen oder des anderen dieser beiden Verhiiltnis-
werte fiir die Zeit zwischen zwei aufeinanderfolgenden oberen Konjunk-

tionen der Venus mit der Sonne?

Welche Liinge findet sich in jedem dieser Fille fiir die Morgenstern- und
die Abendsternperiode der Venus?

Beantworte dieselben Fragen fiir den Merkur, der zum Umlauf um die
Sonne mehr als L, aber weniger als 1 eines Erdenjahres braucht.
Bestimme in entsprechender Weise, wie sich der Merkur fiir die etwaigen
Venusbewohner darstellen wird. Er braucht mehr als %, aber weniger
als 2 eines Venusjahres zu einem Umlauf um die Sonne.

Der siderische Monat, d.i. die Zeit eines Mondumlaufs um die Erde,
betriigt 27 Tage 7 Stunden und 43 Minuten, das siderische Jahr,
d. i. die Zeit eines Erdumlaufs um die Sonne, _betriigt 365 Tage
6 Stunden 9 Minuten. Wie Jang ist ein synodischer Monat, d. i.
die Zeit zwischen zwei Neumonden oder zwei entsprechenden Mond-
phasen ?

Vor einer zentralen Sonnenfinsternis stand um 7 Uhr morgens das Zen-
trum des Mondes auf 80’ rechts von dem Zentrum der Sonne. Die Sonne
hatte einen scheinbaren Durchmesser von 32’, der Mond von 33'. Die
Sonne legte in jeder Stunde 21', der Mond 33’ zuriick. Wann war der
Anfang der Finsternis, wann ihr Ende, wann der Zeitpunkt der zentralen
Finsternis und wann der der scheinbaren innerlichen Beriihrung befider
Scheiben ?
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Aufgaben aus alter Zeit?)

Aus einer Arithmetik der Chinesen (geht wahrscheinlich bis auf die
Zeit um 2000 v. Chr. zuriick; verfat wohl erst Anfang des 2. Jahrh. v. Chr.):

182. In einem Kifig sind Kaninchen und Fasanen eingesperrt. Die Tiere
haben zusammen 35 Kopfe und 94 Fiie. Wieviel Kaninchen und wie-
viel Fasanen sind im Kitig? -

183. Im Mittelpunkte eines quadratischen Teiches von 10 Ful} Seitenlinge
wiichst ein Schilf, das sich einen FuB} iiber die Wasserfliche erhebt.
Als man es an das Ufer nach der Mitte einer Seite hin zog, reichte es
gerade bis an den Rand des Teiches. Wie tief ist das Wasser? '

184. Ein 10 FuB hoher Bambus ist oben umgeknickt, so dall seine Spitze
3 FuB vom untersten Ende des Rohres den Boden beriihrt. Wie hoch
ist die Bruchstelle?

Aus dem Papyrus Rhind von Achmes (1700 v. Chr.):

185. Haufen?), sein Siebentel, sein Ganzes, es macht (ergiinze: zusammen) 19.

186. Haufen?), sein %, sein 3}, sein 1, sein Ganzes, es betriigt (ergiinze: zusam-
men) 33.

187. Vorschrift zu verteilen 700 Brote unter vier Personen, 2 fiir einen, 1 fiir
den zweiten, 1 fiir den dritten, } fiir den vierten?).

Heron von Alexandria (um 100 v.Chr.). Erstes Auftreten einer
Brunnenaufgabe:

188. Eine Zisterne von 12 Raumeinheiten erhiilt Wasser durch zwei Réhren,
deren eine in jeder Stunde eine, deren andere in jeder Stunde vier Ein-
heiten liefert. In welcher Zeit wird die Fiillung von beiden Réhren
gemeinsam bewirkt ?

Aus griechischen Epigrammen, gesammelt von Maximus Pla-
nudes (um 13350):

189.4) Vier Springbrunnen es gibt. Die Zisterne anfiillet der erste
Tiglich; der andere braucht zwei Tage dazu, und der dritte
Drei, und der vierte gar vier. Welche Zeit nun brauchen zugleich sie?

190. Hier das Grabmal deckt Diophantus. Schauet das Wunder!
Durch des Entschlafenen Kunst lehret sein Alter der Stein.
Knabe zu sein gewiihrte ihm Gott ein Sechstel des Lebens;

1) Mich. Stifel (1553) sagt: ,,Solliche spottliche Exempla wollen oft mehr Wort
haben, denn die nutzliche.*

2) Der Ausdruck Haufen konnte zu der Ansicht verleiten, das Ergebnis miisse eine
ganze Zahl sein. Das ist durchaus nicht notig!
3) Hier muB der Sinn der Aufgabe erst erklirt werden.
4) Auch das ist natiirlich eine ,,Brunnenaufgabe‘‘.
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Noch ein Zwolftel dazu, sproft’ auf der Wange der Bart;

Dazu ein Siebentel noch, da schloB er das Biindnis der Ehe,

Nach fiinf Jahren entsprang aus der Verbindung ein Sohn.

Wehe das Kind, das vielgeliebte, die Hiilfte der Jahre

Hatt’ es des Vaters erreicht, als es dem Schicksal erlag?).

Drauf vier Jahre hindurch durch der GréBen Betrachtung den Kummer
Von sich scheuchend, auch er kam an das irdische Ziel.

Aus Bhaskaras Lilavati (indisch; 1150 n. Chr.):

Aus einer Menge reiner Lotusblumen wurden Siva der dritte, Vishnu
der fiinfte, der Sonne der sechste Teil als Opfer dargebracht; den vierten
Teil erhielt Bhavani, und die iibrigen sechs Blumen wurden dem ehr-
wiirdigen Lehrer gegeben.

Von einem Schwarm Bienen lifit } sich auf einer Kadambabliite, ; auf der
Silindhablume nieder. Der dreifache Unterschied der beiden Zahlen flog
nach den Bliiten einer Kutaja: eine Biene blieb iibrig, welche in der Luft
hin und her schwebte, gleichzeitig angezogen durch den lieblichen Duft
einer-Jasmine und eines Pandamus. Sage mir nun die Anzahl der Bienen*

Nach einer Alcuin (735—804) zugeschriebenen Sammlung:

193. Ein Wanderer trifft mit Schiilern zusammen .und fragte sie: Wieviel

seid ihr in der Schule? Da antwortet einer von ihnen: Nimm unsere
Zahl doppelt. multipliziere sie mit 3 und dividiere durch 4. Rechnest
du mich noch dazu, dann sind es im ganzen 100.

194. (De cursu chnks be fugh lepprks, soll heiien De cursu canis ac leporis.)

195.

196.

Ein Hund lduft einem Hasen nach. 150 FuB} ist der Hase voraus. Der
Hase macht 7 FuB} weite Spriinge, wiihrend der Hund 9 FuB weit springt,
nach wieviel Spriingen holt der Hund den Hasen ein?

Aus Johann Widmanns Behende vnd hiibsche Rechenung (1489):

Item 1 Leb vnd 1 hunt vnd 1 Wolff. Die essen mit eynander 1 Schoff.
Vnd der Leb el das Schoff alleyn in eyner stund. Vnd der wolff in 4
stunden. Vnd der hunt in 6 stunden. Nu is die frag, wen sy das Schoff
all 3 mit eynander essen in wie langer Zeyt sy das essen.

Aus der Summa de Arithmetica des Luca Paciuolo (1494):

Oben auf einem Baum, der 60 Ellen hoch ist, sitzt eine Maus, unten auf
der Erde eine Katze. Die Maus klettert jeden Tag § Elle herunter und
in der Nacht wieder § Elle in die Hohe. Die Katze klettert jeden Tag
1 Elle hinauf und in der Nacht § Elle hinunter. Der Baum wiichst jeden
Tag um } Elle und schrumpft in der Nacht um } Elle zusammen. Wann

1) Das ist zweideutig. Es kann entweder heillen, dafl der Sohn halb so alt geworden

ist wie der Vater, oder es kann heiflen, dal der Sohn halb so alt geworden ist, als der
Vater bei des Sohnes Tode war. Lose die Aufgabe unter heiden Voraussetzungen und

sieh

zu, welches der wahrscheinlichere Sinn ist.



197.

198.

199.

200.

202.

203.

204.
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erreicht die Katze die Maus, und wie hoch ist dann der Baum inzwischen
geworden ?

Aus/ Adam Rieses Rechenbuch von 1524:

Item 3 gesellen haben gewunnen ein anzal geldes, der erste nimet 1,
der ander 1 und der dritte nimet das vberig das ist 17 fl. Nun {rage,
wieuil des geldes ist das sie gewunnen habn.

Ttem ein Vater vnd eyn sohnn wollen den heiligen Santt peter Zu rom
besuchen. Der sohn geth alletag 9 meyl vnd der vater hat 100 befor
und geht alletag 6 meyl. Ist ehr auBgangenn dan der sun. In winil
tagenn komen sie Zusamenn?

Ttem Eynn sohn fraget seinen Vater wie alt er sey. Antwurdt im der
Vatter sprechende, Wan du werest noch so alt, aber so alt, halb so alt
und 1 Jahr elter, so werestu 134 Jahr alt.

Aus der CoB von Christoff Rudolff (1525):

Kin Herr hat einen Diener dem soll er zu jarlon geben 10 {l. u. einen
Rock. Der Knecht dienet 7 Monat, u. darnach werden sye mit einander
zwytrechtig u. aufstossig, das sye mit einander abrechnen. Trifft die
Rechnung den Herrn zu geben dem Knecht den Rock u. 2 fl. Was ist
der Rock werdt?

. Ein Weidmann hetzet einen Fuchs, hat der Fuchs 60 spriing bevor, u.

als offt der Fuchs thut 9 spriing, so offt thut der Hund 6 spriing. Aber
doch thun 3 Hundspriing so vil als 7 Fuchsspriing. Ist die Frag wie
vil der Hund muB spriing thun, bis er den Fuchs erhasche ?

. ' )
s steht ein stang im wasser. steck 15 spannen tief vnder dem wasser
in der erden. so bedeckt das wasser den vierden teyl der stangen, vnd
ob dem wasser in der lufft erscheynet der dritte teyl der stangen. Ist
die frag wie vil spannen diese stang hab an yhrer lenge.

Aus Joh. Faulhabers Arithmetischem Wegweiser (1614):

Item | Es geht ein Schiff au dem Sund gen Riga in Lieffland das hat
3. Segel | mit dem grosten Segel fihrt es in 2. Wochen dahin | mit dem
andern in 3. und mit dem kleinesten in 4. Wochen | ist die Frag wann
alle 3. Segel zugleich aufgespannt werden | und doch in einem Wind
fahren | in wie viel Wochen kommt es gen Riga?

Aus Daniel Schwenters Erquic-ks'tundeH (1636) :

Wieviel Pythagoras der Samische Philosophus Schiiler gehabt? — Als
Pythagoras wegen der Zahl seiner Schiiler gefragt wurde | antwortete er:
Der halbe theil meiner Schiiler studieren die Mathesin der vierdt theil
die Physicum | der sibende theil lernt stillschweigen | vnd iiber dif
hab ich noch 3 gar kleiner Knaben | ist die Frag wie viel der Personen
gewest.
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Scherze und Riitsel

Untersuche in den folgenden Rechnungen, in denen die bei Gleichungen

iiblichen SchluBweisen angewandt sind!), wo der Fehler steckt:
205. Es ist 2 kg = 2000 g

206.

207.

208.

209.

5 kg = 5000 g.
Gleiches mit Gleichem multipliziert gibt Gleiches, also ist
10 kg = 10000000 g.
s ist 22 — 22 = % — 22,
also, wenn man links = als Faktor vor die Klammer zieht und rechts
die Formel (a + b) - (¢ — b) = a®> — b2 anwendet,
z(r—za) = (x4 x) (z— ).
. Dividiert man jetzt beide Seiten durch z — «, so erhiilt man das iiber-
raschende Resultat z =2z,
Wendet man auf die folgenden zwei Siitze:

Eine Katze hat 4 Beine
Keine Katze hat 3 Beine

den Grundsatz an ,,Gleiches zu Gleichem addiert gibt Gleiches*, so
folgt das merkwiirdige Ergehnis

Eine Katze hat 7 Beine.

Die Gleichung 6z 4 25 =10z + 15
behandelt jemand folgendermalien: Es ist
32z —5) =52z —5),
folglich 3=5.
Wie kann man die wirkliche Losung sofort aus der zweiten Gleichung
ablesen ?

Die Gleichung x+5 o 4x—40

5§ =-"—

a—7 B—a
behandelt jemand folgendermaflen. Er rechnet:

x4+ 5—5(—"T) _  4x—40

x—1T 13—
:4%.17-}- 40 40— 40
xr—17 = 13—2

4z —40 4o —40

T—z  1B3—x

und folgert daraus, daBl 7 =13 ist.

1) Es handelt sich in den ersten drei Aufgaben nicht um Bestimmungsgleichingen.
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211.

212,

213.

214.
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Eine Flasche kostet mit Korken 22 Rpf.; die Flasche kostet 20 Rpf.
mehr als der Korken. Wieviel kostet der Korken, wieviel die Flasche ?
(Gib die Losung gleich ohne Rechnung, nur auf Grund sofortiger Uber-
legung an und mache die Probe!)

Einen Strick denke man sich um den Erdiéiquator gelegt; er sei etwas zu
lang dazu, es migen etwa 10 m iibrigbleiben. Man denke sich trotzdem
die Enden des Strickes aneinandergelegt, so dafl der Strick rings um die
Erde herum ein wenig gelockert wird und, man nehme das der Einfach-
heit halber so an, um ein geringes, aber iiberall um das gleiche Stiick
von der Erdoberfliche absteht. Wie groB ist der Abstand? Konnte
wohl eine Fliege zwischen der Erde und dem gelockerten Strick durch-
kriechen ?

Man fragte einen Knaben, wieviel Geschwister er habe. Er sagte: Eben-
soviel Briider wie Schwestern. Da fragte man seine Schwester, wieviel
Geschwister sie habe. Sie sagte: Ich habe nur halbsoviel Schwestern
als Briider. Wie ist das moglich?

Vier Knaben machten einen Ausflug. Als es ans Friihstiicken ging, holte
der erste vier, der zweite drei, der dritte ein Brotchen heraus. Der vierte
hatte kein Brotchen mitgebracht. Der Efvorrat wurde gleichmiiBig ver-
teilt und verzehrt. Als Entgelt verteilte der vierte 40 Rpf., die ihm die
Mutter mitgegeben, nach der Zahl der Brotchen an die anderen drei, so
daB-der erste 20 Rpf., der zweite 15 Rpf., der dritte 5 Rpf. erhielt. Da-
mit war aber der erste nicht einverstanden. Mit welchem Recht? Welche
Verteilung ist gerechter?

Ein alter Araber hatte 17 Kamele und drei Sohne. Bei seinem Tode
vermachte er dem jiingsten Sohne die Hilfte, dem mittleren ein Drittel,
dem iltesten ein Neuntel seines Besitztums. Als man nun die Ver-
teilung der Kamele vornehmen wollte, war man erst ratlos, bis einer
vorschlug: wir gehen zum Nachbar und borgen uns ein Kamel; dann
haben wir 18. Jetzt bekommt der erste die H:ilfte, also 9, der zweite

" ein Drittel, also 6, der dritte ein Neuntel, also 2. Eins bleibt iibrig, das

215.

216..

bekommt der Nachbar dann wieder zuriick. Wie ist das zu erkliren ?

Nach der Sage machte die bohmische Konigin Libussa die Gewihrung
ihrer Hand von der Losung eines Riitsels abhéingig, das sie ihren drei
Freiern aufgab. Wieviel Pflaumen enthielt ein Korb, aus dem sie dem
ersten Freier die Hiilfte des Inhalts und noch eine Pflaume, dem zweiten
die Hilfte des Restes und eine Pflaume, dem dritten die Hiilfte des
nunmehrigen Restes und noch 3 Pflaumen geben konnte, wenn dadurch
der Korb geleert wurde?

Eine Frau brachte Eier in die Stadt. Beim ersten Kunden verkaufte
sie die Hilfte ihres Vorrates und ein Ei. Der zweite nahm ihr von dem
Reste wieder die Hiilfte und ein Ei ab. Ein dritter Kunde nahm ihr
wieder von dem, was iibrigblieb, die Hélfte und ein Ei ab. 10 Eier
blieben da noch iibrig. Wieviel hatte sie zur Stadt gebracht?



84

217. Eine Anekdote erzihlt von einem Postmeister, den jemand fragte, wie-
viel Pferde der Herr X zum Wechseln auf der Poststation bestellt
hatte. Er sagte: Mit der Hiilfte der bestellten Pferde und einem halben
fahrt Herr X selbst. Mit der Hiilfte des Restes und einem halben
fihrt sein Vertreter, mit der Hiilfte des bleibenden Restes und einem
halben Pferde fahren die Diener. Das iibrighleibende letzte Pferd benutzt
der Vorreiter. Wieviel Pferde waren bestellt?

Karl ist 24 Jahre alt. Er ist doppelt so alt. wie Fritz war, als Karl so
alt war wie Fritz jetzt ist. Wie alt ist Fritz?

Gleichungen ersten Grades

218.

§18. Gleichungen ersten Grades mit zwei Unbekannten

Additionsmethode

Stelle bei den folgenden Gleichungspaaren durch Addition oder Sub-

traktion eine Gleichung fiir nur eine Unbekannte her, berechne sie und suche

" die andere Unbekannte in der gleichen Weise oder aus einer der Ausgangs-
gleichungen :

1. 2 -y =347 2, z 45y =573 3. 304y =173
x—y = 153. 24 y=18]. 20—y = 32.
4. 4243y =97 5. Sx+ Ty =176 6. 22— 3y =100

Tz + 3y =127, Sr—3y =46. 2 + y =7356.

%zt y=a 8. o4+ y=4%46a+b 9 artfy=m
& —q = b. z—y = Ya + 5D). T —y =n.
10, 2+ my =a
z—ny =b.

In den folgenden Gleichungspaaren ist jedesmal die eine Gleichung mit
einer geeigneten Zahl derart zu multiplizieren, daBl man dann in der Weise
wie eben verfahren kann.

1. =4y =237 12, 72z + 3y =100 13. 20+ 5y =1
2z + 5y =53. 3z— y =20. 6z 4 Ty =3.
14. 82— 15y =—30 15. 5z + 6y =529 16. 242 4 Ty =27
2z + 3y =15. 3z 4 2y = 431. 8z — 33y = 115.

In den folgenden Gleichungspaaren sind beide Gleichungen erst mit ge-
ecigneten Zahlen derart zu multiplizieren, daB die Additionsmethode zur
Berechnung der einen Unbekannten fithrt, dann ist Entsprechendes zur
Berechnung der anderen Unbekannten zu tun:

17. 20 + 3y =41 18. 52+ Ty =17 19. 11z + 12y = 100
3z 4+ 2y =239. Te—by=29. 9z + 8y =80.
20. 182 —35y =—13 21. 3o + Ty =17 22, 32+ 16y =5

152 + 28y = 275. Sz 4 3y =—36. 28y — b5z =19.
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Sz +3y+2=0
3z +2y+1=0.

. # =3y —19
y=3x—23.

35. Toe —5y = 3,042
3z —2y =1,323.
38, 7T¢—10y =0,1
11e—16y =0.1.
M. 27¢ 4 26y =88
092 + 22y =44.
. 2590 —601y =1
241e—>559y =1.

47. 503y =4a+ b 48. Ta—5
3z -+ 5y =4a—0b. 50 —17
49. 3o + 2y =5a* + ab + 502 50. 30 —2
3y + 22 =5a%—ab + 502 3y — 2
1. 32—y = 2(a -+ b)? 32, box — 24
3y —a =2(a—b)2 Sy —2:

Lése in den folgenden Gleichungspaaren die eine Gleichung
Unbekannten auf und setze den Wert in die zweite Gleichung
bestimme die noch iibrigbleibende Unbekannte und danach die

minierte Unbekannte.
53. 3z + 4y = 253
y=>5uz,
56. 7o —3y =27
S50—6y = 0.
59. 152 —16y = 24
3o =4y.
62. (z+4):(y+1)=
(@+2:y—1 =

2ix
S BN

24,

27, 280 + 15y =43
48z 4 45y =18.
30. jy =30 —1
y=3s—1
33, djr—4ly =12
3l —3%y =5.

36. 1,52 —2y =1
252 —3y =8.
39. 52 —4y4+1=0

1T0—22y+479=0.

2. 392 —0,08y = 2,77

262 4 04y =18,
45. 22—3y =5b—a
3 —2y =ua+ 5b.

Substitutionsmethode

M. 20— 11y =—9;
m— 3y =0
57. r =3y

Sz —Ty =85.
60. 50="Ty
11z —14y = 21.

34,

21 + 8y 466 =0 25 102+ Ty 44=0
23y — 28z + 13 =0.

6r +5y+42=0.

28 1zt 1y=6

3r—4y =4.

N izt 2y =17

e+ 2y =19.
S —12y =19
6%1‘—2%!] =15

37. 5z— 4.9y =1

3 —29y =1.

40. 0,162 — 0,04 y — 1

0,192 —0,11y =1.

43. 2740 —3159 =11

24r—265y = I.

46. 20 —3y = —5a

3z —2y = —350.
:24‘(4
y =240

Yy =a*+4 5ab 4 b

2—35ab + b2

nach einer
ein. Dann
vorher eli-

55. 50 —4y =6

8z ="1y.
58, 9w —d4y =99
x :g,‘(/,
-
61. gopexgd

(x—1): (y+2)=1:2.
63. ma+ny =c
@ . a

T =5
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; z __a " xz _a Tl
64. = 65. = ()b.fy =a
z—y=(a—b) z—y =a®—0b% y::lzb.

Man kann auch beide Gleichungen eines Gleichungspaares nach ein und
derselben Unbekannten auflésen und die beiden gefundenen Ausdriicke gleich-
setzen (Gleichsetzungsmethode):

69. 2+ 3y =20 68\52 4 y =40 69. r =3y—2 .
z—5y =12, 3z 4+ y =26. z=>5y—12.
0. y =3z —17 1. 2z2=3y+1 2. 5y=2zx+ 1
y=2x—12. 3z =Ty—6. 8y =5xz—11.
@B.r=6—y oy =ma+n
y=3r—4. Yy =myx + ny.

Zuweilen kann man statt nach der einen Unbekannten auch nach ein
und demselben Vielfachen der Unbekannten auflésen :

5. 32—2y= 9 7. Tz + y =32 . Tx48y—37=0
3z 4 Ty =36. 52—y =16. Te—8y— 5=0.
8. y=mr+a 9. ax + by = a® + b
2y =max 4+ b. arx—cy = a*—be.

Vermischte Beispiele

80. ¢+ =g st. 24323 o
R e o B

8. 170 — "% 3 gt =4 8. 074+ % =
16:— 24— 2. (')+1;; 22, o 73:31.

86. 5(z +2)—3(y + 1) =23 87. 32z —y) + (@ —2y) =87

3(z—2)+ 5(y—1) =19. 23z —y)—3(x—y) = 82.

88. 420 —3) +5(9—2y) =32z —9)
T(17 —52) — 2(y — 13) = 4(3— 2y).

89. 3z —L(y+1) =] 9. lz—i(y+1) =1
e+ +3(y—1)=09. Ho—1)—1ly =41
5 7 1 2
il it P R FES A T




15x+1_ £ 3z4+1_ 4 1—2z°_ 3
94. oy '90. vy 96. E—3y =2
12 19 -
'zyT+10_=20' z+y=1. y—z=4.
z—3 __ 2 _8_:n+] ot q+2y+l_
97. 7Fe=3 98. T5—g =11 99. 2"x—y+1_2
z+1 3 7y‘+40,§:6 Z].'a:—y-i;]::,3
y—2 2 22 —0,3 : x—y+3
x4 3y + 13 z—1 _y—6 2+1  y+2_  2@—y)
100.,41—:51/—_%—3 101. P Ty 102. 3 ==
8a+y-+6 e a—.i_y:‘l_ n:—3_y—§ Py
5x+‘3_/—23 . T T y—1° 4 3 SRl =%
103. (¢ 4+ 1) :(y+ 1) : (x4 y) =3:4:5.
104, 2+ D:(y+D:(x+y—2)=2:3:4.
105. (z—2):(y +1):(z +y—3) =3:4:5.
106. (z—5):(y +9):(z+y+4)=1:2:3.
107. 2z +y—1): Bz +2y+11) =1:2
Bae—3y+4):(6z—3y+.3)=3:4.
108. (z +y—+4): Qe+ y+1)=1:2
Rz+y—9:(r+2y+7) =3:4.
109. (2 —4) (y +7) =(z—3) (y + 4)
(#4+5)(y—2) =(x+2)(y—1).
10. (2 +3) (y +5) = (z+ 1) (y + 8)
2z2—3)(By+7) =2(x—6)(y +1).
111. az + by =2a 112. az + by = a® + 2a%b + b3
atr—b2y = a® + b2 bz + ay = a® + 2ab® + b3,
2 2
113. 1:+y=2§%i—7?2) 114, az + by = 2a
; dab 3 p2
T— Y=g z4+y=2"F"
s a® + b2 x y 1
115. Tty =g “6'aiib+a—b*u—b
2a*-|—nl)—}—3h2 z y-_- 1
273y aF—t atb a—b _atb
- y a b
11"7+T 118.?+7—c
z y o, b
u_+ F 7‘1'7_”1

§18. Gleichungen ersten Grades mit zwei Unbekannten
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'

9. (@—b)yax+(a4byy=a+b 120. (a—Db) =+ y _atbil

a-+b
z Y 1 —b+41
e+b a—b a=tb’ z—|—(a+b)J_ a—1b

121 (a+b—ec)z—(a—b+c)y =4ab—c)
r:y=(a+b—c):(a—b+ec).

122, (2 + y):(z—y) =a:(b—c)
(@+e):(y+ ) =(a+b):(a+c).

z+1_ a+4+b+ec r—y+1

123'y+1*a—:b’ﬂ 124. T—J—]
x—1 a+b—c x4+ y-+1 )
= — . ————=1).

y—1 a—b—c v+ y—1

I3 ‘”+3/+1,_(_‘i,1, 9 L,l
125. e e 126. lJ-l/—l =a
*+y+l 140 rty+l o
r—ay—1 1—b" x'—y—l- !

Lisungsfragen

Untersuche die folgenden Gleichungen daraufhin, ob sie Liosungen haben
oder nicht.

12, z—3y =5 128, Te—5=6y+3 129.3(z+ y) =7
' 3r—9y =15. y+8r—T=a+Ty+5 5+ =il
130. y=32+5 » 131, z = l_;l 132, y—a =0

3y =92+ 7. ar:yj;} 2y =2z 4+ 2b
133. Vorgelegt sind die Gleichungen ‘

y+r=0 wd S =13—-Y

Jemand rechnet so: Nach der zweiten Gleichung ist & = 26 — y. Setze
ich das in die erste Gleichung ein, so erhalte,ich 26 = 0. Folglich ist
bewiesen, dal 26 = 0 ist. Was ist an dieser SchluBweise auszusetzen ?

Bilde zu den folgenden Gleichungen je eine zugehirige Gleichung. die
mit ihr im Widerspruch steht:

134, 2 +y=5. 135.32 44y =7. 136. 120 —y =8. 137, ¢:y =2:3.

Fiige zu den folgenden Gleichungen je eine Gleichung derart hinzu, daB
das entstehende Gleichungspaar unbestimmt wird:

138, 2 —y = 3. 139. 2 + y = 0. 140.
141. 3z + 2y = 15.

3y
e 5.

i
2T



724 1la +y =c.

52+ 8y +112=59,5.

89

§19. Gleichungen ersten Grades mit drei und mehr Unbekannten
§19. Gleichungen ersten Grades mit drei und mehr
Unbekannten
Gleichungen mit drei Unbekannten

l.z4+y=27 2. yt+z=a 3. 22 43y =12
z+2=25 z2+z="b 3z 4 22 =11
y -+ z=22. T+ y=c. 3y + 42 =10.

4, 22+ 2y ="17 5. 52+ 3y =13 6. 13z—19y =1
Tz 492 =29 T2—3z =8 17y—11z =2
y+8z=17. | 3y 4+ 5z =11. 292z — 21z =3.

7. ¢+ y+2=100 8. v+ y+2=236 9. 524 3y + 22=217
3z —22=4 4z =3y 5e—3y =39
5y =4z. 2= 32. 3y —22 =20.

10. =+ y + 2z =100 . le—3y=0 12. 32+ 13y =10
y=0Tc—4 le—1z=1 225+ 232 =20
z =03z + 4. lz—3y=2. 3ly +3%2 =30

13. 2l + 3}y + 452 =64 14 o =2y—6
33w =24y y=332—1
3ly =21z z=15z—8

15. 2 +y—2z2=17 16. y +z—ax =a 1. 2+ y+2=90
z4+z2—y=13 z+2—y=1> wiyse =563l
y+z—e=1T7. r4+y—z=c.

18. ¢ +y 42 =1 19. 2+ y+2=26 20. aw + by +ez=r
z:y:z:zi:b:c. z:2=11:7 iy =m:n

y:z="14:9. yiz=1p:q.

2. 2+ y+2=9 2, c+y+2=3 23, 7o+ 6y 4 7z =100
z+2y+42=15 22+4y+ 82=13 z—2y+2=20
@43y + 9z =23. 32+9y+272=34. 3a+y—2z=0.

24, 32 +2y+32=110 25. z+y+2=9 26. z+ 2y + 32 =32

" sx4y—4z=0 x4+ 2y+32=14 20 4+ 3y +2z =42
20—3y+2=0. x4+ 3y + 6z =20. 3z 4 y + 22 =40.

27. 22+ 3y +42=14 28, 32+ 3y+2=17 29. 50—y + 3z =a
32 —2y—=z =12 3z 4+ y+32=15 5p—z2+3x=0»b
50+ 4y 4+ 3z =14. x4 3y + 3z =13. 5z—a+ 3y =c.-

30. Ta+ lly+z2=a Bl o+2y+32=154 32 z+2y—z2 =46
Ty+ Uzt az=>b 3x+5y + T2=374 y+ 22—z =101

24+ 2x—u =57
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z+1 . og 3T+Y _ ax Ty __
33.—y+1—2 34. o =2 35'y—z—10
y+2 3y+z_ ez
z_+l_4 z —f—l_~2 z—y_g
z+3_i 3z+z_ o y+z_1
241 2 y+1 z+5
we T3 a0 g N on X -8
.)6.?/+:—-2 37 = !—z_2a 38, e 1
y+3_ L 2 3
x+z——1 rvl' :*"b 2 7—4
z43_ 1 A L Sl
aty 2 g TR
6 4 5 1 2 3 5 1 4 3
39.?+7+?=4 40.—l+’—/+—:—~'172 41.—1——7—1-—?—2
3 8 5 2 1 4 5 2 3 1 1
ztytz=t =37 "% Tty IR
9 12 10 3, 8 2 3 6
=9 prya— e
42, 717+_i‘_—}-=§ 43, ax+by—cz=2ab 44.(a+b)z + (a—b)z =2bec
i+_1__l‘3 © by+ cz—ax=2bc (b +c)y + (b—c)z =2ac
i i 711 ’; czt+ax—by =2ac. (c+a)z+ (c—a)y=2abh.
sty =% '
Untersuche die folgenden Gleichungen, ob sie Losungen haben oder nicht:
45. 2+ y =28 46, =  y =33 47. 22 =52
z+ z2=30 y—z=10 3y =4z
2z + y + z =58, x4+ z=23. 8z =15y.
48. = =2y 49, 2:y=2:3 50. 2z +y="1
4y =52 Y% =516 2y +2=9
20 = Tz. \ rity =839, @ 4x—2=1.
Gleichungen mit vier und fiinf Unbekannten
5. z:y:2:4=2:83:4:5 52, z:y:z:u=1:2:3:4
rt+yt+z+u=". 92 4+ Ty + 32z 4 2u = 200.
53. z:y:z:u=a:b:c:d

me +ny + pz+qu=r.

zrvy =251 55 y+2z=au 56. z + 2y =5
z:2 =3:1 z+ 2z =bu y+ 2z =8
y:u=3:1 z+y=cu z+2u=11
!/2_22=1' l——z= U+ 2z =6.

a
x—u 1—y b
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57.

60.

%63, 20+ y + 2=

1.
2.
3.

-

Ll

&

7.

8.

T4 y=m 8. y+z2z4+u=a. St y—z=a
y+z2=a z+u+z=> Yy+z—u=>
z2+u=n ut+zcz4+y=c z24+u—zx=c¢
w—ax =b. z+y+z2=d. u+r—y=d.
r+3y—z=1 61. 3z + y+ 2=20 *62 z+3y=19
y+ 3z —u=4 z+4y+3u=30 y+3z =8
z+3u—a =11 6z 4+ 24 3u=40 z2+3u="17
u—+3z—y=2. 8y + 3z + 5u=50. u+3v=11

v+ 3z =15.
*6d. 24+ y+ 2+ utov=15

2y+ 2z +u=>5 T+ 2y + 42+ 8u+ 160 =57
224+ u+0v="17 z+3y+ 92+ 27u + 8lv =179
2u40v -+ z =12 z 44y - 162 4 64u -+ 256 v =453
20+ 2+ y=11. x4 5y+252+125u + 6250 =975.

§ 20. Eingekleidete Gleichungen ersten Grades mit zwei
und mehr Unbekannten

Yoriibungen?)

Gleichungen mit zwei Unbekannten
Welche Zahlen haben zur Summe 1735 und zur Differenz 5552+
Die Differenz zweier Zahlen ist 3§, ihre Summe 91. Wie heifien sie?
Zwei Zahlen, von denen die eine um 0,909 grofBer ist als die andere, haben
zur Summe 3,191. Wie heilen sie? -
Wie heilen die beiden Zahlen, deren Summe gleich a und deren Differenz
gleich b ist? \
Die Summe zweier Zahlen betrigt 1000. Das Doppelte der einen und das
Dreifache der anderen ergeben zusammen 2222. Wie heiBien die Zahlen ?
Welche Zahlen geniigen folgenden Bedingungen: Vermehrt man die erste
um a, so ist sie mmal so groB wie die zweite; vermehrt man die zweite
um b, so ist sie nmal so grol wie die erste. .
Welche Zahlen geniigen folgenden Bedingungen: Vermehrt man die erste
um das mfache der zweiten, so ist die Summe a; vermehrt man die zweite
um das nfache der ersten, so ist die Summe b.

Welche Zahlen haben folgende Eigenschaften: Multipliziert man die erste
mit 5 und die zweite mit 7, so ist ihre Summe 100; multipliziert man die
erste mit 7 und die zweite mit 5, so ist ihre Summe 116.

1) Nicht wenige der folgenden Gleichungen lassen sich auch mit einer Unbekannten

sehr einfach losen. Achte auch auf diese Moglichkeit und beurteile beide Verfahren!

Arithmetik, 3.—5. 74
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vz

9.

10.

11.

Gleichungen ersten Grades

Multipliziert man die erste von zwei Zahlen mit 3, die zweite mit 8, so ist
die Summe der Produkte 310; dividiert man die erste durch 3, die zweite
durch 8, so gibt die Summe der Quotienten 10. Wie heillen die Zahlen ?

Die Summe zweier Zahlen betrigt 350. Dividiert man die erste durch
die zweite, so erhiilt man 8 zum Quotienten und 8 zum Rest. Wie heilen
die Zahlen?

Zwei Zahlen sind zu finden, deren Summe und Quotient beide gleich
a) 3, b) a sind.

12. s sind zwei Zahlen zu finden, deren Differenz und Quotient heide gleich

a) 4, b) a sind.

13. Wie heiBen die beiden Zahlen, deren Differenz, Summe und Produkt

14.

15.

16.

17.

18

19.

20.

21.

sich wie 1:2:3 verhalten?
Die Summe zweier Zahlen betriigt 30, die Differenz ihrer Quadrate 120.
Welches sind die Zahlen?

Ich denke mir eine zweiziffrige Zahl. Stelle ich die Ziffern um und addiere
die neue Zahl zur alten, so erhalte ich 77; dividiere ich aber die alte Zahl
durch die neue, so erhalte ich 2, Rest 2. Welche Zahl habe ich mir ur-
spriinglich gedacht ?

Eine zweiziffrige Zahl wird um 9 gréBer, wenn man ihre Ziffern umstellt.

‘Dividiert man die urspriingliche Zahl durch ihre Quersumme, so erhélt man

zum Quotienten 4 und zum Rest 3. Welches ist die urspriingliche Zahl?

Dividiert man eine zweiziffrige Zahl durch ihre Quersumme, so erhiilt
mgn 8, Rest 2; vertauscht man aber die Ziffern der urspriinglichen Zahl
und dividiert nun durch die um 1 vermehrte Quersumme, so erhiilt man
2, Rest 6. Wie heil3t die urspriingliche Zahl?

Vermehrt man eine zweiziffrige Zahl um 3 und stellt dann die Ziffern um,
so erhiilt man eine um 12 gréBere Zahl als die urspriingliche; dividiert
man die urspriingliche Zahl durch ihre Quersumme, so erhilt man 6,
Rest 3. Wie heillt die urspriingliche Zahl?

Ein Bruch wird gleich }, wenn man seinen Zihler um 3 vermindert und
seinen Nenner um 2 vermehrt; dagegen nimmt er den Wert § an, wenn
man den Zihler um 1 vermehrt, den Nenner um 1 vermindert. Wie heil3t
der Bruch?

Wenu man in einem Bruche zum Zihler den Nenner addiert und vom
Nenner den Ziihler subtrahiert, so erhilt der Bruch den Wert 14; wenn
man aber zum Ziihler des ersten Bruches den um 8 verminderten Nenner
addiert und vom Nenner den um 8 verminderten Zihler subtrahiert, so er-
hiillt man einen neuen Bruch im Werte 2. Wie heillt der urspriingliche
Bruch?

Von einem Bruche sind folgende Eigenschaften bekannt: Vermindert man
den Ziihler um 4 und vermehrt den Nenner um 1, so erhiilt man }; addiert
man aber zum Ziihler den Nenner und subtrahiert vom Nenner die Zahl 5
so wird der Bruch gleich 3. Wie hei3t der Bruch?
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22,

23.

Welcher Bruch geht in } iiber, wenn man Zihler und Nenner um 11 ver-

mindert, in 1, wenn man Zihler und Nenner um 12 vermindert?

Ein Bruch, der dem Werte nach gleich 2 ist, verwandelt sich seinem
Werte nach in 5 wenn man Zihler und Nenner um 6 vermindert. Wie
heiBt er?

Welcher Bruch geht seinem Werte nach in ; iiber, wenn man Zihler und
Nenner um 1 vermehrt, in 1, wenn man Zihler und Nenner um 1 ver-

1
mindert ?

Kleide folgende Gleichungen in Worte:

25. "Uj L 26. y + 52 = 40 279.2=38y—2
¥+ 3z = 26. r=5y—12.
. 2

28. az + by =c 29, */: - 30. 32 —2y =11
Z+1_ 5

31.

32

33,

34,

35.

drei Unbekannten auskommt!

me—mny =0. 2z + 3y = 16.

y+1 T
Setzt man von zwei zweiziffrigen Zahlen die erste vor die zweite, so ist die
so entstandene Zahl um 9 groBer als das 58fache der zweiten Zahl. Setzt
man aber die zweite Zahl vor die erste, so entsteht eine Zahl, die 176 mal
so groB} ist wie die erste Zahl. Wie heiBen die beiden Zahlen?

Zwei mit denselben Ziffern geschriebene Zahlen unterscheiden sich um 36.
Vermehrt man die kleinere von ihnen um ihre Zehnerziffer und das Vier-
fache der Einerziffer, so erhilt man 100. Welche Zahlen sind dies?

Es gibt zwei dreiziffrige Zahlen, deren Summe 999 betriigt. Die Zahl, die
dadurch entsteht, daB man die zweite dieser Zahlen vor die erste setzt,
ist sechsmal so grof3 wie die, die durch Vorsetzen der ersten Zahl vor die
zweite entsteht. Wie heillen die beiden Zahlen?

Zwei andere Zahlen geniigen der ersten Bedingung der vorigen Aufgabe;
die beiden Zahlen, welche man aus der Zusammensetzung der beiden frag-
lichen Zahlen erhiilt, verhalten sich jedoch wie 2:5. Welches sind die
Zahlen? :

Die Summe zweier Zahlen betriigt 15390, die erste ist einziffrig, die zweite
fiinfziffrig. Setzt man die erste vor die zweite, so ist die so entstandene
Zahl viermal so grofl wie die Zahl, welche man erhiilt, wenn man die erste
hinter die zweite setzt. Wie heiBen die beiden Zahlen ?

Gleichungen mit mehr als zwei Unbekannten?)

. Ich habe drei Zahlen in Gedanken. Die doppelte erste und die zweite

geben zusammen 75, die doppelte zweite und die dritte 65, die doppelte
dritte und die erste 55. Wie heiBen die Zahlen?
1) Versuche auch, ob man bei einzelnen der Gleichungen 36 bis 42 mit weniger als

%
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37.

38.

39.

41.

42.

45.

46.

47.

48.

Gleichungen ersten Grades

Die Summe dreier Zahlen betriigt 100. Dividiert man die zweite durch
die erste, so erhiilt man 5 zum Quotienten und 1 als Rest. Dividiert man
die dritte durch die zweite, so erhiilt man dasselbe Resultat. Wie heiBlen
die drei Zahlen?

Es gibt drei Zahlen von folgender Beschaffenheit. Vermindert man die
erste und zweite um je 3, so verhalten sich die neu entstandenen Zahlen
wie 1:2; vermindert man die erste und dritte um je 4, so verhalten sich
die neu entstandenen Zahlen wie 1 : 3; vermehrt man die zweite und dritte
um je 5, so erhilt man Zahlen, die sich wie 3 : 4 verhalten. Welche Zahlen
sind das?

Es sollen drei Zahlen gesucht werden. Addiert man die Summe je zweier
zur doppelten dritten, so erhilt man der Reihe nach die Summen 60, 54
und 50. Wie heilen die drei Zahlen?

. Es sollen drei Zahlen gesucht werden. Addiert man je eine zur dreifachen

Summe der beiden anderen, so erhiilt man der Reihe nach die Summen
19, 27 und 31. Wie heillen die Zahlen?

Es gibt drei Zahlen, die sich verhalten wie 2: 3 : 4 und deren Summe 999
ist. Wie heillen sie? ’
Eine dreiziffrige Zahl mit der Quersumme 15 wird um 99 kleiner, wenn
man ihre Ziffern in umgekehrter Reihenfolge schreibt. Dividiert man die
mittlere Ziffer durch die Summe der beiden anderen, so erhilt man 1,
Rest 1. Wie heilt die dreiziffrige Zahl?
\
Vermischte Aufgaben

. Bei einer Abstimmung wurde ein Antrag bei 50 Stimmen mit 16 Stimmen

Mehrheit angenommen. Wieviel Stimmen waren fiir, wieviel gegen den
Antrag?

. Auf einem Schulausflug hat Karl fiir zwei Butterbrote und ein Glas Milch

85 Rpf., Alfred fiir ein Butterbrot und zwei Glas Milch 65 Rpf. bezahlt.
Wieviel kostet ein Butterbrot, wieviel ein Glas Milch ?

Jemand werden zwei Sorten Wein angeboten, und zwar 15 Flaschen der
ersten und 20 Flaschen der zweiten Sorte, zusammen fiir 75 RM. Er be-
stellt jedoch umgekehrt 15 Flaschen der zweiten und 20 Flaschen der ersten
Sorte; die Rechnung lautet nun um 15 RM hoher. Wie teuer rechnet der
Weinhiindler die Flasche von jeder Sorte?

Ein Vater und sein Sohn sind jetzt zusammen 80 Jahre alt. - Vor 4 Jahren
war der Vater gerade 8mal so alt wie sein Sohn. Wie alt ist jeder?

Ein Vater ist jetzt 36 Jahre ilter als sein Sohn. Nach 5 Jahren wird der
Vater 31mal so alt wie sein Sohn sein. Wie alt ist jeder?

Ein Vater war vor 4 Jahren 5{mal so alt wie sein Sohn; nach 4 Jahren
wird er 3}mal so alt sein wie der Sohn. Wie alt ist jeder?
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49.

51.

52.

53.
54.

55.

56.

60.

Jemand hat von seinem Kapital jihrlich 2160 RM Zinsen. Hiitte er es
um 1%, hoher ausgeliehen, so hiitte er jihrlich 240 RM Zinsen mehr. Wie
grof} ist das Kapital, und zu wieviel Prozent stand es?

. Ein Kapital trigt jihrlich « RM Zinsen. Stiinde es um p9, héher, so triige

es d RM sten mehr. Wie groB8 sind Kapital und Zinsful3 ?

Ein Lehrer gab seinem Schiiler ein Divisionsexempel auf. Der Schiiler
erhielt als Ergebnis 57, Rest 52. Er machte die Probe, indem er den
Divisor mit dem Quotienten multiplizierte und den Rest addierte. Er
erhielt 17380. Das stimmte nicht. Der Schiiler hatte nimlich bei der
Multiplikation in dem Divisor an der zweiten Stelle rechts eine Sechs als
eine Null gelesen. Wie heilen Divisor und Dividend ?

Ein Lehrer gab zwei Schiilern die Aufgabe, zwei Zahlen zu multiplizieren.
Dann lieB er als Probe das Produkt durch den kleineren Faktor dividieren.
Das stimmte bei keinem. Der erste erhielt 575, Rest 227; der zweite 572,
Rest 308. Jeder hatte niimlich beim Multiplizieren eine 1 zu addieren ver-
gessen, aber jeder an einer anderen Stelle. So hatte der erste im Produkt
100, der zweite 1000 zuwenig erhalten. Wie heilen die zu multiplizieren-
den Zahlen?

Aufgaben aus der Geometrie
In einem Kreise mit dem Durchmesser d liegt ein Punkt P von dem

Mittelpunkt um p entfernt. Wie groB ist seine gréBte und seine kleinste
Entfernung von der Peripherie?

Die Peripherien zweier konzentrischer Kreise haben zu ihrer groBten Ent-
fernung a, zu ihrer kleinsten Entfernung b. Wie groB sind die Radien der
Kreise ?

Eine Strecke a ist so in drei Teile zu zerlegen, daB sich die Teile wie
1:2:3 verhalten. Wie lang sind die Teile?

Wie lang sind die Seiten eines Dreiecks, wenn die Summen je zweier
38 ecm, 46 cm, 42 cm sind ?

. In einem Dreieck verhalten sich die Winkel wie a : b : c. Wie groB sind sie ?

. In einem Dreieck ist ein Winkel & gegeben und die Differenz ¢ der beiden

anderen. Wie groB} sind die beiden anderen Winkel ?

. Addiert man zu einem AuBenwinkel eines Dreiecks den einen nicht an-

liegenden Innenwinkel, so erhilt man 115°; addiert man den anderen nicht,
anliegenden Innenwinkel, so erhilt man 1259. Wie groB sind die Innen-
winkel, wie groB ist der AuBenwinkel?

Man verindert ein rechtwinkliges Dreieck unter Beibehaltung der Hypo-
tenuse erstens so, daBl die eine Kathete 3 cm linger wird, zweitens so, daBl
die eine Kathete 8,5 cm kiirzer wird. Die andere Kathete wird im ersten
Falle 2 em kiirzer, im zweiten Falle 3,5 cm langer Wie lang waren die
Katheten urspriinglich ?
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61. Die Summe zweier Seiten eines Dreiecks betrigt 28 cm, die. Projektionen
dieser Seiten auf die dritte Seite sind 9 cm und 5 em lang. Wie gro8 sind
die Dreiecksseiten ?

62. Eine Seite eines Dreiecks wird durch die Héhe in Abschnitte von 30 cm
und 9 em geteilt. Die Summe der beiden anderen Seiten betrigt 91 cm.
Wie lang sind diese?

63. Die Differenz zweier Dreiecksseiten betrégt 15 cm, die Projektionen dieser
beiden Seiten auf die dritte sind 32 em und 7 em groB. Wie lang sind
jene Seiten?

64. Wie lang sind zwei Dreiecksseiten, deren Projektionen auf die dritte
Seite Langen von 20 cm und 8 cm haben, wenn sie selbst sich um 8 em
in der Liange unterscheiden?

65. Zwei Seiten eines Dreiecks haben Liingen von 13 em und 11 em. Wie
sind ihre Projektionen auf die dritte Seite, wenn diese selbst 12 cm
lang ist?

66. Je drei Seiten eines Vierecks geben der Reihe nach eine Linge von
130 m, 135m, 147 m und 152 m. Wie lang ist jede Seite?

Bewegungsaufgaben
Erde und Venus nihern sich auf ihrer Bahn bis auf 41400000 km und
entfernen sich bis 257600000 km. Wie groB sind die Abstéinde der Erde

und der Venus von der Sonne, wenn angenommen wird, daBl die Bahnen
beider Planeten um die Sonne Kreise sind ?

67

68. Auf der Peripherie eines Kreises, welche 100 m lang ist, bewegen sich zwei
Kérper, die alle 20 Sekunden zusammentreffen, wenn sie sich in derselben
Richtung bewegen, alle 4 Sekunden, wenn sie sich in entgegengesetzter
Richtung bewegen. Wieviel m legt jeder in der Sekunde zuriick?

69. Auf der Peripherie eines Kreises, die 999 m lang ist, bewegen sich zwei

Korper in derselben Richtung und treffen alle 37 Sekunden zusammen.

Wie groB ist die Geschwindigkeit eines jeden, wenn die des ersten viermal

so grof} ist wie die des zweiten?

70. Aus zwei Stiidten, die 30 km voneinander entfernt sind, gehen zwei Freunde
einander entgegen. Bricht 4 2 Stunden frither auf als B, so treffen sie
21 Stunden nach dem Aufbruch von B zusammen. Bricht B 2 Stunden
frither auf, so treffen sie erst 3 Stunden nach dem Aufbruch von 4 zu-
sammen. Wieviel m legt jeder in einer Stunde zuriick?

-1
-

Zwei Korper bewegen sich von zwei Punkten aus aufeinander zu. Sie sind
pm voneinander entfernt. Fingt der erste d Stunden frither an sich zu
bewegen, so treffen sie @ Stunden nach dem Abgange des zweiten zu-
sammen. Fiingt der zweite d; Stunden friiher an sich zu bewegen, so treffen
sie @, Stunden nach dem Abgange des ersten zusammen. Wieviel m legt
jeder in einer Stunde zuriick?
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72.

76.

Die 60 km lange Strecke zwischen Bingen und Koblenz (oder Riidesheim
und Ehrenbreitstein) kann man auf dem Rheinstrom, auf der linksrheini-
schen oder schlieflich auf der rechtsrheinischen Bahn zuriicklegen. Um
10 Uhr passiert ein gewohnlicher Dampfer das Binger Loch, um 10 Uhr
12 Minuten folgt ihm ein Schnelldampfer; beide begegnen gleichzeitig um
11 Uhr 12 Minuten einen Personenzug, der von Koblenz in der Richtung
nach Bingen um 10 Uhr 12 Minuten abgefahren war. Der Schnelldampfer
legt in der Stunde 4 km mehr zuriick als der gewohnliche Dampfer. Wie
stellen sich die Geschwindigkeiten der beiden Dampfer und des Zuges, und
zu welcher Zeit kommen die Dampfer in Koblenz, der Zug in Bingen an?

Um 11 Uhr geht ein gew6hnlicher Dampfer stromaufwiirts von Koblenz ab,
um 12 Uhr fihrt auf der rechtsrheinischen Bahn von Ehrenbreitstein in
der Richtung auf Riidesheim ein Schnellzug, der den Dampfer um 12{ Uhr
iiberholt und einem ihm entgegenkommenden von Riidesheim um 11 Uhr
40 Minuten abgegangenen Personenzuge um 12} Uhr begegnet. Dieser
Personenzug begegnet dem Dampfer um 122 Uhr Wieviel km legen die
Ziige und der Dampfer in der Stunde zuruck und wann erreichen sie ihre
Bestimmungsorte ?

. Ein Personenzug geht auf der linksrheinischen Bahn um dieselbe Zeit von

Koblenz ab, wo ein Schnellzug auf der rechtsrheinischen Bahn Ehrenbreit-
stein verlifit. Der erstere kommt in Bingen eine halbe Stunde frither an
als in Ehrenbreitstein ein Schnellzug, der in Riidesheim um dieselbe Zeit
abfihrt, wo der erstgenannte Schnellzug in Riidesheim ankommt. Ein
stromauffahrender Schnelldampfer, der von Koblenz 1} Stunden friiher
abgefahren ist als die beiden erstgenannten Ziige, wird ven diesen 30 km
und 36 km oberhalb Koblenz iiberholt. Wieviel km legen dieser Dampfer,
der I’elsonenzug der linksrheinischen und der Schnellzug der rechtsrhei-
nischen Bahn in der Stunde zuriick?

Aufgaben aus der Physik?) -
Spezifisches Gewicht

Messing besteht aus Kupfer und Zink. Wieviel Kupfer und wieviel Zink
ist in einer Legierung von 124 kg, wenn 89 kg Kupfer im Wasser 10 kg,
7 kg Zink im Wasser 1 kg und die 124 kg Messing im Wasser 15 kg von
ihrem Gewicht verlieren?)?

Eine Legierung von Blei und Zink, die 149 kg wiegt, verliert im Wasser
18 kg. Wieviel kg von jedem Metall sind darin, wenn 11} kg Blei im Wasser

1 kg, 63 kg Zink im Wasser ebenfalls 1 kg verlieren ?
g, b3 kg g

1) In diesen Aufgaben werden die benutzten physikalischen Tatsachen vorausgesetzt.

Die Mehrzahl der Aufgaben dieses Abschnittes ist etwas schwieriger; sie eignen sich
also besonders zur Wiederholung.

2) Die Rechnung wird in diesem Fall und in den folgenden nicht ganz mit der Wirk-

lichkeit stimmen, da beim Zusammenschmelzen immer eine Verinderung in der Dichtig-
keit der Metalle eintritt und durch den Schmelzprozels immer ein Teil des Metalles ver-
lorengeht.
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.

78.

80

81.

82

83.

84.
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Eine Legierung von zwei Metallen verliert im Wasser p kg. Wieviel kg
sind von jedem Metall darin, wenn @ kg des ersten im Wasser m kg, b kg
des zweiten im Wasser n kg verlieren und die ganze Masse ¢ kg wiegt?

Ein Stein, dessen spezifisches Gewicht 3 ist, ist mit einem Stiick Korkholz
verbunden, dessen spezifisches Gewicht 0,24 ist. Wie schwer ist der Stein,
und wie schwer muBl das Stiick Korkholz sein, wenn das Ganze 115 kg
wiegt und gerade so schwer wie Wasser ist, d. h. im Wasser weder aufsteigt
noch untersinkt?

. Ein junger Mann hat sich, um leichter schwimmen zu konnen, einen Kork-

giirtel gemacht. Er wiegt mit demselben 71 kg und ist im Wasser gerade
so schwer, daB er den 8 kg wiegenden obersten Teil seines Korpers auBer-
halb des Wassers haben kann, sonst aber vom Wasser weder hoher gehoben
wird, als nétig ist, noch in demselben untersinkt, die Arme und Fiifle also
nur zu seiner Fortbewegung verwenden kann. Wieviel wog er und wie-
viel der Korkgiirtel, wenn 40 kg seines unter Wasser getauchten Korpers
nur 1 kg wogen und das spezifische Gewicht des Korkholzes 0,24 ist?

Ein fichtenes Brett mit kupfernen Beschligen wiegt 4200 g. Beim Ein-
tauchen bleiben 100 ¢ Holz und 236 g Kupfer auller Wasser. Wie verteilt
sich das Gesamtgewicht auf das Holz und das Kupfer, wenn die spezifischen
Gewichte dieser beiden Stoffe zu 0,5 und 8,9 angenommen werden ?

Ein buchenes Brett mit eisernen Beschligen taucht derart im Wasser ein,
daf im ganzen 300 g auBerhalb des Wassers bleiben. Das Holz des Brettes
moge 2600 g, die Beschliige mogen 1600 g wiegen, wiihrend die spezifischen

tewichte beider Stoffe zu 0,6 und 7,5 angenommen werden. Wie verteilt
sich das Gewicht des herausragenden Teils auf Holz und Eisen ?

Hebel; Arbeit
An einem zweiseitigen Hebel hiingen zwei Gewichte. Die Hebelarme ver-
halten sich wie 4 : 7. Beide Gewichte zusammen sind 16,5 kg schwer. Wie
schwer ist jedes von ihnen?

Drei Arbeiter 4, B und C haben eine Arbeit auszufiihren. 4 und B werden
zusammen in 12 Tagen, B und (' in 20 Tagen, 4 und C in 15 Tagen fertig.
Wieviel Zeit wiirde jeder einzelne zur Fertigstellung der Arbeit gebrauchen,
wieviel alle drei bei gleichzeitiger Arbeit?

Wirme

Die spezifische Wiirme des Eisens kann zu §, die des Terpentinspiritus zu
4 angenommen werden. GieBt man auf 44 g Eisenfeilspiine von einer ge-
wissen Temperatur 14 g Terpentinspiritus, so ergibt sich eine Ausgleichs-
temperatur von 39 Grad. Bringt man 32 g Eisenspéiine mit 17 g Terpentin-
spiritus von denselben Temperaturen zusammen, so stellt sich die Aus-
gleichstemperatur auf 42 Grad. Welche Temperatur hatte hierbei das Eisen
und der Terpentinspiritus?

Auf eine gewisse Menge Holzkohle von der spezifischen Wirme 0,24 und
der Temperatur 200 wird Terpentinspiritus von der spezifischen Wirme
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0,45 und 30° Temperatur gegossen, die Ausgleichétemperatur stellt sich
auf 26 Grad. Beide Stoffe hatten zusammen ein Gewicht von 90 g. Wie
verteilte sich dieses auf beide?

Elektrizititslehre

86. Ein galvanischer Strom sinkt durch Einschaltung von 3 Ohm Widerstand
“auf 14 4, durch Einschaltung von 5 Ohm auf 1 4. Wie groB ist die
elektromotorische Kraft und der urspriingliche Gesamtwiderstand ?

87. Dadurch, daB man die Zahl der Elemente einer galvanischen Batterie von
3 auf vermehrt, steigt die Stromstirke von 1,5 auf 1,8 4, withrend
gleichzeitig der Gesamtwiderstand um 1,4 Ohm zunimmt. Wie groB ist
die elektromotorische Kraft eines einzelnen Elements, und wie grofl war
der urspriingliche Gesamtwiderstand ?

88. Ein Strom 7 verzweigt sich in zwei Leiter, deren Widerstinde w, und w,
sind. Wie groB sind die Teilstréme?

89. Ein Strom von 3 4 verzweigt sich in zwei Kupferdrihte, deren einer
bei 2 mm Stiirke eine Liinge von 1 m besitzt, withrend der andere 2 m lang
und 1 mm stark ist. Wie gro8 stellt sich die Stromstiirke in den einzelnen
Zweigen ?

Aufgaben aus alter Zeit?!)

Aus den griechischen Epigrammen, gesammelt von Maximus Pla-
nudes (um 1350):
90. Esel und Maultier schritten einher beladen mit Sicken.
Unter dem Drucke der Last schwer stohnt’ und seufate der Esel.
Jenes bemerkte es und sprach zu dem kummerbeladenen Gefihrten:
,,Alterchen, sprich, was weinst du und jammerst schier wie ein Migdlein ?
Doppelt soviel als du grad’ triig’ ich, gibst du ein Mall mir;
Nithmst du mir eines, so triigen wir dann erst beide dasselbe.
Geometer, du Kundiger, sprich, wieviel sie getragen.

Nach Vitruv, in dessen 10 Biichern iiber Architektur (14 v. Chr.?):

91. Die Krone des Konigs Hiero von Syrakus war 20 Pfund schwer und verlor
im Wasser 11 Pfund. Wieviel-Gold und wieviel Silber muBte sie enthalten,
falls sie bloB aus Gold und Silber bestand, wenn 191 Pfund Gold im Wasser
1 Pfund, 10} Pfund Silber ebenfalls 1 Pfund verlieren?

Aus einer deutschen Algebra des 15. Jahrhunderts:

92. Mach aus 10 zwai- tail, vnd das grést tail in das ander tail, vnd das aus
der tailung 5 chumbt: wie uil ist ittlichs tails gewesen?

93. Ttem es sein 3 gesellen, dy haben gelt, vnd der erst spricht zu den andern
2: het ich 7 fl ewres gelts, so het ich dann 3 mol mer dann ir 2; spricht
der ander: het ich 9 fl ewres gelts, so het ich 4 mol mer dann ir 2; spricht
der dritt: het ich 11 fl ewres gelts, so het ich 5 mol mer dann ir 2.

1) Einige der folgenden Aufgaben lassen sich auch als Gleichungen ersten Grades
losen. Welche ?
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Von Adam Riese (1524):

94. Item eyner spricht zu dem andernn gib mir 1 pfennig, so hab ich souil

- sam Dir pleibet, spricht der ander zum erstenn gib mir 1 pfennig, so hab
ich zwey mal souil sam dir pleibet. Nun wolt ich gern wissen, wiuil eynn
etzlicher gehabt hab.

95. Item drey kauffenn 1 pfertt vmb 12 {l. keyner vermugens allein Zube-

zalen. A spricht zu B und C, leyhe mir itzlicher } seynes geldes, so wil

ich das pferdt bezalen. Spricht b zum ¢ vnd a gebt mir 3 so wil ich das
pferdt vergnugen. Nachdem spricht ¢ zum b vnd a gabt mir beyde )
so wil ich das pferdt kaufenn. Nun frage ich, wiuil itzlicher in sunderheit

gehabt hab.

Aus der CoB von Christoff Rudolff (1525):

96. Es synd zween Becher vnd ein vberlid (= Deckel). Legf man das vber-
lid auff den ersten becher so wigt er mit dem vherlid 3 mal so schwer
als der ander. Legt mans aber auff den andern | so wigt der ander mit
dem vberlid 4 mal so vil als der erst. Ist die frag wie schwer yeder
Becher sey.

97. Vier gselln haben ein pferdt kaufft fiir 11 fl. begert yeder zu dem das
er vorhin hat von seynen dreyen gesellen. Nemlich der erst 1 yhres
gelts, der ander {, der dritt %, der vierde £, so hab yeder das plerdt zu
bezalen. wie vil hat yeder gehabt? [Der vierde hat 0—1 fl. das ist er
hat gar kein gelt, ist noch dazu dem der das pferdt verkaufft 1 fl. schuldig
drumb so der andern einer nur 11 fl. bedarff das Pferd zu bezalen, muf3
der vierde 12 fl. haben.]

Sechstes Kapitel
Tabellen und graphische Darstellungen

§ 21. Tabellen und geometrische Veranschaulichung
Mittelwerte?)

1. Die viermalige Messung einer Strecke ergab folgende Werte: 65.13 m;
65,08 m; 65,21 m; 65,16 m. a) Welches ist der Mittelwert? h) Welches
sind die Abweichungen der einzelnen Werte vom Mittelwert ?

2. Fiinf Beobachter haben eine Strecke mit dem Lineal zu 133,7 cm;
133,6 ecm; 133,9 em; 133,8 cm; 133,5 em gemessen. a) Welches ist der
Mittelwert? b) Welches sind die Abweichungen der einzelnen Messungen
vom Mittelwert ?

1) Mittelwerte kann man in der Weise berechnen, daf man die Einzelwerte addiert
und die Summe durch die Zahl der Einzelwerte dividiert — vorausgesetzt, daf} alle Werte
gleichwertig sind. Man kann aber auch schueller unter Verwendung eines vorliufigen
Mittelwertes zum Ziel kommen. So zu verfahren ist immer praktisch bei der Durch-
fithrung der Rechnung bei lingeren Tabellen.
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3. Fiir die Breite eines Ortes ergaben die Berechnungen auf Grund von
fiinf verschiedenen Beobachtungen: 51°35'12"; 51°34'56"; 51043'49";
51035'31”; 51°35'15"”. a) Welches ist der Mittelwert? b) Welches sind
die Abweichungen der einzelnen Messungen vom Mittelwert?

4. Bei einer Berechnung der Zahlz auf 707 Stellen ergibt sich, daB die
einzelnen Ziffern sehr verschieden oft in dem Dezimalbruch auftreten.
Es erscheint 74mal die Ziffer 0, 78mal 1, 74mal 2, 72mal 3, 71mal 4,
64mal 5, 7T0mal 6, 53mal 7, 72mal 8, 79mal 9. Wie oft sollte man eigent-
lich jede Ziffer erwarten? Welche Abweichungen vom Mittel sind vor-
handen?

5. In der 4. Klasse einer hoheren Schule wurde iiber das Alter der Schiiler
folgende Tabelle aufgestellt?):

12 Jahr 6 Monat 1 Schiiler 14 Jahr 4 Monat 1 Schiiler
T o 1 & 5 , 0
8 4 0 ’ 6 ., 0
9 <, 0 , 7 L, 0,
10,7, 1 8§ 5. I =
1n o, 0 . 9 ., 0

13Jahr 0 ., 0 0, 0 .
1 .70 n o, o
9y 0L 15 Jahr 0, 3 ol
3 ., 1, U - Bl
4, 1 g o0 0|
5 , 1 . "8 0l .
6 s 3 4 2
T . 2, 5 , 0
8 ,, 0" . 6 ., 0
9 ., 1 . 7. 0 5
100 5 B T 8 , 0 R
n o, 4 9 ., 0

4 Jahe 0 ., 2, 0 o, 0 .
1, 2 ., mn o, o .
2 508 g 16 Jahr 0 ,, 1
3 5 © ;

Berechne a) das Durchschnittsalter der Klasse, b) stelle die Altersver-
teilung in der Weise dar, daBl auf einer Waagerechten das Alter (1 Monat
==2mm), von 12 Jahr 6 Monat beginnend, senkrecht dazu die Zahl der
Schiiler, die dieses Alter haben, aufgetragen wird. ¢) Trage in diese
Darstellung das Durchschnittsalter, das hiufigste Alter und die Mitte
zwischen den iuBersten Werten ein. d) Wie wiirden sich die Ergebnisse
von @ und ¢ éndern, wenn der 16jihrige Schiiler aus der Klasse aus-
scheidet ?

1) In dieser Tabelle sind diejenigen Altersangaben ausdriicklich -aufgefiihrt, die fiir
keinen Schiiler der Klasse zutreffen. Die Tabelle konnte also kiirzer sein. Es ist aber bei
derartigen Tabellen praktisch, wenn man die, Intervalle regelmiflig, hier von Monat zu
Monat, fortschreiten lift. )
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6. An einem Gymnasium waren in den Jahren 1893 bis 1902 jeweils am
1. Februar folgende Klassendurchschnittsalter berechnet worden:

Jahr 0I UI OIl | UIl | OIII | UL | IV v VI

1893 19,2 18,2 17,0 16,4 15,1 14,3 13,0 1,7 10,6
1894 19,3 18,2 16,8 16,2 15,8 14,0 12,9 11,6 10,6
1895 19,1 18,2 17,0 17,0 15,1 14,0 12,9 11,7 11,0
1896 19,3 18,1 17,0 16,0 14,7 13,6 12,9 11,6 10,2
1897 19,3 18,5 17,2 16,3 15,1 13,9 13,1 11,6 10,6
1898 19,7 18,0 17,5 16,3 14,9 14,3 12,7 11,7 10,3
1899 18,9 18,0 17,3 16,2 15,8 13,8 12,4 11,5 10,3
1900 19,0 18,1 |- 17,5 16,4 15,0 13,8 12,8 11,6 10,5
1901 19,0 17,7 17,5 16,2 15,0 14,4 12,5 11,4 10,3
1902 19,5 17,9 17,5 16,2 15,5 13,8 12,9 11,4 10,5

a)—i) Stelle fiir jede Klasse das 10jihrige Durchschnittsalter fest — eine
Stelle nach dem Komma. k)—t) Stelle fiir die einzelnen Jahre das in
der Tabelle angegebene Durchschnittsalter der einzelnen Klassen durch
Strecken dar.

Veranschaulichung von GriBenverhiiltnissen durch Strecken

7. Die folgende Tabelle von Gipfelhshen soll durch vertikale Strecken ver-
anschaulicht werden:

Teutoburger Wald 470m  Zugspitze 3000 m
Vogelsherg 770m  Kamerunberg 4000 m
Inselsberg 900m  Montblane 4800 m
Brocken 1140m  Kilimandscharo 6000 m
Feldberg 1500m  Mt. Everest 8800 m
Schneekoppe 1600 m

a) Wiihle als MaBstab 100 m =1 mm, b) 100 m = 2 mm. - ¢) Stelle die
Hohe des Mt. Everest durch eine Strecke von 10 em dar, wie lang miissen
dann die anderen Strecken sein? d) Stelle die Hohe des Teutoburger
Waldes durch 1 ¢m dar, wie lang miissen dann die anderen Strecken sein ?

8. Die folgende Tabelle gibt die hochsten Punkte einer Anzahl Gebirgs-
bahnen an. Die Hohen sind in geeignetem MaBstabe durch vertikale
Strecken zu veranschaulichen:

Gotthardt (Tunnel) 1154 m
Mont Cenis (Tunnel) 1295 m
Brenner 1367 m
Zermatt-Gornergrat 3018 m
Jungfraubahn (Tunnel) 4075m -

Peruanische Siidbahn (Tunnel) 4580 m
Peruanische Zentralbahn (Tunnel) 4770 m

9. Die durchschnittlithe Tiefe der Ozeane wird (nach Kriimmel) zu 3440 m
angenommen, wihrend die Ostsee nur 66 m, die Nordsee nur 100 m tief
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ist. Die tiefste bekannte Stelle im Indischen Ozean, siidlich von Lombok,
ist 6205 m, die tiefste Stelle im Atlantischen Ozean, nérdlich von den
Antillen, ist 8341 m, die iiberhaupt tiefsten Stellen, die bekannt sind,
findén sich im GroBen Ozean mit 9644 m und bei den Philippinen mit
9780 m. Die angegebenen Zahlen sind durch vertikale Strecken in ge-
eignetem Mafstabe zu veranschaulichen.

Der Bahnhalbmesser der Planeten ist aus der folgenden Tabelle zu ent-
nehmen. Gib a) eine geometrische Veranschaulichung der Lingen!) in
zweckmiBigem Mafstab und stelle b) nach Augenmal} eine Tabelle der
Halbmesser, gemessen in Erdbahnhalbmessern, auf.

Merkur 58 Mill. km Jupiter 773 Mill. kin
Venus 108 Mill. km , Saturn 1418 Mill. km
Erde: 149 Mill. km Uranus 2852 Mill. km
Mars 227 Mill. km Neptun 4468 Mill. km

Die Stirke des Windes wird bei meteorologischen Beobachtungen nach
der sog. Beaufort-Skala gemessen. Die folgende Tabelle gibt einen Uber-
blick iiber die Skala und die zugehorigen Windgeschwindigkeiten.

Beaufort, Geschwindigkeit
Schwacher Wind 2 3,1m pro Sek.
MiBiger Wind 4 6im ,
Starker Wind 6 10,780 5y . oy
Steifer Wind 7 129m ,,
Sturm 9 18 m ,,
Orkan 12 40—50(Y)m ,,

Stelle diese Geschwindigkeiten durch Strecken dar.

Fiir die verschiedenen Brennstoffe ist in der folgenden Tabelle unter I
der Prozentgehalt an Kohlenstoff, unter I der Prozentgehalt an Asche,
unter TII der Prozentgehalt an Wasser, unter IV der Heizwert in Kilo-
grammkalorien angegeben (nach J. C. Mayer):

Brenmstoffe | I il 11 g
Holz (trocken) 42,50 0,85 15,00 3700
Torf 46,00 5,70 14,00 3950
Braunkohle 40,00 8,50 36,00 3720
Fettkohle 82,00 5,00 1,50 7750
Magerkohle 85,50 4,20 0,80 8000
Anthrazit 93,00 1,00 — . 8300
Holzkohle 94,00 2,00 — 7790
Koks 86,00 7,00 3,50 7040

Veranschauliche a) die GréBen I, IT und IIT durch aneinandergefiigte
Strecken in verschiedenen Farben, b) die GroBen IV durch Strecken.
¢) Welche der vier GroBenreihen entsprechen einander am meisten ?

1) Achte auf die Liicke, die von den Planetoiden ausgefiillt wird.
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Im folgenden ist eine Tabelle der mittleren Nithrwerte einiger Nahrungs-
mittel gegeben — der Rest ist iiberall Wasser. a) Veranschauliche die
Tabelle dadurch, daB du auf je 10 cm lange Strecken fiir jedes Nahrungs-
mittel hintereinander in verschiedenen Farben den EiweiBgehalt usf. auf-
triigst. b) Jemand verzehrt an einem Tage: 600 g Roggenbrot, 500 g
Magermilch, 400 g Kartoffeln, 150 g mittelfettes Rindfleisch, 150 g
Erbsen, 40 g Reis, 35 ¢ Schmalz und 20 g Magerkiise. Wieviel g Eiweif
Fett und Kohlehydrate hat er zu sich genommen? Gib davon eine
Streckendarstellung.

Eiweil} Fett Kohlehydrate Holzfaser Asche

Rindfleisch (mittelfett) 21,09, 559, — — 1,0%,
Kalbfleisch (mager) 20,0 1.5 — — 2,0
Schweinefleisch (mager) 20,5 7.0 — . —- 1,0
Schellfisch 17.0 0.5 — — 1.5
Kuhmilch (Magermilch) 3.1 0.7 4.89 —- 0.7
Schweineschmalz 0.5 99,0 — - —
Magerkiise 34.0 11,5 — 5.0
Erbsen 23,0 2,0 559% 25
Reis 6.5 1.0 0.5 1.0
Roggenmehl 11,5 2,0 15 15
Kartoffeln 2,0 0.2 1.0 1.0
Obst (frisch) 05 - — 10.0 4.0 0.5

Nach dem Kalender ging die Sonne auf und unter:

a) am 21. Méarz 1910 um 6 Uhr 5 vorm. und 6 Uhr 12 nachm.
b) ,, 22.Juni 1910 ,, 3 , 39 » 8 5 24
€) , 22.Dez 1910 ,, 8 , 11 w 3 ., 45

Trage in eine Strecke, die dem Zeitraum von Mitternacht bis wieder

Mitternacht entspricht, die einzelnen Auf- und Untergangszeiten ein und
stelle die Tageslingen durch entsprechende Strecken dar.

15.

16.

Der in der Figur 1 abgebildete ,,Sonnenstreifen aus Halle a.d. S. vom
6. November 1911 ist dadurch entstanden, daB die Sonne, solange sie
schien, auf eine vorgedruckte Zeitskala einen Strich eingebrannt hat.
IX bedeutet 9 Uhr vorm., XII 12 Uhr mittags, 11T 3 Uhr nachmittags.
Gib an, wann an diesem Tage die Sonne von Wolken verdeckt war.

In der Fig. 2 ist die Lebenszeit von Lessing, Goethe, Schiller und Heinrich
von Kleist durch Strecken veranschaulicht. a) Gib nach der Figur die
seburts- und Todesjahre der vier Dichter an. h) Stelle nach der Figur
eine Zeichnung her und trage auch die Lebenszeiten folgender Dichter
ein: Klopstock (1724—1803). Wieland (1733—1813), Herder (1744—1803),
Kérner (1791—1813), Ernst-Moritz Arndt (1769—1860), Uhland (1787
bis 1862). g
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§ 22. ‘Gr'aphische Darstellungen empirischer Funktionen

Temperaturen

Ein Topf mit Wasser wird durch eine Gasflamme erhitzt. Von Minute zu
Minute werden an einem in das Wasser getauchten Thermometer folgende
Ablesungen gemacht: 189, 230, 299, 369, 420, 480, 530, 590, 650, 700. Stelle
das Steigen der Temperatur graphisch dar. (Auf der z-Achse 1 Min.= lcm,
auf der y-Achse 1°=1mm.) Was liBt sich der Darstellung entnehmen ? ?

Ein Topf mit Wasser wird erst durch eine kleine, dann durch eine grifere
Gasflamme erhitzt. Der Wechsel wird nach 5 Min. vorgenommen. Nach
101 Min. wird kaltes Wasser zu dem bereits erwirmten gegossen. Die
Ablesungen alle halben Min. liefern: 18°, 1910, 210, 2210 240, 2510 270,
280, 290, 3010, 3310, 361°, 40°, 43°, 4630, 49;" 52“’ 560 910 6’0, o%"
60°, 62°, 64" 669, 68" 700 77‘0 74‘0 76‘“ 783°, 80“’ 82“’ 8410, 861°.
a) Stelle den Temperaturverlauf graphlsch dar b) \Vas erglbt SlCh aus
der graphischen Darstellung fiir die Zunahme der Wiirme bei Anderung
der Wirmezufuhr und bei Anderung der Wassermenge ?

. Aus verschiedenen Beobachtungen hat man fiir die Temperaturabnahme

mit wachsender Tiefe im édquatorialen Teil des Stillen Ozeans die fol-
genden Zahlen gefunden (nach Janson):

Tiefe Temperatur Tiefe Temperatur
in m: in Celsiusgraden: in m: in Celsiusgraden:
0 28,0 1440 3.0
180 21,7 1620 2,5
360 10,0 1800 ! 2,2
540 7,5 1980 2,0
720 6,2 2160 1.9
900 5.0 2340 1.8
1080 4.2 2520 1,7
1260 3,5 2700 1,6.

Stelle die Temperaturabnahme in geelgnetem MaBstabe graphisch dar.

An einem Junitage wurden von 2 zu 2 Stunden, von Mitternacht be-
ginnend, in Eberswalde gemessen 1. an der Erdoberfliche im Freien,
2. 15 cm iiber der Erdoberfliche im Freien, 3. im Walde an der Erd-
oberfliche (die nach Miittrich gegebenen Werte sind Durchschnitts-
zahlen, die in der zweiten Hilfte des Juni 1879 beobachtet sind):

1. 2. 3.
12 Uhr Mitternacht 16,7 194 15,3
2 ,, vorm. 15,6 184 14,6
4 m 15,1 17,8 14,3
6 B 15,9 174 14,6
8 ., 17,5 17,5 16,1
10 , 5 22,6 18,8 18,7
12 ,, mittags , 25,0 20,5 19,8
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115 2. 3.

2 Uhr nachm. 26,4 22 20,8
4 - 25,9 22,9 20,4
6 ., %3 22,4 22,6 19,1
8 L 19,7 .21,6 175
10 ,, 178 20,5 16,2

Stelle die drei Temperaturfolgen in einem Koordinatennetz dar und ver-
gleiche sie miteinander.

. Von den folgenden monatlichen Durchschnittstemperaturen sind die
Werte in der ersten Spalte aus Beobachtungen auf der GauB-Station
auf Kaiser-Wilhelm-Land in der Antarktis 1902/03 gewonnen, die
Werte in der zweiten Spalte aus Beohachtungen auf Franz-Josephs-
Land in der Arktis 1872/73:

Januar — 0,9 —22,6 Juli —181 4+ 15
Februar — 3.1 —34.9 August —219 4 03
Miirz — 83 —320 September —17,7 — 94
April —156 —22,1 Oktober —129 —16,9
Mai —141 — 92 November — 69 —25,0
Juni —177 — 0,7 Dezember — 13 —30,5

Stelle die Werte graphisch dar und vergleiche die beiden Temperatur-
folgen miteinander. Wo liegen die hichsten und tiefsten Temperaturen ?
Welche Zeit liegt zwischen den hochsten Stellen der beiden Kurven,
welche zwischen den tiefsten?

. In der folgenden Tabelle sind die monatlichen Durchschnittstemperaturen
von 6 Stidten Deutschlands verzeichnet, niimlich: 1. Aachen, 2. Berlin,
3. Kiel, 4. Memel, 5. Miinchen, 6. Tilsit.

Y 2. 3. 4 5. 6.

Januar 19 —07 —07 —26 —30 —38
Februar 3,0 0.3 02 —27 —11 —37
Méirz 5,0 2.9 1,7 0,6 23 —1

April 9,2 74 5.6 4,8 74 54
Mai 13,0  Jd27 10,2 10,0 12,0 11,1
Juni 16,6 16,7 14,6 15,0 156 16,1
Juli 17,8 18,1 15,8 17.1 17,2 17,7

August 174 174 15,1 16,5 16,5 16,5
September 14,7 13,9 12,3 13;1 12,9 12,7
Oktober 103 + 90 7.9 7,9 8,0 7,0
November 5,8 3,6 3.9 23 3,9 1,1
Dezember 2.8 0,5 08 —1,5 08 —29

a) Stelle den Temperaturgang in Memel dar, berechne das Jahresmittel
und trage es als Parallele zur z-Achse in die Darstellung ein. b) Gib eine
vergleichende Darstellung des Temperaturganges in Aachen und Tilsit
und stelle eine Tabelle der Differenzen zwischen den entsprechenden
Monatsmitteln auf. ¢) Gib eine vergleichende Darstellung des Temperatur-
Arithmetlk, 8.—5. 8
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ganges in Miinchen und Kiel und berechne in jedem der beiden Fille die
Differenz zwischen dem gréften und kleinsten Temperaturwert. d) Lose
die in ¢ geforderte Aufgabe fiir Berlin und Kiel.
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Fig. 3.

Die Fig.3—6 stellen Fieberkurven dar, wie sie vom Arzt in vorge-
druckte Formulare eingetragen werden. Die Temperaturmessungen werden

tiiglich zweimal, am Vor-
mittag und am Nachmit-
tag, gemacht. Aufeinander-
folgende Messungen sind
durch Strecken verbunden
worden. Die Zahlen oben
geben die Krankheitstage
an. Die Gradeinteilung gibt
2 Zehntel an').

Nach der Fieberkurve eines
Maserkranken (Fig. 3) stelle
fest, a) um wieviel die Tem-
peratur in der 1., in der
2. usf. bis zur 7. Nacht
gefallen ist.
die . Hochsttemperatur er-
reicht worden, und wie grof3
war sie?

b) Wann ist .
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Von der Fieberkurve in einem Falle von Lungenentziindung (Fig. 3) ist
a) Zeit und Hohe der hochsten und der tiefsten Temperatur anzugeben,

1) Mehrfach sind an einem Tage melir als 2 Ablesungen gemacht worden, manch-
mal auch weniger.
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h) in einer Liste zusammenzustellen, um wieviel die Temperatur an den
einzelnen Tagen nachmittags hoher als vormittags war. (Vorzeichen
beachten!)
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Fig. 5.

a) Stelle fiir den Fall eines remittierenden Fiebers, der in der Fig. 4
wiedergegeben ist. fiir jeden der 18 Krankheitstage die Temperatur-

LA Nr

(=
)
=

34,0

Fig. 6.

erhohung erst in einer Tabelle und danach durch Strecken dar. b) Be-
rechne die Durchschunittstemperatur fiir jeden Tag (Mittel aus Vor.
mittags- und Nachmittagsablesung) und stelle sie graphisch dar.

. 8 *
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10. Gib bei dem in Fig. 5 dargestellten Riickfallfieber a) die beiden Maxima
und ihren Abstand, b) die beiden Minima und ihren Abstand an. e) Wie
lange war das Verhalten der Temperatur ungefihr normal? d) Gib eine
Tabelle‘der Temperaturabfiille in den einzelnen Niichten.

11. Gib bei dem in Fig. 6 dargestellten Typhusfall an, a) wann und bei
welchen Temperaturen Fiebermittel gegeben sind und wie grofl der so-
fortige Temperaturabfall — wenn er aus der Darstellung ersichtlich ist —
jeweilig war. b) Gib eine graphische Darstellung der tiiglichen Durch-
schnittstemperaturen (Mittel zwischen Vormittags- und Nachmittags-
ablesung).

12. Die von einem selbstregistrierenden Apparat!) in Marggrabowa vom
7. bis 14. Juni 1911 aufgenommene Temperaturkurve (Fig. 1, Tafel nach
S. 114) ist auf folgende Fragen hin zu untersuchen:

Fig. 7.

a) Wann tritt an den einzelnen Tagen die hochste, wann die tiefste Tem-
peratur ein? b) Welches waren fiir jeden Tag die hochsten und die tiefsten
Temperaturen? ¢) Gib an, wann plitzliche Temperaturstiirze eingetreten
sind und um wieviel die Temperatur jeweilig gesunken ist. d) Stelle
fiir einen Tag eine Tabelle auf, wie groB die Anderung der Temperatur
von 2 Stunden zu 2 Stunden ist, und gib eine graphische Darstellung
dieser Anderungen unter Beriicksichtigung des Vorzeichens.

Treppenkur'ven

13. Stelle bei den ganzen Zahlen 1, 2, 3, 4 bis 20 die Anzahl der Teiler fest,
die Zahl selbst und 1 jedesmal mitgerechnet, und gib eine Darstellung der
Teileranzahl durch eine Treppenkurve.

14. Stelle bei den ganzen Zahlen 1, 2, 3 bis 100 die Anzahl der Faktoren, die
sich bei der Zerlegung der einzelnen ganzen Zahlen in Primzahlfaktoren
ergibt, durch eine Treppenkurve graphisch dar (die Zahl 1 ist nicht als
Primzahlfaktor zu ziihlen). ]

1) Die Fig. 7 zeigt, wie eine solche Temperaturkurve aufgezeichnet wird. Gib den
Grund dafiir an, daf an die Stelle der einen Schar von Geraden, die zu denen der anderen
senkrecht stehen, hier Kreishogen getreten sind.
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15. Die Zahl der Abiturienten einer Schule betrug:

16.

17.

18.

Ostern 1900: 13  Michaelis 1900: 11  Ostern 1906: 9 Michaelis 1906: 15

., 1001:11 ,  1901: 8 ., 1907: 7 . 1907:16
., 1002: 8 »  1902: 8, 1908:24 . 1908:11
. 1903:17 . 1903:13 . 1909:11 . 1909: 8
. 1904:17 . 1904: 9 . 1910:15 »  1910:16
. 1905:12 ., 1905:12

a) Gib eine Treppenkurve dieser Zahlen. b) Gib die Gesamtzahl der
Abiturienten von Ostern 1900 bis Michaelis 1910 an. Wie wird diese
Gesamtzahl in der graphischen Darstellung veranschaulicht ?

Die Anzahl der Schiiler in den einzelnen Klassen eines Gymnasiums ist
die folgende (die b-Klassen haben Michaelisversetzung).

Kl. Ta: 35 KIl. IlIa: 35 Kl Va: 25 KIl. VIIa: 18

» Ib: 19 ,, 1Ib: 34 » Vb:26 , VIIb: 24
,, Ila: 34 ,» 1Va: 34 » VIa: 22 | VIIIa: 29

» 1Ib: 22 , IVb: 22 » VIb: 20 ,, VIIIb: 28

Stelle a) die Schiilerzahlen der a-Klassen, b) die der b-Klassen, e¢) die
allgr Klassen durch eine Treppenkurve dar. Gib auf Grund der Dar-
stellungen a und b durch Ausziihlen (méglichst einfaches Verfahren!)
die Gesamtschiilerzahl d) aller a-Klassen. e) aller b-Klassen an.

Die Anzahlen der Schiiler in den einzelnen Klassen einer Oberschiile
a) im Westen (erste Spalte) und b) einer anderen im Osten (zweite Spalte)
sind die folgenden (die Klassen sind mehrfach geteilt):

KL  I:97;119 Kl. 1V: 79; 110 Kl. VII: 50; 43
., II: 93; 124 . V:64; 113 , VIII: 37; 17
., TIII: 76; 123 ., VI:52; 85

Stelie diese Anzahlen durch eine Treppenkurve dar und gib an der Hand
des graphischen Bildes eine anschauliche Verdeutlichung der Gesamt-
schiilerzahl fiir jede der beiden Schulen.

Kurven als Zusammenfassung vieler Einzelbeobachtungen

Ein Kreis von 5cm Radius ist gegeben. a) Er wird von einer Schar
paralleler Sehnen geschnitten. Die Lénge der Sehnen ist als Funktion
des Abstandes vom Mittelpunkt zu bestimmen und graphisch darzu-
stellen, und zwar sind erst die Sehnen zu untersuchen, deren Abstinde
vom Mittelpunkt 0, 1, 2, ... 5 cm sind, dann die mit den Abstiinden 1,
1%. ... 4% usf. — Auf einer durch den Mittelpunkt des Kreises gehenden
Sekante bewegt sich ein Punkt von der Kreisperipherie immer weiter
weg. Von dem Punkt sind Tangenten an den Kreis gelegt und die Be-
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19.

20.

21.

Tabellen und graphische Darstellungen

rithrungssehne ist gezogen. Stelle die Liinge b) der Tangenten (gemessen
von dem beweglichen Punkt bis zu den Beriihrungspunkten), ¢) der

Beriihrungssehne als Funktion des Abstandes

des beweglichen Punktes von der Peripherie 1000
graphisch dar. Die Unterlagen zu den gra-
phischen Darstellungen sind durch Zeichnung 4% b
und Messung zu fin'den. 40 ,§ N
Fig. 8 stellt die Sterblichkeit der Menschen §
dar, d. h. die Zahl der von 1000 gleichzeitig **|%&
geborenen von Jahr zu Jahr noch iibrig- - \
bleibenden Menschen. Was 1iBt sich aus der
Kurve ablesen ? 1o Jahr N
. 0. 30 40 60 0 100
Wasser siedet unter hoherem als dem gewohn- Jahre
lichen Atmosphirendruck erst bei hoheren Fig. 8.
Temperaturen, und zwar
bei einem Druck bei einer Tempelzxtur bei einem Druck bei einer Temperatur
von: von: von: von:
1 Atmosphiire 100° 8 Atmosphiren 170,8°
2 Atmosphiren 120.,6° 9 oy 175,80
3 5 133,90 10 5 180,3°
[y
4 . 144,00 20 » 213,00
5 2 152,20 30 ” 236,20
6 is 159,20 40 T 252,50
7 . 165,30 50 265,99

Stelle nach dieser Tabelle die Siedetemperatur als Funktion des Druckes
dar. Bei der graphischen Darstellung ist es vorteilhaft, als Nullpunkt
" nicht 0°, sondern 100° zu wiihlen, also die ganze Kurve um die 100° ent-

sprechende Strecke nach unten zu schieben.

Das Volumen von einem Gramm Wasser betriigt in Kubikzentimetern

bei einer Temperatur von

0% 1,00013 35%: 1,00598

4%: 1,00000 40°:  1,00782
100:  1,00027 45°:  1,00974
159: 1,00087 50°:  1,01201
200: 1,00177 550 1,01442
25%: 1,00294 60°: 1,01697
300:  1,00435 65°: 1,01971

700
5%
80°:
859
900
950

1000:

1,02260
1,02569
1,02890

103224

1,03574
1,03938
1,04327

Das Volumen ist als Funktion der Temperatur darzustellen. Dabei ist
der Nullpunkt fiir das Volumen und der MaBstab so zu wiihlen, daf} die
Volumeniinderungen deutlich zum Ausdruck kommen.
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Der mittlere Barometerstand, bei der Hohe % iiber dem Meeresspiegel
gemessen, ist:

Hohe in m: 0 100 200 300 400 500 600
Barom. in mm: 760 751 742 733 724 716 707
Hohe in m: 700 800 900 1000 1100 1200 1300
Barom. in nim: 699 690 682 674 666 658 650
Hohe in m: 1400 1500 1600 1700 1800 1900
Barom. in mm: 642 635 627 620 612  605.
Stelle den Barometerstand als Funktion der Hohe dar. — Geeigneter
MaBstab!

Die Deklination — die Abweichung der Magnetnadel von der Nord-Siid-
Richtung — zeigt auBer geringen jihrlichen und tiiglichen Schwankungen
(vgl. Aufg. 25) eine sikulare Anderung. In der Fig. 9 (nach F. Auerbach)
sind die beobachteten Werte
fiir Paris eingetragen, und g
durch diese Punkte ist eine —*
Kurve gelegt. a) Gib an, //'
welche  Beobachtungswerte 7700 —
von der Kurve am stiirksten L~ B
abweichen. 1800\ =
b) Pause die Punkte durch ‘\
und lege selbst einen ge- 99 ’
20°W. 15°  10° 5° 0° 6° 1000

sie hindurch. Fig. 9.

Verschiedene Arten von Registrierkurven

Nach dem in Fig. 2 (Tafel nach S. 114) wiedergegebenen Barogramm von
Neuwied, 18. bis 25. Mai 1908, ist a) der hichste und tiefste Barometer-
stand (Zeit?) anzugeben; b) die Barometerschwankungen vom 21.Mai
mittags bis zum 22. Mai mittags sind zu beschreiben.

Fig. 10 gibt eine Aufnahme der Deklination (vgl. Aufg. 23) in Potsdam
wieder. Die Aufnahme reicht vom 4. September 1909 8 Uhr vorm. bis
zum 5. September 1909 6 Uhr vorm!, die Zeit nach Greenwich gemessen.
Mitternacht nach Potsdamer Ortszeit ist durch eine Gerade bezeichnet.
Die Aufnahme zeigt kein Liniennetz. Der Mafistab fiir die Deklinations-
winkel ist aber seitlich kenntlich gemacht. Zum Ablesen kann man sich
eines Papierlineals bedienen. Fragen: a) Welches ist der groBte Wert der
Abweichung von der Nord-Siid-Richtung und wann trat er ein? b) Wann
trat die groBte Anniherung der,Magnetnadel an die Nord-Siid-Richtung
ein und wie gro war da die Abweichung? ¢) Wie groB war also die
Differenz zwischen groftem und kleinstem Wert? d) Beschreibe die
zwischen 7 und 9 Uhr abends am 4. September auftretenden Schwan-
kungen.
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.

26. In dem beigegebenen, etwas verkleinerten Seismogramm (Fig.11) sind
die Zeiten dadurch kenntlich gemacht, daB der Kurvenzug fiir eine kurze
Zeit unterbrochen ist. Die zugehorigen Zeiten sind beigeschrieben (die
Stunden sind iiber 12 hinaus bis 24 geziihlt). Die einzelnen Linien des
Seismogramms sind in der Wiedergabe, der bessereren Deutlichkeit
halber, weiter voneinander entfernt, als das im Original der Fall ist.
Fragen: a) Im Original entsprach einer Zeitsekunde eine Strecke von
0,1 mm. Stelle auf Grund der Zeitmarken fest, welche Strecke in der
Wiedergabe einer halben Stunde, einer Minute, einer Sekunde entspricht,
in welchem Verhiiltnis also das Original verkleinert ist. b) Im Original
war die VergroBerung (schneller) Schwingungen eine 32fache. | Berechne
unter Benutzung des Ergebnisses von a, wie groB die VergréBerung der
Schwingungen in der Wiedergabe in diesem Buche ist. ¢) Gib an, wann
der erste Vorlaufer, der zweite Vorliufer, das Hauptbeben begann und
wann der groBte Ausschlag erfolgte. d) Bestimme die Zeit zwischen
dem Beginn des Bebens und dem Auftreten der um die Erde gegangenen
Wellen.
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27. Die Fig. 12 gibt die Entladungs-
kurve eines Zitterwelses (nach Gai- s A A
ten). Diese Tiere besitzen elek- A
trische Organe. Deren Entladung \ /\
ist mit Hilfe eines besonders dazu
geeigneten Galvanometers durch / \ / l /
die mit S bezeichnete Kurve dar- VA~V RY
gestellt. Zur Zeitbestimmung die- \/\/\/\ Z

nen die mit Z bezeichneten Auf-

. . Fig. 12.
zeichnungen der Schwingungen
3 . 3 3 o Novembor Dezember
einer Zungenpfeife. Eine Schwin- 126y 20212225 2427282930 1 4 8 6 7 § 1112131415
Oktober November
30311236 789 1013141516172021232324 A
121 K 125 M 7
120 4 124 M.
i
7 7
nok 1234 f
7
118 M /A 122 M.
17 M 121 M. f
. i |
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164 120 I
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15 M4 194 F
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14 4 128 M £
13 K 114
Fiz 13. Fig. 14.
02° 300 700 100 7200 1000 00 600 “00 200 0
|La Meter _iider dem Meere
| 1
100"
Logle ~
=
-
981" A/
LT
L&
-
9617 /
L1 \S tedepunkt desWassers
£r-d i 1 3 0 i S—
) bezverschiederem Luftdruch
¥ bezw.in versdedenentiohen iidMeere
. 1| N | O U |
I shodnrnre | | [ [ [ [ [ T[]
800 mmn 650 Joo 750 lﬂal




. Graphische

gung der Zungenpfeife
dauert oz Sekunde. Die
Richtung, in der die Zeit
gerechnet wird, ist hier
von rechts nach links
genommen, so wie es
der Pfeil angibt. Frage:
a) Wie lange dauert jeder
der 5 Schlige? h) In wel-
chem Verhiiltnis steht
die Zeit des Anstieges
der Kurve zu der des
Abstieges ?

Anderungen der Kurven-
gestalt oder des Mabstabes

28.

29.

30.

Dem Handelsteil einer
Zeitung sind die gra-
phischen Darstellungen
entnommen, die eine
,,Kupferhausse®(in einem
Vorkriegsjahr)  veran-
schaulichen. Fig. 13 stellt
fiir die Zeit vom 30. Ok-
tober bis 24. November,
Fig. 14 vom 20. Novem-
ber bis zum 15. Dezem-
ber die Preise fiir 100 kg
in RM fiir Januarliefe-
rung dar. Es ist die Dar-
stellung des Preisganges
durch eine Treppen-
kurve verlangt.

Der erste Teil des Haupt-
bebens auf dem Seismo-
gramm der Aufg. 26
(Fig. 11) ist derart um-
zuzeichnen, daB der Mal-
stab fiir die Zeit gegen-
iiber der Fig. 11 verzehn-
facht wird.

In der graphischen Dar-
stellung Fig. 15 (nach
Auerbach) ist der Siede-
punkt des Wassers in der

Darstellungen empirischer Funktionen
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31.

33.

34.

35.
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unteren Hilfte als Funktion des Luftdruckes, in der oberen Hilfte als
Funktion der Meereshthe dargestellt. a) Gib den Siedepunkt in 700 m,
1250 m Hohe an. b) Gib den Siedepunkt bei 665 mm, 780 mm, 725 mm
an. c¢) Priife die Richtigkeit der Beziehung von Druck und Meereshihe
an den Angaben von Aufg. 22.

Die Fig. 3 (Tafel nach S.114) gibt die Fahrtkurve eines am 10. Juli abends
in Berlin-Schmargendorf aufgestiegenen Freiballons wieder, der am niich-
sten Tage morgens bei Dobrzyca-Posen gelandet ist. a) Wann ist der
Ballon aufgestiegen und wann ist er gelandet ? b) Wann wurde der hochste
Barometerdruck registriert und wie hoch war da der Ballon ? ¢) Etwa in
der Mitte der Fahrt hat der Ballon seine Hohe mehrfach schnell hinter-
einander und um betriichtliche Werte geindert: gib fiir das plétzliche
Steigen, das folgende Fallen, das wiederholte Steigen, das Fallen und
schlieBlich den letzten Anstieg jeweilig an, in welcher Zeit 100 m Hohen-
unterschied iiberwunden wurde. 1

. Fig. 16 zeigt eine Luftdruckregistrierung mit dem Toeplerschen Luft-

druckvariographen vom 29. Januar 1903. Als Zeitmarken dienen Liicken.
Die auf der Figur sichtbaren Marken entsprechen 9 Uhr 30 Min. und
11 Uhr. Die Kurve gibt auBerordentlich kleine Schwankungen des Luft-
druckes wieder, da 130 mm der Darstellung einer Anderung des Baro-
meterstandes um 1mm entsprechen. Gib an, wann der héchste und
wann der tiefste Barometerstand verzeichnet wurde und wie groB der
Unterschied beider ist.

In Aufg. 20 ist die Siedetemperatur als Funktion des Druckes dargestellt.
Stelle umgekehrt auf Grund der Angaben der betr. Aufgabe den Druck
als Funktion der zugghérigen Siedetemperatur dar.

In Aufg. 18 sind die Sehnenlingen eines Kreises von 5em Radius als
Funktion des Abstandes vom Mittelpunkt dargestellt. Stelle umgekehrt,
den Abstand der Sehnen vom Mittelpunkt als Funktion der Sehnen-
linge dar.

Vermischte Aufgaben

Die Gotthardbahn hat folgende groBere Stationen, denen die Hohe iiber
dem Meeresspiegel beigesetzt ist:

0 km Luzern 437 m 105 km Airolo 1145 m
28 km Arth—Goldau 513 m 117 km Rodi—Fiesso 945 m
40 km Brunnen 441 m 125 km Faido 758 m
51 km Fliielen 437 m 139 km Giornico 451 m
60,5 km Erstfeld 475 m 151 km Biasca 296 m
73,3 km Gurtnellen 740.m 163 km Claro 253 m
82 km Wasen 930 m 170 km Bellinzona 244 m
89 km Goschenen 1109 m

Der hichste Punkt wird in der Mitte des 15 km langen unmittelbar hinter
Goschenen beginnenden Tunnels zwischen Géoschenen und Airolo mit
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1154 m erreicht. Die Steigung der Bahn ist graphisch darzustellen. Wihle
einen geeigneten MafBstab. Wie groB ist die Uberhshung?

36. Die Lii,nmplofxle dreier Fliisse, der Garonne, der Seine und der Loire
Slnd in der Fig. 17 (nach ].)(lvx\) d'lrgeste]lt
a)—e¢) Stelle fiir jeden der

1200 drei Fliisse eine Tabelle auf,
. wieviel km FluBlinge fiir den
s (|90 ”N Abfall von 1200 m auf 1000 m,
<2 [ls00= von 1000 m auf 800 m usf.
oSS .
> oaf 8 bis 200 m auf 0 m erforder-
$ Y1600 Q . .
; S = lich sind.
8 = 8 RN e $00©
€ b a 3 *
3 £ § 3 200
bl < S 0 e mnesens
wWokm 200 300 400 500km 1200m
S <
2 < 3 --11000
= 3’3 0§ &£ &£ 2R 9
<& 3 ) i ..~ <4800
100km vJeo0
............ 400
~§\ )
t % -------------------------- 200
€ 2
) 100km 200 300 400 500 600 790 800 900

Fig. 17.

37. Die starken Anderungen der Windgeschwindigkeit in kleinen Zeitriumen
bringt die Darstellung in Fig. 18 zum Ausdruck. Es handelt sich um die
Anderungen der nach m je sec (senkrecht aufgetragen) gemessenen Ge-

Geschw. v
4 30m

ALY X
I XrUAJN” [ET LM L
| N

o ‘ 0m

=

2eit L L =3
G035 50 +5 W 35 0 25 20 16 0 66295 50 v W 3 N & @ 5 @ 5820

Fig. 18.

schwindigkeit des Windes in horizontaler Richtung (die sog. Horizontal-
komponente) in der Zeit vom 8. Februar 1889, 8 Uhr 28 Min. morgens
bis 8 Uhr 30 Min. morgens. Die Aufzeichnung ist bei einem recht starken
Winde in Perpignan gemacht (nach Nimfithr). Die Kurve ist von rechts
nach links beschrieben. a) Gib die grofte und die kleinste Windgeschwin.
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digkeit und den Unterschied beider an. b) Versuche nach Augenmaf.
festzustellen, wie grof3 etwa die mittlere Windgeschwindigkeit ist.

wi,,fﬁ
Jamuar | 73 | 25 | 39 | 29 | 74| 109
Februar 69 27 37 25 69 104
Miirz 68 32 44 31 80 108
April 55 39 36 32 102 98
Mai 61 55 49 47 127 82
Juni 71 70 64 59 106 73
Juli 95 73 7 64 93 38
August 80 55 57 64 105 54
September | 67 40 42 40 112 | 115
Oktober | 76 | 44 46 35 | 147 | 204
November | 77 36 43 32 102 | 192
Dezember 86 30 47 34 83 126

38. Die nach den Jahren 1851—1900 berechnete normale Niederschlagimenge
ist in obenstehender Tabelle in mm angegeben (nach Sassenfeld): Die
Niederschlagsmengen sind durch Treppenkurven (s. S.110) graphisch
darzustellen. a) Vergleiche die Kurve von Berlin und von Aachen hin-
sichtlich ihres Verlaufes und bringe beiderseits die jiahrliche Niederschlags-
menge zur ‘Anschauung. b) Vergleiche die Kurve von Posen und vom
St. Bernhard hinsichtlich der jihrlichen Niederschlagsmenge. ¢) Ver-
gleiche die Kurven von Erfurt, vom Sankt Bernhard und von Genua
daraufhin, in welchen Monaten die groBten Niederschlige eintreten.

§ 23. Lineare Funktionen

Punkte im Koordinatensystem

1

Zeichne in ein Koordinatensystem die Punkte ein:

a) 1, 3, b 7, 4, ¢) 25, &, d) 18, 24,
e) —1, 3, fy —7, 4, h) —1.8, 24,
i) 1,—3, k) 7, —4, m) 18, —24,
n) —1, —3, o) —7, —4, q) — 1.8, —2,}.
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. Zeichne in ein Koordinatensystem die Punkte ein:

a) 0, 3, b) .0, 28, ¢0, —1,  d) 6,0,

e) —35. 0, f) —24, 0, g) 53, 0, h) 0, 0.

. Gegeben sind die Strecken a und b; zeichne die Punkte mit den Koordi-
naten: i : .

‘a) a, a b) b, oa ¢) a, b d) a, —0b,
e) —a, —b, f) —a, b, g) —a, —a, h) —b, —a.

St

-1

6.

Gieraden im Koordinatensystem

. Welches ist der geometrische Ort der Punkte, deren y-Koordinate a)‘ 2,

b) 1.2, ¢) —3, d) 0 ist?

. Welches ist der geometrische Ort der Punkte, deren z-Koordinate a) 3,

b) 2,5, ¢) —1,5, d) O ist?

Welches ist der geometrische Ort der Punkte, fiir die z-Koordinaten und
y-Koordinaten gleich sind?

. Welches ist der geometrische Ort der Punkte, fiir die z-Koordinaten

und y-Koordinaten dem absoluten Betrage nach gleich, dem Vorzeichen
nach aber entgegengesetzt gleich sind?

. Welches ist der geometrische Ort der Punkte, deren z-Koordinaten und

y-Koordinaten der Gleichung

a) y =2z, b) y'=2,5z', ¢) y=—3uz,
hy=% o y=—23, ) y=2%z

geniigen. Welches ist die jedesmalige Steigung der Geraden?

*9. Bei gleicher Arbeitsweise ist der Lohn der Arbeitszeit proportional. Der

Tageslohn betrage a) 4 RM, b) 4,50 RM, ¢) 5 RM. Wie stellt sich der
Lohn /, gemessen in Mark. als Funktion der Arbeitszeit ¢, gemessen in
Arbeitstagen, dar? Stelle die drei Funktionen graphisch dar.

*10. Bei Akkordarbeiten ist der Lohn der geleisteten Arbeit proportional.

11.

12.

Es moge fiir das Zerschlagen von Steinen zu einem StraBenbau je
m? 7,50 RM gezahlt werden. Wie stellt sich der Lohn, gemessen in Mark,
dar als Funktion der Menge zerkleinerter Steine, gemessen in m3? Stelle
die Funktion graphisch dar.

Bei gleichformiger Bewegung ist der Weg s = ¢ - ¢, wo ¢ die Geschwindig-
keit, ¢ die Zeit bedeutet. Stelle s als Funktion von tdar, wenn a) ¢ =1,2m
je sec (langsam gehendes Pferd), b) ¢ =1,5m je sec (normal gehen-
der Mann), e) 2,2 je sec (Mann im Laufschritt), d) 3,5m je sec (Pferd
im Trab) ist.

Stelle die Beziehung zwischen Celsius- und Reaumur-Graden graphisch
dar, indem du a) die in Celsius gemessene Temperatur als Funktion der
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in Reaumur gemessenen, b) die in Reaumur gemessene Temperatur als
Funktion der in Celsius gemessenen ausdriickst.

13.1) Beim freien Fall abwiirts ist die Geschwindigkeit, gemessen in m je sec,
v=gt, wo g =98l und ¢ die in Sekunden gemessene Zeit bedeutet.
a) Stelle v graphisch dar. Lies aus der graphjschen Darstellung ab, wie
groB v b) firt =2, ¢)t=73, )t =11, e) ¢t =12 ist.

14. 'Auf Zahlungen wird ein Rabatt von p 9%, gegeben. Wie stellt sich die Ra-
battsumme als Funktion der in Rechnung gestellten Summe dar? Stelle
die Funktion graphisch dar, wenn a) p =5, b) p =10, ¢) p = 33! ist.

15. Die Jahreszinsen sind bei gleichbleibendem Zinssatz dem Kapital pro-

~ portional. Gib die Funktion und ihre graphische Darstellung, wenn der
Prozentsatz a) 3, b) 35, ¢) 4, d) 4}, ) 5 ist.

16. Zeichne den geometrischen Ort der Punkte, deren Koordinaten der Glei-

chung

a) y=2z+41, " bh) y =224 3, ¢) y=3cx—1

geniigen. Welches ist die Steigung der Geraden? Welche Strecke wird auf
der y-Achse, vom Nullpunkt aus gerechnet, abgeschnitten? d) Welche
geometrische Bedeutung haben die Konstanten a und b in der Funktion

y=ax+b?
Stelle die folgenden linearen Funktionen graphisch dar:
17. y==2 4 3. 18. y =2 —2. 19. y=2—05.
20, y =2z + 4. 21, y=2r—2. 22, y=32—0,5.
23, y =10z —7. 4 y=3+3. 3%5. y =244,
26, y=05-2z—5. 27. y=18z—18. 28. y=—u2+ 3.
29, y—z—2. 30. y=—3z+4. sLy=—27+1

32, y=—06x—1.

33. a) Wann geht die graphische Darstellung einer linearen Funktion durch
den Nullpunkt? h) Wann ist sie parallel der z-Achse?

34. In der Fahrenheitschen Temperaturskala entspricht dem Nullpunkt der
Celsiusskala 32°, dem Punkte 100° der Celsiusskala 212°. Gib eine graphi-
sche Darstellung der Beziehung zwischen beiden Skalen, indem du a) die
Grade nach der Celsiusskala, h) die Grade nach der Fahrenheitskala als
unabhiingige Variable wiihlst.

a) Wann sind die Geraden, die zwei lineare Funktionen y = a,z + b, und
y = ay@ -+ b, darstellen, parallel? b) Wann schneiden sie sich auf der

y-Achse?

@
o

1) Bei den voraufgegangenen Aufgaben war die Wahl des MaBstabes auf der z-Achse
und auf der y-Achse ohne weiteres klar. In den jetzt folgenden Aufgaben ist zuniichst
immer zu {iberlegen, wie man die Darstellung durch geeignete Wahl des Mafistabes mog-
lichst zweckmiBig anlegt.



§ 23. Lineare Funktionen 123

36—>51. In welchem Punkte schneiden die in den Aufgaben 17 bis 32 ange-
gebenen Funktionen die z-Achse? Mit anderen Worten: Welches sind die
Nullstellen dieser Funktionen ?

52. Stelle die lineare Funktion « + y = a dar, wo a eine gegebene positive
Konstante (etwa a = 4) ist. Welche geometrische Bedeutung hat a?
53. Verfahre in gleicher Weise mit den Funktionen: a) z—y=a,
b)) —zc+y=a, ¢ —z—y=a.
Bringe die folgenden Gleichungen erst auf die Form y=az -+ b und
stelle dann y als Funktion von z graphisch dar (in 55 und 61 sind a, b und ¢
als Strecken gegeben);

54. 22 + 3y = 43. 55. bz +ay =c. 56. 42— 19y =1.
x Y = ! z+y 1
57.—2*4*—3‘=7. 58. 3%1‘:3% 59. ;:!7:?.
LA S +hy= Ziy_ A
60._—5—-7—2. 61, ax + by =0. 62. 3"
63. Die lineare Funktion
x y _
i T
ist graphisch darzustellen, wenn a) e =3,b=4, h)a=—1,b= + 2,
¢) @ =—2,b =—2ist. Welche geometrische Bedeutung haben die Kon-

stanten @ und b? )

64—72. Bringe die Funktionen in den Aufgaben 54 bis 62, soweit es moglich
ist, auf die Form % + % = 1 und stelle sie dann graphisch dar. Wann ist
es nicht moglich, eine lineare Funktion auf diese Form zu bringen ?

Gib an, durch welche Punkte mit positiven ganzzahligen Koordinaten
die folgenden Geraden gehen, oder mit anderen Worten: Gib die Lésungen
der folgenden diophantischen Gleichungen an:

3. z+y=5. 7. 3z 4+ y = 20.
75. x4 7Ty = 30. 7. »—y=2.
M. 5r—3y=1. 8. Te—4y =25,
- :t73 2y
19.7—3 80'8‘75'

81. z:y=17:4.

Graphische Losung zweier linearer Gleichungen mit zwei
Unbekannten

Gib an, in welchem Punkte sich die folgenden Geradenpaare schneiden,
oder mit anderen Worten: Lies die Wurzeln der folgenden linearen Gleichungs-
paare mit zwei Unbekannten aus den graphischen Darstellungen der ent-
sprechenden Funktionen ab: -

Arithmetik, 3.—5. 9



86.

88.

90.

92,

94.

96.

Tabellen und graphische Darstellungen
z+y=4 : 8. 24+ y=8
Y= . y=3w.
z= 8. v+ y=3
y=—ax. ze—y=3.
z=2y 87.c—y=5
y=2z zt+y=
z—y= 89, y —z =
y=% s+y=9
y— = 9. 2=3y—2
9z = z=5y—12
Te—5y=15 93. 3z —2y =11
Ty—bz=3. ' 2z 4 3y = 16.
z=6—y 95. 4246y =25
y=3z—4. 6z 4 4y =25,
2z—1 3z+4
————2y+1=1 97. 3y F 5
e 4z2+3
z+y =15 3y+2_3'

Erldutere am graphischen Bilde der Funktionen, warum die folgenden

Gleichungspaare keine Wurzeln haben:

98 y—az=5 9. y+2="17
3y—3z=6. 10y =5—10.
100. z—y =6 101, 2 +y=3
z=y. y=—z.
102, z=3y+5 103. 2z +5=6y—9
2z —"10 = 6y. 3z +1=9y—20.
104. Bestimme a und b in der Funktion y = az + b so, dal}
" a) y=3 firz=2, b) y=1firz=—1,
y="1 fir 2 =4 wird; = 3 fiir ¢ = + 1 wird;
¢) y=0 firz=0, d) y=0 fir e =—3,
y =3 fir =3 wird; y =9 fir z =0 wird;

e) y=0,7 fir z =2,
y =16 fiir 2 =5 wird!
Gib in jedem Falle eine graphische Darstellung der Funktion!

Interpolation
Eine Kurve verlaufe zwischen den Punkten =;, y, und =,, y, angenihert

geradlinig. Man bestimme durch Interpolation Niherungswerte y, der
Funktion fiir einen Wert z, zwischen z, und ,. Die Rechnung ist jeweilig
durch eine graphische, Darstellung zu begleiter.
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105. 2, =0, y, =0; z,=1, y,=1; 'a) 2, =05,
b) 2z, =0,1,
e) z,=03.
106. 2, =17, y,=1; 2, =9, y,=2; a) z,=38,
b) @ =175,
e) z, =8,5.
107. 2, =3, y, =0,134; x, =4, y, = 0,164; a) =31,
’ b) z; = 3.2,
e) z, =33,
i) o, =39
108, z, =5, y, =—0,5; 2, =6, y, = +3,75; a) z;, =52,
b) z, =58,
€) z, =56

| ]

5

6.

7.

Siebentes Kapitel
Potenzen mit positiven ganzen Exponenten

§ 24. Der Potenzhegriff. Die Parabel
Begriff der Potenz

. Stelle eine Tabelle der Quadrate der ganzen Zahlen 1 bis 20 auf.
. a) Gib die Reihe der Differenzen der aufeinanderfolgenden Quadratzahlen

an! b) Um wieviel unterscheidet sich das Quadrat der ganzen Zahl » von
dem der niichstfolgenden ganzen Zahl?

. a) Welche Ziffern treten in den Quadratzahlen an letzter Stelle auf?

b) Untersuche die Reihenfolge, in der'diese Ziffern in der Reihe der auf-
einanderfolgenden Quadrate ganzer Zahlen auftreten!

. Stelle eine Tabelle der Kuben der ganzen Zahlen von 1 bis 10 auf.

In einer Tabelle der Kuben ganzer Zahlen sind die letzten Ziffern von der
dritten Potenz von 0 beginnend: 0, 1, 8,7, 4, 5, 6, 3, 2, 9. — Dann beginnt
die gleiche Reihe der letzten Ziffern von neuem. a) Beweise das. Gib ohne
Rechnung die zweistellige Zahl an, deren Kubus b) 19683, ¢) 753571,
d) 438976 ist!

Weise die folgenden Beziehungen nach:
a) 3% 4 43 4 5% = 6%, b) 113 4 123 4 133 - 143 = 203!
Stelle eine Tabelle der ersten 10 Potenzen der Zahlen a) 1, b) 2, ¢) 3,
d) 5, e) 10 auf!
9%
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8. Berechne die folgenden Ausdriicke
a). 44 34, b) 83 — 82, ¢) 75— 6°,
d) 32— 23, e) 28 —92 f) 45— 61!
9. Gib die ersten 10 Potenzen der Zahlen a) —1, b) —2 an.
- Berechne
10. (—1)' + (— 1)“’+ ( 1P 4 (=1t + (—1)° 4 (=18
W (=D + (=2 + (=3 + (=4 + (—5)° + (+6)
12, (— D' —(—2)? + (— 3} — (—4* + (—5)> + (—6)%
13. (—a)" + (—a)® + (— @) + (— )" + (—a)! + = a)t?
14. a) (+2)° + (—3), b) (+3)° + (—3)% ¢ (+ 2)" + (—2)%
15. 2) (—=7*— (=27 b)) (=3 +(—4)? e (— 5) —(—2)°.
16. 2) (+5°— (=30  b) (=3 —(+53 o (+3)7—(—3)".
17. a) 2% - 32, b) 2772, ¢) 21” . 102.
18. a) 2354, b) 4356, e) 4354,
19. a) b) (33, ¢) (1b)
20. a) (1}, b) 0,52, e) 0,013,
21, a) 1,23, b) 0,33, ¢) 1,012
22, a) Wie heifen die GroBen a, n und b in dem Ausdruck an = b? h) Was

23.

24,

25.

26.1

fiir eine Zahl kann in dem Ausdruck a» = b die Zahl a, die Zahl n sein?

a) Andert sich der Wert von a?, wenn a und b vertauscht werden (a ebenso
wie b werden als positive ganze Zahl vorausgesetzt) ? b) Fiir welche Werte
a und b tritt eine Ausnahme von dem eben gefundenen Ergebnis ein ?

Welche Werte nimmt a) (—1)», b) (—1)2%, ¢) (— 1)2#+! an, wenn »
die Reihe der positiven ganzen Zahlen durchlauft?

Das Bodesche Gesetz besagt: Man erhiilt die Bahndurchmesser der Pla-
neten Venus, Erde usf., wenn man in dem Ausdruck 0,6 + 0.4 - 27 die
Zahl n die Werte 1, 2 usf. durchlaufen 1iBt. a) Was ist als Einheit fiir
den Bahndurchmesser angesetzt? bh) Priife die Richtigkeit des Niherungs-
wertes an den § 21, Aufg. 10 mitgeteilten Zahlen! e¢) Fiigt sich Merkur
dem Gesetz ein?

) Nach einer Aufgabe aus dem Rechenbuch des Achmes (1700 v. Chr.):
7 Personen besitzen je 7 Katzen, jede Katze vertilgt 7 Miiuse, jede Maus
friit 7 Ahren Gerste, aus jeder Gersteniihre konnen 7 MaB Getreidekorner
entstehen. Wieviel Mal3 Getreide sind das insgesamt, die der Niitzlichkeit
der Katzen zu danken sind ?

1) Die Aufgaben 26 bis 30 sind, genau so wie viele der ,,aus alter Zeit'* in diesem

Buche wiedergegebenen Gleichungen ersten Grades, Phantasieaufgaben. Ihr paradoxes
Ergebnis widerspricht der Wirklichkeit; aber gerade sie sind hier sehr geeignet, das
schnelle Wachsen der Potenzen mit zunehmendem Exponenten recht deutlich zu machen.



27.

28.

29.

31.

33.

34.
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Auf einer Leiter mit 10 Sprossen sitzen Tauben, auf der ersten eine, auf
der zweiten zwei, auf der dritten vier usf., anf jeder Stufe doppelt soviel
als auf der vorhergehenden. Wieviel Tauben miiten dann also auf der
letzten Sprosse sitzen ?

In der #ltesten indischen Mathematik wird einmal nach der Zahl
der ersten Elementarteilchen gefragt, die aneinandergelegt die Liinge eines
Yéjana erfiillen, und es wird dabei gesagt: 7 Elementarteilchen geben ein
sehr feines Stéiubchen, 7 von den sehr feinen Stiubchen ein feines Stiub-
chen, 7 feine ein vom Winde aufgewirbeltes Stiubchen, 7 davon ein Stiub-
chen von der FuBspur des Hasen, 7 davon ein ‘Stiubchen von der FuBspur
des Widders, 7 davon ein Stiubchen von der FuBlspur des Stieres, deren
7 auf einen Mohnsamen gehen. 7 Mohnsamen geben einen Senfsamen,
7 Senfsamen ein Gerstenkorn, 7 Gerstenkorner ein Fingergelenk; 12 von
diesen bilden eine Spanne, 2 Spannen eine Elle. 4 Ellen einen Bogen,
1000 Bogen einen Kroga, deren endlich 4 auf einen Y6jana gehen. a) Gib
die Zahl der Elementarteiler eines Y6jana in Potenzform an! b) Rechne
die Zahl moglichst praktisch aus!

Ein Perlenhalsband besteht aus 40 Perlen. Ein Sonderling machte mit
dem Besitzer als Preis aus, fiir die erste Perle ein Streichholz, fiir die zweite
zwei, fiir die dritte vier, fiir jede folgende das Doppelte wie fiir jede vor-
hergehende zu zahlen. a) Wieviel Streichhélzer hiitte er fiir die letzte Perle
geben miissen? bh) Wie teuer hiitte er diese letzte Perle bezahlt, wenn
100 Streichholzer einen Wert von 2 Rpf. haben? ¢) Ein Schlauberger
meinte: ,,Ich wiirde unter diesen Umstinden nur 10 Perlen kaufen ! Wie
teuer wiirde dieser die letzte Perle bezahlen ?

Nach dem Berichte des arabischen Geschichtschreibers Ja‘qubi erbat sich
der Erfinder des Schachspiels als Belohnung die Summe der Weizenkéorner,
welche herauskommt, wenn man auf das erste Feld des Schachbrettes
1 Korn legt, auf das zweite 2 usf., auf jedes folgende doppelt so viel als auf
das vorhergehende. Wieviel Kérner miiiten danach auf dem letzten, dem
64. Felde liegen? Versuche eine Vorstellung von dieser Menge zu geben!

Graphische Darstellungen

a) Stelle unter Benutzung der Ergebnisse von Aufgabe 1 eine Tabelle der
Quadratzahlen von 0,1, 0,2 usf. bis 2,0 auf! b) Gib danach eine graphische
Darstellung der Funktion y = & fiir den Bereich von & = — 2 bis o = + 2!

¢) Verfolge die Funktion iiber z = — 2 und # = -+ 2 hinaus!

32. Stelle die Funktion y =c¢- a® dar, wo a) ¢ =2, h) ¢=3,"¢) ¢ = N
d) ¢=0.1 ist!
Stelle die Funktion y = —cx* dar, wo a) c=1, b) c =2, ¢) ¢ = 3,

d) c=1, e) ¢ =01 ist!

Gib eine graphische Darstellung der Funktion y = a3!
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35. ‘Zeicbne unter Benutzung der graphischen Darstellung von y = 23 das
Funktionshild von folgenden Funktionen: '

3
a) y=%, b) y = 243, e) y=0,1"28,
3
d) y=—a°, e) y=—2=, f) y=—0,012°.
36. Stelle die Funktion y = ca? graphisch dar fir a) c=1, b) c=—1,
e) ¢c=02.

37. Stelle die Funktion ¥ = ¢- 2% graphisch dar fir a) ¢e=1, b) ¢ =—1
c) c=0,2.

38. Wie iindert sich das graphische Bild der Funktion y = a® wenn n der
Reihe nach die Werte 1, 2, 3, 4, 5... annimmt a) fiir Werte z > 1,
b) fiir Werte 1 > 2 > 0?

39. Welche Punkte sind a) allen Parabeln y = z#, b) allen Parabeln y = an
mit geraden Exponenten, ¢) allen Parabeln y = 2» mit ungeraden Expo-
nenten gemeinsam (n eine positive ganze Zahl)?

40. a) Wann ist eine Parabel y = a» axial-symmetrisch? h) Welches ist die
Symmetrieachse? ¢) Wie driickt sich diese Art der Symmetrie in der arith-
metischen Form der Funktion aus? )

41. a) Wann ist eine Parabel y = a" zentral-symmetrisch? b) Welches ist das
Symmetriezentrum ? ¢) Wie driickt sich diese Art der Symmetrie in der
arithmetischen Form der Funktion aus?

42, Wie indert ein Proportionalititsfaktor ¢ in y = c2# das Bild der Parabel
y=anl

43. Beim freien Fall gilt fiir die Fallstrecke s in der Zeit ¢ die Formel s = Lg%
‘Wenn s in Metern, ¢ in Sekunden gemessen wird, so ist g angenihert 10.
a) Stelle die Fallstrecke in geeignetem Mafstabe als Funktion der Zeit dar.
h) Welcher Weg ist nach 1,3 Sekunden, ¢) nach 3,5 Sekunden zuriick-
gelegt (Ablesung aus der graphischen Darstellung und Rechnung)? d) Nach
wieviel Sekunden ist ein Weg von 10 m, e) von 50 m zuriickgelegt (Ab-
lesung aus der graphischen Darstellung; geeigneter MafBistab!)?

44, a) Stelle den Flicheninhalt eines Quadrates als Funktion der Quadrat-
seite dar! b) Entnimm der Kurve, fiir welchen Wert der Quadratseite
angenithert der Flicheninhalt 2 wird!

45. a) Stelle das Volumen des Wiirfels als Funktion der Wiirfelkante dar!
b) Entnimm der Kurve, fir welchen Wert der Wiirfelkante das Volumen

- angeniihert 2 wird!

46. a) Stelle das Volumen einer quadratischen Siule mit der Hohe 3 als Funk-
tion der Grundkante dar! b) Welche Liéinge mufl man der Grundkante
geben, wenn das Volumen 10 werden soll?

47. Stelle den Inhalt eines Kreises als Funktion des Radius dar; dabei nimm
als Verhiiltnis von Umfang und Durchmesser a) 3, b) 3,14 und achte
auf den Unterschied beider Funktionen bei wachsendem . ¢) Stelle den
Unterschied graphisch dar! :

s
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48. Geht ein elektrischer Strom von 7 4 durch einen Leiter, der den Wider-
stand w Ohm hat, so ist die in der Sekunde erzeugte Wirmemenge, in
Kalorien gemessen, W= 0,24:2- w. a) Stelle W als Funktion von 7 bei
einem Leiter vom Widerstande w = 1 dar! b) Wie grof ist die in der
Sekunde erzeugte Wirmemenge bei einem Strom von 1,8 4, ¢) bei
3,2 4% d) Welchen Strom muB man einschalten, um in der Sekunde
1 Kalorie, e) um 1,5 Kalorien zu erhalten?

§ 25. Das Rechnen mit Potenzen

Multiplikation von Potenzen

In den folgenden Ausdriicken sind die Potenzen in Produktform zu schrei-
ben, und das Ergebnis ist wieder in Potenzschreibung wiederzugeben:

1. a) a’- a5, b) b*- b8, e) B-c.
2. a) a8 a? b) b7 b5, e) - 5.
3. Beweise die Formel am-ar=aqntn,

Rechne mit Benutzung dieser Regel die folgenden Aufgaben!):

4. a) a"- ad, b) y*-y, e) 1.2,

5. a) 11" . P”, b) qn . an’ c) qm—ﬂ . q”-

6. 2) a3 - av4, b) b7 - 20—z, ) ev—4. (5,

7. a) pte pl, b) g2 - g5, ¢) - ro—2n,

8. ) a8+7 . @73, b) btz bi—s, ) =T 5+,

9. a) gm—n . zm+n’ b) Zn+3 . zn—&J c) yn—l . y7—'n.
10. a) g"—= - g™+, b) h—n. prta, €) kmtn. [10—m,
11. a) 2?23 24, b) z7- 98-z, €) zt- gth—1. g8—2n,
12, a) 2a*- 302 b) 2a®- 3a?, c) 5a3- 8.
13. a) 2a2%- 353 Tch, b) 827 529z, ¢) 3at-2b3-5q2
14. a) a3b%- a7b?, b) a%b - a8b3, c¢) a*b™- adb.
15. a) av1pn+1- ab?, b) z%y3 . gr—2yn— e) z3yd. gn—2ym—ie,

16. 2a®bz- $ab3y?- farbaty
17. 3ambad- fabmat- Sa2al.
18. am+n—T7. g2m—n+8 . gll—3m

19, p2e—SU+5. BTN . prHoy,

1) Gib bei Aufgabe 6 und 8 an, welche Ungleichungen fiir  erfiillt sein miissen,
damit die Aufgaben einen Sinn haben, d. h. damit die Exponenten positiv sind. Mache
die entsprechenden Angaben bei Aufgabe 7, 9 und 15 fiir n. Welche Ungleichungen
miissen bei den Aufgaben 10 erfiillt sein? Untersuche, welche ganzen Zahlen fur die
Werte 7 und m in der Aufgabe 18 iiberhaupt nur in Betracht kommen.
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31.
32.

34. (ab%c® — ab3c — a3be?) - a?lPc.
35. a) (a® 4 a?) (a® —a),

36. a) 28 4 %) (a® — 23),

37. a) (a* + b3) (a* —b?),

38. a) (a™ + ") (a™ —b"),

39. a) (3% — 209) (3a2 4 2b9),
40. a) (2® + a)?,

41, a) (a7 — a?)?,

42, a) (a™ — a™)?

43. a) (a®— D)3

4. a) (a+b)? + (a — b)3,

45. a) (m + n)3 — (m — n)3,

46. a) (a + D)%,

47. a) (z + )t + (z—y)h,

48. a) (¢ + o) + (e — )%,

49. a) (a + b)5,

50. 2) (a + 0% + (a— ),

5. a) (2 + 9)" — (2 — )",

Potenzen mit positiven ganzen Exponenten

. (3a® — 5a2b®) + (Tb?) -

(2a + 3b% 4 4¢3) - a2b2c2.
(ab + ac + be) - a®b3cd.

2ab?.

2. (z—y)" 2 (2 —yp>"- @ — gy
21. a(a—b)® - a"1b(a — b)*—3 - a1,
22. 7a2b% - 8atc? - 25an—5pn—Scn—5,
B.a) (—a) (—a)t D) (—af (+0, €) (—a) - (+ o)t
24. a) (—a)?"-a, b) (—a)2"- (—a), €) (—a)2"- (—a)d.
2. 2) (app™l-(—a), D) (—a*- (+a)?, ‘
e) (—a)2n—l. (—a)2mtl,
26. (—3a?b" 1) - (—5av3ctl) - (—dabern).
27, a) (a—Db)% (b—a)}, h) (a—Db)*- (b— a).
28. a) (z—y)*- (y —2)%, b) (z—y)7" (y—2)
29. a) (a—b) - (b— a)2n—3, b) (a—b)5+ (b — a)2"=3,
30. (a—b—c)" 1 (b+ ¢c— a)2ntl,

b) (p" —p") (p° + p).
b) (v + 9% (¥*— ).
b) a*+b‘)( a%—b3).
b) (a™ + b™) (a® — b).
b) (543 + 3b%¢) (503 — 3bc).
b) (a —222)2.

b) (a® — a)2.

b) (2a® — 3a¥)2.
b) (5a — 322)3,

b) ( )3+ (z—1)3.
b) ( +13+(1—t)
b) (a —b)*

b) (z+3 + (2 —3)4
b) (z + 5) — (z — 5)4
b) (a —b)5.

b) (x + 2)5 + (z — 2)5.
b) (22 + 3)° — (2@ — 3)5.
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Fiihre die Multiplikation der folgenden Potenzreihen g]xedwelse aus
und ordne nach fallenden Potenzen von x:

52, (2° + 2% + 23 4+ 1) (28 —1).
53, (2°— a8+ 2t —22 4+ 1) (22 +1).

Tue das gleiche bei der Multiplikation der folgenden homogenen Poly-
nome und ordne nach fallenden Potenzen von @ oder z:

54. (a* —g?b% + bY) - (a® 4 b7).

B5. (2t L a2y 4+ yb) - (o + 22y + o).

56. (62— 11ab + 3b2) - (9a2 — 3ab — 2b?).

5%. (7a® + ab—6b%) - (60> — ab—5b2%).

.58, (a® + abb? - atd® + a2bS + bB) - (a2 — b2).

59. (a® — a'b + ab® — a?b® + ab* —b%) - (a + D).

60. (S + ab + adh?® L adl® L a2bd | abd 4 bS) - (a —b).

61. (a3 + 2a%b + 2ab® + b®) - (¢® — 2a2b + 2ab" —b’).

62. (16a% — 48ah + 108a2b* — 108ab3 + S1BY) - (4a2 -+ 12ab 1 9b2).

63. (8la* —54a3b—24ab® + 166%) - (9a® + Gab + 4b2).

64, (2° —22%y + a3y* —a?yd 4 2oyt — %) - (2t + 223y 4 3232
+ 22y® + ¥*).

65. (28 4 3%y + 6aty® + Tady® + 622y + Bwy® + yb) - (@ — B2y
+3zy*—y°).

66. (=8 + zTy 4 aby? L a2y + wy? - y8) - (2t — 2Py + zyd —yf).

Beweise die Richtigkeit folgender identischer Gleichungen und gib eine

Anzahl von Zahlenbeispielen dafiir an. Die Gleichungen sind in jedem Falle
in Worte zu fassen:

67. nz(n—l— 124 n? + (n + 1)* = (0% 4 [n + 1])%
68. (a -+ b2) - (¢ + d?) = (ac — bd)® + (ad + be)2.
9. (a+b+t) +@+b—0c)+(a—b+c)?+ (—a+b+c)?

= 4(a® + b2 + ¢?).

0. @ +b+c—d)?*+(a+b—c+d)?*+ (a—b+c+d)?
+(—a+b+ct+d? =4(a®+ b+ ¢ 4 ).

1. (a + b+ ¢)*—3(ab 4 ac+ be)- (a4 b+ c)
= a3 + b3 4 ¢®—3abe.

Die folgenden Ausdriicke zerlege in Faktoren:
72. al! 4 a® — a®.
73. a®bt + a?b® 4 adb’.
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4.
75.
76.
7.
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a*bicd + albic® 4 atbic
(a2 —B2) + (a% — b3) + (at —b4).
(a+B)? + (@ —b%) & + (6% + 1Y),
(1 4 )? (u—0)* 4 (12— v3)® + (u + 0)* (u— v)2,

Division von Potenzen

In den folgenden Ausdriicken sind die Potenzen erst in Produktform zu

schreiben. Das Ergebnis ist dann wieder in Potenzform wiederzugeben:

78.

79.

" 80.

a® at? B1s
a) = . b) ) c) R

Fod 25 @
a) R b) P c) Z°
Beweise die Formeln

am
—— L =1

I a = @ , wenn m>n,

I ua

. e et wenn n>m.

Berechne unter Benutzung dieser Regeln die folgenden Ausdriicke!):

81. a) :—:' .b) :—: c) a“—il 82, a) ""a‘;g, b) v;_: P n:';;l
83. a) Ma_l’ b) _az;n, ¢) az"iz. 84. a) rﬂ"_i, b) x:ig: i a,-nz-;-l
8.0 %0, Tl ot s 2, B E, o ..
87.a)%,h)b,b—i;, 05 ssay 2 oy B c)::—ii-
89. a) :::—j h) Z:—:i ¢) z:: 90. a):i: b) Z:_:Z, 0) :;‘_:_".
91. a) Z—:}i,b)fz‘—j, c)zz—i:. 92. a)zz—:, b)%, c)%.
o2t e g ER wall w2 g
05.0) G, W) Gl o BN g6 a) DL n) Gl g T

1) Wenn im Exponenten Buchstabenzahlen stehen, so wird es meistens von der

GroBe dieser Buchstabenzahlen abhingen, ob die Regel I oder IT der Aufgabe 80 anzu-
wenden ist. Gib die Ungleichungen an, die fiir % gelten miissen, wenn in Aufg. 84 ¢, 85b,
86¢, 90c die Regel I, wenn in Aufg. 83¢, 84b, 85¢, 86a die* Regel II anzuwenden ist.
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am+li;n+1 am—1pn—1 an+1p
9.8 = b e ) i
g5, a) G DE=D ) at@—oy PR

@—1IpI—a’ aly—a) aa—y

anbn(b—1) a® b%(a —b)° a®—b3
99. 8) =12 (1 —0)2’ b) @ F 0% (b—a)?’ 0) 7t —gs"

Bringe die folgenden Produkte von Briichen durch Kiirzen auf moglichst
einfache Formen: 1
2a%2% 6ay® by 4a7b* 15bc3 2cd

100. 35y Bhat aiad 101.

5c*d® 8a®d® 3ab’
2a%b%c ambner 6am—1yn—2

102. 322y amyn amtipnter+3”
9a2b3 10an—1an+2 2 3adcn 49an—1pn+2 q? gt
103. §zoyn 2pm+sym—n @ 104 =g —ganrooni =

Bringe die folgenden Quotienten von Briichen auf méglichst einfache
Formen: '

3phied 28,5 4a528 6 4
105.2abc_4ubc 106 a’ady  8aSxzy

38y Bayia * B5b3czt  3botzd
Sanpn—1en—2  3an—1lpcentl 108 5adb3cent+1  3abbic
* Gantigntem+3d 2pynantl * Badynentd "8adyn—1°

107

In den folgenden Aufgaben ist ein Polynom durch ein Monom zu divi-

dieren:
109. (az? + ba?) : 25
110. (a22™ - ba®") : am+n,
111. (aat + ba® + ca® + dx + ) : ot
112, (aam + ban + camt ) gm—n
113. (3a2b® + 2a%c + 4adc?) : 6a3b3c5.
114. (102* 325 + 152%ytz —6 = y22%): 30 2%y324,

In den folgenden Aufgaben ist ein Polynom durch ein anderes Polynom
zu dividieren:
115. (6a® + 5a%b—13ab> — 120%) : (3a + 4b).
116. (1503 + a2b — 31ab? + 150°) : (5a — 30).
117. (9a® — 58a2D% + 49b) : (3a% — 4ab—Th?).
118. (14444~ 289a2b% + 1000%) : (1242 + Tab — 102).
119. (1204 — a3b — 324252 + al® + 200%) : (4a + ab— 5b2).
120. (a® —b°) : (a® — 2a%b + 2ab* —b%).
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121, (a® —18) : (a® + a2b + ab® + 19).
122, (a® —18) : (a® + a'b + abt + 1Y),

123. (a® — 3aSb® + 3a3DE — B9) : (o

124, (6448 + 432430° -

—aBb—al? b,

72965) : (4a% 4 12ab + 9b2).

125, (2™ — y2n) @ (2™ — y7).- 126. (2 4 y3) @ (am 4 ym).
127, (2" —y") : (2 — ). 128, (" —1) : (z —1).
129. (2% — y20) : (22 — y2). 130, (22+1 4 1) 2 (2 4 1).
Die folgenden Summen von Briichen sind auf einen Nenner zu brin
und mégh'chst zu vereinfachen:
1—
131. a) x,+ + b) xa + =2
1— 23 1 1—ad 1
132. a) s = 2’ b) = + =
T—a? 1—a? 1 1—a? + 142 1
133. a) g8 T ey b) T o T
: 1 1
134. a) an an—1 + T 1-'17"’ b) ;n I —
g 142 1—z 1 1—2a2 —3x 3
135 2) — = — o — e b) — +2 pr= i e
ol vl
136- ol m_l + xn-"' + + — it}
9 1
W ot o= =g
138, =" 2an—1  gn—2
@ty " @ty (@t oy
at —by  ar by ar 4- by ar —pby
139. az +bu+ax—bu' 140. at —by ar + by

gen

Multiplikation und Division von Potenzen mit gleichem Exponenten

141. Weise unmittelbar durch Ausrechnen auf die einfachste Weise nach, daf

a) 2656 = 106,
d) allgemein

b) 6% 54—

am™ b

6-5)4

m o— (« b)m

¢) 25%. 43 —

(25 - 43),

ist.

142. Weise unmittelbar durch Ausrechnen auf die einfachste Weise nach, daf

153

a) = 3% b)@

5 20
= ;)2: c) ﬁ =

am
bm

($)%, d) allgemein

-(3)

ist.



143.
144.

146.
148.
150.
152.
154.
155.

156.

15%.
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Berechne auf moglichst einfache Weise die folgenden Ausdriicke:

a) (1p*-(65)% b) (13- (11)3 e) (75)%- (1})°.
(—az)®- (—by)®- (abzy)*3. 145. (ab)?- (%)2 (%)a.
(5 . o (5 (-3

4 (3a)

() (2)- (@)

n 2

(&) (- (=)
Bzy)?. (4zz)*- (5yz)t
(25zyz)?- (Bayz)®

o (3] (4 (]
(5 (5 (2

a+ b3 a—b)3 (xz—gﬂ?
b= 6= E=h) -
a—a:)!l. (z—b)‘i. (12—y2 2
(a:—y, x—a b’——:cz) )
m—mt (n—p p—m\4
(m—p) n~m) p—n)

Potenzierung von Potenzen

Weise durch Ausrechnung oder Riickgang auf die Produkte, denen die
Potenzen entsprechen, die Richtigkeit folgender Gleichungen nach:

a) (29 = 26, b) (39 = 3%, ¢) (a%)* = a12, d) (") = b, ¢) allgemein

miyn — m-*'n
(@) =a s

Berechne:
158. a) (a")? b) (a®)=1, ¢) (amHi)r,
159. a) (—a“)'—, b) (—a?3 ¢) _{,3)5
160. ﬂ) (—Hra)z", b) (—a,z")‘* C) _a‘.’n— n,
161. il) ( a2)2n—1 b) (_a2n—l)2 (,) 02" n—1,
162, a) (a'b?)5, b) (a®b7)8 e) (any
163. a) (2ab®)%, b) (Babr—2)3, ¢) (7a an—1
5 a?b3\? 3ab?® 4a’in \3
164 ) (57) b) (gay) o ()"
(a®xt)t (a?)3. (b%)2 (a®bY)?
165. 9) "Gy " e 9 @y
Vermischte Aufgaben
Berechne:
06, o) Lgertelt, | P e O,
1 1)\? 1 \4
167. ) 5+ o D (@45 9 (20— )
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wo (oot wiztek, o ()
o (25 (5] ) o 3 (S5

171, (a2™ 4 2a™¥% 4 a2%) : (a™ 4 av).

172, (a2% — a*+1 4 a?) - (a"t2 4 atl), °

173. (a2% — a2?) : (a* + a¥). 174, (a"*t 4+ a"2): (a + 1).
175. Um wieviel unterscheiden sich 2 —1 und z"—1%

176. Welche mit drei Ziffern geschriebene Zahl ist die groBte, wenn man
auch Potenzschreibung und Klammern zuldf3t?

§ 26. Gleichungen

Arithmetische Losungen

Die folgenden Gleichungen lassen sich auf lineare zuriickfiihren?):

1 19x"—xs+zs _35:573—1”
5 4 d___ 5
2, 13 ii(-iIOx + o = 552 +30a: x
4—z 1 55_ 67 1 222
= _ﬁ+'32—15.zz_(?—5?)'

4, 8an — g+l = Tan | antl.

42— 3z 423 4 22

S e e 2 —1
Lose die folgenden Exponentialgleichungen:
6. a*t7 = alo. 7. b5—% = b3,
8. p2ots = po3e, 9. mBE—5) — p2—)
10. (a7 %)*6 = (a*—8)=1. 11, m - m3E—D = mpE—9) . gp7—5,

‘Lose die folgénden Exponentialgleichungen auf Grund der Kenntnisse
von Quadrat- und Kubikzahlen und mache jeweilig die Probe:

12. 5% = 25. 13. 3® = 27. 14. 27 = 1024.
15. 27 = 16. 16. (—2)* = 16. 197. (—5) = —125.

1) Dabei ist gegebenenfalls auch auf die Losungen 2 = 0 zu achten.
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Graphische Losungen
Fiir die folgenden Gleichungen sind durch Schnitt einer festgezeichneten
Parabel y = 2? mit einer Geraden die Wurzeln graphisch zu bestimmen?).
Von der Richtigkeit der erhaltenen Niherungslosung soll man sich in jedem
Falle durch Einsetzen iiberzeugen: 5

18. 22 =4. 19. z2=9.
20, z2=2. 21, z2=38.
22, z2— 2z =0. 23, 22 =z + 2.
24, 2% = 2,25. 25. 22 =5z —4.
26. 22+ 2=3z. 27. 22 =z + 12.
28, x2=4zx—3. 29, 224 22 =1.

.Die Wurzeln der folgenden Gleichungen bestimme man graphisch durch
Schnitt einer festgezeichneten Parabel dritten Grades y = «® mit einer
Geraden:

30, 23 4 =z = 2. 31. 2> —8 =0.

32, 23 —4z=0. 33. 2> —3z+2=0.
3. 22+ 2+ 2=0. 35. 2> — T2+ 6=0.

Begriinde am graphischen Bilde, dal die folgenden Gleichungen je nach-
dem zwei, eine oder keine Wurzel haben?):

36. $2+2z+1=0. 37. 22—9=0.
38. 22+ 2+ 1=0. 39. 22 —4243=0.
40. 22 =0. 41, 2244 =0.

Fiir die folgenden Gleichungen sind zur Losung entweder geeignete Para-
beln y = aa? oder die Parabel y = »> zu benutzen.

43, 422 =1. 43. 622 — 2 ='2,
44, 322 —2—4=0. 45. 222 + 3z = 2.

46. Zeige, welche Lage die Gerade y = az + b zur Parabel dritten Grades
y = 2 hat, wenn die Gleichung 3= az b eine, zwei oder drei
Wurzeln®) hat. Ist auch der Fall moglich, dal gar keine Wurzel vor-
handen ist?

47. Stelle fest, welche Moglichkeiten fiir die Anzahl der Wurzeln®) bei dem
Schnitt der Parabeln a) 4ten, b) 5ten Grades bestehen.

1) Die Aufgaben 18 bis 29, 36 bis 45 kénnen auch nach der Behandlung der qua-
dratischen Gleichungen geldst werden. Lost man sie schon hier, so wird man dadurch
die Bedeutung der graphischen Losung fiir solche Fille erweisen, bei denen die arith-
metischen Losungsmethoden noch unbekannt sind.

2) Gemeint sind hier natiirlich nur reelle Wurzeln.

3) Hier kommen nur reelle Wurzeln in Frage.
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Fiir die folgenden Gleichungen sind zur graphischen Losung Parabeln 4.
und 5. Grades zu benutzen:

48, 24— 16 = 0. g 49, 24+2—2=
50. 2° +1=0. 51. 2® + z 4 2 =0.
52, 25— 1=0. 53, @b —2 =

Gib auf Grund der Parabeldarstellung alle!) Wurzeln der folgenden
Gleichungen an:

54, at = 22, 55. ot = 2%
58. 25= 2% 57. 2t = z.
58. x8 = — 22 59, z¢ = —z.
60, 23 = — 3. 61, 23 = — ab.

§ 27. Zahlsysteme

Das dekadische Zahlsystem

1. Schreibe als Summe von Zehnerpotenzen die Zahlen. a) 375, h) 1100,
e) 1003, d) 1000010.
. Welches ist die allgemeine Form der Zahlen im dekadischen Zahlsystem?

n

3. Die hieroglyphischen Zahlzeichen?) fiir die ersten Zehnerpotenzen sind :
0=1 Q=10 @-* l-1°
Lies folgende Zahlen in Hieroglyphenschrift:
a) CC ARAA AR 0000 0
by CCC AAAA 000

Schreibe in Hieroglyphenschrift ¢) 375, d) 1218, e) 755 (beachte, dafB
nach je 4 Zeichen gleicher Einheiten eine Liicke gelassen wird).

4. Die rémischen Zahlzeichen fiir die ersten Zehnerpotenzen sind:

I=1, X =10, C =102 M = 103.
Es werden jedoch fiir je 5 Einheiten neue Zeichen gebraucht, nimlich:
V=5, L=5-10, D=5-10%

AuBerdem ist bei der Ziffernschreibung zu beachten, dafl eine niedrigere
Einheit vor der hoheren bedeutet, dal die Einheit zu subtrahieren ist. Lies:
a) LXXII, b) CCCLVII, e¢) MDCXLIII, d) MDCCCXC, e) MDCXII.
Schreibe in romischen Ziffern: f) 85, g) 93, h) 44, i) 1813, k) 1900,
1) 1999. . _
1) Hier kommen nur reelle Wurzeln in Frage.

2) Uber die in diesem Kapitel benutzten Zahlzeichen und ihre Geschichte gibt aus-

fithrliche Auskunft E. Léffler, Ziffern und Ziffernsysteme. Math. Bibl. 1. u. 34. Bd.,
2. Aufl. Leipzig, B. G. Teubner. 1919.
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8

10.

11.

12

14.

15.
16.
17.
18.

19.
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. Leite aus der allgemeinen Form der dekadischen Zahlen die Teilbarkeits-

gesetze ab fiir a) 10, b) 5, e) 2.

. Leite aus der allgemeinen Form der dekadischen Zahlen die Teilbarkeits-

gesetze ab fiir die Teiler a) 4, b) 8, ¢) 16, d) 25, e) 125. f) Beweise
den Satz: Eine Zahl ist durch 8 ohne Rest teilbar, wenn bei einem ge-
raden Hunderter 8 in den letzten beiden Stellen aufgeht, und wenn bei
einem ungeraden Hunderter 8 in der um 4 vermehrten von den beiden
letzten Stellen gebildeten Zahl aufgeht.

Leite aus der allgemeinen Form der dekadischen Zahlen die Teilbarkeits-
gesetze fiir die Teiler a) 9 und b) 3 ab.

Weise nach, dafl der Neunerrest einer Summe gleich der Summe der
Neunerreste der Summanden ist.

Weise nach, daBl der Neunerrest einer Differenz gleich der Differenz der
Neunerreste von Minuendus und Subtrahendus ist.

.
Weise nach, dafl der Neunerrest eines Produktes gleich dem Produkt der
Neunerreste seiner Faktoren ist.

a) Weise nach, dafl bei aufgehender Division der Neunerrest des Divi-
denden gleich dem Produkt aus den Neunerresten von Quotient und
Divisor ist. b) Wie lautet die Regel fiir Divisionen mit Rest ?

‘Wenn man an eine dreistellige Zahl die drei Ziffern in gleicher Reihen-
folge anhiingt, so ist die entstandene sechsziffrige Zahl a) durch 7,
b) durch .11, e) durch 13 teilbar. Beweise das!

Zahlsysteme mit anderer Basis als 10

. Welches ist die allgemeine Form der Zahlen im Zahlsystem mit der

Grundzahl a) 2, b) 5, ¢) 11, d) 12, e) 60, ) n?

Wieviel Ziffern braucht ein nach Art unseres arabischen Ziffernsystems
eingerichtetes Zahlsystem mit der Grundzahl a) 2, b) 5, ¢) 11, d) 12,
e) 60, f) n?

a)—f) Welche Zahl ist in jedem der in Aufgabe 14 genannten Zahlsysteme
die kleinste zweiziffrige Zahl?

a)—F) Welche Zahl ist in jedem der in Aufgabe 14 genannten Zahlsysteme
die groBte zweiziffrige Zahl?

Wie schreibt man folgende dekadische Zahlen im System mit der Basis 7:
a) 12, b) 21, e) 37, d) 49, e) 87. f) 100, g) 700, h) 8941%

Wie schreibt man folgende dekadische Zahlen im System mit der Basis 5:
a) 17, b) 25, ¢) 50, d) 111, e) 333, f) 5272

Schreibe die dekadischen Zahlen a) 7, b) 9, ¢) 27, d) 40, e) 100 im
System mit der Basis 3.

Arithmetik,-3.—5, 10
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20. Wie lauten die folgenden Zahlen eines Zahlsystems mit der Basis 4 im
dekadischen Zahlsystem: a) (13),, b) (123);, ¢) (300), d) (333),,
e) (1023,)? -

21. Wie lauten die folgenden Zahlen eines Zahlsystems mit der Basis 2 im
dekadischen Zahlsystem: a) (11),, b) (10),, ¢) (111),, d) (1001001),,
e) (1011101),?

22, Es sei z das Zeichen fiir 10, e das Zeichen fiir 11. Wie lauten dann die
folgenden Zahlen eines Zahlsystems mit der Basis 12 im dekadischen
Zahlsystem: a) (317);,, b) (8¢0)y,, ¢) (7002),, d) (22);,, e) (ee),?

Rechne im Zahlsystem mit der Basis 12 die folgenden Aufgaben ohne
Riickgang auf das dekadische System:

23. (317), + (80€);, + (7002);,.

24, (8243),, + (90¢);, + (7430);, + (15812);,. _

25. (783)y — (415);,. 26, (845);, — (97);- 27. (6472),, — (z€7);,.

28. (8)12 " (Mra- 29. ()5 * (17)ys- 30. (25)y5 (T€)sa-

31. (81), - (23)55* (200)y,.

32, Welche Zahlen geben a) bei der Division durch 4 den Rest 1, b) bei
der Division durch 5 den Rest 3, ¢) bei der Division durch 8 den Rest 1,
d) den Rest 2, e) bei der Division durch a den Rest b? ) Bei der Be-
rechnung der kirchlichen Festtage wird die ,goldene Zahl gebraucht.
Die goldene Zahl eines Jahres ist der Rest, der bei der Division durch
19 bleibt. Nenne im 20. Jahrhundert die Jahre mit der goldenen Zahl 17,

im 19. Jahrhundert die Jahre mit der goldenen Zahl 1, im 15. Jahr-
hundert die Jahre mit der goldenen Zahl 12.

Die Primzahlen
33. Warum ist jede Primzahl auBer 1, 2 und 3 von der Form 6n + 17

34. Stelle auf moglichst einfache Weise eine Tabelle der Primzahlen bis
200 auf (Sieb des Eratosthenes).

35. Welche Zahlen ergeben a) bei der Division durch 3 und ebenso bei der
Division durch 5 den Rest 1, b) bei der Division durch 4 und ebenso
bei der Division durch 7 den Rest 3%

36. Welche Zahlen geben bei der Division durch 3, durch 4, durch 5 jedesmal
a) den Rest 2, b) den Rest 0%

37. Es seien 2,3, 5,7 ... p die simtlichen Primzahlen eines gewissen Stiickes
der Reihe der positiven ganzen Zahlen. a) Welche Zahl liflt dann bei
einer Teilung durch alle diese Primzahlen von 2 bis p den Rest 1, ist also
sicher durch keine dieser Primzahlen teilbar? b) MuB diese Zahl eine
Primzahl sein, oder besteht noch eine andere Moglichkeit? ¢) Was folgt
aus der Uberlegung a und b fiir die Anzahl aller Primzahlen?
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Achtes Kapitel

Potenzen mit negativen Exponenten

§ 28. Das Rechnen mit Potenzen mit negativen Exponenten

1.

2

3.

Der Begriff der Potenz mit negativem Exponenten

Untersuche, welche von den folgenden fiir Potenzen mit positiven ganzen
Exponenten bewiesenen Gesetzen:
a) am™ .an=am+n’

am

b) o= @"T", wenn m > n ist,
¢) %’n:=an_];7n- wenn m < n ist,
Q) (@-b)yr=an. b,

a\n an
o (3) =%
f) (am)n =qm'n
erhalten bleiben, wenn man definiert
a®=1.

Gib weiter an, welche Gesetze erhalten blieben und welche nicht, wenn
man a° = 0 definieren wiirde. (Die Untersuchung kann in der Weise
angestellt werden, dal n = 0 gesetzt wird.)

a)—T1) Untersuche, welche Gesetze fiir die Potenzen mit positiven ganzen
Exponenten (siehe Aufg.1) erhalten bleiben, wenn man definiert

an= —1- .
an
Gib weiter an, welche erhalten blieben und welche nicht, wenn man
etwa a—" = — a» definieren wiirde.

Wenn man negative ganze Exponenten zuliBt, so verringert sich die
Zahl der in Aufgabe 1 angegebenen Formeln um 2. Welche sind iiber-
fliissig? Welcher Vorteil erwiichst aus der Zulassung negativer Expo-
nenten? Welche Voraussetzung muB man iiber ¢ machen?

Berechne:

4. 2) 9-3-2, b) 8- 22, ¢) 16- 43,
5. a) 92-3-5, b) 25% - 5—4, ¢) 96- 2.

J 1\-3 1\—¢ 1\—3
6. 1) (3) g 1) 0(7) , ¢) s-(z) .

10%
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\

- 1 1 1
7. a) =" b) == ¢) =
5 8 25
8. 2) =, B =, D=2
9. a) (0,271, b) (0.5)2, - ¢) (1,52
10. a) (—0,1)~2, b) 9- (4571, ¢) 10- (2,51

In den folgenden Ausdriicken sind alle negativen Exponenten und der
Exponent 0 zu beseitigen:

11. a) a2, b) 3a°, c) 4(a—Db)°.
12. a) 5%z —y), -~ b) 7°(z + y)°, ) (a)n.
13. a) (an)°, b) (a%)°, ¢) 1.
o DA e
1. 8) o, LG Chi

1 \—1 —1 1/ m\—1
wosla  weE e
17 9. 2, B o ) 7o
8.0 5. b) o ==

19. x4+ br3+car2+dr14 eal.
a b ¢ d e
20, — + =t Feg T %

o= —2

Multiplikation und Division

Berechne:
21. a) @b a3, b) b—4- b7, ) 7 8.
22. a) p8- pd, b) ¢~ ¢°, ¢) 2. 10,
23, a) am- 2", b) ym- y—3, e) 8.5,
24, a) a3z a Py, b) e "z ar2, ¢) 8a—*- 3a’.

~ In den folgenden Briichen sind die Nenner zu beseitigen:

8 b—4 8
25. a) aT, b) = c) —
a3 b c
o5 b5 b
26. a) S b) =T c) z—i1 °
am bn—3 a—n
27. a) =gt b) = c) e
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.. 0) S22, ) s 0 S

0.0 G D g 9 mee
PRl e s

8.0 5 S D)l mera

34 a) a®:a8, b) 273143 ¢) (e—y)=2:(y—az)L.

85 ) R B g

2—1y—273 "glb—dcd’

a—2x4y—6 q—3p—5,3
B3c—2—5 ' o byb—7

i Berechne : Potenzierung

36. a) (a=3)~3, b) (a2, ¢) (a—3)0,

37. a) (—a?)3, b) (— a®)—2, e) (—a—%—2,

38. a) (—a®)—t, b) (—a=3)4, ¢) (—a—%-3,

39. a) (—a¥)—, B) (— at)s, ¢) (— a—toys,

40. a) (—a—2)-1 b) (—a=3)—1, ) (— an—1)2,

—258 \2 a—3p \—3 —1p3\ —2

s (58] D (%) o (S
adb—2\3 a—2h0 \—2 abh—3\—1

2.9 (S » () 9 (F) -

Vermischte Aufgaben

In den folgenden Ausdriicken sind die Nenner durch Einfiihrung von
Potenzen mit negativen Exponenten wegzuschaffen:

13.0) 2, DI o i

4. a)x-{—%, b) a”+”l‘, ¢) '1/"—517"
4. 8) 220, &L, &) pesl,
46. a) ﬁlb b) ﬁjT ¢) (‘ﬁlﬁ
2. 9) b) o ) T

48. a) (-l- :}_';)ns b) (ai[,)n‘ ©) "(1 + (%’) o
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Ersetze in folgenden Ausdriicken n durch —n und bringe den neuen

Ausdruck auf moglichst einfache Form:

49, a) o, b) z—n—1, c) antl,
1
50. a) =, B) S ¢) (n+ Lyan+1,
an+1 an—1 (n+1)
el b= { W=t ) T ar
§ 29. Hyperbeln
Hyperholische Kurven
1. Stelle die Funktionen a) y = 2!, b) y=a° graphisch dar.

3.

6

7

9

10

a) Gib eine graphische Darstellung der Funktion y = z—! unter Beriick-
sichtigung positiver und negativer 2. b) Ist die Kurve axial-symmetrisch ?
(Begriindung!) ¢) Ist die Kurve zentral-symmetrisch? (Begriindung!)

a) Leite aus der Hyperbel y = ¢! das Bild der Funktion y = — z—1
her. b) Leite ebenso aus der Hyperbel y = a—! das Bild der Funktion
y = az—! her(a = 2, }). ¢) Untersuche, wie es mlt den Symmetriever-
hiltnissen der Kurve y = az—1 steht.

. Stelle die Funktionen a) y = z—2, b) y = 2~ graphisch dar. Unter-

suche in jedem Falle, ob die Kurve axial- oder zentral-symmetrisch ist.

Welchem Werte nithert sich a) z—1, b) 2—2, ¢) z—" (n eine positive
ganze Zahl), wenn z sich dem Werte 0 von der positiven, von der
negativen Seite her néhert? Wie kommt das im Funktionsbild zum
Ausdruck ?

Beschreibe den Verlauf der Kurven a) y = o, b) y = az— und gib
eine Darstellung der Kurvenschar, wenn » nacheinander die Werte 1,
2, 3 ... annimmt. Auf welche Kurvenschar fithren die Werte n = —1,
—2, —3 usf.?

Gib eine graphische Darstellung davon, wie sich die reziproken Werte
der Zahlen indern, wenn sich die Zahlen selbst éndern.

. Ein Quadrat von dem Flicheninhalt 2,25 soll in flichengleiche Rechtecke

verwandelt werden. Stelle eine Seite des Rechtecks als Funktion der
anderen dar. ’

Fiir die Ausfiihrung eines groBen Unternehmens sind bei einer Arbeitszeit
von 11 Jahren 250 Arbeiter notig. Stelle die Anderung der Arbeitszeit
bei Anderung der Arbeiterzahl graphisch dar. (Geeigneter MaBstab!)

Zwischen dem Druck p und dem Volumen » eines bei konstanter Tem-
peratur gehaltenen Gases gilt das Gesetz, daBl das Produkt p-v einen
konstanten Wert behiilt. Stelle die Bezlehung zwischen p und v dar fiir
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den Fall, daB es sich um eine Luftmenge handelt, die bei einem Druck
von 1 Atmosphiire ein Volumen von } 1 besitzt.

11. Das Ohmsche Gesetz sagt aus, daB zwischen der Stromstdrke ¢, der
Spannung e und dem Widerstand w die Beziehung ¢ = —;—besteht. Stelle

4 als Funktion von w bei einer Spannung von a) 110 Volt, b) 220 Volt
(beides in einer Zeichnung!) dar.

12. Die Anziehungskraft zwischen zwei Massen m, und m, (oder zwei Magnet-
polen mit den Polstiirken , und m, oder zwei elektrischen Ladungen m,

und m,) ist durch das Gesetz K = km’;am’
ist. Stelle K als Funktion von r graphisch dar. — Fiir das Produkt
% - my - m, ist eine Konstante anzunehmen, es mag etwa gleich der Einheit
gesetzt werden. Welcher Unterschied wiirde sich.in der Anderung der ab-
hiingigen, Variablen ergeben, wenn r nur in der ersten Potenz im Nenner

auftriite ?

gegeben, wo k eine Konstante

13. Die Beleuchtungsstiirke gleich groer paralleler Flichen ist durch die Glei-
" chung E = % gegeben, wo I die Beleuchtung einer gleich gro3en parallelen

Fliche im Abstande 1 bedeutet. Stelle E als Funktion von r dar fiir eine
irgendwie gegebene Grofle I.

Graphische Losung von Gleichungen

Lose durch Schnitt einer gleichseitigen Hyperbel ¥ = #—1 mit einer Ge-
raden die folgenden Gleichungen (die Richtigkeit der Losungen ist durch Ein-
setzen zu erproben): *

1 1 2 :
14 ——2=0. 15, ——4=0. 16. — + 2 =3.
3 1 2
17.;4—»:4. . 18.;;90:1. 19.;=z+1.
2 2
20. ——2+1=0. 21.;—21?—1—3:0,

Begriinde am graphischen Bilde, warum die folgenden Gleichungen je nach-
dem zwei, eine oder keine (reelle) Wurzel haben:

1 1 _ 1 _ i
22.;—}-1;:2. 23.;—}-2—0. 24.;—9:_0. 25.;—0.
Lose durch Schnitt einer Hyperbel zweiten bzw. dritten Grades mit einer

Geraden folgende Gleichungen (die Richtigkeit der Lésungen ist durch Ein-
setzen des gefundenen Wertes in die Gleichung zu erproben):

3, 10 2. L-s—o. 28 L_z—2-—0.
x° X €T

4 1 ! 1
29.:——1—2: . 30.?,4—1:2. 31. ;3—3‘:0-

2t
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1.

3.
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§ 30. Dezimalbriiche

Das Rechnen mit Dezimalbriichén

Schreibe als Summe von Zehnerpotenzen die Zahlen a) 35,1789, b) 351789,
c) 3,51789, d) 351,789, e) 0,351789, f) 30,1005, g) 3010,05, h) 3,01005,
i) 301,005, k) 0.301005.

Berechne a) 17,125 + 5,019 + 0,12, b) 165,612 - 1,6005 + 0,0012 und

erliutere das Addmonsvel fahren, mdem du die Dezimalbriiche als Summen
von Zehnerpotenzen schreibst.

Berechne a) 18,178 — 15,209, b) 112,589 — 79,693 und erliutere das
Subtraktionsverfahren, indem du die Dezimalbriiche als Summen von
Zehnerpotenzen schreibst.

. Erliutere das Multiplikationsverfahren an den folgenden Beispielen, indem

du die Zahlen als Summen von Zehnerpotenzen schreibst und mit diesen
rechnest:

a) 52753, b) 17,005 - 13, ¢) 204,109 - 19,
d) 7,1-54, €) 58-04, f) 17,5- 1,68,
g) 0,03-0,15, h) 0,0005 - 0,0012, i) 12,034 - 13,142,

.

k) 5,178 - 1,001.

5. ) Beweise die Regel, daB das Produkt zweier Dezimalbriiche so viel
Stellen hinter dem Komma hat, als die beiden Faktoren zusammen
haben. b) LBt sich die Regel auch auf drei und mehr Faktoren aus-
dehnen ?

6. Erliutere das Divisionsverfahren an den folgenden Beispielen, indem du
die Zahlen als Summen von Zehnerpotenzen schreibst und mit diesen
rechnest:

a) 7,1: 5, b) 2,84:8, c) 17.5:4,
d) 18,9:45, e) 1,251 :36, f) 175,77 : 0,72.
Dezimalbriiche und gemeine Briiche

7. Verwandle in gewohnliche Briiche a) 0.4, b) 0,65, ¢) 0,725, d) 0,555,
e) 3,025, f) 12,0625. ’

8. Verwandle in Dezimalbriiche: a) §, b) 1, ¢) §, d) &, e) & 1) 1o

9. Verwandle in Dezimalbriiche: a) 1, b) &, ¢) 1, d) noe L f) =
g & h) g )

10. Verwandle in Dezimalbriiche: a) I, b) £, ¢) 12 (Niherungswerte fiir

die Hohe des gleichseitigen Drexenl\s von der Seitenlinge 1).
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12.

13.

14.

15.
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Verwandle in Dezimalbriiche: a) 2, b) 22 ¢) 22 () #2 (Niherungs-
werte fir 7).
Verwandle in genteine Briiche die rei nperiodischen Dezimalbriiche:
a) 0,22..., b) 0,1212..., e) 0,0303..., d) 0,123123 ...,
e) 0,142857142857 ...

Verwandle in gemeine Briiche die periodischen Dezimalbriiche:

a) 0,255..., b) 124545..., ¢) 1241531531..., d) 0,385757...,
e) 17215121151 . ..

a) Stelle aus 0,33 . . . einen nichtperiodischen unendlichen Dezimalbruch
her, indem du zwischen die aufeinanderfolgenden Ziffern 3 nacheinander
eine, zwei, drei usf. Ziffern 0 einschiebst. — Weise nach, dall der
neue Dezimalbruch keine Periode hat. b) Stelle in dhnlicher Weise un-
periodische unendliche Dezimalbriiche her. ¢) Man schaltet hinter die
erste Periode eines periodischen Dezimalbruches eine 1, hinter die zweite
eine 2, hinter die dritte eine 3 usf., hinter die zehnte eine 0, hinter die
elfte eine 1 usf.; ist der entstandene unendliche Dezimalbruch perio-
disch oder unperiodisch ?

Abgekiirzte Addition und Subtraktion

Wie groB ist der Fehler, wenn man statt zweier Zahlen a + & und b 4 8
die Niherungswerte a und b a) addiert, b) subtrahiert?

In den folgenden Aufgaben ist die groBte Zahl auf a) vier, b) drei,

¢) fiinf!) geltende Ziffern abzukiirzen, und von den iibrigen Zahlen sind nur
so viel Ziffern beizubehalten, als durch die letzte Ziffer der groften Zahl
bestimmt ist:

16.

18.

20.

22,

17,1718 17, 566,712
4 14,0130 + 58813
+ 87140 + 3,795
+ 014375 40,1415

56770,5 19, 713704
1+ 718,66 + 21556

3465,134 + 43140
+ 0143 4 54805

957,713 21, 1714,58
— 12,5994 — 1874

0,785683 23, 571178
— 0,5372853 — 0544

1) Fiir Schulzwecke geniigt im allgemeinen drei- und vierziffriges Rechnen.
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Abgekiirzte Multiplikation

a) Wie groB ist der Fehler, wenn man statt zweier Zahlen a + & und
b + B die Niherungswerte a und b multipliziert, urtter der Voraussetzung,
daB man das Fehlerprodukt o - # vernachlissigen kann. Untersuche,
welches der groBtmogliche Fehler bei abgekiirzter Multiplikation zweier
b) dreistelliger, e) vierstelliger, d) fiinfstelliger Zahlen ist.

In den folgenden Aufgaben sind die Multiplikationen abgekiirzt auf 4 Zif-

fern durchzufithren. Die Stellung des Kommas ist durch Uberschlag festzu-

stellen. .

25. 38,4267 - 247,35. 26. 461,083 - 36,4281. 27. 52,11223 - 81,324,

28. 85,6752 - 257,8562. 29. 113,4601 - 123,5611. 30. 3,8193 - 8,2416.
Erhebe ins Quadrat:

31. 3,1622776. 32. 1,7320508. 33. 5,0990195.

34. 8,0622577. 35. 8,3666002. 36. 8,7749644.

37. 9,9498744. 38. 10,2474387. 39. 21,9772611.

40. 1,6124512. 41, 3,8078866. 42, 0,9486833.
Erhebe in die dritte Potenz:

43. 1,58740. 44, 2,15443. 45. 2,28943.

46. 0,793701. 47. 0,386403. 48. 0,170998.

49, 1,75765. 50. 3,78675. 51. 8,15830.

52,
53.
54.
55.
56.
57.
58.
59.
60.
61.

62.

Berechne folgende Produkte:

1,390907 - 2,552473 - 3,943382.

7,447662 - 4,539647 - 2,987305.

2,948829 - 2,166012 - 0,782816.

2,229990 - (1,114995% + 3 - 0,8474542).
1,148505 - (0,5742522 + 3 - 1,9139222).
3,011050 - 1,604996 - 1,079490 - 1,073436.
9,240242 - 2,135349 - 1,619022 - 0,719985.
7,950648 - 1,075910 - (0,5626312 4 0,7083502).
3,647587 - 1,372071 - (2,5098292 + 1,3758552).
(1,5823467 + 1,6674202) (3,1646922 -+ 2,9848602),

Abgekiirzte Division

a) Wie groB ist der Fehler, wenn man statt zweier Zahlen @ + & und
b + f die Niherungswerte a und b dividiert unter der Voraussetzung, daB
man die Fehlerprodukte «- 3, %, 82 vernachlissigen kann. Untersuche
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den Fehler bei abgekiirzter Division zweier b) dreistelliger, ¢) vier-
stelliger, d) fiinfstelliger Zahlen.

In den folgenden Aufgaben sind die Divisionen abgekiirzt auf vier Ziffern
durchzufiihren. Die Stellung des Kommas ist durch Uberschlag festzustellen:

63. 189,35 : 19,455076. 64. 39,6666 . . .:10,90871212.
65. 7,0128 : 16,7484925. G6. 21,4285714 : 1,732050807.

67. 8,3333 ... :22,3606798. 68. 0,4616161 . . . : 2,4494898.
69. 99 : 4,9749372. 70. 18,125 : 12,04159495.

71. 11 : 4,69041576. 72. (0,2784 :0,452740) : 0,452740.

3. (0,007572 : 0,155857) : 0,155857. 74. (0,024333 . ..:0,417934) : 0,417934.
75. (0,1111...:0,822071) : 0,822071.

YVermischte Aufgaben

Die folgenden Aufgaben sind dreiziffrig abgekiirzt zu rechnen:

76. Berechne a) den Inhalt, b) den Umfang eines Kreises mit dem Radius
5,13 cm (7 = 3,14159..). ¢) Die Spitze eines Propellerfliigels soll nor-
malerweise in der Stunde etwa 510 km zuriicklegen. Wie viele Umdre-
hungen sind das in der Sekunde, wenn die Fliigellinge 1,2 m ist?

77.1) Berechne das Gewicht einer Korklkugel von 2,15 m Durchmesser. Das
spezifische Gewicht ist ungefihr 0,25.

78.2) Wie groB ist die Oberfliche der Erde? — der Erdradius ist ungefihr
" 6370 km.

79. a) Berechne den Radius eines Rades, wenn eine um das Rad gelegte
Schnur eine Linge von 4,27 m hat. b) Eine kreisformige Radrennbahn
soll angelegt werden, deren Bahnmittellinie 1 km lang ist. Wie groB ist
der Radius zu withlen?

80. Welchen Weg legt ein Punkt des Erdiquators in einer Sekunde infolge
der Drehung der Erde um ihre Achse zuriick? — Der Erdradius ist un-
gefiihr 6370 km. :

81. Welchen Weg legt die Erde in einer Sekunde auf ihrer Bahn um die Sonne
zuriick ? — Der Erdbahnradius ist ungefihr 149 Mill. km. 1

82. Das Gewicht eines Edelsteines wird zu 1,17 g festgestellt. Wieviel Karat
hat der Edelstein? — In Deutschland wird 1 Karat gleich 205,894 Milli-
gramm angesetzt. .

83.1) Fiir die Masse der Erde haben Richarz und Krigar-Menzel den Wert
5960 Trillionen Tonnen, Braun 5987 Trillionen Tonnen, Wilsing 6100
Trillionen Tonnen gefunden. Welcher Wert ergibt sich aus diesen drei

1) Das Volumen einer Kugel mit dem Radius 7 ist V = %n rs
2) Die Oberfliche einer Kugel mit dem Radius 7 ist O = 4= 7%
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85.

86.

87.

88.

89.

90.
92,
94,

96,

Potenzen mit negativen Exponenten

Werten fiir das spezifische Gewicht der Erde? — Der Erdradius ist un-
gefihr 6370 km.

Die Masse des Mondes ist der 81,5te Teil derjenigen der Erde. Wie grol}
ist also die Masse des Mondes unter Verwendung der drei Angaben in
Aufg. 832 ’

Die Umlaufszeiten der beiden Marsmonde sind 0,3189 Tage und 1,2642
Tage. In welchem ungefihren Verhiltnis stehen diese Umlaufszeiten ?
Die vier grofiten Jupitermonde haben die Umlaufszeiten:

uy = 1,7691 Tage, u, = 3,5512 Tage, uy = 7,1545 Tage, u, — 16,6890 Tage.
In welchem ungefihren Verhiiltnis steht a) u, zu u,, b) Uy ZU U, €) Uy z0 Uy ?

Die Umlaufszeiten der acht ilteren Saturnmonde sind:

uy = 0,9424 Tage, uy, = 1,3702 Tage, uy = 1,8878 Tage,
ug = 27369 , us = 4,5175 ug = 15,9454
u, = 21,2673 ,, ug = 79,3294

Welche ungefihren einfachen Verhiiltnisse bestehen zwischen a) u, und u,,
b) uy und uy, ¢) u, und u,, d) us und ug, €) ug und ug, f) ug und u,?
Es ist die Summe der zweiten und der vierten Potenz von % ungefihr

gleich 1. Wie groB ist die Abweichung von diesem Wert?

Gleichungen

Wie grof} ist der Fehler, den man bei der Lésung einer linearen Gleichung
(@ + &) -z 4 (b4 B) = 0 begeht, wenn man an Stelle dieser Gleichung
die Gleichung az + b =0 16st, in der die Koeffizienten durch ihre
Niiherungswerte ersetzt sind?

Lose die folgenden Gleichungen ersten Grades unter Beriicksichtigung von
a) drei, b) vier Ziffern der Koeffizienten :

67452 + 1,2961 = 0. 91. 25,8043 — 045463 = 0.
12148340 2 — 7458 — 0. 93, BB g1 0.

T4+ y=2 95. 27843z 4 281,5y = 3179
z—y = 0,03363. 188,542 — 176,34 y = 53,374 .

Die synodische Umlaufszeit y eines inneren Planeten und seine siderische

Umlaufszeit z stehen in dem folgenden Verhiiltnis:

y 1z = (365,25 + y) : 365,25.
a) Wie groB ist die siderische Umlaufszeit des Merkur, wenn seine syn-
odische 115 Tage 21 Stunden ist? b) Wie groB ist die synodische Umlaufs-
zeit der Venus, wenn die siderische 224,7 Tage betriigt?
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§ 31. Das Ausziehen der Quadratwurzel

Der Algorithmus des Quadratwurzelziehens

Die folgenden Quadratwurzeln sind zu berechnen:

1. a) 125, b) 181,

2, a) 1400, b) 1900,

3. a) 144, b) 1441,

4. a) 1324, b) 11225,

5. a) 14356, b) 15329,

6. 2) 2,89, b) 1784,

7. a) 10,0361, b) 10,0025,
8. a) 118225, b) 164009,
9. a) 1687241, b) V499849,
10. 2) 19,0969, b) 25,8064,
11. a) 1522756, b) 15527201,
12. a) /4149369, b) V13749264,
13. a) Y1227,8016, h) 1646,7364,
14. a) 7049434961, h) 10,01703025,
15. a) 12, b) 13,

16. a) 17, b) 18,

17.-a) V15, h) 127,

18. a) 153, b) 165,

19. a) 125, b) 1250,

20. a) 10,36, b) V3.6,

21. a) Y10, b) 0.1,

22, a) 1490, b) V4.9,

23. a) 164, b) 70,64,

24. a) V810, b) 8.1,

25. a) 195, b) 19,5,

26. a) 143, b) 143,

¢) 136,

©) 14900,

o) V484,

¢) V1849,

e) 17921,

¢) 10,5329,
e) 10,0081,
) 742849,
¢) 1879844,
e) 10.450241,

d) y64.

d) Y1600.

d) 1196.

d) 12209.

d) 19409.

d) 10,0729.
d) 10,0009.
d) 1/94864.
d) 7/826281.
d) 10,054756.

¢) 118215824,

¢) 149098049 .

€) 1/32,524209.
¢) 10,00896809.
¢) 15,

e) V11,

¢) W@Er

e) V73,

e) V2,5,

e) 1360,

e) 10,01,

e) 10,49,

e) 1640,

e) 1081,

e) 10,95,

e) 10,43,

d) 1/57108249.

d) 16.
a) 712.
d) y47.
a) 195.
) 70,25.
d) 10,036.
d) 1000.
) 10,049.
d) 10,064.
d) 0,081.
d) 10,095.
a) 10,043.
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27. a) 13, b) 13, °) V%, 0 15
28. a) 11, b) Vi, o V&, d) 1.
29. a) V5%, b) V8§, €) 193, d) 173
80. a) V43, b) Ve, €) V135, a) 195.
31 a) V3, b) VE, ¢) 1, a4 V5.
82 2) Vi, DR DG I Vi
33. a) Y137, b) V34837, ¢) V5075, a) Y9084

Die Quadratwurzel aus einer Quadratwurzel ist die vierte Wurzel. Be.
rechne die folgenden vierten Wurzeln:

34. a) J/625, h) }/6250, ¢) 1625, d) 6.25.
35. a) |1296, b) V12960, ¢) 1296, ) J12,96.

36. ) 0,625, . b) }0,0625, ¢) 11,296, d) /0,1296.

37. a) Der Wert von J/2 liegt zwischen 1,4 und 1,5. Welche Gleichung ergibt
sich fiir &, wenn man J2 =14 + «& setzt und o2 vernachliissigt? Be-
stimme &. Den so erhaltenen Niherungswert fiir V2 verbessere in gleicher
Weise wie eben den Niherungswert 1,4. h)—k) Berechne nach dieser
Methode Niherungswerte fiir die in Aufgabe 15 und 16 noch genannten
Quadratwurzeln.

Angewandte Aufgaben aus der Geometrie
38. In einem rechtwinkligen Dreieck sind die Katheten:

a) 5cm und 12 cm, b) 12cm und 35 cm,
c¢) 112cm und 15 cm, d) 28cm und 195 cm,
e) 44cm und 117 cm, f) 10cm und 15 cm,
g) 2288 cm und 3524 cm, h) 2914 cm und 1248 em.
Wie groB ist die Hypotenuse? N
39. In einem rechtwinkligen Dreieck ist die Hypotenuse und eine Kathetel):

a) 65cm und 16 cm, b) 1898 em und 1702 cm,
e) 365 cm und 27 cm, / d) 5l4cm und 64 cm,
e) 485 cm und 44 cm, f) 15ecmund  9em,
g) 17 cm und 13 cm, h) 6,5cm und 6 cm.

Wie groB} ist die andere Kathete?

1) Es sei a die Kathete, ¢ die Hypotenuse.. Dann rechnet man in vielen Fillen besser
Vic+a) (c—a) statt Ve?— a2
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43.

45.

46.

47.

48.

49.
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In einem rechtwinkligen Dreieck ist die Hypotenuse ¢ = 10,97 m, die eine
Kathete @ = 9,28 m.. Wie groB ist der Flicheninhalt des Dreiecks? (Be-
rechne erst die fehlende Kathete!)

Der Inhalt eines Quadrates ist a) 10 em2, b) 40 em?, e) 90 cm®. Wie
groB ist die Seite?

Ein Rechteck mit den Seiten a) 9 cm und 16 cm, b) 10 cm und 40 cm,
¢) 0,10 m und 0,30 m ist in ein flichengleiches Quadrat zu verwandeln.
Wie groB ist die Seite des Quadrates?

Wie groB ist die Hohe eines gleichseitigen Dreiecks mit der Seite
a) 5cm, b) 13em? e) Gerbert, der spitere Papst Sylvester (f1003),
findet die Hohe des gleichseitigen Dreiecks, indem er die Seite mit H
multipliziert, Heron (um 100 v. Chr.) hat den Faktor 2, in Elementar-
biichern der Gegenwart findet sich der Wert f. Welcher dieser Briiche
ist der beste Néaherungswert, und wie groB sind die Abweichungen -
(4 Ziffern)!)?

. Wie groB ist die Diagonale eines Rechtecks mit den Seiten a) 12 cm

und 3cm, b) 2,5cm und 17,2 cm, ¢) 18,4 cm und 34,5 em, d) 2,08m
und 8,19m?

Die Hypotenusenabschnitte eines rechtwinkligen Dreiecks sind
p=48'cm und ¢ =99 cm. Wie groB ist die kleinere Kathete?

Eine Sehne eines Kreises wird durch eine andere halbiert, deren Ab-
schnitte die Lingen a) 4 cm und 9 cm, b) 18 cm und 32 cm, ¢) 7cm
und 11 cm haben. Wie lang ist die erste Sehne?

Von einem Punkte ist zu einem Kreise eine Tangente und eine Sekante-
gezogen. Wie lang ist die Tangente, wenn die Abschnitte auf der Sekante
von dem Punkte aus gemessen a) 2,1 cm und 2,8 cm, b) 4,8 cm und
5,0 cm, ¢) 13 cm und 27 cm sind?

Bilde das geometrische Mittel (mittlere Proportionale) von a) 27und 3,
b) 3 und 12, ¢) 4 und 36, d) 3 und 4, e) 7 und 17.

Die Gesichtsweite von einem sich iiber die Erdoberfliche erhebenden
Punkte kann man ohne groBen Fehler als das geometrische Mittel zwischen
der Erhebung des Punktes iiber die Erdoberfliche und dem Erddurch-
messer ansehen. Der Erdradius betriigt ungefihr 6370 km. a) Wie weit
reicht der Blick eines Auges, das sich an Bord eines Schiffes 10 m iiber
dem Meeresspiegel befindet? h) Wie groB ist die Gesichtsweite von einem
Turme von 100 m, ¢) wie groB von einem Berge von 1000 m Hohe? d) Wie
groB ist die Gesichtsweite vom Gipfel des Vesuvs (1300 m Meereshiohe),
¢) wie groB vom Gipfel des Atna (3280 m Meereshohe)? (Dreistellig
rechnen!)

1) Vgl. § 30, Aufgabe 10.
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50.

51.

52.

53.

Wurzeln

Die Fliiche eines Dreiecks mit den Seiten @, b und ¢ hat nach der Formel
von Heron (um 100 v. Chr.) den Wert:
F=Vs(s—a) 6—0) 6—a),

a+b+ec
wo S=T

ist. Dreiecke mit rationalen Seiten, deren Inhalt eine rationale Zahl ist,
nennt man heronische Dreiecke. Berechne den Flicheninhalt der Drei-
ecke mit den Seiten:

a) a=13cm, b=14cm, c¢=15cm;

b) a =92cm, b= 85cm, ¢= 39 cm;

¢) a=52cm, b=4lcm, ¢=15cm;

d) a=T70cm, b=65cm, ¢c= 9ecm;

e) a=>55¢em, b=5lcm, ¢= 26cm.
Die Seiten des regelmiiBigen Vierecks, Achtecks und Sechzehnecks in einem
Kreise, dessen Radius die Linge Eins hat, haben der Reihe nach die Werte
V2, V2—y2, ]’ 2—12 4 2. Berechne die Seiten auf 4 Ziffern.
Die Seiten eines regelmiiBigen Dreiecks, Zwolfecks und Vierundzwanzig-
ecks in einem Kreise, dessen Radius die Linge Eins hat, haben der Reihe

nach die Werte }3, V2 —V3, V?—-]"/Z +73. Berechne die Seiten
auf 4 Ziffern.

Die Seiten eines regelmiiBigen Zehnecks, Fiinfecks und Zwanzigecks in
einem Kreise, dessen Radius die Liéinge Eins hat, haben der Reihe nach

die Werte %—%, Vi(6—75), V2 —V; 5+ ]/3:). Berechne die
Seiten auf 4 Ziffern.

Reinquadratische Gleichungen

Gib alle Wurzeln der folgenden Gleichungen an:

54. 2% = 16. 55. x% =25, 56. 22 = 361.

57. 2 = 53,29. 58. T2%=0,9583.  59. 522 = 0,011045.
60. 222 = 1536. 61. %22 = 1479,2.

62.- 922 — 36 = 522, 63. 722 —8 = 942 —10.

64.
66.

67.

(T+ 2+ (T—2)2=130. 65. (3z—5)2+ (32 4 5)° — 122.

Jemand 16st die Gleichung (¢ — 3)% = (z — 5)2 folgendermaBen : Ich ziehe
beiderseits die Quadratwurzel. Daraus folgt « — 8 = »— 5 und daraus
wieder 3 = 5. a) Beweise in ihnlicher Weise, daB a = b ist. b) Wo steckt
der Fehler? ¢) Wie heiBt die wirkliche Losung der Gleichung ?

Ein kreisformiger Platz soll Raum fiir eine Million Menschen bieten; wie
groB mufl man den Radius wiihlen, wenn man auf die Person 4 m? rechnet.
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§ 32. Der allgemeine Begriff der Wurzel

Definition der Wurzel

n__
. 2) Was versteht man unter |/a? b) Was fiir eine Zahl muf » in dem

% [ o
Ausdruck Ja sein? ¢) Wann ist Ja eine ganze Zahl? d) Wann ist ’i"a
eine rationale Zahl? e) Ist eine Wurzel immer eine rationale Zahl? f) Wann

ist T/ a keine Teelle Zahl?

Vereinfache die folgenden Rechenausdriicke:

2. a) J1, b) |8,
3. a) |1, m |0,
4. a) 1/15’ b) Va?,
5. a) |0, ) T,
6. a) (}8)’, by |53,
7. ) |7, n (=),
8. a) Ja-Va, b) V3z- )3,
9. a) Jo—1 Yz —1,

¢) 1/’@7—7)5’T
10. a) Va?, b) Y10,
i %) i3, b) s,
12. a) |, ) J70,
13. a) Jaz, by Jo2s,
14. a) |81, n) |32,
15. 2) 379, b) 574,
16. 2) 518, b) 327,
17. a) 281, b 127,
18. a) V4, b) i
19. a) V2, b) ¥12%,
20. a) (57)%, ) (772)%

Arithmetik, 3.—5.

¢) yiﬁ,
¢ |81,
te) 1,
©) Vi,
9] (i'ﬁ)‘,
o 1y
¢) (Yay)
b) (Y2=—1)%,
) fa—yr.
€) Yeld,

o T

¢) ‘i u3,

o) | [57’

2
3

& 1%
e) V55,

¢) (u I l_))z‘,

a) j6r1.
1) ]16.
a4 11.
d) 1a’.
d) |16%
d) ymd.
) Ya—y>

d) yazn.
a .
a) Jure.
ay Jd.
d) J729.
0 513
6
|
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21. a) (512)°, b) (373)%, e) (273), d) (10y10) .
2.0 (19, W) (), e 2V5), 4 (273
23. (4V2)" + 3V2)" + (4Va—0)* + (Vo —2)".

2. (47a)* + (372)" + (2176 —4a)* — (6VD)".

In den folgenden Aufgaben ist der Radikand in die Form eines Quadrates
zu bringen und dann der Wert der Wurzel anzugeben:

2. V2* —4z + 4. 26. Vz2 + ot 2.

27. Va®—6ab® + 9b%. 28. 1Wm

29, V2 4 a2z % 4 o222 30. 2 4 a2e—m 4 g20—m,

31, Ya' —62% + 1322 — 122 + 4. 32, Y1 —22° + 2t — 2z + 342
33. V921 — 1243 + 3422 — 20z + 25.

34, V49at —42a3b - 37a2b2 — 12al® + 404

35. Va® -+ b2+ ¢+ 2ab— 2ac — 2be.

Nenne alle (reellen) Wurzeln der Gleichungen:

36, 22 =1. 87. 2=1. 38, 2t =1. 89, 25 =1.
40. 22 = 64. 41, 22 = 64. 42, 2% = 64. 43. z* = 8l1.
4, ot =1. 45, 2+l =1. 46, 22=—1. 47 &5 =—1.

48. o =—1. 49, 2¥+l=_—1. 50. a3 =—27. 5l. 25%=—32.

: Trugschliisse

52.1) Jemand behauptet, es ist a = — @, denn wenn ich die Gleichung ins
Quadrat erhebe, erhalte ich die richtige Gleichung a* = a®. Warum ist
diese SchluBweise fehlerhaft?

53. a) Untersuche, wo in dem nachfolgenden Beweise fiir die Gleichheit zweier
beliebiger Zahlen a und b der Fehler steckt. Es sei @ + b = ¢ gesetzt, dann
ist o T

a—c=—b,

und durch Multiplikation beider Gleichungen erglht sich

a? —ac = —cb 4 b2.
Addiert man beiderseits 741, so folgt
(T c?
a®—ac +-4—— b —~cb+7.

]
1) Zu Aufgabe 52 und 53 vgl. auch § 31, Aufgabe 66.



54.

55.

56.

57.
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Zieht man beiderseits die Wurzel, so ergibt sich

c c
a—-i-:b—i
oder a="h.

b) Untersuche, wo in dem nachfolgenden Beweise fiir die Gleichheit zweier
aufeinanderfolgender ganzer Zahlen n und n + 1 der Fehler steckt. Es ist

n2—n@2n+1)=@m+1)2—@n+1)2n+1),
denn links und rechts steht der Wert — n2 — n. Addiert man beiderseits

2 2
(ﬂ';— , so hat man

7 285 1)? 2 2
w—nn+ 1)+ (25 ==+ D a1 + (5
Zieht man beiderseits die Wurzel, so ergibt sich

n_Ln;r_l=,,+1_2Lﬂ

2
oder Con=mn-+1.

Zieht man noch beiderseits n ab, so hat man einen mathematischen ,,Be-
weis® fiir das Sprichwort ,,Einmal ist keinmal.

Graphische Darstellungen !
a) Bestimme mit Hilfe der Parabel y = 2* die Wurzeln der Gleichung
22 = 2, d. h. die Werte 4 }2. Bestimme ebenso b) 13, ¢ 15, d) V2.5,
e) 16, 1) V7.
a) Bestimme mit Hilfe der Parabel y = 2® die (reelle) Wurzel der Glei-
chung 23 = 2, d. h. den Wert 'i/é‘ Bestimme in gleicher Weise b) TE,
o¥a 05 o6 v
Spiegele den Punkt mit den Koordinaten
a) 2 und 3, h) 0 und 5, ¢) 3 und 0, d) 4 und 4,
e) 0 und O, f) —2 und 3, g) 1,5und —0,7, h) —7und—14

an der Geraden y = z, mit anderen Worten, suche den zu dem gegebenen
Punkte in bezug auf diese Gerade symmetrischen Punkt. Wie heilen die

Koordinaten des Spiegelbildes? /

Spiegele die Geraden

8) y=2z+3, b y=z—2, ¢ y=2z, 03,

e) =0, f) y=0, g) #=2, h) y =5,

) y=20+1, k) y=35—1

an der Geraden y = «. Wie lauten die Gleichungen der Spiegelbilder?
Wie gewinnt man am einfachsten die Gleichung des Spiegelbildes aus der
Gleichung der gegebenen Geraden?

1n*



60.

61.

62.

63.

64.

65.

Wurzeln

. Spiegele die Hyperbel y = 2~ an der Geraden y = z. Welche Eigenschaft

der Hyperbel zeigt sich in dem Ergebnis?

. a) Spiegele die Kurve y = a2 an der Geraden y = z. b) Wie heifit die

Funktion, die durch das Spiegelbild dargestellt wird ? Uberzeuge dich an
verschiedenen Stellen von der Ubereinstimmung der rechnerisch und der
graphisch gefundenen Werte, z. B. fiir die Werte 1, 4, 9, 2, 0,25 usf. der
unabhéingigen Veréinderlichen in der Gleichung des Spiegelbildes.

Suche durch Schnitt der Kurve y = }/z mit einer Geraden Niiherungs-
werte fiir die Losungen folgender Wurzelgleichungen zu bestimnien:

a) Yo+ =2, b) Yo—az+2=0, ¢) Vo + =12,
d) 2Ye+2=3, e) 2jr—z=1, f) Yo —32)+)10=0.

Erldutere am graphischen Bilde (Schnitt von Kurve y = Jz und Gerade),
wieviel (reelle) Wurzeln die folgenden Gleichungen hesitzen :

a) Jz =3, b) Yo=—2, ¢) Yo—z =4,

d) o+« =4, e) Vo ==, f) 4)z + 82 = 3.

a) Spiegele die Pafabel y = a3 an der Geraden y = x, um die Kurve
y = i/; zu erhalten. b) Konstruiere auf die gleiche Weise die Kurve

y = i/; ¢) Wie unterscheiden sich die Wurzelkurven mit geraden von

denen mit ungeraden Exponenten? d) Welche Punkte sind allen Wurzel-
kurven, welche allen mit ungeradem, welche allen mit geradem Exponenten
gemeinsam ?

Gib an der Hand der graphischen Darstellung die (reellen) Wurzeln folgen-
der Gleichungen an:

8 — - . 8= .= — —
a) |z =y, b o= Ja, o) |z= vz,
A== Bi= 4 — 4 ¢ -
d) |z =—1Ja, e) |z =—7a, D Jo=|=z.
Welche Moglichkeiten bestehen fiir die Anzahl reeller Wurzeln bei Glei-

n__
chungen der Form a)z + bz = ¢, wenn der Wurzelexponent n a) eine
gerade Zahl, b) eine ungerade Zahlist? (Erortere die gegenseitige Lage
von Wurzelkurve und Gerade!)

Fes 4
Suche durch Schnitt einer fest gezeichneten Kurve y = |/« bzw. y = V=
mit einer Geraden fiir die folgenden Wurzelgleichungen Niherungswerte
der Losungen (Probe):

a) Jz=2, b) Jz=—2, o) Jz+z=2,
Q) Jz—z+6=0, ¢ Jz=2, § Vo=,
g) [z=0, n 4jz—z48—0.
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Produkte von Wurzeln und Wurzeln aus Produkten
1. Beweise auf Grund der Definition der Wurzel, dal

Jab=Va b

ist.

159

Die folgenden Produkte sind moglichst zu vereinfachen, ohne daB auf-
tretende Wurzeln aus bestimmten Zahlen ausgewertet werden:

2, a)
. a)

. a)
13.
14.

a)
a)
a)

_n n
?i/a-]/lr Ve,

3— 33—
b ja- e

13- 112, b) 12150,
V376, b) V5 y10,
1;T0~ V15, b) V1435,
j2- i DRERATS
Va-Va, b) 2Ya- |3z,
Ya- V3a, b) Vsz- V=,
ajz - by, h) 513213,
V2a- V8a, b) V3a-Y5a,
V621102, b) V3y- 16y,
V7a-y2la, b) J105- |15,
V& V&, b) o5 17,
Vo 1w DRETRr
j2ar- jad, by 97922,

=

¢) V28 17.
¢) V7- y42.
¢) y20- 130.
e) |5 |30.
¢) 5)2a-3)5z.
) Vy-18y.
e) Tfx-al)z.
¢) V6z-18z.
¢) V52-135z.
¢) J14c- J70c.
e) Vo7 YTec.

e) Vo+t-Yrt.

3

c) V25 y2- i 50 2.

G B, B
e) Ja-|a® Jaz.

In den folgenden Ausdriicken ist die Wurzel nach Moglichkeit zu verein-
(die Wurzel ist teilweise auszuziehen):

fachen

16.
17.
18.
19.
20.
. a)
. a)

a)
a)
a)

V28,
/27,

1320,

83—
a)

a)

b) 145,
b) 132,
b) 1405,
b) §24,
w j==1,
b) Jaat,
b) V9a*z.

e) V18,
¢) 196,
¢) 1363,

 ——
c) |54,

N
e) 250,

[ See—
e) 541,

) 1ia2y?,

) y24.
d) 7243.
d) 7/432.
1y j72.
1) | —64s.
a) |3a7y.

1) Jazty2
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Wurzeln

23. a) V5abe?, b) V9aibie, ¢) Y16a2bet, d) V7420772
24, a) Va?b?, b) YA+ 2% o) YA—a)? @) Ve b

25. a) |Sabs, b) |27 as, o Mg, 1) Jay.
26, a) }a?3, b) V7, ¢) Jarnti, d) a1,
27, a) |/, DR o Va1,  a) @

28. a) [z,  b) Jors, ¢) |5am,  q) Jaz
29, a) Yabied, b) V4a2b2c3, ¢) Y7oy, d) Y9u3,8:10,
30. ) Javrs, v [8@BS, o e a) joEg.
31. a) 2}s, b) 7108, o) 5)/—320, a)s)=57.
32. a) 378, b) 5780, ¢) 8775, d) 6)/150.

33. a) 371242,  b) 472002, ¢) 5740¢, d) 7)48aa".
34 a) 2Y24a,  b) 42705, ) 514568,  d) £Y8020,7
35. a) 11772a%,  b) 7179657, ¢) 317549, d) 211125223
36.1) Aus einer Wurzeltabelle entnimmt man }2 = 1,414. Wie groB sind

dann
37.1) Aus
dann
38.1) Aus
dann

a) 18, b) VI8, e) 132, ) Y502

einer Wurzeltabelle entnimmt man J/6 = 2,449. Wie grof3 sind
a) 124, b) 154, ¢) 196?

einer Wurzeltabelle entnlmmt man V 1,260. Wie groB sind

a) 116, b 154, ¢ j250¢

Quotienten von Wurzeln und Wurzeln aus Quotienten

39. Beweise auf Grund der Definition der Wurzel, daB

n n,—
& . Ve ist;
b 1,1/5

Die folgenden Quotienten sind méglichst zu vereinfachen, ohne daB auf-
tretende Wurzeln aus bestimmten Zahlen ausgewertet werden. Wenn an-
giingig, ist das Wurzelzeichen aus dem Nenner fortzuschaffen:

y18 V54 V72
40. a) VE i b) = ¢) 7 d)
sz V7=, V6 V48 =z
0 e ) Vo2 o -2

1) Wie steht es mit der- Genauigkeit der letzten Stelle ?



42, 2) =,
a
43. a)
44. a)
45. a) 30

46. a)

47, a) 1/6?; |';,\
48. a) V28:17,

49. 2) 3716:2]3,

. /2
50. 2) 6.[/3_,
51. a) a:

52. ) y

53, a) ‘/% a,

§ 33. Das Rechnen mit Wurzeln

v

b) 517:2V5,
b) 15-.1/"71,
b) a:l/’%;
b) l/—%_:ﬁ,

b) ‘/E a

a
) 7=
a

©) 7":

¢) Ja*b:1b,
¢) 160 : 15,
¢) 415:512,

¢) 18:‘/3:,
0 azl/g
v
¢) l/— ab,

:10,

161
QL.
a
) —1:.
)
TS
Va
d 2.
Yar—1
d) Yab: Vba.

d

d) 172 :1/30.

d) 879:372.

CA1/%
) 20.0‘/g
8 2 :as.

) l/g :
oVE

| o

EE

54. 2) 13:],«/%, b) Yab: |/ , o) & -% a) l/g :l/za
In den folgenden Ausdriicken ist der Nenner unter dem W urzelzeichen

fortzuschaffen:

55. ) ‘/% b) ‘/% ) 8]/, D15 21513

56. ) |/ 5 n )/ a)/%, )z

. N

o l/2.0 w)L e)E alE
oo/ M [/O_i‘; ) 1/?5 DRTES

59. 2) l/;: ) | o o) | 1 ) |/°T§



162 Wurzeln
B G W
y b) I»l/-b—, o]/ <, e/

60. a) « ]/ =
. — e i

w5 W) aliE o)m

62. 2) 20 [/;% 1) %l/%? o) 2w]/1273, a) aiz[/llg

63. Aus einer Wurzeltabelle entnimmt man J2=1,414. Wie groB sind dann:
) Vi, D15, o Y4

64. Aus einer Wurzeltabelle entnimmt man 16 =2,449. Wie groB sind dann:
D5 MIT O V5 D VE o yE, by e

63. Aus einer Wurzeltabelle entnimmt man i’f: 1,260. Wie groB sind dann:
W V5w je

66. a) Beweise, daB l/ n 4+ h'—'%jl =n l/—;—g"_? ist, und bringe in Anwendung

dieser Formel b) 5%, ¢) V12/%, d) J20Z “auf eine andere Form.

=]

¢) Gib andere Beispiele solcher Quadratwurzeln.

Summen von Wurzelausdriicken

Die folgenden Polynome, deren Glieder Wurzeln enthalten, sind, soweit
das méglich ist, zu vereinfachen:

67. Y3 +27V3. 68. 8Y7—3)7.
69. 915 — /5. 70. V3 + 2.
. Va+ 0. 2. Va+3)a.
3. a)e—17z. “oa)r—byz.

(A

. 8Ya+5YVe—TYa+4)a—6)z2—37a.

7 Va+2Y5—3Ya-t5V0+2yaF—670.
B.a+2ye+3)at+4fa—Yar—sfa_ia.
M. Vo +3Y20—2Y30+ Viz—)Sz 4 J124.
80. 2Va+5Vb—aVa—c)b+ ) (c—1)% + bet
8L 3V e+ 2Y0—4Ya—5Yb + ) Ta+ J/9b.
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82. 1Vz—4)z+5)e—6ya—JF + 2.
83. 5Vz—1Vy + 2122+ 8Vy—V4y —V8=.
81, 61z +3Y22—5Y3z—2V4z + V122 —)18a.
85. 4} a2z + 3V b2z + 2) %z +VdTrf—2y(h—+W5.'
86. 7V4z + 4792+ 3)452— 51362 —2Y80z.
87. 2)8la— 3} 24a + 5 36a + 2] 54a — 4} 100a.
88. 4}3a—17Y12a® + 51 48a + 6)27a> — 51 T5a.
89. 38 + 4132 —5Y50 — 7772 + 6798.
90. 7Y12— 5727 + 8148 —6175 + 27108
o1 516 + 3}/ =54 —6 j/—128 + 7§/—250 + 2/332.
92. 774 + 581 + 4| —192 + 2§/— 375 — J/1029.
93. Y@+ e +V@e—bPe—Ya?z + Y0 —aPe—Jz.
o V4 + a2t + 19+ 922+ 1 e+ a2 —5)1 + 2.
95. Ja—b+ V16a—16b + Vaz® —ba® —V9(a—b).

In den folgenden Aufgaben ist die Multiplikation eines Polynoms mit
einem Monom oder mit einem zweiten Polynom auszufiihren:

96. (378 + V18 4 150 —2)72) - J2.
97. (4712 — 2127 4 V48 —V75) - 13.
98. (276 — Y12 —724 +748) - 2.
99. (5724 — 4132 + 3150 —3754) - 3.
100. (772 —516-3y8 + 4720)-3)2.
101, (2720 —7J8 — 35 + 3118) - 4110
102. (7 — ¥3) (Y3 —72). 103. (16 +13) (13 —12) -
104, (372 —273) (112 + 513).
105. (317 —215) (317 + 1075).

106. (8 +3V15) (2—15). 107. (3—12) (2 +372).
108. (373 +16) (512 —2). 109. (5 —213) (6 + 513).

110. (2a + 3)=) (3a—277). 111, (4 ya—y32) (« + 234).
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12 (276 + 53 —772) (V6 — 2V3 + 412).
113. (2730 —3V5 + 5V3) (V8 +¥3 —15).

114. (Ya +710) - (Ya—V0). 115. (Y3a 4 120) - (V3a—120).
116, (Va + 1), : v 117. (e —b V=)
118. (13 +12)%. 19. (V3 —12)%.
120. (1 +72)%. 121. (—1.+93)%.
122. ()6 —y2)°. 123. (372 — 273)%.
124, (24 y+ Yz —9)°. 125. (Ja—z— )@ —b)>.
126. (2 + Y1—a?)*. 127. (YT F az— )T —a2)?.
128: (Y3—2—12 + 2)*. 129. (T—52 + iz —5)°.
130, (;/;+ Vi?)z 131. (V +)/ 7/)
132, ( o }/%)2 133, (]/% l/::’;) .
138, (YaFo—a+Ya—0b+ a).
135 (Jaa+0—4c—2)8b—a + 2)°.
136. (Va + 17)". 137. (Ja + 3).
138. (1 4 72)". 139. (2—3)%
10. (j3—J2)". 11 (J5—77).

In den folgenden Aufgaben ist die Division eines Polynoms durch ein
Monom oder durch ein zweites Polynom auszufiihren:

142, (ayz +77) : V. 143. (3Va + Vab?): Ja.
144, (Yab+ ayYb+b-Ya): Ja.

5. 2Vey+oVy+y-Vz): Vay. -

146. (z— o) : (Y= +1y). 147, (1 —a): (1—ya).

w -3V

149. (a'/ L)/ %) : (Vay + Vba).

150. a) (= E—Jﬁ) (=—79), b) (aya +5Y0): (ayb +bya),
o @+1):(Jz+1), 4 @—1): (Ja—1).
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Beseitigung von Wurzeln aus dem Nenner

Tn den folgenden Briichen sind die Wurzeln in den Nennern durch ge-
eignetes Erweitern der Briiche zu beseitigen (die Nenner sind rational zu

machen):

151 a) ﬁlﬁ ) lﬁ, ) 3+3V€’ d) 2_2@'
e ») 1+1v?’ " ﬁil?" 0 m’j-w 9 21??
e} 7—]3‘10 b) stvz ° 4—]21/7’ 9 5;11@'

. g
158. 3) 5+1;}3 " s-—];v?’ %) 7—]32V3’ o V’z‘l?:lz/jz’.
pad 1’33++VV2 o 51:3: 3?’3 9 7;/725 f’g 4 2v’%§++1‘?'
R = = @ e
mooE w T 0 SR 0

Ersetzung von Produkten uhd Quotienten durch einen Wurzelausdruck

In den folgenden Aufgaben soll der vor der Wurzel stehende Faktor
unter das Wurzelzeichen gebracht werden:

159. a) a0,
160. a) ab}c,

161. a) ]/%,

162. a) o7,

.':/s-;
163. a) b]/—,

168 /5.

b) 572,

b)) (a+ b)Y,

b) 5706,
| -

b) 23,
o

w 2)/%.
W §)/5

¢) 2705,

©) 1T—a)e,’

¢) 7‘/E,

c) 51/2,

s =

c) 4]/535,
¢) abl/u:';,

d) 3aVw.

d) 7a)z. ’
) 2al,/g.
d) 245,
1/8
d) 51/:—5,.
d) ab“‘/i—‘;.
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& ab? |/ xy? b a? /bJ abn]/ay’
165. a Wl/iab‘f h) bV , c) T 1/ )ZJ"VIJ“—G'

a-t+1 a 1
W=l i

166. a) (a« + x)l/f:;,

167, (0 — ) |/ s 168. (Y5—2) Vot 475.
169. (272 4 )6) V7 —1y3! 190. (Y3 +72) V5—276.
1. 2—V3) V7 + 473, 172, (—1413) V10 —273.

Potenzen von Wurzeln und Wurzeln aus Potenzen

173. Beweise, dal n__ n _\m
Jar ={ja)” ist.
/

174, Vereinfache a) @5, b) Ja*, ¢ fa®, a) |am,
o P e

175. Vereinfache a) [a2", b) Jb37. ¢) | yovtz,

176. Beweise, daB n

- . —. .
]/ am = I amp ist.

177. Veu\andle a) Va, b) Va in eine Wurzel mit dem Wurzelexponenten
6, 12,

Bringe auf maoglichst einfache Form :

178. a) |36, b) |25, ¢) |49, d) |61
179. a) |'s, b) |36, e) 21, a) Jsl.
180. a) J/a?, b) |, ¢) Jaiz2, ) Ja® s
181. a) '8, b) |27, ¢) |64, d) J125.
182. a) 16, DNER e) Js1, d) Y.
183. a) V4, b) 'J36, ¢) 32, d) 243,
184. a) a2, n) '] . o) e, o a) Jar

185. a) |85, b J et 8, ) J9a257, ) J16am.
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Zusammenziehung von Wurzelprodukten und Wurzelquotienten

In den folgenden Aufgaben soll das Produkt oder der Quotient zweier
Wurzeln mit verschiedenem Exponenten durch ein e Wurzel ersetzt werden:

186. a) Ja- e, ) V-1, ¢) Ve V4, 3 Ve

= — 4— i i s

187. a) V= | =, b) V- |m, ) Vp-|a, 4 Va-|b.
188. a) Jc- e, b Va-yd, ¢) Ja-Je, i Vz-Vy.
0.0 Va-fe.  wieia oz ol
. & == n 5 = 6 —

_ — /3 _ 3/ N
190 0) Vo |/ W rw]/; R T e

3= 3 — = 3 o
192. a) 2. 16, ) ERRE DR ERE a jz-9%
m ) Va2 q P YRR
193. a) V',:-V;,:, )] l e l/; o) |/ l/q, d) V;VZ
m, — n_ 2n__ n__nx__ mzr__ nx _
194. 2) |a- V0, b Yz Vy, ¢) a0, d) Ja-Jb
2n_ 3n _ e P .3_ 3n _ 4 6n
195. a) |- |=, b) Yy |y, c) |z =, 4 Jd- |4,
n__ 2n__ 3n . S Bis Bres
e) |a Ja- Ja, ) Jz |z |s.
8/ 3/an 3/5% 3
S y38 V25 PR ALY
196. a) vz b) 5 ¢) V}i_’ ) V1o
eu VE L Ve is
197. 2) v b) Ve’ ¢) Vi d) Yo
Ve V21 V64 V125
a) —, b) =, ) d L=
195. %) V2 ) Vo 9 V16 ) V25
Va 122 Ve Vd
. a) 5 —, b) =1 d) .
199. a) Va ) s ¢) Ve ) Va
8= 8= 8/ 8/—
Ve Vy Vm Vn
200. 2) Ve b) vy c) Vo’ d) Vo -
4/~ 4/~ 8/ 9/
Va ) Vo o @ Ve
201. a) Ve ) TR °) 157 ) 1575
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Waurzeln aus Wurzeln und Potenzen
202. Beweise, dall

m.—
n

) Va = V]_/; ="Va ist.

Die folgenden Wurzeln aus Wurzeln sind méglichst zu vereinfachen:

w.0) Tz, W, 9 |e, a a

) 75, wie, o fjm, o fm
205.0) 725, v [jst, o s, a Vjse.
206.0) Jjers.  m |51, 0 Hmé & |25

Vavy 8 Vi

—

mn

207. 2) Jafa, b) i’ﬁ ) )

208.0) Valara, ™ Valaz, 9 ife, 9 l/ oV g5

§ 34. Wurzelgleichungen, die auf lineare Gleichungen fiihren

Gleichungen mit einer Unbekannten

Lose die folgenden Gleichungen und mache jeweilig die Probe auf die
Richtigkeit:

1. Yo +4=3. 2. 15—z =2.
3. fz+5=2. s jzrm=3.
5.Vz—a=0. 6 Ja—z =0b.
7. Jere=a. 8. Yd—z=b.
9. 2)z =3. 10. Y}z =5.

11. 3z = 4. 12, 1Yz =71,
13. Y3z =6. 14. 5z = 10.

15. 312z = 1}. 16. 31)7c = 433,
17. Y2z —3=1. 18. Y17 —22 =3,

8 20. 7)8z 1 9 — 91,
21. ]/z+1 =3. 22, 2199 —z =6.



§34. Wu.rzelgleichungen; die auf lineare Gleichungen fithren

23. 24193 + = = 25.
25. 132 = 2z.
27, 2Yo — 1T =3)z—17.

29, 7Yz —3 =5)2z—7.

31. 9Yz —7 = 4)52 —31.

33. 9Yz— 21 = 7Yz + 11.

35. afz—1=0b}1 —=.
37. 3 +Vz =5.

39. 7T—Jz =4.

4. 5)zs—8="1.

43. 8+ 3Yz—17 =23.
45. 13—)3z—5=38.
47. 17—2)Tz +1=1.

a9, LEVE _g
1—V= .
9 - 8

Ve T vz
53 17—3Vz _ 28—4Vz

11 15

55. (1—V=2)- (8 —Vz) = =z +11.

24, 31178 — Tz = 19},
26. 2Y5z = 317=.

28, 3Yz + 3 =2z + 8.
30. 4}z + 7 =3z + 14.
32. 2)z + 4 =3}z —1.
34. 4Yz + 3=3)z + 10
36. 5Yz—a—=8Ja—=z
38. Jo—4 =3.

40. 7—3)z=1.

42. 19 —2)z ="1.

44, 74 5)z—3=11.
46. 7+ Y19 + 3z = 17.
48; 29 —3)18 — 2z = 20

50, L= - =~

52 o= .

G, Betle _pe-sie

9 = 19

56. (3Yz —5) - (5Yz —3) =5 (32— 31).
5% (3Yz—1)* + (@Y —1)r= (5= —6)>
58. a(Jz—a) —b (Yo —0b) +a+ b=z

59. Yz —3 =3—z.
61. Vz—i—a:a—}’;.
63. Jza—1+1r+8=09.

65. V4x + 54 2Yz—3=17.

67. 21z + 1—3)e —6 = Vo — 14.

60. Viz—3=2)2—1.
62 Yo+ 6—fr—1=1.

64 197 — 17— 3z —4=1.
66. Va2 — z +yb>— a==a+b.

68. 3)z + 2 —2)z— 13 =5}z — 10.

169
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69.3)e +2—2)z—6=z + 42.

0.4z —3—3)os—8=1z + 24.

W YVo+5+Yz—2=Vo+ 14+ Jz—7.

2. Vao—a—)b—a=Ja—b. B Ya—a+ )b —x=a+0b.

Gleichungen mit zwei Unbekannten

“oz)24+y)3=3Y3 B.ozVe—ylb=a+b
z)2 —yy2=2Y2. z+y=27a.

Die folgenden Gleichungen ersten Grades mit zwei Unbekannten werden

am besten durch Verwendung von HilfsgroBen gelost:

7. 4)z—31y =6 u.3lz+l3]/y=6()

3V —4Vy=1. Ve + 171y = 100.
8.2)e+5—3)y—2=3 MAYe+T—5)y—7=17

3Vr +5—4)y—2=5. 3Ve +7—71y—7=2.
o T 4 8 3
80'1'_;+1’7=4 ; SI'V{*::;' el

1}5 %:1, VTi'é+vyP+3=4

§ 35. Potenzen mit gebrochenen Exponenten

Stelle in folgenden Ausdriicken die Wurzeln als Bruchpotenzen dar:

1a) @, b fa, ¢) Yz, a) o
2.9) 5, b fa, Co Y, @) Ja
3. a) i Y, b) :i’z—y, c) T'a2+ b2, d) i"(a+ )2.
4. 1) IW b) VTR, e "i @t bz, 0 jats.
1
L ) : .
5.0) ) o ) 7o ) Jire

Stelle in folgenden Ausdriicken die Bruchpotenzen als Wurzeln dar:
6. a) at, b) a5, ¢) bi, d) bi.

2, 3 1 n
7.a) ¢, b) 5, c) an, d) z2.



§ 35. Potenzen mit gebrochenen Exponenten o 1m

8. a) a3, b) 58, ¢) &5, d) o,
9. a) o*%, b) o2, ¢) o %, d) o %
10. 2) (a +b)3, B) (@@—D9F, ¢ Ba*—y, d) (8a%yY)i.

11. a) Beweise, daB die folgenden Gesetze iiber die Potenzrechnung:
L am'a”=am+”,.

11 i aqm—n
* an ’

III. (eb)™=am™ -b™,
. faym _am.
w. ()" ==
V. (am)n=amn
auch richtig bleiben, wenn m und = Briiche sind, wenn also etwa

m=2,n= —E— ist. h) Gib an, mit welchen von diesen Gesetzen bei Ein-

fithrung der gebrochenen Exponenten die Wurzelgesetze

m n
n__ n_ n_ 8= B [n _ /m _  mn
e L N R C
b
{ibereinstimmen. \

Multiplikation und Division

Berechne und schreibe das Ergebnis als Bruchpotenz und als Wurzel:

1 1 1 .1 11 7 el
12. 5} ot rod, b) bz -bs, c) c2-c %, d) 22276,
5 = s
13. a)a-a‘%, b) a-a”3s, ¢) ﬁ‘]‘x‘ Q) ﬁ'lﬁ~
14. a) o ai’ b) a®- “_%, ¢) s :c-%, d) z- a1
1 1 1 L 11 i ’
15. a) a?:at, b) bz:bs, €) c3:cb, 5 i,
wowot, et odiz e dE
17. 2) at:]a, b) Va:a3, o Jz:0 % LR e
1 1 8- .1 s 2 §
18. a) a2 - b2, b) at- bt ¢) ¢ :ds, d) ¢ - s,
5 T LI - 3 8
e) at- b+, f) 7. y7, g) ws:iys, h) at:ys.
19. 2) ms -, b) mé b, o) 7t gb, ) progs.

Arithmetik, 8.—8. 12
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20.
21.
22,
23.
24,

Wurzeln

Berechne: Potenzierung
a) (a3, b) (5, ¢) (293, d) (295 .

2 k. —2 1
a) (s, b) (c=3)s, ¢) (@3)°, d) (203 .
a) (a2, b) (), ¢) (@), @) (@5
a) (m—2)’, » ()™, o i3, a ()i
a) (=395 o)t =y~ b) (21)~F - (158)3 - 6H™

Graphische Darstellung
Stelle dle folgenden Funktionen graphisch dar:

o

a)‘yzxs, b)y=1;4, c)y:zﬁ, d) y=a3.

§ 36. Quadratwurzeln aus negativen Zahlen?)

Einfiihrung der imaginiiren Einheit

Schreibe folgende Wurzeln in einfacherer Form unter Benutzung von

1= ]/——l
1. a) =3, b) V—17, ¢) V—a, d) Y—ab.
2. a) J—16, b) /=25, ¢) J—a2, d) y—61.
3. a) J— 20, b) J—45, ¢) =38, d) =2,
4. a) Y—a%0?, b) V—al?, ¢) V—ab?, d) 1— o802,
5.a) 5)—12, b) 2Y/=50, . ¢) 37—80, d) y—4a02.
6. Berechne die zehn ersten Potenzen von 4.
Das Rechnen mit rein imaginiiren Zahlen

Bringe die folgenden Produkte und Quotienten auf méglichst einfache
Form:
7.a) Ti-1, b) 3754, e) ai- b, d) a-ds.
8. a) ai- b, b) i J—a, ¢) i-)—4, d) =2 =42,
9. a) J—4-7)—1, b) V—a-y—a,

© 13-1=3, ) 13-y—12.

1) Ausfiihrlicher wird auf Quadratwurzeln aus negativen Zahlen im 6.-8. Schuljahr

eingegangen.



10.

11.
12.

13. a

14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22,
23.
24,
25.
26.
27.
28.
29,

30.

31.
32.

§ 36. Quadratwurzeln aus negativen Zahlen

a) y—18-12, b) Vab - y—ab,

¢) Yab? - Y= B, B a1

W T, DI ) 7 ) 3

Dt Ba—w, 0 dén, d) iz,
V—a at 1—6

) =’ Y= )V d)r—

Das Rechnen mit komplexen Zahlen

Berechne die folgenden Summen und Produkte:

a) B+ 4)+ 1+, b) (1 +74) + (1 —7).

2) A +49)—@0—1), b) (1 + 24) — (2 +1).

a) (a + bi) + (¢ + di), b) (a + bi) — (b + av).

a) (a + bi) + (a— bi), b) (@ + bi) — (a — bi).

a) (3 + 24) 3 —29), b) (5 + 3i) (5—34).

a) (7 + 59) (T—51), b) (I + ) (1 —31).

a) (2 + 3i) 3 —49), b) (5 + 34) (T — 54).

a) (56— 34) (7 + 41), b) (6 + 5i) (T — 61).

a) (¢ +1dy) (z—1iy), b) (iz+ y) (lz—y).

a) (2+413) (2—i13), b) (34 2i12) (3 —2i¥2).

a) (1+79)?% b) (I —1)%

a) (a + b9)?, b) (4 + 3%

a) (5 + 31)%, b) (7 — 34)2.

a) (2 + 29)% b) (3 — 34)2.

a) (1 +74)%, b) (1 + 9%

a) (a + b9)® + (e —b1)?, b) (a + bl)” + (e —Dba).

a) (—l+iV§)2, ( +§1~3).

a) (——~—}/3) b) (—%—% y"§)3.

Welche Ungleichungen bestehen, wenn die Ausdriicke

a) Ya—0, b) V 2 _4b,

¢) Vat—1, 9 a2

reell sein sollen?
12*

173



174 Gleichungen und g.anze Funktionen zweiten Grades
Zehntes Kapitel
Gleichungen und ganze Funktionen zweiten Grades

§ 37. Gleichungen zweiten Grades mit einer Unbekannten?)

Rein quadratische Gleichungen

1. 22 =a. 2, 22 ='a2b.
3. 1922 = 5491. 4. az?=b.
ax? c
5. 822 = 560. 6.2 -2,
7. 1722 —7 = 418. 8. ar?—b=c.
9, 922 | 422 = 325. 10. ma? = a% — na?.
11. 1322 —19 =722 4 5. 12, a2 —b =ca? + d.
15x 810 22 1050
13. TR 14'T=W'
5. (z+ ) (@—1=E. 16. (3x+1,5) Bz—15)=>5

17. (@ + 2) (b—a) + (a—2) (b + 2) =

18. (@ + b2)® + (a2 —1)* = 2 (a®2? -I-b2)

19. (T+2)9—2)+ (T—2) (9 + 2) = 76.

20. 2z 4+ 7)(5x—9) + 2z—1T) (5x + 9) = 1874.

21 a.+x=a:+b 9>y @x+b  cx+4d
* a—z z—b" == a+bx c+dz’
a—ax 1—bzx ~ 25+ 2 13+
23. 1—ez b—=z" 24. 9+ To—z
2 35+3x: x— 55 2 x—2 - 3(8—ua)
14z 3x—53° “3x414 28—z °
27 :t:+5a+b_ x—a-+b 28, 3a—-2(1+3x_ r—Ta + 8b
*xz—38a+b a—a+3b" * a—2b+2x  3x—b5a+ 4b°

Gemischt quadratische Gleichungen
29. Die Gleichung 2% + a2 + b = 0 hat die beiden Wurzeln
Ty = —£-|- 1/02 — 4b
und ' ws=_§__7ym.

a) Mache die Probe darauf, dal die angegebenen Werte wirklich die
Gleichung befriedigen. bh) Ersetze in der Gleichung ¢ durch —p und
gib die beiden Wurzeln an. e) Ersetze in der Gleichungb durch —gq
und gib die beiden Wurzeln an.

1) Slehe auch § 26, Aufgel8 bis 29, 36 bis 46, § 29, Aufg. 16 bis 22 und § 31,
Aufg, 54 bis 65.



30.
32
34.
36.
38.
40.
42,
44.
46.
48.

50.

52. :

54.
56.
58.
60.
62.
64.
66.
68.
70.
72.
74.
76.
78.
80.
81.
83.
85.
87.
89.
91.
92.

§ 37. Gleichungen zweiten Grades mit einer Unbekannten

Lése die folgenden Gleichungen:

224 2az=0.

22 + 2z = 63.

22 4+ 62 =91.
224 2z=1.
22—2zx+2=0.
224 az=0b.
224+ 2—56=0.
2?2 —"Tz=30
2+c=1.
2?—iz=4%.
z?'——%:SA
a?— 1o =

ar* 4+ 2bx4+c=0

322 —222 4+ 35=0.

1522 + 21 =44 z.
2522 4 2 = 30w.
ar?—bz=c.
622 4+ 2= 15.
T22 4+ 25z = 12.
622+ 52 = 56.
7z2 + 92 = 100.

1322 410 = 7a.
o + 6,51 = 5,22,
22+ 43z = 273.

1422 + 4552 + 36,26 = 0.
10,8522 4+ 21,91z — 10,5 = 0.

22—6z+16=0.
522 413 = 14=.

22 + ab = (a + b) .
22+ (e— 1)z =a.
22 —b2=a(2cx—a).

31, 22— 2az+b=0.
33. 22—82 4 15=0.
35. 22 —402 4 111 = 0.
37. 22 —6x+4=0.
39, a2 —2424+08=0.
M. 22—ax+b=0.
43, 22— 11z + 10 =0.
45. o — 172 + 60 = 0.
47, o —7Ta + 11} = 0.
49. x> —32 4+ 1 =0.
5L o® + £ = 50.

53. 2% 4 383 =125 7.
55. ax® —2bax =c.

57. 9122 — 22 = 45.
59. 140 — 33 = T1a.
61. 1522 4 527 = 178 2.
63. a22 +bx+c=0.
65. 62> — 1324+ 6 =0.
67. 622+ 73 =3.

69. 202% + & = 12.

71. 322 — 72 = 16.

73. 622 + 261 = 2512,
75. 2 + 20,3 = 9,3z.
77. 222 4159 = 1362.
79. 78202 —33,1z 4+ 35 =0.

82. 22— 10z 4+ 32 =0.
84. 322 411 = 52.

86. 22 —az +a=1.
88. a? — az + ab = b%.
90. 22+ a? = 2ax + 1.

22 —2(a + b)z + 10ab = 3(a® + b?).
22— (a+bz—1l=a—(a+1)b.

175
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Lése die folgenden Gleichungen und setze nachtriglich in Gleichung und
Wurzeln #» =1, 2, 3...10; zeige an den Gleichungsreihen, daB der Faktor
von z die negative Summe der Wurzeln, das von z freie Glied das Produkt
der Wurzeln ist:

93. 22— 3nz 4 202 =0. 94, 224 nax—2n2=0.
95. a) 22 —nz—2n2=0, b) 22 —2nz + 22 =0.
Lése die folgenden Gleichungen und lasse nachtriglich in Gleichung und
Wurzeln ¢ und b die Werte 1, 2, 3 annehmen:
96. 22— (a + b)z + ab = 0. 97. 22 + 2(b—a) —ab =0.
98. z2 4 2(a —b)z —4ab = 0.

In den folgenden Gleichungen sind jedesmal alle vier méglichen Fille
der Vorzeichen zu beriicksichtigen:

99. 224 132+ 30 = 0. 100. 22+ 1524 54 = 0.
101, 2% 4 1724 60 = 0. 102. 2% 4 2524 84 — 0.
103. 24 20z 96 — 0. 104. 22 4+ 26z 4 120 — 0.
105, 2% 4 292 4 210 = 0. 106. o 34z 4 240 — 0.
107. 2% 4 39z 4 270 = 0. 108. o2+ 50z 1 336 — 0.

Die folgenden Gleichungen sind entweder dreiziffrig oder vierziffrig zu
l6sen, d. h. die Koeffizienten sind auf drei bzw. vier Ziffern abzukiirzen und
alle Rechnungen durch abgekiirztes Multiplizieren, Dividieren und Quadrat-
wurzelziehen auszufiihren!):

109. 22 + 4,1853 + 4,37276 = 0. 110. 22 —77,34056 = -+ 175,542 = 0.
111. 2%+ 0,51388z —0,33333 = 0. 112. 7% — 8,0589z + 2,1681 — 0.
113. 40322 — 574,165z + 124,683 = 0.

114. 39122 — 133312 — 575,21 = 0. 115. 247 2% — 243,59z — 2775,95 — 0.

Zerlege die folgenden quadratischen Ausdriicke in Faktoren:

116. z2—5z. 117. 22 + z. 118, 2 — 72 + 12.
119. 22— 8z + 12. 120. 2% —z—12. 121, 22 + 2 —12.

122, 22— 82— 20. 123. 22— 192 — 20. 124, 22— 102 -+ 24,
125. 22 4+ 11 4 24. 126. 222 — 7z 4 3. 127, 622 + z —12.
128. 622 + 2 —40. 129. 622 — 13z + 6. 130. 302 —10ab + 3b2.
131. 20 + ab—30% 132, 22° 4 5oy + 2% 133, 622 — 52y —6y2.
134. 6 + z — 22, 135. 52 — 6 — a2, 136. 5 4 42 — a2,

137. 62— 5 — a2 138. 2> — 7z 4 11. 139. 2* —525—2.

140. 22 + 9z 4 19. 141, 22 432 —9.

1) Vgl. § 44, Anmerkung zu Aufg. 90.
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Lose die folgenden Gleichungen dadurch, daB du den Ausdruck auf
der linken Seite der auf Null gebrachten Gleichung in Faktoren zerlegst:

142, % = . 143. 22 —az =0.
144. 22— 162 = —63. 145. 2 — 2z = 80.
146. z2 + =z = 90. 147. 22 — 9z = 190.
148. 2% + 3z = 270. _ 149. 22 + = = 306.
Gib die quadratische Gleichung an, welche die folgenden Wurzeln besitzt:
150. 5 und 6. 151. 7 und — 8.
152. 0,7 und —0,3. 153. 0,1 und 1,1.
154. p und q. 155. a + b und a—b.
156. 1 -3 und 1 —173. 157. 24+7—1 und 2—)—1.
158. a +b}2 und a—b}2. 159. 3a + 2b)5 und 3a—20)5.
160. £ und 6. 161. $ und —2.
162. 3! und 23. 163. — 4] und 33.
164. § und — 1. 165. — £ und —3.
166. + 3 und —3. 167. 4+ @ und —a.
168. o und . 169. & wnd 2.

170. a) (Vietascher Wurzelsatz.) Beweise, daB fiir die Wurzeln 2, und
z, der Gleichung 2® + az +b=0 die Gleichungen gelten:

X+ X2 = — @3 X -xe="b.

b) Welche Gestalt nehmen diese Gleichungen an, wenn die vorgelegte
quadratische Gleichung az®+ bz +c=0 lautet? ¢) Beweise, daB
die Summe der reziproken Werte der Wurzeln der Gleichung 2* 4 ax

+b=0 gleich —7 ist.

171. 2z, und w, seien die Wourzeln der Gleichung 22 +.az +b=0. Wie
lautet dann die Gleichung zweiten Grades, deren Wurzeln 1 —% und
1—2 sind? !

g

172. In der Gleichung 22 + pz + q = 0 sind p und ¢ so zu bestimmen, daB
die beiden Wurzeln der Gleichung p und g sind.

Untersuche Realitit und Vorzeichen der Wurzeln der folgenden Glei-
chungen, ohne die Gleichungen aufzuldsen:

173, 22 —4z—21 =0. 174, 22—62 +9=0.

175. 22 —8x 4+ 17=0. 176, 22 —9z + 14 =0.
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177. 22 —1=0. 178, 22 +1=0.
179, 2%+ 10z + 24 = 0. 180. 22 —32 +1=0.
181. 22 —52—17=0. 182, 2® 4+ 32 —8 =0.

Fiir welchen Wert von & haben die folgenden Gleichungen zwei gleiche
Wurzeln :

183. 422+ az +9=0. 184. 922 462+ a = 0.
185. a2® + 4z +1=0. 186. 22+ azx 4+ b=0°?

187. Jemand hatte sich die folgenden Gleichungen zweiten Grades nebst
ihren Losungen notiert, wobei aber die durch Punkte angedeuteten
Stellen nicht mehr leshar waren:

a) 2?—das=...; 2, =17, x,=....
b) 224 ...02=15; =8, g,=....
Ergiinze die fehlenden Zahlen.

In den folgenden Ausdriicken ist a) @, b) y durch die iibrigen auf-
tretenden Groflen auszudriicken: ‘

22 2
188. 22b% + y2a® = a?b2 189. a—z_%"i =
190. 22 + 2y + y* = a. 191 (y —0)?=2p (z —a).

192. (z —m)2 + (y —n)? =12
193. az®* + bay +cy* + do + ey +f=0.

xz_’_ya_ T“—J’_
194. a) Say b) T =b.

195. Wenn ein Korper mit der Anfangsgeschwindigkeit ¢ senkrecht abwiirts
geworfen wird, so ist der in der Zeit ¢ zuriickgelegte Weg

- 92
s =ct+ 5 t4,
- Wie driickt sich ¢ als Funktion von s aus?

196. Sind ¢, und ¢, die Umlaufszeiten zweier Planeten, deren grofite Bahn.
durchmesser ¢, und a, sind, so ist (3. Keplersches Gesetz):

3 3
a}  a}

il
Driicke t, durch die anderen Gréfien aus.
197. In einem Dreieck mit den Seiten @, b und ¢ und dem Winkel & = €00 ist
a? = b2 4 ¢® —be.

a) Wie grofB3 ist b, Vb) wie groBl c, ausgedriickt durch die anderen
Stiicke?



198.

200.

202.

204.

206.

207.

208.

209, =

211,

213, —

214.

216.

217.

218. -——

220.

222, - —

223. — =

225.
227.

229.
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Bruchgleichungen
53:2—-72x+448_3 199 322—8zx+15 _l
322+ 560 —320 5 ° ‘Ta?—15x+27 5 °
223 —32 4 10 _2_ 201 313—712—6_3
323+ 522 —14  3° " 4233l +1  4°
323 —522—8 223 —92% 412 5
m—3z_—7' 203. ‘2_52:_‘_3——21—..
22 —3x+ 17 —Lﬂ 205 202 —Tx 46 _ 22417
22 —bz+3 22—3 % 3T —Tc—8 3z+8
z?—22—1 = 22—4
23 —3a2+ 22—1 222 —6x+5"
22 —3z—1 32z—9
9x3—b22+3x—1 — 6a—152+ 17"
422 —100—3 6x—15
6z°—8at—a+5 922—122+ 5
a?—2z4+3 _ 22°—42—3 aqp, 20" —42+5 _ 3a'—62+5
2 —3x+2 =22 —6a+1 42— 6x—3 6a2—92—35"
z 21 —u
21:—{-7:3. 212.1—4__1——-1.
s5z—1 3x—1_
9 5 R -1,
S5z—1T o . 16—z 2(x—11) r—4
———+21_3—z 1. 215. a8 18 ¢
6zt 4 15—22 _ T(x—1)
5  =z—3 5
z+1 12 a—4  x—2
g T ard .4 +=g
7 5 T—2 4dx—5
2x—3+x—1—12' 219. l—2x+31,—1 2.
23 —1022+ 1 2—ax+38 z+43
o s Tl A L ey vy e
3z 32—20 322 —80
2 18—2=x 2Jr‘2(:;—-1)
21 10 4 54+ 8—3z 2z
x 1—2_1—3_0' 221 3—z z @ x—2"
2x—3 z4+1 3z 4+ 11 9 2z—1 3z+1 5x—14
e T 226, ——— =
x—2 z—1 x4+ 1 r—2 z—3 z—4
1 1 1 1
et =0+ 28. atao=—+—.
1 _ a b 1 _a—b a+bd
T——=i 230'x+7_a+b+d‘—-b'
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231 G= AT

s A o

e S ==

236.%—:—;:=a——b. 237, potl _me—n
Wurzelgleichungen

238. vm—yr:h% :

239, W_ 50— 25 = ﬁ

240. m—]/gx——’ﬂ: zfls.

241. Yz + 5 ———+Vm_o

242, 1z 12_”1"12 = V52 —56.

243, Vz—7+—L—7=]/2z+9.
—

M. 125+ — Va5 = 65.
=

245, Ja + z + Ya— ¢ = }2a.
247. Ya—z + Vo —0b=Ya—b.

249, 10 + 2 — 110 —z = 2.

246. Va,+z+]ra—z=2]/t;.
248, 1T —z 4+ Vo —5=172.
250. V37 4+ z + V37T — =z = 12.

251. 215 + @ + V9 — 3¢ = J41 — 3z.

252. V37— 32— J13—32 =215 + =.

253. 15+ 2—125—3c =215 —a.

254, Vo —2 + V22— 2= 13w + 20.

255. V22 +3+Yz—10=2Yz—2.

256. 2122 —6—3)Yzc—10 =1z + 6.

257. Y132 —30 —3)z—2 =2}z —3.

258. ]/a+4b+4z—]/a+4b—4z=4]/17.

259. V62 + 4a—3b + 152 —4a—3b =2}z +b.
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260. Y14z — 13a + 20— )6z + 3a—6b =4)2z—a—0b.
261. Ya + 76—z +2)7a + b— =z =V21a + 3b + 3z.

V22 +a+V22—2a _  3a
V2z Fa—V2zc—2a = 22+a’

263. (39— 2) @1 + 2) — V(39 + 2) @1 — ) = 6.

262.

Losung von Gleichungen durch Einfiihrung von HilfsgroBen
Biquadratische Gleichungen

264, 2*— 1322 4 36 = 0. 265. z* — 212% = 100.

266. 2*—522+4=0. 267. 24 + 9 = 1022

268. (o2 —10) - (22— 3) =179. 269. (22 — 5)2 - (22 — 1)? = 40.
270. 102¢ — 21 = 22 : 271, 62* — 35 = 1122

272, a4 + b4 + 2t = 2a%b? + 2a%2® + 2222
273. 2% —aa®+ b2 =0.

274, 2t —4(a + b)a? + 16(a—b)2 = 0.

275. zt —4(a® -+ b2)a? + 44202 = 0.

Wurzelgleichungen
276. c—6 Yz + 5=0. 277, z + 10 =17 Va.
278. o +Vz = 30. 279, ¢ — 3 Jz = 28.

280. (Yz—5) - (fz—1) = 3. 281. (5—7V2)* =2(1 + V).
282. (4— V) - 6—Vz) = 2(1— V=)
283. (Jz—3)* + (Jz—2)* =1.

Bruchgleichungen
284.’(:i:) ( )
o gt (Eofoe me P=Rel=p-f
S == = =

m+1+u—b_a:—-1 a+b
z—1 "a+b x+1 " a—b"

289.

a—z\2 _ a—x_ a4z
290. ( _b) 8- 15. 201, 3242

ll
| o

+x

181
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Gleichungen, deren eine Wurzel erkennbar ist
292, Weise nach, daB @3 + az? + bz + ¢ durch 2 — ; ohne Rest teilbar
ist, wenn x, eine Wurzel der Gleichung 2% 4 aa? 4 bz 4+ ¢ = 0 ist.
293. Welche Gestalt muB eine Gleichung a) ersten Grades, b) zweiten
Grades, ¢) dritten Grades, d) vierten Grades haben, wenn eine ihrer
Wurzeln 0 ist?
Die folgenden Gleichungen haben eine leicht erkennbare Wurzel. Be-

stimme die anderen Wurzeln:
x

294, 22 —42=0. 295. 32_?=3.

296. 2® — 9z = 0. 297. 2*— 7 =0.

298, 2% —422 — 3 =0. 299, 23— 622 — 162 = 0.

300. 1023 4 32 = 1122, 301. 523 4 242 = 4322,

302, z°—1=0. 303. 2> +1=0.

304. 2° — 22—+ 1=0. 305. 2 — 22 L 2—1=0.
Reziproke Gleichungen

306. 23 4+ 222+ 224 1=0. 307. 28 —322—3z+4+1=0.

308. 23 —222 4 22 —1=0. 309, 323 — 722 — 72+ 3=0.

310. 223 — T2 + 70 —2=0. 311, 323 — 1322 + 132 —3 = 0.
312, 62% — 1922+ 192 —6 = 0.
*313. 4 —223 4 222 — 234 1=0.
*314. 224 — 5234422 — 50 4 2 =
*315. 321 — 1623 + 2622 — 162 + 3 = 0.
*316. 22° + 3ot — 523 — 542 4 32 4 2 = 0.
*317. 22° — T2t L 9% — 922 4 T2 —2 =0,

§ 38. Funktionsbetrachtungen

Parabeln

1. Verschiebe die Parabel y=2"um a) 4, b) 2, ¢) 1,5 nach oben, um
d) 4, e) 2, 1) 2,5 nach unten. Wie heiBt die Funktion, die jeweilig durch
die verschobene Kurve dargestellt wird ?

2, Zeichne!) die graphischen Bilder der Funktionen

a) y=a?—1, b) y=23a>+1,
¢) y=a2—2%, d) y=2a24225

1) Man_benutzt dazu am besten eine Schablone, d. h. eine méglichst genau auf
starkes Papier (oder Blech!) gezeichnete Parabel y = % die man ausgeschmtten hat.



4.

7
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und gib jeweilig die Nullstellen der Funktion an, soweit sie vorhan-
den sind.

. Verschiebe die Parabel y = 2% um a) 2, b) 5, ¢) 2% nach rechts, um

d) 4, e) 10, f) 0,5 nach links. Wie hei3t die Funktion, die jeweilig durch
die Kurve dargestellt wird ?

Zeichne die graphischen Bilder der Funktionen:

a) y =(z—3)% b) y=(z+ 1) ¢) y=(z—03)%
d) y=22—4o+4, ¢) y=2a*+1024+25, f) y= z*—a + %
und gib jeweilig die Nullstellen der Funktion an.

Verschiebe die Parabel y = 2? um

a) 2 nach oben, 4 nach rechts, b) 1 nach unten, 2 nach links,
¢) 4 nach unten, 3 nach rechts, d) 9 nach unten, 5 nach links,
e) 2,25 nach unten, 1 nach rechts, f) 2 nach unten, 1 nach links,
g) m nach unten, n nach rechts.

Gib in jedem Falle die Nullstellen der neuen Kurve, soweit sie vorhanden
sind, sowohl nach dem graphischen Bilde als durch Rechnung an.

. Berechne fiir die folgenden Funktionen zweiten Grades die Verschie-

bungen nach oben bzw. unten und nach rechts bzw. links, die man mit
der Parabel y = z® vornehmen muf3:

a) y=(z—2)>2+3, b) y=(r+4)>*—8, ) y=2>—8x 417,
d) y=a22+8z+7, € y=o2+4c—12, 1) y=22—42—12
g) y=2a*+az+b.

Eine ganze Funktion zweiten Grades y = 2% + az + b habe nur eine
Nullstelle, d. h. die sie darstellende Parabel zweiten Grades beriihre die
2-Achse. Die Nullstelle sei a) + 1, b) —1, ¢) — 1}, d) m. Wie heifien
die Koeffizienten ¢ und b der Funktion? '

. Eine ganze Funktion zweiten Grades y = 2% 4 az + b habe als eine

Nullstelle den Nullpunkt. Die andere Nullstelle sei a) 2, b) 4, e) — 1,25,
d) 0, e) m. Berechne in jedem Falle die Lage des Scheitelpunktes und
gib an, wie die Koeffizienten a und b der Funktion heifen.

. Eine ganze Funktion zweiten Grades y = 2% + az + b hat die Null-

stellen:

a) —1 und + 1, b) —5 und + 5, ¢) + 2 und + 4,
d) —2und —4, \ e) —2und +3, f) +4 und —1,
g) m und — m, h) m und =.

Berechne in jedem Falle die Lage des Scheitelpunktes und gib an, wie
die Funktion hei3t.
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10.

11.

12.

13.

14.

15

16.

17.

Konstruiere das graphische Bild der Funktion y = a2 -+ az -+ b durch
Addition der Funktionen y, = 22 und y, = az + b fiir die Werte:

a) a=0, b=3, b) a=0, b=—2, ¢)a=1, b=0,
d)a=—2, =0, ) a=1, b=—12, 1) a=—3, b=10,
g) a=—4, b=5.

Unter welchen Bedingungen fallen die folgenden Parabeln zusammen:
a) y=a2+4a¢ und y=22+5b, b)y=aa®+b und y=ca2+d,
e) y=22+azund y = 22 + bz, d) y=ax®+bzund y =ca®+dz,
e) y=2a>+ar+bund y =22+ cax+d,

1) y=a2?+br+cund y = da? + ez + f?

Bestimme in der Funktion y = a2 4 az + b die Koeffizienten ¢ und b
s0, daB man hat:

a) y=1fiir =0, b) y=1fire=—1,¢) y=2 fir z=0,
y=3 fir z=1, y=>5 firz= 41, y=4 fir 2 =2,
Bestimme in der Funktion y = aa?® + ba + ¢ die Koeffizienten a, b und

¢ 80, daBl man hat:
a) y=1fir 2=0, b) y=1 fir 2=0, e) y=17 fir 2 =1,

y=3 fir z=1, y=1firz=1, y =39 fir z =2,
y =26 fir ¢ =2, y=5fir a=—1, y=11 fir 2 = — 2,
Hyperbel

Verschiebe die Hyperbel y = ; um a) 4, b) 2, e) 1,5 nach oben, um
d) 4, e) 2, 1) 2,5 nach unten. Wie heiBt die Funktion, die jeweilig
durch die verschobene Kurve dargestellt wird ?

Zeichne!) die graphischen Bilder der Funktionen:

6—22
z

6 6 3246
B)y=c—1 b y=,+2 ¢y= 3 y=2218

]

Verschiebe die Hyperbel y = g um a) 2, b) 5, e) 2L, d) 4 nach rechts,

um e) 4, 1) 10, g) 2, h) 1% nach links. Wie heiBt die Funktion, die
jeweilig durch die verschobene Kurve dargestellt wird ?

Zeichne die graphischen Bilder der Funktionen

6 6
2) y=,—s3, b)!/=m, ¢) y=

1>
£=3

1) Man benutzt dazu am besten eine Schablone, d. h. eine auf starkes Papier mog-
lichst genau gezeichincte Hyperbel (hier die Hyperbel y = %), die man ausschneidet.

Es

ey Lnl'LeinHyrllL

[t




18.

19.

20.

21.
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12 18 48
N y=g—1° 0 V=313 Dy=5—v
Wieviel betrigt die Verschiebung der Hyperbel in jedem Falle? Wo liegt
die Unendlichkeitsstelle ?
Verschiebe die Hyperbel y = g um

a) 2 nach oben, 4 nach rechts, b) 1 nach unten, 2 nach links,
¢) 4 nach unten, 3 nach rechts, d) 1 nach unten, 3 nach links,
¢) 2 nach unten, § nach rechts, f) 3 nach oben, $ nach rechts.

Gib in jedem Falle die Unendlichkeitsstellen und, soweit vorhanden, die
Nullstellen an.

Verschiebe die Hyperbel y = —:— a) um m nach oben, b) um 7 nach rechts,
¢) um m nach oben und um p nach rechts, d) um 2 nach oben und um
T’ nach rechts. Gib in jedem Falle die neue Gleichung der Kurve an,
die Unendlichkeitsstelle und die Nullstelle.

Berechne fiir die folgenden rational gebrochenen Funktionen ersten
Grades die Verschiebungen nach oben bzw. unten und nach rechts bzw.

links, die man mit der Hyperbel y = —g- vornehmen mul:

2
a) y=,"5+2 b) y=;"0+m, 0 y=21222,
+a—mn _ax+b ax+b
Py="pp— ¥ Dy=uva
1 dx—5 . —1
g) y=3—7—3 h) y=——, i) y=;+l,
2 z+5 2z—3
Gib in jedem Falle die Nullstellen an.
Eine Hyperbel y = %:_*—i—_’—: hat folgende Nullstellen und Unendlichkeits-
stellen:
0 o0
a) 2 5
W | —2 | 3
c) 1 3
d) 1 H
o | 1 | 3

Zeichne die Kurve. Wo liegt der Mittelpunkt der Hyperbel?
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22, Unter welchen Bedingungen fallen die folgenden Hyperbeln zusammen:

) y=;1; wd  y—_2o,
b)yzaz:—b o yzcx:-d’
O y=y 1% wmd  y—ZEL
) y=2F0 wa y= %}2 ?
Partialbriiche

Zerlege die folgenden Funktionen in Partialbriiche der Form 4 + —_i

und stelle sie durch Addition der Teilfunktionen graphisch dar: * el 2

By =i Ty -

25. g/=ﬁ. 26. y=1—2_xp~

27y =515, CoBy=
2.y = g 80 y=
By = e 2= ey

Y =e—a @—b"

§ 39. Eingekleidete Gleichungen zweiten Grades
mit einer Unbekannten

Yoriibungen

1. Das Produkt aus dem vierten und dem fiinften Teil einer Zahl gibt 500.
Wie heilit die Zahl?

Das Produkt aus dem dritten Teil einer Zahl und aus ihrem Fiinffachen
liefert 540. Wie heiBt die Zahl?

3. Wenn man die Summe und die Differenz einer gewissca Zahl und der
Zahl 1 bildet, so ist das Produkt aus der Summe und der Differenz gleich
360. Wie heit die Zahl?

4, Wenn man die Summe und die Differenz einer gewissen Zahl und der
Zahl 7 bildet, so ist die Summe der Quadrate der so erhaltenen Zahlen
gleich 1066. Wie heiBt die Zahl? .

5. Es gibt zwei Zahlen, von denen die eine ebensoviel iiber 100 be-
triigt, als die andere darunter, ihr Produkt ist 9831. Wie heiBen die
Zahlen ? y



6.

7.

8

10.

11.
12.

13.
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Es gibt zwei Zahlen, von denen die eine ebensoviel iiber 58 betriigt, als
die andere darunter, withrend die Summe ihrer Quadrate 6970 ist. Wie
heiBen die- Zahlen? ;

Die Summe der Quadratwurzeln aus zwei Zahlen, von denen die eine
um ebensoviel iiber 37 iiberschieBt, als der anderen an 37 fehlt, ist gleich
der Quadratwurzel aus 74. Wie heiBen die Zahlen?

Wie wird das Ergebnis der vorigen Aufgabe sein, wenn statt 37 die Zahl
58 gegeben und die Summe der Wurzeln gleich 14 ist?

). Es soll eine Zahl gesucht werden, deren 29faches das Quadrat derselben

um 190 iibertrifft.

Es gibt eine Zahl, deren 10faches um 999 kleiner ist als ihr Quadrat.
Wie heilit sie?

Zerlege 53 in zwei Summanden, deren Produkt 612 ist.

Zerlege die GroBe a®+ 0% in zwei Summanden, deren Produkt
1(a% 4 a%0% + bY) ist.
Zerlege 384 in zwei Faktoren, deren Differenz 8 ist.

14. Zerlege 2268 in zwei Faktoren, deren Summe 99 ist.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

23.

Die Summe der Quadrate zweier Zahlen, die sich um 12 unterscheiden
betrigt 1130. Wie heillen die Zahlen?

Um welche Zahl muB man jeden Faktor des Produkts 24 - 20 vergroBern,
damit das Produkt um 540 groBer wird?

Suche zwei Zahlen, deren Produkt 900 und deren Quotient 4 ist.

Zwei Zahlen verhalten sich wie 5:4. Vermehrt man jede um 15, so0' be-
trigt die Differenz der Quadrate der neuen Zahlen 999. Wie heiflen die
Zahlen? )

Dividiert man 4} durch eine Zahl, so erhilt man ebensoviel, als wenn
man diese Zahl von 4} subtrahiert. Wie heilit die Zahl?

Welche Zahl gibt durch 5 dividiert 1 mehr, als wenn man 360 durch
sie dividiert ?

Zerlege 900 so in zwei Summanden, daf die Summe ihrer Kehrwerte
gleich dem Kehrwerte von 221 ist.

. Das Produkt zweier Zahlen, vermehrt um ihre Summe, gibt 999. Wie

groB ist jede der beiden Zahlen, wenn die erste die zweite um 15 iibertrifft?

Der Nenner eines Bruches ist um 4 groBer als der Zihler. Vermindert
man den Zihler um 3 und vermehrt den Nenner um die gleiche Zahl, so
ist der entstehende Bruch nur halb so groB als der urspriingliche. Wie
heiBt der Bruch?

24. Zihler und Nenner eines Bruches betragen zusammen 100. Wire der

Zihler um 18 grofer und der Nenner um 16 kleiner, so wiirde der Wert
Arithmetik, 8.—5. 13
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28.
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36.
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des Bruches doppelt so groB sein wie der des urspriinglichen. Wie heifi
der urspriingliche Bruch?

. Es gibt eine Zahl zwischen 50 und 10 mit der folgenden Eigenschaft:

Die Unterschiede der Zahl mit den genannten verhalten sich wie die
Summen der Zahl mit den Zahlen 94 und 10. Wie heiBt die Zahl?

Eine Zahl besteht aus zwei Ziffern, von denen die erste um 3 gréBer ist
als die zweite. Multipliziert man die Zahl mit ihrer Quersumme, so erhilt
man 814. Wie heilt die Zahl?

. Eine Zahl besteht aus zwei Ziffern, deren Summe 10 ist. Stellt man die

Ziffern um und multipliziert die so erhaltene Zahl mit der urspriinglichen,
so erhiilt man 2944, Wie heilt die Zahl?

Die Summe zweier Zahlen betriigt 200. Die Quadratwurzel aus der
ersten, vermehrt um die zweite Zahl, glbt 44. Wie heiBlen die Zahlen?

Die Summe zweier Zahlen ist 290, die Summe ihrer Quadratwurzeln 24.
Wie heiBlen die Zahlen?

Die Summe zweier Zahlen ist 40, die Summe ihrer Kuben 17080. Wie
heiflen die Zahlen?

Die Differenz zweier Zahlen ist 10, die Differenz ihrer Kuben 20530.
Wie heilen die Zahlen?

Die Summe zweier Zahlen ist 7110, die Summe ihrer Kubikwurzeln
betriigt 30. Wie heilen die Zahlen?

Welche drei aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen haben die Eigenschaft,
dafB ihr Produkt gleich ihrer Summe ist!)?

a) Berechne den Ausdruck ‘/a + |/a + Va; +++. Setze insbesondere

b) a=2, ¢) a=3, d) a=5.

Aufgaben aus der Planimetrie

Quadrat und Rechteck
Wie groB ist die Diagonale eines Quadrates, dessen Umfang a) 100 cm,
b) a ist? Die Diagonale eines Quadrates ist ¢) 100 cm, d) a; wie groB
ist die Seite des Quadrates?

a) Der Radius eines Kreises ist 3 cm. Wie groB ist die Seite des ein-
beschriebenen Quadrates? b) Der Umfang des einem Kreise einbeschrie-
benen Quadrates ist 20 cm. Wie grofB ist der Durchmesser des Kreises?

Die Seite des einem Kreise einbeschriebenen Quadrates ist 20 cm. Wie
groB ist die Seite des um den Kreis beschriebenen Quadrates?

1) Am bequemsten ist es, die mittlere der drei Zahlen mit 2 zu bezeichnen.
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In einem Quadrat ist die Diagonale 5 cm linger als die Seite. Wie gro3
ist die Seite?

In einem Quadrat sind eine Seite und eine Diagonale zusammen 10 cm
lang. Wie groB ist der Inhalt des Quadrates?

Wie grofB8 ist der Durchmesser eines Kreises, wenn die Seite des ein-
geschriebenen Quadrates um 1 m linger ist als der Radius?

Ein Quadrat wird auf das 4fache seines Inhalts vergroBert dadurch, dafl
die Seite um a) 3cem, b) a verlingert wird. Wie grol war die Seite
des Quadrates urspriinglich?

Die Umfiinge zweier Quadrate sind zusammen a) 40 cm, b) a, die Inhalte
a) 59 cm?, b) b. Wie groB sind die Seiten der beiden Quadrate?

Einem Quadrat ist ein gleichseitiges Dreieck in der Weise einbeschrieben,
daB beide eine Ecke gemeinsam haben und daB die zwei anderen Ecken
des Dreiecks auf den Seiten des Quadrates liegen. a) Wie grof ist die
Seite des gleichseitigen Dreiecks, wenn die Seite-des Quadrates a ist?
b) Wie groB ist die Quadratseite, wenn die Seite des gleichseitigen Dreiecks
b ist?

Die Seiten eines Rechtecks verhalten sich wie 12 :5. Wie lang sind sie,
wenn die Diagonale, 29,9 cm mil3t?

. Der Inhalt eines Rechtecks ist 1440 m2. Wie groB sind seine Seiten,

wenn die eine 18 m liinger ist als die andere?

Von den Seiten eines Rechtecks ist die eine um 19 m linger als die andere.
Wiire die kleinere um den vierten “Teil grofer und die groBere um den
dritten Teil kleiner, so wiirde der Inhalt des ganzen Rechtecks um 1320 qm

" kleiner sein. Wie groB sind die Seiten?

47.

48.

49.

50.

Der Umfang eines Rechtecks betrigt 252 m, sein Inhalt 3888 m2. Wie
grol sind die Seiten?

Der Inhalt eines Rechtecks, dessen lange: Seite 99 m groBer ist als die
kurze, éndert sich nicht, wenn man die lange Seite auf die Linge von
972 m bringt und die kurze Seite um 133 m verkleinert. Wie groB ist
der Inhalt, und wie lang sind seine Seiten?

Aus einem Rechteck, dessen Seiten 50 em und 48 em lang sind, ist gleich-
miBig um den Mittelpunkt ein so groBes Rechteck ausgeschnitten, daf
ein iiberall gleich breiter Rahmen iibrigbleibt, dessen Fliche 19mal so
groB ist wie das ausgeschnittene Stiick. Wie breit ist der Rahmen, und
wie groB ist sein Inhalt?

Um ein Blumenbeet, das die Form eines Rechtecks mit den Seiten 3 m
und 4 m hat, soll ein iiberall gleich breiter Rasenstreifen angelegt werden,
dessen Fliche 10mal so groB wie die des Blumenbeetes sein soll. Wie
breit mull er sein?

13*
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Dreieck

51. Die Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks verhalten sich wie 3 : 4.
Wie lang sind sie, wenn die Hypotenuse 555 m mif3t ?

52, Der Inhalt eines rechtwinkligen Dreiecks betrigt 216 m2, die beiden
Katheten sind zusammen 42 m lang. Wie groB sind die Katheten?

53. Die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks ist a, die zugehdorige
Hohe %. Wie groB sind die Hypotenusenabschnitte? Beispiel : @ = 34 cm,
h =15 cm.

54. Die beiden Diagonalen eines Rhombus, dessen Seiten 61 cm lang sind,
haben zusammen die Liinge 17 cm. Wie lang sind sie?

55. In einem gleichschenkligen Dreieck ist die Grundlinie 2 cm linger als
-die zugehorige Hohe. Der Umfang betrigt 16 em. Wie groB sind die
Seiten des gleichschenkligen Dreiecks?

56. Die Seiten eines Dreiecks haben die Lingen 49m, 36 m, 51 m. Wie
lang ist die Halbierungslinie des Gegenwinkels der dritten Seite?

57. Wie lang ist die Halbierungslinie eines Dreieckswinkels, dessen Gegen-
seite 78 m betrigt, withrend die ihn einschlieBenden Seiten Léingen von
81 m und 49 m haben?

58. Wie lang ist im Dreieck mit den Seiten a) ¢ = 15m,b = 13 m, ¢ = 14 m;
b) a= 39 m, b =41 m, ¢ = 50 m die zur Seite ¢ gehorige Seitenhal-
bierende ?

Vielecke

59. Wieviel Ecken hat ein Vieleck, das a) 54, b) 20, ¢) » Diagonalen besitzt ¢
60. Welches Vieleck hat 12 Diagonalen mehr als Seiten?

Kreis

61. Wenn man den Durchmesser eines Kreises um 3 em vergroflert, so wird
der Inhalt des Kreises verdoppelt. Wie groB war der Durchmesser des
Kreises ?

62. Der Inhalt eines Kreisringes, bei dem der Radius des duBeren Kreises
doppelt so grol wie der Radius des inneren ist, soll 100 em? werden. Wie
grol hat man den Radius des duBeren Kreises zu wiihlen?

63. Eine Sehne ist a) 10 cm, b) o vom Mittelpunkt des Kreises entfernt
und a) 4cm, b) um b groBer als der Radius. Wie groB ist die Sehne?

64. Von einem Punkte, der 8 cm vom Mittelpunkte eines Kreises entfernt
ist, ist eine Tangente an den Kreis gelegt. a) Wie groB ist die Tangente,
wenn der Radius des Kreises 1 cm, b) a ist? ¢) Wie groB ist der Radius
des Kreises, wenn die Tangente a) 6 cm, b) b ist?

65. Eine Tangente und eine Sekante eines Kreises schneiden sich. Die Tan-
gente ist vom Berithrungspunkt bis zum Schnittpunkt 32 cm lang, das
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Stiick der Sekante zwischen den zwei Schnittpunkten mit dem Kreise
(die Sehne) ist 4,8 cm. Wie lang ist die Sekante?

Es ist eine Strecke a) von 1 m, b) von 17cm, ¢) a nach dem Goldenen
Schnitt zu teilen. Wie groB ist der groBere, wie groB der kleinere Ab-
schnitt ?

In einem regelmiiBigen Zehneck ist die Seite gleich dem groBeren Ab-
schnitt des nach dem Goldenen Schnitt geteilten Radius des umbeschrie-
benen Kreises. Wie groB3 ist der Radius, wenn die Zehneckseite 5 cm
betriigt ?

Aufgaben aus der Stereometrie
Wiirfel und Quader

Die Kanten eines Quaders verhalten sich wie 3:4:5. Die Oberfliche
betriigt 282 qem. Wie groB sind die Kanten?

a) Ein Quader hat Kanten von 3m, 4 m und 12m Linge. Wie lang
ist seine Raumdiagonale? b) Wie lang ist die Raumdiagonale eines
Quaders, wenn die Kanten 21 ¢cm, 16 cm und 12 cm lang sind ?

. Die Grundfliche eines Quaders ist 12m lang, 9 m breit, die Raumdia-

gonale ist 17 m lang. Wie grof3 ist die Hohe des Quaders?

Die Grundfliche eines Quaders ist 12 cm lang, 16 cm breit, die Raum-
diagonale mift 29 cm. Wie grof ist die Hohe des Quaders?

. Zwei Wiirfel haberl zusammen einen Kubikinhalt von 9990 em3. Wie

lang sind die beiden Kanten, wenn ihre Summe 30 cm betrigt ?

. Die Differenz der Rauminhalte zweier Wiirfel betrigt 9970 mm?. Wie

groB sind die Inhalte, wenn die Differenz der beiden Wiirfelkanten 10 mm
betrigt ?

Zylinder und Kegel
Welche Dicke muB ein Kupferdraht haben, wenn 5 m dieses Drahtes 26 g
wiegen diirfen? (Spezifisches Gewicht des Kupfers 8,8.)

Berechne den Halbmesser und die Hohe eines senkrechten Zylinders von
1,412 1 Inhalt, a) wenn der Achsenschnitt ein Quadrat ist, b) wenn
die Seiten des Achsenschnittes sich wie 4 :1 verhalten.

Die Hohe eines geraden Zylinders ist um 3 cm groBer als der Durch-
messer der Grundfliche. Wie groB ist sein Inhalt, wenn der Mantel
28 7 cm? betriigt ?

\
Der Durchmesser eines geraden Zylinders ist um 5 cm kleiner als die
Hohe. Wie groB ist sein Inhalt, wenn die Oberfliche 84 7 cm? be-
trigt?

. Die Seitenlinie eines Kegels mift 5cm, die Oberfliche 36 z cm®. Wie

groB ist der Inhalt?
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In einem geraden Kegel verhiilt sich die Héhe zum Durchmesser des
Grundkreises wie 2:3. Wie groB sind die Hohe und der Durchmesser,
wenn die Gesamtoberfliche des Kegels 24 7 cm? ist ?

Die Gesamtoberfliche eines geraden Kegels von 8 em Hohe betrigt
96 w cm?. Wie groB3 ist der Grundkreisradius?

Tetraeder und Oktaeder
Die Kante eines Tetraeders ist a) 5 cm, b) a. Wie groB ist die Ober-

" fliche ? -

82

83.

85.

86.

87.

88.

89.

90.

91.

Die Oberfliche eines Tetraeders ist a) 100 cm2, b) a. Wie groB ist die
Kante?

Die Kante eines Oktaeders ist a) 5cm, b) a. Wie groB ist die Ober-
fliche ?

Die Oberfliche eines Oktaeders ist a) 100 cm?, b) a. Wie groB ist die
Kante ?

Ein Tetraeder und ein Oktaeder haben gleiche Oberfliche. Wie ver-
halten sich die Kanten?

Ein Oktaeder und ein Wiirfel haben gleiche Oberflichen. Wie verhalten
sich die Kanten?

Aufgaben aus der Physik?)
Mechanik?)
Ein Stein fillt (mit der Anfangsgeschwindigkeit Null) in einen 87 m

tiefen Brunnen.. a) Nach welcher Zeit sieht man, b) nach welcher Zeit
hért man am Brunnenrande das Auftreffen des Steines?

Ein Stein fillt in einen Brunnen. Das Aufschlagen auf den Boden wird
am oberen Rande des Brunnes 4 Sekunden nach Beginn des Falles gehort.
Wie tief ist der Brunnen (in Metern)? Man nimmt die Schallgeschwindig-
keit zu 333 m in der Sekunde an und setzt die Giiltigkeit des Fallgesetzes
voraus (g = 9,8).

Ein Stein wird in einen 113 m tiefen Brunnen geworfen und schligt nach
3 Sekunden auf. Wie groB war seine Anfangsgeschwindigkeit ?

Ein Pfeil wird vertikal nach oben geschleudert und erreicht eine Hohe
von 35 m. a) Nach welcher Zeit erreicht er den héchsten Punkt? h) Wann
fillt er wieder auf die Erde? ¢) Wie groB muBte die Anfangsgeschwindig-
keit sein? .

Eine Kugelschale von 1 cm Dicke tauchtiim Wasser 13 cm tief ein; der
Stoff, aus dem. sie besteht, hat das spezifische Gewicht 2,75. Welche
Liinge haben ihre Radien?

1) Die zur Losung notigen Forndeln aus der Physik werden in diesem Abschnitt als

bekannt vorausgesetzt.

2) In Aufgabe 87—90 ist der Luftwiderstand zu vernachlissigen.
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92. Die Resultierende -zweier senkrecht aufeinanderstehender Krifte ist
13 kg. Wird die eine Kraft verdreifacht, die andere um ihren dritten
Teil verringert, so ist die Resultierende 17 kg. Wie groB sind die Kriifte ?

93. Von zwei Pendeln macht das kiirzere a) 5, b) a Schwingungen, withrend
das lingere a) 4. b) b Schwingungen macht. Das eine Pendel ist 45 cm
linger als das andere. Wie lang sind die Pendel ?

Optik
94. Bei einem Hohlspiegel mit der Brennweite 40 cm sind Gegenstand und
Bild 65 cm voneinander entfernt. Welchen Abstand haben sie vom
Spiegel ? )
95. Bei einer Sammellinse mit der Brennweite 30 cm sollen Gegenstand und
Bild 5 m voneinander entfernt sein. Welche Abstinde muf8 der Gegen-
stand von der Linse haben?

Elektrizititslehre
96. Ein elektrischer Strom von 7 Volt Spannung verliert durch Einschaltung
eines Drahtes von 3 Ohm Widerstand 2,1 4 an Stirke. Wie gro war
der urspriingliche Gesamtwiderstand ?

97. Zwei Driihte geben bei Hintereinanderschaltung einen Widerstand von
9 Ohm, bei Nebeneinanderschaltung einen Widerstand von 2 Ohm. Wie
groB ist der Widerstand des einzelnen Drahtes?

98. Von zwei Driihten hat der eine einen um 1,5 Ohm groBeren Widerstand
als der andere. Nebeneinandergeschaltet bilden sie einen verzweigten
Stromweg von 1,8 Ohm Gesamtwiderstand. Wie groB sind die Einzel-
widerstiinde ?

Aufgaben aus alter Zeit

Aus der Arithmetica des Diophant von Alexandrien (zweite Hiilfte
des 3. Jahrh. n. Chr.)}

99. Zu zwei gegebenen Zahlen, 200 und 5, ist eine dritte zu bestimmen, die
mit der einen multipliziert ein Quadrat, mit der anderen multipliziert
die Wurzel dieses Quadrates gibt. (Wenn a? ein Quadrat ist, so ist @
die Wurzel.)

Aus der Algebra des Muhammed ibn Musa Alchwarizmi (erstes
Viertel des 9. Jahrhunderts):

"100. 1 Quadrat und 21 an Zahlen sind gleich 10 Wurzeln desselben Quadrates,
d. h. was muB der Betrag eines Quadrates sein, welches nach Addition
von 21 gleichwertlg wird mit 10 Wurzeln jenes Quadrates? (Wenn 2*
ein Quadrat ist, so ist = hier die Wurzel genannt!)

101. Ein Quadrat und 10 seiner Wurzeln sind gleich 39; d. h. wenn du zu
einem Quadrate 10 Wurzeln addierst, so wird dieses zusammengenommen
gleich 39.
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Aus dem Indischen des Bhaskara (geb. 1114 n. Chr.):

102. Der achte Teil einer Herde Affen ins Quadrat erhoben hiipfte in einem

103.

Haine herum und erfreute sich an dem Spiele, die iibrigen 12 sah man
auf einem Hiigel miteinander schwatzen. Wie stark war die Herde?

Das Quadrat des um 3 verminderten 5. Teiles einer Herde Affen war in
einer Grotte verborgen, 1 Affe war sichtbar, der auf einen Baum geklettert
war. Wie viele waren es im ganzen?

104. Eine Lotosblume ragt mit ihrer Spitze 4 FuBl aus einem Teiche hervor;

105.

vom Winde gepeitscht verschwindet sie 16 FuB3 von ihrem friiheren Stand-
punkte unter dem Wasser; wie tief war der Teich!)?

Dicht am Ufer eines Baches steht eine Pappel. Ein Sturmwind knickt
sie 3 m iiber dem Boden, und sie fillt senkrecht zur Richtung des 4 m
breiten Baches mit der Spitze an den Rand des jenseitigen Ufers. Wie hoch
war die Pappel?)?

Aus Leonardo Pisanos Liber Abaci (um 1200):

106. 1 einer Zahl erweisen sich als die Quadratwurzel eben dieser Zahl. Wie

107.

heift die Zahl? A

Zwen Thurn stehn uff einer ebene 60 eln von einander. Der ein ist 50 eln
hoch. Der andern 40. Zwischen den zweyen Thurnen steht ein brunne,
gleych veyt von den Spitzen der Thurnen. Ist die frag, wie fern steht
der brunne unden von yedem Thurn3)?

Aus einer Miinchener Handschrift des 15. Jahrhunderts:

1¢8. Vind 1 zal, das ich § vnd [= plus] } von der selben zal genemen [= weg-

nehmen] mug, vnd was iiber pleibt, wil ich furpas in sich selb multipli-
ciren, vnd schol 16 tragen?

109. Arbor 20 pedum iuxta aquam 6 pedum, queritur, in qua parte frangatur,

ut summitas eius extremitati aquae iungatur. (Ein Baum von 20 Fuf
an einem 6 Full breiten Bach. Gefragt wird, wo er umbrechen muB,
wenn seine Spitze gerade bis zur anderen Seite des Baches reichen soll.)

110. Ttem arbor 20 pedum frangitur in 8 pedibus a radice; queritur, ad quod

se extendit a basi. (Ein Baum von 20 Fuf} bricht 8 FuB iiber der Wurzel
um. Gefragt wird, wie weit die Spitze vom Stamme entfernt ist.)

111. Nota scala 13 pedum distans a muro per 5 adhuc retrahitur per 7 pedes,

in 2

ut sit elongata a basi per 12: queritur, quot descendit in muro. (Eine
Leiter von 13 FuB steht unten von der Mauer 5 FuBl ab und wird unten
um 7 FuB zuriickgezogen, so daB sie 12 Ful} absteht. Gefragt wird, wie-
viel die Leiter an der Mauer herabgleitet.)

1) Vgl. die Aufgabe 183, § 17 aus der chinesischen Arithmetik.
2) Vgl. Aufg: e109 und 110 dieses Paragraphen.
3) Diese Fassung der Aufgabe ist von Christian Rudolff (dessen CoB von 1525,

. von Michael Stifel besorgter Auflage 1553).
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§ 40. Einfache algebraische Funktionen zweiten Grades

x% 4y =12

. a) Lose #* 4+ y? = 7% nach y auf und gib eine graphische Darstellung der

Funktion fir r = 5. b) Fiir welche Werte von z wird y imaginir? e) Be-
weise, daB die Kurve ein Kreis ist. '

Stelle graphisch dar die Funktionen:

a) 222+ 2y =50, b) 522 4 5y* = 60,
2 2 Ii 2
0 F+5=58 ) +5=¢
. Verschiebe den Mittelpunkt des Kreises 2% 4+ y*> =9 um
a) 3 nach rechts, b) 2 nach links,
¢) 10 nach oben, d) 2 nach unten,

¢) 2 nach rechts und 5 nach oben, i) 3 nach unten und 4 nach links,
g) a nach rechts und b nach oben.

Gib in jedem Falle die Gleichung des Kreises an und die etwa vorhandenen
Nullstellen der Funktion.

Welches ist die Lage des Kreismittelpunktes und welches die GroBle des
Kreisradius bei den folgenden Gleichungen:

a) (z+ 3%+ (y—25?2=9, b) %+ 42+ y*: =12,

) o+ y2 4y =3}, d) 22 —2¢ + y2—4y =20,
e) ot + y> —az—y = 8§, ’ f) 224 y2—62+ 10y =2,
g) 22+ y*+az +by=c.

Gib von den folgenden Funktionen an, ob die darstellenden Kurven axial-
symmetrisch zur a-Achse oder y-Achse oder zu beiden sind:

a) % + y? = a?, b) 2>+ yt+a=aq,

e) a®+ y>+ay=2>, d) 224 az 4 y> 4+ by =c.

a) Wie lautet die Gleichung eines Kreises, dessen Mittelpunkt um
seinen Radius 7 = b nach rechts und um die Gréfe a nach oben ver-
schoben ist? b) Welche Gleichung zweiten Grades befriedigen die Werte
von z, die den Schnittpunkten des Kreises mit der z-Achse ent-
sprechen ?

. Gib nach der vorangehenden Aufgabe eine Konstruktion fiir die Wurzeln

der Gleichung 22— 2%z + b2 =0

an, wobei nur ein beweglicher Kreis und sein Schnitt mit der z-Achse
benutzt wird.
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Konstruiere in gleicher Weise die Wurzeln folgender Gleichungen:
a) 22 —6zx+4=0, b) 22 —42+1=0,

e) 22—2z+1=0, d) 22—724+6=0.

In jedem Falle sind die Gleichungen auch arithmetisch zu l6sen.
Stelle die eine Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks mit der Hypotenuse
a =10 cm als Funktion der anderen Kathete dar.

Stelle den Abstand einer Sehne in einem Kreise mit dem Radius » = 8 cm
als Funktion der halben Sehne dar.

Stelle a) den Kosinus eines Winkels dar als Funktion des’Sinus desselben
Winkels, b) den Sinus als Funktion des Kosinus.

Ein Rechteck mit den Seiten a und b soll so verindert werden, daB die
Diagonale einen konstanten Wert behilt. In welcher Beziehung miissen
die Seiten z und y der neuen Rechtecke zueinander stehen? Stelle die
Beziehung graphisch dar (¢ =1, b = 3).

X — =12
a) Lose 2% — y* = 7% nach y auf und gib eine graphische Darstellung der
Funktion fiir » = 5. b) Fiir welche Werte von z wird y imaginiir?
Stelle graphisch dar die Funktionen

a) 222 — 2y = 32, b) _x._z_f=5’
c) 322 =27 + 3y% 5 5

Verschiebe den Mittelpunkt der gleichseitigen Hyperbel 2% — y2 = 72
um

a) 3 nach rechts, b) 2 nach links,

¢) 10 nach oben, d) 2 nach unten,

e) 2 nach rechts und 5 nach oben,  f) 3 nach unten und 4 nach iinks,

g) a nach rechts und b nach oben.

Gib in jedem Falle die Gleichung der Hyperbel an und die Nullstellen der
Funktion.

Welches ist die Lage des Hyperbelmittelpunktes und welches die GroBe
der Hyperbelachse (der Wert 7) bei den folgenden Gleichungen:

a) (z+ 32— (y—3)?%=9, b) 22+ 4z —y? =12,

e) 22— y®+ y =425, d) 2> — > —y =425,

e) 22 —2x—y>+ 4y =28, f) *— >+ a—y=5,
g) 2 —y* 4 ax+ by =c?

Lose y*> — 2 = 72 nach y auf und gib eine graphische Darstellung der
Funktion fir r =5.
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18. In welcher Beziehung steht die Kurve 2 — 2% = 72 zu der Kurve «? — y*

19.

20.

21.

22,
23.

24,

25.

26.

27.

=2 a) arithmetisch, b) geometrisch?

a)—g) Verschiebe den Mittelpunkt der gleichseitigen Hy perbe] yr—ai=r?
um die in Aufgabe 15a—g angegebenen Werte. Gib in jedem Falle die
Gleichung der Hyperbel an und die etwa vorhandenen ‘Nullstellen der
Funktion.

Welches ist die Lage des Hyperbelmittelpunktes und welches die GroBe
der Hyperbelachse (der Wert 7) bei den folgenden Gleichungen:

a) (y+3)—(@—39?>= b) y¥2+6y—2a>=7,
c) a2+ 4z — y? —|—l2:0, d) 22—y *+o—y=—5,
e) 22— y*+az+ by -+ c=0?

Gib von den folgenden Funktionen an, ob die ihnen entsprechenden Kurven
axial- symmetnsch zur z-Achse oder y-Achse oder zu beiden sind:

a) 22—yt =1 ) b) y2— 22 =12,

c) 22+ z—y*=a, d) 2+ y—a*>=

e) 22— y*—az—y=nc.

Stelle die eine Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks, dessen andere
Kathete b = 8 cm ist, als Funktion der Hypotenuse dar.

Stelle die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks mit der Kathete
b = 6 cm als Funktion der anderen Kathete dar.

Zwei Zahlen sind in der Weise voneinander abhiingig, daB das Produkt
aus ihrer Summe und ihrer Differenz 360 wird. Stelle die eine Zahl als
Funktion der anderen dar.

Vermischte Aufgaben und Wiederholungen

Gib eine graphische Darstellung der Funktionen a) y* = az, b) «* = ay,
¢) yo = a fiir den Wert @ = 2. d) Welche Koordinatenachsen sind Sym-
metrieachsen in bezug auf die einzelnen Kurven? e) Welche geometrische
Beziehung besteht zwischen den Kurven y? = ax und 2% = ay?

Stelle. die folgenden Funktionen graphisch dar und gib jedesmal die Ko-
ordinaten der Scheitelpunkte der Parabeln an:

@) yP—r=0, b o+ y=0,

e) x4 5y =0, d) 22—5y =0,

e) >+ 52=0, E f). y*—52=0,

g) 25— 2 =0, h) 34— 22 =0.

Verschiebe a) die Parabel y® = az, b) die Parabel 2> =by um m

nach rechts und » nach oben; wie lauten die Gleichungen der neuen
Kurven?
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28. Stelle die folgenden Funktionen graphisch dar:

a) y? —z=3,

e) 22 —y=2,

) (1—2?2+y=0,

g (z—3)P—y+2=0,

b) y®+ 3 =ua,

d) 22 +2=y,

) (y—12—z=0,
h) (y—3)*=—32+46

und gib jeweilig die Koordinaten der Scheitelpunkte der Parabeln an.

Untersuche, welche geometrische Bedeutung die folgenden Funltionen

29.
haben:
a) a? + y* =0,
¢) zy=0,
e) y* =0,

1.

9.

11.

13.

g) (2 +3)(y—2)=0

b) 2?4 22 =0,

) z4+y=0,

f) 22=0,

h).(z—2) (y —4) = 0.

§ 41. Einfache Gleichungen zweiten Grades
mit zwei Unbekannten

Summe oder Differenz und Produktvder Unbekannten sind gegeben

Die folgenden Gleichungen sind graphisch und arithmetisch zu losen:

z+y=>5
zy =6.
z—y=
zy = 30
T—y=>5
zy = 36
z—y=3
zy = 1.

2. z—y=2
ry = 48.

4. y—z=—3
zy=4.

6.rt+y=2

ey =—15.

&m@+%%=m
zy = 90.

Die folgenden Gleichungen sind arithmetisch 21 losen:

z+y=a
z-y="».
2+ y=2a
z-y=al.
s4ay+y="1

z—aoy+y=1.

10. z—y=a
zy=2b.
12. 2—y=a—0
zy = ab.
14. 22—y + 2y =4
224+ 2y 42y =6.
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Benutze den Vietaschen Wurzelsatz (§ 37, Aufgabe 170) zur Losung fol-

gender Gleichungen:

15. 22 —8z 4 15 =0.

17. 22 —22—63 =0.

19. 22 — 200z + 9996 = 0.
21. 22+ (a—Db)z—ab=0.

16, 22 —13z 4+ 42 =0.

18. 22— 3z —§=0.

20. 22— (a + b)z + ab=0.
22, 2+ px+q=0.

- Die folgenden Gleichungen sind arithmetisch durch Einfiihrung von Hilfs-

grofen zu losen:

23. z+y=12
(z—1): (y—1) = 24.

25. (z—8)-(y—6)=0

z 4+ y=13.
27. Vo + 1y =14
zy=19.
29, 2%+ y* =28
zy=3.

24, z+y=18
(z—T)- (y+3)=48.
2. (c—3)- (y—4)=0

4z 4 3y = 36.
28. Yz —Vy =1
: ay = 36.
3). 2 —y*=19
zy=8.

Summe der Quadrate und Produkt der Unbekannten sind gegeben

Liose arithmetisch und geometrisch folgende Gleichungen:

3, a2+ y2=5

32, 22 4 y2 =40

zy =12.
34, 2% + y? =4}
3zy =4.

36. 22 4+ y> =116
bxy=72.

38. 22 + y2 = 2a®
zy = a’.

2y =2.
33. 22 + y* =130
zy = 63.
35. z* 4 y> =52
zy =24.
Lése arithmetisch folgende Gleichungen:
37. 22+ y2=a
zy =b.
39. zy =14

(@+9)?* + (z—y)* = 16.
4. 22+ 2y + y* =51
22—y + y? =43.
43. 2> — oy + y2 =39
222 —3ury 4 2y% =43.

40, 22 4 zy + y> = 549
(z + y)* + (2 — y)* = 738.
42, 22 4+ zy + y> = 2a
22—y + y* = 2b.
44, 22 + 52y + y: =19
22 4+ 3zy + y* = 59.
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Differenz der Quadrate und Summe oder Differenz der Unbekannten
sind gegeben

Graphisch und arithmetisch bestimme die Wurzeln der Gleichungen:

45, 22— 2 =1 46, 2> — y> =24
z—y =1. z+y =86.
47, 22— 2 =5 48. 22— y2 =20
z—y=4. y—az=1"1.

Arithmetisch — gegebenenfalls durch Einfithrung von HilfsgroBen — sind
zu losen: .

9.2 — = 50. 22—yt — g
z—y=b. z+y=>0.

51, 2 — y% = a? 52. 2% — y? = a2 — b2
T=—fi= G z4+y=a—Dh.

53. (2 + 2)> —y* =56 54. (v —1)2— (y + 3)2 =3

z4+y=2. z—y=1

55. Vo + 1y =12 56. Yz —7y =

i i z—y=25.

Summe der Quadrate und Svmme oder Differenz der Unbekannten
sind gegehen
Lése arithmetisch und graphisch folgende Gleichungen:

57, z® + y2= 250 58. 2% + »2 =90
z—y=4. z 4 y=12.
59, 2%+ y* =136 60. 22 + y2 =100
z+ y =16. r—y=2.

Lése arithmetisch — gegebenenfalls durch Einfithrung von HilfsgroBen —
die Gleichungen:

61, 22+ y> =a 62, 22+ 22=a
z+4+y=">0. ¢—y=>b.
63. 2%+ ¥ = a? 64 2>+ y>=a
z+ y=2a. . z—y=0.
65. z(x+2)+ y(y +2) =183 66. z(z+4)+y(y—4)=9
z 4y =117. z—y=1.
67. z+4+ y=>58 68. z -+ y =100

Ve + 1y =10. Vo + 1y = 14.
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6. Vo r2+1y+1=4 0. Vo +2—)Jy—1=1
z+y=>5. z 4+ y=12.

M (e+22+ (y—22=13 2. (z—a)® + (y—Db)® = a + b2
z—y=—3. z+y=0.

Vermischte Beispiele

Liose arithmetisch und graphisch folgende Gleichungen:

3. a2+ yt=25 . 2%+ y2 =50
22— y?=5. 22— y? = —48.
75. 22— y* =40 76, 22 —y*> =28
zy = 21. Loy =48.
7. 22—y’ =5 8 22—y =19
zy =6. zy=—90.
7. 2+ y: =40 80. z-y=12
z=3y. 2¢ 4+ 3y =18. .
81. zy =54 82, 22+ y2 =150
30 =2y. 9¢ + Ty = "70.
83. 4z —3y =24 84. 3z—2y =1
zy = 96. x4+ y2="T4.
85. o+ y2 =100 86. 2% — y? = 640
z:y=23:4. z:y="1:3.
87. z:y=9:4 88. z:y=3:5
z:12=12:y. z2:8=12:y.
Lose arithmetisch die folgenden Gleichungen:
89, 242 —322 =24 90. z(z + y) =25
22=3y. 2z + 3y = 10.
91. 322 —Ty: =84 92. 5z2+y=3xy
3z + Ty =42. 2z—y=0.
93. 2%+ zy + y*> =343 04, 22 —ay+y ="
2z —y =21 2z—3y=0.
95, 22+ 2zy—y*="T(z—y)
2z —y=>5.

96. 222 — 52y + y2 + 102 + 12y = 100
20 —3y=1.
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97. T(z + 5)* —9(y + 4)* =118 98. 22+ y=y*4+2—18
z—y=1. 2iy=21%8.
99. z-y=a’ 100. 22+ %= a®
W z_m
y =" y  n’

§ 42. Eingekleidete Gleichungen zweiten Grades
mit zwei Unbekannten?)

Yoriibungen

1. Zwei Zahlen verhalten sich wie 7:9. Die Summe ihrer Quadrate betrigt
1170. Wie heiBlen die Zahlen?

2. Die Differenz der Quadrate zweier Zahlen ist 3240. Wie heiBen die
Zahlen, wenn sie sich wie 7:3 verhalten?

3. Die Summe zweier Zahlen ist 90, ihr Produkt 2016. Wie heiBlen sie?

4. Die Differenz zweier Zahlen bet‘réigt 8, die Summe ihrer Quadrate 2210.
‘Wie heiflen sie?

5. Die Zahl 864 ist in zwei Faktoren zu zerlegen, deren Summe gleich 60 ist.

6. Die Zahl 100 ist so in zwei Teile zu zerlegen, daBl das Quadrat des ersten

Teiles um 10 kleiner ist als das Siebenfache des zweiten Teiles.

7. Das arithmetische Mittel zweier Zahlen ist 25, das geometrische Mittel
ist 15. Wie heilen die Zahlen?

8. 14 ist die mittlere Proportionale zweier Zahlen, die sich um 21 unter-
scheiden. Wie heilen die beiden Zahlen?

Aufgaben aus der Planimetrie

9. In einem Kreis von 13 em Radius soll durch einen 5cm vom Mittel-
punkt abstehenden Punkt eine Sehne von 25 ecm Liinge gezogen werden.
Wie lang fallen ihre Abschnitte aus?

10. Durch zwei konzentrische Kreise von den Radien » = 25 em, ¢ = 17 cm
soll eine Sehne so gelegt werden, dal das in den inneren Kreis fallende
Stiick zwei Fiinftel der ganzen Sehnenlinge ausmacht. Wie lang ist
die Sehne, und wie groB ist ihr Abstand vom Mittelpunkt?

11. AuBerhalb eines Kreises von 21 em Radius liegt ein Punkt, der um 29cm
vom Mittelpunkt absteht. Von ihm soll nach dem Kreise eine Sekante
gezogen werden, deren innerer Abschnitt 9 cm betriigt. Wie lang ist die
Sekante ?

1) Hier sind nur einige wenige Beispiele gegeben. Aufgaben in groferer Zahl finden
sich im 6.-8. Schuljahr.
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12. Der Umfang eines Rechtecks betrigt 82 m, die Diagonale 29 m. Wie
lang sind die Seiten?
13. Die Diagonale eines Rechtecks, dessen Fliche 120 m? betragt, hat eine
Linge von 17 m. Wie lang sind die beiden Seiten?

14. Die Fliche eines rechtwinkligen Dreiecks, dessen Hypotenuse 41 m lamg
ist, betrigt 180 m2. Wie lang sind die Ka.t!.ueten2

15. Die Fliche eines Rechtecks betrigt 168 m2, der Umfang 62 m. Wie
lang sind die Seiten?

16. In einem rechtwinkligen Dreieck ist die Hypotenuse 30 cm, die Hohe
12 em. Wie groB sind die Hypotenusenabschnitte?

Aufgaben aus der Stereometrie “

17. Von den drei in einer Ecke zusammenstoBenden Kanten eines Quaders,
dessen Gesamtoberfliiche 568 cm? betrigt, ist die erste um 4 em linger
als -die ‘zweite und um 4 cm kiirzer als die dritte. Wie lang sind diese
Kanten ?

18. Der Achsenschnitt eines Zylinders ist ein Rechteck von 26 cm Umfang,
die Oberfliche betriigt 44 7 em2. Wie groB ist der Rauminhalt?

19. Die Seitenlinie eines geraden Kegels ist um 3 cm groBer als der Durch-
messer der Grundfliche; die Oberfliche betrigt 36 = em? Wie groll
sind Mantel und Rauminhalt?

20. Die Hohe eines geraden Kegels betriigt 12,cm, der Mantel 135 7 cm2
Wie groBl sind Oberﬂache und Rauminhalt?

Elftes Kapitel

Exponentialfunktion und logarithmische Funktion

§ 43. Die Exponentialfunktion; der Begriff des Logarithmus

Die Exponentialfunktion

1. Stelle die Funktion y = 2¢ graphisch dar, indem du zunichst den Wert
der Funktion fiir ganzmhhge positive und negatwe \Verte von z be-
stimmst, dann fir = + 1, + 3 usf,, fir ¢ = 4+, + 3 Xt i— usf. Be-

rechne auch noch die Werte der FllnLtlon fir o =421, -3, 4+ 2 usf,
Stelle in gleicher Weise wie bei Aufgabe 1 die folgenden Exponential-
funktionen graphisch dar:
2, a) y =37, b) y = 5% 3. y =107, 4, y=5-10=
5. y=0,6 4 0,4-27 (das Bodesche Gesetz fiir die Planetenbahndurch-
messer; vgl. § 24, Nr. 25).
Arithmetik, 3.—5. 7 14
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6. a) Beschreibe den Verlauf der Exponentialkurve y = a2, wo @ eine be-
liebige positive Zahl groBer als 1 ist. b) Welche Gestalt hat die Ex-
ponentialkurve, wenn a = 1 wird? ’

7. a) Welche Gestalt nimmt die Exponentialkurve an, wenn « ein positiver

Bruch <1 wird, etwa }, 1, 11)? b) Zeige, daB die Kurven ¥ = a* und

y = % “ axial-symmetrisch zueinander sind; welches ist die Symmetrie-
achse?
Der Begriff des Logarithmus
Die Gleichung ’
; y=as
wird auch geschrieben in der Form
z =sdlog y.
Potenzgleichung und Logarithmengleichung haben gleiche Bedeutung.
Driicke den Inhalt folgender Potenzgleichungen durch Logarithmen-
gleichungen aus:
8. a) 52 = 25, b) 25 = 32, €) 73=2343, 1) 37 — 2187.
9. a) 44 = 256, b) 33= 27, ¢) 53=125, ) 8% =512,
Gib zu folgenden Logarithmengleichungen die entsprechenden Potenz-
gleichungen an:
10. a) Plog10 =1, b) Tog7=1, ) 810g036 =2, d) 3log27=3.
11. a) ®log8l =4, D) ®log8l =2, e¢) Yogbt=3, d) 2log'64 = 6.
12. Welches sind fiir die Basis 2 die Logarithmen folgender Zahlen: a) 2,
b) 4, ¢) 64, d) 16, e) 128, f) 32, g) 1, h) &, i) &, k) 12
13. Welches sind fiir die Basis 3 die Logarithmen folgender Zahlen: a) 9,
b) 81, ¢) 3, d) 27, e) 1, 1) 243, g) £, h) }, i) &?
14. Welches sind die Briggsschen Logarithmen (Basis = 10) der folgenden
Zahlen: a) 10, b) 100, ) 1000, d) 1000000, e) 1, 1) 0,1, g) 0,001,
h) 0,000001? : 3
15. Welches sind fiir die Basis 2 die Logarithmen folgender Zahlen: a) 12,
= 3 8 — o= 3 Frl
n iz o 0z 0 2, 0 13 1y 2 o 17w js
16. Welches sind fiir die Basis 3 die Logarithmen folgender Zahlen: a) i/§ ,
» VB o 13 0 127, o Je, 1§57, o 8
17. Welches sind die Briggsschen Logarithmen der folgenden Zahlen: a) 710,
4 — 4 — 8 — — 8 —
b) Ji0, ¢ J10°, @) J10, ) Ji00, 1) J1000, g) J10000,
8
h) J/100000, i) J10000002

. 1) Von negativen Grundzahlen @ mufB hier abgesehen werden. Welche Schwierig-
keiten bier auffreten, zeigt schon eine Diskussion der Funktion y = (—1)=.
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18. Welches sind fiir die Basis ¢ (a soll eine positive Zahl sein) die Log-
o s

arithmen folgender GroBen: a) a2, b) %, e) 1, d)ar, e) Va, f) Va,

1 =
g) a_,,: h) Vam: l) n/—?

Yan

In den folgenden Gleichungen ist die Unbekannte z auf Grund der De-
finition des Logarithmus zu finden:

19. » =2log0,25. 20. z = %log 64. 21. z = %log 64.
22, z = Slog 0,04. 23. = = %log 0,125. 24, 2 = Slog 125.
25. 2log z = 3. 26. *logx = 5. 27. Ylogx = 5.
28, Slog x = 4. 29. 2log z = 8. 30. “logz = 2.
31. 8log z = 4. 32. ®log z = 3. 33. zlog 49 = 2.
34. #log 16 = 4. 35. zlog 81 = 4! 36. <log 2197 = 3.
37. “log 5329 = 2. 38. 2log 83521 = 4.

39. Nenne die Reihe der Zahlen, deren Logarithmen a) im System mit der
Basis 2, b) im System mit der Basis 3, ¢) im Briggsschen System ganz-
zahlig sind.

Die logarithmische Funktion ‘
40. Stelle y = 2log z a) durch Spiegelung der Kurve y = 22 an der Ge-

raden y = @, b) unmittelbar mit Hilfe einiger Werte =, fiir die y an-
gebbar ist, graphisch dar.

41, Zeichne in gleicher Weise wie eben die Kwve y = 3log =.

42. Von der Funktion y = 1%log z ist ein graphisches Bild herzustellen in
der Weise, daB die Kurve in Richtung der y-Achse zehnfach iiberhcht
ist bzw. daB die Einheit auf der y-Achse zehnmal so grofl gewihlt ist .
wie auf der z-Achse. Zur Konstruktion der Kurve benutze die Log-
arithmen der Zahlen 101§. 10§ usf. bis 105, die durch Quadratwurzelziehen
zu finden sind. — Weise nach, daB dieses Verfahren identisch mit einer
Spiegelung der Kurve y =107 an der Geraden y = @ unter Beriick-
sichtigung der Verzerrung ist.

43.'Lies an der nach Aufgabe 42 hergestellten logarithmischen Kurve die
Logarithmen der Zahlen 2, 3, 4, ... 9 ab.

44. Beschreibe den Verlauf der logarithmischen Kurve y = nlog @, wenn
n =2, 3, 10 ist.
45. Erklire, um wieviel sich die Logarithmen a) 102, b) 100%, e) 1000#,
d) 10000007, e) l%’ f) 1—(?0—5 von dem Logarithmus » im Briggsschen
14*
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Logarithmensystem unterscheiden. g) Es ist log 2 = 0,3010, h) log 3
= 0,4771; bestimme die den Aufgaben a bis f entsprechenden Log-
arithmen, wenn g) » =2, h) n = 3 gesetzt wird.

Elementare Berechnung von Bfiggsschen Logarithmen?)

46. Es ist 210 = 1024. Welche ungefihre Wertangabe 148t sich daraus fiir
log 2 folgern, wenn man beachtet, da 1024 ein wenig grofler als 1000 ist ?

47. Berechne 220. Welche beiden Grenzen ergeben sich daraus fiir log2?

48. Setze 107 = 7 und bilde hieraus durch fortwihrende Quadrierung weitere
Gleichungen bis zu 7128 = 10122, Welche Grenzen ergeben sich aus
dieser Gleichung auf Grund der Stellenzahl von 7128 fiir log 77

49. Berechne auf gleiche Weise Grenzen fiir a) log 3, h) log 43, e¢) log 121,
d) log 237.

50.%) Es ist eine Tabelle der Zahlen aufzustellen, deren Logarithmen 1, §, 1,
+ 15 - - sind. Die erste Zahl ist 10. Wie findet man daraus die zweite
Zahl, wie daraus die dritte? Priife die folgende Tabelle, die in der ersten
Spalte die Zahl und in der zweiten den zugehérigen Logarithmus drei-
stellig enthéilt:

N | log N [ log
10,000 | 1,000 1,037 0,015
3,162 | 0,500 1,018 0,008
1,778 | 0,250 1,009 0,004
1,333, | 0,125 1,0045 | 0,002
1,155 | 0,062 1,002 0,001

1,075 | 0.031 1,0005 | 0,000,

51. Zerlege die Zahl 6 in lauter Faktoren, die auf der linken Seite unserer
Tabelle vorkommen. (Anleitung: der, groBte Faktor, der vorkommen
kann, ist 3,162. Nun ist 6: 3,162 = 1,898, mithin ist 6 = 3,162 - 1,898.
Der groBite in 1,898 vorkommende Faktor ist 1,778. Nun ist
1,898 = 1,778 - 1,068, folglich 6 = 3,162-1,778-1,068. Jetzt ist in
gleicher Weise 1,068 in Faktoren zu zerlegen.) Es ergibt sich

6 =3,162- 1,778 - 1,037 - 1,018 - 1,009 - 1,002 - 1,0005.
Daraus folgt log 6 als, Summe der Logarithmen der Faktoren.

52. Berechne nach dieser Methode unter Verwendung der Tabelle in Auf-
gabe 50 a) log2, b) log3, ¢) logs5. )

1) Methoden, die fiir die wirkliche Berechnung der Logarithmen geeigneter sind,
weil sie schneller zum Ziel fithren, werden wir im 6.- 8. Schuljahr kennenlernen. Hier
kommt es nur darauf an zu zeigen, daB es iiberhaupt mbglich ist, Logarithmen zu be-
rechnen.

2) Diese Longsche Methode (in vereinfachter Form) setzt den Satz voraus, dafBl der
Logarithmus eines Produktes gleich der Summe der Logarithmen der Faktoren ist.



53.
54.

55.

56.
57.
58.
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Aufsuchen der Logarithmen in der Tafel

Suche die folgenden Logarithmen auf:

a) log 5, b) log8, ¢) log 7.

a) log 31, b) log 35, e) log 57.

a) log 223, b) log 532, ¢) log 643.
a) log 785, b) log 101, ¢) log 700.
a) log 98,1, b) log 1,01, ¢) log 0,873.
a) log 3330, b) log 9990000, ¢) log 0,0387.

Bei Benutzung fiinfstelliger Logarithmen sind auch folgende Log-

arithmen ohne Verwendung der Interpolation aufzusuchen:

59.
60.
61.
62.
63.

a) log 3491, b) log 6897, ¢) log 4389.

a) log 3,780, b) log 73,14, ¢) log 5,390.
a) log 1866, b) log 99,01, ¢) log 11,11.
a) log 2,299, b) log 7,809, ¢) log 54,06.
a) log 0,09387, b) log 0,7538, ¢) log 0,8302.

Suche zu folgenden Logarithmen, die simtlich genau in den Tafeln

stehen, den Numerus auf:

64. a) 0,9101, b) 0,7135, c) 0,7482.

65. a) 1,7033, b) 1,8567, e) 0,3424 — 2.

66. a) 4,9330, b) 0,9987 — 2, e) 04771 —3.

67. a) 2,0531, b) 0,0043, c¢) 6,6201.

(Im Falle der Benutzung fiinfstelliger Logarithmen):

68. a) 1,97772, b) 2,69425, e) 0,93611.

69. a) 1,56820, b) 0,70027 —1, ¢) 0,99021 — 2.

70. a) 0,56820, b) 0,43457 — 3, c) 4,58636.

71. a) 0,56820 — 2, b) 0,83020 —1, e) 0,75043.

72. Es ist log2 = 0,3010 und log3 = 0,4771. Markiere diese Punkte der

logarithmischen Kurve und verbinde sie durch eine Gerade. a) Be-
stimme durch Zeichnung und Rechnung die Punkte, in denen diese
Gerade die Gerade z = 2,1, die Gerade z = 2,2 usf. bis ¢ = 2,9 schneidet.
b) Stelle eine Tabelle der Abweichungen dieser durch Interpolation ge-
fundenen Werte von den (aus der Logarithmentafel zu entnehmenden)
Werten von log 2,1, log 2,2 usf. auf. Wo sind die Abweichungen am
grofBten, wo am geringsten?
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Benutze bei der Aufsuchung der Logarithmen fiir die folgenden Zahlen
Tafel und Interpolationsregel; wo es notig ist, sind die Zahlen erst auf die
passende Stellenzahl abzuliirzen.

73. a) log 2307, b) log 4036, , e) log 5751, d) log 8973.

74. a) log 4715, . b) log 8137, ¢) log 6548, d) log 9138.

75. a) log 357.6, b) log 47,38, ¢) log 5,831, d) log 0,7356.

76. a) log 0,03875, b) log 0,008423, e¢) log 0,09387, d) log 0,0009246.
77. 1) log 56, b) log 4231, o) log215%,  d) log4s.

78. a) log 53843,  b) log 74067, ¢) log 80395, ) log 76306.

79. a) log 38057, b) log 74183, ¢) log 62626, d) log 83638.

80. a) log 34,043,  b) log3,7408,  c¢) log0,57654, d) log 0,084375.
81. a) log4,7385,  b) log0,38471,  ¢) log 763,84,  d) log 0,075638.

82. a) log 472, _b) log 7363, ¢) log &, d) log 23Z.
83. a) log 3,141592653 . . . b) log 2,7182818284 . . .

84. a) log 1%, b) log £2. ¢) log 3L, d) log £.
85. a) log 2,347347 . . ., b) log 0,303303 . ..

86. a) log 0,389389 . . ., b) log 335,888 . ..

Suche die Numeri zu den folgex;deu Logarithmen:
87. a) 0,9193, b) 0,6307, e) 0,2437, d) 0,8850.
88. a) 1,9017, b) 0,1626 —1,  ¢) 3,7080, d) 5,9000.
89. a) 0,0440 —1, b) 0,1305—3, ¢) 0,3580 —5, d) 0,5675 — 4.

(Im Falle der Benutzung fiinfstelliger Logarithmen):

90. a) 4,38754, b) 3,05867, ¢) 2,75306, d) 1,65073.
91. a) 0,83705, h) 2,85439, ¢) 0,40765 —1, d) 0,37605 — 2.
92. a) 0,08375, b) 095368 —3, ¢) 1,75431, d) 0,57093 — 1.

Logarithmische Skalen

93. a) Zeichne eine zehnfach iiberhshte logarithmische Kurve y = 1logz und
projiziere die zu den Werten # = 1, 2, 3 usf. bis 10, dann 20, 30 usf. bis
100 gehorigen Werte der Kurve (das letztere wird infolge der Linge nur -
bei anderer Wahl des MaBstabes méglich sein) auf die y-Achse. b) Trage
in die Kurve auch die zu 1,5, ferner 2,5 usf. gehorigen Werte ein.
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94. Markiere auf der logarithmischen Skala a) die Punkte 2, 4, 8, 16, 32, 64,

95.

96.

b) die Punkte 3, 9, 27, 81. Was ist iiber die Abstiinde zu sagen?

Stelle eine logarithmische Skala in der Weise her, daB du fiir den Abstand
von 1 bis 2 (d. h. fiir log 2) als Einheit 1 cm wiihlst. b) Wo liegen dann
die Punkte 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 10247 b) Trage ungefihr
nach AugenmafB die Punkte 100, 200, 300 usf. bis 1000 ein.

a) Stelle eine logarithmische Skala in der Weise her, daf du fiir den
Abstand 1 bis 2 (d. h. fiir log 2) als Einheit 1 mm wiihlst. b) Setze un-
gefiihr 1024 ~ 1000 und fiihre die Skala in der gleichen Weise bis 1000000
fort, e) bis 109, d) bis 10'2, e) bis 105

Benutze die nach Aufgabe 96 hergestellte Skala zur geometrisch}m Ver-

anschaulichung folgender Grofenverhiltnisse:

97.

98.

Die elektrischen Wellen, die fiir die Funkentelegraphie benutzt werden,
haben eine Linge von 3m bis 20000 m, die kiirzesten bis jetzt verwen-
deten Hertzschen Wellen sind solche von’ 3 mm. Die lingsten Wellen
im Ultrarot, soweit es erforscht ist, haben eine Linge von 0,06 mm.
Das sichtbare Spektrum liegt zwischen 0,8 u (1 @ = 0,001 mm) und 0,3 u.
Das Ultraviolett reicht bis etwa 100 uu (1 e = 0,001 p).

Der Durchmesser eines Molekiiles hat die GroBenordnung 1 uu (1 pu
= 5 it = yooege mm). Die kleinste im Mikroskop wahrnehmbare Ent-
fernung betrigt etwa 1 u. Die kleinste mit bloffem Auge wahrnehmbare
Entfernung betrigt etwa & mm. Die durchschnittliche GroBe des Men-
schen ist etwa 1,70 m. Der Eiffelturm hat eine Hohe von 300 m. Der
hochste Berg auf der Erde, der Mt. Everest, ist etwa 8800 m hoch. Der
Halbmesser des Mondes betrigt 1740 km, der der Erde 6370 km, der
der Sonne 1400000 km.

*9g9, Stelle dir je zwei logarithmische Skalen her, in denen die dem Ab-

1.

stande von 1 bis 10 entsprechende Strecke a) die Linge 25 cm, b) die
Lénge 12} em hat (Modell des Rechenschiebers).

§ 44. Das Rechnen mit Logarithmen
Logarithmengesetze und ihre Anwendung auf die Umformung
algebraischer Ausdriicke -

Erklire durch Riickgang auf die Potenzschreibweise die folgenden Gesetze
iiber das Rechnen mit Logarithmen (sprich die Gesetze in Worten aus!):

L log (a-b) =loga 4-logh,

II. log% =loga —logh,
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II. loga® = nloga,

Iv. log'i/ﬁ = %loga.

Logarithmiere die folgenden Ausdriicke:

ab
2, log abe. 3. log 3az(z + y). 4. log GED
+b ‘ -
5. log Ej_ d;; 6. log ab2. 7. log (ab)2.
8. log (a®> —b?). 9. log (a2 —1). 10. log ai‘/l;.
11. log Yab. 12. log 5a2b ]z 13. log 7z }at®.
14. log31ac(To—8P.  15. log 8a2b(6c — d)2. 16. log 52)/aBy —3).
—_— . b3 28/
19. 1og 9212V @+ Tle. 18 log 2. 19. log & c‘ég .
23a(x— y)t a®Vc(ax—b) Tax
20, log ———2— . 21, log——————__, . 1 .
0. log 324/ (ax— y)? = (z +2)Vcz—d 2. log z—y
(a — b\°® aq/fcad = a—0b1jcx—d
23. log (x_y) . 24, log & l/—d?. 25. log 2= 2 /2 =4
1
1 1 alba—c) 2
26. log @Ey 27. log T 28. log e =)
r— 10 %
2 1 1 ax .
e

*Verwandle die folgenden Summen und Differenzen von Logarithmen in
Logarithmen von Produkten und Quotienten:

30. log a + log b —log c. 31. log a —log b + log ¢ — log d.
32, loga— (logb + log¢) +-logd.  33. 3loga + 2log b —4 loge.
34. Jlogz —}log y + 1logz. 35. 2loga— jlogb 4 log 2 —3log y.

36. 7log (a + ) — Zlog (a —b) + 1log z — 4 log y.

37. 3log (az —b) — $log (cx — d) + £ log (ma — n).
38. 3 log (a® + b?) — 1 [log (a + b) + log (a — b)].

39. 2log (z—y) — g log (2* — 2y + y*) — L log (z + y).
40. log%—f—log% +10g%—logz—;.

41. Iog% + log (zy) — 3 log (z — y) — log l/% ;



42,
43.
4.

45. a

46.

47.

48.

49.

50.

51.
52.

53.

60.
61.
62.

. a) 19, b)
. 2) 115, b) V8507,

. a) 0,764,

§ 44. Das Rechnen mit Logarithmen
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Numerisches Rechnen mit Logarithmen

Berechne die folgenden Zahlenausdriicke numerisch (die Zahlen sind
vorher auf 4, bei Benutzung 5stelliger Tafeln auf 5 Ziffern abzukiirzen):

a) 948,8 - 0,04388,
a) 0,0003769 - 830,8,
a) 276,586 - 0,037948,
2,3768
) 0,87534°
73,5875
0,895347°
7,8564 - 3,7653
98,706  °’
| 5,4763 19,8547
)~ 936053
754,098
24,6893 - 8,4957°
839-0,75436 ,
976-0,08754°
576+ 0,38954 - 37,807
983 0,07549 - 56,754’

(1,3578)5, ) (1,5097)%,

()" @

a

-~

a

~

=)
~

a

~

a

~

a

~

a

~

ST68) ) (030854
- ) (g307) 0,16687) ’

b) (1)

o575,

a) J1000,  b) J93,768,
b) 70078549,
a) 10, v) }0,0839,

2) v) }0,07365,

0,
73 1 /789
a) ﬁ" b) '3_1‘7

o
a3
[=2]

a0
@
p&]

b) 3,410 - 0,008763.
b) 8,440 - 98,27.
b) 538,974 - 0,14839.

34,785 .

3,8768 °

3,78548

0,40382°

b 17,539 - 0,87643
42,397 #

736,894 - 0,09387
19,7508

b) - 98,3907

0,76085 - 58,9673

0,43687 - 47643

b)

b)

b)

b) '9,7685 - 8,0765
b) 3754 - 45,786 - 0,78 394
4573+ 9,837 - 0,34075 °
¢) (1,4987)7, d) (2,7359)".
79\7 97\9
o
7638\2 0,75834\5
°) (m) ’ d) (0,47039) :
¢) (285 d) (135
¢) |19, a) J/837.
¢) 1738, d) 58076.
¢) J/100, 1) '|/876,39.
¢) 10,9876, d) 70,003879.

¢) J0,2376,
¢) 10,008394,

91
¢) ‘/1—7,

8 —
d) /0,007934.

. ) Jo01769.

'3 53_5 d
a) l/5
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63. 2) Y78,  b) Je2r, ¢) V23E, d) 1933
€3 193 197 S 513

wo g w0 Vos ) |

- VI 1/78 T/ 19 127

6. a) V§87_3 " |5 ) Vs ) Ve

66. a) (0,7428737)L2, b) (0,68941910.6,

67. a) (0,6942832)L4, b) (0,8602648)0.7,

68. a) 73,845 - 10,0970093, b) 37,468 - 1/0,887005.
69. a) 78,9466 - 10,8574, b) 45,6372 - 10,6573.
_ V/3,8057 /8,376 . V35,6047 /7,680
0. 3) Groa6 P G7ssecd ©) 573058’ ) 56576708

9807 (0,7873\3 38075 (0,0857\5
“71. 2) 9908 (@Tw) ’ b) s37as (am} :
72, a) 8539V4 b) 0:8948 /83

77708,73 6,0895
23, a) 38497 VI, by 080047 VT

0,7308 0,23095
Bereckin: Vermischte Aufgaben

» .
4. Y2 firn=23,4...10. 7. )3 fir n=2,3,4...10.
n

| . —_—
7. 1 fir n =2, 3, 4...10. . )s firn=2,3,4...10.
78. Untersuche an der Hand der Ergebnisse von Aufg. 74—77, wie sich der
Wert der Wurzel a) aus einer Zahl > 1, b) aus einer positiven Zahl
< 1 éindert, wenn der Wurzelexponent steigt. (Beweis?)

79. Wie groB ist }a® — 1%, wenn a) a = 6,369 und b = 5,321, b) ¢ = 0,8460
und b = 0,6824 ist?

80. Wie grof ist |/ % + % fiir p = 0471 und ¢ = 0,309¢
81. Wie groB ist [/%— 2 fiir o = 273,86 und b = 194,782

82. Wie groB ist o + b2, wenn a = 3,768 und b = 2,391 ist?

83. Wie groB st [+ 0%, wenn a = 780, und b = 473,6 ist?
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84. Wie groB ist Ja® + [a® + b°, wenn a = 83,46 und b = 67,91 ist?

85. Wie groB ist }a3 — 13, wenn a) ¢ = 7,831 und b = 4,392, b) ¢« = 18,74
und b = 17,91 ist?

86. Wie groB ist |@ + 63 fir a — 28,51 und b = 13,83?

87. Wie groB ist |a® — 07 fir a = 3847 und b = 305,42

88. Berechne 1/1 + ;; a) fir @ = 4,838, b=5,704, ¢=9,368, b) fir
a=48,71, b=91,72, c = 63 ,47.

89. Wie groB ist l/l — IT: a) fiir @ = 28,37, b = 39.83, ¢ = 41,50, b) fiir
a=173,5, b= 3754, ¢ = 280,2?

90. Die quadratische Gleichung ar? —2bx 4 ¢ == 0 hat die Wurzeln
xlg_——j: l/l—-—~.

Hier ist zunéchst ‘Z” logarithmisch zu berechnen; dann sind beide Teile
von @y, zu berechnen. Was erhilt man

a) fir ¢ =237,1, b= 3494 und ¢=—193.2,

b) fiir @ = 41,78, b =53,83 und ¢=—93,59,

¢) fir a =1,835, b=7494 und c¢= 9,876")?

" Exponentialgleichungen
Lose die folgenden Exponentialgleichungen:

91. o= =b. 92, Ja = mn.

93, av-bmz =c, 2 91, an—2 = nbr.

95_ amz—p = phnr—q, 96_ a3z—2. [22—3 — ctz—5

97. 10- = 3. -98. 100= = 0,005736.

99. 1000% — 0,093768. 100. 2+ = 10.

101. 7= = 100. 102, 0,025229¢ — 1000.
103, 3,111= = 1,7497. 104, 2,506184= = 10.
105. 10+ = 1,3713%, 106. (1,049522)1.95 = (1001.05) 105952,
107. 10% = 57544, 108. 5,188 — 88238

109. 7,88867 = 9,92126. 110. 1428,577 = 0,0007.

1) Berechne die Wurzeln der Gleichungen 2. Grades, § 37 Aufg. 109—115 logarith-
misch.
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Aufgaben zum Rechnen mit dem Rechenschieber?)

111. a) 72, b) 152, ¢) 172, d) 232,

112, a) 1,342, b) 7,862, e) 12,32, d) 18,12,

113. 2) 15, b) VI, ¢) V18, a) 85.

114, 2) 135, b) V174, ¢) 1653, a0 26,9

115. a) 2,345, b) 23-35, ¢) 74-69,  d) 53-075.

116. a) 2,25-5,7, b) 13,2- 17,5, ¢) 8,18-16,5, d) 425 - 316.

117. a) 1,26-736-1,3, b) 1,31-1,62- 3,84, c) 579-6,4-144.
118. a) 16,2 : 3,1, b) 87,5:5,6, e) 8710 : 78, d) 123 :17,5.
119. a) 3.45:11,3, b) 32,8 : 189, €) 315:0,78, d) 22,5 :813.

121.

122,

123.

213- 828 31433 31458222
) =31 > ) ~Ta o ©) =g —

77 142 /17,3-2,45

% ‘/ﬁ RASTE ) ) 5=
= 317 8,14-2,38

8) - 252, b) [/—,, i 0 |28,

Eingekleidete Aufgaben?)

Wieviel wiegt die Luft in einem Saale von 17,5 m Linge, 13,2 m Breite
und 7,35 m Hohe? Das spezifische Gewicht der Luft ist 0,001293.

124, Es soll-ein Globus hergestellt werden, dessen Oberfliche 1 m? ist. Wie

127,

groB mufl man den Radius nehmen ? N

. Wie groB ist der Durchmesser eines 1500 m? fassenden Luftballons, wie

groB seine Oberfliiche?

. Wie grol ist der theoretische Auftrieb (ohne Beriicksichtigung von

Ballonhiille, Korb usw.) eines Luftballons von 8,35 m Durchmesser, der
mit Wasserstoff prall gefiillt ist? (Spezifisches Gewicht der Luft 0,001 293,
spezifisches Gewicht des Wasserstoffes 0,0000900.)

Wieviel wiegt die Steinmasse der Cheopspyramide, wenn das spezifische
Gewicht des Steines, aus dem sie gebaut ist, zu 2,75 angenommen wird ?
Die Hohe der Pyramide ist 148 m, die Seite der quadratischen Grund-
fliiche 233 m.

1) Es sind nur einige Aufgaben zuy Einiibung des Verfahrens gegeben. Weiteres

Aufgabenmaterial liefern die Aufgaben 42 bis 73 dieses Paragraphen.

2) In den folgenden Aufgahen werden die Formeln fiir Oberfli¢he und Volumen der

Kugel sowie fiir das Volumen des Quaders und der Pyramide vorausgesetzt.



128.

129.

130.

131.
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Wie groBl wiire der Radius einer Goldkugel, deren Wert eine Milliarde
Mark betriigt? Die Kugel mége aus der bei unseren fritheren Miinzen
vorgeschriebenen Legierung hergestellt sein. Ein Zwanzigmarkstiick
wiegt 7,965 g.

Nach dem dritten Keplerschen Gesetz ist der Quotient g—i,
den mittleren Radius der Bahn um die Sonne, U die Umlaufszeit be-
deutet, angeniihert eine Konstante. Bestimme den Quotienten fiir die
folgenden Planeten und gib die Abweichungen vom mittleren Werte
an. Als MaBeinheit fiir @ ist der Radius der Erdbahn, als MafBeinheit
fiir die Umlaufszeit der Tag genommen:

worin a

Planet i‘ a U
Merkur 0,3871 87,969
Venus 0,7233 224,701
Erde 1 365,256
Mars 1,5237 686,980
Pallas 2,770 1684
Jupiter 5,2028 4332,59
Saturn 9,5388 10759,20
Uranus 19,1910 30685,93
Neptun 30,0707 60187,65

Die Loschmidtsche Zahl n = 28 - 1018 gibt an, aus wieviel Molekiilen
1 cm® Gas bei einem Druck von einer Atmosphire und 0 Grad besteht.
Das Gas moge so verdiinnt werden, daB der Menge, die sich in dem
Kubikzentimeter befindet, eine Kugel zur Verfiigung gestellt wird, deren

‘Radius gleich dem mittleren Halbmesser der Erdbahn (7 = 149000000km)

ist. Welchen durchschnittlichen Abstand haben die Molekiile in dem
so verdiinnten Gase?

Decke folgenden TrugschluB auf. Es ist 3 > 2 und log } = log ;. Durch
Multiplikation erhélt man 3-log} > 2:log} oder log (})* > log (3)%,
d.h. log L > log}. Daraus wiirde § > } folgen.



Arithmetischer Leitfaden

§ 1. Die vier Grundrechenarten mit patiirlichen Zahlen

Die natiirlichen Zahlen

1. Unter den natiirlichen Zahlen versteht man die Zahlen1,2,3,4, ...,

[

3

4

5

deren Folge beliebig weit fortsetzbar ist. Geometrisch kann man diese

——1 2 3 4 5
Einheit Fie. 1.

Folge von Zahlen auf einem Zahlstrahl veranschaulichen, auf dem vom
Anfangspunkt aus eine Einheit angegelen ist (Fig. 1).

Begriff der Addition

. Erklirung. Die Addition ist eine Abkiirzung des Weiterzihlens.

Die Aufgabe, von 7 um 3 weiterzuziihlen, schreibt man kiirzer 7 + 3.
Allgemein heilit a - b, es soll von der natiirlichen Zahl a um b weiter-
geziihlt und das Endergebms angegeben werden.

a+b

A

F " :

e Fig. 2. b

Am Zahlstrahl veranschaulicht bedeutet die Aufgabe a 4~ b, daB von der
Zahl ¢ um b in der Richtung vom Anfangspunkt weg, also, wenn der Zahl-
strahl nach rechts gerichtet ist, in der Rlchtung nach recht%, fortgeschritten
werden soll (Fig. 2).

Das Ergebnis einer Addition heit Summe; die Zahlen, die addiert werden,
heilen Summanden.

Die Addition zweier natiirlicher Zahlen ist stets ausfiihrbar, d.h. man
erhilt als Ergebnis stets wieder eine natiirliche Zahl.

Man kann auch eine Summe von mehr als zwei Summanden bilden.

7 4 3 + 5 heiBt, es soll zu 7 erst 3 addiert werden und zum Ergebnis dann 5.
Allgemein heiit z. B. a + b 4+ ¢ + d + e, es soll erst a + b gebildet, zum
Ergebnis ¢ addiert werden, zum neuen Drgebms d, dann wieder zum Er-
gebnis e.



6.

8.

Arithmetischer Leitfaden

Das kommutative Gesetz der Addition

Kommutatives Gesetz. Das Ergebnis einer Additionsaufgabe &n-
dert sich nicht, wenn man die Reihenfolge der Summan-
den vertauscht.

Es hat z. B. 7 4 8 das gleiche Ergebnis wie 3 + 7.

Al]gemein driickt man diese Tatsache in der Formel aus

a+b=0b+4a,
wo @ und b irgendwelche natiirliche Zahlen bedeuten.

. Assoziatives Gesetz. Auch bei einer Summe von mehreren Sum-

manden ist deren Reihenfolge nicht maBgebend fiir das
Ergebnis.

In 7+ 3+ 5 kann man die Aufeinanderfolge der Summanden beliebig
indern, immer erhiilt man das Ergebnis 15.

So gilt also z. B. fiir die Summe aus drei beliebigen natiirlichen Zahlen
a, b und ¢ ap bbb e d b
=b+4+a+c
=b+4+c+a
c+a+b
=c+b+a.

Begriff der Subtraktion

Erklirung. Die Subtraktion ist die Abkiirzung des Riickwiirts-
zihlens.

Die Aufgabe, von 7 um 3 riickwiirts zu zihlen, schreibt man kiirzer 7 — 3.

Allgemein heiit @ — b, es soll von der natiirlichen Zahl @ um b riickwiirts
gezithlt und das Endergebnis angegeben werden.

a—b ) b

— I 4 : 4 4 +
Ly T T T T + +

2 U
a Fig. 3.

Am Zahlstrahl veranschaulicht bedeutet die Aufgabe a — b, dal man von
der Zahl ¢ um b in der Richtung zum Anfangspunkt hin, also, wenn der
Zahlstrahl nach rechts gerichtet ist, in der Richtung nach links fort-
schreiten soll (Fig. 3).

Das Ergebnis einer Subtraktion heiBt Differenz, die Zahl, von der sub-
trahiert werden soll, heiBt Minuend, die Zahl, die subtrahiert werden
soll, heiBt Subtrahend.



10.

11.

12

13.

14.

15.

§ 1. Die vier Grundrechenarten mit natiirlichen Zahlen 3

In der Additionsaufgabe 7 + 3 = 10 sind die Zahlen 7 und 3, die Sum-
manden, gegeben, die Summe ist gesucht. Man kann nun statt nach der
Summe nach einem Summanden fragen, wenn die Summe und der andere
Summand gegeben sind, also etwa in der obenerwihnten Aufgabe nach
3 fragen, wenn 10 und 7 als bekannt angesehen werden. Die Antwort
auf diese Frage gibt die Subtraktionsaufgabe 10 — 7.

Allgemein ist a — b die Zahl, die man um b vermehren muf}, um e zu
erhalten.

Im Hinblick auf diesen Zusammenhang der Addition mit der Subtrak-
tion bezeichnet man die Subtraktion auch als Umkehrung der Addition.

Eine Subiraktionsaufgahe @ — Db ist nur dann ausfithrbar, wenn a > b
(lies a grofer als b) ist.
In der Tat liBt sich z. B. keine natiirliche Zahl angeben, die Ergebnis

-

einer Subtraktionsaufgabe 7 — 9 wiire.

Bei der Subtraktion darf man nicht (wie bei der Addition die beiden
Summanden) Minuend und Subtrahend vertauschen. Es ist @ — b durch-
aus verschieden von b — a; wenn die eine Aufgabe ausfithrbar ist, ist es
die andere nic]%t.

Vertauschbarkeit von Addition und ‘Subtraktion

Statt 7 + 3 — 2 kann ich auch, indem ich die Reihenfolge der Addition
und Subtraktion vertausche, 7— 2 4 4 rechnen und komme beide Male
zum gleichen Ergebnis.

Allgemein ist a+b—c=a—c+b.

Dabei ist freilich Voraussetzung, daB die Subtraktionen auch wirklich
ausfithrbar sind, daB also ¢ > ¢ ist.

Die in einem Ausdruck wie a + b — ¢ vorkommenden Summanden und
Subtrahenden heilen Glieder des Ausdrucks.

Die Gesetze iiber die Addition und Subtraktion von
Klammerausdriicken
Wenn im Rechnen ein Klammerausdruck vorkommt, so bedeutet das,

der Inhalt der Klammer ist zuerst auszurechnen, danach erst ist die
iibrige Rechnung durchzufiihren.

So ist also zu rechnen:

I 124+ @3+2)=124+5=17;
@ 124+ (3—2) =12 +1=13;
3) 12—@3+2=12—5="7;
(4) 12—-(3—2)=12—1=11.

Wenn statt der bestimmten Zahlen allgemeine vorliegen, dann versagt
das in Nr!14 angegebene Verfahren.
Arithmetik, 3.—5. 15
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m - (a + D) bedeutet, man soll zu m die Summe @ + b addieren; am
Zahlstrahl heiBt es, man soll von m aus um die Summe a + b fort-
schreiten. Man kommt zum gleichen Ziel, wenn man erst um a und
dann von der erreichten Zahl aus um b fortschreitet. Es ist also

I - m+4(a+b)=m-+a-+b.

1. Satz. Man addiert eine Summe,indem man die Summan-
den einzeln addiert.

m + (@ — b) bedeutet, man soll von m aus um die Differenz a — b fort-

schreiten bzw. weiterziihlen. Das kann man tun, indem man erst um a

weiterziihlt und dann, da man nur um a—=b weiterziihlen sollte, also

um b zu weit gegangen ist, wieder um b zuriickzihlt. Es ist

(IT) - m+(@a—b)=m+4a—"=b.

2, Satz. Man addiert eine Differenz,indem man den Minuenden
addiert und den Subtrahenden subtrahiert.
Diese Formel hat eine Bedeutung nur dann, wenn a > b ist.

m — (a + b) bedeutet, man soll von m aus um die Summe @ -+ b zuriick-
zithlen. Das kann man ausfiihren, indem man erst um a, dann von dem
erreichten Punkt aus noch um b zuriickzihlt. Das setzt allerdings voraus,
daBl m > a + b ist. In Gestalt einer Formel heiBt das

(I1IT) m—(a+b)=m—a—>.

3. Satz. Man subtrahiert eine Summe, indem man die Summan-
den einzeln subtrahiert.
m — (a — b) schlieBlich bedeutet, es soll von m aus um die Differenz a — b
zuriickgezihlt werden. Das ist natiirlich nur méglich, wenn diese Diffe-
renz selbst vorhanden ist, wenn also @ > b ist, und wenn auBerdem die
Differenz kleiner als s ist. Man kann das Zuriickzithlen ausfiihren, indem
man zunichst um e zuriickzihlt. Da man aber jetzt um b zuviel riick-
wiirts geziihlt hat, ist nachtriiglich um b vorwiirts zu zihlen. Das heifit:

(IV) m—(a—b)=m—a+b.
4. Satz. Man subtrahiert eine Differenz, indem man den Mi-
nuenden subtrahiert und den Subtrahenden addiert.

Wenn man auch in Nr. 14 unter An\\'endling der hier entwickelten Gesetze
(T) bis (IV) gerechnet hitte, wiirde man das gleiche Ergebnis erhalten
haben wie vorher.

Die vier in Nr. 15 angegebenen Gesetze lassen sich dahin zusammenfassen :

Satz. Stehtvor einer Klammer ein +-Zeichen,so kann dieKlam-
merohne weiteres weggelassen werden. Steht aber vor der
Klammer ein —-Zeichen, so sind die Vorzeichen derin der



17.

§ 1. Die vier Grundrechenarten mit natiirlichen Zahlen 5
Klammer stehenden GréBen umzukehren, so daBl also aus
einem Summanden oder Minuenden ein Subtrahend, aus
einem Subtrahenden ein Summand wird.

In den vier Gesetzen von Nr.15 standen in den Klammern Summen

und Differenzen von nur zwei GroBen. Die Gesetze lassen sich aber
sofort auf drei- und mehrgliedrige Klammerausdriicke ausdehnen.

Begriff der Multiplikation

18. Erklirung. Die Multiplikation ist eine A®kiirzung der Addition

19.

20.

21.

gleicher Summanden.
Die Aufgabe 7 + 7 4 7 schreibt man kiirzer 7- 3.

Allgemein heiBt @ - b, wofiir man oft auch ohne Einfiigung des Multi-
plll\atlonszelchem ab sagt, es soll eine Summe von » Summanden, von

ab
——t—t—t——t— >
Fig. 4.

denen jeder a ist, gebildet werden. Am Zahlstrahl veranschaulicht be-
deutet die Aufgabe ab, daB man vom Nullpunkt aus b mal jeweils um
die Strecke a vorwiirts gehen soll (Fig. 4).

Da es genau genommen eine Summe, die aus nur einem Summanden
besteht nicht gibt, hat nach unserer Tllxl‘xru.ng das Produkt @ -1 noch
keine Bedeutung Die Vemmchauhchung am Zahlstrahl legt uns aber
nahe, in diesem Falle eben nur einen Schritt von der Liinge « zu machen
und also a-1 = a zu setzen.

Das Ergebnis einer Multiplikation heift Produkt, die Zahl, die multi-
pliziert wird, heilt Multiplikand, die Zahl, mit der multlphzxert wird,
heiBit Multlpll]\ator Fiir Multiplikator und Multiplikand hat man
auch den gemeinsamen Namen Faktor (vgl. Nr.23).

Die Multiplikation zweier natiirlicher Zahlen ist stets ausfiihrbar, d. h.
man erhilt als Ergebnis einer Multiplikation zweier natiirlicher Zahlen
stets eine natiirliche Zahl.

Man kann auch ein Produkt von mehr als zwei Faktoren bilden.

7-3-2 heiBt, es soll erst 7 mit 3 multipliziert werden und das Flgebnw
wieder mit 2.

Allgemein bedeutet z. B. a-b-c-d, daB a mit b, das Ergebnis mit ¢,
das Ergebnis mit d multipliziert werden soll.
15*
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Sind die Faktoren eines Produktes gleich, so bedient man sich einer ab-
gekiirzten Schreibweise. Man schreibt die Anzahl der Faktoren etwas
hoher hinter den Faktor.

Es bedeutet also z. B. 7% (gelesen: 7 hoch 3) das Produkt 7 -7 -7 und a!
das*Produkt a-a-a-a :

Ein solcher Ausdruck heift Potenz, der mehrmals auftretende Faktor
heifit die Basis, die Anzahl der Faktoren heift Exponent.

Das kommutative Gesetz der Multiplikation
Kommutatives Gesetz. Das Ergebnis einer Multiplikation dindert
sich nicht, wenn man die Faktoren vertauscht.

Es hat z. B. 7-3 das gleiche Ergebnis wie 3 - 7.
Allgemein ist a-b=>b-a.

Um diese Tatsache recht deutlich werden zu lassen, bedient man sich
zweckmiiBlig einer neuen Darstellung des Produktes. Die rechteckig an-
geordnete Gruppe von Punkten in Fig. 5 stellt 3
e o o o o o © Reihen von je 7 Punkten dar und ist so eine Ver-
e o o o o e o anschaulichung des Produktes 7-3. Sehe ich aber
e o o o o o o das Rechteck von der rechten oder der linken Seite
Kig. 5. an, so habe ich 7 Reihen von 3 Punkten; dadurch
wird das Produkt 3 -7 dargestellt. Da kein Punkt
weggenommen oder hinzugefiigt ist, sind beide Produkte gleich.
So kann man an einer Figur aus b Reihen von je a lekten das eben
angegebene Gesetz veranschaulichen.

24. Assoziatives Gesetz. Auch bei einem Produkt von mehreren Fak-

toren ist deren Reihenfolge nicht maBgebend fiir das Er-
gebnis.
In7-3-2kann man die Reihenfolge der Faktoren beliebig iindern, immer
erhilt man das Ergebnis 42.

So gilt also z. B. fiir das Produkt aus drei beliebigen natiirlichen Zahlen

b und
£ 9 UIE.e abec=achb =bac=bca=cab=cba.

Begriff der Division

25. Erkldrung. Die Division ist eine Abkiirzung der Subtraktion

gleicher Subtrahenden, wobei angegeben wird, wie oft die
Subtraktion ausfithrbar ist.

28 : 4 bedeutet, es soll von 28.so oft als méglich 4 subtrahiert und an-
gegeben werden, wie oft das moglich ist. Dabei sind zwei Fille zu unter-
scheiden. Einmal kann die letzte Subtraktion restlos ausgefiihrt werden,
etwa bei der eben genannten Aufgabe. Andererseits kann aber auch ein
Rest bleiben.
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Am Zahlstrahl veranschaulicht bedeutet die Aufgabe a : b, man soll von
a aus riickwiirts gehend feststellen, wie viele Schritte von der Linge b
man machen kann.

. Genau so wie wir die Subtraktion einmal als Abkiirzung des Riickwiirts-

zihlens, dann aber auch als Umkehrung der Addition ansprechen konnten,
konnen wir auch fiir die Erklirung der Division die Umkehrung der
Multiplikation heranziehen.

Wiihrend bei der Multiplikation 3 - 7 = 21 die Faktoren 3 und 7 gegeben
sind, das Produkt 21 aber errechnet werden soll, kann man auch nach
einem der Faktoren, etwa 3, fragen, wiihrend 7 und 21 gegeben sind.
Die Aufgabe, die auf diese Frage antwortet, schreibt man 21:7 = 3.
Man kommt auf eine Divisionsaufgabe.

Allgemein ist also a:b die Zahl, die mit b multipliziert « ergibt. Man
wird deshalb auch die Division als Umkehrung der Multiplikation er-
kléren.

Diese Tatsache wird benutzt, wenn man die Probe auf die Division macht.
117 : 9 = 13 ist richtig, weil 117 = 13- 9 ist.
@ :b = c ist richtig, wenn a =c- b ist.

Addition und Subtraktion faBt man als Rechenoperationen erster
Stufe zusammen und stellt sie den beiden Rechenoperationen zwei-

- ter Stufe, der Multiplikation und Division, gegeniiber, weil diese auf

o
-1

28.

29.

30

der Grundlage der Addition und Subtraktion ausgefithrt werden.

. Das Ergebnis einer Division nennt man Quotient, die Zahl, die divi-

diert wird, heiBt Dividend, die Zahl, durch die dividiert wird, heit
Divisor.

Die Division zweier natiirlicher Zahlen ist picht immer restlos austithrbar,
vielmehr nur dann, wenn der Dividend ein Vielfaches des Divisors ist.
Die Ausdriicke der Form @ : b haben daher, wenn wir von der Division
mit Rest absehen, im Bereiche der natiirlichen Zahlen nur in dem Falle
eine Bedeutung, wenn die Division ausfithrbar ist.

Das kommutative Gesetz gilt fiir die Division nicht.

Yertauschbarkeit von Multiplikation und Division
Statt (28-3) :7 kann ich (28 :7)- 3 rechnen. Allgemein ist
(@a-b):c=(a:e) b,
vorausgesetzt, daB die Division @ : ¢ iiberhaupt ausfithrbar ist.
Satz. Man kann ein Produkt durch eine Zah] dividieren, indem
man einen der Faktoren durch die Zahl dividiert.

Ts ist zu beachten, daB nicht etwa (a te)-bund a:(c-b), wo b von 1
verschieden ist, gleich sind.
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Die Gesetze iiber die Multiplikation von Klammerausdriicken

Wenn irgendein rechnerischer Ausdruck ohne Klammern in bestimmten
Zahlen vorliegt, so fithrt man in ihm vorweg die Multiplikationen und
Divisionen aus, dann erst die Additionen und Subtraktionen.

Liegt also etwa 7+ 3-2—12:4—2 vor, so ist erst 3-2 und 12 :4

* auszurechnen, dann erst ist 7 + 6 — 3 — 2 zu hilden.

32.

33.

Die Rechenoperationen zweiter Stufe gehen den Rechenoperationen erster
Stufe voran. :

Aus der Grundregel fiir die Verwendung von Klammern im Rechnen
ergibt sich bei Produkten aus KlammergroBen

1 (24 +12)- 6 = 36 - 6 — 216;

2) (24—12)-6=12-6="12.

Auch hier aber kommen wir mit dieser Rechenvorschrift nicht aus, wenn
an Stelle der bestimmten Zahlen Buchstabenausdriicke stehen.

Wie bei den allgemeinen Zahlen die Klammern zu beseitigen sind, ergibt
sich aus der Erklirung des Produktes. (a + b) - m bedeutet eine Summe
aus m Summanden a 4 b. Es ist also

(@+b)m= (a+b) 4 (¢ +b) + -+ 4 (a + b)
m Summanden
=atbtatbt-fatbd
=atat-fat+bibt---+)
m Summanden m Summanden

@ (@+bym=am+bm.

1. Satz. Man multipliziert eine Summe mit einer Zahl, indem
man jeden Summanden mit der Zahl multipliziert und
die Produkte addiert.

Ebenso ergibt sich
(@—b)m =: (a—10b) 4 (a —Db) ++++ + (a—b)
m Summanden
=a—b+a—b+---+a—>b
=a+a+t+---4+a—b—-b—...—p
m Summanden m Summanden

(IT) (@a—b)ym=am—bm.




3L

35.

§1. Die vier Grundrechenarten mit natiirlichen Zahlen 9

2, Satz. Man multipliziert eine Differenz mit einer Zahl,‘indem
man Minuend und Subtrahend mit der Zahl multipli-
ziert und das letzte Produkt vom ersten subtrahiert.

Eine geometrische Veranschaulichung der beiden Gesetze in Nr. 33 zeigen

die Figuren 6 bis 9. In Fig. 6 und 7 ist das Produkt der Summe a + b
und m, in Fig. 8 und 9 das der Differenz a — b und m dargestellt worden.

a b a
PRE— e

BT PP N

e © o & o © 0 © o
—_—

——
a+b a—b b
Fiz. 6. Fig. 8. '
a b a
TR — R i e e
am bm ]m (a-b) m bm }m
[ S —)
a+b a—b b
Fig. 7. Fig. 9.

Setzt man in der Formel (I) der Nr. 33 fiir m die Summe (c + d) ein, so
erhilt man ;| gy o4 d)=(+d)-at Cc+d)-d,
und wenn man rechts abermals die Formel (I) anwendet:
(I) (a+b)-(c+d)=ac+ad+bc+bd.
Setzt man hingegen in jene Formel fiir m die Differenz ¢ —d ein, so
erhiilt man zunichst

(@+b)(c—d) =(c—dat(c—db,
und wenn man jetzt die Formel (IT) von Nr.33 anwendet,
(II) (@+b) - (¢c—d)=ac—ad+bc—Dbd.
Ebenso erhiilt man, wenn man in der Formel (IT) von Nr. 33 an Stelle von
m erst die Summe ¢ + d, dann die Differenz ¢ — d einsetzt, die Formeln:
(ITI) (@a—0) (c+d)=ac+ud—bc+bd,
(IV) (@—0b) (¢c—d) =ac—ad—Dbc+bd.
n allen diesen Formeln wird immer vorausgesetzt, daB die auftretenden
Ditferenzen wirklich im Bereiche der natiirlichen Zahlen ausfithrbar sind.

Fig. 10 gibt eine geometrische Veranschaulichung der ersten dieser Formeln.
In gleicher Weise lassen sich auch die anderen drei Formeln veranschau-
lichen.
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36. Von praktischer Bedeutung sind einige Formeln, die aus den in Nr. 35
abgeleiteten dadurch hervorgehen, daB man besondere Werte einsetzt.
Setzt man in der Formel (I) a = ¢, b = d, so erhiilt man (vgl. Nr. 22)

(a + b)2 =a® 4 2ab + b2.
1. Satz. Das Quadrat einer zweigliedrigen Summe ist gleich der
Summe aus den Quadraten der Summanden und/ dem
doppelten Produkt der Summanden.

Fig. 11 gibt eine geometrische Veranschaulichung fiir diese Formel.

a+b

a b e S R
= ——————
exl | iae be a a? ab
- a+b

d{ ad bd b{ ab b2
a+b a b

Fig. 10. Fig. 11.

N B
e

a b
— | ——
s
a—b a+b
Fig. 12. Fig. 13.

Setzt man die gleichen Werte in die Formel (IV) ein, so erhiilt' man
(@ — b))% =a® —2ab + b2.
2, Satz. Das Quadrat einer Differenz ist gleich der Differenz,
die entsteht, wenn man die Summe der Quadrate von

Minuend und Subtrahend um das doppelte Produkt
aus Minuend und Subtrahend vermindert.

TFig. 12 erliutert diese Formel geometrisch.
Tiihrt man schlieflich die gleichen Werte in die Formel (II) ein, so erhilt

= (@+b) (@—b) = a2 — b2,
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3. Satz. Das Produkt aus der Summe und der Differenz zweier
Zahlen ist gleich der Differenz der Quadrate der beiden .
Zahlen.

Eine geometrische Veranschaulichung fiir diese Formel gibt Fig. 13.

Die Gesetze iiber die Division von Klammerausdriicken
Aus der Bedeutung der Klammern beim Rechnen mit bestimmten Zahlen
ergibt sich
1) : (24 +12) :6 =36 :6 = 6;
(2) (24—12):6=12:6=2
Um die allgemeine Formel
(I (@+b)y:im=a:m+b:m

herzuleiten, kann man die Erklirung der Division als Umkehrung der
Multiplikation benutzen. Die Formel ist richtig, wenn

(@+b)=(a:m-+Db:m) m

richtig ist (NT. 26). Wende ich auf der rechten Seite die erste Grundformel
fiir die Multiplikation von Klammerausdriicken (Nr. 33) an, so erhalte ich

a+b=(a:m) -m+ (b:m) m,
und hier steht in der Tat auch auf der rechten Seite @ - 0.

(fenau so liBt sich die zweite Grundformel fiir die Division von Klammer-
ausdriicken beweisen :

(IT) (@a—b):m=a:m—>b:m.

Hier wird wieder vbra.usgesetzt, daB a > bist, und in beiden Formeln aul3er-
dem, daB die Division im Bereiche der natiirlichen Zahlen ausfiihrbar ist.

§ 2. Die vier Grundrechenarten mit relativen Zahlen

Die Zahl Null und die relativen Zahlen

. Wenn bei verschiedenen Grundgesetzen in §1, z. B. in Nr. 13 und 15,

immer eine oder mehrere Nebenbedingungen erfiillt sein muBten, so lag
das daran, daB die Subtraktion a — b im Bereiche der natiirlichen Zalilen
nicht immer ausfiithrbar ist, dann ndmlich nicht, wenn ¢ < b ist. Genau
genommen hiitte auch immer noch der Fall a = b ausdriicklich ausge-
schlossen werden miissen. Um sich von diesen Einschrinkungen freizu-
machen, fithrt man neue Zahlen ein, die zu den natiirlichen Zahlen hinzu-
kommen, die Null und die negativen Zahlen.

Die Null fiihrt man ein, damit die Rechenoperation a — b auch dann noch
ausfithrbar ist, wenn @ = b ist. Bei der Veranschaulichung der Zahlen
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auf dem Zahlstrahl wird die Zahl 0 durch den Anfangspunkt dargestellt.
Er heit daher auch Nullpunkt.

Um die negativen Zahlen zu verzeichnen, eht nmn iiber den Nullpunkt
hinaus und kommt so schrittweise zu (— 1 ), (— 3) usf., wie man
es z. B. an der Skala eines Thermometers steht Aus dem Zahlstrahl wird
damit eine beiderseits beliebig fortzusetzende Zahlgerade (Fig. 14).

} 1 + + + } + +
(—=3) (=20 (—=1) 0 (+1) (+2) (+3) (+4)
Fig. 14.

Nach Einfithrung dieser negativen Zahlen ist es immer méoglich, von irgend-
einer natiirlichen Zahl ¢ aus um die natiirliche Zahl b riickwiirts zu ziihlen.
Wir bezeichnen die Zahlen vorderhand mit (— 1), (— 5), allgemein mit
(—a). Zum Unterschied davon wollen wir die bisherigen natiirlichen
Zahlen, die positiven Zahlen, mit (4 a) bezeichnen. Spiiter wird eine
Vereinfachung der Schreibweise eintreten.

Die positiven und negativen Zahlen zusammen nennen wir die relativen
Zahlen, weil ihr Wert von ihren Vorzeichen abhiingig ist.

Das Rechnen mit der Null

. Fiir das Rechnen mit der Zahl 0 gelten, wenn « eine natiirliche Zahl ist,

die vier Gesetze:

) a+0=a,

(IT) a—0=a und 0—a=(—a),
(I1I) a-0=0-a=0; 0-0=0,
av) 0:a=0.

Den noch iibrigbleibenden Fall, dafl der Divisor in einer Divisionsaufgabe
0 ist, lassen wir vorliufig auller acht.

Addition relativer Zahlen

. Die Addition zweier positiver Zahlen ist mit dem in §1 Gesagten bereits

erledigt. Es ist (Fig. 2)
()] (+ @)+ (+ b) = (+ [« + 8]).

Ich habe beispielsweise an der Hand der Zahlengeraden von der positiven

«Zahl (4 7) um die positive Zahl (- 3) weiterzuziihlen und komme dann

bis (+ 10).
Auch der Fall
[(—a ) + (+ b) = (—[a —b]), wenn a > b ist,

@) , .
| (—a)+ (+ D) = (+[b—a]), wenn b > a ist,
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erfordert keine weséntlich neuen Festsetzungen. Man geht von der nega-
tiven Zahl (— a) um die positive Zahl (+ b) auf der Zahlgeraden vorwiirts.
Ist dabei die Zahl b kleiner als @, so wird der Punkt, den man erreicht,
noch im Gebiet der negativen Zahlen liegen; sein Abstand vom Nullpunkt
ista—Db (Fxg 15). Ist hmgegen die Zahl b groBer als die Zahl a, so kommt
man bis zu einem Punkt im Gebiet der positiven Aahlen dessen Abstand
vom Nullpunkt b — a ist (Fig. 16).

Wenn wir jetzt aber (4 a) + (— §) bestimmen wollen, so sehen wir uns
zu einer neuen Festsetzung gendtigt. Wir haben bisher nur von einem
Weiterzihlen um die positive Zahl @ sprechen kénnen, noch nicht von
einem Weiterziihlen um negative Zallen. Wir werden die neue Erklirung,
die jetzt nétig wird, so einrichten, daB das kommutative Gesetz,der Ad-
dition (§1, Nr. 6) gilt.
(+b)  (—[a—b)
——

——

Y
(—a)
Fig. 15.
(+b)
A
=
(—a) (+[b—a))
Fig. 16.

Dann wird also dasselbe bei unserer Additionsaufgabe herauskommen wie
bei (—b) + (+ «). Das ist nach dem Gesetz (2) zu bestimmen. Wir er-
halten danach

| (+ @) + (—Db) = (+ [a—D]), wenn a> b ist,

3
@) | (+a) + (—b) = (—[b—a]), wenn b> a ist.
(—b)
- N
+ + + 3 y/ + t t
S
(—[b—a)) ’ (+a)
Fig. 17.

Was heiBt das aber? Um (— b) vorwiirts gehen heiBt danach, um ( + b)

riickwiirts gehen (Fig. 17).

Erklirung, Unter dem Vorwiirtsschreiten um eine negative Zahl
(der Addition einer negativen Zahl) versteht man das Riick-
wiirtsschreiten um die entsprechende positive Zahl (das
Subtrahieren der entsprechenden positiven Zahl).
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Wir sagten, dal wir die neue Erklirung so gefal3t haben, daB das kommu-
tative Gesetz weiter gilt. Es wird sich immer empfehlen, neue Festsetzun-
gen moglichst so zu treffen, daf schon bekannte Erklirungen und Gesetze
erhalten bleiben.

Diese Erklirung kann ich jetzt auch zur Aufstellung des letzten Gesetzes
verwenden, das sich von (3) nur dadurch unterscheidet, da$l der Ausgangs-
punkt eine negative Zahl ist:

) (—a) + (=2 [a+5).

Subtraktion relativer Zahlen

. In gIeicher Weise wie oben finden wir die Gesetze fiir die Subtraktion

relativer Zahlen. Die Aufgabe (4 a) — (- b) ist jetzt auch dann losbar,
wenn b groBer als a ist, wenn ich also beim Riickwiirtsschreiten auf dem
Zahlstrahl den Nullpunkt auf'dem Wege nach links iiberschreite. Es ist

j(—l— a) — (4 b) = (+ [a—b]), wenn a > b ist,

| (4+ @) — (+ b) = (—[b—a]), wenn b > a ist.

LEbenso findet man, wenn der Ausgangspunkt statt der positiven Zahl (4} a)
die negative Zahl (— a) ist,

2 (—a)—(+b) = (—[a + B]).

Nun aber stehen,wir vor der Aufgabe, festzusetzen, was wir unter dem
Riickwirtszithlen um eine negative Zahl verstehen. Da wir unter dem Vor-
wiirtszihlen um eine negative Zahl ein- Riickwirtszihlen um die ent-
sprechende positive Zahl verstanden haben, dabei also den Sinn des Fort-
schreitens umgekehrt haben, machen wir folgende Festsetzung:

()

Erklirung. Unter dem Riickwirtszihlen um eine negative Zahl
verstehen wir ein Vorwirtszihlen um die entsprechende
positive Zahl

Wenn also die Aufgabe (- @) — (— b) vorliegt, so werden wir an die

Stelle des Riickwirtszihlens um (— b) ein Vorwiirtszihlen um (4 b) setzen.
Man erhilt damit:

(3) : (+ a) — (=) = (+ [e + D),

wenn der Ausgangspunkt des Zihlens ein positiver Wert ist, hingegen im
Falle, wo der Ausgangspunkt ein negativer Wert ist,

[(—=a)—(— h) = (+ [b—a]), wenn b > a ist,

4) | (— a)— (—b) = (— [« —b]), wenn a > b ist.

Die in Nr. 5 entwickelten Subtraktionsgesetze lassen sich ohne weiteres
aus den Additionsgesetzen in Nr. 4 ableiten, wenn man von der Erklirung
der Subtraktion als der Umkehrung der Addition ausgeht. Um z. B. die
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Richtigkeit des Gesetzes (3) zu zeigen, braucht man nur die Probe zu
machen; sie ergibt in der Tat richtig

(4 [a + b)) + (—b) = (+ [a + b—D]) = (+ a).

Vereinfachte Schreibweise der relativen Zahlen

Unsere bisherige Schreibweise hatte den Vorteil, daff jeder Zahl sofort an-
zusehen war, ob sie positiv oder negativ war; das Vorzeichen + oder —
wurde deutlich von dem Rechenzeichen + oder — unterschieden. Man
geht trotzdem von dieser Schreibweise ab, weil sie einen groBen Nachteil
hat, ganz abgesehen von der Benutzung der Klammern. Wir muBiten bei
nicht wenigen Regeln zwei Fiille unterscheiden, je nachdem das Ergebnis
eine positive oder negative Zahl wurde. Wenn jetzt auch im erweiterten
Bereiche der Zahlen alle Subtraktionen ausfithrbar sind, so sind wir doch
noch immer gezwungen, in listiger Weise bei einzelnen Rechnungen Neben-
bedingungen hinzuzufiigen. Das ist der Grund, da8 man die Zahlen rechts
des Gleichheitszeichens kiirzer schreibt:

M (+ @)+ (+b) =a+b
)  H@+(—b=a—b
(1) (—@) + (+b) =—a+b
) (sl = e B =gl
) (+a)—(+b) =a—b
VD) S (Fa)— (—b)=a+b
(V) (—a)— (+ B =—a—b
oI (—@) — (—b)=—a+b.

Diese vereinfachte Schreibweise ist moglich, weil sowohl die Addition der
positiven Zahl (4 a) wie die Subtraktion der negativen Zahl (— a) auf
eine Addition von @ herauskommt, und ebensowohl die Addition von (— a)
wie die Subtraktion von (-~ @) auf eine Subtraktion von a. — Bei dieser
vereinfachten Schreibweise bedarf es dann keiner besonderen Unter-
scheidung mehr, ob z. B. a— b im Endergebnis eine positive oder eine
negative Zahl ist.

. Bin Vorteil der Einfilhrung negativer Zahlen ist es; daB man jetzt jede

Differenz @ — b auch als Summe, niimlich der Zahl ¢ und der negativen
Zahl — b, auffassen kann. Man spricht deshalb auch bei Ausdriicken, bei
denen irgendwelche Glieder additiv oder subtraktiv miteinander verbunden
sind, von algebraischen Summen. Ein anderer Ausdruck fiir denselben
Begriff ist Polynom, im Gegensatz zu einem eingliedrigen Ausdruck,
einem Monom.
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Die in §1 Nr. 15 abgeleiteten Klammerregeln
m + (a —I—bb)'z m-+a-+b,
m—+ (a—Db) =m-+a—>b,
m—(a-+b)=m—a—>0,

m—(a—Db =m—a-+b

,gelten nicht nur fiir irgendwelche natiirlichen Zahlen m, @ und b, sondern

fiir alle relativen Zahlen, insbesondere auch fiir « = 0. In diesem Falle
sind sie, da man die Summen 0 + b und die Differenzen 0 — b als die
relativen Zahlen 4 b und — b auffassen kann, mit den Gleichungen iden-
tisch, durch die die Addition und Subtraktion der relativen Zahlen fest-
gelegt wurde.

.

Multiplikation relativer Zahlen

Wenn zwei positive Zahlen miteinander multipliziert werden, so ist das
Ergebnis wieder eine positive Zahl; das ist eine aus dem Bereich der natiir-
lichen Zahlen bekannte Tatsache. Es ist also

@ (+a@)(+b)=+abd.

‘Wenn es sich um die Multiplikation einer negativen Zahl mit einer positiven
Zahl, also etwa (—a) - (- b) handelt, so werden wir in Anlehnung an die
Erklarung der Multiplikation im Bereiche der natiirlichen Zahlen das Er-

gebnis dadurch finden kénnen, dal wir eine Summe aus b Summanden
(— @) bilden. Dann ergibt sich

(IT) ¢ g (—a) (+b)=—ab.

Mit dieser Erklirung der Multip]ilxation kommen wir aber nicht weiter,
wenn es sich wie in (- @) - (— b) um einen negativen Multiplikator handelt.
Ich kann nicht eine Summe aus (— b) Summanden bilden. Wir miissen
eine neue Erklirung der Multiplikation finden. Wir verlangen, da$ jeden-
falls das kommutative Gesetz der Multiplikation erhalten bleibt. Dann
also hat (4 @) - (— b) das gleiche Ergebnis wie (— b) - (- a). Das ist aber
nach der Formel (IT) — ab. Wir setzen also fest

(LLT) (+a) - (=b)=—ab.
Das wiirde in Worten heilen:
Erklirung. Man multipliziert mit einer negativen Zahl, indem

man mit der entsprechenden positiven Zahl multipliziert
und dem Ergebnis das entgegengesetzte Vorzeichen gibt.

Diese Regel, die eben auf einen positiven Multiplikanden angewandt wurde,
wenden wir nun auch fiir einen negativen Multiplikanden an — wobei wir
also erneut eine Feststellung treffen — und erhalten

Iv) (=) (—b)=+abd.
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Alle vier Regeln konnen wir dahin zusammenfassen:

Das Produkt zweier Zahlen ist positiv, wenn die Zahlen
gleiches, negativ, wenn sie ungleiches Vorzeichen haben.

DaB die durch die Gesetze von Nr. 10 getroffene Festlegung der Multipli-
kation relativer Zahlen zweckmiiBig ist, 1i3t sich z. B. an den in § 1, Nr.35
abgeleiteten Multiplikationsregeln zeigen. Nicht nur gelten jetzt diese
Regeln auch dann, wenn die einschrinkenden Bedingungen, die wir seinerzeit
machen muBten, fortfallen; man kann sogar umgekehrt aus jenen fritheren
Gesetzen die von Nr. 10 ablesen, wenn wir in ihnen ¢ =0 und ¢ =0
setzen und verlangen, dal} sie auch dann Geltung haben.

Division relativer Zahlen

. Die Divisionsgesetze fiir die relativen Zahlen ergeben sich aus der For-

derung, daf auch bei der Ausdehnung des Begriffes der Division auf
negative Zahlen diese vierte Rechenoperation die Umkehrung der Multi-
plikation ist. Wir erhalten:

(9] (+a):(+ b=+ (a:D),
(IT) (+a):(—=b)=—(a:),
(I11) (—a):(+b)=—(a:D),
iv) (—a):(—b) =+ (a:D),

denn nur bei dieser Zeichensetzung wird die Probe auf die Division ,,Pro-
dukt aus Divisor und Quotient gibt den Dividenden® auch hinsichtlich
des Vorzeichens richtic. Bei den Formeln ist, wenn sie im Bereich der
relativen Zahlen Bedeutung haben sollen, Voraussetzung, daf3 die Divi-
sionen auch wirklich aufgehen, mit anderen Worten, daB die Dividenden
jeweils Vielfache der Divisoren sind.

§ 3. Die vier Grundrechenarten mit Briichen

Der Begriff des Bruches

. Die Division war im Gegensatz zur Multiplikation nicht immer restlos

ausfithrbar (§ 1, Nr.28). Wie nun die Forderung der unbeschrinkten
Ausfithrbarkeit bei der Subtraktion zur Einfithrung der negativen Zahlen
gefiihrt hat, so jetzt bei der Division zur Einfiihrung der gebrochenen
Zahlen, der Briiche.

Da 3 :4 im Bereiche der ganzen Zahlen nicht ausfiihrbar ist, fiihre ich
die gebrochene Zahl % ein.
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Ist @:b im Bereiche der ganzen Zahlen nicht ausfiihrbar, so definiert
man als Ergebnis dieser Division die neue, gebrochene Zahl %. Es be-

deutet also % den bten Teil von a.

@ heiBt der Zihler, b der Nenner des Bruches.

Man kann zum Begritf des Bruches % auch noch auf anderem Wege
gelangen. —i— entsteht durch Viertelung der Einheit, ebenso -;— dadurch,
daB die Einheit in b gleiche Teile geteilt wird. % sind dann 3 der neuen

Einheiten %, und % sind @ der neuen Einheiten % Diese Erklirung,
die uns bei der Einfithrung der Rechenoperationen mit Briichen mehrfach
von Nutzen sein wird, zeigt deutlich, wie die Briiche auf der Zahlen-
geraden einzutragen sind.

—2 =1 0 +1 +2
=il + l
' =g '

Fig. 18.

18 B %
1> 1 und — 3 eingetragen.

Unter dem reziproken Wert eines Bruches versteht man denjenigen
Bruch, der aus dem ersten durch Vertauschung von Zihler und Nenner

entsteht. Der reziproke Wert von % ist also e

Da sich eine ganze Zahl m auch als Bruch —7;— schreiben liBt, ist ihr rezi-

proker Wert &,
m

. Durch.die Einfithrung des Bruches wird eigentlich das besondere Opera-

tionszeichen fiir die Division iiberfliissig. Man kann zwar, wenn es sich
um bestimmte Zahlen handelt, sagen, 3 : 4 ist eine Divisionsaufgabe und
% ihr Ergebnis. Wenn es sich aber um unbestimmte Zahlen handelt, ver-

schwindet der Unterschied. a :b und i[:— sind gleichbedeutend.

Ob man den’ Bruchstrich oder das :-Zeichen benutzt, dafiir sind meist
ZweckmiiBigkeitsgrinde mafBigebend. Bei der Division von Polynomen
muBl man bei der Verwendung des -:-Zeichens Klammern schreiben, heim
Bruchstrich sind sie iiberfliissig und werden deshalb weggelassen.

Man schreibt also statt :is auch (@ +b):(c+d), weil a+b:c+ d
nach der bei § 1, Nr. 31 getroffenen Festsetzung etwas wesentlich anderes
bedeuten wiirde.
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Briiche von gleichem Wert
Bei den negativen Zahlen bedurfte es keiner Erorterung, wann zwei von
ihnen gleich sind; das war ihnen sofort anzusehen. Zwei Briiche % und
% konnen aber sehr wohl gleich sein, ohne daB @ = ¢ und b = d ist.

Wenn man in einem Bruch Zihler und Nenner mit der gleichen Zahl
multipliziert, wenn man ihn erweitert, so &ndert er seinen Wert nicht.

P 3 3.2 6
So ist z. B. T
i o a_am
Allgemein wird T=bm"

Ebenso éndert ein Bruch seinen Wert nicht, wenn man Zihler und Nenner
durch die gleiche Zahl dividiert, wenn man ihn kiirzt.

Ich kann unser obiges Beispiel auch in umgekehrter Reihenfolge lesen

d erhalt dann-‘—i——6 q——
unceriate 8 =8:2 %°

. a_a:m
Allgemein ist ot~

Es ist durchaus nicht immer leicht, zwei Briichen anzusehen, dafB sie
gleichen Wert haben. Vgl. dazu §4, Nr. 3.

Addition und Subtraktion von Briichen

Unsere Erklirung der Addition und Subtraktion als ein Vorwirts- oder
Riickwiirtszéihlen versagt zuniichst bei den Briichen; ich kann nicht um

i i
17 S | + } !
=t =t T
0 +4 +2 +3
Fig. 19.

1 oder um % weiterziihlen. Wenn ich aber an die zweite Erklirung des
Bruches denke und an die Veranschaulichung auf der Zahlengera,den, 80
wird sofort klar, was unter der Addltlonsa,ufgabe + & 2 zu verstehen ist.
Ich habe von der Stelle § auf der Zahlengeraden um 5 der neuen kleineren

3+5 8

Einheiten } fortzuschrelten. Ich erhalte = 5=2 (Fig. 19).

a b_a+b
_+?__c_-

(1) Allgemein ist =

und, da sich ja die Subtraktion als Addition einer negativen Zahl auf-
fassen lifit, auch

@) T-e=
Arlt hmetlk, 3.—5. 16
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8. Nun handelte es sich aber in Nr.7 nur um gleichnamige Briiche. Hat
man zwei ungleichnamige Briiche zu addieren oder zu subtrahieren, etwa
$ und 2, so muB man sie erst gleichnamig machen, sie also in 2 und &
verwandeln, und kann dann die Addition oder Subtraktion ausfiihren.

Man erhilt als Summe 1, als Differenz 5

122

. ” a c ad+4be

) (1) Allgemein erhilt man 5 + a= b-ir-l .

@ a ¢ __ad—be
2) b d " " ba.

Multiplikation und Division von Briichen

9. Wenn es sich um die Multiplikation eines Bruches mit einer ganzen Zahl
handelt, so werden wir diese Aufgabe mit unserer bisherigen Auffassung
vom Begriff der Multiplikation erledigen kénnen.

Es bedeutet z. B. %- 5, daB :— 5mal als Summand zu setzen ist, das Er-

gebnis ist also § + & $+3+3% dh §Z§ oder ¥ oder 3%,

Allgemein ist n Summanden

S XS e}

7 Summanden
_o6tata+t+---4a,

: ;
a an
ko TR=F

Man hat den Zihler mit » multipliziert, der Nenner bleibt unveriindert.

Ist die ganze Zahl n negativ, so nimmt auch das Produkt einen negativen
Wert an, wenn man die in § 2, Nr.10 gegebene Erklirung der Multi-
plikation mit negativen Zahlen von ganzen auf gebrochene Zahlen iiber-
trigt.

10. Die Division soll, auch wenn wir sie auf Briiche ausdehnen, die Um-
kehrung der Multiplikation bleiben. Daraus ergibt sich

_a.-c— a
[ Y
. - a _E_C_ ti
denn die Probe ergibt T T

Auch die Erklirung des Bruches fiihrt zum gleichen Ergebnis. Teilt man
% in ¢ Teile, so ist das Ergebnis bic ; handelt es sich um @ solcher Teile % , S0
ist das Ergebnis der Teilung durch ¢ entsprechend bic 5
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11. Mit der in Nr.9 benutzten Erklirung der Multiplikation kommen wir

12.

nicht aus, wenn der Multiplikator ein Bruch ist.

Ich kann nicht, wenn etwa £ mit ¢ zu multiplizieren ist, eine Summe aus }
Summanden bilden.

Wir sind erneut gezwungen, den Begriff der Multiplikation zu erweitern.
Wir nehmen zuniichst den einfachen Fall, dal eine ganze Zahl mit einem
Bruch zu multiplizieren ist, etwa n mit %. Wir verlangen, daf jedenfalls
das kommutative Gesetz der Multiplikation weiter herrschen soll. Dann
% .
ahgeleiteten Formel a—bn. Wir werden also festsetzen

hat aber n - —Z— das gleiche Ergebnis wie n, und das ist nach der eben

Die Formel lehrt:

Erklirung. Unter der Multiplikation mit einem Bruche versteht
man die Multiplikation mit dem Zihler und die Division
des Ergebnisses durch den Nenner.

Mit dieser Auffassung der Multiplikation ergibt sich dann auch die Multi-
plikation eines Bruches mit einem anderen Bruche, es wird

Erklirung., Man erhiilt das Produkt zweier Briiche, indem man
das Produkt derZiihler durchdas Produkt der Nenner divi-
diert.

In dieser letzten Regel sind alle vorhergehenden der Nr. 11 enthalten.
Um zu zeigen, daB diese Erweiterung des Begriffes der Multiplikation
sich in den alten Begriff einfiigt, braucht nur daran erinnert zu werden,
daB ja jede ganze Zahl als Bruch mit dem Nenner 1 angesehen werden
kann. Die Multiplikation mit einem Bruche geht in diesem Falle in das
bekannte frithere Multiplikationsverfahren iiber.

Auch in der Weise kann man die ZweckmiBigkeit der neuen Festsetzung
zeigen, dafl man die Multiplikationsregel auf einen nur scheinbaren Bruch,

wie etwa % ,anwendet und zeigt, dafl dann die Multiplikation mit diesem

Bruch zum gleichen Ergebnis fithrt wie die Multiplikation mit der ganzen
Zahl m.

Jetzt 1aBt sich auch die Division durch einen Bruch erledigen. Gehen
wir wieder von der Erklirung der Division als Umkehrung der Multi-
plikation aus, so wird

_ad
e

a: :

ale

16*
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5 - ad ¢ adc
denn die Probe ergibt — T=g =0
a, c ad
- 7T = %e

denn es ist — ==

Die Regeln fiir die Division lassen sich so zusammenfassen:

Erklirung. Man dividiert durch einen Bruch, indem man mit
dem reziproken Wert multipliziert.

Zusammenfassung

Bisher sind uns vier Rechenoperationen bekannt geworden, die Rechen-
operationen erster Stufe, Addition und Subtraktion, und die Rechen-
operationen zweiter Stufe, Multiplikation und Division. Im Bereiche der
natiirlichen Zahlen waren zunichst nur die Addition und die Multiplika-
tion immer ausfithrbar. Wir erweiterten den Bereich der Zahlen ein
erstes Mal durch Hinzufiigen der negativen ganzen Zahlen zum Bereich
der relativen Zahlen. Nachdem fiir die neuen Zahlen die vier Rechen-
operationen erklirt waren, erhielten wir als Ergebnis, da auch die Sub-
traktion, ebenso wie die Addition und die Multiplikation, im neuen Zahlen-
bereich immer ausfithrbar war. Erweiterten wir dann durch Hinzufiigen
der gebrochenen Zahlen den Zahlbereich ein zweites Mal, dann waren,
nachdem die Bedeutung der Rechenoperationen mit gebrochenen Zahlen
erklirt war, jetzt alle vier Rechenoperationen stets ausfiihrbar.

Man faBt die vier Rechenoperationen als die rationalen Rechen-
operationen zusammen und nennt den Zahlbereich, der die positiven
und negativen, ganzen und gebrochenen Zahlen umfaft, den Bereich der
rationalen Zahlen. Das Ergebnis ist:

Zusammenfassung, Im Bereiche der rationalen Zahlenist jede ra-
tionale Rechenoperation ausfiithrbar, d.h.: Wenn man mit
irgend zwei rationalen Zahlen eine rationale Rechenopera-
tion ausfiihrt, so erhilt man stets wieder eine rationale
Zahl.

Dabei ist eine Liicke geblieben. Es war noch nicht gesagt worden, was

man unter % versteht. Wenn in dem Bruch % , wo der Zihler a und der

Nenner b positiv angenommen wird, der Nenner b kleiner und kleiner
wird, wihrend @ irgendeine endliche Zahl ist, dann wiichst der Bruch
ins Ungemessene, er wird groBer als jede beliebige Zahl. Man fiihrt
dafiir das Zeichen co (unendlich) ein. Es ist aber davor zu warnen, dieses
Zeichen co ohne weiteres als eine Zahl wie die bisher behandelten natiir-
lichen, relativen und rationalen anzusehen. Man tut am besten, von
dem Rechnen mit diesem Zeichen ganz abzusehen. Das bedeutet also,
daB man auch jede Division einer Zahl durch Null zu vermeiden hat.
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§ 4. Die Proportionen
Die vier Gleichungsgesetze

1. Wenn zwei Ausdriicke, die ihrem Werte nach gleich, vielleicht aber
in der Form verschieden sind, z. B. 4 und 2 + 2 oder (a + b)*> und
a® -+ 2ab + b2, durch ein Gleichheitszeichen verbunden werden, so
nennen wir eine solche Verbindung eine Gleichung. Alle Formeln in
den vorhergehenden Abschnitten waren Gleichungen.

Man kann nun eine Gleichung nicht nur in der Weise veriindern, dafl
man den ganzen Ausdruck auf einer Seite in eine andere Form bringt,
sondern auch so, daB gleichzeitig mit beiden Seiten der Gleichung Ver-
dnderungen vorgenommen werden.

Erklirung. Eine Gleichung bleibt richtig, wenn man auf beiden
Seiten
1. Gleiches addiert,
2. Gleiches subtrahiert,
3. mit Gleichem multipliziert und
4. durch Gleiches, ausgenommen die Null, dividiert.

In Gestalt von Formeln konnen wir das so ausdriicken: Wenn

Aa=b,
c=d ist, dann ist auch
1) at+c=b+d,
(2) a—c=>b—d,
(3) a-c=b-d,
4) a:c=b:d.

Dabei ist im vierten Gesetz der Fall, daB ¢ und d den Wert O haben,
nach unserer Verabredung in § 3, Nr. 14 ausdriicklich auszunehmen.

2. Fiir die Praxis der Umgestaltung von Gleichungen gibt man den vier
Gesetzen von Nr.1 eine andere Form. Wenn man in

(1) at+b=c

den Summanden b beiderseits subtrahiert, so nimmt die Gleichung die
Gestalt

a ' a=c—b
an: Ein Summand auf der einen Seite einer Gleichung wird zum Sub-

trahenden auf der anderen Seite. Das ist das Gesetz, das in Nr. 1 dem
Gesetz (2) entspricht.
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(2) Wenn man in a—b=c
beiderseits den Subtrahenden b addiert, so erhiilt man
2" a=>b+c;
ein Subtrahend auf der einen Seite der Gleichung wird zum Summanden
auf der anderen Seite. Das entspricht dem Gesetz (1) in Nr.1. Wenn
man in
(3) a-b=c
beiderseits durch den Faktor b dividiert, dann erhilt man

c

@) a=

Sl

ein Faktor auf der einen Seite der Gleichung wird zum Divisor auf der
anderen Seite. Das entspricht dem Gesetz (4) in Nr. 1. Wenn man schlieB-
lich in

4) a:b=c
beiderseits mit dem Divisor b multipliziert, dann erhilt man
4" a=c-b;

ein Divisor auf der einen Seite einer Gleichung wird zum Faktor auf der
anderen Seite. Das entspricht dem Gesetz (3) in Nr. 1.

Begriff der Proportion
Sind die Briiche oder Quotienten % und % gleich, d. h. haben sie gleichen

Wert, dann nennt man die Gleichung

a c

I
oder mit dem Symbol : geschrieben
a:b=c:d
eine Proportion und liest sie ,,a zu b wie ¢ zu d.

a und d heiflen die &uBeren, b und ¢ die inneren Glieder der Propor-
tion, @ und ¢ die vorderen, b und d die hinteren Glieder.

Die Produktengleichung
Wenn man die Proportion a:b=c:d
beiderseits mit bd multipliziert, so erhilt man die Produktengleichung
ad=b-c.
Satz. Injeder Proportion ist das Produkt der iuBeren Glieder
gleich dem der inneren.
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Umgekehrt laBt sich aus der Produktengleichung mittels Division durch
bd wieder die Proportion ableiten. — Die Produktengleichung ist ein
praktisches Mittel zur Feststellung, ob zwei Briiche gleichen Wert haben,
oder ob eine Proportion richtig ist.

Da ich die Produktengleichung der Proportion
a:b=c:d

ebenso wie durch bd auch durch ab, dc oder ad dividieren und auBerdem
aus jeder Proportion eine andere gewinnen kann, wenn ich die beiden
Seiten der Gleichung vertausche, so folgen aus der Ausgangsproportion
noch sieben andere. Sie zeigen, dal man in einer Proportion die inneren,
die #uBeren, die inneren und #&uBleren Glieder und jeweils die beiden
Seiten vertauschen kann.

Der Proportionalitiitstfaktor

. (1) Ist eine Proportion a:b=c:d

gegeben, so kann man eine GroBe ¢, den Proportionalitiatsfaktor, so
finden, daB

2) a=t-c, b=t-d ist.
t ist z. B. im Falle der Proportion 3:6 =1:2 die Zahl 3.

Man erhiilt die Zahl ¢, indem man ;1 oder die gleich groBe Zahl % nach

Moglichkeit kiirzt. Umgekehrt 1iBt sich aus den beiden Gleichungen (2)
sofort die Proportion (1) schlieBen.

. Mit Hilfe des Proportionalitiitsfaktors lassen sich aus der Proportion

a:b=c:d
(1) die Proportionen (a + b) :b = (¢ +d):d,
2) a:(a+b) =c:(c+d
und dhnliche ableiten. Die gegebene Proportion ist nimlich mit den Glei-
ehmgen a=t-¢c und b=t-d
gleichbedeutend, und aus diesen Gleichungen folgt durch Addition
1) a+b=t-(c+d und b=t-d,
2" a=t-¢c und a-+b=t-(c+d);
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nach Nr. 8 folgen daraus die behaupteten Proportionen. — Diese neuen
Proportionen lassen sich auch auf anderem Wege finden, so z. B. die Pro-
portion (1), indem man in der gegebenen Proportion beiderseits 1 addiert:

a c
T l=arck 1y
a+b_ c+d

b d

Die in Nr.7 abgeleiteten Gesetze sind besondere Fille des allgemeinen
Gesetzes der korrespondierenden Addition und Subtraktion.
Sind p, ¢, r und s irgendwelche Zahlen, so folgt aus

a:b=c:d
(pa + gb): (ra + sb) = (pc + ¢d) : (rc + sd),
denn aus a=t-¢c und b=¢t-d

folgt auch pa 4 gb=1¢-(pc+ ¢d) und ra+ sb=t- (rc 4 sd).

§ 5. Gleichungen ersten Grades

Begriff der Gleichung ersten Grades mit einer Unbekannten

Die in § 4 behandelten Gleichungen geben Beziehungen zwischen irgend-
welchen als bekannt vorausgesetzten GréBen wieder, die stets richtig blei-
ben, welche Werte man auch fiir die in ihnen auftretenden Buchstaben-
ausdriicke einsetzt. Man nennt solche Gleichungen auchidentische Glei-
chungen. Von ihnen sind wesentlich verschieden die Bestimmungs-
gleichungen. Es handelt sich darum, eine oder mehrere unbekannte
GroBen aus anderen bekannten oder als bekannt anzusehenden GréBen
zu bestimmen.

Bezeichnen wir die Unbekannte mit @, so nennt man eine Gleichung der
Form

mx+n=»0
eine Gleichung ersten Grades mit einer Unbekannten. Darin soll
der Faktor von z, die Zahl m, eine bekannte (bis auf weiteres rationale),
von 0 verschiedene Zahl und das von « freie Glied » eine (bis auf weiteres
rationale) bekannte Zahl sein.

Die Losung der Gleichung ersten Grades mit einer Unbekannten

Hat eine Gleichung ersten Grades bereits die in Nr. 1 erwihnte Normal-
form, so ist die Losung mit Hilfe der in §4, Nr.1 und 2 entwickelten
Gleichungsgesetze, die fiir Bestimmungsgleichungen ebenso wie fiir iden-
tische Gleichungen gelten, sofort zu finden. Man bringt den Summanden
n auf die rechte Seite der Gleichung und erhiilt

mz = —n;

’
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dann schafft man auch den Faktor m auf die rechte Seite und erhilt nun
die Gleichung in einer Form, bei der auf der linken Seite nur noch 2z und
damit rechts der Wert von z steht:
r=— .

m

Oft muB eine Gleichung ersten Grades erst auf die Normalform gebracht
werden. Kommt eine Unbekannte in Klammern vor, so miissen diese auf-
gelost werden, kommen mehrere Glieder mit  vor, so sind diese so zu-
sammenzufassen, daB z mit einem Klammerausdruck multipliziert er-
scheint. Man tut gut, auftretende Briiche, in deren Zihler die Unbekannte
steht, dadurch zu beseitigen, dal man mit dem Hauptnenner aller in der
Gleichung vorkommenden Nenner multipliziert.

Bruchgleichungen

. Gleichungen, in denen Briiche auftreten, die die Unbekannte im Nenner

haben, wollen wir als Bruchgleichungen bezeichnen. Es sind das nicht
eigentlich Gleichungen ersten Grades, sie konnen aber oft auf Gleichungen
ersten Grades dadurch zuriickgefiihrt werden, daB man mit dem Haupt-
nenner aller auftretenden Briiche multipliziert.

Begrift der Gleichungen ersten Grades mit mehreren Unbekannten

Eine Gleichung ersten Grades mit zwei Unbekannten laBt sich stets auf
die Form

1) ar+by=c
bringen, wo @ und y die beiden Unbekannten, a, b und ¢ bekannte (bis
auf weiteres rationale) GroBen bezeichnen. Aus einer solchen Gleichung

allein lassen sich die beiden Unbekannten nicht bestimmen. Es ist noch
eine zweite solche Gleichung ndtig, also etwa

&) dx +ey=f.

. Die beiden Gleichungen, durch welche die zwei Unbekannten bestimmt

werden sollen, miissen voneinander unabhingig sein und diirfen nicht
einander widersprechen.

Lautet beispielsweise die erste Gleichung
Te+3y=>5

und die zweite Tz=5—3y,
so ist die zweii:e Gleichung die gleiche wie die erste, nur ein wenig um-
gestellt. Das ist auch der Fall, wenn ich ihr etwa die Form

Tz +7=12—3y
gebe, indem ich beiderseits 7 addiere oder nun noch weiter durch 7 divi-
diere, also o 1=18—}y.
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Alle diese Formen und beliebig viele aus ihnen unter Anwendung der Glei-
chungsgesetze (§4, Nr. 1) gebildete Gleichungen sind abhiingig von der
ersten Gleichung, besagen nichts anderes als diese selbst und geniigen
also nicht zur Bestimmung der Unbekannten.

Ebenso darf die zweite Gleichung nicht im Widerspruch mit der ersten
stehen.

Lautet die zweite Gleichung etwa 7z - 3y =12,

so ist klar, daB die Summe 7z - 3y nicht gleichzeitig den Wert 5 und 12
annehmen kann, wie auch die Unbekannten lauten mochten.

Sollen die beiden Gleichungen ersten Grades mit zwei Unbekannten
Losungen haben, so miissen die beiden Gleichungen also unabhingig
und widerspruchslos sein.

Handelt es sich um drei Unbekannte, die etwa mit z, ¥ und z bezeichnet
sein mdgen, so sind zu ihrer Bestimmung drei Gleichungen ersten Grades
notwendig. Auch diese drei Gleichungen, deren erste etwa die Form

az +by+cz=d

hat, wo die Zahlen a, b, ¢ und d bekannt sind, miissen voneinander unab.
hiingig und ohne Widerspruch miteinander sein. Die Unabhiingigkeit und
Widerspruchslosigkeit ist hier noch schwerer als bei Gleichungen mit zwei
Unbekannten zu erkennen, weil die dritte Gleichung nicht blo unabhiingig
von der ersten und der zweiten, sondern auch von irgendeiner aus jenen
beiden ersten durch gegenseitige Addition, Subtraktion, Multiplikation und
Division gebildeten Gleichung sein muB, auch nicht mit irgendeiher solchen
Gleichung in Widerspruch stehen darf.

. Liegen mehr als drei Unbekannte vor, etwa n, so sind zu ihrer Bestimmung

auch 7 unabhiingige und gegenseitig widerspruchslose Gleichungen not-
wendig.

Losung der Gleichungen ersien Grades mit mehreren Unbekannten

. Sind zwei Gleichungen ersten Grades mit zwei Unbekannten gegeben, etwa

2z + 3y =13,
20 —y=1,
so kann man sie immer durch Elimination der einen Unbekannten auf
eine Gleichung ersten Grades mit einer Unbekannten zuriickfiihren. Man

berechnet die eine Unbekannte aus einer der Gleichungen, also hier etwa,
aus der ersten Gleichung die Unbekannte z,

22 =13 —3y,

s 18 3
T=3—1iv
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und setzt diesen Wert in die zweite Gleichung fiir  ein. Dann erhilt die
zweite Gleichung nur noch eine Unbekannte; sie lautet
2 —3y—y=1,
13—3y—y=1,
12 =4y,
y=3.
Damit ist eine Unbekannte bestimmt. Die andere erhalte ich, wenn ich
den fiir y errechneten Wert in eine der gegebenen Gleichungen oder in
die Substitutionsgleichung (die Gleichung fiir z) einsetze. In unserem
Falle wird z = 2.
Diese Substitutionsmethode besteht also im allgemeinen Fall darin,
daB ich aus der ersten Gleichung, welche die Form
ar+by=c
haben mag, z oder y ausrechne und den erhaltenen Wert in die zweite von
ihr unabhingige und zu ihr widerspruchsfreie Gleichung, welche die Form
do +cy=f
haben moge, einsetze. Dann erhalte ich immer eine Gleichung ersten
Grades fiir die andere Unbekannte. Diese 16se ich und setze den erhaltenen
Wert in die Substifutionsgleichung oder in eine der gegebenen Gleichungen
ein. Diese liefert dann die andere Unbekannte.
Das Unpraktische an der Substitutionsmethode ist das Auftreten der Briiche
bei der Durchfithrung der Rechnung. Diese Schwierigkeit fillt weg, wenn
in einer der Gleichungen die eine Unbekannte ohne Koeffizient auftritt.
So wiire es im Beispiel von Nr. 9 weit praktischer gewesen, aus der zweiten
Gleichung y auszurechnen. Man erhilt ohne weiteres den Wert
Y= 2z—1 N
setzt ihn in die andere Gleichung ein, die nun in der Form
2z4322—1)=13
keine Briiche aufweist und sehr schnell zum Ziel fiihrt:
2z 4+ 62—3 =13,
8z =16,
z=2.
Eine Abart der Substitutionsmethode ist die Gleichsetzungsmethode.
Man driickt in beiden Gleichungen eine der beiden Unbekannten, etwa ,
durch die andere aus, also im Beispiel von Nr. 9
y=3—%o
y=2z—1.
Die Beseitigung der einen Unbekannten geschieht nun dadurch, daf man

die beiden Werte dieser Unbekannten gleichsetzt, hier also

20 —1=¥— 23,
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Diese Gleichung ersten Grades mit einer Unbekannten wird dann in ge-
wohnter Weise gelost.

12. Bei der Gleichsetzungsmethode treten gleichfalls als unnstige Erschwerung
der Rechnung Briiche auf. Man kann sie manchmal dadurch vermeiden,
dafl man nicht eine der Unbekannten selbst, sondern irgendein Vielfaches
von ihnen, das in beiden Gleichungen vorkommt, zweimal ausdriickt.
Im Beispiel von Nr. 9 wiirde man z. B. aus beiden Gleichungen am besten
2z ausdriicken, also

2z =13 —3y,
2z2=1+4y.
Daraus ergibt sich ‘ 13—3y=1+y,
12 = 4y,
y=3.

13. Die Additions- und Subtraktionsmethode mag zunichst an dem
einfachen Beispiel b

z—y=3
erliutert werden. Durch Addition beider Gleichungen erhiilt man
22 =10,
z=2>5,
durch Subtraktion 2y =4,
) y=2;
Im allgemeinen Falle der Gleichungen
az +by=c
\ dz +ey=f

mufl man, ehe man die eine Unbekannte durch Subtraktion entfernen kann,
die erste Gleichung mit d, die zweite mit @ multiplizieren. Dann hat die
erste Gleichung ebenso wie die zweite ein Glied adz. Durch Subtraktion
bringt man das Glied zum Wegfall und behilt eine Gleichung fiir y.
Ebenso bringt man das Glied mit y zum Wegfall, wenn man die erste
Gleichung mit e, die zweite mit b multipliziert.

14. Sind die Koeffizienten der einen Unbekannten gleich oder haben sie gar
den Wert 1, so tritt bei dieser Methode von selbst eine Vereinfachung der
Rechnung ein.

Im Beispiel von Nr. 9 2243y =13,
20 —y=1

brauchen wir, um @ zum Wegfall zu bringen, gar nicht erst zu multipli-
zieren, sondern erhalten sofort durch Subtraktion

4y=12, y=3.
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Um y zu entfernen, brauchen wir nur die zweite Gleichung mit 3 zu multi-
plizieren und zu addieren:
8z=16, z=2.

Noch einfacher gestaltet sich die Losung, wenn ein Koeffizient einer Glei-
chung Null wird.

Sind drei Gleichungen mit drei Unbekannten gegeben, so kann man immer
so verfahren, daB man sich durch eine Substitution zwei Gleichungen mit
nur zwei Unbekannten verschafft. Dabei ist fiir die Durchfiihrung der
Rechnung die Wahl einer recht zweckmiBigen Substitution von Bedeutung.
Auch die Additions- und Subtraktionsmethode 1Bt sich zum gleichen
Zweck heranziehen.

Die Lisung der Gleichungssysteme von vier und mehr Unbekannten kann
in der Weise geschehen, daB man schrittweise die Anzahl der Unbekannten
und der zu ihrer Bestimmung notwendigen Gleichungen herabsetzt.

§ 6. Die lineare Funktion

Das Koordinatensystem

. Zwei aufeinander senkrecht stehende Zahlgeraden mit gemeinsamem Null-

punkt bilden ein Koordinatensystem. Die eine Koordinatenachse
v
+7
T6
T5
T4
+3
t+2

T-2
{-9

+-7
Fig. 20.

pflegt man waagerecht zu legen, den positiven Teil nach rechts; man nennt
sie die z-Achse. Die dazu senkrechte Achse heilt die y-Achse; ihr posi-
tiver Teil soll sich nach oben erstrecken. Die Einheiten auf beiden Achsen
sollen im allgemeinen die gleichen sein (Fig. 20).
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In der Ebene der Koordinatenachsen sei ein Punkt P gegeben. Man zieht
durch ihn zu den Koordinatenachsen Parallelen. Den Abstand des Paral-
lelenschnittpunktes auf der #-Achse vom Nullpunkt nennt man die z-Ko-
ordinate des Punktes, den Abstand des Parallelenschnittpunktes auf der
y-Achse nennt man die y-Koordinate des Punktes. Diese y-Koordinate
wird auch durch die Linge der vom Punkt auf die z-Achse gefiillten Senk-
rechten angegeben (Fig. 20).

2. Jedem Punkt in der Koordinateneben\e kommen ganz bestimmte Koordi-
naten z und y zu. Wir schreiben das P (=, y) oder auch P (z; ). Umgekehrt
gehort zu jeder Angabe irgend zweier Zahlwerte z und y ein ganz bestimmter
Punkt.

So hat z. B. in Fig. 20 der Punkt P die Koordinaten 8 und 5.
Recht praktisch erweist sich fiir die Zuordnung von Punkten in der Ebene
und Zahlenpaaren die Benutzung von Millimeterpapier.

3. Die Punkte in der rechten Halbebene haben positive z-Koordinaten, die
in der linken Halbebene negative z-Koordinaten. Die Punkte in der oberen
Halbebene haben positive y-Koordinaten, die in der unteren Halbebene
negative y-Koordinaten. Der erste Quadrant, rechts oben, hat nur Punkte
mit positiven Koordinaten, der zweite Quadrant, links oben, umfaBt die
Punkte mit positiven y- und negativen z-Koordinaten. Der dritte Qua-
drant, links unten, umfaBt die Punkte mit negativen z- und y-Koordina-
ten. Der vierte Quadrant schlieBlich, rechts unten, umfa3t die Punkte mit
positiven z-Koordinaten, aber negativen y-Koordinaten. Die Punkte der "
z-Achse haben als y-Koordinate den Wert 0, die Punlkte der y-Achse haben
als z-Koordinate den Wert 0. Die Koordinaten des Koordinatenanfangs-
punktes sind 0 und 0.

Geraden im Koordinatensystem

4. Der geometrische Ort der Punkte, die von der a-Achse den Abstand a
haben, ist die Parallele zur z-Achse in diesem Abstand, die in der positiven

y Y Y
9
ya o B
1 &
I Ed
— ==\
0 z 0 | z
Fig. 21. Fig. 22. TFig. 23.

Halbebene liegt, wenn a positiv ist. Fiir alle Punkte dieser Geraden ist
die y-Koordinate a. Man sagt auch,

y=a
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ist die Gleichung, genauer die Funktionalgleichung, der angegebenen
Geraden (Fig. 21).

Ebenso ist die Gleichung der Geraden, die im Abstande b parallel zur
z-Achse verliuft (Fig. 22),
2=2».

Der geometrische Ort der Punkte, deren y-Koordinate das afache der
z-Koordinate ist, ist wieder eine Gerade, die durch den Nullpunkt geht
(Fig. 23).

Sie hat die Gleichung y=az.
Im Falle der Fig. 23 ist @ = 2.

Ist im besonderen a = 1, so erhiilt man die Winkelhalbierende des Koordi-
natensystems, die durch den ersten Quadranten geht. Fiir die dazu senk-
rechte Winkelhalbierende wird @ = — 1.

Die lineare Funktion

Die Gleichung y = az, die wir eben in Nr. 4 kennenlernten, ist weder eine
identische Gleichung in dem Sinne, wie wir sie frither kennengelernt
haben, noch eine Bestimmungsgleichung. Der Buchstabe y steht fiir
,die y-Koordinate, der Buchstabe « fiir ,die z-Koordinate“. y und z
sind dabei weder bekannte noch unbekannte, aber bestimmbare Werte,
sie sind vielmehr verindetlich, kénnen verschiedene Werte annehmen.
Sie heiBen Verinderliche oder Variable.

Erteitt man = irgendeinen ganz beliebigen Wert, dann nimmt y einen
bestimmten Wert an. Man nennt z darum die unabhingige, y die
abhiingige Variable. y hei3t auch eine Funktion von z, und zwar in
unserem Falle eine Funktion ersten Grades von z, weil die hochste
Potenz, in der & vorkommt, die erste ist. Da 2 auch nicht im Nenner
etwa auftretender Briiche vorkommt, nennt man die Funktion eine
ganze, im Gegensatz zu gebrochenen Funktionen.

. Eine Funktion der Form y=azx

wird graphisch stets durch eine Gerade dargestellt, die durch den Null-
punkt geht. Die als bekannt anzunehmende GroBe a, die man im Gegen-
satz zu den variablen GroBen auch eine Konstante nennt, gibt die
Neigung der Geraden gegen die z-Achse an. Geht man um eine Ein-
heit in der Richtung der z-Achse vorwiirts, so steigt die Gerade um
a Einheiten, wenn @ positiv ist, oder fillt um ' Einheiten, wenn a
gleich der negativen Zahl —a’ ist. Wir nennen o die Steigung der
Geraden.

In der Fig. 23 ist z B. die Steigung 2.
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Eine funktionale Beziehung dieser Art driickt man auch so aus, daB man
sagt, y ist z proportional. Der Proportlonahta.tsfaktor ist dann a.
Sind nimlich z;, y und =,, ¥, irgend zwei Punkte auf der Geraden,
durch welche die Funktion y = ax dargestellt wird, dann ist

h =6z,
Yo = a%y;
daraus kann man aber sofort (vgl. § 4, Nr. 6) die Proportion
NiYe =1y ablesen.

. Die allgemeine Form einer ganzen Funk”cion ersten Grades ist

y=axr+b.
Das graphische Bild dieser Funktion ist wieder eine Gerade. Denn
nimmt z um eine Einheit zu, so nimmt y jeweils

um @ zu!). Auch hier gibt a die Steigung der y I>
Geraden an. Die Gerade geht aber nicht mehr :5'/
durch den Nullpunkt. Fiir z =0 nimmt die ab- LY

hiingige Variable y den Wert b an. b ist also
der Abstand des Schnittpunktes der Geraden | -
mit der y-Achse vom Nullpunkt. Ve |0 2

In Fig.24 ist z.B. a =%, b=1.
Da die ganze Funktion ersten Grades graphisch

durch eine gerade Liiie veranschaulicht wird,
heiBt sie auch lineare Funktion.

Ing. 24,
Die allgemeine Form einer in den Veriinderlichen z und y linearen Funk-
tion ist Az + By=0C.
Auch dieser Ausdruck wird immer durch eine Gerade dargestellt. Ist
B von Null verschieden, so kann ich den Ausdruck durch B dividieren
und erhalte nach Umstellung des Gliedes mit
A 4

y=—zg2+35;
diese Funktion ist aber von der in Nr.7 behandelten Form.
Ist B = 0, so hat die Funktion die Form

Az =20,
1aBt sich also, wenn 4 von Null verschieden ist, auf die Form
2=

bringen. Das ist aber eine Beziehung, die auch durch eine Gerade, nim-
lich eine Parallele zur y-Achse dargestellt wird (vgl. Nr. 4).

Wenn 4 und B glexchzemg Null werden, mul auch C' Null werden, diesen
Fall brauchen wir dann nicht weiter zu beachten.

1) Wenn die Ahnlichkeitslehre hereits bekannt ist, ist der Na.chv;'eis, daB die linecare

Funktion durch eine Gerade dargestellt wird, mit Hilfe dhnlicher Dreiecke zu erbringen.



9.

10.

11.

§ 6. Die lineare Funktion - 35

Nullstelle der linearen Funktion
Dem Werte der unabhingigen Variablen z, fiir den die lineare Funktion
y=azx+Db

den Wert Null annimmt, entspricht in der graphischen Darstellung der
Punkt auf der z-Achse, in dem die entsprechende Gerade die z-Achse
schneidet. Denn in diesem Schnittpunkt wird ja das zugehbrige y Null.
Bezeichne ich diese Stelle auf der z-Achse mit z, (wo jetzt z, ein Zahlen-
wert ist), so ist also (Fig. 24)

0=azy,+b. "

Liegt andererseits irgendeine Gleichung ersten Grades der Form
ar+b=0

vor, wobei wir aber gut tun, die zwar unbekannte, aber ganz bestimmte

Grofe , um eine Verwechslung mit der unabhiingigen Variablen zu ver-
meiden, mit z, (oder auch mit u) zu bezeichnen, also

azy+b=0,
80 kann ich diese Gleichung mit der linearen Funktion
y=azx-+b
in Verbindung bringen. Die Losung der Gleichung kann ich in der Weise

finden, daB ich die zugehérige Funktion betrachte und deren Nullwert
bestimme.

Den Nullwert einer linearen Gleichung bestimmt man zeichnerisch da-
durch, daB man den Schnitt der Funktionsgeraden mit der z-Achse be-
stimmt. So kommen wir also zu einer graphischen Losung der Gleichung
ersten Grades (oder wie man aus jetzt
begreiflichen Griinden [Nr. 7] auch
sagt, der linearen Gleichung), indem
wir die zugehérige lineare Funlktion
graphisch darstellen und deren Null-
punkt graphisch bestimmen. 0 N |Es =
So ist z. B. in Fig. 25 die lineare [} 2
Funktion y = 1z — 2} dargestellt:
ihr Nullwert, den ich aus der Dar- -
stellung ablese, 7, =5, ist dann | ~
gleichzeitig die Losung der zugeho-
rigen Gleichung }z — 2} = 0.

Fig. 25.

Praktisch ist die viel einfachere rechnerische Loésung dieser graphischen
vorzuziehen. Die graphische Losung erfordert mehr Zeit, wenn sie genau
ausgefiihrt werden soll, sie erlaubt aber auch dann nur die Feststellung
der Losung mit einer Genauigkeit, die von der Zeichnung abhiingig ist.
Kommt man bei der graphischen Losung auf einen ganzzahligen Wert,
s0 sollte man sich immer durch die Probe davon iiberzeugen, ob der Wert
genau oder nur angenihert richtig ist.

Arithmetlk, 3.—5. 17
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Graphische Losung der linearen Gleichungen mit zwei Unbekannten
Sind zwei lineare Funktionen gegeben, etwa

@ [y=—2a+3,

[ y=3z—2,

so entsprechen ihnen in der graphischen Darstellung zwei Geraden. Hat
der Schnittpunkt die Koordinaten z, und y,, so geniigen diese Werte, da
der Punkt ja auf jeder der Geraden liegt, beiden Gleichungen ; man hat also

an { Yo 2w, + 3,
Yo =32y —2.

Aus den Funktionsgleichungen sind zwei Bestimmungsgleichungen fiir
zwei Unbekannte geworden.

Diese Uberlegung gestattet zweierlei
Anwendung. Wenn die linearen Funk-
tionen (I) gegeben sind, so gestattet
die rechnerische Losung der zuge- /
hérigen Gleichungen (II) die genaue
Angabe der Lage des Schnittpunktes
jener zwei Geraden, die die Funktionen
graphisch darstellen. Liegen anderer- /
seits zwei lineare Gleichungen der
Form (II) vor, so-kann man sie in
der Weise graphisch l6sen, daB man
die zugehorigen linearen Funktionen
graphisch darstellt und die Koordina-
ten des Schnittpunktes aus der Zeich-
nung abliest. Das sind dann die gesuch- Fig. 26.
ten Losungen der beiden Gleichungen.

—

21X

~Eg

In Fig. 26 ist das fiir die besprochenen zwéi Funktionen (I) bzw. Be-
stimmungsgleichungen (II) ausgefiihrt worden.

Um die graphische Lisung zweier linearer Gleichungen auszufiihren, ist
es nicht notwendig, die den Gleichungen entsprechenden Funktionen erst
auf die Normalform y = aa + b zu bringen. Man kann vielmehr die Ge-
raden, die die Funktionen darstellen, auch aus irgendeiner anderen Form
gewinnen, wenn man beachtet, daB eine Gerade durch zwei Punkte be-
stimmt ist. Es geniigt also, wenn etwa die Funktion in der Form
@z + by + ¢ = 0 gegeben ist, irgendeinen Wert z einzusetzen und das
zugeharige y zu berechnen. Dann hat man einen Punkt der zugehorigen
Geraden. Das gleiche wiederholt man mit einem anderen Wert von x
und erhilt so einen zweiten Punkt und damit die Gerade selbst.

Fir die Genauigkeit der graphischen Losung zweier Gleichungen mit
zwei Unbekannten gilt dasselbe, was oben schon fiir die Bestimmung
des Nullpunktes einer Funktion gesagt wurde: sie ist durch die Zeichnung,
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den benutzten MaBstab usw. bedingt. Erhilt man z. B. als Losungen
ganzzahlige Werte, so ist es jedenfalls notig, die Probe zu machen.

Lineare Gleichungen mit zwei Unbekannten haben keine Losung, wenn
sie voneinander abhiingig oder miteinander in Widerspruch sind (§ 5,
Nr. 6). Sind die beiden Gleichungen, die zur Lésung vorgelegt werden,
voneinander abhiingig, so kommt das im graphischen Bilde darin zum
Ausdruck, daB die beiden, die Funktionen darstellenden Geraden in eine
zusammenfallen. Stehen die Gleichungen im Widerspruch, so zeigt das
graphische Bild das dadurch, daB die beiden Geraden parallel werden.
In beiden Fiillen ist ein Schnittpunkt nicht vorhanden.

§ 7. Potenzen mit positiven ganien Exponenten

Begriff der Potenz

In §1, Nr. 22 war als Abkiirzung fiir Produkte, deren Faktoren gleich

waren, die Potenzschreibung eingefithrt worden. a? sollte ein Produkt

a-a-a bedeuten. Allgemein haben wir:

Erklirung. a» bedeutet ein Produkt aus n Faktoren, deren jeder
a ist. Die Potenzierung ist also die Abkiirzung einer Mul-
tiplikation mit gleichen Faktoren.

Die Basis a einer Potenz kann irgendeine rationale Zahl, der Expo-

nent n irgendeine positive ganze Zahl sein.

Eigentlich hat der Fall, dal » =1 ist, nach unserer Erklirung keinen

Sinn, denn ein Produkt hat mindestens zwei Faktoren. Es ist aber prak-

tisch, unter a! die Zahl a selber zu verstehen.

Ist a eine positive Zahl, so ist auch das Produkt aus den » positiven Zahlen a

selbst positiv. Ist a eine negative Zahl, so ist die nte Potenz von a positiv,

wenn # eine gerade Zahl ist: sie ist negativ, wenn n eine ungerade Zahl ist.

Ist a eine rationale Zahl, n eine positive ganze Zahl, so ist die Potenzierung

ar immer ausfiihrbar.

Den Rechenoperationen erster und zweiter Stufe gesellt sich die Poten-

zierung als fiinfte Rechenoperation, und zwar als Rechenoperation dritter

Stufe hinzu, weil sie die Multiplikation, also eine Rechenoperation zweiter

Stufe, zur Grundlage hat.

Das Rechnen mit Potenzen

5.4 Es ist 32- 3% =37, denn 3% bedeutet ein Produkt aus 2 Faktoren 3.

3% ein solches aus 5 Faktoren. Multipliziert man bheide, so erhiilt man
ein Produkt aus 7 Faktoren 3, d.h. 3.
Diese Uberlegung zeigt das erste Potenzgesetz und seine allgemeine Her-
leitung:
(1) am-q* = qmtn,

17*



6.

7.

Arithmetischer Leitfaden

Satz. Man multipliziert Potenzen mit gleicher Basis, indem
man die Basis mit der Summe der beiden Exponenten
potenziert.

am bedeutet niimlich ein Produkt aus m Faktoren a, a» ein solches aus

n Faktoren. Multipliziert man beide, so erhiilt man ein Produkt aus
m -+ n Faktoren a.

Es ist 3%:3% = 3%; denn wenn ich in dem Bruch, in dessen Zihler das
Produkt aus 5 Faktoren 3 steht, in dessen Nenner das Produkt aus 2 Fak-
toren 3 steht, so viel Faktoren als moglich weghebe, bleiben nur im Ziihler
3 Faktoren iibrig.

Die gleiche Uberlegung konnen wir anstellen, wenn im Zihler m Fak-
toren a, im Nenner n Faktoren a stehen. Dann heben sich n Faktoren
weg, und es bleiben m — n iibrig. Dabei ist freilich vorauszusetzen, dafl
m groBer als » ist, so daB iiberhaupt im Zihler mehr Faktoren stehen als
im Nenner. Wir erhalten

(Q’) a™: gt = gmn—n,

wenn m > n ist.

Auch wenn die Faktorenzahl im Nenner groBer als im Zihler ist, kommt
man zum Ziel.

Wenn ich in 3% : 3% so viel Faktoren als méglich weghebe, erhalte ich als
Ergebnis %
Allgemein werde ich, wenn die Anzahl n der Faktoren im Nenner die

groBere ist, die m Faktoren des Zihlers wegheben, so daf als Ergebnis
n — m Faktoren im Nenner bleiben. Wir erhalten

17 m . "——_1
2") a3 Al =,
wenn n > m ist.

(3) Esist a-b" = (ab)”,

" ne pn — [ 2\
(3% an: bn = (b) )

Zum Nachweise fasse man in dem Produkt von n Faktoren a und » Fak-
toren b je einen Faktor a mit einem Faktor b zu einem Produkt ab zu-
sammen. Solcher Produkte gibt es dann »n. Ebenso faBt man im Falle
der Formel (3”) je einen der n Faktoren ¢ im Ziihler mit einem der n Fak-

toren b im Nenner zu dem Quotienten%zusammen. Solcher Quotieqten

gibt es dann n. '

Satz. Man multipliziert oder dividiert Potenzen mit gleichem
Exponenten, indem man die Basiszahlen multipliziert
oder dividiert und das Ergebnis mit dem gemeinsamen
Exponenten potenziert.
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(4) Es ist (am)n = amn.
a™ stellt nimlich ein Produkt aus m Faktoren a dar. Das in die nte Po-
tenz heben bedeutet, es nmal als Faktor schreiben. Dann sind aber ins-
gesamt mn Faktoren a vorhanden.
Satz, Man potenziert eine Potenz, indem man die Basis mit
dem Produkt der Exponenten potenziert.

. Die Potenzgesetze (1), (2) und (4) kénnen wir dahin zusammenfassen, dafl

die Multiplikation von Potenzen gleicher Basis auf eine Addition, die
Division auf eine Subtraktion, die Potenzierung auf eine Multiplikation
der Exponenten herauskommt. Die mit dem Exponenten auszufithrende
Rechenoperation ist also jeweils eine” Stufe tiefer als die mit der Potenz
auszufiithrende.

Die Funktion y = o

Wir withlen zuniichst » = 2 und erhalten dann punktweise durch Kon-
struktion eine Kurve (Fig. 27), die durch den Nullpunkt und den Punkt
(1,1) geht, die z-Achse zur Tangente hat und axialsymmetrisch zur
y-Achse ist. Sie verliuft ganz
im ersten und zweiten Qua-
dranten. Mit wachsendem posi-
tiven w steigt sie, ebenso mit
abnehmendem negativen z. Die
Kurve heiBt eine Parabel, im
engeren Sinne eine Parabel
zweiten Grades.

y

Y g

Wiihlen wir n = 3, so erhalten
wir durch Konstruktion einzel-
ner Punkte eine Kurve (Fig.28),
die durch den Nullpunkt und
den Punkt (1,1) geht, die a-
Achse zur Tangente hat, wobei
aber diese Tangente die Kurve
schneidet, und zentralsymme-
trisch in bezug auf den Null-
punkt ist. Sie verlauft im ersten
und dritten Quadranten. In
ihrem ganzen Verlauf steigt
die Kurve. Wir nennen auch
diese Kurve eine Parabel,
und zwar eine Parabel drit-
ten Grades.

(— 1,1) (1,1)

o x

. Die allgemeinen Parabeln nten Fig. 27.

Grades, die den Funktionen
y = 2" entsprechen, gleichen entweder der quadratischen oder der ku-
bischen Parabel. Ist n eine gerade Zahl, so ist ihr Verhalten dem der
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Parabeln zweiten Grades iihnlich.. Sie gehen durch den Nullpunkt, und
die Punkte (1, 1) und (—1, 1) haben die z-Achse zur Tangente, sind axial-
symmetrisch in bezug auf die y-Achse und verlaufen also im ersten und
zweiten Quadranten. Ist hingegen » eine
ungerade Zahl, so ist das Verhalten ihnlich
dem der Parabel dritten Grades. Die Kur-
ven gehen durch den Nullpunkt, und die
Punkte (1, 1) und (—1, —1) haben die
z-Achse zur durchsetzenden Tangente, sind
zentralsymmetrisch in bezug auf den Null-
punkt und verlaufen also im ersten und
dritten Quadranten. -

Mit wachsendem » werden die Kurven
auBerhalb des Bereiches von -+ 1 bis — 1
steiler, und steiler, innerhalb dieses Berei-
ches schmiegen sie sich mehr und mehr der
z-Achse an.

13. Die Funktionen y = aa" werden gleichfalls
durch Parabeln dargestellt, die aus denje-
nigen, die eben behandelt wurden, dadurch
zu erhalten sind, daB man sie im Verhilt-
nis 1:a in der Richtung der z-Achse ver-
zerrt.

So zeigt z. B. Fig. 29 die Parabel y=1a2, flinty
die aus der Parabel zweiten Grades da-

durch entstanden ist, daB alle y-Koordina-

ten auf ein Viertel verkleinert sind.

Ist @ positiv, so liegt auch die verzerrte Pa-
rabel im ersten und zweiten (wenn x eine .
gerade Zahl ist) bzw. ersten und dritten .
Quadranten (wenn = eine ungerade Zahl
ist). Ist hingegen a negativ, so verliuft
die Parabel bei geradem n im vierten und
dritten, bei ungeradem n im vierten und
zweiten Quadranten.

Fig. 30 zeigt die Parabel
y=—3%22 Fig. 28.

Graphische Losung von Gleichungen héheren Grades mit Hilfe der Parabeln

14. Wir haben uns bisher in §§5 und 6 auf die Losung linearer Gleichungen
beschriinkt. Kommt in einer Bestimmungsgleichung mit einer Unbekannten
diese Unbekannte auch in hioheren Potenzen vor, so nennt man die Glei-
chung eine solche vom nten Grade, wenn » die hichste auftretende Potenz
der Unbekannten ist.
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Fig. 29.

So ist z. B. az® + bz +0=0
die allgemeine Form einer Gleichung zweiten Grades oder einer qua-
dratischen Gleichung.

28+ 222+52—T7T=0

ist eine Gleichung dritten Grades odet eine kubische Gleichung.

y

B §

Fig. 30.
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Die rechnerische Losung solcher Gleichungen ist mit den bisher behan.
delten Rechenverfahren noch nicht moglich, wohl aber werden wir in ge-
wissen Fillen eine graphische i
Losung mit Hilfe der Parabeln y
ableiten konnen. P

Um die Gleichung
2?—5—2=0
zu losen, bringen wir die qua-

dratische Parabel y = 22 zum
Schnitt mit der Geraden

y—ae—2=0
(Fig. 31). Der eine Schnitt-
punkt habe die Koordinaten

z;, y,. Dann ist, da dieser
Punkt auf der Parabel liegt,

Y =gz2

(1) h = ﬁ:

und da er gleichzeitig auf der
Geraden liegt,

@ p—u—2=0.

Setze ich den Wert von y, aus
der ersten Gleichung in die
zweite Gleichung ein, so sehe
ich,daB die z-Koordinate dieses . \ z
Schnittpunktes die gegebene
Gleichung zweiten Grades be-
friedigt, also eine Losung von Fig. 31.

ihr ist. Gleiches gilt von dem

anderen Schnittpunkt. Als Losungen ergeben sich in dem in Fig. 31
dargestellten Falle

7 =2, z,=—1. =

Auf die in Nr. 15 angegebene Weise kann ich jede quadratische Gleichung
der Form aots Yo o O

wo a, b und ¢ bekannte Zahlenwerte sind, graphisch lssen, indem ich die
Gerade a4 w0

zum Schnitt bringe mit der Parabel

y =%
Man sieht aus der Figur 31, daB héchstens zwei Schnittpunkte vorhanden

sein konnen; es kann aber auch der Fall eintreten, daB keine Schnitt-
punkte dasind. Dann hat also die quadratische Gleichung keine Losungen.
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Einen Grenzfall erhalten wir
dann, wenn die Gerade Tangente
an die Kurve wird; dann ist nur
eine Losung vorhanden.

Auch diese graphische Losung
hat die Mingel aller solcher Me-
thoden; man ist in der Genauig-
keit auf die Giite der Zeich-
nung und auf den verwend-
baren MaBstah angewiesen. Vor-
derhand aber fehlt uns eine
andere, rechnerische Losung.

Eine kubische Parabel gibt uns
in genau der gleichen Weise
die Moglichkeit, kubische Glei-
chungen der Form
azd +br+c=0
zu losen, wenn a, b und ¢ zah-
lenmiBig gegebene Werte sind.
Man bringt die kubische Parabel
y=a®
zum, Schnitt mit der Geraden
| ay+bz+c=0.

Fig. 32 zeigt als Beispiel die gra-
phische Losung der Gleichung
2®—3lr—15=0,

die die Wurzeln

H=2, s=—f @ =—1
hat, wie man aus den x-Ko-
ordinaten der Schnittpunkte
abliest.

Aus dem Verlauf der kubi-
schen Parabel sieht man, dal}
solche Gleichungen entweder
drei oder eine Wurzel haben —
abgesehen von den Fillen, wo
die Gerade die Kurve beriihrt.

Allgemein kann man nach
diesem Verfahren Gleichungen
der Form aaz"+bx+c¢=0
graphisch lésen, indem man eine
Parabel nten Grades y = a»
zum Schnitt bringt mit einer

Geraden ay+ bz +c=0.

Vs

43

Fig. 32.
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§ 8. Potenzen mit negativen ganzen Exponenten

Begrift der Potenz mit negativem Exponenten

Wenn im Exponenten einer Potenz irgendein mehrgliedriger Ausdruck,
etwa m — n steht, so muB man, damit die Potenz iiberhaupt eine Be-
deutung hat, noch angeben, daB jener Ausdruck einen positiven Wert
hat. Um von dieser Nebenbedingung frei zu kommen, erklirt man
den Begriff der Potenz auch fiir negative Exponenten und fiir den
Exponenten 0.

‘ Erklidrung. Man definiert, wenn a =+ 0 ist,

0=
a=1,
a—n =1

an

Die Potenzgesetze fiir negative Exponenten

Wir zeigen zuniichst, daB bei Zugrundelegung der in Nr. 1 festgesetzten
Definitionen die Potenzgesetze auch fiir negative Exponenten » und
m gelten. Es sei n = — pund m = — ¢, wo p und ¢ jetzt positive Zahlen
sind, dann ist

1 -1 1

a Pl = == = ——
ar at apr +4q

=P,

Ahnlich kann man in dem Falle, wo nur einer der Exponenten negativ,
der andere positiv ist, die Richtigkeit des Gesetzes

) an - gn = qntm nachweisen,
I 11 .
Es ist a P l=—:—=@q P-af=qa"Ptq,

ar a1

Auch wenn nicht beide Potenzen, sondern nur die eine einen negativen
Exponenten hat, 1iit sich die Rechnung in gleicher Weise durchfiihren,
und man erhilt als Ergebnis, daB auch fiir negative Exponenten » und
m das Gesetz

(2) an : an — an—m
gilt. Dabei ist es nun nicht mehr nétig, zwei Fille zu unterscheiden wie

seinerzeit, als wir den Potenzbegriff nur fiir positive Exponenten erklirt
hatten (vgl. §7, Nr. 6).
Auch die beiden Fille des dritten Potenzgesetzes lassen sich durch Rech-
nung bestéitigen, es ist

1 1

1 =
FF = @y e,

" L . L
3") a—n:b —'a-**( 7()

3" a—n-p—n —
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Das vierte Potenzgesetz schlieBlich wollen wir zunichst fiir den Fall, daBl
einer der auftretenden Exponenten negativ ist, durch Rechnung be-
weisen. Esist 1\ 1

(aap)m — ((.L;)_) = aﬁ; = q—rm .
1 1

und ebenso ist  (a")—1 = T @ = a—nd,
Wenn beide Exponenten negativ sind, so liBt sich mit dem eben Be-

sprochenen die Rechnung durchfiihren; es ist

i T SN S,
) (g=g)=e= (a—ry~— a—re Ol
Damit ist bewiesen, dal auch das vierte Potenzgesetz
(4) (anym = anm

gilt, wenn einer der Exponenten negativ ist oder beide negativ sind.

Um nachzuweisen, daB die Potenzgesetze auch fiir den Exponenten 0
gelten, setzt man fiir ¢® den Wert 1 ein (Nr. 1) und rechnet damit. Man
findet alse z.B. beim Gesetz (1)

an-q) =an-1=an = antl;

ebenso im Falle des Gesetzes (2). Ist auch der andere Exponent m = 0,
so sagen die Gesetze nur aus, daf 1-1 =1und1:1 = 1ist. Die gleiche
Form nehmen die Gesetze (3) an, wenn der auftretende Exponent 0 wird.
Auch im Falle des letzten Gesetzes erhiilt man beiderseits den Wert 1,
gleichgiiltig, ob m oder » Null wird.

Die ZweckmiBigkeit der Definition des Potenzbegriffes fiir negative Ex-
ponenten ergibt sich schon daraus, daB jetzt die alten Potenzgesetze
siimtlich erhalten bleiben, was nicht der Fall gewesen wiire, wenn wir
eine andere’ Definition gewiihlt hitten.

Es wurde schon erwithnt, daBl eine Unterscheidung von zwei verschiedenen
Fiillen beim zweiten Gesetz jetzt iiberfliissig geworden ist. Nach der
Erweiterung des Potenzbegriffes fallen aber auch genau genommen die
beiden ersten Gesetze in eines zusammen, denn der Ausdruck an:am
ist ja jetzt mit dem Ausdruck a®-a— gleichbedeutend. Ebenso fallen
die beiden Fiille des dritten Potenzgesetzes in einen zusammen, wenn man

l)eriicksichtigt,' daB fiir % das Produkt a % geschrieben werden kann.

Die Potenzgesetze beschrinken sich mithin auf die folgenden nun fiir
positive und negative ganze Exponenten geltenden drei:

(1) a” - qt = qrtm 5
(1) a® - b" = (ab)",
(I11) (@)™ = am.
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Die Funktion y = x—n»

Wir wihlen zuniichst n =1 und erhalten dann durch Konstruktion
einzelner' Punkte eine Kurve (Fig. 33), die durch die Punkte (1, 1) und
(=1, —1) geht und fiir ¢ =0 eine Unendlichkeitsstelle hat, Die
beiden Aste, aus denen sich die Kurve zusammensetzt, liegen im ersten
und dritten Quadranten, sind zentralsymmetrisch in bezug auf den
Nullpunkt und axialsymmetrisch in bezug auf die beiden Winkelhalbieren-
den des Koordinatensystems; sie haben die w-Achse und die y-Achse

y

Fig. 33.

zu Asymptoten. Die Kurve heiBt eine Hyperbel, im besonderen
Falle n =1 eine gleichseitige Hyperbel zweiten Grades.

Wiihlen wir n = 2, so erhalten wir durch Konstruktion einzelner Punkte
eine Kurve (Fig. 34), die durch die Punkte (1, 1) und (—1, +1) geht
und fiir # = 0 eine Unendlichkeitsstelle hat. Die beiden Aste, aus denen
sich die Kurve zusammensetzt, liegen im ersten und zweiten Quadranten;
sie sind axialsymmetrisch in bezug auf die y-Achse. Sie haben die
z-Achse und die y-Achse zu Asymptoten. Die Kurve heiBt eine Hyperbel
dritten Grades.

Die allgemeinen Hyperbeln (n -+ 1)ten Grades, die den Funktionen
y = z—" entsprechen, ihneln entweder der Hyperbel zweiten oder der-
jenigen dritten Grades, je nachdem, ob der Exponent » ungerade oder
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gerade ist. Ist n ungerade, dann gehen die Kurven durch die Punkte‘(l, 1)
und (—1, —1) und haben im Nullpunkt eine Unendlichkeitsstelle; die
beiden Aste liegen im ersten und dritten Quadranten, sind zentral-

Fig. 34.

symmetrisch in bezug auf den Nullpunkt und haben die z-Achse und
die y-Achse zu Asymptoten. Ist » gerade, dann gehen die Hyper-
beln durch die Punkte (1, 1)

und (—1, +1) und haben im ]
Nullpunkt eine Unendlichkeits-
stelle; die beiden Aste liegen im ; \
ersten und zweiten Quadranten,
sind axialsymmetrisch in bezug .
auf die y-Achse und haben die
beiden Koordinatenachsen zu
Asymptoten.

. Den Funktionen y =az—" ent-
sprechen Kurven, die aus den
eben besprochenen Hyperbeln
durch Verzerrung entstanden
sind; alle y-Koordinaten sind
_ im Verhiltnis 1: a zu verlingern. \
In Fig. 35 ist die Funktion

y= —:— dargestellt.

Fig. 35.
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Graphische Losung von Bruchgleichungen
9. Eine Gleichung der Form % +bz4c=0

konnen wir mit unseren bisherigen Mitteln arithmetisch noch nicht
losen, denn wenn wir die Gleichung mit z multiplizieren, kommen wir
auf eine Gleichung zweiten Grades. Wie im vorigen Kapitel die Pa-
rabeln, so geben uns jetzt aber die Hyperbeln eine graphische Losungs-
-methode an die Hand. Man bringt die Hyperbel

=

zum Schnitt mit der Geraden ay + bz + ¢ == 0,

(—1,-1

m
I
)

n=—1

Fig. 36.
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dann geniigen die Koordinaten der Schnittpunkte beiden Gleichungen,
und die z-Koordinaten sind die Wurzeln der vorgelegten Gleichung.
Die gleichen Uberlegungen wie oben fithren zur graphischen Lgsung
einer Gleichung n

7;;L+(11+c:0.
indem man die Hyperbel
Y=
zum Schnitt bringt mit der Geraden ay + bz + ¢ = 0.
Damit hat man natiirlich auch die Méoglichkeit, die Gleichung
par 4+ qaen—1+r=0
zu losen, wo r # 0. Man braucht die Gleichung nur durch z7—1 zu divi-
dieren, um auf eine Gleichung der eben behandelten Form zu kommen.

Die Schar der Kurven y = a»

Wir beherrschen jetzt die Gestalt der Kurven y = 27, wenn » irgend-
einen positiven oder negativen ganzzahligen Wert annimmt. In Fig. 36
ist die*Kurvenschar fiir alle Werte n von -4 bis —2 gezeichnet. Unter
ihnen sind zwei Geraden, nimlich y = z! und y = 2° = 1.

§ 9. Wurzeln
Begriff der Wurzel

. Wenn a» = D ist. so nennt man @ auch die nte Wurzel aus b und schreibt

[ T
a=]b.
n__
Erklirung. |'b ist also die Zahl,die in die nte Potenz erhoben b
ergibt.

So folgt beispielsweise aus 3% = 81, dall 3 die vierte Wurzel aus 81 ist;
4 —
man schreibt |/81 = 3.

n
In dem Ausdruck |/b heiBit b der Radikand, n der Wurzelexponent.
Ist der Wurzelexponent 2, so spricht man von einer Quadratwurzel
und liBt den Exponenten weg. Ist n = 3. so sagt man oft Kubikwurzel
statt dritte Wurzel.

. Das Radizieren ist im Bereiche der rationalen Zahlen nur méglich, wenn

der Radikand eine nte Potenz ist. \

In manchen Fillen erhilt man zwei Werte fiir die Wurzel.

So ist beispielsweise ]r‘"I sowohl + 2 wie — 2, denn es ist (4 2)2=4
wie auch (— 2)2 = 4.

Andererseits ist die Wurzel nicht immer zweideutig.

3 —
So ist beispielsweise |27 nur + 3. Keine andere uns bisher bekannte
Zahl gibt, in die dritte Potenz erhoben, 27, auch nicht etwa — 3.
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Begriff der Irrationalzahl

3. Wir weisen zunichst nach, daB die nte Wurzel aus einer ganzen Zahl,

4

die nicht eine ganze Zahl ist, auch nicht eine gebrochene Zahl sein kann.

e ¢
Wiire niimlich ]/E =2 wo die ganzen Zahlen p und ¢ durch Kiirzen

bereits von allen gemeinschaftlichen Teilern befreit sind, so miiBte die
Gleichung

n

=

a =

=
B

bestehen. Der Bruch rechts lift sich nicht weiter kiirzen, da p und ¢
teilerfremd sind. Da aber die ganze Zahl a nicht einer gebrochenen Zahl
gleich sein kann, ist unsere Annahme falsch gewesen.

‘Wir beschréiinken uns zuniichst auf den Fall, wo der Radikand eine posi-
tive rationale Zahl ist. Wir nehmen eine abermalige Erweiterung des
Zahlbereiches vor, indem wir zu den rationalen die irrationalen Zahlen
hinzufiigen und als solche irrationale Zahlen zunichst diejenigen an-
sehen, die aus positiven rationalen Zahlen durch Radizierung entstehen.
Ist der Radikand negativ, so unterscheiden wir zwei Fille. Bei ungeradem
Wurzelexponenten kommen wir mit den eben eingefiihrten Irrational-
zahlen aus, nur sind diese nicht positiv, sondern negativ. Den Fall des
geraden Wurzelexponenten und negativen Radikanden besprechen wir
spiter in Nr. 27.

. Die irrationalen Zahlen stellen wir als Dezimalbriiche dar. Diese Dezimal-

" briiche sind unendlich, denn wiiren sie endlich, so wiirden es rationale

Zahlen sein; sie sind unperiodisch, denn wiiren sie periodisch, so wiirden
es auch rationale Zahlen sein. Den Wert der Irrationalzahlen niihert man
durch endliche Dezimalbriiche an, die so beschaffen sind, daB die Stellen-
zahl, bis zu der man den Dezimalbruch ausrechnet, so groB} sein kann,
wie man vorschreibt.

. Niherungswerte fiir nicht rationale Wurzeln kann ich zunichst gra-

n
phisch finden. U Va, wo @ irgendeine rationale Zahl ist, graphisch zu
bestimmen, suche ich in der Parabel y = 27 denjenigen Punkt auf, fiir
den y den Wert a erreicht, mit anderen Worten, ich bringe die Parabel
mit der Geraden y = a zum Schnitt. Dann gestattet die Kurve, den
zugehorigen Wert z angeniihert abzulesen.

Um z. B. T/é— zu bestimmen, suche ich den Punkt auf, in dem die Funktion
y = 2® den Wert 2 erreicht. Das ist, wie die Kurve Fig. 32 zeigt, etwa
1,25.

Diese graphische Methode gibt nur sehr rohe Niherungswerte, wenn ‘man
nicht die Funktionen in sehr groBem MaBstabe darstellen” will. Wir
werden also dazu veranlaBt, nach arithmetischen Verfahren zu suchen,
die eine rechnerische Bestimmung der Wurzelwerte gestatten. Diese Auf-
gabe wird im folgenden Abschnitt zuniichst fir Quadratwurzeln gelost.
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Berechnung der Quadratwurzeln

7. Die Ausrechnung der Quadratwurzel werde zuerst an einem Beispiel
gezeigt, in dem die Wurzel aufgeht. Wir schreiben zuniichst den Wurzel-
algorithmus so, wie er in ausfiihrlicher Darstellung sich ergibt:

V119025 = 345
9
290 :64
256
342'5:685
3425

Um die Bedeutung der einzelnen Zahlen klarzulegen, ist im folgenden
jede Zahl voll ausgeschrieben und in ihrem Aufbau kenntlich gemacht.
Aullerdem aber ist die allgemeine Methode dadurch gekennzeichnet, daB
links und rechts daneben das Verfahren in allgemeinen Zahlen ange-
deytet ist.
Y11°90'25 = 300 +40 +5 a4+ bt ¢
a2 90000
290 25 : (600 + 40) 2a + b
(2a+b)-b 25600
3425: (600 + 80 + 5) 2a -+ 2b +¢
(2a 4 2b +¢)e- 3425

Dem Algorithmus liegt also die Zerlegung zugrunde:
(a—!—b+c)é:a2+(2a+b)b+(2a+2b+c)c.

Ist der Radikand 7- oder 8stellig, so wird die Zerlegung

(a4b+cHdP=a?+2a+b)b+ (2a+2b+c)c+ (2a+2b+2c 1+ d)d

benutzt. Die Zerlegung liiBit sich leicht auf eine beliebig groBe Stellen-
zahl ausdehnen.

8. Das gleiche Verfahren liefert nun auch in den Fillen, wo die Quadrat-
wurzel nicht aufgeht, Nitherungswerte in Gestalt von Dezimalbriichen.
So wird beispielsweise, wenn ich mich mit einem Niherungswert von
5 Ziffern begniige (unter Beriicksichtigung der sechsten Ziffer), das
folgende Rechenschema I gewonnen. Man kann den Wurzelalgorithmus
wesentlich abkiirzen, indem man wie bei der abgekiirzten Division von
einer geeigneten Ziffer an abgekiirzt weiterrechnet. Das Beispiel nimmt
dann, wenn es sich wieder um einen fiinfziffrigen Niherungswert handeln
soll, die Gestalt IT an. ?

Arithmetik, 3.5, 18
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I J2=14142 IL )2 =14142
1 1
100 : 24 100 : 24
96 96
77400 : 281 77400 : 281
281 281
11900 : 2824 119:28,2
11296 113
60400 : 28282 T6:28
56564 6
3836 =

9. An der Hand der in Nr. 7 dargestellten Formeln gestaltet sich die Berech-

10.

nung der Quadratwurzel aus einem allgemeinen Ausdruck folgender-
mafen:

x y z
V490" —424%b + 37a2b2—12abd + 4b% =Ta2—3ab -+ 252
z? = 494
—42a3b+ 37a202—12ab3 4 40%:14 a2
Cz+y)y= —42a%b+ 9a2b?
28a*b®*—12ab® 4 4b%: (14a2—6ab)
QRz+2y+2)2= 28a%b®—12ab3 454

Das Rechnen mit Irrationalzahlen

Auch die nten Wurzeln aus rationalen Zahlen kann man in Gestalt von
Dezimalbriichen mit beliebiger Genauigkeit anniihern. Um das zu zeigen,
bestimme man zuniichst in irgendeinem vorgelegten Fall, zwischen welchen
ganzen Zahlen die Wurzel liegt. Dann bestimmt man ebenso durch Pro-
bieren, zwischen welchen auf Zehnteln genauen Werten die gesuchte
Zahl liegt usf.

Um z. B. S}”“2 zu berechnen, stellt man fest, daB die Zahl zwischen 1 und
2 liegt; sie liegt weiter zwischen 1,2 und 1,3, denn die dritte Potenz von
1,2 ist 1,728, also kleiner als 2, die dritte Potenz von 1,3 ist 2,197, also
groBer als 2. Ebenso findet man, daB die gesuchte Zahl weiter zwischen
1,25 und 1,26 liegt, denn die dritte Potenz der ersteren Zahl ist kleiner,
die der zweiten groBer als 2. Auf diese Art kann man beliebig weit mit
der Feststellung der Niherungswerte gehen.

. Fir das Rechnen mit Irrationalzahlen gilt allgemein die Regel, daB man

statt mit den Zahlen selbst mit ihren Niherungswerten rechnet. Dabei
erhiilt man dann Niherungswerte der gesuchten Summen, Differenzen,
Produkte und Quotienten. Auch beim Potenzieren verfihrt man S0,
wenn die Basis eine Irrationalzahl ist, und beim Radizieren, wenn der
Radikand eine Irrationalzahl ist.
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Das Vorzeichen der Wurzel

Eine Schwierigkeit, der wir zuniichst bei der Quadratwurzel begegneten,
besteht darin, daB Wurzeln unter Umstéinden mehrdeutig sein kénnen.
Es ergibt sich, daB eine solche Mehrdeutigkeit nicht vorhanden ist, wenn
der Wurzeléxponent eine ungerade Zahl ist. Ist hingegen der Wurzel-
exponent eine gerade Zahl, so gibt es stets zwei Zahlen, die nach unserer
bisherigen Definition der Wurzel als deren Wert anzusehen sind. Wie
die Quadratwurzel aus 4 sowohl den Wert 42 als auch den Wert —2
haben kann, so auch bei allen anderen Wurzeln mit geraden Exponenten.
Ist nimlich b eine etwa nach Nr. 10 nitherungsweise bestimmte Wurzel

n__
Va,- so ist, wenn n geradzahlig ist, —b gleichfalls ein Wert der Wurzel,
denn wenn (4-b)* = a ist, dann ist auch (—b)» = a.

13. Um den Wurzelausdriicken die unter Umstinden vorhandene Zweideutig-

14.

keit zu nehmen, bezeichnet man, wenn a positiv und » gerade ist, mit

n
dem Symbol }/a nur die positive Zahl, die in die nte Potenz erhoben
den Wert a ergibt. Man nennt diesen Wert den Hauptwert der Wurzel.
So hat also @" = a, wo @ eine positive Zahl, n eine gerade ganze Zahl

[ .
ist, zwei Losungen = + Ja und z = — |/a. Beide faBt man auch

n
mit der Schreibweise ¢ = - V; zusammen. \

Die graphische 7Darstellung der Wurzelfunktion

Wenn man einen Punkt P, mit den Koordinaten z; und y, an der Ge-
raden y=z, also der Winkelhalbierenden
der Koordinatenachsen (genauer der posi-
tiven Richtungen der Koordinatenachsen),
spiegelt, so erhilt man ‘einen Punkt, der
die z-Koordinate », und die y-Koordinate
2, hat. Die beiden Koordinaten sind also
vertauscht (Fig. 37). Wenn man in glei-
cher Weise irgendeine Kurve an der Ge-
raden y = z spiegelt, so werden eben-
falls z- und y-Koor-
dinate miteinander

vertauscht.

So wird z. B. aus der -
Geraden y = az durch
Spiegelung an der Ge-
raden y = z die Kurve
z =ay oder, nach

y aufgelost, y = 7:—.
In Fig. 38 ist a =2 ! Fig. 37.

genommen.

18*
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Diese Beziehung benutzen wir, um die
Quadratwurzelkurve herzuleiten. Wenn
ich néimlich die Kurve y = 22, die in §7.
Nr. 10 besprochene quadratische Parabel,
an der Geraden y = z spiegele, so er-
halte ich eine Kurve (Fig.39), deren
Funktionsgleichung z = %? lautet, oder,
wenn ich diese Funktion nach y auflose,
die Quadratwurzelkurve y = + 2.

(Genau so kann man verfahren, um die

. _
Wurzelfunktionen y = |z zu finden.

z

\9‘ vl
&Y {4
7|
4 /
1.3
P
>
7,
7
Fig. 38.

Man spiegelt die Funktion y = a» an der Winkelhalbierenden. Zur
Schreibweise der Wurzelfunktion ist iibrigens zu bemerken, daB bei un-
geradem Wurzelexponenten nur das positive Vorzeichen, bei geradem

Wurzelzeichen aber das
positive und das nega-
tive Wurzelzeichen zu be-
nutzen ist (vgl. die Fest-
legung in Nr. 13).
Natiirlich hiitte man die
Wurzelkurven auch un-
mittelbar durch Berech-
nung von. Einzelwerten
punktweise konstruieren
konnen.

Die Wurzelgesetze

Wenn es sich um Wur-

zeln aus bestimmten
Zahlen handelt, so ist
mit dem in Nr.11 Ge-
sagten bereits die Frage
beantwortet, wie man
mit diesen Zahlen rech-
net. Anders, wenn es
sich um Wurzeln aus
Buchstabenausdriicken
handelt. Dann miissen

besondere Gesetze ent-
wickelt werden, die eine
Umformung und Verein-
fachung der Wurzelaus-
driicke gestatten.

Es-ist

1 Ja-jb= 'i/&'s.

Y
/
%
#
EN
4
7
L)
vz
et
P4
=L b
Fig. 39.
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[ J—
Um das zu beweisen, erinnern wir uns, daf ]/ab die Zahl ist, die in die

n .o
nte Potenz erhoben a - b ergibt. Erheben wir aber VE < )b in die nte
(n _\n [n_\n
Potenz, so erhalten wir (l/ a) (Vb) . und das ist in der Tat a- b, denn
| ==

} @ bedeutete ja die Zahl, die in die nte Potenz erhoben a ergibt, und
n__
entsprechend |/ die Zahl, die in die nte Potenz erhoben b ergibt.

Zu dem Beweis in Nr.17 sind zwei Bemerkungen zu machen. Einmal
haben wir in ihm ohne weiteres angenommen, dafl die uns bekannten,
fiir rationale Zahlen giiltigen Rechengesetze auch fiir die Wurzelzahlen
gelten. Wir haben z. B. benutzt, da man auch ein Produkt aus irra-
tionalen Zahlen in der Weise potenzieren kann, daf man jeden Faktor
potenziert und das Produkt bildet. Wollten wir ganz streng verfahren,
so hiitten wir erst alle die Gesetze der Addition, Subtraktion, Multipli-
kation, Division und Potenzierung zusammenstellen miissen, deren Giiltig-
keit wir von den rationalen Zahlen auf irrationale ausdehnen.

Die zweite Bemerkung bezieht sich auf einen Einwand, den man gegen
unser Beweisverfahren machen kann. Ich kénnte in der gleichen Weise
nachweisen, da -+ 3 = — 3 ist. Ich erhebe beide Zahlen ins Quadrat
und erhalte ein richtiges Ergebnis 9 = 9. Und doch ist die Ausgangs-
gleichung falsch. Ich kann also nicht ein Gesetz in der Weise als richtig
erweisen, daB ich mit ihm irgendwelche richtige Rechenoperationen aus-
fithre und dabei auf ein richtiges Ergebnis komme. Nichts anderes habe
ich aber eben getan. Die Schwierigkeit wird dadurch behoben, dal,
weil wir uns bei der Einfithrung des Wurzelsymbols auf den Hauptwert
beschriinkt und damit die Eindeutigkeit der Rechenoperation erreicht
haben (vgl. Nr. 13), aus der Gleichheit der nten Potenzen auch auf die
Gleichheit der Basen geschlossen werden kann.

Va _3/a

Ve )
Um dieses Gesetz zu beweisen, erheben wir beide Seiten in die »te Potenz
und kommen dann auf eine identisch richtige Gleichung.

(2) Esist

. Auch das folgende Gesetz lillt sich auf die gleiche Weise wie oben be-

weisen:
n__\m | | o—
® (" = .
Die rechte Seite gibt némlich in die nte Potenz erhoben a™. Wenn ich

n

—\N
die linke Seite in die nte Potenz erhebe, erhalte ich zunichst (Va) m,
n _\n

da aber (]/ a) nach der Wurzeldefinition @ ist, so erhalte ich auch links
den Ausdruck a™.
Eine Moglichkeit, Wurzeln aus Potenzen zu vereinfachen, gibt das folgende
Gesetz =

ey qfr—
(4) lramp s ]/am 1
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Der Beweis ist wieder in der Weise zu fithren, da man beide Seiten in
die npte Potenz erhebt. Dann erhélt man beiderseits am»,

22. Uber die Radizierung von Wurzeln gibt das folgende Gesetz Auskunft:

m n
n m mn
®) Via=Via="a.
Die Richtigkeit folgt aus der Gleichung, die man erhilt, wenn man alle
drei Ausdriicke in die mnte Potenz erhebt.

Potenzen mit gebrochenen Exponenten

23. Der Begriff der Potenz war bisher nur erklirt fiir positive (§ 7) und nega-

B

tive (§ 8) ganze Exponenten. Wir erkliren ihn jetzt auch fiir gebrochene
Zahlen.

2
Erklirung: Es ist a? = T/a—;’.
Ist ¢ =1, so deckt sich diese Definition mit der friiheren.

. Die Potenzgesetze (§ 8, Nr.4) gelten bei Zugrundelegung der in Nr. 23

aufgestellten Definition auch fiir die Potenzen mit gebrochenen Expo-
nenten. Es seien p, ¢, r und s irgendwelche ganze Zahlen. Da wir den
Begriff der Wurzel nur fiir positive Wurzelexponenten erklirt haben,
setzen wir noch voraus, daB ¢ und s positiv sind. Dann ist

N T
g ® = V,,,zz s V,—E

nach der Erklirung des Potenzbegriffes fiir gebrochene Exponenten,

2
atl

o - ji i

nach dem vierten Wurzelgesetz,
S
qi/aﬁv. i/arq =qi/apa alr .

nach dem ersten Wurzelgesetz. Den Radikanden kann man auch a?s+ 77
schreiben. Mithin wird, wenn ich wieder die Schreibweise als gebrochene
Potenz anwende, t e .
) Jartar” =a a2

Nun ist aber der Exponent auch in der Form % + 81 zu schreiben, man

erhilt also schlieBlich

r » r
(I) af-aF =gt T,
Um nachzuweisen, daB3
24 2 2
(IT) (ab)? =at -b1

ist, geniigt die Feststellung, daB nach dem ersten Wurzelgesetz

Yty = Vaow = Ja - | ist,
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SchlieBlich beweisen wir LT
(I1I) (a q ) 8 — qgls |
In der Tat ist nach dem dritten und fiinften Wurzelgesetz

Vi) - Ve =1

Begriff der komplexen Zahl

Es bleibt noch der Fall zu erértern, daB der Radikand einer Wurzel mit
geradem Wurzelexponenten negativ ist. Wir beschréinken uns an dieser
Stelle auf Quadratwurzeln. Im Bereiche der rationalen Zahlen ist eine
Quadratwurzel aus einer negativen Zahl nicht zu finden. Denn irgend-
eine solche Zahl, sei sig positiv oder negativ, liefert ins Quadrat erhoben
stets eine positive Zahl. Wir sehen uns also zur Einfithrung neuer Zahlen
gezwungen, Man nennt die neuen Zahlen imaginére (genauer rein
imagindre) Zahlen. Zur- Abkiirzung der Schreibweise fiihrt man das

Symbol —
- Y—1=i

ein. Dann kann man irgendeine imaginire Zahl J—a auf die Form
i a bringen, sie also als das Produkt der imaginéren Einheit mit der
gleichen Wurzel, aber mit positivem Radikanden darstellen.

Wir haben dabei das in Nr.17 behandelte Gesetz auch im Falle der
imaginéren Zahlen angewandt.

Hinsichtlich des Rechnens mit imaginiren Zahlen begniigen wir uns an
dieser Stelle mit einigen wenigen Bemerkungen. Die Addition oder Sub-
traktion von zwei imaginiiren Zahlen wird durch die Gleichung

a1+ bt = (a + b)e
angegeben. Die Summe oder Differenz einer reellen und einer imaginiren
Zahl kann man micht weiter vereinfachen, es bleibt
: a -+ bi=a -+ be.

Das Produkt einer reellen Zahl mit einer imaginiiren ergibt sich aus den
Gleichungen ; ; . g ;
a bi=abi; ai-b=abi.
Wenn man zwei imagindre Zahlen miteinander multipliziert, mu8 man
beachten, dal N
A=(=12=—1
ist. Es ergibt sich also N T
Auf Grund der Multiplikationsregel liit sich auch das Verfahren bei der
Division angeben.

Einen Ausdruck, der aus einer reellen und einer imaginiiren Zahl besteht,
nennt man eine komplexe Zahl. Eine solche hat die Gestalt a 4 b7,
wo a und b rationale oder irrationale Zahlen (die 0 mit eingeschlossen!)
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sind. Man pflegt das reelle Glied an erste Stelle, das imaginiire an zweite
Stelle zu setzen, es ist aber an und fiir sich

a+ bi=bi+ a.

Aus den Rechenregeln iiber die imaginiiren Zahlen ergeben sich auch die
fiir die komplexen Zahlen. Es ist

1 (@+bi) + (c+ di) = (a+ ) + (b +a)i
und (a + bi)-(c+di)=ac+bci+ad1? -+ bdi2

und also unter Beachtung von 2 — —1

(2 (@+ bi) - (¢ + di) = (ac — bd) + (be + ad)i.

Diese beiden Rechenregeln gehen in die bekannten Rechengesetze fiir
reelle Zahlen iiber, wenn die imaginiren Teile wegfallen; ebenso gehen
sie in die Gesetze fiir (rein) imaginéire Zahlen iiber, wenn die reellen Teile
wegfallen.

Stimmen zwei Zahlen in den reellen Teilen iiberein, und haben die (rein)
imaginiren Teile gleichen absoluten Wert, aber entgegengesetztes Vor-
zeichen, so nennt man die Zahlen konjugiert komplex. a - ib und
a— bi sind konjugiert komplexe Zahlen.

Die Regeln von Nr. 29 zeigen, daB die Summe zweier lonjugiert kom-
plexer Zahlen a7 b und @ — b7 den reellen Wert 2a, das Produkt den
reellen Wert a2 + b2 hat.

Uberblick iiber die allmiihliche Entwicklung des Zahlbereichs

In §4, Nr. 13 haben wir gesehen, wie der Bereich der natiirlichen Zahlen
allméhlich bis zu den rationalen Zahlen erweitert wird, damit die vier
rationalen Rechenoperationen stets ausfiihrbar sind. Diese Entwicklung
ist im vorliegenden Paragraphen fortgefiihrt worden. Der Begriff der
Wurzel hat uns veranlaBt, zuniichst den rationalen Zahlen die irrationalen
Zahlen an die Seite zu stellen. Den gesamten Bereich der rationalen und
irrationalen Zahlen nennen wir den Bereich der reellen Zahlen. Den
Zahlbereich haben wir dann ein zweites Mal erweitert, indem wir die
imaginiiren Zahlen hinzufiigten. Wir sind damit zu dem allgemeinsten
Zahlbereich gekommen, dem der komplexen Zahlen, der alle vorher
genannten Bereiche in sich birgt.

Im rationalen Zahlbereich gewannen wir insofern einen AbschluB, als wir
feststellten, daB die Ausiibung irgendeiner der rationalen Rechenopera-
tionen auf rationale Zahlen wieder auf rationale Zahlen fiihrt. Wenn wir
eine der vier rationalen Rechenoperationen auf komplexe Zahlen aus-
iiben, so kommen wir allerdings wieder auf eine komplexe Zahl (nur
fiir die Division war das noch nicht ausgefiihrt worden). Wie aber, wenn
wir auch die Potenzierung und Radizierung in den Bereich der Rechen-
operationen mit einbeziehen? Das sind Fragen, denen wir erst im
6.—8. Schuljahr wieder nachgehen werden.
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Waurzelgleichungen

Gleichungen, in denen die Unbekannte unter dem Wurzelzeichen auftritt,
wollen wir Wurzelgleichungen nennen. Wir beschriinken uns auf das
Vorkommen von Quadratwurzeln. Treten Briiche auf, so soll in ihrem
Nenner die Unbekannte nicht auftreten. Es soll sich also um ganze
Wurzelgleichungen, nicht um gebrochene handeln. Wenn gebrochene
Wurzelgleichungen vorliegen, sind die Nenner, soweit sie die Unbekannte
enthalten, erst durch geeignete Multiplikation zu beseitigen.

. Die erste Aufgabe bei der Behandlung von Wurzelgleichungen ist die Ent-

fernung der Quadratwurzel. Kommt nur eine Quadratwurzel in der
Gleichung vor, so bringt man sie auf die eine Seite der Gleichung, qua-
driert und erhilt dann eine wurzelfreie Gleichung.

So 16st man z. B. die Gleichung
13— V4o —15 =38,
indem man die Wurzel auf die eine Seite bringt,
Y4z —15 = 5,
und quadriert 42 —15 = 25.
Die Losung der Gleichung ist, wie sich daraus ergibt, i

z=10.

. Enthilt die Gleichung eine Summe von Wurzelausdriicken, so ist das Ver-

fahren der Losung dann, wenn nur zwei Wurzelausdriicke vorkommen
und kein wurzelloses Glied, das gleiche.

Tst z. B. 2fe—8 =3)z—18

vorgelegt, so quadriert man wieder beiderseits und erhiilt
4(z—8) =9(z—18),

und das, ist eine lineare Gleichur}g

Anders, wenn aufler den Wurzeln noch ein wurzelfreies Glied oder aber
eine dritte Wurzel vorkommt.

Auch dafiir ein Beispiel:
Ve—2+ Yo +7=9.
Wenn man quadriert, so erhilt man
t—24+2Y(z—2)(z + 7 + x + 7 =81,

Das ist aber eine Gleichung von der in Nr. 34 behandelten Art. Man muB
also in solchem Falle zweimal quadrieren.
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§ 10. Gleichungen und ganze Funktionen zweiten Grades

Allgemeine Form der quadratischen Gleichung
Eine Gleichung der Form
Az + Bz +4+C =0,

worin 4, B und C bekannte oder als bekannt anzusehende Zahlen sind,
heiBt, wenn 4 #+ 0 ist, eine quadratische Gleichung. Dividiert man
durch die von Null verschiedene Zahl 4, dann kommt man auf die Form

2420490,

oder wenn man fiir den Koeffizienten des linearen Gliedes und fiir das
konstante Glied neue Bezeichnungen einfiihrt,

x> 4+ax+b—0.
Wir bezeichnen diese Form als die Normalform der quadratischen
Gleichung. 2 und b werden im folgenden als reelle GroBen vorausgesetzt.

Besondere Formen der quadratischen Gleichung

. Fillt das quadratische Glied weg, liegt also eine Gleichung der Form

22 +4+¢=0 |

vor, so ergibt sich als Losung dieser rein quadratischen Glelchung, nach-
dem man ¢ auf die rechte Seite geschafft hat,

=+V—-c, z2=—]/—_c.

Ist ¢ posmv so werden die beiden Wurzelwerte imaginir, ist ¢ negativ,
so werden sie reell.

Fillt das konstante Glied weg, so liflt sich die Gleichung
E 22 far=0
auf die Form z(z+a)=0

" bringen. Da ein Produkt nur Null werden kann, wenn einer der Fak-

toren Null wird, so ergeben sich durch Nullsetzen der beiden Faktoren
die beiden Wurzeln

z,=0; z,=—a.

L
In der Tat uberzeugt man sich durch Einsetzen in die Gleichung, daB
beide Werte sie befriedigen.
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Arithmetische Losung der allgemeinen quadratischen Gleichung
4. Man bringt die Gleichung auf die Form
22+ ax=—0»b
und fiigt beiderseits, um die linke Seite zu einem vollstindigen Quadrat
zu machen, die quadratische Ergéinzung (1)2hinzu. Dann hat man

zg-l-az-l—(%) —I—b

Schreibt man die linke Seite als. Quadrat und macht den Ausdruck rechts
gleichnamig, so erhilt man

a\2  a®—4b
(” + 3) S
Zieht man jetzt beiderseits die Quadratwurzel, beachtet aber dabei das
doppelte Vorzeichen, so folgt

z+%= :}:‘%l/a?—4b.

Satz. Die quadratische Gleichung #* + az + b = 0 hat die bei-
den Wurzeln

L
.'1:1=—%+-§-]/a-‘——4b,
Ty = — 5 — 5V —1b.

Setzt man in der erhaltenen Liosung a = 0, so kommt man auf die bereits
oben (Nr. 2) behandelte rein quadratische Gleichung; setzt man b =0,
so erhéilt man den zweiten, oben (Nr. 3) besonders behandelten Fall.

5. Die Untersuchung des Radikanden der in der Losung auftretenden
Wurzel — man nennt ihn die Diskriminante der Gleichung — fiithrt
zur Unterscheidung von drei Fillen.

1. Ist a® > 4b, der Radikand also posmv, so sind die beiden Wurzeln
der Gleichung Teell.
2. Ist hingegen a? < 40, so sind beide Wurzeln komplex, und zwar kon-
jugiert komplex.
3. Ist schlieBlich a® = 4b, dann erhalten beide Losungen den gleichen
Wert. Die quadratische Gleichung hat dann scheinbar nur eine Wurzel,
die man als Doppelwurzel bezeichnet. Die Form der Gleichung ist in
diesem TFalle .

22+ az + aT =0,

d. h. auf der linken Seite steht bereits ein vollstiindiges Quadrat; man
braucht in diesem Falle gar nicht erst, nach der quadratischen Erginzung
zu suchen; man erhilt sofort durch Radizierung

a

Zl‘i‘?: ; Ty =
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Waurzelsatz von Vieta

6. Es sei moglich, den Ausdruck auf der linken Seite der in Normalform

geschriebenen quadratischen Gleichung in zwei Faktoren zu zerlegen :
22+ ax+ b= (z—m)(x—n).

Dann sind m und » die Losungen der zugehérigen quadratischen Gleichung,
denn in der Tat wird sowohl fiir = m wie fiir # = n der Ausdruck auf
der linken Seite der Gleichung Null. Wir kénnen also in diesem Falle
fiir m den Wert z,, fiir n den Wert x, einsetzen. Nun ist

(2 — ) (x —2,) = 2® — () + @,) & + 2, 3,.
Es ist also in diesem Falle
2* 4 ax+b=2>— (2, + z,) o+ o) T,
Das legt die Frage nahe, ob bei jeder quadratischen Gleichung
W) ; a=— (& + ),
(2) b= -a

ist. Bilden wir von den allgemeinen Loésungswerten der quadratischen
Gleichung in Nr. 4 die Summe und das Produkt, so erhalten wir in der Tat:

a

Ty + 2y = (“Tz Y %[uz—-ﬂ)) + (—%—;i,r’az—u) S
xy Ty :(—%+_‘1)_]a2—4b)~ (—4—%1/112—411)=%2_i(,,,2__4b)’

x, - Ty =b.

Die Beziehungen (1) und (2) zwischen den Wurzeln und Koeffizienten
einer quadratischen Gleichung nennt man den Vietaschen Wurzelsatz.

Gleichungen, die auf quadratische fiihren

. Bruchgleichungen lassen sich auf gewohnliche Gleichungen dadurch

zuriickfithren, dall man durch geeignete Multiplikation die Nenner mit
Unbekannten wegschafft. Von solchen Gleichungen war schon bei den
linearen die Rede. Dann, wenn man auf quadratische Gleichungen kommt,
empfiehlt es sich, durch die Probe festzustellen, ob beide Wurzeln der
abgeleiteten Gleichung auch Wurzeln der Bruchgleichungen sind.

. Wurzelgleichungen, wie wir sie in §9, Nr.34ff. behandelt haben,

fiihren gleichfalls unter Umsténden auf quadratische Gleichungen. Auch
hier gilt das eben Gesagte; die Probe muB} entscheiden, ob wirklich beide
errechnete Losungen der abgeleiteten Gleichung auch Losungen der
urspriinglichen Gleichung sind. Beidem Quadrieren der Wurzelgleichungen
wird ndmlich unter Umstéinden das Vorzeichen verwischt.
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9. Gleichungen der Form 2" 4 aa™ 4+ b =0

10

11

lassen sich durch eine Substitution ¥ = " auf quadratische Gleichungen
bringen. Deren Losung liefert z» und weiter dadurch, daB man die
nte Wurzel zieht, = selber.

Eine Gleichung der Form
az® +ba? 4+ bz 4 a=0

laBt sich auf die Form  a(z® + 1) + ba(z + 1) =

bringen oder, da B+1=(+1)(22—2z+1)
ist, auf die Form (¢ +-1) - [a(z? —ax + 1) + bz] = 0.
Danach ist eine Wurzel #;, = —1, die Probe bestiitigt das: die anderen

Waurzeln ergeben sich durch Losung der Gleichung, die durch Nullsetzen
des zweiten Faktors entsteht.
Ganz idhnlich verfihrt man, wenn die Gleichung

axd +ba?—br—a=0
vorgelegt ist; dann ist der eine Faktor z — 1, und er zeigt, daf die erste
Wurzel z, = 1 ist. )
Gleichungen dieser Form helBen symmetrische Gleichungen, hier
im besonderen von drittem Grade. Wenn man in ihnen z durch e

ersetzt, so erhillt man eine Bruchgleichung, die nach Multiplikation mit
dem Hauptnenner z? wieder in die urspriingliche Gleichung iibergeht.
Man nennt diese Gleichungen daher auch reziproke Gleichungen.
Auch die reziproken Gleichungen vierten Grades lassen sich auf qua-
dratische Gleichungen zuriickfithren. Man dividiert die Gleichung

az + b3+ ca2 +bar+a=0

durch 22 und erhiilt « (12 + - ) + b( ll) +c¢=0.
Setzt man = 2 =Y, 50 erhiilt man durch Quadrieren, dal3
o 1 5
Pt =y'—2

ist. Wir kommen also auf eine quadratische Gleichung fiir y. Aus den
Losungen fiir y erhalten wir dann wieder Losungen fiir die urspriingliche
Unbekannte z. Ahnlich verfihrt man, wenn das lineare und das konstante
Glied negatives Vorzeichen haben.

Allgemeine ganze Funktion zweiten Grades und graphische Liosung
der quadratischen Gleichung

12. Wenn man die Kurve y = 2z* um m nach oben verschiebt, so heifit die

zu der neuen Kurve gehérige Funktion y — m = «* oder

y =z + m.
Verschiebt man die Parabel in gleicher Weise nach unten, so ist das kon-
stante Zusatzglied negativ zu nehmen.
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“InderFig. 40 ist 2. B. m = —2.

Verschiebt man die Kurve
y = @® um 7 nach rechts, so
heiBlt die zu der neuen Kurve
gehorige Funktion
y = (¢ —n)%
Einem negativen Wert von n
entspricht eine Verschiebung
nach links.
In Fig. 41 ist z. B. n = 2 ge-
withlt.
Bei gleichzeitiger Verschiebung
um m nach oben (bzw. unten)
und n nach rechts (bzw. links)
erhiilt man eine Kurve, die
der Funktion
y=(—n)?+m,
y=a®—2nz + (n® + m)
entspricht.
In Fig. 42 ist n=2, m=—1
gewiihlt. -
Aus dem in Nr.12 Abgelei-
teten folgt, daB die ganze
Funktion zweiten Grades

y=2a22+az+b
eine um b—%z nach oben

(bzw. unten) und um —g—

nach rechts (bzw. links) ver-
schobene Parabel ist, denn man
kann der Funktion die Form

2 2

y=(o+ g)+o—%

geben.

In Fig.42 ist z. B. die Funktion
= o*—4u + 3 dargestellt.
Die Nullstellen der Funktion
y = 2? + az + b entsprechen
den Schnittpunkten der Kurve
mit der a-Achse. Andererseits
sind aber damit die Losungen
der zugehorigen quadratischen
Gleichung 22+ az+ b =10
gegeben. Wir haben damit eine

Y
/] x
Fig. 40.
¥
&
/ \
K]
1
&
0 z

Fig. 41.
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neue graphische Methode zur
Losung quadratischer Gleichun-
gen gefunden. Man verschiebt die
Parabel um die in Nr. 13 ange-
gebenen Stiicke und liest dann die
z-Koordinatender Nullstellenab.

In Fig. 42 sieht man z. B., da
die Gleichung #*—4z -3 =0
die Wurzeln + 1 und + 3 hat.
Uber die Genauigkeit und Ganz-
zahligkeit der Losungen vgl. §6,
Nr. 12 und 14.

Bei dieser graphischen Losungs-
methode wird auch anschaulich

Kklar, daBl zwei reelle Wurzeln nur
2

vorhanden sind, wenn b—%

negativ und damit die Diskrimi- »

y

Fig. 42.

nante a?—4b positiv ist. Wird die Dlskrunlnante Null, ist also die
Verschiebung der Parabel in der Richtung oben — unten Null, dann ist
nur eine einzige Nullstelle vorhanden; die Parabel beriihrt die z-Achse.

" Uber die komplexen Wurzeln sagt die graphische Losung nichts aus.

Einige einfache algebraische Funktionen zweiten Grades

Bisher waren die Funktionen meist in der Form dargestellt, daB die
abhéngige Verinderliche durch die unabhéingige Verinderliche ausgedriickt

erschien. Das ist nicht
durchaus notwendig. Man
spricht auch von einer
Funktion, wenn abhiingige
und unabhiingige Verinder-
liche durch irgendeine Glei-
chung (Funktlonsglexchung)
verbunden sind.

Eine einfache Funktion

AY

dieser Art ist die folgende
a2 + yﬂ! =2

r ist darin eine Konstante.
Das Quadrat ist geschrie-
ben, damit die Konstante
r2 nur positiver Werte
fihig ist.

Natiirlich kann man diese

Fig. 43.



66

16.

18

Arithmetischer Leitfaden
Funktion auch nach y auflssen. Man findet

g= L) —k,
Graphisch entspricht dieser Funktion ein Kreis mit dem Radius r
um den Nullpunkt. Man iiberzeugt sich davon in der Weise, daBi man
irgendeinen Punkt des Kreises mit dem Koordmatenanfa.ngspunkt ver-
bindet (Fig.43), dann ist fur]eden
Kreispunkt und nur fiir einen Y
solchen nach dem pythagore- '
ischen Lehrsatz g
22 + ,7/2 = 72, P
Verschiebt man den Kreisso, daf}
die Koordinaten des Mittelpunk-
tes @ und b sind, dann ist die zu
dem neuen Kreis gehorige Funk-
tion b

(@ —a)* 4 (y — b)® = r2. a

Man braucht, um das einzusehen, \ z
nur den pythagoreischen Lehr-
satz auf ein rechtwinkliges Drei-
eck anzuwenden, dessen Kathe-
ten 2z —a und y — asind (Fig.44).

Die Funktion Abb. 44.

a2 —y? =12,
wird, wovon man sich durch Ausrechnung und Konstruktion einzelner
Punkte iiberzeugt, durch eine zweiiistige Kurve dargestellt, die der in
§ 8, Nr. 5 behandelten Hyperbel gleicht, nur daB sie um 45° um den
Nullpunkt gedreht ist. Wird diese Hyperbel ohne Drehung so verschoben,
daB} der Mittelpunkt die Koordinaten ¢ und b hat, so wird die Form der

neuen Funktion
(*—a)? — (y—0b)*=1r2.

Einfache Gl_eichungen zweiten Grades mit zwei Unbekannten

Gegeben ist die Summe oder die Differenz der Unbekannten und das
Produkt; es sei etwa vorgelegt

o4+ y=a; zy=0.
Da die Funktion zy = b nichts anderes als die Hyperbel y = ba—1 ist,
ergibt sich die Losung des Gleichungspaares graphisch als Schnitt einer
Geraden und einer Hyperbel.
Die arithmetische Losung liBt sich in der Weise finden, daB man die
eine Unbekannte aus der ersten Gleichung ausdriickt, sie in die zweite
Gleichung " einsetzt und damit auf eine Gleichung zweiten Grades zur
Bestimmung einer Unbekannten kommt. Die zweite Unbekannte ist
dann aus der Substitutionsgleichung zu finden.
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Einfacher ist das folgende Verfahren. Durch Quadrieren erhélt man
aus der ersten Gleichung

. 2%+ 22y + 4% = a2,
Zieht man davon 42y = 4b ab, so hat man
2 — 2y 4 y? = o —4b,
und wenn man daraus wieder die Wurzel zieht,
s—y = +Va2—14b.

Jeder dieser zwei Werte liefert zusammen mit der ersten der gegebenen
beiden Gleichungen nach der Additionsmethode (vgl. §5, Nr.13) ein
Lésungspaar. Es wird .

o | :% +%l/m:
K1 2%—% a®—4b,
rzzg—.—;}/az—-lb,
n=2 1+ Lya=g.

Die in die Augen springende Ubereinstimmung mit den Losungen der qua-
dratischen Gleichung erklirt der Wurzelsatz von Vieta (vgl. Nr. 4 und 6).

Ist statt der Summe der Unbekannten die Differenz gegeben, so ver-
schafft man sich in iihnlicher Weise die Summe der Unbekannten und
verfihrt ebenso wie oben.

Gegeben ist die Summe der Quadrate der Unbekannten und das Produkt

der Unbekannten:
22+ y? = q; zy = b.

Graphisch ergibt sich die Losung als Schnitt eines Kreises. mit einer
Hyperbel. Arithmetisch kann man die Gleichungen 1ssen, indem man
das Doppelte der letzten Gleichung zu der ersten einmal addiert und
zum andern von ihr subtrahiert und dann beide Male die Quadratwurzel
zieht; so erhilt man die Summe und die Differenz der Unbekannten.
Die Additionsmethode liefert dann die Losung. Beachtet man beide
Vorzeichen der Quadratwurzel, so kommt man auf vier Losungspaare.

. Gegeben ist die Differenz der Quadrate der Unbekannten und die Summe

oder Differenz der Unbekannten.

Graphisch ergibt sich die Losung als Schnitt einer Geraden mit einer
Hyperbel.

Fiir die arithmetische Losung geniigt es, falls die Summe der Unbekannten
gegeben ist, die Differenz, falls die Differenz gegeben ist, die Summe
zu finden. Das geschieht durch Division der ersten Gleichung durch die
zweite, indem man beachtet, daB #2 — y* in das Produkt (z + ) (o — y)
zerfillt werden kann.

Arithmetik, 3.—5, 19
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Gegeben ist die Summe der Quadrate der Unbekannten und die Summe
oder Differenz der Unbekannten.

Graphisch liegt hier der einfache Fall eines Schnittes von Kreis und
Gerade vor. ‘
Arithmetisch kann man in der Weise vorgehen, dal man sich zu-
néchst durch Quadrieren der Summe oder der Differenz den Ausdruck
22 + 22y + y® bzw. 2 —2zy + y? verschafft. Indem man davon
die Summe der Quadrate der Unbekannten subtrahiert, erhilt man
2¢y oder — 2zy und damit zy. So ist dieser Fall auf den in Nr. 19
behandelten zuriickgefiihrt. .

Nur in vereinzelten Filllen werden die Gleichungen so einfach sein, daB
einer der in Nr. 18 bis 21 behandelten Fille vorliegt. Es wird aber nicht
selten moglich sein, Gleichungen durch Umwandlungen oder Substitu-
tionen auf diese Fille zuriickzufithren.

Es soll nun noch ein allgemeinerer Fall mit Beschriinkung auf den arith-
metischen Losungsweg behandelt werden. Die eine der vorgelegten Glei-
chungen sei vom zweiten Grade, die andere vom ersten. Man hat also

a2+ bay+cyt+dotey+ =0,
goe+hy+ k=0,
worin @, b, ...k als bekannt vorauszusetzende reelle Zahlen sind.

Dann kann man immer die eine Unbekannte, etwa y, aus der linearen
Gleichung in Gestalt einer linearen Substitution ausdriicken,

y=pzr+4,
und in die erste Gleichung einsetzen. Diese wird dann immer in z qua-
dratisch. Die beiden Losungswerte fiir  setzt man in die Substitutions-
gleichung ein und erhilt die entsprechenden Werte fiir y.

Das Problem der Gleichungen zweiten Grades mit zwei Unbekannten ist
in seiner allgemeinsten Form bisher noch nicht von uns angegriffen
worden ; wir kommen im 6.—S8. Schuljahr darauf zuriick. Die Fille, die wir
behandelt haben, lassen erkennen, daf dann, wenn beide Gleichungen
vom zweiten Grade sind, vier Losungspaare, dann, wenn eine vom zweiten
Grade, die andere vom ersten Gradeist, zwei Losungspaare vorhanden sind.

§ 11. Die Logarithmen

Die Exponentialfunktion

Die Funktion y = as ist, nachdem der Potenzbegriff auf gebrochene Ex-
ponenten ausgedehnt ist, fiir reelle Werte der Basis @ und fiir alle ratio-
nalen Werte der Verinderlichen definiert; wir machen noch die ein-
schrinkende Bedingung, daB die Basis a positiv ist, um komplexe Werte
auszuschalten, und beachten, dal das Waurzelzeichen sich auf den Haupt-
wert bezieht, so daB die Funktion fiir alle rationalen Werte eindeutig ist.
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Wir wollen nun auch
zulassen, daB die 4
Veriinderliche eine
irrationale Zahl sein
kann. Den Wert der
Potenz niihern wir
an, indem wir Nihe-
rungswerte fiir den
Exponenten be-
nutzen.
Die Funktion y=ar,
Wo a eine positive
reelle Zahl ist, nen-
nen wir die Expo-
nentialfunktion.

In Fig. 45 sind die
Funktionen y = 27,
y=3%, y=l-,
y=@7% y=@¢ " Fig. 45.

graphisch  darge-

stellt worden. Die Exponentialkurve mit der Basis 1 ist natiirlich die
Gerade y = 1. Alle Exponentialkurven gehen durch den Punkt (0, 1).

. Die Bilder von Funktionen, deren Basis groBer als 1 ist, steigen im ersten

Quadranten mit wachsendem z an, und zwar um so schneller, je groBer
die Basis ist; im zweiten Quadranten schmiegen sie sich mit fallendem
z immer mehr der z-Achse an. Ist die Basis ein echter Bruch, dann
geschieht die Anschmiegung an die z-Achse im ersten Quadranten, der
Anstieg im zweiten Quadranten. -

Der Begriff des Logarithmus.

Ist a» = b, so nennt man n den Logarithmus von b fiir die Basis ¢ und
schreibt # = alog b. b nennt man Logarithmandus oder Numerus,
a die Basis des Logarithmus.

Sokann man beispielsweise 23 = 8 umschreiben in die Gleichung 3 = 2]og 8.

Um das Auftreten der komplexen GroBen zu vermeiden, setzen wir die
Basis a wieder als positive reelle Zahl voraus. Unter dieser Voraus-
setzung gehort zu jeder reellen Zahl n ein einziger reeller Wert an.

Wir hatten bei der Einfiihrung der ersten Rechenoperation dritter Stufe,

der Potenzierung, festgestellt, daB bei ihr das kommutativa Gesetz nicht

gilt. Das ist der Grund dafiir, daB8 wir bei der Umkehrung der Poten-

zierung auf zwei verschiedene Rechenoperationen kommen, je nachdem

nach der Basis oder nach dem Exponenten gefragt wird. Wird die Glei-

chung a? = ¢ nach a aufgelést, so komme ich auf die Radizierung; es ist
; 19%
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a= ,i?. Frage ich aber nach dem Exponenten b, so komme ich auf die
Logarithmierung; es ist b = ¢log c.

Wir sind damit auf insgesamt sieben, auf drei Stufen verteilte Rechen-
operationen gekommen.

3 Die logarithmische Funktion

Wir bezeichnen als logarithmische Funktion die Funktion y = alog z,
wiihlen also den Numerus als unabhiingige, den Logarithmus als abhéingige
Veriinderliche; die Basis bleibt konstant. Um die Funktion graphisch
darzustellen, konnen wir sie — éhnlich wie wir bei der graphischen Dar-
stellung der Wurzelfunktionen verfuhren — durch Spiegelung der zu ihr
inversen Funktion y = a® an der Geraden y = z gewinnen.

Fig. 46 zeigt die Kurve fiir den Fall der Basis o = 2. Die Kurve liegt
ganz in der rechten Halbebene; sie schmiegt sich, je mehr x sich der

p

Fig. 46.



7.

§ 11. Die Logarithmen 71

Null néihert, desto mehr der negativen y-Achse an. Die z-Achse schneidet
sie im Punkte z = 1; mit wachsendem @ nimmt sie selbst zu. Die Funk-
tion steigt also in ihrem ganzen Verlaufe, im Intervall von 0 bis 1 ist sie
negativ, im Intervall von 1 bis oo positiv.

Die Uberlegungen bei der Exponentialfunktion (vgl. Fig. 45) lehren, daB
die Funktion im Falle der Basis @ = 1 zu einer Geraden wird, daB sie,
wenn ein echter Bruch als Basis gewiithlt wird, zwischen 0 und 1 positiv
wird (sich also in der Nihe von # = 0 an die positive y-Achse anschmiegt),
zwischen 1 und co hingegen negativ. Wenn die Basis groBer als 1 ist,
ist der Verlauf der Kurve ihnlich der im Beispiel (Fig. 46) behandelten.

. Die Logarithmen, die zur gleichen Basis gehoren, bilden ein Logarith-

mensystem. Fiir die Rechnung beschrinken wir uns an dieser Stelle
auf die Logarithmen mit der Basis 10, die dekadischen oder Briggs-
schen Logarithmen. Bei ihnen 1iBt man die Angabe der Basis fort.
log a bedeutet also 1%log a.

Die Logarithmengesetze

Gesetze iiber Logarithmen sind eigentlich nichts anderes als Gesetze iiber
die Exponenten von Potenzen. Sie lassen sich deshalb aus den Potenz-
gesetzen herleiten, wobei stillschweigend vorausgesetzt wird, daB bei
fester Basis jedem Logarithmus nur ein Numerus, jedem Numerus nur
ein Logarithmus entspricht. Wir beschriinken uns auf Gesetze, die fiir
Angehérige eines und desselben Logarithmensystems gelten. Wir sprechen
sie aus fiir dekadische Logarithmen, sie gelten aber ebenso auch fiir jede
andere Basis.

. Satz, Es ist

(1) logab =loga + logh,

9.

(2) log%:loga—logb.

Es sei a =107, b = 109, dann ist loga = p und log b = q. Es ist also
a-b=107-107 = 102 +4,

% — 107 : 102 = 1071,

Die erste Gleichung wird in log ab = p + ¢ umgeschrieben oder, wenn
wir die Werte von p und q einsetzen,

log ab =log a 4 log b.

Ebenso schreibt man die zweite Gleichung in lug—z— =p—y¢ um und
erhiilt das Gesetz (2).

Satz. Es ist

(3) log (@”) =nloga,

4) log ('j/ 71) = % ‘loga.
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TIst n eine positive ganze Zahl, so liBt sich a» als ein Produkt aus » Fak-
toren auffassen, der Satz folgt also aus dem ersten Gesetz (Nr.8), das
auf mehrere Faktoren ausgedehnt werden kann. Auch wenn # eine nega-
tive ganze Zahl ist, kann man in dieser Weise verfahren und dabei das
zweite Gesetz anwenden. )

Die Potenzgesetze liefern uns aber auch sofort einen Beweis des Gesetzes,
der fiir irgendwelche Exponenten n, also auch fiir gebrochene gilt. Mit
diesem Beweis ist zugleich auch das Gesetz (4) erledigti da sich die Wurzel-
ausdriicke auch mit gebrochenen Potenzen schreiben lassen. Es sei
a = 107, also log @ = p, dann ist a®» = (10?)*» = 102, also log (a?) = np.
Setzt man den Wert von p ein, so erhilt man die gewiinschte Gleichung (3).
Die vier Logarithmengesetze lassen sich dahin zusammenfassen, daB durch
das Logarithmieren die Stufe der Rechenoperation um eine vermindert
wird, daB also die Multiplikation auf die Addition, die Division auf die
Subtraktion, die Potenzierung auf die Multiplikation, schlieBlich die
Radizierung auf die Division fiihrt. In dieser Teaisache liegt die Bedeu-
tung der Logarithmen fiir das praktische Rechnen.

Die Logarithmentafel

Von der logarithmischen Kurve y = log z kann man in einem vorgegebenen
Intervall, etwa von 1 bis 10, beliebig viele Punkte rechnerisch mit vor-
geschriebener Genauigkeit bestimmen.

Man erhiilt z,qBA sieben Punkte, wenn man durch mehrfaches Quadrat-
wurzelziehen l]/ 10 = 1,3335 bestimmt und damit die folgende Reihe

log 10{1; =log 1,334 = 0,125,

log 10% = log 1,778 = 0,250,

log 10% = log 2,371.= 0,375,

log 10% = log 3,162 = 0,500,

log 10% = log 1,217 = 0,625,

log 10% = log 5,623 = 0,750,

log 10% = log 7,499 = 0.875.

Wenn man von 1'};/1_0 ausgeht, erhiilt man ebenso 15 Punkte usf.

Danach IiBt sich die logarithmische Kurvé mit irgendwie vorgeschriebener
Genauiglkeit zeichnen, und aus der Zeichnung kann man den Logarithmus
irgendeiner Zahl ablesen. Auch rechnerisch kann man ihn durch Inter-
polation finden. — Auf diesem Wege kénnten die Logarithmen einer
Logarithmentafel gefunden sein. Tatsichlich sind die Zahlen auf anderem,
schneller zum Ziele fithrenden Wege berechnet, woriiber im 6.—8. Schul-
jahr zu sprechen sein wird.
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Die Logarithmen der Zehnerpotenzen sind im dekadischen Logarithmen-
system ganze Zahlen. Es ist log 10 = n, insbesondere ist log 10 = 1.
Die Logarithmen der Zahlen zwischen 1 und 10 sind positive echte
Briiche; sie werden, wenn die Numeri rationale Zahlen sind, irrationale
Zahlen. Wir wollen sie immer als Dezimalbriiche darstellen, die wir auf
vier (oder fiinf) Stellen nach dem Komma abrunden.
Es ist nun sofort zu zeigen, daB man mit den Logarithmen im Intervall
von 1 bis 10, auf das wir uns in Nr. 11 beschriinkt hatten, alle Logarithmen
beherrscht. '
Es sei z. B. der Logarithmus 2 bekannt; er ist 0,3010. Dann kennt man
auch z. B.
log 20 =log (2-10) = log2 4+ log10 = 1,3010,
log 200 =1log(2-100) = log2 + log100 = 2,3010,
log 0,02 = log (2- 10—2) = log2 — 2 log 10 = 0,3010 — 2.

Man kénnte den letzten Wert noch in eine negative Zahl umwandeln,
man zieht es aber vor, ihn so als Differenz eines positiven echten Bruches
und einer ganzen Zahl stehenzulassen.

Fiir den Logarithmus einer Zahl ist also wesentlich

1. ein auf vier (oder auch fiinf Stellen je nach der Stellenzahl, die man
beriicksichtigen will) abgekiirzter echter Dezimalbruch, die Mantisse,
2. eine zu addierende oder zu subtrahierende ganze Zahl, die Kenn-

‘ziffer. Die Mantisse hingt nur von der Ziffernfolge ab, die Kennziffer

nur vom Stellenwert der ersten Ziffer, mit anderen Worten von dem
Zehnerpotenzenintervall, in das die Zahl gehort.

Die Logarithmentafel liefert nur die Mantisse, die Kennziffer mu8 man
selbst hinzufiigen.

Um den Logarithmus einer Zahl, etwa von 3010, festzustellen, bestimme
ich zuniichst die Kennziffer. Die Zahl liegt zwischen 10° und 10%, die
Kennziffer ist also 3.

Allgemein ist die Kennziffer einer Zahl, die » Stellen vor dem Komma
hat, n —1.

Aus der Tafel habe ich nun die Mantisse zu entnehmen. Die Tafel 1iBt
den bei jeder Zahl zu wiederholenden Anfang 0 weg, sie gibt nur die Folge
der nach dem Komma stehenden Ziffern.

Benutzt man eine vierstellige Logarithmentafel, so entnimmt man ihr
unter 301 den Wert 4786, benutzt man etwa eine fiinfstellige Tafel, so
findet man 47857. Das heiBt also, es ist log 3,01 = 0,4786 bzw. 0,47857.
Die aus Kennziffer und Mantisse zusammengesetzte Zahl, der Logarith-
mus von 3010, lautet jetzt also 3,4786 bzw. 3,47857.

Handelt es sich um eine Zahl, die kleiner als 1 ist, so verfihrt man ebenso.
Die Kennziffer von 0,0538 z.B. ist —2, denn die Zahl liegt zwischen
10—2 und 10-3.
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Allgemein ist die Kennziffer gleich der Anzahl der Nullen am Anfang der
Dezimalzahl, wobei die Einernull mitgerechnet ist.

Die Logarithmentafel liefert dann die Mantisse 7308. Man hat also
log 0,0538 = 0,7308 — 2 (oder bei fiinfstelligen Logarithmen 0,73078 — 2).

. Man kann im allgemeinen in den vierstelligen Tafeln nur die Logarithmen

der dreistelligen Zahlen finden (ebenso in den fiinfstelligen Tafeln die
Logarithmen der vierstelligen Zahlen). Die Beriicksichtigung einer
weiteren Stelle ist aber sehr leicht moglich, indem man interpoliert.

Es sei in Fig. 47, die nur schematisch ist, der Punkt P, und ebenso der
Punkt P, ein nach der Tafel angebbarer Punkt der logarithmischen Kurve,
etwa der zu log 2,17 gehorige Wert 0,3365 und der zu 2,18 gehorige Wert
0,3385. Ich kann nun zwischen diesen beiden
Punkten die Kurve durch die Sekante P P, er- o P
setzen. Der Fehler, den ich dabei begehe, fiillt schon m*
deshalb nicht ins Gewicht, weil ja die Werte B

0,3365 und 0,3385 selbst nur Niherungswerte sind ; ( ’ ,

£S)

sie sind ja nur auf vier Stellen genau. Handelt es
sich nun um den Logarithmus der Zahl 2,178,
so wird der Streifen zwischen P, und P, in zehn
gleiche Teile geteilt, und ich lese den zu 2,178
gehorigen Wert 'der logarithmischen Kurve anstatt
auf dieser selbst auf der Sekante ab. Dabei begehe
ich zwar einen Fehler, er ist aber sehr gering.
Man liest nun den Wert nicht in der Figur ab,
sondern berechnet ihn auf Grund der gegebenen
GroBen. Man muB nur zu dem Logarithmus von
2,17 die Korrektur hinzufiigen, die durch die Strecke P() gegeben ist.
‘Wendet man den zweiten Teil des Strahlensatzes auf den von der Parallelen-
schar geschnittenen Winkel P, P;Q, an, so sieht man, daf3 die Korrek-
turen &, & usf. sind, insbesondere also P(Q £ der Strecke P,(, ist. Die
aus den Tafelwerten durch Subtraktion zu findende Tafeldifferenz ist
in unserem TFalle 0,0020, & davon ist 0,0016. Wir haben also noch 0,0016
zu 0,3365 zu addieren, um den Logarithmus von 2,178 zu erhalten. Das
Ergebnis ist 0,3381.

Die Tafeln erleichtern die Interpolation vielfach noch dadurch, dal sie
auf kleinen Tifelchen die in Betracht kommenden Vielfachen ver-
einigen.

we~sxag
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Tig. 47.

TIst die Tafeldifferenz beispielsweise — vom Stellenwert abgesehen — 18,
so brauche ich die Vielfachen von 1,8. Lautet die noch durch Interpolation
zu beriicksichtigende letzte Stelle etwa 7, so nimmt mir das Tifelchen
die Aufgabe 1,87 = 12,6 ab; ich kann also sofort die Korrektur 12,6
oder abgekiirzt 13 nach der Tafel angeben.

Die Umkehrung der eben gestellten Aufgabe besteht darin, zu einem
gegebenen Logarithmus den Numerts zu suchen. Man hat dafiir zu-
weilen besondere, in genau der gleichen Weise wie die eben behandelten

3
~

@



18.

§ 11. Die Logarithmen 75

Logarithmentafeln eingerichtete Tabellen. Meist arbeitet man aber mit
den Logarithmentafeln selbst. Wenn die Mantisse des Logarithmus,
dessen Numerus man sucht, gerade in der Tafel steht, so ist die Auf-
suchung sehr schnell getan.

Ist z. B. « in log = 4,8814 gesucht, so zeigt mir die vierstellige Tafel,
daB die Ziffernfolge der gesuchten Zahl 761 ist, und die Kennziffer gibt
an, dal die erste Ziffer Zehntausender sind. Der gesuchte Numerus
ist also 76100.

Steht der Logarithmus nicht in der Tafel, so ist die letzte Stelle des
Numerus durch Interpolation zu finden.

Logarithmische Skala und Rechenschieber

Projiziert man die zu den Werten o =1, 2, 3 usf. gehorigen Punkte
einer logarithmischen Kurve auf die y-Achse und beziffert sie mit
1, 2, 3 ust, so erhilt man auf ihr eine logarithmische Skala. Dabei
ist noch der MaBstab der logarithmischen Skala von der Wahl der bei
der graphischen Darstellung gewiihlten Einheit abhiingig. Sehr gebriuch-
lich sind in der Rechenpraxis Skalen, bei denen der Einheit die Liinge
25 cm gegeben wird. Dann entspricht also dem Abstande der Punkte
1 und 10 auf der logarithmischen Skala eine Strecke von 25 em. Auch
Skalen, denen die Lingeneinheit 121 cm zugrunde liegt, sind gebriuch-
lich. In diesem Falle haben die mit 1 und 10 bezeichneten Punkte einen
Abstand von nur 12} cm, eine logarithmische Skala von 25 cm Liinge
reicht dann also bis zu dem mit 100 bezeichneten Punkt.

Bei der wirklichen Anfertigung einer logarithmischen Skala, die zudem
nicht nur die ganzzahligen Werte, sondern auch geniigend Zwischen-
werte enthalten wird, braucht man natiirlich nicht den Umweg iiber die
logarithmische Kurve zu nehmen, sondern kann die einzelnen Teil."
striche gleich auf Grund der irgendeiner logarithmischen Tafel ent.
nommenen Zahlenwerte eintragen.

Fig. 48 zeigt zwei aneinander gleitende logarithmische Skalen. Die obere
Skala ist mit ihrem Anfangspunkt 1 genau iiber den mit 2 bezeichneten

S S A ) 1)
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Fig. 48.
Punkt geschoben. Wir bemerken dann z. B. unter der Ziffer 3 der oberen
Skala die Ziffer 6 der unteren. Wir haben damit die Streckenaddition
log2 + log3 =log(2 - 3) = log6

ausgefithrt. Damit gibt uns aber diese Addition mit Hilfe der logarithmi.
schen Skala zugleich eine Veranschaulichung der Multiplikation 2- 3 = 6.
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Was hier an einfachen Zahlen gezeigt ist, liilt sich genau so an anderen
beliebigen Zahlen a und b ausfiihren, natiirlich nur im Rahmen der
Genauigkeit, die die logarithmischen Skalen gestatten.

Es handelt sich nun hier nicht blof um ein Mittel zur Veranschaulichung

_der Multiplikation durch eine logarithmische Streckenaddition, sondern

zugleich um ein sehr brauchbares Rechenwerkzeug.

Hat man das Produkt @-b zu berechnen, so verschiebt man die eine
Skala so, daB ihr Anfangsteilstrich 1 iiber @ steht, dann steht unter ihrem
Teilstrich b das gesuchte Produkt ab.

In gleicher Weise lifBt sich die Division auf eine logarithmische Strecken-
subtraktion zuriickfithren. Die Fig. 48 veranschaulicht zugleich auch die
Divisionsaufgabe 6 : 3 = 2. Liegt die Aufgabe vor, a:b zu berechnen,
so verschiebt man die obere Skala so, daB3 die 1 iiber der b'steht, dann
steht iiber der a der gesuchte Wert a : b.

Auf den in den vorangehenden Abschnitten entwickelten Grundgedanken
beruht der logarithmische Rechenschieber, von dessen iiblichster
Form Fig. 49 ein verkleinertes Bild gibt. Wir sehen auf ihm vier Skalen;

Fig. 49.

den beiden oberen liegt die Einheit 12} cm, den beiden unteren die Ein-
heit 25 cm zugrunde. Die beiden mittleren Skalen sind auf einer ver-
schiebbaren Zunge angebracht. Der beweglich iiber allen Skalen glei-
tende Liufer gestattet das genaue Ablesen untereinander stehender
Skalenstriche. Multiplikation und Division werden aus den Ausfiih-
rungen von Nr. 19 und 20 klar sein, allerdings erfordert die Léosung in
der Praxis noch einige weitergehende Uberlegungen, z. B. wie man ver-
fihrt, wenn das Produkt nicht mehr auf die Skala fillt, wie es mit der
Berﬁcksichtigung des Stellenwertes der etwa als Dezimalzahlen ge-
gebenen Ausgangswerte steht usf.

Auch die Ausniitzung des Rechenschiebers fiir andere Rechenoperationen
soll nicht im einzelnen hier abgeleitet werden, sondern der praktischen
Bemtlgung iiberlassen bleiben. Nur iiber die Potenzierung und Radi-
zierung sei so viel gesagt, daB iiber jeder Zahl der unteren beiden Skalen
in den oberen ihr Quadrat und dementsprechend unter jeder Zahl der
oberen beiden Skalen in den unteren ihre Quadratwurzel steht.






