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1. Exponential-

und Logarithmusfunktion

Das Flaggschiff der sowjetischen Eismeerflotte ist der Eisbrecher ,,Lenin®, der mit
Kernenergie betrieben wird. Das Schiff, das eine Wasserverdringung von 16000 t
besitzt, entwickelt im freien Fahrwasser eine Geschwindigkeit von 18 kn, und selbst
bei ununterbrochener Fahrt in 2,4 m dickem Eis vermag es noch 2 Seemeilen in der
Stunde zuriickzulegen. Der Kernbrennstoff, das angereicherte Uran 235, zerfillt im
Reaktor des Eisbrechers und gibt Wirmeenergie frei. Der Zerfall eines radioaktiven
Elements vollzieht sich nach folgendem Zerfallsgesetz:

(1) n=mny-e’.

Darin bedeuten:

ny die Anzahl der zu einem (willkiirlich angenommenen) Zeitpunkt Null vorhandenen

unzerfallenen Atome;

eine wichtige Konstante, deren Wert 2,718 . ., betrigt;

A eine Materialkonstante;

t  die (verinderliche) Zeit, gemessen vom (willkiirlich angenommenen) Zeitpunkt
Null;

n  die (verinderliche) Anzahl der zur Zeit ¢ noch nicht zerfallenen Atome.

®

Durch (1) wird jedem Wert von ¢ ein Wert n zugeordnet, (1) ist also der analytische
Ausdruck einer Funktion. Funktionen, bei denen eine Verinderliche als Exponent
einer Potenz auftritt, heilen Exponentialfunktionen,



1.

3.
4.

5.

6.

7.

8.

9.

1.1. Zur Wiederholung

Berechnen Sie 2% und (%):, wenn x nacheinander die folgenden Werte i !
a) 2 b) 5 ) 1 d) 10 e) 20 ) —1
g) —4 h) —5 i) —7 k) —10 1) —20

Berechnen Sie a) 10% und b) (T[B)"
wenn x nacheinander die Werte —10; —9;—8; ...;—1;0;1; ...; 10 annimmt!

Welche Besonderheit ergibt sich in den Aufgaben 1 und 2 bei x = 0?

Berechnen Sie 2% und (%)‘, wenn x nacheinander die folgenden Werte immt!

a) 4,5 b) 3.75 oy a 25 DR Hne 01
h) i) 0,75 K) + 1) 05 m) + n) + o) —
M-+ 0-1 9-1+ 9-F v-7 w-3 I-3
Berechnen Sie 10* und (lle)‘, wenn x nacheinander die unter Aufgabe 4.a) bis v) aufgefiihrten

Werte annimmt !

Untersuchen Sie A) (— 3)*, B) (— %)‘, C) (—10)*, wenn x nacheinander die folgenden Werte
annimmt!

a) 4 b) 3 o) 2 DR DR f) +
8 —5 b — i) —2 k) -3 ) —4
Begriinden Sie die Ergebnisse mit Hilfe der Potenz- und Wurzelrechnung!
Berechnen Sie A) 27 %, B) (%)_ *, €) 10, wenn x nacheinander die folgenden Werte i !
5 3 1 4
a) 3 b) 5 & d) 0 e) —5 f) —1 8 —%
Welche Exp en gehd zu den folgenden Potenzwerten, wenn die Basis 2 ist?
a) 8 b) 128 T 0 5 ©) nr 0z
Y ‘ N1 1 1
8) V4 b) V32 i) 512 k) — )
V8 y6d
Welche Exponenten gehéren zu den folgenden Potenzwerten, wenn die Basis 10 ist?
a) 100 b) 100 000 <) 1 Milliarde
80001 o) ey D V100 e Yol

10. a) Wie konnen Sie die Losungen der Aufgaben 8 und 9 auf ihre Richtigkeit iiberpriifen ?
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b) Bilden Sie weitere Aufgaben dieser Art!

a) Erlautern Sie an Hand eines selbstgewihlten Beispiels den Begriff ,,zueinander inverser
Funktionen®!

b) Beschreiben Sie, wie Sie zu einer gegebenen Funktion (z. B. y = x?) die inverse Funktion
bestimmen!

¢) Bestimmen Sie die zu y = x? inverse Funktion! Welcher Unterschied besteht zur Inver-
sion von y = x%?

d) Welche Eigenschaft besi die Bilder i der inverser Funktionen, die in dasselbe
Koordinatensystem gezeichnet sind ?

e) Welche GesetzmiBigkeit besteht zwischen Definitionsbereich und Wertevorrat zueinander
inverser Funktionen ?




1.2. Die Exponentialfunktionen
y=a*(a>0)

Die Exponentialfunktionen y = 2%, y = (%)', y=10% y = (%)"
Die Exponentialfunktionen

@ y=25y=(3)55y=10%y =(3)

sind Beispiele fiir die Exponentialfunktionen vom Typ

() y=a"(a>0)

wobei x die Gesamtheit aller reellen Zahlen, dagegen a eine bestimmte positive reelle
Zahl bedeuten.

. Rechnen Sie Funktionswerte fiir die in (2) angegeb Exp ialfunkti
fiir rationale x-Werte aus, und tragen Sie die erhaltenen Wertepaare als Bild-

punkte in ein rechtwinkliges kartesisches Koordinatensystem ein!
Eine Potenz a* mit @ > 0 und x rational ergibt genau einen positiven reellen Potenz-
wert, der entweder mit Hilfe der Potenz- bzw. Wurzelrechnung oder durch Intervall-
hachtel als rationaler Niherungswert mit beliebiger Genauigkeit berechnet

8
werden kann.

Fiir irrationale Werte von x lassen sich in y = a* die Funktionswerte nur niherungs-
weise berechnen, indem man statt der irrationalen Exponenten rationale Niherungs-
werte benutzt. Durch Anwendung der Intervallschachtelung liBt sich der Potenz-
wert der Potenz mit irrationalem Exponenten zwischen zwei benachbarte Potenzen
mit rationalem Exponenten einschachteln.

- Beispiel 1: Es ist 102 niiherungsweise zu berechnen,
Liésung: Aus 14 < ]/2_ <15

folgt 1014 < 10'* < 1015,
Wegen 1014 = {107 = 25,12 und 1015 = 1000 — 31,62
gilt demnach 25,12 < 10" < 31,62.

Diese Intervallschranken lassen sich aber noch wesentlich einengen:
Aus 141421 < J2 < 141422
folgt 10141421 107 < 10141422,

Wegen 10141421 — 25,9544 und 10141422 — 25,9550

gilt demnach 25,9544 < 10* < 25,9550.

1

Die beiden Potenzen unterscheiden sich um weniger als To00°

Da die rationalen Zahlen dicht liegen, liBit sich jeder irrationale Exponent so weit
durch rationale Exponenten annihern, daB die zugeordneten Potenzwerte zu einer
festen Basis sich beliebig wenig unterscheiden. Somit kann der Potenzwert einer
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Potenz mit irrationalem Exponenten mit jeder geforderten Genauigkeit niherungs-
weise berechnet werden. ;

Fiir die Exponentialfunktionen in (2) bedeutet das, daBl jedem Wert von x genau ein
y-Wert zugeordnet ist, so daB die Bilder dieser Funktionen zusammenhingende
Kurvenziige darstellen (Abb. 1.1.). Diese Bilder der Exponentialfunktionen (2)
heiBen Exponentialkurven.

8 8 I
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In Abbildung 1.2. ist die Schar der Exponentialkurven y = a* fiir a > 1 dargestellt.
AuBer y = 2% und y = 10* sind noch y = 3,2* und y = 7* eingezeichnet. Man
erkennt fiir die Exponentialfunktionen

4) a* (a 1)

und die Schar ihrer Bilder folgende gemeinsame Eigenschaften:

1. Die Funktionen y = a* (a > 1) sind eineindeutig, alle Kurven sind mit zunehmen-
den x-Werten steigend.

2. Da eine Potenz mit positiver Basis immer positiv ist, kommen die Kurven mit
kleiner werdenden x-Werten zwar immer niiher von ,,oben‘ her an die x-Achse
heran, ohne sie jedoch zu berithren oder gar zu schneiden. Man sagt, die Kurve
nihert sich asymptotisch der x-Achse. Die x-Achse ist Asymptote fiir alle Kurven
der Exponentialkurvenschar y = a* (a > 1).

3. Je groBer a, um so steiler ist der Anstieg, um so ,,schneller* schmiegen sich die
Kurven aber auch fiir negative x an die x-Achse an.

4. Aus dem Vorstehenden folgt fiir alle Exponentialfunktionen y = a* (a > 1) der
Definitionsbereich: — co << x << + oo und der
Wertevorrat: 0 <y < + oo.

5. Wegen der Festlegung a® = 1 ist allen Kurven der Schar der Punkt P (0; 1), also
der Schnittpunkt mit der y-Achse, gemeinsam. '



Das Additionstheorem a* -a* = a*+*

Fiir die Funktionswerte in der Abbildung 1.1. gilt offensichtlich die Beziehung:
Ys =1 Y2 =212 =2 baw. yy =y, "y, = 104+ 107 = 10%;

fiir die zugehorigen x-Werte dagegen die Beziehung
x3 =2 + 2, =—1+4 3 =2 baw. x:,:xl%—xz:%{—%:l.

Es soll jetzt untersucht werden, ob dieser Zusammenhang allgemeingiiltig ist.

Ist y; = av, yp = @+, y3 = @ und y; = y;*¥,, so gilt nach dem ersten Potenz-
gesetz

> (5) Ys=x1'ye=o0n-@u=an % =an

In Worten:
Bei der Exponentialfunktion y = a* (a > 0) ist das Produkt zweier Funktions-
werte gleich dem Funktionswert, der jenem x-Wert zugeordnet ist, der gleich
der Summe der beiden den zwei Funktionswerten zugeordneten x-Werte ist.

Fiir die Exponentialfunktion y = a* (a > 0) ist also charakteristisch, daB die Multi-
plikation zweier Funktionswerte gleichbedeutend mit der Addition der (im Expo-
nenten stehenden) zugeordneten x-Werte ist, d. h., das Multiplizieren von Funktions-
werten wird auf das Addieren von x-Werten zuriickgefiihrt. Diese GesetzmiBigkeit
heiBt deshalb Additionstheorem! der Exponentialfunktion.

Aufgaben

1. a) Unt hen Sie die i Eigenschaften der Exponentialfunktionen y = a* mit
0 < a < 1 und ihrer Bilder an Hand der Abbildung 1.3.!

b) Vergleichen Sie das Ergebnis von a) mit den gemeinsamen Eigenschaften von

y = a* (a > 1), die auf Seite 6 zu- Abb. 1.3.
sammengestellt wurden!

¢) Sind durch y =a* (a>1) und =
y = a* (0 < a < 1) alle Exponen-
tialfunktioneny = a* (a> 0) erfait ?

d) Inwiefern nimmt y = 1* eine Son-
derstellung ein ?
Hinweis: Begriinden Sie das mit
Hilfe der Ergebnisse der Potenzrech-
nung bzw. des Bildes von y = 1!

e) Welchegemeinsamen Eigenschaften
weisen die Exponentialfunktionen
y=a*mit0<a<lunda>lauf?

f) Welch i Eigenschaften
besitzen dagegen die Exponential-

funktionen y = a* mit a > 07

1 Bedpnpa (griech.), Lehrsatz




2. a) Welche Lage haben die Bilder der Funktionen
y=2¢ undy= (%)‘ bzw.y =10 und y = (1"0)1
zueinander (Abb. 1.1.)?
b) Zeigen Sie allgemein, daB die Bilder von y = a* (a > 0) und y = (%)x (a> 0) spiegel-
bildlich beziiglich der y-Achse sind!
1

¢) Zeigen Sie, daB die Bilder von y = a* (a > 0) und y = (7)_‘ (a > 0) bzw. von
1\x
y=a*(a>0)undy= (7) (a > 0) zusammenfallen!

d) Wie lautet der analytische Ausdruck der zu y = a* (a > 0) beziiglich der x-Achse spiegel-
bildlichen Funktion ? .

. a) Welches Bild hat die Funktion y = 0?
b) Wie unterscheidet es sich vom Bild der Funktion y = 0?

w

e

Jemand versucht bei y = a* einen Wert a < 0 zu verwenden.

a) Welche Schwierigkeiten entstehen dabei?
Hinweis: Beachten Sie die Basisvorzeichenregel fiir Potenzen!

b) Wie kann man begriinden, daf} als Bild von y = a* mit a < 0 keine zusammenhingende
Kurve entsteht?

5. Stellen Sie folgende Exponentialfunktionen grafisch dar!
5 1\x
a) y =3 b y+ (5 =0 9 y=(3)-3
Oy=5-(F ) y—08-5 =0 )y =857

& y—j 4 +2=0 h)y—25*=0
Dy=—(7 e Wy s0

Hinweis: Berechnen Sie nur fiir ganzzahlige x die zugeordneten Funktionswerte, und verbinden
Sie die erhaltenen Bildpunkte mit Hilfe eines Kurvenlineals!

1.3. Die Logarithmusfunktionen
log, x(a>0; x>0)

Der Begriff ,,Logarithmus*

In der Exponentialfunktion y = a* (a > 0) ist jedem reellen Exponenten x einer
festen positiven Basis a ein positiver reeller Potenzwert y zugeordnet. LaBt sich auch
umgekehrt jedem positiven reellen Potenzwert einer festen Basis ein reeller Exponent
zuordnen?

In den Aufgaben 8 und 9 des Abschnitts 1.1. haben wir dieses Problem schon fiir
einige spezielle Basen a und Potenzwerte ¢ untersucht. Die dort gestellten Aufgaben
lassen sich alle in der Form

6) a*=c

als Gleichungen mit einer Unbekannten, niimlich x, schreiben und durch sinnvolles
Probieren losen. Eine allgemeine Lésung von (6) ist aber weder durch Potenzieren
noch durch Radizieren méglich, da ja gerade der Exponent x unbekannt ist.
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Einen solchen (gesuchten) Exponent bezeichnet man als Logarithmus!. Allgemein
gilt unter Verwendung der in (6) benutzten Symbole folgende Definition:

’ Der Logarith x ist der Exp mit dem man die (positive) Basis a potenzieren muf,
um den Potenzwert ¢ zu erhalten.
Statt (6) schreibt man auch
(7) x log, ¢
und liest ,,x ist der Logarithmus von ¢ zur Basis a*.
Ist @ = 10, so schreibt man statt
x = log,,¢ kiirzer x = lge
und spricht von dekadischen Logarithmen.

Entsprechend 1aBt sich das Logarithmieren als die Berechnung des Exponenten er-
kliren, der bei einer gegebenen festen positiven Basis zu einem gegebenen Potenz-
wert gehort.

Die Gleichungen (6) und (7) sind nur verschiedene Schreibweisen fiir denselben Sach-
verhalt. Das bedeutet, daB sich (6) als Probe beim Logarithmieren verwenden laBt.

Beispiele:
2) x; =log, 8 =3, weil 20 =8

AT % . i 3T
3) x, = log, Jm=—5, weil 2% = =)z

“]’7;

4) x, =1g0,0001 = 1, weil 10-1 = 1 — 0,0001
. Schreiben Sie auch die Aufgaben 8 und 9 des Abschnitts 1.1. in der Form logic =,
und machen Sie zu jeder Lésung die Probe!
Die Logarithmusfunktionen y =log, x und y =Ig x
Die Rechenoperation des Logarithmierens kann auch in Zuordnungsvorschriften
auftreten, z. B. in
(8) y=log,x und y =Igx.

Solche Funktionen heilen Logarith- Abb. 1.4,
musfunktionen.
. Tragen Sie die Potenzwerte x ,F}/i | L [l[‘:’—
aus Aufgabe 5im Abschnitt 1.1. - =
und die dazu berechneten Log- Tk —
arithmen y in ein rechtwinkliges B ! I Tx
Koordinatensystem ein, undver- - . o o -
binden Sie die sich ergebenden A'//{//‘P’f—j
Bildpunkte zu zwei geschlosse- 0| f71 5 0 x
nen Linien! -1 ‘/
Die Abbildung 1.4. zeigt die Bilder -2
der Logarithmusfunktionen -3 L |
y = logy x, y = lgx sowie y = log;x. 1Ly, -
1 Moz dpbpde (griech.), Verhiltniszahl Ll [




Die Logarithmusfunktion als inverse Funktion der Exponentialfunktion

Da die Exponentialfunktionen
(9 y=ca(@a>1und0<a<l)

fiir ihren gesamten Definitionsbereich eineindeutig sind, lassen sie sich im ganzen
Definitionsbereich umkehren.

Lost man (9) nach x auf, so erhilt man unter Verwendung der Definition des Log-
arithmus [vgl. auch den Zusammenhang zwischen (6) und (7)!]

(10) x=1log,y (a>1und 0 <a<1)

und durch anschlieBende Vertauschung von x und y

(11) » log, x (@>1 und 0 < a < 1).

Fiir die zu den speziellen Exponentialfunktionen

(12) y=2* und y=10¢

inversen Funktionen erhiilt man entsprechend bei Auflssung nach x
(13) x =log,y bazw. x=Igy
und durch Vertauschung von x und y
(14) y =logyx bzw. y =Igx,

also die Logarithmusfunktionen (8).

Abb. 15, Das bedeutet:

J/_.70,( T Exp e 1E Tes and L 1
funktion mit der gleichen von 1
denen positiven Basis sind zueinander

/ yx/ invers.

@ N <

/ : Demnach erhilt man das Bild einer

i Logarithmusfunktion mit der Basis a

/| oy durch Spiegelung des Bildes der Ex-

/ ] ponentialfunktion mit der Basis a an
. der Geraden y = x.

@w & oy

T
)

N

A A N I A e In Abbildung 1.5. sind auf diese

- Weise die Bilder der Funktionen
o o i e X y =log,x bzw. y =Igx aus den
N Bildern der Funktionen y = 2% bzw.
i y = 10* gewonnen worden.

Fiir die Logarithmusfunktionen

4 v = log, x (a — 1) und ihre Bilder
5 (Abb. 1.4.) kénnen wir folgende ge-
meinsame Eigenschaften erkennen:




—

nehmenden x-Werten steigend.

. Die Funktionen y = log, x (a > 1) sind eineindeutig; alle Kurven sind mit zu-

2. Mit kleiner werdenden positiven x-Werten kommen die Kurven zwar immer niher
von ,,rechts* her an die y-Achse heran, ohne sie jedoch zu berithren oder gar zu
schneiden. Die y-Achse ist Asymptote fiir alle Kurven der Logarithmuskurven-

schar y = log, x (a > 1).

3. Je kleiner a, um so steiler ist der Anstieg fiir 1 < x < co, um so »langsamer*

schmiegen sich die Kurven aber auch fiir positive x (x < 1) an die y-Achse an.
. Daraus folgt fiir alle Logarithmusfunktionen y = log, x (a > 1)
I<x< 4+
und der Wertevorrat: —oo <<y < + oco.

-

der Definitionsbereich:

Wegen der Vertauschung von Definitionsbereich und Wertevorrat bei zueinander
inversen Funktionen war das auch zu erwarten.

o

Das Additionstheorem log, (x, - x,) = log. x, + log, x,

. Wegen log, 1 = 0 (denn a® = 1) ist der Punkt P (1;0), also der Schnittpunkt mit
der x-Achse, allen Kurven der Schar gemeinsam.

In Abbildung 1.6. ist noch einmal die logarithmische Funktion y = log, x dargestellt.
AufBlerdem sind fiir x; =4 und x, =8 die Funktionswerte y, = log,4 =2 und

J

L

- Yelogy x
5+

A log 4
g: logy 324log, 4 +log, 8

i logy4 |logy 8

I ! 1 I I ] 1 I
45 8 1 % 2 2 30 3% 3 W x|

Abb. 1.6.

|

{
4

yo = log, 8 = 3 eingetragen. Welcher Wert x; gehort zum y-Wert y; =y, + y,?
Aus Abbildung 1.6. liest man ab x; = 32 = x, * x,. Demnach gilt im vorliegenden Fall:

(15) log, (%, * xy) = log, &, + log, x,.

Die Beziehung (15) bezeichnet man als das Additionstheorem fiir die Logarithmus-
funktion y = log, x (a > 0; a 5= 1). Seine allgemeine Giiltigkeit soll jetzt bewiesen

werden. Fiir

(16) y, =loga x;5 y, = loga x53 y3 = log, x5 mit xy; = x; * x,

11



1aBt sich nach der Definition des Logarithmus zu einer festen Basis schreiben:
Xy = aM; x, = a¥; x5 = a’.
Fiir x; = x, * x, gilt dann unter Benutzung des ersten Potenzgesetzes
Xy =% Ay =aN-a¥ =antn
und in logarithmischer Schreibweise
log, (x; * x;) = log, an + 2,
Wegen log, a*1+%: =y, + y, und wegen (16) folgt daraus
log, (%, * xy) = log, x; + loga x,.
In Worten:

In der logarithmischen Funktion y =log, x (a > 0; a=1) ist der dem
Produkt zweier x-Werte zugeordnete Funktionswert gleich der Summe der
beiden Funktionswerte, die den beiden x-Werten zugeordnet sind.

Aufgaben
1. Gibt es eine zu y = 1% inverse Funktion ? Begriinden Sie Ihre Antwort mit Hilfe der Potenz-
rechnung!

2. Zeichnen Sie das Bild der Funktion y = Ig x, und priifen Sie fiir einige Werte von x nach, ob
auch bei y = Ig x die Bezichung (15) gilt!

3. Schreiben Sie folgende identische Gleichungen als Potenzen!

a) log, 0,25 = —2 b) log; 0,008 = —3 ¢) log,, ﬁ ——3
= 1
d) logy 537 =—5 e) log, 2401 = 4 . f) logy; 5305 = — 4
1 B
8) logi;; 1 =0 h) l°8§ 6 i) loggr 256 =—8

4. Berechnen Sie die folgenden Logarithmen, und machen Sie die Probe!

a) log, x fiir x = 2048; 512; 128; 0,5; 0,125; —; —

320 36
b) Igx fiir x = 10 000 000 000; 100 000 000; 1 000; 15 0,1; 0,0001; 0,000 000 01
¢) log, (31) ) log; (25%) e) log, (2777) 1) loga (a7) g) logn (2 m)

5. Entwerfen Sie die Bilder der Funktionen
y=1loggx und y=log, x!

12
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2. Logarithmisches Rechnen

In der Mathematik ist man stets bemiiht, méglichst einfache und zweckmiiBige
Rechenmethoden zu ermitteln, um den Forderungen der Technik und der wissen-
schaftlichen Forschung nach schneller, sicherer und dabei doch bequemer Lésung der
stets umfangreicher werdenden Rechnungen gerecht zu werden.

Auch die logarithmischen Rechenverfahren, die eine wesentliche Hilfe bei Berech-
nungen in Verbindung mit den Rechenoperationen Multiplizieren, Dividieren, Poten-
zieren und Radizieren darstellen, wurden zu diesem Zwecke auf der Grundlage der
Logarithmengesetze entwickelt. Sie beruhen darauf, da Rechenoperationen der zwei-
ten und dritten Stufe auf die entsprechenden der ersten bzw. zweiten Stufe zuriick-
gefithrt werden. Dadurch bleibt dem Rechner mithsame Rechenarbeit erspart. Recht
deutlich wird uns das beim Rechnen mit dem weit verbreiteten logarithmischen
Rechenstab, mit dessen Hilfe Facharbeiter, Meister, Techniker, Konstrukteure, Inge-
nieure u. a. miihelos umfangreiche Uberschlagsberechnungen ausfiihren.

So wie beim Rechenstab finden auch bei den kompliziertesten Rechenhilfsmitteln,
den modernen Rechenautomaten, mathematische Erkenntnisse ihre Anwendung.

13



2.1. Zur Wiederholung

1. Welcher Z 1 besteht zwischen den Grundrechenoperationen

a) Addieren und Subtrahieren, b) Multiplizieren und Dividieren ?

Ao

‘Wie heilen die Glieder a) einer Potenz, b) eines Wurzelausdrucks ?
3. a) Berechnen Sie
10" firn = 20;10;9; ...;1;0;—1;...:—9;—10;—20!

b) Welche Beziehung besteht zwischen dem positiven ganzzahligen Exponenten einer Potenz
zur Basis 10 und der Stellenzahl des Potenzwertes ?

¢) Welche entsprechende GesetzmaBigkeit gilt fiir den Exponenten Null, welche fiir negative
ganzzahlige Exponenten ?
4. Wie kann man jeweils aus der ersten Zahl die zweite erhalten ?
a) 30,57; 30 570 b) 0,021; 21
€) 55555; 0,055555 d) 0,000042; 420 000

‘Worin stimmen jeweils die beiden Zahlen iiberein, wie unterscheiden sie sich ?

5. Erkliren Sie den Aufbau der Quadrat- und Kubikwurzeltafel (Tafel 7 und Tafel 9 der ,,Vier-
stelligen Logarithmen®), und erliutern Sie ihre Benutzung an folgenden Beispielen!
a) 24 b) V2.4 ) 105 a) 70,05 ) 189
1) 8.9 g j08 h) 70,08 i) 10,008

6. Das Runden von Zahlen erfolgt bekanntlich nach bestimmten, festgelegten Regeln:

a) Folgt auf die letzte noch anzugebende Ziffer eine 0, 1, 2, 3 oder 4, so bleibt die letzte an-
zugebende Ziffer unverindert (Abrunden).
Beispiel: 0,724013 ~ 0,72401 ~ 0,7240 ~ 0,724 ~ 0,72 ~ 0,7

b) Folgt auf die letzte noch anzugebende Ziffer eine 6, 7, 8 oder 9, so wird die letzte anzu-
gebende Ziffer um 1 erhoht (Aufrunden).
Beispiel: 0,38679 ~ 0,3868 ~ 0,387 ~ 0,39 ~ 0.4

Wenden Sie die vorstehenden Regeln fiir das Auf- und Abrunden auf folgende Zahlen an,

indem Sie wie in den obigen Beispielen schrittweise bis auf eine von Null verschiedene Ziffer
runden!

a) 7,38427  b) 0,004736 ) 58739 d) 156,84 ) 0,45832 ) 18,888 g) 9,7243

B

Fiir das Runden der Ziffer 5 gelten folgende Regeln:

a) Ist die Ziffer 5 nicht die letzte von Null verschiedene Ziffer, so wird die Ziffer vor der 5
um 1 erhdht (Aufrunden der 5).
Beispiel: 3,6501 ~ 3.7

b) Ist die Ziffer 5 jedoch durch Aufrunden entstanden, so wird sie abgerundet.
Beispiel: 8,247 ~ 8,25 ~ 8,2

¢) Ist die Ziffer 5 die letzte von Null verschiedene Ziffer oder sind nachfolgende Ziffern nicht
bekannt, so wird die Ziffer 5 so gerundet, daB die letzte Ziffer eine gerade Zahl wird (Gerade-
Zahl-Regel).
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Beispiele:
4 = 0,125 ~ 0,12 (Abrundung!), aber 3 = 0,375 & 0,38 (Aufrundung!)
6285 ~ 6280 (Abrundung!), aber 6275 ~ 6280 (Aufrundung!)
Wenden Sie die vorstehenden Regeln fiir das Runden der 5 auf folgende Zahlen an!
a) 72,853 b) 63,47 ¢) 1,35002 d) 135 ) 1,25 i) 1248  g) 655 h) 665
8. Runden Sie die folgenden Zahlen schrittweise bis auf eine Ziffer!
a) 12,3456  b) 0,0876543 ¢) 214,49 d) 724538 e) 72845 f) 0,6483
g) 11.47 h) 5,5555 i) 4,54545 k) 0,5143 1) 0,7575 m) 6,2547

2.2. Logarithmen
und Logarithmensysteme

Der Zusammenhang zwischen den Rechenoperationen der dritten Stufe, Potenzieren,
Radizieren und Logarithmieren, soll im folgenden mit Hilfe der Gleichungen

(1) 3*=81 allgemein: a® = ¢

verdeutlicht werden.

. Gleichung )
Grundrechenoperation ) gesuchtes Glied der Potenz
allgemein
Potenzieren ........... H=x ab=x Potenzwert (81 bzw. c)
. xt = 81 ab=c¢ i
Radizieren ............ _— 4}/8-i b = fi,: Basis (3 bzw. a)
« . 3* =81 a*=c
Logarithmieren ........ = = log, 81 + =loge Exponent (4 bzw. b)

Daraus folgt:

’ Das Logarithmieren ist, ebenso wie das Radizi eine Umkehrung des P i
P i Radizi und Logarithmi sind die drei Grundrechenoperationen der
dritten Stufe.

Auch beim Logarithmieren werden wie beim Radizieren gegeniiber dem Potenzieren
neue Bezeichnungen fiir die Glieder verwendet.
Potenzieren Logarithmieren
2) a*=c¢ (3) x=log, ¢
Dem Exponent x in (2) entspricht der Logarithmus x (zur Basis a) in (3).
Der Basis (der Potenz) a in (2) entspricht die Basis (des Logarithmus) a in (3).
Dem Potenzwert ¢ in (2) entspricht der Numerus! ¢ in (3).

Als Basen der Logarithmen sollen nur positive Zahlen verschieden von 1 zugelassen
sein. Wegen (2) sind dann aber auch alle Numeri positiv.

i numerus (lat.), Zahl; Plural: numeri



Die Menge aller Logarithmen zu einer festen Basis ist ein Logarithmensystem. In den Logarithmen-
systemen zu den Basen 2 und 10, aber auch zu allen anderen Basen grofer als 1, ist jedem positiven
reellen Numerus ein Logarithmus eindeutig zugeordnet und umgekehrt (eineindeutige Zuordnung).

Aufgaben
1. Lesen Sie aus den Abbildungen 1.4. und 1.6. ab, wie gro ungefihr die Logarithmen mit der
Basis 2 bzw. der Basis 10 zu den ganzzahligen positiven Numeri n (n < 10 bzw. n < 35) sind!
2. a) Warum sind 1 bzw. 0 als Basen eines Logarithmensystems ungeeignet ?
Logarithmieren Sie!
b) Ig1 ¢) log, 1 d) log;y; 1 e) log, 1
3. Gibt es Zahlen x und y, die die Gleichungen

]';= logy x und }]'/;: logy x
erfiillen ?

4. Uberlegen Sie, warum das Addieren und das Multiplizi nur je eine Umkehrung haben,
wihrend das Potenzieren zwei Umkehrungen besitzt!

5. Berechnen Sie folgende Logarithmen!

a) log, 128 b) log, 1 <) log; 0,5 d) log, 0,125 €) log, 243
1) log, 5 ® log, 3 h) log, 0,1T... i) log, 1024 K) log, &
1) log, 3125 m) log; o n) log, 0,008 o) Ig 1000 P Iz oy

Das dekadische Logarithmensystem

Von groler praktischer Bedeutung ist das Logarithmensystem mit der Basis 10, das
sogenannte dekadische Logarithmensystem. Es zeichnet sich durch besondere Eigen-
schaften aus:
a) Die dekadischen Logarithmen der Zehnerpotenzen mit ganzzahligen Exponenten
sind ganzzahlig.
1g 100 000 000 = 8, weil 10* = 100 000 000
Ig 10000 000 = 7, weil 10° = 10 000 000

Iz 100 — 2, weil 10° — 100

Ig 10 = I, weil 10! = 10
Ig 1 = 0, weil 10" = 1
Ig 0,1 =—1, weil 10 ' = 0,1
1g 0,01 =—2, weil 10 2= 0,01

150,00001  — — 5, weil 10-% — 0,00001
Allgemein: Ig 10¥ = k, weil 10° = 10* (k ganzzahlig) bzw. log, b* = Fk, weil b* = b*
(k ganzzahlig).
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b) Die dekadischen Logarithmen aller reellen Zahlen z mit 1 <z < 10 werden
Mantissen! genannt. Die Mantissen sind reelle Zahlen, die groBer als 0, aber kleiner
alstl sind (vgl. Abb. 1.4.), lassen sich also alle in der Form 0, ... schreiben. Einige
Mantissen kann man leicht berechnen.

. Beispiele :
1a) Ig 10 =, weil 10° = | 10.
Wegen 10 = 3,162 gilt Ig 3,162 = 0.5.
1b) Ig Y105 = | , weil 10° = | 10",
Wegen J105 = 4,217 gilt Ig 4,217 = 0,625.

Berechnen Sie weitere dekadische Logarithmen, deren Numeri grifer als 1, jedoch
kleiner als 10 sind!

¢) Die dekadischen Logarithmen fiir alle Numeri n (n > 10) sind groBer als 1.
Die dekadischen Logarithmen fiir alle Numeri n (0 < n < 1) sind kleiner als 0.

d) Alle positiven reellen Numeri n (0 << n < 1; n = 10) lassen sich in ein Produkt
aus einer reellen Zahl z (1 =z < 10) und einer Zehnerpotenz mit ganzzahligem
Exponenten k zerlegen, also

n =z-10%(1 <z < 10; k ganzzahlig).
Ist lg z = m, so gilt nach dem Additionstheorem fiir logarithmische Funktionen
Ign =Ig(z- 105 =lgz 4+ lg 10 = m + k.
Der Summand m ist die aus b) bekannte Mantisse, der Summand k heit Kennzahl
des dekadischen Logarithmus von n.

Die dekadischen Logarithmen fiir alle Numerin =z - 10k mit 0 < n < 1, n =10
und 1 =<z < 10 sind Summen, deren einer Summand die z zugeordnete Man-
tisse m und deren zweiter Summand die ganzzahlige Kennzahl k ist.

. Beispiel 2:

Wegen 10 = 1,332 ist

Ig 1,332 = L = 0,125, weil 10¢ = }10 = 1,332.

1g13,32 = Ig (1,332 - 107) = 1g 1,332 - Ig 10! = 0,125 + 1 = 1,125,
weil 101125 — 101 - 100125 — 10 - Y10 = 13,32.

Ig133,2 = Ig (1,332 - 102) = Ig 1,332 - 1g 102 = 0,125 + 2 = 2,125,

weil 102125 = 102 - 10012 — 100 - J10 = 133,2.

* mantissa (lat.), Zugabe
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1g 1 332 000 = Ig (1,332 - 10%) = Ig 1,332 - Ig 105 = 0,125 + 6 = 6,125,
weil 106,125 — 108 - 109125 — 1000 000 - J10 = 1332 000.

Numeri mit derselben Ziffernfolge, die kleiner als 1 sind, haben ebenfalls
Logarithmen mit gleichen Mantissen.

1g 0,1332 = Ig (1,332 - 10-1) = Ig 1,332 -1g 10-1 = 0,125 — 1,
weil 100:125-0 — 100125.10-1 = L. /10 = 0,1332.

-
1g 0,000 1332 = Ig (1,332 - 10-%) = 1g 1,332 - Ig 10-* = 0,125 — 4,
weil 100,125-0 — 100,125 - 10-1 = L. §10 = 0,000 1332.
Die im Beispiel 2 betrachteten Numeri haben gleiche Ziffernfolgen, nédmlich 1332,
ihre Logarithmen haben gleiche Mantissen, nimlich 0,125, sie unterscheiden sich also
nur in den Kennzahlen.

e) Wegen der Eineindeutigkeit der Logarithmusfunktion y = lg x haben die Zahlen
zwischen 1 und 10 mit verschiedenen Ziffernfolgen auch verschiedene Mantissen.
Die vorstehend gewonnenen GesetzmiBigkeiten fiir die dekadischen Logarithmen
lassen sich folgendermaBlen zusammenfassen:
Die Ziffernfolge des Numerus bestimmt die Mantisse. Numeri mit gleicher Ziffern-
folge haben gleiche Mantissen, Numeri mit voneinander verschiedenen Ziffern-
folgen haben verschiedene Mantissen.
Die Stellenzahl des Numerus bestimmt die Kennzahl des Logarithmus. Ist der
Numerus gréBer als 1 und hat k Stellen vor dem Komma, so ist die Kennzahl k— 1.
Ist der positive Numerus kleiner als 1 und hat k Nullen (die Null vor dem Komma
mitgeziihlt) vor der ersten von Null verschiedenen Ziffer seiner Ziffernfolge, so ist
die Kennzahl — k.
Jedem positiven reellen Numerus ist genau ein reeller Logarithmus zugeordnet.
Umgekehrt ist jedem reellen Logarithmus genau ein positiver reeller Numerus zu-
geordnet.

Aus den angefiihrten Beispielen entsteht leicht der falsche Eindruck, daB8 die deka-
dischen Logarithmen von positiven reellen Numeri rationale Zahlen sind, weil wir
in den Beispielen auch fiir irrationale Numeri rationale Logarithmen erhalten haben.
Das hat seine Ursache darin, da3 wir bisher nur solche Numeri verwendet haben, die
als Potenz der Basis 10 mit rationalen Exponenten darstellbar sind. Das ist aber nicht
fiir alle Numeri maglich, wie schon das einfache Beispiel 10"2 beweist. Die dekadi-
schen Logarithmen positiver reeller Numeri sind also reelle Zahlen. Wenn sie irrational
sind, ist es iiblich, mit rationalen Niherungswerten zu rechnen.

. Beispiel 3: 1g 10/ % &~ 1,414, weil 10 14112 1012,

Die Tafel der Mantissen der dekadischen Logarithmen
Die dekadischen Logarithmen aller positiven reellen Zahlen lassen sich zwar mit

unseren bisherigen Kenntnissen niherungsweise berechnen, doch wiire dies iiberaus
mithsam und zeitraubend. Wir benutzen deshalb die Tafel der vierstelligen Log-
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arithmen im Tafelwerk (Tafel 1). Die Tafel enthilt die allen verschiedenen dreiziffrigen
Ziffernfolgen (und einigen vierziffrigen Ziffernfolgen) zugeordneten vierstelligen
(bzw. fiinfstelligen) Mantissen, wobei das fiir alle Mantissen gleiche 0, weggelassen
wurde. Es ist also bei jeder Mantissenbestimmung zu ergiinzen.

. Beispiele :

Die zu einer Ziffernfolge gehérende Mantisse ermittelt man auf folgende

Weise.

Ziffernfolge Mantisse

4) 1007 Zeile 1, Spalte 7 [0,] 00303

5) 960 Zeile 96, Spalte 0 [0,] 9823
Auf umgekehrtem Wege findet man die zu einer Mantisse gehérende Ziffern-
folge.

Mantisse Ziffernfolge

6) [0,] 04060 Zeile 109, Spalte 8 1098

7) [0.,] 9552 Zeile 90, Spalte 2 902

Ist der dekadische Logarithmus zu einem gegebenen Numerus zu bestimmen, so ent-
nimmt man alse nur die der Ziffernfolge zugeordnete Mantisse [ohne 0,] der Tafel.
Die Kennzahl wird dann entsprechend dem Stellenwert des Numerus ermittelt.

Beispiele :
8) 1g 2,34
Die Mantisse zum Numerus 2,34 ist 0,3692.
Ergebnis: 1g 2,34 = 0,3692
9) 1g 50 700 (Mantisse: 0,7050)
10* < 50 700 < 10°
4 < 1g 50700 < 5 (Kennzahl: | 1)
Ergebnis: 1g 50 700 = 0,7050 - 4 = 4,7050
10) 1g 0,0028 (Mantisse: 0,4472)
10-% < 0,0028 < 10—
—3 < 1g0,0028 < — 2 (Kennzahl: — 3)
Ergebnis: 1g 0,0028 = 0,4472 — 3
Bei der umgekehrten Aufgabenstellung, den Numerus aus seinem dekadischen Log-
arithmus zu ermitteln, kehren wir das obige Verfahren um.

. Beispiele:

11) Ig x = 0,7490
Der Numerus zur Mantisse 0,7490 ist 5,61.
x = 5,61 Probe: 1g 5,61 = 0,7490
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12) lg x = 4,02325 = 0,2325 | 4
Die Ziffernfolge zur Mantisse 0,02325 ist 1055.

1 <lgx<5
104 < x < 105
x = 10550 Probe: 1g 10 550 = 4,02325

13) lg x = 0,9586 _ 3 (Ziffernfolge: 909)
—3<lgx<—2
10-3 < x < 10-2
x = 0,00909 Probe: 1g 0,00909 = 0,9586 — 3

Von den 10000 méglichen verschiedenen vierstelligen Mantissen sind nur 990 in
Tafel 1 enthalten, weil es nur 990 verschiedene dreiziffrige Ziffernfolgen zu 10000 ver-
schiedenen vierstelligen Mantissen gibt. Ist zu einer nicht eingetragenen Mantisse die
zugeordnete dreiziffrige Ziffernfolge zu bestimmen, so ist dazu die nichstgelegene
Mantisse, bei ,,Mittellage** die nichst kleinere, zu benutzen.

. Beispiele :
14

) Fiir Ig x = 0,4020 benutzt man Ig x = 0,4014
[0.4014 < 0.4020 < 0,1031] x = 2,52
Differenz: 6 11
15) Fiir Ig x = 0,4023 benutzt man Ig x = 0,4031
10,4014 < 0,4023 < 0.4031] x = 2,53
Differenz: 9 8

Die Interpolation in Tafel 1

Unter bestimmten Umstiinden ist es sinnvoll, fiir eine nicht eingetragene vierstellige
Mantisse eine vierziffrige Ziffernfolge zu bestimmen. Auch der umgekehrte Fall, die
Bestimmung einer vierstelligen Mantisse zu einer gegebenen Ziffernfolge mit vier
geltenden Ziffern, ist von Bedeutung. In beiden Fillen verwendet man das Verfahren
der (linearen) Interpolation.
Fiir jede in der Tafel 1 nicht vorhandene vierziffrige Ziffernfolge gibt es (in Tafel 1)
zwei benachbarte dreiziflrige Ziffernfolgen.
¥ In Abbildung 2.1. ist als Beispiel 3516
5465 (zwischen 351 und 352) gewiihlt. Die
[ Strecke zwischen 351 und 352 ist in 10
7 o12) gleiche Teile geteilt, so daB jedem Teil-
5453 L strich eine an 351 angehingte vierte Ziffer n
(n=0,1, ..., 9) zugeordnet ist. Die zu
den beiden dreiziffrigen Ziffernfolgen ge-
hérenden Mantissen 0,5453 und 0,5465 un-
terscheiden sich um einen bestimmten

3510 i 3520 X Mantissenzuwachs 4 m (hier A m = 0,0012).
T Wird zwischen den beiden dreiziffrigen
0 Abb. 2.1, Ziffernfolgen ein linearer Mantissenzu-
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wachs angenommen, so lifit sich der zur vierten Ziffer n der ZifTernfolge gehorende
Mantissenzuwachs A m’ leicht berechnen. Nach dem Strahlensatz gilt:
Am':Am =n:10
) Am =dnn
und im Beispiel der Abbildung 2.1. (n = 6)

Am' =200 — 0,00072 ~ 0,0007.

Nunist A m = 0,0007 zu 0,5453 zu addieren, um die der Ziffernfolge 3516 zugeordnete
Mantisse m = 0,5460 zu erhalten.

Das Rechnen mit Dezimalbriichen bei der linearen Interpolation liBt sich vermeiden,
wenn man die in der Tafel ohne 0, geschriebenen Mantissen als ganze Zahlen auffaBt
und dann statt mit 4 m bzw. 4 m' mit der Tafeldifferenz D = 10000 - A m = 12 baw.
mit d = 10000 - 4 m’ rechnet. Man erhilt dann aus (4)

G) d=2"
und im Beispiel der Abbildung 2.1. also

d=2"5_12~7.

Die fiir d erhaltene gerundete ganze Zahl ist dann zu der als ganze Zahl aufgefaBten
Mantisse 5453 zu addieren.

. Beispiel 16:

Es ist 1g 65,08 zu bestimmen.
Ig 65,1 =1,8136
1g 65,0 = 1.,8129

-+ d = 6
1g 65,08 — 1,815

Soll umgekehrt zu einer gegebenen vierstelligen Mantisse eine Ziffernfolge mit vier
geltenden Ziffern bestimmt werden, so sind D und d bekannt, und (5) muB nach n
aufgelost werden.

6 n»n=11

Es ist dann n diejenige Ziffer 0, 1, ..., 9, die an die dreiziffrige Ziffernfolge, die zu
der nichst kleineren Mantisse gehort, anzuhingen ist.

Beispiel 17:

Die Ziffernfolge zu der Mantisse 1020 ist zu ermitteln.

Die Mantisse 1020 liegt zwischen den Mantissen 1004 und 1038. Die zugeord-
neten Ziffernfolgen sind 126 und 127.

Wegen D = 34 und d = 1020 — 1004 = 16 gilt n = 2% ~ 1.7~ 5,

Die erhaltene Ziffer ~ ist an die Ziffernfolge 126 anzuhingen;

also:

Der Mantisse 1020 ist die Ziffernfolge 126° zugeordnet.



Probe: 1g 48,6 = 1,6866 D=9;n=4
4
1g 48,64 = 1,6870
Aufgaben
6. a) lg 11 b) Ig 37 c) Ig 66
7. a) Ig 3,3 b) Ig 5.4 ¢) Ig 8,5
8. a) Ig 550 b) Ig 7100 ¢) g 41 000
e) Ig 0,28 f) Ig 0,0041 ) Ig 0,0003
9. a) Ig 72.3 b) Ig 0,584 ¢) Ig 0,00321
e) Ig 1,28 f) Ig 0,302 ) lg 538 000
i) 1g 0,32 k) lg 2,03 1) Ig 54,4
n) Ig 13,4 0) lg 0,000437 p) Ig 1,25
r) Ig 0,00432 ) lg 8,94 t) Ig 0,208
v) Ig 0,0000707 w) Ig 80 000 x) Ig 0,0000000045
y) lg 0,000372  z) Ig 821
10. a) Ig 3,579 b) Ig 821,3 ¢) Ig 50 340

1

=
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Probe: Zur Ziffernfolge 126 gehort die Mantisse 1004.

D=34;n=5;d=17

Damit gehort zur Ziffernfolge 1265 die Mantisse 1004 4 17 = 1021.
Die Abweichung bei der Probe um + 1 in der letzten Stelle der Mantisse ist
auf Grund der Rundung und der Linearitit der Interpolation an einer nicht-

geraden Kurve unvermeidlich.
Beispiel 18:

Es ist x in Ig x = 1,6870 zu berechnen.

Man findet zuniichst fiir die niichst kleinere Mantisse 0,6886 die Ziffernfolge 486.

Wegen D =9 undd =4 gilt n = ~

e) lg 0,5723
h) Ig 0,07543

f) Ig 0,0004807
i) 1g 0,01528

g) Iz 0,002038

1) Ig 28,28 m) Ig 310,4 n) lg 5003 000
o) Ig 0,03050  p) lg 27 450 q) g 1018

£) 1g10030  s) lg 190 500 t) Ig 20 830 000
u) Ig 001407  v) Ig 0,0001013  w) lg 30,71

x) Ig 0,002704 y) lg 0,1099 z) Ig 5038

Bei welchen der v henden Aufgal

fiir alle Aufgaben die Mantisse vierstellig!

Ermitteln Sie x aus den folgenden Gleichungen!
a) Ig x = 0,1523 b) Ig x = 2,7810

) Ig x = 1,9031 f) Ig x = 0,9004

i) lg x = 09415-1 k) lg x = 0,03019
n) lg x = 046546 o) lg x = 0,5092—2
r) Ig x = 8,6385 s) lg x = 54871

v) lg x = 7.9294 w) lg x = 0,4425-10

k) lg 0,0000001037

¢) Ig x = 0,8785-1
g) lg x =3,7372

1) Ig x = 4,6730

p) lg x = 0,3324-5
1) Ig x = 0,021601
x) lg x = 1,1553

1. Also erhilt man x = 48,64.

d~4
d) Ig 89 e) Ig 100
d) 1g 0.25 e) 1g 0,10

d) Ig 28 000 000
h) Ig 0,000000028

d) g 321 000
h) Ig 34.8
m) Ig 7,59

q g 37,7

u) Ig 0,0517

d) Ig 20,02

braucht man nicht zu interpolieren ? Schreiben Sie

d) Ig x = 0,0453-3
h) Ig x — 0,8261—4
m) lg x = 2,9818
q) lg x = 0,4900
u) lg x = 0,6964—3
y) lg x = 0,0792—4

Bei welchen Aufgaben erhalten Sie vierzifirige Ziffernfolgen, bei welchen vierstellige Zahlen ?



12. Ermitteln Sie (ohne Interpolation) x aus den folgenden Gleichungen!
a) Ig x = 3,4305 b) lg x = 0,5360 ¢) Ig x = 0,8930—3
e) g x = 1,5619 f) Ig x = 5.6005 g) Ig x = 2,3170

13. Ermitteln Sie x als vierziffrige Zahl aus den folgenden Gleichungen!
a) lgx—=08145-2 b) lgx = 2,7524 ¢) Ig x = 0,6991—5
e) Ig x = 1,0249 1) Ig x = 4,6000 g) lg x = 0,9120-1
i) lg x = 0,6563 k) lgx = 0,6489—2 1) lg x = 3,1630
n) lgx = 401368 o) lgx = 0,3680—4  p) lg x = 0,2570-2
£) lgx=00162-1 s)lgx=01137—11 1) Igx = 3,0141
v) lg x = 0,0900—4  w) lg x = 4,3691 x) Ig x = 10,6500
Bei welchen Aufgaben brauchen Sie nicht zu interpolieren ?

d) Ig x = 0,0090—4
h) lg x = 0,5031—2

d) Ig x = 0,5125
h) Ig x = 0,5085-3
m) Ig x = 5,0410
q) lg x = 1,2730
u) Ig x = 2,2399
y) lg x = 0,1580

14. Warum ist die lineare Interpolation in Tafel 1 grundsitzlich ungenau ?
Hinweis: Vergleichen Sie das Bild der Funktion y = Ig x mit der Abbildung 2.1.!

15. Ermitteln Sie durch Interpolieren in den folgenden Aufgaben x als fiinfziffrige Zahl!
a) Igx = 1,00050  b) lg x = 0,01299 ¢) Ig x = 0,03400—2
) lg x = 0,03609-1 e) lg x = 2,02301 f) Ig x = 0,04089—3

2.3. Das Rechnen mit Logarithmen
Aufgaben zur Wiederholung

identischen Gleict in Worte!

1. a) Fassen Sie den Inhalt der folgend

m
am-an = gntny £ — gm-n, (amyn = am-n
n
a

b) Wie heilen die v hend
¢) Fiir welche Zahlen a, m und n sind die vorstchcnden Potenzgesctze erkliirt ?

drei Beziel ?

d) Welche andere Schreibweise konnen Sie fiir a ™ bzw. am™ (n, m ganzzahlig) verwenden ?

L

Schreiben Sie die folgenden Produkte, Quotienten und Potenzen von Potenzen als einen
Potenz- bzw. Wurzelausdruck!

a) 135138 b) 195.1971% ¢) § L e al-at 1) ';—: 8 Gy
-’K
_3 . an 5 I
et ey W D mIee m)Ey o @y p ol
3. Berechnen Sie x aus folgenden Gleichungen!

a) lgx=Ig4+1g25
c) lgx =lg 80 —lg 20
e) lgx=1g51—Ig12
g) lgx=3-1gl2

i) log, x =4 - log, 4
1) log, x = 10 - log,~

+-1g125

n) lgx=

b) log, x = log, 8 + log, 128
d) log, x = log, 32 —log, 16
f) lg x =1g 15— 1g 450

h) lgx=5"-1g3

k) Igx = 3 -1g 0,01

m) lgx:%—-lgz

5827

o) lgx=

Welche Beziehungen konnen Sie jeweils zwischen dem gesuchten Numerus x und den gegebe-
nen Numeri bzw. zwischen dem gesuchten Numerus x und dem n-fachen des gegebenen

Numerus feststellen ?
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Logarithmengesetze

Die groBe Bedeutung der Logarithmen besteht in ihrer Verwendung als Rechenhilfs-
mittel. Produkte und Quotienten von rationalen Zahlen sowie Potenzen mit ratio-
nalen Exponenten lassen sich unter Verwendung der Logarithmen leicht berechnen.

Der Logarithmus eines Produktes

Fiir die drei identischen Gleichungen

lg 2 = 0,3010
lg 5 = 0,6990
1g 10 = 1,0000

gilt die folgende GesetzmiBigkeit :

Der Numerus in der dritten Gleichung ist gleich dem Produkt der Numeri der beiden
vorhergehenden (10 = 2 - 5).

Der Logarithmus in der dritten Gleichung ist gleich der Summe der beiden vorher-
gehenden Logarithmen (1,0000 = 0,3010 + 0,6990).

Benutzt man fiir die obigen drei Gleichungen die Potenzschreibweise, so gilt fiir das
Produkt

2+ 5 = 100.3010. 10,6990 — 00,3010 4 0,6990 — ] (1
Allgemein: Wenn
(7)  logae, = by, also a' = ¢,
und
(8) logac, = b also a' = c,,
so ist
9 ¢ c;=ab-ab:=a" "t

und in logarithmischer Schreibweise
(10) loga (¢; - ¢5) = b, by

wofiir man wegen (7) bzw. (8)

(A1) log, (¢, ¢) = loga ¢, + loga s

schreiben kann.

Der Logarithmus eines Produktes ist gleich der Summe der Logarithmen der Faktoren des
Produktes.
(Die gleiche Basis dieser L

wird

8 )
Beispiel 1:
Wie grof ist das Volumen eines Prismas, dessen Grundfliche 4 = 59.4 cm?
und dessen Hohe h = 11,3 cm betrigt?
Gegeben: 4 = 59,4 cm?; h = 11,3 em. Gesucht: V (in cm?),
V=A-h
V =594-11,3 cm?
Uberschlag: V ~ 60 - 10 cm® = 600 cm?
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Die logarithmische Rechnung wird nur mit den MaBzahlen durchgefiihrt.
1g 59,4 = 1,7738
+1g 11,3 = 1,0531
lg (59,4 - 11,3) = 2,8269
IgV = 2,8269
V =671 cm?
Ergebnis: Das Volumen betrigt 671 cm?.

Die in (11) fiir den Logarithmus eines Produktes formulierte GesetzmaBigkeit gilt
auch fiir mehr als zwei Faktoren, und zwar fiir endlich viele. Fiir i Faktoren folgt

also:

(11a)loga (¢, * €5+ - .. =€) = loga¢; + logacy + ... log, ¢i,

Weisen Sie die Giiltigkeit von (11 a) fiir ein Produkt aus drei Faktoren nach, und
erliutern Sie den Nachweis fiir vier Faktoren!

- Beispiel 2:
Welche Masse hat ein Quader aus Eichenholz (¢ = 0,75 g - cm~?%) mit den Kan-
tenlingen @ = 13,2 cm, b = 4,5 cm und ¢ = 11,3 ecm?
m=V-po=a-b-c-p
m=132-45-11,3-0,75 g

Uberschlag: m ~ 10-5-10-1g =500 ¢g
Logarithmische Rechnung:
Ig13,2 =1,1206
+1g 4,5 =0,6532
+1g 11,3 = 1,0531
+1g 0,75 = 0,8751 —1
lgm = 3,7020 — 1
Ig m = 2,7020
Ergebnis: Der Eichenholzquader hat eine Masse von 504 g.

Der Logarithmus eines Quotienten

Da die Division die Umkehrung der Multiplikation und die Subtraktion die Um-
kehrung der Addition ist, kénnen wir vermuten:

(12) log, (:—‘) = loga ¢; — log, ¢5.

Beweis:
Aus log, ¢; = by, also a’s = ¢, und log, ¢, = 1., also a": = ¢,
b
CTU S
folgt T L

Dafiir kann man
(13) loga () = b, — by
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bzw. wegen b; = log, ¢, und b, = log, ¢,
(a4

schreiben. Das stimmt mit der Vermutung (12) iiberein.

log, ¢, —log, ¢,

Der L ith eines Quoti ist gleich der Diffe der L ith von Dividend
und Divisor des Quotienten.
(Die gleiche Basis dieser Logarith wird )

. Beispiel 3:

Die Pro-Kopf-Produktion an Rohbraunkohle in der Deutschen Demokratischen
Republik fiir das Jahr 1960 ist zu berechnen. Die Jahresproduktion an Roh-
braunkohle lag 1960 bei 225.5 - 10° t. Die Bevélkerung betrug im gleichen Jahr
etwa 17,24 - 108 Menschen.

. Jabresproduktion _ 2255 - 108
Pro-Kopf-Produktion = = T 1w

t je Einwohner.

Bevolkerung

Uberschlag:

Logarithmische Rechnung:
Ig 225 500 000 = 8,3532
—lg 17240 000 = 7,2365
Ig x = 1,1167
x = 13,08
Ergebnis: Die Pro-Kopf-Produktion an Rohbraunkohle betrug in der Deut-
schen Demokratischen Republik im Jahre 1960 rund 13,1 t.

. Beispiel 4:

27

Der Quotient g = 7 ist auf logarithmischem Wege zu berechnen.
y 21 .2 1
Uberschlag: =35 N5 =1=01
a) Bei Benutzung von b) Bei Benutzung von
Logarithmen zur Basis 3 Logarithmen zur Basis 10
2 -1
log; 27 =3 (denn 3% = 27) 1g27 = 14314
— log, 243 = 5 (denn 3% = 243) —1g 243 = 2,3856
21 27 -
logam — Ig T = 0,0458 —1
loggq = lgqg =0,0458—1
g =
qg = q =0,111

Fiir 1g 27 = 1,4314 wurde 2,4314 — 1 ge-
schrieben, um bei der Subtraktion ein Er-
gebnis zu erhalten, das unmittelbar in der
Tafel aufgesucht werden kann.



Der Logarithmus einer Potenz mit rationalem Exponenten

Eine Potenz mit positiven ganzen Exponenten liBt sich als Produkt gleicher Faktoren
darstellen:

(15) gi=cre-cc ... €
i Faktoren ¢
Wegen (11) gilt dann
(16) loga (¢) =loga(c-c- ... ¢) =logac +logsc + ... 4 logsec = i-log, ¢

i Faktoren i Summanden logg ¢

Diese GesetzmiBigkeit gilt aber aicht nur fiir positive ganzzahlige, sondern auch fiir
rationale Exponenten.

Fiir

(17) x =loga (c) n rational; a > 0
folgt aus der Definition des Logarithmus
(18) a*=¢c".

Lost man (18) nach ¢ auf, so erhilt man

19) ¢ =Ya* =an.
Das ist gleichbedeutend mit der Schreibweise
(20) logse==.

Auflésung nach x liefert dann
(21) x=n-log,c.

Daraus folgt wegen (17)

(22) loga(¢") = n - log, ¢ (n rational, a > 0).

Der Logarithmus einer Potenz ¢" (n rational; ¢ > 0) ist gleich dem n-fachen des Logarith-
mus der Potenzbasis c.
Da n in (22) rational ist, ergeben sich folgende Sonderfille:
a) Fiir n positiv ganzzahlig stimmt (22) mit (16) tiberein.
b) Fiir n = % mit m positiv ganzzahlig gilt demnach
1\

[ Suds m
(23) log, (,c "‘) = log, ‘ Je ) = ']" log, e

. Driicken Sie die Gleichung (23) in Worten aus!

¢) Firn = —Z— (p» q positiv, ganzzahlig) gilt demnach

(P -
(24) log, (,r?’) = luga( i'rl’} = % log, c.

. Driicken Sie die Gleichung (24) in Worten aus!
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Die Benutzung von negativen n in (22) ist beim logarithmischen Rechnen nicht
iiblich. Um negative n zu vermeiden, rechnet man in solchen Fillen mit der Basis,
die zur gegebenen reziprok ist.

28

Beispiel 5:
Wie groB ist das Volumen eines Wiirfels mit 28,5 mm Kantenlinge?
V=a3
= (28,5 mm)?
Uberschlag: V ~ (30 mm)? = 27000 mm?® = 27 ¢cm?®
Logarithmische Rechnung:
Ig 28,53 = 1,4548 - 3
Ig V = 4.3644

V = 23100 mm? .

Ergebnis: Das Volumen des Wiirfels betrigt 23,1 cm3.

Fiihren Sie die Berechnung des Wiirfels aus Beispiel 5 unter Benutzung der
Mapeinheit Dezimeter durch!

Beispiel 6:
Welche Kantenlinge hat ein Wiirfel mit dem Volumen 0,100 dm3?
a=yV

a = i’(ﬁm dm

vberschlag: a~ VO,ITdm = 0,5dm

Logarithmische Rechnung:

Ig 0,15 = (0,0000— 1) -
Ig 0,15 = (2,0000 — 3) -

Um ganzzahlige Kennzahlen zu behalten, wurde
vor der Multiplikation 1g 0,1 = 0,0000 — | in
2,0000 — 3 umgeformt.

ol |

Iga = 0,6667— 1
a = 0,464 dm

Ergebnis: Die Kantenlinge des Wiirfels betrigt 4,64 cm.
Beispiel 7:

8= )’m ist logarithmisch zu berechnen.
Uberschlug }/W | 10:);“000 l m = Tlorir’l2,5 A

Logarithmische Rechnung:
1g 0,05182 = 0,7145 — 2 Beachten Sie die Umformung des

132 = 0,2

sl=

lg x = (0,7145 — 2) - _} Logarithmus, damit die Kennzahl
Ig x = (3,7145 — 5) - 0.6 bei der Multiplikation mit 0,6 ganz-
W zahlig bleibt !
lgx = 0,2287— 1

x = 0,169



Logarithmengesetze und Potenzgesetze

Die Logarithmengesetze (11), (14) und (22) besagen, daB der Logarithmus zur Basis b

a) eines Produktes (Multiplikation) durch Addieren der Logarithmen der Faktoren
[vel. (11)];

b) eines Quotienten (Division) durch Subtrahieren der Logarithmen von Dividend
und Divisor [vgl. (16)] und

c) einer Potenz mit rationalen Exponenten (Potenzieren) durch Multiplizieren des
Logarithmus der Potenzbasis mit dem rationalen Exponenten [vgl. (22)]

erhalten wird.

Die gleichen GesetzmiBigkeiten hatten wir auch beim Rechnen mit Potenzen, also

bei den Pot tzen ken lernt. Durch das Rechnen mit Logarithmen wird

ebenso wie beim Rechnen mit Potenzen eine Rechenoperation der

3. Stufe (Potenzieren) auf eine Rechenoperation der 2. Stufe (Multiplizieren) und
der

2. Stufe (Multiplizieren, Dividieren) auf eine Rechenoperation der 1. Stufe
(Addieren, Subtrahieren)

zuriickgefithrt. Darauf beruhen die durch die Logarithmen- bzw. Potenzgesetze er-
zielten Vereinfachungen.

Beziehungen zwischen Logarithmen verschiedener Basen

Die Logarithmengesetze ermoglichen auch bei gegeb Logarithmus einer Zahl zu
einer festen Basis die Bestimmung des Logarithmus derselben Zahl zu einer anderen

festen Basis. Ist etwa
(25) logac=1b

gegeben und

(26) logac =«

gesucht, so gilt wegen (25) a® = ¢ und (26) a* = ¢

27) a*=a®

oder in logarithmischer Schreibweise bei Verwendung der Basis a
(28) log, (a*) = log, (a").

Wegen (22) folgt daraus

(29) x-logsa="b-log,a

und wegen log, @ = 1 und (25) b = log, ¢ nach Division durch log, a:

logge

Togaa

(30) x =

Wegen (26) folgt dann:
logg e

(31) logac =75
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. Beispiel 8:

x = log; 343 ist mit Hilfe der dekadischen Logarithmen zu berechnen.
¢c=343; a=10; a =17

log, 343 = _'§Ig_3;—3_ Nebenrechnung :
log, 343 — 25353 2,5353:0,8451 = 3,00
087 = st 2.5353

0

Uberschlag: ? =3

Ergebnis: log; 343 = 3

Probe: 7% = 343
Da die dekadischen Logarithmen aller Zahlen mit Hilfe der Tafel 1 ermittelt werden
konnen, erméglicht (31) die Berechnung des Logarithmus jeder positiven reellen
Zahl zu jeder beliebigen positiven Basis @ (@ == 1). Weil a hierbei stets 10 ist, wird
(31) in der Form
(32) logzec = Tl:%
benutzt.
Wird dagegen in der Gleichung
(33) b =logzx
der zugeordnete Numerus x gesucht, so erhilt man mittels der Potenzschreibweise
(34) x=a"
und mit Hilfe des Logarithmengesetzes (22) unter Benutzung von dekadischen
Logarithmen

35) lgx=0b-lga.

. Beispiel 9:

Es ist x in log, + = 5,280 zu bestimmen.

1

x — 925:200
Uberschlag: x ~ 25 = 32
Logarithmische Rechnung:
1g 25280 = 0,3010 - 5,280

1,5050
06020
024080
lgx = 1,5893
x = 38,85

. Fiihren Sie die Probe mit Hilfe von (32) selbst durch!

Aufgaben

4. Wie lauten die Logarithmengesetze (11), (14), (22) und dessen Sonderfille (23) und (24) fiir
dekadische Logarithmen ?
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5. Berechnen Sie logarithmisch die folgenden Produkte!
a) 3,81-17,8 b) 0,51 -23 ) 1,024 - 872 d) 0,0257 - 3410
e) 0,702 - 0,0578 f) 631-70800 g) 0,1304 - 5,288 h) 854,3-0,2871
Hinweis: Bestimmen Sie die vierte Ziffer im Produkt nur dann, wenn auch die Faktoren
vierziffrig gegeben sind!

6. Berechnen Sie logarithmisch die folgenden Produkte!

a) 5,28 - 7.41-9.99 b) 4,07-0,00273 - 181 ¢) 755602 - 830

d) 0,00265 - 0,341 - 0,0827 e) 5,28-0,0101 - 9,72 ) 631-0,00047 - 8,15

g) 39.,42-5,783 - 210.8 h) 7777-0,9093 - 0,002002 i) 0,8311-0,01074 - 0,08718
k) 23.,7-0,0875 - 1,05 - 0,543 1) 0,00732- 0,518 - 5,57 - 98,2

m) 124 -5,38 - 0,0277 - 0,741 - 0,000318 n) 312- 0,525 - 0,842 - 0,00717 - 15,2

Beachten Sie den Hinweis zu Aufgabe 5!

7. Vervollstindigen Sie folgende Gleichungen!

a)lg...=lg5+1g22 b) lg 777 =Igld + g ...
c) log; ... = logy 17 + log, 10 d) log, 5000 = log, ... + log, 25
e) log; 126 = log; 9 + log, ... 1) logys, 121 = logyg, ... + logyy, 11
—1g6+lg5+lg4 h) lg720 = Ig5 + g ... +1g 9
i) lg =lga+Igh k) lgm=Ig% +1g ...
l)lg...=lg'."7+lg"'? m) log, ... =log, r + log, 2r
8. Berechnen Sie logarithmisch die folgenden Quotienten!
a) 53100: 72.3 b) 72,3: 501 ) 2,38: 0,476
d) 0,842:83,2 e) 0,575: 0,241 i) 0,608: 0,879
5,87 72,4 o 82200 0,00708
8) s . b) Go5s03 Y ooz k) ~5m
0,0418 0,000387 0,00271 0,0572
D m) ) 01 ©) Gao00508
p) 720,8:155,4 q) 10,01:1,010 r) 50080 2,701
s) 0,2718: 44,44 t) 0,005072:1,099 u) 38,05:0,07052
v) 0,0719: 821 w) 21,84:0,0005433
9. Vervollstiindi Sie folgende Gleichungen!
a) lg ... = 1g 2000 —Ig 25 b) lgl44 =1g ... —1g5
) lgl3 =Ig26—1g... d)lgm:lg...—lg%'—
e) log; 2 = log; 20000 — log; ... 1) log, log, ...—log, z*
g) log; ... = log; 781 —log; 11 h) log, ... =log,4m—log, 2 m
10. Berechnen Sie logarithmisch die folgenden Potenzen!
a) 15,27 b) 0,518° c) 10294 d) 1,053
e) 0,0255 i) 0.0208¢ g) 0,999° h) 0,0007083
i) 32,48° k) 10720® 1) 95,0810 m) 78,03°
n) 103,45 0) 0,1023¢ p) 0,002073
11. Vervollstindigen Sie folgende Gleichungen!
a)lg...=3-1gb b) 1g3125 = ... 1g5
c) log; 3125 =5-log; ... d) log; 135 = 5-log, ...
e) log,, 243 = ... -logy; 3 1) log, . 12 - log, s
glg...=2-1g17 h)lga=z-1g...

i)lga*=...1ga
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12. Berechnen Sie logarithmisch die folgenden Wurzeln!

a)j5; b)yTilE o) |T ) 138 €) 10,246 1) 8714 g) §0,0207
h) j0.0351 i) y1000 k) 0,0281 1) {25800000 m) j0,0000417 n) {914 o) 1829000
p) {35070 q) y0,02905 r) 001012 s)}0.005107 1) 10,2008
13. Vervollstindigen Sie folgende Gleichungen!
a)lgd=1-lg... b) log, ... = + - log, 625
¢) log;2 = ... -log, 128 d)lg... =1 1g243
€) logg 10 = ... - log, 10000 lg...=1 lga
®lg...=1lg17 h) log, 11 =} -log, ...
14. Berechnen Sie logarithmisch die folgenden Ausdriicke!
a) 13,72 b) 02417 ) 3,337 d) |0,05427 ) 1440°
f) 1440° g) 853000 h) 0,275° i) JO00518% k) 17,04F
1) 154,3% m) §0.0003042* n) §8531 o) 38,2 p) 10,5073
15. Mit jeweils drei Neunen lassen sich die folgenden Potenzen schreiben.
a) 999 b) 9°¢ ) (9% a) 90
Ordnen Sie die Potenzen der Grifle nach!
Bestimmen Sie nach Méglichkeit die ersten drei Ziffern ihres Potenzwertes!
16. Berechnen Sie mit Hilfe der dekadischen Logarithmen!
a) log; 8 b) log, 0.3 ¢) logy, 0,0213
d) log, 138 e) log, 0,1296 f) log, 10,24
g) log,; 3810 h) log, 0,0027 i) log o5 0,0625
k) log o3 38.4 1) log, 999 m) log, 17700
n) log; 520,8 o) log; 0,371 p) logg 28,3
q) log, 0,0132 r) log, 15 s) log, 2,2
t) log, 0,477
17. Berechnen Sie x in den folgenden Gleichungen!
a) log; x = 0,83 b) log; x = 0,0051 ¢) log,, x =—0,25
d) logy x = 1,77 e) logy, x 7 ) logg x = — 1,85

g) log, x = 13,2 h) log,, x = 7,82 i) logosx =4

2.4. Weitere logarithmische
Rechenhilfsmittel

Aufgaben zur Wiederholung

1.

a) Zeichnen Sie das Bild der Funktion y = Ig x fiir 0 < x = 12!

b) Projizieren Sie die Bildpunkte fiir alle hli; x des Intervalls 0 < x < 12 auf die
y-Achse!

¢) Kennzeichnen Sie die so auf der y-Achse erhaltenen Punkte mit den zugeordneten Numeri
1 bis 12!

d) Welchen Abstand haben die Punkte 1 bis 12 vom Koordi prung (ausgedriickt in

Einheiten der Abszissenachse)?



2. a) Wie konnen Sie aus dem Bild der Funktion y = lg x aus Aufgabe 1a das Bild der Funk-
tion y = log, x erhalten? Konstruieren Sie das Bild von y = log, x im gleichen Koordi-
natensystem!

b) Verfahren Sie entsprechend den Aufgaben 1b und !
¢) Welchen Abstand haben die erhaltenen Punkte vom Koordinatenursprung (ausgedriickt
in Einheiten der Abszissenachse)?

3. a) Wie heiBen die Hauptteile eines Rechenstabes?
b) Welche Rechenoperationen kénnen auf dem Reck ab durchgefiihrt, welche R
operationen konnen nicht durchgefiihrt werden ?
¢) Beschreiben Sie, wie auf dem Rechenstab eine Multiplikation von zwei und von mehr als
zwei Zahlen durchgefiihrt wird! .
d) Beschreiben Sie, wie auf dem Rechenstab eine Division von zwei Zahlen durchgefiihrt wird!
e) Erliutern Sie die Skaleneinteilung Ihres Rechenstabes!

1

4. Berechnen Sie mit dem Rechenstab!

a) 14 Y405 Y400 ; 14000 ; y0.4: y0,04; 0,004
b) y0,081; J0.81; 181 )81
o) 18; j80; /800 ; {80005 180000 000 ;
10.85 j008;  j0,008;  j0,0008; 0,000 0008
d) :iEZ; im; f/m, im; },m,
V6ds jo.68;  jo.064;  }0,000006 4
e) }‘m, i3 30 5 1m; im; ?m,

33, j3as;  J0343;  jo.003 43
Erliutern Sie die auftretenden GesetzmiBigkeiten!

5. Welche Logarithmengesetze kennen Sie ? Erliutern Sie ihren Inhalt!

6. a) Welche Liingen-, Flichen- und VolumenmaBeinheiten kennen Sie ?
b) Rechnen Sie selbstgewiihlte Lingen-, Flichen- und Volumenmalle in andere Lingen-,
Flichen- und Volumenmafle um!

Logarithmische Leitern und Netze

In Abbildung 2.2. sind auf einer 1 dm langen Strecke die Mantissen aller ganzen
Zahlen zwischen 1 und 10 in Dezimeter vom Anfangspunkt aus abgetragen und
mit den zugeordneten Numeri bezeichnet worden. Eine auf solche Weise unterteilte
Strecke ist eine logarithmische Leitereinheit. Threm Anfangspunkt ist der Nume-
rus 1 [lg 1 = 0,0000], ihrem Endpunkt der Numerus 10 [lg 10 = 1,0000] zugeordnet.

Abb.22. 1 2 3 4 § 6 7 8 310

Triigt man eine logarithmische Leitereinheit in einem beliebigen, aber gleichbleiben-
den MaBstab auf einer Geraden mehrfach nebeneinander ab, so entsteht eine log-
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arithmische Leiter, bei der jeder der gleich groBen Leitereinheiten die Zahlen zwischen
zwei benachbarten Zehnerpotenzen zugeordnet sind. Die Abbildung 2.3. stellt eine
solche logarithmische Leiter dar. Als Linge fiir die logarithmische Leitereinheit
wurden 2 cm gewihlt.

0 0’ 0° 0' 0 U
001 a1 1 0 70 000  avb. 23,

Im Gegensatz zu einer linear (metrisch) geteilten Leiter sind die Strecken zwischen
zwei benachbarten ganzen Zahlen nicht gleich groB, sondern werden mit groBer
werdenden Zahlen immer kleiner. Deshalb wird bei der Feineinteilung einer logarith-
mischen Leitereinheit von dem bei metrischen Leitern iiblichen Prinzip der gleich-
miBigen dezimalen Unterteilung abgegangen. Da beispielsweise in Abbildung 2.2.
der Abstand zwischen 2 und 3 wesentlich gréBer ist als zwischen 8 und 9, wird die
logarithmische Leiter zwischen 2 und 3 feiner unterteilt als zwischen 8 und 9.
Zeichnet man ein Achsenkreuz und unterteilt eine Achse logarithmisch, die andere
dagegen linear, so erhilt man ein einfach logarithmisches Netz (Abb. 2.4.).

S

LD = N &y o N & o

Abb. 2.4, Abb. 2.5,

Ersetzt man die lineare Leiter ebenfalls durch eine logarithmische Leiter, so entsteht
ein (doppelt) logarithmisches Netz (Abb. 2.5.). Solche Logarithmenpapiere finden in
vielen Bereichen unserer Volkswirtschaft vielfiltige Verwendung.

Im Gegensatz zum Millimeterpapier besteht die Einteilung bei den Logarithmen-
papieren im allgemeinen nicht mehr aus Quadraten, sondern aus Rechtecken, die
bestimmten GesetzmiBigkeiten unterliegen. Die logarithmischen Papiere kann man
zu graphischen Darstellungen und zum ,,graphischen Rechnen‘* verwenden.

Die Abbildung 2.6. stellt die Exponentialfunktion

(36) y =10

im einfachen logarithmischen Netz dar. Als Abszissenachse wurde eine lineare und
als Ordinatenachse eine logarithmische Leiter benutzt. Auf diese Weise wird jedem
x-Wert der Wert y = Ig 10* = x zugeordnet. Fiir die metrische Einheit und fiir die
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logarithmische Einheit wurden jeweils gleich lange Strecken gewihlt. Sind die
Leitern in diesem Verhiltnis geteilt, so sind alle Bildpunkte der Funktion y = 10*
jeweils von der x-Achse und der y-Achse gleich weit entfernt. Es ergibt sich als
Bild der Funktion y = 10* in diesem Koordinatensystem eine durch den Ursprung
gehende und unter 45° ansteigende Gerade.

o~ Abb. 2.6.
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In dem in Abbildung 2.6. benutzten Koordinatensystem sind aber auch die Bilder
derjenigen Exponentialfunktionen y = a* Geraden, deren Basen a == 10 (a > 0)
sind. Durch Aufstellen einer Wertetabelle, etwa fiir

y =2
und durch Eintragen der Bildpunkte fiir alle ganzzahligen Werte von x kann man
das leicht bestitigen.
Auch die zur Exponentialfunktion inverse logarithmische Funktion ergibt als Bild
in einem einfach logarithmisch geteilten Netz eine Gerade, wenn man die lineare
Leiter als Ordinatenachse und die logarithmische Leiter als Abszissenachse benutzt
(Abb. 2.7.), weil fiir jede der gleich groflen logarithmischen Leitereinheiten der
Ordinatenwert um 1 zunimmt.
Der Vorteil der Verwendung einfach geteilter logarithmischer Netze fiir die graphische
Darstellung der Exponentialfunktion y = a* (a > 0, a == 1) und der logarithmischen
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Funktion y = log, x (a > 0, a & 1)
liegt in derschnellen Zeichenméglich-
keit ihrer Bilder als Geraden. AuBer-
dem wird ein wesentlich groBerer
Teilbereich des gesamten Definitions-
bereiches bzw. Wertevorrates als bei
linearer Achsenteilung auf derselben
Fliche darstellbar. Andererseits be-
steht aber auch die Moglichkeit, einen
sehr kleinen Teilbereich in starker
VergroBerung sehr schnell darzustel-
len und so sehr genaue Ablesungen
vornehmen zu kénnen.

} Ein einfaches Anwendungsbeispiel
=112 geigt die Abbildung 2.8. Thr liegt fol-
10 x gender Sachverhalt zugrunde:
ARST2T Unsere volkseigenen Sparkassen ge-
wiihren bekanntlich auf jedes Sparguthaben Zinsen, und zwar bei tiglicher Kiindi-
gung 3 %, bei dreimonatiger Kiindigungsfrist 31/, %, und bei einjiahriger Kiindigungs-
frist 49, jihrlich. Bringt man ein Sparguthaben s, zur Sparkasse, so ist s, bei 49,
Verzinsung und bei keiner weiteren Einzahlung oder Abhebung (auch nichtder Zinsen )

nach 1 Jahr auf s = s, + 0,04 - 5y = 55+ 1,04,
nach 2 Jahren auf (sp* 1,04) - 1,04 = s, - 1042,
nach 3 Jahren auf 5, = (s, 1,042) - 1,04 = s, 1,047,

(37a) nach n Jahren auf s, = (so - 1,04"~1) - 1,04 = s, 1,01"

angewachsen.

Fiir 3,59, gilt entsprechend fiir das Sparguthaben nach n Jahren

(37b) s, = 8o 1,035,

und fiir 3 %, erhilt man nach n Jahren

(37¢) s, =35~ 1,03"

Die Gleichungen (37a), (37b) und (37¢) sind Exponentialfunktionen, ihre Bilder sind

also in einem Koordinatensystem mit einfach logarithmisch geteiltem Netz (n-Achse
linear, s,-Achse logarithmisch geteilt) Geraden.

Aus sp = 8+ 1,04" baw. s, = s, 1,035" bzw. s, = 1,03"
folgen wegen der logarithmisch geteilten s,-Achse die Geradengleichungen
Ig s, =1g s, + n-1g 1,04 baw.
lg s, =lgs, 4+ n-1g 1,035 bzw.
Igs, =lgsy,+n-1g1,03.
Mit Hilfe der Punktpaare (0; sy) und (n; s,) [z. B. (1; s,)] lassen sich die Geraden
schnell zeichnen. Die Abbildung 2.8. zeigt diese drei Geraden fiir s, = 10 MDN. Fiir
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Abb. 2.8,

alle anderen Werte von s, tritt lediglich eine Schiebung der Geraden des betreffenden
Zinssatzes in den neuen Ausgangspunkt s, auf.

Zeichnet man die Geraden auf eine durchsichtige Schablone mit markierter Gerade
vom Anstieg Null, so 1Bt sich mit Hilfe dieser Schablone fiir jede eingetragene
Zeit n der zu jedem s, gehorende Wert s,, aber auch zu jedem Wert s, und zu jedem
so die Zeit n und schlieBlich auch zu jedem Wert s, und zu jeder eingetragenen
Zeit n der Wert s, mit fiir Ubersichten ausreichender Genauigkeit ermitteln. In Ab-
bildung 2.8. ist fiir jeden Fall ein Beispiel eingetragen worden.

Die Darstellung in Abbildung 2.8. heifit ein Nomogramm!, und das Verfahren, das
Rechnen durch Ablesen der gesuchten Werte aus einem Nomogramm zu ersetzen,
heiBt Nomographie. In fast allen Bereichen unserer Volkswirtschaft findet es in
zunehmendem MaBle Anwendung.

Aufgaben

7. a) Zeichnen Sie eine logarithmische Leiter in einem beliebigen MaBstab und parallel zu dieser
eine zweite logarithmische Leiter in einem halb so groBen MaBstab, deren Anfangspunkt
genau senkrecht iiber dem Anfangspunkt der ersten liegt!

b) Welche Beziehungen bestehen dann zwischen den genau senkrecht iibereinanderliegenden
Zahlen auf beiden Leitern ?
8. Bestimmen Sie aus Abbildung 2.8.
a) s,, wenns, = 12MDN, n = 1,2, ..., 15 Jahre und der Zinssatz p = 39,
b) s,, wenns, = 17MDN,n=1,2, ..., 15 Jahre und p = 3.5%,
€) sy, wenn s,y = 22,20 MDN (n = 10 Jahre) und p = 49,
d) sy, wenn s; = 80 MDN (n = 5 Jahre) und p = 39,
e) n, wenn s, = 75 MDN, s, = 102,65 MDN und p = 49,
) n, wenns, = 10 MDN, s, = 11,86 MDN und p = 3,59,
betrigt!
3 vopuog (griech.), das Verteilte; yooupuc (griech.), Verzeichnis
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9.

10.

11

12.

13.

14.

Welche GesetzmiBigkeiten gelten fiir die Rechteckseiten, die die Rasterung
a) eines einfach logarithmisch geteilten Papiers;
b) eines doppelt logarithmisch geteilten Papiers
bilden ? Begriinden Sie diese GesetzmiBigkeiten!

Das Nomogramm (Abb. 2.8.) liBt sich auch fiir s, > 120 MDN und fiir s, < 10 MDN be-

nutzen, Uberlegen Sie, weshalb das moglich ist!

Hinweis: Vergleichen Sie die logarithmische Leitereinheit fiir 101 bis 102 mit der fiir 10" bis
10n+1 gleichen Mafstabs!

Bestimmen Sie aus Abbildung 2.8.

a) s,, wenn s, = 2000 MDN, n = 7 Jahre und p = 4%,

b) s,, wenn s, = 540 MDN, n = 13 Jahre und p = 3.59,
¢) s,, wenn s, = 0,35 MDN, n = 4 Jahre und p = 3%,

d) sy, wenn s; = 15000 MDN, n = 6 Jahre und p = 49,
e) n, wenn s, = 4300 MDN, s, = 5613 MDN und p = 3%
betragt!

a) Warum liBt sich das Nomogramm in Abbildung 2.8. auch fiir einen lingeren Zeitraum
als 13 Jahre benutzen ?

b) Lesen Sie weitere Werte auch fiir Bruchteile des Jahres ab!

¢) Wie ist das Nomogramm zu éndern, damit man ohne Interpolation der Zeitwerte von
Monat zu Monat ablesen kann ?

Wie laBt sich aus dem Nomogramm in Abbildung 2.8. der Zinssatz p bestimmen, wenn s, und
5, d. h. also auch n, gegeben sind ?

Uberlegen Sie an Hand des Beispiels in Abbildung 2.8., welche Vorteile die Nomographie
bietet!

15. In einer Betriebsabteilung eines volkseigenen Betriebes soll die Arbeitsproduktivitit jahrlich
um 89, steigen. Uberlegen Sie, wie Sie mit Hilfe von Abbildung 2.8. folgende Fragen beant-
worten kénnen!

a) In welchem Zeitraum hat sich dann die Arbeitsproduktivitit verdoppelt ?

b) Um wieviel Prozent ist die Arbeitsproduktivitit nach 2, 3, 4, ..., 10 Jahren gestiegen ?

¢) Nach wieviel Jahren erreicht man eine Steigerung um 40%,, 60%, 80%,?

d) Wie groB ist die jeweilige jihrliche prozentuale Zunahme der Arbeitsproduktivitiit, bezogen
auf die urspriingliche Arbeitsproduktivitit gleich 1009 in den ersten zehn Jahren?

Schiilerauftriige:

1. Stellen Sie wihrend Threr beruflichen Grundausbildung fest, wo Nomogramme in der
Betriebspraxis verwendet werden!

. Bitten Sie Ihren Betreuer oder einen anderen Mitarbeiter des Betriebes, IThnen Aufbau,
Anwendung und volkswirtschaftliche Bedeutung der verwendeten Nomogramme zu
erkliren! Lassen Sie sich, wenn méglich, auch bei der Beantwortung der Aufgabe 14

5]

helfen!
3. Wenn Sie an der beruflichen Grundausbildung fiir metallverarbeitende Berufe teil-
nehmen, lassen Sie sich das Sigediag fiir Werkzeug hi mit kreisend

Arbeitsbewegung erkliren!

Der Rechenstab

Der Rechenstab ist eine wichtige Anwendung von logarithmischen Leitern. Die
Skalen A bis D und die am oberen Stabkérperrand meist vorhandene Skale K sind
logarithmisch - unterteilt, d. h., die Mantissen bestimmter Ziffernfolgen sind als
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Strecken vom Anfangspunkt der Skale in einem bestimmten MaBstab eingetragen.
Bei dem am meisten benutzten 25-cm-Stab ist die Linge (in Zentimetern) der
,,Mantissenstrecken* auf den Skalen C und D durch Multiplikation der jeweiligen
Mantisse zur logarithmischen Basis 10 mit 25 cm erhalten worden. Wie bei logarith-
mischen Leitern iiblich, sind die Endpunkte der Mantissenstrecken nicht mit den
Mantissen, sondern mit den zugeordneten Ziffernfolgen gekennzeichnet. Durch die
maBstibliche VergroBerung der Leitereinheit durch Multiplikation mit 25 cm wird
auf den Skalen C und D eine gute Feineinteilung méglich.

Da sich die dekadischen Logarithmen von Zahlen mit gleicher Ziffernfolge, aber ver-
schiedenem Stellenwert, nur in ihren Kennzahlen, nicht aber in ihren Mantissen
unterscheiden, sind durch die oben beschriebene Skaleneinteilung alle Zahlen mit den
in den Skalen C und D markierten Ziffernfolgen erfaBt. Beispielsweise gehéren zu
dem Skalenstrich, dem die Ziffernfolge 197 zugeordnet ist, alle Zahlen von der Form

(38) 1,97 - 10" (n ganzzahlig).
Die Skalen A und B des Rechenstabes sind beim 25-cm-Stab durch Abtragen der mit
%(‘m = 12,5 cm multiplizierten Mantissen entstanden. Verglichen mit den Skalen C

und D ist hier derselben Ziffernfolge nur eine halb so lange Mantissenstrecke zugeord-
net worden, was das Nebeneinandersetzen von zwei logarithmischen Leitereinheiten
auf der Strecke von 25 cm erméglicht. Durch den kleineren MaBstab ist aber keine
so gute Feineinteilung der logarithmischen Skale wie bei den Skalen C und D méglich.
Auf den Skalen A und B sind die in der rechten logarithmischen Leitereinheit zur
Orientierung eingetragenen Zahlen alle zehnmal so grofl wie die an entsprechender
Stelle in der linken logarithmischen Leitereinheit eingetragenen.

Ganz entsprechend ist die Skale K aufgebaut worden, indem die Mantissen bestimm-
ter Ziffernfolgen mit :f—;cm = 8%cm multipliziert und die so erhaltenen Mantissen-
strecken vom Anfangspunkt aus abgetragen wurden. Der MaBstab ist so gewihlt, dafl
auf 25 cm drei logarithmische Leitereinheiten nebeneinander aufgetragen werden
konnten.

Die Reziprokskale R entspricht in ihrem Aufbau véllig den Skalen C und D. Sie stellt
also eine logarithmische Leitereinheit dar, die jedoch in umgekehrter Richtung wie die
Skalen C und D abgetragen ist. Sie gibt so jeweils zu der auf der Skale C genau dar-
unterstehenden Ziffernfolge die reziproke Ziffernfolge an und umgekehrt.

. Beispiel :

Uber der Ziffernfolge 800 auf C steht die Ziffernfolge 125. Das ist wegen
1:8 = 0,125 tatsichlich die zu 800 reziproke Ziffernfolge.

Bei vielen Rechenstiben sind an die Anfangs- bzw. Endpunkte der eingetragenen
logarithmischen Leitern je ein End- bzw. Anfangsstiick einer weiteren logarith-
mischen Leitereinheit angeschlossen. Dadurch wird das Rechnen mit dem Stab in
bestimmten Fillen erleichtert.

SchlieBlich sind auf den meisten Stiiben noch besondere Marken (Teilstriche) fiir die
Kreisberechnung angebracht, nimlich auf der Skale C die Marken

7 =3,l4; c =) Y8~ 113 und o =)0~ 12,75 ~ 3,57,
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In fast allen Bereichen der Volkswirtschaft werden Rechenstibe als Rechenhilfsmittel
benutzt. Sie sind alle nach dem Prinzip der logarithmischen Leitern aufgebaut,
weisen jedoch je nach Einsatzbereich oder Verwendungszweck gewisse Besonder-
heiten in der Form, GroBe oder Skaleneinteilung (beispielsweise durch Angabe weite-

rer

Marken fiir Materialkonstanten usw.) auf.

Aufgaben

16.

17.

1i

19.

20.

21.

-

9
IS

2

-
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Untersuchen Sie, ob sich der Aufbau Ihres Rechenstabes von dem des vorstehend be-
schriebenen 25-cm-Stabes unterscheidet !

Stellen Sie auf der jeweils mit angegebenen Skale C bzw. D folgende Ziffernfolgen mit Hilfe
des (mittleren) Lauferstriches ein!
a) D 102; D 120; D 785; D 405; D 450; D 342; D 324
b) C108; C110; C 204; C378; C 495; C 535; C 995
¢) Schiitzen Sie die Lage folgender Ziffernfolgen auf den Skalen C bzw. D, und markieren Sie
diese durch den (mittleren) Liuferstrich!
D 1355; C1996; D 221; C 353; C 502; D 777; C 821
Welche Ziffernfolge gehort auf C bzw. D zu dem Skalenstrich, der vor bzw. nach dem Skalen-
strich fiir die Ziffernfolge
110: 2005 300; 400; 500; 600; 7503 920; 990; 995 liegt ?
Zwischen welchen durch einen Skalenstrich auf C bzw. D gekennzeichneten Ziffernfolgen liegt
die Ziffernfolge
1053; 1802; 1995; 201 243; 311; 403; 507; 537; 621; 732; 854; 888; 899; 904; 996 ?

Stellen Sie auf der Reziprokskale R die folgenden Zahlen ein!
1 1 1 1 1 1 1
D Mo O D 9w D O
Welche von ihnen sind auf Ihrem Rechenstab durch einen Skalenstrich gekennzeichnet,
welche nicht ?

Stellen Sie auf den Skalen A und B die folgenden Ziffernfolgen an zwei verschiedenen Stellen
ein!

a) 108 b) 210 <) 307 ) 204 €) 455 f) 197 g) 55

h) 393 i) 295 k) 555 1) 168 m) 702 n) 920 0) 105
Welche sind auf Threm Rechenstab durch einen Skalenstrich gekennzeichnet, welche nicht ?

Stellen Sie die folgenden ein- bzw. zweistelligen Zahlen auf den Skalen A bzw. B ein!

a) A58 b) B 13,5 ¢) B2l4 d) A 35,0 e) B35
f) A 1,02 g) B 3.84 h) A 157 i) B 425 k) B 425
)B213 m)AlLS n) A 17,9 0) A 1,78 p) B 2,84

q) B 28,7 r) A 49,9 s) A 9,94 t) B 18,7 u) A 72,5

v) B333  w) A555 x) B 8,75 y) A9l4 z) B 63

Welche sind auf Threm Rechenstab durch einen Skalenstrich gekennzeichnet. welche nicht ?
Zwischen welchen durch’Skalenstriche auf den Skalen A und B gekennzeichneten Ziffern-
folgen liegen die folgenden Ziffernfolgen ?

a) A 107 b) A 254 ¢) B628 d) A 703 ) B3ll

i) A472 g) B 898 h) B 135 i) A 207 k) B 908

Stellen Sie auf der Skale K die folgenden Ziffernfolgen ein!

a) 355 b) 210 ) 670 d) 725 e) 872 f) 112
g) 107 h) 420 i) 535 k) 905 1) 598 m) 199

An wieviel Stellen ist die Einstellung moglich ?



25. Stellen Sie die folgenden ein- bzw. zwei- bzw. dreistelligen Zahlen auf der Skale K ein!

a) 1,54 b) 2,12 ¢) 21,2 d) 14,8 ) 275 i) 198
g) 410 h) 4,05 i) 1,93 k) 5,55 1) 317 m) 98
n) 7,2 0) 30,8 p) 189 q) 42,5 r) 66,6 s) 117

26. Stellen Sie die folgenden Ziffernfolgen nacheinander auf allen Skalen Thres Rechenstabes
ein!
a) 131 b) 186 ¢) 560 d) 475 ) 702 f) 644
g) 205 h) 324 i) 485 k) 515 1) 872 m) 995

Die Grundrechenoperationen mit dem Stab

Den auf dem Rechenstab (Skalen C, D und R) abgetragenen Mantissenstrecken
sind nur reelle Zahlen z (1 < z < 10) zugeordnet. Demnach konnen beim Rechnen
mit diesen Skalen nur Ergebnisse in diesem Intervall ermittelt werden. Auch die
Tafel der Zehnerlogarithmen enthilt nur Mantissen. Dort wurde die Stellenzahl
eines Rechenergebnisses mit Hilfe der Kennzahlen ermittelt. Beim Rechnen mit
dem Stab bedienen wir uns eines entsprechenden Verfahrens, der Methode der
abgetrennten Zehnerpotenzen. Mit Hilfe dieser Methode lassen sich alle reellen Zah-
len als Produkt aus einer reellen Zahl z mit 1 < z < 10 (einstellige Zahl) und einer
Zehnerpotenz 10" mit ganzzahligem n darstellen.

. Beispiele:

835 = 8,35 102 Y644 = 16,44 - 101
2,28  =2,28-10° 16410 = /64,4 - 10
041  =4,1-10"1 J15 =j15 - 100
0,00053 = 5,3 - 10~4 Y15 =715 - 100
2,32 - =2,32-10° Y150 =150 - 100
232 =2,32- 102 Y1500 = §1,5 - 10t
5502 =5,52-104 70,33 =33 - 10—
173 =1,73-10? 70,033 = 3,3 - 10-1
97 000° =09,73-1012

Untersuchen Sie, ob jeder der in den vorstehenden Beispielen vorkommenden
Faktoren vor der Zehnerpotenz eine reelle Zahl z mit 1 < z << 10 ist! Wie lipt sich
in jenen Fillen, wo das nicht zutrifft, die Zahl dennoch in der geforderten Form
schreiben?

Mit Hilfe der Methode der abgetrennten Zehnerpotenzen konnen alle Aufgaben des
Multiplizierens, Dividierens, Quadrierens, Quadratwurzelziehens, Kubierens und
Kubikwurzelziehens oder aus diesen Operationen zusammengesetzte Aufgaben auf
solche mit einstelligen Zahlen reduziert werden.
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. Beispiele:

x; = 5780 - 0,0246 = 5,78 - 103 - 2,46 - 10-2 = 5,78 - 2,46 - 10!

184 15410 15t 0

Y2 =y T amoie T A

x5 = 0,422 = (4,2 - 10-)2 = 4,22.10-2

xy = 1800 = y18 - 102 = 118 - 101

x5 = 11,33 = (1,13 - 107)3 = 1,133 - 10°

% = J0,0518 = J51,8-10-7 = J51.8 - 10
Da alle einstelligen Zahlen die Kennzahl Null haben, bedeutet das Rechnen auf dem
Stab mit einstelligen Zahlen das Rechnen mit den dekadischen Logarithmen dieser
einstelligen Zahlen. Es gelten demnach fiir das Stabrechnen die uns bekannten
Logarithmengesetze.
Dem Multiplizieren auf dem Rechenstab liegt das Logarithmengesetz
(11) lg(a-b) —=lga 4 lgh
zugrunde. Statt die Faktoren zu multiplizieren, werden ihre Logarithmen addiert und

der zur Logarithmensumme gehérende Numerus ermittelt. Auf dem Stab werden
also die entsprechenden Logarithmenstrecken aneinandergesetzt (Abb. 2.9.).

Abb. 2.9,
384-22 =848
lugamf/m:um‘r:cﬁe’ 22
f1 des zweiten Faktors 2 3 i
A —+
0 ;
1 2 3 4 5 6 7 8/ 9 w
| Logarithmenstrecke

} - a—
des ersten Faktors 384 845

Hierzu lassen sich die gleich geteilten Doppelleitern A/B bzw. C/D verwenden, jedoch
ist C/D wegen der besseren Feineinteilung prinzipiell vorzuziehen.

Wenn durch die Multiplikation der beiden einstelligen Zahlen das Produkt grofler
als 11,2 wird, ist die Multiplikation mit Riickschlag erforderlich (Abb. 2.10.). Um die

Abb. 2.10. m7 9

~— — Skalenlinge e

¢ 59 25
1 2 SUANE | 4 5 & 78 90 2 \ 3

7 —_—————t—

0 + e |

1 2 3 4 a 8 7 18 9 n |

1

(785 ] 738
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zum Produkt gehérende Zahl auf D ablesen zu kénnen, miilte noch eine zweite
Skale D rechts an D angesetzt werden, d. h., die Logarithmenstrecke miifite groBer
als eine logarithmische Leitereinheit sein, das Produkt wird also zweistellig. Statt
dessen kann man auch die Skale C um ihre ganze Liinge nach links verschieben, so
daB der Endpunkt 10 der Skale C iiber dem zum ersten Faktor gehérenden Punkt
auf der Skale D zu stehen kommt. Der Endpunkt der Logarithmenstrecke auf C liegt
iiber der Skale D, und die Ablesung des zweistelligen Produktes wird méglich. Auch
die Multiplikation von mehr als zwei Faktoren liBt sich entsprechend durchfiihren.

. Beispiel :
x = 5,27 - 166 - 0,000 695

Liosung:  x =5,27-1,66-102-6,95-10-* = 5,27 - 1,66 - 6,95 - 10—
Uberschlag: xA~5:1,6-7-10-2=56-10-2
a) C1 iiber D 5,27 (geschiitzt) einstellen;
b) unter C 1,66 auf D die Zahl 8,75 mit Léiufermittelstrich markieren;
¢) C10 iiber 8,75 bzw. unter Liufermittelstrich einstellen;
d) unter C 6,95 auf D die Zahl 60,8 (geschitzt) ablesen.
x = 60,8102
x = 0,608

Dem Dividieren auf dem Rechenstab liegt das Logarithmengesetz
(14) lgo =lga—lgh

zugrunde. Der zu der Differenz aus dem Logarithmus des Dividenden und dem des
Divisors gehorende Numerus ist der gesuchte Quotient.

Beim Dividieren von einstelligen Zahlen auf dem Rechenstab ist demnach von der
zum Dividenden gehérenden Logarithmenstrecke die Logarithmenstrecke des Divi-
sors zu subtrahieren und der zu dieser Streckendifferenz gehorende Numerus fest-
zustellen. Sind Dividend und Divisor keine einstelligen Zahlen, so sind diese durch
die Methode der abgetrennten Zehnerpotenzen auf einstellige Zahlen zuriickzufiihren.

0.00537
347

. Erliutern Sie am Beispiel x = die Division mit Hilfe des Rechenstabes!

Ist der einstellige Dividend kleiner als der einstellige Divisor, so liegt C 1 auBerhalb
der Skale D, die zum Quotienten gehérende Zahl kann also nicht abgelesen werden.
Ein Riickschlag ist hierbei aber nicht erforderlich. Vielmehr liest man unter C 10
den 10mal zu groBen Quotienten ab.

A 3 5,55 2 5 s 228
. Erliutern Sie das Dividieren durch eine kleinere Zahl am Beispiel x = !

Da man jede Divisionsaufgabe x = ¢ auch als Multiplikationsaufgabe x = a -7:— auf-
fassen kann, 1Bt sich die Division auch mit Hilfe der Reziprokskale R durchfiihren.
Hierbei ist wieder zwischen den beiden Fillen ,,ohne Riickschlag® und ,,mit Riick-
schlag® zu unterscheiden.

‘ Erkliren Sie die Division unter B g der Reziprokskale an Hand der Auf-
0,00537 28
gaben x = =~ und x = !
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Das Quadrieren und das Quadratwurzelziehen mit Hilfe des Rechenstabes beruhen
auf dem Logarithmengesetz

(22) lga” — n-lga (nrational).

Fiir das Quadrieren gilt wegen n = 2

(39) Iga*=2-lga,

und fiir das Quadratwurzelziehen wegen n — -;A

40) 1gYa = Ig a! :%- Iga.

Fiir das Quadrieren bzw. Quadratwurzelziehen sind demnach zwei logarithmische
Leitern besonders geeignet, die in ihren Anfangspunkten iibereinstimmen und von
denen die eine doppelt so stark vergroBert ist wie die andere. Das trifft sowohl fiir
die Rechenstabskalen A und D (beide auf dem Stabkérper!) als auch fiir die Rechen-
stabskalen B und C (beide auf der Zunge!) zu. Der einstelligen Zahl a ist auf D bzw.
C wegen des VergroBerungsfaktors 25 cm die Logarithmenstrecke von der Linge
I =25-Iga (in cm) zugeordnet. Fiir die Logarithmenstrecke von derselben Liinge |
auf den Skalen A und B gilt wegen des Vergrﬁﬂerungsfaktors%”cm

(1) 1=25-lga =% 2lga=%"Iga (in cm).

Demnach ist der gleichen Logarithmenstrecke ! auf den Skalen A und B die ein-
oder zweistellige Zahl a® zugeordnet. Da das Quadratwurzelziehen die Umkehrung
des Quadrierens ist, ist dabei genau umgekehrt wie beim Quadrieren zu verfahren.
Weil die Quadratwurzeln aller ein- und zweistelligen Zahlen einstellig sind, ist der
gleichen Logarithmenstrecke ! auf den Skalen D bzw. C die einstellige Zahl ]'a
zugeordnet.

Beim Quadratwurzelzichen aus einer einstelligen (zweistelligen) Zahl ist demnach
die Zahl auf der linken (rechten) logarithmischen Leitereinheit der Skalen A bzw. B
aufzusuchen und mittels Liuferstrichs die auf den Skalen D bazw. C genau darunter-
liegende einstellige Zahl abzulesen. Auch hier wird die Methode der abgetrennten
Zehnerpotenzen beim Quadratwurzelziehen aus mehrstelligen Zahlen angewendet,
jedoch ist dabei zu beachten, daB nur Zehnerpotenzen mit geradzahligem Exponenten
abgetrennt werden diirfen, da nur die Quadratwurzeln dieser Zehnerpotenzen wieder
ganzzahlige Zehnerpotenzen sind.

Auch das Kubieren und Kubikwurzelziehen beruht auf dem Logarithmengesetz

(22) Iga® =n-lga (nrational),

und zwar ist beim Kubieren n = 3 und beim Kubikwurzelziehen n — % Man ver-
wendet hierfiir die Skalen D und K.

Aufgaben

Lésen Sie auf dem Rech b die folgenden Aufgaben!
27. S.31,Nr. 5

28. S.31, Nr. 6

29. S.31,Nr. 8

30. S. 31, Nr. 10 b), k), p)

31. S. 32, Nr. 12 a), b), i), k), m), o), p), q), r)
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32. Wie groB ist der Flicheninhalt eines Quadrates, dessen Seite mit
a) 3,5 cm, b) 37,2 mm, ¢) 500 m, d) 0,782 m, e) 0,00203 m,
f) 17,8 dm, ) 0,0294cm,  h) 0,000682m, i) 15000 m
gegeben ist ?
33. Welche Wiirfelvolumen wiirden sich ergeben, wenn die in Aufgabe 6 angegebenen Lingen die
Kanten dieser Wiirfel wiiren ? )
34. Rechnen Sie die Ergebnisse von 6 und 7 in die jeweils nichst groBere und kleinere Flichen-
bzw. VolumenmaBeinheit um!
35. Der Flicheninhalt eines Quadrates ist mit
a) 13,8 mm?, b) 0,790 m?, c) 0,0368 dm?, d) 10,0 cm?, e) 505 mm?,
) 0,0278 dm?, g) 0,278 cm?, h) 0,0004 m?2, i) 580 cm?, k) 128000 mm?
gegeben. Wie groB} ist jeweils eine Quadratseite ?
36. Das Volumen eines Wiirfels ist mit
a) 572 em?, b) 28,7 m3, ¢) 5,51 dm?, d) 0,378 cm?,
€) 0,00708 m?  £) 0,0972mm?, g) 0,000053 m?, h) 1008 dm®
gegeben. Wie groB ist jeweils die Kante, die Grundfliche ?

2.5. Anwendungen der logarithmischen
Rechenhilfsmittel

Aufgaben zur Wiederholung

1. Lésen Sie noch einmal Aufgabe 8 von Seite 31!
2. Berechnen Sie

a) @+b) (ct+d)y b)(@+b) (c+d)(e+f) ¢ (@+b) (c+d) (e+f) g+ h)!
3. Wic andern sich die Ergebnisse in den Aufgaben 2a bis 2¢, wer;n jeweils die zweiten Glieder

der algebraischen Summen gleich sind ?

4. Angenommen, das zweite Glied in Aufgabe 3 ist sehr klein gegeniiber dem ersten Glied
(etwa 19, des ersten Gliedes). Beurteilen Sie die GroBe der einzelnen Summanden der fiir
die Produkte erhaltenen algebraischen Summe!

Hinweis: Berechnen Sie (a + %) (b + ul;_o) bzw. (u + %) (b + —1:—0) (c - 1_:1?) , und iiber-
legen Sie dann, welche Glieder des ausmultiplizierten Produktes sehr klein gegeniiber den
groBten Gliedern sind!

5. Wie groB3 ist der Unterschied zwischen
a) 9,92 und 102, b) 9,992 und 102, ¢) 39,9 - 49,8 und 40 - 50,
d) 10,1 und 102, €) 102 - 504 und 100 - 500 ?

6. Untersuchen Sie den EinfluB eines kleinen Fehlers auch fiir dritte Potenzen und fiir Produkte
aus drei und vier Faktoren an selbstgewihlten Aufgaben! Benutzen Sie dazu auch die Ergeb-
nisse von Aufgabe 4!

-

. Welche Lﬁsuﬁgswege kénnen Sie beim Ausrechnen

. b
a) des Quotienten GT ,
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b) des Produktes a-b-c®bzw.a-b-c,

. - b2 b
¢) des Quotienten MT bzw. “T

einschlagen ?

8. Jemand rechnet fiir x = 3 - 4 - 5% folgendermaflen
3:4-5=60; 60%=3600.
Was ist daran falsch ? Wie lautet das richtige Ergebnis ?

9. Erliutern Sie die Logarithmengesetze (11), (14), (22) auf den Seiten 24 bzw. 26 bzw. 27 an
<1 ten Zahlenbeisnielen !

1h
elbst

10. Begriinden Sie, da3 Ig (%) =—lg (%) und allgemein lg (%) =—lg (%) ist!

Die Bedeutung der logarithmischen Rechenhilfsmittel

Die logarithmischen Rechenhilfsmittel Rechenstab, Logarithmentafel (Tafel der
Mantissen der dekadischen Logarithmen) und logarithmisches Papier erméglichen
die einfache, schnelle und sichere Durchfithrung von solchen Berechnungen in der
Schule, der Volkswirtschaft und der Wissenschaft, in denen die logarithmisch aus-
fithrbaren Rechenoperationen der zweiten und dritten Stufe vorkommen. Dabei sind
grundsitzlich alle diese Aufgaben oder Aufgabenserien mit jedem einzelnen oder auch
unter Verwendung von mehreren logarithmischen Rechenhilfsmitteln Igsbar. Im
allgemeinen ist jedoch, je nach den Besonderheiten der Aufgabenstellung, die Ver-
wendung eines der drei Rechenhilfsmittel besonders zweckmiBig, so daB ihre bloBe
Beherrschung fiir die praktischen Erfordernisse nicht ausreicht. Vielmehr ist bei
jeder Aufgabe zunichst zu entscheiden, welches der drei Rechenhilfsmittel das
gewiinschte Resultat mit der erforderlichen Genauigkeit moglichst sicher und schnell
und unter geringstem Aufwand liefert.

Als typisches Anwendungsgebiet logarithmischer Papiere haben wir die Nomographie
kennengelernt. Sie findet dann Verwendung, wenn ein Uberblick iiber die Losungen
simtlicher nur denkbarer oder zumindest sehr zahlreicher Aufgaben zu einem
bestimmten Problem erforderlich ist.

Wihrend die sinnvollen Anwendungsméglichkeiten des logarithmischen Papiers
durch die Eigenschaften des Nomogramms scharf begrenzt sind, gehen, schon wegen
ihrer engen Verwandtschaft, die sinnvollen Anwendungsméglichkeiten von Rechen-
stab und Logarithmentafel ineinander iiber.

Zweifellos weist der Rechenstab gegeniiber der Logarithmentafel eine Reihe von
deutlichen Vorteilen auf: Der Stab ist handlich, leicht transportierbar, sofort betriebs-
bereit und unmittelbar am Arbeitsplatz einsetzbar. Diese Eigenschaften treffen fiir
die Logarithmentafel in dem MaBe nicht zu. Deshalb hat sich der Rechenstab in fast
allen Bereichen der Praxis gegeniiber der Logarithmentafel vollig durchgesetzt.
Allerdings ist er der Logarithmentafel in bezug auf die Genauigkeit der Ergebnisse
unterlegen. Wihrend auf dem Stab hiufig schon die dritte Ziffer des Ergebnisses
geschitzt werden muB, ist aus der Logarithmentafel die dritte Ziffer immer und —
meist durch Anwendung der Interpolation — auch die vierte Ziffer zu entnehmen.
Wann die geringere Rechenstabgenauigkeit geniigt und wann die groBere ,,Tafel-
genauigkeit* erforderlich ist, ergibt sich aus der jeweiligen Aufgabenstellung.
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Genauigkeitsgrenzen beim Rechnen mit gerundeten Zahlen

Alle in der Praxis zu messenden GroBen sind nicht absolut genau ermittelbar. Die
Genauigkeit der Messung hiingt hauptsiichlich von den verwendeten MeBgeriten und
MeBmethoden, vom MeBobjekt und nicht zuletzt von der Sorgfiltigkeit und vom
Kénnen des Messenden ab. Die MeBgrofien enthalten demnach gerundete Zahlen.
Beim Rechnen mit gerundeten Zahlen wird man zwangsliufig ung Rech
ergebnisse erhalten.

. Beispiel 1:

Die Fliche A einer rechteckigen Blechtafel mit

a =455 mm und b = 373 mm ist zu ermitteln.

A=a-b

A =455 mm - 373 mm

Durch schriftliches Multiplizieren erhilt man das Ergebnis 4 = 169 715 mm?,
Die Genauigkeit auf sechs Ziffern ist aber nur vorgetiuscht, wie folgende Uber-
legung zeigt: Linge und Breite der Blechtafel sind dreiziffrig auf mm genau
angegeben, d. h., Bruchteile des mm sind nicht erfaBt, was beim vorliegenden
praktischen Sachverhalt auch nicht sinnvoll wire. Fiir die wahre Linge a
bzw. Breite b gilt also

454,5 mm =< a = 455,5 mm oder @ = (455 + 0,5) mm bzw.

372,5mm < b < 373,5 mm oder b = (373 4 0,5) mm.

Die Linge a und die Breite b sind mit dem hier gleichen groBtmaglichen absoluten
Fehler von 4 0,5 mm behaftet. Wie sich dieser Fehler beim Multiplizieren der beiden
Zahlenwerte fortpflanzt, soll, allgemeingiiltig fiir die Multiplikation zweier mit glei-
chem positiven oder negativen absoluten Fehler Ax behafteten Zahlen a und b unter-
sucht werden. Es gilt

(42) p = (a+ 4x) (b + Ax) = ab + Ax (a + b) + Ax2.

Da Ax? bei kleinerem Fehler Ax vernachlassigt werden kann, betrigt der abso-
lute Fehler Ap des Produktes

(43) Ap = Ax(a +b),

in diesem Beispiel also 4p = + 0,5 - 828 mm? = 4 414 mm?®. Demnach gilt fiir
die Fliche 4 der rechteckigen Blechtafel

(44) 169 301 mm? < 4 < 170 129 mm?2,

Es ist also nur sinnvoll, das Ergebnis dreiziffrig anzugeben, also
(45) A4 =170 000 mm?

oder besser
(46) A4 = 17,0 dm?

zu schreiben.

Demnach reicht die Genauigkeit des Rechenstabes fiir diese Aufgabe vllig aus.
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. Beispiel 2:

Es ist die Masse m eines quaderformigen GrauguBblockes mit a = 455 mm,
b = 373 mm, ¢ = 298 mm und ¢ = 7,25 g+ cm~? zu ermitteln.
m="V-p
m=a-b-c-p
m = 4,55 dm - 3,73 dm - 2,98 dm - 7,25 kg - dm~—3
Einheitenkontrolle: dm - dm - dm - kg - dm=2 = kg (im Kopf auszufiihren!)
Uberschlag: m~~5-4-3-Tkg=420kg
Da nicht anders angegeben, ist fiir alle vier Faktoren der grifitmégliche absolute
Fehler Ax = -+ 0,005.
Fiir den absoluten Fehler Ap des Produktes aus den vier Faktoren a, b, ¢, d mit dem
gleichen absoluten Fehler Ax gilt wegen

47) (a + Ax) (b + Ax) (¢ + 4x) (d + Ax)

= abed + Ax (abe + abd + acd + bed) +

+ (ab + ac + ad + be + bd + cd) Ax® + (a + b + ¢ + d) Ax®

und bei sehr kleinem Ax gegeniiber den Faktoren a, b, ¢ und d
(48) Ap = Ax (abe + abd + acd + bed).

Im Beispiel 2 erhilt man demnach:
Am = - 0,005 - (4,55 - 3,73 - 2,98 + 4,55 - 3,73 - 7,25 +

+ 4,55 2,98 - 7,25 + 3,73 - 2,98 - 7,25) kg = 4 1,76 kg.

Das Ergebnis fiir m ist laut Uberschlag dreistellig, der absolute Fehler beeinfluBt die
dritte Ziffer um rund + 2. Demnach geniigt ebenfalls Rechenstabgenauigkeit. Man
erhiilt auf dem Stab m = 367 kg.

Aus den beiden Beispielen ist zu entnehmen, da8 im allgemeinen ein Produkt nur
auf so viel Ziffern genau angegeben werden kann, wie seine Faktoren Ziffern enthalten.
Entsprechendes gilt, wie hier nicht nachgewiesen werden kann, auch fiir solche
Berechnungen, in denen dividiert, potenziert oder radiziert wird, bzw. bei solchen
Berechnungen, in denen verschiedene dieser Rechenoperationen anzuwenden sind.
Sind in den einzelnen Ausgangswerten verschieden viele Ziffern angegeben, so wird
die Ungenauigkeit noch grofier. Wire im Beispiel 2 die Dichte von GrauguB mit
7,2 g - em~3 statt mit 7,25 g - cm~3 angegeben worden, so hitte sich der Fehler da-
durch fast verdreifacht! Die Angabe von drei Ziffern wiire dann gerade noch sinnvoll
gewesen. Dagegen hitte eine gleichzeitige Erhohung der LingenmeBgenauigkeit um
eine weitere Ziffer (Linge, Breite und Hohe vierziffrig) nicht mehr eine auf vier
Ziffern genaue Angabe des Ergebnisses gerechtfertigt.

Bei verschieden vielen Ziffern in den Ausgangswerten kann das Ergebnis demnach
nur auf die durchschnittliche Ziffernzahl genau angegeben werden.

Nicht jede in Berechnungen vorkommende Zahl ist jedoch ungenau. Beispielsweise
bedeutet die in der Flichenformel fiir das Dreieck

w9) 4=L
als Divisor vorkommende Zahl 2 keineswegs nur eine giiltige Ziffer, denn jedes Par-
allelogramm mit der Fliche 4 =g-h, kann in zwei kongruente Dreiecke zerlegt werden,
von denen dann jedes genau halb so gro8 ist wie die Fliche des Parallelogramms.
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Aufgaben
11. Stellen Sie fest, auf wieviel Ziffern genau das Ergebnis der folgenden Aufgaben sinnvoll
angegeben werden kann:

a) d=7.315m? b) m = +-73,85-55.24- 83,36 - 1,86 g
Y 3
288,8 - 2158 - 3555 p 40

©) P ="Fmagm = d) V=287 em?

) A=2E10 g ome f) ¥=3-185,52- 27,2 cm®

g) A =128 +3-1,28°m? h) ¥V =3-17,12-58 cm?

Wo geniigt Rech b igkeit, wo ist Tafel, igkeit erforderlich ?

‘Welche der vorkommenden einziffrigen Zahlen sind offensichtlich genaue Zahlen ?

12. Der Flicheninhalt A eines Rechtecks ist mit 13,8 cm? gegeben, die Seite a mit 5,2 cm.

a) Wie groB ist die andere Seite mind bzw. héch wenn der absol Fehler fiir
beide Werte nicht niher bekannt ist? Auf wieviel Ziffern ist die MaBangabe fiir die ge-
suchte Seite sinnvoll ?

Wie dndert sich das Ergebnis, wenn

b) A =13,8cm?; a = 5,20 cm,

¢) A =14 cm?; a = 5,2 cm (4 wurde auf 2 Stellen gerundet!)

gegeben sind ? Auf wieviel Ziffern 1Bt sich das Ergebnis genau angeben ?

13. Die Diagonale eines Quadrates ist mit 34 mm bzw. mit 34,0 m vermessen worden. Wie groB3
ist jeweils die Quadratseite bzw. die Quadratfliche mindestens, wie groB ist sie hichstens ?
Hinweis: Tafel 7 bzw. Tafel 1 benutzen!

14. a) Berechnen Sie 2,001° logarithmisch und durch Ausmultiplizieren!

b) Erkliren Sie die unterschiedlichen Ergebnisse!

Berechnung zusammengesetater Ausdriicke unter Benutzung von Rechenstab
und Logarithmentafel

Kommen in einer Aufgabe verschiedene logarithmisch durchfithrbare Rechenopera-
tionen vor, so bietet die Benutzung logarithmischer Rechenhilfsmittel besondere
Vorteile. Deswegen stellen solche Aufgaben auch das hauptsichliche Anwendungs-
gebiet von Rechenstab und Logarithmentafel dar.

p * em~?%ist zu berechnen.

1. Die Verbindung von Multiplikation und Division
Soll der Ausdruck
60 x=22cZ
mit Hilfe von dekadischen Logarithmen berechnet werden, so gilt unter Benutzung
der Logarithmengesetze (11) und (14)
(51) lgx=IgZ—lgN =(ga +1gb + lge)—(lgd +1ge)
. Beispiel 3:
__288,8. 2158 - 3555
P="mamms
Uberschlag: p — 3;‘?‘2 +102-103-102-10-2-10-% = 4 - 102 = 400
Lésung: 1g p = (1g 288,8 + g 2158 + lg 355,5) — (g 273,2 + 1g 2234)

4 [001059) 49



Wir verwenden folgendes Schema:
links die Numeri (N.), rechts die dekadischen Logarlthmen (L.).

N. L.
288.,8 2,4606 (D=15;n=8;d =158 =12)
2158 3,3341 + (D=213;n=8;d=21-8~17)
355 20508 | gF [De=limi=Sudi=t) Die Interpolation
(Zihler) 8,3455 ist hiersinnvoll.da
lauter vierziffrige
273,2 2,4365 (D=16:n=2;d~ 3) Zahlen gegeben
2234 3,3491 — D=19:n=4;d~38) sind. Ergebnis
ebenfalls vier-
363 2,5599 ziffrig.

Ergebnis: p = 363,0 p - em=2
Ein zusammengesetzter Ausdruck wie (50) 1aBt sich auch sehr einfach auf dem Stab

berechnen. Hierbei fithrt man abwechselnd eine Division und eine Multiplikation
aus,

- Beispiel 4:

Wie grofB ist der Zentriwinkel eines Kreissektors, dessen Radius r = 5,7 cm
und dessen Bogen b = 0,83 dm ist?
Lésung: x = Zentriwinkel (in °) d=11,4cm; b =83 cm
x:360 =8,3:7-11,4
M T

Uberschlag: x ~ g_': 10! — 80.

Stabrechnung: C 7 iiber D 3,60 (nicht ablesen unter C 1!);
Liauferstrich iiber C 8,3 (nicht ablesen unter Liuferstrich!);
C 1,14 unter (festgehaltenem!) Lauferstrich
und unter C 1 auf D 8,34 ablesen.
x= 83410
x =834
Ergebnis: Der Zentriwinkel betrigt 83,4°,

2. Die Verbindung von Multiplikation und Division mit dem Potenzieren und Radi-
zieren

Die aus (50) erhaltene Bezichung (51) gilt auch, wenn einige oder alle Faktoren a,

b, ¢, d, e Potenzen mit rationalem Exponenten sind. Ist etwa a = a", b = ]B = | cs,
1

d=dP und e = e? = ?‘E_, so folgt aus (51)

(52) lgx=(n-lga +-lgb++-lgd)—(p-lgd+ -1z o).
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. Beispiel 5:

Wie grof ist das Volumen eines Tetraeders (Pyramide mit vier kongruenten
gleichseitigen Dreiecken als Begrenzungsflichen, Abb. 2.11.) mit der Kanten-
linge s = 13,5 cm?

Veyr. = % Ak

Fiir Tetraeder gilt:
A= Aglmcluﬂugcl Dreieck = 513
ho=|st—(3-5V3) = V 6 ¢

VT:T'T']B'T'V_zﬁ'VE

1352 - V2
Ve=18"V2

3
12 em

Abb. 2.11.

Uberschlag: ~ Vp ~ 142 -] Zem® & 200 - 1,4 = 280 cm?
IgVr=3-1g13,5 +4-lg2—Igl2

N. L, L,
13,59 1,1303-3 | 3,3909
V2=2{ 03010-5 01505 -+
Zihler 3,5414

12 1,0792 —
290 2,4622

Vr =290 cm?®
Ergebnis: Das Volumen des Tetraeders betriigt 290 cm?.

Wihrend alle Aufgaben vom Typ (52) mit Hilfe der Logarithmentafel nach dem
gleichen Schema gelést werden konnen, ergeben sich fiir Aufgaben dieses Typs auf
dem Rechenstab je nach den speziellen Gegebenheiten in der Aufgabenstellung
unterschiedliche oder auch keine Losungswege. Letzteres ist dann der Fall, wenn die
Wurzelexponenten grofer als 3, aber keine Vielfachen von 2 bzw. 3 sind. Auch bei
Potenzexponenten groBer als 3 wird das Ausrechnen mit dem Stab langwierig und
ist nicht ﬁblich Die Benutzung des Stabes wird hier deshalb auf die Potenzexponen-
ten2, 3, und beschrdnkt fiir die logarithmische Leitern auf dem Stab vorhanden

sind.

Die Verbindung von Multiplizieren, Dividieren und Quadrieren auf dem Stab

Da beim Quadrieren von dem Skalenpaar C/D zum Skalenpaar A/B iibetgegangen
wird, sind die Lésungen solcher Aufgaben auf dem Stab ohne Ablesen von Zwischen-
ergebnissen nur durch Benutzung des Skalenpaares A/B moglich, worunter allerdings
die Ablesegenauigkeit leidet. Alle Berechnungen sind dann mit dem Quadrieren zu
beginnen.
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. Beispiel 6:
Wie groB ist der Flicheninhalt eines kreisfsrmigen VerschluBdeckels mit dem
Durchmesser d = 575 mm?
Lésung: Ageey = 5+ d?
(= 5,15 - a
Ay = 2+ (5,75 - 109 mm? = 57 104 mm?
Uberschlag: Ag,eis ~ %- 62+ 10* mm? = 360 000 mm?

Stabrechnung :
a) mittlerer Liuferstrich iiber D 5,75 (nichts ablesen!);
b) B 4,00 unter mittleren Liuferstrich (nichts ablesen!);
¢) iiber B 7 auf A 26,0 ablesen.
A =26-10* mm? = 260 000 mm?
Ergebnis:  Der Fliacheninhalt des Kreises betrigt 26,0 dm?
Besonders einfach ist diese Aufgabe mit Hilfe eines Dreistrichlidufers losbar. Stellt
man den mittleren Lauferstrich iiber den gegebenen Durchmesser auf Skale D, so
steht der linke Liuferstrich iiber dem gesuchten Flicheninhalt auf Skale A, weil die
logarithmische Strecke zwischen den beiden Lauferstrichen gleich lg (%) +12,5 cm ist.

Die Verbindung von Multiplizieren, Dividieren und Quadratwurzelziehen auf dem Stab

Beim Quadratwurzelziehen wird umgekehrt vom Skalenpaar A/B zum Skalenpaar
C/D iibergegangen. Mit dem Radizieren ist zu beginnen und dann auf dem Skalen-
paar C/D mit der Multiplikation und Division fortzufahren.

. Beispiel 7:
Wie groB ist die Hohe des Tetraeders aus Beispiel 5?
Losung:  hrarsetee =5 V6
Preraeter =25+ V6 om = Y158 101 om

Uberschlag: Rretracder X 2 '3"5 +10cm = 10 cm

Stabrechnung:
a) mittlerer Lauferstrich iiber A 6,00;
b) C 3,00 unter mittleren Léuferstrich;
¢) unter C 1,35 auf D 1,105 ablesen.
ATetraeder = 1,105 - 10 cm
Rreraeder = 11,0 cm (Abrundung: Gerade-Zahl-Regel)
Ergebnis: Die Hohe des Tetraeders betrigt 11,0 cm.

P ieren oder Radizieren mit zu g Basis (Radikanden) auf dem Stab

Zwischen Multiplizieren, Dividieren und Potenzieren kann auBler dem in den voran-
gegangenen Abschnitten dargestellten Fall noch ein anderer Zusammenhang existie-
ren, indem ein Produkt oder ein Quotient Basis der zu errechnenden Potenz ist.
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. Beispiel 8:

V7,28 - 0,0254°
x = () ni=2G mi=13

Lisung: Entsprechendes Vorgehen wie im vorigen Beispiel, anschlieBend
Kubieren (bei n = 3) mit Hilfe von Skale K oder Quadrieren (bei
n = 2) mit Hilfe von Skale A.

“Ist der Exponent n gleich % oder %, so ist das fiir die Basis auf dem Skalenpaar C/D
ermittelte Ergebnis abzulesen und auf den Skalen K (bein = %) oder A (bein = %)
wieder aufzusuchen (Stellenzahlregel beachten!) und dann mit Hilfe des Liufers
auf D abzulesen.

Die Ablesung eines Zwischenergebnisses ist fiir n = % vermeidbar, wenn alle vor-
hergehenden Operationen auf den Skalen A und B durchfiihrbar sind.

Aufgaben, in denen Potenzieren und Radizieren mit Multiplizieren und Dividieren ver-
kniipft sind
Bei Aufgaben von der Form

nm,_
"n;b_‘l/c nm=2;n,m=3

Jam e

wird ebenfalls das Ablesen von Zwischenergebnissen notwendig. Um auf dem ge-
naueren Skalenpaar C/D rechnen zu kénnen, ist es notwendig, die vorkommenden
Potenzen zweiten bzw. dritten Grades abzulesen. Sodann ist die Stabrechnung mit
dem Quadrat- bzw. Kubikwurzelziehen zu beginnen.

. Beispiel 9:

Das Volumen des Tetraeders aus Beispiel 5 ist auf dem Stab zu berechnen.
5. s YT
13,5” Vz—cma = 1‘35”12 . 102 cm?®

(53) x=

Vietracder =
Stabrechnung: a) Lauferstrich iiber D 1,35;
b) unter Liuferstrich K 2,46 ablesen.
Vp =287 102 cms
¢) Liuferstrich iiber A 2,00;
d) C 1,2 unter Lauferstrich;
e) unter C 2,46 ablesen D 2,90.
Vr =2,9-102 cm?
Ergebnis: Das Volumen des Tetraeders betrigt 290 cm3.

3. Unterbrochene logarithmische Rechnung

Kommen in Aufgaben, die mit Hilfe von Logarithmentafel und Rechenstab gelost
werden sollen, die Grundrechenarten der ersten Stufe vor, so ist eine durchgehende
logarithmische Rechnung nicht méglich. Ist etwa folgender Ausdruck
a-Yb—c3.d Z
(G4) a=—"7FT—"7"—"=2-
e+ VF g N
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zu berechnen, so konnen nur die Teilprodukte p, = a + |b, p, = ¢3 - d und p; = 17:55
mit dem Stab bzw. der Logarithmentafel ermittelt werden. Nachdem dann durch
Subtraktion bzw. Addition Z = p, — p, und N = e + p; bestimmt sind, laBit sich
x = % wiederum mit logarithmischen Hilfsmitteln berechnen. Man bezeichnet dieses
Verfahren auch als unterbrochene logarithmische Rechnung.
Fiir (54) ergibt sich bei Benutzung der Logarithmentafel folgender Losungsweg:

1. lgp, =lga+ % Ig b, p, wird bestimmt
. lgp, = 3lgc + lgd, p, wird bestimmt
. Z = p, — p, wird bestimmt
. lg ps = % <lg f+ 21g g, pg wird bestimmt
. N = e + p; wird bestimmt
. lgx =1gZ—Ig N, x wird bestimmt

. Beispiel 10:

P
7,328 . /1025 4 82700 - 0,597
0,0274 - /3551 — 18,52 - 10,0483 —55.5

. Fiihren Sie die Berechnung selbst durch!

QU A Wt

Sollen Aufgaben, in denen Additionen bzw. Sublraktmnen vorkommen, auf dem
Rechenstab gelost werden, so ist zwar im all inen kein Berechnung er-
forderlich, aber einer iibersichtlichen und mathematisch einwandfreien Schreibweise
ist besondere Aufmerksamkeit zu widmen.

. Beispiel 11:

Ein kegelformiges Turmdach mit 6,84 m Grundkreisdurchmesser und 7,56 m
Hohe soll neu mit Schiefer belegt werden. Wieviel Quadratmeter Schiefer-
platten muB man anfahren, wenn man einen Aufschlag von 34 %, zu der zu be-
legenden Fliche fiir Verschnitt und Bruch in Rechnung stellt?

Zur Veranschaulichung diene die Uberlegungsfigur in Abbildung 2.12.

Mpoeh =ars

r=4=342m;s=|/(5f +ht=)3.422 + 7,562

Mpow = 75 (5] +ht =7+ 3,42 /3,422 + 7,562
Menge der benostigten Schieferplatten: x m?*

xm?: M = 1009%,: 66 %

xm? _mo I—ﬂ :z-%-l (;i,)z+h2

x= %- 73,42 - 13,422 + 7,562

Abb. 2,12,

Uberschlag: x~2-3:3-710 + 50 ~ 18- 164 = 144
Stabrech. 3,422 =11,7 .
avrecHmung: ;; 7.56% = 57, } -+ Diese Quadrate sind schriftlich zu addieren.

68,9
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c) B 100 unter A 68,9;

d) Lauferstrich iiber C 3,42 (nichts ablesen!);

e) C 66 unter (festgehaltenem!) Liuferstrich (nichts ablesen!);
f) Lauferstrich iiber C 7 und auf D 1,35 ablesen.

Ergebnis: Es werden 135 m? Schieferplatten benétigt.

Aufgaben
Berechnen Sie die folgenden Ausdriicke auf dem Stab oder mit Logarithmentafel!
23.4 - 0,827 0,0728 - 11,4 567 - 811 238,5 - 0,5384
15. a) =5, b) s ) =g ) —7m
0,387 - 5,426 5120 - 0,543 7,862 - 0,3503 50000 - 0,237 11,44 - 8,502
©) “g D —enn 8 o h) s ) o
Benutzen Sie auch die Reziprokskale R!
13,8 - 538 - 2000 44,7 0,0522 - 3,01 0,587 - 0,000 243 - 2,58
16. a) =5 504 b) =G 1ia <) 722 - 458
gy 532827102 0,2468 - 0,035 79 - 0,000 528 3
) omr-ea ) 273,528
0,237 - 44,8 ) 5874 17375 . 218000403 - 538
8) 1533 0,007 ) Toie 54 %) 72,44,28. 0,0000201
21,8 + 154 - 1001
k) 572 0,101 0007
744 0,0438
17. ) g3 om ) 50907
q) 000527 - 35.2 13.8 + 20 000
) T8 00026 ©) 00500 276
Benutzen Sie auch die Reziprokskale!
18. a) Bei welchen der vorstehenden Aufgaben geniigt Stab igkeit, bei welck nicht?

19.

20.

2

-

Begriinden Sie IThre Antwort!
b) Welche Aufgabe aus 15 (aus 17) ist ohne Benutzung von Stab oder Logarithmentafel
Iésbar ?

Ein Rechteck hat die Seiten @, und b;. Ein zu diesem flich
hat die Seite b,. Wie grof ist jeweils die andere Rechteckseite ?
a) ¢, =13,5em; b, = 8,2dm; by = 0,37 dm

b) ay =450m: b, =0,284km; b,=1km

¢) ay =253 mm; b, =77,Tem; by, =189m

Ein Quader hat die Abmessungen a;, b, und ¢,. Ein volumengleicher Quader hat die Ab-

messungen a,, b, und c,.

a) @y =33,4cem; b, =7.21dm; ¢; = 555 mm
a; = 0,982 m; b, = 17,21 cm;

b) ‘a; = 15,4 mm; b, = 0,272 m:
a, = 3,08 cm; b, =136 mm;

144 em; b, = 382 mm;

ay = x43 b, = 30,2 cm;

Berechnen Sie die Kanten mit den Lingen x,, x, und x,!

a) Welche Aufgabe aus 20 1iBt sich schneller ohne Stab und Logarithmentafel lésen ?
Wie wiirden Sie in Aufgabe 20 das Lo fahren bei B
b) des Stabes, ¢) der Logarithmentafel

dndern, wenn auch jeweils das Volumen gesucht wiire ?
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22, Zu den Kreisen mit den Durchmessern
a) d;=12cm, b) d, = 35,8 mm, ¢) dy=420m
sind die zugeordneten Bogenlingen b fiir die Zentriwinkel 5°, 10°, 15°, ..., 180° und die
Zentriwinkel fiir die Bogenlingen a) 0,1; 0,2; ...;1,2em b) 2,4, 6, ..., 34mm ¢) 1 m,
10m,20m, ..., 420 m
zu berechnen!

Berechnen Sie die folgenden Ausdriicke auf dem Stab oder mit Hilfe der Logarithmentafel!

23. ) 134-17,3 b) 0,0237 - 2,082 ©) 12,54-0,03507  d) S
0,054 082 730,9% 0,328 524
e) 0,007 014 ‘) 0,020 41 g) 54,22 h) 0,452
1) L2122 k) 6354 - 8,320 1) 0,218 - 14,29 m) 17,31 - 0,518%
0,0423 844 0,027 S
") s °) 503 P) G053 ) 7,052-0,032
r) 21090340 s) 19,52+ 0,0289 ) u) g
45,43 = oy 34,2 \3
V) w) (5,13 - 0,77) x) (755 - 0,0438)3 ¥) (m)
24. a) 2,13+ 0,8417 b) (0,0902-507)° <) (3,02-84,1)8
5810 0,356% 18,74
4 e ) 35 ) o7
72,03 \° 0,0784)\ 8 R
& (Wzl) h) (—m) i) 2332-23,3%

25. a) Bei welchen Aufgaben in 23 und 24 ist die Benutzung der Logarithmentafel der Be-

nutzung des Stabes vorzuziehen ?
b) Welche Aufgaben lassen sich besonders einfach auf dem Stab lésen ?
26. Ein Quader mit quadratischer Grundfliche hat
a) die Grundkantenlinge a = 77,8 cm und die Héhe h = 7,25 m;
b) die Grundkantenlinge r = 0,342 m und die Héhe h = 0,774 m;
¢) die Grundkantenlinge s = 0,0238 m und die Héhe h = 7580 mm.
Wie groB ist jeweils das Volumen ?
27. Ein Quader mit quadratischer Grundfliche hat
a) das Volumen ¥, = 758 cm?® und die Grundkantenlinge a, = 5,4 cm;
b) das Volumen ¥, = 0,002708 m® und die Grundkantenlinge a, = 23 mm.
Wie grof ist jeweils die Hohe des Quaders?
Berechnen Sie die folgenden Ausdriicke auf dem Stab oder mit Hilfe der Logarithmentafel!

28. a) 5,38 IL4 b) 0,023 - Y3640 ©) 025800781  d) o
V1558 10,003 072 21,8 0,070 82
f) ———— — —_—
DT ) ) Vi h) i
i :.3 800 k) IEE‘ 1 “]'73131 - }n.ma
10,99 16,28 Yosar V2,308
n) |3 °) V3 P )it q) }0.0279-53.3
r) 70,584 0,00291 ) 21040 - 5632 1) Y13,7 - 0,921 u) Y3345 J0,4585
-
29. a) 0,728 - Y513 b) 2,54 - ‘10200 &L
12 /3096 0,199 fopaz1\* 1/ 5318 \3
) V= D — g (} 3.14) b) | (0,02703)
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30. Ein Quader mit quadratischer Grundfliche hat
a) das Volumen V; = 981 cm® und die Hohe h; = 7,34 em;
b) das Volumen ¥, = 0,0538 m® und die Hohe h, = 21,3 cm;
¢) das Volumen ¥V, = 27000 dm® und die Héhe hy = 0,9 m.

‘Wie groB ist jeweils die Grundkantenlinge ?

Berechnen Sie die folgenden Ausdriicke auf dem Stab oder mit Hilfe der Logarithmentafel!

3,872 - 13,412

3L a) gm0

b

70,0728 - 5,27
) 22,43

<)

155,32
191,8 - 0,003 91

'5,31 - 0,408%
) [2AL- 0408

11,82 . lV 555

1 55,8 - 19,81 13,82 3 671.8 - 4,832
Vo o e D)
1224 - 0,138% Vo531 - 221 15500 - 17,4 V5213 - 0,538
P y— g
8,513 — 528 V0,537 - 21,7 21,3t + /36700 V/351,8 — 2270 - 0,0532
32 a)7—— b) o c) —— dy———=—t—
V83,4 - 2912 PR 0,79 — 10,082 15% + 33,8t . /0,0571
729 . /13,4 — 2850 f) ] 853 — 16,2¢ ) (Vmsov 3,51!)“ /543 0,3812
() e — —_ P
/6050000 - 0,02782 V544 + 16,22 22,82 — /855, (10,0231 - 1,88)*

84,523 - ;i/l&t.‘l - 0,3

3
12470 — /0,063 + 13,322

1 /09876 — 051312 —5 . Y3

D) YI11,2 - 0,00923 k) V32,64 — 8,979 51,71 — /0,240 - 5,30°
33. Fiillen Sie die folgende Tabelle, die Aufgaben zur Kreisberechnung enthiilt, aus!
r d A, u, Gleichung
28,3 mm
0,53 mm
1000 cm?
852 dm
74m
0,00523 km
0,0000783 dm? .

34. Von einem Zylinder sind

gegeben gesucht
a) d = 553mm h = 17,18 cm r,V, Ag, Ay
b)r =177cm h =0,158m d, V, Ay, Ay
¢) ¥V =1000 cm® h =10,0 cm r, d, Ag, Ay
d) A, = 2240 cm? h = 0,57 dm r,d, V,Ay
e) Ay = 551 cm? h =134 cm r,d, V,4,
)V =51 d =282 cm v, h, Ay, Ay
g) 4o = 1m? d =05m roh, V,Ay
h) Ay = 14,5 em? d = 0,75 cm r. h, V,4p
i) ¥ =0205m® r =554 cm d, h, Ay, Apr
k) A, = 1000 cm? r =0,072m d, h, V,Ay
1) A, = 200 cm? r = 1,58 cm d, h, V, Ay
m) Ay = 50 dm? V=101l r,d, h,Ay
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2.6. Exponentialgleichungen

Aufgaben zur Wiederholung

1. a) Welche andere Schreibweise ist Thnen fiir a* = b bekannt ?
b) Formen Sie auf gleiche Art die folgenden Ausdriicke um!

3% — 243; 5% —625; 13* — 1.3; (%)* —12

2. Schreiben Sie die folgenden Aufgaben als P !
a) x =log; 720 b) x=1g2 ¢) x = log; 8000 d) x = log, s

3. a) Wie konnen Sie x in Aufgabe 2 a und 2 ¢ berechnen ?
b) Geben Sie x = log, s mit Hilfe von dekadischen Logarithmen an!

4. Berechnen Sie die folgenden Logarithmen!
a) x = 3log,? b) x = 3loz 15 €) x=10's5 d) x=10lgb
e) x =alog,b i) x =log, a g) x = log, (a") h) x = loga'Ta_

Die Exponentialgleichung a* = b und ihre Losung

Eine Bestimmungsgleichung, in der die Unbekannte x als Exponent einer Potenz
vorkommt, heiBt Exponentialgleichung. Soweit Exponentialgleichungen auf die Form
(55) a*—=b

gebracht werden kénnen, sollen sie hier betrachtet und gelést werden. Unter der
Beriicksichtigung der Definition des Logarithmus zu einer festen Basis kann fiir (55)
auch

(56) x =log. b

geschricben werden, womit die Exponentialgleichung (55) prinzipiell gelsst ist.

. Beispiel 1:

2% =512
x =log, 512
x =9

Probe: linke Seite: 29 = 512

rechte Seite: 512

Vergleich: 512 = 512
Ist in (56) b jedoch keine bekannte oder durch Probieren zu findende Potenz zur
Basis a, so macht die praktische Berechnung von log, b Schwicrigkeiten, weil uns
nur die dekadischen Logarithmen tabelliert zur Verfiigung stehen. Nach (32) auf
S. 30 ist aber
(57) x =log, =::_j.

Die Unbekannte x ist also mit Hilfe der dekadischen Logarithmen leicht zu berechnen.
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. Beispiel 2:

2% =511 Nebenrechnung:
x = log, 511 2,7084 : 0,3010 = 8,998
g sadeill 24080
55004 30040
X = 53010 27090
29500
x = 8,998 27090
724100
24080
00020

. Verwenden Sie statt der schriftlichen Division die Division mit Hilfe der Log-

arithmentafel! Vergleichen Sie die beiden Ergebnisse, und erliutern Sie die
Ursache fiir die Abweichung! Fiihren Sie die Probe selbst durch!

Zum gleichen Ergebnis fiir x wie in (57) kommt man auch mit Hilfe des Logarithmen-
gesetzes
(22)
Da zwischen jedem Numerus und seinem Logarithmus eines Systems eine eineindeu-
tige Zuordnung besteht, folgt aus der Gleichheit zweier Numeri auch die Gleichheit
ihrer Logarithmen zur gleichen Basis. Damit folgt aus (55)

$(58)
Fiir dekadische Logarithmen folgt aus (58) unter Verwendung von (22)
(59)
und daraus wieder (57).
Dieses Verfahren werden wir hauptsichlich bei der Losung von Exponentialgleichun-
gen verwenden.
Hiufig sind erst Umformungen einer gegebenen Exponentialgleichung notwendig,
um sie auf die Form a* = b zu bringen.

. Beispiel 3:

log, (b") = n-log. b.

log. a* = log. b (,,Logarithmieren* der Exponentialgleichung).

x-lga=Igb

32,4 =128 Nebenrechnung :
Umformen zu a* =b: 2,4* = o 5-1g12 =5-1,0792 = 5,3960
o Zlg3 = 04771
Logarithmieren: 1g2.4* =g (3_) 4,9189
x-lg24=5-1gl2—-1g3
_ 5.lgl2—lg3 N. L.
- Ig 2,4
x = W08 4,919 0,6919
0,3802 0,3802 | 0,5800 —1|—
x = 12,94 0,1119+1
12,94 1,1119
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Probe: linke Seite:

Ig (3-2,412%) =g 3 + 12,94 -1g 2,4 = 0,4771 + 4,9190 = 5,3961
rechte Seite: lg (125) =5-1g12 = 51,0792 = 5,3960 )
Vergleich: Die dekadischen Logarithmen stimmen iiberein, folglich

auch die zugeordneten Numeri.

. Beispiel 4:

Fiir eine wichtige Produktionsabteilung eines volkseigenen Konfektions-
betriebes ist eine jihrliche Produktionssteigerung um 9 % geplant. Die Werk-
titigen stellen sich im Produktionsaufgebot das hohe Ziel, 159, jihrliche
Produktionssteigerung zu erreichen. Nach wieviel Jahren hat sich jeweils die

Produktion verdoppelt?
Lésung:
a) Ermittlung der beiden Bestimmungsgleichungen

Urspriinglicher Plan
Produktion am Ende des

1. Jahres: 1099, = ;% = 1,09
Produktion am Ende des

2. Jahres: 1,09 - 1099, = 1,092
Produktion am Ende des

3. Jahres: 1,092-1,09 = 1,093
Verdoppelte Produktion am

Plan im
Produktionsaufgebot

115% = = = 1,15

1151159 = 1,152

1,152- 1,15 = 1,153
1,15+ =2

L15* =2

x-1g1,15 =1g2
03010
= 00607

x5

Ig2 ~ 0,3

Ende des x. Jahres: 1,09* =2
b) Losung der Bestimmungsgleichungen
1,09 =2
Logarithmieren:
x-1g1,09 =1g2
0,3010
X = m
x~ 8
Probe:
linke Seite: 1g 1,09 ~ 8-0,037 ~ 0,3 1g 1,155 ~ 5-0,0607 ~ 0,3
rechte Seite: Ig2~03
Vergleich: 0,3 =0,3

0,3 =0,3

Ergebnis: Nach dem urspriinglichen Plan wiirde die Produktion erst nach
8 Jahren, nach dem im Produktionsaufgebot beschlossenen Plan

schon nach 5 Jahren verdoppelt.

Aufgaben

Lésen Sie die folgenden Exp ialgleick !

5. a) 3 = 243 b) 1,8 = 1,84 ¢) 5,38% = 0,27
d) 12,75 = (3,20 + 4,18)°  e) 4,21* = 421 f) 421% = 4,21
g) 0,47 =113 h) 5.2¢ = V152 i) 5-80,3 = 1214
k) o+ 0,025 = 14 1) 162- 5 = 228
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6. a) 49% = 4096 b) (3)7" =202 c) 8 a-(%)"“ =1%5a

P
d) 1722-5 =17 e) 0,785~ =1 f) 28,47 —}128%
L — 3 LA
g) 0,345 — 1200 h) 813%~%= 1734 i) 0,137 =130 3,7
e 3x __ P
7. a) }0,000008 = 5 b) —}/55 = 2,88 ) 127 =120
x5 §x-2___ 1.3 g
d) —y100 = 10 ) 33,8 = 1,98° f) 77 =15
4 256 x 2 . —3 +3
=3 h) 13,25 = 14,22% i) 2,450 = 4,2¢

8.a) 3.7 —75-2=1022 b) 35545542 =428 ¢ 5-02°=10-02"+1 4+ 13
d) 57982 + 982 = |/ -

9. a) Welche besondere Schwierigkeit entsteht bei der Losung der Aufgaben 5 g und 5k?
b) Wie laBt sie sich iiberwinden?
¢) Bei welchen Aufgaben treten noch Schwierigkeiten auf?
10. Geben Sie aus den Aufgaben 5 bis 8 diejenigen Gleict an, deren Losung Sie genau

ermitteln konnten! Begriinden Sie, warum die Losungen der anderen Gleichungen nur
Niherungswerte sind!

11. Das durchschnittliche jihrliche Wachstum der industriellen Produktion betrug in der Zeit
von 1955 bis 1959, bezogen auf 1950 £ 100%,,

a) in der Sowjetunion jihrlich 18%,,

b) in den USA jéhrlich 2,49, (starke Schwankungen!),

¢) in der DDR jihrlich 16,2%,

d) in Westdeutschland jéhrlich 9,49, (Schwankungen!).

In welchem Zeitraum steigt bei gleichbleibendem durchschnittlichem Wachstum in den vier

angefiihrten Staaten die Produktion

a) um 50%, f) um 80%, y) um 100%, ) um 200%,
bezogen auf 1950 £ 1009, ?

Nehmen Sie kritisch zu den Ergebnissen Stellung!

2.7. Anwendungsaufgaben
Aus der Physik

1. Berechnen Sie die Masse einer Wasserstoffmenge, die bei 35,2 °C und 8,45 at Druck ein
Volumen von 10,05 dm?® hat!

Hinweis: B Sie die all, ine Zustandsgleichung fiir ideale Gase!
2. Welches Volumen nimmt 1,000 kg H, bei 20 °C und 4,35 at Druck ein?
3. Bekanntlich haben 22,421 (Molvol ) reiner S fI unter Normalbedi eine

Masse von 32,00 g.

a) Bestimmen Sie die Dichte des Sauerstoffs!

b) Welche Masse hat 1,000 m® O, unter Normalbedingungen ?

¢) Welches Volumen nehmen 1,000 kg O, unter Normalbedingungen ein ?

4. a) Wie groB3 ist die Masse reinen Sauerstoffs, der in einer Stahlflasche von 40,02 1 Volumen
bei einer Temperatur von 18 °C einen Druck von 148,5 at hat?
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b) Wieviel Meter Nahtlinge von 20 mm starkem Blech lassen sich mit dem Inhalt dieser
Sauerstoffflasche schneiden, wenn (bei 20 mm Blechstirke) der Sauerstoffidruck 4.6 at
betragen muB und der Sauerstoffverbrauch je Meter Nahtlinge 2101 (unter Normal-
bedingungen) betrigt ?

Mit Hilfe der Loscamiprschen Zahl L = 6,02 - 1023, die die Zahl der Molekiile in 22,42 |

eines Gases (Molvolumen ¥jr) angibt, und der Grundgleichung der kinetischen Gastheorie

p= %n m - v? ist es beispielsweise moglich, die Masse m eines Wasserstofimolekiils zu be-
rechnen. Wegen L = n + Fy folgt aus der Grundgleichung

p- VM=?IL-m'|_12,
worin bei Wasserstoff fiir p = 760 Torr die mittlere Geschwindigkeit v = 1694 m - s 1 ist.
a) Berechnen Sie die Masse eines Wasserstoffmolekiils!

b) Kontrollieren Sie das Ergebnis auf einem anderen, wesentlich einfacheren Weg ebenfalls
mit Hilfe der Loscaminrschen Zahl!

. Bestimmen Sie aus der mittleren Molekiilgeschwindigkeit des Wasserstoffs (v = 1694 m - s71)

und aus den Dichten der jeweiligen beiden Stoffe die mittlere Molekiilgeschwindigkeit fiir
Sauerstoff, Stickstoff und Kohlendioxyd mit Hilfe der Formel

aus der kinetischen Gastheorie!

7. Berechnen Sie mit Hilfe des Widerstand zes der Strd lehre

Wa ey % vi- A4
den Widerstand W der in der nachstehenden Tabelle aufgefiihrten Kérperformen!

— s ==
—_— Halbkugel- —
—_— D schale (gegen 1.35 — . Vollkugel 0.45
= Stromung) —_—
Stromlinien-
< | Kreisscheibe | 1,11 -—-—-‘ korper (Spitzel o
—_— gegen
—, 23
Strémung)
Halhkugfh Suomlinifn-
schale (Wélb. 0.35 korper (Wélb. 0.05
— gegen ) —_—— gegen -
Stromung) £ Stréomung)
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Diese Korper sollen eine Stirnfliche A von

a) 1cm?2, b) 1dm?, ¢) 1 m?

haben, und die Stromungsgeschwindigkeit v der Luft soll

o) 10m-s71, f) 15m-s71, 7) 20m - s71, 0) 108 km - h™1 (Orkan)
betragen.

Nach dem Hookgschen Gesetz erfihrt ein Draht von der Linge | und dem Querschnitt 4 bei
einer Belastung von F die Verlingerung

Die Konstante E wird als Elastizititsmodul bezeichnet; er ist von der Art des Stoffes ab-
hingig. Werden 4l und ! in em, A4 in cm2 und F in kp gemessen, so ist

Estant = 2100 000 Exupter = 1200 000 5 .

am’ L



10.

Berechnen Sie p

a) die Verlingerung fiir einen Stahldraht mit F = 2,7kp; | = 4,72 m; d = 0,5 cm;
b) die Verlingerung fiir einen Kupferdraht mit F' = 15,2kp; [ = 612 cm; d = 8 mm!
¢) Stellen Sie A1 = f (F) und A1 = f (A4) graphisch dar!

Ein Stab mit rechteckigem Querschnitt sei an einem Ende fest eingeklemmt, das andere Ende

sei mit F (in kp) belastet. Die Durchbiegung des Stabes betragt B — % .

Berechnen Sie die Durchbiegung von Stiben aus

a) Stahl: Lange | = 75 em; Breite b = 1,5 em; Héhe h = 2,2 em; F = 2,5;172; 8,75 kp und
b) Kupfer: Linge | = 64 cm; Breite b = 1,8 cm; Hohe h = 3.0 em; F' = 1,35 4,72 6,95 kp!
Der Abstand Erde—Mond betrigt rund 384 000 km.

Welche Zeit benétigt ein Lichtstrahl zum Durchlaufen dieser Strecke ?

Aufgaben aus der Technik

11.

12.

13.

Bei der Spannschraube gilt zwischen der aufzuwendenden Kraft F, und der Druckkraft F,
die Beziehung
Fy="F,- 211& 3

Hierin bed h die Steigung des Schraubengewindes und R den Durchmesser des Hand-
rades. Wie groB3 ist jeweils die gesuchte Grofie fiir

a) F, =1000kp; h = 4.2mm; R = 55,8 cm;

b) F, = 5.2kp; h = 3,6 mm; R = 55.8cm;

c) F, =2,5kp; h =23 mm; F, =1830kp?

Bei Mehrfachiibersetzungen von Zahn- ¢
ridern (Abb. 2.13.) gilt fiir die Uber- Antriebswelle
setzung i die Beziehung Getriebene - /t_ \

Produkt d. Ziihnezahlen d. getriebenen Riider WC//G

¥ = Produkt d. Zabnezahlen d. treibenden Rader / 7 [

a) Leiten Sie diese Beziehung her! 3_

b) Wie groB ist die Ubersetzung i, wenn }x— } —?—
Z,=52,Z,=25,2,=52,Z,=17ist? “\ ”~ Cz

¢) Wie grof} ist die Drehzahl n,, wenn , V
die Drehzahl der Antriebswelle .
n, = 520 Umdrehungen * min ~!ist? Zs\r

d) Wie groB ist die Umfangsgeschwindig-
keit der getriebenen Welle, wennderen
Teilkreisdurchmesser d;, = 152 mm ist,
der Teilkreisdurchmesser der Antriebswelle d; = 494mm und ihre Drehzahl n, = 380 Um-
drehungen - min~! betrigt ?

e) Besorgen Sie sich die Werte fiir das Wechselgetriebe des PKW Wartburg 312 und des
PKW Trabant P 50 und eines LKW sowie deren Motordrehzahlen, und rechnen Sie selbst!

Zwischenwelle Abb. 2.13.

Fiir den notwendigen Querschnitt 4 eines auf Zug beanspruchten Bauteils gilt
F

A=

= zul
Darin ist F die angreifende Zugkraft und o.,, die vom Material abhingige zulissize Be-
anspruchung.

Fiir St 42 (Stahlsorte) ist die Zugfestigkeit 0. g = 4 200 kp * cm™2, und fiir die zulissige Be-
anspruchung o: ,u bei v-facher Sicherheit gilt

% B

Ceaul = —5—
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14.

15.

16.

17.

18.

19.
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a) Wie groB ist der Durchmesser eines Rundstahls St 42 zu wihlen, damit bei vierfachem
Sicherheitsfaktor der Rundstahl mit F = 10 000 kp auf Zug belastet werden kann ?

b) Welche Zugbelastung hilt ein Rundstahl St 42 von 95 mm Durchmesser bei fiinffacher
- Sicherheit aus?

¢) Bei welcher Zugbelastung zerreifit der Rundstahl aus Aufgabe b?

Benutzen Sie die in Aufgabe 7 verwendete deerstandsformel fur dxe Berechnung des Luft-

widerstandes eines PKW F 9 fur die folgenden Geschwi

a) 10m-s! b) 20m - s~ ¢) 70km - b1 d) 100 km - h~1

Fiir den PKW F 9 gelten etwa folgende Werte ¢, = 0,3; 4 = 1,7 m2.

Wie indert sich das Ergebnis von Aufgabe 14, wenn jeweils a) ein Riickenwind, b) ein Gegen-

wind von v, = 22 km - h™! herrscht ?

¢) Wieviel Prozent der Motorleistung (30 PS) werden jeweils durch den Luftwiderstand ver-
braucht?

Die Absaugéffnung einer Absaugvorrichtung hat den in Abbildung 2.14. dargestellten Quer-
schnitt,

Welchen Durchmesser muf} die runde Absaugleitung erhalten,

wenn die Luftgeschwindigkeit in der Offnung doppelt so grof3 o
sein soll wie in der Leitung?

Eine Rohrleitung mit einem Durchmesser von 400 mm soll in 300

einem rechteckigen AnschluBstiick mit gleicher Q hnitts- L

fliche ausmiinden. Die Seiten des Rechtecks sollen sich wie Abb. 2,14,
5:2 verhalten.

Eine Getriebewelle (d = 80 mm, | = 780 mm) ist einmal zu iiberdrehen. Die Schnitt-
geschwindigkeit betragt 45— und der Vorschub 0,6 ———
Berechnen Sie

a) die erforderliche Umdrel hl der Arbeitsspindel
b) die erforderliche Arbeitszeit!

Udh'

Eine Antriebswelle (d = 160 mm) wird iiberdreht. Die Arbeitsspindel der Dreh hi;
macht 90 Umdrehungen in der Minute. Wie gro8 ist die Schnittgeschwindigkeit ?

1100% 1750

Abb. 2.15. Abb. 2.16.




20. Die Abbildung 2.15. zeigt den Innenraum einer GieSpfanne.

2

23. Beim Kegel gibt die Bezeichnung ,.Kegel% g

-

5

Berechnen Sie

a) das F: g 6 der GieBpf: wenn sie bis 180 mm unterhalb der oberen Kante
gefiillt werden darf;

b) die Masse des Pfanneninhaltes (Dichte des fliissigen Eisens o = 6,9 d:‘,')!

Die in Abbildung 2.16. durch eine technische
Zeichnung  wiedergegebene Entliiftungs-
haube, oben und unten offen, wird aus 2 mm
dickem Blech gefertigt; die Kanten werden
geschweilt.

1800 2200 g _,

Berechnen Sie

a) die Linge der SchweiBnihte;

b) die Masse der Haube (1 mm dickes
Blech wiegt 8 X)!

3800

Die in Abbildung 2.17. dargestellte oben und -lm.l 7400
unten offene Ubergabeschurre wird aus 5 mm
dickem Blech gefertigt; die Kanten werden
geschweilt. Abb. 2.17.
Berechnen Sie

a) die Linge der Schweilnihte,
b) die Masse!

Abb. 2.18.

Anderung des Durchmessers
Linge des Kegelstumples

das Verhiltnis
(Abb. 2.18.):

an
_D-d
R
a) Berechnen Sie d aus
D = 60 mm; | = 120 mm; Kegel %!
b) Berechnen Sie % aus
D =150 mm; d=120 mm; ! = 360 mm!

24. Fiir den Differentialflaschenzug gelten die Formeln

D—-d D—d
F=Fy 55 und s, = 5557 s,

wobei F, die Kraft, F, die Last ist und D bzw. d die Durchmesser der koaxialen Kettenrider

sind, wihrend sp, den Lastweg und sr, den Kraftweg bedeuten.

a) Welche Kraft ist notwendig, um eine Last von 40 Mp anzuheben, wenn D = 555 mm
und d = 550 mm ist?

b) Wie groB ist in a der Kraftweg sr,, wenn die Last um 12,5 cm angehoben werden soll ?

¢) Welche Last kann im vorliegenden Fall hochstens gehoben werden, wenn die Kraft
F < 0,098 Mp ist?

d) Was erhilt man in den Aufgaben a bis ¢, wenn D = 13,5 cm und d = 131 mm ist?

25. Soll der prozentuale Gehalt eines bestimmten El in einem gegeb Stoff (chemische
Verbindung oder Gemisch) bestimmt werden, so rechnet man nach der Formel
F . A.100
x(%) = HT

H
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Darin ist
" B . -~ 3 i 1 .
der stochiometrische Faktor F, — “&Atom (hw.M"]"::l"f",w'cm des. geeuclitin f;;i:') , die Masse

des erhaltenen Stoffes gleich 4 (Auswaage), die Masse des eingewogenen Stoffes gleich E
(Einwaage).

Beispiel: Wieviel Prozent Ca sind in 355,4 mg Kalkstein enthalten, wenn nach chemischer
Umsetzung 470,3 mg CaSO, ausfallen? Wie hoch ist der prozentuale Gehalt des Kalksteins
an Ca0?

Ljsung:
40,08 N. L
~arE - 470,3 - 100 2 e
- . in 0/) — 136,15 th
@) fiir Ca:  x (in 9o) = Z0B8 0 40,08 1,6029
136,15 2,1340 —
x (in %) = 38,96% F, 0,4689—1
470,3 2,6724
100 2,0000 +
S 4,1413
b) fiir CaO: x (in %) — 13015 " #703100 255 2001, e
/0, 3554 38,96 1,5906

Berechnen Sie x9,!

26. Losen Sie entsprechend folgende Aufgaben:

a) Aus 1,304 g Eisenerz erhilt man 998 mg Fe,0,. Wieviel Prozent betriigt der Eisengehalt
dieses Erzes?

b) Aus 845,3 mg eines Minerals erhilt man 644,0 mg BaS0,. Wieviel Prozent betrigt der
Bariumgehalt des Minerals ?

¢) Aus 570,8 mg Schwefelsiure erhilt man 358,3 mg BaSO,. Wieviel Prozent Schwefel,
Schwefeldioxyd, H,SO, enthilt die Schwefelsiure ?

d) Ein Mineraldiinger soll auf Phosphor- und Kalzi halt untersucht werden. Aus 522,0 mg
Mineraldiinger erhilt man 204,8 mg CaO und aus 877.4 mg Mineraldiinger 551,5 mg
Mg,P,0;. Bestimmen Sie den Ca- und P-Gehalt sowie den Anteil an sonstigen Stoffen des
Mineraldiingers!

S

27. Salzsiiure mit einer Dichte von ¢ = 1,15 g - em™3 soll in kugelférmige Behilter mit 70,2 em

2

1

@

Innendurchmesser gefiillt werden.
a) Wieviel Salzsiure faBt ein Behilter ?
b) Wieviel Behilter werden benétigt, um 2,48 t Salzsiiure abzufiillen ?

. Das Achsgewicht eines Traktors wirkt bei waagerechtem Stand des Fahrzeuges je zur Hilfte
auf die beiden Rider. Das Gewicht, das auf einem Rad lastet, ist auf dessen Auflagefliche
verteilt. Um den Bodendruck zu ermitteln, miissen wir ausrechnen, wieviel Kilopond auf ein
Quadratzentimeter der Auflagefliche driicken.

Das Achsgewicht der ,,Brockenhexe** betrigt vorn 600 kp und hinten 1100 kp, die Auflage-

fliche je Rad vorn 290 cm? und hinten bei 3 at Reifendruck 945 cm?2.

a) Berechnen Sie den Bodendruck der Vorder- und der Hinterriider!

b) Vergleichen Sie den Bodendruck der Hinterrider mit dem Druck, den Sie auf den Boden
ausiiben, wenn die Auflagefliche Threr Schuhsohlen 200 cm? betriigt!

¢) Besorgen Sie sich die Zahlenwerte, um den von einem Pferd ausgeiibten Bodendruck be-
rechnen zu kénnen!

Unter n-g-Atom versteht man soviel Gramm eines chemi El wie sein A i ipliziert mit der
Anzahl der Atome im Molekiil, des bestimmten Stoffes angibt.
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29.

31.

32.

33.

5%

Die giinstigste Form der Bewisserung gréBerer Flichen ist das Beregnen. Meist werden Dreh-
strahlregner verwendet. Diese Apparate beregnen eine Kreisfliche.

Ein 0,45 ha groBes Gemiisefeld einer LPG wird mit einer Regenhéhe von 25 Millimetern aus
der Wasserleitung beregnet.

a) Wieviel Kubikmeter Wasser werden dabei verregnet ?
b) Welche Wasserkosten entstehen, wenn der Preis 0,30 MDN je Kubikmeter betriigt ?
¢) Wie hoch sind die Wasserkosten, wenn ein Vorzugspreis von 0,16 MDN gewihrt wird ?

Zusatz: Der LPG steht aus einem Bach Wasser kostenlos zur Verfiigung, jedoch entstehen
fiir den Transport des Wassers vom Bach zum Gemiisefeld Selbstkosten in Hohe von
0,02 MDN - m~3. Wie hoch sind dann die Wasserkosten ?

Die Riibenvollerntemaschine SKM 3 képft, erntet und ladet die Riiben in einem Arbeits-
gang. Mit ihrer Hilfe ist es unseren Genossenschaftsbauern méglich, mit viel weniger Auf-
wand an Handarbeit als bei den veralteten Erntemethoden die Riibenernte zu meistern.
Folgende Untersuchungen zeigen die Steigerung der Arbeitsproduktivitit der Riibenernte
bei den verschiedencn Erntemethoden. So betrigt der Aufwand an Handarbeitsstunden bei:

1. Handroden und Abschneiden ...........cccoiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiininenes

2. Kopfschlitten und Rodepflug ... _:Q.
3. Kopfschlitten und Schatzgraber ... %
4. Kopfschlitten und Schatzgriber mit Rucksack ... 45 hl—;
5. Riibenvollerntemasching . ......vvesscvnasososnsns vsvanmssasss seseassss 28 nhn
Um wieviel Prozent konnte die Arbeitsproduktivitit der einzel Methoden gegeniiber der

ersten Methode gesteigert werden ?

‘Wird Stallmist 6 Stunden nach dem Ausbringen untergepfliigt, so betrigt die Ertragswirkung
gegeniiber sofortigem Unterpfliigen nur noch 979%,. Nach 24 Stunden betragt sie 949, und
nach 4 Tagen nur noch 86 %,

Berechnen Sie die entsprechenden Ertragsverluste
a) fiir 15 ha Kartoffeln bei einem erwarteten Ertrag von 240%‘;,

b) fiir 12 ha Zuckerriiben bei einem erwarteten Ertrag von 380 d—h:.!

Die Hackfruchtflichen eines VEG sollen je Hektar mit 34 kg, der Raps mit 51 kg. die Erbsen
mit 17 kg, die Getreidearten it 17 kg und die Luzerne mit 20 kg Phosphorsiure (P,0;) ge-

diingt werden. Wiesen und Weiden erhalten 36E Phosphorsiure in Form von Thomas-
phosphat.

a) Wieviel Dezitonnen Superphosphat werden benétigt, wenn dieses 179, Phosphorsiure
enthilt und 73,5 ha Getreide, 37,81 ha Hackfriichte, 5,33 ha Winterraps, 5,33 ha Erbsen
und 23,43 ha Luzerne vorhanden sind ?

b) Berechnen Sie die erforderliche Menge an Thomasphosphat, wenn dieser Diinger 159,
Phosphorsiure enthilt!

Die Aussaatmenge je Hektar wird wie folgt berechnet:

Aussaatmenge je Hektar = —":—m%- >
D
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Dabei sind  s: ortsiibliche Aussaatmenge in :‘Tf,
my,: die durchschnittliche T: dk der betreffenden Art in Gramm,
m,: die T: dk der Priify in Gramm,
K: die Keimfihigkeit der Priiffnummer.

Coirmfahiokai — Anzehl der susgekeimten Samen
Keimfahigkeit — =g Ger Samen

h Sie die Aussaat fiir die Kulturen und Flichen der LPG bzw. des VEG
Thres Ortes!

B
B

34. Das Abdrehen von Drillmaschinen zur Feststellung der benétigten Saatgutmenge.
e S kg
Gegeben: s: ortsiibliche Aussaatmenge in g%,
r: Radius des Rades in m,
b: Sabreite der Maschine in m.
Wenn die Aussaatmenge s ;‘TE aus der Maschine fallen soll, betriigt die Saatgutmenge x bei

n Umdrehungen

sin-2arb
* = "5a00— K&

2.8 Zur Geschichte des logarithmischen

Rechnens

Die Geschichte des logarithmischen Rechnens zeigt auBlerordentlich eindrucksvoll,
wie die Entwicklung der Mathematik durch gesellschaftliche Bediirfnisse voran-
getrieben wird.

Urspriinglich schien nichts anderes als eine interessante Zahlg
wenn man die arithmetische Folge

0,1,2,3,4,5, ...

mit der geometrischen Folge

. 2.
el vor

tal
P

1, a, a%, a® a%, a%, ...
verglich und eine Beziehung zwischen

dem Produkt zweier Glieder der unteren Folge und der Summe der dariiber-
liegenden Glieder der oberen Folge erkannte.

Der Deutsche MiCHAEL STIFEL (1486 oder 1487—1567) schwiirmte in seinem bedeu-
tenden algebraischen Werk Arithmetica integra (Gesamte Arithmetik, 1539) von den
Beziehungen beider Reihen. Er brachte zum Ausdruck, da man ,.ein ganz neues
Buch iiber die wunderbaren Eigenschaften dieser Zahlen schreiben kénnte*. STIFEL
hatte auch erkannt, daB jeweils das Subtrahieren dem Dividieren, das Multiplizieren
dem Potenzieren und das Dividieren dem Radizieren entspricht. Somit waren eigent-
lich seit STIFEL die theoretischen Grundlagen des logarithmischen Rechnens vor-
handen.

Den AnstoB fiir die praktische Auswertung dieser Erkenntnisse gab die Trigonometrie.
Im 16. Jahrhundert nahm die praktische Astronomie eine schwungvolle Entwicklung,
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da die Hochseeschiffahrt nach neu entdeckten Lindern bedeutende astronomische
und trigonometrische Kenntnisse erforderte. Die astronomischen Berechnungen
waren jedoch auBlerordentlich miihsam, da fortgesetzt Multiplikationen und Divisio-
nen mit vielziffrigen Zahlen (ndmlich den Sinuswerten verschiedener Winkel) vor-
zunehmen waren.

Vor diesen Problemen stand auch der Schweizer JosT BUReI (1552—1632), ein Uhr-
macher und Mechaniker, der sich in unermiidlicher selbstindiger Arbeit bis zur Stel-
lung eines Astronomen an der damals fiihrenden Sternwarte in Kassel emporgearbeitet
hatte. Bei der Suche nach Methoden
zur Vereinfachung seiner beruflichen
Rechenarbeit gelang es ihm, unter Aus-
nutzung der bereits bekannten theoreti-
schen Grundlagen, eine erste Logarith-
mentafel aufzustellen. Hierzu inter-
polierte er nach einem geschickten Ver-
fahren fortgesetzt eine arithmetische
und eine entsprechende geometrische
Folge. Dabei ergab sich genaugenom-
men eine Tafel der Antilogarithmen, da
nicht wie in unseren heutigen Tafeln als
Numeri die Reihe der ganzen Zahlen
gewihlt war, sondern die Logarithmen
gleichmiBig wuchsen.

BiURcI berechnete seine Tafel in auBer-
ordentlich angestrengter Arbeit in den
Jahren von 1603 bis 1611. Da er sich als
wi haftlicher Auf} iter fiihlte
und nur ungeniigend die Gelehrten-
sprache der damaligen Zeit, das Latein,
beherrschte, scheute er sich vor einer
Veroffentlichung seines Werkes. Erst im
Jahre 1620, nachdem BURGI seinen
‘Wohnsitz nach Prag verlegt hatte und
dort in freundschaftlichen Beziehungen zu dem anerkannten Astronomen JOHANNES
KEPLER stand, erschienen die Tafeln unter dem Titel Arithmetische und geometrische
Progref-Tabulen, leider unter sehr ungliicklichen Umstinden. Im Jahre 1620 wurde
Prag im Verlaufe der Kriegshandlungen des DreiBigjihrigen Krieges eingenommen
und gebrandschatzt. Dabei wurde auch fast die gesamte Auflage der Progref-Tabulen
zerstort.

Die Bedingungen fiir die Entwicklung der Wissenschaften wurden in Mitteleuropa
und besonders in Deutschland durch den DreiBigjihrigen Krieg ganz aulerordentlich
ungiinstig. So konnten sich auch BURrc1s Tafeln trotz der Empfehlung KEPLERS nicht
durchsetzen.

Durch sein Zégern hatte sich BURGI um den Ruhm der ersten Veréffentlichung von
Logarithmentafeln gebracht. Im Jahre 1614 waren in Schottland, in Edinburgh,
schon Logarithmentafeln gedruckt worden, und zwar unter dem Titel Mirifici
logarithmorum canonis descriptio (Beschreibung einer Tafel wunderbarer Rechnungs-
zahlen). Hier tritt zum erstenmal das Wort Logarithmus auf, das soviel wie Rech-

Abb. 2.19. JounN NEPER
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nungszahl, Ordnungszahl bedeutet. Der Verfasser war der schottische Mathematiker
JouN NEPER (1550—1617). Er war im Grunde von derselben Fragestellung ausgegangen
wie BURGI, hatte aber ein anderes Verfahren zur Berechnung der Logarithmen an-
gewendet und war daher auch auf eine andere Basis des Logarithmensystems ge-
kommen. Den Logarithmen Biircis lag, wenn man sich modern ausdriickt, die
Basis 1,000110000 — 2 71846 - as e zugrunde, denen NEPERs eine zu %proportionale
Basis. NEPERs Tafel enthielt die siebenstelligen Logarithmen der nach Minuten fort-
schreitenden Sinus und Kosinus und die zugehérigen Differenzen, d. h. denlogtanx.
NEPERs Tafeln fanden, zunichst vor allem in England, aber spiter auch auf dem
Festland, eine begeisterte Aufnahme unter den Fachgelehrten. Die Umwandlung der
zuniichst noch schwer zu iiberblickenden neuartigen Zahlen in ein Handwerkszeug der
Praxis erfolgte durch HENRY BR1GGS (1561—1630). Er war Professor am Gresham-
College in London, einer Spezialschule zur Ausbildung von Kaufleuten und ..See-
offizieren Seiner Majestit des Britischen Kénigs*, die auf ihre Art Englands Aufstieg
zur fithrenden Kolonialmacht der Welt unterstiitate. Nach einigen Diskussionen
einigten sich BRIGGS und NEPER, der bald darauf starb, auf die vereinfachenden An-
nahmen log 1 = 0 und log 10 = 1, d. h. auf den Ubergang zu dekadischen Logarith-
men. Dann machte sich BRIGGS mit Feuereifer an die Berechnung der Tafeln, die von
1617 an in Teilen 14stellig erschienen. Von nun an war der Siegeszug der Logarithmen
nicht mehr aufzuhalten.

In der Folgezeit wurden neue und bessere Methoden zur Tafelberechnung entwickelt.
Sie beruhen auf der Verwendung unendlicher Reihen, einem Hilfsmittel der héheren
Mathematik. Auch die theoretische Einsicht wurde vertieft. Aber erst dem Genie des
groBen schweizerischen Mathematikers LEONHARD EULER (1707—-1783) verdankt man
die Einsicht, daB das Logarithmieren eine zweite Umkehrung des Potenzierens ist.



3. Winkelfunktionen

und ebene Triconometrie

Dreht man eine Spule in einem Magnetfeld, so wird eine elektrische
Spannung erzeugt. Diese Erkenntnis bildet die Grundlage fiir den Bauvon
Generatoren, die zur Umwandlung von kinetischer Energie in elektrische
Energie dienen. Auf der obigen Abbildung aus dem VEB Sachsenwerk
Niedersedlitz kann man die beiden Hauptteile eines Generators erkennen,
den Stator und den Rotor. Der Rotor, ein michtiger Elektromagnet,
wird mit Hilfe eines Krans in den Stator eingefiihrt. Zur Stromerzeu-
gung wird der Rotor von einer Turbine gedreht. Dabei wird in den Spulen,
die der Stator auf einem Kranz von Eisenkernen trigt, eine Wechsel-
spannung induziert. Die Spannung édndert stéindig ihre GréBe und wechselt
ihre Polaritit. Die GréBe der induzierten Spannung ist eine Funktion
des Winkels, den der Rotor bei seiner Umdrehung beschreibt. Derartige
Winkelfunktionen werden wir im folgenden Kapitel kennenlernen.




3.1. Die Winkelfunktionen

Die Sinusfunktion

. 1. a) Fertigen Sie ein Gelenkviereck an, bei dem alle Seiten die gleiche Linge
haben (Rhombus)! Bewegen Sie das Viereck so, daf ein Innenwinkel alle
Winkel von 0° bis 180° durchliuft! Wie verindert sich dabei der Flichen-
inhalt des Rhombus ?

b) Zeichnen Sie Rhomben mit den Seiten
a =5 cm und den Winkeln ; = 10°;
g = 20% g = 30°%; ...; &, = 170°
(Abb. 3.1.)! Messen Sie die zugehari-
gen Hiohen hy; hy; hg; ...; hy; und
bestimmen Sie die Flicheninhalte A,;
Ay3Ags. .. 3 Ay,! Welcher Flicheninhalt
ergibt sich fiir xy = 0° und x;4 = 180° ?

¢) Stellen Sie den Flicheninhalt A des Rhombus als Funktion des Winkels
graphisch dar [A = f (a)]!

d) Berechnen Sie die Flicheninhalte der Rhomben mit den Seiten a = 5 cm
und den Winkeln x = 30°; 45°; 60°; 90°; 120°; 135°; 150°, indem Sie die
jeweilige Hihe rechnerisch ermitteln! Vergleichen Sie mit den unter b) ge-
fundenen Werten! Wie fiigen sich die Werte fiir x = 45° und x = 135° ein ?

€) Wie indert sich die graphische Darstellung der Funktion A = f (x), wenn
Sie @ = 3 cm (7 cm) wdihlen ?

2. Dreht sich eine Spule glewhformlg m einem homogenen Magnetfeld, so wird
in ihr eine Wechselsp ng Ui tert. Diese indert stindig ihre Grife
und wechselt ihre Polaritit in regelmifigen Zeitabstinden. Zeichnen Sie den
Verlauf der Spannung Uin Abhangzgkeu vom Drehwinkel x wihrend einer
Umdrehung der Spule!

Der Flicheninhalt A eines Rhombus hiingt bei gegebener Seitenlinge vom Winkel x
ab. Ebenso hingt die in einer Spule induzierte Spannung U vom Winkel & ab. Die
Abhingigkeit ist in beiden Fillen von gleicher Art;
¥ sie 1Bt sichaber durch keine derbisherbehandelten
_\ Funktionen ausdriicken. Im folgenden werden wir
! / diese Funktion niher bestimmen.

L //‘ i Es sei ein rechtwinkliges uv-Koordinatensystem
mit gleicher Teilung auf den Achsen gegeben
(Abb. 3.2.). Ein Winkel x entsteht dadurch, da
0 U man einen Strahl um'seinen Anfangspunkt 0 (0; 0)
I v von der positiven u-Achse als Ausgangslage aus
dreht. Als positiven Drehsinn legt man fest, da8 die
positive u-Achse durch Drehung um 90° in die

Abb. 3.2, positive v-Achse iibergefithrt wird.
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Um O sei ein Kreis mit beliebigem Radius r gezeichnet. Der bewegliche Schenkel
des Winkels x schneide den Kreis im Punkt P (u; v). Dreht sich der Strahl um O bis
in die Ausgangslage zuriick, so hat er die vier Quadranten des Kreises iiberstrichen,
und der Punkt P ist auf der Peripherie des Kreises einmal herumgelaufen.

Von P sei das Lot auf die u-Achse gefillt und der Fufpunkt mit Q bezeichnet. Wie
bewegt sich Q, wenn P, von der Ausgangslage auf dem positiven Teil der u-Achse
beginnend, einen vollen Umlauf ausfiihrt ?

Im Verlauf der Drehung des Strahls dndert sich mit dem Winkel x die Liinge des
projizierenden Lotes P,Q, des zugehirigen Punktes P,(n =1; 2; 3;...). Im
1. Quadranten vergroBert sich die Linge des Lotes P,Q, mit wachsendem Winkel
x(0° < x < 90°) von 0 bis r (Abb. 3.3.). Im II. Quadranten verkiirzt sich die Linge

Abb. 3.3, Abb. 3.4,

I
|
|
I

o % 0 6ol u To, o 0O Ty

des Lotes P,0, mit wachsendem Winkel x (90° < x = 180°) von r bis 0 (Abb. 3.4.).
Uberschreitet der Winkel den Wert 180°, so nimmt die MaBzahl des Lotes negative
Werte an, und zwar nimmt sie im IIL. Quadranten von 0 bis —r ab und steigt im
IV. Quadranten von —r bis 0 an.
Die mit Vorzeichen_versehene MaBzahl des Lotes P,Q, hingt bei konstanter
Linge des Radius OP = r (r > 0) eindeutig vom Winkel x ab.
Wir bilden nun das Verhiltnis ﬂ%ﬂ# . Dieses Verhiltnis (der Radius OP ist
zuniichst konstant) hingt ebenfalls eindeutig vom Winkel x ab und éndert sich in
gleicher Weise wie das projizierende Lot PQ selbst. Bedenkt man, daB nach dem
Strahlensatz fir die Winkel x das Verhiltnis projizierendes Lot PQ 4 1ch fiir verdnderte

. e Radius 0P
Radien jeweils gleich ist, so erkennt man, daB

das Verhiltnis g;g nur vom Winkel x, nicht aber vom Radius OP abhiingt.

Da die MaBzahl des projizierenden Lotes PQ gleich
der Ordinate v des Punktes P ist, kann das Ver-
hiiltnis auch lauten:

Ordinate v:MaBzahl des Radius r.

Dieses Verhiltnis nennt man den Sinus (sin)! des
Winkels x.

* sinus (lat.), Rundung, Wolbun Abb. 3.5,
g 3
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» Definition 1: Das Verhiiltnis der Ordi v des auf der Peripherie laufenden Punktes P zur
MaBzahl des Radius r des Kreises um O nennt man den Sinus des Winkels x (Abb. 3.5.).

(O sinx =T (0° < x < 360°) oder sinx ="
Fiir beide Gleichungen gilt: r == 0. In der zweiten Gleichung ist v mit Vur‘zeichen,
von r jedoch nur die MaBzahl zu verwenden.
Die Funktion, welche die Abhiingigkeit des Verhiltnisses

Ordinate : MaBzahl des Radius
vom Winkel ausdriickt, heifit nach Erklirung 1 Sinusfunktion. Als Funkti ich
wird dabei das Symbol sin benutzt.

Bezeichnet man den Wert des veriinderlichen Quotienten mit y, so erhilt man die
Funktion

y = sinx

. Ermitteln Sie mit Hilfe der Abbildung 3.2., in der r k ist, die Funkti
werte der Sinusfunktion fiir die Winkel x — 0°; 90°; 180°; 270°; 360°! (Im
III. und IV. Quadranten nimmt sin x negative Funktionswerte an.)
In der ersten der eingangs gestellten Aufgaben wird die Abhingigkeit des Flichen-
inhalts 4 des Rhombus vom Winkel x durch die Sinusfunktion ausgedriickt. Der
Flicheninhalt ist proportional sin «:
A ~ sinx.
Mit wachsendem Winkel & nimmt der Flicheninhalt des Rhombus im Bereich
0° <& < 180° zunichst zu, erreicht bei x = 90° einen Hochstwert (Quadrat) und
nimmt dann wieder ab.
Im zweiten Beispiel besteht die gleiche Abhiingigkeit zwischen induzierter Span-
nung U und Winkel «. Es gilt
U ~ sinx.
Die induzierte Spannung steigt im Bereich 0° < & < 360° zunichst von U — 0 an,
erreicht einen Hochstwert und fillt wieder ab. Sie nimmt negative Werte an, durch-
lauft einen Tiefstwert und steigt wieder bis U = 0 an.

Die Kosinusfunktion

Bei der Drehung des Strahls OP um O in Abbildung 3.2. dndert sich mit dem Winkel x

auch die Projektion OQ des Radius auf die u-Achse
Abb. 3.6. v (Abb. 3.6.).

Das Verhiltnis Projektion OQ : Radius O P, das auch
lauten kann
Abszisse u : MaBzahl des Radius ¥

hiingt ebenfalls nur vom Winkel x ab. Dieses Ver-
hiltnis nennt man den Kosinus (cos) des Winkels x.




> Definition 2: Das Verhiltnis der Abszisse u des auf der Peripherie laufenden Punktes P zur
MaBzahl des Radius r des Kreises um O nennt man den Kosinus des Winkels x (Abb. 3.6.).

(2) cosx = ”'—U(U x - 3060%) oder cosx

u

r

Fiir beide Gleichungen gilt: r == 0. In der zweiten Gleichung ist wieder nur die MaB-
zahl von r zu verwenden.
Die Funktion y, welche die Abhingigkeit des Verhiltnisses
Abszisse : MaBzahl des Radius
vom Winkel x ausdriickt, hei3t Kosinusfunktion:

y = cos x

Ermiuteln Sie die Funktionswerte der Kosinusfunktion fiir die Winkel x = 0°;
90°; 180°; 270°; 360°! Im II.und III. Quadranten hat u negative Werte. Daher
nimmt'y = cos x in diesen Quadranten negative Funktionswerte an.

Die Tangensfunktion

Eine weitere Winkelfunktion erhalten wir durch é
das Verhiltnis
Ordinate v : Abszisse u,

das ebenfalls nur vom Winkel x abhingt (Abb. 3.7.).
Fiirx = 0%ist v = 0 und u =r (r £ 0), also — = 0.
Mit wachsendem x nimmt % zu. Wenn der Winkel x
sich dem Wert 90° nihert, wiichst der Quotient -
iiber alle Grenzen. (Dieser Fall kann mit der Funk-

tion y = % verglichen werden, wenn sich x dem

Wert 0 nihert.) Fiir x = 90° existiert demnach kein ~ Abb-37-
Tangenswert. Das gleiche gilt fiir x = 270°.

Im IL Quadranten ist der Quotient - negativ. Das Verhaltnis - wichst mit zu-
nehmendem Winkel und erreicht fiir x = 180° den Wert 0. Der Quotient - zeigt im
II1. Quadranten das gleiche Verhalten wie im I. Quadranten, und im IV. Quadranten
verhilt er sich wie im IL. Quadranten.

> Definition 3: Das Verhiiltnis der Ordinate v zur Abszisse u des auf der Peripherie laufenden
Punktes P nennt man den Tangens! des Winkels x.
(3) tanx=-(0° < x < 360°; x 3= 90°; x == 270°)

Die Funktion y, welche die Abhingigkeit des Verhiltnisses
Ordinate : Abszisse
vom Winkel x ausdriickt, heiBt Tangensfunktion:
y = tanx

* tangere (lat.), beriihren
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Die Kotangensfunktion

Als vierte Funktion am Kreis betrachten wir das Verhiltnis der Abszisse u zur
Ordinate v (Abb. 3.7.).

> Definition 4: Das Verhiltnis der Abszisse u zur Ordinate v des auf der Peripherie laufenden
Punktes P nennt man den Kotangens des Winkels x.

(4)  cotx = (0° << x <<360°; x ==180°)

Die Funktion y, welche die Abhingigkeit des Verhiltnisses
Abszisse : Ordinate

vom Winkel x ausdriickt, heifit Kotangensfunktion:

3 col x
Nihert sich der Winkel x im L Quadranten von groBeren Winkelwerten her dem
Wert 0, so wiichst der Quotient = und damit die Funktion y = cotx iiber alle
Grenzen. Fiir x = 0° existiert die Funktion y = cotx nicht. Das gleiche gilt fiir
x = 180° und x = 360°.
Im IL und im IV.Quadranten haben die Tangensfunktion und die Kotangens-
funktion negative Funktionswerte.
Zwei weitere, nicht so bedeutende Winkelfunktionen sind der Sekans und der Ko-
sekans eines Winkels.
Der Sekans (sec) des Winkels x (Abb. 3.2.) ist das Verhiltnis

Radius OP : Projektion 0Q.
Der Kosekans (cosec) des Winkels x ist das Verhiltnis

Radius OP : projizierendes Lot PQ.
Fiir die Umrechnung gelten die Gleichungen:

1
und cosecx = —

1
BeCxT= cos x sinx *

Aufgaben

1. Zeichnen Sie um den Anfangspunkt O eines uv-Koordinatensystems mehrere konzentrische

Kreise, und legen Sie in den I. Quadranten einen Strahl, der in O beginnt!

a) Bestimmen Sie jeweils das Verhiltnis ,,Ordinate des Schnittpunktes des Strahls mit dem
Kreis zur MaBzahl des zugehorigen Radius*!

b) Vergleichen Sie die einzel Ergebnisse miteinander!

¢€) Wie dndert sich das Verhaltnis im I. Quadranten, wenn sich der Winkel dndert ?

d) Beurteilen Sie, warum die Sinusfunktion durch das Verhiltnis von Ordinate zur MaBzahl
des Radius und nicht durch die Ordinate allein definiert wird!

e) Welche besondere Rolle spielt der Kreis, der die Lingeneinheit als Radius hat ?

f) Fiihren Sie die Untersuchungen auch im IL. Quadranten durch!

2. Um den Anfangspunkt O eines uv-Koordinatensystems sei ein Kreis mit dem Radius r
gezogen. Von O geht ein Strahl aus, der den Kreis im Punkt P (u; v) schneidet und mit dem
positiven Teil der Abszissenachse den Winkel x bildet. Wie groB ist jeweils sin x, wenn fiir
die Symbole die folgenden Werte gesetzt werden ?

a)r =8;v=4 b)r =3;0=1 e)r =13;v=—5
d) u= =4 e u=2v=—1,5 Hu=v=2
gu=—1l;v=3 h)yr =c;v=a i) u=bjv=a
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3.

'S

N

10.

11.

1

N

13.

Zeichnen und messen Sie die Winkel, fiir die der Sinus die folgenden Werte annimmt!
DL ML 93 DO 9—03 D4 g-08 )09

Beachten Sie, daB sich jeweils zwei Winkel ergeben! Uberlegen Sie, wie man die Aufgabe
maglichst leicht 16sen kann!

i) Warum ist 1,1 als Funktionswert des Sinus nicht méglich ?

. a) bis ¢) Beantworten Sie die Fragen der Aufgaben 1a, b und ¢ fiir das Verhiltnis ,,Ab-

szisse des Schnittpunktes P des Strahls mit dem Kreis zur MaBzahl des zugehorigen Radius*!
d) Fiihren Sie die Untersuchungen auch im II. und 1II. Quadranten durch!

Wie grof sind fiir den in Aufgabe 2 geschilderten Sachverhalt die Werte von cos x, wenn fiir
die Symbole die folgenden Werte gesetzt werden ?

a)r=3;u=2, b)r=2u=)3

¢) bis i) Siehe Aufgabe 2¢ bis i!

Besti Sie die Kosi te der folgenden Winkel nach Definition 2 durch Messung
am Kreis!

a) 22,5°  b) 45° ) 67,5°  d) 135° o) 202,5°  f) 337,5°

Zeichnen und messen Sie die Winkel, fiir die die Kosinusfunktion die in Aufgabe 3a bis h
b Werte i

. Zeichnen Sie um den Anfangspunkt O eines uv-Koordinatensystems einen Kreis mit dem

Radius r!

Wie verandert sich a) die Ordinate v, b) die Abszisse u eines Punktes P, der die Kreislinie,

vom Punkt P, (r; 0) beginnend, im mathematisch positiven Drehsinn durchliuft? Ziehen Sie

daraus Folgerungen fiir den Verlauf der Sinus- bzw. der Kosinusfunktion!

Fiir welche Winkel ist sin x = cos x? In welchen Fillen ist sin x = —cosx?

Vergleichen Sie miteinander:

a) sin 30° und cos 60°, b) sin 60° und cos 30,

¢) sin x und cos (90°—x), 0° = x = 90°,

d) cos x und sin (90°—x), 0° = 0°!

Um den Ursprung O eines uv-Koordinatensystems sei ein Kreis mit dem Radius r gezeichnet.

a) Auf dem Kreisbogen mégen zwei Punkte, P und P, im I. bzw. IL. Quadranten symme-
trisch zur v-Achse liegen. Driicken Sie die zu P und P’ gehérenden Winkel durch
x(0° < x < 90°) aus!
Bestimmen Sie dann durch Messung am Kreis die Sinus- und Kosinuswerte beider Winkel,
und vergleichen Sie die Werte miteinander!

b) Driicken Sie die zu P und P’ gehrenden Winkel durch x (0° = x = 90°) fiir den Fall aus,
daB die Punkte im I. und IV. Quadranten symmetrisch zur u-Achse liegen! Vergleichen
Sie die Sinus- und Kosinuswerte dieser Winkel miteinander!

Tragen Sie in einem uv-Koordinatensystem in O an den positiven Teil der u-Achse den
Winkel 55° an, und suchen Sie auf seinem freien Schenkel (im I. Quadranten) die Punkte P,

und P, auf, deren Abszissen u, = 4 baw. u, = 6 sind! Messen Sie in beiden Fillen die Ordi-
v

naten v, und v,, und bestimmen Sie die Quotienten Iv‘—' und
Was stellen Sie fest? Begriinden Sie Ihre Feststellung!

Mit Hilfe der Ahnlichkeitslehre ist zu beweisen, daB im uv-System an konzentrischen Kreisen
um 0, die von einem Strahl (Anfangspunkt 0) g: itten werden, das Verhiltnis Otdioata
der Schnittpunkte unabhingig von der GroBe der Koordinaten ist.

Bestimmen Sie fiir die Winkel a) 30°, b) 60°, ¢) 120°, d) 150° am Kreis im uv-System das
Verhiltnis v : u durch Messung! Kommt es auf den Radius des Kreises an?

Abszisse
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

2.

=

22,

Welche Werte hat tan x am Kreis im uv-System, wenn der Schnittpunkt P des zum Winkel x
gehorenden Strahles mit dem Kreis die folgenden Koordinaten hat ?
a) u=4;v=23 b)u=v=1 )u=—4;v=2
d) u=2;v=-—1,5 e u=—09;0=—006 f) Abszisse b; Ordinate a.
Zeichnen und messen Sie die Winkel, fiir die der Tangens die folgenden Werte annimmt!
1 3 . 1
a)3 b))y o4 d) -1 e 3 1) —F

Tragen Sie im uv-Koordinatensystem in 0 an den positiven Teil der u-Achse den Winkel 35°
an, und suchen Sie auf seinem freien Schenkel (im I. Quadranten) die Punkte P, und P,,
deren Ordinaten v; = 6 bzw. v, = 8 sind!

Messen Sie in beiden Fillen die Abszissen u, bzw. u,y, und bestimmen Sie die Quotienten

u
=L und 21
v ",

Was stellen Sie fest? Begriinden Sie Thre Feststellung!
Bestimmen Sie am Kreis nach Definition 4 durch M g die folgenden Funkti erte!
a) cot 15°  b) cot 75° ¢) cot 105°  d) cot 165° e) cot 195°  f) cot 255°

Welche Werte hat cot x am Kreis im uv-System, wenn der Schnittpunkt P des zum Winkel x
gehorenden Strahles mit dem Kreis die in Aufgabe 14 aufgefiihrten Koordinaten hat ?

Bestimmen Sie die Werte der Kotangensfunktion fiir die in Aufgabe 13 angefiihrten Winkel
a) durch Messung am Kreis im uv-System,

b) unter Verwendung des in Aufgabe 18 gefund Z h ischen der Tang
und der Kotangensfunktion!
Zeichnen und messen Sie die Winkel, fiir die der K gz die folgenden Werte i !

)5 b2 25 d—08 €5 i) —5

Stellen Sie, soweit moglich, die Werte der vier Winkelfunktionen fiir x = 0°; 90°; 180°;

270°; 360° in einer Tabelle zusammen!

In einigen Lehrbiichern der Mathematik werden die Winkel- Abb. 3.8.

funktionen am rechtwinkligen Dreieck erklirt.

a) Wenden Sie die Definitionen 1 bis 4 auf das rechtwinklige
Dreieck A BC in Abbildung 3.8. an!

b) Erkliren Sie die Winkelfunktionen am rechtwinkligen
Dreieck! Welcher Beschrinkung unterliegen diese Er-
klirungen ?

3.2. Der Zusammenhang
der Winkelfunktionen

Die Darlegungen im Abschnitt 3.1. iiber die Winkelfunktionen kénnen in folgenden
Faustregeln zusammengefafit werden:

3)

MaBzahl des Radius

Ordinate . Abszisse — .
= Sinus, 2) bt des o = Kosinus,

Ordinate

Al
Ao = Tangens, 4) W" = Kotangens.

nate

Fiir alle vier Verhiltnisse wurde die Abhingigkeit vom Winkel x festgestellt.
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Die Verhiltnisse vir w:r viu u:v

stellen die Funktionen sin x cos x tan x cot x

des Winkels x dar.

Aus der Zusammenstellung entnehmen wir, da die Verhiltnisse, die Tangens und
Kotangens erkliren, fiir denselben Winkel x zueinander reziprok sind. Die Tangens-
und die Kotangensfunktion eines Winkels haben reziproke Werte. Fiir die Werte der
Sinus- und der Kosinusfunktion eines Winkels gilt eine derartige einfache Beziehung
nicht.

Die Bilder der Winkelfunktionen

Die Winkelfunktionen kénnen im rechtwinkligen Koordinatensystem dargestellt
werden. Hierzu verwendet man die Winkel x als Abszissen und die Funktionswerte y
als Ordinaten der Kurvenpunkte. Die Abbildung 3.9. stellt das Bild der Funktion

Abb. 3.9.
el
o IS T
N W A~ i |
OSNNHLLAN of | 1A ~N
[ % A |
=\0 I X
I 7
s
AN/
S 5 e o
wt 2mr=22;(r=1) -l

y = sin x im Bereich 0° < x < 360° dar. Die Funktionswerte wurden einer Dar-
stellung im uv-Koordinatensystem entnommen, in der dem Radius des Kreises der
Wert 1 gegeben wurde. In diesem Einheitskreis (Abb. 3.9., linker Teil) geht die

Gleichung (1) iiber in

(la) sinx =—Plg = PQ, wobei in diesem Fall nur die MaBzahl der Strecke PQ ge-
meint sein soll.

Die MaBzahl der Linge des Lotes PQ im Einheitskreis ist also jeweils gleich dem
Sinus des entsprechenden Winkels x.

Es ist zweckmiBig, auf der Abszissenachse des xy-Systems als Einheit die Linge des-
jenigen Bogens zu wihlen, den der Zentriwinkel 1° auf der Peripherie des Einheits-
kreises ausschneidet. Man rollt dazu den Einheitskreis auf dem positiven Teil der
x-Achse vom Ursprung O aus ab und erhiilt eine Strecke, die dem Vollwinkel 360°
entspricht.

Um ein Bild der Funktion zu zeichnen, reicht es praktisch aus, wenn man den rechten
Winkel im Einheitskreis in sechs gleiche Teile teilt und die zu einem Winkel von 15°
gehorende Bogenlinge niherungsweise durch die Sehne ersetzt.

. Wie ermittelt man in der Abbildung 3.9. fiir einen gegebenen Winkel den zugehiri-
gen Kurvenpunkt ?
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Aus der Abbildung 3.9. ist ersichtlich:
Die Werte der Sinusfunktion y = sin x liegen zwischen y = —1 und y = + 1.
Es gilt also der Wertevorrat: —1 < y < 4 1. ;
Im I und IV.Quadranten ist die Sinusfunktion eine steigende, im II. und
IIL. Quadranten eine fallende Funktion. Im Bereich 0° < x < 360° ist jedem
Winkel «x ein Funktionswert y = sin x eindeutig zugeordnet. Diese Aussage kann

man jedoch nicht umkehren.

Wieviel Winkelwerte gehiren a) im allgemeinen zu einem gegebenen Funktions-

Dagegen wird im Bereich 0° < x < 90° jedem
Winkel x ein Funktionswert y (0 < y < 4 1)
umkehrbar eindeutig (eineindeutig) zugeordnet.
Man sagt auch: Die Funktion y = sin x bildet
die Menge der Winkel x (0° =< x = 90°) auf
die Menge der reellen Zahlen zwischen 0 und
+1(0 <y = 4 1) eineindeutig ab (Abb. 3.10.).
Die Abbildung 3.11. zeigt das Bild der Funk-
tion y = cos x, das in dhnlicher Weise wie das
der Sinusfunktion gezeichnet wird. Als Ordina-

wert,b) zuy = + 1,y =—1,y =07?
Abb. 3.10.
J
ok yeftx) =sinx
0y 0°

Abb. 3.11.

ten y hat man die entsprechenden Abszissen u
im Einheitskreis des uv-Koordinatensystems zu
verwenden.

Zur Konstruktion des Bildes der Tangensfunktion in Abbildung 3.12. wurde an den
Einheitskreis im Punkt 4 (1; 0) die Tangente (Haupttangente) gelegt. Der den Win-
kel x erzeugende Strahl schneidet die Tangente in R. Nach dem Strahlensatz gilt

AR:1 = v:u.
Da v: u = tanx ist, ergibt sich

AR = tanx, wobei in diesem Fall nur die
MaBzahl der Strecke AR gemeint sein soll.
Der Abschnitt 4R auf der Haupttangente im
Punkte A des Einheitskreises stellt also den Tan-
gens des Winkels x geometrisch dar.! Liegt der
Winkel x im II. oder III. Quadranten, so schnei-

1 Diese is Deutung liBt die i ‘Tangens fiir das Ver-
hiltnis v:u der Koordi eines Krei indlich werden.




det der bewegliche Schenkel des Winkels x die
Tangente nicht. Der den Tangens_des Winkels x
darstellende Abschnitt der Haupttangente wird
in diesem Fall von der Verlingerung des beweg-
lichen Schenkels iiber den Scheitel O hinaus ge-
bildet (Abb. 3.13.). Auf dieser geometrischen
Darstellung der Funktionswerte beruht das Kon-
struktionsverfahren fiir das Bild der Funktion
y = tanx (Abb. 3.14.).

In dhnlicher Weise erhilt man das Bild der Ko- .
tangensfunktion (Abb. 3.15.). Hierzu wird an den =
Einheitskreis im Punkt B (0; 1) die Tangente Abb. 3.13. R
(Nebentangente) gelegt.
Der bewegliche Schenkel des
Winkels x schneidet diese Tan- {
gente in T'. Die Dreiecke OTB ' ' |
und OQP sind #hnlich; somit ) | | !
gilt die Proportion: 3 v Fix) =tan x | | I
BT:1 =u:v. | | | :
| I
2 | l | I
I I |
) : ' ! ! |
I f |
- : ]
u oo L 180° 270° 360° x
| | | |
1 | | | |
| | | |
| | ! !
2 | I | |
| | | I
3 | | 1 |
| |
l | | |
Abb, 3.14, 4 I | | |
Da u:v = cot x ist, ergibt sich
BT = cotx, woﬁ in diesem Fall nur die cotx T
MaBzahl der Strecke BT gemeint sein soll. A
J—— (u,v,
Der Abschnitt BT auf der Nebentangente im
Punkte B des Einheitskreises stellt also den Ko- v
tangens des Winkels x geometrisch dar. A
Im IIIL. und IV. Quadranten wird der den Ko- | « a T o
tangens des Winkels x darstellende Tangenten- Abb. 3.15.
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cot x

Beachten Sie, daB8 die Funk-
tionswerte der Tangens- und
Kotangensfunktion nicht die
Strecken AR bzw. BT selbst,
sondern deren MaBzahlen, also
unbenannte Zahlen sind!

Die Vorzeichen
der Winkelfunktionen

Der Radius r ist stets positiv,
aber die MaBzahlen der Pro-
jektion OQund des projizieren-
den Lotes PQ bzw. die Koordi-
naten u und v nehmen je nach
dem Quadranten das positive
oder negative Vorzeichen an.
Die Vorzeichen von u und v
bestimmen damit das Vor-
zeichen der Winkelfunktionen
fiir die Winkel dieses Quadran-
ten.

Vorzeich

[

Abb. 3.16.

abschnitt von der Verlingerung des beweg-
lichen Schenkels iiber den Scheitel O hinaus
gebildet (Abb. 3.16.). Bei der Konstruktion des
Bildes der Funktion y = cotx hat man als
Ordinaten die Tangentenabschnitte BT zu
verwenden (Abb.3.17.). In den Abbildungen
3.14. und 3.17. zeigt der Verlauf der Kurven
anschaulich, daB die Funktion y = tan «x fiir
x = 90° und x = 270°, die Funktiony — cotx
fiir x = 0°, x = 180° und x = 360° nicht
definiert ist.

Abb. 3.17
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‘ Leiten Sie die Vorzeichen aus den Definitionen der Winkelfunktionen her!
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Beziehungen zwischen den Funktionen bei gleichem Winkel

Dividiert man die Gleichung (1) sin x = 2 durch die Gleichung (2) cos x = =, so er-

hilt man fiir den gleichen Winkel x die Grundformel

() tanyx —

Entsprechend ergibt die Division der Gleichung (2) durch die Gleichung (1) fiir den
gleichen Winkel x die Grundformel

(6) col x

Sprechen Sie diese Beziehungen in Worten aus!
Fiir welche Winkelwerte hat die Formel (5), fiir welche die Formel (6) keine
Giiltigkeit ?

Durch Multiplikation der Gleichungen (5) und (6) findet man

(7) tanx - cotx L.

' Lisen Sie Gleichung (7) nach tan x bzw. nach cot x auf!
Sprechen Sie die sich ergebenden Beziehungen in Worten aus!

Nach den Definitionen (1) und (2) ist sinx = - und cosx = —. Werden die beiden
Gleichungen quadriert und anschlieBend addiert, so ergibt sich:
(sinx)? + (cosx)% = f—: + '%: = ""'*l"’

Wie aus den Abbildungen 3.5., 3.6. und 3.7. hervorgeht, gilt nach dem Satz des
PyTHAGORAS v? + u? = r? fiir jeden Punkt P (u;v) im L bis IV. Quadranten.
Hieraus ergibt sich:

(sinx)? + (cosx)? = 1.
An Stelle von (sin x)? bzw. (cos x)2 schreibt man vereinfacht sin%x bzw. cos2x.
So erhilt man

(8) sinx 4+ cos?x =1,
. Lésen Sie die Gleichung (8) nach sin x bzw. nach cos x auf!

Einige weitere Beziehun-
gen gehen ausder Abbil-
dung 3.18.hervor. Inder
Abbildung 3.18.a wurde
im I. Quadranten der
Winkel x, in der Abbil-
dung 3.18.b der Winkel
(90° — x) eingezeichnet.

Alwiv)

Abb. 3.18.a und 3.18.b
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Auf Grund der Definitionen der Winkelfunktionen (1) bis (4) gelten die folgenden
Gleichungen:
sin (90° — x) = -1, tan (90° — x) = :—1 5
cos (90° —x) =L, cot (90° — x) =:_:'
Da die Dreiecke OQP und 0Q, P, kongruent sind, kann man setzen:
u; =vund v; = u.

Wendet man die Definitionen der Winkelfunktionen nochmals an, so ergeben sich
aus den obigen Gleichungen die Komplementbeziehungen :
O ) cosx s tan (90° — x) = cotx,

cos (90 x) sinx , cot (90° — x) tan x..
Durch die Formeln in der zweiten Zeile werden die Namen Kosinus und Kotangens
verstindlich: complementi sinus (abgekiirst cosinus) bedeutet Sinus des Komple-
mentwinkels, complementi tangens (abgekiirzt cotangens) bedeutet Tangens des
Komplementwinkels. Die Kosinus- bzw. die Kotangensfunktion nennt man die
Kofunktionen zur Sinus- bzw. zur Tangensfunktion und umgekehrt.
Die Beziehungen (9) kénnen zu folgender Aussage zusammengefaBt werden:

Die Funktion eines Winkels ist gleich der Kofunktion seines Kompl, inkels (Komple-

mentbeziehung).
Die Formeln (5) bis (8) werden verwendet, um aus gegebenen Werten einer Winkel-
funktion entsprechende Werte anderer Winkelfunktionen zu berechnen. Mit Hilfe
der Formeln (9) werden Werte der entsprechenden Kofunktion des Komplement-
winkels ermittelt.

. Beispiel 1:

Gegeben ist sin x; = % 2. Es ist tanx, zu bestimmen. Hierzu ist es erforder-

lich, daB zunichst tan x durch sinx ausgedriickt wird.
Nach (5) ist tanx = ="~ und nach (8) cosx =] —sin’x. Indem wir fiir
cos x den Wurzelausdruck ejnsetzen, erhalten wir:

sin x

tanx =
YI—sintx
Fiir sinx, = % 'Viergibt sich daraus:
3T =
tanx, = = =1.

Beispiel 2:
Bekannt seien die Werte der Sinusfunktion fiir die Winkel x = 30°; 45°; 60°.
Welche Werte hat die Kosinusfunktion fiir diese Winkel ?
Es ist cos 30° = sin (90° — 30°) = sin 60°;
cos 45° = sin (90° — 45°) = sin 45°;
cos 60° = sin (90° — 60°) = sin 30°.
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Aufgaben

1. a) Fiir die Sinus- und die Kosinusfunktion ist zwischen 0° und 90° von 10° zu 10° eine drei-
stellige Tafel aufzustellen.
Anleitung: Zeichnen Sie den I.Quadranten eines Einheitskreises, und tragen Sie die
‘Winkel 10°; 20°; 30°;...; 80° ein! Wihlen Sie als Radius 1 dm! Die Funktionswerte
kann man so auf zwei Dezimalstellen genau bestimmen und die dritte Dezimalstelle
schitzen (Millimeterpapier!). Kosinus- und Sinusfunktion haben den gleichen Werte-
vorrat; die Funktionswerte sind aber anderen Winkeln zugeordnet. Welcher Zusammen-
hang ergibt sich daraus fiir die Funktionen y = sinx und y = cosx?

b) Stellen Sie auch fiir den II. Quadranten eine Wertetafel der Sinus- und der Kosinus-
funktion auf!
2. a) Stellen Sie eine dreistellige Tafel der Tang; und der K funktion zwisch
0° und 90° von 10° zu 10° auf!
Anleitung: Es ist tan x die MaBzahl des Haupttang bschnittes, cot x die MaBzahl

des Nebentangentenabschnittes.

Welchen Zusammenhang beobachten Sie an den Funktionen y = tanx und y = cotx?
b) Stellen Sie auch fiir den II. Quadranten eine Wertetafel der Tangens- und der Kotangens-

funktion auf!

3. a) Die Funktionswerte tan x und cot x sind zueinander reziprok.
Leiten Sie unter Benutzung dieser Tatsache aus dem Verlauf der Tangenskurve im I. bis
IV. Quadranten den Verlauf der Kotangenskurve her!
b) Entwickeln Sie den Verlauf der K kurve im I. Quadranten auch mit Hilfe der
Beziehung cot x = tan (90°—x)!
4. Esist eine Tabelle aufzustellen, aus der hervorgeht, ob die Winkelfunktionen in den einzelnen
Quadranten steigen oder fallen.

5. a) Stellen Sie die Nullstellen der Sinus- und der Kosinusfunktion zusammen! (Darunter sind
die Stellen x zu verstehen, fiir die sin x = 0 bzw. cos x = 0 ist.)
b) Stellen Sie diejenigen Stellen an denen y = sinx und y = cosx die Werte
+1 und — 1 annehmen!

6. In einem Kreis mit dem Radius r ist eine Sehne von der Liinge I mit dem zugehérigen Zentri-
winkel « gezeichnet. Das Lot vom Kreismittelpunkt auf die Sehne halbiert Zentriwinkél und
Sehne.

a) Stellen Sie die Funktion auf, welche die Beziehung zwischen halbem Zentriwinkel, halber
Sehne und Kreisradius ausdriickt!

b) Wie groB ist in einem Kreis vom Durchmesser 7 cm die Sehne zum Zentriwinkel 20°;
80°; 140°?
Anleitung: B Sie zur Besti die Tafel aus Aufgabe 1!

7. a) Zeichnen Sie das Bild der Funktion y = sinx im Bereich 0° < x < 360°! Bedienen Sie

sich der Konstruktion mit Hilfe des Einheitskreises!
Stellen Sie die Symmetrieverhiltnisse der Sinuskurve fest!
Drehen Sie die Kurve um den Punkt x = 180° um den Winkel 180°! Was beobachten Sie?
Wie konnte man diese Erk isse fiir das Zeich der Kurve ausnutzen?

b) Stellen Sie sich eine Schablone fiir die Sinuskurve her!

¢) Zeichnen Sie das Bild der Funktion y = cosx im Bereich 0° =< x = 360°!
Stellen Sie die Symmetrieverhiltnisse der Kosinuskurve fest!

8. Bestimmen Sie graphisch durch Interpolation an der Sinus- bzw. Kosinuskurve die folgenden

Funktionswerte!
a) sin5° b) sin78° ¢) sin175° d) sin 258°
e) cos25° f) cos62° g) cos118° h) cos355°
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.
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Entneh Sie der graphischen Darstellung der Funktion y = sin x die Winkel, deren Sinus

die folgenden Werte haben!

a) 0,35 b) 0,70 ) —0,30 d) —0,65

Entneh Sie der graphischen Darstellung der Funktion y = cos x die Winkel, deren Kosinus
die folgenden Werte haben!

a) 0,40 b) 0125  ¢) —0,45 d) —0,140

a) Stellen Sie die Abhingigkeit der Ordinate v vom Winkel x an Kreisen mit r = 3 cm; 4 cm;
5 cm in ein und demselben uv-Koordinatensystem graphisch dar! Geben Sie die Abhéngig-
keit analytisch an!

b) Zeichnen Sie die Bilder der Funktioneny = 2sinx;y = 3 sinx;y = i sinx;

y =15 cosx!

Untersuchen Sie, wie sich durch den Koeffizienten das allgemeine Verhalten der Sinus-
bzw. Kosinusfunktion verindert (Nullstellen; Stellen, an denen die Funktion einen
Héchst- bzw. Tiefstwert annimmt; Steigen bzw. Fallen)!

¢) Stellen Sie die Abhiingigkeit der Linge der Sehne vom halben Zentriwinkel % fiir den

Kreis vom Durchmesser 7 cm graphisch dar (Aufg. 6)! Entnehmen Sie die Lingen der
Sehnen fiir die in Aufgabe 6.b angegebenen Zentriwinkel aus der graphischen Darstellung!

d) Stellen Sie die Abhingigkeit des Flich haltes 4 eines Rhombus mit der Seite a von
einem der Winkel, o, analytisch und graphisch dar!
Vergleichen Sie den Flicheninhalt eines beliebi schiefwinkligen Rhombus mit dem

Flicheninhalt des Quadrates mit der gleichen Seite!

a) Die Bilder der Sinus- und der Kosinusfunktion sind im I. Quadranten in ein und d
xy-Achsenkreuz zu zeichnen.

Spiegeln Sie die Kurven an der Parallelen zur y-Achse durch den Punkt mit der Abszisse
x = 45°! Zeichnen Sie dazu entweder (1) nur das Bild einer der beiden Funktionen oder (2)
beide Funktionen lediglich im Bereich von 0° bis 45°, und vervollstindigen Sie die Zeich-
nungen durch Spiegelung!

Durch welche Beziehungen wird das Verfahren analytisch begriindet?

b) Zeichnen Sie die Bilder der Sinus- und der Kosinusfunktion nun auch im II. bis IV. Qua-
dranten! Nutzen Sie die Moglichkeit der Spiegelung an der Parallelen zur y-Achse durch
den Punkt mit der Abszisse x = 225°!

Durch welche Beziehungen wird das Verfahren analytisch begriindet?

b

a) Zeichnen Sie die Bilder der Tangens- und der Kot funktion im I. Quad in
dasselbe xy-Achsenkreuz!

Untersuchen Sie, in bezug auf welche Symmetrieachse die beiden Kurven symmetrische
Figuren sind!

‘Wie driickt sich dieser Zusammenhang analytisch aus? Welche Vereinfachung ergibt sich
fiir die Anlage einer Tafel der Tang und der Kot funktion?

b) Zeichnen Sie die Bilder der Tangens- und der Kotangensfunktion auch im II. bis IV. Qua-
dranten, und untersuchen Sie, in bezug auf welche Symmetrieachse die Kurven in diesem
Bereich symmetrische Figuren sind!

‘Wie driickt sich dieser Zusammenhang analytisch aus?

Bestimmen Sie durch Interpolation an der Tang bzw. Kotangenskurve die folgend
Funktionswerte!

a) tan 73° b) tan 11° c) tan 107° d) tan 191°

e) cot 39° f) cot 66° g) cot 107° h) cot 294°

Entneh Sie der graphischen Darstellung der Funktion y = tan x die Winkel, deren
Tangens die folgenden Werte hat!
a) 1,50 b) 0,50 ¢) — 0,83 d) —2,10




16. E k Sie der graphischen Darstellung der Funktion y = cotx die Winkel, deren Kotan-
gens die folgenden Werte hat!

a) 2,10 b) 0,83 c) — 0,50 d) —1,50
17. Leiten Sie aus den nachstehenden Werten der Sinus- und der Tangensfunktion die entspre-
chenden Werte der Kofunktionen her!
x I 0° 10° 20° 30° 40° 50° 60° 70° 80° 90°

sin x 0 0174 0342 0,5 0,643 0,766 0,866 0,940 0,985 1
tan x 0 0176 0364 0,577 0,839 1,192 1,732 2,747 5,671 —

18. Beschreiben und vergleichen Sie den Verlauf der Kurven der Sinus- und der Tangensfunktion
im Bereich von 0° bis 90°!
Welche Punkte haben die beiden Kurven gemeinsam ?

19. Beweisen Sie die Formeln
a) sinx = J/1 —cos®x, b) cosx = JI—sinx!
20. Bestitigen Sie die Richtigkeit der Beziechungen

a) 14 tan’x = und  b) 1+ cot?x =

- ]

cosix sinix °

21. Aus den Funktionen y = sinx; y = cosx; y = tanx; y = cot x kénnen jeweils die drei
anderen Winkelfunktionen bestimmt werden.

Leiten Sie die Bezieb her, und vervollstindi, Sie die nachstehende Tabelle!
sin x cos x tan x cot x
gesucht
sin x - Y1 —cos?x
cos x Y1 —sin®x —
tan x e e -
cotx e e e -

22. a) Am Einheitskreis ist OP =1 und PQ £ sin x (Abb. 3.19.). Driicken Sie die dritte Seite
mit Hilfe des Satzes des PYTHAGORAS durch 1 und sinx aus! Stellen Sie dann gema8 den
Definitionen 1 bis 4 die vier Winkelfunktionen von x auf, und vergleichen Sie die Ergeb-
nisse mit der ersten Spalte der Tabelle in Aufgabe 21!

b) Verfahren Sie genauso mit dem Dreieck OQ P aus Abbildung 3.20.!
) Desgleichen mit dem Dreieck OAR aus Abbildung 3.21.!

Abb. 3.19. Abb. 3.20. Abb. 3.21, R

v
) v
P P

x

§

% X A

0| wosx @ Ty 0] re1 Ty



v Abb. 3.22. d) Desgleichen mit dem Dreieck O T B aus Abbildung 3.22.!
il cot x T Anmerkung: Diese vier Figuren sind gute Gedichtnis-
8 stiitzen fiir die Umrechnungsbeziehungen der Tabelle in
Aufgabe 21.
Ny 23. Vereinfachen Sie die f‘olgenden Ausdriicke!
9 . cos X
a) cosx-tanx b) sinx-cotx ) -
_ y 0
0 u f) tanx- J1 —sin’x
24. Gegeben sind die folgenden Funktionswerte.
a) sin 30° = 0,5 b) tan45° =1 ¢) cos 120° =—0,5
d) tan0° =0 e) cot 270° =0 f) sin13° = 0,2250
g) cos 40° = 0,7660 h) tan 308° = — 1,280 i) cot 59° = 0,6009

Bestimmen Sie mit Hilfe der Tabelle in Aufgabe 21 die iibrigen Funktionswerte der Winkel!

25. Berechnen Sie aus den gegebenen Funktionswerten jeweils die Werte der drei anderen Winkel-

funktionen!
l)sinx=% h)cosx:-% ¢) tanx =3
d) cot x = 3 e)sinx:%% N 1) cosx:—%]/2+]/3_
g) tanz:% h) cot x =2—}3 i) sinx:—%
k) cugx:% 1) tanx =—1 m) cotx:y’.’i_—z
Schiilerauftrag o T
. Fertigen Sie das in Abbildung 3.23. dargestellte 0 COt X —

Gerat zum Bestimmen der Werte der Winkel-
funktionen an!

Es besteht aus einem durchscheinenden Deck-
blatt mit dem Vollkreis und dem Durchmesser
sowie aus einem Grundblatt mit dem Quadrat
und dem Quadranten. Auf den Quadratseiten
kann man fiir den mit dem Durchmesser einge-
stellten Winkel unmittelbar die Funktionswerte
sinx, cosx, tanx (0° < x < 45°) und cotx
(45° =< x < 90°) ablesen. Fiihren Sie den Beweis!
Wie findet man die Tangenswerte fiir Winkel
zwischen 45° und 90° und die Kotangenswerte
fiir Winkel zwischen 0° und 45°?

Beurteilen Sie die Genauigkeit, mit der Sie die 5 SRR S R
Funktionswerte an Ihrem Gerit ablesen kinnen! Abb. 323,

3.3. Die Tafeln der Winkelfunktionen

Die Werte der Winkelfunktionen sind iiberwiegend irrationale Zahlen. Sie sind in
Tafeln zusammengefaBt, die
das Aufsuchen des Wertes y = f(x) einer Winkelfunktion f(x) zu einem gegebenen
Winkel x
sowie das Aufsuchen des Winkels x zu einem gegeb Funkti t f (%)
erméglichen.
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Im folgenden wird stets auf das Tafelwerk von Beyrodt/Kiistner Vierstellige Log-
arithmen — Zahlen, Werte, Formeln Bezug genommen.

Aufsuchen der Funktionswerte bzw. der Winkel

Erliutern Sie die Begriffe steigende Funktion und fallende Funktion, indem
Sie im I. Quadranten bei jeder der vier Winkelfunktionen angeben, wie sich der
Funktionswert bei einer Anderung des Winkels dndert!

Die Tafel 13 enthilt unter Ausnutzung des Umstandes, daB die Kosinusfunktion die
Kofunktion zur Sinusfunktion ist, die Funktionswerte fiir y = sin x und y = cos x
(0° < x < 90°). Entsprechend enthilt die Tafel 14 die Funktionswerte fiir y = tan x
und y = cot x.

Die Winkel im Rahmen auf der linken Seite und oben bilden den Tafeleingang fiir
die Funktion y = sinx (y = tanx), die Winkel im Rahmen auf der rechten Seite
und unten den fiir die Funktion y = cos x (y = cotx). Dabei sind die Winkel fiir
die Funktionen Kosinus bzw. Kotangens in entgegengesetzter Folge aufgefiihrt.

Die Funktionswerte sind jeweils zwei Winkeln zugeordnet. Einerseits stellen sie den
Sinuswert (Tangenswert) eines Winkels dar, andererseits den Kosinuswert (Kotan-
genswert) des Komplementwinkels.

. Beispiele :
sin 21.0° = 0,3584; cos (90— 21.0') = c0s869,0° = 0,3584
tan 03.2 = 1,980; cot (90 03.27) = cot26,8° = 1,980

Da die tabellierten Funktionswerte fast alle gerundet sind, miiBte eigentlich geschrie-
ben werden: sin 21,0° & 0,3584. Man verzichtet jedoch wie auch bei den Logarithmen
auf diese Unterscheidung im Schriftbild.

Ist der Winkel gesucht, so liest man bei gegebenem Sinusfunktionswert (Tangens-
funktionswert) die Gradzahl in dem Winkelrahmen ab, der die linke Spalte und die
obere Zeile bildet. Bei gegebenem Kosinusfunktionswert (Kotangensfunktionswert)
findet man die Gradzahl in dem Winkelrahmen, der die rechte Spalte und die untere
Zeile bildet.

. Beispiele :

sinx = 0,4664 cosx = 0,2284 tanx = 0,7400 cotx = 10,99
x =217,8° x =176,8° x = 36,5° x= 5,2°

Aufsuchen der Funktionswerte y = f(x) mit Interpolieren
Ist der Winkel mit einer Genauigkeit von Hundertstelgrad gegeben, so hat man zu
interpolieren. Fiir das Interpolieren gelten bei dezimal geteiltem Grad die gleichen

Regeln wie beim Rechnen mit Logarithmen,
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- Beispiel 1:

y =sinl3,27°
Aus Tafel 13 entnimmt man die Funktionswerte fiir sin13,20° und sin 13,30°,
zwischen denen der gesuchte Funktionswert liegt.
o ‘ n [sin13,20° = 0,2284] P
170 sin13,27° = 0,22..

| sin13,30° = 0,2300 |

Nach dem Einsetzen in die Interpolationsformel d =

d=2"T=112~11

Man addiert 11 Zehntausendstel zu 0,2284 und erhilt
y =sin13,27° = 0,2295.

B seicpici 2:
y = cos52,14°

c0s 52,10 =0,6113

c0s52,14° = 0,61..

c0s 52,20 = 10,6129
Wichst der Winkel um 10 Hundertstelgrad, so fallt der Funktionswert um D = 14
Zehntausendstel.
Wiichst der Winkel um n = 4 Hundertstelgrad, so fillt der Funktionswert um d
Zehntausendstel.

n

D

D-n
10

ergibt sich:

Die Eigendifferenz berechnet man zu d = “16‘ = 5,6, gerundet 6. Man subtrahiert
6 Zehntausendstel von 0,6143 und erhiilt i
y = cos 52,14° = 0,6137.
. Beispiel 3:
y = tan 68,44°
tan68,44° = 2,625 d=21_52~5

-+ 0,005
tan 68,44° = 2,531
Ist der Winkel in sexagesimaler Teilung, also in Grad, Minuten und Sekunden gegeben,
so hat man vor der Benutzung der Tafeln die Minuten (') und Sekunden (') in dezi-
male Teile eines Grades umzurechnen. Fiir die Umwandlung von m’ bzw. s’ in Grad
gelten folgende Formeln:
60" =1° 60" = ()
V=GV =(ew)

m' = | s =

= (5
. Beispiel 4:
17° 13’ 25" sind in Grad und Dezimalgrad zu verwandeln (auf zwei Dezimal-
stellen).
13" = (5)° ~ 0,217° 25" = (535)° ~ 0,007°
Ergebnis: 17° 13' 25" ~ 117,22°

3600/
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Es gibt auch Tafeln der Winkelfunktionen, denen die sexagesimale Teilung des
Winkels zugrunde gelegt ist.

Aufsuchen der Winkel x mit Interpolieren

Steht der gegebene Funktionswert nicht in der Tafel, so hat man beim Aufsuchen
des Winkels zu interpolieren.

. Beispiel 5:

tanx = 0,3652

Der gegebene Funktionswert liegt zwischen den in der Tafel 14 verzeichneten Werten
0,3640 und 0,3659, zu denen die Winkel 20,00° und 20,10° gehoren:

» [tan20,00° = 0,3640] |
" | tan20,0.° = 0,3652 || D
tan20,10° = 0,3659

10
700

d-10
D

n=21_63..~6 119

Man addiert 6 Hundertstelgrad zu 20,00° und erhilt x = 20,06°.

. Beispiel 6: . i &

cosx = 0,8768

Nach dem Einsetzen in die Formel n =

ergibt sich:

x= 2870° n=20 x4 j
+ 0,04
x= 288 T

Soll der errechnete Winkel in sexagesimaler Teilung ausgedriickt 4
werden, so hat man anschlieBend umzurechnen:

x = 28,74° ©.1 650,01 36")
0,7° =7-6 =42’ 05 30°
0,04° =4 -36" = 144" =2’ 24"

x = 28° 44’ 24"

Die Winkelfunktionsleitern auf dem Rechenstab

Werden die Punkte der Sinuskurve mit den Abszissen x = 0°; 10°;
20°;...5 90° senkrecht auf die y-Achse projiziert, so erhilt man eine
Darstellung der Funktion y = sinx in Form einer Funktionsskale. Auf ke
der Funktionsskale in Abbildung 3.24. sind auf der Einheitslinge
0...1 die Punkte, die den Winkeln 0°; 10°;...; 90° entsprechen, rot i
markiert. Stark gerundete Werte der Sinusfunktion kénnen somit auf
dieser sogenannten Doppelleiter abgelesen werden.

Die rote Teilung der Funktionsskale in Abbildung 3.24. ist eine Sinus- oL
teilung der Einheitslinge 0 ... 1. Abb. 3.26
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Die Sinusfunktionsleiter auf der Riickseite des Rechenstabes unterscheidet sich von
der eben beschriebenen dadurch, daB die Logarithmen der Sinusfunktion abgetragen
sind. Auf dem Normalrechenstab sind auf einer Linge von 25 cm die Logarithmen der
Zahlen 0,1 bis 1 aufgetragen. Dementsprechend sind bei der Sinusleiter die Logarith-
men der Funktion y = sin x im Wertebereich 0,1 < y < 1 abgetragen und mit den
gehorigen Winkelangaben versehen. Da 0,1000 = sin 5,74° ist, beginnt die Sinus-
leiter auf dem Rechenstab mit 5,74° (Abb. 3.25.).
Die Sinusleiter ist auf die logarithmische Skale D des Rechenstabes abgestimmt.

6 0° 20° 0° W 5° Abb. 3.25.
5,74 %0

Somit kann man zu einem gegebenen Winkel x im Bereich 5,74° < x <X 90° den
Funktionswert y = sin x ablesen. Umgekehrt findet man zu einem gegebenen Funk-
tionswert y im Wertebereich 0,1 < y < 1 den zugehsrigen Winkel.

Wegen der Komplementbeziehung cos x = sin (90° — x) kann die Sinusfunktions-
leiter auf dem Rechenstab auch dazu benutzt werden, zu gegebenen Winkeln x im
Intervall 84,26° = x = 0° den Kosinuswert zu finden und umgekehrt.

Stellen Sie eine Sinusfunktionsleiter her, indem Sie auf einem Kartonstreifen auf
einer Strecke von 250 mm Linge die Logarithmen der Werte der Sinusfunktion
fiir folgende Winkel aufiragen: 10°; 20°; 30°; 40°; 50°; 60°; 70°; 80°; 90°!
Uberlegen Sie, mit welchem Faktor Sie die Mantissen der Logarithmen multi-
plizieren miissen!

Schreiben Sie die Winkelwerte an!

Vergleichen Sie Ihre Sinusleiter mit der auf dem Rechenstab!

Bei der Tangensfunktionsleiter auf dem Rech ab sind die Logarithmen der Tan-
gensfunktion y = tan x, ebenfalls fiir den Wertebereich 0,1 < y < 1 abgetragen und
mit den zugehérigen Argumenten versehen.

Da 0,1000 = tan 5,71° und 1,000 = tan 45° ist, reicht die Tangensleiter auf dem
Rechenstab von 5,71° bis 45°. Man kann also auf dem Rechenstab die natiirlichen

Zahlenwerte der Tangensfunktion nur im Bereich 5.7] x 157 ablesen und
umgekehrt.

Wegen der Komplementbeziehung cot x = tan (90° — x) kann die Tangensleiter ver-
wendet werden, zu gegebenen Winkeln x im Bereich 15 Y 84.29 den Kotan-

genswert zu finden und umgekehrt. AuBerdem findet man auf dem Rechenstab fiir
Sinus und Tangens kleiner Winkel eine gemeinsame Leiter. Sie reicht von 0,75° bis
5,73° entsprechend den Funktionswerten 0,01 bzw. 0,1 fiir Sinus und Tangens. Es
ist sin 0,57° = tan 0,57° = 0,0100. Da sich beim Funktionswert 0,1000 die zuge-
hérigen Winkelwerte bei Sinus und Tangens in den Hundertstelgraden unterscheiden
(5,74° bzw. 5,71°), ist fiir den Winkel der mittlere Wert 5,73° zu nehmen. Diese
Leiter 1Bt sich auBerdem fiir die Kosinusfunktion und die Kotangensfunktion im
Bereich39.13 X 84.27" verwenden.

. Stellen Sie eine Tangensleiter her!
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Kombiniertes Tafel-Stab-Rechnen

Falls bei der Losung einer Aufgabe die Genauigkeit des Rechenstabes ausreicht, aber
kein Stab mit Winkelfunktionsleitern zur Verfiigung steht, benutzen wir zum Auf-
suchen der Funktionswerte die Tafeln der Winkelfunktionen und rechnen im iibrigen
mit dem Rechenstab. Diese Methode wird als kombiniertes Tafel-Stab-Rechnen
bezeichnet. Sie hat insbesondere auch Bedeutung bei Winkelfunktionswerten, die
auf dem Rechenstab nicht unmittelbar abgelesen werden kénnen.

‘ Geben Sie diese Bereiche des Rechenstabes an!

Bl seispie17: x =387 71 - cin 116
Wir finden in Tafel 13 sin 44,6° = 0,7022.
Mit Hilfe des Rechenstabs berechnen wir den Ausdruck% +8,7-71-0,702,
Es ergibt sich x = 21,7.

Retanial R. o __ 86,6 - sin535.7
. piel 8: sinx = o

In Tafel 13 finden wir sin55,7° = 0,8261.

Mit Hilfe des Rechenstabs berechnen wir den Ausdruc!
sinx = 0,936.

Nun suchen wir in Tafel 13 den Winkel auf. Es ergibt sich
x = 69,4°.

Reinnicl 0« o — 273 0734
. piel 9: x = 68

Den Funktionswert tan 73,4° finden wir nicht auf dem Rechenstab. Wir kénnten
tan 16,6° ablesen und davon den reziproken Wert nehmen. Desgleichen konnten

k L und finden

wir cos 3,5° als sin 86,5° ablesen, aber nur mit geringer G igkeit. Deshalb such
wir tan 73,4° in Tafel 14, cos 3,5° in Tafel 13 auf und berechnen den Ausdruck
2,73 3,35 . 0,99
)

Wir erhalten x = 1,34.

Beziehungen zwischen Funktionswerten von
Winkeln aus verschiedenen Quadranten
(Quadrantenbeziehungen)

Abb. 3.26.

Die Werte der Winkelfunktionen fiir Winkel
des I. Quadranten werden aus den Tafeln 13
und 14 entnommen. Aber auch die Funk-
tionswerte von Winkeln in den Quadranten IT
bis IV kénnen mit Hilfe dieser beiden Tafeln
bestimmt werden.




Es sei x1; ein Winkel im IT. Quadranten (Abb. 3.26.). Auf Grund der Definitionen (1)
bis (4) gelten die folgenden Gleichungen:

. P PQ
sin Xy = — =, tan xj; = O—_g s
0 0Q
cos xyp = _’q 3 cot xyp = Fg

Spiegelt man das Dreieck OQP in Abbildung 3.26. an der v-Achse, so erhilt man das
Dreieck 0Q'P’ im I. Quadranten. Der Winkel POQ = (180° — xy;) entspricht dann
dem Winkel P'0OQ. Weiter ist ) — P’()' und 00 0('! Setzt man in die obigen
Gleichungen ein und beriicksichtigt, daf

E = sin (180° — xy), ;TQ = tan (180° — xy),
2T —cos (180°— xm), o = cot (180° — xy)
ist, so ergibt sich:
sin x;y = sin (180° — xy5),  tan x = —tan (180° — xyy),
cos xy; = —cos (180° — xyy), cot xy; = —cot (180° — xyy).

Diese Gleichungen setzen die Winkelfunktionen eines Winkels im II. Quadranten zu
den entsprechenden Winkelfunktionen des im I. Quadranten gelegenen Supplement-
winkels in Beziehung.

Die Quadrantenbeziehung fiir den IIL. Quadranten erhilt man mit Hilfe einer
Spiegelung des Dreiecks OPQ in Abbildung 3.27. am Koordinatenursprung des
uv-Koordinatensystems. Das bedeutet, da dieses Dreieck um O um den Winkel 180°
gedreht wird. Man erhilt wiederum ein Dreieck 0Q'P’ im I. Quadranten, und der
Winkel Q OP = (xy; — 180°) entspricht dem Winkel Q'OP".

Abb. 3.27. Abb. 3.28.

Fiihren Sie die Untersuchungen iiber die Winkelfunktionen im I11. Quadranten
weiter!

Die Quadrantenbeziehung fiir den IV. Quadranten wird mit Hilfe einer Spiegelung
des Dreiecks QP mit dem Winkel POQ = (360° — x1y) an der u-Achse gewonnen
(Abb. 3.28.).

. Fiihren Sie die Untersuchungen iiber die Winkelfunktionen im IV. Quadranten
selbst durch!
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Zwischen den Winkelfunktionen, die zu Winkeln in héheren Quadranten gehéren,
und den Winkelfunktionen des entsprechenden Winkels im I. Quadranten gelten die
folgenden Beziehungen:
I11. Quadrant
(10)  sin ayy = sin (180° — xyj) tan xy — tan (180° — xyy)
cos Xy cos (180 X11) cot cot (180 i)
111. Quadrant
(11)  sin apy sin (xpq 1807) tan xyyg tan (xpy 180%)
Cos Xy cos (xy — 1807) col xypp cot (xyq 180°)
IV. Quadrant
(12) sin aypy sin (360° — xpy) tan xpy tan (3607 — xyy)
COs Xy cos (360 i) cot cot (3607 — xyy)
Die Beziehungen (10) bis (12) fithren die Winkelfunktionen im IL bis IV. Quadranten
auf die entsprechenden Funktionen im I. Quadranten zuriick.

Beispiele:
10) cos 152° = —cos (180° — 152°) = — cos 28°

11) cot 215° = cot (215° — 180°) = cot 35°
12) tan 312° = —tan (360° — 312°) = —tan 48°

Allgemein:

Um den Wert einer Winkelfunktion zu einem Winkel x (90° < x < 360°) zu ermitteln,
sucht man in den Tafeln 13 bzw. 14 den Wert der gleichen Funktion fiir den Winkel
180° — x, x — 180° bzw. 360° — x auf. Zur schnellen Vorzeichenbestimmung dient
die Tabelle auf Seite 82.

Man erkennt, daB bei jeder der vier Funktionen jedes Vorzeichen genau zweimal vor-
kommt. Bei einem gegebenen Funktionswert eines Winkels x findet man infolgedessen
fiir den Winkel (im Bereich von 0° < x < 360°) zwei Lésungen.

Beispiel 13:
sinx = 0,9664
Der Funktionswert ist positiv, also liegen die Winkel x im I. und II. Quadranten.
vy v 0°< x < 90°)
v = 1807 — x (0° < x < 90°)
Aus der Tafel entnimmt man x = 75,1°,
Demnach ist
% = 75,1°
xnp = 180° — 75,1° = 104,9°,

. Beispiel 14:
cos x = —0,7145

Der Funktionswert ist negativ, also liegen die Winkel x im II. und III. Quadranten.
o= 180" — 2(0° < x < 90°)
vin = 180% + x(0° < x < 90°)
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Aus der Tafel entnimmt man x = 44,4°.
Demnach ist
ap = 180° — 44,4° = 135,6°;
xm = 180° + 44,4° = 224,4°,

Aufgaben

Ubungen im Tafelrechnen
Bestimmen Sie mit Hilfe der Tafeln 13 und 14 die folgenden Funktionswerte!

1. a) sin 12° b) sin 84° ¢) sin  3° d) sin 29°
¢) sin 37° f) sin 135° g) sin 97° h) sin 200°
i) cos 2° k) cos 17: 1) cos 32: m) cos 51°
n) cos 68° o) cos 150 p) cos 101 q) cos 213°
2. a) tan21° b) tan 58° ¢) tan 5° d) tan 12°
e) tan 31° f) tan 120° g) tan 91° h) tan 261°
i) cot 8: k) cot 13: 1) cot 64° m) cot 76°
n) cot 87 o) cot 110 p) cot 249° q) cot 96°
3. a) sin 5,6° b) sin 38,1° ¢) sin 27,3° d) sin 77,7°
e) sin 40,9° f) sin 113,5° g) sin 300,2° h) sin 97,3°
i) cos £3,5°° k) cos 11,8° 1) cos 44,6° m) cos 87,6°
n) eos 58,9° o) cos 129,6° p) cos 321,4° q) cos 131,5°
4. a) tan 0,5° b) tan 88,0° ¢) tan 56,1° d) tan 43,9°
€) tan 68,8° f) tan 145,7° g) tan 336,5° h) tan172,5°
i) cot 32,3° k) cot 52,4° 1) cot 72,9° m) cot 64,8°
n) cot 53,2° o) cot 164,8° p) cot 282,2° q) cot 99,9°

5. a) sin 58,11°  b) sin 63,44° ¢) sin 87,15° d) sin  34,26°
e) sin 19,24° f) sin 147,87° g) sin 219,73°  h) sin 331,12°

i) cos 22,94° k) cos 17,32° 1) cos 37,22° m) cos 9,67°
n) cos 1,12° o) cos 177,13° p) cos 209,65° q) cos 348,48°
6.a) tan 1,92°  b) tan 17,44° ¢) tan 28,55° d) tan 39,67°
e) tan 41,72° ) tan 216,36° g) tan 298,47° h) tan 154,41°
i) cot 14,74° k) cot 26,59° 1) cot 34,53° m) cot 43,88°
n) cot 53,46° o) cot 224,33° p) cot 337,29° q) cot 135,23°
7. a) cos 74,37° b) tan 73,06° ¢) cot 216,36° d) cos 224,33°
€) sin 13,79° f) cot 64,42° g) sin 298,47° h) sin 337,20°
i) tan 87,44° k) sin 81,53° 1) cot 211,49° m) sin 315,32°
n) cot 53,76° o) cos 25,61° p) cos 265,35° q) tan 298,46°
8. a) sin 0,2° b) sin 0,83° ¢) sin 1,77° d) sin 2,6°
tan 0,2° tan 0,83° tan 1,77° tan 2,6°
€) sin 3,25° f) sin 4,71° g) sin 5,0° h) sin 9,1°
tan 3,25° tan 4,71° tan 5,0° tan 9,1°

9. Bis zu welchen Winkeln stimmen die Werte der Sinus- und der Tangensfunktion

a) auf vier Dezimalstellen, b) auf drei Dezimalstellen iiberein ?
¢) Begriinden Sie diese Erkenntnisse am Kreis, und formulieren Sie sie!

10. Ver deln Sie die imale Teilung der folgenden Winkel in die dezimale (auf zwei
Dezimalstellen)!
a) 16°18' b) 38° 24’ ) 79° 39’ d) 24° 25
) 20° 30' 30 f) 54° 348" g) 78° 52 33" h) 0° 513"
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11. Reck Sie die folgenden Winkel ben in Grad, Mi und Sekunden um!

a) 27,1° b) 14,9° ¢) 34,12° d) 50,08°
€) 68,47° f) 73,57° g) 17.93° h) 40,28°
12. Suchen Sie fiir die folgenden Winkel die Werte der Sinus- und der Kosinusfunktion auf!
a) 22,75° b) 68,24° ¢) 34,77° d) 79,67
e) 5,02° f) 89,07° g) 354,63° h) 244,66°
i) 327,76° k) 173,25° 1) 41° 24/ m) 4°29' 58"
13. Suchen Sie fiir die folgenden Winkel die Werte der Tangens- und der Kotangensfunktion auf!
a) 19,99° b) 4,16 ¢) 32,07° d) 25,33°
e) 84,31° f) 68,23° g) 155,377 h) 93,50°
i) 252,30° k) 300,23° 1) 57° 44/ m) 44° 50’ 40"
14. Berechnen Sie im Bereich 89,00° < x =< 89,10° die Werte der Tangensfunktion fiir Hundert-
stelgrad durch lineare Interpolation (Tafel 14)! — Vergleichen Sie die Ergebnisse mit den

Werten der Tangensfunktion in der untenstehenden Tabelle! Diese sind einer genaueren
Tafel entnommen. — Bilden Sie die Differenzen zwischen den interpolierten und den in der
Tabelle stehenden Funktionswerten!

" Beurteilen Sie fiir verschiedene Li..ervalle von x die Moglichkeit, bei der T funktion
linear zu interpolieren!

x ” 89,00° ,08°

,01° I ,02°

,03° | ,04° | ,05°

,06° | ,07°

,09° | ,10°

tan x 59,06

‘ 57,29 | 57,87 1 58,46

59,68 1 60,31 | 60,95 | 61,60 ‘ 62,27

62,96 | 63,66

15. Suchen Sie die folgenden Funktionswerte auf!

a) tan 87,88° b) tan 89,05° ¢) cot 1,33° d) cot 2,87° e) cot 0,92°
Bestimmen Sie mit Hilfe der Tafeln 13 und 14 die Winkel, denen die folgenden Funktionswerte
zugeordnet sind!

16. a) sin x = 0,2756 b) sin x = 0,6157 ¢) sin x = 0,8829 d) sin x = 0,4787
e) sin x = 0,2990 f) sin x =—0,5105 g) cos x = 0,0454 h) cos x = 0,9921
i) cos x = 0,1547 k) cos x =—0,6858 1) cos x=0,7325 m) cos x =—0,9724

17. a) tan x = 0,0699 b) tan x = 0,2679 ¢) tanx = 1,483 d) tan x = —0,9725
€) tan x = 0,1495 f) tanx = — 04536 g) cot x = 1,865 h) cot x = 0,3115
i) cot x = 2,592 k) cot x =—3,420 1) cot x=—5,730 m) cot x = 0,0052

18. a) sin x = 0,6407 b) sin x = 0,4711 ¢) sin x = 0,8308 d) sin x = —0,6300
e) sin x = 0,6070 f) sin x = 0,0081 g) cos x = 0,1700 h) cos x = 0,3473
i) cos x =—0,9872 k) cos x = 0,0037 1) cos x = —0,0323 m) cos x = 0,9999

19. a) tan x = 0,3259 b) tan x = 0,6425 ¢) tanx = 1,022 d) tan x = — 8,190
e) tanx = —0,7420 ) tan x = 0,6000 g) cot x = 0,2510 h) cot x = 0,4758
i) cot x =—1,321 k) cot x = 1,085 1) cot x =—10,9980 m) cot x = 0,0020
Reck Sie die gefund: Winkel in imal geteilte Grade um!
20. Bestimmen Sie die Winkel x, die den folgenden Funktionswerten zugeordnet sind!
a) b) ) d) e) D g)
sin x 0 1 —-0,5 0,3746 | —0.7314 0,1500 | —0,0728
cos x 0 1 -1 0,7071 | —0,9336 0,2358 | —0,7005
tan x 0 1 2 -3 —0.4452 0.,9387 | —0,0120
cot x 0 1 -3 —16,50 0,1700 | —1.319 | —2.439
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Ubungen mit dem Rechenstab

21. Stellen Sie am Rechenstab fest, in welchem Bereich die Sinusfunktionsleiter gilt!
Die Unterteilung wechselt. Wie viele Teilbereiche mit verschiedener Unterteilung gibt es?
Beschreiben Sie die Unterteilung! Was bedeutet in jedem dieser Bereiche ein Skalenteil ?
Bestimmen Sie mit Hilfe des Rechenstabes!

22. a) sin 85° b) sin 72° ¢) sin 61,5° d) sin 24,3°
e) sin 10,4° f) sin 7,42° g) sin 5,95° h) sin 213,38°
i) sin 323,83° k) cos 22° 1) cos 57,6° m) cos 73,27°

23, a) tan 43° b) tan 37,2° ¢) tan 22,22° d) tan17,29°
e) tan 6,15° ) tan 186,35° g) tan 42.4° h) tan 283,55
i) tan 354,21° k) cot 48° 1) cot 54,2° m) cot 79,66°

24. a) sin 2° b) sin 5,5° ¢) sin 1,92° d) tan 0,75°
€) tan 1,07° f) tan 2,96° g) cos 85° h) cos 87,3°
i) cos 89,08° k) cot 86° 1) cot 84,97 m) cot 88,63°

25, Losen Sie, soweit moglich, die Aufgaben 5 bis 7 mit Hilfe des Rechenstabes!
Vergleichen Sie in den verschied; Teilbereichen des Rechenstabes die Genauigkeit mit der
der Tafel!

Bestimmen Sie mit Hilfe des Rechenstabes die Winkel, die den folgenden Funktionswerten
zugeordnet sind!

26. a) sin x = 0,99 b) sin x = 0,87 ¢) sin x = 0,654  d) sin x = 0,358
e) sin x =—0,194 f) sin x = 0,111 g) sin x = 0.722 h) sin x =— 0,533
i) sin x = 0,276 k) cos x = 0,23 1) cos x = 0,872 m) cos x = 0,433

27. a) tanx = 0,97 b) tanx = 0,83 ¢) tan x = 0,755 d) tan x = 0,444
e) tanx = 0,123 f) tanx =—10,337 g) tanx =—0,842 h) tanx = 0,229
i) tan x = 0,656 k) cot x = 0,17 1) cot x = 0,778 m) cot x = 0,100

28. a) sin x = 0,09 b) sin x = 0,082 ¢) sin x = 0,054 d) tanx = 0,017
e) tan x = 0,0323 f) tanx = 0,0122 g) cos x = 0,08 h) cos x = 0,045
i) cos x = 0,0226 k) cot x = 0,07 1) cos x = 0,061 m) cot x = 0,0118

29, Losen Sie, soweit méglich, die Aufgaben 18 und 19 mit Hilfe des Rechenstabes!
Beurteilen Sie die G igkeit des Rech abes in den verschied Teilbereichen!

Anwendungen

30. Beweisen Sie das folgende Formelsystem (0° < x < 90°)!
II. Quadrant

sin (180°—x) = sin x tan (180° —x) = —tanx
cos (180° — x) = —cos x cot (180° — x) = — cot x
II1. Quadrant
sin (180° + x)
cos (180° + x)
1V. Quadrant
sin (360° — x)
cos (360° — x)
31. a) Im IL bis IV. Quadranten kénnen die Winkel x auch durch folgende Beziehungen aus-
gedriickt werden (0° < x' < 90°):
90° + x'; 270° —«x'; 270° 4 x'.
Stellen Sie unter diesen Bedi gen Quadr: beziel fiir die vier Winkelfunk-
tionen auf! Zeichnen Sie am Kreis entsprechende Figuren!

—sin x  tan (180° 4 x) = tanx
—cos x cot (180° + x) = cot x

—sin x tan (360° — x)

=—tanx
cos x cot (360° — x) = — cot x
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b) In welchen Fillen sind die von 90° bzw. 270° aus-
hend uadr bezieh den von 180° und
360° ausgehenden Beziehungen (10) bis(12) bzw. denen
in Aufgabe 30 vorzuziehen ?
¢) Fiihren Sie auf verschiedene Arten auf Funktionenim
I. Quadranten zuriick: sin 110,43°; cos 200°;
tan 290,86°; cot 185°!

32. a) Berechnen Sie die zu einem beliebigen Zentriwinkel «
gehorige Sehne s, den zugehorigen Kreisbogen b und
die Pfeilhohe h (Abstand der Bogenmitte von der
Sehne) eines Kreises mit dem Radius r alsFunktionen
des Zentriwinkels, und stellen Sie diese Funktionen Abb. 3.29.
graphisch dar (Abb. 3.29.)!

b) Wie lauten die analytischen Darstellungen fiir die Funktionen s (x); 3(1) und h (x) am
Einheitskreis ?

33. Den Flicheninhalt eines Kreisseg s iiber der Sehne s, der von dem Kreisbogen’b‘begrenzt
wird, berechnet man als Differenz aus dem Kreissektor zum Bogen b und dem gleichschenk-
ligen Dreieck iiber der Sehne s als Basis, dessen Spitze im Kreismittelpunkt liegt.

a) Wie grof ist der Flicheninhalt des Krei s zum Zentriwinkel o = 54°in einem Kreis
mit dem Radius r = 1m?

b) Berechnen Sie die Pfeilhohe h des Segments aus Aufgabe a!

¢) Von einem Segment sind die Sehne s = 5,40 m (Spannweite s) und die Pfeilhéhe h = 0,50 m
(Bogenhéhe h) gegeben. Berechnen Sie den Flicheninhalt des Kreissegments und den zu-
gehorigen Zentriwinkel !

d) Stellen Sie
1) den Sektor zum Bogen b eines Einheitskreises,
2) den Flicheninhalt des gleichschenkligen Dreiecks iiber der Sehne s als Basis, dessen
Spitze im Mittelpunkt des Einheitskreises liegt,
3) das Kreissegment iiber der Sehne s, das von dem Kreisbogen i;begrenzt wird,
als Funktionen des Zentriwinkels « analytisch und graphisch dar!

34. Berechnen Sie den Umfang der Breitenkreise, auf denen folgende Orte liegen:
a) Berlin (p = 52,4° N; 2 = 13,1° 0),
b) Moskau (¢ = 55,8° N, » = 37,6° 0),
¢) Johannesburg (Republik Siidafrika) (p = 26,2° S; » = 28,1° 0),
d) La Plata (Argentinien) (p = 34,9° S; 2 = 57,9° W),
e) Peking (¢ = 39,9° N; A = 116,5° 0),
f) Thr Heimatort!

3.4. Das rechtwinklige Dreieck

Konische Zapfen (auch Kegelzapfen oder kurz ,,Kegel*“ genannt) kénnen auf der
Drehmaschine durch Schrigstellen des Oberteils am verschiebbaren Werkzeug-
schlitten, des sogenannten Lingssupports, gedreht werden (Abb. 3.30. und 3.31.).
In der Mathematik bezeichnet man einen solchen Kérper als Kegel pi (Abb. 3.32.).
Die Symbole I, D und d werden in der Technik zur Bezeichnung der GroBen eines
Kegelzapfens verwendet.
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Abb. 3.31. | \' B3

um (D — d). Wendet man den Strahlensatz auf die
Figur in Abbildung 3.34. an, so gilt:
l:x = (D—d):l

Die Verjiingung é betrigt also D:d.

Sowohl in Abbildung 3.33. als auch in Abbildung 3.34.
sind ,,Kegel 1:4% dargestellt.

Fiir das Arbeiten auf der Drehmaschine ist es notig,
aus der Vorschrift 1:x den Einstellwinkel g des Sup-
ports, also letztlich den Kegelwinkel «, zu bestimmen.

100

Der Einstellwinkel des

Lingssupports  héingt vom

Kegelwinkel « ab; es ist
o

B =% (Abb. 3.31.).
In der Praxis wird die Ge-
stalt des Kegels nicht durch
den Winkel x angegeben,
sondern durch die Verjiin-
gung l{ (Fachbezeichnung:
Kegel 1:x). Das bedeutet,
daB der Durchmesser D sich
auf einer Zapfenlinge von
x mm um 1 mm vermindert
(Abb. 3.33.). Hat der Kegel
die Linge I, so verjiingt er

sich von D auf d, das heifit

Reitstock

Abb. 3.32. o



Abb. 3.33. 3 = Abb. 3.34.

047

05

. 1) Bestimmen Sie geometrisch den Kegelwinkel x, wenn die Verjingung 1:4
betrdgt!

2) Ein Turm wirft auf eine waagerechte Ebene einen Schatten von der Linge I,

wihrend die Sonne unter dem Winkel x gegen die Horizontallinie gesehen wird.

Die Turmhihe h ist aus der Schattenlinge | und dem Winkel x zu bestimmen.

Die Bearbeitung technischer oder naturwi haftlicher Probl fiihrt haufig zu
Aufgaben, in denen in einer Figur Zusammenhiinge zwischen Streckenverhiltnissen
und Winkeln an Dreiecken auftreten. Die rechnerische Losung solcher Aufgaben ist
mit Hilfe der el Tri riel moglich

g

Die Winkelfunktionen am rechtwinkligen Dreieck

Zur Wiederholung :

1. Welchen Namen haben die Seiten des rechtwinkligen ebenen Dreiecks ?

2. Was versteht man unter éhnlichen Dreiecken ?

3. Geben Sie Bedingungen an, unter denen Dreiecke dhnlich sind!

4. Was wissen Sie iiber das Verhiltnis gleichli der Seiten in dhnlichen Dreiecken ?
5. Was wissen Sie iiber gleichliegende Winkel in dhnlichen Dreiecken ?

Die Winkelfunktionen wurden im Abschnitt 3.1. mit Hilfe eines Kreispunktes P (u; v)
im Kreis mit dem Radius r erklart. Das entstehende Dreieck OQP ist rechtwinklig
(Abb. 3.5.). In bezug auf den Winkel x werden PQ als Gegenkathete und 0Q als
Ankathete bezeichnet.

Am rechtwinkligen Dreieck OQP gelten auf Grund der Definitionen (1) bis (4), Ab-
schnitt 3.1., die folgenden Beziehungen:

T Gegenkathete cos x — _Ankathete
Hypotenuse Hypotenuse
tan g — Stgenkathete cot x — _ Ankathete
Ankathete Gegenkatheto
In der Abbildung 3.35. werden drei recht- 435335,
winklige Dreiecke (4 BC, 4, B,Cund 4,B,C) ¢
dargestellt. Die Dreiecke sind ihnlich, a
deshalb gilt:
BC _ BT _ BC _. 4/ 8
4B 4B,  IB, A 2 8

1
i %
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Eck-Messung; frei: Dreiecksberechnung.



Dieses Verhiltnis (Gegenkathete fiir den Winkel
o:Hypotenuse) ist aber nach der Definition (1),
Abschnitt 3.1., gleich dem Sinus des Winkels «.
Das gilt fiir alle dhnlichen rechtwinkligen Drei-
ecke mit dem Winkel & :

3 a
sinx = —.
3

Abb. 3.36. Die rechtwinkligen Dreiecke der Abbildung 3.36.

stimmen in der Hypotenuse c iiberein.

' Wo liegen die Scheitel C, der rechten Winkel aller Dreiecke, die ¢ als Hypotenuse
haben ?

Der Winkel mit dem Scheitel 4 nimmt zu, wenn man vom Dreieck 4 BC; zum Dreieck
ABC, und von diesem zum Dreieck A BC; iibergeht. Es gilt die Ungleichung

oy ovp < xge
Mit dem Winkel x wiichst die zugehorige Gegenkathete a,. Da die Hypotenuse ¢ kon-

stant bleibt, wiichst mit dem Winkel auch das Verhiltnis der Gegenkathete zur
Hypotenuse; es ist

[y =
Allgemein gilt:
‘Wenn im rechtwinkligen Dreieck ein Winkel wichst, so nimmt auch der Quotient aus
Gegenkathete und Hypotenuse zu. Im rechtwinkligen Dreieck ist also das Verhaltnis
der Gegenkathete eines Winkels zur Hypotenuse eine Funktion des Winkels. Um-
gekehrt hiingt der Winkel von dem Verhiltnis der Gegenkathete zur Hypotenuse ab.
Diese Ahhanglgkelt wird durch die Sinusfunktion ausgedriickt:
(13)  sinn

> Satz 1: Im rechtwinkligen Dreieck ist der Sinus eines Winkels der Quotient aus der Gegen-
kathete dieses Winkels und der Hypotenuse.

Analoge Betrachtungen kénnen fiir die Seltenverhaltmsse T ® und > — durchgefiihrt
werden. Dabei ergeben sich

(14)  cos~

(15) tann ,

(16)  cot ‘ X

» Satz 2:Im rechtwinkligen Dreieck ist der Kosinus eines Winkels der Quotient aus der
Ankathete dieses Winkels und der Hypotenuse.

> Satz 3: l.m rechtwinkligen Dreieck ist der Tangens eines Winkels der Quotient aus der
kathete und der Ankathete dieses Winkels.

ﬁ Satz 4: Im rechtwinkligen Dreieck ist der Kotangens eines Winkels der Quotient aus der
Ankathete und der Gegenkathete dieses Winkels.
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. Untersuchen Sie auf Grund der Gleichungen 13 bis 16 die Grenzfille x = 0° und
o« = 90°! Halten Sie c konstant, und weisen Sie nach, da die Ergebnisse mit den
Werten der Winkelfunktionen fiir diese Winkel iibereinstimmen!

Auf Grund der Sitze 1 bis 4 gelten im rechtwinkligen Dreieck folgende Beziehungen:

a:c=sin x = cosp, b:c = cosx =sinf, -
a:b=tann = cotf, b:a = cotx = tanf. r =90

. Driicken Sie diese Bezichungen in Worten aus, und leiten Sie die Formeln (5)
und (6), Abschnitt 3.2., her!

Im rechtwinkligen Dreieck ist der Flicheninhalt 4 = % ab. Wir driicken nach (13)
und (14) die Katheten durch die Hypotenuse und Winkelfunktionen von « aus:

(17) A = S c*siny cosn.

Berechnung spezieller Funktionswerte

Zur Wiederholung: .
1. Zeichnen Sie ein gleichseitiges Dreieck mit der Seite a, und berechnen Sie die Dreieckshohe!
2. Zeichnen Sie ein Quadrat mit der Seite a, und ziehen Sie die Diagonale!

a) Was fiir Figuren entstehen? b) Wie lang ist die Diagonale ?
Fiir die Winkel 30°, 45° und 60° kénnen die Werte der Winkelfunktionen durch die
Anwendung von Sitzen aus der Planimetrie berechnet werden.

Fiir den Winkel 30° verwendet man hierbei ein gleich-
seitiges Dreieck (Abb. 3.37.). Es ergibt sich:

Abb. 3.37.

sin 30°=2:a =1
cos30°=h:a =%V§:a
tan30°=2:h =%:§V3
cot30°=h :%:%}’3:% =

. Bestimmen Sie die Werte der vier Winkelfunkti
nen fiir den Winkel 60°, indem Sie ein gleichsei-
tiges Dreieck (Abb. 3.37.) zugrunde legen!

Abb. 3.38,

Die Funktionswerte fiir den Winkel 45° kénnen mit 0 c
Hilfe eines Quadrates ermittelt werden (Abb. 3.38.).
Es ergibt sich: 5
sin45°=a:d=a:u}’2_=-zl—}/2— . d-avZ
cos45° =a:d=a:a ]"2_=%]/2_
tan45° =a:a=1 Q

45°—=aia=1 =
cot =a:a= A a 8
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Verwandeln Sie die Funkti te fiir die Winkel 30°, 45° und 60° in Dezimal-
zahlen! Vergleichen Sie die Ergebnisse mit den Angaben in den Tafeln 13 und 14!

Wir wissen, daB tan x gréBer wird als jede angebbare Zahl, wenn x gegen 90° strebt,
und ebenso cot x, wenn x gegen 0° strebt. Dafiir verwendet man das Symbol:

tanx — oo, falls x — 90°

cot x - oo, fallsx — 0°,

gelesen: ,,tan x (cot x) wird groBer als jede angebbare Zahl, falls x gegen 90° (gegen 0°)
strebt®.

Die auf diese Weise berechneten Funktionswerte und die fiir 0° und 90° werden in
der folgenden Ubersicht zusammengefaft.

x 0° 30° 45° 60° 90°
sin x 0 % % V2 % V3 1
cos x 1 % V3 % V2 %

" tanx 0 % V3 1 V3 (o)
cot x (o0) V3 1 % V3 0

Die geddchtnismiBige Beherrschung dieser Funktionswerte ist vorteilhaft. Dabei
geniigt es, wegen der Komplementbeziechungen (9), wenn man sich nur die Folgen
der Sinus- und Tangenswerte einprigt. Fiir die Sinuswerte kann man dazu die
folgende Gedichtnisstiitze benutzen:

x S 30° 45° 60° 90°

sin x ‘ 370 = 1y2 +13 Ry

Die Logarithmen der Winkelfunktionen

Zur Erleichterung trigonometrischer Berechnungen wendet man auch auf die Werte
der Winkelfunktionen das Rechnen mit Logarithmen an. Um ein doppeltes Auf-
schlagen von Werten zu vermeiden (1. Aufschlagen des Funktionswertes, 2. Auf-
schlagen des Logarithmus des Funktionswertes), wurden die Logarithmen der
Winkelfunktionswerte tabellarisch in den Tafeln 2 und 3 des Tafelwerks erfaft.

Die Tafeln der Logarithmen der Winkelfunktionen sind in gleicher Weise zu hand-
haben wie die Tafeln der Werte der Winkelfunktionen. Dabei ist zu beachten, daB die
Winkelfunktionswerte iiberwiegend kleiner als 1 sind und somit Logarithmen mit
negativen Kennzahlen haben.

. Beispiel 1:

sin 23,3° = 0,3955
Ig sin 23,3° = Ig 0,3955 : 0,5972 — 1

In den Tafeln 2 und 3 sind alle Logarithmen mit negativer Kennzahl auf die Kennzahl
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—10 gebracht worden, die aus drucktechnischen Griinden fehlt. Es muf also jeweils
—10 ergiinzt werden. In Tafel 2 steht zum Beispiel fiir- .

Ig sin 23,3° der Wert 9,5972; das bedeutet: Ig sin 23,3° =9,5972 — 10

In der Rechenpraxis subtrahiert man beim Aufschlagen der Logarithmen von der

Form 9, ...; 8, ...; 7, ...; usw. im Kopfe die Zahl 10 und erhilt 0, ... — 1;
0,...—2;0, ... — 3; usw. Umgekehrt ist zu einem gegebenen Logarithmus mit
negativer Kennzahl vor Benutzung der Tafel die Zahl 10 zu addieren. Infolge der
dezimalen Teilung des Grades ist die Interpolation dieselbe wie beim Rechnen mit
Logarithmen. Aus der Tafel 4 entnimmt man die Logarithmen der Sinus- und
Tangenswerte fiir Winkel von 0° bis 5° und die Logarithmen der Kosinus- und
Kotangenswerte von 85° bis 90° mit einer Genauigkeit von Hundertstelgrad un-
mittelbar, durch Interpolation mit einer Genauigkeit von Tausendstelgrad.

. Beispiele:

Werte der Wi i Logari der
(Tafeln 13 und 14) (Tafeln 2, 3 bzw. 4)
2) sin 21,87° 0,3725 9,5711 — 10 = 0,5711 — 1
3) cos 31,58° 0,8519 9,9304 — 10 = 0,9304 — 1
4) tan 69,43° 2,664 0,4257
5) cot 86,68 0,0580 8,7635 — 10 = 0,7635— 2

Beim Rechnen mit den Logarithmen der Werte der Winkelfunktionen von Winkeln
iiber 90° miissen die negativen Vorzeichen auBer Betracht gelassen werden. Denn
Logarithmen von negativen Zahlen existieren im Bereich der reellen Zahlen nicht.
Man muB also in diesen Fillen mit den absoluten Betriigen der Werte der Winkel-
funktionen rechnen. Im iibrigen gelten dann die gleichen Gesetze, die fiir das Rechnen
mit den Logarithmen bei Winkeln im I. Quadranten erklirt wurden.

- Beispiel 6: Ig cos 152°
Der Funktionswert cos 152° ist negativ. Deshalb wird der Logarithmus des Betrages
des Winkelfunktionswertes angegeben:

Ig |cos 152°| = 0,9459 — 1

. Beispiel 7: Ig | tan x| = 0,4389 (tan x < 0)

In diesem Falle soll der Wert der Winkelfunktion, zu dem der Logarithmus angegeben
ist, negativ sein. Man bestimmt zunichst den im I. Quadranten liegenden Winkel-
wert und erhilt x = 70°. Unter Beriicksichtigung der Vorschrift tan x < 0 findet
man als Losungen:

%, = 180° — x = 110°

x, = 360° — x = 290°.

Berechnung am rechtwinkligen Dreieck
Da im rechtwinkligen Dreieck immer der rechte Winkel gegeben ist, sind zur Bestim-

mung dieses Dreiecks nur noch zwei Stiicke ndtig. Dazu kénnen die Hypotenuse, die
beiden Katheten, einer der spitzen Winkel, der Flicheninhalt und andere Stiicke in
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geeigneter Zusammensetzung dienen. Beschriinken wir uns auf die Seiten und Winkel
(primire Stiicke), so sind vier Fille moglich (Abb. 3.39.).

Abb. 3.39.

Gegeben kénnen sein:

1. die Hypotenuse und ein Winkel;
2. eine Kathete und ein Winkel;

3. eine Kathete und die Hypotenuse;
4. die beiden Katheten.

. Stellen Sie fiir das Dreieck in Abbildung 3.39.
alle maoglichen Fille zu !

Die Berechnungen werden in zwei Schritten durchgefiihrt :
1. Die Aufgabe wird unter Verwendung der allgemeinen Symbole (a, b, c; «, pf; A
usw.) gelost (Allgemeine Lésung).
Dabei miissen oft Winkelfunktionen hinzugezogen werden.
2. Die gegebenen speziellen Zahlenwerte werden verwendet (ZahlenmiBige
Lésung).
In den folgenden Beispielen erfahren die Symbole a, b, ¢c und A wiihrend der Lésung
einen Bedeutungswechsel. Wihrend diese Symbole in der allgemeinen Losung als
GroBen verwendet werden, sind sie in der zahlenmiiBigen Lésung als Symbole fiir
Zahlenwerte anzusehen.

. Beispiel 8:

(1. Fall der obigen Zusammenstellung):
Gegeben: ¢ = 51,90 m; & = 52,55°.
Gesucht: 1) a (in m); 2) b (in m); 3) B (in Grad); 4) 4 (in m2).

Allgemeine Lisung (a, b, c, A bedeuten Griflen):

1) sinx == 2) coso =%
a=c-sinx b=c-cosx
3) B=90"—« 4) A= _lctsinx-cosx

Zahlenmdpige Losung (a, b, ¢, A bedeuten Zahlenwerte):

N. ‘ L.
1) a = 51,90 - sin 52,55° 51,90 1,7152
a = 41,21 sin 52,55° 0,8998 — 1 +
2) b = 51,90 - cos 52,55° B 1,6150
= 31,56
o ° ° 51,90 1,7152
— o —37 A X
3) =190 52,55 ,45 cos 52,55° 077830 — 1 v
b 1,4991
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4) A= % 51,902 - sin 52,55° - cos 52,55°

A = 650,3
N. L, L,
51,902 1,7152 - 2 3,4304
sin 52,55° 0,8998 — 1 +
cos 52,55° 0,7839 — 1 +
0,5 0,6990 — 1 +
A 2,8131
Die Stiicke des Dreiecks sind:
a=4121m o« = 52,55° A = 650,3 m?
b = 31,56 m B = 31,45°
¢ =5190m y = 90°

Berechnungen am gleichschenkligen Dreieck

Das gleichschenklige Dreieck wird durch seine Symmetrieachse, die zugleich die
Hohe h, auf der Grundseite ist, in zwei kongruente rechtwinklige Dreiecke zerlegt
(Abb. 3.40.).

Da man das gleichschenklige Dreieck auf das recht-  Abb.3.0.

winklige zuriickfithren kann, geniigen zwei Stiicke, um
die fehlenden Stiicke und den Flicheninhalt zu berech-
nen. Beschrinken wir uns auf die primiren Stiicke
(Basis, Schenkel und einen der Winkel), so kénnen die
gegebenen Stiicke in folgender Zusammenstellung auf-
treten:

1. Die Basis und ein Winkel,

2. der Schenkel und ein Winkel,

3. die Basis und der Schenkel.

. Stellen Sie fiir das Dreieck in Abbildung 3.40. alle miglichen Fille !
Vergleichen Sie mit den mdglichen Z: llungen beim rechtwinkligen
Dreieck!

. Beispiel 9:

(2. Fall der obigen Zusammenstellung):

Gegeben: a = 15,2 cm; y = 76,8°.

Gesucht: 1) « (in Grad); 2) ¢ (in ¢cm); 3) 4 (in cm?).
Allgemeine Lisung (a, b, ¢, A bedeuten Grifien):

1) x=90°—1% 2)sint=1:a=-
¢=2a-sin %
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1
B d=zc-h Es kann auch die Gleichung (17) auf die
cos _’i'_ ke rechtwinkligen Teildreiecke angewandt

a -

b — ados . werden:

) y A=2-LatsinZ cos?

A=%-2a~sin%-a-cns% THAT g BTN COR G
. b —agtean? )

A=azsm%cos% A=a SIn - €08 3

Zahlenmipige Losung (a, b, c, A bedeuten Zahlenwerte):

N. L.

1) o = 90° — 38,4° = 51,6° 2 0,3010
2) ¢ =2-15,2 - sin 38,4° 15,2 1,1818 +
c = 18,88 sin 38,4° 0,7932 — 1 +

c 1,2760

3) A4 = 15,22 - sin 38,4° - cos 38,4°

A4 =112,4 N L L,

15,22 1,1818 2,3636
sin 38,4° 0,7932 — 1 +
cos 38,4° 0,8941 — 1 +

A 2,0509

Die Stiicke des Dreiecks sind :
a="5b=152cm o« = f = 51,6° A = 112,4 cm?
¢ = 18,88 cm ~ 18,9 cm y =T

Berechnungen am regelmiBigen n-Eck

Von einem Punkt O seien n Strahlen in einer Ebene so gezogen, daf} je zwei Strahlen

einen Winkel von ¢ :3—6:“— miteinander bilden. Wird diese Figur, wie in Abbil-

lung 3.41. angedeutet, um den Punkt O um den Winkel o= L:a gedreht, so kommt
sie mit sich selbst zur Deckung (Radialsymmetrie).




Wir nennen die Punkte der Strahlen, die durch Drehung zur Deckung gebracht
werden, einander entsprechende Punkte. Verbinden wir die entsprechenden
Punkte 4, B, C, D, E der Reihe nach miteinander, so entsteht ein Vieleck, in dem
alle Seiten und Winkel einander gleich sind, denn sie gelangen durch Drehung um den
Winkel ¢ =2 zur Deckung (Abb. 3.42.).

Ein Vieleck, dessen Seiten und dessen Winkel einander gleich sind, heifit regel-
miiBig. Dreht man das regelmiBige Vieleck ABCDE um den Punkt 0, so gelangen
nicht nur seine Seiten und Winkel zur Deckung, sondern es decken sich auch die
Strecken 04, OB, ..., OE und ebenso die von O auf die Seiten gefillten Lote
OF, 0G, . .., OK. Der Punkt O ist demnach von allen Eckpunkten und allen Seiten des
regelmiBigen Vielecks jeweils gleich weit entfernt.

Allgemein gilt:

Jedem regelmiiBigen Vieleck liBt sich ein Kreis umbeschreiben (Umkreis) und ein Kreis
einbeschreiben (Inkreis).

Abb. 3.43.
¥ 0
fe?
.360°
n
i 2
G K T ¢
\ /
\ 8
\\‘,.
. G
£ \
IASNY £\ 8
A A Sn 8

Die Abbildung 3.43. stellt ein regelmiBiges Achteck dar. Jedes der gleichschenkligen
Dreiecke (z. B. A ABM) kann als ein Bestim gsdreieck angesehen werden. Die
Berechnung des regelmiBigen Vielecks 1iBt sich auf die Aufgabe zuriickfiihren, ein
Bestimmungsdreieck mit den Mitteln der Trigonometrie zu berechnen. Wir kénnen
dabei die Ergebnisse der Berechnung des gleichschenkligen Dreiecks anwenden.

. Beispiel 10:

Gegeben ist die Seite s,, = 6,41 dm des regelmiBigen Zwolfecks. Wie groB ist
der Winkel des Zwolfecks? Wie grof sind die Radien des Inkreises und des
Umkreises sowie der Umfang und der Flicheninhalt ?
Das Bestimmungsdreieck fiir diese Aufgabe zeigt die Abbildung 3.44.
Gegeben: s;, = 6,41 dm; ¢ = 3(;: = 30°.
Gesucht: 1) ¢ (in Grad); 2) r,(in dm); 3) r; (in dm); 4) u,, (in dm);

5) Ay, (in dm?).
Allgemeine Losung (r,, r;, um, S190 Ay, bedeuten Griflen):

1 d

(Zur Vereinfachung wird im folg s;p = S gesetzt.)
1) 5= 90°—% 2) sinf=1:r,
& =180°— ry=—"
? 2..in—:L
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3) cot 7 =ri: 4) u;, =12
r,»=%~cot%
5) A, =127 — 651, = 3s2cot 2

Zahlenmiiftige Losung (Tu, 1i, 5, Sy, Ay, bedeuten Zahlenwerte):

N. L.
1) e = 180°—30° = 150° 641 0,8069
2 64l 2 0,3010 —
) e = 3an sin 15° 04130—1 | —
r, = 12,39
Tu 1,0929
/6,41 0,8069
cot 15° 0,5719 4
3) = w Zihler 1,3788
ri— 1196 2 0,3010 -
I3 1,0778
N. L, L,
=12-641
Y Wt 7602 641° | 08069 -2 | 1,6138
i 3 0,4771 +
5) Ay, = 3 - 6,412 - cot 15° 2
A — 460 cot 15 0,5719 +
Ay 2,6628
Die Stiicke des Zwolfecks sind :
$35 = 6,41 dm ¢ = 150°
re = 12,39 dm r; = 11,96 dm
uyy = 76,92 dm Ay, = 460 dm?

Mit der Konstruktion und Berechnung regelmiBiger Vielecke hat sich im Altertum
der griechische Mathematiker und Physiker ARCHIMEDES beschiftigt. Er lebte von
287 bis 212 in Syrakus. ARCHIMEDES berechnete die Vielecke allerdings planime-
trisch, da ihm die Mittel der Trigonometrie noch nicht zur Verfiigung standen. Er
verwendete die Methode der einem Kreis ein- und umbeschriebenen regelmiBigen
Vielecke auch, um das Verhiltnis von Umfang zu Durchmesser eines Kreises zu be-
stimmen. Mit Hilfe des 96-Ecks fand er, daB dieses Verhiltnis zwischen 3;—‘; und 3;—3
liegt. Er gab 3—; und 3,‘,—‘: als Niherungswerte fiir die Zahl = an. Um seine Leistung
richtig zu wiirdigen, miissen wir bedenken, daBl er weder die Dezimalzahlen noch das
Stellenwertsystem kannte. ARCHIMEDES suchte seine wissenschaftlichen Erkennt-
nisse auch fiir die Zwecke der Praxis nutzbar zu machen.

Gegen Ende des 18. Jahrhunderts stellte einer der beriihmtesten deutschen Mathe-
matiker, CARL FRIEDRICH GAuUss, eine allgemeine Theorie der regelmaBigen Viel-
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ecke auf. In diesem Zusammenhang entdeckte der damals Neunzehnjihrige, daB
das regelmifBige 17-Eck mit Zirkel und Lineal konstruierbar ist. Die Theorie der
regelmiBigen Vielecke ist in dem bedeutenden Werk von GAuss Disquisitiones arithme-
ticae (Arithmetische Untersuchungen) dargestellt, das 1801 in Leipzig erschien.

Anwendungsaufgaben

Bei der Losung von Anwendungsaufgaben mit Hilfe der Trigonometrie sucht man
zunichst nach einem fiir die Berechnung geeigneten rechtwinkligen Dreieck.

Beispiel 11:

Lisung:

Ergebnis:

Beispiel 12:

Welchen Anstiegswinkel hat eine Schraube mit metrischem Ge-
winde, deren Gewindedurchmesser d = 11,4 mm und deren Gang-
héhe h = 2,0 mm betrigt ?

Aus Abbildung 3.45. ergibt sich:

h
tanx = T3

2,0mm
71l 4mm
Mit Hilfe des Rechenstabs berechnet man tan & = 0,0559.
Aus Tafel 14 ergibt sich x = 3,2°.

Die Schraube hat einen Anstiegswinkel von 3,2°.

tanx =

Abb. 3.45. Abb. 3.46.

Der in Abbildung 3.46. dargestellte Bolzen soll gedreht werden.

Wie groB sind Supporteinstellwinkel und Kegelwinkel ? (Vergleichen Sie auch
mit den Ausfithrungen auf Seite 100!)

Lisung:

Ergebnis:

- Beispiel 13:

Allgemein gilt: tan § =~ :] = -+ 27,

das heiBit, der Tangens des halben Kegelwinkels ist gleich der
halben Verjiingung.

Im vorliegenden Fall ist tan % = % = 0,1000.

Aus Tafel 14 ergibt sich % ~ 5,71° und damit x ~ 11,42°.

Der Supporteinstellwinkel betrigt etwa 5,71°; der Kegelwinkel
etwa 11,42°,

Bei der Deutschen Reichsbahn werden Steigungen durch Schilder der in
Abbildung 3.47. a dargestellten Form gekennzeichnet. Die Aufschrift besagt,
daB auf 40 m waagerechte Entfernung 1 m senkrechte Erhebung kommt; die
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gleiche Steigung hilt auf den nichsten 830 m Streckenlinge an (Abb. 3.47.b;
nicht maBstiiblich). Wie groB ist der Hohenunterschied H zwischen Anfang A
und Ende C, dieses Streckenabschnittes ?

Losung  (mit Hilfe der trigonometrischen Methode):

H
40° 830 m
H =830 - sinx m.
Es ist nicht notwendig, Winkel x zu bestimmen; wir kénnen viel-

mehr sin x durch tan & ausdriicken. (Vergleichen Sie hierzu Seite 87,
Aufgabe 21!)

S
tanx = < ; sinx =

. tana
sing = ——2% Abb. 3.47.a

V14 tan2g ngm

5 b 710

sinx =— LN

V o U L Abb. 3.47.b

1000
Dann ergibt sich
_ 830
Yo

Mit Hilfe des Rechen-
stabs berechnet man

H ~ 20,75 m.

Ergebnis: Der Hohenunterschied betriigt rund 20,8 m.

Losen Sie die Aufgabe auch, ohne daB Sie die tri ische Methode und vergleich
Sie die Ergebnisse!

Aufgaben
Ubungen im Tafelrechnen
1.'a) Igsin 19,5° _  b) Ig sin 31,67° ¢) lg sin 93,5° d) lg sin 17° 42’
e) Ig cos 73,92° f) lg cos 37,57° 8) lg |cos 224,7°| h) Ig cos 45° 22" 45"

2. Suchen Sie die Logarithmen der Winkelfunktionen fiir die in den Aufgaben 3 und 5 des
Abschnitts 1.3. (S. 28) angegebenen Winkel auf!
3. a) Ig tan 21,28° b) Ig tan 50,68° ¢) Ig tan 187,55° d) Ig tan 47° 33’
e) lg cot 38,95° f) Ig cot 45,08° g) lg |cot 101,54°| h) Ig cot 2° 5’ 12"
4. Suchen Sie die Logarithmen der Winkelfunktionen fiir die in den Aufgaben 4 und 6 des
Abschnitts 3.3. (S. 96) angegebenen Winkel auf!
5. Suchen Sie fiir die folgenden Winkel die Logarithmen der Sinus- und der Tangensfunktion auf!
a) 0,09° b) 0,902° ¢) 2,418° d) 4,935° €) 3,076° f) 1,234°
6. Suchen Sie fiir die folgenden Winkel die Logarithmen der Kosinus- und der Kotangens-
funktion auf!
a) 85,238°  b) 88,031° ) 87,045°  d) 89,304°  ¢) 86,753°  f) 89,165°
7. Stellen Sie die folgenden Funktionen graphisch dar!
a) y=Igsinx b)y=Igcosx e¢)y=Igtanx d)y=Igcotx
Anleitung: Benutzen Sie die Tafelwerte fiir x = 15°;30°;45°; 60°; 75°! Verwenden Sie fiir
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a und b bzw. fiir ¢ und d ein g

lauf jeder Funktion!

Koordi

I Reschreil

Untersuchen Sie insbesondere die folgenden Fragen:
1) Wie verlaufen die Funktionen in der Umgebung von x = 0° und x — 90°?

2) Fir welche Winkel dndern sich die einzel

besonders wenig ?

Funktionen L

dq

3) Haben die Kurven zu a und b bzw. die zu ¢ und d Symmetrieeigenschaften ?

8. Welche Bezieh bestehen

TR

a) lg tan x und Ig cot x;
b) lg sin x, Ig cos x und Ig tan
) lg sin x, Ig cos x und Ig cot

Berechnen Sie mit Hilfe dieser B

Ig cot x aus Ig sin x und Ig cos
Gibt es eine entsprechende B

x5
x?
st

gen fiir einige
x!
auch h

9. a) Ig sin x = 0,6093 — 1
d) Ig sin = 0,0135—1
10. a) Ig cos y = 0,5341 — 1
d) Ig cos f = 0,2700 — 1
11. a) Ig tan x = 0,1387
d) Ig tana = 1,0944
12. a) Ig cot o = 0,9848 — 1
d) Ig cot y = 0,3688

13. Bestimmen Sie zu den nachstehenden Logarithmen der Winkelfunktionen die

und 360° liegenden Winkel x!

a) lgsin x = 0,8810—1 (sin x> 0)
) lg cos x = 0,9996 —1 (cos x> 0)
e) lgtanx = 0,2764—1 (tan x> 0)
(cot x> 0)

g) lg cot x = 0,7718

b) lg sin « = 0,3775 -1
e) lgsin y = 0,9438 — 1
b) lg cos x = 0,7230 — 1
e) lg cos x = 0,9900 — 1
b) Ig tan g = 0,8003

e) lg tan f# = 0,8345—1
b) Ig cot y = 0,6129 —1
e) Ig cot f = 0,1888

14. Bestimmen Sie die Winkel aus dem ersten Quadranten!

a) lg sin x — 0,4783 —1
d) Ig cot y = 1,6250

g) lg sin x = 0,8583 — 1
k) Ig tan § = 0,2833 — 3
n) lIg cot f# = 0,8293 — 2

Ausder Geometrie

15. Berechnen Sie die Seiten, Winkel und Flicheninhalte der re

(¥ = 90°), von denen folgende

a) a=127Tcm; b=49cm
¢) a=420m; ¢ = 645m
e) c=125m; 2 = 35,60°
®i) ¢ =10,50 cm; g = 40,30°
g) a=063mm; o = 40,30°

h) b =80,70m; f = 62,30°

16. In einem rechtwinkligen Dreieck (Abb. 3.48.) sind die folgen-

den Stiicke gegeben:

b) Ig cos o = 0,6000 — 1
€) lg tan o = 1,0200

h) Ig cos y = 0,4840 — 1
1) lg cot a = 0,3090 — 2
o) lg sin x = 0,4920—3

Stiicke gegeben sind!

b) a = 54,85 m;
d) a = 14,54 cm;

a) ¢c=1850m; p=4.20m

b) ¢ = 18,50 m;

8 [001059]

h=430m

lg sin x und Ig cos x?
Bestimmen Sie zu den nachstehenden Logarithmen die Winkel aus dem ersten Quadranten!

¢) lg sin y = 0,5717—1
1) Ig sin y = 0.1437—1
¢) lg cos « = 0,9892 — 1
f) Ig cos f# = 0,2356 — 1
c) Ig tan y = 0,6486 — 1
f) Ig tan x = 0,1479 — 1
¢) lg cot x = 0,2509

f) lg cot o = 0,9800

iect

b) Ig [sin x| = 0,9750— 2 (sin x < 0)
d) lg |cos x| = 0,3075 — 1
f) lg |tan x| = 0,9000 —2 (tan x < 0)
h) Ig [cot x| = 1,2700

(cos x < 0)
(cot x < 0)

¢) g tan § = 0,8036 — 1
f) Ig cot y = 0,1064 —1
i) Ig cos y = 0,8221 —1
m) Ig sin x = 0,7460 — 2
p) lg cos y = 0,4459—2

Sie den Ver-

s stark, fiir welche

dhlte Beispiele Ig tan x und

0°

chtwinkligen Dreiecke 4BC

b=7454m
¢ = 29,08 cm
c Abb. 3.48.




¢)h=g=35cm d) h=12242m; b=2530m

e) p=102cm; o= 37.50° f) c=420m; ¢=253m

g) a=0605cm; h=152cm h) p=18,18m; q=3.88m

Berechnen Sie jeweils die fehlenden Seiten, die Winkel und den Flicheninhalt, und kon-
struieren Sie die rechtwinkligen Dreiecke!

17. In einem gleichschenkligen Dreieck (Abb. 3.49.) sind die folgenden Stiicke gegeben:

a) c=125m; h.=85m

b) a=370m; ¢=250m

¢) a=570m; ¢=350m

d) ¢ = 19,64 cm; y = 55,40°

e) ¢ = 75.92dm; o = 52,62°

f)h. = 4,786 m; y = 32,10°

Berechnen Sie jeweils die fehlenden Seiten und Winkel
sowie den Flicheninhalt, und konstruieren Sie die gleich-
schenkligen Dreiecke!

Abb. 3.49. A 2 8 18. Berechnen Sie im Rechteck mit den Seiten a = 5,5 m und
. b= 4,2 m die Winkel, welche die Diagonalen mit den
Rechteckseiten bilden, und den von beiden Diagonalen eingeschlossenen Winkel!

19. Von einem Rechteck ist die Diagonale e = 6,5 m und der von beiden Diagonalen eingeschlos-
sene Winkel ¢ = 55° gegeben. Wie groB sind die Seiten des Rechtecks?

20. Von einem Rhombus sind die Seite @ = 12,5 cm und der Winkel x = 45° gegeben. Berechnen
Sie die Linge der beiden Diagonalen des Rhomb und den Flicheninhalt!

21. In einem regelmiBigen n-Eck ist a) der Umkreisradius ry, b) der Inkreisradius r; gegeben,

Zeigen Sie, daB der Flicheninhalt des regelmiBig n-Ecks
im Falle a) a, = nre sin l—ﬂno——- cos ":_0 , im Falle b) 4, = nr;®tan

180° .
o ist!

22. a) Einem Kreis vom Radius r = 1 dm ist ein regelmiBiges n-Eck einbeschrieben. Wie grof3
sind seine Seiten s, sein Umfang u, und sein Flicheninhalt a, fir n = 3: 45 5; 6; 75 8;
9;10?

b) Die Seite eines regelmiBigen n-Ecks sei s, = 27 cm.
Bestimmen Sie die Radien des einbeschrieb und des
n=3;4;5;...;10!

¢) Einem Kreis vom Radius r = 1 dm ist ein regelmiBiges n-Eck umbeschrieben. Wie grof3
sind seine Seite S,, sein Umfang U, und sein Fliacheninhalt 4, fiir n = 3;4;5;...510?

d) Stellen Sie in einem rechtwinkligen Achsenkreuz mit der Indexachse n als Abszissenachse
die GroBen s, und Sy, u, und Up, an und 4, aus Aufgabe a und ¢ in Abhéngigkeit von n
graphisch dar!

Kreises fiir

23. Berechnen Sie Seite, In- und Umkreisradius sowie Flicheninhalt fiir folgende regelmiBigen
n-Ecke!
ayn=17; s =132cm b) n=10; r, = 23,5cm
¢)n=>5; ri=174dm d)n= 8 A =234Tm?

24. Ein Punkt P liege a cm vor der AufriBitafel, b em vor der Kreuzrifitafel und ¢ em iiber der
GrundriBtafel; der Schnittpunkt der Ril}achsen_sei 0.
a) Welche Winkel bildet die Verbindungsstrecke PO mit den Projektionen P'0, P"0 sowie
P"0O?
b) Bestimmen Sie die Winkel fiir a = 3,b = 2 und ¢ = 2,5 sowohl mit Hilfe des darstellend-
geometrischen als auch mit Hilfe des trigonometrischen Verfahrens!
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Ausder Physik und der Technik

25,

26.

27,

»

Am &uleren Ende eines Tragarms mit Zugstange hiingt eine

Last Fg = 400 kp (Abb. 3.50.).

a) Bestimmen Sie geometrisch durch eine maBstabliche Zeich-
nung GréBe und Richtung der auf den Tragarm und auf
die Zugstange wirkenden Teilkrifte fiir dic Neigungswinkel
@ = 30°; 45°; 60° der Zugstange gegen den Tragarm!

b) Handelt es sich um Zug- oder um Druckkrifte ?

¢) Berechnen Sie trigonometrisch die Gréfe der Teilkrifte
fiir die angegebenen Neigungswinkel!

Am Ende eines Tragarms mit Stiitze hingt eine Last

Fg = 400 kp (Abb. 3.51.).

a) Bestimmen Sie geometrisch durch eine maBstibliche Zeich-
nung GroBe und Richtung der auf den Tragarm und auf
die Stiitze wirkenden Teilkrifte fiir die Neigungswinkel
"= 30°; 45°; 60° der Stiitze gegen den Tragarm!

b) Werden Tragarm und Stiitze auf Zug oder auf Druck be-
ansprucht ?

¢) Berechnen Sie die GroBe der Teilkrifte fiir die angegebenen
Neigungswinkel!

Ein Ausleger soll 2000 kp tragen und ist mit einem Seil von
5000 kp Tragfihigkeit abzufangen (Abb. 3.52.). Wie gro muf3
das Mal x mindestens werden, wenn die Tragfihigkeit des
Seiles nicht iiberschritten werden soll ?

Eine Kiste, die 220 kg wiegt, wird mittels einer Schrotleiter
abgeladen (Abb. 3.53.).

. Bei welchem Winkel « beginnt die Kiste zu gleiten, wenn zur

29.

30.

8*

Uberwindung der Reibung 17 kp erforderlich sind ?

Eine Kiste, die 96 kg wiegt, soll auf einer unter 25° gegen die

Horizontalebene geneigten Holzrampe hochgezogen werden.

a) Bestimmen Sie trigonometrisch und geometrisch die Ab-
hingigkeit des Hangabtriebs H und des Normaldrucks N
vom Neigungswinkel o der Rampe!

b) Berechnen Sie unter Beriicksichtigung der Gleitreibung die
Grofle der erforderlichen Zugkraft! Die Reibungszahl fiir
Holz auf Holz ist im Mittel = 0,18,

¢) Berechnen Sie den Neigungswinkel ¢ der Rampe, bei
welchem der Hangabtrieb H gleich der Reibung R wird
(Reibungswinkel g)!

d) Zeigen Sie, daB8 der Tangens des Reibungswinkels o gleich
der Reibungszahl s ist!

Aus einem Rundstahl mit dem Durchmesser d = 60 mm soll
ein regelmiBiges Fiinfkant gefrist werden (Abb. 3.54.).
Bestimmen Sie

a) die Seite s; des Fiinfkants,

b) den prozentualen Verlust an Querschnittsfliche!

V/
Abb, 3.50. =400kp
Z

f5=400kp
Abb, 3.51.

Seil 5000kp Tragkraft

Abb, 3.52. f5-2000kp

F5 =220kp
Abb. 3.53.

Abb, 3.54.
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Lichtbrechung

Fallen Lichtstrahlen unter dem Winkel « aus Luft in ein optisch dichteres Medium ein, so
werden sie von ihrer urspriinglichen Richtung zum Einfallslot hin derart gebrochen, daB das
Verhiltnis des Sinus des Einfallswinkels o zum Sinus des Brechungswinkels f gleich der
Brechungszahl n des optischen Mediums gegeniiber Luft ist. !

Brechungsgesetz: ::; =n.
Bei umgekehrtem Strahleng; ist die Brech hl n' = %
31. Ein Lichtstrahl fillt unter dem Einfallswinkel o = 15°; 30°; 45°; 60°; 75°; 90° aus Luft in
Wasser. Die Brechungszahl fiir den Ubergang von Luft in Wasser ist n = % ¥

a) Berechnen Sie die zugehirigen Brechungswinkel §!
b) Stellen Sie die einander zugeordneten Werte von Einfalls- und Brechungswinkel in einer
Tafel zusammen!

32. Beim Durchgang durch eine planparallele
Platte wird ein Lichtstrahl parallel ver-
schoben.

a) Wie gro8 ist die Parallelverschiebung, die
ein Lichtstrahl durch eine planparallele
Glasplatte von d = 10 cm Dicke bei einem
Einfallswinkel & = 60° erfihrt (n = )?

b) Bestimmen Sie den Gang des Lichtstrahls
geometrisch!

c) Stellen Sie die Verschiebung des Licht-
strahls als Funktion des Einfallswinkels «
graphisch dar!

33. Auf ein Glasprisma (Bxbchungszahl n= —:;—) , dessen brechende Flichen einen Winkel ¢ = 60°
bilden, fillt ein Lichtstrahl unter dem Einfallswinkel «, = 45° ein (Abb. 3.55.).

a) Bestimmen Sie geometrisch den Gang des Lichtstrahls!

b) Bestimmen Sie rechnerisch die Gesamtablenkung J des Lichtstrahls!

34. Unter dem Grenzwinkel der totalen Reflexion versteht man denjenigen spitzen Einfalls-
winkel im optisch dichteren Medium, fiir den der Brechungswinkel im optisch diinneren
Medium 90° wird. Wie groB ist der Grenzwinkel der totalen Reflexion fiir den Ubergang von

a) Wasser in Luft (n’ = %) 5

Abb. 3.56.
130°
S
Py Q
i Abb. 357,
e 7 180
35. Berechnen Sie fiir die in Abbild 3.56. dargestellte Schwalb | fiihrung das Maf x!

36. Berechnen Sie fiir das in Abbildung 3.57. dargestellte Fiihrungsprisma die fehlenden MaBe!
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3.5. Das schiefwinklige Dreieck

Der Sinussatz und die Flichenformel

Die trigonometrische Methode findet auch bei Berechnungen in schiefwinkligen Drei-
ecken Anwendung. Ein schiefwinkliges Dreieck lit sich durch eine Hohe in zwei
rechtwinklige Dreiecke zerlegen. Diese sind jedoch im allgemeinen nicht kongruent.
Die Hohe h, des Dreiecks 4 BC liBt sich auf doppelte Weise ausdriicken (Abb. 3.58.):

sinﬂ:’% h, =asinf c

‘. e &
sino = —— h, = bsinx
Setzt man die Ausdriicke fiir k. einander gleich,so wird
h. eliminiert, und es ergibt sich

asin f = bsinw

oder, als Proportion geschrieben,
(18) @ : b =sinx : sinff.
Entsprechend findet man, wenn man das Dreieck durch b 2 Abb. 3.59,
die Hohe h, bzw. hy, zerlegt,
(19) b:c=sinf:siny
und

(20) ¢ : @ =siny : sinx.
Die Gleichungen (19) und (20) kann man auch aus (18) durch zyklische Vertauschung
erhalten. Man ordnet die Seiten und Winkel des Dreiecks auf einem Kreis so an, wie
sie beim Umlaufen des Dreiecks aufeinander folgen (Abb. 3.59.). Fiir jeden latei-
nischen und griechischen Buchstaben der Formel (18) hat man den lateinischen bzw.

griechischen Buchstaben zu setzen, der auf ihn folgt, wenn man den Kreis im positiven
Drehsinn durchliuft.

Auch in dem stumpfwinkligen Dreieck in Ab-
bildung 3.60. erhilt man durch Eliminieren der G
Héhe h, die Gleichung (18).

h. =asinf; h. = bsin (180° —«)

Wegen sin (180° — x) = sin x geht die zweite

Abb. 3.60,

e

Gleichung iiber in i, = b sin «. 160%e
Die Gleichungen (18), (19) und (20) werden als 0 A 8
Sinussatz der eb Tri rie bezeichnet.

8

’ In einem Dreieck verhalten sich zwei Seiten wie die Sinus der gegeniiberliegenden Winkel.

Man kann den Sinussatz auch als fortlaufende Proportion schreiben:

2l) a:b:c=sina :sinf :siny,
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Da der Sinus im I. und IL Quadranten positiv ist, hat man bei der Berechnung eines
Dreieckwinkels nach dem Sinussatz die Doppeldeutigkeit des Winkels zu beriick-
sichtigen. Zu einem Sinuswert gehéren stets ein Winkel im I. und ein Winkel im
II. Quadranten. Beide Winkel sind dchst als Rech gebnisse moglich, und es
bedarf einer besonderen Untersuchung, ob sie auch beide als Losungen der betreffenden
Aufgabe in Frage kommen.

Durch den Sinussatz werden Berechnungen im schiefwinkligen Dreieck vereinfacht,
da nicht erst die entsprechende Hohe berechnet werden muB.

. Was ergibt sich aus den Gleichungen (18) bis (20) im Spezialfall des rechtwink-
ligen Dreiecks ?

Der Sinussatz kann auch in der Form

(22)

geschrieben werden.

Der Quotient aus einer Seite und dem Sinus des gegen-

iiberliegenden Winkels hingt mit dem Umkreisradius r

zusammen.

Nach dem Peripheriewinkelsatz ist in Abbildung 3.61.:
X BMC =2x; <X BMD =« (0° <& < 90°.

Im Dreieck MBD gilt dann

4 a a
sina = 5 :r und nach Umformung — =2r.

a b

sin o sin B siny

Abb. 3.61.

In Verbindung mit (22) ergibt sich:

(23)

’ Im Dreieck ist der Quotient aus einer Seite und dem Sinus des gegeniiberliegenden Winkels
gleich dem Umkreisdurchmesser.

@ 1) zeichnen Sie cine Figur fiir den Fall, da o ein stumpfer Winkel ist!
2) Welcher Sonderfall ergibt sich aus (23), wenn das Dreieck ABC rechtwinklig
ist?

a b . g
—— = — 2r.
sinx sinfi Sy

Aus der Formel 4 =%ch‘, fiir den Flicheninhalt eines Dreiecks erhilt man mit
Hilfe vonh, = b - sin & durch Substitution

(24) A= jbesina .
Durch zyklische Vertauschung ergeben sich

(25) A4 =jcasinf und (26) A4 = labsiny.

Sinus des eingeschlossenen Winkels.

1) Was ergibt sich aus den Gleichungen (24) bis (26) im Spesialfall des recht-
winkligen Dreiecks ?
2) Leiten Sie aus Gleichung (24) die Gleichung (17) her!

> Der Fliicheninhalt eines Dreiecks ist gleich dem halben Produkt aus zwei Seiten und dem



Eine weitere Formel fiir den Flicheninhalt eines Dreiecks ist

4 — & smasing,

Weisen Sie die Richtigkeit dieser Formel nach!
Stellen Sie die Beziehungen fiir A auf, in denen die Seite a bzw b verwendet wird!
Beispiel 1:

Gegeben: a =20 cm; b = 8 cm; x = 117°.
Gesucht: 1) ¢ (in cm); 2) 85 3) y; 4) r (in cm); 5) 4 (in cm?).

Konstruieren Sie zunichst das Dreieck mit dem Umkreis (MaBstab 1:2), und
ermitteln Sie durch Messung niherungsweise die Werte fiir ¢, #, y und r!

Allgemeine Lisung (a, b, ¢, r und A bedeuten Griflen):

1) a:b =sinx :sinf 2) y =180°— (x + f)
G b.sina
sinfl = ——
3) a:c=sina:siny 1) —=2r
== "= 17 e

5) 4 =%absiny

Zahlenmiifige Losung (a, b, ¢, r und A bedeuten Zahlenwerte):

N. L.
1) sinp = 2ol 8 0,9031
o i ° p—
sing=1 -2-:; 63 sin 63 0,9499 — 1 +
B, = 20,88° Zihler 0,8530
B, = 180° — 20,88° = 159,12° 20 1,3010 -
sin 8 0,5520 — 1

Da ein Dreieck nicht zwei stumpfe Winkel haben kann, entfillt 3,.

N. L.
2) y = 180°— 137,88° = 42,12° S LS00
3) o= ST sin42,12° | 0,8266—1 | +
e=2 ‘.:.oﬁua Zihler 1,1276
¢ = 15,06 sin 63° 0,9199—1 | —
¢ 1,1777
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4 r 20 N. L.

= Toamum
=12 10 1,0000
sin 63 sin 63° 0,9499 — 1 =
r=11,22
1,0501
5) A=1.20-8sin42,12° i L
A = 80 - sin 42,12° 80 1,9031
A = 53,66 sin 42,12° 0,8266 — 1 +
A 1,7297
Ergebnisse:
a=20cm o =117° r=11,22 em &~ 11,2 cm
b= 8cm B = 20,88° A = 53,66 cm?

¢=15,06 cm ~ 15,1 em y = 42,12°

Vergleichen Sie die rechnerischen Ergebnisse mit den MeBwerten aus der Kon-
struktion!

- Beispiel 2:

120

Gegeben: a = 7,6 cm; b = 6,4 cm; r = 8,2 cm.

Gesucht: 1) ¢ (in cm); 2) ; 3) f; 4) y; 5) A (in cm?).

Konstruieren Sie das Dreieck, und sagen Sie die Ergebnisse niherungsweise
voraus! Wie viele Losungen gibt es ?

Allgemeine Losung (a, b, ¢, r und A bedeuten Grifien) :

1) —=2r 2) oy =2r 1 3) y=180°—(x +f)
sina:% sinﬂ:z_br
4) “:y=2r 5)A=%absiny

c=2rsiny

Zahlenmiiflige Lisung (a, b, ¢, r und A bedeuten Zahlenwerte) :

N. L
1) sina =% 82 = L?
Sy i =) 3.8 0,5798
& = 27,61 8,2 0,9138 =
xy = 180° — 27,61° = 152,39° -
) o . 5 sin 0,6660 — 1
)slnﬂ=—2.8,2=8_'2. -
g — 2297 3,2 0,5051
Bz = 180° — 22,97° = 157,03° & — B
sin 0,5913— 1

Rechnerisch ergeben sich je zwei Werte fiir x und §. Deshalb mul3 untersucht
werden, welche Winkel méglich sind. Das Dreieck kénnte folgende Winkel
enthalten:

(1) x; und B, (2) &, und f, (3) «, und B, (4) &, und B,



Man erkennt sofort, daB8 (4) nicht méglich ist, da das Dreieck nicht zwei
stumpfe Winkel enthalten kann. Aber auch (2) entfillt, weil & + g < 180°
sein muB. Dagegen widersprechen (1) und (3) der Winkelsummenbedingung
nicht und miissen fiir die weiteren Berechnungen beriicksichtigt werden.

& = 27,61° g = 152,39°
B = 22,97° b= 2297°
3) y; = 180°—50,58° 7e = 180° —175,36°
7, = 129,42° vy = 4,64°
N. I L.
' 16,4 1,2148
sin 50,58° 0,8879 —1 -+
4) ¢, =2-82 . sin 129,42° o 1,1027
¢; = 16,4 - sin 50,58°
o = 12,67 16,4 1,2148
¢ — 16.4 - sin 4.64° sin 4,64° 0,9079 — 2 +
» = 106, 5
& = 1,326 % 0,1227
5) 4, =+ 7,6 6,4 - sin129,42° 3,8 0,5798
—3,8-6,4 - sin 50,58° 6,4 0,8062 +
i e sin50,58° | 08879—1 | +
1 =18,
A, = 3,8 6,4 - sin 4,64° 4, 1,2739
Ay = 1,967
3.8 0.5798
6,4 0,8062 4
sin 4,64° 0,9079 — 2 -+
A, 0,2939
Ergebnisse:
(I) a= T76cm; b= 64cem; ¢=12Tcm; &= 27,6°;
B =23,0° y = 129,4°; r= 82cm; 4= 18,79 cm?
(II) a= 76cm; b= 64cm; c¢c= 13cm; «=152,4°
B=23,0° y= 46° r= 82cm; A— 197cm?
Vergleichen Sie die Ergebnisse mit den Ergebnissen aus Ihrer Konstruktion des

Dreiecks!

Der Kosinussatz
Sind in einem schiefwinkligen Dreieck die drei Seiten bzw. zwei Seiten und der ein-
geschlossene Winkel gegeben, so kann der Sinussatz nicht zur Bérechnung der

fehlenden Stiicke herangezogen werden. In diesem Fall fiihrt die Anwendung einer
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weiteren trigonometrischen Beziehung zum Ziel, die im folgenden allgemein her-
geleitet wird.

Das Dreieck 4BC in Abbildung 3.62. wird durch die Hohe k. in zwei rechtwinklige
Teildreiecke zerlegt.

Nach dem Satz des Pyraacoras gilt

¢ Abb. 3.62.

h* =b*—¢?undh? = a®—p2
Gleichsetzen und Umordnen ergibt
b2— g = a2 —p2

a?=b% + p2—gq2
Wegen p = ¢— ¢, wird

a2 = b2 4 (c—gq)*—q2

a? =b% + ¢2—2cq.
Der Hypotenusenabschnitty laBt sich durch eine Seite und eine Winkelfunktion aus-
driicken. Im Dreieck ADC ist cosx = -, woraus folgt

g =bcosx.
Setzt man diesen Ausdruck in die Gleichung a2 = b% 4 ¢2— 2 ¢4 ein, so erhilt man
@7) " a*=0b2+¢2—2bccosx.
Durch zyklische Vertauschung ergeben sich die beiden weiteren Gleichungen
(28) b2 -
Die drei Gleichungen (27), (28) und (29) werden als Kosinussatz der ebenen Trigono-
metrie bezeichnet.

¢+ a*—2cacosf und (29) ¢* =a®+4 b2 —2abcosy

‘ Weisen Sie die Richtigkeit der Gleichungen (28) und (29) durch entsprechende
Zerlegung des Dreiecks ABC mit Hilfe der Hihen h, bzw. hy nach!

Ist Winkel & stumpf, so wird p = ¢ + q (Abb. 3.63.). Weiterhin ist
cos (180° — &) =1,

also g= b cos (180° — ). ¢ Abb. 3.63.
Wegen cos (180° — &) = — cos & wird

qg=—bcosx.
Man findet:

a?=1b24p2_gq?
a2 =1b%+( +q)2—q°
a2=0b2 1+ ¢z +2¢(— bcosa)
a? =102+ c2— 2bccosa.
Man erhilt also ebenfalls Gleichung (27).
Da der Kosinus im I. und II. Quadranten verschiedene Vorzeichen hat, ist die Be-
rechnung eines Dreieckwinkels nach dem Kosinussatz eindeutig.
Durch die Anwendung des Kosinus- und des Sinussatzes wird es iiberfliissig, in jedem
Einzelfall das Dreieck in zwei rechtwinklige zu zerlegen. Mit Hilfe des Sinus- und des
Kosinussatzes lassen sich alle Stiicke eines Dreiecks berechnen, wenn drei vonein-
ander unabhingige Stiicke gegeben sind. Die folgende Ubersicht zeigt die Verwendung
der beiden Sitze:
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Gegebene Stiicke

(1) ssw
(2) sww
3) sws
4) sss

Lssung
Sinussatz
Sinussatz
Kosinussatz und Sinussatz
Kosinussatz und Sinussatz.

Bei jeder Aufgabe mufl untersucht werden, ob und wie viele Loésungen vorhanden
sind (Determination). Die Determination wird erleichtert, wenn man neben dem
Rechengang die geometrische Konstruktion ausfiihrt.

Werden die unbekannten Stiicke des schiefwinkligen Dreiecks logarithmisch berech-

net, so hat der K

tz iiber dem Si tz den Nachteil, daBl die logarith-

geg
mische Rechnung unterbrochen werden mu8.

- Beispiel 3:

Gegeben: a =

24 cm; b =13 cm; ¢ = 15 cm.

Gesucht: 1) «; 2) f; 3) y; 4) 4 (in cm?).
Allgemeine Losung (a, b, c und A bedeuten Grifien) :

1) a? =b%+c*—2bccosw 2) a:b=sina:sinf
cosx = —b'+2°;:“' sin f = 2oz
3) y =180°— (x +B) 4) A= jabsiny
Zahlenmafige Losung (a, b, ¢ und A bedeuten Zahlenwerte) :
PR e W
o« = 180° — 62,18° N L
o« = 117,82°
: - 13 1,1139
2) sing = Lo lner sin 62,18° 0,9466 —1 | +
. 13 - sin 62,18°
sinf = ——~— Zihler 1,0605
By = 28,62° 24 1,3802 -

By = 180° — 28,62° = 151,38°

Der Winkel g, entfillt als Losung, da bereits Winkel o stumpf ist.

sin 8 0,6803 — 1

N. L.
3) y = 180°—146,44° = 33,56° 05 06990 — 1
: i o 24 1,3802 + 3
=—+24-13 - 3,56
S 3reind 13 .| L1139 +
A = 86,24 sin 33,56° 0,7426 — 1 +
Ergebnisse: 4 1,9357
a=24cm @ =117,8° A = 86,24 cm®
b =13 cm B = 28,6°
¢c=15cm y = 33,6°
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Aufgaben

1. Berechnen Sie die fehlenden Selten und kael sowie den Flicheninhalt, und kontrollieren

Sie die E

AR

g mal: verkleinert, durch Konstruktion!

a) a= 4cm b) a = 5,6 cm ¢) ¢c= l46m d) b = 8,5cm
B =43 f = 83.8° a = 202° B = 44,.2°
y = 55° y = 26,5° p = 14,3° y = 54,5°

e) ¢ = 121,56 m f) b = 2,389 km g) a = 44,8cm h) c= 649m

p= 1347° o =39°17 a = 59°10’ o = 42°43'

y = 101,25° p = 68°28’ p=41°18 y = 102° 19’

2. Berechnen Sie die fehlenden Seiten und Winkel sowie den Flicheninhalt! Achten Sie dabei

darauf, ob der gegebene Winkel der groBeren oder der kleineren Seite gegeniiberliegt!

a) b = 3,8cm b) a =3575m ¢)a= T7,0cm d) a =323cm
c= 4,5cm ¢ = 2648 m b= 58cm ¢ = 36,6 cm
y = 53,6° a = 93,57° p=43,7° = §85,7°
e) a= 12,15m f) b= 43cm g) a =304 cm h) b= 249m
b= 27,83m c= 4,6cm ¢ =278 cm c= 172m
f = 109,24° y = 20°35’ o = 67°23' p=1114¢
3. Berechnen Sie den Flicheninhalt des Dreiecks, von dem die folgenden Stiicke gegeben sind!
a) a= 8,7cm b) a = 52,85 cm ¢) a=3436m d) b = 4475km
b= 7lem ¢ = 75,23 em B = 59°10' B = 59.27°
y = 44,6° B = 56,91° y = 19°33' y = 41,31°
4. Berechnen Sie die Seiten des Dreiecks, von dem o = 81,91°, f = 41,54° und r = 258,4 cm

gegeben sind!
5. a) Beweisen Sie, daB der Flicheninhalt eines Dreiecks durch die Gleichung
A =2r?sino sin fsiny
gegeben ist!
b) Berechnen Sie aus den Winkeln o« = 56,79° und # = 62,89° sowie dem Umkreisradius
r = 12 cm den Flicheninhalt des Dreiecks!

6. Warum konnen die Seiten a = 8 cm, b = 5 cm und der Flicheninhalt 4 = 22 cm?® nicht
Bestimmungsstiicke eines Dreiecks sein ?
a) Begriinden Sie geometrisch, daB dies nicht méglich ist!
Anleitung: Untersuchen Sie die funktionale Abhiingigkeit des Flicheninhalts vom
‘Winkel p, wenn dieser von 0° bis 180° zunimmt!
b) Wie zeigt sich beim trigonometrischen Losungsverfahren, daB die Aufgabe keine Losung

hat?
7. Berechnen Sie die fehlenden Seiten und Winkel sowie die Flicheninhalte der Dreiecke!
a) a= 6,1cm b) a =1235m ¢) b=17.18m d) a=2459m
c= 47cm b=1342m c=13,85m b =392,5m
B = 63,2° y = 102,16° o = 74,32° y = 47° 43’

8. Berechnen Sie die Winkel sowie die Flicheninhalte der Dreiecke, deren Seiten gegeben sind!

#a) a = 538 m sb) a = 2,458 km ¢) a=2718m d) a = 8,754 km
b=19Tm b 3,019 km b = 33.88m b = 6.672 km
c=4,"7m ¢ = 1,389 km ¢ = 35,03 m ¢ = 8,386 km

9. Beweisen Sie mit den Mitteln der Trigonometrie, daB8 die Winkelhalbierende im Dreieck die
Gegenseite im Verhiltnis der beiden anliegenden Seiten teilt!

10. Drei Kreise mit den Radien

a)r,= 65em; r,= 52cm; r,= 3,8cm
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b)r,= 95cm; r,= T,6cm; ry= 5lcm

€) r,=242cm; r,=156cm; ry=218cm

beriihren einander gegenseitig von aufien. Welchen Winkel schheBen je zwei Zentralen mit-

einander ein ? (Die Zentrale zweier Kreise ist die Verbindungsgerade ihrer Mittelpunkte.)
11. Ein gleichseitiges Dreieck wird in Kavalierperspektive abgeb\ldet

a) Bestimmen Sie im Bilddreieck die Winkel 1) d 11 g risch, 2) trig, isch!
b) Fiihren Sie die gleiche Aufgabe an einem gleichschenkligen Dreieck mit dem Basiswinkel
75° durch!

Aus der Physik und der Technik
Abb. 3.64.
12. Ein Leitungsmast wird unter einem Winkel von P
105° mit 70 kp und 40 kp Zug beansprucht

(Abb. 3.64.).
Beftimmen Sie zeichnerisch ll!:lﬂ rechnerisch Tk 40/([7

GroBe und Richtung der Resultierenden!

13. Der 5,20 m hohe Mast am Ende einer elektri-
schen Grubenbahn ist durch eine waagerechte
Seilspannkraft von 1020 kp belastet und durch
ein schriiges Drahtseil am Boden gegen Biegung Abb. 3.65. 3
verankert (Abb. 3.65.). Bestimmen Sie zeich-
nerisch und rechnerisch
a) die Spannkraft im Ankerseil,

b) die Belastung des Mastfundamentes (Gewicht
des Mastes: F' = 800 kp)!

14. Ein Drehkran trigt am Auslegerkopf B eine
Last F = 3000 kp. Welche Spannkrifte treten
in der Strebe S und in der Zugstange Z auf (Abb. 3.66.)? Sind es Zug- oder Druckkrifte ?

15. Beantworten Sie die Fragen aus Aufgabe 14 fiir o

a) F = 6000 kp; AB = 6000 mm; BC = 5000 mm; AC = 2000 mm;

b) F = 4000kp; AB = 3000 mm; BC = 2000 mm; AC = 1500 mm!

Drei Kriifte, deren Wirkungslinien in einer Ebene liegen, greifen in einem Punkte P an und

halten sich das Gleichgewicht.

a) F, = 50kp, F,—= 60kp, F,= 80kp

b) F, = 720kp, F, =315kp, Fy= SSa kp

‘Welche Winkel schlieBen ihre Wirk 1i inander ein ?

h

o
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17.

Bei

In einem Bergwerk sind von demselben ,,StoB* (Wand) eines Schachtes aus in gleicher Hihe
zwei horizontal verlaufende ,,Strecken** (Ginge) vorgetrieben worden, deren Einginge um
4 m voneinander entfernt liegen (GrundriB der Schachtanlage: Abb. 3.67.). Die erste Strecke
ist 350 m lang und verluft senkrecht zur Schachtwand. Die zweite Strecke ist 420 m lang
und verliuft unter einem Winkel von 125° gegen die Schachtwand. Die Enden beider Strecken
sollen durch eine dritte Strecke miteinander verbunden werden.

a) Wie lang wird die Verbindungsstrecke ?

b) In welchen Richtungen ist die Verbindungsstrecke von den beiden Streckenenden vor-
zutreiben, wenn sie von den Endpunkten aus gleichzei ig in Angriff g
soll ?

¢) Lésen Sie die Aufgabe auch geometrisch durch eine maBstibliche Zeichnung!

werden

3.6. Anwendungen aus dem
Vermessungswesen

Messungen im Gelinde unterscheidet man Lingen- oder Streckenmessungen,

Winkelmessungen und Héhenmessungen.

Streckenmessungen
2 lage 4 lage
! Lage | T Floge ; 5lage
L ks ' wn | pog 7 852 __ | 9% |
A G G Gs G, 8
Abb. 3.69.a
< |
S
A 3 4
: 1 Lage - 2 [ay; 2 Lage = uzg;e
4 2 '3
& g & E3 & 6
= & S < Sabb. 3.69.1
Abb. 3.68, Punkte werden im Gelinde
meist durch lotrecht aufge-
stellte  Fluchtstibe (Abb.
ARRH10. 3.68.) bezeichnet. Zur Fest-
”&:"-t" legung vonStreckenwerden

zwei oder auch mehrere
Fluchtstibe verwendet.

Strecken werden im ebenen
Gelinde mit StahlmeBbin-
dern entweder abgesetat
(Abb. 3.69.a) oder fortge-
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auch 5,00 m lange MeBlatten, mit denen fortgesetzt gemessen wird. Ist das Gelinde
geneigt, so wird die horizontale Entfernung zweier Punkte 4 und B durch Staffel-
messung bestimmt (Abb. 3.70.). Man hilt in 4 eine MeBlatte mittels Wasserwaage
horizontal und lotet ihren Endpunkt mit dem Senklot auf die Abhangfliche nach C
hinunter. Hier legt man die zweite MeBlatte horizontal an usw. Im Gebirge oder in
nicht begehbarem Gelinde konnen Entfernungen optisch gemessen werden.

Winkelmessungen

Das wichtigste Instrument fiir Winkelmessungen im
Gebirge ist der Theodolit (Abb. 3.71.; schematische
Darstellung). Ein in drei Punkten gelagertes und durch
Stellschrauben horizontal einstellbares Untergestell
trigt den Horizontalkreis H mit Kreisteilung (neue Tei-
lung 400, alte Teilung 360°). Im Lager L des Fulles
dreht sich mit dem Zapfen Z die Grundplatte G des
Obergestells. Auf dieser ist um die (horizontal liegende)
Kippachse A drehbar das Zielfernrohr F befestigt. Die
GroBe des Winkels, um den das Zielfernrohr beim
Anpeilen eines Gelindepunktes aus der Anfangslage Abb. 3.71.

in horizontaler Richtung gedreht werden muB, wird

mit Hilfe der auf der Grundplatte G angebrachten Marke am Horizontalkreis H
abgelesen; die Drehung des Fernrohres in der Vertikalrichtung wird an dem senk-
recht zur Kippachse A4 stehenden Hohen- oder Vertikalkreis V' gemessen.
Weitere Gerite zur Winkelmessung sind zum Beispiel der Feldwinkelmesser und das
Winkelprisma.

Fiir die WinkelgréBen sind fiir den Vollkreis 400 Grad neuer Teilung festgesetzt. Der
rechte Winkel wird also in 100 Teile (Neugrad oder Gon) statt in 90 Teile (Altgrad)
geteilt.

Zur Umrechnung dienen die folgenden Beziehungen:
Neugrad in Altgrad Altgrad in Neugrad
1008 = 90° 90° = 100¢
9\0 o __ (10
i (3
n# n = 10

. Beispiele:
1) 34,268 = 0,9 - 34,26° ~ 30,83°
2) 86,58° = - 86,588 = 96,20¢

- af

Neben der Unterteilung des Neugrades in Dezimalgrade ist auch die Zihlung in
Minuten und Sekunden in Gebrauch. Die Einheit 12 hat 100 Minuten (100°), und
1 Minute hat 100 Sekunden (100°).



Das Vorwirtseinschneiden

Ein Punkt kann in der Ebene entweder durch seine Abstiinde von zwei festen Punkten
festgelegt werden (Dreieckverfahren) oder durch Parallelen zu den Achsen eines
rechtwinkligen Achsenkreuzes (orthogonales Aufnahmeverfahren; Koordinaten-

Byst

em),

a

Beim Dreieckverfahren geht man von einer Standlinie
-oder Basis AB = ¢ aus (Abb. 3.72.). Ein Punkt C (Neupunkt)
wird folgendermaBen angeschlossen. Man miBt die Winkel
CAB = x und CBA = p. Durch die drei Stiicke ¢, « und B
ist das Dreieck A BC bestimmt, die Abstinde AC und BC
kénnen nach der trigonometrischen Methode berechnet
werden. Das Verfahren ist in der Feldmessung als Vorwiirts-

A

Abb. 3.72,

gesetzt:
Abb, 3.73, N. L.
1) &N = 180°— (62,72° + 58,07°) 30,47 1,4825
& N = 180° — 120,79° = 59,21° WA | Gees-1 | &
P,N:P,P, = sin (<2):sin (% N) Zihler 14113
_ PP, -sin(x2) sin 59,21° 0,9340 — 1 —
PN = sin (€ V) —
B s PN 14773
PN = 30,01 30,37 1,4825
= i °
2) PN : P, P, = sin (< 1):sin (% N) uiopaie | Ofem~ | £
ﬂ“‘# Zihler 1,4313
e sin 59,21° | 0,9340—1 | —
sin 59,21° P
PN — 3143 P,N 1,4973
Ergebnis: Die Entfernungen des Neupunktes von den Endpunkten P, und P,
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Nord
richtung

hneiden bekannt.

. Beispiel 3:

Die Strecke P, P, ist zu 30,37 m bestimmt worden.
Sie bildet mit der Nordrichtung den Winkel 48,8°
(Abb. 3.73.). Die Winkel, die durch die Strecke P, P,
und durch die beiden Visierlinien zum Neupunkt
(P,N bzw. P,N) gebildet werden, betragen:

% 1 =62,72° und < 2 = 58,07°.
Zu berechnen sind die Entfernungen P;N und P,N.

Lisung : Innerhalb der Berechnung werden fiir die
Strecken nur die MaBzahlen der Strecken ein-

der Strecke P, P, betragen 30,01 m bzw. 31,43 m.




Flichenberechnungen

Um den Flicheninhalt eines aufgenommenen (geradlinig begrenzten) Grundstiickes zu
bestimmen, zerlegt man die mafstiblich gezeichnete Figur in Vielecke, zum Beispiel
Dreiecke und Trapeze, und berechnet die Flicheninhalte der Vielecke.

Die Messung einer Fliche bedingt ebenso wie die von Geraden die Festlegung ein-
zelner Punkte. Bei kleinen Flichen kénnen die Punkte von einer geraden Linie aus
rechtwinklig aufgenommen werden. Die FuBpunkte der von den Punkten auf die
Standlinie zu fillenden Lote werden mit einem Winkelprisma bestimmt.

. Beispiel 4:

Ein Grundstiick von der
Form eines Sechsecks

P,P,P;P,P;Pg ist vermes-
sen worden. Die Begrenzun-
gen sind auf die Gerade
durch die Ecken P; und P;
projiziert. Die Abbildung
3.74. zeigt den Aufnahme-
plan mit eingeschriebenen
Meterzahlen. Der Flichen-
inhalt ist zu berechnen. Abb. 3.74.

Lisung: Die Projektionen der Punkte Py, P;, P, und Py bezeichnen wir ent-
sprechend mit Q,, Qy, Q4 bzw. Q.
Wir berechnen die Flicheninhalte der Teilfiguren.
1. Dreieck P,Q,P, ist rechtwinklig.
A, =1.1024-21,40m? = 5,12 - 21,40 m? ~ 109,57 m?

2. Dreieck P,Q,P; ist ebenfalls rechtwinklig.
A, = % - 23,76 - (72,36 — 65,28) m? = 11,88 - 7,08 m? ~ 84,11 m?

3. Dreieck P, PyP;
Ay = % +72,36 - 6,10 m? = 36,18 - 6,10 m* ~ 220,70 m?

4. Trapez P,Q,0,P,
A, = BAOER2 (45,68 — 10,24) m?
A, =22 35,44 m? = 29,81 - 35,44 m? ~ 1056,47 m?

5. Trapez Py0;Q,P,
Ay = BB (65,28 — 45,68) m?

Ay =22.19,60 m? = 30,99 - 19,60 m2 ~ 607,40 m?

A =4, + 4, + Ay + Ay + 4,
A =109,57 m? 4 84,11 m? + 220,70 m? + 1056,47 m® + 607,40 m?
A = 2078,25 m?

Ergebnis: Der Flicheninhalt betriigt angenihert 2078,25 m2,
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Héhenmessungen

Zur Bestimmung von Héhenunterschieden kann die Winkelmessung ebenfalls benutzt

werden, wenn die Entfernung nach den aufzunehmenden Punkten bekannt ist oder

sich bestimmen 1it. Werden die Hohe des Instrumentes mit i, die Entfernung mit e

und der Winkel gegen die Horizontale mit « bezeichnet, so ist (Abb. 3.75.)
h=1i+e-tann.

Liegt der Winkel «x iiber der Horizontalen, so nennt man ihn Erhebungswinkel

(Héhenwinkel), liegt er unterhalb, so heiBt er Senkungswinkel (Tiefenwinkel)

I Abb. 3.76. 8 Abb. 3.77.

(Abb. 3.76.; x bzw. a’). Der Winkel, unter dem eine Strecke 4B gesehen wird, heiBt
Sehwinkel 0. Es ist der Winkel, den die Visierlinien nach den Endpunkten 4 und B
miteinander bilden (Abb. 3.77.).

. Beispiel 5:

Um die Hohe eines Berges zu messen, wird in der Ebene eine Standlinie
AB = s = 113 m abgesteckt, deren Richtung genau auf die Bergspitze hinweist
(Abb. 3.78.). An den Enden der Standlinie werden die Erhebungswinkel
oy = 24,29° und &, = 19,80° gemessen. Wie hoch erhebt sich der Berg iiber
der Ebene ? ¢

Abb. 3.78,
Lisung: Es ist tanx, = —und tanx, =

ot
Die zweite Gleichung w1rd nach h aufgelost
die erste nach e;.
h =e -tana, + s - tana,

h -
o= ) B g

tana,

Setzt man den Ausdruck fiir e, in den fiir k ein und formt um, so erhilt man h.

b= % L s tanay,
B (1 - tanu,) = s tann, N. L.
b= 113 2,0531
e tan 24,20° | 06545 —1 | 4
s tano, - tan, tan 19,80° 0,5563 — 1 +
h= tan o, — tan @,
Die Zahlenwerte werden eingesetzt. Zihler 1,2639
h — 13- tan24.29° - tan 19,600 Nenner 0,9605 — 2 -
tan 21,20°  tan 19,80°
tan 24,29° = 0,4513 h 2,3034
— tan 19,80° = 0,3600
Nenner = 0,0913 Ergebnis: Der Berg erhebt sich rund
h = 201,1 201 m iiber der Ebene.
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Bemerkungen zur Triangulation

Die Unterlagen fiir die Herstellung zuverlassiger Karten liefert die Landesvermessung,
die nach den Gesetzen der Geodisie vorgenommen wird. Die Methoden der Vermes-
sung, Berechnung und Abbildung, die zur Losung der verschiedenen geoditischen
Aufgaben angewendet werden, rechnet man je nach den Anforderungen an die
theoretischen Grundlagen zur ,,niederen* oder zur ,,hsheren* Geodisie. Sind die zu
vermessenden Gebiete so klein, daB sie als eben behandelt werden kénnen und daf
fiir Berechnungen die Methoden der ebenen Trigonometrie hinreichend genaue
Ergebnisse liefern, so gehort die Bearbeitung zur niederen Geodisie. Aufgabe der
héheren Geodisie dagegen ist es, weite Gebiete unter Beriicksichtigung der Erd-
kriimmung zu vermessen. Hierzu miissen die auf der Erdoberfliche festgelegten
Hauptpunkte der Landesvermessung auf eine Kugel- oder Ellipsoidoberfliche, die
als Ersatz fiir die Erdoberfliche gedacht ist, eingeordnet sowie die einzelnen Gebiete
dieser Flichen auf ebenen Karten dargestellt werden.

Bei der Triangulation wird das Land mit Dreiecksnetzen verschiedener Ordnung
iiberzogen. Die Dreiecke der I. Ordnung haben 30 bis 100 km Seitenlinge, die der
I1. Ordnung durchschnittlich 8 km und die der ITI. Ordnung durchschnittlich 3 km.
Von einer sehr genau g Basis ausgehend, werden die Punkte der Dreiecks-
netze durch Winkelmessungen und Rechnung bestimmt. Uber den trigonometrischen
Marksteinen werden oft Holzgeriiste errichtet, die die Sicht auf gréBere Entfernungen
hin erméglichen (trigonometrische Signale).

. Stellen Sie trigonometrische Punkte in Ihrem Ort bzw. in seiner Umgebung fest!

Héohenpunkte werden ebenfalls festgelegt. Die Vermarkung solcher Punkte geschieht
zum Beispiel durch Einlassen von eisernen Bolzen in standsichere massive Gebiude.

. Stellen Sie Hihenbolzen in der Umgebung Ihrer Schule fest!

Fiir die Landesvérmessung in Deutschland war das Vorbild die Vermessung, die der
deutsche Mathematiker CARL FriEDRICH GAUss durchgefiihrt hat.

CArL FRIEDRICH GAuss (1777—1855)

Der deutsche Mathematiker CArRL FriepricE Gauss wurde 1777 in Braunschweig
geboren. Er stammte aus einfachen Verhiiltnissen; sein Vater hatte vielerlei Beschiif-
tigungen, zum Beispiel als Giirtner, als WeiBbinder, als Kassierer einer Sterbekasse.
Wie Gauss selbst duBerte, schrieb und rechnete der Vater gut. Seine Mutter hatte
jahrelang als Magd gearbeitet. Schon als Kind hatte Gauss Freude am Rechnen. In
der Volksschule in Braunschweig entdeckte der Lehrer BITTNER die mathematischen
Fihigkeiten des Jungen. In der damaligen Gesellschaftsordnung war den Kindern
der Werktiitigen der Weg zur Hochschule im allgemeinen verschlossen. So war es
ein besonderer Gliicksfall, dal Gauss in Braunschweig das Gymnasium und in Gottin-
gen die Universitit besuchen konnte. Gauss beschiiftigte sich schon als Fiinfzehn-
jihriger mit Problemen der héheren Mathematik. Im Jahre 1799 promovierte er
zum Doktor der Philosophie mit einer grundlegenden Arbeit auf dem Gebiet der
Algebra. Seit 1807 war er Professor der Astronomie und Direktor der Sternwarte
in Gottingen.
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Das wissenschaftliche Schaffen von C. F. Gauss ist
auBerordentlich vielseitig. Auf allen Gebieten der
Mathematik, der Arithmetik, Algebra, Analysis und
der Geometrie, kam er zu neuen und fiir die wei-
tere Entwicklung der Mathematik fruchtbaren
Erkenntnissen. AuBlerdem wandte er sich auch an-
deren Wissenschaften zu, der Astronomie, der Physik
und der angewandten Mathematik. Er war der Mei-
nung, dall die Anwendungen fiir die mathematische
Forschung groBe Bedeutung haben. Seine Vielseitig-
keit ist auch dadurch gekennzeichnet, daB er sich
als Student auBler der hoheren Mathematik der
Philosophie und der Literatur widmete. In seinem
Leben und Wirken hat Gauss die Theorie mit der
Praxis eng verbunden. Als er schon in héherem
Alter war, fiihrte er die Landesvermessung im
Land Hannover durch. Die Triangulation diente
CAnL FRIEDRICH GAUSS zunichst praktischen Zwecken. Gauss benutzte
(1777—1855) Abb.3.79.  gie aber zugleich zu wissenschaftlichen Erkennt-
nissen; durch duBerst genaue Vermessung des Drei-
ecks Brocken—Inselsberg—Hoher Hagen (bei Gottingen) priifte er, ob der Satz von
der Winkelsumme fiir solche groBen Dreiecke noch gilt. Fast ein volles Jahrzehnt
fuhr er Sommer fiir Sommer ins Gelinde, um die erforderlichen Messungen ent-
weder selbst durchzufiihren oder zu iiberwachen. Mit ungeheurem Fleil wertete er
die MeBergebnisse aus. Dabei berechnete er etwa eine Million Zahlen und fiihrte
Eliminationen aus, bei denen 55 Gleichungen ebenso viele unbekannte GréBen ent-
hielten.
CARrL FRIEDRICH GAUSS war einer der bedeutendsten Mathematiker.

Aufgaben

1. Unter welchem Winkel steigt eine geradlinige Strafle gleichmiBig an, wenn zwei MeBpunkte 4
und B auf ihr um 810 m voneinander entfernt liegen (in der Strafenmitte gemessen) und
einen Hohenunterschied von 40,80 m gegeneinander aufweisen ? Zeichnen Sie einen maBstib-
lichen Gelindeschnitt durch die Stralenmitte, und lésen Sie die Aufgabe auch geometrisch
(Abb. 3.80.)!

2. Welche Breitenausdehnung hat ‘ein Kérper, der einem

Beobachter in der Entfernung d unter dem Sehwinkel 1° 810m =
erscheint ? Al %
a)d=1m b) d=10m

¢)d=100m d)d=1km e) d=10km Abb. 3,00,

w

. Ein elektrischer Leitungsmast wirft bei einer Sonnenhihe von 52,7° in der Horizontalebene
einen 16,76 m langen Schatten.
a) Wie grof ist die Hohe des Leitungsmastes iiber der Erde ?
b) Losen Sie die Aufgabe auch geometrisch!
4. Um die Hohe einer Wolkendecke zu bestimmen, wird diese von dem Scheinwerfer einer
meteorologischen Station lotrecht angestrahlt, so daB die Spitze des Lichtkegels an der
Wolkendecke einen scharf begrenzten Lichtfleck erzeugt. Der Lichtfleck wird durch das
Fernrohr eines in 300 m horizontaler Entfernung vom Scheinwerfer aufgestellten Theodoliten
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10.

angepeilt und am Héhenkreis des Theodoliten ein Hohenwinkel o — 70,4° abgel Wie

hoch ist die Wolkendecke ?

Lésen Sie die Aufgabe a) trigonometrisch, b) geometrisch!

Von einem Standpunkt P aus sicht

man einen Turm unter dem Sehwinkel Abb. 3.81.

o = 29,82°. Der Standpunkt P ist hori-

zontal um d = 240 m vom Turm entfernt

und liegt um h = 19,40 m héher als der 5

FuB des Turmes. Wie hoch ist der Turm ?

Lésen Sie die Aufgabe

a) trigonometrisch, b) geometrisch! % ; sf

Beim Abstecken eines rechtwinklig-drei- 8t Basis b

eckigen Grundrisses ergeben sich die Sei-
lingen fiir die Hyp zu 53,50 m

und eine Kathete zu 25 m. Wie gro sind
die Winkel des rechtwinkligen Dreiecks,
der Flicheninhalt und die dritte Seite ? ’

Berechnen Sie die Horizontalentfernun- &/ N S

gen e, und e, eines Turmes von den Stand- 5

orten St. 1 und St. 2 und die Hohe h der & Y M

Turmspitze iiber NN (Abb. 3.81.)! | ¥ -t 8~

a) Gemessen sind die Grundlinie =
b = 247,290 m, die Horizontalwinkel
@ = 110,99° und @, = 34,90° (Vor- Berechnung der Turmhie
wiirtseinschneiden).

b) Gegeben sind die Hohen der Standorte H, = 145,02 m iiber NN; H, = 139,04 m iiber
NN sowie die Hohen der MeBinstrumente i; = 1,30 m; i, = 1,20 m. Gemessen sind die
Héhenwinkel o; = 19,12° und a, = 12,80°,

¢) Beachten Sie die Rechenkontrolle fiir h!

Von einem Viereck kennt man die Seite 4B und die Winkel, die 4B mit den Seiten AD und

BC und mit den Diagonalen AC und BD bildet. Es soll aus diesen Angaben die Linge der

Seite CD berechnet werden.

a) AB = 85m, <X ABC = 57,12°, & ABD = 34,24°,
< BAC = 44,37° und & BAD = 122,19°

b) AB = 12m, & ABC = 39°43', & ABD = 25° 21,

X BAC = 62°5" und & BAD = 118° 24’

¢) AB = 514m, < ABC = 90° 27", & ABD = 62° 27,
<X BAC = 39°52' und & BAD = 73° 54’

Uber einen FluB soll eine Briicke mit zwei gleichen Bogen gebaut werden. Um die Lage des

mittleren Pfeilers zu bestimmen, hat man auf dem linken Ufer eine Standlinie CD von

a =190 m Linge abgesteckt und die Winkel gemessen, die die Visierlinien nach den End-

pfeilern 4 und B mit CD bilden. Welche Entfernung muB der mittlere Pfeiler von jedem

der beiden anderen erhalten, wenn er 2.4 m breit werden soll 14

< ACD = « = 152,53°, & BCD = B = 121,26°,

< ADC = y = 4,16° und < BDC = § = 32,43°

Von den Endpunkten 4 und B einer bekannten Basis a werden die Punkte C und D anvisiert

und dabei die Winkel CAD, DAB, CBA und DBC gemessen.

Es soll hieraus die Linge von CD berechnet werden.

a) a = 25m, < CAD = 58,58°, & DAB — 146,14°,
<% CBA = 60,50° und <t DBC = 41,60°

of
ol

i—ee Berechnuny der Horizontal-
} S\ ~,
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b) a = 60m, X CAD = 52°8', & DAB = 126° 2/,
< CBA = 66°52' und < DBC = 34° 52’
¢) a=150m, <¢ CAD = 30° 24', & DAB = 95° 1
< CBA = 51° 34’ und <« DBC = 28° 53’
An zwei Punkten 4 und B von a = 56 m Abstand auf dem linken Elbufer bei Torgau wurden
die Winkel der Visierlinien nach zwei auf den Ufern einander gegeniiberliegenden Punkten C
und D mit der Geraden 4B gemessen. Es ergab sich:
< CAB = 120°, < DAB = 97,46°, CBA = 4,30° und & DBA = 18,23°.
Welche GroBe ergab sich hieraus fiir die Breite der Elbe an der Beobachtungsstelle ?

Zwei StraBen stoBen geradlinig unter einem Winkel von D
120° aufeinander. Zur Verbesserung derStraBenfiihrung
sollen beide durch einen Kreishogen vom Radius

a) r = 300m,b) r =500 m £ c
verbunden werden. Um wieviel Meter wird durch den

Bogen der StraBenzug verkiirzt ?

Von einer Klasse wird ein LPG-Feld vermessen (Abb.

3.82.). Egebuisse: A B
Basis AB = 125 m

& BAC = oy = 35,1° = 87,8°

<X BAD = o0, = 58,1° = 71,9°

& BAE = oy = 112,0° = 26,1°

< BAF = a4 = 121,0° = 33,6°

X BAG = a5 = 64,0° = 84.,2°,

Der Flicheninhalt des Feldes ist zu berechnen. F

Eine neue Eisenbahnlinie wird gebaut. Sie verliuft in
einer Ebene senkrecht zu einer bereits bestehenden
Bahnlinie, iiber die sie mittels einer Briicke von 8,50 m
Héhe gefiihrt werden soll. Wie lang mufl die Rampe ~ Abb. 3.82. G
mindestens sein, wenn der Anstiegswinkel nicht mehr
als 1° betragen soll ?

Im Gelinde ist eine Basis 4B = 225 m vermessen
worden. Ein dritter Punkt im Gelinde ist C, der von
A und B aus nicht zugiinglich ist. Mit dem Theodoliten
wurden

X CAB = 2 = 75°20' und <t CBA = f = 42° 40’
ermittelt.

Wie lang sind die Strecken AC und BC (Abb. 3.83.)?

Wieviel Hektar Land werden durch die Trockenlegung
der in Abbildung 3.84. skizzierten feuchten Wiese
ABCD gewonnen ?

Bemerkung: AD und DC sind nicht begehbar.

AB = 470 m; BC = 675 m; a = 115%; B, = 26°;

By = 12,5°

L o . Abb. 3.83.
Zwischen zwei durch einen Wald getrennten Orten A

und B soll fiir eine Hochsp gsleitung eine Sch

geschlagen werden. Die Orte A und B liegen gleich hoch und sind von einem in gleicher
Héhe liegenden Gelindepunkt C aus beide sichtbar. Die Peilstrahlen CA und CB werden
zu 2,380 km und 3,450 km bestimmt. Der Winkel ACB betrigt 38,7°.




a) Wie groB ist die Horizontalentfer-
nung AB?

b) In welchen Richtungen von 4 und
B aus ist die Schneise zu schlagen ?

¢) Losen Sie die Aufgabe auch geo-
metrisch durch eine maBstibliche
Zeichnung!

18. Ein 23m hoher Gittermast einer Hoch-
spannungsleitung wir{t in der Hori-
zontalebene einen 16,76 m langen
Schatten. Unter welchem Winkel
fallen im Zeitpunkt der Beobachtung
die Sonnenstrahlen ein? Losen Sie
die Aufgabe a) trigonometrisch,
b) geometrisch durch eine maBstib- Abb. 3.84,
liche Zeichnung!

Schiilerauftrige
1. Berechnen Sie a) die Héhe Ihrer Schule, b) die Hohe Thres Wohnhauses, ¢) die Héhe eines
Fabrikschornsteines, indem Sie von Threm Standort bis zum FuB des Objektes eine waage-
rechte Standlinie vermessen und die Erhebungswinkel mit einem WinkelmeBgeriit bestimmen!
2. Berechnen Sie aus selbstgewonnenen MeBwerten die GroBe einiger Ackerflichen, auf denen
Sie am Unterrichtstag in der sozialistischen Produktion arbeiten!
3. Stellen Sie in der niiheren Umgebung an einer steilen StraBe fest, un\ter welchem Winkel sie
gegen die Horizontale ansteigt! Berechnen Sie den Hohenunterschied, den Sie auf 100 m
Weglinge iiberwindet!

3.7. Die Periodizitit
der Winkelfunktionen

Das Bogenmal} eines Winkels

Bisher haben wir den Winkel in Grad (°) gemessen. Dabei ist die Winkeleinheit
Grad der 360ste Teil eines Vollwinkels.

Es gibt noch andere Méglichkeiten, Winkel zu messen. Wir behandeln im folgenden
das BogenmaB des Winkels. Seine Einfithrung beruht auf dem Gedanken, daB man
Winkel durch die Lange des zugehirigen Bogens auf einem

Kreis bestimmen kann, in welchem der gegebene Winkel

Zentriwinkel ist.

Aus Abbildung 3.85. erkennt man die Giiltigkeit folgender

Proportion:! 1 i
Kreisumfang: Kreishogen = Vollwinkel:Zentriwinkel L
2xnr § b = 360° : a&°
Daraus folgt:
b= pgra’ Abb, 3.85.

* In den Formeln steht das Symbol o fiir den Zahlenwert im GradmaB.
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> Die Liinge eines Kreisbogens b ist dem Zentriwinkel « und der Linge des Radius r proportional.

' Wie lautet der Proportionalititsfaktor ?

Bildet man aus der Proportion die neue Beziehung —’:- = 5= * &% s0 ist das Verhiltnis
aus Kreishogen und Radius nur noch dem Zentriwinkel proportional. Man kann
daher dieses Verhaltnis als MaB fiir den Winkel « einfiihren. Da diesem MaB der
Bogen zugrunde liegt, bezeichnet man es als BogenmaB.

Definition:
Unter dem BogenmaB eines Winkels versteht man das Verhiiltnis der zugehorigen Bogen-
linge zur Liinge des Radius.

‘

Das Symbol fiir das BogenmaB ist: arc «° oder «x (gelesen: ,,Arkus von alpha Grad*!

oder ,,Bogen alpha®).

Es gilt:

(30) % —area > =2,

Das Bogenmall des Winkels ist also als Verhiltnis zweier Lingen eine unbenannte

Zahl. Die Gleichung (30) stellt eine lineare Funktion [a = f(x°)] dar.

Wird zur Bestimmung des BogenmaBes speziell der Einheitskreis genommen, so

ergibt sich eine einfache Deutung:
bLingeneinheiten _

—t———=b.

%=

Das BogenmalB eines Winkels ist also gleich der MaBzahl des zugehérigen Bogens
auf dem Einheitskreis.

Ubergang vom Gradmaf zum BogenmaB und umgekehrt

Durch Einsetzen in die Gleichung (30) kann fiir die im GradmaB gegebenen Winkel
das zugehorige Bogenmall berechnet werden.

Beispiel 1:
Es soll das BogenmaB fiir den Winkel 45° berechnet werden.

~_ n-a
* = a0

~_ a4 _a

& =T =5~079

‘ Berechnen Sie das Bogenmaf8 fiir die Winkel 90°, 180°, 360°!
Zum GradmaB 1° gehort als Bogenmal die Zahl

o_=m-1° 7
arc1° = oo 0,0175 ~ 0T

1 arcus (lat.), Bogen
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Zum GradmaB «° gehort als BogenmaB die Zahl

arca® =o = i%“: ~ 0,0175 - & ~ 455+ e
Das BogenmaB kann also angenihert berechnet werden, indem man den Zahlenwert
des Winkels im GradmaB mit (.0]75 multipliziert.

Die Tafel 16 der vierstelligen Logarithmentafel enthilt die BogenmaBe der Winkel 0°
bis 360°. .

Die Bogenmafle von Winkeln mit nicht tabellierten Gradzahlen, zum Beispiel von
Bruchteilen von Graden, bestimmt man durch additive oder subtraktive Zusammen-
setzung aus tabellierten Werten oder Bruchteilen davon. Auch der Interpolation

kann man sich bedienen.

. Beispiele

fiir die Umrechnung von Grad- in BogenmaB:

2) o =132° 3) a° =198,92°
130° 2 2,2689 180° 2 3,1416

2° 20,0349 18° 2 0,3142

& —2,3038 0,92° 2 0,0161

% = 3.4719

Wird die Beziehung (30) nach «° aufgeldst, so ergibt sich
ao — 1 5
Daraus erhilt man:

Zur Zahl 7 als BogenmaB gehort als GradmaB $ ‘= 180°.

Zur Zahl | als BogenmaB gehért als GradmaB %ﬂo' 1~ ;Bf:

~ 57,3%

Der Winkel mit dem BogenmaB 1 wird als gesetzliche Winkeleinheit verwendet und
heiBt Radiant (Kurzzeichen: rad). Er hat mit 57,3° fast die GroBe der Winkel im
gleichseitigen Dreieck. Die Winkeleinheit Radiant ist also wesentlich grofler als die
‘'Winkeleinheit Grad.

. Uberzeugen Sie sich, dap ein Radiant der 2nute Teil des Vollwinkels ist!
Zeichnen Sie einen Kreis mit dem Zentriwinkel 1 rad!

. Beispiele

fiir die Umrechnung von Bogen- in GradmaB:

4) & = 4,9742 5) & = 2,7193
4,7124 2 270° 2,7053 2 155°
0,2618 0,0140
0,2618 2 15° 0,01402  0,8°
a° = 285° o° = 155,8°

Zur Umrechnung des GradmaBes eines Winkels ins BogenmaB und umgekehrt
konnen also die folgenden Formeln verwendet werden:
- n 180° ~

* = Tao°

a° und o° =
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In der Elementargeometrie miBt man Winkel meistens im GradmaB. In der Tri-
gonometrie benutzt man Winkelgrade bei praktischen Messungen und Rechnungen,
bei allgemeineren Betrachtungen iiber Winkelfunktionen bevorzugt man das Bogen-
maB. In der hheren Mathematik bedient man sich ausschlieBlich des Bogenma@es.

Die Winkelfunktionen negativer Winkel

Legt man auf dem Radius OP = r des Kreises um den Koordinatenanfangspunkt O

=
als Richtung die von O nach P fest, so entsteht die gerichtete Strecke O P, die man
als Ortsvektor r bezeichnet (Abb. 3.86.). Die Richtung des Ortsvektors r ist
durch den Richtungswinkel x bestimmt, seine Linge durch die Strecke OP. Wenn
sich der Ortsvektor um seinen Anfangspunkt O dreht, so kann diese Drehung —
je nach der Drehrichtung — im positiven oder im negativen Drehsinn erfolgen. Eine
Drehung im positiven Sinne erfolgt gegen die Bewegung des Uhrzeigers (im Gegen-
zeigersinn), eine Drehung im negativen Sinne mit der Uhrzeigerbewegung (im
Uhrzeigersinn). Dreht sich der Ortsvektor im positiven Sinne, so bezeichnet man die
entstehenden Winkel als positiv

,
‘

Plu:v)

Abb. 3.86. Abb. 3.87. Abb. 3.88.

3
(z.B. —120° :—2—:~; Abb. 3.87.). Man legt fest, daB die Definitionen 1 bis 4 der
Winkelfunktionen auch fiir Winkel im Bereich 0 > x = — 25 gelten sollen. Die
Abbildung 3.88. veranschaulicht das fiir den Winkel o

(z. B. +120° = 2z ) Im anderen Falle bezeichnet man die Winkel als negativ

. 'I/—3
. Ed v 2 1 ./
sm(—T)=—:— —=—313.

Die Winkelfunktionen negativer Winkel lassen sich auf die entsprechenden Funk-
tionen positiver Winkel zuriickfiihren. Es ist zum Beispiel

sin (—x) = sin 27 — x).

138



Andererseits ist
sin (27 — x) = —sinx.
Daraus folgt
sin (—x) = —sinx.
Es ist:
(31) sin (—x) = —sinx tan (—x) tan.x

cos (—x) Cos X cot (—x) = —colx,

Beweisen Sie die Beziehungen (31) fiir negative Winkel in den verschiedenen
Quadranten! -

Gelten die Gleichungen (5) bis (8) von Seite 15, die die Beziehungen zwischen
den Winkelfunktionen bei gleichem Winkel zum Ausdruck bringen, sowie die
Gleichungen (10) bis (12) von Seite 27, die die Beziehungen zwischen Funktions-
werten von Winkeln verschiedener Quadranten darlegen,auch fiir negative Winkel ?

Funktionen f(x), die ihren Wert nicht dndern, wenn die unabhiingige Verinderliche
das Vorzeichen wechselt, heilen gerade Funktionen, Funktionen, die dabei das

Vorzeichen wechseln, dageg gerade Funktionen.
Definition:
Gerade Funktionen Ungerade Funktionen

=2 = f(x) f=x) =—[(x).
Die Kosinusfunktion, y = cos x, ist eine gerade Funktion, dieSinusfunktion, y = sinx,
dagegen eine ungerade Funktion.

. Deuten Sie diese Funktionseigenschaften geometrisch! Welche Symmetrieverhilt-
nisse hat die Kosinusfunktion y = cos x zur y-Achse, welche die Sinuskurve
y = sinx zum Nullpunkt O (0; 0)? Zu welcher Funktionsgruppe gehiren die
Tang und die Kotangensfunktion ?

. Nennen Sie gerade und ungerade Potenzfunktionen!

- Beispiele:
6) sin (- %) =—sin3 = —sin60° = —% 13
7) cos (—110°) = cos 110° = cos (180° — 70°) = —cos 70° = —0,3420
8) tan (—27) = —tan 2= = —tan 120° = —tan (180° — 60°)
= —(—tan60°) = +)'3
9) cot (—214,92°) = —cot 214,92° = —cot (180° + 34,92°)
= —cot 34,92° = —1,432
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Die Winkelfunktionen fiir Winkel mit Betriigen iiber 27

Dreht sich der Ortsvektor r im
positiven oder im negativen Sinne,
so werden nach einem vollen
Umlauf Winkel erzeugt, deren
absoluter Betrag groBer als 27 ist,
u nachzwei Umlidufen Winkel, deren
absoluter Betrag groBer als4z ist,
usw. (Abb. 3.89.a und 3.89.b).
Winkel, die sich um ganzzahlige
Vielfache von 27 unterscheid

heiBen zueinander #quivalent.

a Abb. 3.89. b

iz, Na_ _ Sz =x 12  Ba

3Ty AT AR T Sy e

Bezeichnet man den zwischen 0 und 27 liegenden Winkel x als den Hauptwert, so
148t sich jeder beliebige Winkel durch die Gleichung

x=x+k-2x
darstellen, wobei k eine (positive oder negative) ganze Zahl ist.

. Beispiel 11:

Wenn x = —855° ist, so ist

x = —855°— (—3) - 360° = —855° + 3 - 360° = 225°.

Man legt nun fest, daB die Erklirungen der Winkelfunktionen auch fiir Winkel x
mit Betriigen iiber 27 gelten.
Dreht sich der Ortsvektor von einer beliebigen Ausgangslage aus im Einheitskreis,
so hat sein Endpunkt P nach ein, zwei, drei usw. vollen Umliufen dieselben Koordi-
naten wie in der Ausgangslage. Daher haben die Winkelfunktionen in den Inter-
vallen! 27 ... 47; 47 ... 67 usw. dieselben Werte wie im Intervall 0 ... 27.
Entsprechendes gilt fiir negative Winkel.

‘ Veranschaulichen Sie einige Zahlenbeispiele durch geeignete Abbildungen!

Die Winkelfunktionen eines beliehigen Winkels x lassen sich auf dieselbe Funktion
des Hauptwertes x des Winkels zuriickfiithren. Es ist

(32) sin « sin (: + k-27) = sinx
cos x cos (v + k- 27) = cos x
tan x tan (¥ 4- k- 27) tan x
cot x cot (x k- 27) cot x,

wobei k eine (positive oder negative) ganze Zahl ist. .
. Zeigen Sie, daf die Formeln (5) bis (8) auf Seite 83 [fiir beliebige Winkel gelten!

Bei gegebener Funktion f(x), f bedeute sin, cos, tan oder cot, und bekanntem
Funktionswert findet man fiir den Winkel x zuniichst die Werte zwischen 0 und 27

! intervallum (lat.), Zwischenraum, Teilbereich
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und durch Addition bzw. Subtraktion der ganzzahligen Vielfachen von 2z die
dquivalenten Werte. Zu der gegebenen Funktion f(x) erhilt man also im allgemeinen
die beiden Winkel

% +k-2xundx, + k27, (k=0; £1; +2;...).

- Beispiele:

12) sin 3520° = sin (3520° — 9 - 360°) = sin 280° = —sin 80° = —0,9848

13) tanx = 2,565; x, = 68,7°, x, = 248,7°

Allgemeine Lésung: x;, = 68,7 + k - 360° und x, = 248,7° + k - 360°,
(k=05 £1; +£2;5...),

oder x = 68,7° + k' - 180° B =0; +£1; £2;...).

Die Periodizitit der Sinus- und Kosinusfunktion

Da sich bei der Sinusfunktion die Funktionswerte nach jeweils 27 (in den Bereichen
27 < x < 4m; 47 < x < 6m; ... und in den Intervallen — 27 < x < 0;
—4x<x < —27; ...) wiederholen, muB} sich das Kurvenstiick, das die graphische
Darstellung von y = sinx (0 =< x < 2 z) ergab, in regelmiBiger Wiederkehr nach
beiden Seiten fortsetzen. Fiir die Sinusfunktion ergibt sich so die Abbildung 3.90.
Das Bild der Funktion y = sin x nennt man kurz Sinuskurve. Man erkennt, daB sich
das zwischen 0 und 2 7 gelegene Kurvenstiick immer wiederholt. Ebenso kénnte man
das allerdings auch von dem zwischen 0 und 6  gelegenen Kurvenstiick sagen. Eine
derartige Funktion nennt man eine periodische Funktion.

¥
{=—r*leinste Periode —={
7 -
3 7 r I %, Jx 4

—nvw‘-*s&aj/-sﬁw-a»z—zT.»:za 5.6 189 n @ sx

Abb. 3.90.

Die Abschnitte auf der x-Achse, innerhalb derer ein sich wiederholendes Kurven-
stiick liegt, nennt man Perioden der betreffenden Funktion. Perioden der Sinus-
funktion sind beispielsweise 0 ... 27;27 ... 47347 ... 625 ... und 0 ... —2 7;
—2a...—4m;—4n ...—67: o

Allgemein lassen sich die Perioden der Sinusfunktion zusammenfassen als

k27 =2kn, (k= +1; +£2;...)

Am wichtigsten ist die kleinste Periode; sie betriigt 2 . Mit ihrer Hilfe 1Bt sich der
analytische Ausdruck der Sinusfunktion wie folgt umgestalten:

Statt y = sinx mit — co < x < + oo kann man auch schreiben:
(33) ¥ =sin(x + 2ka) mit 0 = x < 2x; k ganzzahlig,
Das ist deshalb maglich, weil nach unseren Uberlegungen gilt:

sin (x 4 2 k 1) = sin x fiir 0 < x < 2 7; k ganzzahlig.
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Wichtig ist, daB die Darstellung (33) nicht nur fiir einen bestimmten Winkel x, son-
dern fiir alle x in dem angegebenen Bereich gilt.

. Wodurch unterscheidet sich (33) von der Beziehung (32) ?

Das Intervall 0 << x < 2 7 enthiilt alle fiir die Sinuswerte maoglichen Werte, das
heiBit ihren Wertevorrat (—1 < y< 1)

Die Kosinusfunktion ist ebenfalls eine periodische Funktion mit der (kleinsten)
Periode 2 7. Es ist

cos(x + 2kz) = cosx mit 0 =< x < 27; k ganzzahlig.

kleinste Periode y=cos
= o

-1217\10}5-755-4—3-241 12\_/567W7772731

Abb. 3.91.

In Abbildung 3.91. ist die Funktion
(34) v cos(x - 2kx) mit 0 A 2 k ganzzahlig,
graphisch dargestellt.

Wir stellen fest, da8 die Funktionen y = sin x und y = cos x fiir jedes beliebige x
erklart sind.

Die Periodizitit der Tangens- und der Kotangensfunktion

Die Tangens- und die Kotangensfunktion verhalten sich ahnlich wie die Sinus-
und die Kosinusfunktion. Wir kénnen die Tangensfunktion im ganzen x-Bereich
—o0 < x < + oo mit Ausnahme der Stellen % + na (n ganzzahlig) graphisch darstellen
(Abb. 3.92.). Wir erkennen, daB auch die Tangensfunktion eine periodische Funktion

Y y=tanx
5_
o
3k
z-
ar, -, - 1+
/D S A ||||;/|
A -9 -8 7 -6 -5-7»3 2 ) a 0 ik
_2<-klamsf
Psrmde
-3+
-4t
-5 . Abb, 3.92.
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ist. Perioden von y = tan x sind beispielsweise 0 ... 737 ... 27;27 ... 375 ...
undO0...—7w;—7...—2a;—27...—3a; ...

Im Gegensatz zur Sinus- und Kosinusfunktion wiederholen sich bei der Funktion
y = tan x die Funktionswerte y bereits nach einem Zuwachs des Argumentes! x
um 7. Die Tangensfunktion hat also die (kleinste) Periodenlinge . Es ist, wenn k
eine ganze Zahl bedeutet, (k = 0; 4+ 1; 4+ 2; ...),

tan (x + k) = tanx fir 0 < x < «.
Die Tangensfunktion kann durch den analytischen Ausdruck
(35) » tan (x = kz) mit 0 <= x < x: k ganzzahlig
wiedergegeben werden.
Sie ist nicht erklirt an den Stellen

= % + nz (n ganzzahlig).
Die Kotangensfunktion ist ebenfalls eine periodische Funktion mit der (kleinsten)
Periode 7. Es gilt
cot(x + km) = cotx mit 0 < x < z; k ganzzahlig.

Fiir die in Abbildung 3.93. dargestellte Kotangensfunktion lautet der analytische
Ausdruck

(36) v = cot(x + kax) mit 0 x < @: k ganzzahlig,
Sie ist nicht erklidrt an den Stellen

x = n=x (n ganzzahlig).

y= oot x
-ar -2x -r - J(\ 2 3x
1 111 Lt N | NGNS ) Nl
—s-\-s—s\\a-z 1723 456 78\9 x

e keins!
™ Period

Aus den graphischen Darstellungen der Winkelfunktionen kann man den Wertevorrat
jeder dieser Funktionen deutlich erkennen. Zu jeder reellen Zahl x (als Winkel x im
BogenmaB) gehort eine bestimmte reelle Zahl y aus dem Intervall—1 <y < + 1 als
Funktionswert der Sinus- bzw. Kosinusfunktion. Zu jeder reellen Zahl x mit Aus-
nahme der Stellen 3 + nz bzw. nz gehort eine bestimmte reelle Zahl y als Funktions-
wert der Tangens- bzw. Kotangensfunktion.

—“NW o S

Abb. 3.93.

1 Als A t wird hier die iingige Veri iche der Wi ion b
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In der folgenden Ubersicht sind Definitionsbereich und Wertevorrat der vier Winkel-
funktionen nochmals zusammengestellt.

Winkelfunktion Definitionshereich Wertevorrat
y = sin x —co L x + oo —1<y=s+1
y =cosx —ee < + oo Slis yis 1
=00 X fo0
y=tanx mit Ausnahme der Stellen —e Ly + oo
% -+ nx (n ganzzahlig)
—e <2< +
y = cotx mit Ausnahme der Stellen —co Ly + oo

nz (n ganzzahlig)

Aufgaben
1. Bestimmen Sie die Werte aller Winkelfunktionen der folgenden Winkel!
a) —30° b) —18° ¢) —135° d) —83.4° €) —90,45°

f) —174,77° g) —214,92° h) —282° 12’ 38" i) —393,27° k) —450,13°

2. Suchen Sie die Logarithmen der Betrige zu den Funktionen Sinus, Kosinus, Tangens und
Kotangens fiir die in Aufgabe 1a bis k angefiihrten Winkel auf!

3. Bestimmen Sie zu den folgenden Funktionswerten f (x) die zwischen 0° und — 360° liegenden
negativen Winkel!

a) b) 0 d) ) f)
sin x| —04848 |—0,9024 | 00820 | tanx | —03759 |—0,9935 | 2,877
cos x 0,9655 | 0,3704 [—0,8671 | cotx | —191,0 |—1,333 | 0,0107

4. Bestimmen Sie zu den folgenden Logarithmen der vier Winkelfunktionen sowohl die positiven
als auch die negativen Winkel!

a) Ig sin x = 0,5717—1, (sin x> 0) b) Ig | sin x | = 0,1718 — 1, (sin x < 0)
¢) Ig cos x = 0,9970 — 2, (cos x> 0) d) Ig | cos x | = 0,4237—1, (cos x < 0)
e) Ig tan x = 0,3393, (tan x> 0) f) lg | tan x | = 1,0763, (tan x < 0)
g) lg cot x = 0,6506— 1, (cot x> 0) h) Ig | cot x | = 0,8411—2, (cot x < 0)
5. U hen Sie, ob die nachfolgenden Beziek auch fiir negative Winkel gelten!
sin x cos x
a) tanx = b) cot x = ¢) tanx cot x = 1
d) sin%x + cos?x = 1 €) sin x = cos (90° —x) ) tan x = cot(90°—x)
g) cos x = sin (90° — x) h) cot x = tan (90° —x)

6. Geben Sie zu den nachstehenden Winkeln die auf sie folgenden drei dquivalenten Winkel bei
positivem und negativem Drehsinn an!

a) 50° b) 175° ¢) 335° d) 117,5° &) —221,68°

f) —33° ) 212,7° h) —148,5° i) 241°15 k) 7°10' 10"
7. Wie groB ist der Hauptwert der folgenden Winkel ?

a) 1200° b) 5180° ) —320° ) —1755° €) —615°23'

f) 2123° g) —4713° h) 498° 10’ i) —913,2° k) 2016,48°
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10.

1

=

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

10

Bestimmen Sie jeweils die Funktionswerte!

a) sin 383° b) sin 773,2° ¢) sin (—640,56°) d) sin (—3620,78°)
e) cos 421° f) cos 1527,3° g) cos (—704,64°)  h) cos (—1083,92°)
i) tan 8000° k) tan (—444,7°) 1) cot 992,25° m) cot (—524,44°)
Suchen Sie die Logarithmen der Betriige der Funktionen aus den Aufgaben 8a bis m auf!

Geben Sie siamtliche Losungen (im GradmaB) folgender Gleich an!
a) sin x = 0,3223 b) sin x = 0,8440 ¢) cos x = 0,9018 d) cos x = —0,1382
e) tanx = —1,083 f) tanx = 0,9045 g) cot x =0,0524  h) cot x = —0,4109

Welche Winkel ergeben sich als allgemeine Losung aus den nachstehenden Logarithmen der
Winkelfunktionen ?

a) lg sin x = 0,4328 — 1, (sin x> 0) b) lg | sin x | = 0,6743 — 1, (sin x < 0)
¢) Ig cos x = 0,1873 — 1, (cos x> 0) d) lg | cos x | = 0,8591—1, (cos x < 0)
e) Ig tan x = 0,4711 —1, (tan x> 0) f) lg | cot x | = 0,7220— 2, (cot x < 0)

Stellen Sie die Funktionen

a) y=sinx, b) y=cosx, ¢) y=tanx, d) y = cot x

im Bereich 0 < x < 2 x graphisch dar, indem Sie die Winkel auf der x-Achse im Bogenmal
auftragen und dabei auf beiden Achsen gleiche MaBeinheiten benutzen!

Rechnen Sie die folgenden im GradmaB gegebenen Winkel ins B 8 um!
a) 1° b) 0,1° ¢) 0,01° a v &) 1 f) 45°
g) 120°  h) 75° i) 300° k) —180° 1) 900° m) 32°

n) 67,5° o) 102,7° p) 256,58°  q) 318,04°  r) —177,42° s) 1125,17°

Rech Sie die folgenden im B Winkel ins GradmaB3 um!

a) b) T ©) 1 f) &) 0 &
8 3n b) 57 D)o K & 1) 2,57 m) 377
n) LI3z o) 0, p) 0,01 92 015 5) 3,04
) —n w37 v -3 W) —0703 x) —+y3 y) 12

Berechnen Sie die Bogenlingen auf einem Kreis mit dem Radius r = 5 cm fiir die folgenden
Zentriwinkel !

a) 36,3° b) 117,45° ¢) 255,58°

Wie grof8 ist jeweils der Bogen zum Zentriwinkel 1° auf Kreisen mit den folgenden Radien ¥
a)r=1lcm b)r=2cm ¢) r=4cm

Bis zu welchen Winkeln stimmen die Zahlenwerte von arc «

a) mit denen von sin «, b) mit denen von tan «

bis auf drei Dezimalstellen iiberein ?

Mit Hilfe der Tafel 4 lassen sich die Sinus- und die Tangenswerte von Winkeln zwischen 0,00°
und 5,00° bestimmen. Man formt unter Verwendung der fiir kleine Winkel giiltigen Beziehung
sinx & arco um. Zu beachten ist weiter, daB arc « dem Winkel o (im GradmaB!) proportional
ist. Bestimmen Sie die folgenden Funktionswerte!

a) sin 0,0001° b) sin 0,0018° ¢) sin 0,000094° d) sin 1”

e) tan 0,0001° f) tan 0,000313° g) tan 0,0000847°  h) tan 0,5
Bestimmen Sie die Winkel x (im GradmaB) zu den hstehenden Funktionswerten!
a) sin x = 0,0000238 b) sin x = 3,76 - 10-6 ¢) sin x = 8,24 - 10-7
d) tan x = 0,0000104 e€) tanx = 4,43 - 106 f) tanx = 9,83 - 107
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20. Bestimmen Sie die folgenden Funktionswerte!

a) sin % b) sin+ ¢) sin (7%:() d) sinl €) sin 0,43

f) sin(~187) g) sin2163  h) cosg i) cos > k) cos (—+7)

1) cos 1,31z m) cos 0,5 n) cos(—1) 0) cos 2,897 p) cos(—2,17)
21. Bestimmen Sie die folgenden Funktionswerte!

a) tanz b) tan %.—z ¢) tan (—21) d) tan 0,7 e) tan(—1,2)

f) tan 5,943 g) tan 1,052 h) cot(—x) i) cot é:z k) cot1,8x

1) cot 0,05 m) cot ]/2_ n) cot3 o) cot(—1,32) p) cot(—0,487)
22, Suchen Sie die Logarithmen der Betriige der folgenden Funktionswerte auf!

a) sin —:—n b) sin 0.1z ¢) sin 6,1 d) cos I%n e) cos(—2.4)

i) cos 3,515 g) tan %Jt k) tan :W i) cot5,5 k) cot (—0,72)

23. Geben Sie die Winkel x zu den folgenden Funktionswerten im BogenmaB an!
a) sin x = 0,9511 b) sin x = 0,6428 ¢) sin x = 0,9736 d) sin x = —0,1951
e) sin x = 3,23 -10-6 f) cos x = % 13 g) cos x = 0,4067 h) cos x = —0,8805
i) cos x = 0,2190 k) tanx =1 1) tanx = 0,7265 m) tanx = — 3,630
n) tan x =—0,5924 o) tanx = 5,18-10-5p) cot x =0 q) cot x =—)3

24. Welche Winkel x im Bogenmal} ergeben sich aus den folgenden Logarithmen der Winkel-
funktionen ?

a) Igsinx = 0,8495—1, (sin x> 0) b) lg sin x = 0,7990 — 3, (sin x> 0)
c) lgsinx = 0,5686— 6, (sin x> 0) d) Ig cos x = 0,9730 — 1, (cos x> 0)
e) Ig | cos x| = 0,8026— 1, (cos x < 0) f) lg cos x = 0,9278 — 1, (cos x> 0)
g) lgtanx 0,0762, (tan x > 0) h) lg tan x = 0,8699 — 2, (tan x > 0)

i) Ig | cot x | = 0,0456, (cot x > 0) k) lg cot x = 0,7741 — 1, (cot x> 0)
25. a) Berechnen Sie den Weg, den ein um die Strecke r = 5 cm vom Scheitelpunkt entfernter
Punkt P zuriicklegt, wenn der Winkel 90°; 270°; 360°; 45°; 57,3° betrigt!
b) Zeichnen Sie die jeweiligen Winkel sowie die dazugehérigen Wege des Punktes P als
Kreisbogen und als Strecken!
26. Geben Sie die in Aufgabe 25 bestimmten Wege unter der Voraussetzung an, dal r = 1 cm ist!

27. Stellen Sie die Funktion y = arc x (0° < x < 360°) in einem geeigneten Mafstab graphisch
dar!

28. a) Untersuchen Sie an Hand von Beispielen, welche der Winkelfunktionen gerade und welche
ungerade sind!
b) Welche anderen geraden bzw. ungeraden Funktionen kennen Sie ?

29, Untersuchen Sie die Symmetrieverhiltnisse bei den Bildern der Winkelfunktionen in den
folgenden Bereichen!

) 0<x<2x bB0=<x<a o -—F=x=<-+7%

30. Unter Benutzung der Formeln (5) und (6) ist zu zeigen, daB die Tangens- und die Kotangens-
funktion die kleinste Periode z haben.

31. Bestimmen Sie die folgenden Funktionswerte!

a) sin 57 b) sin 7%.1 ¢) sin (—15,47) d) sin 10,5 e) cos (—3n)
f) cos 2—;—,1 g) cos 100z h) cos 6,53 i) tan %n k) tan 1,7
D tan(—257) m) tan3487  n) cot(—ga) o) cot 4z p) cot 14
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32. Suchen Sie die Logarithmen zu den Betrigen der Funktionen in den Aufgaben 31 a bis p!

33. Geben Sie die all, i Lésungen fiir die folgenden Funktionswerte im Bog B an!
a) sin x =313 b) sin x = —5 /213 ¢) sin x = 0,5052 d) cos x =52
—_— ¥ — =
e) cosx=—%]/2+]3 i) cosx=0,93_40 g) !anx:Z:{h V3 h) tanx:7; V3
i) tanx = 5,823 k) cot x =—}3 1) cotx=7}3—2 m) cot x=0,1341
34. Geben Sie die all, i Lésungen zu den folgenden Logarithmen der Winkelfunktionen im
BogenmaB an!
a) Ig sin x = 0,7859 — 3, (sin x> 0) b) Ig | sin x | = 0,9750 — 1, (sin x < 0)
¢) Ig cos x = 0,8436 — 2, (cos x> 0) d) Ig | cos x | = 0,8436— 1, (cos x < 0)
e) lg tan x = 0,4189 — 1, (tan x > 0) f) lg | tan x | = 0,7732, (tan x < 0)
g) lg cot x = 0,5066 — 1, (cot x> 0) h) Ig | cot x | = 1,1178, (cot x < 0)
35. Stellen Sie in einem einzigen Koordinatensystem dar:
1) y=sinx
2)y=2sinx } (—a<x=<+37)
3)y=sin2x

a) Vergleichen Sie die Ordinaten der Punkte der zu 1 und 2 gehsrenden Kurven bei jeweils
gleichen Argumenten!

b) Welche Periode hat die Funktion 3 ?

¢) Was ergibt ein Vergleich der Bilder der Funktionen

y=sinx, y=nsin x und y = sin nx?
36. Stellen Sie in einem einzigen Koordinatensystem dar!
1) y=sinx
Dy=sin(x=3) | Crzxz+30)
3) y = sin (x + )

Vergleichen Sie die Lage der drei Funktionsbilder im Koordi ystem!

37. Stellen Sie die Funktion sin x in einem rechtwinkligen xy-Achsenkreuz graphisch dar, dessen
x-Achse eine Sinusteilung und dessen y-Achse eine gleichmiBige Teilung trigt!
Man nennt diese Darstellung eine Verstreckung der Sinuskurve. Sie ist beim Interpolieren
vorteilhafter verwendbar als die iibliche Darstellung der Sinusfunktion in einem xy-Achsen-
kreuz, bei dem beide Achsen gleichmiBig geteilt sind.

38. Stellen Sie die Funktion cos x in einem rechtwinkligen xy-Achsenkreuz dar, dessen x-Achse
eine Sinusteilung von 0 bis % und dessen y-Achse eine gleichmaBige Teilung trigt!

3.8. Die Funktionen y =asinx;
y=sinbx; y=sin(x +¢);
y=asin(bx 4 c)
Die Funktion y = asinx
Im Abschnitt 3.1. sollte in der Ubung auf Seite 72 der Flicheninhalt des Rhombus

als Funktion des Winkels « dargestellt werden. Ist die Seitenlinge @ = 1 cm, so ergibt
sich im Intervall 0° < o < 180° die Sinuskurve. Wenn a = 2 ¢cm gewiihlt wird, so
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verdoppeln sich in der graphischen Darstellung die Funktionswerte; fiir a = 3 cm ver-
dreifachen sie sich usw.
Im Kreis mit dem Radius r gilt die Gleichung

37 sinx = = (Abb. 3.5.).
Liegt ein Kreis mit dem Radius a vor, so gilt r = a, und es ergibt sich:
sinx = % oder v =asinx.

Trigt man im xy-Koordinatensystem zu den Abszissen x die projizierenden Lote im
Kreis mit dem Radius a innerhalb eines uv-Systems auf, so erhilt man das Bild der
Funktion

y = ¢sinx.

’ Zeichnen Sie das Bild der Funktion y = a sin x fiir a = 3!

Um den Zusammenhang zwischen den Funktionen
y =“sinxund y = sin x

zu ermitteln, sei in der ersten Funktion voriibergehend die unabhingige Variable X
und die abhiingige Variable Y:
Y=fi(X)=a-sinX (a >1).
Fiir die graphische Darstellung dieser Funktion ist jeder Wert der Sinusfunktion
y = sin x mit dem konstanten Faktor a zu multiplizieren. Geometrisch bedeutet
dies, daB} die Ordinate jedes Punktes der Kurve der Ausgangsfunktion y = sin x
auf das a-fache oder im Verhiltnis a:1 = 3 vergroBert wird. In Abbildung 3.94. ist
dieses fiir @ = 2 ausgefiihrt (das xy- und das X Y-System fallen zusammen).
Ist a positiv, aber kleiner als 1, also
0 < a < 1, so sind die Funktionswerte
Y-2:sinX Y = a sin X kleiner als die der Funk-
%ﬂyfnx tion y = sin x bei gleichem Argument.
Man erhilt die Kurve der Funktion
2 Y = a sin X aus der Sinuskurve in diesem

K Falle durch Stauchung. Dehnung und

-1 Stauchung werden unter dem Begriff

der Streckung zusammengefaBt. Fiira = 1

4 sind die Funktionen ¥ = a sin X und
Abb. 3.94. y = sin x und ihre Bilder identisch.

Untersuchen Sie, wie die Sinuskurve verindert wird, wenn a negativ ist! (Zum
Beispiel a = —1.)
‘Wir fassen zusammen:
Die Kurve der Funktion
y =f1(x) =asinx(a >0)
geht aus der Sinuskurve durch Streckung senkrecht zur x-Achse hervor.
Fiir a > 1 ist die Streckung eine D ehnung, fiir 0 < a < 1 eine Stauchung.
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Bei a = 1 ist die Kurve mit der Sinuskurve identisch.
Fiir a < 0 erhilt man die Kurve der Funktion y = a sin x durch Spiegelung der
Sinuskurve an der x-Achse und entsprechende Streckung senkrecht zur x-Achse.

. Durch welche Mafnahmen kann man eine Kurve der Funktion y =asin x in

eine Sinuskurve iiberfiihren ?

Die Funktion y = sinbx

@ Zzcichnen Sic das Bild der Funktion y = sin bx fiir b — 2, indem Sie sunichst
die Winkel mit b multiplizieren und dann die jeweiligen Funktionswerte ermitteln!
Vergleichen Sie diese Kurve mit der Sinuskurve!

iy p
Die Abbildung 3.95. zeigt 1 y-sinx
die Kurven der Funktionen /—\
y = f(x) = sin x im {

xy-Koordinatensystem  und 7L x 2 X X
Y =f,(X) =sin) X mit j = 3 o 2y
im X'Y-Koordinatensystem. Abb, 3.95, 3

Beim Vergleich der Ordinaten von jeweils zwei sich entsprechenden Punkten der
beiden Kurven kann man feststellen:
Einem Ordinatenwert y; = f(x,) eines Punktes der Kurve der Funktion y = sin x
ist ein gleicher Ordinatenwert Y; = f, (X,) des Punktes der Kurve der Funktion
Y = f, (X) = sin bX an der Stelle

X, = ;I, EN
zugeordnet.
yn=f2x) =0 und Y, =f,(32) =0

y2=f(x) =0 und Y2=f2(%n):0
s =f(%n):—l und Y, =fz(~j‘-”'l)= -1
,')'4=f(%ﬂ)=+l und Y, :fz(%ﬂ)z-l-l

Die Kurve der Funktion Y = sin bX ist aus der Kurve der Funktion y = sin x durch

Streckung senkrecht zur y-Achse entstanden. Bei dieser Verinderung der Abstinde
der Kurvenpunkte von der y-Achse wird die Periode 27 der Ausgangsfunktion

y = sinx fiir die Funktion Y = sin bX auf % 27 vergréBert.

Fir die Kurve in Abbildung 3.95. ergibt sich so eine Streckung von 2z auf
% *27 = 3z Fir 0 < b <1 entsteht eine Dehnung, fiir b > 1 eine Stauchung der
Kurve, fiir b = 1 wieder die Identitit.

. Wie wird die Sinuskurve verindert, wenn b negativ ist, zum Beispiel fiirb = —17?

Wir fassen zusammen:
Die Kurve der Funktion
¥y =fy(x) =sinbx (b > 0),
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geht aus der Sinuskurve durch Streckung senkrecht zur y-Achse hervor. Dabei wird
die Periode 27 verindert, sie wird auf%'Zn gestreckt. Fiir 0 < b <1 ist die
Streckung eine Dehnung, fiir b > 1 eine Stauchung. Bei b = 1 ist die Kurve mit der
Sinuskurve identisch.

Ist b < 0, so erhilt man die Kurve der Funktion y = sin bx durch Spiegelung der
Sinuskurve an‘der x-Achse und entsprechende Streckung senkrecht zur y-Achse.

. Beschreiben Sie die Mafinahmen, durch die Sie umgekehrt die Kurve der Funktion
y = sin bx in die Sinuskurve iiberfiihren!

Die Funktion y = sin (x 4 ¢)

. Zeichnen Sie das Bild der Funktion y = sin (x + ¢) fiir ¢ = =, indem Sie zu-
niichst 7 zu den Winkeln addieren und dann die jeweiligen Funktionswerte
ermitteln!

Vergleichen Sie diese Kurve mit der Sinuskurve!

In Abbildung 3.96.a ist die Funktion y = sinx in einem rechtwinkligen xy-Achsen-
kreuz, in Abbildung 3.96.b dagegen die Funktion Y = f; (X) = sin (X t z) in einem
rechtwinkligen XY-Achsenkreuz graphisch dargestellt.

Die. Kurve der Funktion

7_}’ y = sin x laBt sich durch
y-sinx ~ Parallelverschiebung in  der
0 / x-Richtung um —Z in die der
a T o x Funktion Y = sin (X —|—%)
iiberfithren. Umgekehrt geht
L ) die Funktionskurve
TF - Y =sin (X + %)
0 . ; durch Parallelverschiebung in
b) g
T 2 X der X-Richtung um +1z'- in
— - die der Funktion y =sinx
P ¥ /(.7) iiber (Abb. 3.96.c).
J;‘ e Nach der Quadrantenrelation
yesinx  sin (x e ;) —=cosx ist die
0 L Kurve der Funktion
9 4 w XX
‘—_g— N Y = sin (X + 1?)
St

mit der Kurve der Funktion

Abb. 3.96. i i
y = cos x identisch.

Allgemein wird bei der Funktion Y =sin (X | ¢) die Sinuskurve parallel zur
x-Achse um — ¢ verschoben.

150



Wir fassen zusammen:
Die Kurve der Funktion

y =y (%) =sin (x + o)
geht aus der Sinuskurve durch Verschiebung um den Betrag von c¢ parallel zur
x-Achse hervor. Ist ¢ > 0, so erfolgt die Verschiebung in der negativen Richtung der
x-Achse, fiir ¢ < 0 wird in der positiven x-Richtung verschoben. Fiir ¢ = 0 sind beide
Kurven identisch.

Die Funktion y = a sin (b x +¢)

Fithrt man an der Sinusfunktion alle drei Anderungen, die durch die Funktion f;,
f> und f; erklirt wurden, nacheinander durch, so erhilt man die Funktion

y =asin(bx +¢), (@ >0,b > 0,c > 0). F

1) Die Sinuskurve werde senkrecht zur | 2F
x-Achse gestreckt im Verhiltnis a: 1. feme b [
Die so entstehende Kurve hat noch die Peri- v gl |
ode 2 7. i i !
2) Die Kurve werde dann senkrecht zur |
y-Achse gestreckt, so daB die Periode | |
1 giimaer i T
+ * 27 betrage. 4 ¢ ¢ |
3) Die Kurve werde schlieBlich parallel zur i |
x-Achse um —7 verschoben.
{
Die Abbildung 3.97. zeigt den Verlauf der Kurve =7 |
einer Funktion y = asin (bx + ¢) fiir a = — 3 i

be2 ¢ & Abb. 3.97.

=2, c=7.

Untersuchen Sie, ob das Resultat von der Reihenfolge der durch die Funktionen f,,
f» und f; vorgeschriebenen Verinderungen der Sinuskurve abhdngt!

Anwendunginder Physik:
Die Gleichung

u = asin (bx +¢), (a > 0,5 >0,¢c > 0)
stellt eine harmonische Welle dar. Darin bedeu-
ten u die Elongation, a die Schwingungsweite
(Amplitude), 2 =27 die Wellenliinge und
% die Phasenverschiebung. esg T a

- Beispiele: 1t a 2 ’ .
1) EinPunkt P mége sich gleichformig auf 4 B J

einem Kreis mit dem Mittelpunkt M und
dem Radius a im positiven Drehsinn
bewegen (Abb. 3.98.). Zur Zeit t =0
habe der Punkt P die Lage P,. Der
Winkel P,MP werde im BogenmaB

Abb, 3.98.




2)

gemessen und mit x bezeichnet. Zur Zeit t = 0 ist auch x = 0. Der sich
mit konstanter Bahngeschwindigkeit auf dem Kreis bewegende Punkt P
werde durch Parallelprojektion in Richtung MP, auf die zu MP, senk-
rechte Gerade g abgebildet. Die Projektion P’ des Punktes P fiihrt auf der
Geraden g eine Schwingung um die Nullage P,’ zwischen den Endpunkten
-+ a und — a aus.

Man kann die Elongation u sowohl als Funktion der Zeit t wie auch als
Funktion des Winkels x darstellen (Abb. 3.99.).

Abb. 3.100.

= -l

Der schwingende Punkt P’ befinde sich zur Zeit t = 0 nicht in der Nullage
P,’, sondern er habe die Lage P./, die durch den Winkel ¢ bestimmt ist
(Abb. 3.100.). Die Schwingung, die wieder die Amplitude a haben moge, ist
jetzt gegeben durch die Gleichung

v = asin (x + c).

Dabei wird ¢ als Anfangsphase
bezeichnet. Zwischen den
beiden durch die  Glei-
chungen u = a sin x und
v = asin (x + c) dargestellten
harmonischen Schwingungen

[
ak Abb. 3.101.

bzw. Wellen besteht die Pha-
sendifferenz oder Phasenver-
schiebung ¢ (Abb. 3.101.).

Fiir die Phasenverschiebung

£= % stimmt die Funktions-
kurve a - sin (x + %) mit der
Kurve der Funktion a cosx iiberein. Harmonische Schwingungen und
Wellen lassen sich daher auch durch die Kosinusfunktion darstellen.

Die folgende Zusammenfassung gibt einen Uberblick iiber die im Abschnitt 3.8.
erlduterten Funktionen.

Die Kurve der Funktion | entsteht aus der Kurve der Funktion v sin x durch:
=asinx Streckung senkrecht zur x-Achse im Verhéltnis a: 1
y = sin bx Streckung senkrecht zur y-Achse im Verhiltnis
1
—:1=1:b
b
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y =sin (x + ¢) Verschiebung parallel zur x-Achse um — ¢
y = asin (bx + ¢) Streckung senkrecht zur x-Achse im Verhiltnis a: 1,

Streckung senkrecht zur y-Achse im Verhaltnis 1: b und

Parallelverschiebung zur x-Achse um —

b
Aufgaben
1. Zeichnen Sie die Kurven der folgenden Funktionen!
a) y=2sinx b)y:%sinx c)y=%sin(x—;)
d) y=—2cosx e)y:% cos x l)y:7%cos(x—n)
Welche Kurven gehen durch Dehnung, welche durch Stauchung aus den Sinus- und Kosinus-
kurven hervor, welche auBlerdem durch Verschiebung parallel zur x-Achse und Spiegelung
an dieser ?

»

»

o

Strecken Sie die Kurven der Funktionen y = f (x) im Verhiltnis m:n senkrecht zur x-Achse!
Stellen Sie die gestreckten Kurven y = f; (x) graphisch dar!

a) y = cos x; m:n = 2:1 b) y = cos x; m:n = 5:2
c)y=sin(;n+x);m:n=2:3 d) y = cos (x—m); m:n = 3:4
Wie heiBen die analytischen Ausdriicke der Funktionen der gestreckten Kurven ?

Durch welche MaBnahmen werden die gestreckten Kurven wieder in die Ausgangskurven
zuriickgefiihrt ?

Zeichnen Sie die Kurven der folgenden Funktionen!

a) y =sinx b) y =sin (x + 1) c)y=cos(x—%)
y=3sinx y=%sin(x+l) y=%cos(x7—:—)
d) y =cos x
y=—jcosx

Stellen Sie die Kurven der unter einem Buchstaben angefiihrten Funktionen jeweils in ein
und demselben Koordinatensystem dar, und geben Sie an, wodurch die beiden Kurven in-
einander iibergefiihrt werden kénnen! !

Stellen Sie die folgenden Funktionen graphisch dar!

a)y:cos%x b)y=sin%x ¢)y=cos2x

d) y=sin}3x e) y=2sin2x

Welche MaBnat fiihren die Sinuskurve in die Kurven der Funktionen b und d und die

Kosinuskurve in die Kurven der Funktionen a und ¢ iiber ?
Geben Sie an, wie die in den Aufgaben a bis d angefiihrten Funktionen in die Funktion
y = sin x baw. y = cos x iibergefiihrt werden konnen!

Strecken Sie die Kurven der folgenden Funktionen senkrecht zur y-Achse! Das Streckungs-
verhiiltnis der Bildkurve zur Originalkurve betrage m:n.

a) y = cos x; m:n = 2:1 b) y = cos x; m:n = 1:2

¢) y = sin x; m:n = 5:3 d) y = sin x; m:n = 4:5

e) y= cus(x—%n); m:n=1:3

‘Welche Streck sind Del gen, welche Stauck ?

Geben Sie die (kleinsten) Perioden der erzeugten F unktionen an! Zeichnen Sie die Original-
und die Bildkurven!
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6. Zeichnen Sie die Kurven der folgenden Funktionen!
a) y =sinx b) y =cosx c)y:sin(x—%—n)
| 3 o 1L 7
y=singx y=cosgx y=sm(§-x—?n)
d) y= cos(x + ;7!)
y = cos (]r’Z_x + %n)
Stellen Sie die Kurven der unter einem Buchstaben angefiihrten Funktionen jeweils in ein

und demselben Koordinatensystem dar, und geben Sie an, durch welche MaBnahmen die
beiden Kurven ineinander iibergefiihrt werden kénnen!

7. Zeigen Sie, daB sin (— x) = — sin x ist, indem Sie die Sinuskurve in die Kurve der auf der
linken bzw. rechten Seite der Gleichung stehenden Funktion iiberfiihren!

8. Zeichnen Sie die Kurven der folgenden Funktionen!
. E . 3
n)y:sm(x-}»%) b)y=sm(x—7n)
¢) y = cos (x + 7) d)_y:cos(x—% )
Welche Verschiebungen fiihren die Sinuskurve y = sin x in die Kurven der Funktionen a
bzw. b iiber, welche die Kosinuskurve y = cos x in die der Funktionen ¢ bzw. d?

Stellen Sie die Kurven der Funktionen a und b mit Hilfe der Kosinusfunktion, die der Funk-
tionen ¢ und d mit Hilfe der Sinusfunktion analytisch dar!

9. Durch welche Verschiebung geht die Kurve der Funktion y = cos x in die der Funktion

y = cos (x —;—) iiber? Stellen Sie beide Kurven in ein und d Iben Koordi ystem
dar! Durch welche Verschiebung wird die zweite Kurve in die erste iibergefiihrt ?

10. Welche Verschiebung fiihrt eine Kosinuskurve in eine Sinuskurve iiber ?

11. Verschieben Sie die Sinuskurve y = sinx um —%n parallel zur x-Achse!
Zeichnen Sie beide Kurven in ein und demselben Koordinatensystem! Wie heit der analy-
tische Ausdruck der Funktion der verschobenen Kurve ?
12. Zeichnen Sie die Kurven der Funktionen y = cos x und y = cos (x + ;’t) in ein und dem-
selben Koordinatensystem!
‘Welche MaBinahmen fiihren die beiden Kurven ineinander iiber ?
13. Verschieben Sie die Kurven der folgenden Funktionen um d parallel zur y-Achse!
Zeichnen Sie die Kurven jeweils in ein und demselben Koordinatensystem!
Geben Sie die analytischen Ausdriicke der Funktionen der Verschiebungskurven an!
a) y=cosx;d=1 b)y:sin(x—%);d:]‘?—
) y= cos(x+%7z); d=_%
14. Vergleichen Sie die Funktionen y = cos é (x—n) und y = cos (; x— J't) miteinander!
15. Zeichnen Sie die Kurven der Funktion y = a sin (bx 4 ¢) fiir die nachstehenden Werte!

D | w0 |

a 2 -1 T =3

b 2 -1 -+ s
n 3

c —2n E -7 57
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16. a) Die Kurve der Funktion y = sin x wird um %n parallel zur x-Achse verschoben. Die ent-
stehende Kurve wird weiter im Verhiltnis 4:3 senkrecht zur x-Achse gestreckt. SchlieBlich
wird die so erhaltene Kurve senkrecht zur y-Achse gestreckt, wobei das Streckungs-
verhiltnis 3:5 betrigt.

Zeichnen Sie alle Kurven in ein und d. Iben Koordi (mit verschied
Farben), und geben Sie die analytischen Ausdriicke ihrer Funkuonen an!
b) Lésen Sie die Aufgabe a fiir die Kosinuskurve y = cos x!

17. Geben Sie die Amplitude und die Wellenld der folgenden har ischen Schwing an!
a) u = sin 27t b) u = sin 67t ¢) u = sin 37t d) u=3sin4dxmt

18. Stellen Sie die folgenden h ischen Schwi graphisch dar, und geben Sie die
Phasenverschiebung gegen die Schwingung sin nzzt an!
n)u=sin(2nt+%) h)u:sinZn(l~éJ c)u:%sin(Snt-ﬁ-%)

19. Zeichnen Sie die durch die Funktionen '
a) u = 2 sin x, b) u =sin 2x, c)u:Zsin%,
d) u:%sinx, e)u=%sin3x

dargestellten harmonischen Wellen! Wie groB sind Amplitude und Wellenlinge ?

20. Welche Wellenldnge 2 hat die Welle, die durch die Funktion
a) u = sin x, b) u = sin (x + b), €) u=asin x, d) u = sin cx
gegeben ist?

2!

-

. Zeichnen Sie die durch die folgenden Funktionen gegebenen harmonischen Wellen, und
geben Sie Amplitude, Wellenlinge und Phasenverschiebung gegeniiber der harmonischen
Welle an, die durch y = cos nx dargestellt ist!

1 5 3 3
a) u= ycosx b) u=cosyx €) u=cos3x d)u:Zcos(Bx—ﬁ )

22, Geben Sie fiir die in den Abbildungen 3.102. a und b dargestellten harmonischen Wellen die
analytischen Ausdriicke an!
Anleitung: Benutzen Sie bei der Abbildung 3.102. a die Sinusfunktion! Verwenden Sie fiir
die Darstellung in der Abbildung 3.102. b sowohl die Sinusfunktion als auch die Kosinus-
funktion!

Abb. 3.102. b

1=
i
SNy
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5
>

nals
=y
=

Abb.3.102.a



23. Geben Sie die analytischen Ausdriicke der harmonischen Wellen mit der Amplitude a, der
Wellenliinge 2 und der Phasenverschiebung d gegen die harmonische Welle sin nx an!

a)

€)

Zwei oder mehr Winkelfunktionen kénnen d

a=2
A=2x
d=0
a=4
A=25xn
d=—1n

3

B)a=1
A=3n
n
d=-7
) a=35
3
=57
d=n

3

e)a:;
A=n
d=10

g) a=07
l:;n
d=%n

d) a=

1
2

A=—m
a

d=3
h) a=
A=
d =<

5
T

SN

3.9. Superposition von Sinuskurven

resultierende Winkelfunktion bilden.

4,

Beispiel 1:

urch ﬁberlagerung (Superposition) eine

Im rechtwinkligen Koordinatensystem in Abbildung 3.103. wurden die Bilder
der Funktionen mit den analytischen Ausdriicken

(38) w=sinx und (39) v =2sinx

graphisch dargestellt. Beide Sinuskurven stimmen in ihrer Periode 2 7 iiberein,

ihre Amplituden sind jedoch verschieden: a,

Abb. 3.103,

v,V

/

u=sin x

=1lund a, = 2.

Durch Superposition wird eine
Funktion

40) y=u v

gebildet.

Das Bild dieser Funktion kann
geometrisch gewonnenwerden,
indem man jeweils die beiden
Strecken von der x-Achse bis
zu den Bildpunkten beiderAus-
gangsfunktionen addiert. Fiir
die Abszissenwerte % und %n
werden also die Amplituden
addiert:

a3 = a; + ay; a; = 3.
Der analytische Ausdruck der
resultierenden Funktion kann

ermittelt werden, indem man
(38) und (39) in (40) einsetzt:



y=u-+v

y =sinx + 2sinx = 3 sin x.
Die resultierende Kurve ist wiederum periodisch und harmonisch. Sie hat die gleiche
Periode wie die Kurven (38) und (39), namlich 2 n.

‘ Welche Amplitude hat die resultierende Kurve, wenn sich zwei Sinuskurven
u = v = sin x iiberlagern ? Wie lautet der analytische Ausdruck der resultierenden
Kurve ?

Im folgenden Beispiel haben die Ausgangskurven eine Phasendifferenz.

. Beispiel 2:

Es ist die resultierende Kurve zu zeichnen, die sich aus der Superposition von
u=sinx und v =sin(x—=x)

ergibt.
Die beiden Sinuskurven haben
die gleiche Periode 27z und die uvy = T
gleiche Amplitude 1. Sie haben USSIN = i S’Zh )
eine Phasendifferenz von — 73 / \ L ~ j:u-v
die Kurve der Funktion v ist A X/
gegen die Kurve der Funktion ] A
u um + 7 verschoben. AN /7
Die resultierende Kurveist eine 4 N P -
Gerade, die mit der x-Achse
zusammenfillt (Abb. 3.104.). Abb. 3.104.

. Beispiel 3:

Die Abbildung 3.105. stellt die Bilder der Funktionen

(41) u=sinx und (42) v =sin(x +2n)
sowie die Uberlagerungskurve
43) y=u+v
dar.
uy,’
2| T
Yy utv
1 |
" IN\&u=sin 13 v=sin{x+21)
o L PN e
o X
1 N

Abb, 3.105.
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Die Funktionen u und v haben die gleiche Periode 2 7 und die gleiche Amplitude 1.
Sie haben eine Phasendifferenz von 2 z; die Kurve der Funktion v ist gegen die Kurve
der Funktion u um — 2 % verschoben.

Die Uberlagerungskurve ist wiederum periodisch und harmonisch. Sie hat die gleiche
Periode wie die Kurven u und v, nimlich 2 . Thre Amplitude betrigt 2. Sie hat die
Phasendifferenz 0 gegen u und + 2 z gegen v. Man erhilt den analytischen Ausdruck,
indem man (41) und (42) in (43) einsetzt und die Beziehung sin (x + 2 k) = sin x
fiir k = 1 anwendet:

y =sinx 4 sin (x + 2 ) = 2 sin x.

Aufgaben

1. Zeichnen Sie die Bilder der Funktionen u = %sin xund v = 2 sin {x +

die sich durch Uberlagerung ergibt!

Entnehmen Sie aus der Zeichnung die Amplitude der Uberlagerungskurve und die Phasen-
verschiebung gegeniiber dem Bild der Funktion u!

n

5 ) sowie die Kurve,

Zeichnen Sie die Bilder der Funktionen u = sin x und v = sin % sowie die Kurve, die sich
durch Uberlagerung ergibt!

Welche Eigenschaften hat die Uberlagerungskurve ?
. Zeichnen Sie die Bilder der Funktionen

a) u=sinxundv=sin(2x+%),

w

b) u = sin x und v = sin (%4%),
€) u=sin x und v = sin (J2 x — x)!

Welche Eigenschaften haben die Uberlagerungskurven ?

»

Welche Amplitude und welche Phasenverschiebung gegen u hat die resultierende harmo-
nische Schwingung y = u + v, wenn die Pl iffe der har isch i

u = asinzt und v = asin (7t + b) Null betragt? Was ergibt sich, wenn die Phasendifferenz
gleich 7z ist ?

&

Stellen Sie die folgenden har ischen Schwi u und v graphisch dar, und konstruieren
Sie die Uberlagerungskurve y = u + v! Entnehmen Sie aus der graphischen Darstellung der
resultierenden harmonischen Schwingung die Amplitude a und die Phasenverschiebung d
gegen u!

a) u=sin2at;  v=3sin(2xe4])

b) u=28sin4xt; v=33sin(4nt—3a)

6. Zeichnen Sie die resultierende Welle der folgenden harmonischen Wellen, und entnehmen
Sie Amplitude und Phasenverschiebung gegen u aus der graphischen Darstellung!
a) u = sin x b)u:%sinx ¢) u=2sinx
v=sin(x+%) v=sin( —%n) v=%sin<x+%n)
d)u=%sin(x~%) e) u=sin(2x—%n)
v=sin(x+%) u:sin(2x+%)
f) u="sinx ,)u=sin(x_§,,)
"=5i“(x+%n) v=sin<x+%n)
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7. Stellen Sie die harmonischen Wellen mit der Wellenlinge 27, der Amplitude a und der
Phasenverschiebung b mit Hilfe der Sinusfunktion dar!
Bestimmen Sie Amplitude und Phasenverschiebung der resultierenden harmonischen Wellen
durch Zeichnung!

a) ag=2;b,=0 b) a=1;b,=0
”z=l;bz=% a2=%§bg=-‘%

€)a,=2; b =7 d) a,=25; b =127
ay=3; by =% a,=0,75; by =0

3.10. Goniometrische Gleichungen

Bestimmungsgleichungen, die die Unbekannte x im Argument von Winkelfunktionen
enthalten, z. B.
sin2x— 0,25 = 0,

. T T 1
heiBlen g ische gen!!

Goni rische Gleichungen werden graphisch oder rechnerisch gelést.

Graphische Losung einfacher goniometrischer Gleichungen
. Beispiel 1: sin x 4 sin (x -+ %n) —15=0
Zur graphischen Losung dieser Bestimmungsgleichung wird das Bild der Funktion
y =sinx +sin(x +%n)—-1,5

in ein xy-Koordinatensystem gezeichnet. Hierbei wendet man die Superposition von
Sinuskurven an. Die Nullstellen der Funktion, d. h. die Abszissen der Schnittpunkte
der Kurve mit der x-Achse, ergeben die Lésungen.
Zur Konstruktion der Kurve iiberlagert man einander die Bilder der beiden Funk-
tionen

u =sinx und » = sin (x — %*z)
und verschiebt die resultierende Funktion

}' =u v
parallel zur y-Achse um —1,5.
Die Losungen kann man dann an den Schnittstellen mit der x-Achse (d. h. mit der
Geraden y = 0) unmittelbar ablesen.
Zeichnerisch einfacher ist es, wenn man nicht die resultierende Kurve um _ | 5,
sondern das Achsenkreuz um 1.5 verschiebt. Hierzu wird eine Parallele zur
x-Achse, die Gerade y = - 1,5, eingezeichnet (Abb. 3.106.).

! Goniometrie: Lehre von den Eigenschaften und ingen der
fwvia (griech.), Winkel; pespoy (griech.), Mab,
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/ yv-sin(xﬁ%)
f U= sinx
7 X

\

_— Abb. 3.106.

. Fiihren Sie

a) die Parallelverschiebung der Kurve y = f, (x) bei feststehendem Achsenkreuz,

b) die Parallelverschiebung des Achsenkreuzes bei feststehender Kurve durch !
Warum sind beide Verfahren gleichwertig ? *

Aus der Abbildung 3.106. gehen als Losungen im Bereich 0 < x <X 2 z hervor:

=% ==
X =755 Xp=7.

Proben : % =% =3

Linke Seite sin % + sin %— 1,5 sin % -+ sin%n— 1,5
=054+1-15=0 =1+4+05-15=0

Rechte Seite 0 0

Vergleich 0=0 0=0

Rechnerische Losung goniometrischer Gleichungen

Bei der rechnerischen Losung einfacher goniometrischer Gleichungen fiihren wir diese
auf Bestimmungsgleichungen ersten und zweiten Grades zuriick. Dabei ist es -oft
notwendig, eine gegebene Gleichung mit Hilfe goniometrischer Formeln umzuformen.
Die wichtigsten goniometrischen Formeln wurden bereits eingefiihrt: Es sind die
Gleichungen

(5), (6), (7), (8) — Beziehungen zwischen den vérschiedenen Funktionen bei gleichem
Winkel,

(10), (11), (12) — Beziehungen zwischen Funktionswerten von Winkeln aus ver-
schiedenen Quadranten,

(9) — Komplementbeziehungen,

(31) — Bezichungen zwischen den Winkelfunktionen positiver und negativer
Winkel,

(32) — Formeln, welche die Periodizitit angeben.

‘ Stellen Sie alle bereits behandelten goniometrischen Formeln zusammen !
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B seispicr 2:
sin? x— 0,25 = 0
Wir setzen sinx = = und erhalten die rein-quadratische Gleichung z* = T
mit den Lésungen
! 1
5 =5 und z =—.

Daraus ergeben sich die Losungen der gegebenen goniometrischen Gleichung
im Bereich 0° < x° < 360° zu

sinx , =& x = 30° x, = 150°
sin g, =—1 x, = 210° x, = 330°.
Proben: Es ist sin 30° = sin 150° = %; sin? 30° = sin2150° =

»|~»|-—-

sin 210° = sin 330° = — -

2 3 sin2 210° = sin2 330° =

B seipias:
cot? x— 6,671 cot x + 5,671 =0
Wir setzen cot x = = und erhalten die quadratische Gleichung
2*—6,671 = 45,671 =0
mit den Losungen
z; = 5,671 und z, = 1.
Daraus ergeben sich als Losungen der Ausgangsgleichung im Bereich
0° < ° < 360°
cot x; , = 5,671 x =10°
cotxgy =1 x3 = 45°
Proben: cot 10° = cot 190° = 5,671
5,6712— 6,671 - 5,671 4 5,671 =0
5,671 — 6,671 +1 =0
cot45° = cot225° =1
1—-6,671 45,671 =0

- Beispiel 4:

2sin?x + J2 cos x = 2

&8

90°
25°

Mit Hilfe der Formel sin2 x = 1 — cos? x ersetzen wir die Sinusfunktion durch
die Kosinusfunktion und erhalten dadurch eine Gleichung, in der nur die Ko-
sinusfunktion vorkommt:

2—2cos?x + )2 cosx = 2.
Wir setzen cos x = = und finden
2:2=1:72.
Diese Bestimmungsgleichung zweiten Grades hat die Losungen

z; =0 und zz:%}@_.
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Demnach ist

cos x;, =0 2 = 90° x, = 270°
€O8 Xy = % V2 x5 = 45° xy = 315°
Proben: 2 sin%90° + 12 cos 90° 2 5in% 270° + J/2 cos 270°
= 24 0=2 = 2+ 0=2
2 sin2 45° + 12 cos 45° 2 sin? 315° + 12 cos 315°
= 14 1=2 = 1+ 1=2

. Beispiel 5:

3sinx =4 cosx

Wir dividieren die Gleichung durch cos «: , wobei x == (2k + 1) 7 mit k natiir-
lich gilt, und erhalten

33mx g,
Unter Benutzung der Beziehung

tanx =3 = 1,333.

sin x

= tan x finden wir

cos x

Daraus ergeben sich die Lésungen

x; = 53,12° %,=238,12°,
Proben: 3sin 53,12° = 4 cos 53,12° 3 sin 233,12° = 4 cos 233,12°
3-0,80 =4-0,60 —3:0,80 =-—4-0,60
2,40 = 2,40 —2,40 =—2,40

. Beispiel 6:

asinx +bcosx 4-¢c =0

Wir setzen cos x = /I — sin2 x und erhalten
byl —sin®x =—asinx—c.

Durch Quadrieren und Umordnen erhalten wir

(a® + b?) sin? x 4 2 acsinx + (c2—b%) = 0.

Wir setzen sin x = :. Die quadratische Gleichung
(a® 4 b2) :2 4 2 ac: + (¢2—b2) =0

hat die Losungen

_ —acxbfaEibi-a
%= @y be .
Daraus finden wir

b }/a? f bi—ci—ac —bYa* Fbh—ct tac

sin x; = Fra sinx, = ) .
AuBlerdem berechnen wir cos x, und cos x, und finden
aaiybi—ct 4 he aYaifbi—ci—he
cosxl:—‘— COS Xy = ———————,
a? 4 b 2 a¥  b*

Da sin x und cos x Zahlen zwischen — 1 und + 1 sein miissen, ist die Gleichung nicht
fiir alle Werte a, b und ¢ lésbar. Bei einer Diskussion der Gleichung kommt es darauf
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an, festzustellen, fiir welche Werte a, b und c sie iiberhaupt lésbar ist und wie viele
Losungen sie hat. Aus den angefiihrten Lésungsmethoden ergeben sich Beziehungen
zwischen den Konstanten als Bedingungen fiir die Losbarkeit der Gleichung.

. Beispiel 7:
6cosx | 4sinx =3
Wir setzen cos x = J1 — sinx
und erhalten
61 —sin®x = 3—4 sin x.
Nach Quadrieren und Umordnen ergibt sich
52 sin2x—24 sinx. —27 =0
Wir setzen sin x = :. Die quadratische Gleichung
52:2—24: —-27 =0

hat die Liisungén

6+1/387
LSS
Es ist sin x; = 0,9873, sin x, = — 0,5258,
cos x; =—0,1582, cos x, = 0,8505.
Daraus ergeben sich als Losungen der Ausgangsgleichung
x, = 99,1°, x, = 328,28°.
Proben : 6 cos 99,1° 4 4 sin 99,1°
=-6-0,1582 -+ 4-0,9873
= -0,9492 + 3,9492 =3
6 cos 328,28° + 4 sin 328,28°
=6-0,8505 — 4-0,5258
= 5,103 — 2,103 =3

. Beispiel 8:

i ~sin(1 x)—l—-O
sinx T — T =
Wir setzen sin (% — x) = cosx und cos x = }1 —sin® x.
Die Gleichung
. T 1
sinx}1—sin®x =5

wird quadriert:

sin?x (1 —sin®x)
Setzen wir sin? x = z =w , so ist zunichst die Gleichung
qu? —4w 4 1=0
zu losen. Sie hat die zweifache Wurzelw — i B

Also ist

. 1 /5 . 1./5
z=sinx; =52 und z, =sinx, =—3 2.
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Daraus ergibt sich
a (., _ 3a Sn Tn
n=% =) n="7 (' =75).
Durch Einsetzen in die Ausgangsgleichung stellt man fest, daB diese durch die
eingeklammerten Werte nicht erfiillt wird.

Proben: sin - sin T :-;. sin °% sin _i})= ;_
1yg 1y 1 / 1 /57 1
712312 =5 —312-(-572)=%

Aufgaben
In den folgenden Aufgaben sind alle Losungen zu beriicksichtigen, die zwischen 0° und 360°

(0w
1

w

Ol

=l

10.
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nd 2 7) liegen, und nur diese.

Losen Sie zeichnerisch die folgenden Gleich !

a) cos x—2sinx =0 b) 6 cos x + 4 sinx =3

¢) 4sinx—cosx=06 d) cos x + sin x =2

Losen Sie die folgenden Gleichung ichnerisch und rechnerisch!

a) 3sinx—4cosx=0 b) sinx =—2 cos x

‘Welche Winkel genii den folgenden Gleichungen ?

a) sin® x = 0,81 b) cos?x = % ¢) tan®x =3 d) cot?x = 1,5

Losen Sie die folgenden Gleichungen!

a) sin®x = % b) cos®x = % c) tan?x =2 d) cot®x =25
Losen Sie die folgenden quadratischen Gleichungen!

a) sin® x —1,1428 sin x + 0,3214 = 0 b) cos® x—1,4848 cos x + 0,4924 = 0
¢) tan? x —1,2679 tan x + 0,2679 = 0

In den folgenden Gleichungen sind alle Funktionen durch eine einzige auszudriicken; dann
ist die Gleichung nach dieser Funktion aufzulésen und der Winkel zu bestimmen.

a) 2sin®x 4 4cos2x=3 b) 3 cos? x + sin? x == 2,5
c) 4cos®x — 2sinx = d) psin®x 4 gcos?x =0
e) psinfx-t gcos®x=r f) psin®x + gcosx

g) pcos’x + gsinx=r h) tan*x 4 4sin*x =3
Losen Sie die folgenden Gleichungen!
a) sinx + 2 cosx =0 b) Ssinx =3 tanx ¢) 4sinx 4 3tanx =0

Lésen Sie die Gleichung a sin x + b cos x + ¢ = 0 dadurch, daB Sie eine Winkelfunktion
beseitigen und damit die Aufgabe auf eine quadratische Gleichung zuriickfiihren!

Losen Sie die folgenden Gleichungen!

a) 4 sin x 4 7 cos x = 6,296 b) 5 sin x— 2 cos x = 0,488
c) %sinx-{—%cosx:O,éZS d) %cosx—%sinx=0,258
e) (1+)3)cosx+ (1—)3)sinx =2

Lésen Sie die folgenden Gleichungen!

a) sin x + 1,75 cos x— 1,574 = 0 b) 5 sin x 4 4 cos x = 6,25
¢) sin x— 0,75 cos x— 0,49 = 0 d) 3sinx=1+4cosx
Lésen Sie die folgenden Gleichungen!

a) sin 3 x = — 0,5678 b) 6 sin?x—5 cos x—2 = 0

¢) 6sin®x— 3 sin x cos x 4 cos2 x = 2



3.11. Aufgaben zur Ubung
und Wiederholung

Aufgaben aus der Technik

1. Die Neigung von Nasenkeilen, die zur Befestigung von Ridern auf Wellen dienen, betr;gt
1:100 (Abb. 3.107.).
a) Berechnen Sie den Neigungswinkel!
b) Warum ist es in diesem Falle belanglos, ob man die Neigung als das Verhiltnis von d zur
waagerechten Entfernung e oder zur schrigen Strecke s definiert ?

LU ]
b= N e S—
tl | ) | 5 o

Abb. 3.107. - Abb, 3.108.

2. Bestimmen Sie die gestreckte Linge eines laufenden Meters Wellblech nach Abbildung 3.108.!
a) r=32cm; a=10,0cm b) r =72 cm; a = 20,0 cm

Schiilerauftrag

. Orientieren Sie sich in der beruflichen Grundausbild iiber die Gewindearten und deren
Kennzeichnung!

3. Wie groB ist in dem in Abbildung 3.109. dargestellten Gewindeprofil eines metrischen Gewin-
des der Flankenwinkel «, wenn t = 0,8660 h ist ?

4. Eine Schraube ist selbsthemmend, wenn die parallel zur schiefen Ebene wirkende Reibungs-
kraft R gleich oder gréBer als der Hangabtrieb H ist (Abb. 3.110.).

Abb. 3.110.

Abb. 3.109.

‘Wie hoch darf die Ganghéhe h einer Stahlschraube von
d = 52mm Durchmesser im Hochstfall sein, damit die
Schraube selbsthemmend ist? Der Reibungswinkel

von Stahl auf Stahl (bei Olfettung) ist o = 8,50°. . . IR
W 5. Die Achsen zweier Kegelrider stehen aufeinand S ,gt = %_,\_y&

senkrecht (Abb. 3.111.). Ihre groBen Durchmesser 1] 2|

sind D; =150 mm (900 mm) und D, = 120 mm 1 6}@

(480 mm). Die Linge der ineinandergreifenden Zihne 5 |

ist s = 30 mm (150 mm). i B i ]
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a) Welche Neigungswinkel « und f bilden die Mantellinien der beiden Kegelstiimpfe mit
ihren Grundflichen ?

b) Wie groB sind die kleinen Durchmesser d; und d, der beiden Kegelrider ?

¢) Wie hoch sind die beiden Kegelrider ?

d) Stellen Sie die Kegelriider in einer maBstiblichen Zeichnung dar, und l6sen Sie die Auf-
gabe geometrisch!

Ein gleichseitiges Dreieck 4 BC mit der Seite a wird an seinen Ecken mit dem Radius r — %
abgerundet (Abb. 3.112.). Wie groB ist der Inhalt der Abfallfliche
a) ausgedriickt mit Hilfe von a, b) in Prozenten ?

¢

Abb. 3.112. Abb. 3.113.

Berechnen Sie fiir den in Abbildung 3.113, dargestellten offenen Ri rieb

a) die Umschlingungswinkel « und $,
b) die erforderliche Riemenlinge I (1029, des errechneten Ergebnisses)!

Berechnen Sie fiir den in Abbil-

dung 3.114. dargestellten gekreuzten =

Riementrieb 7

a) die Umschlingungswinkel « und g,

b) die erforderliche Riemenlinge [
(1029, des errechneten Ergebnis-
ses)!

180

Ein zylindrischer liegender Dampf-

kessel ist 1800 mm lang und besitzt  Abb.3.114.

einen lichten Durchmesser

D = 1500 mm. Der Kessel ist als Einflammrohrkessel mit konzentrisch eingebautem glattem

Flammrohr von 700 mm Durchmesser ausgefiihrt. Die Wasserstandslinie des Kessels liegt

bei 1000 mm.

a) Zeichnen Sie einen Querschnitt des Kessels, und tragen Sie die Wasserstandslinie ein!

b) Driicken Sie fiir den gezeichneten Querschnitt die Sehnenlinge, die Bogenlange und die
Fliche des Kreissegments als Funktionen des Zentriwinkels aus, welcher einer Wasser-
standshéhe h in diesem Querschnitt zugeordnet ist! Stellen Sie die Funktionen auch
graphisch dar!

¢) Driicken Sie die Verdampfungsfliche des Kessels in Quadratmetern als Funktion des
Zentriwinkels aus, und stellen Sie die Funktion graphisch dar!

d) Berechnen Sie fiir die L Zahl te die Verdampfungsfliche in Quadrat-
metern und den Wasserinhalt des Dampfkessels in Kubikmetern!

€) Berechnen Sie fiir die Wasserstandshéhen 1000 mm; 1200 mm; 1300 mm; 1400 mm die
zugehtrigen Verdampfungsflichen in Quadratmetern und die Wasserinhalte in Kubik-
metern, und stellen Sie diese Funktionen der Wasserstandshéhe graphisch dar!
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10. Der StoBelantrieb der Kurzhobel hine (Shapi hine) erfolgt mittels Kurbelschwinge
(Abb. 3.115. a und b). Dadurch wird ein schnellerer Riicklauf erreicht. AuBerdem kann durch
Verstellen des Kurbelradius r der Hub H des StoBels verindert werden.

a) Berechnen Sie aus Abbildung 3.115. die Hublinge und die Winkel « und ﬂ fiir r = 903
120; 180 mm!

Abb. 3.115.a Abb. 3.115.b

rHurbelschwinge

L Kurbelzapfen mit
Kulissenstein

[~Kurbelscheibe
~Antrigbsrad
Oestell

722

b) Wieviel Zeit wird jeweils fiir einen Vorlauf und fiir einen Riicklauf benétigt, wenn die
Kurbel 45 Umdrehungen je Minute macht ?

11. Stellen Sie den Flicheninhalt 4 des in Abbild 3.116. dargestellten Q hnittes durch
ein Zementrohr als Funktion von r dar: 4 = ¢ (r)!

12. Ein Rohr von kreisformigem
Querschnitt 4, und dem Durch-
messer d; wird durch ein kegel-
formiges Stiick mit einem zwei-
ten Rohr vom Q hnitt
Ay, =3 A, (Abb. 3.117.) ver-
bunden. Berechnen Sie die
Mantellinien s des Verbin-
dungsstiickes!

13. Die Schubstange eines Kurbel-
getriebes ist 750 mm lang, der
Kurbelradius ist r = 200 mm
(Abb. 3.118.).

a) WiegroBistdie Ablenkung 8 d
der Schubstange, wenn die s T
Kurbel sich um denWinkelo. : _ m . A 7/
dreht ? g -

b) Berechnen Sie die zu den Dalllﬂfallsz‘/'//z‘

Winkeln o = 0°; 15°; 30°; B,
...3360° gehbrigen Winkel A
f,und stellen Sie fals Funk- N% "

tion von « graphisch dar! Abb. 3.118.

o

Abb. 3.116. Abb. 3.117.

Schubstange
/(reuzkapf \ 2 2| ~Hurbel
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¢) Fiir welche Drehwinkel o erreicht die Ablenk B der Schut ge ihre groBten Werte ?

d) Welche Verschiebung des Kreuzkopfes entspricht den Kurbelstellungen
o = 0°; 15%; 30°; ...; 360°?
e) Stellen Sie die Verschiebung des K kopfes als Funktion des Winkels o der Kurbel-

drehung analytisch und graphisch dar!

i) Zerlegen Sie die von der Kolbenstange auf den Kreuzkopf iibertragene Kraft F = 8000 kp
in ihre Komponenten S und N! Dabei wirkt S in Richtung der Schubstange, N senkrecht
zur Gleitbahn des Kreuzkopfes bei den einzelnen Kurbelstellungen.

g) Zerlegen Sie die auf den Kurbelzapfen Z wirkende Schubstangenkraft S in zwei aufeinander
senkrecht stehende Komponenten B und D! Dabei stellt D den Druck auf die Kurbelwelle
dar, B ist die tangential zur Kreisbahn des Kurbelzapfens wirkende Bewegungskraft.

h) Berechnen Sie die GréBe der Komponentenkrifte S und B fiir die Kurbelstellungen
a = 0°; 15°; 30°; ...; 360°!

i) Stellen Sie die GroBe der treibenden Kraft B als Funktion des Winkels « graphisch dar!

Schiilerauftrag

. Stellen Sie fest, welche Ab gen die im chemisct Laboratorium verwendeten
Gummistopfen haben!

14. In Laboratorien werden Gummistopfen verwendet, die nach der Vorschrift »»Kegel 1:5¢

gefertigt wurden.

a) Zeich Sie den Ack hnitt, wenn der Durchmesser der kleineren Grundfliche
d = 19 mm und die Héhe h = 25 mm betragen!

b) Berechnen Sie den Kegelwinkel!
‘Wie groB ist jeweils der obere Durchmesser D, wenn fiir den unteren Durchmesser d und fiir
die Hohe h die folgenden MafBe ermittelt wurden ?

¢) d=16mm; h = 25 mm d) d =25mm; h = 30 mm

15. Eine oben und unten offene Ubergabeschurre ist herzustellen. Die technische Zeichnung zeigt
Abbildung 3.119.

Abb. 3.119. Abb. 3.120.

&00

1500
800

- 600 750

Der Rutschwinkel y soll 50°, die (obere) Aufnahmefliche 0,4 m? und die (untere) Abgabe-
fliche 0,25 m? betragen.
Berechnen Sie die fehlenden MaBe fiir by, b, I,, I, und 3!

16. Eine Rauchabzugshaube ist anzuferugen (Abb. 3.120.). Berechnen Sie die Neigungswinkel
der Seitenbleche gegen die Grundflicl

Schiilerauftrag

. Orientieren Sie sich in der beruflichen Grundausbildung iiber das Kegeldrehen!
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17.

18.

19.

Auf der Dreh hine soll ein kegliger Zapfen gedreht werden.

a) Wie groB muB der Einstellwinkel am Werkzeugschlitten sein, wenn D = 80 mm (30 mm;
100 mm), d = 60 mm (20 mm; 60 mm) und ! = 100 mm (120 mm; 90 mm) werden sollen ?
b) Wie gro muBl man den kleinen Durchmesser d eines [ = 45 mm langen kegligen Zapfens

wihlen, wenn D = 25 mm und die Neigung des Zapfens —Jl‘— —; % betragen sollen ?

Bestimmen Sie den Supporteinstellwinkel « (in Grad und Minuten) fiir den in Abbildung 3.121.
dargestellten Kegel!

Der in Abbildung 3.122. dargestellte Kegel soll bearbeitet werden. Berechnen Sie a) den
Supporteinstellwinkel, b) den kleinen Durchmesser d!

120

Abb. 3.121,

Abb. 3.122,

__ HKegel 1:4 _

ir.)

20. Kegel kénnen auf Drehmaschinen auch durch seitliches Verstellen des Reitstocks um ein

21.

22.

Stiick s hergestellt werden (Abb. 3.123.).

a) Wie gro wird der Kegel % , wenn die Reitstockspitze der Drel hine um s verschob
wird ?

b) Driicken Sie die Verschiebung s der Reitstockspitze als Funktion des Kegelwinkels « aus!

¢) Wie laBt sich die Verjiingung % des Kegelzapfens als Funktion des Kegelwinkels o dar-
stellen ?

d) Es soll ein Kegel mit den
MaBen D = 65 mm,
I = 245 mm und %: z - 5
gedreht werden. = B . L S
Wie grofl werden d und o ?
Um welches Stiick s mufl
der Reitstock seitlich ver-
stellt werden ?

Karnerspitze des Spindelstockes . Abb.3.123.

5 Karnerspitze des Reitstockes
20

S —
ALY
Y

Beim Drehen eines Kegels sind
die folgenden Werte gegeben!
D =70mm; d =40 mm;

| = 80 mm Abb. 3.124,
a) Wie groB ist der Kegel-
winkel ?

b) Um welchen Winkel ist der

Oberschlitten zuverstellen?
Das in Abbildung 3.124. dar-
gestellte Fithrungsprisma ist zu 760
bearbeiten. Berechnen Sie




° Abb. 3.125.

23.

25.
Abb. 3.126.

26.

Abb, 3.127.

Schiilerauftrag

a) den Einstellwinkel « fiir den drehbaren Support
zur Bearbeitung der seitlichen Schriigen,
b) die mit x bezeichnete Tiefe der Prismenfiihrung!

Berect Sie aus Abbildung 3.125. die fiir das
Anreilen zweier Bohrungen eines Werkstiickes
notwendigen MaBe x, und x,!

Von einer Welle mit dem Durchmesser d = 100 mm

(Abb. 3.126.) wird das rot gerasterte Stiick ab-

gefrist, so daB a) s, = 75 mm, b) sy = 60 mm be-

trigt.

Wieviel Prozent betrigt der Materialabfall ?

¢) Wieviel Prozent betrigt der Materialabfall, wenn
der Durchmesser der Welle d = 160 mm und die
Bogenhihe des abgefristen Stiickes A — 20 mm
betragen ?

‘Welchen Durch muB} ein Rundstahl haben,
damit aus ihm ein Sechskant mit 80 cm? Quer-
schnitt gefrist werden kann ?

Bei einer Waagerecht-Bohr- und -Frismaschine er-
folgt der Antrieb vom Motor aus iiber Keilriemen
auf das Hauptgetriebe (Abb. 3.127.). Der Durch-
messer der treibenden Scheibe sei d,,, der Durch-
messer der getriebenen Scheibe D, und der Achsen-

abstand des Keilriementriebes A.

a) Stellen Sie die Formel fiir den Umschlingungs-
winkel auf!

b) Berechnen Sie den Umschlingungswinkel B fiir
die Durch eines Scheibenpaares 140 mm
bzw. 224 mm und den Achsenabstand 500 mm!

Die Abl igkeit der StrichmaBstibe wird

durch die Parallaxe beeinfluBt.

a) Stellen Sie die Formel fiir den Ablesefehler Al
bei schiefer Ablesung auf, wenn e die Dicke des
MaBstabes und « der Einblickwinkel ist!

b) Ein StahlmaBstab hat eine Dicke von 0,6 mm,
und der Beobachter blickt unter einem Winkel
von 40° auf den MaBstab. Welcher Ablesefehler
entsteht ?

Orientieren Sie sich in der beruflichen Grundausbildung, wie der ‘Werkzeugmacher Winkel
bestimmt! Wie werden zum Beispiel Kegelwinkel gemessen ?

28. Winkel kénnen mit Hilfe von EndmaBen, MeBdornen und einem Meflineal bestimmt werden
(Abb. 3.128.). Das entsprechend dem Winkelwert zu neigende Lineal ist so ausgefiihrt, daB es
den Abstand der beiden MeBdorne festlegt.

Gegeben sind:

Lénge der groBeren EndmafBgruppe H,
Linge der kleineren EndmaBgruppe h,
Linge des MeBlineals /,.
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Abb. 3.128. MeBlineal

Abb. 3.129.

EndmaBe

a) Stellen Sie die Formel fiir die Bestimmung des
Winkels zwischen MeBlineal und Unterlage der
EndmaBgruppen auf!

b) Mit einem MeBlineal von der Lénge I, = 200mm
soll ein Winkel o = 32° 12 eingestellt werden.
‘Wie groB muB die Linge der grofleren EndmaB-
gruppen werden, wenn der kleinere Block 30 mm
sein soll? Warum heiit das MefBlineal auch
Sinuslineal ?

Abb. 3.130,

29, Kegel konnen nicht mit einem MeBgerit direkt ge-
messen werden. Zur Losung dieser Aufgabe sind
Hilfsgeriite bzw. eine Z llung von MeB-
mitteln notwendig.

Ein AuBenkegel wird mit zwei Priifscheiben und

EndmaBsitzen sowie einer FeinmeBschraube gemes-

sen (Abb. 3.129.). Die Linge des EndmaBblockes

sei I, der obere Abstand A, der untere Abstand B.

a) Stellen Sie fiir die Winkelbestimmung die For-
mel auf!

b) Mit einem EndmaBblock von 2,120 mm wurde
mit MeBscheiben ein oberer Abstand von 86 mm
und ein unterer Abstand von 75 mm gemessen.
Bestimmen Sie den sich hieraus ergebenden
Kegelwinkel!

Abb. 3.131.

30. Kegel kénnen mit Hilfe des Sinuslineals gemessen
werden. Das Lineal wird so eingestellt, daf3 der
aufgelegte Kegel mit seiner oberen Mantellinie eine Parallele zur Fiihrungsfliche, die den
Feinzeiger aufnimmt, bildet (Abb. 3.130.). Das Lineal ist hier auf der einen Seite fest
gelagert.

Bestimmen Sie die Liinge fiir die groBe EndmafBkombination, wenn das kleine Endmal}
40 mm sein soll und die MeBbasis des Sinuslineals [, = 160 mm ist, fiir einen metrischen
Kegel mit einem Winkel von 2° 52'!

31. Ein Innenkegel wird mit Hilfe von zwei Kugeln gemessen (Abb. 3.131.). Der Durchmesser der
groBen Kugel sei D, der Durchmesser der kleinen Kugel d. Bei diesem Verfahren wird der
MeBwert P gemessen (PriifmaB).

a) Stellen Sie die Formel fiir die Bestimmung des Kegelwinkels o auf!
b) Bestimmen Sie fiir den metrischen Kegel Nr. 80 (D = 76 mm, d = 72 mm) den zu erwar-
tenden MeBwert P!
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Schiilerauftrag

’ Orientieren Sie sich in der beruflichen Grundausbildung iiber die Begriffe ,,Flankendurch-

33.

3

-~

messer** und ,,Flankenwinkel** an Gewinden! Wie mif3t der ‘Werkzeugmacher den Flanken-
durchmesser eines Gewindes ?

32. Der Flankendurct eines Gewindes wird mit
7 4 a Hilfe von drei MeBdriihten bestimmt (Dreidraht-
methode, Abb. 3.132.). Dem einen Mefdraht auf
der einen Gewindescite sind auf der gegeniiber-
liegenden Seite zwei weitere MeBdriihte zugeordnet.
Mit einer FeinmeBschraube wird das Priifmaf} P
ermittelt. Aus diesem Maf ergibt sich der Flanken-
durchmesser d,. Bei Beginn der Messung ist zu-
néichst der giinstigste MeBdrahtdurchmesser dp zu
bestimmen, bei dem der Draht die Gewindeflanken-
durck beriihrt.
a) Die Steigung sei h, der Flankenwinkel «. Leiten
Abb. 3.132. Sie die Formel her, nach der der giinstigste
MeBdrahtdurchmesser bestimmt werden kann!
b) Leiten Sie die Formel fiir das Priifmaf3 P, her!
Anleitung: Das PriifmaB ist eine Funktion des Flankendurchmessers d,, des Flanken-
winkels «, der Steigung h und des giinstigsten MeBdrahtdurchmessers.
¢) Eine Spindel mit dem Gewinde M 10 soll gepriift werden. Zu berechnen sind der giinstigste
MeBdrahtdurchmesser und das Priifma3 P,.
Kenngrofen des Gewindes M 10:
Flankendurchmesser: d, = 9,026 mm; Steigung: h = 1,5 mm; Flankenwinkel: o — 60°.

Die MeBgenauigkeit.der MeBschieber ist von der Geradheit und Spielfreiheit von MaBstab und
Schieber abhiingig. Durch den Kippwinkel o entsteht der Kippfehler A1 (Abb. 3.133.).

Abb. 3.133.
]
1‘ U m U MMM
m] M 4 stabachse
|
e MeBachse
\ J Abb. 3,134,
4 % ‘
a) Leiten Sie die Formel fiir den Kippfehler her!
b) Der MeBschenkel eines MeBschiebers hat eine Linge e = 60 mm, der Kippwinkel betrigt

o = 3'. Welcher Mefifehler ist am Ende der MeBschenkel zu erwarten ?

Das in Abbildung 3.134. dargestellte Schnitteil ist aus 1,2 mm dickem Stahlblech aus-
zuschneiden.

Stellen Sie durch Vergleiche des Abfalls bei gerader und bei schriger Stellung des Schnitt-
teiles im Werkstoffstreifen fest, welche Anordnung wirtschaftlicher ist!

Zur Berechnung des Werkstoffbedarfs dienen folgende Begriffe und Formeln (Abb. 3.135.
und 3.136.):

Breite des Schnitteiles: br (in mm), Linge des Schnitteiles: I7 (in mm),



Abb. 3.135. Abb. 3.136.

LS
| |
gerade Anardnung im Streifen schrdge Anordnung im Streifen
Randbreite: bg (in mm), Streifenbreite: B (in mm), Breite der Zwischenstege: bs; (in mm),
Vorschublinge: L (in mm),
Werkstoffbedarf je Schnitteil: Fyp (in mm?),
Fliche des Schnitteiles Fr (in mm?),
Abfall je Schnitteil F4 (in mm?), Abfallanteil 4, (in %).
100 - F 4
Fy=B:L; Fy=Fy—Fr; Ay= T
Anleitung: a) Gerade Anordnung im Werkstoffstreifen (Abb. 3.135.). Die Randbreite
ist bg = 1,2 mm, die Breite der Zwischenstege bs; = 1,2 mm. Die Streifenbreite ist
B = br + 2 bg. Die Vorschublinge ist L = I + bs:.
Die Fliiche des Schnitteiles wurde zu F7 = 592 mm? ermittelt.
b) Schrige Anordnung im Werkstoffstreifen (Abb. 3.136.).
Fiir die Breite der Rand- und Zwisch ge ist ebenfalls 1,2 mm ei zen. Die Vorschub-
linge L ist die gleiche wie bei gerader Anordnung. Die Streifenbreite B setzt sich aus der
Hilfslinie x, den Radien der Kreisfliche rx und des Halbkreises rg sowie aus den beiden
Randstegen zusammen. Zur Streifenbreite ist wegen eines anderen Schneidverfahrens hier
noch by = 1,2 mm hinzuzufiigen.
Schiilerauftrag

Erkunden Sie in der beruflichen Grundausbildung, wie ein Werkstiick zur Bearbeitung auf
Maschinen aufgespannt wird und welche Krifte dabei auftreten!

35. Wihrend der Bearbeitung eines Werkstiickes wirken verschiedene Krifte, zum Beispiel
Schnittkrifte, Biegekrifte, Druckkrifte und andere. Der Spannmechanismus der Vorrichtung
muf} diese Krifte aufnel Als Sp 1 e werden zum Beispiel Spannkeile oder
Spannschrauben verwendet.

E[

a) Der Keil wirkt nach dem physikalischen Prinzip der
schiefen Ebene (Abb. 3.137.). Die Keilhéhe sei h, die Keil-
linge I. Stellen Sie die Formel zur Bestimmung des Stei-
gungswinkels o« des Keiles auf!

Durch den Keil wird die Spannkraft F, aufgebracht (Abb.
3.138.). Die am Keil aufzubringende Anzugskraft sei F.
Stellen Sie die Formel fiir die Anzugskraft F' auf! Wird
die Reibung beim Anzichen des Keiles mit beriicksichtigt,
so muB man zum Neigungswinkel « den doppelten Rei-
bungswinkel 2 p addieren, da die Reibung an beiden Seiten
des Keiles wirkt. Der Reibungswinkel wird aus der Be-
ziehung = tan g berechnet, worin u die Reibungszahlist.
Stellen Sie die Formel fiir die Anzugskraft F bei Beriick-
sichtigung der Reibung auf!

Abb. 3.137.

Abb. 3.138.
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Durch die Reibung wird ein Teil g Abb. 3.140.
der Kraft nicht genutzt. Der Wir- e

kungsgrad ist der Quotient aus |
der Anzugskraft ohne Reibung und

der Anzugskraft mit Reibung.

Stellen Sie die Formel fiir den
Wirkungsgrad auf!

3G

e
i

. l‘l‘ll

b) Ineiner Vorrichtung wird ein Werkstiick durch zwei Spannkeile festgespannt (Abb. 3.139.).
Die Spannkraft jedes Keiles betrigt F, = 1100 kp. Die Keilhshe ist h = 2 mm und die
Keillinge I = 30 mm. Die Reibungszahl ist 4 = 0,1. Die Kraft zum Anzichen des Keiles
und der Wirkungsgrad sind zu berechnen.

Abb. 3.139.

36. Bei sich senkrecht kreuzenden Wellen wird die Drehbewegung meist mittels Kegelridern
iibertragen.
Zum Frisen der Zihne miissen die Radkorper (Abb. 3.140.) vorgedreht werden.
Berechnen Sie die MaBe x, ... x; sowie die Winkel [ A

Aus der Nautik

37. Ein Schiff liuft folgenden Kurs:
a) N45°0 b) N45°W ¢) S60°0 d) S60° W e) N30°0 f) N30°W
Welchen Kurs hilt das Schiff ? Veranschaulichen Sie den Kurs geometrisch!

38. An der Kiiste eines Hafenortes ist eine horizontale Standlinie 4B — 830 m abgesteckt. Von
ihren Endpunkten aus wird ein voriiberfahrendes Schiff zum gleichen Zeitpunkt angepeilt.
Die Peilrichtungen bilden mit der Standlinie die Winkel o« — 86,40° und B = 18,50°.

a) In welcher Entfernung von A und B und in welchem Abstand von der Standlinie befindet
sich das Schiff zum Zeitpunkt der Beobachtung ?
b) Lésen Sie die Aufgabe auch geometrisch durch eine maBstébliche Zeichnung!

39. Von einem Schiff aus peilt man gleichzeitig den Leuchtturm L in Richtung S 55° O und den
Kirchturm K in Richtung S 28° W an. Die Entfernung KL betrigt nach der Seekarte 33,2 km
und hat die Richtung N 85° O.

a) In welcher Entfernung von K und L befindet sich das Schiff zum Zeitpunkt der Beobach-
tung (in sm)?

b) Welchen Kurs muf das Schiff einhalten, wenn es im Abstand von 4 sm am Leuchtturm
vorbeifahren soll ?

¢) Lisen Sie die Aufgabe auch geometrisch durch eine maBstibliche Zeichnung!

*40. Ein Schiff steuert einen Kurs N 45° W bei einer Geschwindigkeit von 9 sm - h=1 (9 Knoten).
Vom Schiffsort A aus peilt man einen Leuchtturm unter N 23,4° 0. Nach 90 min peilt man
vom Schiffsort B aus denselben Leuchtturm in Richtung N 85,3° 0.
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41.

42,

43.

45.

(46.

a) Wie weit ist das Schiff am Ort B vom Leuchtturm entfernt ?
b) Welchen Abstand hat der Leuchtturm vom Schiffskurs ?
¢) Lésen Sie die Aufgabe allmh geometrisch durch eine mafstibliche Zeichnung!

Ein nach Ort 4 auf geradem Kurs mit 8,5 kn fahrendes Schiff peilt das Leuchtfeuer bei
Ort B unter 32° 50" und das Leuchtfeuer bei Ort C unter 184° an. (Winkelangaben von N
iiber 0.) Aus der Seekarte wird die Entfernung Schiff—Ort B mit 1,85 sm festgestellt.

In welcher Richtung verliuft die Fahrrinne, wenn 12 min spiter Ort B unter 337° und Ort C
unter 268° gesehen werden ?

Ein Feuerschiff liegt von einem 48 m hohen Leuchtturm in N 28° O 12 sm entfernt. Welchen
Kurs muB ein Schiff, auf dem der Turm ostlich unter dem Héhenwinkel 1° 2,5 und die
Verbindungslinie des Turmes mit dem Feuerschiff unter dem Horizontalwinkel 71° 25,6’
gesehen wird, einhalten, um im kiirzesten Abstand von 2,5 sm nordwestlich an dem Feuer-
schiff vorbeizufahren ?

Auf einem Schiff wurde die Bake auf dem 60 m hohen Streckelberg bei Koserow (Usedom)

zuerst in S 12° 15’ O unter dem Héhenwinkel o) = 44,6’ und dann in S 68° 20’ W unter dem

Hohenwinkel o, = 12/ h

a) Unter welchem Kurs war das Schiff gefahren ?

b) Wieviel S ilen betrug die zwischen den beiden Peilungen zuriickgelegte Strecke?
(Die Augenhéhe und die Kriimmung der Erde bleiben unberiicksichtigt.)

Ein Schiff legt 54 sm beim Kurs S 35° 40’ W zuriick, wihrend ein Strom in der Zeit 7 sm nach
$20° 157 O versetzt. Welches ist der wahre Kurs des Schiffes, und wie groB ist die Entfernung
iiber Grund (der wahre Weg des Schiffes) ?

Der Kurs eines Flugzeuges in der elgentlxchen Flugnchtung wu-d als Steuerkurs x,, die

Geschwindigkeit in dieser Rick als E; g indigkeit ¢ b 1

Der Wind wirkt unter emer besnmmtcn Wu:dnchtung und mit einer bestimmten Wind-

stiarke — der Wi 1 digkeit w — hl d oder verzogernd auf das Flugzeug ein

und treibt das Flugzeug aus der beabsichtigten Flugrichtung heraus. Dadurch fliegt das Flug-

zeug in einer anderen Richtung, dem Kurs iiber Grund oder dem Kartenkurs . Die Ge-

hwindigkeit in dieser Richtung heit Geschwindigkeit iiber Grund v.

Das Geschwindigkeitsdreieck 4 BC heit Winddreieck, der Winkel CA B Abtrift, in umgekehr-

ter Richtung Vorhaltewinkel (Abb. 3.141.).

Ein Lufttaxi der Interflug fliegt mit

einer Geschwindigkeit ¢ = 240km-h~1 £ £

a) von Karl-Marx-Stadt nach Berlin-
Schénefeld (175 km),

b) von Berlin-Schonefeld nach Barth
(225 km),

¢) von Erfurt nach Karl-Marx-Stadt
(135 km) und

d) von Berlin-Schénefeld nach Dres-
den (165 km).

Es herrscht Siidwind mit Windstirke 7 (w ~ 47 km - h™1),

Berechnen Sie in jedem Falle den Kartenkurs i, die Geschwindigkeit iiber Grund v und die

Abtrift! Entnehmen Sie den Kartenkurs dem Atlas!

Eine Maschine vom Typ IL 14 der Interflug (¢ = 320 km - h~1) fliegt von Barth nach Berlin-
Schénefeld. Es herrscht Westwind, Stirke 8 (w &~ 54 km - h™1),
Berechnen Sie %, v und die Abtrift!

Flugrichtung

Steuerkurs 2, 0

Abb. 3.141.
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47. Eine Maschine vom Typ IL 14 der Interflug{(c = 320 km - h™?) fliegt von Dresden nach Erfurt
(190 km). Der Kartenkurs ;. betrigt 267° (Winkelangabe: N iiber 0). Es herrscht NW-Wind
mit einer Windgeschwindigkeit w = 50 km - h=1,

Bestimmen Sie die Geschwindigkeit iiber Grund v, den Vorhaltewinkel und die Flugzeit!

Aus der Astronomie

48. Die Entfernung Sonne—Erde betrigt im Mittel 149 - 108 km; die Entfernung Erde—Mond
384 - 102 km. Der scheinbare Durchmesser der Sonne ist rund 32, der des Mondes rund 31'.
Berechnen Sie den wahren Durchmesser von Sonne und Mond!

49. Unter der Horizontalparallaxe eines Gestirns versteht man den Sehwinkel, unter welchem der
Erdradius einem Beobachter vom Gestirn aus erscheinen wiirde. Berechnen Sie die Horizon-
talparallaxe des Mondes unter Benutzung der in Aufgabe 48 gegebenen Entfernung (Erd-
radius: 6370 km)!

Schiilerauftrige

1) Ermitteln Sie mit Hilfe eines Milli Bstabes den scheinbaren Durch des
Mondes!
Berechnen Sie daraus den wahren Monddurchmesser, wenn die Entfernung Erde—Mond
384000 km betrigt!

2) Ermitteln Sie mit Hilfe eines MillimetermafBstabes die Breite des beleuchteten Teiles
des Mondes (in GradmaB ang !

3) Messen Sie mit Hilfe eines Millimetermaflstabes die gegenseitigen Abstinde der
Deichselsterne des GroBen Wagens (im GradmaB angeben)!

Aus verschiedenen Gebieten

50. In einem schiefwinkligen Dreieck wird der Winkel « nach dem Kosinussatz berechnet:

b2 4 c2—at
2bc
Angenommen, a sei die groBte Seite des zu berechnenden Dreiecks. In welchen Fillen ist o
ein spitzer, ein stumpfer oder ein rechter Winkel ?

51. Wie groB sind die Winkel, die die Diagonale mit den Seiten a; bzw. b; in der A-Reihe der
Papierformate bildet ? .
Der Proportionalititsfaktor ist a;: bi = }/2.

cosa =

52. a) Berechnen Sie den Radius des Breitenkreises, auf welchem IThr Schulort liegt!
b) Welche (lineare) Bahngeschwindigkeit hat der Schulort infolge der Erdumdrehung ?
¢) Wie groB ist die Entfernung zwischen dem Schulort und einem auf demselben Breitenkreis
liegenden Ort, dessen Meridian sich von dem des Schulorts um 1° unterscheidet ?
d) Lésen Sie die Aufgabe a auch geometrisch durch eine maBstibliche Zeichnung!

Die Erde ist niherungsweise als Kugel hen; R = 6370 km.
53. Gegeben ist eine quadratische Pyramide mit der Grundkante a und der Héhe h.
a) Leiten Sie Beziel her zur Besti der Winkel

(1) zwischen Seitenkante und Grundfliche,
(2) zwischen Seitenkante und Grundkante,
(3) zwischen Seitenfliche und Grundfliche,
(4) zwischen zwei Seitenflichen, die in einer Seitenkante aneinanderstoflen!

b) Diskutieren Sie, ausgehend vom Fallh = a, an Hand der von Ihnen aufgestellten Beziehun-
gen, wie sich die vier Winkel éndern, wenn die Hohe h groBer (kleiner) wird! Welche
‘Winkel ergeben sich aus den Beziehungen in den Grenzfillen, in denen die Pyramide in ein
Prisma bzw. ein Quadrat iibergeht ?
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¢) Bestimmen Sie die vier Winkel fiir a = 4 cm, h = 5,6 cm
(1) d llend trisch, (2) tri risch!

&

54. Eine gerade regelmiBige dreiseitige Pyramide (a = 10 cm; h = 15 cm) steht auf der Grund-

riBebene. Sie wird von einer Ebene geschnitten, die auf der AufriBebene senkrecht steht und
mit der Grundriebene den Winkel ¢ bildet. Der Mittelpunkt der Grundfliche der Pyramide
hat von der Achse den Abstand 10 cm, von der Grundrifispur der Ebene den Abstand 8 cm.
Eine Grundkante der Pyramide verliuft parallel zur GrundriBspur der Ebene und ist dieser
zugewandt. Bestimmen Sie die Seiten, Winkel und Flicheninhalte der Schnittfiguren dar-
stellend-geometrisch und trigonometrisch fiir a) ¢ = 30°, b) & = 45°!

55. In der standardisierten dimetrischen Projektion ergibt sich aus der Bedingung g, = g, = 2g,als

Abb. 3.142.

12

Verkiirzungsverhiltnis g, = g, = % Y2 und g, = % Y2 Fiir die Achsenwinkel schreibt das
Normblatt vor: a = g = 132°; y = 97°.

Leiten Sie mit Hilfe der Trigonometrie die Werte fiir g; = g, und g, her, und errechnen Sie die
genauen Werte fiir o = § und fiir y!
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Anleitung: Das Spurdreieck ist gleichschenklig. Mic den legten Seitenflichen der Drei-
beinpyramide ergibt sich Abbildung 3.142. Bezeick Sie <t CAOQ,,, mit §, und driicken Sie
auch < ACO,; durch 3 aus! Driicken Sie alle im Spurdreieck vorkommenden Winkel durch
aus! Stellen Sie mxt Hilfe von Winkelfunktionen fiir 4,, ¢, und g, Beziehungen auf!

o o e cosod
(Bclspxel ===

1 ‘1.0 1,0

Zusammen mit q; = g,und g, = Zq:, ergehen sich fiinf Gleichungen mit den fiinf Unbekannten
s 05 q1s q2s qa
Zur Losung benétigen Sie einige goniometrische Formeln, die Sie aus dem Tafelwerk ent
nehmen kénnen.

Schiilerauftriige
1) Messen Sie in der berufhchen Grundausbild Durcl und Mittelpunktsabstand
von eventuell vorhand Ri heil und berechnen Sie die entsprechenden
Riemenlingen!
2) Berechnen Sie die Arbeitszeit an der Bohr hine, wenn die Neb it 36 9, der Bohr.

Abb,
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zeit betrigt!

3) Messen Sie an einem Werkstiick den Bohrdurchmesser und die Bohrtiefe! Entnehmen
Sie die Schnit hwindigkeit und den Vorschub der Maschinenkarte, und bereck
Sie die Bohrzeit fiir einen Arbeitsgang!

4) Lesen Sie an einem Motor ab, wieviel PS er leistet!
Rechnen Sie die Leistung des Motors in kW um, und berechnen Sie bei Vollast die
Kosten je Schicht!

5) Ein zylindrisches Gegengewicht soll aus konstruktiven Griinden in seiner Hohe um die
Hiilfte verkleinert werden.
Berechnen Sie den neuen Durchmesser, wenn das Volumen desselben konstant bleiben
soll!
6) Am Unterrichtstag in der sozialistischen Produktion nechmen Sie in der RTS-Werkstatt
mit Threm Betreuer am Traktor einen Motorenwechsel vor. Bei der Generaliiberholung
des Motors wurde das MaB} der Zylinderdurchmesser um 1 mm erweitert.
a) Berechnen Sie die VergroBerung des Hubraumes!
b) Stellen Sie die prozentuale Leistungssteigerung und den Kraftstoffverbrauch festi
Berechnen Sie den Kolbenhub eines Ack hleppers! Messen Sie die Drehzahl des
Motors je Minute mit einem Tourenzihler, und entnehmen Sie den Wert fiir die mitt-
lere Kolbengeschwindigkeit dem Typenkatalog!
Uberpriifen Sie, ob das Ergebnis Threr Rechnung mit den Angaben der technischen
Daten iibereinstimmt!

k{

~

8) Am Unterrichtstag in der sozialistischen Produktion
haben Sie die Drehzahl von einem Traktormotor zu
berechnen. Den Kurbelradius und die mittlere Kol-
7 L hwi keit entnel Sie den technisch

P Daten des Typenkatalogs. Vergleichen Sie Ihre

d mit den angegeb Werten!

i

\\

7, 9) Am Unterrichtstag in der sozialistischen Produktion
tauschen Sie mit Ihrem Betreuer ein RotguBgleit-
lager aus. Das neue Lager besteht aus Kunstharz
' (Abb. 3.143.).

a) Um wieviel Gramm verringert sich durch den
| Austausch des RotguBgleitlagers gegen ein Lager

Y aus Kunstharz die Masse ?
3.143. - J] b) Berechnen Sie die prozentuale Masseeinsparung!




3.12. Zur Geschichte

der Trigonometrie

Im Laufe einer langen Zeit ist die Trigonometrie in miihevoller Gedankenarbeit aus
der gesellschaftlichen Praxis heraus entwickelt worden.

Vor 4000 Jahren stand die Geometrie im alten Agypten auf einer schon recht beacht-
lichen Hohe. Sie war aus der Notwendigkeit heraus entstanden, die durch jéhrliche
Niliiberschwemmungen unkenntlich gewordenen Feldergrenzen jedesmal neu zu ver-
messen. Die Knotenleine mit Abschnitten von drei, vier und fiinf Einheiten war ein
wichtiges Hilfsmittel fiir die Vermessungsarbeiten. Besonders eindrucksvolle Zeugen

Abb. 3.144. Pyramide und Totentempel des MYKERIMOS (um 2600 v. u. Z.)

fiir den hohen Stand der Ingenieurkunst jener Zeit sind die Pyramiden, die Grab-
stitten der dgyptischen Konige, deren Bau Hunderttausenden von Sklaven und mit
Gewalt zur Arbeit getriebenen Bauern das Leben kostete. Simtliche Pyramiden
weisen iibereinstimmende Merkmale auf, woraus auf ein planvolles Arbeiten und
hervorragendes mef3technisches Kénnen geschlossen werden kann. So sind die Seiten-
flichen der Pyramiden im allgemeinen mit einem Winkel von 52° zur Grundfliche
geneigt. AuBlerdem sind die Pyramiden recht genau nach den Himmelsrichtungen
orientiert, und die Kantenlingen ihrer quadratischen Grundflichen weichen nur um
einige 10 Zentimeter voneinander ab, obwohl z. B. die grolite Pyramide, die um
2680 v. u. Z. gebaute sogenannte Cheopspyramide, eine Seitenlinge von 227,5 m
bei einer Hohe von 146,6 m besaB.

Unter den erhaltenen Schriftstiicken des alten Agyptens befinden sich auch einige
mathematischen Inhalts. In einem in Moskau aufbewahrten mathematischen Papyrus
wird z. B. die Berechnung des Volumens eines Pyramidenstumpfes mit quadratischen
Deckflichen vollig richtig vorgenommen; dieser mathematische Kérper trat als Teil
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Abb, 3.145. Originaltext der Pyramidenstumpfaufgabe des

Moskauer Papyrus

der Verkleidung der Pyra-
miden auf. Aus den mathe-
matischen Papyri geht auch
hervor, daB feste Fachaus-
driicke fiir den Begriff Win-
kel und fiir das Verhiltnis
von Seitenlingen an Pyra-
miden existierten, d. h. die
ersten Vorstufen trigono-
metrischer Beziehungen am
rechtwinkligen Dreieck.

Auch bei den Chinesen,
einem der iltesten Kultur-
volker, reichen die geo-
metrischen Kenntnisse, dar-
unter auch trigonometri-
sche, weit zuriick. Schon
um 1100 v. u. Z. wurden
rechte Winkel mit Hilfe
des Zahlentripels 3; 4; 5
abgesteckt, Hohen durch
Messen der Schattenlinge

bestimmt sowie Tiefen- und Entfernungsbestimmungen mit Hilfe rechtwinkliger
Dreiecke vorgenommen. Leider sind unsere Kenntnisse iiber die friithe chinesische
Mathematik recht gering, da ein chinesischer Kaiser im Jahre 213 v. u. Z. alle schrift-

lichen Aufzeichnungen verbrennen lieB.
Nur ganz wenige Dokumente sind dieser
Zerstorung entgangen.

Die babylonische Mathematik stand im
Vergleich zu der dgyptischen Mathematik
auf einem wesentlich héheren Niveau.
Dies betrifft insbesondere die Algebra,
aber auch die Geometrie und Trigono-
metrie. Tontéifelchen mit Keilschrifttexten
iiberliefern uns mathematische Probleme
aus einer etwa 5000 Jahre zuriickliegenden
Zeit. Bewiisserungskanille muften gebaut
werden, denn in Mesopotamien, dem Gebiet
zwischen Euphrat und Tigris, war Acker-
bau nur bei kiinstlicher Bewiisserung mog-
lich. So wurden fiir die erforderlichen
Dimme die Neigung der Béschung und
die Breite der Dammkrone berechnet.
Daher spielte in den Rechnungen ein

Abb. 3.146. ' Babylonische Keilschrifttafel mit
Dreiecksberechnungen
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Babylonischer Felderplan

solches Verhiltnis von Seitenlingen eine groBe Rolle, das auf den Kotangens hinaus-
liuft und das als ,,Béschungswert bezeichnet wurde. Derartige Probleme aus der
Praxis filhrten auch zu tiefen theoretischen Einsichten. Die Proportionalitit der
entsprechenden Seiten in dhnlichen Dreiecken wurde erkannt und der Satz des
PyYTHAGORAS aufgestellt. Eine enge Verkniipfung der babylonischen Mathematik
bestand mit der Astronomie. Von riesigen, zu Tempelanlagen gehorenden Tiirmen
beobachtete man den Himmel und glaubte, aus dem Lauf der Planeten z. B. An-
zeichen kommender Diirren oder den Ausgang eines geplanten Kriegszuges ablesen
zu kénnen. Auch der beriihmte Turmbau von Babel war eine solche ,,Sternwarte®.
Zwar wurde die babylonische Astronomie immer stirker mit Aberglauben durch-
setzt, d. h., sie wurde vielfach zur Astrologie; aber auch echte astronomische Kennt-
nisse wurden gewonnen. Uber viele Jahrhunderte hinweg fortgesetzte Beobachtungen
zeigten die Periodizitit der Himmelserscheinungen sowie die regelmiBige Wiederkehr
von Sonnen- und Mondfinsternissen und des Zusammentreffens von Planeten in be-
stimmten Tierkreiszeichen usw. Es sind sogar Zahlentabellen erhalten geblieben, die
bei der Berechnung periodischer astronomischer Vorginge verwendet wurden. Wenn
man diese Zahlenwerte — was die damaligen Astronomen natiirlich noch nicht taten —
in ein Koordinatensystem iibertrigt, so erhilt man ganz deutlich das Bild einer
Sinuskurve.

Ungefiihr 1000 Jahre vor Beginn unserer Zeitrechnung boten nicht mehr die Binnen-
linder wie Agypten und Mesopotamien die giinstigsten Entwicklungsbedingungen
fiir Wirtschaft, Handel und Wissenschaft, sondern in Verbindung mit der Entwick-
lung des Schiffsbaues die Kiistenlinder. Daher wurden die in Griechenland, auf den
dgiischen Inseln und in Kleinasien ansissigen griechischen Staimme um die Mitte
des 1. Jahrtausends v. u. Z. fir den Raum des &stlichen Mittelmeeres politisch,
skonomisch und auch auf dem Gebiete der Wissenschaft bestimmend.

Die griechische Mathematik verdankt ihren engen Beziehungen zu Mesopotamien
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und Agypten sehr viel. Ergebnisse wissenschaftlicher Arbeit wurden iibernom-
men und Anregungen fiir neue Erkenntnisse empfangen. THALES vonN MILET
(6247?5487 v. u. Z.) soll die Hohe der Pyramiden dadurch bestimmt haben, daB er
ihre Schattenlinge in dem Augenblick maB, als sein eigener Schatten genauso grof}
war wie er selbst. In Milet bestimmte er, ebenfalls mit Hilfe shnlicher Dreiecke, die
Entfernung der Schiffe vom Hafen. Von Babylonien wurden auch die Sonnenuhr,
die Zeiteinteilung und der Gnomon iibernommen. Der Gnomon, das ilteste astrono-
mische Instrument, diente zur Bestimmung der Siidrichtung. Ein senkrecht stehen-
der Stab wirft auf eine waagerechte Ebene seinen Schatten und ermoglicht so die
Messung der jeweiligen Schattenlinge, die sich bis Mittag verkiirzt und dann wieder
linger wird. Die Winkelhalbierende jedes Winkels, der von paarweise gleich langen
Schatten gebildet wird, erstreckt sich in der Nord-Siid-Richtung. Dariiber hinaus
erméglicht der Gnomon die Messung der Sonnenhohe aus der Linge des Stabes und
seines Schattens, was auf den Tangens des Hohenwinkels fiihrt.
Die griechische Mathematik erreichte spiter eine erstaunliche Hohe. Aber sie geriet
mehr und mehr unter den Einflu der idealistischen Philosophie, insbesondere der
Schule PraTons. Dadurch riB die Verbindung der Mathematik zur Praxis ab. Ja, man
hielt es nicht einmal mehr fiir nétig, die Methoden der praktischen Mathematik,
wozu Trigonometrie und FeldmeBkunst gehéren, schriftlich niederzulegen. In der
Sklavenhaltergesellschaft galt jede praktische Titigkeit, sogar die des bildenden
Kiinstlers, trotz der Vorliebe der griechi-
Abb. 3.148.  Diopter schen Sklavenhalter fiir Skulpturen, als
nach der Beschreibung von HErRON minderwertig.
Andererseits kann man aus erhalten ge-
bliebenen Bauwerken der griechischen und
romischen Antike ersehen, daB die da-
maligen Ingenieure ein bedeutendes Wis-
sen, auch auf dem Gebiet der praktischen
Geometrie, besessen haben. So wurde z. B.
um 530 v. u. Z. zur Wasserversorgung der
Stadt Samos unter dem Baumeister Eupa-
LINOS ein 1 km langer geneigter Tunnel
durch einen Berg gebohrt. Der Stollen
wurde von den beiden Eingingen aus vor-
getrieben, und die beiden Seiten verfehlten
einander nur um 3 Meter: eine Glanzlei-
stung. Spiter hat HERON VON ALEXANDRTA
(um 100 u. Z.) auch die feldmesserischen

Abb. 3.149.
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Geriite beschrieben, insbesondere den sog. Diopter (Sehrohr). Es handelt sich sozu-
sagen um einen Theodoliten, natiirlich noch ohne Fernrohr. Mit Zahnridern und
Schrauben war er in zwei zueinander senkrechten Ebenen verstellbar. Um Hohen-
unterschiede zu messen, wurde das Gelinde genau wie heute mit MeBlatten abgesteckt.
AuBerordentlich wichtig fiir den spiteren Aufbau einer systematischen Trigonometrie
waren Beitrige von ARCHIMEDES (287 ?—212 v. u. Z.), dem bedeutendsten Mathe-
matiker des Altertums. Er gab einen Satz an, der spiiter als Primisse des Archimedes
bezeichnet wurde (Abb. 3.149.):

Es sei B der Mittelpunkt eines Kreishogens AD. Fillt man von B auf einen beliebig

in den Kreis gelegten Sehnenzug ACD das Lot auf AC, so halbiert der FuBpunkt

H den Sehnenzug: d. h., es ist AH = HC + CD.

Dieses Ergebnis entspricht dem Additionstheorem:

cos (x —f}) = cosx cos f 4 sinx sin 3.

Als in den letzten Jahrhunderten vor unserer Zeitrechnung GroBreiche und spiter
das romische Weltreich entstanden, stiegen die Anforderungen an die Landver-
messer. Diese Vermessungen erforderten verbesserte astronomische Kenntnisse. Die
astronomische Forschung erhielt so neue Impulse. In Verbindung damit machte auch
die Trigonometrie, das wich-
tigste mathematische Hilfs-
mittel der Astronomie, Fort-
schritte.
ARISTARCHOS (um 270 v.u.Z.)
versuchte auf trigonometri-
schem Wege, das Verhiltnis
der Entfernungen Erde—Mond
und Erde—Sonne zu bestim-
men, indem er den Winkel «
zwischen Mond, Erde und
Sonne bei Halbmond maB,
wenn also bei C ein rechter Winkel auftritt (Abb. 3.150.). Da er aber x wegen der
mangelhaften Instrumente nicht genau bestimmen konnte, erhielt er fiir dieses Ver-
hiltnis nur 1:19 und nicht den rlchtlgen Wert 1:370. HipparcrOs (180 7—125 2 v. u Z.)
berechnete eine Sehnentafel, d.h. eine Tafel der Sehnenlingen bei wach
Bogen, und MENELAOS (um 100 u.Z.) entwickelte wnchtlge Sitze fiir trigono-
metrische Berechnungen auf der Kugelfliche. Schlieflich faBte ProLEmaios vonN
ALEXANDRIA (85?—165? u. Z.) alle fritheren Ansiitze und Methoden der Astronomie
in einer Darstellung des geozentrischen Weltbildes zusammen, einem Buch mit dem
Titel Die Grofe Zusammenstellung. Die Araber verstimmelten spiter den griechischen
Titel zu Almagest. Seinen astronomischen Beschreibungen schickte ProLEMAIOS eine
ausfiihrliche Darlegung der Trigonometrie in der Ebene und auf der Kugelfliche
voraus; erst dann lehrte er, wie man trigonometrische Kenntnisse in der Astronomie
verwendet. Da ProLEMAIOS weder den Sinussatz noch den Kosinussatz kannte, zer-
legte er beliebige Dreiecke in zwei rechtwinklige Dreiecke. Es handelte sich um eine
Sehnentrigonometrie. Man rechnete mit der Linge der zu einem Winkel gehérenden
Sehne. Also ist AC gleich ch (2 &)!, wenn ch (2 x) die zum Bogen 2 x gehérende Sehne
bedeutet. Der Zusammenhang zwischen der umstiindlicheren Sehnentrigonometrie

Abb. 3.150.

* chist eine Abkiirzung des Wortes chorda (lat.) Schne.
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und der heutigen Trigonometrie wird durch sina = %ch (2 x) geliefert, wenn der
Radius des Kreises gleich 1 gesetzt ist.
Die Umwandlung der Trigonometrie unter Verwendung der Seitenverhiltnisse Sinus,
Kosinus, Tangens, Kotangens, Sekans und Kosekans am rechtwinkligen Dreieck
wurde von den arabischen Gelehrten im 9. Jahrhundert vollzogen. Der Almagest war
schon 833 ins Arabische iibersetzt worden. Wiihrend in Europa durch den kultur-
feindlichen EinfluBl der christlichen Kirche auch die Wissenschaften daniederlagen,
blithte die arabische Kultur auf. Noch heute spiegeln die Mirchen aus 1001 Nacht
jene glanzvolle Zeit wider.
Auch die Mathematik, inshesondere Algebra und Trigonometrie, erfuhren eine bedeu-
tende Forderung. TABIT 1BN QURRA (826—901) fand den Sinussatz am rechtwinkligen
Kugeldreieck. Unter dem EinfluB des groBen Astronomen Arn-BaTrint (850 2—929)
entschied man sich endgiiltig fiir die Sinus-Trigonometrie. A Nasr (um 1000) fand
den Sinussatz der ebenen Trigonometrie. Das ganze nun geschlossene Lehrgebiude
der Trigonometrie wurde schlieBlich von aT-Tisi (1201—1274) erstmals zusammen-
gefaBit. Auch umfangreiche astronomische und trigonometrische Tafeln wurden
berechnet; z. B. tabulierte ULU¢ BEc (1393—1449) die trigonometrischen Funktionen
mit einer Genauigkeit von 17 Dezimalen. Die indische Trigonometrie und Astronomie
standen auf einem éhnlich hohen Niveau.
Diese groBartigen trigonometrischen Kenntnisse gelangten aber nur zu einem ganz
geringen Teil nach Europa, so dal man dort noch einmal von vorn anfangen muBte.
Erst im 15. Jahrhundert konnte die europiische Mathematik wenigstens in Teilen
die antike Mathematik erreichen und iibertreffen. Die neuen Ergebnisse wurden
erzielt, weil das gesellschaftliche Leben Probleme aufwarf, deren Lésung auch den
Einsatz neuer mathemati-
scher Methoden erforderte.
Abb. 3.151.  Verwendung des von dem jiidischen Gelehrten Dies betraf auch die Tri-
Levi BEN GURson (1288—1344) erfundenen sog. Jakob- gonometrie. Im SchoBe der
stabes zur Winkelmessung. — Aus dem Titelblatt einer

Feudal 11; t
Abhandlung (1533) von P. Ap1aN endalgesellschaft = wuchs

eine neue Klasse, die Bour-
geoisie, heran. Sie war an
der Forderung des Handels
interessiert, sie betrieb in
ihrem eigenen politischen
und ékonomischen Inter-
esse die Kolonisierung, die
ErschlieBung neuer, in
Ubersee gelegener Mirkte.
Man fand den Seeweg nach
Indien, und man entdeckte
einen neuen Erdteil. Der
Handel nach Ubersee warf
ungeheure Profite ab. Die
Navigation auf hoher See
erfordert aber einbedeuten-
des MaBl astronomischer
und trigonometrischer
Kenntnisse.




Mauerquadrant  (gemauerter
Viertelkreis mit Winkelteilung).
Die Sternhéhe kann gemessen
werden, indem der Beobachter
durch einen Spalt (links oben)
den Stern anvisiert. — Die Dar-
stellung zeigt den danischen
Astronomen Tycuo BRAHE bei
Messungen auf seiner Stern-
warte in Uraniborg

Auch die Astronomie stellte
an die Trigonometrie hohe
Anforderungen. Indem man
mit verbesserten astrono-
mischen Instrumenten,dem
Jakobstab und dem Mauer-
quadranten, genaue Mes-
sungen am Himmel an-
stellte, bemerkte man, daf}
das ptolemiische geozentri-
sche Weltbild nicht richtig
sein konnte. Den entschei-
denden Schritt, der eine
wissenschaftliche Grofitat
ersten Ranges darstellt,
vollzog der polnische Ge-
lehrte NikoLAUs KoPERNI-
KUs (1473—1543). In seinem
Todesjahr erschien sein wis-
senschaftliches Hauptwerk
De revolutionibus orbium
coelesticum (d. i. Uber die
Umdrehungen der Himmels-
kirper), in dem das helio-
zentrische Weltbild begriin-
det wurde. Freilich erst in
einem erbitterten opfer-
reichen Kampf gegen die
Kirche — G. BRuno wurde
verbrannt, G. GALILED
wurde bis zu seinem Tode

Militéirisches Vermes-
sungswesen — Abbildung aus
L. ZuBLERSs Kurzem Bericht von
den neuen geometrischen Instru-
menten, 1602
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Abb. 3.154.
REciomonTAN (1436—1476)

von der Inquisition gefangengehalten — konnte der
Wahrheit zum Siege verholfen werden.

Auch die Ausriistung der Heere mit Kanonen
machte die Entwicklung des Vermessungswesens
und damit der Trigonometrie dringend notwendig.
Ein Kanonenschu8 war um die damalige Zeit so
auBlerordentlich teuer, daB die Geschiitze sorgfiltig
gerichtet werden muBten. Dazu bedurfte es genauer
Entfernungsbestimmungen im Gelinde. Von hier
aus wurde das Vorwirtseinschneiden nach zwei
Punkten entwickelt.

Auf Grund dieser und noch anderer praktischer
Anforderungen entwickelte sich die Trigonometrie
im 15., 16. und 17. Jahrhundert rasch. Schon
JoHANNES vON GMUNDEN (1380 ?—1442), Magister
an der Universitit Wien, und sein Nachfolger
GEORG vON PEURBACH (1423—1461) beschiftigten
sich mit der Neuberechnung erweiterter trigono-

metrischer Tafeln. Dieses umfangreiche Werk vollbrachte schlieBlich REctoMmoNTAN
(1436—1476). Von ihm stammen Sinustafeln, die von Minute zu Minute fortschreiten,

sowie eine gradweise fortschrei-
tende Tangententafel.

RECIOMONTAN war ohne Zweifel
der fiihrende europiische Mathe-
matiker seiner Zeit. In seinem
allerdings erst im Jahre 1533
gedruckten Werk De triangulis
omnimodis libri quinque (Fiinf
Biicher iiber alle Dreiecke) faBte
RecromonTAN alle vorhandener
trigonometrischen Verfahren,
Sitze und Hilfstabellen zur Tri-
gonometrie zusammen. Dort wird
der Sinussatz ausfiihrlich ver-
wendet und zum erstenmal
der Kosinussatz ausgesprochen.
Durch REGIOMONTAN war nun
auch in Europa die Trigonometrie
zu einer einheitlichen Wissen-

Abb. 3.155.

Tuschzeichnung aus dem 17. Jahrh. in
einer japanischen Darstellung trigono-
metrischer Verfahren. Ein Beispiel fiir
die als Ergebnis praktischer Anforde-
rungen entwickelte Trigonometrie
anderer Linder

186




schaft geworden. Dem mathematischen Inhalt nach
hatte sie schon damals das heutige Niveau er-
reicht.

In der Folgezeit wurden die Tafeln noch wesentlich
verbessert, so durch den Wittenberger Mathemati-
ker Ruaericus (1514—1576), den Franzosen VIETA
(1540—1603) und den groen Astronomen JOHANNES
KepLEr (1571—1630). Seit KEPLER wurden auch
die Methoden des logarithmischen Rechnens in der
Trigonometrie verwendet.

Die heute verwendeten Bezeichnungen in der Tri-
gonometrie sind freilich erst in spiiterer Zeit ein-
gefithrt worden. Im wesentlichen haben sich die von
dem genialen schweizerischen Mathematiker LEon-
HARD EULER (1707—1783) verwendeten Bezeichnun-
gen durchgesetzt: 7 als MaBzahl des Einheitshalb-
kreises, e fiir 2,718. .., a, b, ¢ fiir die Dreiecksseiten,
die Symbole sin, cos, tan fiir die trigonometrischen
Funktionen.

Abb. 3.156.
LeonsArRD EULER (1707—1783)

Von den groBen Mathematikern und Geoditen des 18. und 19. Jahrhunderts wurde
die Trigonometrie als Hilfsmittel der Erdvermessung weiter ausgebaut. So konnte
z. B. der Franzose P. L. M. pE MAuPERTUIS (1698—1759) durch Messung eines Lingen-
kreises die Abplattung der Erde an den Polen nachweisen. Neu entdeckte Linder
wurden in allen Einzelheiten kartographisch aufgenommen. Der groBte deutsche
Mathematiker, C. F. Gauss (1777—1855), entwickelte schlieBlich noch die sogenannte
Methode der kleinsten Quadrate, mit der es moglich ist, sich in den SchluBberech-
nungen weitgehend von den unweigerlich auftretenden Beobachtungsfehlern frei

zu machen.



1. Darstellende Geometrie

Zur Gewihrleistung eines reibungslosen Flugverkehrs sind umfangreiche Flug-
sicherungsmafBBnahmen erforderlich. Hierzu gehéren auch Einrichtungen, die den
Flugzeugfiihrer beim Landen unterstiitzen. Beim Instrumenten-Landesystem strahlt
ein Landekurssender iiber zwei paarweise angeordnete Sender verschiedene Frequen-
zen ab und erzeugt so eine Mittelebene, die sich durch gleiche Anteile beider Frequen-
zen auszeichnet. Diese Ebene steht senkrecht auf der Erdoberfliche. Senkrecht zu
dieser Ebene wird durch den Gleitwegsender auf die gleiche Weise eine zweite Ebene
erzeugt. Die Schnittgerade beider Ebenen, der Leitstrahl, weist dem Flugzeugfiihrer
den richtigen Landeweg. Abweichungen vom Leitstrahl werden auf einem Instrument
angezeigt und vom Flugkapitin korrigiert. In der darstellenden Geometrie wollen
wir uns jetzt mit der Darstellung von Ebenen beschiftigen.

4.1. Zur Wiederholung

1. Welche Aufgabe hat die darstellende Geometrie? Welche Forderungen stellt man an die
Bilder ? In welchem MaBe sind diese Forderungen erfiillbar ?

2. Die drei Hauptverfahren der darstellenden Geometrie sind: (1) senkrechte Parallelprojektion,
(2) schrige Parallelprojektion, (3) Zentralprojektion.
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Kursebene —_

Gleitgbene

=

Leitstraht

a) Beschreiben Sie diese Verfahren unter besonderer Angabe der Unterschiede!

b) Welche Vorteile und Nachteile haben die einzelnen Verfahren?

¢) Ordnen Sie die Verfahren systematisch, und beschreiben Sie die Zusammenhinge!
Anleitung: Welches ist das allgemeinste Verfahren? Welches kann als Sonderfall (Grenz-
fall) davon angesehen werden ? Inwiefern ist dann das dritte Verfahren wieder ein Sonder-
fall (Grenzfall) des zweiten ?

Bei welchem Verfahren verwendet man einen HohenmaBstab, Koten oder einen zweiten Rifl ?

Welchem Zweck dient diese Erginzung des Bildes?

Anleitung: Verwenden Sie zur Beantwortung die Begriffe eindeutig und eineindeutig (umkehr-

bar eindeutig)!

Welches Projektionsverfahren liegt dem Grundri, dem Zweitafelbild und dem Dreitafelbild

zugmnde" Erliutern Sie dabei die Begriffe AufriB, Seitenri, Kreuzri§ und ihre Symboli-

sierung in der Zeichnung!

Durch wieviel Risse ist im allgemeinen ein Urbild eindeutig nach Gestalt und GroBe fest-

gelegt ? Welcher konstruktive Z h besteht zwischen den drei Rissen im Dreitafel-

bild ? Zeigen Sie das an einem Dreieck, und erliutern Sie den Begriff Ordnungslinie!

Was versteht man unter Frontlage, was unter Tiefenlage zur RiBtafel der folgenden Gebilde:

a) Strecke, b) Gerade, ¢) Winkel, d) ebene Figur?

Anleitung: Erlautern Sie die beiden Lagen unter Verwendung eines Modells: Tisch als Grund-

ritafel; Wand als AufriBtafel; Bleistift (zu a), Zirkel (zu c), Heft (zu d) als Urbild!

Erldutern Sie die Begriffe a) Verkiirzung einer Strecke a, b) Verzerrung eines Winkels o !

In welchen Grenzen ist beides moglich ?

Erginzen Sie folgende Tabelle, und beachten Sie dabei auch jeweils einen Vergleich des Bildes
mit dem Urbild nach Gestalt und GréBe!
Original (Urbild) Bilder bei senkrechter Parallelprojektion
Punkt
Frontlage Tiefenlage beliebige Lage

Strecke

Gerade

Winkel

Ebene Figur

Formulieren Sie die Aussagen der Tabelle auch in Form von Lehrsitzen!
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9.

10.

11.

190

Woran erkennen Sie, ob zwei durch ihre Grund- und Aufrisse gegebene Geraden parallel ver-

laufen, einander schneiden oder sich kreuzen ?

Anleitung: Unterscheiden Sie zur Erliuterung des Schneidens und Kreuzens die Fach-

bezeichnungen ,,GrundriB bzw. Aufriff des Schnittpunktes* und ,,Deckstelle im Grundri

bzw. Aufri*! Nehmen Sie ein Modell zu Hilfe! (Vgl. Aufgabe 6; 2 Bleistifte!)

Der Grundrispurpunkt S, und der Aufrispurpunkt S, legen eindeutig eine Gerade im

Grundrif-AufriB-Bild fest.

a) Zeichnen Sie das Zweitafelbild einer Geraden mit ihren Spurpunkten!

b) Begriinden Sie folgende Tatsachen: S, =15/,8,=5,";S," und S, liegen auf der RiB-
achse!

Anleitung: Nehmen Sie auch hierzu ein Modell zu Hilfe! (Vgl. Aufgabe 6!)

0" Abb. 4.1, o Abb. 4.2,
c” (g
A" B" A" 8"
‘\—’ ‘\’
o [ 0 e’
5 A
o 8

a) Sind die durch GrundriB-AufriB-Bilder dargestellten Figuren (Abb. 4.1. und 4.2.) ebene

oder rdumliche Vierecke ?

b) Konstruieren Sie die Spurpunkte der durch 4 und C bzw. durch B und D verlaufenden

Geraden!

12. a) Wie lauten die Vorschriften
iiber die Achsenkreuzwinkel
sowie die Verkiirzungen bei
der isometrischen und bei der

genormten dimetrischen Pro-
1.4 |

| —— jektion ?
T b) Welche vorgeschriebenenWerte
- sind genau, welche sind ge-
rundet ?
5 13. a) Zeichnen Sie den in der Abbil-
7E i dung 4.3. im Dreitafelbild dar-

gestellten dreifach quadratisch

durchbohrten Wiirfel im iso-

metrischen und im genormten

dimetrischen Verfahren mitden

- in der Abbildung 4.3. in Milli-
metern angegebenen MafBen!

b) Wie schwer ist der Kérper ?

(Material: Aluminium;

Abb. 4.3, 0=27g em3)




14. Ein 30 cm langes Stiick Sechskantstahl (> 50 ist auf beiden Seiten spitz angeschliffen, so daBl
die 12 Schliffdreiecke je unter 30° gegen die Achse geneigt sind. Wie schwer ist dieser Spitz-
stahl? Zeichnen Sie das Werkstiick in einem geeigneten MaBstab
a) als GrundriB-AufriB-Kreuzri-Bild,

b) in isometrischer Darstellung,

¢) in genormter dimetrischer Darstellung!

Anleitung: ¢_> 50 bedeutet Sechskantstahl von 50 mm Durchmesser, gemessen von Kante zu
Gegenkante. (Material: Flustahl; o = 7,85 kg - dm™3.)

15. Erginzen Sie folgende Tabelle, und geben Sie fiir die einzelnen Gebilde Definitionen an!

Dimension Fachbezeichnungen der geometrischen Gebilde

begrenzte Gebilde unbegrenzte Gebilde

4.2. Senkrechte Parallelprojektion der
unbegrenzten Ebene

Der Orthogonalrif3 auf einer Tafel

Die Orthogonalprojektion eines Punktes ergibt stets einen eindeutig bestimmten
Punkt als Rif. Da man sich alle geometrischen Gebilde erster, zweiter und dritter
Dimension aus einer Vielzahl von Punkten aufgebaut denken kann, ldBt sich der Rif8
des ganzen Gebildes entsprechend aus den Rissen aller jener einzelnen Punkte
zusammensetzen. So ergeben sich als Orthogonalrisse aller begrenzten Gebilde
(Strecke, Figur, Korper) ebenfalls begrenzte Gebilde (Punkt, Strecke, Figur). Der
Orthogonalri der (unbegrenzten) Geraden ist im allgemeinen wieder eine Gerade.
Fiir den Orthogonalril der (unbegrenzten) Ebene gelten die beiden folgenden
Siitze:

> Satz 1: Der OrthogonalriB einer Ebene, die nicht senkrecht zur RiBtafel (in Tiefenlage)
steht, ist die gesamte RiBtafel selbst.

> Satz 2: Der Orthogonalri einer Ebene in Tiefenlage ist eine Gerade.

Die Spurgerade

Jede Ebene, die nicht parallel zur RiBtafel (d. h. in Frontlage) liegt, schneidet die
RiBtafel in einer Geraden: Spurgerade oder Spur s.
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Diese Spur s verwendet man als Bild der Ebene E bei der senkrechten Parallelprojek-
tion. Das entspricht der Kennzeichnung einer Geraden g durch ihren Spurpunkt S.
Wiihrend aber dort auBer S = S noch der Orthogonalrifl g’ der Geraden selbst mit
gezeichnet wird (Abb. 4.4.), ist das bei der Ebene nicht maglich.

Abb. 4.4,

Abb. 4.5,

» Satz 3: Eine Ebene wird in kreck Parallelprojekti nur durch ihre Spur s dar.
gestellt (Abb. 4.5.).

Die Spurgerade s fillt mit ihrem RiB s’ zusammen. Es ist iiblich, die Ebenenspur

nur mit s zu bezeichnen, im G g tz zum Spurpunkt S einer Geraden, den man
mit § = S’ oder mit S’ beschriftet.

Abb. 4.6,

Zu einer Spur s in der RiBtafel gehoren unbeschriinkt viele Ebenen als Urbilder. Sie
bilden ein Ebenenbiischel mit der Spurgeraden s als Biischeltriger. Eine der Biischel-
ebenen E kann dadurch eindeutig festgelegt werden, daB ein nicht auf s gelegener
Punkt P der betreffenden Ebene (Abb. 4.6.a) durch den Grundri P’ und durch
einen HohenmaBstab (Abb. 4.6.b) oder eine Kote (Abb. 4.6.c) dargestellt wird.
Die Rifitafel z wird dazu kiinftig stets waagerecht angenommen (GrundriBtafel).

Neigungswinkel, Fallinien, Hohenlinien

Wird in E von P auf s das Lot gefillt (FuBpunkt P,), so bildet PP'P, ein recht-
winkliges Dreieck (Abb. 4.6. a). In ihm wird der Winkel PP, P’ als Neigungswinkel x
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der Ebene E gegen die RiBtafel zx definiert. Die Hypotenuse PP, ist eine Fallinie der
Ebene E, das Dreieck PP,P’ ein Stiitzdreieck von E.

Halten Sie ein Zeichendreieck in verschiedenen Lagen iiber der Tischplatte als
Riptafel!

Veranschaulichen Sie durch ein aufgeklapptes Heft jeweils die projizierenden
Ebenen der beiden Schenkel des rechten Winkels, und beobachten Sie die Grifie
seiner Risse!

Halten Sie das Dreieck u. a. auch so, daf} einer der Schenkel des rechten Winkels
parallel zu (oder in) der Riflebene liegt!

Bei dieser Ubung werden die folgenden Sitze klar.

> Satz 4: Der OrthogonalriB eines rechten Winkels, von dem wenigstens ein Schenkel parallel
zur RiBiebene (oder in der RiBebene) liegt, ist wieder ein Rechter.

Daraus folgt:

Satz 5: Der Orthogonalri8§ jeder Fallinie einer Ebene verliuft senkrecht zur Spur der Ebene
(Abb. 4.7.).

P

[T —A
A
5
Abb, 4.7,
Es kann also aus der Spur s einer Ebene und dem Grundri8 P’ eines beliebigen,
jedoch nicht auf s liegenden Ebenenpunktes (in Verbindung mit HshenmaBstab oder

Kote) die wahre GroBe des Neigungswinkels & durch Umlegen des Stiitzdreiecks in
die RiBtafel konstruiert werden. Die Konstruktion zeigt die Abbildung 4.8.

> Satz 6: Der geometrische Ort aller Punkte einer Ebene, die gleichen Abstand von der Rif-
tafel haben, ist eine Parallele zur Spur s.

P P

Abb. 4.8.
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Diese Spurparallele heiBt Hohenlinie /,. Ihre Hohenlage wird hiufig durch eine Kote
angegeben.

> Satz 6a: Der Orthogonalri h' einer Hohenlinie verliuft ebenfalls parallel zu s.

Den Zusammenhang zwischen dem Ab-
stand einer Hohenlinie k von der RiBtafel =
(Hoheder Hohenlinie iiber 77), dem Abstand
der Héhenlinie h von s (in der Ebene E
gemessen) und dem Abstand ihres Risses h’
von s (in der RiBtafel = gemessen) zeigt
das Stiitzdreieck (Abb. 4.9.). Aus dem (um-
gelegten) Stiitzdreieck kann zu zwei ge-
gebenen jeweils die dritte dieser Grofen
konstruktiv ermittelt werden.

Abb. 4.9.

Mehrere abstandsgleiche Hohenlinien ver-
anschaulichenbei gleicher Kotenfolge durch
den Abstand ihrer Risse die Neigung der
Ebene:

Je dichter die Risse liegen, desto steiler
verliuft die Ebene (Abb. 4.10. und 4.11.).

Abb. 4.11.
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DieDarstellung des Anstieges durch Hhen-
linien ist von den Héhenschichtlinien der
Landkarten bekannt, nur handelt es sich
dabei um gekriimmte Flichen und dem-

entsprechend um krumme Héhenlinien 2
(Abb. 4.12.). 7

Abb, 4.12.
Aufgaben

1. Beweisen Sie Satz 5!

2. Beweisen Sie Satz 6!

Anleitung: Die fiir die Punkte dieses geometrischen Ortes einzuzeichnenden Stiitzdreiecke der
Ebene sind kongruent. Warum ? Was folgt daraus?

®

Zeichnen Sie die Spur sowie die Risse der Fall- und Hohenlinien einer Ebene, die a) senkrecht,
b) parallel zur Ri3tafel verliuft! Wihlen Sie einmal die Darstellung mit Hilfe eines Hohen-
mafstabs, einmal die Darstellung mit Hilfe von Koten! Formulieren Sie die Ergebnisse dieser
Sonderfille in Sitzen!

4. Der RiB eines Ebenenpunktes liege genau so weit von der Ebenenspur entfernt, wie seine Kote
angibt. Was folgern Sie daraus?

5. Auf einer unter 30° geneigten Ebene liegt eine Schar dquidistanter! Hohenlinien mit je 2 cm
Abstand. Konstruieren Sie den Grundrif3 a) mit einem HohenmaBstab, b) mit Koten!
Anleitung: Konstruieren Sie zuniichst das in die Rilebene umgelegte Stiitzdreieck!

6. Von einer Ebene sind gegeben
die Spur s und der Ri3 h’ einer Hohenlinie h.
a) Abstand h' von s: 2, Kote: 5
b) Abstand k' von s:5; Kote: 2
Wie grof3 ist der Neigungswinkel ?
‘Wie weit ist h von s entfernt ?

7. Aufgabe 6 1iBt sich auch trigonometrisch lgsen. Stellen Sie die dazu erforderlichen Beziehungen
im Stiitzdreieck auch allgemein auf!

8. Konstruieren Sie den Grundri8} a) eines Tetraeders, b) eines Oktaeders, und veranschaulichen
Sie die Neigungen der Seitenflichen durch Hohenlinien jeweils einmal unter Verwendung eines
Héhenmafistabs und einmal mit Hilfe von Koten!

Die Ebene im Zweitafelbild

> Satz 7: Drei Ebenen, von denen keine zu einer der anderen parallel liegt, schneiden ein-
ander in drei nicht parallelen Geraden. Die Schni den verlaufen durch einen
gemeinsamen Punkt, der demnach allen drei Ebenen angehort.

Beweis: Ebene I moge Ebene III in der Geraden g, schneiden, Ebene II mige
Ebene III in g, schneiden. Da g, und g, beide in III liegen und, da I und II
nicht parallel zueinander verlaufen, selbst auch nicht parallel zueinander sein

1 aequus (lat.), gleich; distantia (lat.), Abstand équidistant: im gleichen Abstand verlaufend
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kénnen, schneiden sie einander in einem Punkt S der Ebene II1. AuBerdem
liegt aber g, in I und g, in II, der Schnittpunkt S also auch in I und II
w.z. b.w.
Im Zweitafelraum schneidet eine beliebig gelegene Ebene I die GrundriBtafel 7, in
der Grundrilspur ¢,, die AufriBtafel 7y in der Aufrifispur ¢, (Abb. 4.13. a). Da £

7, und E in diesem Falle drei nicht parallele Ebenen sind, gilt fiir sie Satz 7. Daraus
folgt:

a

> Satz 8: Im Zweitafelbild wird eine Ebene in allgemeiner Lage durch ihre GrundriBspur e
und ihre Aufrispur e, dargestellt, die einander auf der RiBachse schneiden.

Abbals. [ ]
k2
e, BZ
]
a b

Sofern man sich auf den ersten Riquadranten beschrinkt, d. h. 7, und 7, durch die
RiBachse begrenzt, sind e, und e, vom gemeinsamen Schnittpunkt auf der RiBachse
ausgehende Strahlen, d. h., e, verliuft nur unterhalb, e, nur oberhalb der RiBachse
(Abb. 4.13. b). Werden 7, und 7, unbegrenzt erweitert, so daB auch die iibrigen drei
RiBquadranten entstehen, so werden e, und e, zu Geraden, von denen jede beider-
seits der RiBachse verliuft (Abb. 4.14.). Dieser allgemeinere Fall soll nicht niher
untersucht werden, doch kann er sich gelegentlich bei Konstruktionen ergeben.

Abb. 4.14.

Aus dem Winkel zwischen e, und e, oder zwischen e, bzw. e, und der RiBachse kann
im allgemeinen kein SchluB auf die Neigungswinkel der Ebene E gegen die Rif3tafeln
(x, gegen 7,5 \, gegen m,) gezogen werden, da v, und v, nur in den zu E gehérenden
Stiitzdreiecken vorkommen. Nur bei senkrechtem Verlauf von E zu 7, oder 7,
zeigt die Spur e, bzw. e, den Neigungswinkel zur anderen RiBtafel in wahrer GréBo

(Abb. 4.15.).
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Abb. 4.15. a Abb. 4.15. b

Satz 9: Steht eine Ebene senkrecht zur GrundriBtafel 7, (AufriBtafel 7,), so verliuft die
Aufrifispur e, (GrundriBspur e,) senkrecht zur RiBachse, und der Winkel zwischen
der GrundriBspur e, (AufriBspur e,) und der RiBachse ist der Neigungswinkel o, (,)
der Ebene gegen 7, (7).

Aufgaben
1. Eine senkrecht auf der AufriBtafel stehende Ebene wird um ihre GrundriBspur gedreht.
a) Wie dndert sich das Zweitafelbild, wenn Sie die Ebene kontinuierlich von der einen Grenz-
lage bis zur anderen drehen? (Umwenden einer Buchseite.)
b) Welcher Sonderfall ergibt sich fiir z; = 90°? Wie sieht fiir diesen Sonderfall das Zweitafel-
bild aus?

&
8 L)
Abb. 4.16. 1 &

a)

2. Beschreiben Sie die Lage der Ebenen, die durch die GrundriB-AufriB-Bilder in Abbildung 4.16.
dargestellt sind! Halten Sie auch jeweils ein Heft in dieser Lage in das Modell eines Zweitafel-
raumes (Tisch — Wand oder hochgeklappter Buchdeckel)!

3. Zeichnen Sie das Zweitafelbild einer Ebene, die parallel a) zu 7;, b) zu m,, ¢) zur RiBachse,
aber nicht parallel zu 7, oder 7, verlauft!

4. Wie liegt die Ebene im Raum, deren Grundrif- und AufriBspur zusammenfallen ?
Wie liegt die Doppelspur im Zweitafelbild ?

Inzidenz von Gerade und Ebene; die Hauptlinien einer Ebene; Inzidenz von
Punkt und Ebene

Eine Gerade und eine Ebene inzidieren!, wenn die Gerade vollstindig in der Ebene
liegt.

* incidere (lat.), zusammenfallen
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’ Satz 10: Die Spurpunkte einer mit einer Ebene inzidierenden Geraden liegen auf den ent-

sprechenden Spurgeraden der Ebene: S, = S,'aufe,; S, = S, auf e, (Abb. 4.17.).
Besonders wichtige Inzidenzgeraden jeder Ebene sind die Héhenlinien und die
Frontlinien; gemeinsamer Name: Hauptlinien oder Spurparallelen. Sie haben jeweils
nur einen Spurpunkt.

7 Abb.4.17.a Abb. 4.17. b
Hauptlinien oder Spurparallelen
Hohenlinien h (Abb. 4.18.) Frontlinien f (Abb. 4.19.)

Lage der Hauptlinien parallel zu 7, parallel zu 7,

Aufrisse parallel zur RiBachse parallel zu e,
Lage der

Grundrisse parallel zu e, parallel zur RiBachse
vorhandener Spurpunkt S, S,

> Satz 11: Ein Punkt liegt genau dann in einer Ebene, wenn sich durch ihn wenigstens eine
mit der Ebene inzidierende Gerade, z. B. eine Hauptlinie der Ebene, legen Lift.

Abb. 4.18. Abb. 4.19.

l‘

Gl
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Abb. 4.20. a Abb. 4.20. b

» /

Im GrundriB-AufriB-Bild zeigt sich das daran, daB GrundriB und AufriBl des Punktes
auf den entsprechenden Rissen einer Hohen- oder einer Frontlinie liegen. In der
Abbildung 4.20. ist die Entscheidung mit Hilfe einer Frontlinie gefillt worden:

P inzidiert mit E, Q nicht.

Auigaben
1. Begriinden Sie die Bezeichnung ,,Spurparallele*! Warum fehlt jeweils ein Spurpunkt ?
2. Erliutern Sie den Satz: Jede Frontlinie befindet sich in Frontlage zur AufriBtafel, jede
Hohenlinie verlduft in Frontlage zur Grundri3tafel.
Anleitung: Definieren Sie zunichst den Begriff ,,Frontlage* einer Strecke (einer ebenen Figur),
und stellen Sie ihn in Gegensatz zu den Begriffen ,.Tiefenlage* und ,,allgemeine Lage*!
Wie sehen die Risse der Hauptlinien aus, wenn die Ebene
a) senkrecht zu 7,, b) senkrecht zu 7y, €) senkrecht zu 77, und 7, verlauft ?
Zeichnen Sie jeweils entsprechende Zweitafelbilder!
4. Wie sehen die Risse der Hauptlinien aus, wenn die Ebene
a) parallel zu 7, b) parallel zu 7,,
c) parallel zur RiBachse (aber nicht parallel zu 7, oder 7,) verlauft ?
5. Gegeben sind die Spuren einer Ebene und der GrundriB eines Punktes dieser Ebene. Kon-
struieren Sie den Aufri8 mit Hilfe einer Hohenlinie!
6. Gegeben sind die Grundrispur einer Ebene und ein Punkt dieser Ebene durch Grundrifl und
AufriB. Konstruieren Sie die Aufrifispur der Ebene auf zweierlei Weise!

L

Abb. 4.21. o n
c A
A" B
A' BN 6‘" Bll
- & g
A a # )] 4
b A g
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7. Der Aufri} P" eines Ebenenpunktes liegt auf der Aufrispur der Ebene. Wo liegt P'?

8. Gegeben ist eine Ebene durch Grundrisse und Aufrisse von
a) zwei parallelen, b) zwei einander schneidenden
mit ihr inzidierenden Geraden. Konstruieren Sie die Ebenenspuren!
Anleitung: Die Spurpunkte der Geraden bestimmen die Spurgeraden der Ebene.

9. Konstruieren Sie die Ebenen, in denen die in den Abbildungen 4.21. a bis ¢ durch Grundri$
und Aufri gegebenen Dreiecke liegen! Diskutieren Sie die Lage der Ebenen!
Anleitung: Die Aufgabe 9 entspricht der Aufgabe 8b, wobei sich noch eine Zeichenkontrolle
ergibt.

10. Gegeben ist eine Ebene durch ihre Spuren. Konstruieren Sie die Neigungswinkel o, und o,

gegen die RiBtafeln!
Anleitung: Nehmen Sie einen Punkt in der Ebene an, und arbeiten Sie weiter mit den zu ihm
gehorenden beiden Stiitzdreiecken! Das auf 7, stehende (Fallinie auf e,) wird in 7, umgelegt
und enthilt a,, das auf 7, stehende (Fallinie auf €) wird in 7, umgelegt und enthalt og.

11. Eine Ebene ist gegen jede der beiden RiBitafeln unter 45° geneigt. Konstruieren Sie die Spur-
geraden!
Anleitung: Die Aufgabe ist eine spezielle Umkehrung der Aufgabe 10.

12. Eine regelmiBige dreiseitige Pyramide hat eine Grundkante von 4 cm und eine Héhe von
10 cm. Konstruieren Sie
a) das GrundriB-AufriB-Bild bei einfacher Lage,
b) die Spuren der Seitenflichenebenen,
¢) die Neigungswinkel der Seitenflich gegen die Grundfliche!
Lésen Sie anschlielend Aufgabe ¢ auch trigonometrisch!

A D B
A !! A
6

13. Die in den Abbildungen 4.22. a bis d dargestellten Schaubild zeigen einige einfache Dach-
formen.
a) Wie heilen die Dachformen?
b) Verschaffen Sie sich reale MaBe von einigen Dichern, und konstruieren Sie in geeigneten
MaBstiben die GrundriB-AufriB-Bilder in einfacher Lage!
c) Erga Sie diese Zweitafelbilder durch Konstruktion der Spurgeraden und der Neigungs-
winkel aller Dachflichen! P

Schnittgerade zweier Ebenen .

> Satz 12: Die Schnittpunk prechender Spuren zweier Ebenen sind die Spurpunkte der
Schnittgeraden dieser Ebenen.

Beweis: Die Schnittgerade zweier Ebenen ist der geometrische Ort aller Punkte, die
beiden Eb leich angehéren. Da die Spurgeraden Geraden dieser

=S
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Ebenen sind, ihre Punkte also den Ebenen angehéren, muB3 der Schnitt-
punkt der beiden AufriBspuren ebenso wie der der beiden GrundriBspuren
jeweils ein Punkt sein, der beiden Ebenen zugleich angehirt. Zwei Punkte
bestimmen aber eine Gerade, hier die Schnittgerade, eindeutig.
Aus Satz 12 folgt die Konstruktion der Schnittgeraden s in GrundriB und Aufri
aus den Schnittpunkten S, von u; und v; im GrundriB und S, von u, und v, im Aufrif
(Abb. 4.23.):
s =88 &=88's s'=8/"8,.

Abb. 4.23. b

Abb. 4.23. a

W Abb, 4.25.
U

Abb. 4.24,

Viz)

> Satz 13: Verliuft im besonderen Fall die eine Ebene, z. B. V, senkrecht zur Rifitafel
735 80 fiillt s’ mit v, zusammen (Abb. 4.24.);
7y, 80 fiillt s’ mit v, zusammen (Abb. 4.25.).

DurchstoBpunkt einer Geraden durch eine Ebene

Eine Gerade g, die nicht mit einer Ebene E inzidiert und auch nicht parallel zu ihr
liegt, muf die Ebene in einem Punkt D durchstoBen. Dieser Punkt wird ermittelt,
indem man durch g eine Hilfsebene V legt, die senkrecht auf 7, (oder 7,) steht, und
zunichst die Schnittgerade s von E und V konstruiert. Dann muB D offensichtlich
ein Punkt von s sein (Abb. 4.26.).
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Abb. 4.26.

Erliduterung der Konstruktion: Zam Zeichnen der Hilfsebene V dient Satz 9, zur Konstruktion
von s dienen Satz 12 und Satz 13. Bei der hier verwendeten Lage von V| m, entsteht von D
zuniichst der Aufrif D”. Durch die Ordnungslinie ergibt sich dann D’.

Das hier gezeigte Hilfsebenenverfahren ist eines der wichtigsten Konstruktionsver-
fahren in der darstellenden G trie, b ders fiir das GrundriB-AufriB-Verfahren.

Senkrechte auf einer Ebene

Definition: Unter einer Senkrechten auf einer Ebene E (einem Lot auf eine Ebene)
versteht man eine Gerade g, die mit jeder durch ihren DurchstoBpunkt D verlaufen-
den Geraden dieser Ebene einen rechten Winkel bildet. Zur Gewiihrleistung des
senkrechten Verlaufs von g zu E geniigt der Nachweis, daBl g auf zwei verschiedener
Geraden des durch D in E bestimmten Geradenbiischels senkrecht steht.

> Satz 14: GrundriB und AuiriB einer Geraden g, die senkrecht auf einer Ebene E steht, v
laufen senkrecht zu den prechenden Spuren dieser Ebene:
g les g'le,.

Beweis fiir den GrundriB: Die Gerade g bildet auch mit der durch D verlaufenden
Héhenlinie h einen rechten Winkel. Nach Satz 4 gilt dann g' L k' und infolge
Satz 6a auch g’ | s, w.z. b. w.

Dadurch ist die Richtung der Risse einer Senkrechten zu einer Ebene in einem ihrer
Punkte bzw. eines Lotes auf eine Ebene von einem auBerhalb gelegenen Punkt durch
die Spuren der Ebene festgelegt.

Aufgaben
1. Beweisen Sie den Satz: Parallelen Ebenen sind im Zweitafelbild parallele GrundriBspuren und
parallele AufriBspuren zugeordnet!

2. Eine beliebige Ebene wird mit einer zweiten zum Schnitt gebracht, die a) parallel zu 7,
b) parallel zu 7, verlauft. Zeichnen Sie fiir beide Flle das Zweitafelbild, und konstruieren Sie
jeweils Grund- und AufriB der Schnittgeraden! Fassen Sie das Ergebnis auch in Worte!
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3. Gegeben sind eine Ebene und eine inzidierende Gerade g, die nicht Hauptlinie ist. Es sollen
im GrundriB-AufriB-Bild die Spuren einer zweiten Ebene konstruiert werden, die die erste
in g schneidet und auBierdem a) beliebig, b) parallel zur RiBachse verlauft.

Anleitung: Wo miissen die Spurpunkte von g liegen ?

4. Gegeben sind GrundriB und Aufri einer beliebigen Geraden g. Es sollen die Spuren einer
Ebene konstruiert werden, die senkrecht auf g steht und die aulerdem durch einen gegebenen
Punkt P verliuft, der a) auf der RiBachse, b) auf g, ¢) beliebig im Raum liegt. Bei a) und c)
sind auch die DurchstoBpunkte von g durch die Ebene zu konstruieren.

5. Satz 14 1aBt sich auch wie folgt aussprechen: Steht eine Gerade g senkrecht auf einer Ebene E,
so verliuft g’ senkrecht zum GrundriB jeder beliebigen Hohenlinie, g senkrecht zum Aufrif}
jeder beliebigen Frontlinie dieser Ebene.

Beweisen Sie diesen Satz!

6. Gegeben ist ein Dreieck 4 BC durch seinen Grundriff und seinen Aufri. In A soll die Senk-
rechte auf der Dreiecksebene errichtet und im Grundrif-AufriB-Bild konstruiert werden.
Anlei : Statt die Spurgeraden der Dreiecksel zu konstruieren und dann nach Satz 14
die Risse der Senkrechten zu zeichnen, kénnen Sie nach dem Satz in Aufgabe 5 auch die bei-
den Hauptlinien durch 4 zu Hilfe nehmen. Der AufriB h'’ der Hohenlinie h verlauft durch 4"
parallel zur RiBachse und schneidet die Gegenseite B'"'C'’ bzw. deren Verlingerung in einem
Punkt X'. Der zugehorige Grundri8 X' (Ordnungslinie von X'’ nach B'C’) legt A'X' = h'
fest. Senkrecht dazu verlauft durch A’ der Grundrif3 der gesuchten Senkrechten. Entspre-
chend 1aBt sich mit Hilfe der Frontlinie der Aufril der Senkrechten durch 4" konstruieren.

7. Gegeben sind eine Ebene
E durch ihre Spuren und

eine beliebige Gerade 2. Abb. 4.27.

a) Die Risse des Durch-
stoBpunktes von g "
durch E sind einmal g
mittels einer Hilfs-
ebene senkrecht zu m;

und zweitens mittels

einer Hilfsebene senk- 9
recht zu 7z, zukonstru- ;
ieren  (Zeichenkon-
trolle).
b) Im DurchstoBpunkt
a b

ist die Senkrechte auf
E zu konstruieren.

8. Konstruieren Sie die DurchstoBpunkte einer Geraden g durch eine dreiseitige Pyramide!
Wihlen Sie dhnliche Lagen, wie sie in den Abbildungen 4.27. a und b angenommen wurden!

4.3. Die wahre Grole und Gestalt von
ebenen Figuren

Ebene Figuren (Strecken, Winkel, Vielecke ...) ergeben bei senkrechter Parallel-
projektion genau dann einen RiB in wahrer GréBe und Gestalt, wenn sie parallel zu
oder in der RiBtafel liegen. Ist das bei einer ebenen Figur nicht der Fall, muB sie
durch Drehen oder Umlegen (Umklappen) in eine solche Lage gebracht werden,
wenn die wahre GroBe und Gestalt festgestellt werden soll. Das geschieht in der
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Weise, daB die Ebene, mit der die Figur inzidiert, um eine ihrer Spurparallelen ge-
dreht oder um ihre Spur umgelegt wird.

> Satz 15: Wird eine Ebene um ihre Spur oder um eine ihrer Spurparallelen gedreht, so
wandern alle Ebenenpunkte, die nicht auf der Drehachse liegen, auf Kreisen,
deren Ebenen senkrecht zur Drehachse liegen. Die Orthogonalrisse dieser Kreise
sind senkrecht zum RiB der Drehach daufeiide Streck

Strecke, Dreieck, Winkel in Eintafelprojektion

Um die wahre GroBe einer Strecke a
zu bestimmen, die durch ihren
OrthogonalriB und einen HéhenmaB-
stab oder die Koten ihrer Endpunkte
gegeben ist, legt man durch sie eine
Hilfsebene senkrecht zur RiBtafel z.
Dann legt man diese Hilfsebene ent-
weder um ihre Spur s um (Abb.
4.28. a) oder dreht sie um die durch
A verlaufende Hohenlinie /1, (Abb.
4.28. b) bzw. um die durch B ver-
laufende Hohenlinie /1, (Abb. 4.28. c),
bis sie parallel zu  liegt. Die Radien
8 Abb.4.28. a der Drehkreise der Streckenend-
punkte 4 und B ergeben sich aus
dem HéhenmaBstab bzw. aus den
Koten.

Abb.4.28. b

A’ ha A A

Um die wahre GréBe und Gestalt eines Dreiecks zu konstruieren, wird die Ebene des
Dreiecks um ihre Spur umgelegt.

Falls diese nicht gegeben ist, muB sie zunichst mit Hilfe der Spurpunkte von zwei
Dreieckseiten konstruiert werden. Diese Spurpunkte ergeben sich aus der Umlegung
der Projektionsebenen dieser Dreieckseiten. Die Radien der Drehkreise fiir die Eck-
punkte findet man als Hypotenusen der zugehérigen Stiitzdreiecke (Abb. 4.29.).
Die wahre GroBe eines Winkels wird konstruiert, indem der Winkel durch die Spur-
punkte seiner Schenkel zu einem Dreieck erginzt wird, mit dem man dann wie oben
verfihrt (Abb. 4.30.).
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Abb. 4.30. a
3 b,

Abb. 4.29. a

" Abb.430.b ==

A-8-0
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Strecke, Dreieck, Winkel im Zweitafelbild

Um die wahre GréBe und Gestalt im GrundriB-AufriB-Bild zu ermitteln, kann der
beim Eintafelverfahren erarbeitete Weg (Drehung in Parallellage zur RiBtafel bzw.
Umlegung in die RiBtafel) sowohl in bezug auf die GrundriBtafel als auch in bezug
auf die Aufrifitafel durchgefiihrt werden:

Walire GriBe und Gestalt sollen Ebenc wird
erscheinen in der umgelegt um ihre gedreht um eine ihrer
GrundriBtafel 7, GrundriBspur e, Héhenlinien h
AufriBitafel 7, AufriBspur e, Frontlinien f
I In der Praxis wird nur einer der Wege zur
[ 2 Konstruktion benutzt. Der andere kann

als niitzliche Zeichenkontrolle dienen, da
natiirlich in der GrundriBtafel und in der
a’ AufriBitafel von ein und demselben Gebilde
?\ stets dieselbe wahre GriBe und Gestalt
Z entstehen muf.
Zur Konstruktion der wahren GréBe einer
Strecke a kann die Hilfsebene V (vgl. Ein-
tafelprojektion) entweder senkrecht zur
2 Grundriitafel (V) oder senkrecht zur Auf-
7 riBtafel (V,) gelegt werden (Abb. 4.31.).
Jede von ihnen kann (vgl. Tabelle) in

Q

ALk Parallellage zu 7, oder zu 7, gedreht bzw.
in 7; oder in 7, umgelegt werden. Fiir ¥,
ergeben sich als Drehachsen z. B. die durch

z

Y BB
_.T<
|
: |
T
r —
= ‘»
7
\
% & \
Drehachse: hy Drehachse: f;
Abb. 4.32, aerscheintin X a erscheint in X,
a b
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A verlaufende Hohenlinie h, fiir die Drehung in Parallellage zu 7; und die Front-
linie f; durch A fiir die Drehung in Parallellage zu 7,. Danach ergeben sich die beiden
Konstruktionen aus Abbildung 4.32. a und b.

Die entsprechenden Konstruktionen fiir ¥, werden in den Abbildungen 4.33. a und b
dargestellt.

Abb. 4.33.
B
/]
r
|
-4
|
-
\J
|
| |
| @ :
_

7 8" - BO B |/7'
Drehashse: f, Drehachse: by
a erscheint in %, a erscheint inJty

a b

Die Abbildung 4.34. zeigt die Konstruktion der wahren GroBe und Gestalt eines
Dreiecks im GrundriB-AufriB-Bild durch Drehung der Dreiecksebene um die Front-
linie f durch A4 in Parallellage zu z,. Die Drehkreisradien fiir B und C ergeben sich
aus den Stiitzdreiecken der Ebene in diesen Punkten.

Die wahre GroBe des in Abbildung 4.35. durch Grundril und Aufri8 dargestellten
Winkels ¢ wird durch Umlegen der Winkelebene um ihre Grundrilspur e, in die
GrundriBtafel 7; gefunden. Es ergibt sich e, aus den Grundrispurpunkten der
Winkelschenkel, der Drehkreisradius fiir den Scheitel S aus dem zugehérigen Stiitz-
dreieck der Winkelebene.

. 4.34,
“,&:ﬁ\c. Abb. 4.3: Abb. 4.35,




Neigungswinkel zweier Ebenen

Definition: Unter dem Neigungswinkel zweier Ebenen versteht man den Winkel,
der sich als Schnittfigur in einer dritten Ebene ergibt, die senkrecht zur Schnitt-
geraden der beiden ersten Ebenen verlduft.

iz
U, ¢

Abb. 4.36. a . Abb.4.36.b

2

uy u,
4]

% Abb. 4.36. ¢ . L Abb,436.d
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Zur Konstruktion der wahren GréBe des Neigungswinkels zweier durch ihre Spuren
gegebenen Ebenen U (u;; u,) und V (v;; v,) sind deshalb folgende Konstruktions-
schritte erforderlich:

1. Konstruktion der Schnittgeraden s (vgl. Satz 12);

2.

3.
4.

Konstruktion der Spurgeraden w,, w, einer dritten Ebene W, die senkrecht zu s
verlauft (vgl. Satz 14);

Konstruktion der Schnittgeraden g, und g, von W mit U bzw. V (vgl. Satz 12);
Konstruktion der wahren GroBe des von g, und g, gebildeten Neigungswinkels

von U und V durch Umlegen der Ebene W um w, in ;.
Die einzelnen Schritte der Konstruktion werden in den Abbildungen 4.36. a bis d
dargestellt. Zeichnen Sie zum vollen Versténdnis alles in einem einzigen Bild!

Aufgaben

1. Konstruieren Sie die wahre GroBe der in den Abbildungen 4.37. a bis ¢ in Eintafelprojektion
dargestellten Gebilde! )

Abb. 4.37. 8'(5) L
. - ¢
] 8 =
@ b 8 8
5 ‘ 2792 2 4
A §=8
A 0
a) b c)

2. Wie kénnen Sie die wahre Griofle einer Strecke ermitteln, die senkrecht zur RiBtafel steht,
wenn auller dem Grundri3 a) ein HohenmaBstab, b) 2 Koten, ¢) der Aufri8 gegeben ist?

Zeich Sie die Darstell der Strecke!
Abb. 4.38.
ye
0 ¢’ A

£ 8
E [

A 5 & B g

0 Vi o 8 0
£ ¢
A 8 o F &

a) b) 9 A
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3. Eine Strecke von 8 cm Linge ist unter 60° gegen die GrundriBtafel geneigt. Zeichnen Sie den
GrundriB und a) einen HohenmaBstab, b) Koten, ¢) den Aufri!

4. Ein gleichseitiges Dreieck von 6 cm Seitenlinge liegt mit einer Seite in der GrundriBtafel 7.
Seine Ebene ist unter 45° gegen 7, geneigt. Zeichnen Sie den GrundriB und a) einen Hohen-
ma@stab, b) die Koten, ¢) den Aufri3!

5. Konstruieren Sie die in den Abbildungen 4.38. a bis ¢ durch ihre GrundriB-AufriB-Bilder
gegebenen ebenen Figuren in ihrer wahren GréBe und Gestalt!

Abb. 4.39. p b
v up % u
u 2
<] U U
a) b) c) L

6. Ein Winkel von 90° liegt unter 45° gegen die RiBtafeln geneigt mit seinem Scheitel in der
AufriBtafel, so daB seine Schenkel gleiche Neigungen gegen diese Tafel haben. Zeichnen Sie
das GrundriB-Aufri8-Bild!

7. Bestimmen Sie fiir die in den Abbildungen 4.39. a bis ¢ durch ihre GrundriB- und AufriBspuren
gegebenen Ebenen jeweils den Neigungswinkel !

4.4. Ebene Schnitte durch ebenflichig
begrenzte Korper im Zweitafelbild

Konstruktion der Schnittfigur in wahrer GréBe und Gestalt

Zur Darstellung im GrundriB-AufriB-Bild bringt man die Kérper meist in einfache
Lage zu den RiBtafeln, d. h. so, daB maglichst viele Kanten und Flichen senkrecht
oder parallel zu den RiBtafeln verlaufen. Entsprechend wird die Konstruktion der
Figuren, die sich beim Schnitt des Korpers durch eine Ebene ergeben (,,ebene
Schnitte“), dann besonders einfach, wenn die Schnittebene senkrecht zu einer RiB-
tafel, z. B. zur AufriBtafel, verlauft. Dazu muB aber oft der Kérper aus seiner ein-
fachen Lage zu den RiBtafeln herausgedreht werden. Um genaue Aussagen iiber die
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Schnittfigur machen zu kénnen, wird die Schnittebene grundsitzlich mitsamt der
Schnittfigur um ihre GrundriBspur in die Grundriiebene umgelegt.

B seiict:
Ein Wiirfel soll von einer Ebene geschnitten werden, die unter 45° zur Grund-
fliche geneigt durch die Mittelpunkte zweier benachbarter Grundkanten
verlduft.
&

4

s

&
Abb, 4.40. L Abb, 4.41,

Losung: Bei einfacher Lage des Wiirfels wiirde sich die Schnittebene in allge-
meiner Lage befinden. AuBlerdem wiire es schwierig, die gewiinschte Neigung
bei der Lage ihrer Spuren zu beriicksichtigen (Abb. 4.40.).

Deshalb dreht man den Wiirfel um 45° um seine lotrechte Symmetrieachse in
Ubereckstellung (Abb. 4.41.). Dann verliuft die Schnittebene senkrecht zur
AufriBtafel, und ihre Neigung wird unmittelbar an der AufriBlspur sichtbar.
Die Aufrisse der Eckpunkte der Schnittfigur UVWXYZ inzidieren mit der
Aufrispur der Schnittebene, und die Ordnungslinien ergeben die zugehorigen
Grundrisse (Abb. 4.42.).

e,

& %
yr=2° "
WX

7
Z

y 3

4 "
Abb. 4.42, o Abb, 4.43.
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Beim Umlegen der Schnittebene um ihre GrundriBspur wandern alle Ebenenpunkte,
also auch die Eckpunkte der Schnittfigur, auf konzentrischen Kreisen, deren Ebenen
parallel zur AufriBtafel liegen. Dadurch werden diese Kreise im Aufril in wahrer
GroBe und Gestalt sichtbar und sind leicht zu konstruieren. Die Ordnungslinien vom
GrundriB her, senkrecht zur Drehachse e;, legen die umgelegten Punkte endgiiltig
fest, dhnlich wie es bei der Konstruktion des Kreuzrisses aus Grundri und AufriB
geschieht (Abb. 4.43.).

Affinitit

Aufgabe:

Es soll die ebene Schnittfigur eines dreiseitigen Prismas in wahrer GroBe und Gestalt
konstruiert werden, ohne daB simtliche Eckpunkte der Schnittfigur einzeln umgelegt
werden.

Die Konstruktion zur Lésung der

Aufgabe ist aus den Abbildungen

4.44.a und b ersichtlich.

Die Schnittfigur UV W kann man

sich auf zweierlei Weise entstanden

denken (Abb. 4.44. a):

1) als Dreieck, indem die Eckpunkte
U, Vund W als DurchstoBpunkte
der Prismenkanten AL, BM bzw.
CN durch die Schnittebene E auf-
gefaBlt werden;

2) als Dreiseit, indem die Seiten UV,
VWund WU als Teile der Schnitt-
geraden der  Prismenflichen
ABML, BCNM bzw. CALN mit
der Schnittebene E angesehen

Abb. 4.44. a

Abb.4.44. b werden.
- 2 ’,\‘\\ Die zweite Auffassung fiihrt zu fol-
o 3 gender Uberlegung. Wird z. B. die

Schnittgerade der durch ABML be-
stimmten Fliche mit E betrachtet, so
fithrt sie auf e; zu einem Punkt Z,
durch den auch die Verlingerung der
GrundriBseite U"V” sowie die Ver-
lingerung der Schnittfigurseite UV,
damit aber auch die Verlingerung
der Seite U,V, der umgelegten
Schnittfigur (Abb. 4.44.b) verlaufen
miissen. Auch fiir die anderen Seiten
V'W und VyW; bzw. WU und
W,U, kann man derartige Punkte
G4 auf e; ermitteln.
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Satz 16: E hende Seiten des Grundri der Schnittfigur und der 1 Schnitt-

P 8! gelegl

figur schneiden einander auf der Grundriispur e, der Schnittebene E.

Damit ist es moglich, die umgelegte Schnittfigur
aus deren GrundriB zu konstruieren, sobald nur
ein Punkt, z. B. U,, in der bisherigen Weise
_durch Umlegen ermittelt wurde (Abb. 4.44.b).
Durch diese Beziehung ist eine geometrische Ver-
wandtschaft zwischen Grundriff und Umlegung
der Schnittfigur festgelegt.

Definition:

Zwei ebene Figuren heiBen perspektiv-affin ver-

wandt (Abb. 4.45.), wenn

a) entsprechende Seiten (oder ihre Verlingerun-
gen) einander auf ein und derselben Geraden
(der Affinitiitsachse) schneiden,

b) die Verbindungsgeraden entsprechender Punk-
te parallel zueinander verlaufen (Affinitdts-  Abb.4.45
strahlen).

Da fiir GrundriB und Umlegung der Schnittfigur auch die Bedingung b) durch die
Ordnungslinien senkrecht zu e, erfiillt ist, gilt der folgende Satz:

> Satz 16a: Grundrif und Umlegung einer ebenen Schnittfigur sind perspektiv-affin verwandt.
Die Affinititsachse ist die Grundriispur der Schnittel E, die Affinil hl

fenden Ord Tini

sind die senkrecht zu e, v

Diese Eigenschaft erleichtert besonders bei vielflichigen Kérpern die Konstruktion
der wahren GriBe und Gestalt einer ebenen Schnittfigur, oder sie kann zur Zeichen-
kontrolle dienen, wenn die Eckpunkte vorerst einzeln umgelegt wurden.

- Beispiel :

Ebener Schnitt durch eine schiefe
quadratische Pyramide (Abb.
4.46.).

Aufgaben

1. Legen Sie durch einen Wiirfel einen solchen
ebenen Schnitt, daB a) ein Dreieck, b) ein
Viereck als Schnittfigur entsteht! Kann

\ auch ein n-Eck mit n > 4 entstehen?
Konstruieren Sie jeweils die Schnittfiguren
in wahrer GréBe und Gestalt!

2, Zeichnen Sie das GrundriB-Aufri-Bild
a) eines Tetraeders, b) eines Oktaeders
(Kantenlinge je 5 cm), und legen Sie

s 7h solche ebenen Schnitte durch die Kérper,
. B\ daB eine Ecke mit der Schnittebene inzi-

Alib. 4,465 = diert! Konstruieren Sie jeweils die Schnitt-

figur in wahrer Gréfe und Gestalt!
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3. Der Schnitt durch einen Quader mit einer unter 60° gefneiglen Ebene ist ein Quadrat. Kon-
struieren Sie den Grundrifl des Quaders!
Anleitung: Das Grundrif-Aufrif-Bild ergibt sich durch Zuriickdrehen der Schnittfigur aus der
Umlegung.

4. Eine regelmiBige sechsseitige Pyramide wird so geschnitten, daB die GrundriBspur der Schnitt-
ebene mit einer Pyramidengrundkante einen Winkel von 20° bildet, auBerhalb der Grund-
fliche verliuft und die Ebene durch den Mittelpunkt der Hohe geht.

a) b) c) d) e

9

fl

Abb. 4.47,

5. Durch die in den Abbildungen 4.47. a bis g im Querschnitt dargestellten Profilstihle ‘werden
unter 45° zur Lingsausdehnung Schnitte gefiihrt. Wie sehen die Schnittflichen aus ?
Anleitung: Beachten Sie, daB es unbegrenzt viele Schnittméglichkeiten gibt! Wihlen Sie ein-
fache Lagen der Schnittebene fiir Ihre Konstruktion! Von den Rund gen werde abgeseh

6. Zeichnen Sie die GrundriB-AufriB-Bilder der in den Abbildungen 4.48. a bis e in axonometrischer
11 i I und b Bten Werkstiicke!

5
Dar g wiederg

g

Abb. 4.48.
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Abb. 4.48.

4.5. Schrige Parallelprojektion

Die schrige Parallelprojektion dient in erster Linie zur Herstellung anschaulicher
Bilder. Das ist zwar auch mit Hilfe der senkrechten Parallelprojektion méglich, doch
miissen dann die Gegenstinde meist in allgemeine Lage zur Projektionsebene ge-
bracht werden, so daB die Konstruktion relativ schwierig wird und besondere Kon-
struktionsverfahren (senkrechte Axonometrie, z. B. isometrische und standardisierte
dimetrische Darstellung) erforderlich werden. Bei schriger Parallelprojektion erhalt
man hingegen auch bei einfacher Lage des Urbildes zur RiBtafel anschauliche Bilder,
wodurch sich die Konstruktion sehr vereinfacht. Die entstehenden Bilder heiflen
Schriigbilder oder Schrigrisse.

Die Grundgesetze der schriigen Parallelprojektion

> Satz 17: Das Bild jedes Punktes P ist wieder ein Punkt P (Abb. 4.49.). (P lies ,, P iiber-
strichen* oder ,, P quer*.)

N~

Satz 18: Das Bild a einer Strecke q ist ein Punkt, wenn die S in Proj -
richtung liegt (Abb. 4.50. a), andernialls ebenfalls eine Strecke (Abb. 4.50. b).

Abb. 4.50. a
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> Satz 18a: Es gilt: a = a bei Frontlage von a zur RiBtafel (Abb. 4.50. a),
@ = a bei beliehiger Lage von a (Abb. 4.50. b).
hiiltnis der betreffenden Strecke.

a:a = g heiBlt das Verkii g

Man spricht auch dann von einer » Verkiirzung®, wenn a > a, d. h. q > 1, also
eigentlich eine ,,Verlingerung® vorliegt.

> Satz 19: Das Bild x eines Winkels « ist eine Gerade oder ein Strahl, wenn die Winkelebene
in Projekti hlenrichtung liegt, andernfalls wieder ein Winkel (Abb. 4.51.,
Abb. 4.52.). ’

e X

A

e
Abb. 4.51. a

’ Satz 19a: Es gilt: o — « bei Frontlage von « (Abb. 4.52. a),
% = o bei beliebiger Lage von o mit 0° < 5 < 180° (Abb 4.52. b).
Falls & == o, spricht man von einer s Verzerrung* des Urbilds.

Abb. 4.51. b

Abb. 4.52. a

Abb. 4.52. b

’ Satz 20: Das Bild einer ebenen Figur ist eine Strecke, wenn die Ebene der Figur in Pro-
jekti hlenrichtung liegt, andernfalls wieder eine ebene Figur (Abb. 4.53.

und 4.54.).

> Satz 20a: Das Bild ist dem Urbild kongruent bei
Frontlage des Urbilds, andernialls hat
es eine andere GroBe und Gestalt als
das Urbild (Verkiirzung und Ver-
zerrung) (Abb. 4.54.).

Abb. 4.53.

Abb, 4.54.
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Satz 21:

> Satz 22:

’ Satz 23:

> Satz23a:

Aufgaben

Das Bild einer Geraden ist ein
Punkt, wenn diese Gerade ein
Projekti hl is Jornfall
wieder eine Gerade. Der Durch-
stoBpunkt der Geraden durch
die RiBtafel heiBt Spurpunkt

(Abb. 4.55.).

Das Bild einer Ebene ist eine
Gerade, wenn die Ebene in Pro-
jektionsstrahlenrichtung  liegt,
andernfalls die gesamte RifBitafel
7. Die Schnittgerade der Ebene
mit der RiBtafel heiBt Spurge-
rade; sie dient bei allgemeiner
Lage der Ebene zur Darstellung
der Ebene im Schriighild (Abb.
4.56.).

Ergeben zwei parallele Geraden
wieder zwei getrennte Geraden
alsBilder, so verlaufen diese eben-
falls parallel zueinander (Abb.
4.57.).

(Erhaltung der Parallelitiit, eine
grundlegende Eigenschaft jeder
Parallelprojektion.)

Der Abstand der parallelen Ge-
raden erscheint im Bild in wahrer
GriBe oder verkiirzt (vergréfBiert
oder verkleinert), je nachdem,
ob die durch die Urbilder fest-
gelegte Ebene sich in Frontlage
zur RiBrafel befindet (Abb. 4.57.)
oder nicht (Abb. 4.58.).

Abb. 4.55.

Abb. 4.56.

Abb. 4.57.

Abb. 4.58.

1. Veranschaulichen Sie sich die Richtigkeit der Sitze 17 bis 23a an einem Modell! Verwenden
Sie dazu eine Papptafel mit schrig einfallendem Sonnenlicht als Rif3tafel; einen Stecknadel-
kopf o. i. als Punkt; einen Bleistift, ein Drahtstiick o. i. als Strecke; einen Zirkel als Winkel;
aus Pappe geschnittene Figuren (Dreieck, Viereck, ...); einen lingeren Stab als Gerade; ein

Heft als Ebene; Linealkasten als parallele Geraden!

2. Warum muB fiir die Giiltigkeit von Satz 23 ausdriicklich gefordert werden, daB wieder zwei
getrennte Geraden als Bilder entstehen? Welche anderen Fille sind auch noch méglich?

Formulieren Sie fiir diese Fille einen weiteren Satz!

3. Beweisen Sie die Siitze

a) 18a, b)

19a, c¢) 20a, d) 23, e) 23a!

Anleitungen: zu a) Was fiir Figuren bilden die Projektionsstrahlen durch die Streckenend-
punkte, das Urbild und das Bild bei verschiedenen Lagen des Urbildes und verschiedenen

Einfallsrichtungen der Projektionsstrahlen zur Rif3tafel ?
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zu b) Die Projektionsstrahlen durch die Punkte der Winkelschenkel bilden zwei einander

schneidende Ebenen;

zu c) Die Projektionsstrahlen durch die Punkte der Umrandung der Figur umgrenzen einen

prismatischen Raum;

zu d) und e) Wie verlaufen die Ebenen, die die Projektionsstrahlen durch die Punkte der beiden

Geraden bilden?

4. Satz: Ein Punkt der RiBtafel kann das Bild eines Punktes, einér Strecke oder einer Geraden

sein.

a) Formulieren Sie entsprechende Siitze fiir die iibrigen Gebilde der RiBtafel (Strecke, Winkel,
Figur, Gerade)!

b) Machen Sie eine Aussage iiber die Eineindeutigkeit der Zuordnung von Urbildern und
Bildern bei schriiger Parallelprojektion!

5. Die senkrechte Parallelprojektion ist ein Sonderfall der schrigen. Folglich miiBten die Sitze 17

bis 23a auch fiir die senkrechte Parallelprojektion gelten.

a) Uberpriifen Sie das! Achten Sie dabei besonders auf die Stze 18a und 23a!

b) Begriinden Sie etwaige Abweichungen!

¢) Bei der Orthogonalprojektion werden die Sitze 18, 19, 20, 21, 22 meist unter Verwendung
des Fachausdrucks Tiefenlage an Stelle von Projektionsstrahlenrichtung ausgesprochen.
Begriinden Sie das! Kénnte man auch kehrt bei den A iber die schrig
Parallelprojektion den Ausdruck Projektionsstrahlenrichtung durch Tiefenlage ersetzen ?

Die Bestimmungsgréfien q und « bei schriger Parallelprojektion

Stecken Sie senkrecht auf einen vertikal vor Ihnen stehenden Buchdeckel als
Projektionstafel eine Stecknadel als Tiefenstrecke, und verfolgen Sie bei verschie-
denem Lichtstrahleneinfall (Draht, Bleistift) Lage und Grife des entstehenden
Projektionsgebildes! Nehmen Sie zur besseren Orientierung im Fufipunkt der
Tiefenstrecke eine waagerechte Hilfsgerade (Achse) an ( Abb. 4.59.)!

Beischriiger Parallelprojek-
tion nimmt man (im Gegen-
satz zur senkrechten Ein-
tafelprojektion) die RiBBtafel

\"\' 7 lotrecht vor dem Betrach-
ter und den Projektions-
strahleneinfall schrig von
-~ vorn an. Zur eindeutigen
Festlegung der Projektions-
strahleneinfallsrichtung
Abb. 4.59. Abb. 4.60.

sind zwei Angaben nétig:

a) der Neigungswinkel 1 der Projektionsstrahlen gegen die RiBtafel z, gemessen in
der Ebene E, die durch den Projektionsstrahl p senkrecht zu 7 verliuft;
b) der Winkel x der Spur s von E in 7 gegen eine in z willkiirlich angenommene
waagerechte Achse, gemessen im positiven Drehsinn (Abb. 4.60.).
t

Statt 2 wird gewdhnlich cot 2 =+ = q angegeben, wobei t eine beliebige Tiefen-

strecke und 7 ihr durch die Projektionsstrahlen erzeugter SchriigriB ist. Diese Grofle q
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heiBt das Verkiirzungsverhiltnis und « der Verzerrungswinkel der betreffenden, dem
SchrigriB zugrunde liegenden schrigen Parallelprojektion. Diese beiden Bestim-
mungsgroBen miissen jedem Schriigbild beigefiigt sein, da andererseits eine eindeutige
Aussage iiber den dargestellten Gegenstand nicht gemacht werden kann.

. Beispiel :
Die Kérper (a), (b), (¢) in der Abbildung 4.61. stellen Wiirfel dar. Die Abbil-
dung 4.62. stellt dar Abb. 4.61.
furq7~a7150° i 0
einen Wiirfel, ! !
fiir ¢ = 2; & = 150° 7 (S s

|

|

|
e

= i a) b) - ]
einen Quader mit den q g-1 g 3
Grundkanteu aund 4, a-45° a a3
fiir ¢ = u’ & = 150° einen liegenden Balken mit quadraf h ok
Querschnitt; Linge | = 8 a,
fiir ¢ = 1; x = 30° ein gerades Prisma mit einem Parallelo-
gramm als Grundfliche; Seiten a und%a; p =150° an der =~

linken unteren Ecke.

Satz 24: Zu jeder hehelngen Kombmnhon von q ‘und 2 (0 < q: < o003 0° 2L 360")
gibt es genau eine Projek 1 1l j

einer

Von den unbegrenzt vielen Moglichkeiten der schriigen Parallelprojektion werden in
der Praxis zwei bevorzugt:

Fachbezeichnung q o Wichtigste Anwendungen
Kavalierperspektive % 45° Mathematik; Buchillustration
Schrigbild mit kongruentem Grundrif3 1 90° Innenarchitektur

Ebene Figuren in Kavalierperspektive; Affinitat

> Satz 25: Mit Hilfe von g und « kann zu jeder Tiefenstrecke ¢

unmittelbar das Bild £ nach GroBe (f= q - t) und

Richtung (<X [t; Achse] = «) gezeichnet werden.
Nach Satz 18a werden Frontstrecken in wahrer Grifle
und Richtung abgebildet (f = f) (Abb. 4.63.). A
Alle anderen Strecken erfahren im Schriigbild Verkiirzun-
gen und Verzerrungen, die nicht unmittelbar aus g und x
erschlossen werden kénnen. ~
Deshalb werden die im Schriigril darzustellenden Figuren s
grundsitzlich in Tiefenlage zur RiBtafel, d. h. waagerecht
gelegt, und zwar so, daB méglichst viele Strecken der Abb, 4.63.
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Figuren als Front- oder Tiefenstrecken verlaufen (,,einfache Lage®). Die Achse legt
man méglichst durch eine Seite oder eine markante Transversale der Figur. Die dar-
zustellende Figur wird, in die RiBtafel umgelegt, als Vorlage mitgezeichnet.

Abb, 4.64. //T\\\ Abb. 4.65.
|

In den Abbildungen 4.64. und 4.65. wurden als Beispiele fiir q= %; a = 45° (Kava-
lierperspektive) ein Rechteck bzw. ein Sechseck dargestellt.

Sind einzelne Punkte der Figur nicht durch Front- oder Tiefenstrecken miteinander
verbunden, miissen sie durch Hilfslote an die Achse angeschlossen werden. Dieses

Verfahren wurde zur Darstellung des Dreiecks in Abbildung 4.66. und des regel-
miBigen Fiinfecks in Abbildung 4.67. fiir ¢ = %; o = 45° (Kavalierperspektive) ver-

wendet.

Abb. 4.66. . // 1\\ Abb. 4.67.

{4
\\J/
A

> Satz 26: Entsprechende Punkte der Vorlage und des Schriigbildes kinnen durch unter.
i d ""‘“v"’weﬂlen.""_"n ken bzw. ihre

Verliing g hneiden einander auf der Achse.
A
7 a
/// 4
e
~
- b, S
XIT XNy 7y ez
! 7 ',/ ! L
| j
/7
!//5/
Beweis (Abb. 4.68.): A Abb. 4.68.
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. Behauptung: 4 4 || BB

1.AX:AX=q=BY:BY
sAXA =90°+x=<BYB
AAXA ~ABYB
XXAX,=%YBY,

2. xXAX,=<YBY,
$xAXX,=a=<BYY,
AAXX,~ABYY,
SXX,A=xYY, B
AX,||BY, oder 44 || BB, w.z. b. w.

2. Behauptung: Die Verlingerungen von A B, X Y und A B schneiden einander in
einem Punkt Z.

Aus AAXA~ABYB

und AA||BB

folgt, daB A A X A und A BY B in Ahnlichkeitslage

und AB, XY, AB auf Ahnlichkeitsstrahlen liegen, die einander im

Ahnlichkeitspunkt Z schneiden, w. z. b. w.

Daraus ergibt sich:

Satz 26a: Vorlage und Schriighild sind affin verwandt; die Achse der Projektion ist die
Affinititsachse.
Infolgedessen 1aBt sich die Schriigbildkonstruktion aus der Vorlage vereinfachen,
indem nur fiir einen Punkt der Vorlage mit ¢ und & der Schrigri konstruiert wird
und dann die iibrigen Teile des Schrigbildes mit Hilfe der Affinitit ermittelt werden.
Dann ist es auch nicht nétig, die Figur in einfache Lage zur RiBtafel zu bringen. Nur
die Tiefenlage muB beibehalten werden.
Als Beispiel fiir ¢ = %; & = 45° (Kavalierperspektive) wurde in Abbildung 4.69. ein
Viereck in allgemeiner Lage dargestellt.
Aufgaben
1. Wie groB8 ist der Einfallswinkel 4 der Projek-
tionsstrahlen
a) fiir das Verkiirzungsverhiltnis ¢ = —;-;
b) fir g = 53
¢) fiir g = 1 (z. B. beim Schrigbild mit kon-
gruentem Grundrif8 vorkommend);
d) bei der Kavalierperspektive ?
2. Der senkrechten Parallelprojektion als Son-

derfall der schrigen kann ebenfalls ein Ver-
kiirzungsverhaltnis zugeordnet werden. B Abb. 4.69.
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a) Wie groB ist der Projekti hleneinfallswinkel 4 ?

b) Wie gro8 ist infolged das Verkii héltnis ¢? Deuten Sie das Ergebnis an-
schaulich!

¢) Was ist infolged iiber den Verzerrungswinkel o zu sagen ?

&

3. Konstruieren Sie jeweils den Schrigri eines Quadrates, wenn die folgenden Verkiirzungs-
verhiltnisse und Verzerrungswinkel gegeben sind!

a) ¢ =53 2= 30° b) ¢g=—1; a=30° €) q=+; a=30°

2
2 T 3
) g=1;a=060° €) g=1; o =060° ) g=2; =060
8) g=5; 2 =45° (Kavalierperspektive)
h) ¢=1; «=90° (Schrigbild mit kongruentem GrundriB)

i) g=1;0=135° k) g =1+; o« = 150°!
4. Gegeben ist ein Rhombus mit dem spitzen Winkel 45° als SchriigriB. Welches Urbild ent-
spricht ihm fiir die folgenden Verkiirzung;verhiiltnisse und Verzerrungswinkel ?

a) a =45°5¢q=1 b) o =45° g = % (Kavalierperspektive)
) a=45°;¢q=2 a)a=30u;q_% e)a=600;q=;
) a=135g=1 ) x=120° g =2

Anleitung: Die wahre Gestalt des Urbilds muB hierbei mit Hilfsloten ermittelt werden, die
im Schriigbild unter dem Winkel « zur Achse verlaufen. Letztere miissen zunichst eingezeich-
net werden.

5. Konstruieren Sie punktweise den Schriigrifl in Kavalierperspektive fiir die folgenden Figuren!

a) Rechtwinkliges Dreieck; Seitenverhiltnis 3:4:5; RiBachse in Richtung der Hypotenuse.
b) desgl.; RiBachse in Richtung der groBeren Kathete,

¢) desgl.; RiBachse in Richtung der kleineren Kathete.

d) Parallelogramm; Seitenverhiltnis 1:2; spitzer Winkel 45° an der linken unteren Ecke;

RiBachse parallel zur gréBeren Seite.

) desgl.; RiBachse parallel zur kleineren Seite.

f) wie d, aber spitzer Winkel 45° an der rechten unteren Ecke.

8) wie e, aber spitzer Winkel 45° an der rechten unteren Ecke.

h) RegelmiiBiges Sechseck ; RiBachse parallel zu einer groBen Diagonale.

i) desgl.; RiBBachse parallel zu einer kleinen Diagonale.

k) desgl.; RiBachse beliebig (Allgemeine Lage der Figur).

1) Gleichseitiges Dreieck in einfack Lage.
m) RegelmiBiges Fiinfeck in einfacher Lage.

n) RegelmiBiges Achteck in einfacher Lage.

o) RegelmiBiges Zwélfeck in einfacher Lage.

6. Konstruieren Sie die Schriigrisse in Kavalierperspektive zu
a) Aufgabe 5k; b) Aufgabe 5m; ¢) Aufgabe 5n; d) Aufgabe 50
nochmals unter Benutzung der Affinititsstrahlen!

Riumliche Gebilde in Kavalierperspektive

Riumliche Gebilde (mathematische Korper, Werkstiicke u. 4.) werden zur Dar-
stellung in Kavalierperspektive in einfacher Lage so vor die RiBtafel gestellt, da8 eine
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wichtige Fliche (Seitenfliche oder Schnitt-
fliche) als ,,Grundfliche* in Tiefenlage zur
RiBtafel kommt. Von dieser wird zunichst
der SchragriB konstruiert. Von dort aus
werden Senkrechte zu den iibrigen Eck-
punkten gefiihrt. Da diese parallel zur Rif-
tafel verlaufen, erscheinen sie im Schriig-
bild in wahrer GroBe.

. Beispiel :

Quadratische Siule mit aufgesetz-
ter Pyramide. (Hohe der Siule und
Seitenkanten der Pyramide gleich
doppelter Grundkante.)
Die Hohe h, der Pyramide, die zur Kon-
struktion der Pyramidenspitze bendtigt
wird, wird aus einem Diagonalschnitt durch
die Pyramide gefunden (Abb. 4.70.).

‘Riumliche Gebilde als Schrig-
bilder mit kongruentem
Grundrifl

Auch diese Schrigrisse werden
aus dem (zum Urbild kongruen-
ten) Schriigbild der Grundfliche
entwickelt, vonderaus Senkrechte
zu den iibrigen Eckpunkten fiih-
ren. Da das Schrigbild zugleich
das Original der Grundfliche
wiedergibt, kann das Zeichnen

einer besonderen Vorlage der —AM-+Th
Grundfliche entfallen. Die Kérper
miissen aber bei diesem Verfahren
stets in allgemeine Lage zur RiB-
tafel gebracht werden, da bei ein- .,

facher Lage oft unanschauliche
Bilder entstehen.

B seisvict avb. 4.71):
Quader;
Kantenverhiltnis 2:4:5

Aufgaben

1. Die Abbildungen 4.72. a und b zei-
gen denselben Kérper in Kavalier-
perspektive (Abb. 4.72.a) und il
als Schrigbild mit kongruentem <
GrundriB (Abb. 4.72. b). 7

=
/
i
 I— Abb. 4.70.
Einfache Lage Aligemeine Lage
zur RiBtafel
1 lich Blld T P Blld
s
5
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a) Welche Strecken der Schrigbilder zeigen unmittelbar natiirliclfe GroBe ? Von welchen kann
man durch Umrechnung mit dem Verkiirzungsverhiltnis ¢ die natiirliche GroBe bestim-

2. Stellen Sie einen Schrigri in Kavalierp

men? Fiir welche ist das durch Messun
b) Leiten Sie daraus eine Aussa;

Grundrif her!

GrundriB einander gegeniiber fiir
a) einen Wiirfel,
b) ein Tetraeder,
¢) ein Oktaeder!

3. a) Folgern Sie aus den Bildern der Aufgabe 2.
als Schriigbild mit kongruentem Grundri@ un,
'b) Begriinden Sie daraus die Bevorzugung die
der Innenarchitektur!

4. Entwerfen Sie Schriigbilder in Kavalierp,
in Grundrif und Aufri@ dargestellten Ge;

Abb. 4.73. a—i

[¥/

g und Rechnung iiberhaupt nicht méglich ?
ge iiber die Vorteile des Schrigbildes mit kongruentem

erspektive und ein Schrigbild mit kongruentem

, bei welchen Kérperformen die Darstellung

giinstig, bei welchen sie aber relativ giinstig ist!
ser Darstellung in der Architektur, speziell in

erspektive von den in den Abbildungen 4.73. a bis i
genstinden!

a)

c)
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4.6. Zur Ubung und Wiederholung

1. In der Unterweisung der Messung mit dem Zirkel und Richtscheit in Linien, Ebenen und ganzen
Karpern, durch Albrecht Diirer zusammengezogen und zu Nutz aller. Kunstliebhabenden mit zu-
geharigen Figuren in Druck gebracht im Jahr MDXXV finden sich im dritten Biichlein die in
Abbildung 4.74. dargestellten Figuren.

a) Welches bislang unbekannte Projektionsverfahren scheint Diirer bei der Darstellung vor-
geschwebt zu haben ?

b) Beurteilen Sie aber die ,,Grundrisse* beziiglich ihrer Vollstindigkeit!

¢) Beschreiben Sie die dargestellten Korper!

Anmerkung: ALBRECHT DURER (1471—1528) beschiftigt sich in seiner Unterweisung haupt-
siachlich mit zentralperspektiven Darstellungen. Die senkrechte Ein- und Mehrtafelprojektion
wurde durch GasparD MoNGE (1746—1818) systematisch dargestellt und als géometrie
descriptive von ihm an der Ecole polytechnique in Paris gelehrt. Aucust FERDINAND
MoBius (1790—1868; Leipzig) und JakoB STEINER (1796—1863; Berlin) schufen den
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Gedanken der Verwandtschaft geometrischer Figuren, wozu auch die Begriffe Kongruenz,
Ahnlichkeit und Affinitit gehéren.

2. Das in Abbildung 4.75. im GrundriB-AufriB-Bild d lite Gebiude soll ich werden:

td

'S

a) in standardisierter Dimetrie,

b) in Kavalierperspektive,

¢) in Isometrie,

d) als Schrigbild mit kongru-
entem Grundrif3.

Abb. 4.75,

Abb.4.74, @

Vergleichen Sie insbesondere die Bilder von a) und b) und die von ¢) und d)! Beurteilen Sie
die Anschaulichkeit und die Schwierigkeit der verschiedenen Konstruktionsverfahren!

Zeichnen Sie den Schriigri in Kavalierperspektive einer geraden und einer schiefen vier-
seitigen Pyramide, deren Grundfliche a) ein Quadrat, b) ein Rechteck, ¢) ein Rhombus,
d) ein Rhomboid. €) ein Trapez, f) ein beliebiges Viereck ist!

: Zeichnen Sie von den in Aufgabe 3 genannten Kérpern die Schrigbilder mit kongruentem

Grundrif}!

Zeichnen Sie von den in Aufgabe 3 genannten Kérpern die GrundriB-AufriB-Bilder, und
konstruieren Sie je einen ebenen Schnitt im GrundriB, im Aufri und in wahrer Gestalt. Die
Schnittebene mége dabei senkrecht zur AufriBtafel verlaufen und gegen die GrundriBtafel
unter dem Winkel o (selbst festlegen!) geneigt sein. Die GrundriBspur kann innerhalb oder
auch in einem gewissen Abstand auBerhalb des Grundrisses (ebenfalls selbst festlegen!)
verlaufen.

Desgl. fiir eine Schnittebene, die senkrecht zur GrundriBtafel steht und gegen die AufriBtafel
unter einem Winkel f verliuft. (Den Winkel # und Lage der Aufrilspur zum Aufri selbst
festlegen!)

Anleitung: Weshalb legt man in diesem Fall die Schnittebene mit der Schnittfigur zur Kon-
struktion von deren wahrer GroBe und Gestalt zweckmiBigerweise in die AufriBtafel um ?

Desgl. fiir eine Schnittebene
a) parallel zu 7, in einem Abstand a,
b) parallel zu 7, in einem Abstand b.
(a und b selbst festlegen!)
Anleitung: Weshalb muB in diesen Fillen die Spur der Schnittebene durch den entsprechen-
den RiB des Kérpers verlaufen und darf nicht auBerhalb liegen ? Weshalb ist in diesen Fillen
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10.

11

12.

13.

14.

15.

eine besondere Konstruktion der wahren GroBe und Gestalt der Schnittfigur durch Umlegen
der Schnittebene unnétig ?

Zeichnen Sie den Schriigri in Kavalierperspektive und das Schrigbild mit kongruentem
Grundrif§ fiir ein Gebaude

a) mit Satteldach,

b) mit Walmdach,

¢) mit Kriippelwalmdach,

d) mit Pultdach!

Verwenden Sie dabei MaBe, die der Wirklichkeit entsprechen, und fertigen Sie die Zeich-
nungen in einem geeigneten Mafstab an!

Vermessen Sie verschiedene Gegenstiinde, die ebenfliichig begrenzt sind, z. B. Kisten, Tische,
Hocker, Stiihle, Werkstiicke u. &., und fertigen Sie maBstibliche Schrigrisse in Kavalier-
perspektive und Schragbilder mit kongruentem Grundri} an!

Normalerweise hat eine Ebene eine GrundriBspur e, und eine AufriBlspur e,, die einander auf

der RiBachse schneiden.

a) Bei welcher Lage der Ebene schneiden die Spuren die RiBachse nicht im Endlichen?

b) Ist es moglich, daB eine der Spuren die RiBachse im Endlichen schneidet, die andere aber
nicht ?

¢) Bei welcher Lage hat die Ebene nur eine Spur? Wie verliuft diese dann?

d) Ist es moglich, daB eine Ebene gar keine Spur ergibt ?

Konstruieren Sie die Kreuzrisse e,””’ und e,’"’ bei allgemeiner Lage der Ebene und fiir die in
Aufgabe 10 untersuchten besonderen Lagen!

Die Konstruktion der Risse der Schnittgeraden s zweier Ebenen erfolgt mit Hilfe des Schnitt-

punktes S, der GrundriBspuren (uy; v,) und des Schnittpunktes S, der AufriBspuren (uy; vs)

der beiden Ebenen.

a) Wiederholen Sie diese Konstruktion an einem selbstgewihlten Beispiel bei beliebiger Lage
der Ebenenspuren!

b) Wie verlaufen s', s und s, wenn S, und S, auf einer Ordnungslinie liegen ?

¢) Wie verlaufen s', s" und s, wenn u; oder uy bzw. u, und u, senkrecht auf der RiBachse
stehen ?

d) Zeich Sie die Zweitafelbilder fiir solche Fille, in denen nur einer oder keiner der
Punkte S, und S, im Endlichen existiert! Wie liegen dann die beiden Ebenen ? Kann man
in diesen Fillen Schnittgeraden angeben ?

a) Welches besondere Hilfsverfahren wendet man bei der Konstruktion des Durchstof-
punktes D einer Geraden g durch eine Ebene E im Zweitafelbild an?

b) Konstruieren Sie D' und D" fiir eine selbstgewiihlte Lage von E und g!

¢) Es existiert kein DurchstoBpunkt, wenn g in E liegt. Begriinden Sie das an Hand eines
Zweitafelbildes, in dem E und g inzidieren! '

d) Es existiert im Endlichen kein DurchstoBpunkt, falls g parallel zu E verliuft. Zeichnen
Sie auch fiir diesen Fall ein Zweitafelbild, und begriinden Sie die Behauptung!

Zeichnen Sie

a) einen Wiirfel, b) ein Tetraeder, ¢) ein Oktaeder

im Zweitafelbild, und konstruieren Sie auf allen Seitenflichen jeweils im Schwerpunkt die
Senkrechte! .

Handelt es sich bei diesen Senkrechten um Geraden, die einander schneiden, sich kreuzen
oder die parallel zueinander verlaufen ?

Konstruieren Sie die Neigungswinkel der Seitenflichen

a) des Tetraeders, b) des Oktaeders!

227



INHALTSVERZEICHNIS

1.  Exponential- und Logarithmusfunktionen 3
1.1. Zur Wiederholung 4
1.2. Die Exponentialfunktionen y = a* (a > 0) 5
1.3. Die Logarithmusfunktionen log, x (a >0 > 0) 8
2. Logarithmisches Rechnen 13
2.1. Zur Wiederholung ........... 14
2.2. Logarithmen und Logarithmensysteme . . 15
2.3. Das Rechnen mlt Logantlu-nen ........... 8 5 23
2.4, Weitere logarithmi Rechenhilfsmittel . 32
2.5. der logarith hen Recl 45
2.6. Exponentialgleichungen 58
2. Anwendungsaufgaben . . . . 61
2.8. Zur Geschichte des logarithmischen Rechnens . 68
3. Winkelfunktionen und ebene Tngonometue

3.1. Die Winkelfunktionen ... o~

3.2. DerZ hang der W

3.3. Die Tafeln der Winkelfunktionen..........

3.4. Das rechtwinklige Dreieck .

3.5. Das scluefwmkhge Dreleck

3.6. An aus dem V.

3.7. Die Periodizitit der Winkelfunktionen .

3.8. Die Funktionen y = asin x; y = sin bx; y = sin (x + )iy = asin (bx + c)

3.9. Superposition von Sinuskurven ..

3.10. Goniometrische Gleichungen .....
3.11. Aufgaben zur Ubung und Wiederholung .
3.12. Zur Geschichte der Trigonometrie .
4. Darstellende Geometrie
4.1.  Zur Wiederholung
4.2, Senkrechte Parallelprojektion der unbegrenzten Ebene .
4.3. Die wahre GroBe und Gestalt von ebenen Figuren ..
4.4. Ebene Schnitte durch ebenflichig begrenzte Kérper im Zweitafelbild .
4.5. Schrige Parallelprojektion ...........................
4.6.  Zur Ubung und Wiederholung

Abbildungsnachweis

Abb. 1.0. Zentralbild - Abb. 2.0. Volk und Wissen - Abb. 2.19. Deutsche Fotothek Dresden - Abb. 3.0. Werkfoto VEB
Sachsenwerk Niedersedlitz - Abb. 3.30. Volk und Wissen - Abb. 3.79. Museum fiir Deutsche Geschichte - Abb. 3.144, Repro-
duktion aus O. : Vorl iiber Geschichte der antiken ischen Wi h 1. Band: Vorgrie-
chische Mathematik, Berlin 1934 - Abb. 3.146. Reproduktion aus 0. Neugebauer: ische Keil aweiter
Teil, Glossar, Nachtriige, Tafeln; Berlin 1935 - Abb. 3.147. quruduklmn aus A, Eisenlohr: Ein altbabylonischer Feldcrplan.
Leipzig 1896 - Abb. 3.148. Reproduktion aus G. Schine: Heron von Alexandria: Vermessungslehre und Dioptra, Vol. 111,

Abb. 3.151. Reproduktion des Titelblattes einer Abhandlung von Peter Apian (1533)- Abb. 3.152. Reproduktion aus C. King:
The history of the telescope - Abb. 3.153. Reproduktion aus D. E. Smith: History of mathematics, Vol. 1, 1923 + Abb. 3.154,

Reproduktion aus Prestage: Die portugi Entdecker, Bern-Leipzig-Wien 1936 - Abb. 3.155. Reproduktion aus Smith
and Mikami: A history of Japanese ics'  Abb. 3.156. R ion aus A.Wolf: A history of science, 18.Jh., London,
sec. edition

228






