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A Vektorrechnung und analytlsche Geometrie

Lerneinheit A 1
—.

o0 1 a) Bild A 5 - Spiegelung an g; Bild A 6 - Verschiebung AA'
Bild A 7\- senkrechte Parallelprojektion auf g;
Bild A 8 - zentrische Streckung mit (Z; 2)
b) eindeutig: A 5, A 6, A 7, A 8; eineindeutig: A 5, A 6, A 8
¢) kongruent: A 5, A 6; #hnlich: A 5, A6, A8
d) z.B.: Drehungen um einen Punkt, zusammengesetzte Bewegungen,
zusammenge setzte Khnlichkeitsabbildungen

-

o 3 6 verschiedene Verschiebungen, denn es gilt:
OB - T und FE = BA, wegen (1), (2), (3) (/ @ 1)

1. Eigenschaften (1), (2), (3)

£1% | A+ | B | ¢ | D' | E' | F | e | H*
2 |(2;2) | (4;2) | (551) | (65-1) | (45-3) | (33-0) | (25-2) (1;-1)
b) |(-2;0) | (0;0) | (15-1) | (25-3) | (03-5) (-15-6) | (=25-8)] (-35-3)
e) |(os4) (2;4) | (353) (431) (2;-1) | (13-2) | (0;0) |(-151)
ay |(-255) | (035) | casm) | (252) l(os0)0 1(-15-1) }(-251) (-332)

3, Bei 2 (3; U4; 5) verschiedenen Punkten genau 2 (nSchstens 63
hdchstens 12; hSchstens 20)
Angewendet auf die Bilder 19 a) bls g)
a) 2, b) 6, c) 12 (einschl. AC CA, BD, DB), d) 16 (einschl.
DB, BD, AE, EA); e) 8 (einschl. #C, TR, BD, DB); f) 18 (da
BE = EB und EB = DE); &) 20

Lerneinheit A 2

2 g s
i¥, BG HC, TH, KL, ...}

o DA ol Bed, B B B4 B B

s, W]
o 6 a) der Pfeil CD b) Vektor @ mit dem Reprdsentanten )]

c) gleich lange Strecken CD und JIN

d) gleiche Vektoren Eﬁ und J _ﬁ unterschiedliche Pfeile Fﬁ und J Fid

e) Die Ungleichung gilt sowohl fir die Strecken CD und JM als
auch filr deren Léngen.

f) Unterschiedliche Verschiebungen



1. a)
c)

2. a)
c)

3. a)
d)

4, a)

5. a)
d)
6. a)
c)

7. a)
b)
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= JM = OL b) DG = GA = MC

—_ — —

FAl = Iag] = 1@l

=" see b)ﬁ=_l(—§—...oder_ﬂ’=ﬁ=...

ak; BB; ...

W, ¥ b) A, ¥, W c) BA

- — =

BP, BC, M, NP u.a.

PB  b) CM, MR, PN c) |ANI=IWAl=|NB|=|NB| =/ u.a.
v) AN EF, |AD| = 2IBF]  c) AD ¢+ MO

— — —
IxFi}-= | cH e) DENFA, IFHI = 2108l
—
v) HANCE, Wl = |GGl
—

IT8) = 2158 &) DBMGF,ISBI - 2 IGF| ) W+ 5B
——

AD, DA, also jeweils 4 (Zu beachten: AB=AF-DG usf.)
A_ﬁ, ﬁ, also jeweils 4

Lerneinheit A 3

N —_— = = — —
o 8 a) Pfeile DC, PQ, EF, RS, HG
b) Gerade durch P, parallel zu AB, zeichnen;

1. a)
c)
e)
2, a)
b)

ﬁ—o—& —_— — — — o — —
3. = DE, AC = DF, AD = BE = CF, AE, AF, BC = EF, BD, BF, CD,

darauf

Strecke AB von P so abtragen (Endpunkt Q), das

— —
PQ" AB; Konstruktion fir B analog

e — —_— — -—
DA = GF, DF, DG = AF, A0 b) OB = HE, CH = BB, CB, Bh
A3 - 7, ¥, @ -FA, Gk BC - E, C - EB, EC, W8
— P —_— — s — — — —
Dc:zF,n?,EE:cra, CE d) DB = HF, DF, DH = BF, BH
— . . —p — — — — — — —
CD = FE, FD, ED = FC, EC BD = FH, ¥D, HD = FB, HB
— —_— s - — —_ = e s s —
a8, ok, iF, FR, CF, 7O f) AC, AE, AB, CE, CB, EB
-’ —
¢k, ER, BA, EG, BC, BE
—
8, i, B, 8, BB, o
BR, ¢k, T8, Of, OB, B¢
-— —F e =S b e B e b e — —
AB, A8, i, AE, AF, BC, BD, BE, BF, CD, CE, CF, DE, DF, EF
und die dazu entgegengesetzten Vektoren

8l

und die dazu entgegengesetzten Vektoren

6. a)

b
c)

aB 158,
auBerde
—p

aBtER,

-

BANED, BCMEF, CBMFE, Acior, CAMwD;

m ist jeder Vektor :zu sich selbst gleich gerichtet
—p g —

aBNED, BENFE, ...

' —p — ey e —

BA, BC = - FE, AC = - FD, AD = - EB, ...

o 10 Die 4
Sie gemdren also zum gleichen Vektor, d:h.,es gilt:

Lerneinheit A 4
Pfeile AA", BB", W sind gleich gerichtet und gleich lang.

Pl R =
AA" = BB" = cC".
-

—
o13'§+b=7\'(':=3i=}:‘.6

1. a) (2;5) b) (1;0) ¢) (-531) d) (-1;6)
2. a) (-4;-5) b) (33-1) c) (-231) d) (2;—1)’ , , Jo
3. a) (-3;3) b) (430) ) (-4;-2) d) (4307 cove)
4, a) A b EB o) O 5.a)DF BB )0
7.2 BV
Lerneinheit A 5
o 15 a) X = -a »mT:=7T c)?:?+(-?)=§€
0163 +X =%
T+ @+ (AN =T (eingesetzt)
TR +D =T (vegen (3))
@+ () +T =T  (wegen (4"
T +T:=-% (wegen (2%))
T=17 (wegen’ 1)
Also ist ¥ = T + (<2) L8sung der Gleichung (1).
o 17 Aus?+'f; =‘b’und?#;; =?rolgt-z: +-x’1 =-§+;'2;
—_— —
2+ @ +§;) -2+ @ +;§) und (analog zu o 16) X5 = Xj

Die Pfeile Tﬁ und EG sind Représentanten von 8 (gleich ge-

richtet und gleich lang).

a) X(530)  b) X(1;4), X(-3;-2),
a) = b) 1
—_ -
a)x=B+° b)‘x’:?-_;l +y ¢
—
d) -x‘beliebig, wenn a = =-b, 5%, Je
-
)% BE )T +T A DB-3
- -
&) T 0H-F+P) @2 -0
b) Voraussetzung: ie - 3
Behauptung: < = -Eﬁ

Beweis: Da die Vektoren A8 und CD existieren, gibt es auch

- -
x =D

. Vektoren AD und DB derart, daB

X(-5;0), X(-13-4)

->
- -

sonst keine L3sung



AB = A—C' + AD + Eﬁ Dann gilt aber auch Lezneinbeit & 7
CD = AC + CD + DB nach Voraussetzung und 1. M sei der Diagonalenhalbierungspunkt des Vierecks ﬁCD._.
— — e
A+DB =0 , also - Aus AM = MC und DM = MB folgt AB = AM + MB = MC + DM = DC
— — —_—
iC = - DB und analog AD = BC.
Lerneinheit A 6 2. EF sei die Mlttil’llnie des Trapezes ABCD.
- EF - FEK + AR + BF
018 a) @ = (-1)F b) -(38) = (-3)F = 3(-2); Assoziativitit Er -3 +DE + OF
c) 28+ 38 = 53; Distributivitit S s e
i - 2 EF = FA + ED + AB + DC + BF + CF
0 19 Fir (-1)Z ist (nach Def. 1) I(-1)2) = |-1|1 2l =] F| una = 1L IS, iet W TN
(-1)2W 2. Also hat (-1)3 mit 3 den gleichen Betrag und ist = 7 (AB + DC) D DC;: 488 2o :
zu ?entgegengesetzt gerichtet, d.h. es gilt: 3., G und H seien die Mittelpunkte der Grundseiten AB bzw. CD des
(-0F = =, Trapezes ABCD, S sei der Schnittpunkt der verlingerten Schen-
-— - s s — o
0,71 &) Betaupbungs n v (asd) = Cees) : 3 kel AD und BC. Zu zeigen ist SI-I“EE‘. E
— — —_— — — —_
Linke Seite: r . (8.3) = r.3 = 3 (wegen (4°)) SH = SD + DH = SC + CH=)SH = %— (sD + SC) WoF
Rechte Seite: (r-s).3 « 3 (vegen (4%)), da rser E S I B R - ’
Vergleich: =3 =2 e | e
- 3:SD=SB:SC=r G.‘E
b) Behauptung: 0. (s = (0+s) + & R-L @ o =t
Linke Seite: 0 - (s®) =7 (wegen (3°)) 56 = 3 (s _ts % = 7 SH
4 s s
Rechte Seite: (0-8) + & = 0.3 = 3 (wegen (3°)) Also gilt SHJISG, d.h.: S, H, G liegen auf ein und derselben
Vergleich: T=3 Geraden.
—_ - — — ==
c) Behauptung: r . (0:3) = (r-0) + & 4, E =a+b+ec (AB = a; BC = b; CG = ¢) .
Linke Seite: r » (0:@) = r . O = 3 (wegen (3°)) (1)A =ra+s0+¢C (r,s€P; 0%r€1;0%s%1)
Rechte Seite: (r.0) . 2=0.3:=17 (wegen (3%)) BK = AK - AB = (r-1)a + sb + ¢
e —
Vergleich: o= A_K.=Tf+-l_}t; IK = t BK (0<t<1; t€EP)
A A AR = AL + ¢BK = 2 AG + tBK
023 a) AC : AE = AB : AD = BC : DE b) AC : CE = AB : BD : 23

2 2, =
()RR =(rt -t +2) T+ (st +2) B+ (¢t +3) T
o 26 a) X = 1‘b. b) keine L8sung c)-)?beliebig a) X = 11-.!; 3 3 3

Aus (1) und (2) folgt r = %, s =1, t = %, d.h.: K liegt auf HG,

2. A3@E+T WFT-D 3.2 DH-F-T7T und I teilt BR im Verhiltnis 2 : 1.
b i@ MT+FB+D )T+ @D 5, ABB=a; BC=1b; FE = ¢
- - > > - (1) A8 =8 + 1%+ (0<k<1)
5 a) 9¢ b) © c) Te d) 10e e) o f£) -8¢ = z& ¥ 5 i "
P R i P R - _
6. a) -1 bB)2 ) -% d) nicht 1ésbar AG =za +b+3FE =72 +D +3(c e
L, e e
7. a) -1<x<1 b) Ix| > 1 e) Ixl =1 73 = b + 3t (¢ - 3b)
T R AB=IF+TE =22 +tb+ 3t (C -3
8. &) Jeder Vektor b mit bll 2 und B ¢ -2 = ol 3 2z

b) Jeder Vektor ® mit © = (r-l)-a', r€P und r>0
¢) Jeder Vektor b mit Bl 2, Dta, bt 2

- e ad - -.l
d) Jeder Vektor b mit bll @ und [ o) > |2



(2) &S = %;+%t?+ %t?

1= 1=* I

Vergleich von (1) und (2) ergibt: t = é, k = é, A8 - 78 + 5b + zC-

ﬁ:ﬁ=%¢:§c=1:u

5= 1-»
Kb+3c
FS - (F6 = TS : 6 = 1970 : gf0 = 3 ¢ 2

— 5 1 —_ —_— —
Fszwb+5c; FG = AG - AF =

Lerneinheit A 8

o 28 v) [Fl

= 345 N; o 15°

9 a) l?|2=’ﬂ|2+'igl +2‘F“F|coso(.
) 71 = Il -IFSI o) IF] =[F T @) [FI2 = 7312 4712

o 30 Jede Kraft, die zu F2 entgegengesetzt gerichtet und dem Be-

o

trage nach mindestens 37,4 N ist

%
031a)Vs= v1+v2; |v| = |v1|2+j—; -2 r;llvzlcos ‘l5
I?]1 = 918 im n™%; t=1 h 5 min
b) sine: sin 45° = |T£ : |V{|;¢%‘4,8°; Kurs N 5° 0
A
1.  sin 30° IZ) =50
7 -
5
3 IF | =18 sin 30% 30 n; |F ] = 1G] sin 60°x52 N
—->
5. 17l = |°| ~~ 8570 N [Tl = 'G—l—o 210460 N
35° tan 35
b, F sei Kraft in Fahrtrichtung, S sei seitliche Kraft, Z sei
Kraft in Zugrichtung.
IF] =172l cos 18° % 0,951 2; | S| =| 7| sin 18° 0,309 2
5. a) IV’I2 = |7r'|2 Wlndlz kil VWde cos 135°
(et i O | e IR 2 1% =0
1 2 P —
1¥yznal = -FEITI 3 WAVIE - 21791° (ggngl > @
b) |71| = |72+ |vmnd| - 2|7 |[Vying| cos 157,5°
—— 2
IFymal = - 092171+ I¥31° - 0,169F

10

Lerneinheit A 9

0 32 b) r>0 bzw. r<0 c) Oa

o

— B —_ 1
o 33 a) AF = a +b, ED = b - a, GH - 3

[ = e 4 = = e
b) 5b = HG, b - 5a = EG, 2a - b = DB

o 34 of = B, 0& (0; -1); Fﬁ=-§.3§(-z,0)
— 1+ = — 1 )
GH=—:a+b,GH(—2-;1); OE=a+b,0E(1;1)
—_ —_ - — — 1> - — 1
HF = 2a - b, HF (25 -1); FE = - 3a + 2b, FE (- 5 2)

035 EF (-153), BB (4 1), E (35 3), BF (-6; -2)

A (-2; 2), FD (5; 2), FH (2; 0)

1. a) (13 3) b) (4; 1) ) (35 3)
2. a) (-6; -2) b) (=23 2) e) (55 =2) d) (2; Q)
G, CED EH-P, WH, (-5 0, (13D

3
4. (05 2), (15 0),
5

(03 -1, (-5 3, G -, (250
- — e d - - - - - - —
.a)a=1+2j, b=2i-j, e=-=j, d=21i+3j
I T T - 1.
b) a=-i-2j,b=2i-j, e=2i, d=-21+5§

6. a) (=5; 10) b) (1; =2) ¢) (=9; -6) d) (-3; -18) e) (-3; 3)
£) (-3; 0)
Lerneinheit A 10

038a)@+T+C b) 22 +D+0 ¢c) a+bto d) -a+b

o39a)y=0 b) x = 10 e) x=2=0
o 40 (-4; 63 0), (M4; 65 -3), (-4; 65 3), (4; =65 3)

. a) {AD AB} {ok; AB} {AD; BA} {DA; BA}s

analog filr {'K BD} und {PR; maj

{oE; ot}, {og; _g {€8; o}, {&0; cd};

analog filr {Eo, } unda. {_6 Ck}

{DE; DC}, {DE; cﬂ, {®D; Dc} {ED; T°b};

analog fir {ED EC} una {CE; op}

a) {AC; AFf, {Ao, pA}, {ok; AF}, {0R; FA};
analog fir {OA; OF} und {FO; FA}

b

c

2. nicht komplanar: a), c), d); komplanar: b), e), f)

-
c

11



3. a) O, OB, OC # o; OAtH OB, da sonst O€ AB und O € ABC;
fur OA, OB, 98, 0% ist C4 OAB, da somst OEABC. Also sind
EK, Bﬁ, OC nicht komplanar und bilden eine Basis.
b) AB = OB - Ok, AD = OC - OB, AGC = OC - OA,
2 of = 2—(_5+0A),0D=57\--0.B + 00
4. (13030), (03130), (05031), (13 -131), ($5053)
6. a) 0(0;0;0), A(4;030), B(4;6;0), C(0;650)
D(03033), E(4;033), F(4;653), G(0;653)
b) (23333)  ©) (43331,5)  d) (2;331,5)

Lerneinheit A 11
ot1a) 08 = 1581 - Vo2 + 782 - Vs2w7,21; OF = T61 w 7,81
b) KC = V52 = 7,21; AD = 5; BC = V61 7,81
1. a) O& = Y10=»3,16 1b) OB =ﬁés,39 2, a) 00 =5
b) op = V295,39
Z.IEIE'|WIU-IEIEJW

a)|2s 33 Yoraeu1,d  a) 14
)| V52 ~7,21| V8o~ 8,94] 2 b)| {Lo0o 2 mﬁ 6 V925~30,
)| VB ~u, 24| Bh=~5,83( V3t ~5,83 ) 4 Vi =u,24 [Vhz~6,4
a)|Ba~s,39l 5 Vio~6,32 aN133,61| V38 =5,83 | 7
5. KB = iC = V34 6. My (-1313-2); My = 7
1. 8) Tt é; B v ?(é;- -2 o - - 1B
C— 4_ 3,12
d) a 01(13, TT’ 15), a T_’ 17,33) e) a (- 133733~ 13)

0 330 13- iy, %’(T‘g;ﬁ; -

e S R I e
8. a) OB = OA +b = 2i - 3j; B (25 -3)
— — — e —>
OD = OA + b = 31 +2§; D (35 2)

— — —_— =
OC = 0B + b = =2j; « € (05 =2)

b) AT = V3i~5,83; BD = f26%5,10
9% a) A(4; 03 0), B(0; 3; 0), C(0; 3; 5), D(k; 05 5);

AC = BD = Y50 = 7,07
b) A(1; 03 2), B(-1; 33 0), C(=3; 3; 2), D(-1; 0; 4);
AC =BD =5

12

c) A(-1; 4; 4), B(-6; 103 4),\C(-4; 75 0), D(1; 1; 0);
= 34 & 5,83; BD = Vil6 ~ 12,08
d) A(1; 4; 1), B(1; 4; 6), (55 7; 6), D(5; 7; 1)3
AC = Bp = V50 = 7,07

Lerneinheit A 12
o 44 b=55cm &=U41,1° B=u8,9°
o 45 a) P liegt auf dem Kreis um O mit dem Radius 25 zwischen der
x=-Achse und der Winkelhalbierenden des 1. Quadranten.
b) P liegt im 4. Quadranten auf dem von O ausgehenden Strahl,
der mit der x-Achse einen Winkel von -60° bildet.
e) P liégt auf dem Kreis um O mit dem Radius 17, und zwar
oberhalb der Winkelhalbierenden des 2. bzw. 4. Quadranten.
d) P liegt auf der Winkelhalbierenden des 2. Quadranten.
e) P liegt auf dem Kreis um O mit dem Radius 16.

1. a) 55 36,9° b) 35 36,9° paw. -36,9° ) I35 -53,1° bzw. -126,9°
d) =33 5 e) 4; 5 £) -4,8515; -2,9300
2. 8) (-1;7) B (=3 BT o) (-5 -2y a) (% -5

e) (%3,873; -7) £) (-3V3; 3)

3 | a) | b)
Leningrad 30° | 30°| 2762| 1595 | 5523
Sydney 152° | 123° | - 4723 2511 | - 3774
Rio de Janeiro | - 43° | 113° 4294 | - 4ook | - 2492
Accra 0° | 100°p4C 6281 0 |- 1108
Havanna - 83° [ 67° 716 | - 5827 | 2492
New York - 74° | uo° 1327 | - 4627 4184

4, Horizontale Komponente l(v ) | nicht kleiner als |v|

vertikale Komponente kv ) | mindestens Y2gh

minimale Anfangsgeschwlndlgkelt |v | 743 m s 1
Lerneinheit A 13
3. a), b) 3° una 4° gelten nicht. c) 3° gilt nicht.

Lerneinheit A 14

o 49 pie Koordinaten zweier Punkte von g
1

o 50 a) 3?2; 1), m = Ef ol

13



b) Fur 1 $ t €3 die Punkte der Strecke ¥ X,

rar -1 € t € 1 die Punkte der Strecke SPI mit S als
Schnittpunkt von g mit y-Achse
051% = 4T + 63’0 3K + uk
Fir u = O ergibt sich F, fir u = = 3 ergibt sich B, d.h.:
die angegebene Gleichung ist ebenfalls eine Gleichung fir
BF mit P = F und @ = K.

x ) [¢] x =4 x - x =

1. a) AE;(y): 0) +¢ 0); y=0 b) cB;(y):(g) +t(9; y =
z 0, q z =t z/ \0 z =

O x =0 X =

c) oc; (;) =(6) *c(g); y =6+t d) DG; (;):(g) +t((1’); vy =
Z, 0, o) z =0 2z 3, O z =

: X 0 0 x =0 ] X 0 0 X =
2, a) OD; (y)=(0 +t(0); y =0 b) 0D; (y): o) #t(O); y =
z o} 3, z = 3t z/ \3, -1/ =z =

b's 1! x = b+t x\ /0 L) X =

c) OA; (y) =(0 +b(0); y =0 d) CF; (y)=(6) +c(o;y=

z 0, (o) z = 2, 0. 3 z =

v

x (o) %! =1 3
a)(y):-l +t (4 b)(y): 2) +t( 4
z 3, 0 z 3 =5,
Lerneinheit A 15
o 53 a) BF b) Strahl BO c) BR
d) 0, F und alle Punkte der Geraden OF, die von O um ein
ganzzahliges Vielfaches von Y4 + 6° + 3° = 76_1 entfernt
sind

1. a) Punkt F b) DM mit M als Mittelp:unkt des Rechtecks DEFG

© oo

VIOEWOO Wt

o

\

o

c) Strecke DF und ihre Qerl&ngerung dUber D hinaus um die L#nge DF

d) Der in F beginnende Strahl der Geraden FD, der D nicht ent-
hilt

co (@ (3 o

X
b) M (2; 3; 1,5) (y
z

oder (

I
o

)
)

N X

14

= (5; =35 5),

) =4
):(6)+t(0,0§t=1 u.a.
[¢] 3
2 =2
)=(3)+t(-3 ),cio u.a.
1,5 1,5
=1 12 4 . 5 ;
( 8) + t(— 9) a) ja; ¢ = 3 b) nein e¢) nein d) nein
6 =15

P, (=9; 11; =2); F1F2 = 21 Einheiten

Lerneinheit A 16

o 54 ¢)
o 56 a)

b

6.y=%x+%-;

und d)

x\ . [ 0O (3)

(y) - (-2) +uil2

Ein weiterer Punkt P, kann beliebig gewdhlt werden. Als
weiterer Richtungsvektor E; kommt jeder Vektor in Frage,
fir den ;;“_a' gilt. Parametergleichungen fir g k8nnen
mit Hilfe von P, Z bzw. P_, E'; bzw. Py, 2 bzw. Py, E:
bzw. P, P P, bzw. P, P,P  usf. aufgestellt werden. Bei
weitester Interpretation der Aufgabenstellung k¥nnten wei-
tere Parametergleichungen mit P_, ra (r + 0) gefunden

werden.

-ey=-13,m=3 b) y=6x-14, m=6
= =2, m =0

=-% b) y = -x +8, m= -1
= =3x-- 1,5 b) y = 2,5x - 3,5 e)y =x

=;-x b)y=—g-x 5.a) y=2x b) y= -x

ad

P, € AB; 91,92,P5¢AB

s om; =T-T (N (9 t(_g) u.a.
5w Tad a5



wary  TeTaTi (el
ame-d TAE-E =(-§)+c(_3)
omech AT () () o (D)
o) m = -t 77275 (%) - ¢(4)
oas-&  TeoT-a () -3
’ T [t
SRR T (-0

Lerneinheit A 17

o 57 b) S (T’é; - 1—%) g schneidet h genau dann, wenn genau eine
L¥sung existiert.

o 58 a) g schneidet h in S (35 -2). ©b) g|lhund g+ h ¢) g=h
060a)y=x+3 b)y=-4x+18 ¢c)x=2 d)y=-1

0 61 a) g||hund g 4 h genau dann, wenn g - ;;‘ﬂ\;und 3z,

b) g = h genau dann, wenn ;I - Y;I]?und_sh a.

o 62 gl h, denn -B_i’ir U:j-“ 31 - ‘UT’.
43 - 6T % 3T + 43

—

g#+h, denn ;; =X =
1. a) S(3; W) b) parallel, aber nicht identisch
25k s 0 osEGH O3V -3

3. a) S(6; -6) b) Die Geraden fallen zusammen.

hoays@h - wisds -

16

5. sx(a; 0),. éy(o; b); a ist Abszisse des Schnittpunktes von g
mit der x-Achse; |a| ist Lénge von OSX, des von g auf der
x-Achse abgeschnittenen Abschnitts; Vorzeichen von a gibt an,

ob der Achsenabschnitt auf der positiven bzw. negativen Seite
der x-Achse liegt. Entsprechendes gilt hinsichtlich b.

Goarkede1 ac6b=3 mEeLc1 az-2, b6
Ofedr=t5a=5 b4 O +L=ta= 4 b=

7. ADJ| BC und AD % BC, d.h., Viereck ADCBist ein Trapez.
8. a) gAD:y=—27u-x-£l7l-; SDc’y=1‘g'X+g%§'5 D (95 27)
b) M(%; -3-%); Mittelpunkt von AC bzw., BD; Schnittpunkte von AC
und BD; Xy = X, + é(EE = %)
9. x =-% erfilllt beide Gleichungen fir k = T;; s(-12; 0).

2

10, &) Bir k2 4 46 und 1 peifeblgy S(- SpiKLi 2L + K

x° - 16 kz - 16

b) Fir ky; = 4 und 1; 4 -2 oder k; = -4 und 1, # 2

c)Fﬂrk1=Uund11=—20derk2=-‘4und12=2

-

Lerneinheit A 18

o 63 a) AB, AC, AD, AE, AF, AG, OB, OC, OD, OE, OF, OG
b) BC, DE, EG ¢) alle unter a) und b) genannten'Geraden
d4) BD, BE, BF, BG, CD, CE, CF, CG, DF, DG, EF, EG
o 64 a) Alle Punkte der Ebene ABGD
b) Alle Punkte, die sowohl der Ebene ABGD als auch der
Ebene OAFG angehdren, ‘also alle Punkte der Geraden AG
¢) Alle Punkte, die sowohl der Ebene ABGD als auch der
Ebene ACGE angehdren, also alle Punkte der Geraden AG

o 65 a) Alle Punkte der Ebene parallel zur xy-Ebene durch (0;0;20)
b) Alle Punkte der Ebene parallel zur xz-Ebene durch (O;yo;o)
¢c) Alle Punkte der Ebene, die die xy-Ebene l&ngs der Geraden

¥y = x, 2 = O schneidet und auf der xy-Ebene senkrecht
steht

d) Alle Punkte der Ebene, die die xy-Ebene lings der Geraden

y = =2x + 4, z = 0 schneidet und auf der xy-Ebene senk-
recht steht

17



2

e) Alle Punkte der Ebene, die die yz-Ebene l#ngs der Geraden
y = =z +1, x = 0 schneidet und auf der yz-Ebene senk-
recht steht

f) Alle Punkte der Ebene durch die Punkte (1;0;0), (.0;1;0),
(0;031)

Den Schnittpunkt S(4;6;16) zweier Geraden ermitteln, z.B. von
OD und AE, und zeigen, daf S den Ubrigen Geraden (BF und CG)
angehdrt

(4365 48

3./4. 141(10;6;0), Mz(u;6;12), S(4;6316)
=, - — 12—~ . &
M;S = 16k, M,T = - gk, d.h. die z-Achse ist parallel zu

18

MIS und M,T.

Da die HBhe M;S der Pyramide OABCS parallel zur z-Achse ist
und 0, A, B, C in der xy-Ebene liegen, ist OABCS eine gerade
Pyramide und K ein gerader Pyramidenstumpf.

a) Schnittpunkt in Q(gg; 6;16) b) Schnittpunkt in R (4310316)

x 24 -3
Bahn des Zieles: (Z) =( 5) +t (-2 )
U -0,5

x 8 2
Bahn der Rakete: (y) = (—1 + @ k=1
z 1 2

—_—
X.

b) Da &t 5 = ;; und PP, nach a und g —;; zerlegbar ist,

-

a

schneiden die beiden Flugbahnen einander genau in 5(12;-3;5).

a) Die Gleichungen beschreiben die Geraden BX und EF mit
Schnittpunkt in X(5;6;12), dem Mittelpunkt der Kante EF.

b) Die Gleichungen beschreiben die Geraden 0Z (Z Mittelpunkt
von D&) und RC (R Mittelpunkt von OA), die zueinander wind-
schief sind.

a) Die Gleichungen beschreiben die Geraden BX und YG (Y Mittel~-
punkt von BC) mit Schnittpunkt in (U4;4;16).
b) Die Gleichungen beschreiben die zueinander windschiefen

Geraden BC und AZ.

Lerneinheit A 19

e
066a)x=ti; y=0 b) x =8 ; x=0

o 67 a) g schneidet x-Achse in A(5;0) und y-AchSe in B(0;6).

X
o 68 a) 8pg * (y)

b) g schneidet x-Achse in A(43;0) und y-Achse in B(O34).

¢) g schneidet x-Achse in A(-7;0) und ist parallel zur
y-Achse.

d) g identisch mit y-Achse, schneidet also x-Achse in A(0;0).

B ()0

5(0;0;6)

z
t =2; 8=6;
b) Da BK und OD in ein und derselben Ebene liegen (wegen
0B|| DF) unc¢ nicht zueinander parallel sind, schneiden
sie einander in einem Punkt S der z-Achse. Nach dem
2. Teil des Strahlensatzes:

lzl ¢ (=i -3 =¥2: W35 lzl =6

Wegen z>0 ist S(0;0;6).

a) HN durchst88t xy-Ebene im Punkt (7; g—; 0).
1

b) HN durchst88t yz-Ebene im Punkt (0; 13 3,5)

v (-(9 +Gd

KH ist parallel zur xy-Ebene und durchstdft die xz-Ebene und
die yz-Ebene im Punkt D(030;33).

w()(9 G

a) Liegt in yz-Ebene, durchst88t xy-Ebene im Punkt (03 é; 0)
_und xz-Ebene im Punkt (0; O; - %) )

b) Parallel zur xy-Ebene, durchst8Bt yz-Ebene im Punkt (03;2; -1)
und xz-Ebene im Punkt (2;0; =1)

2) Schneidet x-Achse im Punkt (4;0;0), durchstdft yz-Ebene im
Punkt (0; -12; 28)

b) Durchst8it die Koordinatenebenen in den Punkten

D, ,(33250), D, (1;052), Dy, (0; -1; 3)

19



5. a) Parallel zur x-Achse, xz-Ebene und xy-Ebene, durchst&gt Lerneinheit A 21

—erne A =

yz-Ebene im Punkt (0; -g; 12y ~* o 71 a) cos (-x) = cos X b) cos (L - x) = = cos x
b) Parallel zur yz-Ebene, durchst38t xz-Ebene im Punkt (5;0;312) - - - - - = -
c) Durchst88t xz-Ebene im Punkt (830312) und yz-Ebene im o722) (- 1)j =1 id.rd)=e s
. U
Punkt (0;12;12) B G+ - DT=T T+d D=1+
d) Durchst8ft xz-Ebene und yz-Ebene im Punkt (0;0;32)
g 073 (@ + D)2 = (a + D)2 + B (nach (3))
Lerneinheit 4 20 = (@ +D)ea + @.+ D) 3 (nach (13))
2 —_ = s> == > =
059a)§--§-c0560°=§_ b)%ﬁ-gcosmo:éaz =2 .2+ ba+ab+ bb (nach (13))
T. i +_§'?+;-?+-§-g (nach (8))
c) & « 293 cos 120° = - 322 g) 2 . a o . 32 5
) 2] g2® ) 8V3 - 57V5 cos 120° = Za PR DR VT (nach (3) und Add.reell.Z.)
= 5 =, - 1 = s —_— — _ — ~ — —
©70a)OR +OA=2+4=80R.-0B=0OR-+OA=8; OR + OF = 8 1.8)2 B)O )3 2_5)_%,,)-1 c) -6
O . OF -8, W 0b-0Feo -9 '
= 8; ! = 9; . = g; . = 9;
&g s v 3.a) 32 b) -2
i P 4, Vektor: a), ¢), d), e) fir a $ 0 5. Vektor: e)
-
b) Alle Vektoren X, fir die IX| cos & (3, X) = irT', deren Zahl: b), h) Zahl: b), d), £), W}
7 a g - 3 )
Orthogonalprojektion auf a gleich AB ist Sinnlos: f), &) Sinnlow: &) oly 8)
. 6. Falsch: a), c), d) © 7. Falsch: b)
— —_— - —
1. a)OA - OE = OA - OA = 16 b) OA - O3 =0 c) OA - OD = O Richtig: b) Richtig: a), ¢), d)
—s
d) OA - OF = Ok + OF = OA + Oh = 16
— — —_  — — . . Lerneinheit A 22
e) OA + OL = OA - OL' = OA + OL" = 12 mit L'(334,5;0), L"(3;0;0) = = == =2
= e e = | -b
SO . Vorauss.: & = AB =DC, b=BC = AD, la +b a
2.2) 0D -0B=0 b) OB+ O0f=0D-0D=9c)0B-0L=0b-00.209 SRR g 2 ?
— - NG a*b=0
4) 0D + OF = 0B + 0B =9 e) 0D - 06 = 0D + OB = 9 Beh ST o )
I e ‘ Beweis: Aus.la +vl=la - bl folgt durch Quadrieren
. = . ] - -
3. a)i i 3« 4 cos 15° % 11,59 St - aig b o8+ B0, it
o= b . -
B8 S i 5 eos 35 = ;2 2’12_“' 8,49 i) 'E = 0, also die Orthogonalitdt der Seiten.
Rt . o o - = -
4,a)a *b=2,5"2cos 9°=0b) a b =32 2,3 cos 105°%-1,9 3. Vorsuss.: & = &S = D8, B = B = AD, Il «l®l,
5 1 . -
5. a) D)1 )1 d)o e)O £)O A_5=-e'=;*_t;,—5=?=-§'a
- = =3 e
6.cosx@ Bz 2B =3 ¥@, D)= 60° Ben.:  AC * BD = 0
i - - -
A Ia6‘|b| Beweis: A—E'—15=(-a'+-€)-(_l;-—a.)=;'-1;';2’b2'h'a
— -]
7. cos % (a, B) =ﬁ < - 1; keine L&sung S IBR - 131 =0

20 21



22

. Beia =ABund § = BC und 2 + B =0 (Rechteck) ist stets

— —_ - - -

- — -
U.Vox‘auss.:a:AB:DC, b=BC =AD, AC * BD = O

i s
Beh.: l271=17%l
— - -5
Beweis: AC + BD = (a + BX(® - 2) = 0
T2 T2 0PR TR

TR =132

Iol = lal

5. Vorauss.: BC und AC sind’ H8hen, d.h. es gilt

—_ e e
Vy: a * BC =as(c -Db) =0
Ve T A =BT -3) =0
Beh.: Auch OC sei H8he, wenn O Schnittpunkt von BC und AC

/ ist, d.h.,es ist zu zeigen

8- B:=2-7T-D -o.
Beweis (1):

HT-B) =F-T-2 . T:0e37-F:-2-7
WD T T-T-F-omT.T-T.3
” - - - -

Vergleich: as+c=b-+e¢

SF-%T=o0

-

-c.o(g.-a)=0
Beweis (2):
W -B) =3 -3 -_51__’= 0 (nach V;). Daraus folgt
c~b-:-—b’--c’-?+-5-?=0 und
@5 - D) = 8,

pa (c - DT =0 (nach V,), folgt unmittelbar ¢(B -3) = 0.

Beide Beweise gelten sowohl fiir das spitzwinklige als auch
fir das stumpfwinklige Dreieck.

Lerneinheit A 23

o 77 cos & (OB, OF) = OB : OF, da Dreieck OBF rechtwinklig
. (OB,

N - =
1. OF = (g), D = (-6), |oFl = || = V61, OF * BD = - 43
) 3

—- — 4 oF, BD) = 134,8°
cos 4 (OF, BD) = - 3‘2”‘" 0’7?5' % (Or, BD) 2

2. a) OB = <12) oF = ( §I,5). 1GB] = Vo8 14,4, I0F| = V225,25 =15
: = {2),
o) 12

25 = ) o
o5 - OF = 130, cos $ (0B, OF) = 33g~0,602, ¥ (3B, OF) = 53,0

-5 — -
» & =[ 7.9 315:(‘75> , I0Fl ~ 15, [BDl % 15
12’ ’ 12

6

—
OF . BD - 62,75, cos § (OF,B5) = S34L> = 0,279, ¥ (OF,BD)=13,8

3.2) =21 b) -8

c) -11
- o
4. a) cos & (a,b) = 1’_55.033’ ~-0,3846, 4(a,b) = 112,6
9

— o
s _ .
b) cos ¥ (a,0) = T 4, i (a,0)
5 (@,5) = 26,4°
= cas LAY = T i
S =18 . 4 ¥ @D = 180°
b) = ————— A
@ eos @D Ve
4 AT e 7)
2B = DC = C=aD=|2
5. AB = DO (12), (—a
|78l = 1561 = 188l = 1Bl = Yi17, RB - AD =0

o
>
o
"
—_
=N
~——
-
gl
"
[
Elae)
~—
»
&l

— "
cos 4 (AB, AG) & 0,9259, ¥ (B, AO) = 22,2
= "
cos ¥ (BA, BC) ~ - 0,5659, 4 (BA, BC) ~ 124,5
e o
cos ¥ (CK, T8) ~0,8353, §(CK, CB) ~ 33,3

s o
_|cAl . 1 cBl sin 33,3 10,2
D" 2

4 —
. (1); 1%l = 6, IB¢1= W7, IKCl = 9
8

23



Lerneinheit A 24

o 78 a) identisch; zueinander parallel, aber nicht identisch;
einander in genau -einem Punkt schneidend; windschief

b) Schheidet eine dritte Gerade die beiden parallelen Geraden
unter einem rechten Winkel, so bezeichnet man den Abstand
der beiden Schnittpunkte als Abstand der parallelen
Geraden.

c) P=& = 180° -x, y:-o&

m
o 79 tan & (g,h) ergibt sich aus m,b_)l

cos & (Z” T:')l

Vl _ (mm o+ 1)°
tan X (g,h) = (m *0‘1)(m + 1) | 'rln :m_
mm 1 mm
3 =

m-= + 1 . ym° + 1

1. |cos ¥ (6?’,}?5”: %—%—%0,70‘49; Schnittwinkel 4 (OF,BD) ~ 45,2°;

Schnittpunkt S (25 3; 1,5)

2y a) b) c)
Schnittpunkt (2; 3;.0) (4; 6; 0) wind-
Schittwinkel | 67,4° 90° schief

3. Schnittpunkt | (43 0; 3)| g=n gll n,
Schnittwinkel | 90° g% h

b.a) 48,5° b) 69,4° o) 41,2% L(MH,HS) + F ¥ (HS,SK) = 90°

5.a) 48,5° 1) 76° o) 28°% L (MI,Is) + 34 s, sp) = 90°
6. 20,6°; 30,5°; 128,9°

7.&)y=—§x-%— b)y=—§x+6

B.a)y:#-x+3, yE - gx;

24

I s(- %g; 3%%)

d:%é"s?ez,s

8+ 4
b) y = 2x - 4, y=-%—x; S(g;"g)
a=3V5~1,79
8
O y=-3x+3, y=3u S-I -
d:%ﬁ*i.éﬁ

=mx +n = -dy os(-W; D
ST >3 LEe 1+m' 1+m
as \’nz(mzﬂ) = Inl
(m®+1) . 'm2+1
:rneinheit A 25
80 a) sin x, =- sin x, - cos x, cCOS X
b) cos x, cO8 X, - 8in x,- - sin x

08 (90°-%) cosp*‘ sin(90°-&) sinP

81 a) cos [(90°w)-f]
sinoLcosP + cos Ksinp

"

b) cos [(90°-a)+‘3] = c0s(90°-00 cosf - sin(90°-00 sinff
sin“cosp - cosusinP

c) cos(‘g - x) = cos %cos x + sin § sin x = sin x usf.

. a) sin(ea+ 30°) = 1,2 sina
sin®tcos 30° + cossin 30° = 1,2 sin &
%ﬁ sinot+ %— cosot= 1,2 sinet |: sina
$eote= 1,2 - 375
cotet= 2,4 -V3 % 0,6680
o~ 56,2°
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b)

a)

b

c

a)

a)

b)

a)

cos( &+ 60°) + 173 sinat= 172

cos ot cos 60° - sin & sin 60° + é—'ﬁ sin ©¢

%éosd-%ﬁsinoﬂo%ﬁsinu

éccs@‘
cos ot
o

sinot=2%, coea:-a“
. R = : 5 LT . (.24
sin 2 2 sin o cos & = 2 5 (2-5)

SivE
1z
=11T1E
1

=32
= 45°
_ 336
625

2,

cos 204 = cosXcosot- sinasinot= cos?ot - sin?0k =

tan 20 = ng: 2%, . 3‘3’?
2 sinet ) Lo ¢) sin 20t
cos

Es gilt cos & = <:os2 % - slnzg
sin? %— = coszg- - cos &

2 sin? % = coszg + sin? % - cos &
sin® % = %(1 - cos &)

(:os2 5 5 sinz- %»4» cos &

2 cosz% =1 + cos®%
cos? % = %(1 + cos &)

2 sin %L cos °~2(- o

X3 = taniy
2 cos >

521
625

231n—-—2-£ _Fé' ~ Ol

2 :i:m2 %

o
6., a) ———————— = tan
2 sin%cos% 2z

b) tan a—;L

7. sin@+P)sin(@-P) = (sindcosf + cosssinf) (sinacosp - cosusinP)
= sinzucoszp = cos%ﬂainZF
& sinzdcosz{5 - (1 - sinzo()sinze
= sinzu(coseF + sinaP) - sinZP
= sinet - sin®p

8., x ~111,5° + k . 360° oder x = 248,5° + k - 360°
9. % = k - 180° cder x = 45° + k . 90°
Lerneinheit A 26
& " = O . =1 o g - m,2
1. Fp =3 0,14 N = 0,42 N; "pot =3 Fg s3 wkin = v

. 8
e 0,42 N * 0,03 m° 'Vo1262—2_'v 2 -2
Ivl= = .v 7,000 kg = 3,15 ms
lviz1,8 ms™?
5
2. W=F, 5 +Fan= o 0 o
. = 1-s+}5‘2~s-50 kN*100 m cos 20~ + 50 kN:100 m cos 15
% 9530 kim
3.a) W=TF-s5=2N3mcos 0° =6 Nm
b) W =Tes =3 N-2mcos 30° % 5,2 Nm

4, a) W= 13,46 Nm b) W = 2525 Nm

5. a) |71 = Bso w2 » 18,71 N
b 5N 2m

b)w:F's=(10N-(—1m=10Nm-10Nm-135Nm
15 N -9m

Die Arbeit betrigt 135 Nm.
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T m o+ 298 nn+ 28 ym - 259y x40 Nm

Lerneinheic A 27

o 85 a,(1; 216), a,(15 2V6); B,(2:731), By(2; ~VoL)

cy2V6; 1), c,(-2V6; 1); b, (T21; 2), py(-T2E; 2)

5 T b 5 8 2
o0 86 Es sei x = r cos®i + r sinaj

171 = V2 cos?e + r? sina = r
¥+ ¥ = r? cos?a+ r? sinoe = r?
X2+ y2 = r2 cos?e + r? sinet = r?

o 87 a) Gerade durch P(0; 4) mit dem Anstieg m = -1

b) Ebene durch die unter a) genannten Geraden der xy-Ebene,
die auf ihr senkrecht stehen

o 88 a) Kreis mit dem Mittelpunkt M(O; O) und dem Radius r = 2

n

b) Menge aller derjenigen Punkte P(x; y; 0), die auf dem

unter a) genannten Kreis der xy-Ebene liegen bzw. auf Ge-
raden, die durch einen Punkt dieses Kreises gehen und auf
der xy-Ebene senkrecht stehen, also in einer Kreiszylin-
derfliche liegen
a) (x-2)° + y2 = 6,25 b) (x-3)° + (y-2)2 =9
a) (x-2)2 + (y+2)2 = 16 b) (x+1)2 + (y+3,5)2 = 12,25

r=2v5_

r =4

a) M(0; -1);
c) M(3; 2);

r=3 b) M(-U; 0);

r=3 d) M(4; 0);

c)

hoa) M(25 -1); r = 23 b) M(-4; -1); r = 4
m-3 3 r = 1 D uE -5 r=g

A und D liegen auf k(M;r), B und E auBerhalb, C und F
innerhalb des Kreises.

a)
b)

c)

d)

e)

£)

a)
b)
e)
d)

Halbkreis um M(0; O) mit r = 3; I, und II. Quadrant
Halbkreis um M(0; O) mit r = 2; II. und IIIL.Quadrant

Halbkreis um M(0; 15) mit r = 8 und y = 15;
oberer Halbkreis

Halbkreis um M(-2; O) mit r = 3 und x & -2;
linker Halbkreis i

Halbkreis um M(-2; =-3) mit r = 5 und y H =33
unterer Halbkreis

Halbkreis um M(-5; -3) mit r = 7 und x 2 -5;
rechter Halbkreis )

(x+1)2 + (y-2)2 = 17

Kyt e2)? 432 2505 Ky ¢ (x4 (y42)2 = 50

(x+1)2 + y2 = 40

Wi S a2 + 8% - uc

Aus (1) 2A+4B+C = -5, (2) 3A+4B+C = -25, (3) 2A = B+2
- folgt: A = -2, B = -6, C =5, M(1; 3), r? = 5 und

b)

a)

b)

-

c

d)

x-1)2 + (3332 = 5

M(-4; 2); r = 10

Halbkreis um M(0; 0) mit r = 5; I, und II. Quadrant;
oberer Halbkreis mit Endpunkten

Halbkreis um M(0; O) mit r = 5; II. und III. Quadrant;
linker Halbkreis ohne Endpunkte

Teil der Kreisfliche des Kreises um M(0; 0) mit r = 5 und
y > 3; I. und II. Quadrant oberhalb der Geraden y = 3

Halbkreis um M(0; 0) mit r= 5 und y < 0; III., und IV. Qua-
drant

29



10.

11,

e

£

a
b

c

d

e

a

b

c

d

Viertelkreis um M(0; 0) mit r = 5 und x € 0, ¥ > 03

)
II. Quadrant

) Menge aller Punkte auBerhalb des Kreises um M(0; 0) mit
r = 5, fir die x 2 0 und y Zo gilt; I. Quadrant

) Kugel mit M(O; O; O) und r = 5

) Kugelkdrper mit M(0O; 0; O) und r = 5

) Menge aller Punkte des Raumes auRerhalb der Kugel mit

M(O; O; O) und r = 5

) Menge der Punkte der Kugel mit M(O; O; 0) und r = 5, die
in bzw. oberhalb der xy-Ebene liegen

-

Menge der Punkte der Kugel mit M(0; O0; O) und r = 5, die
in bzw. links von der xz-Ebene liegen

) Kreis in der xz-Ebene mit M(0; O0; O) und r = 5

) Kreis, parallel zur xy-Ebene, der durch Schnitt der Kugel,

qu(O; 0; 0) und Try © 5, mit der Ebene z = 3 entsteht;

M. (05 05 3), vy, = 4
) Halbkreis in der Ebene z = 3 um M(0; 0; 3) mit r = 4 und
b4
x=0
) Kreis um M(0; O3 O) mit r = 5 in der Ebene durch die
z-Achse und die Gerade y = x der xy-Ebene

Lerneinheit A 28

o 91 a) Tangente senkrecht zum Berilhrungsradius

b) Sekante senkrecht zum Radius

o 92 (13) sind quadratische Gleichungen; zusitzlich zu unter-

suchen, welcher der 4 Werte fiir x mit den entsprechenden
y-Werten auch die Geradengleichung erfilllt

o 93 Es 18Rt sich zeigen, daf die Gerade (19) weder k4 noch k,

schneidet.

o9‘l?-?=r2 ?';;=2-2
x2~ry2 = r? XX, * ¥y, = r?
1. a) 5,(13; 9), S5,(-9; 13)

u

a) 5,(-8,8; 6,2), $,(3,7; -4,3)

b) keine gemeinsamen Punkte

M(h; -4), r =4
a) yy = -2, xB=

(x+5)2 + (y42)2 = 25
b) Xy =¥y =T

(x-1)2 + (y—l)2 =1 bzw.

My (-b5 -1), My(2, T)
(x-1)2 + (y-12 = 9

a) 5x + 12y = 169 bzw. 12x
b) S(17; 7) ¢) 90°

- 5y

b) Beriihrungspunkt S(3; 5)

b) Berilhrungspunkt S(6; 4)

d) keine gemeinsamen Punkte

rz. M(-5; -2), r =5

(x-5)2 + (y5)2 = 25

= 169

a) y = %x +n; 8x -6y =25, =-8x + 6y = 25

Diskriminante 0
b) y = = %« +nj
Diskriminante O

6x + 8y = 25,

-6x - 8y = 25
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Weitere Aufgaben zu den Lerneinheiten A 1 bis A 28

1.

4,

5

10.

11.

12,

13.

—_ = =
a) 6; AM, BM, CM und die dazu entgegengesetzten

—_ = — ]
b) 6; AD, BE, CF und die dazu entgegengesetzten

— g = —- — = — ——ip =
a) AB{t EF (daftir wegen AB = DC, EF = HG auch 2B M HG oder

DCIt H3); analog rur ADI! EH, AC It EG, B M HF und aie
dazu entgegengesetzten

b

-

a8 1| FE, AD 1} EE, ¢ 14 GE, BD I} FHi; auBerdem analog
zu 2. a) i

— —
¢) AB = -BA und analog filr jeden Vektor nach Bild A 142

—_ - - - - e e
b ~-a, -a, -b, a - b, -a, -b, b -~a, a - b, a
Die Aussage ist falsch. Liegen A,B,C,D in ein und derselben

. . — —
Ebene, so ist der Fall mdglich, dap AB = -CD ist.

— —~ = — —_ -
AB = OB - OR, also |AB| =10B - oal
a) Unter der Annahme, daf die Windrichtung senkrecht zur
Strémungsrichtung ist, gilt
F =VF12 +R,2 = Vs2500 N2 ~ 180 N.
b) die unter a) errechnete Kraft
—
a) 3 = -101 + 6j b) x = =10, y = 6 bzw. -10% und 63’

c¢) Q(-8; 11), R(11; -3)
a) (552 b) (b5 -1) o) (=35 3) Q) (a,+xy5 ag+y,)
D Ghd mOuD oG

& ¥
-

Xy +xg. Yyt Xy +Xg Yt
a) (A TBs TATB) oy (-2; 0; 3) £) (BB TACB, B
= S T e e o

a) y = =x=17 b) y = 0,5x + 1,5 0)y=-1)rx+~1-77:

15.

16.

7.

18,

19.

)

a) m = 2
- i ()
7=,

b) m = 0,

z- {3

c¢) m nicht definiert,

=('g)+c(‘1’)mitcep

-
X

o}

+t(§)mict€1’

— -
a=rimtr €P,r %0

+t(é)mitt€l’

r(T+2) mitr €P, 40

-a‘.'=r3+mitr€1’,r#0

Hm=-373 (V31 - mitr€P, v 40

7o) oo (e er

. -a-2b+3 _ 6a+9
Yy b +1X Za-b+1
Fir x = 0 ist y = =~ aGa-':
Filr m = 0 ist -a - 2b + 3 = 0.

Also a = 7, b = -2

Sehnittpunkt des Dreiecks mit der Geraden

AC in 5,(3,4;
AB in 82(2,8;
BC in sj(o,uz; 0,77), auf der Seite BC

A(-1; -1

)s

B(3; 7), BB =

|28] = We+64 = VBo = 45

- -
Voraus.: f = b
Beh.: e2 * £
Beweis: e? 4 f

= 2(a® + b

(&)

)

1,1), auf der Seite AB;

1,2), auBerhalb der Seite AC;

@R AT 4 B -aHE -

2

— —
=a% +2a*b + Db

= 2(a2 + b

2

2

+b

2

— =
- 2a*b + a

2

33



20.

21,

22,

23.

24,

34

‘ — — — - — —
Vcraus.:a'b=0;h-c=,AD=q,
Beh.: 82=C'p; b2=c |

- = > o = -
Beweis: a = h~-p; a=b -c
- - — - - - — - -
a+a=(h=-pHb=-c)=bb-h
SBE - 4P F
a2=p-c

DB = p
- > - -
*¢c = p*b + prc
- - —
«c = pec

Der Beweis von b® = ¢ q erfolgt entsprechend.

In Bild A 145 sei BC = a und DC = B,

- = —_ - —_ -
Vorauss.: a *b=0; h:+p=0; h*q=0
Beh.: h2=p'q
. T T - T
Beweis: BC =a=h+p; CA=b=qg-h
—_ > e — 2 —_— —-
a b= (h+pkqg=-h)=hq=-h"+pq-=-hp
2 = —
" =p.q=p-gq
- - =
;(1”():“;{(.],—;):?;4(?,;):8
a) &=53,1% P=36,9° y= 90°
b) o = 68,2% P=56,1°; Y = 42,0°

c) O = 45,0°% P: 55,6% § = 64,9°

a) y=x+1 b)y=3x-3

a) tan( X tP) = M

e
cos( & t (5

a sin®cosfl

c) y = -3x

)
)

* cosdsin B

cos&K cos P

+ sin® sin

_ fan & t tanE
1 % tan tanP

+9 d) y = -

(Erweitern mit
5
cos® cosp

%x+6

b) cot( ¢ P) = 1 =1t “L‘tﬂ# (Erweitern mit

tan(d:F) tanot 2 tanP 1
tanatanp
1 - -
_ tanx tan +1 _ cotRcot + 1
= —_TP'1 ’ =

a—n-P- Tana cotP teota

25. Kreisgleichung: (x-3)2 + (y'd)2 =5
2
Ermitteln der Berilhrungspunkte: (1) (x°-3)2*(y°‘1) =5

(2) (8-3)(x,=3)+(=4+1) (3o +1)=5

Berdlhrungspunkte: P, (5; -2), P 2(2; -3)
Liénge der Berilhrungssehne: 1 = ﬁ
26. 2) 8,(4; 3), Sp(-3;3 W)
o
Tangentenanstiege: m, = %—, my =—3“-; Schnittwinkel: 90
b) 8,(55 3), Sy(4; H)

Tangentenanstiege in S, my = - %-, m, = 03 Schnittwinkel:
56,3° (123,7°)
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Ubungen und Anwendungen
= . =5 s
1. a) Vorauss.: CA * CB = 0; CB = AD
= = - "=
Beh.: ICK + ¢Bl = |cA - cBl
T g e
Beweis: CA + AD = CA +CB = CD
. — =x =
CA - CB = BA
ITB1 = I BAl, da Viereck ADBC ein Rechteck; folglich
— —
IcA +cBl = |cA - cal

b) ja

r — - - —
2, Zu zeigen ist OA + OC - OB - OD =

. = —
Vorauss.: AB = DC
Beweis: EA."EE-O_B’-E:aZ-OB"_OE-O_ﬁ

- e~
= BA +DC = BA + AB = o

3. Die Behauptung gilt filr beliebige Punkte A,B,C,D, also auch
fir ein Tetraeder ABCD.

Beweis: O sei ein beliebiger Punkt des Raumes. Dann gilt

AB +BE = 0D - 0K + OC - OB = OD + OC - OA - OB,
BD + AC = 0D - OB + OC - OA = OD + OC - OA - OB,
— —

— —
also AD + BC = BD + AC

4, a) afle vew. afl o
— — 1 —_- —> - —
b)) b=ra, -2<r <- 53 aber auch a = AC, b = CB,
|Z1=1%1und & (=, B) >120°
I

- —— —
= ra, r « 0; aber auch a = AC, = CB,

I=1%lund & @&, D) > 60°

-
by) b

-
la

5. a)1 b) 4,5 c) keine Lésung d) 0 e) -2 f) 1 oder -1

6.8) -1 D) -2 ¢)0 d) loder -1 e)z £)0

A —_ - - - :
7. ja, denna - b +c¢ =0

36

8. ja, aenn 2/l Dund @ + b +¢c -d =0
9.8)15 B 16 )6 @9 eF NI
10.A=A1+A2-A3mlt

Y.t 9
Ve 5 sy PR e R S xpmxy)
Ay = -—T—(xj, x1)’ Ay 2 253 3

Umformungen ergeben die Formel ().
11. a) A = O; die Punkte liegen auf ein und derselben Geraden
) A =23

12, a) m = V52, A = 32 b)m=1—3-.‘\=15 c) m = 5, A =30

=6 - = — > — 1 2 onT
13. AB = 24T - 1033 BO, = z(101 + 203); BCp = 3(-10i - 24)
c (185 5), Dy(-10; 15); Cp(hs -19), Dp(-203 =9

14, c1(6; -14), Cz('55 10)
15. ¢, (1 + 35 -1 -4V3), C,(1 -5V3; 1+ 4)

- (3. % {3
16. M(-3; 13 3), D(-25 -2; ), S(x3y3z), MA = (-2) « B

Die Koordinaten von S ergeben sich als L¥sung des Gleichungs=
systems
(1) MA - M8 = 5x + 2y -2z + 19 = 0
(2)MB - M8 = x+3y-z.-3 =0
(3) (x#3)2 + (y-1)2 + (z=3)2 = 354
s,(1; 85 20), S,(-T; -63 -14)
17. c(-2; 43 1), D(0; 03 6), E, (T3 -4; 0), Ep(1; 8; 12),
F (55 0; -5), Fp(-1; 12; 7), 6,(1; =25 -5), Gp(-5; 10; 7)
Hy(=3; =65 0), Hy(-3; 6; 12)
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18.

19.

20,

21,

22,

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

30.

5 — -
Gegeben: l|a | = ‘bl; E,D Mittelpunkte von ITC’ bzw. EE;

Gesucht: {(:, ) .
— -
Ausmy *my = (3 -3 -3) =0 folgta - T = gaz und
cos 4 @, D = 0,8; 4(3’. ) = 37°
12 21

a)—;;g-;—g v Y2 5
a) 3 b) rund 12,5 c¢) rund 5,7 d) g

) 4 . =
a)y-%-x*—g b)y:%-x-g c)_x’=t(.1"i)
a) X= (2 - 3001 + (3,5 + br)7
Der Beweis erfolgt mit Hilfe von my = - 1—.

m
OF (S e (Horer we (Y ee(Dren

c) ;:(_18) +t (_?), tE€P d) %

..
n
+O

3

S g

;
4
E
j[u
&
.
ot
m
o

A(T; -4), B(-3; - 8)

Tx + 23y = 289; AB = 24
a) A(8; 4), B(1; -3); KB =7R =10

b)) y = -x +5 ¢) éﬁ%oﬂ

- - - .
(a+b)(a-b)=a2-b2=1—1=0;|?|=1, 11 =1

21 :

- _(2 (34 - _ (2 21

X = +t| d S - =
(1) el (1) +r (77) oder 3y - 11x + 19 = 0

DMLY, re1 wuoH, r-f

a) x-1)? 4 (1221 b)) a4 (y - %)2 e %

34,

35.

36.

37.

38.

39.

40.

b1,

Ca) M(~h; <), ¢ o= 5, (x#)? + (y#71)2 = 255 5, (05-K), 5,(03-10)

b) M(1038), r = 5, (x-10)2+(y-8)2=25; keine Schnittpunkte

a) Mittelsenkrechte zu PQ: y = 2x - 9,5
b) Fir den Fall, daB 0(0Q; O) ist, gilt:

a

2
2 -2 (Kreis um (- 53 0) mit r = %)-

(x + %)2 +y° =
(x-a)2 + y2 = 1§a2; Menge aller Punkte des Kreises mit

M(a; 0) und r = 2a

o 3km> 2
a)PP=(121m, 15,2,] = 13 xm
1F2 o i 12
B.P
PLP, -
i s 1 R 0,463 X P, P,P62°
b) cos ¥ P PP, = = 0,465 X P, PPy
¥ mak ¥ BgFaFs I 13 . 146 3

178 m-s™Y; 6,2°
2! 160 5P .« P tp ¢
Bilapunkte: P,(403 0), B, (2535 13905 BiPpwd.8; By'Ry' 32,5

a) F(58,2; 345) bzw. F(58,2; -345)

a) sinx 5%%; Abweichung von NO nach N um 1,58°
sin 45°
— — - =1
b) v2 = VR2 + "w2 - 2vgevyrcos & (g, Vy); v = 514 km'h
2 o. g1

a) VG2 =\ro2 + vS - 2v v cos 207 vG\lSZBmS

v_ + sin 20° 5
b) sing = Cl % ~0,518; § =149
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- A\ 2 -1 0 46. a) x° + (y - 10)2 + z2 = 3600
St = v e
2. Pgy + Fgp + Fy = -F; Fgy = &y (_1)' 4 (:i)' Fu ")“{_‘1’);

. b) AB = 40T + 60 - 4ok; |AB| = 82,5 km; t = 0,069 h = 248 s
— e\ (P -1 = ¢}
Ay =50 Ay =15, Ay = 355 Fg = (5), By = (-13), =( 0); 47. 14,2 Einheiten
=5 -15, 35
— g 48. a =d sin (1 - —C08& )
—
[Fs,| - 515, |Fzl = 15%, IF;|= 35 - sin’x
.é_z—i A -1 49. Punkt der x-Achse sei A(x; 0).
43. a) vy = B,5° - 2° km*n™ = 1,5 im.n g o e N =
AP, = (=2 = x)i + 4j; AP, = (8=x)i + 6j
t1=%=¢f:§h=U0min N e
- 1 1,5 km*h Bei Reflexion: 4 (aPy, j) = 4(AP2, H
b)v=d22+252km'h_1=32km-h—1't=5—2=0‘Jh=2‘0min — - 4 = 6
2 s s HA v, N cos 4(“:1, 3) = > 3 cos ¥(AP2,J) = 5 H
- *-2—;:) +16 + 1 *8—x) +36
s, 0,4 b+ 2imn!=0,8kn
2<x<8
t3 = %—B—ML_T = 0,2 h = 12 min; by =ty 4 t:3 = 36 min <40 min Nach Gleichsetzen der rechten Seiten erh#lt man x = 2;A(2; 0).
km+h
Schwimmen: 40 min; Schwimmen und Laufen: 36 min 50. Punkt der Bande sei A(10; yo)'
— - »> — = -
% o AP, = -12i + (4-y ) j; A = =21 + (6-y_ ) j; 4 <y <6
4y, ﬁsim X = ___fsln 15 5 sin x = 0,4313; x = 25,5° 1 9 2 e -
15 km'h™ 9 kmen ™l s ’ . 12 —> 2
i Windri 4 o ° . yo.5° cos §(APy, -i) = ;5 cos ¥ (AP,, -i) =
Die wahre Windrichtung betrigt 25,5 + 15° = 40,5°, ‘V 4y o+ (“'yo)z Vu + (6—y°)2
0
us, x| - (cqsa
9¢ Aus (Y) Votlsina) * 5 51;2 folgt ¥, = ﬂg; A(10; 2g)
- . = : _ B2
() x = vot cosa 5 (2) y = vot sina - B, 51. grp: y+300 = tan 63,4°(x+400); tan 63,4°%2; ya2x + 500
_ o 4 =
Aus (1) ernfilt man t = —X__ ":os“ , in (2) eingesetzt gr: y-800 = tan 123,7°(x+300); y =~ - 1,5x + 350
5 S(=43; 414)
¥y = x tan -5'—2-x—z——.l7ﬂry=0folgtx=00der ’
Vo cos"®& 2
v sin 2&
%= 2 .
g

Die maximale Flugweite erhilt man filr & = 45°,

1

Fir vy = 7 m*s™ wird x & 5 m.
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52.

53.

54,

a) r =
c)y =
a) x =
d) oA
a) X =
b)

e)e =

5; (x-2)2 + (y=3)% = 25 ) x_ = 65 P (65 0)

%x -8; y= - %-x + ‘JB_; aus my = - ;——2- folgt tl_Ltz
(=2 - 26)T + (8+42t)F + (2+8t)K c) 60°

T8 = -27+87+2i; A =|0CI.IGAI- sin 60° = 3673 & 62,35
(2-26)T + 27 + (3-2t)K; B (-15 25 0)
(443071 + (640)] + (9+2r)K

4; s(-8; 25 -7)

B. Weitere Klassen nichtrationaler Funktionen; ihre Differen-
tiation und Integration

Lerneinheit B

o1ly-= 2x°x

o 2 a) f'(x)

d) £'(x)

£) £'(x)

o3 a) é'(x)
1. a) £'(x) =
e) £ (x) =

d) £'(x) =

£) 2Yilx) =

~

.a) £'(x) =

c) £'(x) =

-

e) £'(x) =

g

1

= 5% b) £Y(x)

1 3 1
= = e) £'(x) = 12x° - 4x +
2V Z

y 2
- 9x8 5 35x6 - ox e) £1(x) = X + 15x° + 14x
(x® + 5)
.3
2ﬁx * 1
=x% w b =%
2 - 30@x" -3 B o = Rt e 38
X
@x+1) (P=2x) = (xP+lx=t) (3x2=2) _ =x"-8x7+10x2-8
():5 - Zx)2 (:(3—2)()Z
3e(ex+d)? e) £r(x) = ;x
x2 _ 2+1 2x°+5
U 2
+1 = -1 t L -a
5 - B) g'(6) = ——
x x2 'vx2+1 ﬁ -2t
15,6 (5,2x-8)2 b) £'(x) = Bx - 10x7
4_ 2
x =3x°+6x+6 4) £1(x) = 2alax + b)
(x“+1)
~X £) £(x) = (x2+2x) x°+1
V1 _ x2 (x“+1)

h'(s) = p + 8s(1 + 52)3
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. a

c

. a

c

. a

b

a

b

c

a

c

b) F(x) = 6x° + x° - 3x + ¢

) F(x) = g5 Vesx - 333 + ¢

) F(x) = 3 + ¢

) F(x) =2 7Vx +¢

) F(x) =-I%-xu+c b) F‘(x):—g-xso%x“-%x2+c
)F(x) = - 2- 4 ¢ a) F(x) = Vx+7 + ¢
=
_ 1.6 2
)f(x)-3-5x-x +5x +2

) BB Bilax) = 1x3 + %—x -% (nicht eindeutig)
1.
) F'(x) = 6'(x) = ———
(x+1)
) F und G unterscheiden sich um eine additive Konstante.
o X oox¥l=l. 4 ”
RAC - dal i+ S L

)X1=-%15.;X2=%-15— b)x1=—§-ﬁ;x2=?{;

)y = 2x

8. £ (x) = —= =1;' x = aj f'(a):Va_
ox-a = ’
Lerneinheit B 2
o 4 a) 51(0; 0), 82(2; 0), S}(_S; 0)
b) Nullstellen von f': x, = -1 +VL_}; xp = -1 - 1%

f'(x) < 0 fir X5 € x < x4; dort f monoton fallend

£'(x) > 0 fiir x < Xy bzw. x > x,; dort f monoton wachsend
3

e 4'\'1 2 5 3
c) f‘(xo) =0 filr x, =*-1 = {5 (notw. Kriterium)

f'(xo) = 0 und f"(xo) $0 (hinr. Kriterium)

d)

e)

f)

£1(x) = 3x2 + 6x - 10;

£(x) =0 fllr x,, = <1 + vi—%,
f"(xol) = -6 + 6 w% +6>0;

f“(xoz) = -6 -6 w% +6<0; Xgo Maximumstelle

£"(x). = 6x + 6

= 13
Xgp = <1 - v_s

X1 Minimumstelle

lim (x° + 3x2 - 10x) = +00; 1lim (x° + 3x% - 10x) = -00
X=*+00 X—» =00
Wb(f) = P

05 £(-2) = - 3,55 £(-1,5) = -24;  £(-10) = - 0,23

o 6 b)

d)

e)

f)

1. a)

b)

c)

verem =% o verm - Feadn o<n<s
V' o= £t(n) = §52 -Xn2; y" = £M(n) = - 2%n
: G, - 2% &3
Byay = ;. it Max = ?7"'13—8
f ist in den Endpunkten des Intervalls nicht definiert.
Da f fiir alle hmit 0 <h < s stetig ist und im Intervall
genau einen lokalen Extremwert hat, muB8 das lokale Maximum.
zugleich globales Maximum sein.
. X, e L1
TMax = 3%  Dygy = 38
1 1
Xo1 = V2, x5 = \z; Pyay(05-2)5 By (Y75~ 1?'), Puin(425 - 1%)
2.9
lim f(x) = +e0; Db(f) = P, Wb(f): y = -¢
x— 100
x. = =13 x_ = 1; keine lokalen Extrema

1; Db(f): x €P, x $# 1; Wb(f): y€EP, y+ 1

4, _ 4 -1,3;
= 25 By (-3 - gl6) ® (1,35 1,1)

+o0; Db(£): x Z -2, Wo(£): y = - %Ts_
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15
d) Xy = 55 Xgp = 755 Byay (03 7R

< <15

po(e): -5 S x S5, we(e): 0 Sy TR

2. a)xg; = 0y Xgp = 33 Byoy (05 0), By (25 -H)

1im f£(x), = +60, 1lim f(x) = =00; Db(f) = Wb(f) = P
X—+00 X= » 00

b) x_ =0, x Uy Pyy (s - 1—15)

o P

> 1
1im f£(x) = 0; Db(f): x €P, x # 45 Wo(f): y = - 15

x—+ioo

Db(f): O s x 3 3; keine Nullstellen
By VO; £0) = 3, 23 = V3

<
3. a) Nullstellen filr @ = 0 : Xy = Fq, Xgp = -V-q

c

<

b) lim f£(x) =1
—t0o

c) Wenn q > 1, 80 Py, (05 q); wenn g < 1, so Byy (05 a)

10 20

4, r = em & 6,8 cm; h = em =13,7 cm

5. P(1; 1)

Lerneinheit B 3

o 9 Stetigkeit im angegebenen Intervall

3 :
010 J;S ar = 5 -4 b = -5 d@ =0, d» =5

1.0 »E 9F 0R-1

9306V -1 n§cV-213

2. &) -9 b)l.“3r Q) b,12 @y 4 (A7 -V
31 2 -1

3. q=8 4., q = 0 oder q = 4
¢ 2 % iise? 257

5 A=J (x-2)%x = 3 6. A = J (x”+5x“+lx)dx = S5 21,4
1 1

7. Nullstellen: x_, = -4, Xgp = -1, X5z = 0

(<]

-1
A= { (x2+5x2 +lx)dx | + J (x3+5x2+hx)dx | = ﬂ% + T; = 1%
R =

4 . S—— '
8 A= J; (g(x)=f(x))dx ={ (= gx“+3x + 6)dx = 27

9. B P25 1), P65 9) aa=%

Lerneinheit B 4

0 12 a) %xu +¢c  b) - % +c¢ e) ;x &J; +c d) g« ZJ;E +ec

0 13 Es sei (x*)' = rx* 1 = x-l, r €R.

Koeffizientenvergleich liefert r = 1.

Exponentenvergleich liefert r-1 = -1, also r = 0; Widerspruch

Lerneinheit B 5

0. AT 4 110 10,5 0,1]0,01

X 12423
‘I"(X)Ii Io,s '0,25—[0,1 [ 2 l10 |10

L



o 18 Andeutung des Beweises des Induktionsschrittes mit Hilfe

48

7. a) 193 b) 807 c) 0,4
8. a) 204 b) 673 c) 0,6 d) 3,2

von Regel (5):
Voraussetzung: d)(xk) =k é(x)

Behauptung: Q(xkﬂ) = (k+1) Q(x)

Gl = Pxkn = q,(xk) + $&x) n. (5)
k@(x) + d)(x) n. V.

x+1) )

CP(xy ot oxp) = f(xg) + £(xp)

a) xg * Xy =14 x -1+x-1

SR AR e

c) (xl-x2)3-1=x13-x23-1¥x13-1+x23-1

x x
. Beweis von (6): @(xl) = ¢(é * %) =®(3%) + d)(.xz)

= 4)(1—:) =Pexp - Dixy)

Beweis von (1): O (P = ) - ) ' n. (&)
' =-dw n. (1)

chy = D) aym Ban) ~ho) =Pa) +hv) -Pev) = Pea)

ax
X

]
><|Q-
]
"
I

. a) 1,6094  b) 3,9120  c) 6,2146

d) 8,5172 e) - 0,3567 f) - 2,9958

. a) 6,0753 b), 3,7727 c) 1,4701

d) - 0,8325 e{ - 2,3026 f) - 1,2040

d) rund 1,4

Lerneinheit B 6

o 19 Stetigkeit und Monotonie der Funktion y = 1ln x

100 101

020 xy e <x, mit Xy = 1,01 und x, = 1,01

Aus 1g x5 = 0,432 folgt Xy = 2,70.

Aus 1g x, = 0,43632 folgt Xy = 2,73,

a2 ®3F -1 a-3
% g) -n h)-%

n

=nlne =n; Ine™! s (n#1) Ine=n+

Lerneinheit B 7

o 21 Anwendung der Kettenregel

(Zwischenwert-
satz

o22a)e b) e o)ed a)e? e) o2 £y e
023 210 = BRE, ped; 95 y-9 = & (o)), v = Sy 0
o 24 [% 1n (2x-1j %5:2(n10-1n5) =3 1n2
3
' | ' o | ' = a
foa) £ s ke B ) =l o) rr(n) = B
a) £'(x) = MYZ‘X_'Z e) £1(x) = LZ’
X 1 - x
2.08) 100 s fh e D) £ 3 o) £ = R
@) ) =143 o) ri(x) = X2Inx 1)

(1n x)

49



3. a) Induktionsanfang: (n = 1)

*
4,

50

b)

rrix) =

1

£U(x) = % baw. £'(x) = (-1)° . gl= %

Der Induktionsanfang ist richtig.

Induktionsschritt:
Vorauss.: I‘(k)(x) = (-1k1 . ﬂi_ll!.
x
Beh.: (k) (g o (oq)k K
x
Beweis: () o [pH) )] < [kt . Qti_i)_l]'
x

= [kt . (k-mx"‘]'

2 [(-1)"'1 . <k-1)x(-k)x""1]

= (-0 .
Der Induktionsschritt ist richtig.
Aus richtigem Induktionsanfang und richtigem Induktions-
schritt folgt nach dem Prinzip der vollst#ndigen Induktion
die Richtigkeit der Formel fiir alle natiirlichen Zahlen n
mit n 2 1.

=(x+1)
x(1+x+ln x)

-(x+1)
(14x+1ln x)

x » £'(x) =

" 1 ln x 14x+ln x
Tx) - [f(X)'l“ x -1]' T+x+ln x [1+x$Ih X = Tix+ln x J
< 2n x-l-x-lnrx & ~(x+1) s algo
(1+x+1n x) (14x+ln x)
x » £'(x) = £(x) - [f(x) +ln x - 1]

.a)y=x-1

b) y = x

. Berilhrungspunkt P(e; 1); Tangentengleichung y = é X

. Schnittpunkt S (4%5——; —33—); Schnittwinkel g > 49,6°
e =1 e -1

10.

11.

12,

13.

14,

15.

16.

a)

c)

. a)

c)

a

a)

a

b)

a)

b)

a)

b)

a)

a)

2

F(x) = §1n I3x-2| + ¢ b) F(x) = éu n2 +c

F(x) = éln(ax*b) *+c

F(x) = - §1n l2-3xl + ¢ b) P(x) = ;ln (7x+3) + 2x

F(x) = 1n2 + 1nlxl + ¢

é(e201) A 4,195 b) 2¢ 5,437 ¢) 1n2 0,693

2102 40,602 b) $ink ~ 0,462 ¢) 1n2 + § w1,860

2

+

c

1.4
Nullstelle x,=1; El(l;o) lok.Min.Pkt., Ez(;zi:z) lok.Mx.Pkt.

Keine Nullstelle; E(e; e) lok.Min.Pkt.
1 .1

Nullstelle x, = 1; E(=—=j;==—) 1lok.Min.Pkt.
13 2e

Nullstelle x, = 1; E(e; 3) lok.Max.Pkt.

43 d =2 -1n 4 »~0,614

%, =

E

xg = 513 - 1)~ 0,366 a = (315 - H41-1n(36 + ) ~o,82
In @ =1 b) 2 1n 4 = 2,773

Ine =1 b) %(1n 9 -1n7) 20,126

Lerneinheit B 8

0 27 Stetigkeit, Monotonie; ¥ differenzierbar, wenn f'(x) & O im
betrachteten Intervall

1. a) 1,3771

2. a) 4,7115

b) 1,0202 ¢) 0,1353
d) 0,3679 e) 0,5 £) 0,3465
b) 1,0833 c) 0,0183
e) 0,3333 £) 0,2310

d) 0,6065
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3.
4,

a) 0,46 b) - 0,86

a) 1,80 b) - 1,45

Lerneinheit B 9

c) 5,30

e) 2,71

d) 1,39 e) 6,91

d) 2,08 e) ¥ 10

1 &
0 314A-= X4x? = [eX + 3] - 1 1,1 2
-{ (e®+x“)dx [e +3x]_1 et+tgF-z+tzze-e + %

1.

10.

52

. a) F(x) = -e

a) £h(x) s 262%

d) £*(u) = - 3e73u%

a) £'(x) = 4e?*

b) £1(x) = e

e) £1(t) = ze

e) £1(2) = e*(12542T) £) £1(x) = He¥e™)

) £1(x) = 278 12X

e) £1(t) = - %e

i /
D £ = e® T o) @)=z (10 1) 1) £1(x) = ReFae™

a)y=x+1

.a) y==x+1

1 3x

va)?(x)=3e +c

e) B(t) = eSt+7 + e
-x+5

+c

¢) F(t) = - %ez'“ ‘e

1:
a) 2'5%2,35

A
a) e - SR 2,35

A= ed-e 17,37

-x_ 2 “x

= xe "=x"e © = y=xy = (1-x)y
2x + 1 e) y =x
1 .
-2-x+1 e)y=0

b) F(x) =.§e"x %8

d) F(x) =eX +ex +elnx +¢c

-ax

b) F(x) = - +c

= ﬂ?rl,b—-

d) F(x) = %-x + %eh

2 %ln X +tec
b) - é((—:"1 - 1)t_>l*§ - 0,632
b) a(e-1) =~ 1,71a

1.h=e-L22,35

12. a) S(1; 0) c)A=e-§~1,38

13. a) Nullstelle x, = O E(-1; - 2) lok.Min., - La-0,3

b) Nullstelle x, = 0; E,(0; 0) 1lok.Min., E2(-2;u1-) 1ok.Max.,
e

H_e_ 20,54 -

14, a) Nullstelle x, = 0; E(1; 2) lok. Max.,

b) Nullstelle x_ = Oj El(O; 0) lok.Min., E2(2; u—e) lok. Max.,
e

o
52- 20,54
e
Lerneinheit B 10
1 (4
032 (a%)" = (XM :inaeXP®:afana

033 £(x) = 2% P(13 2); f£'(x) = 2¥In2

y-2=21ln2(x-1), y=(lnWx -1nk +2

o34a)2X=8;x=3 ) x = =4 e)x=2 d)x-=-1
0 35 £'(x) = a¥ln a, a*> 0 fir alle x, 1n a >0 fir a>1,
1n a<0 filr 0<a<1. Daraus folgt a*¥ 1n a > 0 fir a>1 und
aX 1n a < 0 fiilr 0 <a<1, Daraus ergibt sich unmittelbar
die angegebene Monotonie.
1n(x, *x,) 1n x 1n x
12%2 1 2
*TaE - 108g%y * 108X

0 36 logy(x4°%p) = —yro— ° Tna

1. a) £'(x) = 5In 2 + 2% b) £'(x) = X* 1n &

¢) £1(x) = x% « 3¥(34+x 1n 3) d) £'(x).=2 1na * a®*

53



2. 8) £'(x) = =27%1n 2 b) £1(x) = -2(1n 5)2 . 572X Lerneinheit B 11

) £(x) = ﬂ"—iﬁ'L}l Q£ =ma-al 0391 = 1.382‘13'.‘& =t “'o*sgit;;‘;n‘ ~5 - 10%% =~ 15%a
3.0 £1x) = pyiy B) £1(x) = pyBs 3, &3 i) Smge 1h . 1015 mbar -e- FORO B ~ 789 mbar

) £1(x) = - zyioe D £ = e b)§§°=p°'e-%h$ I ap—
e ol xiTx BISSR =Tgs ﬁ ¢) 953 mbar = 1013 mbar * e Bb%o—“;; h = -8000m-1ng333 & 658 m

c) £'(x) = x—'r‘m 4) £1(x) = logyx - ﬁ? d) rund 988 mbar

- -1
5. 070 Ry ee MR =R e et F ;-: Yo N "::ki :- 1"1!11? - 1'6' ‘:18 5
o = No& 3 m—‘f ’

c) P(x) = logyx + ¢

o
o018 1 L N Y R Ny

6.0 P = gBr v 1) R = pie v o B) N(E) = N, * .
B 1n B e Lerneinheit B 12

T.8) yyiy 82,16 b) pio(a-1) ¢) 3. 1g10 = 3 o 41 1,0472; 2,0945; 5,A454; 2,0002

8. &) 2y &1,82 n &t e) o 1. 8) 0,3665 b) 1,2566 ¢) & d) 13,9627 e) -2,1993

2. 8) 0,8029 b) -4,8869 c) 3X ) 0,175  e) 1,7453

-~

9., @) y=x1n2+1 Db)y=-x1n2 +1 c)y=l; (x-1)

o

] ] ~143° q
10. &) y = x 1n 1041 . b) y=31n3(x-1)+3 ) y= E r11 (x-3) +1 3. a) 57 b) 115 c) 3 ) 90

9 0 150°  a) -184°
~3,3x - 0,3 ®0,3x + 0,09 4, a) 5,7 b) 573 c) 15

5. a) 0,644 b) -0,96 c) 0,54 d) 0,547 e) 3,78

11, a) x = 1__.1.61 0.4 .1
TRI 0 B x sy £) -0,94 g -0,306 h) 2,75 i) -0,892 k) 0,707

o C ruotX, e e g

12. A = f£(x) = x+*2™%; 1, Seite: Xg = 17 w 1,44,
1

2. Seite: 2Xg=2 1N2 . 1 ~0,37;5 4

6. a) -084 b) -0,84 c¢) 1,158 d) -3,44 e) 0,932

Max ~ ml‘z‘ ' el 20,53 £) 0,5 g -0,866 h) -0,194 1) -0,84 k) 0,99



T. a) x = 0,9267 + 2kX ; «x
b) x = 1,7017 + kX ‘
8. a) x = 1,4399 + 2 kX; x

b) x = 0,3805 + kX

-

9. a) 5% i o1
10. a) nein  b) nein ¢) ja
Lerneinheit B 13
o 47 a) , b) X1 =Xy bzW. x,=0

1. a) cos(43°017°)=c0560° = %

2, a) sin(104°-14%5ingo® = 1

= 2,2148 + 2 kX

= 4,8433 + 2 kX

DR £

d) ja

und x2=x

¢) x,=0 und X5=X

b) 8in(56°+34°)=8ing0° = 1

b) c0s240%= -cos60° = -;-

3 sin(x1+x2) s sin(xl-(—xz)), dann (%)

=

cos(xy +x,) = cos(x,=(x,)),

dann (¥ %)

5. a) cos®cos60° - sinelsin60° + coscos60® + sin & sin60°

= 2cos & cos60° = cos

p) SinctcosP - cossinB + 2cos™ sin
2cosatcosf - cosotcosP - sinot sinP
= SMELED . oan (ke )

cos(a +[3) :

6. a) (sinzx + coszx)(sinzx -
b) sinzx + coszx = 13 s:i.n2

sin x - 1+ cos x
221,008 x

T=cos x  Tsin x

56

coszx) = sin

x = (1 + cos

(x $ kL)

)_sin®cosf + coseatsin
cos®cosP - sinotsin

2X - COBZX

x)(1 - cos x);

2

. 3 M) s 2
7. a) sin“x + cosax = slnzy - coszy; sin“x - sin"y = cos"y - cos“x
) 2sin x cos x " Zsinzx [ ES - 28in®x cos x _ Ztanzx
i G2
%’ﬁ - sin x cos x cos x-sin“x cos x cos x cos“x

g*

Wenn 0<x<§, so 0<sin x<1 und O <cos x <1,

Aus cos x<1 folgt 2s8in x cos x<2sin x; sin 2x £2sin x.

Lerneinheit B 14

1,
3.

a) I ) 6X 2.2) 28 w»ix
a=1, b=1, c:-%l; f(x):sin(x-%l)

a=1, b=2, ¢=0 3 f(x) = 2sin 2x

Lerneinheit B 15

o 52 Ergibt sich aus coszx = 1 - 8in“x.

2

1-sin2x-sinx=%-

sinzx + sin x - %-'= 03 8in x = é—; X, und X, sind L&sungen

1

Bestdtigung:
2 X in k-3 _1
5T TZ°TW

x; =% cos® § - sin

x2=¥3 coszgj-singz=u--%=zy

N

1
z
1
2

[N TR T

o 53 a,: 5in(30°%+k+360°) = cos(60°+k-720°); sin 30° = cos60°;
o, sin(150%+k+360°)= cos(300%+k:720°);sin 30° = cos 60°;
a3: 5in(270°+k+360°) = cos(5D0°+k~720°);sin270° = cos540°%; -1=-1
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58

. a

 a)

c)

. a)

c)

. a)

b)
c)
d)
e)
a)
b)
c)

d)

e)

. a)

b)

c)

-

b)

c)

Xy = % X+k.2X

Xy = % + ko >
x1=%1 + kX

%y = 53,1° + kX

x; = 135°%, x, = 315°

Xy =45, xy = 1359,
Xg = oO‘ Xy = 900.
x; = 60°  x, = 120°,
= 30°, Xy = 90°,
X, = 210°, X5 = 2700’
x; = 0%  x, = 180°,

Xy = 45° + k .+ 90°, x5
=15% + k * 180%, x,
Xy = 29,1° +k + 90°, x5
Keine L&sung

x; = 30° + k . 360°, X,

x; = 30° + k

360°, x, =

) x; = 75%k-2X; x, = 165%k-2X

X 16 X

b) x; =gt k2k; X, =T+k.2x

x5 = 180°%,  x, = 240°, xg = 360°

X3 = 234,7°, xy = 305, 3°
x5 = 360°

X3 = 225°, Xy = 315°
Xz = 180°, Xy = 360°
x3 = zuo°, Xy = 360°
x5 = 150°,

Xg = 330°

x5 = 360°

=k - 180°

o

75° + k - 180

= 74,1° 4+ k + 90°

= 150% + k .+ 360°

150° + k . 360°, x5 = 270° + k.360°

Lerneinheit B 16

o 55 Spalte rechts (von oben nach unten):
0,0175; 0,9998; -0,0002; -0,0115; 0,0175; 0,0175; 1

057 (tan x)' = (B - L -1 4 tan’x

cos“x
' '
(cot x) = (—-i-—-:°: ;) = ——5—_1 = =(1 + cot?x)
sin X

o 58 a) F(x) = %x +c

b) F(x) = e*
c) F(x) =V +¢

d) F(x) = %xj +5x +¢

1, a)f'(x) = 2 cos x b) £'(x) = cos(x+2) c) £'(x) = abrcos(bx+c)

d) £'(x) = —So8 X e) £1(x) = Xc08 x - sin x
2Vsin X xz 2

£) £'(x) = eX(sin x + cos x)

g) £'(x) = 3 sin®x cos x

b) f'(x) = =cos(2=-x)

L cosVx

. a) £'(x) = 2 cos 2x

n

"

E) f'(x) = -2 sin x cos x d) f£'(x)

sin x - x cos x

e) £'(x) = =
sin“x

£) £1(x) = % cos(ln x)

g) £U(x) = - 2 cos x
sin”x

59



3.

(sin x)"

4, (sin x)"

5. a) £'(x)

60

b)

o &)

b)

. a)

b)

c)

d)

a)

b)

c)

d)

a)

c)

£4(x)

= cos x = 13 x = k. <2

= co8 x= 03 x=§-+kI

cos‘ﬂ, P (12;
2% o T

2.2 cos‘ X, Py (%; 13_).

f'(x) = -2 sin x cos x,

£%(x)

¥yt =

vyt o=
2

-a® + sin ax + k + sin ax = 0; k = a

¥y s

yt o=

-52 .

£* (x)

()

2 cos bx + ka -

5 cos(in x), Po(l‘

cos x, y" = -sin x;

a ¢ cos ax, y" = -a2

-sin x, y" = -cos x;

-a + sin ax, y" = -a°

cos ax + k ' cos ax

a + cos x, y" = -a .

sin x + ka + sin x =

ab * cos bx, y" = -a

2-sinbx+ka-zain

-a + sinx,

cos x + ka * cos x =

-ab . sin bx, y" =

= =2 tan x

s X oS X

y" = -a -

cos bx = 0; k = b

2
1, &) =05 y
ORI E

P,(0; 1), £'(0) = 0;

0), f£'(1) = 1; y

-sin x + k + sin x =

+ sin ax;
2

-cos x + k » cosg x

+ cos ax;

=0; k=a

sin x;
0; k=1

2

bS *+ sin bx;

bx = 0; k = Db
cos xj;
0; k=1

2

-ab~ * cos bx;

2

b) £'(x)

03

= Zsln X

«cosx+1n2

(cos x - x sin x) d) £'(x) = e¥sinX = 0

10.

11,

12,

13.

14,

15.

16.

-~

a

b

-

-

a

b)

a)

b)

a)
b)

e)

a)
b)

c)

a)

a)

£ix)

a .« cos ax a
—————— = ——— + cQt ax
sin ax*ln a in a

(a> 0; a # 1)

£'(x) = a¥ln a * sin x + a¥ .

cos x

= a¥(ln a * sin x + cos.x)(a > 0; a # 1)

ft(x) = -sin x, P(‘%; 0),
N S TR
3
£'(x) = —=—, P(0; 0),
= cos 'x

£r(0) = 13 ¥ = x

£1(x) = -2sin(2x - ),

P, oo y=a

£r(x) = - ;Iig—a
X

P(%; 1), f'(%) = =23 y = =2x + % +1

F(x) = =-cos(x + %) +c

F(x) = i- sin 2x + ¢

F(x) = - % cos (2x - %) +c

F(x) = sin(x - ;) +c

F(x) = =2 cos é-x +c

F(k)=asinx+9cos%x+c
1 b) 2

o] b) 1
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Lerneinheit B 17

0 59 £(t) = 2e Fcos t; £1(t) = -2e ¥(cos t + sin t);
£(t) = be™® sin t

FX 2k
£106) = 0GRy w2l = 2e" -

§ 2] o

-%I +ie2X'

£7(8,) = £ (FX 4 k2D = be -3 >0

f hat an den Stellen t, = 20+ k2X ein lokales Minimum.

T
==X +k2X,
£1(8,) = £ (F+ k2T) = - 26 7 [é'ﬁ-%‘ﬁ] =0
-IX swox
£(t,) = £"(FR+ k2K) = be ¥ (-3 <o
f hat an den Stellen ty, = %—I + k2X ein lokales Maximum,

1. a) Nullstellen: X, = kX
£r(x) = 3 Binex cos x, f"(x) = 6 sin x coszx -3 sinjx
X
Eyay (3 *+ 2kX; 1), Eyin(3X + 2kX; -1)

b) Nullstellen: x,, = ¥ + kX, %0 = 3K + kX

f"(r) = =sin 2’,
EMax (el ’})'
c) Nullstellen: x, = -43-1+ kX

t’“(f) = -2cos 2¢
X - q:
EMin(? + kA - !')

£r(x) = 1 cos 2x, f"(x) = - sin 2x

EMax(§ + kI3, Eyin (%Io Kkl ; 0)

62

2. a) Nullstellen: x, = kIl
f£'(x) = sin 2x, f£"(x) = 2 cos 2x

Enn(g + ki 1), Eyy (kX 0)

b) Nullstellen: t, = k2X
g'(t) = cos 'Eh gn(t) = - é- ain%
Eyay (X + 4cX5 2), By (304 4kX; -2)

c) Nullstellen: Xgq = kI, Xgp = % +' kX
£*(x) =.cos 2x, f"(x) = -2sin 2x

EMax(§ + kX; é-), F'Min(%l* kX; - %-)

3. Nullstellen: xy, = £ X + 2kK, x, = X + X
f'(x) = -ein 2x + cos x, f"(x) = -2cos 2x - sin x
Eyay(E + 2kX;5 1) und By, X +2kX; 1)
EMin(é + 2kX; %») und EMin(%I +2kX; - g-)

4. Nullstellen: t, = kX

£1(t) = e ¥(cos t - sin t), £"(t) = - E—%M

T e
EeaxXs o ¥ % A, n, @K Xy - -

Eyvax (T ;e . s Eninly 3 z

5. .Hegen f'(x) =1 + cos x z 0 fidr alle x ist f dberall monoton

wachsend.

2X-2kX
=k . 1v3)
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Lerneinheit B 18

1. A = £(y) = ab -« siny; 0 < y < 180°

A' = £'(y) = ab + cosy; A" = £"(¢) = -ab - siny

t"(') = 0; cos‘r: 03 = 90°; f“(g) =
f ist stetig und hat im Intervall (0°; 180°) genau ein
lokales Extremum (Maximum f(-g-)), deshalb lokales Maximum

zugleich globales Maximum; Flidcheninhalt filr
¥ = 90° maximal. !

-ab < 0

2. b) 8 = h(x) = £(x) - g(x) = sin 2x + 2sin x
h'(x) = 2 cos 2x + 2cos x; h"(x) = -Usin 2x - 2sin x

3. B = Tcosv, sin lf B = f(f) = Lk sinzllcos lf
B! ‘lk(2cos T— sin? Y), B" = 4k (-3 sin 2(!)

tangp 1_.?5-5‘4.7 ; h=.£1r~{2_m

4. Die vorwi#rts bewegende Kraft F; - Fg muB m8glichst gros
werden, damit der die Reibung Ulberwindende Teil der Kraft
am kleinsten wird.

v = Ft s

Fy = f(x) = F f:osot -pm(Q - F sink); Q, F = const

Fp =n(Q-F,); F; = F cosx; F, = F sino

Fv' = f'(®) = -F sinc. +uF cosel; FV“ = -Fcos® - u F sina

Fy' = £'00) = 0; tan®ky = u = 0,07; L 4°

2 . 2v, sin«
5. x = vt cosx; y = - £t +v°tsmu=o;t=g_ (t 4 0)
v°2 sin 2 &
x = f£(X) =
g
2 2 .

2v° cos 2 X uvo sin 2 & o

x' = = s x" = - = s cos 2= 0; &= U5

Lerneinheit B 19

¢) rund 1,71 a) 4
¢) rund 0,245 d) 4

1, a) 4 b) 2
2.a) 52 1) 6

3. a) rund 4 b) X 4. a) rund 1,4 b) rund 6,93
5. % G X

Weitere Aufgaben zu den Lerneinheiten B 6 bis B 19

1, a) 1,9459 b) 4,2485 c) 6,551t .d) 8,8537
‘e) 6,7298  £) i,h272 @) 2,1246  h) -0,178

3, a) 83 b) 744 c) 2,8 d) 26 e) 804 £) 1,6

U?a)lnb:lna+1=1na+1ne=1na-e; b = a-e

b) b ist eindeutig bestimmt.
2 A
¢) In jedem Intervall <a; ae? (a = 1) bzw. {ae; & (0<a<1)

nehmen die Funktionswerte von f(x) = 1n x um 1 zu.

2
=3 £e = - i e) £'(x) = 3x“1n x
el kb x Bt m
f _ _bx
Q) rix) = 2 o) 1100 = - 1 0o = X

6.&)y=)1(—'x+1nxo-1

b) sy(o; in x, - 1)
o

c) Gerade durch die Punkte (x,; 1n %o) und (05 1n x, - 1)

7. ) F(x) = 8ln(zx + 5) b) F(x) = sln(bx + )
100
in x =3 [1n(2+3x) gln g-
8. a) [2—131" o T
c), d), e) siehe Seite 66 . )
9 'Y="§‘x’1% ; A:%—lnﬂ%i,BSB
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b) 075 = £115° & 2,12

10. a) 20,086 c) 54,598
2y #2370 o (91.35)23 14,9 e) 0,0743  £) 0,0408
g) 0,0067 h) 0,9231 LDl k) - 0,3466
1) -o0,2310m) -

11, a) 2,49 b) 4,60 c) -0,24 d) -1,22

2 X
13. a) £'(x) = xe¥ b) £'(x) = 2xe* e) £'(x) = ﬁ_le (x=2
X

d) £'(x) = e*(1n x + %)

e 2.8, £00) = X, £(x) = 265, £(x) = ¥

15. Nullstelle von f: x = 1; Tangentengleichung: y = e(x-1)
Sehnittpunkt Sy(O; -e)

16. a) x & 3 b)xw-%

8. ¢) 3e’ - %) a 538 a1 -1 =0,864
e) & =6° & 9 -§ﬁ19:°3

17. a) &2 + e224 5,5 b) F(e?-e) - 1n 2 ~ 1,64

» 2

1g. b)AR=U—26/' (2-e™)dx = 6 - 2 1n 4 =~ 3,227

19, y*' = £'(x) = ex(x2+2x-a). Wenn f£'(x) = 0, so
x°= =1 % '1 +a ., Fir a €-1 haben die Funktionen keine

lokalen Extrema.

20. a) Nullstellen: X 4 = 3, %55 = £y

21,

23.

£r(x) = eX(x2 + 2x - 3); £"(x) = eX(x® + Ux - 1)

Epay (=33 67). 53 ®0,3; Ey; (15 -2e), -2e » - 5,4
e

b) Nullstellen x_, = B x5 = S5

1
1.2%

1.
£1(x) = 1ét-rz’x(xzﬂht-‘i); £"(x) = ge (x2+8x+3)

By (55 22, 22 1,65 By (15 -4Te), -4Te m 6,6

SR

X - x-4
c) Nullstelle: X5 = 2; £Y(x) = eLx—, £"(x) = —-ex
1 1
(3; ) 0,05
Eyax (33 :5 * ;3 ®
x+2 _ x+1
d) Nullstelle: X3 = 3 f£'(x) = - eT, £f"(x) = —ex

EMax('Z; ez), e2 & 7,4

3x
a) £1(x) = =21n 4 » 472X p) £r(x) = é-ln 10 * 10

c) £1(x) = 22%*3 4) £'(x) = Ina
o) pr(x) s €1 =Ina) 4y pi(y) = b 1na - a®(@?* - 1)

ax

1
) £1(x) = ——d) £'(x)= *Ine

a) f'(x) =0 b) £'(x) = 10337 T
1
e) £1(x) = 3(10333)()2-;1—"? £) £'(x)=a*(1n a‘log,x + yirg)
) . 2x
a) F(x) = gqmp * 2 b) F(x) = y2=—m * 10

c) F(x) = 171-3- . B‘Ix d) F(x) = a log,x
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24, a) %3, + U4 oa 11,3

. :
=) g =012 O 725

25, a) y =

26, £'(x) = 2¥ 1n 2 = 10;

c)}':lnﬂi-o-(x-l)

8 1n 2(x-3) + 8
d) y

x % 3,85

® 5i52® - 2% s 26,9

~ 3,90

b) y = =x 1n 10 + 1

= 1
"o Inaotx - 10) +1

27. a) f'(x) = a¥lna = k - £lx)3 1k =00t

b) £"(x) = a¥(1n a)2 = k2 .

£(x); %

28. a) x:—i_-o’]‘7 b) x = 1

29, a) y = gx .

30. a) sin
31.a) p=2X b)p=2X

32. a) cos x(1-cos x) = 0; Xy = o°

in 10

e) A =5 -

o b) tan o - tan’l

.c)p:I

» Xy =

b) sin2x = 0; Xy = 0°, &, = 90 5 i

3

e) cos2x = 03 x, = 45%x, =135°, x, -

d) cosx:é—odereosx:-%.

X1=

3

3

60°%, x, = 120°, x5 = 240°, x,

e) tan & = 13; LA 60°, &, = 240°

£) sin x

X1=

33. a) keine

68

b) xq =
c)lh:

= 0 oder cos x = 0;

o
0% x5 = 90°, x5 = 180°%, x, =

Lugung

k:180°, x, = 53,1°+k-360°, X3

90°+k+180°, ¥ = 45°4+k.360°,

-231n2

=1n a
0,78
5

mz 0,67

d)p=2X

o
90°, X3 = 270°, x) = 360°
180%, x; = 270°%, x5 = 360°

225°, Xy = 315°

= 300°

270°%, x5 = 360°

= 306, 9°+k-360°
¥ = 315%+k-360°

34, a) x, = 48,6%+k-360%,  x, = 131,4%4k360°,

35.

36.

38.

39. a) F(x) = %-sin()x 4§) +ec; b) F(x) =

4o, a) [ain x] ='0

41, a) [- cos x]: - 0,46

b) x = 45° + k + 180°

a) £f'(x) = -2 sin x

x5 = 30%+k360°, x, = 150°+k360°

¢) x «17,6° + k * 180°
b) £'(x) = - é‘ sin(x *g)
2 2x 5
el Sl = ey d) f'(x) = 2 cos 2x
2 & cos“2x  sin“x

e) £'(x) = Ei&;—%'—lf) £t(x) = 4 sin x + 2x cos x

’l-.an x=1
coszx(tan x-l)zﬁan x +1

b) £'(x) = 2 tan x(tan®x + 1)

g)ift(x) = =

a) £'(x) = -sin 2x

s At = AP <
¢) £'(x) = zsin x + 2sin bx d) £*(x) cot x i

e) f'(x) = U4cos 2x cos x - 2sin 2x sin x
£) £'(x) =

a) F(x) = - § cos 3x + lsin xee, W=1,2,3

b) F(x) = %sin(bx +c) + L

a
peos (bx+c) + ey

X
b) [sin X + cos x]: =V -1
o]

b) [— cos x]z'5 = 1,80



42. A = £(r,s) =Xrs; A = f(r,h) =X r Vr2+h2; h 35
2 3 3
= _'VZM 9 Ve, _—dﬂzv, _—-,’sv_
A = f(r) = X ™ 4»;2._, !‘E = Sx— h, = T'

hE =3 215 * Tg. Da die erste Ableitung fir rg das Vorzeichen

wechselt, hat der Trichter fir r
fliche,

o)
i ey &)

Ar

E die gréftmdgliche Filtrier-

43, Neigungswinkel zwischen Bodenbrett und Seitenbrett: 90° + x

44, Es seien: AP = sy, BP

70

2
2 &y
Querschnittsfléche: a cos x + >—sin 2x; *Max = 30°

3 O =.120°

= 8,3 FuBpunkte der Lote von A bzw.B auf g:

A' bzw, B‘;Hr:hl,ﬁﬁ:hz,m":b,m:x,

< APA' = &, <X BPB! =P.

Dgnn gilt: s = Sy+8, = szlrhlz +

sich: cos o = cosP bzw.

V(b—x)2+h22. Daraus ergibt

=B,

Ubungen und Anwendungen, Wiederholungen

o 67 £'(x) = 9'2(2;(--6)2 2z ©0; £ ist monoton wachsend fir alle x € P

o 68 b) F(x) = -cos x + ¢y (i =1,2,3),

F(x) = %xj

+2x + ¢y, F(x) =

2
070 a) [%x30x2-31]o='§ b)

1. &)
c)
2, a)
c)
d)
e)
3. a)
4, a)
b)
5. a)

4 X
) [- % cos(2x + 1)]0 =0

1 = 1 . o
8 = 170 %2 7 300 23 T 305 51

1
lim -—(—3-)-“ & d)
n-+00 3 n*lx & %x
1 = 7, o Fe,

£100) = 3, £70) = §, £ (x) =

a_+1
q = 2 =%turallen€N

al"l

n n
5:2‘1=1-(é) f)
n 2n

3, 10, 21, 36, 55 c¢) n = 20

1 T e |
a8 T mFD)(n+#2) ~ n*#l ~ n*2

F(x) = e¥ +c;

-(x+1)'1+ci, F(x) = 1n x|+ ey

[ex]2 e? -1
o]

2 1 =
=Té’52=T5"83-T8’x 3
n > 97

1

X

£ (x) =§e2

y 1
go 200y A

lim s_ =1
n—co o

d) (a,) wichst unbeschrinkt.

i z 2 & o9
(a,) monoton fallend c) 8y = §, 8, = 5 83 = 1§

Db(£): -00 &x <+ 095 x . =

s - 00 ]
lim £(x) = =095 Xy, = 18,
x—+00

0 Xop =15T

3
1 Sl
!‘(xnax) = (1%) © o ~1,03
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b) Db(f): - < x +00; x

01 = 05 %02 =5
lim f£(x) = - 0o, lim f(x) = + ©©
X=> -0 n-+ + 00
z - - 10 10, _ 500
Max T 00 £00) =0y x5 25, ecdg) - - 500

¢) Db(f): - 00 < x <+00; Xo1 = 25 X, = U sy(o; 32)
lim f(x) = -o00, lim f(x) = + 00
X~ -00 X=>+00

XMax = 0, £(0) = 324 Xpin = 4, f£4) =0

d) Db(f): -o00 < x < +09; keine Nullstellen; § (0, 6)

lim f = +00; = =
i (x) = 5 XMay = 0, £(0) = 6

xMin,l =1, £(1) = 4, xMin,Z = -1, f£(-1) =

e) Db(f): x $ 0; keine Nullsteilen; Polstelle Xp = o]
lim f(x) = + 00,
X=X

P
*Min,1 = "1, f(-1) = 2, Min,2 ¥ 1, (1) =2
£) Db(f): x $ -2; X, = 03

lim £(x) = 0; «x
x— 00

lim f(x) = .+ oo
x—» 00

lim f(x) = - o0
X—> =
=2, £(2) =g

o1 = 0s X2 = 9
lim f(x) = -0, lim f(x) = + oo
X=+ 0O X=—+—- 00

+2) Db(f): -00 < x <+00;

Xpx = 65 £(6) = 9, Xyin = 0, £(0) = 0

e) £'(x) = 3ax?+2bx, £(x) = 6ax+2b; x, = 0, =-2b

*2 7" 3a
d) Wenn b > 0, so bei Xy Min., bei X, Max,

Wenn b < 0, so bei Xy Max., bei Xy Mn,
e) f'(-4) = 3a.16-8p = 0; a = g— Wegen £(0) Max.
£"(0) = 2b <0, also b <0 und damit auch a <0:

Msglich L.fl’l};g
b -6 -12 -18

7.a)r=05m bBh=1m c)d=3m

8.

9.

10.
12.
13.

14,

16.

17.

18.

19.

20.

§ 3 2)dx = 8
a) P;(659), Pp(25 1) ) A = { (2x - 3 - qx 3
Koordinatenursprung im MNttelpunkt von AB; x-Achse durch A
und B; A(-6; 0); y = ax%+b (a,b € P; a, b ¢ 0);
= 5 = £ (x5

y' = 2ax; m,

1 . £
f-(_6)=-12a=§3,a=—3-5-ﬁ;y-'3‘5.6"”" b =Y
§6=h=‘f3—m~1,73m

a) y=x2 +1

2 - 1)

na=%+3 11.b)A=§

2 .
8) By(-15 2), By(3; 100 e A= a) p(1; 2)
3. Bl =
a) Py(-2; 1), Py(4; 4) b) PMa.x(?” g eih=
b) A =6 ©) Po(2; 2) 4) ¥ g
S =0
b) A, = Y 1lim Ay

n—eo

1 . =3
st oS5 syt

i lim s_ =1
d) s, = g9y, Beweis durch vollst. Ind. e) Ll 9,

a) Monoton wachsend fir alle x % 1; keine lokalen Extrema

0
1 -
b) y=x +1; y= x=3 tﬂA:;&l-_xdx‘lns

1 A =20
a)x%8 b x =6 o 5,05 2); £1(0) = - e) A =3
1 =2¢2
b)A=J’ Z'fx_-ﬂdx=35 e) y =3 d)x
y
a)x 2} b x, =1 o) Min.(1;0) o) £(25) = 18

1
b) Py (13 1) ¢) £1(5) = 515 - 1

4 8
e);\:I(Zﬁ-x)dx:j
0
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21. a) P,(0; 0), P,(4,8; 4,8) 0) M (2,45 2,4) 26. a) e° = é(ez - 1) = 3,1946; c 1,16

) P5(2,7; 3,6), Py(0,3;5 1,2); M5(1,5; 2,4) b) A = £(c) = 2ce® - he® + e + 713 cp = 1, Min.
2 a
-4 . <
e) a ab >0; b<p ) Ay =1, A2=e2_2e
22. a) x, =% d) y, = -1 d) Glob. Min.: f(1) = (e—1)2; glob. Max.: f£(2) = e? ¢ 1
b) x 10,1 |02 |0,3 JO4 0,7 |1 |2 |4 1 A i
A £'(x) ==, P (a; Ina), f'(a) =53 y=5x +1na -1
£(x) [-1,61 [-0,92 [-0,51 0,22 lo,34 10,69 11,39 2,08 T. &) £3x) = 32 Bolas » & a
b) P (a; 1n a), m = -a; y = -ax + a2 +1na
e) y = 1n ax, f'(x) = %, Po(%; 0), r-(%) = a .
c) Px(a + E»ln a3 0)
y=ax -1, S_(0; -1); y°=-1 i 5 "
Die Gerade durch sy(o; -1) und sx(é; 0) ist die Tangente, d) A(a) = »3(1n a)%; ap = e
25.0) y= - 3% +1 28, a) P(4; 8); a =
y
] 1 12 1% 64 _ 15
F1 o2 <7 e) A =f (x° + 4 - 52%)ax = 2 - % 10,51
dasfleTax-202 42 { @ 7 = - Hr ~0
: U
L o 1 1y -
-3x 29. ) I= £(g) = g= (1 - 3) % 0,63+ 54 = 0,315 4
2(1 - f(x)) =2 -2 21 =4

L uo
e) t = ﬁlnu =yt = 0,04s
24, &) £1(x) = eX(xP+2x-a), f£"(x) = eX(x2+lhx+2-a) o
-kt 1

30. a) £1(t) = =k(T-T,)e " 3 £(t) =Ty = £1(t)
b)x1=-1-ﬁba, X = -1 + Yita o1 156 2ok
: b) T = 20% + 50%C - e 2°° a 34,2

25. a) £1(x) = 2e2X - 4, £"(x) = he?X; X -2, x = Fin2 :
_1ln 87 - 1n 64 -1 -1, )
G2 =ul"2:8 50 ol em Sp == b 10,0501 gy S 270

Min.(Fln 2; 2-2 In 2) bzw. Min.(0,347; 0,614) X

3.8 % o % xp=-%F wee-h-ed--3

s oa..ax _ 2 _ .2, ax
c) £'(x) = a‘e 2%, f"(x) = a e ) £1(x) = -2 sin 2x, £"(x) = -4 cos 2x; Max. (03 g.)
i

£9(x) =0, ¥ =a; x =lna

1 \ X, 1
e) A:Jz( + cos 2x)dx = + T‘;’_~1 913
"t ina)=a?-az=a’>0¢ruraso0 AR . %= ’

a) f£(x,) = t‘(éln a)=e™® _ailna=a(l-1na) 32,a) X c)y=-2x +X d) [— é— cos 2x]

e) lna=1; a=e
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33. a) 2 sin x cos x - sin x = 03

34,

c)

a

-

>d)

35.

36.

37.

38.

39.

e)

a)

d)

a)

b)

a)

b)

x
A=JJ(ain2x-sinx)dx=%-

°
Max. (% 2), Min.(3X; 0) n X
A=3X + %285

£00) =1, ¢Fy) =1, £1(x) = b cos bx (b >0Q)
£10) = b, £*( = -b; fur b=1 Tangenten senkrecht aus-
einander ’
X
x°=x c)A=_£ cosédx:Z
d

- 3 2 woud g A o g = X
i .gc-°°2dx 251n2-,sm2--2-,d-3
u = f(r,b) = 2r + b; A=%’3=100, b=2:;°

L) =, 200, =
u=f(r)=2r == TMin = 10 cm, I’Min =.20 cm

o o~ 114,59

f(r,h) = 2 X r(r+h); h: (16-r) = 80:16,

hMax =3° om

h=2singp, s =2cosgp b)A:?sin(f(1+cosf)

h = 80-5r

£(r) = 8 I.(ZOr-rz); Tyax = 10 cm,

Ai=2cosZY+,2cosf, A":-‘Jsian-Zsinr
‘lcosztf +2coa?—2=o, cch:%—; fMax=6°°

Ay = £(r,h) = 4UXr? + 2Krh; V, =Xr?hza, h=-2
5 X r
) ] 2 2a
Aq-f(r)-er + 22 -
. a a
r = h = ) . . . = :
—fﬂ; c) E? y Tx 3 ® 9 h =9

5,(03 0), sz(§; %—), S5(X; 0)

o =uu 3 = _UR
40. Stromstirke I = R——R-i +x 5 Spannungsabfall R = R——ﬁi T
Leistung an R ist Pp = 2 .R=f(R) =02 . R
(Ry +R)

" v
Maximum fiir R = Ry, da f"(R;) <0; PRMax = £(Ry) = TR

41, s' = £Y(R) = %vg (cos 20k + sin 2 & - tan@)
o o N2 5
s" = £7(X) = 2vo (-sin 2 + cos 2&t tan{i)

£r () =0 :

tan 2 &= -—P—ban s

45° + B =ol, wegen £7(4s° + ) <0

h2, ots 120°
2 g (h=hp) * 2
43, Vv = £(a; hP) = a hP; ‘Nebenbedingung: = =5
o, ha
h, = h -2
a) V = £(a) = 6a° - 2a3; aE=§-cm, hy = 2cn
44, a) V = £(a,h) = a’h; Nebenbedingung: -—12;h = %. his
vV = f£(a) = 122 -ga.j; ag =1—§-cm, hg = 4 em

150-x _ 3

2 =90°0P, o(=1I5°+g

12 - 3n

@A = f(x,y) = x-y; Nebenbedingung: = il O A 180 - %-x

A = f(x) = x (180 - %-x); Xp = 135 cm, Vg * 90 cm

“x‘Z + 0l

46, V = f(r,h) = %Irzh; Nebenbedingung: B%Ii =

2 2
2 _ROeH . = =ixm? . B
Frpugs VeI SRR e

by = U R, rE='{2_R, VK=§IR3
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u7.

48,

k9.

50.

51,

53.

78

u = f(a,b) = 2a + b; Nebenbedingungen (y sei Winkel zwischen
den gleichen Schenkeln): b = 2a-sin g-,

u=£‘(')=‘lrcos§-#ﬂrcoa§sin§;x=60°

a=2rc052-

Wegen £"(60°) < O Umfang maximal, wenn Dreieck gleichseitig

u=3rﬁ

a=b=2rcoa}0°=rﬁ,

vV = f(r,h) = %Irah; Nebenbedingungen (zwei Teildreiecke des

Achsenschnittes #hnlich): s:2R = h:s, 52 = 2Rh; 32 = h2 +r

r2.= 2Rn - K25 V = £(n) = 3Xh (2Rh - n?)

= _ 4 _ 32 3
rMax'zﬁR’ Byay = 38 vl'lax'g'fxH

v,2 sin 2 v,2 sin’a v
= b) x =

a) xg = 78 s Vg 7E z

c) o = 459,

: [
P(ZJg; -57—{_;—3)
2 2 2
s, +4,5%-8
522=51?0u,52—251 « 4,5 cosd;cosd:-—l—?s;—.q%s—

2 2
- 900t% - 576t% + 20,25 _ 4 5 ¢ 4 0,075

270t T

o

cos® = £(t)

t. = 0,25 h,

E cos &

= 0,6000, & = 53,1

Min Max

Die gr¥Rte zul#ssige L#nge hat die kleinste Leiter, die so-
wohl die Turmepene als auch den Tirpfosten und die der Tir
gegenilberliegende innere Wand berihrt; fir 2 + z als H3he
an der Wand gilt:

p ok 3 1) 1, mit 1, = ‘zz + 2,52. Daraus ergibt sich
2 +2) uzz 4 2,5°

1=r(z)=(___._z__a5_

z 52y ’12,5 x2,32; tan 20,8 = 0,928, X ¥ 42,9°; 1=x6,35 m

(2 +2) ¢

2

54, 81 -740 320 (Permutation von 8 Elementen)

<
55. c/f = =15

56. vi0 = 103 = 1000; V2= 93 = 729; 1000 - 729 = 271
5T. b 58. (g) = 120, n = 16; 6 Herren und 10 Damen

59. () +7 =28 60.50 =120 61. (*]) <150 < (1)

62. a) A =Jo' (cos £ -x+1)dx =[Zsin 1y - xz + x]o =2 412 + X
'x Z z P =2

x x
b)A={(v;-sinx)dx=[§-VE+cosx] =§P-2
0






