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1. Rechnenunter Verwendung

allgemeiner Zahlensymbole

s»Dadurch, daB das Denken vom Konkreten zum Abstrakten aufsteigt, entfernt es sich . . . nicht

von der Wahrheit, sondern es kommt ihr niher. Die Abstraktion der Materie, des Naturgesetzes,

die Abstraktion des Wertes usw., mit einem Wort alle wissenschaftlichen . . . Abstraktionen spie-
geln die Natur tiefer, getreuer, vollstindiger wider.*

LexNiN: Aus dem philosophischen Nachlaf.

Dietz Verlag, Berlin 1961, S. 89.

Diese Gedanken Lenins treffen auch auf eine der héchsten Abstraktionsstufen, auf
die Formelsprache der Mathematik zu. Mit einer Formel, einer Gleichung werden
die verschiedensten Erscheinungen der Wirklichkeit in ihren wesentlichen Merk-
malen und Eigenschaften erfaBt. So kann man mit Hilfe der Gleichung

V=3d4-h

die Volumen aller pyramiden- oder kegelformigen Kérper berechnen, ganz gleich-
giiltig, ob es das Volumen der um 2650 v. u. Z. erbauten Cheopspyramide oder der
Inhalt eines kegelférmigen Drehteils ist.

Die hohe Abstraktion wird zum Teil dadurch erreicht, daB man fiir alle Volumen,
Flachen und Héhen allgemeine Zahlensymbole benutzt.



1.1. Wiederholung

1. Grundrechenarten

Rechen- Addition 12 + 2 = 14 Durch Benutzung
operationen Summand + Summand = Summe der negativen
der ersten Zahlen kann die
Stufe Subtraktion 4 - 2 = 12 Subtraktion auf
(Umkehrung Minuend — Subtrahend = Differenz eine Addition
der Addition) zuriickgefiihrt
werden.
144 (—2) =12
Rechen- Multiplikation 12 . 2 = 24 Durch Benutzung
operationen | (verkiirzte Faktor - Faktor = Produkt der gebrochenen
der zweiten | Rechenart fiir Zahlen kann die
Stufe die Addition Division auf eine
gleicher Sum- Multiplikation
manden) zuriickgefiihrt
werden.
Division (Um- 24 : 2 = 12 24.3 =12
kehrung der Dividend : Divisor Quotient,
Multiplikation)
Rechen- Potenzieren 59 = 195
operationen | (verkiirzte Basigtxroneit — Potenzwert
der dritten | Rechenart fiir
Stufe die Multiplika-
tion gleicher
Faktoren)?!

2. Gesetze der Addition und Multiplikation

Kommutationsgesetz a+b=>b+a
124+2=2+412
Assoziationsgesetz a—+(b+c)=(a+b)+c a-(b-c)=(a-b)-c
3+(4+2)=3+4)+2 3:-4-2)=(3-4)-2
3+ 6 = 7T 42 3. 8 =12 .2
Distributionsgesetz ab+c¢) =ab+ac -
3:4+2)=3-4+3-2
3. 6 =12 + 6
1 Auch das Potenzieren kann umgekehrt werden; die lernen wir erst spiter
kennen,
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3. Vorzeichenregeln fiir das Rechnen mit rationalen Zahlen

Multiplikation (4a)-(+b) = +abd (+a)-(—b) = —abd
(—a)-(—b) = +ab (—a):(+b) = —uab

Division (+a):(+b)=+% H_E):(_b):A%
a

a
(—a):(=b) =+

(@) (+4) = — 5

4. Rechnen mit Briichen

Form-
#nderung

Werden Zéhler und Nen-
ner eines Bruches mit
dem gleichen Faktor mul-
tipliziert, so stellen der
urspriingliche und der er-
weiterte Bruch die gleiche
Zahl dar.

Erweitern

2 " . 2
9 erweitert mit 4

Werden Zihler und Nen-
ner eines Bruches durch
den gleichen Divisor divi-
diert, so stellen der ur-
spriingliche und der ge-
kiirzte Bruch die gleiche
Zahl dar.

Kiirzen

% gekiirzt mit 4 8
ergibt

8:4 2
36:41 9

Addition

Gleichnamige Briiche werden addiert,
indem man die Summe der Zéhler bildet
und den gemeinsamen Nenner beibehilt.
Ungleichnamige Briiche miissen vorher
durch Anderung ihrer Form gleich-
namig gemacht werden.

Subtraktion

(Gleichnamige Briiche werden subtra-
hiert, indem man die Differenz der
Zihler bildet und den gemeinsamen
Nenner beibehiilt.

Ungleichnamige Briiche miissen vorher
durch Anderung ihrer Form gleich-
namig gemacht werden.

Multi-
plikation

Gemeine Briiche werden miteinander
multipliziert, indem man die Zihler
miteinander und die Nenner mitein-
ander multipliziert.

Division

Ein gemeiner Bruch wird durch einen
gemeinen Bruch dividiert, indem man
den Dividenden mit dem Kehrwert des

Divisors multipliziert.
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5. Grundrechenarten mit Null und Eins

Addition a4+ 0=a a+l=a+1 O+ta=a l+a=1+4a
Subtraktion a—0=a a—1=a—1 0—a=—a l—a=1—a
Multiplikation a-0=0 a:-l=a 0-a=0 1.a=a
Division a: 0 a:1l=a 0:a=0 1:a=2L1
nicht moglich e
6. Addition und Subtraktion algebraischer Summen
Definition | Unter einer algebraischen Summe 2 — 3ab + 6ab® — ¢
versteht man einen mathematischen 1. Glied 2. Glied 3. Glied 4. Glied
Ausdruck von endlich vielen Gliedern,
die durch Addition oder Subtraktion
verbunden sind.
Addition | Algebraische Summen werden addiert, (3@ +2b — 3¢)+ (2a — 2b + 3¢)
indem man alle gleichartigen Glieder | _ 3a + 2b — 3¢ + 2a + (—2b) + 3¢
der algebraischen Summe zueinander | _ _ P
addiert, —:ja+2b 3¢+ 2a —2b - 3¢
=5a
Subtrak- | Algebraische Summen werden vonein- (Ba 4 2b — 3¢)— (2a — 2b + 3c¢)
tion ander subtrahiert, indem man jedes =3a+ 2b — 3¢ — (+2a) — (—2b)
Glied des Subtrahenden vom Minu- — (+3¢)
enden subtrahiert und gleichartige i 5
Glieder wie béi der Addition zusam- =3a+2b—3c—2a+2b—3c
menfaft (ordnet). =a+ 4b — 6¢

1.2. Multiplikation mehrgliedriger
algebraischer Summen

Aufgaben zur Wiederholung der Addition, Subtraktion und Multiplikation

1. Vereinfachen Sie folgende Ausdriicke!

a) a+ (a+ b) b) a+ (a —b) ¢) a—(a+b) d) a — (a —b)
2. Priifen Sie die Richtigkeit der Ergebnisse von Aufgabe 1 nach, indem Sie folgende Werte
einsetzen !
a) a=>5, b=3 b)a=—-2, b=6 ga=17, b=-—4
i} 1

d)ya=—11, b=-—9 e) a=3, b=3 l)a:K, b=?

17 11 2 1
®a=g b=—1Ig he=-3= b—-25



3. Vereinfachen Sie folgende Ausdriicke!
n) 2a+ 3b —dc+ (da — 3b+ 2¢)
b) 2a+ 3b—4c

—(4a — 3b+ 2¢)
) o—pto—(—p+9
Ho—p+a++r—yq
e) dx — 2y

— (62 + y)
+ 3z + 3y)

i) (mz~ny)—(‘nz—my)
r K2 1 t
8 (br—fer k)34 (-3
m n 3
h) (—314—?71)-(—101—017,%7 )
i) 3a*b —2ab*+ b®
—(a® —2a*b+ 2a b+ b?)
4. Berechnen Sie folgende Ausdriicke fir 4 =22 —3y; B=>5xz+ 2y; C =6z — 5y;
D=—x+4 y!
a) A—B—C+ D b) —4A—B+C+ D
5. Vereinfachen Sie folgende Ausdriicke!
a) 5z+ 4y — [Tz — 3y — (3z — Ty)]
b) (ﬂ*dH—[(a—b)—(d—d)H—b

¢) -—8— 3§t—(—75a+31) (6t —s)

6. a) Warum haben die Aufgaben 3¢ und 3d verschiedene Ergebnisse?
b) Wie miiBte demnach die Aufgabe 3d abgeindert werden, damit ihr Ergebnis mit dem von
3¢ libereinstimmt?
7. Zeigen Sie unter Verwendung allgemeiner Zahlensymbole:

a) die Summe zweier Zahlen vermehrt um ihre Differenz ist gleich dem Doppelten der ersten
Zahl;

b) die Summe zweier Zahlen vermindert um ihre Differenz ist gleich dem Doppelten der
zweiten Zahl!

8. Vereinfachen Sie folgende Summen!
a) (a —b)+ (a+ ) b) (@ —b) —(a+b)
¢) Fassen Sie die Aufgaben 8a und 8b und deren Ergebnisse in Worte!

9. Losen Sie folgende Aufgaben im Kopf und versuchen Sie, sich den Lisungsweg durch das
Setzen von Klammern zu vereinfachen!
Beispiel: 144 — 157 + 37 + 86 = (144 4 86) — (157 — 37) = 230 — 120 = 110

a) 233 4 58 — 368 4- 17 b) 500 — 213 + 23
¢) 7—{————%——2— d) —5la + 217a+ 1la + 23a



10.

11.

12.

13.

14.

Stellen Sie die Anzahl der Glieder folgender algebraischer Summen fest!
a)a+ b+ ¢ b)at+b—ec e) m—+ 2 d) z— 4§
€) 42 —9 1) 3r—4s—7 ) 4a>+ 12a b+ 92
h) a®+ nyatb b myabt b Db+l A)  K) FTaf—Tap
Gegeben sind die algebraischen Summen
1 o ¥ .o - e 2, .1
Slf-s—z 7T+2~74 und Sg_§z +Zy—§+3?.
Berechnen Sie die folgenden Ausdriicke!
a) 8,4 S, b) 8, — 8, e) S+ 5, 4) S, — 8,
e) Vergleichen Sie die Ergebnisse miteinander, und begriinden Sie die auftretenden Ge-
setzmiiBigkeiten !
Vereinfachen Sie die folgenden Ausdriicke!

a) 75a — (12a — 8b) — (6b — 4a)
b) 90m + (82m - T8n) — (160 + 104m)

x T Y x Y 1

0T+ (G (B Grea)

@) 155 — (12¢2 — 352) + (802 + T0d2 — dcd)

€) (25a-+ 69b) — (30b + 37a) — (53¢ — 9b) )

1) (212,92 + 184,3y) + (16,7« — 15,72) — (54,82 — 112,4y — 181,32)

g) (0.16a+ 1,050 + 3,14¢) — (0,36 — 0,095 — 0,87¢c) — (L.8la — 0,126 — 0,45¢)

Vereinfachen Sie die folgenden Ausdriicke!

a) 5. 7T+7-8—(8.- 7T4+4- )+ 3- 7—8- 8—3. 4)—(2. T+4. §—12- 4)

b) 5. 64+7-12—8- 6+4- 9)+(3- 6—8.12—3. 9)— (2. 6+-4-12—12. )

€) 5-1447.24 —(8-14+4-13)+ (3-14—8.24 —3.13) — (2-14+4.24 —12.13)

d) 5a+ 7b — (8a -+ 4¢) 4 (3a — 8b — 3¢) — (2a + 4b — 12¢)

€) Wie hiitten Sie die Aufgaben 13a bis ¢ gelost, wenn Ihnen das Ergebnis der Aufgabe 13d
bekannt gewesen wiire?

f) Uberpriifen Sie die Richtigkeit Threr Losungen von 13a bis e, indem Sie die Losung
von 13 d verwenden!

a) Schreiben Sie folgende Rechenvorschrift fiir drei verschiedene Zahlen unter Verwendung
allgemeiner Zahlensymbole nieder! Das Doppelte der ersten Zahl wird um die Summe aller
drei Zahlen vermindert. Dazu wird die Differenz addiert, die sich ergibt, wenn vom Fiin-
fachen der dritten Zahl die Summe aus dem Vierfachen der zweiten und dem Sechsfachen
der ersten Zahl subtrahiert wird.

b) Vereinfachen Sie den sich ergebenden Ausdruck!

¢) Kontrollieren Sie Ihr Ergebnis, indem Sie fiir die erste Zahl 2, die zweite Zahl 4 und die
dritte Zahl 9 einsetzen!

d) Wie éndert sich das Ergebnis, wenn die drei Zahlen gleich sind?

a) Vereinfachen Sie den folgenden Ausdruck!

Ta-+ (4b —3¢) —[3b — (a b+ ¢)]
b) Formulieren Sie diesen Ausdruck mit Worten!
¢) Wie lautet der Ausdruck, wenn b = 3a und ¢ = 2a ist?

1 Mit 4¢ bezeichnet man eine Temperaturdifferenz. Das Symbol 4 steht immer fiir eine Differenz.
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16. Gegeben sei ein Quader mit den Kanten a, bund e (a >b>c).

1) Ermitteln Sie die Gesamtlinge aller Kanten!

1) Die griBte Kante a wird um die Kante ¢ verkiirzt. Wie groB ist nun die Gesamtlinge?

¢) Die Kante b wird ebenfalls um ¢ verkiirzt. Wie groB ist die Differenz der urspriinglichen
Gesamtlinge zur neuen Gesamtlinge der Kanten?

d) Durch Verdoppelung der Lénge einer beliebigen Kante wird das Volumen des Quaders
verdoppelt. Wie groB ist die Gesamtlinge der Quaderkanten, wenn a verdoppelt wird?

¢) Andert sich die Gesamtlinge der Kanten, wenn b verdoppelt wird?

f) Eine Volumenverdoppelung wird auch erreicht, wenn zwei verschiedene Kanten die
doppelte Liinge erhalten und die dritte verschiedene Kante halbiert wird.
Stellen Sie die Formeln fiir alle moglichen Gesamtkantenlingen des Quaders auf, die durch
die obige Verdoppelungsvorschrift erhalten werden! '

1

N

Wodurch unterscheiden sich jeweils die folgenden mathematischen Ausdriicke?

a) n(3a+ 4) und n(3a —4) b) z(Tm+ n) und z-Tm-+ n

e) b(1+ a-At) und ly-14 adt d) @+ r)-r und r(r*—r)

e) z(z+2) und -2+ 2 f) 3(s+1) und 3s—1

Geben Sie an, um wieviel der eine Ausdruck groBer als der jeweils andere ist!

Gilt das auch fiir den Fall, daB einzelne oder alle in einer Aufgabe vorkommenden all-
gemeinen Zahlensymbole fiir negative Zahlen stehen?

1

@

. Berechnen Sie die folgenden Ausdriicke! (Beachten Sie evtl. vorhandene Rechenvorteile!)
5
a) 4-17-250 b) 12.5.31-8 ¢) 16-13-0,25 d)7-16-ﬁ
) 15718 1) 12p .34 2) 300 0,002v h) z-xy
i) 2a*-a k) 18u-5uz-1lv 1) 16y-25x -}z m) 18,03p - 0,07m - 3334 ¢
19. Priifen Sie das Ergebnis der Aufgabe 18h nach, indem Sie folgende Werte einsetzen!
A)r=2y=38 bor=-4y=—} zr=3hy=—% dar=50;y=-10
20. a) Wie groB ist der Fliicheninhalt eines rechtwinkligen Dreiecks mit den Katheten k; = 15cm
und k, = 0,20 m? Der Flicheninhalt soll in Quadratzentimetern, Quadratdezimetern und
Quadratmetern angegeben werden.
b) Wie lautet die Formel fiir den Flicheninhalt A bei Verwendung der in a benutzten allge-
meinen Zahlensymbole?
21. Die Cheopspyramide! in Giseh (Agypten) hatte urspriinglich eine quadratische Grundfliche
mit @ — 233 m Seitenlinge und eine Hohe h = 146 m. Heute betrigt die Seitenlinge
a, = 227 m und die Hohe h; = 137 m.
a) Berechnen Sie die Volumenabnahme, und stellen Sie unter Verwendung der benutzten
allgemeinen Zahlensymbole eine Formel fiir die Volumenabnahme auf!
b) Bestimmen Sie die prozentuale Volumenabnahme!

22. Rechnen Sie folgende Aufgaben moglichst vorteilhaft ,,im Kopf*“!
a) 6-48 b) 73.4 ¢) 89-7 a) 9-81 ) 999
1) 0,372 g) 5-35  h)17.08 i) 8-0,64

Beispiel: 7.56 =7 (50 + 6) = 7-50+ 7-6 =350 + 42 = 392

1 Diese grofte Pyramide enthilt die Grabkammer des dgyptischen Konigs Cheops (27002675 v. u. Z.). Tanscnde
von Sklaven errichteten das gewaltige Bauwerk im Laufe vieler Jahre, Viele von ihnen starben an den Folgen der
ziigellosen Ausbeutung durch die herrschende Klasse.

Heute hat die Pyramide die Form cines Py i Der Ei hheit halber wird die tatsichliche Form nicht
beriicksichtigt.




23.

Formen Sie die folgenden Produkte in algebraische Summen um!

a) 3[4 — (2a+ 3)] b) 2o Vo[l + »(t, — ;)]

¢) 3a22[8y — 4(6x — 2y)] d) 13(5p — 9k + 11n — 207)
) (Ta*b — 1lab®+ 352 — 2) (—13aba) 1) 5(c — 2d) 2a b

g) 812(—2s — 31) 12,55 h) c(04ac— 0,6bc)5ab

Vereinfachen Sie soweit wie moglich die folgenden mathematischen Ausdriicke!

24,

25.

30.

10

a) 2(3a — 4b) — 4(5a — 6b) — 7(—2a -+ 3b)
b) 152(—3y — 2z) — 30y(1,52 — 42) — 102(—3z + 12y)
a) 8,522(3,6y — 4,72+ 7,1) b) 143p q(Tp — 3tq+ T4p q)
€) 413(x+ 8y + 122) — 712(x + 5y — T2) + 114(52 — 2y + 32)
d) 54(0+ 4p+ 6g+ 1)+ 116(30 —4g —4p+ 1) — 64(0+ p — 4g — 1)
€) 43(4b+ 3¢+ 2a) — 5}(Ta+ 9c + 5b) — 123 (4c — 3a — 20b)
7 1 4 8 4 3 9 6 1 3
D ge(7et v —57) *?y(””r“?:) ~10*(z*—17)
) 423w — 4y) — 862 — 3(2y — 2) — 2(6x — 29)] — 3(z — 5y)
b) 4[2z — 5(4x — 2y) — 3(x+ y)] — 8[x + 5(3x — 2y)]
©) 3[4a — 6(3a — 2b+ 5¢) + 16(a — b+ ¢)] — §[8a — $(16b — 12¢)]
d) 0,5[42 — 3(z — 29)] — 0,25[82 — 12(z — 5)]
17174 6 (Ta 145 12 [ 5a 5 (5 15
o557 (54 ) 5[5 - F (5T

6 8

3 5 3 9
Schreiben Sie mit Hilfe allgemeiner Zahlensymbole !

a) Das Produkt zweier Zahlen wird um die vierfache Differenz der beiden Zahlen vermindert.

b) Die Summe aus dem Doppelten einer Zahl und dem Dreifachen einer anderen Zahl wird
mit einer dritten Zahl multipliziert. Davon wird Dreiviertel des Produkts subtrahiert, das
aus der Hilfte der dritten Zahl und der Summe der beiden anderen Zahlen gebildet wird.

¢) Wie lauten die mathematischen Ausdriicke von Aufgabe 27a und b, wenn die genannten
Zahlen einander gleich sind?

d) Kontrollieren Sie das Ergebnis der Aufgabe 27a, indem Sie fiir die erste Zahl 4 und fiir
die zweite Zahl 3 einsetzen!

. Fassen Sie die folgenden mathematischen Ausdriicke in Worte!

8) 2ab+ 4a(b —a)+ a® b) ey —(@+yz—(y+ 2«
Bei der Einfithrung der allgemeinen Zahlensymbole wurde festgelegt:
(I) Gleiche Zahlensymbole haben innerhalb einer Aufgabe gleiche Bedeutung;
(II) Unterschiedliche Symbole haben innerhalb einer Aufgabe im allgemeinen unter-
schiedliche Bedeutung.
a) Weshalb wurden in (II) die Worte ,,im allgemeinen** benutzt?
b) Aus welchem Grund fehlen diese Worte in (I)?
Berechnen Sie die folgenden Ausdriicke!
8) §-2[(3-3+3(4-24+2-3+3-5)]—}-5[4-2—(2-3+3.2—4.5)]
b) §-33-4+34-3+2-3+3-PI—1-34-1—(2-4+3-1—4-3)]
©) §-0,6(3-04+3(4-0,6+2-04+3-0,8]—}-0,8[4-0,6—(2-0,4+3-0,6—4.0,8)]
) §-2[3-y+ $dz+ 2y + 32)] — da[dx — 2y + 32 — 42)]
) Vergleichen Sie die Aufgaben a bis ¢ mit der Aufgabe d!
D) Kiirzen Sie die Losungswege fiir die Aufgaben a bis ¢ mit Hilfe des Ergebnisses von d ab!



Multiplikation einer algebraischen Summe mit algebraischen Summen

Das Produkt 23 - 37 kann man auf folgende Weise berechnen: Zuerst wird der eine
Faktor, etwa 23, in die algebraische Summe 20 + 3 zerlegt und dann mit dem anderen
Faktor — im Beispiel 37 — multipliziert. Bei der schriftlichen Multiplikation geht
man entsprechend vor. Falls die Rechnung komplizierter ist, zerlegt man auch den
anderen Faktor in eine algebraische Summe, etwa 30 -+~ 7, und findet das Produkt
dann durch Multiplikation der beiden algebraischen Summen.

Ubliche Kurzform erliuternde Form
23 . 37 — (20 + 3) - (30 + 7)
69 p— (20 4 3) - 30 = 600 + 90 = 690
161 — (20 +3) - 7 =140 + 21 = 161
851 — 851
. 1. Beschreiben Sie den Rechenvorgang beim Multiplizieren in der iiblichen Kurz-
form!
2. Beschreiben Sie den Rechenvorgang betm Multiplizieren in der erliduternden
Form/{

Um die allgemeingiiltige Rechenregel fiir das Multiplizieren einer zv{reig]iedrigen
algebraischen Summe mit einer zweigliedrigen algebraischen Summe zu erhalten,
gehen wir aus von den algebraischen Summen:

8;=a+bund §,=c+d.
Ist das Produkt S, - S, der beiden algebraischen Summen 8, = a + bund Sy=c+d
gesucht, so miissen die algebraischen Summen, die als Ganzes einer Rechenoperation
unterworfen werden sollen, in Klammern gesetzt werden.
Wir fithren die zu losende Aufgabe auf eine bereits geloste zuriick: die Multiplikation
eines eingliedrigen Ausdruckes mit einer algebraischen Summe.

Fir 8, - S,= (a 4 b) - (¢ + d)1aBt sich schreiben:
1) (a+b):-Sy=a-8S,+b-8,

Setzt man nun in (1) statt S, wieder die algebraische Summe ¢ + d ein, so erhilt
man:

2) a-8;+b-Sy=a(c+d)+b-(c+d).

Daraus folgt:

3) alc+d) +bc+d =ac+ad-+bec+bd.

Aus (1) bis (3) folgt

4) Si*Sa=(a+b)(¢c+d)=ac+ ad+ bec+ bd.

Das Produkt aus zwei zweigliedrigen algebraischen Summen erhilt man demnach

durch Multiplikation jedes Gliedes der einen algebraischen Summe mit jedem Glied
der anderen.
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Mit Hilfe von (4) lassen sich die Ausdriicke:

(@+0b)-(c—d),

(@—1b)-(c+d),

@—b)-(c—d
berechnen:

(B) (@+0b)-(c—dy=(a+b)-[c+(=d)]=ac+ (—ad) +bc+ (—bd)
=ac—ad-+bec—0bd;

6) (@=b-(c+d=[a+ (=b]-(ctd =ac+ad+ (—bc)+ (—bd)
=ac+ad—bec—bd;
(M @=0b-(c—d)=[a+ (=bl-[c+(—=d]=ac+ (—ad)+ (—be)+bd
=ac—ad—be+bd.
Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, algebraische Summen mit mehr als zwei Summan-
den zu multiplizieren. Als erstes soll das Produkt der beiden algebraischen Summen
S;=a+b und S,=c+d +¢
ermittelt werden.
Setzt man voriibergehend ¢ - ¢ — s, so gilt nach (4):
(8) S8-Sp=(@@+b)-(c+s)=actas+be+bs.
Nun wird in (8) fiir s wieder d + e eingesetzt. Nach der Regel fiir die Multiplikation
einer zweigliedrigen algebraischen Summe mit einer Zahl gilt dann:
9) ac+ald+e)+be+bld+e)=act+ad+ae+bec+bd+be.
FaBt man (8) und (9) zusammen, erhilt man:
10) 8,-Sy=(@+b):-(c+d+e)=ac+ad+aet+bc+bd+be.
Offensichtlich wird auch hier jedes Glied der ersten algebraischen Summe mit jedem

Glied der zweiten multipliziert. Das gilt auch dann, wenn die zweite algebraische
Summe mehr als drei Glieder hat.

. Es sind zwei dreigliedrige Summen miteinander zu multiplizieren. Fiihren Sie
diese Aufgabe auf eine bereits geloste zuriick!
Treten Minuszeichen in den algebraischen Summen auf, so verfihrt man so wie in
(5) bis (7).
Zusammenfassend kommen wir zu folgender Rechenregel:

» Eine algebraische Summe wird mit einer algebraischen Summe multipliziert, indem jedes
Glied der einen algebraischen Summe mit jedem Glied der anderen multipliziert wird.

’ Die Rechenzeichen zwischen den Gliedern der entstehenden algebraischen $ werden
nach den Vorzeichenregeln fiir die Multiplikation rationaler Zahlen ermittelt. Die ent-
stehenden Produkte werden anschliefend soweit wic moglich zusammengetaBt.

. Priifen Sie die Rechenregel auf ihre Richtigkeit, indem Sic auf gleiche Weise
376 mit 1,35 multiplizieren! Fiir 376 schreiben Sie (300 + 70 + 6) und fiir 1,35
(14 0,3+ 0,05).
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. Beispiel 1:

Gegeben §; = —4,52?y — 252y und S,=2yz—4zz
Gesucht: S; - S,
Losung:

S;-8,=(—4522y — 252 y®) Ryz — 4xz)
= —92%y%z | 18a%yz — bxy’z + 102222 = 1823yz + 22y?z — 5xy32

B2 Beispiel 2:
Gegeben: S; =32 +%s —% und S,=%2 —Is+ 3
Gesucht: S, - S,

Losung:
y 5, 1 3\ (5, 1 3
8y -8y = (5 +?s—?)«(7r-—72 ¢+2—)
5 5
=24—')r‘—:;§rzs+lor2
+—1r2s ——?sﬂ-k%lv
15 , 21 9
1’ T
25 , 49 , 21 9
‘Sl SZ—ZT —»4—.3 +—2— -4

Bei der Losung derartiger Aufgaben wollen wir folgendes beachten:

L

Die algebraische Summe (—4,522y — 2,562 %?) hat die gleiche Struktur wie die
algebraische Summe (—a — b). Es gilt aber (—a — b) = — (@ 4 b).

Das Beispiel 2 entspricht seiner Struktur nach voll und ganz dem Produkt
(@+b—¢c)-(@a—b+c)=[a+(b—c)] [a—(b—2c)].

Das Produkt dieser beiden algebraischen Summen ist @* — b? + 2b ¢ — c2. Die
Beachtung derartiger Sachverhalte verhilft oft zu einer einfacheren Loésung.

. Gleichartige Teilprodukte kénnen zusammengefaflt werden.

Tm Beispiel 1l wurden — 92232z 4 102232 zu 2?y*z zusammengefalt; im Beispiel2
heben sich gleichartige Glieder mit entgegengesetzten Rech ichen sogar auf.

. Durch eine iibersichtliche und klare Schreibweise von Aufgabe und Losung wird

das Auffinden iibereinstimmender Glieder sehr geférdert. Es empfiehlt sich, die

Glieder nach folgendem Prinzip zu ordnen:

a) In jedem Glied werden die vorkommenden allgemeinen Zahlensymbole in der
Reihenfolge des Alphabets geschrieben.

b) Die Glieder werden nach den vorkommenden Zahlensymbolen in der Reihen-
folge des Alphabets geordnet.

¢) Alle Glieder mit dem gleichen allgemeinen Zahlensymbol werden nach fallenden
Potenzen dieses Zahlensymbols geordnet.

Dieses Ordnungsprinzip nennt man das Prinzip der lexikografischen Anordnung.

13



4. Manchmal ist es zweckmiBig, daB weitere Umformungsmoglichkeiten der Ergeb-
nisse einer Multiplikation beachtet werden. So léBt sich im Beispiel 1 noch ein
Produkt aus einem eingliedrigen Ausdruck und einer algebraischen Summe ge-
winnen:

18x3yz +2y?z —brylz=2yz(182 + xzy — 512).
Diese Umformung gehért aber nicht mehr zur Losung der Aufgabe, das Produkt
zweier algebraischer Summen zu berechnen. Die Aufgabenstellung verlangt

als Ergebnis lediglich die algebraische Summe, die sich durch Ausmultiplizieren,
Zusammenfassen und lexikografisches Ordnen ergibt.

Auch die Aufgabe, drei und mehr algebraische Summen miteinander zu multipli-
zieren, 1aBt sich auf bereits geloste Aufgaben zuriickfiithren. Das soll hier am Fall
der Produktbildung aus drei zweigliedrigen algebraischen Summen gezeigt werden.
Fiir 5, 8,83 = (@ + ) - (¢ + d) - (e + f) 1Bt sich voriibergehend schreiben :
(12) (a+b)-P=a-P+b-P mit P=8,-S4=(c+d)-(e+f)=ce+cf+de-tdf.
Setzt man den eben errechneten Wert fiir P in (12) ein, so erhilt man:
(18) aP+bP=a(cet+cf+de+df)+blcet+cf+det+df).
Daraus folgt:
(14) (a4 b) (c+d) (e +f) =ace+ acf+ ade + adf

+ bece 4 bef+ bde + bdf.
Die hier mehrfach zur Losung bestimmter Aufgaben benutzte Riickfithrung eines
noch ungelésten mathematischen Problems auf ein bereits gelostes ist eine wichtige
mathematische Arbeitsmethode. Man benutzt sie oft bei allgemeingiiltigen Herlei-

tungen und Beweisen sowie bei der Losung von konkreten mathematischen Aufgaben
und Einzelproblemen.

Setzen von Klammern

Klammern deuten immer an, da der in ihnen stehende Ausdruck als ein einheit-
liches Ganzes zu behandeln ist.

Beim Multiplizieren mit einem Faktor bedeutet das, daB jedes Glied der in Klammern
eingeschlossenen algebraischen Summe mit ‘dem Faktor zu multiplizieren ist.

w(r2 —r?)=ar?—mr?
Diese Umformung bezeichnet man als Ausmultiplizieren. Liest man die Gleichung
in umgekehrter Reihenfolge

Tp?— Tl =7(r? — 12,

so nennt man diese Umformung Ausklammern oder das Setzen von Klammern.
Dieses Verfahren ist oft vorteilhaft, wenn mit bestimmten Zahlen gerechnet werden
soll.

7.1,5%—7.0,52 =7(1,52— 0,52 = n(2,25 — 0,25) = 27 ~ 6,28.

14



Aber auch beim Rechnen unter Verwendung allgemeiner Zahlensymbole kénnen viel-
fach komplizierte Ausdriicke durch das Setzen von Klammern einfacher und iiber-
sichtlicher werden.

Umformung einer algebraischen Summe in ein Produkt
zweier algebraischer Summen

Wie jede Gleichung konnen auch die identischen Gleichungen (3) bis (7) in beiden
Richtungen gelesen werden. So gilt fiir Gleichung (4) beispielsweise :

Umwandeln eines Produktes in eine algebraische Summe durch Ausmultiplizieren
) (@+b)(c+d)=ac+ad+ be+ bd

Umwandeln einer algebraischen Summe in ein Produkt durch Ausklammern gemein-
samer Faktoren.

Offensichtlich ist das eine die Umkehrung des anderen. Beide Umformungen sind
fiir das:Rechnen unter Verwendung allgemeiner Zahlensymbole von groler Be-
deutung.

In der algebraischen Summe
(15) Sy=ac+ad-+bc+bd
gibt es keinen Faktor, der allen Gliedern gemeinsam ist. Aber es kommt jeder Faktor
in zwei von vier Gliedern vor, so daB zunichst folgendermafBen ausgeklammert
werden kann:
(16) ac+ad+be+bd=a(c+d) +b(c+d).
Das gesuchte Produkt erhilt man daraus durch Ausklammern des neu entstandenen
gemeinsamen Faktors (¢ + d):
A7) alc+d) +blc+d)=(c+d)-(a+b)=(a+b)-(c+d).
Damit ist die algebraische Summe in ein Produkt umgeformt worden.
Der eben beschriebene Losungsweg ist nicht der einzig mogliche.
‘ 1. Lisen Sie die Aufgabe auf andere Art! Vergleichen Sie die Resultate!
2. Uberpriifen Sie die Gleichung ac+ad +bec 4+ bd— (@ + b) (¢ + d) durch
Einsetzen bestimmter Zahlen fiir a, b, ¢ und d!

Wihrend jedes Produkt von zwei oder mehr algebraischen Summen durch Ausmulti-
plizieren in eine algebraische Summe umgeformt werden kann, ist es umgekehrt
nicht moglich, jede algebraische Summe in ein Produkt zweier algebraischer Summen
umzuformen. Die Umformung der algebraischen Summe :

(18) S=ab+cd+ef+gh
in ein Produkt ist nicht moglich, weil es keinen gemeinsamen Faktor gibt.

Aber auch gemeinsam auftretende Faktoren garantieren noch nicht die Moglichkeit
der gewiinschten Umformung. Das kann man am folgenden Beispiel erkennen:

(19) S=abcdaftch=ab+f) +c(d+h).

15



In diesen beiden Produkten der rechts stehenden algebraischen Summe kommt kein
gemeinsamer Faktor vor, so dal also auch die algebraische Summe (19) nicht in ein
Produkt zweier algebraischer Summen verwandelt werden kann.

Haufig ist es schwierig, bei derartigen Aufgaben den Losungsweg zu finden. Das gilt
z. B. fiir die algebraische Summe

S=182%yz+ 2?2 y*z — Sx 2.

Sie 1aBt sich aber tatsachlich in ein Produkt zweier algebraischer Summen umformen
(vgl. Beispiel 1 auf Seite 13).

Wir wollen den Lésungsweg an zwei einfacheren Beispielen erliutern.

Beispiel 3:

Die algebraische Summe S; = 3a — 6am + 8b m n — 4b n sollin ein Produkt

zweier algebraischer Summen umgeformt werden.

Losung:

3a —6am+ 8bmn —4bn =3a(l —2m) —4bn(l —2m)
=(1—2m)-(3a —4bn)

oder:

3a —6am+8bmn —4bn=2m(4bn — 3a) — (4bn — 3a)
= (4bn — 3a) (2m — 1).
Probe:

(1—2m)-(3a—4bn)=3a —4bn —6am + 8bmn,
(4bn —3a)-(2m — 1) =8bmn — 4bn — 6am + 3a.

Beispiel 4:

Die algebraische Summe S, = 457352 — 39r%s® — 75r%s + 65752 4 33rs — 55
soll in ein Produkt zweier algebraischer Summen umgeformt werden.
Losung:

4571382 — 397288 — T5r25 + 657 8% + 3378 — 55

=3rs(15r2s — 13rs® + 11) — 5(1572s — 13rs® + 11)

= (3rs — 5)(1572s — 13rs2 + 11)

457382 — 397283 — 75725 + 657 8% + 337rs — 55

=157%8(3rs — 5) — 13rs*(3rs — 5) + 11 (3rs — 5)

='3rs—5) (15723 — 13782 4 11).

0 1. Fertigen Sie die Probe an! (Ausmultiplizieren beider algebraischer Summen

16

liefert die gegebene algebraische Summe.)

2. Uberlegen Sie, ob Beispiel 3 wirklich zwei verschiedene Lisungen hat! Wie
kommt der Unterschied zustande?



Aufgaben

31. Durch welche algebraischen
Summen werden

a) die jeweilige Gesamtlinge
der Linienziige in den Ab-
bildungen 1.l.a bis L.l.c,

b) die jeweilige GroBe der Ge-
samtfliche in den Abbil-
dungen 1.2.a bis 1.2.c.

¢) die jeweilige GroBe des Ge-
samtvolumens in den Ab-
bildungen 1.3.a und 1.3.b

ausgedriickt?
Abb. 1.1,
Abb. 1.2,
a

] K N

20+ p >

a) ) [ S R ©) d
D m—

32, Die folgenden algebraischen Summen
sind mit den danebenstehenden ein-
gliedrigen Ausdriicken zu multi-

plizieren. Abb. 1.3. c{
a) v+ x; 9
-b) 32 — 25 -7 {
¢) ab®—a*b m

d) 5 —1la —13p N 5 <
e x—1 —x RN /<

1) 3,51 — 6,7m —Im XA

g) —0,5bc —0,2¢ —20a®b R
h)yat+b—c 3 i
i) 3r —4s+ 5t —2z

k) —30n+3v—0,3w | —l5uvw

D1+ oAt I

m) t, —t; Vo

n) 4oy oyt inh r

0) 3r2+ 3r2+ A? Yah a) b) ﬂ
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33. Gegeben sind die folgenden algebraischen Summen.
S;=2u+1; S,=m2>n—30m; S3=—0,04z— ; 8;=3a>—2ab+ a;

Sy = —5a+ 0.4b—30; Sg=1}g—3k—3Fi—t

5

Berechnen Sie folgende Produkte!

a) 8- 8, b) Sy S, ¢) S, 8, d) 8,8, ©8-8, 1) 8, S,

g) S,- S, h) S;- S, i) S-S, k) S, -8,

Machen Sie sich die Gleichheit der Summen und der Produkte klar, indem Sie fiir die allge-
meinen Zahlensymbole bestimmte Zahlen einsetzen! )

34. Bei welchen Ergebnissen der Aufgabe 33 liBit sich ein eingliedriger Ausdruck ausklammern?
Wie lauten dann die Ergebnisse?

35. Formen Sie folgende algebraische Summen durch Ausklammern gemeinsamer Faktoren in
Produkte um!

a) 12a — 3b b) —26ab — 65b¢

¢) bdatyz — 108xy*z — 36 y 22 d) —28rs —T7rt—84ru —9lrev

e) 45mn® — 15mn + 135m2n® — 105m2n f) 11—2.7}“[1‘3 + llfznrlu],d2 + liznhdz‘-’
L ehapp digridoam e Ldakdd W VT

g)gn dy +16-7 z+’(;’~” I“-" 2 h) Vo + Voy

D poVot poVoyta—peVovty k) ag*~a

Dag—gq m) ag®—g¢*

36. a) Wie lautet die Rechenregel fiir das in Aufgabe 85 benutzte Ausklammern gemeinsamer

Faktoren?

b) Wie liBt sich das vorgenommene Ausklammern gemeinsamer Faktoren am einfachsten
auf seine Richtigkeit kontrollieren? .

37. Formen Sie die folgenden algebraischen Summen in Produkte um!
a) ad+ bd —ac—ae—bec—be b) d4m* — 14ml+ 490l — 14mn
¢) 3uxr — juy —4dva+ oy dj ax4bax—a—b
¢) 2ab—10a+ 3b — 15 Y 8ax+ 25by+ 12az — 10bx — 20ay — 1562
€ 322 —5) — Su(dy — 3) + 2u(2x — 5) + (4y — 3) + 3u@x — 5) — 4(4y — 3)
M) (@ —b) Bz — 2y) — (b — a) (4o — By) — (—a+ b) (—Tz + 5y)

38. Wie lassen sich die Gleichungen (4) bis (7) unter Verwendung des Doppelsymbols + kiirzer
schreiben?

39. Wie konnen Sie die Gleichungen (4) bis (7) geometrisch veranschaulichen?

40. Wie 1dBt sich die Rechenregel fiir das Multiplizieren algebraischer Summen mit Hilfe von (10)
begriinden, wenn eine der algebraischen Summen mehr als drei Summanden hat?

41. 8) Beweisen Sie unter Verwendung allgemeiner Zahlensymbole folgenden Satz:

Das Produkt zweier algebraischer Summen ist gleich dem Produkt derjenigen beiden
algebraischen Summen, die aus den ersten durch Umkehrung aller Vor- bzw. Rechen-
zeichen in den Summen entstanden sind.
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b) Begriinden Sie, weshalb diese GesetzmiBigkeit fiir das Produkt aus drei algebraischen
Summen nicht gilt!
¢) Welches Ergebnis ist fiir ein Produkt aus vier algebraischen Summen zu erwarten?

42. Jede im Dezimalsystem angegebene ganze Zahl liBt sich als algebraische Summe schreiben.
Das Produkt zweier mehrstelliger Zahlen kann also als Produkt zweier algebraischer Summen
aufgefaBt werden. Begriinden Sie unter Beachtung dieser Auffassung das Verfahren der
Multiplikation im Dezimalsystem fiir mehrstellige Zahlen!

43. Berechnen Sie folgende Produkte!

a) (a+ b) (a —b) b) (x+ y) (x+ y)
€) (m —n) (m —n) d) (a+ b) (@+ b) (a+ b)

44. Gegeben sind die Kanten a, b und ¢ eines Quaders. Es ist das Volumen der Quader zu be-
ti die durch folgende Veriinderungen aus dem urspriinglichen Quader hervorgehen.
a) Die Kante a wird um die Summe der Kanten b und ¢ vermindert.

b) Die Kante b wird um die doppelte Kante ¢ verlingert und um die Seite a vermindert.

¢) Die Kanten a und b bleiben unverindert — die dritte Kante entsteht aus einem Viertel
der Kante @ und drei Achteln der Kante b.

d) Untersuchen Sie, unter welchen Bedingungen fiir die Kanten die Auftriige in den Auf-
gaben a bis ¢ durchfithrbar sind!

45.8) [a— @b+ 0] [b+ (a—0)] b) [22 — 4(y+ 32)] - [Ty — 3@ — 42)]
¢) [m* —5n(n — 2m)] - [2n®+ 3m(4n — 3m)]
d) [0,8a — 5,3(b+ ¢ — )] - [4,3b — 1,3(6,16 — da + 2,5¢)]
e iz — Gy+ 1] - By+ 12— 2] @+ y—2)

Die binomischen Formeln

Die Gleichungen (4) bis (7) liefern die Ergebnisse der Multiplikation zweier zwei-
gliedriger algebraischer Summen fiir den Fall, da alle vier vorkommenden Glieder
voneinander verschieden sind. Nehmen wir an, daB von den vier Gliedern nur zwei
voneinander verschieden sind, so erhilt man folgende Gleichungen, wenn wir ¢ = a
und @ = b setzen:

(20) (@+b)-(a+b)=a>+ab+ab-+ b2
21) (@+b)-(a—b)=a*—ab+ab— b2
(22) (@—b)-(a+b)=a*+ab—ab— b2
23) (@—b)-(a—b)=a*—ab—ab+ b2

Fassen wir die iibereinstimmenden Glieder in den algebraischen Summen zusammen,
so laBt sich fiir (20) auch schreiben:

(24) (a+ b)?=a?+ 2ab + b?
fiir (23)
(25) (a — b)?2 =a® — 2ab + b?
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Ein Vergleich von (21) und (22) zeigt, dal die Ergebnisse iibereinstimmen, was wegen
des Kommutationsgesetzes der Multiplikation auch zu erwarten war. Die Gleichun-
gen (21) und (22) lassen sich zu

(26) (a+ b)-(a — b) =a* — b?

zusammenfassen,

Die Gleichungen (24), (25) und (26) heiBen binomische! Formeln. Wegen ihrer groBen
Bedeutung fiir verschiedene Gebiete der Mathematik sind sie fest einzupriigen.

. Formulieren Sie die binomischen Formeln mit Worten!

Die binomischen Formeln fir die Summe bzw. die Differenz zweier Zahlen dienen
nicht nur dazu, Quadrate algebraischer Summen von der Struktur @ 4 b und @ — b
in algebraische Summen umzuformen, sondern auch umgekehrt dreigliedrige alge-
braische Summen von der Form a* - 2a b + b% in Quadrate zweigliedriger algebrai-
scher Summen von der Form a -+ b zu iiberfithren.

’ Quadrieren einer zweigliedrigen algebraischen Summe

(a -+ b)>=a®+ 2ab 4 b*

Umformen einer dreigliedrigen algebraischen Summe in das Quadrat einer zweigliedri-
gen algebraischen Summe

Da nicht jede dreigliedrige algebraische Summe die Struktur a® 4 2a b + b2 besitzt,
ist- die letztgenannte Umformung nicht fiir jede dreigliedrige algebraische Summe
moglich.

Entsprechendes gilt auch fiir die binomische Formel (26).

Sie dient nicht nur dazu, das Produkt aus Summe und Differenz zweier eingliedriger
Ausdriicke in eine algebraische Summe zu verwandeln, sondern auch umgekehrt
die Differenz der Quadrate zweier eingliedriger Ausdriicke in das Produkt aus Summe
und Differenz dieser beiden eingliedrigen Ausdriicke umzuformen.

» Umwandeln eines Produktes aus Summe und Differenz zweier Zahlen in die Differenz
zweier Quadrate

(a + b)-(a — b) = a* — b*

Umwandeln einer Differenz zweier Quadrate in das Produkt aus Summe und Differenz
zweier Zahlen

Die Umformung von links nach rechts stellt fiir alle Formeln Sonderfille des Aus-
multiplizierens algebraischer Summen, die von rechts nach links stellt Sonderfille
des Ausklammerns dar.

a®+2ab+b2=a®+abtab+b*=a(a+b)+ba+b) =(@atb) (atb);
a2 — b2 =a®+ab—ab—b =a(a+b) —b(a+b)=(a+Db):(a—0b).

Die Abbildungen 1.4. bis 1.6. veranschaulichen die drei binomischen Formeln. In
den beiden ersten Fillen sind die Gesamtflichen jeweils Quadrate, bei der dritten

1 bis (lat.), zweimal — nomen (lat.), Name
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binomischen Formel ist die Gesamtfliche ein
Rechteck, das der Differenz zweier Quadrate
flichengleich ist. Es ist tiblich, die algebraischen
Summen a? + 2ab + b* als vollstindige Qua-
drate zu bezeichnen. Die algebraische Summe
a? — b? ist dagegen kein vollstindiges Quadrat.
Die binomischen Formeln kann man benutzen,
Ausdriicke der ¥orm (a + b)% (a — b)* oder
(@ + b) - (@ — b), ohne das sonst iibliche schritt-
weise Ausmultiplizieren zu berechnen.

. Beispiel 5:

Welche algebraische Summe ist gleich dem

Quadrat der algebraischen Summe 32+ 1?

Losung:

3 -+ 1 ist von gleicher Struktur wie a 4-b.

Hierist ¢ = 3z und b= 1.

Wegen (a-+ b)2=a®-+2ab+ b2 gilt

Bz +1)2=3x)?2+2.32-1+ 12
=922+ 6a+ 1.

Priifen Sie das Ergebnis nach, indem Sie

fiir x nacheinander einige bestimmte Zah-

len, etwa 5, — 3, }, —4%, sowohl links als

auch in die algebraische Summe rechts ein-

setzen!

Beispiel 6:

Welche algebraische Summe ist gleich dem
Quadrat von r — 5st?

Losung:
Wegen (@ — b)2 = a® — 2ab + b2 gilt fiir
a=4rund b =5st

1 2 T\ T 5
(?r—fist) = (—er) —2-?r-ast + (5st)®

= TTZ — Brst + 25822

Priifen Sie das Ergebnis wieder durch Ein-
setzen bestimmter Zahlen nach!

Beispiel 7:
Formen Sie die algebraische Summe

1—52—}—24—522

in ein vollstéindiges Quadrat um!

Ay
(a+b)*
A As /) S
a b
(a+b)? = 4y +4y + A3 44,
= a*+ab+ab+h?
Abb, 1.4, = a%+2ab+b*
7 4y
(a-6)? 4=
o
a-b b
T

(a-b)% = 4g =4y -4,
- a*-ab-b(a-b)

- a®-ab-ab+h?
Abb. 1.5, = g?2-2ab+h?
4y <
’41
o
(a+b)(a-b) e
5
a b

(arb)(a-b) = 4y -4, +45
= a’-ab+b(a-b)
= a*-gb+ab-b*

Abb, 16, " a-b?
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Losung:
1—5z+ %zz wird vermutlich die Struktur a®> — 2ab -+ b2 haben. Wenn diese

Vermutung richtig ist, so muB 1 dem Summanden a2 entsprechen, also a = 1
sein. Ebenso mul dann 5z gleich dem Produkt 2ab=a(2b) sein. Wegen a =1
folgt: 1.2b =252
und daraus: b =3z,

Wenn nun das Quadrat des so bestimmten b gleich dem dritten Summanden
der vorgelegten dreigliedrigen algebraischen Summe ist, so ist diese tatsichlich.
ein vollstindiges Quadrat, andernfalls nicht.

5 \2 2 " s 2 ‘ :
Da b2 = (% z) =T5 2%ist, war unsere obige Vermutung richtig, und wir kénnen

2.

schreiben:

25
1—5z+122:(1—

(S

. Beispiel 8:

Formen Sie die algebraische Summe d;* — d,? in ein Produkt um!
Wegen a* — b® = (a 4+ b) - (¢ — b) gilt mit @ = d, und b = d,

A — d? = (dy + dy) - (d, — dy).

Probe: (d; + d,) - (dy — dy) = d,® — d,2.

Die Zwischenergebnisse wird man, vor allem bei einfachen Aufgaben, nach einiger
Ubung nicht mehr aufschreiben.

Von besonderer Bedeutung fiir ein schnelles und sicheres Rechnen sind die Rechen-
vorteile, die auf der Anwendung der binomischen Formeln beruhen.

1. Bei der Multiplikation zweier zweistelliger Zahlen, von denen die eine die Summe
aus einem vollen Zehner und einer einstelligen Zahl, die andere die Differenz aus
dem gleichen vollen Zehner und der gleichen einstelligen Zahl ist, ergibt sich ein
bedeutender Rechenvorteil.

. Beispiel 9:

Fiir 37 - 43 ergibt sich folgende einfache Losung:
3743 = (40 — 3) (40 4 3) = 402 — 32 = 1600 — 9 = 1591.

Samtliche Losungsschritte lassen sich ohne Schwierigkeiten im Kopf ausfiihren,
das Ergebnis ist nach einiger Ubung ebenso sicher und schneller zu gewinnen als
durch schriftliche Multiplikation.

2. Auch das Ausrechnen von Quadraten von zweistelligen evtl. auch von dreistelligen
Zahlen wird durch Anwendung der binomischen Formeln erleichtert.

B Beispiel 10:

822 — (80 4 2)2 = 6400 - 320 + 4 — 6724

B Beispiel 11:

22

792 = (80 — 1)? = 6400 — 160 + 1 = 6241



. Beispiel 12:
1032 = (100 + 3)% = 10 000 + 600 + 9 = 10 609
B Beispie 13:
352 = (30 + 5)2 = 900 + 300 + 25 = 1225
3. Fiir das Quadrat aller zweistelligen Zahlen, deren Einerstelle eine 5 ist, gibt es noch
eine viel einfachere Losung. Die in der Zehnerstelle stehende Zahl ist mit der

nichstfolgenden ganzen Zahl zu multiplizieren, an das hingeschriebene Ergebms
ist 25 amuhangen

. Beispiel 14:
352 erhiillt man danach auf folgende Weise:
3 -4 = 12; 25 hingt man an und kommt zu 1225.
352 = 1225.
4. SchlieBlich sei noch ein einfaches Verfahren fiir ein schnelles Ausrechnen der
Quadrate fiir die ganzen Zahlen von 11 bis 19 angegeben.

B8 Beispiel 15:
Ist das Quadrat von 17 zu berechnen, so geht man folgendermafBen vor:
170 + 70 4 49 = 289
(10 + a)? =10 (10 4+ a) + 10 - a + a*

. Begriinden Sie die angegebenen Regeln 3. und 4. allgemein !

Fiir das Losen von spiter zu besprechenden Bestimmung sglel(hungen ist das Bilden
vollstindiger Quadrate von grofler Bedeutung. Jetzt stellen wir uns die Aufgabe,
gegebene algebraische Sumnu-n so zu erginzen, dal} vollstindige Quadrate ent-
stehen. Damit das iiberhaupt maoglich ist, miissen die gegebenen algebraischen
Summen bestimmte Bedingungen erfiillen. Fiir eine eindeutige Losung ist notwendig,
dafl zwei der drei Glieder gegeben sind.

1. Betrachten wir zunichst den Fall, dall die Summe der beiden quadratischen
Glieder gegeben ist, etwa S = a® + b2 Durch Addieren bzw. Subtrahieren von
2a b wiirden hier die vollstindigen Quadrate (a + b)? und (@ — b)? entstehen.

Es gibt also zwei wesentlich verschiedene Losungen der Aufgabe. Zwei gegebene
Glieder sind fiir eine eindeutige Lésung der Aufgabe demnach nicht immer hin-
reichend.

- Beispiel 16:
25 + 912 ist zu einem vollstindigen Quadrat zu ergénzen.
Da offensichtlieh a =5 und b = 31 ist, gilt:
2ab=2.5-31=30l. Es folgen demnach:
25 + 9[2 + 301 = (5 4 31)?
oder 25 + 912 — 30! = (5 — 31)%
" Eine eindeutige Losung wird erst durch die Vorschrift, ob eine Summe oder eine
Differenz gebildet werden soll, erzielt.
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2. Von groBerer Bedeutung ist der Fall, daf ein quadratisches Glied und das Glied 2a b
gegeben sind und das zweite quadratische Glied ergiinzt werden soll. Das ist nur
unter der einschrinkenden Voraussetzung méglich, dafl im gegebenen Glied 2ab
die Wurzel @ aus dem gegebenen quadratischen Glied a2 als Faktor enthalten ist.

B Beispict 17:
3672 — 1,27 s soll in ein vollstindiges Quadrat verwandelt werden. Wegen
1,2rs 1.2rs

a? =367 ist @ = 67, und aus 2ab=12rs folgt b = ST e = 0,1¢.

Das zu ergéinzende Glied 2 ist hier gleich (0,1s)? = 0.01s2

Fiir das zu erginzende quadratische Glied ist die Bezeichnung quadratische
Ergiinzung gebriuchlich. Das Aufsuchen der quadratischen Ergiinzung muB be-
sonders griindlich geiibt werden, weil es spiter zum Losen quadratischer Bestim-
mungsgleichungen benétigt wird.
Auch zweigliedrige algebraische Ausdriicke kénnen mehrfach als Faktor auftreten.
Fiir das Produkt @ - a - @ haben wir frither die Schreibweise a® kennengelernt. Die
gleiche Schreibweise in der Form von Potenzen wenden wir auf zweigliedrige alge-
braische Summen an:
27) (@£b)-(axd)-(a£b)=(axb)
(@t b)-(@£b) (atd)-(a+b)=(atDd) usw.
. 1. Wiederholen Sie die Bezeichnungen fiir die Teile einer Potenz!
2. Worin besteht der Unterschied zwischen den folgenden Ausdriicken?
a) a®und a -3
b) (@ + b)* und (a + b) - 4
e) (x—y)"und (r —y)-a
d) 22und 2 -2
Die Potenzschreibweise ist auch fiir Produkte aus gleichartigen algebraischen Summen
kiirzer und iibersichtlicher.
Wir wollen nun die dritten, vierten, fiinften und sechsten Potenzen von (a - b) be-
rechnen: .
(28) (a4 b)3 — (@+b)2-(a+b)= a® 4 3a%b 4 3ab? + b3,
'(29) (@£ b) = (@t b (oL b)=at+4aPb + 6a2b2 - 4abd + b},
(30) (a+ b)’ = (@ +b)t-(a+b)= a® - 5a'b +10a%b? 4-10a2b3 - 5a bt + b"‘;
(31) (e£b)'=(a+b)5-(a+b)
=a®%+ 6a’b + 15a*b? + 20a"b? |- 15a%b* - 6ab® + bY,

Nehmen wir zu den obigen Gleichungen (28) bis (31) noch
(32) (@£b?=(@+b)-(@b)=a+2ab b
hinzu, so lassen sich eine Reihe von allgemeingiiltigen GesetzmaiBigkeiten fest-

stellen.
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. Untersuchen Sie die Gleichungen (28) bis (32) auf
a) die Anzahl der S den in Abhingigkeit vom Exp 17
b) die Rechenzeichen zwischen den Summanden,
¢) die Zahlenfaktoren (Koeffizienten),
und versuchen Sie, die Gesetzmdfigkeiten zu finden!

Das Bildungsgesetz der Koeffizienten ist aus folgender Aufstellung erkennbar.

Exponent

1 1 1

2 i Sore |

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 10 5 1

6 1 "6 15 20 15 6 1

Jeder Koeffizient ist gleich der Summe der beiden benachbarten Koeffizienten in
der dariiberstehenden Zeile. Fiigt man iiber der oberen Zeile fiir den nichst kleineren
Exponenten Null eine Eins ein, d. h., setzt man (a@ + )° =1, so entsteht ein gleich-
schenkliges Dreieck!, das nach einem seiner Entdecker Pascarsches Dreieck® heiBit.
Es ergibt sich die Frage, ob diese GesetzmiBigkeit der ersten bis sechsten Potenzen
von a + b auch fiir die auf die sechste Potenz folgenden zutrifft, also allgemein-
giiltig ist.

Die Frage kénnen wir erst zu einem spiteren Zeitpunkt exakt beantworten. Hier
sei nur noch'(a 4 b)? untersucht. Mit Hilfe der erkannten GesetzmiBigkeiten konnen
wir die beiden algebraischen Summen (a 4 b)” gewissermaBen , konstruieren®:

(33) (a - b)" =a"+ (1 + 6)ash + (6 + 15)asb® + (15 + 20)ath?
(20 4 15)adbt 4 (15 + 6)a2b® + (6 + 1)ab® + b7
= a4 Tabbh + 21a5b? + 35a1b® + 35a%b* + 21a®b® + Tab® 4 b7.
. Priifen Sie durch Ausmultiplizieren von (a + b)® - (a 4= b) nach, daf8 die in (33)
erhaltene algebraische Summe das richtige Ergebnis von (a -+ b)7 ist!

Mit Hilfe der hoheren Potenzen von (a + b) kénnen einige Probleme aus der Praxis
sehr einfach gelost werden. 2

. Beispiel 18:

Eine Jauchegrube sollunter einem Stalldungstapelplatz angelegt werden. Wegen
der beengten riumlichen Verhiltnisse auf dem Wirtschaftshof der LPG soll
die Grube Wiirfelform mit 5,00 m Kantenlinge erhalten. Die Nachmessung
der Verschalung der ausgehobenen Baugrube ergibt ein Kantenmal von
5,10 m. Wie grol war das urspriinglich geplante, wie grof ist das tatsichliche
Fassungsvermogen? Um wieviel Prozent wurde das geplante Fassungsvermogen
iiberschritten?

1 Dic Festsetzung (@ - b)° = 1 ist iiblich. Wir begriinden sie spiter bei den Gesetzen der Potenzrechnung.
2 BLAISE PASCAL (1623 bis 1662), franz, Philosoph, Mathematiker und Physiker.
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Losung:
Gegebene Kantenlingen @ = 500 m; a, = 5,10 m
UbermaB b = 0,10 m
V=a3=(a~+ 0P =a®+4 3a2b + 3ab? 4 b°
51°= (5401 =5"+3-562-0143.5-0,1* 4 0.1°
=125 47,5 4 0,15 4 0,001 = 132,651
V = 132,651 m®
Bezeichnet man die Differenz zwischen tatsichlichem und geplantem Fassungs-
vermogen mit 4 V, so gilt
4V _ 1651 -y
- ="1a5 = 0,0612~6%.
Das urspriingliche Fassungsvermogen sollte 125 m? betragen, das tatsichliche
Fassungsvermogen betrigt etwa 132,7 m?; das Fassungsvermégen ist um rund
6% tiberschritten worden.

Aufgaben

46. Die folgenden mathematischen Ausdriicke sollen soweit wie méglich zusammengefaBt, d. h.
als Produkte oder Potenzen geschrieben werden.

a) 3+3+3+3 b) 3-3-3-3 ¢ atata
§aa-a O —3-3-3-% Di-$-1-3
8 (=3 A= (=D 1—B) h) (—a)-(—a)-(—a)
) (—a)-(—a)-(—a)-(—0a) k) 32.3
D (EP-3 m) 2.7 n) p-p*
o) p-p p) (a+ b)(a+ b) 9 (@—10b)(@—1b)
r) (3m4—’;~) _(3,,,,2) (3m7%) 8) 3-9

4 )
) (=3)-9 U)ETZE v) (—2%).x
W) (—a%) - (—a)

47. Rechnen Sie die folgenden Potenzen soweit wie moglich aus! Achten Sie besonders auf das
Vorzeichen der Ergebnisse!

a) 3 b) 4 ©) (=3)° a0 (=3)° €) (—3) (=3
g) (=  h) (=2)t 1) (=2 k) (32 D (ta)y m) (—§a)

48, Die folgenden mathematischen Ausdriicke sind durch Quadrieren entstanden. Ermitteln Sie
jeweils die Basis!

a) 718211; b) §(le c) 71- o) % ¢) 625 f) 0,012
Durch welche Rechenoperationen finden Sie die gesuchte Basis?

Berechnen Sie die folgenden Ausdriicke!

49. 8) (¢ ) b) (@£ b ¢) (a £ b @ (a£b)°

50. a) (x —y)* b) (@ =yl @+ y?  © (a+ b — (a+ bya?
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51.

s
[

53.

54.

55.

Rechnen Sie die folgenden Aufgaben moglichst vorteilhaft im Kopf!
a) 38  b) 712 ¢) 58-62 d) 104-96 ¢) 852 f) 182
i) 522 k) 162 1) 52.48 m) 55° n) 38 .62 0) 76*
Ermitteln Sie die Quadrate der folgenden Binome!

g) 103?
p) 4%

h) 872
q) 992

a) %-}-n

e 1.2mn—1lnm

b) —5a +0,3

f) 2+ 30 2) 3J, — J, h) —25ab —0,2¢
Berechnen Sie das Produkt aus Summe und Differenz der folgenden Paare eingliedriger Aus-
driicke!

a) 3a; 2y b) 0,22; } ¢) 14ab; 13a

d) 0,17m; 0,08n e) —15r; 21s 1) 4 —4

Priifen Sie einige Ergebnisse der Aufgaben 52 und 53 nach, indem Sie in die Potenz und die

daraus errechnete algebraische Summe fiir die allgemeinen Zahlensymbole nacheinander
die folgenden Zahlen einsetzen!

¢) _’:.?‘I+2y d) (),05r+~ll:-)

a) ind2a: n= 3; —5; }; —§ 2,5 b) in52g: J, =10; —3; —24
Jy=20; 5; 17

¢) ind2h: a = 2; —5; 0,2 d) in53a: z=10; 15; 8; -
b= 5; —5; 04 y=15; 10; 4; }
c=10; —5; 0,8

e) indde: a= 5; 5; 1; 2
b= 2; 4; 2; 1

Vereinfachen Sie die folgenden Ausdriicke soweit wie moglich!

a) (3 —4y)* + (4y + 32)* — 2(3z — 4y) 3z — 4y)

b) (03a-+ 3P+ (3a— 03]+ (fa — 4 — (1,3a — 1,7)2

) (254 356)* — (35 — 25b) + (25 + 35b) (35b — 25)

d) (m— 1) — (30 + 2p)* — (1 + 3Im)>+ (2p + 30) 2p — 30)

=

P

Formen Sie die folg:

i o
in alg

braische Summen um!

8) (5c+ 2d)* b) (3¢ — 4

d) (2—3)¢ e) (J —0,02)°

©) (0,22 — 0,3y)*
)] (2r - »g-)‘

Formen Sie folgende Ausdriicke nach Moglichkeit in ein Produkt um!

a) a® — 2ab+ b*
¢) a®—3a*b+ 3ab*— b
e) m* — 2m®n? 4 nt

g) &+ 622+ 122+ 8

Vi hen Sie, die folgenden algeb

S

b) a® — 3
d) 2 4 423+ 622+ 42+ 1
) 2 — 122+ 36

h) %+ px+%-

a) 9a? — 48ab + 64b2
9
- e
d) 0,81m 0,54m + 00
g) 0,258 —rs+ 12

Summen in Quadrate von Binomen umzuwandeln!
” rs s2
%5 251 100
1) 169 + 260 — 22
i) 144—24¢ + 4¢?

2
b)1’+zy+yT ¢)

€ —p'+2pg—g*
h) 2+ rs-+ 0,258

Ist jede der vorstehenden Aufgaben losbar ?
Welche Anderungen miiiten an den nicht lésbaren Aufgaben vorgenommen werden, damit
sie ebenfalls ein vollstindiges Quadrat ergeben?
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59.

61,

62.

63,

64,

66.

o
S
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Versuchen Sie die folgenden Differenzen von Quadraten so umzuformen, daB ein Produkt
aus Summe und Differenz derselben Glieder entsteht!

1) 625 — a® D) —a+ 4,41 €) 9y — 14422 d) 81y — 1442

e) —m?*— 16n* f) 225a% b — a* g) a®+ 225a* b h) 2,89 — 100002°

Ist jede der vorstehenden Aufgaben losbar?

. Ergiinzen Sie durch Hinzufiigen eines Gliedes folgende Ausdriicke zum vollstindigen Quadrat!

Beispiel: a* — a geht iiber in a*> — a + } = (@ — })?

a) a?+ 22 b) m* —m ¢) a*+ ab d) a®a2® — 2aa

e) a®+ 4w f) 6a% — 122

Fiigen Sie zu folgenden algebraischen Summen ein Glied derart hinzu, daB Sie eine Summe
erhalten, die ein vollstindiges Quadrat enthilt!

Beispiel: 22 — 22 4 3 geht iiberina® — 22+ 1483 = (x —1)24+ 3

a) 2?2+ 22+ 5 b) x*+ ba+ ¢ ¢) a*+ 2ab—b* d) 5m* — 5mn+ 5n2
Formen Sie die folgenden algebraischen Summen um, indem Sie ein Glied hinzufiigen und
der Gleichheit wegen anschlieBend wieder abziehen. Wihlen Sie das Glied so, daB Sie eine
Summe erhalten, die ein vollstiindiges Quadrat enthiilt!

a) a®+ 2ab — b b) 2>+ 2xy+y e) 22+ pa+q d) 42°+ 82+ 8
e) a*b*—abe f) 9m* — 6m + 2

Ermitteln Sie die quadratische Erginzung fiir die folgenden zweigliedrigen algebraischen
Summen!

a) 2 — 6z b) a* —5x ¢) ¥*—=x d) zz—ix e)a:z—i‘i
2 10
1) a®+ 22 g) 2+ 152 h) a® -+ 1000« i) 4a®+ a k) 144a®> —ab
2
1) a2+ 144ab m) %J.— room) 002250 —3p 0) 0,722 —4,2r  p) 8la®+ 9z
Versuchen Sie, fir die folgenden zweigliedrigen algebraischen Summen die quadratische

Erginzung zu ermitteln! Begriinden Sie ferner, warum das bei einigen Aufgaben nicht moglich
ist!

a) a® — 5z b) —a®+ 22 ¢) x> — 2z d) 252% — 25z e) 4922 — 70x 22

f) 4922+ 702z g) 0,36p> — p
‘Wie miissen die folgenden algebraischen Summen geiindert werden, damit sie sich in ein voll-
stindiges Quadrat umformen lassen? Welche vollstindigen Quadrate erhilt man dann?

2 2
a) 169 + 2522 b) 169 — 2522 ¢) @yt d) 12+ 165 e) %+2L56

1) 0,81 + 0,04 g) 0,0225a2 — b2

Wieviel Losungen sind bei den vorstehenden Aufgaben jeweils méglich, wenn an den ge-
gebenen algebraischen Summen nichts geiindert wird?

h

Setzen Sie in den drei bi

Formeln hei d b:a,b:2a,b=¥2a,b:%
und b= — %! Welche Ergebnisse erhalten Sie dann?

Schreiben Sie die folgenden vollstindigen Quadrate als algebraische Summen!
a) (a+ b+ ¢)? b) (2a — 3y + 4z2)* ©) (—2z+ 3y — 42)?



68.
69.
70.

Vergleichen Sie die Ergebnisse von Aufgabe 67b und e!

Begriinden Sie, weshalb (@ + b+ ¢)? = (—a — b — ¢)? ist!

Zeigen Sie, daB man (@ — b)" aus (@ + b)", fiir n = 2,3,...,7 gewinnen kann, indem man
(@ — b)" = [a + (—b)]" setzt!

Schiileraultrag: Bauen Sie sich ein Modell aus Karton, mit dessen Hilfe Sie (a -~ b)* veranschau-

lichen konnen!

1.3. Division algebraischer Summen
durch algebraische Summen

Aufgaben zur Wiederholung der Division

1.

©w

Erfragen Sie in dem sozialistischen Landwirtschaftsbetrieb, in dem Sie Thren Unterrichtstag
in der sozialistischen Produktion durchfiihren, wie groB dort die Marktproduktion im Jahr

1958 bei den nachfolgenden Grundnah itteln war!
a) Getreideerzeugnisse (110,9 kg) b) Kartoffeln (171,7 kg) ¢) Fleisch (50,8 kg)
d) Vollmilch (94,7 1) e) Eier (181 Stiick)

Die beigefiigten Kennzahlen stellen den Pro-Kopf-Verbrauch in der Deutschen Demokrati-

schen Republik fir 1958 dar.

Berechnen Sie, mevnel Menschen mit dem Marktaufkommen der LPG bzw. des VEG in den
Gry hrungsmitteln 1958 versorgt werden konnten! Besorgen Sie sich die ent-

sprechenden Zahlen fiir das vergangene Jahr, und stellen Sie die gleichen Berechnungen an!

Berechnen Sie die folgenden Quotienten, und priifen Sie die Richtigkeit des Ergebnisses je-
weils durch Multiplikation des Quotienten mit dem Divisor nach!

a) 3%:10 b) 3%:0,7 ¢) (—20):5 d) 20 :(—5) €) :250
D (+a):(+0) 8) (—a):(+b) h) (+a):(=b) i) (—a):(=b)

s 1,69a2 0,52y 52r2s
k) (—24mn) :4m “8a m) 10— n) 0.87s
Berechnen Sie folgende Ausdriicke, und beachten Sie Rechenvorteile!
a) 21¢2- (—17d):(—"Tc) b) (—3712s)- 84rs?: (—42rs)

55a-(—33b) d) (—12abc) - (—152y)
—12lab 20cy

a) In einer Divisi fgabe ist der Quotient gleich dem Dividenden. Wie lautet der Divisor?

b) In einer anderen Divisionsaufgabe ist der Divisor gleich dem Dividenden. Wie lautet der
Quotient?

¢) In einer dritten Divisionsaufgabe ist der Quotient gleich dem Divisor. Wie lautet der
Dividend?

d) Begriinden Sie die Losungen der Aufgabe 4a bis ¢!

e) Schreiben Sie die Aufgaben 4a bis ¢ mit Hilfe allgemeiner Zahlensymbole als Bestimmungs-
gleichungen! Losen Sie diese Bestimmungsgleichungen!

Anleitung: Fiir Aufgabe 4a erhilt man % =a |

l=2
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6. Berechnen Sie moglichst folgende Ausdriicke!
a) a+ 0 b) 0+ a ¢)a—0 d) 0—a
e)a-0 £)0.-a g) a:0 h) 0:a
Geben Sie die Ergebnisse der Aufgaben 6a bis h an! Begriinden Sie, weshalb einige Aufgaben
dasselbe Ergebnis haben! Sind alle Aufgaben losbar?

. Die Gleichung 6 + 25 = 10z 4- 15 behandelt jemand folgendermaBen':
Es ist 32x—5
folglich ist
Wo steckt der Fehler?

Anleitung: Losen Sie zuniichst die Gleichung!

5(2z — 5),

8. Schreiben Sie die Ergebnisse der folgenden Divisionsaufgaben als Dezimalbriiche! Kenn-
zeichnen Sie jeweils die Art des Dezimalbruches!
a) 420:120 b) 420:250 ¢) 420: 450 d) 420:147
e) 400:200 f) 120:200 g) 99:200 h) 63:77
Vertauschen Sie in den Aufgaben 8a bis h Dividend und Divisor! Bestimmen Sie fiir alle
Quoti die Art des entstehenden Dezimalbruches!

9. Wodurch unterscheiden sich jeweils die folgenden Ausdriicke?

2) 214+ 14:7 und (21 + 14):7 b) (—55):5+ 6 und (—55): (5 6)
€) 26 —65:13 und (26 — 65):13 d) a+b:c und (a+ b):c
10. Berecl Sie die folgenden Quoti !
®) a¥ e b) 2%:a* e) 2%: 28 d) 15m*n®:3mn
e) 15683 n® n: 1212 m f) 135, 22:27rs* 6>  g) 5a2b':2ab? h) T5xy:225xy

i) 1650 p* ¢*: 770 p k) 17¢*g:12¢eg

Division einer algebraischen Summe durch einen eingliedrigen Ausdruck

Soll eine zwei- oder mehrstellige Zahl durch eine einstellige Zahl dividiert werden, so
zerlegt man die zwei- oder mehrstellige Zahl gemifl dem Aufbauprinzip des deka-
dischen Stellenwertsystems in eine algebraische Summe. Sodann wird jedes Glied
der algebraischen Summe durch die Zahl dividiert, wobei die Zeichen zwischen den
entstehenden Quotienten durch die Vorzeichenregel fiir die Division rationaler
Zahlen festgelegt werden. '

BB Beispiel 19:
G600 30 3

627:3 = (600 + 30 —3):3=—7—+75

3 — =200 + 10 — 1 = 209

Probe: 209 - 3 = 627

Unter Verwendung allgemeiner Zahlensymbole erhilt man fiir die Division einer
algebraischen Summe durch einen eingliedrigen Ausdruck
1 Entnommen aus LIETZMANN, W.: Wo steckt der Fehler? B. G. Teubner, Leipzig 1950.
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oy OFB . a |
(34) T=(ﬂ+b)-'-‘——7+7 (c =k 0),

bzw.

@) “EEL —wpowpa=tp 2R pyg),

. s a b a b 2 %
Die Probe fiir (34) lautet: (74—?)-6:?'( +—c—-c=a+b. Fiir (35) erhdlt
man als Probe:

(: 0 7';_;_%)%:’,‘.14_,U_A_TJri‘x:u_*_v_Fw,

Von grofier Bedeutung fiir die Division algebraischer Summen ist die Verwendung
von Klammern:

} Wird der Doppelpunkt als Divisi ichen verwendet, so ist die algebraische Summe
in Klammern einzuschlieen.

Dadurch wird zum Ausdruck gebracht, daB8 die Rechenoperation Division auf die
algebraische Summe als Ganzes angewendet wird. Versiumt man hier das Setzen
der Klammer, so macht man einen schweren Fehler. Die Schreibweise a + b:c be-
deutet nicht, daB die algebraische Summe a + b durch ¢ dividiert werden soll, sondern

sie bedeutet die algebraische Summe a + %

> Bei Yerwendung des Bruchstrichs als Operati ichen ist d fiir die algebraische
Summe keine Klammer erforderlich.

Fiir die Division einer algebraischen Summe durch einen eingliedrigen Ausdruck
ergibt sich folgende Regel:

» Eine algebraische Summe wird durch einen eingliedrigen Ausdruck dividiert, indem man

jedes Glied der algebraischen Summe durch den eingliedrigen Ausdruck dividiert. Die

ichen in der als Quoti erhalt algebraischen S werden nach der
Vorzeichenregel fiir die Division rationaler Zahlen ermittelt.

Aufgaben

11. Wie iindert sich bei der Division der Quotient, wenn
a) der Dividend wiichst (abnimmt), der Divisor gleichbleibt,
b) der Dividend gleichbleibt, der Divisor wichst (abnimmt),
¢) der Dividend wiichst (abnimmt), der Divisor abnimmt (wiichst)?

12. a) Denken Sie sich eine Zahl, dividieren Sie die Zahl durch eine (andere) Zahl, und multi-

plizieren Sie den erhaltenen Quotlenten mit dem Divisor! Welches Ergebnis erhalten Sie?

b) Fiihren Sie die beiden Rech in kehrter Reihenfolge, aber mit denselben
Zahlen wie in Aufgabe 12a aus‘ und vergleichen Sie die beiden Ergebnisse!

13. Erliutern Sie am Beispiel 39:3, wie eine zweistellige Zahl durch eine einstellige Zahl dividiert
wird! Geben Sie die einzelnen Losungsschritte an, und begriinden Sie die Richtigkeit des
Losungsweges!

14. Stellen Sie den Losungsweg der Aufgabe 13 in einer Gleichung dar!
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15. Losen Sie die gleichen Aufgaben wie in 13 und 14 auch fiir die Division einer dreistelligen
Zahl durch eine einstellige Zahl!

16. Welche Regel 1Bt sich aus den Aufgaben 13 bis 15 fiir.die Division einer algebraischen Summe
durch einen eingliedrigen Ausdruck erkennen?

17. Die folgenden algebraischen S sind durch die dahinterstehenden eingliedrigen Aus-
driicke zu dividieren.
a) 2day — 21y — 3y |:3y; |:(—3y)
b) —a+ 20ab — 6a®b® - 3ab? ]:4(12; |: (—20a); |:(—ﬁb2)
¢) —5m2n?+ 4mPn —3mn®: —2mn —m+ n—1
| (—=1); | (—mn); |: 4+ mm; |:(—2m?n)

18. Berechnen Sie die folgenden Quotienten!

) 182725% — 104rs B a®b® + ab® — ub a2y — 121a%y® + 1322y
137rs ab 11ay

19. Fithren Sie die folgenden Divisionen aus!

a) (a2 —a’zy+ az®+ avy):ax b) (ab?c+ a*bec—abc*+ 4abe):abe

2 2 Tt 2
) m3*n + 2mn + mn ) rst +727r.s_7 4512 + 8
mn g
1

¢ (1052 + 12pg — 4pg?) - D (8zy:+ iyt 22

4pq
_4m2 n —6mn -+ 8mn?

9 e
20.a) S

b) %-(Gub — 4a?b — 8ab?). ;l,;

c) —(4a%y — 6xy+ 8xy?): 2y
d) Worin besteht der Unterschied in den Aufgaben a bis ¢?

21. Besti Sie das arithmetische Mittel folgender Zahlen!
a) 6,82; 6,54 b) 0,832; 1,001 ¢) 6a+ 3b; 2a-+ 5b d) 2,45; 2,56; 2,23
e) 2a+ 4b; a—2b; 3a+ b f) 88,7; 90,3; 79,6; 85,4; 89,3

Anleitung : Das arithmetische Mittel ist gleich der Summe der Zahlen, deren Mittelwert
bestimmt werden soll, dividiert durch die Anzahl der Summanden.

Division einer algebraischen Summe durch eine algebraische Summe

Die Regel fiir die Division einer algebraischen Summe durch einen eingliedrigen Aus-
druck haben wir in Analogie zur Division einer mehrstelligen Zahl durch eine ein-
stellige Zahl durch Verallgemeinerung gewonnen. Entsprechend benutzen wir jetzt
die schriftliche Division einer mehrstelligen Zahl durch eine (andere) mehrstellige
Zahl als Ausgangspunkt fiir die Gewinnung der Rechenregel fiir die Division einer
algebraischen Summe durch eine algebraische Summe.

Wir wollen das an einem Beispiel untersuchen.
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- Beispiel 20:
Die schriftliche Division 672:32 1iBt sich folgendermaBen erliutern:

Ubliche Kurzform Erliuternde Form
672:32 —21  — (600 - 70 + 2):(30 + 2) — 20 1
— 64 - — (600 + 40)
32 — 30 + 2
— 32 —r —(30 4+ 2)
0 - o0
Probe: 21 -32 Probe:
32 (20 +1)- (30 + 2) = 21 .32 — 672
64
672

Nun soll dieses Verfahren auf algebraische Summen, die allgemeine Zahlensymbole
enthalten, angewendet und an einigen Beispielen erliutert werden.

BB Beispiel 21:
3ab—3a —4b +4

3a—4
Losung: (3ab—3a—4b+4):(3a—4)=b—1
—(3abd — 4b)
—3a + 4
—(=3a +4)
0

Probe: (3¢ —4)- (b — 1) =3ab —3a — 4b + 4

Bl Beispier 22:
1—42— 0,25y 4 llzy — jay?
by + § — 2z

Losung:

Vor der Division ist ein Umordnen der Glieder erforderlich, da das erste Glied
des Dividenden nicht durch das erste Glied des Divisors teilbar ist. Dazu gibt
es verschiedene Moglichkeiten. Wir wollen uns grundsitzlich der lexikogra-
fischen Anordnung in Dividend und Divisor bedienen, wobei wir bestimmte
Zahlen zusammengefaBt als letztes Glied der algebraischen Summe nieder-
schreiben. Dann erhalten wir bei der vorliegenden Aufgabe:

(—%zy’-l— llzy — 4z — 025y + l):(5zy—2x+ %) s ;%+2

seafi © Y
102y — 4z +1
— (10xy — 42 +1)
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Probe:

(5xy—2x-|—%) (—% +2) = —%x_y2 + 1lzy — 4z + 0,25y + 1.
. Beispiel 23:
8lmt — 160
3m — 2n
Losung:
(81mt — 16m%): (3m — 2n) = 27Tm® + 18m?n + 12m n® 4 8n8
— (81lm* — 54m3n)
54m3n — 16nt
— (54mBn — 36m?n?)
36m2n? — 160t
— (36m2n% — 24m n?)
24m nd — 160t
— (24m n® — 167%)
e
Probe:

(3m — 2n) - (27Tm3 + 18m® n + 12m n* + 87n%)
— 81m? + 54mPn + 36m2n? + 24mn® — 54mPn — 36m2n2 — 24mn® — 1622
= 81lm!* — 160t
. Erkliren Sie, wie in der Losung des Beispiels 23 die eingliedrigen Ausdriicke
54m® n, 36 m? n? und 24m n® entstehen !
Ebenso wie nicht jede Divisionsaufgabe mit ganzen Zahlen als Quotienten eine ganze
Zahl hat, gibt es auch algebraische Summen, die nicht ohne Rest durch (andere) alge-
braische Summen teilbar sind.

B Beispiel 24:
at fad 422 —4

r—1
Losung:
(45 | = B)eifa— 1) = P 00d 88+ F— L
— (@t — )
+ 223 2% — 4 Bei der Division bleibt als Rest —1, der
— (22® — 227 ebenfalls durch den Divisor # — 1 zu divi-
+ 322 —4 dieren ist. -
— (322 — 32)
+ 3z —4
— 3z —3)
=1
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Probe:

(x_l).(za+2z=+3x+3—z%l—)

=2 @—1)+22@—1)+32@—1) +3@—1) — —-(z—1)
=zt —a® 422 — 2224+ 322 -3 +3x—3—1
RIS NI S

{

Aufgaben
22. Erldutern Sie die Division einer mehrstelligen Zahl durch eine mehrstellige Zahl am Beispiel
483 : 21! Geben Sie die einzelnen Losungsschritte an, und begriinden Sie jeweils deren Richtig-
keit!
e
28. Jemand schreibt fiir otd den Ausdruck a+ b:c+ d.

a) Ist das richtig? Begriinden Sie Ihre Antwort dadurch, daB Sie fiir die allgemeinen Zahlen-
symbole Zahlen einsetzen und dann die beiden Ausdriicke ausrechnen!

b) Welche mathematischen Bezeichnungen kennen Sie fiir die Ausdriicke 4 +g bzw.
atbic+ d? e

¢ Ina+b:c+dk Rechenoperationen verschiedener Stufen vor. Welche Rechen-
operation ist als erste auszufiithren ?

a-+b
d) Wie muB man den Quotienten = jr- 7l schreiben, wenn man statt des Bruchstriches als

Divisic ichen den Doppelpunkt verwendet ?
e¢) Wie muB man die algebraische Summe a+ b:c+ d schreiben, wenn man statt des
Doppelpunktes den Bruchstrich als Divisionszeichen verwendet?

24. Berechnen Sie die folgenden Quotienten! 2 22
= 522 — i r—4 -z
. 21a® — 34a2b + 25b° A 224 11z 4 24 )
&) Ta +5b P) z+8 b6x+5
O 625p* — 50p2 4 1 9 625p* — 50p% 4 1 1) 9z 4 29° — Tay?
25p2 — 10p 41 5p+1 3z — 2y
5
5. Nachfolgend stehen in jeder Zeile zwei algebraische S hintereinander. Die erste ist
" jeweils durch die zweite zu dividieren.
a) ¢®— 8cd®+ 8d% ¢ —2d b) m® —2,1mn —n? bm+ 2n
i g i a ut vt u  9?
e) ot —T2® + T2 112 420; x—5 )ﬁ_ﬁ; T+E‘b
81 16 3 2
33 — 9. ! 4. o ) e it
le) 27138 1678 —2; 24 37rs. 1] 256(1 625b' 4a 56 ]
g) —at—at—1; a®—a+1 h) 10a* — 21a® — 16a®+ 15a; 542+ 2a—3
26. Vereinfachen Sie folgende Quoti !
) 13z + 15+ 2a? b) ca? + a?b — b%a — cb?
z+5 : (—b+a)
d 12pg® — dpgx + 3qa® — pa? — 6¢°x
) = =—q
27. Fiihren Sie folgende Divisionen durch!
a) (4 22+ 2):(x+ 1) b) (ab+ b+ ac+ bec—a):(a+ b)

¢) @+ 224 a): (x+ 1)
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1.4. Bruchrechnung unter Verwendung
allgemeiner Zahlensymbole

Aufgaben zur Wiederholung der Bruchrechnung

1. a) Geben Sie fiir die Divisionsaufgabe 3 : 5 verschiedene Formen des Ergebnisses an!
b) Vergleichen Sie die Ergebnisse von Aufgabe 1a mit den Ergebnissen von 6:10; 21:35;
60 :100; 180 :'300! “
¢) Zeigen Sie, daB alle Ergebnisse der Aufgaben 1a und b gleich sind!

21 60 180
d) Welche Umformung mit den Briichen 10° 35° 100° 300 ist erforderlich, damit sie die

Form k- erhalten?
2 6 21
€) Durch welche Forménderungen wird aus dem Bruch 75 der Bruch 35!
2. Geben Sie Briiche an, die
a) gleich 3; —7; 11; —13; 25;

1 2 1

. 1 1
b) glich —255 —3%: lyg 1875 —5 500

¢) gleich 0,2; —0,3; —0,3; —0,75; 0,88 sind!

H

8. Verwandeln Sie die folgenden Briiche und gemischten Zahlen in Dezimalzahlen!

2 3 5 —13 15 99
0 7 n —g ) 13 ) —5— T D 100
1 3 o2 11 2
8) 2+ h) =53 ) —125 k) 54 D 1857

4. a) Geben Sie Beispiele fiir echte und fiir unechte Briiche!
b) Erkliren Sie, was man unter echten bzw. unechten Briichen versteht!

5. Erweitern Sie folgende Briiche in der Spalte m mit den Zahlen aus der Zeile n!

1 1
1—2— 4§ a

el o

n 1
n 4 6 —3 5

SR | o= o=

o~

afiss | ol
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6. a) Welche Teilbarkeitsregeln kennen Sie?
b) Welche Bedeutung haben die Teilbarkeitsregeln fiir das Kiirzen?

5
7. Erweitern Sie den Bruch — mit

7y
a) 4; b) x; ) —y; d) 2z; e) —3a?; 1) 22242
8. Kiirzen Sie die folgenden Briiche soweit wie moglich!
10 42 280 1232 ab 2z
% "m Vi Ve 9% Ry
9. Ermitteln Sie das kleinste gemeinschaftliche Vielfache folgender Zahlen!
a) 2, 12, 14, 32 b 3, 9, 27, 11 ¢ 2, 3, 6, 8, 12.

10. Welche Beziehung besteht zwischen dem kleinsten Hauptnenner mehrerer gemeiner Briiche
und dem klei inschaftlichen Vielfach h Zahlen?

11. Machen Sie die folgenden Briiche gleich ig!

g

Ve s Dioa
SR | D3 % I o
wodidedl  wiebel  olegd
Yo gra—0 O+ is—m g g
g HIy B gelgty
18.0) 2.5 DE-NUENP Dags @ L2 1y Lse
14.2) 3.1 b) §-% ) 3-¢
Y I N WP
15. 8) §:2 W) o4 o §:2 033 9 1$:9 1) 31:5
T i
D1g:38 g 4-4:% h) $-4:% 0 $:3-6% i
meyzg.d_t.21..1 CER SR ST e 1
dodeborh-br ot |
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Die Erweiterung des Bruchbegriffes

Bei den frither besprochenen gemeinen Briichen waren die Zéhler und Nenner natiir-
liche Zahlen. Wir erweitern den Begriff des gemeinen Bruches nun dahingehend, daf
wir als Zihler und Nenner rationale Zahlen verwenden. Dabei kann jede rationale
Zahl auBer Null als Nenner auftreten.
Wiirde die Zahl Null als Nenner auftreten, so erhielte man z. B.

5
(36) 5 =v. -
Durch Multiplikation mit Null kénnte man die obige Gleichung umformen in
37) 5=y-0=0.
Das ist ein Widerspruch.
Um diesen Widerspruch zu vermeiden, schlieBt man die Zahl Null als Nenner eines
Bruches aus.

Da die Zahlen im Zihler und Nenner vorzeichenbehaftet sind, miissen wir auch die

Begriffe echter und unechter Bruch neu erkliaren.
% heiBt echter Bruch, wenn |a| < |b| ist oder, was gleichbedeutend ist, H: <1
gilt.

—Z heiBt unechter Bruch, wenn |a| = |b| ist oder, was gleichbedeutend ist,

a|
3| = 1
gilt.

‘ 1. Erliutern Sie, inwiefern diese neue Erklirung fiir einen echten bzw. unechten
Bruch die urspriingliche Erklirung einschliefit!
2. Begriinden Sie, weshalb in dieser Erklirung das Betragszeichen erforderlich ist!

Die Vorzeichen von Zihler und Nenner lassen sich nach der Vorzeichenregel fiir
die Division zu einem Vorzeichen vor dem Bruch zusammenfassen.

Die gemeinen Briiche finden innerhalb der Mathematik vielfache Anwendung. Das
Rechnen mit ihnen muB sicher beherrscht werden. Das gilt insbesondere auch fiir den
Fall, daB als Zahler und Nenner allgemeine Zahlensymbole verwendet werden. Auch
in den Naturwissenschaften und in den technischen Wissenschaften wird viel mit ge-
meinen Briichen, vor allem unter Verwendung allgemeiner Zahlensymbole, gerechnet,
withrend in der industriellen und landwirtschaftlichen Produktion bei numerischen
Rechnungen meist Dezimalbriiche verwendet werden.

Das Vergleichen gemeiner Briiche, Kiirzen und Erweitern

Fiir zwei rationale Zahlen @ und b gilt immer genau eine der drei Beziehungen
a~>b a=b odera < b, Ist z. B. weder a < b noch a > b, so gilt a = b, oder

wenn nicht a < b gilt, so ist @ > b usw.
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Bei ganzen Zahlen und Dezimalbriichen liBt sich an den beiden gegebenen Zahlen
sofort erkennen, welche von den beiden groBer bzw. kleiner als die andere ist. Fir
gemeine Briiche ist diese Entscheidung nicht immer ohne weitere Rechnung méglich.
Da der Vergleich von Briichen hiufig notwendig ist, soll nun ein Verfahren besprochen
werden, das es in jedem Fall ermoglicht, eine eindeutige Aussage dariiber zu machen,
welche der obengenannten Beziehungen fiir zwei rationale Zahlen @ und b zutrifft.
Wir beschrinken uns dabei auf positive gemeine Briiche und betrachten zunichst
zwei Sonderfille:

1. Haben zwei positive Briiche gleiche Zihler, so ist nach den GesetzmiBigkeiten

der Division der Bruch mit dem kleineren Nenner groBer.

B Beispicl 25:

303 303

17 17 5 5 5 5

> o bzw. BE3 3= i bzw. ‘li == ‘,li
23 23

2. Sind zwei positive Briiche gleichnamig, so ist nach den GesetzmiBigkeiten der
Division der Bruch mit dem groBeren Zihler groBer.

. Beispiel 26:

3 2 3 2
15 13 5.5 5 5
IR T O i T A et T

23 23

Fiir zwei Briiche, die weder in ihren Zihlern noch in ihren Nennern iibereinstimmen,
muB durch Umformen einer der erliuterten Sonderfille erreicht werden.

Die beiden Briiche werden so umgeformt, daB sie gleichnamig sind. Eine solche Um-
formung ist in jedem Falle méglich. Fiir Briiche gilt die Festlegung :

Zwei Briiche % und % stellen genau dann die gleiche rationale Zahl z dar, wenn gilt:
a-d=b-c.
B Beispier 27
Die Briiche ; und g stellen die gleiche rationale Zahl z dar, weil gilt :
5:14=17-10.
B Beispiel 25:
Welcher der beiden Briiche ist groBer: § oder 15t

Losung: Die Briiche werden durch Erweitern gleichnamig gemacht.

5_10 1520 2 45 50 )
TTHWT AT W3 T g e
714 21 42w
0~ 2 3 ' ~ 60 70

50 49 50 5 49 T s i 5 7
Aus 75> - folgt wegen 75 = 5 und 70 = ig 4e Beziehung 7> 15
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‘ 1. Formulieren Sie die Rechenregel fiir das Erweitern!
2. Wie heifit die Regel fiir das Kiirzen?

Da die Division die Umkehrung dc;r Multiplikation ist, wird das Kiirzen als Umkeh-
rung des Erweiterns bezeichnet. Unter Verwendung allgemeiner Zahlen#ymbole erhiilt

man fiir die Erweiterung des Bruches % mit » die Beziehung:

a

a*n 3 L
ek T mit b 4= 0 und 7 &= 0.

Fiir den durch m gekiirzten Bruch »Z~ erhilt man die Beziehung :

a a:m .

e e mit b <= 0 und m = 0.
Die Zahl n heilt Erweiterungsfaktor, m wird Kiirzungszahl genannt.
Durch Gleichnamigmachen kann man auch mehr als zwei Briiche miteinander ver-
gleichen. Das geschieht in jedem Falle so, da man das kleinste gemeinschaftliche
Vielfache (k. g.V.) aller vorkommenden Nenner ermittelt. Das k. g. V. aller Nenner
heilt der kleinste Hauptnenner einer Menge vorgegebener Briiche. |

Ermittlung des kleinsten Hauptnenners mehrerer Briiche
(Gleichnamigmachen von Briichen)

Die systematische Ermittlung des kleinsten Hauptnenners HN soll an einem Zahlen-
beispiel und an zwei Beispielen mit allgemeinen Zahlensymbolen erliutert werden.

B Beispier 29:
10 47 17 19 18 73 49
Die Briiche 39’ 156° 60° 78° 65 260° 195 sind der GroBe nach zu ordnen.
Das k. g. V. ist das Produkt aller in den sieben Nennern vorkommenden héch-
sten Primzahlpotenzen. Deshalb wird zunichst jeder Nenner in sein Primzahl-
produkt zerlegt. Dann wird der jeweilige Erweiterungsfaktor fiir jeden Bruch

ermittelt.
Zum
Nenner Primz kt Erweiter sfaktor | H 780
gehirender Zihler
-39 3. 13 22.5 200
156 22.3. 13 5 235
60 22.3.5 13 =13 221
78 2.3. 13 2.5 =1 190
65 513 22.3 =12 216
260 T 22 5.13 3 =3 219
195 3:5-13 8= 4 196

HN=22~3-5~13 = 780
17 73 18 _ 10 49

Eegehnia: 355> 575 555 55 55 195"
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[ Beispiel 30:
d e g

s - c ) . .
DleBruchem, =GR

%Wsind gleichnamig zu machen.
Um den kleinsten Hauptnenner zu finden, werden, wenn es moglich ist, die
Nenner in Faktoren zerlegt. Der jeweilige Erweiterungsfaktor fiir jeden Bruch
wird durch Vergleich mit dem kleinsten Hauptnenner ermittelt. Alle Briiche
werden dann auf den kleinsten Hauptnenner erweitert:

Nenner Faktorenzerlegung Erweiterungsfaktor

a+b at+b aba—b) =a?b —ab*
a—b a—2b ab(a+b) =a*b + ab?
a a b(@a+b) (@ —b) =a?b — b3

at—ab a(a —b) b(a + b) =ab+ b

ab+ b ba + b) a(a — b) =a*—ab

HN—=oa-b-(a+b)(a—b)=ab(@®—b?) =a®b—ab?

Man erhélt dann:

Erweitern

¢ - c-ab-(a—b) _ c-(a*b—ab?) _ a*bc—ab’c
a+b  (atb)-ab-(a—b)  a¥b—ab® — da’b—ab?
d o d-ab(a+b) _ d(@*b+ab®) _ a*bd +ab®d
a—b  (a—b)-ab(a+b)  adb—ab® —  a’b—ab®
e " e-blatb)(a—Db)  e-(a®b—b") _ atbe—be
a ~ a-bla+b)(a—0b)  ab—ab® — d'b—ab®
g _ __g-b-(atb) _ glab+b%)  _ abg+bg
@ —ab _ a@—b)-bath  ab—abd  @b—ab
h _ h-a-(a—b) _ h(a®—ab) _ a*h—abh
ab+ b2 ba+b)-a-(a—b)  adb—ab? = Ta¥b —ab®
Kiirzen

Durch Kiirzen lassen sich die eben erhaltenen Ergebnisse leicht nachpriifen. Dabei
ist zu beachten, da man bei Briichen, deren Zihler oder Nenner algebraische Sum-
men enthalten, nicht die in einzelnen Gliedern des Zihlers und Nenners enthaltenen
gemeinsamen Summanden kiirzen kann. Die algebraischen Summen miissen als
Ganzes gekiirzt werden. Andererseits konnen bei Briichen, deren Zihler und Nenner
Produkte sind, einzelne Faktoren gegeneinander gekiirzt werden. Daher ist es zweck-
miBig, die algebraischen Summen im Zahler und Nenner eines Bruches durch Aus-
klammern gemeinsamer Faktoren in Produkte zu verwandeln. Dann lassen sich die
Zihler und Nenner gemeinsamer Faktoren kiirzen. Liest man die Gleichungen des
Beispiels 30 von rechts nach links, so kiirzt man die auf der rechten Seite stehenden
Briiche und erhilt als Resultat die links stehenden Ausdriicke.

B Beispiel 31:

o e By, B 2—z o Ly EEWL, E
Die Briiche i¥y y—_z Fy—ztayP—zyz T Tty zyY—72

sind gleichnamig zu machen.
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Losung :

Nenner Faktorenzerlegung Erweiterungsfaktor
z+y -ty z(y —2)
y—z y—z z(x + y)

2y —a?ztayPt—wyz
w(zy — 2z + y* — yz)
=z(y—2)(x+y) 1

4 z (@+9) (y—=2)
2+ ay z(x + ) y—2z
ry—=xz2 z(y —2) z+y
HN=z@+y)(y—2) =2*y—2*z2+ay —zyz
Man erhélt dann:
z—y _ (z—ya(y—2) _ 2y—az—ay®—zyz
T+y  (@F+yzly—2) 22y —atz+ 2y —zyz

3 3ex(@ty) 322 4 3zy
y—z (y—2zl@+ty) a2y —a’ztay:—ayz

2—z 22—z

zty —atz+tzy? —xyYyz 2ty — 2%zt zy?— xyz

}{_ lx+y)(y—2)  zy—zz+y*—yz

s@+y)ly—z)  wty— %t eyt —ayz
-y _ (z—y)(y—2) _ —y +2yz— 22
w?fzy  z@FyY)(Yy—=2) 2ty — 2%zt a2y’ —ayz
r—z (x—z) (x4 y) 2 —xz4 2y — Yz

zy—zz  z(y—2)(@+y) a2ty —atztay’—ayz
Das Schema zur Ermittlung des kleinsten Hauptnenners und der Erweiterungs-
faktoren entfillt bei einfachen Aufgaben. Bei den folgenden drei Beispielen
B Beispie1 32: _
7 - z x4y Y
a+b’ a—b’ a—c’
. Beispiel 33:
a 12 [ d

ity @ By Ty’
. Beispiel 34:
1 2 3 4 5

1z > 35zy’ 108 5y?° Ty
geht man bei der Erweiterung auf den kleinsten Hauptnenner etwa folgendermafen
vor :
Bei Beispiel 32 ist sofort erkennbar, daff die Nenner keinen gemeinsamen Faktor ent-
halten, sie sind zueinander teilerfremd. Folglich ist der kleinste Hauptnenner das
Produkt aller vorkommenden Nenner, hier (¢ - b) - (@ — b) - (¢ — ¢). Der Erweite-
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rungsfaktor fiir jeden der drei Briiche ist jeweils gleich dem Produkt der beiden
anderen Nenner. Man erhilt so

T T(a — b) (a —c) _ Ta*—Tab—Tac+ The
a+b (a+b(@—b)(a—c)  a®—a’c— ab®+ b
 J x(a + b) (a —c) _ a*x4abr—acx—bex

a—b _ (@—b(atd(@—c) @ —afc—abt b
z+y (x+y) (@*—b%)  afziaty—bix— by

a—c  (a—c)(@—0b%) ~ a® —afc—ab®+4 bic
Im Beispiel 33 erhilt man wegen 2* — y* = (x + y) (x — y) als kleinsten Haupt-
nenner z(x + y) (# — y) = a® — @ y*% Der erste Bruch ist demnach mit z(x —y),
der zweite Bruch mit (x -+ %) (x — y), der dritte Bruch mit x und der vierte Bruch
mit x(x 4 y) zu erweitern.

. Welche erweiterten Briiche erhdlt man dann?

Im Beispiel 34 erhilt man wegen 14 =2-7,35 =5 -7 und 10 = 2 - 5 den kleinsten
Hauptnenner 702?32 Die Erweiterungsfaktoren fiir die einzelnen Briiche lauten
deshalb 5 32, 2z y, Ty?, 1422, 1022 y.

‘ Welche erweiterten Briiche erhilt man dann?

Verwendung von Klammern in der Bruchrechnung,
Kiirzen algebraischer Summen

Bestehen Zihler bzw. Nenner eines Bruches aus je einer algebraischen Summe, so
werden die algebraischen Summen bekanntlich nicht in Klammern eingeschlossen.
Sobald aber mit diesen algebraischen Summen Rechenoperationen auszufithren sind
(z. B. Multiplizieren beim Erweitern), miissen Klammern gesetzt werden, weil sich
die jeweilige Rechenoperation auf die ganze algebraische Summe bezieht.

Das gilt z. B. auch fiir das Kiirzen eines Bruches, der algebraische Summen enthilt.
Die ganze algebraische Summe im Zéhler und im Nenner muf dabei durch den gleichen
Ausdruck dividiert werden. Das heilt:

> Stehen im Zihler oder Nenner bzw. im Ziihler und Nenner eines Bruches algebraische
Summen, so sind diese vor dem Kiirzen durch Ausklammern gemeinsamer Faktoren in
Produkte umzuformen. Wenn dann im Ziihler und Nenner gemeinsame Faktoren auf-
treten, konnen diese gekiirzt werden.

B seispiet 35:

45a%b + 36ab — 18ab _ 9ab (5a + 4b— 2)
o — ok —15a +12b—6

. Beispiel 36:

172%y 1722y
1872%y% + 15322y — 172ty — 68ay 172y (11a%y + 9zy — x — 4)

z
T T2ty + 9zy—z—4
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B Beispiel 37:
9,0mp — 7,8mq + 6,0np — 5,2nq

_ 6m(1,5p — 1,3¢q) + 4n(L,5p — 1,3¢)

3m + 2n 3m + 2n
_ (6m+4n) (1,5p —1,3q) _ 2. (3m + 2n)(L,5p — 1,3¢)
s 3m -+ 2n — 3m +2n
=3p—26¢q
B Beispiel 35:
1622 — 25 (42 5) (42 =
-5 -5 =52 b

B Beispiel 39:

3622 — 122y +y*  4-(92° — 3y + 0,25y2) _ 4-(3x—0,5y)

122 — 2y

15z — 2,5y

Aufgaben

5.(3z — 0,59)

5- (32— 0,5y) 5

18. Aus den folgenden Briichen sind diejenigen herauszufinden, die einander gleich sind.

8 —17 3a 1122 m 121pg?
g " 55— 95 95y = D 564
—m 5la? —30 34 85 7
8) n h) 68a D — 105 k) 70 b = 175 m) a+b
422 9 o —14b 187 150200 223 T2z
D mre D sar—zer P T3z O moae D3 %) 354z

Erléutern Sie, wie Sie bei der Losung dieser Aufgaben vorgegangen sind, und ‘begrﬁnden Sie

den gewiihlten Losungsweg!

19.
Nenner ergibt.

‘Welche erweiterten Briiche erhalten Sie?

Jeder der folgenden Briiche ist so zu erweitern, daB sich das nebenstehende Produkt als

15ab 3m g a-+b
) Sitg ll2ed b) 45— 10mn o 2 8orst
1 -
B . 2 2 2 13 + 52 .
Vigags &0 8 g 10pt—dy D 55,5 169252
Py
15 ) 2 a—b 5 2 2
®) -1 12l —22a+1 h) oo 4ut—duv o
D @z4 052 K)o @b ) (abto)
32405 ° ? 12ab — 12¢ ’
1) %; (12a2 —12) (@ + 1)



20. Vereinfachen Sie die folgenden Briiche durch Kiirzen!

242p2%q z Ea Ta — 14b 60a® —30b2
) “33pg. " = i === ) T2a—65
1) 12622 + 12602 + 3150 ) 8la? — 162z + 81 h) 3em — 2¢en +ck
63z + 315 g 37z — 27 13acm — 8acn + dack
21. Ermitteln Sie jeweils den kleinsten Hauptnenner!
23 y? 1 il L
a)?’ N L b) 1527 2?y?’ 12y ° 30zy
5 a—b a+b a? — b? . a®—2ab+4 b a4 2ab4 B2
)a+b’ a—b’ a4 2ab+ b’ a*—b? ’ a—2ab+ b
d 3 . 4 5 1
) 162 — 10y > 6z + 4y’ 92 —4y?’ 322 — 3z -+ 22y — 2y
LY 3 . 2a—3b 4 n 2.3, _ 4  10a—5b
2 °’ By—2z’ By+2z’ 2y-—5z ) 34} T 2a+b°’ ~4a® -0
a b c d 1 1 1 1
g)a:—y' z+y w—z' z+z h)f’ oL a+2; a+3
22, Schreiben Sie die folgenden Divisi fgaben als Briiche, und kiirzen Sie sie!
a) (—4mp —mq):2np+ 0,57 9) b) (20a b+ 28bc):(—24ad —42¢d)
¢) (—2022+ 5y):(16x 4 10y) ©d) (8lm2n?— 18mn+ 1):(9mn — 1)
e) (—r*—2rs—&):(r+ 8) f) (. —1):(2 —22)

28. Folgende Briiche sind zu kiirzen.

ab 2yz mn (a + b)? (@ — b)®
8) ac b) z2 £) m2nd 9 a+b ©) b—a
422 — 25 25 — da? (5p — 3q)* (64a2 — b2)2
U T O Tozrzs M 5p—3¢ D “Garop

Addition und Subtraktion gleichnamiger Briiche

Formulieren wir die uns bereits bekannte Rechenregel fiir die Addition und Sub-
traktion gleichnamiger Briiche unter Verwendung allgemeiner Zahlensymbole, so
erhalten ‘wir

@) 2LB_ZT® pndo.

n n n

mit n + 0.




. Beispiel 40:

1I7_ 12,6 1 _17—-1245-1 -1 1
ey wy zy ay zy Cwy T ay
B Beispiel 41:

e el WL . ied o

z: — y? 72 — y? Y at —y?

_4r b+ (—2y+2b)+6y—[b—(x+y)]

- x2 — y?
4z~b—2y+2b+6y;b+z+y 5x+5y

Iz_yz 2_y2
Sty _ 5 ‘

TEFNeE—y =y
Beachten Sie:
> Steht im Ziihler eines Bruches eine algebraische Summe, so ist beim Addieren bzw.

Subtrahieren des Bruches die algebraische Summe als Ganzes' zu mldleren bzw. zu sub-
trahieren, d. h., die algebraische S ist iichst in Kla n liel

Addition und Subtraktion ungleichnamiger Briiche

Sollen ungleichnamige Briiche addiert oder subtrahiert werden, so lésen wir diese
Aufgabe durch Zuriickfiihrung auf die bereits geléste Aufgabe, g]elchnamlge Briiche
zu addieren bzw. zu subtrahleren

Fiir die Briiche ; und W mit 7 4= 0; m == 0; m = n gilt demnach
a-m b«n am 4+ bn

b
= + =
m n+m m-*n mn

40) —+

Diese Regel gilt sinngeméB auch fiir die Addition und Subtraktion von mehr als
zwei Briichen.

Auch bei allgemeinen Zahlensymbolen im Nenner der einzelnen Briiche ist der
kleinste Hauptnenner nicht immer gleich dem Produkt der einzelnen Nenner. Fiir
solche Fille muB der kleinste Hauptnenner ermittelt werden.

. Beispiel 42:

z+ 6y
% — 3zy +

Sy—=z 1
—2zy 4 6y* 2y

Hauptnennerermittlung:
2 — 3zy =a(zx — 3y)
—2zy+ 6y =—2y(x—3y)
2y =2y
HN: —2zy(x — 3y)
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x+ 6y 1

12—31y+j ! T 2y

_ (x 4+ 6y) (—2¥) By —x)x - 1(—2)(x—3y)
z(x—3y)(—2y) —2y (x —3y)x 2y (—2) (x —3y)

. —2ay — 129° 4 9wy — & — (—2°  3ay)

o —2xy (v —3y)

_dey—lap  Aye—3y 2

T T 2zy(r—3y)  2zy(z—3y =

Nur die Umformung der algebraischen Summen in Produkte durch Ausklammern
gemeinsamer Faktoren bzw. durch Anwendung der binomischen Formeln erméglicht
bei komplizierten Nennern die Ermittlung des k. g. V. der einzelnen Nenner. Zwar
lassen sich solche Aufgaben auch mit anderen gemeinschaftlichen Vielfachen —
etwa mit dem Produkt aller Nenner — lésen, jedoch werden die Zihler dadurch
wesentlich komplizierter. Deshalb ist dieser unrationelle Losungsweg zu vermeiden.

. Im allgemeinen stehen allgemeine Zahlensymbole fiir alle rationalen Zahlen.
In den Beispielen 40 und 42 gelten jedoch Einschrinkungen. Bestimmen Sie,
welche Einschrinkungen in diesen Beispielen giiltig sind!

Anleitung: Beachten Sie, daB die Division durch Null nicht moglich ist!

Aufgaben
24. Berechnen Sie folgende Summen!
5 1 7 2 2a 3b a 2b 3a
Mt e )= %g T
2 3 c 5a 2b b 4a
Vas " ab tap d):c——y z—y x—y z—y

25. a) Wie lautet die Rechenregel. die Sie zur Losung der Aufgabe 24 benutzten?
b) Geben Sie diese Rechenregel, getrennt fiir Addition und Subtraktion, in Form von Glei-
chungen unter Verwendung allgemeiner Zahlensymbole wieder!

26. a) Wie lautet die Rechenregel fiir das Addieren und Subtrahieren ungleichnamiger Briiche?

b) Versuchen Sie die Rechenregel fiir die Addition bzw. Subtraktion zweier ungleichnamiger
Briiche als Gleichung unter Verwendung allgemeiner Zahlensymbole zu schreiben!

27, Berechnen Sie folgende Summen'!

@<+5 O3 Oty @3
B D) +18 ®5-3 )5+
Dﬁ*?i—b k) ﬁfi—iiz 1)5132y——5xi2y
et wrrosy gt ot
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4 2 2r4+3 ! 1 1
P te—3 Do —gr 1 Er—1 D g tw

1 1 a® b3 1
s)?+7 t)F7? “)“2';{

1 1 2 c
V) ot ot W) =+ X)?‘F?

28. Berechnen Sie folgende Ausdriicke!

9 5 4 2z br—1 y—1
Ve m W L s i (PR

4m —5n 3m+n 1 2u 3v 5
R 3m—n+4m+5n_§ 9 u—v_u+v+?

5z 4z 3z 20¢ 19¢ c
Y Vel mi D e T =%

5 7 9 m* — 1lmn —3 2z —6 z
&) 4m ~ 6n  8mn + 12mn(m — n) ) 5z—1 10z—2 + 1—-52z

17m 5 78 —1 45 — 11 18s 41

DBy 1 Tomi03 ¥) Tr—s0r tsr—t0r — r—2

1 1 1 1 Ty Sx 3
Vet tE e ™ e te e e
- 4m+n 21 2m —5n 22m® + 290
) (m n)'-‘+m+n_(m—~n.)-“'_ mE — n?

202 +3 | 3y2—2 5
0) @ —aty | ayl+ gyt ar— gt

5y — 1Tz 14y + 9z 2y — 22 1322 — 11y2

P) 2% + 2y%z  3yz* — 32° 4y’z + 4y2®  By’z—6y2®

29. Zeigen Sie, daB die folgenden Bezichungen gelten!

a—bax _a 6s — 2rs 12 +6r
e I L [
c)i_zyﬁ-yzz_-z Q) 4m® — 9 _4m’+l2m+9
y y® - 4m* —12m +9 4m*—9

P2t
nf TP _ 5,1
) P P

Multiplikation von Briichen

Die Rechenregel fiir die Multiplikation von Briichen laBit sich unter Verwendung
allgemeiner Zahlensymbole folgendermaBen darstellen:

(41) o Wl PO o | mit 7, % 0 und n, & 0.

ny ny ny.ng
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Fiir mehr als zwei Briiche gilt:

zy 3y % LR TR
2) ety = (N, Ng,..., n; == 0).
42) ny gt my Nypenge,..on; (3,2, ., i % 0)

Von besonderer Bedeutung fiir ein rationelles Multiplizieren von Briichen ist das
Kiirzen. Ist in (41) etwa 2, = m - 23 und n, = m - ny, so gilt:

(43) o T, % 312

n oMy Mg meng  myemg

Ist es iiberhaupt méglich zu kiirzen, so sollte das zweckmaiBigerweise bereits vor
dem Ausmultiplizieren von Zihler und Nenner geschehen, da man auf diese Weise
unniitze Rechnungen vermeiden und die Anzahl der moglichen Fehlerquellen ver-
ringern kann. .

Die Gleichungen (41), (42) und (43) gelten auch fiir den Fall, daB im Zéhler und
Nenner algebraische Summen stehen. Wie aus folgenden Beispielen ersichtlich, ist
dabei auf das richtige Setzen von Klammern zu achten. Gemischte Zahlen werden
zweckméBigerweise dabei nicht als algebraische Summen behandelt, sondern in
unechte Briiche verwandelt.

. Beispiel 43:
 § 12 1 7 4 18 17 14 7 2
(Zﬁ—l)'(s"l—lﬁ)“lm'(ﬁ—ﬁ)-m'(—ﬁ)=——=—l*
B Beispie1 44:

Die algebraische Summe
plizieren.

3m 2m 13m
— s o i i 2 02 :
Saty 32yt + 07y ist mit — 3022 2 zu multi-

1. Losung:

3m 2m 13m 2
(51231 T Bay? = 10zy ) (=S0N)
3 2m
3xy®

= — 2™ _ 30a2y? . 3022y2 — 13M a0 0.
= 52ty 302%y® 4 3022y’ Tozy 3022y’

=—3m-6y—|—2m-10z—13m-3zy:20mz—39mxy—18my

2. Losung:
3m -6y 2m - 102 13m - 3zy Sd
(51:2y~6y T Bzy? 102 IOzy-3zy)'(——30x‘y)

18my — 20max + 39may
= y&ngﬂs < (—302%y") = — (18my — 20ma + 39may)

=20max —39may — 18my

. Beispiel 45:
6y+3 8y*—8y+2 2 LBy —2)Ry+1) _ 24

5 4y —1 2y+1 4y —4y +1 5
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Aufgaben

80. Berechnen Sie folgende Produkte!

3 14
VT
T Yy
D73

b (7)

4
b)5-275

a c
gy vy

d
y

m) x- =

z

o
~

1)

n)

13 2

e 12 —

78 12 d) 4 7 14 e)
c a < 3

3 VTF B
T 5 156

v oo (-w) »

31. a) Welche Rechenregel haben Sie zur Losung der Aufgabe 30a angewendet?
b) Bei welchen anderen Aufgaben haben Sie dieselbe Rechenregel benutzt?

¢) Welche SchluBfolgerung ziehen Sie aus den Ergebnissen der Aufgaben 30g und h?

d) Nach welcher Regel haben Sie die Aufgaben 30, ¢, i, k, m und n gelést? Bilden Sie selbst

weitere Aufgaben dieser Art, und ermitteln Sie deren Losung!

¢) Welche Umformung muB man an den in Aufgabe 31d genannten Aufgaben vornehmen, um

sie nach derselben Regel wie Aufgabe 30a losen zu konnen? Bilden und losen Sie weitere

dhnliche Aufgaben!

f) Welche Vorzeichenregeln gelten fiir die Multiplikation von Briichen?

a 3
B e
T
=l

a

82. Ermitteln Sie die Produkte folgender Dezimalbriiche einmal durch Ausmultiplizieren der
Dezimalbriiche, zum anderen durch Umformen in gemeine Briiche und anschlieBendes Aus-

multiplizieren!
a) 0,150,032
d) 1,25-0,37

b) (—0,22)- 1,8
€) 0,05-0,0015

) 15,2+ (—1,25)
1) 124,5.1254

Vergleichen Sie jeweils das Produkt der Dezimalbriiche mit dem ungekiirzten Produkt der
entsprechenden gemeinen Briiche, und begriinden Sie so die ,,Kommaregel* fiir die Multipli-
kation von Dezimalbriichen!

13 124

33. a) 3165

2

3
n3c-lg

b (s5)
34. a) %.2

1)6-2

~|=a w| =

1
35.a)
v

D 2.—

) q

1
st

922 4z
») 6zy 18mz

4%

3 35
) 731

2 2
g) 14T'SF

1 2
m (17)

4
b) 5.

2
g) 407

1
b)?

cxy
. 3n
g) lam-ﬁ
a
2 acb?
m) = a%b

2xz dzy
3yz 5a?

17 81. 2 10 2 42
) 3153 Vi » R
13 4 « 3\2 18\2
B) 5l ) (I) K) (E)
2 2
m (155)
5 7 5
) 20'7 d)ﬁ~26 e) 3.3
1] & 1 3
W) 110 i) 1154 K 15
3 a r2s  u*v
D) 23.7 9 we? st e)TJ'q
15m 3 1
ot Direess e
h) o 3n i) r s k) —=c1%8
n) 7 3m o 6a?b?c 20acx
P 21 p2¢* 8abea? 15a%by
1 13m® 21mn2p 2rst  4p°qPr
14n2 " 39men 5p2g*rt " 9pst
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1 1,56a* 8,4zy 3,2b%y
) 2,86z "1,44ab 10,4a

i 1
at+b a+t+b
]

37.a)

qa) (z+y)

zty
—1
8)%_@'(“‘?‘7)

9a® — 1

3,2b% — 0,2¢2

e)z 3rs  15m2n
3 5mIn’ 6r%s
0,1.m?

g) l7mn~m2—m-30n

dl 1
b)a-{—b.a—b

1
°)m‘z+y
3r—2 5y+42

h) 10y +4 6x—4

a b =z y
VT vy T s

1 1
c)a—-b-a-q—b

8m? — 2 L

D 4m* —dm+1 2
) 5a—2b 54r — 3,68
6r—4s 550 — 2,2b

S5z —12  26ab — 12z (3m — 4n)? -

) fopr—e2 0,942 — 0,6a + 0,1

o (Led)(H+4)

3a  4b 50).(1

Sabo +5abc)

(i3]

{1 Fl=5

) (ix+20a

Y Ba—e: 20z — 48

)

(=%

3 170z

3m +4n

& Y

Division von Briichen

Wie man Briiche dividiert, ist uns bekannt. Unter Verwendung allgemeiner Zahlen-
symbole kann man die Rechenregel darstellen durch

(44) L2

ny ng ny zy ny - zy

=y "2 %y 'll;-, 5
. mit  ny,ny, 2, + 0.

Die Division zweier Briiche ist auf die Multiplikation von Briichen zuriickgefiihrt
worden. Die Gleichung (44) gilt auch fiir den Fall, daB n,, n,, z,, z, algebraische
Summen sind.

Die Briiche :L—’ und %’- heiBen zueinander reziprok!. Der Bruch ;i ist aber auch
2
zu allen Briichen reziprok, die durch Erweitern des Bruches % entstanden sind.
2
Das fiihrt zu folgender Erklirung:

c

Loa
P> Zwei Briiche 5 und

heiflen zueinander reziprok, wenn ihr Produkt gleich 1 ist, also

a ¢
F.7=1 gilt.

1 reciprocus (lat.), auf demselben Weg zuriickkehrend.
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Im Gegensatz zum Multiplizieren kann beim Dividieren zweier Briiche nur innerhalb
des Dividenden bzw. innerhalb des Divisors vor Ausfiihrung der Division gekiirzt
werden. Erst nach Umwandlung der Divisionsaufgabe in eine Multiplikations-
aufgabe kann wie bei der Multiplikation von Briichen gekiirzt werden. Das Vorzeichen
des Quotienten wird nach den Vorzeichenregeln fiir die Division rationaler Zahlen
ermittelt. :

Da jede ganze Zahl als Bruch mit dem Nenner 1 aufgefalt werden kann, enthilt
(44) auch die Division einer ganzen Zahl durch einen Bruch und die Division eines
Bruches durch eine ganze Zahl als Sonderfille. Fiir den ersten Fall gilt nach (44)

mit 7,z 0,

d. h., die Zahl wird mit dem zum Divisor reziproken Bruch multipliziert. Fiir den
zweiten Fall gilt nach (44)

# g | ;
(46) _,,=n_1;—-=——-—= mit 7,20,
1

d. h., der Nenner des Bruches wird mit der ganzen Zahl multipliziert.

B Beispie 46:

33ab_ll bo= 33¢b 3
e %% Tac 11abe 142

B Beispie1 47:
8 2 __ |
(64a® — 1) z+1 (64 IL(BZ )

- 3 == 2 __
Be—1- Farl e =10

- Beispiel 48:
( 8ab—4c) 2ab —c 4(2ab —c)-5(36p — 27q)

~36p —27g) ‘T80p — 13— — (B6p —27g)- @ab—0) 20

Doppelbriiche und ihre Umformung in einfache Briiche

Da fiir die Division neben dem Doppelpunkt als Operationssymbol auch der Bruch-
strich benutzt wird, lassen sich die Gleichungen (44), (45) und (46) noch in einer
duBerlich anderen Form schreiben. Man erhilt

A 2
g == (48) — (49) -
) w

Solche Ausdriicke heiBen Doppelbriiche.
Der Bruchstrich, der an die Stelle des Doppelpunktes getreten ist, ist dabei deutlich
linger als die anderen Bruchstriche zu zeichnen.
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Das ist besonders bei Doppelbriichen vom Typ (48) und (49) notwendig; denn

a b ¢ ac
G S e i s
c
ist im allgemeinen verschieden von
L3
b a _a
el e e

Aus (50) und (51) ist gleichzeitig ersichtlich, wie Doppelbriiche in einfache Briiche
umgeformt werden. Um Fehler zu vermeiden, empfiehlt es sich, den lingeren Bruch-
strich, auch Hauptbruchstrich genannt, durch einen Doppelpunkt zu ersetzen.
Danach wird nach der bekannten Rechenregel fiir die Division von Briichen ver-
fahren.

. Beispiel 49:

bZ
a —brea)  —by
120 _( a ) = a*y,
. Beispiel 50:
5,2a%b
A9 —1 _ 52e%  g5ab? _ 5,20%b 3(7x41) 12
6,5ab2 492 — 1 21x +3 4922 —1 G5ab? 350z —5b
21z +3
B Beispici 51:
a b
b a - a? — b2 a+b _ at—0b? ._ab —a—b
1 1 ab " ab  ab at+b
B e
Aufgaben
39. Bestimmen Sie zu den folgenden Briichen jeweils den reziproken Bruch!
T 3 1 1
a) 5 b) 1? ¢) & d) 5 e) 22
a 4 o @ 2¢c
fH 7 05 D D K 5
—3 5a —2m 1
b 2z m) — 6b 1) —13n ) 15m p) 13a

40. Stellen Sie fest, welche der nachfolgenden Paare von Briichen zueinander reziprok sind!
Begriinden Sie den gewithlten Losungsweg!

15 .3 —6. 15 —5 14
") &2y Y 1 a5 9 —7ilgg
. —1 625 7\% 324 3a T2a
) oo ) (3) 196 D Tista
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41. Wie lautet die Rechenregel fiir die Division
a) eines Bruches durch eine ganze Zahl,
¢) eines Bruches durch einen Bruch?

42, Ermitteln Sie die folgenden Quotienten!

u)%:ﬁ 1) 66:%

) 55 n 5w

i) xy:% K) 310:?””

T
48. 8) Schreiben Sie die Q

b) einer ganzen Zahl durch einen Bruch,

17 85 15 4
R B oily

1 a?
g) = h) T.ab

- T

1) 3ovw: 6 m)r2: =
) S 852%y  68xy
P) Toa ‘5a2 40az ~ 50a%y

1 aus den Aufgaben 42a bis q als Doppelbriiche!

b) Wie vereinfacht man die in 43a entstehenden Doppelbriiche?
¢) Warum bedarf der Bruchstrich, der in Aufgabe 42a an die Stelle des Doppelpunktes

tritt, einer besonderen Kennzeichnung?

Ermitteln Sie die Quotienten in den folgenden Aufgaben!
44.&)’;:—;:% h)%-i c)%::&sTx ()l'z’;::%
S TEE RN e
i) —0,39 ; 2,6rs K) —36m2p:~0,18m
0257 | —T5a 130 —m2d]
45.9) %:u 1) ﬂny 0 %ﬂ ) (-?) 2
0% 2 o 2%ma g Tiew m ;g‘;’;“y (— 10b¢)
46.a) 152: 45’” b) (= 27rs) :f:; ) 5:% 0 (-3):137
0) (—65ab): iig; ) (—6,2::y):%311(;)—2/ g) (—ld5m): 2™
47.&)4%:3% 1) (—o*):l%z o (#3211):(—5%1:)
) 5%:1,311 ) llga:(—Ta) f) ( b%xj> (— 143229?)

3
292 . 6 —
g) 14322y .Gllzy
10 18
'

64ab 1
") 37be (5§ )

k) 4—

h) (—-257’8):4l_ r
13
1 (—7—[1) 5;

—Tlzy 1
) _14,21'( 2?"’)

i) (—357mn):(-11%m2)

2 l4zy
—4 — 2 s
m)( 47.ry). 3y

19ab 6
» 5 (_3ﬁ“)



21a%b dxy? a*— 2ab + b2
20xy*® a—b a® + 2ab + b2
48.8) —55p O ) @ — 5
T52%y a®+ b? a-+b
4p — 3q am+ an
8p + 9¢q a+b —am+an
D —Tapg+og 9 @5 " e —

16p* 4 18pq

a® — 2ab+ b2

L5. Zur Ubung und Wiederholung

1. In einem rechtwinkligen Dreieck hat eine Kathete die Linge I, die andere ist 2,4mal so lang.
Wie groB sind Umfang und Fliicheninhalt des rechtwinkligen Dreiecks?

2. In Abbildung 1.7. ist ein Kreissektor dargestellt.

a) Welche Beziehung besteht zwischen der
Bogenlinge b, dem Umfang des Voll- b b
kreises und dem Mittelpunktswinkel «
des Kreissektors?

b) Welche Beziehung besteht zwischen dem
Flicheninhalt des Kreissektors 4,, dem
Fliacheninhalt der Vollkreisfliche 4, und \
dem Mittelpunktswinkel o« des Kreis-
sektors ?

¢) Leiten Sie mit Hilfe der Ergebnisse aus /F
a und b die Flicheninhaltsformel fiir den

. b-r
Kreissektor 4, = —— her! Abb, 1.7, Abb. 1.8,

3. WiegroBist derin Abbildung 1.8. schraffierte
Teil des Kreissektors?

4. a) Ein Kreisring mit dem AuBendurchmesser D und dem Innendurchmesser d hat die Fli-
chenformel

AKreisxing = %(D e ’l) (D 2= 'i)~

Leiten Sie die Formel her!
b) Welches Ergebnis erhalten Sie in Aufgabe a fiir D — 12 cm und d = 10 cm?

5. Ein Quader hat die Hohe %, seine Breite ist doppelt, seine Liange dreimal so groB wie seine
Hohe. Berechnen Sie
a) die Summe aller Quaderkanten;
b) den Oberflicheninhalt des Quaders;
¢) das Volumen des Quaders!

6. Wie groB ist der Oberfliicheninhalt eines Zylinders, wenn
a) seine Hohe h gleich dem Radius des Zylinders,
b) der Achsenschnitt des Zylinders ein Quadrat mit der Seitenlinge % ist?
Vergleichen Sie die beiden Ergebnisse miteinander!
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10.

1

2a

)
QN

Abb. 1.10.
Abb. 112,
3
d
& A
Abb, 1.9, Abb, 111 5d !

7. Wie groB ist der Umfang eines regelmiBigen Sechsecks, das einem Kreis mit dem Durch-

messer d einbeschrieben ist?

8. Bestimmen Sie den Flicheninhalt der in Abbildung 1.9. und Abbildung 1.10. dargestellten

Flichen!

9. In Abbildung 1.11. ist der Querschnitt eines L-Stahls (Winkelstahl), in Abbildung 1.12. der

o

. Die Liingeninderung Al eines um A¢ erwirmten Drahtes ist

eines I-Stahls (Doppel-T-Stahl) dargestellt. Bestimmen Sie fiir beide Profile die Querschnitts-
fliche!

Die Abbildung 1.13. zeigt einen Halbrundniet.
a) Nach welcher Formel berechnet sich sein Gewicht, wenn der Kopf des Halbrundniets
nach der Niherungsformel
V=-mnk? (% — %)

g

berechnet wird und k = L.'i) sowie | = 6d ist?

b) Wie iindert sich das Ergebnis, wenn D = 2d ist?

=1, dt,

wobei « der lineare Ausdehnungskoeffizient des Drahtmate-
rials und [, die urspriingliche Liinge des Drahtes bei Ausgangs-
temperatur ist. Wie groB ist seine Gesamtlinge I nach der
Temperaturzunahme? Schreiben Sie das Ergebnis

a) als algebraische Summe; b) als Produkt! Abb. 1.18.

l
I
l
|
i
d
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12. a) Wie éindert sich das Volumen eines Wiirfels von der Kantenlinge a bei Erwirmung um
at?

b) Erkliren Sie, warum man in Aufgabe 12a mit der Formel
V=a%1+4 3a-At)
rechnen kann!
13. Fiir einen Verzweigungspunkt elektrischer Leiter gilt die Regel, daB die Summe der zuflie-

Benden Strome gleich der Summe der wegflieBenden Strome ist. Welche Beziehung kénnen Sie
aus den Abbildungen 1.14.a, b und ¢ ablesen?

Abb. 114 a) b) o)

14. Von drei parallelgeschalteten Widerstiinden, an denen die Spannung U anliegt, ist jeder
doppelt so groB wie der vorhergehende. Es sei R
a) der kleinste; b) der groBte Widerstand.

Wie groB sind in beiden Fiillen die Gesamtwiderstiinde und die Zweigstromstiirken?

15. Von vier hintereinandergeschalteten Widerstéinden sind zwei gleich, der dritte doppelt und
der vierte dreimal so groB wie jeder der beiden ersten. Wie groB ist der Gesamtwiderstand,
wenn der dritte den Widerstand R hat? Wie groB ist die Stromstiirke, die durch den ersten
und durch den dritten Widerstand flieBt, wenn die Spannung U angelegt ist?

16. Offensichtlich gilt 2+%:2.%; 3+%=3.3;4+§:4.§;

a) Wie konnen Sie die GesetzmiBigkeit mit Hilfe allgemeiner Zahlensymbole ausdriicken?

b) Wie konnen Sie zeigen, daB die in Aufgabe 16a gefundene GesetzmiBigkeit allgemein-
giiltig ist?

4 n
i ] _—— —_— i1 1 2
¢) Gilt auch n =" 77 Begriinden Sie Thre Antwort!

d) Gelten die GesetzmiiBigkeiten aus Aufgabe 16a und ¢ auch fiir negative ganze Zahlen
und fiir rationale Zahlen? Begriinden Sie Thre Antwort, und geben Sie Beispiele an!

17. Zeigen Sie, daB

a) die Summe von vier aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen eine gerade Zahl,

b) die Differenz aus einer natiirlichen Zahl und der niichstkleineren eine ungerade Zahl,

¢) das Quadrat einer ungeraden Zahl eine ungerade und das Quadrat aus einer geraden Zahl
eine gerade Zahl,

d) die Summe aus fiinf aufeinariderfolgenden natiirlichen Zahlen
«) gerade ist, wenn die kleinste Zahl gerade;
f) ungerade ist, wenn die groBte Zahl ungerade;

e) das Produkt zweier geraden Zahlen gerade;

f) das Produkt zweier ungeraden Zahlen ungerade,

g) das Produkt einer geraden und einer ungeraden Zahl gerade ist!
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2. Lineare Funktionen
und Bestimmungsgleichungen

Die Leistung einer elektrischen Lokomotive errechnet man mit Hilfe der Gleichung
Pl T:
Die Spannung zwischen Fahrdraht und Schiene bleibt fast konstant. Deshalb nimmt die Leistung

gleichmiiig mit der Stromstiirke zu. Man sagt, die elektrische Leistung ist hier eine lineare Funk-
tion der Stromstirke.

2.1. Wiederholung
der linearen Funktion

Begriff der linearen Funktion

Am Beispiel des Ohmschen Gesetzes wollen wir neue Erkenntnisse iiber den Begriff
der Funktion gewinnen.

In einem geschlossenen Gleichstromkreis soll der Zusammenhang zwischen der
Stromstirke I und der verinderlichen Spannung U untersucht werden. Dazu benutzt
man einen Versuchsaufbau, dessen Schaltskizze in Abbildung 2.1. dargestellt ist.
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il Mittels Potentiometerschaltung der Spannungsquelle U7,
kann man durch Verschieben des Abgriffes am
veriinderlichen Widerstand jede beliebige Spannung
U < U, fiir den angeschlossenen Gleichstromkreis mit
dem festen Widerstand. R erhalten. Fiir jede Stellung
des Abgriffes liest man auf den MeBinstrumenten
die jeweilige Spannung U und die zugeordnete Strom-
stirke I ab. Schreibt man die erhaltenen MeBergeb-
nisse in einer Wertetabelle iibersichtlich auf, so ergibt

Abb. 2.1, s sich beispielsweise fiir R = 10 Q.
U o | 5 | 10 | 15 | 20 | 30 [ 4 | e
a0 [ o5 | 1 | 15 | 2 | 3 | ¢ | s

Offensichtlich gehért zu jeder Spannung eine genau bestimmte Stromstéirke und
umgekehrt zu jeder Stromstirke eine genau bestimmte Spannung. Die MaBzahlen
von Spannung und Stromstéirke bilden jeweils ein Wertepaar, geschrieben z. B.
(155 1,5) oder (40; 4). AuBer den angegebenen Wertepaaren gibt es noch beliebig
viele andere, da die Spannung zwischen 0 und U, noch beliebig unterteilt werden
kann.

Alle méglichen MaBzahlen der Spannung (hier die Zahlen zwischen 0 und 60) und
alle méglichen MaBzahlen der Stromstirke (hier die Zahlen zwischen 0 und 6) bilden,
mathematisch gesehen, jeweils eine Zahlenmenge.

' Es seien zwei Zahlenmengen gegeben, und es werde mittels einer Vorschrift jeder Zahl
der einen Menge (Argument) genau eine Zahl der anderen Zahlenmenge (Funktions-
wert) zugeordnet. Die Gesamtheit der so entstehenden Zahlenpaare [Arg t; zu-
gehdiriger Funktionswert] nennt man eine Funktion.

Im obigen Beispiel nennt man I eine Funktion von U, geschrieben
1) I=f0),

gelesen: I gleich f von U*.

Diese Schreibweise fiir eine Funktion benutzt man immer dann, wenn man zeigen
will, da zwischen zwei Variablen?, in dem vorliegenden Beispiel U und I, ein funk-
tionaler Zusammenhang besteht.

In diesem Fall besagt die Gleichung (1), daB jeder méglichen MaBzahl der Spannung
U genau eine Mafizahl der Stromstirke I zugeordnet ist.

Eine Betrachtung der Wertetabelle zeigt, daB eine Anderung der Spannung eine
Anderung der Stromstirke hervorruft, d. h., Spannung und Stromstérke sind va-
riabel. Beim oben beschriebenen Sachverhalt ist die (willkiirliche) Anderung der
Spannung U Ursache fiir die Anderung der Stromstirke 1, d. h., die Stromstiirke I
ist von der Spannung abhiingig. Es ist deshalb sinnvoll, zwischen 7 und U in dem
Sinne zu unterscheiden, daB I als abhiingige und U als unabhiingige Variable' be-
zeichnet werden. In der Wertetabelle wird die unabhingige Verinderliche (hier U)

1 variare (lat.), veriindern
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immer zuerst geschrieben. Bei waagerechter Anordnung der Tabelle steht sie also
oben, bei senkrechter Anordnung links.

Aus der Wertetabelle wird die spezielle Art der Zuordnung oder der Abhingigkeit
der beiden Veriinderlichen erkennbar.

Ein Vergleich der MaBzahlen der Spannung U mit den jeweils zugeordneten MaB-
zahlen der Stromstirke I ergibt, dafl die Stromstiirke bei jedem Wertepaar zahlen-
miBig den 10. Teil der Spannung betriigt. Das kann als Gleichung folgendermafen
geschrieben werden :

. . =01-
I= m oder I—E U oder I =0,1-U.

Es gilt also:

0=1.0;05="1.51=1.10; usw.

10
Bildet man das Verhiltnis zweier beliebiger einander in der Tabelle zugeordneter
Zahlenpaare, z. B. 0,5:5 oder 1:10, so erhiilt man stets den gleichen Verhiltnis-
wert, namlich ;. Dieser Sachverhalt ist uns seit der Behandlung der Lehre von den
Proportionen bekannt. Dort wurde diese Zahl, die fiir alle Verhiltnisse der zugeord-
neten Zahlenpaare charakteristisch ist, Proportionalititsfaktor genannt.

Die Gleichung I = flé bzw. I = % - U bzw. I = 0,1U heiBt der analytische Aus-

druck der Funktion, hier der Stromstéirke-Spannungs-Funktion.

Der analytische Ausdruck einer Funktion gibt die Rechenvorschrift an, wie zu
jeder Zahl der einen Zahlenmenge die zugeordnete Zahl der anderen Zahlenmenge
zu ermitteln ist. Auf diese Weise kann man im allgemeinen beliebig viele Zahlenpaare
erhalten.

Wiirde man bei der oben beschriebenen Versuchsanordnung einen anderen festen
Widerstand als B = 10 Q verwenden, so wiirde sich der analytische Ausdruck der
Stromstérke-Spannungs-Funktion entsprechend dndern.

Durch Variieren des festen Widerstandes kann man nachweisen, da folgende Glei-
chungen gelten:

U
I=R

1
oder ] = = U ‘
Fiir den analytischen Ausdruck dieser Funktion gibt es verschiedene Schreibweisen,
die man durch Umformung erhélt.

Sind die Gleichungen nach einer der beiden Verinderlichen aufgeldst, so heiBt die
Form explizit, sonst heiBt sie implizit.

Die Art des Zusammenhangs oder der Zuordnung zweier Verinderlicher in einer
Funktion 1aBt sich nicht nur durch den analytischen Ausdruck der betreffenden
Funktion beschreiben, sondern beispielsweise oft auch durch eine grafische Dar-
stellung sehr anschaulich wiedergeben.

Triagt man die Zahlenpaare aus der Wertetabelle in der bekannten Weise als Punkte
in ein Koordinatensystem ein, auf dessen waagerechter Achse (Abszissenachse) die
Spannungen und dessen senkrechter Achse (Ordinatenachse) die Stromstirken auf-
getragen werden, so erhilt man die Abbildung 2.2. Die Punkte liegen offensichtlich
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auf einer im Nullpunkt des Achsenkreuzes i)

beginnenden Geraden. Diese gerade Linie ist £

die grafische Darstellung oder das Bild der »

Funktion mit dem analytischen Ausdruck

I=0,1U. Zwischen den in Abbildung 2.2. ¢ R

eingetragenen Punkten lassen sich beliebig
viele Punkte als Bilder weiterer Zahlenpaare G TN )
eintragen, die mit Hilfe von I = 0,1U be- BB 22

rechnet worden sind. Sie liegen alle auf der- L
selben Geraden. Auch die Bilder der Funk- |
tionen mit den analytischen Ausdriicken
I=005U und I =02U sind in dem be-
nutzten Achsenkreuz Geraden, die im Null-
punkt beginnen (Abb. 2.3.).

Offensichtlich éndert der Proportionalitits-

faktor % nur die Richtung der Geraden im

Achsenkreuz. Die Funktion mit dem analyti-

schen Ausdruck I = - U oder kurz gesagt die Funktion I = + - U (R konstant)

heiBit eine lineare Funktion.

Die lineare Funktion y = m x und ihre grafische Darstellung

Verallgemeinert man die Erkenntnisse aus dem vorangegangenen Beispiel und fiihrt
fir den konstanten Proportionalititsfaktor, den Koeffizienten, das allgemeine Zahlen-
symbol m, fiir die unabhingige Variable 2 und fiir die abhingige Variable y ein, so
gelangt man zu folgendem analytischen Ausdruck:

(2) y=f(x)=max,

Durch (2) lassen sich alle Proportionalititen (ohne Riicksicht auf den sachlichen
Zusammenhang) erfassen. Deshalb wird (2) auch die Funktion der Proportionalitit
genannt,.

Fiir 2 in y = f(x) = m x sind alle ratignalen und irrationalen Zahlen zugelassen.
Auch fiir die Koeffizienten m in y = m x gibt es an und fiir sich keine Einschrin-
kungen, m kénnte also fiir eine beliebige rationale oder irrationale Zahl stehen, doch
wollen wir zunichst m = 0 ausschlieBen. In einer bestimmten linearen Funktion
vom Typ y = m x jedoch, etwa in y = 0,53« oder in y = — 2z, hat m den im ana-
Iytischen Ausdruck angegebenen festen Wert 0,53 bzw. — 2, wihrend « und folglich
auch y jeden beliebigen rationalen oder irrationalen Wert annehmen kénnen.

> Die grafische Darstellung von y = m x im rechtwinkligen kartesischen' Koordinaten-
system ist, bhiingig vom Koeffizienten m, immer eine Gerade, die durch den Koordi-
natenursprung geht.

Der Kiirze halber bezeichnet man auch die Gerade, die das Bild der Funktion mit
dem analytischen Ausdruck y = m = ist, als Gerade y = m x.

1 Benannt nach dem franzosischen Gelehrten RENE DESCARTES (CARTESIUS).
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N -0x A Weil eine Gerade durch zwei Punkte
eindeutig festgelegt ist, brauchen nur
\ A zwei Zahlenpaare und die ihnen ent-

sprechenden Punkte ermittelt zu wer-
den, damit die Gerade gezeichnet wer-

A
v
/ ﬁr den kann.
-
NG 05
I\

ZweckmaBigerweise withlt man als einen
der beiden Punkte den Koordinaten-
--05x ursprung, denn fir alle m in y = mx
4 | ]\ ist yo = 0. )

4 (1:-28) Der andere Punkt wird am giinstigsten
| folgendermaBen ermittelt :

\ulv--Z,Ex Setzt man in den analytischen Ausdruck
der Funktion

Abb. 2.4.

y=mzx =1,

so erhilt man das Wertepaar (1;m).
Das Bild dieses Wertepaares ist dem-
nach ein Punkt der gesuchten Geraden.
Durch diesen Punkt und den Koordi-
natenursprung ist die Gerade mit Hilfe
eines Lineals zuziehen.In Abbildung 2.4.
ist dies fiir drei verschiedene lineare
Funktionen vom Typ y = m 2 durch-
gefiihrt.

Statt der Punkte (0;0) und (1;m)
kénnen auch die Bilder irgendwelcher
anderer Zahlenpaare verwendet werden.
Man benutzt dann zweckmiBigerweise
solche Werte von z, bei denen die Multi-
plikation mit m leicht ausfithrbar ist.
Wihlt man dabei |z, — )| > 1, so
wiichst die Entfernung zwischen den
beiden die Gerade bestimmenden Punk-
ten. Das erhoht die Zeichengenauigkeit.
In Abbildung 2.5. ist dieses Verfahren
fiir drei lineare Funktionen vom Typ
y = m x durchgefiihrt.

Der EinfluB des Anstieges oder Rich-
tungsfaktors m auf die Lage der Ge-
raden im Koordinatensystem ist uns
bereits bekannt. Die Abbildungen 2.4.
und 2.5. zeigen dies auch noch einmal
fiir einige ausgewéhlte Werte von m.
In Abbildung 2.6. sind die vorstehen-
den Ergebnisse noch einmal iibersicht-
lich dargestellt.
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Der Winkel zwischen der positiven Rich-
tung der z-Achse und der Richtung der
Geraden fiir zunehmende z-Werte heilt
Steigungswinkel der Geraden. Dieser Winkel
wird von der a-Achse aus im Gegenuhr-
zeigersinn (mathematisch positiver Dreh-
sinn) als positiver Winkel, im Uhrzeigersinn
(mathematisch negativer Drehsinn) als ne-
gativer Winkel (siehe Abb. 2.7.) bezeichnet.

Fiir das Bild von y = m x gilt:

— ool <m < —1: Die Geraden bilden mit
der positiven Richtung
der z-Achse einen Win-

kel, der kleiner als — 45°
ist.

JIX

positive
Winkel

Abb. 2.7,

negative
Winkel

Y X

Die Gerade bildet mit der positiven Richtung der z-Achse einen

Die Geraden bilden mit der positiven Richtung der z-Achse einen
Winkel, der kleiner als 0°, aber grofer als —45° ist.

Die Gerade y = 0 fillt mit der x-Achse zusammen.

Die Geraden bilden mit der positiven Richtung der z-Achse
einen Winkel, der zwischen 0° und 45° liegt.

Die Gerade bildet mit der positiven Richtung der x-Achse einen

m=—1

Winkel von —45°.
—1<m<O0:
m=0:
0<m<1:
m=1

‘Winkel von 45°.
1 <m < oo:

Die Geraden bilden mit der positiven Richtung der z-Achse

einen Winkel, der groBer als 45° ist.

Das von den drei Eckpunkten (0;0), (1;0), (1; m) gebildete rechtwinklige Dreieck
fiihrt die Bezeichnung Steigungsdreieck. In den Abbildungen 2.4., 2.5. und 2.7. sind
die Steigungsdreiecke fiir einige Geraden eingezeichnet.

. Beispiel 1:

Die lineare Funktion — 7y — 52 = 0 (implizite Form) soll grafisch dargestellt
werden. Das Steigungsdreieck ist einzuzeichnen, und der Steigungswinkel ist

zZu nennen.

Losung: —7y — 52 =0

— Ty =bx
y=—t

Die grafische Darstellung mit Hilfe der Punkte (0;0) und (1; —3) sowie das
Steigungsdreieck und der Steigungswinkel sind in der Abbildung 2.8. zu sehen.

Das Bild einer linearen Funktion y = m x, die Gerade ¥ = m x, kann man an einer
Geraden im Koordinatensystem spiegeln, also in eine neue Lage iiberfiihren. Man

1 Wenn man ausdriicken will, daB etwas grofer ist als jede noch so grofe Zahl, so symbolisiert man das durch das

Zeichen oo, Gelesen wird es ,,unendlich®,
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spricht hier von einer Transformation?*
der Geraden. Andere Transformationen
sind die ,,Bewegungen Schiebung oder
Drehung.
Einige GesetzmiBigkeiten der Spiegelung
einer Geraden an einer Geraden im Ko-
ordinatensystem sollen untersucht wer-
den. Wir beschrinken uns dabei auf
gewisse Sonderfiille.
a) Spiegelung der Geraden y = m x an
der x-Achse
In Abbildung 2.9. wurde die Gerade
y=ma an der ax-Achse gespiegelt.
Um® den analytischen Ausdruck der
an der z-Achse gespiegelten Geraden

<7
-1 0 E f4 ']
Rl / Las50
N
N
Ly (1-5)
Abb, 2.8,

y = m @ zu erhalten, betrachten wir die Spiegelung der Geradenpunkte (0; 0) und
(1;m). Die zur a-Achse spiegelbildlichen Punkte haben die Koordinaten (0; 0)
und (1; —m). Die gesuchte Gleichung der spiegelbildlichen Geraden lautet daher
y=—ma. '

Abb. 2.9,

y==mx Y y=mx
Py~ — 1 Plxiy)
N1/
A N[/ I
| |
— —
= 7 X
= %-m
Abb. 2.10.

b) Spiegelung der Geraden y = m x an der y-Achse
In Abbildung 2.10. wurde die Gerade y = m x an der y-Achse gespiegelt. Man er-
kennt: Der Punkt (0;0) ist beiden Geraden gemeinsam. Der zu (1; m) spiegel-
bildliche Punkt hat die Koordinaten (— 1; m).
Nach der Umkehrung des Strahlensatzes ist dann auch (1; —m) ein Punkt der
zur Geraden y = m  spiegelbildlichen Geraden. Diese hat also ebenso wie in a) die

Gleichung y = —m z.

Strenggenommen ist die Spiegelung der Geraden y = m x an der y-Achse verschieden
von der Spiegelung an der a-Achse, weil die in einem Quadranten liegenden Punkte
der Geraden y = m @ in verschiedene Quadranten gespiegelt werden.

1 transformare (lat.), umgestalten, verwandeln

5 [000901] .
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. Zeichnen Sie das Bild der Funktion y = 4. und spiegeln Sie die Gerade einmal
an der x-Achse und dann an der y-Achse! Markieren Sie die Funktionswerte von
o= —1: 1 und 2. und beschreiben Sie, in welche Quadranten die Punlkte durch

die jeweilige Spiegelung gelangen !

c) Spiegelung der Geraden y = m x an der Ge-
raden y = @.
In Abbildung2.11. wird die Gerade y =ma
an der Geraden y = x gespiegelt. Der
Punkt (0; 0) ist wieder gemeinsamer Punkt
der beiden zueinander spiegelbildlichen Ge-
raden. Welche Koordinaten hat aber der
zu P, (1; m) spiegelbildliche Punkt P,"?
Aus der Abbildung2.11. liest man P, (m;1)
ab, d.h., die z- und die y-Koordinaten
sind im Vergleich zum gespiegelten Punkt
P,(1;m) vertauscht worden. Diese Ge-
setzmiBigkeit gilt fir jeden Punkt P (a;y)
und sein Spiegelbild P’ (#: 7).

J

1
/J/'ﬁ’
Ply; X
(%) y,

N /
A
X
N\
: // P -y = Inx
<p Bly)
L 1A 1 n L
=1 X
B A
v
<
Abb. 2.11.

Die analytischen Ausdriicke der an der Geraden y = x gespiegelten Geraden y = m x
erhilt man folglich dadurch, dal man in y = m x die Veriinderlichen y und z ver-
tauscht. Man erhilt fiir diese Gerade zuniichst die Gleichung & = m y. Dividiert man
durch m und vertauscht die Seiten, erhilt man die explizite Form:

1. Zeichnen Sie die Bilder der folgenden linearen Funktionen in ein y-Koordinatensystem!

) y—08r=0

1

(3) ol

Aufgaben
a) y =022 b) jx=y
d)y—2z=0 e) y=122
g) Sa=y h) 0 =200 —y
k) y+ 82=0 ) —22=y9
n) y=—}ix oy y+ dx=0

2, Geben Sie fiir jede der Aufgaben 1a bis p
a) den Anstieg (Richtungsfaktor):

n L _z—0
i) y=—30x
m 0=yt a

p —a =10y

b) die Koordinaten der Eckpunkte des Steigungsdreiecks;

¢) die GroBe des Steigungswinkels (Winkel schiitzen und messen)

an!

3. a) Suchen Sie in der Physik und in der Technik nach weiteren Funktionen der (direkten)

Proportionalitit!

b) Geben Sie die analytischen Ausdriicke fiir diese Funktionen an!
¢) Begriinden Sie, weshalb die Bilder der Funktionen aus Aufgabe 3a meist nur ,,Halb-

geraden® sind!

d) Stellen Sie die Abhiingigkeit eines Peripheriewinkels vom Zentriwinkel als Funktion dar!
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4. In Abbildung 2.12. ist die Schaltskizze eines Gleichstromkreises mit

veriinderlichem Widerstand R gezeichnet.

a) Wie lautet der analytische Ausdruck fiir die damit feststellbare
Funktion zwischen Stromstiirke und Widerstand?

b) Ist dies eine lineare Funktion?
Begriinden Sie Ihre Antwort an Hand einer Wertetabelle mit
selbstgewiihlten MaBzahlen fiir Spannung und Widerstand und
der daraus entwickelten grafischen Darstellung!

¢) Nennen Sie andere Beispiele fiir die gleiche Art des Zusammen-
hanges zwischen zwei Veriinderlichen und einer Konstanten! Erkliren Sie die dafir
gebriiuchliche Bezeichnung ,,Produktgleichheit™!

R
Abb, 2

5. a) Kapn man bei der Funktion y = m 2 mit m = 0 von zwei voneinander abhéngigen Ver-
iinderlichen sprechen?
b) Warum darf man trotzdem von einer linearen Funktion sprechen?

6. Die in einem xy-Koordinatensystem dargestellten Geraden
8) y=—2x b) y—ix=0 ¢) 6y—2=0 d) 10y +32=0
sind jeweils an der a-Achse, der y-Achse und der Geraden y = « zu spiegeln.
Wie lauten die Gleichungen der 12 durch Spiegelung gewonnenen Geraden?

Uberpriifen Sie Ihre Ergebnisse durch die Konstruktion der 12 durch Spiegelung gewonnenen
Geraden im gleichen Koordinatensystem!

. Wie heiBt die durch Spiegelung gewonnene Gerade des Spiegelbildes der Geraden y = m «
an den Koordinatenachsen bzw. an der Geraden y = a? Begriinden Sie Thre Antwort!

8. Die Geradenschar y = m @, 1 < m < ~. wird
a) an der 2-Achse, b) an der y-Achse, ¢) an der Geraden y = 2
gespiegelt. Zwischen welchen Zahlen liegen die Richtungsfaktoren der gespiegelten Geraden ?

9. Die Gerade y = 3 ist nacheinander an der a-Achse, an der y-Achse und an der Geraden
y = x zu spiegeln. Welche Gleichung hat die entstehende Gerade? Vertauschen Sie die Reihen-
folge der Spiegelungen!

Die lineare Funktion y = m 2 -+ » und ihre grafische Darstellung

Man kann die Funktion y = m a als Sonderfall einer anderen Funktion, ndmlich
der Funktion

4) y=flx)=mx+n (n beliebig)
betrachten. Der Sonderfall = m @ tritt in y = m @ 4 n fiir n = 0 ein.

Vergleicht man entsprechende Wertepaare der Funktion y =32+ 2 baw. y=ma+n
mit y = 3 bzw. y = m x, so erhilt man

y =3z y=3x+2 y=mge y=max+n
1Y ol Y z y Y
0 0 - 0| 042=2 010 0+4n
1 3 1| 3+2=5 1| m 1 m-+n
4|12 ;1 124-2=14 | ma, 2 | may;+n
6 [ 18 6[18+2=20 Ty| My Ty | MAy+ 1
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Wir erkennen :

Man erhilt den y-Wert der Funktiony = m x + nbzw.y = ma — n=ma + (—n),
indem man zu den y-Werten der Funktion y = m 2 jeweils n bzw. (—n) addiert.
Im ersten Fall werden also alle y-Werte gegeniiber den entsprechenden von y = m x
um » vergroBert, im zweiten Fall um » verkleinert.

Die grafische Darstellung der linearen Funktion y =m & + » ist somit eine Gerade,
die parallel zur Geraden y = m 2 verliuft und die y-Achse in dem Punkt mit dem
y-Wert n bzw. — n schneidet.

In Abbildung 2.13. ist das Bild der Funktionen y= % 43 und y =%z —2 aus der
Geraden y = #a durch Schiebung parallel zur y-Achse um -+ 3 (nach ,,oben®) bzw.
um — 2 (nach ,,unten*) gewonnen worden.

Fiir das schnelle Zeichnen der Bilder von Funktionen der Art y = m x 4 n ist im
allgemeinen das Zweipunktverfahren rationeller. Als erster Punkt wird der durch
nin y = m x + n gegebene Schnittpunkt mit der y-Achse benutzt (Abb. 2.14.). Als

N
J |
l
F b
| | Y=g X
X
: ydapw
3 7
" | i {/‘y i 2
. -m
} d I P Abb.213. | /Abb.2.14. J It
| /
|
| Abb. 2.15.
|
! f—
/y'2x+74
4
zweiten verwendet man meist den Punkt \ 7 /

mit den Koordinaten (1:m + n) bzw.
(1;m —=n). Vom zunichst festgelegten
Schnittpunkt mit der y-Achse, der die Ko- 2 L_
ordinaten (0;») hat, geht man um eine
Koordinateneinheit nach .rechts” zum
Punkt (1;7) und von diesem Punkt um
m Einheiten nach ,,oben” bzw. ,,unten, -3 2 7/ 0f \7 2 3 X
je nachdem, ob m positiv oder negativ ist. 1 ]

=

So erhilt man den Punkt (1;7n -+ m).

Durch diesen Punkt und den Punkt (0; n) 4 Vs >

ist die gesuchte Gerade zu zeichnen. / ]
In Abbildung 2.15. wurde das fir drei / =g
lineare Funktionen durchgefiihrt. VT 3
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Abb. 2.16. Abb. 2.17.

Die Abbildungen 2.16. und 2.17. sollen noch einmal den EinfluB von m und 7 auf die
Lage der Geraden y = m x + n im Koordinatensystem deutlich machen. Fir gleiche
n-Werte, aber unterschiedliche m-Werte ergibt sich ein Geradenbiischel mit (0; ») als
gemeinsamen Punkt. Fiir gleiche m-Werte, aber unterschiedliche n-Werte erhilt
man eine Schar zueinander paralleler Geraden.

. Beispiel 2:
Die Gleichung I, = l(1 + « At) dient zur Berechnung der Liingenausdehnung,
die durch Temperaturinderungen verursacht wird.

Durch Ausmultiplizieren erhélt man

L= fd)=ly-a At +1,,

eine lineare Funktion, denn « und /, sind Konstanten.

In Abbildung2.18. wurde diese Funktion fiir drei verschiedene Materialien dar-
gestellt. Als Liinge [, withlen wir
1000mm, die Bezugstempera-
tur ¢ zu 0 °C. Die Ausdehnungs-
koeffizienten betragen fir

Zink 0,000 036 .,
grd

{(inmm) Abb. 218

L

Aluminium 0,000 023 L.,
grd

GrauguB 0,000 009 .. |
grd

Bei der Darstellung der Funk- B
tion wurden die unwichtigen |
Teile der Ordinatenachse nicht | >o=m = 7000mm
gezeichnet. Derartige Unter-
brechungen der Achsen ver-
wendet man immer dann, wenn
es gilt, vom Koordinatenur-
sprung weit entfernte Kurven- TR R R R R R
teile zu zeichnen. t(in )

S S,
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Aber auch ohne das Bild der Funktion zu zeichnen, kénnen bestimmte Fragen, die
in engem Zusammenhang mit dem Bild stehen, beantwortet werden. So beispiels-
weise die Frage, ob ein gegebener Punkt P («: b) auf der Geraden y = m x + 2 liegt
oder nicht. Liegt ein Punkt P auf einer Geraden y = m & + n, so miissen die Koordi-
naten des Punktes («; b) den analytischen Ausdruck y = m x -+ n erfiillen. Es mufl
also

5) b=m-a-+t+n

gelten.
Wird der analytische Ausdruck y = m 2 + n durch die Koordinaten des Punktes
nicht erfiillt, gilt also:

®) bfFm-a+n,
so liegt der Punkt P(a; b) nicht auf der Geraden y = m x + n.
. Beispiel 3:
Sind P,(—6; 12) und P,(9; —17) Punkte der Geraden y — — 32 — 2?

Losung:
a) fir P, gilt y, = —5-(—6) — 2

Y, = 8 =F 12, folglich liegt P; nicht auf der Geraden;
b) fiir P, gilt y, = —2.9 — 2

Yy = —17 = —17, folglich liegt P, auf der Geraden.

Auch die Frage, fiir welchen Wert x, die Gerade y =*m x + n die a-Achse schneidet,
ist ohne grafische Darstellung zu beantworten.

Der Schnittpunkt mit der 2-Achse hat den Ordinatenwert 0. Folglich muB fiir den
gesuchten Abszissenwert x; die Bedingung

(7)) O=ma,+n

erfiillt sein. Man nennt diesen Schnittpunkt mit der a-Achse, fiir den y = 0 gesetzt
wird, eine Nullstelle. Daraus folgt:

n
m

(8) Gp==i=2

. Beispiel 4:

Wo schneidet die Gerade y =2 2 — 2 die x-Achse?

Losung :
0=32,—2
—fa,=—2
8
=3
= 1,2
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Aufgaben

10.

11.

12,

14,

a) Bezeichnen Sie die Grofie der beiden spitzen Winkel eines rechtwinkligen Dreiecks mit 2
bzw. y (Abb. 2.19.)! Geben Sie eine mathematische Gleichung an, mit der y bei verinder-
lichem a berechnet werden kann!

b) Wie nennt man in der Mathematik einen solchen Zu-
sammenhang wie in Aufgabe 10a zwischen zwei Ver-
inderlichen?

e) Wie wird die in Aufgabe 10a erhaltene mathematische
Gleichung bezeichnet?

d) Worin unterscheidet sich diese Gleichung von den Glei-

chungen 30° + 60° = 90° und 15° 4 @ = 90°? Abb. 2.19,

Stellen Sie eine Wertetabelle auf, in der Sie fiir x = 10°,

20°, ..., 90° die zugeordneten y-Werte nebeneinander cintragen!

) Wie konnen Sie die Gleichung aus Aufgabe 10a zur Ermittlung der y-Werte benutzen?

g) Tragen Sie die Wertepaare der in Aufgabe 10€ erhaltenen Wertetabelle in ein rechtwink-
liges Koordinatensystem als Punkte ein!

e

<

h) Verbinden Sie die in Aufgabe 10g erhaltenen Punkte miteinander!

i) Begriinden Sie, weshalb die Verbindung der Punkte sinnvoll ist!

k) Lesen Sie aus der grafischen Darstellung, die nach Aufgabe 10h entstanden ist, weitere
Wertepaare ab! -

1) Wie konnen Sie die Richtigkeit Threr Ablesung kontrollieren?

a) Gegeben sind in einem Koordinatensystem die Punkte
P (—5;2), Py(—2;0), Py(0; —4), P,(0; 3), P;(3; 0), Pg(5; —3).
Welche Koordinaten haben die Punkte P{.bis P§ bzw. P}’ bis P’, die aus P, bis Py
durch VergroBerung des jeweiligen y-Wertes um 3 bzw. durch Verkleinerung des jeweiligen
y-Wertes um 2 hervorgehen?

b) Durch welche Bewegungen gelangt man vom Punkt P, zu den Punkten Pj bzw. P{'?

Stellen Sie die folgenden linearen Funktionen in einem rechtwinkligen kartesischen Koordi-
natensystem dar!

Messen Sie fiir jede Gerade den Steigungswinkel!

a) y=3xr—2 b) y=13x+ } ¢) y=—08z—3} d)y=—152+ 33
e) —y=>5x—2 ) —y=1xr4 32 g) —y=02xr—1} h) —5y =8x+ 12
0 jy=a—1 k) —03y=6x+12 1) a—05y=0 m) lla+ 12y =13

Wie lauten die analytischen Ausdriicke der Funktionen, deren Bilder Geraden mit dem
Anstieg
a) +3, b) —5, © —17, a) 42, ¢) —2§
sind und die die y-Achse in den Punkten mit den y-Koordinaten
2, -3, —3.2, —3%, 0,5
schneiden? Berechnen Sie die Schnittpunkte der Geraden mit der x-Achse!

Die Geraden

) y=—3ja+ 2; b) —7y =3x+4 14; e) lla+4 10y =0
werden um 3; —2; —11; —7; 1; 0,8; —2,5 parallel zur y-Achse verschoben. Welche
analytischen Ausdruc]\e haben die verschobenen Geraden? Wo schneiden sie die beiden

Koordinatenachsen?

71



15. Stellen Sie in einem rechtwinkligen Kartesischen Koordinatensystem mit der Abszissenachse u
und der Ordinatenachse v die folgenden Funktionen dar!
a) v=u—2 b) 3v —4du =0 e) 8v+ 3u—4=0
16. Stellen Sie in einem rechtwinkligen kartesischen Koordinatensystem mit der Abszissenachse »
und der Ordinatenachse z die folgenden Funktionen dar!
12

3 3
el — 1124275 = 2) —y — 0,82 =
a) 2 v b) Ty — 1124276 =0 € gy~ 082 —7==0

17. Gegeben sind die Geraden mit den analytischen Ausdriicken

a) y=3x—11 b)) —a—2%y=15 Q) @:y'=4:"1

und die Punkte
Py (—8; —14) P, (2; L Py (%“‘; 15,4).

Py(—1,5; 0),  Py(0,7; —9), Py(—2: —3}).

‘Welche der sechs Punkte liegen auf einer der gegebenen Gieraden?

2.2. Lineare Bestimmungsgleichungen

Wiederholung linearer Bestimmungsgleichungen mit einer Unbekannten

Lineare Bestimmungsgleichungen mit einer Unbekannten und ihre Lésung sind uns

bereits bekannt.
Zwei wichtige Grundgesetze sind bei der Losung zu beachten.

» a) Die Gleichungsseiten konnen vertauscht werden.
b) Eine Rechenoperation auf der einen Seite der Gleichung macht die Durchfiihrung
derselben Rechenoperation auf der anderen Seite der Gleichung notwendig.

Diese beiden Grundgesetze werden bei der Losung der Gleichung so angewendet,
dafl — vor allem durch geeignete Rechenoperationen — die Unbekannte isoliert
wird. Um das Bekannte zu wiederholen, sollen noch einige spezielle Fille betrachtet

werden. ¢
a) In der Ausgangsgleichung sind Briiche vorhanden.

. Beispiel 5:
5 2a® + 18ab 4
e T (u:t:b a=|: —b).
Die Briiche hindern beim Zusammenfassen. Durch Multiplikation der Glei-
chung mit dem Hauptnenner [im Beispiel (@ + b) (@ — b) = a® — b?] lassen
sie sich beseitigen:
5x a

@+ e—b[ 2 -2t B0 = 2w e—)
Sx(a+b) — (2a® + 18a b) = 4x(a — b)
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Ordnen. 5x(a + b) — 4x(a — b) = 2a* + 18a b
Ausmultiplizieren: 5a & + 5bx — 4ax + 4bx = 2a* + 18a b

Zusammenfassen

und Ausklammern: z(a + 9b) = 2a(a + 9b)
Isolieren: = 2a
Probe:
¢ . 10a 2a® + 18ab 10a(a + b) — (2a® 4 18ab) _ 8a*—8ab

Linke Seite: e e e =
Seilaaeite: 8a 8a(a —b) _ 8a* —8ab

PRERHSETS at+b  (@tb)-(@a—b)  a?—0b?

. 8a* — 8ab 8a® — 8ab
Vergleich: ==

a? —b2  at—0b

b) Die Unbekannte » kommt auch im Nenner der Briiche der Ausgangsgleichung
vor.

. Beispiel 6:
1

Die Formel fiir die Parallelschaltung zweier Widerstinde % =+
1

1
ist nach R, aufzulosen. s
Multiplikation mit dem Hauptnenner R - R, - R, ergibt:

R R,=RR,+ RR,

Ordnen: Rl Rg —R Rz =R Rl
Ausklammern: Rz(Rl —R)= R Rl
RR
Isolieren: . Ro= K}R—
/
Probe:
! 1 1 1 BR—-R_ R+R—-R _ 1
Rechte Seite: s g = R
echte Seite 7 + RR, & RR, RR, R
R, —R

Dieses Resultat stimmt mit der linken Seite iiberein.

Aufgaben

1. Die Summe aus dem Fiinffachen einer Zahl und 13 ist 88.
a) Wie heiBt die Zahl?
b) Erlidutern Sie, wie Sie die Zahl gefunden haben!
¢) LiBt sich der obige Satz auch als Gleichung schreiben, wenn Sie die Zahl noch nicht er-
mittelt haben?
d) Wie lautet diese Gleichung, und wie wird eine solche Art von Gleichungen bezeichnet?
e) Losen Sie diese Gleichung, und begriinden Sie jeden einzelnen Losungsschritt!
f) Wie konnen Sie das gefundene Ergebnis auf seine Richtigkeit kontrollieren?

2. Welche beiden Grundgesetze miissen beim Losen von Bestimmungsgleichungen beachtet
werden?
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3. Losen Sie folgende Bestimmungsgleichungen!
Machen Sie in jedem Fall die Probe! (« ist die Unbekannte.)

a) atx=0> b) m —ax=mn ¢) pr—g=0 d)—;:—-&—s:()

ma L 2 e kR LT
e) mxr+n=>b 1) - b=c g) q: 5 =2 h) i Sx‘o
i)ar—c=ba Kymae—m=nx—m i} ra'+n—§—§—b:0
a«—zx c—d x—3 2—x
myzip=g:ir W =o—f e

4. In den folgenden Bestimmungsgleichungen soll das jeweils dahinterstehende Zahlensymbol
die Unbekannte sein. Losen Sie die Gleichungen, und machen Sie in jedem Fall die Probe!

a) Ad—yg- <b-,— ) h D) A= "h+°—" c)A:%(a+c); a
D—d D—d
) P,:3 .Py; Py © Py=P, = ; D 0Py =P —5 5 d
g P= ,.M; k h) =1+ adt); « D) Q=cm(ty—t); b
k) 1~:%+ c; 8 D l=04L01+ adt); At m) Q@ =cm(t,—t); ¢
5. Losen Sie die folgenden Bestimmungsgleichungen, in denen « die Unbekannte bedeutet!
x4 3 _ z4a 1 1 - 5
2) J:—37'} I”x—n‘-‘a’ c)?+x+l“7.1:+2
3 n—xr m—z a—b a*—b* —2b
N T = .
0 2b(x—b) 1 R n m ) x+b  22—b at+b
r 8 28" | r 8 37 5
8) ers 5 9zfiaTE ) xf2 4 15 12
o T—2 7 9 10z
b z—3 K) z—1 28—2 2z—3
6 61 r—4
D 22—3 29 m) T E—=T =2
L e T e itz | 16482 _
R R ] Y 2o ers 12
) ¢ 22 —c(4a43D) ) x x _ 4a® 420
P 4r+b  4x—b 162 — b 1 x—b w+b  at—b?
6. Losen Sie die folgenden Gleichungen nacheinander nach jeder der vorkommenden GroBen
auf!
1,1 1 11,11 D—d
VFte=T NE=mtTEHtE O P=Pi =55
7 Q
d) PZ:;P1 e) c:m

Welche physikalische Bedeutung haben diese Gleichungen? Suchen.Sie sie in der Formel-
sammlung der Logarithmentafel auf!
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7.

@

10.

1

j=y

12,

13.

14.

16.

1

18.

19.

‘Welche Losungen haben die Gleichungen, wenn a die Unbekannte ist?

a) x+a=—a+a b)at+axz=a—2

Qgr—a=a—ua )azta=a+2x

) S@—11)—11(z —5) + 6z =0 -2 _ g de—2
r—2 2r—4

Vermindert man das Dreifache einer Zahl um 5 und dividiert durch die um 3 verminderte
Zahl, so erhiilt man 4. Wie hei3t die Zahl?

Die Summe aus dem Fiinffachen einer Zahl und 3 ist dreimal so groB wie die Differenz aus
dem Doppelten dieser Zahl und 1.

Die Differenz aus dem Neunfachen einer Zahl und 8 dividiert durch die Summe aus dem
Sechsfachen dieser Zahl und 8 ist 1.

/ermindert man Zihler und Nenner eines Bruches, der gekiirzt } ergibt, um 1, so éindert sich
der gekiirzte Bruch auf +. Wie lautete der urspriingliche Bruch?

‘Welche Zahl ist vom Zihler und Nenner des Bruches ;—: zu subtrahieren, damit der Bruch
gleich } wird?

Eine drei Mitglieder zihlende Melkerbrigade hat fiir die im sozialistischen Wettbewerh
erzielte Mehrproduktion eine Priimie von 185 MDN erhalten. Die Primie soll nach dem Lei-
stungsprinzip verteilt werden, indem die von den einzelnen Melkern im Wettbewerb erzielten
Punktzahlen, niimlich 300 bzw. 450 bzw. 360 Punkte, zugrunde gelegt werden. Wieviel MDN
erhalten die einzelnen Melker?

Ein Pflanzenschutzmittel wird als wiBirige Losung mit 1,25 Volumenprozent Schutzmittel-
anteil eingesetzt. Wieviel Liter Wasser und wieviel Liter 25prozentiges Schutzmittelkonzen-
trat werden zur Herstellung von 800 1 wiiBriger Lésung benotigt?

Eine kleine Arbeitsgruppe einer Feldbaubrigade beginnt mit der Pflege eines 12 ha groBen
Kartoffelschlages und schafft tiglich 0,4 ha. Von welchem Arbeitstage an muB8 die gesamte
Brigade mit einer Tagesleistung von 1 ha auf diesem Schlag eingesetzt werden, wenn die
Arbeit nach 15 Tagen beendet sein muB3?

Fiir die Rodung eines 23,5 ha groBen Kartoffelschlages mit einer Kartoffelvollerntemaschine
sind 12 Arbeitsstunden geplant. Wie lange dauert die Rodung der Kartoffeln, wenn gleich-
zeitig noch eine zweite Vollerntemaschine, deren Leistung um 25% geringer ist als die der
ersten, eingesetzt wird?

Die Summe zweier parallelgeschalteter Widerstéinde betrigt a) 20000 Q; b) 4 k Q. Der eine
Widerstand ist 100 k € groB, wie groB ist der andere?

Von drei parallelgeschalteten Widerstinden ist der zweite doppelt so groB wie der erste und

der dritte doppelt so groB wie der zweite. Wie groB sind die drei Widerstinde zu withlen,

damit der Gesamtwiderstand

) 24kQ;  b) 50kQ; ¢ 200kQ;  d) 12Q  betrigt?

Es sind 910 dt Diingemittel aus Giiterwagen der Reichsbahn zu entladen. Dazu stehen ent-

weder 5 Lkw mit je 36,4 dt Ladefihigkeit oder 7 Traktorenziige mit je 65 dt Ladefihigkeit

zur Verfiigung. Ein Lkw benstigt fiir Hin- und Riickfahrt, Be- und Entladung zusammen

50 Minuten, ein Traktorenzug 120 Minuten. Mit welchen Fahrzeugen 1dBt sich

a) am schnellsten entladen?

b) am billigsten entladen, wenn einmal gleicher Stundenlohn fiir Lkw- und Traktorfahrer,
ein andermal gleicher Lohn fiir jeden Tonnenkilometer gezahlt wird?
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Lineare Bestimmungsgleichungen mit zwei und mehr Unbekannten

Aufgaben zur Einfiihrung

20.

2

=

22

23.

Was folgt aus )
a) A=B und A4=0C, b) A+=B und 4=0,
¢) A=B und 40, d) AF=B und A=C

jeweils fiir B verglichen mit C?

Was folgt aus

a) a=y und b=y, b) z=x wd %=1,

¢) z=ma+n und z=mna+ m?

Wie groB ist

a) y=3x —4, wenn = —2; b) y=%4x+ %, wenn z=4%;
¢) x=—2Ty+ 02, wenn y=—3?

Bilden Sie die Summen, Diifvrenzen; Produkte und Quotienten der linken und der rechten
Seiten in den folgenden untereinanderstehenden Gleichungen! Vergleichen Sie die erhaltenen

Ergebnisse!

a) I:4.6=24" b) I:3.a —a=2a
I: 7-5=35 I: 7.0 — 4b=3b

¢) I:Tr4 28 —5r=2(r+s) d) I:15—5=10
II: 4r+ 3a — Tr= —3(r+ ) I: 6 —b=0

Welche allgemeingiiltigen GesetzmiiBigkeiten konnen Sie aus den Ergebnissen verwenden?
Welche Ausnahme ergibt'sich bei d?

Neben den linearen Bestimmungsgleichungen mit einer Unbekannten gibt es auch
solche mit zwei und mehr Unbekannten.

. Beispiel 7:

S5r4+2y—13=0

Eine lineare Bestimmungsgleichung dieser Art hat beliebig viele Losungen. Zu
jedem beliebigen  findet man ein y; es gibt also beliebig viele Zahlenpaare, die die
Gleichung erfiillen. )

Aus einer linearen Bestimmungsgleichung mit zwei Unbekannten lassen sich die
beiden Unbekannten oder auch nur eine von ihnen nicht ermitteln.

Aus diesem Grund benétigh man eine zweite Bedingung, eine zweite Gleichung,
allgemein etwa neben

©)

@+ 1ry+s =0 noch

(10) gez 4+ r,y + 8, =0.

Beide Gleichungen faBt man zu einem System zusammen, indem man sie numeriert:

1) Liga+rnyts=

II: o+ ryy + 5, =0.




Dieses System hat im allgemeinen eine eindeutige Losung. die berechnet werden
kann. Das ist mit der Eliminationsmethode® méglich. Sie beruht darauf. daB ein
System von zwei linearen Gleichungen mit zwei Unbekannten in eine Gleichung
mit einer Unbekannten iiberfiithrt wird. <

Das wird im wesentlichen auf drei verschiedenen Wegen moglich, die im folgenden
genauer erlautert und begriindet werden.

Gleichsetzungsverfahren

Wir wollen nun ein erstes Verfahren zur Losung eines linearen Gleichungssystems
kennenlernen. Es beruht auf dem folgenden Satz:

> Sind zwei GrioBen ein und derselben dritten gleich, so sind sie auch untereinander gleich.

. Beispiel 8:
I: y =552+ 220
II: y =42 + 700
In diesem Gleichungssystem kommen folgende drei ,,GroBen® vor:
55z + 220; 4x -+ 700; y
Das Gleichungssystem sagt aus, daBl 5,52 + 200 und 4x 4 700 ein und der-
selben dritten GroBe y gleich sind. Es gilt dann auch
I=1I: 552 + 220 = 42 + 700.
Die Losung dieser Gleichung ist:
z = 320.
Fiir » erhilt man aus y = 42 - 700 und x = 320 die Losung y = 1980. Die
gleiche Losung folgt aus y = 5,5 + 220 mit 2 = 320.
Das hier angewendete Verfahren der Losung eines linearen Gleichungssystems mit
zwei Unbekannten heifit Gleichsetzungsverfahren, da aus beiden Gleichungen des
Systems jeweils diejenigen Teile gleichgesetzt werden, die ein und derselben dritten
GroBe — im Beispiel y — gleich sind. Auf diesem Wege wird :
a) die Anzahl der Gleichungen des Systems von 2 auf 1 reduziert,
b) die Anzahl der Unbekannten cbenfalls von 2 auf 1 reduziert.

Ein bloBes Reduzieren der Anzahl der Gleichungen ohne gleichzeitiges Reduzieren
der Anzahl der Unbekannten wiirde, wie wir oben sahen, nicht auf eine eindeutig
bestimmte Losung des Systems fithren. Offenbar ist hier wieder das Prinzip der Riick-
fithrung einer ungelosten Aufgabe auf eine bereits geloste angewendet worden.

Die Anwendung des Gleichsetzungsverfahrens setzt voraus, dall in den Gleichungen
dieselbe Unbekannte isoliert wird, d. h., daB diese Unbekannte allein auf einer Seite
der Gleichungen steht oder leicht isoliert werden kann.

Offensichtlich ist das Gleichsetzungsverfahren nicht auf zwei Gleichungen mit zwei
Unbekannten beschriinkt.

1 eliminare (lat.) wortlich: aus dem Hause treiben, vertreiben, beseitigen
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Fiir das lineare Gleichungssystem von drei Gleichungen mit drei Unbekannten
Iiny+z+a=2
II: x=2y+32+0b
170 1 x=3y+4z2+4+c¢
erhilt man durch Anwendung des Gleichsetzungsverfahrens
II=1I: I*2y+32+b=y+z2+a
I =1I: I1*: 3y + 42+ c =2y + 32+ b,
also ein System von zwei linearen Gleichungen mit zwei Unbekannten. Nochmalige

Anwendung des Gleichsetzungsverfahrens nach dem Ordnen fithrt dann zu einer
Gleichung mit einer Unbekannten.

*:y=—22—-b+a I*:y =—z4+b—c
y=a—b—2z y:b—c—_z
F=I*a—b—-22=b—c—2z
Die vollstindige Losung eines linearen Gleichungssystems von zwei Gleichungen mit
zwei Unbekannten mit Hilfe des Gleichsetzungsverfahrens hat folgendes Aussehen:

. Beispiel 9:
Ly+2)@+14)=—692+y —(y+3) (2 —2)

. s
II: == 7
Itipli: bzw. :

e e I: 2y -+ 2+ 14y + 28 = — 69z — 69y — 2y + 2y — 6 + 3z

1I: 4y +1) = —3=
Ordnen und
Zusammenfassen: I: 224692 —3x = —69y —2y — 14y — 28 — 6
Seitenvert: h
und Ausmultiplzeren: 1L —3z—4y+1
Zusammenfassen: I: 682 = —85y — 34
Tsolieren von : 11: —r=%y+1}
Isoli Ve
und Karzen: TS —z=%y+1
Gleichsetzen: I=1I: v+ t=3y+13
Ordnen: éy = %y - é R %
Zusammentassen: 2810 y = i=2

. 12 6
Isolieren: y= 2
Berechnung von z durch 2 + i‘ — = i
Einsetzen von y = 2 6 6 z — 4
—x=5-2+1%

Zusammenfassen: —z=3
Isolieren: r= —

Dieser dargestellte Losungsweg ist nicht der einzig mogliche.
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Proben durch Einsetzen von @ = —3 und y = 2 in beide Ausgangsgleichungen
I: Jinke Seite: @+2)(=3+14)=4-11=44
rechte Seite: —69-(—3+2)—2+3)2+3)=+69—25=44
Vergleich:
IT: tinke scite:

rechte Seite:

Vergleich:

Die Probe bei einem System zweier linearer Bestimmungsgleichungen mit zwei Un-
bekannten muf3 an beiden Ausgangsgleichungen durchgefiihrt werden.

Bei Aufgaben, die einen Text enthalten, geniigt auch das Einsetzen der Losung in
die aus dem Aufgabentext gewonnenen Ausgangsgleichungen nicht als Probe. Wenn
nimlich aus dem im Text gegebenen Sachverhalt falsche Gleichungen aufgestellt
worden sind, so bestétigt die Probe an den Ausgangsgleichungen bestenfalls, daf3 diese
richtig gelost worden sind. Deshalb mufl die Probe am Text vorgenofimen werden.

Einsetzungsverfahren

Das zweite Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme ist das Einsetzungs-
oder Substitutionsverfahren®. Substitutionen haben wir schon frither benutzt, bei
ihnen wird ein mathematischer Ausdruck durch einen anderen, ihm gleichen, ersetzt.
In einem linearen Gleichungssystem zweier Gleichungen mit zwei Unbekannten kann
man auch die eine Unbekannte durch Substitution vor dem Ausrechnen aus der
Gleichung eliminieren.

B seispicl 10:
Iny=—-3x+1

i Sl Y
y+a 5

In dem Gleichungssystem kann man in der Gleichung 1T fiir alle y jeweils den
Ausdruck — 3z + 1 einsetzen:
P St d) 3

—3z+1+z 5"

Man erhilt dadurch eine Gleichung mit einer Unbekannten, die auf dem be-
kannten Wege gelost wird. Thr Ergebnis lautet

r=—2.
Durch Einsetzen von — 2 fiir  in I erhélt man
y=-—-3-(—2)+1

y =
1 substituere (lat.), an die Stelle setzen
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Probe:

linke Seite: T:7 il &5 _72_727 = —%g = %
recntesetie: T —3(—2) +1=64+1=7 II:—%
Vergleich: r=" II: — LI 3—

5 5

Auch auf drei und mehr lineare Gleichungen mit drei und mehr Unbekannten liaf3t
sich das Einsetzungsverfahren anwenden:
I. 2—y+3z=r (z, y, z seien die Unbekannten)
II: az4+y+z=s

Il: bx —dy —z=1t
L: x=r+y—3z

Iin II: I*: a(r4+y—32)+y+z=s
IinIIL: IT*: b(r +y —32) —dy —z2=1¢
Das sind zwei Gleichungen mit den beiden Unbekannten y und z. Damit wurde die
neue Aufgabe auf ein lineares Gleichungssystem mit zwei Unbekannten, also einen
Aufgabentyp, dessen Losung wir bereits kennen, zuriickgefiihrt.

Vertahren der gleichen Koeffizienten

Als drittes Losungsverfahren soll das Verfahren der gleichen Koeffizienten an dem
Gleichungssystem

(12) I:axz+by=c
M:dx+ey=f

besprochen werden. Sind die beiden Gleichungen in der obenstehenden Form gegeben,
d. h., sind auf der linken Seite der Gleichung jeweils alle Glieder mit der Unbekannten
z und der Unbekannten 7 und auf der rechten Seite der Gleichung alle Glieder, die
keine Unbekannten enthalten, zusammengefaBt, so bezeichnet man diese Form des
Gleichungssystems als Normalform. Die Koeffizienten vor den Unbekannten (hier a
und d bzw. b und ) heiBen dann die Koeffizienten des Systems und die Glieder ohne
Unbekannte (hier ¢ und f) absolute Glieder des Systems. :
Das Verfahren der gleichen Koeffizienten beruht darauf, daf durch geeignete Um-
formung der Gleichungen vor einer Unbekannten in beiden Gleichungen gleiche
Koeffizienten geschaffen werden. Das ist durch Multiplikation (bzw. Division) beider
Gleichungen oder auch nur einer mit geeigneten Zahlen immer moglich.

Im Gleichungssystem (12) ist etwa I mit ¢, II mit ¢ zu multiplizieren :

I: d@x+by)=d-c
II: adz+ey)=a-f
I:ade+bdy=-cd
I: adv+aey=af
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Durch Subtraktion der Gleichung IT von der Gleichung I erhilt man eine Gleichung
mit einer Unbekannten:

I-I0: 0+bdy—aey=ctl—a/
(bd —ae)y=cd—af [(bd —ae)+ 0]

_cd—af
Y= bd —ae
Auch hier lieBe sich @ durch Einsetzen von
cd — af
bd —ae

fiir y in eine der z enthaltenden Gleichungen ermitteln. Man kann aber auch das
Verfahren der gleichen Koeffizienten fiir die Ermittlung von « anwenden. Dann sind
die beiden Gleichungen mit solchen Zahlen zu multiplizieren, daB die Koeffizienten
von y gleich werden.

' 1. Eliminieren Sie nach dem gleichen Verfahren x!
2. Fiikren Sie die Probe durch!

Haben die Koeffizienten einer Unbekannten verschiedene Vorzeichen, so geniigt es,
gleiche absolute Betrige bei den Koeffizienten zu schatfen. Die Unbekannte mit
den Koeffizienten gleichen absoluten Betrages lifit sich dann durch Addition beider
Gleichungen eliminieren.

Vor der Anwendung des Verfahrens der gleichen Koeffizienten sind die Gleichungen
auf die Normalform zu bringen.

B Beispic 11: .
I: Sa+4y+i=—22x+y)
I: 43— 52 —3y) =5@z +y) +21 +y

stnc il 9z 4 6y = —3
Im:  —300—18y=9
1: 90z 4 60y = — 25
1I: —90x — b4y = 27
I+1I: U+6y=2
i) y=1
Unbekannten: - 9z + 6y = —3
I: —30z—18y=9
1: 9z + 6y = —3
II: —10z —6y=3
T4 II: —r=1}
z=—1
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Probe:

I: linke Scite: — 34 i4i=t
rechte Seite: —2(—=14+13) :§
Vergleich: 1-¢
II: linke Seite: 43+3—-1)=4.3=18
rechte Seite: 5(—1+44) 421 +4=—¥ 4} 4+21=18
Vergleich: 18 =18

Die grundsitzliche Losungsmethode von Systemen von Bestimmungsgleichungen
beruht auf der gleichzeitigen Reduzierung der Anzahl der Gleichungen und der Un-
bekannten um eine Gleichung und eine Unbekannte (Eliminationsmethode). Sie wird
so lange angewendet, bis man eine Gleichung mit einer Unbekannten erhélt, die dann
auf bekanntem Wege gelost wird.

Die Eliminationsmethode lit sich auch dann anwenden, wenn die Anzahl der
Gleichungen nicht mit der Anzahl der Unbekannten iibereinstimmt, jedoch 1aBt sich
dann die Gleichung im allgemeinen nicht eindeutig losen.

Auf der Eliminationsmethode beruhen die drei rechnerischen Losungsverfahren fiir
Systeme von Bestimmungsgleichungen mit mehreren Unbekannten: das Gleich-
setzungs- und das Einsetzungsverfahren sowie das Verfahren der gleichen Koef-
fizienten. Grundsitzlich ist jedes losbare System nach jedem der drei Verfahren
losbar, jedoch ist fiir ein gegebenes System von Bestimmungsgleichungen meist ein
Verfahren besonders zweckmiBig. Besondere Bedeutung besitzt das Einsetzungs-
verfahren, weil es hiufiger als die beiden anderen bei der Losung nichtlinearer Glei-
chungssysteme benutzt wird.

Aufgaben

Teioh hel "

Die folgenden Systeme von zwei linearen Bestim mit zwei Un sind
zu losen. (Dazu gehort in jedem Fall die vollstindige und richtige Durchfithrung der Probe.)

24.8) 2+ y=3 b) x4+ y=1 ¢)r—y=3
z—y=1 r—y=3 z+y=1
d) 2+ 5y =23 e) 3x+y="17 f) 8z — 15y = —3
x+y =15 20 —y=4 22+ 3y =4
g) 3r—2y=0 h) —524 8y=0 i) Br—12y—1=0
6y — 9z —3=0 —5x — 8y =80 12— 13y —1=0
k) 232 —4ly =35 ) a=y+1i m) 3r=15— 2y
=2 ldz =112y 9 — 10y = 21
n) z+43y=1 0) 182 —Ty=2 p) e+ 2y=—1
. 1
3y=—2x+4 11 r:y-}—lﬁ 3y=1-—2=x
q) 3z — 10 = 5y r) 22y —4=x 8) Si—ax =y+ #
62 — 20 = 5y 33y + 3 =2z 38 —Tax=10(y — 1)
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t) y=3x—2 u 17z2=3@y—3)+ 9 V) 3z —4y=—1

y=2(y—2)—17 172 =2y + 62— 2 5+ y) —29 =4y

1 1 1 3 7 10
w);+—y~=€ x);+2y=—7 y)2::+7=1

1 1 5 5 5 z 1 1
CAriakl Tyt Tty =7
25.8) 5(@ —3) — 24y =5(z — %) b) 1l(z —y)+ 12(y —2) =1

Sax+ 7 =0 (x—2):y =1:4

¢) 15(2 + 2) — 20y = 50 d) 5(z+ 2) —3(y+ 1) =23

20(x— 3) — 40(y — 2) = —20 3@—2)+ 5y —1)=19

e) 102(5y — 3) — 2y(252 + 11) + T4 =0
6y(5 — 42) + 82(—10+ 3y)+ 20=10
) 17y(6x — 2y) + 34y(y — 32) = 5(x+ 2)
132 (62 — 2y) + 262(y —3a) =y — 5
g) 16(4y — 1)+ 3(5x — 12y) — 259 =0 h) 3(14x —7y) —30(x —y) —3=0

—5-(9x+ 7)+ 14(5z — 3y)+ 20 =0 6(4y—%)+7(y+z)+5=0
Diz—f@+1)=1} K) $@+y) —y—2) —2@+2=0
ae—1)—jy=43 322 —10)— HEF—-7=0
5 7 1 2
BN oty Ty W ™ mn
B Bl L 2
3z 4+6 2@@+y) 2z4+1 Ty
e z+y+1 3
A= Bedi=—0y iyg Verr—1-3
e 3\, 5 z—y+1 1
@=Diy=(e+g):(s+) EETES U
e) t2y+3 1 1) 3y—Tx _ y—x—2 2(y—2)
3z +4y+5 2 0 14 T3
x—2y—3 —0 5y—9 _ 2x41 z+ 3y
3zt 4y+5 B 24 40

27. Fortlaufende Proportionen mit sechs Gliedern und zwei Unbekannten lassen sich als System
von zwei viergliedrigen Proportionen schreiben und dann ebenfalls lsen. Beispielsweise
erhilt man aus (x — 1): (y — 2): (x — y) = 4:2:1 das System

Li(z—1):(y —2)=4:2
II: (x—1):(x—y)=4:1.
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Statt II hitte man auch II* (y — 2):(x — y) = 2i1 henutzen konnen Losen Sle die fol-
genden in Form fortlaufender Proportionen g

a) (x+ 3):(@+ y): (54 y) =2:1:3 b) (x4 2):(y-—l):(y—; 1) =1 :4:3
¢) (+y:(@—y):(r+y—2)=4:1:3 d) z:y:(x —2)=3:2:1
Es sollen stets # und y die Unbekannten bezeichnen.
28.a) 2+ y=a b) az+by=c ¢)axt+ay=m
x—y=>b x+y=>5 r—y=mn
d) a(@+ y)+ bz —y) =2(a+ b) (a — b) e) x(r—y) —ys —a)=1r2— 28
ax+by =a®+ b r@+ y)+ s(y — 2x) =12 4 28
f) 32 —4(3y — b?) — 86> — 3 g) a(m+3)—y=0
—z+4 2(y+ b)) =1 -+ 2a? m(y — x) — 2m(x+ m?) = m*3 + m)
x
I])7=7—1) i) aB—q —qy=9—3¢
3 — (T—p)y+ 2p* =98 r—y =2q

Dzy+¢=@—1)(y—1)+p*

o e W T

PR = z+1—y=p*+g

29. Die Summe zweier Zahlen sei s, ihre Differenz d. Wie heiBen die beiden Zahlen, wenn s und d
folgende Werte annehmen?

8) s=20; d=10 b) s=10; d=20 ¢) s=20; d=—10
ds=% d=} ) s=—3; d=1} 1) s=2a; d=2b
g)s=a—b; d=b+a h) s=a* d=a i)s=—a; d=a

30. a) Die Summe zweier gesuchter Zahlen ist 52. Die Differenz aus dem Dreifachen der einen und

dem Fiinffachen der anderen ist 100.

b) Die Summe aus dem Dreifachen einer Zahl und dem Achtfachen einer anderen ist 310.
Die Summe aus dem dritten Teil der ersten und dem achten Teil der zweiten ist 10.

¢) Der Nenner eines Bruches ist um 5 groBer als sein Zihler. Vermehrt man Ziihler und
Nenner um 10, so erhiilt man §.

d) Eine zwelst,ellxge Zahl hat als Quersumme 10. Vertauscht man die beiden Grundmfiem,
80 entsteht eine um 36 kleinere Zahl als die urspriingliche.

e) Eine zweistellige Zahl hat als Quersumme 10. Vertauscht man die beiden Grundziffern,
so wird die Zahl dadurch weder groBer noch kleiner.

81. Vater und Tochter sind heute zusammen 56 Jahre alt. Vor vier Jahren war der Vater gerade
fiinfmal so alt wie seine Tochter. Wie alt sind die beiden heute?

82. Vater und Sohn sind heute zusammen 56 Jahre alt. Wenn der Sohn doppelt so alt ist wie
heute, ist der Vater doppelt so alt wie sein Sohn. Wie alt sind dann beide zusammen?

88. Firr eine Flasche mit Korken zahlt ein Altwarenhiindler 22 Pfennig, fiir die Flasche 20 Pfennig
mehr als fiir den Korken. Wieviel zahlt er fiir die Flasche, wieviel fiir den Korken?

34, Losen Sie die folgenden Systeme linearer Gleichungen mit drei bzw. vier Unbekannten (z, y, z
und w sind die Unbekannten)!

a)z+y+z=6 b) Ta = —8(y+ 2) €) 2z + 5y —32=35
r—yt+z2=2 -+ y+z=—4% aisgy== 28
z—y—2=0 3x+ 6z2=—3y 22 —2=0



d) 212+ 10y+ 82=2 € 182+ 12y+ 11z =36 f8r—y—2z="1
56z + S5y — 21z =10 112+ 13y + 122 = 36 y+z2=1

120+ 11y + 13z = 36 T+ y+z=2

g wt+aty+z=28 h) 3w — 22+ 10y — 122 = —12 HDe—2—y—2z2=4

w—a+y—z=4 lw+ a4+ 2y+ 32=2 w4 y=2

wtr—y—z=28 w— 3z + 20y — 152 — 1 22 —y=0

w—xr—y—2z 2w+ 3x+ 4y —9z2=14 3z+y+2=0
85. In den folgenden linearen Gleick sind die unterstrich Symbole die Unbe-

kannten. Lisen Sie diese (xlelchungesvsteme'

a) 3a —4b= —1 b) 2¢g—3p=a+b ¢) Sar—4s=2
i T T1T 12
Sa—p=bt1 b~ 20 = b =gy

Lineare Bestimmungsgleichungen mit einer Unbekannten
und lineare Funktionen

Zwischen linearen Gleichungen mit einer Unbekannten und linearen Funktionen be-
stehen bestimmte Zusammenhinge. Bei der Ermittlung des Schnittpunktes einer
Geraden (als Bild einer linearen Funktion) mit der z-Achse sind wir auf eine lineare
Bestimmungsgleichung mit einer Unbekannten gestoBen. Die rechnerische Ermittlung
der Abszisse des Schnittpunktes der Geraden mit der z-Achse erfolgte durch ,,Null-
setzen' von y im analytischen Ausdruck der Funktion y = m 2 + » und durch Be-
rechnen von x aus der so entstandenen linearen Bestimmungsgleichung m « + n = 0.
Es muB beachtet werden, dal x aus einer Veriinderlichen in y = m x + n zu einer
unbekannten (bestimmten) Zahl in 0 = m x + n geworden ist.

Die obigen Erkenntnisse ermoglichen die grafische Losung einer linearen Bestim-
mungsgleichung durch Ermittlung des Schnittpunktes der Geraden y = ma + n
mit der z-Achse. Wegen der Umstindlichkeit verglichen mit der Losung der Be-
stimmungsgleichung 0 = m & + n ist dieses Verfahren allerdings bedeutungslos.

Aufgaben

86. Ermitteln Sie den Schnittpunkt der Bilder folgender Funktionen mit der a-Achse!
a) y=22+4 b) y=42—-3 e)y=maz+n
d) a4 y=4 e 2r—y=1 f) da+2y—2=0

87. Erldutern Sie das,,Zweipunktverfahren™ bei der grafischen Darstellung der linearen Funktion
y=maz+ n!

88. Wenden Sie das ,,Zweipunktverfahren* auf die grafische Darstellung der folgenden linearen
Funktionen an!

8) y=—4%x+17 b) y=Tx—% e) x=>5y— 10
d)z+y=0 e) 3z — 22y = 33 l)5+——7—0

g) Wo liegen die Schnittpunkte der Funktionsbilder mit der x-Achse?
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89. Durch welchen analytischen Ausdruck kann a) die -Achse, b) die y-Achse dargestellt werden?

40. Ermitteln Sie die Schnittpunktkoordinaten fiir die folgenden ,,Geradenpaare™!

a) y=—>ba+ 3 b) y+32—11=0 e) 172 — 2 =3y
y=2zx—4 Sy—x—11=0 3y —bx—1=0

d) y=32z—2 e y—2z+6=0 f) 2y —Tx =25
y=3z—35 3y —62=0 6y — 21z =175

41. Wie liiBt sich bereits an den analytischen Ausdriicken der Aufgabe 40 (evtl. nach Umformung
in die explizite Form fiir ) erkennen, daB die beiden Geraden von d bzw. e zueinander parallel
sind und daB die beiden Geraden von { zusammenfallen?

42. Wieviel Schnittpunkte gibt es bei Aufgabe 40d bzw. e, wieviel Schnittpunkte dagegen bei f?

43. Fassen Sie Aufgabe 40d, e und I als Systeme von zwei linearen Bestimmungsgleichungen
auf, und versuchen Sie, diese Systeme zu losen!

Zeichnerisches Losungsverfahren fiir Systeme von zwei linearen Gleichungen
mit zwei Unbekannten

Jede der beiden linearen Bestimmungsgleichungen az - by =cund dz + e y=1f
kann, falls b und e von Null verschieden sind, nach y aufgelést werden zu
Y = my & + nyund y = my & + ny. Diese beiden Darstellungsweisen der Gleichungen
des Systems kénnen jeweils als analytischer Ausdruck einer linearen Funktion auf-
gefaBt werden. Als grafische Darstellung der den beiden Bestimmungsgleichungen
entsprechenden linearen Funktionen erhilt man in einem rechtwinkligen kartesischen
Koordinatensystem bekanntlich zwei Geraden (Abbildung 2.20.). Die Koordinaten
aller Punkte der einen Geraden erfiillen die Bedingungen der einen Bestimmungs-
gleichung, die Koordinaten der Punkte der anderen Geraden die der zweiten.
Die Losung # = p, y = q des Gleichungssystems erfiillt aber beide Bestimmungs-
gleichungen, d. h., das Bild dieses Wertepaares (p; g) muB demnach gemeinsamer
Punkt beider Geraden sein. Die Koordinaten aller Punkte, die auf beiden Geraden
liegen, sind demnach Losungen des linearen

Gleichungssystems. Im allgemeinen kommt ¥

diese Eigenschaft nur dem Schnittpunkt Sk
S(p; q) der beiden Geraden zu. Also sind ST Xt g
die Koordinaten dieses Schnittpunktes die
Losung = p, y=q dieses Gleichungs-
systems. /T<‘7
L
P X

. Beispiel 13:

Zeichnerische Losung des Gleichungs-

systems
I:5044y=38
II: 20 —y =11 Abb. 2.20.
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a) Explizite Form des analytischen Aus- Y |

drucks der entsprechenden linearen Funk- —
tionen . A/- 2x-11
Iiy=—jz+2 yix?
II: y=2x—11 N, / X
b) Grafische Darstellung der beiden Funk-
tionen in einem Koordinatensystem
(Abb. 2.21.). (+4;-3)
¢) Ablesen der Schnittpunktskoordinaten:
r=4 y=—3 7
Abb. 221,
d) Probe:
I: linke Seite: 20 — 12 = 8, stimmt mit rechter Seite iiberein.
II: linke Seite: 8 — (—3) = 11, stimmt mit rechter Seite iiberein.

Die Probe hat hier, verglichen mit der Probe bei der rechnerischen Losung, die zu-
sitzliche Bedeutung der Kontrolle der Zeichen- und Ablesegenauigkeit.

Nicht in jedem Fall haben Geraden genau einen gemeinsamen Punkt (Schnittpunkt).
Fallen die beiden Geraden zusammen, so haben sie beliebig viele Punkte gemeinsam ;
sind sie zueinander parallel (mit einem von Null verschiedenen Abstand), so haben
sie keinen Punkt gemeinsam.

Daraus ergibt sich:

> Ein System von zwei linearen Gleichungen mit zwei Unbekannten hat entweder genau
eine Losung (die beiden hirigen Geraden schneiden einander in einem Punkt)
oder keine Lisung (die beiden zugehorigen Geraden sind mit einem von Null verschie-
denen Abstand zueinander parallel)
oder beliebig viele Lisungen (die beiden zugehirigen Geraden fallen zusammen).

Dem entsprechen folgende Paare von linearen Funktionen bzw. folgende Systeme
von zwei linearen Bestimmungsgleichungen mit zwei Unbekannten:

a) fiir eine Losung (Abb. 2.20.):
Ly=mz4+mn J=mx+m

i - :4
T0; g = g 4y } mit my 4 my At
b) fiir keine Losung (Abb. 2.22.) :

Ly=max+mn . J=mx+n;
II: y=my x4+ ny } b Aok
¢) fiir beliebig viele Losungen (Abb.2.22.):
X

Lny=mx+mn

II: y=my & + ny /

Untersuchen Sie die Losbarkeit des
Systems (12) auf S. 80, wenn ein Ko-
effizient, mehrere oder alle Koeffizienten
von x und y Null werden! Abb, 2,22,
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Die Losbarkeitsbedingungen fiir ein System von zwei linearen Gleichungen
mit zwei Unbekannten

Im Fall b des vorangegangenen Abschnitts sind einerseits wegen ny % n, die rechten
Seiten der beiden Gleichungen voneinander verschieden, andererseits sind die linken
Seiten identisch. Weil zwei verschiedene GréBen nicht ein und derselben dritten
gleich sein kénnen, besteht zwischen den beiden Gleichungen des Systems ein Wider-
spruch.

B Beispiel 14:
Iny=—%2z+5
O: y=—42—2.

Lineare Gleichungssysteme zweier cinander widersprechender Gleichungen haben
keine Lésung. i

Im Fall e sind zwei vollig iibereinstimmende Gleichungen vorhanden, man bezeichnet
sie als voneinander abhiingig. Solche Gleichungen haben beliebig viele Losungen.
Abhingigkeit oder Widerspriichlichkeit bei zwei linearen Gleichungen mit
zwei Unbekannten sind nicht immer sofort erkennbar. Erst nachdem beide Glei-
chungen nach einer der Unbekannten aufgelsst sind, kann in jedem Fall entschieden
werden, ob ein Widerspruch oder ob Abhiingigkeit vorliegt.

Immer dann, wenn bei einem System von zwei linearen Gleichungen weder der Fall b
noch der Fall e vorliegt, besitzt das Gleichungssystem genau eine Loésung. Wir kénnen
die Losbarkeitsbedingung folgendermaBen formulieren :

) Ein System von zwei linearen Gleichungen mit 2 Unbek: en hat immer dann genau
eine Losung, wenn die beiden Gleichungen voneinander unabhiingig und widerspruchs-
frei sind.

Aufgaben

44. a) Losen Sie die Aufgaben 24a, d, g, k, t, w von 8. 82 grafisch!
b) Begriinden Sie an Hand der grafischen Darstellung, warum Aufgabe 24g keine Losung
hat!
¢) Wie konnen Sie die \thwierigkeiten bei der grafischen Losung von Aufgabe 24w iiber-
winden!
d) Begriinden Sie, weshalb die (ileichungen aus Aufgabe 24w keine linearen Bestimmungs-
gleichungen sind, obwohl die Unbekannten nur in der 1. Potenz vorkommen!

45. a) Losen Sie die Aufgaben 25a, b, f und i von S. 83 grafisch!
b) Losen Sie die Aufgaben 26a, d, e und g von S. 83 grafisch!
¢) Enthalten alle Aufgaben aus a und b nur lineare Bestimmungsgleichungen?

46. Untersuchen Sie die folgenden Systeme linearer Bestimmungsgleichungen auf Unabhingigkeit
und Widerspruchsfreiheit!

a)rx+y=3 b) 20 =3y —c¢ e) lla — 6y =21
r—y=>5 Te=2ly — l4x —1z+ 6y =23

d) 2 — 8ly =81 €) y= a4 D (x—3):(y—4)—=1:2
x4 8ly = —8l 14y -+ 42 — 42 = @+ 1):(y+4)=1:2
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8 3 —y)+ 6y =6 W) 3@ —y) =6+ 1)
3+ y) =5 3z(x+y) =5
i)az+by=c
max+ mby=c a+0; b0, m=+0
Anleitung zu i: Unterscheiden Sie die Fille ¢ 5 0 und ¢ = 0!

Losung einer Anwendungsaufgabe

. Beispiel 15:

In einem chemischen Betrieb sollen aus einer 80 %igen und einer 25%igen
Schwefelsiure 3t einer 50%igen Schwefelsiure hergestellt werden. Welche
Ausgangsmengen sind dazu erforderlich?

Die Losung erfolgt mit Hilfe eines Systems von linearen Gleichungen. Es ist
also zunichst zu untersuchen: Was ist gleich?

Der erste Satz lautet in Form einer Gleichung:

a) Menge der 80%igen Siiure plus Menge der 25%igen Saure gleich 3 t.

In dieser Gleichung sind die jeweiligen Sduremengen unbekannt:

Menge der 80 %igen H,SOy = » t

Menge der 25%igen HSOy =y t

Unter Benutzung dieser Symbole erhélt man:

[ y=3

Zur eindeutigen Lésung dieser Gleichung ist noch eine weitere Gleichung erfor-
derlich. Man erhélt sie mit Hilfe der Konzentrationsangaben der Séuren:

b) Gehalt der zt 80 % iger Siure an H,SO, plus Gehalt der yt 257% iger
Saure an H,SO, gleich Gehalt der 3 t 50 % iger Saure an H,S0,.

Den Gehalt an H,SO, ermittelt man als das Produkt der Sauremenge mit der
Konzentration : '

o0

1I: 80 x+'_’5 y=

100 100 ¢ ~ 100

Beide Gleichungen enthalten dieselben Unbekannten.

‘ Weisen Sie die Unabhingigkeit und Widerspruchsfreiheit des erhaltenen Glei-
chungssystems nach!

Losung :
I3 r+y=3

80 25 50
XL mx-{—my:m-fi
i y=3—=z

I: 80z + 25y =503




Tin II: 80z + 25(3 — ) = 150
802 + 75 — 252 = 150

r=15%136
Il
5 5
s P T 1"-{—y:3
1 1
18
y:ll—'\.vl,ﬁﬁi

Menge der 80 %igen H,S0, = gt ~ 1,36 t
Menge der 25 %igen H,S0, = gt ~ 1.64t

Probe 1: Summe aller Einzelmengen = Gesamtmenge
15 18
;b t=3t
3t =3t
Probe 2: Gehalt der Einzelmengen = Gesamtgehalt

80% von%’t +25% von%t =50% von 3t

24 9 =
S5t + gt =15t
1,5t = 1,5t
Ergebnis: Es sind 1,36 t 80 %ige mit 1,64 t 25 %iger Schwefelsiure zu mischen.

Fiir die Losung einer Anwendungsaufgabe, die auf zwei lineare Gleichungen mit zwei
Unbekannten fiihrt, gibt es eine Reihe von Grundsitzen, die jetzt an Hand des vor-
stehenden Beispiels erliutert werden sollen:

1. Der Aufgabentext ist zunichst unter dem Gesichtspunkt ,,Fiir welche GréBen sind
Gleichheitsbeziehungen gegeben?** zu durchdenken. Das lauft darauf hinaus, die
naturwissenschaftliche, 6konomische oder sonstige GesetzmiBigkeit zu erkennen,
die der Aufgabe zugrunde liegt.

. Die gefundene GesetzmiBigkeit (Gleichheitsbeziehung) ist in Form einer ,,Wort-
gleichung® niederzuschreiben (vgl. a) und b) in der Losung des Beispiels 15).

3. Die in der ,,Wortgleichung™ vorkommenden gleichartigen GréBen miissen die-

selben MafBeinheiten erhalten.

4. Die in der Wortgleichung vorkommenden unbekannten GroBen werden mit z
bzw. y bezeichnet. Dabei sind @ und » (unbenannte) Zahlen, deshalb sind bei
der Festlegung ihrer Bedeutung die jeweiligen Mafeinheiten bzw. Benennungen
hinzuzufiigen (im Beispiel 15 = t und y t).

. Aus den ,,Wortgleichungen* werden die Bestimmungsgleichungen unter Weg-
lassung der Benennung aus den einzelnen GroBen gebildet und dann gelost.

. Die Probe ist am Aufgabentext durchzufiihren.

. Nur die in der Aufgabe gestellte Frage wird abschlieBend beantwortet.

no

[

o
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Aufgaben

1.

10.

Wiihrend der Friedensfahrt 16st sich 70 km vor dem Tagesetappenziel eine Verfolgergruppe
aus dem Hauptfeld, um die mit 3,25 min Vorsprung fahrende Spitzengruppe einzuholen. In
der niichsten halben Stunde werden von den Verfolgern genau 20 km zuriickgelegt, wobei sie
gegen die Spitzengruppe genau 1 min Zeit aufholen. Holen die Verfolger die Spitzengruppe vor
dem Ziel noch ein, wenn beide Gruppen mit unverinderter Geschwindigkeit weiterfahren?

Ein D-Zug und ejn Personenzug fahren sich aus zwei 180 km voneinander entfernten Orten
entgegen. Fahren sie gleichzeitig ab, so begegnen sie sich nach 1 h 48 min. Sollen sie sich
in der Mitte der Strecke treffen, so muB8 der Personenzug schon 30 km zuriickgelegt haben,
bevor der D-Zug abfihrt. Welche Zeit braucht a) der D-Zug, b) der Personenzug fiir die
ganze Strecke?

Zwei Freunde fahren aus zwei Stidten A und B mit Fahrridern zu einem Treffpunkt in der
Mitte zwischen diesen beiden Stddten. Der eine fihrt die Strecke mit 18 km- h™ Durch-
schnittsgeschwindigkeit und ist 74 min frither am Treffpunkt als der andere, obwohl dieser
4 Stunde friiher losgefahren ist als der Schnellere, dessen Geschwindigkeit um 50% hoher
war als die des Langsameren. Wie weit sind die Stidte A und B voneinander entfernt?

In der gleichen Zeit umrunden zwei Freunde die 400 m lange Aschenbahn eines Sportplatzes
zwei- bzw. dreimal. Laufen sie von einem Punkt dieser Aschenbahn gleichzeitig in entgegen-
gesetzter Richtung los, so begegnen sie sich alle 40 s.

Mit welcher Geschwindigkeit laufen die beiden Freunde?

Zwei ineinandergreifende Zahnrider mit dem Ubersetzungsverhiltnis 5:11 werden durch
zwei andere Zahnriider ersetzt, die je 5 Zihne mehr haben. Das Uberﬂetzungsverhiﬂtnis ist
nun 1:2. Wie viele Ziihne hat jedes Zahnrad?

Fiir ein kleines Reibradgetriebe steht die Breite
a = 40 mm zur Verfiigung. Das Ubersetzungsverhilt-
nis soll 1:5 betragen. Berechnen Sie den Durchmesser
der groBeren Scheibe (Abb. 2.23.)!

Zwei Kreiselpumpen pumpen das Wasser aus dem

Schachtsumpf eines Bergwerkes in ein Klirbecken

itber Tage. Die eine Pumpe hat eine Forderleistung

von 2 m® . min~!, die andere fiillt das Klirbecken allein a
in 16 h 40 min. Wieviel Kubikmeter faBt das Becken,
wenn beide Pumpen zusammen 6 h 15 min zu einer ~ AbD.2.23.
Fiillung brauchen?

Ein Feuerloschteich enthilt 135 m? Wasser. Bei einem Einsatz entnimmt eine Motorspritze
7501 min-!. Gleichzeitig werden die beiden je 2501+ min-! abgebenden ZufluBrohren des
Teiches gedffnet. Wann ist der Teich leergepumpt, wenn 30 min nach der ersten Motorspritze
noch eine zweite mit einer Leistung von 500 1 - min-? zusiitzlich eingesetzt wird und die erste
Pumpe zwischendurch einmal 10 min ausfillt?

An einem 15 ha groBen Getreideschlag arbeiten ein Méahdrescher 54 h und gleichzeitig ein
Miihbinder, der eine halbe Stunde friiher als der Mihdrescher begonnen hat. Eine Nachmes-
sung ergibt, daB der Mihbinder 12% der Fliche gemiht hat. Berechnen Sie die Stunden-
leistungen beider Maschinen!

Drei Bagger hiedlicher Forderlei schaffen eine Ausschachtungsarbeit in 10 Tagen,
withrend die beiden kleineren Bagger zusammen 20 Tage und die beiden groBeren Bagger
zusammen 12 Tage bendtigen wiirden. Wie gro ist die Tagesleistung von jedem der drei
Bagger?
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11.

12.

13.

14.

15.

Fiir ein Wannenbad werden 2101 Wasser von 32°C gebraucht. Die Temperatur des kalten
Wassers ist 10°C, die des heiien Wassers 82 °C. Welche HeiBwassermenge wird gebraucht?

Die Strome durch zwei parallelgeschaltete Widerstinde betragen zusammen 3A; die Wider-
stinde verhalten sich wie 2:3. Wie groB sind die Teilstrome?

Ein ganz mit Quecksilber (0xg = 13,6 g - cm~?) gefiilltes und verschlossenes GefiB aus GuB-
eisen (gp, = 7,2 g - cm~?), das beim Eintauchen ins Wasser 20 kg Wasser verdriingt, hat eine
Masse von 250 kg. Wie groB8 ist die Masse des Quecksilbers, wie groB die des GefiiBes?

Aus der Antike wurde uns iiberliefert: ARCHIMEDES (287—212 v. u. Z.) priifte einen goldenen
Kranz des Konigs Hiero voN Syrakus. Er fand sein Gewicht zu 9 kp und in Wasser ein-
getaucht zu 8,375 kp. Aus reinem Gold hiitte er im Wasser 8,5 kp, aus reinem Silber hiitte
er im Wasser 8,125 kp gewogen. Wieviel Prozent Silber ist in dem Kranz, wenn man annimmt,
daB er auBer Silber nur Gold enthielt? :

Wieviel Kilogramm Stahl mit 0,5% Kohlenstoffgehalt und wieviel Tonnen GrauguB mit
2,5% Kohlenstoffgehalt ergeben — zusammengeschmolzen — 12 Tonnen mit 1,45% Kohlen-
stoffgehalt?

16. Eine MessingguBlegierung von 35 kg enthilt 12 kg mehr Kupfer als Zink und auBerdem 1 kg

17.

18,
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Blei. Wieviel Kilogramm Kupfer und wieviel Kilogramm Zink enthiilt die Legierung?

Ein zylinderformiger Kessel von 3 m Hohe und 190 em Durchmesser ist zu einem Drittel
mit einer 25%igen Ammoniaklosung gefiillt. Wieviel Liter einer 18 %igen Ammoniaklésung
muB man zugeben, um eine 21 %ige Lésung zu erhalten?

Um beim Zerspanen von Metallen die Schneidfihigkeit der Werkzeuge zu erhalten, wird
mit einer Emulsion geschmiert und zugleich gekiihlt. Die Emulsion wird durch Mischen von
gefettetem Mineralsl (¢ = 0,8 g-cm™) und méglichst weichem Wasser hergestellt. Die
Mischung muB fiir Schneidwerkzeuge hoherer Festigkeit die Dichte o — 0,98 g - cm-3, fiir
Schneidwerkzeuge niederer Festigkeit die Dichte ¢ = 0,992 g - cm~2, bei Schleifarbeiten
die Dichte ¢ = 0,996 g - em~3 haben. Wieviel Liter gefettetes Mineralsl und wieviel Liter
weiches Wasser kommen fiir die einzelnen Bearbeitungsarten auf 10 Liter Emulsion?

In einem volkseigenen Maschinenbaubetrieb wird eine groBere Anzahl gleicher Drehteile
benétigt. Der Betrieb kann sie entweder auf einer Revolverdrehmaschine oder einem Dreh-
automaten herstellen. Die geplante Herstellungszeit fiir ein Drehteil, Stickzeitnorm ge-
nannt, betrage auf der Revelverdrehmaschine 5,5 min, auf dem Drehautomaten 4 min.
Das Einrichten (Einstellung der Maschine firr die Fertigung dieses Teiles) dauert dagegen
bei der Revolverdrehmaschine nur 220 min, withrend es bei dem Automaten 700 min dauert.
Infolge der hohen Einrichtungszeit beim Automaten ist offensichtlich fiir kleine Stiickzahlen
die Fertigung auf der Revolverdrehmaschine rationeller als auf dem Drehautomaten. Bei
hohen Stiickzahlen ist es genau umgekehrt, wie auch die folgenden Beispiele zeigen:

Fertigungszeiten auf Revolverdrehmaschine auf Drehautomaten
a) fiir 100 Stiick: 100 - 5,5 min 4+ 220 min = 770 min 100 - 4 min + 700 min = 1100 min
b) fiir 500 Stiick: 500 - 5,56 min + 220 min = 2970 min 500 - 4 min + 700 min = 2700 min

Welches ist im vorliegenden Fall die sogenannte Grenzstiickzahl, d. h., bei welcher Stiick-
zahl dauert die Fertigung nach beiden Verfahren gleich lang?
Losen Sie diese Aufgabe

a) als Gleichung mit einer Unbekannten; b) als Gleichungssystem mit zwei Unbekannten!



3. Quadratische Funktionen und
quadratische Gleichungen

Das sozialistische Lager ist mit den besten Waffen ausgeriistet. Dieser moderne sowjetische
schwere Diisenbomber ist in der Lage, mit Uberschallgeschwindigkeit zu fliegen.
Dazu ist ein hoher Schub, dazu ist viel Energie erforderlich. Diese mechanische Energie erhiilt
man durch die Umformung der chemischen Energie der Treibstoffe in den Triebwerken. Man kann
die Energie jedes bewegten Korpers mit Hilfe der Gleichung
2

Wiin=m vT
errechnen.
Die erforderliche Energie wichst mit dem Quadrat der Geschwindigkeit. Bleibt die Masse kon-
stant, so ist die kinetische Energie eine quadratische Funktion der Geschwindigkeit.

3.1. Quadratische Funktionen
Die elektrische Leistung P im Gleichstromkreis ist gleich dem Produkt aus Strom-

stirke und Spannung: .
P=U.1.



Mit Hilfe des Ohmschen Gesetzes kann man diese 800

. .0
Gleichung umformen: 70 / D’ﬁl/z |
gL L om
P~b'7{_1f‘RU' 600 /
Legt man einen ,,Verbraucher* elektrischer Leistung, T 500
z. B. einen Tauchsieder, an eine verinderliche Span- —§400
nung U (Abb. 3.1.), so wird der Verbraucher trotz & a0 /
seines festen Widerstandes R (von der Erhohung <
des Widerstandes bei metallischen Leitern und der 200
Abnahme des Widerstandes bei Halbleitern infolge 100

Erwirmung des Leiters sehen wir hier ab) der je-
weiligen Spannung entsprechend eine unterschied- 0 1

liche Leistung aufnehmen. Liest man zu jeder ein- UlinV)—
gestellten Spannung die aufgenommene Leistung ab,  Abb.3.1.

so erhdlt man fir R = 50 Q folgende Wertetabelle:

300

—

U (in V) | 10 | 20 | 30 | 40 | 50 | 100 | 110 |

| o 50 | 200 | 220
panw) [ o | 2| s || s2] 50 [200] 22|

50 | s00 | 968

o

Da jeder Spannung eine genau bestimmte Leistung zugeordnet ist, stellt der Zu-
sammenhang zwischen der elektrischen Leistung und der angelegten Spannung eine
Funktion dar. Dabei ist U wieder die unabhingige Veréiinderliche, P die abhiingige
Verinderliche. Da die Variable U nicht mehr in der 1. Potenz, sondern in der 2. Po-
tenz, im ,,Quadrat” vorkommt, handelt es sich um eine Quadratische Funktion. Die
grafische Darstellung in einem Koordinatensystem mit gleichgeteilten Achsen ist,
wie Abbildung 3.1. zeigt, auch keine Gerade.

Die quadratische Funktion y = a2

Die einfachste quadratische Funktion ist durch die folgende Zuordnungsvorschrift
gegeben: jeder Zahl x aus der Menge X wird genau eine Zahl y aus der Menge ¥,
und zwar das Quadrat der Zahl aus der Menge X, zugeordnet. Der analytische
Ausdruck dieser quadratischen Funktion lautet

(1) y=f(x)=2"
Als Wertetabelle erhilt man:

a| —100] —s0] —10] —5|—2|—1]o|+1|+2[ +5] +10] +50| +100
v || + 10000 [ +2500 [+ 100+ 25[+4 [+ 1]0 [+ 1]+ 4]+ 25| + 100] + 2500 | + 10000

Weil das Quadrat einer negativen Zahl positiv ist, wird den beiden dem Betrage nach
gleichen a-Werten (mit entgegengesetztem Vorzeichen) der gleiche y-Wert zugeord-
net. Mit Hilfe einer Wertetabelle lit sich diese Zuordnung kiirzer schreiben. Die dem
Betrage nach gleichen z-Werte werden nur einmal geschrieben.
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Abb. 3.2 Abb. 3.3,

. Stellen Sie eine Wertetabelle fiir y = a® mit folgenden Werten von & auf!
0; +0,1; +0,2; +0,3; +0,4; +0,5; +0,7: +09; +1: £1.5; £3: 44

Die erhaltenen Zahlenpaare ermdglichen einen recht genauen Entwurf des Bildes
der Funktion y = 22 In Abbildung 3.2. sind die Punkte als Bilder der einzelnen

Zahlenpaare eingetragen und durch eine Kurve

miteinander verbunden worden. Diese Kurve \ Jg!,m
heiBt Normalparabel. Die Richtigkeit und Ge- 20
nauigkeit der Normalparabel als Bild der Funk- A
tion y = 2% 1iBt sich durch Ausrechnen und K
Eintragen weiterer Zahlenpaare wie (0,8; 0,64); 278
(1,2;1,44); (1,7;2,89) usw. iiberpriffen. Be- | 2’?
sonders sorgfiltig muB das Bild im Bereich der Y
z-Werte von —1 bis +1 (kurz: —1<a< +1)

gezeichnet werden. In Abbildung 3.3. wird % -‘,3 2P J 4x
dieses Stiick der Normalparabel stark vergroBert )

wiedergegeben.

. Vergleichen Sie das Bild der Funktion y = x* mit dem Bild der Funktion y = x!

Das Bild der Funktion y = a? ist nur im rechtwinkligen kartesischen Koordinaten-
system eine Normalparabel. In Abbildung 3.4. ist ein anderes Koordinatensystem
fiir die grafische Darstellung von y = @ benutzt worden.

Die z-Achse dieses Systems ist ebenso wie beim kartesischen Koordinatensystem
eine Zahlengerade mit willkiirlich gewiéhlter, aber fester Einheit, auch lineare Leiter
genannt. Die y-Achse ist dagegen eine sogenannte quadratische Leiter, d. h.. den
einzelnen Punkten dieser Leiter sind nicht die Zahlen der linearen Leiter, sondern
deren Quadrate zugeordnet. In diesem speziellen Koordinatensystem ist die grafische
Darstellung der Fugktion y = 2? je eine Halbgerade fiir die positiven und die nega-
tiven z-Werte.
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Aber auch in dieser grafischen Darstellung ist der Koordinatenursprung ein Punkt
der ,Kurve*, die ebenso wie die Normalparabel nur im I. und II. Quadranten ver-
lauft. Diese Eigenschaften sind also unabhiingig von der Art der gewithlten grafischen
Darstellung, sie kommen der Funktion y = 22 selbst zu.

Charakteristisch ist vor allem die Tatsache, da8 alle y-Werte groBer oder gleich Null
sind, welchen z-Wert wir auch immer betrachten.

Unseren weiteren Uberlegungen soll nun wieder, wenn nicht ausdriicklich auf ein
anderes Koordinatensystem hingewiesen wird. das rechtwinklige kartesische Koordi-
natensystem zugrunde liegen.

Aufgaben
L a) Ermitteln Sie die ,,Quadrate‘, d. h. die zweiten Potenzen. folgender Zahlen!
1 1 3 1
: 1205 355 3505 3,55 -5 555 0,015 0,54: 0.24; —3: —19; — =5 —0,5; —+;
17; 1205 35; 350; 3,5; 3730 0,01; 0,54; 0.24 3 19 = 0,5 3

—3.3; —200: —1000; —0,02

b) Zu jeder der Zahlen in Aufgabe 1a gibt es eine zweite, deren Quadrat dem Quadrat der
obenstehenden Zahl gleich ist. Geben Sie diese Zahlen an!

¢) Welches Vorzeichen hat das Quadrat einer positiven, einer negativen Zahl?

d) AuBern Sie sich kritisch zu der Meinung, daB das Quadrat einer Zahl immer groBer sei
als die Zahl selbst!

. Welcher Zusammenhang besteht
a) zwischen dem Flicheninhalt und der Seitenlinge eines Quadrates.
b) zwischen dem Flicheninhalt und dem Durchmesser eines Kreises,
¢) zwischen dem Flicheninhalt und dem Umfang eines Kreises.
d) zwischen der Leistungsaufnahme und der Betriebsspannung eines elektrischen Geriites?

(L]

3. In der Kraftfahrzeugtechnik wird fiir den Bremsweg w: (in m) folgende ,,Faustformel* (das
ist eine naherungsweise richtige Formel) benutzt:
w=(0,1-2)%

Darin bedeutet v die Geschwindigkeit des Kraftfahrzeuges in km - h-!.

a) Wie lang ist der Bremsweg w, wenn v = 10; 20; 30; 40; 50; 60; 70; 80; 90; 100 km - h-1
betragt?

b) Zwischen dem Auftauchen eines Hindernisses und der Reaktion des Fahrers, d. h. der
Betitigung der Bremsen, vergeht eine gewisse Zeit, ,,Schrecksekunde* genannt. Das be-
deutet, daB das Fahrzeug wiihrend der ,,Schrecksekunde’ mit unverminderter Geschwin-
digkeit weiterfihrt. Die ,,Schrecksekunde sei 0,25s. Wie weit muB das Fahrzeug im
Moment der Wahrnehmung des Hindernisses bei den in a angegebenen Geschwindigkeiten
vom Hindernis mindestens entfernt sein, damit ein ZusammenstoB vermieden wird?

4. a) Zeichnen Sie in ein rechtwinkliges kartesisches Koordinatensystem méglichst genau
(Millimeterpapier benutzen!) das Bild der Funktion y = a2, und kleben Sie die Normal-
parabel auf einem 1 bis 2 mm starken Karton faltenlos auf!

b) Schneiden Sie das mit der Normalparabel beklebte Stiick des Kartons aus, und priifen
Sie die entstandene Normalparabelschablone auf Richtigkeit und Genauigkeit, indem Sie
in ein auf Millimeterpapier mit derselben Lingeneinheit gezeichnetes kartesisches Koordi-
natensystem durch Umfahren der Schablone mehrere Normalparabeln zeichnen!

o

. Spiegeln Sie das Bild der Funktion y = 2 im rechtwinkligen kartesischen Koordinaten-
system
a) an der y-Achse,
b) an der z-Achse!
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Welches Aussehen und welche Lage haben die Spiegelbilder verglichen mit dem Bild der

Funktion y = 22?

Wie lauten die analytischen Ausdriicke fiir die Spiegelbilder ?

6. a) Zeichnen Sie in ein Koordinatensystem eine beliebige Strecke!
b) Verschieben Sie diese Strecke einmal um 2 Einheiten in Richtung des positiven Teils der
2-Achse, zum anderen um 3 Einheiten in Richtung des nggativen Teils der x-Achse! Wie

fithren Sie diese Schiebung der Strecke zweckmiBigerweise durch?

¢) Vergleichen Sie die ,,Originalstrecke’ mit den beiden anderen durch Schiebung erhaltenen

Strecken in bezug auf Linge und Richtung!

d) Verschieben Sie die ,,Originalstrecke® einmal um 3 Einheiten in Richtung des positiven
Teils, zum anderen um 4 Einheiten in Richtung des negativen Teils der y-Achse! Ver-
gleichen Sie wiederum die beiden erhaltenen Strecken mit der ,,Originalstrecke* in bezug

auf Linge und Richtung!
e

=

Verschieben Sie die ,,Originalstrecke’ sowohl um 4 Einheiten in Richtung des positiven

Teils der 2-Achse als auch um 5 Einheiten in Richtung des positiven Teils der y-Achse!
Fiihren Sie auch noch andere Schiebungen der ,,Originalstrecke®, darunter auch solche
in Richtung der negativen Teile der beiden Achsen durch! Vergleichen Sie wiederum alle
erhaltenen Strecken mit der ,,Originalstrecke’ in bezug auf Linge und Richtung!

7. Fiihren Sie solche Schiebungen statt mit einer Strecke
a) mit einem Dreieck,
b) mit einem Kreis,
¢) mit einem allgemeinen Viereck
durch!

Die quadratische Funktion y = 22 4 e
Quadratische Funktionen wie

y=2"+3; y=a"—4; y=2a*—14
lassen sich allgemein schreiben:
2) y=a+e.

@ stiien Sie Wertetafeln fir die  Funkti

y=ua*4 3 und y = 2* — } auf!
Ein Vergleich dieser Wertetafeln mit der Wertetafel

der Funktion y = x? zeigt den EinfluB des absoluten

Gliedes e. Man erkennt :

» Alley-Werte der Funktion y = 2 4 e weichen um
e von dem y-Wert der Funktion y = x? ab, der dem-
selben x-Wert zugeordnet ist.

Fiir die grafische Darstellung der Funktion y=a%4-e
bedeutet das, dal man sie aus dem Bild der Funktion
y = a? dadurch erhilt, daB man jeden Punkt der
Normalparabel um e parallel zur y-Achse verschiebt.
In Abbildung 3.5. sind die Bilder der Funktionen
y=2a%>+3 und y*>=2® —4 durch Schiebung der

7 [000901]

\ r
| E [,
NI
N AT
=3, <2 ? 2 3x
g 1]

Abb. 3.5,
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Normalparabel y = 2? um + 3 bzw. — 4 erhalten worden. Fiir einige Punkte ist die
Schiebung um e eingezeichnet worden. Das Bild der Funktion y = 22 -} e ist also eine
Normalparabel. Die y-Achse ist, wie beim Bild der Funktion y = a2, Symmetrieachse.
Der Scheitel der Normalparabel liegt im Punkt S(0; ), also auf der y-Achse.

Die Funktion y = 2 ist offensichtlich ein Sonderfall der Funktion y = 22 + ¢ mit
e = 0. Die Gesamtheit aller Bilder der Funktion y = 2? + e bildet eine Schar Normal-
parabeln mit der y-Achse als gemeinsamer Symmetrieachse, aber unterschiedlicher
Lage des Scheitels, der jeweils im Punkt (0; e) liegt.

Besondere Beachtung verdienen im Bild der Funktion y = 2 + e die Schnittpunkte
der Kurve mit der z-Achse, die Nullstellen genannt werden. Hier zeigt sich gegeniiber
der linearen Funktion y = m z + n (mit m = 0) ein grundsétzlicher Unterschied.
Wiihrend es dort fiir m < 0 stets genau einen Schnittpunkt gab, liegt beim Bild
der Funktion y = a® + e jeweils einer der folgenden drei Fille vor:

1. Es gibt keine Nullstelle (Scheitel oberhalh der x-Achse),
2. Es gibt eine Nullstelle (Scheitel im Koordinatenursprung),
3. Es gibt zwei Nullstellen (Scheitel unterhalb der x-Achse).

Die Nullstellen der Normalparabel y = 2? 4 ¢ lassen sich ebenso wie die Nullstelle
einer linearen Funktion mit Hilfe einer Bestimmungsgleichung berechnen.

Spiegelungen von Normalparabeln

1. Spiegelung an der y-Achse bedeutet gegenseitigen Austausch der beiden Normal-
parabeliste. Die Normalparabel und ihr Spiegelbild decken sich. Wegen

y=("%te=(t2fte=a*te

haben beide Kurven denselben analytischen Aus-
druck ¥ = 2* + e,

J

[y-x*+e
(e<0)

2. Die Spiegelung des Bildes von y = 22 + ¢ an der
x-Achse zeigt Abbildung 3.6. Vergleicht man die
zu gleichen x-Werten gehérigen y-Werte der Nor-
malparabel und ihres durch Spiegelung an der
x-Achse gewonnenen Spiegelbildes, so stellt man
fest, daB sie dem Betrag nach gleich sind, sich
aber im Vorzeichen unterscheiden. Deshalb hat das
Spiegelbild der Kurve y = 2% + ¢ an der y-Achse
den analytischen Ausdruck —y = 22 + e bzw.

B) y=—2a"—e,

<

Die quadratische Funktion y = (z 4 d)*

Quadratische Funktionen wie
y=@+2?% y=(—-3)7 y=(@—13? Abb. 3.6.
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schreibt man in allgemeiner Form
4) y=(x+d)?
. Stellen Sie die Wertetafeln der Funktionen y = (x + 2)?; y = (z — 3)% und
y = (¢ — b2 auf!
Der Vergleich dieser Wertetafeln mit derjenigen der Funktion y = a? ergibt, daB

bei gleichen y-Werten die 2-Werte der Funktion y = (z 4 d)? um d kleiner sind als die
entsprechenden z-Werte der Funktion y = 2.

z ...—3 —2 —1 0 +1 + 2 + 3
y=22 9| 44 41 0 +1 + 4 19
y=(z+2) v+l 0 +1 +4 +9 +16 +25
42 o=l 0 +1 +2 +3 + 4 + 5
Fiir die grafische Darstellung der Funktion \ ¥ VyL(X+Z‘)Zl T

y = (z + d)? bedeutet das, dal man sie aus dem T 6 i + ‘)2_ 3
Bild der Funktion y = 2? dadurch erhilt, daB \\ 5 j\—z r/ i
man alle Punkte der Normalparabel um —d 2\ I La
parallel zur z-Achse verschiebt. Man sagt auch, |+ ¢ y

daB die Normalparabel um —d parallel zur 9 \/

z-Achse verschoben ist. An ihrer Form é&ndert \ Zi )

diese Translation nichts. In Abbildung 3.7. wur- \ 7 +3

den auf die oben beschriebene Weise die Bilder < | /

der Funkl;ion.en y=(x+2)und y = (x — 3)2 [ 7 3 4
aus dem Bild von y=2® gewonnen. Fiar —1 1l 1 1 1 .
einige Punkte ist die Verschiebung eingezeichnet 4y, 3.

worden.

Das Bild der Funktion y = (z 4 d)? ist die Normalparabel mit dem Scheitelpunkt
8(—d; 0) und der Parallelen zur y-Achse im Abstand — d als Symmetrieachse.
Deshalb kann die Kurve y = (z + d)® sehr einfach mit Hilfe der Normalparabel-
schablone gezeichnet werden. Der Scheitelpunkt der Schablone ist in den Punkt
S(—d; 0) zu legen, und die Symmetrieachse der Schablone muB sich mit der Par-
allelen zur y-Achse im Abstand d decken. Durch Umfahren der Schablone mit dem
Bleistift entsteht das Bild der Funktion y = (z 4 d)?, vorausgesetzt, daB man fiir
die Achsen des Koordinatensystems dieselbe Lingeneinheit benutzt hat wie fiir
die Schablone.

Wegen y = (z + d)? = 2® + 2d z + d? gelten die vorstehenden Betrachtungen fiir
alle quadratischen Funktionen, deren analytischer Ausdruck ein vollstindiges Quadrat
ist. Ist beispielsweise die quadratische Funktion y — a® + 52 — 6,25 = 0 grafisch
darzustellen, so geht man folgendermaBen vor:

Ausy — 2® 4 52 — 6,25 = 0 folgt y = 2® — 5z + 6,25 = (x — 2,5)%

Das Bild der Funktion ist also die Normalparabel, deren Scheitel S die Koordinaten
(+2,5;0) hat und deren Symmetrieachse im Abstand -+ 2,5 parallel zur y-Achse

1 translatio (lat.), Ubertragung
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\\ [[ 2y-(x-25)7 y-(r+d)F[a-25] y-lord P La™-25]
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A / 1 i
N pE ]
7 A [l Ly ;
21N T/ T/
N\ | S(+d;0)
gL \l1, 3 X ‘. o5 110 5] X
2 : N
7 Y 7 \ 72
Abb. 3.8, // k
Abb. 3.9, \ x—l(x'd‘)z[d~2,5l]

verlduft (Abb. 3.8.). Die grafische Darstellung der Funktion y = a® — 52 + 6,25
kann aber noch auf einem anderen Wege, nimlich durch Superposition! gewonnen
werden. Der analytische Ausdruck der Funktion y = #® — 5 + 6,25 besteht ge-
wissermafen aus der quadratischen Funktion y = 22 und der linearen Funktion

= —5x + 6,25. Beide Funktionen werden grafisch dargestellt (in Abbildung 3.8.
schwarz eingezeichnet), und die beiden zu einem z-Wert gehérenden y-Werte 2
bzw. —5x + 6,25 werden geometrisch addiert. Das so erhaltene Bild deckt sich
mit dem durch Schiebung des Bildes von y = a? erhaltenen Bild der Funktion
y=a®— bx + 6.25.
Da der Scheitel § der Funktion y = (x 4 d)® auf der Achse liegt, hat das Bild der
Funktion y = (z + d)? genau eine Nullstelle S(—d; 0). Es besitzt auch genau einen
Schnittpunkt P mit der y-Achse, ndmlich P(0; d?), denn fir z,=0 gilt
Yo=0%+2d-0+d?=d?. Die Spiegelung der Funktion y= (z+d)? an der y-Achse
(Abb. 3.9.) ergibt eine Normalparabel mit dem Scheitel 8’ (+ d; 0) und der Parallelen
zur y-Achse im Abstand +d als Symmetrieachse. Der analytische Ausdruck des
Spiegelbildes der grafischen Darstellung von y = (x + d)? bei Spiegelung an der
y-Achse heiflt .

y=(x —dP=(—z+d)?=2*—2dx + d>

Die Spiegelung der Funktion y = (x + d)* an der xz-Achse (Abb. 3.9.) ergibt eine
Normalparabel mit dem Scheitel (—d; 0) und der Parallelen zur y-Achse im Ab-
stand —d als Symmetrieachse. Alle y-Werte sind negativ, aber von gleichem Betrag
wie diejenigen der Funktion y = (z 4 d)? mit demselben z-Wert. Demnach hat das
Spiegelbild den analytischen Ausdruck

y=—(x+d?=—a®—2dx — d%.
1 super (lat.), iber, darauf; positio (lat.), Stellung, Lage
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Die quadratische Funktion y = (x +-d)* + e =2+ px + ¢

Quadratische Funktionen wie
y=@+27+3; y=@—37—4 y=@+3°"—2
haben die allgemeine Form
5) y=(x+d)*+e "
Vergleicht man (5) mit y = (z + d)%, so erkennt man, daB sich beide nur durch das
absolute Glied ¢ unterscheiden. Das wirkt sich in der grafischen Darstellung als

Schiebung der Normalparabel mit (—d;0) als Scheitel um e parallel zur y-Achse
aus. In Abbildung 3.10. sind die Bilder der Funktionen

y=(+22+3 und y=(x—3pF—4

durch Schiebung der Bilder von y = (z + 2)* und y = (z — 3)2 um +3 bzw. —4
parallel zur y-Achse gewonnen worden. Das Bild der Funktion y= (z+d)*+ e bzw.
y = a* + p x + g ist folglich die Normalparabel mit dem Scheitel S(—d; +e) und
der Parallelen zur y-Achse im Abstand — d als Symmetrieachse.

Wegen y=(:c+d)2—|-e=x”+2dz+d2+e=z’+paﬂ+q mit p = 2d und
g = d* + e gelten die vorstehenden Uberlegungen fiir alle quadratischen Funktionen
vom Typ y =2 + p2 +¢.

Soll beispielsweise die Funktion y = #* — 3 — 2 grafisch dargestellt werden, so sind

zuniichst aus p = —3 und ¢ = —2 die Scheitelpunktskoordinaten (—d; +e) zu
berechnen. 3
Aus p = 2d = — 3 erhilt man fiir die z-Koordinate des Scheitelpunktes —d = + ol
(a]lgemein: —d=— %) undaus ¢ = d? +e= —2 mit d* = —Zvdie y-Koordinate des
2
Scheitelpunktes zue= —2 — % = %7 =—4.25 (allgemein: e=q—d*=q— (2”) ) s
In Abbildung 3.11. ist die Funktion durch Umfahren der mit ihrem Scheitel in
\ I Wy (x02) 53 x2tx+ 7 ,‘}-(113)1
\ 7v |y=(ce2) =X+ hx+h _TJ’ “x-6x+9
6 /V\ 7 1 Abb. 3.11,
: } o s \ I ytetined
i = x2-6x+. X4+
4 / /ﬂ " \ Ly (e 2)-1 /
/ |
\ 3T F i =37
\ b 17 (AN /1] Zaiy{:‘_-x—E'L
N el i -4\ A1/ X / ’ Ik
\ // \ // 4 /
g 2 a0 N\ P B 4|f 6x 4NN\ 3[4 x
LI\ L
3 =3
i g 7
s(3-%)
Abb. 3.10.
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(+%; —4,25) angelegten Normalparabelschablone (Symmetrieachse der Schablone
parallel zur y-Achse!) erhalten worden. In derselben Abbildung wurde nach demselben
Verfahren noch die Funktion y = 2% + 4x + 3 = (z 4 2)? — 1 grafisch dargestellt.

Die quadratische Funktion y = 2® + p# + ¢ = (« + d)? + e enthilt alle vorher be-
trachteten quadratischen Funktionen als Sonderfille. Das bedeutet, die Bilder aller
quadratischen Funktionen vom Typ y = 2? 4 p # + ¢ sind Normalparabeln, deren

Symmetrieachse jeweils parallel zur y-Achse liegt. Fiir die Lage des Scheitels S im
Koordinatensystem gilt

i § iebig): Sil—d: r. )4,
a) im allgemeinen Fall (e und d beliebig): S(—d; e) oder S| — 5 — (E) §

b) im speziellen Fall e = 0; d = 0: S(—d; 0)oder 8 —%; 0);
c¢) im speziellen Fall e 4- 0; d = 0: 8(0; e) oder S(0; q);
d) im speziellen Falle = 0; d = 0: S(0;0).

Auch fiir die Schnittpunkte des Bildes vony = (z 4 d)? 4+ ¢ = 22 4+ px + ¢ mit den
Koordinatenachsen kénnen einige allgemein giiltige Aussagen gemacht werden.
Da jedem x-Wert genau ein y-Wert zugeordnet ist, gibt es auch fiir 2= 0 genau einen
y-Wert, d. h., jede Normalparabel als Bild der Funktion y =22+ pz+ ¢ hat genau
einen Schnittpunkt mit der y-Achse. Der Schnittpunkt mit der y-Achse ist aus dem
analytischen Ausdruck der Funktion leicht zu bestimmen. Er hat das absolute
Glied ¢ aus y = 2® 4+ p x + ¢ als Ordinate, weil alle z enthaltenden Glieder wegen
2, = 0 Null sind.
Je nach der Lage des Bildes der Funktion im Koordinatensystem hat das Bild zwei
Nullstellen, eine oder keine Nullstelle (Schnittpunkt mit der z-Achse). Welcher Fall
bei der Funktion y = f(x) = 2 4+ p @ + ¢ vorliegt, 14Bt sich an den y-Koordinaten
des Scheitelpunktes als dem Punkt mit dem kleinsten y-Wert erkennen. Es gilt:

. f() hat zwei Nullstellen
6 g¢— P;" =0/ f(x) hat cinc Nullstelle

f(x) hat keine Nullstelle.

\

Die Nullstellen lassensich auch aus dem \ 9 thx:i; R .ﬁ 2

analytischen Ausdruck durch Losen \\ Yl / Yoxepreqsluvd) v

einer Bestimmungsgleichung ermitteln. \ L/
/

Diese entsteht dadurch, daB in dem \
analytischen Ausdruck y gleich Null \
gesetzt wird. \
In Abbildung 3.12. ist das Bild der \
Funktiony = 2®+pa+qg=(z+d)®*+e
an der y-Achse gespiegelt worden. Da NN T TN Tx
die Vorzeichen der z-Werte fiir das \ //‘7'

Spiegelbild umzukehren sind, ergibt \

sich fiir den analytischen Ausdruck Nt

y=(—2?+p(—2)+q
=(—z+dP+e=2>—pax+q
y=(@—d?+e.

YKt pr-g=leed)®e
Abb. 3.12.
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Wird dagegen an der a-Achse gespiegelt (Abb. 3.12.), so miissen die Vorzeichen der
y-Werte umgekehrt werden, so dal dem Spiegelbild der Kurve
y=22+pr+qg=(x+d+e
der analytische Ausdruck
—y=a+prtqg=(x+dP+e oder y=—a?—pr—q=—(r+d)*—e
zukommt.

. Beispiel 1:
Die quadratischen Funktionen

y=f(x) = —a? —3xr +2 und
y=f@)=—a+5z+1

sind mit Hilfe der Normalparabel-

schablone grafisch darzustellen.

Losung:

Die zur z-Achse symmetrischen Para- py
beln haben wegen der Umkehrung der -1 4
Vorzeichen der y-Werte die analyti-
schen Ausdriicke

ave §
y:x’—{—%x—Z:(x’}j)f'l;i“ 1
und 512 20 \y=-x*- %142
y=x2—5x—1:(xf ,,) —'4 5
Daraus folgen die Scheitelpunktskoordi- o5
naten mit
3 9 5 1 Abb. 3.13.
Sl(—?: ~:Z“—;)bzw.Sz (+ w5 T)'

Die Umkehrung der Vorzeichen der y-Koordinaten der beiden Scheitelpunkte
liefert die Scheitelpunktskoordinaten der in Richtung des negativen Teils der
y-Achse geoffneten Normalparabeln (Abb. 3.13.).

Aufgaben

8. Verschieben Sie das Bild der Funktion y = /(z) =a?um+2; —3; —5; —§;+3%
a) parallel zur z-Achse;
b) parallel zur y-Achse!
Vergleichen Sie die durch Schiebung erhaltenen Figuren in bezug auf Form, GréBe und

o

Lage mit der ,,Originalfigur*!

9. Verschieben Sie das Bild der Funktion y = f(2) = 2? zundchst um —3 parallel zur z-Achse
und dann um + 2 parallel zur y-Achse! Nehmen Sie noch andere Schiebungen der Normal-
parabel lings beider Achsen vor!

Vergleichen Sie jeweils die erhaltene Figur mit der ,,Originalfigur*!

10. Gegeben sind die folgenden quadratischen Funktionen.
8) y=f(r) =a22—17 b) y =f@) =22+ V5 ) y=f@)=2a"+}
d) y=f(x)=2*—2} € y=fla) =2*—18 0 y=/(x) =22+ V277
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11.

12,

13.

14.

15.

16.

17.

19.

8) y=/(z) =2*— 1,5 h) y=f@)=a*— (3 ) y=[@)=2"+ (2
k) y=f@)=—22+2 D) y=fa)=—a2— V17 m) y=f(z)=—a®— 1}
m)y=[@)=—2*—12" 0) y=/f@)=—a>+ (—12?° p)y=f(x)=—2+38
Geben Sie fiir jede Funktion die Zahl der Nullstellen und ihre Lage, die Lage des Schnitt-
punktes mit der y-Achse sowie die Koordinaten des Scheitelpunktes an!

Zeichnen Sie die Bilder aller Funktionen der Aufgabe 10 mit Hilfe der Normalparabelscha-
blone in ein rechtwinkliges kartesisches Koordinatensystem! Wie kénnen Sie die Bilder auf
Richtigkeit und G igkeit kontrollieren?

Welche Ordinaten miissen die Punkte P;(2,2; ?) bzw. P,(—3; ?) haben, damit sie auf dem
Bild von Aufgabe 10a, ¢, h, m und p liegen? Stellen Sie das aus der grafischen Darstellung
und durch Rechnung fest!

Gegeben sind die Punkte P,(3;2), Py(—2;1,8), Py(1;0,64), P,(—1; —0,2), P5(|/§ ;0),
Pg(—3%; + 1), Py(+14; 2,45). Stellen Sie an Hand der grafischen Darstellung der Funktionen
aus Aufgabe 10 und durch Rechnung fest, ob P, bis P, Punkte der Bilder der Funktionen aus
Aufgabe 10 sind!

Gegeben sind in einem rechtwinkligen Koordinatensystem die Ordinaten der Scheitelpunkte

solcher Normalparabeln, deren Symmetrieachse mit der y-Achse zusammenfillt, mit

Yo, =+5; 9, = —2,5;4,, = —d; 4, = + 159, = — 3}

a) Wie lauten die analytischen Ausdriicke derjenigen Funktionen, deren Bilder die Normal-
parabeln mit den gegebenen Scheitelpunkten sind?

b) Warum sind die Scheitelpunkte durch ihre jeweilige Ordinate eindeutig gegeben?

Gegeben sind folgende quadratische Funktionen.

8) y=/[@)=(x—2? b) y=[@) = (x+ 5)?

©) y=f@)=(zx—4? ) y=f)=(x+ 3)?

€) ¥y =f(z) = (x — 3})* D y=f@)=(—04)p

g) y=/[(x) = —(x+ 1) h) y=/f@)=—(@—1?

Dy=f@)=—@—14» k) y=f@)=2*—da+ 4

D y=/f) =2+ 32+ 2,25 m) y=f@)=a—a+}

n) y=f(2) = —22 — 0,2 — 0,01 0) y=fa) = —*+ 5,h%"
1 1

P y=f@)=—2+5z—15 0 y=[(@)=a*—02z+ 0,01

1) y=f(x) =a®+ Ta+ 12,25 8) y=f(x) = —a? — 2,22 — 1,21

Zeichnen Sie die Bilder der Funktionen!

Ermitteln Sie aus dem analytischen Ausdruck fiir das Bild jeder Funktion der Aufgabe 15
die Koordinaten des Scheitelpunktes und die Koordinaten des Schnittpunktes mit der
y-Achse!

Begriinden Sie, warum das Bild jeder Funktion der Aufgabe 15 genau eine Nullstelle hat!

. Zeichnen Sie die Bilder der Funktionen aus Aufgabe 15a bis i bzw. 15k bis s mit Hilfe der

Normalparabelschablone in je ein rechtwinkliges Koordinatensystem!
Wie konnen Sie die Bilder auf Richtigkeit und Genauigkeit kontrollieren?

Welche Ordinaten miissen die Punkte P,(—1; ?) bzw. P,(1,5; ?) haben, damit sie auf dem
Bild von Aufgabe 15D, 1, i, m, o, s liegen? Stellen Sie das aus der grafischen Darstellung und
durch Rechnung fest!
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20. Gegeben sind die Punkte P;(12; 25), Py(1; —4), P,(-l;;“s),}"@; —445),

25 . 1
(-1 %), Pasi 1o, 2,025 0. Pa(550), P35 —8), Pul=3: —10).

Stellen Sie mit Hilfe der grafischen Darstellung der Funktionen aus Aufgabe 15 und durch
Rechnung fest, ob P, bis P;, Punkte der Bilder der Funktionen aus Aufgabe 15 sind!

21, Gegeben sind in einem rechtwinkligen Koordinatensystem die Koordinaten der Scheitel-
punkte S, bis S, von solchen Normalparabeln, deren Symmetrieachse zur y-Achse parallel
1

liegt. S, (4; 0), Sy(—4; 0), s,(— g;o), S,(1,7; 0), sa(zé ; 0), S,(_ i—;;o)

a) Wie lauten die analytischen Ausdriicke derjenigen Funktionen, deren Bilder die Normal-
parabeln mit den gegebenen Scheitelpunkten sind?

b) Warum miissen hier im Gegensatz zur Aufgabe 14b beide Koordinaten des Scheitelpunktes
gegeben werden?

22. Gegeben sind folgende quadratische Funktionen.
a) y=f@)=@—1°+2 b) y=f@2)=(x+27—3
¢) y=/fl@)=(@—5—% d) y=f@@)=(@—1+18

e y=/(x)=(x+ 1.2?—12
g) y=fl@)=—(@+3°+8

) y=/f@)=—(@—15"—4
Dy=/f@)=a+20+14

W) y=f@) =2t — 52—}

P y=f@)=2a"—3

1) y=fz)=a*—232+ 42
) y=f)=—2"+Te—4%

V) y=fa)=—a*+ }x

Dy=fa)=—(@—27-3
h) y=/@)=—@—%"+1%
k) y=f(a)=2*—4x—5
m) y=f(x) =224 Tz —2
0) y=[(x)=a— 3+ }
qQ) y=f(x) =a*— 052+ 1,2
8) y=f(a) = —a*+ bz —5
W y=f@)=—a*—%z—1

Ermitteln Sie aus dem analytischen Ausdruck jeder Funktion die Koordinaten des Scheitel-
punktes des Bildes dieser Funktion sowie dessen Schnittpunkt mit der y-Achse und die Anzahl

der Nullstellen!

28. Zeichnen Sie die Bilder der Funktionen aus Aufgabe 22a bis i und 22Kk bis v in je ein
rechtwinkliges Koordinatensystem, und kontrollieren Sie die Bilder auf Richtigkeit und

Genauigkeit!

24. Welche Ordinaten miissen die Punkte P;(—5; y;) bzw. Py(§; y;) haben, damit sie auf dem
Bild der Funktionen von Aufgabe 22a, e, h, p, r, v liegen? Stellen Sie das aus der grafischen

Darstellung und durch Rechnung fest!

25. Gegeben sind die Punkte

P, (~2;9), Py(5i—g

P,(0,75; —4%), Py(—0,55; 249), Ps(?g;_

i 1 15
P32, P3:1) Pi(gi-gg)s

6

ﬁ) P,(0;3).

Stellen Sie an Hand der grafischen Darstellung der Funktionen aus Aufgabe 22 und durch
Rechnung fest, ob P; bis Py Punkte der Bilder der Funktionen aus Aufgabe 22 sind!

26. Gegeben sind in einem rechtwinkligen Koordi ystem die Koordinaten der Scheitelpunkte

8, bis Sg von solchen Normalparabeln,

deren Symmetrieachse zur y-Achse parallel ist:

Si(—3: —3), Sy(3; =B, Sa(—4 —§), Si(=%:1), 55065 —06), So(—12;24),

S(— 1,95 —3,61), Sy(—5,5; )
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Wie lauten die analytischen Ausdriicke derjenigen Funktionen, deren Bilder die Normal-
parabeln mit den gegebenen Scheitelpunkten sind?

27. Gegeben ist die Funktion y = 2 und ihr Bild im rechtwinkligen Koordinatensystem. Auf
die Normalparabel werden folgende Schiebungen angewendet (die erste Zahl bedeutet die
Schiebung parallel zur 2-Achse, die zweite die Schiebung parallel zur y-Achse).

a) 4; —3 b) —3; 4 e) }; 4 d) —0,8; —3.1
) 0; —4 ) 4; 0 2) a; b h) 0; b
i) a; 0 k) —r; —s D —r;0 m) 0; —s

Wie lauten die analytischen Ausdriicke fiir die durch Schiebung erhaltenen Normalparabeln?
28. Die verschobenen Normalparabeln der Aufgabe 27 werden an der y-Achse und an der
z-Achse gespiegelt. Welche analytischen Ausdriicke haben die Spiegelbilder?
29. Gegeben sind die Funktionen
a) y=2a>— 52— T; b) y =a?+ 2a; ¢) y=a?—5; d) y=a2— 22+ 1.
Wie lauten die analytischen Ausdriicke auf ihre Spiegelbilder an der y-Achse und an der
x-Achse?
30. Auf die Bilder der Funktionen der Aufgabe 29 werden folgende Schiebungen angewendet:
B a) 047, 450, 45305 — 550, —~Dipq, 3,5
aufb) 0; +1, +1;0, —1;+1, +1; +1,
aufe) 0; —5, 0; +5, +5;0, —+5; +5
aufd) 0; —1, +1;0, —1; —1, —1;0
Wie lauten die analytischen Ausdriicke fiir die verschobenen Normalparabeln?

3

—_

. Zeichnen Sié in ein rechtwinkliges kartesisches Koordinatensystem je eine Strecke, die
parallel zur 2-Achse, parallel zur y-Achse, weder zur z-Achse noch zur y-Achse parallel ist!
Zeichnen Sie zu jeder der drei Strecken diejenigen Strecken, deren Punkte bei gleichen Ab-
szissen wie die ,,Originalstrecke**

a) dreimal so groBe, b) 0,8mal so groBe
Ordinaten haben!
Vergleichen Sie Linge und Richtung der so erhaltenen Strecken mit den ,»Originalstrecken*!

32. Fiihren Sie gleichartige Untersuchungen wie in Aufgabe 81 fiir ein beliebiges Dreieck durch!
Vergleichen Sie Form und (iréBe des entstandenen Dreiecks mit dem ,,Originaldreieck* !

Die quadratische Funktion y = a a?

Quadratische Funktionen wie
y=1@) =8 y=f@a)=—5a%
y=I@)=12* y=f) = —082
lassen sich durch
(7) y=ax? (a = 0)

verallgemeinern. Der Koeffizient a soll dabei irgendeine Zahl ungleich 0 sein. Fiir
@ = 41 erhilt man die uns bereits bekannten quadratischen Funktionen y =
bzw. y = — 22 Fiir @ = 0 erhilt man y = f(2) = 022 = 0. Auch y=f(x)=0ist eine
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Funktion, da jedem a-Wert genau ein y-Wert, namlich immer Null, zugeordnet ist.
Wir wollen aber diese Funktion nicht als quadratische Funktion bezeichnen.

Ein Vergleich der Wertetabellen der quadratischen Funktion y = f(x) = 2* mit den
quadratischen Funktionen y = f(z) =32% y=f(z)= —bat; y=1f@) =%
y = f(x) = —0,82% und y = f(x) = a 2* zeigt folgendes Ergebnis:

z “ y=a? y=3a | y=-_5a3 l y=|a® l y=—0,82* y=n 2
+0 3.0=0 —5:0=0 1-0=0 —0,8:0=0 w-0=0

+1 1 3-1=3 —5-1=—5 }-1=% —08:-1=—0,8 asl=a

+2 4 3:.4=12 | —5.-4=—20 | }-4=1 —08:4=—32 | n-4d=4a
T2 z,? 3ea? —iea? boa? —0.8.22 et

E x? 3-ap? —5 gt gt —0,8 a5 @ ag?

Bei der Funktion y = f(z) = a 2?sind die zu gleichen Abszissen gehorenden Ordinaten
@ mal so groB wie bei der Funktion y = 22. Die grafische Darstellung der quadrati-
schen Funktion y = f(z) = a ? ist aus dem Bild von y = f(2) = a* leicht zu ge-
winnen. Man multipliziert die Ordinaten aller Punkte der Normalparabel mit a.
Fiir 1 < a < oo erhilt man das Bild der Funktion
y = f(x) = a x® durch eine Streckung der Normal-
Abh: Bl parabel in Richtung der y-Achse; fiir 0 <a <1
erhilt man das Bild der Funktion y = f(z) = a 2*
durch eine Stauchung der Normalparabel in Rich-
tung der y-Achse. Fiir @ <0 gilt entsprechendes
bezogen auf das Bild der Funktion y = — a2 Der
Koeffizient a heiBt deshalb auch Streckungs- bzw.
Stauchungsfaktor. Bei Streckung wird die Nor-
malparabel ,schlanker”, bei Stauchung wird sie
,,breiter‘‘.
Das Bild der Funktion y = f(z) = a 2® heiit qua-
dratische Parabel (Abb. 3.14.).

Die quadratische Funktion y = a 2® 4- ¢

Quadratische Funktionen wie
y=1@=32—2; y={(x)=—"5a"+3;
y=f@)=122+1; y=[(x)=—082*—2
lassen sich durch
®) y=flx)=ax+c (a0
verallgemeinern. Der Koeffizient a soll hier wieder
eine von Null verschiedene Zahl, das absolute
Glied ¢ eine beliebige rationale oder irrationale
Zahl sein.
Ein Vergleich der Wertetabellen von y = f (x) = ax?
und y = f(x) = aa® + ¢ zeigt, daB bei gleichen
Abszissen die Ordinaten der Punkte vony = ax?+-c¢
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gegeniiber den Ordinaten der Punkte von y = a 2% um ¢ abweichen. Die grafische
Darstellung der Funktion y = a 22 + ¢ entsteht durch Verschieben der quadrati-

schen Parabel y =aa? auf der y-Achse um ¢. In
Abbildung 3.15. sind auf diese Weise die Bilder
der Funktionen y = 322 — 2; y = — 522 + 3;
y =42+ 1 aus den Bildern der Funktio-
nen y = 3% y = —5z% y= }a2® gewonnen
worden.

Die Bilder aller Funktionen vom Typ y + ax?+ ¢
sind folglich quadratische Parabeln, die die
y-Achse als Symmetrieachse haben und deren
Scheitel im Punkt S(0; c) liegen.

Damit ist gleichzeitig der Schnittpunkt des
Bildes von y = aa® + ¢ mit der y-Achse ge-
geben. Die Anzahl der Nullstellen der Bilder von
Y =ax? + ¢ wird durch @ und ¢ bestimmt:

<0 zwei
fir ¢ > 0: ¢ = 0 eine
> 0 keine

< 0 keine
fiir ¢ < 0: ¢ =0 eine

Nullstelle(n),

yaxt
yeax*2
v ]

// )
Y X
//

s

Abb, 3.15.

X
\
\
|
|
|
ly==5x%3

=55

I Nullstelle(n).
> 0 zwei

. Begriinden Sie die angefiihrten Gesetzméfigheiten iiber die Anzahl der Null-
stellen !

Die quadratische Funktion y = 4 a? + Bx + C

Die Funktion
9) y=f(x)=A2*+4+Bx+C (4 +0)

heift allgemeine quadratische Funktion. Alle bisher betrachteten quadratischen
Funktionen sind Sonderfille dieser allgemeinen quadratischen Funktion.
Fiir (9) kann man

(10) y=f@) =4(e+5a+5) =46 +pa+ 0

schreiben. Die Ordinaten der Punkte der Funktion y=flx)=A2*+Bzx+C
betragen das A-fache der Ordinaten der Punkte der Funktion y=f(x)=a*+px+q
fiir gleiche Abszissen in beiden Funktionen.

Das Bild der allgemeinen quadratischen Funktion entsteht durch Streckung bzw.
Stauchung derjenigen Normalparabel auf das A-fache in Richtung der y-Achse, die

das Bild der quadratischen Funktion y = f(x) = 2 + —f{z -+ % ist. Da der Scheitel-
punkt des Bildes von y = f(z) =22+ pa+ ¢ die Koordinaten (— %‘; q— (%)2) hat,
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erhilt man fiir y = f(z) = a* + 1::4-% ! \ Y
die Scheitelpunktskoordinaten dieser Nor-
malparabel S(— I ( = ).) . In

Abbildung 3.16. sind die Bilder der Funk-
tionen y = f(z) = 22> — 52z — 2 und \
y=f(z) = —32*+2x+3 auf diese \
Weise gezeichnet worden. \
Auch das Bild der allgemeinen quadrati-
schen Funktiony = f(z) = Aa®> + Bax + C
hat genau einen Schnittpunkt mit der
y-Achse (bei +C) und je nach der Lage
der quadratischen Parabel im rechtwinkli-
gen kartesischen Koordinatensystem zwei N
Nullstellen, eine oder keine Nullstelle.

-5 x-1
ly-x‘—a;x—1

—

-y

94° 4 \24

=2x%-5x-2

| —t

[~

==

I

=l

=
3
>

y=-3x*2x+3

Abb. 3.16.

Aufgaben

33.

34,

36.

Fiihren Sie gleichartige Untersuchungen wie in Aufgabe 31 am Bild der Funktion y = a*
durch! Vergleichen Sie die entstehenden Kurven mit der Normalparabel! Welche Gemein-
samkeiten und welche Unterschiede kénnen Sie feststellen?

Zu welchem Ergebnis gelangen Sie, wenn Sie die Ordinaten aller Punkte der Kurven

a) —3mal so groB, b) —0,8mal so groB

wie die Ordinaten der Punkte der Normalparabel wihlen?

Stellen Sie in einem rechtwinkligen Koordinatensystem folgende Funktionen grafisch dar!
a)y=22 b)y=322 ¢y=1322 d)y=—22 ey=—-3r2 )y=—}a?
‘Wie kann man die Bilder der letzten drei Funktionen aus den Bildern der ersten drei ge-
winnen?

Stellen Sie

A)y=(@+5% by=@22z+5 ©y=2@+57 dy={Gr+57"

€ y=4@+ 57

in einem Koordinatensystem dar! Spiegeln Sie die Bilder der vorstehenden Funktionen an
der y-Achse, und ermitteln Sie die analytischen Ausdriicke der Spiegelbilder!

Spiegeln Sie sodann die Bilder der fiinf gegebenen Funktionen und deren an der y-Achse

erhaltenen Spiegelbilder an der 2-Achse! Ermitteln Sie die analytischen Ausdriicke der
neuen Bilder!

Stellen Sie die folgenden Funktionen in einem Koordinatensystem dar!

a) y=2a2+3 b y=222+3 e y=4224+3 d)y=—-222+3

€ y=—%2"—3

Spiegeln Sie die Bilder an der 2-Achse und auBerdem an der y-Achse! Ermitteln Sie die ana-

lytischen Ausdriicke der Spiegelbilder! Lesen Sie aus der grafischen Darstellung die Koordi-
naten der Nullstellen ab!
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37, Stellen Sie die folgenden Funktionen in einem Koordinatensystem dar!
a) y=a2—4 b) y=2522—10 ¢ y=022—08 d) y= 322+ 12
e) y=—0,622+ 2,4
Spiegeln Sie die Funktionen an der z-Achse, und ermitteln Sie deren analytische Ausdriicke!
Welche Punkte haben alle zehn Kurven gemeinsam? Geben Sie weitere Funktionen an, deren
Bilder durch die gemeinsamen Punkte der zehn Kurven verlaufen!

38. Stellen Sie
y=+322—"75x+ 1,2; y=—322+ 7,52 — 1,2; y=322+ 7,52+ 1,2;
y=—3a®— 7,50 —1,2; y=3a2+ 1,50 —1,2; y=—38a—T52+ 1,2
in einem Koordinatensystem dar!
Untersuchen Sie, welche der sechs Bilder zueinander symmetrisch beziiglich der z-Achse bzw.

der y-Achse liegen! Vergleichen Sie die analytischen Ausdriicke der zueinander symmetrischen
Funktionsbilder!

39. Benutzen Sie die Normalparabelschablone zur grafischen Darstellung folgender Funktionen
in je einem speziellen Koordinatensystem !
a) y=22% y=—22241; y=2(x+3)% y=—2(x— 1)
b) y=—522+17; y=>5a—4; y=5@@—102+4; y=—5(@+ 3)*+ 10
Anleitung: Beachten Sie, daB statt der Streckung der Normalparabel die y-Achse auch ent-
sprechend gestaucht werden kann!

3.2. Quadratische
Bestimmungsgleichungen

Quadratische Funktion und quadratische Bestimmungsgleichung

Die Ermittlung der Nullstellen der quadratischen Funktion
(11) y=f(x) =Ax*4+ Bx+4C (4 4 0; 4, B, C rational oder irrational)

ist uns bisher nur durch Zeichnen des Bildes und durch Ablesen der Abszissen der
evtl. vorhandenen Nullstellen moglich.
Bei der linearen Funktion

(12) y=f(x)=mz+n
kennen wir dagegen auch cin Verfahren, die Nullstelle zu berechnen. Dazu wird be-
kanntlich, weil der y-Wert der Nullstelle gleich Null ist, in (12) y = f(z) gleich Null
gesetzt.

Dadurch entsteht die lineare Bestimmungsgleichung

(13) 0=mx+ n,

in der x eine bestimmte, vorliufig noch unbekannte Zahl bedeutet. Durch Isolieren
von z in der Gleichung (13) 148t sie sich bestimmen.

Entsprechend lassen sich die Nullstellen der quadratischen Funktion (11) auf rech-
nerischem Wege dadurch ermitteln, da man in (11) y = 0 setzt.
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Nach dem Vertauschen der Seiten entsteht die quadratische Bestimmungsgleichung.
(14) Ax*4+Bx+4+C=0 (4 & 0; A, B, C rational oder irrational)
Wegen A 5 0 kann Gleichung (14) durch 4 dividiert werden, und man erhélt

(15) a*4px+q=0 mitp=§ undq=%,

worin x bestimmte, vorliufig noch unbekannte Zahlen bedeuten.

Die Gleichung (15) heiBt die Normalform der gemischt-quadratischen Bestimmungs-
gleichung. Die Unbekannte  kommt sowohl ,,quadratisch als auch , linear* vor.
Das quadratische Glied ist 2%, p z heit lineares Glied, ¢ heilt das absolute Glied.
Der Koeffizient des linearen Gliedes der Normalform der gemischt-quadratischen
Bestimmungsgleichung ist p. Dabei sind p und ¢ rationale oder irrationale Zahlen.

B seispici 2:
2—3x—2=0
Normalform: a? + (—})a + (—2) =0 p=—1%; g=—2

Fiir spezielle Werte von p und ¢ ergeben sich aus der Normalform der gemischt-
quadratischen Bestimmungsgleichung wichtige Sonderflle:

1. Ist p = 0 und gleichzeitig ¢ & 0. so geht die Normalform (15) iiber in
(16) x*4q=0

Gleichung (16) heiBt rein-quadratische Gleichung, weil das lineare x-Glied fehlt.
Sie liefert die Nullstellen der speziellen quadratischen Funktion

(A7) y=flx)=2*+q.
2. Ist ¢ = 0 und gleichzeitig p % 0, so geht die Normalform (15) iiber in
(18) a*4+pax=20

d. h. in eine gemischt-quadratische Gleichung ohne absolutes Glied. Sie liefert die
Nullstellen der speziellen quadratischen Funktion

(19) y=f@) =2 +pe.

3. Tst schlieBlich p = 0 und gleichzeitig ¢ = 0, so geht die Normalform (15) iber in
(20) 2*=0

Sie liefert die Nullstelle der speziellen quadratischen Funktion

@) y=f@) =a

. Begriinden Sie, warum (20) sowohl als ein Sonderfall von (18) als auch von (18)
aufgefafst werden kann!
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Aufgaben

1.

°

Ermitteln Sie die Zahlen, deren Quadrat gleich

1) 25 b) 121 ¢) 1024 ) %, e) g—‘:

225 147 100 o 200 180
TS ®) 353 M 5% ) 1250 ¥ i3
1) 0,04 m) 0,0001 n) 4,84 0) 12,25 p) 0,4225
q) 0,0256 1) 0,289 s) 0,036
ist!
Ermitteln Sie die Zahlen, deren Quadrat. gleich
a) 324 b) 44,1 ¢) a* d) 92 e) 0,01p*
f)5 g) 13 h) 2 i)a k) m

ist!

. Wieviel Losungen erhalten Sie fiir jede Zahl aus den Aufgaben 1 und 2? Worin stimmen sie

iiberein, worin unterscheiden sie sich?

4. Welche Rechenart benutzten Sie bei der Losung der Aufgaben 1 und 2? Welche Beziehung be-
steht zwischen dieser Rechenart und dem Quadrieren?
5. Kennen Sie Zahlen, deren Quadrat eine negative Zahl ist? Begriinden Sie Thre Antwort!
6. Besti Sie die Seitenliinge des Quadrates, dessen Flicheninhalt
a) 441 m? b) 0,81 cm? ¢) 2,89 dm? d) 0,0064 mm? €)1 km?
f) 10 km? g) 3,24 ha h) 32,4 ha i) b FE (Flicheneinheiten)
betrigt!
7. Rechnen Sie 1 km? in folgende FlichenmaBe um!
a) ha b) a ¢) m? d) dm? e) cm? f) mm?
8. a) Welche i Ei haften haben die Bilder aller quadratischen Funktionen
vom Typ y = f(x) = 2* + ¢ im rechtwinkligen Koordinatensystem?
b) Wie beeinfluBt ¢ die Lage des Bildes von y = f(z) = 2? + ¢ im rechtwinkligen Koordi-
natensystem?
¢) Welche Folgerungen ergeben sich aus b fiir die Anzahl der Nullstellen der Funktion
y=[@+ 2+ q )
d) Welche besondere Symmetrieeigenschaft weisen die Nullstellen von y=f@) =a2+g¢q
(soweit vorhanden) auf?
9. a) Unter welchen Bedingungen ist ein Produkt aus zwei Faktoren gleich Null?
b) Welche SchluBfolgerungen kénnen Sie aus der Bestimmungsgleichung z(z 4 a) = 0
(« ist die Unbekannte) ziehen?
10. Welche speziellen Eigenschaften haben alle quadratischen Funktionen vom Typ
y = f(z) = 2* + p « in bezug auf ihre Nullstellen? Begriinden Sie Thre Antwort!
11. Ergi Sie folgende mathematisch

112

Ausdriicke zu einem vollsténdigen Quadrat!

a) 2%+ 4z b) 2 — 4a ¢) a? — 3z d) 22 — }a e) a® — jx
0 2*— %z g) 22 — 0,1z h) 2% — 100 i) «* — 0,052 k) 3z —a?
D 42+ a2 m) (3 —a)-2 n) 2>+ pa 0) 2 —4dsa pP) 2+ ma

Erliutern Sie das Bestimmen der quadratischen Erginzung!



Die Losung der gemischt-quadratischen Bestimmungsgleichung a2 + ¢ = 0

Zur Losung der rein-quadratischen Bestimmungsgleichung a? 4 ¢ = 0 formen wir
die Gleichung nach

(22) a=—q (¢<0)

um. Gleichung (22) ist die mathematische Formulierung der Frage, welche unbe-
kannten Zahlen mit sich selbst multipliziert gleich — ¢ sind. Wie wir in den Aufgaben
1 und 2 (8. 112) erkannt haben, gibt es zwei Zahlen w; und x, = — z,. deren Quadrat
gleich — g ist. Es sind:

@232) m=+1—¢ (<0

und

28b) wy= —z, = —V—¢; (@<0)

kiirzer

23¢) xpe=+1—q @<0).

Dabei ist |/ —g¢ diejenige positive Zahl, deren Quadrat gleich — g ist. Mit Hilfe der

Probe priifen wir die Richtigkeit der gewonnenen beiden Ergebnisse durch Ein-
setzen in die Ausgangsgleichung und anschlieBendem Vergleich nach.

Probe fiir z,:
inke seite: (=g +g=—q¢+¢=0
rechte Seite:

0
Vergleich: 0=0

Probe fiir z,:
ke seite; (—Y—q)* + ¢ =(V=¢)* + ¢=—g+¢=0
rechte Seite: ()

Vergleich:

=0
P> Die rein-quadratische Besti leichung #* + g — 0 hat

fiir g < 0 zwei Lisungen, die dem Betrag nach gleich sind, aber entgegengesetztes Vor-
zeichen haben,
fiir ¢ = 0 eine Liosung, nimlich 0 und

fiir ¢ > 0 keine Liosung im Bereich der rationalen oder irrationalen Zahlen.

@ Begriinden Sie, weshalb q die Anzahl der Lisungen bestimmi !

B Beispiel 3:

22 —49=0
Tsolieren von 2% 22 =49
Ty = im
@ =47
Ty =—T

Probe fiir x, :

linke Seite: (472 —49 =49 —49=0
rechte Seite: () Vergleich: 0=0
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Probe fiir z,:
linke Seite: (— '7)2 —49 =49 —-49=0
rechte Seite: 0 Vergleich: 0 =0

Die Losungen lassen sich auch zu einer Probe vereinigen:
linke Seite: (£ 7)2 —49 =49 —49 =0
rechte Seite: 0 Vergleich: 0 = 0

B Beispiel 4:

Aus einem Rundholz mit d = 20 em Mindestdurchmesser soll ein Balken
mit moglichst groBem quadratischem Querschnitt hergestellt werden. Die
Kantenliange des Balkenquerschnittes ist zu bestimmen.

Losung: Bezeichnet man die gesuchte Kantenlinge Y
mit & (in em), so gilt nach dem pythagoreischen Lehr-
satz (Abb. 3.17.): 7, ///
2 2 — 42
2+ a’=d P 400 ‘ S
228 =d? = d
x2=£ ' 1’1:2=iv200
2 2y =+ 14,14
By d_: 2y =— 14,14, Abb, 3.17. X

Die Losung , ist fiir den betrachteten praktischen Sachverhalt unbrauchbar.
Die Probe fiir z, wird am Aufgabentext vorgenommen. Fiir den groBten quadra-
tischen Querschnitt gilt

einerseits 2,2 + 2,2 = (1/200)* + (/200)* = 200 + 200 = 400
und andererseits - d* = 20® = 400
Vergleich 400 = 400

Die Querschnittskante des Balkens ist etwa 14 cm lang.

Hiufig erst ist nach Umformungen erkennbar, daB} es sich um eine rein-quadratische
Gleichung handelt.

. Formen Sie die Gleichung x —-E.f— =
chung wm! '

6,5
3z + 1,2

in eine rein-quadratische Glei-

Der Zahlencharakter der Losungen der rein-quadratischen Gleichung a? + ¢ = 0

Die Entscheidung, ob fiir 22 + ¢ = 0 mit ¢ < 0 die beiden Lésungen jeweils rational
oder irrational sind, wird durch den Zahlencharakter von | — ¢ bestimmt. Wir wollen
jetzt beweisen, daB die rein-quadratische Gleichung a* — 2 = 0 keine rationalen
Losungen besitzt.

Wenn dic beiden Lésungen von 22 — 2 = 0 rationale Zahlen wiren, so konnte man sie

durch die vollstindig gekiirzten Briiche 2 pow. — 2 (p und ¢ ganzzahlig) darstellen;
denn jede rationale Zahl kann als gemeiner Bruch geschrieben und so weit gekiirzt
werden, bis Zéhler und Nenner teilerfremd sind.
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Aus der Annahme ,;, = + %folgt:

2N 9
(24) (i q) 2=0.
Daraus folgt

1)3 —9
&

und

(25) p*=2¢%

Wegen des ganzzahligen ¢ ist p* demnach eine gerade Zahl. Dann ist aber auch p
gerade, also etwa

(26) p=2yp (p’ ganzzahlig).
(26) in (25) eingesetzt, ergibt

2p) =2¢
@7) 2p” =g~
Wegen’des ganzzahligen p’ ist also ¢® und folglich auch ¢ geradzahlig, also etwa
g; %l%r Annahme, daf die Losungen der Gleichung 2* — 2 = 0 durch die teiler-
fremden Briiche -1;— bzw. — iq'- dargestellt werden konnen, folgt, daB8 die Briiche nicht

teilerfremd sind, was im Widerspruch zu der Annahme steht. Deshalb ist die An-
nahme, die Losungen der Gleichung #® — 2 = 0 seien rationale Zahlen, falsch. Zahlen
wie z. B. ]/2 bzw. —]/2 sind nicht rational; sie heien irrationale Zahlen.

Die vorstehend benutzte Beweismethode heiflt indirekter Beweis. Sie wird in der
Mathematik sehr haufig benutzt. Ihr Ausgangspunkt ist eine Annahme, aus der
mittels logischer Schliisse Folgerungen gezogen werden. Sobald auch nur eine Folge-
rung der Annahme widerspricht, mufl diese Annahme falsch sein, vorausgesetzt,
daB samtliche Folgerungen auf richtigen logischen Schliissen beruhen.

Grafische Losungsverfahren fiir die rein-quadratische Bestimmungsgleichung
2?+qg=0

Neben der rechnerischen Losung der rein-quadratischen Bestimmungsgleichung
2* + ¢ =0 gibt es auch mehrere grafische Losungsverfahren, von denen nach-
stehend zwei betrachtet werden sollen.

1. Bekanntlich liefern die Losungen der quadratischen Gleichung 22 + ¢ = 0 die
Nullstellen der quadratischen Funktion y = f(2) = 2? 4 ¢. Folglich sind die Null-
stellen des Bildes der quadratischen Funktion y = f(x) = a® ++ ¢ die Losungen der
quadratischen Gleichung 2? 4 ¢ = 0. Da das Bild der quadratischen Funktion
y = f(x) = a® 4 ¢ eine Normalparabel (Symmetrieachse und y-Achse fallen zu-
sammen) mit den Scheitelpunktskoordinaten S(0; + ¢) ist, lassen sich mit Hilfe
der Normalparabelschablone die Schnittpunkte des Bildes von y = f(x) = a? + ¢
mit der x-Achse sehr schnell gewinnen. In Abbildung3.18. ist diese grafische Losungs-
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Abb. 3.18.

Abb. 3.19.

methode fiir die quadratischen Bestimmungsgleichungen 2> — 3 = 0, 2> = 0 und
2% + 5 = 0 durchgefiihrt.

2. Beim zweiten Verfahren wird eine in ein rechtwinkliges kartesisches Koordinaten-
system sehr genau gezeichnete Normalparabel benutzt. Die quadratische Bestim-
mungsgleichung 22 + ¢ = 0 wird in der Form 2® = — ¢ geschrieben und jede Seite
dieser Gleichung als eine Funktion aufgefalt und grafisch dargestellt (Normal-
parabel und Parallele zur #-Achse im Abstand — g). Die #-Werte der Schnittpunkte
der Parallelen zur z-Achse im Abstand —g¢ und der Normalparabel sind dann die
gesuchten Losungen der rein-quadratischen Bestimmungsgleichung 2% 4- ¢ = 0. Bei
Verwendung von Millimeterpapier lassen sich die gesuchten Losungen sofort ablesen
(Abb. 3.19.).

Aufgaben
12, Losen Sie rechnerisch folgende rein-quadratische Besti figsgleichy und hen Sie
in jedem Fall die Probe!
a) 22 — 576 =0 b) 2® — 12,96 =0 ¢) 22 — 36100 =0 d)z”-212‘65=0
¢) a* = 0,01 1) 22— 3136 g) 2* — 0,016 W a2 2%
i) 224+17=0 k) 22+ 0,3=0 Da224+4%=0 m) 322 —12=0
2
n) az?=2,80a 0) 3222 — 800 =0 ) 17(x=—§%)=0 q)%—125=0
z? = Lo B Lo i T
) W—le_—O 8) i '—0 t) i +'—0 u) rid ;—0
B o288 i(_l_“’)_ %415 e T
v).g_z _m_o w)“za: Tz =0 x)ax®+b=0 ¥) m2a? —n2 =0
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18. a) Losen Sie einige der Aufgaben aus 12 auch grafisch!
b) Welche Nachteile der grafischen Losungsverfahren konnen Sie dabei feststellen?

14. a) Welche Aufgaben aus 12 haben rationale, welche irrationale, welche keine rationalen
oder irrationalen Losungen?
b) Warum 1Bt sich das fiir einige Aufgaben nicht ohne weiteres feststellen?
¢) Geben Sie fiir diese Aufgaben die Bedingungen an, unter denen die Losungen rational
bzw. irrational bzw. nicht rational oder irrational sind!

15. a) Zeigen Sie, daB die Gleichung #* — 3 = 0 keine rationalen Losungen besitzt!
b) Geben Sie fiir V3 auf eine, zwei und drei Dezimalen genau je zwei rationale Niherungs-
werte an, von denen der eine kleiner und der andere groBer als }'3 ist!

16. Begriinden Sie, warum Beispiel4 die Losung im Antwortsatz nur auf volle Zentimeter
genau angegeben worden ist!

17. Losen Sie die folgenden Bestim gsgleichungen, und machen Sie in jedem Fall die Probe!
a) (x—4)(x+4)=0 b) (@ — 72+ 142 =0
5
c)z+3+m=0 d) (x+a)(@—b) + (x+b)(x —a)+ 2ab=0
3 1 & & .
e)x+€+—,=0 f) v:(x —5) = (¢ + 5): (—3a)
r—3z

x4+ 25 13 +x
8) z+9 41—z
i) x+a+z—a72(a“v{;l_)_

z—a'zt+a 1—a®

z4+3 -3 _
b s=mtara "

18. Ermitteln Sie aus den folgenden Gleichungen die unterstrichene Unbekannte!

a) 52 4 b2 =132 b) a*4 b — =0 ¢ Yyt —2px, =0
(s)

4 5 100 36 Y -~

d) e+ =1 © or— =1 ) —— G —1=0

Die Losung der gemischt-quadratischen Bestimmungsgleichung 2% + pz = 0

Die Lésungen der gemischt-quadratischen Gleichung mit dem absoluten Glied Null
(28) x*4 px=0 (p rational oder irrational)

findet man nach Umformung der Gleichung zu

(29) z@@+p) =0

durch eine einfache Uberlegung: Von dem in (29) auf der linken Seite stehenden
Produkt (z + p) wird in (29) ausgesagt, daB es gleich Null ist. Das ist bekanntlich
nur dann der Fall, wenn mindestens einer der beiden Faktoren Null ist.

Demnach folgt aus (29)

a) 1. Faktor gleich Null angenommen:

%, =0
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b) 2. Faktor gleich Null angenommen:

2z, +p=0
%y = —p.
Proben:
a) fiir 2, = 0: b) fir z, = —p:
linke Seite: 02 + P 0=0 linke Seite: (__p)ﬂ + P (_p) = pﬁ = pZ =0
rechte Seite: () rechte Seite: ()
Vergleich: 0=0 Vergleich: =0

Da p eine rationale oder irrationale Zahl ist, hat die gemischt-quadratische Glei-
chung 2% + p 2 = 0 zwei rationale (wenn p rational) oder eine rationale und eine
irrationale Losung (wenn p irrational). Die entsprechende quadratische Funktion
y={f(x) =2+ px hat auch immer zwei Nullstellen, von denen eine im Koordinaten-
ursprung liegt.

B Beispicl 5:

a? — 3tz =0
Ausklammern: z(x — %) =0
1. Faktor Null gesetat: = 0
2, Faktor Null gesetzt: x, — g_ =0
[
Ty =73
Probe:
7 =0 I z, =3
linke Seite 02—2.0=0—-0=0 (§)2_§,§=(§)2_(§)z=0
rechte Seite 0 0
Vergleich 0=0 0=0 ~
Aufgaben

19. Losen Sie die folgenden quadratischen Bestimmungsgleichungen, und fithren Sie stets die
Probe durch!
a) 2* —5x =0 b) 2%+ bz =0 ¢) ?—22=0 Q) 22+ 32=0

Ol —332=0 Da@@—ba)=0 g —att—z=0 h)3,51‘+%r:0

) 6z z+3 5
S g B o == L

i) (3z—2a?%) .15 6a k) 4z — 2z T13 1) o
x+a_ —a

m)z—bﬁz-kb

20. Jemand dividiert die Gleichung 2®+ p2 =0 durch 2 und erhilt die Losung 2 = — p. Welchen
Fehler hat er gemacht?

21, Wie lassen sich gemischt-quadratische Gleichungen vom Typ 22+ p « = 0 grafisch lésen?
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Die Losung der gemischt-quadratischen Gleichung 2* + px 4+ ¢=0

Bei der Losung der gemischt-quadratischen Gleichung a? 4+ p # + ¢ = 0 benutzen
wir die quadratische Ergéinzung (vgl. 8. 24). Das Verfahren soll zunéchst am Beispiel
der gemischt-quadratischen Gleichung

a*+5x+6=0
erldutert werden. Beidseitige Subtraktion von 6 ergibt:

a® + bx = —6.

Das auf der linken Seite stehende unvollstindige Quadrat wird durch Addltmn von
(3)* zu einem vollstindigen Quadrat erginzt. Da in einer Gleichung nur gleiche
Rechenoperationen auf beiden Seiten vorgenommen werden diirfen, ist dann auch
auf der rechten Seite die quadratische Erginzung (3)? zu addieren. Man erhélt:

2t + 5o + B = B —6.

In der Potenzschreibweise bzw. durch Zusammenfassung auf der rechten Seite
ergibt das

(z+">2 20224

Setzen wir fiir die Basis @ -+ § voriibergehend z, so erhiilt man die rein-quadratische
Gleichung

2=1%.

Deren beide Losungen sind :

Zp=+1.
Fiir 2;;, = %1;2 1 1 erhiilt man dann
Zy;g + 2=+ %
und weiter
T = —3+13
z,=—%—1%
z,=—2
%y = —3.
Probe:

\ 2= —2 I Zy = —3

linke Seite | (—2)24 5(—2)+6=4—10+6=0 | (—3)2+5(—3)+6=9—15+6=0
rechte Seite| () 0

Vergleich 0=0 0=0

Mit Hilfe der quadratischen Ergénzung lassen sich auch alle‘gemischt-quadratischen
Gleichungen 18sen, die nicht in der Normalform gegeben sind. Sie sind dann zweck-
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méBigerweise zunichst so umzuformen, daB8 auf der einen Seite der Gleichung ein
unvollstindiges Quadrat entsteht. wihrend auf der anderen Seite nur ein Glied ohne
die Unbekannte vorhanden ist.

. Beispiel 6:
Die Summe zweier Zahlen ist 20, ihr Produkt 91. Wie heiBen die beiden
Zahlen?
Losung:
Es gilt: Erste Zahl (x) + zweite Zahl (y) = 20
Erste Zahl (x) - zweite Zahl (y) = 91

I: x4+ y=20
1: z-y=091
| & y=20—z

Tin II: IT*: 2(20 — 2) = 91
20x — 22 =91
22 — 202 = —91
a? — 20x + (—10)* = (—10)2 — 91

(r— 102 =9
Xy — 10 =43
o =13
=1
h="1
Yo = 13
Probe:
n=13;y=1 x,=T: Yy =13
I: linke Seite 13 47 =20 Wegen der Kommutativitit der
rechte Seite 20 Addition und Multiplikation
Verglelch 20 — 20 gleiches Ergebnis wie fiir x; y,
II: linke Seite 13.-7=01
rechte Seite 91
Vergleich 91 = 91

Ergebnis: Die eine Zahl ist 13. die andere 7.

Die allgemeine Losungsformel fiir die Normalform der gemischt-quadratischen
Gleichung 2> +pa + ¢ =0

Das Verfahren der quadratischen Erginzung ist auch auf die Normalform der allge-
meinen gemischt-quadratischen Gleichung

30) 2?2=pzx+qg=0
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anwendbar. Man erhilt nach Subtraktion von ¢
@Bl) 22+ pr=—q.
Durch Addition der quadratischen Erginzung ergibt sich:

o (3] -5 o

e+ 3= (3 -
Wegen der Doppeldeutigkeit Eei Basis erhilt man:
(32) x1;2+%=j: (12—‘)2—!1 [({2—')2-—ng]

was in

63) me=—Sx][EfF-a (%) -0z

umgeformt werden kann.
Formel (33) heiBt die allgemeine Losungsformel fiir die Normalform der gemischt-

quadratischen Gleichung 22 + px 4 ¢ = 0.
Alle gemischt-quadratischen Gleichungen lassen sich in die Normalform umformen
und dann durch Einsetzen der speziellen Werte fiir p und ¢ in die Formel (33) l6sen.

. Beispiel 7:

2 3
=1 o1
Imformen zur
Nommaltorm: 3(2* —1) — 2(z + 1) =3

322 -3 —-22—2—-3=0

33—

322 — 22— 8 =0
Normalform: 2t — 3 z—4 =10

= p_ 1 _ 8

p—'——s" —3 =73 q_——s_
Einsetzen : Ty, = % + /(%)2 s (_%)

1 1 24

e=gx|gty

T =43

T =

xz‘-—‘—g

. Fiihren Sie die Probe selbst durch!

Die Anzahl und der Zahlencharakter der Losungen der gemischt-quadratischen
Gleichung 2* + px +¢= 0 '

Von welcher Zahlenart die Losungen einer gemischt-quadratischen Gleichung sind,
héingt offenbar vom Radikanden in (33) ab. Der Radikand (%)B — ¢ wird deswegen
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als Diskriminante! D der gemischt-quadratischen Gleichung bezeichnet. Da nur
nicht-negative Quadratwurzeln rationale oder irrationale Zahlen ergeben, sind
folgende Fille bei den Losungen der gemischt-quadratischen Gleichung
2® 4+ pa + q = 0 zu unterscheiden:

a) D= (%)-— g >0: Die gemischt-quadratische Gleieh{mg 2+ pa+ g =0 mit

(Diskriminante D > 0 hat zwei rationale oder irrationale Lésungen. Die
positiv) entsprechende quadratische Funktion y=f(2)=22+px+¢
mit (121)2 — ¢ > 0 hat zwei Nullstellen.
2
b) D = (%) — q=0: Die gemischt-quadratische Gleichung 22 + pz + ¢ mit
Diskriminante p\? . « i 4o P 5
élelischnl{?ull) ( 2—) = ¢ hat eine Doppellssung, namlich z,,,= ——12—. Die

entsprechende quadratische Funktion y = f(x) =22+ pax+¢

mit (—1})2 = ¢ hat eine Nullstelle, nimlich bei ——%’.

2
c)D = (!21) — g <0: Die gemischt-quadratische Gleichung #* + px + ¢ = 0 mit

(Diskriminante D < 0 hat keine Losungen im Bereich der rationalen und

negativ) irrationalen Zahlen. Die entsprechende quadratische Funk-
tion y = f() = a® - pa + ¢ mit ({T’)z_ ¢ <0 hat keine
Nullstelle.

Der Wurzelsatz des Viera; die Zerlegung in Linearfaktoren

Zwischen den Koeffizienten p und ¢ der Normalform der gemischt-quadratischen
Gleichung #® + p « + ¢ = 0 und ihren rationalen bzw. irrationalen Losungen (D= 0)

bestehen sehr einfache Beziehungen. Da z;, = —%—{— VD um VD gréBer und
Ty = ——% — VD um VD Kleiner als — -‘;i ist, gilt:

(34) x4 x2=—p

oder

(38) p=—(x1+ %),

Das Produkt der beiden Losungen @, und , ist dagegen im Fall D = 0 gleich dem
absoluten Glied ¢, wie folgende Umformung zeigt:

2 2 2 2
e (= 4 1D) (- 1) = (- () = F - (o)
(36) =xi-x2=gq,
Diese GesetzmiBigkeiten sind ein Spezialfall des Vieraschen Wurzelsatzes2.

1 discriminare (lat.), unterscheiden
2 FRANGOIS VIETA (1540—1603), f
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Sie lassen sich zur Gewinnung einer anderen wichtigen GesetzméBigkeit fiir gemischt-
quadratische Gleichungen von der Normalform 2* + px + ¢ =0 mit D = 0 be-
nutzen. Setzt man namlich (35) und (36) in #* + p x 4+ ¢ = 0 ein, so erhilt man
(B7) @ — (w; + @) @ + @ -7, = 0.
Das 1Bt sich umformen zu

X2 — X — X%+ Xy Xy =0
B 2@ —a) —x(x—w) =0

(@ — @) (@ — 2,) =0
oder
(38) 24 prtg=(x—x)(x—x).

»Dles ischt dratische Gleich x4+ px+4 g =0 mit D > 0 und den (ratio-
nalen oder lrmtlonulen) Lisungen x, und x, liBt sich in das Produkt aus den zwei
Linearfaktoren (x — x,) und (x — x,) zerlegen.

Das letzte Ergebnis kann insbesondere benutzt werden, um zu den beiden bekannten
Losungen einer quadratischen Gleichung die Normalform zu bestimmen.

. Beispiel 8:

=18 und x, = —V2 seien als Losung einer quadratischen Gleichung
gegeben. Wie heifit die Normalform zu diesen Losungen?
Losung: Nach (38) gilt
#+prtq=(2—V8)(e+12)=22—218+=12—18-12
-2 12-12)z-2-72.12
=22 —z)2—4
Die Normalform lautet 22 — 22 — 4 = 0.

@ rikren Sie die Probe durch!

Auch der VieTasche Wurzelsatz hitte zur Probe benutzt werden kénnen:

Nach (35) ist p = — (v, + @) = — (18 — 12) = —(2- 12 — 12) = —)2

und

nach (36)ist ¢ = o, -2, = 8- (—12) = —2. 2. )2 = —4.

Der VieTasche Wurzelsatz bietet damit eine einfache Moglichkeit zur Durchfiihrung
der Probe fiir eine geloste quadratische Bestimmungsgleichung.

Die grafische Losung der gemischt-quadratischen Gleichung 2* + p 2 + ¢ =0

Ahnlich dem Verfahren fiir die rein-quadratischen Gleichungen kann man die ge-
mischt-quadratische Gleichung auf zwei verschiedene Weisen grafisch l6sen.

Man kann z. B. das Bild der Funktion y = a® 4+ p « + ¢ zeichnen. Die Nullstellen
sind die Losungen der Gleichung.

Bei dem anderen Verfahren formt man die Gleichung um in: 2 = —pa — ¢. Die
Losungen erhilt man aus den Abszissen der Schnittpunkte der Bilder der beiden
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Funktionen y =2? und y= — px —g. Auch hier kann man eine sorgfiltig auf Milli-
meterpapier gezeichnete Normalparabel y = 2 und ein Lineal verwenden. Das Lineal

legt man so, daB seine Vorderkante durch die Punkte P, (0; —g) und Pz(— % ; 0) geht.

. Begriinden Sie die oben angegebene Vorschrift zur Handhabung des Lineals!

Biquadratische Gleichungen

Auch die biquadratischen Bestimmungsgleichungen vom Typ
(39) Ax'4+Cx*+ E=0 (4 =+0;4,C,E rational oder irrational)
lassen sich mit Hilfe der Losungsformel (33) fiir die Normalform einer gemischt-

quadratischen Bestimmungsgleichung lésen.
Wegen A = 0 kann (36) zunéchst durch A dividiert werden:

¢ 2 B —
(40) 2 + T + =
Setzt man nun #* = z, so erhilt man

o c E
41) 22+ pz+¢q=0 mit P=— und 4=

Darauf 1a8t sich die Losungsformel (33) fir die Normalform einer gemischt-quadra-
tischen Bestimmungsgleichung anwenden, und man erhilt

(42) spe=—L 1 (%,}Té g [(5)-ez0],
»

2
+ also fiir 2 zwei rationale oder irrationale Losungen, wenn (?) — ¢ = 0 ist. Daraus
ergeben sich dann wegen « = |z fiir « die vier Losungen:

W) u=+Vn 2= +1z
o= -1z L= _VZ-
. Beispiel 9:
5at — 652% 4- 180 =0

at — 1322+ 36 =0
Substitution 2% = z: 22 —132+36=0

13
p=—13; —%=+§;q=36

Einsetzen: 2,2 = g + %9 _ 36

13 25

tue=o |7
2, =49
2= +4
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Ty = iV§
Tyq = :H/Z

=3 Ty = —3 T3 =2 Ty = —2

. Fiihren Sie die Probe selbst durch!

Aufgaben

22, Die folgenden quadratischen Bestimmungsgleich sind
1. mit Hilfe der quadratischen Erginzung,
2. mit Hilfe der allgemeinen Lésungsformel fiir quadratische Gleichungen zu lésen.

Machen Sie in jedem Fall die Probe!

a) a®—dz—12=0 b) 22432 —18=0 e) a2+ 5x+§=0
> 1 1
d) 2(5 —2) = —24 e)z=2z—+l !);:21:4—1
1 o ' 2 2 l_ 2 E %_
g)z'—?z—-2_0 h)z+§x+?_0 i)x—lﬁz—64_0
15 9 24
B e — B = 2 . —_
k) @ 163:-{-64_0 1) 57 1=0 m) 2%+ 2 — 156 =0
5 45
n) 24 23z 4 120 = 0 o)x2—12x+303=0 p)x“—ﬁz—l=0
3 2 xr—3 x—5 20417 3z
q_)a:(z:-#i):—ﬁ(z-i-l) D z+3 =z 8 2—z  6z—5
2
i 2 71 14 49 11
2 _ e (DL e e &= ==
t) 22 —42+1=0 u) & 57 100_.0 v)x2+3x+9 5%
W zttztl—0 g ZEL 8845 Y) dz@@—2) =5 — 3)

z+2 x+5

238. Welche der Aufgaben aus22 haben a) rationale, b) irrationale, ¢) keine rationalen oder irra-
tionalen Lésungen? .
Wie konnen Sie die Frage beantworten, ohne die Losungen der Aufgaben in 22 ermittelt zu

haben?

24. Losen Sie die folgenden quadratischen Besti leick ! Machen Sie in jedem Fall
die Probe!
8) 2? — 22 — 24 =0 b) a?+ 22 — 24— 0 ¢ a?+3a+2=0
d) 22 —52+6=0 e) m*+m—6=0 ) 2>2—32x=4
g) 2°+ 32 =10 h) £ =35+42 i) 13=r—12r

25. Wie finden Sie am schnellsten die Losungen @, und 2, folgender quadratischer Gleichungen?
a) (x—3)(x+ 3 =0 b) z+4H(@—%H=0 €) (x—5)(x—b)=0
d) z—V3)(z+3) =0 e (z—2)(x+3)=6 H@E—r(@t+s =0
g) (z—ab)(z+c) =0 h) (z—V7) @z + 2V3) =0 D(@+l)@@—1)=3

26. Wie lautet jeweils die Normalform der quadratischen Bestimmungsgleichung mit den fol-
genden Losungen?

8) 7y =—5; z,=3 b) 2,=5; z,=—3 €) = —% 2= —4
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da, =3 a=-1% e) my = —3%; my=-44 =21 r,=-—1
g ym=0a; z=0>0 h) 2, =a; z,=—a ) oy=my; x,=m,
K ay=9 =z,=3 a=2z; ay=y m) b, =5; b=z
27. Zeigen Sie, daB die quadratischen Bestimmungsgleichungen vom Typ a) 2?4+ pa =0,
b) 22 + ¢ = 0 ebenfalls mit Hilfe der allgemeinen Losungsformel (30) l6sbar sind!

Hinweis: Formen Sie (33) fiir Aufgabe a und b so weit wie moglich um, und vergleichen Sie
mit den frither gewonnenen Ergebnissen!

28. Wie lautet der VieTasche Wurzelsatz fiir

a) 2+ px=0, b) z* 4-g =02

29. Losen Sie die folgenden quadratischen Bestimmungsgleichungen !
a) 322 —lla —4=0 b) 8a® + 6 = 16z ¢) 121a® — 4622 — 256 = 0
d) 10a® 4+ 10a +12=10 e) 49b2 = 42b — 9 f) 3a®> — 49 = 142

g) +2)z+ (1l —2)(2241)=—4%

I 3 2 1 19
w(e+g) (o= g)+ (+5)(E-5) =5 4
) (32— 10)(8 —2) — (z + 6) (z —5) = 18 k) 3r—1)@2r+15)= 9r—3)(r+2)
) 2m(m + 1) = 3m — 4) (m + 4) m) b—7)(2b—6)+(5—b)(b—2)+8=0
n @+ )@e—2)+@+4)@+1)+@—3) (@+3) =0

0) (5c—1) (c—l—%)—(Zc—%) <2c+%)+(c+%) (%—45):0

P 22@—3)—(x—3)2=0 Q) @d+1)(d—5)+22d+1)=0
. 2z;14‘x—7 ) 6n—2_4n+276n—2 8 10 .
z+58 =z—3 n+1 2n+2 3n )x—3*z+3_
5 5 14 7 2
Worrtare—ars VameS=iy W SE-3=B+a:(-a)
SytE, —1 2 1 )2_
NGy Tt =3 M (g +3) =36
30. Ermitteln Sie die Losungen x; und z, der folgenden quadratischen Bestimmungsgleichungen!
a) a?t+ax+b=0 b) a® —2ax+a*=0 ¢) 224 2a =0
d) a2 —(@a+bx+ab=0 e a2+ (b —by)x—bb,=0 1) a2+ (r+3)a+3r=0
xr—m x z x—r x4+ 2r * L x—b :L‘+b¥ 1
g) x+m+2z—m—l h)x+r+3x+r D r+b+x—b_3§
k) (x — 5¢) (@ + 5¢) — (¢ + 3¢) (x — 3¢) + (22 + 3¢)2 =0
—5p  3x+2p 1 1 5
L x+3p+2z+11~1 m)z~a+z+a_l2a

31. a) Welche Beziehungen bestehen zwischen den Losungen der gemischt-quadratischen
Gleichung 2?4+ px + ¢ =0 und den Nullstellen der entsprechenden quadratischen
Funktiony = f(z) =2* - px + q?

b) Welches grafische Losungsverfahren fiir die gemischt-quadratische Gleichung
2% 4 pa + ¢ = 0 1aBt sich aus a gewinnen?
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¢) Welches rechnerische Verfahren ergibt sich aus a fiir die Bestimmung der Nullstellen
der quadratischen Funktion
y=Jf@)=a*+par+q?

d) Warum liBt sich das Verfahren aus ¢ auch auf die Bestimmung der Nullstellen der allge-
meinen quadratischen Funktion y = f(2) = 4 224+ Ba + C (4 # 0) anwenden?

32, Losen Sie mittels des Ergebnisses von Aufgabe 31b die folgenden Bestimmungsgleichungen
grafisch!

»

a) 22 +a—6=0 b) a*—22x+1=0 €) a2 —3x+4=0
d) 2% — 42 — e 2 —4tx+3=0 Hatt+la—3 =0
g)l"aﬂJrr— h) 922 —1=0 i) g2 —32—-3=0
2 5mt6— 2 D
k) @& = 2x+1 Hm?—5m+6=0 m) 10a® + 10a + 12 =

Machen Sie mit Hilfe des VieTaschen Wurzelsatzes die Probe! Vergleichen Sie die Anzahl
der bei jeder Aufgabe erhaltenen Nullstellen mit der Diskriminante der gegebenen Be-
stimmungsgleichung! Welche GesetzmiiBigkeiten finden Sie bestiitigt?

33. Ermitteln Sie rechnerisch die Nullstellen folgender quadratischer Funktionen!

) y=/f(2) =+ Tz + 12 ) y=fz) = ‘z._?;“_l
) y=f(x)=a 1243ax+" d) y = f(x) =202 —ra —?
e) y = f(x) =a? 0 y=/f@a)=—a"—14

g y= /(r):r—l,S h) y = f(x) = (x — 3} &
) y=/f@)=(x—04)? K y=f@)=—2+5c—7F
Dy=fla)=2+22+1 m) y = f(z) =2 — 0,524 1,2
n) y=f(x *frz+7r—~~ 0) y=f(a)=—a—32—1

Losen Sie mit Hilfe des in Aufgabe 13 gewonnenen Verfahrens die Aufgaben 32a bis m!

34, Losen Sie die folgenden biquadratischen Bestimmungsgleichungen!

8) ot — 322 —28=0 b) 2t —3a2 = O =902t —9) =1
4 ot —fa2—3 © @+ 1) (@—1P+t2@+])@—1)=3
2 —5 2*—10 5 3 o
VY erster0=% 8) (@ —3) =g
922 4 62 — 3 = .
W @E=2@+3) - gy =6 B 5%+ 1125 170a2
a2 —1)
K g = =1

3.3. Zur Wiederholung und Ubung —
Anwendungsaufgaben
Aus der Arithmetik
1. Die Summe aus dem Quadrat einer negativen Zahl und 79 ist gleich 200. Wie heiBt die Zahl?

2. Wenn man das Quadrat gewisser Zahlen um 12 vermindert, so erhilt man das Vierfache
dieser Zahlen. Wieviel solcher Zahlen gibt es, und welche Zahlen sind das?

3. Das Produkt zweier Zahlen, von denen die eine um ebensoviel grofer wie die andere kleiner
als 33 ist, betriigt 1064. Welche Zahlen sind das?
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4. Die Zahl 53 ist so in zwei-Summanden zu zerlegen, daB deren Produkt 612 ist. Bestimmen
Sie die beiden Summanden!

5. Das Siebenfache einer Zahl ist um das Zehnfache dieser Zahl kleiner als ihr Quadrat. Wie viele
und welche Zahlen haben diese Eigenschaft?

3

. Das 10 000fache einer Zahl ist gleich dem Quadrat dieser Zahl. Welche Zahlen haben diese
Eigenschaft?

Das 400fache einer Zahl ist gleich a) dem 25. Teil, b) dem 25fachen ihres Quadrates. Gibt
es eine Zahl, die die Eigenschaften a und b gleichzeitig erfillt?

8. Die Summe der Quadrate zweier Zahlen, von denen die eine um 7 (11) groBer ist als die
andere, betrigt 505 (61). Welches sind die Zahlen?

9. Um welche Zahl muB man jeden Faktor des Produktes

a) 11-13, b) 18.73, ¢) 47 .53 verindern,
1) damit das Produkt gleich

a) 399 b) 4000 ¢) 1740 ist,

2) damit das Produkt um

a) 23 abnimmt b) 186 zunimmt ¢) 291 abnimmt?

10. Dividiert man 4,5 durch eine Zahl, so erhiilt man genausoviel wie beim Subtrahieren dieser
Zahl von 4,5.

11. Vermindert man'den Zihler eines Bruches um 6 und vermindert den Nenner, der um 4 groBer
ist als der Zihler, ebenfalls um 6, so ist der neue Bruch nur noch halb so groB wie der ur-
spriingliche.

12. Die Summe aus Zihler und Nenner eines Bruches ist 30.
VergroBert man den Zéhler um 9 und verkleinert man
den Nenner um dieselbe Zahl, so ist der neue Bruch
viermal so groB wie der urspriingliche.

Aus der Geometrie

1. Die Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks sollen sich
wie 3:4 verhalten. Wie lang sind sie zu zeichnen, Abb. 3.20.
wenn die Hypotenuse 5,5 cm lang ist?

2. Einschwerer Sturm hat einen Baum etwa 5 m oberhalb des Erdbodens abgeknickt (Abb.3.20.).
Seine Krone berithrt etwa 12 m vom FuB des Stammes entfernt den in der Umngebung des
Baumes waagerechten Waldboden. Wie hoch war der Baum insgesamt?

8. Zwei Funkstreifenwagen der Volkspolizei trennen sich bei der Verfolgung eines fliichtenden
Kraftfahrers an einer rechtwinkligen StraBengabelung. Sie sind iiber Sprechfunk (35 km
Reichweite) miteinander verbunden und fahren mit einer Geschwindigkeit von 100 km - h~!
bzw. 80km-h~! auf den ungefihr geradlinig verlaufenden StraBen. Nach 15 Minuten Verfol-
gungsfahrt sieht der schnellere Wagen den flichtigen Fahrer vor sich. Kann er zu diesem
Zeitpunkt den anderen Wagen iiber Sprechfunk noch erreichen?

Wiire eine Funksprechverbindung noch méglich gewesen, wenn der langsamere Wagen den
fliichtigen Fahrer nach 15 Minuten eingeholt hiitte?

4. In einem rechtwinkligen Dreieck ist die eine Kathete um 2,5 cm linger als die andere. Wie
groB ist die Hyp wenn der Flicheninhalt des Dreiecks 22 cm? betriigt?

Um welche Strecke muBl man die Seite ¢ eines Quadrates verlingern, um ein Quadrat mit
a) doppeltem, b) dreifachem, ¢) vierfachem Flicheninhalt zu erhalten?

o
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6. Wie groB ist die Hohe eines gleichseitigen Dreiecks mit der Seite s?

w Wie groB ist der Flicheninhalt eines Rechtecks, dessen eine Seite um 2,5 em kiirzer ist als
die andere und dessen Diagonale 12,5 cm lang ist?

“~8. Von den Diagonalen eines Rhombus mit der Seitenlinge s = 5,2 cm ist die eine um 5,6 cm
linger als die andere. Wie lang sind sie?

9. Der Inhalt eines Rechtecks betriigt 7 Flicheneinheiten. Wie groB sind die beiden Seiten,
wenn die eine um § Liangeneinheiten kleiner ist als die andere?

10. Der Umfang und der Flicheninhalt eines Quadrates sind maBzahlgleich. Wie gro8 sind Um-
fang und Flicheninhalt dieses Quadrates?

11. Der Umfang eines Rechtecks betriigt 37 m, sein Fliicheninhalt 85 m2. Wie lang sind die Seiten?

12. Die Seiten eines Rechtecks unterscheiden sich um 1 m. Verkleinert man jede Seite um 3 m,
so betriigt der Flicheninhalt des so entstandenen Rechtecks nur noch  des urspriinglichen.
Wie groB sind die Rechteckseiten des urspriinglichen und des neuen Rechtecks?

- 13, Ein Rechteck, dessen eine Seite um 3 cm groBer ist als die andere, hat einen Flicheninhalt
von 40 cm?. Wie lang sind die Seiten eines zum ersten ihnlichen Rechtecks, wenn dessen
Flicheninhalt 14,4 cm?® betriigt?

14. In einem Dreieck mit 54 ¢cm® Flicheninhalt ist die Grundlinie um 3 em groBer als die Hohe.
Ein dazu éhnliches Dreieck hat einen Flacheninhalt von 96 cm?. Wie groB sind dessen Grund-
linie und Hohe?

15. Die Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks sind 8 mm bzw. 1 cm lang. Wie groB sind die
beiden Katheten in einem dazu dhnlichen Dreieck mit doppeltem Flicheninhalt?

16. Bestimmen Sie den Radius desjenigen Kreises, dessen 10 ¢m lange Sehnen vom Kreismittel-
punkt einen Abstand von 1,2 dm haben!

17. Die parallelen Seiten des ein- und umbeschriebenen Quadrates eines Kreises haben 3 cm
Abstand voneinander. Wie groB ist der Durchmesser dieses Kreises?

18, VergroBert man den Durchmesser eines Kreises um 10, so verneunfacht man die Flache. Wie
groB ist der Radius des urspriinglichen Kreises”

19. Die Fliche eines Kreisringes betrigt $ der Kreisfliche, die zu seinem duBeren Radius von
7 em Linge gehort. Wie groB ist der innere Radius des Kreisringes?

20. An einen Kreis mit 4,8 cm Radius ist von einem Punkt auBerhalb des Kreises eine Tangente
konstruiert, deren Abschnittslinge 6,4 cm betriigt. Wie weit ist dieser Punkt vom nichsten
Peripheriepunkt des Kreises entfernt?

21, Zwei Seiten eines Dreiecks unterscheiden sich um 3 ¢cm. In einem dhnlichen Dreieck haben
T die prechenden Seiten folgende MaBe: Die kleinere Seite ist gleich der gréBeren des ersten

Dreiecks, withrend die groBere 16 cm lang ist. Wie lang sind die Seiten des ersten Dreiecks?

22. Von einem rechtwinkligen Dreieck mit den Katheten 40 cm und 12 em wird durch eine
Parallele zur kiirzeren Kathete ein rechtwinkliges Trapez abgeschnitten, dessen Fliche § der
verbleibenden Dreiecksfliche betragt. Welchen Abstand hat die Parallele von der kiirzeren
Kathete?

Aus Physik und Technik

1. Zwei Widerstinde sollen hi inand. haltet einen Gesamtwiderstand von 50 Q (8 kQ)
und parallelgeschaltet einen Geanmtwnderstand von 12 Q (1,875 kQ) ergeben. Wie groB
sind die Einzelwidersténde jeweils zu wiihlen?
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2. Ein geschlossener Gleichstromkreis wird mit 21V (48 V) betrieben. VergroBert man den
Widerstand um 1,4 Q (auf das Doppelte), so sinkt die Stromstirke um 0,5 A (3 A). Wie groB3
sind jeweils urspriinglicher Widerstand und urspriingliche Stromstérke?

3. Ein elektrisches Gerit hat einen Widerstand von 22 Q. Wie groB ist der Spannungsabfall,
wenn seine Leistungsaufnahme 550 W betriigt? Um wieviel ist der Spannungsabfall zu ver-
mindern, damit seine Leistungsaufnahme 352 W betrigt?

4. Sinkt die Betriebsspannung eines elektrischen Geriites um 22V, so geht die Leistungs-
aufnahme des Ceriites auf 81% der Nennleistung zuriick. Wie hoch ist die Nennspannung?

5. Mit welcher Geschwindigkeit muB ein Pfeil senkrecht nach oben geschossen werden, wenn er
eine Hohe von 61,25 m erreichen soll? Wie lange fliegt der Pfeil bis zum héchsten Punkt, wie
lange insgesamt? Hinweis: Der Luftwiderstand soll unberiicksichtigt bleiben; g ~ 9,8m- s~

6. Der Brunnen auf der ehemaligen Festung Konigstein ist 152 m tief. Welche Zeit vergeht
vom Loslassen eines frei fallenden Steines am Brunnenrand ?a) bis zu seinem Aufschlag,
b) bis zum Horbarwerden seines Aufschlages am Brunnenrand? (g~ 9.8m.s7%:
Vgepanr = 330 m -s71). Hinweis: Der Luftwiderstand soll unberiicksichtigt bleiben.

7. Ein frei fallender Korper fillt wihrend der ersten Sekunde um % m. Um wieviel Sekunden
muB man die Fallzeit verlingern, damit insgesamt 4g, ¢, 89 Meter zuriickgelegt werden?

8. In einer Montagehalle bewegt sich der Laufkran mit einer Geschwindigkeit v, =0,75m - s™".
Seine Laufkatze bewegt sich rechtwinklig dazu mit einer Geschwindigkeit v,=0,9m-s7%
Wie groB ist die Geschwindigkeit der Last?

9. Welche Fallgeschwindigkeit v muB ein Hammer mit dem Gewicht P =40kp besitzen, damit
seine kinetische Energie Wy, = 200 kpm betrigt?

m
Anleitung: Wy, = 5 v*; m = T entsprechend dem NEwTONschen Grundgesetz F'=m-a.

10. Um einen oben offenen Wasserbehilter mit quadratischer Grundfliche und einem Fassungs-
vermogen von 450 1 herzustellen, werden aus einem quadratischen Stahlblech an den vier
Ecken Quadrate von 20 cm Kantenlinge geschnitten. Die iiberstehenden Rechtecke
werden rechtwinklig zur Grundfliche umgebogen und die aneinanderstoBenden Rechteck-
kanten verschweiBt. Wie gro8 muB die Kante des quadratischen Blechs gewiihlt werden?

11. Das Gewdlbe einer Briicke besitzt einen Radius » = 15 m und eine Spannweite s =12m
(Abb. 3.21.). Wie groB ist die Stichhohe x?

12. Die Forderanlage eines Schachtes hat 1350 m
Tiefe. Das Anfahren des Férderkorbes soll mit
gleichmiiBiger Beschleunigung @ von 0,9m -s~2
stattfinden, die gleichférmige Fahrt mit einer
Ceschwindigkeit von 18m-s~1, das Auslaufen mit
einer Verzogerung von 0,6 m-s~2. Bestimmen Sie
a) die Zeitdauer der beschleunigten Fahrt,

b) die Zeitdauer der verzogerten Fahrt,

¢) die wihrend jedes Bewegungsabschnittes
zuriickgelegten Forderhthen in Metern und

d) in Prozenten der Gesamthohe, Abb. 2.21.

e) die Gesamtdauer eines Hubes,

f) das Weg-Zeit- und das Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm !

18. Eine ovale Radrennbahn hat eine Linge von 360 m. Bei einem Verfolgungsrennen ist der
Verfolger um 2 m-s~! schneller als der Verfolgte, so daB er fiir eine Runde 2 s weniger be-
notigt. Nach wieviel Runden holt der Verfolger den Verfolgten ein, wenn sie mit 180 m Ab-
stand gestartet worden sind?
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4. Rechnen mit Potenzen;
Potenzfunktionen

Ein Granatwerfer dient dazu, im indirekten BeschuB Stellungen des Gegners, die nicht eingesehen
werden konnen, zu zerstéren.

Das GeschoB bewegt sich auf einer ballistischen Kurve, die man mit Hilfe spezieller Potenz-
funktionen mathematisch erfassen kann.

4.1. Potenzen und Potenzfunktionen
(Exponent ganzzahlig und positiv)

Wiederholung

Ein Produkt aus mehreren gleichen Faktoren heilt eine Potenz; die Basis der Potenz
ist gleich den Faktoren des Produkts, der Exponent ist gleich der Zahl, die angibt, wie
oft die Basis als Faktor im Produkt auftritt.

Fiir das Produkt b =q.q.a-a-a schreiben wir b = @& . Der Ausdruck a® ist eine

Potenz!. Die Zahl b wird als Potenzwert bezeichnet. Die Zahl @ ist die Basis® oder
die Grundzahl. Die Zahl 5 ist der Exponent?® oder die Hochzahl.

1 potentia (lat.), Macht, Fahigkeit
2 Baagic (greh.), worauf man tritt, Grund, Boden
3 exponere (lat.), heraussetzen
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Die Basis kann eine bestimmte Zahl, ein allgemeines Zahlensymbol oder auch eine
algebraische Summe sein. Der Exponent kann unserer Erklirung nach nur eine
natiirliche Zahl sein, die groBer oder gleich 2 ist.

Aufgaben

1. Schreiben Sie folgende Produkte als Potenzen!
a) 3-3.3-3 b) 2.5-2,5-2,5 ) y-4-4-%4-%
d) (—2)-(—2) e b-b-b-b-b f) (ab)-(ab)- (ab)
g)a-b-a-b-a-b h) (m -+ n)-(m+ n)-(m+ n)

) (a+b+c)-(@a+b+c)-(a+b+c)
k) (22y+ay?)-@y+ ay)- @@y +ay?) @@y +ayf)
2. Schreiben Sie folgende Potenzen als Produkte!
a) 64 b) 3,75% ¢) (3)° d) (—4)2 e) a7
D(p-9® & @—y-@+y* M@tbtot-@@a—btef-(@at+b—0c?
8. Wodurch unterscheiden sich die folgenden Ausdriicke?

a) x-5 und 2° b) (« + b) -4 und (a+ b)* ¢) 6°und 2 - 3%
d) 62und (2-3)* e) 5% und 2* f) 4* und 2¢
4. Ordnen Sie folgende algebraische Summen lexikografisch!

a) 2ay —aty + yPat — 22y oy - 32t

b) am+ a*m —ma—m*a® 4 a*m —a®*m? — m*a

) 20p° ¢® + 15p* ¢* + 15¢* p* + 6p° ¢ +- 6¢°p + p° + ¢°

Schreiben Sie 100, 10000, 1000000, 100000000

a) als Produkte mit dem Faktor 10; b) als Potenzen mit der Basis 10!

o

Rechnen mit Potenzen

Jede Potenz einer positiven Zahl ist eine positive Zahl. Ist die Basis negativ, so be-
stimmt der Exponent das Vorzeichen. Geradzahlige Exponenten bedingen ein posi-
tives, ungeradzahlige ein negatives Vorzeichen des Produktes, das gleich der Potenz
mit einer negativen Basis ist.

. Begriinden Ste, halb Pot mit negativer Basis und geradzahligem Expo-
nenten ein positives Vorzeichen haben !

Fiir die Basis a der Potenz a” sind alle Zahlen zugelassen. Als Exponent 7 sollen vor-
erst nur natiirliche Zahlen stehen, die groBer oder gleich 2 sind. Da beim Rechnen
im allgemeinen die natiirlichen Zahlen und die positiven ganzen Zahlen nicht vonein-
ander unterschieden werden, gilt beim Rechnen mit Potenzen:a™" = a" (n=2,3...).
Mit Potenzen, die lediglich bestimmte Zahlen enthalten, konnen alle Rechenarten
ausgefithrt werden, indem man zunichst die Potenzwerte ermittelt.

. Beispiel 1:
324 22=948=17
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B Beispier 2:
45 20— 64— 16 =148

. Beispiel 3:
.28.38=8.9="T2

. Beispiel 4:
32 9

P
Potenzen, die allgemeine Zahlensymbole enthalten, konnen im allgemeinen nicht
addiert und nicht subtrahiert werden.

. Beispiel 5:

a® + a® (Es ist keine Vereinfachung moglich)

Weil durch Addition bzw. Subtraktion nur Gleichartiges zusammengefa8t werden
kann, ergibt sich als Sonderfall:

> Potenzen kinnen durch Addition oder Subtraktion zusammengefalt werden, wenn sie

sowohl in den Basen als auch in den Exp iiberei

[ Beispier 6:
2 + o® + 62° — 3a® = 5a°
Potenzen, die allgemeine Zahlensymbole enthalten, konnen im allgemeinen auch
nicht multipliziert oder dividiert werden.

B Beispier 7:
at V¥=a-a-a-a-b-b-b-b-b=atbh®

. Beispiel 8:
ms mem-m-m-m-m _ mt

nt nen-n-n ot

Eine Vereinfachung des Produkts bzw. des Quotienten ist nur fiir folgende Sonder-
fille moglich.

Sonderfall I: Die Exponenten der Potenzen sind gleich.
Multiplikation

. Beispiel 9:
p-¢=p-p-p-p-9:¢:¢qg=p-¢-P¢PgP-g=(p-g°

Allgemein gilt:

(la) am-b™ = (a-b)™ (m = 2, ganzzahlig).

Beweis:

m Faktoren a m Faktoren b m Faktoren ab
a b =g.a-@-....a + bebb..... b = ab-ab-ab.....-ab=(ab)"
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Es gilt auch die Umkehrung:
(@b)y™ =am-b™.

’ Pot mit gleichen Exp ten werden miteinander multipliziert, indem man das
Produkt der Basen mit dem gemeinsamen Exp ten potenziert.
Division
. Beispiel 10:
I 0 AL 0. 8. N O (L)’
& s-8-8-8-8 8§ s & 8 8 \s
Allgemein gilt:
am™ L i .
b g =(3)"  ®+0; m=2, ganmahlig).
Beweis:
m Faktoren a m Faktoren —Z—
a™ a@-a-@-...- a e a a i_(i)n
" bb-b-...cb b b b b \b
m Faktoren b

Es gilt auch die Umkehrung:
(1)“ =
b/ o
’ Potenzen mit gleichen Exponenten werden durcheinander dlwidlert, indem man den
Quotienten der Basen mit dem i Exp 1 i

P

t.

Sonderfall II: Die Basen der Potenzen sind gleich.
Multiplikation
. Beispiel 11:
B P =g.x.z. T T T T= gl = g8+
. Beispiel 12:
@ - =qg.q.q- @-0=qgd = g3 *?
Allgemein gilt:
(2) a™-a"=a™"" (m,n = 2, ganzzahlig).
Beweis:
m Faktorena = Faktoren a (m + n) Faktoren a

a"-a"—g.q-a-...-a + a-a-...-a = a-a-a-a-...-a= a"*"

Es gilt auch die Umkehrung:

antn — g . q",

> Potenzen mit glel('her Busis werden multipllzlert, indem man die gemeinsame Basis mit
der § der E t.

P
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Division

B Beispil 13:

4 cmem-
% = My = m2 = mi—2
Allgemein gilt:
(3) '%:=a"'—" (@=0; n=2, m=n+ 2, ganzzahlig).
Beweis:
m Faktoren a
a® am
&= = _ gm-n
a &

n Faktoren a

Es lassen sich n Faktoren a kiirzen; es bleiben m — n Faktoren a im Zihler stehen.

» Potenzen mit gleicher Basis, bei denen der Exponent des Dividenden griBer ist als der
des Divisors, werden durcheinander dividiert, indem man die Basis mit der Differenz der
Exponenten potenziert.

. Formulieren Sie den Satz so, dap Sie die Ausdriicke ,,Exponent des Divisors*
und ,,Exponent des Dividenden** benutzen !

. Driicken Sie die Wertbeschrinkung fiir (3) in Worten aus, und erkliren Sie diese
Beschrinkung ! .

Der Fall, daB8 der Exponent des Divisors gréBer als der des Dividenden ist, wird im
Abschnitt 4.2. untersucht.

Tritt innerhalb eines Produkts eine Potenz mehrfach als Faktor auf, so kann man
auch darauf die verkiirzende Potenzschreibweise anwenden. Man spricht in diesem
Fall vom Potenzieren von Potenzen.

B Beispiel 14:
a®-a®adad = (aP).

Wendet man (2) an, so folgt:

a® a®. ad. ad = P33l 434 _ 18

Durch Gleichsetzen erhilt man:
(a®)t = a®- 4 = a2,
Allgemein gilt:
4) (a™)"=a™" m,n=2, ganzzahlig).
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Beweis:

n Faktoren (a™) n Faktorena™  n Summanden m
(") = (@) - (@) - (@) ---e v @) =am.am-a"-...- an — grmImEtm
Es gilt auch die Umkehrung:

ann — (@),

P werden potenziert, indem man die Basis mit dem Produkt der Exponenten
potenziert.

Wegen des Kommutationsgesetzes der Multiplikation kann man auch schreiben:
@)= a™" = g™ "= (@™

Es ist auch moglich, daB der Exponent selbst eine Potenz ist. So bedeutet z. B. a*",
daB die Basis a (b°)-mal als Faktor gesetzt wird.

. Machen Sie sich an ecinem Zahlenbeispiel den Unlerschied zwischen o und
(ab)e klar!

Die in (1) bis (3) formulierten Rechenregeln gelten auch, wenn in der Aufgabe mehr
als zwei Potenzen auftreten. Die Regel (4) ist auch giiltig, wenn eine Potenz mehrfach
potenziert wird.

Beim Rechnen mit Potenzen ist zu beachten, daB8 das Potenzieren vor dem Multi-
plizieren durchzufiihren ist, weil es eine {ibergeordnete Rechenart ist.

Aufgaben
6. Wodurch unterscheiden sich folgende Ausdriicke?
a) (—6)% und —6° b) —a?® und a® ¢) (—b)? und b*
d) 2® und (—2?) e) —y*und (—y)* ) r*und (—7r)*
g) s'und (—s?)? h) 32% und —3(—2)*

7. Weisen Sie mit Hilfe der Umkehrung der Regel (4) nach, daB alle Potenzen mit gerad-
zahligen Exponenten und negativer Basis positiv sind!

8. Bestimmen Sie folgende Summen!
) 324 43 4 20 4 52 b) (—2)% + 62 — 48 + 25
) @® + 4a% — 2a® + 3a® + 4a® d) 7,222 — 1,8y% + 2.62° — 3,192 + 4,352 — 0,622

®

Welchen Wert haben Potenzen mit der Basis 1 und ganzzahligen Exponenten, die groBer
oder gleich 2 sind?

10. Nennen Sie die Quadratzahlen von 1 bis 25!

11. Berechnen Sie den Wert folgender Potenzen!

@) (L7 b) (—13) o (—12p O — (6 o —(—58
D —@F B (—ar b (—ypr D —(—kpen

12. 8) (—1)2 + 2¢ b) 6* — (—4)* €) (—5)t + (—4)p

18.8) (=3 = (—4® B (1= (Z1P (-1 -1

14.a) 2.32—3.22 b) 2(—4)* — 5(—3)? ¢) 58 —4(—8)® — 2(—6)?
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15. 8) (z + 2)* b) (—y + ) ¢) (—a—b)®

16. a) (x + y + 2)® b) (2 —y —2)* ¢) (x+y—2)?

17. a) (2,7a — 3,3b + 2,5¢)* b) 5,1z — 3,6y + 2,0)*

18. a) (—a — 2)° b) (0.2m — 1,3n) ¢) (1,35 — 0,4)°

19. Schreiben Sie die Ergebnisse der folgenden Aufgaben ohne schriftliche Rechnung auf!
8) (s+1t)? b) (@ —1)* ¢) 2y +1)
a) (1— k2 ) (1 —a) 1) 2z — 3

20, 1,248 — 4,9a® + 1,503 + 2,6a®

1, 2 . 2 o 7 0 13 17 2
2, gmt— g h g m = M a™ " 35 3

22, 3,5r% — 23r* + 1,57 4 34r% — 0,75¢%
28, ga? —raP —saP —taP

24, kd' + 41d' — 2kd’ — 51d° + 6kd" + 41d’

4 3 . 4 i
25. Em"-i——n’—ﬁm —En2+m2—7n2
26. (a + b)2 — (a — b)? 27, (x— )2 — (y — 2 928, (2a + 3b)2 — (3a + 2b)2
29. (@ +1)® — (a — 1)? 80. (z+y+z2P—(xr—y—2?

31. Erarbeiten Sie eine Regel, mit deren Hilfe Produkte potenziert werden konnen!

82. a) Formulieren Sie eine Regel, nach der man Briiche potenzieren kann!
b) Schreiben Sie die gewonnene Regel unter Verwendung allgemeiner Zahlensymbole nieder!
88. Vereinfachen Sie folgende Ausdriicke!
a) 2?.y2.22 b) @ B(c+d) ©) mt-nt(m —n)t d) & (1 — k)
34. Veremfachen Sie folgende Ausdrucke'

Fos + b)s
" 2% (m — n)?
)(a+b)5(“—1) -l)?(z-i-—z)*(a_z)z
35. Klammern Sie die groBtmogliche Potenz aus!
a) md 2 + mtn® + m?at 4 m®n®
b) 5a%y2 24 +atyBf2® 4 2222 P — 22yt 2P
¢) muwtviw +nudvdw? 4+ 2utvut +uv
36. a) 2*-2* b) a*.at e) m®- m® d) -yt
37. a) 1,30°-4,2b* b) —132°. 32t
) ( 7 izZ) ( g—’i»z‘) d) (—50,15m4) . (—-3%”:,)3
38.a) (3°- (" b) 3)°- (=" &) (=Rrei(=l- (=
39.8) (—a)t-a® b) (—a)®- ot €) (—a°) -2t d) (—2%) - (—a)
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40. 8) (—a)*- (—at) b) (—2%) - (—a)* ¢) —(—a)-at

Al.a) —(—2)t-2? b) —(—2%-a* 0) —(—a)-a*
42, 2) 0,3232% 42 . 1,2322 42 b) 7,249 2 - 82,342 b2

¢) 624m3n - 0,175m? d) 2,28p14¢%.6,7¢%-0,33p2 ¢*
43.8) Ja2 b Jad b4 c? b) 0,204 y2 8- 1,500 9220 ¢) 240 3hetst . ks
44. a) 2,12%-32%.3,72° b) 4,3a®.0,6a®- }a® e) 4p*-3pt-4p°
45. a) 3a®2® . Tatyt - 4aPaty b) 2,1m?- tm® . 10m? nt

¢) 2,1222 y4 2% . 5,6223 35 2% - 3,432 y2 28
4/(;.@(:r~l)“'(ac—l)2 b)) (4 y + 2P (x4 y + 22
47. a) a*(a + b)® - ad(a + b)* b) r2(r — s+ t)3 -3 i2(r — s + t)t - 12
48. a)i[—(a + D) - (@ + b)® b) [—(a+ )P (a+ b)?
49. a) 2. ar b) hetn.1,3c2 ©) Jbt- §b. 3b2k
50. a) a°m2. g2 ‘ b) gm3. g €) camn. ginom
51, a) 1,5km+2.2,30"-2.6,28 k22 b) %p*-%q“-%(p'q)"'z

o) d(e+ 1Pt 0,3 4 1P
B2, aP~4 . gatlgr-2. gpt2 ., 40352
53. a) (0,3a‘b“ o 5%.;%) -41-11»ab2 b) (29249 — 1,529y + 3,02%y) - (—Z%Z’y")
54. ) (2a® + 3a5) (at + 2a%) b) (3a* — 3a°) (§a® + fat)
55. (3ata? + 2% %) (4a? A — 642 2%)
56. (@1 brt — ant biel) (o B — a8 b?)

57. (0,362% 4 3,15) (6,1a* — 1,252 -+ 8,32)

58. a) 26:24 b) (—3): 3 ©) (—5%:(—5p

59. a) a*:a® b) r0:18 c) &8 1

60. 8) 1,221: 3,622 b) —2,654°:5,3y ©) (— 1,805 1) : (— 3,243 b?)
61. 8) (—a):a2 b) (—a%):a® ¢) (—a)f:ad

62.8) —(—2)5:a2 b) — (—a):at ©) —(—a)f:ad

63. a) 25: (—a)? b) 25 (—a?) ©) a®: —(—a)?

64. a) 2m:2? (m = 4) b) an1:a3 (n = 5)

65.a) —T7¢™:5¢" b) ma®: (—n ) e) 18a*1: 15a"

§6. 22700 qa7pml

67. a) 169m® n7 0° : 13m® n2 ot b) diptg®r: 3}1’17 qr

68. a) 37,5(a — b)* c®:1,23(a — b)2 c? b) 8}(x — »)® (z — 2)*: 12} (x — y)* (v — 2)%
69. a) (0,32a% b5 — 16a* b*): (—8a? b?) b) (4,8a%b® + 80a* b* — 1,284’ b7): 1,642 b®
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70. a) (m*)* b) (4e%)? ¢) (=5 a) [(—3)
1. 2) (1) b) [— (=3P ) (0,3%)? d) (0,752
72. a) (fa*)° b) (0,3m® n?) ©) (—9p*gtr?)? @) (Fam)

73. Welche Zahl ist groBer?
222; 222, (22)2; 92

74. a) (—2a"1)2 b) (4m? ne)® e) (an1.yn2)3
513 3 4a? b:l 2 214 yz 3
7 (i5%) W (- ) 9 (- %)

76. Schreiben Sie die groBte Zahl mit nur drei Dreien!

Potenzfunktionen mit ganzzahligen, positiven Exponenten

Betrachten wir die Kurven der Potenzfunktionen mit ganzzahligen, positiven Expo-
nenten von der Form:
(5) y=a" (n=2, ganzzahlig).
Von diesen Funktionen ist uns bereits der Verlauf der Kurve der Funktion
y=a*
bekannt.
. Stellen Sie Wertetafeln fiir die Funktionen y = 2 y = a3, y = x* und y = o°

fir —5< x< 5 zusammen, und zeichnen Sie in ein Koordinatensystem die
Bilder dieser Funktionen!

X

Die Abbildung 4.1. stellt die Bilder der Funktionen \ y Tf |
y=2a% y=2a3 y=a' und y = 2% in einem Koordi- \ ,,Ly-x‘
i
y. 2

natensystem dar. In ein ausreichend grofies Koordi- \

natensystem hétte man auch die Bilder der Funktionen .
mit noch groferen Exponenten zeichnen koénnen. In
unserem Falle wiire das Bild jedoch zu uniibersichtlich |
geworden. Aber auch die geringere Anzahl der Kurven \
aus der Kurvenschar (5) lifit es zu, wichtige Aussagen
iiber alle Kurven dieser Schar zu machen.

1. Die Bilder aller Potenzfunktionen mit geradzahligen, 770 r
positiven Exponenten liegen im II. und I. Quadran- -
ten achsensymmetrisch zur Ordinatenachse.
Funktionen, deren Bilder achsensymmetrisch zur /,'
Ordinatenachse liegen, nennt man gerade Funk-
tionen. /

Abb. 4.1.
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Potenzfunktionen der Form

6 y==2* (k=1,2,3,4,...)

heiBen gerade Potenzfunktionen.

Die Bilder der Potenzfunktionen mit ungeradzahligen, positiven Exponenten ver-

laufen im III. und I. Quadranten. Thre Aste liegen zentralsymmetrisch zum

Koordinatenursprung. Funktionen dieser Art heilen ungerade.

Alle Potenzfunktionen der Form

(7) _x'=.‘t2“"’l k= 1,2,:3; 400)

nennt man ungerade Potenzfunktionen.
Die Unterscheidung zwischen geraden und ungeraden Funktionen macht ohne Kennt-
nis ihrer Bilder oft Schwierigkeiten, denn nur bei den Potenzfunktionen stimmen
(Un)Geradzahligkeit der Exponenten und die Bezeichnung (un)gerade Funktion

so offensichtlich iiberein. Durch die Anwendung folgender Definitionen ist die Unter-
scheidung ohne Zeichnung der Bilder der Funktionen im allgemeinen leicht moglich.

Kine Funktion ist eine gerade Funktion, wenn fiir alle z gilt:
8 f(x)=f(—2). '

Eine Funktion ist eine ungerade Funktion, wenn fiir alle z gilt:
@ f(x)=—S(—x).

. Beispiel 15:
Ist y = a® eine gerade oder ungerade Funktion?
Die Bedingung fiir eine gerade Funktion wird nicht erfillt; denn:
ad = (—w)? = —ad
Die Bedingung fiir eine ungerade Funktion wird erfiillt; denn:
B=—(—2P= —(—2% =2

(34

. Die Bilder aller geraden Potenzfunktionen y = a?* verlaufen durch die Punkte
(—131), (0;0) und (131).
Die Bilder aller ungeraden Potenzfunktionen y = x*# * 1 verlaufen durch die Punkte
(—=1;—1), (0;0) und (1;1).

3. Die Bilder der geraden Potenzfunktionen (6) besitzen im Punkt (0; 0) den gering-
sten Ordinatenwert. Er fillt mit dem Scheitel der Parabeln zweiten, vierten,
sechsten, . .. Grades zusammen.

Im Koordinatenursprung éndern ungerade Potenzfunktionen (7) ihren Kriim-
mungssinn.

4. Mit wachsendem Exponenten schmiegen sich die Kurven, die den Funktionen
y = x" entsprechen, im Bereich —1 <2 <1 immer mehr der x-Achse an, aufler-
halb der Sperrgeraden 2 = — 1 und & = 1 verlaufen sie immer steiler.

Die Bilder aller Potenzfunktionen mit positiven ganzzahligen Exponenten heiflen
Parabeln®. Fiir n > 2 spricht man von Parabeln hoherer Ordnung.

1 napafiAiery (greh.), anlegen
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Aufgaben

77. Stellen Sie fiir die Funktionen
y=a* (n=2,3,4,5,6)
Wertetafeln auf, und zeichnen Sie die Bilder in ein Koordinatensystem! Wiihlen Sie die
Einheit so groB (e = 5 ¢cm), daB Sie den Verlauf der Kurven im Bereich —1 < 2 < 1 genau
verfolgen konnen!

78. Zeichnen Sie die Bilder der Funktionen y = a™ (n = 2,3, 4, 5. 6) mit unterschiedlichem

AchsenmaBstab!

a) Wihlen Sie die Einheit auf der Ordinatenachse kleiner als die Einheit auf der Abszissen-
achse, z. B. in einem Verhiltnis von 1:2, 1:3 oder 1:4!

b) Wiihlen Sie die Einheit auf der Ordinatenachse groBer als die Einheit auf der Abszissen-
achse, z. B. in einem Verhiltnis von 2:1, 3:1 oder 4:1!

¢) Entscheiden Sie, ob eine Dehnung oder Stauchung der Ordinatenachse gegeniiber der
Abszissenachse fiir die Darstellung der Funktion y = a® (n = 2, ganzzahlig) giinstiger
ist, um den Verlauf der verschiedenen Funktionen zu unterscheiden!

79. a) Zeichnen Sie die Kurven y = —a" (n = 2,3, 4,5, 6)!
b) Benutzen Sie, um die Kurven y = —a" zu zeichnen, die Kurven y =a" (n =2, 3,4, 5, 6)!
Anleitung zu b : Spiegeln Sie die Bilder der Funktionen y = 2" an der Abszissenachse!

80. a) Spiegeln Sie die Kurven y = 2" (n = 2, 3, 4, 5, 6) an der Ordinatenachse!
b) Wie heiBen die Funktionsgleichungen der Kurven, die durch Spiegeln an der Ordinaten-

achse entstehen? .
¢). Definieren Sie gerade Funktionen mittels des Ergebnisses von a und b!

81. Stellen Sie Wertetafeln fiir die Funktionen y = m a® und y = —m 2* auf, und zeichnen Sie
ihre Bilder fiir folgende Werte m!
a) m=1 b) m=2 e) m=4 d)ym=1} e) m=1} f) m=0,1
82, Stellen Sie Wertetafeln fiir die Funktionen y = m 2* und y = —m 2® auf, und zeichnen Sie
ihre Bilder fir folgende Werte m!
a) m=1 b) m =2 ¢) m=4 d) m=14% e) m=1% I m=0,

88. Vergleichen Sie die Bilder der Aufgaben 81 und 82 miteinander, und stellen Sie den EinfluB
des Koeffizienten fest!

84. Weisen Sie mit Hilfe der Kriterien (8) und (9) nach, daB y = 22* eine gerade Funktion ist!
85. Zeigen Sie, daB y = — }2® einé ungerade Funktion ist!

Bemerkungen zum Funktionsbegriff

Das Volumen einer Kugel errechnet man mit Hilfe der Gleichung
Vo= gm#®.

Fiir jeden bestimmten Radius r ergibt sich dann ein bestimmtes Volumen V. Anders
kann man diesen Sachverhalt auf folgende Weise ausdriicken:

> Jedem r aus der Menge-aller moglichen Radien wird durch die Gleichung ¥V = % xrd
ein ¥ aus der Menge aller moglichen Volumen zugeordnet. .
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Fiir eine derartige Zuordnung kennen wir den Begriff der Funktion. .
Folglich stellt die Gleichung zur Berechnung des Kugelvolumens mit variablem r
und V eine Funktionsgleichung dar. Diesen funktionalen Zusammenhang der beiden
Variablen symbolisieren wir in Analogie zu y = f(z) mit V= g (r).

Die Zuordnungsvorschrift kann mittels eines analytischen Ausdruckes, sehr oft
aber auch nur durch Worte gegeben werden.

. Geben Sie die Zuordnungsvorschrift A, = 4z r* mit Worten wieder!

Anleitung: Benutzen Sie dazu die Begriffe ,,Menge aller moglichen Radien* und ,,Menge
aller méglichen Oberfliachen*!

Mittels der Funktion
V=g =3iar
wird jedem Radius r nur ein bestimmtes Kugelvolumen zugeordnet.
Funktionen dieses Typs heifen eindeutige Funktionen.
Allgemein gilt fiir eine Funktion y = f(x):
Wird durch eine Vorschrift jedem Wert der Variablen x ein und nur ein Wert der

Variablen y zugeordnet, so heiBt die durch die Vorschrift beschriebene Funktion
y = f (x) eindeutig. '

Untersuchen wir nun, wieviele Radien r jeweils einem Volumen V zugeordnet werden,
so erkennen wir, daB auch hier eine eindeutige Zuordnung vorliegt. Funktionen dieser
Art heiBen umkehrbar eindeutig oder eineindeutig.

Allgemein gilt fiir eine Funktion y = f(z):

> Wird durch eine Vorsehrift einem Wert der Variablen x ein und nur ein Wert der Varia-

blen y zugeordnet, und wird dariiber hinaus auch einem Wert y ein und nur ein Wert x

zugeordnet, so heift die durch die Zuordnungsvorschrift bestimmte Funktion y =f (x)
ineindeutig oder umkehrbar eindeutig.

. Untersuchen Sie, ob die Potenzfunktionen y = a® und y = «® eindeutig oder ein-
eindeutig sind!

B Beispiel 16:
Ist die Funktion y = a? eindeutig oder eineindeutig?
Durch die Zuordnungsvorschrift wird jedem Wert von « ein y-Wert zugeordnet,
der gleich dem Produkt z - @ - z - @ ist. Weil dieses Produkt fiir jede bestimmte
Zahl x, eine und nur eine Zahl y, ist, ist die Funktion y = 2* eindeutig. Zum
Beispiel ergibt sich fiir 2; = 2 nur y, = 16.

. Stellen Sie eine Wertetafel fiir die Funktion y = x* auf, indem Sie fiir x alle
ganzen Zahlen zwischen — 5 und 5 einsetzen!

Betrachten wir in der Wertetafel die Werte fiir z, so stellen wir fest, daBl keine
Zahl mehrfach auftritt. Dagegen finden wir die Werte fiir ¥ doppelt. Fiir
x = —2 ist y = 16, aber auch fiir z = 2 ermittelt man gleichfalls y = 16.
Die Bedingung . . . auch einem Wert y ein und nur ein Wert x zugeordnet . . .
ist nicht erfiillt. Folglich ist die Funktion y = 2* zwar eindeutig, jedoch nicht
eineindeutig.
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F Abb. 4.2. Abb. 4.3,
~0F
~15F Vergleichen wir die Funktionen y = f(z) = m a3
E und V= g(r) = $m 13, so erkennen wir, daB es
-20F sich um Funktionen gleichen Typs handelt. Setzen

wir fiir m = § 7, so unterscheiden sich y = f(2) und
V = ¢(r) scheinbar nur durch die verwendeten all-
gemeinen Zahlensymbole.
Doch trotz der duBeren Ubereinstimmung besteht zwischen ihnen ein wesentlicher
Unterschied.
Er wird erkennbar, wenn man untersucht, fiir welche Werte der unabhingigen
Variablen x bzw. r die Funktion sinnvoll ist.
Das Bild der Funktion y = m «® mit m = }x ist eine Parabel. Zu jeder beliebigen
Abszisse gibt es eine Ordinate (Abb. 4.2.).
Die Funktion V= 13 ist dagegen nur fiir positive Radien r sinnvoll, denn es gibt
keine Kugeln mit negativem Radius; als kleinster Wert fiir » kann Null auftreten —
die Kugel entartet dann zu einem Punkt. Aus diesem Grund ist die Funktion V — @(r)
nur fiir » = 0 definiert (Abb. 4.3.).
Die beiden scheinbar gleichen Funktionen y = f(x) und V = ¢ (r) unterscheiden sich
durch den Bereich, in dem sie erklirt sind. Dieser Bereich heifit Definitionsbereich
der Funktion.
Allgemein gilt fiir y = f(z):

Die Menge der Werte der unabhiingigen Veriinderlichen x, fiir die die Funktion
¥ =f (x) definiert ist, heilt Definitionsbereich der Funktion y = f (x).

An unserem Beispiel erkennen wir, daB es nicht ausreicht, nur den analytischen Aus-
druck einer Funktion zu kennen. Zur eindeutigen Kennzeichnung einer Funktion
gehort die Angabe des Definitionsbereichs.

Zur Darstellung des Definitionsbereichs benutzt man die Symbole , <, =, >*.
Mit ihrer Hilfe gibt man die Menge aller der Punkte auf der Abszissenachse an,
fiir die die Funktion definiert ist. Derartige Bereiche heifien Intervalle. Will man
sagen, daB eine Funktion y = f(x) im Intervall zwischen — 1 und 1 definiert ist, so
schreibt man das auf folgende Weise:

—l<az<l.
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Gehoren — 1 und 1 zum Definitionsbereich, so heiBt das Intervall, in dem die Funk-
tion erklirt ist,

—1=5z<51.
. Beispiel 17:
Die Funktion Al = f(I) = « - At - List im Intervall 0 < I < o0 definiert.

Zur vollstandigen Beschreibung einer Funktion gehort aber noch die Angabe, welche
Werte die abhingige Variable annehmen kann. Diesen Bereich nennt man Werte-
vorrat.
Allgemein gilt fiir die Funktion y = f(z):
} Die Gesamtheit der Werte, die die abhiingige Veriinderliche y h kann, heift
Wertevorrat der Funktion y = f (%) .
Auch zur Angabe des Wertevorrats benutzt man die Intervallschreibweise.

. Beispiel 158:
Die Funktion y = —a? ist im Intervall — oo <z < oo definiert und besitzt
den Wertevorrat — co < y < 0, denn fiir jedes beliebige z (z = 0) ist y negativ.
Jetzt sind wir auch in der Lage, unsere Beispiele y = f(x) = m 2® mit m = $x und
V=g(r) = 47 /3 vollstindig zu beschreiben:

y=f@) =3nz® mit —oo <z <oo und —o0 Jy I,
aber
V=gr)=3ar* mit 0<r<oco und 0= V<oo.

Wir erkennen:

} Um eine Funktion vollstindig zu beschreiben, muf man neben der eindeutigen Zuord-
nungsvorschrift (z. B. dem analytischen Ausdruck) den Definitionsbereich angeben.

Aufgaben

86. Schreiben Sie folgende Intervalle als Ungleichungen!
a) Fiir alle z zwischen — 10 und +10...
b) Fiir alle y zwischen einschlieBlich 0 und beliebig groBen positiven Werten . . .
¢) Fiir z zwischen 0 und 1 einschlieBlich der Intervallgrenzen . . .
d) Fiir z zwischen —1 und 1 einschlieBlich der oberen Intervaligrenze . . .
e) Fiir alle  im Intervall zwischen —1 und +1 ausschlieBlich des Nullpunktes . . .
f) Fiir alle y im Bereich positiver Zahlen ausschlieBlich des Nullpunktes und der Zahlen

T 3n
- » 7 und 5 -

2
87. Beschreiben Sie folgende Intervalle mit Worten!
8) 0<a<1 b —20<z< —1 ) —1<k<O0 d —1<z<0
Qisy< ) —o<n< o0 g) —ov<z< —1 h) —1<z<1
)l<z<oo k)%<z<w (=0, +1, +2,...)

1) Schreiben Sie die Aufgaben e und g in anderer Form!
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88. Beschreiben Sie den Verlauf der Kurve y = — 22 in den folgenden Intervallen!
a) —2<z<0 b 0<a<?2 ¢) —1<z<1

89. Welchen Verlauf hat die Kurve y = —a? in den folgenden Intervallen?
a) —o<ar<g —1 hls<er< o 0 —l<a<l

90. Beschreiben Sie den Verlauf der Kurve y = (—2)® im Intervall —1 < z < 1!
91. Beschreiben Sie den Verlauf der Kurve y = §2? im Intervall —3 < z < 3!

92. Beschreiben Sie den Verlauf folgender Kurven im Intervall —1 < z <1

B y=a B y=—at o y=(—=

93. Geben Sie Definitionsbereich und Wertevorrat fiir folgende Funktionen an!
) y—=s By=z o y=2
d) y = |z| e y=2a—2z—1 HDy=2* =0

94. Ermitteln Sie Definitionsbereich und Wertevorrat fiir folgende Funktionen! Geben Sie even-
tuelle Nullstellen an!
a) y=22+3 b) y=32—5 Q) y=2a?—2z+1
) y=(x—2)2+3 e) y=32>—6x—3 f) y=|a®— 9|

95. Die folgenden Gleichungen sind Funktionen der jeweils unterstrichenen Variablen. Ermitteln
Sie den Definitionsbereich und den Wertevorrat! Was bringen diese Forméln zum Ausdruck?

8) V—a-b-g b 4=8F0
)a=V4 d)g/:%-ﬂ
9 s=2p DP=JR

Potenzen mit den Exponenten 1 und 0

Die Erklarung einer Potenz als ein Produkt gleichartiger Faktoren ist die Ursache
dafiir, daB als kleinster Exponent 2 méglich ist. Als wir das Gesetz herleiteten, nach
dem Potenzen durch Potenzen dividiert werden, waren wir wegen der Definition
einer Potenz gezwungen, die Exponenten des Divisors und Dividenden einzu-
schranken:

m=n+2; n=2.

Um derartige’ Einschrankungen zu umgehen bzw. zu vermindern, wird der Begriff
der Potenz erweitert; zum Beispiel fiihrt man Potenzen mit den Exponenten 1 und 0
ein. Die Erklirung dieser Potenzen als ein Produkt muB unterbleiben, denn Produkte
mit einem oder keinem Faktor sind sinnlos.

Die Potenzen a' und a° miissen deshalb anders definiert werden.

Die Erklirung muB so erfolgen, dal die bewiesenen Potenzgesetze auch fiir den er-
weiterten Potenzbegriff gelten, denn die Zulassung der Potenzen a® und a! bedeutet
eine Erweiterung des urspriinglichen Potenzbegriffs.
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Dieses Prinzip der Mathematik, nach dem jede Festsetzung zweckmaBigerweise
so erfolgt, dal die als richtig erkannten Rechengesetze auch bei Benutzung der neu
erklarten Ausdriicke giiltig bleiben, heit Permanenzprinzip’.

Um zu einer dem Prinzip der Permanenz folgenden Festsetzung der Potenzen a'
und a® zu gelangen, wollen wir die Potenzen a? bis a® nach fallenden Potenzen ordnen:

a%; a%; at; a® o
Betrachten wir diese Folge, so fllt uns auf, daB jede Potenz aus der vorangehenden
dadurch entsteht, daB man diese durch a dividiert (es muBl dabei a = 0 gelten), also:
ab® a5 al as

at; — =ab; ="a4 =a%; —=a?
a a a a
Man konnte diese Folge etwa auf folgende Weise fortsetzen:
3 a? a
g X gt Somgy —= 1
S 5 @ Y @

Nach dieser Folge zu urteilen, erscheint es sinnvoll, fiir

%2=a,=a‘ und fiir 1;—:1 =a®
zu setzen.
Deshalb definiert man:
(10) a'=a und (11) a%=13s

Das ist eine Festsetzung. Ob sie dem Permanenzprinzip folgt, muB iberprift werden.
Fiir die Multiplikation von Potenzen mit gleicher Basis gilt:

(2) a@™-a"=a"*"" (m,n = 2, ganzzahlig).

Bei Erweiterung von (2) auf n = 1 folgt fiir n = 1:
an.al = amtl,

Laut Definition ist a! = «. Man erhiilt folgende Identitit:
am.al = g™t =a".a =a"tl.

Bei Erweiterung von (2) auf n = 0 folgt fiir n = 0:
am.q® = a0 = gn,

Laut Definition ist a® = 1. Man erhiilt folgende Identitit:
um_a|)=am+0=am Eam'l =a™,

Damit wurde die Giiltigkeit der Gleichung (2) fiir die Festsetzungen a' = a und
a® = 1 bestatigt.

Das heiBt, es gilt:

(2) a™.a®=a™t" (m, n =0, ganzzahlig),

1 permanere (lat.), erhalten bleiben
* Die Definition a® = 1 gilt nicht fiir @ = 0. Der Ausdruck 0° ist nicht erklart.
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Fiir die Division von Potenzen mit gleicher Basis gilt:
3) Z—: =a™ " (@< 0; m=n+ 2, m=2, ganzzahlig).
Bei Erweiterung von (3) auf » = 1 folgt fiir n = 1:

P=wt @0,

Laut Definition ist a! = a. Man erhilt folgende Identitit:

= —anl= o — a1,
al

Bei Erweiterung von (3) auf » = 0 folgt fiir n = 0:
Z—: =a"0=g".

Laut Definition ist a® = 1. Man erhiilt folgende Identitit:
an
a®

="V =a" = & e,

Damit wurde die Giiltigkeit von Gleichung (3) fiir die Festsetzung a! = ¢ und a® = 1

bestitigt.

Es gilt:

(3) %:—‘ =am™ " (@ 4 0; m =n, n =0, ganzzahlig) ,
Fiir das Potenzieren von Pot 1 gilt:

4) (am) =am" (m,n = 2, ganzzahlig).
Bei Erweiterung von (4) auf n = 1 folgt fiir n = 1:
(@™ = a™'! = am. ‘
Laut Definition ist a' = a. Man erhiilt folgende Identitit:
(@ =a™l =am = (a") = a™.
Bei Erweiterung von (4) auf » = 0 folgt fiir » = 0:
@) =am°=a" (a=0).
Laut Definition ist @® = 1. Man erhilt folgende Identitit:
(@ =a"'=a®=(a)°=1.
Damit wurde die Giiltigkeit der Gleichung (4) fiir die Festsetzungen a! = a und
a® = 1 bestitigt.
Es gilt: .
4) (am)"=am™™ (m,n=0, ganzzahlig),
. Bestitigen Sie die Giiltigkeit der Gleichungen (1a) und (1b) fiir die Festsetzungen
a' =aunda®=1!
Unsere Vermutung, daB die Definitionen a' = @ und a® = 1 dem Permanenzprinzip
entsprechen, ist damit bestétigt.
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Man hitte a! und a° eventuell nuch anders ,,definieren* konnen. DaB beispielsweise die ,,Definitionen a* = 1 und

a® = 0 nicht den F¥ des folgen, wollen wir hier nachweisen:
Fiir die Multiplikation von Potenmn mit gleicher Basis gilt: .
2  om-an=amtn (m,n =2, ganzzahlig).

Bei Erweiterung von (2) auf n = 1 folgt fiir n = 1:
am-al = am+l,
Laut ,,Definition” wire a* = 1. Man erhilt folgende Ungleichung:
am.@l = an+izan 1= an
Bei Erweiterung von (2) auf n = 0 folgt fiir n = 0:
am - a® = gm+9 = gm,
Laut ,.De(lnitloﬁ" wiire a® = 0. Man erhilt folgende Ungleichung:
am-@® =ant0 =amnEan-0=0.
Damit wurde die Ungiiltigkeit der Gleichung (2) fiir die ,,Festsetzungen* a® = 1 und a® = 0 bestatigt.
Es wurde gezeigt, daB die ,,Definitionen* @’ = 1 und a® = 0 dem Permanenzprinzip widersprechen.

Aufgaben
96. 8) ot : 2° b) am*t:am ¢) a®:a®
97. a) & : o2 b) q'2: g2 ) aPbt: bP
98, a) 32742 : 2L b) 0,507 : $at ©) 021235 : Tay?
99. Welche Werte haben folgende Potenzen?
a) 361 | (-2 0 I @ o ) 1000° 1) (—3p
100. a) at:a* b) a?b:a b®
101, 8) 6mt n2:pm® n? b) 0,52° y2:13a? 4
102.0) (—B0 b) 2250 90 @) (=57 (—4p
27a® 9at 9atb5  12atb? 8mdn?\2 (257%s%\% (a® —b?)?
®) 205 ‘1267 D T06id ' BEd (TTF) '(12mn) o e

4.2. Potenzen und Potenzfunktionen
(Exponent ganzzahlig)

Erweiterung des Potenzbegriffes auf Potenzen mit negativen Exponenten

Bei der Division von Potenzen mit gleicher Basis muBte bisher immer die Bedingung
erfiillt sein, daB der Exponent des Dividenden gréBer oder gleich dem Exponenten
des Divisors ist. Durch eine erneute Erweiterung des Potenzbegriffes soll diese Ein-
schrinkung in der Ausfithrung der Divison von Potenzen beseitigt werden.

Gilt in der Gleichung

(3) Z—: =a™ " (a4 0; m=n,n=0, ganzzahlig)

nicht mehr die Bedingung m = n, sondern wird m < n, so treten bei formaler An-
wendung des Gesetzes ?T: = am-n negative Exponenten auf. Derartige Potenzen

sind bisher nicht erklért worden.
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Es ist zu untersuchen, ob es méglich ist, den Potenzbegriff erneut nach dem Per-
manenzprinzip zu erweitern. Betrachten wir wieder die Folge
a%; ab; ab; ad; a*; a'; a
Wir kénnen sie auch wieder in der Form schreiben:
a8 a? a? al

& —=0f —=a'; —=a* —=a! —=al; —=a (@ % 0)

Fiihren wir die Folge weiter, so erhalten wir:

a? al a® 1 1
i —=a —=a'=1l; —=—; —=
a a a a a-a

Es erscheint sinnvoll, fiir a8; a%; a%; a®; a?; a'; a%; o~ %; ‘uls usw. die folgende
Schreibweise einzufiihren: ¥
a%; af; ab; o?; ab; at; a% a7 07t a7l ...
Man definiert allgemein:
(12) al—n=a~" (@< 0, n =0, ganzzahlig).
Die Bedingung n» = 0 kann entfallen, wenn auch die Umkehrung
(13) a*= al,-‘ (@ =& 0, n ganzzahlig)

gilt. Die Festsetzung (13) ist wegen (12) sinnvoll, da dann @ = —— als Doppelbruch

umgeformt werden kann. a

geschrieben und in

Es muB nun nachgew:esen werden, daB diese erneute Erweiterung des Potenz-
begriffes unter Beachtung des Permanenzprinzips erfolgte.
Fiir das Multiplizieren von Potenzen mit gleichen Exponenten gilt:

(1a) am.b™ = (ab)™ (m = 0, ganzzahlig).
Mit m = —k, k > 0, folgt:
a k- bk = (ab)k

Laut Definition ist a™* = i, . Man erhiilt folgende Identitiit:

ak bt = (ab)* = (nb)‘ o

Damit wurde die Giiltigkeit der Gleichung (la) fiir die Festsetzung a-k =-lT be-
stiitigt. S
Es gilt:
(la) a™-b™ = (ab)™ (m ganzzahlig) .
Fiir das Dividieren von Potenzen mit gleicher Basis gilt:
an

3 —==am" (@ % 0; m=n, n =0 ganzzahlig).

ar
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Mit m = —k, k > 0, folgt:

a-*
— =g = gkt =
a* =a =@ - uk+n o

Laut Definition ist a™* = % . Man erhilt folgende Identitiit:

1
a* . ~ 1 aF 1 1
s = = = S e T

Mit n = —1, 1 > 0, folgt:

b = gn—(-h = gmH,
E—'

Laut Definition ist a™! = -i—, . Man erhilt folgende Identitit:

an - o T " m
F=a"‘“ D= gm 'a—l—=a sa! =¥,
ra
Damit wurde die Giiltigkeit der Gleichung (3) fiir die' Festsetzung a-" =% be-
stéatigt.
Es gilt:
(3) ';_': = am=" (m, n ganzzahlig)
[l Beispiel 19:

R |

F=t=2t=5 (=+0)
. Bestitigen Sie die. Giiltigkeit der Gleichungen (1b), (2) und (4) fir die Fest-

1 ”
setzung - = a n|
Wir erkennen, die Festsetzung 51; = a~" erfiillt die Forderungen des Permanenz-

prinzips.

Aufgaben

1. Wandeln Sie folgende Potenzen mit positivem Exponenten um!

a) 47 b) 5 ¢ 1 Q) 2-
e) m™3 f) a1 g) a* h) zv
i) (—b)* k) (—a)® D (—a) m) (—m)~°
2, Wandeln Sie folgende Produkte in Potenzen mit positivem Exponenten um!
a) 6.3 b) 572125 ¢) 52.15 d) 10834
e) r3.s f) ¢¢.rt g) x4 2 h) m®.m~2
8. a) §278.35 b) 1320 2322 ¢) 0,667 - §? d) Fa?. 04272
e) k==« k* 1) 0,18p™ - Ldp™ g) b4t b2 h) 6,3a%**-0,08a75"
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8 27 1
Sae. g -3, = g1
4. a) 19:1 34“ b) 17,56m 25m
e) ak+1 bk—) c—l . a—k b—l cl—l
Dividieren Sie!
5. a) 34:3°

) ipt:gpt

b) (—5)*:(—5)®
1) 0,14¢%2:3,5¢%
6. a) 8a®b%:6a° 07 b) 3b2c5: §a? bt
7. a) 0,5a7: }a® b) 0,2123y8: 722 y"
e) 0,32am-1b":6,4a™b™ ¢
8. a) 8(x —y)® (x — 2):1,2(x — y)t (x — 2)°
30a8b%c®  50a°d° y?
R 5625 y22° © 21c2at 210

¢) 4b%c75.3b74¢® d) 0,5z 4y 272 o~y
D 0,836ak+‘2 b—k—l D—?k % 5,32a—2k—1 b'Zk+2 ck

€) (—419):(—412) d) a?:a®

¢) 0,35b%c: Ta® b® d) 4pg®rs:33p7q" 17

¢) 0,5z y%: 1§22y d) 33p3q®r:19p% ¢ 1®
r) 543 q2n—l 75» . 0’7qﬂn+l 'Sn

b) 20,6(a — b)* c>:13(a — b)® c®

o (5=5: (07

m? — n? m—n

r+s

2 — g%

Wandeln Sie folgende Quotienten in Potenzen mit positiven Exponenten um!

1 1 1 i
9. a) 55 b) 5F ¢) =97 ) =u=
1 1 1
&) % = 8) T 0 =
6,4 3,6 33 31
10. a) = b) 3 ] = d) 5
1 1
— a2 d=-gt
2 0,62° 3 0,52°
€) g R wr=1 9] B, h) = .
CRd 2% T"
11. Vereinfachen Sie folgende Potenzen!
m3 m-2 0,6 m—= 0,3 m~3
) ‘m-% L) ms ) 4,8m™%= D W
I—ﬂ'z 5%@"2“_‘ zll+‘ y—ll—l Pl x*2n+3 y"n‘i’l z—m—l
€) z~a~1 t) 0,4z 2a%4 g) astlysy gn¥Zy—2ntl mmin
12. Vereinfachen Sie folgende Produkte!
m3072 mindp? wSulzd w2t
N e R T
18. Vereinfachen Sie folgende Quotienten!
at¢cd a8 b2 xt y'7 zﬁ y—l a—2p-2t3 el
") FrgT e Y T et @i E | R i
14. Vereinfachen Sie folgende Potenzen!
a) (3% b) (0,507 ¢ (297! a) ()7 €) (67)° D (2a™%)?
g) (}a™®)  h) (@) ) Gzt k) (@) D (—a )t m) —(—a??
15. 8) (z2y~%° b) (24 4P 272 ©) (ri 1)

16. a) (%)-1 b) (,;;:)-a ) (Z—::)_l

d)(

a?b~2
03

a-1p2\3
)

o) o

a~4b\1
cd‘”)
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17. Vereinfachen Sie folgende Produkte und Quotienten!

PEETERT R
oM (EE el ous

Schreibweise von Zahlen mit abgetrennten Zehnerpotenzen

. Schreiben Sie 1, 10, 100, 1000, 10 000, 100000 und 1 000 000 als Potenzen
mit der Basis 10!

Wenden wir die Gleichung (13) auf Briiche der Form — 10, 100 s 1000 bzw. 0,1; 0,01;

0,001 usw. an, so kann man sie als Potenzen mit der Basis 10 und negativen Expo-
nenten auffassen.
Die Schreibweise kleiner und groBer Zahlen in der Form von Potenzen mit der
Basis 10 wird in den Naturwissenschaften und der Technik viel verwendet. Sie ist
kurz, iibersichtlich und bringt Rechenvorteile.
Fir

; 0,0001; 0,001; 0,01; 0,1; 1; 10; 100; 1000;. ..
erhilt man

s 10-4; 10-%; 10-3; 10-1; 10°%; 10*; 10%; 10%;...

Der Vortell wird besonders bei sehr groBen oder sehr kleinen Zahlen sichtbar.

. Beispiel 20:
10 000 000 000 = 10* (Zehn Milliarden)

- Beispiel 21:
1

1000000000000

Viel héufiger gibt es jedoch Zahlen, die nicht allein durch Zehnerpotenzen dargestellt
werden konnen. Sie kénnen aber in sehr vielen Fillen als Produkt aus einer kleinen
Zahl und einer Zehnerpotenz geschrieben werden.

- Beispiel 22:
270 000 = 27 - 10* = 2,7 - 10°

Die Bedeutung dieser kurzen Schreibweise fiir die Naturwissenschaften und die
Technik erkennen wir an folgenden Beispielen.

B Beispiel 23:

Die Erde hat eine Masse von 5 980 000 000 000 000 000 000 000 kg.
Die Schreibweise 5,98 - 1024 kg schafft groBere Ubersichtlichkeit und ist ratio-
neller.

B Beispiel 24:

Ein Wasserstoffatom hat einen Durchmesser von 0,000 000 005 3 cm.
Besser schreibt man:
Ein Wasserstoffatom hat einen Durchmesser von 5,3 - 10-° cm.

= 0,000000000001 = 10-!2 (ein Billionstel)
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Man bevorzugt in dieser Schreibweise Produkte aus Zahlen zwischen 1 und 10 und
Potenzen von 10. Dabei ist die Zehnerpotenz groBenmifig bestimmend.

Bei vielen technischen und physikalischen MaBeinheiten wird die enthaltene Zehnex-
potenz durch Vorséitze angegeben.

Die Bedeutung der Vorsitze entnehmen wir folgender Tabelle.

Vorsatz Kurzzeichen GroBe Beispiel
Tera T 102 —

Giga G 10° Gigahertz (GHz)?!
Mega M 108 Meg(a)ohm (MQ)
Kilo k 108 Kilopond (kp)
Hekto h 102 Hektoliter (hl)
Deka da 10t Dekagramm (dag)
Dezi d 107t Dezitonne (dt)?
Zenti c 10-2 Zentimeter (cm)
Milli m 102 Millisekunde (ms)
Mikro " 10-¢ Mikrovolt (V)3
Nano n 10-° Nanometer (nm)*
Pico P 1012 Picofarad (pF)®

Hiufig ergeben sich die MaBeinheiten durch Poterizieren der Grundeinheiten. So
wird zum Beispiel die Fliche in Quadratmetern (m?), das Volumen in Kubikmetern

(m3), die Beschleunigung in ‘:T] angegeben.
Um Briiche zu vermeiden, wendet man auch auf MaBeinheiten die Gleichung (12) an:

1;:;=1m-s—2.

Um sehr grob die GroBe einer Zahl zu fixieren, geniigt es hiufig, die nichstliegende
Zehnerpotenz anzugeben:
(14) 5-10%1< Z <5-10%.
Hierin ist k der Exponent der bestimmenden Zehnerpotenz. Man sagt in diesem Fall,
die Zahl Z liegt in der GréBenordnung von 10* oder in der k-ten Zehnerpotenz.
B Beispiel 25:
5,2 - 10-3 liegt in der GroBenordnung von 10-2, denn es gilt

5.-10*<52-102 <5102

B Beispiel 26:
25 - 10* liegt in der GroBenordnung von 10°, denn es gilt
25-10*=2,5-10°und 5-10* <2,5-10° <5105

. Begriinden Sie, weshalb 56 - 10° in der Gréflenordnung von 10° liegt!

1 GréBenordnung der Frequenz von Radarsignalen

# frither Doppelzentner

3 GroBenordnung der Spannung an der Antenne eines Rundfunkempfangers
4 frither Millimikron (mu)

& Kleinste Einheit der elektrischen Kapazitat
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Aufgaben

18. Schreiben Sie folgende Zahlen als Potenzen mit der Basis 10!
a) 10 000; 10 000 000; 1 000 000 000; 10 000 000 000
b) 0,001;  0,00001; 0,000 00000001; 0,000 000000 1
¢) Wie heiBien die Zahlen aus a und b?

19. Schreiben Sie folgende Zahlen als Produkte aus Zahlen zwischen 1 und 10 und Potenzen von 10!

a) 250 b) 322 000 ¢) 438000 d) 12000 000

&) 403 000 000 ) 0,12 g) 0,023 h) 0,000123

+ 1) 0,000 100 2 k) 0,000 005 6 1) Nennen Sie die Namen der Zahlen aus a bis k
20. Schreiben Sie folgende Zahlen als Produkte aus Zahlen zwischen 1 und 10 und Potenzen von 10!

a) Eine Trillion b) 12 Milliarden ¢) 112 Billionen

d) 16 Millionstel e) 0,5 Trillionstel f) 0,01 Millionstel

21. Benutzen Sie die Potenzschreibweise fiir folgende Zahlen!

a) In 22,41 Sauerstoff unter Normalbedingungen befinden sich
602 400 000 000 000 000 000 000 Molekiile (LoscrMmIpTsche Zahl).
b) Ein Molekiil Wasser (H,0) hat eine Masse von 0,000 000 000 000 000 000 000 029 88 g.
¢) Das Licht hat im Vakuum eine Geschwindigkeit von 29 977 500 000 cm - 572,
d) Ein Elektron hat eine Ruhemasse von 0,000 000 000 000 000 000 000 000 000 910 7 g.

22, Geben Sie die nichstliegende Zehnerpotenz folgender Zahlen an!
a) 6.10° b) 3.10* e) 71078 d) 2.107* e) 5.10°
f) 4.1072 g) 12.10° h) 53.10* i) 48.10% k) 62-10°
) 17-10% m) 76-10° 1) 0,3-10* 0) 0,5-105 p) 0,2-10"*  p) 0,72.10°%

28. Geben Sie die folgenden MaBeinheiten als Zehnerpotenzen der Grundeinheiten an!
a) Nanofarad b) Mikrofarad ¢) Kilometer d) Hektometer e) Dezimeter

f) Zentimeter g) Millimeter h) Mikrometer i) Nanometer k) Gigawatt
1) Megawatt m) Kilowatt n) Megapond 0) Kilopond p) Millipond
q) Megavolt r) Kilovolt s) Millivolt t) Mikrovolt

24, Driicken Sie folgende GroBenordnungen mit Hilfe von Vorsilben aus!
a) 105t b) 103t ©) 101t d) 10° A €) 103 A
f) 10°A g) 1021 h) 10-21 i) 10731

Potenzfunktionen mit ganzzahligen Exponenten
Die von uns bisher betrachteten Funktionsbilder der Funktion

y=2a" (n =2, ganzzahlig)

sind Sonderfille der Potenzfunktionen, die aus dem erweiterten Potenzbegriff hervor-
gehen:

(15) y=a" (n ganzzahlig).
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Die Bilder fiir n = 2 haben wir bereits untersucht.

Wie verlduft das Bild der Funktion y = a' im gesamten Definitionsbereich dieser
Funktion? Welchen Verlauf hat das Bild der Funktion fiir — oo <z <0 und
0 < 2 < oo? Welche besonderen Eigenschaften hat diese Kurve?

Das Bild der Funktion y = 2° d. h. y = 1 (z % 0), ist eine Parallele zur x-Achse im

Abstand 1. Damit das Bild nicht zerfillt, setzen wir fest, daB fiir z, = 0 auch

y = f(x,) = 1 sein soll. Das muB durch eine Festsetzung erfolgen, denn 0° ist nicht

definiert.

@ Stellen Sie Wertetabellen fiir die Funkti y=axsly=22y=x3y=2a"
und y = x° auf, und zeichnen Sie die Kurven im Intervall —4 < x <0 und
o<z 4!

Einige Kurven der Schar y = 2" mit ganzzahligen, negativen Exponenten sehen wir

in Abbildung 4.4. Diese Kurven heifien Hyperbeln'.

Aus diesen ausgewihlten Kurven kénnen

SchluBfolgerungen auf den Verlauf der

Kurvenschar y = z" (n <0, ganzzahlig)

gezogen werden.

1. Die Hyperbeln bestehen aus zwei Teilen,
den Hyperbeldsten.

2. Die Unterscheidung in gerade und un-
gerade Funktionen gilt auch hier. Die
Bilder gerader bzw. ungerader Funk-
tionen liegen axialsymmetrisch zur Or-
dinatenachse bzw. zentralsymmetrisch
zum Koordinatenursprung.  Gerade
Funktionen werden durch die Gleichung

(16a) y = 22% (k=—1;—2; =3;...)
und ungerade Funktionen durch

(16b) y = 22*+1 (k= —1; —2; —3;...)
beschrieben.

3. Die Bilder aller geraden Funktionen
dieses Typs gehen durch die Punkte
(—1;1) und (1; 1), die aller ungeraden
durch die Punkte (—1;—1) und (1;1).

4. Keine Hyperbel vom Typ y =a" (n <0, ganzzahlig) geht durch den Koordinaten-
ursprung. Hyperbeln dieser Art besitzen fiir x = 0 keinen erklirten Funktions-
wert.

. Begriinden Sie, weshalb eine Kurve des Typs y = " (n <0, ganzzahlig) fiir
x = 0 keinen Funktionswert hat!

5. Fiir wachsende 2> 0 und fallende z <<0 nihert sich das Bild der Kurven immer mehr
der 2-Achse. Nihert sich eine Kurve [in unserem Fall y = ZL,‘ (n > 0, ganzzahlig)]

1 hmegpoin (greh.), das Dariiberhinauswerfen
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einer Geraden [hier y = 0] immer mehr, ohne daB sie zusammenfallen, so
sagt man, die Kurven nithern sich einander asymptotisch!. Die Kurvenschar
nihert sich fiir wachsende @ im Intervall—1 <z <0 und fir fallende 2z im
Intervall 0 < 2 <1 gleichfalls asymptotisch der y-Achse.

6. Mit fallenden Potenzexponenten (wachsender Betrag) verliuft die Kurve in
den Intervallen —1 < 2z <0 und 0 < 2 < 1 steiler.

7. Definitionsbereich der Funktion y = 2" (n < 0, ganzzahlig):
—o<r<0; 0<r <oo.

8. Wertevorrat der
geraden Funktion: 0 <y <oo;
ungeraden Funktion: —oo <y <0; 0 <y < oo.

Das Bild der Funktion y = 2 ist die sogenannte Grenzgerade zwischen der Schar

der Parabeln und der Schar der Hyperbeln.

Unter den Hyperbeln hat die Funktion y = —- eine besondere Bedeutung.

Das physikalische Gesetz p - V= c¢ (Gesetz von BoYLE) ergibt nach p aufgelost:

. Beispiel 27: Vi)
30

21
Der konstante Zihler andert am prinzipi-
ellen Verlauf der Kurve nichts (Abb.4.5.). 2
Die Kurve entspricht dem Bild des posi- wr

tiven Astes der Hyperbel y = = 0

z

Fiir 5

c
=g

1 . L . n
 Hods 0 000 2000 3000 4000 p(inTorr)

sagt man, p sei zu ¥ umgekehrt proportio-  Abb. 4.5.
nal. Deshalb hat y = % auch den Namen -z
,,Funktion der reziproken Proportionali-
",

. 1. Wiederholen Sie die Eigenschaften
der Funktionen der direkten Pro-
portionalitdt!
2. Geben Sie Beispiele fiir direkte 1

y=m.

Proportionalitiit aus der Physikan! L .

Die Abbildung 4.6. zeigt in einem Ko- |
ordinatensystem die Funktionen g, =mz 7

(direkte Proportionalitit) und y, = % I
(reziproke Proportionalitit). Man erkennt, L
daB bei direkter Proportionalitit der An-
stieg iiberall gleich ist. Bei umgekehrter 3

1 &-gd parwrog (greh.), nicht zusammenfallend Abb. 4.6,
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Proportionalitdt hingt es vom Abszissenwert ab, ob die Ordinate schnell oder lang-
sam fiir wachsende & abnimmt.

. Beispiel 28:
Fiir die elektrische Leistung gilt die Gleichung P =

U2
R
Fiir eine konstante Spannung U gilt dann: P~ %

Auch hier liegt umgekehrte Proportionalitit vor. Wird ein kleiner Widerstand R
geringfiigig verkleinert, so hat das ein starkes Ansteigen der Leistung zur Folge.
Wird dagegen ein groBer Widerstand R stéirker geindert, so bleibt die Leistung fast
konstant. Gibt man nicht acht, so kann ein geringes Verschieben des Abgriffes eines
regelbaren Widerstandes durch starke Leistungsaufnahme zur Zerstérung der Wick-
lung fiihren.

Die Kurvenschar y = " (n ganzzahlig)

Damit wir erkennen, welchen EinfluB die GroBe des Exponenten hat, zeichnen wir
die Kurven

y=2a" (n=0;+1;+2;4+3;1+4)

in ein Koordinatensystem. Um nicht an jede Kurve die entsprechende Funktion schrei-
ben zu miissen, fithren wir eine neue Bezeichnungsform ein. Alle dargestellten Funk-
tionen unterscheiden sich nur durch ihre verschiedenen Exponenten. Es geniigt also,
wenn wir angeben, daB es sich um die Kurvenschar # = 2" handelt und an jede Kurve
den zugehérigen Exponenten schreiben.
In diesem Fall heit der angegebene
Exponent Parameter?.

Mit Hilfe der Angabe der Parameter der
einzelnen Kurven der Schar ist man in
der Lage, viele Kurven des gleichen Typs
in ein Koordinatensystem zu zeichnen
(Abb. 4.7.).

Die Einfiihrung des Parameters gibt
die Méglichkeit, eine Funktion zwischen

n=4 n*3 n-2

drei GroBen, in unserem Fall z, y und n,
in der Ebene darzustellen, indem man
fir den Parameter, in unserer Abbil-
dung n, feste Werte einsetzt. In der
Technik werden, solche Darstellungen
sehr oft verwendet.

@ Boschreiven Sie den Einflup des
Exponenten auf den Verlauf der
Kurve y = x"! Gehen Sie dabei vom
Unterschied zwischen geraden und
ungeraden Funktionen aus!

1 napé-pergéw (greh.), etwas nach einer Sache messen Abb, 4.7,
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Aufgaben

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34,

Zeichnen Sie die Bilder folgender Funktionen y = a"!
a) n=-4+1 b) n=+2 ¢)n=4+3
Spiegeln Sie die Bilder folgender Funktionen an der z-Achse!

a) y=2a7! b) y=a* ¢) y=2"
d) Wie heiBen die analytischen Ausdriicke der Spiegelbilder?
Spiegeln Sie die Bilder folgender Funktionen an der y-Achse!
a) y=2a"! b) y==2=* ¢) y=a" d) y=2a*
€) Wie heiBen die analytischen Ausdriicke der Spiegelbilder?
1
Spiegeln Sie das Bild der Funktion y = —- an der Ordinatenachse und anschlieBend an der

Abszissenachse! Wie heiBen die analytischen Ausdriicke der Spiegelbilder?

Zeichnen Sie das Bild der Funktion y = a ™! mit
a) a=1; b) a=—1; e) a=2;
d) a=4; e)a=1%; 1) a=+!

Welchen EinfluB hat der Koeffizient?

Zeichnen Sie das Bild der Funktion y = a ™2 mit

a) a=1; b) a=—1; ¢) a=2;

1) a=4; e) a=1%; ) a=!

Der Widerstand zweier parallelgeschalteter Widerstinde R, und R, ist bei festem R, =1 Q

eine Funktion von R,. Stellen Sie den funktionalen Zusammenhang% = 7;— + —}—lt— fiir
diesen Fall grafisch dar! = 2

a) Welcher Funktionstyp liegt hier vor?

b) Vergleichen Sie das Bild mit dem von y = %!

¢) Geben Sie den Definitionsbereich und den Wertevorrat der Funktion an!

Zeich Sie die Kur har y = a 272, indem Sie a als Parameter auffassen und nach-

einander folgende Werte annehmen lassen!

a) a=—5 b) a=—3 ¢)a=—2 d)a=—1

a=—% Da——2  Ba=0 h) o=

ia=1% k) a=1 )a=2 m) a=3 na=>5

Zeict Sie die Kur har y = é + @, indem Sie a als Parameter auffassen und nach-

einander die folgenden Werte annehmen lassen!

a) a = —6 b) a =—4 ¢)a=—2

d)a=0 e)a=2 f)a=4 g a=6

Zeick Sie die Kur har y = (%)n, indem Sie n als Parameter auffassen und nach-
der die folgenden Werte annel lassen!

a) n=—3 b) n=-—2 ¢) n=—1

A n=0 e) n=1 )n=2 g) n=3
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4.3. Potenzen und Potenzfunktionen
(Exponent rational)

. Ermitteln Sie den groptmaoglichen quadratischen Querschnitt eines Balkens, der

f
aus einem Rundholz mit dem kleinsten Durchmesser von 25 cm geschnitten werden

kann!

Bei der Losung dieser Aufgabe muBl man auch die Frage beantworten, wie grof
die Seite einer gegebenen Quadratfliche ist. Die Beantwortung dieser Frage fiihrt
auf die rein-quadratische Bestimmungsgleichung:

= A

Darin bedeuten A die Fliche und x die unbekannte Quadratseite. Die Gleichung
16sen wir, indem wir die Quadratwurzel ziehen:

VA =t ==.

Die Richtigkeit des Ergebnisses kontrolliert man dadurch, daf man beide Seiten ins
Quadrat erhebt. Man gelangt zur urspriinglichen Gleichung zuriick.

YAy ==
A =a?

Aus dem Vorstehenden kann man erkennen, dal man das Quadrieren einer Zahl
durch das Ziehen der Quadratwurzel aufhebt.

. 1. Wie heift die Rechenoperation, durch die eine Addition aufgehoben wird?
2. Wie heift die Rechenoperation, durch die eine Division aufgehoben wird?
3. Wie heift die Rechenoperation, durch die das Ziehen der Quadratwurzel auf-
gehoben wird?

Verallgemeinern wir das Problem. In der folgenden Gleichung ist die unbekannte
Basis einer Potenz zu bestimmen.

(17) b=2a" (n> 0, ganzzahlig; b = 0).

Analog zum Einfiihrungsbeispiel versuchen wir das Problem zu 16sen.
Die Basis einer n-ten Potenz ermittelt man, indem man aus der Potenz die n-te
Wurzel zieht.

18) Vb=z (>0, ganzzahlig; b=0).

Das Ziehen einer n-ten Wurzel aus einer Zahl ist eine Rechenoperation, durch die
eine andere Zahl ermittelt wird, die in die n-te Potenz erhoben die urspriingliche
Zahl ergibt.

(19) (%) = (2)*=1b (n > 0, ganzzahlig; b = 0).
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Das Wurzelziehen ist also eine (die erste) Umkehrung des Potenzierens, man nennt
es auch Radizieren®.

Eine andere (dic zweite) Umkehrungsmoglichkeit besteht darin, daB ein unbekannter Exponent bei be-
kannter Basis und bekanntem Potenzwert ermittelt wird.

In der Gleichung
(20) a=|b (n > 0, ganzzahlig; b = 0)

ist @ der Wurzelwert, n der Wurzelexponent und b der Radikand.

Ist der Wurzelexponent eine gerade Zahl, so nennt man die Wurzel gerade. Durch
einen ungeradzahligen Wurzelexponenten wird die Wurzel ungerade.

Untersuchen wir, welche Eigenschaften der Radikand besitzen-kann.

1. Der Radikand ist 0: /0 = 0 (n > 0, ganzzahlig).
Jede Wurzel aus 0 ist 0, denn 0 mit jedem beliebigen von Null verschiedenen Ex-
ponenten potenziert, ergibt immer 0.
B Beispiel 29:
Y0 =0, denn 0-0-0 = 0* =0

2. Der Radikand ist positiv:
Fiir positive Radikanden ist jede Wurzel definiert. Der Wurzelwert ist in den
meisten Fillen eine Irrationalzahl. Irrationalzahlen konnen im Gegensatz zu gan-
zen Zahlen, endlichen und periodischen Dezimalzahlen nicht durch das Verhaltnis
zweier ganzer Zahlen ausgedriickt werden. Irrationalzahlen sind unendliche, nicht
periodische Dezimalbriiche.

B Beispiel 30:
4
/6256 =5,denn5-5-5-5 = 5 = 625
B Beispier 31:
ﬂ]Eist eine irrationale Zahl, die zwischen 1,25 und 1,26 liegt.

3. Der Radikand ist negativ:
Waurzeln mit negativen Radikanden sind fiir uns nicht erklért.

Um keine Ausnahmen und Besonderheiten beriicksichtigen zu miissen, werden in
der mathematischen Wissenschaft im Bereich der uns bisher bekannten rationalen
und irrationalen Zahlen negative Radikanden grundsitzlich nicht zugelassen. Deshalb
muBten wir, um korrekt zu sein, in (17), (18), (19) und (20) jeweils die Zusatzbedin-
gung b = 0 anbringen.

} Unter der n-ten Wurzel (n = 1, natiirlich) aus einer nicht negativen Zahl b, in
Zeichen /b, versteht man diejenige Zahl, fiir die gilt: a = 0 und a® = b.
1 radix (lat.), die Wurzel
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Vorzeichen von Wurzeln

Es ist uns bekannt, daB geradzahlige Potenzen sowohl von positiven Zahlen als auch
von negativen Zahlen positiv sind.

e @) (+a)-(+a)=(+aP=a>=b
(D) (—a)-(—a)=(—a)=a*=1b
Entsprechend erhalten wir

(212) (I) (+@)-(+8) (+a)-... (+a) = (+a* =a* =b (5= 0)
2 k-mal

D) (—a)-(—a@) - (—a)-...-(—a) = (—af¥ =a¥ =b (b20)
2 k-mal

k=1,2,3,...).
Wenn nun b (b > 0) gegeben ist, so ergibt sich folgendes Problem:

Sollen wir fiir ﬁ entweder +-a oder —a oder sowohl + a als auch. —a als Ergebnis
akzeptieren?

Da fiir das Ergebnis Eindeutigkeit gefordert wird, erfolgt eine Festsetzung.

Zu ihr gelangt man auf folgendem Wege.

Fiir (21) kann man, falls @ = b mit a > 0 gilt, folgende Gleichungen schreiben:
@) @ (+a)- (+a) = (+18) - (+1B) =
(1) (—a) - (—a) = (=1b) - (=1b) = b.
Die Festsetzung besteht darin, daB man gleichsetzt:
23) +a=+Vb, falls a>=b mit a>0 und b>0;
(24) —a= —Vb, falls @®=b mit a>0 und b>0.
Allgemein gilt fiir Wurzeln:
@25) a=Vb

(26) +a= +'i/3 (n >0, ganzzahlig; a> 0, b > 0).

@) —a=—Tb
B Beispici 32:
Vi =1
. Beispiel 33:
+116 = +2
. Beispiel 34:
o= —3
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» VereinbarungsgemiiB ist also eine Wurzel immer ein Betrag, also stets grofer oder gleich
Null. Wenn dtzlich ein Vorzeichen a ben wird, so bleibt bei einem Pluszeichen
der Wurzelwert positiv, nur wenn vor der Wurzel ein negatives Vorzeichen steht, wird
der Wurzelwert negativ.

Potenzen mit gebrochenen Exponenten

Bisher haben wir die Potenzschreibweise fiir beliebige, ganzzahlige Exponenten ein-
gefiihrt.
Andert man die Gleichung

n_\n
(19) (1/5) = (@ =b (b= 0;n eine natiirliche Zahl)
in

n _\n
(28) (]/I;) = b (b = 0; n eine natiirliche Zahl)

um, so driingt sich die Frage auf, wie der Exponent 1 entstanden sein kann. (Die Be-
dingung b = 0: n eine natiirliche Zahl soll im folgenden stets gelten.)
Will man die Frage unter Beachtung des Permanenzprinzips beantworten, so konnte
man b! durch Potenzieren auf folgendem Wege bilden:
X, 1\n
@9) bt —b" = (6v)"
Wir miissen dabei jedoch beachten, da wir an dieser Stelle den noch nicht erklirten
1

Ausdruck b™ benutzen.
Setzt man die Gleichungen (28) und (29) einander gleich, so erhilt man

n_\n 1\n
oo (1) = (o) ,
Zieht man auf beiden Seiten die n-te Wurzel, so erklirt man 7 durch die folgende
Festsetzung:

n s
31) Vb= b" (n>0, ganzzahlig; b = 0).

B Beispie 35:
3 3 4
]/27=3=|/§=(33)§ -3 5:31=3

Durch diese Festsetzung wird der Potenzbegriff auf Potenzen mit gebrochenen Ex-
ponenten erweitert.
Fiir diese Potenzen gilt die Einschrinkung, daB die Basis stets positiv sein muB.
Setzen wir a” = b in (31) ein, so folgt:

1

n —
32) V@™ = @™
N A
Den Ausdruck (a™)™ kénnen wir noch nicht bestimmen; wohl aber zeigt uns (32),
n
daB er das bedeuten muB, was in der Wurzelschreibweise durch |/a™ wiedergegeben
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wird. Wiirden wir formal (4) (@™)" = a™" (m, n ganze Zahlen) anwenden, so erhielten

1 m
wir fiir (@™)" den Ausdruck a™, also eine Potenz mit beliebigem rationalem Expo-
nenten. Wir setzen daher fest:

(33) Jam=a" (a=0, n eine natiirliche, m eine ganze Zahl).

Die Gleichung (33) stellt also eine neue Festsetzung dar, die unmittelbar an die Fest-
setzung (31) anschlieBt.

. Formulieren Sie den Inhalt der Festsetzung (33) in Worten! Zeigen Sie, daf
(31) in (33) als Spezialfall enthalten ist!

Herleitung der Wurzelgesetze

DaB die Festsetzungen (31) und (33) nach dem Permanenzprinzip erfolgten, kann
man nicht auf so einfache Weise bestitigen wie in den vorangegangenen Fillen.
Dadurch, daB man unter Benutzung der Definition der Wurzel das Rechnen mit
Wurzeln auf das mit Potenzen mit ganzzahligen Exponenten zuriickfithrt, ist es
moglich, die Rechengesetze fiir Wurzeln herzuleiten. Stimmen die Wurzelgesetze
dann, wenn sie mit Hilfe von Potenzen mit beliebigen rationalen Exponenten nieder-
geschrieben werden, formal mit den bereits bewiesenen Gesetzen fiir das Rechnen mit
Potenzen mit ganzen Exponenten iiberein, so wird besttitigt, daB die Festsetzungen
dem Prinzip der Permanenz entsprechen. Dann sind namlich die Gesetze fiir. das
Rechnen mit Potenzen mit ganzzahligen Exponenten in den Gesetzen fiir das Rechnen
mit Potenzen mit beliebigen rationalen Exponenten als Spezialfall enthalten.

Erst dann sind die bewiesenen Potenzgesetze fiir alle Potenzen mit beliebigem ratio-
nalem Exponenten giiltig.

Die Aufgabe, mit Wurzeln zu rechnen, filhren wir auf die bereits geloste Aufgabe, das
Rechnen mit Potenzen, zuriick.

Durch Potenzieren der Wurzel mit dem Wurzelexponenten erhilt man Potenzen mit
ganzzahligen Exponenten. Auf diese wendet man die Potenzgesetze an. Durch an-
schlieBendes Radizieren mit dem urspriinglichen Wurzelexponenten erhilt man das
entsprechende Wurzelgesetz.

1. Addition und Subtraktion von Wurzeln
(34) Vam+Vbr oder a" - b".

Es ist nicht méglich, diese Summe durch Potenzieren so umzuformen, daB ihre
Glieder nur noch Potenzen mit ganzzahligen Exponenten enthalten. Die vorliegende
Aufgabe kann also nicht auf eine bereits geloste zuriickgefiihrt werden.

> ‘Wurzeln lassen sich im allgemeinen weder durch Addition noch durch Subtraktion zu-
sammenfassen.
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. Beispiel 36:
3 4
Va? + /b3 Es ist keine Vereinfachung méglich.

Nur fiir den Sonderfall, daB die Wurzeln gleichartig sind, konnen sie durch Addition
bzw. Subtraktion zusammengefallt werden:

(35) k-Vam +1Va™ = (k1) Jam.
B Beispie1s7:

3 3 8 __ 3 _
5+ 4t =(5+4) V2 =92
Weil die Gesetze der Multiplikation und Division von Wurzeln recht kompliziert
sind, wollen wir zunéchst Wurzeln potenzieren und radizieren.

2. Potenzi und Radizieren von Wurzeln

Potenzieren:
n __\k
(Va)
Man potenziert mit dem Wurzelexponenten:
n k1n n___\k-n n__\nk
(v T~ (V) "= [(v) 1= e = .
Radiziert man mit n, so folgt:
__\k
(va=) = V.
n k n m\k mk
(36) (17") = Ja™*  oder (w-) =a"
Radizieren:
| ("Va—'m
Man potenziert mit dem Produkt der Wurzelexponenten n - k:
3 n-k
( ﬁ) =(Van) = am.
Radiziert man mit n - k, so folgt:

| ——
n n-k ___
[ =" yam.
k k
n ken m 4% 3 L
(37) Ja™ = Ja™ oder a" = (a")" =a™*
’ Wurzeln konnen ohne Einschriinkung potenziert (radiziert) werden, indem man den

Radikanden potenziert (aus dem Radikanden die Wurzel mit dem Produkt der Wurzel-
exponenten zieht).
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. Beispiel 88:
(Vo) = Vs = ¥am
Bl Beispiel 39:

W= Vm-V=

Vereinigt man die Gleichungen (36) und (37), so erhéalt man:

k 1 k k =4
(38) (VEL (V) = |fiam =" Yo oter (a*)¥ = aF,

[ Beispiel 40:

(=) e =tm

Fiir ¥ = | = ¢ wird aus Gleichung (38):

Andererseits ist aber

X
W | e
(l/ ]/a"‘) = Va"'.
Durch Gleichsetzen folgt daraus:
n n.q___ s Lk
(39) Vam = YVame oder a" =an"9.
In Analogie zur Bruchrechnung nennt man diese Rechenoperation ,,das Erweitern
einer Wurzel“.

. Weisen Sie nach, daf es auch méglich ist, den Wurzelexponenten und den Radi-
kandenexponenten durch eine von Null verschiedene Zahl zu dividieren, ohne daf8
sich der Wurzelwert dndert !

8. Multiplikation und Division von Wurzeln
Multiplizieren:
n__ 8 __
l/am B va
Beide Wurzeln werden mit Hilfe von Gleichung (39) auf einen gemeinsamen Wurzel-
exponenten gebracht:

— — e L -
,i/a”‘ ~‘Vb' =M]/a"" e Vorr.

Man potenziert mit dem gemeinsamen Wurzelexponenten n s:

(.l ) —
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Dann radiziert man mit n s:

"ifﬁ L " bnr — "']/ams b,
Daraus folgt:

n . ne m v 5
(40) l,’;;. I/F- = Yam*. b oder g".ps — (a™=. brr)ne,

Dividieren :

Die Division kann mittels Definition (12) — = a~" auf eine Multiplikation zuriick-
gefiihrt werden.

TS _E A

Vo v

Einsetzen der Gleichung (40) liefert

L L ey
(1) a”-b7F = (ams.b-rr)mr = (‘;M> oder

L4 ns
I/ m ns ma
a a

= Jam . b—rr = i
Vor

> ‘Wurzeln kénnen miteinander (dnrcheinnnder) multipliziert (dividiert) werden, indem
mar sie auf den gleichen Wur: p ten bringt und das Produkt (den Quotienten)
mit lem insamen - Wurzel ten radiziert.

B Beispier 41:
o . N
. Beispiel 42:
4 5.4 20 20
e e Ve

In einigen Sonderfillen ist die Multiplikation und Division von Wurzeln besonders
einfach.

. Leiten Sie aus den Gleichungen (40) und (41) Formeln fiir folgende Sonderfiille
her!
a) Die Wurzeln haben gemeinsame Wurzelexponenten.
b) Die Wurzeln haben Radikanden mit gleicher Basis.
¢) Die Wurzeln haben gemeinsame Radikand
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Der Vergleich der Rechengesetze fiir Wurzeln, vor allem in der Form fiir Bruch-
potenzen, mit den Potenzgesetzen bestiitigt uns, daB die Festsetzungen

n A
(381) Vb=5" (n>0, ganzzahlig; b = 0)
und m

n .
(33) Va"=a™ (n>0, ganzzahlig; ™ = 0)
dem Prinzip der Permanenz folgen.
Zusammenfassung:

Der Begriff der Potenz wurde durch folgende Definitionen mehrfach erweitert:

l.a'=a

2. a0=1 (a &= 0)

3.a"= a]" (@ =0)
e

4.a" = Ja (@ =0)
m
n

5. a =ﬂ]/a,_’” (@=0).

Als Exponenten der erklirten Potenzen sind damit alle rationalen Zahlen moglich.
Die fiir die urspriinglichen Potenzen bewiesenen Rechenregeln gelten wegen des von
uns beachteten Permanenzprinzips auch fiir Potenzen mit rationalen Exponenten.
Fassen wir diese Regeln zu den Potenzgesetzen zusammen. Sie enthalten als allge-
meinste Gesetze die Rechenregeln fiir alle Potenzen und Wurzeln, wenn fiir a, b so-
wie m, m nur solche Zahlen gewiihlt werden, die den in den vorangegangenen Ab-
schnitten im einzelnen erliuterten Bedingungen geniigen.

1. Addition und Subtraktion
(42) a™ 4 b" Vereinfachung nicht méglich.
’ Potenzen kinnen im allgemeinen weder durch Addition noch durch Sutraktion zu-

sammengefaBt werden. Nur bei Pot; mit g insamer Basis und gemeinsamen
Exponenten ist ein Zusammenfassen moglich.

2. Multiplikation
(43) a™-b" Vereinfachung nicht méglich.

’ Pot ko im all i nicht durch Multiplikation zusammengefait werden.
Eine Ausnahme bilden zwei Sonderfille.
(44) a™-b™ = (ab)™

> P mit gleichen Exp ten multipliziert man, indem man das Produkt der
Basen mit dem gemeinsamen Exp t tenzi .

(45) a™.aq" =a™*"

P t.

» Pot mit gleicher Basis Itipliziert man, indem man die gemeinsame Basis mit
der § der Exy t tenziert
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8. Division
(46) am™:b" = ol (b % 0) Vereinfachung nicht moglich.
b

’ Potenzen kann man im allgemeinen nicht durch Division zusammenfassen.

Eine Ausnahme bilden zwei Sonderfille.

(A7) am:bm = Z_:= (&) ®+0

b
> Pot; konnen durch Pot mit gleich Exp ten dividiert werden, indem
man den Quotienten der Basen mit dem insamen Exp potenziert.

m

(48) am™:a" = “" =am" (@£0)
a

} Potenzen kann man durch Potenzen mit gleicher Basis dividieren, indem man die
gemeinsame Basis mit der Exponentendifferenz, die durch Subtraktion des Dividenden-
ten vom Divisor t fsteh tenziert.

P B

p t.

4. Potenzieren
(49) (anl)n o anl-n e un-nx
} Potenzen werden potenziert, indem man die Basis mit dem Produkt der Exponenten
potenziert.

5. Radizieren
m 1

©0) Vam=(Va) =a* = (@)% (n+0)

» Potenzen werden radiziert, indem man die Basis mit dem Quotienten, der durch Divi-
sion des Exponenten durch den Wurzelexp t tsteht, potenziert.

p t.

Diese Gesetze sind auch in ihrer Umkehrung fiir alle Potenzen mit rationalem Expo-
nenten giiltig.
Aus dieser Zusammenstellung geht hervor, daB bestimmte Bedingungen erfiillt sein
miissen, wenn Rechenoperationen mit Potenzen, deren Wert nicht in Zahlen ange-
geben werden kann, durchgefiihrt werden sollen.
1. Rechenoperationen erster Stufe (Addition und Subtraktion):

Die Potenzen miissen in der Basis und dem Exponenten iibereinstimmen.
2. Rechenoperationen zweiter Stufe (Multiplikation und Division):

Die Potenzen miissen in der Basis oder dem Exponenten iibereinstimmen.
3. Rechenoperationen dritter Stufe (Potenzieren und Radizieren):

Die Durchfiihrbarkeit dieser Rechenoperationen ist an keine Bedingung gekniipft.

Fiir die Rechenoperationen zweiter und dritter Stufe mit Potenzen mit gleicher Basis
gilt die folgende Regel: :

» Beim Rech mit P mit gleicher Basis wird mit den Exponenten die niichst-
niedere Rechenart ausgefiihrt.
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Aufgaben

1. Die folgenden Wurzelwerte sind zu bestimmen.
4 3

oV b))% oVE 4 /& 0 VEs 1) /i
9/E  wyoE ) /o

2. Die folgenden Wurzelwerte sind zu bestimmen.

3 4 5
1 9 125 32 64 7
“)|/z ")l/ﬁ o)ea s °)l/m N2y
8. Ermitteln Sie folgende Wurzelwerte!

a) V9604  b) — /5928 ¢) V3378 ) VEasT €) Vo135 f) 1/0,000064

4. Schreiben Sie folgende Wurzeln als P mit gebroch Exg ten!
3 5 [ 8 9 5
n) /6* b) V28 e) /o, a) V= e) Vm® 1 Vz
g) Va h) Vpm
5. Schreiben Sie folgende P als Wurzeln!
a) st p) 4t o @t ) 0,6)F ) ot ot
» A 2ty
g) z¢ h) z? ile:
6. Erweitern Sie den Wurzelexponenten folgender Wurzeln auf den dahinterstehenden Wert!
3 7 3
a) V5° |6 b) V2¢ |9 ¢) V5 |14 d) Vb* |18
k qr ratd
e) Vet |6 f) Vm# | mk g) Vn?e | pqr h) Vper | r2st?

7. Erweitern Sie die Wurzelexponenten folgender Wurzelpaare dahingehend, da sie gleiche
Waurzelexponenten besitzen !

n);/; und]b/y b) V5 und;/5 e);/; undt/E d);/E‘. und 7a‘
e)];/a—"' und “VF 1)';/? und l‘f/E g) 2|7n7 und V! h)y};ﬁ' und '1;?

8. Bringen Sie folgende Wurzeln auf den kleinsten Wurzelexponenten!

a) ;/F b) ;/."F ) ’{/W d) t/F e) ]f/ﬁ
R R N y Ve

:oh

9. Machen Sie folgende Wurzelpaare gl mig, nachdem Sie die Wurzelexponenten moglichst

vereinfacht haben!

a) ;’5 und T’Iﬁ b) ;/§ und ;/4_‘ ) 15/37 und T@‘
) V@® uwnd V@ ¢) VOI® und V3 1) V8% und YOpm
g Va wnd VB b VBT wnd Vi D VE wd Vi®
K) Vo und Vg 1) Ve und Vg m)  Va" und  Vai
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10. Vereinfachen Sie folgende Ausdriicke!

a) (/5)° b) V52 c) (;/5)5
g) Vz* h) Va*

) (/3)* e) (i’/Z)a 1 v (—5p

11. Vereinfachen Sie folgende Wurzeln mit Hilfe von

nbu'"b'=’i/a_"'-”V;;!
DIE wie  olF

a) Vamt o Y 1) VBT=

3 4 3 3
g) V375a%08 h) VBla'a® i) Vas?y?(3z — 5y) k) Va'b’ — a3+ 1) VBI2Rys T Blziyt

12. Vereinfachen Sie folgende Wurzeln mit Hilfe von

e,

b r
b
3
9 27 12
a) I/— b) 216 e) l/ﬁ

3 3
l/u%‘ l/msn‘ a’z
d) b3qs ) ¢ 1) by

108m3n? a®+a%b | | ah? — q2h3
g) 24559 i 1 @+ o2
3 3
18.a) 413 + 23 b) 54 —2/4 ¢) 2Vm + Vm

4) 8z + 5|y — T/ + 4Vz — 6/y — 3z
e)2Va+ Vb —Va+4Vb—3Vb+4Va +Va

3 3 3 3
1) 7/8 + 219 — 8/9 + 159

©) 017 37 +5/7

h) 9V — 13y — 15V —5Vy + 8V +22Vy i) alz —bVz

k) 4zVb — 5yVb + 62/b

1) V20 + V45 — 415

3 3 3 3
m) 7)/54 — 9)/726 + 10/864 — 7/600 + 9294  n) /256 — /500 + V1372 — J108

0) al/ab?c® + by a¥bc® + c/aPboc

P) V270555 — a2b2)/48ab + ab)/12a7 6
14.8) 2y {7 g + VT

Oz + v~ Vale— 97 — VR
15.8) V30-/6  b) V18./7

) VI0O.VIZ 1) |63 /12 /198
16.a)Vm -Ym b) 4Vz- 3Vy

e)a’VF-f/E 1) 5/t yf - 21V
17.8)Vet+y-Va+y
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3 3 8 3
¢) V4827 4 V12.V6
¢) 2Vzy - 3= d)f/ﬁ.zi/ﬁ

3 3
g) aV20a%27.)/6a%2® h) V5ab-)10act - b2)2c
b) Vaz® +ba?./ay? —by?



15 9

18.a) I/g- l/%
a® 126
9 |55

19.a) (513 — 4127 + 2V81) -3
yVb +2Vo)

¢)Vabe- (z)a —

20.a) (16 —51/2) - (22 — 3)

=

c) (6/3 — 3V6) - (3V/3 + 6/6)

) (4+V7) (4 —V7)
g) (VB — Vo) aVb + Vo)

1) (m2Y/n + n2yY/m) (m2Yn — n2y/m)

2

[

.a) (3)5 —2)7)

d) (5—2)2)°

22.a) V40: 15

a) 51/! 6P : 33;/;;‘ qr

zs.a)l/ﬁ:l/%
ay Vit . s

24.;);@-;/5
OV Vo

3
500
b)Gllm

3
11 a?
.41/3:6 ¢) I/-b—-Valﬂ

3
2 yp
l 224

b) (6V/5 — 2V/3 + 8Y/18 — 8Y/8) - 43

d) (8b/a®b — 10Va®b% — 6Va¥b®) - 2V/ab

b) (215 +3V2) - (/5 + 3V/2)

d) (251/§+3;/§)(2:/2+5;/§)

1) (7V2 +5V3) (1V/2 — 5V3)

h) (V= +Vy) (V= — V)

k) @Vy+z+2Vy—2) @y +z—2)y—2)
b) (Va -+ V3)* ) (/m £ n +Vm—n)*

e) (2/40 + 5/86)°

b) 3189x7y‘z’:3V7zy°z’
e) Ve —y?: Vo —y

3
2Tyt
422

o) Vo= : (—Vag)

2 2
1) |/14g. I/‘*E

b) I/:;—';,Ll/:—; o) Vat: Y
o V@ D VZE

NG
e) ‘Vazb"c . Vu a3 bb c?

) Vetr-Var

9 15 6

3 3 []

25.n)£ b)@ c)—,@ ) ,’,@ V_ ,)u_xjﬁ B)mxﬁ
Vy Ve Vv V—r‘ Vas g2t Vo= y®

26.8) |/1§.V% b)l/%- ;—: o _:,.Vg

oV BT

28.0) (V5) by (/5) o &)

o (=) o) (vaw) y (3ewa)
w.0)(zF3)  » @TresT)
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salim wlis o la o Va ol olim
S = 415 i
olid wliEm  olims o liews

3

31.a) fa2Va 1) V:E ) Vz:eavz @) Vszs;@z e) va ) VVV_E

3T

32.a) VVE b) V% °) Wk*f/ﬁ d) VVI

Reelle Zahlen

Wir haben bereits festgestellt, daB beim Radizieren mit dem Wurzelexponenten n
sich in den meisten Fillen das Ergebnis nicht als endlicher oder periodischer Dezimal-
bruch schreiben laBt. Die entsprechende Wurzel ist dann eine irrationale Zahl. Wenn
jedoch der Radikand die n-te Potenz einer rationalen Zahl ist, ist die n-te Wurzel
ebenfalls rational.

- Beispiel 43:

4,2_1 dnn(i)4‘3'3' .
@ 5" \F) T

Die irrationalen Zahlen kann man zwar durch rationale Zahlen beliebig annéhern,
doch ihr genauer Wert kann weder durch einen gemeinen Bruch noch durch einen
endlichen oder periodischen Dezimalbruch dargestellt werden.

Eine irrationale Zahl kann im Gegensatz zu endlichen oder periodischen Dezimal-
briichen nicht als ein Verhiltnis zweier ganzer Zahlen dargestellt werden.
Betrachten wir das Problem an der Zahlengeraden. Die Abbildung 4.8. stellt einen
Ausschnitt aus ihr dar. Es wurde das Intervall zwischen 1 und, 2 herausgezeichnet.

147#{[67,41&6
T i 1775 2 T4 14w 142 1451 14825 15

Abb. 4.8. Abb. 4.9.

Zwischen den beiden ganzen Zahlen 1 und 2 liegen alle Zahlen, die groBer als 1, aber
kleiner als 2 sind. Wir schreiben dafiir 1 <z <2 oder auch (1;2). Einige der im
Intervall (1;2) liegenden Zahlen z wurden eingezeichnet. Greift man zwei beliebig
dicht beieinanderliegende Briiche heraus — in Abbildung 4.9. wurde das Intervall
von 1,4 <z < 1,5 vergroBert herausgezeichnet —, so findet man noch beliebig viele
rationale Zahlen, die in diesem Intervall liegen.

. 1. Nennen Sie wenigstens 10 Zahlen, die zwischen den schon recht nahe beiein-
anderliegenden Punkten 1,4142 und 1,4143 liegen !
2. Nehmen Sie davon zwei Zahlen, die bei grofenmifiger Anordnung dieser
10 Zahlen aufeinander folgen, und geben Sie weitere fiinf Zahlen an, die in
diesem newen inneren Intervall liegen!
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Die rationalen Zahlen liegen wie in unserem Beispiel beliebig nahe beieinander. In
der Sprache des Mathematikers heiBit das, die rationalen Zahlen liegen dicht. Das
bedeutet, daB zwischen zwei beliebigen rationalen Zahlen beliebig viele andere ratio-
nale Zahlen liegen. Und doch befinden sich zwischen je zwei rationalen Zahlen, so
nahe sie auch beieinanderliegen, noch irrationale Zahlen. Wenn man eine Irrational-
zahl auch nicht genau angeben kann, so gibt es doch rationale Zahlen, zwischen denen
sie liegt und mit deren Hilfe sie angenihert werden. Den angeniherten Wert einer
irrationalen Zahl ermittelt man mit Hilfe einer Intervallschachtelung.

Am Beispiel der irrationalen Zahl J/2 wollen wir zeigen, wie man eine irrationale Zahl
mit beliebiger Genauigkeit durch rationale Zahlen annihert.

Die Richtigkeit der Schachtelung kontrolliert man, indem man die Intervallgrenzen
und die irrationale Zahl in die jeweilige Potenz erhebt, denn es gilt die Beziehung,
daB die n-te Potenz einer positiven Zahl Z, kleiner als die n-te Potenz einer anderen
positiven Zahl Z, ist, wenn Z, kleiner als Z, ist. In unserem Beispiel erheben wir zur

Kontrolle die Intervallgrenzen und die Irrationalzahl }/2 in die zweite Potenz.

. Beispiel 44:

1 <V2<e2, denn 12 <2<2? bzw. 1 <2<4
14 <l2<1s, denn 1,42  <2<1.5 bzw. 1,96 <2<22
141 <V2<142, denn 1,412 <2<142'  bzw. 1,9881 <2<2,0164

1414 <V2<1415, denn 14142 <2<1415° bzw. 1,999396 <2<2,002225
14142 <V2<14143, denn 1,4142* <2<1,4143% bzw. 1,99996164 <2< 2,00024449
1,41421 <V2<1,41422, denn 1,41421°<2< 1,414222 bzw. 1,9999899241 < 2<2,0000182084

Die Einschachtelung der irrationalen Zahl }2 brechen wir hier ab.

Unsere Untersuchung ergab, daB J/2 etwa 1,41421. ist. Die Grundziffer, die an die
Stelle des roten Punktes tritt, ist uns unbekannt. Im ungiinstigsten Fall kann sie
eine 9, im giinstigsten eine 0 sein. Nehmen wir den groBtmoglichen Fehler an, die
sechste Stelle nach dem Komma wire 9, so wiirde der Fehler zwischen unserer
Naherung und dem wirklichen Wert von J2 0,000 009, aufgerundet kleiner als

0,000 01 = 100100() sein. Mit Hilfe der Methode des Einschachtelns haben wir V§

bis auf

1 . -5 .
100000 — 10-5 genau bestimmt.

Dieser Fehler ist sehr klein. Man hitte ihn aber durch eine weitere Einschachtelung
auf 10-8, also ein Millionstel, senken kénnen usw.

Wir erkennen, dafB irrationale Zahlen! mittels dieser Methode bis zu jeder erforder-
lichen Genauigkeit durch einen Dezimalbruch angenihert werden kénnen. Es sei
nur mitgeteilt — der Beweis kann mit den uns bekannten mathematischen Hilfs-
mitteln hier nicht gefiilhrt werden —, daB die Dezimalbriiche, mit deren Hilfe irra-
tionale Zahlen mit beliebiger Genauigkeit angenihert werden, nie abbrechen oder
periodisch werden.

! Hinwels: Irrationale Zahlen — z. B. 7 — konnen nicht stets durch Wurzeln dargestellt werden.
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Allen irrationalen Zahlen kann eindeutig ein Punkt aus der Menge der Punkte, die
die Zahlengerade bilden, zugeordnet werden. Die Betriige der irrationalen Zahlen
kann man durch Strecken auf der Zahlengeraden darstellen.

B Beispicl 45:

Es ist der Punkt auf der Zahlengeraden zu bestimmen, der |/5 zugeordnet

ist. Man konstruiert die Strecke, die /5 entspricht, als Diagonale eines Rechtecks
mit den Seiten 1 und 2 (Abb. 4.10.).

Die Diagonale eines Rechtecks mit den Seiten a Z
und b berechnet man mit Hilfe des pythago-
reischen Lehrsatzes: \\
a=Ya + % 4 \
hat die D des \
Rechtecks die Lange | .
i=YEr2=Yi+i=15. ' 0 7 27 3

Man dreht die Strecke /5 in die positive Rich-
tung der Zahlengeraden und erhilt den Punkt,

der VE zugeordnet ist.

Abb. 4.10.

Weil die Menge der rationalen Zahlen und die Menge der irrationalen Zahlen zu-
sammen der Menge aller Punkte der Zahlengeraden zugeordnet werden, vereinigt
man beide Teilmengen zur Menge der reellen Zahlen. Der Ausdruck reell ist deshalb
charakteristisch, weil jeder dieser Zahlen ein und nur ein wirklicher Punkt der Zahlen-
geraden entspricht. Umgekehrt gilt auch die eindeutige Zuordnung jedes Punktes der
Zahlengeraden zu einer reellen Zahl. Die Zuordnung Punkt «<— Zahl ist eineindeutig.
Obwohl die rationalen Zahlen und die ihnen zugeordneten Punkte beliebig dicht
liegen, so hatten wir doch festgestellt, daB zwischen zwei beliebig dicht beieinander-
liegenden rationalen Zahlen noch irrationale Zahlen liegen. Betrachtet man die den
reellen Zahlen zugeordnete Folge von Punkten auf der Zahlengeraden, so fiillen diese
Punkte die Zahlengerade liickenlos oder iiberdecken sie kontinuierlich.

Rationalmachen des Nenners von Briichen

) .1 V2
. Berechnen Sie N und T’

Die Berechnung von Lz wird komplizierter, je genauer wir den Wert von ]/§ an-

V2

nehmen. Die Berechnung von 7 wird durch erhohte Genauigkeit von }/2 nicht
schwieriger.

Man erkennt, daB eine Wurzel im Nenner eines Bruches zu komplizierten und unge-
naueren Rechnungen fiihrt. Aus diesem Grunde ist man bestrebt, den Nenner eines
Bruches rational zu machen.

1. Der Nenner ist eine Wurzel.
61) -,
Vo
hierin ist P eine beliebige algebraische Summe und b eine rationale, von Null ver-
schiedene Zahl.
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Man erweitert den Quotienten mit ("Vz)n_l, denn dadurch entsteht im Nenner die

n-te Potenz einer n-ten Wurzel. Das ist jedoch eine rationale Zahl, wenn der Radi-
kand rational ist.

m n—1 " n-1
e M 2 . 2 ()"
a3 ()
Damit ist die Irrationalitdt im Nenner beseitigt worden.

. Beispiel 46:

E_ 503 _5'(1'/5)’_5-15/?_ 593
= = 2 _TVZ
i ova-la ()

- Beispiel 47:
a?—2ab+b2 _ (@®—2ab+8%) (fa—b)°"' _ (a®—2ab+b%))a—0b

Va—b% Va—b-(Va —b)*"" Va—=b-Ya—b
_ (a®—2ab+b%)Va—b _(@a—0b2Va—b
Va —b) T (@ ) Va
2. Der Nenner ist eine Summe, in der eine zweite Wurzel enthalten ist.
P
53 TR
5 Q+ Vb

hierin ist P eine beliebige, Q eine wurzelfreie algebraische Summe und b rational.
Man benutzt die binomische Formel (a + b) (@ — b) = a? — b2, um den Nenner in
einen rationalen Ausdruck umzuformen.

Zu diesem Zweck erweitert man (53) mit dem Ausdruck @ — V5.

64 — L ____Pe-VB _ PQ-VY)
Q+Ve  @+Vel@—Ve) @b

Damit ist der Nenner rational.

B Beispicl 4s:

1 12413) 2413
2-13 (—V3)@+r3)  4-3 =3+1

. Beispiel 49:
o __ abVata _ a@Vata) _abVate) _bfa-ta
bVa—a (bVa—a)(bVa+a) ba—a®  a@—a) b*—a

3. Der Nenner ist eine Summe aus zwei Quadratwurzeln.

P
55) ————,
® v
P ist darin eine beliebige algebraische Summe, a und b sind rational.
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Man verfihrt analog zu (53). Der Quotient wird mit (Ya — Vb) erweitert.
P Pla—Vb)  P(a—VB)

U o o ) (e R

B Beispiel 50:
V2i—yz _ (/21—¥2) (7 +V6) _ 21— y2) V7 +V6)

Vi—ve (/7 —Ve) VT +V6) 7—6
=(21 - V2) (V7 + V6)
B Beispici 51:

Va —VE _ Wa—15) Va—15) _ (fa — 1)
Vat Vs (atVB)Va—V5) a=b

Einfache Wurzelgleichungen

Die Unbekannte in einer Bestimmungsgleichung ist uns bisher nur in der ersten oder
zweiten Potenz begegnet. Die entsprechenden Bestimmungsgleichungen hieen
linear oder quadratisch. Aufgaben dieses Typs haben wir l6sen gelernt. Aber die Un-
bekannte kann auch unter einem Wurzelzeichen stehen.

B seispie 52:
Ve+6—V22+2=0
Jo+ 6=12x+ 2
(Vz + 6= (V22 +2)°
r+6=2x+2
rx=4

Probe:

Linke Seite: 4 +6=12-4+2 = 10— }10=0

Rechte Seite: ()

Vergleich: 0=0
In fast allen Aufgaben kénnen die Losungen der Wurzelgleichungen jedoch nicht
auf so bequeme Art ermittelt werden. Im folgenden Beispiel vereinfacht man die

Gleichung zunichst durch Zusammenfassen. Dann isoliert man das Glied mit der
Woaurzel und hebt durch Potenzieren beider Seiten der Gleichung die Wurzel auf.

B Beispicl 53:
x—‘/ﬁ_‘r+3=2ﬁ+l
z—3Ye+2=0
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r4+2=3)z
(@ + 2 = (37a)*
2?44+ 4=9x
2*—br+4=0

Als Losung dieser quadratischen Gleichung erhilt man x; = 1 und z, = 4.

Probe:

Linke Seite:

Rechte Seite:

Vergleich:

fiir z,

fiir 2,

fiir 2, :
fiir 2,
fiir , :
fiir 2y

:1—71 +3=3
:4—V44+3=4—-243=5

21 +1=24+1=3
44 +1=2.24+1=5
3=3
5=5

In vielen Fillen jedoch fallen trotz des Potenzierens nicht alle Wurzeln fort. Dann
muB man nach erneutem Ordnen und Vereinfachen die noch vorhandenen Wurzeln
isolieren und die Gleichung erneut potenzieren.

. Beispiel 54:

Zusammenfassen:

Potenzieren:

Ja—34+1=)22+1-—1
Jr—34+2=72a+1

(z=3+2)=(12a+ 1)
r—3+4)Yz—3+4=22x+1

Zusammenfassen:

4Yyz—3==z

Potenzicren: 4yYr—3)"=a
16 (x — 3) =2
x? —16x +48=0
%, =8+ V64— 48
3=12; z,=4
Probe:
l z, =12 | 2, =4
Linke Seife: 12—3+2=3+2=5 V4—3+2=1+2=3
Rechte Seite: V24 r1=125=5 VB¥1=79=3
Vergleich: 5=5 3=3

12 [000901]
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Bei der Losung von Wurzelgleichungen ergeben sich manchmal Werte, die, in die
Gleichung eingesetzt, Widerspriiche ergeben. Deshalb kommt der Probe eine beson-
dere Bedeutung zu. Nur durch sie kann entschieden werden, welche der errechneten
Losungen der Gleichung entsprechen.

. Beispiel 54:
Vo+1+ Y4z —8=14
Ve+1=4—14z—38
Potenzieren: (}/ac—-l-l)2 == (4 — me
x4+ 1=16—8Yizr— 8+ 4z —8

Zusammenfassen: 8V4x —8=3x+ 17
Potenzieren: (8 M)z =Bz +7)*

64 (42 — 8) = 9a? 4 42z + 49

2562 — 512 = 9a® 4 42z + 49

Als Losungen dieser quadratischen Gleichung erhélt man z, = 1—37 und z, = 3.

Setzt man beide Werte in die Wurzelgleichung ein, so ist fiir , = 3 die Glej-
chung erfiillt, wihrend die Losung z, = 1—37 nicht bestétigt wird.

Die Probe hat hier nicht nur den Zweck, die Richtigkeit der Rechnung zu priifen,
sondern sie dient der Ermittlung der wirklichen Lésung.

Probe:
187
Ty 2, =3

Linke Seite: %-I-l-i- %—8 V3+1+7)4.3—8

_ 1/, (/e _14 26 40 | =VE+VE=2Vi=4

=V tie=3t3=3%
Rechte Seite: | 4 4
Vergleich: % >id 4=4

Das Ergebnis z; = % ist zwar eine richtige Losung der quadratischen Glei-

chung, eine Losung der Wurzelgleichung ist sie aber nicht.
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Aufgaben

38. Bestimmen Sie /'3 auf drei Stellen genau mit Hilfe der Intervallschachtelung!

34, Ermitteln Sie /5 mit einem Fehler von héchstens 10-2 durch Intervallschachtelung!

3
85. Bestimmen Sie |2 auf vier Stellen mit Hilfe der Intervallschachtelung!
36. Konstruieren Sie analog zum Beispiel 45 a) V2, b) V10!

37. Konstruieren Sie /3!

Anleitung: B;

Sie den Hoh

88. Konstruieren Sie V7!

Anleit . R

Sie den Hoh

39.a) Vi

0.0) |11

41.9) 712—

—

42.a) |/—

B)

43.a)

)

44.a)

- F = S 3= S5

€)

5

25
3/6 —2
V3 —5
V3 +6

45.a)

12%

b) V3
b) |/3 :1;

e

V7
]/x"
b) £

l)%

Va
yVy

b)

l) In+lul/!—/—
Ve
_6VT
8+3V7
V10 + 12
8+ /10

b)

n

tz: h = Vp-q!

tz: b =Vp-q!

In folgenden Quotienten soll der Nenner rational gemacht werden.

) V7

2
¢) 17

- SR ETe §1E°FE Fe

e
~

&

<
Eu

Tt Ale

(R

9 Vi

4
d) lﬁ

' -

3

7
5)/6

335%

63
12

1)

5

a0 28
V8
th
h) e
:z:fsl/y_2
yVz

a

h
) 34186

i) =%
) azx +blx

V3 —Ve
3416
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s6.0) 3B +418 y 32 —2/18 o 324218 -8
3V3 —2/6 3/10 +3V3 3/2 —3/3 V5 +V3
_ V= Vay Va —Vb alfz +bVy

47. b) —2— Y=V
Yarr "Von Verh  Vweran

Losen Sie die folgenden Gleichungen!

48.8) Vz =5 b) Vo =a+b ¢) 3z =3 d) Voz =13
€) 3)z =3 1) 5/dz=38 g Vaz =5 h)ul/%:u
D Ve = K) V2ot

49.-)If3_==3 b) 2:|'f5_x=8 ‘c)a;/m=b d) Vo +3=6
e) 556 —7/3z =13 1) 7/3z+14 =156 g) 3z —3=)z +5

h) 27 —8/z =16 —13)z 1) 3z —11=—(5/z +9) k) 24 — 12z =13 —9)z

50.8) a=Vz —b b) 4z +1=20 ¢) $/10z +4=
d) 2z +7=V6z—8 e) 6/0z—14=T7V6z+1 1) Va+6=Va +/2
g Ve+T=Vz+1 h))z—d=Vz—2 1) 3Vaz+b=Vaz—b
k) V3z+1+/8e—4=10
5l.a) fz+1—Ya—6=1 b) Vz=3+V8z—11=|5z+ 4

e) Y13z —4— )3z —20=)7z +8
e J2z+1+4)8xr—5=4
g) Vza—9+VT(x—1)=Vbz+ 11

)] Bz.—2ﬁ=5—z

ysteme!

Lésen Sie fol, Jo Cleich

52.8) T/ +6=12+3)y+56
2z +6=21—5)y+5

d) 2 —4=)22+7
) Vza—1+12z2—1=5
h)x—y?=12
2
k) = 4V_ =z +3

b) 4/ +9+3/y+4—25=0
TVy+4—6)z+9+ 3=0

Formen Sie die folgenden Gleichungen so um, daB die Wurzeln fortfallen, dann lésen Sie das

System!
58.a) V3z+1=)2y—2
2z —y=1
c) V3z+6y+13—V3z+5y=1
2z -3y =5
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Die Funktionen y = 2t und y= ot

Die Funktionen y = o und Y= o sind Waurzelfunktionen, denn ihre analytischen

bl
Ausdriicke heiBlen auch y = Va und y = Vz. Da das Wurzelzeichen grundsitzlich
nur fiir positive Radikanden erklirt ist, ist der Definitionsbereich 0 < z < co. Wir
konnen die Kurven mit Hilfe von Wertetafeln ermitteln.

x 0 ]025| 0,5 1 2 3 4 5

y="Vz 0 |os |071 | 1 |14 |178| 2 |224
* 0025 |05 | 1 2 3 4

y=Vz 0 [053[079| 1 |1,26] 1,44 | 1,59

Man erhilt die Abbildung 4.11.
Beide Kurven wurden in ein Ko-
ordinatensystem gezeichnet. ¥
Beim Aufstellen der Wertetafel
fir y = /= haben wir beachtet, yleexd
daB definitionsgemiB die Wurzel F
stets positiv ist. ns y- Yic-xi

@ Stellen Sie Wertetafeln fiir s -

die Funktionen y = —Vz -1+
3

und y = —Vz auf, und r
zeichnen Sie die Kurven! L
Benutzen Sie dazu die Ta-
fel der zweiten und dritten Abb, 4.11.
Wurzeln!

8
Die Kurven y = Vz und y = V= beginnen im Koordinatenursprung. Ihr zunichst
steiler Anstieg wird mit zunehmenden Werten von z immer flacher. Fiir groBe z-Werte

zeigen sie einen fast linearen Verlauf. Dennoch ist der Wertevorrat fiir y = V= und

y= V;; durch das gesamte Intervall 0 £ y < oo gegeben.
Beide Kurven durchlaufen wie die Bilder aller anderen Potenzfunktionen des Typs
y = z" den Punkt (1;1).

1

Die Kurven y = «F fir k> 3 verlaufen dhnlich dem Bild der Funktion y = J/=.
Im Intervall 0 < 2 < 1 schmiegt sich die Kurve mit wachsendem k stirker an die
Ordinatenachse an, im Intervall 1 <z < oo wird der fast lineare Anstieg flacher.

Aufgaben

54. Zeichnen Sie das Bild der Funktion y = (—x)i im Intervall — oo < 2 < 0, und vergleichen
Sie es mit dem Bild der Funktion y = ::*l Geben Sie den Wertevorrat an!
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55. Zeichnen Sie das Bild der Funktiony = (—.z)% im Intervall — oo < 2 < 0, und vergleichen
Sie es mit dem Bild der Funktion y = x}! Geben sie den Wertevorrat an!

56. Zeichnen Sie mit Hilfe einer Wertetafel die Kurve y =)z — 1, und bestimmen Sie deren
Definitionsbereich und Wertevorrat!

57. Zeichnen Sie mit Hilfe einer Wertetafel das Bild der Funktion y = Va + 3, und bestimmen
Sie deren Definitionsbereich und Wertevorrat! .

58. Verschieben Sie die Parabel y = Vz um + 3 parallel zur y-Achse! Wie heiBt die entstehende

Funktion?
3

59. Zeichnen Sie die Parabel y = Jx — 1 mit Hilfe einer Wertetafel. AnschlieBend verschieben
Sie sie um —2 parallel zur y-Achse! Wie heiBt die entstehende Funktion?

60. Spiegeln Sie die Parabel y = V4 1 an der x-Achse! Wie heiBt der analytische Ausdruck
der Funktion, deren Bild Sie auf diese Weise erhalten?

61. Spiegeln Sie die Parabel y = |/ + 1 an der y-Achse! Wie heiBt der analytische Ausdruck
der Funktion, deren Bild Sie auf diese Weise erhalten?

3
62. Spiegeln Sie die Kurve y = / an der Geraden y = ! Wie heiBt die entstehende Funktion?

63. Spiegeln Sie die Funktion y = 2% im Intervall 0 < « < oo (rechter Parabelast) an der Kurve
y = x! Wie heiBt die entstehende Kurve? Zeich Sie mit einer zweiten Farbe das Bild der
Funktion y = /x ein!

Formulieren Sie einen Satz, der das Ergebnis der Spiegelung beschreibt!

4.4. Inverse Funktionen

Die explizite und die implizite Darstellung des analytischen Ausdrucks einer Funk-
tion haben wir bereits kennengelernt. Dabei bedeutet ..explizit™, daB eine Gleichung
‘vorliegt, die nach einer Veréiinderlichen aufgelost wurde. In einem »impliziten* Aus-
druck stehen die Variablen und Konstanten auf einer Seite der Gleichung.

. Beispiel 55:
Explizite Form: y = f(z) = a?;
implizite Form: F(z,y) =y — a®* = 0.

Man ist bestrebt, den impliziten Ausdruck so iibersichtlich wie moglich zu formen.

. Beispiel 56: &
Explizite Form: y = }a?;
3
implizite Form: y — }/z® = 0 oder iibersichtlicher: ¥ — a2 =0.

Die explizite Darstellung benutzt man meist, um das Bild der Funktion zeichnen
zu kénnen. Dabei wird eine Variable unabhingig veriindert.
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Die Anderung der abhéngigen Veriinderlichen, nach  v(in§)

der die Gleichung aufgelost wurde, wird iiber der An- w0 vegt
derung der unabhingigen Variablen aufgetragen.
Die physikalische Gleichung el
20)
v=g-1

stellt den funktionalen Zusammenhang zwischen . M-
der Fallgeschwindigkeit » und der Fallzeit ¢ bei 0 1 2 3 t(ins)
konstanter Beschleunigung g ~ 9,81 m - s-2 dar. Abh.4.12.a,

In impliziter Form lautet die Gleichung

v—g-t=0.

Es ist gleichgiiltig, welche Variable man als unab-
hiangig wihlt. In den Abbildungen 4.12.a und b
sind beide Moglichkeiten dargestellt.
Die lineare Gleichung

y=ma+n (m+0)
heiBt in impliziter Form 0 10 20 30 4 v(ng)

mx—y+n=0. Alb, 4.12. b,

Auch hier kénnen wir die unabhéngige Variable frei wihlen. Wir erhalten die Glei-
chungen

y=mx + n und x:%(y—n):%—%,
deren Bilder in der Abbildung 4.13.a und b gezeichnet wurden, wobei aber in Abbil-
dung 4.13.b die z-Achse vertikal, die y-Achse horizontal verléuft.
Es ist iiblich, die waagerechte Achse als z-Achse und die senkrechte als y-Achse zu
bezeichnen.

J=mx+n X
¥
i sl
}m X*mm
ny__.
1
1+ Uy
1 1 1 1
-1 0 1 X -1 0 1 I
r ~i
7
Abb, 4.13.a. Abb. 4.13. b.
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Um aber trotzdem die entsprechenden Bilder zu erhalten, wechselt man in einem
analytischen Ausdruck » gegen y aus. Man erhilt die Gleichungen

1 %
y=mz+ n und y =W(z—n)=7—

s|=

Die Bilder beider Funktionen sind in Jemx+n
Abbildung4.14. in ein Koordinaten- J
system gezeichnet worden.

’ Die Funktion y = g (x), die aus
der Funktion y=f (x) durch
Auflésen nach x und anschlie-
Bendes Vertauschen von x und y
hervorgeht, heiit die Umkehr-
funktion oder inverse Funktion

wy=f ().

. Beispiel 78:
y=f(x) =32+ 2
xr=y—2
=3x+2
T=g() =1}y —} y/y *

Abb. 4,14,

Vertauschen von z und y (Inversion?).

Y=g(®) =3z —§ (Abb.4.15) / ri-%
7

Die Bilder zueinander inverser linearer Funktionen
unterscheiden sich nach der Vertauschung von
und y im allgemeinen voneinander. Ausnahmen sind
die Funktionen y =z und y = —x. Die Kurven
der inversen Funktionen fallen in diesen Fillen mit
denen der Originalfunktionen zusammen.

Abb. 415,

Die Umkehrfunktion jeder linearen Funktion ist wieder eine lineare Funktion, denn
aus az+by+c¢=0 (a,b+0) folgen y=f(x) = — %x— % und z=g(y)= %y— %
bzw. (durch Vertauschen von z und y) y = g(z) = — %:c — -Z— als explizite Dar-

stellungen der beiden zueinander inversen Funktionen. Schreibt man schlieBlich g (z)
in impliziter Form, also bz +ay + ¢=0, so erkennt man deutlich, da es sich um die
urspriingliche lineare Funktion handelt, nur daB z und y vertauscht sind.

. Zeichnen Sie die Kurve y = 3x und das Bild der dazu inversen Funktion! Suchen
Sie in beiden Bildern einander entsprechende Punkte auf, z. B. (0; 0) und (0; 0).
(3;9) und (9;3)! Verbinden Sie sie und halbieren Sie die Verbindungsstrecke!
Dann verbinden Sie alle Halbierungspunkte! Wie heifit der analytische Ausdruck
der entstehenden Kurve?

1 inversio (lat.), Umwendung
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Potenzfunktionen mit ganzzahligen Exponenten und zu ihnen
inverse Funktionen

Die implizite Darstellung der Funktion y = f(¥) = a?* heiBt F(z;y) = 2* —y = 0.
Lost man diese Gleichung nach  auf, so erhilt man die Funktion z = g(y) = Vy.
Um aber eine Funktion vollstindig zu beschreiben, muB ihr Definitionsbereich mit
angegeben werden:

y=f(x)=a® mit —ococ <z < oo und 0=y < o,
und

y=g(y)=]/y mit 0=y <oo und 0=z < co.

Der Definitionsbereich der zu y = f(x) inversen Funktion x = g(y) ist wesentlich
enger.

Vertauscht man in z = g(y) = J/y die Variablen, so erhilt man die Funktion
y=g(x) = Jz mit dem Definitionsbereich 0 < # < co und dem Wertevorrat
0=y < oo

Damit wir die Funktionen in einem gemeinsamen Definitionsbereich betrachten
konnen, zerlegen wir die Funktion y = f(x) = 2* mit
— oo <z < oo in die beiden Teilfunktionen y = f, (x) = 2*
mit 0 < 2 < oo und y = fy(x) = 2* mit — oo <x <0.

yhx)x*

. Stellen Sie fiir y = f,(x) und fiir y = g, (%) jeweils
eine Wertetabelle auf! Vergleichen Sie die Zahlen-
paare beider Funktionen mztemander! Erliutern Sie
die Abbildung 4.16.!

Die inverse Funktion zu y = ¢ (x) = 2® ist die Funktion

z=1y(y) = I/g_/ bzw. nach dem Vertauschen von z und y;

y=y() = 1/— Um die Funktionen in einem gemein- Abb, 4.16.
samen Definitionsbereich zu untersuchen, muBl y = ¢ (x)
in die beiden Teilfunktionen y = ¢, (x) =2* mit 0<x < oo ¥
und y = @,(x) = #® mit — oo < <0 zerlegt werden,
8,
denn y = y,(z) = J/z ist nur im Intervall 0 < 2 < oo | V)X
definiert.
Die beiden Funktionen "It

3
y=@@) =2 und y=p @)=z -
besitzen gleiche Definitionsbereiche mit jeweils 0 < x < oo
(Abb. 4.17.).
Ganz entsprechend gilt fiir beliebige natiirliche »:

v -Yx
’ Die beiden Funktionen

y =ui(x) = x" und y=vl(x)=”l[; ‘ | l )

sind zueinander invers und haben den gemeinsamen De- X
finitionsbereich 0 < x < cc. Abb, 417,




Definitionsbereich und Wertevorrat zueinander inverser Funktionen

Aus den Abbildungen 4.16. und 4.17. geht hervor, daB beim Umkehren einer Funktion
deren Definitionsbereich und Wertevorrat gegeneinander ausgetauscht werden.

B seispier 57:

Wie verhalten sich der Definitionsbereich und der Wertevorrat der Funktion
¥ = fi(x) = 2* mit 0 < 2 < oo beim Umkehren?

Funktion Definitionsbereich Wertevorrat

Y= Isr< o ISy < o

r=1y 0=Sy<o I=sr< o
Vertauschen von z und y

y=|= I<r< o0 0SyY<oo

Dieser Austausch von Definitionsbereich und Wertevorrat ist fiir jede Umkehrung
typisch.

Spiegelung
an der Geraden y = & W —

| yx
In der Abbildung 4.18. werden | [~ .
die Funktionen y = f, () = 2 mit / N S
0<2< oo und y = g, (2) = a? EoB /(x v
mit 0'< 2 < oo an der Geraden L }“7\ NG

= x gespiegelt. Durch Vergleich /.
der Spiegelbilder mit den Bildern 1
der Funktion y = ¢, (¥) = J/zund - feli .
i

¥ = () = Jx erkennt man,
daB die Bilder der Funktionen A
Yy =fi(x) und y = ¢, () durch y &
Spiegeln an der Geraden y = i
in die Bilder ihrer Umkehrfunk- I
tionen iibergehen.

Durch Spiegeln des Punktes Abb.4.1s.
(5 %,) an der Geraden y =&

geht er in den Punkt (y,: 2;) iiber. Das heiBt, die Koordinaten des Punktes werden
durch diese Spiegelung miteinander vertauscht. Diese Regel gilt fiir jeden beliebigen
Punkt. Folglich werden durch Spiegeln einer Kurve an der Geraden y =z die
Koordinaten aller ihrer Punkte auf die gleiche Art verindert. Alle z-Werte werden
zu y-Werten und umgekehrt. Dieses Vertauschen der Variablen ist jedoch ein
Merkmal des Umkehrens.

» Durch das Spiegeln des Bildes einer eineindeutigen Funktion y — f (x) an der Geraden
y = « erhiilt man das Bild der inversen Funktion y — g ).
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. Beispiel 58:

Das Bild der Funktion y = | + 1 ist mit Hilfe der Funktion y = 2* zu
zeichnen.

Durch Spiegeln der Funktion y = f,(¥) = * mit 0 < z < o0 an der Geraden
y = « erhilt man das Bild der Funktion y = ¢(z) = V= (Abb. 4.19). Durch
Verschieben um -1 parallel zur y-Achse erhiilt man das Bild der Funktion

y=Tlo+1.
yx2(x20) [yt | |y \ 1
v ¥ <) || \ /\J
y=vxe L\ V7
- 7 : | Rz
I 2 |
///// yd ‘ | “
o v
T - RV BB
X gtk
4 T
at 11 1
/‘Abb.xi.w. L Abb. 4.20. [ | [
! |
(Xig)’ ‘ |

Wenn die Funktion ¥ = u(x) = " in ihrem gesamten Definitionsbereich betrachtet
werden soll, so muB auch die zweite Teilfunktion y = u, (%) = 2" mit — o0 <2z < 0
betrachtet werden.

Wir untersuchen diese Teilfunktionen fiir die speziellen Fille y = fy(2) = #* und
¥ = @y(x) = @® mit — oo <z < 0. In der Abbildung 4.20. wurden die Bilder beider
Funktionen in ein Koordinatensystem gezeichnet. Durch Spiegeln an der Geraden
y = x erhilt man die Bilder der Funktionen

y=golx) mit 0 <z < oo und —o0 <y <0
und
¥y =1y(¥) mit —oo <x <0 und —oo <y <0.
Offensichtlich liegt das Bild der Funktion y = g, () beziiglich der z-Achse symmetrisch

zuy = g, () = J/. Dann miissen alle Funktionswerte beider Funktionen dem Betrage
nach gleich sein, aber entgegengesetates Vorzeichen haben. Aus der Zeichnung er-

kennt man, daB dann g,(x) = — g, (x) und weiter y = g,(z) = — V= gelten miissen.
Diese Vermutung wird durch folgende Rechnung erhirtet:
Aus y = — | folgt y2=(—Vx)’==, also y* — & = 0. Vertauscht man = und y,

so erhilt man 22 — y = 0 und daraus y = 2%
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Man kann sagen:

Yy =fi(x) =2* mit 0<2<oo und 0<y<oo
ist invers zu

y=gl(x)=|/; mit 02 < oo und 0= y < oo

Y = falx) = 2 mit —eo <z <0 und 0<y< o

ist invers zu

Y=g =—Vz mit 0 <z < oo und — oo <y <O0.

Jede der hier genannten vier Funktionen ist eineindeutig. Die nur eindeutige Funk-
tion y = z? ist in zwei eineindeutige Teilfunktionen zerlegt worden.

Der Definitionsbereich der einen Funktion ist zugleich der Wertevorrat der inversen
Funktion und umgekehrt.

Diese Eigenschaften gelten allgemein fiir alle zueinander inversen Funktionen.
Durch welchen analytischen Ausdruck wird aber die Funktion y = v, (x) dargestellt?

Vergleichen wir die Kurve mit dem Bild der Funktion y =y, (z) =3V; Offensichtlich
liegen beide zentralsymmetrisch beziiglich des Koordinatenursprungs.
Fiir 2y = — 8 hat die lSurve Y = y;(2) eine Ordinate mit dem gleichen Betrag wie

die Kurve y = y, (z) = |/ fiir z, = 8. Nur im Vorzeichen unterscheiden sich beide.
Das gleiche gilt fiir jeden anderen Wert von 2. Immer hat y = y, () die gleiche Ordi-
3

nate mit negativem Vorzeichen wie y = y, (z) = Vz, wenn der Betrag der Abszissen

gleich ist.
Wenn man fiir y = y, () auch das Wurzelsymbol verwenden will, obwohl — oo <2 <0
gilt, muB man den Betrag der Abszisse unter das Wurzelzeichen schreiben : |#|=—=,

fiir 2 < 0. Es gilt also
a]/-:z? (z = 0) ist gleich ’l/_—_x (z <0).

Mit Hilfe dieser Uberlegungen kann man fiir y = ¥y (2) den folgenden analytischen
Ausdruck ermitteln:

. ‘
Yy=w@)=—)—2 mit —co<z<0 und —oo <y <O0.

B Beispiel 59:

Es soll y, () mit 2, = — 8 ermittelt werden.
Die Zahl z, = —8 gehort dem Definitionsbereich von ,(x) an, also muB ein
eindeutig bestimmter Funktionswert ermittelt werden kénnen.

Yo = Ya(®) = —,V—(—S) = —i/§ = _2.

Hieraus folgert man:

Yy =@ (x) =2a° " mit ISz <o und 0SSy <oo
ist invers zu s
y=p@ =z mit 02 < oo und 0 <y < oo
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Y= py(x) =2° mit

ist invers zu

3
Yy=y@)=—)—2 mit —co<xr <0 und —oo <y <O.

—<r<0 und — o0 <y<O0

Jede der hier genannten vier Funktionen ist eindeutig umkehrbar, also eineindeutig.

» All in gilt tiir beliebig dzahliges natiirliches n:
y=ul(x)=a:" mit 0 < x<< o0 und 0<y <<
ist invers zu
y=v,(z)=nl/; mit 0< x< oo und 0 <y < oo3
y=uy(x) =2" mit —co<x<0 und 0<y< oo

ist invers zu

y=vg(x) =— ny,; mit

} Allgemein gilt fiir beliebi

<< und —oo<y<O0.

dzahliges natiirliches n:

y=uy(x) =2" mit
ist invers zu

y=vl(x)=n)’; mit
y=ug(z) =2" mit

ist invers zu
n
y=vy3(x) =—V—=x mit

Um den EinfluB des Expo-
nenten auf den Verlauf der
Bilder der Potenzfunktionen
zu zeigen, wurden in Abbil-
dung 4.21. einige der Kurven
eingezeichnet. Der Verlauf
der anderen wurde ange-
deutet. Der I. Quadrant
wurde zur Darstellung ge-
wahlt, weil ihn die Bilder
aller Funktionen mit posi-
tivem Koeffizienten durch-
laufen.

Abb. 4.21.

0Ssx< @ und 0y < oo

0<a< o und 0< y < oo

—0<a2<0 und —oo<y<0

—0o<x<0 und —o<y<0
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Aufgaben

Folgende Funktionen sind in impliziter, moglichst itbersichtlicher Form zu schreiben!

Ly=1%42x—-3) 2.y=4xr+ 4 By+3=2r—1 4o x=3y—2
S.y=a+ 1} 6. y=22 Toat=1—y* 8.xy=1

B
9. y=Va 10.y=Va—2 M. y=25— a2 122 —y=2

Folgende implizite Funktionen sind nach der unterstrichenen Variablen aufzulésen.
B.ma+ny=0 Hoda+2y+5=0 15. 30— 52 =0 16, y* — 42 =0

17. 22 — 2 =0 IS.a—y=0 W.o+y=0 20. 22 — 3 =0

2l 2+ par+qg=0 22 (@ +yP—5=0 23. 2 — P =0 24, B+ (y+ 1)2=0

Stellen Sie folgende implizite Funktionen in je einem Koordinatensystem dar, indem Sie die
waagerechte Achse der unabhiingig Variablen zuordnen. Dabei ist jede Variable einmal als ab-
hiingig und einmal als unabhiingig zu betrachten. Benutzen Sie Wertetabellen, um die Kurven
zu zeichnen!

25. 22 4+y=0 26. 2y —3x +4=0 27. 0,5y — 0,60 4+ 2 =0
28, y —a2=0 29, PP+ =0 30, P —a+3=0
3.y +a2=0 32, 2% — 2 =0 3.y —222=0

Folgende Funktionen sind umzukehren. (ieben Sie Definitionsbereich und Wertevorrat der
Originalfunktion und der inversen Funktion an! Zeichnen Sie die Bilder beider Funktionen!

3y=—a 35, y=14a+ 2 36. y = |x| 3. y=—a

38, y = ja? 89, y = 222 40, y= —a® 41 y = }a®

42, y = 42° 43, y=a2— 1 Moy=24+2 45, y = (x4 2)2
B 3

46.y =Vx 7.y =Vz 48, y=a? 9. y=Vr—1

50.y=Vx+ 2 5l.y=Va®

Zeichnen Sie die Bilder der inversen Funktionen durch Spiegeln folgender Kurven an der Geraden
y = x! Wie heiBt der analytische Ausdruck der inversen Funktion! Geben Sie Definitionshereiche
und Wertevorrite an!

52, y =3z B.y=—a+6 54, y = o — 3} 55, y = Ja*

s
56,y —a® — 2 57, y=—a%—4 58,y = 12z sa.yzﬁ
60. y =)a+1
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Abb, 5.1. Originaltext der angefiihrten Hau-Aufgabe

5. Zur Geschichte der Algebra

Wer heute das Wort Mathematik hért, denkt ganz unwillkiirlich an Formeln. In
der Tat scheint es selbstverstindlich zu sein, dal ein Mathematikbuch auf den ersten
Blick an den darin enthaltenen Formeln zu erkennen ist. Aber es ist eigentlich noch
gar nicht so lange her, nimlich erst reichlich 300 Jahre, daBl spezielle Symbole in
groBem Umfang in der Mathematik verwendet werden, um die Rechentitigkeit zu
erleichtern und ihr eine groBere Ubersichtlichkeit zu verleihen.

Vor der Herausarbeitung einer mathematischen Formelsprache mufiten die Men-
schen die entsprechenden Rechenoperationen mit Hilfe von Wortern der Umgangs-
sprache ausdriicken. Einige Beispiele aus der Frithzeit der Mathematik zeigen recht
deutlich, dafl eigentlich ebenso gerechnet wurde wie heute und nur die Symbole
fehlten.

In der dgyptischen Mathematik hatten die sogenannten Hau-Rechnungen groBe
Bedeutung. Hau heifit soviel wie Haufen oder Menge und vertrat die Stelle unserer
Unbekannten, die wir meist mit = bezeichnen. Die folgende Hau-Aufgabe, die
auf eine lineare Bestimmungsgleichung fiihrt, stammt aus einem mathematischen
Papyrus aus der Zeit um 1700 v. u. Z.

Eigentlicher Text in deutscher Ubersetzung | moderne Schreibweise

Form der Berechnung eines Haufens, 1jx+ 4 =10
gerechnet 13mal zusammen mit

4. Er ist gekommen bis 10. Der Haufe
nun nennt sich?

Berechne Du die GroBe dieser 10 iiber 10 —4 =6
dieser 4. Es entsteht 6.
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Eigentlicher Text in deutscher Sprache moderne Schreibweise

Rechne Du mit 14, um zu finden 1. Yid= 2
Es entsteht . Berech-

ne Du % von diesen 6. Es entsteht 4. 6.3 =4
Siehe: 4
nennt sich. Du hast richtig gefunden. x =4

Die babylonische Mathematik, insbesondere
die Algebra, hatte schon einen hohen Ent-
wicklungsstand erreicht. In Mesopotamien
war die Landwirtschaft auf kiinstliche Be-
wisserung angewiesen. Daher findet man
hiufig Berechnungen des Flicheninhalts
von Feldern. Das folgende Beispiel zur
babylonischen Algebra stammt aus dem
3. Jahrtausend v. u. Z. und fithrt auf eine
quadratische Bestimmungsgleichung.

.,Liinge - Breite.
Lénge und Breite habe ich multipliziert und so habe
ich die Fliche errichtet. Wiederum: was immer die
Liinge iiber die Breite hinausgeht, habe ich mit
der Summe von Liinge und meiner Breite multi-
Abb. 5.2. Keilschrifttafel — pliziert und dann habe ich meine Fliche hinzu-
mit Flichenberechnung s ,e %
gefiigt und es macht 1,13,20. Wiederum: Linge
und Breite habe ich addiert. Es macht 1,40.%

Die Zahlenangaben sind im Sexagesimalsystem gemacht. Also bedeutet
2 40 2
113,20*1—&004— bO“ =15 und 140 =1+ F=1+5.
Die gesuchte Linge bezeichne man mit . die gesuchte Breite mit y. Dann erhilt man
durch Ubertragung der Aufgabe in die moderne Schreibweise die Gleichungen
(x—y)(@+y) +axy=1% und » + y = 13. Setzt man den sich aus der zweiten
Gleichung ergebenden Ausdruck y = 13 — z in die erste Gleichung ein, so erhilt
man nach Umformen die quadratische Gleichung 22 —5x+9=0.
Die ersten Ansitze einer algebraischen Zeichenschrift finden sich schon in der babylo-
nischen Mathematik und dann erst wieder in der spitgriechischen Mathematik, be-
sonders bei DIOPHANTOS VON ALEXANDRIA. Er hat ein umfangreiches Buch mit dem
Titel ,,Arithmetica’* geschrieben, das zum groBten Teil erhalten geblieben ist. Es ent-
hélt feste Bezeichnungen fiir die Potenzen z, 22, . . ., 2% der Variablen z, ein festes
Zeichen fiir die Subtraktion sowie die Abkiirzung (!, die er immer als Gleichheits-
zeichen verwendete. Man weil nicht genau, wann D1orPHANTOS gelebt hat, wahrschein-
lich um 250 u. Z., aber iiber seine personlichen Lebensumstéinde wissen wir durch
das folgende arithmetische Gedicht recht genau Bescheid:

1 tist der erste Buchstabe des griechischen Wortes toot. d. i. gleich,
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,,Hier dies Grabmal deckt Diophantos. Schaut das Wunder!
Durch des Entschlafenen Kunst lehret sein Alter der Stein.
Knabe zu sein gewihrte ihm Gott ein Sechstel des Lebens;
Noch ein Zwélftel dazu, sproBt’ auf der Wange der Bart;
Dazu ein Siebentel noch, da schlo8 er das Biindnis der Ehe,
Nach fiinf Jahren entsprang aus der Verbindung ein Sohn.
‘Wehe, das Kind, das vielgeliebte, die Hilfte der Jahre
Hatt’ es des Vaters erreicht, als es dem Schicksal erlag.
Drauf vier Jahre hindurch durch der GréBen Betrachtung den Kummer
Von sich scheuchend auch er kam an das irdische Ziel.“

Wie alt ist demnach DropHANTOS geworden?

Die arabischen Gelehrten iibersetzten um 900 auch die ,,Arithmetica* in ihre Sprache.
Zugleich lernten sie Teile der hochentwickelten indischen und der schon sehr alten
chinesischen Mathematik kennen, weil mit diesen Léndern ein ausgedehnter Handel
betrieben wurde.

Die folgende Aufgabe stammt aus einer chinesischen Arithmetik des dritten Jahr-
tausends v. u. Z.

,,Man nimmt an, man hitte in einem Kifig eine Anzahl Kaninchen und Fasanen beisammen, im
ganzen 35 Kopfe und 94 FiiBe. Wieviel sind von jeder Art vorhanden?*

Besonders bedeutende chinesische Mathematiker waren Lrv Hut (um 263 u. Z.) und
L1 YEH (1178 —1265), die Biicher verfaBten, in denen das Auflsen von Gleichungen
gelehrt wurde.

Ein groBer Teil der alten indischen Textaufgaben ist besonders anmutig. So heiBit es
in der Aufgabensammlung , Kronung des Systems‘ des indischen Mathematikers
BHASKARA (1114—1185%1):

,,Von einem Schwarm Bienen liBt 4 sich auf einer Kadombabliite, } auf einer Silindhabliite
nieder. Der 3fache Unterschied der beiden Zahlen flog nach den Bliiten einer Kutaja, eine Biene
blieb iibrig, welche in der Luft hin- und herschwebte, gleichzeitig angezogen durch den lieblich
Duft einer Jasmine und eines Pandamus. Sage mir die Anzahl der Bienen.*

Andere bedeutende indische Mathematiker, die groe Fortschritte bei der Auflésung
von Gleichungen machten, waren ARYABHATA (geb. 476) und BRAHMAGUPTA (geb.
598). Sie haben als erste mit negativen Zahlen gerechnet.

Die arabischen Mathematiker kniipften an die indische und die griechische Mathe-
matik an und entwickelten sie weiter. Thr besonderes Interesse galt der Algebra,
da die Araber einen groBangelegten Handel mit der ganzen ihnen bekannten Welt
unterhielten. Auch das Wort Algebra stammt aus dem Arabischen. Der Astronom
und Mathematiker AL-HwARAzMi (gest. um 840) hatte ein Rechenbuch mit dem Titel
,,Hisab aljabr w’almugéabalah®, d.i. ,,Buch iiber die Erginzung und das Hiniiber-
schaffen®, geschrieben. Aus ,,aljabr* (Erginzung) wurde bei den europiischen Ge-
lehrten spéter Algebra. Da dieses Buch sehr viele neue Rechenverfahren zum Auflésen
von Gleichungen enthielt, wurde der Verfasser zum Symbol des geschickten Rechnens
iiberhaupt. Auf diese Weise ist das in der Mathematik so hiufige Wort Algorithmus,
d.h. Rechenverfahren, entstanden. In diesem Buch vermittelt AL-HwArazmi alles das,
was ,.fiir die Menschen bei der Nachfolge und beim Vermdchinis, beim Teilen des Ver-
mdgens und bei Gerichisprozessen sowie in allen ihren Wechselbeziehungen, beim Ver-

! Die mit einem F ist nicht sicher bekannt.
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messen des Bodens und beim Anlegen von Kandlen, in der Geometrie und bei verschie-
denen anderen Fragen stindig notwendig ist*.
Weitere Fortschritte auf dem Gebiet der Gleichungslehre erzielten u.a. die ara-
bischen Gelehrten Al Kimir (8507 —930%), AL-KARAG (gest. 1029) und AL-Ho&eNDI
(gest. um 1000), die sich sogar Gleichungen dritten Grades zuwandten.
Wiihrend arabische Kultur und Wissenschaft in hoher Bliite standen, wurde durch
den EinfluB des herrschenden Religionsdogmas, des Katholizismus, in Europa die
Entwicklung der Wissenschaften erschwert. Erst im 15. und 16. Jahrhundert be-
gannen sich in Europa die Wissenschaften zu entwickeln. Uber Spanien und Sizilien
wurden die Europier mit den Ergebnissen der arabischen Mathematik bekannt. Des-
halb heiBlen die eigentlich aus Indien stammenden Ziffern heute noch arabische
Ziffern, denn sie kamen durch Vermittlung der Araber nach Europa.
Im 15. und 16. Jahrhundert wurde der Warenaustausch immer mehr durch die Geld-
wirtschaft ersetzt. Handel und Industrie entwickelten sich. Die sprunghafte Ver-
stirkung des Geldumlaufs machte die Umrechnung der unterschiedlichen Wih-
rungseinheiten ineinander nétig, Zins- und Zinseszins muBten berechnet und die
Buchhaltung muBte iibersichtlich gestaltet werden. Uberall in Europa gab es
Rechenmeister, die fiir alle moglichen Auf-

Adam Rifen. traggeber derartige Rechnungen durchfiihr-
. ten und die dann auch Lehrbiicher schrieben,
‘Bugcsauﬁ‘ aus denen man die schwierige Kunst des

Rechnens erlernen konnte. Von den deutschen
Rechenmeistern ist Apam Rigs (1492 —1559)
am beriihmtesten geworden. In einem seiner
Rechenbiicher stellt er z.B. die neben-
stehende Aufgabe. Dabei bedeutet fl die
Wihrungseinheit 1 Gulden, und ein ort be-
deutet ein Viertel.
Immer mehr nahm der Handel und damit
die Rechentitigkeit zu. Um sich die Schreib-
und Rechenarbeit zu erleichtern, gingen die
: 100. fi. dafir wi X Rechenmeister dazu iiber, Abkiirzungen fiir
ba?pt“%/:!;?!“f?&;fc:cl f;::lfi“dl;“:l(g;&:/ hidufig wiederkehrende mathematische Aus-
Sclyrocin/ Katbers ond Sciffens boft ein Ochg  driicke zu verwenden. Anfangs wihlte jeder
4 ft. ¢in Sehtocin anderthalben fr. in Kalp  Abkiirzungen nach eigenem Geschmack. Zum
cinen halben fz. ond cin Beif cinort voneinem  Beispiel kiirzte der Italiener Luca Pactort
fe. woievicl fol erjeglicher paben fiirdicroo. 2 (1445—-1514) das Wort piu, welches plus
M, nach den votigen/mad) cines jeglichenr  bedeutet, durch p ab und benutzte m fiir
foftenju Serern/defigleichendicioo. e YOGS ueno als Zeichen der Subtraktion. Diese

algvann alfo: Schreibweise hat sich nicht durchgesetzt.
16 15 Die heute verwendeten -~ und — treten zum

6 5 erstenmal gedruckt 1489 in einem Buch des

100 400 deutschen Rechenmeisters JomaxNy WIDMANN

2 1 (geb. um 1460) auf, das den Titel ,»Behende

I und hubfdye Rechenung auf alfen Fauffmannjdyaft

Wl st

Abb. 5.3. Eine Seite aus einem Rechenbuch von Besgnders Ttalien und Deutschland, die da-
A.RIEs. Sie enthilt eine Viehkauf-Aufgabe. maligen Hauptzentren des Handels, waren
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um diese Zeit in der Rechenkunst fiihrend. In Italien bereicherten Nrccoro TARTAGLIA
(15007 —1557), ein aus sehr armen Verhiltnissen stammenden Rechenmeister, der als
Professor in Venedig wirkende GErRONIMO CARDANO (1501—1576), sein Schiiler
Lupovict FERRART (1522—1565) und der Ingenieur RAFAEL BoMBELLI die Algebra
um wertvolle neue Erkenntnisse. Sie fanden u.a. Methoden, wie man auch Gleichungen
dritten und vierten Grades auflost. Damit konnte zum ersten Male in Europa
die Antike auf dem Gebiete der Mathematik iibertroffen werden. Im begreiflichen
Stolz auf ihre Fortschritte nannten die Gelehrten ihre neue Algebra ,,ars magna‘,
d. h. die groBe Kunst. Fiir die Unbekannte, die aus den Bestimmungsgleichungen zu
errechnen war, schrieb man das lateinische Wort res oder das italienische Wort cosa,
das soviel wie Sache oder Ding bedeutet. Daher nannte man diese Gruppe von Mathe-
matikern Cossisten, und ihre Lehrbiicher hieBen cossische Schriften oder kurz CoB.
Die bedeutendsten deutschen Cossisten waren CHRISTOPH RUDOLFF (1500? —1545%),
MicHAEL STIFEL (1487?—1567) und JoHANN FAULHABER (1580—1635). Einige der
von ihnen verwendeten algebraischen Bezeichnungsweisen haben sich durchsetzen
konnen. Hatte schon Apam RiEs

handschriftlich den Wurzelhaken

bei Quadratwurzeln verwendet, The Arte

so trat 1525 bei RUDOLFF zum astheir tooyies boeextende ) to diflinde it onelp fnta
erstenmal der Wurzelhaken 7 im ‘wh?f;&%w&mﬁ:ﬁm‘:
Druck auf. STIFEL verwendete “,umpnldqdkmvzuhv

vereinzelt runde Klammern zur Treaes mﬁm;’g’“ urednce
Kennzeichnung zusammengeho- %MMM ;Wm
render Ausdriicke. me:-t m:’:';plmﬂ
Das heute gebriiuchliche Gleich-

heitszeichen = stammt von dem mmnus’ﬂ!:. .ﬂlhﬂi:mmz:
Englinder RoBERT RECORDE equalle tothe bt betmghts
(15102—1558,) der von Beruf mmm P ARohe
Arzt war. In seinem 1557 erschie- Dot ions. 3 Will pio:
nenen ,,Wetzstein des Witzes‘, m;%%km &w
einem Lehrbuch der Algebra, + uoide the tedioufe repetition of thefe m.ﬁgr
schlug er dieses Symbol als Zei- moal?mw.’n l;::#“‘-l
chen der Gleichheit vor, ,weil thus: = lengthe,
keine zwei Dinge dhnlicher sein equalle. nnnmwm-mmm
kénnen als ein Paar paralleler

Linien*. Diese Begriindung steht o 14.3e.— =1 femmmep il
unmittelbar iiber den Formeln L 2030 - 18 fmmm 1 02,4

der nebenstehenden Reproduk-

tion. Aber es dauerte nOCI;l mehr ok P e i i d b
als 100 Jahre, ehe sich dieses 4 19.5——192.femsl oF——108f—19%
Gleichheitszeichen durchsetzte. f 18 ik G :
Der Niederlinder SiMoN STEVIN P . e
(1548—1620), ein Ingenieur, der i 4F 12X m——go20 ——480§—0.5
an hervorragender Stelle den Be- *  Inthefirfte there appeaccth. 2, nombers , that s
freiungskampf der Niederlande i

gegen die Spanier unterstiitzte,

i g Abb. 5.4. Die Seite aus dem , Wetzstein des Witzes'* (1557)
fihrte den Wurzelhaken n.ut von R. RECORDE, auf der zum erstenmal das heutige
nebengesetztem Exponenten ein,  Gleichheitszeichen ,,=* auftritt.

13* 195



also bedeutete z. B. J/® die dritte Wurzel. Die heutige Schreibweise, den Wurzel-

exponenten in die Offnung des Wurzelhakens einzufiigen, also |/ fiir die dritte
Wurzel zu schreiben, wurde von dem hollindischen Mathematiker ALBERT GIRARD
(1595—1632) vorgeschlagen. Der franzésische Philosoph und Mathematiker RENT
DEescartEs (1596—1650), der lange Zeit aus Furcht vor der katholischen Kirche im
protestantischen Holland lebte, fithrte schlieBlich 1637 den Querstrich am Wurzel-
zeichen ein, um den Radikanden genau kennzeichnen zu kénnen.

Mit groBer Energie trat STEvIN auch fir die Verwendung der Dezimalbriiche ein
und schlug dafiir eine besondere Schreibweise vor:

So bedeutete 8 @9 ®3 ® 7 ® = 8,937. Das
Dezimalkomma stammt von dem schottischen Ma-
thematiker Joux NEPER (1550 —1617).

Der bedeutendste Algebraiker jener Periode war
der Franzose Francois VIETA (1540—1603), der
als Jurist in hohen Staatsimtern titig war. Einige
Zeit stand er beim franzosischen Koénig in Ungnade
und beschiftigte sich wihrenddessen mit der Ma-
thematik. Er lief sich von dem Gedanken leiten,
daB eine durchgingige Verwendung von Buchstaben
die Ubersichtlichkeit der mathematischen Rech-
nungen wesentlich erhohen kénnte und verwendete
die Vokale a, e, 7, . . . fiir die unbekannten und die
Konsonanten b, d, g, . . . fiir die bekannten GroBen.
Zugleich machte er von eckigen, geschweiften und
runden Klammern Gebrauch. Uber diese Methode
schrieb er ein Buch mit dem Titel , Erste Bemer-
Abb. 5.5, FRANGOIS ViETA (1310 =160  Kungen zu einer wunderbaren Rechenkunst, das
dem Leitsatz folgt, jedes (algebraische) Problem
sei losbar. Damit wollte er den anderen Mathema-
tikern den Nutzen seiner Methode klarmachen.

Wegen der zu groBen Zahl von Abkiirzungen und
Symbolen fand aber ViETa mit diesem und seinen
anderen Biichern nicht die Zustimmung seiner Zeit-
genossen. Daher haben sich seine Bezeichnungen
auch nicht in der Mathematik eingebiirgert. Wir
benutzen vielmehr, wie es RENE DESCARTES 1637
zum erstenmal getan hat, zur Bezeichnung der be-
kannten GroBen die ersten Buchstaben des Alpha-
bets, zur Bezeichnung unbekannter GroBen die
letzten Buchstaben z, y, z. Von DESCARTES stammt
auch die heutige Potenzschreibweise a® b* usw.,
d. h. die Vereinbarung, die Exponenten halbhoch
rechts neben die Basis zu schreiben. Auch das
rechtwinklige Koordinatensystem ist nach Dgs-
CARTES genannt, obwohl er selbst nur eine Achse

Abb. 5.6. RENE DEscARTES (1506—1630) benutzt hat.
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In spiiterer Zeit haben der groBe deutsche Philosoph und Mathematiker GOTTFRIED
WiLheLM LEeiBNiz (1646—1716) und der geniale Schweizer Mathematiker LEON-
HARD EULER (1707 —1783) weitere mathematische Bezeichnungen vorgeschlagen, vor
allem solche der hoheren Mathematik. In die Elementarmathematik hat LEm~iz
den Multiplikationspunkt sowie die Schreibweise a:b = ¢:d fir Proportionen und
EuLER das allgemeine Funktionssymbol f(x) eingefiihrt.

Aufgaben

1. Aus dem Papyrus Rhind (um 1700 v. u. Z.):
Haufen, sein %, sein }, sein Ganzes, es betriigt (zusammen) 33.

2. Aus BHASKARAS, ,,Kronung des Systems™:

a) Aus einer Menge reiner Lotosblumen wurde Siva der dritte, Vishnu der finfte, der Sonne
der sechste Teil als Opfer dargebracht; den vierten Teil erhielt Bhavani, und die iibrigen
sechs Blumen wurden dem ehrwiirdigen Lehrer gegeben.

b) Eine Lotosblume ragt mit ihrer Spitze 4 FuB aus einem Teiche hervor, vom Winde ge-
peitscht verschwindet sie 16 FuB von ihrem fritheren Standpunkt unter dem Wasser;
wie tief war der Teich?

8. Aus LEonarDO P1saxos Liber Abaci (um 1200):

;% einer Zahl erweisen sich als die Quadratwurzel eben dieser Zahl. Wie heiBt die Zahl?

4. Aus Apam Rieses Rechenbuch von 1524:

a) Jtem 3 gefellen haben getwunnen ein anzahl gelde3, der erjte nimet 4, der ander } unbd der
dritte nimet da3 vberig das ift 17 {l. Nun frage, wieuil ded geldes ift das jie getwounnen habn.

b) Stem Gynn john fraget jeinen Vater wie alt er fey. Antwurdt im der Vatter jprechende, Wan
du werejt nod) fo alt, Halb fo alt und 1 Jahr elter, jo werejtu 134 Jabhre alt.

¢) Stem brey fauffenn ein pfertt bmb 12 fl. feyner vermugens allein Bubegahlen. A fpricht ju B
und G, leyhe miv iplider } feynes geldes, jo wil ic) dag pferdt bezalen. Spricht B gum €
vnd A gebt mir 4 fo wil id) dbad pferdt vergnugen. Nadypem jpricdht € sum B vud A gabt mic
beyde }, fo wil ich dad pferdt fauffenn. Nun frage id) wiuil iplicher in funbderfeit gehabt Hab.

b. Aus der CoB von CHRISTOFF RUDOLFF (1525):

a) Gin Weidmann Hepet einen Fud3, hat der Fuchs 60 fpriing bevor, und al3 oftt ber Fuchs thut
9 jpriing, jo oft thut der Hund 6 fpriing. Aber dod) thun 3 Hundipriing jo vil ald 7 Fudsjpriing.
St bie Frag wie vil ber Hund mup Spriing thun, bid er ben Fudhd erhafdye?

b) G3 jynd gween Becher bud ein vberlid (Dedel). Legt man ded vberlid auff den erjten Beder,
fo wigt er mit dem vberlid 3 mal fo jchwer ald der anber. Legt mand aber auff ben andern jo
wigt ber ander mit dem vberlid 4 mal fo vil ald der erjt. Jjt die frag wie jdwer yeder Bedjer ey,
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6. Darstellende Geometrie

Treffen die Sonnenstrahlen auf einen undurchsichtigen Gegenstand, so sehen wir auf jeder hinter
ihm liegenden Fliche seinen Schatten.

In der darstellenden Geometrie benutzt man oft ein dem Schattenwurf nachgebildetes Verfahren,
die Parallelprojektion.

6.1. Senkrechte Parallelprojektion
Arten der Projektionen

Die geometrischen Gebilde und die realen Objekte unserer Umwelt werden nach der
Anzahl ihrer Ausdehnungen eingeteilt in Gebilde nullter, erster. zweiter und.dritter
Dimension.

Die Aufgabe der darstellenden Geometrie ist es, Gebilde dritter Dimension durch
ebene Zeichnungen, d. h. durch Gebilde zweiter Dimension. darzustellen. Dazu werden
gewisse Festsetzungen getroffen. nach denen jedem Teil (Punkt, Strecke. . ..) des
darzustellenden Gebildes bestimmte Teilgebilde der Zeichnung eindeutig zugeordnet
werden. Je nach Art dieser Zuordnung unterscheidet man verschiedene Projek-
tionsverfahren:
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1. Zentralprojektion
2. Parallelprojektion
a) schiefwinklige (schrige) Parallelprojektion
b) rechtwinklige (orthogonale) Parallelprojektion.
Wie der Name bereits sagt. entsteht eine Zentral-
projektion dadurch, daB8 die die Abbildung ver-
mittelnden Projektionsstrahlen von einem Zentrum
ausgehen.

-
Z e
\
Abb. 6.1 Urbird

Die Parallelprojektion kann

als Sonderfall der Zentral- ]

projektion angesehen werden.

Bei ihr liegt das Zentrum un- P

begrenzt weit von der Abbil- i

dungsebene entfernt. Dabei Urbitd I~

verlaufen die Projektions- B ol

strahlen parallel. AUD. 6.2 Bild

Treffen diese Projektionsstrah-

len senkrecht auf die Abbil-

dungsebene, so spricht man von orthogonaler, treffen sie unter einem spitzen Winkel

auf die Abbildungsebene, so spricht man von schriiger Parallelprojektion.

Liegen bei orthogonaler Projektion die Kanten und ebenen Flichen eines abzubil-

denden Korpers beliebig zur Projektionstafel, so sagt man, der Kérper befindet sich

in allgemeiner Lage zur Bildtafel: liegen dagegen moglichst viele Kanten und ebene

Flichen des Kérpers parallel oder senkrecht zur Projektionstafel, so spricht man von

einer einfachen Lage des Korpers beziiglich der Bildtafel.

An das Bild eines Gegenstandes stellt man drei Anforderungen:

a) Anschaulichkeit, d. h., es soll weitgehend dem Bild entsprechen, das wir mit un-
serem Auge wahrnehmen;

b) MaBgerechtheit, d. h., es soll als Unterlage fiir das Nachbilden des Originals, also
zur Entnahme der MaBe aus der Zeichnung geeignet sein (Werkzeichnung);

c) geringe Konstruktionsschwierigkeit.

Alle drei Forderungen zugleich lassen sich bei keinem Projektionsverfahren erfiillen.

Insbesondere schlieen sich MaBgerechtheit und Anschaulichkeit im gewissen Sinne

aus. Auch sind diese Eigenschaften — besonders bei der Orthogonalprojektion —

sehr von der Lage des Gegenstandes zu den Rifitafeln abhiingig. Infolgedessen kom-

men die einzelnen Projektionsverfahren in ganz verschiedenen Bereichen der gesell-

schaftlichen Praxis zur Anwendung.

i
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Ubersicht:

Parallelprojektion
Projektionsverfahren Zentralprojektion
schriig orthogonal
Lage des Ur- beliebig einfach allgemein einfach
bildes zu den
RiBtafeln
Anschaulich- sehr gut gut, gut sehr schlecht
keit,
MaBgerechtheit sehr schlecht schlecht schlecht sehr gut
Konstruktions- grof3 mittelmiBig gering sehr gering
schwierigkeit
Anwendungs- Architektur, Buchillu- Schaubilder ‘Werkzeich-
bereich Malerei strationen, nungen
Geometrie
(2) (b) () (d)
. Beispiel 1:
Abb. 6.3.
| |
%N
c d
a b
Aufgaben

1. Es gibt nur ein einziges Gebilde nullter Dimension. Wie heiBt es?

2. Es gibt viele verschiedene Gebilde erster, zweiter und dritter Dimension. Nennen Sie Bei-
spiele (geometrische Gebilde und reale Objekte)!

8. Erkliren Sie die folgenden Begriffe! Vergleichen Sie sie dabei, wenn méglich, mit Begriffen
aus der Optik!
a) Projektionsstrahlen; Projektionszentrum
b) Gegenstand (Urbild; Original); RiB (Bild)
¢) Projektionstafel (Bild-, RiBtafel oder -ebene)
d) GrundriB; AufriB; SeitenriB; KreuzriB; RiBachse
e) einfache Lage; allgemeine Lage (des Gegenstandes zur RiBtafel)
4. Unterscheiden Sie folgende Projektionsverfahren durch die Richtung der Projekti ahlen!

a) Zentralprojektion und Parallelprojektion
b) Rechtwinklige (orthogonale) und schiefwinklige (schriige) Parallelprojektion

200 )



5. Sehen Sie sich in der Praxis nach Beispielen fiir die verschiedenen Projektionsverfahren um!

6. Welches Projektionsverfahren liegt a) beider Projektion von Diapositiven mit dem Projek-
tionsapparat, b) bei dem Schattenwurf im Sonnenlicht vor?

7. Bei der optischen Projektion bzw. beim Schattenwurf ist immer die Anordnung Lichtquelle —
Gegenstand — Projektionswand erforderlich. Bei geometrischen Projektionsverfahren werden
auch die Anordnungen Gegenstand — Projektionszentrum — Bildtafel und Projektions-
zentrum — Bildtafel — Gegenstand zugelassen. Wie wirkt sich das auf das GroBenverhéltnis
von Urbild und Abbild bei den verschiedenen Projektionsverfahren aus, wenn als Gegenstand
eine zur Projektionstafel parallele Figur angenommen wird?

8. Bei der Zentralprojektion entsteht von Urbildern, die in der sogenannten Verschwindungs-
ebene liegen, im Endlichen kein Bild auf der Projektionstafel. Beschreiben Sie die Lage
der Verschwindungsebene, und begriinden Sie Thre Aussage!

‘Warum gibt es bei der Parallelprojektion keine Verschwindungsebene?

Senkrechte Parallelprojektion begrenzter geometrischer Gebilde auf eine Tafel

OrthogonalriB eines Punktes; Eindeutigkeit

Durch jeden Punkt des Raumes geht genau ein Strahl des
Projektionsstrahlenbiindels. Dieser durchstéBt die Rif3- P
tafel 7, in genau einem Punkt.

’ Satz 1: Der OrthogonalriB eines Punktes ist wieder ein
Punkt. Jedem Punkt des Raumes ist eindeutig S
ein Bildpunkt zugeordnet.

Der Satz ist nicht umkehrbar. Denn alle Punkte des
Projektionsstrahls, der den Bildpunkt erzeugt, konnen
Urbilder dieses Risses sein, ebenso beliebige Teile des
Projektionsstrahls (Strecken) oder der gesamte Pro-
jektionsstrahl selbst (Abb. 6.4.). Abb. 6.4.

} Satz 2: Zu jedem Punkt der RiBtafel kinnen beliebig viele Punkte oder Strecken sowie
eine Gerade als Urbilder gehéren. Einem Bildpunkt ist also kein eindeutiges
Urbild zugeordnet.

Da alle geometrischen Gebilde als Mengen von Punkten aufgefa3t werden konnen,
gilt allgemein:

> Satz 3: Die Zuordnung von Urbild und RiB bei der senkrechten Parallelprojektion ist
eindeutig vom Urbild zum RiB, aber nicht umkehrbar eindeutig (nicht ein-
eindeutig).

Aufgaben

9. Halten Sie eine Papptafel als RiBlebene so ins Sonnenlicht, daB die Sonnenstrahlen senkrecht
auftreffen, und geeignete punkt- und streckenihnliche Gegenstinde (Bleistiftspitze, Steck-
nadelkopf, Streichholz, Drahtstiick usw.) als Gegenstiinde die Tafel! Uberzeugen Sie sich
durch Bewegen der Gegenstiinde von der Richtigkeit der Siitze 1 bis 3!

10. Zeichnen Sie den Orthogonalril a) eines Punktes P, b) einer Strecke s, die in Projektions-
strahlrichtung liegt! Benutzen Sie zur Bezeichnung die iibliche Symbolik: P’ bzw. s

11. Unter welcher Bedingung wird der OrthogonalriB8 als GrundriB bezeichnet?
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OrthogonalriB einer Strecke; Verkiirzung

. Halten Sie ein Stibchen oder Drahtstiick im Sonnenlicht so vor die Projektions-
tafel, daf es micht in Richtung der Projektionsstrahlen liegt, und dndern Sie
durch Drehen seine Neigung zur Tafel! Beob-

achten Sie die Gripe des Bildes, und vergleichen
Sie diese mit der Grofle des Gegenstandes!
b Satz 4: Der OrthogonalriB einer Strecke, die nicht { l
parallel zu den Projektionsstrahlen liegt,
ist wieder eine Strecke. Je nach dem Nei-
gungswinkel ¥ des Urbilds oder seiner ge-
radlinigen Verlingerung zur RiBtafel @, =
ist das Bild I’ gleich I (Abbildung in wah- z
rer GroBe) oder kleiner als I (Abbildung Z
unter Verkiirzung) (siehe Abb. 6.5.). 2
z Abb, 6.5.
Ubersicht (unter Einbeziehung von Satz 2 als Grenzfall)
Neigungs- Besondere Be- Vergleich Verkiir- Besonderheit
winkel  von I | zeichnung der von I zungs- der Abbildung
oder der Lage und I’ verhiiltnis
geradlinigen g=11
Verlingerung
gegen 7,
y=0° Parallel zu 7, V=1 g=1 Bild in wahrer
Frontlage GroBe
(Frontstrecke)
0° <y < 90° V=l 0<g<l1 Bild ist verkleinert
y = 90° Parallel zu Pro- =0 qg=0 Sonderfall: Bild
jektionsstrahlen, ist ein Punkt
senkrecht zu n, (vgl. Satz 2)
Tiefenlage
(Tiefenstrecke)

} Satz 5: Jede Frontstrecke wird in wahrer GriBe abgebildet, jede Tiefenstrecke wird zum
Punkt verkiirzt.

Aufgaben

12. Beweisen Sie, daB jede Frontstrecke in wahrer GriBe abgebildet wird!
Anleitung: Welche Figur bilden Original, RiB und die Projektionsstrahlen der beiden Strek-
kenendpunkte in diesem Fall?

13. Beweisen Sie den Satz: Bei der Orthogonalprojektion ist ¢ niemals groBer als 1.
Anleitung: Welche Figur bilden im allgemeinen Fall Original, RiB und die Projektions-
strahlen der beiden Streckenendpunkte? Wie verliuft die kiirzeste Verbindungsstrecke
zwischen zwei Parallelen?

14. Unter welchen Bedingungen kann bei der schriigen Parallelprojektion g = U": 1 auch groBer
als 1 werden? Wie groB ist dann das Bild im Vergleich zum Urbild?
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15. Auch zu einer Strecke als Riff gehort bei der Parallelprojektion kein eindeutiges Urbild.
Nennen Sie verschiedene Urbilder, die als RiB die gleiche Strecke ergeben kénnen!
(Denken Sie dabei auch an zweidimensionale Gebilde!).

HohenmaBstab; Koten; zweiter Rif}

Da aus dem Grundri§ kein- eindeutiger SchluBl auf die Hohenausdehnung eines abge-
bildeten Gegenstandes gezogen werden kann, kann einem GrundriB kein eindeutig
bestimmtes Urbild zugeordnet werden. Wenn also aus dem GrundriB eindeutig
Gestalt und wahre GroBe des Urbilds gewonnen werden sollen, miissen gesonderte
Angaben iiber die Hohenlage der Punkte des Originals gemacht werden. Die Aus-
dehnung in der dritten Dimension kann eindeutig festgelegt werden

a) durch einen HéhenmaBstab (Abb. 6.6.a),

b) durch Héhenzahlen (Koten) (Abb. 6.6.b).

c) durch einen zweiten Orthogonalri8, dessen RiBtafel z, senkrecht zu 7z, ange-

nommen wird (GrundriB-Aufri3) (Abb. 6.6.c).

[l Beispiel 2:
Strecke AB = &

| . AB"
g A8 s |
AV 8 A" |
| i i
A i |
Ao Al2) !
% " y 35 | !
/2 ¢s\oﬁ 0 N A'I I
Abb. 6.6. 5 &5,
a b [

> Satz 6: Der Grundrif Iegi in Verbindung mit einem HéhenmaBstah, mit Koten oder mit
dem AufriB das Urbild eindeutig fest.

> Satz 7: GrundriB und AufriB desselben Punktes liegen auf einer Ordnungslinie.

Aufgaben

16. Erkliren Sie den Begriff ,,Ordnungslinie, und begriinden Sie Satz 7!
Zeichnen Sie fiir die Aufgaben 17 bis 28

a) GrundriB und HohenmaBstab;

b) GrundriB und Koten;

¢) GrundriB und AufriB!

17. Fiir einen beliebigen Punkt P-

18. Fiir einen Punkt @ in der GrundriBtafel

19. Fiir eine Frontstrecke 4B = 8

20. Fiir eine Tiefenstrecke CD = s,

21. Fir eine Strecke EF = 83 in der GrundriBtafel
22, Fiir eine Strecke GH = s, in der AufriBtafel

23. Fiir eine Strecke K L = s; in allgemeiner Lage
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24, Welche Lage hat eine Tiefenstrecke zu 7, bezogen auf 71,?

25. Welche Lage konnen eine Frontstrecke zu 7, und eine Strecke in m, bezogen auf z, an-
nehmen? Zeichnen Sie die Grund-AufriB-Bilder fiir besondere Lagen zu 7!

Konstruktion der wahren GréBe und des Neigungswinkels y einer Strecke in
bezug auf z,

Aus dem GrundriB und dem HéhenmaBstab (bzw. den Koten oder dem Aufrif) einer

Strecke AB = s konnen durch Umklappen in die GrundriBtafel die wahre GroBe
4yB,= s, und der Neigungswinkel y gegen =, konstruktiv ermittelt werden (Abb.6.7.).

Aufgaben Abb.67. A 4

26. Beschreiben und begriinden Sie die Konstruktionen in
Abbildung 6.7.!

. Statt in die GirundriBtafel 7, kann das Umklappen auch
in‘eine zu 7, parallele Hilfstafel 7, vorgenommen werden.

2

die zweckmiiBig durch einen der Streckenendpunkte A - 8
oder B gelegt wird. Fithren Sie diese Konstruktionen aus! , % A'Ay-04
Worin besteht der Unterschied gegeniiber der Abbil- ~’ B'8,-08 0

dung 6.7.7 Inwiefern sind sie rationeller?
Anmerkung: In sinnvoller Ubertragung der entsprechenden Begriffe aus der materiellen Pro-
duktion wird man ein mathematisches (rechnerisches oder konstruktives) Verfahren dann
besonders rationell nennen, wenn es bei moglichst geringem Aufwand an geistiger oder ma-
nueller Arbeit ein moglichst genaues Ergebnis sicher zu ermitteln ermoglicht.

28. Bei welchen speziellen Lagen der Strecken sind besondere Konstruktionen zur Ermittlung
der wahren GroBe unnéotig?

29. Konstruieren Sie GrundriB und HohenmaBstab bzw. AufriB einer 5 cm langen Strecke bei
einem Neigungswinkel gegen 7, von &) 15°; b) 30°; ¢) 45°; d) 60°; e) 75°!

80. Bei welchem Neigungswinkel  gegen die GrundriBtafel gilt ¢ = I’:1 = 1:2?

31. Entwerfen Sie fiir die in Aufgabe 29 genannten Fille auch das GrundriBbild mit Koten!

In welchen Fillen konnen diese genau, in welchen Fillen nur angeniihert angegeben werden?
Anleitung: Schaffen Sie sich Dreiecke besonderer Gestalt, arbeiten Sie dann in rechtwinkligen
Dreiecken mit dem pythagoreischen Lehrsatz!
Anmerkung: Inwieweit Niherungswerte an Stelle der genauen Werte geniigen und mit welcher
Genauigkeit sie dann anzugeben sind, hiingt von der jeweiligen Aufgabenstellung und den
Forderungen der Praxis ab. Vergleichen Sie das mit Thren praktischen Erfahrungen aus Ihrer
Titigkeit in der Produktion!

82. Gibt es eine Streckenlage, fiir die GrundriB und AufriB zugleich die wahre GroBe der Strecke
aufweisen?

OrthogonalriB eines Winkels; Verzerrung

. Biegen Sie ein Stiick Draht zu einem Winkel, und halten Sie ihn im Sonnenlicht
vor eine Papptafel! Beobachten Sie die Schattenbilder, wenn Sie die Lage des
Winkels zur Tafel und seine Grofe indern! Benutzen Sie zur Beschreibung den
Begriff .,Ebene des Winkels*! Achten Sie auf die Winkelgrofe des Bildes und ver-
gleichen Sie diese mit der Grofe des Urbildes! (Bedenken Sie, daf die Winkel-
schenkel eigentlich vom Scheitelpunkt ausgehende Strahlen sind!)



> Satz 8:

Ubersicht:

Der OrthogonalriBl eines Winkels ¢ ist je
nach der Lage seiner Ebene zur Riftalel =,
ein Strahl, eine Gerade oder selbst ein
Winkel ¢” Z ¢ mit 0° < ¢’ < 180°, Fiir
¢’ & ¢ sagt man, das Bild des Winkels
sei verzerrt (Abb. 6.8.).

Abb. 6.8,

be.

Lage der Winkelebene

Vergleich von

zogen auf ¢’ und ¢

Besonderheit der Abbildung

Tiefenlage oder ¢’ = 180° | Gerade

Parallel zu 7, ¢ =9 Bild in wahrer GroBe

Frontlage

Beliebig Pse Verkleinertes oder vergroBertes Bild
Senkrecht zu 7, @ =0 Sonderfall: Bild ist ein Strahl oder eine

> Satz 9: Ein beliehiger Winkel wird bei Orthogonalprojektion in Frontlage in wahrer
GriBe, in Tiefenlage als Gerade oder Strahl abgebildet. Die Verzerrung bei be-

’ Satz 10:

Aufgaben

33. Begriinden

liebiger Lage der Winkeleb
griferten Bild des Winkels fiihren.

Ein rechter Winkel wird bei Orthogonal-
projektion nicht nur in Frontlage in wah-
rer GroBe abgebildet, sondern immer
dann, wenn wenigstens einer seiner
Schenkel parallel zur Bildtafel verliuft
(Abb. 6.9).

Abb. 6.9.
Sie Satz 10!

Z

907

kann zu einem verkleinerten oder zu einem ver-

84. Ein Winkel von 45° befindet sich in Frontlage. Welche Bewegung muB mit ihm ausgefiihrt
werden, wenn die GroBe seines Bildes a) kontinuierlich bis 0° abnehmen, b) kontinuierlich
bis 180° zunehmen soll?

35. Der GrundriB ¢’ eines Winkels g ist ein Rechter. Nach Satz 10 kann dann ¢ ebenfalls ein

Rechter sein. Ist es auch moglich, daB @ ein Winkel von a) 10° b) 170° ist?
Anleitung: Fertigen Sie sich Modelle an, und ziehen Sie die Anschauung zu Rate!

Erhaltung der Parallelitiit

. Halten Sie ein Lineal im Sonnenschein vor eine Papptafel. und beobachten Sie
den Verlauf der Kanten im Schattenbild bei verschiedener Lage!
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> Satz 11: Parallele Geraden, die nicht senkrecht zur RiBtafel verlaufen, ergeben bei
Orthogonalprojektion zusammenfallende oder wiederum parallele Geraden als
Orthogonalrisse (Erhaltung der Parallelitit). Der Abstand d’ der Risse im
Vergleich zum Abstand d der Urbilder hiingt von der Lage der durch die Ori-
ginale bestimmten Ebene zu @y ab. Stets ist d’ gleich d oder kleiner als d,
jedoch niemals grioBer.

Ubersicht (Urbilder nicht senkrecht zu 7,):

I‘““,':‘,2(';;(,};';:"illfd;'l"'"" h}?":]',‘l(l; Yon Besonderheit der Abbildung
Parallel zu 7, d' =d Abstand in wahrer Grofe
Frontlage
Beliebig ' <d Abstand verkleinert
Senkrecht zu 7, =0 Sonderfall: Bild ist eine einzige Gerade
Tiefenlage (Doppelgerade)

Beweis der Erhaltung der Parallelitit
(Abb. 6.10.):

Die Projektionsstrahlen durch g, und g,
bilden zwei parallele Ebenen. Deren Ab-
stand a ist iiberall gleich. Das trifft auch
fir die Punkte zu, die auf den Schnitt-
geraden g," und g,’ mit 7, liegen. Folglich
sind ¢," und g,’ parallel.

Aufgaben

86. Stets verliduft d senkrecht zu g, und g,. Ver-
liuft auch d” senkrecht zu g,” und g,"?

Anleitung: Beachten Sie Satz 10! Abb. 6.10.
87. Welche Figur entsteht bei Orthogonalprojektion eines Trapezes?!

38. Der RiB eines ebenen Vierecks sei a) ein Quadrat; b) ein Rechteck; ¢) ein Rhombus; d) ein
Rhomboid; e) ein unregelmiBiges Viereck.!
‘Welche Gestalt kann jeweils das Urbild haben, welche nicht?

Orthogonalrisse von ebenen Figuren und ebenflichig begrenzten Korpern

Bei der Orthogonalprojektion ebener Figuren und rdumlicher Gebilde kénnen
Strecken (Seiten, Kanten) beliebig verkiirzt und Winkel beliebig verzerrt werden.
Doch bleibt etwaige Parallelitit von Strecken (Seiten, Kanten) auch im Orthogonal-
rif} erhalten.

> Satz 12: Drei Riumpunkte, die nicht auf ein und derselben Geraden liegen, bestimmen
stets eine Ebene und in ihr ein Dreieck.

1 Anmerkung: In den Aufgaben 37 und 38 sei vorausgesetzt, daB keine Seite des Urbilds senkrecht zur RiBtafel
verliuft.
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Aufgaben

39. Beschreiben Sie die Gestalt und die Lage zur GrundriBtafel der in Abbilduﬁg 6.11. durch
Grundri8 und HohenmaBstab bzw. Koten bzw. AufriB gegebenen Dreiecke!

oo g
, 8
¢ ¢
A'3) B8'3) J
B -1—f—-
6‘ 5 3 '
4 (5) h B
7 0 b
A a c
P ¢'(5)
e 8'0)
A=B ¢
d 0=A=C e
Abh. 6.11, A'(0)

40. Zeichnen Sie zu den einzelnen in Abbildung 6.11. dargestellten Dreiecken jeweils die beiden

anderen Dar gsmoglichkeiten (A h von HohenmaBstab, Koten und AufriB
bei gleichem GrundriB)!

41. Ermitteln Sie konstruktiv die wahre GroBe und Gestalt der in Abbildung 6.11. dargestellten
Dreiecke!

Anleitung: Sofern eine Dreieckseite Frontstrecke bezogen auf 7, oder 7, ist, kann das Dreieck
um diese Seite in die Frontlage umgeklappt werden, wenn man die wahre GroBe der zu dieser
Seite gehtrenden Hohe bestimmt. Andernfalls muB die wahre GroSe der drei Seiten einzeln
bestimmt und daraus das Dreieck konstruiert werden.

> Satz 13: Vier und mehr Raumpunkte, von denen nicht drei auf ein und derselben Ge-
raden liegen, bestimmen nur dann ein ebenes Vieleck, wenn sich simtliche
Verbind aden schneid Sobald sich einige kreuzen, bestimmen die
Punkte einen Kirper.

. Beispiel 3:

Ebenes Viereck und dreiseitige Pyramide (rdumliches Viereck).
Zur Untersuchung wird das GrundriB-AufriB-Verfahren benutzt (Abb. 6.12.).

Erliuterung:

Die Ordnungslinie in Abbildung 6.12.a zeigt an, daB es sich bei § um den Schnittpunkt der Diago-
nalen AC und BD eines ebenen Vierecks handelt.
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Die entsprechenden Strecken A ('
und BD in Abbildung 6.12.b hin-
gegen kreuzen einander, denn der
Schnittpunkt X derGrundrisse 4’ C”
und B’ )" sowie der Schnittpunkt ¥
der Aufrisse A”C” und B”D" sind
nicht Aufril und Grundri ein und
desselben  Raumpunktes, da sie
durch keine Ordnungslinie verbun-
den sind. Der Punkt X kommt da-
b, 612, durch zustande. da ein Punkt von

AC durch denselben Projektions-
strahl in den Grundril projiziert wie ein Punkt von BD (sie liegen im Raum genau i itberein-
ander). Der Punkt 1 entsteht entsprechend aus zwei (anderen) Punkten von 4 C und BD, die im
Raum genau hintereinander liegen. Solche Punkte wie }" und X heiBen Deckstellen (der beiden
Geraden). Zwei derartige Geraden, die einander weder schneiden noch zueinander parallel sind,
kreuzen einander oder heien zueinander windschief. Das in Abbildung 6.12.b im Grund- und
AufriB dargestellte ¢ Gebilde ist also kein ebenes Viereck, sondern eine dreiscitige Pyramide. AC

und BD bilden mit AB. BC, D und DA ihre Kanten.

’ Satz 14: Zwei Geraden schneiden einander, wenn der Schnittpunkt ihrer Grundrisse mit
dem Schnittpunkt ihrer Aufrisse durch eine Ordnungslinie verbunden werden
kann. Ist das nicht méglich, so kreuzen die Geraden einander (sie sind wind-
schief zueinander).

Aulgaben

42, Der GrundriB eines ebenen Vierecks ist ein Quadrat. Drei Punkte haben die Koten 1, 2, 3.
Ermitteln Sie die Kote des vierten Eckpunktes!

Anleitung: Nehmen Sie den AufriBl zu Hilfe, und legen Sie dort zunichst die drei durch ihre
Koten gegebenen Punkte sowie den Diagonalenschnittpunkt fest! Bringen Sie dazu den
GrundriB in einfache Lage zur RiBachse!

43. Losen Sic die Aufgabe 42 nochmals, indem Sie jetzt den (irundriB in allgemeine Lage zur
RiBachse bringen! Vergleichen Sie die Ergebnisse und die Gestalt der Aufrisse von Aufgabe 42
und 43!

44. Konstruieren Sie den GrundriB und den AufriB eines ebenen Fiinfecks!

45. Bei gewissen Sonderlagen zweier Geraden versagt das im Satz 14 ausgesprochene Kriterium
fiir die Unterscheidung von Schneiden und Kreuzen, da dann auch die Deckstellen eine
gemeinsame Ordnungslinie besitzen und Schnittpunktrisse vortiuschen. Zeichnen Sie den
GrundriB und den AufriB fir solche Fille!

46. Konstruicren Sie den GrundriB und den Aufri8 eines belicbigen ebenen Vierecks in allge-
meiner Lage (vgl. Aufgabe 42), und ergiinzen Sie die Zeichnung durch einen fiinften Raum-
punkt zu einer vierseitigen Pyramide!

'S

Ebene Vielecke lassen sich einfacher zeichnen, wenn sie in einer Parallelebene zur GrundriB-

tafel oder in dieser selbst angenommen werden. Das niitzt man vor allem fiir die Grundfldchen

ebenflichig begrenzter Korper aus. Konstruieren Sie unter dieser Voraussetzung den Grundrif3

a) einer beliebigen vierseitigen Pyramide (Grundfliche 2 em iiber zr,; Hohe 5 ¢cm) mit Hohen-
maBstab;

b) einer regelmiiBigen sechsseitigen Pyramide (Grundfliche in zr;. Grundkanten und Hohe
3 em) mit Koten

¢) eines regelmiBigen achtseitigen Prismas mit aufgesetzter Pyramide (Grundfliche in =)
mit AufriB!

208



Senkrechte Parallelprojektion begrenzter geometrischer Gebilde
auf zwei und drei Tafeln

Die vier RiBquadranten

Die GrundriBtafel ; und die AufriBltafel 7, als zwei aufeinander senkrecht stehende
unbegrenzte Ebenen teilen den Raum in vier Quadranten. die lings der RiBachse
zusammenstolen (Abb. 6.13.). Bei waage-

recht vor dem Betrachter angenommener .
RiBachse werden sie wie folgt beziffert: U ;
Quadrant Bezifferung Q
vorn oben I
Ahb, 6.13.
hinten oben II /
hinten unten IIT N
\,
vorn unten v \Al | \,
+—t
i
Beim Umklappen der einen RiBtafel um die B Ré\ ‘5: B
RiBachse in die Zeichenebene der anderen Ty SR N\
fallen jeweils einc Hilfte von z; mit einer
Hilfte von m, zusammen. Folglich kénnen ¢ g =
Grundrisse auch oberhalb und Aufrisse auch PP
unterhalb der RiBachse liegen, wenn sich ! Q' R'
die Gegenstinde nicht im I. Quadranten be- b :
finden. Die Zuordnung durch Ordnungslinien |
bleibt auch in derartigen Fillen bestehen lr I
(Abb. 6.14.). | %S’
Abb. 6 14P 9 bgr
Ubersicht S R
Das Urbild liegt im In bezug auf die RiBachse liegt der
Quadranten Nr. Grundrifl Aufrig
I unterhalb oberhalb
11 oberhalb oberhalb
II1 oberhalb unterhalb
v unterhalb unterhalb
Aufgaben ;
48. Zeichnen Sie den GrundriB und den AufriB folgender Gebilde!
a) Strecke A B im IIL Quadranten b) Strecke 4B, 4 im IL, B im IV. Quadranten
¢) Dreieck 4 BC im II. Quadranten d) Quadrati BCD in n, unter der RiBachse

¢) Rechteck 4 BCD, 4B in =, hinter der RiBachse, CD in =, iiber der RiBachse
f) Dreieck ABC, Aim 1., Bim IL, C im III. Quadranten
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49. Beschreiben Sie Gestalt und Lage oP" P pep i \
der in den folgenden Grundrissen popr | T | / | I
und Aufrissen dargestellten geo- — | I N S |

i ilde! ! ) [ |
metrischen Gebilde! ip b : % .
spr &P o bpr
a b ¢ d e f g h

Abb. 6.15.

50. Es gibt eine Ebene, von deren Punkten die Grundrisse und Aufrisse jewexls zusammenfallen
(,,sich decken*'). Wie verliuft diese Deckeb in den RiBtafelquad

51. Wo liegen alle Punkte im Raum, deren Grundrisse und Aufrisse jeweils auf verschiedenen
Seiten der RiBachse in gleicher Entfernung von dieser liegen?

Seiten- und Kreuzril

Falls Grundri und Aufri noch keine hinreichend klare Vorstellung vom darge-
stellten Gegenstand erméoglichen oder die MaBentnahme fiir gewisse Teile Schwierig-
keiten bereitet, wird noch ein weiterer Ri, der SeitenriB, auf eine dritte RiBtafel
7, beigefiigt. Die Lage der SeitenriBtafel richtet sich nach dem beabsichtigten
Zweck, ein moglichst deutliches drittes Bild zu erhalten.

Steht die SeitenriBtafel s senkrecht auf 7, und 7, (in der Art einer Zimmerecke), so
spricht man vom Kreuzri8. Beim Umklappen der KreuzriBtafel s; kann diese
links oder rechts oben neben den Aufrifl oder auch links oder rechts unten neben den
GrundriB gelegt werden. Die Konstruktion des Kreuzrisses P’ jedes Punktes P
aus Grundri P’ und Auf-
ri P” ist mit Hilfe zweier
Ordnungslinien  eindeutig

| der Kreuzril stets rechts
oben neben dem Aufrif3

T_—W»_I:ﬁpw méglich. Im folgenden soll
=
f
|

|
/! liegen (Abb. 6.16.).

R

Abb. 6.16.

b

» Satz 15: Von den drei Rissen (Grundri, AufriB, KreuzriB) bestimmen zwei eindeutig
die Lage eines Punktes P im Raum, der dritte RiB liBt sich aus den beiden
anderen eindeutig gewinnen.

210



Aufgaben

52,

53.

55.

56.

<1

o

Abb. 6.17.

58.

14*

Vorgegeben ist ein Dreieck 4 BC durch AufriB und KreuzriB. Konstruieren Sie dazu den
srundriB!

Anleitung: Auch A" und 4’7, B und B, C”" und C"” miissen je auf eine Ordnungslinie,

senkrecht zur Achse 75, ; liegen.

Vorgegeben ist eine Strecke 4 B durch GrundriB und KreuzriB. Konstruieren Sie dazu den
AufriB!

Anleitung: Beachten Sie, daB die Ordnungslinien von A" nach A" und von B’ nach B je
einen Viertelkreisbogen enthalten miissen! Dieser kann auch durch die unter 45° zu den
RiBachsen verlaufende Sehne ersetzt werden.

Konstruieren Sie Grund-, Auf- und KreuzriB cines ebenen Vierecks, das sich in allgemeiner
Lage zu allen drei RiBtafeln befindet!

Anleitung: Beachten Sie den Diagonalenschnittpunkt!
Konstruieren Sie Grund-, Auf- und KreuzriB zweier sich kreuzender Strecken!

Anleitung: Benutzen Sie zur Konstruktion des Kreuzrisses die Streckenendpunkte, und legen
Sie die Strecken so, daB auch im KreuzriB eine Deckstelle entsteht!

Konstruieren Sie Grund- und AufriB zweier zueinander paralleler Strecken und daraus mit
Hilfe der Endpunkte den KreuzriB! Tst auch hierbei das Gesetz von der Erhaltung der Par-
allelitiit erfillt?

Konstruieren Sie Grund- und AufriB zweier Strecken, die in parallelen, zu zr; senkrechten
Ebenen liegen, die aber selbst zueinander nicht parallel sind, und dazu mit Hilfe der End-
punkte den KreuzriB! Vergleichen Sie das Ergebnis mit dem von Aufgabe 56!

Die folgenden Skizzen zeigen bemaBte Schaubilder

einfacher Werkstiicke (Abb. 6.17.).

a) Zeichnen Sie jeweils Grund-, Auf- und einen an-
schaulichen KreuzriB bei moglichst einfacher
Lage zu den RiBtafeln! Wihlen Sie selbst einen -
geeigneten MaBstab!

b) Berechnen Sie die Masse der dargestellten Werk-
stiicke (¢ = 7,85 kg dm=2)!

¢) Beschreiben Sie die Herstellung der dargestellten
‘Werkstiicke vom Rohling bis zum fertigen Stiick!
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59. Konstruieren Sie die drei Risse eines Stiickes
a) I-Stahl; b) C-Stahl; ¢) T-Stahl!
Anleitung: Verschaffen Sie sich die genormten MaBe, und zeichnen Sie die Kérper in einem
geeigneten MaBstab in einfacher Lage!

60. Sehen Sie sich nach Werkzeichnungen um, die neben dem GrundriB auch Kreuzrisse (Seiten-
ansichten) enthalten!

61. Zeichnen Sie GrundriB, AufriB und KreuzriB einer Strecke A B, die folgende besondere Lage
zu den Tafeln hat!
a) parallel zu 7,; Neigungswinkel gegen 7,: 30° b) parallel zu 7, und 7y
¢) senkrecht zu 7, d) 4 in 7,y;: B in my; Neigungswinkel: 45°
e) A in @, und m,, parallel zu 7,; Neigungswinkel gegen 7,: 60°

62. Wie liegen folgende Streckenpaare zueinander und zu den Tafeln? Beschreiben Sie die Lage,
und erginzen Sie jeweils den fehlenden Ri8 (Abb. 6.18.)!

5"

Abb. 6.18.

Senkrechte Parallelprojektion der Geraden

Orthogonalprojektion auf eine Tafel; Spurpunkt; Neigungswinkel

Sofern die Gerade nicht senkrecht zur RiBitafel verliuft, ergibt sich bei der Ortho-
gonalprojektion wiederum eine Gerade. Um die Neigung der Geraden gegen die
RiBtafel zu bestimmen, miissen zwei Geradenpunkte, also letztlich eine in der Ge-
raden gelegene Strecke, durch ihren Grundri und eine Hohenangabe (Hohenma@stab,
Koten, AufriBl) gegeben sein. Dann wird wie bei der Bestimmung des Neigungs-
winkels einer Strecke verfahren: Umklappen eines Trapezes oder eines Dreiecks.
Das Dreieck heilt Anstiegsdreieck.

Als einer dieser fest gegebenen Punkte
wird gewohnlich derjenige verwendet, in
dem die Gerade durch die RiBtafel 7,
durchstoB8t (SpurpunktsS;) (Abb.6.19.).

’ Satz 16: Jede Gerade, die nicht par-
allel zur RiBtafel verlduft,
besitzt einen Spurpunkt, in
dem die Gerade die Tafel
durchstoBt. Abb. 6.19.

Aufgaben
68. Der Spurpunkt S, fillt zusammen mit seinem OrthogonalriB S,”. Tnfolgedessen schneidet
sich dort das Urbild g der Geraden mit dem RiB g’. Begriinden Sie diesen Satz!
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64. Welche Kote hat der SpurpunktriB S,’? Wo steht S; am HohenmaBstab? Wo liegt S,” im

GrundriB-AufriB-Bild?

65. Der GrundriB ¢’ einer Geraden ist durch §; = S," und den Grundri A4’ eines weiteren

Geradenpunktes 4 eindeutig festgelegt. Die Kote von 4 sei 5 em. Die Entfernung S,"4” be-
trage 8 cm. Bestimmen Sie den Neigungswinkel der Geraden g gegen 7, !

66. Eine Gerade g ist unter 45° gegen 7, geneigt. Entwerfen Sie ein GrundriBbild mit Hohen-

maBstab unter Verwendung eines weiteren Geradenpunktes A!
Anleitung: Welche Beziehung besteht in diesem Falle zwischen den Strecken ;4" im Grund-
riB und 04 am HohenmaBstab?

67. Von einer regelméBigen dreiseitigen Pyramide (Tetraeder) ist der GrundriB zu entwerfen

a) mit HohenmaBstab; b) mit Koten; ¢) mit AufriB. Das Tetraeder soll auf der GrundriBtafel
stehen, so daB die Eckpunkte der Grundfliche zugleich Spurpunkte der Seitenkanten sind.
Anleitung: Da die Hohe des Tetraeders vom Schnittpunkt der Symmetrieachsen der Grund-
fliche zur Spitze fiihrt, ist sie aus dem Anstiegsdreieck der Seitenkanten konstruktiv zu be-
stimmen (Seitenkantenlinge gleich Grundkantenlinge!). Die Kote der Spitze ist aus demselben
Dreieck rechnerisch genau zu bestimmen.

68. Zeichnen Sie von einem Wiirfel, der 2 cm iiber der GrundriBtafel in einfacher Lage schwebt,

6!

@

das GrundriBbild mit HohenmaBstab! Zeichnen Sie die vier Raumdiagonalen des Wiirfels
ein! Konstruieren Sie die Spurpunkte der verlingerten Kanten und Raumdiagonalen, und
bestimmen Sie ihre Neigungswinkel gegen 7, !

. Das Oktaeder ist eine Doppelpyramide mit quadratischer Grundfliche und 8 gleichseitigen
Dreiecken als. Seitenfliichen. Zeichnen Sie den GrundriB eines Oktaeders, das mit einer
Ecke auf 7, steht, und geben Sie die Koten fiir alle 6 Eckpunkte an! Zeichnen Sie ferner die
Spurpunkte der Verlingerungen der Seitenkanten ein!

70. Tetraeder, Wiirfel (Hexaeder) und Oktaeder gehéren zu den fiinf reguliren Polyedern, die

Die Gerade im Zweitafelbild %Sz-gz'
Eine Gerade in allgemeiner Lage durchst68t nicht nur |
die GrundriBtafel, sondern auch AufriB- und Kreuz- | S
riltafel. Es ergeben sich auch dort Spurpunkte: 8, in ‘5‘;‘1 7 !
7y, Sy in 7y, S3 in 7. Zwei von ihnen legen die Ge- & g

alle einen Mittelpunkt, eine umbeschriebene Kugel durch die Eckpunkte und eine einbe-
schriebene Kugel, die alle Seitenflichen von innen beriihrt, besitzen. Entwerfen Sie nochmals
die Grundrisse, und zeichnen Sie die Grundrisse vom Mittelpunkt und von diesen beiden
Kugeln ein!

Anleitung: Aus geeigneten Anstiegsdreiecken lassen sich die Radien der Kugeln bestimmen.
Bedenken Sie, daB der GrundriB einer Kugel durch einen 9
groBten Kugelkreis in wahrer GroBe wiedergegeben wird!

T,

rade eindeutig fest. Dazu sollen im folgenden S, und BACAR
S, verwendet werden. z a

> Satz 17: Es fallen S, mit S,” und S, mit S,” zu- §p=55"
sammen. S, und S, liegen auf der Rib- ﬁ ”
achse.

|
Daraus folgt die Konstruktion der Spurpunkte einer 5 S

Geraden g, die durch ihre Risse g’ und g’ gegeben ist. 3 |
Die Schnittpunkte von g’ und ¢g’’ mit der RiBachse Sz\g\i
sind 8," bzw. §,”; von hier aus fithren die Ordnungs- A
linien zu S,” = S, bzw. zu S, ='S; (Abb. 6.20.). Abb. 6.20. §=8/




Aufgaben

71. Gegeben sind die Risse g° und g”” einer Geraden g. Konstruieren Sie die Spurpunkte Sy

und S, und die Neigungswinkel von g gegen 7, und m,!
Anleitung: Mit Hilfe von S, und S, liBt sich sowohl ein Anstiegsdreieck gegen -, als auch eins
gegen 7, konstruieren und umlegen.
Achten Sie auf die Genauigkeit, mit der Sie die Lage der Spurpunktrisse bestimmen konnen!
Bei welcher Lage von ¢’ und ¢’ ist eine sehr groBe Genauigkeit zu erwarten, bei welcher liBt
sich aber dieser oder jener Punkt nur ungenau bestimmen? Begriinden Sie auch Thre Ant-
worten! 5

72. Bei anderer Lage von g kann die g » 3
2 g
Strecke S,8, evtl. auch im IT., I11. \K / g

oder IV. Quadranten liegen. Das er-

kennt man aus der Lage der stets nach
dem Grundverfahren zu konstruieren- q / %
den Spurpunktrisse. Konstruieren Sic .4’\ g

S; und S, in den Abbildungen 6.21.a

bis d, und bestimmen Sie, in welchen a b ¢ d

Quadranten jeweils S5, liegen!

73. Eine Gerade g, die pardllel zu einer
RiBtafel verlauft, hat in dieser Tafel B=8"
keinen Spurpunktl. Wie zeigt siuhA das A B-8" Aa
im GrundriB-AufriB-Bild und bei der o o
Konstruktion? Wie verliuft eine Ge-
rade, die weder S, noch S, aufweist” .

74. In den Abbildungen 6.22.a bis d B=8B" o A-A'
sind 4 und B jeweils die Spurpunkte A-A
einer Geraden g. Zeichnen Sie g” und a b
g” ein, und beschreiben Sie die Lage  apl,. ¢.22.
von g!

75. Die Risse ¢’ und g” einer Geraden schneiden einander auf der RiBachse. Bestimmen Sie S,

und S, und ihre Risse! Erkliren Sie die sich ergebende Besonderheit!

76. a) Gegeben ist eine Gerade g, durch g,” und ¢,” und auf ihr ein Punkt P. Zeichnen Sie die
Risse einer Geraden g, ein, die g, in P schneidet! Bestimmen Sie die Spurpunkte von g, und
¢»! Verbinden Sie die beiden GrundriBspurpunkte und die beiden AufriBspurpunkte und
verlingern Sie die Verbindungen bis zur RiBachse! Was stellen Sie fest?

b) Verfahren Sie nochmals wie bei Aufgabe 76a, doch soll diesmal g, die Gerade g, kreuzen!
Was stellen Sie fest!

6.2. Genormte senkrechte Axonometrie
Einfache und allgemeine Lage des Gegenstandes

Schrégrisse und Orthogonalrisse lassen sich besonders einfach konstruieren, wenn der
Gegenstand in einfacher Lage zur RiBtafel steht. Dann befinden sich moglichst viele
seiner Teile (Seiten, Kanten, Flichen) in Front- oder Tiefenlage zur RiBtafel und
die Konstruktion erstreckt sich zuniichst auf die so gelegenen Teile. Allerdings leidet
dadurch die Anschaulichkeit des Bildes.
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Um die mit groBerer Anschaulichkeit verbundene allgemeine Lage des Gegenstandes

bei der Projektion zu erreichen. gibt es zwei Wege:

a) Der Ril} des zuniichst in einfacher Lage dargestellten Gegenstandes wird auf kon-
struktivem Weg in einen Rif} des in allgemeiner Lage befindlichen Gegenstandes
verwandelt: Methode der Drehung des Risses.

b) Der Gegenstand wird sofort in allgemeiner Lage dargestellt, doch wird der Kon-
struktionsweg dadurch erleichtert, dal man zuniichst den RiB eines rechtwink-
ligen rdumlichen Achsenkreuzes (rechtwinkliges Dreibein) in der gewiinschten all-
gemeinen Lage konstruiert und dann den Rif} des Gegenstandes in den Ri des
Dreibeins einzeichnet: Verfahren der Axonometrie.

Drehung des Risses

Diese Methode wird hauptsichlich beim GrundriB-AufriB-Verfahren benutzt. Der
in einfacher Lage dargestellte Gegenstand wird abwechselnd um senkrecht zur Grund-
riftafel und senkrecht zur Aufrifitafel verlaufende Achsen gedreht, bis eine hin-
reichend allgemeine Lage und demgemif ein geniigend anschauliches Bild erreicht
ist.

. Beispiel 4:

Wiirfel a £y
K- F6" W E' 6 P - K7 'V N&F”
P </
AD"=/1 BT 0 A T " 8

H=D" N;f.lg‘ v’=_5' D’H 20 6 L)L Jﬁ,
y \ \ "\ e 2 4@< i

E=A' BAF B-F il (3 V’
2 ] 7/
Abb. 6.23. F=A' A i
A

] £
Dreibein und axonometrisches Achsenkreuz

’ Fertigen Sie aus Draht ein rechtwinkliges Dreibein an, markieren Sie (durch Kork-
scheiben o. G.) auf den drei Achsen gleiche Einheitsstrecken, und halten Sie das
Gebilde im Sonnenlicht vor eine Papptafel! Andern Sie die Dreibeinlage und die
Richtung der einfallenden Lichtstrahlen, und beobachten Stie die entstehenden
Schattenbilder, b ders die Verkiirzungen der Einheitsstrecken!

Je nachdem, ob zur Projektion des Dreibeins und des mit ihm gleichzeitig abgebil-
deten riumlichen Gebildes schriige oder orthogonale Parallelprojektion verwendet
wird, unterscheidet man schiefwinklige und rechtwinklige Axonometrie. Je nach dem
Einfall der Projektionsstrahlen und der Lage des Dreibeins zur RiBitafel erfahren die
rechten Winkel des Dreibeins verschiedene Verzerrungen und die auf den drei Beinen
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angenommenen gleichen Einheitsstrecken e verschiedene Verkiirzungen. Es ergeben
sich auf diese Weise mannigfache axonometrische Achsenkreuze (Abb. 6.24.).

&, ] o
Q
Q a
& B/ & ‘ﬁ &
3
3 e
@ 4

Abb. 6.24.

Es 1Bt sich beweisen, daB zu jedem beliebig angenommenen ebenen dreistrahligen
Achsenkreuz mit willkiirlich gewdhlten Achsenwinkeln «, £, y (x + f + y = 360°)
und ebenso willkiirlich angenommenen Verkiirzungsverhiltnissen fiir die Einheits-
strecke e auf den drei Achsen ¢, =e,:e; gy =e¢,:¢; g;=e5: ¢ eine Lage des Dreibeins
zur RiBtafel und eine Richtung der Projektionsstrahlen gefunden werden kann, die
das orthogonale rdumliche Dreibein mit drei gleichen Einheitsstrecken in dieses
Achsenkreuz projiziert (Satz von Pohlke). Die véllig freie Wahl der sechs Elemente
o, B, ¥, ¢, 43, g5 erfahrt eine Einschrinkung, wenn die schriige Parallelprojektion
ausgeschlossen wird. Das soll im folgenden immer geschehen.

’ Satz 18: Bei rechtwinkliger Parallelprojektion lassen sich zu drei beliebigen Verkiir-
zungsverhiiltnissen q,, g,, g3, die lediglich die Bedingung q,*> + ¢,2 + q;*=2
erfiillen mii stets eindeutig drei Achsenwinkel &, 3, ¥ bestimmen, die das
a

trische Ach reuz festl

Auf einen Beweis dieses Satzes muB hier verzichtet werden.
Man unterscheidet bei jeder, also auch bei der rechtwinkligen Axonometrie nach den
Verkiirzungsverhiiltnissen ¢;, ¢,, ¢; drei verschiedene Verfahren:

Die trimetrischen Verfahren Die Verkiirzungsverhiiltnisse sind paarweise verschieden:
G F @23 s F 035 @3 F O+

Die dimetrischen Verfahren Zwei der drei Verkiirzungsverhiltnisse sind gleich:
G =0 §F 0 (% F 0)-

Das isometrische Verfahren Alle drei Verkiirzungsverhiltnisse sind gleich:
Hh =%

Achsenkreuz der rechtwinkligen Axonometrie und Spurdreieck

. Halten Sie Ihr aus Draht angefertigtes Dreibein im rechtwinklig einfallenden
S licht in verschied Lage vor die Papptafel, und markieren Sie jeweils die
Durchstoppunkte der verlingert gedachten Beine und deren Schatten!
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} Satz 19: Das Spurdreieck, das von den Spur-
punkten der Beine des projizierten
Dreibeins in der RiBlebene gebildet
wird, ist stets spitzwinklig (Abb. 6.25.)

Begriindung:

Wird das Dreibein z. B. um die Seite BC des Spurdrei-

ecks gedreht, so wird <¢ BAC um so groBer, je weiter

der Dreibeinscheitel O zur RiBtafel geneigt wird. Er 2 U
kann aber wegen ¢ BOC = 90° niemals stumpf werden.  Abb. 6.26.

Abb. 6.25.

’ Satz 20: Bei rechtwinkliger Axonometrie sind
die Achsen des Achsenkreuzes die 4
Héhen im Spurdreieck. Der Héhen-
schnittpunkt ist der Secheitel des

Achsenkreuzes (Abb. 6.26.). £
27 2

Begriindung:

Die projizierende Ebene durch das Bein OA steht senkrecht auf der RiBtafel, in der das Spur-
dreieck ABC liegt, aber auch senkrecht auf der durch OBC festgelegten Ebene, denn OA4 BC ist
ein rechtwinkliges Dreibein. Folglich steht die Schnittgerade der Ebene OBC mit der RiBtafel
(die Seite BC des Spurdreiecks) senkrecht auf der Schnittgeraden der projizierenden Ebene mit
der RiBtafel, d. h. auf dem RiB 0’4 des Beins 0A.

> Satz 20a: Bei rechtwinkliger Ax trie liegt der Seheitel des Achsenkreuzes stets
im Innern des Spurdreiecks: jeder Achsenwinkel ist stets kleiner als 180°.
Aufgaben

1. Beweisen Sie Satz 20a!
Anleitung: Benutzen Sie die Siitze 19 und 20!

2. Das Spurdreieck bildet zusammen mit dem projizierten Dreibein eine dreiseitige Pyramide.
Was fiir Dreiecke sind die Seitenflichen dieser Dreibeinpyramide?

3. Zeichnen Sie ein beliebiges Spurdreieck mit dem a trischen Achsenk ! Legen Sie
die drei Seitenflichen der Dreibeinpyramide um die Seiten des Spurdreiecks in dessen Ebene
um!

Standardisierte Verfahren der rechtwinkligen Axonometrie

Die folgenden beiden standardisierten Verfahren sind von besonderer Bedeutung:
a) die isometrische Projektion (mit ¢, = ¢, = g¢3),
b) eine dimetrische Projektion (mit ¢, = g, = 2¢5).
Dasisometrische Verfahren
' Halten Sie Ihr aus Draht angefertigtes Dreibein so im Sonnenlicht vor eine Papp-
tafel, daf die Schattenbilder der drei Einheitsstrecken auf die gleiche Linge ver-
kiirzt werden! Uberzeugen Sie sich durch Bewegen des Dreibeins, daff das nur in

einer ganz bestimmten Lage eintritt! Beschreiben Sie diese besondere Lage!
Wie sieht dann das Spurdreieck aus?
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» Satz 21: Beiisometrischer Projektion ist das Spur- ~ Abb. 6.27.
dreieck gleichseitiz. Der Scheitel des
Achsenkreuzes ist Mittelpunkt des Spur-
dreiecks. Die Achsenwinkel sind gleich:
« =B =y = 120° (Abb. 6.27.).
Aus ¢, = ¢ = ¢ und ¢;° + ¢* + ¢5* = 2 folgt:
3¢2=2 und ¢= V% =116 ~ 0817

(fiir alle Achsen).

’ Satz 22: Bei isometrischer Projektion werden die Urbilder in Richtung jeder der drei
2 —
Achsen auf g = l/% = % V6 ~ 0,817 ~ é der wahren GriSe verkiirzt.
2

» Satz 22a: Bei der MaBentnahme aus dem isometrischen Bild sind die in Richtung der
Achsen abgemessenen Sfreckenliingen miti = % = —;—Vﬁ ~ 1,225 ~ %
zu multiplizieren, um die wahren GréSen des Urbildes zu erhalten.

Da isometrische Bilder im allgemeinen nicht zur MaBentnahme, sondern nur zur
Veranschaulichung benutzt werden, wird in der Praxis meist auf diese Umrechnung
Urbild «— Bild verzichtet. Die isometrischen Bilder werden also mit den MaBen der
nicht verkiirzten Strecken des Urbildes gezeichnet, obwohl das mathematisch fehler-
haft ist. Isometrische Darstellungen sind in erster Linie fiir Darstellungen zu ver-
wenden, bei denen in drei Ansichten Wesentliches klar gezeigt werden soll.

. Beispiel 5:

Abb. 6.28, Abb. 6.29.

Aufgaben

4. Welche Gestalt haben bei der isometrischen Projektion die Seitenflichen der Dreibein-
pyramide?

5. Konstruieren Sie das Spurdreieck mit dem Achsenkreuz und den drei umgelegten Seiten-
flichen der Dreibeinpyramide fiir den Fall der isometrischen Projektion!

6. Abbildung 6.29. zeigt das Spurdreieck mit einer umgelegten Seitenfliche und einer Einheits-
strecke e sowie ihrer Projektion ¢’. Leiten Sie ¢ = ¢’: ¢ = /' geometrisch her!
Anleitung: Benutzen Sie die Hilfsstrecke e,, die Sie einmal mit Hilfe des Winkels & durch e,

einmal mit Hilfe des Winkels & durch ¢’ ausdriicken! Wie groB werden & und & beim isome-
trischen Spurdreieck ?
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7. Zeichnen Sie die isometrischen Bilder von folgenden geometrischen Gebilden!
a  Quadrat!
b) Rhombus! ] (Seiten je 6 cm: Rhombuswinkel 45°)
¢) gleichseitiges Dreieck
d) Wiirfel
e) Tetraeder l (Kanten je 5 cm)
f) Oktaeder
g) regelmiBiges sechsseitiges Prisma stehend (Grundkante 4 ¢cm; Héhe 8 em)
h) wie g, aber liegend
i) Wiirfel mit sechs aufgesetzten quadratischen Pyramiden von solcher Hohe, daB die
Pyramidenseitenflichen paarweise in einer Ebene liegen (Wiirfelkante 5 ¢cm).
Anmerkung: Der entstehende Korper ist der aus lauter Rhomben gebildete Zwolfflichner,
ein halbregelmiBiger Korper; Fachbezeichnung: Rhombendodekaeder.

Anleitung: Zeichnen Sie die isometrischen Bilder unter Beriicksichtigung der erforderlichen
Verkiirzung! Beachten Sie, daB diese Verkiirzungen nur in Richtung der drei Achsen gelten!
Sie miissen notfalls mit Hilfsstrecken in Richtung dieser Achsen arbeiten. (Zum Beispiel bei
Aufgabe 7¢.) Zeichnen Sie zum Vergleich Aufgabe 7d auch ohne Beriicksichtigung der Ver-
kiirzung!

2]

. Zeichnen Sie zu den folgenden durch Grundrif und AufriB dargestellten (tegenstinden
(Abb. 6.30.) das isometrische Bild unter Verwendung der beigegebenen MaBe unter Beriick-
sichtigung der erforderlichen Verkiirzung und unter Verwendung eines geeigneten MaBstabs!
(Soweit nicht anders vermerkt, sind die MaBe in Millimetern angegeben.)

Abb. 6.30,
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9. Stellen Sie die folgenden in isometrischer Projektion wiedergegehenen Gegenstiinde (Abb. 6.31.)
im GrundriB-AufriB-KreuzriB-Bild dar!

1 Die ebenen Figuren liegen in einer Ebene, die durch zwei Achsen bestimmt wird.
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Abb. 6.31.

Anleitung: Bedenken Sie, daB Sie MaBe nur von in Richtung der Achsen gelegenen Strecken
entnehmen konnen und daB diese im Original um das reziproke Verkirzungsverhiltnis ver-
groBert sind!
10. Schauen Sie sich nach isometrischen Projektionsbildern in der Praxis um, z. B. am Unter-
rich in der sozialistischen Produktion im Betrieb!

Das genormte dimetrische Verfahren

. Halten Sie Ihr aus Draht gefertigtes Dreibein so in das Sonnenlicht vor die Papp-
tafel, daf die Schattenbilder zweier Einheitsstrecken auf die gleiche Linge, die der
dritten aber in einem beliebigen anderen Verhiltnis verkiirzt werden! Uberzeugen
Sie sich durch Bewegen, daf3 dazu zwei der drei Beine stets unter gleicher Neigung
zur Tafel liegen miissen, wihrend das dritte auf der Symmetrieebene zu den beiden
ersten liegend eine beliebige Neigung hat! Wie sieht das Spurdreieck aus? Wie ist
die Neigung des dritten Beins etwa, wenn seine Einheitsstrecke doppelt so stark
verkiirzt wird wie die der beiden anderen?

’ Satz 28: Bei jeder dimetrischen Projektion ist das Spurdreieck gleichschenklig. Von den
Achsenwinkeln sind stets zwei einander gleich (Abb. 6.32.).

Waihrend es nur ein einziges isometrisches Verfahren
der rechtwinkligen Axonometrie gibt, sind beliebig
viele dimetrische moglich je nach der Festsetzung der
Verkiirzungsverhiltnisse ¢, = ¢, und g¢5.
Als standardisierte Dimetrie ist diejenige axonometri-
sche Abbildung festgelegt, fiir die gilt: ¢, = ¢, = 2¢5.
In Verbindung mit der Bedingung ¢,®-+ ¢,>+ ¢, =2
folgt daraus:
49 + 498 + g2 =2
9qs =2
¢s = “/E ~ 0,471 : Abb. 6.32.

=g =312~0943 :
’ Satz 24: Bei der standardisierten dimetrischen Projektion werden die Urbilder in Rich-

2
tung zweier Achsen auf g = 3 V2 ~ 0,943 ~ % , in Richtung der dritten

1
Achse auf g = 3T Ve ~ 0,471 ~ ;0 der wahren GriBe verkiirzt.
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> Satz 24a: Bei der MaBentnahme aus dem dimetrischen Bild sind die in Richtung zweier
Achsen abgemessenen Streckenh’ingeg mit % V2 ~ 1,06, die in Richtung
der dritten Achse abgemessenen mit 5 V2 ~ 2,12 zu multiplizieren, um die
wahre GriBe zu erhalten.

Die Abweichungen der Verkiirzungen von der wahren GréBe bzw. von der Verkiirzung
1:2 sind so gering, daB in der Praxis auf ihre Beriicksichtigung verzichtet wird. Man
verwendet also bei der Ubertragung Urbild «— Bild in Richtung zweier Achsen die
wahren Grofen, in Richtung der dritten die auf die Hilfte verkiirzten. Die entste-
henden Bilder sind dadurch um ein geringes zu groB, doch ist im Rahmen der iiblichen
Zeichengenauigkeit eine unmittelbare MaBentnahme sinnvoll und leicht moglich.

> Satz 25: Aus den vorgeschriebenen Verkiirzungsverhiiltnissen lassen sich mit Hilfe der
Trigonometrie die Achsenwinkel errechnen zu « = g ~ 132°; y &~ 97°,

Durch Normung ist folgende einfache und praktische Konstruktionsanweisung fest-
gelegt (Abb. 6.33.):

Die beiden Achsen fiir das Verkiirzungsverhéltnis 1:1 werden nach oben und nach
rechts unten gelegt, die fir die Verkiirzung 1: 2 nach links unten.

Standardisierte dimetrische Bilder werden hauptsichlich fiir Darstellungen verwendet,
bei denen in der Hauptansicht Wesentliches gezeigt werden soll.

. Beispiel 6:

3 Abb. 6.33.

Abb. 6.34,

Aufgaben

11. Konstruieren Sie das Spurdreieck mit dem Achsenkreuz und den drei umgelegten Seiten-
flichen der Dreibeinpyramide fiir den Fall der standardisierten dimetrischen Projektion!

12, Zeichnen Sie fiir die bei der Isometrie in Aufgabe 7a bis 7i gegebenen Gebilde die Bilder in
standardisierter Dimetrie!
Anleitung: Arbeiten Sie dabei mit den angeniiherten Verkiirzungswerten 1: 1 und 1: 2!

13. Verfahren Sie genauso mit den in Aufgabe 8 im GrundriB-AufriB-Bild dargestellten Gegen-
stinden!

14. Stellen Sie die folgenden in standardisierter dimetrischer Projektion wiedergegebenen Gegen-
stiinde (Abb. 6.35.) im GrundriB-AufriB-Bild dar!
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Abb, 6.35.

Anleitung: Die dimetrischen Bilder sind mit den gerundeten Verkiirzungszahlen 1:1 und 1:2
gezeichnet.

15. Achten Sie auf Darstellungen in standardisierter dimetrischer Projektion auf Werkzeichnungen,
in Biichern usw.! Sammeln Sie Beispiele! Nutzen Sie dazu vor allem den Unterrichtstag in
der sozialistischen Produktion!

16. Zeichnen Sie fiir die in Aufgabe 9 in isometrischer Darstellung gegebenen Gegenstinde die
Bilder in standardisierter Dimetrie!

6.3. Zur Wiederholung und Ubung

1. Zeichnen Sie das GrundriBbild zweier a) paralleler; b) einander schneidender; ¢) einander
kreuzender Geraden mit HohenmaBstab!

2. Desgleichen mit Koten!

3. Desgleichen mit AufriB und Kreuzri3!

4. Zeichnen Sie das GrundriB-AufriB-Bild eines geraden und eines schiefen vierseitigen Prismas,
dessen Grundfliiche a) ein Quadrat; b) ein Rechteck: ¢) ein Rhombus; d) ein Rhomboid;
e) ein Trapez; I) ein beliebiges Viereck ist!
Untersuchen Sie jeweils auf konstruktivem Wege, ob sich die vier Raumdiagonalen in einem
Punkt schneiden!

5. Zeichnen Sie fiir ein Haus mit Satteldach
a) den GrundriB mit HohenmaBstab;
b) den GrundriB mit Koten:
¢) den Grund-, Auf- und KreuzriB;
d) das isometrische Bild;
e) das standardisierte dimetrische Bild!
Verwenden Sie dabei MaBe, die der Wirklichkeit entsprechen, und fertigen Sie die Zeich-
nungen in einem geeigneten MaBstab an!

6. Desgleichen fiir ein Haus mit Walmdach.

7. Desgleichen fiir ein Haus mit Kriippelwalmdach.

8. Desgleichen fiir einen Schuppen mit Pultdach.
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1

9. Vermessen Sie Gegenstinde der Umwelt, die ebenflichig begrenzt sind, z. B. Kisten, Tische.
Stithle, Werkstiicke u. 4., und entwerfen Sie maBgerechte Zeichnungen nach den in Aufgabe
5a bis e genannten Verfahren!

0. Bei beliebiger Lage hat eine Gerade sowohl in der GrundriBtafel als auch in der AufriBtafel

einen Spurpunkt. Bei welchen Sonderlagen existiert nur einer oder keiner dieser Spurpunkte?
Zeichnen Sie solche GrundriB-AufriB-Bilder, und beschreiben Sie die Lage der Geraden!

=

Zeichnen Sie zu den in Aufgabe 10 genannten Fillen auch
a) den KreuzriB mit $,”” und S,";
b) den KreuzriBspurpunkt S5 mit S;’, 83" und 8,1

12. Konstruieren Sie das isometrische Bild und das standardisierte dimetrische Bild fiir

1

1

1

1

a) einen Wiirfel;

b) ein Tetraeder;

¢) ein Oktaeder!

Verwenden Sie dabei jedesmal gleich groBe Kanten, und vergleichen Sie fiir jeden Korper das

isometrische mit dem dimetrischen Bild!

Welchem Bild wiirden Sie jeweils nach Anschaulichkeit und MaBgerechtheit den Vorzug geben?
3. Verbindet man in einem Wiirfel mit der Kante a die Kantenmitten miteinander, so entsteht

ein neuer Korper. Stellen Sie diesen Korper in einem Thnen geeignet erscheinenden Ver-

fahren (GrundriB-AufriB, Isometrie oder Dimetrie) zeichnerisch dar, so daB Sie von dem neuen

Korper Gestalt und GroBe gut erkennen konnen! Berechnen Sie daraufhin seine Kanten-

linge, seine Oberfliche und sein Volumen!

4. Verfahren Sie genauso
a) mit einem Tetraeder;

b) mit einem Oktaeder!

5. Neue Korper entstehen auch, wenn man die Mittelpunkte aller Seitenflichen von Korpern
verbindet. Untersuchen Sie diese (wie bei Aufgabe 13 angegeben) a) fiir einen Wiirfel; b) fiir
ein Tetraeder; ¢) fiir ein Oktaeder!

6. In Abbildung 6.36. ist a) ein Konsol und b) eine Spannschiene im GrundriB, AufriB und Kreuz-
riB dargestellt. Zeichnen Sie jedes Werkstiick in isometrischer und in standardisierter dimetri-
scher Projektion, und withlen Sie dabei jeweils eine solche Lage, daB die wesentlichen Teile
klar zu erkennen sind!

Ii v

Abb. 6.36.
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17. Abbildung 6.37. zeigt &) eine prismatische Fithrung und b) eine Spannbacke in isometrischer
Darstellung. Zeichnen Sie Grundri8, AufriB und KreuzriB sowie die Gegenstinde in standardi-
sierter dimetrischer Projektion!

(5

18. Abbildung 6.38. stellt a) einen Sockel und b) eine Bodenplatte in standardisierter dimetri-
scher Projektion dar. Zeichnen Sie GrundriB, AufriB und KreuzriB sowie die Werkstiicke in
isometrischer Projektion!

b
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7. Zur Geschichte

der darstellenden Geometrie

Dieses Bild ist ein Ausschnitt aus einem Kupferstich, der Berlin um das Jahr 1688 darstellt.
Um die Stadt wirkungsvoll gegen ihre Feinde verteidigen zu kénnen, entstanden die Befestigungs-
anlagen. Mit ihrer Errichtung wurden die sogenannten Genieoffiziere betraut, die die Pline ent-
warfen und zeichneten. Aus den Verfahren zur Darstellung der verschiedenen Schnitte und An-
sichten entwickelte sich die darstellende Geometrie.

So war die Forderung der Praxis, die Sicherheit.der Stidte, Ausgangspunkt fiir die Entwicklung
einer Wissenschaft, der darstellenden Geometrie.

Die darstellende Geometrie ist aus praktischen Lebensbediirfnissen der Menschen
entstanden. Uberall dort, wo es in der Geschichte der Menschheit notwendig war,
réumliche Gebilde durch eine Zeichnung in der Ebene zu bestimmen, entwickelten
sich Elemente der darstellenden Geometrie.

Schon vor mehr als 3000 Jahren standen die Baumeister der groBen igyptischen
Bauten vor der Aufgabe, den Ausfithrenden ihre Pline zu verdeutlichen. Worte allein
reichten nicht mehr aus. Den Pyramidenbauten und anderen groBen Bauwerken
muBten Zeichnungen mit MaBangaben zugrunde gelegt werden. Einige solcher Bau-
plédne sind erhalten geblieben, so vom Grabe des Konigs Ramses IV. (etwa 1200v.u.Z.)
und von den unterirdischen Grabstidtten Tell-al-Amarna, die etwa 1700—1500
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Abb. 7.1. Romische
Wasserleitung, tiber
eine Briicke gefiihrt.
Gebaut um die Zeit
von VITRUVIUS

bei Segovia in
Spanien.

v. u. Z. gebaut wurden. Diese Bauanweisungen zeigen auBer dem Grundri noch die
Ansichten von Einzelheiten, wie Einginge, Siulengestaltung, Inneneinrichtung usw.
Spéter kam sogar noch die Methode hinzu, die Aufrisse iiber einem quadratischen
Liniennetz zu entwerfen. Damit war man in der Lage; die zum Bau notigen Steine
vorher genau zu behauen, so dal man das Gebiude aus den fertigen Steinen nur noch
zusammenzufiigen brauchte.

Diese hohe Kunst des Planens und Entwerfens der Bauwerke mit den damit verbunde-
nen ersten Methoden der darstellenden Geometrie ist von den anderen Mittelmeer-
volkern, u. a. von den Griechen und Rémern, iibernommen und weiterentwickelt
worden. Einer der bedeutendsten rémischen Baumeister, Virruvius, der zu Beginn
unserer Zeitrechnung lebte, schrieb ein umfangreiches Werk, ,,De architectura®, iiber
die Grundlagen und praktischen Methoden der Baukunst, in dem auch zeichnerische
Verfahren zum Entwerfen von Gebiuden erwiihnt werden. ViTrRuvIUS berichtet als
etwas Selbstverstindliches, daB die Entwiirfe mit Hilfe von ,.Ichnographie® und
,,Orthographie‘* angefertigt werden, also aus Abbildungen des geplanten Gebiudes
auf die Grundfliche (GrundriB) und dem aufgerichteten Bild der AuBenfliche (Auf-
ri}) bestehen. Dieses Buch von Vitruvius wurde in Europa im 15. und 16. Jahr-
hundert als theoretischer Leitfaden der Baukunst verwendet.

Dagegen haben die Kiinstler der Antike noch nicht zu den Verfahren der darstellenden
Geometrie vorstoBen kénnen. Sie konnten z. B. noch nicht perspektivisch zeichnen.
Auf Gemilden half man sich dadurch, da man das in Wirklichkeit Dahinterliegende
dariiber setzte. Nur bei dem groBien materialistischen Denker der Antike, dem Philo-
sophen und Mathematiker DEMOKRITOS VON ABDERA (etwa 460—370 v. u. Z.) finden
sich Anfinge der perspektivischen Darstellung. Bekanntlich besaBien die Griechen
der Antike eine groBie Vorliebe fiir Theaterauffiihrungen. DEMokrITOS suchte die
Gesetze zu bestimmen, nach denen die Bithnendekorationen eingerichtet werden
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Abb. 7.2. Antikes
Amphitheater.
Erbaut 2. Hilfte des
4. Jahrhunderts

Vo Z.

miissen, damit sie wirklichkeitsgetreu von den Zuschauern empfunden werden. Dieser
Versuch einer Lehre von der Perspektive hief bei den Griechen Scenographie und war
ein Bestandteil der Optik.

Erst im 15. Jahrhundert lernte man in Europa, zuerst in Italien, die Kunst, perspek-
tivisch zu zeichnen. Die Abkehr vom mittelalterlichen und kirchlichen Denken zeigt
sich auch in dem Wunsche, so zu malen, wie das Abzubildende sich dem Auge dar-
bietet. So fanden die groflen Maler der damaligen Zeit — JoHAaNN vAN Evck,
DELLA FRANCESCA, LEONARDO DA ViNcI, ALBRECHT DURER — die grundlegenden
Begriffe Fluchtpunkt und Fluchtgerade. Sie schrieben auch hervorragende Lehr-
biicher iiber die Perspektive, so ALBRECHT DURER 1525 ein Werk mit dem Titel
,,Unterweisung der Messung mit dem Zirkel und Richtscheit®.

DURER hatte auch an die
Methoden der Steinmetzen
angekniipft, die in einer in
Jahrhunderten gesammel-
ten Erfahrung gelernt hat-
ten, wie man den Stein zu-
rechthauen muf}, um beim
Aneinanderfiigen auch kom-
plizierte Gewolbe bilden zu
konnen. Dieses Verfahren
hieB Steinschnitt und wurde
in sogenannten Bauhiitten
von Generation zu Gene-
ration weitergegeben.
——— Die darstellende Geometrie

Abb. 7.3. N?cht ivische Zei :\_'orrﬂ i 2 werden gefiillt. wurde im 16. und 17. Jahr-
Sie stehen innerhalb einer Tempelmauer, die dunklen hinter den hellen. s z
Kgypten, Neues Reich. hundert durch die héheren
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Anforderungen an den Festungsbau
weiterentwickelt. Da die Kanonen eine
immer grofere Durchschlagskraft er-
reichten, muBten die Befestigungen zum
Teil auch unter die Erde verlegt und
Kasematten angelegt werden. Beim
Entwurf der Festungen muflten ferner
die Gelindeverhiltnisse beriicksichtigt
werden. Zugleich kam es darauf an, eine
Festung zu ,,defilieren*. Darunter ver-
stand man die Aufgabe, eine Befesti-
gung so einzurichten, daB keiner ihrer
wichtigen Teile von der Artillerie des
Belagerers bestrichen werden konnte,
d.h., daB die Verteidiger durch eine
iiber die Briistung streichende Kugel
nicht gefihrdet wurden. Aus diesem
Grunde erhielten die Festungen einen
immer verwickelteren Grundrif. Immer
neu angebrachte Vorspriinge, Ecken
und Bastionen sollten die Wirkungs-
moglichkeiten der feindlichen Artillerie
einengen. Es ist daher kein Wunder,

Abb. 7.4. Perspektivische Wiedergabe des Innern einer
Halle. Gemillde von MELAZz0 DA FORLI. Ende des
15. Jahrhunderts.

wenn die Fortschritte der darstellenden Geometrie gerade von Festungsbaumeistern
und Genieoffizieren (entspricht heute den Pionieren) erzielt worden sind, so von
den Franzosen VAuBAN (1633—1707) und Frizier (1682 —1773).

Abb. 7.5, Belagerung
einer Stadt, Mitte
des 16. Jahrhunderts,
Die Befestigungen
besitzen bereits
Bastionen.




Auch der eigentliche Begriinder der wissenschaftlichen darstellenden Geometrie,
der Franzose GAsPARD MoNGE (1746 —1818), wurde durch den Festungsbau zur Be-
schaftigung mit der darstellenden Geometrie gefiihrt. Als Sohn eines armen StraBen-
hindlers waren ihm im feudalen Frankreich alle hoheren Bildungsstitten ver-
schlossen. Schlieflich fand er Aufnahme in einer der Militéringenieurschule von
Mézieres angeschlossenen Hilfsanstalt, die der Ausbildung von Werkmeistern fiir den
Festungsbau diente. Sie trug den Spottnamen ,,Gipsschule®, weil ihre Zoglinge Bau-
elemente und Steinschnitte in Gips nachzubilden hatten. Dort gelangen MoNGE
bedeutende Verbesserungen beim Projektieren von Festungswerken, indem er die
aus der Erfahrung bekannten Methoden der darstellenden Geometrie systematisierte
und theoretisch durchdrang. Mit neuen Methoden loste er eine der Schule vom Gene-
ralstab gestellte Aufgabe, womit die sonst iiblichen umsténdlichen Rechnungen um-
gangen werden konnten. In Mézieres arbeitete er auch den ersten exakten und ge-
schlossenen Lehrgang der darstellenden Geometrie
aus, der jedoch aus Griinden der militirischen Ge-
heimhaltung nicht gedruckt werden durfte. Er er-
schien erst in der Revolutionszeit 1798/99 unter
dem Titel ,,Géométrie descriptive® (Beschreibende
Geometrie).
GasparRD MoNGE schlof sich begeistert der groBen
Franzosischen Revolution an und half mit, den
Feudalismus zu stiirzen, die Republik zu errichten
und den Krieg gegen die Interventen zu gewinnen,
indem er die Pulver- und Gewehrherstellung zur
Bewaffnung der franzésischen Revolutionsarmeen
organisierte.
MonaEe war noch auf anderen Gebieten der Mathe-
_matik einer der besten europiischen Mathematiker.
Er hatte zugleich den grofen praktischen Wert
erkannt, den die Mathematik fiir die Praxis be-
sitzt. Auf BeschluB der Jakobinerregierung griin-
Abb. 7.6. GAsPARD MoNGE (1746-1818)  dete MoNGE in Paris die Ecole Polytechnique
(Polytechnische Schule) zur Ausbildung von Zivil-
und Militéaringenieuren. Unter seiner Leitung wurde sie in ganz kurzer Zeit die in
Europa fiihrende Stéitte fiir Mathematik und Naturwissenschaften. Sie war die erste
technische Hochschule. Nach ihrem Vorbild sind dann spiter mit der zunehmenden
Industrialisierung in ganz Europa und in Amerika weitere polytechnische Schulen
gegriindet worden, eine z.B. 1828 in Dresden, aus der unsere jetzige stolze
Technische Universitit Dresden hervorgegangen ist.
Im Lehrplan der Ecole Polytechnique und nach ihrem Vorbild in den Lehrplinen
der anderen europiischen technischen Hochschulen nahm die darstellende Geometrie
eine zentrale Stelle ein. MONGE bezeichnete sie als , Sprache des Ingenieurs* und
erkannte mit sicherem Blick ihre Bedeutung fiir die Konstruktion aller moglichen
Maschinenelemente. Seit dieser Zeit bilden darstellende Geometrie und technisches
Zeichnen wichtige Grundelemente der Ausbildung fiir Ingenieure.
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