Lehrbuch

der
Mathematik

ZWOLFTES SCHULJAHR




LEHRBUCH

MATHEMATIK

FUR DIE OBERSCHULE

12. SCHULJAHR

AUSGABE 1954

\/

A

VOLK UND WISSEN VOLKSEIGENER VERLAG BERLIN
1955



Der Teil A wurde von Dr. Gustav Beyrodt,
der Teil B von Dr. Johannes Kusch, der Teil C von Edgar Brey
und der Teil D von Dr. Hanns Joachim Weinert verfaf3t.
Zeichnungen: Kurt Dornbusch

Redaktionelle Bearbeitung: Johannes Riedel, Dietrich Kind und Rosemarie Acklow

Die erste Auflage erschien in zwel Teilen

RedaktionsschluB: 30. April 1054

Bestell-Nr. 00913-2 + 8,65 DM - Lizenz Nr. 203 - 1000-P-005515 (DN)

Satz und Druck: Druckhaus ,,Maxim Gorki*, Altenburg



A. Fehlerrechnung und Niiherungslosungen

L Fehlerrechnung

In den Naturwissenschaften und in der Technik haben wir es mit GréBen zu tun,
die z. B. als Lingen, Massen, Krifte oder Zeiten gemessen werden oder die aus
solchen Messungen berechnet sind. Die berechneten GroBen sind dann Funktionen
der unmittelbar gemessenen GrofBen.

Die Erfahrung hat gezeigt, da$ bei wiederholten Messungen des gleichen Gegen-
standes die Ergebnisse der Einzelmessungen voneinander abweichen, auch wenn
alle Messungen mit der gleichen Sorgfalt, mit dem gleichen Instrument und unter
moglichst gleichen Voraussetzungen durchgefiihrt wurden. Wollen wir also eine
GrofBe, die gemessen werden muB, bestimmen, so miissen wir die Gesamtheit aller
Einzelmessungen erfassen und mathematisch auswerten.

Im Lehrbuch der Physik fiir das 9. Schuljahr ist schon eine Einfiihrung in die
MeBkunde gegeben worden. Auf den Seiten 11 bis 13 ist dabei die Entstehung
von MeBfehlern und ihre Beriicksichtigung besprochen worden. Die Untersuchungen
beschréinken sich dort auf die Grundlagen, die bei der Auswertung physikalischer
Experimente unbedingt gebraucht werden. Auch im Lehrbuch der Mathematik
fiir das 11. Schuljahr ist auf den Seiten 47 bis 49 ein einzelnes Problem behandelt
worden. Wir miissen nun untersuchen, welchen Einfluf§ die Fehler der Ausgangs-
werte auf die Ergebnisse von Berechnungen haben.

1. Grundlegende Begriffe

Die zu messende GroBe, z. B. eine Kraft, eine Liinge, eine Zeit, bezeichnet man
als MeBgrife.

Der Gegenstand, an dem die Messung ausgefiihrt wird, heiBt der MeBgegenstand
oder.das MeBobjekt.

Den Wert, den die Messung ergibt, bezeichnen wir als MeBwert. Die Differenz
zwischen dem MeBwert und dem richtigen Wert ist der Fehler.

Welchen Wert wir als den richtigen Wert bezeichnen, werden wir im Abschnitt 2
feststellen. Der Fehler ist positiv, wenn der MeBwert groBer als der richtige
Wert ist, und negativ, wenn der MeBwert kleiner als der richtige Wert ist.

Fehler sind entweder systematischer oder zufilliger Natur.

Zu den systematischen Fehlern gehoren Fehler der benutzten MefBgeriite und
die Fehler, die ihren Grund in meBbaren Umwelteinfliissen haben. MeBbare
1*



4 Fehlerrechnung

Umwelteinfliisse sind z. B. Anderungen der Temperatur, der Luftfeuchtigkeit und
des Luftdruckes. Sie haben eine bestimmte GréBe und ein bestimmtes Vor-
zeichen. Systematische Fehler lassen sich im allgemeinen mathematisch erfassen
und bei jeder Einzelmessung korrigieren.

Auch nach Ausschaltung der systematischen Fehler treten trotz sorgfiltigster
Messung und Verwendung von Prizisionsinstrumenten noch Fehler auf, die bei
wiederholten Messungen nach GréSe und Vorzeichen schwanken. Diese Fehler
bezeichnen wir als zufillige Fehler. Sie lassen sich durch Berichtigungen nicht
ausschalten. Wir werden uns in den folgenden Abschnitten nur mit den zufilligen
Fehlern beschiftigen.

2. Mittelwert und durchsehnittlicher Fehler

Da wir wissen, daB jeder MeBwert mit Ungenauigkeiten behaftet ist, verlassen wir
uns grundsitzlich nicht auf eine Messung, sondern wir bestimmen MeBgrsB8en durch
einen Satz von Messungen unter moglichst gleichen Voraussetzungen. Die Zahl der
Messungen ist von der geforderten Genauigkeit abhiingig. So werden bei der
Landesvermessung und beim Feldmessen Winkelmessungen mindestens in drei
Sitzen zu je zwei Messungen, unter Umsténden sogar in zwélf Siitzen, und Lingen-
messungen je dreimal in zwei Richtungen durchgefithrt. Aus diesen MeBwerten
wird das arithmetische Mittel bestimmt. Den auf diese Weise ermittelten Wert
kann man als einen besseren Wert fiir die wirkliche GroBe des MeBobjektes an-
sehen als den durch eine Messung bestimmten Wert. Da wir die wirkliche GriBe
des MeBobjelktes nicht kennen, wollen wir ihn als den ,,richtigen* Wert annehmen.

Beispiel 1:
Bei einem Streckenzug von P; nach P, werden in je 3 Messungen mit Theodolit
und Meflatte von P, aus die Entfernungen 235,73 m, 235,69 m, 235,76 m, und von

P, aus die Entfernungen 235,68 m, 235,77 m, 235,71 m gemessen.
Der Mittelwert, das arithmetische Mittel, ist dann

= % (235,73 + 235,69 + 235,76 + 235,68 + 235,77 + 235,71) m = 235,723 m.

Bezeichnen wir die Anzahl der Messungen mit n, die einzelnen MeBwerte mit
Ty, Xy, g, ..., Ty, 50 ist das arithmetische Mittel T gegeben durch

. |
Fmq @+t ay ot )

oder unter Verwendung des Summenzeichens durch

2=
s

z= . (1)

r
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Mittelwert und durchschnittlicher Fehler 5

Die unmittelbare Anwendung der Formel (1) fiihrt, vor allem wenn die Zahl der
Messungen groB wird, zu grolen Zahlen. Wir vereinfachen die Rechnung, indem wir
von einem angeniherten Mittelwert Z,, der abgeschitzt wird, die Abweichungen
bestimmen und mit dem Mittelwert der Abweichungen das arithmetische Mittel 7
berechnen. Dabei wahlt man 7, so, daB sich maglichst einfache Zahlen ergeben. Es

ist dann
T = Fat o [(5i— Ba) + (8 — Ba) - e+ (T — )]
oder
T=F, += D (#,-F,). @

Die Berechnung fithren wir stets in einem Rechenschema durch.
Beispiel 2:

Mit einer FeinmeBschraube (Trommelteilung }+ mm) wird der Durchmesser
eines Werkstiickes siebenmal gemessen.

o
o
~

Messung Nr. 1 2 3 4

MeBgrofe in mm 12,357 12,348 12,363 | 12,341 | 12,360 12,352 | 12,368

Esist der Mittelwert zu bestimmen.

Messung MeBwert z, Angeniiherter (2, —,)
Nr. in mm Mittelwert z, in u
1 12,357 + 7
2 12,348 -2
3 12,363 + 13
A 12,341 12,350 -9
5 12,360 + 10
6 12,352 + 2
i 12,368 +18
Summen +5 -1
=439

12,350 + + - %) mm

8
I
-



6 Fehlerrechnung

Es geniigt nun nicht, die GroBe eines MeBobjektes nur durch den Mittelwert aller
Einzelmessungen anzugeben. Wir haben ihn zwar als den ,richtigen Wert be-
zeichnet. Er kann aber noch einen Fehler enthalten. Die Angabe der GroBe nur
durch den Mittelwert wiirde eine Genauigkeit vortiuschen, die nicht vorhanden ist.
Wir bestimmen deshalb den durchsehnittlichen Fehler A%, das heiBt das arithme-
tische Mittel aus den Absolutbetriigen der Abweichungen vom Mittelwert. Den
durchschnittlichen Fehler bezeichnen wir auch als absoluten Fehler. Er gibt an,
wie grof die mégliche Abweichung der wirklichen GioBe des Mefgegenstandes von
dem Mittelwert ist. Dabei muB beachtet werden, daB A% positiv oder negativ sein
kann. Die GroBe des MeBgegenstandes ist dann

=7+ AT. (3)

Durch T+ A% ist ein Intervall bestimmt, von dem wir annehmen, daB in ihm
der wirkliche Wert der MeBgroBe liegt.

In Beispiel 2 betriigt der durchschnittliche Fehler
A7 = i% (LA 7,64+ T4+ 14,64 44+ 3,6+ 124) = +7,3 .

Die GroBe des Werkstiickes muB also mit.z = (12,3556 4 0,0073) mm angegeben
werden.

3. Der relative Fehler

Sind nur dieabsoluten Fehler der GréBen verschiedener MeBgegenstinde gegeben,
so laBt sich die Genauigkeit der GréBenangaben sehr schwer vergleichen. Einen
Vergleich ermdglicht das Verhiltnis zwischen dem absoluten Fehler und dem
Mittelwert der Einzelmessungen (zwischen dem durchschnittlichen Fehler und
dem als richtig geltenden Wert). Wir bezeichnen dieses Verhiltnis als den relativen
Fehler. Es ist

Ax

d==. (4)

Der relative Fehler betriigt in Beispiel 2

4z _ 0,0073 mm

7 = 2356mm — 0100059.

In der Praxis gibt man hiufig den relativen Fehler auch in Prozenten an. Der
prozentuale Fehler ist

0% ="4Z.100%. ®)

In Beispiel 2 ist der prozentuale Fehler 0,059%.
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Aufgaben

1. Mit einer Schieblehre wird ein Werkstiick fiinfmal gemessen. Dabei ergeben sich die fol-
genden MeBwerte: 150,73; 150,84; 150,75; 150,64; 150,78 mm.
Es sind der Mittelwert und der durchschnittliche Fehler zu bestimmen.
2. Ein Winkel wird bei einer Vermessung durch sechs M b Es ergeb
sich die folgenden Werte: 77° 48’ 43", 77° 49’ 08", 77° 42' 00", 77° 49' 38",
77° 48’ 82", 77° 49 54”.
Es sind der Mittelwert und der durchschnittliche Fehler zu bestimmen.

3. Eine Strecke wird mit einem MeBband dreimal gemessen. Dabei werden die folgenden
Liingen festgestellt: 15,87; 15,72; 15,94 m.

Die mittlere Liinge und der mittlere Fehler sind zu bestimmen.

4. Die relativen Fehler sind zu bestimmen
a) in Aufgabe 1, b) in Aufgabe 2, ¢) in Aufgabe 3.

5. Eine gerade Eisenbahnschiene mit einer Solliinge von 32 m wird mit MeBlatten und einem
GliedermaBstab fiinfmal gemessen. Es ergeben sich dabei die folgenden MeBwerte: 31,93;
+32,15; 32,07; 31,98; 31,91 m.
Der Mittelwert, der absolute und der relative durchschnittliche Fehler der MeBwerte sowie
die Abweichung von der Sollinge sind zu bestimmen.

6. Ein volkseigener Betrieb gewihrleistet fiir Priifmaschinen zur Untersuchung von Stahl,
Eisen und anderen Metallen auf Festigkeit die folgende Genauigkeit:
1. im ersten Zehntel des MeBbereiches auf +1 Teilungsintervall,
2. dariiber auf £19, des Sollwertes.
Fiir jede Priifmaschine wird vom Werkabnehmer ein Abnahmeprotokoll iiber die Anzeige-

genauigkeit mit 30 Messungen in Sitzen zu je drei Messungen angefertigt. Einem solchen
“ Protokoll sind die folgenden Werte ent men :

Istwert Istwert Istwert s Abweichung in 9,

Sollwert 2 kp als Einheit Mittelwert des Sollvartes
245,7 246 245 245 245,3 —0,15
478,3 479 479 479 479,0 + 0,15
716,7 717 718 718
958 959 958 958

1192,7 1192 1193 1193

1435 1439 1438 1439

1670 1670 1670 1671 -

1910 1910 1910 1910

2152 2153 2152 2154

2387 2390 2390 2390

Berechnen Sie a) die fehlenden Mittelwerte,

b) die relativen Abweichungen der Mittelwerte vom zugehorigen Sollwert
auf 2 Dezimalen genau,

¢) den durchschnittlichen relativen Fehler!
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7. Ein anderes Abnahmeprotokoll enthilt die folgenden Werte :

Istwert Istwert Istwert . Abweichung in 9, ‘
Sollwert 6 I als Einhelt Mittelwert dos Sollreites
479 479 479 479
958,7 959 958 959
1443,3 1443 1444 1444
1931,7 1937 1936 1936
2421 2423 . 2423 2423
2902 2907 2909 2908
3392 3395 3394 3395
3878 3880 3880 3880
4380 4380 4380 4380
4850 4858 4858 4859

Berechnen Sie a) die Mittelwerte in den einzelnen Zeilen,
b) die relativen Abweichungen der Mittelwerte vom Sollwert auf 2 Dezi-
malen genau,
¢) den durchschnittlichen relativen Fehler!

8. Die Dichte einer Fliissigkeit wurde zehnmal nach der gleichen Methode bestimmt. Es
ergaben sich die folgenden Werte: 0,9345; 0,9348; 0,9352; 0,9347; 0,9347; 0,9348;
0,9348; 0,9348; 0,9350; 0,9346 g/cmd.

Bestimmen Sie den Mittelwert und den durchschnittlichen Fehler!

4. Der Fehler eines Rechenergebnisses

In der praktischen Mathematik wird, da MeBwerte stets ‘Fehler aufweisen,
immer nur mit soviel geltenden Ziffern wie notwendig gerechnet. Dazu ist erforder-
lich, daB8 die Genauigkeit des MeBwertes in irgendeiner Weise gekennzeichnet
wird und daB entbehrliche Stellen gerundet werden.

a) Rundungs- und Kiirzungsregeln
Die Rundungs- und Kiirzungsregeln von Zahlen enthiilt das Normblatt DIN 1333.

1. Rundungsregeln

Die Rundungsregeln beziehen sich auf Zahlen, die in dezimaler Form gegeben
gind und die an einer bestimmten Stelle abgebrochen werden sollen.

Abrunden heiBt, daB die letzte Stelle, die noch angegeben werden soll, unver-
&ndert bleibt. Es wird abgerundet, wenn eine 0, 1, 2, 3 oder 4 folgt.

Beispiel: 82134~ 8213~ 8,21~ 8,2~ 8.

Aufrunden heiBt, daB die letzte Stelle, die noch angegeben werden soll, um 1
erhoht wird. Es wird aufgerundet, wenn eine 6, 7, 8 oder 9 folgt.

Beispiel: 3,4579~ 3,458~ 3,46~ 3,5.
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Ist bekannt, daB eine 5 durch Rundung entstanden ist, so wird aufgerundet,
wenn die 5 durch Abrundung entstanden ist; ist sie aber durch Aufrunden ent-
standen, so wird abgerundet.

Beispiele: 6,1852~ 6,185~ 6,19
6,3146~ 6,315~ 6,31.

In allen anderen TFillen wird eine 5 in der letzten Stelle so gerundet, daB die
letzte gewiinschte Ziffer eine gerade Zahl ist.

1

|

Beispiele: -~ —0,0625~ 0,062

=
oo

=375~ 3,8.

=

2. Kiirzungsregeln

In der Bruchrechnung verstehen wir unter Kiirzen des Bruches die Division des
Zghlers und des Nenners durch die gleiche Zahl, also eine Formiinderung des
Bruches, bei der sein Wert nicht geiindert wird. In der Fehlerrechnung hat der
Begrift Kiirzung einer Zahl eine andere Bedeutung. Alle GriBen, mit denen man
in der Fehlerrechnung arbeitet, sind Ergebnisse von Messungen, die mit Fehlern
behaftet sind. Um nicht eine Genauigkeit vorzutéiuschen, die gar nicht vor-
handen ist, gibt man bei Berechnungen die Ausgangswerte nur so genau an, da8
die Unsicherheit in der letzten Stelle liegt; alle folgenden Stellen werden unter
Beriicksichtigung der Rundungsregeln gestrichen. Damit die GroBe der Unsicherheit
erkennbar ist, bestehen fiir die Schreibweise gekiirzter Werte besondere Regeln.

1. Ist die Unsicherheit in der letzten Stelle hochstens - 0,5, so wird die
Ziifer in gewohnlichem Schriftgrad gedruckt oder geschrieben.

2. Ist die Unsicherheit in der letzten angegehenen Stelle gréBer als 4 0,5,
so werden die unsicheren Ziffern in Indexstellung oder in kleinerem Schrift-
grad angegeben. Steht die letzte in gewihnlichem Schriftgrad anzugebende
Ziffer in der Stelle der Zehner oder davor, so spaltet man Zehnerpot ab.

Beispiel:
Die Masse eines Elektrons ist mit 9,1, - 10-2 g anzugeben, da die Unsicherheit
0,007 - 10-2 g betriigt.

In besonderen Fiillen kennzeichnet man jedoch die Unsicherheit durch einen
Zahlenwert (z. B. bei Toleranzen).

Beispiel: 3,726 mm 4 0,018 mm = 3,726 mm 4 18 4= (3,726 + 0,018) mm
= 3,726 mm - (1 £ 0,005) = 3,726 mm - (1 4 0,5%).

Bei einer oberflichlichen Betrachtung scheinen Rundung und Kiirzung mit-
einander iibereinzustimmen. Der Unterschied zwischen beiden Begriffen ist aber
an den folgenden Beispielen leicht zu erkennen.
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Die Zahl z kann auf eine beliebige Anzahl von Stellen genau berechnet werden.
Fir praktische Rechnungen verwendet man, je nach der geforderten Genauigkeit,
nur eine bestimmte Anzahl von Stellen, z. B. 3,14 oder 3,1416. Diese Werte sind
auf 2 bzw. 4 Stellen hinter dem Komma gerundet.

Die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum ist ¢— (2,99790 + 0,00006) - 101 cm - -1,
Fiir praktische Berechnungen geniigt es aber, die Lichtgeschwindigkeit gekiirzt
mit 2,997, - 10 ¢m - g1 anzugeben. Hiufig wird dieser Wert dann noch auf
3-10% cm - 57! gerundet.

Das Plancksche Wirkungsquantum wurde zu h— (6,6234 + 0,0011) - 10-%erg - 8
gemessen. Dieser Wert kann auf 6,62; - 10~ erg - s gekiirzt werden.

Beim Kiirzen wird also ein angegebener Fehler nicht beriicksichtigt.

b) Der Fehler einer Funktion

Im Lehrbuch der Mathematik fiir das 11. Schuljahr (S. 47 bis49) hatten wir den
Fehler berechnet, der sich fiir den Rauminhalt eines Wiirfels ergibt, wenn die
Kantenlinge des Wiirfels mit einem bestimmten Fehler behaftet ist. Diesen Ge-
dankengang greifen wir auf, um ihn zu verallgemeinern.

Es sei die Funktion y= f(x) gegeben, wobei x eine MeBgroBe mit dem Fehler
Az ist. Der Funktionswert y besitzt dann einen Fehler A y. Es gilt

y+Ady=f(x+Adz).
Durch Subtraktion von y= f(z) erhalten wir den Fehler der Funktion
dy=f(z+ A2)—f(z).
Durch Erweitern der rechten Seite dieser Gleichung mit 4 x erhalten wir

Ay=”’+ A;;—Hx) A,

Ist Az hinreichend klein, so kann man den Differenzenquotienten durch den
Differentialquotienten ersetzen, und es ergibt sich

Ay ~ f'(x) - Ax. 6)
Der relative Fehler ist, wie auch schon gezeigt wurde,

Ay 1) ;
e T Azx. (6)
Beispiel :

Ein Winkel ist mit ¢ = 67,37° + 0,05° gemessen. Wie gro8 ist der Fehler von
sin a?
' y=sin (67,37 + 0,05)°

Ay~ cos 67,37° - Aa
~0,3848 - (£0,0008727) ~ +0,00034.
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Bei der numerischen Rechnung ist ¢ in das BogenmaBl umzuwandeln. Der Wert
sin 67,37°= 0,9230 besitzt also den Fehler --0,00034. Hiervon kann man sich
unmittelbar iiberzeugen, wenn man die beiden Werte sin 67,32° und sin 67,42°
der Funktionstafel entnimmt.

Der relative Fehler betriigt

Ay, 0,00034

> = om0 = =+0,0004, das heiBt +0,04%,.

¢) Der Fehler einer Summe
Eine Summe sei bestimmt durch die Gleichung
Yy=a;+ ay+ az+ -+ an,

wobei die Summanden ay, a,, ---, @, MeBgréBen mit den Fehlern Aa,, Aa,, -, Aa,
seien. Die Addition fithrt auf einen Wert y, der den Fehler Ay besitzt. Da wir
nicht wissen, welche der Fehler Aa, positiv und welche negativ sind, kénnen wir
nichts dariiber aussagen, ob der Fehler eines Summanden den des Ergebnisses
vergrofert oder verkleinert, und auch nichts dariiber, welchen EinfluB ein Sub-
trahend mit seinem Fehler hat; wir konnen nur feststellen, welchen Wert die
Summe unter Beriicksichtigung der méglichen Einzelfehler hochstens besitzt.
Es ist
y+Ay=a,+ da,+a,+ Ada,+ -+ a, + Aa,.

Durch Subtraktion von y= a, + a,+ a,+ -+ + a, erhalten wir
Ay=Aa,+ Ada,+ Aaz+ -+ Aa,.

Einige Glieder konnen in dieser Summe negativ sein, sie kénnen also den Wert
des Fehlers verkleinern. Da wir jedoch den gréBtméglichen (maximalen) Fehler
bestimmen wollen, miissen wir zu den Absolutbetréigen iibergehen. Wir erhalten
also zunichst

[dy| = [day|+|da,| + |dag| + - + | Aan].

Der groBtmaogliche (m.a,ximale) Fehler ist daher
[4y| = |da,| + |4a,| + |da5| + -+ + |da,]. )

Der Wert des groBten moglichen Fehlers einer Summe ist gleich der Summe
aus den Absoluthetriigen der moglichen Fehler aller Summanden.

Dividieren wir den absoluten Fehler der Summe durch deren Wert, so erhalten
wir den relativen Fehler. Dabei sind jedoch zwei Fille zu unterscheiden.

Besteht die Summe nur aus positiven Gliedern, so gibt der relative Fehler einen
zuverlissigen Einblick in die GréBe des Fehlers.

Besitzt die Summe negative Glieder und ist ihr Gesamtbetrag klein gegeniiber
den einzelnen Gliedern, so kann der relative Fehler auBergewhnlich groBe Werte
annehmen.
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Beispiel 1:

Zwei Strecken sind mit (62,4 + 0,5) mm und mit (10,7 4 0,5) mm gemessen. Wie
groB ist der relative Fehler der Differenz?

Es ist
a;— a,=517mm und |da,|+ |4a,|=1mm,
Ay _ 1mm
v = E5t7mm — 0019,

das heifit, der relative Fehler betrigt - 1,9%.

Beispiel 2:

Zwei Strecken sind mit (15,7 + 0,5) mm und mit (14,5 4+ 0,5) mm gemessen.
Welchen relativen Fehler besitzt die Differenz ?

Es ist
a;—a,=12mm und |da,|+ |4a,|=1mm,
4y _ 1mm _
?—il,ﬂmm— +0,83,

das heiBt, der relative Fehler betrigt -+ 83%.

d) Der Fehler eines Produktes

Es sei y=u - v das Produkt aus den MeBwerten « und » mit den voneinander
unabhiingigen MeBfehlern A« und Av. Infolgedessen ist das Ergebnis fehlerhaft.
Es gilt

y+Ady= (u+ Au) (v+ Av).
Hieraus ergibt sich
y+Ady=w-v+v-Adutu-Av+Adu- Av
und damit nach Subtraktion von y=u - »
Ay=v-Au+u-Av+ Au - Av.

Wir wollen wieder den maximalen Fehler bestimmen und gehen deshalb zu den
Absolutbetriigen iiber (vgl. Abschnitt c). Damit erhalten wir

|[dy|<|v- du|+ |u- dv|+|du - do].
Der maximale Fehler ist daher
|[dy|=|v-Au|+ |u - Av|+|Adv - Au|.

In vielen Fillen ist das Produkt |du - Av| so klein, daB es gegen die iibrigen
Glieder der Summe vernachlissigt werden kann. In den Aufgaben zu diesem Ab-
schnitt ist dies stets der Fall. Wir setzen deshalb

|dy| = |v- du| + |u- dv|. (8)
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Bei jedem praktischen Arbeiten muB jedoch die GroBSenordnung des Produktes
|4 - Av| abgeschiitzt werden.

Dividieren wir die Formel (8) durch |y|=|u-v|, so ergibt sich der relative
Fehler zu

dy| _|du| , |av) :

-1+ 15 ®)

Der Betrag des relativen Fehlers eines Produktes y=u; - u, - g - ... - u,, dessen
Falktoren u,, uy, ug, ..., us die Fehler Au,, Au,, Aug, ..., Auy haben, betrigt

ﬂ’=|ﬂ v ‘A_"«I lA"n 2

|y u + u, + u -+ + | 8"

Diese Formel 1aBt sich rekursiv aus der Formel (8') herleiten, wenn man jeweils
zwei Faktoren zusammenfaft.

Der relative Fehler eines Produktes ist gleich der Summe aus den relativen
Fehlern der Faktoren.

e) Der Fehler eines Quotienten

Gegeben sei der Quotient y= g zweier MeBwerte » und v, die mit den Fehlern
Aw und Av behaftet sind.

Dann ist
u+ Au
y+dy= v+ dv ’
Es folgt
A *_ u+du u
T v+dv v
oder

A v Adu—u-Av
Y= Skt dv

Nun interessiert uns nur der maximale Fehler 4 y. Deshalb untersuchen wir, unter
welchen Bedingungen der Bruch einen maximalen Wert annimmt.

Werden bei einem Bruch Zihler und Nenner unabhingig voneinander verindert,
80 kann man iiber die Wertinderung des Bruches keine Aussage machen, wenn
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Zghler und Nenner entweder beide vergroBert oder beide verkleinert werden. Wird
dagegen der Zihler vergroBert und der Nenner verkleinert, so wird der Wert des
Bruches sicher vergréBert. Deshalb setzen wir beim Ubergang zu den Absolut-
betrigen im Zihler das Pluszeichen und im Nenner das Minuszeichen. Damit er-
halten wir fiir den maximalen Fehler

|v-du| + |u- dv|

1491 = T rer=Twp

Ziehen wir |v| im Nenner vor die Klammer, so erhalten wir

cdu| + |u- dv|
|ay| = Lodulrlu-dol
vz(l— ﬁ)
v
oder
_|v-Au|+ |u-dv| 1
]Ay]— v? '(1 Av|\*
o 7)

Ist |dv| klein gegen |v|, so unterscheidet sich der Ausdruck —

X A»| Wenig

von 1. Wir kénnen ihn entsprechend den Betrachtungen bei der Herleitung des
Fehlers eines Produktes vernachlissigen. Der maximale Fehler ist also

v-du|+|u-dv
|4y| = \2-dultlu-do] ©
Nach Division durch |y|= ‘%‘ erhalten wir
Ayl _ |v-du|+|u-dv|
vITTT ey

v* .

ol

_lv-du|+|u-dv|

[w-v]
dy| _ |du 4v "
=151+ 151 @)

Der relative Fehler cines Quotienten ist gleich der Summe aus den rela-
tiven Felilern des Divisors und des Dividenden.
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f) Anwendung in der Trigonometrie

In einem rechtwinkligen Dreieck seien die Hypotenuse ¢ mit dem MeBfehler Ac¢
und der Winkel ¢ mit dem MeRfehler Az bekannt. Es ist der Fehler der
Kathete a zu bestimmen, wenn ¢= (25,00 + 0,05) cm und a = (3040,2)° sind.

Da a=c-sina ist, errechnen wir den Fehler fiir @ unter Verwendung der
Formel (8)

[dy|=v-Au|+|u-dv|.
Wir setzen u=c¢ und v=sine. Dann ist du= Ac. Fiir Ao erhalten wir nach

Formel (6)
Av~ cosa - Aa.

Fiir Aa ergibt sich dann
|[da|=|sing - dc|+]|c-cosa - da|.
Fiir den relativen Fehler erhalten wir

L
a

dec
c

cosa-da
sina

|4
|

+|ctga - dal.

Bei der numerischen Berechnung ist zu beachten, daB « in das Bogenmal umzu-
rechnen ist.

Es ergibt sich

da 0,05 "
== I2s It |1,732 - 0,00349| = |0,002]+ |0,0060|
da

\ - +0,0080.

Der relative Fehler betriigt also +0,80%,

Enthiilt eine Funktion mehrere unabhiingige Veriinderliche, so hestimman
wir nach der Formel (6) die Fehler der einzelnen Veriinderlichen und setzen
den absoluten Fehler unter Verwendung der Formeln (7), (8) bzw. (9) zu-
sammen.

Soll der relative Fehler bestimmt werden, so dividieren wir heide Seiton
des absoluten Fehlers durch die gegebene Funktion, wobei wir soweit wie
miglich vereinfachen.

Den Fehler von Winkelfunktionen beziehen wir auf das Bogenmab.
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Aufgaben

Es sind, wenn in der Aufgabe nichts anderes angegeben ist, die absoluten und die relativen
Fehler zu berechnen.

1. Die Seite eines Quadrates ist a = (52,52 + 0,05) mm. Berechnen Sie die Fliche und ihren
Fehler!

2. Der Durchmesser eines Kreises ist mit d = 13,43 em, 13,37 cm, 13,39 cm gemessen. Wie grof3 ist
a) der mittlere Durchmesser, b) der MeBfehler, ¢) der Inhalt und dessen Fehler ?

3. Die Seiten eines Dreiecks werden mit Hilfe eines Stechzirkels auf einem Transversal-Mafstab
bestimmt. Dabei findet man die Werte a = 7,35 cm, b = 5,27 cm, ¢ = 8,64 cm. Die MeBwerte
der Seiten sind mit + 0,1 mm unsicher. Wie groB ist der Fehler des Umfanges ?

4. In einem Gleichstromkreis wurde die Spannung mit U = (36,53 + 0,005) Volt und die
Stromstiirke mit I = (0,056 + 0,0005) Ampere gemessen. Der Widerstand des Stromkreises
ist zu bestimmen.

5. Die Seiten eines Rechtecks sind mit 81,5 mm und 57 ,5 mm gemessen. Der Fehler jeder Linge
betrage + 0,2 mm. Wie gro8 sind der absolute und der relative Fehler des Flicheninhaltes ?

6. Die Grundseite eines Dreiecks wurde mit 4,57 cm und die zugehérige Hohe mit 3,14 cm be-
stimmt. Der Fehler der MeBwerte betrage je + 0,2 mm. Wie groB sind der absolute und der
relative Fehler des Flicheninhaltes ?

7. An einem Trapez werden die Grundlinien mit @ = 7,45 cm und b = 5,79 cm und die Hohe
mit b = 4,25 cm gemessen. Der MeBfehlersei + 0,5 mm. Wie groB3 ist der Fehler des Flichen-
inhaltes?

®

Bei einem Litermaf aus Aluminium sind der Durchmesser und die Hohe je dreimal gemessen
worden. Es ergaben sich die folgenden Melwerte :

d = 8,55 cm, 8,57 ¢m, 8,56 cm und A = 17,43 cm, 17,36 cm, 17,35 cm.

Bestimmen Sie a) die Mittelwerte von d und h, h) die durchschnittlichen Fehler, ¢) das’
Volumen und dessen Fehler, d) den Fehler des Volumens gegeniiber dem Sollwert!
Uberlegen Sie, wieviel Stellen von z verwendet werden miissen, damit durch dessen Nihe-
rungswert der Fehler des Ergebnisses nur unwesentlich beeinfluBt wird!

9..Beim A eines Zieg ines sind auf je zwei gegeniiberliegenden Flichen die
folgenden MaBe in cm festgestellt worden:

a b c
25,35 12,00 6,58
25,32 12,10 6,70
25,28 12,05 6,62
25,48 11,92 6,72
25,40 12,20 6,63

25,28 12,12 6,78
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Bestimmen Sie &) die Mittelwerte der Kantenliingen,
b) den durchschnittlichen Fehler der M Jid
¢) den absoluten und den relativen Fehler des Rauminhaltes,

d) die Abweichung des Volumens vom Sollwert (Kantenlingen 25 cm,
12 cm und 6,5 cm)!

10. Bei einem Blatt DIN A 4 sind durch je drei Messungen die folgenden Werte ermittelt
worden:

a = 210,3 mm, 209,8 mm, 211,1 mm und b = 296,5 mm, 296,4 mm, 296,3 mm.

Bestimmen Sie a) die Mittelwerte der Seiten und deren Fehler,
b) die durchschnittlichen Fehler gegeniiber dem SollmaB,
¢) die Fliche und deren Fehler,
d) den Fehler gegeniiber der Sollfliche!

11. Esist im rechtwinkligen Dreieck b = ¢ - cos &. Bestimmen Sie den absoluten und den rela-
tiven Fehler der Seite b! Essei ¢ = 203,72 m + 0,05 m, @ = 37,37° + 0,05°

12. Es ist im rechtwinkligen Dreieck tga = %. Bestimmen Sie den absoluten und den
relativen Fehler von a! Essei @ = 2573 m + 0,05 m, b= 18,57 m + 0,05 m.
. . 2 % . absin y . =
18. Der Flicheninhalt eines Dreiecks ist F = ———— . Bestimmen Sie den Fehler, wenn
a@ = 20,00 cm + 0,02 cm, b = 10,00 cm + 0,02 cm, y = 30° + 0,2° ist!
b ;i:m_a . Bestimmen Sie den Fehler von a, wenn
b=10,00 cm + 0,02 cm, @=55°+0,2°, =65 +0,2° ist!

14. Nach dem Sinussatz ist a =

15. Die Masse eines kleinen Quecksilbertropfens soll in einem Uhrglas mit einer analytischen
‘Waage bestimmt werden. Man erhielt die folgenden Mittelwerte:

Masse des Uhrglases ohne Hg (6102,37 + 0,05) mg
Masse des Uhrglases mit Hg (6109,21  0,05) mg.

‘Wie grof sind die Masse des Quecksilbertropfens und der relative Fehler der Wigung ?

16. Die Kapazitiit eines Plattenkondensators soll berechnet werden. Die Fliche der Platten
wurde mit F' = (105,7 + 0,13) cm® und der Abstand der Platten mit (0,1 + 0,01) cm bestimmt.

Coulomb
G e s : - — .
Die Dielektrizititskonstante ist g, = 8,859 - 10 VoIt om

17. Die Kapazitiit eines Kugelkondensators betrigt C = 4ze, II:T';
Als Mittelwerte der Messungen ergabensich: R = (5,27 + 0,01) cm und r = (5,012 + 0,002) cm.
Es ist der relative Fehler der Kapazitiit zu bestimmen.

2 100913-2]
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II. Niiherungslosungen
5. Praktische Berechnung erforderlicher Funktionswerte

In den Betrachtungen, die wir im folgenden durchfiihren werden, ist es hiufig
notwendig, Funktionswerte f(z) von ganzen rationalen Funktionen zu berechnen.
Diese Berechnung wird mitunter bereits dann umstindlich, wenn f(z) dritten
Grades ist. Wir entwickeln daher ein Schema, das die Berechnung mit Hilfe des
Rechenstabes gestattet. Dazu gehen wir von der Funktion dritten Grades

f(x)= az2®+ a, 2+ a, ¢+ a,

(mit ag== 0) als Beispiel aus. Wir zichen den Faktor z vor die Klammer und er-
halten damit
f(z)= [a52°+ ayz+ a;] T+ .

Durch weitere Abtrennung des Faktors z ergibt sich
f(z)= [(agz + ay) z+ a;] T+ .

Diese Gleichung ermoglicht es uns, den Funktionswert f(z) in aufeinander-
folgenden Stufen zu berechnen:

. Den Koeffizienten a; multiplizieren wir mit z.

. Zum Produkt addieren wir den Koeffizienten a,.
. Die Summe multiplizieren wir mit z.

. Zu diesem Produkt addieren wir a;.

. Diese Summe multiplizieren wir mit z.

. Zum Produkt addieren wir a,.

S OB N

Diesen Rechengang stellen wir in dem folgenden Schema dar:

03 02 a, a,

1 ax 2. ayx + 0,

3. (ayx +ay)x b(ayx +ay)x+a

5. [(ayx + ay)x +a,]x 6.[(ayx + ay)x +as]x+a,

Verkiirzt schreiben wir das Schema folgendermaBen:

a a, a, a,

ayx (a;x f a,)x [/aJJ +a‘,l)na,]x
|

a; a;x+0a; (azx +0y)x +04 [lazx+a,)x+a,]x+a,
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Entsprechend kann dieses Schema fiir ganze rationale Funktionen n-ten Grades
aufgestellt werden. Es heilt Hornersches Schema.

Beispiel:

Es soll f(z)=252%— 3,122+ 1,52+ 0,8 fiir 2= 1,5 berechnet werden. Wir
schreiben die Koeffizienten der Funktion in eine Zeile hintereinander:

25 —31 L5 . 08.

Nun multiplizieren wir 2,5'mit x=1,5. Wir erhalten 3,75 und addieren diesen
Wert zu —3,1. Das Ergebnis 0,65 multiplizieren wir wieder mit x=1,5. Das
Produkt fassen wir mit dem niichsten Koeffizienten 1,5 zusammen usw. Es ergibt
sich dann im Schema:

25 -

£

R 7ERYEn

2,5 0,65 2,48 4,

f(1,5)=4,5.

Im Rechenstab stellen wir 1,5 fest ein und lesen simtliche Produkte ab, ohne die
Zunge zu verstellen.

Sind in der Funktion ein oder mehrere Koeffizienten gleich Null, so werden die
Koeffizienten 0 in der ersten Zeile mitgeschrieben.

Beispiel:
Es ist f(x)= 52%— 222— 5 fiir x = 2 zu berechnen,
f(x)=524+0 23 —222—52+0

5 0o -2 -5
10 20 36 6!

5 10 18 31 6.

DR o

£(2)= 62.

6. Das Sekantenniiherungsverfahren

Gegeben sei eine Funktion y= f(z). Es soll eine Nullstelle dieser Funktion
bestimmt werden.

Zuniichst untersuchen wir, ob die Funktion iiberhaupt eine Nullstelle hat. Dazu
stellen wir eine Wertetafel auf; an dieser priifen wir, ob mindestens zwei Funktions-
werte vorhanden sind, die entgegengesetzte Vorzeichen haben. Existieren zwei
solche Funktionswerte f(z;) und f(z,), so muB noch festgestellt werden, ob die
Funktion im Intervall von z, bis z, stetig ist. Wenn das der Fall ist, so hat sie in
diesem Intervall mindestens eine Nullstelle z,.

2%
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Bei allen folgenden Betrachtungen werden nur solche Funktionen behandelt, die
hochstens Liicken oder Pole als Unstetigkeitsstellen aufweisen. Es geniigt also,
die Untersuchung auf diese Fille zu beschriinken.
y Durch die Punkte [, ; f(2,)] und [2,; f(x,)]legen

wir die Sekante (Abb. 1); ihre Gleichung ist
Hs) — f(y) _ n—f(zy)

Tg— T §—ay
wenn mit £ und # die Koordinaten aller Punkte auf
der Sekante bezeichnet werden. Fiir ;= 0 hat die
% x  Sekante eine Nullstelle &,. Es gilt dann

§i=m - W f(®). @

Abb. 1 Da x, und & Werte im Intervall z, ... a, sind,
liegt & niiher an x,als mindestens einer der beiden

Werte 2, und x,.
Durch Fortsetzung dieses Verfahrens kann man die Stelle , mit beliebiger Ge-
nauigkeit anniihern. Dabei wiihlt man stets die Ausgangswerte fiir die weitere Be-
rechnung so, daf3 die zugehorigen Funktionswerte verschiedene Vorzeichen haben.

Beispiel:

Gegeben sei die Funktion y= f(2)= 23+ z— 5= 0.
x 0 +1 +2 +3 I
y =5 -3 +5 +25 l

Aus der Wertetafel erkennen wir, dafBl f(1)= —3 und f(2) = +5 verschiedene
Vorzeichen haben. Da es sich bei unserem Beispiel um eine ganze rationale Funktion
handelt, kénnen Liicken und Pole nicht auftreten. Daraus folgt, daB zwischen
2,= 1 und 2,= 2 eine Nullstelle liegt. Fiir £, ergibt sich

f=1—2= =143 -1375
1= -y C =14 g = 136

Den Wert ;= 1,375 runden wir auf £, ~ 1,4, da &, ohnehin nur ein Néherungs-
wert ist und die Verwendung des Wertes &; = 1,375 die Fortsetzung der Rechnung
erschwert,

Fiir f(1,4) ergibt sich

. f(1,4) ~ —0,86.

Da f(1,4) negativ ist, wihlen wir den positiven Wert f(,) = 5 fiir die Berechnung
des nichsten Naherungswertes Wir bezeichnen ihn mit £,, und es gilt

G=b— /(z,)—t\'en UCHE
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Diese Gleichung wurde aus der Gleichung fiir &; gewonnen, indem dort fiir
der bessere Niherungswert &, eingesetzt wurde. Fiir &, erhiilt man

2—14 — 0,516
g 080 = Le+ g ~ 15,

f=14—
Fiir f(1,5) ergibt sich
f(1,5)= —0,125.

Fithrt man eine weitere Néherung durch, so erhilt man &= 1,512 und
f(1,512) ~ —0,031. Es gilt also ’

2y~ 1,512,

Das eben behandelte Verfahren heit Sekantenniiherungsverfahren oder auch
regula falsi. Diese Bezeichnung (mittelalterliches Latein) bedeutet soviel wie
,,Regel vom Falschen (ausgehend)*.

7. Das Tangentenniherungsverfahren

Bei einem weiteren Verfahren zur niherungsweisen Bestimmung von Nullstellen
einer Funktion wird an Stelle der Sekante die Tangente verwendet.

Es sei f(z) eine Funktion, von der bekannt ist, daf sie im Intervall 2, < 2 < z,
stetig und mindestens zweimal differenzierbar ist (vgl. die einleitenden Absitze
zum Abschnitt 6) und daB sie in diesem Intervall eine Nullstelle z, besitzt. Ferner
sei f'(x) und f” (z) im ganzen Intervall verschieden von Null, das heiBt, in diesem
Intervall existieren weder Extremwerte noch Wendepunkte. Es haben also f(x,)
und f(,) verschiedene Vorzeichen.

Die Gleichung der Tangente an - die Kurve der Funktion f(x) im Punkte
[2; f(zq)] st ¥

]

wobei mit & und # die Koordinaten aller Punkte auf der Tangente bezeichnet sind.
Fiir den Schnittpunkt der Tangente mit der 2-Achse ergibt sich:

flay)
=0; =2 — 5=
M =2, 7l
Wir miissen nun untersuchen, ob &, einen besseren Niherungswert fiir z, dar-
stellt als z;.



22 . Niherungslésungen

Wenn f(2,) und " (,) beide negativ sind, so steigt die Kurve von %, bis z,, und
sie ist konkav von unten. Die Tangente liegt also oberhalb der Kurve und schneidet
demnach die z-Achse zwischen %3 und z, (Abb. 2). Zum entsprechenden Ergebnis
gelangen wir, wenn f(,) und " (%1) beide positiv sind (Abb. 3). In diesen Fillen

Abb, 2 Abb. 3

stellt £, eine bessere Niherung fiir %, dar als z,. Sind dagegen die Vorzeichen von
f(z,) und f”’(z,) verschieden (Abb. 4 und 35), so liegt der Schnittpunkt nicht
zwischen z; und z,. Uber seine Brauchbarkeit als Niherungswert kann man daher
keine Aussage machen.

i y

fix, //le

0 A % = T E
/u?l

Abb. 4 Abb. 5

Eine entsprechende Betrachtung kann man fiir den Niherungswert z, anstellen,
Da f(z,) und f(x,) verschiedene Vorzeichen haben, stimmt das Vorzeichen eines
und nur eines dieser beiden Werte mit dem Vorzeichen von () iiberein (das sich
nach der Voraussetzung im ganzen Intervall nicht dndert). Daher ist nur einer der
beiden Werte f(z,) und f(z,) fiir die Berechnung von &, sicher brauchbar.
Es ist
Si=® - 7= (2

ein besserer Niiherungswert fiir &, als der Wert @,, wenn

@) f"(®) >0

ist.
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Wir haben diese Bedingung aus der geometrischen Veranschaulichung gewonnen.
Auf einen strengen analytischen Beweis soll wegen seines Umfanges verzichtet
werden.

Durch Fortsetzung dieses Verfahrens kann man die Stelle z, mit beliebiger
Genauigkeit annithern.

Beispiel :
Wir betrachten wieder die Funktion

f(x)= 23+ x—5.
Zwei Naherungswerte sind ;= 1 und z,= 2. Esist

f(z)=3xz>+1
und
f’ (z)=62.

Im Intervall 1< z < 2 sind beide Ableitungen positiv, also verschieden von Null.
Wegen f” (z) > 0 wiihlen wir f(2) = 5 als ersten Niherungswert. Es ist dann

f=2— 5~ 16
und
f(1,6) ~ 0,7.

Verwenden wir fiir die Berechnung des néichsten Niherungswertes diesen Wert,
so erhalten wir
0,7
87

&=16— 22 ~ 1,52

und
£(1,52) ~ 0,03.

Der dritte Ndherungswert ergibt sich als

0,03

£=1,52—7g; ~ 1516

mit .
£(1,516) ~ —0,00016.

Das eben behandelte Verfahren, das Tangentenniiherungsverfahren, wurde von
Isaak Newton entwickelt und wird nach ihm auch als Newtonsches Niiherungs-
verfahren bezeichnet.

Das Newtonsche Niherungsverfahren fiihrt schneller zu einem guten Niherungs-
wert als die regula falsi. Es hat aber gegeniiber der regula falsi den Nachteil, dal
fiir seine Anwendbarkeit mehr Einschrinkungen gemacht werden mufBten (vgl.
dazu die einleitenden Absitze zu beiden Verfahren).

Da die Ableitungen bei ganzen rationalen Funktionen leicht zu bestimmen sind,
wird man in diesen Fillen in der Regel das Newtonsche Niherungsverfahren an-
wenden. Liegt jedoch ein Extremwert oder ein Wendepunkt im betrachteten
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Intervall, so ist es zweckmiBig, mit Hilfe der regula falsi die ersten Niherungswerte
zu bestimmen. Gelingt es, auf diese Weise ein Intervall abzugrenzen, in dem zwar
eine Nullstelle liegt, aber keine Extremwerte oder Wendepunkte mehr auf-
treten, so setzt man die Berechnung mit Hilfe des Newtonschen Niiherungsver-
fahrens fort. Ist eine gebrochene rationale oder eine nichtrationale Funktion ge-
geben, so ist das Newtonsche Niherungsverfahren nur dann zweckmiBig, wenn die
Ableitungen leicht zu bestimmen sind. In der Regel wird man in diesem Fall also
die regula falsi anwenden. Dabei ist zu beachten, daB man bei gebrochenen Funk-
tionen zur Bestimmung von Nullstellen zuniichst nur die Zihlerfunktion unter-
sucht und dann erst priift, ob die Nullstelle der Zghlerfunktion auch Nullstelle der
Nennerfunktion ist.

Aufgaben

1. Bestimmen Sie eine Wurzel der folgenden Gleichungen
1. nach der regula falsi,
2. nach dem Newtonschen Niherungsverfahren!

Anmerkung: Bereck Sie alle Funkti erte mit dem Rechenstab unter Verwendung
des Hornerschen Schemas!

a) 2?*—52—15=0 b) 2*+32—7=0

€) 2%+ 2%—5=0 d) 22 —42—3=0

e) 52°—62—7=0 1) 252°—3,122+ 1,52+ 0,8=0
g) #*—22%+ 322+ 2—10=0 h) 25+ 623+ 52+ 102 —18 =0
1) 25— 4204323 —24+9=0 k) 25—3a3—222_5=0.

2. Bestimmen Sie eine Wurzel der folgenden Gleichungen
1. nach der regula falsi,
2. nach dem Newtonschen Naherungsverfahren!

a). cosz—z=0 «b) 2sing—2=0

€) ctgz—z=0 d) tgz—x=0

€ 7sinz—z+9=0 Hozsl —4a0, :
Anleitung: Die zeichnerische Losung der Gleichung ergibt einen ersten Niherungswert fiir
eine reelle Wurzel. Vergleichen Sie zur zeich

ischen Losung der Gleichungen den Ab.
schnitt Goniometrie, Lehrbuch de'r Mathematik fiir das 10. Schuljahr! -

8. Wie tief sinkt eine Eisenkugel von 10 cm Radius in Quecksilber ein? (Die Wichte von Eisen
ist 7,8 p/em?®, von Quecksilber 13,55 p/cm3).

4. Einer Halbkugel mit dem Radius # = 10 em soll ein Zylinder einbeschrieben werden, dessen
Rauminhalt % des Halbkugelvolumens betriigt. Wie groB sind der Radius und die Hohe
des Zylinders?

5. Einer Halbkugel soll ein Kegel, dessen Spitze im Kugelmittelpunkt liegt, einbeschrieben
werden. Der Radius der Kugel betrigt # = 12 cm.
Wie grof sind der Radius und die Héhe des Kegels, wenn sein Volumen 500 cm3 betragen
soll? :

’



B. Potenzreihen

I. Darstellung einer Funktion durch Potenzreihen

Von allen uns bisher bekannten Funktionen sind die rationalen Funktionen da-
durch besonders gekennzeichnet, daB ihre numerische Berechnung verhiltnis-
miBig einfach ist. Der Funktionswert y liBt sich nimlich bei gegebenem z in
endlich vielen Schritten durch Anwendung rationaler Rechenoperationen, das
heiBt durch Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division, auf die Variable z
berechnen. Bei jeder anderen Funktion ist die Berechnung der Funktionswerte in:
endlich vielen Schritten im allgemeinen nicht mdoglich. So braucht man zum
Beispiel zur Berechnung der nichtrationalen Funktion y= J(1+ z) (2% —4)
das Radizieren, eine Rechenvorschrift, die im allgemeinen in endlich vielen
Schritten nicht zum Ziele fiihrt.

‘Wir wollen nun im folgenden untersuchen, wie weit sich jede Funktion y = f(z),
insbesondere jede transzendente Funktion, durch rationale Prozesse exakt aus-
driicken oder wenigstens innerhalb einer vorgeschriebenen Genauigkeit annihern
1aBt. Ist dies moglich, so sagt man, die Funktion y = f () 148t sich approximieren.

Bei ganzen rationalen Funktionen ist die Berechnung besonders einfach, deshalb
geht man bei den Untersuchungen, die wir in den Abschnitten 2a und 2b durch-
fiihren werden, von den ganzen rationalen Funktionen aus.

1. Die Mittelwertsitze der Differentialrechnung

Zuniichst wollen wir im Abschnitt 1 einige Sitze herleiten, die wir bei den Be-
trachtungen benétigen.

Satz 1: .
Ist die Funktion ¢(x) im Intervall @ <& < b stetig und differenzierbar, ist
ferner ¢ (a) = ¢(b), so gibt es mindestens eine Stelle § im Innern des Intervalls
(@ < § < b), fiir die ¢'(§) =0 ist.

Beweis:

Ist @(z) eine konstante Funktion, also @(z)=c, so gilt fiir alle Werte z des
Intervalls ¢’ ()= 0. Also ist die Behauptung in diesem Falle richtig.
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Ist dagegen die Funktion @ () nicht konstant (vgl. Abb. 6), so gibt es im Innern
des Intervalls mindestens eine Stelle &, an der die Funktion einen Extremwert
annimmt?). Aus der Differenzierbarkeit der Funktion @(x) im Intervall folgt,
daB an der Stelle & die Ableitung ¢’ (£) existiert. An der Stelle eines Extrem.
wertes muB} aber die Ableitung notwendig gleich Null sein. Also gilt

¢'(6) =0.
Damit ist der Satz, der als Satz von Rolle bezeichnet wird, bewiesen.
Satz 2:
Ist f(2) im Intervall @ < @ < b stetig und ditierenzierbar, so gibt es im Innern

des Intervalls mindestens eine Stelle §, fiir die ,(b;+{l(a) =f'(§) ist. (1)

i
: el !
Pl g y=rlx)
B 4 i
L P
i I 1 i 1
2 s s i
Abb. 6 Abb. 7

Beweis:

Fir z = a und 2 = b nimmt die Funktion f(z) die Werte f(a) bzw. f(b) an
(vgl. Abb. 7). Wir bilden nun eine Hilfsfunktion ¢(2), die die Differenz zwischen
den Ordinaten der Funktion f(z) und den Ordinaten der Sekante durch die
Punkte A(a;f(a)) und B(b;f(b)) fiir die gleiche Abszisse z angibt. Bezeichnet
man die Ordinate eines beliebigen Punktes auf der Sekante mit s(x), so hav nach
der Zweipunktegleichung der Geraden die Gleichung der Sekante die Form

) = f(@) _ s(x) —f@

b-a z-a
Daraus folgt die Beziehung

s(2) = f(a) + O=1@ ),

1) Dies folgt aus der Stetigkeit der Funktion im abgeschlossenen Intervall
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Bilden wir die Differenz, so erhalten wir

P(@) = f(2) —8(2) = f(2) — f(a) —LO=L@ (5 _¢)

Diese Funktion g(2) erfiillt hinsichtlich Stetigkeit und Differenzierbarkeit die-
selben Bedingungen wie die Funktion f(z). AuBerdem ist

?(a) = @(b).

Also gibt es nach dem Satz von Rolle ein £ mit a < & < b derart, daB ¢’ (&) =0
ist. Differenzieren wir ¢(z), so erhalten wir

’ ’ b) — f(a
o (2)=f () _ﬂ)—ﬂ),
Wegen ¢’ (£) = 0 folgt daraus

b—6

B) — f(a ;
() = f(a) f.
Damit ist die Behauptung bewiesen.

Dieser Satz wird als Mittelwertsatz der Differentialrechnung bezeichnet.

Der Beweis kann noch auf eine andere Weise gefiihrt werden: Wir bilden die Hilfsfunktion
9(z) = f(2) + Az,

wobei 4 eine noch zu bestimmende Konstante ist. Da f(z) differenzierbar ist, besitzt auch g(z)
diese Eigenschaft. Wir wollen nun 2 so bestimmen, daB g(a) = g(b) ist. Dann gilt

f(a) + Aa=f(b) + Ab.

Daraus folgt
1o L0 ~J@
b-a

Mit dieser Festsetzung fiir 4 ist g(«) eine Funktion, die alle Voraussetzungen des Satzes von
Rolle erfiillt. Es gibt also ein £ derart, daB ¢’(£) = 0 ist. Die Ableitung von g(x) ergibt sich

zu
g'(2)=f () + A

L]
Fiir « = £ gilt also
s 0=1'(8) + 4

Setzen wir in diese letzte Beziehung den vorher bestimmten Wert von A ein, so erhalten wir

; (®) - f(a)
0=f() - e

oder
f®) :f('l) Fe.

b-a
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Der linke Ausdruck dieser Relation, der Diﬁerenzehquotient, ist geometrisch der Anstieg der
Sekante, die durch die Punkte 4[a; f(a)] und B[b; f(b)] geht. Der Ausdruck f(£) ist der
Anstieg der Tangente im Beriihrungspunkt P[¢; f(£)].

Dieses Beweisverfahren mit Hilfe der Konstanten A werden wir beim Satz 3 anwenden.

Aus dem Mittelwertsatz folgt
fO)=f@+ (®—a) (5 mit a<&<b. (2)
Ersetzt man in (2) b — a durch % und @ durch z,, so ergibt sich
J(o+ k)= f(xg) + k- [ (£).

Wegen z, < & < 2, + % kann man fiir £ auch z,+ 9 & schreiben, wobei & eine
Zahl zwischen 0 und 1 ist, die man bei der Anwendung des Mittelwertsatzes oft
nicht niher bestimmen kann, die man aber — wie sich herausstellen wird — auch
nicht niiher zu kennen braucht. Fiir f(z, + %) ergibt sich dann

f(@o+ h) = f(zo) + Bf (xo+ 9 h) mit 0 <@ <1, 3)

Diese Form des Mittelwertsatzes gibt eine erste Anniherung an die Funktion f(z)
in der Umgebung der Stelle z = z,.

Wenn die Ableitung f () eine monotone Funktion ist, so kann man mit (3)
die Funktionswerte f(z, + k) abschitzen, wenn man den Funktionswert f(x,)
kennt. In diesem Falle liegt niimlich der groBte bzw. der kleinste Wert von f ()
in dem einen oder anderen Endpunkt des Intervalls. Man kann also fiir & die
Werte 0 oder 1 als untere oder obere Schranke einsetzen.

1. Beispiel:
In 10 = 2,3026; wie groB ist In 10,2?
=10, A =02; In102=Inz+ —"_

z+0h"
: h 02 _
Wir setzen ¢ =1, Py S Tl 0,0196
A 2
und 9 =0, m=—1—_0,02.

Folglich gilt die Abschitzung 2,3226 > In 10,2 > 2,3222.

2. Beispiel:
e=2,718; wie groB ist ¢!+1?
x=1, h=0,1; e?+h= ¢ | - ¢=+0h
Wir setzen &= 0: ebl > el4 0,1 -el=1,1 - ¢! = 2,9898;
D=1: el <elf 01 -ell; 0,9 el <el; ld < 0’—9 = 3,0200;
also gilt die Abschiitzung 2,9898 < el! < 3,0200.
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Satz 3:
Wenn f(x) und g(x) im Intervall @ < x < b differenzierbare Funktionen
sind und g’ () an keiner Stelle des Intervalls @ < < b gleich Null ist, gilt

f®+h)—f(x) _ f'(®x+9h)
gl@+h)—g(x)  g'@+9h)

mit 0 <9 <1.
* Beweis:
Wir bilden eine Hilfsfunktion ¢(z), die der Bedingung
@)= f(z)+ Ag(2)
geniigt. Dabei sei 4 ein Wert, den wir so bestimmen, da8 ¢(a) = @(b) ist. Aus den
Gleichungen
pl@=f@+2g(@ und @©®)=/[0)+2g(®)
folgt wegen der Bedingung ¢ (a) = ¢(b) die Relation
f(@)+ Ag(a) = f(0) + Ag (b).

Daraus ergibt sich fiir 4 der Wert

PO (O (0)
g(b) —g(a)"

Wenden wir dagegen auf die Funktion ¢(z) den Satz von Rolle an, so erhalten
wir wegen

@ (2)= 1 (2)+ ¢’ (z)
die Beziehung
FE=1 &+ =0.

Damit erhalten wir auf eine andere Weise fiir A den Wert

__r®
A=-7®"

Das heiBt, es gilt die Gleichung

O -f@) O .
s =gl ~rw. mhe<E<d.

Es ist iiblich, in dieser Gleichung a durch z und b durch « 4% mit A > 0 und folg-
lich & durch z + #& mit 0 <& < 1 zu ersetzen. Man erhélt dann

fz+h) = f(z) _ f(z+Dh)
g(z + h) — g(z) g (z+ oh) "

Dabei ist % ein Zuwachs der Variablen 2. Zum gleichen Ergebnis gelangt man,
wenn man @ durch z + & mit A < 0 und b durch z ersetzt.

Damiit ist die Giiltigkeit des Satzes 3 fiir jedes & erwiesen. Man bezeichnet den
Satz als verallgemeinerten Mittelwertsatz.
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2. Die Taylorschen Siitze
a) Die Entwicklung einer ganzen rationalen Funktion an der Stelle x =0

Wie wir wissen (vgl. Lehrbuch der Mathematik, 11. Schuljahr, Seite 7), 1aBt
sich jede ganze rationale Funktion n-ten Grades in der Form
y=G(J:):ao+alx+aza:3+a3x3+-~-+a,,a:" (4)
schreiben. Dabei sind die Koeffizienten @ (k=0,1,2,... 0 — 1) beliebige reelle
Zahlen, und es ist a, eine von Null verschiedene reelle Zahl.

Wir wollen eine Beziehung zwischen den Koeffizienten @ der Funktion einer-
seits und den Werten der Funktion sowie ihrer Ableitungen an der Stelle 2 = 0
andererseits herstellen. Zu diesem Zweck bilden wir die ersten n Ableitungen der
Funktion und erhalten

G'(2) =ay+ 2a,x+ Baza2+ - p - Uy an-1
G () = 2a,+ 32 TGTA e (0 — 1) - g, an-?
G (%) =32 a;+ rtmc(n—1)-(n—2) . q,an3

G"")(z)=n-(n—1)~(n—2)--~~~3~2-1a,,:7z!~a,,.

Setzen wir in diesen (n 4+ 1) Gleichungen = 0 und verwenden wir fiir das
Produkt 1-2-3---.. die Abkiirzung k! (mit 0! = 1), so erhalten wir fiir die
Koeffizienten a; (k = 0,1,2,...,n) die Beziehungen

GB(0) =kla, oder qp — li, GRHO), (k=0,1,2,...,n).

Fiir £ = 0 setzt man sinngemil GO (z) = G (), das heifit, die nullte Ableitung
einer Funktion wird als die Funktion selbst definiert. Somit 1Bt sich die ganze
rationale Funktion G (z) darstellen in der Form

Y=6@ =GO+ T EO+ 56" O+ 56O+ -+ Zamq). ()

Wir sagen: Die Formel (5) stellt die Entwicklung der Funktion ¢ (2) an der Stelle
%y=0 dar. Sie gibt also an, wie eine beliebige ganze rationale Funktion nach
steigenden Potenzen von 2 geordnet werden kann,

Beispiel:
Y=G(2)= (z+ 15— (2 — 2+ T(z+ 2).
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Entwicklungsgang:
k G6® () «® (o) k! a
0 (+1)8—(2—a)t+7 (x+2) -1 1 -1
1 6(x+ 1P +4(2—2)P+7 +45 1 +45
2 30 (x + 1) — 12 (2 — )2 -18 2 -9
3 120 (z +1)° + 24 (2 - ) +168 6 +28
4 360 (z + 1)2 - 24 +336 24 +14
5 720 (2 + 1) +720 | 120 +6
6 720 +720 720 +1

Es ist also

y=—1+4+ 452 —9x2+ 2823+ 1424 + 625+ ab.

b) Die Entwicklung einer ganzen rationalen Funktion an der Stelle x =a

Wie uns bekannt ist (vgl. Lehrbuch der Mathematik, 9. Schuljahr, Seite 24),
1aBt sich die Funktion zweiten Grades y = a2®+ ba+ ¢ umformen zu
y=a-(z —d)*+ e. Das bedeutet nichts anderes, als daB die Entwicklung nach
Potenzen von z in eine solche nach Potenzen von (z — d) iiberfiihrt worden ist.
Eine Umformung dieser Art ist fiir jede ganze rationale Funktion an jeder be-
liebigen Stelle # = a moglich. Wir fithren fiir die Funktion

G@)=co+c;(x—a)+ ¢y (x—a)+ cg(x—a)®+ -+ ¢, (x —a)* (6)

die Substitution z —a =& durch. Das bedeutet geometrisch die Parallelver-
schiebung der Ordinate in den Abszissenpunkt z — a. Eine Entwicklung an der
Stelle # = a ist also gleichbedeutend mit einer Entwicklung an der Stelle & = 0.
Damit ist das Problem auf den in dem Abschnitt 2a behandelten Fall zuriick-
gefiihrt.

Wir wollen nun die noch unbekannten Koeffizienten ¢; der Entwicklung (6)
bestimmen. Bilden wir wieder die Ableitung G® () und setzen sodann z = a, so
erhalten wir die Beziehungen

G® (@)= kle, oder o= 6®(a), (k=0,1,2, ... m).

Damit folgt aus dem Ansatz (6)

(:c - a)

¢@=0@+ 26 @+ 25 0 @+ o+ EZ L g, @

Die Darstellung der Funktion G (z) in der Form (7) ist mit der Darstellung

G(x)=co+ ¢, (x—a)+‘ ik €y (X —a)®
identisch.
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Ersetzt man a durch z,, so erhélt man eine héufig verwendete Darstellung:

6(@)=G(m) + ET @ (@) + ET0 ¢ @) 4 o E=2 iy )

Wir wollen bei unseren folgenden Uberlegungen stets 2, an Stelle von g verwenden.

Wir sagen in diesem Falle, die Funktion 1iBt sich an der Stelle Zy = a ent-
wickeln. Fiir , = 0 geht die Formel (8) in die Formel (5) iiber. Ersetzt man z
durch %, +h, wobei z, konstant und % variabel ist, so erhélt man schlieBlich

ko R h"
G (@0t k) = G(a0) + 17 O (30) + 37 G (7o) + ++++ 1 G (z). )

Diese Entwicklung der ganzen rationalen Funktion @ (%) an der Stelle z, heifBit
die Taylorsche Formel fiir G (). Somit sind auch die Darstellungen (8) und (5)
Taylorsche Formeln. Die Entwicklung (5) ist ein Spezialfall der Taylorschen
Formel mit #,=0 und A=z und wird auch als Maclaurinsche Formel be-
zeichnet.

Jede ganze rationale Funktion einer Veriinderlichen, das heiBt jedes Polynom
in einer Verinderlichen, kann als Taylorsche Formel geschrieben werden.

Beispiel:

Die Funktion G (z) = - - #(2? — 3) ist an den Stellen z, = 0, 1, 2 zu entwickeln|
3

E G® (z) L a®0) | g | 6Py | o | aB(o o
1 5 2 2 2 9

0 | g-z@E-3) 1 0 0 R
2 —1 1 -1 -1 0 0 +3 +3

2 |22 2 0 0 +2 +1 +4 +2
1 1 1

9 . 9 = 9 ot

3 2 6 +2 [+ 3 +2 +t3 +2 +3

Somit erhélt man die folgenden Entwicklungen:

Fir 2,=0: y= - =z +%xx,
fir m=1: y=—2+ (@ = 1)+ (@— 18,

fir 2=2: y=—+3 +3(—2+ 2z -2 ++ @—2p3,

fiir die man auch durch Ausrechnen nachweisen kann, daB alle drei Entwicklungen
die gleiche Funktion darstellen. :
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¢) Approximation

und Schmiegungsparabeln

Die Taylorsche Formel ermoglicht die
néherungsweise Bestimmung der Funk-
tionswerte an der Stelle & = ,. Ist die
Differenz = — x, geniigend klein, so geben
die héheren Potenzen dieser Differenzen
einen verhiltnismiBig kleinen Beitrag
zum Funktionswert. Vernachlissigt man
diese Glieder, so erhiilt man einen Wert,
der zwar vom exakten Funktionswert
abweicht, aber dennoch eine hinreichende
Niherung fiir diesen Funktionswert
darstellt. Man nennt diese Entwicklung
Approximation der gegebenen Funktion.
Alle Entwicklungen, die die gegebene
Funktion niherungsweise darstellen,
heiBen approximierende Funktionen der
gegebenen Funktion.

Wir wollen die Funktion

Yy = % z (a2 —3)

an der Stelle z,=2 entwickeln:
y= % +3(x — 2+ 2z — 22
1 3
* (x—2)3.
Fiir die Stelle 2, = 2,1 soll y auf zwei De-
zimalen genau berechnet werden. Man
erkennt, daf3 das vierte Glied %—(x — 2)3
fir x, = 2,1 kleiner als 0,001 ist, das
heiBt unter den gegebenen Bedingungen
geniigt die Darstellung bis zur zweiten

Potenz. Ist z,=2,02 und wird fiir y
wieder eine Genauigkeit auf zwei Dezi-

Abb. 8

malen gefordert, so reichen zur Bestimmung des Funktionswertes schon die
ersten beiden Glieder der Darstellung aus, da das quadratische und das kubische

Glied kleiner als 0,001 sind.
3 [00913-2]
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Abb. 9
In unserem Beispiel ergeben sich die approximierenden Funktionen zu

Yo =

e

Yoy =5 +3(z —2) =39«'—1§§,

It

w0 o

e o

Yoy = ~ -§—3(x~2)-{—2(z—2)2 =2:c2—5:r+§.

Man nennt den approximierenden Ausdruclk Y@ vom Grade % eine Approxi-
mation k-ter Ordnung zur Funktion y=0G ().

Den approximierenden Funktionen entsprechen bestimmte Kurven. In unserem
Beispiel ist:

Yoy eine Parallele zur 2-Achse durch den Punkt (2; é)

Yq) eine Gerade durch den Punkt (2; %) mit dem Anstieg m = 3,
Y@ eine Parabel, deren Achse zur y-Achse parallel ist und die den Scheitel

( g —;_31) hat. Sie geht durch den Punkt (2; %’)

Die Funktion selbst ist eine kubische Parabel mit den Nullstellen 2, =0; xz,,; = :’CVE
und den Extremstellen = - 1,
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Die Kurven der approximierenden Funktionen nullter bis zweiter Ordnung und
die Funktion selbst sind in der Abbildung 8 dargestellt. Deutlich ist zu erkennen,
dalB die Approximation um so besser ist, je nither man sich bei der Stelle z,= 2
befindet und je héher die Ordnung der Approximation ist.

Man nennt die Kurven der approximierenden Funktionen die Schmiegungs-
parabeln an der Stelle z,= a fiir die durch die gegebene Funktion erklirte Kurve.
Der Schmiegungscharakter tritt noch deutlicher in der Abbildung 9 hervor, die
einen Ausschnitt aus der Abbildung 8 gibt, in dem der MafBstab der x-Achse im
Verhiltnis 5 : 1 vergroBert ist.

Wir haben erkannt, daB eine ganze rationale Funktion durch die Taylorsche
Formel in beliebig vielen, durch die Wahl von x, bedingten Entwicklungen dar-
stellbar ist. Die Koeffizienten der Darstellung sind durch die Werte der Funktion
und ihrer Ableitungen an der Stelle xy= 0 bzw. x,= a bestimmt.

d) Der Taylorsche Lehrsatz fiir eine beliehige Funktion

Wie wir bereits erkannt haben (vgl. Abschnitt 2, b), ist fiir jede ganze rationale
Funktion vom Grade (n — 1), also fiir

G(x) = ag + ;@ + ++ + @y 2"
die Entwicklung
. h o e 2D
G(xo + 1) =G (x) + ﬂG (o) + 2—!0 (%o) + -+ + WG("’l)(xo)
moglich.

Wir wollen jetzt untersuchen, ob und inwieweit eine éhnliche Entwicklung fiir
Funktionen moglich ist, die keine ganzen rationalen sind.

Es sei f(x) irgendeine Funktion, die an der Stelle z, und in einer gewissen Um-
gebung derselben mindestens n-mal differenzierbar ist. Iiir » = 1 ist dann die
Funktion f(z) gewill an der Stelle z, und in einer gewissen Umgebung derselben
definiert. Bs sei & &= 0 seinem Betrage nach so klein, daB x4+ % dieser Um-
gebung angehort. Wir wollen nun untersuchen, inwieweit der Funktionswert
f(xo + k) durch den Ausdruck

.2 i =3
fag) + LG L) ey 2R goca (9a)
dargestellt wird. Die folgenden Uberlegungen werden ergeben, daB diese beiden
Funktionswerte fiir beliebige Funktionen im allgemeinen nicht gleich sind, daf3 aber
der Unterschied unter gewissen, sehr allgemeinen Voraussetzungen seinem Betrage
nach so klein ist, daB der Ausdruck (9a) als ein angenéherter Wert fiir f(z, + %)
angesehen werden kann.

Um fiir f(z, +A) einen genauen Wert mit Hilfe der Entwicklung (9a) zu erhalten,
miissen wir die Differenz zwischen beiden Funktionswerten ausgleichen, das heillt
wir miissen sie dem Ausdruck (9a) zufiigen. Diese Differenz wird Restglied genannt
und mit R, bezeichnet. Der Index = soll dabei zum Ausdruck bringen, daB das
Restglied nach dem n-ten Summanden hinzugefiigt wird.

3*
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Wir behaupten nun den
Satz 4:

Ist f(x) eine im Intervall @ <@ < b stetige und n-mal differenzierbare
Funktion, so ist fiir die Funktion die Entwicklung

h ., R, hn—1
F@ + ) = f (@) + 731 (@) + 5717 () + o+ + =i/ @) + Ry (10)
mit pn
Bn= 57" () + 9R) 0<d<1
miglich. t

Der wesentliche Inhalt dieses Satzes besteht nicht darin, daB ein Ansatz der
Form (10) iiberhaupt gemacht werden kann. Das Schwergewicht dieses Problems
liegt ausschlieBlich in den Aussagen, die iiber das Restglied gemacht werden
konnen.

Beweis des Satzes 4:

Wir miissen also die in Satz 4 iiber R, g hten A beweisen. Wir werden dazu
n erweiterten Mittelwertsatz auf zwei passend gewihlte Hilfsfunktionen anwenden.

Wir gehen aus von der Beziehung

, " Ay (s
Ry = flao + =z = - L) oSO e, )

In dieser Relation ersetzen wir z, + k durch b, z, durch @ und folglich % durch b — a. Dann
erhalten wir
-a,

RBy=i0) - f@ - Lty @ - Loy T e @,

Wir setzen nun an Stelle der Konstanten @ die Veriinderliche z und erhalten damit die erste
der zu betrachtenden Hilfsfunktionen, die wir mit ¢ () bezeichnen wollen :

b-2 [( I (b — a)n-1
@) =f() - f(z) - Tf (z) - 1 I (@) - —W

oD@, gy

Diese Funktion hat folgende Eigenschaften:

a) Sie ist in dem Intervall @ < z < b mindestens einmal differenzierbar, da sie sich aus
Gliedern zusammensetzt, die ein Produkt aus einer ganzen rationalen Funktion in # und
einer Ableitung von f(z) von héchstens (n —1)-ter Ordnung sind. (Nach Voraussetzung
ist aber f(z) im Intervall @ < 2 < b n-mal differenzierbar.)

b) Thre Ableitung ¢’ (x) ergibt sich zu

’ b-=z,, b-=z,, b — x)?
W@ =@+ @ = e L e - L ey
b_‘-nv-Z b_»ﬂl
+ S e - O ey .
1) Wir wollen uns an zwei Gliedern von ¢(x) klarmachen, wie der einfache Ausdruck fiir
)
¥'(z) entsteht. Nach der Produktregel ergibt sich fir — (I)iiﬁyx)f(“)(x) - M[(‘) (z) die
. b - )2 b pa 3 b - 3 L l.
Ableitung zu + { 5 !“) 7o) - L 31’) @)+ L 3!’” SO () - w /6) () =
(- a)? (b -2
+ g 10 - £ fw ).
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Wir erkennen, daB sich alle Glieder bis auf das letzte wegheben, so da wir schlieflich
’ _ -2t
¢ () @ =11 J® ()
erhalten.

¢) Esist g(a) = R, und @(b) =0 9).

Als zweite Hilfsfunktion benstigen wir eine Funktion mit folgenden Eigenschaften:

a) Die Funktion muB ebenfalls im Intervall a < z < b differenzierbar sein. Ihre Ableitung
muB fiir @ < x < b stets von Null verschieden sein.

b) An der Stelle b soll die Funktion gleich Null, an der Stelle a soll sie verschieden von Null

sein.

Die Funktion
p(2)=(0-2)"

erfiillt diese Bedingungen. Fiir sie ist y(a) = (b — a)" und 9’ (z) = —n(b — x)®~1. Dabei soll
n die gleiche natiirliche Zahl wie in ¢ () sein.

Wenden wir auf beide Hilfsfunktionen den verallgemeinerten Mittelwertsatz an, so erhalten

wir
o) —p(@ _¢E .
=99 -2 t 2
yO-v@ ~w@ M o<t 3)
Es gilt also
¢ -
/™M@
0-R, _ (-1
0-@-a® ~ nal-§&"! (13a)
oder
(b - a)" ™)
By s (14)
Wegen a < & < b konnen wir
E=a+d0b-a)
setzen, wobei 0 < # < 1 ist. Dann erhalten wir
—
By = 8= e+ 80 - a). ()
Setzen wir nun fiir @ und b wieder die urspriinglichen Bezeich 2, und 2z, + h ein, so
ergibt sich schlieflich .
By = 2 1oy + 00). (14b)

1) Diese Werte ergeben sich, wenn man in ¢ (z) fiir z = @ bzw. 2 = b setzt.
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Es gilt also

k(=1

1) = 120 + 7 £ &) + G 1)+ o 4 2O oy

+ 120 2y + Bh).  (10a)

Die Entwicklung (10a) der Funktion f(x) heiBt der Taylorsche Lehrsatz fiir
die Funktion f(z). Sie enthilt die Taylorsche Formel fiir ganze rationale Funk-

tionen. Den Ausdruck R,= Z—: f™ (24+ OL) bezeichnet man als Restglied von
Lagrange.

Die Entwicklung

1

1o+ B = f(z) + 771 (2o)+ 4 Gl (0 g + By

ist immer dann méglich, wenn alle Ableitungen bis zur (n — 1)-ten an der Stelle z,
existieren. Man erhilt fiir die » ersten Summanden der rechten Seite wohl-
bestimmte Werte, jedoch kann man iiber das Restglied R, keine Aussage machen.
Aus der Formel erkennen wir, daB die » ersten Summanden der rechten Seite
einen Niherungswert fiir den Funktionswert f(zo + k) geben (n-te approxi-
mierende Funktion) und daB das Restglied R, die Differenz zwischen dem Funk-
tionswert f(z, + &) und diesem Niiherungswert ist. Die Bedeutung des Taylorschen
Lehrsatzes liegt darin, daB die GriBe des Restgliedes

R,,=:—';/"')(a:o+ o) (0 <9 <1

einer so entwickelten Funktion f(x) unter gewissen Bedingungen abgeschitzt
werden kann. Zum Beispiel ist die Abschiitzung immer dann méglich, wenn im
Intervall ¢ < z < b die n ersten Ableitungen  existieren und die n-te Ableitung
der Funktion monoton ist. Aus der GroBenordnung des Restgliedes kann man dann
schlieBen, ob die erzielte Annitherung fiir den jeweiligen Zweck ausreicht,

Aufgaben

1. Entwickeln Sie die folgenden Funktionen an der Stelle & = 0 1

8) y= (22— 1) + (2% — 22 — 4)? b) y = (22— 2)" - (a8 + 22 — 4)2
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2, Fiir eine ganze rationale Funktion n-ten Grades y = G (z) sei

a) n=3; G0) =1, G(0) =2, 6”(0) = =, @ (0) = 2;
1) n b G0) =2, @(0) =0, §(0) = 2, B/ (0) = 0, GW(0) = 3;
e) n=>5; G(O)=6"(0) = @' (0) =@ (0)=0, GO(0) = 8, GO (0) = 3.

Es ist die Polynomdarstellung der Funktion anzugeben.

8. Lesen Sie aus der Polynomdarstellung
1 1 1
a)y=1—7z—?z*~:’, b)y-Qx—lx:cz—,Ex’,
s 1 25 F) 2
e)y=z—ﬁ 5 ) y=1-2
die Werte der Funktion und ihrer Ableitungen an der Stelle z = 0 ab!
4, Die folgenden Funktionen sind nach der Taylorschen Formel zu entwickeln:
a) y=(1+2), b) y=(1+a)7, ¢) y=(1+2),
) y=(1+ 23, o y=(+ay, y-(t+ge),
:1 L]
g) y=(2+ 2, ) y= (24321, i)y=(1+?12).
5. Geben Sie fiir die Funktion y = % z(2? — 3) die Entwicklung an der Stelle z =1 an!

Wie lauten die approximierenden Funktionen 0., 1. und 2. Ordnung? Stellen Sie Werte-
tabellen her und zeick Sie die Schmiegungsparabeln!

Es ist die Funktion y = % (22 = 1) (22 — 7) an der Stelle

a) z=0, b) z=1, e) z=2, d) =3 zu entwickeln.

Es sind die approximierenden Funktionen zu der in Aufgabe 6 angefiihrten Funktion an
der Stelle z = 0 zu bilden. Die Schmiegungsparabeln sind zu zeichnen.

Entwickeln Sie fiir die gleiche Funktion wie in Aufgabe 6 die approximierenden Funktionen
an der Stelle 2 = 2! Zeich Sie die Schmieg parabeln 3. Ordnung!

. Es ist die Parabel 2. Grades y = f(z) anzugeben, die fiir z = 2 den Wert y =2 und im

Punkte (2; 2) die Steigung m = 1 hat und fir die f/ (2) = 2 ist!
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10.

11.

12.

18.

14.

16.

Darstellung exner Funktion durch Potenzreihen

Die folgenden ganzen rationalen Funktionen n-ten Grades sind an der Stelle 2 = a zu
entwickeln : i

’ < T
M n=3 f) =1, (M) = 5, () =5, [ (1) =25 am1,

) m=5; £(8)=0, /()= -1, f'3) =" (3) =/0@) =0, /®(3)=60; a=3,

) n=lb; f(-2) =1, f'(-2) = f"(-2) = 0, " (~2) = 3, fO(-2)=8; a=-2.

Aus den Entwicklungen ist die fir a = 0 abzuleiten. Es sind die Werte der Funktion und
ihrer Ableitungen fiir @ = 0 abzulesen.

Ein gleichmiBig beschleunigter Korper bewegt sich auf einer Geraden. Er befindet sich
zur Zeit ¢ = 0 an der Stelle y(0) = 10 cm. Seine Geschwindiglkeit fiir ¢ = 0 ist

dy o cm
*(0) ((Tl)t-o " sec’
seine B

lpcgang e giiion Zait
A%y cm
b(0)=(Zsz);-o° foct

Wie lautet das Weg-Zeit-Gesetz y =[(t) der Bewegung? Fertigen Sie das Weg-Zeit-
Diagramm an!

Lésen Sie die gleicho Aufgabe fiir ¢ = 0; y(0) =12 m, v(0) =8 ™ b(0) = 2 2 Fir
welchen Wert von ¢ ergibt sich y = 0? BRe L

Zur Zeit t = 4 sec hat ein gleichférmig beschleunigter Koérper die Hohe h(4) = 80 m

erreicht. Seine Geschwindigkeit an dicser Stelle ist = v(4) = mseic und seine Be-
3 :

schleunigung gﬁ =b(4) =10 sei; . Es ist die Bewegungsfunktion & = f(t) am Zeitpunkte

t =4 zu entwickeln. Die Funktion ist nach Potenzen von ¢ zu ordnen. Um welche Be-
wegung handelt es sich?

Ein Korper bewegt sich in der :'4:, y-Ebene. Die Komponenten der Bewegung parallel zu
den Koordi hsen sind gleich iBig beschleunigte Bewegungen. Zur Zeit ¢ = 2 ergeben
sich die folgenden Beziehungen :

fiir die z-Komponente 2 = 9(0): 9(2) =4, 7(2)=-2,¢"2)=- 2;

fiir die y-Komponente y = h(t): h(2) =1, K (2) =4, K" (2) = + 2.

a) Die Funktionen z = g(z), y = h(t) sind zu bestimmen.

b) Wie lautet die Funktion y = f(2) der Bahnkurve des bewegten Kérpers?

Anleitung:

Es sind die Gleichungen fiir z und y zu addieren. Daraus ist die GréBe (¢ —2) zu berechnen.

Das so gefundene Ergebnis ist in die erste Gleichung einzusetzen und die Gleichung nach y
aufzulésen.

©) Es ist die Bahnkurve graphisch darzustellen und die Kurve zu beschreiben.

d) Esist der Ort des bewegten Korpers zu den Zeiten ¢ = — 3,-2,-1,0,+1,+2,+ 3
zu bestimmen. Diese Punkte sind auf der Bahnkurve zu markieren.

Lésen Sie die in Aufgabe 14 gestellte Aufgabe, wenn
fir w=g(1) gilt: 9(2) =4, ¢(2)=-2, ¢"(2) = - 2;
fir y=h(t) gilt: h(2) =1, K(2) = +2, K" (2) = + 21
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=
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Es ist durch eine Restgliedabschiitzung die Richtigkeit der Formel V; = V(1 + 3at) fiir
die rdumliche Ausdehnung bei Erwiirmung eines festen Korpers nachzuweisen (vgl. Lehr-
buch der Physik, 9. Schuljahr, Seite 140).

. Essind V1,2, V1,3, V0,98, V0,92 mit Hilfe einer Approximation 1.Ordnung zu be-

rechnen.

Dieselben Wurzeln sind mit Hilfe einer Approximation 2. Ordnung zu bestimmen.

Approximieren Sie die folgenden Funktionen an der Stelle z = 0 durch Polynome 1. bzw.
2. Grades und geben Sie das jeweilige Restglied an!

1 1
DR v L T

. Es sind die zu den Funktionen der Aufgabe 19 gehérenden Kurven und die Schmiegungs-

parabeln 1. und 2. Ordnung zu zeichnen.

Zeichnen Sie zu den Funktioneny = Y1 + 2z und y = V11_ die Kurven und die Schmie-
+

gungsparabeln 1. und 2. Ordnung im Punkte 2, = 0.

Geben Sie an, fiir welches Intervall der z-Werte die Approximation 1. Ordnung im Punkte
mit der Abszisse z, = 0 bei den nachstehenden Funktionen zuléssig ist, wenn der Fehler p%,
nicht iiberschreiten soll (p = 0,1%, 1%, 10%).
1
, b) y=Vi+=, ¢ y=

1+

a) y=

1
Vita

L o1 st (Lehrbuch der Mathematik, 11. Schuljahr, Seite 11),

Esist bekannt, dafl lim gn
0

z-+
das heiBt, daB fiir kleine Werte von z die Funktion f(x) =sin 2 durch ¢(z) = z ersetzt
werden kann.

a) Bestitigen Sie die Taylorformel sin 2 = z — % cosdr (0 <P <1)!

b) Geben Sie fiir das Restglied R, eine Abschiitzung seines absoluten Betrages!

¢) Fir welche Werte von 2 ist die Approximation 1. Ordnung brauchbar, wenn der ent-
stehende Fehler hochstens p = 0,1%; 1%; 109, betragen darf?
3 5
Die Taylorformel sinz =z — 2 g &

30 57 ¢os Pz, (0 < & < 1), liefert eine Approxi-

mation 4. Ordnung fiir sin 2.
a) Es ist die Darstellung abzuleiten.

b) Welches ist die Approximation 3. Ordnung und wie unterscheidet sie sich von der
Approximation 4. Ordnung?

¢€) Der absolute Betrag des R tgliedes Ry ist ak hiit:

d) Warum enthalten die approximierenden Funktionen fiir sin # nur ungerade Potenzen
von z?

¢) Es sind die Funktion y = sin # und ihre Schmiegungsparabeln 1. und 3. Ordnung zu
zeichnen.

a) Stellen Sie die Taylorformel fiir die Funktion y = tg  an der Stelle 2, = 0 mit dem
Restglied 1. Ordnung auf! Approximieren Sie die Funktion durch ein Polynom 1. Ord-
nung!

b) Schitzen Sie die Grofe des Fehlers ab!

¢) Bestimmen Sie das zuliissige Intervall, wenn der Fehler p = 0,1%; 1%; 10% nicht
iiberschreiten soll!
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II. Grundbegriffe der Reihenlehre

3. Zahlenfolgen

Im Lehrbuch der Mathematik fiir das 10. Schuljahr wurde der Begriff der
Zahlenfolge eingefiihrt.

Eine Zahlenfolge heiBt endlich, wenn sie aus einer endlichen Anzahl von
Gliedern besteht. Sie heit unendlich, wenn die Anzahl ihrer Glieder iiber jede
Grenze wiichst.

Kann man alle Glieder einer Zahlenfolge nach der gleichen Vorschrift bilden
und kann man diese Vorschrift durch einen mathematischen Ausdruck darstellen,
der die Berechnung des %-ten Gliedes in Abhiingigkeit vom Index % unmittelbar
erméglicht, so heiBt dieser Ausdruck allgemeines Glied der Folge. Fiir die Zahlen-
folge

@, @y, g, ...,y ...

schreibt man kurz das Symbol {ax}. In der Regel gibt man an, welche Werte % an-
nehmen kann: »

{a} mit k=1,2,...,n oder {a} (k=1,2,...,%).

Man nennt dann % den Laufindex. Im allgemeinen durchliuft er die Folge der
natiirlichen Zahlen; in diesem Falle gibt er zugleich die Stellung des Gliedes an.
In vielen Fillen kann der Anfangswert des Laufindex % auch die Zahl 0 sein. Es
ist dann die Folge {a} mit k=1,2, 3, ... identisch mit der Folge {ar,1} mit
£=0,1,2,...

Beispiel:

Die Folge {k} mit k=1, 2, 3,... ist identisch mit der Folge {k+ 1} mit
k=01,2,...

Im folgenden soll k, wenn nicht anders angegeben, alle natiirlichen Zahlen
durchlaufen.

Eine Zahlenfolge
G Ay, g, ooy O,y .y g,y

heiBlt wachsend, wenn fiir jedes Glied a; die Beziehung
A = g 1

gilt. Sie heiBt fallend, wenn fiir jedes Glied a; die Beziehung
. = a4y

gilt. Wachsende Folgen und fallende Folgen bezeichnet man als monotone Folgen.
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Beispiele:
fiir wachsende Zahlenfolgen:
a) 5,9,13,27,38; b) {4k —1} =3,7,11,15,..;
) {3-2%=6,12,24,48,...; d){3(k —6)}=—15,-12, -9, —6, —3,0,3,...;

fiir fallende Zahlenfolgen:

) +3,1,—5,—13; f) {13k =—2,—5—8 —11,.;
” = 1 1 1 1
90 -20=17,531,-1,-3,-5..s) {1} —% % o
fiir nicht monotone Zahlenfolgen:
i) 43,=5,48,—1,+13,—3; K) {( = DFL B =1, 2,43, — 4, .5
= 3 .2 .5 &
1) {|+ T }~0:+?;+§*,+T,+T,---:

k+(=1)#) _ 3 ,2 ,5 &
m) {T}_O’+T’+?’+ St gy e
Eine Zahlenfolge heiBt ahsolut wachsend (absolut fallend), wenn die Absolut-
betriige ihrer Glieder wachsen (fallen). Nach diesen Definitionen konnen nicht-
monotone Folgen absolut wachsend oder absolut fallend sein oder keine dieser
beiden Eigenschaften haben.

4. Der Grenzwert einer Zahlenfolge

Bei einigen der angefiihrten Beispiele (vgl. h, 1 und m) bemerken wir, dal
mit wachsendem Index k die Differenz der Glieder stindig kleiner wird und einem

Grenzwert zustrebt. So streben die Glieder der Folge {}—} gegen Null, die der

k
Folge {k—;1-} gegen 1. Deshalb definieren wir:

Eine (endliche) Zahl g heiBt Grenzwert der Folge {a;}, wenn sich zu jeder noch
so kleinen positiven Zahl ¢ ein geeigneter Index » angeben 1it, von dem an fiir
alle weiteren Glieder a; (das heiBit also die Glieder a; mit k¥ = ) der Folge die
Beziehung

| @ —g| <e

gilt. Man schreibt in einem solchen Falle lim a; =g. Mit anderen Worten: Die

koo

Beziehung | @ —g| < e fir k& =7 bedeutet, daB alle Glieder a; der Folge von
einem bestimmten Glied @, an in einer Umgebung von g liegen, die kleiner als &
ist. Das sind aber fast alle Glieder mit Ausnahme nur endlich vieler. Das &-Intervall
um g kann beliebig klein gemacht werden. Mit e é@ndert sich wohl der Index #,
aber stets liegen nur endlich viele Glieder a; auBerhalb des e-Intervalls. Diese
Tatsache kénnen wir uns auf der Zahlengeraden geometrisch veranschaulichen.
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Eine Zahlenfolge kann nicht gegen zwei verschiedene Grenzwerte konver-
gieren. Strebte sie namlich gegen zwei Grenzwerte g und g’, so wiirden die Be-
ziehungen

| —g | <e fiir k=
und
|la—g'| <e fir k=v

gelten. Dann liigen sowohl in einer &-Umgebung von g als auch in einer &-Umgebung
von g’ unendlich viele Glieder a;. Da & > 0 beliebig klein gemacht werden kann,
laBt es sich so bestimmen, da8 kein Glied az, das zur Umgebung von g gehort,
zugleich der Umgebung von g’ angehért und umgekehrt. Dann liegen aber sowohl
aullerhalb der e-Umgebung von g als auch auBerhalb der &-Umgebung von ¢’
unendlich viele Glieder a; der Folge. Das aber ist ein Widerspruch zur Definition
des Grenzwertes.

Eine Folge, die einen Grenzwert hat, heiBt konvergent, jede andere Folge heiit
divergent.

Offensichtlich ist die Folge

4 4 1A ]
2k—1f " 23 T T g
konvergent.

Der Grenzwert einer Folge kann zur Folge selbst gehéren (vgl. Beispiel m),
muf es aber nicht (vgl. Beispiel ).

Eine divergente Zahlenfolge heiBt hestimmt divergent, wenn ihre Glieder a;
gegen + oo oder — co streben. In jedem anderen Falle heiBt die Folge unbestimmt
divergent.

Die Bedeutung der konvergenten Zahlenfolgen liegt darin, da man mit ihnen
neue Zahlen, ihre Grenzwerte, bilden kann. Dieser Sachverhalt ist uns bereits
bekannt. Zum Beispiel kann man die Zahl 7 so bestimmen, daB man die wachsende
Folge der Verhiltnisse %’1 (Umfang des einbeschriebenen Vielecks zum Durch-

messer) bzw. die fallende Folge der Verhltnisse %‘ (Umfang des umbeschriebenen

Vielecks zum Durchmesser) bildet und feststellt, daB sie beide gegen denselben
Grenzwert konvergieren. Die gesuchte Zahl # wird damit als der gemeinsame
Grenzwert beider Folgen definiert. Ebenso wird die Zahl e, die Basis der natiir-
lichen Logarithmen, durch einen Grenzwert bestimmt. Diese neuen Zahlen sind
Grenzwerte unendlicher Zahlenfolgen. Da sich hiiufig kein allgemeines Glied an-
geben lift, muB man die Glieder nacheinander berechnen. Man muB nach einer
endlichen Anzahl von Gliedern die Folge abbrechen und kann deshalb nur an-
geniiherte Werte fiir die darzustellende Zahl erhalten, aber ‘— und das ist wichtig —
Nitherungswerte von beliebiger Genauigkeit.

An der Konvergenz einer Zahlenfolge und an ihrem Grenzwert éindert sich nichts,
wenn endlich viele Glieder der Folge abgeiindert werden, zum Beispiel wenn der
Folge endlich viele Glieder vorangestellt werden. Diese Tatsache zeigt deutlich,
dafl der Begriff der Konvergenz und der des Grenzwertes nicht allein von den
einzelnen Gliedern der Folge, sondern vielmehr von der Gesamtheit der Glieder
der Folge als Ganzes bestimmt wird,
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5. Reihen

a) Endliche Reihen
Unter einer endlichen Reihe verstehen wir die additive Verkniipfung der Glieder
einer endlichen Zahlenfolge. Sind
gy Ay, Ogy ooy Ay oo Oy
die Glieder einer solchen Folge, so ist
G+ atat+ o+t +oa,
eine aus den Gliedern dieser Folge gebildete Reihe. Man schreibt dafiir a,uch 3—' a,,

Die Glieder der Folge heilen dann Glieder der Reihe. Die Summe der Relhe ist
das Ergebnis der Addition aller ihrer Glieder.

b) Unendliche Reihen

Analog definieren wir den Begriff der unendlichen Reihe. Dabei muf zuniichst
erklirt werden, was man unter einer Summe mit unendlich vielen Summanden
versteht. Es sei

Ay Ay Qgy v vy Ay o en

eine unendliche Zahlenfolge. Wir bilden die Folge ihrer Teilsummen

815 Sg. 83y v ey Sky way
wobei
8 =@y, S =0+ Ay; =0+ A+ Ag; ...; =0 +a+ "+ a
ist.
Existiert lim s und ist lim s; = s, so nennt man s die Summe der unendlichen
koo koo

Reihe 3 ai, und die Reihe heilt konvergent. Existiert lim s, nicht, so hat die un-
k=1 koo
endliche Reihe keine Summe, und die Reihe wird divergent genannt.

Auch bei Reihen unterscheidet man entsprechend dem Verhalten der Teil-
summenfolge bestimmte und unbestimmte Divergenz. Wihrend bei den end-
lichen Reihen die Summenbildung durch Addition der einzelnen Glieder in jedem
Falle (wenigstens theoretisch) moglich ist, trifft dies bei den unendlichen Reihen
nicht zu.

Beispiel:
e 1 1 1 1
Su=ratesteat v t@moperrn t
Das allgemeine Glied 1dBt sich auch in der Form @ = -;— (ﬁ - ﬁ)
schreiben. Dic k-te Teilsumme dieser Reihe ist dann 3 -
4 1 1 4
s=iatrstsat T @moneEren

(

I
ve| = refm

s st 65

1 1 1 1 1 1 1

—?)Jr(?—€)+(€"7)+'“+(m“m)}
1

2k+l)' 5

2
I
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Die Teilsummenfolge {s;}ist also konvergent, ihr Grenzwertist s = lim s, — % 5

k>
Die vorgelegte Reihe ist also ebenfalls konvergent und hat den Wert (die Summe)
8=

o]

Die Bestimmung der Teilsummen und der Grenziibergang sind. unerliBlich bei
Reihenuntersuchungen.

Wir wollen dies an unserem Beispiel zeigen. Es galt:
1 1 1
s ratgstest
Wir kénnen die Glieder dieser Reihe so umformen, daB wir
el 2 2 3 3 4 k k+1
& = (“?)* (?‘?)* (?“T)+ ot (g ‘ﬁ) e
erhalten. Losen wir die Klammern auf, so erhalten wir die Reihe
2 2 3 3 4
l=gtg-—5+s-—+--

Es ist dann die Folge der Teilsummen dieser Reihe:
2 2 2 2 2 3
=l a=l-gia=l-g+gia=l-gitg—2;-
Wir erkennen, daB die Glieder dieser Folge abwechselnd den Wert 1 und einen
Wert zwischen 0 und 1 annehmen. Die Folge der Teilsummen ist also unbestimmt
divergent. Da uns bekannt ist, daB die urspriinglich vorgelegte Reihe konvergiert,
miissen wir folgern, daf es falsch ist, jedes als Summe von zwei Summanden dar-

gestellte Glied einer Reihe i‘ u als zwei Glieder aufzufassen. Wir kehren deshalb
=1
zu der Reihe

2 2 3 3 4 k k+1
(“?)*(?‘?)*(?—7%“ +(k‘_1—m)+

zurilick und bilden die Folge ihrer Teilsummen:

1

o 12}
wn(i-3
83 (1_‘ +
s,:(l_‘
Fiir die k-te Teilsumme ergibt sich dann:
skz(l—%)+(.§__%)+.A.+(%_£Zi_l):1‘:kk%’
daraus folgt,

s=]imsk:1im(l—k+])=1—lim o NP (RS
Bow B 2k +1 B

~—~—

|

ero oo o

~
—

|

1o eofro o
|
o vje e
~
5 5
—
e e
|
<
=

el ro
e
4
—
(el
T
—
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Aufgaben
Aus dem Bildung des all i Gliedes @; sind die ersten fiinf Glieder der
Folge {a;} mit k =1, 2, 3, ... zu bestimmen.
k k-1 1-Fk
)= M a=-—0 ) a=—— da=(-1kk
1 1
°)"k"w Da=-4 g) a = k! b) o =VE
1
k 3k-1 T
Do-gir B a=ol p g m) a,,=sm((k-1);).

Bestimmen Sie aus den gegebenen Gliedern der nachstehenden Folgen ein allgemeines
Glied @ (k = 1,2,3,...)!

a) 1, 8, 27, 64, 125, ... b) -3, -1, +1, +3, +5, ...
3 4 5 6 1 .1 1
[ - . -y - — — Faoare- = S
)25 5 a) 1, T T T g e
o Va; Va; Va; Va; Vas ... )9, 4 -1, 6, —11,...

Es ist anzugeben, welche der Folgen in den Aufgaben 1 und 2
a) wachsen, b) fallen, ¢) nicht monoton sind!

Fertigen Sie eine graphische Darstellung der Folgen in den Aufgaben 1 und 2 an, indem
Sie als unabhiingige Variable den Index %, als abhingige Variable das Glied a; wiihlen!

Es ist das Bildungsgesetz der Folgen in den Anfgaben 1 und 2 vom Indexk (k =1, 2, 3
auf den Index k" (& = 0,1, 2, ...) umzuschreiben.

‘Welche geometrische Bedeutung hat diese Umschreibung?

Lassen Sie in den Bildungsgesetzen der Folgen in der Aufgabe 1 den Index k statt der
natiirlichen Zahlen die nicht negativen, ganzen Zahlen durchlaufen (ohne das Bildungs-
gesetz zu dndern)! Welchen EinfluB hat diese Anderung auf die Folge und ihre eventuelle
Konvergenz?

Von den Folgen der Aufgaben 1 und 2 sind zu bestimmen
a) die konvergenten Folgen und ihre Grenzwerte,

b) die bestimmt divergenten Folgen,

¢) die unbestimmt divergenten Folgen.

Geben Sie fiir die konvergenten Folgen der Aufgabe 1 an, von welchem Index % an das
Glied a eine hinreichende Approximation des Grenzwertes darstellt, wenn die verlangte
Genauigkeit fiir den Grenzwert mindestens

a) e =1072, b) e =102, ¢) e=10"° sein soll!
Anleitung : )

Da der Grenzwert bereits bekannt ist, 1iBt sich aus der Beziehung |g — a; | <& bei
bekanntem Bildungsgesetz der gesuchte Index k, bestimmen.
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Fiir die Folgen der vorigen Aufgabe ist allgemein der Grenzindex k, bei vorgegeb
Genauigkeitsschranke als Funktion von e, das heit ky = k, (¢), zu bestxmmen.

Die ersten 5 Glieder der Reihen

- 1 . - 1 < 1 a0 v k
W Zm WZm 927 2

=1

sind anzugeben.

Stellen Sie fest, welche Glieder der Reihen in Aufgabe 10 keinen Beitrag mehr zur 4. De-
zimale der Reihensumme liefern!

Es sind fiir die Reihen

< 1 . < 1 ,
1-£m (k=1,2,3,...), b) 1+k§;k(k—+1) (k=1,2,3,...)

das allgemeine Glied s; der Teilsu folge zu besti und daraus der Wert der Reihe
herzuleiten.

Es sind die k-te Teilsumme der Reihe

2k +1
1+ Z( Yraan -3

und ihre Summe zu bestimmen.

Es sind die k-te Teilsumme der Reihe

< 2k + 1 g
> (- r FErT Mt E=125..
=1

und ihre Summe zu bestimmen.

Ste].len Sie die Teilsummenfolgen der Reihen in den Aufgaben 12 bis 14 in Abhingigkeit
von ihrem Index graphisch dar!

Es sind die Glieder der Teilsummenfolgen der Reihen in den Aufgaben 12 bis 14 graphisch
darzustellen.

Bestimmen Sie, von welchemIndex k, ab die Glieder der Reihen in den Aufgaben 12 bis 14
keinen Beitrag mehr liefern zur

a) 2. Dezimale, b) 3. Dezimale, ¢) 4. Dezimale
des Wertes der Reihe!

Fiir die Reihen in den Aufgaben 12 bis 14 ist festzustellen; von welchem Index k, ab die
k-te Teilsumme der Reihen bis auf

a) 2 Dezimalen, b) 3 Dezimalen, ¢) 4 Dezimalen
mit dem Grenzwert der betreffenden Reihen iibereinstimmt!

Die Ergebnisse dieser Aufgabe sind mit den Ergebnissen der Aufgabe 17 zu vergleichen
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II1. Konvergenzuntersuchungen

6. Einfache Siitze iiber konvergente Reihen
Satz 5:

®
Wenn die Reihe >’ u;, konvergiert, so konvergiert auch die Reihe
k=1

©
U+ X u =
=1
Beweis:

Es sei f uy =8 und s; die k-te Teilsumme der Reihe 3’ u,. Fiir die k-te Teil-
=1

o
summe s; der Reihe u,+ 3’ w; gilt dann §f = ug+ 8¢_;. Da lim s = s ist, gilt
k=1 ko

lim sg= lim wy+ lim s =+ lim s =uy+s=5".
k—+ o — 00 k— oo k-

Diesen Satz kann man mehrmals hintereinander anwenden. Daraus folgt der
Saiz 6:
Die Konvergenz einer Reihe bleibt erhalten, wenn man eine endliche Anzahl
von Gliedern hinzufiigt oder wegnimmt.
Ferner gilt der
Satz 7:
Wenn die Reihe bf‘l uy konvergent ist, so ist stetsklim u=~0.

Beweis:
Es sei lim sy = 8. Dann ist auch lim s;_; = s. Nun besteht die Beziehung
Esoo koo

U= S — Sgq.
Daraus folgt
lim u = lim & —lim §,_; = 0.
koo kso koo

Die Giiltigkeit aer Beziehung lim w,= 0 ist fiir die Konvergenz der Reihe

© k-
kz:luk notwendig. DaB sie nicht hinreichend ist, zeigt das folgende Beispiel:

Fiir die Reihe

1,01 1 Lt
T O O O SENRTIONE. I
T E T T
gilt .
lim % = lim L_:O.
ko koo VE
Es ist jedoch

1 1
=14 T
3 * oo +}/1:

4 [00013-2]
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1 1 1 o4, o . s
Da 1> —>— > -+ > — ist, besteht gewi die Ungleichun,
Y2 V3 Vi Vi g g g
1 1 1 1 1 1 1
= > b — e —,
tEtEY TR E T b

Mithin gilt
s> k- =Vk.
Es existiert also kein Grenzwert der Teilsummenfolge. Daraus folgt, daB die Reihe
divergent ist, obwohl die Bezichung lim u, =0 gilt.
no

Ist also bei einer vorgelegten Reihe diese Beziehung giiltig, so kann man daraus
noch nicht auf Konvergenz oder Divergenz schlieBen. Ist sie dagegen nicht giiltig.
so ist die Reihe sicher divergent.

Im folgenden wollen wir noch beweisen:
Satz §:
Wenn Vu,, und 2‘ Vp zwei Reihen mit nur posmven Gliedern sind und
stets uy, k< :;,g ist, so fol gt aus der Konvergenz der Reihe kZ vy, die Konvergenz

der Reihe 3 uy.

Beweis:

Nach der Voraussetzung sind alle u; positiv. Ferner kann kein w; groBer als v,
werden. Demzufolge gilt fiir die k-ten Teilsummen

O<uy+ug+ - +u v+, + - + v
Wegen-der Beziehung 0 < < v, gilt
0<s,h=u,+u2+~-+u;~§s,,k='u,+vz+---+vk. g

Da aber Su, und 8o, mit wachsendem % monoton zunehmen und Sy, Wegen der
vorausgesetzten Konvergenz einem Grenzwert zustrebt, ergibt sich

0 <8, s,, & hm S, = 8.

Also néhert sich auch Su, mit zunehmendem % wachsend einem bestimmten Grenz-
wert 8’ < s. Die Reihe > u; konvergiert also.
E=1
Die bei diesen Konvergenzuntersuchungen angewendete Methode nennt man
die Methode der Reihenvergleichung. Die Reihe Z‘ v;  heilt Majorante der
Reihe 2’ u;. Entsprechend gilt der
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Satz 9:
Wenn Z’ Uy, und Z vy, zwei Reihen mit nur positiven Glledem sind und stets
U = v,.k 1slt, so folgt aus der Divergenz der Relhekz‘1 vy, die Divergenz

der Reihe 2 Up

Der Beweis I\ann entsprechend gefithrt werden. In diesem Falle ist 2 v Mino-

rante der Reihe Y‘ U

7. Konvergenzkriterien
Wir wollen nun hinreichende Bedingungen fiir die Konvergenz einer Reihe her-
leiten. Derartige Bedingungen nennt man Konvergenzkriterien.
a) Quotientenkriterium

Wenn fiir eine Reihe >’ w;, mit nur positiven Gliedern von einem bestimmten
=1
k = v an fiir alle weiteren Glieder die Bedingung
Upi1
= q<1

erfiillt ist, so ist die Reihe konvergent.

Beweis:
Es ist
u Uvio u Upsy .
"o g "< g 3 o vy e 20 .
uy Upry T Upi2 Uvsn-1
Uy = QUy; Uppy = QUyps1s Uprg = QUrias -5 Upin = QUyiny3 coe

Uppy = QUy; Upiy = PUy; Upsz S TP Uy; SPU; e

Damit haben wir zu der Reihe

Uy + Upyy + Upyg + uv+n_+ o
eine Majorante
Uy + Upq + Uy o UG

gebildet, die eine unendliche geometrische Reihe mit |¢| <1 ist. Sie konvergiert,
also konvergiert nach Satz 8 auch die Reihe

U + Uiy + Upsp F oo F+ Upsn + coee
4
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Die vorgelegte Reihe 3’ u; unterscheidet sich von dieser Reihe nur dadurch, daB
=1
sie eine endliche Anzahl Glieder mehr enthilt. Nach Satz 6 ist demnach auch die
®
Reihe 3 ;. konvergent. Damit ist die Behauptung bewiesen.
=1
Die Bedingung "%*‘ < g <1 ist fiir die Konvergenz einer Reihe mit positiven
n
Gliedern gewil dann erfiillt, wenn

¢ = lim u;—“<q <1
nooo Un

gilt.
Beweis: Setzt man ¢ = 2 = 9 | so ist fiir fast alle uz*‘ die Beziehung
- n
Unsr __ |
=g | <

erfiillt. Das heiBit, es gilt fiir fast alle '%ﬂ die Ungleichung
n

¢d—es<it o g,
Uy

Aus der Beziehung ¢ =q:ql ergibt sich 2e =¢—¢ oder ¢ +e=qg—e <gq.
Also ist ¢’ + & gewiB kleiner als ¢, mithin gilt

d—e<Mog +e<yq.

Uy
Das bedeutet aber, daB fiir fast alle !‘T':i‘ die Ungleichung
n

erfiillt ist. J

Es gilt also:

®
Eine Reihe 3’ wu; konvergiert, wenn es eine Zahl q gibt, fiir die die
=1

Beziehung
lim nil, =qg<1
neco Un
gilt.
Ferner gilt: .

=
Eine Reihe > wy divergiert, wenn
=1

lim L g >

ist.
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Bei einer solchen Reihe kénnen némlich die Glieder mit wachsendem 7 nicht
gegen Null streben; die Reihe muB also divergieren.

Dieses Kriterium, das als Quotientenkriterium bezeichnet wird, ist fiir die Kon-
vergenz einer Reihe zwar hinreichend, aber nicht notwendig. Es kann also
konvergente Reihen geben, fiir die dieses Kriterium nicht erfilllt ist.

So kann man zum Beispiel keine allgemeingiiltige Aussage mehr machen, wenn

uni1 _y
U

lim
n oo
ist. Reihen mit dieser Eigenschaft konnen konvergent oder divergent sein.
DaB das Quotientenkriterium fiir die Konvergenz einer Reihe nur hinreichend
ist, zeigt das Beispiel

< 1
kg: 2k +1) 2k - 1)"

Wir wissen bereits, daB diese Reihe konvergiert, trotzdem ist fiir sie das Quotienten-
kriterium nicht erfiillt. Es gilt némlich
U g (2E1)(@E-1) o 2k-1
Jim =8 = lim @ D) L, %D
o 4
- Jm (1-gig) =

Tiir die Fille, in denen dieses Kriterium versagt, gibt es schiirfere Kriterien, die
wir aber nicht behandeln wollen.

b) Kriterium von Leibniz

Wechselt bei einer Reihe von Glied zu Glied das Vorzeichen, so heiit die Reihe
alternierend.

Wir wollen die alternierende Reihe
S (= D)¥lue (u > 0)
=1

untersuchen. Wir setzen voraus, daB die Glieder u; der Folge monoton gegen Null
streben. Wir erkennen aus
8= Uy,
Sg=uy — (U — Ug),
5=y — (Up — Ug) — (U — %),
daB
815 83, 855 -0 = {Snk—x}
eine monoton fallende Folge ist, und aus
8y = (U — ),
8= (uy — uy) + (U — %),
sg= (uy — up) + (ug — ug) + (U5 — Ug),
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daB8
8, 84. 8gy +v- = {cor}

eine monoton wachsende Folge ist. Andererseits ist p;_; — 5 = up, > 0. Hieraus
ergibt sich, daB alle sp;.; groBer als alle sy, sind. Sie bilden éine monoton fallende
Folge, die eine bestimmte Zahl k nicht unterschreitet. Eine solche Folge besitzt,
wie wir hier nicht zeigen wollen, immer einen Grenzwert. Wir wollen ihn mit s’
bezeichnen. Auch fiir die monoton wachsende Folge der s, kann man nachweisen,
daB sie gegen einen Grenzwert s konvergieren.
Nun ergibt sich wegen der Voraussetzung lim u, = 0 die Beziehung
k— oo
Hm wy = lim (Sop_y — Sop) = lim gop 1 —lim &g = &' — "' = 0,
k—+ oo k— o k k—+ o '

Es gilt also s’ = s,

-0

Diese Aussage folgt aus der Tatsache, daB die Glieder u; der Reihe eine monoton
gegen Null strebende Folge bilden. Aus diesen Zusammenfassungen erkennen wir,
daB die Teilsummenfolgen Sg.1, Sg41, ... und S, 8,0, ... von verschiedenen Seiten
her gegen ein und denselben Grenzwert streben.

Es gilt also:

®
Eine alternierende Reihe 3’ (—1)%+1 w4, ist konvergent, wenn die Glieder Uy
=1
der Reihe monoton gegen Null streben.
Dieses Kriterium heiBt Kriterium von Leibniz.

8. Absolute und hedingte Konvergenz

Wir wollen die Reihen S‘ 2* und f (— @)* fiir 0 < z < 1 untersuchen. Auf

oo k=0 k=0
die Reihe 3' 2* wenden wir zunichst das Quotientenkriterium an: Es ist stets

¥=o
+1
i =gl=2
n
und mithin

" an+l 3

lim — = lim 2= 2.

n—wo n—oo

Dal0<az<1 vorausgesetzt wurde, konvergiert die Reihe. Die Reihe S‘ (— x)*

k=0
priifen wir nach dem Kriterium von Leibniz: Offensichtlich strebt die Folge der
Glieder 2* wegen | | < 1 gegen Null. Also ist die Reihe konvergent.

Die beiden Reihen 3 (— 1)¥ 2* und >’ a* unterscheiden sich nur durch die
. k=0 ¥=o
Vorzeichen der Glieder. Sie sind jedoch beide konvergent.
Definition:
Eine konvergente Reihe
Uyt Uy + Uy + ooe
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heiBt absolut konvergent, wenn auch die Reihe

Jog | + [t + Juta] + -o
konvergiert.

Nach dieser Definition ist die Reihe > (— @)* fir 0 <z <1 absolut kon-
=0 = S
vergent. Nunmehr wollen wir die beiden Reihen 3 (— 1)¥! % und 3 % auf
=1 k=1
ihre Konvergenz hin untersuchen.

Die Reihe 3 (—1)¥1 % konvergiert nach dem Kriterium von Leibniz.
k=1

Fiir die Reihe 3 4 gilt
k=1

1
. u < n+1
lim 2 = lim s =il
neoe Un  nme L

also ist eine Entscheidung nach dem Quotientenkriterium nicht méglich, Wir
miissen deshalb auf eine andere Weise entscheiden, ob die Reihe konvergiert

oder divergiert. Zu diesem Zweck konstruieren wir eine Vergleichsreihe 3’ ;.
F=

t§%=1+%+§+%+‘%+ e
IR o Tt

kilvk=%+%+i+%+%+ L
R h -5

Man erkennt, daB fiir jedes k die Bedingung —2— = v, erfiillt ist. Die Reihe >’ v;
E=1

ist also Minorante zur Reihe 3’ lk Durch geeignete Zusammenfassung der

=1
Glieder bilden wir aus der Reihe 3 v die Reihe
=1
1 4 1
14+ 7 + 3 + 3 + o0
Diese Reihe divergiert sicher; denn es ist lim u, = % =+ 0. Damit divergiert
o n-w
aber nach Satz 9 auch die Reihe 3 %
k=1
Definition:
Eine konvergente Reihe
Uy + Uy + Uy + o0
heilt bedingt konvergent, wenn die Reihe

[ees] + J2ta] + Ju| 4 oo
divergiert. .
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Nach dieser Definition ist die Reihe D (= 1)kn % nur bedingt konvergent.
3=s]

Die Unterscheidung von absolut und bedingt konvergenten Reihen ist nicht nur
fir die Systematik bedeutungsvoll. Man kann vielmehr zeigen, daB auf die absolut
konvergenten Reihen dieselben arithmetischen Grundgesetze anwendbar sind wie
auf endliche Summen (Polynome) und daB man infolgedessen ebenso mit ihnen
rechnen kann wie mit Polynomen. DaB dies fiir bedingt konvergente Reihen jedoch
nicht gilt, wollen wir an einem Beispiel zeigen:

Wir gehen von der bedingt konvergenten Reihe

L 1 1
l=gtg-—g+ =L
aus und multiplizieren die Reihe gliedweise mit dem Faktor %:
1 1 1 1 i §
El T A a2
Wir addieren die beiden Reihen, indem wir die Addition gliedweise vornehmen:
1 1 4 1 1 1 3
1+—‘———’—T+?+?—T~+ =L

q 1 o) 1 1 1 1 3
Ity gt vry=w-rtg-t=35
mithin
1 1 1 3
1_T+T_T+'.=?L

Daraus wiirde L = % L folgen, was offensichtlich ein Widerspruch ist.

Da die Aussagen, von denen wir ausgegangen sind, richtig waren, mufl die
Ursache dieses Widerspruches in einer fehlerhaften Verkniipfung liegen, das heiBt
also in einer falschen Anwendung der Additionsgesetze. Tatsiichlich kann man das
kommutative Gesetz der Addition auf bedingt konvergente Reihen nicht anwenden,

Nach diesen Untersuchungen geben wir den folgenden Satz an,

Satz 10:

Konvergiert die Reihe
|| + [2e,] + Jutg| + ooey
so konvergiert auch die Reihe
Uy Uy + Uy + ooe s
Beweis:
Es ist;
ottt oy g o lalote gy,

Die beiden Reihen

o Up | + Uy
v vkt mit rk=l—‘l_,“



Absolute und bedingte Konvergenz 57

=nd

. u, - U,
wy + wy + wy + -+ mit w,,=|—*!q—"-

konvergieren, denn die || bilden eine konvergente Majorante zu beiden Reihen. Da sie beide
nur aus positiven Gliedern bestehen, sind sie absolut konvergent; wir kénnen daher die zweite
Reihe von der ersten subtrahieren und erhalten dadurch

V- W Uy — Wyt Vg — Wy — ey

(v — wy) + (vy — wy) + (v — wg) + = &

Auch diese Reihe ist konvergent; denn es existiert

o o o
e
Wegen

Vp — W =

lwel +we _ Juel —we _
2 Tz

konvergiert also auch die Reihe
Uy + Uy + Ug F e

Damit ist der Satz bewiesen.

Durch diese Uberlegungen erhalten wir unmittelbar den

Satz 11:

Die Reihe
Uy + Uy + Uy + voe
konvergiert absolut, wenn

Laeta] _ [#eta] oo g
lilkl Uy, =
ist.
Aufgaben
1. Die folgenden Reihen sind auf Konvergenz hin zu untersuchen.
o o =
1 1 < 1
D 3o » X5 9 2 saap
n=1 n=1 n=1
o 1 = o 1
2 E Vn o g T+a 1) = n(l+n)
o o
st 28 2
D) Adl n D ngl n! B ,,g: * (sing)s
2, Es ist zu untersuchen, fiir welche Werte von z die folgenden Reihen konvergieren.
o = 4 o~
a) Z an ) Z’ = e) Z nan
n=1 n= n=1
© n © n o
w S v 32 n 3w
s P n=1
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IV. Potenzreihen

9. Allgemeines iiber Potenzreihen
Unter den Reihen haben die sogenannten Potenzreihen eine besondere Bedeu-
tung. Potenzreihen sind Reihen von der Form

P(2)=ay+ ;2 + a2®+ -+ @2t 4 o= gk,
¥=0

Die Koeffizienten @ sind konstante reelle Zahlen, wihrend @ eine Veriinderliche
ist. Bei der Konvergenzuntersuchung solcher Reihen ist fiir = jeweils ein fester
Wert = £ anzunehmen.

Satz 12:

Jede Potenzreihe P (x) ist fiir 2 = 0 konvergent.
Beweis:
Die k-te Teilsumme der Potenzreihe ist
8(%) = ay+ @ T+ @y A+ -+ + g2k,
Ist z = 0, so werden alle Glieder auBler dem Glied a, gleich Null, und alle Teil-
summen reduzieren sich auf den Wert a,. Also ist
P(0) = lim s;(0) = a,.
k-0
Satz 13:

Ist die Potenzreihe P (x) fiir x=§> 0 konvergent, so ist sie fiir alle &
zwischen —§ und +§, das heift fir —§ <@ <+§ konvergent (und zwar
absolut konvergent).

Beweis:

Da die Reihe P(§)= ay+ a;&+ a,£+ -+ laut Voraussetzung konvergiert, so
streben die Glieder @;£* mit wachsendem % gegen Null, sie sind also von einem
bestimmten k¥ =» an dem Betrage nach simtlich kleiner als eine feste Zahl Z,
das heifit

|aé*| < Z fiir k= ».

Das allgemeine Glied der Potenzreihe
P(2)=ag+ a2+ aa®+ o0

laBt sich nun folgendermafBen abschitzen:

e e e <2

x

Die geometrische Reihe 3 Z -

k=

I . o=
= 3 v ist eine Majorante der Reihe 3 a;2*.
k=v k=v

i
&

Wenn \—;—l < 1ist, so ist 3 v eine konvergente geometrische Reihe, mithin

k=v
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® =
ist auch 3 a@a* konvergent. Dann ist aber auch die Reihe P(z) = 3 @
= E=0

konvergent (und zwar absolut konvergent) fiir alle z, die der Bedingung
— E <z <+ & geniigen.

Existiert noch ein Wert & > &, fiir den die Reihe konvergiert, so konvergiert
sie auch im Intervall — & < & <+ &. Das groBte Intervall, das auf solche Weise
durch Erweiterung gefunden werden kann, heiBt das Konvergenzintervall der
Potenzreihe, seine halbe Léinge der Konvergenzradius der Potenzreihe.

Aus dieser Herleitung folgt der

Satz 14:
Eine Potenzreihe konvergiert innerhalb ihres Konvergenzintervalls, auller~
halb des Konvergenzintervalls divergiert sie.
Uber das Verhalten an den Grenzen des Konvergenzintervalls kann man

keine allgemeingiiltige A g 3| Man muB das in jedem einzelnen Fall
untersuchen.

o
™ . - . a o g
Wenn fiir eine Potenzreihe 3 a; ¥ der Ausdruck lim |a—"—-l existiert und a;
= koo k+1

¥=0
stets von Null verschieden ist, so hat der Konvergenzradius 7 dieser Reihe den
Wert "
k

41

r=Ilim
k-

Wenn r = 0 ist, konvergiert die Potenzreihe nur fiir den Wert = 0. Die Beweise
fiir diese Behauptungen wollen wir nicht fiihren. Eine Potenzreihe, die nur fiir
— 0 konvergiert, heiBt eine nirgends konvergente Potenzreihe. Eine Potenz-
reihe, fiir die 7 = lim ' # l — oo gilt, ist fiir alle = konvergent. Man nennt sie eine
koo 19k11
bestiindig konvergente Potenzreihe.

Beispiel:

Gegeben ist die Potenzreihe

22 ozt 2d
L(x)=z—§+?—z‘ +?—+"'

Fiir diese Reihe ist \%‘ = k—;cil, alsoist 7 = lim k—;:—l =1. Die vorgelegte Potenz-
k+1

reihe ist also absolut konvergent fiir alle 2 mit —1 < x <+ 1. Fiir z=1 erhalten
wir die schon bekannte bedingt konvergente Reihe

1 1 1 1
L) =1 —?+'§—I+3‘— + ey
fiir # = —1 ergibt sich die sogenannte harmonische Reihe
1 1 1
T (e

die divergent ist. Die Potenzreihe ist also konvergent fir —1 <z <+1
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Da die Potenzreihen innerhalb ihrer Konvergenzintervalle absolut konvergent
sind, kann man mit diesen Reihen innerhalb ihrer Konvergenzintervalle wie mit
Polynomen rechnen. Man kann sie daher als spezielle Funktionen mit einer unab-
hingigen Variablen innerhalb dieser Intervalle gliedweise differenzieren und inte-
grieren.

10. Die Taylorsche Reihe

Wir betrachten die Taylorsche Formel fiir eine beliebige Funktion f(z). Es gilt
unter den genannten Voraussetzungen

hn-1

f(xo + 1) = f(20) + %f’ (%)"}’LT’L;I‘”(%) P vem = 1)!f("_1) (%o) + By (7g; R).

Wenn f(z) Ableitungen beliebig hoher Ordnung hat und
lim R, (zy; k) =0
n-co

im ganzen Intervall von z, bis z, + & ist, gilt

1o+ )= f(20) + 11 1 (20) + 2 (@) +-+v.
Beweis:

Es ist
hn-1

Jim [1@0+ 5 1 (@) 4y )+ o+ iy M (e

= lim [f(zy+ k) — R,]= lim f(xy+ k) — lim R,.
00 n—+ n—+oo
Unter der Voraussetzung
lim R,=0
) n-soo
ergibt sich, da f(%,+ k) ein von n unabhiingiger, wohlbestimmter Wert ist,
im [f(2y+ k) — Ra]= f(2+ h).
Daraus folgt
h o h® o
F@o+h) = f(@) + 5 @) + 571" (@) ++-+.
Damit ist die Behauptung bewiesen.

Diese unendliche Reihe heit Taylorsche Reihe.

Wir wollen jetzt untersuchen, unter welcher Bedingung das Restglied 2, gegen
Null konvergiert. Fiir unsere Untersuchungen wihlen wir wieder die Lagrangesche
Form: .

Ry =2 o) (2,4 0) 0<d<1).
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LiBt sich fiir alle » = 1, 2, 3, ... und fiir jeden Wert von ¢ im Intervall 0 <& <1
eine Konstante ¢ angeben mit der Bedingung

1™ (2o + 9R)| <e¢,

hn

so konvergiert R, = —— /™ (29 + 9h) gegen Null. Es ist dann némlich
7 n
|Ba| < [th]'_ c.
- . |R| . R L ..
Wenn lim - . ¢ = ¢ -lim “=. = 0 ist, gilt lim |R,| = 0. Wir miissen also
n—sco n: n—+oo n! n—+oco
lim
n-—+»oo nl

2] [R]* (2P
1 +_1T + or + 3 .
Nach dem Quotientenkriterium ist
Uy _ (B at ]

uy (D! AP wTl’

Fiir » o0 geht dieser Ausdruck gegen Null. Die Reihe konvergiert also. Demnach

led "
muB auch nach Satz 7 lim u, = lim [;:LL' = 0 sein. Es gilt also auch ¢+ lim % =0
n—soo n—soo * oo M
und mithin
lim R, =0.
noo

Damit erhalten wir den

Satz 15:

Das Restglied R,, der Taylorschen Formel zu einer Funktion f(x) konvergiert
gegen Null, wenn fiir alle n und fiir alle Werte von ¥ die Bedingung

|f™ (x, + Oh)| <c
erfiillt ist. Die Funktion f(x) ist dann in eine Taylorsche Reihe entwickelb

Diese Bedingung ist hinreichend, aber nicht notwendig.

Wird die Taylorsche Reihe einer Funktion y = f(z) nach dem n-ten Glied
abgebrochen, so erhalten wir eine Approximation n-ter Ordnung der Funktion
f(x). Der durch die Approximation entstandene Fehler wird durch das Restglied
R, abgeschiitzt. Die den Niherungspolynomen zugeordneten Kurven heifien
Schmiegungsparabeln der Funktion von der Ordnung (n — 1).

Im folgenden werden wir fiir einige spezielle Funktionen untersuchen, ob sie in
eine Taylorsche Reihe entwickelt werden konnen. Wir miissen dazu fiir die jeweils
zu betrachtende Funktion f(z) priifen, ob unter den genannten Voraussetzungen
die Beziehung lim R,(2,;%) =0 gilt und ob an der Stelle z, die Ableitungen
beliebiger Ordnung existieren.
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11. Die Exponentialreihe

Die Darstellung der Exponentialfunktion y = e# durch eine Reihe nach Potenzen
von z ist besonders einfach, da die Ableitungen beliehiger Ordnung wieder die
Funktion y = e ergeben. Es ist stets y® () = €% und mithin y®(0) = 1 fiir jedes
endliche k. Damit ergibt sich nach dem Satz von Taylor

y=e*= 1+%x+%xﬂ+3i!z"+"-+f?,..

Wir priifen, ob das Restglied R, gegen Null konvergiert. Nach Satz 15 ist das der
Fall, wenn die Bedingung

| f™(zy+ 9h) | < ¢
fiir alle n=1,2,3,... und alle Werte von ¢ erfiillt ist. Nun ist
f™) (29 + Dh) = €7+, Da fiir ¢ die Relation 0 < & < 1 gilt, ist
%o < eZotPh T ez,‘\h’
mithin gilt
|emtdh| < ¢ fiir ¢= e%*h,
Wir konnen also die Exponentialfunktion y= % als Taylorsche Reihe von der
Form
1 |
y=e =1+ o+ 52+ (1)

darstellen. Wir priifen noch mit dem Quotientenkriterium, fiir welche Werte von
z die Reihe konvergiert. Es ist

2k |

Uty .
(F+ 1)1 2k

Uk

= lim
koo

= lim
ko

lim
k—eo

k+1

Z ‘ =
fiir jeden beliebigen, aber fest gewihlten Wert von x. Die Reihe (1) ist also fiir alle

z absolut konvergent.
- Setzt man in dieser Reihe fiir z den Wert z = 1 ein, so erhiilt man eine exakte
Darstellung der Zahl e:
PIPE P T . VI
6=1+-,1—l+':z—!+?!+m+ . (2)

Bedenken wir, daB y = a* = ¢#1n¢ ist, 50 erhalten wir fiir die Funktion y = a® (a > 0)
die folgende Potenzreihenentwicklung:

Ina (Ina)?

et (nay
e R T S A TR A

Auch diese Reihe ist fiir alle z-Werte konvergent, da die Reihe (1) mit = auch fiir
z - In a konvergiert.
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12. Die Reihen fiir sin 2 und cos @

Wir untersuchen die Ableitungen der Funktion y = sin 2. Ist die Ordnung &
der Ableitung gerade, also k=2m, so ist y® = (—1)"-sin z; ist dagegen k
ungerade, also k= 2m+ 1, so ist y® = (—1)™ - cos z. Fiir 2= 0 sind daher alle
Ableitungen gerader Ordnung Null, wihrend die Ableitungen der ungeraden
Ordnung k= 2m+ 1 den Wert y®(0) = (—1)™ haben. Daraus ergibt sich fiir die
Funktion y = sin  die Entwicklung

. xl IE x? L lel‘l
sinz=z—gr+ g — gt = (SO g+ R
Dabei ist
2n+1
Ry=(—1)" ol cos ¥z,

(2n+1)!

das heiBt f™(9z) = (— 1)" - cos Yz, da wir hier in dem Ausdruck 1™ (244 Oh) fiir
7o den Wert 0 und fiir 2 den Wert  gewihlt haben. Da |cosdz| =1 fiir alle
n=1,2,3,-- und alle ¢ zwischen 0 und { gilt, konvergiert &, fiir n — co gegen
Null. Die Funktion y = sin z ist also in eine Taylorsche Reihe entwickelbar:

AP @)

ad

18,
8

y=sinzx=x- 7+

o
-

Auch diese Reihe ist fiir alle Lx-Werte absolut konvergent. Ihr allgemeines Glied
22k-1

ist ndmlich w;, = (—1)%1 - TE=—Di Bilden wir den Quotienten HZJ , so erhalten wir
o= & k
Upgy _ (= DE-aBEH 2k — 1)1 o
Ty (= DFL. @Rk + 1)1 2k@E+1)°

Daraus folgt, daB der Grenzwert dieses Quotienten mit wachsendem £ fiir jeden
beliebigen, aber fest gewiihlten Wert von x gegen Null strebt. Damit ist die Kon-
vergenz der Reihe fiir alle Werte von z nachgewiesen.

In derselben Weise erhiillt man die fiir jeden endlichen z-Wert absolut kon-
vergente Reihe

x  x x*
y=eosw=l—m+ﬁ—-ﬁ+_.... (4)

Die Entwicklung der cos-Reihe und die Restglieduntersuchung werden analog
der sin-Reihe durchgefiihrt.

Aus der Reihe (3) folgt sin(— «) = — sin «, aus der Reihe (4) cos (— ) = cos z.
Werden die Funktionen y= sin  und y= cos  durch die Reihen (3) und (4)
definiert, so entnimmt man diesen Definitionen die Differentiationsregeln

dsinz dcosz .
“=cosxz  bzw. = —sin z,
dz dz

da absolut konvergente Reihen in jhrem Konvergenzbereich gliedweise differenziert
werden konnen.
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13. Die binomische Reihe

Im Lehrbuch der Mathematik fiir das 11. Schuljahr haben wir die binomische
Formel
= X (%) ey — [ ™ gn=1p 1 .. (") g
@tor= 3 () evr =)o+ () etor ()
kennengelernt. Wir haben ihre Giiltigkeit fiir ganze positive Exponenten n nach-
gewiesen. Nunmehr wollen wir diese Einschrinkung fallen lassen und die Funktion

y=(a+zf
mit beliebigen rationalen Exponenten f in eine Reihe entwickeln. Diese Funktion
ist beliebig oft differenzierbar fiir alle 4= —a. An der Stelle  — — g sind die
Funktion und ihre k-ten Ableitungen nicht definiert, sobald B—Fk <0 ist, das

heilt, die Bedingungen fiir die Entwicklung des Taylorschen Satzes sind dann
nicht erfiillt. Es gilt

[B@)=pB—1)B—=2) - B—[k—1]) (a+ )-E
Setzen wir z =0, so erhalten wir .
PO =BB=1) (-2 (B~ [k~1]) >,

ak

Nach Multiplikation dieser Gleichung mit Ti

ergibt sich
21 (0) = ({) ap-# 2.

Wir erkennen, daB die linke Seite dieser Gleichung die uns bekannte Form des
allgemeinen Gliedes des Taylorschen Lehrsatzes fir o= 0 und A= zist. Approxi-
mieren wir die Funktion y = (a+ 2)? durch ein Polynom (m — 1)-ter Ordnung, so
erhalten wir

y=(a+ x)f =abf+ (‘19) a1z + ('?) P24 oo (m‘f 1)11/"""” ™14 Rp.

Das Restglied R, nach Lagrange hat die Form

Rm:f(.ﬁjﬂ.(ﬂ; DB 1) ¢ gy ©0<o<1).

2 m

Der allgemeine Beweis, daB auch fiir diesen Fall lim R, =0 gilt, kann mit den
mroo
zur Verfiigung stehenden Mitteln nicht gefiihrt werden, da der Ausdruck
[M@z)=BB—1) (B—2) - F—Im—1]) (@t dz)p-m

mit 2= 0 und & = x nicht ohne weiteres abgeschiitzt werden kann.
Die Funktion y = (a+ ) 1iBt sich in die Reihe

(a+x)=a’+ (f) aflx+ (3) a2ty (§) [ S (5)

entwickeln. Es ist noch zu priifen, fiir welche Werte von « diese Reihe konvergiert.
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Fiir positive ganze § bricht die binomische Reihe fiir jeden Wert von z wegen
5) 0 fiir £ > f nach k= g Gliedern ab. Sie ist also endlich und somit fur jeden
Wert von z konvergent.

Ist B nicht positiv ganz, so sind fiir z 3= 0 alle Glieder von Null verschieden und
die Reihe ist unendlich.

Wir priifen deshalb die Konvergenz mit Hilfe des Quotientenkriteriums. Es ist

w=(,? ) @11 gk

1
und
s = 21,
mithin
B\ 45— B
s _ (k)““’" B (k)“ _ﬂ—k+1'z_(ﬂ+1 l)z
w Sialeid 1 B.\a k& @ \% Ja-°
¥ (kfl)aﬁ#‘]xkl (k—-’la @ L
Fiir koo geht ﬂ—:lgegeu Null und demnachﬂ gegen —— . Daraus ergibt sich,

daB die Reihe konvergiert, wenn

x

<1, dasheilt [z|<]a| ist.

Beispiel:
Es ist /1,2 auf 6 Dezimalen genau zu berechnen. Wir gehen von der Funktion
=Yl+z=(1+ x)% aus und setzen dann z= 0,2. Es ist

1y (8 1
SO T RN N P

Nun ist

(k=2,3,4,-).

5 [00913-2]
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1

Wir erhalten der Reihe nach fiir die Binomialkoeffizienten (7) mit £=0,1,2,3,

k
die Werte
1 1 1 5 .1 21 33 429
Ligy =% T3 T13® 36’  Tozh’ 2048’ 337680

Da der Wurzelwert auf 6 Dezimalen berechnet werden soll, geben wir die

4
m=(§)o,2* (k=0,1,2,3)

aufl 8 Dezimalen an. Dann ist

a,=1,00000000

a,= 0,10000000 ay= — 0,00500000
ag= 0,00050000 ay= — 0,00006250
ag = 0,00000875 ag= — 0,00000131
a, = 0,00000020 ag = — 0,00000003
V1,2 =1,10050895 — 0,00506384 = 1,095 44511

Der auf 6 Stellen berechnete Wurzelwert ist also /1,2 = 1,095445.

Durch Ausrechnen 148t sich nachpriifen, daB 1,095445% um weniger als 0,3 - 10-¢
von 1,2 abweicht!

Die binomische Reihe konvergiert um so besser, je kleiner der absolute Betrag
des fiir # zu wiihlenden Wertes ist. Diese Tatsache macht man sich bei der Berech-
nung von Wurzelwerten zunutze, indem man den Radikanden entsprechend um-
formt.

So 1dBt sich zum Beispiel Y2 wie folgt umformen:

0ya-yi=E  —ya(i-) ~2(i-4}

oder

;1
T 50 7 _fa9 17 1\"%

2= e gy T D —_—= — e
b”/:’ha'w 5 Y50 5(1 50) &

In der Abbildung 10 sind die zu den approximierenden Fu.nktionen gehorigen
Schmiegungsparabeln O-ter bis 4-ter Ordnung der Reihe 2 b= 1— dargestellt.

Die Abbildung zeigt, daB diese Reihe weder bei z= +1 (bestlmmte Divergenz)
noch bei #= —1 (unbestimmte Divergenz) konvergiert, wiihrend sie fiir alle
zwischen +1 und —1 konvergiert, und zwar um so besser, je niiher der z-Wert bei
Null liegt und je hoher die Ordnung der Approximation ist.
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14. Die logarithmische Reihe

Die Funktion y=1In 2 kann an der Stelle = 0 nicht als Potenzreihe dar-
gestellt werden, da die Funktion und ihre Ableitungen an der Stelle 2= 0 nicht
erklirt sind. Wir behandeln daher die Funktion y = In (14 ). Thre Ableitungen
(= 1)k-1. (k — 1)t

(1 + )%
bis zu beliebiger Ordnung fiir « &= —1, insbesondere ist

sind y® = mit k=1, 2, 3,---. Es existieren also alle Ableitungen

y(0)=0, a® (0)=(—1)¥1-(k—1)!.

Wir untersuchen das Restglied der Approximation (» — 1)-ter Ordnung zur vor-
gegebenen Funktion. Es ist

— yn-lg
By= 0 mit 0<9 <L

Fiir alle n und jedes 9 mit 0 <@ < 1 ist lim R,= 0, wenn nur || <1 ist. Fir
n-o
|#| > 1 dagegen existiert lim R, nicht.
n—+ oo
Die Funktion y=In (1+ %) ist also unter einschrinkenden Bedingungen als
die folgende Taylorsche Reihe darstellbar:
2 mﬂ

1 L) e
=m(1+a:)=ane-%+§—’“‘T+—---=g1 —etZ ()

Sie wird als logarithmische Reihe bezeichnet,

Fiir den Konvergenzradius finden wir

r= lim

koo

= lim II‘41|—1

al.u k- oo

die Reihe ist also fir —1 <z < +1 absolut konvergent. Fiir 2 = 41 ergibt sich

(he nach dem Konvergenzkriterium von Leibniz konvergente Reihe 1 — — + i

— + — +--. Da die Reihe ihrer Absolutbetrige die schon als dxvergent er-

Lannte harmonische Reihe ist, ist die logarithmische Reihe fiir # =+ 1 nur
bedingt konvergent. Fiir z= —1 erhalten wir die Reihe — 1 ——1» -% — e

- (1 + % + % + - -), die ebenfalls divergent ist. Zus&mmenfassen:i stellen wir
fest:
Die logarithmische Reihe In (1 + ) = 3’ (—1)k—1 s —— ist fiir || <1 absolut
=

Lonvergent, fiirx =+ 1 bedingt konvergent und fur r=—1und |2| > 1
divergent.

Die logarithmische Reihe kann zur Berechnung der Loganthmen von Zahlen
zwischen 0 und 1 verwendet werden. Aber fiir diese Aufgabe ist sie recht unge-
eignet, wenn |z| wenig von 1 verschieden ist. In diesem Falle konvergiert die Reihe
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sehr langsam, es sind also sehr viele Glieder zur Berechnung nétig, wenn eine vor-
geschriebene Genauigkeit fiir den Funktionswert erreicht werden soll. Wir
betrachten neben y = In (1+ ) die Reihe

In(l—2)=—2—F5 —F% —F — )

mit dem Konvergenzbereich —1 < 2 < + 1. Subtrahiert man diese Reihe von

der Reihe (6) und beachtet man, daiIn @ —In b =In % ist, so erhélt man

1+ ot , ab
w9 LTS N
Bice (”+3+5+ )

1 =1 AT——
Wir setzen 1—":—: =z, also x= f+—1 und erhalten damit die Reihe

_offz=1 1 /(z-1\ _l_z—lﬁ

lnz_'[(:x+l)+ 3 (z+1 el Tl @)
Da die Reihen (6) und (7) fiir —1 < 2 <+ 1 absolut konvergent sind, so ist die
Reihe (8) fiir alle posiltiven 2= 1—+—: absolut konvergent. Es entspricht némlich

= dz 2

T =Ty > 0 das z-Inter-
vall -1 < < + 1 dem z-Intervall 0 < z < co. Die Reihe ermoglicht also fiir
alle positiven Zahlen die Berechnung der Logarithmen. Allerdings ist auch diese
Reihe nicht fiir alle Werté z gleichmiBig gut konvergent. Am brauchbarsten ist
die Reihe, wenn z in der Nithe von 1 liegt. Das kann man an der folgenden Tabelle
erkennen.

wegen der Gleichungen z(— 1) = 0, 2(+ 1) = oo und

n

0,02 | 0,5 0,8 1 1,2 1,5 2 1

z-1| 49 1 1 1
z+1 51 3 9 11

Bei der Berechnung der Logarithmen der ganzen Zahlen kann man sich auf die
Berechnung der natiirlichen Logarithmen der Primzahlen beschrinken, denn der
Logarithmus einer zusammengesetzten Zahl ist gleich der Summe der Logarithmen
ihrer Primfaktoren; soist zum Beispiel In 15=1n 3+ 1In 5; In 36 = 2In2+4 21In 3.
Bei groBeren Primzahlen konvergiert die Reihe (8) nur langsam. In solchen Fillen
versucht man die Zahl, deren Logarithmus zu bestimmen ist, durch eine geeignete
Erweiterung so umzuformen, daB zwei oder mehrere leichter zu berechnende
Logarithmen entstehen.

Beispiel:

2) ln97=1n%=ln100+1n%=21112+21n5+ln(l—i%6),

b) In 11 wiirdenach (8) mit :—; =T nur schlecht konvergieren. Wir setzen darum

6
11-9 14 1 _ . 2z-1 1 3
Inil=In g = In 9+ln?=21n 3+1n?mxtm=ﬁ. Die Berechnung der

Zehnerlogarithmen geschieht durch Umrechnung der entsprechenden natiirlichen
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Logarithmen (vgl. Lehrbuch der Mathematik, 11. Schuljahr, Seite 113). Bekannt-
lich ist g 2 = M In z, wobei M = lﬁ = 0,43429 --- 20,4343 ist,.

15. Die Reihe fiir are tg x

Wir wenden uns einem letzten Beispiel, der Funktion y= arctg 2 zu und
beziehen uns nur auf die Hauptwerte dieser Funktion. IThre erste Ableitung ist
Y = “Lxe Die Bestimmung der weiteren Ableitungen wird mit wachsender
Ordnung der Ableitungen immer uniibersichtlicher. Wir werden daher einen
anderen Weg zur Entwicklung der Funktion y=arctg x an der Stelle z=0
1 1aBt sich mit Hilfe der bino-

+ a?
mischen Reihe als Potenzreihe schreiben. Es ist

einschlagen. Die abgeleitete Funktion 3 = 1

7]

g 1 - p2)-1 — —_ 2 — 28 —_——
y_1+—1-="(1+”)1_1 224 2t —at 4

mit dem Konvergenzintervall — 1 < 2 <+ 1. In diesem Intervall ist die ange-
gebene Reihe absolut konvergent, und als solche kann sie gliedweise integriert
werden, sofern nur die Integrationsgrenzen dem Konvergenzbereich der zu inte-
grierenden Reihe angehéren. Die untere Grenze sei 0, die obere #. Dann ergibt sich
aus der Reihe 1 — 22+ 24 — a8+ — ... durch Integratién die Reihe

[+ @rtas=[(—g+ 8-+ ) de,
0 [} 2

mithin 53 o )
y=aretgw=m—%+T—wT+—---. 9)

Thr Konvergenzradius ist 7= 1, wie man leicht nachweisen kann. Die Reihe ist,
auch noch fiir 2= + 1 bedingt konvergent, denn in diesem Falle erhalten wir. die
alternierende Reihe + (1 — % + -%— - % + — +++), bei der dieabsoluten Betriige der
Glieder eine monotone Nullfolge bilden und die deshalb nach dem Leibnizschen
Konvergenzkriterium fiir alternierende Reihen konvergiert. Ob allerdings die fiir
2= 4 1 erhaltenen bedingt konvergenten Reihen tatsichlich die Funktionswerte

arctg (+1) = ;%:% darstellen, geht aus unserer Ableitung der Reihe (9) nicht

hervor, da die Integration nur unter der Voraussetzung — 1 < & <+ 1 méglich
ist. Die Ubereinstimmung besteht jedoch fiir jedes z, was wir aber nicht beweisen
wollen. ;

Die Reihe A i , ' '
k3
T=1_?+?_7+___+" (10)
wird auch Leibnizsche Reihe genannt. Zur numerischen Berechnung von 7 ist
sie wegen ihrer schlechten Konvergenz wenig geeignet. Zur Bestimmung von nur
zwei Dezimalen wiiren 300 Glieder notwendig.
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Mit 2= 5 3 ergibt sich arctg ( W) = %— Damit erhalten wir die Reihe
i 1 1 1 1 1 4 4 4 4
=575 —rrtEE—ToEtToR—t) Wb

n 1 1 1 1 s =
Setzt man T._Mctg;+u.rctg7, arctg;—a, arctg—q——ﬁ, S0 ist a+ﬂ_r.

Folglich ist tg (e+ f)= tg£= 1. Nun ist nach dem Additionstheorem der

Tangensfunktion tg (e + f) = M Also ist

—tgatgf’
1 1
7T a+p
1_L.L=1 oder :n-q—’l=1'
P 4
Wir losen diese Gleichung nach g auf und erhalten g== — . Setzen wir p= 2,
so ergibt sich ¢ = 3,das heiBt, es ist - 7 =are tg 7 + arctg T' Wir erhalten also zur

Berechnung von % die Doppelreihe

. 1 1 1 1 1 1
I=(?_3_~2_’+W_"')+(’5_3-3ﬂ+5-35""')' 12)
Tine weitere Zerlegung dieser Art ist T = are tg 5 + are tg— + are fg — Man
erhilt sie, indem man arc tg ? zerlegt in arc tg r_ + arc th. Daraus ergibt sich

8= 3:—+31—, mit 7= 5 und s = 8 erhiilt man dann die Zerlegung fiir %

Aufgaben

©
1. Der Konvergenzradius fir die Potenzrelhe G)=1+z+22+ a4+ = 2 2" ist zu be-
stimmen. Welche Funktion stellt die Reihe innerhalb ihres Konvergenzmtervalls dar?

19

. Es ist zu untersuchen, welche Funktion die Reihe

-
1422+ 322+ 4at + o = X (v + 1) 2” dastellt.
v=0

1 ® L . .
8. Es ist die Reihe x+%x’+%x’+—4— 2h = Y %zu differenzieren und das Er-
vl
gebnis mit der Reihe in Aufgabe 1 zu vergleichen.
4. Esist der Konvergenzradius der Potenzreihen
3 o0 .
)):——a,'=1+a:+ :3v+"' b) Tvla’=1+z+2L22+312%+
v=0

zu bestimmen.
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5. Begriinden Sie, weshalb sich die Funktionen
1 1 A
a) f(z)=Inz, b)f(")”ﬁ, c)f(z)—ﬁv d)f(-‘f)=m

an der Stelle z = 0 nicht in eine Taylorreihe entwickeln lassen!
6. Es sind fiir die Potenzreihen
o o k
8) F(-h)kzk,  b) ¥ (-FE
=0 =1 k

die Naherungspolynome bis zur 4. Ordnung zu berechnen und die zugehérigen Schmie-
gungsparabeln zu zeichnen.

7. Erliiutern Sie, weshalb die zu den Kurven in Abbildung 11 gehérenden Taylorschen Reihen

an der Stelle 2, = 0 nicht mehr konvergent sein kénnen!

y

ﬁ

¥

¢ o i
e

>

x

Abb.11a Abb. 11b

8. Welche Voraussetzungen fehlen bei den Funktionen

W)@ =3+Vz, b f() -V o) =) - V5
fiir die Entwicklung einer Taylorschen Reihe an der Stelle z = 02

9. Berechnen Sie die Binomialkoeffizienten

o) G G (3 Ch (1 (D
°() G () () € () )
(2 08 03 (2 09 09 (9

W o)

[

|

X1
o
[y

10. Die allgemeine binomische Formel ist fiir
) (a+b)n, b) (a-b)»

anzugeben.
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Lesen Sie aus dem binomischen Lehrsatz Summenformeln fiir die Binomialkoeffizienten
ab, indem Sie fiir  die Werte +1 einsetzen!

Es sind die Funktionen

8) y=(1+2)°, B y=(1-2, 9 v- o

Dy-tr2t 9 u=t-e Dy-(1+ga)"

g y=Via-=ap, n) y = VT +ap, ) y=-3at,

L —

k) y=(1—%z) i D y-(4+:)*, m) y=Va+ba,
=% —— ;|

n) y=(1+ 23" %, 0) y=Va'-a2, P y=——

3 2
-5
an der Stelle z, = 0 zu entwickeln. Zu jeder Taylorschen Reihe sind das allgemeine Glied
und der Konvergenzradius anzugeben.
Es sind die Funktionen
B) y=dt, B y=ct, gy =, By=e
als Taylorsche Reihen darzustellen.
Die Funktionen
B Y=t (=Cola), B) y=a (o) (= Gina)
sind in Reihen zu entwickeln (vgl. Lehrbuch der Mathematik, 11. Schuljahr, Seite 125).
Es ist nachzupriifen, ob die beiden Funktionen gerade oder ungerade sind und welche

Symmetrieverhiiltnisse die zugehorigen Kurven aufweisen. Die Reihen sind mit der Sinus-
reihe bzw. Kosi ihe zu vergleich o

Entwickeln Sie die Funktion
a) y=sin2z, b) y= sin% z, ¢) y=sinaz!

Vergleichen Sie die erhaltenen Reihen mit der Reihe fiir y = sin 2 und leiten Sie aus dem
Vergleich eine Regel ab!

Mit Hilfe der in Aufgabe 15 abgeleiteten Regel sind die Reihen fiir
8) y-sin% z, b) y=sin5z, ¢) y = sin (?)

anzugeben.

Es sind die Funktionen

8) y=cos3x, b) y=cos_17:z, ¢) y = cos (ax)

in eine Reihe zu entwickeln. Die so erhaltenen Reihen sind mit der Kosinusreihe zu ver-
gleichen. Aus diesem Vergleich ist eine Regel abzuleiten.
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18.

19.
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Geben Sie mit Hilfe der in Aufgabe 17 abgeleiteten Regel die Reihe fiir
a) y-cos-;— z, b)y= cos% z, ¢) y=cos(z?), d) y=cos(Vz)
an!

Es sind die Funktionen y =sin?z und y = % (1 — cos 2z) in eine Taylorreihe zu ent-
wickeln. Auf welche bekannte trigonometrische Formel fiihrt der Vergleich beider Reihen?

Die Funktionen y =sin22 und y=2sinz-cosz sind in eine Taylorreihe zu ent-
wickeln und miteinander zu vergleichen. Welche Formel liBt sich daraus ableiten?

Bestimmen Sie durch Multiplikation der Sinus- und Kosinusreihe die Reihe fir
¥ =2sin z - cos ! Warum kann man die beiden Reihen wie endliche Polynome multipli-
zieren? Vergleichen Sie die Reihe mit der von Aufgabe 15a!

Berechnen Sie mit Hilfe der Sinus- und Kosinusreihe die Funktionswerte fiir y auf vier

- Dezimalen!

29.

30.

31.

32,

) sin1, b)sin041, ¢) sin0,04, d) sin%, D) siu%l

a) cos 0,01, b) cos1, e) cos1,5, d) cos % 5 e) cos % 5

Welche Winkel gehoren zu diesen Entwicklungen der Aufgaben 22 und 23?

8) sin1°,  b) sin4°, ¢) sin2°30’, d) sin30°, €) sin 90°.

a) cos15’, b) cos2°, ¢) cos10° d) cos45°,  €) cos 90°.
Anmerkung: In den Aufgaben 24 und 25 ist das GradmaB in BogenmaB umzurechnen.
a) sin 10°, b) sin 25°, ¢) cos15°, d) cos 20°,
2) sin 200°, b) sin 425°, ¢) sin (- 800°).
a) cos 5°, b) cos 7,5°, ¢) cos 12,5°.
a) cos 300°, b) cos 555°, ¢) cos (- 700°)!
Anmerkung: In den Aufgaben 27 und 29 sind die Winkel auf den ersten Quadranten
zu reduzieren.
Es sind die nafiirlichen Logarithmen der Primzahlen von 2 bis 7 zu berechnen.

Die folgenden Werte sind mit Hilfe der Reihe fiir Inz zu berechnen:
a)In2; b)In1,2; ¢)Int,5; d) In5; e) Intl; f) n23; ¢g) In51.

Bestimmen Sie die natiirlichen Logarithmen von
8) 72,  b) 1000, ¢ 1327, d) 1323, €) 7,5, 1) 30,87,
indem Sie die Logarithmen in eine Summe logarithmierter Primzahlen zerlegen !



33.

34,

36.

37,

38.

39.

Die Reihe fiir arctg = 75

Die natiirlichen Logarithmen der Primzahlen
a) 19; b) 37; ¢) 61; d) 73; ) 97; 1) 211; g) 197
sind durch geeignete Umformung der Logarithmanden zu bilden.

Berechnen Sie die Zehnerlogarithmen der Logarithmanden von Aufgabe 30!

In der Zi ins- und Rent: 2, werden hiufig groBe Vielfache der Logarithmen
zu den Aufzinsungsfaktoren r =1 + — 100 gebraucht. Fiir diese Rechnungen fiihrt die

Verwendung der iiblichen vierstelligen Logarithmentafeln zu erheblichen U

keiten. Deshalb verwendet man fir diese Rechnungen Logarithmentafeln mit hoherer
Stellenzahl.

Der Prozentsatz p moge zwischen 1% und 59%, liegen. Es ist mit Hilfe einer Restglied-
abschiitzung zu bestimmen, bis zu welcher Ordnung die Funktion In7=In (1 + z)
approximiert werden muB, damit eine Genauigkeit von 6 Dezimalen fiir In » gewiihrleistet
ist.

Es ist die ungleich gute Konvergenz der arc tg-Reihe zu untersuchen, indem fiir z = 1; 0,1;
0,01 das Glied bestimmt wird, das bei einer vorgegebenen Genaulgkelt von &= 10~ i
keinen Beitrag mehr zur vierten Dezimale der Summe gibt.

Es ist & mit Hilfe der Reihe fiir
1) % (Reihe 11),  b) % (Reihe 10)

auf 5 Dezimalen genau zu berechnen.

Es ist die Reihe fiir die Funktion y = arcsin z aus der Reihe ihrer Ableitung y' =
zu bestimmen.

Leiten Sie aus der arcsin-Reihe eine Reihe fiir % ab!
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V. Zusammenstellung der wichtigsten Sitze und
Reihenentwicklungen

Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung:

I'(l’)l)#)—:f’(g) mit @ <& <b.

Ist speziell f (b) = f (), so ergibt sich der Satz von Rolle:
0 =7 mit 0=5=<b.
Der verallgemeinerte Mittelwertsatz der Differentialrechnung:

@+ —f@ f@+9n
ge+h—g@ gatom Mt 0<d<L
Die Taylorsche Formel:

G @+ 1) =G @)+ {56 @) + 55 G” (@) +o G ()

Die Maclaurinsche Formel:
G@ =GO +5HE O +5H60) + + 260 ().
Der Taylorsche Lehrsatz:

T@+ 1) =] @) + 51 @) + 331" @) + o+ + 22D @ 4 R,

mit R, = % ™ (2 + 9 h), wobei 0 <9 <1 (Restglied von Lagrange).

Die Taylorsche Reihe:

Esist f (@ + h) = f () + 1. T @)+ 3 I @) + ey

wenn lim R, (x,; h) = 0 gilt.

n-yco
Die Exponentialreihe:
—1+ w+,,,w-+3,w3+
Die Reihen fiir sin z und cos z:

sinx =x — !+ _'+_...,

cosx =1 _2_x+4_! —G—!+ —
Die binomische Reihe:
@+x)8 =af + (Q})aﬂ“w + (g)a5_2w2 + (g)aﬁ"'z3 oo,
Die logarithmische Reihe:
@ k-12"

m‘(1+1)=m—7+——'—+—" —2( ~i) T

k=1

= =2(E) +;(E1) +3(5) o] mit 2 =122,



C. Sphirische Trigonometrie

Bei den bisherigen Betrachtungen in der Trigonometrie sind wir davon aus-
gegangen, daB die Figuren in einer Ebene liegen. Wir wollen in den folgenden Ab-
schnitten die trigonometrischen Untersuchungen auf die Kugeloberfliche aus-
dehnen. Dieses Teilgebiet der Mathematik, mit dem wir uns jetzt beschiiftigen
werden, hei3t sphiirische Trig trie. Die Bezeichnung ist von dem griechischen
Wort sphaira (Kugel) abgeleitet.

1. Grundbegriffe der Kugelgeometrie

1. GroBkreise und Kleinkreise, kiirzeste Entfernung zweier Punkte

Wird einé Kugel von einer Ebene geschnitten, so entsteht als Schnittfigur ein
Kreis. Die GroBe des Schnittkreises ist voin Abstande a der Ebene vom Mittel-
punkt der Kugel abhiingig. Es ergeben sich die folgenden Méglichkeiten:

1.a=0 Der Mittelpunkt des Schnittkreises fiillt mit dem Mittelpunkt der
Kugel zusammen. Der Radius des Schnittkreises ist gleich dem Radius
der Kugel. Es ist offensichtlich, daB es keinen Schnittkreis mit
groBerem Radius geben kann. Man bezeichnet deshalb diesen Schnitt-
kreis als GroBkreis.

2. 0 <a <r Der Radius des Schnittkreises ist o = V7 — a*. (Dies kann mit Hilfe
einer Zeichnung leicht hergeleitet werden.) Esist also in diesem Falleg
stets kleiner als r. Man bezeichnet deshalb diese Schnittkreise als

Kleinkreise.

.a=r Die Ebene beriihrt die Kugel. Der Schnittkreis entartet zu einem
Punkt.

boa>r Die Ebene schneidet die Kugel nicht. Es entsteht also kein Schnitt-
kreis.

In der Ebene ist die Strecke die kiirzeste Verbindung zweier Punkte. Da es auf
der Kugeloberfliche keine Geraden gibt, tritt hier an die Stelle der Strecke der
kleinere Bogen eines GroBkreises durch die beiden Punkte. Dieser Bogen ist auf
der Kugeloberfliche die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten.
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Es soll hier nur bewiesen werden, da8 der kleinere Bogen des GroBkreises unter allen mog-
lichen Kreisbogen auf der Kugeloberfliche die kiirzeste Verbindung zweier Punkte ist. Um
zu beweisen, daB er die kiirzeste Verbindung unter allen iiberhaupt méglichen Kurven ist,
muB man Hilfsmittel heranziehen, die iiber den Lehrstoff der Oberschule hinausgehen.

GroBkreis

a Kreise durch A
und B in eine Ebene
umgelegt

Abb. 12

In der Abbildung 12a sind drei Kreise durch die Punkte 4 und B der Kugeloberfliiche gelegt.
Die Abbildung 12b zeigt die Umlegung dieser Kreise in eine Ebene. Die drei Kreise haben
die Sehne AB — s gemeinsam. Die Linge b des Bogens wird durch die Formel b =& - r
bestimmt. Der Winkel a« kann aus sin%: f; Zu a= Qarcsin% berechnet werden.
Dann gilt also & = 27 aresin %.

Fiir arcsin « gilt die Reihendarstellung

. 1 2% 1.3 b ) ‘o
arcbxnxxz+7-?+ﬁ-?+-~- mit |z| =1,
ist als
s "*,"+1 53 +1-3 35+
e = 5 T T @ T ek 5 g
|
wobei %l =1 vorausgesetzt werden muB. Diese Voraussetzung ist tatsichlich erfiillt,

es gilt sogar 0< ,,—8; =1, denn s und 7 sind stets positiv, und 27 kann nicht kleiner als &
werden. -

Man erhiilt damit

s 1 e 1.3 s
b“2’[~?+? 3@ T2 5@ ]
oder 1 s 1-3 8%
b-et o smE e st

Da s konstant ist, werden mit wachsendem r vom zweiten Glied an alle Glieder dieser Reihe
und damit auch ihre Summe immer kleiner. Das bedeutet aber, daB der Bogen b um so kleiner
wird, je groBer der Radius r wird.



Das sphiirische Zweieck, Winkel am Zweieck, Flicheninhalt 79

Nach Definition ist auf der Kugeloberfliche der GroBkreis unter allen méglichen Kreisen
derjenige mit dem groften Radius, also ist der kleincre Bogen des GroBkreises unter allen
moglichen Kreisbogen die kiirzeste Verbindung zwischen 4 und B.

Den kleineren Bogen des GroBkreises durch zwei Punkte auf der Kugeloberfliche
bezeichnen wir als geodiitisehe Linie. (Allgemein wird die kiirzeste Verbindung
zweier Punkte auf jeder gelriimmten Fliche als geoditische Linie bezeichnet.)

Die Linge der geodiitischen Linie kann man auf zwei Arten messen: 1. mit einem
Lingenma8 auf dem kleineren Bogen des GroBkreises; 2. als Winkel, den die beiden
Radien zu den Endpunkten der geoditischen Linie bilden. Im ersten Falle ist die
Linge der geodiitischen Linie auBer von der Lage der Punkte auch vom Kugel-
radius abhiingig, im zweiten Falle dagegen nicht. Zur besseren Unterscheidung
bezeichnen wir die Linge der geoditischen
Linie als sphiirischen Abstand, wenn sie im
Lingenmal gemessen ist, dagegenals sphiirische
Liinge, wenn sie im WinkelmaB gemessen ist.
Tiir die Liinge der geoditischen Linie gilt die
folgende Relation:

= xea
b=r-ia=1r-=5.
Dabei ist « die sphirische Linge und b der
sphiirische Abstand (Abb. 13).

Fiir die Erde ist zum Beispiel die Linge
der geodiitischen Linie, die zur sphiirischen
Liinge 1° gehort, anniahernd 111 km. Abb. 13

2, Das sphiirische Zweieck, Winkel am Zweieck, Flicheninhalt

Im allgemeinen wird durch zwei Punkte auf der Kugel ein Grofkreis eindeutig
bestimmt, da der Mittelpunkt der Kugel mit diesen beiden Punkten zusammen die
Schnittebene festlegt. Sind speziell die beiden
Punkte Endpunkte eines Durchmessers, so
liegen sie zusammen mit dem Mittelpunkt
auf einer Geraden. In diesem Fall lassen sich
durch diese beiden Punkte, die diametral zu-
einander liegen, beliebig viele GroBkreise ziehen,
die simtlich einander halbieren.

Durch zwei nicht zusammenfallende GroB-
kreise wird die Kugeloberfliche in vier Teile
zerlegt, von denen je zwei einander kongruent
sind (Abb. 14). Die so entstandenen Teile der
Kugelfliche nennt man Kugelzweiecke. Alle
Kugelzweiecke sind gleichseitig. Die sphirische
Linge ihrer Seiten ist 180°. Die Grofie des
Kugelzweiecks ist von der GroBe des Winkels a
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zwischen den erzeugenden GroBkreisebenen abhiingig. Diesen Winkel « bezeichnen
wir als den Winkel des Kugelzweiecks.
Der Flicheninhalt eines Kugelzweiecks 1dBt sich aus der Proportion

F:0=F:4nar=a:360°

als
P dxria  arec

T 8600 T T90°

bestimmen, wobei F die Fliche des Zweiecks und O die Oberfliche der Kugel
bedeuten.
Wird der Winkel jedoch im BogenmaB gemessen, so ist

F:O=F:barrt=q:2n,

also
_ 4dara

- =212a.
r o r”a

3. Das sphiirische Dreieck, Flicheninhalt, Winkelsumme

Wir wollen im folgenden Dreiecke auf der Kugeloberfliche betrachten. Ein
Kugeldreieck ist die Figur, die von drei GroBkreisbogen begrenzt wird. Die GroB-
kreisbogen sind dann nach Abschnitt 1 die Seiten des Dreiecks. Die Winkel zwischen
den erzeugenden GroBkreisebenen sind entsprechend Abschnitt 2 die Winkel des
Dreiecks. Wir beschrinken uns bei den folgenden Untersuchungen auf solche
Dreiecke, bei denen jede Seite kleiner als 180° i
ist. Diese Dreiecke werden als Eulersche Drei-
ecke bezeichnet.

Die vollstindigen GroBkreise schneiden sich
paarweise nech einmal in den drei Punkten A4,
B, und C,, die jeweils diametral den Punk-
ten A, B und C gegeniiberliegen (Abb. 15).
Dadurch entsteht ein flichengleiches, sym-
metrisches sphirisches Dreieck 4,B,C;, das
aber den entgegengesetzten Umlaufsinn des
urspriinglichen Dreiecks 4 BC hat. Dieses Drei-
eck heif3t das Scheiteldreieck zum Drefeck 4 BC.
Neben dem Dreieck A BC und seinem Scheitel-
dreieck 4, B0, entstehen aber auf der Kugel
noch weitere sechs Dreiecke: Abb. 15

ABC,, ABC, A4,BC, ABC, A4,BC uwnd ABC,.

Die Flichen der acht Dreiecke bedecken vollstindig die Kugeloberfliche, ohne
einander zu iiberschneiden.
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Da je zwei gegeniiberliegende Dreiecke flichengleich sind, geniigt es, wenn wir uns
bei den folgenden Betrachtungen auf die Halbkugel beschrinken. Wir bezeichnen
den Flicheninhalt des Dreiecks A BC' mit F, den des Dreiecks 4, BC mit F,, den
des Dreiecks 4 B;C mit F, und den des Dreiecks 4, B,C mit F. Es gilt also

F+F, +Fy+ Fg=2mr2, (1)

Andererseits bilden die Flichen F' und F, ein Kugelzweieck mit dem Winlkel e,
die Flichen F und F, ein solches mit dem Winkel # und die Fliche des Scheitel-
dreiecks 4, B,C,, die der GroBe nach gleich F ist, und F ein Kugelzweieck mit dem
Winkel y. Daher ist nach Abschnitt 2

2
F+F =550,
nr?
F+F2=190§,
arty
F 4+ F3= TR

Durch Addition dieser drei Gleichungen ergibt sich

2
3F+F +F+ Fy=2l(a+B+7)

und nach Subtraktion von (1)

9F =27 _ 180°mn
2F =gsle+B+y) — —55—>

9 F="0 o
=ggs (@ + B +y—180°)
oder

F =2+ f+y—180°). ©

Wird e+ 3+ y— 180° = & gesetzt, dann wird

ot )
F = g5 & 3)

Die GroBe & heifit sphiirischer Exzef.

Der Flicheninhalt spielt bei praktischen Berechnungen kaum eine Rolle. Die
Bedeutung der Formeln (2) und (3) liegt nicht so sehr in der Tatsache, da sie die
Berechnung des Flicheninhaltes eines sphiirischen Dreiecks erméglichen, sondern
vielmehr darin, daB man aus ihnen eine Aussage iiber die Winkelsumme im
sphiirischen Dreieck herleiten kann.

Voraussetzung fiir die Entstehung eines Dreiecks ist, dal die Punkte 4, B und C
nicht auf demselben GrofBkreis liegen. Der Flicheninhalt des durch diese Punkte
bestimmten Dreiecks ist stets gréBer als Null. Dann ist nach (2) und (3)

e=a+f+y—180°>0,

also a+f+y>180°.
6 [00913-2]
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Die Winkelsumme im sphiirischen Dreieck ist demnach stets groBer als 180°.
Die GroBe e gibt dabei den UberschuB iiber 180° an. Dadurch wird die Bezeichnung
sphirischer Exzef3 verstindlich.

Andererseits ist die Fliche eines Eulerschen Dreiecks stets kleiner als die der
Halbkugel. Es besteht mithin auch die Beziechung

Teos (@ + B+ y — 180°) < 2ar,

aus der unmittelbar folgt
e+ f+y—180°< 360°,

a+ B+ y < 540°

Fiir die Winkelsumme im sphirischen Dreieck ergibt sich damit die folgende
Ungleichung:
180° < a+ B+ y < 540°
oder .
x<a+p+F<3a.

Im sphiirischen Dreieck ist dic Winkelsumme stets griBer als 180° und kleiner
als 540°. Der sphiirische Exzef ist stets griBer als 0° und kleiner als 360°.

4. Das sphiirische Dreieck und die kérperliche Ecke

StoBen n Kanten (n > 2), von denen keine drei in einer Ebene liegen, in einem
Punkt zusammen, so bilden sie eine n-seitige korperliche Ecke.

Durch die drei Seiten eines Eulerschen Dreiecks und den Mittelpunkt der Kugel
werden drei Ebenen bestimmt, die sich paarweise in drei Geraden schneiden. Diese
drei Geraden sind die Kanten einer dreiseitigen korperlichen Ecke. Es besteht
also ein Zusammenhang zwischen dem sphiirischen Dreieck und der dreiseitigen
korperlichen Ecke.

Die Abbildung 16a zeigt das riumliche 4
Bild einer dreiseitigen korperlichen Ecke, die

zu einem sphiirischen Dreieck 4 BC ergiinzt 4

ist. Die Projektion des Punktes 4 auf die c
Ebene MBC sei 4. Wir fillen von A auf :

die Kanten 3 Bund M C die Lote. Thre FuB-

punkte seien D und E. Nun verbinden wir D i B

und £ mit 4. Dann ist der Winkel 4DA’,
der Neigungswinkel f der Ebene M BA
gegen die Ebene M BC, laut Definition der
Winkel § des sphirischen Dreiecks. Ent- Abb. 16a 4
sprechend ist der Winkel 4£ A" der Winkel .

Wir wollen nun die wahren GroB8en der Seiten a, b und ¢ und der Winkel fund y
konstruieren. Dazu wiihlen wir eine der drei Seitenflichen der kérperlichen Ecke,
zum Beispiel M BC, als GrundriBebene; die beiden anderen Seitenfliichen, also
MAB und MAC, Klappen wir um die Achsen M B bzw. MC in die Zeichenebene.

0
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(A7)

le
Abb. 16b Abb. 16¢

Die Stiitzdreiecke ADA’ und AEA" werden um die Achsen DA’ bzw. EA’ umgelegt
(Abb. 16D). Esist B (4;) = E[4,], 4'[4,] = A'[4,] und D(4,) = D[4,).

Die Abbildung 16b zeigt, wie man konstruktiv die GroBe der Winkel § und y er-
mitteln kann, wenn die drei Seiten eines sphiirischen Dreiecks gegeben sind. Durch
Wah! einer anderen Seitenfliche als GrundriB lassen sich auch die Winkel ¢ und y
bzw. @ und f konstruieren, wobei durch die zweimal konstruierten Winkel eine
gute Kontrolle iiber die Genauigkeit der Winkelwerte moglich ist.

Betrachtet manin der Abbildung 16a zwei Seiten und den eingeschlossenen Winkel
(zum Beispiela, 8, c) als gegeben, so kann man entsprechend der Abbildung 16 b durch
Abiinderung der Reihenfolge der Konstruktionen (vgl. Abb. 16¢) die dritte fehlende
Seite konstruieren. Man geht dabei von den Punkten M, (4,), B, C, D, 4" und [4,]
aus und verwendet die Beziehung 4'[4,] = A'[4,]. Damit ist diese Aufgabe auf
den Fall dreier gegebener Seiten zuriickgefiihrt.

Alle durch Kanten begrenzten Kérper bilden
mehrere korperliche Ecken. Zum Beispiel hat
der Wiirfel acht, das Tetraeder vier Ecken. Mit
Hilfe der sphiirischen Trigonometrie kénnen
die Neigungswinkel der Seitenflichen kantig
begrenzter Korper berechnet werden, indem
man die von den Kanten gebildeten Winkel als
Seiten eines sphiirischen n-Ecks auffalt und die
Neigungswinkel der Flichen als Winkel in den
entsprechenden sphiirischen n-Ecken berechnet.

Soist zum Beispiel eineTetraedereckeeinekor-
perliche Ecke mit drei gleichen Seiten (Abb. 17).
Thre Seitenlinge ist ¢6°. Es muB jedoch darauf
hingewiesen werden, daB nicht jede kérperliche
Abb. 17 Ecke mit drei gleichen Seiten diese Seitenlinge

G+
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hat. Durch einen Diagonalschnitt bei einer Oktaederecke erhiilt man eine korperliche
Ecke mit zwei Seiten zu 60° und einer Seite zu 90° (Abb. 18a). Abbildung 18b
zeigt die wahre GriBe der Seitenflichen. Sie sind in die Zeichenebene umgeklappt.

L

Abb. 18a Abb. 18b

5. Die Polarecke und das Polardreieck, die Seitensumme

Es sei M der Scheitelpunkt einer kérperlichen Ecke mit dem zugehorigen sphiri-
schen Dreieck 4BC. Im Scheitelpunkt M errichten wir auf den das Dreieck er-
zeugenden Ebenen M A B, M BC und MAC die Senkrechten. Diese bilden dort eine
neue Ecke, die wir die Polarecke der urspriinglichen Ecke nennen. Die drei Senk-
rechten durchstoBen die Kugeloberfliche in den drei Punkten 4’, B’ und ¢’
(Abb. 19a). Die Punkte A’, B’ und C’ bilden ein sphiirisches Dreieck, das wir das
Polardreieck A’B'C’ zu dem urspriing-
lichen Dreieck 4 BC nennen.

Seiten und Winkel des Polardreiecks
werden genauso definiert wie Seiten und
Winkel des sphirischen Dreiecks. Wir
wollen nun an Hand der Abbildungen 19a
und 19b die Zusammenhiinge zwischen
dem sphiirischen Dreieck und seinem
Polardreieck herleiten.

Die beiden Ebenen MAC und MAB
haben den Neigungswinkel ¢, der gleich
dem Winkel ¢ des sphirischen Dreiecks
bei A ist. Die Senkrechten im Punkt A/
auf AM in den Ebenen MAC und MAB
haben bei M ebenfalls den Winkel ¢. Die
beiden Schenkel dieses Winkels durch-
stofien die Kugel in den Punkten O
und B;. Da die Kante MB’ senkrecht
auf der Ebene MAC steht, steht sie auch senkrecht auf MC;, und ebenso
steht J/C" senkrecht auf M B,. Die Punkte B, ¢/, B, und C, liegen auf einem
GroBkreis, dessen wahre GroBe in Abbildung 19b dargestellt wird. Die Seite B'C”
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des Polardreiecks nennen wir a’. Aus Abbildung 19b
folgt die Beziehung

@+ 90° + a’ + 90° = 360°
oder
a =180°— a.

Die fiir die Seite @’ durchgefiihrten Betrach-
tungen gelten entsprechend fiir die Seiten 3’
und ¢’. Somit ist

b'=180°—p3 und ¢ =180°— 7.

Abb.19b

Wenn man das auf diese Weise gefundene Polardreieck 4’B'C” als Ausgangs-
dreieck withlt und dazu das Polardreieck konstruiert, erhilt man wieder das
Dreieck 4 BC. Demnach ist das urspriingliche sphuische Dreieck das Polardreieck
seines eigenen Polardreiecks. Da jedem Dlelecl\ eine korperliche Ecke eindeutig
zugeordnet ist, folgt daraus der Satz:

Jede Ecke ist die Polarecke ihrer Polarecke.

Aus diesem Sa.tz ergeben sich drei weitere Formeln:

a=180°—a', b=180°— 3 und ¢=180°—%".

Diese sechs Formeln werden in einem Satz zusammengefaf3t:

Die Seiten (Winkel) eines sphiirischen Dreiecks ergiinzen sich mit den
entsprechenden Winkeln (Seiten) des Polardreiecks zu je 180°.

Aus diesem Satz folgt unter Verwendung der Siitze iiber die Winkelsumme im
sphiirischen Dreieck ein wichtiger Satz iiber die Summe der Seiten.

Es ist

180° <o’ + B+ .
‘Unter Verwendung der obigen Formeln folgt dann

180° < (180° — a) + (180° — b) + (180° — ¢)
180° < 540° — (@ + b + ©)

a+b+¢<360°.

Da a, b und ¢ positiv vorausgesetzt sind, gilt also

0°<a+ b+ ¢ < 360°

Die Seitensumme im sphiirischen Dreieck ist kleiner als 360°, das heilt
kleiner als ein Grofkreisumiang.



86

Berechnung des sphirischen Dreiecks

II. Berechnung des sphiirischen Dreiecks

6. Das rechtwinklige sphiirische Dreieck, die Nepersche Regel

Zur Ableitung der
Formeln verwenden wir
cine bei O rechtwinklige
Ecke (Abb.20a). Von 4
fillen wir die Lote 44’
auf Cund AD auf M B
und verbinden 4" mit D.
Die Ebene MCA steht
senkrecht auf der Ebene
MCB, also ist der Win-
kel A4A'D ein rechter

Abb. 2

Winkel. Der Winkel 4DA’ ist der Neigungswinkel
der Ebene M BA gegen die Ebene MBC. Er ist der
Winkel 8, den die sphiirischen Seiten 4B = ¢ und

BC = a miteinander bilden. AuBerdem

Die Ebene MCB verwenden wir als Zeichenebene;
wir legen die Ebenen MCA bzw. MBA um die

Achsen MC bzw. M B um. Das Dreieck
wir um die Achse DA’ um (Abb. 20b)
Aus Abbildung 20b entnehmen wir die

. AD o A4
sina = 377, smb—M(Al—}A~
_ MD b MA
cosa =3, cosh = Wy =
., AA]
sin § = D
Wir bilden nun:
MD
cosa - cosb = T

cos@ - cosb = cosc;

sinb  A'(4,) T
sine 7 D(4d,)
i

s.l'i = sin 3.

sin ¢

(A,

Oa

ist AC' =b.

i (4,)
A'D legen Abb. 20b
folgenden Bezichungen :
A'(4y) _ D(4,)  D(4,)
r BC= M,y
A’ cosc— MD__ D
B S = Ay~
con B B0
P=Da:
MAT M
—— = —— = cos¢,
r [
(1)
_ A4y A4 .
=D, — Dia] — Sinbs
(2a)

Durch Vertauschen der Katheten a und b sowie entsprechendes. Vertauschen der

Winkel ¢ und f# erhalten wir:
sina
sine

=sina.

(2b)
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Weiter erhalten wir:

M4’ sina  MA* A'D T A’'D A’'D

cosb-sineg =

cosb - sina = eos 3
und entsprechend durch Vertauschen der Katheten und Winkel
cosa - sinf3 = cos a.

Daraus folgt:

cos
= und cosb = —‘8 .
sin sina

Also wird aus (1)

cosa cosf
¢=cosa-cosb=—:. — =ctga-ct
05 o0 sinf sina i gh,

eosc = ctga - ctg 3.
Aus (3a) folgt:

4 os f

SInG = Cosb’
aus (2a) folgt:

sine = 588

~ sinf’
also wird aus (2b):
. . 2 cosf sinb
sina =sine - sine = 7o g = ctgf-tgh,

sina = ctg 3+ tgb
und entsprechend durch Vertauschen

sinb = tga - ctg a.
Aus (1) folgt:

cosa = 08 8
" cosb’
nach (2a) ist
g sin b
sinff = —
B sin¢’

also wird aus (3b)
cosc sinb

-—— =tgb - ctge,

cosa = cosa-sinff =
cosa = tgb - ctge
und entsprechend durch Vertauschen

eos 3 = tga - etge.

v 'sinc r M4 D(4,) D(4,) D4l

cos f8,

87

(3a)

(3b)

(5a)

(3h)

(6a)

(6h)
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Damit haben wir zehn Formeln zur Berechnung des rechtwinkligen sphirischen
Dreiecks erhalten. Sie lassen sich in einer Regel zusammenfassen.

Ordnet man die Be-
stimmungsstiicke eines
rechtwinkligen sphiirischen
Dreiecks wie in Abbildung
21, wobei man den rechten
Winkel auslilt und die
Katheten @ und b durch
ihre Komplemente (90° — a)
und (90° — b) ersetzt, so
ist der Kosinus eines jeden Stiickes gleich

a) dem Produkt der Kotang der anliegenden Stiicke,
b) dem Produkt der Sinus der gegeniiberliegenden Stiicke.

Diese Regel heifit Nepersche Regel?).

7. Das schiefwinklige Dreieck

Nunmehr wollen wir Formeln zur Berechnung eines schiefwinkligen sphirischen
Dreiecks herleiten.

a) Der Sinussatz der sphiirischen Trigonometrie

Wir gehen wie in der ebenen Trigonometrie vor und teilen durch eine Héhe
das gegebene Dreieck in zwei rechtwinklige Teildreiecke, auf die wir die Nepersche
Regel anwenden kénnen.

Die Abbildung 22 ist die Skizze eines
sphiirischen Dreiecks mit den zuge-
hérigen Neperschen Fiinfecken fiir die
beiden rechtwinkligen Teildreiecke.
Es ist in ADC

sinh, = sina - sinb

und in BDC
sinh, = sinf - sina.
Daraus folgt

sing -sinb = sinf -sina

oder

90°-(c-q)

sinb  sinf’ Abb. 22

1) Diese Regel wird nach dem englischen Mathematiker John Napier (1550 bis 1617;
latinisierte Form des Namens: Neper) benannt, der 1614 eine idhnliche Regel gleichzeitig
mit seiner Logarithmentafel veroffentlichte.
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Durch zyklische Vertauschung oder durch Verwendung der anderen beiden

Haéhen k, und k, lassen sich dazu noch die beiden Formeln

sinb _ sinf

: sina  sina
. - und =
sinc  siny sinc  siny

ableiten.

Diese drei Formeln, die eine gewisse Ahnlichkeit mit denen der ebenen Trigono-

metrie haben, lassen sich auch kurz als laufende Proportion
_sing :sinf:siny = sina : sinb : sine,
oder in der Form

sin « sin 8 siny

schreiben.

Diese Gleichungen werden als der Sinussatz der sphiirischen Trigonometrie

bezeichnet.

b) Die Kosinussiitze der sphiirischen Trigonometrie

1. Der Seitenkosinussatz

Wir wollen nun einen dem Kosinussatz der ebenen Trigonometrie entspre-
chenden Satz fiir die sphirische Trigonometrie herleiten. Die dazu erforderlichen
Beziehungen werden unter Verwendung der Neperschen Regel aus den beiden

Teildreiecken gewonnen.
Es gilt im Dreieck BDC (Abb. 22)

cos a = cos k. - cos (¢ — q),

im Dreieck ADC
cos b = cos h, - cos q,

cosa sinh,

sing=ctga-tgh = sina cosh,

und
sin b, = sine - sin b.
Unter Verwendung eines Additionstheorems geht die Formel (I) iiber in

cos @ = cos k, - cos ¢ - cos g + cos k, - sin ¢ - sin q.

Aus Gleichung (I1T) folgt
cos b, - sin g = cosa - sinh,
e sin @
und durch Einsetzen von (IV)
cosa-sina-sinb

. =sinb-cosa.
sina

cos h, - sin g =
Durch Einsetzen von (II) und (III') in (I') folgt schlieBlich

cosa = cosb - cosc + sinb - sine - cos a.

@
)

(III)

)

@)

(I
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Durch zyklische Vertauschung oder durch Verwendung der beiden anderen
Hohen folgen die Formeln

eosh = eosa - cosc + sina - sine - eos 8
und
€os¢ = cos@ - cosb + sina - sinb - cos y.

Diese drei Formeln, die neben den drei Seiten jeweils nur einen Winkel enthalten,
bilden den Seitenkosinussatz der sphiirischen Trigonometrie.

2. Der Winkelkosinussatz

Die Beziehungen zwischen den Seiten und Winkeln eines sphirischen Dreiecks
und seines Polardreiecks erméglichen es, aus dem Seitenkosinussatz weitere
Formeln abzuleiten. In

cosa’ =cosb -cosc +sind -sinc -cosea,
dem auf das Polardreieck 4"B'C” angewandten Seitenkosinussatz, setzt man:
@' =180°—a, b =180° —-ﬂ, ¢'=180°—y und o = 180° —a.
Man erhiilt zuniichst
cos (180° — a) = cos (180° — f) - cos (180° — y)
+ sin (180° — f) - sin (180° — p) - cos (180° — a).

Daraus folgt
—cose =cosfl-cosy —sinf-siny-cosa

und nach Multiplikation mit (— 1)
€0s ¢ = — €o0s 3+ cos ¢+ sin 3+ siny - cos@.
Durch zyklische Vertauschung folgen die weiteren Formeln

€0s 3 =—cos ¢+ cosy + sin¢-siny - cosh
und
€0S Yy = — €0S ¢ + ¢0s 3+ sin « - sin 3 - cose.

Diese drei Formeln, die neben den drei Winkeln jeweils nur eine Seite enthalten,
bilden den Winkelkosinussatz der sphiirischen Trigonometrie.

Bei der Ableitung dieses Satzes haben wir die Beziehungen zwischen dem sphiiri-
schen Dreieck und seinem Polardreieck verwendet. Wir sagen deshalb, der Seiten-
kosinussatz und der Winkelkosinussatz sind einander polar.

Man kann ihnliche Uberlegungen auch fiir den Sinussatz durchfiihren, erhilt
jedoch keine neuen Formeln. Wir sagen deshalb, der Sinussatz ist zu sich selbst
polar.
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8. Die sechs Fiille der Dreiecksherechnung

Ein ebenes Dreieck ist durch die drei Winkel nicht eindeutig bestimmt, da durch
die Winkelsummenbeziehung der dritte Winkel aus zwei gegebenen Winkeln
berechnet werden kann. Das gilt fiir das sphiirische Dreieck nicht mehr. Durch die
drei Winkel eines sphiirischen Dreiecks sind die drei Seiten des zugehorigen Polar-
dreiecks eindeutig bestimmt. Daraus folgt, dal das Polardreieck und damit das
urspriingliche sphiirische Dreieck eindeutig bestimmt sind. Es sind also die folgenden
sechs Fiille der Dreiecksberechnung oder Dreieckskonstruktion méglich (zur Ab-
kiirzung bezeichnen wir eine Seite mit § und einen Winkel mit W):

S 88 (3 Seiten),
S WS (zwei Seiten und der eingeschlossene Winkel),

S S W (zwei Seiten und ein Gegenwinkel)

und WWW  (drei Winkel),
WSW  (zwei Winkel und die Zwischenseite),

WWS  (zwei Winkel und eine Gegenseite).

Die drei Fiille der zweiten Gruppe lassen sich entsprechend den Ausfiihrungen
des ersten Absatzes auf die drei Fiille der ersten Gruppe zuriickfiihren.

Die Konstruktion der Fiille S8 S und SWS ist im Abschnitt 4 in den Abbildungen
16b und 16¢ dargestellt. Die Konstruktion der Fillle WIWW und WSW wird mit
Hilfe des Polardreiecks auf die Fille SSS und SWS zuriickgefiihrt. Die Berechnung
dieser vier Fiille bietet keine Schwierigkeiten. Der Fall SSS kann durch dreimalige
Verwendung des Seitenkosinussatzes und der Fall WWW entsprechend durch
dreimalige Verwendung des Winkelkosinussatzes gelost werden. Da fiir Eulersche
Dreiecke nur Seiten bzw. Winkel unter 180° in Frage kommen, ist durch Ver-
wendung der Kosinussiitze die Losung eindeutig bestimmt, denn die Kosinusfunktion
hat im ersten und zweiten Quadranten verschiedene Vorzeichen.

In den Fillen SSS und WW W geniigt es auch, wenn man nur einen Winkel bzw.
eine Seite mit einem Iosinussatz berechnet, um dann die fehlenden beiden Stiicke
mit Hilfe des Sinussatzes zu ermitteln. Da aber die Sinusfunktion im ersten und
zweiten Quadranten gleiche Vorzeichen hat, ist diese Losung nicht eindeutig.
Diesen Nachteil mu man jedesmal bedenken, wenn man eine Berechnung mit
Hilfe des Sinussatzes vornimmt. Es gibt jedoch wie bei den ebenen Dreiecken
Beziehungen zwischen den Winkeln und den Seiten eines sphiirischen Dreiecks,
die es hilufig ermdoglichen, von den beiden moglichen Losungen die brauchbare
zu bestimmen. Die wichtigsten Siitze seien hier ohne Beweis erwiihnt.

1. Im sphiirischen Dreieck liegen der kleineren Scite der kleinere Winkel, der
mittleren Seite der mittlere Winkel, der gréferen Seite der grofiere Winkel
und gleichen Seiten gleiche Winkel gegeniiber.
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2. Die Summe zweier Seiten ist stets groler als die dritte Seite.

3. Die Summe zweier Seiten und die Summe der beiden Gegenwinkel sind
stets zugleich kleiner, gleich oder griBer als 180°.

4. Die Summe zweier Winkel ist stets kleiner als der um 180° vermehrte dritte
Winkel.

In den Fillen SWS und WSW erhiilt man bei der Anwendung des Kosinussatzes
die fehlende dritte Seite bzw. den fehlenden dritten Winkel. Sie sind damit auf die
Fille SSS und WWW zuriickgefiihrt. In den Fillen SSW und WWS findet man
zunichst unter Verwendung des Sinussatzes den fehlenden gegeniiberliegenden
Winkel bzw. die fehlende gegeniiberliegende Seite. Dann hereitet aber die weitere
Lésung Schwierigkeiten, weil die beiden noch fehlenden Stiicke selbst einander
gegeniiberliegen, so dafl weder der Sinussatz noch einer der Kosinussiitze unmittel-
bar zum Ziel fiihren.

Wir wollen diese Fiille an einem konkreten Beispiel behandeln. Fiir den Fall
SSW seien a, b und « gegeben. Der Winkel B wird sofort mit Hilfe des Sinus-
satzes gefunden:

. sin b - sin a
smﬂ = sina
Die unbekannte Seite ¢ und
der unbekannte Winkel y werden
mit Hilfe der Hohe %, zerlegt.
Es entstehen zwei rechtwinklige
Teildreiecke, aus denen mit Hilfe
der Neperschen Formeln y,, y,, ¢,
und ¢, berechnet werden kionnen. Abb. 23
Je nachdem nun a ein spitzer
oder ein stumpfer Winkel ist, wird y =y, 49, und ¢ = ¢, 4-¢; (vgl. Abb. 23).
Einen zweiten, aber rechnerisch umstiindlichen Losungsweg erhiilt man, indem
man auf die noch unbekannte Seite und den noch unbekannten Winkel den Seiten-
bzw. Winkelkosinussatz anwendet. Es ist also

cos ¢ =cosa-cosb+sina-sinb-cosy

und
cosy = —cosa-cosff+sine-sinf-cosc.

Es ergibt sich also ein Gleichungssystem mit den beiden Unbekannten cos ¢ und
cos .

Bei einem dritten, hiufig begangenen Losungsweg verwendet man einen Kosinus-
satz, der auf eine schon bekannte Seite fiihrt. Die unbekannte GroBe tritt dann
gleichzeitig in der Kosinusfunktion und in der Sinusfunktion auf. Es ist zum Beispiel

cosa=cosb-cosc+sinb-sinc-cosa. (I
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Wir verwenden nun als HilfsgroBe den Bogen AD und bezeichnen ihn mit g
(vgl. Abb. 23). Dann ist nach der Neperschen Regel

cos a@ = ctg (90° — y) - ctg b,
cosa =tgy-ctghb,

mithin
cosa
ctgb gy
oder
cosa - tgb=tgy; (II)
daraus erhalten wir
cosa-sinb=cosb-tgy. (I11)

Diesen Ausdruck setzen wir in die Gleichung (I) ein. Dann erhalten wir
cosa =cosb-cosc+sinc-cosb-tgy.
Durch weitere Umformung folgt dann
cos - cos @ =cosb-cosc-cosy+sinc-cosb-siny,
cosu)-cosa=cosb - (cos ¢ - cos  + sin ¢ - sin p).
Wir wenden auf diese Formel ein Additionstheorem an und erhalten
cos - cosa=cosb-cos(c—y).
Daraus folgt

cos - cos @

oo (e:=ry)= cos b

und da y aus der Gleichung (II) bestimmt ist, ist auch ¢ bestimmbar.

Aufgaben

1. Wie lauten die 10 Formeln fiir das rechtwinklige sphérische Dreieck, wenn das Dreieck
1) zwei rechte Winkel, b) drei rechte Winkel hat?

9. Berechnen Sie die fehlenden Stiicke des rechtwinkligen sphiirischen Dreiecks (Hypotenuse c)!
2) a= 5352°, b= 47,5° b)) a= 91,9, B= 423°
€) a= 485° c¢= 97,2° d) a = 83,6° a= T1,1°
¢) b =1356° f-— 99,0° 1) a = 99,0° a=135,6°
2) @ =132,2°, B =104,6° h) b = 1674° - 73,9°
i) b=103,1°, ¢= 92,6° k) ¢ = 117,83, f= 325°

Wieviel Losungen gibt es jeweils? Beachten Sie insbesondere e) und f)!
3. Berechnen Sie die fehlenden Stiicke des gleichschenkligen sphirischen Dreiecks durch
Zuriickfiihrung auf zwei rechtwinklige Dreiecke (Basis b)!
a) a = 117,9°, b = 35,6° b) b =97,2°, a=844°
¢) a= 87,2°, f=1193° d) a = 784°, @=>57,1°
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4. Unter welchem Winkel sind zwei benachbarte Seitenfliichen bei cinem
a) Tetraeder, k) Oktacder, ¢) Dodekaeder und d) Ikosaeder
gegeneinander geneigt (vgl. Abb. 17 und 18)?
5. Unter welchem Winkel sind die Seitenflichen einer geraden, regelmiifligen, vierseitigen

Pyramide gegeneinander geneigt, wenn je zwei benachbarte Kanten an der Spitze einen
Winkel von a) 20°, b) 40° ¢) 60° d) 80° bilden?

6, In den folgenden Aufgaben sind die fehlenden Seiten und Winkel der sphiirischen Dreiecke
zu berechnen.

a)a= 21,3° b= 33,6° c= 39,5° b) a = 114,3°, b = 89,9°, ¢ = 121,5°
€) a= 934°% b =107,3° c= 59,5° d) a= 747° b= 98,6° c= 656°
¢) a= 834° B - 63,3° y= 79,9° ) a= 656° B—-112,6° » =118,7°
g) a = 143,0° B = 167,8°, 3 = 152,3° h) @ = 84,5°, B =100,9°, y = 70,6°
) c= 51,5° b= 42,9°, y = 48,0° k) ¢ =127,3°, @ = 42,5°, y = 45,7°
1) a=1285° b = 89,2°, & =135,7° m) « =131,3% ¢ - 119,9°, a = 72,2°
B) a = 46,5° B = 739°, a = 84,4° 0) @ =114,4° y — 63,6°, a = 55,2°
P) B = 61,1° p = 119,8°, b = 126,5° q) B = 794°% a- 59,6°, ¢ —103,3°
N a= 97,7° ¢=119,9°, f =140,5° §) a= 89,4°% b= 338 y-—178,2°
) b =108,6° ¢ = 107,7°, « = 108,6° u) a =104,5°, b = 42,3°, y = 79,6°
V) @ =107,2% B - 33,3°, ¢ = 87,9° W) B =129,2°, » = 109,1°, a = 85,3°
X)a= 83,2° y= 2,8° b= 385° ¥) = 49,3° B =1387°, ¢= 12,8°

Bemerkung: Prifen Sie nach Losung der Aufgaben, ob in jedem Falle der Satz 1 (S.91)
erfiillt ist! Aufgabe s sorgfiltig interpolieren!

7. Berechnen Sie den Winkel in einem gleichseitigen sphiirischen Dreieck, wenn die Seite
a) a =10°% b) a =30° €) a =50° d) a =70° €) a=90° 1) a = 110° gegeben ist!

8. Es ist die Seite in einem gleichseitigen sphiirischen Dreieck zu errechnen, wenn der Winkel
a) @ =70°% b) @ =90° ¢) a=110° d) « =130°, ¢) @ =150° 1) a =170° gegeben ist!

9. Zwischen welchen Grenzen liegt der Winkel in einem gleichseitigen sphiirischen Dreieck?
Berechnen Sie die zu diesen Grenzen gehérigen Seiten!

10. Die Kanten eines Dreibeins betragen
r=49cm, s=37cm, ¢=42cm;
sie bilden die Winkel
(r,8) =a = 80° (8,2) =b = 45°,

(t,r) =¢c =60°
Unter welchem Winkel sind die
durch die Kanten bestimmten Ebe-
nen gegen die waagerechte Ebene
geneigt, “auf die das Dreibein ge-
stellt wird (vgl. Abb. 24)? Abb. 24
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III. Anwendung auf die Erdkugel

9. Das Gradnetz und die Griofe der Erde

Durch neuere Messungen sowjetischer Geodiiten wurde bestitigt, daB die Erde
ein Ellipsoid mit drei ung]elchen Achsen ist. Die lineare Exzentrizitit des Aquators
ist jedoch so klein, daB sie bei praktischen Berechnungen keine Rolle spielt. Man
kann also den \quatox als Kreis und mithin die Erde als ein Ellipsoid mit zwei
ungleichen Achsen annehmen. Die groBe Halbachse des Ellipsoides (Aquator-
radius) hat die Linge von rund 6378 km, die kleine Halbachse (Erdmittel-

punkt . . . Pol) die Linge von rund 6357 km.

In vielen Fillen kann man

sogar die Abweichung des Rotationsellipsoides von der Kugel vernachlissigen.
Es ist dann iiblich, mit dem mittleren Erdradius von r = 6370 km zu rechnen. Die
dadurch auftretenden Fehler sind im allgemeinen unwesentlich. Wir wollen im
folgenden fiir alle Berechnungen diesen Wert zugrunde legen, soweit nichts
anderes angegeben ist. Durch diese Vereinfachung wird es uns moglich, die Er-
gebnisse der sphiirischen Trigonometrie auf die Erde anzuwenden.

Aus dem Erdkundeunterricht ist uns das Koordinatensystem auf der Erde
bekannt. Durch dieses Koordinatensystem, das Gradnetz der Erde, ist die Lage
jedes Ortes P auf der Erde eindeutig angebbar. Wir wollen im folgenden eine kurze

Zusammenfassung der wichtigsten
Tatsachen geben.

Durch jeden Ort P und die beiden
Pole N und S (geographischer Nord-
pol und geographischer Siidpol) ist
ein GroBkreis bestimmt. Der Halbkreis
von einem Pol iiber den Ort P zum
anderen Pol wird als Meridian dieses
Ortes bezeichnet. Der Meridian von
Greenwich ist der Nullmeridian. Der
sphiirische Winkel des Kugelzweiecks,
das durch den Nullmeridian und den
Meridian des Ortes P gebildet wird,
ist die geographische Liinge des Ortes
(Abb. 25). Dabei wird der Winkel ge-
messen, der kleiner als 180° ist; die

Nullmeridian.
(Greenwich)

Ortsmeridian"

Abb. 25

Liinge wird als ostliche oder westliche Liinge angegeben, je nachdem, ob die
Messung vom Nullmeridian aus in dstlicher oder in westlicher Richtung erfolgt.
Die ostliche ist dabei die positive und die westliche die negative Richtung.

Der Durchmesser durch die beiden Pole ist die Erdachse. Der GroBkreis, auf
dessen erzeugender Ebene die Erdachse senkrecht steht, heiBt Aquator. Durch
jeden Ort P, der nicht auf dem Aquator liegt, wird ein Kleinkreis bestimmt, der
dem Aquator parallel ist. Dieser Kleinkreis heiBt Breitenkreis (oder — in der Nautik
— Breitenparallel). Durch den Aquator und den Breitenkreis wird auf dem Meri-
dian von P ein Bogen ausgeschnitten. Der Winkel, der zu diesem Bogen gehort, ist
die geographische Breite des Ortes (Abb. 25). Die Breite des Ortes P heit nordliche
Breite, wenn vom Aquator aus nach Norden gemessen wird, und siidliche Breite,
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wenn vom Aquator aus nach Siiden gemessen wird. Der nérdlichen Breite gibt mman
auch das positive Vorzeichen, der siidlichen entsprechend das negative.

Bei Aufgaben, in denen die Entfernung zweier Orte auf der Erdoberfliche be-
stimmt werden soll, ist es notwendig, das Ergebnis in einem LingenmaB anzu-
geben. Die Berechnung der Entfernung zweier Orte ergibt zunichst nur die Liinge
des Bogens im GradmaB. Fiir die Umrechnung in Lingeneinheiten wurden Mittel-
werte fiir einen Meridiangrad bzw. einen Aquatorgrad bestimmt. In der Nautik
wurde dariiber hinaus eine besondere Lingeneinheit, die Seemeile, eingefiihrt.

Eine Seemeile ist die Linge einer mittleren Meridianminute: 1’ 2 1852 m. Diese
Beziehung beruht auf den Messungen, die zur Festlegung der Langeneinheit Meter
durchgefiihrt wurden. Danach wurde das Meter als der zehnmillionste Teil des
Erdquadranten definiert. Fiir die Liinge eines Meridiangrades ergibt sich demnach
111,1 km. Diese Werte fiir die Lingeneinheiten weichen nur sehr wenig von den
Werten ab, die sich ergeben, wenn fiir die Berechnung der Liingeneinheiten der
Erdradius mit 7 = 6370 km angenommen wird. Eine weitere Liingeneinheit, die
durch die Linge eines Bogens definiert wurde, ist die geographische Meile. Eine
geographische Meile ist die Linge von vier Aquatorminuten: 1 geographische
Meile = 7420 m. Die Liinge eines Aquatorgrades betrigt 111,3 km. Als MaBein-
heiten werden also die folgenden Werte verwendet:

1 mittlerer Meridiangrad £ 111,1 km = 60 sm

1 sm = 1852 m,

1 Aquatorgrad < 111,3 km = 15 geographische Meilen
1 geographische Meile = 7420 m.

Da die Ungenauigkeit fiir einen Meridiangrad hochstens + 0,189, und fiir einen
Aquatorgrad héchstens — 0,36%, betriigt, liefern beide Werte bei Entfernungs-
berechnungen hinreichend gute Niiherungen. In der Nautik ist es iiblich, die See-
meile zu verwenden.

10. Das Poldreieck, die Orthodrome und die Kurswinkel

Zwei Orte 4 und B auf der Erde (Abb.26a) sind durch ihre Koordinaten 4 (¢, ; 4,)
und B (p,; ;) gegeben. Der kleinere Bogen des GroBkreises durch 4 und B ist
die kiirzeste Entfernung ! zwischen den beiden Orten. Eine in der Nautik und
der mathematischen Geographie hiiufig auftretende Aufgabe ist es, die kiirzeste
Entfernung zweier Orte auf der Erde zu berechnen. Zur Berechnung dieser Ent-
fernung verwenden wir das sphiirische Dreieck AN B. Dieses Dreieck heifit das
Poldreieck, weil der Nordpol der dritte Eckpunkt  ist. Fiir zwei Orte auf der Siid-
halbkugel verwendet man zweckmiilig das Poldreieck, das den Siidpol als dritten
Eckpunkt hat. Liegt ein Ort auf der Nord- und der andere auf der Siidhalbkugel,
so ist es gleich, welchen der Pole man verwendet.

Wir zeichnen als Analysisfigur fiir das Poldreieck ANB ein durch drei Bogen
begrenztes Dreieck (Abb. 26b). Dabei ist A B = [ die gesuchte kiirzeste Entfernung,
AN = 90° — @, und BN = 90° — @, jeweils das Komplement der geographischen
Breite und ‘der Winkel ANB = 2, — A, = A der Liingenunterschied der beiden
Orte. Die kiirzeste Entfernung / ist nach dem Seitenkosinussatz
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cos I = cos (90° — @) - cos (90° — @,) + sin (90° — g@y) - sin (90° — @) - cos 44
oder nach Umformung
cos | = sin g, - sin @, + c0s @, - cos @, - cos A A.

Das Ergebnis ist eindeutig, da die Kosinusfunktion im ersten und zweiten
Quadranten verschiedene Vorzeichen hat.

Der GroBkreishogen zwischen 4 und B
heilt auch Orthodrome, dementsprechend
wird die kiirzeste Entfernung auch ortho-
drome Entfernung genannt.

Von den beiden Tangenten im Punkt 4
an die GrofBkreise des Poldreiecks zeigt

Abb. 26a die eine Tangente nach Norden und die
andere in die Himmelsrichtung, nach der
man sich wenden muBl, wenn man auf der kiirzesten Verbindung nach B gelangen
will. Der Winkel @ wird deshalb der Kurswinkel des Anfangskurses genannt. Eine
ihnliche Uberlegung gilt im Punkte B, nur daB hier die zweite Tangente in die
Richtung weist, aus der man in B ankommt. Der Kurswinkel § heillt deshalb auch
der Kurswinkel des Endkurses. Wollte man in B auf demselben GroBkreis weiter-
fahren, so wire der zugehérige Anfangskurswinkel 180° — §. Im allgemeinen, das
he Bt, wenn @, == ¢, und A, == A, ist, ist @ == 180° — . Daraus konnen wir schlieBen,
daB der Kurswinkel auf der Orthodromen seinen Wert éndert. Diese Anderung
erfolgt stetig. Aus diesem Grunde wird im allgemeinen nicht der orthodrome Kurs
gesteuert.

Die Berechnung der beiden Kurswinkel erfolgt unter Anwendung des Sinus-
satzes. Die Werte sind nicht eindeutig und erfordern die Heranziehung der auf
den Seiten 91 bis 92 erwithnten Siitze. Bei Verwendung des Seitenkosinussatzes
lassen sich auch die beiden Kurswinkel in jedem Fall eindeutig bestimmen.
Wegen der. cinfacheren Rechnung ist jedoch im allgemeinen die Anwendung
des Sinussatzes vorzuziehen.

Die Bezeichnung der Kurswinkel ist nicht einheitlich. Im allgemeinen gibt man
die Winkel nach der folgenden Methode an: Man bezeichnet die Nordrichtung mit
0° und weiter die Ostrichtung mit 90°, die Siidrichtung mit 180° und die West-
richtung mit 270° (vgl. die Einteilung einer Windrose). Die Siidostrichtung bildet
also mit der Nordrichtung einen Winkel von 135°. Man schreibt sie: N 135° O
(lies: Nord, 135° iiber Ost). In einzelnen Fillen wird noch die folgende Schreibweise
durchgefiihrt: Man gibt der Nordrichtung und der Siidrichtung die Bezeichnung 0°
7 [00913-2)
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und miBt nun den Winkel von 0°bis 90° in &stlicher oder westlicher Richtung. Fiir
die Siidostrichtung ergibt sich danach die folgende Schreibweise: S 45° O (Siid,
45° iiber Ost).

11. Loxodrome, Scheitelpunkt, Schnitt mit Meridian- und Parallelkreisen

Da es im allgemeinen praktisch nicht moglich ist, auf der Orthodromen zu
fahren, ist es notwendig, eine Linie konstanten Kurses festzulegen.“Die Linie
konstanten Kurses hat die Eigenschaft, daB sie simtliche Meridiane unter dem
gleichen Winkel schneidet und heift Loxodrome.

Verlauf und Liinge der Loxodrome lassen sich im allgemeinen nicht mit den Mitteln
der sphiirischen Trigonometrie berechnen. Die Bestimmung der Loxodrome ist
ein Problem der Differentialgeometrie, also des Zweiges der Mathematik, der
sich mit der Anwendung der Infinitesimalrechnung auf die Geometrie beschiiftigt.
Die Loxodrome verliuft im allgemeinen wendelartig auf der Erdkugel und néhert
sich asymptotisch, je nach der Fahrtrichtung, zwei gegeniiberliegenden Polen. Von
Gerhard Kremer (genannt Mercator, 1512 bis 1594) ist eine Karte entwickelt
worden, auf der simtliche Loxodromen gerade Linien sind. Diese Karte wird
Mercatorkarte genannt (vgl. Atlas zur Erd- und Linderkunde, GroBe Ausgabe,
Karten 92/94 ¢ bis e). Damit ist es moglich, durch einfaches Anlegen eines
Lineals an diese Karte den loxodromen Kurs abzulesen. Die loxodrome Ent-
fernung zweier Orte ist nie kleiner als die orthodrome Entfernung. Liegen beide
Orte auf dem gleichen Meridian oder auf dem Aquator, so sind beide Entfernungen
gleich. In allen anderen Fillen ist die loxodrome Entfernung griBer. Der Unter-
schied kann betrichtliche AusmaBe annehmen. So betrigt zum Beispiel der Unter-
schied der loxodromen und der orthodromen Entfernung zwischen dem Nadelkap
(Stidafrika; @, =35,0°S, 4,=20,0°0) und dem Siidkap auf Tasmanien (Australien;
@y = 43,7° 8, A,=146,7° 0) rund 1180 km und der gleiche Unterschied zwischen
Kap Hoorn (Siidamerika; ¢, = 56,0° S, A1 =67,4° W) und dem Siidkap auf der
Stewartinsel (Neuseeland; @, = 47,4° S, 2, = 167,6° O) rund 1210 km. Liegen
zwei Orte auf derselben geographischen Breite, so ist die Loxodrome, die hier
die Meridiane unter 90° schneidet, ein
Bogen des Parallelkreises, dessen Linge
durch den Lingenunterschied beider Orte
unter Verwendung des Parallelkreisradius g
berechnet werden kann (vgl. Abb. 27). Es
ist Loy = p - arc A A.

0
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Wegen arcdl= ’1%0& und g =r-cosg ergibt sich I, = ﬁ%’ S
Diese spezielle Loxodrome ist eine geschlossene Kurve, und zwar ein Kleinkreis.

Da die loxodrome Entfernung wesentlich gréBer als die orthodrome Entfernung
sein kann, wird im allgemeinen nicht der loxodrome Kurs gefahren. Es werden viel-
mehr auf dem orthodromen Kurs einzelne Punkte festgelegt. Zwischen diesen
Punkten wird dann ein loxodromer Kurs gesteuert. Man braucht dann den Kurs nur
in bestimmten Zeitabschnitten und nicht stetig zu éindern. Der Unterschied zwischen
der orthodromen Entfernung und einer solchen ist dann nicht mehr erheblich. Wir
kénnen die Anniherung der Orthodromen durch Loxodrome auf einer Kugel mit
der Anniherung eines Kreises durch einen Polygonzug in der Ebene vergleichen.

Liegen zwei Orte A und B hinreichend nahe beieinander, so ist, wenn a ein
spitzer Winkel ist, auch noch 180° — B ein spitzer, das heifit, f ist ein stumpfer
Winkel. Wegen der stetigen Kursiinderung auf der Orthodromen wird 180° — f
allmithlich immer groBer, und nach Erreichen des Wertes

B=180°— f=90° wird 180°— B

ein stumpfer, das heiBt, 8 wird ein spitzer Winkel.

Fiir die folgenden Betrachtungen wollen
wir ein Poldreieck verwenden, das als
dritten Eckpunkt den Nordpol enthilt.
Sind nun ¢ und g spitze Winkel, so gibt
es auf dem Wege 4 B einen Meridian, der
von der Orthodromen unter einem Winlel
von 90° geschnitten wird. Der Schnittpunkt P, dieses Meridians mit der Ortho-
dromen ist von allen Punkten auf dem Wege 4 B der dem Nordpol N am niichsten
gelegene Punkt. Er heiBt Scheitelpunkt auf dem Wege 4 B. Bezeichnen wir seine
geographischen Koordinaten mit P, (g,; 4,) und setzen Ay — 2 = A, A, so ist die
Seite P,N = 90° — ¢, und der Winkel ANP, = 4, 2. In dem bei P, rechtwink-
ligen sphiirischen Dreieck 4P,N kann 4,4 und ¢, mit Hilfe der Neperschen
Formeln berechnet werden, wenn der Kurswinkel @ vorher im sphiirischen Dreieck
ANB berechnet worden ist (Abb. 28). Ahnliche Uberlegungen gelten, wenn «
und f stumpfe Winkel sind. Dann ist der Schnittpunkt P, (der Scheitelpunkt),
in dem der Meridian die Orthodrome rechtwinklig schneidet, dem Siidpol am
niichsten gelegen.

7*
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Abb. 29

Zur Kursfestlegung werden die Sehnitt-
punkte mit belichigen, aber hekannten
Liingenkreisen 4, berechnet. Im Drei-
eck AP,N (Abb. 29) ist der Winkel
ANP, = A4 = A, — 4, der Winkel
NAP, = a und die Seite AN = 90° — »
bekannt. Dann kénnen ¢, die gesuchte Breite, und =z, der Kurswinkel im
Punkte P,, berechnet werden. '

In vielen Fillen ist die Ermittlung des Schnittpunktes mit einem gegebenen
Parallelkreis notwendig. Dabei ist die Berechnung der Linge des Schnittpunktes
P, mit dem Aquator (@, = (°) besonders einfach (Abb. 30). Es ist der Winkel
ANPg = Ay = g — }y = A'P,, ein Bogen auf dem Aquator, die eine Dreieckseite.
Man verwendet entweder das rechtseitige Dreieck AP,N mit der Seite NP, = 90°,
der Seite AN = 90° — @, und dem Winkel NAP, = ¢ oder das rechtwinklige Drei-
eck A A" P, mit dem Winkel 4 A’ P, = 90°,
der Seite 44" = @, und dem Winkel
A'AP, = 180° — ¢  zur Berechnung
von 4,A.

Abb. 30

Die Ermittlung des Schnittpunktes P, mit einem beliebigen Parallelkreis (@y)
fithrt auf ein rechnerisch etwas umstiindliches Verfahren (Abb. 31). Im Dreieck
ANP, mit der Seite AN = 90°— ¢, dem Winkel NAP,=a und der Seite
NP, = 90° — ¢, ist d34 = 2, — A, wegen des Falles SSW nur umstindlich
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berechenbar. Hierbei ist zu beachten,
daB NA'P, nicht als rechtwinkliges
Dreieck benutzt werden darf, weil 4'P,
als Bogen eines Breitenkreises keine
Dreieckseite darstellt.

Beispiel:

Tiir die kiirzeste Verbindungslinie zwischen Hongkong H (g = 22,3°N;
Ay = 114,2° 0) und Valparaiso V(g = 33,0°8; 2, = 71,7° W) sind zu berechnen:

a) die kiirzeste Entfernung ! und die beiden Kurswinkel « und g, '

b) der siidlichste Punkt P,

¢) der Schnittpunkt D mit der Datumgrenze (Ap = 180°),

d) der Schnittpunkt @ mit dem Aquator (g4 = 0°),

e) der Schnittpunkt W mit dem siidlichen Wendekreis (p = 23,5° 8).

1. Allgemeine Losung

Durch die Punkte H, N und V
ist ein sphirisches Dreieck be-
stimmt (Abb. 32a), von dem uns
bekannt sind:

die Seite HN = 90° — @y,
die Seite NV = 90° + | qe]
und der Winkel 4,4 = 2, — A,

wobei die Linge 2, als Ostliche
Linge angegeben werden muB.
Zunichst ist es erforderlich, die
fehlenden Stiicke des sphiirischen
Dreiecks zu berechnen. Abb. 32a
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a) Nach dem Seitenkosinussatz ergibt sich die Seite HV = [ (Abb. 32b) aus
cos I = cos (90° — @,) - cos (90° 4 | @,|) + sin (90° — @) -sin (90° 4 | g, |) - cos 4,2
oder
€0s | = — sin @, - sin |, | + cos ¢, - cos | ¢, | - cos 4,2, (1)

Die Winkel « und B ergeben sich nach dem Sinussatz (Abb. 32b) aus

sin (90° + | @, ) - sin 4,2 N

sinl 90"’ #

sin g =

oder
sin g = &% lng! -sin 4,4
> sinl
und
: _ 8in (90° — ;) - sin 4,2
e A sin
oder
. __cosg-sin 4,2
P &) Abb. 32b
b) Die Berechnung des siidlichsten Punktes ergibt sich nach Abbildung 32ec.
Das Dreieck NHP ist bei P rechtwinklig. s ergibt sich zunichst fiir 4,2
nach der Neperschen Regel

o L4
cos (90° — @) = ctg 4,4 - ctg a, LY
also o
: Hi
sin . o
ctg Azlz-ﬁ‘s‘-=sm @ -tga. (4) ??
B3
Dann folgt fiir die geographische Linge =
des Punktes P
As =2+ 4,2 (5) " p
Die geographische Breite des Punktes P -
ergibt sich aus
08 (— |gs|) = sin @ - sin (90° — ¢,), v
o o
€os |@ps| = sin ¢ - cos ;. (6) Fr Abb. 32¢
c) Die Berechnung des Schnittpunktes mit der Datumgrenze ergibt sich nach

Abb. 32d. Im Dreieck HND sind die folgenden Seiten und Winkel bekannt:
HN =90° — ¢, A34=180°— 2, und «. Berechnet werden muB die Seite
DN =90° + |@p|. Zuniichst ist es notwendig, den Winkel & zu berechnen.



<

Loxodrome, Scheitelpunkt, Schnitt mit Meridian- und Parallelkreisen 103

Es ist nach dem Winkelkosinussatz

cos £ = —cos Ay - cos @ + sin 432 - sin @ - cos (90° — ¢,)
oder
cos £ = —cos A3 - cos @ + sin A;1 - sin @ - sin ¢, (7)

Es ergibt sich nun fiir [gp|:

sin (90° + | ppl) = ne-sin (0 -1)

oder .
cos [pp| = ST (8  Abb.s2d

Die Berechnung des Schnittpunktes @ mit dem Aquator ergibt sich aus Ab-
bildung 32e. Das Dreieck QV 4V ist bei V4 rechtwinklig. Daraus ergibt sich
fir 4,4 s

Q 4,4 Y

a
cos (90° — |y |) = otg f - ctg (90° — 4,4) I8!
oder v

sin |, | = ctg f - tg 44A.

Es folgt
tg Ay A = sin |g, | - tg B. 9)
Dann ist
T (10)
Die Berechnung des Schnittpunktes W mit Abb. 32e

dem siidlichen Wendekreis ergibt sich aus
Abbildung 32f. Im Dreieck HNW sind die
folgenden Seiten und Winkel bekannt:
HN = 90° — ¢, NW =90°+ |py| und e
Zuniichst wird der Winkel y berechnet, Es ist

sin @ - sin (90° —gy)

siny = sin (90° + |@w|)

oder

. sin a - cos
siny = 200 8P 1

] 11 w Abb. 32f

Zur Berechnung des Winkels 4,2 verwenden wir den Losungsweg mit Hilfe
einer Transformation (vgl. Seite 93). Es ist

cosy = —cos a - cos Az A + sin @ - sin 452 - cos (90° — gy)
oder
cosy = —cosa - cos AzA + sin e - sin 452 - sin @;.

1y Setzt man die Losung b (Koordinaten des Scheitelpunktes) als bekannt voraus, so a8t
sich die Rechnung ¢ im rechtwinkligen Dreieck DPN und die Rechnung e mit Hilfe des

Dreiecks W PN wesentlich vereinfachen.
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Wir setzen
tgy =1tga - sin g (12)
oder
cosa-tgy=sine sing,.
Dann gilt )
cosy = —cosa - cos AgA + cos ¢ - :% -sin 452,
COS Y+ cosy = —cosy-cosa-cos Az A + cos e - sin g - sin A4,
=cose - (sinp -sin 432 — cos y - cos A;4),
= —cosa-cos(p+ A1),
also
cos (p + As2) = —&scﬁ;:&' (13)
Dann folgt
o dw= A+ A (14)
2. Numerische Lisung
a) (1) cosl= —sing, sin|g,| 3) sin/3=cos q;lus%;x_dlj
+ cos g, cos g, | cos4; A
(1a) 4,2 =288,3° — 114,2° = 174,1° num Ig
num 1g cos @, cos 22,3° 9,9662 — 10
sin 4,24 sin 174,1° 9,0120 - 10
sin @, sin  22,3° 9,5792 — 10 sin ! sin 168,1° 9,3143 - 10
sin [, | sin 33,0° | 97361 — 10
sin B sin  27,47° | 9,6639 — 10
-0,2067 | 0,3153 — 1 B = 180° — 27,47° — 152,53°
cos @, cos 22,3° 9,9662 — 10 Dic Winkel ¢ und 8 sind stumpfe
cos lA%i. | cos 33,00 9,9g§6 = 13 Winkel, wie man leicht am Globus
it Al R e nachpriifen kann,
-0,7718 0,8875 — 1
cosl -0,9785 b) (4) ctgddi=sing tga
U= 180° — 11,9° = 168,1° = 2
I= 1.60 sm = 10086
168, -@0/m _00 sm sin @, sin  22,3° | 95792 — 10
(2) sing= | @, |% tga tg 155,28° | 9,6631 — 10
X sin/
ctg Ay —ctg 80,09° | 9,2423 — 10
sum s 4,2 = 180° — 80,09° = 99,91°
cos | g, | cos  33,0° 9,9236 — 10
sin 4,4 sin 174,1° 9,0120 - 10
sin { sin 168,1° | 9,3143 — 10 (5) As= A + 4,2
sina sin 24,72° | 9,6213 — 10 As = 114,2° 4+ 99,91° = 214,11° 0
a = 180° — 24,72° = 155,28° As = 145,89° W
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(6) cos|gs| = sin a cos ¢,

) (9) tgA,A=sin|gpy|tef

num 1g num 1g
sin @ sin 155,28° | 9,6213 — 10 sin | @, | sin  33° 9,7361 — 10
cos @ cos 22,3° 9,9662 — 10 tg B tg 152,58° | 9,7159 — 10
cos | gs| cos  67,25° | 9,5875 — 10 tg A,2 —tg 15,81° | 9,4520 — 10
— 16 o
@s = 67,25°8 A, = 164,19

Die Koordinaten des siidlichsten
Punktes sind P (67,25° S; 145,89° W)

¢) (7) cose= —cosdsAcosa
+ sin 4,4 sin e sin ¢

(Ta) A3 = 180° — 114,2° = 65,8°

num 1g
cos Az cos 65,8° 9,6127 — 10 4
cos a cos 155,28° | 9,9582 — 10
+0,3723 0,5709 — 1
sin 4,4 sin  65,8° 9,9601 — 10
sina sin 155,28° | 9,6213 — 10
sin @, sin 22,3° 9,5792 — 10
0,1447 0,1606 — 1
CO8 & 0,5170
= 58,87°
_ sinacos ¢
(8) cos |pp| = TLE2N
num 1g
sina sin 155,28° | 9,6213 — 10
cos @, cos 22,3° 9,9662 — 10
sin & sin  58,87° 9,9325 — 10
cos |@p]| cos 63,14° | 9,6550 — 10
@p=03,14° S

Die Datumgrenze wird unter der
Breite 63,14° S geschnitten.

(10) Au=1Jy— A2
= 288,3° — 164,19°
Aq=124,11°
Der Aquator wird unter der Linge
124,11° O geschnitten.

2 sin @ cos @,

e 11) siny=——T1
) (tn v cos | @ |
num 1g
sina sin 155,28° | 9,6213 — 10
cos | @ | cos 22,3° 9,9662 — 10
cos | g | cos 23,5° 9,9624 — 10
siny sin  24,95° | 9,6251 — 10
y = 24,95°

(12) tgy =tgasing,

num g
tga tg 155,28° | 9,6631 — 10
sin @ sin  22,3° 9,5792 — 10
tgy —tg 9,91° | 9,2423 — 10

p = 180° — 9,91° = 170,09°

_ _cospcosy
(13) cos (yp + A54) = .
num 1g
cos p cos 170,09° | 9,9935 — 10
cos y cos 24,95°| 9,9574 — 10
cos a cos 155,28° | 9,9582 — 10
cos(p + dgd) | —eos  10,5° | 9,9927 — 10



106 Anwendung auf die Erdkugel

¥+ Agh = 190,5° (16) Aw = A + Agh = 114,2° 4 20,41°
AsA = 190,5° — 170,09° = 20,41° : A = 134,61°
Die Rechnung mit dem Wert
p+ 454 = 169,5° wiirde einen nega- Der siidliche Wendekreis wird unter
tiven Wert fiir 454 ergeben. der Liinge 134,61° O geschnitten.
Aufgaben

Geographische Koordinaten einiger Orte:

Geogr. Geogr. Geogr. Geogr.
Ort Breite Linge Ort Breite Liinge
() (2) (9) (4)

Athen . . . . . . 38,0°N 23,7°0 Neapel . . . . . . 40,8° N 14,3° O
Auckland (Neusee- New York . . . . 40,8° N 74,0°W

land) . . . .. 36,8° S 174,8° O 08l . = wiiww o 59,9°N 10,7° O
Berlin . . . . .. 52,5°N | 134°0 | Paris . . . ... 48,8° N 2,3°0
Bombay . . . . . 18,9°N | 72,8°0 | Peking. . . . . . 39,9°N | 116.4° 0
Budapest . . . . 47,5° N 19,1° O Potsdam . . . . . 52,4° N 13,1°0
Charkow . . . . . 50,0° N 36,2°0 Rio de Janeiro . . 22,9° S 43,2°W
Greenwich . . . . 51,5°N 0,0° Rostock . . . . . 54,1° N 12,1°0
Hamburg . . . . 53,6° N 10,0° O San Francisco . . 37,8°N | 122,4°W
Hongkong . . . . 22,3° N | 114,2°0 Strasbourg . . . . 48,6° N 7,8° 0
Kairo . . . ... 30,1°N 31,3°0 Siidkap (Stewart-
Kap Hoorn . . . . 56,0° S 67,3°W Island) . . .. 47,3° S | 167,5° 0
Kap Oljutorski . . 59,9°N | 170,5° O Siidwestkap
Kapstadt . . . . 33,9° S 18,5° O (Tasmanien) . . 43,6° S | 146,1° O
Leipzig . . . . . 51,3° N 12,4° O Sydney. . . . . . 33,9°S | 151,2°0
Leningrad . . . . 59,9° N 30,3° 0 Taschkent . . . . 41,3° N 69,2°0
London . . . . . 51,5°N 0,2°W | Thilissi. . . . . . 41,7° N 44,8° 0
Melbourne . . . . 38,5° S | 144,7°0 Tokio . . . . s 35,7°N | 139,8° 0
Moskau . . . . . 55,8° N 37,6° 0 Ulan-Bator . . . 47,8°N | 106,9° 0
Nadelkap . . . . 34,8° S 20,0° 0 Valparaiso . . . . 33,0° S 71,7°W
Nagasaki. . . . . 32,8°N | 129,9°0 Wiladiwostok . . . 42,9°N | 132,0°0

In den folgenden Aufgaben sind die geographischen Koordinaten, wenn nicht besonders
angegeben, dieser Tabelle zu entnehmen.

1. Wie groB ist die kiirzeste Entfernung zwischen Charkow und Peking, und wie grof83 sind
die Kurswinkel?

2. Das im Jahre 1874 von der Insel Valentia (¢ = 51,9° N3 4; = 10,4° W) nach Neufundland
(92 =47,7° N; 2y = 53,4° W) verlegte Kabel hat eine Liinge von 1854 sm. Vergleichen Sie
diese Linge mit der kiirzesten Entfernung zwischen den beiden Orten!
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8. Es ist die Liinge des Weges zwischen dem Nadelkap und dem Siidwestkap von Tasmanien
zu bestimmen. Der orthodrome Kurs schneidet den 55. siidlichen Breitenparallel in den
Punkten E; und E,. Da ein Schiff die Packeiszone nicht durchfahren darf, fihrt es auf dem
orthodromen Kurs bis E,, dann auf dem Breitenparallel bis E, und dann wieder auf dem
orthodromen Kurs. Die Kurswinkel sind zu bestimmen.

4, Wo liegt der Scheitelp‘lmkt auf dem kiirzesten Wege von Rostock nach Wladiwostok
und wie weit ist er vom Nordpol entfernt?

5. Wie groB ist der Unterschied zwischen der loxodromen und der orthodromen Entfernung
8) Leningrad—Oslo, b) New York—Neapel,
¢) Kapstadt—Sydney, d) Leningrad —Kap Oljutorski ?

Wie weit ist der nordlichste bzw. der siidlichste Punkt von der Loxodromen entfernt?
(Die Loxodrome liegt in diesen Fillen auf dem entsprechenden Breitenkreis.)

6. Es sind die kiirzeste Entfernung fiir die Fluglinie zwischen Moskau und Peking iiber
Ulan-Bator und die Kurswinkel zu berechnen. Welches ist der nordlichste Punkt jeder
Teilstrecke?

7. Der Portugiese Magalhies bendtigte bei seiner Erdumseglung 1520/21 fiir die Entfernung
von der nach ihm benannten Meeresstralle (¢, = 54,5° S; 4; = 71, 5° W) nach den Philip-
pinen (@, = 8,0°N; 24, = 126,3° 0) 99 Tage. Welche Zelt brauchte ein Schiff, das mit
einer Geschwmdlgkext von 18 Knoten (1 Knoten = 1 sm/h) fihrt, wenn es zuuachst zum
Ort P(p,=8,0° N; 2 =170,0° 0) auf der Orthodromen und dann weiter auf der Loxo-
dromen fahren wiirde ?

8. Ein Schiff fihrt von Auckland (Neuseeland) mit dem orthodromen Kurs ONO ab. Wo und
wann kreuzt es die Datumgrenze und wo und wann den Aquator, wenn das Schiff mit
einer Geschwindigkeit von 19,4 Knoten (1 Knoten = 1 sm/h) fibrt?

9. Es sind die kiirzeste Entfernung zwischen Leningrad und Wladiwostok und der Scheitel-
punkt zu bestimmen.

10. Von einem Ort P (@, = 34° 20" S; 2, = 18° 20’ O) will man auf dem kiirzesten Wege nach
Melbourne fahren, ohne wegen der Eisgefahr den Breitenparallel 55° S zu iiberschreiten.

2) Auf welchen Liingen wird dieser Breitenparallel erreicht und verlassen?
b) Wieviel Seemeilen sind im ganzen zuriickzulegen?

¢) In welchen Breiten schneiden die beiden Grofkreisbogen die durch 5 teilbaren Meri-
diane?

d) Bestimmen Sie den Anfangskurs und den Endkurs!

11. Ein Schiff befindet sich in einem Ort P (¢, = 50° 10’ S; 4; = 159° 20° W) und soll, ohne
in siidlichere Breiten zu kommen, auf dem kiirzesten Weg na,ch Valparaiso fahren.

8) Auf welcher Linge ist der Breitenparallel 50° 10" S zu verlassen?
b) Wieviel Seemeilen sind im ganzen zuriickzulegen?
¢) Mit welchem Endkurs kommt man in Valparaiso an?

d) Die Schnittpunkte der Orthodromen mit den durch 5 teilbaren Meridianen sind zu
berechnen.
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12.

13,

16.

1

18.

19.

20.

21.

Es sind die Kurswinkel und die kiirzeste Entfernung fiir eine Fluglinie zu berechnen.
a) Leningrad—Moskau b) Berlin—Budapest
¢) Moskau—Thilissi d) Peking—Wladiwostok

Berechnen Sie die Orthodrome zwischen Kapstadt und Rio deé Janeiro und geben Sie die
Kurswinkel und den Scheitelpunkt der Orthodromen an!

Von einem Ort P (2, ='136,9° W; @, = 35,8° N) soll ein .Schiff auf dem kiirzesten Wege
nach San Francisco fahren. Es sind die kiirzeste Entfernung, der Anfangskurs, der End-
kurs und der Scheitelpunkt zu berechnen.

Ein Schiff soll von Kapstadt nach Bombay fahren. Es fiihrt zuniichst auf dem Liingenkreis
bis zum Breitenparallel 35° S und dann auf dem Breitenparallel bis 48° ostlicher Liinge.
Von dort aus fihrt es auf der Orthodromen bis Bombay. Wie lang ist der Weg? Welches
sind die Kurswinkel in den einzelnen Orten? Um wieviel ist dieser Weg linger als die
kiirzeste Entfernung zwischen Kapstadt und Bombay?

Welche beiden Punkte des Aquators sind von Taschkent ebenso weit entfernt wie Tasch-
kent vom Nordpol?

Es ist die kiirzeste Entfernung Kairo—Leipzig zu bestimmen.

Ein Schiff soll von Valparaiso nach Siidkap (Stewart-Island) fahren, ohne den Breitenparallel
55° 8 zu iiberschreiten. Wie lang ist der Weg? Welche Kurswinkel ergeben sich? Um wieviel
ist der Weg linger als die kiirzeste Entfernung? Wie weit ist der Scheitelpunkt der Ortho-
dromen vom Siidpol entfernt?

Es ist der kiirzeste Weg zwischen Taschkent und Leningrad zu bestimmen. Unter welchen
Liangen (Breiten) werden die durch 5 teilbaren Breitenkreise (Liingenkreise) geschnitten?
Kennzeichnen Sie den Kurs auf der Karte!

Auf einer Karte ist die Orthodrome zwischen Charkow und Kap Oljutorski einzutragen.

Auf einer Mercatorkarte (Atlas zur Erd- und Linderkunde, 92c—e) sind die Loxodrome
und die Orthodrome zwischen dem Siidwestkap (Tasmanien) und Neapel einzutragen.

Anmerkung zu den Aufgaben 20 und 21: Es sind mehrere Punkte der Orthodromen
zu berechnen.



D. Komplexe Zahlen

I. Vom Bereich der natiirlicﬁen Zahlen zum Bereich
der reellen Zahlen

Der heutige Zahlbegriff ist das Ergebnis einer langen Entwicklung, die bereits
in vorgeschichtlicher Zeit begann. Aus den praktischen Bediirfnissen der Menschen
ergaben sich das Zihlen und damit die ersten Zahlen der Folge

1, 2,3, 4 5,---.

Sie sind Zahlen im urspriinglichen Sinne des Wortes, das heiBt, man kann mit
ihnen zihlen. Doch kennzeichnet das Zihlen nur einen Teil ihrer Bedeutung. Es
steht nimlich in einem engen wechselseitigen Zusammenhang mit dem Rechnen.
So entwickeln sich einerseits die ersten Rechenoperationen unmittelbar aus dem
Zihlen durch Zusammenfassung einzelner Zihlschritte, withrend andererseits das
Ziihlen ohne die Hilfe des Rechnens nach wenigen Schritten aufhoren wiirde. Wir
konnen zu groBeren Zahlen nur gelangen, indem wir kleinere rechnend zusammen-
setzen. Bei allen Zahlen von 11 an kommt dies bereits in unserer Ziffernschreibweise
zum Ausdruck (vgl. Aufgabe 1). Erst das Rechnen ermoglicht es also, die Zahlen
zu beherrschen und sie im praktischen Leben anzuwenden. Die wesentliche Be-
deutung der Zahlen liegt also nicht darin, dal man mit ihnen ziihlen, sondern dafl
man mit ihnen rechnen kann.

Um so entscheidender ist die Tatsache, daB mit den betrachteten Zahlen wohl
das Zihlen ohne jede Einschriinkung méglich ist, jedoch viele von den einfachsten
Rechenaufgaben mit ihnen nicht lésbar sind. Es ist daher erforderlich, um-
fassendere Zahlbereiche zu bilden, in denen solche bisher unlosbaren Aufgaben ge-
16st werden konnen. Auch bei diesen Erweiterungenist es berechtigt, von Zahlen
zu sprechen; denn schon bei den urspriinglichen Zahlen 1, 2,3, - - - ist das Rechnen
wesentlicher als das Zihlen. Wir miissen nur zuvor den urspriinglichen Zahlen
einen besonderen Namen geben, damit wir sie von dem erweiterten Begriff unter-
scheiden kénnen. Die bekannte Bezeichnung ,natiirliche Zahlen® soll daran
erinnern, daB diese Zahlen die erste Stufe des Zahlbegriffes darstellen, dafi es
Zahlen sind, mit denen man nicht nur rechnen, sondern auch zihlen kann.

Von den Erweiterungen des Zahlbegriffes sind uns schon einige bekannt. In
der Grundschule haben wir ganze und gebrochene, positive und negative Zahlen
kennengolernt. Im 9. Schuljahr wurden als Erweiterung der rationalen Zahlen die
reellen Zahlen behandelt. Wie wir im folgenden feststellen werden, lift sich der
Bereich der reellen Zahlen noch zu dem der komplexen Zahlen erweitern.
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Aufgabe
Jede Ziffernschreibweise natiirlicher Zahlen beruht — von den grundlegenden Zeichen fiir

die ersten Zahlen abgesehen — auf Rechenoperationen.

a) Welche Rechenschritte fithren zum Beispiel zu der mit dem Symbol 2 645 gekennzeichneten
natiirlichen Zahl?

b) Welche Rechenoperationen liegen also der dekadischen Schreibweise zugrunde?

¢) Welche Rechenoperationen sind d fiir die Schreibweise im rémischen Ziffern-
system notwendig, etwa fiir die Zahl CCXLIV?

d) Welche Rechenoperationen erfordert schlieBlich die Schreibweise einer gebrochenen Zahl,
etwa 17,125 im dekadischen System?

1. Der Bereich der natiirlichen Zahlen

Durch das Ziihlen erhalten die natiirlichen Zahlen von selbst eine Ordnung, die
wir ihre lineare Anordnung nennen wollen. Die natiirlichen Zahlen sind in einer
ganz bestimmten Reihenfolge gegeben, in der jede von ihnen genau einen unmittel-
baren Nachfolger und genau einen unmittelbaren Vorgiinger hat. Davon aus-
genommen ist nur die 1, die nur Nachfolger, aber keine Vorgiinger hat.

Abb. 33

Diese Eigenschaft der natiirlichen Zahlen ermoglicht die Veranschaulichung auf
dem Zahlenstrahl (Abb. 33). Dabei wird eine Zahl selbst auch oft als der Weg (Pfeil)
von einem Anfangspunkt 4 zu dem mitihr bezeichneten Punkt angesehen (Abb. 34).

Abb. 34

Der Abstand von Punkt zu Punkt bedeutet dann immer das Weitergehen von
der einen Zahl zur niichstfolgenden, er gibt also einen Schritt an.

a) Die Addition natiirlicher Zahlen

Die Zusammenfassung mehrerer Zihlschritte fithrt zur ersten Rechenoperation,
der Addition. Die Summe zweier natiirlicher Zahlen a und b ist die Zahl, die man
erhilt, wenn man von a aus b Schritte weiterzihlt. Fiir die natiirlichen Zahlen
ergeben sich die folgenden
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Grundgesetze der Addition:

1. Die Summe zweier natiirlicher Zahlen ist stets wieder eine eindeutig bestimmte
natiirliche Zahl. Die Addition ist also im Bereich der natiirlichen Zahlen immer
ausfiihrbar. S

2. Die Addition ist kommutativ, das heiSit, es gilt
a+b=>b+a.
3. Die Addition ist assoziativ, das heilt, es gilt

a+(b+c)=(a+b)+e.

Diese Grundgesetze sind aus der Rechenpraxis von Jahrtausenden abstrahiert,
so dafB sich zuniichst jeder Zweifel an ihnen verbietet. Man kann aber einwenden, daB
es sicher sehr grofe natiirliche Zahlen gibt, mit denen bisher noch niemand ge-
rechnet hat. Es ist deshalb von Bedeutung, daB man die uneingeschriinkte Giiltig-
keit dieser Grundgesetze aus der Erklirung der Addition mit Hilfe der linearen
Anordnung ableiten kann (vgl. Aufgabe 1). Die Berechtigung, gerade diese drei
Regeln als Grundgesetze der Addition auszuzeichnen, liegt darin, daB sich
alle {ibrigen Rechenregeln der Addition als Folgerungen aus ihnen ableiten lassen
(vgl. Aufgabe 2).

b) Die Multiplikation natiirlicher Zahlen

Wie die Addition aus dem Zusammenfassen des Zihlens entsteht, so ergibt sich
die Multiplikation aus dem Zusammenfassen gewisser Additionsaufgaben. Es
bedeutet a - b nichts anderes alsb + b + - - - + b, wobei b genau @ mal als Summand
gesetzt wird. DieseTatsache rechtfertigt auch die Bezeichnung Rechenoperation
zweiter Stufe. Es gelten dabei analog die folgenden

Grundgesetze der Multiplikation:

1. Das Produkt zweier natiirlicher Zahlen ist stets wieder eine eindeutig bestimmte
natiirliche Zahl. Die Multiplikation ist also im Bereich der natiirlichen Zahlen
immer ausfiihrbar.

2. Die Multiplikation ist kommutativ, das heilt, es gilt

a-b=>b-a.

3. Die Multiplikation ist assoziativ, das heibt, es gilt

a-(b-c)=(a-b)-c.

Dabei stehen beide Rechenoperationen in einem Zusammenhang, der zum Aus-
druck kommt in dem
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Grundgesetz der Verkniipfung heider Operationen:

Die Addition und die Multiplikation sind distributiv verkniipit, das heibt, es gilt

a-(b+ec)y=a-b+a-c.

IMiir diese vier letztgenannten Grundgesetze gilt das Entsprechende wie fiir die
Grundgesetze der Addition. Auch sie lassen sich aus der linearen Anordnung der
natiirlichen Zahlen, der Erklirung der Addition und der Erklirung der Multi-
plikation ableiten (vgl. Aufgabe 3 und 4).

Das gesamte Rechnen im Bereich der natiirlichen Zahlen ist durch diese sieben
Grundgesetze bereijg vollstindig bestimmt. Alle iibrigen Rechengesetze kann man
als Folgerungen aus ihnen gewinnen. Das gilt nicht nur fiir alle Regeln der Ver-
kniipfung von Addition und Multiplikation (vgl. Aufgabe 5), sondern auch fiir die
Rechenoperation dritter Stufe, das Potenzieren (vgl. Aufgabe ). Es gilt
dariiber hinaus sogar fiir die Rechenoperationen, die aus den Umkehrungen der
bisher besprochenen Operationen entstehen, soweit diese tiberhaupt innerhalb der
natiirlichen Zahlen eindeutig ausfiihrbar sind.

¢) Umkehrung der Addition

Die Addition zweier natiirlicher Zahlen ergibt wieder eine eindeutig bestimmte
natiirliche Zahl. Die Umkehrung besteht in der Aufgabe, zu einer gegebenen natiir-
lichen Zahl b eine zweite Zahl x zu finden, so dall die Summe dieser beiden Zahlen
gleich einer gegebenen natiirlichen Zahl a ist. Wir miissen also die Gleichung

b+zxz=a
l6sen, und das ist innerhalb der natiirlichen Zahlen nur dann méglich, wenn a

groBer als b ist. In diesem Fall gibt es genau cine natiirliche Zahl x, die der
Gleichung geniigt und die wir als Differenz

z=a—b

bezeichnen. In allen anderen Fillen ist die Subtraktion innerhalb der natiirlichen
Zahlen unlosbar.

d) Umkehrung der Multiplikation

Hier verliuft die Uberlegung analog. Auch die Multiplikation zweier natiirlicher
Zahlen hat als Ergebnis eine eindeutig bestimmte natiirliche Zahl. Die Umkehrung
besteht in der Aufgabe, zu einer gegebenen natiirlichen Zahl b eine zweite Zahl z
zu finden, so da} das Produkt dieser beiden Zahlen gleich einer gegebenen natiir-
lichen Zahl a ist. Wir miissen also die Gleichung

b-z2=a
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lésen, und das ist innerhalb der natiirlichen Zahlen nur dann méglich, wenn a ein
Vielfaches von b oder gleich b ist. Dann gibt es genau eine natiirliche Zahl z, die
diese Gleichung erfiillt und die wir den Quotienten

nennen. In allen anderen Fillen ist die Division innerhalb der natiirlichen Zahlen
unlésbar.

¢) Umkehrung des Potenzierens

Die Potenz einer natiirlichen Zahl mit einer natiirlichen Zahl als Exponenten ist
ebenfalls eine eindeutig bestimmte natiirliche Zahl. Hier ergeben sich jedoch fiir die
Umkehrung zwei Moglichkeiten (vgl. Aufgabe 7). Man kann einmal nach einer
Zahl z fragen, von der eine durch z bestimmte Potenz eine vorgegebene natiirliche
Zahl a ist, zum anderen danach, mit welchem Exponenten z eine gegebene natiir-
liche Zahl a die Potenz der natiirlichen Zahl b ist. Die entsprechenden Gleichungen

a"=a bzw. b*=

sind innerhalb der natiirlichen Zahlen nur bei geeigneter Wahl von » und a bzw.
b und a 16sbar. Man schreibt fiir diese Losungen, die dann eindeutig sind,

x = "VTJ, bzw. z="loga

und nennt die zugehérigen Operationen Radizieren und Logarithmieren (vgl.
Aufgabe 8). ’

Damit ist der Weg zu allen Erweiterungen des Zahlbegriffes bereits durch die
natiirlichen Zahlen vorgezeichnet. Um die Subtraktion uneingeschriinkt ausfiihren
zu kénnen, muB man die negativen Zahlen einfithren. Fiir die uneingeschrinkte
Ausfiihrbarkeit der Division ist die Einfithrung der Briiche erforderlich. Das
Radizieren und Logarithmieren fiihrt schlieBlich zu den irrationalen und kom-
plexen Zahlen.

Aufgaben

1. Dieim Text erwiihnte Ableitung der drei Grundgesetze der Addition aus der Erklirung der
Addition mit Hilfe der linearen Anordnung ist, exakt durchgefiihrt, verhiiltnisméBig
schwierig. Man kann diese Ableitung aber unter Zuhilfenahme der auf Seite 110 erwihnten
Pfeildarstellung veranschaulichen. Uberzeugen Sie sich auf diese Weise von der Richtigkeit
dieser drei Grundgesetze!

2. Mit Hilfe der drei Grundgesetze der Addition ist zu zeigen, daB es bei der Berechnung einer
Summe mit endlich vielen Summanden @ + b + - - - + k weder auf die Reihenfolge noch auf
eventuell vorgeschriebene Zusammenfassungen (Klammern) ankommt?).

3. Die drei Grundgesetze der Multiplikation von natiirlichen Zahlen sind entsprechend den
Uberlegungen in Aufgabe 1 mit Hilfe geeigneter Pfeildarstellungen zu bestitigen.

1) Fiir eine beliebige endliche Anzahl von Summanden ist ein Induktionsschlufl notwendig.
8 [00013-2]
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Anleitung: Fir das kommutative Gesetz ist eine Zerlegung des Gesamtpfeils (Abb. 35a) in

ein rechteckiges Schema zu wiihlen (Abb. 3.b). Fiir das assoziative Gesetz ist ein ent-
sprechendes dreidimensionales, perspektivisches Schema zu zeichnen.

a mal

b b ) “' b
Abb. 35a

4. Entsprechend der Aufgabe 3 ist die Richtigkeit des distributiven Gesetzes fiir natiirliche
Zahlen nachzuweisen.

6. Allein mit Hilfe der sieben Grund,; sind die folgenden Rechenregeln zu beweisen:
a) (b+c¢)-a=>0ba+ca b) a-(b+c+d) =ab+ac+ad

e) (@a+b)-(c+d)=ac+ad+bec+bd

d) Geben Sie die weitestgehende Verall inerung des distributiven Gesetzes an! Wie
wire dieses zu beweisen? -

6. Aus der Erklirung des Potenzierens

mal
a" =a-a- ... a(nFaktoren) und mit -
den sieben Grundgesetzen sind die
folgenden Regeln zu beweisen: r T T e A T
a) a®. ™ = g"tm,

b) o 0" = (ab),
€) (@)™ = am'm, .

7. Begriinden Sie, weshalb es beim bm¢/<
Potenzieren zwei Moglichkeiten fiir
die Umkehrung gibt und weshalb
dies bei der Addition und Multiplika-
tion nicht der Fall ist!

8. Losen Sie die Gleichungen 2% = 8 hzw. s e i SR e
5% =125 und schreiben Sie die N ! 4 ! 1
Losungen in der im Text angegebenen
Form! Bilden Sie weitere Beispiele Abb. 35b

dieser Art!

2. Die Erweiterung von Zahlenhereichen

Wir wollen zunichst untersuchen, wie ein bereits bekannter Zahlenbereich er-
weitert werden kann und was man dabei unter ,erweitern‘* versteht. Als Beispiel
withlen wir dazu den Ubergang von den natiirlichen Zahlen zu den Briichen, deren
Zihler und Nenner natiirliche Zahlen sind.

Die Einfithrung der Briiche und der Bruchrechnung entspringt dem Bediirfnis,
jede aus natiirlichen Zahlen gebildete Divisionsaufgabe losen zu kénnen, so zum
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Beispiel die Aufgabe 2:3. Wir erhalten diese innerhalb der natiirlichen Zahlen
nicht vorhandene Losung, indem wir

2
2.3=?

schreiben. Auf diese Weise erkliren wir den Bruch ,,zwei Drittel“. Wenn wir damit
auch eine sehr anschauliche Vorstellung verbinden, so haben wir doch eigentlich
nur die innerhalb der natiirlichen Zahlen unlésbare Aufgabe nochmals in anderer
Gestalt hingeschrieben.

DaB wir damit {iberhaupt etwas erreicht haben, ist in drei Tatsachen begriindet:

-

. Mit der Gesamtheit der so erklirten Briiche kann man nach den bekannten
Regeln der Bruchrechnung wie mit natiirlichen Zahlen rechnen. Es gelten nim-
lich fiir die Addition und Multiplikation von Briichen die gleichen sieben Grund-
gesetze wie-fiir natiirliche Zahlen (Aufgabe 2). Diese Grundgesetze bestimmen
aber bereits alle Rechengesetze. Wenn also die gleichen Grundgesetze gelten, so
stimmen auch alle daraus abgeleiteten Gesetze iiberein.

[N

. Diese Briiche enthalten die natiirlichen Zahlen als Briiche mit dem Nenner 1.
Die Bruchrechnung umfaft also das Rechnen mit natiirlichen Zahlen.

@

Innerhalb der Briiche ist nicht nur jede Divisionsaufgabe mit natiirlichen Zahlen,
sondern sogar jede Divisionsaufgabe mit Briichen ausfiihrbar. Dieser Sachverhalt
wird durch ein weiteres Grundgesetz gekennzeichnet: Innerhalb der Briiche
mit natiirlichen Zahlen als Zihler und Nenner ist die Multiplikation immer
umkehrbar, das heiBt, jede Divisionsaufgabe ist 16sbar.

Zusammenfassend konnen wir also folgendes feststellen: Mit Hilfe der schon
bekannten natiirlichen Zahlen werden durch die Bildung der Briiche neue Zahlen
abgeleitet. Dies geschieht, indem die Divisionsaufgaben mit natiirlichen Zahlen in
geeigneter Gestalt, eben als Briiche, geschrieben werden. Das Rechnen mit diesen
neuen Zahlen wird durch die Regeln der Bruchrechnung auf das Rechnen mit
natiirlichen Zahlen zuriickgefiihrt (vgl. Aufgabe 1). Dabei bleiben alle Rechen-
geseize der natiirlichen Zahlen fiir die neuen Zahlen giiltig. Der Bereich der neuen
Zahlen ist eine Erweiterung des Ausgangsbereiches der natiirlichen Zahlen, da er
diese enthélt. Der Bereich der neuen Zahlen ist von dem Mangel des Ausgangs-
bereiches, daB die Division nur beschrinkt ausfithrbar ist, frei.

Mit der Verallgemeinerung dieses Verfahrens haben wir bereits das Prinzip jeder
Erweiterung eines vorliegenden Zahlenbereiches gefunden: Gerade die im alten
Bereich unldsbaren Aufgaben werden zur Erklirung der neuen Zahlen verwendet.
Das Rechnen mit ihnen wird so auf das bereits bekannte Rechnen mit den alten
Zahlen zuriickgefiihrt, daB dabei alle Rechengesetze des alten Bereichs giiltig
bleiben. Der neue Bereich muB den alten enthalten und von dem entsprechenden
Mangel des alten Bereiches frei sein.

Die Festlegung, daB die Rechengesetze des alten Bereiches auch im neuen
Bereich gelten sollen, nennt man das Permanenzprinzip oder das Prinzip ven
der Per der Recheng ¢

Wir werden in den folgenden Abschnitten erkennen, da alle Erweiterungen von
Zahlenbereichen nach dem eben geschilderten Verfahren durchgefithrt werden.

8%
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Allerdings ist eine exakte Durchfiihrung dieser Gedankengiinge oft zu umfangreich
und schwierig, als dafl wir sie vollstindig behandeln kénnten. Wir wollen an Hand
unseres Beispiels nur zwei Probleme betrachten, die bei allen Erweiterungen eine
Rolle spielen:

Jede der neuen Zahlen kann in unendlich vielen verschiedenen Formen auf-
treten. So erkliren zum Beispiel die Divisionsaufgaben

2 4. 6 10 14

R R R L Sk
den gleichen Bruch. Man muf} also kennzeichnen, welche der neuen Zahlen ein-
ander gleich sind. Bei den Briichen geschieht dies durch die Regeln des Kiirzens
und Erweiterns. Die Rechenregeln der neuen Zahlen miissen selbstverstindlich
von dieser Mehrdeutigkeit der Schreibweise unabhiingig sein (vgl. Aufgabe 3).

2
So darf es keinen Einflul haben, wenn man belsplelswelse i statb — bei Rech-
nungen verwendet.

Weiterhin sind die alten Zahlen in den neuen zuniichst in anderer Gestalt ent-

halten. So besteht doch ein begrifflicher Unterschied zwischen dem Bruch % und

der natiirlichen Zahl 5, von dem wir gerade absehen, wenn wir sagen, da3 die
Briiche die natiirlichen Zahlen enthalten. Dies ist moglich, da das Rechnen mit

allen Briichen <, 1b %, -+« vollig gleich verlduft zu dem Rechnen mit den natiir-
lichen Zahlen a, b, ¢, - -. In der héheren Mathematik sagt man fiir diesen Sach-
verhalt: Die Briiche mit dem Nenner 1 sind ein isomorphes Bild der natiir-
lichen Zahlen und kénnen durch diese ersetzt werden. Erst nach dieser Ersetzung
wird aus dem véllig neuen Rechenbereich der Briiche eine Erweiterung des Be-
reiches der natiirlichen Zahlen.

Den Bereich der gebrochenen Zahlen kann man auf dem Zahlenstrahl veran-
schaulichen, indem man die Einheitsschritte entsprechend unterteilt. Es zeigt sich

dann, daB gleichen Briichen (z B. &+ und ) gleiche Punkte entsprechen.

Aufgaben

1. Uberlegen Sie, da8 die Addition und die Multiplikation von Briichen durch die Rechenregeln

a c _a-d+b-c a &.°
TYTT 04 wme T T
auf Rechenoperationen mit den natiirlichen Zahlen a, b, ¢, d zuriickgefithrt werden !
2. Esist zu beweisen, daB die Addition und die Multiplikation von Briichen den sieben Grund-
gesetzen der Addition und Multiplikation natiirlicher Zahlen geniigen.
3. An konkreten Beispielen ist zu bestiitigen, daf die in der Aufgabe 1 angegebenen Regeln
der Bruchrechnung davon unabhiingig sind, ob die Briiche % und % soweit als moglich
gekiirzt sind oder nicht.
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3. Der Bereich der rationalen Zahlen

Wir haben im vorigen Abschnitt die Erweiterung der natiirlichen Zahlen zu den
Briichen mit natiirlichen Zahlen als Zihler und Nenner besprochen. In dem so
entstandenen Bereiche gelten die gleichen Rechengesetze wie im Bereiche der
natiirlichen Zahlen, dariiber hinaus ist die Division uneingeschrinkt durchfiihrbar.
Jedoch ist nach wie vor die Subtraktion nur dann méglich, wenn der Minuend
groBer als der Subtrahend ist. Diese Tatsache veranlaBt uns, auch diesen Bereich
zu erweitern. Wir werden den Bereich der rationalen Zahlen erhalten.

Diese Erweiterung kann nicht einfach dadurch vorgenommen werden, daBl wir
den mit den Bildern der bereits vorhandenen Briiche markierten Zahlenstrahl
(Abb. 36) an dem mit O bezeichneten Anfangspunkt spiegeln und alle neu ent~

4 [ AR 3
Abb. 36

stehenden Zahlen mit einem Minuszeichen versehen (Abb. 37). Die Punkte der so
entstehenden Zahlengeraden sind nidmlich nur Bilder der rationalen Zahlen
und nicht diese selbst. Wir konnen aus diesem Bild nur entnehmen, wie die
rationalen Zahlen angeordnet sind, nicht aber, wie mit ihnen zu rechnen ist.
Man muB die Erweiterung vielmehr in der im vorigen Abschnitt besprochenen
Art durchfithren. Wir wollen dies in groen Ziigen andeuten.

-1 .2 4
3

~1

L™
~
w

-3 =2 .

Ni
Wins

Abb. 37

Wir erkliiren die neuen (rationalen) Zahlen als die Gesamtheit aller Subtraktions-
aufgaben mit alten Zahlen, also mit den bereits vorhandenen Briichen. Eine Reihe
von solchen Subtraktionsaufgaben fallen immer zu der gleichen neuen Zahl zu-
sammen, zum Beispiel

7T M 1. 173 1T
8-b=g5-5-3 3 7 7T~
oder
g4 2 g 5 1 15 1
33 6 6 3
oder
21 1 13 3
T=2=g=g=l=lag —g=1m
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Man nennt dann die Zahlen, deren Minuend gréfer als der Subtrahend ist.
positiv; diejenigen, deren Minuend kleiner als der Subtrahend ist, negativ, und

fiihrt kiirzere Bezeichnungen ein (in unseren Beispielen —2, — ,i, bzw. +5; vgl

Aufgabe 2). 3
Das Rechnen mit den neuen Zahlen muBl dann auf das Rechnen mit den alten
Zahlen zuriickgefiihrt werden. So wird zum Beispiel die Aufgabe

(+5) +(=2) = (+3)
abgeleitet aus ,
[7-21+B-81=07T+3) - 2+5]=(10-7),

wobei man die Minuenden 7 und 3 und die Subtrahenden 2 und 5 fiir sich addiert.
Es 1aBt sich nachweisen, daB dies tatsiichlich allgemein moglich ist und dabei alle
fiir die Briiche giiltigen Rechenregeln auch fiir die neuen Zahlen giiltig bleiben
(Permanenzprinzip). Die so entstehenden neuen Zahlen enthalten die alten als
positive Zahlen und ermdoglichen es, die Subtraktion uneingeschriinkt auszufiihren.

Damit haben wir in zwei Schritten einen Zahlbereich gewonnen, in dem ebenso
gerechnet wird wie im Bereich der natiirlichen Zahlen und in dem alle vier Grund-
rechenarten uneingeschriinkt durchfiihrbar sind, allerdings mit Ausnahme der
Division durch Null. Man nennt diesen neuen Bereich den der rationalen Zahlen.

Wir wollen noch kurz begriinden, dafl die Aufgabe, durch Null zu dividieren,

grundsiitzlich undurchfiihrbar ist. Der Quotient % ist als die Losung x der Glei-

chung bz = a erkliirt. Setzen wir aber in dieser Gleichung b = 0, so wird das Pro-
dukt b2 unabhingig von der Wahl von  zu Null. Fiir @ 4 0ist das ein Widerspruch,
fiir @ = 0 hiitte die Gleichung alle Zahlen « als Losung. Wir kénnen also auch keine
Erweiterung finden, die eine Losung der Aufgabe a: 0 ermdoglichte, ohne die fiir
Zahlen giiltigen Rechengesetze (Permanenzprinzip) zu verletzen.

Man kann noch auf éinem zweiten Wege vom Bereich der natiirlichen Zahlen
zum Bereich der rationalen Zahlen gelangen. Anstatt zuerst die uneingeschriinkte
Ausfiihrbarkeit der Diyision zu fordern und damit als Zwischenbereich den der
positiven Briiche zu erhalten, kann man mit der Forderung der uneingeschriinkten
Durchfithrbarkeit der Subtraktion beginnen. Dann erhiilt man als Zwischen-
bereich den der ganzen Zahlen, das heilt den der positiven und negativen ganzen
Zahlen einschlieBlich der Null. Von ihm gelangt man durch die Forderung der
uneingeschrinkten Durchfiihrbarkeit der Division (auBer der durch Null) ebenfalls
zum Bereich der rationalen Zahlen. Wiihrend der von uns beschrittene Weg der
historische ist, der wegen seiner besseren Anschaulichkeit auch im Unterricht
gewithlt wird, hat der zweite Weg gewisse Vorteile bei einer systematisierenden
Ubersicht. Es ist namlich folgerichtiger, zuerst die Umkehrung der Addition als
der Rechenoperation erster Stufe und dann die Umkehrung der Multiplikation als
der Rechenoperation zweiter Stufe zu behandeln,

Aufgaben
1. Die Erweiterung des Bereiches der positiven Briiche zum Bereich der rationalen Zahlen ist”

schrittweise mit der Erweiterung des Bereiches der natiirlichen Zahlen zum Bereich der
positiven Briiche zu vergleichen.

19

. Welche Subtraktionsaufgaben mit alten Zahlen (positive Briiche) erkliren die neue Zahl
Null ?
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4. Der Bereich der reellen Zahlen

Wir wollen nunmehr den Bereich der rationalen Zahlen erweitern. Dazu gehen
wir nochmals zu den natiirlichen Zahlen zuriick, die, wie wir erkannt hatten, in
bestimmter Reihenfolge angeordnet sind (Abb. 38). Die Sonderrolle der 1 wird auf-
gehoben, wenn wir den Bereich der
natiirlichen Zahlen durch die Forderung 4 5 )
der uneingeschriinkten Durchfiihrbarkeit
der Subtraktion zuniichst zum Bereich Abb. 38
der ganzen Zahlen erweitern (Abb. 39).

Hier hat jede Zahl genau einen unmittelbaren Vorginger und genau einen
unmittelbaren Nachfolger. Daraus folgt, daB fiir zwei Zahlen genau eine der drei
Beziehungen @ < b, @ = b, @ > b zutrifft.

-3 -2 -1 0 +1 +2 +3
Abb. 39

Der Begriff der linearen Anordnung muB fiir die rationalen Zahlen etwas ab-
gewandelt werden. Wir erinnern uns, daB jede rationale Zahl entweder als endlicher
oder als unendlich-periodischer Dezimalbruch geschriecben werden kann (vgl.
Lehrbuch der Mathematik 9. Schuljahr, S. 71). Teilen wir nun jeden Abschnitt der
vorliegenden Zahlengeraden in 10 gleiche Teile, teilen diese Teilabschnitte ebenfalls
in 10 gleiche Unterteile und denken dieses Verfahren soweit als irgend notwendig
fortgesetzt (Abb. 40), so kionnen wir jedem Dezimalbruch und damit jeder rationalen

SN AR o O G O Sy ' (O NS AT N AN NN MO SR O 1
-1 [ +1
Abb. 40

Zahl einen ganz bestimmten Punkt dieser so erweiterten Zahlengeraden zuordnen.
In der damit entstehenden linearen Anordnung der rationalen Zahlen gibt es zwar
keine unmittelbaren Vorgiinger bzw. Nachfolger mehr, aber von zwei beliebigen
rationalen Zahlen kénnen wir an Hand ihrer Schreibweise als Dezimalbriiche fest-
stellen, dal3 sie entweder gleich sind oder welche von beiden die gréBere, welche die
kleinere ist. s gilt also auch fiir rationale Zahlen genau eine der drei Beziehungen
a <bya=0b, a> b (vgl. Aufgabe 1).

Die Punkte, die die ganzen Zahlen darstellen, sind voneinander getrennt, sie
liegen diskret. Zwischen zwei noch so benachbarten rationalen Zahlen a und b
liegen dagegen immer noch unendlich viele weitere rationale Zahlen. Man sagt
dazu auch, die den rationalen Zahlen entsprechenden Punkte liegen iiberall dicht.
Auf den Beweis wollen wir verzichten.

Dennoch gibt es zwischen diesen iiberall dicht liegenden rationalen Punkten noch
weitere Punkte, denen keine rationale Zahl entspricht. Als Beispiel wollen wir in
der angegebenen Weise ein Quadrat 4 BCD von der Seitenlinge 1 iiber der Zahlen-
geraden so konstruieren, daf die Diagonale 4 C' mit der Zahlengeraden zusammen-
fallt (Abb. 41). Nach Konstruktion ist der Eckpunkt C' ein Punkt der Zahlen-
geraden, und sein Abstand vom Punkte 4 = 0 ist nach dem Lehrsatz des Pytha-
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goras J/2. Wiirde nun dem - 8

Punkt C' eine rationale Zahl '
entsprechen, so wiire J/2 eine 2

rationale Zahl. Dies ist jedoch ; + 4
nicht der Fall (vgl. Lehrbuch -2 =1 0 #1 +2

der Mathematik 9. Schuljahr).

Wir wissen auch, daB dieser

Punkt C' keine Ausnahme ist. Abb. 41 o
Die weitaus meisten Wurzeln

und Logarithmen rationaler Zahlen sind nicht rational.

Andererseits liegt der Punkt C, gerade weil die rationalen Punkte iiberall dicht
liegen, in unmittelbarer Nachbarschaft von solchen rationalen Punkten, das heiBt,
die Zahl /2 kann durch rationale Zahlen mit beliebiger Genauigkeit angenihert
werden. Zum Beispiel gilt

1 <7y2<2

14 <V2<15
1,41 <V2 <142
1,414 < V2 < 1,415

usw.

Dies lehrt uns zweierlei: Einmal konnen wir die Zahl J/2 bei allen praktischen
Rechnungen so genau, wie es nur erforderlich ist, durch rationale Zahlen annihern.
Auf diese Weise haben wir bisher stets mit Wurzeln und Logarithmen gerechnet.
Zum anderen aber erhalten wir einen Hinweis, wie wir den Bereich der rationalen
Zahlen zu erweitern haben, um all die Aufgaben exakt lésen zu kénnen, fiir die wir
bisher nur Niherungslésungen ermitteln konnten. Die Tabelle zeigt uns niimlich,

daB die Zahl /2 nichts anderes ist als der Grenzwert der Folge rationaler Zahlen
1; 4,4; 1415 14145 ...,

Diese Folge konvergiert, sie hat aber keinen rationalen Grenzwert. Genauso ver-
hilt es sich bei allen anderen Annéiherungen nicht rationaler Zahlen durch rationale.
Wir werden also als neue Zahlen einfach die Gesamtheit aller konvergenten Folgen
mit rationalen Zahlen einfiihren. Sie entspricht der Gesamtheit aller endlichen
und unendlichen Dezimalbriiche und wird der Bereich der reellen Zahlen genannt.

Eine exakte Durchfiihrung dieser Erweiterung miifite wieder so vorgenommen
werden: Bekannt sind die rationalen Zahlen. Die reellen Zahlen werden als neue
Zahlen mit Hilfe konvergenter Folgen rationaler Zahlen erklirt. Zwei Folgen, bei
denen die Differenz der Glieder gegen Null konvergiert, definieren dabei die gleiche
reelle Zahl. Das Rechnen mit diesen Folgen muB auf das Rechnen mit ihren Glie-
dern, also auf das bekannte Rechnen mit rationalen Zahlen zuriickgefiihrt werden.
Dabei miissen alle fiir rationale Zahlen geltenden Rechengesetze erhalten bleiben
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(Permanenzprinzip). Jede rationale Zahl tritt selbst als eine solche Folge auf.
Zum Beispiel wird die Zahl —% dargestellt durch die Folge

L, L. L. L.
2 2 ?’ 2

ves

oder durch die Folge
0; 0,4; 0,49; 0,499; 0,4999; « .

Der auf diese Weise entstandene Bereich der reellen Zahlen ist damit eine Er-
weiterung des Bereiches der rationalen Zahlen. Die neuen, nicht rationalen reellen
Zahlen werden irrationale Zahlen genannt.

Tm Bereich der reellen Zahlen hat dann jede konvergierende Folge eine reelle
Zahl als Grenzwert. Das bedeutet, daB simtliche Wurzeln mit positivem Radi-
kanden und simtliche Logarithmen positiver Zahlen mit positiver Basis in diesem
Bereich enthalten sind. Dariiber hinaus enthilt er auch diejenigen Zahlen, die iiber-
haupt nur als Grenzwert einer Folge erklirt werden konnen, wie zum Beispiel die
bei der Kreisberechnung auftretende Zahl x oder die Zahl e, die Basis der natiir-
lichen Logarithmen.

Auch jeder irrationalen reellen Zahl entspricht ein bestimmter Punkt der Zahlen-
geraden. Auf Grund ihrer Konstruktion erschipfen sie alle noch vorhandenen
Punkte. Auf diese Weise entspricht jeder reellen Zahl genau ein Punkt der Zahlen-
geraden und umgekehrt jedem Punkt der Zahlengeraden genau eine rationale
bzw. irrationale reelle Zahl. Damit ist auch fiir die reellen Zahlen wieder eine lineare
Anordnung gegeben, wie wir sie schon fiir die rationalen Zahlen kennengelernt
haben.

Aufgaben

1. Erkliren Sie die Beziehungen a < b, @ = b, @ > b zwischen Dezimalbriichen unabhiingig
von ihrer Darstellung auf der Zahlengeraden nur mit Hilfe der in ihnen auftretenden
Ziffern!

2. Geben Sie an, welche konvergieregi_e Folge rationaler Zahlen und welcher unendliche

Dezimalbruch die Irrationalzahl ¥1,2 darstellt! Es sind die ersten Glieder bzw. Ziffern
anzugeben. Mit Hilfe einer geeigneten Reihendarstellung ist entsprechend mit In 0,9 zu
verfahren.

II. Der Bereich der komplexen Zahlen

Ausgehend vom Bereich der natiirlichen Zahlen sind wir durch mehrfache
Erweiterung zum Bereich der reellen Zahlen gelangt. Auch in diesem Bereich sind
noch nicht simtliche Rechenoperationen uneingeschriinkt durchfiithrbar. Es ist
zum Beispiel nicht méoglich, die Quadratwurzel aus einer negativen Zahl auszu-
ziehen, da es keine reelle Zahl gibt, deren Quadrat negativ ist. Auch die Log-
arithmen negativer Zahlen existieren in diesem Bereich nicht.
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Es liegt also nahe, auch iiber den Bereich der reellen Zahlen hinauszugehen und
einen neuen Zahlenbereich zu schaffen, in dem alle sieben Rechenoperationen
uneingeschriinkt ausfithrbar sind. Da, wie wir gesehen haben, die reellen Zahlen
die Punkte der Zahlengeraden bereits erschopfen, konnen die Bilder der neuen
Zahlen nicht mehr auf dieser Geraden liegen. Damit entfillt auch die Moglichkeit,
diese Zahlen zusammen mit den reellen Zahlen linear anzuordnen. Wir sehen also,
daf} wir den urspriinglichen Begriff der (natiirlichen) Zahl noch wesentlich mehr als
bisher verallgemeinern miissen.

Aus dem Gesagten ist zu erkliren, daB die historische Entwicklung verhiltnis-
miiBiglange bei den reellen Zahlen stehengeblieben ist. Bis zum Beginn der Neuzeit
wurden Losungen von Aufgaben zum Beispiel in der Form z = J/=32 fiir unmog-
lich, unwirklich oder eingebildet gehalten. Dadurch ist auch die heute noch ge-
briuchliche Bezeichnung ,,imaginiire Zahlen fiir derartige Losungen entstanden,
obgleich wir dabei heute nicht mehr an die urspriingliche Bedeutung des Wortes
imaginiir denken. Diese Zahlen sind zusammen mit den aus ihnen entwickelten
komplexen Zahlen zu einem unentbehrlichen Hilfsmittel der gesamten Mathematik
und ihrer Anwendungsgebiete geworden. Sie sind damit weder geheimnisvoller
noch unwirklicher als die Zahlen der bisher betrachteten Bereiche.

5. Einfiihrung der imaginiiren Zahlen

Wir wollen als Erweiterung des Bereiches der reellen Zahlen einen neuen Zahlen-
bereich finden, in dem die Rechengesetze der reellen Zahlen weitergelten und alle
sieben Rechenoperationen (mit Ausnahme der Division durch Null) uneingeschrinkt
durchfiihrbar sind. Dazu gehen wir schrittweise vor und betrachten zuniichst die
im Bereich der reellen Zahlen unlésbaren Quadratwurzeln, etwa

V=1, V=4, /—?, V=033 ... , V==.

Sie alle sind von der Form }/—a mit irgendeiner positiven reellen Zahl a. Diese
im alten Bereich unlésbaren Rechenaufgaben fiihren wir als neue Zahlen ein; wir
nennen sie imaginiire Zahlen. Ein solches Vorgehen entspricht genau unserem
Vorgehen bei jeder der bisher besprochenen Erweiterung von Zahlenbereichen. Die
imaginiren Zahlen entstehen also auf genau die gleiche Art wie zum Beispiel die
negativen oder irrationalen Zahlen. Wir miissen noch wie bei den bisher betrach-
teten Erweiterungen feststellen, wie mit diesen imaginiren Zahlen umzugehen, das
heilt zu rechnen ist.

Nach dem Permanenzprinzip sollen auch im neuen Zahlenbereich die Rechen-
gesetze der reellen Zahlen gelten. Wir konnen daher wegen

Yai-va. Ve
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alle imaginiren Zahlen J/ "—@ mit ¢ > 0 umformen?):

Va= Va0 -V7a V1.

Da }+a stets zwei reelle Li‘)sun;geu hat, werden damit alle imaginéiren Zahlen
zu reellzahligen Vielfachen von V’ 1, das heiBt, alle im Bereich der reellen Zahlen
unlésbaren Aufgaben J/—a werden auf eine, nimlich J/ — 1, zuriickgefiihrt.

Eine Losung der Aufgabe J/—1 (von denen der neue Bereich ja wenigstens eine
enthalten mubB) sei ¢. Mit -

2 =—1
ist aber auch
(—i)t = (—1) it = —1.

V—1=xi

und nennen i die imaginire Einheit. Damit sind alle imaginiren Zahlen reellzahlige
Vielfache der imaginiiren Einheit 7.

Wir schreiben also

Aufgaben

1. Die folgenden imaginiiren Zahlen sind nach dem Beispiel
V=d=V+d.V-1=2x2.i

als reellzahlige Vielfache der imaginiren Einheit ¢ zu schreiben:

V=8, V=, V= 1/; 6y, yiE=.

=5%h

w

Die gleiche Umformung wie in Aufgabe 1 ist fir ¥ =a* durchzufiihren und das Ergebnis zu
erliutern.

s oh

3. Losen Sie die folgenden rein-quadratischen Gl
a?+ 16 =0, a?+3=0, a2+ 1=0, z? - 16 =0,

a2 +9=0, 12+%=0, 2 -5=0, z% = 0!

Was kann man iiber die Anzahl der Wurzeln jeder dieser Gleichungen aussagen?

4. Die folgenden reellen bzw. imaginiiren Zahlen sind als Quadratwurzeln zu schreiben:
+2; -2,  +2.%, =24, =1, +3.4,
—met, =1, +a, —a, +a-t, —a-t.

(a ist eine beliebige reelle Zahl.)

5. Die Gleichung @* — 16 = 0 hat zwei reelle und zwei imaginire Wurzeln. Geben Sie diese
an und bilden Sie dhnliche Beispiele!

Anlettung: Es ist i/; = Vﬁ

1) Beachten Sie, dafl Va eine Rechenanweisung ist, eine abgekiirzte Schreibweise fiir die
Losungen der Gleichung 2* = a, von denen bekanntlich beia > 0im Bereich der reellen Zahlen
stets genau zwei existieren! Desgleichen ist die Formel Va -5 =Va-Vbals eine Relation
zwischen diesen Rechenanweisungen aufzufassen. Beim Einsetzen konkreter Zahlen ist daher
auf die Doppeldeutigkeit der Losungen (Vorzeichen) zu achten.
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6. Das Rechnen mit imaginiiren Zahlen

Wir wollen zunichst imagindre Zahlen miteinander und mit reellen Zahlen
multiplizieren. Da nach dem Permanenzprinzip die gleichen formalen Rechen-
gesetze wie fiir reelle Zahlen gelten sollen, macht dies keinerlei Schwierigkeiten.
Man mul nur beriicksichtigen, dal wegen

V1=
stets fiir 42 = (]/—vi)'l = — 1 zu setzen ist.
Es ist also oder allgemein

=1

=1 e |
B=02.{=(-1)-1=—1 Al g
W=42. 2= (—1)(-1) = +1 |
B=di=41.9=14 usw. = g

mitn =0; 1;2;---.

Mit Hilfe dieser GesetzmiiBigkeit kann man die folgenden Produkte ausrechnen :

3
3-49)-(5

(a

3.(5-
(i) =(3:5)-2=15-(~1) = —15

-4)- (5

.r[).(2.
i) =(a-b)-%
d) (b

a-(b

§)=(3-5)-i=15.4
i) =(3-5-2)-3=230.(—i)=—30-4

i) =(a-b)-i2=—(a-b).

Zur Vereinfachung der Schreibweise werden wir im folgenden den Multipli-
kationspunkt vor der imaginiren Einheit ¢ meist weglassen, also statt 3 - 7 einfach
31, statt @ - ¢ einfach @t schreiben.

Als niichstes wollen wir Divisionsaufgaben mit reellen und imaginiiren Zahlen
16sen. Auch da ergeben sich wegen der Permanenz der Rechengesetze aus

-1 =—1

die Formeln

. =1
=

- und
1

Wir kénnen also die folgenden Briiche umformen:
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Bei der Addition und Subtraktion wollen wir uns zunichst auf solche Aufgaben
beschriinken, die nur imaginiire Zahlen enthalten. Man kann, da auch im neuen
Bereich das dlatrlbntwe Gesetz gelten soll, die imaginiire Emhelt ausklammern.
So gilt zum Beispiel:

Bi+ Ti= 5.i+ T.i=(5+ T)-i= 124,
176 — 195 =17 -4 —19 -5 = (17 — 19) - i = —24.

Allgemein ist
ai+bi=(a+b)i.

Aufgaben
1. Die folgenden Aufgaben sind zu l6sen:
a) 3i-16; 1067 - 543 16~%i; %.n-i; 5.-V=35;
. —> 1 o 3
3i.V7E; V) - g RN BT V=9 (/9.

b) Welche Grundgesetze der Multiplikation werden zur Losung der Aufgaben verwendet?

2. Begriinden Sie, weshalb das Produkt zweier reeller Zahlen reell, das Produkt einer reellen
mit einer imaginiren Zahl imaginir, das Produkt zweier imaginirer Zahlen reell ist !

3. Stellen Sie eine Tabelle auf, die die Potenzen von ¢ mit negativen Exponenten von i~! bis i~
enthilt !

4. Die folgenden Briiche sind zu vereinfachen:

3 V-4, 17 10 i 1 3=, a at ai

7 V3’ V=1 y—z V=n 2¢°' bi’ b’ bi’
5. Es ist zu berechnen:

6. 3., 5. V-2+17i V 4+V-

ghiogt gk 186 ~: 15 55 B T

ERRE AN

6. Berechnen Sie

4. 3. —. L e of T, o/ 4 5 6.
=gt + V=25 =g=3 ]/ 9 4 ]/ 9 it
7. Wodurch unterscheidet sich die Aufgabe

176 + L
2

von den unter Nummer 5 angegebenen Aufgaben?
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7. Einfiihrung der komplexen Zahlen

Wir miissen nun noch untersuchen, zu welchem Ergebnis wir bei der Addition
bzw. Subtraktion von reellen und imaginiiren Zahlen gelangen. Auch diese Rechen-
operationen miissen sich in dem angestrebten neuen Zahlenbereich ausfithren
lassen. Versuchen wir aber, eine reelle Zahl und eine imaginiire Zahl zu addieren,
etwa

3+ 51
oder allgemein
a+bi (a=£0; b=0),

so kann das Ergebnis weder eine reelle noch eine imaginiire Zahl sein.
Wiire niimlich @ + bi = ¢ mit irgendeiner geeigneten reellen Zahl ¢, so folgte
nach dem Permanenzprinzip, dafl

bi=c—a,

also reell sein miite, was doch nicht der Fall ist.

Analog folgte aus @ + bi = di, daBl @ imaginiir sein miiite.

Damit ergibt sich eine weitere Notwendigkeit: Es geniigt nicht, den Bereich der
reellen Zahlen nur mit den zum Quadratwurzelausziehen notwendigen imaginiren
Zahlen zu erweitern. Wir miissen vielmehr auch alle Summen

a+ bi

einer beliebigen reellen Zahl @ und einer beliebigen imaginiiren Zahl b1 als von-
einander verschiedene Zahlen des neuen Bereiches ansehen. Ihrer zusammen-
gesetzten Form wegen werden sie komplexe Zahlen genannt, wobei man die reelle
Zahl a als den Realteil, die reelle Zahl b als den Imaginiirteil der komplexen Zahl
a + bi bezeichnet. Die Gesamtheit aller komplexen Zahlen, das heilit also aller
Ausdriicke @ + b¢ mit beliebigem reellem @ und beliebigem reellen b, bildet bereits
den von uns gesuchten neuen Zahlenbereich. Er enthilt insbesondere auch alle
reellen und alle imaginiiren Zahlen. Fiir reelle Zahlen ist ndmlich b = 0 und fiir
imaginiire @ = 0. Wir werden sehen, daf} in diesem Bereich alle sieben Grundrechen-
operationen uneingeschrinkt ausfithrbar sind.

Aufgaben
1. Es ist Realteil und Imaginérteil der folgenden komplexen Zahlen zu nennen:
3+ 55 444 —5+2i; L - i R
H H H 3 H 3 H
-12 - 81; 1+14; z - yi; 0 + 313 : %-{»Oi.

2. Das Ergebnis der Aufgabe 7 im vorigen Abschnitt ist eine kom;ﬂexe Zahl. Geben Sie ihren
Realteil und ihren Imaginirteil an!
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8. Die folgenden Zahlen sind als komplexe Zahlen zu schreiben:

3 2 538 31 3 5
17; 1714; 0,331; V-5; e V—_4; -1; i -1 0.

8. Die Rechenoperationen erster und zweiter Stufe
im Bereich der komplexen Zahlen

Nach dem Permanenzprinzip sollen alle Rechengesetze, die wir fiir den Bereich
der reellen Zahlen kennengelernt haben, auch fiir komplexe Zahlen gelten. Dazu
miissen wir die Summe und das Produkt zweier komplexer Zahlen geeignet fest-
setzen, das heilt auf Rechnungen mit reellen Zahlen zuriickfithren." Wir werden
sehen, daB man dabei unter Beriicksichtigung von 2 = —1 so verfahren kann,
als ob alle vorkommenden Ausdriicke reell wiiren. Mit den auf diese Weise ge-
wonnenen Erklirungen fiir Summe und Produkt gelten dann tatsiichlich im Be-
reich der komplexen Zahlen die gleichen Rechengesetze wie im Bereich der reellen
Zahlen.

Um eine geeignete Erklirung fiir die Summe zweier komplexer Zahlen

(@ + bi) + (c + di)
zu finden, ersetzen wir die imaginire Einheit 7 durch eine reelle Zahl x und erhalten

(a+bx)+ (c+ dz).
Dann gilt

(a+bx)+ (c+da)=a+ c+bx+dz=(a+c)+(b+d}:¢;.
Entsprechend setzen wir bei der urspriinglichen Aufgabe
(a+ i)+ (c+ di)=a+c+bi+di;(a+ c)+(b+d)e
und erkliren:

Komplexe Zahlen werden addiert, indem die Realteile und die Imaginér-
teile fiir sich addiert werden.

Damit ist die Summe zweier komplexer Zahlen stets wieder eine eindeutig be-
stimmte komplexe Zahl. Diese Formulierung ist auch dann richtig, wenn in be-
sonderen Fillen das Ergebnis reell oder imaginiir ausfillt. Wie wir im vorigen
Abschnitt gesehen haben, sind ja die reellen Zahlen die komplexen Zahlen a + bi
mit b = 0, die imaginiren Zahlen die komplexen Zahlen @ + bi mit a = 0.

Die Addition komplexer Zahlen ist kommutativ und assoziativ (vgl. Aufg. 3).
Sie ist aber auch umkehrbar, denn zu zwei komplexen Zahlen

(@ + bi) und (c+ di)
gibt es stets eine Differenz

(a+0bi) —(c+di)=(a—c)+ (b—d)1,
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die als komplexe Zahl der Gleichung

(c+di)+ ((@—c) + (b—d) i) = (a + bi)
geniigt.
Komplexe Zahlen werden also subtrahiert, indem man chenfalls die Real-
teile und die Imaginiirteile fiir sich subtrahiert.

Bevor wir zur Multiplikation iibergehen, wollen wir noch eine Begriffsbildung
kennenlernen, die beim Rechnen mit komplexen Zahlen hiiufig verwendet wird. Zu
jeder komplexen Zahl a + bi gibt es eine komplexeZahl a — bi. Beide unterscheiden
sich also nur durch das Vorzeichen der Imaginirteile und werden konjugiert
komplex genannt. Es ist auch iiblich, die eine Zahl den konjugiert komplexen Wert
der anderen zu nennen.

Auf Grund der bisher besprochenen Gesetze fiir komplexe Zahlen gilt

(@ + bi) + (a — bi) = 2a
und
(a+ bi) — (a — bi) = 2bi.

Die Summe zweier konjugiert komplexer Zahlen ist also reell, die Differenz
zweier konjugiert komplexer Zahlen imaginiir.
Um eine geeignete Erklirung fiir das Produlkt zweier komplexer Zahlen

@+ bi) - (e + di)

zu finden, verfahren wir wie bei der Summe. Ersetzen wir wieder die imaginire
Einheit ¢ durch die reelle Zahl z, so erhalten wir

(@+0bx)-(c+dax) =ac+adx+brc+ brda
=ac+ (ad + be) x + bd a2,
Entsprechend setzen wir bei der urspriinglichen Aufgabe
(@4 B3) - (¢ + di) = ac+ (ad + be)§ + bdaa.
Unter Beriicksichtigung von i = —1 erhalten wir
(a4 bi) - (c+ di) = (ac — bd) + (ad + bc) i
und erkléren:
Komplexe Zahlen werden nach der Formel
(a+ bi) - (c+ di) = (ac— bd) + (ad + be) i
multipliziert. ‘

Damit ist das Produkt zweier komplexer Zahlen stets wieder eine eindeutig
bestimmte komplexe Zahl. Insbesondere ist das Produkt zweier konjugiert
komplexer Zahlen

(@ + b3) - (@ — bi) = a® + b* + (ab — ba) i = a® + b2

immer reell. Auf die Bedeutung von a® + % werden wir spiter zu sprechen kommen.
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Auch die Multiplikation komplexer Zahlen ist kommutativ und assoziativ. Dies
1aBt sich ohne Schwierigkeiten nachpriifen, doch wollen wir uns damit begniigen,
beide Gesetze in Formeln aufzuschreiben (vgl. Aufgabe 9). Weiterhin ist die
Multiplikation ebenfalls umkehrbar. Der Quotient zweier komplexer Zahlen

a+bi
c+di

ist niimlich wieder eine komplexe Zahl. Wir erhalten sie dadurch, daf wir mit dem
konjugiert komplexen Wert des Nenners erweitern:

a+bi_(a+ bi) (c —di) _(ac + bd) + (be —ad)i

c+di (c+di)(c—di) ¢+ d? L

Damit wird der Nenner ¢+ d? reell. Dividieren wir Realteil und Imaginirteil
des Zihlers fiir sich durch den jetzt reellen Nenner, so entsteht die komplexe Zahl

ac + bd bc—ad'.
cr @ T ara

deren Produkt mit ¢ + di genau a + bi ergibt (vgl. Aufgabe 11).
Dieser Ubergang ist immer durchfiihrbar, es sei denn, dafi ¢* + d? = 0, das heiBt
also ¢ = d = 0 ist (vgl. Aufgabe 12).

Im Bereich der komplexen Zahlen ist also jede Division, mit Ausnahme
der dureh 0, ausfiihrbar.

Wir haben damit gelernt, simtliche vier Rechenoperationen erster und zweiter
Stufe mit komplexen Zahlen vorzunehmen. Sie geniigen den bereits aus anderen
Zahlenbereichen bekannten Rechengesetzen, denn aufler den schon bei Addition
und Multiplikation erwihnten Grundgesetzen gilt auch das beide Operationen
verbindende distributive Gesetz (Aufgabe 13).

Wenn wir den Bereich der komplexen Zahlen mit dem Bereich der reellen Zahlen
und dem Bereich der rationalen Zahlen vergleichen, erkennen wir: Solange wir
nur die Rechenoperationen erster und zweiter Stufe betrachten, sind alle drei
Zahlenbereiche beziiglich der dabei giiltigen Rechengesetze gleich geartet. In
jedem der drei Bereiche ist die Summe zweier Zahlen wieder eine bestimmte Zahl
des Bereiches. Die Addition ist kommutativ und assoziativ und innerhalb jedes der
drei Bereiche umkehrbar, das heiBt, jede Subtraktionsaufgabe ist 1osbar. Dies gilt
sowohl fiir die Summe bzw. Differenz von rationalen Zahlen wie fiir die von reellen
Zahlen als auch fiir die von komplexen Zahlen, wobei natiirlich der Bereich der
reellen Zahlen auch alle rationalen, der Bereich der komplexen Zahlen auch alle
reellen Zahlen enthalt.

Gleiches gilt fiir die Multiplikation in jedem der drei Bereiche. Sie ist stets ein-.
deutig ausfiihrbar, kommutativ, assoziativ und bis auf die Division durch Null
umkehrbar. SchlieBlich gelten in jedem der drei Bereiche das distributive Gesetz
und damit alle aus den Grundgesetzen folgenden Rechenregeln.

Anders wird es freilich, wenn wir die Rechenoperationen dritter Stufe betrachten.
Zwar ist das Potenzieren mit einer natiirlichen Zahl als Exponenten, das ja nichts
anderes ist als eine Zusammenfassung von Multiplikationen, in allen drei Bereichen
immer ausfiihrbar und geniigt den gleichen Gesetzen. Die beiden Umkehrope-

9 [00013-2]
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rationen sind dagegen im Bereich der rationalen Zahlen nur in speziellen Fillen, im
Bereich der reellen Zahlen fiir alle positiven Zahlen, im Bereich der komplexen
Zahlen stets ausfiihrbar.

Zuniichst wollen wir uns mit den komplexen Zahlen etwas vertrauter machen.
Die reellen Zahlen konnten wir als Punkte einer Zahlengeraden veranschaulichen.
Eine solche lineare Anordnung ist, wie wir bereits wissen, fiir komplexe Zahlen
nicht mehr moglich, da die reellen Zahlen schon alle Punkte der Zahlengeraden
erschopfen. Die komplexen Zahlen kénnen aber durch eine zweidimensionale
Anordnung als Punkte einer Ebene veranschaulicht werden. Diese Veranschau-
lichung wurde von Carl Friedrich GauB eingefiihrt. Sie heiBt deshalb
Gaulsche Zahlenebene.

Aufgaben
1. Berechnen Sie

a) (5 + 3i) + (7 + 24); (17T = 4i) + (3 + 2i); (=8 + 4i) + (4 — 34);
b) (0,75 + 2i) + (= 0,5 — 0,51); 30+ (4 —i); (17 + 5i) + (4 — 5i);

€) (5+ 2i) + (-3 — 240) + (4 - Ti); (—4 + 3i) + 5; 5+ (17 — 2i);

a) (8 - 24) + (2 + 24); (A7 = §) + i3 (8 + 3i) + (=8 + i);

€) (125 + 8i) + (=10 +4) + (2 = 44); (=4 —i) + (4 + 174); (=8 + 3i) + §;

1) (2 + 30) + 17 + (=19 + 24); (a + bi) + (a — bi); (a + bi) + (—a +bi)!

2. Erkliren Sie, wieso die Addition komplexer Zahlen auf Rechenoperationen mit reellen
Zahlen zuriickgefiihrt wird !

8. Geben Sie das kommutative und das assoziative Gesetz der Addition fiir komplexe Zahlen
als Formeln an! Begriinden Sie die Giiltigkeit dieser Gesetze!

4. 8) (12 + 3i) — (4 + 2¢) (8 + 2i) — (3 + 61) (17 + 2i) - 94
b) (12 + 7i) - 8 (6 + 3i) — (9 — 24) (3+24) — (=4 +4)
¢) (a + bi) — (a — bi) (a + bi) = (~a + bi) (@ +bi)— (—a — bi)

a) Zu den folgenden komplexen Zahlen sind die konjugiert komplexen Zahlen zu bilden.

o

4+ 27 1-2¢ 5+1 0,5 - 0,757 -4+ 2¢
4-2: a—bi 3a + 201 174 i

b) Aus den jeweils zueinander konjugiert komplexen Zahlen sind die Summe und die
Differenz zu bilden.

6. Der folgende Satz ist zu begriinden: Eine komplexe Zahl ist reell, wenn sie mit ihrer
konjugiert komplexen Zahl zusammenfillt, und umgekehrt.

7. Die entsprechenden Betracht wie bei Aufgabe 2 sind fiir die Multiplikation durch-
zufiihren.
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8. 8) (4 + 2i)- (5 + 31) (4 —1)-(3+39) (0,58 —17)- (8 — 2i)
b) (3 + 2i)- (3 - 29) (=5 + 1) (-2 - 0,753) (2-9)-(2+9)
€) (=8 + 2,50 (-8 — 2,51) (=1 = i s(=1+14) (—3+440)- (6 +21)
0) (5+20) (4 =30 (=T —0)  (=5—1d)(1+30)-2i @—1)-(9+1)

9. Schreiben Sie das kommutative und das assoziative Gesetz der Multiplikation fiir komplexe
Zahlen als Formeln!

10. Berechnen Sie

10 + 107 1-24 5 -3t 17 -4
vt NEmet Vsrar D750
f) g ) a+bi h) 142y + (49 —62%) i,

3-2¢ a-bi’ 3z + yi

11. Es ist die im Text Seite 129, Zeile 12 aufgestellte Behauptung durch Ausrechnen nach-
zuweisen.

12. Bei dem im Text verwendeten SchluB, daB mit c? + d? = 0 auch ¢ = d = 0 gilt, ist Voraus-
setzung, dafl ¢ und d als Realteil und Imaginiirteil einer komplexen Zahl reell sind. An
Beispielen ist zu zeigen, dafl die Quadratsumme zweier komplexer Zahlen Null sein kann,
ohne daf die beiden Zahlen Null sind.

18. Berechnen Sie
(3 + 2i)-[(5 —19) + (1 + 319)]

entsprechend dem distributiven Gesetz auf zwei verschiedene Arten und vergleichen Sie
beide Ergebnisse. Es ist auch das distributive Gesetz fiir kompl Zahlen als all, ine
Formel zu schreiben.

Entsprechend ist zu berechnen:

a) (7 —4i) [(—% —%i) + (5 - %»)] b) (5+ 20)-[(=3 + 4) — (2 — 23]

©) (—4+30)- [20 + (4 - T4)] a) 9i~[(5+2i)—%i]
6) Wid+V—4)-(8-50)+V-9 f) (V+9 -V=9)-(3+4i) -V-4

9. Die GauBsche Zahlenebene

Wie wir wissen, entspricht jedem Punkt der Zahlengeraden eine reelle Zahl und
umgekehrt. Dabei ist diese Zuordnung schon durch die Wahl der Einheitsstrecke
von 0 bis + 1 festgelegt. Um dies einzusehen, brauchen wir nur jeder reellen Zahl
den Vektor vom Ursprung 0 bis zu dem mit ihr bezeichneten Punkt zuzuordnen.
Jeder reellen Zahl @ = a - 1 entspricht dann das a-fache des Einheitsvektors.

Entsprechend konnen wir alle imaginiiren Zahlen auf einer Geraden veranschau-
lichen, indem wir jede imaginiire Zahlb - 4 als das b-fache der imaginiren Einheit ¢

o*
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auffassen. Die so aus der ,,imaginiren Einheitsstrecke von 0 bis ¢ entstehende
Gerade wihlen wir senkrecht zur Zahlengeraden mit dem Schnittpunkt
0=0-1=0-1(vgl. Abb. 42). Die beiden Geraden werden reelle bzw. imaginire

4 -3 -2 -1 o +14y7  *2 +3 ,; +4

Abb. 42

Achse genannt. Die eine veranschaulicht alle reellen, die andere alle imaginiiren
Zahlen. Die Zahl Null ist die einzige, die als reelle und zugleich als imaginiire
Zahl aufgefafit werden kann.

Aus der analytischen Geometrie ist bekannt, daf man jeden Punkt einer Ebene
eindeutig durch ein Paar reeller Zahlen (Abszisse und Ordinate) kennzeichnen kann
und dafl umgekehrt jedem solchen Zahlenpaar eindeutig ein Punkt dieser Ebene
entspricht. Andererseits ist jede komplexe Zahl

a+bi

durch die beiden reellen Zahlen @ und b eindeutig festgelegt, und umgekehrt gibt
es zu jedem Paar reeller Zahlen @ und b genau eine komplexe Zahl a + bi. Beides
zusammen bedeutet, dafl durch die Konstruk-
tion, wie sie die Abbildung 43 darstellt, jeder
komplexen Zahl a + bi genau ein Punkt der bi
durch die reelle und imaginiire Achse aufge-
spannten GauBschen Zahlenebene zugeordnet
wird. Auf diese Weise entspricht also jedem
Punkt der Zahlenebene eindeutig eine komplexe
Zahl und jeder komplexen Zahl eindeutig ein
Punkt der Zahlenebene. Die Punkte der reellen 0| 7
und der imaginiren Zahlen fallen dabei auf
die beiden Achsen. Die Abbildung 44 gibt dazu Abb. 43
einige Beispiele.

Die Veranschaulichung der komplexen Zahlen als Punkte der GauBschen Zahlen-
ebene erweist sich auch fiir das praktische Rechnen mit ihnen oft als vorteilhaft.
So koénnen wir zum Beispiel die Addition komplexer Zahlen zeichnerisch aus-




fithren, indem wir die
Strecken wie Vektoren
aneinanderfiigen, ~  die
vom Nullpunkt zu den
die komplexen Zahlen
darstellenden Punkten
fithten (vgl. Abb. 45).
Bei der Subtraktion
kannman entsprechend
verfahren (vgl. Abb. 46).
Das darf uns jedoch
nicht dazu veranlassen,
die komplexen Zahlen

(6+d)i

Die GauBische Zahlenebene

it ————————
“2#ipm = —— i
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-4 -3 -2 -1 0 1 2 3
|
| -i
-3-1ib

fa+c)+(b+d)i

2 i
(a=a)+{b=d)i<q

S

Abb. 45

Abb. 46

selbst mit den Vektoren einer Ebene zu verwechseln. Komplexe Zahlen sind
arithmetische oder algebraische Rechengréfen. Sie werden durch Punkte ver-
anschaulicht, und die Verbindungsstrecken dieser Punkte zum Nullpunkt ver-
halten sich beziiglich Addition und Subtraktion wie Vektoren. Schon fir die
Multiplikation komplexer Zahlen gelten andere Gesetze als fiir die Multiplikation
von Vektoren, so daB kein Vergleich moglich ist.

Aufgaben

1. Es ist zu untersuchen, welchen Punkten der GauBschen Zahlenebene die folgenden kom

plexen Zahlen entsprechen.

3+ 44
V5

V-8

0,5 - 2i

—0,5 - 3i 7+ 5i

. 7w

1+¢
0

. Nach dem Vorbilde der analytischen Geometrie teilt man auch die GauBsche Zahlenebene

in vier Quadranten ein. Welche Vorzeichen haben Real- und Imaginirteil in diesen vier

Quadranten?

3. Wo liegen alle komplexen Zahlen mit gleichem Realteil, wo die mit gleichem Imaginiirteil?
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4. Wie liegen konjugiert komplexe Zahlen zueinander?

5. Welchen Punkten der GauBschen Zahlenebene entsprechen die komplexen Zallen a + b
mita =5?

6. Wo liegen diejenigen komplexen Zahlen a + b1, fiir die die Gleichung a? + b2 = 1 erfiillt ist?

7. Die folgenden Aufgaben sind zeichnerisch zu losen und die Ergebnisse rechnerisch nach-
zupriifen :
(3 + 20) + (4 +1); (2 -14) — (3 + 3i); 51+ (4 —1); (=3 + 27) + (3 + 21);
(2479 + (2 -1); (2+19)-(2-19); (4 + 31) - 6; 6i - 5.

III. Rechenoperationen im Bereich der komplexen Zahlen

10. Die trigonometrische Form der komplexen Zahlen

Wir haben die komplexen Zahlen in der sogenannten ,arithmetischen Form®
a+bi als alle moglichen Summen reeller und imaginiirer Zahlen kennengelernt.
Thre Veranschaulichung in der GauBschen Zahlenebene fiihrt uns zu einer anderen
Schreibweise, die die ,,trigonometrische Form* der komplexen Zahlen genannt
wird und die fiir die Durchfiihrung der Rechenoperationen zweiter und dritter
Stufe vorteilhafter ist.

Jeder komplexen Zahla + bi
entspricht genau ein Punkt der
GauBschen Zahlenebene. Analy-
tisch betrachtet sind dabei a
und b die Cartesischen Koordi-
naten dieses Punktes. Gehen wir
von ihnen zu Polarkoordinaten
(vgl. Lehrbuch der Mathematik,
11. Schuljahr, Seite 1911f.) {iber,
so erhalten wir zwei andere Be-
stimmungsstiicke, » und ¢, die
diesen Punkt ebenfalls eindeutig . Abb. 47
kennzeichnen (vgl. Abb. 47).

Durch die Formeln?)

r=,Va®+ b2, Q= arctg—Z—
und
a=r1-cos@, b=r.sing

1) Das tiefgestellte Pluszeichen vor der Wurzel bedeutet, daB die Wurzel positiv auszuziehen ist.
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lassen sich 7 und ¢ eindeutig aus @ und b bestimmen und umgekehrt. Wir kénnen
daher die komplexe Zahl @ + bi durch 7 und @ ausdriicken:

a+bi=1r-cosg+i-r-sing=7r(cosgp+i-sing).

Man nennt r den Betrag, ¢ das Argument und r (cos ¢ + i - sin @) die trigono-
metrische Form der komplexen Zahl. Wegen der Periodizitit der trigonometrischen
Funktionen ist das Argument ¢ nur bis auf ganzzahlige Vielfache von 27 bestimmt.
Der Betrag r ist dabei die positive Wurzel aus dem Produkt der komplexen Zahl
mit ihrem konjugiert komplexen Wert:

r=4V{a+bi)-(a—bi)= +Va + b2,
wofiir man auch
r=|a+ bi|
schreibt. Diese Definition des Betrages einer komplexen Zahl steht nicht im Wider-
spruch zur Definition des Betrages einer reellen Zahl. Fiir b = 0 ist nimlich die

komplexe Zahl a + b gleich der recllen Zahl @ und ihr Betrag r = |a + bi| = |a|
der Betrag dieser reellen Zahl.

Aufgaben und Ubungen

1. Welche komplexen Zahlen haben den gleichen Betrag, welche das gleiche Argument?
2. Welche Besonderheit gilt fiir die Null als komplexe Zahl in trigonometrischer Form?
3. Geben Sie die folgenden komplexen Zahlen jeweils in ihrer anderen Form an:

1

1 2 3
a) 3+ 43; ")?_?”' 35 e) +2 -23;
& -V3 -3 e) 5i; N -1;
®opoa e b . . 5
g)2(cosf+t-smﬁ), h) V§(0057+l-sm- )
i) 7(cos @ + i-sina); k)zcosli-ﬁs'nz s
i(c ) 3 3 ™ 1] 3)
9 - P
) % (cos % + 1 -sin %), m) 10 (cos 53,1° + & - sin 53,1°);

1) 9 (cos 270° + i - sin 270°) !

11. Multiplikation und Division komplexer Zahlen
in trigonometriseher Form
Sind zwei komplexe Zahlen in arithmetischer Form gegeben, so lassen sie sich

miihelos addieren und subtrahieren, withrend die Multiplikation und erst recht die
Division einige Rechnungen erfordern. Diese Rechenoperationen lassen sich mit
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komplexen Zahlen in trigonometrischer Form leichter durchfiihren. Es gilt nimlich,
wie wir weiter unten beweisen,

{ry(cos ¢, + i - sin )} - {1y (cos g, + i - sin )}
=17, (cos (9, + ®2) +i-sin (¢, + ¢2))
und
{r1(cos ¢, + i-sin )} : {ry(cos g, + i - sin )}
= % (cos (P1— @) + i sin (¢, — ‘I’z)) J

Zwei komplexe Zahlen in trigonometrischer Form multipliziert man also, indem
man ihre Betriige multipliziert und ihre Argumente addiert. Man dividiert sie,
indem man ihre Betrige dividiert und ihre Argumente subtrahiert. Man muB nur
beachten, daB sich bei der Addition bzw. Subtraktion der Argumente Werte er-
geben kénnen, die auBerhalb des Winkelbereiches von 0 bis 27 liegen. Da negative
Winkel oder Winkel groBer als 2z auf Winkel im Bereich von 0 bis 27 zuriick-
gefithrt werden kénnen, wird in einem solchen Falle das neue Argument um
+ 27 oder um —27 abgeéndert.

Wir wollen nun die behaupteten Formeln beweisen. Zuniichst ist

{ri(cos @y + i - sin )} - {ra (cos g, + 4 - sin @,)}
= 1+ 73 ([cos @y cos @, — sin ¢, sin @,] + i [sin ¢, cos @s + cos @, sin @,]).

Nach den Additionstheoremen fiir trigonometrische Funktionen ist aber

COS @) COS @, — sin @; sin @, = cos (¢; + @)
und

sin @ cos @, + cos @, sin @, = sin (¢, + @,),
woraus bereits die behauptete Formel fiir das Produkt folgt.
Die Division ist die Umkehrung der Multiplikation. Multiplizieren wir den
Ausdruck % (cos (@, — @p) + - sin (@, — @) mit 7, (cos @+ i-sing,), 80"
2
erhalten wir nach der eben bewiesenen Formel

:_:"‘2 (cos (g1 — @ + P2) + @ - sin (g — @a + @p)) = ry(cos @ + i - sin ?1)-

Da der Quotient zweier komplexer Zahlen eindeutig bestimmt ist, ist die Richtig-
keit der zweiten Formel ebenfalls gezeigt.

Die Multiplikation und die Division komplexer Zahlen in trigonometrischer
Form lassen sich in der GauBschen Zahlenebene veranschaulichen (vgl. Abb. 48
und Abb. 49).

Der dem Produkt zugeordnete Punkt liegt auf dem Strahl, dessen Argument
die Summe der Winkel ¢, und ¢, ist, und hat den Betrag r, - r, als Abstand vom
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y
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/ >
L, Ve
\\/
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BAY
Y, 2 1%
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0 [
Abb. 48 Abb. 49

Nullpunkt. Da nach dem Strahlensatz die entsprechenden Seiten dhnlicher Drei-
ecke einander proportional sind, gilt

(n-m)im=ry:1;
also kann die Linge 7, - 7, konstruiert werden (vgl. Abb. 50). Wir verbinden den
der Zahl r, (cos @; + i - sin ;) zugeordneten Punkt Z, mit dem die 1 darstellenden
Punkt £ und erhalten das Dreieck OEZ,. Der Punkt Z, ist das Bild der Zahl
7,(cos @, + i - sing,). Diefreien Schenkel derin O und 7, an 0Z, angelegten Winkel ¢,
bzw. & OEZ schneiden einander in Z. Es ist A OEZy ~ A 0ZyZ und damit die
Liinge von OZ gleich dem Produkt 7, - 7. Der konstruierte Punkt Z stellt also das
Produkt
7,7 (cos (@ + o) + 1 - sin (@1 + @)

dar.

Entsprechend liegt der dem Quotienten zweier komplexer Zahlen zugeordnete
Punkt auf dem Strahl, dessen Argument die Differenz der Winkel ¢; und g, ist.

2. z G qm——m \'z
_____ 4 A

\ ;

b o\ " e

6y \ g

hY
1

LA >,
;

0 £ 0
[—__ 1 —-—I -1
Abb. 50 Abb. 51

Er hat den Betrag % als Abstand vom Nullpunkt. Wir kénnen ihn, den eben

2
erliuterten Gedankengang umkehrend, ebenfalls konstruieren (vgl. Abb. 51).
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Esist dann A OZ,E ~ A 0Z,Z und wegen

(1
L il=n:r
T 1:7:

die Liinge von 0Z der Quotient % Der Punkt Z stellt den Quotienten
f

:—;(‘305 (1 — @) + @ - sin (p; — @y))

dar.
Auigaben
1. a) 2(005% - i-sin%)-%.(cos%+ i.sing)
b) %(cosn + I'»sinn)~—:—((-ns¥+ i~sin37'1)

€) 7,5 (cos 32° + i - sin 32°) - 4,8 (cos 117° + i - sin 117°)
d) o(cos g +i-sin S) 8,5(cos 3 +ising
€) 10 (cos 53,1° + 7 - sin 53,1°) - 12 (cos 342,7° + i - sin 342,7°)

19

a) 2 o8~ +5.5in %) 2 coss£+i-sini
i 3)" 6 G

o (o6 & w2 con Bosioii sim
b)-(cosﬁ+v. smU iy (osa+1 sin

€) 4 (cos 184° + i - sin 184°) : 12 (cos 254° + i - sin 254°)
4 I . . T«

d)1 '?(COST + z-sm?>

@) 41 :5 (cos 45° + i - sin 45°)

&
1] —S:ﬁ(cos%ﬁ-bsin%’)

8. Fiihren Sie einige der in 1 und 2 gestellten Aufgaben zeichnerisch durch!

12. Potenzen und Wurzeln komplexer Zahlen, der Satz von Moivre

Die Multiplikation komplexer Zahlen in trigonometrischer Form ergibt eine
iibersichtliche Schreibweise fiir die Potenzen komplexer Zahlen. So ist zum Beispiel

{r(cos @ + i -sin @)} = {r(cos @ + 7 - sin @)} - {r(cos ¢ + i - sin @)}
=1r%(cos 2 ¢ + i - sin 2 @) )

{r(cos @ + i - sin @)}3 = {r(cos ¢ + i - sin @)} - {r(cos @ + i - sin )}
=173(cos 3¢ + ¢ -sin 3 ¢).
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Wir wollen sogleich die nach Moivre benannte Formel
{r(cos @+ i-sin g)}" = 1" (cos ng + i - sinng)

fiir positive, ganzzahlige n beweisen. Wir fithren einen Induktionsschlufl durch
und nehmen an, daB die Formel bereits fiir n bewiesen sei. Sie gilt dann wegen

{r(cos @ + @ - sin @)}**! = {r(cos'@ + i -sin @)} - {r(cos ¢ + i - sin @)}
{r*(cos ng + i - sin ng)} - {r(cos @ + @ - sin @)}
rr(cos (g + @) + @ - sin (ng + @)
= m+l(cos (n + 1) ¢ + % - sin (n + 1) @)

I

auch fiir # + 1. Fiir n = 1 ist sie sicher richtig. Sie gilt also fiir alle positiven
ganzzahligen n.

Es ist dabei wieder zu beachten, daB das Argument n¢ groBer als 2z werden
kann und dann um ganzzahlige Vielfache der Periode 27 abzuiindern ist.

Satz von Moivre:
Die Formel
{r(cos ¢ + i-sin )} = r"(cos ng + i - sin ng)
gilt fiir beliebige rationale Werte von n.
Beweis:

Fiir positive ganzzahlige # haben wir die Formel bereits als richtig erkannt. Tm
folgenden werden wir sie in drei Teilschritten fir alle anderen rationalen Werte
von n beweisen.

a) Beweis der Moivreschen Formel fiir negative ganzzahlige n = —p

Nach der Definition von Potenzen mit negativen Exponenten ist

T 1
{r(cos @ + i - sin @)} P~m.
Wir erweitern mit (cos ¢ — i - sin @)? und erhalten:

(cos @ — 1 - sin @)?
cosg + 1 -sing) (cosg —1-sing)?’

{r(cos @+ 1-sin q;)}“?' =7

Da cos? @ + sin? ¢ = 1 ist, steht im Nenner nur 2. Den Zihler kénnen wir aber
wegen cos @ = cos (—p) und —sin @ =sin (—¢) in (cos(—¢)+ i - sin (—@))?
= cos (—pg) + i - sin (—pg) umwandeln.

Es ist also
{r(cos @ + i - sin @)}? = r~? (cos (—p@) + ¢ - sin (—=p9)-

Damit ist die Giiltigkeit der Formel fiir negative ganzzahlige Exponenten
bewiesen.
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b) Beweis der Moivreschen Formel fiir positive Briiche der Form n =

R =

1
Wir bilden von der komplexen Zahl r¢ (cos%q: +1- sin%(p) die g-te Potenz.
Es ist
1 1 . 1 7 v q q
7 = . sin — —(re sL i.sinL
{r (cosqq)-{-t smqqz)} (7 )(coaqu+z smqq;)
= r(cos ¢ + 7 - sin @).

Erheben wir diese Gleichung in die %-te Potenz, so erhalten wir mit vertauschten

Seiten
S 1
7

r(cos @+ % - sin @) —=re cosirp+'i-sini .
2 P 2 7 ?

Damit ist die Giiltigkeit der Formel fiir Exponenten von der Form n =% be-

wiesen.

¢) Beweis der Moivreschen Formel fiir beliebige rationale n.

Da jede rationale Zahl n = Z als Quotient zweier ganzer Zahlen mit ¢ > 0
] g q

geschrieben werden kann, folgt aus den letzten beiden Teilschritten bereits die
Giiltigkeit der Moivreschen Formel fiir beliebige rationale n:

? 4 s »
{r(cos ¢ + i - sin @)} = I:{r(coscp + 1 -sin q;)}q] = I:H (cos%cp +i- sin%q)ﬂ

?
= ? P
=r¢ £, . L)
T (cosq<p+z qu‘P)

Damit ist der Satz von Moivre bewiesen.

Es lassen sich also mit Hilfe der Moivreschen Formel alle Potenzen und Wurzeln
komplexer Zahlen mit rationalen Exponenten berechnen. Wir kénnen hier nur
angeben, daB auch alle Wurzeln und Potenzen mit reellem, ja sogar mit komplexem
Exponenten 7 innerhalb des Bereiches der komplexen Zahlen existieren. Auch fiir
sie gilt die Moivresche Formel.

v Aufgaben
1. Berechnen Sie die folgenden Potenzen komplexer Zahlen einmal in der gegebenen arith-
metischen Form, sodann in trigonometrischer Form nach dem Moivreschen Satz!

a) (4 + 3ip » (%Jf%iﬁ)’ 0 (2+ 2ip
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12

Verfolgen Sie die Rechnungen der Aufgabe 1 in der Gaullschen Zahlenebene! Sprechen Sie
das Ergebnis in allgemeiner Form fiir beliehige Potenzen aus!

1 3 3 2 ® s s ®WT
3. a) {? (cos @ + 4 - sin n)} b) {i (cos 5 +i-sin T)}
% e N|O x . . @w\|6
¢) {2 (cos g +isin F)} d) {1 (cos 5 +¢-sin ?)}
e) {5(cos 10° + i-sin 10°)} f) {2 (cos 127° + i - sin 127°)}

4. Berechnen Sie die folgenden Wurzeln nach dem Moivreschen Satz fiir gebrochene Expo-
nenten und priifen Sie die Resultate! Die Mehrdeutigkeit dieser Aufgaben wird erst im
folgenden Abschnitt behandelt und soll vorliufig auler acht gelassen werden.

ST % =T > - =%
® i o oo 254 65l =
a) "/9(905—2—+|»5m?> b) 32(c053+1 sma)
e)“i" 08 -+ i+ sin d 3"7 os3n+is'nE
32| cos & sin 5 ) /27 c o in 5@

) 'V/64 (cos 144° 7 1 - sin 144°) f) /2 (cos 260° + i - sin 260°)

13. Algebraische Gleichungen

Eine algebraische Gleichung n-ten Grades hat die Form
@, 2"+ a,_1a" V-t a w4 ag=0.

Die Koeffizienten a,, @,_y, ..., @y konnen belicbige reelle oder auch komplexe
Zahlen sein, wobei nur die Einschriinkung a, = 0 notwendig ist. Fiir die Theorie
der algebraischen Gleichungen sind die komplexen Zahlen ein unentbehrliches
Hilfsmittel.

So konnen schon bei quadratischen Gleichungen mit reellen Koeffizienten kom-
plexe Wurzeln auftreten. Im Lehrbuch der Mathematik, 9. Schuljahr, wurden fiir
die quadratischen Gleichungen in Normalform

22+ pr+qg=0
W
m==24y2-q,

—
wm--1E
abgeleitet. Der Radikand der Quadratwurzel, die Diskriminante D= %' -¢

gibt an, welcher Art diese Wurzeln sind. So sind fiir D > 0 die Wurzeln z, und 2,
reell und voneinander verschieden, fiir D = 0 fallen beide zu einer reellen Doppel-

die Wurzeln
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wurzel zusammen. Im Falle D < 0 konnten wir bisher nur feststellen, daB keine

reellen Wurzeln existieren. Es wird nimlich )0 imaginiir, und wir erhalten die
beiden Losungen

\ “”1:—?’*"‘

I

|
ol

|
=~
w3

|
22

Ty

Sie sind konjugiert komplex.

Wir kénnen also feststellen, daBl im Bereich der komplexen Zahlen eine quadra-
tische Gleichung stets zwei Wurzeln hat, die allerdings zu einer Doppelwurzel
zusammenfallen konnen. Dieser Satz bleibt richtig, wenn man quadratische
Gleichungen mit komplexen Koeffizienten betrachtet.

Fiir die Gleichungen dritten Grades gibt es iihnliche, jedoch schon wesentlich
kompliziertere Auflésungsformeln. Sie werden nach dem italienischen Mathema-
tiker Cardano benannt und sagen aus, daB jede Gleichung dritten Grades genau
drei Wurzeln hat, von denen allerdings wieder zwei zu einer doppelten oder alle
drei zu einer dreifachen Wurzel zusammenfallen kénnen. Wir wollen dies an einigen
Beispielen zeigen.

So hat die Gleichung

2B —62+1le—6=(x—-1)(z2—-2)(2—-3)=0
die drei voneinander verschiedenen Wurzeln
oy=1, =2, =3
(vgl. Lehrbuch der Mathematik, 11. Schuljahr, S. 38), die Gleichung
28— 2224 22=(2—0) (v —(1+7) (z—1—10) =0

die reelle Wurzel ; = 0 und die beiden konjugiert komplexen Wurzeln 2, = 1 + 7,
23 =1 — ¢, die Gleichung

B¥-322+4b=(z+1)(z2~2) (-2 =0

die reelle Wurzel #; = — 1 und die reelle Doppelwurzel 2, = 2; = 2 und schlieBlich
die Gleichung

28 —322+ 3z —1=(x -1 (z—1)(x—-1)=0

eine reelle dreifache Wurzel @, = a, = o, = 1.

Auch bei Gleichungen dritten Grades ist also der Satz, daB es drei Wurzeln gibt,
nur richtig, wenn man die komplexen Wurzeln mitberiicksichtigt. Sie miissen
iibrigens bei einer Gleichung dritten Grades mit reellen Koeffizienten konjugiert
komplex auftreten, so daB eine solche Gleichung entweder drei reelle oder eine
reelle und zwei konjugiert komplexe Wurzeln hat.
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Eine Verallgemeinerung dieser Behauptung ist der beriihmte Fundamentalsatz
der Algebra, der zum ersten Male von Carl Friedrich Gaul im Jahre 1799
bewiesen wurde:

Jede algebraische Gleichung n-ten Grades mit reellen oder komplexen Koeffi-
zienten hat im Bereich der komplexen Zahlen genau n Wurzeln, wenn man jede
Wourzel mit ihrer Vielfachheit ziihlt.

Man kann also jede algebraische Gleichung n-ten Grades in n Wurzelfaktoren
zerlegen:

Qa4 o+ Q2 Gy =y (T — 2) (B — ) (T — @) -+ - (¥ — @) =0.

Dabei sind @y, . . ., @, die Wurzeln dieser Gleichung. Sie kénnen reell oder komplex
sein und kénnen mehrfach auftreten. Den Fundamentalsatz der Algebra konnen
wir mit den zur Verfigung stehenden Mitteln nicht beweisen. Wir- wollen ihn
jedoch fiir einige Gleichungen nachpriifen.

So muB die Gleichung n-ten Grades

a*—1=0
n Wurzeln haben, die man wegen
n, —
z=)1
die #-ten Einheitswurzeln nennt. Im Bereich der reellen Zahlen hat diese Gleichung
aber nur die Wurzel + 1, falls #n ungerade, und die Wurzeln + 1 und — 1, fallsn
gerade ist. Wir wollen dle komplexen Wurzeln der Gleichung ermitteln.

Dazu schreiben wir 1 als komplexe Zahl in trigonometrischer Form und wenden
den Moivreschen Satz an:

1=r(cos g +i-sing), Abb. 52

1 1

e A &

]/1=1" =rn (cosg—ki-sing).
n n

1
Dabcl ist » = 1. Da r™ als Betrag einer komplexen Zahl positiv reell werden mu8,

ist r" = }/1 = + 1 zu withlen; das Argument @ ist zuniichst 0 (vgl. Abb.52). Dann
wird aber = ? ebenfalls 0, und wir erhalten
JYT=1.(cosO+i-sin0)=(1+0-7)=1.

Nun benutzen wir die Periodizitit der Sinus- und Kosinusfunktion. Wegen
sin 0 = sin 27 und cos 0 = cos 27 konnen wir auch 2z als Argument ¢ fiir die

Zahl 1 withlen: Dann wird :i = 27“ und damit

i 2% . . 2@
]/1_1-(c057+1~5m7).
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Diese komplexe Zahl liegt auf dem Kreis mit dem Radius 1 und dem Nullpunkt
der GauBschen Zahlenebene als Mittelpunkt, um % des Vollkreises im mathe-
matisch positiven Sinne aus der reellen Achse herausgedreht. Sie erfiillt tatsiichlich

die Gleichung
=1,
Das veranlaBt uns, das Argument ¢ von 1 der Reihe nach als

¢=2-2n, ¢=3-27, ..., p=(n—1) 27

-
anzusetzen. Damit erhilt man fiir /1 die weiteren Argumente

19

7T
w0’

=32.

BT

2 9 _ 2n
=3-=, ..., ——(n—i)-T

8

und damit insgesamt » verschiedene Lésungen

Vl=1~(cosk27"+i-sink27”) (k=0,1,...,n-1)

unserer Gleichung. Fiir alle anderen ganzzahligen k ergeben sich keine neuen
Werte fiir die Wurzeln. In der Abbildung 53 sind fiir » = 6 und in der Abbildung 54
fiir n = 7 die n-ten Einheitswurzeln in der komplexen Zahlenebene dargestellt.

i /
a9
Ly
-1 Z;ﬂ: %! +1 -1 271 +1

2x

6
i -/

Abb. 53 Abb. 54

Im allgemeinen Falle sind es die Eckpunkte eines in den Einheitskreis einbe-
schriebenen reguliiren n-Eckes, dessen eine Ecke im Punkte +1 liegt. Es bestiitigt
sich, daB —1 nur fiir gerade » Lésung ist. Die nicht reellen Wurzeln treten kon-
jugiert komplex auf. Dieser geometrischen Bedeutung wegen nennen wir die
Gleichung 2" — 1 = 0 auch Kreisteilungsgleichung.
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Die gleichen Uberlegungen kénnen wir auch fiir die Gleichung
. a"—a=0

mit beliebigem, positiv reellem @ durchfiihren. Die ']I/; muf also ebenfalls n Lo-
sungen haben. Wir erhalten sie, wenn wir a als komplexe Zahl in trigonometrischer
Form schreiben

a=r7(cos @+ 1-sin @) =a (cos ¢ + i - sin )

und bei Anwendung des Moivreschen Satzes das Argument ¢ der Reihe nach als
¢=0,9=27,9=2-2x,..., 9= (n — 1) 27 ansetzen. Es sind dann

.
Ya= an(coski—”“-sink?g) (k=0,1,..., n—1)

1
die n verschiedenen Losungen unserer Gleichung, wobei fiir a® als Betrag einer
komplexen Zahl die eindeutig bestimmte, positive reelle n-te Wurzel aus a zu
setzen ist.

So hat zum Beispiel die i/g die drei Losungen

I

y8—8 (c050‘2—375+i-sin0-23—n):2(1+0)=2,
= 3 2n 2 2n 2x
1/8=83(cosl-"T+i~sin1~-3;):2(cosT+|'~sinT'),

1

1/§= 83 (cos 2.

o

n 5, AN 2n 4z . . 4x
i) . c—=1=72 o . =
.3+z sin 2 3> _(cos3+1 51n3),

die in der Abbildung 55 veranschaulicht sind.

-1+iV7
I
|
. N2\
i
-2 —1: 1 2 3 4 5 6 7 8
|
I
ST Abb. 55

. B . e .
Vergleichen wir das Ergebnis fiir J/a mit dem fiir /1, so sehen wir, daB wir alle

n,_
Losungen J/a erhalten kénnen, indem wir die positive reelle n-te Wurzel aus @ mit
allen n-ten Einheitswurzeln multiplizieren. Wir kénnen sogar von irgendeiner der

10 [00913-2]
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n Losungen von ’[‘/E ausgehen und durch Multiplikation dieser Losung mit allen
n-ten Einheitswurzeln alle anderen erhalten. Ist nimlich « eine beliebige Losung
der %, das heillt «” = a, so erfiillt auch stets o . ,i/T wegen
(ct.~']I/T)"= m"(?/?)"; a-1=a
die Gleichung a" = a.
Wir wollen schlieBlich zeigen, daB jede komplexe Zahl
7 (cos ¢ + 7 - sin @)

genau n voneinander verschiedene n-te Wurzeln hat. Es sind dies die » komplexen
Zahlen

1
= k.27 G, k. 2;
o (Cosy_n; +i-sin W_nﬁ) (k=0,1,...,0-1),

2
W,
%, N \
\
\
P W t
w, y [ T Zur Abbildung:
@ Esist z, = 7 (cos ¢ + isin @) und
'17( e+ (k—1)2x Ti(k71)2n)
P % wg =17 eos —————— + t sin )
Abb. 56 (k=1,2,...,6).

]

deren Betrag r» die positive reelle n-te Wurzel des Betrages r ist. Wir erhalten sie,

indem wir entweder vor Anwendung des Moivreschen Lehrsatzes das Argument @
der Reihe nach als

¢+0-27, ¢+1-27, ..., p+ (n—1) 27

ansetzen oder die sich aus r (cos @ + 7 -sin @) nach dem Moivreschen Satz er-
gebende Losung

1
1;(003% + 7 - sin q’)

n,

mit allen #-ten Einheitswurzeln multiplizieren:

1
{17 (cos—:i + - sin %’)} . {(cos k 27—L” +1i.8ink 21—?)}

1 .

=7';(coswf+i-si1\ L”—TE) (k=0,1,...,2-1)
n n

In der Abbildung 56 sind als Beispiel die sechsten Wurzeln der komplexen Zahl

r (cos @ + i - sin @) dargestellt.
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Aufgaben
. Losen Sie die folgenden quadratischen Gleichungen!
a) 2*+x+1=0 b) 82 — 8z + 10 =0 €) 422 + 122+ 10 =0
d) 422 + 122 +9 =0 e) 422 + 122 + 8=0 f) a® -5z + 225 =0

. Die im Text angegebenen Gleichungen dritten Grades sind nachzupriifen.

Die Gleichung vierten Grades a* + 22® — & — 2 =0 hat zwei reelle und zwei konjugiert
komplexe Wurzeln. Sie sind zu bestimmen.

Anleitung: Die reellen Wurzeln @, und «, sind durch Probieren leicht zu finden, die
Division durch (2 — a,) (¥ — @) fiihrt zu einer Gleichung zweiten Grades.

Berechnen Sie die dritten, vierten, fiinften und sechsten Einheitswurzeln!
Simtliche Losungen von

Ves, V=8, V2, V=2, i3, V=

sind als komplexe Zahlen und ihre Bilder in der GauBschen Zahlenebene anzugeben.

. Die Losungen der Aufgabe 4 zu Abschnitt 12 sind vollstindig zu berechnen.

14. Anwendung komplexer Zahlen in Physik und Technik

Die komplexen Zahlen sind in den Anwendungsgebieten der Mathematik von

groBer Bedeutung. Es gibt heute wenige Gebiete der Physik und der Technik, die
auf das Hilfsmittel der komplexen Zahlen verzichten konnten. Wir miissen uns
darauf beschriinken, an einigen Beispielen die Anwendbarkeit der komplexen
Zahlen auf physikalische Probleme zu zeigen.

a) Der Wechselstromwiderstand

Es ist bekannt, daB in einer von Wechselstrom durchflossenen Spule auBler dem

Ohmschen,auch fiir Gleichstrom vorhandenen Widerstand Rq der durch Induktion
hervorgerufene Blindwiderstand (induk-
tiver Widerstand) Ry = 2z f - L auftritt.
Er hiingt von der Selbstinduktion L der

Spule und der Frequenz f des Wechsel- R=Ryrif,
stromes ab. Wir konnen den Wechsel- 2
stromwiderstand als eine komplexe Zahl (N L o
R = Rg + iRy auffassen (vgl. Abb. 57). o

Der Betrag |R| = ]/.R'%; + R ist der in I3
das Ohmsche Gesetz eingehende Schein- [ r

. Ry °
widerstand, das Argument ¢ = a,rctg]‘,’—Q Abb. 57

die Phasenverschiebung. Der Vorteil :
dieser Betrachtungsweise ist, daB sich bei Hintereinanderschaltung mehrerer
Spulen die Widerstinde wie komplexe Zahlen addieren und bei Parallelschaltung

10%*
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die Kirchhoffsche Regel gilt, wenn wir fiir alle auftretenden Widerstinde Rg + i Ry
einsetzen.

Wir wollen dazu zwei Beispiele durchrechnen:

1. An den Stromkreis (vgl. Abb.58) sei Netzwechselspannung (f = 50 Hz,

U =220V) angelegt. Die

s s, Spule S; habe eine Selbst-

induktion L; = 7 Henry, die

Spule 8, eine Selbstinduktion

L, = 3,5 Henry und beide

einen Ohmschen Widerstand

T Rg, = Rg, = 200 Q. Wir

Abb. 58 wollen die Stromstirke be-
rechnen. Es ist

Ry = Ro, +12n fL; = 200 + i 27 - 50 - 7~ 200 + 2200 ¢

Ry = Rqo, + 127 {Ly = 200 + % 27 - 50 - 3,5 ~ 200 + 1100 ¢,

wobei wir zur Vereinfachung fiir = den Niherungswert 272 gesetzt haben. Dann ist

R = R; + R, ~ 400 + 3300 ¢ der komplexe Gesamtwiderstand des Kreises. Der

Betrag der komplexen Zahl Rist }'4002 + 3300% ~ 3324. Damit ist die Stromstiirke
U 220

I=—I§—ExmAx0,OGGA.

(X

2. Schalten wir dagegen beide Spulen parallel (vgl. Abb.59), so haben wir nach
der Kirchhoffschen Regel

R, R, __ (200 + 2200) (200 + 11003)

= R +R"™ 400 + 33007

Wir bringen die drei komplexen Zahlen in ihre trigonometrische Form und wenden
den Satz von Moivre an. Da wir lediglich den Betrag von R brauchen, verzichten
wir auf die Berechnung der Ausdriicke cos ¢ + ¢ - sin ¢. Es ist dann

Sy
. _IRy|-|By| _ 2210 1120
|R|*|R,+RE[” 3324

[_v Sa
S 1,1,1,1)
v 220

=g~

~ 745,

A~ 0,205 A.

—o0

Abb. 59
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Auf #hnliche Weise verfihrt man, wenn ein Kondensator in einem Wechselstrom-
kreis liegt.

b) Bewegung auf einem Kreis

Auf einem Kreis mit dem Radius r bewege sich ein Koérper mit der konstanten
Geschwindigkeit » (vgl. Abb. 60). Wir konnen dann seinen Ort s zu jedem Zeit-

unkt ¢ durch die komplexe Zahl s=1r cosLt+i-sins¢) kennzeichnen, wobei
P! P = s >

der Winkel ¢ im BogenmalB das Verhiltnis des zuriickgelegten Bogens v -¢ zum
Kreisradius 7 ist.

Da die Geschwindigkeit die erste, die Beschleunigung die zweite Ableitung des
Weges nach der Zeit ist, und, wie wir nicht beweisen wollen, die Differentiation von
Funktionen im Bereich der komplexen Zahlen ebenso wie im Bereich der reellen
Zahlen verliuft, konnen wir auch hier sofort die Geschwindigkeit und die Zentral-
beschleunigung berechnen. Es ist dann

ds . B . v v
—tzr(—sm7t+z-cos—r—t)~7,

s
r /\v»! d*s v?

P p(—cosZi—i-sinot) 5
(2 \ ae =’ r nyt) e
Beriicksichtigen wir in beiden komplexen

Zahlen nur die Betrige, so erhalten wir tat-
siichlich die Geschwindigkeit v aus der ersten,

2
die Zentralbeschleunigung "T aus der zweiten

Abb. 60 Ableitung.

¢) Schwingungen eines Massenpunktes

Eine punktformige Masse m schwinge zwischen zwei gleich starken Federn
(vgl. Abb. 61).

P
%

J Abb. 61

Sehen wir von Reibungsverlusten ab, so ist die riicktreibende Kraft K um so
groBer, je mehr der Punkt aus der Mittellage ausgelenkt ist. Dabei ist K proportional
der Entfernung # vom Ruhepunkt. Unter Verwendung eines Proportionalitits-
faktors — % ergibt sich demnach

K=—-%-x.
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Da die Kraft das Produkt aus Masse und Beschleunigung ist, erhalten wir eine
Relation

>

—x-m=m. oo

Ahnliche Beziehungen treten bei allen Schwingungsproblemen auf. Die eben
gewonnene Relation wird von der komplexen Zahl

[= ——
m=r(cos H<t+t»sm“/ﬁ-t)
als Funktion von ¢ erfiillt. Es ist nimlich
dz s /% o % [ %
—t:r(—sln'l/;;~l+l~cos '/;;[)] ey
&2z / T % \?
a6 = r(—cos -:Ewt— |~sm'y 7{")( —”7) n

a2z % x s e %
TE= —Wr<cos‘/ﬁ-t+z~sml/ﬁ<t),

das heif3it

Dabei entspricht der komplexen Zahl z ein
Punkt in der GauBschen Zahlenebene, der auf
dem Kreis vom Radius » mit der Geschwindig-

keit 7 - ]/1‘7; umliiuft (vgl. Abb. 62).

Die Projektion dieses Punktes auf die reelle
Achse, also der Realteil von x, beschreibt den
Weg der schwingenden Masse. Der Betrag r ist

die Amplitude, das Argument "/% ein Maf}
fiir die Frequenz der Schwingung.

Abb. 62

Aufgaben

1. Rechnen Sie die unter a) durchgefithrten Beispiele nach!

2. Welche Stromstiirke flieBt in dem Stromkreis der Abbildung 63, der an das Wechselstrom
netz (f = 50 Hz, U = 220 V) angeschlossen ist?
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N
8,: Selbstinduktion 2 Henry, ¢

Ohmscher Widerstand 50 Q

S2

Sy: Selbstinduktion 5 Henry,
Ohmscher Widerstand 250 Q

8,: Selbstinduktion 3 Henry, Sy
Ohmscher Widerstand 100 Q

Abb. 63
.

15. Zusammenfassung

Wir haben die Entwicklung des Zahlenbegriffes vom Bereich der natiirlichen bis
zum Bereich der komplexen Zahlen verfolgt. Riickschauend kénnen wir feststellen,
daB die vorgenommenen Erweiterungen von St ufe zu Stufe durch den jeweils vor-
liegenden Zahlenbereich und die Bediirfnisse der Rechenpraxis vorgeschrieben
sind. Wir konnen auch sagen, daB der Bereich der natiirlichen Zahlen bereits den
Ansatz zu allen Erweiterungen in sich trigt.

Bei jeder Erweiterung wurde unter Beibehaltung aller bereits giiltigen Rechen-
gesetze der Umfang der vornehmbaren Rechenoperationen erweitert, withrend man
sich vom urspriinglichen Zahlbegriff, nimlich der Moglichkeit, mit den Zahlen zu
zithlen, immer mehr entfernte. Wir wollen dies noch einmal in Form einer Tabelle
zusammenstellen (vgl. S. 152).

Die Tatsache, daBl auch das Logarithmieren und damit alle sieben Grundrechen-
operationen innerhalb der komplexen Zahlen immer durchfithrbar sind, kénnen wir
hier nur erwiihnen. Auch hat jede konvergierende Folge komplexer Zahlen stets
eine komplexe Zahl als Grenzwert, so daB auch die Probleme der Infinitesimal-
rechnung nicht iiber den Bereich der komplexen Zahlen hinausfiihren.

Wir haben also mit dem Bereich der komplexen Zahlen einen echten Abschlufl
in der Entwicklung des Zahlbegriffes erreicht. Da es keine in ihm unlésbaren
Rechenaufgaben gibt, die man als ,,neue Zahlen einfithren konnte, liegt auch kein
praktisches Bediirfnis vor, ihn zu erweitern.

TFreilich kann man auch iiber den Bereich der komplexen Zahlen hinausgehende
abstrakte Rechenbereiche schaffen, wie Vektoren, Matrizen, Quaternionen usw.
Sie konnen chenso wie die komplexen Zahlen auf physikalische Probleme
angewendet werden und stellen teilweise unentbehrliche Hilfsmittel zur Erfor-
schung und Beherrschung der Natur dar. Trotzdem ist es nicht mehr angebracht,
bei ihnen von Zahlen zu sprechen. Man kann nimlich beweisen, daB jeder iiber die
komplexen Zahlen hinausgehende Rechenbereich wenigstens eines der schon fiir die
natiirlichen Zahlen geltenden Grundgesetze verletzen muB. In den meisten Fiillen
ist es das kommutative Gesetz der Multiplikation, welches nicht mehr aufrecht-
erhalten werden kann.
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Rechenoperationen im Bereich der komplexen Zahlen

Bereich

Vervollkommnung
der Rechentechnik

Entfernung
vom urspriinglichen Zahlbegriff

Bereich der

Addition und Multiplikation unein-

Abziihlen im urspriinglichen Sinne

tiirlich
;:h‘;:;c =2 geschrinkt durchfiihrbar des Wortes
Bereich der Subtraktion uneingeschrinkt durch- | Abzihlen nach zwei Seiten, etwa

ganzen Zahlen

fithrbar

Thermometerskalen

Bereich der
rationalen
Zahlen

Division uneingeschrinkt durch-
fiihrbar

Statt diskreter Punktmenge dichte
Punktmenge. Erméglicht Messungen
mit beliebig genauer Anniherung

Bereich der
reellen Zahlen

Jede konvergierende Zahlenfolge hat
einen Grenzwert. Damit Potenzieren,
Radizieren und Logarithmieren weit-
gehend durchfiihrbar

Kontinuierliche Punktmenge. Jeder
Linge entspricht exakt ein Punkt

Bereich der
komplexen
Zahlen

Potenzieren, Radizierenund Logarith-
mieren uneingeschriinkt durchfiihr-
bar. Jede algebraische Gleichung
n-ten Grades hat genau n Wurzeln

Lineare Anordnung muf} aufgegeben
werden. Dafiir zweidimensionale
Anordnung und Mbglichkeit, Vor-
ginge in einer Ebene zu beschreiben

Bemerkungen: In der mittleren Spalte ist jeweils die Vervollkommnung der Rechentechnik
gegeniiber dem vorangehenden Bereich angegeben. Das Dariiberstehende bleibt erhalten,
das Darunterstehende ist noch nicht erreicht. Die Division durch Null ist stets aus-

geschlossen.
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IV. Zusammenstellung der wichtigsten Formeln
zum Rechnen mit komplexen Zahlen
Eine komplexe Zahl kann in arithmetischer und in geometrischer Form ge-
schrieben werden : J
Z=a+bi =r(cos ¢+ i sin ¢g).

’
Dabei gelten fiir den Realteil ¢ und den Imaginiirteil b einerseits und fiir den
Betrag  und das Argument @ andererseits die Umrechnungsformeln :

a =7 cos ¢, b =1r.sin ¢,
g O b
r=_.Ja + b ¢ =arctg .

Addition und Subtraktion zweier komplexer Zahlen in arithmetischer Form:
@+bi)+(c+di)=@+0c)+ b +dyi
@+bi) —(c+di) =(a —¢)+ (b —d)i
Multiplikation und Division zweier komplexer Zahlen in arithmetischer Form:
(@+bi)-(c+di) =(@ec —bd) + (ad +be)i
a+bi _ac+bd  be-—ad,

e + cra b

cYdi T Era@
Multiplikation und Division zweier komplexer Zahlen in trigonometrischer Form:
{r, (cos ¢, + i - sin @)} {ry (cos g, + i - sin ¢2)}
=1y (g + @) + i sin (g, + )
{r,(cos ¢, + i sin @)} i {1y (cos @, + - sin ©2)}
=205 (g1 — ) + i+ sin (g, — )

Fiir die Potenz einer komplexen Zahl in trigonometrischer Form gilt (Satz von
Moivre) :
{r (cos ¢ + i sin (p)}" =1r"(cosng +i-sinng)

fiir alle reellen (sogar komplexen) Exponenten n.

Insbesondere gilt fiir zwei zueinander konjugiert komplexe Zahlen:
(@+bi) +(@—bi) =2a,
@+bi) —(@a—bi) =2b1i,
@+ bi)(@a —-bi) =a> + b2

11 [00913-2]
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