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Jacobi —

der Euler des 19. Jahrhunderts

Im Winter 1827/28 fanden zunichst in der
(1810 gegriindeten) Berliner Universitit (der
heutigen -Humboldt-Universitit) und dann
in der Singakademie (dem heutigen Maxim-
Gorki-Theater) einundsechzig populdrwis-
senschaftliche Vorlesungen statt. Ein weit-
gereister Mann, der ,,zweite, wissenschaft-
liche Entdecker Amerikas*, der hervorra-
gende Naturforscher und Humanist Alexan-
der von Humboldt (1769 bis 1859) erschloB
seinen Hérern (hdufig anndhernd 1000 bei
einem Vortrag, darunter Handwerker neben
Professoren und Studenten, Berliner Minner
und Frauen, Biirger und Offiziere, darunter
der preuBische General und deutsche Patriot
Gneisenau, der Baumeister Schinkel, der
Bildhauer Rauch, Fiirsten, der K6nig Fried-
rich Wilhelm III. und der Kronprinz) die Ge-
heimnisse der Natur, machte diesem groBen
Kreis von Menschen einen umfangreichen
Teil des Wissens der Zeit zuginglich.

Im September 1828 reisten vierhundert Wis-
senschaftler nach Berlin um an einem unter
dem Vorsitz von Humboldt stattfindenden
KongreB der zwei Jahre zuvor gegriindeten
Gesellschaft deutscher Naturforscher und
Arzte teilzunehmen. ,,Der Hauptzweck dieser
Gesellschaft*, so betonte Humboldt in seiner
Er6ffnungsansprache, ,,ist die persénliche
Annaherung derer, welche dasselbe Feld der
Wissenschaften bearbeiten; die miindliche
und darum mehr anregende Auswechslung
von Ideen, sie mogen sich als Tatsachen,
Meinungen oder Zweifel darstellen; die Griin-
dung freundschaftlicher Verhiltnisse, welche
den Wissenschaften Licht, dem Leben heitere
Anmut, den Sitten Duldsamkeit und Milde
gewihren.*

Zu den Giisten Humboldts gehorte der
Direktor der Gottinger Sternwarte, der Ma-
thematiker, Astronom, Physiker und Geodit
Carl Friedrich GauB (1777 bis 1855). (,,Ich
zihle diese mir unvergeBlichen Tage zu den
gliicklichsten meines Lebens®, schrieb am
12.10. 1828 GauB aus Géttingen an Hum-
boldt.) Humboldt hatte von GauB 1804 in
Paris gehért. GauBl war damals bereits durch
seine zahlentheoretischen Untersuchungen
und durch seine neuen Methoden zur Bahn-
bestimmung, die (1801) die Wiederauffin-
dung der Ceres, des zuerst entdeckten Pla-
netoiden, ermdglicht hatten, ,,in aller Mun-

de**. (1801 erschien das Buch ,,Disquisitiones
arithmetiquae‘ — Untersuchungen zur Zah-
lentheorie —. Mit diesem Meisterwerk begann
eine neue Epoche der Zahlentheorie. Der
24jihrige Forscher nahm ,,mit einem Schlage
den Rang neben den groBten Mathematikern
aller Zeiten* ein.)

Auch den Mathematiker Johann Peter Gu-
stav Lejeune Dirichlet (1805 bis 1859) hatte
Humboldt zu dieser Versammlung eingela-
den. Er hatte ihn im Sommer 1825 in Paris
kennengelernt, als Dirichlet dort Vorlesungen
horte und sich mit dem Selbststudium der
,.Disquisitiones arithmetiquae** von Gauf} be-
faBte. Dirichlet war der erste Mathematiker,
der die GauBschen ldeen aus diesem Buch
weiter be- und verarbeitete. Seine ersten Ar-
beiten (1825 bis 1831) schlossen inhaltlich und
methodisch daran an.

Kongresse, Tagungen, auf denen nur Mathe-
matiker iiber ihre Probleme sprachen, iiber
ihre Resultate vortrugen und durch persén-
liche Kontakte Anregungen gaben und emp-
fingen, gab es damals noch nicht. (Mathe-
matische Vortrige populdrwissenschaftlicher
Art, wie Humboldts einleitend erwihnte
- spiter ,,Kosmos-Vorlesungen** genannt —
Vortrige, gab es schon gar nicht.)

Eine Abteilung fiir Mathematik innerhalb der
Gesellschaft deutscher Naturforscher und
Arzte wurde erst 1843 eingerichtet. Der erste
offizielle internationale Mathematiker-Kon-
greB fand 1897 in Ziirich statt. Der Nutzen
solcher Kongresse in unserer Zeit ergibt sich
aus der Notwendigkeit des persénlichen Ver-
kehrs, des personlichen Gedankenaustau-
sches der Mathematiker untereinander.

Wer hitte damals, im September 1828, neben
GauB (aus Géttingen) und Dirichlet (aus
Berlin) Teilnehmer eines Mathematikerkon-
gresses sein kénnen? (Die Mathematiker die-
ser Zeit standen oft untereinander in leb-
hafter Verbindung durch einen ausgedehnten
Briefwechsel.)

An der Ecole normale (Normalsckule) in
Paris lehrte Andrian Marie Legendre (1752
bis 1833). Die in seiner 1798 erschienenen
,»Zahlentheorie** dargestellten Ergebnisse
wurden schon 1801 durch GauBens ,,Dis-
quisitiones* iiberholt. Seit 1786 veroffentlich-
te er viele Arbeiten iiber sogenannte ellipti-
sche Integrale. An der Ecole polytechnique

(Polytechnische Schule) in Paris wirkte der
Akademiker und Professor Augustin Louis
Cauchy (1789 bis 1857). Er arbeitete als einer
der ersten in voller wissenschaftlicher Strenge
und hat entscheidend dazu beigetragen, daB
sich das exakte Verfahren in der Analysis
durchsetzte.

In Paris forschten ferner Jean-Baptiste-Jo-
seph Fourier (1768 bis 1830) und Siméon-
Denis Poisson (1781 bis 1840) (an der Ecole
polytechnique).

Evariste Galois (1811 bis 1832) bemiihte sich
1828 vergeblich, eine Zulassung fiir ein Stu-
dium an der ,,Ecole polytechnique** in Paris
zu erhalten. Der genial-begabte Schiiler las
einst ein Geometriebuch von Legendre in
einem Zug, ,,wie andere Jungen eine Piraten-
geschichte**. Jetzt war der Siebzehnjihrige
dabei, die Grundziige seiner Theorie der
algebraischen Gleichungen zu entwickeln.
(Galois fiel im Duell im Alter von 20 Jahren.
Sein schwer lesbares Werk wurde erst 1846
der Offentlichkeit zugiinglich gemacht.)

Mit Beitrigen zur Theorie der Funktionen
wire der Philosoph und Mathematiker aus
Siidb6hmen Bernardo Bolzano (1781 bis
1848) auf dem KongreB aufgetreten.

1827 war das Hauptwerk des Geometers und
Professors der Astronomie an der Universitit
Leipzig August Ferdinand Moebius (1790 bis
1868), ,,eine wahre Fundgrube neuer Ideen*,
erschienen.

Der Rektor der Universitit in Kasan war der
Mathematiker Nikolai Iwanowitsch Lobat-
schewski (1792 bis 1858). Er hatte bereits im
Februar 1826 in Kasan einen Vortrag itiber
die Grundlagen der Geometrie (Nichteukli-
dische Geometrie) gehalten und hitte auf
einem Mathematiker-KongreB sicher auch
dieses Thema gewihlt.

Am Berliner Gewerbeinstitut war der Geo-
meter Jacob Steiner (1796 bis 1863), seit 1834
dann Mitglied der Berliner Akademie, tatig.
Der Geometer Julius Pliicker (1801 bis 1868)
war (1828) Professor in Bonn.

Uber die Grundziige der ,,nichteuklidischen
Geometrie* hiitte neben Lobatschewski auch
der ungarische Mathematiker Janos von
Bolyai (1802 bis 1860) berichten kénnen.

An der Universitat in Christiana (dem heuti-
gen Oslo) arbeitete Niels Henrik Abel (1802
bis 1829) intensiv an der Theorie der sog.
elliptischen Funktionen.

Sein ,,Konkurrent‘ in der Entwicklung dieser
Theorie war der Konigsberger Mathematik-
professor Carl Gustav Jacob Jacobi (1804 bis
1851). Er kiindigte am 8. September 1828 ein
fundamentales Werk iiber diese Theorie an
und war in dieser Zeit konzentriert mit der
Ausarbeitung desselben beschiftigt.

Es gibt in diesen Jahren eigenartige Duplizi-
titen von Ereignissen: Die klassische Frage
nach der Auflésbarkeit von Gleichungen ist
unabhingig voneinander von Abel und
Galois beantwortet worden. Lobatschewski
und Bolyai kamen unabhingig voneinander
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zur Einsicht, daB das Parallelenaxiom durch
die librigen Euklidischen Axiome der Geo-
metrie nicht beweisbar ist, daB also eine nicht-
cuklidische Geometrie méglich sei. Das Jahr
1828 war eine Epoche angestrengtester Kon-
kurrenz von Abel und Jacobi um den Ausbau
der Theorie der elliptischen Funktionen.
(Legendre hatte sich viele Jahre mit ellipti-
schen Integralen beschiftigt, jedoch nicht die
Umkehrfunktionen, die elliptischen Funk-
tionen nimlich, untersucht.) Uber diese drei
Probleme hatte iiberdies GauB3 viel friiher
nachgedacht, doch seine grundlegenden Re-
sultate dariiber nicht publiziert.

Wo hitte 1828 ein MathematikerkongreB
stattfinden konnen? In Paris, in Konigs-
berg (dem heutigen Kaliningrad), in Géttin-
gen, . . .7 Dynk der Wirksamkeit Humboldts,
seiner Forderung zahlreicher deutscher Ma-
thematiker, wire auch Berlin als Tagungsort
in Frage gekommen.

Humboldt hatte sich (jedoch vergeblich)
bemiiht, GauBl nach Berlin zu holen; er
konnte die Berufung Dirichlets nach Breslau
(dem heutigen Wroclaw) in die Wege leiten
und ihn 1828 nach Berlin holen. Humboldt
wurde von GauBl (in einem Brief vom
27. Januar 1827) auf das Talent Jacobis hin-
gewiesen und brachte diesen dann auf den
Posten, auf dem er seine Fahigkeiten frei ent-
falten konnte. Auf Humboldts Initiative geht
der (nicht verwirklichte) Plan zuriick, in
Berlin ein Polytechnisches Institut einzu-
richten, an das Abel und erst Pliicker, dann
aber Steiner berufen werden soliten.

Das Niveau mathematischer Ausbildung war
an der Berliner Universitit in den ersten
Jahren nach ihrer Griindung auBerordentlich
niedrig. So betonte Jacobi spiter, daB er
(von April 1821 bis Mai 1825) wihrend seiner
»Studentenzeit in Berlin wissenschaftlicher
Anleitung ganz entbehren muBte‘‘. Die Vor-
lesungen hatten einen zu elementaren Cha-
rakter. Jacobi eignete sich im Selbststudium
die Werke von Leonhard Euler (1707 bis
1783), Joseph Louis Lagrange (1736 bis 1813)
und Pierre Simon Laplace (1749 bis 1827) an.
(Auf Grund einer hervorragenden wissen-
schaftlichen Arbeit wurde ihm bereits in sei-
nem 21. Lebensjahr der Doktortitel verlie-
hen.)

Insbesondere dank der Bemiihungen Hum-
boldts wurde Berlin bald ein mathematisches
Zentrum, Bestand im 18. Jahrhundert noch
ein grofer Unterschied zwischen den bahn-
brechenden Leistungen der Forscher (in
Berlin: Gottfried Wilhelm Leibniz {1646 bis
1716}, Euler, Johann Heinrich Lambert [1728
bis 1777] und Lagrange) und dem niedrigen
Niveau der mathematischen Lehre, so setzte
um 1825 ein Wandel ein. Im Herbst 1825 hielt
Jacobi an der Berliner Universitiit seine erste
Vorlesung. Dirichlet berichtete dariiber:
,,Nach dem Zeugnis einer seiner damaligen
Zuhorer muf} sein Lehrtalent bei diesem
ersten Auftreten schon sehr entwickelt ge-
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wesen sein, und er es verstanden haben, sein
Thema mit groBer Klarheit und auf eine
seine Zuhorer sehr anregende Weise zu be-
handeln.* Der Mathematiker Ernst Eduard
Kummer (1810 bis 1893), seit 1855 Professor
und Akademiker in Berlin, betonte, daB
Jacobis erste Vorlesung ,,als Anfang der all-
gemeinen Neugestaltung des mathematischen
Universititsunterrichts angesehen werden*
kann.

Von 1826 an wirkte Jacobi 18 Jahrg an der
Universitit in Konigsberg. Hier wurde er der
mitreiBendste Vortragende seiner Zeit. ,In
seinen Vorlesungen, so wie im engeren wissen-
schaftlicheren Verkehr mit den Studierenden,
wuBlte er auf ihre Bildungsstufe vollstindig
einzugehen, und indem er die alt herge-
brachten pedantischen Methoden des Unter-
richts griindlich verschmihte, verstand er es,
auf dem Wege der einfachsten und klarsten
Gedankenentwicklung ... seine Hérer mit
sich forizureifen und bis in die Tiefen der
mathematischen Wissenschaften zu fithren*
(Kummer).

Von 1844 an (bis zu seinem Tode) arbeitete
dann Jacobi als Akademiemitglied in Berlin,
wo er an der Universitit auch Vorlesungen
hielt. Schon seit 1828 entfaltete Dirichlet
(seit 1832 als Mitglied der Berliner Akade-
mie), iiber 30 Jahre mit Humboldt eng be-
freundet, ein reges mathematisches Leben in
Berlin. Auch in seinen Vorlesungen wurden
die Studenten mit den neuesten Forschungs-
ergebnissen bekanntgemacht. Seine Denk-
weise war, ,,mit einem Minimum an blinder
Rechnung, einem Maximum an sehenden
Gedanken die Probleme zu zwingen. Er
legte groBen Wert auf vollige Strenge. In
einem Brief vom 21.12. 1846 an Humboldt
schrieb Jacobi iiber Dirichlet: ,Er allein,
nicht ich, nicht Cauchy, nicht Gauf} weiB,
was ein vollkommen strenger Beweis ist, son-
dern wir kennen es erst von ihm. Wenn GauB3
sagt, er habe etwas bewiesen, ist es mir wahr-
scheinlich, wenn Cauchy -es sagt, ist es
ebensoviel pro als contra zu wetten, wenn
Dirichlet es sagt, ist es gewiB, ich lasse mich
auf diese Delikatessen lieber gar nicht ein.*

G.G. J. Jacobi -
Lebensdaten

10. Dezember: Geburt in Potsdam.
Zweiter Sohn des Bankiers Simon Jacobi
’ (1772 bis 1832), Vorstandsmitglied der
Judischen Gemeinde in Potsdam, und
dessen Frau, geb. Kachel (1774 bis 1848).
November (bis April 1821): Besuch des
Victoria-Gymnasiums in Potsdam.

April (bis Mai 1825): Studium der Philo-
sophie, klassischen Altertumswissen-
schaflten und Mathematik an der Uni-
versitat in Berlin.

August: Promotion und Habilitation an
der Universitit Berlin.

1825/26 (Wintersemester): Erste Vorlesungen
Jacobis an der Universitit in Berlin.

Mai (bis September 1844): In Konigsberg
(zunichst Privatdozent, dann 1827 aulBer-
ordentlicher Professor, 1829 ordentlicher
Professor an der dortigen Universitat).
August (bis Oktober): Reise nach Paris.
Personliche Bekanntschaflt mit Legendre.
11. September: Hochzeit Jacobis; seine
Frau Marie, geb. Schwinck (1809 bis 1901)
ist die Tochter des GroBkaufmanns
Schwinck in Konigsberg. Fiinf Schne,
drei Tochter.

Marz (bis September): Reise nach Pots-
dam und Berlin. Besuch bei A.v. Hum-
boldt. Umgang mit Steiner, Dirichlet.
Reise nach Marienbad (Kur), Prag, Wien,
Miinchen, Heidelberg, Gottingen (Besuch
bei GauB).

Juni (bis September): Reise nach Man-
chester und London sowie nach Paris.
Schwere Erkrankung Jacobis (Zucker-
krankheit).

Mai: Dirichlet besucht Jacobi in Kénigs-
berg.

9. Juli: Abreise iiber Berlin, Gotha,
Baden-Baden, Freiburg nach Italien.

1804

1816

1821

1825

1826

1829

1831

1839

1842

1843

1843

1843

Italienaufenthalt zeitweise zusammen mit
Steiner und Dirichlet.

1843  16. November: Jacobi trifft in Rom ein.

1843  28. Dezember: Der Papst Gregor XVI.
empfingt Jacobi und Dirichlet in beson-
derer Audienz.

1844  Ende April: Drei Wochen Aufenthalt in
Neapel.

1844  Mai: Abreise aus Rom iiber Genf, Basel,
StraBburg, Frankfurt/Main nach Berlin.

1844  September: Letzter Aufenthalt in Konigs-
berg.

1844  Ende September: Ubersiedlung nach

Berlin. (Ordentliches Mitglied der Berliner
Akademie, seit 1829 bereits korrespon-
dierendes Mitglied, seit 1836 auswirtiges
Mitglied dieser Akademie.)
1848/49 Fortschrittliche politische Betitigung nach
der Berliner Mirzrevolution.
16. Juli: Jacobi'und Dirichlet bei Gaul
in Géttingen.
August: Beginn finanzieller Repressalien
(Entzug der Berlin-Zulage von 1000 Ta-
lern) wegen der politischen Betitigung.
Ende September: Ubersiedlung seiner
Frau und Kinder (3 Jungen von 17, 12,
11 Jahren, 3 Madchen von 9, 7, 4 Jahren,
ein Junge von 2 Jahren) nach Gotha.
Jacobi geht in einem Gasthof (zu Berlin)
in Pension.
November: Die dsterreichische Regierung
beabsichtigt, Jacobi nach Prag oder Wien
zu berufen.
Februar: Jacobi nimmt den Ruf nach
Wien an.
5. Mirz: Durch Kabinettsorder werden
alle finanziellen Forderungen erfillt, die
entzogene Zulage um 333 Taler erhéht
und die 1333 Taler vom 1. Oktober 1849
riickwirkend bewilligt. Jacobi bleibt in
Berlin.
I1. Februar: Erkrankung an Pocken.
18. Februar: Tod Jacobis in Berlin.

1849

1849

1849

1849

1850

1850

1851
1851




Nach den glinzenden Zeiten der Berliner
Wirksamkeit von Euler, Lambert und La-
grange im 18. Jahrhundert, verhalf Dirichlet
zusammen mit Steiner (seit 1834 Mitglied der
Berliner Akademie) und Jacobi der Berliner

Mathematik zu neuem Ruhm. Die erste per-

soénliche Bekanntschaft zwischen Dirichlet
und Jacobi wurde im Sommer 1829 ange-
kniipft. Kurze Zeit vorher war in Konigsberg
das Buch ,,Fundamenta nova theoriae func-
tionum ellipticarum*‘ (Neue Grundlage der
Theorie der elliptischen Funktionen) erschie-
nen. Dieses grundlegende Werk reihte sich
GauBens ,,Disquisitiones arithmetiquae**
wiirdig an und lieB aller Augen auf den Ver-
fasser richten. Der (wie einst Gaull 1801)
24jihrige Forscher, Carl Gustav Jacob Jaco-
bi, stand von diesem Zeitpunkt an, unbestrit-
ten nichst GauB, als der erste deutsche Ma-
thematiker da. Legendre, der sich selbst seit
1786 mit der hier behandelten Thematik be-
schiftigt hatte, bewunderte und lobte Jacobis
Meisterwerk. Im Mirz 1829 wurde Jacobi or-
dentlicher Professor fiir das Fach Mathema-
tik an der Universitit Konigsberg. In seinen
Vorlesungen wurde nicht Fertiges, Uberlie-
fertes von neuem iiberliefert, ,,seine Vorle-
sungen bewegten sich simtlich auBerhalb des
Gebietes der Lehrbiicher und umfaBten nur
diejenigen Teile der Wissenschaft, in denen er
selbst schaffend aufgetreten war, und das hieB
bei ihm, sie boten die reichste Fiille der Ab-
wechslung** (Dirichlet).

Vom Stil, der mathematischen Denkweise
und der Problematik seiner Forschungsarbei-
ten her, war der groBe Theoretiker Jacobi
geistig eng verwandt mit Euler. Der Mathe-
matikhistoriker E.T.Bell schreibt: ,,Euler,
der Meister genialer Kunstgriffe, fand in
Jacobi einen glinzenden Nachfolger. In der
Fihigkeit zur Durchfiihrung komplizierter
Rechenoperationen sind Euler und Jacobi
uniibertroffen geblieben.

Seine Schiiler nannten Jacobi den ,,Euler des
19. Jahrhunderts*“. Der Mathematikhistori-
ker und A.-v.-Humboldt-Forscher, K.-R.
Biermann, vergleicht: ,,Umfassende Vielsei-
tigkeit, fast unglaubliche Fruchtbarkeit, pha-
nomenales Gedichtnis, eingehende Literatur-
kenntnis — das alles finden wir bei Euler wie
bei Jacobi, aber auch die bisweilen mangelnde
Strenge ist ihnen gemeinsam.*

Jacobi gilt als einer der fleiBigsten, arbeits-
wiitigsten Mathematiker der Geschichte. Es
seien seine tiefliegenden Untersuchungen
iber elliptische Funktionen, seine funda-
mentalen Beitrage zur Zahlentheorie, seine
Untersuchungen zu den Prinzipien der ana-
lytischen Mechanik (Theorie der partiellen
Differentialgleichungen und Variationsrech-
nung), seine Arbeiten zur Determinanten-
theorie, seine mathematik-historischen For-
schungen genannt. (Das ,,Mathematische
Worterbuch** enthilt iiber 45 Stichwéorter, die
mit Jacobis Namen verbunden sind.)

Jacobi griindete 1834 das erste Seminar auf

mathematischem Gebiet. Hier sollten Stu-
denten zu eigener Arbeit angeleitet, ihre
Selbsttitigkeit geférdert und sie in nihere
und fruchtbarere wissenschaftliche Beriih-
rung mit ihren Lehrern (als es durch das
bloBe Anhdren der Vorlesungen geschehen
kann) gebracht werden. Der Jacobi-Biograph
Leo Koenigsberger berichtete spiater (1904)
liber die Art, wie Jacobi das Seminar leitete:
,,Jacobi leitete die Arbeiten damit ein, daB er
in kurzen Vortrigen an einen den Mitglie-
dern geldufigen Zusammenhang ankniipfte
und von da zu einer besonderen Aufgabe hin-
leitete, mit deren Losung sich die Mitglieder
die Woche iiber zu beschiftigen hatten; ihre
Arbeiten wurden im Laufe der Woche dem
Dirigenten abgegeben und am nachsten Sonn-
abend von demselben beurteilt, worauf zu
einer neuen Arbeit‘ﬁbergegangen wurde.*
Den EinfluB Jacobis auf seine Studenten und
Schiiler beschrieb F.Klein in seinen ,,Vor-
lesungen iiber die Entwicklung der Mathema-
tik im 19.Jahrhundert** (1926) so: ,,Die
widerstrebendsten Naturen zwang er in seine
Denkweise hinein, jeden riB er zur Hohe
speziell mathematischen Ehrgeizes, zum bren-
nenden Interesse an der von ihm gegebenen
Problemstellung des Tages mit fort. Nicht nur
fremde Fihigkeiten anregend und weckend
wie etwa GauB oder Dirichlet, sondern jeden
in den Bann seines augenblicklichen Gedan-
kenganges hineinzwingend, war Jacobi der
ausersehene Mann dazu, eine umfangreiche,
auf lange hinaus bliihende Schule zu begriin-
den.*
Das abgelegene Konigsberg wurde zum Mit-
telpunkt einer Schule, deren zahlreiche Schii-
ler nach ihrer ,,Lehre** bei ihrem ,,Meister*
Jacobi als hervorragende Mathematiker und
Hochschullehrer an vielen deutschen Uni-
versitiaten wirksam wurden. Diese sog. ,,K6-
nigsberger Schule” ist (nach F.Klein) ,,die
erste derartige Erscheinung in Deutschland,
welche dauernde Bedeutung gewonnen hat‘.
Auch iiber die Grenzen Deutschlands hinaus
(in Frankreich und England) ist Jacobis Ein-
fluB, der Geist seiner Forschung und Lehre,
von groBer Wirksamkeit gewesen.
Die drei wohl groBten deutschen Mathemati-
ker der ersten Hilfte des 19.Jahrhunderts
weilten am 16. Juli 1849 in Géttingen. C. G.J.
Jacobi und J. P. G. Lejeune Dirichlet besuch-
ten C.F.GauBl am 50.Jahrestag der Verlei-
hung seiner Doktorwiirde.

H. Pieper

Fotos aus dem Kreisklub Mathematik des
Landkreises Brandenburg, siehe Seite 10.

Eine Aufgabe von
Prof. Dr.

Tamas Varga

Nationales Pidagogisches Institut
Budapest

A1936 A Wir nennen jede natiirliche Zahl
n> 1, die sich als Summe von wenigstens zwei
aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen
darstellen 14Bt, eine ,, Treppenzahl®.
(Beispielsweise ist 9 eine Treppenzahl mit
zwei verschiedenen ,, Treppen*:
9=2+3+4und 9=4+5)
Aufgabe: a) Welche natiirliche Zahlen sind
Treppenzahlen?
b) Bestimme die Anzahl verschiedener Trep-
pen [iir eine gegebene Treppenzahl!




Sonderbare Geometrie

Konnt ihr euch eine Gerade vorstellen, die
nur aus drei Punkten besteht, wobei jeder
dieser Punkte Mittelpunkt der durch die bei-
den anderen Punkte bestimmten Strecke ist?
Nun, wir wollen versuchen, eine solche son-
derbare Geometrie durch eine Vorgehens-
weise aufzubauen, welche von einem Mathe-
matiker vollkommen akzeptiert werden wiir-
de.

Im Mathematikunterricht wird gezeigt, daf
das Bild einer linearen Funktion f mit
S(x)=mx+n bzw. das Bild einer Gleichung
Ax+By+C=0(42+B?>0) in einem karte-
sischen Koordinatensystem eine Gerade ist,
wobei man davon ausgeht, dal man genau
weil, was man unter einer Geraden zu ver-
stehen hat. Doch gerade diese Annahme ist
durchaus nicht selbstverstindlich. Ihr konn-
tet ja einmal versuchen, eine exakte Definition
des Begriffes ,,Gerade“ aufzuschreiben.

Es ist in der Mathematik deshalb hiufig
zweckmiBig, den umgekehrten Weg zu gehen:
Die Menge der Punkte, welche einer Glei-
chung y=mx+n geniigen, nennt man Ge-
rade. Punkte sind dabei bekanntlich geord-
nete Paare bzw. geordnete Tripel reeller Zah-
len, je nachdem, ob man Geometrie in einer
Ebene oder im Raum betreibt. Entsprechend
heiBt die Menge der Punkte (x;y), welche
einer Gleichung (x —c¢)? + (y — d)* = r? geniigt,
Kreis mit dem Mittelpunkt (c,d) und dem
Radius r. Macht euch dies an Beispielen klar!
Uberlegt euch auferdem, wie man zweck-
mafigerweise definieren miifite, unter wel-
chen Bedingungen zwei Geraden 4,x+ B,y
+C;=0und A;x+ B,y+ C,=0 zueinander
parallel bzw. zueinander orthogonal sein
sollen! Uberpriift schlieBlich noch, daB es ge-
ﬁx—z; m) als den Mit-
2 2

telpunkt und d=1]/(x; —x,)?+(y; —y,)* als
die Linge der durch die Punkte (x,;y,) und
(x2:y2) lestgelegten Strecke zu bezeichnen!

rechtfertigt ist, (

Geht man diesen Weg, geometrische Begrifle
durch geeignete Gleichungen zu definieren, so
kann man nachweisen: Die Eigenschalten be-
kannter geometrischer Objekte stehen nicht
im Widerspruch zu unseren anschaulichen
Vorstellungen. So werden z. B. in der Ebene
zwei nichtparallele Geraden stets genau einen
Punkt gemeinsam haben.

4

Untersuchen wir nun einmal die Frage, wel-
che Folgerungen eintreten wiirden, wenn man
Punkte einer Ebene mit geordneten Paaren
ganzer Zahlen identifizieren wiirde. Der Kreis
k, der durch x?+y*=25 beschrieben wird,
bestinde dann nur aus den 12 Punkten
(0;5), (0;=95), (5:0), (~5:0), (3;4), (4;3),
(=3:4), (=4;3), 3;-49), 4:-3), (-3;-9),
und (—4;—3), er wire dann eine endliche
Punktmenge. Problematisch ist jedoch be-
sonders die Tatsache, daB bei der Berech-
nung von Eigenschalten geometrischer Figu-
ren Schwierigkeiten auftreten wiirden. Wollte
man z. B. den Schnittpunkt (x,;y,) der beiden
nichtparallelen Geraden g¢,:y=x+1 und
g2 :y=23x—4 berechnen, so erhielt man nach
Subtraktion der ersten Gleichung von der
zweiten

2x; —5=0bzw. x; =§ und y, =%.

Da x; und y, nicht ganzzahlig sind, ist
(g;) kein Punkt unserer Ebene. Die beiden
nichtparallelen Geraden hitten folglich kei-
nen Punkt gemeinsam.

Durchdenkt man das Beispiel genauer, so er-
kennt man: Die aufgetretene Schwierigkeit
entsteht dadurch, daB im Bereich der ganzen
Zahlen nicht jede Gleichung der Form
a-x=b (mit a=0) durch eine ganze Zahl
16sbar ist. Die Menge der ganzen Zahlen be-
sitzt — betrachtet wan sie beziiglich der Addi-
tion und der Multiplikation - schwiichere
Eigenschaften als die Menge der reellen
Zahlen.,

Es ist sowohl die Addition reeller Zahlen als
auch die Multiplikation der von Null ver-
schiedenen reellen Zahlen eine kommutative,
assoziative und umkehrbare Operation, dabei
ist die Multiplikation mit der Addition distri-
butiv verbunden. Man sagt: Die Menge der
reellen Zahlen bildet beziiglich dieser beiden
Operationen einen Korper. Fiir die Menge
der ganzen Zahlen trifft dies jedoch beziiglich
der entsprechenden Operationen aus den
oben genannten Griinden nicht zu.

Wir miissen also versuchen, einen Korper zu
konstruieren, den wir als Basis fiir unsere
Geometric nutzen kénnen. Dazu gehen wir
wie folgt vor:

Man teilt die Menge aller ganzen Zahlen in
drei Klassen {0]3, [1]3, [2]3 ein. In [0]5 bzw.

[1]s bzw. [2]s faBt man diejenigen ganzen
Zahlen zusammen, die durch 3 geteilt, den
Rest 0, den Rest 1 bzw. den Rest 2 ergeben.
Da jede dieser Klassen durch eine in ihr
liegende Zahl charakterisiert werden kann,
ist die Bezeichnung dieser Klassen mit [0]3;
[1]5 bzw. [2]5 im folgenden auch kurz mit
0, 1 bzw. 2 gerechtfertigt. In der Menge
G3={[0]3;[1]3;[2]5} wird durch [a], - [b]a
=[a-b]; bzw. [a]s+[b]s=[a+b]; eine
Multiplikation bzw. eine Addition einge-
fiihrt.

Man beachte, daB die Addition (bzw. Multi-
plikation) von Restklassen mit Hilfe der
Addition (bzw. Multiplikation) ganzer Zahlen
definiert wird. Es iibertragen sich deshalb die
bekannten Eigenschaften der Addition und
der Multiplikation ganzer Zahlen auf das
Rechnen mit Restklassen. Wir wollen noch
bemerken, daB das Berechnen der Differenz
[e]s—[b]s=[x]s der Ermittlung des Sum-
manden [x]3 in [a]; =[x]; +[b]s entspricht,
so daB mit Hille der Addition von Rest-
klassen eine Subtraktion von Restklassen und
analog mit Hilfe der Multiplikation von
Restklassen eine Division von Restklassen
festgelegt werden kann.

Die folgenden Tafeln geben alle Moglichkei-
ten der additiven bzw. multiplikativen Ver-
kniiplungen der Elemente von G3, der Menge
der Restklassen modulo 3 an. Wir nutzen nun
die vereinbarte Kurzschreibweise und schrei-
ben z.B. 1 statt [1]5.

+ 0 1 2 01 2
0 01 2 0 00O
1 120 1 01 2
2 201 2 0 21

Die Menge G; bildet beziiglich der in ihr er-
klarten Verkniipfungen tatsdchlich einen
Korper (Begriindung?).

Entsprechend unserem Prinzip, die Punkte
einer Ebene mit geordneten Paaren zu identi-
fizieren, bezeichnen wir die Menge aller ge-
ordneten Paare von Elementen aus G, als
eine Ebene, die wir mit G3? bezeichnen; die
geordneten Paare selbst heiBen Punkte dieser
Ebene.

Die so konstruierte Ebene besteht aus neun
Punkten. Bettet man sie in eine Ebene € un-
serer Anschauung ein, indem man jedem von
neun ausgewihlten Punkten P;; von € genau
cines der neun Paare (i;j)e Gs? zuordnet, so
kann man diese Ebene wie folgt veranschau-
lichen:

Bild 1
x x x
Foz P12 Pz
x x x
Poy Py Por
x x X
P oo Py P

Man beachte, daB in Bild 1 nur die neun cin-
gezeichneten Punkte zu unserer Ebene G,?
gehoren, nicht jedoch die ,,Zwischenrdaume*.



Es wire durchaus moglich gewesen, sowohl
den anschaulichen Abstand zwischen den
Punkten als auch deren Anordnung anders
zu wihlen.
Sucht euch noch andere Anordnungen aus!
Beschiftigen wir uns zundchst mit den Ge-
raden der Ebene G;2. Nach Definition ist
jede Gerade eine Menge von Punkten, welche
einer Gleichung der Form Ax+By+C=0
geniigen.
In unserer Geometrie sind dabei 4, B und C
irgendwelche Restklassen der oben genannten
Art, wobei wieder der Fall B=A4 =0 ausge-
schlossen werden soll.
Zunichst kann man sich leicht iiberlegen, daB
jede Gerade genau drei Punkte enthilt, denn
setzt man fiir x die drei Restklassen ein, so
sind die zugehorigen Werte fiir y eindeutig
bestimmt. Die Gerade g : x+ y+2=0 enthilt
z.B. die drei Punkte (0;1), (1;0), (2;2). DaB
diese drei Punkte anschaulich nicht auf einer
Geraden liegen (siehe Bild 1), verwundert uns
schon nicht mehr. Bei der Veranschaulichung
der Ebene G,? lag der Anordnung der Punkte
P;; ohnehin eine gewisse Willkiir zugrunde.
Erstaunlicherweise ist in unserer Geometrie
jedoch jeder Punkt unserer Geraden Mittel-
punkt der beiden anderen Punkte, wie man
sofort nachrechnet.
Dieser Sachverhalt gilt fiir jede beliebige Ge-
rade unserer Ebene G42. Sind namlich (x,;y,)
und (x;;y,) zwei Punkte, die auf der durch
Ax+ By+C=0 definierten Geraden liegen,
X ';Xz;}’l ';,Vz) auf
dieser Geraden. Aus Ax;+By,+C=0 und
Ax, + By, +C =0 folgt nimlich durch Addi-
tion A("‘ ;x2>+B<¥>+C=O.
Im Zusammenhang mit der Tatsache, daB je-
de Gerade aus genau drei Punkten besteht,
folgt dann unsere Behauptung,
Wir wihlen nun einen Punkt, etwa (0;0) e G32,
aus und untersuchen, wie viele Geraden die-
sen Punkt enthalten. Jede dieser Geraden
wird durch eine Gleichung Ax+ By=0 be-
schrieben. Wir stellen alle derartigen Glei-
chungen und die zur jeweiligen Geraden ge-
horenden Punkte in einer Tabelle zusam-
men:
gi Ox+ y=0
[}] x+ y=0,
g3 x+2y=0 0;00 (1;1) (2;2)
da x+0y=0 0;0) (0;1) (0;2)
Es existieren in G52 also 4 Geraden, die den
Punkt (0;0) enthalten. Eine entsprechende
Aussage gilt fiir jeden der neun Punkte, so
daB, da jede Gerade 3 Punkte enthilt, in G,

so liegt auch der Punkt (

0;:0) (1;0) (2,0
0;0) (1;2) ;1)

'Y Man beachte, daB die Gleichungen 2x +y
=0 und x+2y=0 nicht voneinander ver-
schieden sind. Die eine geht aus der anderen
durch Multiplikation mit der Restklasse 2
hervor.

zwolf voneinander verschiedene Geraden exi-
stieren.

Unter den 4 Geraden, welche durch einen
Punkt gehen, sind keine zueinander parallelen
Geraden. Es gilt namlich fir je zwei der oben
genannten Geradengleichungen stets A4,B;
+ A,B,. Damit existieren in unserer Ebene
vier Richtungen.

Jede Gerade legt eine Richtung fest; paralle-
len Geraden wird die gleiche Richtung zuge-
ordnet. Es ist nicht ganz einfach, sich diesen
Sachverhalt an einem anschaulichen Modell
(siehe Bild 1) zu verdeutlichen.

Die beiden Geraden g, und g3 sind wegen
—(1-1)=1-2 zueinander orthogonal. Ent-
sprechendes gilt fiir die Geraden g, und g,.
Da auch in G32 die drei Punkte (0;0), (1;0)
und (0; 1) nicht auf einer Geraden liegen, bil-
den sie ein Dreieck. Der Mittelpunkt der
durch (1;0) und (0;1) bestimmten Dreieck-
seite ist der dritte auf der durch diese beiden
Punkte bestimmten Geraden liegende Punkt
(2;2). Also liegt die zugehorige Seitenhalbie-
rende aul g;. Die Mittelpunkte der beiden

anderen Dreieckseiten sind (2;0) bzw. (0;2).

Die Seitenhalbierenden liegen auf Geraden
mit den Gleichungen y=x+2 und y=x+1,
sie sind zueinander parallel.

Da die drei Seitenhalbierenden keinen Punkt
gemeinsam haben, gilt der Satz aus der Drei-
eckslehre im R?, daB sich die drei Seiten-
halbierenden in einem Punkt schneiden, in
der Ebene G132 nicht. Der Winkel beim Eck-
punkt (0;0) des untersuchten Dreiecks ist ein
rechter; fiir die beiden anderen Innenwinkel
triflt dies nicht zu.

Uberpriift, ob sich die Hohen des gegebenen
Dreiecks in einem Punkte schneiden! Ver-
sucht, euch den Sachverhalt in Bild 1 zu ver-
deutlichen!

Wir wollen schlieBlich noch untersuchen,
welche Eigenschaften ein Kreis (x —c)2+
(v—d)*=r? in der Ebene G;? besitzt:
Betrachten wir fiir den Mittelpunkt (0;0) die
beiden moglichen Fille r=1und r=2.

Der Kreis mit dem Radius 1 besteht aus den
Punkten (0;1),(0;2), (1;0) und (2;0), der Kreis
mit r=2 besteht aus den Punkten (1;1),
(2;2), (1;2) und (2;1). Beide Kreise sind kon-
zentrisch (siehe Bild 2). Mit Hilfe des Ab-
standsbegrifles kann man namlich zeigen, daf3
in jedem der beiden Fille die Punkte des
Kreises von (0;0) den gleichen Abstand be-
sitzen.?)

Man kann sich an Hand der Kreisgleichung
(x—c)?+(y—d)?=r? iiberlegen, daB jeder
Kreis in G52 aus genau vier Punkten besteht.
Man braucht ndmlich nur die beiden Fille
r?=1 und r?>=2 zu untersuchen.

2) Im zweiten Fall ist der Abstand [/5 Es sei
bemerkt, daB der Abstand zweier Punkte
auch in G,2 eine beliebige nichtnegative
reelle Zahl sein kann.

Bei der Definition der Ebene G2 hatten wir
den Korper der Restklassen modulo 3 zu-
grundegelegt. Erstaunlicherweise fiihrte dies
zu Ergebnissen, die — bis aul wenige Ausnah-
men ~ mit den uns bereits bekannten Eigen-
schaften geometrischer Figuren {ibereinstim-
men. Da unsere Ebene nur aus neun Punkten
besteht, muf3 natiirlich auch die Zahl der
Geraden, Dreiecke, Kreise ... endlich sein
und jede dieser geometrischen Figuren kann
nur aus endlich vielen Punkten bestehen.

Bild 2
o o <]
(g2) (12)  (22)
o ° o
(01) 11 (21)
X o o
{o,0) 10) (20)

Warum die ermittelten Ergebnisse hiulig im
Widerspruch zur Anschauung standen, ist
uns inzwischen bewuBt geworden. Die etwas
erstaunliche Tatsache, daB auf einer Geraden
der Ebene G3? jeder Punkt Mittelpunkt der
beiden anderen Punkte der Geraden ist, hat
ihre Ursache darin, daBl der Korper G; im
Gegensatz zum Korper der reellen Zahlen
nicht geordnet ist. Man kann namlich in G;
nicht geeignet [estlegen, wann eine Restklasse
groBer als eine andere ist; beim fortlaufenden
Addieren der Restklasse 1 durchlduft man
zyklisch immer wieder alle Restklassen.

Der Versuch, mit Hilfe der Restklassen
modulo 4 eine Geometrie einer Ebene aufzu-
bauen, wiirde fehlschlagen, da die Menge G,
beziiglich der Restklassenaddition und beziig-
lich der Restklassenmultiplikation keinen
Korper bildet. Es ist z.B. die Gleichung
[2]4 - [x]a=[3]s durch keine Restklasse mo-
dulo 4 l6sbar, d.h. die Multiplikation der
von [0], verschiedenen Restklassen ist keine
umkehrbare Operation.

Man muB sich beim Aufbau endlicher Geo-
metrien aul Restklassen modulo p, wobei p
eine Primzahl ist, beschrinken. Also konnte
man auch Ebenen G,2 oder Gs? oder G,,2
untersuchen, die aus 4 bzw. 25 bzw. 121 Punk-
ten, namlich allen geordneten Paaren von
Restklassen modulo 2 bzw. modulo 5 bzw.
modulo 11 bestehen. Wer Lust hat, kann ja
einmal Geraden, Dreiecke, Kreise ... in einer
solchen Geometrie untersuchen.

Es ist auBerdem iateressant und auch nicht
allzu schwierig, die folgenden vier scheinbar
selbstverstandlichen Aussagen in einer Ebene
G,? zu beweisen. Man muB dabei die K6rper-
eigenschaften von G, nutzen, wenn man ,,mit
Geradengleichungen rechnet”.

1. In jeder Ebene G} existieren drei Punkte,
die nicht simtlich aul ein und derselben
Geraden liegen.

2. Der Durchschnitt zweier voneinander ver-
schiedener Geraden ist entweder leer oder
besteht aus genau einem Punkt.



3. Zu zwei Punkten P und Q mit P+(Q exi-
stiert genau eine Gerade g mit Peg und
Qeg.

4. Zu jeder Geraden g und zu jedem Punkt
P ¢£g existiert genau eine Gerade h mit Peh
und hNg=9. (@ ist die leere Menge)

Zum SchluB wollen wir noch einen drei-
dimensionalen Raum konstruieren, dem der
Korper G, zugrundeliegt. Wir bezeichnen
diesen Raum, der aus der Menge aller geord-
neter Tripel von Restklassen modulo 2, den
Punkten dieses Raumes, besteht, mit G,°.
Der Raum besteht aus 8 Punkten, denen wir
das folgende anschauliche Bild zuordnen
wollen (Bild 3).

for Jot
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Jede Gerade in G,? besteht aus 2 Punkten.
Insgesamt existieren in G,° genau (3)=28 Ge-
raden, nimlich soviel, wie es Méglichkeiten
gibt, aus 8 Punkten 2 Punkte auszuwihlen
(Problem der Kombination ohne Wiederho-
lung).

Geht man von einem Punkt P aus, so kann
man mit jedem der sieben von P verschiede-
nen Punkte eine Gerade [estlegen, die simtlich
voneinander verschieden sind. Also existieren
durch jeden Punkt sieben Geraden, in unse-
rem Raum gibt es 7 Richtungen, von denen
jede durch vier zueinander parallele Geraden
festgelegt wird.

Eine Ebene des Raumes wird durch eine Glei-
chung Ax+By+Cz+D=0 [estgelegt. Da
man zwei der drei Variablen x, y und z un-
abhingig voneinander mit Elementen von G,
belegen kann, enthilt jede Ebene G,* genau
4 Punkte.

Fiir eine Ebene durch den Punkt (0;0;0)
geht die Ebenengleichungin Ax+By+ Cz=0
iiber. Fordert man schlieBlich noch, daB auch
die Punkte (1;0;0) und 0;1;0) in dieser Ebene
liegen, so erhdlt man als Ebenengleichung
z=0. Diese Ebene enthilt (1;1;0) als vierten
Punkt. Nennt man zwei Ebenen parallel,
wenn sie keinen Punkt gemeinsam haben, so
ist die eben genannte Ebene zur Ebene mit
den Punkten (0;0;1), (0;1;1), (1;0;1) und
(1;1;1) parallel, wie dies anschaulich auch
Bild 3 zeigt. Allgemein kann man zeigen: Der
Durchschnitt zweier voneinander verschiede-
ner Ebenen ist entweder leer — man nennt
diese Ebenen dann zueinander parallel — oder
besteht aus einer Menge von zwei Punkten,
d.h. die Ebenen schneiden sich in einer Ge-
raden.

Die beiden in Bild 4 dargestellten Ebenen mit
den Punkten Pggg, Pioo, Po11 und Py bzw.
PllO; POlOy P001 und PlOl sind ebenfalls zu-
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einander parallel. Insgesamt existieren in G,>
14 Ebenen. .

Im: Raum g,* gelten — wie auch im Raum
R? — folgende Aussagen, deren Beweis wie-
derum nicht schwierig ist.

NS

/.

Poa, 100

1. Zu jeder Geraden g und zu jedem Punkt
P ¢4 existiert genau eine Ebene ¢, die g und P

B

Bild 4 Ay o

P110

2. Im Raum G, existieren vier Punkte, die
nicht simtlich auf einer Geraden liegen.

3. Zu jeder Ebene ¢ und zu jedem Punkt
P#e existiert genau eine Ebene ¢, so daB
Pee' und eNe' =9 gilt.

In Verallgemeinerung der genannten Bei-
spiele kann man Geometrien mit einer belie-
bigen Dimension n unter Nutzung des Kor-
pers der reellen Zahlen oder eines Restklas-
senkorpers modulo p konstruieren. Im letzt-
genannten Fall besitzt der Raum p" Punkte.
Die Untersuchung geometrischer Figuren
wird oft erleichtert, wenn die definierenden
Gleichungen in vektorieller Form vorliegen.
Schiiler der Abiturstufe sollten dies einmal

enthilt. durchdenken. P. Géthner
ﬁ ﬁ ] L B¢
l — =
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Eine Aufgabe von
Dr. Ludwig Stammler

Zuniichst einige Vorbereitungen: Es sei ABC
ein beliebiges Dreieck. Im Innern der Drei-
ecksfliche sei Z ein beliebiger Punkt. Wir be-
trachten alle Kreise mit dem Mittelpunkt Z.
Es sei K die Fliche eines solchen Kreises und
D die Fliche des Dreiecks. Wir interessieren
uns fiir diejenigen Flichenstiicke, in denen
entweder D iiber K hinausragt oder K iiber D
(Im Bild 1 schwarz gezeichnete Flichen-
stiicke). Mit Formelzeichen der Mengenlehre
bezeichnet man die aus diesen Flichen-
stiicken zusammengesetzte Flache als sym-
metrische Differenz
(P UK) \ (D NK).

P’ ] buk

DK ,
Bl (0vKNDAK) Bild 1

Das bedeutet: Von den beiden Flachen D und
K (die man als Punktmengen versteht), wird
zunichst die Vereinigungsmenge D UK (im
Bild | schwarze und schraffierte Flachen-
stiicke) und der Durchschnitt D MK gebildet
(Im Bild 1 schraffierte Fliche) und dann von
diesen beiden Mengen die Differenzmenge,
d.i. die Menge aller derjenigen Punkte, die zu
D UK gehéren, aber nicht zu DN K. (,,Sym-
metrisch* heiBt diese Dillerenz, weil sie sich
bei Vertauschung von D und K nicht dndert.)
Denkt man sich nun den Radius des Kreises
von 0 an wachsend bis zu beliebig groBen
Werten, so ist ,,leicht zu sehen* — wir wollen
es ohne Beweis hinnehmen —, daB genau einer
der Kreise um Z die folgende Eigenschaft hat:
Die Bogenldngen aller auBerhalb D liegenden
Bogen des Kreises ergeben addiert den halben

Kreisumfang. (Im Bild 1 wurde gerade dieser
eine Kreis gezeichnet. Uberpriife dies durch
Nachmessen der zugehorigen Zentriwinkel!
Wie groB muB nimlich deren Summe sein?)
Wir wollen kurz sagen: Das Dreieck ,,halbiert
den Umlang" des Kreises.

Nach diesen Vorbereitungen lautet die Auf-
gabe:

Beweise, daf (unter allen Kreisen um Z) genau
derjenige Kreis, dessen Umfang vom Dreieck
halbiert wird, den kleinstmiglichen Flichen-
inhalt der symmetrischen Differenz liefert!

(Als ,erste Hilfe* zum Auffinden eines Be-
weises betrachte die Titelzeichnung auf dem
Umschlag dieses Hefltes! Nimm an, der dort
gezeichnete Punkt Z wire der Mittelpunkt
der beiden Kreise! Setze zunichst voraus, der
innere Kreis wire gerade derjenige, dessen
Umfang halbiert wird! Warum liefert nun der
dubere Kreis einen groBeren Flicheninhalt
der symmetrischen Dilferenz? Jetzt nimm an,
gerade der duBere Kreis wire derjenige, des-
sen Umfang halbiert wird! Was muB3 dann
gezeigt werden, und wie gelingt dies?)
Fiir besonders Tiichtige noch eine Zusatzauf-
gabe: In der Titelzeichnung haben die Kreise
nicht Z als Mittelpunkt, wohl aber wird
vorausgesetzt: Alle zu betrachtenden Kreise
gehen aus einem von ihnen jeweils durch
Streckung mit Z als Zentrum hervor.
Finde nun — anstelle der ,,Umfangshalbie-
rung” — eine Bedingung, die genau von dem-
jenigen Kreis erfiillt wird, der den kleinst-
moglichen Flacheninhalt der symmetrischen
Differenz liefert! Die Bedingung soll darin
bestehen, daB ein bestimmter Flicheninhalt
gleich dem halben Kreis-Flicheninhalt ist.

L. Stammler

Niherungsverfahren
zur Dreiteilung
des Winkels

1. Konstruktion der Dreiteilung des Winkels

Gegeben ist ein Winkel a mit dem Scheitel-
punkt S. Ich schlage mit dem Radius r um §
einen Kreis und erhalte aul den Winkel-
schenkeln die Punkte 4 und B. Diese werden
durch eine Strecke verbunden. Es werden,

etwa im Bereich g bis %, einige Strahlen durch

S gezogen. Die Schnittpunkte mit der Strecke
AB bezeichne ich mit I,. Ich trage von den
Punkten I, auf den zugehorigen Strahlen 2r
ab und finde die Punkte H,. Die Punkte H,
werden verbunden. Durch den Punkt A ziehe
ich rechtwinklig zu AB ecine Gerade, die die

Kurve durch H, in H, schneidet. Die Gerade
durch Hy und S teilt den Winkel « in

Eund2

2
3 3

11. Beweis

Es wird gezeigt, daB der Abstand der Schnitt-
punkte der Strecke AB und der Senkrechten
zu AB durch A mit der Winkeldrittelnden 2r
betrégt.

Bild 1 wird ergénzt (siche Bild 2):

”ﬂ
2r
. K L
D
4
A IO 8

r AN

S Bild 2

1. Die Winkelhalbierende und die zweite
Winkeldrittelnde von a werden eingezeich-
net.

2. Die benachbarten Schnittpunkte der Win-
keldrittelnden und der Schenkel mit dem
Kreis um S werden untereinander verbunden.
Das Dreieck AASK ist gléichschenklig, lolg-
lich ist

¥SAK = £ AKS. Da {KSA:% ist,

muB <):AKS=90°—%sein.
Weiter ist ¥ KIgAd= xSI1,C=90°— xCSl,
=90°—§. In dem Dreieck AAIGK sind die

Winkel £ AKS und ¥ KIyA gleich, lolglich
ist AK =Al,. Die Dreiecke AAIoH, und
AKSD sind dhnlich, weil £1gAHo= £ KDS
=90° und ¥DSK= ¥ AHol, (Wechselwin-
kel).

Also ist

Holo:SK=Al,:KD=AK :KD=KL:KD
=2. Weil SK =r ist, folgt Holo=2r.

(Beitrag leicht gekiirzt.)

H. Schaper
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aufgepalit
nachgedacht

mitgemacht

Speziell
fir Klasse 5/6

Wie wird die Kugel

mit der kleineren Masse
mit moglichst wenig
Wiigungen gefunden?

Eine Aufgabe des Lehrbuches Physik der
Klasse 6 lautet:

Auf dem Tisch liegen drei Kugeln, von denen
bekannt ist, dafl zwei die gleiche Masse haben,
die dritte aber eine etwas kleinere Masse als
eine der beiden anderen hat. Beschreibe, wie du
durch eine einzige Wigung mit einer Schalen-
waage ohne Wigesatz sofort sagen kannst,
welches die beiden Kugeln mit der gleichen
Masse sind!

N

[
'

Die Losung lautet : Auf jede Waagschale wird
je eine Kugel gelegt. Ist die Waage danach
im Gleichgewicht, so sind die beiden auf-
gelegten Kugeln die beiden massegleichen.
Ist die Waage danach nicht im Gleichgewicht,
so liegt die Kugel mit der kleineren Masse auf
der nach oben gestiegenen Waagschale und
die Kugel aul der nach unten gestiegenen
Waagschale sowie die nicht auf die Waage ge-
legte Kugel sind die beiden massegleichen.
Eine Verallgemeinerung dieser Aufgabe soll
in diesem Beitrag betrachtet werden.
Problemstellung : Auf dem Tisch liegen n Ku-
geln (ne N, n23), von denen alle bis auf eine,
also n—1 Kugeln, die gleiche Masse haben.
Jedoch eine dieser n Kugeln hat eine etwas
kleinere Masse als die anderen. Mittels einer
Schalenwaage ohne Wigesatz soll die Kugel
mit der kleineren Masse herausgefunden
werden. Zugelassen sind m Wagungen (meN,
in>0). Zeige: Zu jeder Zahl m von Wigungen
gibt es eine groBte Zahl n,, von Kugeln, so
daB gilt:

1. Fiir n<n, 1aBt sich bei geeignetem Vor-
gehen stets aus n Kugeln mittels hochstens
m Wigungen die Kugel mit der kleineren
Masse herausfinden.

2. Fiir n>n,, 1aBt sich aus n Kugeln mittels
m Wigungen die Kugel mit der kleineren
Masse nicht bzw. nicht mit Sicherheit be-
stimmen.

Um die Problemstellung zundchst voll zu er-
fassen und um weiterhin ihre Losung zu er-
raten, lassen wir n zunichst nur schrittweise
wachsen.

Da zu n=3 am Anfang dieses Beitrags eine
Aufgabenstellung gelost worden ist, werden
jetzt n=4 Kugeln, von denen drei masse-
gleich sind und eine eine etwas kleinere
Masse als die drei anderen hat, betrachtet.
Kann man mit einer Wigung mittels einer
Schalenwaage ohne Wigesatz die Kugel mit
der kleineren Masse stets bestimmen ?

Bei 4 Kugeln gibt es nur zwei aussagefdhige
Maoglichkeiten, diese eine Wagung durchzu-
fihren. Entweder wird auf jede Waagschale
eine Kugel aulgelegt und 2 Kugeln bleiben
auf dem Tisch Liegen, oder aul jede Waag-
schale werden genau 2 Kugeln aufgelegt. Ist
im ersten Fall die Waage im Gleichgewicht,
so'sind die beiden aufgelegten Kugeln masse-
gleich und eine der beiden aul dem Tisch
liegengebliebenen Kugeln ist die mit kleinerer
Masse. Es kann jedoch nicht angegeben wer-
den, welche der beiden noch auf dem Tisch
liegenden Kugeln die kleinere Masse hat. Im
zweiten Fall kann die Waage nicht im Gleich-
gewicht sein. Die Kugel mit der kleineren
Masse muB aul der nach oben gestiegenen
Waagschale liegen. Sie ist eine der beiden auf
dieser Waagschale liegenden Kugeln. Welche
von beiden, kann nicht gesagt werden. Bei
keinem Vorgehen ist mit nur einer Wigung
bei n=4 Kugeln der gewiinschte Entscheid
moglich bzw. mit Sicherheit méglich.

Durch die bisherigen Betrachtungen wird fol-
gende Aussage als wahr vermutet:

Mit m=1 zuldssigen Wigung laBt sich aus
maximal rn, =3 Kugeln die Kugel mit kleine-
rer Masse stets bestimmen. Diese Aussage ist
bestitigt, wenn noch gezeigt wird, daB auch
aus n=>5, 6, ... Kugeln mit einer Wagung die
Kugel mit der kleineren Masse nicht heraus-
gefunden werden kann. Indem der Fall n=4
nochmals mit einbezogen wird, soll gezeigt
werden: Es ist unmoglich, aus n Kugeln mit
n=4 mit einer Wagung stets die Kugel mit
der kleineren Masse herauszufinden.

Damit diese eine Wigung aussagefdhig ist,
muB auf jeder Waagschale die gleiche Zahl
von Kugeln liegen. Wenn auf jeder Waag-
schale 2 oder mehr Kugeln liegen, so ergibt
sich in dem Fall, daB die Waage nicht im
Gleichgewicht ist: Die Kugel mit der kleine-
ren Masse ist eine der Kugeln, die aul der
nach oben gestiegenen Waagschale liegen.
Die Kugel mit der kleineren Masse wiire also
nicht bestimmt worden. Also darf{ bei einer
zuldssigen Wigung aul jeder Waagschale nur
eine Kugel liegen. Wegen n = 4 bleiben also bei
dieser Wagung mindestens 2 Kugeln auf dem
Tisch liegen. Ist die Waage dabei im Gleich-
gewicht, so ist die Kugel mit der kleineren

Masse eine der aul dem Tisch liegengeblie-
benen Kugeln. Da aufdem Tisch mehr als eine
Kugel liegengeblieben ist, ist wiederum die
Kugel mit der kleineren Masse nicht be-
stimmt.

Die obige Aussage ist damit als wahr erkannt_
worden.

Nunmehr werden m=2 Wigungen zugelas-
sen. Bei n=4 Kugeln laBt sich der ge-
wiinschte Entscheid mit m =2 Wigungen stets
fdllen: Bei der 1. Wigung wird aul jede Waag-
schale genau eine Kugel gelegt. Ist die Waage
nicht im Gleichgewicht, so liegt die Kugel mit
der kleineren Masse auf der nach oben ge-
stiegenen Waagschale. Die Kugel mit der
kleineren Masse ist dann bereits bestimmt.
Ist die Waage hingegen im Gleichgewicht, so
ist die Kugel mit der kleineren Masse eine der
beiden noch auf dem Tisch liegenden Kugeln.
In diesem Fall werden bei der zweiten Wa-
gung die beiden Kugeln, die bis jetzt noch aul
dem Tisch liegen, aul die Waage gelegt. Die
Kugel, die bei dieser Wégung nach oben
steigt, ist die Kugel mit der kleineren Masse.
Auch aus n=>5 Kugeln la8t sich die Kugel mit
der kleineren Masse stets mittels zwei Wi-
gungen herausfinden: Bei der ersten Wigung
bleiben 3 Kugeln auf dem Tisch liegen und
2 Kugeln werden auf die Waage gelegt. Ist die
Waage nicht im Gleichgewicht, so ist die
beim Wigen nach oben gestiegene Kugel
diejenige mit kleinerer Masse und die Be-
stimmung ist erfolgt. Ist die Waage bei der
ersten Wigung im Gleichgewicht, so ist die ge-
suchte Kugel gine der 3 auf dem Tisch lie-
gengebliebenen Kugeln. Mittels der zweiten
Wiigung ist es nach der eingangs betrachteten
Aulgabe moglich, aus diesen 3 Kugeln die
gewiinschte heraiiszusuchen.

Ebenso 4Bt sich aus n=6 Kugeln mittels zwei
Wigungen stets die Kugel mit der kleineren
Masse bestimmen: Um dies mit zwei Wa-
gungen zu schaffen, darf man jedoch bei der
ersten Wiagung nicht auf jede Waagschale
nur eine Kugel auflegen. Denn wire bei dieser
ersten Wigung die Waage im Gleichgewicht,
so wiirde sich die gesuchte Kugel unter den 4
zundchst auf dem Tisch liegengebliebenen
Kugeln befinden. Mit der nur noch zur Ver-
fiigung stehenden zweiten Wigung kann man
jedoch gemidB der zu n=4 gemachten Aus-
sage die gewiinschte Kugel nicht mit Sicher-
heit bestimmen. Das Vorhaben gelingt, wenn
aul jede Waagschale bei der ersten Wiigung
entweder 2 oder 3 Kugeln aufgelegt werden.
Hier sollen bei der ersten Wagung auf jede
Waagschale 3 Kugeln aufgelegt werden. (Den
Fall, daB bei der ersten Wigung auf jede
Waagschale 2 Kugeln aufgelegt werden, be-
trachte der Leser als niitzliche Ubung selb-
stindig.) Da alle Kugeln aufgelegt sind, kann
die Waage bei der ersten Wigung nicht im
Gleichgewicht sein. Die gesuchte Kugel liegt
aul der nach oben gestiegenen Waagschale.
Bei der zweiten Wigung wird gemiB bekann-
tern Vorgehen aus den 3 Kugeln, die bei der



ersten Wigung auf der nach oben gestiegenen
Waagschale liegen, die Kugel mit kleinerer
Masse herausgesucht.

Weiterhin I48t sich auch aus n=7 Kugeln die
Kugel mit kleinerer Masse durch zwei Wa-
gungen ermitteln: Bei der ersten Wigung
werden aul jede Waagschale 3 Kugeln aulfge-
legt. Ist die Waage im Gleichgewicht, so ist
die eine auf dem Tisch liegengebliebene Ku-
gel die gesuchte. Ist die 'Waage nicht im
Gleichgewicht, so ist die auf dem Tisch liegen-
gebliebene Kugel eine Normalkugel (also
nicht die Kugel mit der kleineren Masse).

Das weitere Vorgehen geschieht analog wie
oben im Falle n=6. Weiterhin 148t sich auch
aus n=8 Kugeln mit zwei Wigungen die
Kugel mit kieinerer Masse herausfinden: Bei
der ersten Wigung werden auf jede Waag-
schale 3 Kugeln aufgelegt. Ist bei der ersten
Wigung die Waage im Gleichgewicht, so ist
die gesuchte Kugel eine der beiden zuniichst
auf dem Tisch liegengebliebenen. Bei der
zweiten Wigung werden diese beiden Kugeln
allein aufgelegt. Die Kugel, die jetzt nach
oben steigt, ist die gesuchte. Ist bei der
ersten Wigung die Waage im Gleichgewicht,
so sind die beiden zunichst auf dem Tisch
liegenden Kugeln Normalkugeln. Das wei-
tere Vorgehen geschieht wieder analog wie
oben im Falle n=6.

SchlieBlich 1aBt sich auch noch aus n=9 Ku-
geln mit 2 Wigungen die Kugel mit der
kleineren Masse heraussuchen: Bei der ersten
Wigung werden auf jede Waagschale 3 Ku-
geiln aufgelegt. Ist die Waage im Gleichge-
wicht, so befindet sich die gesuchte Kugel
unter den 3 aufl dem Tisch liegengebliebenen
Kugeln. Ist die Waage nicht im Gleich-
gewicht, so befindet sich die gesuchte Kugel
unter den 3 Kugeln, die auf der nach oben
gestiegenen Waagschale liegen. Bei beiden
Maéglichkeiten hat sich ergeben:

Es sind 3 Kugeln bestimmt worden, unter
denen sich die gesuchte befindet. Bei der
zweiten Wigung wird aus den 3 so bestimm-
ten Kugeln nach bekanntem Vorgehen die
gesuchte herausgefunden. Die bisherigen Be-
trachtungen lassen vermuten, daB eine wei-
tere Teilantwort auf die Problemstellung
lautet:

Mit m =2 zuldssigen Wigungen laft sich aus
maximal n, =9 Kugeln die Kugel mit kleine-
rer Masse stets bestimmen. '
Diese Aussage ist bestitigt, falls noch ge-
zeigt wird : Mit m=2 Wigungen l4Bt sich aus
mehr als 9 Kugeln die Kugel mit kleinerer
Masse nicht mit Sicherheit bestimmen. Dies
soll jetzt geschehen:

Wiirden bei der ersten Wigung aufl jeder
Waagschale gleich viele, jedoch mehr als
3 Kugeln liegen, so gilt im Fall, daB kein
Gleichgewicht vorliegt: Die Kugel mit klei-
nerer Masse ist eine der Kugeln auf der nach
oben gestiegenen Waagschale. Da auf dieser
Waagschale mehr als drei Kugeln liegen, ist
das Herausfinden der gesuchten Kugel mit

der nur noch zur Verfiigung stehenden zwei-
ten Wigung gemiB der Betrachtungen zu
m=1 mit Sicherheit nicht méglich. Also
diirfen bei der ersten Wigung auf jeder Waag-
schale hochstens 3 Kugeln liegen. Ist die
Waage bei einer so durchgeliihrten ersten
Wigung jedoch im Gleichgewicht, so befin-
det sich die gesuchte Kugel unter den auf dem
Tisch liegengebliebenen Kugeln. Auf dem
Tisch liegen aber wegen n>9 mehr als 3 Ku-
geln. Mit der nur noch zur Verliigung ste-
henden zweiten Wagung ist wiederum der ge-
wiinschte Entscheid nicht mit Sicherheit mog-
lich.

Die Fille m=3, m=4, ... konnten nun ent-
sprechend betrachtet werden. Man wiirde da-
durch erkennen, daB zu m=3 n3;=3% zu
m=4 n,=3%, ... gehort, so wic zu m=1 n,
=3'=3und zum=2n,=3?=9 gehsrt. Doch
alle zulassigen Zahlen m zu betrachten, ist
zeit- und platzmiBig unmoglich. Diese Uber-
legungen fiihren lediglich einen versierten
Leser friiher, einen weniger geiibten etwas
spater zu der Vermutung: Mit m Wigungen
148t sich aus maximal n,, = 3™ Kugeln die Ku-
gel mit kleinerer Masse stets herausfinden.
Als Test, ob der Leser sich mit den benutzten
Beweismethoden und Schliissen geniigend
vertraut gemacht hat, sei ihm vor dem Weiter-
lesen emp{ohlen, zumindest die folgende oder
eine dhnliche Aufgabe zu 16sen.

Aufgabe: Aul dem Tisch liegen 20 Kugeln,
von denen 19 gleiche Masse haben. Eine der
20 Kugeln hat eine etwas kleinere Masse als
die anderen. Wie kann mit einer Schalen-
waage ohne Wigesatz durch 3 Wigungen
die Kugel mit der kleineren Masse heraus-
gefunden werden?

Wer diese Aufgabe nicht bewiltigen kann,
sollte statt weiterzulesen zunichst noch ein-
mal den bisherigen Teil durcharbeiten. Um
fiir alle zuldssigen Zahlen m die aufgestelite
Vermutung zu beweisen, wird die Beweis-
methode der vollstindigen Induktion ange-
wandt. Diese besteht aus dem Induktions-
beginn und dem Induktionsschritt.

Im Induktionsbeginn ist die kleinste zulassige
Zahl m, also m=1, zu betrachten. Es ist zu
zeigen, dafl mit m=1 Wégung aus n<3 Ku-

geln stets die Kugel mit kleinerer Masse her-
ausgefunden werden kann. (Da laut Problem-
stellung n= 3 gilt, eriibrigt sich das Betrachten
von n=1 und n=2 Kugeln.)

Und es ist auch zu zeigen, daB aus n Kugeln
mit n=4 mit einer Wigung nicht mit Sicher-
heit die gewiinschte herausgesucht werden
kann. Der Induktionsbeginn ist im Rahmen
dieses Beitrags schon durchgefiihrt.

Im Induktionsschritt ist zu zeigen, daB aus der
Annahme, die aulgestellte Vermutung
(nm,=23™) gelte fur m, ihre Giiltigkeit [ir m+ 1
folgt (0m+1=3"""'). Der Induktionsschritt
wird jetzt durchgeliihrt.

Induktionsschritt:

Voraussetzung: Fir m mit meN und m>0
gelten:

1. Aus n Kugeln mit neN, n=3 und n<n,
=3" 4Bt sich stets die Kugel mit der kleineren
Masse durch hochstens m Wigungen be-
stimmen.

2. Es ist unmoglich, aus n Kugeln mit ne N
und n> n,,=3" mittels m Wagungen die Ku-
gel mit der kleineren Masse stets zu be-
stimmen.

Behauptung: 1. Aus n Kuge:ln mit neN,n>3
und n=Zn,,,=3"""! LiBt sich stets durch
hochstens m+ 1 Wigungen die Kugel mit der
kleineren Masse bestimmen.

2. Es ist unméglich, aus n Kugeln mit ne N
und 7> 1,4, =3™*! mittels m+ 1 Wigungen
die Kugel mit der kleineren Masse stets zu
bestimmen.

Beweis: 1. Die natiirliche Zahl n 148t bei der
Division durch 3 entweder den Rest 0, den
Rest 1 oder den Rest 2. Dabei ist im Falle des
Restes 0 auch ; eine natiirliche Zahl.

Ist die Waage bei der ersten Wigung im
Gleichgewicht, so befindet sich die gesuchte
Kugel unter den auf dem Tisch liegenden
Kugeln. Da auf dem Tisch hochstens 3™
Kugeln liegen, ist es laut Voraussetzung
moglich, mit den weiteren m zur Verligung
stehenden Wagungen stets die gesuchte Kugel
herauszufinden. Ist die Waage bei der ersten
Wigung nicht im Gleichgewicht, so liegt die
gesuchte Kugel auf der Waagschale, die nach
oben gestiegen ist. Da auf dieser Waagschale

Beim Legen wir auyl Auf dem Tisch Wegen n<3™* ! gilt fiir die
Rest jede Waagschale bleiben liegen Anzahl der Kugeln
n n n
e = —<3m
0 3 Kugeln 3 Kugeln 3= 3
n—1 n—1 n—1 n
. = — <o<3m
| 3 Kugeln 3 +1 Kugeln 3 < 3=3 R
also 1~ I +1Z3"
3
n—2 n—2 n—-2 n
- J—— — <A’
2 3 + 1 Kugeln 3 Kugeln 3 < 3= 3,
also —";2+ 13




ARBEITS-
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

alpha stellt vor:

Kreisklub Mathematik
des Landkreises Brandenburg

Seit 1967 werden jedes Jahr nach der Kreis-
mathematikolympiade die besten Schiiler der
fiinften Klasse in den Kreismathematikklub
aufgenommen. Bei der Auswahl der Schiiler
werden neben den schulischen Leistungen,
den auBerschulischen Aktivititen und den
Ergebnissen bei der Olympiade auch die Er-
gebnisse einer Klausur in den vierten Klassen
beriicksichtigt, die wihrend der Kreisolym-
piade geschrieben wurde.

Alle Mitglieder des Kreisklubs sind ver-
pllichtet, sich regelmiBig an einer Arbeits-
gemeinschaft an der Heimatschule und am
alpha-Wettbewerb ihrer beziehungsweise ho-
herer Klassenstufen zu beteiligen.

Wir — das sind etwa 25 Schiiler der Klassen
5 bis 8 — treffen uns je zwei Wochen in den
Winterferien in Wernigerode, in den Sommer-

hochstens 3™ Kugeln liegen, ist es wiederum -

laut Voraussetzung moglich, mit den m wei-
teren zur Verfiigung stehenden Wigungen die
gesuchte Kugel stets zu bestimmen, w.z.b.w.
2. Die natiirliche Zahl n sei mittels zweier
anderer natiirlicher Zahlen no und n, dar-
gestellt als Summe n=no+no+n,. Wegen
n>3m*! gibt es keine derartige Zerlegung mit
no<3™ und n; £3™. Denn aus diesen beiden
Ungleichungen wiirde der Widerspruch ng
+no+n, £3"+3"4+3"=3-3"=3""! folgen.
Also muB in n=2no+n; no>3" oder n, >3"
gelten.
Wird als erste Wagung eine Zerlegung n=2ng
+n; mit n, > 3" benutzt, so ist, falls die Waage
im Gleichgewicht ist, die Kugel mit der klei-
neren Masse cine der n; auf dem Tisch liegen-
gebliebenen Kugeln. Wegen n, >3™ und ge-
mafB Voraussetzung ist es nicht moglich, mit
den nur noch zur Verfiigung stehenden m Wi-
gungen die Kugel mit der kleineren Masse
stets zu ermitteln.
Also ist die Bestimmung der Kugel mit klei-
nerer Masse bei keiner Wahl der ersten Wi-
gung mit Sicherheit méglich, w.z.b.w.

W. Trdger
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ferien in Lehnin und in den Herbstferien noch
einmal vier Tage.

Bei den Klubveranstaltungen stehen vor-
mittags vier Stunden Mathematik auf dem
Stundenplan, mit den Stoflgebieten Gleichun-
gen, Geometrie, Zahlentheorie und Kombina-
torik/Logik. Logisches Denken wird dabei
von jedem gefordert. Wahrend im Unterricht
sehr oft die Losung einer schwierigen Aufgabe
oder ein problematischer Beweis von den
Schiilern gemeinsam disk utiert und erarbeitet
wird, muB hier jeder einzelne in Kurzklausu-
ren mit einer Aufgabe oder Klausuren zhnlich
den Olympiaden seine eigene Leistung unter
Beweis stellen.

Im Klub entstand ein gutes Kollektiv, in das
sich die neuen Mitglieder schon auf Grund
des gleichen Interesses fiir die Mathematik
schnell einfiigen. Doch nicht nur die Mathe-
matik und sich entwickelnde Freundschaften
unter den Mitgliedern des Klubs, sondern
auch eine interessante Freizeitgestaltung mit
Sport, Museumsbesuchen, Vortrdgen und
Exkursionen 1aBt uns jede Veranstaltung mit
Freude erwarten. Dabei ist ein Klubrat aus
Schiilern jeder Klassenstufe fiir die Planung
und Organisation vieler Veranstaltungen ver-
antwortlich.

Mathematik macht SpaB! - wenn man sie

versteht. Doch um sie zu verstehen, miissen -

wir lernen, und dafiir hilt uns der Mathe-
matikklub viele Voraussetzungen bereit.
Nicht zuletzt durch die Schulung im Kreis-
klub konnen viele von uns auf gute Erfolge
bei den Mathematikolympiaden verweisen.

Vier Jahre Mitglied im Kreismathematikklub
- da sind die meisten von uns traurig, daB
diese Zeit vorbei ist. Doch das Interesse an
der Mathematik ist uns geblieben. Das zeigt
sich auch in den spiteren Berufen: Studenten
der Mathematik und zukiinftige Mathematik-
lehrer sind schon viele von den ehemaligen
Klubmitgliedern geworden!

Schiiler der Klasse 8
Mitglieder des Kreisklubs Mathematik

Das Foto zeigt einen Bildausschnitt

Hier drei Aufgaben aus unserer Arbeit:

Ala Erik besuchte vier Geschifte: Flei-
scher, Milchladen, Bicker und Gemiiseladen.
Er besucht sie jeweils genau einmal in einer
bestimmten Reihenfolge. Dabei haben wir
von dieser Einkaufsrunde folgende Informa-
tionen:

(1) Er war zuerst beim Fleischer oder im
Milchladen.

(2) Wenn Erik nicht zuletzt im Milchladen
war, so war er an zweiter Stelle im Milch-
laden.

(3) Im Gemiiseladen oder beim Fleischer be-
gann er seine Einkaufsrunde.

(4) Er begann zuerst beim Backer und war
nicht zuletzt im Milchladen.

(5) Nachdem er beim Fleischer war, ging er
sofort zum Bicker.

Es stellte sich heraus, daB die Informationen
nicht alle zuverldssig waren. Genau eine ist
falsch, die restlichen vier sind wahr.

a) Ermittle, welche Information [alsch ist!

b) Finde heraus, an welcher Stelle der Einkauf
im Gemiiseladen in seiner Reihenfolge war!

A2a Gegeben sei eine Gerade g und ein
Punkt A, der nicht auf der Geraden liegt und
ein Kreis K mit dem Mittelpunkt M und dem
Radius r in der gleichen Halbebene der Ge-
raden.

Konstruiere einen Punkt P auf der Geraden g
so, daB die Tangente an den Kreis K durch
den Punkt P und die Gerade AP mit g jeweils
den gleichen Winkel bilden!
Lésungshinweise: Spiegelung des Kreises an
g — Fallunterscheidung bei Tangentenkon-
struktionen — Determinationsfrage

A3a Gaegeben sei eine Gerade g, ein Punkt
A aul g und ein Kreis K mit dem Mittelpunkt
M und dem Radius r.

Konstruiere einen Punkt P aul der Geraden g
so, daf3 der Abstand zum Punkt 4 und zur
Kreisperipherie einander gleich sind !
Lésungshinweise: r auf g von A aus abtragen,
so da} Punkt B entsteht — Mittelsenkrechte
zu BM konstruieren!

vom Mathematikstand der Schulmesse der Oberschule Osternienburg.

RRGIE 065 ALPHL-
A [T WITTBEWERBS

( Beriihmte Mathematiker
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Probleme der Spiegelung und der Symmetrie
werden in den Ober-, Fach- und Hochschulen
im Physikunterricht in der Regel nur mit
Kreide als abstrakte Konstruktion an der
Tafel abgehandelt. Allenfalls kommt der
Spiegel noch als Bauelement optischer Geriite
zur Sprache. Die vielseitigen Verbindungen
von Spiegelung und Symmetrie zum taglichen
Leben, vor allen Dingen zur Technik, werden
im Unlerricht fast nie starker herausgestellt.
Spiegel und Spiegelebenen sind aber nicht nur
bedeutungsvoll fiir viele mathematische und
physikalische Probleme, sondern spielen im
taglichen Leben eine iiberraschend grole
Rolle. Der Sinn des Buches ist es, diese Zu-
sammenhdnge in unterhaltsamer Form zu
schildern.

Leseprobe:
Gespiegelte Dichtung

Dichter haben sich mit Wort- und Satzspie-
gelungen befaBt. Bekannt ist das Gedicht
,,Die Trichter** von Christian Morgenstern :
Zwei Trichter wandeln durch die Nacht.
Durch ihres Rumpfes verengten Schacht
flieBt weiBes Mondlicht
still und heiter
auf ihren
Waldweg
u.s.
w.

Geschickterweise nutzte Morgenstern die
senkrechte Symmetrieebene des W gleichsam
als AbschluB und Gesamt-Symmetrieebene
aus. Er kniipft mit der Form an eine alte
Druckertradition an. Von 1500 bis 1650 war
es selbstverstandlich, Buchtitel nur nach der
Symmetrie zu drucken. Es storte nicht, wenn
dabei Worter auseinandergerissen wurden
und wenn aul der nichsten Zeile der Rest des
Wortes in kleineren Buchstaben gedruckt
wurde.

Die ,,wahre Kunst der Wortspiegelung'* be-
ginnt aber erst, wenn ganze Sitze gebildet
werden, die von vorn und hinten gelesen den
gleichen Text ergeben. Otto, Anna und
Reliefpfeiler machen in solchen Sétzen natiir-
lich keine Schwierigkeiten. Wichtiger sind
Kombinationen, wie neger-regen, ein-nie,
not—ton, eber—rebe.

Weiter muf3 bei Spiegelsitzen das Zugestéind-
nis gemacht werden, daB Wérter geteilt wer-
den. Dann sind Satze moglich wie: Ein Neger
mit Gazelle zagt im Regen nie. Aus ,,zagt im*
wird in der Umkehrung: mit gaz(elle).

C. J. Friedrich aus Seifersdorf bei Radeberg
veroffentlichte eine Reihe von Spiegelsitzen.
Bei Liese sei lieb. Ein Esel lese nie. Ein teuer
Reittier reuet nie. '

Zur Bildung solcher Sitze scheint es glinstig
zu sein, sich vorher ein kleines Spiegel-
worterbuch aufzubauen. SchlieBlich gibt es
auch Umkehrerzihlungen, die nicht Buchsta-
be fiir Buchstabe, sondern Wort fiir Wort
gespiegelt werden. Eine Geschichte (aus dem
Englischen) beginnt mit ,,Jones bearbeitete
Zeittheorien jahrelang'* und endet , Jahrelang
Zeittheorien bearbeitete Jones*. Dazwischen
liegt dann eine etwas konfuse Story, die sich
vorwirts und riickwirts lesen 1aBt.

Eine andere Frage ist natiirlich, ob solche

Spielereien noch einen Sinn haben, und ob
die Verfasser ithren Scharfsinn und ihre Ar-
beitskraft nicht besser anderen Problemen
zuwenden sollten. Doch wenn jemand acht
Stunden oder linger nur ,verniinftige Sa-
chen‘ gedacht und erarbeitet hat, besteht
sicherlich mitunter auch das Bediirfnis, ein-
mal nur ,,Unsinn** zu produzieren.

Falls Sie aber irgendwo lesen: ,,Kaufen sie
Jjede woche vier gute bequeme Pelze x y**, so
handelt es sich nicht um eine Spiegelung,
sondern um einen Priifsatz im Fernschreib-
verkehr. Dieser Satz enthilt alle Buchstaben
des Alphabetes (einige mehrfach, z. B. ¢). Die
Kolleginnen am Fernschreiber kontrollieren
damit, ob alle Buchstaben richtig durchge-
geben werden.

SchlieBlich spielt der Spiegel selbst in der
Dichtung eine groBe Rolle, vor allem wegen
seines hohen Symbolwertes. Meistens soll er
zur Selbsterkenntnis und Selbstkritik auf-
fordern. Denken Sie nur an Till Eulenspiegel.
Oder denken wir an den beriihmten Roman
..Spiegel der Seelahrt** von Joseph Conrad.
Auch die Kriminalliteratur kommt nicht ohne
Spiegel und Spiegelschrift aus. In deutscher
Ubersetzung erschien ein Krimi , Motten im
Nerz** von E. St. Garner. Der Held der Story,
Perry Mason, findet in einem Zimmer zwei
mit Lippenstift geschriebene Hillerufe. Der
eine ist offen auf einen Spiegel geschrieben,
der andere versteckt unter einer Tischplatte.
Aber nur einer kann echt sein. Doch wel-
cher?

Die Polizei folgert: Ein echter Hilferuf wird
natiirlich versteckt angebracht, sonst hitten
ihn die bosen Gangster lingst entlernt. Perry
Mason denkt gar nicht, er probiert. Er 1Bt
seinen Assistenten die Botschaft nochmal
unter die Tischplatte schreiben, und zwar
heimlich**, wie es sich flir einen echten
Hilferuf gehort. Dazu muf} der Schreiber mit
ruhigem Oberkérper dasitzen (moéglichst den
Gangster ablenken!) und ohne hinzusehen
unter den Tisch schreiben. Das geht natiirlich
nur mit dicken Buchstaben, wie sie mit Kreide
oder einem Lippenstift erzeugt werden.
Geiibte Krimi-Leser ahnen bereits, was unter
dem Tisch geschrieben steht. Der Hilferuf
wird bei dieser Schreibart in Spiegelschrift
unter der Platte stehen. In dem Krimi steht er
aber richtig herum. Folglich wurde die Tisch-
platte vorher umgelegt, und daraus folgert
der Meisterdetektiv — wenn das nur mit rech-
ten Dingen zuging!

In der Zeitschrift ,,Der Deutsche StraBen-
verkehr* stand 1962 eine Meldung aus Eng-
land. Danach erhalten in der Stadt Kent alle
Krankentransportwagen die Aufschrift Am-
bulance nochmals in Spiegelschrift. Damit
soll erreicht werden, daB der Kraftfahrer im
Riickspiegel leichter den Ambulanzwagen
erkennt und ithm Platz macht.

Denkbar ist die Meldung, doch sie stand im
Aprilheft. Daher ist es unklar: Stimmt sie,
oder stimmt sie nicht?
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Wer lost mit?
alpha -Wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 9. Mai 1980

Mathematik

Ma5 #1937 Wenn man eine natiirliche Zahi
zunichst mit 7 multipliziert und zum Produkt
9 addiert, so erhilt man das gleiche Ergebnis,
als wenn man diese Zahl zunichst mit 9 mul-
tipliziert und zum Produkt 7 addiert. Um
welche Zahl handelt es sich?

Schiiler Uwe Schulze, 4. POS Copitz

Ma5 w1938 Setzt man fiir die Buchstaben
des Wortes ,,BERLIN* natiirliche Zahlen ein,

so gilt:

a) E+R+L=16;

b) R-L =18,

c) L+1 =81:R,
d) N=4-L,

e) L=38:19,

] B+E+R+L+I1+N=34
Welche natiirlichen Zahlen erfiillen diese
sechs Gleichungen? Sch.

Ma$5 ®1939 In dem Schema
OTTO
+ ANNA
ANTON
sind die Buchstaben so durch Ziffern zu er-
setzen, daB eine richtig geloste Additions-
aufgabe entsteht. Verschiedene Buchstaben
bedeuten verschiedene Ziffern, gleiche Buch-
staben gleiche Ziffern.
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma5 81940 In das nachfolgende Krypto-
gramm sind fiir die Buchstaben Zi{lern (0, 1,
2,3,4,5,6,7, 8, 9) so einzusetzen, daB fiir
gleiche Buchstaben gleiche Ziflern, fiir ver-
schiedene Buchstaben verschiedene Ziffern
stehen und daB die Rechenaufgabe richtig ge-
16st ist. ’

CB-AB

CAA

CB

1501

Wie lautet in diesemn Falle die Jahreszahl fiir
ABCD? Ing. H. Decker, Koln

Ma5 #1941 Jemand hat eine Additionsauf-
gabe zu 16sen, bei der der erste Summand eine
dreistellige natiirliche Zahl ist, deren drei
Grundziffern alle einander gleich sind. Die
Summe ist gleich dem zehnfachen Produkt
des zweiten Summanden, der ebenfalls eine
natiirliche Zah! ist. Es sind alle Aufgaben an-
zugeben, fiir die das zutrifTt! Sch.

Ma5 #1942 Eine Strecke AD von 91cm
Linge wird so in drei Strecken E,\' ﬁ,
CD eingeteilt, daB die Strecke AB viermal so
lang ist wie die Strecke BC und die Strecke
CD doppelt so lang ist wie die Strecke AB.
Wie lang ist jede der drei Teilstrecken? Wie
lang wiire jede dieser Teilstrecken, wenn die
Strecke CD nur halb so lang ist wie die
Strecke AB?  StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma6 w1943 Aus den sechs Ziffern 1, §, 6, 7.
8, 9 sind vier Ziffern auszuwihlen, mit deren
Hilfe vierstellige natiirliche Zahlen darzustel-
len sind, die zugleich durch 7, 8 und 9 teilbar
sind. Wie lauten diese vierstelligen Zahlen?
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma6 81944 In dem Bild halbiert die Ge-
rade AC den Winkel &< BAD; die Gerade BC
halbiert den Winkel ¥« DBE. Ferner sind fol-
gende Winkelgr6Ben bekannt: €« ABD =40°,
¥ ADB=170°.

a) Berechne die GroBe des Winkels ¥ ACB.

E

b) Weise nach, daB die Dreiecke AABD und
AABC gleichschenklig sind.
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Thies Ludbwr, 26 Givwrow, Werdorsar 22 | TMa7s
Kersting-05, Ktasse 7 g| 1369
30 —>le 150
Pridikat: o)
______ | Lowrg: L]

Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb kénhen sich alle alpha-
Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schuljahr
(bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu rich-
ten an

Redaktion alpha

7027 Leipzig, Postfach 14.

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-
stem der Aufgabe fortlaulend numeriert.
Der iiblichen Nummer ist ein Ma (Mathema-
tik), Ph (Physik) oder Ch (Chemie) und
eine Ziffer, z. B. 7, vorgesetzt (d. h. fiir
7. Klasse geeignet).

4. Von den Teilnehmern sind nur die Aul-
gaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstufen
11/12 und Erwachsene l6sen die Aufgaben,
welche mit Ma 10/12, Ph 10/12 oder Ch 10/12
gekennzeichnet sind.

S. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt zu
verwenden, Format A4 (210 mm x 297 mm)
(siche Muster), denn jede Aufgabe wird fiir
sich, d. h. in einem Zug, korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder
gute (d. h. vollstindige und richtige) Losung
(nicht nur Antwortsatz oder Ergebnis) ein-
gesandt haben, erhalten von der Redaktion
eine Antwortkarte mit dem Pridikat ,,sehr
gut gelést™, ,.gut gelost™ oder ,,gelost™.
Schiiler, welche nur einen Schlufisatz zu
einer Aufgabe einsenden, die vorgegebene
Form nicht beachten, uniibersichtlich oder
unsauber arbeiten, erhalten eine rote Karte
mit dem Vermerk ,,nicht gelost*.

Letzter Einsendetermin wird jeweils bekannt-
gegeben. Der Jahreswettbewerb 1979/80 lauft
von Heft 5/79 bis Heft 2/80. Zwischen dem
1. und 10. September 1980 sind alle durch Be-
teiligung an den Wettbewerben der Hefte 5/79
bis 2/80 erworbenen Karten geschlossen an
die Redaktion einzusenden. Eingesandte Ant-
wortkarten werden nur dann zuriickgesandt,
wenn ein Riickumschlag mit ausreichender
Frankatur beiliegt.

Die Preistrager und die Namen von Kollek-
tiven, die sich am Wettbewerb beteiligen,
werden in Helt 6/80 veroffentlicht. Wer min-
destens 10 Antwortkarten (durch die Beteili-
gung an den Wettbewerben der Hefte 5/79
bis 2/80) erhalten hat und diese einsendet, er-
hilt eine Anerkennungsurkunde und ein Ab-
zeichen (in griiner Farbe). Schiiler, die bereits
zwei Anerkennungsurkunden besitzen und
diese mit den Antwortkarten des Wettbe-
werbs 1979/80 einsenden, erhalten das alpha-
Abzeichen in Gold (und die Urkunden zu-
riick). Wir bitten darauf zu achten, daB alle
Postsendungen richtig frankiert sind und daB
die Postleitzahl des Absenders nicht verges-
sen wird. Redaktion alpha



Ma6 w1945 Das Bild stellt ein rechtwinkli-
ges Dreieck ABC mit der Hypotenuse AB dar.
Ein innerer Punkt E der Seite BC wurde mit
A, ein innerer Punkt D der Seite AC wurde
mit B verbunden. Der Schnittpunkt der Ge-
raden AE und BD wurde mit F bezeichnet.
Es betragen ¥ CAE=10° und £ CBD=20°.
Es ist die GroBe des Winkels ¥« AFB zu be-
stimmen ! StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

A 8

Ma6 21946 Gegeben seien drei natiirliche
Zahlen a, b und c, die lolgende Bedingungen
erfillen:

a+b=90,

a+c=175,

b+c=21.
Es ist das Produkt a - b - ¢ zu ermitteln.

Schiiler Roland Kamke, Rostock

Maé6 81947 Es sind alle natiirlichen Zahlen
n mit 10£n<50 zu ermitteln, die, um ihre
Quersumme vermindert, die Zah! 9 ergeben.
Schiilerin Annette Herm,

Karl-Krull-OS Greifswald

Wie viele Flaschen von jeder Sorte konnen es
gewesen sein, wenn von jeder Sorte minde-
stens eine Flasche dabei war und das Pland
fiir eine Limonadenllasche 0,30 M und Ffir

eine Milchflasche 0,20 M betrigt?
Mathematikfachlehrer E. Naumann,
Karl-Marx-Stadt

Ma8 #1953 Vondrei vorhandenen Kesseln
sind zwei gefiillt, der dritte ist leer. Wollte
man diesen leeren Kessel fiillen, so brauchte
man den Inhalt des ersten und 202, vom In-
halt des zweiten oder den Inhalt des zweiten
und ein Drittel vomn Inhalt des ersten Kessels.
Welches Fassungsvermogen hat jeder der drei
Kessel, wenn alle drei zusammen 14401 auf-
nehmen konnen?

Schiiler Olaf Rémer, Roflau, K1.7

Ma8 ®=1954 Es seien p eine Primzahl, x eine
reelle Zahl, und es gelte | x |+ 1. Man ermittle
alle x, fiir die die Primzahl p=w
x+1
so klein wie moglich ist.
Elektromonteurlehrling W. Scholze,

Sebnitz

Ma8 m1955 Es ist eine Strecke der Linge

[/Scm zu konstruieren. Der Konstruktion

soll ein Kreis zugrunde gelegt werden.
E.Schulze, Mildenberg

Ma7 ®1948 Zeichne einen Kreis k mit dem}( Ma9 #1956 Fiir drei verschiedene ganze

Mittelpunkt M und dem Radius r sowie eine
Sehne AB dieses Kreises, die die Linge des
Kreisradius r besitzt! Lege auf der Periphe-
rie von k einen Punkt C fest, der von A und B
verschieden ‘st, und verbinde C mit A und B!
Beweis., dab die GroBe des Winkels
X ACB —= ¢ entweder 30° oder 150° betragt!
Schiiler Holger Réstel, Erfurt, K17

Ma7 w1949 Der Umfang eines Dreiecks be-
trigt 36 cm. Die Linge der kiirzesten Seite
verhilt sich zur Lange der ldngsten Seite wie
3:5. Die mittlere Seite ist um 3 cm kiirzer als
die lingste Seite. Es sind die Lingen der
Dreieckseiten zu berechnen.

Fachlehrer D. Knape, Jessen

Ma7 w1950 In einem FDGB-Ferienheim
befinden sich 41 Urlauber, die in 2-Bett- und
3-Bett-Zimmern untergebracht sind. Das Fe-
rienheim verfiigt iiber mehr als vier, aber
weniger als zehn 2-Bett-Zimmer. Alle Betten
sind belegi. Uber wieviel 2-Bett- bzw. 3-Bett-
Zimmer verliigt dieses Ferienheim?
Schiilerin Gabriele Miiller,
Schéonwalde, K1.7

Ma7 81951 Es sind alle Zahlentripel auf-
einanderfolgender natiirlicher Zahlen zu er-
mitteln, fiir die das Produkt aus den drei
Zahlen eines solchen Tripels gleich der
Summe aus den drei Zahlen ist.

Schiiler Mario Koppen, Berlin

Ma8 #1952 Frank hat nach einer Veran-
staltung leere Limonaden- bzw. Milch[la-
schen gesammelt und dafiir 3,50 M erhalten.

Zahlen a, b, ¢ gilt folgendes:
1) b—a=4
2) c—b=4
3) Das Quadrat der groBten Zahl ist gleich
der Summe aus den Quadraten der beiden
anderen Zahlen.
Es sind alle geordneten Tripel [a,b,c] ganzer
Zahlen zu ermitteln, die den Bedingungen
1), 2) und 3) geniigen.
Dipl.-Lehrer f. Math./Ph.
M. Kutschank, Deutschenbora

Ma9 #1957 In der Gleichung xxyy=3xx>
+yy?, die eine vierstellige und zwei ins Qua-
drat erhobene zweistellige natiirliche Zahlen
in dekadischer Darstellung enthilt, sind die
Buchstaben x und y so durch Ziffern zu er-
setzen, daB wahre Aussagen entstehen. Fiir
gleiche Buchstaben sind gleiche Ziffern, fiir
verschiedene Buchstaben verschiedene Ziflern
einzusetzen, Nach ,Quant“, Moskau

XMa9 #1958 Man bestimme alle ganzen
Zahlen, fiir die folgendes gilt: Die Summe aus
einer solchen ganzen Zahl, ihrer zweiten und
threr dritten Potenz hat den einunddreiBig-
fachen Wert dieser ganzen Zahl.

Schiiler Axel Kuminski, Riesa, KI.9

Ma9 ®1959 Man beweise folgenden Satz:

In jedem rechtwinkligen Dreieck ist die

Summe der Kathetenlingen kleiner oder

hochstens gleich dem [/Efachen der Linge

der Hypotenuse.

In welchem Falle gilt das Gleichheitszeichen?
Axel Schiiler, Kleinmachnow

Ma10/12 m1960 Es ist zu beweisen:
Wenn p eine Primzahl ist und p > 2 gilt, so ist
(p+1)> —4(p + 1) stets durch 48 teilbar.
Schiiler Karsten Petzold,
Lauchhammer, K1. 10

Ma10/12 1961 Ein Reporter fragte nach
dem Alter eines Mathematikers. Dieser ant-
wortete: ,,Verdreifacht man die Quersumme
der Jahreszahl des Jahres, in dem ich geboren
wurde, so erhidlt man eine Zahl, die gleich
meinem Lebensalter im Jahre 1979 ist.” Wie
alt ist der Mathematiker?

Neuyén Xuan Thinh, Hanoi,

2.Z. Student der TU Dresden

Ma10/12 w1962 Es ist ein Sehnenviereck

ABCD zu konstruieren, das die folgenden

Eigenschalten besitzt:

1) Der Radius des Umkreises von ABCD ist

3cm lang,

2) AFB:IBFC:CI):D74=1:2:3:4, wobei A’B‘,

BC, €D, DA diejenigen Kreisbogen sind, aul

denen kein weiterer der Punkte 4, B, C, D

liegt. Die Konstruktion ist zu begriinden.
Axel Schiiler, Kleinmachnow

Mal0/12 #1963 Unter welchem Winkel
schneiden sich zwei Raumdiagonalen eines

Wiirlels?
Mathematikfachlehrer E. Naumann,
Karl-Marx-Stadt

Physik

Phé6 m71 Die Strecke, die das Licht in einer
Sekunde zuriicklegt, betragt 300000 km. Die-
se Entfernung ist so ungeheuer groB, daB man
sie sich nur sehr schwer vorstellen kann. Eine
Maoglichkeit, sich wenigstens ungefahr ein
Bild von dieser riesigen Entfernung zu ma-
chen, ergibt sich, wenn ihr die Ergebnisse der
folgenden Aufgaben damit vergleicht.

a) Wie viele Tage wire ein D-Zug unter-
wegs, der ohne Unterbrechung mit einer
Geschwindigkeit von IZOkTm diese Strecke
durchfahren wiirde, und wie viele Tage wiirde
ein Flugzeug fliegen bei einer Geschwindig-
ket von 900 kT’"?

b) Wie viele Minuten wiirde ein Raumschiff
brauchen bei einer Geschwindigkeit von

gkm,
s
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Ph7 w72 Ein Flugzeug mit einer Geschwin-
digkeit von BOOI(TTn
von 16 km den Punkt A. 5Stunden spiter
iiberfliegt es den Punkt B. Wie weit ist A von
B entfernt, wenn Héhe und Geschwindigkeit
des Flugzeuges konstant bleiben? (Der Erd-
radius sei 6370 km.)

Schiiler Ingolf Thurm, Géfnitz, Ki. 10

iiberfliegt in einer Héhe

Ph8 873 Auf eine stihlerne Welle soll eben-
falls aus Stahl ein Ring aufgeschrumpft wer-
den. Bei 20°C habe die Welle einen Durch-
messer von 80,05mm und der Ring eine
Bohrung vom Durchmesser 79,97 mm. Aufl
welche Temperatur muB3 der Ring erwirmt
werden, damit er mit einem warmen Durch-
messer von 80,25 mm auf die Welle aufge-
schoben werden kann?-
Der lineare Ausdehnungskoeflizient fiir Stahl
betrage 0,0000117 %
Lingenausdehnung ist [, =lo(1 +a- A9).

Ing. A. Kérner, Leipzig

Die Formel fir die

Ph9 @74 Auseinem undichten Wasserhahn
tropft Wasser, alle 0,2 Sekunden ein Tropfen.
Welchen Abstand haben zwei nacheinander
fallende Tropfen 0,5 Sekunden nach dem Ab-
fallen des ersten Tropfens?

Schiiler Jorg Miiller, Dresden, K1.9

Ph10/12 .75 Ein Luftballon von 10m
Durchmesser hat -im leeren Zustand ‘ein-
schlieBlich Gondel, Apparaten und Ballast
eine Masse von 300 kg. Er wird mit Wasser-

stofl (Dic_hte 0=0,089 %) gefiillt. Die Luft-

dichte betrage 1,25 %

Wie viele Personen zu je 75 kg kénnen mit-
fahren? Welche Auftriebskraft wirkt dann
noch aul den Ballon?

Adalbert Schatz, Leipzig

Chemie

Ch7 857 Wie ist die Gewichtszunahme,
wenn 12 g metallisches Eisen

a) in Eisen(II)-oxid

b) in Eisen(III)-oxid

c) in Eisen(IL, III}-oxid iiberfithrt werden?

Ch8 58 15c¢m® einer Losung von Salz-
sdure werden mit Silbernitrat versetzt. Dabei
wird ein Niederschlag von 047g gefillt.
Wieviel %;ig ist die Salzsdure, wenn man be-
riicksichtigt, daB sie folgendermaBen herge-
stellt wurde:

29,2 g wurden mit Wasser auf 290 cm? ver-
diinnt?

Ch9 ®59 Bei der Reaktion von Kochsalz,
96%iger Schwefelsdure und Braunstein mit
einem Gehalt von 89%, Mangan(I'V)-oxid bil-
det sich Chlor. Welche Mengen der Aus-
gangsstoffe sind anzuwenden, wenn 34 Liter
Chlor entstehen sollen?
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Ch10/12 60 Kalkstein, welcher 87,2%;

Kalziumkarbonat enthilt, wird mit. Salz-
sdure versetzt. Das dabei entstehende Kal-
ziumchlorid ist zu 4% durch Kalziumoxid
verunreinigt. Man berechne, wieviel 34%ige
Salzsiure und Kalkstein man einsetzen muB,
wenn 310 kg verunreinigtes Kalziumchlorid
entstehen sollen.

Eine Aufgabe —
verschiedene Losungen

Wir wollen auch heute wieder Losungsvarian-
ten zu zwei Wettbewerbsaulgaben vorstellen,
die bei uns eingegangen sind. Sie mogen
unseren aktiven Teilnehmern am alpha-Wett-
bewerb Anregungen zum Losen von Aufga-
ben geben.

Im Heft 1/1979 veroflentlichten wir folgende
Aulgabe:

Ma5 w1828 Die Schiiler einer Klasse gratu-
lieren im Jahre 1978 ihrem Lehrer, der ilter
als 30 Jahre, aber jiinger als 40 Jahre gewor-
den ist, zum Geburtstag. Auf der Gratula-
tionskarte wurden von den Schiilern in
scherzhafter Weise die beiden Ziffern der
Zahl, die das Lebensalter des Lehrers angibt,
vertauscht. Dadurch wurde dieser Lehrer um
neun Jahre ,jiinger gemacht“. In welchem
Jahre wurde dieser Lehrer geboren?

Im Heft 4/1979 veroflentlichten wir dazu eine
Losung:

Die Zahl des erreichten Lebensalters des
Lehrers 1dB8t sich durch z=3- 10+ y darstel-
len. Nun gilt 3-10+y=10-y+3+9,9y=18,
also y=2. Im Jahre 1978 ist der Lehrer
32 Jahre alt geworden; er wurde somit im
Jahre 1946 geboren.

Wir stellen nun die Losung von 'I:homas
Langenhahn aus Niederwiesa vor, der Schiiler
der Klasse 5b der Wilhelm-Pieck-Oberschule
ist.

Thomas 16ste diese Aufgabe wie folgt:
Angenommen, der Lehrer wurde x Jahre alt;

‘dann gilt 30 <x <40. Der Lehrer kénnte also

31, 32, 33, 34, 35, 36, 37 38 oder 39 Jahre
alt geworden sein. Durch Vertauschen der

Ziffern erhalten wir ein Lebensalter von 13,
23, 33, 43, 53, 63, 73, 83 oder 93 Jahren. Nur
fiir 32—23=9 werden die Bedingungen der
Aufgabe erfiillt. Im Jahre 1978 wurde der
Lehrer 32 Jahre alt; also wurde er im Jahre
1946 geboren.

Wir stellen nun die Lésung von Ines Schon-
berg aus Borna vor, die Schiilerin der Klasse
5¢ der Dinter-Oberschule ist.

Ines 16ste diese Aufgabe wie folgt:

Fiir das im Jahre 1978 erreichte Lebensalter
dieses Lehrers gilt 30 <ab <40, wobei ab eine

. zweistellige natiirliche Zahl in dekadischer

Schreibweise darstellt. Wegen ab=ba+9 gilt
ferner ba<ab, und wegen a=3 gilt somit
b=1 oder b=2.

Wegen 31— 13=18 entfillt b=1. Somit exi-
stiert genau eine Losung, nimlich a=3 und
b=2.(32-23=9)

Aus 1978 — 32 = 1946 folgt, daB3 dieser Lehrer
im Jahre 1946 geboren wurde.

Im Heft 2/1979 veroffentlichten wir folgende
Aufgabe:

Ma6 =1860 Rolf liest ein Buch. Am ersten
Tag schafft er 12 Seiten, am zweiten Tag den
vierten Teil der noch zu lesenden Seiten, am
dritten Tag die restlichen 57 Seiten. Wie viele
Seiten umfaBt dieses Buch?

Im Heft 5/1979 verolfentlichten wir dazu eine
Losung:

Angenommen, das Buch umfaBt n Seiten;
nach dem ersten Tag hat Roll noch (n—12)
Seiten zu lesen. Davon liest er am zweiten Tag
n _412 Seiten. Nun gilt

n—12
4

12+

+ 57= n,

n—12
4
n—12+4276=4n,
\ 264= 3",
n=_88.
Dieses Buch umfapt 88 Seiten.

+ 69= n,

Wir stellen nun die Losung von Christiane
Hoéfer aus Lugau vor, die Schiilerin der
Klasse 6b der Oberschule I ist.

Christiane 16ste diese Aufgabe wie folgt:
Angenommen, dieses Buch umfaBt n Seiten.
Am ersten Tag liest Rolf 12 Seiten; es verblei-
ben somit (n — 12) Seiten. Am zweiten Tag liest
Rolf den vierten Teil, am dritten Tag also
dreimal den vierten Teil der verbliebenen
Seitenzahl; das sind 57 Seiten. Deshalb gilt

3
7 (—12)=57,

57-4
n—lZ—T,
n—12=176,

n=88.

Dieses Buch umfaBt 88 Seiten.



Mathematik und Praxis
Was ist Schall?

Wenn wir sprechen, singen, Instrumente spie-
len oder Gerdusche erzeugen, spielen sich an
winzigen Teilchen der Luft ganz erstaunliche
Vorginge ab, fiir uns allerdings unsichtbar.
Man faBt alle Tone, Klinge und Gerausche,
kurzum alles, was wir horen kénnen, unter
der Bezeichnung Schall zusammen. Wenn wir
unsere Sprechorgane betitigen, musizieren,
mit dem Hammer schlagen, husten, niesen
oder sonst ein Gerdusch erzeugen, werden die
Teilchen der Luft in sehr feine und schnelle
Schwingungsbewegungen versetzt. Zunichst
geraten nur die der Schallquelle unmittelbar
benachbarten Lufiteilchen in Schwingungen.
Sie stoBen dann aber der Reihe nach ihre
Nachbarn zu gleichen Schwingungen an.
Dieses AnstoBen breitet sich von der Schall-
quelle so schnell aus, daf§ schon nach 11—0 s die
Luftteilchen in Schwingungen geraten, die
34 m weit von ihr entfernt sind. In 1s breitet
sich der Schall in Luft 343 m aus. Man nennt
dies die-Schallgeschwindigkeit. Nicht nur in
Luft und allen anderen Gasen, auch in Fliis-
sigkeiten und Festkérpern breitet sich Schall
aus, zum Teil sogar mit noch erheblich groBe-
rer Geschwindigkeit. Die Luftteilchen iiben
bei ihren Schwingungen einen schwachen
Druck aufdas Trommelfell des Ohres aus. Die
feinen Druckschwankungen breiten sich in
den inneren Teilen des Ohres aus und erzeu-
gen Reize, die das Gehirn zu Gehorsempfin-
dungen verarbeitet.

Veranschaulichen wir uns die Schallschwin-
gungen durch den Vergleich mit der Schau-
kel! Ahnlich wie ein Kind auf der Schaukel
bewegen sich die Teilchen der Luft, einer
Fliissigkeit oder eines festen K 6rpers bei den
$challschwingungen hin und her. Die Teil-
chen bewegen sich dabei aber nicht etwa mit

343? (Meter je Sekunde), sondern nur die

Schallausbreitung erfolgt mit dieser Ge-
schwindigkeit. Der Zustand des In-Schwin-

. m_ .
gung-Geratens wandert also mit 343 " weiter.

Es ist wie beim Abzihlen der zum Appell an-
getretenen Schiiler. Der Reihe nach ruft jeder
seinem Nachbarn eine Zah! zu und wendet
dabei den Kopf. Es bewegt sich aber nicht der
Kopf des ersten Schiilers die ganze Reihe ent-
lang, sondern nur das Kopfwenden.

Jede Schwingung ist durch zwei GroBen ge-
kennzeichnet; die Frequenz (Schwingungs-
zahl) und die Amplitude (Schwingungsweite).
Die Frequenz ist die Anzahl der Hin- und
Herbewegungen je. Sekunde. Schaukelt ein
Kind in einer Sekunde von der Mittelpunkts-
lage einmal nach vorn, dann nach hinten und
wieder genau zur Mitte zuriick, so entspriche
das der Frequenz von 1Hz (Hertz). Diese
MaBeinheit ist nach dem Physiker Heinrich
Hertz benannt, der 1886 erstmals jene Art
Schwingungen entdeckte und experimentell
erzeugte, die man fiir den Rundfunk und das
Fernsehen benutzt. Die Frequenzen der fiir

den Menschen hérbaren Schallschwingungen
reichen von ungeféahr 16 Hz bis 20000 Hz. Die
héchsten dieser Frequenzen kénnen jedoch
nur junge Menschen héren. Mit zunehmen-
dem Alter geht die obere Grenze der horbaren
Frequenzen zuriick. Hunde kdnnen noch den
sogenannten Ultraschall mit Frequenzen von
mehr als 20000 Hz horen. Von der Frequenz
hingt die Tonhdhe ab: je hoher die Frequenz,
desto hoher der Ton.

Die zweite kennzeichnende GréBe, die Am-
plitude, entspricht der Wegstrecke zwischen
den Endpunkten der Hin- und Herbewe-
gung der Teilchen, vergleichbar mit der Ent-
fernung zwischen der vordersten und hinter-
sten Stellung einer Schaukel. Von der GréBe
der Amplitude hingt bei den Schallschwin-
gungen die Lautstirke ab: je groBer die
Amplitude, desto groBer die Lautstirke.

Bei der Ausbreitung der Schallschwingungen
bleibt zwar die Frequenz gleich, aber die
Amplitude nimmt ab. Die von der Schall-
quelle weiter entfernten Teilchen werden also
nicht mehr zu Schwingungen von so groBer
Weite angestoBen wie die nahen. Daher wird
die Lautstirke um so geringer, je weiter wir
uns von der Schallquelle entfernen. Nur sehr
lautstarke Gerdusche wie den Donner kén-
nen wir viele Kilometer weit horen, die
menschliche Stimme aber nicht. Aus der
Schallgeschwindigkeit in Luft ist librigens
leicht zu errechnen, wie weit ein Gewitter
entfernt ist. Vergehen zwischen dem Blitz und
dem Horbarwerden des Donners zum Bei-
spiel 24s, so ist das Gewitter 24km: 3 =
8 km entfernt, da sich der Schall in rund 3s
| km ausbreitet.

Leseprobe aus:
HANS KLEFFE

Wie funktioniert denn das?

77 S., zahlreiche Abb., Preis: 6,50 M
Der Kinderbuchverlag Berlin
Bestell-Nr.6299706

1 Auparer Gehérgang
2 Trommelfell
3 Innenohr

- Schwingungsweite

(Amplitude) '
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In freien Stunden - alpha heiter

15151 n-Stellen aus dem Kopf

Einen neuen Weltrekord im Behalten von Stellenzah-
len der unendlichen Ludolfschen Zahl =, die das Ver-
hiltnis des Kreisumfangs zum Kreisdurchmesser an-
gibt, hat der 46jiahrige Japaner Hideaki Tomoyori auf-
gestellt. Vor drei Zeugen zéhlte er in Tokio iiber drei
Stunden lang insgesamt 15151 Stellen von =
(3,14159. . .) auf, ohne sich zu irren. Das Ergebnis

wurde sofort mit einem Computer nachgepriift. Den_

bisherigen Rekord hielt ein Brite mit 5050 Stellen.

Domino

Es sind zwei Paar Dominosteine so auszuwechseln,
daB die Summe in jeder der drei Spalten und in jeder
der drei Reihen gleich 15 ist.

Aus: Sputnik 879, Moskau

Geschenke verraten Namen

Drei Ehepaare, Meier, Miiller und Schmidt, kaufen
Geschenke.
(1) Jede Person kauft so viel Geschenke wie sie fiir ein
Geschenk in Mark bezahit.
(2) Jede Frau gibt 75 Mark mehr aus als ihr Mann.
(3) Anna kauft ein Geschenk mehr als Willi Meier,
Luise ein Geschenk weniger als Hans Miiller.
(4) Wie heiBt Maria mit ihrem Familiennamen?

Aus: WE, Koln, F. Sauer

Wie funktioniert denn das?

In die Zeilen der abgebildeten Figur sollen Worter
folgender Bedeutung eingetragen werden:

1. Eigenschaft natiirlicher Zahlen » mit 9 < n < 100
2. Langeneinheit in der Schiffahrt

3. Eigenschaft von Geraden mit gleichem Abstand

4. deutscher Mathematiker (1487 bis 1567)
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5. Teil einer gekriimmten Linie

6. achter Teil eines Raumes

Sodann trage man in die Figur das Bild der Funktion
y = x* ein. Dabei sei 0 als Ursprung, 0Q als Abszissen-
achse und OR als Ordinatenachse sowie eine Késtchen-
linge als Einheit angenommen.

R

: P

0 Q

Die Buchstaben in den Feldern, durch deren Inneres
diese Linie verlduft, ergeben fortlaufend gelesen ein
Mittel zur Darstellung von Funktionen.

Oberstudienrat K.-H. Lehmann, VLdV, Berlin

Zahlenritsel — dreidimensional

" 6
E F
D C
A 8
Breitenrichtung

AB Primzahl zwischen 7- 10—3und 7- 10 +3
DC 33+6° .

EF (1+6+6+6)- /64

HG 3,1627767

Hohenrichtung
EA 333222}
FB (6:2)*

GC }/6561

HD Ordnungszahl des Schwefels oder 2* - 22



Tiefenrichtung

AD ddes Kreises, wenn u = 238,8
BC o, wennarca =0,3316

FG 3 - 321

EH 5,56776*

Die entsprechenden Zahlen unter die gegebenen Buch-
staben geschrieben, ergeben das Geburts- und das
Sterbedatum eines Staatsmannes der DDR.

GEGHHFAD GAGCHCDG
Mathematikfachlehrer W. Konig, Berlingerode
Kryptarithmetik
In den Schemata
a) cha— a =cbf by BBCD—EFD=GBD
-+ - : + —
cfa+ e =cef G HE = IFJ

bf —cf=df BLD + LBE= IIE
sind die Buchstaben so durch Ziffern zu ersetzen, daB
man sechs richtig geloste Aufgaben erhilt. Dabei sind
jeweils fiir gleiche Buchstaben gleiche Ziffern, fiir ver-
schiedene Buchstaben verschiedene Ziffern einzuset-
zen.

Schiiler Bernd Winkelmann, OS Kar! Marx, Kl.7 (a), Schmalkalden
Schiilerin Petra Hahn, A..-Diesterweg-OS. KI.6 (b)

Der Bote und die neun Pakete

Neun Pakete miissen eilig zugestellt werden. Der Bote
sicht sich den Stadtplan an und weill bald, wie er
-fahren muB. Er liefert alle Pakete ab, ohne ein Stiick
des Weges zweimal zuriickzulegen. Wie verlief seine
Route?

Aus: Sputnik, Moskau

Anstatt Punkte sind die Zahlen 1 bis 16 so zu ergéinzen,
damit die Summe am Umfang jedes Quadrats, jeder
Ellipse und am Umkreis immer die gleiche ist. Ins-

gesamt also 8 gleiche Summen.
Ing. JindFich Péncik, Praha

11010
100010 f 4\
S . sagadbie
= s 1
,-\_v;—' 0iIC1I010
A
o/ \@
0
= H
2= ) i
s /
. /
.8 /
,h\__/vé\
i
.
| e
|t —

Aus: Eulenspiegel 15/70, L. Otto, Leipzig

o-Produkte

In nachfolgenden Gleichungen sind die Buchstaben
so durch Ziffern 1 bis 9 zu ersetzen, daB wahre Aus-
sagen entstehen. Dabei sind gleiche Buchstaben durch
gleiche Ziffern und verschiedene Buchstaben durch
verschiedene Ziffern zu ersetzen.
PoE=a - oo
RooT = P - aar
OaoaK = R - aooo
DoooaU = O - aocoo
UaooooD = D - aorotooer
KaoaaaaO = U - aooaooo
Taoaooaax R = K - oaooooco
FEoaooooooo P = T - aoooooooo
Oberlehrer Ing. K. Koch, Schmalkalden

,.Es ist genau 4600 Sandkorner nach 16 Uhr. . .
,,Jch muB Sie aufschreiben — Sie parken verkehrt!**
Aus: Fiir Dich 32/79, H.-D. Rifler, Berlin
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alpha-Wettbewerb
1978/79

Abzeichen in Gold

Fiir zwolfjihrige Teilnahme

Christoph Scheurer, Glauchau-Gesau; Henrik
Frank, Greifswald; Lutz Piiffeld, Hennigsdorf;
Eckhard Schadow, Oranienburg

Fiir elfjihrige Teilnahme
Martin Ermrich, Dresden; Bernd Hanke, GroB-
schweidnitz; Guido Blosfeld, Halle

Fiir zebmjibrige Teilnahme

Holger Jurack, Burkau; Ullrich Riedel, Floha;
Angelika Miiller, Greifswald; Rainer Gutsche,
Herzberg =

Fiir neunjihrige Teilnahme

Arno Feuerherdt, Brandenburg; Thomas Jakob,
Gera; Ursula Mirker, Greifswald ; Lew Dimenstein,
Leningrad (UdSSR); Norbert Littig, Lichtenberg;
Sybille Baumgart, Léderburg; Uwe Bormann,
Magdeburg; Regina Kupfer, Miltitz; Frank ABmus,
Oranienburg; Rainer Seifert, Pinnau; Bernhard
Tschada, Sondershausen; Berthold Wettengel, Oels-
nitz; Gudrun Drews, Wobbelin; Marid Helbig,
Frankfurt.

Fiir achtjihrige Teilnahme

Ralf Henze, Arnstadt; Andreas Fittke, Berlin, UIf
Ritschel, BooBen; Clemens Jaunich, Cottbus; Wolf-
gang Seeber, Gehren; Irmhild Bittner, Bengt Nol-
ting, beide Greifswald; Ingo Lenz, Hagenow;
Gerald Werner, Meiningen ; Volker Schulz, Nauen;
Axel Miiller, Oberlungwitz; Karsten Kénig, Ro-
stock; Reinhold Beckmann, Henri Hofmann, beide
Schmalkalden; Birgit Rosenberger, Suhl; Manfred
HauBler, WestgreuBen; Rolf Kuhn, Wintzingerode;
Katrin Richter, Wittenberg; Kurt Oertel, Zschorne-
witz; Lothar Gruber, Linz (Osterreich)

Fiir siebenjihrige Teilnahme

Volkmar Tiirke, Auerbach; Andreas Gude, Cor-
dula Becher, Andrea Nieflen, alle Berlin; Peter
Wiehe, Bischoflferode; Rall Ott, Demmin; Frank
Regensburger, Michael Apitz, Werner Jeroch, Rein-
hard Pohl, Ralf Kretschmer, Uwe Hanisch, alle
Dresden; Andrea Puchert, Eichicht; Heidelore
Stallbohm, Eldena ; Eberhard Georgy, Erfurt; Wolf-
hart Umlauft, Freital; Claudia Endtricht, Gérlitz;
Christian Wolf, Greifswald ; Jens Negwer, Grimma;
Burkhard Rahr, GroB-Neundorf; Giinter Mosel,
Giilze; Jirgen Hiittner, Kottengriin; Armin Kér-
ner, Leipzig; Steffen Langbein, Lichte; Gabriele
Otto, MeiBen; Thomas Richter, Neuhausen; An-
dreas Massanek, Neusornzig; Thomas Kohler,
Oederan ; Michael Thrianhardt, Oranienbaum; Wil-
fried Réhnert, Radebeul; Thomas Apel, Reichen-
bach; Christiane Jordan, Reitwein; Armin Hoell,
Ribnitz; Michael Zwicke, Riesa; Torsten Lowe,
Schleiz; Haiko Miiller, Heinz-Olaf Miiller, Almut
Beckmann, Barbara Gehb, Frank GieBler, alle
Schmalkalden; Bernadette Domaschke, Seifhen-
nersdorf; Hans Dietrich Schwabe, Sondershausen;
Holger Hoppe, Stendal; Dirk Herrmann, Téplitz;
Sylvia Zipf, Waldheim; Sylvia Kunze, WeiBenfels;
Carola Senft, Wingerode; Ralf Becker, Wolmir-
stedt; Ute Scharkowski, Zepernick; Michael Feu-
del, Leinefelde
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Fiir sechsjéhrige Teilnahme

Udo Clemens, Altenburg; Frank Maschke, Alten-
dorf; Henri und Dieter Koch, Amstadt; Olaf
Rausch, Aue; Burkhard MaeB, Bad Doberan;
Hans-Jiirgen Kopf, Bad Frankenhausen; Katrin
Kolliwer, Mario Binkowski, Birgit Ewald, Michael
Prescher, Claudia Ziehm, alle Berlin; Werner K&-
nig, Berlingerode; Adelbert Heddergott, Bittstedt;
Jens Schumann, Coswig; Ralf Hortig, Andrea
Dreyer, Iris Grundke, Ellen Harnath, Jens Purand,
alle Cottbus; Jirgen Anders, Dahlewitz; Lutz
Friedemann, Angela Jircik, Uta Oelschlagel, Klaus-
Dieter Gloe, Annett Korner, Peter-Alexander P6h-
ler, Frank Wittwer, Matthias Apitz, alle Dresden;
Jorg Bruchertseifer, Dubna (UdSSR); Daina Sem-
per, Thomas BShme, beide Eisleben; Sabine Liitz-
kendorf, Uwe Kintzel, beide Erfurt; Heike Recken-
beil, Fambach; Thomas Gerlach, Heike Briigge-

mann, Ute Ribbe, Bernd Hartwig, Mike Licbegott,

alle Friedeburg; Viola Richter, Garitz; Sylvio
Klose, Gera; Christof Herrmann, Greifswald;
Bernd Diibe, Gr.-Bademeusel; Matthias Weser,
GroBenhain; Andrea Potthofl, GroB-Wiistenfelde;
Hubert Steinmetz, Griningen; André Motz, Griin-
hain; Jens Folgmann, Halle; Ruth Jacobs, Halle-
Neustadt; Doris Planer, Hohendorf; Knut Bauer,
Hohenstein; Undine Nathan, Hoyerswerda; Rolf
Kamieth, Kakerbeck; Ronald Résch, Marko Han-
ke, Arnd Résch, alle Karl-Marx-Stadt; Jérg PSh-
land, Klingenthal; Alois Weninger, Knittelfeld
(Osterreich); Andreas Bernstein, Lehmitz; Thomas
Richter, Jens Rudolf, beide Leipzig; Heimo Woitek,
Leinefelde; Ute-Barbara Heuer, Leisnig; Barbel
Wintzler, Lobenstein; Annett Weise, Laderburg;
Martina Wolf, Magdeburg; Udo Kretzschmann,
Markneukirchen; Peter Stolze, Mhlau; Volkmar
Riemer, Neubrandenburg; Matthias Theurich, Ol-
bersdorf; Riidiger Diising, Osterburg; Ute M§ll-
hoff, Piesau; Volker Steuer, Pirna; Jirgen Krahl,
Plauen; Carmen Henze, Pratau; Jens Jacobi, Jens-
Uwe Sprengel, beide Potsdam; Sigrid und Jens-
Peter Planke, beide Premnitz; Karsten und Falk
Breuer, beide Radebeul; Ronald Bracholdt, Riesa;
Jana Walter, Robel; Heiko Lehmann, Andreas
Matthus, beide Rostock ; Ina und Uwe Ebert, beide
Ruppendorf; Regina Bricks, Saalfeld; Helmut
Engelmann, Sachsendorf; Ina Spanaus, Schleusin-
gen; Jens Gollmer, Werner Hifner, Christine Doll,
Sabine Endter, Cornelia Schadlich, Martin Teng-
ler, ‘alle Schmalkalden; Siegrid Kretschmann,
Schlagsdorf; Torsten Jeschke, Schwarzheide; Ro-
derich Winkler, Schwerin; Annelie Meyer, Silber-
straBe; Simone Mahlow, Barbara Tschada, beide
Sondershausen; Thomas Eichhorn, Steinach; Si-
mone Teichmiiller, Stockey; Dietmar Ulbricht,
Velten; Beate Nahler, Ralf Kurch, Beate Seiler, alle
Weimar; Uwe Felsberg, Worbis; Uwe Miiller,
Wroclaw (VR Polen); Christoph Chojetzki, Zeit-
hain; Frank Erdmann, Zeitz; Uwe Langer, Birgit
Thomas, Gabriele Herzig, Regina Kreul, Steflen
Pankow, alle Zittau; Ute Baumann, Zschocken;
Lutz Heinrich, Bad Langensalza

Fiir fiinfjihrige Teilnahme

Frank Kampfer, Holger Herold, beide Altenburg;
Hajo Herbst, -Altenpleen; Guntram Tiirke, Auer-
bach; Ralph Miiller, Bad Bibra; Frauke MaeB,
Bad Doberan; Thorsten Thonndorf, Uwe Maaz,
beide Bad Salzungen; Birgit Wollschlager, Berg-
witz; Stefan Berg, Frank Bendin, beide Berlin;
Ulrich Kramer, Bernterode; Astrid Markgraf,
Bischofferode; Carmen Schneider, Bischofswerda;
Inge Beck, Pia Zimmermann, beide Bleicherode;
Andreas Kraska, Breitenworbis; Birgit Weishaupt,
Biilow; Ralph Voigtlinder, Guido Mehne, beide
Calbe; Maik Weide, Callenberg; Olaf Seifert, Cam-
burg; Andreas Winkler, Cossebaude; Ulrike Bau-
mann, Coswig; Andreas Schlecht, Ralph Bernhardt,
Kathrin Magister, Susanne Liebelt, alle Cottbus;
Karola Sarodnik, Dallgow; Elisabeth Schiiltke,
Dessau; Manfred Kutschank, Deutschenbora; Mo-
nika Nolte, Dingelstadt; Harry Héfer, Dorndorf;
Susanne Miiller, Michael Berton, Michael Giesecke,

Helmuth Goldberg; Thomas Hartwig, Ingolf Kor-
ner, Michael Pietschner, Jens Rotsch, Carolin En-
gel, Jiirgen Grifenstein, Lutz Jeroch, Jorn Wittig,
Ralph Rénsch, alle Dresden; Peter Weise, Thomas
Marek, Matthias Arbeiter, Mandy Rinklin, alle
Eisenach; Volker Georgy, Uwe Strohmeier, Henrik
Seifert, Renate Liitzkendorf, Dirk-Thomas Orban,
alle Erfurt; Michael Wagner, Iris Abt, beide Fam-
bach; J6rg Butter, Freiberg; Matthias Bar, Steffi
Haucke, Ralf Baumhekel, alle Freital; Andreas
Fintzel, Friedeburg; Gerd Hackbarth, Gallentin;
Angela Illing, Gersdorf; Yvonne Pforr, Matthias
Kasparek, beide Grifenhainichen; Manuela Heims,
Astrid Renz, Silvia Falk, Andreas Wolf, Katharina
Herrmann, Ines Gath, Gunnar Miiller, alle Greifs-
wald; Michael Katzer, GreuBen; Heike Klitz,
Grimmen; Stefan Gockeritz, Greifswald; Regine
Binder, Halle-Neustadt; Enka Stelzer, Heringsdorf;
Volker Reck, Heiligenstadt; Eike Harmel, Hohen-
ferchesar; "Kerstin Hirsch, Holzdorf; René und
Chonchita Schiippel, Mathias Grundmann, alle
Hoyerswerda; Volkmar Liebscher, [lmenau; Horst
Fliegner, Jarmen; Birgit Hofmann, Jens Pénisch,
Anett Mirker, Andreas Hengst, Thomas Mader,
alle Karl-Marx-Stadt; Silke Zimpel, Keflerhausen;
Kerstin Willek, Kriebitzsch; Karsten Drescher,
Leinefelde; Peter Kasper, Stephan Bonewitz, Katrin
Bormann, Ines Bauer, Heiko Rudolf, J6rg Schwar-
zer, alle Leipzig; Manuela Marpert, Markersdorf;
Uwe Zscherpel, Meerane; Thomas Eller, Meinin-
gen; Tobias Liicke, MeiBen; Kerstin Friedrich,
Mittelherwigsdorf; Antke K&ssel, Mittelschmal-
kalden; Angelika ~Radtke, Mittweida; Gudrun
Hebestreit, Miihlhausen; Per Witte, Mittenwalde;
Uwe Grasenack, Nauendorf; Torsten Kretschmer,
Naumburg; Kerstin Feigel, Neundorf; Sigrun Mas-
sanek, Neusornzig; Karsten Woike, Neustadt;
Gerald Kothe, Niederorschel; Anett Rabe, Birgit
Uhlmann, beide Oberlungwitz; Kerstin Johannes,
Oranienbaum; Andreas Bollmann, Osteroda; Peter
Seifert, Pinnau; Kerstin Zirnstein, Pirna; Thomas
Mittelbach, Plessa; Claudia Wiirker, Reichenbach;
Ralph Neumann, Ribnitz; Astrid Wruck, Susanne
Forstreuter, beide Rostock; Christiane Dobber-
stein, Rathenow; Birgit Bricks, Saalfeld; Eva Schu-
bert, Schalkau; Cornelia Grulke, Schernberg; Tho-
mas Gerth, Henri Kriechling, Susanne Heuer,
Christoph Wille, alle Schmalkalden; Elke MeiBner,
Sitzendorf; Matthias Schneiderheinze, Sondershau-
sen; Martin Forster, Séllichau; Silke Reuscher,
Roland Goldenbogen, beide Stralsund; Elke R68-
ner, Strausberg; Peter Pfannschmidt, Suhl; Heidrun
Tiedt, Teterow; Michael Haufl, Teuchern; Margit
Creutzburg, Thal; Annekatrin Heuer, Tieckow;
Ute Bergmann, Katrin Schatz, beide Torgau;
Kerstin Spiegel, Waldheim; Stefan Syring, Warin;
Kerstin Ackermann, Wasungen; Kiaus-Detlef
Gehrke, Warnemiinde; Gudrun Boettcher, Wei-
mar; Olaf Seidel, WeiBwasser; Olaf Lenz, Weix-
dorf; Maik Rehtanz, Wernshausen; Eric Link,
Wismar; Karsten Schlutter, Wittstock; Torsten
Noack, Wittenberg; Birgit Schmidt, Worbis; Birgit
SchultheiB, Wiistenbrand; Roland Wehmeier, Tor-
sten Ninebuck, beide Wiisteney; Burkhild Kehn-
scherper, Wustrow; Michael Holdys, Ziesar; Bernd
Dunger, Heimo Henschelmann, Anett Schulzen-
sohn, alle Zittau ; Bert Hofflmann, Séllichau

Fiir vierjihrige Teilnahme

Frank Baumgart, Aschersleben; Knut Rommel,
Bad Liebenstein; Margret Detsch, Bad Salzungen;
Kirsten Rechner, Baruth; Jiirgen Pommerening,
Ute Huebscher, Marc Schewe, Sabine Mantel, alle
Berlin; Stefanie Lo&fller, . Blankenfelde; Tilman
Vélzke, BShlen; Brita und Heike Hoffmann, beide
Boizenburg; Stefanie Began, Breitenworbis; Uta
Boldt, Burg Stargard; Steffen Griitzner, Burkau;
Royald Lenk, Stefan Jakubaschk, Kristina Roeke,
Christine Pompe, Axel Harnath, aile Cottbus;
Petra Sarodnik, Dallgow; Thomas Claus, Demitz-
Thumitz; Ines Fehrmann, Gabricle Fischer, Vero-
nika Enkelmann, Heike Georgi, Heike Taschen-
berger, alle Deutschenbora; Thomas Richter, Dic‘



las; Annette Hindermann, Dagmar Schunck, beide
Dingelstadt; Gabriele Sprotte, Dobeln; Helga Loos,
Dérfel; Manuela Schwenke, Dohna; Asja Niirn-
berger, Birgit Wittwer, Jochen Lattermann, Jérg
Hempelt, Stefan Girtner, Antje Kithn, Cornelia
Miiller, UIf Riechen, alle Dresden; Siegfried Obst,
Reinhard WeiBnicht, beide Eberswalde; Birgit
RéBler, Kerstin Mans, Marlies und Petra Patz, alle
Eisenach; Peter Schlag, Steffen Much, beide Eisen-
berg; Volkmar Kolleck, Eisenhiittenstadt; Thomas
Pigorsch, Eisleben; Susanne Schreiber, Matthias
Schreiber, beide Elsterwerda; Thomas Schmidt,
Heike Heber, beide Erfurt; Simone Oetzel, Kathrin
Sievers, Volker Heymel, alle Fambach; Holger
Biichler, Feldberg; Reinhard Walter, Finsterwalde;
Kathrin Schadlich, Floh; Kathrin Hoffmann,
Frankfurt; Elke Jahn, Freiberg; Cornelia Voigt,
Carla Miiller, beide Friedeburg; Matthias Bauer,
Genthin; Sixten Bussemer, Gera; Urte Conrad,
Gielow; Kerstin Schneider, GoBwitz; Thomas Silz,
Grifenhainichen; Wilfried Schleinitz, Greifswald;
Klaus Siemoneit, Grimmen; Kerstin Mauerhof,
Grube; Grit Mockel, Griinbach; Uwe Ansorge,
Griinhain; Giinter Schichinsky, Volker Kunert,
Thomas Reissig, alle Halle; Roger Fischi, Halle-
Neustadt; René Geipel, Hartha;-~Gudrun Liebe,
Hartmannsdorf; Barbel PaBler, Kerstin Wickner,
Katrin Ullmann, Frank Eberlein, Heinz Wickner,
alle Hermannsdorf; Thomas Jez, Herzberg; Jens
Fiebig, Hohnstedt; Frank Thiimmler, Horka; Rigo-
bert Hupach, Hiipstedt; Martin Arnold, I[lmenau;
Marion Endrigkeit, Jessen; Conny und Hanjo
Sauermann, beide Joachimsthal, Birgit Georgi,
Holger Leonhardt, Holger Friedrich, Andreas
Niepel, Frank Hiibler, Andreas Berner, Christiane
Glumann, alle Karl-Marx-Stadt; Dany Eiche, Ma-
nuela Wohifarth, beide Kieselbach; Axel Schiiler,
Kleinmachnow; Antje Schlosser, Klingenthal; An-
dreas Kardos, Kathen ; Joachim Braun, Uwe Seidel,
beide KoBdorf; Frank Batschon, Krauschwitz;
Dirk Eigenwillig, Lauchhammer; Gerald Pfitzen-
reuter, Roland Bolze, Barbara Surma, Jérg Drech-
sel, alle Leinefelde; Lutz Limmer, Ralph Gruber,
beide Leipzig; AG Math. Kl.10a/b der Wilhelm-
Pieck-OS Lichte; Heike Nowara, Uwe Lauten-
schlager, beide Lossau; Ute Fischer, Liibbenau;
Birgit Arndt, Loitz; Grit Heyde, Latdorf; Carola
Hénn, Matthias Neundorf, beide Meiningen ; Peter
Kiirbis, MeiBen; Christiane Krause, Menteroda;
Andrea Richert, Miihlhausen; Uwe Wiirker, Miil-
sen; Katrin Wilke, Nauendorf; Thomas Lange,
Neustadt; Dieter Seifert, Pinnau; Math. Zirkel
K1.9/10 der EOS R. Fetscher, Uwe Schulze, beide
Pirna; Axel Schulz, Georg Schreckenbach, Thomas
Schreckenbach, Rainer Rithe, Karsten Milek,
Sigurd Assing, alle Potsdam; Jens Uhlemann,
Prausitz; Tim Planke, Premnitz; Katrin Arnhold,
Radebeul; Lutz Hiibschmann, Raschau; Katrin
Lippuner, Rheinsberg; Hartmut Lipke, Ribnitz;
Ina und Manfred Hille, Uwe Mattutat, alle Riesa;
Uwe Holubek, Rietschen; Dieter Grebner, RoB-
dorf; Ulrike Martin, Anette Miiller, Klaus Vil-
brandt, Sabine Heinze, Ines Dalisda, Sylke Giese,
Anett Becker, Dietlind Stolle, alle Rostock ; Torsten
Kéchy, Rotta; Andreas Hempler, Riidnitz; Katrin
Heim, Astrid Keller, Christine Mangold, Manuela
Recknagel, Sabine Artschwager, Ines Baumeister,
Martina Biichner, Evi K6nig, alle Steinbach-Hallen-
berg; Sigrid Schréter, Martina Riihl, beide Schla-
ditz; Anke Grosse, Mathias Brandt, Kerstin Miiller,
Brigitte Schmidt, Yvonne Recknagel, Soren Hol-
land-Cunz, Silke K&llmann, Anka Wilhelm, Andre
Bartsch, Frank Hafner, Matthias Holland-Nell,
Friedo Lohse, Claudia Hifner, alle Schmalkalden;
Markus Wolf, Schénbach; Gunnar Jeschke,
Schwarzheide; Sylvia Schwenke, Schwedt; Rall
Beckert, Schwerin; Jens GliBer, Seiffen; Michael
Hruschka, Senftenberg; Torsten Roeger, Ekkehard
Breuer, beide Stendal; Thomas Merten, Stralsund;
Katrin Rosenberger, Suhl; Klaus Pfeiffer, Taubach;
Holger Norenberg, Antje Wulf, beide Teltow;
Christine Mohr, Teterow; Lars Hermann, Toplitz;

Kerstin Anschiitz, Waren; Petra Ackermann, Wa-
sungen; Ute Hansmann, Christiane Hotze, beide
WeiBenborn; Birgit Schmidt, WeiBwasser ; Manfred
Petzelis, Wendisch-Rietz; Ralf Brada, Ingo Férster,
Dirk Hilbrecht, Mathias Scharf, Frank Schéne, alle
Wiehe; Carmen Rauscher, Wilkau-HaBlau; Marita
Kalisch, Wismar ; Berrit Richter, Wittenberg; Ralph
Nemitz, Wittenférden; Steflen Klimpel, Uwe Eix,
beide Wolgast; Claudia Groh, Wiistenbrand; Karl
und Jochen Oertel, beide Zeitz; Torsten Eidner,
Uwe Milller, beide Zeulenroda; Olaf Kretschmar,
Kerstin Hoflmann, Ingrid Soblik, Michael Méonch,
alle Zittau; Norbert Welzel, Birgit Schenke, beide
Zschornewitz; Uta Escher, Norbert Schlosser, beide
Zwickau; Peter Damaschke, Reiner Nolte, Rainer
Engel, Carola Giinther, Bettina Hagemann,
Heidrun WeiBenborn, alle Leinefelde; Gotz Kliit-
tig, Guben; Ralf Heubner, Wolfen

Fiir dreijihrige Teilnahme

Preistrager: Jens und Sven Fache, beide Altenburg;
Karin Griger, Berlin; Thomas Streich, Branden-
burg; Olaf Sasse, Karsten Mittag, beide Cottbus;
Ruth Backhaus, Mario Dette, beide Dingelstidt;
Werner Kirsch, Brigitte Rotter, Catherin Engel,
Giinther Gehre, alle Dresden ; Ralf ArnoM, Eisenach;;
Andrei Josiek, Eisenhiittenstadt; Elvira Stallbohm,
Eldena; Kerstin Méller, Fambach; Silke Bochmann,
Frankfurt; Jorn Wintsche, Grimma ; Frank Thieme,
Karl-Marx-Stadt; Bernd Schmutzler, Kirchberg;
Jens-Uwe Eigeawlfllig, Lauchhammer; Doris Griin-
ler, Lossau; Torsten Schulz, Merseburg; Heidi
Teidge, Jorg Schmidt, beide Neubrandenburg;
Thomas Heidrich, Oberlungwitz; Dietmar Hennig,
Olbersdor(’; Gudrun Zirnstein, Pirna; Torsten Kiihn,
Olaf Kdbernick, beide Potsdam; Gitta Schine,
Rostock; Jiirgen Schmalisch, Evelin Neumann, beide
Rotta; Ronald Bojarski, SaBnitz; Michael Gerth,
Schmalkalden; Gabriele Wolf, Trusetal; Evelin
Beyer, Wegefarth; Sylvia Feigl, Ines Hoffmann,
beide WeiBwasser; Marena Pannier, Uthausen;
Uwe Pallas, Zclla-Mehlis; Jorg Wenzel, Zeulen-
roda

Michael Elte, Ahlum; Petra Kellner, Ammern;
Torsten Schroter, Apolda; Katharina Fischer, Petra
Weinhold, beide Bad Gottleuba; Silke Schroder,
Bad Kleinen; Maike Jorzyk, Bad Kleinen; Susanne
Kd&hler, Markus K ostrzewa, beide Bad Liebenstein;
Jens Tautenhahn, Annett Winter, Marei Hellmann,
alle Bad Salzungen; Esther Goroncy, Bahrendorf;
Silke Rechner, Baruth; Christian Schuhart, Benn-
dorf; Steffen Nowak, Bergen; Sylvia Granzow,
Bergwitz; Joachim GroB, Sylvia Kopstein, Sven
Bienioschek, Michael Griinberg, Michael Kriiger,
Christian Schulze, Ulrich Kriiger, Bert Andree
Zucker, Dirk Grabner, Katrin Prescher, Ines Ste-
phanowsky, Martin Gréger, Thomas Schunke, alle
Berlin; Rosina Nensel, Ina Ficker, beide Permbach;
Heidrun Sourell, Bernau; Holger Schieck, Mike
GroB, Elke Schubert, Bernd Férster, Heike Berger,
alle Bernsbach; Gabriele Kabel, Beyernaumburg;
Roland Hesse, Blankenburg; Uwe Kiihne, Blan-
kenfelde; Astrid Goetzke, Blowatz; Evelyn Schmidt,
Blumberg; Marion Popel, Danilo Richter, beide
Bockendorf; Andreas Sprigade, Jens Taggeselle,
beide Borna; Marlis Schréder, Brandenburg; Detlef
Conrad, Braunsbedra; Uta und Fred Heiland,
Breitenbach; Gitta Fischer, Detlef Zilse, beide
Bristow; Ralf Hicker, Sylvia Burgemann, beide
Britz; Georg Lang, Burg-Spreewald ; Torsten Fried-
rich,  Butzow; Uwe Schiitze, Camin; Wieland
Stengl, Calbe; Detlef Baier, Christian Kunze, beide
Cottbus; Andreas Mann, Cunersdorf; Frank Sa-
rodnik, Dallgow; Georg Kirchner, Dermbach;

Ulrich Schuster, Demitz-Thumitz; Uta Schifer, .
-Dessau; Hanna Baumgarten, Beate Meinhardt,

Birbel Biendarra, Petra Biillow, Gabi Stéber, Wollf-
gang Moritz, Simone Marks, Beate Oplermann,
Sabine Rindermann, Astrid Schunck, Ralf Meier,
Beate Jung, alle Dingelstadt; Henry Jahn, Dippol-
diswalde; Mario Jipel, Dohna; Kathrin Wustmann,
André Pohlers, Ingolf Baumann, Rita Lambrecht,

Maja Oelschligel, Frank Weile, Petra Kohser,
Michael Rockstroh, Annett Friedemann, Stefan
Franze, Grit Kammer, Olaf Schulz, Thomas Miiller,
Ursula Schréter, Karsten Zosel, Ronald Lehmann,
Heike und Lutz-Lauter, Christine Kirsch, Ute
Schulze, alle Dresden; Hardy Kutzscher, Diirren-
hofe; Christine Frei, Ebeleben; Uwe Wollert,
Edderitz; Olaf Hein, Eisenach; Astrid Kafka,
Katrin Schréter, Frank Stefan, alle Eisleben;
Angela Wolter, Elster; Gerd Heber, Matthias
Synold, beide Erfurt; Tino Heber, Falkenberg;
Stefan Danz, Mirko Storch, Silvio Reinhardt,
Birbel Beder, Elke und Eckhard Petter, Marina
Heller, alle Fambach; Anke Adolf, Feldberg;
Steffen Miiller, Feldengel; Karin Danz, Reinhardt
Herrmann, beide Floh; Regine Stottmeister, Fok-
kendorf; Karsten MeiBner, Forst; Antje Hollstein,
Fred Meltke, beide Frankfurt; Olaf Drewning,
Thomas Leipner, Anett Forberg, Birgit Voigtmann,
alle Freiberg; Jorg Schaarschmidt, Fiirstenwalde;
Conny Steube, Georgenzell; Jens Franke, Gera;
Bernd Brandtner, Gn. Schildau; Volker Winkler,
Torsten Siebert, beide Gérlitz; Kathrin und Sylke
Steinke, Gorzke; Marion Meyer, Goldbeck; Tho-
mas Stoffel, Grabow; Frank Creutzburg, Gransee;
Mike Pfeiffer, Marco Silz, beide Grafenhainichen;
Birgit Fiebach, Frank-Michael Wegener, Annette
Herm, Achmed und Britta Schulz, Rita Déhner,
Anette Peters, Thomas Schubel, Gunther Herrmann,
Heiko Pegel, Martin Herrmann, Karsten Schulz, alle
Greifswald; Frigga Rudloff, Ute Briuer, Barbara
LiBner, Elke Rothe, alle GreuBen; Stefflen Lausch,
Matthias Hunger, beide Grimma; Axel Schulz,
Grimmen; Kerstin Steinecke, Uta Tischer, beide
GroBbodungen; Bettina Weser, GroBenhain; An-
nett Fischer, GroBl6bichau; Uta Reger, GroBorner;
Kerstin Vinke, Gr. Zarnewitz; Kirsten Schlegel,
Griinhain; Christina Otto, Giistrow; Anke Misch,
Michael Schulze, beide Halberstadt; Matthias
Schiinemann, Frank Siebert, beide Halle; Bernd
Stammler, Halle-Neustadt; Cordelia Krippner,
Kerstin Frank, beide Hammerbriicke; Holger Hart-
mann, Hartmannsdorf; Anja Kusserow, Haynrode;
Gerd Schmelz, Haynsburg; Carsten Klug, Hartha;
Frank Pampel, Heinrichsort; Heike Spittier, Hen-
nigsdorf; Sabine Trommler, Ingo Wickner, beide
Hermannsdorf; Barbara Illek, Steffen Frigge, beide
Herzberg; Axel Herbst, Hohendodeleben; Giinter
Dittmar, Hohenseeden; Janett Bratfisch, Uwe
Rahm, beide Hohenstein-E.; Hagen Fritsch, Ho-
sena; Julia Frankenstein, Hundeshagen; Claus
Janke, Ilmenau; Matthias Katzschmann, Jena;
Peter Dittmar, Kaltennordheim; Jutta Ritzke,
Karbow; Jens Kosche, Ulrike Lang, Ralf Lezius,
Matthias Solf, Jens Siegel, Rico Miiller, Heike
FaBl, Steffi Rudolph, Mathias Womacka, Petra
Klemm, Frank Winzer, Frank Kutschebauch, alle
Karl-Marx-Stadt; Hans-Ulrich Hahn, Karlsburg;
Birgit Sandhof, Kasnevilz; Danicla Meyer, Beate
Meyer, Kerstin Soschinka, Iris Niebling, Bodo
Benick, Liane Hagedorn, Dagmar Heublein, Ulrike
Kister, Susanne Wenig, Annette Mey, Ramona
KrauB, Kerstin Schirmer, Simone Wenig, Silvia
Fischer, Birbel KeBler, Kerstin Kern, Heike Josu-
peit, alle Kiselbach; Anett Queck, Kathrin GeBner,
beide Kirchberg; Birgit Plewe, Kleinmachnow;
Gert Wendland, Kleinwolmsdorf; Susanne Strack-
haar, Torsten Steinborn, Kathrin Marr, Susann
Schaede, Corinna Matzdorfl, Karla Behrendt, alle
Klietz; Christoph Hiibel, Kdnigsee; Ines Reichert,
K o6nigs Wusterhausen; Elke Willek, Kriebitzsch;
Vera Montag, Kiillstedt; Olaf Schwiebus, Lauch-
hammer; Ralf Knott, Kerstin Urban, beide Leim-
bach; Carola Pfitzenreuter, Ilona Mehmert, Jiirgen
Bolze, Ralf WeiBe, Sylvia Hahnefeld, alle Leine-
felde; Heike Scherf, Elke Hoffmann, Ingrid Leit-
hold, Uta ZieBmer, alle Leisnig; Uta Hubrig,
Leipzig; Stefan Hahnel, Leuna; AG Math. Wil-
helm-Pieck-OS KI.7b, Lichte; Barbara Roitner,
Linz (Osterreich); Udo Eckert, Lobenstein; Ingo
Gaoll, Ralf Schmidt, beide Lossau; Katja Rosen-
bohm, Léwenberg; Karl-Heinz Gohra, Lohsa;
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Jenny Pelzer, Thomas Blaffert, beide Liibbars;
Sabine Gerlach, Liibs; Falk Blaurock, Liibbenau;
Grit Bleil, Lutz Hausdorf, beide Lugau; Peter
Zienicke, Kerstin Hansen, Fritz Truthe, alle Magde-
burg; UIf Brauner, Markkleeb..rg; Matthias Min-
nel, Mehltheuer; Sylvia Wesscly, Ringo DreBler,
beide Meiningen; Marlies Hahnefeld, MeiBen;
Beate Krause, Menteroda; Dany Zeutzschel, Mer-
seburg; Silke Leutloff, Mestlin; Jirgen Welz,
Meyenburg; Karsten Schumacher, Metschow; Sven
Winkler, Minkwitz; Hilmar Lorenz, Michael Si-
mang, beide Mittelherwigsdorf; Ramona Richter,
Mittelndorf; Monika Eberhard, Miihlhausen; Ina
Prescher, Uwe Marinitsch, beide Neubrandenburg;
Bodo Braune, Neuburxdorf; Andrea Weber, Sylke
Trojovsky, beide Neukirch; Bettina Lohmann,
Neundorf; Axel Weyrauch, Neumiihle; Holger Als-
guth, Neuseddin; Petra Hohlfeld, Christine Hop-
penheit, beide Neustadt; Susanne Ziehnert, Neu-
strelitz; Annett Ludwig, Niederorla; Petra Barthel,
Irene Hesse, Jirgen Siebert, Astrid May, Birgit
Meier, Ines Birkefeld, Tobias Kaufhold, alle Nieder-
orschel; Markus ‘Schulz, Ndr.-Seifersdorf; Jutta
ReiBmann, Niesky; Barbel Wiederhold, Kerstin
Paul, beide Nordhausen; Andrea Friedrich, Niin-
cheritz; Nils Pohler, Oberlungwitz; Gabi Kuhnke,
Petra und Kerstin Kobke, alle Oranienburg; Tom
Schilling, Sabine Oestreich, beide Oschersleben;
Klaus Gehle, Owstin; Margit Mollhofl, Piesau;
Gabriele Lanckau, Steffen Gottschlich, beide Pirna;
‘Manuela Krause, Plauen; Petra Baldauf, Annette
Ribbeck, Andreas Piétz, Simone Burmeister, Tilo
‘Benens, alle Potsdam; Iljana Planke, Premnitz;
Dirk Lobbes, Pritzerbe; Karl-Heinz Fandrey,
Prenzlau; André Breuer, Tobias Holzapfel, beide
Radebeul; Hartwig Reichel, Frank Berndt, beide
Radeburg; Jorg und Carsten Stiehl, Radewege;
 Andreas Korb, Raschau; Frank Unger, Rackwitz;
Jens Seifert, Lutz Griinig, beide Reichenbach;
Kristian Lauritsen, Reichenberg; Katrin Ungethiim,
Reinsdorf; Gabi Pause, Reitzenhain; Falk von Seck,
Ribnitz; Heike Liittich, Ringleben; Katrin Wisch-
newski, Silke Grubick, Anke Wagner, Dirk Gretzler,
Kathrin Hofmann, alle Rébel; Peter Meng, Ré6blin-
gen; Stefan Wolf, Jens Kellermann, beide Rohr;
Ines Giilden, Roitzsch; Michaela Grob, Ute Hilse,
Annette Weisheit, Sybille Cotta, alle RoBdorf;
Andreas Jahnel, Frank Holle, Anette Voigt, Henry
Hartmann, Peter Kirschner, alle Rostock; Claudia
Lieske, Elke Miemel, Simone Voigt, alle Saalfeld;
Sylvia Grunow, Sangerhausen; Karola Klitsch,
Scharlibbe; Knut Drieschner, Schleiz; Holger Lau-
be, Heike Hader, beide Schlotheim; Sybille Heuer,
Gabi und Beate Rein, Birgit NoBler, Toralf Simon,
Bert Ilgen, Thomas Méller, alle Schmalkalden;
Simone Eisenbrandt, Schnellmannshausen; Sylke
Liider, Schénborn; Silke MeiBgeier, Schonbrunn;
Bernd Kirchheim, Schéndorf; Liane Pappe, Angela
Béttcher, Heike Beutel, alle Schonfeld; Thomas
Tiedtke, Silke Straubel, beide Schorssow; Sylvia
Borner, Schwabsdorf; Thomas Pfennigschmidt,
Schwerin; Jens Hoffmann, Sebnitz; Urte Tauer,
Heike Nagel, beide Seegrehna ; Tino Grau, Andreas
Prpic, Volker Leutheuser, Thomas Vorndran, alle
Sonneberg; Helfried Heubner, Stralsund; Stephan
Meyerhéfer, Strasburg; Sabine Dziatzko, Corina
Kaiser, Hans-Peter Fretschen, Stefan Kiihrt, Ma-
rion Hausdérfer, Thomas Weiner; Petra Preif}, Ines
Nothnagel, Katrin Pfannschmidt, Pirka Godau,
Steffi Bahner, Petra Schmidt, Gabi Knebel, Dirk
Walther, Wilfried Beckmann, Iris Campesato,
Frank Konig, alle Steinbach-Hallenberg; Ramona
Léser, Stendal; Sabine Steddin, Tangerhiitte; Sa-
bine Scheller, Teltow; Thomas Hantel, Toralf
Heene, beide Teterow; Uwe Weillenborn, Teut-
schenthal, Ellen Fleischhauer, Trebra; Heiko van
Schyndel, Olaf Rude, beide Trebsen; Ines Doll,
Trusetal; Falk Winter, Uhyst; Marion Vogt, Ut-
hausen; Monika Hennicke, Vacha; Reiner Burk-
hardt, Voigtsdorf; Hans-Jorg Starkloff, Walters-
hausen; Regine Katzy, Meike Dalliige, Jana Mar-
tens, Birgit Lorenz, Astrid Iwanski, Antje Karwath,
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Christine Fischer, alle Waren; Jens Ackermann,
Wasungen; Jens Kdhler, Weida; Hartmut Boett-
cher, Marco Gotz, Thomas und Torsten Ratz,
Dorothee Gebuhr, alle Weimar; Marita Brodhun,
Beatrice Gatzemeier, Martina Griinewald, Heidrun
Tschirner, Guido Hausmann, Reinhard Ritter,
Verena Koch, Carola Zinke, Margit Burian, alle
WeiBenborn; Janett Holub, Steffen Konietzky, Bea-
te Hentschel, Antje Heuckendorf, alle WeiBwasser ;
René Hirschfeld, Wernigerode; Mario Handke,
Uwe Mauf, beide Wiehe ; Petra Braumiiller, Wiener
Neustadt (Osterreich); Cathrin Franke, Wiesen-
burg; Katrin Kriiger, Wildau; Karin Glosse, Anett
Triger, beide Wingerode; Annett Seidel, Agnes
Jorzick, Gundula Lenz, alle Wismar; Doreen
Badge, Guido Kohnke, Kerstin Héntschke, Petra
Zander, Andreas Klappstein, Klaus Kriigel, Steffen
Thiel, Steffen Noack, Susanne Grubbert, Uwe Mai,
alle Wittenberg; Petra Brinkmann, Rall Lemke,
Thomas Reinke, Jens Miiller, J6érg Trojan, Dirk
Michaelis, Bernd Frank, alle Wolgast; Frank
Truckenbrodt, Wolfen; Sonja Giissow, Wollin;
Christine Brandner, Helge Feldmann, beide Wii-
stenbrand; Gabriele Schwarzer, Wulfen; Steffan-
Lutz Bélker, Wusterwitz; Viola Thomala, Wurz-
bach; Dietmar Polster, Zeithain ; Kerstin Kommer,
Zella-Mehlis; Christina Vof, Liane Soecknick,
beide Zepernick; Hilmar Lorenz, Zittau; Sabine
Wolfram, Zoppoten; Sabine Schmidt, Zwenkau;
Jorg Steinbach, Zwickau; Susen Kraink, Weil}-
wasser; Bettina Forster, Neukirch; Jana Klotzek,
Potsdam; Tim Harrison, Margret Vinatzer, beide
Schwaz (Osterreich); Gabi Gold, Petra Wege,
Ullrich Lauerwald, Bertin Borchert, Andrea Hopp-
ner, Betula Wiegand, Angelika Hartmann, alle
Leinefelde; Petra MeiBner, Neustadt; Cornelia
Kopte, Callenberg

Vorbildliche Hilfe

Unser Dank gilt den Verlagen, die Biicher im Werte
von 2300 M fiir die fleiBigsten Wettbewerbsteil-
nehmer zur Verfiigung stellten: BSB B. G. Teubner,
Leipzig; Akademische Verlagsgesellschaft Geest
und Portig, Leipzig; VEB Fachbuchverlag, Leipzig;
Der Kinderbuchverlag, Berlin; Militirverlag der
DDR, Berlin; transpress VEB Verlag fiir Verkehrs-
wesen, Berlin; Verlag Die Wirtschaft, Berlin; Der
Sportverlag, Berlin; VEB Deutscher Verlag der
Wissenschaften, Berlin; VEB Verlag Die Technik,
Berlin; Volkseigener Verlag Volk und Wissen,
Berlin; Urania-Verlag Leipzig; Polnisches Informa-
tionszentrum, Leipzig; Leipziger Volkszeitung.

Losungen

Ldsungen zur Aufgabe von

Prof. Dr. C. G. J. Jacobi, Heft 6/79:

Lidsung der Aufgabe a)

Vorbemerkung :

Fiir eine Zalil x bezeichne [x] die groBte
ganze Zahl, die nicht groBer als x ist. Bei-
spielsweise ist

[51=5.[7.2)=7,. [V2]=1,[-4,5]=-5.

Mit dieser Bezeichnung gilt: Die Anzahl der

natiirlichen Zahlen bis zu einer gegebenen

natiirlichen Zahl N, welche durch eine natiir-
liche Zahl k teilbar sind, ist [ﬂ]

k
. o 250 .
Beispielsweise gibt es| —— (=125 Zahlen zwi-

2

schen 1 und 250, die durch 2 teilbar sind,
[%53—0]=7 Zahlen zwischen 1 und 250, die
durch 33 teilbar sind.

1. Lésung:

Die Zahl 1 ist durch keine der Primzahlen
2,3, 5, 7 teilbar. Ferner sind natiirlich auch
alle Primzahlen zwischen 11 und 250 durch
keine der Primzahlen 2, 3, 5, 7 teilbar. (Es
gibt 49 Primzahlen zwischen 11 und 250.) Die
einzigen zusammengesetzten Zahlen bis 250,
di¢ durch keine der Primzahlen 2, 3, 5, 7 teil-
bar sind, sind offenbar 112=121, 132 =169,
11:13=143,11-17=187,11-19=209,13 - 17
=221,13-19=247.

Die gesuchte Anzahl ist somit 14+49+7=57.
2. Losung:

Wir bestimmen die Anzahl -4 der Zahlen von
1 bis 250, die durch wenigstens eine der Prim-
zahlen 2, 3, 5, 7 teilbar sind.

Die gesuchte Anzahl ist dann 250 — 4.

Es gibt ?= 125 Vielfache von 2, [?}:83
Vielfache von 3, 2—§0= 50 Vielfache von 5,

[@]:35 Vielfache von 7 zwischen 1 und

250. Darunter gibt es I:Z—Z—O:|=4l Vielfache
250

von 2 und 3, W=25 Vielfache von 2 und 5,

250 . 250
I:F:I= 17 Viellache von 2 und 7, [F]— 16
250

Vielfache von 3 und 5, [7

von 3und 7, I:@] =7 Vielfache von Sund 7.

35
Uberdies gibt es I:Zi]:S Zahlen, die

]= 11 Vielfache

2-3-5
Vielfache sowohl von 2 und 3 als auch 5 sind,

ferner =5 Vielfache von 2, 3 und 7

250
2-3-7
und |:2_255_07]=3 Vielfache von 2, 5 und 7,

250
3-5-7
zwischen 1 und 250). Auferdem gibt es

250 - .
I:W:I=l Zahl (ndmlich 210), die Viel-

faches von 2, 3, 5 und 7 ist.

210 ist die einzige Zahl, die durch alle vier der
gegebenen Primzahlen teilbar ist. Als Viel-
faches eines Produktes aus 3 der vier Prim-
zahlen tritt 210 insgesamt 4mal auf (210 ist
Vielfaches von 2, 3 und 5, von 2, 3 und 7,
von 2, 5und 7, von 3, 5 und 7). Als Viel-
faches eines Produktes aus 2 der vier Prim-
zahlen tritt 210 insgesamt 6mal auf (210 ist
Viellachesvon2-3,2-5,2-7,3-5,3-7,5-7).
210 tritt 4mal als Vielfaches einer der vier
gegebenen Primzahlen (Vielfaches von 2,
von 3, von 5 und von 7) auf.

=2 Vielfache von 3, 5, 7 (jeweils



210 darf bei der Bestimmung von A aber nur
einmal geziihlt werden!

Analoges gilt fiir die iibrigen Zahlen.

Man erkennt nun: Bildet man die Summe der
Anzahl der Vielfachen von einer der Prim-
zahlen 2, 3, 5, 7, also 125+ 83+50+35=293
(hierbei wird z. B. 210 4mal gezihlt, 105
=3-5-7 wird 3mal gezihlt, 21=3-7 wird
2mal gezihlt), subtrahiert man davon die
Summe der Anzahlen der Zahlen, welche Viel-
fache eines Produktes aus zwei der Primzah-
len 2, 3, 5, 7 sind (die Summe ist 41 +25+ 17
+16+11+7=117) (210 wird hierbei 6mal
gezdhlt, 105 wird 3mal geziihlt, 21 wird 1mal
gezihlt), addiert dazu die Summe der An-
zahlen der Zahlen, welche Vielfache eines
Produktes aus drei der Primzahlen 2, 3, 5, 7
sind (die Summe ist 8+5+3+2=18) (210
wird hierbei 4mal gezihlt, 105 wird 1mal ge-
zihlt) und subtrahiert davon 1 (als Anzahl der
Vielfachen der vier gegebenen Primzahlen)
(210 wird einmal gezihlt), so wird jede der
Zahlen von 1 bis 250, die Vielfaches wenig-
stens einer der Primzahlen 2, 3, 5, 7 ist, nur
einmal gezihlt (210 wird 4—6+4—1=1mal
gezdhlt, 105 wird 3—3+1=1mal gezihlt,
21 wird 2 — 1 = Imal gezéhlt, analog die iibri-
gen Zahlen) und man erhilt A. Es ist
A=293—-117+18—1=193. Die gesuchte An-
zahl ist A —193=57.

Ldsung der Aufgabe b)

Die Losung entspricht der 2.Losung der
Aufgabe a).
Es gibt zwischen 1 und 10000 [IT] =3333

Vielfache von 3, I:%.O—Ojl=909 Vielfache von
10000

11, [m:l =2 Viellache von 4001. Darunter

03(;00 =303 Vielfache von 3 und 11.
Die Anzahl A der Zahlen von 1 bis 10000,
die Vielfache wenigstens einer der Primzahlen
3, 11, 4001 sind, ist somit A =3333+909+2
—303=13941. Die gesuchte Anzahl ist 10000
— A=6059.

Bemerkung : Es ist bekannt, daB es zwischen |
und 10000 insgesamt 1229 Primzahlen gibt.
(In dem hier benutzten Manuskript bestimm-
te Jacobi unter anderem diese Zahl) Davon
sind 1226 von 3, 11, 4001 verschieden. Die
Zahl | ist nicht Viellaches von 3, 11, 4001.
6059 — 1227 =4832 der Zahlen zwischen 1 und
10000, die nicht Vielfaches von 3, 11, 4001
sind, sind somit zusammengesetzte Zahlen.
Es sind dies alle méglichen Produkte der von
3, 11, 4001 verschiedenen Primzahlen 2, 5, 7,
13, ..., 3989, 4003, ..., 4999, die kleiner als
10000 bleiben.

gibt es

Liosung der Aulgabe c)

Vorbemerkungen :
1) Fiir die Potenzen eines Binoms a + b gilt:

(a+b)®=a®+2ab+b?
(a+b)*=a®+3a*b+ 3ab® +b*
(a+b)*=a*+4a%b +6a%b? +4ab® + b*
(@a+b)*=a’+5a*b+10ab? + 10a’b®

+ 5ab* +b°, usw.
Die Koeffizienten der Potenzprodukte von
a und b heiBen Binominalkoeffizienten. IThre
gesetzmiBige Bildung erkennt man aus der
Anordnung im sog. Pascalschen Dreieck:

1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
Jede Zahl innerhalb der Randzahlen 1 steht
unter der Liicke der beiden iiber ihr stehenden
Zahlen und ist gleich deren Summe.
Setzt man fur natiirliche Zahlen n>1
m\_nn—=1)(n=2)...01—k+1)
(k)_ 1-2-3..k

n
=1273,.. d =
k=1,2,3,...,nun <0> 1,

so besteht die (n + 1)te Zeile des Pascalschen

. n\ (n\ (n
Dreiecks aus den Zahlen 1 = (0), ( l)’ <2>,

h n
s =1l
n—1 n

g . (n n
[Es gilt die Symmetrie (k)=(’1 —k)':|

Fiir die n-te Potenz des Binoms a + b gilt

(a+b)"=a"+(’ll)a"' ! b+<;)a"'zb2+

+( " )izb"“+b".
n—1

Der Spezialfall a=1, b= —1 iiefert

G- oty

oder { mit — 1 multipliziert und <n>= 1

fiir

ey

0

beriicksichtigl)

(T)_(g>+<g>_<z>+...+(—1)"“(Z>=1.

2) In der Kombinatorik lernt man:
Aus n verschiedenen Elementen k6nnen ohne
Beriicksichtigung der Reihenfolge k Stiick

(1<k<n) auf ("

k) verschiedene Arten aus-

gewahlt werden.
3) Es seien q, b, ¢, ..., p insgesamt n vonein-

ander verschiedene Primzahlen. Es soll das
Produkt aus den n"Faktoren

B )

ausmultipliziert werden.
Zunichst zwei Beispiele:

e

1 _ 1 + 1
7257 3-5-7°2:3:5-7
1 i 1
(-1
1 1 1 1 1
=l=3=11 301 73 11 T 3-4001
1 1
+ —_— .
11-4001 3-11-40t1
Allgemein gilt
1 11 1
Pl
+1+i+ LN
ab ac " ap bec
iy Lo Lo
T ae ap T
1
+(=D abe...p

. . n ‘ .
Es gibt hiervon >=n Summanden mit

1
jeweils einer Primzahl im Nenner (Vorzei-
chen —);es gibt (;) Summanden mit jeweils
einem Produkt von 2 Primzahlen im Nenner
(Vorzeichen +); es gibt (;) Summanden mit
jeweils einem Produkt von 3 Primzahlen im
Nenner (Vorzeichen —); es gibt <Z> Sum-
manden mit jeweils einem Produkt von
4 Primzahlen im Nenner (Vorzeichen +)
n
k
einem Produkt von k Primzahlen im Nenner
[Vorzeichen (— 1)].

4) Man multipliziere jedes Glied des aus-
multiplizierten Produktes P mit der gegebe-
nen Zahl N und ersetze jeden Bruch durch

die' gleiche oder nichst kleinere ganze Zahl.
Man erhilt:

vHE-- Y
NEONEEE
_[%}...JF...H—1)"[abf__,,]-

Beispiele:
N=250,2,3,57

250 250 250 250
o [2] 21212
SRR
2-3 2:5 2-7 3-5 3.7
+|i25_q]_|: 250 :I_[ 250 :|_|: 250 ]
5-7 2-3-5 2-3-7 2-5-7
- %‘?—7}{2—??7]:250-125—83
—50—35+41+25+17+16+11+7—-8—5

-3-2+41=57
N =10000; 3, 11, 4001

10000 10000 10000
oo 252 [ 2 | oy
+[|0000}{ 10000]+[ 10000 }

311 3-4001 11- 4001
10000
| 37114001
=10000~3333-909—2+3034+040-0
=6059

usw.; es gibt ( ) Summanden mit jeweils
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Lissung der Aufgabe c)
Man subtrahiere zuerst von N die Anzahl
der Zahlen bis N, welche Vielfache von einer
der gegebenen Primzahlen sind:

N —W,, worin Vl=[§]+[%:|+ +[%i|.

([g ist ja die Anzaht der Zahlen bis N, die

Vielfache von a sind, I:%] ist die Anzahl der

Zahlen bis N, die Vielfache von b sind, usw.).

In V; werden natiirlich einige Zahlen mehr-
fach gezihlt, beispielsweise die, die Vielfache

von a und b sind. (V, enthilt (';):n Sum-

manden. ) Jetzt werde die Anzahl der Zahlen

bis N wieder addiert, welche Vielfache eines
Produktes aus zwei der gegebenen Prim-
zahlen sind: N — V| + V;, worin

N N " n
V,= [E] + [E:I +. < V, enthilt (5) Sum-

manden.

Nun werde die Anzahl der Zahlen bis N
wieder subtrahiert, welche Vielfache eines
Produktes aus drei der gegebenen Primzah-
len sind: N —V, + V, — V4, worin

N " n
VJ—I:E:I+... (V; enthilt <3> Summan-

den.

Der sich so ergebende Ausdruck wird auch
auf die in den Vorbemerkungen 3) und 4)
beschriebene Art erhalten!

Er ist gleich der gesuchten Anzahl derjenigen
unter den Zahlen bis N, welche durch keine
der Primzahlen a, b, c, ..., p teilbar sind. (Satz
von Legendre, 1808.)

In der Tat, im Ausdruck
Vi—V,+Va—Vy+... wird jede Zahl bis N,
die durch eine oder mehrere der gegebenen

Primzahlen teilbar ist, insgesamt nur einmal

gezihit!

Sei ndmlich h eine Zahl, welche durch genau ¢
der gegebenen n Primzahlen g, b, c, ..., p teil-
bar ist (1 <t<n).

Wie oft wird h als Vielfaches eines Produktes
aus s der gegebenen Primzahlen auftreten
(1<s<1)?

Nun, so oft wie man aus den ¢ Primzahlen
ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge s
Stiick auswihlen kann. Das ist (nach der Vor-

bemerkung 2)) auf (2) verschiedene Arten
moglich.
Somit tritt h i mal als Vielfaches einer der

gegebenen Primzahlen auf. (Teilsumme (:) .

2

von Vl), tritt h (l)mal als Viellaches zweier
der gegebenen Primzahlen aul (Teilsumme

(;) von Vz), usw. Die Zahl h wird im

22

Ausdruck V;—V,+ V3 —V,+... somit genau

t\ [t ty (¢t R
(1)) )0)r )
1mal (nach Vorbemerkung 1)) gezéhlt.

H. Pieper

Lisung zur Aufgabe von Dr. L. Stammler :

Wir [Ghren Bezeichnungen fiir einige Fli-
cheninhalte ein: )
In der Titelzeichnung im ,Ringgebiet* zwi-
schen den beiden Kreisen rot gezeichnete
Flidchenstiicke: R,
rot waagerecht schraffierte Flachenstiicke: r,
weil gezeichnete Flachenstiicke: W,
rot ,,melierte* Flachenstiicke: w.
Symmetrische Differenz
zwischen dem inneren Kreis und dem Drei-
eck: F;, zwischen dem duBeren Kreis und dem
Dreieck: F..
Mit diesen Bezeichnungen gilt

F,+ W+w=F.-+'R+r
(Bild 2). Halbiert nun das Dreieck den Um-
fang des inneren Kreises, so folgt R=W+w
+r, also

F,=F;+R+r—W—-w=F;+2r>F;. (1)

Bild 2

Halbiert aber das Dreieck den Umfang des
suBeren Kreises, so folgt

W=R+r+w,also
Fi=F,+W+w—R—r=F,+2w>F,. )
Mit diesen Aussagen (1) und (2) ist der ver-
langte Beweis erbracht.

FatWw =Fj +R+r

Lésung der Zusatzaufgabe : -

Man konstruiere die Verbindungsstrecken
von Z zu allen Schnittpunkten, die der Drei-
ecksrand mit der Kreislinie hat (Bild 3, inne-
rer Kreis). Die auBerhalb D liegenden Bogen

des Kreises schlieBen jeweils zusammen mit
geeigneten solchen Verbindungsstrecken
sektorférmige* Flichenstiicke ein. Als ge-
suchte Bedingung kann man nun formulie-
ren: Die Summe U, der Flicheninhalte dieser
nsektorformigen” Flichenstiicke ist gleich
dem halben Kreis-Flacheninhalt. Behauptet
wird wieder: Genau dann, wenn diese ,,Hal-
bierungsbedingung“ erfiillt ist, liefert der
Kreis den kleinstméglichen Flicheninhalt
der symmetrischen Dillerenz.

Der Beweis kann — bei entsprechenden Be-
zeichnungen — genau wie in dem Fall etolgen,
daB Z der Mittelpunkt ist. Allerdings muB
man, um den Nachweis zu (1) gewinnen zu
konnen, ausfiihrlicher begriinden: Wenn der
innere Kreis die ,Halbierungsbedingung"
erfiillt, warum folgt dann R=W +w+r? Dies
kann etwa so geschehen: Die Differenz zwi-
schen dem Kreis-Flicheninhalt und U; sei ¥
(Bild 3). Die ,,Halbierungsbedingung" besagt
dann U;=V;; wegen der Streckung des inne-
ren Kreises zum duBeren [olgt hieraus U;+ R
=V,+W+w+r. (Beweise dies aus deinen
Kenntnissen iiber den Flidcheninhalt bei
Streckungen! DaB sich diese Kenntnisse
auch aul krummlinig begrenzte Flachen-
stiicke anwenderr lassen, sei wiederum ohne
strengen Beweis hingenommen. Ebenso wie
fiir die Aussage, daB jeweils genau ein Kreis
die ,,Halbierungsbedingung® erfiillt, gehoren
derartiger Beweise nicht mehr ganz zum
Schulstoff.) Damit hat man die Gleichung
R=W +w+r hergeleitet und kann nun wie
oben (1) erhalten. Zum Nachweis von (2)
setzt man fir die entsprechend beim duBeren
Kreis auftretenden Sektoren U, die ,,Halbie-
rungsbedingung® U,=V, voraus, gewinnt
wegen der Streckung U,—R—r—w=V,- W
und kann dann den Beweis wie oben beenden.

Lédsungen zu:
In freien Stunden - alpha-heiter
(S.16/17):

Domino
Die Steine 2:2 und 3:3 sowie 5:0und 1:5
wechseln ihre Plitze.

Geschenke verraten Namen

x sei die Zahl der Geschenke, die von einer
Ehefrau gekault werden.
y sei die Zahl der Geschenke, die von einem
Ehemann gekauft werden.
Ausgangspunkt der nun einsetzenden Uber-
legungen ist Ziffer (1), aus der sich ergibt, dal
jede Frau fiir ihre Geschenke x* Mark, jeder
Ehemann fur seine Geschenke y? Mark ‘aus-
gibt.
Der Ziffer (2) kann man entnehmen, daB x?
—y*=175, also auch (x —y) (x+y)=T5 ist.
Nun gilt aber (x—y) (x+y)=1-75 oder 3- 25
oder 5- 15.
Es gibt also genau drei Méglichkeiten

x—y=1und x+y=75;

x—y=3und x+y=25;

x—y=5und x+y=15.



Fiir sie stellen wir eine Tabelle auf:

Aus x—y=1 Ehefrau  Ehemann
und x+1=75

ergibt sich x=38 y=37,
aus x—y=3

und x+y=25

ergibt sich x=14 y=11,
aus x—y=>5

und x+y=15

ergibt sich x=10 y= 5.

Aus Ziffer (3) der Aufgabe konnen wir
schlieBen:

Meier: Anna 38 37 willi
Miiller: 14 11 Hans
Schmidt: Luise 10 5

Der Familienname der dritten Dame, Maria,
kann also nur Miiller sein.

Wie funktioniert denn das?
Wartehalle:

R
1fz]wlelr s e ]i 6]
2lstele[mle ]t |L
sfplafr]|alc|Lie
4 s|IT{1|FleE|L
s[klr{e]r[s]8]o]a]e]N]

6 olkfiT|AIN]|T
0 a

Zahlenriitsel — dreidimensional

Breitenrichtung AB71;DC 69; EF 38; HG 10;
Hohenrichtung EA 37; FB81;GC 09; HD 16;
Tiefenrichtung AD 76; BC 19; FG 80; EH 31.
Die entsprechenden Zahlen unter die gege-
benen Buchstaben geschrieben, ergibt das Ge-
burts- und das Sterbedatum von Wilhelm

Pieck:

GEG HHFAD GAGCHCDG

03.01.1876 07.09.1960

Kryptarithmetik

a) 142— 2=140 b)1170—-260=910
-+ - o+ =
102+ 8=110 9 - 52=468
40—-10= 30 130+ 312=442

Der Bote und die neun Pakete

Magische Figur
Die Summe betriigt stets 34.
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o-Produkte

Wegen (1) PaE=«-an scheiden fir a zu-
nichst die Ziffern 1, 2, 3, 5 und 6 aus, da das
Produkt dreistellig ist bzw. nach Voraus-

XVIIL Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR

4. Stufe (DDR-Olympiade)

Losungen

Olympiadeklasse 10

1. Fiir die genannte Zahl x gilt log, ; (log; 1 x)

=13, also logyx=12'3 und daher
x=1112"3,

Wir ermitteln von den Potenzen von 11°

(s=1,2,...) jeweils die letzten beiden Ziffern:

Letzte Ziffer 1 2 3 4 5 6
von 11° 11 21 31 41 51 61

7 8 9 10
71 81 91 01

Daraus folgt: Multipliziert man eine min-
destens zweistellige natiirliche Zahl ¢ mit
1119, so hat die entstehende Zahl dieselben
letzten beiden Ziffern-wie die Zahl ¢. Hieraus
ergibt sich weiter: Hat eine natiirliche Zahl u
die letzte Ziffer w, so hat 11 dieselben letzten
beiden Zilfern wie 11*; denn mit einer natiir-
lichen Zahl v ist u=10v+w, also entstehe
11*=(11'9)-11* aus 11* durch v-maliges
Multiplizieren mit 11, '
Die hier (und im vorangehenden Text) [or-
mulierte Begriindung kann auch in Form
einer Periodizititsaussage bei Fortsetzung der
betreffenden Tabelle ausgedriickt werden.
Wir ermitteln nun von den Potenzen 127
(y=1, 2, ...) jeweils die letzte Ziffer:

y 1 2 3 4
Letzte Ziffer
von 12 2 4 8 6

Daraus [olgt: Multipliziert man eine natiir-
liche Zahl z, die die letzte Ziffer 2 hat, mit 12*,
so hat auch die entstehende Zahl die letzte
Ziffer 2.

Hieraus ergibt sich weiter: Die Zahl u=12!3
hat die letzte Ziffer w=2; denn 12'*=(12%).
12 entsteht aus 12 durch dreimaliges Multi-
plizieren mit 12*.

setzung a#E gilt. Von den verbleibenden
Ziffern 4, 7, 8 und 9 entfallen fiir a in (1)
PoE=a-aa auch die Zilfern 4, 7 und 8, da
nach Voraussetzung gleiche Ziffern gleiche
Buchstaben bedeuten, was fiir 4-44=176,
7-77=539 und 8-88=704 jedoch nicht zu-
trifft.

Es gilt a=9, woraus folgt

P=8;, R=7; 0=6; D=5; U=4; K=3;
T=2;E=1.

Somit hat x=1112"? dieselben letzten beiden
Ziffern wie 112, d.s. die Ziffern 2, 1 (in dieser
Reihenfolge).

Bemerkungen: Die Losungen der 106 Teil-
nehmer folgten, soweit sie richtig waren, dem
Gedankengang des Losungsvorschlags, viel-
fach unter Verwendung von Kongruenzen
modulo 10. Ein hiufiger Fehler war die

Gleichsetzung von 1112** mit (11313, Den-
noch schien uns die Aufgabe ziemlich leicht.
Die (verkiirzt wiedergegebene) Losung des
Teilnehmers mit der Startnummer 154 darf
—[iir einen Schiiler der 10. Klasse — als elegant
gelten:

1112 =(1 4+ 102"

13
=l+<lf )-10+...

Entwicklung nach dem binomischen Satz
=1+12'3- 10 mod 100 und — mit
12'3*=2mod 10 -
=21 mod 100.

Punkte 0 1 2 3 4 5 6
Anzahl 6 9 9 6 5 14 57

Dr. G.Schiemann,
Martin-Luther-Universitit Halle

2. a) Wir gehen von dén Volumen V; =a,; b,c,
und V, =a,b,c, der Quader aus. Offenbar ist
Vi % V, gleichwertig mit

a1by <azb,

RS ®
Damit ist aber bereits eine einfache Losung
vorgezeichnet. Die Terme auf den beiden
Seiten von (1) sind ndmlich Strecken. Sie kon-
nen leicht anhand der Strahlensdtze kon-
struiert werden. _
Wir wihlen also als Strecken m und P,Q,

azbz

der Linge aiby bzw. —=
(3 Cy

" a; p 5
Q, % S5 A &
Konstruktionsbeschreibung: Wir wihlen zwei
von einem Punkt S, ausgehende Strahlen s,,
t,, die nicht auf einer Geraden liegen. Ent-
sprechend wihlen wir zwei Strahlen s, £, mit
gemeinsamem Scheitelpunkt S,.

Durch Streckenabtragung konstruieren wir

die Punkte P,es;; Ry, Tyet; und Pyes;;

T
S 4 A
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R,, Tiet,, fir die S,P,=a;, SiR;=c,,
R Ty =b, und R, zwischen §,, T; liegt sowie
E=az, S:R2=cy, R,T3=b, und R, zwi-
schen §,, T, liegt. Die Parallele zu PR,
durch T; schneidet s, in Q,, und die Parallele
zu PR, durch T; schneidet s, in Q,.
Beweis: Nach dem Strahlensatz ist P;1Q; :a;
=b,:c; und P,0Q;:a;=b,:c,. Nun gilt
WstQz genau dann, wenn (1) und damit
Vl V2. Damit ist gezeigt, daB die oben kon-
stru1erten Strecken P Ql, P,Q, die Eigen-
schaft (*) der Aufgabenstellung besitzen.

b) Die in a) beschriebene Konstruktion fiihrt
auf P,Q, <P,Q; (siehe Bild) und damit auf
Vi<V,

Bemerkungen : Eine Hauptschwierigkeit — das
zeigen die vielen Anfragen und die vorgeleg-
ten Losungen der Schiiler — bestand im Ver-
stdndnis der Aufgabenstellung. Die Problem-
stellung war fiir viele ungewohnt; das ist [iir
einen Leistungsvergleich in dieser Stufe nur

begriiBenswert. Die vorliegende Formulie-
rung jedoch verwirrte; das ist zu iiberdenken.

Entscheidend fiir die Lésung der Aufgabe ist
das Auffinden geeigneter Strecken P;Q; und
P20,
Einige Schiiler, die den naheliegenden Ansatz
(1) fanden, hatten dennoch Schwierigkeiten
bei seiner konstruktiven Umsetzung. Der
durch (1) gegebene Ansatz ist bei weitem nicht
der einzige. So konnen selbst die Produkte
a,byc, und asb,c, der MaBzahlen der Kan-
tenldngen als MaBzahlen der Strecken P;Q,
bzw. P,Q, gewdhlt werden. Offenbar ist dann
auch hier (*) giiltig. Die Konstruktion wirft
aber einige Probleme auf. Zunéchst wird zur
konstruktiven Darstellung von P;Q; aus a,,
by, ¢, eine Langeneinheit bendtigt. (Entspre-
chendes gilt [iir P;Q,.) Die erhaltene Strecke
PQ, hingt von der Wahl der Lingeneinheit
ab. Es ist dann zu zeigen, daB der Lingen-
vergleich von P,Q; und P,Q, unabhingig
von dieser Wahl ist. Einige Schiiler haben [iir
den Teil b) als Lingeneinheit 1 cm gewihlt.
Diese Lange ist aber aus den konkret vor-
gegebenen Lingen im allgemeinen nicht mit
Zirkel und Lineal konstruierbar.
Ein durch raumliche Anschauung gewonne-
ner Ansatz besteht in

PQ:=c, und er=%' e,
indem der 2. Quader in einen inhaltsgleichen
Quader mit der Grundlliche des 1. Quaders
umgewandelt wird und dann nur die Héhen
zu vergleichen sind.
Eine Reihe von vorgelegten Ansitzen mubBte
zu falschen Losungen fiihren, so z. B.

PQ,=|/a}+b}+ci,
P2Q2=l/ a§+b%+(f%

(Linge der Raumdiagonale) oder

TQ1=]/ l/albl 'Ch—PTQ_z=|/ l/azbz'cz-

Olfenbar ist bei letzterem fiir a;, by, c; =1 und

a,, ba=—, ¢c;=100 einerseits V=V, aber

E
andererseits P,Ql =1<) 10=P,0,.
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Punkte 0 1 2 3 4 5 6 7
Anzahl 40 2 1 2 2 10 21 28

Dr. E. Quaisser, Pdd. Hochschule
Karl Liebknecht, Potsdam

3.A Es sei y eine beliebige reelle Zahl. Fiir x
gelte d|e Gleichung

(M

Durch Multiplikation mit a* erhalten wir eine

quadratische Gleichung in t=a*>0:
—2yt—1=0.

Diese hat die Losungen

t=y+)/y*+1 und t=y-)/y*+1.

Nun ist y—|/y*+1<0 im Widerspruch zu

t=a*>0. Daher gilt
at=y+J yr+1
bzw. x=log,(y+}/¥2+1).
Damit ist fiir beliebiges reelles y ein reelles x
eindeutig bestimmt, denn es ist
/y?*+1> |y| = —y und somit
y+)/y*+1>0,
so daB log,(y+]/y*+1) als reelle Zahl defi-
niert ist. Diese reelle Zahl x erfiillt auch die
Gleichung (1). Die Funktion f(x) besitzt also
eine Umkehrfunktion und dies ist
g)=log.(y+)/y*+1).
Bemerkungen: Diese Wahlaufgabe haben nur
9 Schiiler bearbeitet, was wohl daraul zu-
riickzufiihren ist, daB der Begriff ,,Umkehr-
funktion“ vielen Schiilern unbekannt war. Die
Schiilerlosungen stimmen in etwa mit der
oben angegebenen Losung iiberein. Ein Schii-
ler kannte auch die Funktion

—x

i(a —a~ %)=y

e*—e

y=sinh(x)=
und gelangte durch den Ansatz a*=exIng zu
der Gleichung
F—a-*
f=20=
=sinh(xInaq).
Nun ist bekanntlich die Funktion
In+)/y*+1)
die Umkehrfunktion von sinh(x), so daB die
Umkehrfunktion von f(x) lautet:

1
mln(y+ Vy*+1)
=log.(y+/y*+1).

Punkte 0 1 2 3 4 5 6 7
Anzahl 1 1 115

Dr. M. Kriippel, Pad. Hochschule
Liselotte Hermann, Giistrow

exlna—e xlna
2

Die Losungen zu den Aufgaben 3.B bis 6
folgen in Heft 2/80, d. Red.

Lésungen zum alpha-Wettbewerb,
Heft 5/79

Ma5 m1881 Angela besitzt 2-350=700,
Jens 700+ 37=737, Ines 2 737 = 1474 Briel-
marken. Zusammen sind das 2911 Briefmar-
ken.

Ma5 #1882 Die anfangs erworbenen Fla-
schen Astoria bringen als Plandgeld den Be-

trag von 9,00 M. Nun gilt 900=13 64+ 55.
Der Kunde hat insgesamt 30+ 13=43 Fla-
schen Astoria erworben; ihm verbleibt der
Restbetrag von 0,55 M.

Ma5 a1883 Thomas und Simone kaulten
zusammen drei Kugeln Frucht- und drei Ku-
geln Schokoladeneis. Aus 1,35M:3=0,45M
folgt, daB eine Kugel Fruchteis und eine Ku-
gel Schokoladeneis zusammen 45 Pf kosteten.
Aus 45 Pf—5 Pf=40 Pf und 40 Pf:2=20 Pf
folgt, daB eine Kugel Fruchteis 20 Pf, eine
Kugel Schokoladeneis 25 Pf kostete. Thomas
muBte 0,65 M, Simone 0,70 M bezahlen.

Ma5 m1884 Aus 1975=5:5-79 und der
Tatsache, daB es sich bei den Enkeln um
Zwillinge handelt, folgt, daB der UrgroBvater
79 Jahre, jeder Enkel 5 Jahre alt ist.

Ma5 w1885 Ausab—c=d folgta=1.

Aus d+ lh=bf folgt b=2.

Aus 2+421=2f lolgt f =3.

Aus 12:¢ =2 folgte=6.

Aus 6-3 =1hfolgt h=8.

Ausc-3 =21folgtc="7.

Aus 12—7=d folgtd=>5.
12— 7= 5
4 . +
6- 3=18
2+21=23

Ma5 m1886 Eine zweistellige natiirliche
Zahl ldBt sich darstellen durch 10a+b mit
1<a=<9 und 0=5bHZ9. Peter hat folgende
Rechnung auszufiihren:
(5:a+6)-2—1+b=z,
10a+12—1+b=z,
10a+b=2z—11.
Uwe braucht vom Ergebnis z nur 11 zu sub-
trahieren, um die von Peter gedachte Za}
10a + b zu ermitteln.
Beispiel: 10a+b=917,
(5:946)-2—1+7=¢2,
51-2+6=z,
108=z.
10a+b=2z—-11=108—-11=97.

Lisungen zu: 1, 2, 3 - Logelei

L1+74+34+46+7+9+8+5+7+8=61
2.Ja; (16-4)+(18-2)=100, sonst (1-3)+
(4-18)+(1-25)=100, aber bei 25:(1-5)+
(5-19)=100.

3. Kopf 6 erfiillt die gestellten Bedingungen.
4. Es sind die Stiicken 2 und 4 einzusetzen.

6. Bild 5 ist das zur Pyramide zugehorige
Netz.
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4. Von den vier Fliesenstiicken sind die zwei heraus-
zufinden, welche der Fliesenleger einsetzen mufl, um

1 ° 2, 3 — L()gelei wieder eine vollstindige Wand zu erhalten.
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1. Auf nach 61 — und zwar durch Addition von oben
nach unten - also iiber 10 Stationen!

LK
@

LK A K2

SICICICIS

KA KA K2

2. Mit je 6 SchuB jeweils 100 Ringe. Geht das auf allen > Ve ﬁ!;det am schnellsten den Weg durch das
drei Scheiben? Labyrinth?

3. Welcher der sechs K 6pfe ist logischerweise an Stelle
des Fragezeichens einzusetzen?

= |
- 6. Welches der 5 Netze mufl man auf den abgebildeten
' Kérper setzen, damit eine Pyramide (mit quadratischer
— ] Grundfliche) entsteht?
{2y = =
g M
o T |
I () ) ()
$69 7%
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