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Der Moskauer

mathematische Papyrus

Aus der Geschichte der altiigyptischen Mathematik

In jener weit zuriickliegenden Zeit, als der
Moskauer mathematische Papyrus entstand,
war das alte Agypten ein Agrarstaat. Seine
natiirliche landwirtschaftliche Nutzfldche war
sehr klein und reichte zur Versorgung der
Bevolkerung nicht aus. Um sie zu vergroBern,
baute man Bewisserungskanile, legte Siimple
trocken und errichtete Damme. Das neu ge-
wonnene Land wurde in Felder aufgeteilt,
deren Grenzen bestimmt werden mubBten,
um das Eigentumsrecht zu kliren. Zur La-
gerung des geernteten Getreides wurden
Speicher errichtet. Dazu muBte man wissen,
wie man die GroBe der erzielten Ernte be-
rechnet und wie die Ernte zu verteilen war.
So erwuchsen aus der téglichen Praxis all-
mihlich eine Vielzahl mathematischer Auf-
gaben. Die dabei geschaffenen mathemati-
schen Methoden gestatteten es den alten
Agyptern, neben den bereits erwihnten Pro-
blemen bei der Flichenvermessung von Fel-
dern und beim Bau von Ddmmen oder Ge-
treidespeichern auch solche zu 16sen, die bei
Bauarbeiten, der Erhebung von Steuern, der
Umwandlung von Gewichts- und Fliissig-
keitsmaBen ineinander u. a. m. auftraten.

Wir besitzen heute nur noch einige wenige
Texte mathematischen Inhalts. Sie sind auf

sprodem Papyrus geschrieben, einem Ma-
terial, das aus den Stengeln der gleichnami-
gen Pflanze hergestellt worden ist. Von der
Vielzahl der einmal wahrscheinlich vorhan-
denen Werke blieben nur jene erhalten, die
in Pyramiden aufbewahrt wurden, damit die
Seelen der dahingeschiedenen hochgestellten
Personlichkeiten, die in diesen Grabern be-
stattet worden sind, ihre geliebten Biicher
auch im Jenseits lesen konnten. _

Die umfangreichste, uns bekannte altagyp-
tische Aufgabensammlung ist der Papyrus
Rhind. Er erhielt diesen Namen nach seinem
Besitzer, einem englischen Archdologen. Seine
Linge betrdgt 5,25m und seine Breite 33cm.
In ihm sind 87 Aufgaben zusammengestellt.
Der Papyrus Rhind ist heute im Britischen
Museum in London deponiert. Ein anderer
Text mit einer Lange von 5,44 m, einer Breite
von 8cm und 25 Aufgaben befindet sich im
Staatlichen Museum der darstellenden Kiinste
»A.S. Puschkin“ in Moskau. Deshalb wird
er der Moskauer Papyrus genannt. Beide
Teate gehoren etwa in die gleiche Zeit, in die
Epoche des Mittleren Reiches (2000 bis
1800 v.u.Z.). Die Kultur des Mittleren Rei-
ches hatte ein hohes materielles und geistiges
Niveau erreicht. Schreiber iiberlieferten im
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Dienste des Staates oder der Tempel wissen-
schaftliche Kenntnisse. Sie wurden an Spe-
zialschulen ausgebildet und genossen be-
stimmte Privilegien. In einem der Papyri
kann man iiber sie lesen: ,Diese Pflicht steht
iiber allen anderen und nichts gleicht ihr in
diesem Land.*

,,EinSchreiber leitet alle anderen. Die Schreib-
arbeiten sind nicht mit Steuern belegt.” heiBt
es in einem anderen Text.

Beide mathematische Papyri waren fiir den
Unterricht bestimmt. Der Moskauer Text
entstammt der Feder eines Schiilers einer
Schreiberschule. Er entstand zwischen 1800
und 1600 v.u.Z. und ist eine Kopie einer
Vorlage aus etwa dem 20.Jh. v.u.Z. Der
Papyrus Rhind, in dem das Material syste-
matischer angeordnet ist, geht auf ein Werk
aus der zweiten Hilfte des 19.Jh. v.u.Z. zu-
riick und wurde in der heutigen Form von
einem Schreiber namens A’hmosé angefer-
tigt. Neben diesen beiden fraglos wichtigsten
mathematischen Papyri sind uns noch einige
kleinere Ausziige aus anderen Werken iiber-
liefert, auf die wir hier aber nicht eingehen
werden.

Da die uns bekannten mathematischen Schrif-
ten alle einer Periode angehdren, haben wir
kaum Vorstellungen iiber die Entwicklung
der altigyptischen Mathematik. Aber wir
wissen, daB es bereits im 3.Jt. v.u.Z. eine
entwickelte Schrift, ein Zahlen-, ein MaB-
system und einen Kalender gab. Das Jahr
wurde in 12 Monate zu 30 Tagen geteilt.
Das Ende des Jahres beschlossen fiinf zusétz-
liche Tage. Diese Jahreseinteilung stammt aus
der Zeit, in der die ersten Pyramiden gebaut
wurden, die die Griechen zu den sieben Welt-
wundern zéhlten.

Betrachtet man die altdgyptische Mathema-
tik, so erscheint sie vom Standpunkt selbst
der Schulmathematik aus gesehen als ziem-
lich primitiv, gelangten doch die Agypter
iiber die Arithmetik gebrochener Zahlen,
iiber lineare und unvollstindige quadratische
Gleichungen nicht hinaus. Da ein Begriff fiir
Gleichungen f[ehlte, waren diese auch nicht
von der Art, wie wir es heute gewShnt sind.
In ihrer Mehrheit tragen die Aufgaben einen
konkreten Charakter. Im Mittelpunkt des

Das Foto zeigt zwei Spalten des Moskauer
Papyrus mit der Berechnung des Volumens
eines Pyramidenstumpfes mit Seiten 2 und 4,
und Hohe 6 Ellen. Oben: der hieratische Text;
unten: die Umschrift in Hieroglyphen.

Der Text lautet:

) Addiere du zusammen diese 16

(2 mit dieser 8 und mit dieser 4.

3) Es entsteht 28. Berechne du

4) % von 6. Es entsteht 2. Rech-

(5) ne du 28 2mal. Es entsteht 56.
6) Siehe: er ist 56. Du hast richtig ge-
funden.



Interesses standen die Rechnungen. Das Zah-
lensystem war recht einfach. Spezielle Zei-
chen gab es lediglich fiir die Zehnerpotenzen
bis zu Zehnmillionen. Die anderen Zahlen
wurden additiv gebildet. Bei 345 beispiels-
weise wiederholt sich das Zeichen fiir Hun-
dert dreimal, das Zeichen fiir Zehn viermal
und das Zeichen fir Fiinf fiinfmal. Addition
und Subtraktion werden in den Papyri nicht
erldutert, da sie offensichtlich zu einfach wa-
ren. Wenn man addiert, so fiigt man dem
einen Summanden die Anzahl der Zeichen
fir die Einer, Zehner, Hunderter usw. des
zweiten Summanden einfach hinzu. Dabei
geht man von einer Potenz zur néchst héheren
iiber, wenn zehn Zeichen der niederen ge-
schrieben worden sind. Die Multiplikation
mit einer ganzen Zahl wurde auf das Ver-
doppeln und somit auf die Addition zuriick-
gefiihrt.

Beispiel (mit modernen Zahlzeichen):

29x21
/1 29
2 58
/4 116
8 232
/16 464

Ergebnis: 21 609

Die Schriigstriche kennzeichnen die notwen-
digen Summanden. Thre Summe entspricht
dem Produkt der beiden Faktoren. Mitunter
fiihrte man die Multiplikation anstelle mit 2
mit 5 und 10 aus.

Die Division wurde als eine Art Umkehrung
der Multiplikation verstanden. Um 297 durch
11 zu teilen, stellte sich ein Schreiber offen-
kundig die Frage:

Mit welcher GroBe muB man 11 multiplizie-
ren, um 297 zu erhalten?

Modern geschrieben ergibt sich:

/111
/2 22

4 H
/8 88
/6 176

Ergebnis: 27 297
War der Quotient keine ganze Zahl, sondern
eine gemischte Zahl oder ein Bruch, ersetzten
die altidgyptischen Rechner die Division m:n

durch die Multiplikation m-%. Dadurch ge-

langten sie zu einer Klasse von Briichen,
deren Zihler Eins ist. Derartige Briiche wer-
den Stammbriiche genannt und modern, dem
altigyptischen Vorgehen angepaBt, als n ge-
schrieben. Zu dieser Klasse zihlten die

Apgypter auch den Bruch %, der durch 3 ge-

kennzeichnet wird. Da alle anderen Briiche
durch diese Stammbriiche dargestellt wurden,
muBten sie in Summen von Stammbriichen
zerlegt werden.

Diese Aufgabe nun hat keine eindeutige Lo-
sung. Aus diesem Grunde entstanden als

2

Hilfsmittel spezielle Tabellen mit derartigen
Zerlegungen. Auf das Potenzieren und Ra-
dizieren stieBen die Schreiber im alten Agyp-
ten bei der Berechnung quadratischer Fli-
chen, kubischer Korper oder der Seite eines
Quadrates aus seiner Fliche. Sie erliuterten
diese Operationen jedoch nicht speziell und
schufen auch keine besondere Terminologie
dafiir.

In den Papyri gibt es Aufgaben, die Theute im
Algebraunterricht in der Schule behandelt
werden: lineare Gleichungen mit einer Un-
bekannten, unvollstindige quadratische Glei-
chungen, arithmetische und geometrische
Progressionen.

Beispiel: Aufgabe 19, Moskauer Papyrus
»Form der Berechnung eines Haufens, ge-

1
rechnet limal zusammen mit 4. Er ist ge-

kommen bis 10. Der Haufe nun nennt sich?
Berechne du die GroBe dieser 10 iiber dieser
4. Es entsteht 6. Rechne du mit I%, um zu
finden 1. Es entsteht % Berechne du von die-
sen 6. Es entsteht 4. Siehe: 4 nennt sich. Du
hast richtig gefunden.«

Modern ausgedriickt bedeutet das:

3
1. Schritt %x+4‘—4=10_4=6
.. 32
2. Schritt 3 §=1
.23 2
3. Schritt 3 ix_3-6=4
Losung: x=4.

In der Aufgabe 6 des Moskauer Papyrus
werden die Seiten eines Rechtecks gesucht,

wenn die Breite % der Linge betridgt und die

Flache 12 ist. In moderner Form heift das,
daB die unvollstindige quadratische Glei-
chung ax?=b zu l6sen ist. Der altigyptische
Rechner bewiltigt dieses Problem verbal mit
der Methode des ,falschen Ansatzes“. Der
Schreiber nimmt zuerst an, daB die Linge 1

ist. Dann wird die Breite % Ebenso gro8 wird

der Flicheninhalt. Aber in der Aufgabe wurde
gefordert, daB er 16mal groBer sein soll, was
bedeutet, daB die Linge gleich [/E=4 und
die Breite 3 sein miissen.

Die Aufgabe 79 im Papyrus Rhind fiihrt zur
Summe einer geometrischen Reihe:
Inventar eines Haushaltes:

7 Hauser 2401 Getreidedhren
49 Katzen 16807 hekat (ein GetreidemaB)
343 Miuse  zusammen: 19607.

Diese Aufgabe ist dafiir beriihmt, daB sie sich
mit geringfligigen Anderungen in der Formu-
lierung bei verschiedenen Vélkern zu unter-
schiedlichen Zeiten nachweisen 1d0t.

In der Geometrie bestimmten die alten Agyp-
ter Flacheninhalte und Volumina von Kér-
pern. Dabei erzielten sie gute Ergebnisse,
ohne jedoch die Geometrie zu einer selb-
stindigen mathematischen Disziplin zu ent-
wickeln.
Probleme zur Ermittlung von Flicheninhal-
ten ebener Figuren erwuchsen aus der Praxis
der Landvermessung. Da keine Spezialaus-
driicke wie ,,Flache” oder ,,Figur“ vorhanden
waren, sprach man in den Aufgaben von Fel-
dern, von Flichenstiicken mit festen Grenzen
- oder mit fester ,,Breite” und ,,Linge".
Die Flichen eines Rechtecks, eines Dreiecks
oder eines Trapezes werden noch heute nach
denselben Formeln ermittelt, wie es damals
geschah. Ein beliebiges Viereck berechnete
a+c b+d

man approximativ S=T 5 wo a und

¢, b und d die gegeniiberliegenden Seiten des
Vierecks sind. Die Kreisfliche bestimmte man

9

messer ist. Das entspricht der ziemlich guten
Naherung von 3,1605 fiir =. Das Volumen
vieler Korper, z.B. des Wiirfels, des Parallel-
epipeds, des Prismas oder des Zylinders, be-
rechneten die Agypter als Produkt von
Grundfliche und Hohe. Das war nétig, um
die Getreidemengen in Speichern und Lagern
derartiger Form feststellen zu konnen.

mit der Formel S=(§d)2, wo d der Durch-

Obwohl seit der Veroffentlichung des Mos-
kauer Papyrus einige Jahrzehnte vergangen
sind, streiten sich die Mathematikhistoriker
noch heute und stellen Hypothesen auf, wie
diese oder jene Regel gefunden worden ist,
wie diese oder jene Formulierung einer ein-
zelnen Aufgabe zu deuten ist. Das betrifft
z.B. die zehnte Aufgabe des Moskauer Papy-
rus. V.V, Struve iibersetzte diese Aufgabe so:
,Form der Berechnung eines Korbes, wenn
man dir nennt einen Korb mit einer Miindung
1
2
(Ober)fldche. Berechne du é von 9, weil ja der

zu 4= in Erhaltung. O lafl mich wissen seine

Korb die Hilfte eines Eies ist. Es entsteht 1.
Berechne du den Rest als 8. Berechne du
é von 8. Es entsteht §+3+E. Berechne du
den Rest von dies_er 8 nach diesen __3_+5+ﬁ.
Es entsteht 7+9. Rechne du mit (7+9)

4%mal. Es entsteht 32. Siehe: es ist seine

(Ober)fliche. Du hast richtig gefunden.“

In der Interpretation von V.V.Struve wird
der in der Aufgabe genannte ,,Korb* zu einer
Halbkugel, und es ergibt sich die exakte For-
mel fiir die Oberfliche der Halbkugel (Bild 1).
Diese Deutung wird von einigen Mathematik-

Bild 1



historikern geteilt. Zu ihnen gehoren B. L. van
der Waerden und R. Gillings.

E.T. Peet iibersetzte die Bedingungen dieser
Aufgabe anders. Seiner Meinung nach ist
der ,,Korb“ ein halber Zylinder. Damit ergibt
sich die richtige Formel fiir die Mantelfliche
eines Halbzylinders (Bild 2).

o

Bild 2

Eine dritte Erklirung gab O.Neugebauer.
Er [aBt den ,,Korb* als einen ](uppel('drmigen
Getreidespeicher auf, wie er auf dgyptischen
Zeichnungen abgebildet ist. Die Berechnung
interpretiert er als Approximation (Bild 3).

Bild 3

Vielleicht wird sich einer der Leser dieser
Zeitschrift spdter beruflich mit der Ge-
schichte der Mathematik beschiftigen und
seine eigene Ansicht zu dieser und anderen
agyptischen Aufgaben vorstellen.

Eine bemerkenswerte Leistung der altigyp-
tischen Mathematik ist die exakte Formel
fiir das Volumen eines Pyramidenstumpfes
mit quadratischer Grundfliche, die iz Auf-
gabe 14 des Moskauer Papyrus enthalten

ist: V=g(a2+ab+b2),

h Hohe, a, b Seiten der Deck- und Grund-
flache.

Wir haben gesehen, daB die Mathematik im
alten Agypten sich nicht in Arithmetik, Alge-
bra und Geometrie aufgliederte, sondern sich
als eine Menge von Regeln zur Losung ein-
fachster Aufgaben, die hauptsichlich aus der
Praxis genommen worden sind, darbietet.
Das Ergebnis wird hdufig empirisch, durch
Versuche gefunden. Dadurch 1iBt sich die
Schwerfalligkeit vieler Regeln sowie die Tat-
sache erkldren, daB die Lésungen nicht immer
auf dem kiirzesten Weg ermittelt werden.
Gleichzeitig damit wurde Anfang des 2. Jahrt.
v.u.Z. eine intensive theoretische Uberarbei-
tung der Losungsmethoden durchgefihrt. Die
Aulgaben selbst wurden in zunehmendem
MaBe verallgemeinert und nahmen einen ab-
strakten Charakter an. Die Mathematik Alt-
agyptens beeinfluBte ohne Zweifel die weitere
Entwicklung der Wissenschaft, vor allem die
altgriechische Mathematik.
A. I Volodarskij (als Autor)/
S. Brentjes (als Ubersetzer und Bearbeiter)

. ohne eine

Eine Aufgabe von

Prof. Dr. sc. nat. Volkmar F riedrich

Direktor der Sektion Mathematik der Technischen Hochschule K arl-Marx-Stadt

A2206 A Peter probiert zusammen mit
seinem Vater einen neu gekauften einfachen
Taschenrechner aus, der die vier Grund-
rechenarten ausfiihren kann. Begeistert ist er,
wie ‘schnell jetzt Rechnungen mit mehr-
stelligen Zahlen zu bewiltigen sind.
Bei der Berechnung von (9—]/8_())3 wird es
aber problematisch:
Da der kleine Taschenrechner keine Taste fuir
Quadratwurzeln besitzt, greift Peter zu einer
Zahlentafel und entnimmt ihr

|/80~8.9443.
Wihrend Vater direkt

9-1/80~0.0557
und  (9—/80)>~0.000173
berechnet, benutzt Peter die ebenfalls in der
Zahlentafel enthaltene Formel
(@a—b)*=a>—3a’b+3ab>—b*
und formt diese zu
(a—b)*=a®+3ab*-(3a® +bH)b
um.
IThm scheint diese Formel giinstiger, da er
dann a=9 und b?>=80 verwenden kann und
nur fiir b den Niherungswert b’ =8.9443 be-
nutzen muB. Erschrocken stellt er fest, daB
er hiermit
a®+3ab® —(3a*+ b2)b' = —0.0089
erhilt, was natiirlich vollkommen falsch ist,
da wegen 9> [/3_0 auch (9 —]/%)3 >0 gilt.
Vater kennt eine Methode, wie man auch
-Taste auf diesem kleinen Rech-
ner die Quadratwurzel ermitteln kann und

erhiilt |/80~8.9442719.

Die zuerst verwendete Niherung fiir [/8_0 ist
also recht gut. Der Taschenrechner scheint
also nicht richtig zu funktionieren. Beide be-
schlieBen, ihn am kommenden Tag in der
Verkaufsstelle umzutauschen.

Der Verkdufer hort sich die Beschwerde
beider an. Sie probieren alle noch nicht ver-
kauften Taschenrechner an dieser Aufgabe
aus — und alle verhalten sich gleich. Der Ver-
kdufer beschlieBt, alle Rechner als Ausschul
an den Herstellerbetrieb zuriickzuschicken.
Doch da fillt Peter etwas ein. Er rechnet
ohne Hilfe des Taschenrechners nach - und
steckt den gekauften Taschenrechner wieder
ein.

Wie erklirte sich Peter, daBB er, obwohl er
den gleichen Naherungswert b’ wie sein Vater
verwendet hat, [ir (9—1/%)3>0 mit der

negativen Zahl —0.0089 eine wesentlich
schlechtere Niherung (sogar mit [alschem
Vorzeichen!) erhalten hatte?

Welche SchluBifolgerungen zieht er fir die
Rechnung mit Naherungswerten?

Mit dem letzten Satz weisen wir die alpha-
Leser auf den in Heft 2/81 erscheinenden Ar-
tikel von Dr.J.Gronitz (TH Karl-Marx-
Stadt) hin:

Was jeder wissen sollte:

Probleme, die beim numerischen Rechnen auf-
treten.

1939 in Brunndobra (Kreis Klingenthal)
geboren.

Besuch der Grundschule in Adorf/Vogtl.
und der Oberschule in Lichtenstein,

Abitur 1957 an der ABF II Halle.

1957 bis 1962 Mathematikstudium in
Leningrad,

1962 Diplom.

1962 bis 1964 Assistent in Jena,

1964 bis 1965 Zusatzstudium in Leningrad.
1966 bis 1969 Titigkeit als Mathematiker
im VEB Elektronische Rechenmaschinen
Karl-Marx-Stadt (heute Bestandteil des
VEB Robotron).

1969 Promotion (Dr. rer. nat.),

1969 bis 1970 Oberassistent an der
Technischen Hochschule Karl-Marx-Stadt,
1970 bis 1972 Dozent,

1971 Promotion B (Dr.sc. nat.),

seit 1972 Professor [iir Numerische
Mathematik an der Technischen Hochschule
Karl-Marx-Stadt,

seit 1980 Direktor der Sektion Mathematik
der TH Karl-Marx-Stadt, 2 Monographien
und etwa 20 Publikationen in wissen-
schaftlichen Zeitschriften.



Ausbildung

von Diplommathematikern

mit vertieften technischen Kenntnissen
an der Sektion Mathematik

der Technischen Hochschule Karl-Marx-Stadt (THK)

An der Sektion Mathematik der THK wer-
den seit 1963 Diplommathematiker und seit
1965 Diplomlehrer fiir Mathematik und
Physik ausgebildet (vgl. Schiilerzeitschrift
alpha 5/1976). Ab Studienjahr 1981/82 wer-
den auch Diplommathematiker mit vertief-
ten technischen Kenntnissen ausgebildet.

Warum wurde diese Ausbildungs-
moglichkeit geschaffen?

Die Mathematik dringt in immer mehr Be-
reiche der gesellschaftlichen Praxis ein. In den
Naturwissenschaften, in den technischen Wis-
senschaften, in vielen Bereichen der Volks-
wirtschaft sowie in der Planung und Leitung
werden mathematische Theorien und Ver-
fahren angewandt. Moderne Entwicklungen
auf vielen Gebieten, so z.B. in der Mikro-
elektronik, in der chemischen Industrie, im
Maschinenbau und im Bauwesen, wiren
ohne die Hilfsmittel der Mathematik nicht
mdoglich. Durch die Entwicklung der EDV,
die es erlaubt, umfangreiche und kompli-
zierte Rechnungen in kurzer Zeit auszu-
fiilhren, sind die Anwendungsméglichkeiten
mathematischer Modelle und Methoden wei-
ter gewachsen.

Voraussetzung fiir jede Anwendung ist die
richtige mathematische Modellierung von
naturwissenschaftlichen, technischen und

volkswirtschaftlichen Prozessen. Dabei ver-
stehen wir unter Modellierung die Erfassung
der wesentlichen Zusammenhinge in diesen
Prozessen durch mathematische Beziehun-
gen (Gleichungen, Ungleichungen) zwischen
den verschiedenen Ausgangs-, Ergebnis- und
EinfluBgroBen, d.h. zwischen den GréBen
(Variable, Funktionen), die Ausgangssitua-
tion und Endzustand beschreiben sowie Gro-
Ben, iiber die wir den ProzeB steuern kénnen
oder die ihn zufillig beeinflussen. Zur Mo-
dellierung gehoért auch eine mathematische
Formulierung des angestrebten Zieles (z. B.
Angabe der Abhingigkeit der Ergebnis- von
den AusgangsgroBen als Funktionen bzw.
Funktionswerttabellen, Bestimmung des giin-
stigsten (wirtschaftlichsten) ProzeBablaufs
(Optimierung).) Wenn man solche mathe-
matischen Modelle schaffen will, benbtigt
man vertiefte Kenntnisse auf physikalischem
und technischem Gebiet, ist die Zusammen-
arbeit mit Physikern und Technikern not-
wendig. Deshalb werden in der Zukunft in
viel stdrkerem MaBe Mathematiker mit ver-
tieften Kenntnissen in den wesentlichsten
Anwendungsgebieten bendtigt.

Entsprechend dem Profil der THK sollen
bestimmte Erfordernisse des Maschinenbaus
als Grundlage fiir die vertiefte technische
Ausbildung auf ausgewihlten Gebieten als
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Schwerpunkte genommen werden. Dieses
Ziel ist deshalb von uns zu verwirklichen,
weil wir uns in den zuriickliegenden Jahren
auch mit unterschiedlichen angewandten Auf-
gabenstellungen befaBt haben. In diese For-
schungsaufgaben sind auch viele Studenten
einbezogen.

Die nachstehenden Beispiele sollen die Viel-
falt technischer und naturwissenschaftlicher
Aufgaben charakterisieren, die von Lehr-
kriften und Studenten der Sektion Mathe-
matik der THK untersucht wurden oder noch
werden.

® Die Berechnung von Temperatur- und
Spannungsverteilungen wihrend der Wirme-
behandlung von GuBkérpern erlaubte dem
SKET Magdeburg bedeutende Energieein-

- sparungen und Erweiterung der Produktions-

kapazitt.

® Temperaturfeldberechnungen sind auch
Grundlage fiir die Verbesserung von Pa-
tentierungstechnologien fiir Stahldrihte im
VEB Draht- und Seilwerke Rothenburg.

® Als Jugendobjekt wurden Methoden zur
Losung groBer Optimierungsaufgaben auf
die Produktionsplanung im VEB Wasch-
gerdtewerk Schwarzenberg angewandt.

® Berechnungen an Ansaugsystemen und
Dieseleinspritzanlagen verschiedener Varian-
ten von Pkw-Motoren erméglichten wesent-
liche Einsparungen bei Bau und Erprobung
von Versuchsmustern.

@ Mathematische Betrachtungen fiihrten zu
Verbesserungen an der Konstruktion von
Zahnridern und bei der Technologie des
Frasens von Schnecken und helfen bei der
Untersuchung hochproduktiver Schieiftech-
nologien.

@ Ein Kollektiv aus Ingenieur- und Mathe-
matikstudenten erhielt fiir Untersuchungen
zur zerstdrungsfreien Priifung von GuBstiik-
ken den Jugendneuererpreis.

® Die mathematische Nachbildung einzelner
physikalischer Vorginge bei der Herstellung
und bei der Nutzung mikroelektronischer
Bauelemente unterstiitzt Physiker und Tech-
nologen 1n ihrer Forschung.

® Untersuchungen zur Genauigkeit, mit der
aus SatellitenmeBwerten die gesamte Tem-
peraturverteilung in der Atmosphére berech-
net werden kann, erméglichten dem Meteo-
rologischen Dienst SchluBlfolgerungen zur
Nutzung spezieller Meflgerite in Satelliten.

Die Erfahrungen aus diesen Untersuchungen
und aus der Einbezichung der Studenten in
diese Anwendungen mathematischer Metho-
den zeigen deutlich, daB es notwendig ist,
Mathematiker mit vertieften naturwissen-
schaftlichen und technischen Kenntnissen

" auszubilden. Fiir eine derartige Ausbildung

besitzen Technische Hochschulen beste Vor-
aussetzungen auf Grund der vorhandenen
engen Zusammenarbeit von Mathematikern
mit naturwissenschaftlichen und technischen
Sektionen sowie mit unmittelbaren Praxis-



partnern. Entsprechend dem Profil der THK
werden in der Mathematikerausbildung die
Fragen der Modellierung an Problemstellun-
gen des Maschinenbaus (im weiteren Sinne)
erértert. Die Méglichkeit einer Kombination
der Mathematikerausbildung mit Problemen
der Informationstechnik (mathematische Me-
thoden des Schaltungsentwurfs, der Schal-
tungsanalyse usw.) werden gegenwirtig ge-
priift.

Was ist der Inhalt des Studiums?

Wie sieht der Studienplan aus?

Das Studium dauert 5 Jahre. Es ist ein Di-
plommathematiker-Studium. Der Studien-
plan unterscheidet sich von bisherigen Planen
durch eine verlingerte Grundstudienphase
zugunsten physikalischer und technischer Ge-
biete. Der Plan orientiert auf die Vermittlung
umfangreicher Kenntnisse aus allen wichtigen
mathematischen Disziplinen (Differential-
und Integralrechnung, Diflerentialgleichun-
gen, Algebra, Geometrie, Niherungsmetho-
den, Wahrscheinlichkeitsrechnung und ma-
thematische Statistik, Optimierung) und auf
die Entwicklung der erforderlichen Fertig-
keiten in der Handhabung des mathemati-
schen Apparates dieser Disziplinen entspre-
chend den fiir alle Universititen und Hoch-
schulen einheitlichen Zielen in der Mathe-
matikerausbildung.

Eine wichtige Rolle im Studienplan spielen
auch die Kenntnisse und Fertigkeiten in der
Nutzung der modernen Rechentechnik,
Grundlagen fiir die mathematische Modellie-
rung werden vom ersten Studienjahr an vor
allem durch die Ausbildung in Physik (Me-
chanik der Massenpunkte und Starrkérper
sowie elastischer Korper und stromender
Medien; Wirmelehre, elektrische und ma-
gnetische Felder) und durch die Diskussion
grundlegender technischer Funktionsele-
mente und der durch sie realisierten physi-
kalischen Grundgesetze geschaffen.

Hierauf aufbauend werden in der Spezial-
ausbildung sowohl analytische als auch nu-
merische Untersuchungsmethoden vertieft als
auch Ergebnisse und Tendenzen der Mo-
dellierung kontinuierlicher und diskonti-
nuierlicher technologischer Verfahren und
Prozesse im Maschinenbau an ausgewihiten
Beispielen behandelt (z. B. durch wahlobliga-
torische Lehrveranstaltungen zu mathemati-
schen Modellen technologischer Verfahren,
zum Stand der mathematischen Beschreibung
von Werkstoffeigenschaften, zu Grundbegrif-
fen der Regelungstheorie und technischen
Regelungen, zur (optimalen) Steuerung tech-
nologischer Verfahren und zu vielfiltigen
Problemen des Einsatzes der Rechentechnik
in der Steuerung von Produktionsprozes-
sen).

Die Studenten haben giinstige Voraussetzun-
gen zur Mitarbeit bei Forschungsaufgaben,
die stark anwendungsorientiert sind und fir
die Zusammenarbeit mit technischen Sektio-
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Am 22.9. 1836 teilte der Altonaer Astronom
H.C. Schumacher (1780 bis 1850) seinem
Freund Car! Friedrich Gauf (1777 bis 1855)
in Gottingen mit, er habe von dem Hambur-
ger Astronomen K. L. Rimcker (1788 bis
1862) folgende Aufgabe mit Losung erhalten:
Es ist eine Ellipse und in ihrer Ebene aufler-
halb von ihr ein Punkt P gegeben. Von diesem
Punkt sind Tangenten an die Ellipse zu ziehen,
ohne einen Zirkel zu gebrauchen. -

Die Riimckersche Lésung sah so aus (siehe
Bild 1): Von P werden 4 beliebige, die
Ellipse schneidende Geraden gezogen. Sie
schneiden die Ellipse in 4 und a, B und b,
Cund ¢, D und d. Nun wird 4 mit b, B mit a,
C mit d, D mit ¢ verbunden. Die jeweiligen
Schnittpunkte sind Q und R. Die Gerade
durch Q und R schneidet die Ellipse in E
und F, das sind die Beriihrungspunkte der
von P an die Ellipse gezogenen Tangenten.

nen und Praxispartnern, insbesondere aus
dem Maschinenbau. Eine solche Arbeit ist
in Vorbereitung auf kiinftige Einsatzmog-
lichkeiten vorgesehen.

Beim Betriebspraktikum, bei der Vergabe der
Themen fiir die Jahres- und Diplomarbeit
sowie beim Einsatz nach AbschluB des Stu-
diums wird die spezielle Ausbildungsrichtung
starke Beriicksichtigung finden.

Welche Einsatzmoglichkeiten gibt es

fiir die Absolventen?

Die Diskussion verschiedenartiger Probleme
der mathematischen Modellierung an Bei-
spiclen aus dem Maschinenbau engt das Ein-
satzgebiet des Absolventen jedoch nicht auf
den Maschinenbau ein, sondern eréffnet
gleichzeitig den Zugang zu Anwendungen in
der chemischen Industrie, der Energetik, der
Elektrotechnik und Mikroelektronik "u. i.
Ebenso bestehen Moglichkeiten einer weiter-
filhrenden wissenschaftlichen Entwicklung
an der Sektion auch zur mathematischen
Grundlagenforschung, vor allem zu Nihe-
rungsmethoden (Numerische Mathematik),
zur Mathematischen Physik, zur Optimierung
und zur Wahrscheinlichkeitsrechnung/Stati-
stik. V. Friedrich

Schumacher fiigte hinzu, offenbar habe Riim-
cker eine Gerade zu viel gezogen, denn man
konnte mit 3 Geraden durch P, die die
Ellipse schneiden, auskommen.

Bild 1
Konstruktion von Riimcker

Am 28. 9. 1836 antwortete Gauf, Riimcker
habe in der Tat zu viele Linien gezogen und
3 Geraden reichten aus. Aber auch das sei
noch zuviel — zwei Geraden durch P, die die
Ellipse schneiden, seien schon hinreichend.
Zugleich gab Gauf seine Losung an. Zu fin-
den ist die zu dieser Auskunft von Gauf
gehorige Konstruktion unter Angabe des
Satzes, auf dem sie beruht (siehe Bild 2).

Bild 2

Losung (Schnittpunkte der Polaren von P
mit der Ellipse sind die Beriihrungspunkte
der Tangenten von P an die Ellipse)

Mitgeteilt von K.-R. Biermann



Mathematiker-KongreB

der DDR 1981

- Sonderstempel

Aus dem Referat des Ministers fiir Hoch-
und Fachschulwesen der DDR
zur Er6ffnung des Mathematiker-Kongresses

...Wenn auf dem X. Parteitag der SED im
April 1981 festgestellt wurde, daB ,,die Mg-
lichkeiten der wissenschaftlich-technischen
Revolution unmittelbar zur Hauptreserve fiir
Leistungswachstum und Effektivitit unserer
Volkswirtschaft geworden* sind, so gehért
die Mathematik zweifellos zu den unverzicht-
baren Kettengliedern bei der allseitigen Be-
schleunigung des wissenschaftlich-techni-
schen Fortschritts.

Reichen die Wurzeln mathematischen Den-
kens in die Friihzeit der menschlichen Ent-
wicklung zuriick, so kénnen wir doch heute
feststellen, daB die Mathematik eine jung
gebliebene und dynamische Wissenschalft ist.
Besonders spiirbare Impulse erwachsen ihrer
Entwicklung und breiten Anwendung aus
den modernen und revolutionierenden Mog-
lichkeiten hochst leistungsfahiger Rechen-
technik in den letzten Jahren.

In neuer Dimension stellen sich heute die
Anspriiche an die Mathematik. Bereits Fried-
rich Engels schrieb dazu im Anti-Diiring
,,Wie alle anderen Wissenschaften ist die
Mathematik aus den Bediirfnissen der Men-
schen hervorgegangen.”

...Aber wie in allen Gebieten des Denkens
werden auf einer gewissen Entwicklungsstufe
die aus der wirklichen Welt abstrahierten
Gesetze von der wirklichen Welt getrennt,
ihr als etwas Selbstindiges gegeniibergestellt,
als von auBen kommende Gesetze.*
Deshalb gelten unsere Aufmerksamkeit und
Forderung stets sowohl dem fundamentalen
theoretischen Fortschritt der Mathematik als
auch der konsequenten Anwendung und Nut-
zung ihrer Ergebnisse und Potenzen. Aufdem
Gebiet der applikativen und interdisziplina-
ren Forschung erschlieBen sich stindig neue
Felder fiir volkswirtschaftlich interessante
produktivititswirksame Anwendungen.

Es ist dahet eine Aufgabe von gesellschaft-
licher Tragweite, die Mathematik in stirke-
rem MaBe fiir die Entwicklung anderer Wis-
senschaftsdisziplinen wirksam zu machen.

Prof. H.-J. Bihme

Im Jahr des X. Parteitages der SED war die
Karl-Marx-Universitit Schauplatz eines fiir
die mathematische Wissenschaft bedeutsa-
men Ereignisses: Aus AnlaB des 100. Ge-
burtstages des Mathematischen Seminars der
Leipziger Universitit (siche alpha 2/81) fand
in der Zeit vom 28. 9. bis 2. 10. 1981 in Leip-
zig der ,,Mathematiker-Kongre8 der DDR
1981 statt. (Der nichste KongreB wird 1986
in Rostock sein.) Er wurde veranstaltet von
der Mathematischen Gesellschaft der DDR
in Zusammenarbeit mit der Sektion Mathe-
matik der Karl-Marx-Universitiit. Dieser
erste ,,KongreB* stellte infolge der gewachse-

‘nen Breite, Leistungsféhigkeit und Praxis-

wirksamksit der DDR-Mathematik und
durch seinen auch auf Nichtmitglieder der
Mathematischen Gesellschaft und auslindi-
sche Wissenschaftler erweiterten Teilnehmer-
kreis eine qualitativ und quantitativ neue
Fortsetzung der bisher durchgefiihrten
,,Haupttagungen** der Mathematischen Ge-
sellschaft dar.

Teilnehmer

Am Mathematiker-Kongre nahmen etwa
1000 Fachwissenschaftler von den Universi-
titen, Hoch- und Fachschulen der DDR,
Mathematiker und Praktiker aus vielen Be-
reichen der sozialistischen Volkswirtschaft,
Mathematiklehrer aus unserem Volksbil-
dungswesen sowie Wissenschaftler aus der
UdSSR, der CSSR, der VR Polen, der VR
Bulgarien, der Ungarischen VR, der SR Ru-
minien, der SR Vietnam, der VDR Jemen,
aus Kuba, Athiopien, den USA, der BRD,
der Schweiz, aus Japan, Osterreich, Finn-
land, den Niederlanden, Belgien und Frank-
reich teil.

Wissenschaftliches Programm

Der Mathematiker-KongreB verfolgte das
Ziel, den bisher erreichten Entwicklungs-
stand und die Entwicklungstendenzen der
Mathematik einzuschétzen sowie iiber neue-
ste Forschungsmethoden und Forschungs-
ergebnisse sowie ihre Anwendungen, insbe-
sondere in der Physik und in anderen Natur-
und Technikwissenschaften zu informieren.
Er diente der Weiterbildung und Information
fir die in Forschung, Praxis und Volks-
bildung titigen Fachkollegen. Auf dem Pro-
gramm des Kongresses standen etwa 180 Ver-
anstaltungen, darunter 4 Plenar-, 40 Uber-
sichts- und etwa 80 Halbstundenvortrige.
Des weiteren wurden auf 47 Poster-Beitragen
an Ubersichtstafeln bedeutsame Forschungs-
ergebnisse in Kurzform dargestellt. AuBer-
dem fanden sieben Diskussionsveranstaltun-
gen statt, in denen Probleme der Mathema-
tik-Ausbildung in Schule und Hochschule,
der Talenteférderung, der Rolle der Mathe-

Prominente Giste zur Eréffnung des Kongresses (v.1.n.r.): Prof. Dr. H. Schumann,
Direktor der Sektion Mathematik der Karl-Marx-Universitit Leipzig,

Prof. H.-J. Bshme, Minister fiir Hoch- und Fachschulwesen der DDR,

Prof. Dr. L. Rathmann, Rektor der KMU Leipzig,

Prof. Dr. W. Engel, Vorsitzender der Mathematischen Gesellschaft der DDR (1971 bis 1981),
Dr. D. Keller, Sekretir fiir Wissenschaften der SED-Bezirksleitung Leipzig




matik in der sozialistischen Praxis sowie des
Zusammenwirkens von Mathematik und In-
formationsverarbeitung beraten und dabei
gewonnene Erfahrungen ausgetauscht wur-
den.

Traditionspflege

Aus dem 1881 an der Universitit Leipzig
gegriindeten Mathematischen Seminar, dessen
Grilnder und erster Direktor Felix Klein
(1849 bis 1925) war, gingen das spitere Ma-
thematische Institut und die heutige Sektion
Mathematik hervor. Einige Aktivititen der
Sektion in Vorbereitung auf den 100. Jahres-
tag der Griindung des Leipziger Mathemati-
schen Seminars waren die Einrichtung eines
Traditionskabinetts und die Herausgabe eines
Jubilaumsbandes ,,100 Jahre Mathematisches
Seminar der Karl-Marx-Universitit Leipzig*,
der zum KongreB erschienen ist. Auch der
Mathematiker-KongreB stand ganz im Zei-
chen der Pflege fortschrittlicher Traditionen.
Der Eréffnungsvortrag des Kongresses, ge-
halten vom Direktor der Sektion Mathematik
der KMU, Prof. Dr. H. Schumann, ,,Zum
100. Jahrestag der Griindung des Leipziger
Mathematischen Seminars* war ein wiirdiger
Auftakt dazu und gab dem KongreB das
Geprage. Ein weiterer Plenarvortrag war der
mathematikhistorische Beitrag ,,Bernard Bol-
zano zum 200. Geburtstag, Beitrage zur Ana-
lysis* von Prof. Dr. H. WuBling (siehe alpha
6/81). Ebenso war das'wissenschaftliche Pro-
gramm des Kongresses stark ausgerichtet auf
das historisch gewachsene, breite und an-
wendungsorientierte Forschungsprofil der
Leipziger Mathematiksektion, in dem die
Analysis eine dominierende Stellung ein-
nimmt.

Studentenkonferenz

Am Vorabend des Mathematiker-Kongres-
ses, am 25. 9. und 26. 9. 1981, fand in Leipzig
ein weiteres — besonders fir die studentische
Forschung bedeutsames — Ereignis, die
3. Zentrale Wissenschaftliche Studenten-
konferenz Mathematik* statt. Veranstalter
waren der Wissenschaftliche Beirat fir Ma-
thematik beim Ministerium fiir Hoch- und
Fachschulwesen, die Mathematische Gesell-
schaft und der Zentralrat der FDJ.

Teilnehmer der zweitigigen Konferenz waren
etwa 200 Mathematik- und Mathematikleh-
rerstudenten von den Universitiaten sowie
Technischen und Padagogischen Hochschu-
len der DDR, im sozialistischen Ausland
studierende DDR-Studenten sowie ausldndi-
sche  Studentenvertreter.  Teilnehmende
Wissenschaftler und Praktiker standen den
Studenten als erfahrene Gesprichspartner
zur Seite. Wie schon bei den vorangegangenen
Konferenzen dieser Art (1977 und 1979 in
Leipzig) stellten die Studenten in 4 Plenar-
und 33 Kurzvortrigen Ergebnisse ihrer ma-
thematischen Forschungsarbeit vor, die sie
im Rahmen von Jugendobjekten, Studenten-

zirkeln, Jahres-, Praktikums- und Diplom-
arbeiten oder als Forschungsstudenten in
Dissertationen erzielt haben. Dariiber hinaus
wurden 23 der besten Exponate in einer Aus-
stellung gezeigt. Die vorgetragenen und aus-
gestellten Arbeiten waren durch eine Jury
aus etwa 100 zur Konferenz eingereichten
Arbeiten ausgewahlt worden. Sie wurden mit
Reisen, Geld- und Buchpriamien sowie Ehren-
medaillen der Mathematischen Gesellschaft
ausgezeichnet. Auswahlkriterien waren dabei
wissenschaftlicher Erkenntniszuwachs, ma-
thematische Originalitit sowie praktische
Nutzbarkeit. Als Beispiele hervorragender
Exponate seien genannt: die irn Rahmen eines
Jugendobjekts entstandene Arbeit ,,Einhal-
tung des Komparatorprinzips bei der Her-
stellung mikroelektronischer Bauelemente*
von Norman Bitterlich (FSU Jena), die Di-
plomarbeit ,, Thermoschockvorginge bei me-
tallurgischen Prozessen'‘ von Andreas Schii-
rer (TH Karl-Marx-Stadt), die Diplomarbeit
,Ein relationales Datenbankmodell* von
Christina Adler (KMU Leipzig), die Prak-
tikumsarbeit ,,Spannungsgeometrie bei Stirn-
zahnrddern* von Eckard Wildgrube (MLU
Halle) und die Dissertationen ,,Spin-Struk-
turen und Dirac-Operatoren* von Helga
Baum (HU Berlin), s. Foto, und ,,Grenzwert-

sitze* von Lothar Heinrich (TU Dresden).
Neben dem von Prof. Dr. G. LaBoer (KMU
Leipzig) gehaltenen Eréffnungsvortrag ,,Zum
mathematisch-physikalischen Weltbild** ge-
horten zum Konferenzprogramm noch zwei
Diskussionsrunden, die sich mit den An-
forderungen der Praxis an einen Mathematik-
absolventen und den Maoglichkeiten zur Fér-
derung begabter Schiiler auf dem Gebiet der
Mathematik beschiftigten. Studentenkonfe-
renzen dieser Art werden auch in Zukunft
alle zwei Jahre stattfinden.

Weitere Veranstaltungen

Zum Geschehen des Mathematiker-Kongres-
ses gehorte auch eine Mitgliederversammlung
der Mathematischen Gesellschaft der DDR,
auf welcher der neue Vorstand der Gesell-
schaft gewihlt wurde. Ebenso wurde auf dem
KongreB erstmalig die Ehrenmedaille der Ma-
thematischen Gesellschaft verliehen, und zwar
an zwei Wissenschaftler und drei ehemalige
Forschungsstudenten. Auch erwartete die
KongreBteilnehmer ein interessantes Rah-
menprogramm : Fiihrungen und Besichtigun-
gen in Leipzig, Ausfliige nach Kohren-Sahlis,
Worlitz, Altenburg und Rochsburg und ein
geselliger Abend. J. Lehmann/R. Mildner

Prof. Dr. sc. nat. Rolf Ki6tzler, wihrend des
Kongresses zum neuen Vorsitzenden der
Mathematischen Gesellschaft gewihit

Kurzbiographie

Geboren 1931 in Chemnitz (jetzt Karl-Marx-
Stadt), hier Besuch der Grundschule von
1937 bis 1945 und der Oberschule mit
Abitur von 1945 bis 1949.

1949 bis 1953 Studium in Leipzig, 1953
Diplom, Aspirantur bei Ernst Holder,
1956 Promotion zum Dr. rer. nat.,

1960 Habilitation,

1956 bis 1959 tatig am Forschungsinstitut
fiir reine Mathematik der Akademie der
Wissenschaften zu Berlin,

ab 1959 Dozent und von 1963 bis 1965
ordentlicher Professor an der Hochschule
fiir Bauwesen in Leipzig, anschlieBend
(1965 bis 1971) an der Martin-Luther-
Universitit Halle titig,

seit 1972 ord. Prof. an der Sektion Mathe-
matik der KMU Leipzig. Hier baute er die

Forschungsrichtung ,,Mathematische
Methoden der Operationsforschung** mit
auf. Sein wissenschaftliches Arbeitsgebiet:
Variationsréchnung und Steuerungstheoric;
bisher etwa 40 Veroffentlichungen, seit An-
fang 1981 Chefredakteur der neugegriinde-
ten internationalen ,,Zeitschrift fiir Analysis
und ihre Anwendungen*’. Prol. K. leitete
wihrend seiner Tétigkeit an der Hochschule
fiir Bauwesen Leipzig eine Arbeitsgemein-
schaft zur Forderung Junger Mathematiker
und war stets Forderer der Olympiade-
bewegung.

Prof. Dr. W. Engel liberreicht Helga Baum
(Humboldt-Universitit zu Berlin) die Ehren-
medaille der Mathematischen Gesellschaft.
Weiter erhielten fiir ihre Beitrdge zur
Studentenkonferenz eine Ehrenmedaille:
Albrecht HeB (Ernst-Moritz-Arndt-Uni-
versitit Greifswald) und Thomas Runst
(Friedrich-Schiller-Universitit Jena). Diese
drei jungen Wissenschaftler werden wir in
alpha vorstellen.



GruBadresse
aus der UdSSR

An den Mathematiker-Kongref
der DDR 1981

Liebe Freunde und Kollegen!

Gestatten Sie mir bitte, den Teilnehmern des
1. Mathematiker-Kongresses der DDR -
einer wichtigen Etappe der Entwicklung der
Wissenschaft in Ihrem Land - die herzlich-
sten GriiBe zu iibermitteln.

Ich bin gliicklich, wenn ich daran denke,
daB ich Anfang der 50er Jahre am Wieder-
apfleben des Hochschulwesens Threr damals
ganz jungen Republik teilnehmen konnte.
Ich bin stolz, daB ich eine Reihe von Mathe-
matikern lhres Landes zu meinen Schiilern
zdhlen darf und daB sie zu fithrenden Ge-
lehrten herangewachsen sind, die wichtige
Gebiete der Wissenschaft bereichern.

Ich méchte meine grofe Bewunderung zum
Ausdruck bringen, welche ich bei der Arbeit
mit der mathematischen Jugend empfand,
denn sie besitzen Fiahigkeiten, hervorragend
zu arbeiten, sind gewohnt, eine begonnene
Arbeit bis zum Ende durchzufiihren und drin-
gen in ein vor ihnen stehendes Problem bis
zum Kern ein.

Ohne Zweifel ist, daB Wissenschaft und Bil-
dung zusammengehdren; es kann keine
wertvolle mathematische Bildung sein, ohne
daB dabei moderne Probleme der Wissen-
schaft aufgezeigt und eine tiefe Klirung der
Rolle der mathematischen Methoden in den
Erkenntnissen der Natur, Entwicklung der
Technik und Organisation der Industrie ge-
zeigt werden.

Fir mich ist ein Ideal der Mathematiker,
welcher erstens der Mathematik in ihren
wichtigsten Entwicklungsrichtungen Fort-
schritt verleiht, zweitens die mathematischen
Methoden fiir die Losung der Aufgaben in
der Praxis benutzen kann und in Anwen-
dungsfragen die Quelle der neuen Méglich-
keiten der Entwicklung der Mathemiatik
selbst sieht und drittens die Schiiler so er-
ziehen kann, daB sie zur Begeisterung des
wissenschaftlichen Suchens fahig sind.

Ich selbst bin gliicklich, daB8 ich solche
Lehrer - Kolmogorow, Chintschin u.a. -
hatte.

Leider kann ich an Threm KongreB nicht teil-
nehmen. Ich wiinsche Ihnen von ganzem Her-
zen grofle Erfolge bei der Arbeit des Kon-
gresses und weitere stiirmische Entwicklung
der theoretischen und angewandten Mathe-
matik in [hrem Land.

Leninpreistriger Prof. Dr. B. W. Gnedenko
Akademiemitglied der Ukrainischen SSR,
Sektion Mathematik der Lomonossow-
Universitit

aufgepalit
nachgedacht
mitgemacht

Speziell
fiir Klasse 1/7

Ungleichungen
Klasse 1

Ala a<3

A2A 3+a<7

A3A T—u>3

A4 a4 Vergleiche 62 mit 69!
Klasse 2

Ala Vergleiche 7 mit 11! Begriinde mit
Hilfe der Addition!

A2A 48<x<S53

A3A Vergleiche die Produkte 3:4 und
5-41

Ada y-4<ll

Klasse 3

Ala Vergleiche 700 mit 900, und begriinde
das Ergebnis!

A2a Fir welche Zahlen x gilt die Un-

gleichung 5897 < x < 5903?

A3 a Ordne die Zahlen 857, 386, 397, 75,
392 der Gro6Be nach!

Ad4a Welche Zahlen x erfiillen die Un-
gleichung 580 <10 - x <6207

Klasse 4

Ala Vergleiche 70000 mit 40000, und be-
griinde den Vergleich!

A2A Welche Vielfachen von 10000 er-
filllen die Ungleichung 70000 —a <20000?
A3 A Ermittle jeweils die kleinste und die
groBte Zahl x, die die Ungleichung 10000 < x
< 100000 erfiillt!

Ad4a Gib alle moglichen Zahlenpaare an,
die die Ungleichung m+n <3 erfiillen!

Klasse 5§

Ala Vergleiche die Briiche 10

, —, = mit-
9

Ol &
O] L

1
§ 2
einander!

A2A Gibt es zwischen den folgenden Un-
gleichungen einen Zusammenhang?

a) 2<3und 7<8,

b) 9>6 und 99> 66.

A3 A Welche natiirlichen Zahlen erfiillen
die folgenden Ungleichungen?
a)27>3-x-2,

b)3z+3<17,

¢)d+4<11,

d)11>a-1,

e)I<x+4<ll.

A4 A Vergleiche 4- 3 mit 43!

A5A Fiir das Volumen V eines Quaders
gilt ¥V <12cm?

Welche Kantenldngen a, b, ¢ (gemessen in
cm) mit a<b<c erfiillen diese Ungleichung,
wenn die MaBzahlen natiirliche Zahlen sind?

Klasse 6 _
Al a Fiir welche natiirlichen Zahlen x gel-
ten folgende Ungleichungen?

a) 3<x<8
5°5<%
9 x 8

b <3<y
3 4 5

c) §<;<§1mtx¢0.

A2A Gibmindestens drei gebrochene Zah-
len x an, welche die folgenden Ungleichungen
erfiillen!

Lox<d
a) F<X<p
25 24
b) —7<x<—9,
3 6
c) 6Z>x>3'

A3 A Setze zwischen die folgenden Terme
die richtigen Zeichen (<; >; =)!
a) 1,83+0,501,14+1,17,

3 4 36
b 3+3070

3 1 27 22
c) 23—13&3—5——7.

Ad4a Es seien a, b, ¢, d, die Lingen der
Seiten und e, f die Lingen der Diagonalen
eines konvexen Vierecks ABCD.

Weise nach, daB dann stets e+ f<a+b+c+d

gilt!

Klasse 7

Ala Esseien g, b, ¢ die Lingen der Seiten
eines Dreiecks ABC und h,, hy, h. die Lingen
der zugehérigen Dreieckshdhen.

Weise nach, daB aus a <b <c stets h,> hy,> h,
folgt.

A2A Es sind 3 Liter 70%ige Sdure mit
12%(iger Sdure so zu mischen, daB eine
Fliissigkeit entsteht, die weniger als 309,
aber mehr als 209 Sdure enthilt.

Wieviel Liter 12°%(iger Sdure darf man zu-
setzen?

A3 A Esseien a und b beliebige natiirliche
Zahlen mit a<b, die beide von Null ver-

schieden sind.

Beweise, daB dann %<%: gilt!

Ada Lbse die folgenden Ungleichungen
im Grundbereich der rationalen Zahlen!

a) || > 2x, c) Ix+2|<12,
b) [x|+2>10, d) [x+1]>1.

Zusammenstellung aus den Mathemariklehr-
biichern der DDR (Klasse 1 bis 7) wvon
J. Lehmann/Th. Scholl

Die Losungen folgen in Heft 2/82 sowie
weitere Probleme fir die Klassen 8 bis 10,
d.Red.



ARBEITS-
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Sechs mal sechs

2. Bezirksvergleich Junger Mathematiker
zwischen den Bezirken Cottbus und Potsdam
fiir Schiiler der Klassenstufe 6

Seit vielen Jahren bestehen gute Kontakte
zwischen den Bezirken Cottbus und Potsdam
in der Mathematikbewegung. Eines von vie-
len Beispielen dafiir ist dieser Bezirkslei-
stungsvergleich, der 1980 in Potsdam und
1981 in Cottbus stattfand. Jeder Bezirk dele-
giert dafiir sechs Schiiler aus der Klassen-
stufe 6. Am wichtigsten ist der mathematische
Wettbewerb, aber interessiert und begeistert
werden natiirlich auch alle anderen Ein-
driicke aufgenommen. In Cottbus besuchten
die Schiiler das Raumfahrt-Planetarium, und
mit der Pioniereisenbahn ging die Fahrt in
den Tierpark, den AbschluB der drei Tage
bildete eine Spreewaldrundfahrt.

Aber die Aulgaben des Wettbewerbes moch-
ten wir unseren alpha-Lesern auch noch vor-
stellen:

Aufgaben
Ala Gib alle Teiler der Zahl 777 an!

Spreewaldrundfahrt

A2a Ineinem Quadrat ABCD sind M und
N die Mitten der Seiten BC bzw. CD.

Es ist zu beweisen, daB die Strecken AM und
BN aufeinander senkrecht stehen!

Ala Gib simtliche Geldbetridge bis zu
50 Pfennigen an, die sich unter alleiniger
Verwendung von 1-Pfennig-Stiicken, 5-Pfen-
nig-Stiicken und 10-Pfennig-Stiicken (wobei
von jeder Sorte stéts mindestens ein Stiick
zu nehmen ist) auszahlen lassen und bei denen
der in Pfennigen angegebene Geldbetrag
genau doppelt so groB ist wie die bendtigte
Anzahl von Miinzen!

(Beispiel: Ist x die Anzahl der Pfennig-Stiicke,
y die der 5-Pfennig-Stiicke und z die der
10-Pfennig-Stiicke, so erfiillen die Zahlen
x=20, y=4 und z=1 alle gestellten Bedin-
gungen, da 20 Pf+20 Pf+ 10 P[=50 Pf.)

A4 A Gegeben sei ein Wiirfel der Kanten-
linge a, so wie im Bild veranschaulicht.
P, Q0 und R seien die Mittelpunkte der
Flichen ABFE, BCGF und EFGH. Axel be-
hauptet, da P, Q und R die Eckpunkte eines
gleichseitigen Dreiecks sind. Bernd behaup-
tet, daBB Axel nicht recht hat.
Wer hat recht?

H G

A £

Das Ergebnis zeigte, daB diese Aulgaben fiir
einen solchen Wettbewerb sehr gut ausge-
wihlt waren. Einerseits wurden im Durch-
schnitt 54%; der vollen Punktzahl erreicht,
andererseits war es wohl sehr schwer, hohe
Punktzahlen zu erzielen.

Ingo Warnke (aus Oranienburg) erhielt fiir
27 von 30 Punkten einen 1.Preis; einen 2.
und zwei 3. Preise erhielten Schiiler aus dem
Bezirk Cottbus.

Zum nichsten Vergleich 1982 hat nun wieder
Potsdam eingeladen. Vielleicht kénnen wir
dann auch eine Delegation aus einem dritten
Bezirk begriiBen? H.-J.Sprengel

Losungen

AlA Man sieht leicht, daB 7 und 3 Teiler
der Zahl 777 sind. 777 : 21 =37 ergibt den
restlichen Primfaktor.

Aus der Darstellung 777=1-3-7-37 kann
man alle Teiler ablesen: 1, 3, 7, 37,3-7=21,
3-37=111,7-37=259 und 777.

A2a Der Schnittpunkt der Strecken AM
und BN sei S (vgl. Bild). Aus den Quadrat-
eigenschaften folgt: Da die Dreiecke ABM
und BCN in zwei Seiten (4B=BC, BM=CN) -
und dem eingeschlossenen Winkel (90°) iiber-
einstimmen, gilt

AABM == ABCN.
Daraus folgt

«NBC=xMAB.

D N c
s M

A 8

Dabher erginzen sich die Winkel ¥ AMB und
¥ NBC ebenso wie die Winkel ¥ AMB und
¥ MAB zu 90°,d.h. AMLBN.

Ala Sind x, y, z die Anzahlen der Miinzen,
wie angegeben, so gilt [fiir die Gesamtzahl a
(1) a=x+y+z
und fiir den Geldbetrag b
2) b=x+5y+10-z.

Aus dem Text folgt dann weiter
3) b=2-a=a+aund
@) b<50.

Schreibt man [ir (2)

(V4] b=x+y+z+4y+9z,
so ergibt sich mit (1) und (3)

) a+a=a+4y+9z.

Vergleicht man die linke und rechte Seite
von (5) miteinander, so ergibt sich
6) a=4y+9z.

Aus (3) und (4) ergibt sich
(©) as2s.

Aus (6) und (7) ergeben sich nun die fiir z und
y moglichen Werte. Fiir z sind nur die Werte
z=1 oder z=2 moglich, da schon 9-3>25.
Es sei z=2: Dann ist fir y nur der Wert
y=1 moglich, da schon 4-2+9-2>25. Es
sei z=2. Dann ist fir y nur der Wert y=1
moglich, da schon 4-2+9-2>25.

Mit z=2 und y=1 folgt aus (6), daB a=22
(also ist (z) bzw. (4) erfiillt). Aus (1) folgt
x=19. Aus (2) folgt b=44. Damit ist (3) er-
fullt. Also ist x=19, y=1, z=2 eine L&-
sung.

Fortsetzung auf Seite 24



Was tun, wenn die Formelsammlung
nicht mehr helfen kann?

Losungsverfahren statt Losungsformel

Teil 2

Im ersten Teil, der euch hoffentlich neben
der Arbeit und Knobelei auch Freude ge-
macht hat, nannte ich einige Probleme und
stellte Fragen. Hier sind nun die Antworten
als Bestitigung fiir diejenigen von euch, die
eine Antwort [anden - eventuell auch als
Korrektur, falls eure Antwort nicht in Ord-
nung ist oder ihr keine finden konntet.

1. Der ,,3A +1-Algorithmus

Die entstehenden Zahlenfolgen fir 3, 11 und
40 lauten:

3,10, 5,16, 8, 4, 2, 1;

11, 34, 17, 52, 26, 13,40, 20, 10, 5, 16, 8,4,2, 1;
40,20,10, 5,16, 8, 4, 2, 1.

In diesen Beispielen kommt man immer zu
einem Ende. Das nahende Ende erkennt man
sogar schon, sobald eine Potenz von 2 erzeugt
wird, denn dann erreicht man durch davern-
des Halbieren stets die 1.

In den drei Beispielen war diese Potenz von
2 immer 2*=16. Das muB aber nicht sein.
Manchmal sind auch sehr lange Zahlen-
folgen bis zum Erreichen einer Zweierpotenz
erforderlich:

31,94, 47,142, 71, 214, 107, 322, 161, 484,
242, 121, 364, 182, 91, 274, 137, 412, 206, 103,
310, 155, 466, 233, 700, 350, 175, 526, 263,
790, 395, 1186, 593, 1780, 890, 445, 1336, 668,
334, 167, 502, 251, 754, 377, 1132, 566, 283,
850, 425, 1276, 638, 319, 958, 479, 1438, 719,
2158, 1079, 3238, 1619, 4858, 2429, 7288,
3644, 1822, 911, 2734, 1367, 4102, 2051, 6154,
3077, 9232, 4616, 2308, 1154, 577, 1732, 866,
433, 1300, 650, 325, 976, 488, 244, 122, 61,
184, 92, 46, 23, 70, 35, 106, 53, 160, 80, 40, 20,
10, 5, 16, 8,4, 2, 1.

Es kommen auch unerwartet groBe Zahlen
(hier z. B. 9232) vor.

Streicht man die Endevorschrift bei 1, so er-
gibt sich in allen Fillen, die oben bei 1 ende-
ten, am SchluB jetzt ein Zyklus

2, 1,4,2,1,4,2,1,4,2,1, ...

LiBt man auch negative ganze Zahlen zu,
so entstehen am SchluB andere Zyklen:
—80, —40, —20, —10, =5, —14, -7,

—20, —10, =5, ...;

—108, —54, —27, —80, —40, =20, ..;

-3, -8, -4, -2,-1,-2,—=1,....

10

Es ist aber nicht immer derselbe Zyklus wie
bei positiven Zahlen. Man hat (ir negative
Zahlen bis jetzt 3 verschiedene Zyklen ge-
[unden:

-20, —10, -5, — 14, —-7;

-2, —-1; )
—272, —136, —68, —34, — 17, —50, —25,
—74, —37, —110, —55, — 164, —82, —41,
—122, —61, —182, —91.

Nimmt man den Zyklus O fiir 0 und den Zy-
klus 4, 2, 1 fiir positive Zahlen dazu, so kennt
man beim 3A+ 1-Algorithmus 5 Zyklen, in
die er bei Anwendung auf ganze Zahlen ein-
laufen kann. Es gibt dafiir aber keinen Be-
weis. Bereits 1972 hat man mit einem Com-
puter alle ganzen Zahlen im Bereich
—108 < A4<6-107 iiberpriift. Es zeigten sich
keine anderen Zyklen als die angegebenen.
Spéter sollen noch Uberpriifungen fiir
6-10"<A<2%~5-10'"! und sogar A <10%°
durchgefiihrt worden sein. Es gab stets den
Zyklus 4,2, 1.

2. Eine Funktion zur Erzeugung
von Primzahlen

Die ersten 10 ganzzahligen Glieder der Folge

a,=)/24n+1 lauten
n|12 5 7 12 15 22 26 35 40

@5 7 11 13 17 19 23 25 29 31

Es entstehen fast nur Primzahlen. Lediglich
die 25 stort bis zum 10. Glied die Aussage,
daB nur Primzahlen geliefert werden.
Wir wollen den Sachverhalt ndher unter-
suchen. Nach Quadrieren haben wir
a?=24n+1.
Da 24=2*"3 als Primfaktoren die 2 und 3
enthilt, kann 24n + [ fiir kein positives ganzes
n diese Faktoren auch enthalten. Stets liegt
24n+-1 in den Restklassen 1 modulo 2 und
modulo 3, d.h,, stets liefert 24n+1 bei den
Divisionen durch 2 oder durch 3 die Reste 1.
Der Ausdruck 24n+1 kann also nie eine
Quadratzahl sein, die 2 oder 3 als Primfak-
toren enthilt. Also kann auch a, diese Fak-
toren nicht enthalten. Demnach koénnen die
Zahlen
6, 8,9, 10, 12, 14, 15, 16, 18, 20, 21, 22, 24, 26,
27, 28, 30 nicht geliefert werden.
Wird aber jede ganze Zahl >5 ohne Prim-
faktoren 2 und 3 auf diese Weise gewonnen?

Es muB also ein ganzzahliges n aus

az—1
2 "

bestimmbar sein, d.h. a2—1 muB durch 24

teilbar sein.

Da a, bei Division durch 3 entweder den

Rest 1 oder den Rest 2 4B, ist es darstellbar

als

a, =3IM+1

a? =9M*+6M+1

al—1=9M2*+6M

a, =3M+2

at  =9M>+12M +4

a2 —1=9M>+12M +3.

In beiden Fillen ist a2—1 durch 3 teilbar.

Da a, ungerade ist, ergibt es bei der Division

durch 4 entweder den Rest 1 oder den Rest 3.

Genau wie eben folgert man

a, = 4N +1

a? =16N*+8N+1

a?-1=16N*+8N

an = 4N +3

a? =16N2+24N+9

a?—-1=16N2+24N +8.

In beiden Fillen ist a?—1 durch 8 teilbar.

Da 3 und 8 zueinander teilerfremd sind, ist

somit aZ—1 durch 24 teilbar, d.h. stets gibt

es ein ganzzahliges n, und alle Zahlen ohne

Teiler 2 oder 3 werden durch die Folge er-

zeugt.

Als nidchste (11.) wiirde 35=5-7 fir n=51

zu bilden sein.

oder

oder

3. Drei Anweisungen

A a B
1. Schritt A

b_|]
b_]
2.Schritt 4 [a+b| B[ a |
3Schritt 4| b | B[ a

Die Kistcheninhalte werden vertauscht. Die
drei Schritte werden als Computerbefehie

a+b B

A:=A+B;
B:=A—-B;
A:=A-B
geschrieben. Das Gleichheitszeichen be-

kommt durch den Doppelpunkt einen Rich- -
tungssinn und dynamisch-algorithmischen
Charakter. Ein neuer Inhalt von A (links)
wird aus dem alten Inhalt von A (rechts)
durch Addition des Inhalts von B gebildet.
Es kommt auch streng auf die Reihenfolge
der Abarbeitung der Befehle oder Anweisun-
gen an. Dies muB ,seriell* in der angegebe-
nen Reihenfolge der Niederschrift geschehen.
Zu verschiedenen Zeitpunkten der Abarbei-
tung sind 4 und B Namen fiir unterschied-
liche Zahlwerte: Dynamische Anweisungen
gegeniiber statischen Formeln!

Beispiel :
3] e[5]
L4 B[ s ]



4. Eine Zahlenfolge

Der angegebene Algorithmus dndert die Zahl
153 nicht.

153=13+5+3%,

. =1 +125+27.

Die Zahl 153 ist fir den Algorithmus ein
»Fixpunkt®. Es ist also sinhvoll, ihn mit 153
abbrechen zu lassen.
Fiir A=9 entsteht die Zahlenfolge

9,27, 351, 153.
Sie endet also sehr schnell. Zur Beantwortung
der Frage nach einem groBten A, das durch

den Algorithmus vergréBert wird, erinnern.

wir uns an die Bedeutung von Dezimal-
zahlen Z mit den Ziffern z€{0, 1, ..., 9}.
Eine (K + 1)stellige Zahl Z ist
Z=2zxZx_1...2120

=zg- 10" +zg - 105" 4 42, - 1042,
Der Algorithmus macht daraus die Zahl Y.
Y=zk+z}_ +...+2]+23.

Die groBte 3. Potenz einer Ziffer ist natiirlich
93=729.

Stand diese 9 in der Hunderterstelle von Z,
d.h. 900=9 - 10? mit k=2 war ihr Beitrag zu
Z, so ist jetzt ihr Beitrag zu Y nur 729. Es
ist eine Verkleinerung des Beitrages um
900 —729=171 eingetreten. Stand sie in der
Zehnerposition, d. h. 90 war ihr Beitrag zu Z,
so ergibt sich eine VergroBerung des Beitra-
ges um 729 —90=639 zu Y. Wir fertigen uns
eine Tabelle an, die diese VergroBerungen
(positiv) bzw. Verkleinerungen (negativ) beim
Ubergang von Z zu Y angibt.

X
Q=ZK+ZK_1+...+21+Zo=hZ°Zk

ebenfalls durch 3 teilbar. Erhebt man die

Quersumme zur dritten Potenz, so ist diese

natiirlich auch wieder durch 3 teilbar,

Q®=(zxk+2zx-1+... + 21 +20),

und man schlieBt nun wie folgt. Ihr k&nnt

leicht den binomischen (bi = zwei, Vorsilbe

aus dem Griechischen) Ausdruck

(a+b)*=a®+3a%b+3ab?+b?

nachrechnen. Wir wenden ihn an fir

a=zxg

b=zxk-1+...+21+ 20,

und wenn Q3=(a+b)® durch 3 teilbar ist,

so muB es auch

P +b=2z3+(zk-1+ ...+ 21+ 20)* =0(mod3)

sein.

Man schreibt das so, wie es rechts angegeben

ist und liest es ,.kongruent 0 modulo 3“. Das

bedeutet nichts anderes, als daB bei Division

durch 3 der Rest 0 entsteht. Nun wenden wir

dieselbe Uberlegung fiir die in der dritten

Potenz stehende Klammer an, die aber nun

um ein Glied kiirzer ist, usw.

Es entsteht schlieBlich -

2 +2R -1+ ... +(21 +20)* =0 (mod 3),

und es bleibt noch ein letzter Schritt

2z 422y +...+z3+3z3z0+ 32,28 +23=0
(mod 3).

Da Summanden mit dem Faktor 3 in der

Teilbarkeitsbetrachtung weggelassen werden

konnen, hat man endlich

zi+z}_1+...+z?+zg=.£oz,f§0 (mod 3),

Stellung Ziffer

der Ziffer in Z 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Einer 0 0 6 24 60 120 210 336 - 504 720
Zehner 0o -9 -12 -3 24 75 156 273 432 639
Hunderter 0 —-99 —-192 -273 -336 -—375 —384 —357 -—288 171
Tausender 0 —999 —1992 —2973 —3936 —4875 —5784 —6657 —7488 —8271

Aus ihr liest man ab, daB 1999 die groBte
Zah! ist, die noch vergroBert werden kann.
Der Verlust von 999 fir die 1 in der Tausen-
derstelle wird durch die Gewinne der drei
Neunen 171+639+720=1530 aufgehoben.
Der Verlust 1992 bei einer 2 in der Tausender-
stelle kann nicht mehr kompensiert werden.
Aber 1999 ist nicht durch 3 teilbar. Die
nichstgelegene durch 3 teilbare Zahl, die
noch vergroBert wird, ist 1998 mit
—999+171+639+504=315 als VergroBe-
rung.

Man erkennt ferner den Fixpunkt 153, denn
Verlust und Gewinn heben sich auf
—99+75+14=0.

L4Bt man die Bedingung der Teilbarkeit
durch 3 fallen, so wiren z. B. 1, 370, 371, 407
auch Fixpunkte (kursive Werte in der Tab.).
Es ist noch interessant nachzuweisen, daB
aus einer durch 3 teilbaren Zahl auch wieder
eine durch 3 teilbare Zah! entsteht:

Bei einer durch 3 teilbaren Zahl ist die Quer-
summe

daB auch die Summe der dritten Potenzen
der Ziffern einer durch 3 teilbaren Zahl wie-
der durch 3 teilbar ist. Der Algorithmus
filhrt also aus der Menge der durch 3 teil-
baren Zahlen nicht heraus.

Ein Nachweis, daB er stets bei 153 endet,
konnte nun dadurch gefiihrt werden, daB es
einfach fir alle durch 3 teilbaren Zahlen Z
aus dem Bereich 3<Z £1998,

es sind 666 Stiick, nachgerechnet wird. Dies
ist ein Beispiel fiir den Beweis einer mathe-
matischen Aussage, der nicht mehr kurz und
»elegant®, sondern aufwendig in der Durch-
fihrung — wenn auch trivial — ist. Probleme
dieser Art mit z. T. ungeheurer Beweisarbeit,
die nur noch mit Computern zu bewaltigen
ist, tauchen in alten und neuen mathemati-
schen Fragestellungen auf. Die Mathematik
kommt auch (wie die Technik z. B.) in Be-
reiche der Forschung, wo zwar prinzipiell
etwas zu tun moglich ist, es aber aus 6kono-
mischen Griinden (Zeit, Aufwand, auch Geld)
unterbleiben muB.

5. Eine Funktion, die selbst wieder
zu ihrer Definition verwendet wird

Nach der Definition ist, da 101 > 100,
f(101)=91.
Wendet man die Definition fir das Argument
100 an, £(100)=/(f(111)),
so entsteht zuniéchst fir die ,,innere* Anwen-
dung auf 111
fain=1ot,
so daB f(100)=/(101)=91 wird.
Fiir die Anwendung auf 99 erhilt man
FON=f(f(110))=/(100)=91
wieder 91, da uns f(100) schon bekannt ist.
So weiterschlieBend kommt man zu folgen-
der Tabelle fir die Werte von f(n)

no flo) n fln)

111 101 100 f(f(111)=f(101)=91
110 100 99 fF(f(110))=£(100)=91
109 99 98 f(f(109)=f( 99)=91
108 98 97 f(f(108)=f( 98)=91
107 97 96 f(f(107)=f( 97)=91
106 96 95 f(f(106)=f( 96)=91
105 95 94 f(f(105)=f( 95)=91
104 94 93 f(f(104)=f( 94)=91
103 93 92 f(f(103)=F( 93)=91
102 92 91 f(f(102)=f( 92)=91
101 91 90 f(f(101)=f( 91)=91
89 f(f(100))=f( 91)=91
JC9I9))=f( 9)=91

88

3 fUC14)=f( 9)=91

2 f(fC13)=f(91)=91

1 f(f(12))=f( 91)=91
Es kommt also fiir n< 101 stets der Wert 91
heraus. In der mathematischen Literatur
wird diese Funktion deshalb auch ,9ler
Funktion” genannt. Wir haben uns bei der
Werteberechnung die Arbeit mit Hilfe der
Tabelle sehr erleichtert. Folgt man lediglich
der Definition ohne Kenntnis schon vor-
berechneter Werte, so verlauft bei n=100 der
Rechengang der wiederholten Anwendung
der Funktion zwar genau wie oben in der
Tabelle, aber bet n=99 nimmt er die Gestalt
an
F99)=1(f(110)=/(100)=7(f(111))
=f(101)=91,
bei n=97 entsteht sogar
SOD=F(f(108)=f( 98)=f(f(109))

=f( 99)=f(f(110)= f(100)= f(111))
= f(101)=91

und bei n=1 wire der Anfang dieser Kette
von Anwendungen der Funktion

SO=7(fA)=f S @IM=1F(f(f34))

Dieses wiederholte oder verschachtelte An-
wenden einer Funktion wird in der Mathe-
matik oft durch einen Exponenten angezeigt,
der dann aber nicht das Potenzieren bedeutet,
hier also f(1)=f%(34)
=£1%100)=s"}(111)=1"2(101)=1"(91)
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=f1°(102)=1" ( 92)=1"°(103)=1°(93)
=f'%(104)=1" ( 94)=7"'°(105)=1"°(95)
=f1%(106)=f* ( 96)=1'°(107)=£?(97)
=£19(108)=1* ( 98)=f"°(109)=/"°(99)
=f1°(110)=£° (100)=f'°(111)=...
An dieser Stelle ist die Zahl der Anwendun-
gen von f auf das Argument 100 um 1 abge-
baut worden.
Der Zyklus von 21 Anwendungen der Funk-
tionsdefinition (Anzahl der Gleichheitszei-
chen zwischen f1°(100) und f°(100)) muB
noch achtmal wiederholt werden. bis man
schlieBlich f(100)=f2(111)=f(101)=91
erreicht. Das tatsdchliche Berechnen rekursiv
definierter Funktionen ist in der Dynamik
der auf- und.absteigenden Verschachtelungs-
tiefe ein meist arbeitsaufwendiger Vorgang,
auch fiir Computer. Aber rekursive Funktio-
nen sind in der Mathematik und in jiingster
Zeit auch in der Praxis ein interessantes und
wirksames dynamisches Arbeitsmittel.

1.0. Kerner

Eine Schachstudie
Intellektuelles Boxen

Dr. Emanuel Lasker (1868 bis 1941) ist als
groBartiger Schachpraktiker bekannt; er ist
der Weltméister, der die Krone von allen
dreizehn Schachkonigen am ldngsten trug,
ndmlich 27 Jahre, von 1894 bis 1921! Lasker,
der 1902 promovierte, legte lingere Turnier-
pausen ein und arbeitete an wissenschaft-
lichen Werken. Er galt als bedeutender Ma-
thematiker und Philosoph. Das Schach be-
trachtete er als Geistessport, als ,,intellek-
tuelles Boxen*, als Kampf der schopferi-
schen Individualitaten.

Dr. Lasker, der aus Berlinchen stammt und
lange Zeit in Berlin lebte, machte auch auf
dem Gebiet des Problemschachs von sich
reden. Er 16ste nicht nur gern Aufgaben und
Studien, sondern komponierte auch.

In der nachstehenden Studi¢ hat Schwarz
einen Turm mehr, doch findet WeiB eine
geistreiche Moglichkeit, das gegnerische
Ubergewicht so zu wandeln, daB Schwarz
nicht gewinnen kann.

Dr. Emanuel Lasker, 1905
WeiB zieht und macht remis

~
\
-
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\
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Aristarch von Samos

EAANAZ HELLAS

APITTAPREIO FYEINMA

Im Mai 1980 erschienen in Griechenland zwei
Briefmarken zum Gedenken an den griechi-
schen Astronomen und Mathematiker Ari-
starch von Samos (um 320 bis um 250 v.u. Z.).
Aristarch stellte als erster die im 16.Jh. von
Copernicus (1473 bis 1543) erneuerte und
langst als wahr erkannte Hypothese auf, daB
die Sonne und nicht, wie damals allgemein
angenommen, die Erde das Zentrum unseres
Planetensystems bildet. Die Hypothese des
Aristarch fand bei seinen Zeitgenossen keine
Anerkennung, denn sie stand im Widerspruch
zu den damals herrschenden, vor allem von
Aristoteles (384 bis 322 v.u.Z) fixierten
physikalischen Vorstellungen. Zum . Beispiel
meinte man, von einer bewegten Erde miiBten
alle beweglichen Dinge heruntergeschleudert
werden, man miiBte den ,,Fahrtwind*“ spiiren
usw. Die Hypothese des Aristarch ist nur
durch eine Bemerkung in der Schrift ,,Die
Sandzahl“ von Archimedes (287? bis 212
v.u. Z)) iiberliefert worden. Sie war Coperni-
cus bekannt, der in seinem astronomischen
Hauptwerk ,,De revolutionibus“ seinen Vor-
ginger Aristarch riihmend erwihnte. Diese
Bemerkung wurde jedoch beim Druck unter-
schlagen. Sie befindet sich nur im hand-
schriftlichen Manuskript von Copernicus,
das in der Universititsbibliothek in
Warszawa aufbewahrt wird.

Erhalten blieb durch Vermittlung mittel-
alterlicher islamischer Gelehrter eine kieine

astronomisch-mathematische ~ Abhandlung
des Aristarch, in der er fiir das Verhiiltnis

_ Abstand Erde-Sonne
Y= Abstand Erde—Mond

die Abschidtzung 18 <v<20 herleitete. (In
Wahrheit ist v ungefdhr 370.) Aristarch ging
dabei von der richtigen Uberlegung aus, daB
Erde E, Sonne S und Mond M ein bei M
rechtwinkliges Dreieck bilden, wenn wir ge-
nau die Hilfte des Mondes beleuchtet sehen
(siehe Bild): Man braucht also ,nur* den
Winkel « zu messen, um v zu bestimmen.

M

Rechnet aus, wie grof dieser Winkel bei
v=370 in Wahrheit ist und welche falschen
Abschitzungen fir o Aristarch gemessen ha-
ben mufl, um zu seiner Abschitzung fiir v zu
gelangen !

Ubrigens gab es zu Aristarchs Zeiten und
noch lange danach keine trigonometrische
Taleln, und als echter Grieche verschmihte
Aristarch auch die naheliegende Methode,
ein geniigend groBes dhnliches Dreieck zu
konstruieren und dann die Seiten einfach zu
messen, bestimmte vielmehr den v-Wert durch
durch umsténdliche, aber streng bewiesene
geometrische Abschdtzungen. Diese machen
den mathematischen Gehalt seiner Arbeit
aus.
Lest liber Aristarch und Copernicus in dem
Buch Entdecker des Himmels von Dieter B.
Herrmann (Urania-Verlag 1978) nach!

P. Schreiber

In der gleichen Abhandlung bestimmte er
den Sonnendurchmesser als das 6,75fache
(in Wahrheit das 109fache des Erddurch-
messers. Die zu dieser Uberlegung gehorige
Skizze ist auf der 10-Drachmen-Marke wie-
dergegeben.

Welche auf der Erde beobachtbare Grdfe
muf man messen, um das genannte V erhiltnis v
schon hiernach zu bestimmen?

Lest iiber Aristarch und Copernicus in dem
Buch
Dieter B. Herrmann

Entdecker des Himmels

Urania-Verlag, Leipzig 1978
nach!
Aus AnlaB des 2300.Geburtstages des Be-
griinders der heliozentrischen Theorie and
im Juni 1980 aufl der Insel Samos ein wissen-
schaftliches Kolloquium staft.

P. Schreiber



XXI. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR

Aufgaben und Losungen der

Kreisolympiade (18. November 1981)

Fortsetzungen von alpha 6/81
Lésung: 1. Wenn ein Paar (a; b) natiirlicher
Zahlen a und b den Bedingungen der Aufgabe

entspricht, so folgt:
Es gibt natiirliche Zahlen m, n mit

a=15m, b=15n: 0
Wegen 0 <a<b folgt
O<m<n, 2

wegen ab=7875 [olgt 15m- 15n=7875, also
225mn="1875,

mn=135. 3)
Da 35 die Primfaktorzerlegung 35=5-7 hat,
gibt es fir (2), (3) nur die Moglichkeiten,
daB entweder m=1, n=35 oder m=35, n=17
gilt. Aus (1) folgt daher, daB nur die Paare
(15; 525), (75; 105) die Bedingungen der Auf-
gabe erfiillen konnen.
II. Sie erfiillen diese Bedingungen; denn es
gilt
0<15<5250<75<105;
wegen der Primflaktorzerlegungen
15=3-5,525=3-52-7, 75=3-5%, 105=3-5-7
ist 3-5=15 der g.g.T. von 15 und 525 sowie
auch der g.g.T. von 75 und 105; schlieBlich
gilt 15-525=7875 und 75 - 105="7875.
Dabher erfiillen genau die Paare (15; 525) und
(75, 105) die Bedingungen der Aufgabe.

4. Albrecht Diirer bringt auf seinem Stich
»Melancholie“ ein ,magisches Quadrat* aus
den Zahlen 1 bis 16, d. h. ein Quadrat, in dem
jede Zeile, jede Spalte und jede Diagonale
denselben Summenwert hat.

In den beiden Mittelfeldern der untersten
Zeile ist das Entstehungsjahr des Stiches ab-
zulesen.

16312143

8
9 12
4

Im Bild ist dieses Quadrat mit unvollstandi-
ger Eintragung wiedergegeben.

Begriinde, wie das magische Quadrat auszu-
fiillen ist, und gib das Entstehungsjahr an!

Lésung: Wegen 16+3+2413=34 ist die
ZLeilen-, Spalten und Diagonalensumme 34.
Daraus flolgt, daB die fehlende Zahl in der

ersten Spalte 5 und die [ehlende Zahl in der
vierten Spalte 1 betrigt. Fiir die restlichen
6 Felder bleiben die Zahlen 6, 7, 10, 11, 14
und 15 iibrig.

Die Summe der beiden fehienden Zahlen der
vierten Zeile betrigt 29, sie 1iBt sich nur mit
den Zahlen 15 und 14 bilden; die Summe der
fehlenden Zahlen der dritten Zeile betrdgt 13,
sie 140t sich nur mit den Zahlen 6 und 7
bilden. Die Summe der restlichen Zahlen 10
und 11 betréigt 21. Sie ergibt zusammen mit
den bereits in der zweiten Zeile stehenden
Zahlen die verlangte Summe 34.

Die Anordnung der beiden mittleren Zahlen
der zweiten bzw. dritten Zeile muB nun so
erfolgen, daB auch in beiden Diagonalen die
Summe 34 erreicht wird. Da jeder der beiden
Diagonalen zu dieser Summé noch 17 fehlt,
kann die Anordnung nur

10 |11
6] 7

1|10
716

oder lauten.

In der zweiten Spalte fehlt an der Summe 34
noch 16 oder 17, je nachdem, ob die zweite
Zahl der vierten Zeile 14 oder 15 lautet.
Dabher erfiillt nur die zweite der oben ange-
fihrten Anordnungen die gestellten Bedin-
gungen. Somit ergibt sich als einzige Mog-
lichkeit die folgende Eintragung:

16| 3| 2113
S5[10|11| 8§

6| 7|12
b145) 14] 1

Sie erfiillt alle Bedingungen eines magischen
Quadrates. Das Entstehungsjahr des Stiches
lautet mithin 1514.

Olympiadeklasse 8

1. Ermittle alle diejenigen natiirlichen Zah-
len a, fiir die
1 a 1

§<a71273
gilt!
Lésung: 1. Wenn eine natiirliche Zahl a die
geforderte Ungleichung erfiillt, so gilt

1 a

i“ar12 1

a
FESVRCE @
Aus (1) folgt a+ 12 <4a, also 12 < 3g, lolglich
4<a. 3)
Aus (2) folgt 3a<a+ 12, also 2a < 12, folglich
a<6.
Die einzige natiirliche Zahl, die (3) und (4)
erfiillt, ist a=S5. Daher kann nur diese Zahl
die geforderte Ungleichung erfiillen.

und

II. Sie erfiillt diese Ungleichung; denn es
gilt

1 5 17 5
U S U
5 1 5 15 1 17,
=< i,daﬁ—ﬁund §=§|st.

Daher erfiillt genau a=5 die Bedingungen
der Aufgabe.

ist, sowie

2. Gegeben sei die Seitenldnge a eines Quadra-
tes ABCD. Um B und D seien mit dem Ra-
dius a Kreisbogen gezeichnet, die in dem
Quadrat ABCD eine blattartige Figur (im
Bild schrafliert) einschlieBen.

D [s)

A a 8

a) Berechne fiir a=3,5cm den Flicheninhalt
der schrafTierten Flidche!

b) Ermittle eine allgemeine Formel, die an-
gibt, wie der Flicheninhalt der blattartigen
Figur von der gegebenen Seitenlinge a ab-
hdngt!

Lésung : a) Durch die Diagonale AC wird das
Quadrat und (wegen der symmetrischen Lage
der beiden Kreisbogen) auch die schraffierte
Flache halbiert. Daher ergibt sich die Halfte
des gesuchten Flidcheninhaltes, indem man
vom Fldcheninhalt des um B gezeichneten
Viertelkreises den Flacheninhalt des Dreiecks
ABC (d.h. den halben Fldcheninhalt des
Quadrates) subtrahiert. Also betrégt der ge-
suchte Flacheninhalt

NER 2_1, 2 2
2 (4 3,5 3 35 )cm

=<§— 1) -3,52cm2=0,57 - 12,25cm?

~6,98cm?.

b) Mit derselben Begriindung wie in a) er-
gibt sich fiir den gesuchten Flicheninhalt die
Formel

fm 2 1, _{E_q\ 2
2 (4{1 20)_ (2 l)a.
Hinweise: 1. Man kann natiirlich auch den
Aufgabenteil b) zuerst 16sen und dann durch

Einsetzen von a=3,5cm das Ergebnis a) er-
mitteln.

3. a) Beweise folgenden Satz:
Wenn ein Dreieck ABC gleichseitig ist, dann
ist die Summe irgend zweier zu verschiedenen
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Ecken gehorender AuBenwinkel stets doppelt
so groB wie die Summe der zugehdrenden
Innenwinkel.

b) Untersuche, ob auch die folgende Um-
kehrung des in a) genannten Satzes gilt!
Wenn in einem Dreieck ABC die Summe
irgend zweier zu verschiedenen Ecken geho-
render AuBenwinkel stets doppelt so groD ist
wie die Summe der zugehdrigen Innenwinkel,
dann ist das Dreieck ABC gleichseitig.

Losung: a) Wenn das Dreieck ABC gleich-
seitig ist, dann betrigt jeder Innenwinkel 60°,
jeder AuBenwinkel also 180° —60° = 120°. Die
Summe der zu zwei Ecken gehorenden
AuBenwinkel betragt mithin 240°, die Summe
der zu diesen Ecken gehdrenden Innenwinkel
betragt 120°. Da 240° das Doppelte von 120°
ist, ist hiermit der geforderte Beweis gefithrt.
b) Die zu den Ecken A, B, C gehorenden
InnenwinkelgréBen seien a, f bzw. y; die zu-
gehorigen AuBenwinkelgrofen sind dann
180°—a, 180°—f§ bzw. 180°—y. In der zu
untersuchenden Umkehrung besagt die Vor-
aussetzung daher, daB die drei Gleichungen
(180° —a) +{180°— B)=2- (a+ f), (1)
(180°—p)+(180°—y)=2- (B +7), @
(180°—y)+(180° —a)=2-(y+a) 3)
gelten. Aus (1) folgt 360° —ax—f=2a+26,
also 3a+38=360° und daher
a+f=120°
Aus (2) und (3) folgt ebenso
B+y=120°
bzw. a+y=120°
Aus (4) und (5) folgt a=1y, (@)
aus (5) und (6) folgt «=p. (8)
Mit (7) und (8) ist aber die Aussage gewon-
nen, daB das Dreieck ABC gleichseitig ist.
Damit ist bewiesen, daB auch die zu unter-
suchende Umkehrung gilt.

@

&)
(©)

4. Uber den Mitgliederstand einer Betriebs-
sportgemeinschaft (BSG), in der genau fiinf
Sektionen bestehen, wurden folgende An-
gaben gemacht:

Genau 22 Mitglieder der BSG gehéren zur
Sektion Schach.

Genau ein Drittel aller Mitglieder der BSG
gehoren zur Sektion FuBball.

Genau ein Fiinftel aller Mitglieder der BSG
gehoren zur Sektion Leichtathletik.

Genau drei Siebentel aller Mitglieder der
BSG gehoren zur Sektion Tischtennis.
Genau zwei Neuntel aller Mitglieder der
BSG gehoren zur Sektion Turnen.

Genau 8 Mitglieder der BSG gehdren zu je
genau drei verschiedenen Sektionen.

Genau 72 Mitglieder der BSG gehdren zu
mindestens zwei verschiedenen Sektionen.
Kein Mitglied der BSG gehdrt mehr als drei
Sektionen an, aber jedes Mitglied mindestens
einer Sektion.

Untersuche, ob es eine Zusammenstellung
von Mitgliederzahlen sowohl der gesamten
BSG als auch de: fiinf einzelnen Sektionen
gibt, so daB alle diese Aussagen zutreffen!
Untersuche, ob diese Mitgliederzahlen durch
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die Aussagen eindeutig bestimmt sind! Ist
das der Fall, so gib die Mitgliederzahlen an!

Lésung: 1. Wenn fiir eine Zusammenstellung

von Mitgliederzahlen alle genannten Aus-

sagen zutreflen, so folgt:

Ist x die Mitgliederzahl der BSG, so sind die

Mitgliederzahlen der genannten Sektionen
xx3 2 )

235 hge
Addiert man diese Zahlen, so hat man damit
jedes Mitglied der BSG so oft erfaBt, wie die
Anzahl! der Sektionen- angibt, denen das be-
treffende Mitglied angehort. Dieselbe Art der
Erfassung kann man folgendermafBen er-
reichen: Man erfasse jedes der x Mitglieder
zunichst einmal, dann die im Aufgabentext
genannten 72 Mitglieder noch ein zweites
Mal und schlieBlich die zuvor genannten
8 Mitglieder noch ein drittes Mal. Daher gilt

22+’_‘+f+3x+2x=x+80.

3'5° 7779
Durch Subtraktion von 22+x und Multi-
plikation mit 315 folgt
105x +63x + 135x + 70x — 315x = 18270,
58x=18270,

315.
Nach (1) konnen daher die genannten Aus-
sagen nur dann zutreflen, wenn 315 die Mit-
gliederzahl der BSG ist und

22, 105, 63, 135, 70
die Mitgliederzahlen der Sektionen sind.

xX=

Olympiadeklasse 9

1. In der Divisionsaufgabe a:b=c sind a, b,
¢, sg durch natiirliche Zahlen zu ersetzen,
daB eine richtig gerechnete Divisionsaufgabe
entsteht, wobei nur die Ziffern 1, 2, 3, 4, 5,
und zwar jede genau einmal, verwendet wer-
den sollen:

Ermitteln Sie alle Tripel (a; b; ¢) natiirlicher
Zahlen, die diesen Anforderungen geniigen!
Lésung: Die Tripel (52; 13; 4) und (52; 4; 13)
sind die gesuchten.

2. Gegeben sei ein beliebiger Quader, fir
dessen Kantenlingen a, b und ¢ die Be-
ziehung a<b<c gilt.
Untersuchen Sie, ob es einen ebenen Schnitt
durch diesen Quader so gibt, dal3 die Schnitt-
figur ein Quadrat ist!

Losung: Der  gegebene Quader  sei
ABCDA'B'C'D’ mit AB=c¢, BC=b und
AA'=a.
' F c'
]I AN
13 8’ AN
Al i ——— __\
0 ¢
//
A 8

- In der Ebene des Rechtecks ABB'A’ zeichne

man den Kreis um B mit dem Radius b. Er
schneidet wegen BB <b<A'B’ die Strecke
A'B’ in einem inneren Punkt, der E genannt
sei. Die Parallele zu B'C’ durch E schneidet

D'C’' in einem Punkt, der F genannt sei.
Dann gilt EF=BC=b und wegen der Kon-
gruenz der Dreiecke EB'B und FC'C (nach
s, w, s) auch FC=EB=b. Folglich bilden
B, E, F und C die Ecken eines Rhombus.
Da BC auf der Ebene ABB'A’ nach Voraus-
setzung senkrecht steht, steht BC auf jeder
Geraden dieser Ebene durch B senkrecht und
damit auch auf EB. EBCF ist also sogar ein
Quadrat. Damit ist gezeigt, daB es einen
ebenen Schnitt durch den Quader so gibt,
daB die Schnittfigur ein Quadrat ist.

3. Beweisen Sie, daB reelle Zahlen x, y, z
genau dann das System der drei Ungleichun-
gen  x+y+z>0,

x-y-z>0,

xy+xz+yz>0
erfiillen, wenn x, y und z positiv sind!
Lésung: 1. Wenn x, y und z positive reelle
Zahlen sind, dann gelten die genannten Un-

gleichungen
' x+y+z>0, (1
xyz>0, 2)
xy+xz+yz>0, 3)

da Summe und Produkt von positiven Zahlen

stets wieder positive Zahlen ergeben.

II. Wenn x, y und z die Ungleichungen (1),

(2), (3) erfiillen, dann folgt:

Wire x=0, so ergibe sich aus (1) und (3)
x(x+y+2)S0<xy+xz+yz,

also x2<yz und daher wegen x2=0 erst

recht yz>0. Hieraus und aus x<0 folgte

xyz<0 im Widerspruch zu (2). Somit ist die

Annahme x<0 widerlegt, d.h. x>0 bewie-

sen. Entsprechend erhilt man die SchiuB-

folgerungen y>0 und z>0, w.z.b.w.

4. Gegeben sei ein beliebiges Dreieck ABC.
Konstruieren Sie eine Parallele zu BC so, da
sie die Dreieckseiten AB und AC in Punkten
D bzw. E schneidet, fiir die ED=DB+BC
gilt!

Beschreiben und begriinden Sie Ihre Kon-
struktion! Untersuchen Sie, ob es (zu gege-
benem Dreieck ABC) genau eine Parallele
der verlangten Art gibt!

Lésung: 1. Angenommen, eine Parallele zu
BC hat die verlangte Eigenschaft. Wegen
ED=DB+BC gibt es einen Punkt P auf ED
mit PD=DB und PE=EC. Fiir diesen gilt
¥ DBP =« DPB (Basiswinkel im gleichschenk-
ligen Dreieck BPD)=% PBC (Wechselwinkel
an geschnittenen Parallelen); d. h., P liegt auf
der Winkelhalbierenden von ¥ ABC. Ebenso
erhilt man, da3 P auf der Winkelhalbieren-
den von &< ACB liegt.

11. Daraus folgt, daB eine Gerade g nur dann
eine Parallele zu BC mit der verlangten
Eigenschaft ist, wenn sie durch folgende
Konstruktion erhalten werden kann:

(1) Man konstruiert die Winkelhalbierende
von ¥ ABC und die von ¥ ACB. Sie schneiden
sich in einem Punkt, der P genannt sei.

(2) Man zeichne die Parallele g zu BC durch
P.




II1. Wenn eine Gerade g durch diese Kon-
struktion erhalten wird, so geniigt sie den
Bedingungen der Aufgabe.
Beweis: Es gilt:
¥ EPC=% BCP sowiex DPB=x PBC
als Wechselwinkel an geschnittenen Paralle-
len. Ferner gilt laut Konstruktion
¥ BCP =% PCE sowiex PBC=x PBD.
Also gilt
¥ EPC=% PCEsowiex DPB=¥ PBDd.h,
die Dreiecke EPC und BPD sind gleich-
schenklig mit EP=EC bzw. PD=DB. Folg-
lich gilt ED=EP+PD=EC+DB, w.z.bw.

c

A D 8

1V. Die Konstruktionsschritte (1) und (2) sind
eindeutig ausfilhrbar. Daher gibt es genau
eine Parallele der verlangten Art.

Olympiadeklasse 10

1. In einem rechtwinkligen Dreieck ABC ist
die zur Hypotenuse 4B senkrechte Héhe DC
genau %mal so lang wie die Hypotenuse AB.
Fiir den HohenfuBpunkt D gilt . AD<DB.

In welchem Verhidltnis AD:DB teilt er die
Hypotenuse?

Lésung: Fiir die Lingeh AB=c, DC=h,
AD=gq, DB=pgilt

h= %c (1)
sowie p+qg=c )
und g<p. 3)

.Ferner gilt nach dem Hohensatz
pa=h". @

Setzt man h aus (1) in (4) ein, so folgt

4 2
Pq=53c" )
setzt man q aus (2) in (5) ein, so folgt
4 2
ple —P)—gc
1 4
P,_z_zci 4c —25c
1 2(25 16
2 )
=513
4 .
also entweder p=3¢ und dann nach (2) wei-
ter q=%c oder p=%c und dann nach (2)

. 4
weiter g =3¢

Von diesen beiden Moglichkeiten verbleibt
wegen (3) nur die erste. Daher betrdgt das
gesuchte Verhéitnis AD:DB=q:p=1:4.

2. Uber das Ergebnis eines 100-m-Laufs mit

sechs Teilnehmern, von denen keine zwei die

gleiche Zeit erreichten, wurden folgende vier

Aussagen gemacht:

(1) A wurde nicht Zweiter, oder B wurde
Erster.

(2) A wurde Zweiter, und C wurde Vierter.

(3) A wurde Zweiter, und B wurde Dritter.

(4) C wurde Vierter, oder B wurde Fiinfter.

Entscheiden Sie, ob es moglich ist, daB

a) alle vier Aussagen (1) bis (4),

b) genau drei dieser Aussagen,

c) genau zwei dieser Aussagen,

d) genau eine dieser Aussagen,

) keine dieser Aussagen gleichzeitig wahr
sind!

Lésung: a) Wenn die Aussagen (2) und (3)

wabhr sind, so wurde A Zweiter und B Dritter,

also ist dann Aussage (1) falsch. Daher ist es

nicht moglich, daB alle vier Aussagen (1) bis

(4) gleichzeitig wahr sind.

b) bis e) Wie die folgenden Beispiele zeigen,

ist es jeweils moglich, daB die genannte Zahl

von Aussagen wahr ist. Dabei bedeute das

Zeichen x irgendwelche von A, B, C ver-

schiedene Teilnehmer.

Zub) BAxCxx (genau (1), (2) und (4) sind

wabhr),

zu ¢) xAxCBx (genau (2) und (4) sind wahr),

zu d) BACxxx (genau (1) ist wahr),

zu e) CAxBxx (alle Aussagen sind (alsch).

3. Ermitteln Sie alle diejenigen Paare (x; y)
ganzer Zahlen x, y, fir die
x?—y?=1981 gilt!

Lésung: Ein Paar (x; y) ganzer Zahlen hat
genau dann die verlangte Eigenschaft, wenn
es (x—yNx+y)=1981 )
erfillt. Wegen der Primzerlegung

1981 =7 - 283 gibt es fiir (1) in ganzen Zahlen
x—y und x+y genau die in der folgenden
Tabelle genannten Mboglichkeiten. Durch
Addieren bzw. Subtrahieren und jeweils an-
schlieBendes Halbieren erhilt man, daB nur
die anschlieBend angegebenen Werte von x
und y die genannten Zahlen x—y bzw. x+y
ergeben konnen; eine Probe zeigt jeweils, daB
sie in der Tat diese Ergebnisse liefern.

x—y x+y x y

1 1981 991 990

-1 —-1981 —-991 -990

1981 1 991 -990

—1981 -1 -991 990

7 283 145 138

-7 —283 —145 -—138

283 7 145 —138

—283 -7 —145 138
Daher haben genau die Paare (991; 990),
(—991; —990), (991; —990), (—991; 990),
(145; 138), (—145; —138), (—145; 138),

(145; —138) die verlangte Eigenschalft.

4. Uber den Seiten eines beliebigen recht-
winkligen Dreiecks ABC mit dem rechten
Winkel bei C werden gleichschenklig-recht-
winklige Dreiecke errichtet, iiber den Kathe-
ten nach auBen, iiber der Hypotenuse nach
innen.

Beweisen Sie, daB die Spitzen dieser Dreiecke
und der Punkt C dann auf ein und derselben
Geraden liegen!

Lasung: Die iiber BC und AC nach auBen
errichteten  gleichschenklig-rechtwinkligen
Dreiecke seien BCE bzw. ACF. Wegen

¥ FCA+X ACB+%x BCE=45°+90°+45°
=180° '

liegt C auf der Geraden durch E und F.

Die Mittelpunkte von BC, CA, AB seien U,
V bzw. W. Der Kreis mit AB als' Durch-
messer geht nach der Umkehrung des Satzes
von Thales durch C, ist also der Umkreis
des Dreiecks ABC. Folglich liegt sein Mittel-
punkt W auf den Mittelsenkrechten von BC
und AC.-Somit ist WUCVein Rechteck; E, F
liegen auf den Verldngerungen von WU bzw.
WV, und es gilt:?

WE=WU + UE=WU +UC=WV+ VC
=WV+VF=WF, )
Die Mittelsenkrechte von AB schneide EF
in G. Dann gilt

$ FWG =90° —x AWV=90°—x WBU
=xEWB 2)
und ¥ GFW=45°=x BEW. (3)
Aus (1), (2), (3) folgt AFGW=A EBW, also
WG =WB. Daher ist A ABG das iiber AB
nach innen errichtete gleichschenklig-recht-
winklige Dreieck. Dessen Ecke G liegt somit
ebenfalls auf der Geraden durch E, F,
w.z.b.w.

DNach den vorangehenden Feststellungen
kann die folgende Gleichung WE = WF auch
aus X EFW=45°=& FEW geschlossen wer-
den.

Olympiadeklasse 11/12

1. Sind a, und d gegebene reclle Zahlen, so
sei {(a,) die -arithmetische Zahlenfolge mit
a,=a,+(n—1dfir n=1,2,3,...

Ferner werde fiir n=1,2,3, ...

n n
Sp =th Quy Zn =kZl Sk.

a) Man ermittle a; und d so, daB s, =4 und
z,=15 gilt.

b) Man beweise, daB fiir beliebige reelle a,, d
und alle n=1,2,3, ...

Aln+1) <a1+n;31d) gilt.

="
2. Man ermittle alle diejenigen reelien Zahilen
x, fiir die

1
2_ Zog
V2x*—-1 <5 gilt.

3. Es sei ABCD ein beliebiges Viereck. Seine
Seitenldngen seien g, b, ¢, d; sein Flichen-
inhalt sei F.

Man beweise, daB dann stets die folgende
Ungleichung (1) gilt:

Fé%(a2+bz+cz+d2).

definiert:

(1)

Ferner ermittle man alle diejenigen Vierecke,
fiir die in (1) das Gleichheitszeichen gilt.

4. Man beweise: Fiir jede ungerade ganze
Zahl n=3ist

teiely +L

2°3 -1

eine durch n teilbare ganze Zahl.

2340 (n—1)
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Losungsweg zur Ordnung
des Magischen Wiirfels

Das Losungsbeispiel wurde so gewihlt, daB
die Ubersichtlichkeit jederzeit moglichst er-
halten bleibt. Deshalb werden die Ebenen des

Wiirfels nacheinander von oben nach unten.

geordnet. Die schon richtig stehenden Wiirfel
kehren dabei nach jeder Operation in ihre
Ausgangslage zuriick.

Bezugspunkte des Wiirfels sind immer die
sechs einfarbigen Mittelstiicke. Diese ver-
dndern ihre Lage zueinander nicht und geben
somit die fiir die jeweilige Fliche aufzu-
bauende Farbe an. Alle anderen Kanten-
und Eckstiicke hingegen lassen sich ver-
tauschen.-

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit muB dzr
Wiirfel bei jeder Operation in der gleichen
Lage gehalten werden. In unserem Beispiel
zunichst immer so, daB3 weiB oben und blau
vorn liegt. Wo diese Regel nicht zutrifft,
witd das im Lgsungsbeispiel gesondert an-
gegeben.

Die verwendeten Symbole fiir die Drehbewe-
gungen (Darstellung 1) gehen immer von der
Vorderseite des Wiirfels aus und stellen je-
weils eine Vierteldrehung dar.

Haben wir uns mit der Symbolik vertraut
gemacht, kénnen wir mit dem Einordnen
beginnen.

Bild 1 ] [[] Vorderseite nach
7] links bzw. rechts
1 drehen

Obere Ebene nach
links bzw. rechts
drehen

Mittelebene nach
links bzw. rechts
drehen

Untere Ebene nach
links bzw. rechts
drehen

Rechte Ebene nach
oben bzw. unten
drehen

Mittelebene nach
oben bzw. unten
drehen

=

1 Linke Ebene nach
oben bzw. unten
| drehen

Aufbau der oberen Ebene

Wir drehen den gesamten Wiirfel so, daB das
weiBe Mittelstiick oben und das blaue vorn
liegt. Dann den Kantenwiirfel blau/weiB nach
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vorn drehen. Steht er nicht zufillig richtig,
kann man ihn mit einem der in Darstellung 2
gezeigten Ziige in die richtige Lage bringen.
Mit den anderen Kantenstiicken verfahren
wir ebenso, nachdem der ganze Wiirfel mit
der entsprechenden Farbe nach vorn gedreht
wurde. '

Bild 2

b
w
b~

Sind alle Kantenstiicke der oberen Ebene
eingeordnet, ist auf der Oberseite ein weiBes
Kreuz entstanden, und die Seitenfarben stim-
men mit den Mittelstiicken der Seitenflichen
iiberein.

Als nichstes sind die vier Eckstiicke einzu-
ordnen. Weil ist wieder oben und blau vorn.
Ein Eckstiick mit weiBer Fliche (hier blau/
weiB/orange) soll nach rechts oben an seinen
Platz gebracht werden. Dazu wird es zunichst
nach links unten gedreht und nach Dar-
stellung 3 eingeordnet.

Bild 3

Entsprechend ist mit den anderen Eckstiicken
zu verfahren, nachdem jeweils der gesamte
Wiirfel mit der zugehdrigen Seite nach vorn
gedreht wurde.

Nun ist die obere Ebene richtig sortiert.

Aufbau der mittleren Ebene

Hier sind die vier Kantenstiicken einzu-
ordnen. Wieder liegt wei oben und blau
vorn. Ein Kantenstiick blau/orange oder
blau/rot wird durch Drehen der unteren
Ebene nach vorn und nach Darstellung 4 an
die richtige Stelle gebracht.

Bild 4 1
b|lb ik -
b -
P ¥
e
L
3
" v <
| 1]
bl b -
.b -
7 EEO

Sollten beide Kantenstiicke mit ihrer blauen
Seite nach unten zeigen, wihlen wir eine
andere Seitenfliche fiir diese Operation. Es
kann aber auch vorkommen, dall alle ge-
suchten Kantenstiicke schon in der mittleren
Ebene sind, aber verdreht oder an falscher
Stelle stehen. Dann miissen sie mit den ge-
zeigten Ziigen zunichst nach unten transpor-
tiert und eingeordnet werden.



Aufbau der unteren Ebene

Hierzu drehen wir den Wiirfel um, so da3
die weiBe Fliche nach unten zeigt und die
gelbe Fliache nach oben. Zunichst sind wie-
der die Kantenstiicke einzuordnen. Die jetzt
obere Ebene ist so zu drehen, daB3 ein Kan-
tenstiick zur farbig passenden Seite zeigt.
Dabei ist es gleichgiiltig, ob gelb schon oben
liegt. Befinden sich die anderen Kantenstiicke
noch nicht ap ihrem Platz, sind sie nach
Darstellung 5 auszutauschen.

[>T ]
L
I

Bild 5 d

|\

Jetzt miissen diese Kantenwiirfel eventuell
noch gedreht werden. Dazu wird der gesamte
Wiirfel so gehalten, daB das erste zu drehende
Kantenstiick rechts oben liegt. Es folgen die
in Darstellung 6 gezeigten Ziige.

Bild 6

IL|

Danach kann der Wiirfel recht durcheinander
aussehen. Davon sollte man sich nicht ver-
wirren lassen. Wir drehen die obere Ebene
(nicht den ganzen Wiirfel!) so, daB das nich-
ste zu kippende Kantenstiick nach oben
rechts zeigt, und wiederholen die acht Ziige.
So wird verfahren, bis alle Kantenstiicke
richtig stehen. Danach ist oben ein gelbes
Kreuz entstanden. Die Ebene wird so ge-
dreht, daB die Seitenfarben iibereinstimmen.
Jetzt sind noch die Eckstiicke in die richtige
Position zu bringen (wobei die Seitenfarben
noch vertauscht sein diirfen). Wenn noch
keines der Eckstiicke an der richtigen Stelle
steht, sind die 22 Ziige der Darstellung 7 aus-
zufithren. Wenn danach noch kein Wiirfel an
der richtigen Stelle steht, muB man die 22
Ziige wiederholen.

Bild 7 ]
i uEnlu
{ =
-+
- -
[ | L4
- -t
1]
-l -y
[] -
]

Wichtig ist, daB die gleiche Seite wieder nach
vorn zeigt. Ist das geschehen, richten wir
den gesamten Wiirfel durch Drehen der
oberen Ebene entsprechend den Seitenfarben
aus und bringen das richtig stehende Eck-
stiick durch Drehen des gesamten Wiirfels
nach links hinten, wie Darstellung 8 zeigt.
diese Ecksticke
. sind
auszutauschen

richliges Eckstlck
Bild 8

Nun sind die 22 Ziige ein- oder zweimal zu
wiederholen. Dann stehen die Eckwiirfel
richtig, aber eventuell noch nicht mit ihrer
gelben Seite nach oben.

Darstellung 9 zeigt die nun auszufiihrenden
Ziige.

Zu kippendes
Eckstick B m

umafmmy

-
L_]

Bild 9

Der Wiirfel wird dabei so gehalten, daB ein
zu drehendes Eckstiick vorn rechts oben
liegt. Zeigt die Operation nicht den ge-
wiinschten Erfolg, muBl sie wiederholt wer-
den.
Zum Drehen des nidchsten Eckstiicks muB
dieses wieder nach rechts vorn gebracht
werden. Dazu nur die obere Ebene drehen
(nicht den ganzen Wiirfel). Es folgen wieder
die acht Ziige mit eventueller Wiederholung.
So werden alle Eckstiicke in die richtige Lage
gebracht.
Jetzt brauchen wir nur noch die obere (gelbe)
Ebene so zu drehen, daB die Seitenfarben mit
denen der anderen Ebenen ibereinstimmen.
Aus: practic 3/81

Der Zauberwiirfel
hat Nachfolger

Dem Zauberwiirfel, den der ungarische Pro-
fessor Ernoe Rubik entwickelt hat, sind wei-
tere logische Spiele gefolgt. Mit Begeisterung
beschiftigen sich die Ungarn jetzt auch mit
dem Zauber-Domino, der Zauberkugel, dem
Zauberstern und dem Zaubermais. Um neue,
die menschliche Logik entwickelnde Spiele zu
férdern, wurde in Ungarn ein Wettbewerb
ausgeschrieben. Das Ergebnis' iibertraf alle
Erwartungen. Insgesamt trafen 5600 Vor-
schlédge fiir neue Spiele ein, die von 2179 Per-
sonen ausgedacht wurden. 30 Ideen wurden
von einer Jury ausgewihlt, von denen fiinf
sogar einen Sonderpreis errangen.

...Das Losen von Aufgaben macht mir so
viel SpafB, daB ich schon sechs Jahre lang re-
gelmiBig am Wettbewerb teilgenommen ha-
be. Fiir die Losung der Aufgaben haben
stets die Schulkenntnisse ausgereicht. Die
Aufgaben haben mir sehr geholfen, mein
logisches Denken zu trainieren. Alle Auf-
gaben habe ich mir aufgehoben, denn viele,
vor allem theoretische Probleme, werden
auch fiir mich als zukiinftigen Physik-Stu-
denten wichtig sein.

Ralf Launhardt, Rathenow

... Ist es nicht moglich, dem Schach in alpha
Raum zu verschaffen, um damit jungen Men-
schen die Méglichkeit zu geben, dieses interes-
sante Spiel zu betreiben?

Harald Riidiger, Griinheide

...Das Knobeln an den Aufgaben bereitet
mir viel SpaB. Nicht nur das logische Denken
wird geschult, sondern man lernt auch Ge-
duld und Ausdauer, wenn es beim ersten
Versuch nicht klappt.

Anke Krukenberg, Schonberg

...Seitdem ich mich am alpha-Wettbewerb
beteilige, habe ich nun auch nicht mehr so
groBe Angst vor Mathematikarbeiten. Ich
konnte meine Leistungen durch den Wett-
bewerb verbessern. Ich mache auch kiinftig
weiter mit!  Annert Vogel, Empfertshausen

...Sehr gut gefallen mit die theoretischen
Betrachtungen zu mathematischen Proble-
men und die Seite ,,In freien Stunden - alpha
heiter*‘. Macht weiter so!

Frank Wagner, Hettstedt

,..Unsere Kinder nehmen gern an lhrem
Wettbewerb teil. Wir freuen uns als Eltern,
daB sie durch Ihre Zeitschrift die Moglich-
keit haben, ihre Kenntnisse in Mathematik
und Deutsch zu festigen.

Familie Baitalow, Kasan (UdSSR)

.. .Die Knobelei in alpha macht mir riesigen
SpaB und deshalb vielen Dank fiir die
interessanten Aufgaben.

Jorg Peschke, Sebnitz (Kl.6)

...Obwohl ich schon einige Jahre aus der
Schule bin, l6se ich gern Ihre Aufgaben.
Mir macht Mathematik einfach SpaB, ob-
wohl ich arbeitsmaBig nicht viel damit zu tun
habe. Es ist sozusagen ein Hobby von mir.
Klaus-Detlef Gehrke, Warnemiinde
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In freien Stunden - alpha-heiter

Sport frei!

Auf einer Wischeleine hidngen 8 FuBballjerseys einer
Mannschaft. Ermittelt man das arithmetische Mittel
dieser sichtbaren Riickennummern, so erhélt man die
Zahl 7. Die Summe aus den Riickennummern der drei
fehlenden Trikots ergibt die Summe 10. Welche
Dresse mit welchen Riickennummern fehlen auf der
Leine? . Fachlehrer D. Knape, Jessen

Begriffe gesucht

Verindere je Wort einen Buchstaben, so dal mathe-
matische Begriffe entstehen! Alle neuen Buchstaben
aneinandergereiht ergeben einen weiteren mathemati-
schen Ausdruck!

Keiler, Ur, Miirze, Tal, Sahne, Kenner, Sonne,

Schinkel Mathematikfachlehrer Regina Brincks,
OS II, Saalfeld

Kryptarithmetik

Bei einer Divisionsaufgabe waren alle Ziffern mit Aus-
nahme der ,,1‘‘ unleserlich. Wie heilt die vollstindige
Aufgabe, wenn die Ziffer ,,1** genau an diesen sechs
Stellen auftritt?

xxxxxx:xx = xlxl C +B =S
xx] 3 - —
lx B +R =4
xx = = =
Cxxx C—R=D

lﬁ Schiiler Stefan Lobel, Karow/Liibz
’;i A: B=C

Mathematikfachlehrer Regina Brincks, D +B =E
OS 11, Saalfeld m

Schiilerin Elke Schwetz, Schmalkalden

Peter Gossdnyi, Bratislava

Rund um Pilze

,,Steinpilze habe ich mit dem Hasen nach dem Regen
gesammelt*, erzihlte der Bér, ,,und wir konnten sie
kaum nach Hause tragen, aber-in der Hauptsache
haben wir Wasser getragen, denn die frisch gesammel-
ten Pilze enthalten 907 Wasser. Als aber die Pilze
ein wenig abgetrocknet waren, wurden sie um 15kg
leichter, denn sie enthielten nur noch 607, Wasser.*

Wieviel kg Pilze brachten Bir und Hase aus dem
Wald?

Aus einem sowjetischen Unterhaltungsbuch

Heimatkunde

Von Berlin aus soll eine Rundreise durch die angege-
benen fiinf Stidte gemacht werden. Welches ist die
kiirzeste Reiseroute? Aus: Magazin 9/81

Kniffliges Zerlegungsproblem

Man zerlege ein rechtwinkliges Dreieck in 7 spitz-
winklige Dreiecke, ein Quadrat in 8 spitzwinklige
Dreiecke und iiberlege sich jeweils, daB eine Zer-
legung in eine kleinere Zahl spitzwinkliger Dreiecke

nicht moglich ist. Dr. P. Schreiber,
E.-Moritz-Arndt-Universitdt Greifswald
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19 +82=1+98 +2

12=(1+9):(8 +2) 7>=1-98:2
22=1+9—8+2 82=1° - 82
32=19—8-2 92 =—1°+82
42=1+9+8-2 102 =(1 +9)(8 +2)
52=1-9+8-2 112 =(19—8)?
6>=1-9-8:2 122=1-9-8-2

Ing. H. Decker, Kéin
Lesen — denken — losen

Von der durch 11 teilbaren Zahl ,,1320° ausgehend
sind neue vierstellige Zahlen zu bilden, indem jeweils
eine Ziffer entnommen und eine andere hinzugefiigt
wird. Durch Permutieren der Ziffern ergeben sich
dann Zahlen mit nachfolgenden Eigenschaften:

1. GroBte gerade durch 11 teilbare Zahl;

2. kleinste gerade durch 11 teilbare Zahl;

3. groBte ungerade durch 11 teilbare Zahl;

4. kleinste ungerade durch 11 teilbare Zahl;

5. groBte gerade durch 11 teilbare Zahl;

6. kleinste gerade durch 11 teilbare Zahl.

-1 1320 -+
1. | 0 4
2.1 1 5
3|2 6
4|3 7.
5. & 8
6|5 9

Hinweis: Eine Zahl ist genau dann durch 11 teilbar,
wenn ihre alternierende Quersumme durch 11 teilbar
ist. Oberlehrer Ing. K. Koch, Schmalkalden

Silbenritsel

Aus den folgenden Silben sind 12 Begriffe zu bilden.
Die Anfangsbuchstaben der gefundenen Worter von
oben nach unten gelesen ergeben den Namen eines
genialen Mathematikers des Altertums (275 bis
194 v.u.Z.), wihrend die Endbuchstaben von unten

ST I

5l D

P T

Eotivdgm,
o:‘;:’-?’

02 Viadimir Renéin, Praha

nach oben gelesen einen Begriff nennen, der bei der
k. g. V.-Bestimmung auftritt.
a-a-di—-eck-ep—eu-ex-—ga—go—haff—jekt—
ki —le — ler — lon —~ mum — na — na — ob — raum —sa —
sechs — si — stop — ta — the — to — to — tom — tre — uhr.
1. Griechischer Buchstabe;
2. fiir sie gilt: e= |/a* +©? +&;
3. ZeitmeBgerit hochster Genauigkeit ;
4. Spjel, in dem die Kombinatorik eine Rolle spielt;
5. Element einer Menge;
6. ein n-Eck;;
7. griechischer Buchstabe;
8. vom Meer abgetrennter flacher Strandsee;
9. Begriff der Differentialrechnung;
10. Hafenstadt in Japan;
11. genialer schweizerischer Mathematiker ;
12. Kennzeichnung des Programmendes.

Ing. D. Vilzke, Greifswald

M. Bukowan, Moskau
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Wer lost mit?
alpha-Wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 1. Mai 1982

Mathematik

Ma5 82179 Von einem rechteckigen Stiick
Pappe mit den Seitenldngen a=9%0cm und
b=45cm werden an jeder Ecke gleich groBe
Quadrate ausgeschnitten. Es verbleibt danach
eine Fliche mit einem Flidcheninhalt von
3650 cm?.

a) Wie lang ist die Seite jedes der vier aus-
geschnittenen Quadrate?
b) Faltet man das so entstandene Stiick Pappe
um die gestrichelten Linien, so entsteht ein
oben offener Karton. Welchen Rauminhait
hat dieser Karton?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma 5 2180 Setze fiir die fiinf Sternchen
fiinf paarweise voneinander verschiedene Zif-
fern so ein, daB eine richtig geloste Addi-
tionsaufgabe entsteht! Dabei soll der erste
Summand gréBer sein als jeder andere. (Die
erste Ziffer des ersten bzw. dritten Summan-
den darf nicht die Zifler O sein.)

* k&

+ 19*

+ *81

1981
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma5 #2181 In einem Verkaufsregal liegen
vier verschiedene Seifensorten A, B, C und D.
Von Sorte A sind es halb soviel Stiick Seife
wie von Sorte B. Von Sorte B sind es halb so-

viel Stiick Seife wie von Sorte C. Von der
Sorte D sind es 15 Stiick Seife; das sind halb
soviel Stiick Seife wie von den Sorten B und
C zusammengenommen. Wieviel Stiick Seife
liegen im Regal?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma5 #2182 Von zwei leeren Zuckerdosen
weiB man folgendes: Die groBere der beiden
Dosen ist doppelt so schwer wie die kleinere.
Fillt man in die kleinere 300g Zucker und
in die groBere 100g Zucker, so sind beide
Dosen gleich schwer. Wie schwer ist jede der
beiden leeren Zuckerdosen? StR H.-J. Kerber

Ma5S #2183 Ein Winzer schenkte seinen
drei S6hnen (4, B, C) sieben volle, sieben
halbvolle und sieben leere- Weinfésser, die sie
unter sich so aufteilen sollten, daB jeder von
ihnen gleich viel Fisser und gleich viel Wein
erhélt. Wie konnte die Aufteilung vorgenom-
men werden? Schiilerin Bettina Fréhlich,

Manschnow (K1.5)

Ma5 #2184 Die Mutter von Jens wurde im
Jahre 1980 zehnmal so alt, wie sie (vom Jahre
1980 zuriick gerechnet) vor 27 Jahren alt war.
Welches Lebensalter erreicht die Mutter von
Jens im Jahre 19817

Schiiler Jens Taggeselle, Borna

Ma6 w2185 Ein Radfahrer und ein PKW
brechen zur gleichen Zeit im gleichen Ort
auf und fahren dieselbe Wegstrecke mit kon-
stanter Geschwindigkeit, der Radfahrer mit
1252, der PKW it 60, Nach 1] Stunden
Fahrzeit macht der Kraftfahrer 2 Stunden
Rast in einer Gaststitte und fihrt danach
den gleichen Weg wieder zuriick. Wieviel
Minuten nach Abfahrt von der Gaststitte
trifft der PKW auf den Radfahrer?
Schiilerin Claudia Popien,
Magdeburg (K1.8)
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Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb konhen sich alle alpha-
Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schuljahr
(bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu rich-
ten an

Redaktion alpha

7027 Leipzig, Postfach 14,

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-
stem der Aufgabe fortlaufend numeriert.
Der iiblichen Nummer ist ein Ma (Mathema-
tik), Ph (Physik) oder Ch (Chemie) und
eine Ziffer, z. B. 7, vorgesetzt (d. h. fir
7. Klasse geeignet).

4. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstufen
11/12 und Erwachsene 16sen die Aufgaben,
welche mit Ma 10/12, Ph 10/12 oder Ch 10/12
gekennzeichnet sind.

5. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt zu
verwenden, Format A4 (210 mm x 297 mm)
(siche Muster), denn jede Aufgabe wird fir
sich, d. h. in einem Zug, korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder
gute (d. h. vollstindige und richtige) Lésung
(nicht nur Antwortsatz oder Ergebnis) ein-
gesandt haben, erhalten von der Redaktion
eine Antwortkarte mit dem Pridikat ,,sehr
gut gelost', ,gut gelost™ oder ,,gelost™.
Schiiler, welche nur einen Schlufisatz zu
einer Aufgabe einsenden, die vorgegebene
Form nicht beachten, uniibersichtlich oder
unsauber arbeiten, erhalten eine rote Karte
mit dem Vermerk ,,nicht gelost™.

Letzter Einsendetermin wird jeweils bekannt-
gegeben. Der Jahreswettbewerb 1981/82 lauft
von Heft 5/1981 bis Heft 2/82. Zwischen dem
1. und 10. September 1982 sind alle durch
Beteiligung an den Wettbewerben der- Hefte
5/81 bis 2/82 erworbenen Karten geschlossen
an die Redaktion einzusenden. Eingesandte
Antwortkarten werden nur dann zuriickge-
sandt, wenn ein Riickumschlag mit aus-
reichender Frankatur beiliegt.

Die Preistriger und die Namen von Kollekti-
ven, die sich am Wettbewerb beteiligen, wer-
den in Heft 6/82 verdffentlicht. Wer minde-
stens 10 Antwortkarten (durch die Beteili-
gung an den Wettbewerben der Hefte 5/81
bis 2/82) erhalten hat und diese einsendet,
erhilt eine Anerkennungsurkunde und ein
Abzeichen (in griiner Farbe). Schiiler, die
bereits zwei Anerkennungsurkunden besitzen
und diese mit den Antwortkarten des Wett-
bewerbs 1981/82 einsenden, erhalten das
alpha-Abzeichen in Gold (und die Urkunden
zuriick). Wir bitten darauf zu achten, daB alle
Postsendungen richtig frankiert sind und daB
die Postleitzahl des Absenders nicht vergessen
wird. Redaktion alpha



Ma6 2186 Aufeiner Weide grasen Plerde,
Schafe und Ziegen; es sind zusammen mehr
als 30, aber weniger als 36 Tiere. Es sind
zwei Ziegen weniger und 11 Pferde mehr als
Schafe. Wieviel Pferde, Schafe bzw. Ziegen
grasen auf dieser Weide?
Schiilerin Claudia Popien,
Magdeburg (KL 8)

Ma6 82187 Von zwei natiirlichen Zahlen
sei die erste doppelt so groB wie die zweite.
Multipliziert man die Summe, die Differenz,
das Produkt und den Quotienten aus diesen
beiden Zahlen miteinander, so erhdlt man
192. Um welche Zahlen handelt es sich?
Schiilerin Claudia Popien,
Magdeburg (K1.8)

Ma6 w2188 Fritz fordert seinen Freund
Fred auf: ,,.Denke dir eine beliebige von Null
verschiedene natiirliche Zahl, multipliziere
sie mit 5, addiere zum Produkt 2, multipli-
ziere die so erhaltene Summe mit 4, addiere
zu diesem Produkt 3, multipliziere die nun-
mehr erhaltene Summe mit 5, addiere schlie3-
lich 7, und nenne mir dein Ergebnis!* Fritz
gibt nach kurzem Uberlegen dem erstaunten
Fred die von ihm gedachte Zahl an. Wie ist
das moglich?

Schiiler Jens Weber, Karl-Marx-Stadt

Ma6 82189 Gesucht sind alle zweistelligen
natiirlichen Zahlen, die folgende beiden Be-
dingungen erfiillen: -
a) Die Quersumme einer solchen Zahl ist eine
Primzahl.
b) Dividiert man eine solche Zahl durch ihre
Quersumme, so ist der Quotient um 1 groBer
als die Quersumme.

Schiilerin Kathrin Gnatdoski, Miihlhausen

Ma7 #2190 Das Bild stellt ein Dreieck
ABC dar. Ein beliebiger innerer Punkt E der
Seite BC wurde mit einem beliebigen inneren
Punkt D der Seite AC verbunden. Es sei AD
genau so lang wie CE. Es habe DE die Linge
5cm, und es sei CD genau Scm lédnger als
AD. Dann wire der gerade Weg von A nach
C genau so lang wie der Weg von A iiber D
und E nach C. Dies kann jedoch nicht sein,

da der gerade Weg AC immer der kiirzeste

ist. Wo steckt der Fehler?
StR H.-J. Kerber

A 8

Ma7 82191 Zeige, daBl

a) die in dekadischer Darstellung gegebene
sechsstellige natiirliche Zahl z; = a2b3c4 nicht
durch 4 teilbar sein kann, wenn z,; durch 9
teilbar ist und a + b =c gelten soll;

b) diese Behauptung Mir z,=2a3bdc nicht
gilt! StR H.-J.Kerber

Ma7 ®2192 Ein GrofBvater unterhilt sich
mit seinem Enkelkind. Das Enkelkind stellt
folgendes fest: ,,Wenn du von meinem (ganz-
zahligen) Lebensalter den fiinlten Teil von 5
subtrahierst und diese Diflerenz mit 5 multi-
plizierst, dann erhilt man genau das Lebens-
alter von dir.“ Der GroBvater meint darauf:
»wWenn du zu meinem Lebensalter die Qua-
dratzahl von 7 addierst, von dieser Summe
das Zweifache von 7 subtrahierst und das so
erhaltene Ergebnis durch 7 dividierst, so er-
hédlt man das Lebensaiter von dir.“ Wie alt
ist jeder? StR H.-J. Kerber

Ma7 #2193 Angenommen, es gibe im
Lande ,,Utopia“ nur Geldscheine zu 5 Uto
und zu 7 Uto (angenommene Wihrung dieses
Landes). Es sollten Wertgegenstinde bezahit
werden, die

a) 1 Uto, b) 2 Uto, c) 3 Uto, d) 4 Uto kosten.
Wie kann das geschehen, wenn Kiufer und
Verkdufer geniigend Scheine dieser beiden
Sorten haben? Wie macht man das bei einem
Kaufpreis von 99 Uto? Begriinde, daB jeder
beliebige ganzzahlige Betrag bezahlt werden
kann! StR H.-J. Kerber

Ma8 #2194 In der Gleichung abc=(bc)’
stellt abc eine dreistellige, bc eine zweistellige
natiirliche Zahl in dekadischer Schreibweise
dar. Die Buchstaben g, b, ¢ sind so durch
Ziffern zu ersetzen, daB eine wahre Aussage
entsteht. Fiir gleiche Buchstaben sind gleiche
Ziffern, fiir verschiedene Buchstaben ver-
schiedene Ziffern einzusetzen. Sch.

Ma8 ®2195 Es ist zu beweisen, daB die
Summe aus den Quadraten zweier natiirli-
cher Zahlen a und b mit a>b stets groBer
ist als das zweifache Produkt dieser Zahlen.

Sch.

Ma8 82196 Das Bild zeigt ein Quadrat
ABCD. Die Punkte E und F sind derart
eingezeichnet, daB giit: BE~EF ~ FG. Ist das
Dreieck EFG gleichseitig? Die Vermutung
ist zu beweisen.

Schiiler Axel Schulz, Potsdam (KI.8)

D [u
g F
£
ja
A a B
Ma8 #2197 In einen Kreis £ wurden zwei

verschieden lange Sehnen 4B und CD, die
sich im Punkte S schneiden, eingezeichnet.
Die Endpunkte dieser Sehnen erzeugen, wie
aus dem Bild ersichtlich, vier Kreisbogen der

by

B

Linge b,, b,, by bzw. by. Es ist zu beweisen:
Wenn b, + by =b3 +bs, dann ABLCD. Sch.

Ma9 #2198 In der Sowjetunion gibt es
gegenwirtig insgesamt 138 Zirkusse. Es sind
viermal soviel Standortzirkusse wie Wander-
zirkusse, zwei Tierzirkusse weniger als Wan-
derzirkusse, zehn Biihnenzirkusgruppen we-
niger als Standortzirkusse. Wieviel Zirkusse
jeden Typs gibt es gegenwirtig in der Sowjet-
union? Aufgabe aus der UdSSR

Ma9 #2199 Man ermittle das Verhiltnis

des Flacheninhalts eines Kreises zum Fli-

cheninhalt des ihm einbeschriebenen gleich-
seitigen Dreiecks.

Studentin Marion Staskowiak,

Pdd. Hochschule Kéthen

Ma9 #2200 Es ist nachzuweisen, daB die
Zahl 1211%°°—1211°% durch 1111 teilbar ist.
Schiiler Jens Grundmann,
Limbach-Oberfrohna (K!.12)

Ma9 #2201 Es ist zu beweisen, daB der
Term 72" —42" fiir alle natiirlichen Zahlen n
durch 33 teilbar ist.

Schiiler Volker Sachse, Miilsen (KI.9)

Ma10/12 w2202 Man ermittle alle zwei-
stelligen natiirlichen Zahlen, die genau so
groB sind wie das Produkt aus ihrer Quer-
summe und der Zahl, die ihre letzte Ziffer
darstellt. Andreas Fittke, Berlin, z. Z. NVA

Mal0/12 2203 Das Bild zeigt ein Quadrat
ABCD. Die Punkte E und F sind derart ein-
gezeichnet, daB gilt: BE=EF=FC. Ist das
Dreieck EFG gleichseitig? Die Vermutung
ist zu beweisen.

Schiiler Axel Schulz, Potsdam (K1.8)

14 C
G F

g

A 8

Mal0/12 #2204 Gegeben sei ein Kreis k mit
dem Flicheninhalt 4,=19,63cm?. Die drei
Eckpunkte A, B, C des Dreiecks ABC liegen
auf k, wobet AC Durchmesser von k ist. Die
Seite 4B ist genau so lang wie der vierte Teil
des Umfangs von k. Der Winkel ¥ BAC hat
die GroBe 35°.
a) Wie lang sind die Seiten des Dreiecks
ABC?
b) Wieviel Prozent der Kreisfliche nimmt die
Flache des Dreiecks ein?

Schiiler André Pohlers, Dresden (K1.10)

Mal0/12 #2205 In einer Entlernung von
a=10m vom Uler eines Flusses steht ein
Haus. Visiert man von zwei senkrecht iiber-
einanderliegenden Fenstersimsen, deren HG-
henunterschied e =8 m ist, das andere Ufer an,
so erhdlt man Neigungswinkel von o= 18,4°
und f=24,6°. Wie breit ist der FluB3?
Steffen Lausch,
Grimma ( Elektromechanikerlehrling)
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Victor Kubal, Prag

Physik

Ph6 ®111 Betrachte die beiden. Bilder 1
und 2! Welche Strecke ist linger, welcher
Kreisbogen ist kiirzer? Mifl nach! Welche
SchluBfolgerungen muBt du ziehen?

Bild 1

Bild 2 W

N
W

Ph7 ®112 Ein Taucher kann mit einem

Druckluftgerit bis in ungeféhr 45 m Tiefe vor-

dringen. Berechne den Schweredruck, dem
der Taucher im Meer (Wichte des Meer-

wassers 1,03 cmL:’) ausgesetzt ist! Welche

Druckkraft wirkt auf den gleichen Taucher,
wenn man seine K drperoberfliche mit 1,6 m?
annimmt?

Ph8 ®113 Der Gesamtwiderstand von drei
parallel geschalteten Widerstinden betrigt
28 kQ. Wie groB sind die anderen drei Wider-
stinde, wenn man weiB, daB die ersten beiden
gleich sind und der dritte doppelt so groB ist
wie die Summe der beiden anderen?

Schiiler Stefan Franze, Dresden

Ph9 @114 Bei Eisenbahnen, die mit elektri-
scher Oberleitung betrieben werden, muB
der Fahrdraht durch entsprechende Spann-
werke stets in einer bestimmten Héhenlage
gehalten werden. Die Spannwerke haben
also die Aufgabe, Lingendnderungen des
Fahrdrahtes infolge von Temperaturdnderun-
gen auszugleichen. Das Bild zeigt den prin-
zipiellen Aufbau eines sogenannten Rad-
spanners. Dabei wird die konstante Zug-
spannung im Fahrdraht durch das Gewicht

22

G, das aus einzelnen Betonscheiben besteht,
erzeugt. Durch einen soichen Radspanner
soll ein Fahrdraht von 700m Linge bei
+ 15°C unter einer konstanten Zugspannung
von z=98, 1 0, (10 kp

mm mm
den. Ermitteln Sie die Anzahl der erforder-
lichen Betonscheiben, wenn der Beton eine

) gehalten wer-

Dichte von g=2,25dk% hat, der Durch-

messer der Scheiben d;=30cm betrigt und
jede Scheibe eine zentrische Bohrung von
dy=4cm Durchmesser hat! Die Dicke der
Scheiben sei s =12 cm. Gegeben seien weiter-
hin d; =30 cm, d; =8) c¢cm und der Fahrdraht-
querschnitt 4,=100mm? Sonstige Details
bleiben unberiicksichtigt. .

Ing. A. Korner, Leipzig

L3

L‘M—-

Ph19/12 115 Ein mathematisches Pendel
wird um die Hillte seiner Linge gekiirzt. In
welchem Verhiltnis steht die Schwingungs-
dauer der beiden Pendel?

Chemie

Ch7 w89 Kupfer(II}-oxid soll durch Oxyda-
tion gewonnen werden. Es werden 60kg
Kupfer eingesetzt.

a) Wieviel Kilogramm Kupfer(II}-oxid 148t
sich aus dieser Kupfermenge gewinnen?

b) Welcher Sauerstoffmenge ist diese Kupfer-
menge dquivalent?

¢) Die monatliche Planproduktion von Kup-
fer(II)-oxid ist um 200t héher als die, die aus
60 kg Kupfer gewonnen wird.

Wieviel Tonnen Kupfer(II}-oxid werden bei
einer Planerfiillung von 104%/ produziert?

Ch8 90 Wassergas ist ein Gasgemisch,
welches aus 50%, Wasserstoff und 409 Koh-
lenmonoxid besteht. Die restlichen 109 sind
andere Gase, die in der Rechnung vernach-
lassigt werden sollen.

a) Wieviel m® Wasserdampf sind zur Um-
setzung von 1kg Hiittenkoks erforderlich?
b) Wieviel m® Wassergas entstehen dabei?
c) Wieviel m® Wassergas werden stiindlich in
einer modernen Wassergasanlage produziert,
t

wenn der Koksdurchsatz 5,8 b

betrdgt?

Ch9 a91 Kalkmortel, der als Baubindemit-
tel sehr groBe Bedeutung besitzt, wird in
groBen Industriebetrieben produziert. So z. B.
wird ein Kalkmortel geliefert, der zu einem
Drittel aus Loschkalk besteht. Wieviel Ku-
bikmeter Luft sind notwendig, um 2,4kg
Kalkmortel der angegebenen Zusammen-
setzung abzubinden? (1 Liter Luft enthdlt
0,039, Kohlendioxid)

Ch10/12 #92 Im VEB Chemiewerk Cos-
wig/Anhalt erfolgt die technische Herstellung
von Schwefeldioxid durch Reduktion von
Anhydrit. Als Reduktionsmittel dient Koh-
lenstoff. Die Ausbeute an Schwefeldioxid
betrigt 94°4. Aus 6t Anhydrit, welches 209,
Verunreinigungen enthilt, soll eine 65%;ige
Schwefelsdure hergestelit werden. Wieviel
Tonnen Schwefelsiure dieser prozentualen
Zusammensetzung entstehen?

Gestalt der Erde wurde
prizise vermessen

Der Durchmesser der Erde, von der schon
Newton vermutete, daB sie aufgrund ihrer
Roiation keine ideale Kugelgestalt haben
konnte, ist zwischen den Polen gemessen um
42,77km kleiner als am Aquator. Das stell-
ten englische Wissenschaftler anhand pri-
ziser Vermessungen von Satellitenbahnen fest.
Schon in den sechziger Jahrem war ent-
deckt worden, daB die tatsichliche Gestalt
der Erde auch von einer Ellipsoidform ab-
weicht, daB} sie eher die Form einer Birne
hat. Sie ist am Nordpol etwas ausgebeult
und hat am Siidpol eine Senke. Wie die Zeit-
schrift ,,Nature* berichtet, ist nun auch die
Gestalt der Erde genauer bestimmt worden,
als dies bisher moglich war. Wie die engli-
schen Wissenschaftler berichten, ist jetzt die
Gestalt der Erde bis in Breiten von 86 Grad
auf 50 Zentimeter genau bekannt. Den neuen
Daten zufolge ragt der Nordpol um 17,84 Me-
ter Giber die Ellipsoidfliche, und der Siidpol
liegt 27,23 Meter tiefer. Mit diesen Angaben
wird jedoch nicht die tatsdchliche Topogra-
phie wiedergegeben, sondern das sogenannte
Geoid beschrieben. Darunter ist jene Flache
zu verstehen, die der Meeresspiegel unter
dem EinfluB von Schwerkraft und Rotation
einnehmen wiirde. Die Abweichungen von
der Ellipsoidform sind eine Folge der un-
symmetrischen Verteilung der Massen in der
Erde. Dies fiihrt zu Anderungen der Umlaul-
bahn von Satelliten, aus denen sich die Ver-
zerrungen des Schwerefeldes bestimmen las-
sen.



Differential- oder
Differenzengleichungen?

Bei der mathematischen Modellierung der
unterschiedlichsten Vorgidnge in Natur und
Technik stellen Differentialgleichungen ein
unentbehrliches Hilfsmittel dar. Zu den ilte-
sten Beispielen gehoren die Bewegungsglei-
chungen der Himmelskorper. GroBere. Teil-
gebiete der Theoretischen Physik sind in
ihrem mathematischen Kern nichts anderes
als Folgerungen aus den grundlegenden Dif-
ferentialgleichungen dieser Gebiete. Von mo-
dernen Anwendungeh sei etwa die Beschrei-
bung biokybernetischer Systeme durch Dil-
ferentialgleichungen erwéhnt.

Um mit Differentialgleichungen arbeiten zu
konnen, benétigt man zum Verstindnis den
Begriff des Differentialquotienten, der nach
dem heutigen Lehrplan in der 11. Klasse be-
handelt wird. Im Zeitalter der Rechentechnik
haben Differentialgleichungen den Nachteil,
daB sie sich auf digitalen Rechenautomaten
nicht direkt 16sen lassen, sondern dort nihe-
rungsweise durch Differenzengleichungen er-
setzt werden.

Mit Differenzengleichungen kann man sich
schon ab Klasse 8 beschiiftigen, denn sie er-
fordern neben dem Funktionsbegriff nur die
vier Grundrechnungsarten. Da das qualita-
tive Verhalten der Losungen von Differen-
zengleichungen dem der Losungen von Dif-
ferentialgleichungen entspricht, hat diese Be-
schiftigung den Vorteil, daB man dabei
schon viel fir ein spiteres Studium der Dif-
ferentialgleichungen lernt. Wegen ihres ele-
mentaren Charakters sind Differenzenglei-
chungen als Gegenstand mathematischer
Schiilerzirkel bestens geeignet, zumal sie in
Form von Rekursionsformeln (vgl. alpha 9
(1975), S.73 bis 75) immer hiufiger in
Olympiadeaufgaben auftreten.
Differenzengleichungen sind aber nicht nur
elementare Approximationen fiir Differen-
tialgleichungen, sondern sie machen ihnen
in Form diskreter Modelle (vgl. Wiss. u. Fort-
schritt 28 (1978) S. 146 bis 149) bereits Kon-
kurrenz. Ihre Verwendung zur mathemati-
schen Beschreibung konkreter Vorginge ist
vor allem in solchen Wissenschaftsdisziplinen
angebracht, die sich noch am Anfang der
Mathematisierung befinden. Fiir zahlreiche
weitere numerische Verfahren bilden Diffe-
renzengleichungen die Grundlage, wobei ihre
einfache Programmierbarkeit sie als beson-
ders nutzerfreundlich erscheinen 1aBt. Eine
Einfiihrung in verschiedene Anwendungs-
moglichkeiten dieser Gleichungen bietet der
Band 97 der Mathematischen Schiilerbiicherei
Differenzengleichungen zweiter Ordnung mit
Anwendungen, VEB DVW, Berlin 1979.

An drei Stellen des Heftes 3 von alpha
(1981) wurde in dessen Titel das erste Wort
irrtiimlich durch ,,Differentialgleichungen*
ersetzt, was der AnlaB zu diesem kurzen
Artikel war. L. Berg

Losungen

Lésungen zum alpha-Wettbewerb
Heft 5/81

Ma5 ®2124 1:2+3-445:6+7:-8=100

Ma5 #2125 Angenommen, Dorothea sam-
melte x kg Altpapier; dann sammelte Astrid
3x kg Altpapier, und es gilt
x+3x=43—-19,4x=24,x=6.Dorothea sam-
melte 6kg Altpapier, Astrid 18kg. Beate
sammelte 6 kg +4 kg=10kg, Cordula 19 kg —
10kg=9 kg Altpapier.

Ma5 #2126 Die finf aufeinanderfolgenden
natiirlichen Zahlen seien n, n+1, n+2, n+3,
n+4; dann gilt n+(n+1)+n+2)+(@n+3)
+(n+4)=25,
5n+10=25,
5n=15, alson=3.
Daraus folgt weiter 3-4-5-6-7=2520.

Ma5 #2127 Die Rasenlliche sei a Meter
breit, also 2z Meter lang. Das vom duBeren
Rand des FuBweges gebildete Rechteck hat
dann eine Breite von (a+2) Metern und eine
Linge von (2a+2) Metern. Fiir den Umfang
gilt deshalb
2-(3a+4)=248,3a+4=124,3a=120,a=40.
Die Fliche des Rasens betrigt somit
A=2a-a=2a>=2-40°m?=3200m>.

-

2a

2a+2

Ma5 #2128 Eine zweistellige natiirliche
Zahl 1dBt sich darstellen durch 10a+b mit
1<a<9%und 0=<b<9. Nun gilt
10a+b+27=10b+a,
9 —9a=27,
b— a= 3.

Es existieren genau sechs solcher Zahlen; sie
lauten 14, 25, 36, 47, 58, 69.

Ma5 #2129 Angenommen, Klasse 8¢ er-
reichte n Ringe, also Klasse 8b (1 + 15) Ringe
und Klasse 8a (n+25) Ringe. Das sind insge-
samt (3n+40) Ringe; nun gilt 3n+40=901,
3In=861, n=287. Die Klasse 8a erreichte

312 Ringe, die Klasse 8b 302 Ringe und die
Klasse 8c 287 Ringe.

Ma6 #2130 Angenommen, Anna hat n
Aplel gekauft; dann gilt

3-n4+5)-3=10-n,

9n+15=10n, also n=15.
Anna hat 15 Apfel gekauft.

Ma6 #2131 177 endet auf die Zifler 3;
123 endet auf die Zifler 8; 152 endet auf die
Ziffer 5; 16* endet auf die Ziffer 6. Wegen
3+8+5—6=10 endet der Wert des Terms
auf die Ziffer 0.

Ma6 82132 Da eine solche Zahl z durch
8 teilbar sein soll, muB sie gerade sein. An
der vierten Stelle kann folglich nur die Prim-
zahl 2 stehen. An der zweiten bzw. dritten
Stelle konnten die Primzahlen 3, 5 oder 7
stehen. Deshalb sind (olgende Zahlen auf
ihre Teilbarkeit durch 8 zu untersuchen:

352, 532, 372, 732, 572, 752. Von diesen
Zahlen sind nur 352 und 752 durch 8 teilbar.
Nur die Zahlen 3752 und 7352 besitzen die
geforderten Eigenschaften.

1. 1.1 4
Tt=ts=z

Ma6 #2133 Aus 5710733

folgt, daB

4
5
handenen Kohlen verbraucht hat. Es ver-

Frau Heller - der Menge der im Keller vor-

bleibt somit é des urspriinglich vorhandenen

Bestands an Kohlen; das sind 120 kg Kohlen.
Deshalb waren im Keller 5-120kg=600kg
Kohlen vorhanden. Das sind zwolf Sicke mit
je 50kg Kohlen.

Masb #2134 Angenommen, Frau Schulze
kauflte a Pfannkuchen und ¢ Streuselkuchen,
Frau Lehmann b Spritzkuchen; dann kaulte
Frau Meier (a+ 3) Pfannkuchen und (b+5)
Spritzkuchen, und Frau Winkler kaufte (c +2)
Streuselkuchen. Das sind zusammen
(2a+2b+2¢+10) Stiick Kuchen. Nun gilt
2a+2b+2¢c+10=22,
2a+2b+2c=12,
a+b+c= 6.
Wegen a<b<c existiert genau eine Losung,
niamlich a=1,b=2und c=3.
Frau Meier kaufte 4 Plannkuchen und
7 Spritzkuchen; Frau Schulze kaufte 1 Pfann-
kuchen und 3 Streuselkuchen; Frau Leh-
mann kaufte 2 Spritzkuchen, Frau Winkler
S Streuselkuchen.

Ma7 #2135 Angenommen, Pgter dachte
sich die vier natiirlichen Zahlen a, b, c, d;

dann gilt
a+b+c=13, Y]
b+c+d=17, )
a+c+d=14, 3)
a+b+d=16. )

Addieren wir diese vier Gleichungen, so er-
halten wir
3a+3b+3c+3d=60,

a+ b+ c+ d=20. )
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Durch Einsetzen erhalten wir aus (1) und (5)
134+d=20, also d=17,
aus (2) und (5)
a+17=20, also a=3,
aus (3) und (5)
b+14=20, also b=6,
aus (4) und (5)
¢+ 16=20, also c=4.
Peter dachte sich die Zahlen 3, 6, 4 und 7.

Ma7 #2136 Angenommen, Jiirgen hat die
Zahlen a, b, c, d, e mit a<b<c<d<e ge-
tippt. Dann gilt

(03] a+b+c+d+e=78,

(2) d+e=2-(a+b+c),

3) a+b=c,

4) a+5=b,

(5) d:.e=5:8.

Aus (1) und (2) folgt durch Einsetzen
3a+b+c)=T8, also a+b+c=26 (6) und
d+e=52 (7).

Aus (3) und (6) folgt 2¢=26, also ¢=13 und
somit (8) a+b=13.

Aus (4) und (8) lolgt 2b=18, also b=9 und
somit a=4. Aus (5) und (7) folgt d : (52—d)
=35 : 8, also d=20 und somit e=32. Jiirgen
hat die Zahlen 4, 9, 13, 20 und 32 getippt.

Ma7 82137 Eine zweistellige natiirliche
Zahl 1aBt sich darstellen durch z=10a+5b
mit 1 £a<9 und 0£h<9. Die Quersumme
der gesuchten Zahl lautet a+b=9. Nun gilt

(10a+b)-3—-9=10b+a,

30a+3b—-9=10b+a,
29a—Th=9.

Wegen b=9 — a erhalten wir durch Einsetzen

29a—-709—-a)=9,

29a—63+7a=9,

36a=72,also a=2
und somit b=7.

Die gesuchte Zahl lautet 27, und es gilt
27-3-9=72.
Ma7 #2138 Das Dreieck ABC ldBt sich,
wie aus dem Bild ersichtlich, in genau neun
kongruente gleichseitige Dreiecke zerlegen.
Das regelmiflige Sechseck setzt sich aus
sechs dieser kongruenten Dreiecke zusam-
men. Die Flicheninhalte verhalten sich also
wie 6:9=2:3. Der Flicheninhalt des regel-

maBigen Sechsecks betrdgt somit 66%’0 des

Flacheninhalts des gleichseitigen Dreiecks.
¢

Begrifl gesucht
Teiler, Ar, Miinze, Tag, Sehne, Nenner, Tonne,
Schenkel — Tangente

Kryptarithmetik
eeees) - xy= olel]
ool
e
xy
“abc
lde

Iy

Xy
(1) Da keine weitere ,,1“ und der Divisor
zweistellig —» a=2.
Da die Differenz f = x sogar einstellig - b=0
und d=9

(2) YY)
11e
Xy - x=9
200
19e - y>5
Xy
Xy

3) seoyey - Jy—ele]
o]
3-7oder7-3 —» wegen y>5y=7;

@ 0e2707:97=3121

291
117
97
"20e
19¢
97
97

Ergebnis: 302737:97=3121

8+1=9 8:2=4 8:4=2

- oL+ HE
1+5=6 1+2=3 1+4=5
= = = 8—1=7 8—1=7
8—-5=3

Rund um Pilze
09x—15=0,6(x—15)
x=20
Bir und Hase brachten 20kg frische Pilze
mit nach Hause.

Heimatkunde

Berlin — Rostock — Erfurt — Dresden — Cott-
bus — Frankfurt/O. - Berlin oder umgekehrt
(1192 km).

Victor Kubal, Prag
PG P3 ’7// 4 A
J ' )
“ el
A Py P, 8 I—_l l_—
. . o % ‘: 7 ST S
Losungen zu: alpha-heiter a
G I3
7 D

Sport frei!
Die Zahlen 1, 4 und 5 erfiillen die Bedingun-
gen.
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Kniffliges Zerlegungsproblem

Damit wirklich alle Teildreiecke spitzwinklig
sind, miissen die inneren Zerlegungspunkte
im jeweils schraffierten Gebiet liegen.

Lesen — denken — lésen
1. 4312; 2. 2354; 3. 6435; 4. 4675; 5. 8756;
6. 6798.

Silbenriitsel

1. Epsilon, 2. Raumdiagonale, 3. Atomuhr,
4. Toto, 5. Objekt, 6. Sechseck, 7. Theta,
8. Haff, 9. Extremum, 10. Nagasaki; 11. Euler,
12. Stop — Eratosthenes — Primfaktoren

Fortsetzung von Seite 9

Fiir z=1 erhilt man durch dhnliche Schliisse:

z y a x b

1 1 13 11 26

1 2 17 14 34

1 3 21 17 42

1 4 25 20 50
Die Tabelle enthilt vier weitere Losungen
(von denen die letzte schon im Text angege-
ben war). Die Fallunterscheidung ist voll-
stindig, damit haben wir alle Losungen er-
halten.

A4a Man zerlege den gegebenen Wiirfel
durch drei ebene Schnitte, die durch P, Q
bzw. R gehen und paarweise senkrecht zu-
einander stehen, in acht gleich groBe Wiirfel.
In einem so entstandenen Wiirfel sind P, Q,
R und F Eckpunkte und somit PQ, OR und
RP Flichendiagonalen. Flachendiagonalen
eines Wiirfels sind aber von gleicher Linge,
folglich gilt PO=QR=RP. Das besagt aber
gerade, dafl das Dreieck PQR gleichseitig ist.
Axel hat recht.

Ldsung zu Schachstudie:
Intellektuelles Boxen, S. 12

1. Tb5+ K:d6 2. T:d5+ T:d5 3. Sc3 (interes-
sant, daB der schwarze Turm kein geeignetes
Fluchtfeld hat) 3. ... Sac4 4. S:d5, und
Schwarz kann mit den verbleibenden zwei
Springern nicht matt setzen.
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Carla Miiller, Friedeburg; Matthias Bauer, Gen-
thin; Urte Conrad, Gielow; Kerstin Schneider,
GoBwitz; Wilfried Schleinitz, Greifswald; Veit-
Thomas Meyen, Grimmen; Grit Mackel, Griin-
bach; Petra Brandstadter, Gistrow; Giinter Schie-
linsky, Roger Fischl, beide Halle-Neustadt; René
Geipel, Hartha; Kerstin und Heinz Wickner, Her-
mannsdorf; Jens Fiebig, Hohnstedt; Rigobert Hu-
pach, Hipstedt; Martin Amold, Ilmenau; Marion
Endrigkeit, Jessen; Ralph Gruber, Frank Hibler,
Andreas Bemner, alle Karl-Marx-Stadt; Andreas
Kardos, Ralf Hantsch, beide Kothen; Joachim
Braun, KoBdorf; Axel Schiiler, Kleinmachnow;
Antje Schlosser, Klingenthal; Petra Pluta, Lauch-
hammer; Gerald Pfiitzenreuter, Reiner Nolte, Steffi
Begau, Meike Pfitzenreuter, Jorg Drechsel, Dag-
mar Schunk, alle Leinefelde; Lutz Lammer, Petra
Sarodnick, beide Leipzig; Heike Nowara, Ingo
Goll, Uwe Lautenschliger, alle Ldssau; Birgit
Arndt, Loitz; Matthias Neundorf, Carola Hénn,

beide Meiningen; Uwe Wirker, Milsen; Dieter-

Seifert, Pinnau; Sigurd Assing, Karsten Milek,
Axel Schulz, Thomas Schreckenbach, alle Potsdam ;
Jens Uhlemann, Prausitz; Tim Planke, Premnitz;
Lutz Hibschmann, Raschau; Ina und Manfred
Hille, Uwe Mattutat, alle Riesa; Katrin Lippuner,
Rheinsberg; Ines Dalisda, Ulrike Martin, Hans
Nitschke, Klaus Vilbrandl, Anette Miiller, Sylke
Giese, alle Rostock; Sigrid Schréter, Martina Riihl,
beide Schladitz; Beate und Gabi Rein, Bernd Win-
kelmann, Mathias Brandi, Michael Gerth, alle
Schmalkalden; Anke Krukenberg, Schénberg;
Gunnar Jeschke, Schwarzheide; Klaus Pfeiffer,
Taubach; Christine Mohr, Teterow; Lars Herr-
mann, Toplitz; Reiner Burkhardi, Voigtsdorf;
Birgit Schmidt, WeiBwasser; Ralph Nemitz, Wit-
tenfordern; Steffen Klimpel, Uwe Eix, beide Wol-
gast; Rolf Heubner, Wolfen; Claudia Groh, Wii-
stenbrand ; Karl Oertel, Zeitz; Uwe Miiller, Thor-
sten Eidner, beide Zeulenroda; Olaf Kretschmar,
Gerald Sommer, Gabriele Schubert, Ingrid Soblik,
Kerstin Hoffmann, alle Zittau; Ulrich Zeitzmann,
Zingst; Norbert Welzel, Birgit Schenke, beide
Zschornewitz; Uta Escher, Zwickau

Fiir fimfjabrige Teilnahme

Michael Elte, Ahlum; Jens und Sven Fache,
Altenburg; Olal Kébernick, Babelsberg; Roland
Hesse, Bad Blankenburg; Silke Schroder, Maike
Jorzyk, beide Bad Kleinen; Esther Goroncy, Bah-
rendorf; Silke Rechner, Baruth; Michael Kriiger,
Berlin; Heidrun Spurell, Bernau; Andreas Jock,
Blankenfelde; Marlis Schrdder, Thomas Streich,
beide Brandenburg; Sylvia Burgemann, Britz; Co-
Telia Kopte, Callenberg; Uwe Schiitze, Camin;
Roland Damm, Christian Kunze, Karsten Mittag,
alle Cottbus; Andreas Mann, Cunersdorf; Ulrich
Schuster, Demitz-Thumitz; Frank Sarodnik, Dall-
gow; Simone Marks, Mario Dette, Ruth Backhaus,
Astrid Schunck, Haona Baumgarten, alle Dingel-
stadt; Mario Japel, Dohna; Brigitte Rotter, Titus
Ziegler, Cornelia Miiller, Heike und Lutz Lauter,
Maja Oelschligel, Ute Schulze, Cathrin Engel,
Rainer Schiiltke, Karsten Zosel, Grit Kammer,
Stefan Franze, Christine und Wemer Kirsch,
André Pohlers, alle Dresden; Hardy Kutzscher,
Diirrenhofe; Christine Frei, Ebeleben; Uwe Wol-
lert, Edderitz; Olaf Hein, Eisenach; Volkmar
Kolleck, Eisenhuttenstadt; Astrid Kafka, Katrin
Schréter, beide Eisleben ; Elvira Stallbohm, Eldena;
Anke Adolf, Feldberg; Antje Hollstein, Fred Mett-
ke, beide Frankfurt; Birgit Voigtmann, Thomas
Heidrich, beide Freiberg; Marion Meyer, Gold-
beck; Torsten Knaust, Gossa; Sylvia Déring,
Gotha; Frank Creutzburg, Gransee; Britta und
Achmed Schulz, Greifswald ; Jorn Wintsche, Steffen
Lausch, beide Grimma; Bettina Weser, GroBen-
hain; Kirsten Schlegel, Grinhain; Anke Misch,
Michael Schulze, beide Halberstadt; Dany Linden-
berg, Matthias Schiinemann, Frank Siebert, alle

Halle; Cordelia Kripnner, Kerstin Frank, beide
Hammerbriicke; Holger Hartmann, Hartmanns-
dorf; Frank Pampel, Heinrichsort; Sabine Tromm-
ler, Ingo Wickner, beide Hermannsdorf; Steffen
Frigge, Herzberg; Axel Herbst, Hohendodeleben;
Hagen Fritsch, Hosena; Claus Janke, Ilmenau;
Anita und Felix Baitalow, Kasan (UdSSR); Birgit
Sandhop, Kasnevitz; Eske Réhrich, Ricarda
Ramm, Andreas Niepel, alle Karl-Marx-Stadt;
Bernd Schmutzler, Kirchberg; Christoph Hiibel,
Konigsee; Ines Reichert, Konigs Wusterhausen;
Elke Willek, Kriebitzsch; Jens-Uwe Eigenwillig,
Lauchhamer; Gabi Gold, Karola Pfitzenreuter,
beide Leinefelde; Uta Hubrig, Leipzig; Heiko
Schinke, Stefan Hihnel, beide Leuna; Ralf Schmidt,
Léssau; Karl-Heinz Gora, Lohsa; Jenny Pelzer,
Libars; Sabine Gerlach, Liibs; Beate Krause,
Menteroda; Jirgen Welz, Meyenburg; Michael Si-
mang, Mittel-Herwigsdorf; Olaf Wender, Mihl-
hausen; Andrea Weber, Neukirch; Holger Alsguth,
Neuseddin; Kerstin Paul, Nordhausen; Dietmar
Hennig, Olbersdorf; Kerstin und Petra Kdobke,
Oranienburg; Sabine Oestreich, Oschersleben; Mar-
git Mollhofl, Piesau; Gudrun Zirnstein, Steffen
Gottschlich, beide Pima; Manuela Krause, Plauen;
Rainer Rathe, Torsten Kiihn, beide Potsdam;
Iljana Planke, Premnitz; Tobias Mahlow, Rade-
beul; Frank Berndt, Radeburg; Andreas Korb,
Raschau; Kristian Lauritzen, Reichenberg; Silke
Gubick, Rébel; Ines Giilden, Roitzsch; Bernd
Schentschischin, Annegret Opitz, Gitta Schéne,
Mathias- Slosarek, alle Rostock; Evelin Neumana,
Jirgen Schmalisch, beide Rotta; Claudia Lieske,
Saalfeld; Karola Klitsch, Scharlibbe; Ronald Bo-
jarski, SaBnitz; Holger Laube, Schlotheim; Birgit
NoBler, Bernd Winkelmann, Andre Wiegand, Si-
bylle Heuer, alle Schmalkalden; Sylke Liider,
Schonborn; Angela Béticher, Liane Pappe, beide
Schonfeld ; Kerstin Freitag, Schwarzheide ; Thomas
Bienck, Schwepnitz; Andreas Prpic, Thomas Vorn-
dran, beide Sonneberg; Jens Hoffmann, Sebnitz;
Ralf-Birger Hafner, Theresa Hifner, Corina Kai-
ser, Anke Sauerteig, Sabine Dziatzko, Doreen
Wahl, Ramona Holland-Nell, Stefan Kiirth, Elfi
Recknagel, Ines Nothnagel, Sabine Marr, Frank
Pfannschmidt, Petra Preil, Uwe Holland-Nell,
Frank Konig, Gabriele Knebel, alle Steinbach-
Hallenberg; Ramona Léaser, Stendal; Stephan
Meyerhofer, Strasburg; Sabine Scheller, Teltow;
Doris Griinler, Thierbach; Heiko van Schyndel,
Trebsen; Silke RaBmann, Annette Stephan, beide
Unterbreizbach; Birgit Lorenz, Meike Dalliige,
beide Waren ; Jens K&hler, Weida ; Hartmut Boett-
cher, Weimar; Beate Hentschke, Ines Hoffmann,
Sylvia Feige, alle WeiBwasser; Marita Kalisch,
Wismar; Steflen Thiele, Steflen Noack, beide
Wittenberg; Petra Zander, Marion Reek, Kerstin
Hintschke, alle Wittstock; Dietmar Polster, Zeit-
hain; Christina VoB, Zepernick; Henry Jahn,
Zittau; Jorg Steinbach, Zwickau; Markus Ko-
strzewa, Bad Liebenstein; Birgit NoBler, Bernd
Winkelmann, André Wiegand, alle Schmalkalden
Fiir vierjihrige Teilnahme

Arndt Lober, Ahrenshoop; Frank Schénherr, An-
klam; Heike Dittmar, Beate Zimmer, Angelika
Heilgeist, Simone Jung, Kathrin Arndt, Heike
Himmel, Sabine Weisheit, Wolfgang Klee, Mario
Martin, alle Asbach; Eckhard Heinrich, Aschers-
leben; Heike Eckardt, Manuela Winges, beide Bad
Liebenstein; Kerstin Kantiem, Berit Kleinbauer,
Karin Leonhardt, Karin Gréger, Holger Neye,
Andris Mbller, René Damm, Thomas Strobel, Udo
Bellack, alle Berlin; Elvira Hundeshagen, Berlinge-
rode; Beate Weber, Bernburg; Peter RéBler, Bi-
schofswerda; Kai Fischer, Bitterfeld; Micaela
Ewert, Boizenburg; Kerstin Westphal, Heike Fi-
scher, beide Borna ; Susanne Kraska, Jens Przybilla,
Mathias Tauscher, alle Breitenworbis; Annegret
Richter, Andrea Fischer, beide Burkau; Heike
Kohler, Callenberg; Peter Strempel, Daniela Syrbe,
Andreas Heinze, Karsten Kehler, Christian Har-
nath, Uta Bolz, alle Cottbus;- Stefan Klinzing,

Creuzburg; Falk-Uwe Koppelt, Crostau ; Ulf Fache,
Culitzsch; Holger Schmidt, Demmin; Wolfgang
Tenor, Katrin und Dieter Homn, alle Dessau;
Heike Rosenthal, Thomas Strecker, Monika Ifland,
Sabine Wetzel, Heike Arnold, Beate Meinhardt,
alle Dingelstidt; Olaf Jenkner, Dorfchemnitz; Jens
Danzer, Ines Lauter, Horst Seidel, Heinz Moll,
Christoph Metzner, Pedro Thiele, Heiko Ringel,
Christian Donath, Astrid Roll, Susann Piry, Ker-
stin Urban, Gerald Eichler, alle Dresden; Annette
Waohner, Eilenburg; Claudia Pleyer, Peter Kallen-
bach, beide Eisenach; Enrico Dietrich, Stefan
Nitzsche, beide Elsterwerda; Lars Monch, Kerstin
Heer, beide Erfurt; Jens Wackernagel, Falkenberg;
Cornelia Kreher, Heidi KahleyB, beide Floh;
Annett Helbig, Frankfurt; Karsten Thon, Frey-
burg; Mathias Gerlach, Friedeburg; Jan-Martin
Hertzsch, Geringswalde; Kathrin Kohler, Gossa;
Holger Stoffel, Grabow; Christian Réhl, Grafen-
hainichen; Ines Schicker, Greiz; Ingolf Hintzsche,
Gremmin; Thomas Wedekind, Grimma; Bianca
Potthoff, GroB Wiistenfelde; Kerstin Vinke, Gr.
Zarnewanz;, Gunnar Miiller, Giistrow; Thomas
Koch, Halle: Annett Eichner, Andreas Lo6fler,
beide Halle-Neustadt; Jens Strobel, Hammer-
briicke; Bernd Miiller, Heyerode; Thomas Be-
nusch, Heidrun Schmidt, Hoyerswerda; Gabi Mis-
sal, Insel; Susanne Valentini, Detlef Ritter, beide
Jena; Kai-Uwe Scherer, Jessen; Steffen Herpich,
Ralph Buckisch, beide Kamsdorl; Andreas Pau-
kert, Karbow; Hendrik Pénisch, Tanja Mittag,
Katrin Richter, alle Karl-Marx-Stadt; Silvia Krie-
sche, Klausa; Axel Diibler, Klausdorf; Norbert
Neumann, Kleinmachnow; Thomas Senger, Klo-
sterfelde; Kerstin Vogel, Kmehlen; Sonnfried
Litsch, Edith Loffler, beide Koénigshain; Karsten
Rieger, Ingolf Raabe, beide Langengrassau; An-
dreas Helbig, Langenleuba-N.; Frank Herzog,
Langenwolschendorf; Uta Mersiowsky, Sabine
Mersiowsky, beide Langewiesen; Matthi:s Heller,
Lauscha; Solveig Woitek, Sabine Hartung, beide
Leinefelde; Max Pohl, Vera Wilhelm, Torsten Lill,
Petra Polster, Andreas Eifler, Jan Klemm, alle
Leipzig; Elke Hoffmann, Leisnig; Holger Schinke,
Leuna; Jens Grundmann, Limbach-O.; Mathias
Springwald, Léderburg; Andre Kerl, Léssau; Jorg
Ladendorf, Liibtheen; Angela Zschorper, Maltitz;
Gerd Eckstein, Mehltheuer; Norbert Fuchs, Mei-
ningen; Steffen Hirn, Mellenbach-G.; Ute Kram-
pitz, Bettina HeB, beide Mengersgereuth-H. ; Hagen
Haberland, Meschekenhagen; André Wiegand,
Mittelschmalkalden; Detlef-Sven Saar, Miihlhau-
sen; Jorg Fiebig, Miilsen; Michael Minzer, Mi-
chael Glockenstein, beide Neubrandenburg; Uwe
Knispel, Neuburxdorf; André Ewert, Neuhaus;
Eva Hartmann, Neustadt; Dieter Beyer, Neustre-
litz; Heike Engelhardt, Niedersachsenwerfen; Vol-
ker Frank, Petra Hahn, beide Nordhausen; Timo
Kaiser, Niederschmalkalden; Andy Marr, Ober-
schonau; Olaf Winkler, Oschatz; Birgit Seifert,
Pinnau; Joérg Stark, Plauen; Iris Bernhardt, Podel-
witz; Steflen Hoffmann, Potsdam-B.; Friedemann
Domke, Premnitz; Annett Schmidt, Rackwitz;-
Antje Hertzschuch, Radebeul; Peter Wenke, Radi-
bor; Ralf Launhardt, Rathenow; Sabine Ehrlich,
Rechlin; Ute Zahn, Reichenbach; Katrin Doren-
dorf, Riesa; Andreas Puls, Rébel; Gunter Sieben-
haar, RoBdorf; Ralf Heidenreich, RoBleben; Grit
Maciejewski, Lutz Andrews, beide Rostock ; Bodo
Bricks, Sabine Pfeffer, beide Saalfeld; Rolf Richter,
Schkdlen; Annett Spalteholz, Schladitz; Carmen
Meikies, Schlagsdorf; Sabine Schiiler, Schéna;
Petra Joschenak, Schwaz (Osterreich); Heiko
Schulz, Schwedt; Michael Goletzka, Senftenberg;
Frank Zéllner, Sabine Rahner, beide Sondershau-
sen; Birgit Gotz, Sonneberg; Peter Lehmann, Rai-
ner Schwiblein, Kay-Uwe Weber, André Seling,
Ralf Hoffmann, Silke Fischer, Sabine Recknagel,
Heike Nothnagel, Stefan Menz, alle Steinbach-
Hallenberg; Christian Wiegands Steinheid; Cor-
dula Gottwald, Stendal; Anke und Erhard Zi-
linske, Stralsund; Nicole G6Bner, Syrau
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Steffen Scharnowski, Méser; Volker Sachse, Miil-
sen; Claudia Nosek, Packisch; Michael Taeschner,
Parchim; Diana Schliiter, Parchirh; Steffen Scheit-
hauer, Parley; Claudia Tiersch, Heiko Kiihn, beide
Potsdam; Ines Schmidt, Reuth; Dirk Raske, Riesa;
Antje Pohlmann, Roppisch; Michael Griber, An-
nette Kersten, Heiner Ruser, Anne Ruser, alle
Rostock; Katja Klotsch, Rotta; Knut Marzisch,
Rudolstadt; Annette Polt, Saalfeld; Jorg Fuchs,
Schkolen; Sabine Schwelgien, Anja Bohne, beide
Schénhausen ; J6rn Briickner, Schwarzenberg; Mat-
thew Harrison, Barbara Ploner, Andrea Schiedl-
bauer, Anke Donau, alle Schwaz (Osterreich);
Kerstin Klement, Schwerin; Mike Selig, Stauchitz;
Beate Neuber, Steinbach-Hallenberg; Frank LeiB-
ring, Tauche; Wolfgang Vogel, Thalheim; Olaf
Gleim, Trinkenberg; Silke Winges, Trusetal; Kati
Pforr, Unterbreizbach; AG Junge Math., Vitzen-
burg; Thomas Vandahl, Vé&lkershausen; Edith
Boettcher, Weimar; Lutz Grothe, Andreas Déring,
beide Wiederitzsch; Andrea Maas, Wilhelmsburg;
Chris Térpe, Wilkau-HaBlau; Maren Zech, Zahna;
Angelika Weyh, Zella-Mehlis; Andreas Burkhart,
Zeulenroda ; Christine Thomas, Zittau..

Vorbildliche Leistungen

Angela Heiser, Abbendorf; Jana Koschka, Bad
Gottleuba; Marko Jorzyk, Bad Kleinen; Uwe
Vélker, Bad Salzungen; Marko Pohl, Matthias
Réder, Karen Béhme, alle Berlin; Thomas Franke,
Barbara Richter, beide Bernsbach; Karsten Kiihne,
Blankenfelde; Carsta Patzschke, Bohlitz; Katrin
Schulz, Béhne; Birbel Scholz, Borkow; Anett
Sperling, Braunrode; Jérg Nachilla, Cottbus; Silke
Frohlich, Culitzsch; Yvonne Wagner, Matthias
Ludwig, Michae! Ludwig, alle Dehme; Jutta Schwa-
be, Kathrin Wiehe, beide Diesdorf; Olaf Krause,
Eisenhiittenstadt; Michael Dietsch, Fambach;
Anke Thiel, Farnroda; Michael Scheibe, Ferdi-
nandshof; Wolfgang Kriger, Kai Mettke, beide
Frankfurt; Annemarie Heidrich, Freiberg; Frank
Schulie, Udo Schulte, beide Freienbessingen; Ker-
sten Ehberg, Gebersdorf; Hanka Pruditsch, Geit-
hain; Uwe Knaust, Gossa; Mario Kapp, Grafen-
hainichen; Thomas Bahls, Greifswald; Ralf Kra-
mer, Greiz; Kathrin Henker, Groitzsch, Cordula
Hesse, Halle; Karen Beume, Halle-Neustadt; Su-
san Meinel, Hammerbriicke; Maik Otto, Holz-
thaleben; Manuela Plunert, Kaltennordheim; Stef-
fen Miller, Gesine Festag, beide Kamsdorf; Carla
Unmlauf, Udo WeiBe, beide Karl-Marx-Stadt; Rolf
Trautmann, Tobias Hoffmann, beide Leinefelde;
Karl Heyde, Leipzig; Silke Blume, Liederstadt;
Jorg Deichsel, Bettina Denecke, beide Loderburg;
Frank Schmidt, Ludwigsfelde; Ute Korell, Litzen;
Christian Eisele, Mélkau; Dirk Franke, Miilsen;
Susanne Lind, Christoph Hachtmann, beide Neu-
haus; Michael Herrmann, Oberlichtenau; Ines
Hartmann, Silke Stieber, beide Olbersdorf; Antje
Reichel, Pima; Peter Mattke, Plauen; Wolfgang
Schneider, Radeberg; Sabine Latsch, Roppisch;
Oliver Eidam, Niels Hansen, Stephan Dittmann,
Martin Wolff, alle Rostock; Bert Exner, Saalfeld;
Katrin Mandel, Schlaitz; Anke Friedrich, Undine
Link, Steffi Peterhinsel, Simone Peterhinsel, alle
Schénbrunn; Jorg Gersonde, Schwerin; Steffen
Jacob, Sondershausen; Uta Linz, Suhl; Petra
Tiersch, Vacha; Lutz Miiller, Weigsdorf; Claudia
Genée, Wiederau; Susann Reichel, Wiesenburg;
Ulrike Korb, Zoppoten; Alexandra Polenz, Schwe-
rin.

Abzeichen in Gold
Fiir vierzelmjahrige Teilnain

Christoph Scheurer, Glauchau-Gesau; Lutz Pif-
feld, Hennigsdorf

Fiir dreizebnjihrige Teilnahme

Bernd Hanke, GroBschweidnitz; Guido Blosfeld,
Halle

Fiir zwilfjihrige Teilnahme

Ullrich Riedel, Floha; Angelika Miller, Greifs-
wald

Fiir elfjiibrige Teilnahme

Amo Feuerherdt, Brandenburg; Thomas Jakob,
Gera; Ursula Marker, Greifswald; Rainer Seifert,
Kamenz; Norbert Littig, Lichtenberg; Sybille
Baumgart, Loderburg; Uwe Bormann, Magdeburg;
Berthold Wettengel, Oelsnitz; Frank ABmus, Ora-
nienburg; Bernhard Tschada, Sondershausen

Fiir zehnjihrige Teilnahme

Ralf Henze, Arnstadt; Andreas Fittke, Berlin;
Wolfgang Secber, Gehren; Bengt Nélting, Greifs-
wald; Lothar Gruber, Linz (Usterreich); Gerald
Werner, Meiningen; Volker Schulz, Nauen; Rolf
Kuhn, Wintzingerode; Katrin Richter, Wittenberg;
Kurt Oertel, Zschornewitz (Rentner)

Fiir neunjiibrige Teilnahme

Volkmar Tiirke, Auerbach; Andrea NieBen, Cor-
dula Becher, Andreas Gude, alle Berlin; Werner
Jeroch, Frank Regensburger, beide Dresden; An-
drea Ziegenbein, Eichicht; Eberhard Georgy,
Erfurt; Claudia Endtricht, Gérlitz; Wolfhart Um-
lauft, Freital; Armin Korner, Leipzig; Steffen
Langbein, Lichte; Rainer Bauer, Mittweida; Tho-
mas Richter, Neuhausen; Wilfried Rohnert, Rade-
beul; Thomas Apel, Reichenbach; Armin Hoell,
Ribnitz; Heinz-Olaf Miiller, Heiko Miiller, beide
Schmalkalden; Bernadette Domaschke, Seifhen-
nersdorf; Torsten Lowe, Schleiz; Hans-Dietrich
Schwabe, Sondershausen ; Dirk Herrmann, Téplitz;
Sylvia Kunze, WeiBenfels; Ralf Becker, Wolmir-
stedt; Ute Scharkowski, Zepernick

Fiir achtjibrige Teilnahme

Udo Clemens, Altenburg; Frank Maschke, Alten-
dorf; Henri und Dieter Koch, Armstadt; Peter
Moller, Bad Doberan; Hans-Jirgen Kopf, Bad
Frankenhausen; Lutz Heinrich, Bad Langensalza;
Katrin Kolliwer, Berlin; Wemer Konig, Berlinge-
rode; Jens Purand, Ellen Harnath, Andrea Dreyer,
alle Cottbus; Jiirgen Anders, Dahlewitz; Klaus
Schlegel, Angela Jircik, Peter-Alexander Pohler,
Annett K&rner, alle Dresden; Daina Semper, Eis-
leben; Uwe Kintzel, Erfurt; Bernd Diibe, Forst;
Bernd Hartwig, Heike Briiggemann, Ute Ribbe,
alle Friedeburg; Silvio Klose, Gera; Matthias We-
ser, GroBenhain; Andrea Potthoff, GroB Wiisten-
felde; Hubert Steinmeth, Griiningen; Jens Folg-
mann, Halle; Ruth Jacobs, Halle-Neustadt; Doris
Planer, Hohendorf; Uwe Miiller, Hohenstein-E.;
Rolf Kamieth, Kakerbeck; Marko Hanke, Karl-
Marx-Stadt; Jorg Péhland, Klingenthal; Alois
Weninger, Knittelfeld ({sterreich); Jens Rudolf,
Leipzig; Ute Barbara Heuer, Leisnig; Bérbel
Wintzler, Lobenstein; Martina Wolf, Magdeburg;
Udo Kretzschmann, Markneukirchen; Gabricle
Otto, MeiBen; Volkmar Riemer, Neubrandenburg;
Riidiger Diising, Osterburg; Uwe Langer, Oybin;
Ute Mdllhoff, Piesau; Sigrid und Jens-Peter Planke,
Premnitz; Ronald Bracholdt, Riesa; Jana Walter,
Robel; Regina Bricks, Saalfeld; Siegrid Kretsch-
mann, Schlagsdorf; Ina Spanaus, Schleusingen;
Thomas Gerth, Henry Kriechling, Susanne Heuer,
alle Schmalkalden; Torsten Jeschke, Schwarz-

Gabriele Herzig, alle Zittau; Ute Baumann,

Zschocken

Fir siebenjibrige Teilnahme

Frank Kimpfer, Altenburg; Uwe Maaz, Arnstadt;
Guntram Tiirke, Auerbach; Ralph Miiller, Bad
Bibra; Thorsten Tonndorf, Bad Salzungen; Birgit
Wollschlager, Bergwitz; Stefan Berg, Frank Ben-
din, Claudia Ziehm, alle Berlin; Ulrich Kramer,
Bernterode ; Andreas Kraska, Breitenworbis; Ralph
Voigtlinder, Guido Mechne, beide Calbe; Maik
Weide, Callenberg; Olaf Seifert, Camburg; Andreas
Winkler, Cossebaude; Claudia Kerstan, Susanne
Liebelt, Kathrin Magister, alle Cottbus; Harry
Hofer, Dorndorf; Carolin Engel, Thomas Schind-
helm, Lutz Jeroch, Ingolf Kornmer, Karl-Heinz
Jinger, Jirgen Grifenstein, J6rn Wittig, Jens
Rotsch, Uta Oelschliger, Susanne Miiller, alle
Dresden; Volker Georgy, Dirk-Thomas Orban,
Henrik Scifert, Renate Liitzkendorf, Thomas Mit-
telbach, alle Erfurt; AG Math. der Hugo-Joachim-
OS, Espenhain; Jorg Butter, Freciberg; Steffi
Haucke, Ralf Baumhekel, beide Freital; Gerd
Hackbarth, Gallentin; Angela Iling, Gersdorf;
Frank Scheffler, Gnoien; Gunnar Boll, Ines Kath,
Stefan Gockeritz, alle Greifswald ; Michael Katzer,
Greulen; Heike Klitz, Grimmen; Regine Binder,
Mathias Berle, beide Halle-Neustadt; Volker Reck,
Heiligenstadt; Enka Stelzer, Heringsdorf; Eike
Harmel, Hohenferchesar; Mathias Grundmann,
René und Chonchita Schiippel, alle Hoyerswerda;
Volkmar Liebscher, Ilmenau; Horst Fliegner, Jar-
men; Birgit Hofmann, Andreas Hengst, Jens
Ponisch, Thomas Mader, alle Karl-Marx-Stadt;
Steffen Rieth, Klostermansfeld ; Peter Witte, Kdnigs
Wausterhausen ; Kerstin Willek, Kriebitzsch; Birgit
Schmidt, Monika Noite, Astrid Markgraf, alle
Leinefelde; Stephan Bénewitz, Heiko Rudolf, beide
Leipzig; Thomas Eller, Meiningen; Tobias Liicke,
MciBen; Heidrun Jinchen, Mohisdorf; Gudrun
Hebestreit, Miihlh ; Uwe G %, Nauen-
dorf; Torsten Kretschmer, Naumburg; Knut Hant-
schel, Neuenkirchen; Kerstin Feigel, Neundorf;
Sigrun Massanek, Neusornzig; Karsten Woike,
Neustadt; Birgit Uhlmann, Oberlungwitz; Kerstin
Johannes, Oranienbaum, Andreas Bollmann, Oste-
roda; Peter Scifert, Pinnau ; Hagen Mrowetz, Prenz-
lau; Claudia Wiirker, Reichenbach; Hartmut Lipke,
Ribnitz; Astrid Wruck, Rostock; Ina und Uwe
Ebert, Ruppersdorf; Birgit Bricks, Saalfeld; Eva
Schubert, Schalkau; Elke MeciBner, Sitzendorf;
Bert Hoflmann, Sollichau; Roland Goldenbogen,
Stralsund; Peter Pfannschmidt, Suhl; Heidrun
Tiedt, Teterow; Margit Creutzburg, Thal; Anne-
katrein Heuer, Tieckow; Klaus-Detlef Gehrke,
Warnemiinde; Stefan Syring, Warin; Gudrun Boett-
cher, Weimar; Olaf Seidel, WeiBwasser; Karsten
Schlutter, Wittstock ; Eva-Maria Heubner, Wolfen;
Birgit SchultheiB, Wiistenbrand; Anett Schulzen-
sohn, Zittau

Fiir sechsjahrige Teilnahme

Frank Baumgart, Aschersleben; Kirsten Rechner,
Baruth; Marc Schewe, Berlin; Henry Fischer,
Bitterfeld; Tilman .V5lzke, Bohlen; Irene Palm,
Brieselang; Uta Boldt, Burg Stargard ; Royald Lenk,
Christine Pompe, Stefan Jakubaschk, alle Cottbus;
Gabriele Sprotte, Dobeln; Manuela Schwenke,
Dohna; Kathrin Wustmann, UIf Riechen, Stefan
Edelmann, Jorg Hempelt, Birgit Wittwer, Jochen
Lattermann, alle Dresden; Reinhard WeiBnicht,
Sicgfried Obst, beide Eberswalde; Marlies und
Petra Patz, Eisenach; Thomas Pigorsch, Eisleben;
Susanne und Matthias Schreiber, Elsterwerda;
Heike Heber, Erfurt; Karsten MeiBner, Forst;
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