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Ohne Zirkel
geht es auch

In Heft 4 (1980) wurde in einem Beitrag
mit dem gleichen Titel die Konstruktion
der Tangenten an eine Kreislinie ¢ von
einem auBerhalb ¢ liegenden Punkt Q un-
ter alleiniger Verwendung von Bleistift und
Lineal gezeigt und begriindet. Wie Bild 1
nochmals vor Augen fiihrt, ist nicht einmal
die Vorgabe des Kreismittelpunktes fiir
diese Tangentenkonstruktion erforderlich.
Man legt durch Q zwei die Kreislinie ¢ ge-
trennt reell schneidende sonst beliebige
Geraden a¢ und b. Die so erhaltenen
Schnittpunkte 1, 2, 3, 4 werden durch Ver-
uinden untereinander zu einem vollstandi-
gen Vierseit erginzt. Dies liefert die
Schnittpunkte U und V. Die Verbindungs-
gerade g = g(U, V) ist die Polare des Punk-
tes Q beziiglich der Kreislinie c¢. g schnei-
det ¢ in den Punkten T, und T,. Dies sind
die Beriihrungspunkte der Tangenten ¢,
bzw. t, aus Q an c. Die Zuordnung von Pol
Q und Polare g beziiglich der Kreislinie ist
umkehrbar eindeutig. Liegt Q auBerhalb c,
schneidet g die Kreislinie ¢ getrennt reell.
Ist Q € ¢, dann ist die zugehdrige Polare g
Tangente an ¢ in Q. Liegt Q im Inneren
von ¢, so hat ¢ mit ¢ keinen Punkt gemein-
sam. Der Sonderfall, daB Q Mittelpunkt
von c ist, werde hier nicht erortert.

Bild 1

Bild 2

Bild 2 zeigt nochmals zusamménfassend,
wie zu einem auBerhalb ¢ liegenden Punkt

P die Polare p beziiglich ¢ und fiir einen .

innerhalb von c¢ liegenden Punkt Q die
auBerhalb ¢ liegende Polare q konstruier-
bar ist.

Hier stellen wir uns die Aufgabe, mit Blei-
“stift und Lineal 16sbare Grindaufgaben zu
behandeln, wenn auBer der Kreislinie ¢
noch deren Mittelpunkt M gegeben ist.
Einleitend dazu kniipfen wir an die in
Heft 4 (1980) gestellte Aufgabe. Sie lau-
tet:
Gegeben sind zwei konzentrische Kreisli-
nien ¢; und c,. Man konstruiere den ge-
meinsamen Mittelpunkt M dieser Kreisli-
nien unter alleiniger Verwendung von
Lineal und Zeichenstift.
Wir gehen von der Vorstellung aus, da8 die
beiden Kreislinien mittels einer Ringscha-
blone gezeichnet vorliegen. Nun verwen-
den wir die Eigenschaft, daB jede durch die
Mitte M einer Kreislinie ¢ gechende Gerade
auch Symmetrieachse von c ist. Denkt man
sich in Abbildung 1 den durch Q gehenden
Kreisdurchmesser eingezeichnet, so muB
"dieser auf Grund seiner Eigenschaft, Sym-
metrieachse von ¢ zu sein, den von den
Tangenten ¢, und ¢, aufgespannten Winkel
halbieren. Folglich liegen auch T, und T,
symmetrisch zum Kreisdurchmesser durch
Q. Daher steht die Verbindungsgerade
q = g(T,T,) senkrecht auf dem Kreisdurch-
messer durch Q. Diese Uberlegung liefert
uns den Einstieg fur die konstruktive Be-
stimmung von M in vorliegender Aufgabe.
Nimmt man einen Punkt Q auBerhalb ¢,
und ¢, an und konstruiert die Polaren g,
beziiglich ¢, und g, beziiglich ¢, gemiB Ab-
bildung 2, so miissen q; und g, zueinander
parallel sein, denn beide stehen senkrecht
auf dem (noch nicht gefundenen) Durch-
messer r = g(QM) (vgl. Bild 3).

Ein zweiter Punkt R des Durchmessers r
ist leicht zu finden. g, schneidet ¢; in den
Punkten S, und T, die symmetrisch beziig-
lich r liegen. g, schneidet ¢, in den Punk-
ten S, und T,, die symmetrisch beziiglich r
liegen. Folglich ist das durch Verbinden
der Punkte S,-T;-T,-S,-S; in der genann-
ten Reihenfolge erzeugte Trapez ein
gleichseitiges. Damit miissen sich die Dia-
gonalen dieses Trapezes d = g($,T,) und
e = g(S,T,) in einem Punkt R schneiden,
der auf dem gesuchten Durchmesser r
liegt. Die Verbindungsgerade r = g(QR)
stellt eine Symmetriegerade fir ¢, und c,
dar. — Eine vollig analoge Konstruktion fir
einen zweiten auBerhalb c; und ¢, liegen-
den Punkt P fiihrt auf die Polaren p, be-
ziiglich ¢, und p, beziiglich ¢,. Damit steht
wieder ein gleichseitiges Trapez zur Verfu-
gung. Der Schnittpunkt S der Diagonalen
dieses Trapezes ist ein Punkt der durch P

gehenden Symmetriegeraden s von ¢, und
¢,. Folglich liegt im Schnittpunkt von r mit
s = g(SP) der den Kreislinien ¢, und ¢, ge-
meinsame Mittelpunkt M. In Abbildung 3
wurde nur die Konstruktion von r liicken-
los vorgefiihrt, um nicht das Bild von Kon-
struktionslinien zu iberlasten. Die Vor-
gabe zweier konzentrischer Kreislinien ist
fir konstruktive Belange offenbar dquiva-
lent mit der Vorgabe einer Kreislinie ein-
schlieBlich ihres Mittelpunktes M. Den
Ausfihrungen der Grundkonstruktionen
bei vorgegebener Kreislinie ¢ samt Mittel-
punkt M unter alleiniger Verwendung des
Lineals werde eine erginzende Betrach-
tung zum Doppelverhidltnis am vollstdndi-
gen Vierseit vorangestellt (vgl. Bild 4).

Bild 4

Werden die Grundpunkte mit 4, B und die
Folgepunkte mit U, V bezeichnet, so gilt
fiir das Doppelverhiltnis dieser vier auf der
Geraden p liegenden Punkte laut Defini-
tion:

AU BU

DV(AB-UV) = V17 1)
Der Geraden p ist eine Orientierung aufge-
prigt. Folglich gehen die Strecken AU,
AV, BU, BV als vorzeichenbehaftete Gro-
Ben in die Formel (1) ein. In Abbildung 4
werden die Grundpunkte von den Folge-
punkten getrennt. Die vier Punkte befin-
den sich nach Teil 1, Heft 4 (1980), in har-
monischer Lage. Folglich gilt in dieser
Figur

DV(AB-UV)= -1 2)
In einem ebenen Bewegungsablauf stellen
wir uns vor, daB sich der Punkt V auf der
fest angenommenen Geraden p stetig nach
rechts verschiebt. Die von P ausgehenden
Geraden a und b sowie die auf a liegenden
Punkte I und IV dndem ihre Lage hierbei
nicht. Je weiter sich der Punkt V nach
rechts verschiebt, desto mehr nidhert sich
das Viereck I-II-III-IV der Gestalt eines
Trapezes. Am Wert des Doppelverhiéltnis-
ses DV(AB-UV) indert sich bei diesem
Vorgang -nichts. Wir fragen, welcher Aus-
druck sich fiir das Doppelverhiltnis ergibt,
wenn der Punkt V iiber alle Schranken
nach rechts herausriickt und damit die Ge-
genseiten (I-II) und (III-IV) des Vierecks
auf je einer Geraden parallel zu p liegen.
Symbolisch beschreiben wir den auf p im
Unendlichen liegenden Punkt mit ¥V, und
den Vorgang des Herausriickens von V ins

Unendliche mit limes .
VoV,

Zur Beantwortung dieser Frage gehen wir
von (1) aus und nechmen eine identische

alpha, Berlin 19 (1985) 2 - 25



Umformung des Doppelbruches vor. Offen-
bar gilt

AU BU AU BV
__ AU-BV AU 3)
(AB+B B0 (4B _ \3p
BV -
. AB
Wegen limes === = 0 (der Nenner des Bru-
VoV, BV

.ches wichst iiber alle Grenzen!) ergibt sich
aus (3) mit (2)

. AU

limes DV(AB- UV) =~===—1 (4)

ey BU
Aus (4) folgt fiir den Grenzfall des Trape-
zes AU = —BU und |4U|=|BU|;d.h. U
ist der Halbierungspunkt der auf der Sei-
tenparallelen liegenden Strecke AB.
Diese Feststellung hilft uns beim Einstieg
in eine Reihe von Grundkonstruktionen,
die bei Vorgabe einer Kreislinie samt Mit-
telpunkt allein mit dem Lineal ausfiihrbar
sind.

Wenden wir uns nun den konkreten Aufga-
benstellungen zu.

"1. Vorgabe der Kreislinie ¢ samt dem Mit-
telpunkt M und einer ¢ nicht reell schnei-
denden Geraden g.

Konstruktion des Poles G von g beziiglich
¢ sowie des beziiglich .c inversen Punktes
G* von G.

2. Vorgabe von ¢ samt M, einer Geraden g
und eines Punktes P ¢ g.

Konstruktion der zu g parallelen Geraden
h durch P.

3. Vorgabe von ¢ samt M und einer auf der
Geraden g liegenden Strecke AB.
Konstruktion des Halbierungspunktes C
von AB.

4. Vorgabe von ¢’ samt M und einer auf der
Geraden g liegenden Strecke AB.
Konstruktion des Punktes C auf g derart,
daB B Halbierungspunkt der Strecke AC
ist.

5. Vorgabe von ¢ samt M, einer Geraden g
und eines Punktes P.

Konstruktion des Lotes ! von P auf g.

6. Vorgabe von ¢ samt M und zweier sich
im Punkt Z schneidender Geraden a und
b.

Konstruktion der Winkelhalbierenden u
und v zu den von ¢ und b aufgespannten
Winkeln.

7. Vorgabe von ¢ samt M, einer auf der Ge-
raden h liegenden Strecke AB, einer Gera-
den g und eines Punktes D € g.
Konstruktion der Punkte A”, B” g derart,
daB A"D =DB” = 4B gilt.

8. Vorgabe von ¢ samt M und eines Durch-
messers d. )

Konstruktion des Lotes e von d in M.

9. Vorgabe von ¢ samt M, einer zweiten
Kreislinie k durch deren Mittelpunkt N
und einen Punkt A € k sowie einer Gera-
den g.

Konstruktion der Schnittpunkte vog g mit
k.
10. Vorgabe von ¢ samt M, eiher zweiten
Kreislinie k durch deren Mittelpunkt N
und einen Punkt A4 € k sowie einer dritten
Kreislinie [ durch deren Mittelpunkt O
und einen Punkt B € l.

26 - alpha, Berlin 19 (1985) 2
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Konstruktion der Schnittpunkte von k und
1

Zur Beschreibung der ausschlieBlich mit
dem Lineal durchzufiihrenden Konstruk-
tionen werde eine abkiirzende Symbolik
vereinbart. Es bedeuten:

(AB) = g; g ist die durch Verbinden der
Punkte 4 und B erzeugte Gerade.
axb=P; P ist der im Schnittpunkt der
Geraden a und b liegende Punkt.

(AB) x (CD) = P; P ist der Schnittpunkt
der durch Verbinden von 4 und B bzw. C
und D erzeugten Geraden.

a // b; die Geraden a und b liegen
zueinander parallel. '

a | b; die Geraden a und b stehen
aufeinander senkrecht.

In runde Klammermn gesetzte Punktepaare
symbolisieren das Verbinden dieser, Punkte
mit dem Lineal. Zwei mit x verkniipfte
Symbole fiir Geraden beschreiben die Er-
zeugung eines Punktes durch den Schnitt
zweier Geraden.

Bei Riickverweisung auf eine bereits be-
handelte Grundaufgabe wird die Nummer
der Aufgabe in eckige Klammern ge-
setzt.

Bei den folgenden Beschreibungen geht es
um die prinzipielle Ausfiihrbarkeit der
Konstruktion unter Beschrinkung auf das
Lineal. Es geht nicht um die Ubersichtlich-
keit der Konstruktion und der Belastbar-
keit des Zeichenblattes mit Konstruktions-
linien. Auch Fragen der Zeichenungenau-
igkeiten infolge ,schleifender Schnitte*
und ,wackliger Verbindungen“ sind hier
nicht Gegenstand der Erérterung.

Losung zu 1.

Da die Polaren der Punkte einer Geraden g
beziiglich der Kreislinie ¢ simtlich durch
den Pol G von g gehen, geniigt es, von zwei
Punkten A, B € g die Polaren a bzw. b be-
ziiglich ¢ aufzusuchen. Ihr Schnittpunkt
S = axb ist daher identisch mit dem Pol G
von g in bezug auf ¢. Die Verbindungsge-
rade (GM) ist das Lot von M auf g, denn
die Polare g eines Punktes G beziglich ¢
steht senkrecht auf dem durch G gehenden
Kreisdurchmesser. Der  Schnittpunkt

G* = (MG) xg liegt invers zu G. Diese —
auch analytisch faBbare — quadratische
Punktverwandtschaft heit Kreisinversion.
Zur Losung von Aufgabe (10) werden wir
diese Punkttransformation benétigen (vgl.
Bild 5).

Losung zu 2.

Bestimmung des Poles G von g nach [1].
(MG) xg = G*. Bestimmung der Polaren g*
von G* nach Abbildung 2. g* schneidet ¢

(PT)x (MG)=2Z, . (Z8S)xg=U;
(UP)x (MG)=W, (VW)x(ZS)= Q. Die
Punkte P und Q sind nach Konstruktion
symmetrisch beziiglich (MG). Folglich
liegt (PQ) senkrecht zu (GM) und damit
parallel zu g (vgl. Bild 6).

><\ /

U G*

V]
/
_\\
A G or g°

SN
/ |
e

y
L&sung zu 3.

Bestimmung des Poles G von g nach [1].
(MG) xg = G*. Bestimmung der Polaren g*
von G* beziiglich ¢. g* schneidet ¢ in den
Punkten S und T. G ist Halbierungspunkt
der Strecke ST. Femer ist g*/g.
(AS)x(BT)=2. (ZG)xg=C. Wegen
g*/ g ist C Halbierungspunkt von AB (vgl.
Bild 7).

Bild 6

Bild 7

Losung zu 4.

Bestimmung des Poles G von g nach [1].
(MG) xg = G*. Bestimmung der Polaren g*
von G* beziiglich c. g* schneidet ¢ in den’
Punkten S und T. (4S)x(BG)=Z.
(ZT) xg = C. Wegen g / g* erfiillt C die ge-
stellte Forderung beziiglich 4 und B (vgl.
Bild 8).

A * a c
9
Bild 8
S IG T g”
M
2
Lésung zu 5.

Bestimmung des Poles G von g nach [1].
(MG) schneidet ¢ in den Punkten U und V.
Ferner gilt (MG).l g. Annahme eines
Punktes Z auf (UP). (ZM)x(VP)=W.

in den Punkten S und T. (PT)xg =V, _(UW)x (ZV)= Q. Nach den vorangestell-



ten Untersuchungen stellt das Vierseit
(UVQP) ein Trapez dar mit (UV)J(QP),
denn M ist Halbierungspuhkt von UV, W
ist Schnittpunkt der Diagonalen des Vier-
seits (UVQP), und die Verbindungsgeraden
(UP), (VQ) und (WM) schneiden sich in
einem Punkt Z. Wegen (UV)Lleg,
(UV) f (PQ) ist (PQ) Lot ! von P auf g (vgl.
Bild 9).

Bild 9

Losung zu 6.

Bestimmung der Pole A von a und B von b
beziliglich ¢ mnach [1]. (MA)xc=S,
(MB)xc=T (Auswahl der Schnittpunkte
S und T beliebig). Parallele a’ zu a durch
Sund b zu b durch Tnach[2]. ¢’ xb' = Z'.
(Z'M) = u’. Nach Konstruktion ist u’ Win-
kelhalbierende zu einem der von a’ und b’
aufgespannten Winkel. Parallele zu u’
durch Z nach [2] liefert die gesuchte Win-
kelhalbierende u. Das Lot von u in Z nach
[5] filhrt auf die zweite Winkelhalbierende
v (vgl. Bild 10).

Bild 10

a

Losung zu 7.

Bestimmung der Pole G von g und H von
h beziglich ¢ nach [1]. (MG)xc=S,
(MH) xc = T (Auswahl der Punkte wieder
beliebig). Parallelen g’ zu g durch S und A’
zu h durch T nach [2]. g'xh'=Z,

Bild 11 I

(Z'M) =w. Lote von 4 auf w und von B
auf w nach [5). Die Lote schneiden g’ in 4’
bzw. B’. Einzeichnen der Verbindungsgera-
den (4'D) und (B’D). Konstruktion der
Parallelen a zu (B’D) durch 4’ und b zu

(A'D) durch B’ nach [2]. axg=A4",
bxg=B". Nach Konstruktion gilt
A"D = DB” = 4B (vgl. Abb. 11).

Losung zu 8.

Annahme von G auf d auBerhalb ¢. Kon-
struktion der Polaren g von .G beziiglich ¢
nach Abb. 2. ¢ schneidet g in 4 und B und
d in den Punkten D und E. (AM) schnei-
det c in F. (DB)x (EF)=W.

Wegen B, Fec und (BF)/(DE) ist das
Viereck MFWB ein Drachenviereck, in
dem (BF) L (MW) gilt. Daher ist (MW) = e
das Lot von d in M (vgl. Bild 12).

Bild 12 d
o <
A \\ B8
7 N
\ o
o
N
E
Losung zu 9.

Die Losung sei dem Leser iiberlassen. Man
iiberlege sich bei jedem Schritt, welche der
unter Punkt 1 bis 8 gebotenen Grundkon-
struktionen zum Einsatz gelangen. Die L&-
sung des Autors einschlieBlich Bild 13 ver-
Offentlichen wir in Heft 3/85.

Lésung zu 10.

Da die Kreislinien k und ! selbst mit unse-
ren Mitteln nicht gezeichnet werden kén-
nen, muB diese Aufgabenstellung durch ge-
eignete Transformationen in eine fiir uns
ausfiihrbare Konstruktion umgesetzt wer-
den. Mit Translationen und zentrischen
Streckungen allein kommt man hierbei
nicht aus. Man muB die in [1] konstruktiv
behandelte Kreisinversion zum Einsatz
bringen. Eine Gerade allgemeiner Lage
geht bei der Inversion an ¢ in eine Kreisli-
nie durch den Mittelpunkt M von c iiber.
Schneidet die Gerade den Kreis ¢, so geht
auch der Bildkreis g* von g durch diese
Schnittpunkte. Die Punkte des Kreises ¢
sind Fixpunkte der Abbildung. Eine Ge-
rade d durch den Mittelpunkt M von ¢
geht daher in sich iiber, denn die Punkte M
und die Schnittpunkte von d mit ¢ sind
auch Punkte von d*. Zwei sich in P+ M
schneidende Geraden g und h gehen in
zwei sich in M und den Bildpunkt P* von
P schneidende Kreislinien g* und h*

iiber.

/\k —

A AN M j'
Bild 14

Ein Kreis wird in einen Kreis transfor-
miert, sofern er nicht durch den Mittel-
punkt M von ¢ geht. Schneidet der Kreis k
den Kreis ¢ reell, so geht auch k* durch
diese Schnittpunkte (vgl Bild 14).

Geht der Kreis k durch den Mittelpunkt M
des Inversionskreises ¢, so ist das Bild k*
von k eine Gerade. Diese ist identisch mit
der Polaren des auf k liegenden Gegen-
punktes 4 von M (vgl. Bild 15). Liegt 4
auBerhalb von-c, ist k* die Verbindungsge-
rade der Schnittpunkte von ¢ und k.

Bild 15 e -
//_ /y/

[/ /’// \\\

c
S T /
\\ o /

Konstruktiv besteht folgende Mdglichkeit,
die Schnittpunkte der Kreislinien k und [
allein mit dem Lineal zu ermitteln:
Ausfiihrung der durch das Punktepaar
A— M = A’ bestimmten Translation. Ent-
sprechend erhdlt man N’ aus N, O’ aus O
und B’ aus B. Strecke NA =NA4' auf
(N'A") iiber N’ hinaus abtragen. Dies gibt
den Gegenpunkt D von A’ auf k'.
Verbinden von O’ mit M. Abtragen der
Strecke OB = 0’B’ von O’ nach beiden.Sei-
ten auf (O’'M). Es ergeben sich die Punkte
R’ und 8’ als Endpunkte des durch M ge-
henden Durchmessers von /'

Inversion von k' und I’ an ¢. GemiB
Bild 15 ergibt sich fiir k” eine Gerade,
nimlich die Polare d von D ‘beziiglich ¢
und fiir /" entsprechend Bild 14 ein Kreis.
Sein durch M gehender Durchmesser. ist
festgelegt durch die Bildpunkte R” und S”
von R’ bzw. §'.

-

a-k"

Bild 16

Damit ist die Aufgabe 10 auf die Auf-
gabe 9 zuriickgefiihrt, bei weicher ein Kreis
mit einer Geraden zum Schnitt zu bringen
ist. Durch eine Translation ist O” (Halbie-
rungspunkt der Strecke R”S”) nach M zu
iberfiihren. AnschlieBend ist "’ durch
zentrische Streckung (Stauchung) mit ¢
zur Deckung zu bringen. k" =d ist den
gleichen Transformationen zu unterwer-
fen.

Die Schnittpunkte der Geraden k”” mit
der Kreislinie ¢ sind in das urspriingliche
Bild zuriickzufiihren. Man erhilt sie, ohne
daB die Kreislinien k und ! gezeichnet vor-
liegen. . .
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Mit Hilfe der hier — unter Beschrinkung
auf das Lineal — vorgefiihrten Grundkon-
struktionen lassen sich alle mit Zirkel und
Lineal losbaren Dreiecksaufgaben kon-
struktiv 16sen.

Konstruktionen, die mit dem Lineal allein
ausfilhrbar sind, wérden lineare Konstruk-
tionen oder Konstruktionen ersten Grades
genannt. Hingegen heiBen Konstruktionen,
die nur unter dem Einsatz von Zirkel und
Lineal ausfiihrbar sind, Konstruktionen
zweiten Grades. Es 1iBt sich allgemein zei-
gen, daB alle Konstruktionen zweiten Gra-
des mit dem Lineal allein ausfiihrbar sind,
wenn in der Zeichenebene eine feste Kreis-
linie mit ihrem Mittelpunkt vorgegeben ist.
Solche Konstruktionen nennt man nach
ihren Entdeckern Jean-Victor Poncelet
(1788 bis 1867) und Jakob Steiner (1796
bis 1863) Poncelet-Steinersche Konstruktio-
nen. . Schrader

Dozent Dr. sc. nat. Eberhard Schroder, geb.
1920 in Leipzig als Lehrerssohn, Schulab-
schluB 1939 mit Abitur. Nach Titigkeit als
Lehrer und in der Industriepraxis Mathe-
matikstudium an der damaligen TH Dres-
den von 1952 bis 1957. Assistent am Insti-
tut fiir Geometrie, Promotion A 1962,
Hochschuldozent 1970, Promotion B 1977,
seit 1962 vorwiegend in der Mathematik-
ausbildung von kiinftigen Diplomingenieu-
ren an der TU Dresden tétig.
Publizistische Wirksamkeit:

Lehrbuch ,Darstellende Geometrie* fiir
Lehrer (1974); Monographie ,Diirer -
Kunst und Geometrie* (1980); Monogra-
phie ,Mathematik im Reich der To6ne“
(1982); Mitarbeit an ,Kleine Enzyklopidie
Mathematik“ (1979). AuBer einer Reihe
wissenschaftlicher Publikationen in Fach-
zeitschriften erschienen von Dr. Schréder
seit 1967 mehr als 25 Aufsitze in der Schii-
lerzeitschrift alpha mit vorwiegend geomet-
rischem Inhalt. Durch geschickte Themen-
wahl und anschauliche Behandlung mathe-
matischer Probleme verstand er es, die
Schiiler zur auBerschulischen Beschifti-
gung mit Mathematik anzuregén. Bei Ma-
thematikolympiaden war er als Koordina-
tor und Mitglied der Jury eingesetzt. Zur
Zeit arbeitet Dr. Schréder an der Trans-
kription des dltesten vollstindig liberliefer-
ten deutschsprachigen Rechenbuches aus
dem Jahre 1483. — Mit der Freude an ma-
thematischen und mathematikhistorischen
Fragestellungen verkniipft sich bei
Dr. Schréder die Fihigkeit, die angeschnit-
tene Problematik leicht verstindlich darzu-
stellen und fiir die pidagogische Arbeit zu
erschlieBen. )
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Keine Scheu vor
Stochiometrie-
aufgaben!

Schiilern wie Erwachsenen bereitet die Lo-
sung von Sachaufgaben aus dem chemi-
schen Teilgebiet Stochiometrie oft Schwie-
rigkeiten. Am Losungsweg von zwei Aufga-
ben soll gezeigt werden, daB bei Beriick-
sichtigung des modemen Molkonzepts!)
groBenrichtige Uberlegungen zum ge-
wiinschten Ziel filhren. Zunichst werden
die fiir beide Aufgaben benétigten GréBen
und ihre Einheiten mit Namen und Sym-
bol vorgestellt sowie Beziehungen dieser
GrdBen zu anderen Grofen (a). Es folgen
dann mathematische Ansitze, die Grund-
lage fiir die Losung dieser Aufgaben sind

(b).

a)
GroBe?) Einheit?) Beziehungen zu
anderen Grofen
Name Symbol | Name Symbol
Stoffmenge n Mol mol m _
n=op nTcv
Molare Masse M Kilogramm kg mol~! =
(Molmasse) je Mol ! n
Stoffmengen- e Mol je mol-m™3 n W
konzentration Kubikmeter (mol-171) =T TM
(Molaritit) (Molje Liter) o, Dichte der L&-
sung
Dichte _ o Kilogramm kg-m™3 _m
(griech. Buchstabe je (g-cm™) =7
»Rho* g) Kubikmeter
Stéchiometriezahl v Stochiometriezahlen sind die stochiometrischen Fak-
(griech. Buchstabe toren innerhalb von Reaktionsgleichungen bzw. Atom-
SNy« ) zahlen innerhalb von Substanzformeln. Sie geben
. keine Stoffmengen an, sind aber der Stoffmenge je-
weils proportional (Einheit-Name: Eins, Einheit-Sym-
bol: 1).
Masseanteil (-gehalt, | w Der Masseanteil wy des Stoffes B in einer Mischung ist
-bruch, der Quotient aus der Masse des Stoffes B und der
Masseprozent) Summe der Massen aller Komponenten der Mischung
(Einheit-Name: Eins oder Prozent, Einheit-Symbol: 1
. m
oder %, Beziehung zu anderen GroBen: wy = Z:‘ ).
Masseanteil - 100 = Masseprozent.

b) — Das Verhiltnis der Stochiometriezah-
len 148t sich als Verhiltnis von Stoffmen-
gen auffassen. Zum Beispiel gilt fiir ein ter-
nires Systemn der Stoffe A, B und C:

VaiVgiVC=Nainginc.
— Wird eine Losung verdiinnt, so wird ihr
lediglich Losungsmittel zugesetzt. Hierbei
bleibt die Stoffmenge n bzw. die Masse m
an Geldstem konstant. Daher gilt (Index 1
bedeutet vor dem Verdiinnen, Index 2
nach dem Verdiinnen): n,=n, bzw.
m; = m,.
- Ist die Zusammensetzung der Losung L
durch den Massenanteil w an Geldstemn ge-
kennzeichnet, gilt:

Witmp =Wy, .
Entwickelt aus:

m . n,
m;=m,und w, = sowie wy = .
mpy my;

wobei m Masse des Gelbsten bedeutet und

m; Masse der Losung.

— Ist die Zusammensetzung der Losung L
durch die Stoffmengenkonzentration ¢ an
Gelostem gekennzeichnet, gilt:

CI"v1=C V. n

Entwickelt aus: n, = n,und ¢, = o
1

. n
sowie ¢; = — .,
(%]
Die beiden stdchiometrischen Beispiele,
die jetzt in Teilschritten durchgerechnet
werden, befassen sich inhaltlich mit einfa-
chen chemischen Reaktionen und Verdiinnen
von Lésungen.

Aufgabe

Ala Es sollen 20t Ammoniumnitrat
(Diingemittel, Sprengstoff) hergestelit wer-
den. Berechnen Sie, wieviel Kilogramm
Ammoniak und Sauerstoff hierzu ver-
braucht werden, wenn von folgender Reak-
tionsgleichung ausgegangen wird

2NH, + 20, — NH,NO, + H,0.



Gegeben: 20t Endprodukt NH,NO,
Gesucht: Massen der Ausgangsprodukte
Ammoniak und Sauerstoff

Lésungsweg: Zuerst wird ein Stoffrnengen-
Stochiometriezahlen-Verhiltnis der gege-
benen und gesuchten Stoffe entsprechend
der Reaktionsgleichung aufgestellt. Dann
wird eine Beziehung zwischen der gesuch-
ten GroBe mit der entsprechenden Stoff-
mengengroBe (aus dem Stoffmengen-Sts-
chiometriezahlen-Verhiltnis) formuliert.
Diese beiden GroBengleichungen kombi-
niert und nach der gesuchten GréBe aufge-
18st, ergeben die Endgleichung fiir die Aus-
rechnung.

Berechnung der benétigten Masse an Am-
moniak:

1. Teilschritt: Aufstellen eines Stoffmen-
gen-Stochiometriezahlen-Verhéltnisses.
.(siehe Zusammenstellung b))

nny,  vNH,

Mnuno, YNHNNO;
daraus folgt

ANy, = 2hNg,No,

-2
1’

ey

2. Teilschritt: Herstellen einer Beziehung
zwischen gesuchter GroBe myy, und der ihr

entsprechenden  StoffmengengréBe nyy,
(sieche Zusammenstellung a)):
Myu, = ANH,° MNH, (2)

3. Teilschritt: Kombinieren der beiden Teil-
gleichungen (1) und (2) zu einer Glei-
chung, die nach der gesuchten GroBe myy,
aufzul6sen ist:

Myy, = 2nNp,No, - Myn, 3

4. Teilschritt: Die in Gleichung (3) nichtge-
gebene StoffmengengréBe nyy,no, 14Bt sich
berechnen nach Einfuihrung des Quotien-
ten

MNHNoO. .
——*+ 3 (siehe Zusammenstellung a)),
Myn,no,

da der Zahlenwert fiir myygno, im Aufga-
bentext gegeben ist. Aus Gleichung (3)
wird dann

Myu,

Myuno,

My, = 2Myy,No, 4
5. Teilschritt: Einsetzen der Zahlenwerte
und Einheiten fir jedes GroBensymbol.
Hierbei darauf achten, daB nur sich ent-
sprechende Einheiten verwendet werden
(in dieser Aufgabe Umrechnung der Ein-
heit Tonne in Kilogramm). Rechnerische
Losung der GroBengleichung (4):

0,017 kg mol™!
ey = 220000 5605 K8 g mol
myy, = 8 500 kg NH;

Analog erfolgt die Berechnung der benétig-
ten Masse an SauerstofT:

Myy,No.
mo, = _2"NH4N03 - Mo, NNHNOy = W‘NO]
q 3
M,
mo, = 2mNH‘NO, . M_NH;_O
4! 3
.. 0,032 kg mol~!
mo, = 220000 0,080 kg ke mol!

mo, = 16 000 kg Sauerstoff.

Ergebnis: Fiir die Herstellung von 20t Am-
moniumnitrat werden 8 500 kg Ammoniak
und 16000 kg Sauerstoff verbraucht.

Aufgabe

A2a Es werden 101 Salzsdure der Stoff-
mengenkonzentration 1 mol-17! benotigt.
Wieviel cm?® Salzsiure

(WHCl =36 %, Ouc = 1,184 gcm_l) sind
hierzu abzumessen und dann mit Wasser
auf 101 aufzufiillen?

- Gegeben: v, =101, g=1mol-17},
w, =36%, g =1,184g-cm™3
Gesucht: v,

Lésungsweg: Bei dieser Aufgabe mufB von
der grundlegenden Uberlegung ausgegan-
gen werden, daB bei der Verdiinnung einer
Losung die Stoffmenge bzw. die Masse an
Gelostem konstant bleibt. Entsprechend
der Forderung im Aufgabentext nach Her-
stellung einer Losung bestimmter Stoff-
mengenkonzentration kann von dem ma-
thematischen Ansatz c,- v, = ¢, v, ausge-
gangen werden. Diese GroBengleichung
wird nach der gesuchten GréBe aufgelost.
Befindet sich in der GréBengleichung eine
nichtgegebene GroBe, so mull eine Bezie-
hung gesucht werden, die diese Gr6Be mit
weiteren im Aufgabentext enthaltenen
GroBen verbindet. Eine derartige Bezie-
hung erlaubt, die nichtgegebene GroBe in
der GroBengleichung zu substituieren.
Eine Losung der Gleichung ist jetzt mog-
lich.
1. Teilschritt: Formulierung des mathemati-
schen Ansatzes
QU= 60,

und Auflésung der Gleichung nach der ge-
suchten GréBe v;:
C2' Uy
w=— e
2. Teilschrint: Fiir die Substitution der
nichtgegebenen GroBe ¢ wird die Bezie-
W1 Q1

M, 2)
geniitzt, die sie mit den im Aufgabentext
gegebenen GréBen wy und g, verbindet.
3. Teilschritt: Einfuhrung des Quotienten
der Gleichung (2) in die Gleichung (1). Es
ergibt S:,Ch_ Gy M, ;
1 s 3)
4. Teilschritt: Einsetzen der Zahlenwerte
und Einheiten fiir jedes GréBensymbol. Im
Hinblick auf die Forderung nur sich ent-
sprechende Einheiten zu benutzen, ist fur
die Dichte g, die Einheit kg 17! zu wihlen.

hung ¢, =

Rechnerische Losung der GréBenglei-
chung (3)

o = 1-10-0,0365 mol-1-kg-1

! 0,36-1,184 1-1-mol-kg
v,=0,85631

v, = 856,3 cm?

Ergebnis: Um 101 Salzsdure mit der Stoff-
mengenkonzentration 1 mol-1-! herzustel-
len, miissen 856,3 cm® 36%ige Salzsiure
(ouci=1,184 g- cm™%) mit Wasser auf dieses
Volumen aufgefiillt werden.

Die Durchrechnung der beiden Beispiele
diirfte gezeigt haben, daB es bei der Viel-
falt der stochiometrischen Aufgaben
schwierig ist, einen alle Moglichkeiten be-
riicksichtigenden und in alle Einzelheiten
gehenden Losungsalgorithmus aufzustel-
len. Einige allgemeine Hinweise seien je-
doch zum SchluBl zusammengefaBt:

Eine Aufgabe
mitgeteilt von Prof. Dr.
Adolf P.

Juschkewitsch

Institut fiir Geschichte
der Wissenschaften der UdSSR

A2459a Aus einem Miinchner Rechen-
buch aus der Mitte des 15. Jh., herausgege-
ben von Kurt Vogel, Miinchen, 1954:

Ein Bauer starb und hinterlieB seinen
3 S6hnen 9 Fisser mit einem Inhalt von 1
bis 9 Umen Wein (altes Regensburger
MaB) mit dem Wunsch, den Wein sowie
die Fisser derart aufzuteilen, daB jeder
gleich viel Fésser und gleich viel Wein er-
halt.

Wieviel Méglichkeiten (verschiedene) gibt
es, um den Wunsch zu erfiillen?

Hinweis: Benutze die magischen Quadrate
mit 9.Feldern!

Kurzbiografie

von Prof. Dr. A, P. Juschkewitsch

Geboren 1906 in Odessa — 1929 Studium
der Mathematik an der Moskauer Universi-
tit beendet — 1940 Dr. der Mathema-
tik — ab 1940 ordtl. Prof. an der Techni-
schen Hochschule Nikolai Baumann - ab
1941 Leiter des Lehrstuhls dieser TH — ab
1945 Mitarbeiter am Institut fir Ge-
schichte der Wissenschaften an der Akade-
mie der Wissenschaften der UISSR - seit
1958 Mitglied der Leopoldina, Halle — seit
1960 Mitglied der Internationalen Akade-
mie der Geschichte der Wissenschaften,
Paris — 1983 Preis der Akademie der Wis-
senschaften Frankreichs.

1. Wenn erforderlich, chemische Glei-
chung bzw. Formel aufstellen.

2. Gegebene und gesuchte GroBen der
Stoffe ermitteln.

3. Von der gesuchten GroBe die Defini-
tionsgleichung ermitteln.

4. Fiir nicht gegebene GroBen, die zur Be-
rechnung erforderlich sind, Gleichungen
suchen, in denen diese Gr68en mit gegebe-
nen GroBen verbunden sind.

5. Gleichungen nach 3. und 4. zu einer
Gleichung kombinieren, die nach der ge-
suchten Gr6Be aufzuldsen ist.

6. Fiir jedes Groflensymbol Zahlenwert
und Einheit einsetzen.

Hierbei darauf achten, daB sich die Einhei-
ten entsprechen.

7. Die gesuchte GroBe berechnen.

V. Winzer

) G.Rébisch ,Elementare Stéchiometrie
groBenrichtig und SI-gerecht“
»2Anorganikum*

Beide Titel: VEB Deutscher Verlag

der Wissenschaften, Berlin, 1983
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Daten unserer Schulgeschichte

Gleiches Recht auf Bildung

fiir alle Kinder des Volkes

Die katastrophale Lage des deutschen
Schulwesens nach der Zerschlagung des
Faschismus resultierte aus dem jahrzehnte-
langen MiBbrauch der Schule als Mittel
der Verherrlichung von Militarismus,
Chauvinismus und Antikommunismus.
,Wo sollen bei dieser Jugend nach solchen
Erlebnissen neue Ideale herkommen?“
Diese Frage stellte Otto Grotewohl auf
dem 1. Parlament der FDJ am 8. Juni 1946.
Seine Antwort war trotz allem optimistisch.
,Die andere Welt steht noch vor euch. Thr
miiBt sie erst selbst schaffen, selbst gestal-
ten und ihr selbst einen richtigen Inhalt ge-
ben.“ Es war auBerordentlich wichtig, ne-
ben der Schaffung neuer Produktions- und
Eigentumsverhiltnissen vor allem neue
Menschen im Geiste der Demokratie, der
Voélkerfreundschaft und des Friedens her-
- anzubilden.

Kampf um die Schulreform

Auf dieser Grundlage wurde, als eine MaB-
nahme der antifaschistisch-demokrati-
schen Schulreform, die Ausarbeitung des
Gesetzes zur Demokratisierung der deut-
schen Schule in Angriff genommen.

Am 29. September 1945 fand die erste Sit-
zung der Kommission statt, die bis zum
Februar 1946 eine Denkschrift iiber eine

Bild 1

antifaschistisch-demokratische Einheitsschule
verfassen sollte. Der von der Zentralverwal-
tung vorgelegte Entwurf wurde durch Ver-
treter aller Provinzen und Linder beraten,
geindert, erginzt und als gemeinsamer Ge-
setzentwurf den Blockparteien zur Stel-
lungnahme vorgelegt. Bei der endgiiltigen
Fassung hatte man auch Gedanken fort-
schrittlicher biirgerlicher PAdagogen beach-
tet.

AuBerdem gingen seit 1945 Vorschlige
und Anregungen interessierter Biirger ein.
Vor allem die Hinweise von Mitgliederr
der KPD und SPD; des FDGB und anderer
fortschrittlicher Krifte, die eine Grund-
schule anstrebten, die sich iiber die ge-
samte Zeit des obligatorisch allgemeinbil-
denden Unterrichts erstrecken sollte, fan-
den Beachtung. Mit reaktioniren und
revisionistischen Ansichten, die zum Bei-
spiel den Bildungsdualismus und Bildungs-
privilegien beibehalten wollten, setzte man
sich konsequent auseinander.

Mitte Mai war die Arbeit am Gesetzent-
wurf abgeschlossen, und nach Zustimmung
der SMAD (Sowjetische Militdradminjstra-
tion Deutschlands) wurde das Gesetz, das
zum erstenmal in der Geschichte des deut-
schen Schulwesens gleiches Recht auf Bil-
dung fiir alle garantierte, am 22. Mai in der
Provinz Sachsen, am 23.Mai im Land

Mecklenburg, am 31. Mai in der Provinz
Mark Brandenburg und im Land Sachsen
und am 2.Juni 1946 im Land Thiiringen
angenommen. Zehn Tage spiter, am
12. Juni 1946, trat das Gesetz in Kraft und
war damit im Gebiet der Sowjetischen Be-
satzungszone giiltig. Aus diesem AnlaB
werden heute am 12. Juni in der DDR alle
Lehrer und Erzieher gewiirdigt.

Die antifaschistisch-demokratische Schul-
reform stellt in unserer Geschichte ein
Stiick hirtesten Klassenkampfes dar. In
Berlin behinderten die westlichen Besat-
zungsmichte, unterstiitzt von reaktioniren
und revisionistischen Kriften, die antifa-
schistisch-demokratische Schulreform, und
erst 1948 konnte ein Zhnliches Gesetz ver-
abschiedet werden. Doch sie verhinderten
nicht, daB mit der Inkrafisetzung des Ge-
setzes in der Sowjetischen Besatzungszone
endgiiltig mit allen reaktioniren Gedanken
und Ideen gebrochen wurde und daB die
Schule nun die Jugendlichen zu selbstin-
dig denkenden und bewult handelnden
Menschen erzog, die fiir das freundschaftli-
che Zusammenleben mit allen Volkern
eintraten.

Die neue Schule

Jedem Kind wurde von nun an zugesichert,
daB es unabhingig von Besitz, Glauben
oder Abstammung nur entsprechend sei-
nen Fihigkeiten ausgebildet wurde (§1).
Der § 2 sicherte die Weltlichkeit der Schule
und propagierte die demokratische Ein-
heitsschule. Ihr Aufbau und ihre Gliede-
rung wurden im § 3 fixiert: In der nichtob-
ligatorischen Vorstufe (Kindergarten) wur-
den die Kinder bis zur Schulreife gefiibrt.
Die obligatorische Grundstufe (Grund-
schule) umfaBte acht Klassen, in denen die

Bild 3

Die Liquidierung
der einklassigen Landschulen

. . Bild 2 Brandenburg

gr:;ziSSQSchulgebaude im Herbst 1945 Ausrﬁstung der Schulen mit Inventar 1945/46 -. 55.1%

im Herbst 1945 5
L 1 59,0% Brandenburg 1946/47 - 18,0%
222 284% —] | 26,8% 1947/48 [ L0
. 19% PII0A  S.5% 1948749 T_ 13,7%
L 4,7% [mive= 20,7%

: Mecklenburg
Sachsen 194574 I 603%
— ] 68,2% Sachsen 1946/47 28,5%
A - 20% [ 39.9% 1947/43 A 28,0%
A 4,0% 2777272227727 54,6% 194849 R 19,4%
| W 6,8% 5,5%
insgesamt
Sachsen-Anhalt 1945/46 B 000 383%
[ __|83,4% Sachsen-Anhalt 1946/47 L 18,5%
wow C_—— 1 08% 104748 R 17,5%
g 34% zzzzzzzzzZa 463% 1948/49 pER 13.1%
L- 22% [BE 12,9%
Die Prozentzahl gibt den Anteil

| W unbeschidigt =2 schwer besch. =3 vorhanden nicht der einklassigen Schulen an

leicht beschidigt NI zerstort
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der Gesamtzahl der Grundschulen an.



Fiacher Deutsch, Geschichte, Heimat-
kunde, Geographie, Biologie, Physik, Che-
mie, Mathematik, Kunst- und Werkunter-
richt, Musik, Leibesiibungen und ab
Klasse 5 Fremdsprachenunterricht erteilt
wurden. AuBerdem hatten alle Schiiler ab
Klasse 7 die Moglichkeit, zusitzliche
Kurse fiir eine zweite Fremdsprache und
naturwissenschaftliche Disziplinen zu be-
legen.
Um die Unterschiede in der Ausbildung
zwischen Land- und Stadtschulen beseiti-
gen zu koénnen, wurden fiir Landkinder
nichtvollstufige Schulen ausgebaut und In-
ternatsschulen sowie Schulheime einge-
richtet. Nach Absolvierung der Grund-
schule hatten die Jugendlichen die Mog-
lichkeit, sich systematisch in der Oberstufe
weiterzubilden. Dafiir gab es Berufs-,
Fach- und Oberschulen, die nach dem Er-
werb des Abiturs die Aufnahme eines Stu-
diums ermoglicht.
Der §4 enthielt die Forderung nach Wis-
senschaftlichkeit und Systematik des Un-
terrichts. Durch die im §5 zugesicherte
Schulgeldfreiheit sowie Gewihrung von
Stipendien und Beihilfen erméglichte das
Gesetz auch Kindern minderbemittelter
Eltern den Hochschulbesuch. Auch der § 6
verdeutlichte den demokratischen Charak-
ter des Schulgesetzes. Alle Parteien und
Organisationen wurden zur Unterstiitzung
herangezogen. AuBlerdem wurden Eltern-
ausschiisse gebildet, die den Schulleitun-
gen beratend zur Seite stehen sollten.
SchlieBlich ordnete der §7 die Neurege-
lung der Lehrerausbildung an.
Es war Wirklichkeit geworden! Die Jugend
hatte wieder ein Ideal: ,Ein neues Ideal
einer neuen Zeit, ein Ideal, das so viel
Kraft entwickelt...“ Sie war fiir die schwe-
ren Aufgaben ihres téglichen Lebens ge-
wappnet und konnte nun ,,... so vorwiérts
stirmen, wie es die Jugend nun einmal tun
muB.“
Heute wissen wir, daB die antifaschistisch-
demokratische Schulreform auf dem Bo-
den der DDR die bis dahin bedeutendste
revolutiondre Umgestaltung in der deut-
schen Schulgeschichte war. Mit ihr wurde
die innere Umformung einer ganzen Gene-
ration in Angriff genommen und garan-
tiert, daB in unseren Schulen die Erzie-
hung zum Frieden und zur Volkerverstin-
digung oberstes Prinzip war und ist.
Claudia Friedrich

JUNI

'o ‘Dienstag
l‘ Mirtwoch

(2 des Lehrers
13 .. |

Am 12.Juni 1946 wurde das Gesetz zur
Demokratisierung der deutschen Schule
auf dem gesamten Gebiet der spiteren
DDR wirksam

Ausgewdhlte Aufgaben aus
Rechenbuch (Teil 1)

Volk und Wissen Verlagsgesellschaft M. B. H.

Berlin/Leipzig - 1945

ala Ein Kaufmann konnte eine Ware,
die ihn 143 RM gekostet hatte, mit 213 RM
verkaufen; wie gro8 war sein Verdienst?

A2A Eine StraBe von 740 Meter (m)
Linge soll gepflastert werden; es wird zu-
gleich an finf Stellen begonnen, und die
fiinf Gruppen bringen an einem Tag fertig
47, 35, 51, 46, 53 m, am nichsten Tag ist
die Gesamtleistung 37 m groBer. Wieviel m
sind dann noch zu pﬂastem?

Ala Ein Mann raucht an einem Tag
4 Zigarren. Wieviel sind das: a) in einer
Woche; b) in einem Jahr, ¢) wihrend
30 Jahren?

ad4a Eine Firma beschiftigt 7 Ange-
stellte, einer erhielt im Monat 90 RM, zwei
140 RM, ciner 150 RM, zwei 180 RM und
der letzte, der Geschiftsleiter, 425 RM.
Wieviel Gehalt hatte die Firma im Monat
zu bezahlen?

A5a Fine 1.Klasse hat 48 Schiiler; der
12. Teil ist vom Turnen befreit, wieviel
sind das?

A6A Wieviel verdient ein Arbeiter an
einem Tag, wenn er an jedem Sonnabend
42 RM ausgezahlt bekommt?

A7a Ein Landmann braucht, um ein
Feld mit Roggen zu besden, 159 kg. Er ern-
tet 2253 kg; wievielfiltig war die Ernte?

A8a Auf einem Grundstiick sind durch
das Haus 78 qm bebaut, der Hof ist 1a
13 qm groB, der Garten hat 4 a 81 qm. Wie
groB ist das ganze Grundstiick?

A9a Ein Kaufmann versendet drei Kisten
mit Waren. Die gesamte Ware wog 2dz,
die gepackten Kisten wogen einzeln
1,43 dz und 1,28 dz und 84 kg. Wieviel be-
trug zusammen in den drei Fillen die Ver-
packung (Tara)?

Al0a Fiir 1 km Fahrt in einem Personen-
oder Eilzug bezahlt man in der dritten
Klasse 4 Rpf, in der zweiten 5,8 Rpf und in
der ersten 8,7 Rpf. Welches sind die Fahr-
preise in den verschiedenen drei Klassen
fiir die Linien: Berlin — Magdeburg 142 km;
Berlin — Brandenburg 62 km?

Alla In einem Wintermonat brennen in
einem Dorfortshaus am Abend und in der

Nacht 8 Lampen, und zwar 6% Std. lang.

Wieviel Petroleum haben im Monat alle
zusammen verbraucht, und wieviel kostet
das Petroleum? (Eine Lampe verbraucht in

10 Std. ll Petroleum; 11 kostet 29 Rpf.)

2
Aus der Bibliothek
von Neulehrer J. Lehmann,
jetzt Chefredakteur
der Schiilerzeitschrift alpha

Tégliche Lebensmittelration fir Kinder
unter 15 Jahren in der sowjetischen
Besatzungszone (Ende Dezember 1945)

Kartoffeln 300 g Nihrmittel 10 g

Brot 200 g

=Y
—_a

Fleisch 15g

Fett 10 g Zucker25g
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Chancen fiir Denkfaule?

und

- Taschenrechner ——— Mathematik

oder

,,Einé Zwei in Mathe ist mir automatisch
sicher, denn wir bekommen ja bald den Ta-
schenrechner SR 1, der kann fiir mich
rechnen®, horte ich unlidngst im Bus einen
Jungen prahlen. Dessen Freund konterte
jedoch sehr selbstbewuBt: ,Mein Matheleh-
rer wird sich noch wundern. Mein Vater
hat sich aus Moskau einen programmierba-
ren Taschenrechner OnekTpoHrkxa b 3-34
mitgebracht. Da wird es nun Einsen ha-
geln, ohne daB ich mich sehr anstrengen
muB.“

Nun, ein Taschenrechner ist zweifellos ein
sehr niitzliches Hilfsmittel fiir die verschie-
densten Zwecke und kann dem Benutzer
die Rechenarbeit sehr erleichtern. Blind
vertrauen sollte man einem Taschenrech-
ner aber nicht! Eingabefehler (Driicken
einer falschen Ziffern- oder Operationsta-
ste) konnen z. B. vorkpmmen, ihr erkennt
sie hiufig durch eine Uberschlagsrech-
nung. Deshalb steht auch ganz zu Anfang
in der Bedienungsanleitung des neuen
Schulrechners SR 1: ,Man muB seinen Ta-
schenrechner, seine Vorziige und Grenzen
genau kennen. Nicht alle Taschenrechner
arbeiten vollig gleich. Es ist zweckmiBig,
die Bedienungsanleitung genau zu lesen,
die Beispiele nachzurechnen und dhnliche
Aufgaben selbstindig zu 16sen. Wie jeder
andere Taschenrechner fuhrt auch der
Schulrechner SR 1 nur die Befehle aus, die
man ihm eingibt — und zwar in einer spezi-
fischen, durch seine Konstruktion festge-
legten Art und Weise. Vertippen von Zah-
len, Operationsbefehlen oder Funktionsta-
sten bzw. Nichtbeachten der eingebauten
Automatiken fiihrt zu falschen Resultaten.
Deshalb sind Kontrollen sehr wichtig.“ Um
Programme fiir programmierbare Rechner
schreiben zu kénnen, muB3 man die zu 16-
senden Aufgaben gut durchdenken und
analysieren, dazu sind gute Mathematik-
kenntnisse unbedingt notwendig. Auf
einige Tiicken beim Umgang mit Taschen-
rechnern wollen wir hier hinweisen.

1. Rechengenauigkeit

Wir betrachten zuerst einige einfache
Rechnungen, die wir mit dem Taschen-
rechner ,konkret 600“ (Bild 1) und dem
“Schulrechner SR 1 (Bild 2) vom VEB Mi-
kroelektronik Miihlhausen durchfiihrten.
Die exakten Ergebnisse dieser Aufgaben
erhilt man durch schriftliches Ausrechnen
oder aus mathematischen Grundbeziehun-
gen. Ihr kénnt diese und dhnliche Aufga-
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ben auch mit Hilfe anderer Rechnertypen

10sen und die erhaltenen Resultate mit un-
seren Ergebnissen vergleichen.

Die Aufgabe H ist mit dem ,konkret 600“
eigentlich nicht 16sbar. Es wurde statt des-
sen 10-10¥!123568 perechnet. Die Argu-
mente bei den Aufgaben I und J sollen als
WinkelmaB mit normaler Gradeinteilung
verstanden werden, der SR 1 ist dazu auf
DEG einzustellen.

Bild 1

3 po 2
m oo,
L0 aoL tar: X~

=
¥ SHL MO

ARIFN. mo-m
By h x|

» { Iin i
|mam -
mam o

Bild 2

Das folgende Beispiel K, mit dem SR 1 ge-
rechnet, zeigt euch, daB die Genauigkeit
des Resultates auch davon abhingen kann,
wie ihr die Rechnung organisiert. Offenbar
ist

1 16
((98 765 432) “) = 98765432

(T )))

Die linksstehende Aufgabe realisieren wir
durch die Tastenfolge

B[ el (B [ e] )
CIE T o) (16T ) )

und erhalten das Ergebnis 98 763700.
In dem rechtsstehenden Losungsweg ist die
Tastenfolge

HEEEEREE PR

einzugeben, als Ergebnis wird 98765428
angezeigt.

In jedem Rechner sind nur endlich viele
Dezimalzahlen (und intern nur endlich
viele Dualzahlen) darsteldbar, die Anzahl
dieser Zahlen hdngt vom jeweiligen Rech-
nermodell ab. Dezimalzahlen kdnnen in
der Regel sowohl mit Dezimalkomma
(hdufig verwendet man dafiir einen Dezi-
malpunkt) in der Festkommaschreibweise
als auch in der Exponentialschreibweise
(Gleitkommadarstellung) im Rechner dar-
gestellt werden. Beim ,konkret 600 sind
eine 7stellige Mantisse mit Komma, ein
zweistelliger Exponent und Vorzeichenstel-
len fir Mantisse und Exponent vorgese-
hen. Der Schulrechner SR 1 kann Dezimal-
zahlen mit 8 Ziffern und Vorzeichen
darstellen. In der Exponentialschreibweise
werden eine Sstellige Mantisse, ein 2stelli-
ger Exponent und Vorzeichen fiir Mantisse
und Exponent angezeigt. So bedeutet die
Anzeige —2.0462—12 die Dezimalzahl
—2,0462-10"2 und 1.8 01 die Zahl 1.8 - 10!
(= 18), die Eingabe kann durch die Tasten-
folgen

2 5 o] (4] 8 ) [ feen] e ]

bzw.

[ G ] Fex] ]

erfolgen. Es muB an dieser Stelle ver-
merkt werden, daB in der Exponentialdar-
stellung die Mantisse zwar nur mit 5 Stel-
len angezeigt wird, fir die weitere Rech-
nung stehen aber mehr Stellen im SR 1 zur
Verfuigung. [hr erkennt das etwa, wenn ihr
im Beispiel D das Resultat durch 10 divi-
diert, dann wird als Ergebnis 24000656
mit 8 giiltigen Stellen ausgegeben.

Die endlich vielen Maschinenzahlen sind in
der Menge der reellen Zahlen mit unter
schiedlichen Abstinden verteilt. Es kann
nun passieren, daB bereits das Resultat
solch einfacher Operationen wie Addition,
Subtraktion, Multiplikation und. Division




Aufgabe Ergebnisanzeige Ergebnis- - exaktes
konkret 600 anzeige SR 1 Ergebnis

A 294 707280 707281. 707281
B 71% 1.804228-10° 1.8042-10° 1804228351
C 2000001-99 1.980001-10°8 1.9800-10% 198 000 099
D 3000082-80 2.400065- 10" 2.4000-10% 240006 560
E 10+ 1077 10. 10. 10.0000001
F W 1234566 1234 567. 1234567
G glnass 465.9999 465.99998 466
H 101812345678 12345 680 12345675. 12345678
I arcsin (sin 80) 80.00001 80.000 002 80
J arctan (tan1) 9.999459-107! 1. 1
Tabelle 1

keine Maschinenzahl ist, obwohl beide an
der Operation beteiligten GréB8en Maschi-
nenzahlen sind (vergleiche Beispiele B, C,
D). In solchen Fillen zeigt der Taschen-
rechner einen Wert an, der niherungsweise
mit dem exakten Ergebnis {ibereinstimmt,
oder er zeigt eine Uberschreitung des fiir
ihn erlaubten Zahlenbereiches an. Nihe-
rungswerte werden in den Rechnern meist
nach den euch bekannten Regeln fiir das
Runden von Zahlen gebildet, es kann aber
auch vorkommen, daB bei der Anzeige ein-
fach Ziffern abgeschnitten werden und un-
beriicksichtigt bleiben. Unser Beispiel D
zeigt, daB der ,konkret 600“ und der SR 1
bei der Anzeige nicht runden. Das Bei-
spiel E veranlaBt euch sicher nachzuden-
ken, was bei Addition und Subtraktion von
Zahlen unterschiedlicher GréBenordnung
passieren kann.

Anstelle der Operationen +, —, -, : werden
im Rechner Ersatzoperationen @, ©, ©, ©
ausgefiihrt. Fiir diese Operationen gelten
Assoziativ- und Distributivgesetze nicht,
und es konnen wie bei Aufgabe E Fille
auftreten, bei denen etwa x @ y = x ist, ob-
wohl y von Null verschieden ist. Uberlegt
euch dazu weitere Beispiele!

Andere Fehler treten bei der Benutzung
von Taschenrechnern auf, die mit Tasten
fir Funktionen wie sin, cos, tan, arcsin,
arccos, arctan, e*, x*, Ig oder In ausgestattet
sind. Die Werte dieser Funktionen werden
im Rechner mit Hilfe von Niherungsfor-
meln berechnet. In der Bedienungsanlei-
tung des SR1 ist deshalb auch auf die Ge-
nauigkeit der Funktionswerte hingewiesen.
Die groBten Fehler sind zu erwarten, wenn
die Funktion y* aufgerufen wird.
(Vergleiche Beispiele G, H, I, J, K.)

2. Die harmonische Reihe

Im ersten Teil habt ihr gesehen, daB man
schon bei recht einfachen Aufgaben mit
einem Taschenrechner Fehler begehen
kann. Fiir den praktischen Gebrauch sind

die auftretenden Ungenauigkeiten nicht
problematisch, sofern nur eine geringe
Zahl von Berechnungen durchgefiihrt wird.
Jedoch wollen wir jetzt an einem Beispiel
demonstrieren, dal man zu unsinnigen
Aussagen gelangen kann, wenn man den
Taschenrechner formal benutzt und das
mathematische Problem nicht vorher
griindlich durchdenkt.
Wir stellen uns die Aufgabe, die Summe
der Kehrwerte aller natiirlichen Zahlen zu
ermitteln. Die Mathematiker sprechen
dann von einer sogenannten unendlichen
Reihe, in unserer Aufgabe ist es die harmo-
nische Reihe. 1hr kénnt euch das Wesen der
harmonischen Reihe etwa so klar machen:
Betrachtet die Zahlen

a =1, a,=1+%, a;=1+—;—+-§-,...,
a,=1+ L + ...+ 1 + L !

e Fte o !
Esista; <ay<...<@g,<....
L.Euler (1707 bis 1783)

soll z. B.

Bild 3

ay000 = 7,48..., ay000000 = 14,39... berechnet
haben.

Wir fragen nun, ob die Zahlen a, fir sehr
grofe natiirliche Zahlen n auch sehr grof
sind, oder ob es eine Zahl b gibt, so dalB
immer e, < b gilt. Durch eine geschickte
Zusammenfassung gewisser Summanden
kann man zeigen, daB das erste der Fall ist.
Die ‘Mathematiker nennen eine derartige
unendliche Reihe divergent.

1

1
Es ist ndmlich R + =37
1 1 1 s s
+ o >n o7 Daher lassen sich im-

mer aufeinanderfolgende Reihenglieder so
zusammenfassen, daB ihre Summe groBer

als% ist. So erhalten wir

Also ist ap> k-%

Zahl k. Folglich gibi es beliebig groBe Zah-
len a,.

Berechnet man die Zahlen g, auf einem
Taschenrechner, so verindern sie sich von
einem gewissen Index n ab nicht mehr.
Wir haben diese Zahlen mit einem Com-
puter KRS 4200 und mit dem Tischrechner
K 1002 (siehe Bild 3) ermittelt. Die Re-
chenanlage KRS 4200 liefert uns nach
43 Minuten fiir b den Wert 14,0174, Mit
Hilfe des Tischrechners K 1002 ergab sich
b = 26. Hierzu muften wir uns aber schon
eines Tricks bedienen, denn der Tischrech-
ner hiitte sonst mehr als 100 Jahre bené-
tigt, um dieses Resultat gemifl der Vor-

fur jede natiirliche

schrift a,,, =a, + zu erhalten.

1
n+1
Das Experimentieren mit dem Rechner
konnte uns also zu dem TrugschiuB verlei-
ten, daB die harmonische Reihe einen end-
lichen Wert (= 26) besitzt.
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Aufgabe:

Begriinde das Auftreten dieser Erschei-
nung! Stelle dir einen Rechner vor, der nur
Zahlen mit zweistelliger Mantisse und
zweistelligem Exponenten darstellen und
verarbeiten kann! Wie sehen bei diesem
fiktiven Rechner die Zahlen a, aus?

3. Berechnung der Zahl 2w

Wir zeigen euch nun, daB auch das Umge-
kehrte eintreten kann:
Bei einem Verfahren zur Berechnung der
Zahl 27 liefert der Rechner als Ergebnis
entweder Null oder keinen endlichen Wert.
Dazu betrachten wir folgendes Problem.
Der Umfang U eines Kreises vom Radius 1
ist bekanntlich U =2m. Der Umfang soll
niherungsweise durch den Umfang einbe-
schriebener regelmiBiger n-Ecke ermittelt
werden. Ist n sehr groB, so kann man auf
diesem Wege eine sehr gute Niherung fiir
die Zahl 27 erwarten. Ubrigens ist diese
Methode zur Ermittlung des Umfangs
eines Kreises vom Radius 1 sehr alt. Archi-
medes (287 bis 212v. u. Z.) schitzte fir
n =96 ab:

20 20
6? <2n< 6% s
d.h. 6.28169<2m<6.28572.
Wir wollen mit dem Rechner die Umfinge
von n-Ecken, bei denen n = 2" (allgemei-
ner n=k-2™ mit natiirlichen Zahlen k
und m) ist, berechnen. Welcher Zusam-
menhang besteht zwischen den Seitenlin-
gen s, und s,, des einbeschriebenen regel-
miBigen n-Ecks und des 2n-Ecks?

A
3
D

4.

Bild 4

oY

In Bild 4 ist s,=24B, s;,=AC und
5,,=2DE. Ihr erkennt, daB die Drei-
ecke ODE und ABC ahnlich sind. Folglich
ist AC:0D=BC:DE und daher
s2, =2BC. ¢y
Weil das Dreieck OBA rechtwinklig ist, gilt
OB?+ 4B? =12
2

Hieraus folgt (1-BC)?=1- (%) und

5
1-—2

schlieBlich BC =1 — R

Einsetzen in (1) liefert die Beziehung

Der jeweils ermittelte Wert fiir s, wird hier
benutzt, um die Seite s,, des interessieren-
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Ecken " Umfang
KRS 4200 konkret 600 K 1002 SR1
4 5.65685 5.656854 5.656854249 5.6568542
8 6.12293 6.122935 6.122934918 6.1229349
16 6.24289 6.242891 6.242890305 6.2428904
32 6.27308 6.273101 6.273096982 6.2730979
64 6.28055 6.280679 - 6.280662315 6.2806634
128 6.28242 6.282700 6.282554528 6.2825576
256 6.28490 6.283222 6.283027667 6.2830661
512 6.28490 6.285307 6.283146471 6.2832226
2048 6.32456 6.312359 6.283189236 6.2857254
8192 8.00000 6.853918 6.283215937 6.3454959
16384 0 7.327145 6.283429547 6.5536
262 144 0 82.89719 6.313263539 26.2144
1048576 0 331.5887 8.122234770 104.8576
Tabelle 2

den regelmiBigen 2n-Ecks zu berechnen.
Ihr erhaltet also einen Zahlenwert fir s,,,
indem ihr das Ergebnis der vorangegange-
nen Rechnung in die rechte Seite der For-
mel (2) einsetzt. Man nennt (2) eine Rekur-
sionsformel. Nach dieser Forme! konnt ihr
gut mit einem Rechner die Seitenléingen s,
und gemiB U, = n-s, auch die Umfinge
von regelmaBigen n-Ecken, die dem Ein-
heitskreis einbeschrieben sind und fiir die
n = k.27 ist, ermitteln. Wir fanden (die be-
sten Niherungen sind jeweils unterstri-
chen): .

Beim KRS 4200 tritt der in Beispiel E an-
gedeutete Effekt auf. Die Zahlen s2 werden
so klein, daB im Rechner der Radikand der
inneren Wurzel von Formel (2) den Wert 4
annimmt, womit fiir das 16 384eck die Sei-
tenlidnge O folgt. Bei den anderen Rechnern
sind die beim Wurzelzichen auftretenden
Fehler groBer. Bei ihnen nehmen die Sei-
tenlingen fiir groBe n einen konstanten
Wert an. Damit erhdlt man beliebig groBe
Zahlenwerte fiir den Umfang der einbe-
schriebenen regelmiBigen n-Ecke.

Ihr k6nnt nun auch versuchen, die Zahl 2n
von oben anzunihern. Berechnet dazu die
Umfinge regelmaBiger n-Ecke, welche
dem Einheitskreis umbeschrieben sind!
Beweist, daB zwischen den Seiten o, und
%, des entsprechenden n-Ecks bzw. 2n
-Ecks die Beziehung

. az,,=% (V4+o’f, —2)
Y
besteht!
Wir wollen noch zeigen, wie ihr mit dem
Schulrechner SR 1 die Rechnungen durch-
fiilhren k6nnt. Um andere als in Tabelle 2

@

EEEREEEERE0E -

Bild §

angegebene Zahlenwerte zu erhalten, be-
trachten wir regelmiBige 3-2™-Ecke
(me N), welche den Einheitskreis als In-
kreis bzw. Umkreis besitzen. Uberlegt
euch, daB die Seite des dem Einheitskreis

eingeschriebenen Dreiecks s; = J3— und die

des umbeschriebenen Dreiecks o3 = 21/3_
ist! Wir benutzen den Speicher des SR 1
und koénnen so vorgehen:

A) Berechnung eings Niherungswertes
nach Formel (2); Tastenfolge (s. Bild 5).
Den Speicher benutzen wir, um den Wert
2-4y4-s2, also s}, aufzubewahren,
denn dieser Wert wird ja gemil Formel (2)
wieder benétigt, um s,, zu ermitteln, usw.
Will man den Umfang des jeweiligen regel-
miBigen n-Ecks bestimmen, ist das zuge-
horige n in den Rechner einzugeben, wenn
man im Ablaufplan (Tastenfolge) an die

Stelle []...[] gelangt. Das Ergebnis der
Eingabe n

Multiplikation ist nach dem Driicken der
Taste [=] zu notieren. Dann ist die Rech-
nung an der Stelle fortzusetzen, die euch
der Pfeil angibt, d. h. bei [+/=]. Jetzt
konnt ihr ganz automatisch die aufge-
schriebenen Befehle ausfithren. IThr miiBt
dazu die entsprechenden Tasten des SR1
betitigen, bei einem programmierbaren
Rechner wiirde die Befehlsfolge vom Rech-
ner selbstindig abgearbeitet werden, ohne
dafl von aupBen Eingriffe zu erfolgen haben.
Allerdings muB einem programmierbaren
Rechner die auszufilhrende Befehlsfolge
vorher irgendwie mitgeteilt werden (man
spricht von der Programmeingabe).

Fortsetzung auf S. 40
0 H
!
n

notieren

Eingabe
[rgebnis

Bl W Bl [ el b (D D 1 R E B B B [me]

EER[

Eingabe n

Bild 6

Ergebnis notieren
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Ein Besuch in der Knobel-Werkstatt

Unsere Umwelt als Ideenlieferant

Liebe Freunde!

In Heft 1/85 haben wir euch mit dem An-
liegen unserer Beitragsserie, dem Eigenbau
von mathematischen Knobelaufgaben, ver-
traut gemacht und einige typische Klassen
von Knobelaufgaben vorgestellt.

Heute wollen wir nun die naheliegendste
Methode zur Ideenfindung flir mathemati-
sche Problemaufgaben demonstrieren,
ndamlich das Beobachten der Umwelt aus ma-
thematischer Sicht.

Schaut euch einmal aufmerksam in eurer
Wohnung, eurer Schule, eurem Wohnort,
im Ferienlager, im Urlaubsort, bei Sport
und Spiel, in der Natur oder in anderen
Bereichen eurer Umwelt um, und ihr wer-
det merken, in welch reicher Fiille unsere
Umwelt Ideen fiir mathematische Problem-
aufgaben, insbesondere auch fiir Knobel-
aufgaben verschenkt! Und wie konnte es
auch anders sein, denn letztlich ist ja das
Gebiude der Mathematik, obwohl es heute
mehr denn je durch rein innermathemati-
sche Abstraktion wichst, eine Widerspiege-
lung von Verhiltnissen der objektiven Rea-
litdit. Das Ablesen von mathematischen
Problemen aus der Umwelt erfordert natiir-
lich einen geschulten mathematischen Blick,
und so wollen wir es einmal am Beispiel
von Beobachtungen in der Stadt Leipzig,
die mit etwa 570000 Einwohnern die
zweitgroBte Stadt in unserer Republik ist,
demonstrieren. Ahnliche Ideen werdet ihr
sicher auch in eurem Wohnort oder in an-
deren Umweltbereichen finden kénnen.
Die Stadt Leipzig, deren Griindung im
Jahre 1165 erfolgte, und die in ihrem
Stadtwappen einen Lowen (Idee fir Auf-
gabe 1) fiihrt, ist eine bedeutende Indu-
striestadt mit wichtigen Betrieben vor al-
lem des Schwermaschinen- und Anlagen-
baus sowie der Elektrotechnik/Elektronik.
1980 haben sich hier mehr als zwanzig
Kombinate und Betriebe zur Kooperations-
gemeinschaft Anwendung der Robotertechnik
im Maschinenbau vereint. Die moderne
Robotertechnik liefert uns die Idee fiir
Aufgabe 2. Doch Leipzig ist dariiber hin-
aus nicht nur eine Stadt der Wissenschaft,
des Buches, der Kongresse, der Museen,
der Musik und des Sports, vor allem ist
Leipzig Messestadt, eine Stadt des weltof-
fenen Handels. Das Doppel-M als Symbol
fir Muster-Messe (Idee fiir Aufgabe 3) ist
nicht nur an den Eingéngen zum Gelinde
der Technischen Messe zu sehen, sondern
auch an den zahlreichen Messehiusern der
Innenstadt.

Obwohl die Stadt Leipzig eine Fliche von
etwa 145km? einnimmt und vor allem
durch das Neubaugebiet Leipzig-Griinau
von Tag zu Tag wichst, so ist der eigent-
liche Stadtkern (die Innenstadt) nur
0,455 km? groB. Das Areal des Stadtkerns
befindet sich innerhalb der ehemaligen
Stadtmauern und ist heute vom sogenann-
ten Ring umgeben (Idee fiir Aufgabe 4).
Der Strafienverkehr auf dem Ring, beson-
ders zur Messezeit, ist faszinierend, und
die schnittigen Autos liefern uns die Idee
fir Aufgabe 5.

Am noérdlichen Abschnitt des Rings befin-
det sich der Leipziger Hauptbahnhof, der
groBte Kopfbahnhof Europas. Charakteri-
stisch fiir den Bahnhofsvorplatz (Platz der
Republik) sind neben den Interhotels Stadt
Leipzig und Astoria sowie dem 95,5 m ho-
hen Turm-Wohnhochhaus (1972 fertigge-
stellt) die 4spurigen Gleisanlagen fiir den
StraBenbahnverkehr. Halten hier mehrere
StraBenbahnen gleichzeitig, so ist das Um-
steigen in eine andere Bahn schon manch-
mal ein Problem (Idee fir Aufgabe 6). Be-
merkt sei, daB hier entgegen sonst iiblichen
Regelungen das Uberqueren der StraBen-
bahngleise notwendig und erlaubt ist.

In Leipzig befindet sich auch der élteste er-
haltene deutsche Personenbahnhof, der
Bayerische Bahnhof, dessen Mittelportikus
(Idee fir Aufgabe 7) aus der Friihzeit des
Eisenbahnverkehrs stammt.

Einer der schonsten Plitze von Leipzig ist
der am Ostrand des Stadtkerns gelegene
etwa 40000 m? groBe Karl-Marx-Platz. Er
ist umgeben von imposanten Geb#uden,
von denen die meisten groBartige Zeugen
unserer sozialistischen Baukunst sind: dem
142,5 m hohen Universititshochhaus (1973
tibergeben) und dem Hauptgebiude der
Karl-Marx-Universitit (1971 iibergeben),
dem Kroch-Hochhaus und dem Franz-
Mehring-Haus, dem Opernhaus (1960
iibergeben), dem Hauptpostamt (1964
iibergeben), dem Interhotel Am Ring (1965
ibergeben), dem 60m hohen Versiche-
rungshochhaus und dem priichtigen Neiten
Gewandhaus (1981 iibergeben). Diese faszi-
nierenden Gebidude sowie auch das im
Siidosten der Stadt gelegene, von 1898 bis
1913 erbaute, 91 m hohe monumentale
Volkerschlachtdenkmal liefern uns die
Idee zu Aufgabe 8.

Geht man vom Karl-Marx-Platz aus durch
die Grimmaische StraBe in Richtung
Markt, so kommt man am Eingang des be-
rihmten Auerbachs Keller vorbei, der in

einer der zahireichen Passagen, die als
iiberdachte LadenstraBen typisch fiir Leip-
zig sind, liegt. Dieses Passagensystem lie-
fert uns die Idee fiir Aufgabe 9.
An der Ostseite des Leipziger Marktes,
dem zentralen Punkt der Innenstadt, befin-
det sich das sehr reizvolle Alte Rathaus, das
eine mathematische Besonderheit aufzu-
weisen hat: Der Turm teilt die Vorderfront
des Rathauses im Verhiltnis des Goldenen
Schnittes, d.h., das Verhiltnis von Gesamt-
linge und ldngerem Teilabschnitt ist gleich
dem Verhiltnis von lingerem und kiirze-
rem Teilabschnitt (Idee fiir Aufgabe 10).
Der Rathausturm selbst besteht aus einem
Unterteil mit quadratischem und einem
Oberteil mit achteckigem Querschnitt
(Idee fir Aufgabe 11). Auch die Rathaus-
uhr ist sehenswert (Idee fiir Aufgabe 12).
Geht man vom Markt aus in Richtung
Thomaskirche, die als Wirkungsstitte Jo-
hann Sebastian Bachs und des Thomaner-
chors weltberiihmt ist, so gelangt man wie-
der auf den Ring. Hier, am Dittrichring 21,
befindet sich das Haus der Deutsch-Sowje-
tischen Freundschaft. Es trigt durch viel-
faltige interessante Veranstaltungen mit
dazu bei, die Freundschaft zwischen unse-
ren Volkern weiter zu vertiefen und das
Land Lenins noch besser kennenzulernen.
Die Aufgabe 13 moége auch diesem Ziele
dienen. Geht man in noérdlicher Richtung
weiter, iiber den Friedrich-Engels-Platz
und durch die Dr.-Kurt-Fischer-Strae, so
gelangt man zur Leipziger KongreBhalle
(Idee fiir Aufgabe 14), neben der sich der
Eingang zum Leipziger Zoo befindet, der
besonders durch seine Lowenzucht be-
rihmt wurde. Und auch in einem Zoologi-
schen Garten laBt sich manch mathemati-
sches Problem entdecken (Idee fiir Auf-
gabe 15). An das Zoogelidnde schlieBt gich
das Rosental an, ein beliebtes Naherho-
lungsgebiet fiir die Leipziger. Auch hier
kann man bei einem Spaziergang Ideen fur
Knobelaufgaben finden (siche Aufgabe 16
und Aufgabe 17).
Wir wollen unsere kleine Stadtbesichti-
gung beenden, obwohl wir viele Sehens-
wiirdigkeiten von Leipzig nicht erwdhnen
konnten und auch viele sofort ins Auge fal-
lende ernsthafte mathematische Probleme
auBer Acht gelassen haben (etwa Flichen-
und Volumenberechnungen an Gebduden,
Hohenbestimmungen mittels Trigonome-
trie, Geschwindigkeitsprobleme im Stra-
Benverkehr u. a.). Erwiéhnt sei noch, daf
die Leipziger Volkszeitung, kurz LVZ (Idee
fur Aufgabe 18), durch zahlreiche Aktivité-
ten wesentlich zur Verbreitung mathemati-
schen Wissens beitragt. Und schlieBlich ist
auch der Redaktionssitz unserer alpha in
Leipzig (Idee fiir Aufgabe 19).
Sicher konnt ihr nun auch alle Fragen der
Aufgabe 20 beantworten.

R. Mildner
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Knobel-
Wandzeitung

aAla Der Leipziger Lowe

~___|>

P

Legt in der Lowen-Figur 6 Holzchen so
um, daB 6 gleichseitige Dreiecke entste-
hen!

A2 a Transport-Roboter Robbi

Bild 2

Unser frei erfundener Roboter Robbi wird
einsatzbereit, wenn in seine leeren Spei-
cherkistchen die natiirlichen Zahlen von 2
bis 23 derart eingespeichert werden, daB
die Zahlensumme in jeder waagerechten
und senkrechten Késtchenreihe 35 betrigt.
Stellt die Einsatzbereitschaft des Roboters
her!

A3 A Muster-Messe

Bild 3 /§§\/;§\
VARVARN
/ \

Legt im Messe-Symbol 6 Hdlzchen so um,
daB 5 kongruente gleichseitige Dreiecke
und 4 kongruente Parallelogramme entste-
hen!

A4 a Leipziger Promenaden-Ring
Zeichnet ein rechtwinkliges kartesisches
Koordinatensystem fiir den Bereich
—5=x=15 und —14 =y =<12! Zeichnet
sodann um den Punkt M, (3, —3) den Kreis
K,, auf dem der Punkt P, (0, —10) liegt;
.um M,(10,2) den Kreis K, auf dem
P, (10,0) liegt; um M,(4,6) den Kreis K,
auf dem P,(8,2) liegt; um M, (1,1) den
Kreis K, auf dem P,(0,2) liegt; um
M;(~1,—1) den Kreis K;, auf dem
P5(0,0) liegt und um M, (6, —6) den Kreis
K, auf dem P (0, —2) liegt! Verbindet nun
mit einem Farbstift — jeweils entlang des
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kiirzeren

Bild 4

chen gelegt:

Bild 5

) PreuBergdaBchen
{ CENTRUM-Warenhaus

der Dbeiden  Periphericab- Voikerschlachtdenkmal Uni-Riese
schnitte — P, mit P, auf K, P, mit P; auf
K,, Py mit P, auf K,, P, mit P auf K, P;s
mit Pg auf K5 und P4 mit P, auf K¢! Der
entstehende geschlossene Weg gibt nun (in
etwa) die Gestalt des Leipziger Rings wie-
der, der den Stadtkern umschlieBt.
Opernhaus
A 5a Auto-Geometrie Bild 7 /
|——-|/—'-—I—\-I— -—I Gewandhaus
Die Auto-Figur sei aus gleich langen Holz- Wohnhochhaus Versicherungs-
hochhaus
a) Wie viele Dreiecke, Vierecke, Fiinfecke -
bzw. Sechsecke enthilt die Figur? A94A Leipziger Passagen
b) Wie groB ist der Flicheninhalt der Auto-
Figur (1LE =1 Ho6lzchenldnge)? Markt | Rathaus |
c) Legt in der Figur 11 Holzchen so um, Grimmaische StraBe A
daB 12 kongruente Dreiecke entstehen! i I “r
50 A
B 0
@ 0 o
A64 Problem am Hauptbahnhof ;ui o
2 =
H ] % Midler-Passage -
g g E
2 2 £
8 13
A

Die Gleisanlagen sind voller StraBenbah-
nen, und man will vom Punkt 4 zum
Punkt H gelangen. Welche und wie viele
verschiedene Wege von A nach H sind (in-
nerhalb des Bildes) méglich? Welcher Weg
ist der kiirzeste, welcher der langste, und
welche Wege sind gleich lang?

A7 a Der Bayerische Bahnhof

S e S

Bild 6

Zeichnet die Bahnhofsfigur in einem Zuge,
aber so, daB jede Linie nur genau einmal
gezogen wird! .

A 8 o Leipziger Silhouetten
Zerschneidet ein rechteckiges Stiick Kar-
ton, das doppelt so lang wie breit ist, in der
oben angegebenen Weise, und legt dann je-
weils aus den 7 Teilen die abgebildeten
Leipziger Gebdude-Silhouetten zusam-
men!

Bild 8

Astrid, die sich im Punkt A befindet, hat
sich mit ihrer Freundin Brigitte, die am
Punkt B wartet, zu einem gemeinsamen
Besuch des Centrum-Warenhauses verabre-
det. Auf wie vielen verschiedenen Wegen
kann Astrid zu ihrer wartenden Freundin
Brigitte gelangen, ohne dabei Umwege zu
machen? )

A 10 Ao Der Goldene Schnitt

Bild 9

g
O o I T O T T
R[4 [ nipLch

a b

Der Turm des Leipziger Alten Rathauses
teilt dieses im Verhiltnis des Goldenen
Schnittes, d. h., es gilt c: b =b:a (vgl. das
Bild). In welcher Hohe liegt diejenige Hori-
zontalebene, die das 142,5 m hohe Univer-
sititshochhaus im Verhiltnis des Golde-
nen Schnittes teilt, wobei der ldngere
Teilabschnitt der untere Abschnitt des
Hochhauses. sei?



A1l a Der Rathausturm

RN
AN

Das Bild zeigt den Rathausturm (ohne das
kupferne Helmdach) in der Draufsicht.
Wieviel Prozent der Quadratfliche bean-
sprucht das einbeschriebene regelmiBige
Achteck?

Bild 10

A 12 o Die Rathausuhr

Peter befand sich zwischen acht und neun
Uhr auf dem Leipziger Markt und sah auf
die Rathausuhr. Der groBe Zeiger war 7
Minutenteilstriche hinter dem kleinen Zei-
ger. Wie spidt war es zu diesem Zeit-
punkt?

A134 In Freundesland

Es gelten die folgenden Aussagen:

(1) Der langste Strom in Europa ist die
Wolga mit einer Ldange von 3531 km.

(2) Der Amur ist 16 km ldnger als die
Lena.

(3) Der Jenissei ist 324 km kiirzer als der
Amur.

(4) Der Ural(fluBl) ist 227 km ldnger als der
Dnepr.

(5) Die Lena ist 456 km kiirzer als die dop-
pelte Lange des Ural.

(6)- Die Wolga ist 1330 km ldnger als der

Dnepr.

(7) Die Summe der Lingen von Amur,
Wolga, Dnepr und Dnestr Dbetrigt
11500 km.

Wie lang ist jeder der genannten sieben
Fliisse?

414 a4 KongreB8halle in Zahlen

Die KongreBhalle am Leipziger Zoo fafit
(etwa) 4000 Giste. Findet nun mindestens
vier verschiedene Wege von A nach B, bei
denen das Produkt der dabei iiberquerten
Zahlen jeweils 4000 betrigt!

A15a Zoo-Logisches

Am Eingang zum Neuen Vogelhaus des
Leipziger Zoo bestaunen Viola und ihre
Eltern drei farbenprichtige Kakadus, nam-
lich einen Rosenkakadu, einen Moluk-
kenkakadu und einen Inka-Kakadu. Aus
der Unterhaltung ihrer Eltern entnimmt
Viola folgende Aussagen: 1. Das linke Tier
ist ein Rosenkakadu, 2. Das mittlere Tier

ist kein Rosenkakadu, 3. Das rechte Tier
ist kein Molukkenkakadu. Viola, die ofter
als ihre Eltern in den Zoo geht und die Pa-
pageien genau kennt, merkt, daB nur eine
Aussage ihrer Eltern wahr ist und die bei-
den anderen falsch sind. Stolz nennt sie je-
des Tier beim richtigen Namen. WiBt ihr
auch, wie der linke, der mittlere bzw. der
rechte Kakadu heifit?

416 o Ein Spaziergang

Bild 12

Im Leipziger Rosental befindet sich das ab-
gebildete Wegesystem, welches einmal —
ausgehend vom Punkt 4 und wiéder dort
endend - so durchwandert werden soll,
dafl man zwischendurch jedes Wegstiick
des Systems genau zweimal durchliuft.
Welche Wanderroute kénnte man dazu
auswihlen? ’

Al17a Auf dem Spielplatz

Bild 13

Wieviel Meter Stammholz wurden zum
Bau der abgebildeten Kletteranlage bend-
tigt, wenn angenommen wird, daB jeder
Stamm 15cm kiirzer als sein lingerer
Nachbarstamm ist, daB die Linge des
sichtbaren Teils des ldngsten Stammes
1,85 m betrigt und da8 jeder Stamm 65 cm
tief im FErdboden verankert ist? Von
Schnittverlusten sei abgesehen.

Al8a Mitder LVZ

L+V+Z=L-V-Z

Bild 14

Ersetzt die Buchstaben L, V und Z so
durch verschiedene einstellige natiirliche
Zahlen, daB eine wahre Gleichung ent-
steht!

A 19a Fragen zur Stadt Leipzig
1. In welchem Jahr begeht die Stadt Leip-
zig ihre 825-Jahr-Feier?

2. Wieviel Prozent des gesamten Stadtge-
bietes nimmt der Leipziger Stadtkern
ein?

3. Am Leipziger Hauptbahnhof werden an
26 Bahnsteigen und 5 AuBenbahnsteigen
tiglich (efwa) 265 ankommende und (etwa)
ebenso viele abfahrende Fernziige abgefer-
tigt. Zur Messezeit kommen am Tag noch
(etwa) 55 ankommende oder abfahrende
Sonderziige hinzu. Wie viele Zugankiinfte
und Zugabfahrten finden insgesamt (etwa)
wihrend einer 7tdgigen Messe auf dem
Leipziger Hauptbahnhof statt?

4. Um wieviel Meter ist das Universitits-
hochhaus (Uni-Riese) hoher als

a) das Wohnhochhaus am Hauptbahnhof,
b) das Vélkerschlachtdenkmal,

¢) das Versicherungs-Hochhaus am Karl-
Marx-Platz?

S. Die Orgel im Groflen Saal des Leipziger
Gewandhauses hat 6 650 Orgelpfeifen, von
denen die groBte 9,5m und die kleinste
8§ mm miBt. Nimmt man die Linge der
kleinsten Orgelpfeife als Lingeneinheit,
lieBe sich dann die Linge der groBten Or-
gelpfeife durch eine ganzzahlige Anzahl
von Lingeneinheiten ausdriicken?

6. Wie viele Jahre betrug die Bauzeit fir
das Leipziger Volkerschlachtdenkmal?

7. Fir den Bau des Leipziger Volker-
schlachtdenkmals waren 12500m?® Beu-
chaer Granitporphyr zu brechen und in
26 500 Blocke unterschiedlicher GréBe zu
hauen. Wie groB wire das durchschnittli-
che Volumen eines solchen Granitblok-
kes?

8. Im Jahre 1983 verzeichnete der Leipzi-
ger Zoo 1246500 Besucher, darunter
1316 Dauerkarteninhaber. Wieviel Prozent
der Besucher waren Inhaber einer Dauer-
karte?

9. Der Tierbestand des Leipziger Zoo be-
trug am 31. 12. 1983:

133 Arten Sdugetiere (Affen, Raubtiere,
Huftiere u. a.) mit 1036 Individuen,
213 Arten Vogel mit 627 Individuen,
93 Arten Kriechtiere mit 213 Individuen,
15 Arten Lurche mit 45 Individuen,
248 Arten Fische mit (etwa) 3000 Indivi-
duen und 22 Arten Wirbellose mit (etwa)
500 Individuen. Wie viele Tierarten mit
wie vielen Individuen waren das insge-
samt?

420 A alpha-Arithmetik

§)) atl+p—h—-a=a
) a+l-p—-h—-a=1
A3) a-l-p—h+ta=p
“ a+l-p—h+a=h
5) a—-l-p+h+a=a
Bild 15

Ermittelt alle nichttrivialen Lésungen des
vorgelegten Gleichungssystems!
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alpha-Wettbewerb
Wer lost mit?

Letzter Einsendetermin: 12. Juni 1985

Mathematik

Alle Aufgaben der Klassenstufen 5 bis 7
wurden von StR H.-I. Kerber, Neustrelitz,
zusammengestellt.

Ma 5m 2550 Die Summe zweier natiirli-
cher Zahlen a und b betrigt 8. Multipli-
ziert man den Vorginger von a mit dem
Nachfolger von b, so erhilt man

a) 0, b)12, c¢) 16.

Gib fiir jede Aufgabe alle Losungen an!

Ma 5m 2551 Ein Paket wurde verschniirt.
Von allen sechs Seiten des Paketes sicht
die Verschniirung so aus, wie es das Bild
zeigt. Die lingere Seite des Paketes ist
40 cm, die kiirzere 25 cm lang. Das Paket
ist 25 cm hoch. Wieviel Zentimeter Schnur
wurde gebraucht, wenn fiir die Knoten
auch noch 10cm Schnur bendtigt wur-
den?

Ma5m2552 Ulf hat einen Holzwiirfel
mit der Kantenlinge 20cm. Parallel zu
einer Seitenfliche wird der Wiirfel zersigt.
Der erste Teilkérper hat nun ein Volumen
von 5600 cm’.

a) Gib die kiirzere Kantenlinge des zwei-
ten Teilkorpers an!

b) Welche Oberfliche hat der erste Teilkor-
per?

Ma 5m 2553 Im alpha-Wetbewerb
1980/81 wurden insgesamt rund 93 000 L6-
sungen eingesandt und begutachtet. Die
meisten Einsendungen waren zu den Auf-
gaben aus Heft 5; dort waren es 7000 mehr
als zu den Aufgaben aus Heft 2. Bei Heft 1
waren es 2 000 mehr als bei Heft 6, und bei
Heft 2 waren 4000 weniger als bei Heft 6.
Wie viele Einsendungen zu den Aufgaben
jedes dieser vier Hefte gab es jeweils?

Ma 5w 2554 Anke, Bernd, Christian und
Dirk sind Schiiler ein und derselben
Klasse. Jeder von diesen vier Schiilern ist
entweder 10 Jahre oder 11 Jahre alt. Auf
einem Pioniernachmittag sollen Giste das
Alter jedes dieser vier Schiiler auf einen
Tipzettel schreiben. Gib alle Méglichkei-
ten an, die getippt werden kénnten! Fertige
dazu eine Tabelle an!

Ma 5m 2555 Aus den neun Grundziffern
1 bis 9 sollen drei dreistellige ungerade
Zahlen so gebildet werden, daB die Summe
aus diesen drei Zahlen méglichst groB
wird. )

a) Gib ein Beispiel fiir diese drei Zahlen
an!

b) Wie lautet die Summe?.

c) Gib alle Moglichkeiten fiir den groBten
dieser drei Summanden an!

Ma 6 m 2556 Untersuche, fiir welche
Grundziffern a, b, ¢ sich aus dem Krypto-
gramm

+ + +

Q! —=ha =
[~ -2~ JRV.]
S o oo
AL ST e

oo
oo
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eine richtig geloste Additionsaufgabe er-
gibt!

Ma 6 m2557 Frank hat ein Aquarium. Es
ist innen 0,9 m lang und 30 cm breit. Alle
14 Tage emeuert er einen Teil des Aqua-
riumwassers. Wie viele 6-Liter-Kannen voll
Wasser hat er dem Aquarium entnommen,
wenn der Wasserspiegel um 2 dm gesunken
ist?

Ma6 w2558 Von drei Holzkisten A4, B
und C weiB man, daB Kiste B doppelt und
Kiste C dreimal so schwer ist wie Kiste 4.
Legt man in Kiste B noch 15 kg und in Ki-
ste C ‘halb so viel Altpapier, dann sind
beide Kisten gleich schwer. Wieviel Kilo-
gramm Altpapier muB man nun in Kiste 4
legen, damit diese auch so schwer wie die
beiden anderen wird?

Kersting-0S, Klasse 'io
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Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb konnen sich alle ai-
pha-Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schul-
jahr (bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu
richten an

Redaktion alpha

7027 Leipzig,

Postfach 14

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-
stem der Aufgabe fortlaufend numeriert.
Der iiblichen Nummer ist ein Ma (Mathe-
matik), Ph (Physik) oder Ch (Chemie) und
eine Ziffer, z. B. 7, vorgesetzt (d. h. fiir
7.Klasse geeignet).

4. Von den Teilnehmem sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstu-
fen 11/12 und Erwachsene I0sen die
Aufgaben, welche mit Ma 10/12, Ph 10/12
oder Ch 10/12 gekennzeichnet sind.

5. Fiir jede LoOsung ist ein gesondertes
Blatt zu verwenden, Format A4
(210 mm % 297 mm) (siehe Muster), denn
jede Aufgabe wird fiir sich, d. h: in einem
Zug, korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder
gute (d. h. vollstindige und richtige) Lo-
sung (nicht nur Antwortsatz oder Ergebnis)
eingesandt haben, erhalten von der Redak-
tion eine Antwortkarte mit dem Pridikat
»Sehr gut geldst®, ,gut geldst* oder ,geldst”.
Schiiler, welche nur einen SchluBsatz zu
einer Aufgabe einsenden, die vorgegebene
Form nicht beachten, uniibersichtlich oder
unsauber arbeiten, erhalten eine rote Karte
mit dem Vermerk ,nicht geldst“.

Letzter Einsendetermin wird jeweils be-
kanntgegeben. Der  Jahreswettbewerb
1984/85 lduft von Heft 5/1984 bis Heft
2/1985. Zwischen dem 1. und 10. Septem-
ber 1985 sind alle durch Beteiligung an
den Wettbewerben der Hefte 5/84 bis 2/85
erworbenen Karten geschlossen an die
Redaktion einzusenden. Eingesandte Ant-
wortkarten werden nur dann zuriickge-
sandt, wenn ein Riickumschlag mit ausrei-
chender Frankatur beiliegt.
Die Preistriger und die Namen von Kollek-
tiven, die sich am Wettbewerb beteiligen,
werden in Heft 6/85 veroffentlicht. Wer
mindestens 10 Antwortkarten (durch die
Beteiligung an den Wettbewerben der
Hefte 5/84 bis 2/85) erhalten hat und diese
einsendet, erhilt eine Anerkennungsur-
kunde und ein Abzeichen (in griiner
Farbe). Schiiler, die bereits zwei Anerken-
nungsurkunden besitzen und diese mit den
Antwortkarten des Wettbewerbs 1984/85
einsenden, erhalten das alpha-Abzeichen
in Gold (und die Urkunden zuriick). Wir
bitten darauf zu achten, daB alle Postsen-
dungen richtig frankiert sind und daB die
Postleitzahl des Absenders nicht vergessen
wird.

"Redaktion alpha



Ma 6 m2559 Jens baut aus Baukasten-
wiirfeln eine quadratische Umziunung. Be-
trachtet er eine AuBlenseite dieses Zaunes,
so liegen sechs Wiirfel nebeneinander in
einer Reihe. Mache dir eine Skizze!

a) Aus wieviel Wirfeln besteht dieser
Zaun?

b) Wieviel Wiirfelflichen sind insgesamt
sichtbar?

c) Aus wieviel Wiirfeln wiirde solch ein
Zaun bestehen,, wenn 156 Wiirfelflichen
zu sehen wiren?

Ma 6 w2560 Aus den neun Grundziffern
1 bis 9 sollen drei dreistellige gerade Zah-
len so gebildet werden, daB ihre Summe
moglichst groB wird.

a) Wie lautet die Summe? Gib dazu ein
Beispiel an!

b) Wie lauten die drei Zahlen, wenn jede
durch 3, aber nicht durch 7 teilbar sein
soll? Weise nach, daB nur eine Losungeexi-
stiert!

Ma 7w 2561 Ein oben offener Pappkar-
ton faBt ein Volumen von 144 dm’. Die
eine Grundkante ist doppelt so lang wie die
andere. Der Karton ist 2 dm hoch.

a) Berechne die Linge der beiden Grund-
kanten! -

b) Zeichne das Netz (die Oberfliche) die-
ses Kartons! .

¢) Berechne seine Oberfliche!

Ma7m2562 Von flinf Kérpern A, B, C,
D, E weil man, daB sie zusammen 44 kg
ergeben. Die Korper A4, B, C sind mit den
Korpern D und E im Gleichgewicht. 4, B,
C, E ergeben zusammen 36kg; 4 und B
sind mit C und E im Gleichgewicht. Fer-
ner sind A und D zusammen im Gleichge-
wicht mit E. Weiche Masse hat jeder der
finf Korper? )

Ma7m2563 Vermindert man die
Summe der GroBen zweier AuBenwinkel
eines Dreiecks um 180° so erhilt man die
WinkelgroBe desjenigen Innenwinkels, der
nicht Nebenwinkel dieser AuBenwinkel ist.
Fiihre den Nachweis flir die Wahrheit die-
ser Aussage!

Ma 7m2564 Gesucht ist eine vierstellige
natiirliche Zahl z. FaBt man ihre Grundzif-
fern als Zahlen auf, so soll gelten:

a) Sowohl die Summe aus den ersten bei-
den als auch die aus den letzten beiden
Zahlen betrigt 10.

b) Die dritte Zahl ist vierfnal so groB wie
die vierte.

c) Die zweite Zahl ist gleich der Summe
aus der ersten und dritten Zahl.

Ma8m2565 Von drei Lehrern einer
Schule mit den Familiennamen Schréter,
Voigt und Miiller, die jeweils genau zwei
der Fécher Biologie, Chemie, Geschichte,
Englisch, Russisch bzw. Deutsch unterrich-
ten, sei folgendes bekannt:

(1) Herr Voigt ist mit dem Geschichtsleh-
rer verwandt.

(2) Herr Schroter, der Deutschlehrer und
der Russischlehrer fahren oft mit dem
Auto in die Schule.

(3) Herr Schréter ist kein Geschichtsleh-
rer.

(4) In der Freizeit spielen Herr Miiller, der
Chemielehrer und der Biologielehrer FuB-
ball. .
(5) Herr Schréter und der Chemielehrer ha-
ben einen Garten.
(6) Herr Voigt hilft dem Deutschlehrer
beim Hausbau.
Welche Ficher unterrichtet jeder dieser
drei Lehrer? -

Schiilerin P. Hahn, Nordhausen

Ma 8 m2566 Stellt man in einer dreistel-
ligen natiirlichen Zahl mit der Quersumme
9 die dritte Grundziffer an den Anfang, so
nimmt die Zah! um 135 zu. Wie heiBt die
Zahl? Sch.

Ma 8 m2567 Es ist zu beweisen, dal die
MaBzahl der Diagonalenlinge ¢ in einem
Quadrat mit der Seitenlinge b stets dann
eine natiirliche Zahl ist, wenn b die Diago-
nalenlinge eines Quadrates mit der Seiten-
linge a und die MaBzahl von a eine natiir-
liche Zahl ist! - Schwartz, Ilmenau

Ma8m2568 Gegeben sei ein Kreis k,
dessen Durchmesser 18 cm lang ist. Paral-
lel zu einem Durchmesser sei eine Sehne
im Abstand von 3 cm gezeichnet. Es ist die
Linge s dieser Sehne zu berechnen.
Schiiler M. Hanke, Grifenhainichen

Ma9m2569 Fiir welche natiirliche Zahl
n ergibt die Summe 1+2+3+ ... + n aus
den ersten von Null verschiedenen n natiir-
lichen Zahlen eine dreistellige natiirliche
Zahl mit gleichen Ziffern? Sch.

Ma9w2570 Folgender Satz ist zu bewei-
sen:

Multipliziert man das Quadrat der Summe
der reziproken Werte zweier positiver reel-
ler Zahlen mit deren Produkt, so erhilt
man eine Zahl, welche niemals kleiner als
4 ist. Student A. Fittke, Berlin

Ma9m2571 Ein Schwimmbecken hat
vier Wasserzufiilhrungen verschiedener Lei-
stungen. Die erste Zufiihrung fiillt das Bek-
ken allein in genau einem Tag, die zweite
wiirde allein 2 Tage, die dritte allein 3 Tage
und die vierte allein 6 Tage bendtigen, um
das Becken zu fiillen. In welcher Zeit
wiirde das Becken gefiillt, wenn alle Zufiih-
rungen gleichzeitig laufen?

Schiiler K. Pickert, Plauen

Ma9m2572 In ceinem regelmiBigen
Sechseck ABCDEF sind A4, C, E miteinan-
der verbunden. Es ist zu beweisen, daB jede
Hohe des Dreiecks ACE zu zwei Sechseck-
seiten parallel ist.

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma17/12m 2573 Man denke sich drei
von Null und untereinander verschiedene
Grundziffern und bilde daraus alle mogli-
chen dreistelligen natiirlichen Zahlen. Es
ist zu beweisen, daBl die Summe aller die-
ser Zahlen stets durch 74 teilbar ist.

. J. Grundmann, z. Z. NVA

Ma 10/12 w2574 ABC sei ein beliebiges
Dreieck. Die MaBzahlen der Seitenlingen
a, b, c seien in der angegebenen Reihen-
folge die einzigen Glieder einer geometri-

schen Zahlenfolge mit dem Quotienten
4

=73 Wie groB ist der groBte Winkel in

diesem Dreieck?  Ch. Bittner, Miihlhausen

Ma 10/12 m 2575 Zeichnen Sie ein
Dreieck ABC mit den Seitenlingen
a=6cm, b=4cm und c¢=5cm. Legen
Sie auf AC einen inneren Punkt D so fest,
daB 4D die Linge e = 1 cm hat. Durch den
Punkt D ist eine Gerade g zu zeichnen, die
die Seite BC in einem inneren Punkt E so
schneidet, daB die Gerade g die Fliche des
Dreiecks ABC halbiert. Welche Linge muf
BE besitzen? Sch.

Ma10/12m 2576 Einem Kreis mit einem
Radius der Linge 3,5 cm werde ein regel-
mifBiges Zehneck einbeschrieben.

a) Welche Linge hat die Seite des Zehn-
ecks?

b) Um wieviel Prozent ist die Linge des
Zehneckumfangs kleiner als die des Kreis-
umfangs?

¢) Um wieviel Prozent ist der Flichenin-
halt des Zehnecks kleiner als der des Krei-
ses? Schiilerik P. Hahn, Nordhausen

Physik

Ph6m176 Das Bild stellt im Grundri
zwei punktformige Lichtquellen dar. Male
alle Schattengebiete mit Bleistift aus! Alle
Lichtgebiete bleiben weiBl, die Halbschat-

"ten zeichnet man am besten grau und die

Kernschatten schwarz.

]

Ph7m177 Otto von Guericke benutzte
fir seinen Versuch mit den Magdeburger
Halbkugeln zwei Halbkugeln mit je
57,5cm Durchmesser. Berechne die ge-
samte Druckkraft, mit der diese bei norma-
lem Luftdruck von 1013 mbar zusammen-
gepreBt werden!

Ph8m178 Drei elektrische Gerite sind
nach dem folgenden Schaltbild zusammen-

geschaltet. -
Es liegt eine Spannung von 50V an, und
die Gerdte haben folgende Daten:

R,=60Q, R,=400, R,=150Q. Das
Amperemeter hat einen Widerstand von
1 Q. Reicht zur Absicherung eine 250-mA-
Sicherung, oder ist eine von 300 mA né-
tig? K. Seliger, Greiz
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Ph9m179 Die Schwerpunkte zweier Kor-
per mit gleicher Masse seien 1 Meter von-
einander entfemnt. Berechnen  Sie die
Masse der beiden Korper, wenn sie sich
mit einer Kraft von ci}nem Newton anzie-
hen!

SICHER 15T SICHER !
v INMER 2WEIMAL SCHUBSSEN |

Ph10/12m180 Auf einem Sportplatz
trainiert ein Hammerwerfer und erreicht
bei einem Wurf eine Wurfweite von
57,83 Meter. Im Augenblick des Abwurfs
hatte der Bahnkreis des Wurfhammers
einen Durchmesser von 4 Metern, und die
Umlauffrequenz des Hammers auf der
Kreisbahn betrug f=1,9 Umlaufe pro Se-
kunde. Wie groB war der Abwurfwinkel?
Der Luftwiderstand ist nicht zu beriicksich-
tigen. Ing. A. Komer, Leipzig

Chemie

Ch7m 141 Fiir die Herstellung von 67 kg
Kupfer(Il)-oxid, welches einen Reinheits-
grad von 97% besitzen soll, verwendet man
195,6 kg Silberoxid und 62,3 kg Kupfer.
Berechne

a) mengenmaBig, b) prozentmiBig

den Unterschied zwischen den eingesetz-
ten Mengen an Ausgangsstoffen gegeniiber
den stéchiometrischen Mengen!

Ch8wm142 Ein zylindrischer Tank, wel-
cher einen Durchmesser von 1,5m und
eine Linge von 5,5m besitzt, soll mit
46,3 %iger Schwefelsdure
(0 =1360g-ml"!) gefullt werden. Diese
Sdure ist durch Mischen einer 89,2 %igen
(0 = 1,810 g- ml™') Schwefelsdure mit einer
38%igen (o =1,285g-ml™!) Schwefelsdure
herzustellen. Wieviel Tonnen der stirkeren
und der schwicheren Sdure miissen zu die-
sem Zweck ausgewogen werden?

Ch9m143 In einem Behilter mit einem
Fassungsvermdgen von 100 m® wird Abwas-
ser zur Reinigung aufbewahrt. Der Saure-
gehalt des Abwassers entspricht einer
5 %igen Schwefelsdure
(@ny50,=1031,7 kg -m™).

a) Wieviel Tonnen Magnesia miissen in
dem Behilter verrithrt werden, um das Ab-
wasser zu reinigen?

b) Wieviel Tonnen Salz miissen aus dem
Behilter abgesaugt werden?

Ch10/12m 144 1,3t Schwefelkohlenstoff
sollen vollstindig zu Tetrachlormethan
umgesetzt werden. Die Reaktion verlduft
stufenweise.

1. Stufe: Schwefelkohlenstoff + Dischwefel-
dichlorid — Tetrachlormethan + Schwefel.
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(Dabei werden nur 58% Schwefelkohlen-

stoff umgesetzt.)

2. Stufe:  Schwefelkohlenstoff + Chlor
— Tetrachlormethan + Dischwefeldi-

chlorid.

Zu berechnen ist

a) die Gesamtmasse des entstehenden Te-

trachlormethans in Tonnen,

b) die Masse des in der 1. Stufe nicht um-

gesetzten Schwefelkohlenstoffs in Ton-

nen,

¢) die Menge Chlor in Tonnen, die bené-

tigt wird, um den in der 1. Stufe nicht um-

gesetzten Schwefelkohlenstoff zu chlorie-

ren.

Fortsetzung von S. 34

B) Berechnung nach Formel (3);
Tastenfolge (s. Bild 6)

Wir erhielten damit als untere bzw. obere
Schranken fiir den Umfang des Einheits-
kreises .

n untere obere
Schranke Schranke
6 6. 6.9282032
12 6.2116572 6.4307805
24 6.2652573 6.319319
48 6.2787009 6.2921692
96 6.2820686 6.2854154
192 6.2829195 6.283709
384 6.2831835 6.2831274
12288 6.3850321 6.084 5022
49152 6.9511425 0
Tabelle 3

Ibr bemerkt, daB fir n = 384 etwas nicht
stimmen kann, weil die untere Schranke
groBer als die obere Schranke ist. Nehmen
wir nimlich an, daB wir exakt gerechnet
haben, miite z. B. 6.283 18 < 2w < 6.283 13
sein, schlieBlich gar 6.95 <2m <0, was
ganz offensichtlich falsch ist. Ubrigens ist
die Seitenlinge des umbeschriebenen
98 304ecks nach der Rekursionsformel (3)
nicht berechenbar, da hierzu eine Division
durch 0 auszufithren wire. Der SR1 gibt
uns dies durch den Buchstaben E (error)
auf seiner Anzeigevorrichtung an.

Wir hoffen, daB ihr noch viel Freude mit
eurem Taschenrechner und an der Mathe-
matik haben werdet. Wir empfehlen euch
als Literatur:

1. Kreul, Was kann mein elektronischer
Taschenrechner?

Leipzig, 1981

2. Kreul, Programmierbare Taschenrech-
ner, Leipzig 1980

3. Schumny, Taschenrechner Handbuch,
Teubner-Verlag, 1978 :

4. Hirschfeld, Computer fiir die Westenta-
sche, alpha 6, 1981 ’

W. Schmidt/L. Wenzel

Hundeft Jahre
Nullmeridian
und Greenwich-Zeit

Die Beschreibung von Punkten der Erd-
oberfliche durch geographische Koordina-
ten (Linge und Breite) geht schon auf die
Antike zuriick. Wihrend jedoch die Be-
stimmung der geographischen Breite eines
Ortes durch Beobachtung der Mittagshohe
der Sonne keine besonderen Schwierigkei-
ten bereitet, ist die Bestimmung der geo-
graphischen Linge prinzipiell schwieriger,
da infolge der Erdumdrehung alle auf
einem Breitenkreis liegenden Punkte der
Erde in gewissem Sinne gleichberechtigt
sind. So weist die Karte der sich um das
Mittelmeer gruppierenden damals bekann-
ten Welt des griechischen Geographen,
Astronomen und Mathematikers Klaudios
Ptolemaios (um 80 bis um 160) zwar relativ
genaue Breitenwerte auf, jedoch eine er-
hebliche VergroBerung der Lingendifferen-
zen gegeniiber der Wirklichkeit. (Das so
ins Mittelalter falsch iiberlieferte Weltbild
tduschte dem Kolumbus und seinen Zeit-
genossen eine viel zu geringe Entfernung
vor. Furopa in Richtung Westen nach
China und Indien vor, ermutigte somit we-
sentlich zur Fahrt des Kolumbus und be-
stirkte ihn in seinem Glauben, Teile von
Indien entdeckt zu haben.)

Mit  zunehmender  Hochseeschiffahrt
wurde das Problem der Lingenbestimmung
immer wichtiger. Eine erste Methode be-
stand darin, bestimmte astronomische Er-
eignisse, z.B. die Position des Mondes rela-
tiv zu benachbarten Sternen, deren Eintre-
ten flir einen bestimmten Ort der Erde (im
folgenden als Eichort bezeichnet) im vor-
aus bekannt war, am Ort unbekannter
Linge zu beobachten und aus der Zeit-
differenz auf die Lingendifferenz zum
Eichort zu schlieBen. (Eine Stunde Zeit-
differenz entspricht 15° Lingendifferenz.)
Man kann heute einschitzen, daB dieser
Anwendungsbereich der Astronomie ihr
nichst der unwissenschaftlichen Astrologie
iiber mehr als 1000 Jahre hin als stirkstes
Motiv gedient hat. (Dies bezieht sich auf
die mathematische oder Positionsastrono-
mie, die sich nur mit den Bewegungsablau-
fen auf der gedachten Himmelskugel, aber
nicht mit der physikalischen Beschaffen-
heit der Himmelskorper, ihren tatsichli-
chen Entfernungen usw. beschiftigt.)



Zur Foérderung der britischen Seefahrt
wurde 1675 das Kénigliche Observatorium in
Greenwich nahe London gegriindet, dessen
erstes Gebidude der bedeutende Architekt
und Mathematiker Christopher Wren (1632
bis 1723) entwarf. Nach dem ersten Direk-
tor dieses Observatoriums, John Flamsteed
(1646 bis 1719), wird dieses Gebiude als
Flamsteed House (Flamsteed-Haus) be-
zeichnet.

g d g

)

ory Greenwfich

e

Eine britische Briefmarke (Bild), die 1975
zum 300. Jahrestag der Er6ffnung erschien,
zeigt dieses traditionsreiche Gebdude mit
dem charakteristischen achteckigen Turm,
dessen hohe Fenster moglichst ungehin-
derte astronomische Beobachtung ermogli-
chen sollten. "Das Observatorium von
Greenwich spielte als wissenschaftliches
Zentrum fir Fragen der Positionsastrono-
mie, der Liangenbestimmung auf See und
der damit zusammenhingenden Zeitmes-
sung iiber Jahrhunderte eine bedeutende
Rolle. Es diente allen britischen Schiffen
als Eichort im oben beschriebenen Sinn.
Ein entscheidender Fortschritt in der
eigentlichen Kernfrage der exakten und zu-
gleich praktikablen Lingenbestimmung
konnte jedoch zunichst nicht erzielt wer-
den. Noch .1752 waren nur von rund
150 Orten der Erde die geographischen
Lingen relativ zum Greenwich-Meridian
einigermaBen genau bekannt. Dabei ist zu
beriicksichtigen, daB astronomische Mes-
sungen auf schwankenden Schiffen und bei
hiufig unginstigen Wetterverhiltnissen
nur mit geringer Genauigkeit und oft gar
nicht ausflihrbar waren.

Der berithmte britische Entdecker James
Cook (1728 bis 1779) bemerkte anlidBlich
seiner ersten Reise, daB kleine Inseln gar
nicht erst in die Karten eingetragen werden
sollten, da sie auf Grund der ungenauen
Positionsangaben meist nicht wiedergefun-
den werden konnten. Es kam jedoch in-
folge der ungeniigend entwickelten karto-
graphischen und navigatorischen Metho-
den auch zu spektakuliren MiBerfolgen
und Schiffskatastrophen der britischen
Seekriegsflotte. Daher setzte das britische
Parlament 1714 den fiir damalige Zeiten
ungeheuren Preis von 20000 Pfund Ster-
ling fiir Fortschritte in der Lingenbestim-
mung aus, -die eine praktische Genauigkeit
von mindestens 0,5 Grad garantieren wiir-
den. Daraufhin erfafite weite Teile der bri-
tischen Bevolkerung ein regelrechtes Ldn-
genfieber. Wie zeitgenOssische Literatur
und Graphik eindrucksvoll dokumentieren,
wurde sogar unter Gefdngnisinsassen,
Geistlichen, Schulkindern und Gliicksrit-
tern aller Art iiber diese Frage eifrigst
nachgedacht und diskutiert. Teile des Prei-

ses wurden spiter an den deutschen Astro-
nomen Tobias Mayer (1723 bis 1763) fir
seine sehr prizisen Tafeln der Mondbewe-
gung, an Leonhard Euler (1707 bis 1783) fiir
seine Theorie der Mondbewegung und an
den britischen Uhrmacher John Harrison
(1693 bis 1796) vergeben, der ab 1735
durch wesentliche konstruktive Verbesse-
rungen an den mechanischen Uhren eine
solche Ganggenauigkeit erreichte, daB
seine Chronometer (Time Keeper) erstmals
das Mitnehmen der Ortszeit des Eichortes auf
lingeren Schiffsreisen und damit einen
von astronomischen Beobachtungen unab-
héngigen Vergleich mit der jeweiligen Orts-
zeit ermoglichten. Eines seiner Chronome-
ter soll in 161 Tagen nur um 5s von der
wahren Greenwich-Zeit abgewichen sein.
James Cook, der noch auf seiner ersten
Reise auf die Mondmethode geschworen
hatte, nahm auf seiner zweiten Reise 1772
bis 1775 im Auftrag der britischen Regie-
rung erstmals vier Chronometer mit, um
sie im praktischen Gebrauch zu erproben,
und erzielie damit hervorragende Ergeb-
nisse. (Nach der Erfindung der drahtlosen
Telegraphie bzw. des Funks wurde es még-
lich, jederzeit an jedem Ort den Vergleich
mit der Greenwich-Zeit durchzufiihren.
Damit blieb die Methode der Zeitdifferen-
zen bis zur Einfilhrung der Satellitennavi-
gation Sieger im Kampf um hochste Ge-
nauigkeit, und auch heute hat sie ihre

praktische Bedeutung noch nicht ganz ver-
loren.)

Es ist nun weiter zu bemerken, daB bis in
die zweite Hilfte des 19. Jh. jeder Ort seine
eigene Ortszeit hatte. Mit der Entwicklung
eines groBriumigen Verkehrswesens, insbe-
sondere der Eisenbahnen, wurde diese Si-
tuation immer unertriglicher. Es wurden
viele uns heute kurios und umstindlich er-
scheinende Techniken entwickelt, Bezie-
hungen zwischen verschiedenen lokalen
Zeitrechnungen herzustellen bzw. eine
Landeszeit durch optische und andere Si-
gnale moglichst schnell und genau-zu iiber-
tragen. Um 1870 tauchte erstmals in den
USA der Vorschlag auf, die Erde in Zeitzo-
nen von je 15 Grad des Erdumfanges ein-
zuteilen und in jeder dieser Zonen eine
einheitliche Zeit festzulegen, so daB sich
die Zeiten verschiedener Zonen nur um
volle Stunden voneinander unterscheiden.
Wo aber sollte man eine solche internatio-
nal einheitliche Zeit- und Lingenmessung
beginnen? Dies war unter den damaligen
politischen Verhiltnissen vor allem eine
Prestigefrage fiir die GroBmachte. Im Ok-
tober 1884 trat in Washington eine Interna-
tionale Konferenz zur Fixierung eines einheit-
lichen Nullmeridians zusammen, an der
Vertreter aus 25 Lindern (bezeichnender-
weise meist Diplomaten, aber nur wenige
wissenschaftlich-technische Spezialisten)
teilnahmen. Zu diesem Zeitpunkt gab es

Der weiBe Kreidestreifen im Park von Greenwich )
(im Hintergrund das alte Konigliche Observatorium) markiert den Nullmeridian

T L&
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Nullmeridiane u. a. durch Greenwich, Pa-
ris, Pulkowo bei Petersburg, Neapel, Cadiz,
Stockholm, Lissabon, Kopenhagen, Rio de
Janeiro. Insbesondere die Franzosen, die
sich mit den groBen Gradmessungsexpedi-
tionen des 18. Jh. und dem 1795 gegriinde-
ten Pariser Ldngenbiiro groBe Verdienste
um die Erforschung der geometrischen Ge-
stalt der Erde und ihre Vermessung erwor-
ben hatten, kimpften in Washington erbit-
tert um ihren ebenfalls traditionsreichen
Pariser Meridian, der 1672 von dem be-
rihmten Astronomen G.D. Cassini (1625
bis 1712) fixiert worden war. DaB} schlieB-
lich doch der Nullmeridian von Greenwich
von allen Teilnehmern akzeptiert wurde,
bewirkte die Statistik: Es konnte nachge-
wiesen werden, daB zu diesem Zeitpunkt
65% aller Schiffe, die die Weltmeere be-
fuhren, Seekarten auf der Basis des Green-
wich-Meridians benutzten.

NWIC

YIAN

Zum 100. Jahrestag dieser internationalen
Vereinbarung gab die britische Post 1984
vier Sondermarken heraus, die den Verlauf
unseres Nullmeridians iiber die Erdkugel,
quer durch Frankreich und GroBbritan-
pien, durch das Gelidnde des alten Observa-
toriums von Greenwich und schlieBlich
durch die Mittellinie des dort befindlichen
Zenitteleskops zur Bestimmung des Mit-
tagsdurchgangs der Sonne zeigen. (Zwei
davon zeigen wir im Bild.) Es bleibt zu er-
wihnen, daB die astronomischen Aufgaben
des Observatoriums von Greenwich heute
zum groBten Teil in einem modernen, an
einem gilinstigeren Ort gelegenen Institut
durchgefiihrt werden, wihrend ein Teil des
alten Flamsteed House heute das nationale
britische Meeresmuseum beherbergt, in
dem viele wichtige Sachzeugen der hier
skizzierten Entwicklung, u.a. die von Cook
mitgefiihrten Chronometer, aufbewahrt
werden.

P. Schreiber
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Zentral-
symmetrie

Bwei Jungen E und J sitzen an einem klei-
nen Tisch mit quadratischer Tischplatte
und warten auf ihre Bestellung. Auf dem
Tisch liegt ein groBer Stapel mit kreisfor-
migen Untersetzern (Bierdeckel), so daB
alle diese Untersetzer ausreichen wiirden,
um mehr als die ganze Tischfliche zu be-
decken. Um sich die Wartezeit zu verkiir-
zen, spielen die Jungen E und J das fol-
gende Spiel: Abwechselnd legt jeder einen
Untersetzer auf den Tisch, ohne daB dieser
einen anderen iliberdeckt. Wer zuerst kei-
nen Platz mehr auf dem Tisch findet, hat
das Spiel verloren.-E legt den ersten Unter-
setzer auf den Mittelpunkt Z des Tisches.
Danach legt J einen Untersetzer A. Als
nun E einen Untersetzer B so legt, daB er
dem Bild 1 von A bei der Drehung um den
Punkt Z mit 180° entspricht, gibt J nach
kurzem Uberlegen das Spiel als verloren
auf.

Bildii

Der Junge E hat die Zentralsymmetrie des
Quadrats fiir eine Gewinnstrategie genutzt.
Er kann immer bei einem Zug von J einen
dazu beziiglich Z zentralsymmetris\ch lie-
genden Platz zum Legen eines Unterset-
zess finden. Der Junge J steht schlieBlich
einmal vor der Situation, keinen Platz
mehr zu finden, um den nichsten Unter-
setzer auf die Tischplatte zu legen.

Der springende Punkt bei diesem Spiel war
also der Punkt Z. Man nennt eine ebene
Figur F symmetrisch beziiglich des Punktes Z
und Z ein Symmetriezentrum der Figur F,
wenn bei der Drehung der Ebene um Z mit

. 180° die Figur auf sich abgebildet wird.

Bei der Drehung um Z mit 180° ist leicht
einsichtig: Der Punkt Q ist das Bild des
Punktes P(# Z) dann und nur dann, wenn
Z der Mittelpunkt von PQ ist (Bild 2). Des-

halb ist die Bezeichnung Spiegelung an Z
fiir diese Abbildung durchaus treffend.
Man priife einmal selbst die Figur F in
dem Bild 3 auf eine derartige Symmetrie.
Aufler Quadraten, Rechtecken und Krei-
sen, bei denen eine Zentralsymmetrie of-
fensichtlich vorliegt, gibt es eine Fiille wei-
terer zentralsymmetrischer Figuren.

Ein Dreieck ABC dagegen kann nicht zen-
tralsymmetrisch sein. Denn wire eine Ecke
Symmetriezentrum, etwa A, so wire A Mit-
telpunkt der Seite BC. Und giibe es ein von
den Ecken verschiedenes Symmetriezen-
trum, so miiBte die Anzahl der Ecken ge-
rade sein, da Ecken in Ecken iibergehen
miissen. In jedem Falle ergibt sich also ein
Widerspruch!

Aufgabe 1

Ein regelmdpiges n-Eck (n = 3) ist zentral-
symmetrisch dann und nur dann, wenn n ge-
rade ist. (Das Symmetriezentrum ist dann
der Mittelpunkt des Umkreises des
n-Ecks.)

Wir wenden uns nun der Frage zu, welche
Vierecke zentralsymmetrisch sind. Nach
dem Ergebnis der Aufgabe 1 gilt dies we-
nigstens fiir das Quadrat; auch fiir ein
Rechteck ist dies leicht einsichtig.

Aufgabe 2

Ein nicht iiberschlagenes') Viereck ABCD ist
zentralsymmetrisch genau dann, wenn es ein
Parallelogramm ist.

Im Heft 4/1984 der alpha haben wir die
Axialsymmetrie betrachtet. Damit ergibt
sich die naheliegende Frage, ob die eine
Art der Symmetrie die andere zur Folge
haben kénnte.

Die Frage 148t sich leicht beantworten. Un-
sere eingangs betrachtete (zentralsymme-
trische) Figur (Bild 3) sowie ein (axialsym-
metrisches) regelmiBiges Dreieck (vgl.
Aufg. 1) zeigen, daB ein solcher SchluB in
keiner von beiden Richtungen gilt. Bemer-
kenswert in -diesem Zusammenhang ist
aber die folgende Eigenschaft 1.

Bild 4
c

Eigenschaft 1

Besitzt eine Figur F zwei Symmetrieachsen a
und b, die senkrecht zueinander sind, dann ist
ihr Schnittpunkt S ein Symmetriezentrum von
F. /

Zum Beweis betrachten wir einen beliebi-
gen Punkt P, der nicht auf den Geraden a
und b liegt (Bild 5). Es sei Q das Bild von
P bei der Spiegelung an der Geraden a
und R das Bild von Q bei der Spiegelung
an b. Dann ist a die Mittelsenkrechte von

PQ und b die Mittelsenkrechte von QR.



Wegen a 1 b ist x PQR ein rechter Winkel.
Da in jedem rechtwinkligen Dreieck. der
Mittelpunkt des Umkreises (dann ch
Thaleskreis genannt) mit dem Mittelpunkt
der Hypothenuse zusammenfallt, muBl S
(als Schnittpunkt von ¢ und b und damit
Mittelpunkt des Umbkreises) der Mittel-
punkt von PR sein. Der Punkt P hat also
bei der Nacheinanderausfithrung der Gera-
denspiegelungen an a und b das gleiche
Bild wie bei der Punktspiegelung an S.
Dies gilt — wie man leicht erkennt — auch
fiir die iibrigen Lagen von P (d.h., wenn P
auf g oder b liegt).

Bild§5 ./°
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Nach Voraussetzung wird die Figur F bei
jeder der Spiegelungen an a bzw. b, also
auch bei der Nacheinanderausfiihrung der
Spiegelungen an ¢ und b auf sich abgebil-
det. Diese Nacheinanderausfithrung ist
aber, wie sich zeigte, gleich der Spiegelung
an S. Also ist S ein Symmetriezentrum von
F, was zu zeigen war.

Hinsichtlich der Vierecke ist bekannt (vgl.
alpha Heft 3/1984), daB fiir ein Rhombus
bzw. fiir ein Rechteck charakteristisch ist,
daB die beiden Diagonalen zueinander
senkrechte Symmetrieachsen bzw. die Mit-
telsenkrechten zweier aufeinanderfolgen-
der Seiten zueinander senkrechte Symme-
trieachsen des Vierecks sind. Damit ergibt
sich folgende Ubersicht iiber zentralsym-
metrische Vierecke:

Die folgenden Uberlegungen sind etwas
schwieriger. Man darf sie auch iibersprin-
gen, sollte aber die Aufgaben 3, 4 und 5 als
AbschluB des Artikels noch lésen.

Aufgabe 3

Man bestimme die Symmetriezentren des Gra-
phen der Sinusfunktion (Bild 6)! Ubrigens
liegen in dieser Figur die Symmetriezen-
tren nicht auf den Symmetrieachsen.

Bild 6 y
-1
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Wihrend eine Figur F mehrere, aber end-
lich viele Symmetricachsen haben kann
(siehe regelmiBiges n-Eck), ist dies beziig-
lich der Anzahl der Symmetriezentren an-
ders:

Eigeﬁschaft 2
Hat eine Figur F (wenigstens) zwei Symmetrie-
zentren, dann besitzt sie unendlich viele.

Sind namlich Z, und Z, zwei Symmetrie-
zentren der Figur F, dann wird F sowohl
bei der Spiegelung an Z, als auch an Z, auf
sich abgebildet. Es sei Z, das Bild von Z,
bei der Spiegelung an Z,. Nun geht die
bzgl. Z, symmetrische Figur F bei der
Spiegelung an Z, in eine Figur F’ iiber, die
zum Bild Z, von Z, symmetrisch sein muB.
Wegen F=F ist also die Figur F bzgl
eines weiteren Punktes Z; symmetrisch.
Auf diese Weise kann man mit Z, und Z,
ein weiteres Zentrum Z, finden usw. (Man
veranschauliche sich diesen Sachverhalt
anhand der Figur in Bild 6!) Der Nachweis,
daf3 diese so gefundene Zentren alle von-
einander verschieden sind, macht einige
Miihe, kann aber mit der Methode der voll-
stindigen Induktion erbracht werden.

Aufgabe 4

Das Bild 7 zeigt drei Figuren, die jeweils aus
4 Einheitsquadraten zusammengesetzt sind.
Von diesen Figuren stehen jeweils 8 zur Verfii-
gung. Man soll nun mit einem Teil dieser Figu-
ren ein 8X 8-Felder-Schachbrett so iiberdek-
ken, daf eine zentralsymmetrische Parkettie-
rung entsteht.

Bild 7

Aufgabe 5

Das Bild 8 zeigt ein Tapeten- (oder Wand-)-
Muster. Man bestimme seine Symmetriezen-
tren. (Es enthdlt iibrigens keine Symmetrieach-
sen!)

- ——-
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E. Quaisser/H.-J. Sprengel

Bild 8

1) Ein Viereck heiBt dberschlagen, wenn
sich zwei seiner gegeniiberliegenden
Seiten schneiden (siehe Bild 4).

Ubersicht

Parallelogramm

AN
/ D

Rechteck

/

N

Rhombus

B

Quadrat

Rechenbaume

Ala Fille die Leerstellen aus! Gib je-
weils den zu berechnenden Term an!
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A2 a Stelle fiir folgende Terme einen Re-
chenbaum auf! Berechne jeweils den Wert
des Terms!

a) 2+3-4; b) 43—9:(%)

L. Flade

Verleihung der Ehren-
plakette der Akademie
der Padagogischen
Wissenschaften

der DDR - 1984

In Anerkennung hervorragender wissen-
schaftlich-padagogischer Leistungen, die
sich durch einen hohen Grad theoretischer
Verallgemeinerung und Praxiswirksamkeit
auszeichnen, und fiir besondere Verdienste
bei der Entwicklung der marxistisch-lenini-
stischen Piddagogik wurde die Ehrenplakette
auf einem Festakt an 13 Kollektive bzw.
Einzelpersonen verlichen.

Im September dieses Jahres wird der
Schultaschenrechner in Klasse 7 einge-
fithrt. Das Forschungskollektiv zur Leitung
der Untersuchungen fiir die Einfiihrung
elektronischer Taschenrechner in die allge-
meinbildende Schule erhielt die Ehrenpla-
kette. IThm gehoren an: Prof. Dr.sc. paed.
Werner Walsch als Leiter, Martin-Luther-
Universitit Halle/Wittenberg, Dr. paed.
Dieter Amberg, Institut fiir berufliche Ent-
wicklung, Berlin, Ingenieur6konom Rolf
Bergt, VEB Mikroelektronik Miihlhausen,
Dr. paed. Lothar Flade, Martin-Luther-Uni-
versitit Halle/Wittenberg, Waldemar Herr-
mann, Joliot-Curie-OS Merseburg, Ober-
lehrer Kurt Paul,  Ernst-Schneller-Ober-
schule (EOS) MeifBen.
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XXIV. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR

Aufgaben der Kreisolympiade

Olympiadeklasse 5

240521 Harald will an der Wandzeitung
lber die rege Freizeitbeschiftigung der
Pioniere Marion, Petra und Ruth berich-
ten.

Thm ist bekannt:

(1) Jedes der drei Midchen betreibt genau
eine der Sportarten Schwimmen, Tischten-
nis, Volleyball. Jede dieser drei Sportarten
wird von einem der drei Middchen betrie-
ben.

(2) Marion liest in ihrer Freizeit auBerdem
gern Abenteuerbiicher, die Volleyballspie-
lerin aber nicht.

(3) Die Volleyballspielerin beschiftigt sich
dagegen gern mit Mathematik, sie hat bei
der letzten Mathematik-Olympiade mehr
Aufgaben richtig gelost als Petra.

(4) In der Russisch-Olympiade hat Marion
besser abgeschnitten als die Tischtennis-
spielerin.

Beweise, daB die Verteilung der drei Sport-
arten auf die drei Méddchen durch dié An-
gaben (1), (2), (3), (4) eindeutig bestimmt
istt Welches Midchen betreibt welche
Sportart?

240522 In einem metallverarbeitenden
VEB werden verschiedene Einzelteile pro-
duziert. Dazu werden vier Maschinen ein-
gesetzt; mit jeder Maschine wird eine Sorte
dieser Einzelteile hergestellt.

Die Ergebnisse einer Schicht waren fol-
gende:

Es wurden insgesamt 4320 Teile herge-
stellt, und zwar auf der ersten Maschine
ein Drittel der 4320 Teile, auf der zweiten
Maschine ein Fiinftel der 4320 Teile. Auf
der dritten Maschine wurden ebenso viele
Teile hergestellt wie auf der vierten Ma-
schine.

Berechne fiir jede der vier Maschinen die
Stiickzahl der auf dieser Maschine herge-
stellten Teile!

240523 Die abgebildete schraffierte Fla-
che entsteht aus einem Quadrat, indem

e =
H -

N\
[N

75

L

=]
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man von ihm zwei Dreiecke und zwei Qua-
drate abschneidet.

Berechne aus den in Millimeter angegebe-
nen Lingen den in Quadratzentimeter
gemessenen Flicheninhalt der schraffier-
ten Fliche!

240524 Peter berichtet: ,Ich habe eine
natlirliche Zahl ‘“aufgeschrieben. Eine
zweite natiirliche Zahl habe ich aus der er-
sten durch Anhidngen einer Ziffer 0 gebil-
det. Die Summe der beiden Zahlen betriigt
3058.«

Beweise, daB man aus diesen Angaben ein-
deutig ermitteln kann, welche Zahl Peter
als erste Zahl aufgeschrieben hat! Gib
diese Zahl an!

Olympiadeklasse 6

240621 Drei Geschwisterpaare, jeweils
ein Midchen und ein Junge, sitzen bei der
Geburtstagsfeier von J6rg, dem einen der
drei Jungen, im Kreis um einen Tisch. Es
ist folgendes bekannt:

(1) Keines der sechs Kinder hat seinen
Bruder oder seine Schwester als Tischnach-
bar:

(2) Steffen sitzt dem iltesten der drei Jun-
gen gegeniiber.

(3) Rechts von Agnes sitzt Ines, links von
Agnes sitzt Michael.

(4) Kerstin ist nicht Steffens Schwester.
Béweise, daB man aus diesen Angaben so-
wohl die zusammengehdrenden Geschwi-
sterpaare als auch die Sitzordnung eindeu-
tig ermitteln kann, und gib beides an!

240622 Die sechs Flichen eines Quaders
mit den Kantenlingen ¢ =3 cm, b =4cm,
¢ = 5cm werden rot angestrichen. Danach
wird der Quader in genau 60 Wiirfel von
1 cm Kantenlidnge zersigt.

Wie viele der so entstehenden Wiirfel ha-
ben 0, 1, 2, 3, 4, 5 bzw. 6 rot angestrichene
Flichen? (Eine Begriindung wird nicht ver-
langt.)

240623 Drei Motorradfahrer Rainer, Jiir-
gen und Frank fahren zur gleichen Zeit in
Karl-Marx-Stadt an der gleichen Stelle ab;
sie fahren auf der gleichen StraBe in Rich-
tung Leipzig.

Rainer legt mit seiner Maschine in je
10 Minuten eine Weglinge von 9 Kilome-
tern zuriick, Jirgen fihrt in je 10 Minuten
8 Kilometer, Frank nur 6 Kilometer.

Wie groB sind nach einer Stunde die Weg-
lingen zwischen Rainer und Jiirgen, zwi-

schen Rainer und Frank und zwischen Jiir-
gen, und Frank, wenn bis zu diesem
Zeitpunkt jeder Fahrer seine Geschwindig-
keit beibehalten hat?

240624 Rita experimentiert mit einer
Balkenwaage. (Mit einer solchen Waage
kann man feststellen, ob der Inhalt einer
Waagschale soviel wiegt wie der Inhalt der
anderen Waagschale oder welcher dieser
beiden Inhalte mehr wiegt als der an-
dere.)

Rita hat 17 Kugeln, 6 Wiirfel und 1 Pyra-
mide. Sie stellt fest:

(1) Jede Kugel wiegt soviel wie jede der an-
deren Kugeln.

(2) Jeder Wiirfel wiegt soviel wie jeder der
anderen Wiirfel.

(3) Die Pyramide und S Wiirfel wiegen zu-
sammen soviel wie 14 Kugeln.

(4) Ein Wiirfel und 8 Kugeln wiegen zu-
sammen soviel wie die Pyramide.

Rolf fragt Rita, nachdem sie diese Feststel-
lungen erhalten hat:

»Wie viele Kugeln wiegen soviel wie die
Pyramide?“

Beweise, daB man Rolfs Frage bereits ein-
deutig mit Hilfe der Feststellungen (1), (2),
(3), (4) beantworten kann, ohne daB ein
nochmaliges Wigen notig ist! Wie lautet
die Antwort?

Olympiadeklasse 7

240721 Drei Ehepaare sitzen zum Rom-
méspiel im Kreis um einen Tisch. Die Vor-
namen der Minner sind Anton, Bernd und
Christian, die Vornamen der Frauen sind
Ulrike, Vera und Waltraud. Ferner ist be-
kannt:

(1) Keiner der sechs Teilnehmer sitzt sei-
nem Ehepartner gegeniiber.

(2) Vera sitzt zwischen zwei Minnemn.

(3) Anton sitzt neben seiner Frau.

(4) Rechts von Ulrikes Mann sitzt Wal-
traud, links von ihm sitzt Christian.
Beweise, daB man aus diesen Angaben so-
wohl von jedem Teilnehmer den Ehepart-
ner als auch die Sitzordnung eindeutig er-
mitteln kann, und gib beides an!

240722 Ein Garten von rechteckiger Ge-
stalt ist genau 13 m linger als breit. Um
ihn vollstindig zu umziunen, bendtigt
man genau.92 m Zaun.

a) Berechne den Flicheninhalt des Gar-
tens!

b) Der Garten soll vollstindig in Beete und
Wege aufgeteilt werden, wobei folgende
‘Bedingungen zu erfiillen sind:

Jedes Beet hat die Gestalt eines Rechtecks
mit den Seitenldngen 3 m und 1 m.
Zwischen je zwei benachbarten Beeten und
zwischen dem Zaun und den Beeten ist
liberall ein 25 cm breiter Weg angelegt.
Untersuche, ob es eine Aufteilung des Gar-
tens gibt, bei der diese Bedingungen erfiilit
sind! Wenn das der Fall ist, so ermittle fir
eine solche Aufteilung die Anzahl der
Beete! ;

240723 Von einem  Parallelogramm
ABCD wird vorausgesetzt, daB der Schnitt-
punkt E der beiden Winkelhalbierenden



von ABAD und %CBA auf der Seite CD
liegt.

Beweise, daB unter dieser Voraussetzung E
stets der Mittelpunkt der Seite CD ist!

240724 Aus einem quadratischen Stiick
Blech der Seitenlinge a soll ein oben offe-
ner wiirfelformiger Kasten hergestellt wer-
den. Fiir das Netz zum Herstellen eines
solchen Kastens werden die beiden Varian-
ten in dem Bild zur Diskussion gestellt.
Beide Netze sind so angeordnet, daB die
Diagonalen des gegebenen Quadrates je-
weils Symmetrieachsen des Netzes sind.

Ermittle in Abhingigkeit von a die GroBe
des Abfalls (im Bild schwarz) bei beiden
Varianten! Wenn bei einer Variante ein
kleinerer Abfall entsteht, so gib diese Va-
riante an!

Olympiadeklasse 8

240821 Klaus berichtet iiber alle Tage
seines Aufenthaltes im Ferienlager:

(1) An jedem Vormittag war das Wetter
entweder durchgehend sonnig oder durch-
gehend regnerisch.

(2) An jedem Nachmittag war das Wetter
entweder durchgehend sonnig oder durch-
gehend regnerisch.

(3) An genau sieben Tagen kam regneri-
sches Wetter vor.

(4) Wenn es nachmittags regnete, war es
vormittags sonnig.

(5) An genau finf Nachmittagen war es
sonnig.

(6) An genau sechs Vormiltagen war es
sonnig.

Stelle fest, ob sich aus diesen Angaben die
Anzahl der Tage, die Klaus im Ferienlager
war, eindeutig ermitteln 1d8t! Ist dies der
Fall, so gibt diese Anzahl an! Gib ferner
eine (nach den Angaben) mogliche Vertei-
lung sonniger und regnerischer Vor- und
Nachmittage an!

240822 Es sei ABC ein Dreieck; die
GroBe des Winkels x BAC betrage 30°.
Beweise, daB unter dieser Voraussetzung
die Lédnge der Seite BC gleich dem Um-
kreisradius r des Dreiecks ABC ist!

240823 Ermittle alle diejenigen natiirli-
chén Zahlen x, die die Ungleichung

1 7 _15

15 <% <11
erfiillen!
240824 Eine Blechtafel hat die im Bild
ersichtliche Gestalt, wobei a, b und x gege-
bene Lingen sind. Die Tafel soll lings der
gestrichelten Linie in zwei Teile zerlegt
werden, und aus jedem Teil soll dann ein
oben offener quaderférmiger Kasten der
Hoéhe x hergestellt werden.
1. Berechne das Volumen eines solchen
Kastens, wenn a =360 mm, b =120 mm,
x =25 mm gegeben sind!

2. Ermittle das Volumen eines solchen Ka-
stens, dargestellt in Abhéngigkeit von Va-
riablen a, b und x, die (wegen ihrer Bedeu-
tung als Lingen) nur positive Werte
annehmen konnen!

x kL{}:?ﬁ:J : X‘LII

X X X
x "I ' |xl xl I
a

3. Es seien beliebige positive Werte a und
b fest vorgegeben. Ermittle in Abhingig-
keit von diesen a, b alle diejenigen Werte
fiir die Variable- x, mit denen es moglich
wird, Kdsten der genannten Art herzustel-
len!

Olympiadeklasse 9

240921 Eine Schule hat 510 Schiiler.
Beim Anfertigen einer Schiilerliste stellt je-
mand die Frage, ob auf derartigen Listen
von 510 Personen mehrmals das gleiche
Datum (Tag- und Monatsangabe, ohne Be-
ricksichtigung der Jahresangabe) als Ge-
burtstag auftreten wird.

Anke behauptet: ,Auf jeder Liste, die sich
durch Zusanmmenstellung von 510 Perso-
nen bilden 13Bt, befinden sich zwei Perso-
nen, die das gleiche Datum als Geburtstag
haben.“

Bertold behauptet: ,Auf jeder Liste, die
sich durch Zusammenstellung von 510 Per-
sonen bilden 1d8t, befinden sich drei Perso-
nen, die das gleiche Datum als Geburtstag
haben.“

Untersuchen Sie sowohl fur Ankes als auch
fiir Bertolds Behauptung, ob sie wahr oder
falsch ist!

240922 Man ermittle alle diejenigen reel-
len Zahlen x mit x + 5, fir die

5—x</4

gilt.

240923 Es sei ABCD ein Quadrat. Fir
zwei verschiedene Punkte E und F, die in
irgendeiner Reihenfolge auf der Seite BC
zwischen B und C liegen, gelte

BE=FC
und BE : EF=41:11.
Die Gerade durch A und E sei g, die Ge-
rade duch D und F sei h, der Schnittpunkt
von g und h sei S.
Untersuchen Sie, ob bei einer Lage von
Punkten 4, B, C, D, E, F, S, die diese Vor-
aussetzungen erfullt, das Dreieck EFS
gleichseitig ist!

240924 Beweisen Sie: Sind a und b belie-
bige ganze Zahlen, wobei nur b # 0 voraus-
gesetzt wird, so ist die Zahl

z=a’+3a'b - 5a%b? - 15a%b?

+ 4ab* + 1253
das Produkt aus funf ganzen Zahlen, von
denen keine zwei einander gieich sind!

Olympiadeklasse 10

241021 Ermitteln Sie alle diejenigen
Quadrupel (a, b, ¢, d) von reellen Zahlen a,

b, ¢, d, die das folgende Gleichungssystem
1), (), 3), (4) erfiillen!

a? + be =0, 1)
ab + bd =0, )
ac +cd =0, 3)
bc +d? =0. 4)

241022 Von einem Dreieck ABC wird
vorausgesetzt, daB es nicht stumpfwinklig
ist und daB fiir die zu AB senkrechte Hohe
CD die Gleichung

CD-AC=4D-BC
gilt. ’
Beweisen Sie, daB durch diese Vorausset-
zungen die GroBe y des Innenwinkels
4 ACB eindeutig bestimmt ist! Ermitteln
Sie diese WinkelgroBe p!

241023 Emmitteln Sie alle diejenigen na-
tirlichen Zahlen z, fur die folgendes
gilt:

Streicht man aus der Zifferndarstellung
von z die letzte Ziffer, so entsteht die Zif-
ferndarstellung einer Zahl, die ein Teiler
von z ist.

241024 Das Bild stellt den GrundriB
eines KOrpers in senkrechter Eintafelpro-
jektion sowie den dazugehorigen Hohen-
maBstab dar. Dabei ist K’ der Mittelpunkt
von C'D’.

o K' ¢ ERK
a a a

d B

A'SE a B <F" AB.CD

Zeigen Sie, daB es mindestens zwei eben-
flichig begrenzte Korper mit unterschiedli-
chem Volumen gibt, die diesen GrundriB,
diesen HohenmaBstab und genau die hier-
durch festgelegten Punkte 4, B, C, D, E, F,
K als Eckpunkte haben!

Als Losung geniigt die Aufzihlung von
(mindestens zwei) Korpern der verlangten
Art durch folgende Angaben: Jeweils eine
Darstellung des Korpers in schriger Paral-
lelprojektion, eine Aufzdahlung seiner simt-
lichen Seitenflichen (in der Schreibweise,
daB UV...Z dasjenige ebene Vieleck be-
zeichnet, das genau die Ecken U, V,... Z
hat, die bei einer Umlaufung in dieser Rei-
henfolge erreicht werden) und eine Berech-
nung des Volumens des Korpers in Abhin-
gigkeit von der gegebenen Linge a.

Olympiadeklassen 11/12
24122'1_ Es sei (a,) diejenige Zahlenfolge,

fir diea, =2
a;+1 .
und a"”_ﬁ (n=1,2,3,...) gilt.

a) Berechnen Sie a, und a;, und beweisen
Sie,daB a, > 1 fiirallen =1,2,3, ... gilt!
b) Beweisen Sie, daB die Folge (a,) streng
monoton fallend ist!

241222 Emmitteln Sie alle diejenigen
Paare (x;y) reeller Zahlen, die das fol-
gende Gleichungssystem (1), (2) erful-
len! x2p2+ x2+ y2—6="9xy, (1)

(x+y)? =136. 2)
(Fortsetzung: S.48)
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Problemkomponist
und Knobelmeister

Samuel (Sam) Loyd (30.1.1841 bis
10.4.1911) zdhlt zu den beriihmtesten
aller Schachproblemkomponisten. Seine
Schachaufgaben sind an Originalitit,
Phantasiereichtum und (Loydschem) Witz
uniibertroffen und haben bis heute nichts
von ihrem eigentiimlichen Reiz eingebiiBt.
Loyd beschiftigte sich aber nicht nur mit
Schachproblemen, sondern er war auch ein
eifriger Erfinder von mathematischen
Denkspielen, Ritseln und Gesellschafts-
spielen. Davon konnte man sich schon im
alpha-Heft 3/1983 iiberzeugen, als das
Fiinfzehnerspiel vorgestellt wurde, welches
er erfand.

Unsere heutige Schachaufgabe starnmt von
ihm.

Zu dem abgebildeten Diagramm sind drei
Fragen zu beantworten:

1. Auf welchem Feld muB der schwarze
Koénig gestellt werden, auf dem er patt
ist?

2. Auf welchem Feld muB der schwarze
Konig gestellt werden, auf dem er matt
ist?

3. Auf welchem Feld muB der schwarze
Konig gestellt werden, auf dem er in einem
Zuge mattgesetzt werden kann? H. Riidiger

46 - alpha, Berlin 19 (1985) 2

- ,YIUIKaMHB“

Losungen

Ala TpymHo mMOBepHUTh, YTO OPAHIKEBBLIA
PE3HHOBBIA ,KPEHIENb", OXBATbIBAIOIIH
JKENEe3HOE KOMBUO OOEMMH  CBOMMH
(PUCYHOK cneBa  CBEpXy),
MOXHO Tax me¢OpMHpOBATL, He pa3pe3as
M He CKJIEUBas, YTO OH 6YIET OXBATBLIBATH
KONBIIO JHUIF ONHMM YIIKOM (KaK IOKa-
3aHO cBepxy cnpaea). Ho sT0 peicTem-
TEObHO MOXHO CHEIaTh, €CIHM pa3pella-
eTCA ,KpEeHHOelnb" CXUMAaTh, pa3lyBaTh H
pactarnBate. Kax? Ecnm He coobpasure
CaMH, NOCMOTpUTe pa3men ,OTBeThl, YKa-
3aHUA, pelleHus”..

EcTecTBEHHO BO3HHMKAET XeJaHHME OTIE-
IATH OT KONbLIA M BTOPOE YIUKO ~— BeIb
OH¥ paBHOmpaBHbl! OOHAKO OTHENHThL 06a
yILIIKa HEJIb3A.

A Tenéps mogyMadTe, MOXHO JIM paciry-
TaTh KPEHOENb C OMHUM YIIKOM, 3alleILIEH-
HBIM 3a Opyroe (PUCYHOK BHMI3Y).

Bild 1a

A2A Determine all of the roots of the
quartic equation .
xt—4x=1.

A3a Un marchand a mélangé trois quali-
tés de café de la fagon suivante:

11kg 4 14F le kg, 10kg 4 19,05F le kg et
4kg d 17F le kg.

A combien revient le kilogramme de mé-
lange?

Losungen zu: Fiir Kénner
Heft 6/84, S.137

® Aus (2) erhiilt man durch Radizieren

x+y=y2(x-y),
=L (T -1y,

11 (3)
In (1) eingesetzt, ergibt sich
x -2 -Dx=x+x(y2-1),
Vx-(2-42) =x-42,
Jc(2—\/2_)2 =2x? x*0
(2—\/2_)2 =2x,
2
=@)—=3—2ﬁ. @)

SchlieBlich wird noch (4) in (3) eingesetzt.
y=(Z-1Y(3-242)
y=(2 - 1)(2 - 1)(3-242)
y=(3-242)

y=171-1242.
m Es gilt
21+ /80 =21 + 445,
=20+4y5 +1,

=(y20 + 1) = (245 +1)".
Dann ist
V21 + 480 = (245 +1).

Weiterhin ist dann der Zihler

Vi-(245 +1)

=y7-2¢y5 -1

=y5-245+1 =45 1.
Fiir den Nenner gilt
Va-12 =4-2/3
=VY3-2y3+1=43-1
V1+448 =y1+43
=y3+4y3 +4 =43 +2.
Alsoist 1+ (Y3 +2)-(y3 —-1)=4
und schlieBlich
Y5 -1

4

(Die Aufgaben entstarnmen einem brasilia-
nischen Schiilerwettbewerb, KI.10 bis
12)

und

Losungen zu:
Spezialistenferienlager Mathematik
Heft 1/85

409
Ala )Y n=2385+386+...+409

1 =385

- %(335 +409) = 9925; 9925:5 = 1985.



Die Summe lautet jeweils 1985.
387 400 393 406 399
409 392 405 398 386
301 409 397 385 403
408 396 389 402 390
395 388 401 394 407
A2a  Aus einer Fiille von Material wihl-
ten wir aus
0=(1-9+8)-5
1=1+4y9 -8+5
=1+(9-8)°
3=1°-8-5
4=1-"8 +5
5=1-9+8+5
10=(1+9-8)-5
20=1+y9-8-5
116=-1+9-(8+5)
150=(1+9):8-5!

Losungen zu: Zentralsymmetrie
Aufgabe 4: Eine mogliche Losung:

L

k=11

1

Aufgabe 5: Bei dem vorgegebenen Wand-
muster liegen (bei unbegrenzter Ausdeh-
nung) die Symmetriezentren so, wie im
Bild angegeben:

Losungen zu: Rechenbiume
Ala a)(2+4)-3;b)18-56:7;

¢) 54:(2+6); d) (%+%+%>:13;

e) (0,5-0,5)- (% + %)

A2A

) [

0 o

3

Lésungen zu: o
Problemkomponist und Knobelmeister

1. Auf dem Feld hl.

2. Auf dem Feld e3.

3. Auf dem Feld a8, und es erfolgt 1. Dc8
matt.

Losungen zur Sprachecke

Ala Es ist nur schwer vorstellbar, daB
man die Gummibrezel, die den Eisenring
mit ihren beiden Henkeln umschlingt
(Bild 1a) so deformieren kann (ohne sie zu

zerschneiden oder aber zusammenzukle-
ben), daB sie den Ring nur noch mit einem
Henkel umfaBt (Bild 1b). Aber dies ist tat-
sichlich moglich, wenn es nur erlaubt ist,
die Brezel beliebig stark zusammenzu-
driicken oder zu dehnen. Wie? Wenn ihr es
nicht selbst schafft, so seht zu den Losun-
gen.

Natiirlich entsteht der Wunsch, auch den
zweiten Henkel vom Ring zu l6sen, denn
beide sind doch eigentlich gleichberech-
tigt. Aber das ist unmdglich!

Uberpriift jetzt, ob es moglich ist, eine Bre-
zel zu entwirren, bei der ein Henkel in den
anderen eingehakt ist (Bild 2)!

Lésung: Einen Henkel kann man so vom
Ring ablésen, wie im Bild gezeigt wird.
Auch die zweite Brezel ldBt sich in die
Form 8 bringen. (aus Quant 12/81)

A2a Bestimme alle Wurzeln der Glei-

chung vierten Grades x*—4x=1!

Lésung: Man formt die Gleichung

x*—4x=1um in x*=4x + 1 und ergiinzt

auf beiden Seiten ( +2x?+1). Dann ist

x4+ 2x2+1=4x+1+2x2+1,
(2 + 1)2=2(x + 1)?,

R+1=142(x+1).

Das ergibt die beiden quadratischen Glei-

chungen

x2-y2x+1-42=0
undx’+3/2_x+1+1/2_=0
mit den Losungen

X1 = @ £ % V20242 -1)

und .

x3;4=—gi—;—*j—-2(2‘/2_+1).

A3a Ein Hindler hat drei Sorten Kaffee
auf folgende Weise gemischt: 11 kg zu 14 F
das kg, 10 kg zu 19,05 F das kg und 4 kg zu
17 F das kg. Wieviel kostet ein Kilogramm
der Mischung?

Lésung: Der Gesamtpreis der Mischung be-
trigt
11-14F+10-19,05F+4-17F=4125F.
Dann kostet 1 kg dieser Mischung

Losungen zu:
In freien Stunden - alpha-heiter
Kryptarithmetik, IV. Umschlagseite

1.2.B.2179+2179=4358
2.2.B.3132+3732=6864
3.z.B. 42870+ 42837 = 85707
4.z.B. 7228 - 3614 =13614

5.531:9=359
6.28% =21952; y50625 = 225;
222-222 = 49284; (43)> = 79507
4+3=7
7.66-111=7326 8.5+2=7;
7-5=12;
6+1=17
. 1+5=6
9.99+ 1=100 10.12: 4=3
-+ - - -+
98 -89= 9 2+1=13
1+90= 91 10-4=6
11.z.B. 172+ 60 + 34 + 513 + 35 =814
12. 721 13.3 -3=9
+212 + - -
933 4 -2=8
7-6=1

14.28-7=196;28:4=17,
7+7=14;196:14=14

15.14-6:7=12;8-9:12=6;
(11+5):4=4;(14+8):11=2;
6+9:5=3;,7+12-4=15
1 . 1 1 1 1 1

16.?+?+T=1; 7+7+—6—‘—1,
i+l+l_—_1
277ty

17.z.B. 286 + 923 = 1209

18,.z.B. 4521 + 4521 + 4521 = 13563
19. 71568 + 71568 + 71568 =214 704
20. 16 850 + 20 640 = 37490
21.82193 + 8364 = 90557

22.z.B. 37291 + 89250 = 126 541
23.111-111=12321

24.2.B. 7425+ 3486 =10911
25.58015+65412=123427
26.19845+628=20473

Losungen zu: alpha-Wettbewerb
Heft 5/84, Fortsetzung

Ma7m2475 Angenommen, es sind x
Konserven Giénsefleisch, also (50 — x)
Konserven Schweinefleisch; dann gilt

Sx + 3(50 — x) =210,
5x+150-3x=210,2x=60, x=130.

Es sind 30 Ginsefleisch- und 20 Schweine-
fleischkonserven.

Ma7m2476 Es sei x die Anzahl der
Schiiler; dann gilt

X, x , X

2t rTrIes

14x + 7x + 4x + 84 = 28x, also x = 28.

-In der Schule des Pythagoras waren

28 Schiiler.
Ma 7 m 2477 200t-£= 166 t;
2 100 ;
90
300t'm—270t.

Die Erzeugung bester Qualitdt im ersten
Halbjahr ist in Prozenten ausgedriickt

_ 100-(160+270) , _ .,
P=—00+300 »~3%
Der Anteil von Erzeugnissen bester Quali-

412,5F:(11+10+4)=412,5F:25=16,5F tit im ersten Halbjahr betrug 86%.
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Ma 7®2478 Angenommen, der Student
war zum Zeitpunkt der Befragung x Jahre
alt; dann gilt

2-(x—4)=x+10,
2x-8=x+10,x=18.

Zum Zeitpunkt der Befragung war der
Fachschulstudent 18 Jahre alt.

Ma8m2479 Angenommen, die Fabrik
beschiftigte x Mainner, also (1440 — x)
.. X 3
Primiert wurden 100 187
1440 — x 1

und 100 227

Frauen.

_ 75x
400

= 4501440~ x) Frauen sowie 20% aller
200 10

Werktitigen; das sind % 20 = 288 Per-
sonen.

Nun gilt
%+L1;‘$g—")=zsa, also x = 960.
In dieser Fabrik waren 960 Minner und
480 Frauen beschiftigt. .

Ma8m2480 Es sei x die Hohe der
Knickstelle des Baumes; dann gilt
x+(x—43)=14,5,2x=18.8,

also x=94.

Der Baum wurde in einer Hohe von 9,4 m
geknickt.

Ma 8 m2481 Bei einer achtstiindigen Ar-

Minner

e . L x
beitszeit werden in einer Stunde 3 der Er-

zeugnisse und bei gleicher Arbeitsproduk-

R . . 7
tivitit werden in sieben Stunden Fyx

Erzeugnisse hergestellt. Darum gilt

100 L x

p= T% =87,5%.
Die Produktion wiirde um 12,5% absin-
ken.

Ferner gilt
p= %=114,3%.
3

Die Arbeitsproduktivitit miiBte um 14,3%
ansteigen, damit die Produktion nicht ab-
sinkt.

Ma 8 m2482 Moge bis zum Zusammen-
treffen der Zeiger der Stundenzeiger x Mi-
nutenteilstriche des Ziffernblattes weiter-
geriickt sein; dann riickt der Minutenzeiger
in der gleichen Zeit (45 + x) Minutenteil-
striche weiter. Da der Stundenzeiger in der

gleichen Zeit L der Bahn des Minuten-

12
zeigers zuriicklegt, gilt:
_45+x 1 _ 4L
xX=—Tr also x T

Der Minutenzeiger erreicht den Stunden-

L 1 .
zeiger in 49 1 min.

Ma9mwm2483 Es sei x die Anzahl der
40-W- und y die der 75-W-Gliihlampen;

dann gilt i
40x + 75y =2500 und x+y =45,
also y=45—y.

Durch Einsetzen erhalten wir
40x + 75+ (45 — x) =2500,

48 - alpha, Berlin 19 (1985) 2

8x+15-(45-x)= 500,
8x+675—-15x "= 500,
7x =175, also x = 25 und somit y = 20.
Fiir die Beleuchtung des Arbeitsplatzes
sind 25 Gliihlampen mit 40 Watt und
20 Glishlampen mit 75 Watt Leistung erfor-
derlich.

Ma9m2484 Ein konvexes n-Eck besitzt
%n(n — 3) Diagonalen.

Nun gilt

Zr(n—3)—13=(n—2(n -5

S n(n 5 (n n R

nn-3)-26=(n-2)(n-95),
n?-3n—-26=n2-5n—-2n+10,

4n=36, alson=9. )

Ein konvexes 9eck hat 13 Diagonalen mehr
als ein 7eck.

Ma9m2485 Der kleinere Wiirfel habe
die Kantenlinge x, der groBere somit
x + 22 cm. Nun gilt
6 (x+22)2—6x2=19272,
(x+22)2 - x2=13212,
x?+44x + 484 — x2=3212,
44x =2728,also x = 62.
Die Wiirfel haben die Kantenldngen 62 cm
und 84 cm.

‘Ma9w2486 Angenommen, vor Beginn

der ersten Fahrt befanden sich x Liter
Kraftstoff im Tank. Wihrend der ersten

x-20 x _. :
Fahrt wurden 100 5 Liter verbraucht.
Im Tank verblieb ein Rest von % Liter.
Wihrend der zweiten Fahrt wurden %
= ;—; verbraucht. Nun gilt
x 2x
x—?—f—9,25x—5x—2x—225,

18x =225, also x = 12,5.
Vor Beginn der ersten Fahrt befanden sich
12,5 Liter Kraftstoff im Tank.

Ma 10/12 m 2487 Die MaBzahlen der
Lingen der Katheten seien x und x +2;
nach dem Satz des Pythagoras gilt dann
x2+ (x +2)2>10%
x2+x2+4x+4-100>0,
2x2+4x—-96>0,
x2+2x—-48>0,
(x+8)(x—6)>0,
Fallunterscheidung:
a) x+8>0 und x—6>0 ergibt x> —8
und x> 6, also x> 6.
b) x+8<0 und x—6<0 ergibt x< —8
und x < 6; entfillt, da es kein Dreieck er-
gibt.
Die Katheten miissen linger als 6 cm bzw.
8 cm sein.

Ma10/12m2488 Es sei z=100a+ 10b
+c¢. Dann gilt a’+b?+c?=45 und
a+ b+ c=11. Femer gilt

100e + 10b + ¢ — 198 = 100c + 10b + a,
99a—-99¢=198,a~c=2,alsoc=a—2.
Durch Einsetzen erhalten wir
a+b+(@-2)=11,

2a + b =13 und somit b =13 ~ 2a.

Daraus folgt weiter

a?+ (13-2a)?+ (a—2)?2=45,

6a?—56a+128=0,

28 64 16 .
a? —T‘ a +T= 0, q =T (entfillt, da
nicht ganzzahlig), a, = 4.
Daraus folgt b=13-8=5 und

¢ =4—2=2.Die gesuchte Zahl ist 452. .
Ma 10/12 @ 2489 Ein konvexes n-Eck be-
sitzt %n (n — 3) Diagonalen.

Es gilt die Ungleichung

1
7(:1 —3)-nz2n, und wegen n * 0 gilt

%(n—3);2,n—3;4,n;7.

Die gesuchten n-Ecke haben mindestens
7 Seiten.

Ma 10/12 m 2490 Angenommen, der urs-
priingliche Preis betrug x Mark. Nach der
Steigerung um 10% betrug der Warenpreis
(x + ———133) M. Nach der Senkung um 10%
betrug der Warenpreis
11x 11x 10 99x
( 10 10 100)M_ 100 M-
Das ‘entspricht 99% des urspriinglichen
Preises. Der Warenpreis sank um 1% des
urspriinglichen Wertes.

nunmehr

»Aber Herr Professor, es miite doch noch
eine andere Moglichkeit geben, die Ge-
setze des freien Falls zu studieren.*

Fortsetzung von S.45:

241223 Man priife, ob es eine natiirliche
Zahl n und ganze Zahlen ay, a,, ..., 4,
gibt, so daB fiir
px)=a,x"+a,_;x" "1+ ..
+ax+a
sowohl p(7)=1985 als auch p(3) =1984
gilt!

241224 a) Beweisen Sie, daB in jedem
rechtwinkligen Dreieck fiir die Seitenldn-
gen g, b, ¢ und die Hohenldngen h,, h,, ‘A,
die Ungleichung

3-(a2+ b2+ cD)z4-(hl+hi+h)
gilt!

b) Untersuchen Sie, ob (1) auch in jedem
spitzwinkligen Dreieck gilt!

Gibt es a) rechtwinklige, b) spitzwinklige
Dreiecke, fiir die in (1) das Gleichheitszei-
chen gilt?

n

Die Losungen zu den Aufgaben der Olym-
piadeklassen 5 bis 10 verdffentlichen wir

a*+ 169 — 52a + 4a’ + a* — 42 + 4 — 45 =0, im Heft 3/85, d. Red.



alpha-Wettbewerb
1983/84

Abzeichen in Gold

Fiir siebenjdhrige Teilnahme

Frank Schonherr, Anklam; Eckhard Heinrich,
Aschersleben; Heike Eckardt, Bad Liebenstein;
Beate Weber, Bernburg; Holger Neye, Susanne
Kriiger, Kerstin Kantiem, Andris Moller, Berit
Kleinbauer, alle Berlin; Peter R6Bler, Bischofs-
werda; Uta Bolz, Andreas Heinze, beide Cottbus;
Falk-Uwe Koppelt, Crostau; Wolfgang Tenor,
Dessau; Ines Lauter, Heiko Ringel, Gerald Eich-
ler, Pedro Thiele, Kerstin Urban, alle Dresden;
Una Heinicke, Eisenberg; Stefan Nitzsche, El-
sterwerda; Lars Ménch, Erfurt; Jens Wacker-
mann, Falkenberg; Jan-Martin Hertzsch, Ge-
ringswalde; Ingolf Hintzsche, Grifenhainichen;
Ulrike . Brandenburg, . Greifswald; Sonnfried
Litsch, Gérlitz; Birgit Seifert, Hagenow; Annett
Eichner, Halle-Neustadt; Heidrun Schmidt,
Hoyerswerda; Andreas Paukert, Karbow; Norbert
Neumann, Kleinmachnow; Andreas Helbig, Lan-
genleuba-N.; Frank Herzog, Langenwolschen-
dorf; Uta und Sabine Mersiowsky, Langewiesen;
Solveig Woitek, Leinefelde; Ralf Laue, Petra Pol-
ster, beide Leipzig; Holger Schinke, Leuna; Jens
Grundmann, Limbach-O.; Jérg Ladendorf, Liib-
theen; Norbert Fuchs, Meiningen; Hagen Haber-
land, Mesekenhagen; Sven Saar, Miihlhausen;
Uwe Knispel, Neuburxdorf, Ralf Heidenreich,
RoBleben; Carmen Meikies, Schlagsdorf, Frank
Zollner, Sondershausen; Andreas Prpic, Sonne-
berg; Erhard Zilinske, Stralsund; Ralf Géssinger,
Unterbreizbach; Irene Michallik, Waren; Stefan
und Margret Boettcher, Thomas Weil, Dirk Leh-
mann, alle Weimar; Annett Seidel, Agnes Jor-
zick, beide Wismar; Erika Schreiber, Kerstin Bar-
thelmes, beide Zella-Mehlis; Mathias Goltzsche,
Zschopau; Steffen Hoffmann, Potsdam; Uwe
Prochnow, Halle

Fiir sechsjihrige Teilnahme

Anka Sommer, Augsdorf; Stefan und Beate Miil-
ler, Steffen Padelt, Jens Prochno, Reinhard We-
gener, Steffen MeiBner, Norbert Do, Cornelia
Wollf, alle Berlin; Jérg Leine, Berlstedt; Heidrun
Boldt, Burg Stargard; Christian Sitz, Calau; Man-
fred RoBius, Jens Leberwurst, Andreas Stenzel,
alle Cottbus; Ramona Blank, Clingen; Uwe Mar-
tin, Crossen; J6rn Fache, Culitzsch; Bert Kiihne,
Dahme; Christiane Nolte, Dingelstidt; Jens
Fuchs, Dahme; Rolf Dach, Oliver Geupel, Mi-
chael Nitsche, Annegret Wustmann, Stefan Ma-
tausch, Helmut und Carsten Schreiber, Silke Rie-
chen, Thomas Hiibner, Matthias Winkler, alle
Dresden; Steffen Patzschke, DroyBig, Bert
Minske, Eberswalde; Elke Sithnholz, Erfurt; Tho-
mas Nicklisch, Falkenberg; Annett Helbig,
Frankfurt/O.; Henry Mider, Frohburg; Ingolf
Thurm, GoéBnitz; Karsten Sonnemann, Grabow;
Thomas Rauschenbach, Grochwitz; Jutta und
Uta Schumann, Havelberg; Carsten Leibnitz, Ho-
henstein-E.; Peter Hermann, Hoyerswerda; Clau-
dia Docter, Ilsenburg; Sebastian Horbach, Carla
Umlauf, beide Karl-Marx-Stadt; Friedhelm Rei-
chert, Heiko Witte, beide K6nigs Wusterhausen;
Gert Kiinzelmann, Krina; Steffen Heyde, Lat-
dorf; Petra Gollewsky, Matthias Hiibner, Bernd
Fucke, alle Leipzig; Glen Stachowski, Lobau; Ek-
kehard Ludwig, Lihmannsdorf; Michael Seidel,
Leuna; Anja VoB, Neustadt; Thomas Engelhardt,
Niedersachswerfen; Tibor Leitz, Parchim; Hell-
mut Schenk, Pima; Katja Uhlemann Prausitz;
Klaus-Peter Lindner, Rackwitz; Irma GoBmann,
Rheinsberg; Sven Hader, Schlotheim; Winfried
Ullrich, Babette Miiller, beide Schmalkalden;

Ronald Kaiser, Schleid; Ralf Stentzel, Schwar-
zenberg; Delia Wolfert, S6llichau; Susanne Krie-
ger, Sommerda; Matthias Herrmann, Schwerin;
Heidi Béttger, Sondershausen; Bernd Urbanek,
Spremberg; Helmut Sauerbrei, Suhl; Armin Sin-
ger, Teichwolframsdorf; Silvia Reinwarth, Tel-
tow; Evelin Schott, Thalheim; Wolfram Fischer,
Torgau; Lars Briickner, Vacha, Uta Michallik,
Waren; Claudia Tiersch, Weimar, Horst RiB-
mann, Wesenberg; Klaus Michel, Wismar; Ralph
Bock, Wolfen; Anja Hifner, Achim Gratz, beide
Steinbach-Hallenberg; Mike DroBler, Marion
Nemczak, Kerstin Kowaczek, alle Zschornewitz;
Annette Schubert, Schalkau; Mike Selig, Stau-
chitz

Fiir fiinfjibrige Teilnahme

Beatrice List, Wolfgang Beukert, Ralf Beukert,
alle Altenburg; Annegret Schidlich, Auerbach;
Geertje MaeB, Bad Doberan; Ines Tappe, Mat-
thias Tittel, R.-Birk Schulze, Clemens Thielecke,
Thorsten Brandt, Yvonne Selke, alle Berlin; Eber-
hard Balzer, Bernburg; Frank-Jiirgen Schwerin,
Grit Giering, beide Blumberg; Peter Sitz, Calau;
Michael Enig, Crimmitschau; Andreas Donau-
‘bauer, Dahlen; Sebastian und Markus Vockrodt,
Dingelstidt; Michael Riihling, Bernd Miethig,
beide Dresden; Mario Thiel, Eilsleben; Matthias
Voigt, Eisenach; Olaf Krause, Eisenhiittenstadt;
Martina Helms, Erfurt; Rainer Fabianski, Fal-
kensee; Peter und Ulrich Wenschuh, Falkenstein;
Ulf Winkler, Frankenberg; Frank und Udo
Schulte, Freienbessingen; Thomas Brahmann,
Freital; Ute Frank, Forst; Holger GroB, Gnoien;
Andreas Funk, Volker Pohlers, beide Greifswald;
Karsten Seliger, Greiz; Ragna Siol, Maike Thiele,
beide Grimma; Jorg Blaurock, Guben; Beate
Thomas, Andrea Fiedler, beide Halle; Christina
Schmerling, Beate Kaczmarek, Antje Hiittig, alle
Halle-Neustadt; Ralf Schlenker, Horst; Heidi Ko-
narski, Hohenbuckow; Silke Umbreit, Ilmenau;
Ines Wagenknecht, Ivenack; Henrik Hodam, Kal-
tennordheim; Annette Maier, Volker Liebert,
Gert Reifarth, Michael Tix, Michael und Jiirgen
Hoppe, Grit Lohse, alle Karl-Marx-Stadt, Ute
Studzinski, Kietz; Susan Hoffmann, Klingenthal,
Silke Winzek, Annette und Simone Kauert,
Kathleen Hentrich, alle Langenweddingen; Ka-
rola Funke, Harald Rohrig, beide Leinefelde;
Uwe Werner, Michael Weber, beide Leipzig;
Frank Schonbach, André Gaertner, beide Lossau;
Frank-Thorsten Bolter, Miihlhausen; Janett
Eckart, Naundorf; Andreas Suchanow, Neubran-
denburg; Kathrin Massanek, Neusornzig; Antje
Flechsig, Obercrinitz; Michael Herrmann, Ober-
lichtenau; Henning Hetzer, Oettersdorf;, Kai
Leitz, Michael Taeschner, beide Parchim; Steffen
Scheithauer, Parey; Jeanette Stahnke, Pasewalk;
Antje Reichel, Pirna; Dorit Grulke, Pritzwalk;
Andreas Jéstel, Radebeul; Nils Grotrian, Ribnitz;
Lutz Marschner, Riesa; Beate Walter, Robel;
Kerstin Giilden, Roitzsch; Michael Griiber, Elke
Haferkorn, Anne und Heiner Ruser, alle Ro-
stock; Astrid Grulke, Schemberg; Ronny
Henschke, Schierke; Achim Krdber, Schonbach;
Jorn Briickner, Schwarzenberg; Roland Drendl,
Senftenberg; Ute Hornawsky, Silbach; Jochen
Wetzel, Sémmerda; Bert Liebmann, Sondershau-
sen; Christina Schmidt, Katja Huhn, Kerstin
Reumschiissel, Antje Recknagel, Hosea Heckert,
Peter Motz, alle Steinbach-Hallenberg; Wolfram
Meyerhéfer, Strasburg; Uta Linz, Suhl; Gerald
Schumann, Teichwolframsdorf; Wolfgang Vogel,
Thalheim; Lothar Matzker, Torno; Andreas
Heidtmann, Waren; Holger Nobach, Wame-
miinde; Uwe Pillat, Waschow; Monika Rdssler,
Volker Lehmann, Uta Langer, Johannes Thiter,
alle Weimar; Alexander Benz, Heike Eggert,
beide WeiBwasser; Andrea Maas, Wilhelmsburg;
Bert Winkler, Wilkau-HaBlau; Mario Kuhn,
Wintzingerode; Karin Junk, Wismar; Steffen
Pietz, Wittenberg; Marian Hackenberger, Zedlitz;
Pier Bierbach, Antje Schneider, beide Zeitz; Ute

Barthelmes, Angelika Weyh, beide Zella-Mehlis;
Uwe Schulz, Zittaw

Fiir vierjahrige Teilnahme

Kathrin Christ, Ammem; Uwe D&bler, Amstadt;
Thomas Heilfort, Bad Gottleuba; Ines Sobanski,
Bad Liebenstein; Marcus Markardt, Bad Salzun-
gen; Jiirg Kasper, Bautzen; Tom Pfeifer, Ulrich
Kriiger, Stefan Bading, Stefan Rodel, Sarah
Plietzsch, Lutz Déhler, alle Berlin; Steffen und
Christian Gering, Beuditz; Ralf Groper, Biesen-
rode; Karsten Kiihne, Blankenfelde; Matthias
Hentze, Bleicherode; Antje Hahnel, Blumberg;
Annett Sperling, Briunrode; Matthias Koch, Dirk
Rohde, Antje Liick, alle Brieselang; Manuela
Herrmann, Thomas Jurke, beide Cottbus; Steffen
Eisenblitter, Delitzsch; Wolfgang Jickel, De-
mitz-Thumitz; Petra Vollbrecht, Dessau; Mi-
chaela Ernst, Débeln; AG Mathematik der POS
K. Niederkirchner, Domersleben; Annett Ger-
mann, Dborfel; Jens Haufe, Klaus-Horst Milde,
Jochen Pohl, Ullrich Hartung, alle Dresden; Jérn
Quedenau, Eberswalde; J6rg Simon, Engelsdorf;
Ulrike RéBner, Erfurt; Lutz Kiich, Erlau; Kai
MettKe, Frankfurt/O.; J6rg Schneider, Freiberg;
Ingmar Hellhoff, Friedersdorf, Anke Zimmer-
mann, Geithain; Marko Schmidt, Gelmeroda;
Kristina Bétiger, Gorlitz; Berit Schonrock, God-
din; Andrea RueB, Goldberg; Volker Bélter, Jana
Czichowski, Marie-Luise Funk, alle Greifswald;
Kai Streubel, Grimma; Katja Scholz, Marit
Strauch, beide Gréden; Sven Rudolph, GroB-
rohrsdorf; Antje Ohlhoff, Anja Grafe, beide Hal-
berstadt; Sylke Gonschorek, Harzgerode; Anja
Botzon, Havelberg; Birgit Bremer, Heiligenstadt;
Heike Scholz, Herrmannsdorf, Ines Menzel,
Hohndorf; Stefan Lippmann, Susanne Fischer,
Annett Herbst, alle Ilsenburg; Britta Fliegner,
Jarmen; Kathrin Kreusel, Kindler, Gerd Rei-
farth, Jorg Lanckau, Katrin Holzhaus, Heiko
Frank, alle Karl-Marx-Stadt; Frank Miiller, Klaf-
fenbach; Torsten Schiitze, Klettenberg; Heike
Deumeland, Langenweddingen; Udo Woitek,
Solveig Willenberg, Séren Leukefeld, Kerstin
Wullig, alle Leinefelde; Petra Heiliger, Leuna;
Silke Perthel, Udo Wagner, JOrg Zimmermann,
Stefan Schmidt, Sandra Ernst, Katrin Gérsch,
alle Lossau; Jens Neumann, Luckau; Thomas
Kitzmann, Reimo Zimmermann, beide Méhlau;
Christian Eisele, Molkau; Steffen Schamowski,
Méser; Dirk Franke, Miilsen; Thomas Drobek,
Neubrandenburg; Steffen Ewert, Martina Schulz,
beide Neuhaus; Ralf Ponisch, Niederwiesa; Mar-
git John, Ndr.-Siefersdorf; Ingolf Wappler, Ol-
bernhau; Berit Bogs, Ottendorf-O.; Karsten Katt-
ner, Pasewalk; Ingo Schubert, Pfaffroda; Martina
Schenck, Pitschen-Pickel; Joachim Rothe, Pretz-
schendorf, Thomas Handke, Pulsnitz; Stefan
Jung, Dagmar und Birgit Lenz, alle Reichenbach:
Ines Barthel, Remse; Silke Bindig, Grit Marsch-
ner, Karen Jobst, alle Riesa; Grit Siindram, Ron-
neburg; Stephan Dittmann, Martin Wolff, beide
Rostock; Rainer Werner, Ruppertsgriin; Sven Un-
gelenk, Saalfeld; Thomas Habel, Schénewalde;
Andreas Otto, Seifersdorf; Kirsti und Olaf Knabe,
Steffen Jakob, alle Sondershausen; Kerstin Emm-
rich, Spremberg; Christiane Holland-Letz, Ge-
sine Pfeffer, Alexander Ménch, alle Steinbach-
Hallenberg; Olaf Otto, Stolpe; Heike Zilinske,
Stralsund; Claudia Schwartz, Suhl; Tanja Rein-
warth, Teltow; Peter Schmedemann, Templin;
Torsten Marx, Ueckermiinde; Ina Gossinger, An-
drea Mieth, Sabine FuB, Heidi Egle, Silvia Miil-
ler, Anke Siegmund, alle Unterbreizbach; Chris-
tiane Schréter, Karin Glock, Thomas Weber, alle
Vacha; Tom Boyks, Vietliibbe; Heike Bauer, Vit-
zenburg; Andrea Stolzenburg; Edith Boettcher,
Weimar; Frank Goth, Waltersdorf, Rainer
Schmidt, Wismar; Bertram Freihube, Jorg Stolle,
beide Wittenberg, Heintje Grosch, Wolferstedt;
Kristin Neumann, Zella-Mehlis; Bert Stallbaum,
Zschdlkau; Annett Hellwig, Antje Sebastian,
beide Zschormewitz
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