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Gottfried Wilhelm Leibniz
als Mathematiker
Aus AnlaB des 250, Todestages

Am 14. November 1966 jihrte sich zum 250. Male der Todestag von G. W. Leibniz.
Die Wissenschaftsgeschichte nennt ihn den letzten wahrhaft umfassend gebildeten
Gelehrten, der alle Wissenschaften seiner Zeit beherrschte. Heute ist die Spezialisierung
der einzelnen Disziplinen so weit fortgeschritten, dafl z. B. groBe:Mathematiker selbst
nur einen Teil des Gesamtgebiudes der Mathematik iiberblicken kénnen.

G. W. Leibniz wurde aro 1. Juli 1646 als Sohn eines Professors der Rechte in Leipzig
geboren, Der friihreife Knabe lernte ohne fremde Hilfe Latein und las bereits mit acht
Jahren die romischen Klassiker aus der Bibliothek seines friihzeitig verstorbenen
Vaters. Mit fiinfzehn Jahren bezog er die Leipziger Universitit. Er studierte Rechts-
wissenschaft und Philosophie, unterbrochen durch ein Semester Mathematik bei Er-
hard Weigel in Jena. Weigel kannte nicht die Probleme, an denen die fiihrenden
Mathematiker in England und Frankreich arbeiteten, und so konnte Leibniz bei ihm
nicht viel lernen. Trotzdem erhielt in Jena der Traum seiner Kindheit neue Nahrung,
mit Hilfe der Mathematik, insbesondere der Kombinatorik, neue Wahrheiten in allen
‘Wissenschaften zu entdeclen.

Kaum zwanzigjihrig wollte er den Doktorgrad in Leipzig erwerben, wurde aber wegen
seiner Jugend abgewiesen. Er ging deshalb nach Altdorf bei Niirnberg. Dort promo-
vierte er mit so grofem Erfolg, daB man ihm sofort eine Professur antrug. Er lehnte
ab und trat wenig spiter in die Dienste des Fiirsten Johann Philkipp von Schénborn.
Eine entscheidende Wende in seinem Leben bedeutete der Auftrag des Fiirsten, als
Diplomat nach Paris zu gehen. Nun konnte er die deutschen Kleinstaaten, die auch
wissenschaftlich durch den dreifligjdhrigen Krieg weit zuriickgeworfen waren, endlick
hinter sich lassen und sich in eines der damals groBten wissenschaftlichen Zentren
Europas begeben.

Als Leibniz 1672 nach Paris kommt, ist er seinen eigenen Worten nach ein Anfanger
in der Mathematik. Er beschiftigt sich zuniichst mit der Summation unendlicher
Reihen, lést hier erneut ein von Christiaan Huygens bereits gelostes Problem und wird
mit diesem groBen Mathematiker und Physiker niher bekannt.

Leibniz beschiftigte sich auch Zeit seines Lebens mit praktischen Dingen. So kon-
struierte er eine Rechenmaschine fiir alle vier Grundrechenoperationen. Er fiihrte sie
1673 in einer Sitzung der Royal Society, der englischen kéniglichen Akademie (Lon-
don) vor. Obwohl die Maschine unvollkommen war, wurde er durch Vermittlung
H. Oldenburgs, des Sekretiirs der Royal Society, als Mitglied aufgenommen.

Zwei grofie Problemkreise waren es in der Hauptsache, die die GriBten der Mathe-
matik des 17. Jahrhunderts beschiftigten, das Tangentenproblem und das Flichen-
inhaltsproblem. Das Tangentenproblem besteht darin, die Tangente an eine beliebig
gestaltete glatte Kurve zu finden. Beim Flicheninhaltsproblem geht es darum, den
Flicheninhalt eines krummlinig begrenzten Flachenstiickes zu ermitteln. Hat man da-
fiir cine allgemeine Methode, so ist man in der Lage, die Linge von Kurven, ferner
Trigheitsmomente, Schwerpunkte und vieles andere mehr zu berechnen. Das Tan-
gentenproblem ist die Grundaufgabe der Differentialrechnung, das Flicheninhalts-
problem die der Integralrechnung. Differentialrechnung, Reihenlehre, Integralrech-
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Die von Leibniz konstruierte Rechenmaschine

nung und alle damit zusammenhédngenden Gebiete faBt man unter dem Begriff ,,In-
finitesimalrechnung® zusammen.

Leibniz studierte die infinitesimalen Methoden seiner Vorgénger sehr griindlich, machte
bald neue Entdeckungen, z. B. die unendliche Reihe fiir zz, und gehorte bereits ein Jahr
spiter zu den fiihrenden Mathematikern Europas. Inzwischen arbeitete er auch an
seiner Rechenmaschine weiter, die er durch die Erfindung der Staffelwalze 1674 zum
Funktionieren brachte. Die Staffelwalze ist heute noch das Grundelement der mecha-
nischen und elektromechanischen Rechenmaschinen.

Er erkannte die Notwendigkeit, fiic die infinitesimale Mathematik eine allgemeine
Methode zu finden. Nur Genies konnten sich vor Leibniz mit Problemen des Infini-
tesimalen befassen. Es gab keine umfassende Methode, keinen allgemeinen Kalkiil mit
geeigneten Bezeichnungen, in dem man hitte nach festen Rechenregeln rechnen und
Enrgebnisse erziclen kinnen. Jedes Einzelproblem mufite vielmehr immer wieder neu
durchdacht werden, wozu nur wenige in der Lage waren.

Im Herbst 1675 gelingt ihm die Erfindung des ,,Calculus’, und damit war jener lang
gesuchte allgemeine Kalkiil zur Behandlung des Tangenten- und des Flicheninhalts-
problems gefunden. Auch die von Barrow, dem Lehrer Newtons, entdeckte Beziehung
zwischen diesen beiden Grundproblemen, die wir heute den Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung nennen, wurde in diesem neuen Kalkiil exst richtig klar. Leibniz _
benutzte auf einem kleinen Zettel, der das Datum 29. Okt. 1675 trigt, das Differential-
und das Integralzeichen zum ersten Male. Mit den Leibnizschen Bezeichnungen wurde
die Infinitesimalrechnung von Jacob Bernoulli, Johann Bernoulli, dem Marquise de
I'Hospital, Euler und vielen anderen Mathematikern des 18. und 19. Jahrhunderts
weiter ausgebaut. Die Infinitesimalrechnung hat sich zu einem riesigen Lehrgebiude
der modernen Analysis entwickelt. Mit Hilfe der Analysis konnen sehr viele Aufgaben
der Naturwissenschaften gelost werden. Ob elektrische Schwingungen, ob das Wachsen
von Biumen oder Bakterien, das Schwappen von Wasser in einem Eimer, die Be-
wegung eines Pendels, der Lauf der Gestirne, der Flug von Raketen, der Bau der
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Atome; all das und noch viel mehr kann mit den exakten Methoden der Analysis
berechnet und erforscht werden.

Es dauerte einige Zeit, bis sich Leibniz’ Ideen und Bezeichnungen allgemcin durch-
gesetzt hatten. Zunéchst fand er nicht die gebiibrende Anerkennung. Er konnte weder
am Hof Ludwigs XIV. noch in der Akademie der Wissenschaften zu Paris festen FuB
fassen, auch die Hoffnung auf eine Professur an der Pariser Universitit zerschlug sich.
Nach dem Tode J. Phillipps von Schinborn blieben die Gelder aus Deutschland aus.
Leibniz muBte sich um eine feste Stellung bemiihen und nahm das Angebot des Herzogs
von Hannover an, als Bibliothekar in seine Dienste zu treten.

Leibniz verlieB sehr ungern Paris, jene Stadt, der er so viele geistige Anregungen ver-
dankte. Er reiste iiber London und die Niederlande nach Hannover. Dort wurde er als
Hofrat zu vielerlei Dingen herangezogen; er verwaltete die Bibliothek, erfiillte diplo-
matische Auftrige, beschiftige sich mit der Verbesserung des Steuer- und Gerichts-
wesens, fiihrte Verhandlungen iiber die Vereinigung der christlichen Konfessionen und
befafite sich mit der Wasserregulierung in den Bergwerken des Harzes durch Windkraft.
Daneben arbeitete er unermiidlich’ an seinen philosophischen und mathematischen
Forschungen. Am meisten fehlte ihm in Hannover das Gesprich mit fiihrenden Ge-
lehrten seiner Zeit. Deshalb unterhielt er einen ausgedehnten Briefwechsel mit ins-
gesamt 1063 Personlichkeiten, mit Mathematikern, Philosophen, Arzten, Sprach-
wissenschaftlern, Theologen, Historikern und anderen Fachleuten, mit Kiinstlern,
Fiirsten und Diplomaten. Unter seinen Korespondenten sind besonders zu nennen:
die Gebriider Bernoulli, Graf E. W. von Tschirnhaus, Isaac Newton, Huygens, Gold-
bach und de l’Hosplml

Leibniz legte in der neugegriindeten Zeitschrift »Acta eruditorum das Wesen seiner
Infinitesimalrechnung dar und behandelte in einer Folge von Abhandlungen (ab 1682)
mehrere Einzelprobleme, u. a. Quadraturen, das optische Brechungsgesetz, den freien
Fall im zihen Medium. Die Lisung zehlreicher weiterer Einzelfragen hat er an andere
Mathematiker brieflich mitgeteilt. Aulerdem gingen vielerlei Anregungen fiir den wei-
teren Ausbau der Infinitesimalrechnung von ihm aus.

Am Hof war seine Stellung schlechter geworden, besonders nach dem Tod des alten
Herzogs. Da erbot sich Leibniz, die Geschichte des Fiirstenhauses der Welfen zu
schreiben. Er unternahm eine groBe Reise iiber Miinchen, Wien nach Rom, Florenz

Handschrilt von Leibniz, in der das Integralzeichen das crte Mal verwendet wird




und Venedig, um entsprechende Quellen zu studieren. Leibniz war der erste, der klar
erkannte und sich danach richtete, dal am Anfang jeder historischen Arbeit ein griind-
liches Quellenstudium stehen muf. Er ist damit auch zum Begriinder der exakten
Geschichtswissenschaft geworden.
Aber die Welfengeschichte wird immer mehr zu einer Fessel fiir den universellen Ge-
lehrten, der es einfach nicht fertig bringt, nur eine cinzige Aufgabe, die ihn nicht son-
derlich interessiert, zu bearbeiten. AuBerdem wirft der Priorititsstreit mit Newton um
die Erfindung der Differential- und Integralrechnung Schatten auf sein auch von
Krankheit gezeichnetes Alter. 1712 wird er von der Royal Society 6ffentlich des geisti-
gen Diebstahls an Newtons Ideen beschuldigt. Heute ist auf Grund des Studiums der
Briefe und anderer Quellen eindeutig nachgewiesen, daB Leibniz Newtons entscheidende
Marnuskripte nie gesehen hat, daB also Newton und Leibniz unabhéngig voneinander
die Differential- und Integralrechnung entdeckt haben. Trotz der tiefen Einsicht von
Newton in das Wesen der Infinitesimalrechnung waren seine Bezeichnungen sehr
viel weniger durchgebildet als die von Leibniz sorgfiltig durchdachten Symbole, so
daB die spitere Entwicklung auf dem Kontinent ausschlieflich auf Leibniz fut. Ja,
es ist sogar zu bemerken, dafl in England, wo man zunichst noch an Newtons Be-
zeichnungen festhielt, eine merkliche Stockung in der Entwicklung der infinitesimalen
Mathematik gegeniiber dem Kontinent eintrat.
In Leibniz’ Hannoversche Zeit fallen auch seine Bemiihungen, das wissenschaftliche
Leben zu organisieren. Er griindete 1700 die Berliner Societat der Wissenschaften, aus
der dic heutige Deutsche Akademie der Wissenschaften hervorging und wurde jhr
erster Prisident. Andere Pline zur Griindung weiterer Akademien in Deutschland
zerschlugen sich; dagegen konnte Leibniz noch wichtige Vorarbeiten zur Griindung
einer Akademie in Petersburg leisten, wie iiberhaupt der russische Zar Peter der Grofe
a)s einziger unter Europas Monarchen die volle Bedeuting von Leibniz erkannte.
In seinen letzten Lebensjabren in Hannover vereinsamte er immer mehr. Bei Hofe fiel
er zunehmend in Ungnade, da es offensichtlich wurde, daf.er die Welfengeschichte nie
wiirde vollenden kénnen. Am 14. November 1716 nahm ihm der Tod die Feder fiir
immer aus der Hand. Leibniz, von dem der groBe franzdsische Enzyklopidist D.
Diderot sagte ,,Dieser Mann hat allein Deutschland soviel Ruhm gebracht wie Platon,
Aristoteles und Archimedes zusammen Griechenland®, wurde nach dem Zeugnis eines
Zeitgenossen nicht viel besser begraben als ein StraBenriuber. Nicht ein cinziges Mit-
glied des Hofes war zur Beerdigung erschienen.

‘W. Purkert

Die Titelvignette zeigt die Gedenkmiinze, die auf BeschluB des Ministerrates der DDR von
der Deutschen Notenbank zu Ehren von G. W. Leibniz herausgegeben wurde

Mathematiker, die zur Zeit Leibniz’ lebten

Erhard Weigel (1625 bis 1699) Johann Bernoulli (1667 bis 1748)
Christian Huygens (1629 bis 1695) Marquise de I"Hospital (1661 bis 1704)
Blaise Pascal (1623 bis 1662) Leonard Euler (1707 bis 1783)

René Descartes (1596 bis 1650) Graf E. W. von Tschirnhaus (1651—1708)
John Wallis (1616 bis 1703) Isaac Newton (1643 bis 1727)

Jacob Bernoulli (1655 bis 1705) Christian Goldbach (1690 bis 1764)
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Beweise durch P—
VO"Stﬁndige Induktion natiirliche Zahln

22 >n n
1. Teil

In der Mathematik sind auf Schritt und Tritt Beweise zu fiihren: man schlieft von
richtigen Sitzen auf neue richtige Sitze. Oft sttBt man dabei auf Sitze, in denen be-
hauptet wird, daB eine Anssage fiir alle natiirlichen Zahlen gilt. Beispielsweise ist ,,Fiir
jede natiirliche Zahl n = 3 ist die Summe der Innenwinkel eines konvexen n-Eckes
gleich {n — 2) - 180°* eine solche Aussage. In diesem Beitrag wird eine Methode zum
Beweis solcher Sitze erliutert.

I

Wir wollen folgenden Satz betrachten: Das Quadrat von 2 ist grifer als 2.

Unter Verwendung der bekannten mathematischen Zeichen kann dieser Satz auch
kiirzer ausgedriickt werden: 22 > 2.

Ohne Schwierigkeiten werden wir feststellen, daB dieser Satz etwas richtiges aussagt.
Wir brauchen nur das Quadrat von 2 auszurechnen und mit 2 zu vergleichen. Wir
sagen: Der Satz ist wakr.

Als niichstes betrachten wir den Satz: Die dritte Potenz von 2 ist groBer als 3, oder
kurz: 23 > 3.

‘Wieder brauchen wir 2% nur auszurechnen und mit 3 zu vergleichen (22 =2:2-2 =8,
8 > 3), um zu bestitigen, daB dieser Satz wahr ist.

Durch das gleiche Verfahren kénnen wir auch entscheiden, ob 21 > 4,25 > 5,28 > 6
usw. wahr oder falsch ist.

Wir finden, daB die Sétze 22> 2,27 > 8,24 > 4,25 > 5, usw. wahr sind. Fiir die natiir-
liche Zahl1 wollen wir noch den Satz 2! > 1 und fiir die natiirliche Zahl O den Satz
20 > 0 hinzunchmen. Dabei meinen wir mit 2! die Zahl 2 und mit 20 die Zah! 1,d. h.,
wir legen die Bedeutung von 2! bzw. 29 fest durch 2! = 2 und 29 = 1. Damit gehért
dann zu jeder natiirlichen Zahl » die Ungleichung 27 > .

Eine Tabelle macht uns das besonders deutlich:

natiirliche Zahl zugeordneter Satz
0 2°>0
1 2 >1
2 22> 2
3

253

Wollen wir nun die Wahrheit aller dieser Sitze behaupten, so kdnnen wir einfacher
sagen:
Fiir jede natirliche Zahl = gilt 2* > n.
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Diese letzte Behauptung ist wahr, wenn der Satz fiir » = 0 wahr ist und wenn der
Satz fiir » =1 wahr ist und wenn der Satz fiir # = 2 wahr ist und wenn der Satz
fiir » = 3 wahr ist usw. Dabei schreiben wir ,,usw.” nicht etwa aus Bequemlichkeit,
sondern weil es unméglich ist, alle einzelnen Sitze aufzuschreiben. Wirschreiben ,usw.
weil jeder von uns weill, wie die Aufzéhlung fortgesetzt werden muB. Ist nun fiir jede
natiirliche Zahl » tatsiichlich 27 > »n?
Die Antwort auf diese Frage finden wir nicht, wenn wir das Jiir jede einzelne natiirliche
Zahl durch Ausrechnen und Vergleichen tdberpriifen wollten, da unser Nachpriifen
dann kein Ende haben wiirde. Wiirden wir den Satz fir n =4, n =5 usw. bis
# = 100 nachpriifen, so wiirden wir feststellen, dall er auch fiir diese natiirlichen
Zahlen gilt Aber wir kennen dann die Giiltigkeit des Satzes eben nur fiir die Zahlen,
fiir die wir den Satz iiberpriift haben.
Andererseits wiire es leichtfertig, wiirden wir aus der Giiltigkeit des Satzes fir n =0,
n=1, n=2 und n» = 3 ohne Nachpriifung schlieBen, daff der Satz fiir alle natiir-
lichen Zahlen wahr ist.
Dazu wollen wir ein Beispiel angeben. L. Euler, ein bedeutender Mathematiker des
18. Jahrhunderts, hat folgende Summe untersucht:

72 +n -+ 41.
Um uns bequemer auszudriicken, wollen wir die Summe mit f(#) (lies: / von =) ab-
kiirzen:

f(n) = n® + n 4 41.
Fiir » = O erhalten wir f(0) = 02 + 0 + 41 = 41,
fir n = 1ergibt sich (1) =124+1 4 41 =43.
Wir setzen fiir » der Reihe nach die natiirlichen Zahlen 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 ein.
Wir stellen die Ergebnisse in einer Tabelle zusammen.

» Hm)
0 41
1 43

Wie schon fiir # = 0 und » = 1 erhalten wir auch f{iir die weiteren natiirlichen Zahlen
bis 10 im Ergebnis stets Primzahlen. Aber wir diirfen daraus nicht den SchluB ziehen,
daB f(n) [ir jede natiirliche Zahl eine Primzahl liefert. Zwar erhilt man fiir die weiteren
natiirlichen Zahlen bis 39 ebenfalls Primzahlen, aber fiic n = 40 bekommen wir:

£(40) = 402 + 40 + 41,
Mit Hilfe einer binomischen Formel finden wir:

J(40) = 402 + 2-40 + 1 = (40 +1)2 = 412,
Eine Quadratzahl kann natiirlich keine Primzahl sein.

11

Durch Nachpriifen kénnen wir such die Giiltigkeit des folgenden Satzes immer
nur fiir endlich viele natiirliche Zahlen feststellen:,,Fiir jede natiirliche Zahl n = 3.ist
die Summe der Innenwinkel eines konvexen n-Eckes gleich (n — 2) - 180°.¢

Wie iiberzeugen wir uns nun von der Giiltigkeit des Satzes fiir alle natiirlichen Zahlen?
Hier helfen uns die Eigenschaften der natiiclichen Zahlen weiter,

Die Menge der natirlichen Zahlen ist die Menge der Zahlen 0,1, 2, 3, 4,... Da es
unendlich viele natiirliche Zahlen gibt, kbnnen wir sie weder alle aufzihlen noch auf-
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schreiben. Dennoch sind wir in der Lage, uns auf einfache Weise einen Uberblick iiber
alle natiitlicken Zahlen zu verschaflen. Beginnen wir mit O und zihlen immer um 1
weiter, so kénnen wir zu jeder natiirlichen Zah! gelangen, d. h., jede natiirliche Zahl
ist auf diese Weise errcichbar. Nennt uns jemand eine natiirliche Zahl, so kénnen wir,
indem wir mit 0 beginnen und immer um 1 weiterzihlen, bis zur genannten Zahl zihlen.
Auf jede natiirliche Zahl folgt unmittelbar eine bestimmie natiirliche Zahl, auf 0 folgt 1,
auf 1 folgt 2 usw. (Abb. I).

2

P, St P, S, St . S —

0 7 2 3 4 5 6

Abb. 1

Jedenatiirliche Zah), ausgenommen die Zakl 0, hat einen eindeutig bestimmten Vorganger.
Die Zahl 0 hat keine natiitliche Zabl als Vorgénger, d. h. sie folgt auf keine natiirliche
Zahl. 1 hat den Vorginger 0, 2 hat den Vorginger 1 usw.

8ind uns irgendwelche natiirlichen Zahlen gegeben, so gibt es unter diesen stets cine
kleinste Zahl. Z. B. ist von den Zahlen 247, 31776, 56, 321 oifensichtlich 56 die kleinste
Zahl. Von allen geraden natiirlichen Zahlen ist 0 die kleinste. Von allen Primzahlen
ist 2 die kleinste Zahl. Auch die Menge aller natiirlichen Zahlen enthilt eine kleinste
Zahl, nimlich die Zahl 0.

Jede Menge von irgendwelchen nutiirlichen Zahlen enthilt eine kleinste Zahl.

Diese und auch die vorher genannten Eigenschaften der natiirlichen Zahlen wollen wir
hier ohne Begriindung als bekannt voraussetzen und aus ihnen eine Beweismethode
gewinnen.

Zunichst aber werden wir uns noch davon iiberzeugen, da die g
nicht jeder Zahlenmenge zukommen. Betrachten wir zum Bmsplel die Menge  der ganzen
Zahlen (0, +1, —1, + 2, —2,...), so hat dort auch die Zahl O einen Vorginger,
nimlich die Zahl — 1. Auch enthé',lt diese Menge keine kleinste Zahl. Das knnen wir
uns leicht iiberlegen. Dazu betrachten wir die Zahlengerade mit den ganzen Zahlen
(Abb. 2).

/ n- haft

Y

Abb. 2 -3 -2 -1 1} +7 +2 +3

Giibe es eine kleinste ganze Zahl, so diirfte links von ihr keine ganze Zahl liegen. Aber
links von jeder ganzen Zahl liegen sogar unendlich viele ganze Zahlen. Auch gibt es
Mengen von gebrochenen Zaklen, die keine kleinste Zahl enthalten, z. B. die durch
Briiche mit dem Zihler 1 dargestellten Zahlen:

1 1T 1 1 1 1

12845 e
In der Reihenfolge, wie die gebrochenen Zahlen hier aufgeschrieben sind, folgt auf
jede gebrochene Zahl eine noch kleinere gebrochene Zah.l Fulgllch kann keine von
ihnen kleinste Zahl dieser Menge sein.
Bei den genannten Elgenschaften handelt es sich also um hesondere Eigenschaften der
natiirlichen Zahlen. Wir stellen sie noch einmal zusammen:

Jede natiirliche Zahl hat einen eindeutig bestimmten Nachfolger.

Jede natiirliche Zahl, die verschieden von O ist, hat einen eindeutig be-

, stimmten Vorginger.

Die Zahl 0 hat keinen Vorgiinger.

Jede Menge irgendwelcher natiirlicher Zahlen enthilt eine kleinste natiir-

liche Zahl.
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Wir kénnen nun das Beweisverfahren angeben und begriinden.
Wollen wir einen Satz iiber alle natiirlichen Zahlen beweisen, so brauchen wir nuwr
(1) zu zeigen: Der Satz ist liir die Zahl O wahr, und
(2) zu zeigen: Wenn der Satz fiir eine beliebige natiirliche Zahl wahr ist,
so ist er auch fiir den Nachfolger dieser Zahl wahr.
Haben wir die Punkte (1) und (2) nachgewiesen, so kénnen wir sicher
sein, daB der Satz fir alle natiirlichen Zahlen gilt.
Das werden wir nun mit Hilfe der oben zusammengestellten Eigenschaften der natiir-
lichen Zahlen begriinden.
Wir nehmen dazu an, daB wir fiir einen Satz iiber natiirliche Zahlen diese beiden
Aussagen bewiesen haben. Wegen Punkt (2) wissen wir dann: Falls der Satz fir eine
beliebige natiirliche Zahl gilt, so gilt er auch fiir die nachlolgende Zahl. Damit kénnen
wir natiirlich nur etwas anfangen, wenn wir von einer bestimmben Zahl wissen, daB
der Satz fiir sie gilt. Hier hilft uns Punkt (1) weiter; denn dieser sichert uns die Giiltig-
keit des Batzes {iir die Zahl 0. Wegen Punkt (2) gilt der Satz dann auch [iir die Zahl 1;
denn (2) besagt: Wenn der Satz fiir die Zahl 0 gilt, so gilt er auch fiir den Nachfolger
von 0. Nun gilt der Satz aber fiir 0, also gilt er auch fir 1. Da der Satz nun auch fiir
die Zahl 1 gilt, so gilt er (wieder nach Punkt (2)) auck fiir dic Zahl 2 usw. (Abb. 3).
Punkt (1) sichert uns eine Anfangszahl,

L fiir die der Satz gilt, und Punkt (2) be-
Abb. 3 [4 7 2 3 sagt, daB sich die Giiltigkeit des Satzes
o T NN, von einer Zahl auf die nachlolgende ver-

erbt.
‘Wir sind aber wieder genstigt, ,,usw." zu gebrauchen. Kénnte nicht doch an irgendeiner
Stelle, vielleicht bei 1000000 oder bei einer noch gréBeren Zahl, das ,,Ungliick* ein-
treten, daB der Satz dort nicht gilt?
Nehmen wir einmal an, es gibt solche natiirlichen Zahlen, fiir die der Satz nicht gilt.
Wie wir wissen, gibt es dann unler diesen Zahlen auch cine kleinste Zahl. Wir wollen
sie m pennen. Also ist m die kleinste natiirliche Zahl, fiir die der Satz nicht gilt,
falsch ist. Die Zahl m kann nicht O sein; denn fiir O gilt der Satz wegen Punkt (1).
AuBer 0 hat aber jede natiirliche Zahl einen Vorgénger. Also hat unsere kleinste Zah) m
einen Vorginger m—1. Fiir diesen Vorginger ist unser Satz aber wahr; denn die kleinste
Zahl, fiir die der Satz nicht gilt, kommt ja erst danach. Aus Punkt (2) folgt aber: Wenn
der Satz fiir m — 1 walr ist, soist er auch fiir den Nachfolger von m — 1 wahr. Dieser
Nachlolger ist m. Nun ist der Satz fiir m — 1 tatsichlich wahr. Also ist er auch fiir m
wahr. Das ist aber ein Widerspruch zur Anmahme, er sei fiir m nicht wahr. Also mufl
die gemachte Annahme falsch sein!
Folglich kann eskeine kleinste Zahl geben, fiir die der Satz nicht gilt, und deshalb kann
es iiberhaupt keine natiirliche Zahl geben, fir die der Satz nicht gilt. Also gilt der Satz
tatsichlich fir alle natiirlichen Zahlen.
Wir haben zur Begriindung der Beweismethode von den im Abschnitt IT genannten
Eigenschaften der natiirlichen Zahlen Gebrauch gemacht. Deshalb konnen wir mit
dieser Methode auch nur Sitze wie beispielsweise: , Fiir jede natiirliche Zahl n = 3
ist die Summe der Innenwinkel eines konvexen n-Eckes gleich (n— 2) - 180°¢
beweisen. .
Die Beweismethode heifit vollstindige Indukiion'. Dabei nennt man Punkt (1) den
Induktionsanfang und (2) den Induktionsschritt.
Im nichsten Helt werden einige Sitze durch vollstindige Induktion bewiesen.

W. Stove

1 Daslst cin Fachausdruck der Mathematik, auf den hier nicht n&her eingegangen werden kann.
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Wir operieren
mit Mengen
Teil 2

aeM EuZ SnE:g

1. Die Bedeutung des Grundbereichs bei Mengenbildungen

‘Wie wir wissen, werden Mengen hiufig dadurch gebildet, daB man Elemente zusammen-
falt, die irgendeine bestimmte Eigenschaft oder ein bestimmtes Merkmal gemeinsam
haben. So kiénnen wir z. B. die Menge der Bezirkshauptstidte der DDR bilden —
nennen wir sie Lier einmal B oder die Menge der Thilmann-Pioniere einer Klasse —
wir bezeichnen sie etwa mit P oder die Oberliga-Mannschaft des FC Karl-Marx-Stadt
— diese Menge soll mit F bezeichnet werden usw.

Wire es vielleicht auch méoglich, eine Menge dadurch festzulegen, dal man angibt,
welche Eigenschalt (welches Merkmal) jhre Elemente nicht haben sollen? Probieren
wir es einmal an einem Beispiel! Wir wollen versuchen, eine Menge B* zu bilden, deren
Elemente nickt die Eigenschaft haben sollen, Bezirkshauptstadt der DDR zu sein.
Uberlegen wir uns, welche Elemente zu B* gchoren wiirden: Da fallen uns vielleicht
Stralsund, Weilenfels und Senftenberg ein. Diese Stddte sind keine Bezirkshauptstidte
der DDR, sie wiirden also zu'B* gehtren. Wiiren auch Warschau, Kairo oder Tokio
Elemente von B*? Anscheinend ja; denn auch sie sind keine Bezirkshauptstidte der
‘DDR. Man konnte aber einwenden, da Warschau, Kairo und Tqkio gar nicht in der
DDR liegen und deshalb viclleicht doch nicht zu B* gezihlt werden sollten? Wie ist
es dann mit der Insel Riigen? Oder mit dem Miiggelsee? Oder mit dem Leipziger Opern-
haus? Weder Riigen noch der Miiggelsee noch das Leipziger Opernhaus sind Bezirks-
hauptstidte der DDR, wir miiBten also alle diese Dinge als Elemente von B* ansehen.
Aber viele werden dagegen schon protestieren und darauf hinweisen, daf dieser Weg
ins Uferlose fiihrt — schlieBlich wiirden so z. B. auch alle Leser von alpha zu B*
gehdren usw. Es ist offenbar notwendig, bei der Bildung von B* bestimmte Ein-
schrinkungen zu machen. Wir miissen genau abgrenzen, aus welchem Grundbereich die
Elemente iiberhaupt nur entnommen werden sollen. Im vorliegenden Fall kiime als
Grundbereich am ehesten die Gesamtheit aller Stidte der DDR in Frage. Dieser
Grundbereich ist selbst ¢ine Menge — wir wollen sie S nennen. Wenn wir jefzt — inner-
halb unserer Grundmenge § — die Menge aller Elemente bilden, die nicht zu B gehéren,
so geraten wir nicht mehr in Schwierigkeiten : Stralsund, WeiBenfels, Senftenberg und
viele andere Stidte der DDR gehéren zu dieser Menge, Warschau, Kairo und Tokio
dagegen nicht, weil diese Stidte gar nicht dem gewahlten Grundbereich angehdren und
dadurch sozusagen euferhalb unserer gegenwirtigen Betrachtungen liegen — von der
Insel Riigen, dem Miiggelsee und dem Leipziger Opernhaus ganz zu schweigen

Unser Versuch, eine Menge durch Festlegung eines Merkmals anzugeben, das ihre
Elemente nicht besitzen sollen, hat also erst Erfolg gehabt, nachdem wir uns auf einen
klar abgegrenzten Grundbereich bezogen haben. Bei unseren sonstigen Mengenbildun-
gen schien dagegen die Vorgabe einer Grundmenge nicht notwendig gewesen zu sein.
Aber das schien eben nur so — in Wirklichkeit haben wir doch mehr oder weniger un-
bewuBt an bestimmte Grundberciche gedacht, sonst wiren die von uns betrachteten
Mengen unter Umstinden gar nicht genau bestimmt gewesen. Nehmen wir z. B, die
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Menge der Einwohner Leipzigs. Als Grundbereich denkt man dabei wohl an die Menge
aller in der DDR lebenden Menschen. Wenn jemand aber in diesem Zusammenhang
die Menge aller in der DDR existierenden warmbliitigen Lebewesen als Grundbereich
withlt, so gehoren zur Menge der Einwohner Leipzigs nicht nur Menschen, sondern
auch die dort lebenden Papageien, Meerschweinchen, Katzen usw. X'

Halten wir also fest: Bei allen Mengenbildungen geht man von bestimmten Grund-
bereichen aus. Allerdings wird die jeweilige Grundmenge nicht immer extra genannt —
teils, weil es nicht unbedingt notwendig ist, teils, weil sie aus dem Zusammenhang
heraus ersichtlich ist.

2. K ! iire M

4 =)

Verfolgen wir nun unsere erste Fragestellung weiter NWir hatten im Rahmen des
Grundbereichs S die Menge B aller Bezirkshauptstidte betrachtet und daneben die
Menge aller Elemente, die nickt Bezirkshauptstadt sind. Diese zweite Menge nennt man
die zu B beziiglich des Grundbereichs S komplementare Menge und bezeichnet sie mit B.
Ganz entsprechend kénnen wir nun auch komplementire Mengen zu P bzw. zu F
bilden, sobald wir uns iiber den jeweiligen Grundbereich geeinigt haben. (Der Grund-
bereick kann natiirlich unterschiedlich gewihlt werden.) Am naheliegendsten wiire es,
unter P die Menge der Schiiler unserer Klasse zu verstehen, die keine Thilmannpioniere
sind. Dann wire der Grundbereich G die Menge aller Schiiler dieser Klasse. Und F?
Als Grundbereich kinnte man die Menge aller Oberligafufiballer der DDR heranziehen.
Zu F wiirden dann alle OberligafuBballspieler gehéren, die nicht Mitglied des FC Karl-
Marx-Stadt sind. Aber natiirlich wire auch ein anderer Grundbereich denkbar. Uber-
legt selbst, welche Moglichkeiten man noch ins Auge fassen konnte!

Fassen wir zusammen : Wir sind in unseren Beispielen immer von einer gewissen Grund-
menge G und einer darin enthaltenen Menge M ausgegangen (d. h.,es war M C@). Unter
M verstanden wir dann die Menge aller Elemente aus &, die nicht zu M gehoren, kurz:

a € M genau dann, wenn a § M ist.

M heiBt die beziiglich & komplementire Menge zu M oder kurz Komplementarmenge

von M.

Zur Veranschaulichung von Zusammenhingen zwischen Mengen bedient man sich
héufig einfacher ebener Figuren: Alle im

Inneren eines geschlossenen Kurvenzuges
M M G liegenden Punkte werden als zur selben

Punktmenge M gehorig aufgefalt; ob
man die Punkte des Randes zu M oder
zur Komplementirmenge M von M zihlt, geht aus dem Zusammenhang hervor, oder
man trilft eine Verabredung dariiber. In Abb. 1 stellt die gesamte Rechtecksfliche
eine Grundmenge G dar, die Kreisfliche veranschaulicht eine Menge M und der
schralffierte Teil der Rechtecksfliche veranschaulicht die Menge M. Die Randpunkte,
d. h. dic Punkte der Kreisperipherie, mégen hier zu M gehéren.

Damit wir mit dem neuen Begriff noch etwas vertrauter werden, wollen wir einige ein-
fache Beispiele untersuchen.

(1) Gegeben sei die Menge Z = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} als Grundbereich und die Menge
4=(2,8,57}

Wie jeder leicht finden wird, ist 4 = (0, 1, 4, 6}.

(2) Als Grundbereich wihlen wir nun die Menge N aller natiirlichen Zahlen. (Bekannt-
lich gibt es unendlich viele natiirliche Zahlen, wir kénnen sie also nicht alle hinschrei-

Abb. 1
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ben.) Teilmengen von N sind die Menge @ der geraden Zahlen und die Menge U der
ungeraden Zahlen. Wir konnen feststellen: ¢ = U oder auch U = G.

(3) Wir nehmen als Grundbereich wieder die Menge N. Eine Teilmenge von N ist die
Menge P aller Primzahlen, eine andere Teilmenge ist die Menge Z der zusammen-
gesetzten Zahlen. Gilt hier P = Z, d. h., ist jede natiirliche Zahl, die keine Primzahl ist,
eine zusammengesetzte Zahl? Das ist nicht der Fall! Die Zahlen 0 und 1 sind keine
Primzahlen, sic gehoren aber auch nicht zur Menge Z der zusammengesetzten Zahlen.
Alsoist P+ 2. .

(4) Diesmal sei die Menge aller Dreiecke unser Grundbereich. Wir greifen dic Menge
aller gleichseitigen Dreiecke heraus und bezeichnen sie mit . Was ist die Komplementar-
menge zu G Ist es die Menge aller ungleichseitigen Dreiecke? Nein, zu @ gehGren aufller
den ungleichseitigen Dreiecken auch alle gleichschenkligen, die nichtgleichseitigsind !
Die Beispiele zeigen, daB der Begriff der Komplementérmenge zwar im Grunde recht ein-
{ach ist, dafl man manchmal aber doch aufpassen mufl, um keine Elemente zu vergessen.

3. Vereinigung und Durchschnitt von Meng
Firunsere folgenden Uberlegungen denken wir uns als Grundbereich eine Schulklasse K
gegeben. Die Elemente von K sind also Schiiler, die wir dufch den jeweiligen Anfangs-
buchstaben ihres Familiennamens kennzeichnen wollen. (Der Einfachheit halber setzen
wir voraus, dal jeder Buchstabe des Alphabets hichstens einmal als Anfang eines
Familiennamens in der Klasse vorkommt.) Wit wollen annchmen, daB wir einige Teil-
mengen von K kennen: (1) Den Schachklub der Klasse: 8 = {q, b, ¢, d}. (2) Die Menge
der Schiiler, die am Englischunterricht teilnchmen: E = {e, {, g}. (3) Die Volleyball-
mannschaft: ¥V ={¢, d, %, 4, &, I}. (4) Die Menge der Schiiler, die an einem Zirkel im
Fach Mathematik teilnehmen: Z = {e, 7, g, &, k, [, m).

Eines Tages gibt der Klassenlehrer bekannt: ,,Alle Schiiler, die zum Schachklub oder
zur Volleyballmannschaft gehéren, trelfen sich nach dem Unterricht im FDJ-Zimmer!*
‘Welche Schiiler sind damit gemeint? Sicher die Schiiler @ und ; denn sie gehéren zum
Schachklub, und ebenso die Schiiler %, ¢, ¥ und I; denn sie gehéren zur Volleyball-
mannschaft. Wie steht es aber mit ¢ und d? Diese Schiiler miissen natiirlich ebenfalls
hingehen; denn sie gehoren ja sogar zu beiden Mengen! Nach dem Unterricht ver-
sammelt sich also im FDJ-Zimmer eine Menge, die durch Vereinigung der beiden
Mengen S und ¥ entstanden ist. Man schreibt dafiic SU V (gelesen: ,,S vereinigt
mit V* oder ,,Vereinigung von S und V*), und és ist in unserern Falle

SuV={abocd bkl

‘Wir merken uns allgemein: Ein Element z gehort zur Vereinigungsmenge der Mengen 3
und N genau dann, wenn @ zu M oder zu N gehort. In kurzer Schreibweise:
z € M U N genau dann, wenn o € M oder © € N ist.
In der Abbildung 2 ist die Vereinigung zweier Mengen veranschaulicht. Die Vereini-
gungsmenge ist schraffiert dargestellt.
: An einem anderen Tag heiflt es in unserer

Klasse: ,,Alle Schiiler, die zur Volleyball-
MuUN mannschaft und auch zum Mathematik-
Abb. 2 ' zirkel gehdren, melden sich beim Klassen-

lehrer1” Wer ist gemeint ? Nur die Schiiler
h, k und 7; denn nur diese gehdren sowohl zur Volleyballmannscheft als auch zum
Mathematikzitkel. Die Schiiler 2, & und ! bilden ebenfalls eine Menge, die man den
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Durchschnitt der Mengen V und Z nennt. Man schreibt dafiic ¥ N Z (gelesen: ,,V ge-
schnitten mit Z* oder ,,Durchschnitt von"V und Z“), und es ist also:

VazZ={hkQ

Wir merken uns hier: Ein Element @ gehért 2um Durchschnitt der Mengen M und N
genau dann, wenn » zu M und zu N gehort:

z € M n N genau dapn, wenn z € M und © € N ist.

In Abbildung 3 ist der Durchschnitt der
Mengen M und N wieder schraffiert dar-
Mn N gestellt.
Abb.3 Auch die Begriffe Durchschnitt und Ver-

einigung sind nicht sehr schwierig, das werden wir an den folgenden Beispielen, in dencn
wir mit unseren Mengen S, E, ¥V und Z arbeiten wollen, gleich sehen.

Bilden wir einmal SU E (d. h. die Menge der Schiiler, die im Schachklub sind oder
Englisch lernen). Wie jeder sicher leicht findet, ist SU E = (a, b, ¢, d, ¢, f, g}. (Dem
entspricht die in Abbildung ¢ dargestellte Situation. Die Vereinigungsmenge ist wieder
schralfiert gezeichnet.)

OG- . @
Abb. 4 Abb.5

Was gibt £ U Z? Ganz einfach: EUZ={e, [/, g, b, k, I, m), d. h. EUZ =Z. Wie
kommt das? Ihr habt es sicher schon gemerkt: E ist eine Teilmenge von Z, es kommt
also beim Bilden der Vereinigungsmenge gar kein neues Element zu Z hinzu. (Siehe
auch Abbildung 5!).

Nun betrachten wir den Durchschaitt von S und ¥ (d. b. die Menge der Schiiler, die
im Schachklub sind und auBerdem auch noch Englisch lernen). Wie wir feststellen
miissen, gibt es solche Schiiler in unserer Klasse gar nicht, der Durchschnitt der
Mengen S und E ist slso leer: SN E = @. (Siche auch Abbildung 61)

Wie steht es mit B Z? Prii{t selbst nach, daB En Z = E gilt! (In Abbildung 7
ist wieder eine entsprechende Situation dargestellt.)

DD
Abb. ¢ Abh, 7

Wir wollen das Bilden von Durchschnitten bzw. Vereinigungsmengen mit drei ein-
fachen Beispielen aus der Mathematik abschlieBen:
(a) Die Ungleichung z + 3 = 8 ist eine kurze Schrexbwelse fiir ,,2 43 < 8 oder
z 4+ 3 = 8“. Die Menge X aller natiirlichen Zahlen, die die Ungleichung z 4 3 < 8
erfiillen, ergibt sich somit als Vereinigung der Mengen 4 = (0, 1, 2, 3, 4) (das sind die
natiirlichen Zahlen, die die Ungleichung % 4- 3 < 8 erfiillen) und B = (5} (die natiir-
liche Zahl, die die Gleichung z 4 3 = 8 erfiillt).
Es giltalso X = AU B=(0,1,2,3,4,5).
(b) Sei @ die Menge aller geraden natiirlichen Zahlen, D die Menge aller durch 3 teil-
baren natiirlichen Zahlen. Dann ist @ n D die Menge aller durch 6 teilbaren natiir-
lichen Zahlen — das sind némlich diejenigen, die gerade wnd durch 3 teilbar sind.
(¢) Sei B, dic Menge aller Rechtecke und R, die Menge aller Rhomben. Dann ist
R N R, glelch der Menge @ aller Quadrate: R NR,=0Q.
Wer bis zum nachstenmal etwas iiben will, k:mn das an Hand der vorhin betrachteten
Mengen 8, E, V und Z tun. Zum Beispiel wiite noch zu untersuchen:
SUZ EuV,8SnZ,SnV,EnV.

W. Walsch
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Eine Autgabe von

Prof. Dr. Herbert Karl

Padagogische Hochschule Potsdam, Institut fiir Mathematik
Leiter der Aufgabenkommission
des Zentralen Komitees der Olympiaden Junger Mathematiker der DDR

47 Planetarische Lebewesen .

Als unsere Kosmonauten zum erstenmal einen fremden Planeten betreten hatten,
fanden sie dort als hochstentwickelte Lebewesen vier Arten von kdiferartigen Tieren
K,, K,, K,, K, vor, die (in zunichst wenig iibersichtlicher Weise) simtlich mit Beinen,
Fliigeln und Fithlern ausgeriistet waren. Es zeigte sich aber bald, da die Anzahl der
genannten GliedmaBen bei allen vier Arten nur einen der Werte 2, 4, 6 oder 8 hatte
und daB es auflerdem nicht zwei dieser Arten mit gleich viel Beinen oder gleich viel
Fliigeln oder gleich viel Fiihlern gab. Weiterhin besa die Art K; mehr Beine als die
K,, die Art K, mehr Fliigel als die K,, die Art K, mehr Fiihler als die K, und schlie8-
lich zeigte sich noch, da die Art K, als einzige mehr Beine als Fligel und die Art K,
als einzige mehr Fliigel als Fiihler hatte. ’

Noch bevor weitere Angaben zur Erde gefunkt worden waren, konnte man hier schon
eindeutig feststellen, mit wieviel GliedmaBen die vier Arten der kiferdhnlichen Tiere
jeweils ausgestattet waren. Wie verliuft eine systematische diesbeziigliche Uberlegung?

Erster bemannter Weltraumflug Erster unbemannter Weltraumflug

WOSTOK I SPUTNIK I

Oberst, Juri Alexejewitsch Gagarin

Geboren am 9. Miirz 1934 ineinem Dorf

des Rayons Gshatsk (Gebiet Smolensk)

Start: 12. 4. 1961 um 7.07 Uhr Start: 4. 10. 1957
MEZ in Baikonur

Landung: ~ 14.4.1961 um 8.55 Uhr
MEZ im Gebiet Saratow

Perigium: 181 Kilometer Perigium: 230 Kilometer
Apogium:, 327 Kilometer Apogium: 940 Kilometer
Bahnneigung: 65 Grad Bahnneigung: 65,1 Grad

Umnlaufzeit: 89,10 Minuten Umlaufzeit: 96,17 Minuten

Umlaufmasse: 4725 kg Umlaufmasse : 83,6 kg




HIII'IH berichtet

aus aller Welt

Moskau
AnliiBlich des Int ionalen Matl

iker-

kongresses 1966 wurde eine Sondermarke
(8 Kopelicn) herausgegeben. Sie zeigt ein
Integral iiber der Erdkugel, das Symbol fiir
eine unendliche Summe und dss Symbol
fiir die Vereinigungsmenge.

Widin (VR Bulgarien)

Zwei Médchen nahmen an der VIII. Inter-
nationalen Mathematikolympiade in “Sofia
teil: eine mongolische Schiilerin und Ljud-
mila Jordanova aus Bulgarien. Letztere er-
hielt einen 3. Preis. In Anerkennung ihrer
guten Leistungen wurde sie vom Volks-
bildungsministerium ihres Landes zum Stu-
dium nach Moskau delegiert. Ihre hervor-
ragenden Erfolge hat sic durch das Studium
i Olympiadeaufgaben und dieTeil-
nahme an cinem Korrespondentenzirkel der
Universitit Sofia, d. h. im kontinuierlichen
Selbststudium, erzielt. Verbunden mit herz-
lichen GriiBen an die alpha-Leser iibergab sie
die folgende Aufgabe:

OW]

Es seien @, @5, @y, ..., @, positive ganze
Zahlen. Dabei ist @ < 1000; (k= 1,2,...,n)
und das k.g. V. je zweier solcher Zahlen groBer
als 1000. Man beweise, da

1 1 1
T I W
"’x+“z T a,
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In eigener Sache ,

Am 4. April 1707 wurde Leonhard Euler in
Basel geboren. In Helt 4 werden wir iiber
Leben und Bed g dieses beriit
Wissenschaftlers berichten.

Bukarest
Vom 12. bis 17. September 1966 {and in
Bukerest der vom Organisationskomitee der
Balkanunion der Mathematiker einberufene
II1. BalkankongreB der Mathematiker statt.
Mehr als 150 Mathematiker aus verschiede-
nen wij haftlichen I Ruméini
Bulgariens, Jugoslawicns, Griechenlands und
der Tirkei nahmen an der Arbeit dieses Kon-
gresses teil. Akedemijemitglied Octav Oni-
nescu, Ruminien, hiclt die feierliche Erafi-
nungsansprache. Darauf {olgte der Vortrag
von Prof. Gheorghe Mihoe, Prisident des
Organisationskomitees und Rektor der Buka-
rester Universitit. Er gab einen Uberblick
iiber die Zusammenarbeit von Mathematikern
der Balkanlinder seit der Griindung der Bal-
kanunion. Er wies darauf hin, daB nach den
ersten zwei Kongressen (1934: Athen; 1937:
Bukarest) cinc Reihe politischer und sozialer
Verdanderungen in den Staaten der Balken-
halbinsel die organisierte Zusammenarbeit
der Wisscnschaftler erschwerte. Aber aus den
in der letzten Zeit sich immer rascher ent-
wickelnden allseitigen Verbindungen zwi-
schen den Volkern der Balkanlinder, die
sich fiir Frieden und gegenseitige Zusammen-
arbeit einsctzen, erwuchs von neuem die Not-
wendigkeit und Méglichkeit einer niheren
Verbindung auch zwischen den Mathemati-
kern dieser Liinder.

Assja Peinerdjicwa, Unlversitdt Sofia
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Budapest

Im November 1966 fand in der Ungarischen
VR die erste Olympiade dieses Schuljahres
statt. Teilnahmel htigt an dem

ten J.-Kiirschik-Memorial waren Schiler der
Oberschulen und aufierdem Jugendliche, die
1965 (oder spiiter) das Abitur ablegten. Die
Aufgaben lautcten:

1. Gibt cs ein Finfeck im Raum, dessen Sei-
ten gleich lang sind und bei dem sich zwei
benachbarte Sciten unter einem rechten Win-
kel schneiden?

2. Men beweise, daB in der Dezimalbruch-
entwicklung der Zahl (5 + }/26)" die ersten
n Ziffern nach dem Komma gleich sind, wenn
7 eine natiirliche Zahl ist.

3. Gibt es zwei aus nichtnegativen ganzen
Zahlen bestehende unendliche Mengen 4 und
B, s0 daB jede nichtnegative ganze Zshl auf
genau eine Weise als Summe einer zu A4 ge-
horigen und einer zu B gehérigen Zahl her-
gestellt werden kann?

I. Reiman, Universlldt Budapest

London
Am 13. Mai 1966 wurde die zweite englische
Mathematikolympiade durchgefiihrt.

Effelder (Krs. Sonneberg)
Seit Jahren schneiden die Schiiler der Ober-
schule Elfelder gut bzw. sehr gut in den
Mathematikolympiaden ab. Das ist der Er-
folg lang[ristiger, systematischer auBerunter-
richtlicher Arbeit im Fach Mathematik. Der
Mathematikfachlehrer Georg Scheler-Eck-
stem ist der Aktivste an seiner Schule. Seine
de Dol tation ,,Drei Jahre
planmiiBige, auferunterrichtliche Forderung
der Talente im Ifach Mathematik (in den
Klassen 3 bis 10) an ciner Landschule® und
»» Wandzeitungen®* geben AufschluB @ber In-
halt, Formen und Methoden der Tétigheit
der Arbeitsgemeinachaften.

Moskaun

Eine Aufgabe, die fiir die Gebietsolympiaden
1966 in der Sowjetunion empfohlen wurde:
Paspeants yrox 819°8a 19 pabHLIX yactelt
C NOMOMBIO LHPKYIA U JMHCHKH.

Leipzig

Pawcl Kroger, Schiiler eines 2. Schuljahres
einer Leipziger Oberschule, erreichte mit
25 Punkten in der Kreisolympiade (d. i. Stadt-
olympiade) in Klassenstule 7 einen hervor-
regenden. 10. Platz (bei 150 teilnehmenden
Schillern aus 59 Oberschulen). Er qualifi-
zierte sich damit fiir die Bezirksolympiade
und wurde in Klassenstufe 7 der Elfte von
25 Schiilern.

Berlin

Vom 13. bis 18. Februar 1967 fand die Wlssen
schaftliche Jahrest der Math ti
Gesellschaft der DDR statt. In der Sekiion
Unterricht und Ausbildung wurden Kurz.
vortriige zur Modernisicrung des Mathematik-
unterrichts gehalten und Erfabrungsberichte
iiber gute auBerunterrichtliche Arbeif aus
Annaberg-Buchholz, Dresden und Herzberg
(Elster) gcboten, Eine Aussprache ergab wert-
volle Hinweise zur Ausbildung Technischer
Recl und Math isch.Teehnischer As-
sistenten.

New York

One problem [rom the Annual High School
Contests of the Mathematical Association of
Amcrica 1960: Two swimmers, at opposite ends
of 2 90 - foot pool, start to swim the length of
the pool, one at the rate of 3 fect per second,
the other at 2 feet per sccond. They swim
back and forth for 12 minutes. Allowing no
loss of time at the turns, find the number of
times they pass each other.

90-Foot pool .




Wissen, wo...

Eine Anleitung
zum Selbststudium

Liebe Leser und Freunde von alpha! Ihr haltet nun Heit 2 der Schiilerzeitschrift in
der Hand. Sie ist eine der zshlreichen Veritfentlichungen, die ecine Folge des An-
wachsens des Wissens unserer modernen Gesellschaft ist. Das beweisen z. B. folgende
Fakten:
@ Die Anzahl der Versffentlichungen hat sich in den letzten zehn Jahren verdoppelt.
@ Zur Zeit sind zwei Millionen Wissenschaftler dabei, unsere Welt zu erforschen, das
sind 90%, aller Wissenschaftler, die bisher gelebt haben.
@ Das Verhiltnis der Anzahl der Zeitschriften von heute und der von 1900 ist 10: 1.
@ Die Suche nach optimalen Mglichkeiten der Speicherung und Selektierung (des
Aussuchens) der Dokumente der wissenschaftlichen Erkenntnisse ist ein neues reiches
Arbeitsgebiet fiir Wissenschaftler.
Die Lektiire unserer Schiilerzeitachrift stellt deren Charakter entsprechend keinen
bloBen Zeitvertreib dar. Mit ihr soll vielmehr in einer der wissenschaltlichen Arbeits-
weise nahekommenden Art gearbeitet werden. Dabei werden Euch wie auch jedem
Wxssen.scha{tler unserer Tage neben den Problemen ,,wissen, was .. und ,,wissen,
wie . . .“ auch das immer mehr an Bedeutung gewinnende ,,wissen, wo ... (d. h. wo
man z. B Ausfiihrungen zu cinem bestimmten Thema findet) bugeﬂnen Ihr werdet
Euch in geeigneter Form einen Uberblick iiber die in alpha verdifentlichten Beitrége
verschaffen mii Das wird besonders deutlich, wenn Ihr Euch vergegenwirtigt, dal
noch nicht jeder Beitrag zu jedem Zeitpunkt fiir jeden Leser verstindlich ist. Zu einem
spateren Zeitpunkt aber wird mancher nach friiher erschienengn Avtikeln suchen. Dann
kann er seine Kartei — das scheint die gecignetste Form zu sein — durchsehen und
schnell finden, was er sucht. ’
Es empfiehlt sich die Anlage einer Kartei (Format A 5) mit Leitkarten, die mit Buch-
staben des Alphabets versehen sind. Ihr legt Euch eine Schlagwortiibersicht an, die
es erleichtert, herauszufinden, welchem Schlagwort ein Artikel zugeordnet wurde oder
zuzuordoen ist. Der Vorschlag fiir die Einrichtung der einzelnen Karten ist in der
Abbildung erliutert. Die Kartei sollte nach Empfang eines jeden neues Heftes vervoll-
stindigt werden. Sie kann auch fiir die Auswertung anderer Zeitschriften (andersfarbige
Karteikarten) erweitert werden. SchlieBlich ist es auch méglich, sich eine entspre-
chende Kartei (A 6) fiir Aufgabenstellungen und Lésungen von Aufgaben, insheson-
dere Olympiadeaufgaben, einzurichten.
Wir wiinschen Euch viel Erfolg und sind interessiert daran zu erfahren, was Ihr
2u diesem Vorschlag meint.

H. Herzog/J. Lehmann

[
Mengenlehre

1167 Mit Mzngm féngt es an? W. Walsch
{ ] Aufgaben zur _H. Lohse
: _Wir operieren mit Mengen!_ W. Walsch
i Lisungen 2u Aufgaben aus der H. Lokse i




SchlagworlAbersleht

A alpha (Zeitschrifl a) K Eombi ik B henhilfsmittel
alpha-Wetthewerd Kryptarithmetik Relationen
Annki il Eybernetik N 8 Sport und M
Astronautik L Literatur N Statistik

B Berichle Logarithmen Stereometrie
Berufe Logik T Trigonometrie
Beweise M i i u i
Biographien Mengenlehre Unierhaltung

D Delerminanten N Nomographie V__ Vektorrechnung

F_ Pernsehen . Normung : W Wahrscheintichkei
Funklic O Olympiade-dufgaben Wandzeitung

G ichte der Mathemati] Optimierung Z_ Zahlbereiche

ie, analytische P Philosophie

Geometric, darstellende Planimeirie A

__ _Gleichungen Polenzen Zeilschriften
T e Programmisrung Ziffernsysteme

1 Infinilesi Pritjungen Zirkel (Arbeil cha )

Hand aufs Herz

Die Redaktion der Leipziger Volkszeitung stellte Studenten des ersten Studienjahrs
der Karl-Marx-Universitit folgende Frage: Welche Probleme ergeben sich durch die Um-
stellung von der Oberschule zur Universitit?

Es ist wirklich eine Umstellung vom angeleiteten Arbeiten in der Oberschule zum selb-
stindigen Arbeiten an der Universitit. Jutts Topfstidt

Nach den ersten Wochen weill man kaum, wo man anfangen soll. Mir fillt es schwer,
ohne Anleitung zu arbeiten. Trmiraud Henschke

Vorlesungen zu folgen, ist schr anstrengend, und es kostet Mithe, immer aufzupassen
und das Wichtigste zum Mitschreiben herauszufinden. Birbel Storch

Es wird an der Universitit bedeutend mehr verlangt als on der Oberschule, sckon zu
wissen, wo elwas steht und wie man die Literatur beschafft, scheint mir eine Kunst zu
sein. Elke Binnewies

Ahnliche Probleme werden sich fiir jeden Schiiler, der die Schule verliBt, ergeben.
Wer schon in seiner Jugend selbstindig lernt, wird sich in Lehre und Beruf schnell
zurechtfinden und gut vorankommen. Die Werktitigen arbeiten nach einem fest um-
rissenen Zeit- und Organisationsplah. Der Arzt hat in seinem Schreibtisch eine Patien-
tenkartei. In der Buchhaltung bewihrt sich seit langem die Loseblatt-Ablage. In zah!-
reichen Betrieben geht man mehr und mehr zur Arbeit mit Lochkarten tiber. So sucht
jeder seine vielfiltige Tétigheit durch moderne technische Hilfsmittel zu systemati-
sieren und zu rationalisieren,

Und was tust Du, lieber junger Leser, um rechtzeitig diese Erlahrungswerte des prak-
tischen Lebens zu nutzen?
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Mathematischer
Leistungsvergleich zwischen
Praha und Neubrandenburg

Im Juni 1966 nahm ich an der Eroffnung eines mathematischen Leist ergleichs
zwischen den Schiilern der drei Spezialklassen Mathematik der erweiterten Oberschule
Praha 2 und den Besten des Bezirksklubs Mathematik Neubrandenburg teil. Der
Freundschaftsbesuch kam auf Vermittlung des Informationsbiiros der CSSR in Berlin
zustande. 18 Schiiler und vier Lehrer wurden mit vorbildlicher Gastfreundschaft auf-
genommen. Die Neubrandenburger konnten in Klassenstufe 11/12 mithalten, in
Klassenstufe 10 miissen sie noch tiichtig arbeiten, um an die Leistungen der Schiiler
aus Prahe heranzukommen.

Mit Herrn Professor Emil Calda, einem der beiden Mathematiklehrer der EOS Praha 2,
fiihrte ich ein Gesprich, das sicher auch Euch interessieren wird:

Frage: Herr Professor (in der CSSR werden alle Lehrer der erw. Oberschulen mit
Professor angesprochen, d. Red.), wie kann man in der CSSR Schiiler ciner erweiterten
Oberschule werden?

Antwort: Jeder Schiiler einer AbschluBiklasse der Oberschule (9. Schuljahr) kann sich
an eciner erw. Oberschule bewerben. Er muf} eine Aufnahmepriilung in den Fichern
Tschechisch (Diktat) und Mathematik machen. Das Abschneiden in diesen beiden
Fichern entscheidet iiber Aufnahme oder Ablehnung.

Frage: Sie sind Klassenleiter einer Spezialklasse Mathematik. Wie kann man Schiiler
einer solchen werden? Gibt es fiir diese einen besonderen Lehrplan?

Antwort: Die Schiiler, welche einen Aufnahmeantrag stellen, wissen, daf es in unserem
Lande in Brno, Bratislava und Prahnin jeder Klassenstufe je eine Spezialklasse gibt. Die
etwa 36 Schiiler, welche bei der Aufnahme im Fach Mathematik an unserer Schule am
besten abschneiden, werden in diese Klasse iibernommen. In der ersten und zweiten
Klasse arbeiten wir nach dem gleichen Plan und mit der gleichen Stundenzahl wie alle
Schiiler des naturwissenschaftlichen Zuges der erw. Oberschulen der CSSR. Da sehr
gute Schiiler in der Spezialklasse beisammensitzen, gelingt es uns natiirlich, tiefer in
dic einzelnen Stoffgebiete vorzudringen. In der 3. Klasse (wir sagen 12. Klasse, d. Red.)
haben wir puch den gleichen Plan, aber wochentlich 8 Stunden Mathematik und
7 Stunden Physik, das sind je 3 Stunden mehr, als den Schiilern anderer Klassen er-
teilt wird. In Aussicht ist gestellt, daB wir einen eigenen Lehrplan erhalten.

Frage: Was tun die Schiiler der Spezialklassen auBerhalb des Unterrichts zur Ver-
besserung und Vertielung ihrer Kenntnisse?

Antwort: Die meisten nehmen an den einzelnen Stufen unserer Mathematik-Olympia-
den teil. Wir schneiden meist gut ab. Einige Schiiler unserer Schule drangen schon in
die Endstufe (Landesolympiade) und sogar bis zu den Internationalen Olympiaden vor.
Herr Prof. Dr. Vichin, Delegationsleiter der CSSR-Manoschaft der letzten Internatio-
nalen Olympisden, hat mit seinen Assistenten der Mathematisch-Physikalischen Fa-
kultit der Karls-Universitit an unserer Schule einen Klub eingerichtet, in dem
dic Besten unserer Stadt und Schule arbeiten kénnen. Von meinen 36 Schiilern
nghmen 25 an der Mathematik-Olympiade und 11 an der Physik-Olympiade
des Landes teil, einige an beiden Olympiaden. Viele unserer Schiiler betreiben ein
intensives Selbststudium. Sie beschiftigen sich vor allem mit der mathematischen
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Literatur, die zur Vorbereitung auf Olympiaden und auf den Besuch unserer Fach-
und Hochschulen herausgegeben wird.

Herr Professor Calda, wir wiinschen Ihrer und der Neubrandenburger Mannschaft
weiterhin viel Erfolg, einen kontinuierlichen Ausbau der gekniipften Beziehungen,
vor allem aber Freude und Erholung beim Gegenbesuch Ihrer Mannschaft im Spezia-
listenlager des Bezirks Neubrandenburg im Seebad Ahlbeck. 7. Lehmann

Aufgaben: Aufnahmepriifung an erweiterte Oberschulen der OSSR, 1966
1. Berechnen Sie

a+b a—b

(S5

Setzen Sie ¢ = 2 und b= —1 und weisen Sie fiir diesen Fall uach daB Ihre Um-
formung richtig ist!

Welche Werte diitfen wir fiir @ und b nicht einsetzen?

2. Lisen Sie die folgende Gleichung und fiihren Sie die Probe durch:

2e—n—2@s—n=2-S@+1

3. Es sind eine Gerade a und ein Strahl b gegeben, dessen Anfangspunkt auf der Ge-
raden q liegt und der mit der Geraden einen Winkel @ = 75° bildet. Konstruieren Sie
alle Kreise %, die den Radius » = 2 cm haben und sowohl die Gerade o als auch den
Strahl b beriihren!

4. Von k Traktoristen wurde eine Verpflichtung iibernommen, wonach jeder von
ihnen bei der Friihjahrsbestellung m ha Boden bearbeiten wird. Kurz vor dem Beginn
der Arbeiten muBten zwei Tralktoristen eine andere wichtige Aufgabe iibernehmen.
Die iibrigen Traktoristen vereinbarten jedoch, den Anteil der ausfallenden Kollegen
mit zu iihernehmen. a) Wieviel Hektar muBte jetzt jeder von den iibrigen Traktoristen
bearbeiten? b) Um wieviel Hektar mullte jeder von ihnen seine urspriingliche Ver-
pilichtung erhthen? Formulieren Sie den Lésungsweg!

5. Die Hohe einer Seitenfliiche der geraden quadratischen Pyramide A BCDE hat die
Linge &' = 12,6 cro. Diese Hohe schliet mit der Ebene der Grundfliche der Pyramide
den Winkel y = 60° ein. Wie groB ist das Volumen der Pyramide?

Aufgaben: Wetthowerb Praha-Neubrandenburg, Juni 1966

Klassenstufe 9 und 10:
1. Beweisen Sie, daB fiir alle natiirlichen Zahlen »> 1 gilt:
1 1 1

sritaet o Tar o<t
2. Bestimmen Sie alle reellen Zahlen m, fiir die das folgende Gleichungssystem reelle
Lésungen hat:

r—y=m(l +zy)

2+e+y+zy=0.
3. Essind ein Quadrat 4 BCD, eine Gerade p und ein Punkt S gegeben. Konstruieren
Sie eine Strecke XY, die die folgenden Eigenschaften hat: Thr Mittelpunkt ist der
Punkt S, ihr Endpunkt X liegt auf dem Umfang des Quadrates 4 BC D und ihr End-
punkt Y liegt auf der Geraden p. Diskutieren Sie die verschiedenen Moglichkeiten|

Zum AbschluB noch eine Aufgabe aus dem Wettbewerb der Klassenstufe 11/12:

1. Ein Gefi8, das die Form einer Halbkugel hat, ist bis zum Rand mit Wasser gefiillt.
Neigt man das Geld um 30°, so flieBen 11 1 Wasser heraus. Wieviel Liter Wasser ver-
bleiben im GefiB?
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Wer lost mit?

HIIIIHI Wetthewerb " /%ﬁ

48 Welche natiirlichen Zahlen kannst du fiir a einsetzen. damit die Ungleichungen
48 < 8 - @ < 80 erfiillt sind?

49 Ermittle alle zweistelligen natiirlichen Zahlen, die folgende Bedingungen erfillen:
a) Die Differenz aus dem Zehner und dem Einer betrigt 4, wobei der Einer von Null
verschieden sein soll; b} vertauscht man die Ziffern einer solchen Zahl, so erhalt man
eine neue zweistellige Zahl, die kleiner ist als der dritte Teil der urspriinglichen Zahl.
W(5)50 Hans und Giinter, zwei begeisterte Briefmarkensammler, treffen sich, um
Briefmarken, die sie doppelt besitzen, untereinander auszutauschen. Hans fragt Giin-
ter: ,,Wieviel Briefmarken hast du zum Tauschen mitgebracht?‘‘ Giinter, ein kleiner
Piriffikus, antwortet: ,,Ich habe heute polnische, sowjetische und bulgarische Brief-
marken zurm Tausch anzubieten, es sind insgesamt dreifig Stiick. Die Anzahl der
sowjetischen Marken ist groBer als die der polnischen, aber kleiner als die der bulga-
rische. Die Anzahl der bulgarische Marken dagegen ist groBer als das Vierfache, aber
kleiner als das Fiinffache der Anzahl der sowjetischen Marken.” Wieviel sowjetische
Briefmarken hat Giinter zum Tauschen mitgebracht? Welche Aussagen kannst du
iiber die Anzahl der polnischen bzw. bulgarische Briefmarken machen?

W(3)51 Die dreiBlig Schiiler einer fiinften Klasse befinden sich mit ihrem Klassen-
lehrer auf einer zweitigigen Exkursion; sie fibernachten in einer Jugendherberge. Am
Morgen des zweiten Tages wird jeder Schiiler gefragh, wieviel frische Brétchen er vom
Bicker haben mochte. Mehr als drei Schiiler méchten keine Brétchen, da sie noch
ausreichend Verpflegung besitzen. Ebenso viele Schiiler wie die, welche auf Brstchen
verzichten, méchten je vier Bristchen haben. Davon die doppelte Anzahl von Schiilern
bestellt je drei, nochmals die gleiche Anzahl von Schiilern aber bestellt nur je ein
Brétchen. Fiir den Rest der Schiiler sollen je zwei und fiir den Klassenlehrer genau
drei Brotchen mitgebracht werden. Wieviel Brotchen miissen gekauft werden, damit
jeder Wunsch beriicksichtigt wird und kein Brtchen iibrig bleibt?

52 Ineinem Dreieck 4 BC betrage der Winkel « genau 58°, und die Seite @ sei groBer
als die Scite ¢. Ordne die drei Drejeckseiten nach ihrer GroBe, ohne das Dreieck zu
konstruieren. Gib eine Begriindung fiir dein Ergebnis an!

53 Welche von den nachstehend angefithrten vier Aussagen sind wahr, welche sind
falsch? Die Antwort ist in jedem Falle zu begriinden!

a) Jede durch 18 teilbare Zahl ist auch durch 9 teilbar.

b) Wenn eine Zahl durch 9 teilbar ist, so ist sie auch durch 18 teilbar.

¢) Nicht alle Zahlen, die durch 12 teilbar sind, lassen sich auch durch 6 dividieren.
d) Es gibt Zahlen, die durch 24, aber nicht durch 8 teilbar sind.

W(6)54 Bestimme die Menge aller natiirlichen Zahlen a, fir dic die folgenden Be-
dingungen gleichzeitig erfiillt werden: a) 0 < ¢ < 4000; b) die Zaklen sind durch 4,
durck 5 und auch durch 9 zugleich teilbar; ¢) 8, 25 und 27 sind nicht Teiler von q;
d) subtrahiert man von den Zahlen a die Zahl 8, so ist diese Differenz durch 11 teilbar.
W(6)55 Die beiden Klassen 6a und 6b einer Schule hatten bei einem Leistungs-
vergleich dieselbe Mathematikarbeit geschrieben. Gerd wulBte von seiner Klasse, der
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6a, daB sie einen Zensurendurchschnitt von genau 2,6 erreicht hatte. Um zu erfahren,
welche der beiden Klassen bessere Ergebnisse erzielte, befragte er seinen Freund Klaus,
einen Schiiler der Klasse 6b, nach dem Ergebnis der Arbeit in dessen Klasse. Klaus
antwortete ihm: ,,Mehr als die Hillte aller Schiiler erhielt die Note ,Drei‘. Die Note
,Vier‘ kam hiufiger vor als die Note ,Eins’, aber nicht so oft wie die Note ,Zwei‘. Genau
ein Neuntel der Gesamtzahl der Schiiler meiner Klasse hat entweder eine ,Eins® oder
eine ,Finf’ geschrieben. Die Note ,Vier‘ haben doppelt soviel Schiiler erhalten wie die
Note ,Eins‘. Die Anzahl der Noten ,Eins‘ war gréfler als das Doppelte, aber kleiner als
das Vierfache der Anzahl der Noten ,Fiinf‘. Alle 36 Schiiler meiner Klasse haben die
Klassenarbeit mitgeschrieben. Gerd freute sich daraufhin; denn seine Klasse hatte
besser abgeschnitten. Weise nach, dal Gerd richtig gerechnet hatte!

36 1In der Multiplikationsaufgabe %+ - 9% = sx# ist jedes Sternchen durch eine Ziffer
zu ersetzen, so daB eine richtig geloste Aufgabe entsteht. Wieviel Moglichkeiten gibt
es? Gib alle Maglichkeiten an!

57 Der Umfang eines gleichschenkligen Dreiecks 4 BC betrigt 14 cm. Eine der Seiten
des Dreiecks ist dreimal so lang wie eine andere Seite. Wie lang sind die Seiten des
Dreiecks? Gibt es mehrere Losungen dieser Aufgabe?

W(7)58 Gegeben sind drei Punkte B, C und D, die innere Punkte einer rechteckigen
Zeichenfliche sind. Diese drei Punkte sind Eckpunkte eines Parallelogramms 4 BCD,
dessen vierter Eckpunkt 4 auBlerhalb der Zeichenfliche liegt und somit fiir die Kon-
struktion des Parallelogramms unzuganglich ist. Es ist eine Strecke zu konstruieren,
die aul der Winkelhalbierenden des Winkels BAD mit dem unzuginglichen Scheitel-
punkt A4 liegt.

W(7) Lise eine der Aufgaben der Bezirksolympiade 1967 aus deiner oder einer
héheren Klassenstufe!

59 Die sowjetische automatische Weltraumstation ,,Luna 10 hatte am 30. Mai 1966
zum letztenmal Funkverbindung mit einer sowjetischen Erdstation. Die MeBergebnisse
wiesen aus, daB an diesem Tage die kleinste Entlernung dieses kiinstlichen Mond-
satelliten zur Mondoberfliche 379 km, die groBte dagegen 985 km betrug. Die Umlauf-
zeit von ,,Luna 10“ um den Mond betrug 2 h 58 min 3 s. Esist die mittlere Geschwindig-
keit von ,,Luna 10“ (in km - b~ und in km - s71) bei einer annihernd kreisformigen
Bahn um den Mond zu berechnen. Der Durchmesser des Mondes betriigt angenéhert
3476 km.

60 In einer Ebene sind m - # Punkte so angeordnet, wie es die Abbildung zeigt.

Py ?12 ?13 _Pu et .Pm
Py Py Py By 0 Py,

‘Pml Puz Pry Ppy -+ Py,

Durch je zwei dieser Punkte ist eine Strecke eindeutig festgelegt. Die Strecken Py P,
und P,, Py sind dabei als gleich anzusehen. Wieviel voneinander verschiedene
Strecken sind durch die gegebenen Punkte bestimmt?

W(8)61 Denke dir eine (in dekadischer Darstellung) dreistellige natiirliche Zahl, bei
der der Hunderter um mindestens 2 gréBer als der Einer und der Einer gréBer als Null
ist! Vertausche den Hunderter und den Einer miteinander und subtrahiere die so er-
haltene Zz2hl von der gedachten Zahl! Addiere zu diesem Ergebnis diejenige Zahl, die
du erhiltst, wenn du in dem Ergebnis wieder den Hunderter mit dem Einer ver-
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tauschst! Du erhiltst als Summe stets die Zahl 1089. Beweise das mit Hilfe von
Variablen! i

W(8) Lbtse eine der Aufgaben der Bezirksolympiade 1967 aus deiner oder einer
héheren Klassenstufe!

62 Aus der ,,CoB* von Christoph Rudolif (1525): Ich habe drei Zohlen, die sich wie
1:2: 4 verhalten. Die Summe ilirer Quadrate ist 189. Wie heiBen die Zahlen?

Hat diese Aufgabe nur eine Losung?

63 Man beweise den folgenden Satz: Wenn in einem spitzawinkligen Dreieck zwei
Hohen dieses Dreiecks einander gleichlang sind, so ist das Dreieck gleichschenklig.
Gilt dicser Satz auch fiir stumpfwinklige oder rechtwinklige Dreiecke? (Die Antwort
ist zu begriinden.)

W(9)64 Ein Bogen Papier, der die Form eines Rechteckes 4 BCD hat, wird einmal
so gefaltet, daB die Eckpunkte B und D aufeinander fallen. Das Rechteck @e die
Seiten 4B = a und BC = b mit a > b. Die Faltgerade schneide die Seite 4B in E
und die Seite CD in F. a) Es soll die Lange & der Strecke EF berechnet werden. b) Wie
verhiilt sich % zu der Lénge d der Diagonale des Rechtecks?

W(9) Lise eine der Aulgaben der Bezirksolympiade 1967 aus deiner oder einer
hoheren Klassenstufe!

65 Man ermittle alle Losungen der Gleichung
log,ex + log,z + logyz =17 .

66 Das Objektiv der Fernsehkamera der sowjetischen automatischen Station
»Lluna 9, mit der im Februar 1966 Aufnahmen von der Mondoberfliche gemacht
wurden, befand sich in eincr Hohe von 60 cm iiber der Mondoberfliche. a) Wie groB3
war die Sichtweite (in km) in dieser Hohe? b) Welcher Teil der Mondoberfliche (inkm?)
konnte aus dleser Hohe iiberblickt werden? Dabei sollen etwaige Erhebungen auf der
Mondoberiliche unberticksichtigt bleiben. Der Monddurchmesser betrigt 3476 km.
W(10)67 In einem Abteil eines Schnellzuges der Strecke Berlin-Stralsund sitzen drei
Herren, die die Familiennamen Neumann, Miiller .bzw. Schulze tragen. Von diesen
Fahrgiisten ist uns bekannt: 1.) Einer von ihnen wohnt in Karl-Marx-Stadt, einer in Ber-
lin und einerin Erfurt. 2.) Diese drei Reiscnden haben ein unterschiedliches Hochschul-
studium abgeschlossen, und zwar als Chemiker, Mathematiker bzw. Physiker. 3.) Lhre
verschiedenen Reiseziele sind Stralsund, Greifswald und Schwedt. 4.) Der Physiker
wohnt in Karl-Marx-Stadt. 5.) Der Fahrgast, der nach Stralsund fihrt, ist 30 Jahre alt.
6.) Der Mathematiker ist bereits 43 Jahre alt. 7.) Das Lebensalter von Herrn Neumann
betrigt 39 Jahre. 8.) Der Chemiker fihrt nach Schwedt. 9.) Herr Schulze wohnt in
Berlin.

Ermittele unter Angabe einer logischen Begriindung den Familiennamen des Phy-
sikers! P. Enskonatus, DDR-Tellnehmer an det VIIL. IMO

W(10) Lose eine der Aufgaben der Bezirksolympiade 1967 aus deiner oder der
Klassenstufe 11/12!
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Losungen

( Einige Losungen werden erst in den folgenden
Heften verdffentlicht.)

2 Im Beispiel (2) und im Beispiel (3).

3 4CM BAM 10€M OEM

4 P|=]2. Diese Menge bestcht also aus
einem Element, nimlich der Zahl 2.

S Ja, die unter (3) angegebene Menge ist
leer.

6 Die Beziehung der Gleichheit. @ = R.

7 e, m,u); (e, m); (e, u); [m, u]; [¢]; {m};
ul; .

Es sind 2° = 8 Tcilmengen. Die leere Menge
ist Teilmenge jeder Menge.

8 (166 + 24): 6 —7 == Daher ist
z = 13. Hans ist 13 Jahre alt.

9 Mit Hilfe lolgender Gleichungen kénnen
wir die gesuchten Winkel leicht konstruieren:
@, =45° + 30°% a, = 45° — 30°;

g = 60° 4- 80° + 45° oder

oy = 90° + 30° + 45°; a, = 60° 4 45°. ,
10 A<z 2<0,9<y,2<9,2<Y,
s ylolgtz <<z <v<y.

11 Da das zweite Fahrzeug 400 km weniger
als das erste zuriicklegte, hitte es auf 400 km
zuriickgelegtern Weg 361 Kraftstoff ver-
braucht, d. h. aul 100 km genau 91. Beide
Fahrzeuge legten zusammen die Fahrstrecke
von 2000 km zuriick; sie verbrauchten- also
zusaramen 180 1 Kraltstof[l.

14 Die Ungleict allein betrach wird
von den Elementen der Menge
(343, 344, 345,..., 353, 354, 355] erfilllt,

Unter Benchtung der Jjeweils zusitzlich ge-
stellten Bedingungen erhalten wir fiir:

a) (344, 346, 348, 350, 352, 354}; b) (345, 348,
351, 354} ; c) [348,354] ; d) {344, 346,350, 352) ;
¢) (345, 351}; [) Es gibt keine Zahl, die die ge-
stellten Beding. erfiillt, die Menge ist leer;
g) (350]); h) [344, 345, 348, 350, 351, 352];
i) [344, 345, 346, 348, 350, 351, 352, 354];
k) {348.

15 Eine Zahl ist durch 36 teilbar, wenn sie
dureh 4 und durch 9 teilbar ist. Aus 420,
4124, 4128 folgt zundchst 520720, 52724,
52528. Die Quersummen der noch unvoll-
stindigen Zahlen betragen (unter Auslassung
der Leerstelle) 9, 13, 17. Also muB die erste
Leerstelle mit 0 oder 9, die zweite mit 6, die
dritte mit 1 belegt werden. Wir erhalten die
Zahlen 52020, 52920, 52524, 52128.

16 Vor zwei Jahren beteiligten sich 2 Schii-
ler, vor einem Jahr beteiligten sich 2 Schii-
ler, in diesem Jahr beteiligten sich 6 z Schiiler.
Es gilt 216 = 8z, also 2=136. Vor zwei
Jahren waren es nur 36, vor einem Jahr

schon 72, in diesem Jahr aber 216 Teilnehmer.
17 Scheitelwinkelpaare: < AGF =< DGH,
X AGD = < FGH, 4 GHF = < EHB,
X GHE = <& BHF;
Nebenwinkelp.: < AGF + < FGH = 180°,
X AGD + < AGF = 180°,
< AGD + < HGD = 180°,
X HG@D + 4 HGF = 180°,
X GHF + & FHB = 180°,
X FHB + < BHE =180°,
<4 BHE + & EHG = 180°,
< EHG + < GHF = 180°;
Stulenwinkelpaare: X GDE = & FGH,
& DEH = 4 GHF, < CAG = & FGH,
XHBC = ¥ GHF;
Wechselwinkelpaare: < AGD = X GDE,
< BHE = & DEH, ¢ EHB = & HBEC,
<X CAG = X AGD;
Paare entgegengesetzt liegender Winkel:
X EDG + <« HGD = 180°, & GHE
+ ¢ DEH = 180°, < CAG + < AGF =180°,
< FHB + < HBC = 180°.
20 Dic urspriingliche Zahl sei 7100000 4- 2.
Dann ist die nene Zahl 100 - z 4 70.
Nach der Voraussetzung ist
(7100000 + z) 2 = 100z 4 70.
Daraus folgt
1400000 + 2z = 100z 4 70,

98z = 1399930,

e 139993930 14285,

Die urspriingliche Zahl ist also 714285,
Streicht man die 7, hngt man sie hinten an
und fiigt noch die Ziffer 0 hinzu, so erhilt
man 1428570. Tatsichlich gilt
714285 2 = 1428570.
21 Jeder Punkt P; der Geraden g 188t sich
mit den iibrigen 19 Punkten verbinden; es
entstehen so 19 Strecken. Insgesamt erhalten
wir dann 20 - 19 Strecken, also 380 Strecken;
debei wurden alle Strecken doppelt gezihlt,
denn die Strecke P; P, ist gleich der Strecke

Py, P;. Wir miissen unser Ergebnis also noch
dureh 2 dividieren. Dureh die 20 Punkte wer-
den auf der Geraden g genau 190 voneinand
verschiedene Strecken festgelegt.

Pr P2 Py Py Pig Poo
22 Auf Grund der Voraussetzung kann ge-
nau einer der [olgenden Fille eintreten:
lye=0, 2)a<0, 3)a>0.
Zu 1. In diesem Falle wiire wegen
a = b*(b* + ¢*) auch b = 0, was der Voraus-
setzung widerspricht.
Zu 2. Dieser Fall ist wegen b(b® + =20
nicht méglich.
Zu 3. Daher ist a > 0. Ferner ist b % 0, also
b < 0. Daher ist ¢ = 0.
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23 Die Figur zeigt des gegebene rechtwink-

Man erhilt also das Produkt, indem: man den
[{ i ) Zehner mit dem un 1 ver-

lige Dreieck ABC mit der Hypot BC.
Die Gerade AE sei die Winkelhalbierende des
rechten Winkels mit dem Scheitelpunkt 4.
E ist der Schnittpunkt dieser Winkelhalbie-
renden mit der Hypotenuse BC. Jeder Punkt
ciner Winkelhaibierenden hat von den beiden
Schenkeln des halbierten Winkels den glei-
chen Abstand. ED und EF seien die von ¥
auf die Katheten gefillten Lote. Daher gilt
X AFE = & ADE = ¥ FAD = 90° und
damit auch < FED = 90°. Das Viereck
ADEF ist demnach ein Rechteck, in dem die
benachbarten Seiten FE und ED gleich lang
sind, d. h. das Viereck ADEF ist ein Quadrat.
Aus dieser Analyse ergibt sich die Konstruk-
tion des Quadrates ADEF.

[4

F

459
A D B

26 Man benétigt zum Numerieren der Sei-
ten 1 bis 9 genan 9 Ziffern, der Seiten 10 bis
99 genau 90 - 2 = 180 Ziffern. Fiir die Buch-
seiten mit einer dreistelligen Zahl verbleiben
uns noch 876 — 189 = 687 Ziffern. Nun gilt
687:3 = 229, Es verbleiben also noch 229
Seiten mit einer dreistelligen Zahl. Das Buch
um{aBt demnach 99 4 229 = 328 Seiten. Aus
der nachstechenden Tabelle ist ersichtlich, wie
oft die Ziffern 0 bis 9 beim Numerieren der
Seiten aultreten.

Ziffer Hundorter- Zehner- Einer-  lnsges.
stelle stelle stelle

[} —_ 80mal 92mal 82mal

1 100mal  40mal  33mal 173mal

2 100mal  39mal  83mal 172mal

> 3 20mal  30wal 33mal 92mal

4bis8 —  je30mal je38mal 3I5mal

9 - 30mal 32mal 62mel

878mal

27 Dererste Faktor sei gleich 10a + b, wobel
«und b natiirliche Zahlen mit 1 < ¢ < 9 und
1< b< 9sind. Dann ist der zweite Faktor
gleich 10@ 4 (10 — b), und man erhiilt

(10a + b) (10a -+ 10 — b)
=1004® 4 100c— 10ab + 10ab + 106 —»*
= 100a? + 100g + 10b — b®
=100e(a + 1) + & (10 —b).
Fiir unser Beispiel gilt

83-87=100-8- 943 7="7221
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mehrten Zehner multipliziert und hinter die-
scs Ergebnis das Produkt der Einer schreibt.
Ist das Produké der Tiner kleiner als 10, so
muf noch die Ziffer 0 eingefiigt werden, z. B.
83-82=100-8-9+ 32 = 7206.

28 Dic beiden zu bestimmenden natiirlichen
Zablen seien mit z und y bezeichnet. Die in
der Aulgabe gestellten Bedingungen [lihren
zu dem folgenden Gleichungssystem :

zy

zy
§=z+y, —6'_—_:—3/.

Durch Addition erhelten wir

zy | zy a:
3ty =ctyt+tz—y, ?y=2a:,

oy =4z, zy—4z=0, z(y—4)=0.
Die Gleichung ist erfiillt, wenn z = 0 oder
¥ = 4ist.

Wir belegen die erste Gleichung unseres
Systems

a) mit ¢ = Q und erhalten y = 0,

b) mit ¥ = 4 und erhslten z = 12.

Die beiden geordneten Paare [0,0] und [12,4]
erfillen unser Gleichungssystem. Die Auf-
gabe hat also zwei Losungen. Die Probe sei
dem Leser iiberlassen.

29 Essei ¥ ACB=« und &< AMB =3.
Aus der Voraussetzung # D = CD folgt, daB
das Dreieck MCD gleichschenklig und da-
mit & DMC = X ACB = aist. & MDBist
AuBlenwinkel des Dreiecks MCD, also
<L MDB=2¢.Aus BM = DM = r folgt, daB
das Dreicck DBM gleichschenklig und demit
X MBD =g MDB =2 ist. % AMB ist
Auflenwinkel des Dreiecks MCB, also
X AMB =é=3a.

B

(R

30 Es sei M der Mittelpunkt des Kreises &,
und die Punkte 4, 3 und C liegen auf einer
Geraden. Dann folgt aus der Voraussetzung
ABIICD, daB < CAB und <& ACD als
Wechselwinkeleinander gleichsind. Ferner gilt
AM = BM = CM = DM, alsosind die gleich-
schenkligen Dreiecke AB3{ und CDM ein-
ender kongruent. Aus der Kongruenz der



Dreiecke folgt <t AMB = < DMC. Nun ist
X BMC Nebenwinkel zu & AMB. Aus
X AMB =X DMCfolgt ¥ BMC + & DMC
= 180°. Die Punkte B, M und D liegen daher
auf einer Geraden.

K D

8

31 Wir ziehen die Diagonale BD. Dann
folgt aus der Umkehrung des Strahlensetzes:
FG@ |1 BD, EH || BD, also FG || BH.

Mit Hilfe der Diagonale AC beweist man
anslog EF Il GH.

Daher ist das Viereck EFGH ein Parallelo-
gramm.

A £ B

34 Es seien = die Anzahl der anwesenden
Jungen und ¥ die Anzahl der anwesenden
Miidchen. Dann ist, wie der Lagerleiter fest-
gestellt hat, 2 — y = 6. Daher sind die Zah-
len = und y entweder beide gerade oder beide
ungerade. Wiirc nun die Meldung von Helga
richtig, so hitte die Gruppe (z + 2) -+ ¥
=(x + 9) 4 2 Teilnehmer. Dicsc Zahlist aber
in jedem Falle eine gerade Zahl; denn die
Summe zweier gerader Zahlen, aber auch die
Summe zweier ungerader Zahlen ist stots eine
gerade Zahl, Das steht im Widerspruch zur
Vor: g, wonach 27 Teilnel zur
Gruppe gehoren. Helga irrt sich also; der
Lagerleiter hatte recht.

35 Es seien 4 und B die Standorte der
beiden Boote um 10.30 Uhr und P der Trefl-
punkt nach ¢ Stunden. Denn sind die Ma8-
zahlen der Entfernungen (in Secmeilen)
4P =10t, BP=20t, AB =10. Da das
Dreieck 4 BP rechtwinklig ist, gilt

(2007 = (108) + 10%,
400#2 = 100¢* + 100,

3002 = 100, = 4 ;
hieraus folgt wegen { > 0

Lo os
t=33=057.

Die beiden Kiistenschutzboote treffen sich
nach 0,577 h (des sind 34 min 37 5), also um
11804m37s, Das erste Boot legt dabei die
Entfernung von 10 - 0,577 sm = 5,77 sm, das
zweite Boot die Entfernung von

20 - 0,577 sm = 11,54 sm zuriick.

P

20t
0t

A 0 8

36 Ist zdie Linge des gesuchten Quadrates,
0 gilt 2® = a® — b% Men zeichnet daher die
Strecke AB = a, konstruiert iiber 4B den
Thaleskreis und schligt um B mit dem Radius
b einen Kreis, der den Thaleskreis in C
schneidet. Dann ist AC = z die Seite des
gesuchten Quadrates.

iy

37 Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
kénnen wir ¢ = b annehmen. Denn gilt

2a? + 2%
=a® + 2ab + b* + o — 2ab + H*
={a 4 b)* + (¢ —b)%.

Der Term 2a* + 2b%14Bt sich also als Summe
der Quadrate der beiden natiirlichen Zahlen
e+ b und a—b darstellen.

40 Die Anzahl der Teilnehmer sei z. Da
jeder Teilnehmer genau cine Partie mit jedem
der iibrigen  — 1 Teilnehmer spielt und da
231 Partien gespielt werden, gilt

x(z—1)
—a = 231, (1)

also  x(x—1) = 462. (2)

Die quadratische Gleichung
2% — 2 — 462 = 0 hat dio beiden Losungen

: 1 SR
z =T+V»4—+462=
1 43

Hy= oy — o =—21,

2 2

1 43
TTy= 22
und

von denen nur die Lésung z, = 22 den Vor-
sussetzungen entspricht. Das Turnier hat
dsher 22 Teilnehmer.

Bemerkung: Noch schneller kommt man zu
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dem Ergebnis, wenn man beriicksichtigt, daB
wegen Gleichung (2) gilt

(z—1)* < z(z—1) =462,

also z—1<22,d. h. z<23;
z* > z(x—1) = 462,
also > 2l

Daraus folgt z = 22.
41 Es sei z die MafBzahl der Kantenli

43 Ist z cine Lésung der Ungleichung

22—3
Thsz” %
—3
soglltl+,——2>0,

22—3—2—10z

eines Wiirfels. Dann ist die MaBzahl der
L:'inge einer Raumdiagonale dieses Wiirlels

3, also die MefBzahl der Gesamthihe der
W iirfelmontage 3 £ /3. Nun ist nach Voraus-
setzung

2
32 /3 = 6, als0 z=ﬁ=
Dakher igt die MaBzahl der Gesamtoberfliche
der drei Wiirfel

2
) I3.

4,=364-3.6 5 =24

Es muB also Farbe fiir die Fliche von 24 m"
bereitgestellt werden,

42 Man teilt die Strecke A B in vier gleiche
Teile mit den Teilpunkten P, P,, Ps und die
Strecke 4D in vier gleiche Teile mit den Teil-
punkten @;, @5, @, Man verbindet den Punkt
C mit den Punkten Q, @5, @, 4, Py, Py, Py
und erhilt eine Zerlegung des FParallelo-
gremms A BCD in acht Teildreiecke, die ein-
ander paarweise flichengleich sind. Da ném-
lich die Teildreiecke 4 BC und ACD einander
konrguentsind, sind die Flicheninhalte dieser
Dreiecke cinander gleich und gleichen dem
halben Flicheninhelt des Parallel

ABCD.

A Py Py Py 8

Dic Teildreiecke ACQ,, @,0Q,, @,0Q, @:CD
sind paarweise cinander flichengleich, da sie
gleiche Grundlinien und gleiche Hohen be-
sitzen. Die Summe ihrer Flicheninhalte ist
gleich dem halben Flicheninhalt des Paralielo-
gramms. Die gleichen Uberlegungen treflen
auch auf die restlichen vier Teildreiecke zu.
Der Flicheninhalt des Parallelogramms ist
also achtmal so groB wie der Flicheninhalt
Jjedes der acht Teildreiecke.
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1+5z >0,
—8z—5
155z 70
—8z—5
Der Teml_'_%so]l also bei einer Be-

legung der Variablen z positiv werden; wir

miissen daher zwei mogliche Fille unterschei-

den:a)—8z—5>0undl +52>0,d. h,
5 1

T<— Eu.nd 2>+—+ - BeideUngleichungen

gollen erfiillt werden; die Lésungsmenge ist
leer, d.h., es existieren keine reellen Zahlen,
die beide Bedingungen zugleich erfiillen.
b)—8z—5<Oundl + 52 < 0,d h.
z>

sollen erfillt werden,d. h .genau diejenigen re-

—%u.nd T —»2— . Beide Ungleichungen

ellen Zahlen, [urdle—? <z < ——1~gilt er-

fiillten suchdiegeg. Unglexchung T + 52 > 2.

44 Von dem Sehnenviereck 4 BCD sind ge-
geben die Langen der Seiten A8 = a, BC =5
und OD = ¢ sowie die Linge der Diagonale
AC = e. Man konstruiert daher zunichst das
Teildreieck 4BC mit den Seitenlingen a, b
und e, errichtet auf zwei Seitcn die Mittel-
senkrechten und erhidlt als ihren Schnitt-
punkt den Mittelpunkt # des Umkreises des
Sehnenvierecks ABCD. Dann schligt man
um C einen Kreis mit dem Radius ¢, der den
Umbkrejs (im allgemeinen) in zwei Punlten D
und D’ schneidet.

Die Sehnenvierecke ABCD und ABCD’
haben die verlangten Eigenschaften.



V. Olympiade

Junger Mathematiker der DDR

Aufgaben der Bezirksolympiade (21./22.1.1967)

Klassenstufe 7

1. Es seien @, b, ¢ natiirliche Zahlen, wobei a
durch b und b durch ¢ teilbar ist. Ermittle das
kleinste gemeinschaltliche Vielfache und den
gréften gemeinsamen Teiler der Zahlen g, b
undcfiire =1, bzl c=1!

2. In einer alten Aufgabensammlung steht
folgende Aufgabe: Ein Jagdhund verfolgt
einen Tfuchs, der ihm 54 Fuchsschritte voraus
ist. Die Lange von 2 Hundeschritten ist genau
gleich der Linge von 3 Fuchsschritten. Der
Hund braucht zu 4 Schritten genauso lange
Zeit wie der Fuchs zu 5 Schritten. Mit wieviel
Schritten holt der Hund den Fuchs ein, wenn
beide gleichzeitig in ein und derselben Rich-
tung starten?

3. Gegeben ist ein Dreieck A ABC. Gesucht
ist eine Parallele p zu BC, die folgende Eigen-
schaften hat:

(1) Sie schneidet die Strecken 45 und 4C.
(2) Sind D und E die Schnittpunkte von p
mit 4B bzw. mit AC, soist BD +ﬁ = DE.
Beschreibe eine Konstruktion von p!
Untersuche, ob es stets genau eine solche
Parallcle p gibt!

4. Die Zahl }g soll in der Form ig ;"—L +
dargestellt werden. Dabei sollen a, b, m,

" natiirliche Zahlen sein, fir die die Briiche -

38 g 8o

b
und -;bunkiirzhur und keine ganzen Zahlen

sind.

Gib drei Beispiele einer solchen Darstellung,
wobei

im 1. Beispiel m =z und a = b gilt,

im 2. Beispiel ¢ = b und m = = gilt,

im 3. Beispicl @ = b und m = =» gilt!

5. Fiir jede zweistellige natiirliche Zahl gilt
der Satz: Addiert wan zu der zweistelligen
Zahl die Differenz aus der Anzahl ihrer Zeh-
ner und der Anzghlihrer Einer, so erhilt man
eine durch 11 teilbare Zahl.

Beweise diesen Satz!

6. Ineinem gleichschenkligen Dreieck A 4.BC
habe ¢t ACB ein Gradmaf von 120°.
Beweise, dafl die Mittelsenkrechten der Seiten
AC und BC die Seite 4 Bin drei gleiche Teile
teilen!

Klassenstufe 8

1. Die Kante eines Wiirfels habe die Linge
@, = 2cm, die eines anderen Wiirfels die
Lénge u, = 6 cm. Berechne das Verhiltnis
der Kantenlingen dieser zwei Wiirfel, das
Verhiltnis ihrer Oberflicheninhalte und das
Verhiiltnis ihrer Rauminhalte!

2. Auf der Grundlinie BC eines gleichschenk-
ligen Dreiecks A A4 BC seien zwei Punkte M,
und M, gegeben. Durch M; und M, werden
jeweils die Parallelen zu den Dreieckssciten
AB und AC gezogen. Die Parallelen durch
M, schneiden AB in D und AC i E. Dic
Parallelen durch 3, schneiden A8 in F und
ACin Q.

Beweise,daBder Umfangdes Parallelogramms
M,EAD gleich dem Umfang des Parallelo-
gramms M,GAF ist!

3. Gegeben seien 3000¢ einer 7,2-prozentigen
Loésung von Kochsalz in Wasser (d. h. in je
100 g der Losung sind genau 7,2 g Kochsalz
enthalten). Durch Sieden dieser Losung ver-
dampft so viel Wasser, daf genau 2400 g der
eingedampften Losung verbleiben.

Wieviel prozentig ist die so erhaltene Losung?

4. Von 10 Koffern und 10 Schliisseln ist be-
kannt, daf} jeder Schliissel zu genau einem
Kofler palit und zu jedem Koffer genan ein
Schliissel. Man weil aber nicht, welcber
Schliissel zu welchem Kolfer gchért. Jemand
ermittelt dies durch Probieren, webei jede
Probe darin besteht, daB er fiir genau einen
Koffer und genau einen Schliissel feststellt,
ob sie zusammenpassen oder nicht. Die
Reihenfolge der Proben wird so gewiihlt, dafl
[iir jeden einzelnen Koffer, sobald eimmnal an
ilim eine Probe durchgefiihrt wurde, dann
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genau so viel Proben vorgenommen werden,
bis der passende Schliissel ermittelt ist.
Welches ist a) die kleinste, b) die groBte Zahl
von Proben, bei der es vorkommen kann, daf
genau nach dieser Probenzahl zu jedem Kof-
fer der richtige Schliissel feststellbar ist?

5. In einer Ebcne sind drei Geraden gy, ga ¢
gegeben, von denen keine zwei cinander paral-
lel sind. AuBerdem ist eine Liinge s gegeben.
Konstruiere einen Krcis, der von jeder der
Geraden g,, g, g, eine Strecke der Linge s
abschneidet,!

6. Man denke sich das Produkt aller derjeni-

gen ungeraden Zahlen gebildet, die groBer als

30 und kleiner als 50 sind. Reantworte, ohne

es vollstindig zu berechnen, folgende Fragen:

a) Welche Ziffer steht an der Einerstelle des
Produkts?

b) Isb das Produkt eine 18-stellige Zahl?

Klassenstufe 9

1. Zwei Primzahlen p, und p, (mit p, > p,)
heiBen Primzahlzwillinge, wenn p, — p, = 2
gilt.

Beweisen Sie, daB fiir alle Primzahlzwillinge
2, und p,, fiir die p, > 3ist, stets die Summe
1 + g durch 12 teilbar ist]

2. Beweisen Sie die folgend
Sind bei einem (nicht notwendig regelmaﬂl-
gen) Tetraeder A BCD die Umfinge sller sei-
ner vier Seitenflichen untereinander gleich,
dann sind diese Flichen zueinander kon-
gruent.

Rok tung!

3. Beweisen Sje die fc

de Bel 1

sichihr auf der Kreislinie gemesscner Abstand
voneinander in je 24 s uin 14 m.

a) Wie lang ist der Kreisumfang?

b) Wie groB sind dic Geschwindigkeiten v,
und , (in m - min™})?

6. In ciner Ehene sind ein Kreis k, einc Ge-
rade g sowie ein Punkt A auf g gegeben.
Man konstruiere einen Kreis &', der erstens &
beriihrt und zweitens g in 4 berithrt! Man
untersuche, mevw]e solcher Kreise %' es bei
den hi L oglichkeiten von £,
g und 4 geben kann! ¢

Klassenstufe 10

1. Gegeben sei die Kantenlinge a cines Wiir-
fels ABCDEFOH.

Ermitteln Sie die Abstinde der Eckpunkte 4,
B, C, @, H, E von der Diagonalen DF'!

2. Zeigen Sie, daB fiir beliebige positive reelle
Zahlen g, b, ¢ stets

3. Von sechs Orten 4, B, C, D, E und F sind

In keinem rechtwmkhgen Dreleck xst die

Lunge der Hypotenuse kleiner als das f—_fnche

12

der Qumme der Katletenldngen.

4. Zeigen Sie, daB es unter allen Zahlen der -

Form 2p + 1, wobei p cine Primzahl ist,
genau eine Kubikzahl gibt!

5. Auf dem K:els k bewegen sich der Punkt 4
mit der glei i Geschwindigkeit v,
und der Punkt B mit der gleichférmigen Ge—
schwindigkeit v,, wobei v; = v, ist. Bewegen
sich beide Punkte im gleichen Umlaufsinn
(etwa im Uhrzeigersinn), so iiberholt der
Punkt 4 den Punkt B jewcils nach 56 min.
Bewegen sich beide Punkte in verschiedenem
Umlaufsinn, so b sic einnnder jeweils
noch 8 min. Dabei 1 vemnsert bzw. vergrofiert

G0

folgende Entfernungen voneinander (in km)
beka.nnt

AB =30, AE =63, 4AF =50, BF =10,
CD = 49, OE = 200, DF = 38.

Welche Entfernung haben B und D vonein-
ander?

4. Brmitteln Sie alle recllen Zahlen &, fiir die
die Gleichung 2% 1 « + 3 = k (2* 4- 5) eine
in z quadratische Gleichung ist, die

&) eine Doppellssung hat;
b) zwei voneinander verschiedene reelle Li-
sungen hat!

5. Ermitteln Sie alle reellen Zahlen z, die die
{folgende Ungleichung erfiillen!

%]g(Zz——l) +lglz—9>1



6. Die Abbildung stellt den Grundrifi cines
Teiles eines Theaterraumes dar. 47 ist die
Bithnenbreite, CD die Flucht der Seitenlogen.
s sind alle Punkte P auf CD zu ermitteln,

D

von denen aus die Biihne unter dem gréften
Sehwinkel erscheint!

Unter dem Schwinkel ist hier der Winkel
< A PR zu verstehen.

Man setze gleiche Héhe der Bithne und der
Seitenlogen fiber dem Erdboden voraus.

Die Abbildung ist lediglich eine Skizze, aus
der keineswegs auf die GroBenverhiiltnisse
geschlossen werden darf.

Klassenstufe 11{12

1. In cin und derselben Ebene seien #-Punkte
{n 2 2) so verteilt, daB es zu jedem vonihnen
unter den itbrigen nur einen niichstgelegenen
gibt. Zu jedem dieser # Punkte werde der von

ihm ausgehende und in dem ihm niichst-

gelegenen Punkt endende Vektor und nur
dieser gezeichnet.

Man ermittle die gréBtmogliche Anzahl der-
jenigen unter diesen Vektoren, die dann in
einen und demselben der % Punkte enden
kénnen!

2. Gegeben sei die Kontenlinge o eines Wiir-
fels. Eine seiner Seitenflichen sei dag Quadmt,
A.BCD, der Mittelpunkt der gegeniiberli

. den Seiten[Tiche sei M.
Wie groB ist der Ahstend zwischen den Ge-
raden BC und AJM?

8

(Unter dem Abstand zwischen zwei wind-
schiefen Geraden g, & versteht man die Liinge
derjenigen Strecke XY, die folgende Eigen-
schaften het: X legt auf g, ¥ liegt aul k,
XY L g, XYi h)

3. Es sind alle dicjenigen reellen Zahlen z in
den Intervallen 0 < 2 <%u.nd%< T < T
anzugeben, fiir die

f(x) =sinz 4 cosz+tanz -+ cot 2

positiv ist, und alle diejenigen reellen Zahlen
. in denselben Intervallen, fiir die f () nega-
tivist!

Gibt es einen kileinsten positiven Wert, den
/(%) in den obigen Intervallen ennimmt, und
wenn ja, welcher Wert ist dies?

4. Man ermittle alle und nur diejenigen recllen
Zahlen z, die der Gleichung

[

152z —

Dabei bedeutet [a] die groBte ganze Zshl,
die nicht gréBer als a ist; z. B. ist

[E]_ﬁ [— 6,5] = — 7 und [6] = 6.

5. Es seien 2 Schiiler mit Nummern versehen
und in der Reihenfolge 1, 2, ..., n nebenein-
ender aufgestellt. Ein Umordnungsbefehl be-
stehe darin, daB jeder entweder einmal seinen
Platz mib einem anderen tauscht oder auf
seinem Platz bleibt. Man gebe zwei Befehle
an, durch deren Hintereinanderausfihrung
die Anordnung #, 1, 2,..., n— 1 entsleht!

6. Dic Zahl sin 10° geniigt einer Gleichung
dritten Grades mit ganzzahligen Koeffizien-

ten.

Man stelle diese (bis auf einen gemeinsamen
Teiler aller Koeffizienten ecindeutig be-
stimmte) Gleichung auf und ermittle ihre
beiden anderen Wurzeln!

Aus dem Beschluf des Politbiiros des ZK der SED und des Minis

DDR vom 17. Dezember 1962

terrates der

- Die Forderung erfolgreicher Tedl

' k. pranh -
der mal, Ol P

und anderer

mathematisch befiligler Schiller ist eine gemeinsame Aufgabe der Schulen und Volks-

7 re)
G

bildungsorgane, der Mathemats
Hoch- und Fachschulen, der wis

lischaft der DDR, der Wissenschaftler der

nschafilich-technisch

Hader der Betriche und For-

schungsstéiten sowie der g

Uschaftlichen O g
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In freien Stunden

ill[l'lil heiter

Wortschatz im Sechseck

Neun Worter sind im mathematisch positiven Sinn einzutragen. Sie sollen jeweils in
dem Teld mit dem Strich beginnen.

1. natiirliche Zahl 2. griechischer Buchstabe 3. Astronom und Mathematiker 4. Zahl,
die multipliziert werden soll 5. halber Durchmesser 6. Zeiteinheit 7. Kreisauschnitt
8. Lernkollektiv einer Schule 9. zwei Strahlen mit gemeinsamem Anfangspunkt.

Erst Buchstaben, dann Ziffern!

Gleiche Buchstaben bedeuten gleiche Ziffern, verschiedene
Buchstaben verschiedene Ziffern. Ersetze die Buchstaben so
durch Zulern, dati in den Zelen und Spalten richtige Ergebnisse

entstehen. Wieviel verschiedene Losungen hat die Aufgabe?

ed +ce=ga
bd+ba=cd
/a+be=—ee

Nicht im Netz verfitzen

O O
Al O m I
=r L N N

N/ nsw ] N

Tragt in die Wiirfelnetze (Abwicklungen) je drei verschiedene Méglichkeiten ein, wie die
stark eingezeichneten Linien am Wiirfel in den Abwicklungen erscheinen kénnen!
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Die unvermutete Pointe

Edison (1847 bis 1931) hatte viel Sinp [ir geistreiche Spile. Seine zahlreichen Giste
wunderten sich oft, mit welcher Miihe sie das Gartentor vor seinem Haus aufmachen
muBten. SchlieBlich sagte einer der Freunde zu dem grofen Erfinder: ,,Bin solch
technisches Genie wie du konnte doch ein Gartentor zustande bringen, das richtig
funktioniert!” Edison erwiderte lichelnd: ,,Mein Tor ist ganz verniinftig eingerichtet.
Ich habe es an der Zisterne angeschlossen. Jeder, der zu mir kommt, pumpt mir 20 Liter
Wasser in die Zisterne.”

@ Als Edison statt eines 201-Gefifes ein 251-GefaB verwendete, waren 12 Besucher
weniger nétig, um die Zisterne zu fiillen. Wir grol war das Fassungsvermdgen der
Zisterne?

@ Angenommen, Edison hitte 3 Einginge A, B und C gehabt und die Zisterne
faBte 200). Tor 4 wiire mit einem GefdB verbunden, das 201 in die Zisterne pumpt,
Tor B 25 1und Tor € 351. Welche Kombinationsmiglichkeiten gibt es dann, die leere
Zisterne zu fiillen? Es sollen auch die Varianten erfaBt werden, bei denen ein oder zwei
Tore nicht benutzt werden.

Auf dem Tisch stehen 3 Schalen mit
Apfeln. Legt man aus der 1. Schale einen
Apfel in die 2. Schale, dann aus der
2. Schale zwei Apfel in die 3. Schale und
schlieBlich aus der 3. Schale drei Apfel in
die 1. Schale, so sind in allen Schalen
gleichviel Aplel.

Wieviel Apfel waren in jeder Schale?

Ist die Losung eindeutig?

Welches ist die Mindestzahl von Apfeln,
damit das Experiment gelingt?

Lise das Problem allgemein!

Und wer sendet an die Redaktion heitere Vignetten, Rétsel, Anektoden aus dem Mathe-
matikunierricht, der Arbeilsgemeinschaft, der Freizeit?
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TAMAS VARGA

 Mathematische Logik
| fiir Anftinger

Aussagenlogik

Biicher fiir den Schiiler

2. Aullage. 172 Seiten, m. Abb., Halbleinen

| } ® Bestell-Nr. 001604, 0,40 MDN

An Beispielen aus unserer Erfahrungswelt filhrt uns der bekannte ungarische Mathe-
matiker auf heitere, unterhaltsame Art in die mathematische Logik ein, In diesem
Band wird zunéchst nur die Aussagenlogik behandelt. Das Buch wendet sich an
Schiiler ab der 10. Klasse. Es eignet sich vorziiglich zum Selbststudium, auch fiir
talentierte Schiiler niederer Klassensatufen.

Der Autor macht den Leser mit dem exakten logischen SchlieBen vertraut. Viel
Wert wird auf eine griindliche Erlduterung der logischen Operationen (wie Impli-
kation, Aquivalenz) gelegt. Auch Aussagenverbindungen werden an Hand von
‘Wahrheitswertetafeln behandelt. Die Aufgaben dienen der Ubung und Festigung,
ein ausfiihrlicher Losungsteil der Kontrolle.

(ArBAC)v (~ArBAC) v (Ar~Ba c)v(AABAruc)'

A.A.KOLOSOW

Kreuz und quer durch die Mathematik

Biichér fiir den Schiiler
204 Sciten, m. Abb., Matbleen - Bestell-Nr. 08001, 6,75 MDN

In einer geschickten Auswahl werden Schiiler, Jugendliche, aber auch Erwachsene
mit verschiedenen mathematischen Disziplinen bekannt gemacht, die simtlich wegen
ihres Charakters und ihres logischen Aufbaus geeignet sind, das Interesse an der
Mathematik zu wecken. Es werden lediglich elementare mathematische Kenntnisse
vorausgesetzt. A. A. Kolosow versteht es meisterhaft, die Darlegungen durch Ein-
blenden historischer Betrachtungen zu beleben. Zahlreiche Aufgaben mit Angabe der
Losungen ermiglichen es, sich im neuen Stoff zu iiben und das erworbene Wissen
zu kontrollieren.

VOLK UND WISSEN YOLKSEIGENER VERLAG BERLIN



ALFRED RENYI

Dialoge iiber Mathematik

VEB D Verlag der W Berlin 1087 - ebwa MDN 9,80
Fiir At , Lehrer und Schiiler (unter Anleitung Erwnchsener )

Dieses Taschenbuch in Glanzbroschur erscheint im zweiten Halbjahr 1967. Die drei
lingjerten Dialoge — zwischen Sokrates und Hippokrates, zwischen Archimedes und
Heron, Galilei und seiner Wirtin Niccolini — entstammen Vortrigen, die der weit iiber
die Grenzen seines Landes hinaus bekannte Mathematiker in Ungarn und in den USA
gehalten hat. Es geht ihm darum, Wesen und Bedeutung seines Fachgebiets zu ver-
deutlichen. Nachfolgend veréffentlichen wir eine Leseprobe aus dem Buch:

Die Sprache des Buches der Natur

Frau Niccolini: . . . Danach ist das ganze Weltall so, wie ein michtiges Uhrwerl, in
dem sich die Réder vorn kleinsten bis zum groBten nach genauen Gesetzen bewegen.
Galilei: Diese wunderbaren RegelmaBigkeiten bilden nur ein Kapitel aus dem Buch
der Natur. In der Natur gibt es aber auch reichlich Zufall, UnregelmiBigkeit, Unbe-
rechenbarkeit!

Frau Niccolini: Wie verstehen Sic das?

Galile:: Denken Sie nur an die neuen Sterne, die von Zeit zu Zeit, wie etwa vor 60 Jal-
ren, unerwarbet am Himmel erscheinen, einige Jahre immer glinzender strahlen, nach-
her ebenso unerwartet, wie sie kamen, im Nichts verschwinden. Denken Sie an die
Sonnenflecken, die sich nahe der Oberfliche der Sonne um die Sonne drehen, sich
einmal vergrofiern, sich dann wieder vermindern, auftauchen, sich zusammenballen
und wieder verschwinden. Das Weltall shnelt nicht in allem einem Uhrwerk, in
vieler Hinsicht gleicht es eher einer unberechenbaren, launischen Frau.

Fraw Niccolini: Aus dem, was Sie sagen, scheint zu folgen, daB es im Buch der Natur
anch Kapitel gibt, die nicht in der Sprache der Mathematik geschrieben sind, weil sie,
wie Sie sagen, unberechenbar sind.

Galile:: Sie irren sich, Signora, aber Ihr Irrtum ist verstindlich ; denn die mathematische
Beschreibung der zufilligen Erscheinungen steckt noch in den Kinderschuhen; trotz-
dem ist sie moglich, wie ich vor kurzem an einem einlachen Beispiel gezeigt habe.

Fyau Niccolini: Erziblen Sie mir von diesem Beispiel!

Galilei: Es handelt sich um das Wiirfelspiel, dieses uralte und auch heute noch populire
Gliicksspiel. Wenn wir mit einem Wiirfel wiirfeln, hingt es ganz vom Zufall ab, welche
seiner Seiten nach oben zeigt. Wenn diese Seiten wie gewdhnlich mit 1,2, 3,4,5und 6
Angen bezeichnet sind und wir nur einmal wiirfeln, konnen wir nur behaupten, da8 die
gewiirfelte Zahl irgendeine dieser sechs Zahlen sein wird. Wenn wir aber oft wiirfeln,
kann man gewisse Gesetzmifligheiten beobachten: schreiben wir die Augenzahlen auf,
so werden alle sechs nahezu ebenso oft vorkommen. Noch interessanter ist es aber,
wenn wir mit zwei Wiirfeln zugleich wiirfeln und die Augenzahlen beider Wiirfel addie-
ren. Welche RegelmaBigkeiten darf man beziiglich dieser Summe erwarten?

Frau Niccolint: Esist klar, daf ala Summe jede Zahl zwischen 2 und 12 auftreten kann.
Galilei: Das ist wahr, aber diese 11 Moglichkeiten werden nicht gleich oft vorkommen.

Die 7 wird am meisten vorkommen, ungefihr in % aller Fille, dann 6 und 8, beide in

angenédhert 356 der Fille, 5 und 9 in je % der Fille, wihrend die Summe in le aller



Fille 4 bzw. 10 sein wird, in é Fille wird sie 3 bzw. 11 sein, wihrend schlie8lich 2

und 12 nur in ‘315 aller Fille vorkommen werden.

Frau Niccolini: Das klingt ja sehr geheimnisvoll. Was ist der Grund dafiir?
Galilei: Es ist sehr einfach zu erkliren! Beispielsweise konnen wir 4 auf drei Arten als
Summe werfen, erstens so, daf der erste Wiirfel1, der zweite 3 zeigt; zweitens, dafl der
erste Wiirfel 3 und der zweite 1 zeigt und drittens so, daB beide Wiirlel 2 zeigen. Da-
gegen konnen wir 12 nur auf eine einzige Art als Summe bekommen, nur dann niim-
lich, wenn wir mit beiden Wiirfeln eine 6 werfen. Deshalb wird unter den Summen 4
* dreimal so oft vorkommen wie 12.
FrauNiceolinz: Einmal werde ich im Wiirfelspiel dieses Gesetzder Mathematik des Zufalls
ausprobieren. Glauben Sie, daB ich dadurch, daf ich es kenne, viel gewinnen kinnte?
Galilei: Ein Spiel ish dann gerecht, wenn die Regeln so aufgestellt sind, daB lein Spicler
in einer besseren Lage ist. Wenn man die Regeln schlecht aufstellt, dann kann natiir-
lich einer der Spieler viel gewinnen, wenn er lange genug spielt und wenn er genug Geld
hat, um so lange zu spielen, bis die Gesetze des Zufalls zur Geltung kommen.
Frou Niccolini: Ich dachte nie, dafl auch im Gliicksspiel Mathematlk verhorgen ist.
Wie nennt man diesen Zweig der Mathematik?
Galilei: Br ist so neu, daB er noch keinen Namen hat.
Frau Niccolini: Wie ist es maglich, dal man sich nicht friiher damit beschaftigt hat?
Galslei: Die Mathematiker, die gewolnt sind, sich mit RegelmiBigkeiten, mit genauen
Zusammenhingen zu beschiiftigen, schreckten bis vor Kurzem davor zuriick, sich mit
dem Zufall zu befassen, weil es auf den ersten Blick so scheint, als ob fiir sie nichts zu
holen wiire. Auch hier hat sich die Autoritit des Aristoteles hemmend ausgewirkt, nach
dessen Meinung der Gegenstand der Mathematik das Unverinderliche ist. Was aber
fann Veriinderlicher sein als der launenhafte Zufalll Selbst noch viel iltere Vorurteile
* haben hier witgewirkt. Seit urelten Zeiten hat man in zufilligen Erscheinungen, wie
dem Wiirfelspiel, dem Vogelflug, den unregeimifigen Linien in der Leber von Opler-
tieren usw. den Willen Gottes zu sehen geglaubt und sie mit ehrfiirchtigem Schaudern
betrachtet; man empland es beinahe als Gotteslisterung, wenn jemand diese zufélligen
— also gottlichen -— Erscheinungen mit dem menschlichen Verstand zu erforschen
wagte. Aber der Mensch hat seinen Verstand dazu, daf er ithn benutzt.
Fraw Niccolini: Ar der Mathematik — soweit ich sie von Ihnen gelernt habe, denn
mehr kenne ich nicht davon — gefillt mir, daB sie imstande ist, die verwickeltsten
Sacken einfach zu machen, daff im Glanze ihres Lichtes Dinge, die vorher undurch-
sichtig und unversténdlich waren, kristallklar und deutlich werden.

Ay_"a,efan" fr frakal m@ml 0k

» .
Ich wiinsche den jungen Lesern von ,,alpha viel Erlolg bet ihren mathematischen Studien.
Rényi Aliréd
Mat it Tustitut der U i Akndemle der Wisscnsehaften
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