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XVI. Internationale
Mathematikolympiade
1974 in Erfurt/Berlin

Aufgaben 1. Tag

1. Drei Spieler A, B, C spielen folgendes
Spiel: auf genau drei Spielkarten ist je eine
ganze Zahl geschrieben. Fiir diese drei Zah-
lan p, g, r gilt 0<p<g<r. Diese drei Karten
werden gemischt und so verteilt, daB jeder
der drei Spieler eine Karte erhilt. Jeder be-
kommt dann genau so viele Kugeln zuge-
teilt, wie die Zahl auf der erhaltenen Karte
angibt. Danach werden die Karten wieder
eingesammelt; die zugeteilten Kugeln blei-
ben bei den Spielern. Dieser Spielverlauf
(Mischen und Verteilen der Karten, Zuteilen
von Kugeln, Einsammeln der Karten) wird
mindestens zweimal durchgefiihrt. Nach dem
letzten Mal hat insgesamt
A B C
20 10 9

Kugeln. B weiB noch, daB er beim letzten
Mal r Kugeln bekommen hat. Wer hatte
beim ersten Mal ¢ Kugeln erhalten?

(USA, 5 Punkte)

2. Es seien A, B, C die Ecken eines Dreiecks.
Die GroBen seiner Innenwinkel bei 4, B
bzw. C seien a, f bzw. y. Man zeige, daB es

dann und nur dann auf der Strecke AB einen
Punkt D gibt, fir den CD das geometrische
Mittel von AD und BD ist, wenn

sin a - sin B<sin? %

gilt. ° ~(Finnland, 6 Punkte)
3. Man zeige, daB fiir keine natiirliche Zahl
n die Zahl
2n+1 23k -
2k +1
k=0
durch 5 teilbar ist.
(SR Rumiinien, 8 Punkte)

2. Tag

4. Wir zerschneiden ein Schachbrett von

8x 8 Feldern so in p Rechtecke, daB kein

Feld zerstort wird. Fiir jede solche Zerschnei-

dung sollen folgende Bedingungen gelten:

) Jedes Rechteck enthilt ebenso viele
weiBe wie schwarze Felder.

(2) Ist a; die Anzahl der weiBen Felder
im i-ten Rechteck, so gelte a,<a,
<..<a,

Es ist der maximale Wert von p zu finden,

fiir den eine solche Zerschneidung moglich

Er6ffnung der XVI. IMO in der Pad. Hochschule ,,Dr. Theodor Neubauér“ in Erfurt

ist und fiir diesen Wert p sollen alle Folgen
ay, ay, ..., a, ermittelt werden, fiir die eine
derartige Zerlegung existiert.

(VR Bulgarien, 6 Punkte)

5. Es seien a4, b, ¢, d beliebige positive reelle
Variable. Welchen Wertebereich. hat dann
die Summe
b [
s=—2 4 +
a+b+d a+b+c b+c+d

4 ? (Niederlande, 7 Punkte)
at+c+d

6. Es sei P(x) ein nich} konstantes Polynom
mit ganzzahligen Koeffizienten, und es gebe
genau n(P) ganze Zahlen k, fiir die

I:P(k)il2 =1 ausfillt.

Man zeige. daB dann

n(P)—deg(P)<2
gilt, wenn deg(P) den Grad des Polynoms
P(x) bezeichnet. {Schweden, 8 Punkte)

Prof. Dr. W. Engel eroffnete am 7. Juli die
XVI. IMO

Das Studentenwohnhochhaus der PH Erfurt
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Prisident der Internationalen Jury:

Prof. Dr. Wolfgang Engel

Vorsitzender der Mathematischen Gesell-
schaft der DDR;

Stellvertreter des Prisidenten:

Prof. Dr. Helmut Bausch

Vorsitzender des Zentralen Komitees fiir
die Olympiaden Junger Mathematiker
der DDR;

Leiter des Organisationskomitees:
Oberstudienrat Herbert Titze
Sekretdr des Zentralen Komitees fiir
die Olympiaden Junger Mathematiker
der DDR;

Mitarbeiter der Jury: Prof. Dr. Gerhard
Geise, Prof. Dr. Udo Pirl,

Dozent Dr. Ludwig Stammler;
Dolmetscher der Jury und Koordinatoren:
Prof. Dr. Georg Wintgen,

Dozent Dr. Kurt Rosenbaum,

Helmut Schreiber;

Koordinatoren: Dr. Ingeborg Bartsch,
Dr. Klaus-Dieter Drews, Diplom-
mathematiker Karl Germer,

Dr. Walter Harnau, Dr. Uwe Kiichler,
Dr. Rolf Liiders, Diplommathematiker
Bemd Kummer, Dr. Monika Noack,

Dr. Manfred Rehm, Dr. Giinter Riedewald,
Diplommathematiker Peter Rudolph,
Diplommathematiker Giinter Schiemann,
Dozent Dr. Eberhard Schréder,

Dr. Hans-Ulrich Schwarz, Dr. Gottfried
Seilert, Dr. Gerhard Sommerfeld,

Dr. Klaus Zacharias.

Bilanz der Erfolge

%

Waihrend die Jury die Schiilerldsungen korri-
gierte, unternahmen die Mannschaften Ex-
kursionen durch das Thiiringer Land. Es
wurden u. a. besucht: Erfurt, Weimar, Eisen-
ach, Suhl, Oberhof, Ilmenau: Unser Foto:
sowj. Teilnehmer besuchten einen Produk-
tionsbereich des VEB Kombinat Biiroma-
schinenwerk Sommerda (links: Chefredak-
teur alpha)

Wettbewerbsatmosphire

Teilnehmerland erreichte Gesamtpunktzahl 1. Preis 2. Preis 3. Preis Diplom
Volksrepublik Bulgarien h 171 - 1 4
Republik Finnland 111 - - 1
Republik Frankreich 194 1 1 3
Vereinigtes Konigreich von
GroBbritannien und Nordirland 188 - 1 3
Sozialistische Foderative Republik
Jugoslawien 216 2 1 2
Republik Kuba , 65* - - -
Mongolische Volksrepubli 60 - -
Koénigreich der Niederlande 112 - - 1
Republik Osterreich 212 1 1 4
Volksrepublik Polen 138 - - 2
Tschechoslowakische
Sozialistische Republik 158 - = 2
Union der Sozialistischen
Sowjetrepubliken 256 2 3 2
Sozialistische Republik Ruménien 199 1 1 3
Kénigreich Schweden 187 1 1 - 1
Ungarische Volksrepublik 237 1 3 3 1
Vereinigte Staaten von Amerika 243 - 5 3 1
Demokratische Republik Vietnam 146* 1 1 2
Deutsche Demokratische Republik 236 - 5 2
} 10 24 37 3

* Die Republik Kuba delegierte 7 Schiiler, die Demokratische Republik Vietnam 5 Schiiler
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Die beiden einzigen Madchen der XVI. IMO:
Alena Vencovcka (CSSR) - sie erhielt einen

3. Preis; Sarah-Maria Duyos (Rep. Kuba)




N 2 o e : % Alle Teilnehmer der XVI. IMO besuchten
: ’ ; : o Weimar. Feierlichen AbschiuB bildete der
gemeinsame Besuch der Mahn- und Gedenk-
statte Buchenwald. Unser Foto : amerikanische
und britische Teilnehmer im Gesprich mit
einem ehemaligen Buchenwaldhiftling, der
aus seinem Erleben berichtet.

Die Teilnehmer der XVI. IMO waren vier
Tage Gast der Hauptstadt der DDR. Aus
dem Programm: Seenrund(ahrt gemeinsam
mit Berliner FDJlern; Besuch von Potsdam;
Stadtrundfahrt. Thren feierlichen Abschlu
fand die IMO am 15. Juli in der KongreB-
halle. Unser Foto: Staatssekretir W. Lorenz
(Min. fir Volksbildung) zeichnet mit einem
1. Preis aus: Michael Steiner (links) und
Alexander Grigorjan

Einen 1. Preis erhielten:

1  Herbert Sinwel (Linz),
Republik Osterreich
2 Jean-Christophe Yoccoz (Gif sur Yvette),
Republik Frankreich
3 Jénos Kollar (Budapest),
Ungarische Volksrepublik
4  Adrian Ocneanu (Bukarest),
Sozialistische Republik Ruminien
5  Michael Steiner (Solna),
Konigreich Scuweden
6 Alexander Grigorjan (Baku), Union
der Sozialistischen Sowjetrepubliken
7  Dmitri Tjukawkin (Irkutsk), Union
der Sozialistischen Sowjetrepubliken
8 Jozef B. Varga (Novi Itebej),
Sozialistische Foderative Republik
Jugoslawien
9 Hoang-Lé Minh (Hanoi),
Demokratische Republik Vietnam
10 Miodrag Ziwkovié (Kovin),
Sozialistische Foderative Republik
Jugoslawien

99



Mathematik-
olympiaden in
der DRV

Seit dem Jahre 1962 werden in unserem

Lande Mathematikolympiaden durchge-

fiihrt. Zweck dieser Wettbewerbe ist, die

Schiiler fiir die Mathematik — nicht nur fiir

die Schulmathematik - zu interessieren, ma-

thematische Begabungen zu finden und wei-

terzuentwickeln. Fiir die Klassen 4, 5, 6, 8

und 9 gibt es nur Kreis- und Bezirksolym-

piaden.*

Fiir die Klassen 7 und 10 wird die Endstufe

auf Landesebene durchgefiihrt.

Der Wettbewerb fiir Klasse 10 findet in einer

Bezirks- und einer Landesstufe statt; fiir

Olympiadeklasse 7 gibt es eine Kreis- und

Bezirksstufe. Die Endstufe (Landesausscheid)

bestreitet je eine Mannschaft (10 bis 15 Schii-

ler) aus jedem Bezirk.

Die Endrunde wird im April eines jeden

Jahres durchgefiihrt.

Klassenstufe 7:

1. Klausur - 2 Aufgaben — Arithmetik/Alge-
bra — 2 Stunden Arbeitszeit

2. Klausur - 2 Aufgaben — Geometrie —

2 Stunden Arbeitszeit
Klassenstufe 10: wie Klasse 7 (3 Aufgaben —
3 Stunden Arbeitszeit). Zahlreiche der ge-
stellten Aufgaben unterscheiden sich von
denen der Lehrbiicher der Schule. Eine zen-
trale Kommission bewertet die Losungen,
vergibt Preise an Schiiler und Mannschaften.
Die besten Loésungen sowie eine Analyse
der Ergebnisse des Landeswettbewerbs wer-
den in der Zeitschrift ,,Mathematik und
Jugend* sowie in der Zeitschrift des Mini-
steriums fir Volksbildung ,,Die 3. Stufe*
ver6ffentlicht.

Fur die alpha-Leser haben wir einige Auf-
‘gaben der Klassenstufe 7 ausgewihlt:
Al a In Schema fiir
das schriftliche Verfahren der Division sind
Sternchen so Grundziffern zu
tzen, daf} eine richtig geloste Divisions-
abe entsteht.
* % % % » % %

dem abgebildeten

durch

:* ==2080"

* % %
"’*573
* ¥
* % ¥
* % 3
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A 2 A a) Die algebraische Summe
(xr—yz) (y—xyz)—(y*—x2) (x —xyz) ist als
Produkt darzustellen.

b) E

zu beweisen, daB sich die Gleichung

y-—XxZ

(1 —xz)
ente  Gleichung x+y+z=

iiberfithren 1aBt. wenn x%y, yz=+1,
: 3 z
xz£1, x+0, y%0 und z+0 gilt.
A 3 A Die abgebildete Figur stellt ein kon-
vexes Vigreck ABCD dar. Die Geraden AB

und CD schneiden einander im Punkte M,

die Geraden BC und AD schneiden einander
im Punkte N. Es ist zu beweisen, daB die
Umkreise der Dreiecke AAMD, ABMC,

AABN und ADCN einen Punkt P gemein-

sam haben. N

A 8 M

A 4 A Gegeben seien zwei Kreise k, und k,
mit den Mittelpunkten M, und M, und den
Radien r; und r, mit r, <r,. Die Schnitt-
punkte dieser Kreise seien 4 und B und der
Schnittpunkt der Geraden M, M, und AB
liege zwischen M, und M,. Eine durch

gehende Gerade g schneide k; in P und k,

in Q. Wie muB die Gerade g verlaufen, d

a) Q zwischen 4 und P oder P zwisc
und Q liegt,

b) AP=AQ gilt,

¢) die Strecke PQ zu einer gegebenen Strecke
CD=m kongruent ist,
d) die Strecke PQ eine maximale L& be-

sitzt?

* In der DRV hat die allgemeinbildende
Schule drei Stufen:

die erste Stufe (Klasse 1 bis 4), die zweite
Stufe (Klasse 5 bis 7) und die dritte Stufe
(Klasse 8 bis 10).

|
|
|

Aus der Arbeit
eines Diplom-
mathematikers

von M. Peregudow

Ich absolvierte die Fakultdt fiir Rechentech-
nik und Kybernetik an der Lomonossow-Uni-
versitdt Moskau und bin jetzt 25 Jahre alt.
Nach dem Grundstudium (zwei Studienjahre)
stand ich vor der Frage, mich fiir eine spe-
zielle Fachrichtung zu entscheiden. Die mo-
derne Mathematik ist so breit, daB man die
Wahl fiir die engere Fachrichtung erst dann
treffen kann, wenn man sich einen Uberblick
tiber das Ganze verschafft hat. Dafiir stehen
die beiden ersten Studienjahre zur Verfi-
gung.

Ich wurde mit den Gesellschaftswissenschaf-
ten vertraut gemacht, studierte die wichtigsten
Gegenstinde der klassischen Mathematik
und erhielt einen Einblick in eine Vielzahl
mathematischer Methoden als hauptsich-
liches Forschungsinstrument verschiedenster
Gebiete von Wissenschaft und Technik.
Nach dem Erklimmen dieser ersten Stufe der
langen Treppe des Wissens war es mir mog-
lich, mich fiir das Fachgebiet Rechentech-
nik und in diesem fiir die spezielle Fachrich-
tung Systemprogrammierung fiir EDVA zu
entscheiden.

Schon wihrend meiner Mittelschulzeit wurde
ich im Rahmen der praktischen Titigkeit in
einem Rechenzentrum ausgebildet. Die dort
stationierte EDVA wurde fir wissenschaft-
liche Analysen verwendet. Eine derartige
Anlage ersetzt mehrere hundert mit Rechen-

Mannschaft der DRV zur XVI. IMO




stiben ausgeriistete Mitarbeiter. Spiter er-
fuhr ich, daB man die EDVA nicht nur ein-
setzen kann, um schneller zu rechnen, son-
dern auch zur Bewiltigung von Aufgaben
hoherer Qualitidt mit einem so groBen Infor-
mationsgehalt, daB er vom Hirn des Men-
schen nicht erfaBt werden kann. Die Elek-
tronische Datenverarbeitung hilft Be-
triebspline zu optimieren, technologische
Prozesse zu leiten, Uberschall-Diisenflug-
zeuge zu steuern, giinstige Standortbedin-
gungen fir Kaufhallen oder Eisenbahnsta-
tionen ausfindig zu machen usw. Um noch
ein kleines Beispiel anzufiigen:

An einem der groBen Moskauer Plitze, auf
dem acht StraBen zusammenstoBen, schal-
tet eine EDVA die Ampeln so, daBl die
Summe der Wartezeiten fiir alle Kraftfahr-
zeuge minimiert wird. Nicht allen ist bekannt,
daB eine gerade vorn Werk gelieferte EDVA
nur eine groBe Menge besonders komplizier-
ter, besonders exakter, besonders zuverlas-
siger Gerite ist, die von sich aus auch nicht
die allereinfachsten Aufgaben l6sen kann.
Um die Anlage arbeiten zu lassen, mufB
man zunichst das Programm zur Lésung
der vorliegenden Aufgaben aufstellen. Das
Programm muB in der Sprache der Maschine
verfaBt sein, deren Alphabet aus nur zwei Zei-
chen besteht, aus O und L. So sieht das Ma-
schinenwort zum Loésen der Aufgabe 22
beim Elektronenrechner MINSK 32 folgen-
dermaBen aus:
OOOLLOLOOOOLOLOOLLOOLLOLLO
LOOLLOOLLOL )
Der langsamste Schiiler wird diese Aufgabe
schneller 16sen, als man einen solchen Ma-
schinenbefehl aufschreiben kann.

Um ein Programm fiir eine Aufgabe aus dem
Ingenieurwesen in Maschinensprache aufzu-
schreiben, bendétigt ein Programmierer Mo-
nate oder sogar Jahre; ein solches Programm
besteht gewoOhnlich aus mehreren zehntau-
send Maschinenworten.

Man braucht allerdings jetzt keine kilome-
terlangen Reihen aus Nullen und Einsen:
Viele Nutzer der EDV kennen den Code der
Maschinensprache gar nicht, d. h., die Be-
fehlstabelle fiir diese oder jene konkrete
Anlage. Der Systemprogrammierer hat fiir
den betreffenden Maschinentyp ein Uberset-
zungsprogramm, welches die Daten und
Voraussetzungen der gestellten Aufgabe aus
der natiirlichen Sprache (des Menschen) in
die Maschinensprache iibertragt.

In der natiirlichen Sprache sieht der Befehl
zur Lésung der oben erwdhnten Aufgabe so
aus: X:=2+2 2)
Um aber ein derartiges Ubersetzungspro-
gramm (zur Ubertragung der Worte der
Form (2) in Maschinenworte der Form (1))
herzustellen, miiBte der Systemprogrammie-
rer Zehntausende von Maschinenworten zu-
sammenstellen, und dabei darf ihm nicht ein
einziger Fehler unterlaufen! Das ist aber
fiir einen Menschen kaum mdglich.

Man kann das Programm auch zunichst fiir
eine andere EDVA, die bereits das Uberset-
zen gelernt hat, erarbeiten. Dieser Weg ist
aber langwierig und schwer; schwierig ist
dabei vor allem das Feststellen und Beseiti-
gen der unvermeidlich auftretenden Fehler.
In der Praxis verfahrt man folgendermaBen:
Man verfaBt das Programm in einer Sym-
bolsprache (Programmiersprache), die nach
ihren Vorteilen und Maéglichkeiten zwischen
den Formen (1) und (2) steht. In dieser
Sprache sieht die Aufgabe, 2 und 2 zu addie-
ren, so aus: AD +2; +2 3)
Die Sprache der Form (1) ist die Maschinen-
sprache, die Sprache der Form (2) - die
algorithmische Sprache. Natiirlich gibt es
davon verschiedene Arten, die der Sprache
der gewohnlichen Mathematik mehr oder
weniger nahestehen. Alle, die die EDV an-
wenden, z. B. Ingenieure, Operateure, Wis-
senschaftler, verwenden derartige algorith-
mische Sprachen.

Fiir uns Systemprogrammierer geniigt das
allerdings nicht: Wir entwickeln und vervoll-
kommnen neue Sprachen und sichern das
Verstandnis zwischen Mensch und Com-
puter.

Bereits wahrend meines Studiums begann
ich, in einem Rechenzentrum zu arbeiten.
Parallel zum Studium der theoretischen
Grundlagen an der Universitit, erwarb ich
dort praktische Fahigkeiten und Fertigkei-
ten. Je weiter ich vorankam, mit um so ver-
antwortungsvolleren Aufgaben wurde ich
-vertraut gemacht. Nach vierjahriger Arbeit
im Rechenzentrum (also ein Jahr nach Ab-
schluB meines Studiums) verdreifachte sich
mein Gehalt. In der gleichen Zeit erhéhte
sich die Zahl der Mitarbeiter im Rechenzen-
trum von 30 auf 60, und eine neue MINSK 32
kam zum Einsatz. In ein bis zwei Jahren wer-
den wir eine moderne Anlage ES 1040,
die in der DDR entwickelt wird, erhalten.
Uber diese Anlage und damit iber ESER
(Einheitliches System Elektronischer Rechen-
anlagen) insgesamt gibt es einiges hinzu-
zufiigen. Wihrend es friiher viele verschiedene
Typen und GroBen von Rechenanlagen gab,
schafft die sozialistische Staatengemeinschaft
jetzt diese einheitlich aufgebaute Reihe. Sie
besteht aus Anlagen verschiedener GroBen-
ordnung (und damit unterschiedlicher Ko-
sten), von der kleinen ES 1010 bis zur Rie-
senanlage (nicht der Ausdehnung, sondern
der Leistung nach) ES 1050. Dariiber hinaus
werden noch weitere Varianten entwickelt
mit einer Leistung von Millionen Operatio-
nen pro Sekunde.

Das Einheitliche System Elektronischer Re-
chenanlagen sichert jedem Programm einen
groBeren Wert: nach einem solchen Pro-
gramm kann jetzt nicht nur ein einzelner
Typ, sondern jeder Vertreter der gesamten
Reihe arbeiten. Damil ist auch eine groBere
6konomische Effektivitit der EDVA pge-
wihrleistet. So wird z. B. beim Anfall

groBer, die Leistung der Maschine iiberstei-
gender Datenmengen, nicht mehr die An-
lage als Ganzes unbrauchbar, sondern es
ist moglich, die Zentraleinheit, das Herz
der Rechenanlage, auszutauschen. Beispiels-
weise kann an Stelle der Zentraleinheit von
ES 1020 die von ES 1040 treten, die etwa
100mal schneller arbeitet. Die Peripherie-
gerite (Speicher, Drucker usw.) kénnen wei-
terverwendet werden, missen ndtigenfalls
nur ergédnzt werden. Bisher muBte man mit
der Zentraleinheit auch alle anderen Geriite
ersetzen, jetzt dagegen ist das nicht mehr
notwendig.

Der Einsatz des Einheitlichen Systems ist
auch fiir die Programmierer von Vorteil:
statt einer ganzen Anzahl von Maschinen-
sprachen haben sie dieselbe Befehlstafel (und
damit die gleiche Maschinensprache); es
kann natiirlich sein, daB beim Ubergang zu
einer groBeren Anlage einige erginzende
Elemente der Maschinensprache zu erlernen
sind.

Ich arbeite im Rechenzentrum mit einigen
jungen Spezialisten der Rechentechnik zu-
sammen. Sie nutzen die Moglichkeit der al-
gorithmischen Sprachen, die von uns System-
programmierern vorbereitet werden. Unser
Rechenzentrum bedient ein groBes Baupro-
Jektierungsbiiro, das Tausende von Mitarbei-
tern beschéftigt, die viele der in Moskau zu
bauenden Gebiude entwerfen. Meine Kolle-
gen Programmierer erleichtern die Arbeit
der Projektanten sehr. Jetzt kann eine EDVA
Zeichnungen mit den verschiedenen Ansich-
ten des zukiinftigen Bauwerks in einigen Mi-
nuten herstellen, die Festigkeit der Elemente
der Baukonstruktion berechnen und die
optimale Reihenfolge und Verteilung der
Arbeiten an die einzelnen Projektanten-
Kollektive feststellen.

Fiir die modernen Computer ist es nicht un-
bedingt erforderlich, daB ein Bauingenieur
immer am Bedienpult steht: Es gibt sehr groBe
EDVA, die mit Tausenden (!) gewohnlicher
elektrischer Schreibmaschinen verbunden
sind, mit deren Hilfe eine Aufgabe gestellt
werden kann, deren Losung nach kurzer Zeit
von der gleichen Maschine ausgedruckt wird.
Des weiteren kann ein Bauingenieur an
einem Bildschirmanzeigegerdt mit einem
Lichtstift eine Zeichnung anfertigen, wo-
nach die EDVA sofort beispielsweise die
schwichsten Teile der Konstruktion oder
die groBte Tragfihigkeit einzelner Bauele-
mente berechnet.

Mir geféllt meine Arbeit. Ich meine, daB in
10 bis 20 Jahren jeder Diplomingenieur
die EDV tiglich bei seiner Titigkeit be-
nutzen wird. Und obwohl die EDV niemals
einen Menschen voll wird ersetzen konnen,
ist sie doch in der Lage, ihn von monotoner,
zeitraubender Arbeit zu entlasten, und sie
wird auf den verschiedensten Gebieten ein
wegzudenkendes Instrument
M. Peregudow

nicht mehr
menschlicher Tatigkeit sein.
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A541252 Ineiner Gesellschaft von 23 Per-
sonen sind 15 Erwachsene mehr als Kinder
und finf Méinner mehr als Frauen anwe-
send. Wieviel Frauen, Minner und Kinder
sind es? Sch.

A 541253 Ein Aquarium besitzt folgende
InnenmaBe: Lénge 4,8 dm, Breite 25 cm,
Hoéhe 220 mm. Es ist bis zur inneren Hohe
von 17 cm mit Wasser gefiillt. Priife und
begriinde, ob man einen Ziegelstein mit den
Kantenlingen 3 dm, 20 cm, 100 mm in das
Aquarium legen kann, ohne dall Wasser
iberlduft! Claudia Steiber, (Kl. 7), Lienz

(Osterreich)

W 5 w1254 Die Zahlen 100 und 90 wur-
den durch dieselbe natiirliche Zahl dividiert.
Im ersten Falle erhielt man 4, im zweiten
Falle 18 als Rest. Wie lautet der Divisor?
Dipl.-Ing. M. Walter, Meiningen

W 5m1255 Eine Hausfrau hat fiir die Win-
termonate vorgesorgt und Obst eingeweckt.
Ein Regal in ihrem Keller ist gefiillt mit
Weckglasern. Wir finden dort Glidser mit
Pflaumen, mit Birnen und mit Kirschen.
Es sind zusammen mehr als 40, aber weniger
als 60 Glaser. Die Anzahl der Glidser mit
Pflaumen ist dreimal so groB wie die Anzahl
der Glaser mit Birnen, aber nur halb so
groB wic die Anzahl der Gldser mit Kirschen.
Wieviel Gliser jeder Sorte sind es? Sch.

W 5*1256 Von vier Schiilern mit den Vor-
namen Alfred, Benno, Detlev, Egon und
den Nachnamen Ampler, Baumbach, Diirer,
Erbe ist folgendes bekannt:

a) Egon ist jinger als Benno, aber alter als
Alfred.

b) Detlev ist dlter als Alfred, aber jiinger als
Benno.

¢) Der Schiiler Diirer ist élter als der Schiiler
Erbe, aber jlinger als der Schiiller Ampler.
d) Der Schiiler Baumbach ist dlter als der
Schiiler Diirer, aber jinger als Benno.

¢) Genau einer dieser vier Schiiler hat einen
Vornamen, der mit dem gleichen Buchsta-
ben beginnt wie sein' Nachname.
Wie heiBen die vier Schiiler mit Vor- und
Nachnamen? Ordne die Schiiler nach ihrem
Alter; beginne dabei mit dem jlingsten
Schiiler!
Oberlehrer Ing. K. Koch, Schmalkalden,
Mathematikfachlehrer

W 5*1257 Die Schiiler einer 5. Klasse wol-
len die Kosten fiir die Ausschmiickung ihres
Klassenraumes selbst aufbringen. Wenn jeder
Schiiler dieser Klasse 80 Pf gibt, dann
fehlen 1,50 M am notwendigen Gesamtbe-
trag. Gibt hingegen jeder 90 Pf, so bleiben
1,50 M iibrig. Welcher Geldbetrag wurde fiir
die Ausschmiickung des Klassenraumes aus-
gegeben? Sch.

A641258 Der Schulgarten muB gejitet
werden. Peter meint:

»Wenn ich den Schulgarten allein jite,
brauche ich dafiir 4 Stunden.* Sein jingerer
Bruder Klaus erwidert: ,,Ich wiirde fiir diese
Arbeit 6 Stunden benétigen.* Ihre Schwester
Gerda sagt daraufhin: ,,Ich schaffe es bereits
in 3 Stunden.” Nach wieviel Stunden wiirde
der Schulgarten gejiitet sein, wenn die drei
Geschwister diese Arbeit gemeinsam  ver-
richten? Angela Graizarek, Kl. 8, Erfurt

A641259 Es ist der folgende Satz zu be-
weisen: ,,Wenn in einem Trapez ABCD der
Schenkel AD gleich der kleineren Grund-
seite CD ist, dann halbiert die Diagonale
AC den Winkel ¥ BAD—a.* Sch.

W 6m1260 Aufeinem Pickchen des Wasch-
mittels Spee findet man den Aufdruck ,,Jetzt
278 g/1,45 M*“. Wieviel Gramm dieses Wasch-
mittels wiirde ein Pdckchen zum Preise von
2,00 M enthalten, wenn die Verpackungs-

kosten nicht teurer werden?
Mathematikfachlehrer K.-H. Gentzsch,
Altenburg, Clara-Zetkin-OS
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Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb kénnen sich alle alpha-
Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schul-
jahr (bei Erwachsenen Alter und Beruf)
zu richten an

Redaktion alpha
7027 Leipzig, Postfach 14.

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-
stem der Aufgabe fortlaufend numeriert.
Der iiblichen Nummer sind ein W (d. h.
Wettbewerb) und eine Ziffer, z. B. 7, vorge-
setzt (d. h. fur die 7. Klasse geeignet). Auf-
gaben mit W* versehen gelten auch als
Wettbewerbsaufgaben. Sie haben einen ho-
hen Schwierigkeitsgrad.

4. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer héheren Kiassen-

" stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstufen

11/12 und Erwachsene losen die Aufgaben,
welche mit W e 10/12 oder W*10/12 ge-
kennzeichnet sind.

5. Fiir jede Lésung ist ein gesondertes Blatt
zu verwenden, Format A4 (210 mm
x 297 mm) (siche Muster), denn jede Auf-
gabengruppe wird von einem anderen Ex-
perten korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder gute
(d. h. vollstindige und richtige) Lésung (nicht
nur Antwortsatz oder Ergebnis) eingesandt
haben, erhalten von der Redaktion eine Ant-
wortkarte mit dem Priddikat ,,sehr gut ge-
18st*, ,,gut gelost” oder ,,gelost*. Schiiler,
welche nur einen SchluBsatz zu einer Auf-
gabe einsenden, die vorgegebene Form nicht
beachten, uniibersichtlich oder unsauber ar-
beiten, erhalten eine rote Karte mit dem Ver-
merk ,,nicht geldst®.

7. Letzter Einsendetermin wird jeweils be-
kanntgegeben. Der Jahreswettbewerb 1974/75
lauft von Heft 5/74 bis Heft 2/75. Zwischen
dem 1. und 10. September 1975 sind alle
durch Betciligung an den Wettbewerben
der Hefte 5/74 bis 2/75 erworbenen Karten
geschlossen an die Redaktion einzusenden.
Eingesandte Antwortkarten werden nur dann
zuriickgesandt, wenn ein Riickumschlag mit
ausreichender Frankatur beiliegt.

Die Preistrager und die Namen der aktivsten
Einsender werden in Heft 6/75 veréffent-
licht. Wer mindestens 7 Antwortkarten (durch
die Beteiligung an den Wettbewerben der

‘Hefte 5/74 bis 2/75) erhalten hat und diese

einsendet, erhilt eine Anerkennungsurkunde
und ein Abzeichen. Schiiler, die bereits zwei
Anerkennungsurkunden besitzen und diese
mit den Antwortkarten des Wettbewerbs
1974/75 einsenden, erhalten das alpha-Ab-
zeichen in Gold (und die Urkunden zuriick).

Wir bitten darauf zu achten, daB alle Post-
sendungen richtig frankiert sind, und daB die
Postleitzahl des Absenders nicht vergessen
wird. Redaktion alpha



W 6a1261 Eine Klassenarbeit im Fach
Mathematik hatte in einer 6. Klasse fol-
gendes Ergebnis:

Die Hilfte der Anzahl der Schiller dieser
Klasse loste nur einen Teil der gesteliten
Aufgaben, genau 12 Schiiler 16sten alle Auf-
gaben, der 14. Teil der Anzahl der Schiiler
l6ste keine der gestellten Aufgaben. Wieviel
Schiiler gehoren dieser Klasse an? Sch.

W 6*1262 Herr Anton Amsel, der in die-
sem Jahrhundert geboren wurde, stellte an
seinem Geburtstag im Jahre 1974 folgendes
fest:
a) Die beiden letzten Ziffern des Geburts-
jahres seiner Schwester Berta bilden eine
Zahl, die das Alter von Herrn Anton Amsel
in vollen Jahren angibt.
b) Herr Anton Amsel ist 8 Jahre ilter als seine
Schwester.
In welchem Jahre wurde Herr Anton Amsel
geboren, in welchem scine Schwester Berta?
Wie alt sind beide an ihrem Geburtstag im
Jahre 19747 Oberlehrer Ing. Karl Koch,
Schmalkalden, Mathematikfachlehrer

W 6*1263 Vier Freunde mit den Vornamen
Bernd, Dieter, Frank, Lutz und den Fami-
liennamen Bir, Dachs, Fuchs, Lowe unter-
halten sich. Der Schiiler mit dem Familien-
namen Bar stellt fest:
»,Unsere Vornamen haben die gleichen An-
fangsbuchstaben wie unsere Familiennamen.
Aber bei keinem von uns stimmt der An-
fangsbuchstabe des Vornamens mit dem An-
fangsbuchstaben des Familiennamens iiber-
ein."
Frank erwidert: ,, Tatsidchlich, du hast recht.
Das ist mir noch gar nicht aufgefallen. Der
Schiiler mit dem Familiennamen Dachs er-
ginzt die Bemerkungen seiner beiden
Freunde: ,,Die Feststellung unseres Freundes
Béir wire nicht richtig, wenn ich den Vor-
namen unseres Freundes Fuchs erhalten
hitte, was meine Eltern urspriinglich beab-
sichtigten." Wie heiBen die vier Freunde mit
Vor- und Familiennamen?

Oberlehrer Ing. Karl Koch, Schmalkalden,

Mathematikfachlehrer

A74a1264 Gegeben sei folgende Aussage:
,.JJedes konvexe Viereck, das drei rechte
Winkel hat, ist ein Sehnenviereck.*

Priife und begriinde, ob diese Aussage wahr
oder falsch ist! Bilde die Umkehrung zur
gegebenen Aussage, und priife, ob diese
Umkehrung wahr oder [alsch ist! T.
A74A1265 Zeichne ein spitzwinkliges Drei-
eck ABC mit seinen Hohen /?é:hn und
ﬁ:hb; verbinde den Mittelpunkt P der
Seite 4B mit den FuBpunkten Q und R
der beiden Hohen. und verbinde R mit Q!
Beweise, daB das Dreieck PQR gleich-
schenklig ist!

W 7m 1266 Dieabgebildete Figur stellt zwei
Kreise k, und k, mit den Mittelpunkten M,
und M, und den Radien r, und r, dar, wobei

ry>r, ist. Die beiden Kreise beriihren sich
von auBen in dem Punkte R. Von den Tan-
genten /;, £, und 15, die beiden Kreisen ge-
meinsam sind, wird ein Dreieck ABC be-
stimmt. Es ist nachzuweisen, daB dieses
Dreieck gleichschenklig ist. T.

W 7a1267 Die Teilnehmer an einem Ke-
ramik-Zirkel stellten Figuren, Teller, Schiis-
seln und Vasen her, insgesamt 120 Gegen-
stinde. Es wurden sechsmal soviel Gegen-
stande wie Teller hergestellt. Die Summe aus
den Anzahlen der hergestellten Figuren und
Teller ist gleich der Summe aus den Anzah-
len der hergestellten Schiisseln und Vasen.
Es wurden zehn Vasen mehr als Schiisseln
hergestellt. Wieviel Figuren, Teller, Schiis-
seln und Vasen wurden von den Zirkelteil-
nehmern hergestellt?

Schiilerin Karin Eickhoff, Berlin

W 7*1268 Es siné alle durch 19 teilbaren
vierstelligen natiiclichen Zahlen zu ermit-
teln, die um 4653 groBer sind ais ihre Quer-
Schiiler Dittmar Kurtz, Kl. 9

Friedrichsrode

summen.

W 7*1269 Zeichne drei Kreise &,, k, und k4
mit den Mittelpunkten M,, M, und M; und
dem pgleichen Radius r, die sich in einem
Punkt P schneiden! Bezeichne die iibrigen
Schnittpunkte, in denen sich die Kreise
paarweise schneiden, mit 4, B und C. Es
ist nachzuweisen, daB der Umkreis des
Dreiecks ABC ebenfalls den Radius r hat!
Sch.

A841270 Man beweise, daB, wenn die
Summe zweier natiirlicher Zahlen gleich
einer geraden Zahl ist, die Differenz ihrer
Quadrate durch 4 teilbar ist. Sch.

A841271 Essind die Lingen der Schenkel
AC aller stumpfwinkligen, gleichschenkligen
Dreiecke ABC mit der Basis AB=10 cm
anzugeben, deren Schenkel ganzzahlig sind.

Dipl.-Ing. M. Walter, Meiningen

W 8m1272 Durch einen 134 m langen
Tunnel der Sebnitztal-Bahn fahrt ein 80 m
langer Eisenbahnzug mit einer konstanten
Geschwindigkeit von 40 km - h™!. Wie lange
dauert die Durchfahrt des Zuges durch den
Tunnel, d. h., wieviel Zeit vergeht von dem
Zeitpunkt an, in dem die Lokomotive des
Zuges in den Tunnel einfdhrt, bis zu dem
Zeitpunkt, in dem der letzte Wagen des Zu-
ges den Tunnel verlaBt?

Oberlehrer B. Hille, Lichtenhain

W 8 m 1273 Die Abbildung zeigt zwei kon-
gruente Kreisscheiben, deren Mittelpunkte
einen Abstand haben, der genan gleich dem
halben Umfang einer der Kreisscheiben ist.
Man entscheide, ob der Flicheninhalt des
schraffierten Flichenstiickes groBer, klei-
ner oder gleich dem Fliacheninhalt einer der
Kreisscheiben ist.
H. Eichelbaum, Kreiskabinett
J. Weiterbildung, Sebnitz

W 8*1274 Ein Fahrzeug legt die erste Hilfte
einer Strecke mit der konstanten Geschwin-
digleit v, zuriick, dagegen die zweite Hilfte
dieser Strecke mit der konstanten Geschwin-
digkeit v,, wobei v, v, sei. Man beweise,
daB dann die Durchschnittsgeschwindigkeit
fir die gesamte Strecke stets kleiner als das

arithmetische Mittel "'—;'1 der beiden Ge-

schwindigkeiten ist.
Mathematikfachlehrer B. Herrmann,
Alt-Toplitz

W 8*1275 Es sei ABC ein gleichschenklig-
rechtwinkliges Dreieck, dessen Katheten CA
und CB die Linge a haben. Ferner sei F
der Schnittpunkt der von dem Punk! C aus-
gehenden Hohe CE mit der von dem Punkt 4
ausgehenden Seitenhalbierenden AD. Man
berechne die Linge der Strecke FD (vgl. die

Abb.). Dirtmar Kurtz, OS Keula, KI. 9
c
D
A 3 8

A941276 Man untersuche, ob es eine
positive reelle Zahl a gibt, so daB fiir alle
natiirlichen Zahlen » die Gleichung
an +(l" ~T{JH+1
erfiillt ist. Bejahendenfalls gebe man alle
diese positiven reellen Zahlen a an.
Volker Zillmann, Dresden

A941277 Es sind alle natiirlichen Zahlen
x, y, z zu ermitteln, fir die das Gleichungs-

system
xy*z’= 384, )
2y'z=1152 2)
erfiillt ist. Herwig Gratias,

EOS . Ernst Schneller'', Sommerda, Kl. 12

W 9 mi278 Man ermittle alle reellen Zahlen
x, fiir die die beiden Gleichungen

3x* +13x7 4202 +17x+7 -0
w82 1 1x=7=0

ey
und 2
erfiillt sind.

Manfred Freitag, Schwarzheide
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W 9al279 Es sei ABCDEFGH ein Wiirfel
mit der Kantenlinge a=6 cm, wobei die
Eckpunkte E, F, G, H senkrecht iiber den
Punkten A, B, C bzw. D liegen. Man ermittle
den Abstand des Eckpunktes B von der
Raumdiagonale AG.

Anleitung zur Losung : Man beachte, daB das
aus der Kante 4B, der Flichendiagonale
BG und aus der Raumdiagonale AG gebil-
dete Dreieck rechtwinklig ist, und ermittle
die Linge der von B ausgehenden Hohe
dieses Dreieckes. Volker Zillmann, Dresden

W 9*1280 Man beweise, ohne dies zu be-
rechnen, daB die Zahi

z=57-7°+1 nicht gleich dem Qua-
drat einer natiirlichen Zahl ist.

U. Méckel, Techn. Rechnerin, Dresden

W 9*1281 Es seien ay, a,, ..., 2, n reelle
Zahlen (n22) und b,, b,, ..., b, n positive
reelle Zahlen mit
atat...+a,
=b,+b,+...+b,=1.
Man beweise, daB dann stets

2

a @ aﬁ> .
424 +2 21 gilt,
b1+b2+ +bn— gi

Peter Surjan, Budapest, UVR

A10/1241282 Man beweise, daB man
durch die Multiplikation einer beliebigen
von Null verschiedenen natiirlichen Zahl,
die kleiner als 100 ist, mit der Zahl 99 stets
eine natiirliche Zahl erhilt, deren Quersum-
me gleich 18 ist.

Dr. Gerhard Hesse, Radebeul

410/1241283 Es sind alle von Null ver-
schiedenen natiirlichen Zahlen x und y zu
ermitteln, fiir die die Gleichung
N4204+304 .+ xt=13422 43+, +)?
erfillt ist. Anleitung zur Léosung :

Es gilt 1!=1und n!=1-2-...n

fiir alle natiirlichen Zahlen n mit n> 1.
Ferner gilt

l’+23+-...+y3:[y——0;+l):|-.

A. D. Osmanow, Demurlo, Georgische SSR,
UdSSR

W 10/12 e 1284 Essind alle reellen Losun-
gen des Gleichungssystems

B4y=l, M
Xo+yf=1 @
zu ermitteln. L.

W 10/12a1285 Am 26. Mirz 1974 wurde
in der UdSSR der Satellit Kosmos 637 ge-
startet, der eine Kreisbahn mit einem kon-
stanten Abstand von 35600 km von der
Erdoberflache beschreibt.

Man berechne mit Hilfe des 3. Keplerschen
Gesetzes die Umlaufzeit (in h und min)
dieses Satelliten, wobei die Umlaufzeit des
Mondes mit 27,32 d und der Radius seiner
kreisformigen Umlaufbahn um die Erde
mit 384 400 kg gegeben sind.

Anleitung : Nach dem 3. Keplerschen Gesetz
verhalten sich die Quadrate der Umlauf-
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Eine Aufgabe von
Prof. Dr. rer. nat. habil.

Helmut Bausch

A 12194 Es hat sich erwiesen, daB sich
viele biologische Wachstumsprozesse nihe-
rungsweise durch Funktionen der Gestalt

y=axfe 1, x>0 )
bzw. Iny=a+plnx—yx (x=Ina) @
beschreiben lassen. Dabei sind «, B, y ge-
wisse positive Konstanten; z. B. kann durch
(1) die Abhingigkeit eines landwirtschaft-
lichen Ertrags y von der dem Boden zuge-
filhrten Menge x einer bestimmten Diinger-
sorte dargestellt werden. Die Kenntnis einer
solchen funktionalen Abhingigkeit bietet
viele Vorteile, vor allem fiir Optimierungs-
probleme. Damit man mit der Funktion (1)
arbeiten kann, muB man zunichst die Werte
der Konstanten a, f, y bzw. &, §, y ermitteln.

zeiten von Satelliten auf Kreisbahnen wie die
dritten Potenzen ihrer Bahnradien. Bei der
Ermittlung des Radius der Umlaufbahn
von Kosmos 637 ist zu beachten, daB der
Erdradius rund 6370 km betrigt. L.

W 10/12*1286 Es sind alle reellen Losun-
gen der Gleichung
x=-Dx=-2)(x=3)(x-5)(x—-8)(x—10) -
(x—11)(x—12)=14400 zu ermitteln.

R

Ralph Lehmann, EOS ,,Diesterweg", Straus-
berg

Trdger eines 1. Preises bei der DDR-Olym-
piade und eines 2. Preises bei der XVI. Inter-
nationalen Mathematik-Olympiade 1974

W 10/12*1287 Man beweise den folgenden
Satz: In jedem konvexen Sehnenviereck ist
das Produkt der Lingen der Diagonalen
gleich der Summe der Produkte der Lingen
je zweier Gegenseiten.
Es gilt also fir ein Sehnenviereck 4ABCD
m_itden Seitenlingen E:a; B—C=b, CD=c,
DA=d und den Lingen der Diagonalen
AC =e, B_D=f stets

ef=ac+bd.
Bemerkung: Dieser Satz wird auch der
Prolemdische Satz genannt, nach dem grie-
chischen Mathematiker und Astronomen
Klaudios Ptolemaios von Alexandria, um
125u. Z.

Mathematikfachlehrer B. Herrmann,

Ali-Toplitz

Man geht dabei von Versuchsergebnissen
aus, die eine Wertetabelle (x;, y) (i=1.2, ...
n) liefern (x;>0, y;>0). n ist die Anzahl der
durchgefiihrten Messungen. Die Differen-
zen
a+fInx;—yx;—Iny,
sind im allgemeinen verschieden von Null,
denn sonst wiirden sich die MeBergebnisse
durch (2) und damit (1) exakt darstellen
lassen. Man bildet nun die Summe S der
Quadrate dieser Differenzen, d. h.
S@BY=3 @+lnx—yx

i=1
—In y)? )
und errechnet @, B, y so, daB die Summe S
minimal wird (das ist die sogenannte Metho-
de der kleinsten Quadrate). § ist eine Funk-
tion von drei unabhingigen Variablen (a, S,
y), denn die x; und y; haben ja fest vorge-
gebene Werte. Wir haben damit ein Extrem-
wertproblem fiir eine Funktion von drei
unabhingigen Variablen erhalten, das wir
hier nicht weiter behandeln wollen. Es sei
nur noch folgendes erwihnt:
Fiir die Existenz genau eines Minimums der
Funktion (3) ist notwendig, daB die Determi-
nante dritter Ordnung

n -‘—;1 In x; -; X;

Y xInx

i=1

D= Z Inx, @
i=1

n
S

i=1
verschieden von Null ist.

Daraus abgeleitet mochte ich folgende Auf-
gabe stellen:

Aufgabe: Es seien xy, x,, ... x, positive reelle
Zahlen, von denen mindestens drei paarweise
verschieden sind. Man beweise, daB die
Determinante (4) einen positiven Wert hat.

Fiir die Beweisfilhrung wiinsche ich viel
Erfolg!

Unser Foto oben: Prof. Dr. Bausch, seit 1967
Delegationsleiter der DDR-Mannschaft an
Internationalen Mathematikolympiaden,
wurde im April 1974 zum Vorsitzenden des
Zentralen Komitees der Olympiaden Junger
Mathematiker berufen.



Kerstin Bachmann

berichtet aus dem Leben einer AG

Unsere AG Mathematik der EOS August-
Hermann-Francke Halle behandelt das Rech-
nen mit Resten. Alle haben sich gut vorbe-
reitet und die Artikel in alpha (3/69 bis 2/70)
studiert.
Anfangs erortert jemand die Ringstruktur
(s. alpha 5/69) und wiederholt deren Eigen-
schaft an den Beispielen der Menge der
ganzen Zahlen und der Menge der Rest-
klassen modulo m. Danach erhalten wir die
Aufgabe des Tages:
Beim Verkauf von Weihnachtsstollen zu
12 M oder 17 M je Stiick wurden innerhalb
kurzer Zeit fir mehr als 10 Stollen je Sorte
478 M eingenommen. Ermittle die Anzahl
der verkauften Stollen je Sorte!
Selbstindig versucht jeder, eine Ldsung zu
finden. Dabei ergeben sich mehrere Losungs-
wege, die wir anschlieBend diskutieren:
a) Offenbar gilt fiir die Einnahme von
478 M, wenn x und y die Anzahl der Stollen
Jje Sorte bedeuten

17x+12y=478,  xeN, yeN. (1)
Man kann eine Tabelle aufstellen, wobei
x>10, y>10 beachtet wird. Beginnend mit
x=11 ergibt sich

x 17x y 12y 17x+12p

11 187 24 288 475

12 204 23 276 480

13 221 21 252 473

14 238 20 240 478 (Losung).

Setzt man die Tabelle weiter fort, so erkennt

man, daB es keine weitere Losung gibt.

b) Ich erinnere mich an eine Aufgabe aus

alpha 1/69, bet der auch das Problem auf-

tritt, ganzzahlige Losungen einer linearen

Gleichung mit mehreren Variablen zu ermit-

teln. Ahnlich gehe ich hier vor und versuche,

durch geeignete Teilbarkeitsbeziehungen eine

Losung zu erhalten:

Aus (1) folgt =

12y=478—17x

=12-39410—12x-5x

und daraus

@

Wenn wir annehmen, daB die Aufgabe eine
Losung hat, so ist y ganzzahlig. Daher gilt

502-x)
=39 x4+ 20270
y X+ 12

12/(2—x),
also 2—x=12, teG,
x=2-12, teG,
und (nach Einsetzen in (2))
y=37+17, teG.

Wegen der Forderung x>10, y>10 muB
= -1, also x=14, y=20 sein. Diese (ein-
zige) Losung der Aufgabe bestitigt sich
durch Einsetzen in (1).

Bei der Besprechung ergeben sich weitere
Losungswege. Vielleicht findet ihr noch an-
dere Vorschlige zur Behandlung der Auf-
gabe?
Der AG-Leiter, Herr Kermer, faBt die Dis-
kussion zusammen und zeigt einen neuen
Lésungsweg. Wir erfahren hierbei, daBl die
lineare Gleichung
ax+my=b mit der zusitzlichen Forderung
xeG, yeG 3)
als diophantische Gleichung bezeichnet
wird.
Betrachtet man die diophantische Gleichung
(3) nach dem Modul m, so entsteht die
lineare Kongruenz

ax=b(m). “4)
Falls nun (3) iiberhaupt eine Lésung (xo, ¥o)
besitzt, so ist x, offenbar Lésung von (4).
Sogleich ergibt sich die Frage: Wie kann
man die Existenz von Lodsungen fiir (3)
oder auch(4) feststellen?
Gemeinsam behandeln wir den nachstehen-
den Satz, der eine notwendige und hinrei-
chende Bedingung fiir die Lésbarkeit von (3)
angibt.

Satz: Die lineare Kongruenz ax=5 (i) ist
losbar genau dann, wenn (a, m)/b.
Beweis: 1) Wenn ax=b (m) 16sbar ist, so gilt
(a, m)/b. Denn fiir die (n. V. existierende)
Losung x, von (4) gilt notwendig
axo—tom=>b fiirein gewisses #,eG. (5)
Ist nun d=(a, m), so folgt df(axy=t,m) und
somit aus (5) d/b.
2) Wenn (a, m)/b, so ist ax=b (m) |6sbar.
Wegen d—=(a, nn gelten die Beziehungen
a=day, m=dm,, b=db, mit a,, my, bseN,
(@0, m)=1. )
Mit Hilfe des Euklidschen Algorithmus kann
man ganze Zahlen v, y finden, fiir die gilt
agX +mgy =1.
Nach Multiplikation mit b, folgt
ay (x'bo) +mo (¥ bo)=b,.
Somit ist xo=x by, y =y b, eine (ganzzahlige)
Losung der Gleichung
aox+myy=b, (und damit von
agx=b(my))
(dag)x+(dmyg)y by, d. h. von
ax+my=>b und damit von
ax=b(m), w. z. b. w.
Nun l6sen wir die diophantische Gleichung
(1) mit Hilfe einer Zahlenkongruenz. Zu-
néchst iiberpriifen wir, ob (1) eine (ganzzah-
lige) Lésung besitzt.
Wegen (12, 17)=1 und 1/478 finden wir die
Existenz einer Losung von (1) bestatigt.
Wir betrachten nun (1) nach dem Modul 12
und erhalten Sx=10 (12) bzw. x=2 (12)
oder x=2+12¢, teG. (6a)
Setzen wir (6a) in (1) ein, so ergibt sich
y=37-17, eG. (6b)
Wegen der Positivitit von x und y muB
e{0, 1, 2} sein. Von diesen Werten fiir ¢
kommt jedoch wegen der Forderung x> 10,
y>10nur =1 (mit x=14, y=20) in Frage.
Durch Einsetzen dieser Ergebnisse in (1)
iberzeugen wir uns von der Richtigkeit der
erhaltenen Losung.
Es sind also 20 Stollen zu 12 M und 14 Stol-
len zu 17 M verkauft worden.
Wir l6sen noch einige Kongruenzen nach
diesem Verfahren. Dann besprechen wir die
Hausaufgabe. Sie besteht im Kennenlernen
der Bruchdarstellung von Kongruenzen und
fordert das Studium von Abschnitt 4.7. in
Lehmann, E.: Ubungen fiir Junge Mathema-
tiker (Mathematische Schiilerbiicherei, Nr.
36).

oder
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Wir arbeiten mit

Primfaktorzerlegungen

Wir wiederholen

Im Mathematikunterricht der Klasse 6 er-
arbeiteten wir uns die Begriffe ,,ist Teiler
von‘‘, Primzahl und Primfaktorzerlegung:

Definition 1: Die von 0 verschiedene natiir-
liche Zahl r heiit Teiler der natiirlichen
Zahl n, falls mit einer geeigneten natiirlichen
Zahl k die Gleichung n=kt¢ gilt.

Wir erinnern uns, daB fiir ,,¢ ist Teiler von n**
das Zeichen ¢/n und fiir ,,¢ ist nicht Teiler
von n'* das Zeichen t{n verwendet wird.

Definition 2: Besitzt die natiirliche Zahl p
genau zwei Teiler, so heiBit p Primzahl.

Die Menge der Teiler einer Primzahl p ist
{1; p}. Wir wissen, daB mittels des ,,Siebes
des Eratosthenes die Primzahlen in der
Menge der natiirlichen Zahlen bestimmt
werden konnen. Der GroBe nach geordnet,
beginnt die Folge der Primzahlen mit 2, 3,
5,7,11, 13,17, 19, 23,. .. Wie bereits Euklid
beweisen konnte, gibt es unendlich viele
Primzahlen. Weiterhin lernten wir im Unter-
richt den folgenden Satz kennen:

Satz 1’ (Existenzsatz der Primfaktorzerle-
gung): Jede natiirliche Zahl n>1 laBt sich
auf mindestens eine Weise als Produkt von
Primfaktoren darstellen: n=p, - p, - ... - p,.
Hierbei sind p,, p,, ... und p, r nicht not-
wendig voneinander verschiedene Primzah-
len. Fiir r=1 soll insbesondere die angege-
bene Formel n=p, bedeuten.

Mittels des Potenzbegriffes lassen sich die
Teilprodukte gleicher Primfaktoren in einer
Primfaktorzerlegung jeweils zu einer Potenz
zusammenfassen :

Definition 3: Die Potenz a" (gelesen ,.a hoch
n*) ist fiir jede reelle Zahl a und fiir jede
natiirliche Zahl n erklirt durch
und
a"=a""'-afirn>0.
a heilBt Basis und n Exponent der Potenz a".
Aus Definition 3 ergibt sich schrittweise:
a® -1

a=a a=1-a=a

a®=1

aP=a'a=a-a

a=d-a=@-a)-a=a-a-a
Mittels Definition 3 kann dem Satz 1’ die
folgende Fassung gegeben werden:
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Satz 1” (Existenzsatz der Primfaktorzerle-
gung): Jede natiirliche Zahl n>1 14aBt sich
auf mindestens eine Weise als Produkt von
Potenzen, deren Basen paarweise vonein-
ander verschiedene Primzahlen sind, dar-
stellen:

neagtt g™ g
Dabei sind g,, ¢,, ... und g, s paarweise
voneinander verschiedene Primzahlen und
ny, By ... und n, sind 5 von O verschiedene
natiirliche Zahlen.
Bei manchen Betrachtungen, bei denen die
Primfaktorzerlegungen mehrerer natiirlicher
Zahlen eine Rolle spielen, ist es von Vorteil,
fir die in der Darstellung n=g¢,"" - q,"

. - g5~ von Satz 1” vorkommenden Expo-

nenten n,, n,, ... und n, die Forderung
ng-ny- ... n#0 fallen zu lassen. Solche
Darstellungen wollen wir ,,Primfaktorzer-
legung im erweiterten Sinne* nennen. Man
kann ja fiir mehrere natiirliche Zahlen stets
Primfaktorzerlegungen im erweiterten Sinn
angeben, in denen durchweg formal dieselben
Primfaktoren auftreten. Dies sei am Bei-
spiel von Primfaktorzerlegungen im erwei-
terten Sinn von 12 und 50 gezeigt:

12=2%-31=22.31.5°

50=2"'-52=2".3°.52
Wir betrachten Primfaktorzerlegungen der
natiirlichen Zahl 700. Um eine Primfaktor-
zerlegung von 700 zu erhalten, prifen wir
zunichst, ob die kleinste Primzahl 2 Teiler
von 700 ist. Wenn 700=2 - 350 ist dies der
Fall. Der andere Faktor gestattet wiederum,
die kleinste Primzahl 2 als Faktor abzu-
spalten:
700=2-2-175. Fir den Faktor 175 als
ungerade Zahl gilt jedoch 2£175. Auch fur
die auf 2 folgende Primzahl 3 gilt 3175,
denn die Quersumme 1+7+5=13 von 175
ist nicht durch 3 teilbar. Hingegen gilt fir
die auf 3 folgende Primzahl: 5/175. Damit
ergibt sich 700=2-2 - 5- 35, Der Faktor 35
kann natiirlich die Primzahlen 2 und 3 nicht
zu Teilern haben, denn sonst miiBte wegen
5-35=175 im Gegensatz zu unseren obigen
Feststellungen 2/175 oder 3/175 gelten. Je-
doch gilt 5/35. Damit ergibt sich 700=2- 2
-5-5-7. Der Faktor 7 ist selbst Primzahl.
Also ist
)] 700=2-2-5-5-7=2*-58*. 7!
eine Primfaktorzerlegung von 700. Durch

das eben angewandte systematische Verfah-
ren wird fiir jede natiirliche Zahl n>1 eine
besondere Primfaktorzerlegung, eine nor-
mierte Primfaktorzerlegung erhalten. Fiir
das Definieren des Begriffes ,,normierte
Primfaktorzerlegung™ bieten sich zwei Mog-
lichkeiten an:

Definition 4’: Eine  Primfaktorzerlegung
n=p, - p,* ... - p.dernatirlichen Zahln> 1,
in der p,, p,, ... und p, den Ungleichungen
p1Sp,=...Zp, geniligende Primzahlen sind,
heiBt normierte Primfaktorzerlegung von n.

Definition 4”: Eine Primfaktorzerlegung
n=q,"' - g,"* - ... - ¢, der natiirlichen Zahl
n, in der n, n,, ... und n, von 0 verschiedene
natiirliche Zahlen sind und ¢,, ¢,, ... und
g, den Ungleichungen ¢, <g,<... <g, ge-
niigende Primzahlen sind, heiBt normierte
Primfaktorzerlegung.

Unter Beachtung von Definition 3 sind die
Definitionen 4’ und 4" dquivalent, d. h. aus
jeder von beiden folgt die andere. Durch ein
zweckmaiBigeres Vorgehen als das oben an-
gewandte erhilt man u. U. wesentlich schnel-
ler eine Primfaktorzerlegung:

So iiberblickt man sofort, daB 700 als Pro-
dukt 7- 10 - 10 darstellbar ist. Mit 10=2"-5
ergibt sich damit schlieBlich:

(2) 700=7-2-5-2-5

Die jetzt fiir 700 erhaltene Primfaktorzer-
legung (2) unterscheidet sich von der Zer-
legung (1). Allerdings kommen in beiden
Zerlegungen die gleichen Primfaktoren vor,
und jeder Primfaktor kommt jeweils gleich
oft vor. Auf Grund dieser Feststellung kon-
nen wir durch Umordnen (Anwenden des
Kommutations- und Assoziationsgesetzes der
Multiplikation) die Zerlegung (2) in die
Zerlegung (1) uberfihren: 7-2-5-2-5=
=2-2-5-5-7. Das Betrachten weiterer
analoger Beispiele 148t uns die Giiltigkeit des
folgenden Satzes vermuten:

Satz 2 (Eindeutigkeitssatz der Primfaktor-
zerlegung): Jede natiirliche Zahl n>1 besitzt
hochstens eine normierte Primfaktorzerle-
gung.

Dieser Unititssatz der Primfaktorzerlegung
ist eine wahre Aussage. Doch wollen wir
den Beweis des Unititssatzes 2 zunichst zu-
riickstellen. Vorerst wollen wir zeigen, welche
wertvollen Erkenntnisse aus dem Unitétssatz
der Primfaktorzerlegung erschlossen werden
konnen.

DaB sich ibrigens Existenz- und Eindeutig-
keitssatz der Primfaktorzerlegung zu einem
Satz zusammenfassen lassen, iiberblicken
wir sofort:

Satz 3 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz der
Primfaktorzerlegung):

Jede natiirliche Zahl n>>1 besitzt genau eine
normierte Primfaktorzerlegung.

Wir betrachten Primfaktorzerlegungen des
Produktes zweier natiirlicher Zahlen.

Um die normierte Primfaktorzerlegung von



108 - 126 anzugeben, ist es nicht nétig, dieses
Produkt zu berechnen. Vielmehr ist es ein-
facher, zunichst die normierten Primfaktor-
zerlegungen der Faktoren aufzustellen:

108==2-2-3-3-3

126=2-3-3-7
Durch Muitiplizieren der rechten und linken
Seiten beider Gleichungen ergibt sich ecine
Primfaktorzerlegung von 108 - 126:

108 -126=2-2-3-3-3-2-3.3-7
Durch Umordnen erhalten wir die normierte
Primfaktorzerlegung von 108 - 126:
A3) 108-126=2-2-2-3-3-3-3-3-7

=23 . 35 . 71
Um zu erkennen, wie diese Primfaktorzer-
legung aus den Primfaktorzerlegungen von
108 und 126 entsteht, stitzen wir uns auf
geeignete normierte Primfaktorzerlegungen
im erweiterten Sinn:

108=22-32.7°

126=2"-32- 7
Aus diesen beiden Darstellungen folgt die
Formel (3) auf Grund des folgenden, mittels
Definition 3 leicht zu beweisenden Satzes:

Satz 4. Ist a eine reelle Zahl und sind m und n
natiirliche Zahlen, so gilt a™ - a"=a™*"
Allgemein gilt:

Satz 5: Haben die natiirlichen Zahlen m und
n die normierten Primfaktorzerlegungen im
erweiterten Sinn

m=gq,™ - g™ ... ¢, und
n=q," - @™ .4
mit m;+n,>0, my+n,>0, ... und

my+n,>0, so besitzt das Produkt mn die
normierte Primfaktorzerlegung
mn=g,™* " gt g,
Mittels der bereitgestellten Sitze l6sen wir
die folgenden Aufgaben selbstindig:

mg+ ng

Aufgabe 1: Zeige, daB in der normierten
Primfaktorzerlegung von 217-1342 der
Primfaktor 3 nicht vorkommt!

Aufgabe 2: Zeige, daBl die normierte Prim-
faktorzerlegung von 1324 - 5114 den Prim-
faktor 2 genau dreimal enthilt!

Wir betrachten die normierte Primfaktor-
zerlegung einer Quadratzahl.

Die Zahlen 0, 1, 4, 9, 16, 25, ... sind laut
folgender Definition die Quadratzahlen.
Definition 5: Eine natiirliche Zahl n heiBt
Quadratzahl, falls es eine natiirliche Zahl m
gibt, so daB n=n7* gilt. Wir wollen zunichst
die normierte Primfaktorzerlegung der Qua-
dratzahl 509* ermitteln. Wegen 509=2> - 32
- 7! ergibt sich nach Definition 3 und Satz 5:
5092=(2° - - TYP=(2*-32-7Y
(23-32-7h)=20.3. 72

Die Exponenten 6, 4 und 2 der normierten
Primfaktorzerlegung von 509 sind simtlich
gerade Zahlen. Dies gilt allgemein:

Satz 6: Die Exponenten der normierten
Primfaktorzerlegung einer von 0 und 1 ver-

schiedenen Quadratzahl sind simtlich gerade
Zahlen.
Auch die Umkehrung dieses Satzes ist wahr:

Satz 7: Besitzt die normierte Primfaktorzer-
legung einer von 0 und 1 verschiedenen na-
tiirlichen Zahl nur gerade Exponenten, so
ist die natirliche Zahl Quadratzahl.

Dieser Satz wird durch die Feststellung bewie-
sen, daB n=gq,>™ - g,2"- ... - g,2™, wobei
ny, ny, ... und n, samtlich von 0 verschiedene
natiirliche Zahlen sind und g, q,, ... und g;

"den Ungleichungen ¢, <¢,<...<g, genii-

gende Primzahlen sind, das Quadrat der
natiirlichen Zahl m=q,"™ -g,"*- ... - g,
ist.

Wir wollen unsere Kenntnisse anwenden,
indem wir die folgende Aussage beweisen:
Es gibt keine gebrochene Zahl x, die der
Gleichung x> =11 geniigt.

Indirekter Beweis: Angenommen, es gibe
eine gebrochene Zahl x, fir die x*<11 gilt.
Da x eine gebrochene Zahl ist, gibt es zwei
geeignete natiirliche Zahlen m und n mit
n#0, so daB gilt

. m
Durch Einsetzen von x=—

m
X=—
n n

in x>=11 ergibt sich: (ﬂ)zzn
n
Hieraus folgt schrittweise
2

=11 und m?=11r2.

n
Da r* Quadratzahl ist, enthilt »* den Prim-
faktor 11 entweder iiberhaupt nicht oder in
einer geraden Anzahl. Die natiirliche Zahl
111 enthilt demnach den Primfaktor 11 in
einer ungeraden Anzahl und kann also nach
Satz 6 keine Quadratzahl sein. Also kann
die Gleichung m?=11r2 nicht gelten. Da sich
ein Widerspruch ergeben hat, ist die Annah-
me, die zu beweisende Aussage sei falsch,

selbst lalsch.

Wiederum l6sen wir die folgenden Aufgaben
selbstindig:

Aufgabe 3: Beweise indirekt; Es gibt keine
gebrochene Zahl x, die der Gleichung x* =%

geniigt.

Aufgabe 4: Beweise: Die normierte Prim-
faktorzerlegung einer von 0 und 1 verschie-
denen Kubikzahl (darstellbar als Potenz mit
Exponent 3, deren Basis eine natiirliche Zahl
ist) besitzt nur durch 3 teilbare Exponenten.

Aufgabe 5: Beweise indirekt: Es gibt keine
gebrochene Zahl x, die der Gleichung x*=4
geniigt.

Aufgabe 6: Gib die normierte Primfaktor-
zerlegung von 10" an, wobei n eine von 0
verschiedene natiirliche Zahl ist!

Wir betrachten die simtlichen Teiler einer
natiirlichen Zahl und jhre normierten Prim-
faktorzerlegungen.

Als Beispiel orientieren wir uns an der na-
tirlichen Zahl n=3540. Diese besitzt die
normierte Primfaktorzerlegungn=12% - 33- 5!,
GemiB Definition 1 heiBt eine natiirliche
Zahl 1 #£0 genau dann Teiler der natiirlichen
Zahl n, falls mit einer geeigneten natiirlichen
Zahl k th=n=540=2%-3*. 5! gilt. Nach
Satz 5 ergibt sich fiir die nach Satz 3 vorhan-
dene und eindeutig bestimmte normierte
Primfaktorzerlegung jedes von 1 verschie-
denen Teilers ¢ von n, daB erstens in dieser
Primfaktorzerlegung héchstens dic Prim-
faktoren 2, 3 und 5 vorkommen, und daB
zweitens diese Primfaktoren in der angege-
benen Reihenfolge héchstens zwei-, drei-
oder einmal vorkommen. Als Teiler von
n=22-3%.5' kommen damit héchstens die
folgenden Zahlen in Frage:

20-39.5°= ] 2.30.50= 2
20-3°.5'= 5 2t-30.
20.31-50= 3 2.3 5= 6

20-31.51= 15 2'-3' .5 = 30
2°-32.5°= 9 2'-32.5°= 18
20.32.5'= 45 2'-32-5'= 90

2°.3%.5°= 27 2'-33.5°= 54

20.3%.5'=135 2'-33.51=270
22-30.50= 4
22.3°.51= 20
22.31.5°= 12
22.31.5°= 60
22-32.5°= 36
22-32.5'=180
22.3%.5°=108
22-3%.51=540

Hiernach besitzt die natiirliche Zahl 540
hochstens 24 Teiler. Die normierten Prim-
faktorenzerlegungen (im erweiterten Sinn)
der als Teiler von 540 in Frage kommenden
Zahlen haben die Gestalt 1=2*- 3 - 5%, wo-
bei x, y und z den Ungleichungen x<2,
»=3 und z<1 geniigende natiirliche Zahlen
sind. Da unabhidngig voneinander fiir die
Wahl der Zahl x drei Méglichkeiten, nim-
lich 0, 1 und 2, fiir die Wahl der Zah! y vier
Maoglichkeiten und fiir die Wah!l von z zwei
Maoglichkeiten bestehen, ergibt sich 24 als
das Produkt 3-4-2=24.
Da diese als Teiler von 540 in Frage kom-
menden 24 Zahlen voneinander verschiedene
Primfaktorzerlegungen (im nichterweiterten
Sinn) besitzen, miissen diese 24 Zahlen nach
Satz 2 (Unitétssatz der Primfaktorzerlegung)
voneinander verschieden sein.
DaB umgekehrt diese 24 Zahlen auch Teiler
von 540 sind, folgt daraus, daB in jedem Falle
gemidB tk=n=22:3-5' zum jeweiligen
1=2*-3¥ -5 das zugehérige k als k=22"*
- 337. 5'"2 angegeben werden kann. Denn
dann gilt gemaB Satz 5:
th=(2*- 3 53)(227* . 33~». 51-%)
=2x+2—x . 3.\'+J—y . 52+l—z:22 . 33 . 51

(In Heft 6/74 erscheint Teil 2, d. Red.)

W. Triger
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Uber Ungleichungen

Ungleichungen stellen ein interessantes Ge-
biet der Mathematik dar, das mathematischen
Arbeitsgemeinschaften ein breites Beta-
tigungsfeld bietet. Dieser Bericht soll einige
Anregungen zur Beschiftigung mit Unglei-
chungen geben. .
Wir wollen folgende bekannte Tatsache zum
Ausgangspunkt unserer Uberlegungen ma-
chen:
Das Quadrat ciner reellen Zahl ist stets
nichtnegativ. Somit gilt fiir jede reelle Zahl x
die Ungleichung
x2z0.
Wir konnen x=./a,—./a, setzen, wobsi
a, und a, nichtnegative reelle Zahlen sind,
und erhalten so die Ungleichungen
a;—2./a,a;+a, 20,
a;+a;22/aa; (1)

a,+a —
und 2> /aa,
2 172

wobei Gleichheit jeweils genau dann ein-
tritt, wenn a, =a, ist. Dic letztere Unglei-
chung wird Ungleichung zwischen arithme-
.tischem und geometrischem Mittel genannt,
da man allgemein einen Ausdruck A4 der

Form A =1(a1 +a,+...+a) als arithmeti-
n

sches und einen Ausdruck G der Form
G="/a,a,...qa,

als geometrisches Mittel bezeichnet, wobei
a,, a, ..., 4, nichtnegative reelle Zahlen
sind.

Wir wollen nun unsere grundlegende Un-
gleichung (1) verallgemeinern und formu-
lieren deshalb folgenden Satz:

Ist n=2 eine natiirliche Zahl und sind
a,, a,, ..., a, nichtnegative reelle Zahlen, so
gilt stets die Ungleichung

ay+a+...+a,2naa,...a, 2)
wobei Gleichheit genau dann eintritt, wenn
a =a,=...=a,ist.

Den Beweis werden wir durch vollstindige
Induktion fiihren. (Uber vollst. Induktion
sieche u. a. ,alpha“ 1967 Heft 2 und 3) Fiir
n=2 ist die zu beweisende Ungleichung
gerade (1), die wir bereits bewiesen haben.
Wir werden nun den Induktionsschritt von
n auf n+1 durchfiihren. Der Einfachheit
halber setzen wir g="*'/a,a,...a,,,. Der
Ausdruck

B=(a,+a,+...+a,)

+(a,41+[n—1]g)
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hat genau 2n Summanden, wenn wir fir
(n—1)g die Darstellung g+g+... +g wih-
len. Wir konnen zweimal unsere Induktions-
annahme und anschlieBend die Ungleichung
(1) anwenden und erhalten
Bzn%/aa,...a,+n%a,, 8" "
22n™ /a,a,...0,.,8" %,
dh B22n® /g"tig" " l=2ng
Subtrahieren wir beiderseits (n—1)g, so be-
kommen wir schlieBlich
a,+a+...+a,,,=B—(n—1)g=2ng
—(n—1)g=(n+1)g.
Damit ist die Behauptung bewiesen. Gleich-
heit tritt sicher genau dann ein, wenn
a;=a,=...=a, und g,,,=g, d. h. wenn

a,=..=a,=a,,, ist.

Wir werden nun einige ehemalige Olympiade-
Aufgaben unter Verwendung der Unglei-
chung (2) elegant 16sen.

Aufgabe (2. Olympiade/12. Klasse/2. Stufe)

Beweisen Sie, daB fiir alle positiven reellen
Zahlen a und b stets

a b y
—+-2=22 ist
b a”

Da auchgundl—, positiv sind, ist nach (1)
a

4 [—7= @=2. Diese Aufgabe konnen
b a ba

wir leicht verallgemeinern:

Sind a,, a,, ..., a, positive reelle Zahlen, so
ist stets

a a a,_ a
_1+_2+'__+"_1+_"_2_n_
a, as a, a

Dieses Ergebnis kann man auch so formu-
lieren: Ist das Produkt von n positiven Zah-
len gleich 1, so ist ihre Summe nicht kleiner
als n.

Der Beweis verlduft analog zu obigem, nur
wird hier die Ungleichung (2) angewandt.
Oftmals muB man vor der Anwendung der
Ungleichung (2) den zu beweisenden Aus-
druck umformen, wie etwa in folgendem
Beispiel.

Aufgabe (4/12/2): Es ist zu zeigen, daB fiir
alle reellen Zahlen a und ¢ die Ungleichung
a*—4ac® +3¢* 20 richtig ist.

Wann gilt das Gleichheitszeichen?
Zum Beweis verwenden wir wieder (2) und
erhalten

a4 3% = faft 4+l + [ef + ] 2 4%/ Jal* T
=4|d||c]* = 4ac®.
Gleichheit tritt genau dann ein, wenn |a|=|c|
ist und a und ¢ gleiche Vorzeichen haben,
d. h. wenn a=c ist. Diese Aufgabe kénnen
wir etwa wie folgt verallgemeinern:
Man beweise [ir nichtnegative Zahlen a
und b und natiirliche Zahlen m und n die
Ungleichung:

ma™* " —(m+n)a™b"+nb™*"20 !
Aus (2) lolgt sofort die Behauptung

mam+n+nbm+n2(m+n)m+n\/z7nmgﬁﬁm

=(m+n)a™b".

Aufgabe (7/12/2): Beweisen Sie, daB fiir alle
nichtnegativen Zahlen g, b, c:
a>+b*+czaJbc+ b% Jac+c2 Jab

gilt! Zunichst ist ‘

a3+b3+c3=%(4a3+b3+c3)+

+ %(a"‘ +4b% +¢?) +%(a3 +b*+4c?).

Wendet man auf jede der drei Klammern (2)
an, erhdlt man:

A +b3+c228/at?b3 e +8/a’h 2}
+8/a®b3c? =a? /b + b2 Jac+c* fab

und damit ist die Behauptung bereits bewie-
sen. Gleichheit tritt dabei genau dann ein,
wenn a=b=c ist.

Mit dem gleichen Beweisverfahren konnen
wir folgende Verallgemeinerung beweisen:

i 4dy+ . raizd) " Yaga,.. a,

+at= " YYa, . a,,

dy,dy, ..., dy

seien dabei nichtnegative reelle Zahlen.

Bei einer Reihe von Aufgaben muBl neben
der Anwendung von (2) noch eine Hilfsun-
gleichung bewiesen werden, wie etwa in
folgendem Beispiel:

Aufgabe (3/12/4): Beweisen Sie, daB fiir alle
positiven ganzrationalen Zahlen a und b

stets

%bg_\/a—b ist!
Wann gilt das Gleichheitszeichen?
Nach (1) ist a+b=2./ab. Wenn wir gezeigt
haben, daB

Jab=“t/dPb? ist, haben wir den ge-
forderten Beweis erbracht.
O. B. d. A sei a=b und somit ist a®~*> b2,
d. h. a® ®h*7°=1. SchlieBlich ist a®*%p°+®

. =a**a*~*h?°p* % 2 a?*b?* und damit ist auch

die Behauptung bewiesen.

Mittels der Ungleichung (2) kann man auch
Unmoglichkeitsbeweise erbringer}, wie etwa
in folgendem Beispiel.

Aufgabe (Vorolympiade 1960 Berlin/Leipzig):
Man beweise, daB die Gleichung

x4+ y3+23=2xyz
keine positiven Losungen haben kann!
Den Beweis fiihren wir indirekt, d. h. wir
nehmen an, daB die gegebene Gleichung
positive Losungen hat. Dann ist aber nach (2)
2 +y +22 233 %3323 =3xyz,
und damit 2xyz=3xyz.




Wegen x>0, y>0 und z>0 ist auch xyz>0
und somit wiirde folgen 2>3, was den ge-
suchten Widerspruch darstellt. Damit ist
die Behauptung bewiesen.

Aufgabe (1/12/4): Es seien u, v und w beliebige
gewihlte positive Zahlen, kleiner als 1. Man
soll zeigen, daB unter den Zahlen u(1—v),
v(1—w) und w(l—u) stets mindestens ein

Wert nicht groBer als % vorkommt.
Den Beweis fiihren wir ebenfalls indirekt,

d. h. wir nehmen an, es sei u(l—v)>i,

u(l—w)>i und w(l —u)>i.

Wegen O<u<1, 0<v<1 und O<w<l ist
nach (1)

1 1 —— u+l—v
—= G l—py)=—"—"——
2 \[4 Vull—o==—5

und analog

1 v+l—-w 1 w+l—u
c<———und < —.
2 2 2 2

Addieren wir diese drei Ungleichungen, so
erhalten wir den Widerspruch %<%
Wir wollen nun einige einfache Extremalauf-
gaben betrachten, die wir mit der Unglei-
chung (2) l6sen werden.

Aufgabe: Unter allen Quadern mit dem
Volumen V bestimme man_denjenigen, der
die kleinste Oberfliche O hat.

Losung: Die Langen der drei senkrecht auf-
einanderstehenden Kanten seien @, b und c.
Dann ist V=abc und O =2(ab+ bc + ca).

Nach (2) gilt g=ab+bc+cu%32/a2b2c2

=33/W, d. h.0> 63/?. Vist eine Konstante,
d. h. O wird minimal, wenn Gleichheit ein-
tritt. Das ist aber genau dann der Fall, wenn
ab=bc=ca, d. h. a=b=c ist. Der Wiirfel ist
also der gesuchte Quader. Ganz analog
kénnte man sich eine Oberfliche oder eine
Kantensumme vorgeben und den Quader
mit maximalem Volumen suchen.

Etwas komplizierter wird die Losung, wenn
wir unter alle Quadern mit der Kantensumme
k denjenigen bestimmen wollen, der die
kleinste Oberflache hat.

Es ist k=4(a+b+c) und 0=2(ab + bc + ca)

und ferner (9'202+b2+c2
+2ab +2bc¢ + 2ca.

Nach (1) folgt

2. 2 2, .2 2, 2
%b_g\/azbz=ab,a__;i>acb R

=t =

, 2

Somit erhalten wir:'
k 223(ab+bc+ca)=39,
4) 2

d. h k?
0—.
24
Die Oberflache O wird also maximal, wenn
2
0=% ist,d. h. wenn a=b=c ist.
Natiirlich brauchen wir uns nicht aul einen

Quader zu beschranken.

Aufgabe: Man bestimme unter allen Drei-
ecken mit dem Umlang u dasjenige mit dem
groBten Flacheninhalt A.

Losung: Die Seiten des Dreiecks seien a, b
und c¢. Dann ist u=a+b+c und nach der
Heronischen Dreiecksformel

u u u u
A= [-(z-a)c-b (-

2(2 a) (2 b) (2 o).
Wegen der Dreiecksungleichung ist
g——a>0, ;—b>0 und g—c>0.
Nach (2) folgt somit
3lu u u

-—a)z—b)z—-0)=

\/(2 al-nE-as

u u
= PR e

2——2——2=E und weiter
3 6
3 2
Aé\/g'z—:*:;—e\/j' A wird also ma-

ximal, wenn a=b=c ist.
Wir wollen nunmehr eine weitere wichtige
Ungleichung betrachten. Ist n=2 eine na-

tiirliche Zahl und sind a,, a,, ..., a, positive
reelle Zahlen, so wird der Ausdruck
PO | Y—
11 1
s T

als harmonisches Mittel bezeichnet.
Das harmonische Mittel von n positiven
Zahlen ay, a,, ..., a, ist stets nicht groBer
als ihr geometrisches Mittel, d. h.
Ualaz...ang% 3)
— =t
a, a, a,
wobei Gleichheil genau dann eintritt, wenn
a,=a,=...=a, ist. Wenden wir die Un-
gleichung (2) auf die positiven Zahlen
i, i, i an, so erhalten wir solort (3),
a, a, a,
wovon sich der Leser iiberzeugen kann.
Es sei noch bemerkt, daB natiirlich auch das

harmonische Mittel stets nicht gréBer als

das arithmetische ist Auch hier tritt genau

dann Gleichheit ein, wenn a,=a,=...=4q,
ist. Die Ungleichung
ay+a+... 44, n @
= 1 1
: Laky ot
a, a, a,

folgt aus den Ungleichungen (2) und (3)
wegen der Transitivitidt. Mit der Ungleichung
(4) 14Bt sich die

Aufgabe (6/10/3): Man beweise fiir positive
reelle a, b, ¢ die Ungleichung
111 9
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recht kurz 16sen, denn nach (4) ist
a+l7+c2 3 .
3 CILLd
a b ¢
woraus wir sofort die gewiinschte Beziehung
erhalten. Formen wir die Ungleichung (4)
um, so bekommen wir folgende interessante
Ungleichung

1.1
(a,+a,+..a)(—+—+.. +i)g n? Ist uns
eine der beiden Summen bekannt, so erhalten

wir solort eine Abschétzung fiir die andere.
Wihlen wir eine reelle Zahl x mit x#%m,

wobei m eine ganze Zahl ist, dann ist
sin?x +cos’x =1 und sin?x >0 und cos’x>0
und somit folgt aus

(sin?x +cos?x) ( ) =22

sinx | cosix
schlieBlich
1 1

sin?x coszx;4"
Dic Reihe der Aufgaben, zu deren Losung
man die Ungleichung (2) anwenden kann,
konnte man beliebig fortsetzen, aber sicher
reichen schon diese wenigen Beispicle aus.
um Niitzlichkeit und Vielfalt der Anwen-
dungsbereiche zu demonstrieren.
H .-D. Gronau (Kurzbiographie siehe S. 118)

Der Mensch
im StraBen-
verkehr

Autorenkollektiv, 183 Seiten,
zahlreiche Abb., Preis 9,80 M

Aus dem Inhalt:

Immer und tberall: Sicherheit!
Der Mensch im StraBenverkehr
Der gesunde und der kranke
Verkehrsteilnehmer

Technik und Verkehrssicherheit

. Transpress

VEB Verlag fiir Verkehrswesen,
Berlin

Dieses Buch ist Grundlage fiir
den Artikel auf Seite 112
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Die stereographische

Projektion
Teil 2

E. Schroder

6. Erzeugung von Paaren sich ergiinzender
Kreisbiischel durch
stereographische Projektion

Fiir die folgenden Untersuchungen stellen
wir uns die Kugelfliche « mit einem Netz
von Lingen- und Breitenkreisen iiberzogen
vor. Ferner wird k so auf r gelegt, daB sich x
und 7 in einem Punkt W des Aquators be-
rithren. Der diametral gegeniiberliegende
Aquatorpunkt Z ist das Projektionszentrum.
Damit ist die stereographische Projektion
von k auf = festgelegt. In der- Kartographie
bezeichnet man den hier vorliegenden Ab-
bildungsvorgang als einen querachsigen,
transversalen oder dquatorstindigen Karten-
entwurf. (siche Titelblatt)

Zunichst fragen wir nach dem Bild der
Meridiankreise. Sie stellen auf k eine Schar
von GroBkreisen dar, die sich simtlich in
N und S schneiden. Folglich gehen die Bild-
kreise der Meridiane durch die Bildpunkte
N’ und §’. Ein Sonderfall ist der durch Z
(und W) gehende Meridian. Dieser bildet
sich auf die Verbindungsgerade f/=f(N’S’) ab.
Aus Griinden der Symmetrie liegen die Mitten
der Bildkreise auf der Symmetralen e der
Strecke N'S’. Die Menge der den Meridianen
zugeordneten Bildkreise bilden in =n ein

7%

i
W

.~
S

MY
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elliptisches Kreisbiischel. Zu dem Bild nr
eines Meridiankreises m allgemeiner Lage
findet man den Mittelpunkt, indem man das
Lot von Z auf die Ebene durch m fillt und
dieses Lot mit der Bildebene n schneidet.
Dieser auf e liegende Schnittpunkt ist der
Mittelpunkt von n7. Nun sind noch die
Bilder der Schar von Breitenkreisen zu er-
mitteln. Auf Grund der Kreistreue der Ab-
bildung miissen diese eine zweite Schar von
Kreisen in 7 ergeben. Wegen der Winkel-
treue schneidet das Bild jedes Breitenkreises
jeden Kreis des vorliegenden elliptischen
Biischels senkrecht, denn das Gradnetz auf
K bildet ein orthogonales Netz. Da ferner je
zwei Breitenkreise auf x keinen Punkt ge-
meinsam haben, dirfen sich auch je zwei
Bildkreise der zweiten Schar in r nicht schnei-
den.

Die Mittelpunkte der Kreise dieser Schar
liegen auf der  Verbindungsgeraden
J=/(N'S"). Sie ergeben sich wieder als Bilder
der zu den Breitenkreisen gehdrigen Spitzen
von Tangentialkegeln. Man kann sich also
konstruktiv sehr leicht den Mittelpunkt und
einen weiteren auf f liegenden Kreispunkt
zur Konstruktion eines Kreises aus dem
zweiten Biischel verschaffen. Die Menge der
so konstruierten Kreise bildet ein hyper-

[

bolisches Kreisbiischel. Diesem gehoren auch
die Bilder der Punkte N und S an. Dies sind
die Nullkreise des hyperbolis'hen Biischels.
Da sie zugleich auch die Triagerpunkte des
vorliegenden elliptischen Biischels darstellen,
liegt hier ein Paar sich erginzender Kreis-
biischel vor. Der Aquator bildet sich auf die
Symmetrale e ab. Dies ist die Zentrale des
elliptischen Kreisbiischels.

Das Bild dieses Paares sich erginzender
Kreisbiisthel 148t auch eine physikalische
Interpretation zu. Bringt man in N und §’
je eine elektrische Punktladung an, die
dem Betrag nach gleich sind und entgegen-
gesetzes Vorzeichen besitzen, so entsteht
in einer Ebene durch N’ und S’ ein Netz
von Linien. Die Kraftlinien decken sich. mit
den Kreislinien des elliptischen, die Aqui-
potentiallinien mit den Kreislinien des hyper-
bolischen Biischels. Aus der Dichte der
Feldlinien kann auf die relative Stirke des
Feldes in einem Punkt geschlossen werden.
Die stereographische Projektion soll den
Zugang zu einem weiteren Paar sich ergin-
zender Kreisbiischel 6ffnen, das gleichfalls
wegen der physikalischen Anwendbarkeit
von Interesse ist. Die sich in W senkrecht
schneidenden Geraden e und f machen wir
zu Trigern von je einem Ebenenbiischel {¢}
und {¢)}. Diese schneiden die Kugelfliche x
nach je einer Schar von Kreisen {k.} und
{k,}. Die Kreise der Schar {k,} besitzen e
als gemeinsame Tangente in W. Die Kreise
der Schar {k,} besitzen f als gemeinsame
Tangente in W. Da sich e und f senkrecht
schneiden, schneidet auch jeder Kreis der
einen Schar jeden der anderen senkrecht in
W. Offenbar schneidet auch jeder Kreis der
einen Schar jeden Kreis der anderen auf x
in einem von W verschiedenen Punkt. Uns
interegsiert der Schnittwinkel von jg einem
Kreis aus {k,} und {k;} in dem von W
verschiedenen Punkt V. Die Spitze E des




Tangentialkegels an « in k, liegt auf f.
Die Spitze F des Tangentialkegels an x
in k, liegt auf e. Legt man durch E, F und
den Mittelpunkt von x eine Ebene o, so
muB der zweite Schnittpunkt V von k,
und &, symmetrisch zu W beziiglich ¢ liegen.
Wegen der bestchenden Symmetrie miissen
sich k., und k, in V gleichfalls senkrecht
schneiden. (s. Abb.).

Diese Feststellungen helfen weiter zur Be-
schreibung der in = liegenden Bilder von
{k.} und {k;}. Wegen der Kreistrene der
Projektion stellt {k} ein Biischel von Kreisen
dar, die e in W beriihren. Entsprechendes
gilt fir {k;}. Wegen der Winkeltreue der
Abbildung schneidet jeder Kreis des einen
Biischels jeden Kreis des anderen Biischels
in W und in je einem von W verschiedenen
Punkt V" senkrecht. Jedes Kreisbiischel stellt
fir sich ein parabolisches dar. Auf Grund
der besonderen Lageverhiltnisse handelt es
sich hier um ein Paar sich ergidnzender para-
bolischer Kreisbiischel. Bei einem Dipol
bilden die Scharen von Kraftlinien und
Aquipotentiallinien ein Paar sith ergin-
zender parabolischer Kreisbiischel.

Die hier unter vélligem Verzicht auf Mittel
der Analysis abgehandelte stereographische
Projektion wurde bereits von dem griechi-
schen Astronomen Hipparch von Nikaia
(190-125 v. Ztr.) zur bildhaften Darstellung
der Himmelskugel angewandt. Um 160 n. Ztr.
dbernahm sie Claudius Ptolemius bei Auf-
stellung von Erd- und Himmelskarten fir
seinen berihmten Almagest. Als Entdecker
der Kreistreue ist Jordanus Nemorarius
(um 1250) zu nennen. Die Bezeichnung
,.stereographische Projektion* geht auf den
Franzosen Frangois d’Aiguillon (1613) zu-
rick.

Abbildungen, bei denen die Schnittwinkel
von Kurven erhalten bleiben, bezeichnet
man als ,konforme Abbildungen'. Diese
spielen in der Funktionentheorie eine wich-
tige Rolle und lassen vielfiltige Anwendun-
gen zu. Konforme Abbildungen haben die
Eigenschaft, im Kleinen dhnlich zu sein. Die
stereographische Projektion findet — unter
giinstiger Anpassung des Punktes W an die
Lage des abzubildenden Kugelausschnittes —
in den amtlichen Kartenwerken der Nieder-
lande sowie der Volksrepubliken Polen, Un-
garn und Rumaianien Anwendung. Auch in
der Knstallographie bedient man sich dieser
Abbildungsart.

Die Mehrzahl der gebrduchlichsten karto-
graphischen Abbildungen lassen sich nicht,
wie hier, aul eine Zentral- oder Parallel-
projektion zuriickfihren. Man kann dafiir
lediglich Abbildungsgleichungen angeben.
Eigenschaften solcher Abbildungen kénnen
nur mit den Mitteln der Analysis erschlossen
werden. Man spricht dann auch von einem
Kartenentwurf und nicht von einer Projek-
ion. Am bekanntesten ist wohl der Mercator-
Entwurf, benannt nach dem Geographen

Gerhard Mercator, 1512-1594. Dieser besitzt
gleichfalls die Eigenschaft der Winkeltreue
und fiihrt Kugelloxodromen (Linien fester
Himmelsrichtung) in Geraden iiber. Karten
dieser Art finden in der Seefahrt vielfiltig
Anwendung und werden deshalb auch See-
karten genannt.

Eine andere fiir Anwendungen wichtige und
auch exakt erfiillbare Forderung ist die der
Flichentreue. Als Beispiele dafiir sind der
Lambertsche Zylinderentwurf, der Entwurf
von Mollweide und der Entwurf von Stab-
Werner zu nennen. Nach dem flichentreuen
Entwurf des Franzosen Rigobert Bonne sind
die amtlichen Kartenwerke Frankreichs, der
Schweiz, Belgiens, Schottlands und Irlands
angelegt. Eine gleichzeitige globale Erfiillung
der Forderungen von Flichentreue und Win-
keltreue ist jedoch nicht méglich, da dies
dquivalent mit der Forderung einer lingen-
treuen Abbildung ist.

Eine Aufgabe
von Dozent Dr.

Eberhard Schroder

A1288A Gegeben sind zwei sich nicht
schneidende Kreise k, und %, derart, daB
kein Kreis den anderen umschlieBt.

Man konstruiere zwei sich senkrecht schnei-
dende Kreise ¢, und ¢, so daB sich die
Kreispaare ¢; und k,, ¢, und k, ¢, und k;
sowie ¢, und k, senkrecht schneiden.
Anleitung: Man betrachte die gegebenen
Kreise &, und &, als Elemente eines hyber-
bolischen Kreisbiischels und die gesuchten
Kreise ¢, und ¢, als Elemente des dazu er-
ginzenden elliptischen Kreisbiischels.

BSB B. G. TEUBNER
VERLAGSGESELLSCHAFT
LEIPZIG 1974

Mit Carl Friedrich Gaup tritt uns einer der
bedeutendsten Naturforscher und Mathema-
tiker entgegen, den die Menschheit je hervor-
gebracht hat. Sein Wirken hat die von ihm
beriihrten mathematischen und naturwis-
senschaftlichen Fachrichtungen weitgehend
geformt. Vieles, was er erforscht und publi-
ziert hat, ist erst lange nach seinem Tode in
voller Tragweite deutlich geworden.

Das von Prof. Dr. H. Wufing verfaBte Biich-
lein stellt sich die Aufgabe, Leben und Wirken
von Gaufl einem méglichst groBen Kreis von
Schiilern, Studenten, Lehrern, Ingenieuren,
Naturwissenschaftlern und Mathematikern
nahezubringen.

Am 4. Mai 1977 feiern wir den 200. Geburts-
tag des groBen Wissenschaftlers. Mitte dieses
Jahres wurde aus diesem AnlaB vom Teubner-
Verlag cin Heft in der Reihe ,,Biographien
hervorragender Naturwissenschaftler und
Techniker'* herausgegeben. Jetzt sollten die
interessierten alpha-Leser dieses Buch kau-
fen, um sich langfristig und intensiv, sei es
fiir die Arbeit in den Arbeitsgemeinschaften,
Spezialistenlagern oder fiir Wandzeitungen
vorzubereiten. (Preis 4,70 M, Bestell-Nr.
665 700 8)
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Vorfahrt
beachten!
Teil 1

Noch immer verlieren taglich in unserer
Republik im Durchschnitt 6 Menschen an
den Folgen eines Verkehrsunfalles ihr Le-
ben, werden 126 Menschen zum Teil erheb-
lich verletzt und verursachen 139 Verkehrs-
unfille einen hohen volkswirtschaftlichen
Schaden. ’

Aufgabe 1:

Ein Motorrollerfahrer beachtete an einer
StraBenkreuzung in Berlin nicht die Vorfahrt
eines Pkw und stieB mit diesemn zusammen.
Die Folgen: Fahrer und Beifahrer des Mo-
torrollers muBten mit Knochenbriichen in
einem Krankenhaus stationir behandelt wer-
den. An den Fahrzeugen entstand Sachscha-
den. Und dies waren die Kosten:

Schadenskosten an den Fahrzeu-
gen 1290 M
Krankengeld, Lohnausgleich,
Schmerzensgeld, Schadenersatz
fiir Lohnausgleich 28620 M
bis zum Zeitpunkt der Kostenun-
tersuchung an den Soziusfahrer
gezahlte Rente 3840 M
Kosten fiir medizinische Hilfe und
Betreuung 4620 M
volkswirtschaftlicher Verlust durch

38500 M

Ausfall im ProduktionsprozeB3

Berechne den Gesamtschaden dieses Unfal-
les!

Oft ist der volkswirtschaftliche Schaden eines
Verkehrsunfalles um ein Vielfaches groBer
als in dem betrachteten Beispiel. Denken wir
hier etwa an einen Verkehrsunfall in der
morgendlichen Berufsspitzenzeit, durch den
Hunderte Werktatige verspitet ihren Ar-
beitsplatz erreichen.

Selbstverstindlich kann ein Verkehrsunfall
nicht nur an dem Faktor Geld gemessen
werden, denn es geht hier vor allem um Le-
ben und Gesundheit der von Verkehrsun-
fallen betroffenen Menschen.

Die hauptsichlichen Unfallursachen kén-
nen wir der folgenden Aufgabe entnehmen:

Aufgabe 2:

1971 ereigneten sich in der DDR 50861 Ver-
kehrsunfille, bei denen folgende Ursachen
besonders haufig auftraten:
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Ursache Verkehrs-
unfille
iberhohte bzw. unangemessene
Geschwindigkeit 13500
Nichtbeachten der Vorfahrt 7300
Fahren unter Alkoholeinflufl 3900
falsches Verhalten beim
Uberholen 3500
von FuBgingern verursacht 7800

Veranschauliche diesen Sachverhalt durch
ein Streckendiagramm!

Bei einem Verkehrsunfall ist jeder zur Lei-
stung der Ersten Hilfe bei Verletzten und
gegebenenfalls zur Einleitung weiterer MaB-
nahmen verpflichtet (Benachrichtigung des
DRK; Benachrichtigung der VP auBer bei
Verkehrsunfillen ohne Personenschaden und
mit Sachschaden unter 300 M).

Kenntnisse in der Ersten Hilfe sollte man
schon als Schiiler in einem DRK-Lehrgang
erwerben.

Die Verhiitung von Verkehrsunfallen ist eine
bedeutende gesellschaftliche Aufgabe. Um
trotz des stindig wachsenden StraBenver-
kehrs Ordnung und Sicherheit auf unseren
StraBen zu erhohen, sind MaBnahmen zum
Neu- und Ausbau des Strafennetzes und zur
Verbesserung der Verkehrsorganisation und
Verkehrstechnik erforderlich.

Doch der entscheidende Faktor bei der Ge-
wihrleistung einer Ordnung und Sicherheit
im Straflenverkehr ist und bleibt der Ver-
kehrsteilnehmer selbst mit seinem bewubBten,
disziplinierten, verkehrsgerechten und vor-
schriftsgemaBen Verhalten.

An 11% der 50861 Verkehrsunfille des Jah-
res 1971 waren Biirger im Alter von iiber
60 Jahren ursichlich beteiligt. Bei einem Teil
der dlteren Biirger hat die Leistungsfahigkeit
so nachgelassen, daB ihre StraBenverkehrs-
tauglichkeit sogar als FuBgiinger sehr ernst
in Frage gestellt sein kann. Altere Biirger,
die sich dem Uberqueren einer verkehrs-
reichen StraBe allein nicht mehr gewachsen
fithlen, sollten einen anderen Biirger um
Hilfeleistung bitten. Jedoch auch an 9,7%
der Verkehrsunfille des Jahres 1971 waren
Kinder ursichlich beteiligt. Im Kindesalter
liegen die meisten FuBgangerunfille bei den
5- und 6jdhrigen, die meisten Fahrradunfille
bei den 10- bis 15jdhrigen.

Wir schiitzen unsere eigene Gesundheit und
helfen Verkehrsunfille vermeiden, wenn wir
die Verkehrsvorschriften und die sich aus
ihrem Nichteinhalten ergebenden Gefahren
kennen, wenn wir uns Fertigkeiten im ver-
kehrsgerechten Verhalten anerziechen und
wenn wir uns stets bewuBt verkehrsgerecht
verhalten.

Im Beitrag ,,Achtung Kreuzung — Vorfahrt
beachten!* (alpha 5/70) wurden die Regeln
der Vorfahrt an Kreuzungen und Einmiin-
dungen durch vorfahrtregelnde Verkehrs-
schilder erldutert. Im jetzigen Beitrag sollen
die Begriffe Reaktionszeit, Bremsweg, An-
halteweg, Sicherheitsabstqnd u. a. erliu-
tert und ihre Bedeutung fiir das Einschitzen
von Verkehrssituationen betrachtet wer-
den.

Das Tachometer eines Autos oder Motor-

rades gestattet die MaBzahl der in lihm (gele-

sen: Kilometer pro Stunde) gemessenen
Fahrzeuggeschwindigkeit v abzulesen. Bei
konstanter Geschwindigkeit v besteht zwi-
schen Fahrzeit ¢, Fahrweg s und v die Be-
ziehung: L s=v-!

Aufgabe 3:
Auf der Autobahn betrégt fiir einen Lkw die

zulissige Hochstgeschwindigkeit 80 kh_m Ein

Lkw passiert 8.15 Uhr auf der Autobahn das
abgebildete Hinweiszeichen:

Dresden 105km

Zwickau

Meerane
Gossnitz
Altenburg

Wann kann dieser Lkw bei Weiterfahrt auf
der Autobahn und Einhalten der Autobahn-
ordnung frithestens die erste Dresdener Auto-
bahnabfahrt erreichen?

So wie Langen mit MabBeinheiten wie Kilo-
meter (km), Meter (m), Millimeter (mm)
u. a. angegeben werden konnen, lassen sich
auch Geschwindigkeiten in verschiedenen
Einheiten angeben! Zur Ubung wollen wir
die folgende Aufgabe gemeinsam losen.

Aufgabe 4:

Rechne die gemif abgebildetem Verbots-
zeichen zuldssige Hochstgeschwindigkeit um

in die MaBeinheit ? (Meter pro Sekunde)!

km 30 1000m 25m. ,lm
g 300R 2T, RSOy o W
Losung: 30 =T €5 60s 35 35
~8,332.
S



In der Tabelle (rechts) sind in den beiden
ersten Spalten verschiedene Geschwindigkei-

ten jeweils in k_l:n_ und in P angegeben. Die
s

folgende Aufgabe solist du unter Verwen-
dung der Tabelle I und der Formel I 16sen!

Aufgabe 5:

Die beiden abgebildeten Gebotszeichen ste-
hen an einer StraBe in einem gewissen Ab-
stand s5. Kraftfahrzeuge, die nicht verkehrs-
widrig gefahren werden und keine Panne
haben, benétigen zum Durchfahren dieses
Streckenabschnittes hochstens 41 s. Wie grof8
ist der Abstand beider Verkehrszeichen?

Im Interesse der Verkehrssicherheit ist es fur
jeden Verkehrsteilnehmer, ganz gleich ob
Kraftfahrer, Radfahrer oder FuBginger,
wichtig, itber das Zumhaltenbringen eines
Kraftfahrzeuges Bescheid zu wissen.

Bei jedem Fahrer verstreicht eine gewisse Zeit
vom Wahrnehmen eines optischen, akusti-
schen oder taktilen Signals, also der Auffor-
derurig zu einer Reaktion, bis zum Beginn
der Antworthandlung. Im Durchschnitt be-
trigt diese Zeitspanne 0,78 s. An diese erste
Zeitspanne schlieBt sich eine zweite an, nach
der erst die gewiinschte Reaktion erreicht
wird. In dieser zweiten Zeitspanne kann z. B.
bei einem Autofahrer das Umsetzen des
rechten FuBes vom Gas- auf das Bremspedal
und das Betitigen des Bremspedals bis zum
Eintritt der gewiinschten Bremswirkung er-
folgen. Beide Zeitspannen wollen wir (ver-
einfachend) unter dem Begriff Reaktionszeit
fx zusammenfassen. Der normale Mittel-
wert der Reaktionszeit betrigt etwa 1 s. Die
normale durchschnittliche Reaktionszeit
kann bei Schreck- und Stdrreizen unterbo-
ten, ja aber auch erheblich, namlich bis zu
40 s liberschritten werden. Es gibt auch Bei-
spiele dafiir, daB es infolge Schreckstarre zu
iberhaupt keiner reaktiven Bewegung
kommt. Wihrend der Reaktionszeit rollt
das Fahrzeug mit der gleichen Geschwindig-
keit weiter! Den Weg, den das Fahrzeug
in der Reaktionszeit zuriicklegt, wollen wir
als Reaktionsweg sg bezeichnen. GemiB For-
mel I gilt:

1L Sg="0" g

Aufgabe 6:
a) Gib mittels Tabelle I den Reaktionsweg

fiir v=90 E}:E (zuldssige Hochstgeschwindig-

keit fiir Pkw und Krider auBerhalb geschlos-
sener Ortschaften) und tz=1s an!

b) Ein Fahrer fihrt entgegen den Bestim-
mungen des § 5 StVO (StraBenverkehrsord-
nung) nach AlkoholgenuB mit seinem Pkw.

Tabelle I: Bremsweg s in m

=
B

Wie gro8 ist der Reaktionsweg fiir v =100 km
und 73=13s7 h
Als Bremsweg sy wird die Strecke bezeichnet,
die ein Fahrzeug vom Wirksamwerden der
Bremsen bis zum Stillstand durchfihrt. Der
Bremsweg ist abhdngig von der Fahrge-
schwindigkeit v (bei Einleiten des Bremsvor-
ganges) und von der Bremsverzogerung a.
Unter der Annahme, daB das Abbremsen
mit der konstanten Bremsverzogerung a
geschieht, gilt die Formel:

vZ
I1I. s,—z
Aufgabe 7:
Berechne mittels Formel III und Tabelle I

den Bremsweg eines Fahrzeuges fir v=70 kh_m
und a= SE2 !
s

Die schon mehrfach benutzte Tabelle I ge-
stattet auch, fir bestimmte Geschwindigkei-
ten und Bremsverzégerungen den zugehori-
gen Bremsweg abzulesen.

Aufgabe 8:

Erg:'inzé so, daB wahre Aussagen entstehen!
a) Bei gleicher Bremsverzogerung a gilt:
Je groBer die Fahrgeschwindigkeit v ist, desto
.......... ist der Bremsweg s5.

b) Bei gleicher Geschwindigkeit v gilt: Je
groBer die Bremsverzogerung a ist, desto
.......... ist der Bremsweg sp.

Der Anhalteweg s, eines Fahrzeuges setzt
sich additiv aus Reaktionsweg sg und Brems-
weg Sy zZusammen:

IV s,=sz+ss

Aufgabe 9:

Ermittle unter Benutzung von Tabelle I den
Anhalteweg eines Fahrzeuges, dessen Fahrer
mit der Reaktionszeit r,=1s reagiert, das

mit der Geschwindigkeit v=100 kh_m fahrt
und das mit der Bremsverzégerung a=5,4 Ez
s

abgebremst wird!

Ein Fahrer kann nur dann einen Zusammen-
stof mit einem Hindernis vermeiden, wenn
er dies in einem Abstand ausmacht, der nicht
kleiner als sein Anhalteweg ist; z. B. begren-

>
3
N
v
S
s
e
&

zen parkende Fahrzeuge, Nebel, starker
Regen und Schneetreiben gegebenenfalls-::r—
heblich die Sichtweite.

Aufgabe 10: i
Bei Antritt einer Fahrt hat der Fahrer eines
Kraftfahrzeuges die vorgeschriebene Brems-
probe durchzufiihren, um u. a. festzustellen,
ob die Betriebsbremse die nach § 47 StVZO
(StraBenverkehrszulassungsordnung) vorge-
schriecbene Bremsverzoégerung zu erreichen
gestattet. Diese betrdgt fiir einen Pkw mit
Hochstgeschwindigkeit iiber 100? 5,0?2.
Bei einer Bremsprobe bringt ein Fahrer seinen
Pkw (mit der Hochstgeschwindigkeit

120 kh_m> beim Fahren auf trockener nor-

malgriffiger StraBe mit der Geschwindigkeit
v=30 l% bei maximaler Betitigung des

Bremspedals nach 8 m Bremsweg zum Ste-
hen. Priife mittels Tabelle I, ob dieser Pkw
verkehrssicher ist!
Jedem Fahrradfahrer sei empfohlen, auch
mit seinem Fahrrad Bremsproben durchzu-
fiihren, und zwar einerseits mit der Betriebs-
bremse (Riicktrittbremse) sowie auch mit
der Handbremse.
Mutet man den Reifen zu, das Fahrzeug stir-
ker zu beschleunigen oder -stirker durch
Bremsen zu verzogern, als es die Haftreibung
zwischen Reifen und StraBendecke zuldfBt,
so tritt in zunehmendem Mafe ein Gleiten
aul. Dabei bricht das Fahrzeug haufig aus
der Spur aus, und seine Lenkfihigkeit ist
zumindest stark begrenzt. Zwei Extremfille
seien hier besonders genannt:
a) Beim Anfahren auf vereister Fahrbahn
mit zi groBer Beschleunigung drehen sich
die Antriebsrider, und das Fahrzeug bleibt
auf der Stelle stehen.
b) Wird ein Fahrzeug auf schliipfrig nasser
oder vereister Fahrbahn mit zu groBer Ver-
zégerung abgebremst, so blockieren die Ré-
der, und das Fahrzeug rutscht als Schlitten
weiter.
In Heft 6/74 bieten wir eine Reihe von Auf-
gaben zur Ubung und Vertiefung.

W. Trdger
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In freien Stunden ﬂlllhil heiter

Bildungsliicke
W. Tilman, Moskau

Fremdkorper

Olaf sollte eine Menge von Briichen in echte und un-
echte einteilen. Er schrieb als Losung:

. 1 381 17

A (echte Briiche) 7 5% 5 3%
B (unechte Briiche) 19 8 7 2 28
3 5295

Wie man sieht, hatte er in jede der beiden Teilmengen
einen Bruch eingeordnet, der eigentlich in die andere
gehorte. In den folgenden Fillen ist eine Menge na-
tiirlicher Zahlen nach einem bestimmten Merkmal
in zwei Teilmengen 4 und B zerlegt worden. Auch
hier ist jeweils ein Element in die falsche Menge
geraten.

Finde bei den folgenden drei Aufgaben diese Fremd-
korper heraus! Uberlege dazu, nach welchem Merk-
mal die Einteilung erfolgt sein kénnte! Als Hilfe
und zur Kontrolle sei hinzugefiigt, daB die Summe
der sechs falschen eingeordneten Zahlen 80 betrigt.

Ala 4 2 3 5 9 11

B 4 8 28 47 60
A2a 4 2 3 5 911

B 7 8 22 36 45
Ala 4 2 3 5 9 11

B 416 17 23 44

Oberstudienrat K.-H. Lehmann, VL4V Berlin

Ritselpyramide

In jedes Feld der Figur ist ein Buchstabe so einzuset-
zen, daB in den Zeilen Wortbilder mit folgender Be-
deutung entstehen:

1. Zeile: Operationszeichen

2. Zeile: Seite einer Gleichung

3. Zeile: Gesamtheit von Objekten

4. Zeile: Geometrischer Grundbegriff

5. Zeile: Spezielle Abbildung
Zwischen den Buchstaben der Zeilen besteht folgender
Zusammenhang:
Werden von den Buchstaben einer Zeile zwei geeignete
Buchstaben weggelassen und werden drei geeignete
andere Buchstaben hinzugenommen, so werden die
Buchstaben in der darunterstehenden Zeile erhalten.
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Werden von den insgesamt weggelassenen acht Buch-
staben wiederum zwei geeignete Buchstaben gestri-
chen, so bilden die sechs verbleibenden Buchstaben
bei geeigneter Anordnung das Wortbild eines mathe-
matischen Begriffes. Welcher Begriff ist das?

L1 ]

Mathematikfachlehrer W. Trdger, Schiofberg-OS Débein

Kilogramm oder Meter?

In der Molkerei verlangte Hagen ein halbes Kilo
Milch.

,»Mein Junge*, belehrte ihn die Verkauferin, ,,die
Milch wird nicht gewogen, sie wird gemessen!‘
.50, liberlegte der Kleine, ,,dann geben Sie mir bitte
einen halben Meter!*

Bedeutende Mathematiker gesucht!

Trage in das obige Schema die Namen von acht be-
deutenden Mathematikern ein. Zur Erleichterung
konnen die Lebensdaten dieser Mathematiker dienen.
Reiht man die Buchstaben auf der gestrichelten Linie
aneinander, so erhilt man einen Begriff, mit dem jeder
alpha-Leser bereits gearbeitet hat.

(ei ein Buchstabe, it = ue)
Mathematikfachlehrer K.-H. Gentzsch, Altenburg

1

1646 bis 1716

¥ > 1643 bis 1727
T 1839 bis 1873
“ P> 1704 bis 1752
5 A 5

<. 1552 bis 1632
* o> 1471 bis 1528
7 1845 bis 1918

um 624 bis 547 v. u. Z.




Gespiegeltes!

Das links stehende Gebilde ist rechts unter den fiinf
Vertretern einmal gespiegelt vorhanden. Welches ist
Oberlehrer H. Pitzold, VH Waren/Miiritz

es?

4

2

3

4

5

FE

£

44

4F

E

Ed

&

Ad

A

4

bOs

b

Ab

Nned3

Ueq3

nsad

i9eu

n2qe

1

Die Zahl 10 000 gesucht

Jede Ziffer soll neunmal verwendet werden! Ergiinze
das folgende Schema!

H141-111+1)

4-4-4-4+4+4+4-4-4

6L+66'6+66—2%—

6

999
999 999

Dr. Ch. Lange, Fachlehrer fiir Musik, IfL Leipzig

,,Tiei'ische“ Mathematik

EBER
ENTE
GANS
R ABE

TIERE

Gleichen Buchstaben entsprechen gleiche Ziffern.
Jedoch beachte:
Die Ziffer ,,3*, die fehlt, na ja! Dafiir sind all die

andern da!
O. Splett, Fachlenrer fiir Russisch, OS Regis-Breitingen

Gastronomisches Riitsel

Stellt der Koch auf jeden Tisch
eine Portion leckren Fisch,

so fehlt einer Portton Fisch

ein Tisch.

Stellt der Koch auf jeden Tisch
zwei Portionen Fisch,

so bleibt ein Tisch

ohne Fisch.

Wieviel Tische?

Wieviel Fische?

Kryptarithmetik
AOLA: L &=

Mathematikfachlehrer
Bottke, Colpin

AR

- % +
gedl+ OO=00A

SLO-65D=-0@0

- aus: Matematicki List, Beograd

Geometrisches Ornament

Wenn du die Aufgabe nicht 1st, gehst du baden
Utschitelskaja gaseta, Moskau
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Losungen

XII1. Olympiade Junger Mathematiker der
DDR

Losungen zu den Aufgaben der DDR-Olym-
piade
Olympiadeklasse 10

1. Losung des Schiilers Norbert Schieweck,
Magdeburg (bearbeitet):

Der Halbkreis k, erfiillt genau dann Bedin-
gung (2), wenn sein Mittelpunkt M, auf der
Winkelhalbierendendes Winkels ¥ ACB liegt.
Wegen (1) ist M, dann der Mittelpunkt der
Strecke AB. Wir berechnen nun r,:

Es gilt xACM,=30° und damit r, : M,C
=sin 30°,d. h.

(4  2r,=M,C. Da M,C Hohe im gleich-
seitigen Dreieck ABC ist, gilt

&)
Aus (4) und (5) lolgt

a =
(6) =7 V3
Wegen (3) muB auch der Mittelpunkt des
Kreises k, auf der Winkelhalbierenden des
Winkels ¥ ACB liegen. Da der Kreis k,

den Halbkreis k, von auBen beriihrt, giit
CM,=CM,—r;—r, und wegen (4) und (5)

0 an=ty-r

M,C=2 /3 mita= 4B

Es folgt nun wie oben 2r,=CM, und mit (7)
® ~£ /3. Aus (6) und (8) folgt

ryiry=3:1und r;>r,.
Anmerkung: Auch ohne Anwendung der
Trigonometrie war diese Aulgabe sehr leicht
zu 16sen. Das spiegelt sich auch in den
erreichten Punktzahlen wider:

0 1 2 3 4 5 6 Punkte

1 1 0 1t 73653 Anzahl
Aber obwohl - oder vielleicht sogar gerade
weil — diese Aufgabe so leicht war, zeigte sie
besonders deutlich eine Schwiche unserer
Schiiler auf: Ungenaue Formulierungen und
umstéindliche Losungswege. Das war bei
etwa der Hilfte aller Schiiler zu verzeichnen!
Dr. H.-liirgen Sprengel, Pidagogische
Hochschule Kar! Liebknecht, Potsdam

2. (I) Es werde angenommen, daB -das in
Bild 1 dargestellte Dreieck 4BC die Bedin-
gungen der Aufgabe erfiillt. P, Q und R
sind die Halbierungspunkte der Dreieck-
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seiten BC bzw. CA bzw. AB. § ist der Schnitt-
punkt der drei Seitenhalbierenden. Es gilt
§:§=§:§§=2:1.

Nach den Strahlensitzen ist QR parallel BC.
Ferner schneiden sich QR und die Seiten-
halbierende AP im gemeinsamen Halbie-
rungspunkt T Wegen xACB=90° und

BC||QR gilt auch ¥ AQT=90".

(II) Ein Dreieck ABC geniigt den Bedingun-
gen der Aufgabe, wenn es in folgender Weise
konstruiert werden kann:

(1) Man konstruiert auf einer Geraden g
vier Punkte 4, T, S, P in dieser Anordnung,

so daB ,ﬁ=%sa, ﬁ=ésﬂ, §;=%su gibt.

(2) Man schldgt je einen Halbkreis k; iiber
AP und k, iiber AT derart, daB k, und k,
der gleichen Halbebene beziiglich g ange-
horen. -

(3) Man schldgt den Kreis k; um S mit
%sb als Radius. Dieser schneidet k, in Q.

(4) Man verbindet 4 mit Q und verlidngert
AQ iiber Q hinaus bis zum Schnitt mit k.
Man erhilt C.

(5) Man verbindet C mit P und verldngert
CP iiber P hinaus. Man verbindet Q mit S
und verldngert QS iiber S hinaus. Die Gera-
den (CP) und (QS) schneiden sich in B.

(III) Beweis, daB jedes so konstruierbare
Dreieck ABC den Bedingungen der Aulgabe
geniigt:

Nach Konstruktion ist AP die von A4 aus-
gehende Seitenhalbierende in AABC mit
der vorgegebenen Linges,. Wegen E=§sn
ist S der Schwerpunkt von AABC. Wegen
BC|QT, 2AT=AP und y=90° liegen C aul
dem Halbkreis k, iiber AP, Q auf dem Halb-
kreis k, iiber AT, und Q ist Halbierungspunkt
der Seite AC. Auf Grund der Umkehrbarkeit
des Satzes iiber das Teilungsverhiltnis von
Seitenhalbierenden im Dreieck schneiden
sich die Geraden (QS) und (CP) in B derart,
daB PC=PB und BS=2S0Q gilt. Also stellen
AP und BQ die Seitenhalbierenden beziiglich

der Katheten des rechtwinkligen Dreiecks
ABC dar.

(IV) Die Konstruktionsschritte (1) und (2)
ergeben bis auf Kongruenz cindeutig A, T,
S, P, k,, k,. Unter (3) ergibt sich der Punkt Q
genau dann, wenn die Ungleichungen

gs <1s +ls und ls <gs
3@ 20 3% 3%t "3

erliillt sind.

Es muB also s, < 2s, und s, <2s, ™
gelten. Mit 5,=6 cm und s,=8 cm wird (¥)
befriedigt. Daher existiert auch der Schnitt-
punkt Q. Damit fiithrt (4) auf C. Wegen
PC+QS liefert (5) den dritten Eckpunkt B
des Dreiecks ABC.

Aufgabe 2 war 99 Schiilern der Klassenstufe
10 zur DDR-Mathematikolympiade gestellt
worden. Hierbei konnten maximal 7 Punkte
erreicht werden. Es ergab sich der folgende
Punktespiegel:

01 2 3 4 5 6 7 Punkte
3111 6 711 11 14 8 Schiiler

Etwa ein Drittel der Schiiler wufite mit der
Aufgabe so gut wie nichts anzufangen. Bei

‘Lésungsansdtzen wurden vielfach arithme-

tische Hilfsmittel herangezogen. Dies [iihrte
in der Regel auf umstindliche aigebraische
Ausdriicke, deren konstruktive Umsetzung
wegen der damit verbundenen Zeichenunge-
nauigkeiten (schleifende Schnitte, Verbin-
dung dicht benachbart liegender Punkte) un-
befriedigende Losungen ergab. Zum Beispiel
besaflen die mit den errechneten GroBen
konstruierten Dreiecke aul Grund der Zei-
chenungenauigkeiten bei C keinen rechten
Winkel, wodurch beim Schiiler Zweilel iiber
die Richtigkeit seiner Ldsung entstanden.
Auch die Existenzaussage fanden die Schiiler
nach dieser Methode nicht. Zu guten Lo6-
sungen fihrte vorwiegend die Grundidee,
das Dreieck ABC zu einem Parallelogramm
zu erginzen; z. B. ergeben sich durch zen-
trische Spiegelung des Dreiecks ABC samt
Schwerpunkt S an P die Punkte A* und S*.

An der Figur wurde dann richtig erkannt, daB
der Punkt C einerseits aul dem Halbkreis
des Thales iiber AP liegt. Andererseits muB3

cs* =§s" gelten. B erhilt man dann durch

Spiegelung von C an P. Auch die an P zen-
trisch gespiegelte Konstruktion findet sich
bei einigen Teilnehmern. Die volle Punkt-
zah! wurde nur an jene Teilnehmer vergeben,
die auch die Existenzaussage richtig gefun-
den und formuliert hatten.

Dozent Dr. E. Schréder, TU Dresden



3 A. 1. Losung (Vorschlag der Aufgaben-
kommission)

a) Nach Konstruktion haben die gerichteten
Strecken QE, EX die Lingen 1 bzw. xq;
also hat die gerichtete Strecke QX die Linge
1+xo Fir xo%0, —1 zeigen wir, daB das”
Dreieck EPX zum Dreieck QXY gleichsinnig
dhnlich ist. Ist namlich x,>0 oder x5 < —1,

Y y
Y X, 20 =7 <X, <0
[3 X F
a Q
X [ Y ¢
0 P x [ P x
y
Y
X, <-1
¥ Q [3

< g

0 ) x

so liegt E zwischen Q und X oder Q zwischen
X und E, also in beiden Fillen Q zwischen
O und Y, es gilt XEPX=90°—- xEXP
= ¥ QXY, die Dreiecke stimmen also in den
rechten Winkeln bei E bzw. Q und in den
spitzen Winkeln bei P bzw. X iiberein; beim
Umlauf der Dreiecke EPX und QXY in der
angegebenen Reihenfolge der Ecken werden
die Strecken QF und QX in entgegengesetzter
Richtung durchlaufen, und die Dreiecke
liegen aul verschiedenen Seiten von g, woraus
die gleichsinnige Ahnlichkeit folgt. Ist aber
—1<x¢<0, so0 liegt X zwischen Q und E und
daher Y auf dem Strahl aus Q durch O; es
gilt xEPX=90°— ¥ EXP=180°—90°

— XxEXP=%QXY, die Dreiecke stimmen
also wieder in den oben erwihnten Winkeln
iiberein.

Bei dem angegebenen Umlaufsinn werden
QFE und QX in gleicher Richtung durch-
laufen, und die Dreiecke liegen auf derselben
Seite von ¢. Somit gilt, wenn x,+0, —1 ist,
fir die Linge g, der gerichteten Strecke QY
die Proportion 1 :xy=(14x,) :g,, also ist
(1) go=0(xo+ 1)xq. Fiir xo=0 oder xo=—1
gilt X=E oder X=0 und daher in beiden
Fillen Y=Q, also g,=0, d. h. ebenfalls (1).
Daher hat in jedem Falle Y die Ordinate
1+go=xt+xo+1, w. 2z b. w.

b) Angenommen, x, wire eine reelle Nullstelle
von f. Dann fiihrte das mit dem entsprechen-
den Punkt X ausgefihrte Verfahren auf
Y=0, also £ PX0=90°. Daher lige nach
der Umkehrung des Satzes von Thales X
auf dem Kreis mit OP als Durchmesser.
Das ist aber ein Widerspruch, da dieser Kreis
keinen Punkt mit g gemeinsam hat.

2. Losung: a) Nach Konstruktion hat die
Strecke QF die Linge 1 und die Strecke EX
die Lange |x,| — Fallunterscheidung:

(1) x¢>0. Dann hat die Strecke QX die Linge

l+|xo), d. h. 1+x, Wegen ¥EPX=90°
—~ XEXP=%QXYund £ XEP= & YQX
=90° sind die Dreiecke EPX und QXY ein-
ander dhnlich. Hieraus ergibt sich die Pro-
portion ﬁ:ﬁ=Q—X:Q_}' und wegen EX
=|xo|=xo daher 1:x,=(14xp):QY. Also
ist QY=(I+xo)xo=x%+x, Fiir die Ordi-
nate des Punktes Y ergibt sich folglich
x2+xo+1

(2) xo<—1. Dann hat die Strecke QX die
Lénge |xo| — 1, d. h. —x,— 1. Aus den gleichen
Griinden wie im Fall (1) sind die Dreiecke
EPX und QXY einander dhnlich. Hieraus
ergibt sich die Proportion EP . EX= Q_X : é?
und  wegen  EX=|xo|=—x, daher
1:(=xg—1)=—xq Q—}—’ Also ist (ﬁ’
=(—xo—1)(—xo)=xZ+x, Fiir die Ordi-
nate des Punktes Y ergibt sich [olglich
x3+xo+1.

(3) —1<xy,<0. Dann hat die Strecke QX
die Linge 1 —|xo|, d. h. 1+x,. Aus den glei-
chen Griinden wie im Fall (1) sind die Drei-
ecke EPX und QXY einander dhnlich. Hier-
aus ergibt sich die Proportion EP:EX
=QX : QYund wegen EX = |x,|= — x, daher
1:(—xg)=(14xo) : QY. Also ist Q¥Y=(1 + x,)
“(—xg)=—x3—x, Fiir die Ordinate des
Punktes Y ergibt sich folglich 1—(—x2—x,)
=x3+xo+1. )

(4) Fiir xo=0 oder xo=—1 gilt X=E oder
X=0Q und daher in beiden Fillen Y=0Q,
also Y_Q=0. Die Ordinate von Y ist also in
beiden Fillen gleich 1. Andererseits ergibt
x2+x,+1 sowohl fiir xo=0 als auch fiir
auch fiir xo=—1 gleich 1.

b) Wie bei 1. Losung.

Bemerkungen: Der Schwierigkeitsgrad dieser
von 48 °/, der Schiiler bearbeiteten Wahl-
aufgabe war der DDR-Stufe durchaus ange-
messen. Obwohl den Schiilern der Begrifl
,Ldnge einer gerichteten Strecke“ nicht be-
kannt war, wurde der Aufgabentext von kaum
einem Schiiler miBverstanden. Die Haupt-
schwierigkeit bestand vor allem darin, eine
volistindige Fallunterscheidung vorzuneh-
men, d. h. alle Fille zu erkennen und jeden
dieser Fille zu diskutieren. Viele Schiiler
erkannten nicht, daB der »Fall“ xq <0 nicht
»mit einem Schlag* erledigt werden kann,
sondern in drei Teilfille (die Fille (2), (3),
(4) entsprechend der 2. Lsung) zerfillt.
Eine weitere Schwierigkeit bestand [ir viele
Schiiler in der Verwendung von Bezeich-
nungen. Sie arbeiteten zwar im allgemeinen
mit den Betrigen von x,, beachteten dies
jedoch in der Schreibweise nicht. Eine Losung
entsprechend dem Vorschlag der Aufgaben-
kommission wurde von keinem Schiiler ge-
liefert, da den Schiilern ein Operieren mit
negativen Lingen gerichteter Strecken véllig
ungewohnt war und ihnen auch nicht be-
kannt sein konnte, daB die (den Schiilern
bekannten) Ahnlichkeitssiitze im Falle gleich-
sinniger Ahnlichkeit von Dreiecken auch
hinsichtlich der Lingen gewisser gerichteter
Strecken als Dreiecksseiten gelten. Beim

Teil b) hatten die meisten Schiiler Schwierig-
keiten bei der Fithrung und Formulierung
des indirekten Beweises. Eine recht elegante
vektorielle L&sung lieferte der Schiiler
Thomas Hoffmann (Erfurt). Fast ebenso
elegant waren die Losungen der Schiiler
Friedhelm und Norbert Schieweck (Magde-
burg), die sich aul den Kalkiil der Analyti-
schen Geometrie stiitzten. Eine sehr iiber-
sichtliche und vollstindige Losung im Sinne
des zweiten Losungsweges legte der Schiiler
Karl-Heinz Wenzlaff (Neubrandenburg) vor.
Verteilung der Punktstufen:
01 2 3 4 5 6 7 Punkte
2 3 6 913 4 5 5 Anzahl

Dr. M. Rehm, Humboldt-U niversitit Berlin

3 B I. Losung: Sei (x, y) ein Zahlenpaar mit
den verlangten Eigenschaften. Dann gilt
=42t —xt=
=x*+8x> +24x> +32x+ 16— x*
=8(x3+3x2+4x+2)
=8[(x+1)*+(x+1)].
Folglich ist y eine gerade Zahl, und mit

y=2u, x+l=v
erhalten wir fiir die ganzen Zahlen u und v
wW=v+o m

Wire v>0, so folgte aus (1) zuniichst u’>¢3,
also u>v, und hieraus wegen der Ganzzah-
ligkeit von « und v

u2v+ 1, und hieraus
W2 w+1)P =03 +302+3v+1>0+¢ im Wi-
derspruch zu (1).
Wire v <0, so folgte aus (1) zunichst 1> < v,
also u<v. Wegen der Ganzzahligkeit von u
und v wire also u<v—1, und damit
wW=Lw-1)Y =0>—3024+3v—1<v?>+vim Wi-
derspruch zu (1).
Daher kann nur fiir v=0, d. h. x=—1 ein
Zahlenpaar mit den verlangten Eigenschaf-
ten existieren. Aus (1) folgt hierfiir u=0,
also y=0.
Die Probe zeigt, dal das Zahlenpaar (—1, 0)
tatsidchlich die Gleichung

(x+2*—x*=y?
erfiillt. Also hat genau dieses Zahlenpaar die
verlangten Eigenschaften.
2. Lésung: Wie in der 1. Losung finden wir

y3=8x%+24x%+32x + 16.
Wegen (2x+2)> =8x3+24x* +24x+8
=y*—8x—8
(2x+3)° =8x3 +36x? + 54x +27
=y3+12x%+ 18x + 11 erhalten wir
2x+2° <y?<(2x+3)°
fiir alle ganzzahligen x mit x> —1.
Entsprechend erhalten wir fiir alle ganzzah-
ligen x mit x < —1

@x+ 1P <y?<(2x+2)%.
Folglich gibt es fir x+ —1 kein Zahlenpaar
mit den verlangten Eigenschalten. Weiter
schlieBen wir wie in der 1. Losung.
Bemerkungen: Von 52 Schiilern, die die
Wahlaufgabe bearbeitet haben, konnten nur
2 keinen Punkt erreichen. Das zeigt, daB die
Aufgabe verstdndlich war. Dennoch konnten
nur 6 Schiiler die volle Punktzahl erreichen.

und
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Folgende Fehler traten gehiuft auf:
1. Unzuldssige Verallgemeinerungen. Aus der
Tatsache, daB es fir x=0 und x=1 jéweils
kein Zahlenpaar mit den verlangten Eigen-
schaften gibt, wird geschlossen, daB es fiir
alle ganzen Zahlen x mit x =0 kein geeignetes
Zahlenpaar gibt. Wir bemerken, daB zwei
oder mehrere Beispiele nicht die allgemeirie
Tatsache beweisen, daB
8x3+24x2+32x+16
fir ganzzahlige x mit x=0 keine Kubikzahl
ist. In der 2. Losung haben wir den Beweis
dafiir geliefert. Entsprechendes gilt fiir alle
ganzen Zahlen x mit x< —2.
2. Vorzeichenfehler. Einige Schiiler begannen
die Losung unter Verwendung der binomi-
schen Formel a®>—b%®=(a+b)(a—b) mit
(x+2)* —x*=[(x+2)* +x2]
[(x+2)* —x?]
=[(x+2)*+x*]
[(x+2)+x]
[(x+2)—x].
Dabei traten Unsicherheiten in der Anwen-
dung auf.
3. Keine ausdriickliche Kennzeichnung der
Probe. Viele Schiiler fanden durch systema-
tisches Probieren oder (wie in der ersten
und zweiten Losung dargestellt) durch zwin-
gende Uberlegungen, daB (—1, 0) ein Zah-
lenpaar mit den verlangten Eigenschaften
ist Aber es fehlte die Probe oder wenigstens
der Hinweis darauf, daB dieses Zahlenpaar
der Ausgangsgleichung
Y} =(x+2)*—x* geniigt.
Ergebnisspiegel

01 2 3 4 5 6 7 Punkte
2 5 11216 6 4 6 Schiler
Dr. K. Rosenbaum, Pid. Hochschule
Dr. Theodor Neubauer, Erfurt
4. 1. Losung: (Vorschlag der Aufgaben-

kommission): Fiir- die gesuchte Zahl x gilt
(x+2P =44+ JT+4-JT-2/16-7=2.
also (1) x(x+2/2)=0. Wegen ./4+7
>y4=y/7 also x+2/2=/4+ .7
—J4=JT+2>/2>0, folgt aus (1), daB
x=0ist.

2. Losung: Fir die gesuchte Zah! x gilt
(x+/2)*=2 (Siehe 1. Lésung) Durch Ra-
dizieren erhilt man als dazu #4quivalente
Gleichung (2) [x +/2|= /2 Wegen \/4+y7
> /4— 7 gilt x+2>0. Also ist [x+/2|
=x+./2. Mithin ist die Gleichung (2) dqui-
valent mit x+\/§=\/§ bzw. mit x=0. Die
gesuchte Zahl x ist also gleich Null.

3. Losung : Die gesuchte Zah! x ist genau dann
positiv, negativ _oder gleich Null, wenn
Ja+ J1- \//4— ﬁ groBer. kleiner oder
gleich /2 ist Wegen /4+7>./4- 7,
d. h wegen /4+./T—./4—/T>0 ist x
genau dann positiv, negativ oder gleich Null,
wenn (\/4+.7— \/Z- J7) groBer, kleiner
oder gleich 2 ist. Es ist (/4 + J1- \//4——77)1
=2. (Siehe 1. Losung.) Also ist x=0.

4. Losung: Die Zahl x ist entweder positiv,
negativ oder gleich Null. Angenommen. die
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Zahl x sei positiv. Dann gilt \/4++7
—-/4—y7>/2 Daraus folgt durch Qua-
drieren 4+./7+4—/7-2/16—-7>2, d h.
2>2. Widerspruch. Entsprechend fiihrt auch
die Annahme, die Zahl x sei negativ, aufl
einen Widerspruch. Also ist x=0.
Bemerkungen: Die Aufgabe ist fiir die DDR-
Stufe als leicht zu bezeichnen. Fast die Hilfte
aller Schiiler erreichte die volle Punktzahl.
Die einzige Schwierigkeit dieser Aufgabe
bestand in dem exakten Begriinden der
Aquivalenz von Gleichungen im Zusammen-
hang mit dem Umformen durch Potenzieren
bzw. Radizieren. Der Losungsweg der Auf-
gabenkommission wurde von nur wenigen
Schiilern beschritten, wobei hier einige dieser
Schiiler zu untersuchen vergaBen, daB
x=—2./2 keine Losung ist. Am hiufigsten
wurde mit den Wurzeln ohne Benutzung
der Variablen x gearbeitet (etwa im Sinne
der 3. Losung), wobei allerdings zum Teil
der Fehler gemacht wurdq, aus der Wahrheit
einer aus einer Behauptung abgelciteten
Aussage auf die Wahrheit der Behauptung
zu schlieBen. Die meisten derjenigen Schiiler,
die eine Losung etwa im Sinne der 4. Losung
lieferten, hatten erhebliche Schwierigkeiten
bei der Formulierung des Widerspruchs-
beweises. — Eine sehr rationell formulierte
Losung legte der Schiiler Klaus Goring
(Schwerin) vor.
Verteilung der Punktstufen:

01 2 3 456

7 7 71215 645

Dr. M. Rehm, Humbold:-Universitdt Berlin

Die Losungen zu Aufgabe 5 und 6 folgen in
Heft 6/74; die Losungen zu den Aufgaben
der Klassenstufe 11/12 erscheinen in der
Zeitschrift ,,Mathematik in der Schule*.

alpha stellt vor: H.-D. Gronau

1957 wurde ich in die 3. Oberschule Neustre-
litz eingeschult, die ich 8 Jahre lang besuchte.
Wihrend der 6. Klasse hatte ich die erste
Berithrung mit den Mathematik-Olympia-
den. Der dritte Platz im KreismaBstab war
mir Ansporn. mich mehr mit der Mathema-
tik zu beschiftigen. Von 1965 bis zum
Abitur 1969 besuchte ich die EOS ,,Fried-
rich Engels** Neubrandenburg. Wihrend die-
ser Zeit konnte ich bei Mathematik-Olym-
piaden gute Ergebnisse erzielen, deren Hohe-
punkt ein 3. Preis bei der XI. Internationalen
Mathematik-Olympiade 1969 in der SR Ru-
ménien war.

Im gleichen Jahr begann ich ein Mathema-
tik-Studium an der Universitit Rostock, das
ich 1973 erfolgreich abschloB. Seitdem bin
ich hier an der Sektion Mathematik als wis-
senschafilicher Assistent titig.

Auch heute noch bin ich eng mit den Ma-
thematik-Olympiaden verbunden. So be-
treue ich einige Schiiler durch Korrespon-
denz, leite eine Arbeitsgemeinschaftl im Pio-
nierhaus Rostock und korrigiere bei den
Olympiaden mit. '

Lésungen zu
Mathematikolympiaden in der DRV

Ala Aus** :**=8 folgt, daB der Di-
visor 10, 11 oder 12 sein kénnte, denn
8:-13=104 ist bereits dreistellig. Aus
** . ++—> folgt, daB die erste und die letzte
Stelle des Quotienten 9 sein muB.
Wegen 9- 10=90<100 und 9- 11=99<100
ist der Divisor somit gleich 12, denn 9 - 12
=108. Aus 12-90809=1089708 folgt die
vollstindige Losung:
1089708 : 12=90809
108
097
96
108
108
)

A24 a) (P—y2) (y—xyz)— (¥ —x2)
(x—xyz)=x’y—xX’yz—y*z+xy?*2 —xp* +
+xy’z+x2z—x2y2.

Wir addieren zu diesem Term x’y%z—x?y*z
und xyz—xyz und erhalten
By—xyz—yz+xy? 2 —xyP +xy’z—x’z—
-2y 4+ X2y z — X2y z - xpz —xyz

=x(xy —x*yz—xy*z+xz+yz— xyz*)—
—y(xy —x2yz —xy*z+x2+yz —xpz?)
=(x—y) (xy—x*yz—xy*z+xz+yz—xyz*):
=(x—y) [xy+xz+yz—xyz(x+y+2)].

b x2—yz _ Yy —xz

x(1-yz) y(1 —xz)’

Y1 =x2) (& = yz)=x(1 —yz) () - x2),

(o —y2) () —xy2) = (" — x2) (x —xy2)=0.
Nach dem Ergebnis von 2a) 1aBt sich die
linke Seite dieser Gleichung in Produktform
darstellen:

(x=y) xy+xz+yz—xpz (x+y+2)]=0
Wegen der Bedingung x#y, also x—y 4:0,.
kann x—y=0 nicht zutreffen. Deshalb gilt

xy+xz+yz—xyz(x+y+2z)=0,
xy +xz+yz=xyz(x+y+7),
xy+xz+yz
xyz

x+y+z=

x+y+z=l+l+l.

x y z
A3 A Die Umkreise der Dreiecke ADCN
und ABMC haben die Punkte C und P
gemeinsam. Wir verbinden P mit D, C und M.
Der Abbildung ist nun folgendes zu entneh-
men:

Das Viereck BMPC ist ein Sehnenviereck;
deshalb gilt 8, + ¢, =180°. Ferner gilt 8, + 5,

=180° als Nebenwinkel Daraus (folgt



@y =P, Zwei Peripheriewinkel iiber dem-
selben Bogen sind kongruent; deshalb gilt
@;=n. Aus ¢, =f, und ¢,=n folgt durch
Addition

@1+ @2=fr+n, @1t ta=p+n+a

Fiir die Summe der Innenwinkel des Drei-
ecks ABN gilt a+f8,+n=180°. Somit gilt
auch ¢, + ¢, +a=180° d. h. Viereck AMPD
ist ein Sehnenviereck. Der Punkt P liegt
somit auf dem Umkreis des Dreiecks AMD.
Der Beweis, daB der Umkreis des Dreiecks
ABN ebenfalls durch P geht, erfolgt in analo-
ger Weise.

A-a a) Esseit diein 4 an &, und ¢,
die in A an k, gezogene Tangente. Alle Ge-
raden P,Q, die durch A und durch das
Innere des Winkels & P,AQ, gehen, erfiillen
die gestelltc Bedingung.

b) Es sei M, der Mittelpunkt der Strecke
MM, Die Senkrechte zu AM, durch A
schneide k, in P und k, in Q. Dann gilt
AP=AQ.

Beweis: Spiegeln wir k, an AM, als Symme-
trieachse, dann schneidet das Bild k,’ von k,
den Kreis k, in A und Q. Die Gerade AQ
moge k, in P schneiden. Aus den vorliegen-
den Symmetrieeigenschaften folgt dann
AP=AQ.

c) Wir zeichnen iiber dem Durchmesser M; M,
einen Halbkreis. Der Kreis um M,; mit dem

Radius % schneide diesen Halbi(reis in C.

Die durch A parallel zu CM,_verlaufende
Gerade schneide k, in P und k, in Q. Die
Gerade CM,, schneide PQ in F,, die Parallele

zu CF, durch M, schneide PQ in F;. Auf’

Grund der Konstruktion ist das Viereck
M ,CF,F, ein Rechteck mit F,F,=CM,=

=%. Da F, die Strecke AP und F, die
Strecke AQ halbiert, gilt POQ=m. Die Aul-
gabe ist nur lésbar fiir m<2-M M,.

d) Aus der Abbildung zu 4c) folgt ﬁ=
=CM, <M M,. Gilt nun PQ | M,M,, so
fdllt C mit M, zusammen, und dic Strecke
@ besitzt maximale Linge.

Lisungen zu: 25 Jahre RGW

Ala Angenommen im Jahre 1975 werden
x Autobusse hergestellt; dann gilt
(x—5000)+x=19000,
2x=24000,
x=12000.
Im Jahre 1975 sollen bereits 12000 Autobusse
produziert werden. .
A2a Es sei x die Anzahl der von der
UdSSR zur Verfiigung gestellten Dokumen-
tationen; dann gilt
X+ (x —20000)=62 000,
2x=282000,
x=41000, ~ .
Die UdSSR stellte den sozialistischen Bruder-
lindern in den letzten 20 Jahren 41 000 wis-
senschaftlich-technische Dokumentationen
zur Verfiigung.

85-1,5-10°
A3a ==~ —85-15-10*
10°
=12750000

Durch diese Menge Erdgas konnten
12750000 t Steinkohle ersetzt werden.
6000002 -3-%.3_3000000

32132
Die Jahresproduktion an Zement wird im
Jahre 1975 in Kuba voraussichtlich 3 Mil-
lionen Tonnen betragen.
ASA
(100+25) : 100=(x+100) : (100+ 30),

125 : 100=(x+100) : 130,
100 - (x+100)=125 - 130,
x+100=125-1,3,
x=125-1,3-100
x=62,5.
In den RGW-Lindern nahm die Arbeitspro-
duktivitit von 1961 bis 1970 durchschnittlich
um 62,5 % zu.
150000 -4
75120

Bis zum Jahre 1975 werden im Container-
verkehr Giitertransporte erreicht, die einer

Ada

AGA

Transportleistung von 67 Giiterziigen ent-

sprechen, die aus vierachsigen GroBgiiter-
wagen bei einer Zuglinge von 120 Achsen
zusammengestellt sind.
ATa m=V-g;, V=nR*h—nr*h

=mh - (R*—7);

m=nhg - (R*—r?);

m=3,14- 230 - 10° - (46* —44,5%)

-7,85-107%¢;

m=77000t
Beim Bau des in der DDR befindlichen
Leitungsabschnittes der Erdgasleitung Nord-
licht muBten rund 77000 Tonnen Stahlrohre
befordert werden.

Losungen zu alpha-heiter 5/74

Fremdkorper
ala Einteilung in gerade und uhgerade
Zahlen; 2 und 47

A2a Einteilung in Primzahlen und zu-
sammenges. Z.; 9und 7
A3a Einteilung in einstellige und zwei-
stellige Z.; 1l und 4

Ritselpyramide
Die weggelassenen Buchstaben sind:

a, l,t,r,m, n, a, e,
werden von diesen wiederum die Buchstaben
»a und ,r' gestrichen, so kommen die
restlichen in ,,Mantel* vor.

mlall

igTeeIrnagdee
Lafr]e]n[u]n]g]

Bedeutende Mathematiker gesucht

1 Leibniz 5 Buergi
2 Newton 6 Duerer
3 Hankel 7 Cantor
4 Cramer 8 Thales

Lésungswort: LEHRBUCH

Gespiegeltes

a2 b3 oSs;
Die Zahl 10 000 gesucht
222-242-2-2-2:2-2-

3 3
333-3->43-2
3+ 3

d) 4; e) M

G+5°-5
G+5(5+5) -5
77477 1-7-T-(1+7)
gags : § 558
8
(Es gibt z. T. mehrere Losungen, wir bieten
nur eine.)

L, Tierische* Mathematik
4846
4124
9710
6784
25464

Gastronomisches Riitsel
L 20—1)=x
IL. y+l=x
y=3 (Tische)
Wird dieser Wert in eine Gleichung eingesetzt,
so folgt: x=4 (Fische)
Kryptarithmetik
1218 ;. 14= 87
- x +
303+ 35=338
915—490=425
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25 Jahre RGW

Die sozialistischen Linder begingen den
25. Jahrestag der erfolgreichen Titigkeit des
Rates fiir Gegenseitige Wirtschaftshilfe — der
ersten internationalen Wirtschaftsorganisa-
tion sozialistischen Typs. Das Komplexpro-
gramm fiir die weitere Vertiefung und Ver-
vollkommnung der Zusammenarbeit und
Entwicklung der sozialistischen Gkonomi-
schen Integration der Mitgliedlinder des
RGW, das gegenwirtig realisiert wird, legte
das Fundament fir die gemeinsame Ldsung
der volkswirtschaftlichen Probleme des Auf-
baus des Sozialismus und Kommunismus.
In der 25jdhrigen Arbeitsperiode des RGW
hat sich die groBe Lebenskraft der neuen
Gesellschaftsordnung, des sozialistischen In-
ternationalismus bewiesen. In dieser Zeit
iibertrafen die RGW-Mitgliedlander die ent-
wickelten kapitalistischen Staaten beispiels-
weise im Tempo des Zuwachses der Industrie-
produktion um das Dreifache.

Mit jedem Jahr wichst die internationale
Autoritidt der sozialistischen Staatengemein-
schaft und damit ihr vielfaltiger Einflufl
auf die heutige Welt.

Die Linder, die den RGW bilden, entwickeln
ihre gegenseitigen Bezichungen im Geiste
des sozialistischen Internationalismus und
stirken die 6konomische Macht des Sozia-
lismus insgesamt und jedes einzelnen sozia-
listischen Staates, sie fordern das Bestreben,
die Uberlegenheit iiber den Kapitalismus
auf allen Gebieten des gesellschaftlichen
Lebens zu erreichen. Dabei ist der Sinn der
Tatigkeit der kommunistischen und Arbei-
terparteien der RGW-Lander von dem
Grundsatz bestimmt: Alles fiir den Menschen,
alles zum Wohle des Menschen. ’
Die folgenden Aufgaben sollen dazu beitra-
gen, Einsichten in das Wesen der sozialisti-
schen 6konomischen Integration zu vertiefen
und die Uberlegenheit gegeniiber imperiali-
stischen Wirtschaftsblécken zu belegen.

aAla Entsprechend dem RGW-Komplex-
programm werden die lkarus-Werke in der
Ungarischen Volksrepublik zu einer der
groBten Autobusfabriken der Welt ausge-
baut.

Wieviel Autobusse sollen im Jahre 1975
von den Jkarus-Werken hergestellt werden,
wenn die Produktion gegeniiber dem Jahr
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1972 um 5000 Autobusse erhéht wird und
in den beiden Jahren 1972 und 1975 zusam-
men 19 000 Autobusse produziert werden?

A2A Angesichts des raschen wissenschaft-
lich-technischen Fortschritts erlangt der Aus-
tausch von Dokumentationen als eine wich-
tige Form der gegenseitigen Hilfe steigende
Bedeutung. In den vergangenen 20 Jahren
iibergab die Sowjetunion den sozialistischen
Bruderstaaten Dokumentationen; ihrerseits
erhielt die Sowjetunion von ihren Partnern
ebenfalls Dokumentationen. Insgesamt wur-
den 62000 wissenschaftlich-technische Do-
kumentationen ausgetauscht. Die Anzahl
der von der UdSSR zur Verfiigung gesteliten
Dokumentationen war um 20000 groBer als
die Anzahl der Dokumentationen, die an die
USSR iibergeben wurden.

Wieiviel Dokumentationen stellte die Sowjet-
union den Bruderlindern zur Verfiigung?

Al Bis zum 31. Dezember 1975 werden
iiber die Erdgasleitung Nordlicht 8,5 Milliar-
den Kubikmeter Erdgas in die DDR gelan-
gen. Wieviel Tonnen Steinkohle kénnten
durch diese Menge Erdgas ersetzt werden,
wenn ein Kubikmeter Erdgas im Heizwert
1,5 kg Steinkohle entspricht?

A4a Einen bedeutenden Beitrag leisteten
die RGW-Linder beim Ausbau der kubani-
schen Zementindustrie. Im Vorrevolutions-
jahr 1958 produzierten die Zementfabriken
Kubas nur 600000 t Zement pro Jahr. Dank
dem von der CSSR gelieferten Zementwerk
Siguaney sowiedemmit Hilfe der DDR errich-
teten Werk von Nuevitas konnten im Jahre

1971 in Kuba bereits % der Zementproduk-

tion des Jahres 1958 erreicht werden. Die
Produktion von Zement konnte im Jahre
1972 gegeniiber dem Jahre 1971 um die Hilfte

erhoht werden. Im Jahre 1973 konnten g

der Produktion des Jahres 1972 erreicht wer-
den. Fiir das Jahr 1975 rechnet man mit einer
Steigerung der Zementproduktion auf das

l%fache gegeniiber dem Jahre 1973.

Wieiviel Tonnen Zement wird die Jahrespro-
duktion 1975 in Kuba voraussichtlich be-
tragen?

A54 Eine wichtige Kennziffer fur den
wissenschaftlich-technischen Fortschritt ist
die Steigerung der Arbeitsproduktivitit. Sie
erhohte sich in den RGW-Landern von 1961
bis 1965 um 25 Prozent und von 1966 bis
1970 um 30 Prozent.

Um wieviel Prozent nahm die Arbeitsproduk-
tivitat von 1961 bis 1970 in den RGW-Lin-
dern durchschnittlich zu?

A6A Bis zum Jahre 1975 werden die Mit-
gliederlinder des RGW den Containerver-
kehr einfilhren. Dabei sollen die Giiter-
transporte in Containern im Eisenbahn- und
Seeverkehr zwischen den RGW-Lindern
einen Umfang von etwa 150000 Tonnen
jahrlich erreichen. Wieviel Giiterziige aus
vierachsigen GroBgiiterwagen mit einer Trag-
fahigkeit von 75 t wiren zur Beférderung der
jahrlich im Containerverkehr vorgesehenen
Giiter erforderlich, wenn die Zuglinge eines
Giiterzuges auf 120 Achsen beschriinkt ist?

aA7a Das in der DDR befindliche Teil-
stiick der Erdgasleitung Nordlicht hat eine
Liange von 230 km. Die Erdgasleitung be-
steht aus Stahlrohren mit einem AuBen-
durchmesser von 920 mm und einer Wand-
stirke von 1,5 cm.
Wieviel Tonnen Rohre miissen beim Bau
dieses Leitungsabschnittes beférdert werden?
’ Th. Scholl
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§ 3. Es entsteht folgende Frage: Eine Aussage
sei in einigen speziellen Fillen richtig. alle
Fille konnen jedoch unmdglich untersucht
werden; wie kann man erkennen, ob diese Aus-
sage allgemein richtig ist?

Diese Frage kann mit Hilfe einer besonderen
Methode, der sogenannten Methode der voll-
standigen Induktion (SchluB von n auf n+1)
manchmal gel6st werden.

Diese Methode beruht auf dem Prinzip der
vollstindigen Induktion, das in folgendem
besteht:

Eine Aussage ist fur jede natiirliche Zahl n
richtig, wenn sie

1. fiir n=1 richtig ist und wenn

2. aus der Richtigkeit der Aussage fiir eine
willkiirliche natiirliche Zahl n=k die Rich-
tigkeit fur n=k+1 folgl.

Beweis: Wir nehmen an, die Aussage sei
nicht fir jede natiirliche Zahl n richtig. Es
wiirde dann eine natiirliche Zahl m existie-
ren mit der Eigenschaft, daB 1) die Aussage
fiir n=m falsch, 2) fiir jedes n, das kleiner als
m ist, die Aussage richtig ist. (Mit anderen
Worten: m wire die erste natiirliche Zahl,
fiir welche die Aussage falsch ist.)

Offenbar wiare m>1, da filr n=1 die Aus-
sage richtig ist (Bedingung 1). Folglich
wire m—1 eine natiirliche Zahl. Daraus
ergidbe sich weiter, daB fiir die natiirliche
Zahl m—1 die Aussage richtig, aber fiir die
nachfolgende natiirliche Zahl m falsch wire.
Dies widerspriche der Bedingung 2.
Bemerkung. Beim Beweis des Prinzips der
vollstindigen Induktion haben wir benutzt,
daB in jeder Menge natiirlicher Zahlen eine
kleinste enthalten ist. Es ist leicht zu sehen,

Leseprobe

daB diese Eigenschaft ihrerseits als Folgerung
aus dem Prinzip der vollstindigen Induk-
tion abgeleitet werden kann. Somit sind
beide Aussagen dquivalent. Jede von ihnen
kann man als Axiom ansehen, welches die
Folge der natiirlichen Zahlen definiert; die
andere ist dann ein Satz. Gewdhnlich nimmt
man als Axiom das Prinzip der vollstindigen
Induktion selbst.

§ 4. Einen auf dem Prinzip der vollstindigen
Induktion beruhenden Beweis nennt man
Beweis durch vollstindige Induktion. Ein
derartiger Beweis muB notwendigerweise aus
zwei Teilen bestehen, aus dem Beweis der
beiden voneinander unabhingigen Sitze:
Satz 1. Die Aussage ist fir n=1 richtig.
Satz 2. Die Aussage ist fir n=k+1 richtig,
wenn sie fiir n=Kk richtig ist, wobei k eine
beliebige natiirliche Zahl ist. Sind diese
beiden Sitze bewiesen, so ist auf Grund des
Prinzips der vollstindigen Induktion die
Aussage fiir jedes natiirliche n richtig.
Beispiel 1. Man berechne die Summe

gt ol ot
" 1-2 2-3 3-4 n(n+1)

Wir wissen, daB

) 1 2 3 4 .
Sl=§’ Sz=5, Ss_—‘z, S4=§ 1st.

Jetzt wollen wir den Fehler, den wir im Bei-
spiel 1 zulieBen, nicht wiederholen und nicht
gleich behaupten, fiir jedes natiirliche n sei
s=_"
" on+1
Wir sind vorsichtig und sagen, die betrach-
teten S;, S,, S, S, wiirden die Vermutung
n

nahelegen, daB die Bezichung S =——
" n+l

fiir jedes natiirliche n gilt. Gleichzeitig wissen
wir, daB diese Vermutuné fir n=1, 2, 3, 4
richtig ist. Zum Beweis der Allgemeingiiltig-
keit jener Vermutung wollen wir nun die
Methode der vollstindigen Induktion be-
nutzen.

Satz 1. Fiir n=1 ist die Vermutung richtig,

1.
das, =3 ist.
Satz 2. Wir nehmen an, die Vermutung sei [iir
n=k richtig, d. h,, es sei
1 1 1 k

S,=——+—++ =

k1223 k(k+1) k41’
wobei k eine natiirliche Zahl ist. Wir zeigen,

daB dann die Vermutung auch fir n=k+1
richtig ist, d. h., daB

In der Tat ist
1
S"”—S"+(k+1)(k+2)'
und folglich nach Induktionsannahme
k 1
s"”_m+(k+1)(k+2)_
_ K +2k+1 k41
Ck+1)(k+2) k+2
Damit sind beide Sdtze bewiesen. Auf Grund
des Prinzips der vollstindigen Induktion gilt
also, daB fiir jede natiirliche Zahl n
S, =——ist.
" n+l
Bemerkung 1. Es ist notwendig, zu betonen,
daB ein Beweis durch volistindige Induktion
unbedingt den Beweis der beiden Sitze 1
und 2 verlangt.
Wir sahen schon, zu welchem Ergebnis die
Nichtbeachtung des Satzes 2 fiihrt. Nunmehr
zeigen wir, daB auch Satz 1 niemals weggelas-
sen werden darf. Wir betrachten dazu das fol-
gende Beispiel.
Beispiel 2. Behauptung. Jede natiirliche Zahl
ist der ihr folgenden natiirlichen Zahl gleich.
Wir ,,beweisen” dies durch vollstindige In-
duktion. Wir nehmen dazu an, es sei

k=k+1, )
und beweisen, daB dann
k+1=k+2gilt. ?2)

In der Tat erhalten wir, wenn wir auf jeder
Seite der Gleichung (1) eine 1 addieren, die
Gleichung (2). Hieraus folgt: Ist die Aussage
fiir n=k richtig, so ist sic auch fiir n=k+1
richtig, und die Behauptung wire bewiesen.
Folgerung. Alle natiirlichen Zahlen sind ein-
ander gleich. Wo ist hier aber der Fehler?
Der Fehler liegt darin, daB der erste der fiir
die Anwendung des Prinzips der vollstindi-
gen Induktion notwendigen Sdtze hier nicht
bewiesen wurde und auch gar nicht richtig
ist, daB vielmehr nur der zweite Satz bewiesen
wurde.

Die Siitze 1 und 2 haben beide ihre spezielle
Bedeutung. Satz 1 schallt sozusagen die
Basis fiir die Durchfiihrung der vollstindigen
Induktion. Satz 2 liefert die Berechtigung
der automatischen Ausdehnung (Verbreite-
rung) dieser Basis, die Berechtigung fiir den



Ubergang von dem gegebenen speziellen
Fall zu dem folgenden, von n auf n+1 (daher
die Bezeichnung ,,SchluB von n aufl n+1¢;
d. Red.).

Ist Satz 1 nicht bewiesen, wohl aber Satz 2
(siche Beispiel 2), so ist die Basis fiir die An-
wendung der Induktion nicht geschalfen;
daher ist es sinnlos, Satz 2 anwenden zu
wollen, da eigentlich nichts zum Verbreitern
vorhanden ist.

Wurde aber Satz 2 nicht bewiesen, sondern
nur Satz 1 gezeigt, so fehlt die Berechtigung
fir eine Verallgemeinerung, obgleich die
Basis fiir die Anwendung der Induktion vor-
handen ist.

Bemerkung 2. Die volistindige Induktion
wurde im vorstehenden fiir einfachste Fille
untersucht. In komplizierteren Fillen miis-
sen die Formulierungen der Sitze 1 und 2
entsprechend gedndert werden. |

Bisweilen stiitzt sich der zweite Teil des Be-
weises auf die Richtigkeit der Aussage nicht
nur fir n=k, sondern auch fir n=k—1.
In diesem Falle muB die Aussage im ersten
Teil fiir zwei auleinanderfolgende Werte
von n bewiesen werden (siehe spiter Auf-
gabe 18).

Manchmal kann man eine Aussage nicht fiir
alle natiirlichen n, wohl aber fiir alle ganzen n,
die oberhalb einer gewissen ganzen Zahl m
liegen, beweisen. In diesem Fall verifiziert man
im ersten Teil des Beweises die Aussage
fir n=m+1 und, wenn dies notwendig ist,
auch fiir gewisse nachfolgende Werte von n
(vgl. Aufgabe 24).

§ 5. Zum SchluB dieses Kapifels wollen wir
zur Kldrung einer wesentlichen Seite der
vollstandigen Induktion noch einmal auf
Beispiel 1 zuriickkommen.
Als wir die Summe

1 1 - 1

.
n(n+ 1)

fiir verschiedene Werte von » untersuchten,
berechneten wir

1 2 3 4
S1=5, SZ =§, S3 =Z, S4=§,
Dies fiihrte uns zu der Vermutung, daB fir
jedesn

n
n+1
Zum Beweis dieser Vermutung benutzten
wir'die vollstindige Induktion. .
Wir hatten Gliick und sprachen eine Ver-
mutung aus, die sich dann auch bestitigte.
Hitten wir eine sich als falsch erweisende
Vermutung aufgestellt, so hitte sich der Fehler
beim Beweis des Satzes 2 gezeigt.

S, = gilt.

Beispiel 3. Wir wissen, daB -
1 1 1 n
=——+—+..+ =
" 12 2-3 nin+1) n+1
ist. Nehmen wir an, wir hitten

(1

2

Fir n=1 ist die Formel (2) richtig, da

§=2 +1 vermutet.
3n+1

S,=1 ist. Nehmen wir an, die Formel (2)

sei fiur n=k richtig, d. h., es gelte
52
ko341

Wir versuchen nun zu zeigen, daB die Formel
(2) dann auch fiir n=k +1 richtig ist, d. h.. dal
k+2

=——gilt. Nun ist aber
3k+4

k+1
1
e T
=ki+—_1 PRS—
3k+1 (k+1)(k+2)
k®+4k?+8k+3
(k+1)(k+2)(3k+1)
d. h., wir finden ein anderes als das erwartete
Resultat. (Die beiden Ausdriicke fir S,.,
sind nicht identisch; setzt man sie gleich, so
ergibt sich eine quadratische Gleichung fiir &,
die keine reellen Losungen hat; d. Red.).
Also folgt aus der Richtigkeit der Formel (2)
fiir n=k nicht die fir n=k+1. Wir haben
vielmehr gefunden, daB die Formel (2) falsch
ist.
Daher gestattet die vollstindige Induktion,
die bei der Suche nach einem allgemeinen
Gesetz entstehenden Vermutungen zu priifen,
falsche zu verwerfen und richtige zu bestiti-
gen.

S

Neuerscheinung

H. Pieper
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