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Ohne Zirkel geht es auch

Konstruktionen mit beschrinkten Mitteln

Aus der Schule ist es uns geldulig, fur geo-
metrische Konstruktionen aul dem Zeichen-
blatt auBer einem Bleistift die Instrumente
Zirkel und Lineal zu verwenden. Sollen z. B.
an eine Kreislinie ¢ von einem auBerhalb ¢
liegenden Punkt Q die Tangenten konstruiert
werden, dann gehen wir in [olgender Weise
vor: Ist M der Mittelpunkt von ¢, so halbieren
wir die Strecke M-Q mittels Zirkel und Lineal,
stechen anschlieffend mit dem Zirkel im Hal-
bierungspunkt ein und schlagen um diesen
Punkt einen Kreis mit MQ als Durchmesser.
Dieser Hilfskreis k schneidet ¢ in den Punkten
T, und T>. Die mit dem Lineal gezogenen Ver-
bindungsgeraden 1, =¢g(QT;) und t,=¢(QT3)
sind dann die gesuchten Tangenten an c. Der
Satz des Thales liBt sich bei dieser Konstruk-
tion verwenden, weil der Beriithrungsradius
eines Kreises und die zugehdrige Tangente
aufeinander senkrecht stehen (Bild 1).

Bild 1

Im folgenden wird nun gezeigt, wie wir die
Tangenten an den Kreis ¢ aus Q auch dann
konstruieren kénnen, wenn wir den Zirkel
einmal vergessen haben und die Kreislinie
nur einer Schablone entnehmen. Der Kreis-
mittelpunkt steht daher ebenfalls nicht zur
Verfiigung. Damit stellt sich uns die Aul-
gabe:

An eine Kreislinie ¢, deren Mittelpunkt nicht
vorliegt, sind von einem auBerhalb ¢ liegen-
den Punkt Q unter alleiniger Verwendung des
Lineals die Tangenten zu konstruieren.
Zunichst werde die Konstruktion rezept-
miBig ohne einen Beweis vorgefihrt. Durch
Q sind zwei Geraden a und b zu legen, von
denen lediglich gefordert wird, daB sie die
Kreislinie ¢ in je zwei Punkten schneiden. Der
Schnitt von a mit ¢ liefert die Punkte 1 und 2.
Der Schnitt von b mit c liefert die Punkte 3
und 4. Jetzt bietet es sich an, Verbindungs-

geraden zu ziehen. Wir erhalten die Geraden
913=9(13), g2a=9g(24), gra=g(13), ¢g23=
¢(2.3). Das Geradenpaar (g, 3, g24) schneidet
sich im Punkt U. Das Geradenpaar (9,4, 923)
schneidet sich im Punkt V. Die Verbindungs-
gerade g=g¢(U,V) schneidet ¢ in den Punkten
T, und T>. Es wird behauptet, daB die Ver-
bindungsgeraden t; =¢(Q7,) und {;=¢4(QT>)
die gesuchten Tangenten von Q an ¢ sind
(Bild 2).

Bild 2

Bei genauer Konstruktion {inden wir diese
Behauptung durch das Ergebnis zunichst rein
anschaulich bestitigt. Der Mittelpunkt M ist
fur diese Konstruktion entbehrlich. Mit den
folgenden Ausfithrungen soll die Richtigkeit
dieser Konstruktion bewiesen werden. Hierzu
ist etwas weiter auszuholen. Vor allem sind
noch einige grundlegende Begrifle einzufiih-
ren und Sitze zu beweisen.

Pol - Polare, Potenz, Inversion

Hat der Kreis ¢ den Radius r und setzt man
fiir die Linge der Strecken QT und QM die
Groflen ¢t bzw. s, so folgt nach dem Lehrsatz
des Pythagoras
s2=r?+1¢2 oder s2—r*=1(2.
Daliir kann man auch schreiben:
(s+r)(s—r)=t> oder
m(AQ)- m(BQ)=1?

1)

Bild 3

Man bezeichnet das Produkt der Lingen der
Strecken AQ und BQ als die Potenz des Punk-
tes Q beziiglich der Kreislinie ¢ (Bild 3).
Das Lot g auf AB durch T heiBt die Polare
von Q beziiglich c. Andererseits ist der Punkt
Q der Pol der Geraden g beziiglich ¢. Der Lot-
fuBpunkt von g auf AB werde mit P be-
zeichnet. Die Distanz M P sei z. Dann gilt auf
Grund der Ahnlichkeit der zugeordneten
Dreiecke die Proportion z:r=r:s. Daraus
folgt fiir den Abstand der Polaren vom Kreis-
mittelpunkt:

== @)

s

Von den Punkten P und Q sagt man, sie liegen
invers beziiglich der Kreislinie ¢. Die durch
den Kreis vermittelte Punktverwandtschalt,
welche P in Q iiberliihrt, bezeichnet man als
K reisinversion. Diese geometrische Verwandt-
schaft ist involutorisch, denn sie [ihrt auch
den Punkt Q in den Punkt P zuriick.

Doppelverhi]t;lis

Weiterhin ist der Begrifl des Doppelverhdilt-
nisses von vier Punkten, die auf einer Geraden
liegen, von Interesse. Auf einer orientierten
Geraden g sind die vier Punkte 4, B, P, Q
willkiirlich vorgegeben. Dann versteht man
unter dem Doppelverhdiltnis dieser vier Punkte
den Ausdruck

miAP) m(BP)
m(AQ) m(BQ)

In (3) bedeutet z. B. m(AP) die Linge der von
A nach P [ihrenden orientierten Strecke. Die
Lingen gehen als vorzeichenbehaftete Gro-
Ben in den Ausdruck aufl der rechten Seite von
(3) ein. Man bezeichnet 4 und B als die
Grundpunkte und P und Q als die Folge-
punkte des Punktequadrupels. Offenbar ist
das Doppelverhiltnis des Punktequadruypels
negativ, wenn sich die Grundpunkte und
Folgepunkte gegenseitig trennen (Bild 4a). °

DV(A,.B;P,Q)=

Bild 4a . ; i
Liegt keine pgegenseitige Trennung von
Grundpunkten und Folgepunkten vor, so ist
das Doppelverhiltnis des Quadrupels eine
positive Zahl (Bild 4b und 4c). Fallen zwei
Punkte zusammen, so sind gesonderte Uber-
legungen erflorderlich, die wir noch zuriick-
stellen.

Bild 4b

Bild 4c

Harmonische Lage eines Punkte-
quadrupels

Als Anwendung soll das Doppelverhiltnis
DV(A,B;P,Q) fir das auf dem Durchmesser
von ¢ liegende Punktequadrupel (4,B;P,Q)
bestimmt werden. SchlieBt entsprechend Bild
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3 die Tangente ¢ mit dem Durchmesser s den

Winkel a ein, so findet sich dieser Winkel

zwischen dem Beriihrungsradius und der

Polaren wieder. Damit erhilt man
m(AP)=r(1 +sina),

m(AQ)=r<1+Siﬁ>,

@

m(BP)=r(sina—1),

1
m(BQ)=r(m— l).

Durch Einsetzen von (4) in (3) findet man
. _ Hl+4sina)
DV(A,B,P,Q)_m )
{+s)
sina
=-1

r(.L—l
sina

Gilt, wie hier, fir ein Punktequadrupel
DV(A,B;P,Q)= —1, so sagt man, die vier
Punkte liegen harmonisch oder sie bilden
einen harmonischen Punktwurf. Punktequa-
drupel in harmonischer Lage treten in vielen
geometrischen Beziehungen auf.

Invarianz des Doppelverhiltnisses
bei Zentralprojektion

Es gilt der Satz: Unterwirlt man ein Quadru-
pel von Punkten, das auf einer Geraden liegt,
etner Zentralprojektion, so bleibt das Doppel-
verhiltnis ungeindert.
Diese bemerkenswerte Eigenschalt soll be-
wiesen werden. GemiB Bild 5 gehen bei der
Zentralprojektion 4 in A, Bin B', Pin P’ und
Q in Q' liber. Nach unserem Satz besteht die
Gleichung

DV(A,B;P,0)=DV(4',B’;P,Q") (6)

Bild 5

Bild 5 leistet uns Hilfe bei Aufstellung der geo-
metrischen Beziehungen. Durch Anwendung
des Sinus-Satzes der ebenen Trigonometrie
auf die Teildreiecke des Dreiecks AZAQ er-
geben sich folgende Gleichungen:

m(AP) _sina  m(AQ)_sinf

m(ZA) sing’ m(ZA) sy’
m(BP) _ siny _siny

m(ZB) sin(180—¢) sing’
m(BQ)_siné )
m(ZB) siny*

Dabei ist zu beachten, daB den Winkel-
groBen a, f, y, 8 eine der jeweils gegentiber-
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liegenden Seite entsprechende Orientierung
aulzuprigen ist. Setzt man die mittels des
Sinus-Satzes aufgestellten Beziehungen (7) in
(3) ein, ergibt sich
oy Sinec siny

DV(A,B,P,Q):m e (8)
Es sei vermerkt, daB in dem vorliegenden
Beispiel allein dem Winkel y eine negative
Orientierung zuzuordnen ist. Folglich ergibt
sich hier fiir das Doppelverhiltnis dieser vier
Punkte eine negative Zahl. Wendet man den
Sinus-Satz der ebenen Trigonometrie auf die
Teildreiecke des Dreiecks AZA'Q’ an, so
resultieren folgende Gleichungen:

m(A'P) _sina m(A'Q)_sinf

m(ZA’) sing” m(ZA) siny”

m(B'P’) sin y siny
m(ZB) _ sin(180— ¢’)=sin¢”
m(B'P’) siné
mZB)  sing’" ®
Setzt man (9) in (3) ein, so ergibt sich
) mi.p e SIE SNy
DV(A,B,P,Q):W.E (10)

Aus (8) und (10) folgt die Bestitigung unseres
Satzes, der formelmiBig gefaBt wird durch die
Gleichung

DV(A,B;P,Q)=DV(A',B;P',Q). (6)

Doppelverhiiltnis eines Vierstrahles

Aus Bild 5 und den Ergebnissen (8) und (10)
erkennen wir, dal man auch von vier sich in
einem Punkt schneidenden Geraden das
Doppelverhiltnis bilden kann. Nach der von
uns bewiesenen Gleichung (8) resultiert fiir
das Doppelverhiltnis der vier Geraden a,b;
p.a: .
sin ¥ ap
sin ¥aq
sin¥bp sina_siny
“sinxbq sinp sino
Aus (11) folgt der Satz: Das Doppelverhiltnis
von vier Geraden eines Biischels ist gleich
dem Doppelverhiltnis der Sinus der von den
entsprechenderi Geradenpaaren eingeschlos-
senen orientierten Winkel.
Auch hier kann man zeigen, daB das Doppel-
verhiltnis von vier sich in einem Punkt schnei-
denden Geraden bei Zentralprojektion un-
gedndert bleibt. Zu Bild 5 148t sich ein duales
Gegenstiick anfiihren. In Bild 6 sind zwei sich
perspektiv zugeordnete Vierstrahlen mit den
Punkten Z bzw. Z’ als Triger dargestelit.

DV(a,b;p,q)= 11

Bild 6
z I

Offenbar gilt
DV(A,B;P,Q)=DV(a,b;p.q) und
DV(A,B;P,Q)=DV(d.b';p.q).

Daraus kann man schlieBen’

DV(a,b;p,q)=DV{d'.b’;p'.q). (12)

Zugang zur Polaren iiber
harmonisches Punktequadrupel

Fiir die folgenden analytischen Untersuchun-
gen werde der Mittelpunkt M des Kreises ¢
in den Ursprung eines kartesischen Koordi-
natensystems gelegt (Bild 7). Die Gleichung
fiir ¢ lautet dann

xX2+y*=r2 (13)

Bild 7

X

Der feste Punkt Q liege auf der x-Achse im
Abstand s vom Ursprung. Eine Gerade all-
gemeiner Lage durch @ hat dann die Glei-
chung

x y_
;+;—1. (14)

Von der Geraden g werde gefordert, daB sie ¢
in den beiden reellen Punkten X, und X,
schneidet. Zu den drei Punkten X, X, und Q
suchen wir jetzt einen vierten Punkt X, so daB
gilt

DV(X1,X,,X,0)=—1. (15)
Die Rechnung ld8t sich dadurch vereinfachen,
daB wir die vier Punkte X, X, X und Q auf
die x-Achse senkrecht projizieren. Wir er-
halten dann die vier Punkte X {, X ;, X', Q mit
den Koordinaten x,, x5, z und s. Da sich bei
Parallelprojektion (Sonderfall der Zentral-
projektion) das Doppelverhiltnis der vier
Punkte nicht dndert, konnen wir die Forde-
rung (15) auch umschreiben in

—x1+z . —X2 +z

— X145 —X345

—X1+z_ —X;+z

—X1+5 X3-S5
Aus der Proportion (16) folgt die Gleichung
2x1x2+2z8—(x1 +x3) (z+5)=0. a7
Um den Wert [ir z aus (17) berechnen zu
konnen, fehlen uns noch die Abszissenwerte
x; und x; der Schnittpunkte von g mit c.
Zunichst 16sen wir Gleichung (14) nach y

auf:
X
y=<l —;)v.

Setzt man (18) in (13) ein, so folgt weiter:
x2(s2 4 0%)— 2xs0? + (12 —r?)s? =0.
Diese Gleichung hat die Wurzeln

= —1 oder

. (16)

(18)

(19)



X1 = vzzs—zV’
vt +s
W=s]/ri(s? +v?)—v?s? (20)
Fiihrt man diese Werte aus (20) fir x; und x,
in (17) ein, so erhilt man nach kurzer Zwi-
schenrechnung fiir die Abszisse z des Punk-
tes X

N vis+ W"n't
= mi
=T

r2

=5 (1

N

4

An dem Ergebnis (21) ist bemerkenswert, da
z unabhiingig von v, d. h. fiir jede Gerade des
Biischels durch Q gleich ist. Durchliuft also g
das Biischel von Geraden durch Q, so bewegt
sich der vierte harmonische Punkt X aufl
einer Geraden parallel zur y-Achse im Ab-
stand.z =r?/s. Riickblickend auf das Ergebnis
(2) stellen wir fest, daB diese Gerade identisch
ist mit der Polaren g des Punktes Q beziig-
lich ¢. Ist also X ein Punkt der Polaren g von
Q beziiglich ¢, dann erfillt das Punkte-
quadrupel (X;,X;X,Q) die Forderung (15).

Konstruktiver Zugang zur Polaren q
mittels Lineal

GemiB Bild 8 ist zundchst wieder der Kreis ¢
mit dem auBerhalb ¢ liegenden Punkt Q vor-
gegeben. Von Q werden zwei Sekanten s, und
s, gezogen, die ¢ in den Punktepaaren
(X1,X3) bzw. (Y,,Y;) schneiden sollen. Wir
ziehen fun[ weitere Verbindungsgeraden. Die
Geraden a=g(X,Y)) und b=g(X,Y,)
schneiden sich in dem Punkt Z,. Die Geraden
d=g(X,,Y;) und e=g(X,,Y;) schneiden sich
im Punkt Z,. Die Verbindungsgerade f
=g{(Z,,Z,) schneidet s, im Punkt X und s,

im Punkt Y. Wegen der perspektiven Zu-’

ordnung der Punktepaare (X,,Y)), (X3, Y2),
(X,Y), (,0) mit Z, als Perspektivitiits-
zentrum gilt
DV(X,X2;X,0)=DV(1,,Y>;Y,0)
_m(¥,¥) m(f,¥)

m(Y1,0) m(Y,Q)
Wegen der perspektiven Zuordnung der
Punktepaare (X,,Y3), (X3, Y1), (X,Y) und
(Q,0) mit Z, als Perspektivitdtszentrum gilt
DV(X1,X2;X,0)=DV(Y5, h; Y,0)
_m(1.Y) m(¥, 1)

m(Y2,Q) m(Y,0)

(22)

23

Sx

Sy

o
<

Bild 8 /3

Aus (22) und (23) lolgt
1

DV(Xl,Xz;X,Q)=m (24)
oder
DV(X,, X5, X, Q) =1 (25)

Da sich die Paare von Grundpunkten (X, X ;)
und Folgepunkten (X,Q) nach Konstruktion
gegenseitig trennen, gilt weiterhin

DV(X1,X:X,0)<0. (26)
Aus (25) und (26) folgt
DV(X, X3, X,0)=—1 (27)

d.h. das Punktequadrupel (X, X,.X,Q) bil-
det einen harmonischen Wurf. Die gleiche
Aussage gilt fiir das Punktequadrupel (Y, Y,
Y. Q). Mit (2), (21) und (27) ist gezeigt, daB die
Verbindungsgerade f=g(Z,Z,) identisch ist
mit der Polaren g von Q beziiglich ¢. Z, und
Z, sind nach Konstruktion gleichfalls Punkte
dieser Polaren. Diese ‘Polare schneidet, wie
oben festgestellt, den Kreis ¢ in den Beriih-
rungspunkten T, und 7; der Tangente aus Q
an ¢. Damit ist der Nachweis der Richtigkeit
der Tangentenkonstruktion gemiB Bild (2)
erbracht.

Verallgemeinerung

Die Tangentenkonstruktion nach Bild 2

scharf begrenzten Lichtkegel einer Taschen-
lampe demonstriert werden. Richtet man die
Taschenlampe senkrecht aufl eine Hauswand,
so entsteht ein Kreis als Lichtfleck.

Neigt man die Achse der Taschenlampe ein
wenig gegen die Hauswand, so entsteht zu-
néchst eine Ellipse. Bei weiterer Neigung der
Taschenlampe wird der beleuchtete Teil der
Hauswand von einer Parabel und schlieBlich
von einem Hyperbelast begrenzt. Die von uns
in Bild 2 zur Konstruktion benutzten Gera-
den gehen bei Zentralprojektion wieder in
Geraden iiber. Schnittpunkte von Geraden
bilden sich auf Schnittpunkte von Geraden
ab. Doppelverhiltnisse von den auf Geraden
liegenden Punktequadrupeln bleiben unge-
dndert. Also geht ein harmonischer Punkt-
wurf wieder in einen solchen Wurf iiber. Eine
beriihrende Gerade geht wieder in eine be-
rithrende Gerade (Tangente) iiber. Alle Kon-
struktionsschritte sind damit projektiv-inva-
riant.

Hingegen wird bei der ersten Konstruktion
mit einem rechten Winkel gearbeitet. Dieser
ist nicht projektiv invariant. Auch der Kreis-
mittelpunkt geht bei Zentralprojektion nicht
in den Mittelpunkt des Kegelschnittes iiber.
Bild 10 veranschaulicht, wie ein Drehkegel x
von zwei projizierenden Ebenen geschnitten

kommt im Vergleich mit der Konstruktion —swird. Der Schnitt von k mit der Ebene a liefert

nach Bild 1 mit einfacherem Zeichengerit und
weniger Vorgaben aus. Dafiir ist die theoreti-
sche Begriindung der zweiten Konstruktion
wesentlich aufwendiger als die Begriindung
der ersten Konstruktion. Trotzdem hat die
zweite Konstruktion noch eine grundsitzliche
Uberlegenheit gegeniiber der ersten Kon-
struktion. Sie ist ndmlich verallgemeinerungs-
fdhig und 4Bt sich aul beliebige Kegel-
schnitte iibertragen.

Bild 9 demonstriert die Ubertragung der Tan-
gentenkonstruktion auf die Parabel. Sie 1408t
sich auch bei Ellipse und Hyperbel in analo-
ger Weise anwenden. Als Begriindung der
Ubertragbarkeit dieser Konstruktion vom
Kreis auf beliebige Kegelschnitte ist zunéchst
anzufiihren, daB sich jeder Kegelschnitt durch
Zentralprojektion aus einem Kreis erzeugen
laBt. Am einfachsten kann dies mit dem

einen Kreis, dessen Mittelpunkt in M liegt.
Der Schnitt von x mit g liefert eine Ellipse,
deren Mittelpunkt in N liegt. M und N liegen
nicht auf einem Projektionsstrahl durch Z.
Folglich kénnen Mittelpulikte von Kegel-
schnitten nicht projektiv invariant in Tan-
gentenkonstruktionen einbezogen werden.

Bild 10 z

A~ \

Weitere Anwendungen

Mit Hilfe der oben eingefiihrten Begriffe und
bewiesenen Sitze 4Bt sich nun auch folgende
Aufgabe allein mit Hilfe des Lineals durch
Schneiden und Verbinden 16sen.

Aufgabe

Gegeben ist eine Kreislinie ¢ und ein aul ¢
liegender Punkt T. Man konstruiere die Tan-
gente an ¢ in T allein mittels des Lineals.

Als Vorbetrachtung konstruieren wir die Po-
lare g von einem Punkt Q, der im Inneren
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des Bezugskreises ¢ liegt. Hierzu wird Q mit
zwei Geraden | und 2 angegittert. Die Schnitt-
punkte dieser Geraden mit ¢ lassen sich so
miteinander verbinden, daB ein vollstindiges
Vierseit entsteht.

Die dritte, auBerhalb ¢ liegende Diagonale g
des vollstindigen Vierseits ist bereits die ge-
suchte Polare von Q beziiglich ¢ (Bild 11).

Bild 11

N

Nun gehen wir an die Losung der gestellten
Aufgabe. Hierzu legen wir durch T eine be-
liebige Kreissehne s. Auf dieser Sehne werden
zwei Punkte P und Q willkiirlich angenom-
men. Nach dem oben geschilderten Verfahren
bestimmen wir die Polaren p und g von P
bzw. Q beziiglich ¢. Diese schneiden sich im
Punkt S. Die Verbindungsgerade von S mit T
ist bereits die gesuchte Tangente ¢ (Bild 12).

Zur Begriindung der Konstruktion ist die
Tatsache anzufiihren, daB die Polare x fiir

jeden Punkt X es durch S geht. Da Tes gilt,
wird auch die Tangente ¢ an ¢ in T durch §
gehen, denn ¢ ist die Polare von T beziiglich c.

Ausblick

Ein wesentlich gréBeres Feld geometrischer
Konstruktionen in der Zeichenebene be-
herrscht man mit dem Lineal allein, wenn
auBer der Kreislinie ¢ auch deren Mittel-
punkt M vorgegeben ist. Zum Beispiel kann
man dann durch Schneiden und Verbinden
Strecken halbieren, das Lot von einem Punkt
aul eine Gerade [dllen, Parallelen zu einer
Geraden durch einen vorgegebenen Punkt
zeichnen und Winkel halbieren. Aquivalent
mit der Vorgabe einer Kreislinie und ihres
Mittelpunktes ist die Vorgabe von zwei kon-
zentrischen Kreislinien ohne deren gemein-
samen Mittelpunkt. Als Einstimmung aufl
diese weiterfiihrende Problematik stellen wir
uns folgende Aufgabe:

Bild 12

Schine Kurve
Gegeben sind zwei konzentrische Kreislinien
¢, und ¢;. Man konstruiere den gemeinsamen
Mittelpunkt dieser Kreislinien unter alleini-
ger Verwendung des Lineals.

Eberhard Schrioder

Pg—g-:lq 4 anc tg4in 0
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Eine Aufgabe von Prof. Dr. sc. nat.

Dierck-Ekkehard Liebscher

Stellvertreter des Direktors des Zentralinstituts fiir Astrophysik
der Akademie der Wissenschaften der DDR, Potsdam-Babelsberg

A 1994 A Uber den Seiten eines Dreiecks
ABC werden nach auBlen gleichseitige Drei-
ecke AB,C, A,BC und ABC, errichtet.
Beweise, daB das Dreieck 4;B,C, aus den
Mittelpunkten dieser Dreiecke gleichseitig
ist!

Ay

B1

Cs

Kurzbiographie

Dierck-Ekkehard Liebscher

geb. 6.8.1940 in Dresden

Besuch der Albert-Einstein-OS in Neuen-
hagen, anschlieBend Besuch der OS Carl
von Ossietzky, Berlin-Pankow

1957 bis 1962: Studium der Physik an der
Humboldt-Universitét Berlin

1966: Promotion zum Dr.rer.nat. an der
Humboldt-Universitdt Berlin

1973: Promotion zum Dr.sc.nat. an der Aka-
demie der Wissenschaften der DDR

1979: Ernennung zum Professor [iir theoreti-
sche Physik

Biicher

1967 (zus. mit E. Kreisel und H.-J. Treder):
Zur Quantengeometrodynamik, Akademie-
Verlag Berlin

1971 (zusammen mit H.-H.v. Borzeszkowski,
U. Kasper, E. Kreisel und H.-J. Treder):

Gravitationstheorie und Aquivalenzprinzip,
Akademieverlag Berlin 1971, Atomizdat Mos-
kau 1973

1973: Theoretische Physik, Akademie-Verlag
Berlin 1973

1977: Relativititstheorie mit Zirkel und Li-
neal, Akademie-Verlag Berlin 1977, Vieweg-
Verl. Braunschw. 1978, Izd. Mir Moskau 1980

Historisch wertvolle Biicher in den
Bibliotheken des ZIAP s

Copernicus: De revolutionibus orbium coe-
lestium (1543); Alphonsinische Tafeln (1483);
Rudolphische Tafeln v. Kepler (1626), Haupt-
werke v. Archimedes (1544), Tycho Brahe,
Galilei, Kepler, Hevelius; Sternatlanten v.
Doppelmayr, Bode u. Schiller.

Das Zentralinstitut fiir Astrophysik

Zwei Schwerpunkte kennzeichnen die Arbeit
des Zentralinstituts fiir Astrophysik. Der eine
ist die Erforschung der kosmischen Magnet-
felder, in Sonderheit die Magnetfelder der
Sterne. Das theoretische Hinterland hierzu ist
die Magnetohydrodynamik, fiir deren mathe-
matische Theorie die magnetischen Sterne
eindrucksvolle ,,Modelle” liefern. Die zweite,
noch umfassendere Aufgabenstellung des In-
stituts ist die Erforschung der Struktur und
der Entwicklung der Metagalaxis, d.h., des

den astronomischen Beobachtungen zugdang-
lichen Teil des Kosmos in seiner Gesamtheit.
Diese kosmologische Fragestellung verbindet
die Astrophysik mit der relativistischen Gra-
vitationstheorie als einer der vorderen Fron-
ten der physikalischen Grundlagenforschung.
Mit diesen astronomischen und theoretisch-
physikalischen Arbeiten schlieBt das ZIAP an
die groBen Traditionen der Relativititstheo-
rie, relativistischen Astrophysik und Kosmo-
logie in Berlin und Potsdam an, die fiir immer
mit den Namen von Albert Einstein und Karl
Schwarzschild verbunden sind.

Andromeda-Nebel, aufgenommen mit dem
2-m-Teleskop des Karl-Schwarzschild-
Observatoriums des ZI Astrophysik

Das Zentralinstitut fiir Astrophysik hat an-
1dBlich des 100. Geburtstages von Albert Ein-
stein die Patenschaft iiber den Mathe-Physik-
Zirkel der OS Albert Einstein in Caputh iiber-
nommen. Alle Abteilungen des Instituts tra-
gen dazu bei. Geometrie, Astronomie (Bau
einer Sternuhr) und Arbeit mit Rechenauto-
maten sind die Gebiete, mit denen die Schiiler
der Klassen 7/8 bisher vertraut gemacht wur-
den.

Sternwarte Babelsberg des Zentralinstituts fiir Astrophysik




Geometrie
pseudoeuklidisch

Auf Grund unserer tédglichen praktischen Er-
fahrungen sind wir es gewohnt, die axioma-
tisch aulgebaute (euklidische) Geometrie in
unserer Vorstellung mit den auf einem Blatt
Papier zeichenbaren ebenen Figuren zu ver-
binden. Zwei Figuren werden als kongruent
angesehen, wenn die eine Bild der anderen bei
einer Bewegung ist, die dem Bewegen ge-
wohnlicher Papierschnipsel entspricht.

In unserer Umwelt spielen rechte Winkel eine
besondere Rolle. Es ist deshalb nicht ver-
wunderlich, daB3 sich auch eine Reihe von
Satzen der Geometrie aul rechte Winkel be-
zichen; einer der wichtigsten davon ist der
Satz des Pythagoras (Bild 1).

Bild 1

Der Satz des Pythagoras
Flidcheninhalt des Dreiecks ABC:

a-b
As="
Fldcheninhalt des Quadrats CDEF:
a =(a+b)z
Esist Aao=c?+4- Aa,

d.h.(a+b)>=c?+2-ab,

also a’+b?=¢?

Der Begrifl ,rechter Winkel* scheint dabei
kaum Probleme in sich zu bergen. Wir ver-
binden mit ihm vor allem zwei Aussagen

/X
29

Die Teilung des gestreckten Winkels.
v und 6 sind rechte Winkel, « und f nicht.

Bild 2
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a) Zwei rechte Winkel ergidnzen einander
stets zu einem gestreckten Winkel.

b) Ein Winkel ist genau dann ein rechter,
wenn er zu seinem Nebenwinkel kongruent
ist.

Durch die in diesen Aussagen [estgehaltenen
Eigenschaften wird aus der Menge aller
Winkel eine Klasse von Winkeln, eben die
Klasse der rechten Winkel, besonders her-
ausgehoben. Es ist jedoch durchaus méglich,
anstatt der liblichen auch eine andere Klasse
von Winkeln durch Angeben entsprechender
Eigenschaften hervorzuheben und ihr den
Namen rechter Winkel zu geben.

Dies hat seinen Grund darin, dal der Begrifl
,kongruent* und der Begrifl ,,rechter Winkel“
nicht beide abgeleitet sind, sondern einer
axiomatisch gesetzt werden mufl, um den
anderen [inden zu konnen. Haben wir fest-
gesetzt, was kongruent sein soll, leiten wir aus
der Eigenschaft b den rechten Winkel ab.
Umgekehrt bestimmen wir mit b den Kon-
gruenzbegrifl, wenn wir die Klasse der rechten
Winkel festlegen.

Definition 1 : In der Ebene seien zwei Geraden
e und fgegeben, die (im iiblichen Sinne) senk-
recht aufeinander stehen. Ein Winkel heilt
genau dann rechter Winkel, wenn er durch eine
der beiden durch seinen Scheitel verlaufenden
Parallelen zu e bzw. f (im iiblichen Sinne)
halbiert wird.

Legt man der Geometrie diese Delinition des
Begrifls rechter Winkel zugrunde, so ist es
iiblich, von pseudoeuklidischer Geometrie zu
sprechen.

(Um die Schreibweise zu vereinfachen, wollen
wir die im Sinne pseudoeuklidischer Geo-
metrie benutzten Begriflsworter kursiv druk-
ken. Nicht kursiv gedruckte Begriflsworter
beziehen sich auf die gewohnlich euklidische
Geometrie.)

Bild 3

Pseudoeuklidisch rechte Winkel

In Bild 3 sind nach dieser Definition o« und g
rechte Winkel, é und y aber nicht.

Den Begrill, Fldcheninhalt* benutzen wir wie
gewohnt.

Das diirfen wir, weil wir entweder zeigen kon-
nen, dafl kongruente Dreiecke immer {liichen-

gleich sind, oder weil wir mit dieser MaBgabe

einen zum Satz des Pythagoras analogen Satz
beweisen konnen. Dies wollen wir im [olgen-
den tun.

Ein rechtwinkliges Dreieck entsteht, wenn
zwei Strahlen, die einen rechten Winkel bilden,

von einer Geraden in genau zwei Punkten
geschnitten werden (Bild 4).

Bild 4 \
il \\ \

Der Satz des Pythagoras in der pseudo-
euklidischen Geometrie
t=a?+b?

Rhomben, deren Diagonalen zu e bzw. [
parallel sind, sind in der pseudoeuklidischen
Geometrie Quadrate, denn alle thre Winkel
sind rechte Winkel. In Bild 4 sind iiber allen
drei Seiten des rechtwinkligen Dreiecks ABC
Quadrate gezeichnet worden.

Benutzen wir die Begrilfe Kathete und Hypo-
tenuse analog zu den entsprechenden Begril-
fen in der iiblichen euklidischen Geometrie,
so kénnen wir den pseudoeuklidischen Satz
des Pythagoras wie folgt formulieren:

Satz: In jedem rechtwinkligen Dreieck unter-
scheiden sich die Flicheninhalte der Kathe-
tenquadrate genau um den Fldcheninhalt des
Hypotenusenquadrats.

Beweis: Im rechiwinkligen Dreieck ABC sei
0.B.d.A. £ ACB der rechte Winkel und
CA < CB. (Die Zeichen <, =~.und > werden
im Sinne der iiblichen euklidischen Geome-
trie gebraucht.)

Die Diagonalschnittpunkte der Quadrate iiber
AB. BC bzw. CA seien M. K bzw. L. Das
Viereck BK LM ist in der iiblichen Geometrie
ein Rechteck.

Wir stellen (innerhalb der iiblichen Geome-
trie), eine Beziehung zwischen den Flichen-
inhalten der Teildreiecke AACL, ACBK und
ABAM des Vierecks BKLM her (vgl. Bild 5):

f

Bild 5
Ly
3 P g
VAl
7
NZ s}
7
o /
L / M
A

Zum Beweis des pseudocuklidischen
Analogons des Satzes des Pythagoras”

Durch den Punkt L, auf der Strecke KB, fiir
denL,B_AL gilt, zeichner: wir eine Paraliele
zu BM. Diese schneidet die Strecke CB in
einem Punkt C,.

Da die Parallele zu ¢ durch C den Winkel
¥ ACB voraussetzungsgemaB halbiert, ist
¥ LCA= ¥ KCBund somit ACBK~ ACAL.



Zusammen mit LlB;ﬂ folgt daraus

ACLA= AC,L,B. (1)
Es gilt also '

Axcc,L=Akca—AcLa- 2
Weiterhin ist

AAMB= ALKL. 3)

Ist N der Schnittpunkt von L—Ll mit CB, so

gilt  ALNC= AL\NC,. 4
Aus (3) und (4) folgt
Axcc,L=Aams, (5)

was zusammen mit (2)

Aamp=Axcp— AcLa ergibt. (6)
Multipliziert man beide Seiten der Gleichung
(6) mit dem Faktor 4, so erhilt man die Be-
hauptung des Satzes.

Wir definieren nun den Begrill Linge einer
Strecke in der pseudoeuklidischen Geometrie.

Definition 2: Beziiglich einer [estgelegten Ein-
heit ist die MaBzahl der Ldnge einer Strecke
gleich der Wurzel aus der Mafzahl des
Flacheninhalts des Quadrats iiber dieser
Strecke. Damit konnen wir den Satz des
Pythagoras auch wie folgt formulieren.

Satz: Bei jedem rechtwinkligen Dreieck ist der
Betrag der Differenz aus den Quadraten
der KathetenmaBzahlen gleich dem Quadrat
der HypotenusenmaBzahl.

Auch zu den iibrigen grundlegenden Sitzen
der ebenen euklidischen Geometrie (z.B. Satz
des Thales, Peripheriewinkelsatz, Sétze iiber
die Schnittpunkte der Hohen, Mittelsenkrech-
ten bzw. Winkelhalbierenden eines Dreiecks,
Satz vom Feuerbach-Kreis) lassen sich in der
pseudoeuklidischen Geometrie analoge Sitze
formulieren und beweisen. Dies hat seinen
tieferen Grund darin, daB euklidische und
pseudoeuklidische Geometrie der Ebene
Zwillingstochter der projektiven Geometrie
sind, die allerdings iber den heutigen Schul-
stofl hinausgeht.

Die pseudoeuklidische Geometrie findet thre
Anwendung als Geometrie der schnellen Be-
wegungen in der Relativitiitstheorie. Die [e-
sten Richtungen ¢ und f kennzeichnen die
Lage der Bewegungslinien von Lichtsignalen
in ebenen Raum-Zeit-Diagrammen.

Aufgaben
Al a Welche Strecken haben die Linge
Null?

A2a Unter welchen Bedingungen haben
zwei Strecken die gleiche Ldnge? Welche
Form hat ein pseudoeuklidischer Kreis?
A3 A Beweise, daB sich die pseudoeuklidi-
schen Mittelsenkrechten eines Dreiecks in
einem Punkt schneiden'!
A4 a Versuche, weitere von der iiblichen
cuklidischen Geometric abweichende Tat-
sachen in der pseudoeuklidischen Geometrie
zu finden!
A5a Formuliere und beweise einige der
am SchluBl des Artikels genannten Sidtze der
pseudoeuklidischen Geometrie!

D.-E. Liebscher

Eine Aufgabe —
verschiedene
Losungen

Im Heft 2/79 verdllentlichten wir folgende
Aufgabe:

Ma7 #1863 Zwei FuBballmannschalten A
und B trugen ein Freundschaftsspiel aus. Ins-
gesamt wurden 13 Tore geschossen. Das erste
Spiel verlief unentschieden. Im zweiten Spiel
fielen mehr Tore als im ersten Spiel, und zwar
erzielte Mannschaft 4 im zweiten Spiel dop-
pelt soviel Tore wie Mannschaft B. Es sind
die Ergebnisse beider Spiele zu ermitteln.

Im Heft 5/79 veroffentlichten wir dazu eine
Losung:
Angenommen, im ersten Spiel schof} jede der
beiden Mannschaften x Tore; es [ielen somit
2x Tore. Im zweiten Spiel habe Mannschaft B
y Tore, also Mannschaft 4 2y Tore geschos-
sen; es fielen somit 3y Tore. Nun gilt
2x+3y=13,
Jy=12+1-2x,

2x—1

7
Nur fiir x, =2, y; =3 und x, =5, y, =1 besitzt
diese Gleichung positive ganzzahlige Lo-
sungen.

y=4_

Spiele  Torverhdltnis- Anzahl der Tore
|.Spiel 2:2 4
2.Spiel 6:3 9

Die zweite Losung entfdllt (5:5, 2:1). da in
diesem Fall im zweiten Spiel weniger Tore
ficlen als im ersten.

Wir stellen nun die Losung von Andreas
Israel aus Karl-Marx-Stadt vor, der Schiiler
der Klasse 7 der Heinrich-Heine-Oberschule

‘ist. Andreas loste diese Aulgabe wie [olgt:

Wenn im zweiten Spiel mehr Tore als im er-
sten Spiel gelallen sind, konnen im ersten
Spiel hochstens 6 Tore gefallen sein. Da das
erste Spiel unentschieden ausfiel, kommen
nur die Torverhiltnisse 0:0, 1:1,2:2.3:3in
Betracht. Im ersten Spiel konnen also 0. 2. 4
oder 6 Tore gefallen sein: im zweiten Spiel
13, 11.9 oder 7 Tore. Da im zweiten Spiel die
Mannschaft A doppelt so viele Tore wie die
Mannschaft B scholl, muf3 die Anzahl der
Tore (2n+n=3n) des zweiten Spiels ecine
durch 3 teilbare natiirliche Zahl sein. Das
trifft nur zu fir n=3. also 3n=9. Das crste
Spiel endete 22, das zweite Spiel endete 6:3
bei einem Sieg der Mannschaft A.

Wir stellen nun die Losung von Axel Schulz
aus Potsdam vor, der Schiiler der Klasse 6a
der OS 9 ist. Axel l6ste diese Aulgabe wie
[olgt:

Anzahl der Tore im

Mannschalt 1.Spiel 2.Spiel
A x 2y
B X v

Nun gilt 2x+3y=13 und 2x<3y. Daraus
folgt weiter 7<3y<13, also y=3 oder y=4.
Wegen 3-4=12und 13—~12=1 entfillt y=4
als Losung, da im unentschiedenen ersten
Spiel nicht genau 1 Tor gefallen sein kann.
Fiir y=3 erhalten wir 2x+9=13, also x=2.
Das erste Spiel endete 2:2, das zwcite Spiel
endete 6:3 fiir Mannschalt 4.

Ferientermine
des Schuljahres
1980/81

Es stehen fiir die Erholung und Freizeit-
beschiltigung der Schiiler insgesamt 96 unter-
richtslreie Werktage (davon 23 Sonnabende)
zur Verfiigung.

Herbstferien:

Erster Ferientag:

Sonnabend, 18. Oktober 1980
Erster Unterrichtstag:
Montag, 27. Oktober 1980

Ferien zum Jahreswechsel:
Erster Ferientag:

Sonnabend, 20. Dezember 1980
Erster Unterrichtstag:
Montag, 5. Januar (98]

Winterlerien:

Erster Ferientag:
Sonnabend, 7. Februar 1981
Erster Unterrichtstag:
Montag, 2. Mirz 1981

Unterrichts(reie Tage:
Sonnabend, 18. April 1981;
Sonnabend, 2. Mai 1981

Friihjahrsferien:

Erster Ferientag:
Sonnabend. 9. Mai 1981
Erster Unterrichtstag:
Montag, 18. Mai 1981

Unterrichtsfreier Tag:
Sonnabend. 6. Juni 1981

Sommerferien:

Erster Ferientag:
Sonnabend, 4. Juli 1981
Erster Unterrichtstag:
Dienstag, 1. September 1981
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Speziell
fiir Klasse 5/6

Das arithmetische Mittel

Anita, Bernd und Christine waren fleiBig beim
Suchen nach den Ostereiern, die ihre Eltern
im Garten versteckt hatten.

Christine, die dlteste von den dreien, hatte -

9 Eier gefunden, Bernd hatte 4 aulgespiirt,
aber die kleine Anita hatte nur 2 entdeckt und
war natiirlich traurig.

Christine trostete sie und schlug vor, ihren
Geschwistern so viele ihrer Ostereier abzuge-
ben, daB alle gleich viel besaBen. Und das tat
sie dann auch: Bernd gab sie ein Osterei und
an Anita 3 Eier. Jetzt hatte jeder gleich viel,
und alle waren zufrieden (Bild 1).

Bild | )
Christine OOOOO
00 OO\
/ \ Anita
Bernd OC?O \ 00

Was die drei Geschwister hierbei taten, ist ein
Vorgang, der sich in ganz anderen Zusam-
menhingen hiufig abspielt, manchmal in
wirklicher Ausfiihrung, manchmal in Gedan-
ken. Die drei hatten namlich von den An-
zahlen der Ostereier, also von 9, 2 und 4 den
Durchschnitt gebildet.

Diesem Begrifl begegnen wir an vielen Stellen.
Wir erfahren, daB das Durchschnittsalter
einer FuBballmannschaft 23 Jahre betrigt,
wir horen, daB die durchschnittliche Korper-
groBe der Menschen allmihlich zunimmt, wir
lesen, daB die Durchschnittstemperatur des
Monats August unter der iiblichen lag. Um
die Qualitdt einer Ernte einzuschitzen, be-
rechnet man den durchschnittlichen Hektar-
ertrag, die stindige Verbesserung unserer Le-
bensbedingungen zeigt sich unter anderem an
dem steigenden Durchschnittsverdienst der
Werktitigen, der Lehrer gibt den Zensuren-
durchschnitt einer Klassenarbeit an, und als
Ergebnis einer Spendenaktion wird bekannt-
gegeben, daB jeder Schiiler der Schule durch-
schnittlich 2,50 M Solidaritatsspenden einge-
bracht hat.

Aber auch dort, wo nicht vom Durchschnitt
die Rede ist, bedeuten Zahlenangaben oft
einen durchschnittlichen Wert. Angaben iiber
z.B. die Geschwindigkeit von Schiffen, die
Leistungen von Betrieben, die Ausgaben des
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Staates fur jeden Schiiler, die Menge der von
einem Haushalt verbrauchten Energie und
vieles anderq mehr sind Durchschnittswerte,
ohne daB das in jedem Falle extra betont
wird.

Wir wollen jetzt sehen, wozu man solche An-
gaben benétigt, wie man sie berechnet und
was sich daraus an Interessantem ergibt.
Nehmen wir einmal an, zwei Brigaden einer
Klasse haben Altstoffe gesammelt, und wir
wollen wissen, welche der beiden Brigaden
die bessere Leistung erreicht hat.

Die vier Mitglieder der Brigade I haben
15kg, 12kg, 20kg und 9 kg Altpapier zu-
sammengebracht. Die fiinf Mitglieder der
Brigade II haben 11kg, 13kg, 10kg, 17kg
und 14 kg gesammelt. Die beste Einzellei-
stung hat ein Schiiler der Brigade I voll-
bracht. Das sagt aber noch nichts iiber die
Leistung der gesamten Brigade aus. Brigade |
hat insgesamt 56 kg, Brigade 11 65kg, also
mehr, gesammelt, aber auch das ist noch
nicht zum Vergleich geeignet, denn Brigade II
besteht ja auch aus 5 Schiilern, einem mehr
als Brigade 1. Die bisherigen Betrachtungen
reichen also noch nicht aué, um die Frage zu
entscheiden.

Hier bildet man nun fiir jede Brigade das
durchschnittliche Sammelergebnis, d.h., man
nimmt an, jedes Mitglied der Brigade hitte
die gleiche Menge gesammelt und auf diese
Weise die gleiche Gesamtleistung erreicht. Es
konnte also, wie bei dem Beispiel des Oster-
eiersuchens der Schiiler mit dem hochsten
Sammelergebnis an den mit dem schlechte-
sten Sammelergebnis etwas abgeben, und alle
miiBten ihre Papiermengen so ausgleichen,
bis jeder gleich viel hat. Das ist natiirlich sehr
umstiindlich, selbst wenn man es nur in Ge-
danken ausfiihrt. Man benutzt daher ein an-
deres Verlahren.

Auch die drei Geschwister hétten eine andere
Mbéglichkeit des Ausgleichens gehabt. Sie hit-
ten ndmlich alle gefundenen Ostereier zu-
sammenlegen und in drei gleiche Teile auf-
teilen konnen (Bild 2). Dann wiren auch auf
diese Weise auf jeden 5 Ostereier gekommen.
Entsprechend verfahren wir bei dem Beispiel
der betden Brigaden. Wir addieren die von
jeder Brigade gesammelten Einzelmengen
und dividieren diese Summe durch die An-
zahl der Mitglieder.

Bild 2
Christine O|O] O O O A
ololo o
Bernd olo
olo ¥
Anita oO|o| T~ T 2
515 5

Fiir die Brigade I erhalten wir 56 kg:4=14kg
und sagen, daB in dieser Brigade jeder durch-
schnittlich 14 kg gesammelt hat. Auf die glei-
che Weise erfahren wir, dafl in Brigade 11
jeder durchschnittlich 13 kg gesammelt hat
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Bild 3

(65 kg : 5). Jetzt wissen wir, daB Brigade I das
bessere Ergebnis erreicht hat (Bild 3).
Wollte man zum Beispiel im Jahre 1990
priifen, ob die zu dieser Zeit lebenden Men-
schen im Durchschnitt gréBer sind als die, die
1980 lebten, dann miiBte man eigentlich zu
beiden Zeitpunkten die GroBen aller dann
lebenden Menschen messen und diese Summe
durch ihre Anzahl dividieren. Das ist nun
allerdings weder zweckmiBig (so konnte
z.B. zu einem der beiden Zeitpunkte die Zahl
der noch nicht erwachsenen Personen be-
trichtlich gréBer sein) noch notwendig. Man
wiirde sich also darauf beschrinken, die
KorpergroBe von einer hinreichend groBen
Zahl von Personen, etwa von 5000, zu er-
mitteln, hieraus die Durchschnittswerte zu
berechnen und diese zu vergleichen.
Wenn der Lehrer den Durchschnitt einer
Klassenarbeit errechnet, dann addiert er die
erreichten Zensuren und dividiert diese Sum-
me durch die Anzahl der Schiiler, die diese
Arbeit mitgeschrieben haben.
Angenommen, in einer Arbeit wurden 7 Ein-
sen, 11 Zweien, 8 Dreien, 3 Vieren und | Fiinf
geschrieben, so wire zu rechnen:
1+1+14+1+1+1+1424+...+44+4+445
=70, und diese Zahl wire durch die Anzahl
der Schiiler 7+ 1! +8+3+1=30 zu dividie-
ren, was den Durchschnitt 2,3 ergibt. Es ist
allerdings praktischer, statt die 30 Summan-
den einzeln zu addieren, vereinfacht zu rech-
nen: )
7-14+11-2+48-343-441-5=30.
In der Mathematik nennt man das, was wir
hier als Durchschnitt bezeichnet haben, arith-
metisches Mittel.
Das arithmetische Mittel der Zahlen 5 und 9
ist also 7, weil (5+9):2=14:2="7 ist.
Man legt demnach fest:
Unter dem arithmetischen Mittel m, von n
Zahlen a,, a3, as, ..., a» versteht man
_01+H1+03+...+ﬂ"

a = n "
Aus all dem bisher Gesagten ergibt sich
folgendes:
Das arithmetische Mittel verschiedener Zah-
len liegt stets zwischen der grofiten und der
kleinsten dieser Zahlen, ist also gréBer als die
kleinste und kleiner als die groBte von ihnen.
Diese Erkenntnis kann zum Beispiel fiir eine



Kontrolle genutzt werden. Sie [indet auch
bei der Losung der Aulgabe 6 (sieche unten)
Anwendung.

Das arithmetische Mittel mehrerer Zahlen ist
stets eindeutig bestimmt. Umgekehrt kann
man im allgemeinen aus dem arithmetischen
Mittel keine Riickschliisse auf die Zahlen
zichen, aus denen es gebildet wurde. Der
Durchschnitt von 1,7 bei einer Klassenarbeit
schlieBt nicht aus, daB eine ungeniigende
Leistung dabei war.

In einem Teich mit einer durchschnittlichen
Tiefe von einem halben Meter kann ein Er-
wachsener ertrinken. Ein Autofahrer, der eine
Stunde mit einer Durchschnittsgeschwindig-
km
iy
zu jedem Zeitpunkt innerhalb dieser Stunde
diese Geschwindigkeit eingehalten. Er hat
wahrscheinlich einmal anhalten miissen, und
es ist aus dem Mittel nicht ersichtlich, daB
er nicht die zulissige Hochstgeschwindigkeit
auch einmal iiberschritten hat.

Sind allerdings das arithmetische Mittel von
n Zahlen und n—1 dieser Zahlen (d.h. alle
bis auf eine) bekannt, dann 14Bt sie sich aus
diesen Angaben errechnen.

Das arithmetische Mittel von sechs Zahlen,
von denen fiinf 17; 28; 21; 30 und 19 lauten,
sei 25. Dann kann man die sechste Zahl auf
folgende Weise finden:

Wenn das arithmetische Mittel von sechs
Zahlen 25 betrigt, dann muB die Summe die-
ser sechs Zahlen 150 betragen. Die Summe
der fiinf bekannten Zahlen lautet 115. Dem-
nach ist die fehlende Zahl die Zahl 35.

keit von 45 gefahren ist, hat gewil} nicht

Aufgaben (I)
Ala Berechne c_las arithmetische Mittel
der Zahlen 76; 78, 82 und 84!

A2a Eine LPG hat aufeinem 25 ha groBen
Feld 850 dt Weizen geerntet. Bei einer zweiten
LPG wurden 1023 dt Weizen von einem 31 ha
groBen Feld geerntet.

Welche der beiden LPG hatte den besseren
Hektarertrag?

A3 a Dievier Schiiler einer Brigade A spen-
deten als Solidarititsbeitrag 2,50 M, 1,75 M,
3,25M und 3,50 M. Die finf Schiiler einer
Brigade B gaben 2M, 2 M, 2,75M, 425M
und 3 M.

Welche Brigade hatte das bessere (Durch-
schnitts)ergebnis?

A44a In vier zylindrischen Gefiflen mit
gleichem Durchmesser steht die Wassersdule
15cm, 12 cm, 13,5 cm bzw. 21,5 cm hoch.

Bild 4

Wie hoch wiirde die Wassersdule in jedem
dieser GefdBe stehen, wenn man die Gefdle
unten verbindet, so daB sich die Hohe des
Wasserspiegels ausgleicht und in allen vier
GefiBen gleich ist? (Bild 4)

A5 A Das arithmetische Mittel von 75 und
einer Zahl x ist 81.
Wie lautet die Zahl x?

A6A Vonden Zahlen 621,915,438 und 53C
ist das arithmetische Mittel errechnet worden.
Es ist eine der folgenden Zahlen:

a) 916, b) 626, c) 420 und d) 530.

Ermittle die richtige Zahl, ohne das arith-
metische Mittel auszurechnen!

A7a Einefinfkopfige Schiffsbesatzung hat
ein Durchschnittsalter von 28 Jahren. Der
Steuermann ist 31 Jahre alt, der Maschinist
28 Jahre, der Mechaniker 23 Jahre und der
jlingste Matrose 19 Jahre alt.

Wie alt ist der Kapitidn?

AB8aA Das Bild zeigt zwei Strecken a und b.
Konstruiere das arithmetische Mittel ihrer
MaBzahlen, ohne die Strecken zu messen!
(Bild 5)

Bild5 + -

A9a Eine Folge von Zahlen sei so be-
schaffen, daB jedes Glied (auBer dem ersten
und letzten) das arithmetische Mittel seiner
Nachbarglieder ist.

a) Wie ist die Folge 3; 7; ... weiterzufiihren,
damit sie diese Eigenschaft hat?

b) Gib die ersten 10 Glieder einer solchen
Folge an, die mit der Zahl 0,5 beginnt!

Wenden wir uns jetzt der Frage zu, wie sich
eine Veriinderung der Ausgangswerte auf das
arithmetische Mittel auswirkt.
a) Wenn einer der Ausgangswerte um eine
bestimmte Zahl vergroBert, ein anderer um
die gleiche Zahl verkleinert wird und alle
anderen Werte unveridndert bleiben, dndert
sich das arithmetische Mittel nicht. Es leuch-
tet ein, daB die Summe der Ausgangszahlen
dabei keine Verinderung erfihrt. Diese Ge-
setzmiBigkeit wurde im iibrigen ausgenutzt,
als in unserem ersten Beispiel Christine an
ihre Geschwister Ostereier abgab.
b) Wenn jede der Ausgangszahlen um die
gleiche Zahl vergrdBert wird, dann vergroBert
sich auch das arithmetische Mittel um diese
Zahl. Das sei am Beispiel dreier Zahlen q, b
und c gezeigt. Das arithmetische Mittel m,
dieser Zahlen ist
at+b+c
T
Wird nun jede dieser Zahlen um n vergroBert,
dann erhélt man als arithmetisches Mittel m,
dieser neuen Zahlen
_a+n+b+n+c+n_a+b+c+n+n+n
2 3 - 3
_a+b+c 3n

3 +T=m1 +n.

1=

Der Gedankengang 4Bt sich leicht auf jede
andere Anzahl von Ausgangszahlen iibertra-
gen. Entsprechendes gilt auch bei Subtrak-
tion der gleichen Zahl von allen Ausgangs-
werten.
Diese Tatsache laBt sich bei manchen Auf-
gaben zu einer vorteilhaften Berechnung des
arithmetischen Mittels ausnutzen. Es sei zum
Beispiel das arithmetische Mittel der Zahlen
64011; 64029 und 64020 gesucht. Dann er-
mittelt man im Kopf das Mittel der Zahlen
11; 29 und 20, das ist 20, und addiert dazu
64000. Man erhilt so recht einfach den Wert
64020.
c) Wird jede der Ausgangszahlen mit einer
bestimmten Zahl n multipliziert, so wird auch
das arithmetische Mittel dieser Zahien n-mal
so groB. Aufeinen Beweis sei hier verzichtet.
Als Beispiel seien die vier Zahlen 11; 16; 17
und ‘20 herangezogen, deren arithmetisches
Mittel 16 betrigt, wihrend man als entspre-
chenden Wert fiir die 10mal so groBen Zahlen
110; 160; 170 und 200 auch das Zehnfache
davon, niamlich 160 erhilt. Auch bei Division
aller Ausgangswerte durch die gleiche Zahl
erhilt man einen entsprechend verinderten
Wert. Hieraus ergeben sich ebenfalls bisweilen
Rechenvorteile.
DaB man in all diesen Fillen vom arithmeti-
schen Mittel und nicht einfach vom Mittel .
spricht, hat seinen Grund darin, daB es auch
Mittelwerte anderer Art gibt. In der Mathe-
matik spielt z. B. noch das geometrische Mittel
eine Rolle.
Das geometrische Mittel m, zweier positiver
Zahlen a und b ist definiert als Quadrat-
wurzel aus dem Produkt der beiden Zahlen,
es gilt also
m,=)/a-b.

So ist zum Beispiel das geometrische Mittel
der Zahlen 2 und 8 die Zahl 4, weil
[/ﬁ=[/ﬁ=4 ist.
Beide Mittelwerte lassen sich geometrisch ver-
anschaulichen. Nimmt man zum Beispiel ein
Rechteck mit den Seiten a und b, so ist das
arithmetische Mittel m, beider MaBzahlen
a und b die Linge der Seiten eines Quadrats,
das den gleichen Umfang hat wie das Recht-
eck. Es gilt dann nidmlich
a+b

7
Diese Quadratseite ist leicht zu konstruieren.
Man konstruiert zunichst eine Strecke der
Linge 2a+2b und teilt diese (z. B. mit Hilfe
der Mittelsenkrechten) in vier gleiche Teile
(Bild 6).

4m,=2a+2b, also m;=

81



Das geometrische Mittel von a und b erhilt

man als Seitenldnge eines Quadrats, das den

gleichen Flacheninhalt hat wie das Rechteck

mit den Seiten a und b. Es gilt nimlich dann
mgl=a-b,

und fiir positive Zahlen a und b folgt daraus
my=)/a-b.

Die Seite eines solchen Quadrats 1aBt sich

z.B. unter Benutzung des Hohensatzes oder

des Kathetensatzes konstruieren (Bild 7).

mg

Bild 7

Bildet man von mehreren Zahlenpaaren so-
wohl das arithmetische als auch das geo-
metrische Mittel, so fillt auf, das letzteres stets
kleiner ist als das erstere, falls die Zahlen von-
einander verschieden sind. So ist z.B. das
arithmetische Mittel der Zahlen 2 und 18 die
Zahl %: 10, das geometrische Mittel die
Zahl)/2-18=6.

Es 148t sich beweisen, daB das in jedem Falle
SO ist.

Da das Quadrat einer von Null verschiedenen
Zahl stets positiv ist, muB} gelten

(a—b)? >0,d. h.

a®—2ab+b?*>0. Durch Addition von

4ab auf beiden Seiten erhilt man daraus

a? +2ab+b? > 4gb und nach Anwendung

der ersten binomischen Formel

(a+b)? > dab. Fiir positive Zahlen

a und b [olgt :

a+b > 2|/ ab und nach Division
durch 2

a+b L.

5 > [/E, d. h. also, daB in jedem

Falle das arithmetische Mittel von a und b
(mit a=+b) groBer ist als das geometrische
Mittel dieser beiden Zahlen.

Aufgaben (II)

A10A Ermittle (im Kopf) das arithmetische
Mittel der Zahlen 2023; 2029; 2021, 2027!

All A Berechne von den Zahlen 3 und 27
das arithmetische Mittel und das geometri-
sche Mittel!

A12a Das geometrische Mittel aus 6 und
einer Zahl x sei 18. Ermittle x!

Al13a Bilde eine Folge von Zahlen, die
mit 2 und 6 beginnt und in der jedes Glied
(auBer dem ersten und dem letzten) geometri-
sches Mittel seiner Nachbarglieder ist!

A 14 A Setze zwischen die Zahlen 1 und 64
zwei Zahlen x und y so ein, daB diese vier
Zahlen eine Folge bilden, in der x und y
a) arithmetisches Mittel,

82

Ein Programm-
ablaufplan

Das Titelbild der alpha 4/80 zeigt die Vor-
schrift bzw. den Algorithmus fiir die Division
rationaler Zahlen in Form einer graphischen
Darstellung. Solche Darstellungen nennt man
auch Programmablaufpline oder Flufbilder.
Sie stellen eine notwendige Grundlage fiir die
programmtechnische Aufbereitung des Ver-
fahrens fiir Rechenautomaten, also fiir die
Programmierung des Verfahrens dar. Rechen-
automaten konnen nimlich nur das leisten,
worauf sie eingestellt, programmiert sind.
Schleicht sich ein Fehler in das Programm
ein, so liefern sie die unsinnigsten Ergebnisse.

b) geometrisches Mittel ihrer Nachbarglieder
sind!

Al5a Von drei Zahlen g, b und c ist be-
kannt:

(1) b ist dreimal so groB wie a.

(2) c ist um 8 kleiner als b.

(3) Das arithmetische Mittel der drei Zahlen
ist 30.

Ermittle g, b und c!

Al6A Von drei zweistelligen natiirlichen
Zahlen a, b und c sei bekannt:

(1) a wird weder groBer noch kleiner, wenn
man seine Ziflern vertauscht.

(2) b ist um 44 groBer als a.

(3) a ist das arithmetische Mittel von b und c.

Al7a Von zwei positiven Zahlen a und b
ist bekannt:

(1) Ihre Differenz betrdgt 70.

(2) Die Dilferenz aus dem arithmetischen und
dem geometrischen Mittel beider Zahlen ist
25.

Wie lauten die beiden Zahlen?

Al8a In dem folgenden Kryptogramm
stellt jeder Buchstabe eine der Grundziffern
(von 0 bis 9) dar, gleiche Buchstaben be-
deuten gleiche, verschiedene Buchstaben be-
deuten verschiedene Ziffern, und wie iiblich
ist Null als erste Stelle nicht zugelassen.

Ermittle alle Moglichkeiten dafiir, daB die
Zahlen ABC und DA das arithmetische Mittel
DE haben!

K. Lehmann

Zunichst ist sehr wichtig zu wissen, welche
elementaren Operationen die Rechenmaschi-
ne iiberhaupt ausfilhren kann, denn nur sol-
che diirfen in einem Programmabiaufplan
vorkommen. Weiterhin muB man sehr genau
durchdenken, welche Operation die Maschine
in welcher Reihenfolge verrichten soll.

Wir wollen uns nun etwas niher mit dem
Aufbau von Programmablaufplinen beschaf-
tigen, um das Titelbild zu verstehen.
Programmablaufplidne setzen sich aus ein-
zelnen Bausteinen, auch Sinnbilder genannt,
zusammen.

Die Verbindungslinien zwischen den einzelnen
Kastchen des Programms nennt man Pro-
grammlinien. Die Pfeilrichtung gibt jeweils
die Richtung an, in der das Programm abzu-
arbeiten ist.

Organisationskdstchen dienen der Beschrei-
bung von Anfang und Ende des Programms
(Bild 1).

U

Ein- und Ausgabekdstchen werden verwendet,
um die Groflen, die in die Rechnung ein-
gehen (in unserem Beispiel Dividend a und
Divisor b) und die GroBen, die nach Ablauf
der Rechnung als Ergebnis zur Verfiigung
stehen (in unserem Falle der Quotient Q), zu
erfassen (Bild 2).

Eingabe Ausgabe Q
a,b (b+0) Lj
Bild 2

In Operationskisichen werden die auszuftih-
renden Operationen genau beschrieben. Das
kann mit Hilfe von Formeln oder auch durch
Worte geschehen. Haufig wird dabei die
Ergibtanweisung (Symbol ,,:=") verwendet.
Sie besagt, daB aus bekannten GroBen auf der
rechten Seite der Anweisung die links stehen-
de GroBe zu berechnen ist.

Hier einige Beispiele:

x:=|a|

bedeutet, daB von einer beliebigen Zah! g der
absolute Betrag zu bilden ist. Das Ergebnis
wird mit x bezeichnet.

bedeutet, daB x durch y zu dividieren ist und
man das Ergebnis mit z bezeichnet.

Das Symbol f(x) bedeutet in unserem kon-
kreten Beispiel den Ubergang von der ratio-
nalen Zahl x (x=0) zur entsprechenden ge-
brochenen Zahl (Beispiel: f(+2)=2).

Das Symbol f ~!(x) bedeutet demnach den
Ubergang von einer gebrochenen Zahl zu der



entsprechenden rationalen Zahl (Beispiel:
S710,2)= +0,2).

z:= f1 (2
bedeutet, daB zur gebrochenen Zahl z die ent-
sprechende rationale Zahl anzugeben ist und
diese Zahl der neue Wert von z ist.
Achtung: Das Ergibtzeichen darl nicht mit
dem Gleichheitszeichen verwechselt werden.
Fragekdstchen (auch Alternativkistchen ge-
nannt) werden verwandt, wenn eine Ent-
scheidung zu treffen ist. Zu dem Kistchen
fiihrt stets genau ein Pfeil hin, und zwei Pfeile
fihren davon weg. Die Kistchen enthalten
solche Fragen, die man nur mit ,ja“ (Sym-
bol: j) oder ,,nein* (Symbol: n) beantworten
kann.
Beispiele:
Ist a gleich Null?

symbol: (_a=07
n

Stimmen die Vorzeichen von a und b iiber-
ein? 1

Symbol: (__$ga = sgn b? ;i
. n

Nun sind alle Symbole des FluBbildes fiir die
Division rationaler Zahlen erklidrt, und ihr
konnt das Titelbild verstehen.

Das Titelbild stellt allerdings keinen Pro-
grammablaufplan fiir eine EDV-Anlage dar.
(Dort wiirde z. B. die hier verwendete Funk-
tion f gar nicht benétigt!) Das FluBbild auf
dem Titelblatt widerspiegelt lediglich das in
der Schule behandelte Vorgehen bei der
Division rationaler Zahlen.

Hier nun noch einige Aufgaben zur eigenen
Kontrolle:

Ala Lose folgende Divisionsaufgaben!
a)(—3,2):(—0,8), b)(—42):7, ¢)3,6:(—12)
Zeichne jeweils den Weg im Programm-
ablaufplan des Titelblattes ein!

A2a Versuche, einen Programmablaufl
fiir das in der Schule behandelte Verfahren
der Multiplikation rationaler Zahlen zu ent-
werfen!

A3A Wasbedeutet ?

b-7 ] b x i=k+1 |
L. Flade

a;[ X: =

Millionengewinne

mit mathematischen Tricks?

Mein GroBvater war verspielt. Vor und nach
dem Ernst kam der Spicl-SpaB. Eines der
Spielchen ging so: Wenn mit der Miinze er-
mittelt worden war, wer anfingt, mufite der
erste eine beliebige Zahl von 1 bis 10 nennen.
Der zweite suchte sich ebenfalls eine dieser
Zahlen heraus und addierte sie laut dazu. So
ging es abwechselnd weiter. Wer zuerst die
100 erreichte, war Sieger. GroBvater gewann
immer ... bis er mir sein Gehejmnis verriet.
Aber vielleicht kommst du ohne Hilfe dar-
aul.

Immer, wenn ich einen Lottoschein ankreuze,
frage ich mich, ob es nicht auch fir dieses
Spiel eine geheimnisvolle Methode gibt, die
einen Gewinn garantiert. Wer kodnnte das
besser wissen als einer jener Mathematiker,
die sich mit dem Zufall beschiftigen und sich
deshalb Stochastiker nennen. Rein zufillig ~
wie man so sagt — komme ich mit Prof.
Dr. Hans-Joachim Girlich ins Gesprach, der
dieses Fachgebiet an der Sektion Mathematik
der Karl-Marx-Universitit vertritt. Er winkt
lichelnd ab, als ich meine Gedanken vor-
trage. Lotto ist ein absolut faires Spiel, ver-
sichert er mir. Kein Spieler — auch nicht ein
Mathematiker -~ kann einen Fiinfer voraus-
sagen. Jeder hat die gleichen Chancen.

Aber, so erfahre ich, mit der Untersuchung
von Gliicksspielen begann die Entwicklung
wichtiger mathematischer Methoden, die heu-
te unter dem Begrifl Stochastik zusammen-
gefaBt werden. Dazu gehoren die mathemati-
sche Statistik und die Wahrscheinlichkeits-
theorie. Sie helfen, mit moglichst groBer
Sicherheit Voraussagen iiber beliebige zu-
fallsbedingte Massenerscheinungen in Natur
und Gesellschaft, in Wissenschaft und Wirt-
schaft, in Medizin und Technik zu treffen.
Seit langem wird beispielsweise aus Statisti-
ken der Lebenserwartung der individuelle
Versicherungsbeitrag abgeleitet. Die Wahr-
scheinlichkeitstheorie erlaubt es, Wetterpro-
gnosen zu errechnen. Ohne zu wissen, wann
der einzelne Kunde ins Kaufhaus geht, kann
eine solche Minimalbesetzung der Kassen
ermittelt werden, die niemals Schlangen ent-
stehen 148t. Das bringt dem Kiufer Zeit-
gewinn, dem Handel erh6hten Umsatz. Ma-
thematiker stellen Stichprobenpline auf, um
eine optimale Giitekontrolle in der Gro8-
produktion zu gewihrleisten.

Nicht jedes Stiick kann auf Herz und Nieren
iiberpriift werden. Dann wire es unbezahlbar.
Stochastik ist auch im Spiel, wenn iiber In-
vestitionen entschieden wird oder wenn fir
ein neues Produkt die Absatzchancen aufl
dem Weltmarkt abzuschitzen sind.

So tragen ,,mathematische Tricks* dazu bei,
den Zufall zu beherrschen und Millionen-
gewinne [ur uns alle zu sichern.
Zuriick zu meinem GroBvater. Hast du in-
zwischen durchschaut, wie er den Zufall aus-
schaltete? Ganz einfach: Derjenige wird Sie-
ger, der die Zahl 89 erreicht oder — noch bes-
ser — vorher die strategischen Zahlen 78, 67,
56, 45, 34, 23, 12 und 1 in Anspruch nimmt.
Stimmt’s?

aus: LVZ v.9./10.2.80
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XIX. Olympiade
Junger Mathematiker der DDR

4. Stufe (DDR-Olympiade)

Preistriger 1

Einen ersten Preis erhielten:

In Olympiadeklasse 10: )org Pietschmann,
EOS J. J. Winkelmann (K1. 9), Stendal (1);
John Matzke, EOS G. E. Lessing, Erfurt (2);
Jochen Lattermann, EOS Pestalozzi (K1. 9),
Dresden (3); Steffen Deutschmann, EOS
F. Schiller, Bautzen (4). In Klassenstufe 11/12
wurden keine ersten Preise vergeben.

Einen zweiten Preis erhielten:

In Olympiadeklasse 10: Christoph Zimmer-
mann, EOQS Friedrich Engels, Karl-Marx-
Stadt; Martin Arnold, Goethe-Schule (EOS),
Ilmenau; Ralf Hortig, 13. OS Cottbus;
Hagen Mrowetz, EOS A. Puschkin, Prenzlau;
Thorsten Eidner, EOS F. Heckert (Kl. 9),
Zeulenroda; Volkmar Heinrich, EOS H. Ma-
tern, Templin; Horst Schulze, Spezialsch. f.
Elektronische Industrie M. 4. Nexd, Dres-
den; Karsten Petzold, BBS E. Schneller
(1. Lehrjahr), Lauchhammer-West; Jiirgen
Anders, EOS A. Ladwig (KI. 9), Ludwigs-
felde; Georg Schreckenbach, EOS 4 (KI. 9),
Potsdam.

In Olympiadeklasse 11/12: Erasmus Scholz,
Spezialsch. f. Elektronische Industrie M. 4.
Nexd, Dresden (5); Andrean Goede, Spezial-
schule {. Math./Phys. der Humboldt-Univer-
sitit zu Berlin (KI. 11) (6); Peter Zienicke,
EOS O. v. Guericke (K1. 10), Magdeburg (7);
Bodo Heise, F.-J.-Curie-Schule (K1. 10), G6r-
litz '(8); Meik Hellmund, EOS Henfling
(KL 11), Meiningen (9); Norbert Miinch,
Erw. Goethe-OS Bad Doberan; Grit Werner,
Spezialkl. d. Martin-Luther-Univ. Halle (K1.
11); Bernd Kichheim, F.-Schiller-EOS Wei- 4
mar (KI. 10). ’

21 Schiiler erhielten einen 3. Preis, 42 Schiiler
eine Anerkennungsurkunde fiir gute Leistun-
gen. An der X1X. OJM nahmen 180 Schiiler,
davon 27 Midchen, teil. 45 Schiiler waren
JFriihstarter*, d. h., starteten in einer hohe-
ren Klassenstufe.

Die Aufgaben und Losungen der Olympiade-
klasse 10 sowie die Aufgabén zur Olympiade-
klasse 11/12 verolfentlichen wir in Heft 5/80,
d. Red.
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XIX. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR

der Bezirksolympiade
(9./10. Februar 1980)

Aufgaben

Olympiadeklasse 7

1. Ermittle alle geordneten Paare (x;y) natiir-
licher Zahlen, die folgende Bedingungen er-
fillen:

(1) Die zweite Zahl y ist um 1 kleiner als das
Dreifache der ersten Zahl x.

(2) Das Produkt aus dem Sechslachen der
ersten und dem Vierfaehen der zweiten Zahl
betragt 1680.

2. Von den drei Kreisen k,, k;, k3 mit dem
gleichen Radius r, aber verschiedenen Mittel-
punkten M,, M, bzw. M, werde vorausge-
setzt: '

k> und k3 schneiden sich in einem Punkt P
und einem Punkt A% P.

k3 und k, schneiden sich in P und einem
Punkt B+ P.

ki, und k, schneiden sich in P und einem
Punkt C#+P.

Beweise, dafl aus diesen Voraussetzungen
stets folgt: Der Umkreis des Dreiecks ABC
hat r als Radius!

3. Konstruiere ein Trapez 4BCD mit AB || CD
aus ag=5,5cm, ¢=25cm, e=4S5cm,
f=6,0cm! Dabei seien a bzw. ¢ die Lingen
der Seiten AB bzw. CD; e bzw. f die Lingen
der Diagonalen AC bzw. BD.

Beschreibe und begriinde deine Konstruk-
tion! Untersuche, ob ABCD durch die gege-
benen Lingen bis auf Kongruenz eindeutig
bestimmt ist!

4. Birgit und Frank erhalten folgende Infor-
mationen iiber die Schiiler einer Schulklasse:
Die Anzahl aller Schiiler dieser Klasse ist klei-
ner als 40. Genau 609} dieser Schiiler neh-
men an der AG ,,Bildende Kunst” teil, genau

66%“,, aller Schiiler der Klasse gehen regel-

miBig zum Schwimmen, genau 509 aller
Schiiler der Klasse sind Leser der Kinder-
bibliothek.

Birgit nennt eine natiirliche Zahl x und meint:
Aus den Informationen folgt, dal mindestens
x Schiiler dieser Klasse sowohl an der AG
,,Bildende Kunst" teilnehmen als auch regel-
miBig zum Schwimmen gehen; dagegen folgt
nicht, daB mehr als x Schiiler der Klasse
diese beiden Freizeitbeschiftigungen aus-
iiben. )

Frank nennt eine natiirliche Zahl y und meint:
Aus den Informationen folgt, da mindestens
y Schiiler dieser Klasse an allen drei Formen
der Freizeitbeschiftigung (AG ,Bildende
Kunst“, Schwimmen, Kinderbibliothek) teil-
nehmen.

a) Zeige, daB aus den gegebenen Informatio-
nen die Anzahl aller Schiiler der Klasse ein-
deutig ermittelt werden kann, und gib diese
Anzah] an! _

b) Ermittle eine natiirliche Zahl x so, daB
Birgits Aussagen wabhr sind!

c) Beweise, daB Franks Aussagen [ir jede
natiirliche Zah! y >0 falsch sind!

5. Cathrin geht einkaufen. Sie hat genau
18 Geldstiicke, und zwar nur Zweimark- und
Fiinfzigpfennigstiicke. bei sich. Von dem Ge-
samtbetrag dieses Geldes gibt si¢ genau die
Halfte aus. Nach dem Einkauf stellt sie [est,
daB sie jetzt wieder ausschlieBlich Zweimark-
und Fiinfzigpfennigstiicke bei sich hat, und
zwar soviel Zweimarkstiicke, wie sie vor dem
Einkaul Fiinfzigplennigstiicke besaB, und
soviel Fiinfzigpfennigstiicke, wie sie vorher
Zweimarkstiicke hatte.

Welchen Geldbetrag besaB Cathrin noch
nach dem Einkau(?

6. Es sei ABCD ein Quadrat der Seitenldnge
6cm und E der Mittelpunkt der Seite AD.
Auf CE sei ein Punkt F so gelegen, daB} die
Flache der Dreiecke AFE und BCF inhalts-
gleich sind.

Ermittle den Flicheninhalt des Dreiecks
ABF!

Olympiadeklasse 8

1. Klaus erzihlt: , Als ich kiirzlich einkaulte,
hatte ich genau drei Miinzen bei mir. Beim
Bezahlen stellte ich [olgendes lest. Wenn ich
zwei meiner Miinzen hingebe, so {ehlen noch
3,50 M bis zum vollen Preis der gekaulten
Ware, lege ich aber nur die librige Miinze hin,
so erhalte ich 3,50 M zuriick.“

Ermittie aus diesen Angaben alle Moglichkei-
ten dafir, wieviel Miinzen welcher Sorte
Klaus bei sich gehabt hat! Dabei sind nur in

“der DDR giiltige Miinzen, d.h. Miinzen zu

1, 5, 10, 20 und 50 PI, sowie zu 1, 2, 5, 10 und
20 Mark zu beriicksichtigen.

2. Gegeben seien ein Punkt M sowie ein
Kreis k mit M als Mittelpunkt. Gesucht ist
ein Quadrat ABCD, das [olgende Eigenschal-
ten hat:

(1) Die Eckpunkte A und D liegen aufl der
Kreislinie k.

(2) Die Quadratseite BC beriihrt den Kreis k
in einem Punkt P, der zwischen B und C
liegt.

Begriinde und beschreibe eine Konstruktion,
die (ausgehend von dem gegebenen Kreis k)
zu einem Quadrat mit diesen Eigenschaften
fiihrt! Untersuche, ob es (zu gegebenem k) bis
aul Kongruenz genau ein solches Quadrat
gibt!

3. Gegeben sei ein Quadrat ABCD mit der
Seitenlinge a. Eine Parallele zu 4B schneide
die Seiten BC und AD in den Punkten E
bzw. F, eine Parallele zu BC schneide AB und
EF in den Punkten G bzw. H, und eine
Parallele zu AB schneide die Strecken BE
bzw. GH in den Punkten J bzw. K.

a) Ermittle den Umlang des Rechtecks KJEH
in Abhingigkeit von a unter der Bedingung,
daB die Rechtecke AGHF, GBJK, KJEH und
FECD untereinander f{licheninhaltsgleich
sind!

b) Ermittle den Flicheninhalt des Recht-
ecks KJEH in Abhingigkeit von a unter der
Bedingung, daB die Rechtecke AGHF, GBJK,
KJEH und FECD untereinander umfangs-
gleich sind!

4. Beweise, daB das Produkt dreier aufein-
anderlolgender natiirlicher Zahlen, vermehrt
um die mittlere Zahl, stets die 3. Potenz der
mittleren Zahl ergibt!

5. Es sei EG ein Durchmesser eines Kreises k.
Diein E und G an k gelegten Tangenten seien
t bzw. t'. Auft sei eine Strecke AB so gelegen,
daB E ihr Mittelpunkt ist. Die von 4 und B
aus an k gelegten (und von ¢ verschiedenen)
Tangenten mogen ¢’ in D bzw. C schneiden.
Der Radius von k sei r; die Lingen von AB
bzw. CD seien a bzw. c.

Beweise, daB unter diesen Voraussetzungen
stets die Gleichung

r? =% gilt!

6. Ein Taxifahrer hatte den Aultrag, um
15.00 Uhr einen Gast vom Bahnhof abzu-
holen. Bei einer Durchschnittsgeschwindig-
km
y
erreicht. Aul Grund ungiinstiger Verkehrs-
verhiltnisse konnte er jedoch nur mit einer

keit von 50 hitte er sein Ziel piinktlich

Durchschnittsgeschwindigkeit von 30 kTm fah-

ren und kam deshalb erst um 15.10 Uhr am
Bahnhof an.

a) Berechne die Linge des Weges, den der
Fahrer bis zum Bahnhof zuriickgelegt hat!
b) Berechne die Zeit, die der Fahrer bis zum
Bahnho! benétigte!
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1. Beim Losen einer Gleichung der Form
ax—6=bx—4

mit gegebenen natiirlichen Zahlen a und b

stellt Matthias lest:

(1) Die Gleichung hat eine natiirliche Zahl x

als Losung.

(2) Die gleiche Zahl ergibt sich, wenn man -

zur Durchliihrung der Probe — jeweils aul

einer Seite dieser Gleichung die gefundene

Losung x einsetzt.

Ermitteln Sie alle Paare (a:b) natirlicher

Zahlen, [iir die diese Feststellungen (1) und (2)

zutreflen!

2. Gegeben sei ein Rechteck ABCD, fiir das
A_l§=alﬁ und BC=a gilt. Es sei F der
Mittelpunkt der Seite CD.

Beweisen Sie. daB die Strecken AC und BF
senkrecht zueinander verlaufen!

3. Von n Kartons (n eine beliebige natiir-
liche Zahl groBer als 0) werde vorausgesetzt,
daB ihre Abmessungen folgende Eigenschal-
ten haben:

Der erste Karton kann in den zweiten gelegt
werden (falls n=2 ist); die ersten beiden
Kartons konnen nebeneinander in den dritten
gelegt werden (falls n2 3 ist):

die ersten drei Kartons konnen nebeneinan-
der in den vierten gelegt werden (falls n=4
ist);

die ersten n— | Kartons konnen nebeneinan-
der in den n-ten gelegt werden. '
Beweisen Sie, dal} es moglich ist, derartige n
Kartons so ineinanderzulegen, dal folgende
Forderungen erfiillt sind:

(1) Jeder Karton enthilt in seinem Innern
eine gerade Anzahl anderer Kartons (wobei
auch 0 als gerade Anzahl zugelassen ist).

(2) Es gibt hochstens zwei Kartons, die in
keinemn anderen Karton enthalten sind.

(3) Betrachtet man fiir jeden Karton die
Menge aller in seinem Inneren enthaltenen
Kartons, so gibt es auch in dieser Menge
héchstens zwei Kartons, die in keinem ande-
ren Karton dieser Menge enthalten sind.

4. a) Beweisen Sie, daB es im dekadischen
Zahlensystem keine dreistellige Primzahl gibt,
deren drei einzelne Ziffern sich so anordnen
lassen, daB sie drei unmittelbar aufeinander-
folgende natiirliche Zahlen darstellen!

b) Beweisen Sie, daB es fiir eine geeignete
natiirliche Zahl n=3 im Zahlensystem mit
der Basis n eine dreistellige Primzahl gibt,
deren drei einzelne Zillern sich so anordnen
lassen, daB sie drei unmittelbar aufeinander-
folgende natiirliche Zahlen darstellen!

5. Auf dem Arbeitsblatt sind zwei zueinander
kongruente Strecken AB und A'B’ gegeben.
Gesucht ist ein Punkt Z der Zeichenebene
mit {olgender Eigenschaft: Es gibt eine Dre-
hung um Z, die 4 in A’ und B in B’ iiber-
fiihrt.

II

Beschreiben und begriinden Sie eine Kon-
struktion eines solchen Punktes Z (falls ein
solcher existiert)! Untersuchen Sie. ob genau
ein solcher Punkt Z existiert!

6. Fiir gecignete natiirliche Zahlen n gibt es
ebenllichig begrenzte Korper mit n Ecken
und weniger als n Flichen. Zum Beispiel ist
fiir 1= 8 ein Quader ein solcher Kérper, da er
genau 8 Ecken hat und von genau 6 ebenen
Flichen (Rechtecken) begrenzt wird.
Untersuchen Sie, ob eine natiirliche Zahl N
die Eigenschaft hat, daB es fiir jede natiirliche
Zahl n= N einen eben(lichig begrenzten Kor-
per mit n Ecken gibt, der von weniger als n
ebenen Flachen begrenzt wird! Wenn dies der
Fall ist, ermitteln Sie die kleinste natiirliche
Zahl N mit dieser Eigenschaft!

Olympiadeklasse 10

1. Das Bild zeigt ein gleichschenklig-recht-
winkliges Dreieck ABC mit gegebener Kathe-
tenlange a, iiber dessen Seiten nach auBen die
Quadrate BCDE, ABGF, ACJH gezeichnet
sind.

F G

a) Zeigen Sie, daB es eine Kreislinie gibt, aul
der die Punkte D, E, F, G, H und J liegen!
Ermitteln Sie (zu gegebenem a) den Durch-
messer dieses Kreises!

b) Beweisen Sie: Jeder Kreis, der die Punkte
D, E, F, G, H und J in seiner Fliche oder
auf seinem Rande enthilt und einen anderen
Mittelpunkt als der in a) genannte Kreis hat,
hat einen grofBeren Radius als dieser Kreis!

2. Ermitteln Sie alle Paare (x:y) reeller Zah-
len, fiir die erstens in der Gleichung

2Vl+x--3_r+3\/2x-»4y+|=2 (1)
der Term auf der linken Seite (als reelle Zahl)
definiert ist und zweitens diese Gleichung (1)
erliillt ist!

3. Jeder Wiirfel besitzt sowohl eine Umkugel
(d. h. eine Kugel, auf der simtliche Eckpunkte
des Wiirlels liegen) als auch eine Inkugel
d.h. eine Kugel, die jede Seitenfldche des
Wiirfels beriihrt). Ebenso besitzt jedes regu-
lire Oktaeder (siche . Tabellen und Formeln*,
S. 33) sowohl eine Umkugel als auch eine In-
kugel.

Von einem Wiirfel und einem reguliren
Oktaeder werde nun vorausgesetzt. daf die
Umkugeln dieser beiden Korper denselben
Radius haben.

Ermitteln Sie unter dieser Voraussetzung das
Verhiltnis ry :r;, wobei r; der Radius der
Inkugel des Wiirfels und r, der Radius der
Inkugel des Oktaeders ist!

4. Sind A. B. C drei verschiedene Punkte auf
einer Kreislinie vom Radius r und hat
x ACB die GroBe 7, so gilt

AB

siny=—-
T 2r

5. Von einer Funktion f, die fir alle von 0
verschiedenen reellen Zahlen erkldrt ist, sei
vorausgesetzt, daB folgendes gilt:

(Y Esistf()=1.

(2) Fiir jedes x+0 istf()—i) =% f(x).

(3)Firalle x,x, mit x,+0,x,+0,x; + x2 %0
istf(xy +x2)=f{x1)+f(x2).

Beweisen Sie, daB fiir jede Funktion f, die
diese Voraussetzungen erfillt,

f(;) =§ gilt!

6. Beweisen Sie, daB fiir alle reellen Zahlen

a,bund ¢
Via+c)+b*+)/(a—c)? +b>

=2/ a®+b? gilt!

Losungen
Olympiadeklasse 7

(1)

1. Angenommen, fir ein Paar (x;y) natiir-
licher Zahlen seien die Bedingungen (1), (2)
erfiillt. Dann gilt

y=3x-1 (1)
und 6x - 4y = 1680, also
xy=10. (2)

Wie man (bei Beachtung von 70=1-2-5-7)
durch systematisches Erfassen aller moglichen
Fille erkennt. wird (2) nur von folgenden
Zahlenpaaren erfiillt:

(1;70), (2;35), (5:14), (7;10), (10;7), (14:5),
(35:2), (70;1). Von diesen Zahlenpaaren er-
{illt aber nur (5;14) auch die Bedingung (1).
Daher kann nur das geordnete Paar (5:14)
alle gestellten Bedingungen erfiillen.
Eserfiillt diese Bedingungen tatsiichlich:denn
esgilt 14=3-5-1

und 6-5-4-14=30-56=1680.

2. Nach Voraussetzung gilt
PM;=PM,=PM;=AM,=AM3=BM,
=BM,=CM,=CM,=r. (1
Daher sind PM;AM,, PM3BM ,-PM,CM,
Rhomben. Also gilt

BM ;3| M P|CMa, CM, | M P| AM;,
AM, | M3P|| BM,.

Hiernach und wegen (1) sind BCM,M;,
CAM3M,, ABM M, Parallelogramme, also
gilt BC=M,M;, CA=M3M,, AB=M M,
Folglich ist AABC= AM M ;M3 (Kongru-
enzsatz sss).




Nun hat AM M ;M ; wegen (1) den Kreis um

P mit r als Umkreis. Also hat das zu
AM MM ; kongruente Dreieck ABC eben-
falls r als Umkreisradius, w.z.b.w.

3. I. Angenommen, ABCD habe die verlang-
ten Eigenschalten. Dann schneidet die Par-
allele durch C zu BD die Verldngerung von
AB iiber B hinaus in einem Punkt E, [iir den
BE| DC und BD || EC gilt. Also ist BECD ein
Parallelogramm; daher gilt EC=BD und
BE=DC. Somit hat AAEC die Seitenliingen
E=e,ﬁ=[und AE=AB+BE=a+c.
I1. Daher entspricht ABCD nur dann den Be-
dingungen der Aufgabe, wenn es durch fol-
gende Konstruktion erhalten werden kann:
(1) Man konstruiert eine Strecke AB der
Lénge a.
(2) Man verldngert AB iiber B hinaus um c;
der erhaltene Endpunkt sei E.
(3) Man konstruiert den Kreis um 4 mit e
und den Kreis um E mit f. Schneiden sie sich,
so sei C einer ihrer Schnittpunkte.
(4) Man konstruiert die Parallele durch C
zu AB und die Parallele durch B zu EC.
Schneiden sie sich, so sei D ihr Schnittpunkt.
111. Beweis, daB jedes so konstruierte Viereck
ABCD den Bedingungen der Aulgabe ent-
spricht: Nach (4) ist ABCD ein Trapez mit
AB|/CD. Nach (1) und (3) ist AB=a und
AC=e. Nach (2) und (3) ist ferner BE=c,
R:f, und da BECD nach (4) ein Parallelo-
gramm ist, folgt auch DC=BE=c und
BD=EC=f.

D c

el

A B~

IV. Da fiir die gegebenen aq, ¢, e, f je zwei
der Lingen e, f, a+ ¢ eine groBere Summe als
die dritte dieser Ldngen haben, ergibt sich bei
den Konstruktionsschritten (1) bis (3) ein bis
aul Kongruenz eindeutig bestimmtes Drei-
eck AEC; insbesondere wird AB if EC. Hier-
nach ist auch Konstruktionsschritt (4) ein-
deutig ausfiihrbar. Daher ist ABCD durch die
gegebenen Lingen bis auf Kongruenz ein-
deutig bestimmt.

2,
4.a) Da 60%; = %, 66§‘?/0 =§ und 509 =; gilt,

muf} die gesuchte Anzahl z durch 2, 3 und 5,
wegen der paarweisen Teiler[remdheit dieser
Zahlen also durch 2 -3 - 5= 30 teilbar sein.
Wegen 0 <z <40 folgt somit z=30.

2
£.30=2
3 30=20.

X
b) Daher und wegen ’3-30=18.
é~30= 15 nehmen genau 18 Schiiler an der

AG _,Bildende Kunst* teil, genau 20 der Schii-
ler gehen regelmiBig zum Schwimmen und

genau 15 der Schiiler sind Leser der Kinder- _

bibliothek.

Hiernach [olgt, daB mindestens 8 Schiiler
dieser Klasse sowohl an der AG ,,Bildende
Kunst* teilnehmen als auch regelmiBig zum
Schwimmen gehen. Wiiren es ndmlich weni-
ger als 8, so giibe es unter den 20 regelmiBig
zum Schwimmen gehenden Schiilern mehr als
12, die nicht an der AG ,Bildende Kunst*
teilnehmen. Diese Schiiler und die 18 Teil-
nehmer der AG wiren zusammen bereits
mehr als 30 Schiiler.

Dagegen [olgt nicht, daB mindestens 9 Schii-
ler der Klasse diese beiden Freizeitbeschafti-
gungen ausiiben. Denn nach den Informatio-
nen ist z.B. folgende Verteilung moglich:
Von den 18 Teilnehmern der AG ,,Bildende
Kunst* gehen genau 8 zum Schwimmen, ge-
nau die anderen 10 sind Leser der Kinder-
bibliothek ; die iibrigen 12 Schiiler der Klasse
gehen simtlich zum Schwimmen, genau 5 von
ihnen sind auBerdem Leser der Kinderbiblio-
thek. Damit ist bewiesen, dal3 Birgits Aussa-
gen fiir die Zah] x=8 wahr sind.

c) Wie das ebengenannte Beispiel zeigt, be-
steht nach den Informationen auch die Mog-
lichkeit, daB kein Schiiler der Klasse alle drei
Freizeitbeschdltigungen ausiibl. Fiir keine
natiirliche Zahl y> 0 kann daher Franks Aus-
sage wahr sein.

5. Bezeichnet man die Anzahl der Zweimark-
stiicke, die Cathrin vor dem Einkaul besal,
mit x, so hatte sie zur gleichen Zeit (18 —x)
Fiinlzigpfennigstiicke. Der Geldbetrag, den
sic vor dem Einkaul besaB, betrug somit
(2x+(18 —x) - 0,5)Mark =(1,5x +9)Mark.Da
sie davon genau die Hilfte ausgab, hatte sie
nach dem Einkauf noch (0,7x +4,5) Mark.
Laut Aulgabe setzte sich dieser Betrag aus
(18 —x) Zweimarkstiicken und x Fiinfzig-
plennigstiicken zusammen. Daher gilt
0,75x+4,5=2(18 —x)+0,5x=36—1,5x,
woraus man 2,25x = 31,5, also x = 14 erhiilt.
Folglich hatte Cathrin vor dem Einkauf ge-
nau 14 Zweimarkstiicke und genau 4 Fiinfzig-
plennigstiicke, das sind zusammen 30 Mark,
bei sich. Nach dem Einkauf besaB sie genau
4 Zweimarkstiicke und genau 14 Fiinlzig-
plennigstiicke, das sind zusammen 15 Mark.

6. Das Lot von F auf CB habe die Linge von
xcm, das Lot von F aul AD hat dann die
Linge (6 — x)cm. Da die Flacheninhalte der
Dreiecke AFE und BCF gleich sind und E

. a1
Mittelpunkt von AD ist, gilt i-3-(6—.\‘i

=% - 6x, also

9— %x =3x, woraus

x =2 folgt.
Fiir die Flidcheninhalte A.sr, Arcp. Ascr
Aapcp der Dreiecke ABF, ECD, BCF bzw.
des Quadrates ABCD gilt
Asr=Aapco— Aeco— 2Apcr und
1
5
|

ABCF=§-2-6cmZ=6cmZ.

Aapcp=36cm?, Agep==-6-3cm?=9cm?,

Folglich ist
Aspr=36cm?—9cm?—12cm?=15cm?.
D C

Y F
(6-x) x
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1. Die Differenz zwischen der Summe der
Werte der ersten beiden Miinzen und dem
Wert der dritten Miinze betragt genau 7,00 M.
Deshalb ist der Wert der dritten Miinze
groBer als 7 M, also 10 M oder 29 M\

Wiire die dritte Miinze eine Miinze zu 20 M
gewesen, dann miiBte die Summe der Werte
der beiden anderen Miinzen genau 13 Mark
betragen haben, das ist mit den angegebenen
Miinzwerten jedoch nicht méglich.

Also war die dritte Miinze eine Miinze zu
10 M, und die Summe der Werte der beiden
anderen Miinzen betrug genau 3 M. Das ist
bei den angegebenen Miinzsorten nur mog-
lich, wenn Klaus eine 2-Mark-Miinze und
eine 1-Mark-Miinze bei sich hatte.

Klaus hatte also bei diesem Einkaul eine
10-Mark-Miinze, eine 2-Mark-Miinze und
eine 1-Mark-Miinze bei sich.

2. I. Angenommen, ein Quadrat ABCD habe
die verlangten Eigenschalten. Dann liegt M
wegen MA =MD auf der Mittelsenkrechten
m von AD. Ferner beriihrt die Gerade ¢
durch B, C den Kreis k in P, also ist t senk-
recht zur Geraden durch M, P. Diese steht
somit wegen AD | BC auch auf AD senkrecht
und ist daher die Gerade m; damit ist gezeigt,
daB m durch P geht. Da m auch Mittel-
senkrechte von BC ist, ist [olglich P der Mit-
telpunkt von BC. Wendet man auf ABCD
eine beliebige zentrische Streckung mit dem
Zentrum P an, so entsteht ein Quadrat
A’B’C’D’,g,essen Ecken B’, C’ auf ¢ liegen und
dessen Seite B'C’ den Mittelpunkt P hat.

Fortsetzung auf Seite VI

111



3. Durch welchen Ausgang findet das Eichhdrnchen
aus seinem Bau heraus?

1-2-3
Lustige Logelei
alpha-Wandzeitung

1. Eine der vielen Lampen steht in vier Exemplaren auf
den Regalen. Wer findet sie am schnellsten?

|_

4. Vexierbild, entstanden um 1900: Wo steckt der
Rattenfanger von Hameln?

2. a) Welches der Bilder a bis d gehort logischerweise
an Stelle des Quadrats mit dem Fragezeichen?

< Il 5

4 7 A

[ b [ d

b) Welche der Figuren 1 bis 6 gehért logischerweise an
die Stelle des Fragezeichens?

2N
- T
Q0

v



6. Starte von einer Zahl aus und erreiche den Stern in
der Mitte des Irrgartens, ohne unterwegs eine der
eingezeichneten Linien zu kreuzen!

1
b #

2 / ‘”ﬁ

11

s

@a
~7
G‘

®p

7. Die rechte Hélfte des Bildes ist Spiegelbild der lin-
ken bis auf fiinf Details, die sich einen anderen Platz
gesucht haben.

Wo sind sie wiederzufinden?

8. Eines der acht Bilder wurde aus je einer Einzelheit
der anderen sieben zusammengestellt. Welches?

9. Welches der drei Denkmiler paBt auf den neuen
Sockel?

10. Die sechs Kinderkopfe sehen einander sehr dhn-
lich. Aber nur zwei sind vollkommen gleich. Welche
sind es?

Diese Iustigen Knobeleien stammen aus:

Budapest

@ 2

il

©

R

Sy

<



D c
D ¢
m ®
F L)
A’ / -
A B
+* t

II. Daher ist ABCD nur dann ein Quadrat
mit den Eigenschaften (1), (2), wenn es durch
folgende Konstruktion erhalten werden kann:
(3) Man zieht durch M eine Gerade, die m
genannt sei. Einen ihrer Schnittpunkte mit k
bezeichne man mit P.

(4) Man konstruiert die Senkrechte r in P
aul m.

(5) Auf r wihlt man einen beliebigen Punkt
B’ + P und verldngert die Strecke B'P iiber P
hinaus um ihre eigene Liange bis C'.

(6) Auf B'C’ errichtet man das Quadrat
A'B’'C’'D’ (nach der Seite von ¢ hin, auf der &
liegt).

(7) Die Strahlen aus P durch A" bzw. durch
D' schneiden k in 4 bzw. D.

(8) Man [illt die Lote AB bzw. DC von A4
bzw. D auft.

I11. Beweis, daB jedes so konstruierte Vier-
eck ABCD ein Quadrat mit den Eigenschal-
ten (1) und (2) ist:

Nach Konstruktion liegen 4 und D auf &,
also ist (1) erfiillt. Ferner beriihrt die Gerade
t, aul der B und C liegen, den Kreis & in P.
Nach Konstruktion ist m die Mittelsenk-
rechte von B'C’ und damit auch von A'D’.
Dabher liegen die Geraden durch P, A" bzw.
durch P, B’ symmetrisch zu m; dasselbe gilt
fur k und folglich fiir A und D. Somit ist
ADLm,also AD | A'D’. Da nach Konstruktion
auch AB| A'B’ und DC || D'C' ist, geht ABCD
aus A'B'C’'D’ durch eine zentrische Streckung
mit dem Zentrum P hervor. Folglich ist auch
ABCD ein Quadrat, und die Seite BC wird
von k in ihrem Mittelpunkt P beriihrt, so daB
(2) insgesamt erfiillt ist.

IV. Konstruktionsschritt (3) ist bis aul Kon-
gruenz eindeutig ausfithrbar. Die Schritte
(5) und (6) fiihren zwar nicht zu einem ein-
deutig bestimmten Quadrat A'B'C'D’, aber
je zwei der Quadrate, die entstehen konnen,
gehen auseinander durch eine zentrische
Streckung mit dem Zentrum P hervor. Daher
sind die in (7) konstruierten Strahlen fir alle
in (5), (6) zu erhaltenden Quadrate dieselben,
d.h. durch (k und) P eindeutig bestimmt;
dasselbe gilt somit fiir 4, D'und nach (8) fiir
B, C. Also gibt es (zu k) bis aul Kongruenz
genau ein Quadrat mit den geforderten
Figenschaften.

3. a) Nach Voraussetzung hat jedes der vier

2
genannten Rechtecke den Fldcheninhalt %.

—— a*
Daraus [olgt DF:Z:

VI

a? —. a* 3a a —— 2a — gr —
ARG = BT ET =L E
a* 2a_3a
:Zsj-:ﬁg—.
Also ist der gesuchte Umflang 2EH =2EJ

_4a 3a 25a
T3ITE T
b) Wir setzen BJ =x, KJ=}. Da die Recht-
ecke GBJK und KJEH umfangsgleich sind,
ist2(x+y)=2(JE +1).also JE=x. Da AGHF,
GBJK und FECD umlangsgleich sind, ist die
Summe der halben Umfdnge von AGHF und
GBJK gleich dem Umfang von FECD,
also FA+AG+GB+BJ=2(CD+ CE),
d.h. 3x+a=2(a+a-2x).
Daraus [olgt

xX=za.
Da AGHF und GBJK umfangsgleich sind,
gilt FA+ AG=GB+BJ,d.h.

6 3

7a+a—y=y+7a.
Daraus folgt

_s,
}’—7 .

Also ist der gesuchte Flacheninhalt

. _lSa2
xy= TR
D [} c
F H E
K 4 J
x
A G B

4. Ist x die mittlere der drei aufeinanderlolgen-
den natiirlichen Zahlen, so lauten sie x—1,
x und x+ 1."Bildet man daher ihr Produkt
und vermehrt es um die mittlere Zahl, so
erhdlt man (x—1) - x-(x+D+x=x>—x+x
=x3, w.z.b.w.

5. Der Mittelpunkt von k sei M. Bet Spiege-
lung an der Geraden durch E, G geht k in sich
iiber. Ebenso t und ¢, und die Punkte 4, B
werden miteinander vertauscht. Das gilt folg-
lich ebenfalls fiir die von 4 und B an k
gelegten Tangenten und somit auch fiir D
und C.

Daher ist G der Mittelpunkt der Strecke CD.
Ferner {olgt, daB im Trapez ABCD die Innen-
winkel bei A und B beide dieselbe GroBe a
uad die Innenwinkel bei C und D beide die
Grofie y=180°—a haben (Gegenwinkel) an
geschnittenen Parallelen).

Beriihrt k die Gerade durch B, C in F, so gilt

ABEM= ABFM (ssw), also <XEBM

= {FBM=;. Ebenso folgt ¥ GCM =2 =90°
— g also xGMC = ; (Winkelsumme im recht-

winkligen Dreieck CGM). Daher sind die
rechtwinkligén Dreiecke BME und MCG
einander @hnlich, und es folgt
@_E:W=m:ﬁ, also
r =r:§ und somit
., ac
=T

6. a) Bei einer Geschwindigkeit von JOk?m

NS

w.z.b.w.

legte der Taxifahrer in 10 Minuten einen Weg
von 30" é km=5 km zuriick. Fiir diese Strek-
ke hitte er mit einer Geschwindigkeit von
km . . 5 1 .

50 - cine Zeit von 3 h T h=6 min be-
notigt.

Fiir je 5 km bendétigte der Taxifahrer daher
4 min mehr, als er bei einer Geschwindigkeit
km

h gebraucht hitte. Da er genau

von 50

10 min zu spdt kam, hatte er wegen % 10

=12,5 insgesamt eine Strecke von 12,5km
zuriickgelegt.
b) Fiir die Wegldnge 12,5 km wird bei einer

Geschwindigkeit von 30lﬂ eine Zeit von

h
12,5 5 . s
30 h= W h =25 min bendtigt.
Olympiadeklasse 9

|. Angenommen, [uir ein Paar (aq;b) natiirlicher
Zahlen gelten (1) und (2). Dann ist die Losung
x (siehe (1)) nach (2) gleich der Zah!l ax—6,

d. h. es gilt
ax—6=x.
Daraus folgt
ax—x=6,
x(a—1)=6. 3)

Da a— 1 eine ganze Zahl ist, ist die natiirliche
Zahl x ein Teiler von 6, d. h. eine der Zahlen
1,2,3,6.
Ebenso folgt aus (1), (2), daB
bx—4=x,

x(b—1)=4 (4)
gilt, also x ein Teiler von 4 ist, d. h. eine der
Zahlen 1, 2, 4. Somit kann x nur eine der
Zahlen 1; 2 sein.
Ist x=1, so folgt aus (3), (4), daB ¢=7 und
b=>5gilt.
Ist x=2, so folgt aus (3), (4), daB a=4 und
b=3gilt.
Also kénnen nut die Paare (4;3) und (7;5)
die Bedingungen (1), (2) erfiillen. Sie erfiillen
diese Bedingungen ; denn die Gleichung 4x — 6
=3x—4 hat die Zahl 2 als Losung, beim Ein-
setzen von 2 in 4x—6 bzw. 3x —4 ergibt sich
ebenfalls 2; die Gleichung 7x —6=5x—4 hat
die Zahl 1 als Losung, beim Einsetzen von 1
in 7x—6 bzw. 5x—4 ergibt sich ebenfalls 1.



Dabher erfiillen genau die Paare (4:3) und
(7;5) die Bedingungen (1). (2).

2. Der Schnittpunkt der Strecken AC und BF
sei H genannt.

D F C
H Q
ax
(3 a Y2
A 8
an
2 F
Wegeni=.—— 1tB—_C=:C.
al/2 a AB BC

Daher stimmen die Dreiecke ABC und BCF
im Verhaltnis zweier Seiten und in der GroBe
des von diesen Seiten eingeschlossenen Win-
kels iiberein und sind somit Zhnlich.

Sei nun « die GroBe des Winkels £ CAB,
dann gilt

X FBC=u,also x ABH=90°—«

und somit wegen des Satzes iiber die Winkel-
summe, angewendet aul das Dreieck ABH,
¥AHB=90°, w.z.b.w.

3. Fiir den ersten Karton sind die Forderun-
gen (1), (2).und (3) erfiillt. Wir beweisen nun:
Hat man die Forderungen (1), (2) und (3)
durch eine Anordnung A der Menge M, aus
den ersten k& Kartons erfiillt (k sei eine belie-
bige der Zahlen 1, 2, ..., n—1), so kann man
(1), (2) und (3) auch fiir die Menge M, . ; aus
den ersten k + 1 Kartons erfiillen. Ist dies be-
wiesen, dann ist daraus ersichtlich, wie man
die Forderungen (1), (2) und (3) [ir die ge-
samte Menge der n Kartons schrittweise
durch Hinzunehmen des zweiten, dritten, ...
Kartons erfiillen kann.

In der Anordnung A gibt es, da sie (2) erfiillt.
entweder genau einen oder genau zwei Kar-
tons, die in keinem anderen Karton der
Menge M, enthalten sind.

a) Gibt es genau einen solchen, so lege man
den (k + 1)-ten Karton einfach daneben. Dann
bleiben (1) und (3) erfiillt, da der neue Karton
die gerade Anzahl von 0 Kartons enthdlt und
die Anordnung der iibrigen unverindert
bleibt. Ferner ist auch (2) erfiillt, da nun
genau zwei Kartons in keinem anderen der
Menge M, ., enthalten sind.

b) Gab es aber in A genau zwei Kartons K
und K’, die in keinem anderen Karton der
Menge M, enthalten waren, so lege man die
gesamte Anordnung A4 unveridndert in den
(k+ 1)-ten Karton hinein. Hierdurch wird, da
(2) fir A galt, (3) fir den (k+ I)-ten Karton
er(lillt, und fiir die iibrigen Kartons bleibt (3)
giiltig, da A unveréndert geblieben war.
Ferner wird (2) erfiillt, da nun genau der neue
Karton in ketnem anderen der Menge M, _,
enthalten ist. SchlieBlich bleibt (1) aus folgen-
dem Grunde erfiillt: Alle Kartons der [riihe-
ren Anordnung A erfiillen (1); zu zeigen ist
noch, daB auch der (k+ 1)-te Karton eine
gerade Anzahl Kartons enthilt. Dies ergibt

sich wie folgt: Der Karton K enthilt in der
Anordnung A4 eine gerade Anzahl g von
Kartons, der Karton K’ eine gerade Anzahl
¢'. Daher enthilt der (k + 1)-te Karton in der
neuen Anordnung genau diese g +¢° Kartons
zusammen mit K und K'.d. h. genaug+¢'+2
Kartons. und dies ist eine gerade Anzahl.

Anordnung der Menge M, (k=1,2.3.4)

My Mj M3 M,

o O al]
4. a) Alle Mengen aus je drei unmittelbar auf-
einanderfolgenden natiirlichen Zahlen mut
der Eigenschaft, daB jede dieser drei Zahicn
durch eine Ziffer des dekadischen Zahlen-
systems dargestellt wird, lauten
{0:1:2}, {1:2;3}, {2:3:4}, {3:4;5}. {4:5:06],
{5:6;7}, {6;7;8}, {7:8:9].
Jede im dekadischen Zahlensystem dreistelli-
ge Zahl, deren Ziflern in irgendeiner Reihen-
folge die Zahlen aus einer dieser Mengen
darstellen, hat also eine der Quersummen
3,6,9,12,15,18,21,24 .
und ist folglich durch 3 teilbar. Daher ist
keine dieser dreistelligen Zahlen eine Prim-
zahl.
b) Zum Beweis geniigt die Angabe eines Bei-
spiels. Fiir n=3 gilt z.'B.: Die Primzahl [1
(dekadisch geschrieben) hat im 3-adischen
Zahlensystem wegen

11=1-3240-3+2
die Ziffern 1, 0, 2, die in der Reihenfolge 0. 1,2
drei unmittelbar aufeinanderfolgende natiir-
liche Zahlen darstellen.

5. 1. Angenommen, ein Punkt Z habe die ver-
langte Eigenschaft. Dann ist ZA=ZA und
ZB=2ZR', also liegt Z sowohl auf der Mittel-
senkrechten von 44’ als auch auf der Mittel-
senkrechten von BB'.
I1. Daher kann ein Punkt Z nur dann die ver-
langte Eigenschalt haben, wenn er durch fol-
gende Konstruktion erhalten werden kann:
Man konstruiert die Mittelsenkrechte von
AA’ und die Mittelsenkrechte von BB'. Da
auf dem Arbeitsblatt A4’ und BB’ nicht zu-
einander parallel sind, sind auch diese beiden
Mittelsenkrechten nicht zueinander parallel;
sic schneiden sich daher in genau einem
Punkt, der Z genannt sei.
[T1. Beweis, daB der so konstruierte Punkt Z
die verlangte Eigenschalt hat:
Nach Konstruktion liegt Z auf den Mittel-
senkrechten von A4’ und von BB, also gilt

ZA=ZA (n
und ZB=2ZB. (2)
Ferner gilt nach Voraussetzung AB=A'B'.
Daher ist AZAB=~ AZA'B’ (Kongruenzsatz
sss), also

¥AZB=xAZB. 3)
Die Auslithrung der Konstruktion aul dem
Arbeitsblatt ergibt ferner: Die Strahlen aus Z
durch A, B, 4" und B’ sind so gelegen, da3

¥ AZA und £BZB “)
gleichen Drehsinn haben und daB X AZA’
=¥ AZB+ ¥ BZA sowie

¥BZB' = XBZA'+ ¥ A'ZB gilt,
woraus wegen (3) auch

¥ AZA' = £ BZP [olgl. (5)
Wegen (1) gibt es eine Drehung um Z, die A4
in A’ liberfiihrt. Wegen (2), (4) und (5) fihrt
diese Drehung auch B in B’ iiber.
V. Alle Konstruktiohsschritte aus 11 sind bei
der vorgegebenen Lage von A, B. A" und B’
aul dem Arbeitsblatt eindeutig ausliihrbar.
Daher gibt es genau einen Punkt Z mit der
verlangten Eigenschaft.

6. Jeder ebenfldchig begrenzte Korper hat
mindestens vier Ecken. Ist die Eckenzahl
n<5, so gibt es nur [olgende Fille:

1. Der Korper hat genau 4 Ecken 4, B, C, D.
In diesem Fall hat der Korper die Fliachen
der Dreiecke ABC, ABD, ACD, BCD als Be-
grenzungsllachen. Thre Anzahl betrigt 4.

2. Der Korper hat genau S Ecken 4,B,C, D, E,
von denen keine vier in einer gemeinsamen
Ebene liegen.

Auch in diesem Fall muB jede ebene Flache
aus der Begrenzung des Korpers eine der
Flichen der Dreiecke ABC, ABD, ABE, ACD,
ACE, ADE, BCD, BCE, BDE, CDE sein.

Auf folgende Weise kann man ermitteln, wie
viele dieser Dreiecksllichen (mindestens) in
der Begrenzung des Korpers vorkommen:
Jede Ecke des Korpers muf3 Ecke von min-
destens 3 ebenen Begrenzungsflichen sein.
Zihlt man auf diese Weise die Flichen auf,
wobei sich eine Anzahl =15 etgibt, so tritt
jede Flidche in dieser Aulzdhlung genau drei-
mal aul, ndmlich fir jede ihrer Ecken genau
einmal. Daher ist die Anzahl der Fliachen
(jede genau einmal gezdhlt) = 5.

3. Der Korper hat genau 5 Ecken 4,B,C, D, E,
von denen vier, 0.B.d.A. etwa 4, B, C, D, in
einer gemeinsamen Ebene liegen. In diesem
Fallist die Flache des Vierecks ABCD eine der
Begrenzungsflichen des Korpers. An jeder
ihrer vier Kanten AB, BC, CD, DA muB sich
eine weitere Flache anschlieBen, woliir nur
die Flachen der Dreiecke ABE bzw. BCE
bzw. CDE bzw. DAE moglich sind. Damit
sind 5 Flichen aus der Begrenzung des Kor-
pers ermittelt.

Mithin gibt es fiir n<5 keinen Korper mit
n Ecken und weniger als n Flichen.

Fiir jedes gerade n= 6, also n=2m mit ganzem
m23, gibt es einen Korper mit n Ecken und
weniger als n Fldchen, namlich z. B. ein Pris-
ma mit m-eckiger Grund- und Deckildche;
denn wegen m>2 gilt 2m>m+ 2, also ist die
Eckenzahl n=2m groBer als die Zahl m+2
der Flachen.

Vil



Auch fiir jedes ungerade n=6, also n=2m+1
“mit m=3, gibt es einen Korper mit n Ecken
und weniger als n Flichen. Um einen solchen
zu erhalten, wihle man z.B. ein Prisma mit
m-eckiger Grundflache A4,4;A4;5...A, und
m-eckiger Deckflache B, B,B;...By.

Ferner wihle man auf den Strecken A;A,
und A;A; je einen Punkt P bzw. Q so, dal
A PQA,...Aein (m+ 1)-Eck wird. Dann kann
man von dem Prisma das Tetraeder B,PQA,
abschneiden und erhilt einen Restkdrper mit
n=2m+ 1 Ecken und (m+2)+ I Flichen, der
wegen m>2, also 2m+ 1> m+ 3 die geforderte
Eigenschaft hat.

Damit ist gezeigt, daB die Zahl N =6 die in
der Aulgabe genannte Eigenschaft hat und
daB sie die kleinste natiirliche Zahl N mit
dieser Eigenschallt ist.

- ~

Olympiadeklasse 10

1. a) Es sei M der Mittelpunkt der Strecke
AB. Die Gerade g durch C und M ist
Symmetrieachse der gesamten Figur, also
gilt MD=MJ, ME=MH,MG=MF. (1)
Ferner ist CM zugleich Hohe in ABC, also
hat ABCM bei B bzw. M Winkel von 45°
bzw. 90° und ist daher ebenfalls gleich-
schenklig mit MB=MC. Also liegt M auf der
Mittelsenkrechten von BC; diese ist zugleich
die Mittelsenkrechte von DE, hiernach gilt
MD=ME. )
ABCD ist gleichschenklig-rechtwinklig mit
X DBC=45°alsoist x DBM =90°= £ GBM,
ferner gilt ﬁ:a[/i=ﬁ. Nach dem Kon-
gruenzsﬁtz sws ist somit ADBM =~ AGBM,
also MD=MG. 3)
Aus (1), (2), (3) folgt, daB der Kreis k um M
durch D auch durch E, F, G, H, J geht.
Sein Durchmesser ist nach dem Satz des
Pythagoras

2MG=2V MB?+MG?

—\2

=2 /(gl/z) +(a)/2y?

_ ﬂ;’mz):al/ﬁ
b) Zu zeigen i-sl, dabD fiur jeden Punkt M'+M
jeder Kreis um M’, der in seiner Flache oder
aul seinem Rande die Punkte D, E, F, G, H, J
enthdll, einen groBeren Radius als k£ hat.
O.B.d.A. liege M’ aul g oder in derjenigen

durch g begrenzten Halbebene, die A enthilt.
Das Lot von M’ auf g habe den FuBpunkt L.

VIII

Ist L=M (also M’ nicht aul g gelegen), so
gilt M'D>MD (siche Bild a). Ist L+ M und
liegt L auf dem Strahl aus M durch C, so gilt
M’G=LG>MG (siche Bild b). Liegt L auf
der Verldngerung von CM iiber M hinaus,
so gilt M'D> LD >MD (siehe Bild c).

Damit ist der verlangte Beweis erbracht.

b Bilda
M LM

4

Bild b
RE Bilde 1€ 2

M'O_\

M M

G el

" 8

¢ ?

2. Der genannte Term ist genau dann defi-
niert, wenn die Ungleichungen

1+x-3y20 )]
und 2x—-4y+120 3)
gelten. Ist dies der Fall, so gelten die Un-
gleichungen

2\/1+x—3y 21 )
und 3'5"'“""‘;1. )
Also kann (1) nur dannr erfiillt werden, wenn
sowohl in (4) als auch in (5) das Gleichheits-
zeichen steht. Dies trifft nur dann zu, wenn
l4+x-3y=0 6)
und 2x—4y+1=0 7
gelten. Das Gleichungssystem (6), (7) hat ge-
nau das Paar

11 ..
(x,y)=<§,i) als Losung.
Umgekehrt [olgt fiir dieses Paar aus (6), (7)

auch (2), (3) und (1). Daher hat genau dieses
Paar alle verlangten Eigenschaften.

- 3. Der Mittelpunkt M eines Wiirlels, d.i. der

Schnittpunkt seiner Korperdiagonalen, hat
von allen Ecken gleiche Entfernung und (da
er auch Schnittpunkt der Verbindungsstrek-
ken je zweier gegeniiberliegender Seiten-
flichen-Mittelpunkte ist) zu allen Seitenlld-
chen gleichen Abstand. Er ist daher der
Mittelpunkt sowohl der Umkugel als auch

- der Inkugel. E

Ist a'die Kantenlinge des Wiirfels, also a]/i
seine Kdrperdiagonalenlidnge, so ist die Ent-

fernung von M zu den Ecken, d.h. der Um-
kugelradius r=g[/5; der Abstand von M zu

den Seitenflichen, d.h. der Inkugelradius,
istry=2=_"
1 2 l/'a-
miBiges Oktaeder (sieche Bild).
Sein Mittelpunkt N, d,i. der Schnittpunkt
von AC, BD und EF, hat von allen Ecken
gleiche Entlernung und zu allen Seitenflachen
gleichen Abstand; er ist daher der Mittel-
punkt sowohl der Umkugel als auch der In-
kugel.
Ist b die Kantenlinge des Oktaeders, also
BD=b}/2, so ist der Umkugelradius r=NB

b
=3 2=

. Weiter sei ABCDEF ein regel-

b2. Ferner folgt: BCEN ist eine

Pyramide mit gleichseitiger Grundfliche
BCE; fiir ihre Spitze N gilt NB=NC=NE.
also handelt es sich um eine gerade Pyramide.
Der FuBpunkt L des Lotes von N aul die
Fliche BCE ist folglich deren Schwerpunkt.

. o= 2b b
Hiernach gilt LE—i EI/E—V;. Daraus und

aus E=L2 folgt nach dem Satz des Pytha-

goras, daB der Inkugelradius

r2=m‘=l/1—V—Ez——l_Ez= ?__%Z= b6=

ﬁ

ist. Somit gilt ry1rp=1:1.

4. Ist M der Mittelpunkt von k, so gilt nach
dem Satz iiber Peripherie- und Zentriwinkel
XAMB=2y.

Ferner gibt es genau die [olgenden Méglich-
keiten:

1. Es gilt 2y 180°,

In dem gleichschenkligen Dreieck ABM ist
die Hohe MD zugleich Winkel- und Seiten-
halbierende. Daher ist AADM bei D recht-

winklig; es gilt AD =% AB und

¥ AMD =% im Falle 2y <180° bzw.
X AMD =180° —y im Falle 2y >180°.
Wegen sin (180° — y)=siny lolgt in beiden Fil-
len somit
. __AD 4B
siny=——==—, w.z.b.w.
AM: 2r

‘Q’)V

A A@?A A
2. Es gilt 2y=180°. Dann ist AB=2r,

siny=sin90°=1= w.z.b.w.

7»
5. Aus (1) und (3) folgt
SO =0+ )=f(H+f(D)=1+1=2,
SO)=/2+)=f}+f(1)=2+1=3,
SO)=f3+2)=f3)+f(2)=3+2=5,
SN =f5+2)=f()+f2)=5+2="1.

Fortsetzung auf Seite 96.



Die Exhaustions-
methode

Bekanntlich bestimmt man den Flicheninhalt
A eines Kreises mit dem Radius r nach der
Formel A=r?-n. Dabei wissen wir, daB die
exakte Definition des Flicheninhalts krumm-
linig begrenzter ebener Figuren und auch
seine Berechnung einige Probleme aufwerfen,
die eigentlich nur mit den Mitteln der Inte-
gralrechnung gelost werden kénnen.

Wir konnen aber den Flicheninhalt eines
Kreises annihernd ermitteln, indem wir in den
Kreis ein regelmiBiges Vieleck einbeschrei-
ben und dessen Flicheninhalt als Niherungs-
wert fur den Flicheninhalt des Kreises neh-
men. Je mehr Seiten das einbeschriebene re-
gelmiBige Vieleck besitzt, desto genauer ist
der so erhaltene Wert (siche Bild 1). Fiillt
man die Kreissegmente, die zwischen dem
Kreis und dem einbeschriebenen regelmiBi-
gen Vieleck verbleiben, durch gleichschenk-
lige Dreiecke (z.B. AKFB im Bild 1) aus,
so wird der Kreis schrittweise ausgeschépft.
Ausschopfen heiBt auf lateinisch exhaurire —
deshalb bezeichnet man dieses Verfahren als
Exhaustionsmethode.

M
Bild 1
0 (o
N x0 L
G
A 8
E F

K

Der Flicheninhalt des Achtecks AKBLMDN
kommt dem Flicheninhalt des Kreises niher
als der des Quadrats ABCD. Wird im folgen-
den Schritt ein Sechszehneck AEKFBGL...
konstruiert, so ist sein Flicheninhalt ein noch
besserer Niherungswert fiir den Flichenin-
halt des Kreises; ein ZweiunddreiBigeck lie-
fert einen noch besseren usw.

Das Verlahren des Ausschoplens war bereits
einige Jahrhunderte vor unserer Zeitrechnung
bekannt und wurde von den Mathematikern
seitdem verwendet; die obengenannte Be-
zeichnung wurde dagegen erst im Mittelalter

eingefiihrt. 1651 erlduterte der belgische Ma-
thematiker Taquet die Exhaustionsmethode
folgendermaBen:

Man sagt, eine bestimmte Grofe (z.B. ein
Flacheninhalt, ein Volumen) wird durch eine
Folge einbeschriebener Grofen ausgeschipft,
wenn sich die einbeschriebenen Gréofien ab
einem bestimmten Schritt von der urspriinglich
betrachteten nur um einen Wert unterscheiden,
der kleiner als eine beliebig gewdhlite Kon-
Stante ist.

Als theoretische Grundlage dieser Methode
kann ein Satz von Eudoxos (etwa 408 bis
355 v.u.Z) dienen, der besagt:

Wenn man von einer Grofle die Hilfte oder
mehr als die Hilfte wegnimmt und diesen
Vorgang hinreichend oft wiederholt, dann
kann man stets zu einer GroBe gelangen, die
kleiner ist als irgendeine GroBe derselben
Art. ‘

Einer der ersten, die dieses Verfahren ange-
wendet haben, war Antiphon (5.Jh. v.u.Z),
der auch versuchte, das Problem der Quadra-
tur des Kreises zu losen. Aul Grund von
Uberlegungen zum Ausschopfen des Kreises
mittels einbeschriebener Vielecke behaup-
tete er: Wenn man ein Vieleck konstruieren
kann, das dem Kreis flichengleich ist, so be-
deutet dies, dal man auch ein entsprechendes

-Quadrat konstruieren kann. Antiphon beriick-

sichtigte aber nicht, daB alle dem Kreis ein-
beschriebenen Vielecke nur Niherungswerte
fir den Fldacheninhalt des Kreises liefern ~
auch wenn sie dem Kreis noch so nahe kom-
men.

Der beriihmte Mathematikhistoriker Hankel
bemerkte, daB Antiphon der erste war, der
sich beim Versuch, den Fiicheninhalt krumm-
linig begrenzter Figuren durch Ausschopfen
mit regelmdBigen Vielecken wachsender Sei-
tenzahl zu bestimmen, aul dem richtigen Weg
befand. Die Vorgehensweise Antiphons er-
ganzte dessen Zeitgenosse Brison, indem er
zusitzlich umbeschriebene Vielecke in die Be-
trachtung einbezog. Dadurch wurde die Ex-
haustionsmethode ein mathematisch zuver-
ldssiges Verfahren. Jedoch war sie keine
universale, d.h. auf alle Probleme der Fli-
cheninhalts- bzw. Volumenberechnung an-
wendbare Methode wie beispielsweise die
Integralrechnung. Sie wurde nur als ein be-
quemes Verlahren zur Losung gewisser der-
artiger Probleme verwendet — z. B. mehrmals
von Euklid in seinen Elementen sowie in einer
Reihe von Werken des Archimedes. Der be-
kannte deutsche Mathematikhistoriker H. G.
Zeuthen weist in der Geschichte der Mathe-
matik im Altertum und im Mittelalter darauf
hin, daB Archimedes spiter diese Methode
weniger als ein Beweisverfahren ansah, son-

dern vielmehr als Hilfsmittel zum Entdecken

von mathematischen Sitzen einschlieBlich ih-
rer Beweise.

In einer der Arbeiten von Archimedes, die man
erst in unserem Jahrhundert entdeckte, wurde

die Fliche als Summe von Strecken und das
Volumen als Summe von Fldchen betrachtet.
Das ist aber ecin Ansatzpunkt [ir unsere
heutige Integralrechnung!

AbschlieBend soll die Anwendung der Ex-
haustionsmethode an einem Beispiel demon-
striert werden:

Es ist der Inhalt der Fliache zu berechnen, die
von dem durch die Ungleichung 0<¢<2xn
bestimmten Stiick der Spirale mit der Glei-
chung r=a- ¢ (in Polarkoordinaten — siehe
alpha 5/1977) und der Verbindungsstrecke
von Anfangs- und Endpunkt dieses Spiralen-
stiicks begrenzt wird (Bild 2).

Setzen wir £=x und r=y, so -erhalten wir

2n
y=r=a-2nx und

r=a-¢ geht y=2an-x
0<¢<L2n iiber 0=x<1
a konstant in 0<y=2an
- a konstant
™ *9

Fassen wir x und y als Koordinaten von
Punkten in einem rechtwinkligen kartesischen
Koordinatensystem auf, so wird durch (**)
die Strecke mit den Endpunkten 4(0;0) und
B(\; 2an) beschrieben (Bild 3).

y
2a¥ 8
Bild 3
v U S [sn v

In der nachfolgenden Tabelle werden fiir beide
Auffassungen einige Begriffe einschlieBlich
ihrer mathematischen Beschreibung gegen-
iibergestellt:
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Schopft man nun die uns interessierende
Flache durch eine Folge von aus Kreissekto-
ren zusammengesetzten Flachen gemal Bild 4
aus, so entspricht dem eine Ausschopfung des
Kegels, der bei Rotation der Strecke AB um

y Bild 5

2a ¥

Mit Zirkel und Zeichendreieck
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die x-Achse entsteht. Der Kegel wird dabei
durch eine Folge von aus Kreiszylindern zu-
sammengesetzten Korpern ausgeschopft
(Bild 5).

Die MaBzahl des Volumens des Kegels kon-
nen wir berechnen:

=%'(2an)2 ‘-1 V=;a2 P

Diese ist nach unseren Uberlegungen gleich-
zeitig die MaBzahl des Fldcheninhalts der
uns interessierenden Fliche:

4
A =§a27t3.

Es sei betont, daB wir uns beim Ausschdpfen
hier der Anschauung bedient haben. Die
exakten Beweise lassen sich jedoch mit den
Mitteln der 11./12. Klasse fiihren. Erst da-
durch sind wir zu unserem Vergleich be-
rechtigt. A. Halameisdr/C. P. Helmholz

SN Y
N

7 /
5 (g
N\
N

A
Y Z

AN
N

y 1
b | r=a-¢ y=2an-x I Strecke AB; .
piralenstiick 0<o< 0xg1 d
[ Osgsze |, ] A0 B0 2end Seit wann gibt es
| _ ! .
¥ 1
Kreis k um P l r=ro y=yo=ro l Strecke s=UV dle SChalttage ?
reis k um log <2n 0<x=l1 l U(0:y0): V(15 yq)
MaBzahl des l I Il:'laBzahl des ;/ol;menlf des
Flicheninhalts l nre? LAVEER | bei Roravion der Streckes
on B l | um die x-Achse
entstehenden Kreiszylinders
| 1|
Kreisbogen b, , I r=ro Y=yo | Strecke 12
{Teil von k) | $1=05¢ XIEXEX2 | (Teilstrecke von 5) Geschaltet wurde aul die verschiedenste
| | Weise schon im Altertum. Kein Kalender-
M?Bzah.l des I | MabBzahl des Volumens versuch kam daran vorbei, weil die Erde sich
Flicheninhalts s . des bei Rotaticn von s,; wihrend eines Umlaufs um die Sonne (also
des fj"rCh b2 | mro® =5, myo'X2=x1) | | o 4ie x-Achse entstehenden | in einem Jahr) eben leider nicht genau 365mal
bestimmten - | l K reiszylinders um die eigene Achse dreht, sondern fast eine
Sektors von k l | Vierteldrehung mehr macht - genau 365,2422
Sonnentage ist das Jahr lang.

Da die Dezimalstellen einigermaBen genau
einen Vierteltag ausmachen, wurde auch
schon im 3.Jahrhundert v.u.Z. die Idee ge-
boren, aller vier Jahre einen Tag einzu,,schal-
ten*. Darauf basiert auch der Julianische
Kalender, geschaffen von Julius Caesar im
Jahre 46 v.u.Z.

Allerdings hatte sich die , kleine** Ungenauig-
keit von 0,0078 Tagen jéhrlich im 16. Jahr-
hundert schon auf zehn Tage ausgewachsen,
was Papst Gregor XIII. 1582 zu erneuter
Kalenderreform veranlaBte: Die zehn Tage
wurden gestrichen, und aller 400 Jahre sollte
auf drei Tage verzichtet werden, und zwar auf
die Schalttage in den Jahren 1700, 1800, 1900
(den nicht durch 400 teilbaren vollen Jahr-
hundertzahlen). 1600 war also Schaltjahr,
2000 wird auch Schaltjahr sein.
Es bleibt immer noch ein winziger Fehler, der
aber erst im Jahre 4905 wieder einen Tag aus-
machen wird — vorausgesetzt, daB sich weder
Bahn- noch Drehgeschwindigkeit der Erde
dndern.
Ebenfalls schon seit Caesar liegt der Schalttag
am Ende des Februars, allerdings war der
urspriinglich 29 Tage lang und demzufolge
der 30. Februar Schalttag. Seit Kaiser Augu-
stus durfte der ihm zu Ehren August ge-
nannte Monat natiirlich nicht kiirzer als ein
anderer sein, er erhielt einen 31.Tag auf
Kosten des Februars.

R. Mobiys, aus: LVZ v.28.2.80



ARBEITS-
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Programmiertes
Life-Spiel

Im Rahmen der Pionier- und Jugendakade-
mie Erfurt finden im Haus der Jungen Pio-
niere Otto Grotewohl Mathematikzirkel statt
Fiir die Teilnehmer dieser Zirkel werden in
den Herbst- und Friihjahrsferien Sonderkurse
Numerik durchgefiihrt. Der dritte Numerik-
Kurs erhielt in diesem Jahr die Aufgabe, das
Life-Spiel aus alpha 3/79 und 4/79 zu pro-
grammieren. Dazu stehen uns die program-
mierbaren Kleinrechner Cellatron SER 2c¢
und 2d zur Verfiigung. Es wurde nach zwei
Methoden vorgegangen.

Die Schiiler Gudrun Mdgling, EOS Heinrich

Mann, und Sylvia Hauptmann, 42.0S, ar-
beiteten nach der ersten Methode am Rech-
ner SER 2c. Die zweite Methode wurde von
mir, Dietmar Deimling, EOS G. E. Lessing,
fiir den Rechner SER 2d entwickelt.

Beide Programme sind fertiggestellt.

Der SER 2c ist ein programmierbarer Klein-
rechner. Programme konnnen iiber einen be-
stimmten Code eingegeben werden. Die klein-
sten Elemente eines Programms nennt man
Befehle.

Der Rechner SER 2c¢ fiihrt an arithmetischen
Beflehlen nur die vier Grundrechenoperatio-
nen aus.

Eingaben erfolgen tber einen Lochbandleser
oder die Funktionstastatur. Ein Programm
wird im Normalfall (codiert) auf ein Loch-
band gestanzt und dann in den Rechner ein-
gegeben. Der Rechner kann Zahlen iiber
einen Lochbandstanzer oder iiber die Schreib-
maschine ausgeben. Im Hauptspeicher kann
man 127 verschiedene Zahlen und 381 Be-
fehle speichern. Die Rechengeschwindigkeit
ist im Vergleich zu modernen GroBrechnern
sehr gering (400 Additionen je 15s).

Der SER 2d verfiigt iiber einen zweiten Loch-
bandleser und einen unwesentlich erweiterten
Befehlsumfang.

Bei der ersten Methode arbeitet der Rechner
SER 2c beim Life-Spiel auf einer Fliche von
6 mal 6 Feldern. Jedem Feld wird eine be-
stimmte Adresse zugeordnet. So hat z. B. das
Feld in der Zeile 2, Spalte 5 die Adresse (2, 5).
Die zu bearbeitende Figur wird in den Haupt-

speicher eingegeben. Es entspricht ein Spei-
cherplatz einem Feld. In einem Speicherplatz
kann eine | oder eine 0 stehen, was bedeutet,
daB das Feld belegt ist oder nicht. Der
Rechner iiberpriift nun jedes einzelne Feld
daraufhin, ob es in der folgenden Generation
belegt sein wird oder nicht. Wenn ja, so spei-
chert er die Adresse dieses Feldes ab. Nach
und nach erhilt er die Adressen aller Felder,
die in der nichsten Generation belegt sein
werden. Die Fliche, in der das urspriingliche
Feld ist, wird dabei nicht verdndert. Die vom
Rechner auf diese Weise entwickelten Adres-
sen gibt er an die Schreibmaschine aus. Die
Fliche wird mit der neuen Figur iberschrie-
ben. Nun kann der Rechner an dieser Figur
die Rechnungen zur folgenden Generation
fortsetzen.

Im folgenden soll die zweite Methode nédher
beschrieben werden. Hier arbeitet der Rech-
ner auf einer Fliche von 8 mal 6 Feldern. Die
Adressen der Felder spielen nur bei der Ein-
gabe der Anfangsfigur eine Rolle. Beim
eigentlichen Rechenvorgang arbeitet der SER
2d ohne die Adressen. Das Prinzip unter-
scheidet sich von dem der 1. Methode grund-
satzlich. Bei der 1. Methode wurde die Figur
nicht verdndert und die neue Figur parallel
zur alten errechnet. Bei meiner Methode wird
die Flache wahrend des Rechnens direkt ver-
andert.

Das Programm besteht aus mehreren Teil-
programmen, die aufeinanderfolgend abge-
arbeitet werden:

Teilprogramm I : Die Fliche, in die die Figur
eingegeben werden soll, wird geldscht, denn
es konnten noch aus vorhergehenden Rech-
nungen Zahlen enthalten sein.

Teilprogramm II: Die Ausgangsfigur wird
iber die Zehnertastatur eingegeben. Man
gibt der Reihe nach die Adressen der Felder
ein, die belegt sein sollen.

Teilprogramm III: Die Figur wird mit der
Nummer der Generation durch die Schreib-
maschine ausgegeben. Das erfolgt zeilen- und
spaltenweise. Dabei entspricht 1 einem Stein
und 0 bedeutet, daB das Feld unbelegt ist.

Teilprogramm IV : Der Rechner nimmt di-
rekte Verdnderungen an der Figur vor. Es
wird jedes Feld einzeln bearbeitet. Als Nach-
bar eines Feldes sieht der Rechner ein Feld an,
dessen Inhalt grofler bzw. gleich 1 ist.

So werden z.B. 2 und 1 als Nachbarn ange-
sehen, 0 und —1 jedoch nicht.

Durch Zihlen der Nachbarn kann der Rech-
ner bestimmen, wie das Feld in der folgenden
Generation belegt ist. Stellt der Rechner fest,
daB ein Stein stirbt oder geboren wird, so
wird das entsprechende Feld mit 2 bzw. —1
belegt.

Die alte Figur wird dadurch jedoch nicht be-
einfluBt, denn der Inhalt der entsprechenden
Felder war vor der Verinderung 1 bzw. 0.

Am Ende dieses Teilprogramms ist das Ge-
samtfeld folgendermaBen aufgebaut:

Eine 1 oder 0 steht dort, wo in der Ausgangs-
figur eine 1 oder 0 stand und sich nichts ver-
dndert hat.

Eine —1 steht dort, wo in der Ausgangsfigur
eine 0 stand und ein Stein geboren wurde.
Eine 2 steht dort, wo in der Ausgangsfigur
eine 1 stand und der Stein stirbt.

Teilprogramm V: Uberall da, wo eine —1
steht (neuer Stein), wird diese durch eine 1
ersetzt. Der neue Stein wurde geboren. Uber-
all dort, wo eine 2 steht (Stein stirbt), wird das
entsprechende Feld gel6scht (mit 0 belegt).
Nach Abarbeitung auch dieses Teilpro-
gramms liegt die auf die Ausgangsfigur fol-
gende Generation vollstandig vor.

Teilprogramm VI: Es erfolgt nun noch die
Uberpriifung der ,,Fliche*. Bei folgenden
Bedingungen druckt der Rechner jeweils
einen entsprechenden Text gesondert aus und
bleibt selbstindig stehen:
1. Figur ist ausgestorben (keine ,,Steine*
mehr enthalten),

2. Figur lauft iiber (da Fliche begrenzt),
3. Figur ist konstant (Weiterrechnen sinnlos).
Es existiert allerdings keine Abbruchbedin-
gung dafiir, wenn die Figur periodisch ist.
Wenn die Bedingungen 1 bis 3 nicht zutreffen,
beginnt der nichste Zyklus mit dem Teil-
programm III.
Ein Zyklus dauert etwa 6 Minuten. Die Hand-
habung des Programms ist sehr einfach.
AuBer der Eingabe der Anfangsfigur werden
alle anderen Schritte vom Rechner ausge-
fiihrt.
Zur Zeit arbeite ich an der Programmierung
einer Fliche von 28mal 24 Feldern.
Dieses Programm wird gegeniiber dem hier
beschriebenen wesentlich komplizierter.
Die Berechnung einer Generation wird knapp
90 min dauern.

Dietmar Deimling

ARt At i ( oo 4 Widdahd
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Sport frei!
In der Gleichung
O +L+Y+M+P +I1+A +D +E=1980

stellen die Buchstaben aufeinanderfolgende
natiirliche Zahlen dar, die zu ermitteln sind.
(Losung s. Heft 5,80.)
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In freien Stunden - alpha-heiter

Unterhaltungsmathematik international

Priife deinen Verstand!

a) Ersetze das Fragezeichen durch die richtige Zahl!

b) Welche der Figuren durchbricht eine bestimmte
GesetzmaBigkeit?

1 2 3 4 5

¢) Welche Zahl verletzt eine bestimmte GesetzmiBig-
keit?

625 361 256 197 144
d) Bestimme die fehlenden Buchstaben!

D H L
W S 0 .

aus: lnjbrmation Bulletin, Educational Research
Center, Universitit Addis Abeba ( Athiopien)

Modell einer Datsche

Welches der fiinf Netze gehdrt zu dem Modell (links

oben)? aus : Fiiles, Budapest
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Kryptarithmetik

Gleiche Buchstaben bedeuten gleiche Ziffern. (Bei a)
und b) ist die gr6Bte Summe zu finden.)

a) PETER b) WO ¢) WANN
IST "IST O<T<L KOMMT
ZU  SEIN VATER?
HAUSE BALL? W <O
Dirigent J. Péntik, Praha
Magisches Quadrat

Das Bild zeigt eine Schildkréte mit einem magischen
Quadrat. Es stammt aus dem alten China (2000 v.u.Z.).
In das danebenstehende magische Quadrat sind die
Zahlen —4, —3, —2, —1,0, 1, 2, 3, 4 so einzutragen,
daB die Summe waagerecht, senkrecht und diagonal

stets 0 betragt.
aus: Mathematical log, Oklahoma

Verschniirung eines Pakets

Ein quaderformiges Paket ist mit einem einzigen Bind-
faden (stark gezeichnet) auf die folgende Weise zu ver-
schniiren:

/|

Die Schnur soll an keiner Stelle doppelt liegen und
an den 6 Treffpunkten (.) auf solche Weise gekreuzt
werden:



mh

Auf wie viele Arten ist eine solche Verschniirung még-
lich? (Der AbschluBknoten ist in obiger Skizze nicht

erkenntlich gemacht.)

Mitgeteilt von Prof. Dr. K. Biermann,
Humboldt-Universitat zu Berlin

Zerlegungsproblem

Gegeben sei ein u-férmiges Stiick Blech (Bild 1a). Es
ist @) in vier rechtwinklige Dreiecke und ein Quadrat
zu zetlegen. Die fiinf Teile sollen das Quadrat (Bild 2)
voll bedecken. Es ist (Bild 1b) b) in vier form- und
flichengleiche Teile zu zerlegen. Diese vier Teile sollen
das Rechteck (Bild 3) voll bedecken.

aus: Matematitki List, Beograd

a
a
Q
2a b 2a
Bild 1a Bild 2 Bild 1b
2q
a
Bild 3 53

52mal Summe 130

Ein Wiirfel mit 4 dm Kantenlinge ist aus 64 je 1 dm®
_groBen Wiirfeln zusammengesetzt, wobei jedem Wiir-
fel eine der Zahlen 1 bis 64 zugeordnet ist. Die Zu-
sammensetzung besteht darin, daB die Zahlen von je
vier Wiirfeln, die nebeneinander, iibereinander oder
hintereinander liegen, die Summe 130 bilden ; ebenfalls
bilden die Zahlen der Wiirfel in den vier Raumdiago-
nalen die Summe 130.

Ordne den verdeckten Wiirfeln die entsprechenden

Zahlen zu!
Schuldirektor H. Forg, Schwaz ( Osterreich)

P T LX)
D S I w
£x-3 25 =7 re 12

77 S L0 57 8

13 | 36 | 20 | 61 61/35"15
5

51| 30(46| 3 3/355"
5

50|31 (47| 2 21952

16| 33|17 | 64 |64~

Mach’s mal nach! aus: Pythagoras, Utrecht ( Niederlande)

Rechenmaschine
auch lieferbar als
Rechthandmodell
mit ausfiihrlicher
Anleitung (296 S.)

Euklides (von Alexandria)

Euklid hat in Alexandrien Mathematik gelehrt (um
300 v.u.Z)). Er war ein Zeitgenosse von Konig
Ptolemeios, dem er zu sagen wagte, daB es fiir Konige
keinen besonders bequemen Weg zur Geometrie gebe.
Dies und die Anekdote iiber den praktischen ,,Nutzen*
der Mathematik sind so ziemlich alles, was iiber sein
Leben bekannt ist. E. ist bekannt geworden als der
Autor der ,,Elemente*, jenes bemerkenswerten Lehr-
buches, das tiber 2000 Jahre lang eine Grundlage fiir
den Geometrieunterricht in Schulen und Hochschulen
war.

Ein Schiiler fragte Euklid: ,,Was kann ich verdienen,
wenn ich diese Dinge lerne?* E. rief seinen Sklaven und
sagte: ,,Gib ihm 3 Obolen; der arme Mann muf Geld
verdienen mit dem, was er lernt.*

Aus einer Briefmappe

Von welchem der acht Umschldge ist die Briefmarke
(oben rechts) abgel6st ?




XX. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR
1. Stufe (Schulolympiade)

A
DDR

N
N
N
\
.

Abgabetermin beim Mathematiklehrer: Ende September 1980 \

Achtung : Bis aul solche Fakten, die aus dem
Schulunterricht oder den Arbeitsgemeinschal-
ten bekannt sind, miissen alle verwendeten
Aussagen pridzise formuliert und bewiesen
werden. Der Losungsweg (einschlieBlich Ne-
benrechnungen, Konstruktionen, Hillslinien)
muB deutlich erkennbar sein. Die Gedanken-
gidnge und Schliisse sind in logisch und gram-
matisch einwandfreien Sétzen darzulegen.
Die Losungen und Punktbewertungstabellen
werden ab Oktober 1980 verdllentlicht.
Anmerkung: ¥ ABC bezeichnet im folgenden
die Grolle des Winkels ¥ ABC. Ferner be-
zeichnet AB die Strecke mit den Endpunkten
A und B, wihrend 4B die Linge der Strecke
AB bedeutet.

Olympiadeklasse 5

200511 Ralph, ein eilriger Leser der mathe-
matischen Schiilerzeitschrift alpha, stellt in
einer Arbeitsgemeinschaft seinen Mitschiilern
folgende Aufgabe:

In der abgebildeten Figur sind fir a, i, I, p
natiirliche Zahlen so einzutragen. daf} sich in
jeder der beiden Diagonalen D, D, die
Summe 135 ergibt. Dabei soll die Zahl p das
Dreilache der Zahl ¢ sein, und die Zahl h soll
das Fiinffache der Zahl [ sein.

0, D,
~N -
FRZI
AP v
W a

Ermittle alle derartigen Eintragungen, und er-
kldre, wie man sie finden kann! Uberpriife
dabei auch, ob alle geforderten Bedingungen
erfiillt sind!

200512 Zum Transport einer bestimmten
Menge Schotter hitte ein LKW mit 5t Lade-
[ahigkeit genau 105 vollbeladene Fuhren
durchfihren miissen. Nach 35 dieser Fuhren
wurde er durch einen anderen LKW mit 71
Ladelahigkeit abgeldst.

Stelle fest, wieviel vollbeladene Fuhren dieser
zweite LKW noch durchzufiihren hat, um die
restliche Schottermenge abzutransportieren!

200513  Annecgret, Heidi, Katrin, Lore, Petra
und Ruth bewohnen im Pionierlager gemein-
sam ein Zelt und beschlieBen, die Reihenlolge
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fir ihren Ordnungsdienst nach threm Alter
festzulegen, beginnend mit dem iltesten Mid-
chen. Allawsechs Midchen sind im gleichen
Jahr geboren, jedes an einem anderen Tag.
Katrin ist dlter als die fiin{ anderen Midchen.
Heidi hat einen Monat nach Annegret Ge-
burtstag, sie ist aber dlter als Petra. Lore ist
jiinger als Annegret. Ruth ist dlter als Heidi
und hat einen Tag spiter Geburtstag als
Lore.

In welcher Reihenfolge miissen die sechs Pio-
niere ihren Ordnungsdienst versehen, wenn
sie ihren Beschluf3 verwirklichen wollen?

200514 Von den sieben Schiilern Annette,
Beate, Christine, Dieter, Frank, Gerd und
Hans hatte jeder in mindestens einem der bei-
den Fiacher Mathematik und Russisch die
Note 1. Aufl die Frage, wer in genau einem
dieser beiden Ficher die Note | hat, meldeten
sich von diesen Schiilern nur Annette, Chri-
stine, Frank, Gerd und Hans. In Mathematik
hatten von ihnen nur Beate, Christine, Dieter
und Frank die Note 1.

Ermittle aus diesen Angaben alle diejenigen
der sieben Schiiler, die

a) in Mathematik und in Russisch,

b) in Mathematik, aber nicht in Russisch,

¢) in Russisch, aber nicht in Mathematik

die Note 1 hatten!

Olympiadeklasse 6

200611 Petra, eineeiflrige Leserin der mathe-
matischen Schiilerzeitschriflt alpha, stellt in
einer Arbeitsgemeinschaft ihren Mitschiilern
folgende Aufgabe:

In der abgebildeten Figur sind fiir a. h, I, p
natiirliche Zahlen so einzutragen, daB sich in
jeder der beiden Diagonalen Dy, D, die Sum-
me 80 ergibt. Dabei soll die Zahl a doppelt
so groB wie die Zahl p sein: fiir | soll eine
Primzahl eingetragen werden und fiir / eine
Primzah!, die groBer als das Zehnfache von {

ist.
\ Dy Dz/
a L
P
h a

Ermittle alle Eintragungen, die diese Bedin-
gungen erfiillen! Gib an, wie du sie gefunden
hast!

200612 Aus dem Wirtschaftsbuch eines Er-
holungsheimes war ersichtlich, da man (ir
25 Urlauber, die 14 Tage lang versorgt wur-
den, insgesamt 21 kg Butter verbraucht hatte.
Berechne, wieviel kg Butter [iir 30 Personen,
die 6 Tage lang versorgt werden sollen, ins-
gesamt bereitgestellt werden miissen, wenn je
Person und Tag eine gleichgroBe Butter-
menge wie im angegebenen Beispiel ver-
braucht werden soll!

200613 Ermittle aus der Menge aller natiir-
lichen Zahlen von 20 bis 39 alle diejenigen,
die durch das Produkt ihrer beiden Ziffern
teilbar sind!

200614 Klaus spielt mit Dominosteinen. Er
legt jeweils vier Dominosteine so zusammen,
wie es das Bild 46144 zeigt. Dabei entstehen
zwei waagerechte Streifen W, W, und zwei
senkrechte Streifen S, S,. Jeder dieser vier
Streifen enthélt drei Zahlenfelder. Diese sol-
len fiir jeden der vier Streifen dieselbe Summe
ergeben; in Bild 4614b z. B. ist diese Summe
12. Die sonst iibliche Regel, da8 benachbarte
Steine nur mit gleichlautenden Zahlenfeldern
aneinanderstof3en diirfen, braucht nicht be-
folgt zu werden. Anstelle der iiblichen Punkt-
symbole seien die Dominosteine einfacher
mit Zahlenzeichen wiedergegeben; siche Bild
A 614c.
Nachdem Klaus mehrmals Steine in der ge-
nannten Weise zusammengelegt hat, verblei-
ben ihm noch die acht in Bild A 614d ab-
gebildeten Steine. Er will vier von diesen
Steinen in der beschriebenen Art zusammen-
legen, wobei in jedem der vier Streifen Wy,
W,, Si, S, die Summe 13 entsteht.
Gib mindestens fiinf Moglichkeiten hierfiir
an! Dabei sollen keine zwei der anzugeben-
den Maoglichkeiten dieselben vier Steine ent-
halten. Eine Begriindung fiir die anzugeben-
den Moglichkeiten wird nicht verlangt.

S,
w1 *51 ‘ Z

208 Fell B8

2]
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200711 AnldBlich der Siegerehrung eines
Mathematikwettbewerbs  begliickwiinschte
jeder Preistrager jeden anderen mit einem
Handedruck. Insgesamt wurden dabei 91
Hindedriicke ausgefiihrt. und zwar bei jedem
der Gliickwiinsche genau einer.

Ermittle aus dieser Angabe die Anzahl der
Preistriger des Wettbewerbs!

200712 Aus einem alten #gyptischen Re-
chenbuch (1700 v.u.Z.) stammt folgende Aul-
gabe:



Ein Wanderer stellt lest, daB ein Hirt 70 Scha-
fe auf die Weide [ihrt. Er fragt den Hirten:
»Sind die Schale, die du hier fiihrst, deine
samtlichen Schafe?* - , Nein“, antwortet der
Hirt, ,,ich fiihre nur zwei Drittel von einem
Drittel der gesamten Herde, die mir anver-
traut ist, auf die Weide.*

Ermittle die Stiickzahl der gesamten Herde,
die diesem Hirten anvertraut war!

200713 Vier Geraden g, g, g3, g4 mdgen
sich so schneiden, wie es aus Bild 4713 er-
sichtlich ist. Fiir die GroBen «, 8, y der dort
angegebenen Winkel gelte x=50°, p=130°,
y=170°.

Ermittle aus diesen gegebenen GroBen die
WinkelgroBe 6!

200714 Beweise folgenden Satz:
Ist M der Mittelpunkt der Seite AB eines
Dreiecks ABC und gilt AM=BM =CM, so
ist das Dreieck ABC rechtwinklig.

Olympiadeklasse 8

200811 Im Bild sind die Buchstaben so
durch Ziffern zu ersetzen, daB3 alle waagerecht
und senkrecht zu lesenden Aulgaben richtig
gerechnet sind. Dabei sind gleiche Buchsta-
ben durch gleiche Zilfern, verschiedene Buch-
staben durch verschiedene Ziffern zu ersetzen.
Eine Begriindung wird nicht verlangt.

aac—de=ffe
S+ =
gb gf=dbua
he+ig=kgf
200812 Ulrike [ertigt gern Strickarbeiten an.

la [

T

In der Mitte eines kleinen Deckchens mochte
sie ein Muster erhalten, das im Bild zur
grofleren Deutlichkeit aul quadratisch ange-
ordneten Gitterlinien gezeichnet wurde. Ul-
rike will bei der Herstellung dieses Musters
den Stoff bei jedem Nadelstich genau in
einem Kreuzungspunkt von Gitterlinien
durchstechen und dann den Faden so weiter-
fiihren, daB der Stofl beim nichsten Mal in
einem Kreuzungspunkt durchstochen wird,
der von dem vorangehenden mindestens den
im Bild angegebenen Abstand a hat. Auf
diese Weise soll das Muster mit einem einzi-
gen Faden hergestellt werden, und dieser soll
so kurz wie moglich sein.

Zeichne eine Mdoglichkeit fiir die zu durch-

stechenden Kreuzungspunkte und ihre Rei-
henfolge sowie fir den Verlaul des Fadens
auf Vorder- und Riickseite des Deckchens!
Begriinde, daB3 eine kiirzere Fadenfihrung
nicht moglich ist!

200813 Ein Vater, der von seinen Sohnen
Fritz und Heinz begleitet wurde, kaufte sich
im Warenhaus einen Anzug, der mit einem
Schild [olgenden Inhalts versehen war: ,,Im
Preis um 209, herabgesetzt.”

Auf dem Heimweg sagte Heinz: ,Vati, da
hast du 25%, des von dir gezahlten Preises
eingespart.“ Fritz, der diese Bemerkung be-
zweilelte, fragte den Vater: ,,.Stimmt das?*
Dieser erklidrte ihm daraul: ,Das stimmt.
Wire der Preis des Anzugs nur um 109
herabgesetzt worden, dann hitte ich aller-

. 1 . .
dings nur “§0/" des von mir gezahlten Prei-

ses eingespart.*

Beweise, daB} diese Aussagen unabhiingig von
dem speziellen Wert des Preises vor der
Preisherabsetzung wahr sind!

200814 Gegeben sei ein Kreis £ mit dem
Radius r. AB und BC seien zwei Sehnen der
Léange r. In 4, B und C seien die Tangenten
an den Kreis gelegt. Diese ergeben Schnitt-
punkte D, E und F, wie im Bild angegeben.
Beweise aus diesen Voraussetzungen, daB das
Dreieck DEF gleichseitig ist!

Olympiadeklasse 9

200911 Entscheiden Sie [ir jede der drei
abgebildeten Figuren, ob sie in einem Zuge
gezeichnet werden kann!

»In einem Zuge“ soll bedeuten, daB beim
Zeichnen jede Strecke genau einmal durch-
laufen wird, keine anderen Linien als die in
der Figur enthaltenen gezeichnet werden und
der Bleistift wihrend des Zeichnens nicht ab-
gesetzt werden mubB.

E E

D co co c

A 8 A 8 A 8

[st ein solches Zeichnen moglich, so geniigt
als Losung die Angabe einer Reihenfolge, in
der die mit Buchstaben bezeichneten Punkte
nacheinander erreicht werden konnen, um
die gestellte Bedingung zu erfilllen. Anderen-
falls ist die Nichtausfiihrbarkeit zu begriin-
den.

200912 Zwei Personen, A und B, spielen
ein Wiirfelspiel nach folgenden Regeln:

Zuniéchst wird eine ganze Zah! Z vereinbart.
Dann wiirfelt jeder mit 4 Wiir{eln, von denen
jeder, wie iiblich, die Augenzahlen 1 bis 6

trigt. Gelingt es einem Spieler, unter Benut-
zung der von ihm mit den vier Wiirfeln ge-
wiirfelten Zahlen (wobei die Zahl auf jedem
Wiirfel genau einmal zu benutzen ist) die ver-
einbarte Zahl Z zu bilden, so erhilt er einen
Gewinnpunkt.

Dabei ist gestattet, die vier Zahlen unabhin-
gig von ihrer Reihenlolge durch die Grund-
vechenarten zu verkniipfen, die Potenz-
schreibweise zu benutzen, in beliebiger Weise
Klammern zu setzen und auch, die auftreten-
den Zahlen als Ziffern benutzend, aus ihnen
mehrstellige Zahlen zu bilden.

Als bei einer Durchfiihrung dieses Spieles die
vereinbarte Zahl Z = 12 lautete, ergab sich:
Die von A gewiirfelten Zahlen waren vier
unmittelbar aufeinanderfolgende natiirliche
Zahlen.

Die von B gewiirlelten Zahlen waren alle vier
gleich ein und derselben natiirlichen Zahl.
Zeigen Sie, daB fur alle méglichen Wiirfe, die
diesen Bedingungen entsprechen, sowohl der
Spieler A als auch der Spieler B einen Ge-
winnpunkt erreichen konnte!

200913 a) Kann der Bruch % durch eine

(von | verschiedene) néli.lirliche Zahl gekiirzt
werden? ’

b) Beweisen Sie, dafl fiir jede natiirliche Zahl n
der Zihler und der Nenner des Bruches
14n+3
28n+5
Hinweis: Um die Rechnung zu erleichtern,
kann man einen Satz iiber Teilbarkeit von
Differenzen anwenden.

zueinander teilerfremd sind!

200914 Gegeben seien ein Kreis k; mit dem
Mittelpunkt M, und dem Radius ry =4,5cm
sowie ein Kreis k, mit dem Mittelpunkt M,
und dem Radius r;=2,5c¢m. Es sei M M,
=7cm.

Konstruieren Sie samtliche gemeinsamen
Tangenten der Kreise k, und k,! Beschreiben
und begriinden Sie Thre Konstruktion!
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201011 a) Geben Sie ein Paar (x,y) reeller
Zahlen an, das die folgenden Ungleichungen
(1), (2) und (3) erfullt!

10y~ x<100, (1
Sy—5x> O, (2)
y+ x= 21 - (3)

b) Beweisen Sie, daB es mehr als zehn ver-
schiedene derartige Paare (x,y) gibt!

201012 Beweisen Sie, daB
x*yayt
x2=2xy+2y?
fiir alle ganzen Zahlen x, y mit x+0und y=+0
a) (als reelle Zahl) definiert ist und sogar
b) eine ganze Zahl ist!

201013 Gegeben seien die Seitenlingen a
=BC=15cm,b=AC=14cm,c=4B=13an
eines Dreiecks ABC.

Berechnen Sie die Lidnge h, der durch B ver-

9]



laufenden Hohe und den Flicheninhalt F
dieses Dreiecks!

201014 Ein Wiirfelk6rper ganz aus Glas
(10 Zentimeter KantenmaB),

drin viele Punkte eingeschlossen,

Der Franz probiert schon unverdrossen,
sie allesamt genau zu zihlen.

Der Peter sagt: ,,MuBt dich nicht quilen!
’s sind 26 mehr als 100, ’

und wenn es dich vielleicht auch wundert,
ich sag’ dir, daB es nicht gelingt,

daf} man sie so drin unterbringt,

daB nicht ein Pirchen existier’

des Abstand kleiner ist als vier.“

(Er meint natiirlich Zentimeter.)

,,Und dies beweis mir mal!“ sagt Peter:
,»uUnd ich verlange dann auch nicht

die Losung dafiir als Gedicht.” -
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201211 In dem folgenden Schema ist in je-

des leere Feld jeweils eine Ziller so einzitra-
gen, daB eine richtig gerechnete Divisions-
aulgabe entsteht. Insbesondere darf keine der
mehrstelligen Zahlen des ausgefiillten Sche-
mas die erste Ziffer 0 erhalten.

(IO T OTI=-0TTTeT T

Beweisen Sie, daB es genau eine Eintragung
von Ziflern in die leeren Felder gibt, die die-
sen Anforderungen geniigt! Ermitteln Sie die-
se Eintragung!

201212 Vier Personen A, B, C, D machen je
zwei Aussagen iiber eine im dekadischen Po-
sitionssystem geschriebene nichtnegative gan-
ze Zahl x.

Es ist bekannt, daB

(1) von A, B, C genau einer zwei falsche Aus-
sagen macht, wihrend bei jedem der beiden
anderen genau eine Aussage [alsch ist,

(2) D zwei wahre Aussagen macht.

Die von A, B, C, D gemachten Aussagen
lauten:

(A1) Die letzte Ziffer der dekadischen Dar-
stellung von x ist gerade.

(A2) x ist Quadratzahl.

(B1) Die Ziller 9 ist in der dekadischen Dar-
stellung von x mindestens einmal vorhan-
den. ' ’

(B2) x ist vierstellig.

(C1) x ist durch 10 teilbar.

(C2) x 1dBt bei Division durch 3 den Rest 1.
(D1) In der dekadischen Darstellung von x
ist, falls x aus mehr als einer Ziffer besteht,

92

von links beginnend, jede Ziffer um 1 kleiner
als die jeweils rechts nachfolgende ZifTer.
(D2) Die Anzahl der geraden Ziffern in der
dekadischen Darstellung von x ist_nicht gré-
Ber als 2.

Man ermittle alle Zahlen x, die dieses System
von Bedingungen erfiillen!

201213 Eine gerade Pyramide K, mit qua-
dratischer Grundfliche werde durch einen zu
ihrer Grundfliche parallelen ebenen Schnitt
in eine Teilpyramide K, und einen Pyrami-
denstumpf K ; zerlegt. Die Kantenlingen der
Grundflachen von K; und K, seien a; bzw.
a,, die Volumina von K, bzw. K3 seien V;
bzw. Vi.

Man ermittle a,:a, so, daB V,:V;=2:3
gilt!

201214 In einem rechtwinkligen kartesi-
schen x, y-Koordinatensystem seien gegeben:
Die Punkte M (0;0), F, (2;0), F, (—2;0),
A(4;0), B(0;2}/3), die Gerade g mit der Glei-
chung x= —8,

der Kreis k; um M durch A, der Kreis k, um
M durch B.

Unter der ,,Ellipse mit Brennpunkten F,, F,
und halber Hauptachsenlinge M A* versteht
man die Menge E, aller derjenigen Punkte
P(x;y), fir die F, P+ F,P=2MA gilt.

Unter der ,Ellipse mit Brennpunkt F,, Leit-

linie g und Exzentrizitit 5“ versteht man die

Menge E; aller Punkte P(x;y) mit folgender
Eigenschaft: Ist ¢ der FuBpunkt des Lotes

von P auf g, so gilt ﬁ=%@

Unter der ,Ellipse durch A mit Haupt-
scheitelkreis k; und Nebenscheitelkreis k,“
versteht man die Menge E; aller derjenigen
Punkte P(x;y), die durch folgende Konstruk-
tion erhalten werden konnen: Man zeichne
einen beliebigen von M ausgehenden Strahl.
Er schneidet k; bzw. k, in je etnem Punkt R,
bzw. R;. Die Parallele durch R, zur y-Achse
und die Parallele durch R, zur x-Achse
schneiden sich in P.

Beweisen Sie, daB die drei Punktmengen
E,, E,, E, einander gleich sind!

Losungen

Ldsungen zu: Gute Grundkenntnisse

gefragt (Heft 3/80):

Klasse 5

ala a)l5ist Losungder Ungleichung,denn
esgilt 25+15>20—15.

b) Nur die Zahl 7 erfiilit die Gleichung.

A2A a)72:9<8R:R

b) a=2 a—1 a a+1l
297 298 299 300

4599 4600 4601 4602

229 230 231 232

7900 7901 7902 7903

A3 a a) Die Gleichung ist wahr.
b) Die Ungleichung ist falsch.

A4 a a) Die Summe der Zahlen 37 und 65
ist mit 8 zu multiplizieren, und zu diesem Pro-
dukt ist die Zahl 17 zu addieren.
b)(37+65)-(8+17)

ASa

a) 12 mm - 50000 = 600000 mm = 600 m

Die Strecke ist im Gelinde 600 m lang.

b) 1,4 km = 1400000 mm, 140000 mm : 25000
=56 mm.

A6A 110kg—68kg=42kg;

42 kg=42000g; 42000:600 g=70 .

Das Mastschwein muB noch 70 Tage gefiit-
tert werden.

Klasse 6

Ala =2

A2A g=g

A3 L at0] a-100] a-1000
17 | 170 | 1700] 17000
3 | 30 | 3400| 34000
825 | 8250 | 82500 825000
742 | 7240 | 72400| 724000

a4 a Die CSSR ist dichter besiedelt.

ASA 3m

200 m

240 m? 3,60 m?

144M 216 M
AGA

a) b) c) d)

AB 8cm 57cm | — Scm
BC 3cm 45em | — 5cm
CD 8cm 57cm | — 5cm
DA 3cm 45cm | — 5cm
xDAB 60 90 - 105
XABC | 120 90 - 75
xBCD 60 90. - 105
xCDA | 120 90 - 75
AM - - 7cm -
W — — 7cm —
BM - - 6 cm -
MD - - 6cm -
XxAMB | — - 100 -
¥BMC |- - - 80 -
¥CMD | - - 100 -
*xAMD | - - 80 -

A7 A Espgibt 6 Moglichkeiten, aufl kiirzestem
Wege zum Ziel (G) zu kommen:

(a,b,e), (a,k.f), (d.e,]), (d.m.g), (i,e.f), (i,h.g).



Lisungen zum alpha-Wettbewerb,
Heft 6/79 (Fortsetzung):

Ph9 m69 Geg.:
Masse des Triebwagens mr=16 t=16000 kg
Masse des Anhingers m,=8t=8000kg

Konstante k= 60%
Geschwindigkeit v="50 kTm_ > 69
ReibungskoefTizient 1o=0,2 s
Fallbeschleunigung g=9812

S

Ges.: a) Bremswiderstand R

b) Wirmemenge Q

¢) Verzogerung a
a). Man vergleicht die mechanische mit der
elektrischen Leistung.

Pmechg P:lehrisdl
2

U
FR'UEF
2
po Fn- U>( )

kzu2

Homr g v R
kv
Tuo-mr-g
R> 60%2V2s%-50m - 52
=0,2-m?-16000kg-9,81:3,6s

R=159Q
Der Bremswiderstand muB mindestens 1,59 Q
betragen.

b) Die kinetische Energie wird in Wirme-
energie umgewandelt.

Q=1 (mr+ma)s?
Z m2
Q——(l6000+8000) kg 3657
0=~2315-10° Ws
0=0,643 kWh
Beim Bremsen wird eine Wiarmemenge von
0,643 kWh (553 kcal) (rei.
c) Die Bremsverzogerung berechnet man nach
der Formel F=ma, also
Fr=m-(—a)
Fr=(mr+m,)(—a)
Fu

mr+mg,

Mo mr-g

“myr+m,

0,2-16000kg-9.81 m
(16000 + 8000) kg s

m
ax —1,315
s

a=—

Die auftretende Bremsverzégerung hat den

Wert 1,31 STZ

r=6370 km
h=750m=0,75 km
To=24-60-60s
Ges.: Differenz der Schwingungsdauer AT
Aus dem Gravitationsgesetz in der Form

Ph10/12 w70 Geg.:

Mm
M

o=

y-M
o="r 0

Die Pendeluhr kann man als ein mathemati-
sches Pendel betrachten. -
1

Aus der Schwingungsdauer T= 21:\/—
g
2
ibt sich L, =99
ergibt sich by )

(1) in (2) eingesetzt, liefert
T2 (r+h)?
T3 2
T r+h
T r
T-To_h

To r
AT=T-T, =g - T
0,75 km
6370 km
AT=~10,2s
Da AT>0, geht die Uhr téglich 10,2 s nach.

Ch7 u53
220g—192,6 g=27,4 g Wasser sind
entzogen

£27,4 Wasser

=m

_274g-100g -

T 220g
m=125g
Die Kohle besitzt nach 2 Tagen noch eine
Feuchtigkeit von 12,5%;.

Ch8 854 a)10kg211%ig
35kgax
10kg _ x
Wkg 117
_10kg- 119
T 35kg
x=13,14%;
Die neue Losung ist 3,14%ig
b) 10kg-0,11
NaOH + HCl-+NaCl+ H,O

AT= +24-60-60s

220 g Kohle
100 g

0,04 kg 0,0585 kg
_ 10kg-0,11-0,0585 kg
- 0,04 kg

m=16kg

Es entstehen 1,6 kg Kochsalz.

Ch9 a55 500 ml240";
(500 —x) mi~ 329,

500ml 409,
(50— ml 329,
x =100 m!

Es wurden 100ml Fliissigkeit, d.h. 40 ml
Alkohol und 60 ml Wasser entnommen.

Ch10/12 =56
Zimmer=10m-5m-4 m=200 m?
200000

5000 =401 H;S sind zu vernichten

(Schweflelwasserstoll)
bei 0° und 760 Torr sind das:
Vo- Po _ Vi p
To T
V0=—Vl p1To
Ty po

401-780 Torr-273°K
o="353°K 760 Torr 0"
m=Mn

348 333
mol
m= = 58,1 g Schwefel-
224 — wasserstolf sind zu
mol

vernichten.
Laut Gleichung sind fiir 38,31 Schwefel-
wasserstofT auch 38,3 Chlor erforderlich
v

=M —
m2 Vm

-38,31

24 L

mol
=405g

Zur Reinigung sind 405 g 30%iger Chlorkalk

erforderlich.

71 -5
1mol

my;= =1214¢g

1214¢g

Lisungen zum alpha-Wettbewerb,
Heft 1/80:

Ma5 @1937 Angenommen, die gesuchte
Zahl sei n; dann gilt n-7+9=n-9+7. Nur
wenn man [ur n=1 setzt, erhilt man eine
wahre Aussage.

Die gesuchte Zahl ist die Zahl 1.

Ma5 81938 Aus L=38:19 folgt L=2.
Aus N=4-Lund L=2 folgt N=8.

Aus R-L=18 und L=2 folgt R=9.
AusE+R+L=16und R+ L=9+2=11olgt
E=5.

Aus L+I=81:R und L 2 und R=9 folgt

24+1=81:9,2+1=9,also I=7.

Durch Einsetzen erhalten wir aus (f) schlieB-
lichB+5+9+2+7+8=34, B+31=34,also
B=3. Das Wort BERLIN entspricht somit
der Zahl 359278.

Mas #1939 Wegen 9999+ 9999 = 19998
gilt A=1. Aus OTTO+INNI=INTON
folgt N=0 und somit 0=9 und 7 =8.

Wir erhalten 9889 + 1001 = 10890.

Ma5 %1940 Es ldBt sich unmittelbar ab-
lesen, daB 4 =1 gilt. Aus CA+ CB=150 und
A=1 folgt B=9 und somit C=7.

Die Jahreszahl lir ABCB lautet 1979.

Ma5 1941 Der erste Summand konnte
111, 222, 333, 444, 555, 666, 777, 888 oder 999
sein. Der zweite Summand sei x, die Summe
also 10- x; dann gilt 9x=111 oder 9x =222
und so weiter bis 9x=999. Nur die Zahlen
333, 666 und 999 sind ohne Rest durch 9
teilbar. Daraus folgt weiter:

x1=333:9=37, x,=666:9=74, x3=999:9
=111.

Die drei Aufgaben lauten somit
333+37=370, 666+ 74=740,999+ 111
=1110.

Ma5 #1942 a) Es sei BC=xcm, also AB
=4-xcm und CD=2-4- x cm=_8x cm. Wir
rechnen ‘nur mit den MabBzahlen der Strek-
kenlidngen; dann gilt )
4x+x+8x=91, also 13x=91 und somit
x=17. Folghch gilt:

AB=28 cm, BC=7cm, CD =56 cm.

bx x 8x

1 1 4
t T

A 8 c D

A
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b) 4y+y+2y=91, also 7y=91 und somit
y=13. Folglich gilt:

AB=>52cm, BC=13cm, CD =26 cm.

- 4y oy 2y ,
A g ¢ D
Maé6 w1943 Die Quersumme der sechs Zah-
len 1,5, 6,7, 8, 9 lautet 36. Da die gesuchten
Zahlen durch 9 teilbar sein sollen, muB ihre
Quersumme 27 betragen, denn 1+4+5+6+7
=19>18.

Deshalb entfallen die Ziffern 1 und 8 wegen
1+8=9. Die gesuchten Zahlen sind gerade,
da sie durch 8 teilbar sein sollen; sie enden
demnach aul die Ziflfer 6. Die letzten beiden
Zilfern der gesuchten Zahlen kdnnten 56, 76
oder 96 lauten. Von den mdglichen Zahlen
7956, 9756, 5976, 9576, 5796, 7596 sind nur die
Zahlen 5976, 9576 durch 8 teilbar. Die Zahl
5976 ist aber nicht durch 7 teilbar. Es gibt
genau eine solche Zahl, sie lautet 9576.

Maé6 #1944 Im Dreieck ABD gilt ¥ BAD
=180°-40°—-70°=70° und ¥BAC=70°:2
=35°.

Ferner gilt < EBD = 180° —40° = 140° als Ne-
benwinkel, also <« CBD=140°:2=70° und
somit £ ABC=40°+70°=110°. Im Dreieck
ABC gilt deshalb £ ACB=180°—35°—110°
=35°. Aus ¥ BAD= ¥ BDA=70° folgt AB
=BD; aus ¥BAC= xBCA=35° folgt AB
=BC, d.h., die Dreiecke AABD und AABC
sind gleichschenklig.

Maé6 #1945 Im Dreieck DBC gilt xCDB
=90°—-20°=70°. Nach dem AuBenwinkel-
satz gilt fir das Dreieck AFD ferner
¥DAF + £ DFA= £ CDB, also xDFA=10°
—10°=60°. Daraus folgt ¥ AFB=180°—60°
=120° (als Nebenwihkel).

Ma6 81946 Addieren wir die drei gegebe-
nen Gleichungen, so erhalten wir 2a+2b+2¢
=186 bzw. a+b+c=93.

Aus a+b=90und a+b+c=93 folgt c=3.
Aus a+c=75und c=3 lolgt a=72.

Aus a+b=90 und a=72 folgt b=18.

Somit gilta-b-c=72-18 - 3=3888.

Ma6 81947 Die zu ermittelnden natiirli-
chen Zahlen lassen sich darstellen durch
n=10a+ b. Thre Quersumme lautet a+ b. Nun
gilt 10a+b—(a+b)=9,9a=9,also a=1.
Wegen 0<b <9 erhalten wir folgende Zahlen,
die die gestellte Bedingung erfiillen: 10, 11,
12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19.

Ma7 #1948 Aus AB=AM=BM=r [olgt,
daB das Dreieck ABM gleichseitig und somit
gleichwinklig ist. Deshalb gilt ¥ AMB=60°.
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Fallunterscheidung :

1. Liegen C und M aul der gleichen Seite der
Geraden 4B, so gilt x ACB=130°.

2. Liegen C’' und M auf verschiedenen Seiten
der Geraden AB, so gilt ¥ AC'B=150°.
Begriindung :

Zu 1. Jeder Peripheriewinkel ist halb so groB
wie der zum gleichen Kreisbogen gehdrende
Zentriwinkel.

Zu 2. Viereck AC'BC ist ein Sehnenviereck.
Im Sehnenviereck ist die Summe zweier ge-
geniiberliegender Winkel stets 180°.

Ma7 ®1949 Fiir die MaBzahlen der Seiten-
lingen des Dreiecks gelte ohne Einschrin-
kung der Allgemeingiiltigkeit a<b<c.

Aus a:c=3:5 [olgt a=%. Ferner gilt b=c
-3.

Aus a+ b+ ¢=36 erhalten wir durch Einset-
zen %+(c— 3)+c=136 bzw. 1—26=' 39 und so-

mit c=15, also a=9 und b= 12.
Die Dreieckseiten sind 9 cm, 12 cm und 15 cm
lang.

Ma7 #1950 Angenommen, es sind a 2-Bett-
und b 3-Bett-Zimmer;
dann gilt 2a+3b=41 bzw. 3b=39+2—2a,

b=13—§-(a—1)mit4<a<10.

Nur fira=7wirdb=13 —% : 6=9 ganzzahlig.

Das Ferienheim verfiigt somit iiber sieben
2-Bett- und neun 3-Bett-Zimmer.
Probe: 7-2+9-3=41.

Ma7 #1951 Die drei aufeinanderfolgenden
natiirlichen Zahlen seien n, n+1 und n+2;
dann gilt
n-(n+l)(n+2)=n+(n+1)+(n+2),
n-(n+1)(n+2)=3n+3,
n-n+1)(n+2)=3-(n+1),
n-(n+2)=13.

Nur fiir =1 wird diese Gleichung erfiillt. Es
existiert genau ein solches Zahlentripel, und
zwar (1,2,3).

Probe:1-2-3=1+2+3=6.

Ma8 81952 x sei die Anzahl der leeren Li-
monaden- und y die Anzahl der leeren Milch-
flaschen. Dann ist 30x das Pland fir die
Limonadenflaschen in Pfennigen und 20y das
Pfand fir die Milchflaschen in Pfennigen. Es

|:(n+1)

gilt nun
30x 4+ 20y =350 bzw.
Ix+ 2y= 35
Stellt man die Gleichung nach y um, so erhilt
man 2y=35-3x
2y=34+1-3x
3x—1
y=17- 7

x und y miissen natiirliche Zahlen sein. Damit
y eine natiirliche Zahl wird, muB x ungerade
sein. Wir setzen fir x nacheinander die
Zahlen 1,3, 5,7, ... ein und stellen eine Werte-
tabelle aul:

x 1 3

y 16 13

579 11 13
10 7 4 1 -

Aus der Wertetabelle lassen sich die 6 Losun-
gen ablesen. Es gibt keine weiteren Moglich-
keiten.

Mag8 ®1953 Bezeichnet man die Fassungs-
vermdgen der drei Kessel (in 1) mit x, y bzw. z,
so kann man nach dem Aufgabentext die
folgenden Gleichungen aufstellen:

(0 x+y+z=1440

1
2 z=x+§~y

1 \
3) z=y+§-x.

Setzt man (2) und (3) gleich, so erhdlt man

6
4) X =§y.

(4)und (2) in(l):15—2y+x=1440 (5)
R 16 1
(4)und (3) ln(l):?y+§x= 1440 (6)
Setzt man (4) in (5) ein, so erhdlt man
122 6
?y+§y= 1440,
18
5= 1440,
_1440-5
REET I
(W) y=400.
Setzt man (7) in (4) ein, so erhdlt man
6
x—g 400
x=480.

Durch Einsetzen folgt weiter: z=560.
Die drei Kessel hapen Fassungsvermdgen von
4801, 4001 bzw. 560 1.

Ma8 #1954 Man formt den Term

X+xtx+1 .
“———— wie folgt um:
x+1
W txltx+1_ x*x+1D)+(x+1)
x+1 N x+1
_(? 4+ (x+1)
x+1
=x2+1.

(x+1%0wegen|x|*1
Fiir die kleinste Primzahl 2 wiirde x> +1=2
bzw. |x| =1 gelten, was den Bedingungen
der Aulgabe widerspricht.
Die nichstgroBere Primzahl ist 3, und es gilt:
x24+1=3

x3=2 B

x1=|/2; x2= —[/2 .
Die einzigen reellen Zahlen, fir die p so klein
wie méglich ist, sind }/2 und —}/2.

Ma8 ®1955 Man zeichnet einen Kreis k
mit dem Mittelpunkt M und einem Radius
der Linge 2 cm. Man zeichnet einen beliebi-
gen Radius MA cin und errichtet die Mittel-




senkrechte auf M A. Diese schneidet den Kreis
inC.

Im rechtwinkligen Dreieck MBC gilt nun
nach dem Satz des Pythagoras
BC*=MC*-MB*

BC?=(2 cm)® —(1 cm)? (B halbiert MA4)
BC?=3 cm?

BC =}/3cm.

Ma9 w1956 Aus(1)folgt b=a+4,
aus (2) lolgt c=b+4,
durch Einsetzen von (1) in (2) erhilt man
c¢=a+8. Die drei Zahlen lassen sich folglich
darstellen durch a, a+4, a+8. Nun gilt
(a+8)?2=(a+4)+a>
Durch dquivalentes Umformen erhilt man
a*—8a—48=0.
Diese quadratische Gleichung hat die Lésun-
gen 12 und —4. Die gesuchten geordneten
Tripel sind
[—4:0;4] und [12;16;20].

Ma9 #1957 Wegen xxyy=1000x + 100x
+10y+y=1100x+11y=11(100x+y) und
xx? =(10x+ x)* =(11x)* = 121x? und yy*
=121y% gilt
11(100x + y =121 (x> + y?),
100x+y= 11(x>+y?),
x+y= 11(x?+y%)—99x,
xl_-:y =x>+y?—-9x.
Nun muB x+y ein Vielfaches von 11 sein.
Wegen 1 £x<9und 1 <y<9 trifft das nur zu
fir x+y=11, also fir y=11—x. Daraus
folgt weiter
' 1=x2+(11—x)*—9x,
1=x24+121-22x+x2—9x,
2x2-31x+120=0,
x?— 2Jc + 60=0.
2
Diese Gleichung hat die Losungen x; =8 und
x;=175. Die zweite Losung entfillt, da sie
nicht ganzzahlig ist. Es existiert somit genau
eine Lésung, ndmlich 8833 =882+ 332,

Ma9 ®1958 Nach den Bedingungen der
Aufgabe giit

a+a’+a*=3la bzw. a(a®?+a—30)=0.

Ein Produkt ist genaw dann gleich Null,
wenn mindestens ein Faktor gleich Null ist.
Fallunterscheidung:

1.a=0. Die Probe zeigt, daB 0 eine Losung ist.
2. a*+a—30=0. Diese quadratische Glei-
chung hat die Losungen 5 und —6.

Die Zahlen 5, —6 und 0O erfiillen die gefor-
derten Bedingungen.

Ma9 ®1959 Bezeichnet man die Lange der
Katheten mit a bzw. b und die der Hypo-
tenuse mit ¢, so heiBt die Behauptung
atb=c- [/5

Beweis:

Es gilt sicher 0<(a—b)?, da das Quadrat
einer reellen Zahl stets nichtnegativ ist. Ad-
diert man auf beiden Seiten der Ungleichung
a*+2ab + b?, so erhilt man
a*+2ab+b?<2a%+2b% bzw.

a’+2ab+b?<2(a*+b% und wegen a?+b?
=c?(Satz des Pythagoras)a® + 2ab+ b* < 2¢2.
Zieht man auf beiden Seiten der Ungleichung
die Wurzel, so ergibt sich a+b§[/§- c, Wo-
mit die Behauptung bewiesen ist. Es gilt
a+b= [/5 ¢ genau dann, wenn das recht-
winklige Dreieck gleichschenklig ist.

Ma10/12 #1960 Fiir p=3 ergibt sich 43
—16=48. Die Behauptung ist wahr. Prim-
zahlen p>3 sind entweder in der Form
p==6k+ | oder p=6k —1(k e N) darstellbar.
Es sei p=6k+ 1. Dann gilt
(6k+2)3 —4(6k+2)
=216k>+216k> +72k +8 — 24k —8
=216k® +216k? +48k
=24(9k3 4 9k? + 2k).
Es ist nun noch zu untersuchen, ob der Term
9k3 +9k2 + 2k stets durch 2 teilbar ist. Man
zerlegt den Term wie folgt :
9k (k + 1)k + 2k. Der erste Summand ist auch
stets durch 2 teilbar, da einer der Faktoren
k oder k+1 durch 2 teilbar ist. Es sei
p=6k—1. Dann gilt

(6k)* —4(6k)=216k> — 24k -

=249k —k).

Man zerlegt: 9k* —k=k(3k+1)(3k—1) und
erkennt, daB wenigstens einer der Faktoren k,
3k +1 oder 3k — 1 durch 2 teilbar ist. Damit ist
die Behauptung bewiesen.

Ma10/12 w1961 Die Jahreszahl, die vor
1979 liegt und die groBte Quersumme hat, ist
1899. Es gilt 1+8+9+9=27 und 27-3=81
und 1979 — 81 = 1898. Deshalb wurde er nicht
vor 1898 und auch nicht 1898 oder 1899 ge-
boren. Es gilt
3-(1+8+9+8)=3-26+1979—1898
3-(1+8+9+9)=3-27+1979—-1899.
Er wurde [olglich im 20.Jahrhundert gebo-
ren, etwa im Jahr 19ab mit a, beN und
0=<a=<7und 0<b<9in dekadischer Schreib-
weise. Nun gilt
1979 —19ab=3(1+9+a+b) bzw. 1979
—(1900+10a+b)=3(1+9+a+b) bzw. 79
—(10a+5)=30+3a+3b bzw. 49=13a+4b.
Damit die Gleichung erfiillt wird, muB a
ungerade und kleiner als 4 sein. Es kann also
nur entweder a=3 oder a=1 sein.
1. Fall: Es sei a=3, dann gilt
4b=49-139
10

b =z
Das ist ein Widerspruch zur Voraussetzung,
daB be N gelten muB.
2.Fall: Es sei a=1, dann gilt

4b=49-13
b=9
Probe: 1979 —1919=60 und 60=3(1+9+1

+9).

Wie die Probe zeigt, wurde der Mathematiker
im Jahre 1919 geboren und war im Jahre 1979
60 Jahre alt.

Fortsetzung in alpha 5/80

Lésung zu: Eine Aufgabe von
Prof. Dr. D.-E. Liebscher (Heft 4/80):

1. Der Winkel B,CB ist gleich dem Winkel
ACA,. Die Dreiecke B;BC und AA,C sind
kongruent, insbesondere ist ByB=AA,. Der
gleiche SchluB an den anderen Ecken fiihrt
aul BB, =A4A,=CC,.

2. Der Winkel B,CA, ist gleich dem Winkel
B, CB. Weiterhin gilt fiir die Streckenverhilt-
nisse

CBZ _ CA;

CB, CB

_ Umkreisradius des gleichseitigen Dreiecks
" Seitenlinge des gleichseitigen Dreiecks
Die Dreiecke B;BC und B;A,C sind dhnlich.
Das Verhiltnis der Strecken B,4, zu BB
ist gleich q. Analoges zeigen wir [iir die Strek-
ken B,C, und C,A4,. Wegen dieser Ahnlich-
keit und der unter 1. gefundenen Gleichheit
der jeweiligen Bezugsstrecken ist der Satz
bewiesen.

’

Lisungen zu: Das arithmetische Mittel

1. 80;
2. 1.LPG: 34 dt je Hektar;
2.LPG: 33 dt je Hektar.

3. BrigadeI: 2,75 M; BrigadeIl: 2,80 M;
4.15,5cm;
5. x=87;
6. b);
7. 39 Jahre;
9.2)3;7;11;15;19; ...;
9.b)z.B.0,5;1;1,5;2;25; ...;
10. 2025;
1. my=9;m,=15;
12. x=54;
13.2;6; 18;54;162; ...;
14.a) 1;4; 16; 64; b) 1; 22; 43; 64;
15.14;42; 34;
16.55;99; 11;
17. 72 und 2;
18. 103 und 91 haben als Mittel 97;

105 und 91 haben als Mittel 98.

[

Lésungen zu alpha-Wandzeitung:
1 - 2 - 3 Logelei:
1. 1.Reihe: 6.Lampe; 2.Reihe: 10.Lampe;
5.Reihe: 4. und 8.Lampe sind gleiche Mo-
delle.
2. a) Figur c; b) Figur 3
3. Durch Ausgang 7 kommt das Eichhorn-
chen ins Freie.
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4. Stelle das Bild aul den Kopf! Der Ratten-
fanger ist dann in der rechten Halfte des Bildes
zu sehen.

5. Die Midchen 2 und 6 sehen sich im Spiegel.
6.

7. Der Knopf an der Vogelscheuche ist zum
Fenster des Hauses geworden; der Rauch des
Hauses (indet sich aul dem Armel der Vogel-
scheuche wieder: eine Zinke der Heugabel
sitzt an dem Hut der Vogelscheuche; ein
Fliigel des Vogels bildet einen Teil des Stroh-
haufens;.die Tasche des Mannes findet sich
amn Stamm des Stockes, der die Vogelscheu-
chen trigt, wieder.

8. Bild 3 erfiillt die Bedingungen.

9. Figur 3 paBt auf den Sockel.

10. Die Kopfe 1 und 5 sind gleich.

Lésungen zu:
In freien Stunden - alpha-heiter:

Priife deinen Verstand!
a) Zahl 52; b) Figur 3;c) Zahl 197;d)’}:

Wir danken Herrn Dr. Biichel, If{L Meiningen,
fiir die Einsendung dieses Materials.

Modell einer Datsche
Aus dem Netz D wurde das Modell gebaut.

Kryptarithmetik

a) 69492+ 854 + 13=70359;

b) 10+ 682 + 8763 =9455;

c) 7511 + 28449 = 35960 oder
6411 + 28559 = 34970.

Magisches Quadrat
1,2, —-3;—-4,0,4;3, -2, —1.

Verschniirung eines Pakets

Die Abbildungen sind stark eingezeichnet,
wenn der Treflpunkt erstmals beriihrt wird,
gestrichelt, wenn die zweite Beriihrung erfolgt
und die Kreuzung vollzogen wird.

Wenn an einem willkiirlich gewéhlten Punkt
A begonnen wird, die Schnur zu legen, so
kann dies in zwei Richtungen erfolgen (Skizze:
I und II oder 1II und IV). Am ersten spiteren
Treflpunkt kann rechts (Skizze: I'und III)
oder links (Skizze: 11 und 1V) abgebogen wer-
den. Ordnet man den weiteren, zum verlang-
ten Resultat fiihrenden Abbiegungen ein r zu,
wenn die Abbiegung nach rechts (in der Rich-
tung des Vorgehens), ein |, wenn sie nach links
erfolgt, so ergibt die Zusammenstellung dieser
Buchstaben in einer Tabelle folgendes Bild:
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Fall Abbiegung
1234567891011 12
I rrrrtlrerllr 1
11 Ir11 11 I1rl rr
111 rllrrel b1 1 1
v Il rlrrrrrr I oo

Beriicksichtigen wir den Umstand, daB der
Anfangspunkt A beliebig gewahlt werden
kann, und lassen wir Fall II mit Biegung 3,
Fall 111 mit Biegung 9 und Fall IV mit Bie-
gung 6 beginnen, so ist sofort ersichtlich, daf
sich Fall I und Fall III, Fall Il und Fall IV
entsprechen. Es gibt also zwei zu unterschei-
dende Arten der geforderten Verschniirung.
Numerieren wir die Kreuzungspunkte von 1
bis 6 (wie in der Skizze | eingezeichnet), so
passiert sie die Schnur beim Legen in [olgen-
der Reihenfolge:

1 126346145325
II 146326125345
I1I 523541643621

543521623641
(Also I =III riickwirts; [ =1V riickwirts.)

Zerlegungsproblem
1 a e
2 2
3 |° 3 1 | a :
P ¥\ a 3
o 5 41l°
b 2a
3 1
lj 29
2 J—' 4
5%

52mal Summe 130

4| 45] 29| 52 6219 [35| ™ 63118 | 34|15
57(2¢| 40| 9 7|42|26|55 6 43|27|54
53| 26| &4) 5 1113822 (59 10|39 23| 58
16| 33| 17 | 64 50|31 |47) 2 s51{30|46| 3

1. Schicht (unten) 2.Schicht 3.Schicht

Aus einer Briefmappe
Von Brief 5 ist die Marke abgel6st.

Fortsetzung von Seite VIII

Aus (2) folgt daher

o(0)- -3

Hieraus und aus (3) folgt

P4
PG5+

5 3 2 KX 2y 3.2 5
O ()2

w.z.b.w.

6. 1.Mdglichkeit: geometrische Interpreta-
tion:
Da nur quadratische Terme in den Radikan-
den auftreten und bei Vertauschung von
(a+c) mit (a—c) wieder (1) entsteht, kann
man sich aufl positive a, b, ¢ beschranken.
Wir betrachten ein rechtwinkliges Dreieck
ABC mit dem rechten Winkel bei C (siche
Bild). AC habe die Linge a. Man trigt nun
auf der Geraden durch B und C von B aus
nach beiden Seiten je eine Strecke der Lange ¢
ab und erhilt die Punkte D und E. Erginzt
man das Dreieck EDA zu dem Parallelo-
gramm EFDA, so gilt nach dem ‘Satz von
Pythagoras

ﬂ:]/ al+b?,

DA=)(a—c)*+b?

Ed=)/a+cf +b%
Da B der Diagonalenmittelpunkt des Paralle-
logramms EFDA ist, gilt nach der Dreiecks-
ungleichung, angewandt auf das Dreieck
AFD,

@

DA+FDZ=2BA.
Wegen (2) und FD=EA folgt daraus (1).

A

F
2. Maglichkeit: Es gilt )
(@® +b*+c?)—4a’c? L)
=a*+b* 4 c* +2a%b? —2a%c* + 2b%c?
2a*+b*+c* 4 2a%b* —2a%c? - 2b%c?
=(a®+b% -2
Daraus lolgt (die Existenz der nachstehenden
Wurzel sowie)
V@a®+ bZ+ch)—4d?ctza’+b>—c?,
also
a*+2ac+c2+b?
+2- /(@ + 2 +b*+2ac)(a® + > + b* - 2ac)
+a?—2ac+c*+b*=4a> +4b?,
(/(@+ P +b*+)/(a— P + b7 =4(a* + b?).
(Diese beiden Wurzeln existieren wegen
(a+c)*+b%20)

Wegen (a2 +5%)20 und )/(a+c)* +b?
+l/la—c)*+b*20

folgt hieraus
Via+clP+b2+)/(a—cP +b*22)/a* +b7,
w.z.b.w.




Mathematik-
aufgaben
aus Freundesland

9 Aufgaben aus der CSSR

Wir stellen einige Aufgaben vor, die der Zeit-
schrift rozhledy entnommen sind. Mit diesen
und &hnlichen Aulgaben werden in der
CSSR die Schiiler auf Mathematik-Olympia-
den vorbereitet. Wir wiinschen allen interes-
sierten alpha-Lesern viel Erfolg beim Losen
dieser Aufgaben aus dem benachbarten
Freundesland.

Aufgaben

Ala Die in dekadischer Darstellung auf-
geschriebene dreistellige natiirliche Zahl z
=m sei durch 44 teilbar. Gib alle Zahlen an,
die diese Bedingung erfillen!

A2A Es sind alle geordneten Paare [a;b)]
natiirlicher Zahlen g und b zu ermitteln, die
die Gleichung a - (b—1)=12 erfiillen.

A3a DieZahl 120 ist als Produkt aus zwei
teilerfremden natiirlichen Zahlen darzustel-
len. Es sind alle Moglichkeiten anzugeben.

A4a Welche geordneten Paare [x;y] na-
tiirlicher Zahlen x und y erfillen die Glei-
chung 2x+ y? =817

A5a Drei Kreise ky, k,, k3 mit den Radien
ri=2cm, r;=3cm, r3 =10 cm beriihren ein-
ander paarweise von auflen.

Berechne die Abstinde MMy, M M3, MoM,
der Mittelpunkte M, M,, M dieser Kreise
sowie den Fldcheninhalt A des von den Mit-
telpunkten gebildeten Dreiecks M, M, M;!

A6A Essind alle zweistelligen natiirlichen
Zahlen zu ermitteln, die gleich der zweiten
Potenz ihrer Quersumme sind.

A7a Es sind alle dreistelligen natiirlichen
Zahlen zu ermitteln, die gleich der dritten Po-
tenz ihrer Quersumme sind.

A8a Essind alle vierstelligen natiirlichen
Zahlen zu ermitteln, die gleich der vierten
Potenz ihrer Quersumme sind.

49 4a Esistnachzuweisen,daB eskeine [iinf-
stellige natiirliche Zahl gibt, die gleich der
fiinften Potenz ihrer Quersumme ist.

Losungen

Ala Aus der Aufgabenstellung [olgt
T00<44 - k<799 fir natiirliche Zahlen k.
Deshalb gilt 16<k<18, also k=16 oder
k=17 oder k=18. Es existieren drei solche
Zahlen; sie lauten z;=16-44=704, z,=17
+44=748, 2z, =18 -44=792.

a2a Wegena-(b—1)=12 gilt auch
a(b—1)=1-12=2-6=3-4=4-3=6-2
=12-1. Daraus folgt weiter a,=1 und
by=13, a,=2 und b,=7, a3=3 und b3=5,
as=4 und by=4, as=6 und bs=3, ag=12
und bg=2.

Folgende geordneten Paare erfiillen die ge-
gebene Gleichung:

[1;137,[2;7], [3;5], [4;4], [6:3], [12:2].

Ala 120= 260 (gemeinsamer Teiler 2),

120= 3-40,
120= 4-30 (gemeinsamer Teiler 2),
120= 5-24,
120= 6-20 (gemeinsamer Teiler 2),
120= 8-15,

120=10"- 12 (gemeinsamer Teiler 2).

Wird die Kommutativitat der Multiplikation
nicht beriicksichtigt, erhalten wir genau drei
Moglichkeiten

120=3-40=5-24=8-15.

Ad4a Aus 2x+y?=81 erhalten wir 2x-

=81—y2% Nun muB 81— y? durch 2 teilbar
sein. Das ist nur der Fall, wenn y? eine un-
gerade natiirliche Zahl ist, die kleiner als 81
ist.
yi=1,y2= 1,2x,=80, x, =40;

2= 9,2x,=72, x,=36;
y3=5, y32=25,2x3="56, x3 =28;
ya=T, ya2=49, 2x4=32, x4 =16;
ys=9, ys?=81,2x5= 0,x5;= 0.
Die geordneten Paare [40;1], [36;3], [28;5].
[16;7], [0;9] erfiillen die gegebene Gleichung.

ASA MM;=2+3)cm=5cm;

M M3;=(2+10)cm=12cm;

MMy=(3+ 10)cm=13cm.

Die MaBzahlen 5, 12, 13 bilden ein pytha-
goreisches Zahlentripel [5;12;13], und es gilt
524122 =132 Das Dreieck M, M, M ist so-
mit rechtwinklig; sein Flicheninhalt betragt

A=%-5- 12cm?=30cm?

A6 Aus 10a+b=(a+b) fir 1=2a<9
und 0 b <9 flolgt 10 (a+b)? £99. Deshalb
konnte (a+ b)? gleich 16, 25, 36, 49, 64 oder 81
sein. Nur fiir 81=(8+1)2=9% werden die
gestellten Bedingungen erfiillt.

A7TA Aus 100a+10b+c=(a+b+c)® fir
1<a<9, 0=bh<9, 0<c<9 folgt 100<(a+b
+¢)* <999. Deshalb konnte (a+ b + ¢)? gleich
53 =125,6%=216, 7> =343,8%=512,9*=729
sein. Nur fiir 512=(5+ 1 +2)* =8 werden die
gestellten Bedingungen erfiillt.

ABA Aus (a+b+c+d)*=n* folgt analog
zu den vorangegangenen Aufgaben 1000< n*
<9999. Deshalb konnte n* gleich 6*=1296,
74=2401, 8*=4096, 9* =6561 sein. Nur fiir
2401 =(2+4+0+1)*=7* werden die gestell-
ten Bedingungen erfuillt.

A94 Aus(a+b+c+d+e)®=n’ folgt ana-
log zu den vorangegangenen Aufgaben 10000
<n®<99999. Wegen 6°=7776 <10000 und
10° = 100000 > 99999 kénnte die Quersumme
q einer solchen fiinfstelligen Zahl 7, 8 oder 9
sein. Wegen a0 mufB a wenigstens gleich 1
sein. Es endet 7° auf die Ziffer 7, 8° auf die
Zifler 8, 9° auf die Ziffer 9.
Fiir die Quersumme g=7 miite e=7 sein.
Wegen a+e2 1+ 7=8 ist dies nicht méglich.
Fir ¢=8 miiBte e=8 sein. Wegen a+e
2148=9 ist dies ebenfalls nicht moglich.
Analog dazu entfillt auch g=9.
Ubersetzt und bearbeitet von
0. Langer, Débeln/Th.Scholl, Berlin
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Seit 14 Jahren besteht zwischen der tschecho-
slowakischen mathematischen Schiilerzeit-
schrift (sieche Bild) und der alpha ein enger
freundschaftlicher Kontakt.



Z.ahlenzauber — Zauberzahlen

0+ 1= 1 Ix 1= 1
1+ 3= 4 2x 2= 4
4+ 5= 9 3x3= 9
9+ 7= 16 4x 4= 16
16 + 9= 25 5x 5= 25
25 +11= 36 6x 6= 36
36 +13= 49 7x 7= 49
49 +15= 64 8x 8= 64
64 +17= 81 9x 9= 81
81 +19=100 10 x10=100

153=1° +5*+3°
370=3 +7* +0°
3IM=33+7+13
407=4+0*+7
1634 =1% +6* +3* +4*
8208 = 8* +2* +0* +8*
9474 = 9* +4* +7* +4*
54748 =5° +4° +7° +4° +8°
92727=9"+2° +7° +2° +7°
93084 =9° +3° +0° +8° +4°

133=(1 +2 +3) - (12 +32 +3?)

315=3 +1 +5 - (32 +12 +5%)

803 =(8 +0 +3) - (82 +0% +32?)
63=6>+6"-3 +3?
91=9%+9 -1 +1?

1 +3=22

1 +3+5=32
1+3+5+7=4%
14+34+54+7+9=5
1+34+5+74+9+11=62

1 +34+54+74+9+11 +13="7?

9 x7=63
99 x77=17623
999 x 777 =1776223
9999 x 7777 = 77762223
99999 x 77777 = 7777622223

1:1,61803...=0,61803. ..
1:2,41421...=0,41421. ..
1:3,30277...=0,30277. ..
1:4,23607. ... = 0,2360678

Lassen sich diese Reihen fortfiihren?

In den nachstehenden Gleichungen werden
jeweils alle zehn Ziffern verwendet:

2 X3485= 1 %6970
4 x1957 =38 x 206
7 %1406 =38 x 259
2 x4589 =13 x 706
5 %2968 =40 x 371
8 x1735=20 x 694
3 x4158 = 6 x2079
6 %1485 =30 x 297
9 x2754 =81 x 306

Die folgenden Gleichungen sind neue T)';pen
von Umkehrprodukten, d.h., die linke und
die rechte Seite verhalten sich zueinander wie

Bild und Spiegelbild - bis auf das Multi-

plikationszeichen

218 x  9=981 x 2
327 x  8=872x 3
412x  T=T721x 4
424 x T=742x 4
436 x 7=763x 4
545 x  6=654x 5
5x 295= 59 x25
2%x8919= 9 x1982
3 x7928= 8 x2973
5 %5946 = 6 x4955
4x2317= 7x1324
4 x4627= 7 x2644
4 x6937= 7 x3964
644 x 1= 14x 46

Verbliiffend ist die Ahnlichkeit dieser Glei-
chungen. Nur die Operationszeichen sind aus-
getauscht, und bei der Abwandlung wurde
eine 10 hinzugesetzt:

40:20= 2 40—20= 2-10
45:15= 3 45—15= 3-10
72:12= 6 72—12= 6-10
121: 11 =11 121—11=11-10

120 = (12 +22 +0%)!
Das Ausrufungszeichen ! (lies: Fakultit)
steht in der Mathematik fiir das Produkt
aller positiven ganzen Zahlen von 1 bis zur
angegebenen Zahl. Unser Beispiel: 5!=1-2
-3:4-5=120.
Macht mit euren Freunden, die besonders
fix in Kopfrechnen sind, die Probe aufs
Exempel. Sie méchten folgende Summanden,
die ihr ihnen in gleichbleibendem Tempo
nacheinander ansagt, addieren:

1000 +40 +10 + 1000 +40 + 1000

+10=x.
Als Summe werden die meisten 5000 angeben.
Thr wiBt das natiirlich besser.

aus.: NBI, Berlin
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