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August Ferdinand
Mobius

1790 bis 1868

Mehr als ein halbes Jahrhundert hat August
Ferdinand Mébius an der Leipziger Universi-
tét gewirkt, von seinem Amtsentritt am
1. Maj 1816 — zunichst als auflerordentlicher
Professor der Astronomie und Observator an
der Leipziger Sternwarte und seit 1844 als
ordentlicher Professor der Astronomie und
der hoheren Mechanilk — bis zu seinem Tode
am 26. September 1868, Aus Anhiinglichkeit
an seine engere Heimat Sachsen und wohl
auch aus einer gewissen Scheu vor tiefgreifen-
dem Milieuwechsel hat er ehrenvolle Berufun-
gen nach Greifswald, Dorpat und Jena abge-
lehnt. ’

Zu Anfang des 19. Jahrhunderts war das
Niveau mathematischer Forschung und Lehre
in Deutschland — wenn man von Géttingen
absieht, wo der iiberragende C.F.Gauf
(1777 —1855) wirkte—gegeniiber Frankreich
und Englend vergleichsweise noch niedrig.
Fast nur Astronomen benétigten um diese
Zeit in Deutschland hohere mathematische
Kenntnisse und hielten auf diese Weise die
hohere Mathematik am Leben. Dieser Um-
stand dnderte sich erst mit dem Ubergreifen
der industriellen Revolution wihrend der 20er
und 30er Jahre nach Deutschlend, in deren
Gefolge das Interesse an Naturwissenschaften
und Mathematik rasch zunahm. Mébius ge-
hért mit C.G. J. Jucobi (1804—1851), H.
Grafimann (1809—1877) wund J. Pliicker
(1801—1868) zu jener ersten Generation deut-
scher Mathematiker des 19. Jahrhunderts, die
die Entwicklung der Mathematik wesentlich
mitbestimmt haben. Der Name von Mobius
jst fest verkniipft mit der im Bereich der Zah-
Ientheorie verwendeten sog. DM obiusschen
TPunktion. In der Geometrie spricht man vom
Mobiusschen Band, dem historisch ersten
Fall einer nur einseitigen Fliche, deren’ Ent-
deckung Mobius im Jahre 1858 gelungen
war.

Das Leben von Mobius ist ohne duBere Dra-
matik verlaufen. Am 17. Nov. 1790 in Schul-
pforta geboren, hatte er seinen Vater, der
Tanzlehrer an der dortigen altberithmten sog.
Fiirstenschule war, schon 1793 verloren. Die

inzwischen nach Naumburg verzogene Mut-
ter hat dem Sohn nur mit Mithe von 1803 bis
1808 den Schulbesuch in Schulpforta und das
anschlieBende Universititsstudium in Leip-
zig ermoglichen kénnen. Urspriinglich hatte
sich Mébius fiir Jura immatrikulieren lassen,
war aber bereits im zweiten Semester auf
Grund seiner Neigungen zum Studium der
mathematischen Wissenschaften iibergewech-
selt. Er studicrte insbesondere bei dem Phy-
siker L. W. Gilbert (1769—1824) und dem
Mathematiker und Astronomen K. B. Moll-
weide (1774—1825), mit dem er einen engeren
wissenschaftlichen Kontakt auf dem Gebiete
der rechnenden Astronomie herstellen konnte.
Mit Hilfe eines finanziellen Zuschusses aus
den Mitteln einer Stiftung konnte Mébius
vom Frithjahr 1813 bis Ende 1814 wissen-
schaftliche Studienreisen unternehmen, die
ihn zu C. F. Gauf} nach Gottingen und zu
J. Fr, Pfaff (1765—1825) nach Halle fithrten;
der Hauptgewinn bestand neben der Vervoll-
kommnung seiner theoretisch-astronomischen
Kenntnisse vor allem in dem bleibenden
engen wissenschaftlichen Kontalt zu Gauf,
dessen Empfehlung er auch zusammen mit
einigen kleincren Arbeiten mathematisch-
astronomischen Inhaltes nach vollzogener
Habilitation seinen Ruf nach Leipzig an die
Sternwarte verdankte. Die Berufung war an
die Bedingung gebunden, vor Ubernahme sei-
ner Dienstgeschiifte eine Studienreise zur
Vervollkommnung seiner praktischen astro-
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ndmischen Erfahrungen zu unternehmen, eine
Verpflichtung, der sich Mdbius mit Freude
unterzog und' die ihm von Mai bis Herbst
1816 u. a. an die Sternwarten von Gotha,
Tibingen, Miinchen und Wien fiihrte und
weitere wissenschaftliche Kontakte ein-
brachte. Nach der Riickkehr bezog Mobius
seine Dienstwobnung in der Pleiflenburg,
einem Teil des heutigen Neuen Rathauses, in
deren Riumen damals neben chemischen
Laboratorien auch die Sternwarte uud ein
Horsaal fir die Studenten der Astronomie
untergebracht waren. Hier befafite er sich in
Beitrigen zur Astronomie mit Polhéhenbe-
stimmungen, Sternbedeckungen, Kometen-
bestimmung und deren rechnerischer Auswer-
tung, und schiieflich intensiv mit den von
A. v. Humboldt (1769—1859) und Geufl ange-
regten systematischen Unfersuchungen des
Magnetfeldes der Erde. Mit grofem Erfolg
hielt Maobius oOffentliche Vorlesungen iiber
naturwissenschaftlich-astronomische ~ The-
men, ein sicheres Zeichen fiir das um die
Mitte des Jahrhunderts auch in Deutschland
erwachte breite Interesse an den Naturwis-
senschaften.

Wihrend seiner ersten Amtsjahre hielt
Mobius hauptsichlich astronomische Vor-
lesungen, z. B. iiber sphérische Astronomie,
Einrichtung und Gebrauch astronomischer
Instrumente, Theorie der Finsternisse und
Sternbedeckungen, Berechnungen der Kome-
tenbahnen, Stérungstheorie u. a. m. Spiter
erweiterte Mobius seine Vorlesungstitigkeit
auf dem Gebiete der Mathematik betricht-
lich; er las iiber Sterecometrie, Kegelschnitte,
analytische Geometrie, ebene und sphirische
Trigonometrie, iiber Elemente der Zahlen-
theorie und der Differential- und Integral-
rechnung. Die Zahl seiner Hérer war anfangs
gering, oft waren es nur 4 bis 8, entsprechend
der vergleichsweise geringen Anzahl von
Studierenden der Naturwissenschaf{t und
Mathematilk wihrend der ersten Jahrzehnte
des 19. Jahrhunderts. Erst in den 50er und
60er Jahren vergroBerte sich mit der allge-
meinen Verstirkung der naturwissenschaft-
lichen Ausbildung an den europiischen Hoch-
schulen, einer Folge der industriellen Revo-
lution, auch die Zahl der Horer von Mdébius.
Die Gymnasiallehrer der Mathematik im
damaligen Kénigreich Sachsen haben wih-
rend der Zeit von Mobius” Tatigkeit fast alle
bei ihm studiert. Unter seinen Schiilern, die
fiir die Entwicklung:der Mathematik selbst
eine hervorragende Rolle gespielt haben, be-
fanden sich der leider friilh verstorbene be-
deutende Mathematiker H. Hankel (1839 bis
1873) sowie, J. 4. Hiilsse (1812—1876), der
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Direktor der polytechnischen Schule in
Dresden, aus der die heutige Technische Uni-
versitit hervorgegangen ist.
Obwohl M¢bius im Laufe seiner jahrzehnte-
langen Tatigkeit zum Mitglied vieler gelehrter
Gesellschaften berufen worden ist, darunter
der Berliner Akedemie und der Gottinger
Gesellschaft der Wissenschaften, ist seine
wirkliche Bedeutung fiir die Entwicklung der
Mathematik erst nach seinem Tode erkannt
worden. Die Griinde hat man wohl auch darin
zu suchen, daf unter der anspruchslosen
Form seiner Veroffentlichungen und wegen
des damals in Leipzig nur beschrinkt mog-
lichen Studiums der einschligigen Literatur -
zu seinen Lebzeiten das durchgreifend Neue
seiner Gedankenfiihrung verdeckt blieb —
hauptsichlich aber deshalb, weil seine vor-
nehmlich der Geometrie gewidmeten Unter-
suchungen in eine Richtung zielten, deren
Bedeutung erst erkennbar wurde, als in den
70er Jahren von anderer Seite, durch F. Klein
(1849—1925) und 8. Lie (1842—1899), das
Mébius vorschwebende Ziel einer Klassifizie-
rung der Geometrie mit Erfolg bewiltigt
worden war.
Es war némlich zu Anfang des 19. Jahr-
hunderts auf dem Gebiete der Geome-
tric eine vollig neuc Lage entstanden.
Wenn auch der Methode nach mit der Erfin-
dung der analytischen Geometrie durch
P. Fermat (1601—1665) und R. Descartes
(1396—1650) schon im 17. Jahrhundert ein
Bruch mit der antiken Geometrie vollzogen
worden war, so hatte die Geometrie doch erst
seit dem Ende des 18. Jahrhunderts prinzi-
pielle Schritte nach vorn in Richtung auf die
Ablosung der antiken Auffassung vom Wesen
der Geometrie tun konnen, wihrend Algebra
und Analysis schon Jahrhunderte vorher den
.antiken Standpunkt iiberwunden hatten. Der
auflerordentliche Aufschwung der Geometrie
ergab sich als Gesamterscheinung direkt aus
dem im Gefolge der industriellen Revolution
sprunghaft wachsenden Bedarf an mathema-
tisch ausgebildeten Ingenieuren, wobei nach
Lage der Dinge die Darstellende Geometrie
.zum Kernstiick einer auf rasch erfiillbare
Ingenieurbediirfnisse zugeschnittenen Ausbil-
dung werden mufite. Diese ,,Sprache des In-
genieurs®, wie sich @. Monge (1746—1818),
" der Begriinder einer wissenschaftlich durchge-
bildeten Darstellenden Geometrie ausdriickte,
eroberte sich an den nach dem Vorbild der
Pariser Fcole Polytechnique wihrend des
19. Jabrhunderts in ganz Europa gegriinde-
ten polytechnischen Schulen, aus denen spi-
ter die Technischen Hochschulen hervorge-
gangen sind, eine zentrale Stellung und wirkte



in starkem Mafe zuriick auf die Richtung der
mathematischen Ausbildung an Gymnasien
und Universitéten. In diesem Sinne gab der
hohe gesellschaftliche Gebrauchswert der
Geometrie, wie er sich insbesondere in der
Darstellenden Geometrie offenbarte, fiir die
Entfaltung der Geometrie wahrend des 19.
Jahrhundert den Nihrboden ab, wobei aller-
dings die ehemals vorhandene innere Ge-
schlossenheit der Geometrie mehr und mehr
zerfiel. Um die Mitte des Jahrhunderts
herrschte unter den Mathematikern eine ge-
wisse Ratlosigkeit iiber den inneren Zusam-
menhang der einzelnen ,,Geometrien* und
geometrischen Methoden. Es kam daraufan,
die Fille der Ergebnisse in neuer Sicht neu
einzuordnen und jeder Geometrie einen lo-
gisch bestimmbaren Platz im Gesamtgefiige
geometrischer Methoden zuzuweisen. Diese
Klassifizierung der ,,Geometrien” gelang
schlieBlich zu Anfang der 70er Jahre mit
Hilfe gruppentheoretischer Methoden; dies
bildet den wesentlichen Inhalt des sog. Er-
langer Programms von Felix Klein (1849—
1925) aus dem Jahre 1872.

In diesem geistigen Spannungsfeld bewegte
sich die geometrische Forschungsarbeit von
Mobius. Als Mobius in den 20er Jahren seine
Publikationstétigkeit aufnahm, hatte sich das
Intcresse der Geometer, insbesondere inner-
halb der franzésischen Schule um L. Carnot
(1753—1823) und J. V. Poncelet (1788—1867),
auf die Untersuchung der Transformationen
gerichtet, welche den Ubergang von einer
geometrischen Figur zur anderen vermittel-
ten. Solche ,, Verwandtschaften‘‘ durch Trans-
formationen — z. B. die durch Projektion
entstehende Verwandtschaft zwischen Qua-
drat und Rhombus — waren vielfiltig stu-
diert worden; man lernte u. a. Kreis- und
Kugelverwandtschaften, affine Verwandt-
schaften, usw. kennen. Nach und nach trat
die Untersuchung der logischen Bezichungen
zwischen den Transformationen in den Vor-
dergrund, woraus sich die Klassifizierung der
Transformationen als Aufgabe ergab. Das
geometrische Lebenswerk von Mdbius hat
man als den Hohepunkt dieser Ziclstellung
anzusehen, welche, wie die nach Mébius sich
vollziehende Entwicklung lehrensollte, gleich-
zeitig wesentliche Elemente der kornmenden
— gruppentheoretischen — Klassifizierung
der, Geometrie vorwegnahm: Die Klassifi-
zierung der geometrischen Transformationen
war ein entscheidendes Durchgangsstadium
auf dem Weg zur Klassifizierung der Geome-
trie, durch welche schlieBlich die logische Ein-
heit und Geschlossenheit der Geometrie
wieder hergestellt werden konnte.

Die nichste Schaffensperiode von Mébius
war vorzugsweise der angewandten Mathe-
matik gewidmet. Er behandelte Probleme der
Linsensysteme, der Mechanik, der Himmels-
mechanik und der Kristallsysteme. Aus sei-
nen Untersuchungen iiber das Gleichgewicht
von Kriften ist das ,,Lehrbuch der Statik‘*
von 1837 hervorgegangen. Alle diese prak-
tischen Fragestellungen haben Mdbius inso-
fern zur Fortsetzung seiner Studien iiber geo-
metrische Verwandtschaften gedringt, als
durch spezifische Fragestellungen die Zusam-
mensetzung oder Hintereinanderausfiihrung
geometrisch-physikalischer Transformationen
erforderlich wurde.

Mit dem Jahre 1853 begann eine dritte Schaf-
fensperiode, in der die durch Transformatio-
nen vermittelten geometrischen Verwandt-
schaften analytisch untersucht wurden.
Schon in hohem Alter stehend, ging Mdbius
im Jahre 1858 sogar noch zur Betrachtungsog.
Elementarverwandtschajten iiber, die noch all-
gemeiner als Kollineationen sind und die wir
heute zum Gegenstandsbereich der Topologie
rechnen.

Bescheiden im personlichen Auftreten und im
Stile seiner Publikationen, mit den bedeu-
tendsten Zentren mathematischer Forschung
seiner Zeit nur in indirektem Kontakt ste-
hend, hat August Ferdinand Mobius zu seinen
Lebzeiten nicht jene Anerkennung erfahren
konnen, die seiner Bedeutung angemessen
gewesen wire. Sein Streben nach Klassifi-
kation der Geometrie durch das Studium
geometrischer Verwandtschaften verband ihn
wohl mit der Hauptentwicklungsrichtung der
Geometrie auf das allerengste, dennoch war
die Reaktion auf seine wissenschaftlichen
Publikationen nur schwach. Erst riickblik-
kend ist die Bedeutung von Mdbius erkannt
worden. Nur vier Jahre nach Mobius” Tod
gab F. Klein in Zusammenarbeit mit §. Lie
mit dem sog. Erlanger Programm die von
Mébius vergeblich angestrebte Klassifizie-
rung der Geometrie. Bei der Herausgabe der
Gesammelten Werke von Mobtus in den Jahren
1885—1887 nun erfaBte Klein; wie er sich
ausdriickte, ,,den inneren Zusammenhang*
des Lebenswerkes von Mdbius und fand dort
der Gedankenfiihrung nach sein eigenes Er-
langer Programm vorgezeichnet. Seitdem
wird August Ferdinand Moébius mit Recht als
einer der wegweisenden Geometerdes 19.Jahr-
hunderts gewiirdigt, dessen Wirken die Ent- _
wicklung der Mathematik des 19. Jahrhun-
derts wesentlich bestimmt hat. H. WuBing

‘Gekiirzter Nachdruck: H. Wufing, August Ferdinand
Mébius (1790—1868) in Band : Bedeutende Gelehrtein
Leipzig, Band 2, herausgegeben von Gerhard Harig,
Karl-Marx-Universitit Leipzig 1906, S. 1—12.
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Berufshild

Mathematisch-technischer
Assistent

Welche Mbglichkeiten gibt es fiir einen jungen Menschen mit abgeschlossener Berufs-
ausbildung, sich auf dem Gebiet Rechentechnik und Datenverarbeitung zu qualifizie-
ren? Auch wenn der Leser im Augenblick noch Schiiler ist, wird ihn interessieren,
welche Entwicklungsmoglichkeiten er nach erfolgreicher Beendigung der 10. oder
12. Klasse hat. Wir setzen neben dem Abschlufizeugnis der Schule im folgenden voraus,
daB der Bewerber eine Facharbeiterausbildung, nach Moglichkeit die Ausbildung des
Facharbeiters fiir Datenverarbeitung (siehe Heft 3/68) abgeschlossen und Freude an der
Beschiftigung mit mathematischem Stoff hat.

Sind diese Voraussetzungen erfiillt, so kann er sich um die Zulassung zu einem Sonder-
studium bemiihen, in dem Technische Assistenten auf dem Gebiet der Mathematik aus-
gebildet werden. Dieses Studium ist 1963 eingerichtet worden* und wird seitdem an
verschiedenen Hochschulen durchgefiihrt. Ziel des Studiums ist es, Mitarbeiter fiir die
Tatigkeit in Rechenzentren, Datenverarbeitungszentren und mathematischen Abtei-
lungen der Industrie und der Wirtschaft auszubilden. Der mathematisch-technische
Assistent soll nach abgeschlossener Ausbildung mit typischen Verfahren der prakti-
schen Mathematik arbeiten kinnen, er soll in der Lage sein, elektronische Rechenan-
lagen zu bedienen und zu programmieren. Was dann in der tiglichen Arbeit von dem
mathematisch-technischen Assistenten verlangt wird, hingt wesentlich von der Struktur
des Betriebes ab, in dem er tiitig ist, oder von den speziellen Aufgaben des Rechen- oder
des Datenverarbeitungszentrums.

Aus der Vielfalt von Einsatzmdglichkeiten sollen einige genannt werden

O Mathematische Auswertung von statistisciem Material und statistische Urteils-

findung. Das statistische Material kann dabei aus den unterschiedlichsten Gebieten der

Wirtschaft oder der Forschung kommen (Auswertung von Versuchsreihen aus der Land-

wirtschaft, der Medizin, der Technik, dem Handel, der Pidagogik, der Kriminali-

stik).

O Herstellung von Programmen fiir spezielle Typen von Rechenautomaten auf Grund

gegebener Formeln.

O Organisation der Lobnbuchhaltung und Materialbuchhaltung eines Betricbes oder

‘Warenhaiises. .

O Grafische Auswertung von MeBergebnissen.

0 Bedienung von elektronischen Datenverarbeitungsanlagen, Erproben von Pro-
gramimen,

Wie ist nun zur Zeit die Ausbildung von mathematisch-technischen Assistenten organi-
. siert?

Wer diesen Beruf withlt, sollte sich in einem Rechenzentrum oder der Abteilung eines

Betriebes, die mit der Bearbeitung mathematischer Aulgaben betreut ist, anstellen

lassen. Mit Zustimmung dieses Betriebes kann er sich um Zulassung zum Studium

bewerben. Das Studium dauert zwei Jahre. In dieser Zeit ist der Student neben

seinen acht bis zehn Unterrichtsstunden pro Woche weiterhin in dem Betrieb,

* (Gesetzblatt Teil IT, Nr. 6 vom 23. 1. 64, Anordnung Nr. 2 vom Dezember 1963.
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der ihn einstellte, tatig. Er muB Ubungsaufgaben lésen — natiirlich auch Klausuren
schreiben — und an elektronischen Rechenanlagen praktisch arbeiten. Durch
Zwischenpriifungen werden Endnoten in den einzelnen Ausbildungsfichern festge-
legt. Am Schlufi der Ausbildung ist eine Hausarbeit anzufertigen, deren Thema ent-
weder von der ausbildenden Stelle festgelegt wird oder nach Absprache mit der aus-
bildenden Stelle von dem Betrieb, in dem der Student arbeitet.

Im mathematischen Teil der Aushildung wird der Student systematisch in die hthere
Mathematik eingefiihrt — lineare Algebra, Differential- und Integralrechnung, Diffe-
rentialgleichungen, Nomographie, mathematische Statistik, Optimierung — und lernt
dariiber hinaus wichtige Verfahren der praktischen Mathematik kennen. Neben diesem
Teil der Ausbildung wird der Student mit der Bedienung und Programmierung von
elektronischen Rechenanlagen vertraut gemacht. Hierbei liegt das Schwergewicht auf -
dem Erlernen sogenannter Programmierungssprachen. Programmierungssprachen sind
kiinstliche Sprachen, die gar nicht gesprochen, sondern nur geschrieben werden, die
jedoch ein Automat ,,versteht®.

Zur Ausbildung von mathematisch-technischen Assistenten gehort keine Sptachaus—
bildung. Es ist jedoch jedem Interessierten zu empfehlen, sich mit der englischen oder
russischen Sprache intensiv zu beschaftlgen weil die Literatur iber neue Entwicklun-
gen auf diesem Gebiet oftmals nur in diesen Sprachen vorliegt. G. Paulin

Am 9. 2.1968 wurde im Rechenzentrum des Instituts fiir Datenverarbeitung (idv-Dresden) die
elektronische Datenverarbeitungsanlage Robotron 300 zur Arbeitsaufnahme iibergeben. Im
Rahmen der planmiBigen Binsatzverbereitung fiir diese Anlage in unserer Volkswirtschaft und
zur Schaffung des notwendigen wissenschaftlichen Vorlaufs wurden vom idv — als Zentrum
der Anwendungstechnilk — wichtige Zuarbeiten geleistet. Eine ihrer Hauptaufgaben besteht
in der Schaffung umfassender organisatorischer und programmtechnischer Unterlagen fiir
Robotron 300. Unser Bild zeigt einen Blick in das Rechenzentrum. Es ist als Titelfoto der
Zeitzchrift ,,Rechentechnik-Datenverarbeitung* 3 /68 zu schen. Wir empfehlen unseren Lesern,
welche sich intensiv mit der elektronischen Datenverarbeitung beschiftigen wollen, diese Zeit-
schrift zum Studium (unter Anleitung Irwachsener).
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Formen
und Formeln

Eine Buchbesprechung

Bestimmt wiBt ihr, liebe junge Freunde
der Mathematik, daB wir Jokannes Kepler
eine Reihe fundamentaler Ergebnisse auf
dem Gebiet der Mathematik und der
Astronomie verdanken. Deshalb ist es
nicht verwunderlich, daf das hier zu be-
sprechende Buch mit einer Plauderei
iiber diesen groBen Naturwissenschaftler
des Mittelalters beginnt. Das neben-
stehende Bild zeigt ihn gerade beim Wein-
kauf fiir eine Familienfestlichkeit, bei dem
er durch das eigenartige MeBverfahren
des Kiifers dazu angeregt wurde, ein Niherungsverfahren zur Inhaltsberechnung von
Fiissern zu entwickeln. Diese Formeln befinden sich noch heute in jeder einschligigen
Formelsammlung. Ubrigens befindet sich diese Abbildung gleichzeitig auf dem Schutz-
umschlag eines neuen (3.) Buches von Franz v. Krbek mit dem Titel Formen und
Formeln, das im Frithjahr 1968 bei der B. G. Teubner, Verlagsgesellschaft in Leipzig,
erschienen ist (Preis 8.50 M). '

Wer den Autor so gut kennt wie ich, der weil, welche liebenswert-bescheidene, geist-
voll-witzige, aber ebenso scharfsinnig-kritische Mathematikerpersonlichkeit unserer
Republik am 12. Mirz 1968 in Greifswald seinen 70. Geburtstag feierte. Bereits bevor
der populdrwissenschaftlichen Verbreitung mathematischer Kenntnisse die ihr zu-
kommende Bedeutung beigemessen wurde, erschienen von Prof. Dr. v. Krbek die bei-
den Titel Geometrische Plaudereien und Uber Zahlen und Uberzahlen, denen pun die
Formen und Formeln folgten.

Wie es dem Autor dabei erneut gelingt, auch kompliziertere Gedankengéinge und Be-
weistiibrungen zu vereinfachen, ohne die mathematische Exaktheit zu beeintrichtigen,
ist an sich schon lesenswert, ganz zu schweigen von der eigentlichen mathematischen

Ubergabe des Gehcimberichtes
iiber den ,,prdsidenienfeindli-
chen Fermat an den Diener des
Ministers Colbert

>
Durch die vierte Dimension

kénnte man Geld aus dem ver-
schlossenem Tresor holen.




Substanz der 19 Plaudereien und den historischen Einflechtungen, die zum wirklichen
,,Begreifen* des Wesens der Mathematik als Triebkraft zur Verdnderung von Natur und
Gesellschaft beitragen. Fiir euch nicht weniger interessant ist vielleicht zu erfahren,
daB es uns im Kollektiv (Autor, Lektor, Typograph, Hersteller, llustrator) gelungen
ist, die meist recht lustigen, immer mit einem gewissen ,,Pfiff* gezeichneten 150 Illu-
strationen teilweise direkt in den laufenden Text mit einzubauen. Dadurch werdet ihr
die behandelten Probleme sicherlich leichter verstehen.

Das Inhaltsverzeichnis lautet:

Keplers Hobby; Verfeindete Brider; Lob der Trigheit; Geisterreich; Naiv oder nicht
naiv?; Linie als Regenschirm; Das Gegenteil ist auch richtig; Grofe eines Konigs;
Streckenrechnung; Ein erfinderischer General; Mobius iiberfihrt; Halbkreise als Gera-
den; Makellos; Aussichtsloses Zerlegen; Polygon als Grenze; Netze; Tip fiir Treffer;
Keiner kam hinter seine Schliche; Universallinge; Nachwort; Dié Axiome.

Auf 150 Seiten erfahren wir Wissenswer-
tes iiber die Schweizer Mathematikerfami-
lie Bernoulls, iber Jordan, Banach, Klein,
Hilbert, Waring, Fermat,” Lebesque und
viele andere berithmte Mathematiker. Wir
erhalten einen ,,Einblick® in die 4. Dimen-
sion, in die Relativitdtstheorie, die Men-
genlehre und in die nichteuklidischen
Geometrien, um nur einige Gebiete zu
nennen, aus denen Probleme behandelt
werden.

‘Wahrend verschiedene Plaudereien be-
reits von denjenigen von euch, die erst die
8. Klasse besuchen, ohne Schwierigkeiten
verstanden werden konnen, sprechen an-
dere vor allem die Schiiler der 10. und 11.
Klassen an. So bietet das Buch (wie auch
die beiden anderen des gleichen Autors)im
wahrsten Sinne des Wortes fiir jeden et-
was; denn auch Erwachsene werden in
ihm sicherlich manches entdecken, was
ibnen bislang noch unbekannt war. Des- “
halb darf ich mich vorbehaltlos der Mei-  Prof. Franz v. Krbek

pung Prof. ». Krbeks anschlieBen, die er

im Nachwort der Formen und Formeln darlegt:

Wer die drei Binde — den vorliegenden, die ,,Geometrischen Plaudereien’ und den Band
,-Uber Zahlen und Uberzahlen' — verarbeitet hat, der weifl, was die Mathematik soll und
kann. Mehr darf er davon nicht erwarten. Méchte er noch mehr wissen. dann hat er sich
bereits fiir die Mathematik entschieden, wnd es heift fiir thn, systematisch zu studieren.
Dazu wiinsche ich thm gquten Erfolg! W. Arnold

Wir gratulieren Herrn Prof. Dr. paed.

Wolfgang Lange
Institutsdirektor an der
TU Dresden

Forderer der auBerunter-

Herrn Oberlehrer
Klaus Kriiger

Herrn Dr. rer. nat.
Reinhard Hpfmann

Karl-Marx-Universitit
Leipzig

Gutachter von alpha
zur Promotion

BBS Forst Bad Doberan
Redaktionsmitglied v. alpha
zum Titel

Verdienter Lehrer d. Volkes

richtlichen Arbeit

im Fach Mathematik

zum Titel

Verdienter Lehrer d. Volkes
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Eine Aufgabe von

Prof. Dr. rer. nat. habil. Frieder Kuhnert

Direktor des Instituts fiir Mathematik
Technische Hochschule Karl-Marz-Stadt

Populirwissenschaftliche Definition

des Begriffs ,,Optimierungsprobleme*

Die Optimicrungsprobleme sind cin sehr junger Zweig
der Mathematik, denn als cigentliches Geburtsjahr
kapn man das Jahr 1939 annehmen, in welchem eine
Arbeit des sow Al itgliedes L. W.

Kantorawztsch verﬁﬂenthchb wurde m der erstmalig
elne Opt exak$ [ormu-
liert: und fiirsicein Lbsungsverinhren entwickelt wurde.

vorrangig im Berelch
der Okonomie und lassen sich wic lolgt formulieren :

Zur Erreichung cines Zicles sind gewdhnlich in Abhin-
gigheit von gewissen Grofen, die zur Errcichung des
Zieles beitragen bzw. notwendig sind, verschiedene
‘Wege und Moglichkeiten vorhanden (sehr oft sind es
unendlich viele derartiger Moglichkeiten). In vielen
Fillen besitzen dieeinzelnen Moglichkeiteneinen unter-
sehiedlichen Wert oder Nutzen filr uns, die wir das ge-
steckte Ziel erreichen wollen. Wir werden dann immer
versuchen, den Weg zu gehen bzw. die Moglichkeit aus-
runutzen, dic uns den groBtmaglichen Nutzen bringt.
Diese Autgabe ist sicherlich noch einfach, wenn nur
zwei oder drei Wege vorhanden sind, doch meist sind
es eben unendlich viele. Offensichtlich besteht doch dic
Aufgabe darin, die zur Er es Zieles di-
gen GroBen 8o zu bestimmen, daB eine Funktion, die
den Nufzen zum Ausdruck bringt, ein Maxxmum apn-
nimm¢. Folglich sind dle Optimlerungsprobleme spe-
zfelle Extremwertaufgaben, fir deren Losung besondere
Verfahren entwickelt wurden.

288a Vom Ort A zum Ort Bsollen 10000 kg
einer wichtigen Last mit Flugzeugen des
Typs F und H transportiert werden. Ein Flug-
zeug vom Typ F kann 1000 kg der Last tra-
gen und benstigt fiir einen Flug von 4 nach B
3 Mann Bedienungspersonal und 100 Liter
Treibstoff, wihrend ein Flugzeug vom Typ H
500 kg der Last tragen kann und 2 Mann Be-
dienungspersonal und 30 Liter Benzin fiir
eine Reise benotigt.

Im Ort A stehen zum Auftanken nicht mehr
als 900 Liter Treibstoff und 35 Mann Bedie-
nungspersonal zur Verfiigung (der Treibstoff
kann fiir beide Typen verwendet werden, das
Personal ebenfalls).

Die Ausgaben fiir einen Flug des Flugzeugs
vom Typ F betragen 800,— Mark, fiir den
Typ H aber 500,— Mark. Welche Anzahl von
Flugzeugen F und H miissen eingesetzt wer-
den, damit minimale Gesamtausgaben ent-
stehen? .

288b Die Mitglieder einer LPG stellen fol-
gende Uberlegung an: Wir haben 5 ha Friih-
kartoffeln bestellt, die im Laufe des Monats
August abgeerntet werden miissen. Wenn
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wir die Kartoffeln in der ersten Dekade des
August ernten, so kénnen' wir 130 dt fha,
ernten und bekommen pro Dezitonné 40,— M.
‘Warten wir allerdings bis zum Ende der zwei-
ten Dekade, so erhoht sich der Ertrag pro
Hektar um 25 dt, die Einnshmen pro Dezi-
tonne fallen allerdings um 8,— M. SchlieBlich
steigt der Ertrag in der dritten Dekade um
weitere 25 dt pro Helktar, wihrend die Ein-
nahmen gegeniiber der zweiten Dekade fiir
eine Dezitonne um 6,— M fallen.

Welche Mengen mull die LPG pro Dekade
abernten, damit die Gesamteinnahmen aus
den 5 ha maximal werden? Dabei ist zu be-
riicksichtigen, daf auf Grund der Arbeits-
kriftesituation in jeder Dekade nicht mehr
als 500 dt abgeerntet werden konnen.

288¢ Gesucht sind 7 nichtnegative Zahlen
Ty, Ty o Ty, s0daBgilte, 21,2, + 2, =2,
i+, tas 23, v
Tyt Z At F T, 20
und daB z, + 2z, + 32, + ..
nimal wird.

. + % 3, mi-

Einige Fakten zur Entwicklung der Techni-
schen Hochschule Karl-Marx-Stadt

1953 wurde die Hi fiir Maschinenbau in Karl-
Marx-Stadt gegrindet. AnliBlich ihres zchnjihrigen
Bestehens erhielt sle den Namen ,,Technische Hoch-
schule Karl-Marx-Stadt“. Das Institut fir Mathematik
begann im Februar 1954 seine Titigkeit. Am In-
stitut fiicr Mathematik werden Diplom-Mathematiker
und Lehrer fiir Mathematik ausgebildet. Fiir Diplo-
manden gibt es zwe1 Moghchkelten fir das Fachstu-
um: den in der Ok ie und
Numensche Mathematik/Rechentechnik. Die Lehrer-
studenten werden auch im Fach Physik ausgebildet.
Aulerdem wird am Institut fiir Mathematlk die ge-
samte mathematische Grund- und Spezialausbildung
fir alle anderen Fachrichtungen der TH durchgefiilrt.
Zur Zeit studieren 164 Stndenten mit dem Ziel Diplom-
Mathematiker, 180 mit dem Ziel Fachlehrer fiir Mathe-
matik/Physik und 220 I:\chrer -Fernstudenten. 3 Pro-
27 wi {t=

lische Mitarbeiter, 4 mathematisch-technische Assi-
stenten und 2 Mechaniker sind am Institut fiir Mathe-
matik tatig. Seit 1962 besteht am Institut cin Rechen-
zentrum, in dem folgende Automaten vorhanden sind:
ZRA 1, Endim 2000 und ODRA 1013. Alle Studenten
fiihren cin Praktikum in diesem Rechenzentrum durch,




Elementare Zahlenfolgen

2. Teil

Thr habt im vorigen Heft erfahren, was Zah-
lenfolgen sind, und lerntet einige Beispicle
und Darstellungsarten von Zahlenfolgen ken-
nen.”Am SchluB fandet ihr einige Aufgaben.
Hier sind die Lésungen. Vergleicht mit euren
Ergebnissen!

223 Die Aussage d) ist falsch, denn nicht
jede Funktion ist eine Folge. Nur Funktionen,
deren Definitionsbereich die Menge (1; 2;
3;...) oder{l;2;3;...;n] natiirlicher Zah-
len ist, sind Folgen.

224 fo = |[1; —2]; [2; +4); [3; —8];
[45 +-16]; [5; —32]; [6; +64]); [7; —128];
[8; +256]; [9; —512]}.

Die Darstellung der geordneten Paare ist
auch in einer Wertetabelle moglich.

225 Durch Formverinderung einiger Glie-
der entsteht

9.4 1 0 1 4.
F,—g,—l‘, o R A
32 22 12
3 1F7 —2.2+7°' —3.3+7°
02 12 22
9 .4+7° 2.5+7°—2-647"°
Q—4)* (2—4)2 (3—4)2

o I L Y SR Ry

(4—4 (B=4F  (6—4p
—2.4+7° —2.5+7° 2. 6+4+17"
. (l—4)*
damit e = oy 2 oder
Kt —8k + 16
W=k fT

226 Independente (oder analytische) Dar-
stellung a, = (—2)* mit ¢ (k15 2;...;9)
Tabellarische Darstellung:
kj1|2|8|¢|5]6]7]8]09
ay, |—2] +4—8|+16—32+ 64128+ 256512
Graphisclie Darstellung (siche Abbildung
oben: MaBstabverdnderung auf der a;-Achse)
Verbale Darstellung: Endliche Tolge der

Potenzen zur Basis (—2) mit positivem ganzen
Exponenten, aus neun Gliedern bestehend.

227 Die zweite graphische Darstellung kann
nicht Darstellung einer Folge sein, weil es
nach unserer Definition ein (—1)-tes und ein
O-tes (nulltes) Glied einer Folge nicht gibt.
Die Gliednummer % entstammt stets der
Menge {1; 2; 3;...]. Graphische Darstellun-
gen von Folgen verlaufen infolgedessen nur
im 1. oder (und) IV. Quadranten des kartesi-
schen Koordinatensystems.

Soweit die Losungen zu den fiinf Aufgaben
aus dem vorigen Heft.

Viele Folgen lassen itber die bisher genannten
Darstellungsarten hinaus eine weitere zu, die
sich oft als recht niitzlich erweist. Wir meinen
die rekursive Darstellung (rekursiv, lat. riick-
bezogen). Bei der rekursiven Darstellung wird
das k-te Glied der Zahlenfolge mit Hilfe eines
oder mehrerer seiner Vorgidnger (vorangehen-
den Glieder) ausgedriickt.
Beispiel: Die oben in den Losungen zu den
Aufgaben 224 und 226 besprochene Folge fg
hat die rekursive Darstellung

o = (—2)- ap_q fiir k> 1 mit

a, = — 2 (Anfangsbedingung).
Das heit: Das Anfangsglied a, ist gegeben.
Man gewinnt jedes k-te Glied (£ > 1), indem
man das unmittelbar vorangehende mit (—2)
multipliziert.
Eine reltursive Darstellung ist nur dann voll-
stindig, wenn die sogenaniiten Anfangsbe-
dingungen mit angegeben werden. Jede voll-
stindige rekursive Darstellung ist eindeu-
tig.
Mgzmche Folgen, fiir die eine independente
Daistellung kompliziert und schwer angebbar
ist, lassen sich relativ leicht in rekursiver
Darstellung beschreiben. Das trifft zum Bei-
spiel auf die Folge

0;1;1;2;3;5; 8;13, ... (fy),
die Folge der FIBONACCIschen Zahlen, zu.
Versucht, einen Zusammenhang zwischen den
Gliedern dieser Folge zu erfassen, indem ihr
irgend drei benachbarte Glieder aufmerksam
betrachtet! Vergleicht das dritte Glied jeder
Dreiergruppe mit den beiden ersten!
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Jetzt habt ihr gefunden, daB sich jeweils das
dritte Glied als Summe der beiden voranste-
henden Glicder ergibt. Allgemein erhilt man
das k-te Glied der Folge (k > 2), indem man
die beiden unmittelbar vorangegangenen
Glieder addiert. Die rekursive Darstellung der
Folge f; lautet also

ap=ay_| +ap_ofir k>2
mit den Anfangsbedingungen
¢, =0und g, = 1.

Wir haben jetzt alle wesentlichen Darstel-
lungsarten von Zahlenfolgen kennengelernt.

Wenn ihr schon ofters in mathematischen
Biichern geblittert oder studiert habt, so
wird euch vielleicht aufgefallen sein, an wie
vielen Stellen man Zahlenfolgen begegnet.
Zahlenfolgen spielen jedoch nicht nur in vie-
len Bereichen der mathematischen Wissen-
schaft einc bedeutende Rolle, sondern a2uch in
den Naturwissenschaften und in der Technik.
‘Wir wollen uns jetzt zwei Typen von Zahlen-
folgen zuwenden, die bei praktischen Anwen-
dungen besonders hiufig auftreten.

Essind dies die arithmetischen und geometri-
achen Zahlenfolgen.

Von den bisher verwendeten acht Beispiel-
folgen sind

f1=2;4;6;8;10;...
fa=154;9;16;25;...
Js="1:4;1; —2; —b; —8
und f, = 2;4;6;...;20
arithmetische Folgen, dagegen
12 =2;2,8;4;56;8;11;16; 22

(Folge der Blendenzahlen) .
und f; = —2; +4; —8; +16; —32;...;
—512
geometrische Folgen.

Die Folgen f; und fg sind weder arithmetische
noch geometrische Folgen.

‘Woran erkennen wir arithmetische und geo-
metrische Folgen? Wie unterscheiden sie
sich?

Schaut euch f, und f; einmal genauer an!
Ihr werdet scknell erkennen, dafl diese Folgen
von Glied zu Glied um den gleichen Wert zu-
oder abnehmen. Bei diesen Folgen ist also die
Differenz zweier benachbarter Glieder immer
gleich, konstant, wie der Mathematiker sagt.
Man kann es exakter formulieren : Bedeutet @y,
das k-te Glied der Aussagenfolge, so ist die
Folge der Differenzen dj, = a1 — i kon-
stant. . .
Bei der Folge /, lantet die Dilferenzenfolge 2;
2;2;...,belf; heibt sie —3; —3; —3;....
Wenn das der Fall ist, wenn also die Differen-
zenfolge, die 1. Differenzenfolge, konstant ist,
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dann liegt eine arithmetische Folge 1. Ordnung
vor.

Was sind nun aber arithmetische Folgen 2.
und hoherer Ordnung? Betrachten wir die
Folge f, = 1; 4; 9; 16; 25;. .., bilden die
1. Differenzenfolge 3; 5; 7; 9; . . . und davon
wieder die Differenzenfolge 2; 2; 2;..., so
stellen wir fest, daB hier die 2. Differenzen-
folge konstant ist. Die Folge der Quadrate der
natiirlichen Zahlen wird infolgedessen als eine
arithmetische Folge 2. Ordnung bezeichnet.
Wir definieren allgemein:

Unter einer arithmetischen Folge m-ter Ord-
nung (m 2 1, ganz) versteht man eine Folge,
deren m-te Differenzenfolge aus lauter glei-
chen (von Null verschiedenen) Gliedern be-

.steht. Priift nach, daB die Folge mit dem

Bildungsgesetz a;, = k% — 2k 4 5 eine arith-
metische Folge 3. Ordnung ist:

Ausgangslolge: 4;9;26;61;120;209;...
1. Differenzenfolge: 5;17;35;59; 89;...
2. Differenzenfolge: 12; 18; 24; 30;. ..
3. Differenzenfolge: 6; 6; 6;...

Ein solcher Nachweis ist natiirlich nicht hin-
reichend. Es konnte jo sein, daB nur die
ersten drei Glieder der 3. Differenzenfolge
konstent sind, die weiteren aber nicht. Man
kann jedoch an der indepcndenten Darstel-
lung a; = k* — 2k + 5 eindeutig erkennen,
daB hier tatsichlich eine arithmetische Folge
3. Ordnung vorliegt. Allgemein 1iBt sich nim-
lich beweisen, dal jede ganzrationale Funk-
tion m-ten Grades

ap = bpkm 4+ b, _km—1 4

A by g k2 4o 4 bk 4

+ bk + b,
mit &, =0, alle b;(i =0,1,...,m)
reellund & € (1; 2;...)

eine unendliche arithm. Folge s-ter Ordnung
ist. Darausfolgt ohne weiteres, daB jede lineare
Funktion ey =dk+4+b mit d==0 und
k € {1; 2; ...} eine unendliche arithmetische
Folge 1. Ordnung darstellt. Dabei ist d die
Differenz der Folge.

Wir haben so mit @, = dk 4+ b (4 & 0) eine
independente Darstellung der arithmetischen
Folge 1. Ordnung gefunden. Fiir Anwen-
dungen in der Praxis ist es oft vorteilhaft, das

. Anfangsglied @, in eine solche allgemein inde-
" pendente Darstellung mit eingehen zu lassen.

Dann erhilt man die wichtige Beziehung
G=a,+(k—1)-d @+0),

die ihr aus der vorangehenden Gleichung

selbst herleiten koénnt. Macht euch den Sinn

dieser Formel auch dadurch klar, daf8 ihr fiir
k die Werte 1; 2; 3; 4 einsetzt!



Die rekursive Darstellung fiir arithmetische
Folgen 1. Ordnung lautet einfach
ap =ap_1+ d (d + 0), denn man
gelangt zum k-ten Glied, indem man zum un-
mittelbaren Vorgéinger die Differenz d ad-
diert.
Die Bezeichnung ,,arithmetische Folge* rithrt
iibrigens daher, daB man jedes Glied a;(k>1)
einer unendlichen arithmetischen Folge 1. Ord-
nung als ,,arithmetisches Mittel“ der beiden
Nachbarglieder erhilt.
ar—1+ g1
—
Priift diesen Sachverhalt an einigen Glicdern
der Folgen f, und f;nach!
Soweit fiir heute! Im nichsten Heft werdet
Ihr Niiheres iiber geometrische Folgen und
deren Anwendung lesen.
Aufgaben
289 a) Wie lautet die rekursive Darstellung
der Folge
s = T;4;1; —2; —5; —8.
b) Eine TFolge sci gegeben durch ihre rekur-
give Darstellung

ap = -

2 :
ap= g 12ap s f\"l; k> 2 mit
a;=+2unda,=— 5

Ermittle die Glicder a,, ¢, und a; dicser Folge.

290 Ein einfaches Bildungsgesetz fir die
Folge

1 1
8;4;2;2;1;2;»2-;4; F; 32; ... (fy)
ist gesucht.

291 a) Von eimer arithmetischen Folge
1. Ordnung sind zwei Glieder gegeben: ay3=0
und agy = 15.
Bestimme das 100. Glied und das Anfangs-
glied dieser Folge! b) Sind von den vier
Variablen a,, d, k, a,, stets jeweils drei unein-
geschrinkt wiihlbar, so daB mittels g = a;
4+ (k—1)- ¢ die vierte berechnet werden
kann?
292 YVon einer arithmetischen Folge 3. Ord-
nung sind gegeben :

@, = —60; ay = — 25;

d®) =5 (konstante Differenz der

dritten Differenzenfolge)

4, =7 (1. Glied der zweiten

Differenzenfolge).
Wie heiflen die Glieder ag, ¢, und a; der Aus-
gangsfolge?
293 Messungen in der Erdkruste ergaben,
daB die Temperatur zum Erdinnern hin je
100 m Tiefe um etwa 3°C zunimmt, wobei in
unseren Breiten eine Temperatur von 10°C in
25 m Tiefe zugrunde zu legen ist.

Welche Temperatur herrscht in 2325 m Tiefe ?
In welcher Tiefe werden 100°C erreicht?
H. Lohss .

UnsereVerpflichtung
zu Ehren des 19.
Jahrestages der
Griindung der DDR.:
Mit hohen mathema-
tischen Lelstungen
stdrken Wir uosere
sozialistische Repu-
Dlik.
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Bestimmung der wahren Gestalt
einer ebenen Figur

Im Filmtheater sind Randplitze und Plitze der vordersten Reihe beim Zuschauer un-
beliebt, weil man von diesen Stellen aus das auf der Leinwand erscheinende Bild ver-
zeret und deshalb wenig wirklichkeitsgetreu sieht. Begehrter sind hingegen Mittel-
plitze, da man von dort aus fast senkrecht auf die Bildwand schaut und so einen weni-
ger entstellten Eindruck von den dargestellten Objekten und der Handlung gewinnt.
Die Netzhaut des Auges und die Filmwand liegen in diesem Fall annihernd parallel, so
daB der Abbildungsvorgang in einer dhnlichen Verkleinerung besteht.

Projiziert man nun ein ebenes Gebilde durch Parallelprojektion normal (senkrecht) auf
eine Bildebene, dann wird es im allgemeinen nicht in seiner wahren Gestalt abgebildet.
Wir wollen beispielsweise an einem Dreieck untersuchen, unter welchen Voraussetzun-
gen es sich bei Normalprojektion auf eine Bildebene in wahrer Gestalt, d. h. unter
Wahbrung der Grofen simtlicher Winkel und Strecken abbildet. In Heft 6/1967 hatten
wir festgehalten, dafl sich eine Strecke 4 B genau dann bei Normalprojektion auf eine

Bildebene in wahrer Grélle abbildet, wenn die Strecke 4 B parallel zu dieser Ebene
liegt. Diese Forderung miiBte nun an alle drei Dreieckseiten gestellt werden. Bilden sich
alle drei Seiten in wahrer GriBe ab, so gilt dies nach dem ersten Kongruenzsatz auch
fiir die drei Winkel des Dreiecks. Da ein Dreieck bei nicht ausgearteter Lage seiner
Eckpunkte stets eine Ebene festlegt, kénnen wir zusammenfassend festhalten: Eine
ebene Figur bildet sich bei Normalprojektion auf eine Bildebene genau dann in wahrer
(estalt (lingen- und winkeltreu) ab, wenn die von dieser Figur bestimmte Ebene
parallel zur Bildebene liegt.

Frage: Behilt der hier ausgesprochene Satz seine volle Giiltigkeit, wenn darin das
Wort Normalprojektion durch Parallelprojektion ersetzt wird?

Nach diesen Vorbetrachtungen wollen wir uns die Aufgabe stellen, die wahre Gestalt
eines Dreiecks 4 BC zu bestimmen, das uns durch Grund- und Aufril vorgegeben ist.
Die zugeordneten Normalrisse des Dreiecks 4 BC stellen Normalprojektionen eines
ebenen geometrischen Gebildes dar (Bild 1).

Gewifl erscheint das hier vorgegebene Dreieck in keinem der beiden Risse in seiner
wahren Gestalt. Sollte das Dreieck z. B. im GrundriB originalgetreu erscheinen, dann
miiten die Aufrisse der Punkte 4, B und C auf einer Parallelen zur RiBachse liegen.
Entsprechendes gilt fiir den Aufrif. Gelingt es uns aber, das Dreieclt 4 BC durch Dre-
hung in ein Dreieck 4, B,C, derart iiberzufiihren, daB die Ebene des gedrehten Drei-
ecks parallel zu einer der Bildebenen liegt, dann wird das Dreieck 4 BC in der betref-
fenden Bildebene in seiner wahren Gestalt erscheinen. Es erhebt sich nur die Frage, wie
die Drehachse zu legen und um welchen Winkel zu drehen ist, um den gewiinschten
Effekt zu erzielen.

Solt das Dreieck 4 BC etwa parallel zur Bildebene 7, gedreht werden, dann ist eine
(#»weckmiBig in ¢ = (4 BC) liegende) Gerade als Drehachse zu verwenden, die parallel
zu 77, liegt. Man mu8 also das Dreieck um eine erste Hauptlinie drehen. Der Drehwinkel
ist dabei so zu wihlen, daB die Aufrisse der drei Eckpunkte des gedrehten Dreiecks auf
einer Parallelen zur RiBachse, ndmlich dem Aufril der Drehachse, liegen. Natiirlich
kann man das Dreieck 4 BC auch in eine der Bildebenen selbst hineindrehen. Dann
ist eine der beiden Spuren von ¢ = (4 BC) als Drehachse zu nehmen. Soll z. B. das
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Dreieck 4 BCin die Bildebene 7, gedreht werden, wird man die erste Spur e, als Dreh-
achse verwenden.

Wir wollen uns nun an Beispielen mit der konstruktiven Durchfiihrung vertraut
machen. In Bild 2 ist die vom Dreieck 4 BC aufgespannte Ebene erst- und zweitproji-
zierend. Die wahre Gestalt des Dreiecks 4 BC soll durch Drehung der Ebene ¢ = (4 BC)
in die Bildebene z; gewonnen werden. Hierfiir ist die Spurgerade e, als Drehachse zu
wihlen. Nun ist zu beachten, dafl die Drehbewegung durch zwei Bilder beschrieben
wird. Im GrundriB erscheinen die von den Punkten 4, B, C durchlaufenen Kreisbahnen
als Geraden, die parallel zur RiBachse liegen. Der Aufrifl von e, stellt einen Punkt dar.
Da wir beim Aufrifl in Richtung der Drehachse schauen, bilden sich die von den Punk-
ten 4, B, C beschriebenen Viertelkreise hier in ihrer wahren Gestalt ab. Wir bezeichnen
die Eckpunkte des in dieser Weise umgelegten Dreiecks mit 4y, By,, Cy,. Die Aufrisse
dieser Punkte liegen offenbar in den Schnittpunkten der betreffenden Kreisbégen mit
der RiBachse. Thre Grundrisse findet man, indem man die Ordnungslinien durch 4,
Bj,, Cy, mit den entsprechenden Parallelen zur Riflachse durch 4’, B’, €' zum Schnitt
bringt. Das Dreieck 4y By Cy; liegt in ; und liefert uns die wahre Gestalt des Drei-
ecks 4 BC.

In villig analoger Weise hidtte man auch die wahre Gestalt des Dreiecks 4 BC durch
Umlegung um die zweite Spur nach 7, bestimmen kénnen. |

In Bild 3 liegt das Dreieck 4 BC in einer erstprojizierenden Ebene. Das Umlegen der
Fbene ¢ um e, nach s, ist jetzt vergleichbar mit dem SchlieBen einer weit gedffneten
Tiir, wobei der Tirrahmen in der Bildebene =, liegt. Bei diesem Vorgang bilden sich
die Bahnen der Punkte A, B, Cim Aufrif} als Parallelen zur RiBachse und im Grundrif3
als Kreisbogen ab, deren gemeinsamer Mittelpunkt in ¢, liegt. In Fortfiihrung des an-
schaulichen Vergleiches sei daran erinnert, daf manche Tiiren auf dem FuBboden kreis-
formige Schleifspuren hinterlassen, deren Mittelpunkteauf der Drehachseder Tiirliegen.
Die Schnittpunkte der Kreisbogen mit der RiBachse ergeben den Grundriff der Eck-
punkte des umgelegten Dreiecks 4, By, Cy,. Den Aufril dieses Dreiccks erhélt man,
indem die Ordnungslinien durch 4, B;,C,, mit den entsprechenden Parallelen zur
RiBachse durch 4", B' und C"' zum Schnitt gebracht werden. Das in 7, liegende Drei-
eck Ay, By, Cy, zeigt die wahre Gestalt des Dreiecks 4 BC. Nach Durchfithrung der
Konstruktion in der oben beschriebenen Weise lassen sich noch Zeichenkontrollen ein-
fiigen. Bringt man die Dreieckseiten 4’ B” und 4, By, durch Verlingern miteinander
zum Schnitt, so muB bei genauer Konstruktion dieser Schnittpunkt auf der zweiten
Spur e, von ¢ liegen. Dieser Schnittpunkt ist ja ein Punkt der Drehachse, der bei der
Bewegung festbleibt. Entsprechendes gilt fiir die beiden anderen Dreieckseiten und
ihre Umlegungen. Frage: Wie hatte man By, und Cy, ohne Zuhilfenahme des Grundris-
ses konstruieren konnen, wenn auBler 4, B" und C'' noch 4, gegeben wire?

Eine zweite Moglichkeit, die wahre Gestalt des Dreiecks 4 BC zu bestimmen, besteht
darin, die Ebene ¢ = (4 BC) um ¢, in die erste Bildebene umzulegen. Dies geschieht,
indem man auf e, in 4’, B’ und C’ Senkrechte errichtet. Tragt man auf diesen Senk-
rechten die ersten Tafelabstinde der Punkte 4, B, C in der richtigen Zuordnung ab,
erhilt man das gesuchte Bild des Dreiecks 4 BC.

AbschlieBend soll noch ein Fall betrachtet werden, wo die Ebene ¢ = (4 BC) weder
erst- noch zweitprojizierend ist. Wir nehmen die Ebene als gleichwendig an und drehen
sie um eine erste Hauptlinie parallel zu 7,. Ferner sind wir bestrebt, mit moglichst
wenig Hilfslinien auszukommen. Dazu legen wir die Drehachse durch jenen Eckpunkt
des Dreiecks, der weder héchster noch tiefster Punkt des Dreiecks ist, also durch 4.
(Bild 4)

Bei Drehung von ¢ um &, als Drehachse beschreiben die Punkte B und C Kreisbahnen
mit My bzw. M als Mittelpunkt. Die Ebenen dieser Kreisbahnen stehen senkrecht
auf 7z, ; d. h. die Grundrisse von B und € verschieben sich auf Senkrechten zu h'l durch
M’ und Mg. Um By, und Cy; zu bestimmen, sind nun noch die Radien 75 und 7 der
Drehkreise von B bzw. C zu ermitteln.
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Zur Bestimmung von 7 betrachten wir das Dreieck BQ Mg. Dieses Dreieck hat einen

rechten Winkel bei Q. Die Hypotenuse BM, des Dreiecks ist offenbar gleich r5. Bs
kommt also nur darauf an, die wahre Linge von r5 zu bestimmen und diese von Mg
_aus auf der Senkrechten zu %, abzutragen. Die wahren Lingen der Katheten BQund
QMg lassen sich dem Auf- bzw. GrundriB unmittelbar entnehmen. In einer Nebenkon-
struktion kénnte man mit den Stiicken BQ und Q M ; als Katheten ein rechtwinkeliges
Dreieck zeichnen, dessen IHypotenuse dann der Linge des gesuchten Drehradius 75 ent-
spricht. Diese Nebenkonstruktion 148t sich jedoch einsparen, indem man die Strecke
BQ = hy mit dem Zirkel dem AufriB entnimmt und von M3 auf £, abtrigt. Dies lie-

fert den Punkt R’. Nach oblgen Erlduterungen gilt @' R’ = B’R’ = rp, Trigt man
also diese Strecke von Mz aus auf der Senkrechten zu h ab, crhilt man B;;. Der
wesentliche Inhalt der Konstruktion besteht in der Ubertmﬂung zweier Str ecken nim-

lich der Strecken @/ B" = hy und B’ R’, mit Hilfe eines Zirkels. Deshalb spricht man
hierbei auch von dem ,, Verfakren des doppelten Zirkelschlages*.
Um abschlieBend noch ', zu finden, soll jetzt mit minimalem Konstruktionsaufwand
gearbeitet werden. Wir entnehmen die Strecke A, dem Aufri und tragen diese von 1,
aus auf % ab. Dies liefert den Punkt 8. Nun nehmen wir die Strecke §'C" in den Zirkel
und tragen diese von M, aus entsprechend dem gewahlten Drehsinn auf der Senkrech-
ten zu &, durch J4; ab. Der Endpunkt ist die gesuchte Umlegung C,, von C beziiglich
hy. A bleibt bei dieser Drehung fest, d. h. es gilt 4’ = 4.
Mit 4, B,,C, ist die wahre Gestalt des Dreiecks 4 BC gelunden. Der hier dargelegten
Aufgabenstellung kommt eine hohe praktische, aber auch grundlegende theoretische
Bedeutung zu.
Im Werkzeug- und Maschinenbau ist oftmals der Schnittwinkel zweier sich schneiden-
der Geraden aus einer in Grund- und AufriB vorliegenden Werkstattzeichnung zu be-
stimmen. Zeichnerisch 148t sich diese Aufgabe mit den vorgefiihrten Mitteln lgsen. In
der Technik sind vielfach ebenflachig begrenzte Korper mit Metallbeschligen zu ver-
sehen. Um rationell arbeiten zu kénnen, muB vorher die wahre Gestalt der Beschlige
konstruktiv ermittelt werden. In der Landesvermessung bildet zur kartographischen
" Erfassung eines Gelindes ein Netz von Dreiecken den ersten Rahmen fiir die Auf-
stellung einer Karte. Da die Eckpunkte der Dreiecke (Trigonometrische Punkte) nicht
alle in gleicher Hohe iber dem Meeresspiegel liegen, kann man niemals simtliche Drei-
ecke eines Netzes in einer Zeichenebene dhnlich verkleinert abbilden. Auch hier ist
beim Ubergang von den vermessenen Dreiecken zur Darstellung auf einem ebenen
Zeichenblatt eine Unterscheidung der wahren Gestalt des Dreiecks von seiner Projek-
tion in eine Bildebene notwendig.
Fiir’ theoretische Untersuchungen geben diese Betrachtungen einen wichtigen Aus-
gangspunkt. Zwischen der Normalprojektion einer ebenen Figur und ihrer Umlegung
in die betreffende Bildebene besteht eine geometrische Verwandtschaft, die man als
,»Perspekitve Affinitdt’ bezeichnet. Die Spur der Ebene in der Bildebene bezeichnet
man als Affinitdtsachse. Alle Punkte dieser Geraden gehen bei der Abbildung in sich
selbst iiber. Bs sind die sogenannten Fizpunkte der Abbildung. Zwei Punkte, die durch
die Abbildung einander zugeordnet sind, legen die Affinitdtsrichtung fest. Beschrinken
wir uns auf die Betrachtung von Normalprojektion und Umlegung einer ebenen Figur,
so liegt die Affinitatsrichtung senkrecht zur Affinititsachse.
Beweise die folgenden Eigenschaften der hier vorliegenden affinen Abbildung durch
anschauliche rdumliche Uberlegungen:
1. Eine affine Abbildung ist eindeutig bestimmt durch die Vorgabe der Affinitits-
achse und eines Paares einander zugeordneter Punkte.
2. Auf einer Geraden allgemeiner Lage bleiben bei der Abbildung die Streckenverhilt-
nisse erhalten.
3. Parallele Geraden gehen bei der Abbildung in parallele Geraden iiber.
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Aufgaben

[IMan bestimme von folgender in Grund-und
AufriB vorgegebenen ebenen Figur die wahre
Gestalt durch geeignete Wahl einer Dreh-
achse und wiederholte Anwendung des dop-
pelten Zirkelschlages. (Ebene ist wechsel-
wendig) (Bild 5)

[OVon einer ebenen Figur ist der NormalriB
vollstindig und die Umlegung in die zuge-
hérige Bildebene durch einen Punkt E,; vor-
gegeben. Man vervollstindige die Umlegung
der ebenen Figur durch Anwendung von all-
gemeinen Eigenschaften der hier vorliegen-

[OMan zeichne Grund- und Aufri} eines
Dreiecks 4 BC etwa nach der Art von Bild 1.
Von diesem Drejeck bestimme man den Mit-
telpunkt I des Inkreises (Schnittpunkt der
Winkelhalbjerenden) und den Mittelpunkt U
des Umkreises (Schnittpunkt der Mittelsenk-
rechten).

Bemerkung: Da bel Normalprojektion zweier sich
im Reum schneidender Geraden elne Winkel-
halbierende . a. nicht wiederin einc Winkelhalbicrende
ilbergeht, ist die Bestimmung von I nur durch Bestim~
mung der wahren Gestalt des Dreiecks 4 3 C moglich.
Entsprechend ist auch U nur durch Zuriickgehen auf
dlc wahre Dreiecksgestalt bestimmbar, da ein rechter
‘Winkel bei Normalprojektipn i. a. nicht wleder in einen
solchen iibergeht. Waslag8tsich iiber die Schwerpunkts-
bestimmung an einem Drejeck sagen, das in zugeordne-
ten Normalrissen vorgegeben ist?

den Abbildung. (Bild 6) ~ E. Schroder
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Eine Knobelgeschichte

2. Teil

Vier Zirkelteilnehmer treffen sich. Um die ge-
stellte Aufgabe leichter l6sen zu kénnen, iiber-
nehmen drei von ihnen die Namen und Rollen
von Schwarz, Unsinn und Weif. Der vierte,
den wir Franz nennen wollen, spielt den Fra-
genden. .

Die erste treffende Feststellung macht nach
geraumer Zeit Weif: ,,Wenn ich nach meinem
oder euren Zunamen gefragt werde, so muf3
ich verabredungsgemiB die Wahrheit sagen.*
Als niichster bemerkt scharfsinnig Unsinn:
,»Ein Fragender, der unsere Zunamen fixie-
ren will, soll aus meinen Antworten nicht
schlicBen kénnen, daB ich nicht Weif heiBe.
Deshalb werde ich wie Weifl von sich von mar
behaupten, ich wiirde Weif} heifien und meine
beiden Mitspieler nenne ich in meinen Antwor-
ten Schwarz und Unsinn.'* Nach einer kurzen
Pause ergiinzt er: ,,Diese Forderung ist zwar
nicht notwendig. Aber vielleicht gelingt es,
unter Einhaltung dieser scharfen Forderung
brauchbare Antworten zu finden.* Alsbald
crhebtSchwarz die gleiche Forderung fiir seine
Antworten wie Unsinn. Um das bereits Er-
kannte besser iiberblicken zu kénnen, stellen
sie zunichst eine Tabelle aul, in die sie vor-
erst die Antworten von Weil eintragen.

= iiber

2 Schwarz  Tusinn WeiB

s

§ Schwarz

% Unsinn

< WeiB ,Schwarz* |, Unsinn* ,, Wei*

Sie wissen noch, dal geméiB der von Unsinn
und Schwarz erhobenen Forderung die beiden
Felder, die noch unbeschriftet auf der von
links oben nach rechts unten verlaufenden

Diagonale des Antwortschemas liegen, mit '

,» Weil“ zu beschriften sind.

Durch Betrachten der entsprechend erginz-
ten Tabelle erkennt jetzt Schwarz weiter:
,»GemiB der gestellten Forderung darf ich
von Unsinn nur behaupten, er heife Unsinn
oder Schwarz. Da ich jedoch andererseits zum
Liigen verpflichtet bin, darf ich Unsinn in
meinen Antworten nicht seinen wirklichen
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Namen geben. Also muB ich von Unsinn be-
haupten, er heiBe Schwarz'. Wieder wird ein
Antwortfeld der Tabelle ausgefiillt. Schwarz
argumentiert weiter:,, Von WeifmuB ich nun-
mehr gemif gestellter Forderung behaupten,
er habe den von mir noch nicht in Antworten
genannten Namen Unsinn'‘. Nur noch zwei
Felder sind nunmehr in der Tabelle leer:

= iber

g Schwarz Unsion WeiB
E §‘{‘3‘E"z_,_,~,‘,"9i,9‘f, s»Schwarz |, Unsinn**
Z Unsion  weist
= \Veiﬁ ,,Sch\\'arz‘“.,Ur.lsiﬁ;i:\;'(:iﬂ“

Nach lingerem Nachdenken kommt Unsinn
zu folgendem Ergebnis: ,,GemiB der auch
von mir erhobenen Forderung muf ich von
Schwarz behaupten, daB er Schwarz oder Un-
sinn heit. Nenne ich jedoch Schwarz Schwarz
so mubB ich Weifs Unsinn nennen. Bei der zwei-
ten Antwortmdoglichkeit nenne ich Schwarz
Unsinn und Weifi Schwarz.” Da zundchst
keine beider Antwortméglichkeiten auszu-
schliefen ist, werden sie beide in die Tabellen
eingetragen:

iber
g Schwarz  Unsinn Weil
g T
b= Schwarz »Weld .,S__chwarz“ ,,ypsinn“
5 Unsinn 1.,,Schwarz* 1.,,Unsinn‘*
E 2.,,Unsinn** ,, WeiB** 2.,,Schwarz‘«
T WeiB »Schwarz ,,Unsinn®  , Wei*

Alle betrachten die Tabelle und priifen, ob
beide Antwortmdglichkeiten von TUnsinn
moglich sind oder nicht.

Franz, der die Rolle des Fragenden spielt,
schligt vor, voriibergehend am Tabellenein-
gang die Namen Schwarz, Unsinn und Weif
durch Symbole P, @ und R zu ersetzen, denn
ein Fragender kennt ja die Zunamen der drei
nicht:

iber
H P Q R
.:. 7 »Weis' ,.Schwarz* ,,Unsinn**
5 Q 1. ,,Schwarz" 1. ,,Unsinn*
| 2.,,Unsinn" ,,Wei* 2. ,,}Scrhxfyz“
= R »Schwarz  ,,Unsinn’' L Welg"



Franz erkennt nunmehr, daB die erste Ant-
wortméglichkeit von @ ausscheidet: ,,Bei der
ersten Antwortméglichkeit von @ erhalte ich
von zwei Befragten, némlich von P und @,
die gleiche Auskunft ,,Unsinn® iiber R. Hier-
aus schlieBe ich, daB P oder @ den Namen
Unsinn trigt. — ,,Ebenso erhalte ich bei
dieser Antwortmoglichkeit von @ und R iiber
P die gleiche Auskunft ,,Schwarz®. Demnach
muB @ oder R den Namen Unsinn tragen.«
— ,,Aus beiden Feststellungen folgt weiter-
hin, daB @ den Namen Unsinn trigt. Da ein
solcher SchluB aus den gegebenen Antworten
nicht gezogen werden darf, scheidet die erste
Antwortméglichkeit von @ alias Unsinn
aus.*

An dem verbliebenen Antwortschema kén-
nen die Freunde keine Unzulinglichkeit mehr
erkennen. Sje glauben deshalb, eine Lésung
gefunden zu haben und gehen so vorbereitet
zum nichsten Zirkel.

Im niichsten Zirkel dirfen unsere vier Kno-
belfreunde ihre Tabelle mit Antwortschema
an die Tafel schreiben und begriinden. Der
Zirkelleiter stellt fest: Es muB noch der Nach-
weis gefithrt werden, daBB das von unseren
vier Mathematikireunden gefundene Ant-
wortschema tatsiichlich Lésung ist. Zu diesem
Zweck bittet er neun Zirkelmitglieder, sich
in drei Dreiergruppen {iir die anderen sichtbar
aufzustellen. Diesen neun Schilern hiangt er
vorbereitete Schilder um, die die Anfangs-
buchstaben der Vor- und Zunamen unserer
Knobelaufgabe tragen.

Diese neun Schiiler erhalten den Auftrag, ge-
miB dem in der Tabelle stehenden Antwort-
schema und gemil der ihnen umgehingten
Schilder auf die gestellten Fragen zu antwor-
ten.

Die erste TFrage des Zirkelleiters lautet:
,,Annette, welchen Zunamen trigt Beate?“
Nacheinander antworten die drei Annettes

1. Dreiergruppe

2. Dreiergruppe

der drei Dreiergruppen mit der gleichen Ant-
wort,,Schwarz*. Auch auf die I'rage,,Christa,
welches ist dein Nachname?* und alle ande-
ren zulissigen Fragen erhilt der Zirkelleiter
von den Befragten jeweils die gleichen Ant-
worten. (Der Leser stelle eine Tabelle auf, in
die er neben den Fragen die Antworten der
drei Dreiergruppen aufnimmt.)

Hieraus ziehen die Zirkelteilnehmer den
SchluBl, daB ein Fragender die drei Dreier-
gruppen durch die erhaltenen Antworten
nicht voneinander unterscheiden kann. Da
insgesamt bei den betrachteten Dreicrgrup-
pen zu jedem zulissigen Vornamen jeder zu-
lissige Nachname gehéren kann, kann ein
Fragender bei diesem Antwortschema die Zu-
ordnung keines cinzigen Nachnamens vor-
nchmen.

Durch diefolgenden Hinweise regt der Zirkel-
leiter zur weiteren Beschiftigung mit dieser
Knobelaufgabe an: ,,Neben den drei von uns
betrachteten Zuordnungen der Vor- und Zu-
namen gibt es noch drei weitere. Kann ein
Fragender diese drei weiteren Zuordunungen
voneinander unterscheiden? Kann er diese
drei neuen Zuordnungen von den von uns be-
trachteten unterscheiden?** — ,,Die von uns
betrachtete Knobelaufgabe besitzt mechrere
Losungen. Wer findet ein weiteres zulissiges
Antwortschema?

Der Zirkelleiter spricht weiter: ,,Bei unscrem
Frage- und Antwortspiel kénnen die Zuna-
men der drei Miadchen sofort festgelegt wer-
den, falls andere Fragen zugelassen sind. Lost
bis zum nichsten Male die lolgende Knobel-
aulgabe!*

3.2”) wiea

b”) wie b

¢”) Mit welchen Fragen und den erhaltenen
Antworten kann ein Fragender die Zuordnung
von Vor- und Zunamen der drei Midchen

festlegen? W. Triger

3. Dreiergruppe

113



ViI. Olympiade

Junger Mathematiker der DDR

Lasungen zu den Aufgaben der Kreisolympiade (6./7. 12. 1967)

1. Berecknung der Menge des reinen weiSen
Papiers: Wegen 336- 700 = 235200 und
235200 g = 235,2 kg konnen aus 336 kg Alt-
papier hochstens 235,2 kg weilles Papier her-
gestellt werden. Berechnung der Menge von
Schreibheften:Wegen

235200:30 = 7840 kénnen aus 336 kg Alt-
papier héchstens 7840 Schreibhefte herge-
stellt werden.

2. Es gibt genau drei zweistellige Zahlen, bei
denen die Anzahl der Biner dreimal so grof3
ist wie die der Zehner, nimlich 13, 26, 39. Von
ihnen erfiillt nur 26 die Bedingungen der Aul-
gabe; denn
31—13 =
93 —39 =
daher ist z = 26.

3. Da der Winkel <¢ CD A ein rechter ist, ist
der gesuchte Winkel < D, D A die Hilfte die-
ses Winkels. Man halbiert daher den Winkel
< CDA. Die Winkelhalbierende schuneidet
wegen AD, = AD < AB die Seite 4B im
Punkt D,. Das Dreieck A DAD, ist das ge-
suchte.

18 62 — 26 = 36;
54.

o

A D

v

Zweiter Losungsweg: Da der Winkel < CD A4
ein rechter ist, ist der gesuchte Winkel
< DDA die Hilfte dieses Winkels. Jede
Diagonale eines Quadrats halbiert zwei
gegenﬁberliegende Winkel des Quadrats.
Man konstruiert nun des Quadrat DAD,D,,
indem man von 4 auf 4 B die Strecke AD;
mit AD=AD, und von D auf DC die
Strecke DD, mit AD = DD, abtrigt, und
verbindet D mit D;. Dann ist DD, Diagonale
des Quadrats DA D, D, und der ¢ D, D4 ist
45° groB. Das Dreieck A D A4 Dy ist daher das
gesuchte,

4. Da die Anzahl aller Teilnehmer 36 ist, ist
die Anzahl der richtigen Losungen insgesamt
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laut Aufgabe 72 und die Anzahl der Schiiler
mit genau 2 richtigen Lésungen 72:3 = 24.
Da die Anzahl der Schiiler in Zeile a) gleich
der in Zeile e) und gleich der Hilfte der An-
zahlen in Zeile b) bzw. in d) sein soll, sind die
restlichen 12 Schiiler wic folgt zu verteilen,
und die Tabelle kann danach vervollstindigt
werden:

1 IT II1
Anzahl dnr tich- Anzahlder  Anzahlder
tigen Bt richtigen Lds.
. __Dpro v.mm 2 insgesamt
a0 2 0o
b) 1 4 4
c) 2 24 48
) 4 12
e) 4 2 ]
f)
Gesamtzahlen 36 2

1. Es gilt mit den in der Abb. gewihlten Be-
zeichnungen & = ' (als Scheitelwinkelpaar)
B+ B’ = 180° (als Nebenwinkelpaar),
mithin §’ = 180° — §; p’ = 180° —130°%;
B = 50°;

also ' = o.

Daraus folgt: g, 1| ¢,- Nun ist ferner:

y =9 (als Stufenwinkelpaar an geschnitte-

nen Parallelen) und y” + 6 =180° (als Neben-

winkelpaar),

also & = 180° —y/,
é = 110°,

2. Um die Bedingungen der Aufgabe zu er-

fiillen, muBl der Wagen eine Strecke zuriick-

legen, deren Liinge ein gemeinsames Viel-

faches, und zwar das kleinste gemeinsame

Vielfache, von 210 cm und 330 c¢m ist. Daher

ermitteln wir das k. g. V. von 210 und 330:

8 = 180° — 70°,

210=2-3-5-7
330 =2-3-5-11
kg V.: 2.3.5. 7. 11 = 2310.



Die kiirzeste Strecke, die vom Wagen zuriick-
gelegt werden muB, bis jedes Rad genau eine
ganze Anzahl von Umdrehungen durchge-
fiihrt hat, ist daher 2310 cm = 23,10 m lang.
Probe: 2310:210 = 11;  2310:330 =7
Die Vorderrider machen dabei genau 11, die
Hinterrader genau 7 Umdrehungen.

3. Bezeichnet man dic Ringzahl der Schiitzen
nit den Anfangsbuchstaben der entsprechen-
den Vornamen, so erhilt man aus den An-
gaben der Aufgabe,

)J>6 @AE+R=J+¢
BE+JR+G

Aus (2) und (3) ergibt sich durch Addition
2F +J 4+ R<2(+J 4+ R,als0 E < G.
Hieraus und aus 2)folgt R—J =@ —E>0
alsoJJ < R.Dahergit R >J >G> E.

Dic gesuchte Reihenfolge ist: Regina,
Joachim, Gerd, Elke.

4. Schiiler mit Preisen oder Anerkennungs-
schreiben :

8Sch. 2 ; . der Teilnehmer an der 2. Stufe.
Daraus folgt:
4 Sch. 2. ; der Teilnchmer an der 2. Stufe
und

9

36 Sch. & 9 (das sind alle Teilnehmer dieser

Schule an der 2. Stufe).
Laut Aufgabe gilt weiterhin:

36 Sch. 2 430- der Teilnehmeran der 1. Stufe,
also
12 Sch. & -:0 der Teilnehmer an der 1. Stufe

und
0

480 Sch. & 0 (dassind alle Teilnehmer die-

ser Schule an der 1. Stufe).
Genau 480 Schiiler dieser Schule beteiligten
sich an der 1. Stufe der Mathematikolym-
piade.
1. Jede Diagonale eines Quadrates halbiert
zwei gegeniiberliegende Winkel des Quadrats.
Deshalb  konstruiert
c man die Winkelhalbie-
rende des rechten Win-
kels < 4 CB.Bieschnei-
det die Seite 4B im
A 7 Punkt D. Dann ist die
>I< p Strecke CD eine Dia-
[ gonale des gesuchten
Quadrats. Die Par-
allelen durch D zu A Cund C B schneiden C B
in E und AC in F. DECF ist das gesuchte
Quadrat.

2. a, b, ¢ seien natiirliche Zahlen, die alle
grofer Null und kleiner oder gleich 9 sind.
Dann heiBen die dreistellige Zahl und die sich
durch Umstellung ihrer Ziffern ergebenden
Zahlen: 100a 4 105 + ¢ 100a + 10e + b
1006 + 10a +¢ 1006 4- 10c + e

100¢c + 10a -+ b 100c + 10b + a.

Die Summe s ist dann:

s =100 (2¢ + 2b + 2¢) + 10 (2¢ + 2b
+ 2¢) + (22 + 2b + 20).

Da 2a + 2b + 2¢ = 2€ ist, erhilt man
s=100-2Q 4+ 10- 2Q+ 1- 2Q
8=2Q(00+ 10+ 1)

s=20Q- 111.

Beispiel: 534 2Q =24
554 24. 111 = 2664
345
453
435
2604
3. Die Parallelc p zu BC durch M schneide
ABin P. DaB diese Parallele p die Strecke
AB tatsichlich
schneidet, folgt so:
Durch p wird die
Ebene, in der
A A BC liegt, in zwei
Halbebenen zerlegt,
in deren einer die Gerade durch B und C ver-
lauft und in deren anderer 4 liegt, weil sonst
AC nicht von p geschnitten wiirde. Daher
schneidet p auch die Strecke 4 B. Dann gilt:

(1) X ABOX X MNCX X APM
X CAB X CHMN
(als Stufenwinkel an geschnittenen Parallelen)
2y AAPM = A MNC (nach dem Kon-
gruenzsatz sww).
Daraus folgt: M P = CN.
(3) Viereck BN M Pist ein Parallelogramm

(nach Konstruktion).
Aus (2) und (3) folgt die Bchauptung.

4. Die Anzahl der Schiiler pro Autobus muf
ein gemcinsamer Teiler > 1 von 319 und 232
sein.

Wegen 319 = 11- 29 und 232 = 8- 29 ist die
Primzahl 29 dor einzige gemeinsame Teiler
> 1 von 319 und 232; denn 11 und 8 sind
teilerfremd. Daher fuhren in jedem Bus genau
29 Schiiler.

1. Das Sechseck setzt sich zusammen aus:

einem gleichseitigen Dreieck (Flicheninhalt
A3), 3 Quadraten (Flacheninhaltssumme 34,
und 3 stumpiwinkligen Dreiecken, deren
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Flicheninhaltssumme sich folgendermafien
berechnen l@ft: Fillt man in diesen Drei-
ecken die Lote (Hohen) auf die Sechseckseite,
so entstehen rechtwinklige Dreiecke, und

diese sind kongruent zu denjenigen Drei-
ecken, die durch Konstruktion einer Hoéhe
des gleichseitigen Dreiecks entstehen (sww;
der rechte Winkel liegt der groBten Seite
gegeniiber). Die Flicheninhaltssumme der
3 stumpfwinlkligen Dreiecke betrigt daher
34, Folglich ist Ag = 44; 4+ 34,.

Damit sind ganze Zahlen n =4 und m = 3
so, wie in der Aufgabe gefordert war, ange-
geben.

2. (I) Die Mittelpunkte der gesuchten Kreise
liegen entweder (1) auf dem Kreis um M mit
dem Radius der Linge r + 7, oder (1’) auf
dem Kreis um M mit dem Radius der Linge
r —ry, da sie k beriihren sollen, und (2) auf
dem Kreis um M, mit dem Radius der Liénge
r, + 1y, da sie k,; beriihren sollen und den-
selben Radius haben wie k,.*

(IT) Daher ergeben sich die Mittelpunkte der
gesuchten Kreise als Schnittpunkte der
Kreise nach (1) und (2) (das sind 2 Schnitt-
punkte) und als Beriihrungspunkt der Kreise
nach (1’) und (2). Dieser Punkst liegt auf der
Verbindungsgeraden durch M und M. Die
Berithrungspunkte der Kreise erhilt man,
wenn man die Mittelpunkte der sich beriih-
renden Kreise miteinander verbindet. Es gibt
genau 3 Kreise, die die Bedingungen der Auf-
gabe erfiillen. (Der Beweis folgt aus (I).)

3..Die Augenzahl 3n + 4 muB durch » teil-

bar sein.

3”: 4 =3+ i liefert nur fiir » als Teiler
n

von 4, also nur firn = 1,2 = 2, » = 4 ganz-
zahlige Ergebnisse. n = 1 scheidet aus, da
keine 7 gewiirfelt werden kann. Fir n = 2
erhilt man 10 Augen, d. h., es wurde zweimal
eine 8 gewiirfelt. Fir n = 4 ergeben sich
16 Augen, d. h., es wurde viermal eine 4 ge-
wiirfelt. Es wurde also entweder mit 2 oder
mit 4 Wiirfeln gewiirfelt.

* Anmerkung: Falls ein Schiler auch zwei zusammen-
fallende Kreise als ¢i berithrend bezeichnet und
hierdurch zu dem Ergebnis kommt, auch %, als vierte
Losung anzugeben, so kann eine solche Angabe (bei
sonst richtiger Formulierung) als richtig anerkannt
werden, da die Aufgabenstellung diese Deutung nicht
ausdriicklich ausschlieft.

116

4. Wir bezeichnen die grofite der n aufein-
anderfolgenden natiirlichen Zahlen mit g. Sie
lasse bei der Division durch » den Rest 7 mit
0=r=n—1,es gelte also g=¢g-n+r
(¢ ganzzahlig). Daher gehért die durch # teil-
bare Zahl g — 7 zu den » aufeinanderfolgen-
den natiirlichen Zahlen.

1. Die gesuchten Paare lassen sich in 2 Grup-
pen aufteilen:

1. Gruppe: Die Summe der Einer der beiden
zweistelligen Zahlen betriigt 1, die Summe
ihrer Zehner betrigt 11. Bezeichnet man die
Ziffern der Zahlen eines Paares, das dieser
Bedingung entspricht, der Reihe nach mit
(a; b), (c; d), dann erfilllen auch die Paare
(a; d), (c; D), (c; b), (2; d) und (¢; d), (a; b) die
gleiche Bedingung. Wegen 0 + 1 =1 und
942=11; 843=11; 74+ 4=11;

6 + 5 = 11 gibt es genau 16 derartige Paare.
2. Gruppe: Die Summe der Einer betrigt 11,
die der Zehner 10. Das crgibt wegen 941
=10;84+2=10;74+3=10;6 +4 =10
und 5+ 5= 10 aus dem oben genannten
Grunde genau 72 derartige Paare.

Insgesamt erhdlt man mithin genau 8] Zah-
lenpaare, die den Bedingungen der Aufgabe
eutsprechen.

2. Wegen (a- b)- (a:b) = a® muB das Pro-
dukt zweier der Zahlen 3; 10; 5; 18; 75 das
Quadrat einer rationalen Zahl sein. Aus

18,75 = 3 5 5 folgt,daf unter den gegebe-

nen Zahlen 3 18 75 diese Bedingung erfiillt.
Alle anderen Produkte ergeben keine Qua-
drate rationaler Zahlen. Daher gibt es héch-
stens die folgenden Moglichkeiten:

(I)ab = 18,75; a:b=3.

Hieraus folgt a? = (ab) - (a:b) = 56,25, also

entweder(4)a="75;b= 18’7_5 =25, und
@

alle Bedingungen der Aufgabe sind erfiillt,
oder

(B a = — 7,5; b = — 2,5. Dieser Fall schei-
det aus,daz. B.a + b = — 10 mit keiner der
Zahlen 3; 10; 5; 18,75 iibereinstimmt.

(1) ab = 3; a:b = 18,75.

Hieraus folgt a® = 56,25, also entweder

(4) a=75; b= 3 — 0,4 (Wegena + b

= 7,9 scheidet dieser Fall aus.) oder
(Bya=—"15;b=—04(Wegena + b

= — 7,9 scheidet dieser Fall aus.). Also ge-
niigen @ = 7,5 und b = 2,5 und nur diese den
angegebenen Bedingungen.

3. Zu a) Die Entfernung D@ = d der beiden
Grabenecken betriigt als Diagonale in einem

Quadrat, dessen Seitenlinge ¢ ist, d = a J/2.
Die maximal durch die beiden Bretter iiber-



briickbare Strecke in Richtung der Diagona-
Jen hat die Linge ; + a. Wegen % a>)2a
{1,5a¢ > 1,415q) ist die Losung richtig.

f
o/l

o A

1/

Zu b) Aus den gleichschenklig-rechtwinkligen
Dreiecken A A BC, A BDE und A FGH
erhilt man

4=CB =b, DE=B =%—b,
Ao _ 7 b b
H= H=»2—,alsoEG=a—-§,
aV—=fV= %—b—l—a—-—,

3 '3

?b—a (? —[/2) somit

2 .5
a=1—_"}2.
b:a 3v

4. Es seien 0, und Oy die Oberflicheninhalte
des Oktaeders bzw. der Kugel, a die Kanten-
linge des Oktaeders und r die Linge des
Radius der Kugel. Dann gilt

r= % J/2 (als halbe Diagonale des Quadrates
ABCD)

2
Og = 4mr =4n% =2na?
2 .
0,=8- GTI/E = 2a%|/3. Also gilt:
Og: 0, =2ma?:2a%/3 = n:)/3

1. Angenommen, die Bedingungen der Auf-

pabe sind erfillbar, dann sind P, U, E, N, Z,

W, I, 8, B samtlich kleiner oder gleich 9, und

es gilt:

(1) S+ 0und S =1,da U + Z < 20ist und
F + 1 £ 10 sein muf.

(2) P ==9,da F + 1 = 10 sein muB. Daraus
folgt:

" (8) P ~ 1 = 10 und daraus wiederum

(4) I=0.
Aus der letzten Spalte der Aufgabe folgt, dafl
F + I = N, also wegen (4)
F = N ist.
Da nach Voraussetzung F + N sein mubB,
sind die Bedingungen der Aufgabe nicht
samtlich gleichzeitig erfiillbar, d. h., die Auf-
gabe hat keine Losung.

2. Bezeichnet man die Léngen der Seiten des
Rechtecks 4 BC D mit a und b, so gilt fiir den

Flicheninhalt des Rechtecks I (4 BCD)
=a- b. Ferner gilt A ASM ~ A DSC, da
X ASM L2 & DSC (Scheitelwinkel) und

<+ SAM L2 & DCS (Wechselwinkel) sind.

) a ¢

M
A 8

Weil M Mittelpunkt von 4 B ist, gilt
AM:CD = 1:2.

Ferner ist I (A AMC) = % a- b,und wegen
SM:8D = 1:2 (Strahlensatz) gilt
I(AAMS)=%. a b _ 1 .y
Somit erhilt man I (A SMC) = I(A AMC)

PR

— (A AMS)
1 1 1
—Za- b—ﬁw b—?a- b.

Mithin gilt I(4 BCD):I{A SMC) = 6:1.

3. Firn = 2 gilt: 22" = 98272 — 12" 2
Da jede Potenz von 16 mit 6 endet, ist die
letzte Ziffer von 2" im Falle n = 2 stets die 6
und die von 22* 4 1 demzufolge die 7.

4. Das durch die Beriihrungspunkte gebil-
dete Quadrat (siche Abb.) hat die Seiten-
linge 2r und die Diagonalenlinge 27 |/2. Ein
senkrecht zur Tischebene gefiihrter, die
Diagonale M, M, enthaltender Schnitt er-
gibt folgendes Bild (siche Abb.):

Da das Dreieck A M, MM ; gleichschenklig
ist und die Seitenlingen MM, =2r)/2,
M M, = M, M, = 2r hat, ist es gleich-
schenklig-rechtwinklig; das Lot von MS aunf
M, My hat folglich die Linge r /2. Der ge-
suchte Abstand d betrigt daher
d=r+r)f24+r=r@2+V2.




In freien Stunden

ﬂ||l||ﬂ heiter

T — —
Stilblidten (Bezirksolympiade 1968)
@ . ..cus diesem Grunde kann x nur ein

knappes Viertel von sich selber sein.
@ ...a kann hichsten so grof} bzw. so klein
wie b sein.

@ ... Wir betrachten ein Dreieck, das einen
Imnenwinkel enthilt.
@ ... Wir betrachten nun die eingeknickien

Punkte . . . (Aufg. 4, Klasse 12).

@® ... Bemerkung eines Teilnehmers der
Klasse 10 zu Aufgabe 3, die er nicht Iosen
konnte : Monika war eben schlauer als ich.

@ Nach einer Umformung schreibt eine
Schiilerin:

. .. die3,5 sind die % a von oben rechts.

@ Eine Schiilerin stellt fest, daB die Auf-
gabe nicht losbar ist und schreibt dazu folgen-
des: Nach langem und miihevollem Probieren
habe ich festgestellt, dafi es keine Lisung gibt.*

* Demerkung: Ich habe beim Nachrechnen einen Feh-
ler bemerkt und widerrufe hiermit obige Aussage!

@ Bei der Kreisolympiade in Klasse 6,
Aufgabe 1:
. . . der Winkel nordwestlich davon.
@. Kleinfeld, Leipzig

Football (siche Heft 5/67)

Unser Leser Ing. M. Rickenstorf, Erfurt, hat
beim Spiel Foothall (Heft 5/1967) eine
,,Liicke in der Spielregel festgestellt. Sein
13jahriger Sohn hat ihm dabei geholfen.

Herr R. stellt richtig fest, daB der Spieler, der
zuerst zu einem ,,6er*“-Zug kommt, bei rich-
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tiger Fortsetzung gewinnen muB. Um das
Spiel interessanter zu gestalten, schligt
Herr R. vor, folgenden Zusatz aufzunehmen:
,»Kann der Gegner nach dicsen 6 Ziigen wie-
der nicht weiterspielen, so darf der am Zug
befindliche Spieler weitere 6 Ziige machen,
dann ist aber der Gegner auf jeden Fall wie-
der am Zuge, selbst wenn er die oben genann-
ten Einschrinkungen verletzen muf.*

Wir danken Herrn R. fiir seinen Hinweis und
wiinschen weiterhin viel SpaB8 bei alpha-
heiter.

Da das Spiel iiberall groBen Anklang fand,
geben wir nochmals Text und Beispielskizze
wieder:

Giinstige Spielfeldgrofe: 32 Kistchen lang,
20 Kistchen breit. Jeder Spieler muBl 3 Ziige
machen (ein Zug ist entweder eine Seiten-
linge eines Kistchens oder eine Kistchen-
diagonale). Begonnen wird in der Mitte des
Spielfeldes (M). Die Feldbegrenzung darf
nicht beriihrt werden. Bereits gezogene Linien
diirfen im Normalfall weder beriihrt noch ge-
kreuzt werden. Gelingt es einem Spieler, an
einem Gitterpunkt zu enden, von dem aus der

. Gegner, ohne die Regel zu verletzen, nicht
* weiterspielen kann, darf er 6 Ziige machen.

Hierbei diirfen schon vorhandene Linien be-
riihrt oder gekreuzt werden. Sieger ist, wer
die Torlinie seines Gegners iiberschreitet.
(Berithren zihlt nicht als Tor). Verwendet
verschiedene Farben! Die Abbildung zeigt
einen Sieg des Spielers, der mit gestrichelter
Linie spielte.



Drei Schiiler unterhalten sich:
A: Wieviel Hertz sind 1 Kilohertz?
B: 1 Kilohertz sind 1000 Hertz.
C: 1 Kilo Herz sind 2 Pfund Fleisch.
K. Maske, Berlin

Magisches Quadrat

Aufgabe: In den 11 Pfeilrichtungen sind dic

jeweiligen vier Zahlen in der gegebenen Rel-

henfolge so durch mathematische Zeichen zu

verbinden, da8 jede Reihe, Spalte und Diago-

nale denselben Wert 4 ergibt. Versuche es

fiar:

A4 = (21, 22. 23, 24, 26, 27, 28, 32,36].

Ing. H. Decker, Kéln

—[7]2]3]+
—[z[3]+[5
— 3455
— [+ |5]e]>
PN

Buntes Kleid fiir jede Schachtel !

Eine wcitverbreitete Freizeitbeschiftigung
ist das Briefmarkensammeln. Es wird mit
viel Eifer, Ausdauer und Sachkenntnis in
aller Welt von jung und alt betrieben und
. setzte bald darauf ein, als vor 125 Jahren die
britische Postverwaltung die erste Brief-
marke der Welt herausgegeben hatte. Der
Waunsch, bestimmte Erzeugnisse zu sam-
meln, bezieht sich auch auf die Etiketten von
Ziindholzschachteln. Diejenigen, die damit
einen Teil ihrer Freizeit gestalten, nennen
sich Phillumenisten. Der Ausdruck ist aus
dem Griechischen und Lateinischen abge-
leitet: ,,philos” heiBt zu deutsch ,,Freund*

und ,,Jumen® bedeutet ,,Licht“. Die Phil-

lumenie ist seltener als die Philatelie, sie wird
aber in der Welt von einigen Millionen Sam-
meleifrigen betrieben. Ihr Sammelobjekt
kann fiir sich in Anspruch nehmen, ilter zu
sein als die erste Bricfmarke. Bunte Zindholz-
schachteletiketten — 17 cm?2 groBe Aufkleber

— gab es schon fast zehn Jahre vor der Her-
ausgabe der ersten Briefmarke.

Auch dieses Steckenpferd, Etiketten der
Ziindholzschachteln zu sammeln, ist in die
Literatur eingegangen. Der fortschrittliche
franzosische Schriftsteller Anatole France —
er erhielt 1921 den Friedens-Nobel-Preis —
hat in seinem Roman ,,Professor Bonnards
Schuld* (1881) den Fiirsten Dimitri Trepow
beschrieben, der durch die Welt reiste, um
Etiketten seltener Herkunft zu erhalten.
Das Kleid der Ziindholzschachteln, thr Eti-
kett, wandelt sich sehr oft. Man schitzt, daB
in der Sowjetunion jahrlich etwa 2000 Motive
verschiedenster Art fir Etiketten gestaltet
werden. In Frankreich findet man Sprich-
worter, Trachten und Landschaften; in den
Niederlanden Ritsel; in Schweden Mirchen
usw. Auch die Motive fiir Ziindholzschachteln
aus unserer Produktion sind sehr vielseitig.
Sie vermitteln oft in einfacher Form Wissen,
machen auf gesellschaftliche Ereignisse auf-
merksam, regen zu nutzbringender Titigkeit:
an, sollen Unfillen vorbeugen helfen oder
dem Brandschutz dienen. Wenn man be-
denkt, daB ‘das Konsum-Ziindwarenwerk
Riesa in 27 Linder aller Erdteile exportiert,
kann man sich vorstellen, da8 die Phillume-
nisten ihre Sammlung mit vielen interessan-
ten Exemplaren vervollstiindigen kénnen.
(aus: Kurt Gaede: Nur ein Ziindholz; Volk
und Wissen, Volkseigener Verlag Berlin 1965,
Nr. 031854 -1, 1,— M, Schiiler ab XI. 5)

Mathematikfachlchrer Giinther Kéndg, Schal-
kau/Thiir., ein eifriger Sammler, sandte uns
Etiketten, die aus der CSSR stammen:

S\ NEMETE L
A CHRARTE 4

A mazicke! 1

xnaky -

HEMH}YE

EHRANTE

méricks

zraky
. 4 ridad viech map o
Zerstort sic nichtl 8 BandmaBe

i ischen M 1

ezt dic g
Grundlage fiir alle Landkarten

4 MeOkluppe b McDOgerdte 8 ReiDzeuge
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Wer lost mit?
Hl[lIIEI-Wettbewerb

min 4. N b

letzter Einsend 1968

“h

Vs

261 FEine Strecke 4D von 168 m Linge
wurde in drei Teilstrecken A B, BC und CD
so unterteilt, daB die Strecke BC dreimal so
lang, die Strecke CD dagegen viermal so lang
wie die Strecke 4 B ist. Exmittle die Lingen
der Teilstrecken 4 B, BC und CD!-

Marting Schopf, Leipzig, 24, Oberschule, K1. 7

262 TFritz hatte aus der Kinderbiicherei ein
Buch entlichen. Anfangs las er tiglich genau
12 Seiten; nach 8 Tagen hatte er die Hilfte
des Buches gelesen. Unm dic Leihfrist einzu-
halten, muBite er vom neunten Tage an tig-
lich vier Seiten des Buches mehr lesen. Fiir
wieviel Tage war das Buch an Fritz ausgelie-
hen worden?

263 Wir stellen euch eine Aufgabe aus der
Mathematik-Olympiade des Jahres 1962 vor:
a) Wieviel Dreiecke sind in dem abgebildeten
Rechteck zu finden?

b) Schreibe alle Dreiecke in der folgenden

Art auf, z. B. A 4BC,..., A EJC.
I F ¢
) ¢
6 .
4 F B

¢) Unterstreiche alle Drejecke, die rtecht-
winklig sind! .
Fiir die Zeichnung gilt: EF || BC.

W(5)264 Frau Lehmann wird von einer
Bekannten nach dem Lebensalter ihrer drei
Kinder gefragt. Hierauf antwortet sie scherz-
haft:,,Wenn man die Zahlen, die das Lebens-
alter meiner Kinder in vollen Zalhlen angeben,
addiert, so erhilt men als Summe meine
Hauspummer. Wenn man hingegen diese
Zahlen miteinander multipliziert, so erhilt
man als Produkt 24.“ Die Bekannte, dic
selbstverstindlich die Hausnummer, die eine
Primzahl ist, kennt, nennt nach kurzem
Uherlegen das richtige Lebensalter jedes Kin-
des. Wie alt sind die Kinder von Frau Leh-

mann? Trwin Hellmuth, Magdeburg,
Clara-Zetkin-Oberschule, K1 9M
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W(5)265 Zwischen den Ziffern 1,3, 5,7, 9

sind unter Beachtung dieser angegebenen

Reihenfolge in beliebiger Weise Zeichen fiir
die vier Grundrechenoperationen oder auch
Klammern so zu setzen, daB man als jeweili-
ges Ergebnis folgende gegebene Zahlen er-
hilt:

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10.
Beispiel fiir das Ergebnis 0:
1L8.5—(T4+9)=0.

266 Ein Tourist legtc am ersten Tag die
Hiilfte und am zweiten Tag ein Drittel der
Linge des geplanten Wanderweges zuriick.
Am zweiten Tag hatte der Tourist 12 Kilo-
meter weniger zuriickgelegt als am ersten.
Wieviel Kilometer Wanderweg schaffte der
Tourist jeweils am ersten und zweiten Tag?
Wieviel Kilometer verbleiben noch fiir den -
dritten Wandertag? prot, Prinits, Tartu, UdSSR

267 In der nachstehenden Zeichnung liegen
die Punkte B, Cund D auf einer Geraden; die
Gerade BE halbiert den Winkel ABC, die
Gerade CFE halbiert den Winkel 4CD. Die

iroBe des Winkels BE € ist in Winkelgraden
zu berechnen.

A0S

3 [4 0
H. Bichel, Mathematikfachichrer, Zanzibar

268 Steffen findet in einer Kiste fiinf Vor-
hingeschlosser; die zugehorigen fiinf Schliis-
sel sind durcheinander geraten. Wieviel
SchlieBversuche muB Steffen machen, um in
jedem Falle mit Sicherheit fiir jedes der fiinf
Schlosser den passenden Schliissel herauszu-
finden? Wir wissen, da8 sich mit jedem
Schliissel nur eines der Schldsser 6ffnen 148t.

W(6)269 Die Summe aus dem Zihler und
dem Nenner eines echten Bruches betrigt 7.
VergrofBert man den Zshler um 1 und ver-
mindert man gleichzeitig den Nenner um 3,
30 betriigt der Wert des Bruches 4. Wie heif3t
dieser Bruch?



W(6)270 Gegeben sind drei aufeinander-
folgende natiirliche Zahlen a,a + 1, ¢ + 2.
a) Zeige, daB unabhiingig von der Belegung
der Variablen @ niemals alle drei Zahlen zu-
gleich Primzahlen sein konnen!

b) Welche Primzahlen sind bestimmt Teiler
einer dieser drei Zahlen? \

271 Am 120 m hohen Staudamm des Was-
serkraftwerkes von Krasnojarsk am Jenissei
wird ein Stahlbecken auf Ridern gebaut, da-
mit Binnenschiffe bis zu 2000 t Wasserver-
dringung den Staudamm iiberwinden kon-
nen. Das Stahlbecken hat die Form eines
offenen Quaders, die Seiten der Grundfliche
sind 110 m und 25 m lang.

a) Wie hoch steht das Wasser im Becken,
wenn es mit 3500 t Wasser gefullt ist?

b) Auf wieviel Meter Hohe steigt das Wasser
im Becken, wenn guBerdem noch ein Schiff
von 2000t Wasserverdringung aufgenom-
men wird? Dr. R. Liiders, Berlin

272 Ein Giiterzuglegte in acht Stunden eine
Fahrstrecke von 243 km zuriick. Der Zug
fuhr zunichst eine bestimmte Teilstrecke mit
der Durchschnittsgeschwindigkeit von
27 km-h~2, den Rest der Fahrstrecke dann
mit der Durchschnittgeschwindigkeit von
36.km/h™1, Wieviel Stunden Fahrzeit ent-
fallen auf die beiden Teilstrecken?

273 Es sind alle rationalen Zahlen m anzu-
geben, fiir die die Gleichung m(z + 2)
+3m—17=2(z + 8) + m® + m — 18 eine
Losung in « hat.

W(7)274 Das Produkt dreier natiirlicher
Zahlen betrigt 30, die Summe dieser Zahlen
ist durch 4 teilbar. Welches sind diese drei
Zahlen?

Zusatz: Wie indertsich die Losungsmenge dieser Auf-
gabe durch die zusitzliche Bedingung, daB dickleinste
der drei Zahlen Teiler der beiden anderen ist?
W(7)275 Von einem Viereck 4 BOD, dessen
Diagonalen aufeinander senlrecht stehen,
sind der Winkel & = 75°, der Winkel § = 60°
und die Abstinde m = 35mm und 7 = 25mm
des Schnittpunktes S der Diagonalen von den
Seiten 4B und BC des Vierecks gegeben.
Das Viereck A BCD ist zu konstruieren.

Aufgaben von Dozent L. M. Lopowok

(Leiter des Lehrstuhls fiir Elementarmathemgtik und
Methodik des Mathematikunterrichts am Padagogi-
schen Institut Lugansk, UdSSR).

Wir freuen uns, da wir in diesem Heft eine
Reihe von Aufgaben veroffentlichen kénnen,
die uns der durch zahlreiche Publikationen
zur Elementarmathematik und Methodik des
Mathematikunterrichts bekannte Dozent
L.M. Lopowok zugesandt hat. Es handelt

sich vor allem um sogenannte Kryptogramme,
bei denen die Sternchen bzw. Buchstaben
durch Ziffern zu ersetzen sind, so daf rich-
tig geléste Rechenaufgaben entstehen. Neu
ist bei den vorliegenden Aufgaben, daB nicht
nur im dekadischen Positionssystem, sondern
auch in anderen Positionssystemen gerech-
net wird.

276 In den folgenden Aufgaben ist jedes
Sternchen durch eine der Ziffern 0, 1, 2, 3, 4,
5, 6,7, 8,9, zu ersetzen, so daB richtig geldste
Multiplikationsaufgaben (im dekadischen
System) entstehen. Dagbei ist zu beachten,
daBl am Anfang einer Zahl nicht die Ziffer 0
stehen kann.

a)nu:.cs- b)‘lt.nlt
EE 'y

s + 9 s

% s «p =
RS IREEE

Begriinde den Lésungsweg! Doz. L. M. Lopowok

W(8)277 Wasja, Kolja, Petja und Stepa,
Schiiler der 4., 5., 6. und 7. Klasse, gingen
Pilze sammeln. Der Schiiler der 6. Klasse
fand keinen einzigen Steinpilz, aber der
Schiiler der 4. Klasse und Petja fanden jeder
8 Steinpilze. Wasja und der Schiiler der
5. Klasse fanden viele Rotkappen, Kolja lei-
stete ihnen dabei Gesellschaft. Drei Schiiler,
niamlich der Schiiler der 7. Klasse, der Schii-
ler der 6. Klasse und Kolja, lachten iiber
Stepa, der einen Fliegenpilz gesammelt hatte.
Wie heilen die Schiiler der 4., 5., 6. bzw.
7. Klasse? Doz. L. M. Lopowok

W(8)278 TUnsere Figur stellt die Umrisse
eines Zcichenblattes dar, in das drei Geraden
g, h und k, die paarweise verschiedene Rich-
tung haben, eingezeichnet sind. Die Schnitt-

X

B J A
Ve o \ \
g N
7,'4, B\

punkte A, Bund C der Geraden liegen auBer-
halb des Zeichenblattes. Es ist der Mittel-
punkt der Strecke 4 B, deren Endpunkte un-
zugéinglich sind, zu konstruieren; dabei ist
die Konstruktion nur auf dem gegebenen
Zeichenblatt auszufiihren.

Dr. G. Hesse, Radebeul

279 Jemand behauptet, daB die Summe aus
einer belicbigen natiirlichen Zahl und jhrem
Quadrat stets eine gerade Zahl ist. Ist diese
Behauptung richtig? Die Antwort ist zu be-
grl'inderh SR G. Schulze, Herzberg
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W(9)280 Is sind alle reellen Zahlen z zu
ermitteln, fiir die die Ungleichung

2z —3

3ax 47 >0
erfillt ist.

StR G. Schulze, Herzberg

W(9)281 In den folgenden Aufgaben ist
jedes Sternchen durch eine der Ziffern 0, 1, 2,
3,4,5,6,7, 8, 9 zu ersetzen, so daB richtig
geloste Multiplikationsaufgaben (im dekadi-
schem System) entstehen. Dabei ist zu beach-
ten, daf am Anfang einer Zahl nicht die Zif-
fer 0 stehen kann. (Von den beiden nun fol-
genden Aufgaben braucht nur eine eingesandt
werden, d. Red.)

a‘)lll.\it"' b).!t‘."7"
- 7‘7077-- - T kﬁit“ -
RS o5 e
* sy rreze

e e e e g

Begriinde den Losungsweg! Doz. L. W. Lopowok

W(10/12)282 Wladimirow, Koslow, Petrow
und Stepanow sind Mitglieder je genau einer
der Sportgemeinschaften Avanigarde, Dyna-
mo, Lokomotive und Spartak. Jeder von ihnen
betreibt aktiv genau eine der folgenden Sport-
arten: Schach, Schwimmen, Tennis, Fuball,
Es ist ferner folgendes bekannt:

a) Das Mitglied von Spartek ist Schach-
meister, aber Petrow kann nicht Schach spie-
Ien.

b) Wihrend das Mitglied von Dynamo auch
gern segelt, betreiben der Tennisspieler und
Wladimirow nicht den Segelsport.

¢) Der FufBSballspieler und Petrow wohnen in
demselben Haus, Koslow aber wohnt in einer
anderen StraBe.

d) Der Schachspieler und der Tennisspieler
sind alte Freunde des Mitglieds von Avant-
garde.

e) Koslow und das Mitglied von Dynamosind
gleichaltrig, sie sind &lter als Petrow.

f) Der FuBballspieler ist nicht mit dem Mit-
glied von Dynamo verwandt.

Welcher Sportgemeinschaft gehort jeder der
vier Sportler an, und welchen Sport betreibt
er aktiv?

Unter der Darstellung einer Zahl z im dekad:-
schen Positionssystem verstehen wir die uns
gewohnte Darstellung

z=10mg, 4 10"1g,  + ... 4 1024,
+ 10ay 4+ @y = (@, an—1 . . - @3 @; Gy)y5, WO
die a; netiirliche Zahlen mit 0 < a;, <9
sind; z. B. 2z = 104. 7 + 10%- 2 4+ 102. 5
+ 10 1 4+ 8 = (72516),,; meistens liBt man
die Klammern und den Index 10 weg und
schreibt z = 72516.
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Unter der Darstellung einer Zahl z im 6-adi-
schen Positionssystem verstehen wir die Dar-
stellung
z=6ra, +6la, 4+ ...+ 6%¢a,
+ 6a;, + @y = (a, tp—1 . . - 25 @) @), WO die
a; natiirliche Zahlen mit 0 < a; < 5 sind;
2.B.2=6% 4462 24 6-5+1=(4251),;
wegenz =216-4+4+36.2+46-5+ 1 =967
lautet die Darstellung dieser Zahl z im deka-
dischen Positionssystem (967),, oder kurz
967.
Bei der Addition im 6-adischen Positions-
system rechnen wir wie folgt und lassen dabei
die Klammern mit dem Index 6.wieder weg:
4251 denn im 6-adischen Positionssystem
1048 ) + 3 =4, 544 =13,
24+1=3,4+1=5.
Zum AbschluB noch ein Beispiel aus dem
8-adischer Positionssystem:
z2=18%.2482. 34 8.1+ 5=(2315);
2315 Nun wiinschen wir euch vicl Er.
folg bei der Losung der Aufgaben.

W(10/12)283 In den folgenden Aufgaben
soll jeder Buchstabe durch eine Grundziffer
ersetzt werden, so daf in dem jeweiligen
Positionssystem richtig geléste Additionsauf-
gaben entstehen. Dabei istdie Zuordnungzwi-

- schen den Buchstaben und Ziffern eineindeu-

tig, d. h., gleiche Buchstaben in der jeweiligen
Aufgabe entsprechen gleichen Ziffern, ver-
schiedene Buchstaben entsprechen verschie-
denen Ziffern. Die Ziffer 0 darf nicht am An-
fang einer Zahl stehen. (Es braucht von den
nun folgenden vier W-Aufgaben nur eine ein-
gesandt zu werden, d. Red.).

a) Im dekadischen
TPositionssystem sel

b} Im 6-adischen
Positionssystem sci

WOCHE ZWEI
+ WOCHE +ZWEI
+WOCHE TVIER
+WOCHE
MOKNAT
¢) Im 7-adischen d) Im 8-adischen
Positionssystem sei Positionssystem sei
FUXF DREI
+FUNF +DREIL
IEHN 4#DREL
. NEUN
Begriinde den Losungsweg!

Doz. L. M. Lopowok

284 Tur die folgenden P sollen verschliissel

Visitenkarten geschrieben werden, so daB In dem jewei-
ligen Positionssystem die Summe der Vornamen den
Nachnamen crgibt. Dabei ist die Zuordnung zwischen

* den Buchstaben und Ziffern wieder eineindeutig d. h.,

gleichen Buchstaben in der jewciligen Aufgabe ent-
sprechen gleichen Ziffern, verschiedene Duchstaben
entsprechen verschiedenen Ziffern.

a) Im (.lck_a_di- b) I.m' 7-adischen ¢) Im 8-adischen

schen P Posit tem  Positi system
system
ANNA KURT KEARL
LU IS A KARL GEORG.
NEIRUT TRANK LOKER

Doz. L. W. Lopowok



Losungen

Hinter die Kulissen geschaut ...

Das unter dieser Uberschrift in alpha 1/68 beschriebene
Verwandlungskunststiick beruht auf dem Reflexions-
gesetz an einer ebenen spiegelnden Fliche, also an
einem ebenen Splegel, einer ruhenden Wasserober-
fliche, einer Glasplatte u. s. f.: Die Verbindungsstrecke
eines punktférmigen Gegenstandes und seines schein-
baren Bildes steht auf der reflekticrenden Fliche senk-
techt und wird von dieser halbiert.

Jorg fertigte sich von dem Kasten folgende Zeichnung
an, die durch einige erlauternde Bemerkungen erginzt
worden ist: Jorg zeichnet die Phase der Riickverwand-
lung, in der die Ver son und der Bl trauf

SPIEGEINID

STRAES
Nuasicur- >

).;EM NNENDER

|CHTS 1L VOM
UMENS"BAUSS

ZUSCHAUERRMIM

NDRCICHT- 1
R IST,

WENN SiE

ineinander verschwommen sxcht\mr smd Zu dieser
Zell wie die fol zeigt, beide
Lampen 4 und B gleichzeitig, jedoch nicht mit voller
Lichtstiirke.

Auch ein den Erfordernissen geniigendes Schaltschema
der elekirischen Anlage des Zauberkastens sei mil ent-
sprechenden Hinweisen angegeben:

Adaschluliernmen fur die Nelzsgannung

st i i 3\?

~— |-lamped

~Lampe8

Zweipolschalier
mil vier:

stetlungen x4 ? é ?
Schie ic Siand —_—

Bei der Schalterstellung 1 ist die Anlage abgeschaltet.
Bei der Schaltcr;tcllung 2 brennt, sofern sich der Ab-
griff des tandes laut Zcichnung ganz
Tinks befmdet die Glithl A, Bei Schal

brennb, sofern der Abgriif des Schicbewiderstandes snch
wiederim in dieser Stellung befindet, dic Gliih-
lampe B. Bei der Schalterstellung 4 schlicOlich
flieBt Strom durch beide Glihlampen. Befindet sich
bei dicser Schalterstellung der Abgriff des Schiebe-
wlderstandes immer noch in der betrachteten Stellung,
50 brennt nur die Gliihlampe B, weil an 1hr dievolle
Netzspannung 220 Volt liegt, mit voller Lichtstirke.
Hingegen teilen sich die Glihlampe 4 und der jetzt
Toit ihr in Reihe geschaltete Schiebewiderstand ent-
sprechend ihren Widerstinden in die Netzspannung.
Dic GréBe des Schiebewiderstandes ist so gewdhlt, daB
bei der jetzigen Schaltstellung die Glihlampe 4 iiber-
haupt nicht brennt, weil 2n ihr ein zu kleiner Teil der
Netzspannung liegt, um sie zum Aufleuchten zu brin-
gen. Schiebt man den Abgrilf des Schiebewiderstandes
nach rechts, so verringert sich die Spannung, dic an der
Gliihlampe B liegt und es wiichst die Spannung, die an

rder Gliihl A liegt. Die Glibhlampe B brenn
tschwiicher und die Glithlampe 4 flammt auf. Je weite
man den Abgriff nach rechts schiebt, um so schwicher
brennt die Glihlampe B und um so heller die Glih-
lampe 4. Befindel sich schlieBlich der Abgriff in der
rechten Endstellung, so ist dic Glithlampe B erloschen
und die Glihlampe 4 brennt mit voller Lichtstirke.

195 Eine Aufgabe von Prof. Dr. Asser

a) Zur Berechnung von «(4, 3) und $(4,3)
ermitteln wir zundchst «(7,0). Wenn es 7 Ge-
winner eines 1. Platzes und 0 Gewinner eines
2. Platzes gibt, erhilt jeder Gewinner cines
1. Platzes ein Siebentel des Gesamtbetrages
M, d h.

e (7,0) = # = 32,40. (1)
Haben wir nun 6 Gewinner eines 1. Platzes
und 1 Gewinner eines 2. Platzes, so erhilt
letzterer ein Drittel dessen, was er erhalten
hiitte, wenn er einen 1. Platz erreicht hitte.
Wire dieses der Fall gewesen, so hitte es
7 Gewinner eines 1. Platzes gegeben, von
denen nach (1) jeder 32,40 Mark erhalten
hitte. Im betrachteten Fall erhilt also der
Gewinner des 2. Platzes den Betrag

B(6,1) = %a(7,0) = 10,80. @)

Mittels (2) konnen wir nun «(8,1) berechnen:
1 .
e(6]) = 5 (M —H6,1)=3600;  (3)

denn jeder der 6 Gewinner eines 1. Platzes
erhilt ein Sechstel des Betrages, der vom Ge-
samtbetrag M nach Subtraktion der Aus-
zahlung $(6,1) an den Gewinner des 2. Plat-
zes verbleibt. Analog wie (2) erhilt man:

£(5.2)
und hiernach wird

-2 =4056  (5)

= % (6,1) = 12,00 o)

«(5,2) =

(jeder der 5 Gewinner eines 1. Platzes erhilt
ein Fiinftel des Betrages, der vom Gesamt-
betrag /£ nach Subtraktion der Auszahlung
28(5,2) an die beiden Gewinner des 2. Platzes
verbleibt). Nach demselben Verfahren erhilt
man schlieflich:

pad) = 3 «(62)=1352(=F@ ) (©

(M —3p(4,3)) = 46,56
(=ea(@b). (1)
b) Zur Aufstellung einer allgemeinen For-

mel fiir a(a,b) und #(e,d) gehen wir analog
wie im Fall 2) vor. Wir beginnen mit

. )

«(4,3) =

M
a(a+b,0)=a—+b-
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Hieraus folgt:

f@a+b—1]1) =%a(a+b,o)=rfi?)
@
und
a(a+b_l'1)=Wll3 ,,,,,, i (M
—1.8 @+5—L1)

1 1
=[a+b—1 _3(a+b—1)<a+b)]'M
und weiter

ﬂ(a+b—2,2)=%a(a+b—l,l)

1
“3eFb—1) 3¢ (a+b—1)(a+b)]'(il)

sowie
1

wl@45—22) = axb—gH—2F
(a4 b—2.2)

_ 1 2

_[a,+b—2_3(a+b—2)(a+b——l)

2.1
+ wE e =naTe) ¥

usw. Setzt man dieses Verfahren hinreichend
lange fort (bis nimlich im ersten Argument

@ + b — bund im zweiten Argument b steht),
so erhiilt man:

1 : 5—1
fa, b) = [3(a+ D PetrDETrd
b—1)(b—2)
HECERITE IR +
=D G—2)---1
D 3P (@+1) (@-+-2)- - (@+b)
(B)
und

«(@, b) = = (M —b-B(a, b)

(1 b
_[7_'?Wﬁ

b+ 1)
+ Pale+ 1) (e 4+ 2) -
bd—1)-
c4 (=1
+ ) 3ba(a+l) (a.+b)]

(A)
Unter Verwendung des Summenzeichens und
der Funktion n! (gelesen: n Fakultit), die
definiert ist durch: 0! = lunda! =1- 2,./n
fiit » > 0, kann man die Formeln (A) und (B)
in ,,geschlossener Form‘* schreiben als:
e (e, b) )
2
[(a— 1o £ (_#] M
¢=03"(a + )1 (b —3)!
4)

124

B, b)

p— 1 (_ )”—1

- [u.(b—l)‘ r A ] .

i=1 3% (@ + ¢)! (b —i)!

Einen exakten Beweis hierfiir erhdlt man

durch vollstindige Induktion iiber b. Man

zeigt also

1. (A)giltfiir b = 0 bei beliecbigem @ = 1 und
(B) gilt bei b = 1 bei beliebigem ¢ = 1 (An-
fangsschritt).

2. Gelten (A) und (B) fiir b = & bei beliebi-
gem a =1 (Induktionsvoraussetzung),
so gelten (A) und (B) auch firb =%+ 1
bei beliebigem a = 1.

‘Wir empfehlen, die Formeln (A) und (B) ein-

mal auf das unter a) berechnete Beispiel an-

zuwenden.

196

Es gibt 9 von Null verschiedene einstellige,
90 zweistellige, 900 dreistellige naturliche Zah-

‘len. Die erste Ziffernfolge hat folglich 9 + 2-90 +

+ 3+ 900 + ¢ = 2893 Ziffern. Wir betrachten nun die
Zahlen von 1 bis 10000, Bs gibt dabei genau 1000 Zah-
len, deren letzée Ziffer Nullist (10, 20, 30, . . ., 10000).
Indem wir beiallen Zahlen von 10 bis 1000 zwischen die
letzte und die vorletste Ziffer cine Nullsetzen, erhalten
wiralle Zahlen, deren vorletzte Stelle Nullist, das heiBt
991. Analog gibt es 901 Zahlen, deren drittlctzte Ziffer
Nullist und eine Zahl, deren viertletzte Ziffer Null ist.
Insgesamt mufte er also 1000 + 991 + 901 + 1 =
= 2893, das heiBt genausovicl Nullen schreiben wie in
der ersten Folge Ziffern.

Jede Primienstufe war mindestens ein-
W(5)197 mal vertreten, das heiOt, es gibt einen
Arbeiter, der 200 M crhiclt, einen, der 300 M erhielt
usw,, also vier Arbeiter, dic zusammen 1400 M erhiel-
ten. Fiir dic anderen elf Beschiftigten bleiben 1100 M,
das heift, keiner von ihnen bekam mehr als 100 M.
Folglich erhielten elf Beschiftigte je 100 M.
198 Die beiden gleichen Winkel seien o, der
dritte sei . Aus 20 + y =180° undy = 4
- (20) folgt o« = 18° und y = 144°. Das Drei-
eck hat zwei Winkel von je 18° und einen von
144°.
W(6)199 Es waren z Personen anwesend,
davon

% z 4+ 1 Kinder, % 2z 4 2 Frauen und

-é; z + 3 Minner.

1 1 1
= 1+ — 24— =
2z+ +4a:+ +6x+3 z, also
z="172.

Es waren 37 Kinder, 20 Frauen und 15 Min-
ner zur Uradffiihrung des Puppenspiels ge-
kommen.

200 Bei einer Umdrehung der Tretkurbel
legt der Radfahrer den Weg s = %2— L

- 0,70 m =~ 6,325 m zuriick: 120000 : 6,32
==z 19000.

Auf einer Strecke von 120 km miissen die
Pedalen rund 19000 mal durchgetreten wer-
den.



W(7)201 Die drei aufeinanderfolgenden
natiirlichen Zahlen seien a, ¢ + 1, @ 4 2;
dann gilt:
a@+1)@+2)=2lc+(@+1)
+(@+2)]=21(3a +3);
ela + 1)(e +2) =63(a + 1).
Doa + 1 == Oist, erhalten wira(a + 2) =
Da 2 und a + 2 natiirliche Zahlen sind, miis-
sena =7 und @+ 2 =9 sein. Die gesuch
ten Zahlen lauten 7, 8 und 9.
7. 8.9 =504;
21(7 + 8 4 9) = 21 24 = 504.
202 D ist der Mittelpunkt fiir einen Kreis
mit dem Radius BD =CD =a—z.
(0 — =) =2 + 02,
a? —2ax + x* = z? 4 b2,
a? —2ax = b?,

at — b2
F= e
8
!
*|
|
Sty &y
x o
S
4
A )

Fiir die gegebenen Zahlenwerte gilt.:
31002 — 27002 23200
z= 366 R =g mm,

d.h., AD =z~ 374 mm.
W(8)203 Aus der Figur entnehmen wir fol-

gendes:

Die Strecke M N ist Mittellinie des Trapezes,
also gilt N = AB+ C'D ferner gilt
ME =71+ = ADjB_‘?.

Daraus lolgt AB + CD = 4D + BC.
0 5
7]

A 8

904 Wirnehmen an, Fritz habe z Zehn-, y Fiinf- und
z Binpfennigstiicke in seiner Geldbérse es er-
gebensich die beiden Gleichungen 10¢ + 5% + 2 =112
und z 4 ¥ -+ z = 40,
Nach Subtraktion dieser Gleichungen erhalten wir
9z + 4y = 72 oder umgeformt 9z = 4(18 — y).
Da die linke Seite der Gleichung durch 9 teilbar ist,
muB es auch die rechte sein (da nur ganzzahlige Lésun-
gen in Frage kommen). Da ¥ nicht gleich Null sein soll,
muB es 9 sein. Demnach ist z = 4 und z = 27. Fritz hat
also ¥ Zehopfennigsticke, 9 IMiinfplennig- und 27 Bin-
piennigstiicke.

Aus Satz 6 und Satz 4 foigt: Herr Alt-
w (9)205 mann unterrichtet Blologie. Aus Batz 3
und Satz 7 und Satz 6 folgt: Herr Brendel unierrichtet
nicht dle Ficher M ik, Chemle, Biologic und
Physik; also unterrichtet er die Fécher Deutsch und
Geschichte. Somit muB der Physiklehrer Herr Clausner
sein. Aus Satz 5 folgt, daB Herr Clausner nicht Mathe-
matik unterrichtet, also verbleibt filr thn nur das Fach
Chemie. Herr Altmann unterrichtet also noch im Fach
Mathematik.

206 Wir nehmen an, es seien zuniichst z
Stiihle aufgestellt worden, es seien ferner &
Kongrefiteilnehmer erschienen.

2z 11z

Aus k=2z— TR und der Einschrin-

kung, daB 90 < x < 100 gilt und % eine natiir-
liche Zahl scin ‘mufl, folgt z = 96 und
k = 176. Es hatten sich 176 Mitglieder zum
Jahreskongrel3 eingefunden.

Die Quersumme der Zahl 4 tber-
W(10/12)207 trifft nicht 1966 - 9 = 17694, das
heiBt, die Zahl B ist nicht mehr als fiinfstellig. Cist die
Quersumme der Zahl B und Ubertrifit nicht 6 + 8 = 45,
‘Weildie Zahl 4 durch 9 teilbarist, ist nach den Teilbar-
keitsregeln sowohl die Zahl B als auch die Zahl C durch
9 teilbar, Fernersind die Zahlen Bund C von Null ver-
schieden, weil 4 als 1968-stellige Zahl von Null ver-
schieden ist. Doch eine von Null verschiedene natiir-
liche Zahl, die nicht 45 ibertrifit und durch 9 teilbar
ist. kann nur eine von den Zahlen 45, 36, 27, 18 und 8
sein. In jedem Falle ist die Quersumme der Zahl C
gleich 9.

215 Aus 200:6 =33 %folgt-, daB zur Her-

stellung eines Stutzens cine Blechplatte von

100 em Lange und 33 % cm Breite zur Ver-

fiigung steht. Es gibt nun zwei Maglichkeiten
fiir die Herstellung eines Stutzens:

a) 100 — 1,5 = 98,5 d. h., der Umfang des
Rohres betrigt 98,5 cm; dann betrigt der
Durchmesser @ = 98,5: 7 =2 31,36 cm.

b) 33 ;7 —1,5= 31-2—, d. h., der Umfang des

Rohres betrigt 31% cm ;‘ dann betrigt der

Durchmesser d = 31 g i 22 10,13 cra.

W(7)216  A:B=2:6, B:C = 6:4, C:D
=4:13; 4:B:C:D = 2:6:4:13;
2 + 6 + 4 4 13 = 25; 10000:25 = 400.

Der Behdilter A hatcinen Rauminhalt von 800 Litern,
der Behilter B hat einen Rauminhalt von 2400 Litern,
der Behdlter € hateinen Rauminhalt von 1600 Litern,
der Behilter D hateinen Rauminhalt von 5200 Litern.

217 st z die MaBzahl des Durchmessers (in
cm) des MeBzylinders, so ist 2z die MaBzahl
seiner Hohe. Man erhilt fir die Mafzahl des
Volumens (in cm3):

V= —'Z— 2% -2z = 5000. Daraus folgt

o 10000 gy

r 2 14,7,
2x = 29,4.
Der Eichstrich mubB daher in einer Hohe von
29,4 cm, d. s. rund 30 cm, iiber dem Boden
angebracht werden.
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W(8)218 Die Masse der Legierung betrigt dy—dy

M =575g + 114,0g = 171,5 g. Das Volu- 6 _ 2 _ 9 o

men der Legierung betrigt tan 15° = Thy saleo dy—d,=2h,tan 15
_ 875 g, 1140 . ~ 50. 0,2679 &~ 13,40, d. h.,

V=1r3z o+ y3g ™ dy~ dy— 13,40 ~ 11,60.

== 5,07 cm?® + 15,66 cm?® = 20,73 cm?. )

Daher betrigt die Dichte der Legierung

0= 'ﬂ; ;3172 g/em? == 8,27 gfem? h
= 8,27 kg/dm3.

-Daher gilt [ir die MaBzahl des

- 5 . 2 by =50
219 Die MaBzahl der Grundfliche (in cm?) 3 Volumens (in cm?) des Behilters:

des Prismas betrigt %
G=12. 7—-—1972‘-"5’ 84—225=61,5. V= 1:-112 Ry + ;hz(d + dydy - dy?)
Da dic MaBzahl der Hohe (in em) des Prismas . 7. +95. 11,6
h = 25 betrigt, ist di¢ MaBzahl seines Volu- 4
mens + 11,6%)

V =G-h=6L5 25=15373. L 25.1080
Daher ist die Masse des prismatischen Werk- = 4‘ (dl 250 + _) - 40000

stiickes. - ~ 10000 zx 2= 31400.
5375 1,38 == 11200 g = 11,2 kg. B
1537,5- 7.3 ¢ g £ Das Volumen des Behiilters betragt daher
W(9)220 Dic Mafizahl des Volumens (in L1400 em? d.s. 3141
mm?) des urspriinglichen Zylinders betrigt ) i
n W(10/12)222 a) Die MaBzahl des Volu-
V,= 54 - 802. 630. (1)  mens (in m3) des Behilters ist

o
~ 70,8

Die MaBzahl des Volumens des neuen Zy- V== 0827+ 2'
linders betrigt

V,= T .75 650. @)

= n(1,728+ : 0,512 )N_,411-w7o7

Das Volumen betrigt daher rund 7,57 m3,
Man erhilt-

v 750 5625 7.89 1) Dic Maﬂzahl der Oberfldche (in m?) ist

Ju T3 _ 5925 BB gy 0= 16.27 4224 08

vy~ 80% 6400 — 100 = n(4, 3) + 2,56) = 6,88 x ~ 21,61.
Zur weitcren Berechnung wird nun die Angabe  Dy; Oberfliche betriigt daher rund 21,61 m2.
der Dichte des Stahls nicht benstigt, da bei ) o
gleicher Dichte zweier Korper sich jhre Mas-  ¢) Ist = die MaBzahl des Radius (in m) eines
sen wie ihre Volumina verhelten. Die Masse Xugelférmigen Behiilters von dem gleichen
des neuen Zylinders betrigt nur 87,809 der  Volumen wie unter a), so gilt
Masse des urspriinglichen Zylinders; die 4 nada 15T, o 7,57
Materialeinsparung betrigt daher 12,119, = 4,189
d. s. rund 129%,. xRz 1,22,
Da beide Wellen die gleiche Linge (650 mm)  Der Durchimesser des kugelfésrmigen Behal-
haben, ist auch die Anga,be'der Lange iber-  terg betrigt daher rund 2,44 m. Ferner be-
fliissig; denn der Quotient—;z- (vel. Gleichung ~ trigt die Oberfliche

0~ 4m- 1,222 m? = 18,70 m?2
d) Die Oberfliche ist im Falle ¢) kleiner als
221 Es seien jeweils die MaBzahlen (in cm) im Fall b), weil unter allen geometrischen
d, = 25 fiir den Durchmesser des zylindri- Kérpern von gleichem Volumen die Kugel die
schen Teils, k) = 50 fiir die Hohe des zylin-  kleinste Oberfliche hat. Aus diesem Grund
drischen Teils, d, fiir den Durchmesser der stellt man in der Industrie bei stationiren
unteren Grundfliche des kegelstumpfformi-  Anlagen hiufig kugelfsrmige Behilter her,
gen Teils, hy = 25 fiir die Hohe des kegel- .weil dann die Oberfliche und damit der
stumpfférmigen Teils. Dann gilt Materialverbrauch am geringsten ist.

- = 1,807,

@

1
(3)) hingt nicht von dieser Linge ab.
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Lasungen zu: Zahlenriitsel von Th. Scholl:

228 Ausllolgtd = 0; aus Cfolgt ¢ = 1;aus I folgt
aus 4 folgt b = 5; aus C fol gth = 9;aus
IIIfolgbc = 7 aus I folgt/ = 8; aus IT folgtg = 4.

252 — 70 = 182

: + —
84
98

Aus I folgte =1;ana Cfolgte= 8(denne+ 2,

22
9 d +1);ausC olged=2 ausAEolng—5
uuda = 4 aus II folgt 7 = 8; aus Ciolgw =6.

455 — 112 = 343
L+ =
18 - 14 =182
35 F 126 = 161

Vigneite: 1368:24 = 57; 168 + 80 = 207;
1200 — 936 == 264.

230 Nach b), 2) und ) ist Herr Hahn weder Elck-
triker noch Ingenieur; also ist er Monteur.
Aus a) folgt, daB der Ingenicur nicht B: heiBt.

Jahre produzierten Tische 1020 — 660 = 1260 betra-
gen. Die Anzah] derim Januar angefertigten Tische be-
trigt also 1260:12 = 105 und daher die der im Juni
hergestellten Tische 105 + 50 = 155 und die derim De-
zember fabrizierten Tische 105 + 110 = 213.

9240 Fiir B und N kommt nur 0 und 9 oder umge-
kehrt 9 und 0 in Frage. Wenn N gleich 0 wire,
entstlnde kein Uberbrag, so dab Rauch 0 sem mitBte,
was der V daB verschi
verschied Ziffern sollen, widerspricht.
‘Wenn N gleich 9 wiire, enistiinde cin Ubertrag von 1
und R muﬂte ebenfalls 9 sein, was der Voraussebzung,
daB ver ben versct Ziffern be-
zelchnen sollen, widerspricht. Es kann also keine Lo-
sung im Sinne der Aufgabenstellung geben.

241 Dic Anzah) 2 muB ein Vielfaches von 9, von ¢
und von 3, d. h., ¢in Viclfaches von 18 sein.
Wegen 20 < n < 40 kommt nur 36 in Frage.

Zensur 1 2 38 ¢ 5
Schiler 4 12 14 6 —

242 a) Man verkniipft die Seilenden miteinander,
legt diesen Knoten auf den Scheitelpunkt des

Demnach muB er Bichler und der Elektriker Baumann
heiBen.

231 a) 364 Stiick. Denn es werden tiglich 14 Stick
hergestellt, TBei 26 Arbeitstagen crgibt das wegen
26 - 14 = 364 monatlich 364 Stick.

b) Indenbiszum Jahresende verbleibenden 6 Monaten
werden tiglich 2 Stiick mehr hergestells. Bei 26 Arbeits-
tagen pro Monat ergibt das 312 Stiick, dic bis Jahres-
ende iiber den Plan hinaus produzlert werden; denn cs
ist 26 - 6 - 2 = 312.

232 a) Der Flicheninhalt des Rechtecks betrigt
36 Flachencinheiten, wenn man den Inhalt eines Qua-
drates als EBinheit nimmt. Dic Linge jeder Rechteck-
seite muB iniolge der Konstruktion cin ganzzahliges
Vielfaches der Linge ciner. Quadratseite sein. Daher
£ibb es die folgenden fiinf Méglichkeiten:

1. Rechteck: Linge 1, Breite 36, Umfang 74 Einheiten;
2. Rechtec) iinge 2, Breite 18, Umfang 40 Einheiten;
3. Rechtec! Ange 3, Breite 12, Umfang 30 Einheite:
4. Rechtee nge 4, Breite 9, Umfang 26 Einheite

5. Rechteck: ngeﬁ Breite 6, Umfang 24 Dmhc)tnn

der Lange.

b) Unter diesen Reehtecken hat das 5. Rechteck (Qua-
drat) den kleinsten Umfang.

235 Man zieht durch den Scheitelpunkt des
Winkels die Parallele zu g. Es gilt dann
= &« + B (Wechselwinkel an Parallelen).

236 Bezeichinet man die Schiilerzahl mit s, so gilt auf
Grund der ersten Bedingung:

26 = s<C38.

Da die mit 5 multiplizierte Schiilerzahl durch 8 teilbar

ist, muB die Schillerzahl selbst durch 6 teilbar scin. Es

kénnen dahex nur 30 oder 36 Schiiler sein. Von diesen

beiden Zahlen erfillt die 30 und nur dic 30 simtliche

Bedingungen.

Die Klassc besteht demnach aus 30 Sehiilern.

Dic Quersumme von 30 betrigt 3, die von 30 - 5 be-

trigt G.

9237 Bezeichnet man die Anzahl der im Januar pro-
duzierten Tische mit z, so kann man folgende

Aufstellung anfertigen:

Monat " Anzahld. prod. Tische
Januar z
Febrifar z 4+ 10
Marz z + 20
April z+ 80
» Dezember z + 110
12z + 660

‘Wire dic Produktion nicht gesteigert worden, 4. h.,
ware in jedem Monat die glelche Anzah] wieim Januar
produziert worden, so hitte die Anzahl der im ganzen

Winkels und spannt mit dem Seil mit
Hm‘e der Fluchtstibe ein Dreieck so auf, daB zwei sei-
ner Seiten auf den Schenkeln des Winkels liegen. Die
beiden restlichen Eckpunkte des Dreiecks werdendurch
Knoten markiert. An der gewiinschéen Stelle 1Bt sich
dann mit drei Fluchtstiben und dem Seilein kongrucn-
tes Dreieck aufspannen und damit der Winkel iber-
tragen.

b) Man schligt mit einem Teil des Seiles (etwa der
Hailfte, da der Winkel groBer als 60°ist) win den Schei-
telpunkt des vorgegebenen Winkels cinen Kreisbogen,
der die Schenkel des Winkels in zwei Punkten schnei-
det, und ibertrigt einen Kreisbogen, der einen gleich-
groBen Radius hat, an die gewiinschte Stelle. Dann
markiert man auf dem Seil die Linge der zwischen den
Schenkeln. des \Winkels liegenden Schne und {ibertrigt
diese analog der geometrischen Konstruktion ebenfalls
an die gewiinschte Stelle.

245 Wenneine Zahldurch 72 teilbar sein soll, so muB
sic wegen 8 * 8 = 72 auch durch 8 und 9 teilbar
sein. Um die fehlenden Ziffern zu ersetzen, wendet man
die Teilbarkeitsregeln der 8 und der 9 an. l\Ian beginnt
mit der Teilbarkeitsregel der 8, dadurch bekommti man
die letzte Ziffer der Zahl. 78* muf also durch 8 teilbar
sein. Jis ist 720:8 = 00, Die Zahl 64 ist dic cinzige
zwischen 60 und 70, dic durch 8 teilbarist. Folglich i
die letzte Ziffer 4 sein.
Um die erste Ziffer zu erbalten, wende man dic Leilbar-
keitsregel der 9 nn Die Quersumime der bekannten
Ziffernist 3 -+ 7 - 8 + 4 =: 22, Die Differenz bis 27, die
folgende durch ¢ tenllnrc Zahl betrigt 5. Daher kann
nur die Zahl 53784 den Bedingungen der Aufgabe ge-
nilgen. Da sic tatsiichlich durch 72 teilbar ist, erhill
man so die Losung.

246 Peter muB den Inhalt der gekauften
Flaschen vom Erlos der 6 nicht zuriickerhal-

tenen Fl. bezahlen. Wegen 180:21 = 8 L

o
kann er hochstens 8 Fl. gekauft haben.

1. Lasung: Peter hatte 14 Flaschen mit und erhilt
12 Pf zuriick.

2, Losung: Pcter hatte 13 Flaschen mit und erhilt
33 Pf zuriick. Hitte Peter 12 Flaschen mitgchabt, so
hitte er 7 Flaschen kanien konnen, also (# — 5) statt
nur (n — 6), was der Aufgabe widerspricht.

247 a) Ein von einem Tetraeder begrenzter Korper,

bei dem drei Seitenflichen untereinander kon-
gruente, rechtwinklig-gleichschenklige Dreiecke sind,
besitzt bei geeigneter Lage zu den Pro]ektmnsebencn
einen derartigen Grund-, Auf-, und KreuzriB.

b) Korpernetz
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250 1. Voraussetzung: Fiihrt man Bezeich-
nungen und Variable fiir die Lingen ein, wie
in der nebenstehenden Figur angegeben, so
ilt :
8 (1) AB | DC, (2) AC L DB,
(3) BE Il AC.
2. Behauptung: e? + /2 = (@ + ¢)?
3. Beweis: Wegen (2) und (3) ist
< DBE = 90°.

Weiter ist wegen (1) und (3) CE=AB=a.
Im rechtwinkligen Dreieck D BE gilt dann
wogen des Satzes des Pythagoras, weil wegen
(1) und (3) A4C = BE = ¢ ist, die Behaup-

tung, w. z. b. w.
251 1. Fall Angcnommen, die Aussage 1 sei wahr.
Dann sind die Aussagen 2 und 3 falsch. Also
hiitte Brigitte den Ball. Das steht aber in Widerspruch
zu der Aussage 1, da nlcht zwei Schiilerinnen den Ball
haben kénnen.
2. Full Angenommen, die Aussage 2 sei wahr, d. h,,
Brigitte hat den Ball nicht. Dann sind dic Aussagen 1
und 3 falsch. Also hat Claudia die Schere, Anpa den
Tall nicht. Also miGte Claudja den Ball haben, was zu
einem Widerspruch fithrt.
3. Fall Angenoinmen, die Aussage 3 sci wahr. Dann
sind die Aussagen 1 und 2 falsch. Also hat Brigitte den
Ball,Claudia hat den Bleistift und Anna hat die Schere.

252 a) Wenn p die Produktion der Abteilung ist, so
erreichen 4 Arbeiter cine Stelgerung um 0, 2 P.
60 Prozent der Arbeiter erreichen eine Steigerung um

1,5 p.
Daraus folgen: 60% ~. 30 Arbeiter
100 % 2 50 Arbeiter.
Inder Abteilung sind 50 Arbeiter titig.
b) Falls alle Arbeiter dicser Abteilung das neue Ver-
fahren anwenden, 1481 sich die Produktion auf 350 Pro-
zent steigernl
255 Bezeichnet man die Abschnitte der
einen Diagonale mit « und b, die der anderen
mit ¢ und d und den Winkel zwischen @ und ¢
mit B, so erhilt man fiir die Flichen der vier
Dreiecke:

F,=0,5ac- sin §,

F,=0,5ad- sin (180 — §),

F,=10,5bd- sin 8,

F,=0,5bc- sin (180 — §).
Aus F; = F,folgt ¢c = d, und aus F, = F,
folgt @ = b.DasheiBt,die Diagonalen halbieren
einander, es liegt ein Parallelogramm vor.
Umgekehrtfolgt, daB die Flichen der vier
Dreiecke gleichsind, wenn die Diagonalen
einander holbieren.

256 Angenommen, es gibt eine solche Zahl,
so daB fiir
a,bEN
. a, b <10
¢ % 0die Gleichung'
10a@ + b = a + b gilt, dann muB
9a = b(b—1)
b(d—1)
9

a= sein.

Wegen ¢ € N und weil b und (b — 1) nioht
gleichzeitig durch 3 teilbar sein kénnen, muB
entweder b oder (b — 1) durch 9 teilbar sein.
Wegen b <C 10 und 2 == 0 kann (b — 1) nicht
durch 9 teilbar sein. Also muB b durch 9 teil-
bar sein, und wegen a 3= 0 und b < 10 folgt,
daB b = 9 und @ = 8 sein miissen. Also kann
nur die Zahl 89 die Bedingungen erfiillen.

257 Die vier Personen werden mit den Anfangsbuch-
staben jhrer Vor- und Zunahmen bezeichnet. Fir unbe-~
kannte Namen sei X, Y und Z gesetzt. Dann ergibt sich
wegen ¢) folgender Sachverhalt: BX, XY, YD, Wire
X = D, so miite auch ¥ = D sein. Dann bliebe [iir
die beiden anderen Personen nur die Komnbination 4 C,
C A4 ibrig, was wegen b) ausgeschlossen ist. Daher ist
X 5+ D und wegen a)gilt X ¥ B, ¥ ¥ D. Da jeder
Name genau je cinmal als Vor- bzw. Zuname auftritt
und mithin¥ 7 B gllt, ist wegenb)nur X =4,¥Y = C,
Z = B méglich, Die vier Personen heiBen: Arnold
Conrad,Bernhard Arnold, Conrad Dietrich und Dietrick
Bemnhard.

Lésungen zu alpha + mathe = heiter (3/68)

Mehrere Losungen, z. B.

58015 67016 43014
4 65412 4 56412 + 84512
123427 123428 127526

1. V5 = 225 4. 28% = 21952
2, 222 - 222 = 49284 5. 139 - 139 — 19321

3. | 433 79 .>o7

Beachte! So muB der Kopf zu jeder eingesandten W-Losung ausschen (Format A4)! Post-
Jeitzahl nicht vergessen! Von 3200 Lésungen Heft (2/68) wurden 80 zuriickgewiesen, da sie
nicht den Wettbewerbsbedingungen (siche Heft 1/68) entsprachen, d. Red..
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Berlin

Hans-Joachim Fischer
Transistortechnik
fiir den F_unkamateur

4., erweiterte Auflage, etwa 480 Seiten,
mijt Abbildungen, Halbleinen, cello-
phaniert, etwa 14,20 M, erscheint im
September

Halbleiterbanelemente sind aus der
modernen Nachrichtentechnik nicht
mehr wegzudenken. Thre vorteilbaften
Eigenschaften haben beim Einsatz in
Funk- oder MeBgeriten vielfach zn
neuartigen Losungen gefiihrt. — Das
Buch von Hans-Joachim Fischer, das

mit Recht als Stenderdwerk fiir Funk-
amateure bezeichnet wird, vermittelt
das Grundwissen iiber die Wirkungs-
weise und die Anwendung der Halb-
leiterbauelemente. Die 4. Auflage be-
riicksichtigt dabei die neuesten Er-
kenntnisse und Entwicklungen auf
diesem Gebiet, das fiir viele Industrie-
zweige 80 entscheidend ist, und behan-
delt besonders die Verwendung von
Transistoren in den Nachrichten- und
elektronischen Geriten. Sie wendet
sich an weite Kreise technisch Inter-
esgierter und soll eine erste Einfiih-
rung in die praktische Arbeit mit
diesen Bauelementen sein.




Liebe Margit,

i/ ich muB Dir eine groBe Neuigkeit mitteilen.

i Vor kurzem machte ich mit meinen Eltern
einen Einkaufsbummel. Wir waren auch in
einer Buchhandlung. Da habe ich etwas Grofi-
artiges entdeckt, ein Buch, das im Sportverlag
erschienen ist, aber nicht wie bisher nur fir
Erwachsene geschrieben, sondern direkt fiir
uns.

»Schiilersport — Lauf, Sprung, Wurf“ steht
darauf. Ich finde es ganz fabelhaft. Es sind
sehr viele Abbildungen darin, die zeigen, wie
man richtig laufen, starten, springen und
werfen mufl. Auf anderen Abbildungen ist zu
sehen, welche Fehler am h#ufigsten gemacht
werden. Es werden aber auch viele Ubungen
dazu genannt, um diese Fehler zu beseitigen.
Auf den letzten Seiten des Buches sind viele
kleine Figuren abgebildet, die man ausschnei-
den, libereinanderlegen und somit ein ,Blit-
terbuch® basteln kann. Blittert man dieses
Biichlein hintereinander durch, dann ist es,
als ob sich die Figur bewegt, sie lduft. So gut
wie diese Figuren laufen und springen, miis-
sen wir es auch. Vati hat mir dieses Buch
sofort gekauft.

Mit einigen Schiilern aus meiner Klasse nehme
ich an der Spartakiade, am leichtathletischen
Mehrkampf teil. Wir treffen uns fast jeden
Tag und iiben gemeinsam nach diesem Buch,

8 auch wenn unser Sportlehrer oder Ubungs-

K leiter nicht dabei ist.

: Viele GriiBe Deine
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