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Gleichungen und komplexe Zahlen

Eine Anregung zur Beschiiftigung )

mit komplexen Zahlen

Teil 1

Vor 500 Jahren, im Sommersemester 1486,
hielt an der im Jahre 1409 eréffneten Uni-
versitit zu Leipzig Johannes Widmann (ge-
boren um 1460 in Eger, heute: Cheb/
CSSR) eine Algebra-Vorlesung in lateini-
scher Sprache. Es ist die dlteste bekannte
Vorlesung iiber die Gleichungslehre an
einer deutschen Universitat.

Ihre Vorlage, die sog. Dresdner lateinische
Algebra, steht im Codex C80 der Landesbi-
bliothek Dresden. Eine Leipziger Hand-
schrift — Codex Lips. 1470 - ist das Kolle-
gienheft eines Horers dieser Vorlesung.
Durch diese Handschriften sind wir ziem-
lich genau iiber den von Widmann vorge-
tragenen algebraischen Stoff unterrichtet.
Widmann gelang es, eine ziemlich ge-
schlossene Darstellung des algebraischen
Wissens seiner Zeit zu-geben.

Zur Algebra von al-Hwarizmi
bis Vieta

Jene Zeit gehdrt zu der Periode des Uber-
gangs von einer Wortalgebra (d. h.: ein al-
gebraischer Text enthilt keine Symbole, al-
les wird in ausfiihrlichen Worten darge-
stellt) zu einer symbolischen Algebra (die
sich einer Zeichensprache, einer Formel-
sprache bedient).

Als im 9. Jahrhundert der in Bagdad im
Haus der Weisheit (eine Art Akademie nach
antikem Vorbild) wirkende Mathematiker
und Astronom al-Hwarizmi in einem seiner
mathematischen Werke die Auflosung li-
nearer und quadratischer Gleichungen
(mit Zahlenkoeffizienten) lehrte, stellte er
seine Uberlegungen in Worten, ohne Sym-
bole und Formeln, dar; die Beweise gab er
geometrisch, durch Figuren.

Die von ihm verwendete Bezeichnung ,al-
gabr“ fiir eine bestimmte Umformung qua-
dratischer Gleichungen wurde spiter auf
die Lehre von den Gleichungen ausge-
dehnt. So sprach im 11. Jahrhundert der
persische Dichter und Wissenschaftler al/-
Hayyam (seit 1074 Leiter der Sternwarte in
Isfahan) von den Lésungsverfahren der Alge-
bra und von den Biichern und den Gepflo-
genheiten der Algebraiker. Al-Hwarizmis
Schrift wurde im 12. Jahrhundert unter
dem Titel Algebra et Almucabala ins Latei-
nische iibersetzt. Allméhlich verlor sich die
zweite Halfte des Titels (auch almucabala
bezeichnet und eine bestimmte Vorschrift
beirp Losen von Gleichungen), und man
sprach von Algebra (so auch Widmann in
seinem 1489 erschienenen deutschsprachi-
gen Rechenbuch). Neben den Namen Alge-

bra et Almucabala und Algebra (entstanden
also aus gewissen Rechenvorschriften beim
Losen von Gleichungen) waren zeilweige
auch andere Ublich, wie Ars rei ef census,
Arte della cosa bzw. Cofl (entstanden aus
den Namen res und census flur die ersten
Potenzen der Unbekannten bzw. aus der
italienischen Bezeichnung cosa fiir die Un-
bekannte; ars bzw. arte heillt Kunst).
Einen festen Platz innerhalb des mathema-
tischen Unterrichts besa die Algebra in
Italien bereits seit dem 13. Jahrhundert
(insbesondere durch eine Schrift von Leo-
nardo von Pisa), im Deutschen Reich erst
seit der zweiten Hilfte des 15. Jahrhun-
derts.

Den Gelehrten vor 1450 war es nicht mog-
lich gewesen, ihr algebraisches Wissen in

pragnanter Form mitzuteilen. Es fehlten

Rechensymbole, die Schreibweisen fiir die
algebraische Unbekannte und fur ihre Po-
tenzen waren umstdndlich. Ab Mitte des
15. Jahrhunderts waren Algebraiker, wie
Regiomontanus in Wien, Widmann in Leip-
zig, Paciolo in Venedig, Chuquet in Lyon,
Schreyber und Rudolff in Wien, Stifel in
Wittenberg, bestrebt, in ihren algebrai-
schen Schriften eine algebraische Symbo-
lik einzufiihren. So finden wir in Wid-
manns Algebravorlesung die Zeichen +
und ~, ferner Symbole fiir die Unbekannte
und einige ihrer Potenzen.

Als etwa 750 Jahre nach al-Hwarizmis Nie-
derschrift seines algebraischen Werkes Ra-
Jael Bombelli in Bologna in seinem italie-
nisch geschriebenen Buch mit dem Titel
L'algebra (1572) die Losung von bestimm-
ten Gleichungen (mit einer Unbekannten)
ersten, zweiten, dritten und vierten Grades
(mit positiven Zahlenkoeffizienten) durch
Auflésungsformeln und im AnschluBl an Dio-
phants Arithmetika (3. Jh.) die Losung ge-
wisser unbestimmter Gleichungen (mit
zwei oder mehr Unbekannten) in gebroche-
nen und natiirlichen Zahlen lehrte, konnte
er in seiner Darstellung schon eine symbo-
lische Ausdrucksweise verwenden. Die Po-
tenzen x, x2, x3, ... der Unbekannten x be-
zeichnete er mit L 2, 3, Die
Operationen + und — wurden durch Ab-
kiirzen der Worter piu und meno durch p.
und m. gekennzeichnet. Fiir das Polynom
2x?—20x + 22 schrieb Bombelli also 22
m. 20% p. 22. Er verwendete die Abkiirzung
R.q. fir Quadratwurzel (radice quadrata)
und R.c. fir Kubikwurzel (radice cubica).

Fiir Y6 + y3 — 10 schrieb er
R.q.|6p.R.q.3|m.10.

Die Koeffizienten der algebraischen Glei-
chungen waren auch im 16. Jahrhundert
stets konkrete positive Zahlen. Erst der ge-
niale Mathematiker Vieta konnte das sym-
bolische Rechnen der zeitgendssischen Al-
gebra mit der Verwendung von Buchsta-
benkoeffizienten in Verbindung bringen.
Fiir Vietas Entwurf der Neuen Algebra (von
1591), der symbolischen Algebra und damit
fiir die Entstehung einer mathematischen
Formelsprache war auch seine Aneignung
des Werkes von Diophant wichtig gewesen.
Wenige Jahrzehnte nach Vieta identifi-
zierte Descarfes die symbolische Algebra mit
der erstmalig von ihm als symbolische Wis-
senschaft gedeuteten Geometrie. Erst seit
Descartes ist es iibrigens iblich, fiir be-
kannte GroBen die ersten Buchstaben, fiir
die unbekannten GréBen die letzten Buch-
staben des Alphabets zu verwenden.

Quadratische Gleichungen

Bis zum Ende des 15.Jahrhunderts war Al-
gebra im wesentlichen die Lehre von den
algebraischen Gleichungen bis zum
Grad 2.
Quadratische Gleichungen schreibt man
heute meist in der Normalform
x2+px+q=0. 49
Angenommen, x ist eine Losung von (1).
Dann gilt x2+ px = —gq,

2 P\ _(BY_
wep (5] -(5) -0
(quadratische Erginzung), also
s\ _ [PV
EHROR:

2
Hieraus folgt, vorausgesetzt (%) -q
ist nicht negativ,

pl_ [(2Y_
x+ 5 (2) q. 2)
Nun sind zwei Fille zu unterscheiden.
1. Fall: x+§;0.
Dann ist x+%‘=x+§
und aus (2) folgt
. 2
s=-2e (&) -0 o
. p
2. Fall: x+7§0.
Dann ist x+% = —<x+§>
ynd aus (2) folgt
__P_ [(rY_
x= 1 (2) 7. @

Ist also x eine Losung von (1), so mul} x
notwendig von einer der Formen (3) und
(4) sein. Durch Einsetzen von (3) bzw. (4)
in (1) ist zu bestétigen, daB (3) und (4) der
Gleichung (1) tatsdchlich geniligen. Aus
den Losungsformeln (3) und (4) erkennt
man:

I. Ist p positiv und g negativ

p 2
(somit (7> —q> 0), so gibt es

genau eine positive Losung (3).
II. Ist p negativ und ¢ positiv

2
und (%) > q, so gibt es zwei

positive Losungen.

alpha, Berlin 20 (1986) 3 - 49



III. Sind p und g beide negativ

2 2
(somit (g) -q> (%) > 0>, so gibt

es genau eine positive Losung (3).
IV. Sind p und g beide positiv

2
und <§> > q, so gibt es zwei

negative Losungen.

Bis ins 16.Jahrhundert setzte man bei der
Betrachtung der Gleichungen positive
Koeffizienten voraus und suchte positive
Loésungen. Die quadratischen Gleichungen
konnte man daher gar nicht in dér Normal-
form (1) schreiben, denn eine positive Zahl
kann nicht = 0 werden.

Neben den drei Gleichungstypen x? = px,
x?=gq, x = q (lineare Gleichung) (mit po-
sitiven p, q), die jeweils genau eine positive
Losung besitzen (x =p, x= ﬁ, x=gq)
hat man noch die folgenden drei Typen
quadratischer Gleichungen zu unterschei-
den (worin p, ¢ positive Zahlen bedeuten):
M x2+px=gq.

an x*+gq =px.

(II) px+gq = x2.

Die Gleichung (I) hat die positive

5 —J(EY .. -2
Losung x = <2>+ 7

Die Gleichung (III) hat die positive

Losungx—ﬂ +q+—

Die Gleichung (II) hat fiir ( ) =q

die positive Losung x = und fiir

‘2—,
p 2
(— > g die zwei positiven L&sungen

__+\/‘

2
Fiir (g) < g und jede positive Zahl x ist
(wie man sich Giberlegen kann) stets x2
2
+ g > px. Es ist fir (g) < g also die Auf-

gabe, x?+ g = px in positiven Zahlen zu
16sen, sinnlos. Das wuBten die Algebraiker,
und somit hatten sie bei der Betrachtung
quadratischer Gleichungen keinen Grund,
den zugrundegelegten Bereich positiver
Zahlen (natiirliche Zahlen, Briiche, posi-
tive irrationale Zahlen) in irgendeiner
Weise zu erweitern. Eine Erweiterung
wurde erst bei der Untersuchung kubischer
Gleichungen notwendig.

Widman trug in seiner Algebravorlesung
natiirlich liber die eben angegebenen sechs
Formen von Gleichungen vor. Daf jede an-
dere Gleichung bis zum Grad 2 durch die
Umformungen al-gabr und almukabalah
auf eine dieser 6 Normalformen gebracht
werden kann, hatten die europdischen Ma-
thematiker von al-Hwarizmi gelernt. Wid-
mann gab auch Losungsregeln fiir 18 kubi-
sche und biquadratische Gleichungen mit
positiven Koeffizienten an. Dies waren je-
doch nur solche Formen von Gleichungen
3. und 4.Grades, die auf Gleichungen vom
Grad 2 zuriickfiihrbar sind oder darin be-
stehen, die dritte oder vierte Wurzel aus
einer positiven Zahl zu ziehen.

50 - alpha, Berlin 20 (1986) 3

Kubische Gleichungen

Was die kubischen Gleichungen mit positi-
ven Koeffizienten betrifft, so lassen sich
die  zusammengesetzten  Gleichungen
3. Grades, die kein von x freies Glied ent-
halten (also die 5 Typen x* + rx? = px,
x3+px=rx?, x¥=rx?+ px, x> =px,
x3=rx? ) auf quadratische Gleichungen
zuriickfilhren, indem man die Gleichung
durch die Unbekannte x dividiert. AuBer
der Gleichung x* = ¢ hat man dann noch
folgende 13 Typen kubischer Gleichungen
mit positiven Koeffizienten zu unterschei-
den:

D x*+px=q, (Mx*+rxr+px=gq,
@) x*+qg=px, (8) x>+ rx?+q=px,
Bg+px=x>, (Hx>+px+g=rx?,

(10) rx? + px + g = x3,
(1) x>+ rx? =px + ¢q,
(12) x*+ px=rx?+gq,
13) x3+ g=rx?+ px.
Diese insgesamt 25 Typen linearer, quadra-
tischer und kubischer Gleichungen mit po-
sitiven Koeffizienten hatte bereits (natiir-
lich noch in Worten ausgedriickt) al-
Hayyam unterschieden. Fur mehrere dieser
Gleichungen konnte er die positiven Lo-
sungen durch geometrische Konstruktio-
nen mit Hilfe der Kegelschnitte (Kreis, Pa-
rabel, Hyperbel) angeben. Al-Hayyam be-
miihte sich auch, jedoch erfolglos, eine
rechnerische Regel zur Lésung kubischer
Gleichungen zu finden. Noch am Ende des
15. Jahrhunderts muBte Pacioli seine alge-
braischen Ausfithrungen mit der Bemer-
kung beenden, daB die rechnerische (alge-
braische) Losung fiir kubische Gleichun-
gen beim derzeitigen Stand der Wissen-
schaft genauso unmoglich wire wie die
Quadratur des Kreises. Anfang des 16.Jahr-
hunderts wurde endlich das ersehnte Lo-
sungsverfahren gefunden. Dieses gelang
einem Gelehrten an einer der gr6Bten und
berithmtesten Universitdten jener Zeit, der
1119 gegriindeten (ober)italienischen Uni-
versitdt Bologna. Scipione del Ferro, der seit
1496 (bis 1525) an der mathematischen Fa-
kultit Geometrie und Arithmetik lehrte,
entdeckte eine Methode zur Losung von
Gleichungen der Form x*+px=gq (p,q
positiv). Er teilte sein Verfahren seinem
Freund Antonio Fior mit. Dieser nutzte
seine Kenntnisse, um 1535 dem Rechen-

@ x3+rx2=gq,
) x>+ qg=rx?,
6) g+ rx?=x?,

meister Niccolo Tartaglia (1499 bis 1557) in

Venedig 30 Wettaufgaben, die auf kubi-
sche Gleichungen der angegebenen Form
hinauslaufen, zu stellen. Tartaglia fand die
Losungen und itberdies eine Methode zur
Auflgsung von Gleichungen der Form x3
=px+gq.

Im Mirz 1539 teilte Tartaglia dem Privat-
gelehrten Geronimo Cardano (1501 bis
1576) in Mailand auf dessen Wunsch die
Auflésungsregeln mit. In seinem im Jahre
1545 in Niirnberg erschienenen Buch (in
lateinischer Sprache) mit dem Titel Ars
magna sive de regulis algebraicis (Die grof3e
Kunst oder iber die algebraischen Regeln)
verdffentlichte Cardano, der seit 1543 Pro-
fessor der Medizin in Padua war, die Lo-
sungsmethoden fur kubische Gleichungen.

H. Pieper

_Anzahl der Ecken, f ...

Einiges uber
regelmaBige und
halbregelmaflige
Polyeder

In diesem Beitrag wird dargestellt, wie man
halbregelmiBige Polyeder aus regelmdBi-
gen erzeugen kann.

Ein konvexes Polyeder heilt regelmdfig,
wenn es von regelmidBigen und kongruen-
ten n-Ecken begrenzt wird und in jeder
Ecke gleich viele Kanten zusammenstoBen.
Es liBt sich zeigen, daB nur fiinf solche
Korper, auch platonische Korper genannt,
existieren. (Uberlege, wie dieser Beweis
iiber die Summe der Flichenwinkel der in
einer Polyederecke zusammenstoBenden
Polygonecken, die ja kleiner als 360° sein
muB, zu fiihren ist! Die Bezeichnung plato-
nische Korper geht auf den griechischen
Gelehrten Platon zuriick.)

Die folgende Ubersicht stellt sie mit e ...
Anzahl der Fla-
chen, k ... Anzahl der Kanten, n ... Ecken-
zahl eines begrenzenden n-Ecks und p ...
Anzahl der in einer Korperecke zusam-
menstoBenden n-Ecke vor.

Tabelle

Bezeichnung e f kK n p
regelmiBiges

Tetraeder 4 4 63 3
regelmiBiges

Oktaeder 6 8 123 4
regelmiBiges x

Hexaeder (Wiirfel) 8 6124 3
regelmiBiges

Ikosaeder 12 20303 5
regelmiBiges X
Pentagondodekaeder 20 12305 3

Die Bezeichnungen fiir die Kérper kom-
men aus dem Griechischen und driicken
die Anzahl der Flichen des jeweiligen Po-
lyeders aus (tetra ... vier). Beim Pentagon-
dodekaeder wird neben der Flichenzahl

(dodeka ... zwolf) auch die Gestalt der Sei-
tenflichen (Pentagon Fiinfeck) be-
schrieben.

- FaBt man die Mittelpunkte der Seitenfli-

chen eines platonischen Ko6rpers und nur
diese als Eckpunkte eines konvexen Poly-
eders auf, so 148t sich jedem solchen Poly-
eder ein wiederum platonisches Polyeder
zuordnen. Dieser als Dualitdt bezeichneie
Zusammenhang zwischen zwei Polyedern
ordnet also jeder Seitenfliche des Aus-
gangspolyeders einen Eckpunkt des ent-
sprechend dualen. KOrpers zu und umge-
kehrt.



Die Pfeile in obiger Tabelle und Bild 1
(Dualitédt Tetraeder — Tetraeder sowie Okta-
eder — Hexaeder) verdeutlichen dies.

“»
‘;,'

Bild 1

Demnach entspricht bei genauverem Hin-
schauen einer Polyederfliche mit n Ecken
am dualen Korper eine Polyederecke mit
p=n in ihr zusammenstoBenden Seiten-
fldchen, kurz Eckfigur genannt, und umge-
kehrt (vgl. hierzu die beiden rechten Spal-
ten der Tabelle 1, und zeichne die
Zuordnungspfeile ein).

Indem man z. B. in geeigneter Weise die
Ecken (oder besser Eckpyramiden) der pla-
tonischen Korper abschneidet, gewinnt
man halbregelmifBlige konvexe Polyeder.
So 148t sich aus dem regelmiBigen Tetra-
eder das abgestumpfte Tetraeder erzeugen,
ein Polyeder, das von durchweg regelmifi-
gen n-Ecken, die aber nicht mehr zueinan-
der kongruent sind, begrenzt wird (siehe
Bild 2).

XL

HalbregelmiBige Polyeder dieser Art, also
mit regelméBigen (aber nicht kongruenten)
n-Ecken und kongruenten Eckenfiguren
(die aber nicht regelmiBig sind, d. h., es
stoBen unterschiedliche n-Ecke in den Po-
lyederecken zusammen) heilen eckengleich
halbregelmdflig oder archimedisch. Man
kann sich leicht uberlegen, daB neben den
aus platonischen Korpern erzeugten archi-
medischen Polyedern unter anderem auch
alle geraden Prismen mit quadratischen
Mantelflichen und regelmifigen n-Ecken
als Grund- und Deckflaichen (siche Auf-
gabe 2) archimedisch sind. Allerdings ist
zu beachten, daB fiir » = 4 der Wiirfel ent-
steht, der zwar auch Eigenschaften eines
archimedischen Korpers besitzt, nach Defi-
nition jedoch platonisch und damit nicht
archimedisch ist.

Wir wollen nun einen archimedischen Kor-
per konstruieren, der durch Abschneiden
von Ecken (bzw. Eckpyramiden) eines

Bild 2

Wiirfels bzw. eines regelmiBigen Okta-
eders entsteht. Verlaufen die entsprechen-
den Schnittfiichen durch die Kantenmit-
telpunkte des platonischen Korpers, so
erhélt man in beiden Fillen das archimedi-
sche Mittelkristall (Bild 3).

Bild 3

Also 148t sich, indem man jedem Eckpunkt
dieser platonischen Korper geeignet eine
Seitenfliche zuordnet, ein halbregelmiBi-
ges Polyeder finden mit

e=12, f=14, k=24, n,=1,

n,=4und p =4.

Aufgabe sei es nun, ein Polyeder zu finden,
das auf dualem Wege aus Wiirfel und Ok-
taeder erzeugt werden kann und somit zum
Mittelkristall dual sein muf. Duales Vorge-
hen wiirde bedeuten, jeder Seitenfliche des
jeweiligen platonischen Korpers geeignet
einen Eckpunkt zuzuordnen (oder besser:
jeder Seitenfliche geeignet eine Pyramide
aufzusetzen). Das Resultat miiBite, ausge-
hend von den Werlen des Mittelkristalls
bei Anwendung der Dualitit, ein Polyeder
mit

e=14,f=12, k=24, n=4,

py=3und p,=4

sein. Dieses Polyeder existiert tatsichlich,
es handelt sich um das Rhombendodeka-
eder (Bild 4).
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Eine andere Moglichkeit, dieses Polyeder
aus platonischen Koérpern zu konstruieren,
findet ihr in der alpha 2/1982. Bild 5 zeigt
die Dualitit Rhombendodekaeder - Mittel-
kristall.

Kérper wie das Rhombendodekaeder hei-
Ben fldchengleich halbregelmdflig bzw. dual-
archimedisch. Sie besitzen (vgl. Definition
der archimedischen Polyeder) kongruente,
nicht regelmiBige n-Ecke als Seitenflichen
und regelmifBige, aber nicht kongruente
Eckenfiguren. Geht man also von platoni-
schen Korpern aus, so lassen sich archime-
dische Korper durch Abschneiden von
Eckpyramiden, dual-archimedische Poly-
eder hingegen durch Aufsetzen von Pyra-
miden auf die Seitenflichen gewinnen. (Es
sei bemerkt, daB auch halbregelmiBige Po-
lyeder existieren, die sich so nicht erzeu-
gen lassen. Man denke nur an die erwidhn-
ten Prismen.)

Eine wesentliche Eigenschaft der platoni-
schen Polyeder ist die Tatsache, dal3 alle
Eckpunkte auf einer Kugel (der sogenann-
ten Umkugel) liegen und alle Seitenfld-
chen eine weitere Kugel (die Inkugel) be-
rihren.

Die archimedischen Korper besitzen nur
noch eine Umkugel. Mit der Dualitit folgt,
daB die dual-archimedischen Polyeder le-
diglich eine Inkugel besitzen.

In der Natur treten uns neben platonischen
insbesondere auch flichengleich halbregel-
miBige Korper entgegen. Die Kristalle von
Substanzen werden von ebenen Flichen
begrenzt, die zumindest durch ihre Nei-
gungen gegeneinander fiir solche Polyeder
typisch sind. So kristallisiert z. B. der Dia-
mant in der Form des dual-archimedischen
Pyramidenoktaeders. Doch mehr iiber
diese Korper erfahrt ihr in dem Biichlein
Regulidre und halbreguldre Polyeder von Ti-
beriu Roman (VEB Deutscher Verlag der
Wissenschaften, Berlin 1968).

Aufgaben

Ala Durch Abschneiden der Ecken des
Wiirfels bzw. des regelmiBigen Oktaeders
erhdlt man wie gezeigt das Mittelkristall.
Welche beiden weiteren archimedischen
Korper lassen sich noch auf diese Weise
aus Wiirfel bzw. regelmaBigem Oktaeder
konstruieren? Gib e, f, k, n,, n, und p der
gefundenen Polyeder an! (Beachte die De-
finition der archimedischen Korper!)

A2 A Versuche, allein durch die Dualitét

die zu den im Text erwédhnten Prismen du-

alen (flichengleich halbregelmiBigen) Po-
lyeder zu beschreiben!

(Léosungen siehe 111. Umschlagseite!)

H. Martini/S. Schneider
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Das Springer-Problem

Die Aufgabe beim Springer-Problem be-
steht darin, die auf einem Schachbrett mit
m X n Feldern aufgestellten weiBen und
schwarzen Springer in méglichst wenig Zi-
gen auszutauschen. Dabei diirfen sich die
Springer nicht schlagen, und auf jedem
Feld darf nie mehr als ein Springer stehen.
Es wird nicht verlangt, daB immer abwech-
selnd ein weiBer und ein schwarzer Sprin-
ger gezogen werden.

Das Springer-Problem wurde 1958 von

Henry E. Dudeney formuliert und von Robert

F. Parkin und Ted Roth diskutiert. Parkin
und Roth gaben jeweils fur 3 schwarze und
3 weiBe Springer auf einem 3 X 4-Feld eine
Losung an. Roth zeigte durch Angabe
einer 18-Zug-Losung, daB Parkins 26-Zug-
Losung nicht minimal ist. Harold Reiter
verdffentlichte 1983 eine Losung in 16 Zi-
gen und zeigte, daB3 sie minimal ist.

Dabei verwendete er graphentheoretische
Mittel.

Ich moéchte im folgenden die Grundidee
bei der Verwendung der Graphentheorie
zur Losung des Springer-Problems erldu-
tern und fiir alle Felder bis zum 5 X 5-Feld
Losungen angeben. Da mir nur sehr be-
grenzte Beweismittel zur Verfiigung ste-
hen, kann ich nicht bei allen Lésungen be-
weisen, daB sie minimal sind.

Bild 1. ® | |o
®2 v £ ®«
@3 3 H @

Betrachtet man die Aufstellung von 3 wei-
Ben (w) und 3 schwarzen (s) Springern auf
einem 3 X 4-Feld (Bild 1) und versucht,
durch Probieren eine Losung zu finden,
verliert man trotz des relativ kleinen Feldes
schnell die Ubersicht.

Wesentlich anschaulicher stellt dagegen
ein Graph das Problem dar, in dem die ein-
zelnen Felder die Knotenpunkte sind und
zwei Knotenpunkte x und y genau dann
durch eine Kante (x,y) verbunden sind,
wenn man von x nach y (bzw. von y nach
x) in einem Springerzug gelangen kann
(Bild 2).

AuBerdem wird durch w bzw. s gekenn-
zeichnet, wo die weiBen bzw. schwarzen
Springer stehen. Ein Springerzug auf dem
Brett von Feld x nach Feld y wird nun
durch den Zug des Springers auf dem Gra-
phen von Feld x entlang der Kante (x,y)
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nach Feld y veranschaulicht. Der Einfach-
heit halber wird fiir jeden Zug nur das
Start- und das Zielfeld angegeben.

Die Losung von H.Reiter ist folgende:
1-6,6-7,11-6,6-1,3-4,4-11,
10-9,9-4,4-3,2-9,9-10, 7-6,
12-7,7-2,6-7, 7-12.

Es gibt noch mehrere andere Losungen in
16 Ziigen, aber keine, die den Austausch in
weniger als 16 Ziigen schafft.

An dieser Stelle sei bemerkt, daB J.J. Gik
das Problem des Springeraustausches eben-
falls behandelt. Er verlangt dabei, daB im-
mer abwechselnd ein weiBer und ein
schwarzer Springer gezogen werden. Fir
das 3 X 4-Feld mit der Aufstellung wie
oben gibt er eine Losung in 22 Ziigen an.
Dies ist jedoch nicht die Minimalldsung,
da der Austausch unter den geforderten
Bedingungen in 18 Ziigen zu schaffen ist
(1-6,10-9,6-7,9-42-9,11-6,
9-10,6-1,7-6,4-9,3-4,12-17,
4-11,7-2,6-7,9-4,7-12,4-3).

Das ist vermutlich auch die Mindestzug-
zahl.

Es stellt sich nun die Frage nach der Ver-
allgemeinerung des Problems auf beliebige
Felder. AuBerdem wurde bis jetzt still-
schweigend vorausgesetzt, daB die Springer
auf den gegeniiberliegenden Grundlinien
des Brettes angeordnet werden.
Grundsitzlich lassen sich die Springer be-
liebig aufstellen, es miissen nur gleich viel
weiBe und schwarze sein, und mindestens
ein Feld muB selbstverstindlich frei blei-
ben. Da sich aber der Graph fir die Zug-
moglichkeiten fiir das gleiche m X n-Feld

. bei unterschiedlicher Aufstellung nicht dn-

dert, sollen die Springer in Zukunft auf
den beiden kiirzeren (bei quadratischen
Feldern auf zwei beliebig gegeniiberliegen-
den) Grundlinien angeordnet werden, so
daB auf einer Grundlinie nur gleichfarbige
Springer stehen. Was die Verallgemeine-
rung auf beliebige Felder betrifft, so er-
kennt man, daB der Graph fir groBere Fel-
der sehr schnell uniibersichtliche Formen
annimmt. Deshalb soll kein groBeres als
das 5 X 5-Feld untersucht werden.

Es werden also im folgenden alle
m X n-Felder betrachtet, fir die m, ne N,
m, n <5 und trivialerweise m, n > 0 gilt.
Man- erkennt, daB Felder, fiir die m <3
oder n <3 gilt, fir das Springer-Problem
ungeeignet sind. Auf einem 1 X n-Feld
konnte iiberhaupt kein Springerzug ausge-
fihrt werden, der Graph bestiinde aus »
isolierten Knotenpunkten. Auf einem
2 X n-Feld mit n =2 werden laut Aufga-
benstellung je zwei weiBe und schwarze
Springer auf den gegeniiberliegenden
Grundlinien aufgestellt. Durch einfache

Beispiele lassen sich zwei Fille unterschei-
den:

— n ist gerade (Beispiel n =6, siche
Bild 3), dann kann ein Springer von einer
Grundlinie niemals auf die gegeniiberlie-
gende gelangen, sondern nur auf die Reihe,
die direkt vor der gegeniiberliegenden
Grundlinie liegt. Die Aufgabe ist dann un-
16sbar.

Bild 3
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— n ist ungerade (Beispiel n =7, siehe
Bild 4), dann kann ein Springer von einer
Grundlinie auf genau eine Art und Weise
auf die gegeniiberliegende gelangen. Da je-
doch dort laut Voraussetzung auch ein
Springer steht, miiBten irgendwann einmal
diese beiden Springer gemeinsam auf
einem Feld stehen, was die Aufgabenstel-
lung verbietet. Die Aufgabe ist auch dann
unldsbar.

Bild 4
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Es miissen jetzt also noch das 3 x 3-Feld,
das 3 x 5-, das 4 X 4-, das 4 X 5- und das
5 x 5-Feld betrachtet werden.

Zunichst sei jedoch ein Satz vorangestelit,
der zum Beweis der Minimalitdt einiger
Zugfolgen dienen soll:

(I) Zu einem Feld F mit je n weiBen und
schwarzen Springern sei k eine natiirliche
Zahl (k >0) derart, daB jeder Springer
mindestens k Ziige benétigt, um die gegen-
iiberliegende Grundlinie zu erreichen.
Dann ist z = 2kn eine untere Schranke fir
die Losung der Aufgabe auf F, d.h. in we-
niger als 2kn Ziigen 148t sich die Aufgabe
auf F sicher nicht l6sen.

Die Giiltigkeit des Satzes ist offensichtlich,
denn wenn ein beliebiger Springer minde-
stens k Ziige braucht, so brauchen 2n
Springer insgesamt mindestens 2kn Ziige,
um die gegeniiberliegende Grundlinie zu
erreichen.

Das 3 x 3-Feld. Aufstellung und Graph
siche Bild 5. Interessant ist der isolierte
Knotenpunkt 5 in der Mitte, er kann von
keinem Feld aus erreicht werden.



Eine untere Schranke fiir die Zugzahl ist
laut (I) z = 6. Betrachtet man jedoch die
Aufstellung, so sieht man,-daB die Springer
in den Ecken in einem Zug jeweils nur das
Mittelfeld der gegeniiberliegenden Grund-
linie erreichen. Es miifiten dann zwei
weille bzw. zwei schwarze Springer auf
einem Feld stehen. Demzufolge miissen
mindestens ein weiBer und ein schwarzer
Springer zweimai bgwegt werden. Die Min-
destzugzah! betrigt demnach 8.

Bild §
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Eine L('jéung dafir ist: 9—
8-1,2-9,7-2,3-8,4-

Das 3 x 5-Feld. Aufstellung und Graph
siehe Bild 6.

Ohne Beweis soll eine (vermutlich mini-
male) Losung in 14 Ziigen angegeben wer-
den (z ist hier 12):
14-7,2-9,7-2,9-14,15-10,
1-8,8-15,13-8,8-1,3-8,
8§-13,10-9,9-4,4-3.

Bild 6 @ I.I. @,
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Das 4 X 4-Feld. Aufstellung und Graph
siehe Bild 7.

Weegen (I) ist z = 16.

Eine Losung in 16 Ziigen, und also eine
minimale, ist:

16-7,1-10,7-1, 10-16, 13-11,
4-6,11-4,6-13,15-8,2-9,
8-2,9-15,14-12,3-5,12-13,

5-14.
Bid 7 [@] T ,IG,
®Z 6 0 @'n
@ o 4O,
®'l § 1 ©0|

Das 4 x 5-Feld.

Aufstellung und Graph siehe Bild 8.

Hier ist z = 16, eine minimale Losung ist:
18-9,4-11, 11-18, 20-11,
11-4,2-11,11-20,9-2,

19-12,1-10, 10-19, 17-10,
10-1,3-10,10-17,12-3.

Bild 8 ® A ,@
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Das 5 x 5-Feld.
Aufstellung und Graph siehe Bild 9.
Es ergibt sich wegen (I) z = 20.

Eine vermutlich minimale Ldsung ist:
2-11,22-13,13-2, 11-22,
4-15,24-13,13-4,15-24,3-14,
21-12,12-3,1-12,12-21,
23-12,12-1, 14-23,25-14,
14-17,5-14, 14-25, 17-14,

14-5 (22 Ziige).

Bild 9
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Zum AbschluB sei noch bemerkt, daB Ha-
rold Reiter in der schon mehrfach erwihn-

ten Veroffentlichung das Springer-Problem
fiir je 10 weiBe und schwarze Springer auf
einem 5 X 5-Feld behandelt.

Die weiBen Springer stehen hierbei auf den

“Feldern 1 bis 10, die schwarzen auf den

Feldern 16 bis 25 (vgl. Bild 9).

H. Reiter beweist, daB z = 32 eine untere
Schranke ist und vermutet, daB die von
ihm angegebene 36-Zug-Losung minimal
ist

23-14,1-12,12-23, 21-12,
12-1,3-12,12-21, 14-3,
2-11,22-13,13-2,11-22,
24-15,4-13,13-24, 15-4,
17-14,8-17,5-8, 14-5,
18-11,9-18,20-9, 25-14,
18-25,7~-18,16-7, 6-13,

13-20, 10-13, 13-16, 19-10,
8-19,11-8,3-6, 14-3).

Schiiler M. Nitsche

Eine Aufgabe von
Prof. Dr.

H.-J. Vo8B

A 2606 o Auf dem abgebildeten Graphen
spielen zwei Spieler mit zwei Steinen,
einen Wolf W und einen Hasen H darstel-
lend, das folgende Spiel:

Beginnend mit W werden beide Steine ab-
wechselnd gezogen (ein Zug besteht im
Ubergang auf ein benachbartes Feld).

W gewinnt, wenn er nach spitestens 20 Zii-
gen auf ein von H besetztes Feld gelangt,
andernfalls hat H gewonnen.

In welcher der zwei Ausgangsstellungen a)
und b) gewinnt W, und wieviel Ziige bend-
tigt er im ungiinstigsten Fall, um H zu fan-
gen?
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a) W auf Feld 1, H auf Feld 12;

b) W auf Feld 1, H auf Feld 3.

Man untersuche dasselbe auf dem Gra-
phen des Bildes 2 des nebenstehenden Bei-
trags von M. Nitsche mit der Ausgangsstel-
lung: W auf Feld 1 und H auf Feld 10.

Kurzbiografie

Geboren am 10. 2. 1938 in Brehna, Kreis
Bitterfeld

— Schulbesuch in Brehna und Bitterfeld,
1956 Abitur an der Oberschule II in Bitter-
feld

~ 1956 bis 1961 Mathematikstudium an
der Technischen Universitdt Dresden, ins-
besondere bei den Professoren Heinrich,
Landsberg, Lehmann, Opitz und Wentzel
— 1962 Beginn der Tatigkeit an der Techni-
schen Hochschule Ilmenau als Assistent
bei Prof. H. Sachs, seitdem Forschung auf
dem Gebiet der Graphentheorie

— 1966 Promotion zum Dr. rer. nat.~

— 1972 Promotion zum Dr. sc. nat.

— 1979 Emennung zum Hochschuldozen-
ten fir Mathematische Methoden der Opera-
tionsforschung an die Technische Hoch-
schule Ilmenau, Auszeichnung mit der
Verdienstmedaille der DDR

— 1979/80 zehnmonatiges Zusatzstudium
an der Lenin-Universitdt Kischinjow

— 1983 Berufung zum ordentlichen Profes-
sor fur Algebra an die Pidagogische Hoch-
schule K. F. W. Wander Dresden, etwa
50 Publikationen, darunter das gemeinsam
mit Dozent Dr. rer.nat. habil. Hansjoachim
Walther von der TH Ilmenau geschriebene
Buch Uber Kreise in Graphen (VEB DVW
Berlin 1974). Gegenwirtig Arbeit an einem
zweiten Buch iiber Graphentheorie.

Seit 1966 Mitglied der National-Demokra-
tischen Partei Deutschlands, Mitarbeit in
verschiedenen verantwortlichen Funktio-
nen seiner Partei, gegenwirtig Mitglied der
Kreisvorstinde Dresden-Stadt der NDPD
und der DSF.

Lebensweisheiten der Romer

Lang ist der Weg durch Belehrungen,
kurz und wirksam durch Beispiele.
Seneca d.J.

Nichts kann ohne Beispiel

richtig gelernt oder gelehrt werden.
Columella
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Eine Aufgabe
aus der Praxis

@ VEB MANTISSA

Der VEB MANTISSA Dresden fertigt ne-
ben anderen Erzeugnissen auch geometri-
sche Korpermodelle fir den Mathematik-
unterricht an den allgemeinbildenden po-
lytechnischen Oberschulen der DDR. Ein
betrdchtlicher Anteil wird exportiert.

Zur Fertigung der Ko6rpermodelle wird
PVC-h-Tafelmaterial verwendet.

Die Herstellung von Pyramidenmodellen
erfolgt nun so, daB zunichst Grund--und
Seitenflichen zugeschnitten werden. Das
Fiigen an den Kérperkanten wird durch so-
genannte Gehrungsschrigen ermdéglicht.
Hierbei werden die Zuschnitte lings der
Kanten durch Frisen zueinander passend
abgeschrigt. Dazu ist unter anderem erfor-
derlich, die GréBe des jeweiligen Winkels
zwischen zwei benachbarten Seitenflichen
zu kennen.

Aufgaben

Die Aufgabe, die Schnittwinkel zwischen
zwei benachbarten Seitenflichen einer Py-
ramide zu bestimmen, ist fiir den Fall

A la einer geraden quadratischen

. Pyramide;

A2 a einer geraden rechteckigen
Pyramide;

A 3 a einer geraden dreieckigen

Pyramide, deren Grundfldche von
einem gleichseitigen Dreieck
gebildet wird
durchzufiihren.
Die Abmessungen sind wie folgt:
— Kantenldnge der Grundfliche
bei quadratischer und dreieckiger
Pyramide 2 = 160 mm
— Kantenlidnge der Grundfliche
bei der rechteckigen Pyramide
a =160 mm; b = 240 mm
—~ Seitenkantenldnge bei allen drei
Pyramiden s = 240 mm.

Losungen

A la Gerade quadratische Pyramide

Die Gerade SC ist Schnittgerade der bei-
den Ebenen, in denen die benachbarten
Seitenflichen SBC bzw. SDC liegen
(Bild 1). Die gesuchte GroBle des Winkels
zwischen den beiden Seitenflichen wird
dadurch bestimmt, daB der Scheitelpunkt
auf der Schnittgeraden SC liegt und die
beiden Schenkel in jeweils einer der bei-
den Ebenen liegen und senkrecht auf SC
stehen. E ist in Bild 1 so gewdhlt, daB die
Schenkel des Schnittwinkels durch B bzw.

D verlaufen. DBE ist ein gleichschenkliges
Dreieck.

Aus Bild 2 entnimmt man sin% = 2—‘; N

Ferner ist e = a\/2_. Fiir y findet man unter
Verwendung von Bild 1 zunichst

sina=%,alsoy=a-sina.

Setzen wir in (1) die gefundenen Terme fiir

e und y ein, so ergibt sich:

ndo2¥2__ 2 @
2 2-a-sin¢ 2-sine

o laBt sich aus dem gleichschenkligen

Dreieck BCS mit der Schenkellinge s und

der Basisldnge a ermitteln.

sin o =

Aus (2) ergibt sich hiermit:

sin—= ‘/2—1

T
=4s._2 3)
G

Setzt man in (3) fir s und a die gegebenen
Werte ein, so ist

sinﬁ _ 240 mm
2 242407 80 mm
240 3

IR T
und damit schlieBlich g =48,6°,
also 6 =97,2°
(denn offenbar ist 0° < 76 < 90°) .




A2 a Gerade rechteckige Pyramide

Wegen 1. betrachten wir nur solche Pyra-
miden, deren Grundfliche rechteckig, aber
nicht quadratisch ist.

Wir versuchen, wie unter 1. zu verfahren.
Wie man sich iiberlegen kann, gibt es auf
SC keinen Punkt, der Scheitelpunkt des ge-
suchten Schnittwinkels ist und dessen
Schenkel durch B und D gehen (Bild 3). &
liegt vielmehr in dem Dreieck DFE mit
F=*B. S

Bild 3

Nach dem Kosinussatz gilt:
yi+yi-2?
2y1y,
Aus dem rechtwinkligen Dreieck FCE er-

gibt sich
y,=b,-sinam, 2.1)
Aus dem rechtwinkligen Dreieck DCE folgt
y1=a-sino 2.2)
b, 146t sich berechnen, indem wir ausnut-
zen, daB die Strecke EC zu beiden recht-
winkligen Dreiecken gehdrt:
" EC=b;-coso,=a-cose,
cos a;
COS oy (3)
Aus den gleichschenkligen Dreiecken 4ABS
bzw. BCS findet man

M

cosd =

also b =a

coson, = ——
125
bzw. <cosa, = ﬂ;
das liefert, in (3) eingesetzt
a a?
h=ap="
Weiter gilt 5 a\?
2=
. 2
sina; =
s
(2}
. 2
und sinoy = p

Nach Einsetzen in (2.1) und (2.2) erhalten

wir
2
A
i = "
-]
und y, = — & “4)

z ist leicht aus dem rechtwinkligen Dreieck
DFC zu bestimmen:

2\2
zI=az+bf=a’+(aT) (%)

Unter Verwendung von (4) und (5) folgt
aus (1):
cosd

a-b

ErE
=
Aus (6) ist ablesbar, daB & > 90° ist.

Setzt man die gegebenen Werte fiir a, b
und s ein, so ergibt sich:

8=
cos 160 mm - 240 mm
44(240% — 80%) mm? - y(240? — 120°) mm?
160- 240

4\/302-(32—1)-2402-(1 —%)
160240

4-30~2-J2‘~24o%-,/3‘

cosd = ——l—z -0,2041
2-46

4 =180°—78,2°=101,8°

Ala Gerade dreieckige Pyramide
Das Vorgehen kann wie unter a1 a erfol-

gen.
Wir betrachten das gleichschenklige
Dreieck BCE (Bild 5).
Bild § £
Y y

B Z C
Es gilt

o O @

sin5-= 2 (08

Fiir y findet man aus dem rechtwinkligen
Dreieck ABE:

sina=%, also y=a-sino
Setzen wir das in (1) ein, so folgt:
. _ a
= 2-a-sinax
1
T 2-sina @
sin ¢ bestimmen wir schlieBlich aus dem
gleichschenkligen Dreieck ABS:

-]

sinex = p
Damit ist
snd-— 8
2 a\2
" 2 _ | =2
2 s 2
. und fiir die gegebenen Werte folgt:
sin£= 240 mm
2 242407 - 80 mm
- 240
2-80-2-42
3
= = 0,5303
4-42
6 -3
5= 32,0
4 =64,0°

AbschlieBend wird am Beispiel der quadra-
tischen Pyramide angegeben, wie durch
Mittel der darstellenden Geometrie der
Schnittwinkel zweier Seitenflichen kon-
struktiv ermittelt werden kann (Bild 6).

Bild 6 2
ltsne (s-).
s &
£ ).
T / 5
2 Tyl e yn' B lc-
& D
E).
-4 K
W

3

Beschreibung: Neben Grund- und AufriB3-
ebene wird eine dritte RiBebene (Kreuzri-
ebene) benutzt, die auf jeder der beiden
erstgenannten Ebenen senkrecht steht. Die
gegebenen Lingen der Pyramide werden
im MaBstab 1:4 dargestellt.
In der GrundriBebene kann das Quadrat
A'B’'C’'D’ unmittelbar gezeichnet werden,
in der AufriBebene zunichst das Dreieck
B"C"(8")y, das eine Seitenfliche in wahrer
GroBe darstellt. Aus dem Kreuzri ent-
nimmt man den Winkel zwischen einer
Seitenfliche und der AufriBebene und
kann damit den AufriB B”C”S” der be-
trachteten Seitenflichen angeben. Der
AufriB E” des Scheitelpunktes E wird aus
dem rechtwinkligen Dreieck B”C"(E"), mit
Hilfe des Kreuzrisses E” gewonnen. Damit
ist auch E’ auf §'C’ bestimmt. Als Grund-
aufgabe der darstellenden Geometrie bleibt
noch librig, das Dreieck B'E'D’ in die
GrundriBebene zu drehen, um die wahre
GroBe des gesuchten Schnittwinkels mit
dem Scheitel in (E"), entnehmen zu kon-
nen.

H. Giendarz/Ch. Kniipfer

Rechteckige Pyramide mit Einlegeteilen
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aufgepalit
nachgedacht

speziell
fiir Klasse 5/6

»Sternchenaufgaben

aus dem Lehrbuch Mathematik,
Klasse 5

Aufgaben

A1 a Fille die leeren Felder so aus, daB
die Summen der Zahlen in jeder Zeile, in
jeder Spalte, von links oben nach rechts
unten sowie von rechtls oben nach links un-
ten gleich sind!

I3 8 (12 1

11 7

3 15

16

A2aA Von den 34 Schiilern einer Klasse
kénnen 14 Schiler radfahren, 25 Schiiler
schwimmen und 9 Schiler beides.
Wieviel Schiiler der Klasse konnen weder
radfahren noch schwimmen?

A3 a Bei den folgenden Aufgaben sind
Grundziffern durch * ersetzt. Versuche,
die Aufgaben wiederherzustellen!

a) 5162 - %*%% b) 4*%0% . %%%*
15486 86*6
kK% 17 % %%
* ¥k Dk *okk kT
Hook kKKK 4 ok ok ok o oK K

Ad4a Auf einem Motorschiff fahren
100 Personen. 10 von ihnen sprechen we-
der Deutsch noch Russisch. 75 Personen
sprechen Deutsch und 83 Russisch. Wie-
viel Personen sprechen sowohl Deutsch als
auch Russisch?

A 5a Ein Hotel hat 30 Ein- und Zwei-
betizimmer mit zusammen 50 Betten. Wie-
viel Einbettzimmer und wieviel Zweibett-
zimmer hat das Hotel?

A6 A Wie lange braucht ein 500 m langer
Zug zur Durchfahrt durch einen 500 m lan-
gen Tunnel mit einer Geschwindigkeit von
60 km pro Stunde?

a7a Im Empfangsraum eines Gistehau-
ses soll der FuBboden mit einem Steinmo-
saik verziert werden. Der Raum ist 12,30 m
breit und 10,40 m lang. Das Mosaik soll in
der Mitte des Raumes so liegen, daB an je-
der Seite ein Streifen von 1,20 m keine
Mosaikverzierung erhilt. Wieviel Quadrat-
meter Mosaikfliche sind zu gestalten?
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A 8a Sabines Aquarium ist 60 cm lang,
30 cm breit und 35cm hoch. Der Wasser-
spiegel ist 7cm vom oberen Rand entfernt.
Sabine mochte die Jungfische aus ihrem
Anzuchtbecken (MaBe 20cm, 12cm,
15 cm) in das Aquarium geben. Um wieviel
Zentimeter steigt der Wasserspiegel, wenn
sie das Wasser mit hineingieBt?

A9a Ein Behilter fir Regenwasser ist
1,2 m hoch und hat ein Fassungsvermégen
von 0,2 m’. Wie viele GieBkannen mit 81
Fassungsvermdgen kann man aus ihm

" . 1
schopfen, wenn er voll ist, aber 35 seines
Inhalts zuriickbleiben soll?

A 10a Eine Schachtel enthidlt Kugeln
verschiedener Farbe. Dabei haben Kugeln
der gleichen Farbe auch die gleiche Masse.
a) 2 rote und 2 griine Kugeln wiegen
zusammen 18 g,
2 rote und 5 griine Kugeln wiegen
zusammen 30 g,
2 gritne und 3 schwarze Kugeln wiegen
zusammen 29 g.
Wieviel wiegt eine schwarze Kugel?
b) 3 gelbe und S blaue Kugeln wiegen
zusammen 58 g,
3 gelbe und S weile Kugeln wiegen
zusammen 58 g,
5 blaue und 6 weiBe Kugeln wiegen
zusammen 88 g.
Wieviel wiegt eine gelbe Kugel?

Zusammenstellung:
J. Lehmann/Th. Scholl

Lésungen

Ala Wegenl13+8+12+1 =34 betrigt
die Summe der Zahlen in jeder Zeile, in je-
der Spalte, von links oben nach rechts un-
ten sowie von rechts oben nach links unten
stets 34. Wegen 13+ 3+ 16=32 und 34
—32=2 ist in das leere Feld der ersten
Spalte 2 einzutragen. Wegen 2+ 11+ 7
=20 und 34 — 20 = 14 ist in das leere Feld
der zweiten Zeile 14 einzutragen. Wegen 1
+ 14+ 15=30 und 34 -30=4 ist in das
leere Feld der letzten Spalte 4 einzutragen.
Wegen 13+11+4=28 und 34-28=6
(gerechnet von links oben nach rechts un-
ten) ist in das leere Feld 6 einzutragen.
Wegen 3+6+15=24 und 34-24=10

ist in das leere Feld der dritten -Zeile 10°

einzutragen. Wegen 8 + 11 + 10 =29 und
34 —29 =5 ist in das leere Feld der zwei-
ten Spalte 5 einzutragen. Wegen 16 +5
+4 =25 und 34 -25=9 ist in das leere
Feld der vierten Zeile 9 einzutragen.

(LB KL.5, S.10, Aufg.7)

A2Aa Wegen 14+25-9=30 konnen
30 Schiiler radfahren oder schwimmen.
Wegen 34 — 30 = 4 kénnen 4 Schiiler we-
der radfahren noch schwimmen.

(LB K. 5, S.11, Aufg. 20)

A 3a a) Die erste Grundziffer des zwei-
ten Faktors ist 3, denn 5162-3 =15486.
Die zweite Grundziffer des zweiten Faktors
konnte 1 oder 6 sein. Wegen
5162 -6 > 30000 entfillt 6, denn das zweite
Teilprodukt ist nur vierstellig. Da das Pro-
dukt auf die Grundziffer 4 endet, lautet das
dritte Teilprodukt **%*24, Die dritte

Grundziffer des zweiten Faktors konnte 7
oder 2 sein. Wegen 62 -7 = 434 entfillt 7,
da das dritte Teilprodukt auf die Ziffern-
folge 24, nicht aber aufl 34 endet. Wir er-
halten somit folgende Losung:
5162-312
15486
5162
10324
1610544
b) Wegen 2 -4 = 8 ist die erste Grundziffer
des zweiten Faktors 2. Die vierte Grundzif-
fer des ersten Faktors kdnnte 3 oder 8 sein.
Da das dritte Teilprodukt auf die Grundzif-
fer 7, aber kein Vielfaches von 8 auf die
Grundziffer 7 endet, entfillt 8. Wegen
4303-2 = 8606 lautet der erste Faktor
4303. Die zweite Grundziffer des zweiten
Faktors ist somit 4, denn 4303-4=17212.
Von den Vielfachen von 3 endet nur 9-3
= 27 auf die Grundziffer 7. Deshalb ist die
dritte Grundziffer des zweiten Faktors 9.
Wir erhalten somit folgende Losung:
4303 -249
8606
17212
38727
1071447
(LB K15, S.18, Aufg. 25)

Ad4a 100-10=90

90 Personen sprechen Deutsch oder Rus-
sisch oder beide Sprachen.

75+ 83 -90=68

68 Personen sprechen sowohl Deutsch als
auch Russisch.

(LB K1.5, S.43, Aufg.29)

A5A Angenommen, die 50 Betten sind
nur auf Zweibetizimmer verteill. Wegen
50:2 = 25 hitte das Hotel dann 25 Zwei-
bettzimmer. Da das Hotel iiber 30 Zimmer
insgesamt verfiigt, miiBten aus 5 Zweibett-
zimmern je ein Bett herausgenommen wer-
den. Es verbleiben dann 20 Zweibett--und
5+ 5 =10 Einbettzimmer.

(LB K1.5, S.43, Aufg.31)

A64A Von der Einfahrt der Lokomotive
in den Tunnel bis zur Ausfahrt des letzten
Waggons aus dem Tunnel hat der Zug
500m+500m=1000m, also l1km zu-
riickgelegt. Da die Geschwindigkeit 60 km
pro Stunde, also 60 km pro 60 min betriégt,
benotigt der Zug zur Durchfahrt durch den
Tunnel 1 min.

(LB K1.5, S.91, Aufg.20)

A7 a Wirrechnen wie folgt:
2:1,20m= 2,40 m;

1230m-240m= 9.90m:
10,40m —2,40m= 8,00 m;

9,90m : 8,00 m = 79,20 m’.
Es sind 79,20 m? Mosaikfliche zu gestal-
ten.
(LB KL1.5, S.108, Aufg.15)

A8 a Das Wasser aus dem Anzuchtbek-
ken hat ein Volumen von
20cm-12cm: 15 cm = 3600 cm®. Aus
60-30- xcm?=3600cm’ folgt x=2cm.
Der Wasserspiegel steigt um 2 cm.

(LB KL 5, S. 124, Aufg.226)

A9a 02m*=2001;2001:5=401
2001 —-401=1601; 160:8 = 20.
Man kann 20 GieBkannen mit 81 Fas-



sungsvermdgen aus dem Behilter fiir Re-
genwasser schopfen, wenn % seines Inhalts
zuriickbleiben soll.

(LB K1.5, S.124, Aufg.25)

410a a) 3 grine Kugeln wiegen zusam-
men 30g—18g=12g, eine griine Kugel
wiegt somit 12g:3=4pg, 2 grine Kugeln
also2-4g=8g.

3} schwarze Kugeln wiegen zusammen
29g—-8g=21g, 1 schwarze Kugel wiegt
somit 21g:3="7g.

b) 3 gelbe und 5 blaue Kugeln wiegen zu-
sammen genausoviel Gramm wie 3 gelbe
und 5§ weiBe Kugeln. Deshalb besitzen die
blauen und die weilen Kugeln die gleiche
Masse.

11 blaue Kugeln wiegen somit 88 g, 1 blaue
Kugel 8 g, 5 blaue Kugeln 5-8g=40g.

3 gelbe Kugeln wiegen 58g —40g=18g,
eine gelbe Kugel wiegt 18g:3=6g.

(LB Kl.5, §.128, Aufg.53)

Flachen
und nochmals Flachen

AlA Welche der Figuren des Bildes 1
sind Trapeze?

o N OO
/7 (N a1

a H !
A2 A Mit welcher bzw. welchen der fol-
genden Formeln kann man die Flache der
einzelnen Figuren aus Bild 2 ermitteln?

a) A=a?> b) A=a-b
c)A=a;C-h d A=a-h
a-h
e) A= 2
c c [ad
dE:b drz lb d/J /b‘
- a - q - a -
Qw Cc=q
a=b-c.d d-b d-b
C o
5

:"__b__:—d/_ IbiE Bild 2
a

[~}

A3 a Der Flicheninhalt eines Rechtecks
soll 16 m?> und der Umfang desselben
Rechtecks 16 m betragen. Ermittle die Sei-
tenlingen @ und b eines solchen Recht-
ecks!

A4 a Emmittle jeweils den Flicheninhalt
der schraffierten Fliche (Bild 3)!

Bild 3 a) b

)

.,,//////////////4
.,,/M
[ e |

£\
L tom |

A5a Welches Dreiecke (AABC;

der
AABC’; AABC™ hat den groBten Flichen-
inhalt (Bild 4)?

Bild 4

; 0
C C C h

glih
9

A 8

A 6 a Der Flicheninhalt eines Rechtecks
mit den Seitenldngen a und & betrage
36 cm?.

a) Gib drei mogliche Seitenldngen fiir ¢in
Rechteck mit solchem Flicheninhalt an!
b) Versuche, Seitenlingen a und b zu er-
mitteln, wobei ein Rechteck mit dem Fli-
cheninhalt 36 cm? den kleinsten Umfang
hat.

A7a Welche Flichen (Bild 5) haben den
gleichen Flicheninhalt?

Bild 5

b B G
AR NN

Pl

A 84a Eine Fliche ist aus x Quadraten
mit je 1dm? Flicheninhalt zusammenge-
setzt. Dieselbe Fliche kann man mit
400 Quadraten (Flicheninhalt jeweils
1 cm?) bedecken. Ermittle x!

A9a Der Umfang eines Rechtecks be-

trigt 20 cm.

Kann der Flicheninhalt dieses Rechtecks
a) 30cm? b) 25cm? ¢) 10cm?
betragen?

A10a Der Flicheninhalt eines Recht-
ecks betrigt 144 cm?.

Kann der Umfang dieses Rechtecks

a) 290cm b) 1152,5¢cm ¢) 10cm

d) 48 cm betragen?

alla Wie verindert sich der Umfang
bzw. der Flidcheninhalt eines Rechtecks,
wenn man die Seitenlingen
a) halbiert b) verdreifacht?

A 12 a Der Umfang des Rechtecks ABCD
betridgt 42 cm. Ermittle den Flicheninhalt

des Rechtecks, wenn bekannt ist, daB die
Lange der einen Rechtecksseite halb so
groB ist wie die der anderen!

A 13 A Die Familien Paul, Schmidt und
Schnurpfeil bestimmen die Flichen ihrer
rechteckigen Girten. Fiir Linge und Breite
werden folgende Werte ermittelt:

Linge Breite
Schnurpfeil 122m 41,6 m
Paul 23,7m 11,8 m
Schmidt - 31,7m 21,6m

Als Fliacheninhalt werden nachstehende
Werte angegeben:

Schnurpfeil: 508 m?; Schmidt 648,72 m?;
Paul: 279,66 m?.

Was sagst du dazu?

A 14 o Ermittle den Flicheninhalt der Fi-
guren (Bild _6)!

Bild 6

s
5
B
§
~
H
5
~
2em | 2em | 2em | 2em
25¢cm 2Scem

28¢m

A 15a Ermittle die Oberfliche der Kor-
per (Bild 7)!

Bild 7

Jem

Scm

Rem

im

X

L. Flade/H. Knopf
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Physik -
auf die Spitze
getrieben

Verlieren kann man sie schnell,

sie wiederzufinden ist mithsam.
Manche liegen lange auf dem Teppich,
bis sie uns daran erinnern, daf3

man besser Hausschuhe anziehen sollte:
Stecknadeln

Wenn man sich die kleinen glinzenden
Dinger unter einer guten Lupe betrachtet,
wird man enttduscht. Die gefiirchtete
Spitze ist gar nicht spitz, eher sieht sie wie
ein winziger Stumpf aus. Dessen Durch-
messer diirfte kaum kleiner als 0,05 mm
sein. Die zugehorige Kreisfliche besitzt
dann einen Inhalt von rund 0,002 mm?.
Auf ihr befinden sich nicht weniger als
20 Millionen Eisenatome (Bild 1).

. = Q06 mm_
Bild 1 !\ Aws0:02 mm?
\
;,

|

|
i
s
Freilich, zum Stechen langt dieser Stumpf
allemal. Wenn nur eine Kraft von 0,1kg
(etwa 1 N) auf die Nadel wirkt, entsteht un-
ter der Spitze ein Druck von

0,00002 om? at (=500 MPa).
Damit kann man nicht nur Papier durch-
stoBen, sondern sogar das Blech einer Kon-
servendose. Der Trick dabei: Die Nadel
wird durch einen Korken gesteckt. Der ver-
hindert, daB sie sich bei dem erforderli-
chen Schlag mit einem Hammer seitlich
wegbiegt (Bild 2).

p=

Befindet sich das Loch etwa in der Mitte
des Dosenbodens, kdnnen wir aus der Kon-
servenbiichse eine Lochkamera basteln.
Dazu bekleben wir die groBe Offnung mit
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Transparentpapier. Besonders gute Abbil-
dungen erzeugt die Lochkamera von sehr
hellen Objekten (z. B. Lampen und Fen-
stern).

Bleiben wir noch etwas in der Optik. Mit
Hilfe von Stecknadeln 148t sich das wich-
tige  Reflexionsgesetz” (Physiklehrbuch
K1.6, S.95 bis 96) bestétigen. Entsprechend
Bild 3 stellen wir einen kleinen Spiegel auf
ein Stiick Pappe, dazu die Nadeln (1) und
(2). Mit Nadel (3) visieren wir das Spiegel-
bild von (2) so an, daB es sich mit (1)
deckt. An der gefundenen Stelle wird Na-
del (3) in die Pappunterlage gesteckt. Nun
haben wir drei Einstichstellen. Sie markie-
ren den Strahlenverlauf (2) - (1) - (3).
Wenn wir ihn mit einem Bleistift nach-
zeichnen, erginzen wir auch das Einfalls-
lot. Dadurch lassen sich Einfallswinkel «
und Reflexionswinkel &' messen und ver-
gleichen.

Bild 3

Noch einmal zuriick zu unserer Lochka-
mera. Sie ergab umgekehrte, seitenver-
tauschte Bilder. Auch das Auge kann
nichts anderes. DaB uns die Welt nicht nur
auf dem Kopf zu stehen scheint, ist Ge-
wohnheitssache. Im BewuBtsein wird das
verkehrte Netzhautbild auf die FiiBe ge-
stellt, ohne daB wir es noch bemerken wiir-
den. Wenn es gelinge, auf der Netzhaut
ein aufrechtes Bild hervorzurufen, miiBiten
wir es demnach verkehrt herum sehen! Die
Nadel verhilft uns zu diesem Erlebnis. Zu-
nichst stechen wir mit ihr ein Loch in eine
Postkarte. Durch die kieine Offnung sehen
wir die Umgebung aufrecht. Nun schieben
wir die Stecknadel mit der Kuppe von un-
ten her zwischen Auge und Lochblende.
Wir sehen freilich etwas anderes: Die Na-
del wandert von oben her ins Bild, mit der
Kuppe nach unten (Bild 4).

Bild 4

optledier Grdrud

Aufgrund der geringen Entfernung (Gegen-
standsweite) der Nadel vorh Auge wird das
Objekt nicht mehr reell von der Augenlinse
auf der Netzhaut abgebildet. Das vom
Loch kommende Licht wirft jedoch einen
aufrechten Nadelschatten auf die Netz-
haut. Unser aufs Umdrehen der optischen

Eindriicke programmiertes BewuBtsein
tduscht sich diesmal: Wir sehen die Nadel
bzw. ihren Schatten verkehrt.

,Eine Nadel in einem Heuhaufen suchen“
ist eine sprichwértlich mithevolle Arbeit.
Als man diesen Vergleich erdachte, wulBte
man noch nichts von starken Magneten.
Solch ein Gerit erleichtert die Suche be-
trichtlich, wenn die Nadel aus Stahl be-
steht. Es ist freilich nur zum Teil richtig,
wenn man meint, daB der Magnet die Na-
del anzieht. Auch umgekehrt wirkt die An-
ziehungskraft, von der Nadel zum Magne-
ten. Die Nadel wird nimlich im Magnet-
feld selbst zu einem Magneten mit Nord-
und Siidpol. Deshalb kann man an sie
noch eine zweite anhédngen, vielleicht sogar
noch eine dritte. Welche Linge die Nadel-
magnetkette erhilt, hingt vor allem von
der Stidrke des Dauermagneten ab.
Streicht man mit dem Pol eines Magneten
mehrmals in gleicher Richtung iiber eine
Nadel aus pehirtetem Stahl, wird sie
dauerhaft magnetisiert. Sie ist jetzt als
,KompaBnadel“ zu verwenden. Damit sie
sich leicht drehen kann, lassen wir sie auf
Wasser schwimmen. Als Schwimmweste er-
hilt sie ein Stiick Kork oder Schaumpoly-
styrol. Die Nadel dreht sich sogleich in
Nord-Siid-Richtung, wenn kein Magnet
oder ein groBeres Eisenstiick in der Néhe
ist. Paralle] zur schwimmenden Nadel, in
moglichst geringem Abstand, legen wir
einen Metallloffel {iber das GefdB. Nun
driicken wir die Kontakte einer Flachbatte-
rie 2 s bis 3 s lang auf den Loffel (Bild 5).
So stellen wir einen KurzschiuB3 her, ein
starker elektrischer Strom fliet durch den
Loffel. Die Nadel beginnt sich zu drehen
und versucht, sich senkrecht zum Loffel zu
stellen. Die Drehrichtung hidngt von der
Stromrichtung ab (Batteriepole vertau-
schen!).

,,.

;) Baterie
laev -

Bild 5

Dieses Experiment wurde (mit anderen
Geriten) erstmals 1820 von dem dénischen
Forscher Oersted durchgefiihrt. Seitdem
weiB man, daB elektrischer Strom und Ma-
gnetfeld untrennbar miteinander zusam-
menhingen. So begann die Erforschung
elektromagnetischer Erscheinungen, ohne



die unsere gesamte moderne Technik nicht
existieren wiirde.

Magnetische Felder wirken durch Krifte
nur auf wenige Stoffe ein. Ein Stiick Papier
1aBt sich mit einem Magneten nicht anhe-
ben. Mit Hilfe unserer Stecknadel kdnnen
wir jedoch auch eine Art KompaB flr elek-
trische Felder bauen. Die Nadel hat hierbei
die wichtige Funktion, die Reibung beim
Drehen des Zeigers gering zu halten. Die
,KompaBnadel“ besteht aus einem etwas
gewinkelten Papierstreifen (ldngs und quer
falten). Entsprechend Bild 6 hilt sie sich
leicht beweglich auf dem ,Spitzenlager®.
Kommen wir mit einem elektrisch gelade-
nen Korper, z. B. einem an Tuch geriebe-
nen Plaststab, in die Nihe, so richtet sich
der Papierzeiger aus. Er dreht sich bei
einer Bewegung des geladenen Korpers
folgsam hinterher.

Bild 6

Ganz anders, fast wie durch Zauberei, wird
die Drehung des Papierblattes in Bild 7 er-
zeugt. Es besteht aus besonders leichtem
Papier (z. B. Geschenkpapier). Entlang der
Diagonalen wird das Papierquadrat gefaltet
und dann auf der Nadelspitze drehbar ab-
gelegt. Beschworend fithren wir eine Hand
seitlich heran. Das Papier gehorcht. Es be-
ginnt sich zu drehen, linksherum vor der
rechten Hand, entgegengesetzt, wenn sich
die linke Hand ndhert.

Ursache dieses Effekts ist die an der war-
men Handfliche entstehende Wiarmestro-
mung der Luft. Sie erfolgt sowohl nach
oben, als auch vom Handballen zu den
Fingern hin, die eine etwas geringere Tem-
peratur haben. So entsteht immer eine
gleichartige Drehrichtung, je nach der be-
nutzten Hand.
Fast konnte man iiber alledem die Steck-
nadel vergessen. Um sie und damit anzu-
stellende Experimente ging es heute. Sor-
gen wir zum SchluB dafur, daB die
physikalisch weniger Interessierten nicht
nachtriglich an unsere Versuche dadurch
erinnert werden, daB sie mit einer vergesse-
nen Nadel unverhofft Bekanntschaft
schlieBen! D. Wrobel
aus: technikus 1/81

Zum Berechnen algebraischer

Produkte

mit dem Schulrechner SR 1

Im Bereich Q. der gebrochenen Zahlen
werden Divisionsaufgaben auf Multiplika-
tionsaufgaben zuriickgefiihrt. Deshalb sol-
len Aufgaben mit gebrochenen oder ratio-
nalen Zahlen, in denen nur Multiplika-
tions- und Divisionszeichen auftreten,
algebraische Produkte genannt werden. Mit
dem Schulrechner SR 1 haben wir gelernt,

Aufgaben des Typs ﬁ zu lésen (dabei

sind a, b und ¢ Dezimalbriiche), indem wir
den Ablaufplan

[a] (=] (o] ] eI [

aufstellen und danach die Tasten des SR 1
betdtigen. Von der Richtigkeit dieses Vor-
gehens iiberzeugten wir uns im Unterricht
an einfachen Beispielen. In dem vorliegen-
den Beitrag soll diese Folge von Rechen-
operationen begriindet und weitere Ablauf-
pldne sollen aufgestellt werden.

Fiihrt man bei zusammengesetzten Aufga-
ben nur Multiplikationen und Divisionen
(keine Additionen oder Subtraktionen!)
aus, so wird die Vorrangautomatik des
SR1 (,Punktrechnung vor Strichrech-
nung®) nicht wirksam. Andererseits besitzt
der SR 1 keine Klammertasten, er 16st der-
artige Aufgaben von ,links nach rechts“,
wie das folgende Beispiel zeigt:

[=].

el L] 2] (] [4] ] (5] L]

A A A2 A
16 16 2 8 4 2 3 6

womit auf dem SR1 die Aufgabe
((16:2):4)-3 realisiert wird.

Mit der Festsetzung Algebraischer Produkte,
die von links nach rechts zu losen sind, werden

. klammerfrei geschrieben lautet diese Auf-

gabe 16:2:4-3.
Der eingangs erwihnte Aufgabentyp ﬁ

mit b*0,¢c*0, a, b,c € Q14Bt sich, indem
der Bruchstrich durch ein Divisionszei-
chen ersetzt wird, umformen zu a:(d-c).
Hier ist zundchst b-c¢ zu berechnen und
danach ist a durch das Produkt b - ¢ zu di-
vidieren. Die Klammer darf nach der ge-
troffenen Festsetzung nicht weggelassen
werden. Nach dem angegebenen Ablauf-
plan muB gelten:

a:(b-c)=a:b:c.
Dieses Beispiel veranlaBt uns, Regeln fir
das Auflésen von Klammern in algebrai-
schen Produkten zu suchen.
Es seien a, b, ¢ beliebige gebrochene Zah-
len, aber b *0, ¢ # 0.

Es gibt dann natiirliche Zahlen a,, a,, b;,
b,, ¢y, ¢y, SO daf3
a=ﬂ,b=i,c=i ist. .

a; b, (5]
Erinnert werden soll noch an die Multipli-
kation und Division in Q.. Es ist

_a by _ah
a b= o b i B und
a, bz al'bz
arb=—+—= .
a b ab

(Eigentlich ist a-& die Menge von Bril-
chen, die auf dem Zahlenstrahl den glei-
chen Punkt darstellen, weil wir die Briiche
durch Erweitern und Kiirzen veridndern
kénnen!

Analoges gilt fir a: b.)

Es gelten nun folgende Formeln:

m a-(b:c)=a-b:c
() a-(b-c)=a"b-c
3) a:(b:c)=ab-c
4) a:(b-c)=ab:c
Beweis:
. . _i'bl'CZ
(1)Es ist a (b~c)—az byt
b
CILTI: W,
abh o
Dl € =-2u. B
(2)a-( C)—aZ T,
_ayhie _ah o
a by a;°b o
=a-b-c,
e o
(3a:(b:0) T
;al'bz'cl_al'bz-i
az'bl'CZ az'bl C;
=a:b-c,
by B bra
@a:(b-c) o hg
_arrbhg _ah &
—az~b1-c|-az~b1 G
=a:b:c.

Unsere Uberlegungen fassen wir zu zwei
Regeln zusammen:

1. In algebraischen Produkten darf eine
Kiammer, vor der ein Multiplikationszeichen
steht, weggelassen werden.

2. In algebraischen Produkten darf eine
Klammer, vor der ein Divisionszeichen steht,
nur weggelassen werden, wenn gleichzeitig in
der Klammer die Divisionszeichen durcht Mul-
tiplikationszeichen und umgekehrt die Multi-
plikationszeichen durch Divisionszeichen er-
setzt werden.

Diese Regeln bleiben richtig, wenn a, b, ¢
rationale Zahlen mit b+ 0, ¢ #0 sind, da
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beim Ubergang von Q. zu Q die Betrége zu
multiplizieren oder zu dividieren sind und
anschlieBend das Vorzeichen festgelegt
wird. In den Formeln (1) bis (4) haben aber
die auftretenden Terme genau dann ein ne-
gatives Vorzeichen, wenn eine oder drei
der Zahlen a, b, ¢ negativ sind!

Wegen der Giiltigkeit des Kommutativge-
setzes der Multiplikation in Q gilt auch:

(1" a-(bic)y=a-bic
=b-aic=aic-hb=bica,a3a
29 a'(bcy=a'bc
=a-c-b=b-c
=c-a-b=c-b-a,
(39 a:(b:cy=a:b-c
=a-c:bh
(4" a:(b-c)=a:bic=a:c:b.

Fiir das Rechnen im Zahlbereich Q sind
diese Umformungen naheliegend.

Nun beachten wir, daB der SR 1 (so wie je-
der andere Rechner) nur mit endlich vielen
Zahlen arbeitet. Es bezeichne Qs die
Menge der rationalen Zahlen, mit denen
der Schulrechner arbeitet. Fiir x € Qs und
x # 0 gilt

1:107% = | x| =9,99999994 - 10%.
Offenbar besteht die Beziehung Qs < 0. In
Qg brauchen Assoziativgesetz und Kom-
mutativgesetz fir Addition und Multiplika-
tion nicht mehr (streng) erfiillt zu sein
(siehe alpha 1985, Heft 2, S.32 bis 34). So
ist z.B.

5,23455:16437-32874:1,04691
=9,9999999 und
5,23455:1,04691-32874:16437 =10

fir
5,23455-32874 10
1,04691-16437 -

Wenn die Zahlen nicht sehr groBe oder
sehr kleine Betrdge haben, erhdlt man im-
mer (bis auf eventuelle Rundungsfehler)
das gleiche Ergebnis unabhingig davon,
welche der dquivalenten Formeln benutzt
werden. Bei Zahlen mit sehr groBen oder
sehr kleinen Betrigen ist das nicht mehr
richtig, und es kommt u. U. wesentlich dar-
auf an, in welcher Reihenfolge die Rech-
nung organisiert wird.

So ist fira=1-10"%,
b=1:10%und ¢ =1-10%

a:b-c nicht 1osbar, was durch den Buch-
staben E auf dem SR 1 angezeigt wird.
Diese Rechnung fiihrt aus Qg heraus! Dage-
gen liefert die (in- Q &dquivalente Rech-
nung!) a-c¢:b im Bereich Qs den Wert
1-10-%

Im folgenden werden einige Terme mit
einem zugehorigen Ablaufplan fiir den
SR1 angegeben. Dazu wird jeweils ein
konkretes Beispiel mit dem SR 1 gerech-
net.

Aufgaben

1. Term: =a:(b-c-d)

=a:bic:d

L] [ B] I L] 2] [e] &

74,22
0,2814-0,041-1,28

2. Term: -%-%=(a¢b)-(c:d)
=a:b-c:d

a
b-c-d

Ala
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[a] [ [o] I [e] 2] [a] [

048128 2,24

A28 T B

3. Term: -%1{7=(a:b):(c:d)
=athic-d
(o] ] [o] [4] Le] [0 [e] [=]

0,7943 19847
3,8721 " 5,32861

a=b-ac 4 Term: a:[b:ic d)]

=a:b-(c-dy=a:b-c-d
Hier wurde zuerst die eckige Klammer auf-

=c-a:b=c:b-a geldst. Man hitte ebensogut zuerst die

runde Klammer auflésen kénnen:
a:[b:(c-d)]=a:[b:c:d]
=a:b-cd

[a] [ [o] B [e] [x] [a] [=]

Ada 584:[2,71:(0,2847-42,78)].

A 5a Zubeiden Aufgabentypen ist je ein
zugehoriger Ablaufplan fiir den SR 1 auf-
zustellen.

L a cde.

a) b
b) a:(b-c:d)-(e:f)

W. Triger

‘ Aphorismen

o Die Zah! ist das Wesen aller Dinge.
Pythagoras

©® Manche orakeln um Dinge, die sie durch
Zihlen, Messen oder Wiegen in Erfahrung
bringen kénnten. Xenophon

@ Das GroBe erscheint nur dadurch groB,
wenn es mit etwas Kleinerem gemessen
wird. Lukian

® Durch das Messen erbaut man die Welt.
Arabische Weisheit, um 1000

@ Zihlen und Messen sind die Grundlagen
der fruchtbarsten, sichersten und genaue-
sten wissenschaftlichen Methoden, die wir
tiberhaupt kennen. Hermann von Helmholtz

Magisches Quadfat

Susanne Nofke, Borna

9961
%

3 986}
9864
986}
986+
9854
986+
986}
9861

%
886
1986
1986
196
1886,
1986,
1986
1986

1386
1386

237 120

297 124
125 224 271,
334
23

5

986}
9961
986
986/
9864
9861
9861
986}

A la The number 16 is the smallest inte-
ger greater than 1 that is, at the same time,
a square and a fourth power of two other
integers:

16 = 4% and 16 = 2°.

Can you find the two smallest positive inte-
gers which are, at the same time, the
square and the cube of two other integers?
Think it out. You can find a simple rule
which will lead you to the correct solution.

A2 A Surun rayon de bibliothéque sont
rangés dans 'ordre les trois volumes d’une
encyclopédie.

Chaque volume a une épaisseur de 8,6 cm,
8 cm pour les pages intérieures et deux fois
3 mm pour les deux couvertures.

Un affreux petit ver creuse une galerie de
la premiére page du premier volume a la
derniére page du troisiéme volume.
Quelle est la longueur de la galerie?

Ala [Tloeepxuocth Kybnka 1 X1 X1 ne-
Nb351 OKJIENTH LIEJIMKOM IIONIOCKOH GyMaru
1 X 6, He momyckas pa3pbIBoB. MOXHO JH
TaKOH KyOMK OKJEHTb IIOJIOCKOM GyMaru
1 X 12 B gBa cros?

A4 A TpH IIKONBLHBIX TOBADHINA KYITHIH
14 nmpoxxos, npnueM Kons xynun B 2
paza menbliie Buti, a Kews 6ombie
Konu, Ho Menpiie BuTH. 3K0NBKO NHpPOX-
KOB KYIHJ KaXXIbIA U3 TOBApUIIEH?



Spiel mit Hélzchen

Spiel doch einmal mit einem Partner folgendes Spiel:
Man legt drei Haufchen von Streichhdlzern auf den Tisch
(mit z.B. 12, 10 und 7 Streichhdlzern). Die Partner neh-
men abwechselnd eine beliebige Anzahl von Streichhdl-
zern weg, aber immer nur von einem Hiufchen. Man
kann auch ein ganzes Hidufchen auf einmal wegnehmen.
Gewonnen hat der, der als letzter noch Streichhdlzer weg-
nehmen kann.

Kleine Miihle

Zeichnet euch eine runde Miihle! Gespielt wird mit drei
weiBen und drei schwarzen Steinen. Zuerst werden (ab-
wechselnd) die sechs Steine gesetzt, dann wird gezogen.
Springen ist nicht erlaubt. Drei Steine (gleicher Farbe)
auf einem der Durchmesser bilden eine Miihle. Gewon-
nen hat, wer die erste Miihle bildet.

Bild 13

Neun Schafe und ein Wolf

Spielsteine nach Bild 10 auslegen. Ein Mitspieler iber-
nimmt die ,Schafe“, der andere den ,Wolf“. Die Spiel-
steine sind nur auf den Linien zu bewegen, wobei der
»Wolf“ nach rechts oder links riicken kann. Er kann auch
iiber ein ,Schaf* springen, wenn der dahinterliegende
Kreuzungspunkt frei ist. Die ,,Schafe“ diirfen nach rechts,
links oder geradeaus geschoben werden. Sie miissen den
»Wolf“ geschickt umzingeln, so daB er nicht mehr sprin-
gen kann, oder schnell den Stall (das gegeniiberliegende
markierte Feld) erreichen. Dort darf der ,Wolf“ kein
»Schaf“ mehr fassen. Nach dem Spiel tauschen die Mit-
spieler ihre Rollen.

Bild 10

Sprungspiel

Fertige dir nach dem abgebildeten Muster eine Spieltafel
und 16 durchnumerierte Pappscheiben! Mit jedem Stein
darf man jeden anderen Stein in waagerechter oder senk-
rechter Richtung iiberspringen, wenn in dieser Richtung
hinter ihm ein freies Feld ist (wie beim Damespiel) und

6

Alle acht

Fiir dieses Einmannspiel werden acht kleine Spielsteine
und ein groBer aufgelegt. Mit allen Steinen kann nach
rechts, links und diagonal gesprungen werden. Nur der
groBe Spielstein wird nicht {ibersprungen, kann aber mit
geriickt werden. Er soll am SchluB, moglichst nach acht
Ziigen, allein iibrig bleiben.

O[O0
oe
Q|0

O[O0

Bild 5

Vier Richtige

Bei diesem Spiel miissen vier Spielsteine einer Farbe eine
waagerechte, senkrechte oder diagonale Linie ergeben.
Zwei Spieler erhalten je 15 Steine, setzen diese abwech-
selnd und versuchen, so viel wie moéglich gleichfarbige Li-
nien aufzubauen. Im Spiel werden zwei verschiedene Far-
ben eingesetzt.

O |0/00® 4,
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Bild 2
17
L Bild 4
J;}
Bild 3
2
Groschenspiel

Japanisches Damespiel

Das auf der Titelseite gezeigte Damespiel ist 1000 Jahre
alt und stammt aus Japan. Man nehme Papier mit einem
Quadrat (10 X 10), auf das die beiden Spieler Punkte oder
Kreuzchen zeichnen. Die Mitspieler setzen immer ab-
wechselnd ihr Zeichen auf einen Schnittpunkt der Li-
nien. Ziel ist, Fiinferketten zu bilden, d. h. jeweils finf
Kreuzchen (oder Kreise, bei einem dritten Mitspieler
kleine Dreiecke) waagerecht, senkrecht oder diagonal in
eine geschlossene Reihe zu setzen. Wem es zuerst ge-
lingt, der ist Sieger. Jeder wird natiirlich alles versuchen,
um den Gegner bei der Kettenbildung zu behindem.
Drei ,Geheimtips“, die zum Sieg filhren kdnnen:

Zeichne zwei Bahnen mit je 10 bzw. 5 Feldern! Besetze
die linken Enden beider Bahnen, die rechten dein Gegner
mit je einer Miinze! Beide ziehen nun abwechselnd nach
Belieben eine ihrer Miinzen so viele Felder vorwirts oder
riickwirts, wie du es oder dein Gegner flr giinstig hiltst.
Ziige sind nur bis zur gegnerischen Miinze erlaubt. Ge-
sprungen werden darf nicht. Versuche, deinen Gegner in
seine Ecke zu treiben!

Varianten: Andere die Bahnlinge und die Anzahl der
Bahnen!

O T TTTTTTIO
o [ [ O

Bild 7

Schiebespiel

Jeder der beiden Spieler bekommt drei Knopfe gleicher
Farbe. Diese werden in Grundstellung aufgestellt. Es wird
abwechselnd gezogen. Bei jedem Zug darf der Spieler
einen seiner Knopfe um ein Feld entlang der weiBen Li-

" Ya) )
Yol
" Y6

Bild 8

N/

ihn dann vom Brett nehmen. Gilt diese Bedingung fiir
mehrere Steine, so darf man beliebig viele Steine iiber-
springen und entfernen. Auf diese Weise wird das Brett
bald leer sein.

Aufgabe: Mit max. 8 Ziigen ist das Brett so zu riumen,
daB nur Stein 1 iibrigbleibt.

Das ist nicht leicht zu schaffen!

B (G Ce
500060600

Schiebespiel

Bild 11

Baue dir nach der untenstehenden Vorlage ein Spiel
(siehe Bild 12a)! Verschiebe dann die 10 Bausteine so,
daB Bild 12b entsteht!

Leicht wird es nicht sein!

Bild 12b

Bild 12a

L0
L0

nien weiterziehen, natiirlich immer nur auf freie Felder.
Sieger ist, wer mit seinen Knopfen die Grundstellung des
Gegners zuerst besetzt hat.

Eins-zwei-drei

Zwei Spieler erhalten je sechs Spielsteine in einheitlicher
Farbe. Diese kénnen nach rechts, links und nur vorwirts
bis zum nichsten Kreuzungspunkt geschoben werden,
um die gegeniiberliegende Seite zu erreichen. Ist ein
Kreuzungspunkt hinter einem Spielstein frei, muB er vom
Gegner iibersprungen werden. Jeder Spieler versucht, so-
viel Steine wie méglich vom Gegner zu bekommen und
die eigenen mit Geschick iibers Spielfeld zu bringen.
Das Spiel ist beendet, wenn einer der Mitspieler alle
seine noch vorhandenen Spielsteine ins gegeniiberlie-
gende Feld gebracht und zuerst die Dreierreihe, dann die
Zweierreihe usw. aufgebaut hat. Zuletzt werden die Spiel-
steine ausgezidhlt und der Sieger wird ermittelt.

Bild 9
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Computer — Algorithmus —
Algorithmische Spiele

Teil 1

Um Aufgaben einer bestimmten Art 16sen
zu kénnen, bendtigt ein Computer ein Pro-
gramm. Beim Aufstellen solch eines Pro-
gramms ist ein erster wichtiger Schritt das
Auffinden bzw. Formulieren eines entspre-
chenden Algorithmus.

Das Wort Algorithmus ist aus dem Namen
des groBen mittelalterlichen Gelehrten A/-
Hwarizmi abgeleitet, aber die groBe Bedeu-
tung dieses Begriffs wurde erst in der zwei-
ten Hilfte des 20.Jahrhunderts im Zusam-
menhang mit der Entwicklung der Rechen-
technik und der Informatik deutlich. Auch
in der Mathematik spielt dieser Begriff
eine wesentliche Rolle: Die mathematische
Algorithmentheorie grenzt an eines der
grundlegenden Gebiete der Mathematik
an — an die mathematische Logik. Aber
auch im alltiglichen Leben begegnet man
Algorithmen, etwa unter solchen Bezeich-
nungen wie Vorschrift, Rezept oder allgemei-
nes Liosungsverfahren.

Genauer kann man sagen:

Ein Algorithmus ist eine verstindliche und ex-
akte Vorschrift fiir den Ausfiihrenden, eine
endliche Folge von Tatigkeiten auszuiiben, die
auf das Erreichen eines festgelegten Ziels oder
auf die Lasung einer gestellten Aufgabe gerich-
tet sind.

Der Ausfiihrende des Algorithmus kann ein
Mensch oder eine Maschine (Computer,
Taschenrechner, Roboter) sein. Er muB fa-
hig sein, die Vorschrift zu verstehen und
die in ihr angewiesenen Titigkeiten auszu-
fiihren.

Beispiele fiir Algorithmen sind nicht nur
viele der geldufigen mathematischen Ver-
fahren, wie z. B. das schriftliche Multipli-
zieren von (endlichen) Dezimalbriichen
oder der Euklidische Algorithmus fiir die
Bestimmung des gré8ten gemeinsamen
Teilers zweier natiirlicher Zahlen, sondem
auch Kochrezepte, Hinweise fiir den
Durchgangsverkehr durch eine bestimmte
Stadt, viele Bedienungsanleitungen, Anlei-
tungen fiir die Benutzung eines Offentli-
chen Telefons im Selbstwdhlfernverkehr
und auch gewisse militirische Vorschrif-
ten. Jedoch ist nicht jede Vorschrift ein Al-
gorithmus. Oft ist eine Vorschrift zu unge-
nau und auch nicht verstindlich genug,
aus ihr geht nicht immer die konkrete Rei-
henfolge der Handlungen hervor. Dies trifft
etwa zu auf den iiblichen Befehl an einen
Kundschafter:

»2Handeln Sie je nach Lage der Dinge!“
Ein Algorithmus muB8 alle Situationen vor-
aussehen, die bei seiner Abarbeitung auf-

treten konnen, und fiir jede dieser Situatio-
nen anweisen, was zu tun ist.

Betrachten wir einige Beispiele von Aufga-
ben und Algorithmen fiir deren Ldsung:

Bestimmung des Restes
bei Division natiirlicher Zahlen

Aufgabe: Gegeben sind zwei natiirliche
Zahlen x und y, gesucht ist der Rest bei
Division von x durch y.
Erster Algorithmus:
(Ausfiihrende: Schiiler ab Klasse 3)
— Schreibe die Divisionsaufgabe x:y
auf!
- Dividiere schriftlich bis zur
Einerstelle!
— Nimm die letzte beim schriftlichen
Dividieren auftretende Differenz als
Losung der Aufgabe!

9734:37 =263
74
233
222
114
111
3 Rest3

Zweiter Algorithmus:

(Ausfihrende: Schiiler ab Klasse 1)

— Vergleich x und y!

— Wenn x < y, dann nimm x als Lésung
der Aufgabe!

- Sonst subtrahiere y von x, und merke
dir die Differenz!

—~ Wenn die Differenz kleiner als y ist,
so nimm sie als Losung!

— Sonst subtrahiere von der Differenz
nochmals y, und wiederhole das
solange, wie die nédchstfolgende
Differenz nicht kleiner als y ist!

— Nimm die letzte Differenz als Losung!

Diskussion : Der erste Algorithmus ldBt sich

kiirzer aufschreiben und fiihrt schneller

zum Ziel als der zweite. Er setzt jedoch
voraus, daB der Ausfliihrende das schriftli-
che Dividieren beherrscht, und kann des-

halb von Schiilern der Klassen 1 und 2

noch nicht ausgeflihrt werden. Aus.demsel-

ben Grund ist der zweite Algorithmus als

Grundlage fiir ein Computerprogrammm ge-

eigneter als der erste.

Der vorsichtige Roboter

Aufgabe: In der linken unteren Ecke eines
Schachbrettes steht ein kleiner Roboter.
Auf dem Schachbrett sind iiber einige Fel-
der Gruben ausgehoben worden. Die Gru-

ben gehen vom linken Rand des Schach-
bretts aus und erstrecken sich zusammen-
hingend iiber hochstens 7 Felder. Der
Roboter kann von einem beliebigen Feld
zu jedem Nachbarfeld, auf dem sich keine
Grube befindet, iibergehen, d. h. nach
oben, nach unten, nach rechts und nach
links, aber nicht diagonal.

il

==5

i

Wie gelangt der Roboter in die 8. Horizon-

tale, ohne in eine Grube zu fallen?

Erster Algorithmus:

(fir einen sehuntiichtigen Roboter)

— Gehe nach rechts, nach rechts, nach
rechts, nach oben, nach oben, nach
rechts, nach oben, nach oben, nach
rechts, nach rechts, nach oben, nach
oben, nach oben! Halt!

Zweiter Algorithmus:

(fir einen sehuntiichtigen Roboter,

der zdhlen kann)

— Gehe Tmal nach rechts, dann 7mal
nach oben! Halt!

Dritter Algorithmus:

(fir einen sehtiichtigen Roboter)

— Sieh nach oben!

— Wenn oben ein freies Feld ist, so tue
einen Schritt nach oben, und fiihre
dann wieder das erste Kommando aus!

- Sonst tue einen Schritt nach rechts,
und fithre dann wieder das erste
Kommando aus!

Diskussion: Der erste Algorithmus ist ein-
fach und gibt (beziiglich der Anzahl der
vom Roboter zu gehenden Schritte) eine
optimale Losung der Aufgabe, aber er ist
speziell auf die gegebene Lage der Gruben
auf dem Schachbrett zugeschnitten — bei
einer anderen Lage der Gruben kann der
Roboter in eine von ihnen hineinfallen.
Der zweite Algorithmus ist universell in
dem Sinne, daB er fiir ein beliebiges Sy-
stem von Gruben (das den Bedingungen
der Aufgabe entspricht) tauglich ist, aber er
liefert nicht immer die Losung mit der
kleinsten Anzahl von Schritten des Robo-
ters. Der zweite Algorithmus kann leicht
umgeschrieben werden fiir einen Roboter,
der nicht zéhlen kann: Man braucht nur
die Anweisungen nach rechts und nach oben
je siebenmal zu wiederholen.

Der dritte Algorithmus erméglicht es, die

achte Horizontale bei einem beliebigen (der

Aufgabe entsprechenden) Grubensystem

mit einer optimalen Schrittzahl des Robo-

ters zu erreichen, aber nach Erreichen der

8. Horizontale geht der Roboter evtl. noch

nach réchts, nimlich solange er noch nicht

in der rechten oberen Ecke des Bretts ange-
langt ist.

Fortsetzung siehe Seite 69!
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In freien Stunden - alpha-heiter

Aus: Trommel, Berlin

Mathematik-Lyrik

In Parchim Edes Schwester wohnt.

Sie liebt den kleinen Klaus.

Doch Anke Label hat ihn satt

und zog aus seinem Haus.

In diesem Verslein sind die Nachnamen von sechs
bedeutenden Mathematikern vergangener Zeit ver-

steckt. Wer findet diese Namen? .
Dr. R. Mildner, Sektion Mathematik
der Karl-Marx-Universitdt Leipzig

Exakt beobachten!

Welches Schwein hat sich im SchattenriB verewigt?
Aus: Troll, Berlin

Grand mit Vieren

Vier Freunde treffen sich monatlich zu ihrem Skat-
abend. Thre Spielergebnisse rechnen sie stets mit

1
Y Pf je Punkt ab. Ein Beispiel dafiir sieht so aus (re-

lative Differenz mit jedem anderen Spieler):

Jiirgen Jochen Dieter Helmut
+50 - 42 +110 - 14

+92 - 92 + 60 - 64

-60 -152 +152 + 28

+64 - 28 +124 —-124
+96:4 —272:4 +336:4 —160:4
+24 — 68 + 84 - 40 (P

Dieter meint: ,Warum so umstidndlich? Bildet die
Summe aus den vier Ergebnissen und subtrahiert
jeweils ihren 4.Teil von jedem einzelnen Ergebnis!“
Also:

1

$=+50-42+110 - 14 = 104, - § = +26.

64 - alpha, Berlin 20 (1986) 3

Und 5omit:
+ 50-26=+24,—42 - 26= —68,
+110—-26= +84, —14 —26= —40.
Zeige, daB diese Kurzrechnung immer gilt!
Ing. A. Kémer, Leipzig

Rund um die Zahl 1986

1. Wie oft wird jede der Ziffern 1, 9, 8 und 6 ange-
schrieben, wenn man alle Zahlen von 1 bis 1986
aufschreibt?

2. Bilde die Summe aller natiirlichen Zahlen von 1
bis 1986!

3. a) Schreibe die Zahlen 450, 529, 583, 608, 662,
716, 741, 795 und 874 so in ein Dreierquadrat, daB
ein magisches Quadrat entsteht! (Die waagerechten,
senkrechten und diagonalen Dreiergruppen ergeben
stets die gleiche Summe.)

b) Bilde aus den Zahlen 1, 9, 8 und 6 ein lateini-
sches Quadrat! (Schreibe in die freien Kistchen
eines Viererquadrates die Zahlen 1, 9, 8 und 6 so,
daB in keiner Zeile, in keiner Spalte und in keiner
Diagonale zwei gleiche Zahlen stehen!)

Suche alle Méglichkeiten!
Schuldirektor H. Forg, Schwaz (Osterreich)

Miinzen vertauschen

Lege die Minzen durch zweimaliges Vertauschen
so, daB in der oberen Reihe 0,55 Mark zuammen-
kommen und in der unteren 0,70 Mark! Bei einem
Vertauschen darfst du zwei Miinzen auswechseln,
die gemeinsam Nachbarmm in waagerechter oder
senkrechter Richtung sind.

BOE®
OlOIDIO)

Aus: ND



Tiddlyball

Tiddlyball ist ein Spiel flr drei Spieler. In jeder
Runde erhilt der Gewinner a Punkte, der Zweite
b Punkte und der Verlierer ¢ Punkte, wobei
a > b > ¢ positive ganze Zahlen sind.

Ein Spiel besteht aus mehreren Runden.

Xavier, Yvonne und Zachary spielen Tiddlyball und
der Endstand lautet: Xavier 20 Punkte, Yvonne
10 Punkte, Zachary 9 Punkte.

Yvonne gewann die zweite Runde.

Wer gewann die erste Runde und, wieviel Punkte er-

hielt Zachary in der letzten Runde?
Aus: Parabola, math. Schiilerzeitschrift
der Universitit von New South Wales

Schwarz oder Weil3?

Du sollst entscheiden, welche der beiden Farben —
Schwarz oder WeiB — innerhalb des Rechtecks die
groBere Fliche einnimmt. Aber bitte, rate nicht nur,
sondern begriinde (sich selbst gegeniiber) deine
Antwort!

Aus einer Knobelseite des ND, Berlin

4 2 / 1 + 3
7 N * V g
q PR 720 2 P
7. //
) " B
. % %
% 1
’ 2.
4 9 (J M
2 B %
28,
Dr. L. Flade

Waagerecht: Senkrecht:

Lose im Kopf! L&se mit Taschenrechner!
1.112 1. [(128 624 + 99 999)
3.42-102+ 92 *3+2]-18

2

6. 14° 2. {y1a6a1
89749 3.10- 2825761
9.3(yf64 + 16) 4.2200: 5?

2 4 . :
11.302+ 3 .
13,192 + 40 5.1099989:99

: 40986

15. 4121 13318

e, 10. Y3721 -1

18.802+6

12.3 4+ 10241234321

20. y361 . .

22 2524 132 14.234574:(399:21)

23,301 + 43 - 4 17.27*-211-3

) 104 19.110334:222

25.8765-10% + 4321 1. 62-12

23. /438416

24.1785:(5-17)

Kryptarithmetik

ABCDE DVE
+ BCDE DVE
+ CDE DVE
+ DE CTYRI
+ E DESET
AAAAA Aus der math. Schiilerzeitschrift

Rozhledy, Prag

Ein merkwiirdiger Dodekaeder

Was - kann nicht stimmen an dieser Darstellung
eines Dodekaeders (des von 12 regelmidBigen Fiinf-

ecken begrenzten reguldren Polyeders)?
Dr. W. Schmidt, Sektion Mathematik
der E.-M.-Arndt-Universitdt Greifswald

L

Ein fast unverlierbares Spiel

Wer zuerst 100 sagt, ist Sieger! Zwei Spielpartner A
und B sagen abwechselnd eine Zahl von 1 bis 10
und addieren sie zur vorher vom anderen Spielpart-
ner genannten Zahl. Beispiel: A beginnt mit 6; B:
6+8=14; A: 14+1=15; B: 15+10=25 usw.
Wer zuerst 100 sagt, ist Sieger.

Die Losungsstrategie ist folgende: Um mit Sicher-
heit mit der nidchsten Zahl auf 100 zu kommen,
mufB man auf 89 kommen, denn welche Zahl der
andere Spielpartner auch sagt, man gelangt immer
auf 100, denn die Summe der beiden gesagten Zah-
len ist immer 11. Um aber mit Sicherheit an 89 zu
kommen, muB3 man vorher auf 78, 67, 56, 45, 34,
23, 12 kommen. Die erste wichtige Zahl, auf die
man kommen muB, ist also die 12.

Beginnt man das Spiel selbst, so erreicht man das
immer, wenn man mit 1 beginnt, im nichsten
Schritt. Der ,,Gegner“ gewinnt also das Spiel nur in
dem einen Fall (vorausgesetzt, beide Partner ken-
nen den Losungsalgorithmus), wenn er mit 1 be-
ginnt. Deshalb nennen wir ein solches Spiel ein fast
unverlierbares Spiel. Dr. P. Knabe, TU Dresden

‘;\_ golAtai
Aus: NBI, El Solami, Berlin
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Der Herzberger
Quader

Wir setzen Wiirfelgruppen zusammen

Aus gleich groBen handelsiiblichen Wiirfeln
aus Holz oder Plaste sollen Spielsteine so
zusammengesetzt werden, daB die Flichen
aller Wiirfel zueinander parallel oder senk-
recht sind und aneinanderstoBende Wiirfel
eine gemeinsame Fliche haben. Um alle
Moglichkeiten zu erhalten, gehen wir syste-
matisch vor.

Mit zwei Wiirfeln gibt es genau eine Mog-
lichkeit (Bild 1).

Diesen Spielstein wollen wir Wiirfel-Zwil-
ling nennen und fiir ihn die Abkiirzung (2)
einfiihren.

17

Bild 1
Wiirfelzwilling (2)

(117

Bild 2a Bild 2b
Verzweigter Wiirfel- Unverzweigter
drilling Wiirfeldrilling
3 3)

Bei drei Wiirfeln hat man fiir eine Zusam-
mensetzung unter den gegebenen Bedin-
gungen genau zwei Moglichkeiten, die die
Bilder 2a und 2b zeigen. Wir geben den
Spielsteinen wieder Namen und fiihren
auch Abkiirzungen ein. Setzen wir nun
Spielsteine aus vier Wiirfeln zusammen.
Unser systematisches Vorgehen driickt sich
darin aus, daB wir an die beiden Spiel-
steine aus drei Wiirfeln einen vierten an-
setzen. Die Ergebnisse miissen auf ,Uber-
einstimmung“ (Kongruenz) gepriift wer-
den. Es ergeben sich weitere acht verschie-
dene Spielsteine, die das Bild 3 zeigt.

Wir geben ihnen wieder Namen, die an der
Anschauung orientiert sind und fithren
weitere Abkiirzungen ein.

Bild 3
Stange (S) Haken (H)
Auto (A) Platte (P) Treppe (T)

66 - alpha, Berlin 20 (1986) 3

5 & oA

Dreibein (D) Linke Rechte
Hand (L) Hand (R)

Die Bausteine sind in schriger Parallelpro-
jektion mit o =45° und gq= %,/2_ darge-

stellt. Auf kleinkariertem Papier kdnnen
sie schon von Schiilern der Klasse 4 nach-
gezeichnet werden. Es ist wichtig zu erken-
nen, daB die Bausteine Linke Hand und
Rechte Hand nicht durch Schiebung oder
Drehung ineinander iiberfiihrt werden kon-
nen. Die beiden Bausteine sind aber sym-
metrisch zueinander.

Wir setzen aus den Bausteinen
Quader zusammen

Aus diesen 11 Bausteinen, einem Zwilling,
zwei Drillingen und acht Vierlingen, zu de-
ren Zusammenbau man insgesamt 40 Wiir-
fel benotigt, wollen wir nun einen
(5,4, 2)-Quader zusammensetzen.
(5,4,2)-Quader bedeutet, der Quader ist
§ Wiirfel lang, 4 Wiirfel breit und 2 Wiirfel
hoch, so daB fiir seine Zusarmmensetzung
40 Wiirfel (5-4-2 = 40) gebraucht werden
(vgl. Bild 5).

Im Bild 4 werden zwei solcher Zusammen-
setzungen angegeben. Dazu zeichnet man
die beiden Schichten des Quaders und
kennzeichnet die Bausteine mit den Ab-
kiirzungen ihrer Namen. Solche Darstel-
lungen, die eine Zusammensetzung ein-
deutig festlegen, wollen wir eine ,LOsung“
nennen. Setze den Quader mit Hilfe des
Bildes 4 zusammen!

Bild 4
1.Losung
g . [ 3 [
g4 —L_s ah
L R T
o] L wir

untere obere Schicht

2. Losung

L [} R '
1 LU
L H k]
[ s l? [
untere obere Schicht

In dieser Form kénnen die 11 Spielsteine
(alle Wiirfel-Zwillinge. -Drillinge und
-Vierlinge) am einfachsten in einem Papp-
karton verpackt werden. In Zukunft wollen
wir den (5,4,2)-Quader HERZBERGER
QUADER nennen.

Aufgaben

4 1a Ermittle drei weitere Losungen fir
den Herzberger Quader, die von den angege-
benen verschieden sind!

Losungen heiBen verschieden, wenn die

Korper nicht durch Schiebung, Drehung
oder Spiegelung auseinander hervorgehen
kdnnen.

In den folgenden Aufgaben wollen wir den
Herzberger Quader aus Teilquadern zusam-
mensetzen. Dabei sollen stets die verschie-
denen 11 Bausteine verwendet werden.

A2aA Setze den Herzberger Quader aus
zwei (5,2)-Quadern zusammen, so wie es
die Bilder 5a, b, ¢ zeigen!

Bild 5a
(5,2,2)-Quader

Bild 5a+5b=>5c¢

Bild 5b
(5,2,2)-Quader

Herzberger Quader

Im Bild 6a und 6b werden zwei Losungen
dafiir angegeben.

Setze die Teilquader zusammen und
schiebe sie zum Herzberger Quader zusam-
men!

Bild 6a: 1. Losung

L L
P P ==
[_ 1 [*]=
s L—‘ [ .
T bl
H N E AR
[} D 3 3
unten oben unten oben
‘Bild 6b: 2. Losung
3 R []
T A
L [i] D T]
unten oben unten oben

Al a Setze den Herzberger Quader aus
(1) einem (4,4,2)- und einem
(4,1, 2)-Quader
(2) einem (4,2,2)- und zwei
(3,2,2)-Quadern zusammen!
In den Bildern 7, 8 und 9 werden je eine
Losung angegeben.

Bild 7:
Eine Losung fir die Zusammensetzung
des Herzberger Quaders aus einem (4,4, 2)-

und einem (4, 1, 2)-Quader
-

peayoEa:
|

5 []
oben u. o.

A o Al o




Bild 8:

GrundriB des Herzberger Quaders,
zusammengesetzt aus einem (4,2, 2)- und
zwei (3,2,2)-Quadern

I

I
»—-ﬁ— 4+ -
+
.
|
IL,
1

Bild 9:

Losung fiir eine Zusammensetzung des
Herzberger Quaders aus einem (4, 2, 2)-
und zwei (2,2,2)-Quadern

| ! Il P pl2

| I A

T H $ 2] [T E 3
—”_l u. 0. u. 0.
unten oben

A4 a Versuche andere Losungen zu fin-
den! ,

A 5a Ermittle weitere Moglichkeiten,
den Herzberger Quader aus Teilquadern zu-
sammenzusetzen!

A6A Setze aus diesen Teilquadern Kor-
per zusammen, und versuche diese auch
»im Verbund“ zusammenzusetzen!

Aus den Teilquadern (4,2,2) und (3,2,2)
konnen auch andere Kérper zusammenge-
setzt werden.

Das Bild 10 zeigt einige Bauwerke.

Bild 10:
Korper, zusammengesetzt aus einem
(4,2,2)- und zwei (3,2,2)-Quadern

Bauwerk 1

Bauwerk 2

Bauwerk 3

Bauwerk 4

Bauwerk 5

Bauwerk 6

Im Bild 11 ist eine Losung fiir das
Bauwerk 1 des Bildes 10 ,,im Verbund“
dargestellt.

L[_lR

untere Schicht

5
T [a] o

H H | »
L ] R] T [ A l )
mittlere Schicht

a ’
2

3

obere Schicht

Ldsung zur Aufgabe Ao 54
Es gibt noch weitere sechs Moglichkeiten,

den Herzberger Quader aus Teilquadern
zusammenzusetzen.

4. Fall 5. Fall

4.Fall: Zusammensetzung aus einem
(4,3,2)- und einem (4,2, 2)-Quader
5.Fall: Zusammensetzung aus einem
(5,3,2)- und einem (5, 1,2)-Quader

6. Fall 7. Fall

6.Fall: Zusammensetzung aus zwei
(4,2,2)- und einem (4, 1, 2)-Quader
7.Fall: Zusammensetzung aus je einem
4,2,2)-, (3,3,2)- und (3,1,2)-

Quader

8. Fall 9. Fall

8.Fall: Zusammensetzung aus je einem
(5,1,2)-, (3,3,2)- und (3,2,2)-

Quader

9.Fall: Zusammensetzung aus je einem
5,1,2), (4,3,2)-und (3,1,2)-

Quader

G. Schulze

Zahlen, Zahlen

Priife mit dem SR 1!

Weil der Schulrechner einfach zu bedienen
ist und schnell rechnet, kann man ihn
manchmal benutzen, um in der Presse oder
in Biichern angegebene Zahlenwerte und
die Ergebnisse von damit durchgefithrten
Berechnungen zu iiberpriifen. Druckfehler
schleichen sich nidmlich gelegentlich ein
und ein Autor ist vor Rechenfehlern nicht
ginzlich gefeit. Das kann (zum Gliick sel-
ten) auch in der alpha passieren. Im
Heft 1, 1986, S. 11 habt ihr erfahren, daB
Bambus bis zu 40cm pro Tag wachsen
kann. Die Wachstumsgeschwindigkeit von
Pilzen ist mit 2-10"7 m/s angegeben, die
von Bambus mit 4,5-10~% m/s. Berechnet,
wievielmal Pilze schneller wachsen als
Bambus!

Ihr kommt auf den Faktor 4,4 (gerundet),
folglich miiBten diese Pilze ungefihr
1,78 m je Tag wachsen. Bevor ihr euch auf-
macht, diese Wunderpilze zu sammeln,
laBt uns die Zahlenwerte mit dem Schul-
rechner iiberpriifen!

Wenn Bambus wirklich in 1s um
4,5-10"%*m wichst, so wird es an einem
Tag (gleichmidBiges Wachstum wird hier
angenommen) um /=4,5-36:24-10"°m
groBer. Aufmerksamkeit ist bei der Ein-
gabe des letzten Faktors in den SR 1 gebo-
ten!

Ihr erhaltet als Ergebnis [~ 3,9 mm. Set-
zen wir aber voraus, dal Bambus 40 cm pro
Tag wichst, so ist die Wachstumsgeschwin-
digkeit

_ 0,4

"~ 24-60-60

Welche Annahme richtig ist, kann die Ma-
thematik nicht entscheiden! Herr Dr. Witt
von der Sektion Biologie der Universitit
Greifswald hat mehrere Jahre in der SR
Vietnam wissenschaftlich gearbeitet. Er
versicherte uns, daB Bambus unter giinsti-
gen Bedingungen in der Tat 40 cm am Tag
wachsen kann. Daher ist die Wachstumsge-
schwindigkeit auf 4,6-10~m/s zu korri-
gieren!

v =46-10"¢m/s.

W, Schmidt
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XXV. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR

Losungen zu Aufgaben
der Kreisolympiade, Teil 1

Olympiadeklasse 5

250521 a) In einem (4 X 4)-Felderbrett,
sind insgesamt
16+9+4+1=30
Quadrate enthalten.
b) In einem (5 x 5)-Felderbrett sind insge-
samt
25+16+9+4+1=55
Quadrate enthalten.
c) In einem (8 X 8)-Felderbrett sind insge-
samt
64+49+36+25+16+9
+4+1=204
Quadrate enthalten.

250522  Als ersten begriit Franz Freund-
lich denjenigen Kollegen, der als erster
nach 8.00 Uhr in Knobelhausen abgefah-
ren ist; als letzten denjenigen, der als letz-
ter vor 12.00 Uhr in Knobelhausen abfihrt.
Also begriiBt er alle diejenigen Kollegen,
die zu einer der folgenden Zciten in Kno-

belhausen abfahren:
8.10, 8.25, 8.40, 8.55,
9.10, 9.25, 9.40, 9.55,
10.10, 10.25, 10.40, 10.55,
11.10, 11.25, 11.40, 11.55 Uhr.

Das sind insgesamt 16 Kollegen.

250523 a) Die folgenden Verteilungen er-
fiilllen die Bedingungen (1) und (2):

030 121 212 303
33221100
030 121 212 303

b) Fiir jede Verteilung der geforderten Art
gili: Wenn auf einer Ecke genau x Dame-
steine liegen, dann nach (1) auf jeder Ecke.
Wenn ferner auf einer Seite auBer den 2 - x
Damesteinen, die auf beiden Endpunkten
liegen, noch genau y.Damesteine vorhan-
den sind, dann gilt das nach (2) auf jeder
Seite mit derselben Anzahl y.

Daher sind insgesamt 4-x + 4-y Dame-
steine verteilt, also ist

4-x+4-y=12,
4-(x+y)=12,
x+y= 3.

Dies kann aber mit den Anzahlen x und y
nur durch

0+3=3,1+2=3,2+1=3
oder3+0=3

erfiillt werden. Daher kann es nur die vier
in a) genannten Verteilungen geben.

68 - alpha, Berlin 20 (1986) 3
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250622 1. Wenn vier Zahlen die geforder-

ten Eigenschaften haben und dabei ¢ das
in (2) genannte Ergebnis ist, so ist

e — 4 die erste Zahl,

e — 3 die zweite Zahl,

e + 2 die dritte Zahl,

e + 1 die vierte Zahl.

Nach (1) gilt daher
e—4+e-3+e+2+e+1=60,

4e —4 =60,
4e =64,
e=16;

also lauten die vier gesuchten Zahlen:
12, 13, 18, 17.
I1. Fiir die Zahlen gilt

12+ 13+ 18 + 17 = 60,
also ist (1) erfiillt, und es gilt
12+4=16,13+3=16,18 —2 =16,
17 -1 =16, also ist (2) erfullt.

250623 D G c
a)

b) Die Strecken EG und FH zerlegen das
Quadrat ABCD in vier inhaltsgleiche Qua-
drate. Jedes dieser Quadrate wird durch die
eingezeichnete Diagonale in zwei (gleich-
schenklig-rechtwinklige) inhaltsgleiche
Dreiecke zerlegt.

Das Quadrat ABCD ist aus acht solchen
Dreiecken zusammengesetzt, die Fliche
EFGH aus vier solchen Dreiecken, ihr Fli-
cheninhalt ist daher halb so groB wie der
von ABCD. Wegen 14-14 = 196 hat ABCD
den Flicheninhalt 196cm?  Wegen
196:2 =98 hat somit EFGH den Flachen-
inhalt 98 cm?.

250624 a) Die in den folgenden Tabellen
genannten Verteilungen erfiillen alle ge-
stellten Bedingungen; denn bei diesen Ver-
teilungen bekommt jedes der drei Kinder
genau 7 Flaschen und. soviel Limonade,
1
2
sichtlich, daB jeweils 7 volle, 7 halbvolle
und 7 leere Flaschen verteilt werden und
daB fiir die Anzahlen der an Anke, Bernd
und Claudia verteilten vollen Flaschen
3z3=21bzw. 3222z 2gilt.

wie in 3= Flaschen paBt. AuBerdem ist er-

voll  halbvoll leer
A 3 1 3
B 3 1 3
C 1 5 1
voll  halbvoll leer
A 3 1 3
B 2 3 2
C 2 3 2

b) Fiir jede Verteilung, die die geforderten

Bedingungen erfiillt, gilt: Da 21 Flaschen
7 21

und der Inhalt von 7 + 75 Flaschen

Limonade zu verteilen sind, bekommt je-

des Kind 7 Flaschen und den Inhalt von 2

= 3—;— Flaschen Limonade. Daher folgt wei-

ter: Anke konnte hochstens 3 volle Fla-
schen erhalten, da sie sonst mehr Limo-
nade bekommen wiirde, als in 3% Fla-
schen paBt. Anke kann aber auch nicht
weniger als 3 volle Flaschen erhalten, weil
dann eines der beiden anderen Kinder von
den verbleibenden mindestens 5 vollen
Flaschen mehr Flaschen bekommen miiBte
als Anke.

Also mufl Anke genau 3 volle Flaschen er-
halten. Als einzige Moglichkeiten, die rest-
lichen 4 vollen Flaschen so zu verteilen,
daB von ihnen Anke nicht weniger als
Bernd und Bernd nicht weniger als Claudia
bekommt, ergeben sich die Verteilungen
gemiB 4=3+1 und 4=2+2 (Spalte
,voll“ der obigen Tabellen).

Aus den Anzahlen der vollen und halbvol-
len Flaschen, die jedes Kind erhilt, ergibt
sich schlieBlich eindeutig, wieviel leere
Flaschen es bekommen muB, um insge-
samt 7 Flaschen zu erhalten (Spalte
Hleer®).

Damit ist gezeigt, daB nur die beiden in a)
angegebenen Verteilungen alle Bedingun-
gen der Aufgabe erfiillen.



Olympiadeklasse 7

250721 Wire Kerstins erste und zweite
Aussage falsch und die dritte wahr, dann
. hiitten Birgit und Cornelia eine 2, was der
Voraussetzung widerspricht, dal die drei
Schiilerinnen unterschiedliche Noten ha-
ben. Wire Kerstins erste und dritte Aus-
sage falsch und die zweite wahr, dann hitte
Annett eine 1, Birgit und Cornelia keine 2,
was der Voraussetzung widerspricht, da
die Note 2 erteilt wurde.
Damit bleibt nur noch die Moglichkeit:
Kerstins zweite und dritte Aussagen sind
falsch, und die erste Aussage ist wahr. Das
fithrt auf die Notenverteilung: Birgit 2, An-
nett (daher keine 2 und auch) keine 1, also
Annett 3; und folglich Cornelia 1. Damit
sind die Noten eindeutig ermittelt.

250722 Fir den ersten Quader gilt:
Seine  ldngere  Grundkante  betrigt
a;=12cm, seine kiirzere Grundkante
b, =6 cm. Sein Volumen ist V; =216 cm?;
wegen 216:(12-6) = 3 betrigt seine Hohe
daher A, =3 cm.
Fiir den zweiten Quader gilt:
Seine  ldngere  Grundkante  betrigt
a,=14cm, seine kirzere Grundkante
b, = 5cm und seine Héhe h, = A, =3 em.
Der Oberflicheninhalt des ersten Quaders
betrdgt somit
Ay =2(12-6cm?+ 123 cm?

+3-6cm?) =252cm?.
Der Oberflicheninhalt des zweiten Qua-
ders betrigt
A;=2(14-5cm? + 14 -3 em?

+5-3cm?) =254cm?.
Die Differenz der Oberflicheninhalte der
beiden Quader betrigt somit 2 cm?.

250723 Es seien D, E bzw. F die FuB-
punkte der zu A, B bzw. C gehdrenden Ho-
hen, ferner sei ABC=pf, xACB =y. Da
das Dreieck ABC bei A stumpfwinklig ist,

also bei B und C spitze Innenwinkel hat, .

liegt D auf der Seite BC, wihrend E, F und
H auBerhalb des Dreiecks liegen (siehe
Bild).

F|' -—A/ : B8
vy
rd
e
cd
HY

Hiernach gilt x DCH = A FCB. Ferner ist,
da D und F HoéhenfuBpunkte sind, x CDH
= xCFB=90°. Folglich stimmen die
Dreiecke CDH und CFB in zwei Innenwin-
keln iiberein; nach dem Innenwinkelsatz
gilt daher auch X DHC = A FBC. Wegen
der Lage von F ist hierbei 5 FBC = 5 ABC
= f; damit ist

XDHC=p§
bewiesen.
Entsprechend beweist man durch Betrach-
tung der Dreiecke BDH und BEC

5DHB=1y. ()
SchligBlich gilt wegen der Lage von D zwi-
schen B und C die Gleichung

XBHC= xDHB + x DHC

1

und somit nach (1) und (2)
ABHC=p+y,w.z.b.w.

250724 a) Aus den Ziffern 2, 7, 9 lassen
sich genau die folgenden sechs dreistelli-
gen Zahlen bilden, die jede dieser Ziffern
genau einmal enthalten:

279, 297, 729, 792, 927, 972.
Die Summe dieser sechs Zahlen betrigt
3996. Wegen 3996 =36-111 ist diese
Summe durch 111 teilbar.
b) Es seien a, b, ¢ drei paarweise verschie-
dene Ziffern, unter denen sich nicht die
Ziffer 0 befindet. Dann lassen sich genau
die folgenden sechs dreistelligen Zahlen
bilden, die jede dieser Ziffern genau ein-
mal enthalten:

100a + 10b + ¢, 100a + 10c + b,

1006 + 10a + ¢, 1006 + 10¢c + a,

100¢ + 10a + b, 100c + 10b + a.
Die Summe dieser sechs Zahlen betrigt

222a + 2225 + 222c. 1)
Wegen 222 =2-111 ist jede der drei Zah-
len 222a, 222b, 222c¢ durch 111 teilbar,
mithin auch ihre in (1) genannte Summe,
w.z.b.w. Fortsetzung erfolgt in Heft 4/86.

Fortsetzung von Seite 63.

Wir bemerken noch folgendes: Im dritten
Algorithmus setzen wir voraus, da8 bei Un-
moglichkeit der Ausfilhrung einer Anwei-
sung (im vorliegenden Fall der Anweisung
Schritt nach rechts vom Feld h8 aus) der Ro-
boter die Arbeit einstellt. Wenn dies nicht
zutrifft, 1duft sich der Roboter tot. Er tritt
auf dem Feld h8 hin und her und versucht
erfolglos, das erste, zweite und dritte Kom-
mando auszufiihren, dann wieder das erste,
zweite ...

Aufgaben
A la Beschreibt einen Algorithmus fir

das Kiirzen von Briichen % (a,be N)!

A2 a Beschreibt einen Algorithmus fur
die Division und einen Algorithmus fiir die

Addition zweier gebrochener Zahlen %

und % (a,b,c,d € N)! Ergebnis soll ein
nicht kiirzbarer Bruch sein!

A3 a Auf einem Schachbrett sind auf
irgendwelchen Feldern Gruben gegraben,
die nicht Giberschritten werden kénnen.
Beschreibt einen Algorithmus fiir den
Marsch eines Roboters von der ersten Ho-
rizontalen zur letzten

a) unter der Voraussetzung, daB ein Weg
existiert, )

b) im allgemeinen Fall, wobei Marsch un-
méglich ausgegeben wird, falls die Aufgabe
keine Losung, hat!

A4 a Unser Roboter hat das Bergsteigen
gelernt. Auf dem Schachbrett sind auf je-
der der ersten sieben Horizontalen bis zu
7 Felder schraffiert, die zusammenhingend
vom rechten Rand ausgehen. Sie bilden
zusammen einen Berg.

Wie erklimmt der bergsteigende Roboter
den vorliegenden Berg?

A. P. Jerschow, aus Quant 9, Moskau

Losungen

Losungen zu: Sprachecke

ala Die Zahl 16 ist die kleinste ganze
Zahl groBer als 1, die gleichzeitig eine
Quadratzahl und eine 4. Potenz von zwei
verschiedenen ganzen Zahlen ist: 16 = 42
und 16 = 24,

Kannst du die zwei kleinsten positiven
ganzen Zahlen ermitteln, die gleichzeitig
das Quadrat und die dritte Potenz von zwei
verschiedenen ganzen Zahlen sind?
Uberlege genau! Man kann eine einfache
Regel finden, die zur richtigen LGsung
fiihrt.

Losung: Um eine Quadratzahl und eine
dritte Potenz zu sein, muB jede Zahl eine
6. Potenz sein. Eine Zahl ist 26 =64 = 82
=43 und die andere Zahl ist 3%=729
=27=93,

A2 a Ineiner Bibliothek sind drei Binde
einer Enzyklopddie der Reihe nach aufge-
stellt.

Jeder Band hat eine Stirke von 8,6 cm, und
zwar 8 cm fiir die Innenseiten und zweimal
3 mm fir die beiden Einbénde.

Ein schrecklicher kleiner Blicherwurm fri3t
einen Tunnel von der ersten Seite des er-
sten Bandes bis zur letzten Seite des drit-
ten Bandes.

Wie lang ist dieser Tunnel?

Lasung: Die erste Seite des ersten Bandes
ist laut Zeichnung ganz rechts und die
letzte Seite des dritten Bandes links. Dem-
zufolge ist der Tunnel 3mm + 8,6cm
+3mm=9,2cm lang.

A3a Man kann einen Wiirfel mit der
Kantenldnge 1 cm nicht mit einem zusam-

menhédngenden  Streifen  Papier von
1 cm X 6 cm bekleben, ohne Schnitte anzu-
bringen.

Kann man aber den Wiirfel mit einem Pa-
pierstreifen von 1cm X 12 cm doppelt be-
kleben?

Lésung: Bild 1a zeigt einen Streifen von
lcm X 12 cm. Faltet man diesen Streifen
lings der gestrichelten Linien, so erhilt
man einen doppelten zickzackfGrmigen
Streifen, wie er im Bild 1b dargestellt ist.

ZANEN s/
/\\\//’l

~
N 7/ N N\ 4
1r\\\// N

Bild 1a
Bild 1b

RN =X
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Mit diesem Streifen kann der Wiirfel wie
in Bild 1¢ beklebt werden.

A4a Drei Schulfreunde kauften 14 Pi-
roggen, wobei Kolja halb so viele wie Witja
und Shenja mehr als Kolja, aber weniger
als Witja kaufte.

Wie viele Piroggen kaufte jeder?

Lasung: Kolja: 3; Witja: 6; Shenja: 5

Lésungen zu:
In freien Stunden - alpha-heiter

Mathematik-Lyrik

In der Reihenfolge des Textes waren ver-
steckt: Archimedes (von Syrakus, etwa 287
bis 212 v.u.Z.), Lie (Sophus, 1842 bis
1899), Klein (Felix, 1849 bis 1925), Hankel
(Hermann, 1839 bis 1873), Abel (Niels
Henrik, 1802 bis 1829) und Gauss (Carl
Friedrich, 1777 bis 1855).

Exakt beobachten!
Bild 3 ist identisch.

Grand mit Vieren

Sind a, b, ¢, d die 4 Ergebnisse der Spieler
A, B, C, D, so ergibt sich z. B. fur
A(a-b)+t(a—c)t(a—d)
=3a-b-c—d.
Oderda—a—b—-—c—d=4a- S,

mit S=a+b+c+d.

A: (4a—S):4=a—£.

4
Rund um die Zahl 1986
1. 1 9 8 6
alsE 199 198 198 199
als Z 200 190 197 200
als H 200 187 200 200
alsT 987 0 0 0
Zus. 1586 575 595 599
2. 1+ 2+ ...+ 1985+ 1986 +
1986 + 1985 + ... + 2+ 1

1987 + 1987 + ... + 1987 + 1987
(1986 Summanden)
1987 - 1986 : 2 =1973091

3.
a) 583 874 529 b) 1986 od. 1986

608 662 716 8619 6891
795 450 741 6891 9168
9168 8619
Miinzen vertauschen
Nach dem 1. Tausch:
oben -50 10 20 20;

unten~ 5 10 5 5.
Nach dem 2. Tausch:

oben - 5 10 20 20;
unten - 50 10 S 5.
Tiddy ball

1. Durch systematisches Probieren findet
man a = 8, b =4 und ¢ = 1. Xavier gewann
die erste Runde und Zachary erhielt in der
letzten Runde 4 Punkte.

2. Vollstindige Losung mit ausfihrlichen
Begriindungen:

Im Spiel wurden insgesamt 20+ 10+ 9
= 39 Punkte vergeben, davon a + b+ ¢ in
jeder Runde. Alsoista + b+ ¢=13,undes
wurden 3 Runden gespielt. (a+b+c=3
und 13 Runden verstGBt gegen a > b > c.)

70 - alpha, Berlin 20 (1986) 3

Aus a+b+c=13 und a> b > c ergeben
sich genau folgende Moglichkeiten:

a 10 9 8 8 7 7 6 6

b 2 3 43 5 4 5 4

¢ 111 2 1 2 2 3

Xavier hat im giinstigsten Falle zweimal
gewonnen und ist einmal Zweiter gewor-
den, also ist 20 £2a + b < 3ag und damit
a > 6. Yvonne hat in der zweiten Runde «
Punkte erhalten und hat in den beiden an-
deren Runden mindestens 2 Punkte erhal-
ten, also ist ¢ + 2 = 10 und damit a < 8.
Ist @ =7, so hat Yvonne in zwei Runden
zusammen drei Punkte erhalten, al;o gilt
b =2 und ¢=1. Dies ist aber nicht mog-
lich, da a + b + ¢ nur 10 ergibt.

Ist a = 8, so hat Yvonne in zwei Runden
zusammen zwei Punkte erhalten, also gilt
¢ =1 und es folgt b =4.

Damit gewann Xavier die erste Runde, und
Zachary “erhielt in der letzten Runde
4 Punkte.

Schwarz oder Weif3?

In elf Rechtecken nehmen Schwarz und
WeiB die gleiche Fliche ein. Nur im mitt-
leren der unteren drei Rechtecke wird die
Frage entschieden. Es besteht aus zwei
Quadraten mit weiBer Kreisflache.

Im Quadrat ist die weiBe Kreisfliche gro-
Ber als die schwarze Restfliche. Also ist
insgesamt die weiBe Fliche grofer.

Kreuzzahlritsel
AEE A+ 8]e]
2 1196 8|1
3|69 0|4 1
4]0 |4 191 1
5 2|aloln i
slul3]6 1{9
AR 1072
8|76 fs|af3|2f4

Kryptarithmetik

52487 + 2487 + 487 + 87 + 7= 55555
365 + 365+ 365 +29714 =30809
(zwei + zwei + zwei + vier = zehn)

Ein merkwiirdiger Dodekaeder

:Es ist unmoglich, daB zwei verschiedene
Fiinfecke mehr als eine Kante gemeinsam
haben. So koénnte er aussehen:

LD

Lésungen zu: Ein rundes Dutzend

Berechnungen mit dem SR 1 auf drei

giiltige Ziffern (r=1)
RN /Y0 )
2 2 2

=0,571

Ala (m—2)
18.2%

Ala %TI'I‘Z* 1,57 50%

‘/3_ 2 r z_r2>
Ala 4r+rr<7)—4(\/3_+rr)
~122 388%
2
ada 2n(2i> =§r2a1,57 50%
ASaA rr(—r>2— 2r 2— ﬂ_l 2
2 2 ) \4 2)’
~0285 9,08%
PR ﬁz
AbA r 3r 2 4 r
2 3
=<T”—§>r2~1,23 39,1%

T3 - 3@(\/3_ ry
_ 3<1 _3%3
2 4

@(ﬁ -n(3)

ATaA

)r2 ~0,815 26,0%

ASa

16,3%

4
2 3 r\?
n(;’) + n(‘/—_ﬁ> =2~ 0,785

4

A9a

66%%

i

anta il s Lnifay
V3 ry:
- .Y —
v o)
=(%ﬂ—§)r’==l,53 48,7%

1 V3

1, 2 2
AIZAFTU +?1rr 4r

- (l - ﬂ)rz =114 362%

274

Losung zu:

Ebene Figuren gleichen Umfangs
mit gréBtem Flicheninhalt

Heft 1/86

Steiners Konstruktion beweist nur: Keine
andere geschlossene ebene Kurve als der
Kreis kann die geforderte Maximaleigen-
schaft haben. Er hat einen Beweis fiir den
Satz ,Unter allen ebenen Figuren von glei-
chem Umfang hat der Kreis den groften
Inhalt“ nur unter der Voraussetzung gege-
ben, daB es iiberhaupt eine Figur gibt, die
unter allen betrachteten den groBtmogli-
chen Inhalt hat. Da diese Voraussetzung
aber ihrerseits eines Beweises bedarf (und
darin besteht - wie sich zeigte — die
Hauptschwierigkeit), muB also Steiners Be-
weis ergdnzt werden.

Steiner bewies nur: Eine geschlossene
nicht kreisformige Kurve kann nicht von
allen ebenen geschlossenen Kurven den
groBten Flicheninhalt umgrenzen. Gezeigt
werden muB iberdies: Fiir den Kreis wird
das Maximum des Flicheninhalts solcher
Kurven wirklich erreicht. (Der Beweis ge-
lang erst 1882.)



Losungen zum alpha-Wettbewerb
Heft 6/85

Ma 5m2608 Wir rechnen 21 + 3 = 24;
24:3=8,2-8=16; .

der AG gehorten anfangs 8 Jungen und
16 — 3 = 13 Midchen an.

Ma5m2609 Der Vorgidnger von 1985
lautet 1984. Die Hilfte von 1984 ist 992.
Wegen 31-32 =992 lauten die beiden ge-
suchten Zahlen 31 und 32.

Ma5m2610 Es sind insgesamt 11 Wege,
und zwar die folgenden:

ABCDE, ABDE, ACBDE, ACDE, BACDE,
BCDE, BDE, CABDE, CBDE, CDE, DE.

Ma5m2611 60:4=15; es ist zu vermu-
ten, daB die vier aufeinanderfolgenden ge-
raden Zahlen 12, 14, 16, 18 lauten. Die
Probe 12 + 14 + 16 + 18 = 60 bestitigt die
Vermutung.

Ma5m2612 90min= 1%h; in l%h legt
der Trabant (80 + 40) km = 120 km zurick.
In der gleichen Zeit legt das Moped (60
+ 30) km = 90 km zuriick. 120 km — 90 km
=30 km. Fiir diesen Riickstand von 30 km
benétigt das Moped 30 min; das sind mehr
als 25 min. Deshalb wird der Mopedfahrer
den Trabantfahrer nicht mehr auf dem
Rastplatz C antreffen.

Ma5m2613 Wegen x-y =10 gilt

10-z =170, also z = 7 und somit x =2 und
y=135.

Ma6m2614 Dask.g.V. der Zahlen 36, 48
und 54 jst 432. Nun gilt 1000432 . 2
< 4000. Daraus folgt z gleich 3,4,5,6,7, 8
oder 9. Folgende vierstellige natiirliche
Zahlen erfiillen die gestellten Bedingun-
gen: 1296, 1728, 2160, 2592, 3024, 3456
und 3888.

Ma6m2615 Eine Zahl ist durch 24 teil-
bar, wenn sie durch 8 und durch 3 teilbar
ist. Die gesuchten vierstelligen natiirlichen
Zahlen haben in der dekadischen Schreib-
weise die Form x22y. Da 1000 durch 8
teilbar ist, braucht man nur die Zahl 22y
auf ihre Teilbarkeit durch 8 zu untersu-
chen. Nur 224 ist durch 8 teilbar. Die
Quersumme von x224 ist x +2+2+4=x
+ 8. Nur fiir x gleich 1, 4 oder 7 ist die
Quersumme durch 3 teilbar. Die gesuchten
Zahlen sind 1224, 4224 und 7224.

Ma6m2616 Jede Seitenhalbierende
eines Dreiecks zerlegt das Dreieck in zwei
flichengleiche . Dreiecke. Darum gilt
Aarc=Aape bZW. A+ Ay + A= A+ A
+ A, also A;=A;. Analog dazu gilt
A=A, und A4;= A, Es gilt aber auch
A;=4A,, also A4,=A4;=A4; und wegen
Ays=As auch A, = A;= A,. Daraus folgt
schlieBlich A,=A4A;,=A;=A,=A;= A,

=18cm?:6 =3 cm?. Folglich besitzt das
Viereck AFPE einen Flicheninhalt von
2-3cm?=6cm?.

Ma6m2617 Angenommen, Anneit ist
n Jahre alt; dann ist Dorit (n + 5) Jahre,
die Mutter 4 - n Jahre, der Vater (n + 4 - n),
also 5-n Jahre alt, und es gilt n + (n +5)
+4n+57=93, 1ln+5=93, 11n=188,
n = 8. Annett ist 8, Dorit 13, die Mutter 32,
der Vater 40 Jahre alt.

Ma6m2618 Der Winkel CBD hat die
GroBe 180°— 8 =180°—50°=130°, der
Winkel CBE somit die GroBe 130°:2
=65°. Nun gilt

o_ (L. 1
=180 (2 at q,)

=180° — (30° + 50° + 65°) = 35°.

"Ma7m2619 Es soll gelten

1. x_1

s <1713

Daraus folgt 17-1<4-x und 3-x<17-1
bzw. x =25 und x <35, also x = 5. Die ge-
brochene Zahl % erfiillt die Bedingungen.
Ma7m2620 Angenommen, Paul ist
5x Jahre, sein Bruder Ralf 4y Jahre alt.
Dann ist seine Mutter (S5x + 20) Jahre alt.
Nun gilt Sx+ (5x +20)+4y +35=289,
10x +4y =134, 5x+2y=17. Wegen der
einschrinkenden Bedingung 5x > 4y exi-
stiert genau eine LOsung, ndmlich x =3
und y =1. Paul ist 15 Jahre, sein Bruder
Ralf 4 Jahre, seine Mutter 35 Jahre alt.

Ma7m2621 Angenommen, es sind x
10-Pf-Miinzen, also (109 — x) 20-Pf-Miin-
zen; dann gilt 10x + 20- (109 — x) = 1330,
also x =85. Die Sparbiichse enthilt
85 Miinzen zu 10 Pf und 24 Miinzen zu
20 Pf.

Ma7m2622 Angenommen, Herr Schulz
wurde im Jahre 19ab geboren; dann gilt
1984 — (1900 + 10a+ b)=4-(1+9+a
+b), 84—-10a-—b=40+4a+ 4b,
+5b=44.

Diese Gleichung wird unter den einschrin-
kenden Bedingungen nur fiir ¢ =1 und
b = 6 erfiillt. Herr Schulz wurde im Jahre
1916 geboren.

l4a

Ma8m2623 Angenommen, es wurden
x Tische und y Stiihle geliefert; dann gilt

113x + 51y = 4190,
51y=82-51+8-102x—11x,
11x~-8

51
Nur fiir x = 10 und somit fiir y = 60 exi-
stiert eine positive ganzzahlige Losung. Es
wurden 10 Tische und 60 Stiihle geliefert.
Probe: 10-113 M = 1130 M;
60-51 M = 3060 M; zusammen 4190 M.

Ma 8 w2624 Es seien v, m, s, t die natiir-
lichen Zahlen, die jeweils das Alter von
Vater, Mutter, Sohn und Tochter bedeuten.

y=82-2x~—

Dann gilt

1) v+tm+s+it=111,

) m+s—1l=v+1,

3) v =4t und
4 m-—1=4(¢-1).

Aus (4) folgt (4)": m =41 - 3 und
aus (2) folgt 2):s=v+1+1-"m.

Nun setzen wir (3) und (4)’ in (2)’ ein und
erhalten

@) s=4t+t+1-41t+3

bzw. s=t+4.

AnschlieBend setzen wir (2)”, (3) und (4)’
in (1) ein. Wir erhalten
D:4t+4r-3+¢t+4+ =111

bzw. t = 11.

Durch weiteres Einsetzen folgen nun
s=15 v=44 und m =41. Der Vater ist
44 Jahre, die Mutter 41 Jahre, der Sohn
15 Jahre und die Tochter 11 Jahre alt.

Ma8m2625 Aus a—-b=d folgt a=b.
Fiir a = b erhalten wir ein gleichschenklig-
rechtwinkliges Dreieck. Wir zeichnen liber
AB als Durchmesser einen Halbkreis. Die
Mittelsenkrechte von AB schneidet diesen
Halbkreis (Thaleskreis) im Punkte C. Es
sei a > b. Wir nehmen an, das Dreieck
ABC sei bereits konstruiert. Der Kreis um
C mit b als Radius schneidet BC in einem
inneren Punkt D. Das Dreieck ADC ist
dann gleichschenklig und zugleich recht-
winklig. Der Winkel ADC hat deshalb die
GroBle 45° somit hat der Winkel ADB die
GroBe 135° als Nebenwinkel. Es ldBt sich
also das Teildreieck ABD aus ¢, d und der
WinkelgroBe 135° konstruieren. Die Mittel-
senkrechte von AD schneidet den Halb-
kreis iiber 4B als Durchmesser im Punkte
C.

c

Ma8m2626 Aus AADF~ AABC folgt
x:(b—x)=a:b, also

= Py und somit
2b2
A = 2=a— i
DECF = X @t by Ferner gilt
a-b
Ajsc = -5 Daraus folgt weiter
2ab 2:4-3
Apecrt Agpc=———5 =——7—
peck - Aasc (a+ by 49
24
= E =0,49.
X
x
a-x
b-x
A 8

Der Fliacheninhalt des Quadrates DECF be-
trigt 49 % des Flacheninhalts des Dreiecks
ABC.

Ma9m2627 Angenommen, es waren x
Pampelmusen zum Verkauf vorhanden.
Die erste Kundin verlangte

x 1 _ x+1

22 2

Pampelmusen; es verblieb

x+1:x—1

ein Rest von x — 3 3 Pampel-

musen.

Die zweite Kundin kaufte

x—1 + 1 _x* 1 Pampelmusen; es ver-
4 2 4 ’
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— + —_
blieb ein Rest von x—1 _ x*1_x-3

2 4 4
Pampelmusen.
Die dritte Kundin kaufte
x=3 1 _=x+1 ’

8 2 3 ; es verblieb eine Pam-

x+1+x+l x+1
2 4 8

pelmuse. Nun gilt

-+ 1=x,also x = 15.

Die erste Kundin kaufte 7%+%= 8, die

1 1 . .
37+—2——4, die dritte

= 2 Pampelmusen.

zweile Kundin

- 1 1

— + —_

Kundin 1 >3

Ma9m2628 Angenommen, Anton,

Bruno bzw. Christian hidtten a, b bzw.

¢ Mark bei sich und eine Chrysantheme ko-
stet x Mark; dann gilt

(1) a+b=>5x,

(2) b+ c=6x,

3) a+c=7x.

Wir subtrahieren (2) von (3)-und erhalten
(4) a—-b=x.

Wir addieren (1) und (4) und erhalten
2a =6x, a=3x, also b=2x und ¢ =4x.
Wegen a <4 und ¢ > 5 gilt ferner 3x <4
und 4x > 5, also x <%= 1,33 und x>%
=1,25. Da weder Ein- noch Fiinf-Pfennig-
Miinzen dabei sind, gilt x = 1,30. Der Preis
fiir eine Chrysantheme betrégt 1,30 M. Der
Mutter wurden 9 Chrysanthemen iiber-
reicht.

Ma 9m2629

(1)2=1-2;4=1-4=2-2;
6=1-6,8=1-8=2-4;
10=1-10;12=1-12=2-6;
14=1-14;16=1-16=2-8=4-4;
18=1-18.

Nur die Zahlen 2, 6, 10, 14, 18 besitzen ge-
nau zwei Teiler, sind folglich Primzahlen
in M.

(2) Es entfallen alle vierstelligen Zahlen
ab00 (Dezimalschreibweise) aus M, die auf
zwei Grundziffern 00 enden; denn diese
Zahlen sind Teiler von sich selbst, sie ha-
ben ferner die Teiler 1 und 10, also minde-
stens drei Teiler, sind also keine Primzah-
len. Da die zu ermittelnde vierstellige
Primzahl moglichst groB sein soll, zweimal
die Grundziffer Null enthalten soll, mii3-
ten die beiden anderen Grundziffern 9
sein. Die Zahl 9090 = 1-9090 besitzt ge-
nau zwei Teiler, ist also Primzahl. 9090
= 2-4545 entfdllt, da 4545 nicht Element
von M ist, usw.

(3) 1230, 1302, 2130, 2310, 3102, 3210 sind
Primzahlen; somit existieren sechs solcher
Primzahlen.

Ma 9 w2630 Nach Aufgabenstellung gilt

z=10a+ bund a + b =9, also

z=10a+9—-a;z=9+9,z=%a +1).

=109 —-a)+ a; z=90 - 9q;

z=9(10 — a).

22=81(a + )%

(z)=8110—-a)%; 3z=3-%a + 1).

Daraus folgt

Zz + (Zl)l

3z

_ 81(a+1)2+81(10-a)*

3-9-(a+ 1) -

73;

72 - alpha, Berlin 20 (1986) 3

3@+ 1)+ (10— a)*]=73(a + 1),
3(@a?+2a+1+100—20a+a?)=73a+73,
3(2at - 18a + 101) = 73a + 73,

6a*—54a+303 =73a+73,
6a?—127a+230 =0,
127 115
I L L L A
a 6 a+t 3 0,
_ 127 + 127\* 115

A VR ANV 3
a, = 230 entfillt; a, = 2.

12
Es folgt b =7. Das Zahlenpaar

heiBt (27;72). Durch die Probe wird die
Richtigkeit bestatigt.

Ma 10/12 @ 2631 Angenommen, es sind
x Schiiler in genau einer, y Schiiler in ge-
nau zwei und z Schiiler in genau drei Ar-
beitsgemeinschaften tétig; dann gilt x +y
+2z=26-6=20 und x+2y+3z=25.
Subtrahieren wir die erste von der zweiten
Gleichung, so erhalten wir y +2z=5. Da
x, y und z natiirliche Zahlen sind, gibt es
nur folgende Losungen:

x y z
17 1 2
16 3 1
15 S 0

Jede dieser drei Losungen steht im Wider-
spruch zu den Meinungen der drei Schiiler,
also sind alle drei Meinungen falsch.

Ma 10/12 m 2632

Es mufB das Gleichungssystem

1)  fe)=p*+pp+q=0

2y fle)=q’+pg+q=0

gelten. Wir formen noch um:

1) 2pt+q=0

2 q(@+p+1)=0.

Wir unterscheiden die zwei Fille ¢ = 0 und
g *0: .

1. Fall: Es sei ¢ = 0.

Damit ist (2) erfiillt. Fiir (1) folgt 2p? =0,
also p = 0. f;(x) = x? ist somit eine Losung,
wie die Probe bestitigt. )
2.Fall: Es sei g = 0. Aus (2) folgt nach Di-
vision durch ¢

2y gq+p+1 =0,
g=—-(p+1).
Setzt man das in (1) ein, erhidlt man
1y 2p*-p-1=0
mit den Lésungen p, =1, ¢, = —2 und
1 1
p=T3 LTy

Daraus folgen die Losungen
filx) =x*+x -2 und
1 1
=2t
fx)=x X7
Probe fiir f5(x):
(1) fp)=1+1:-1-2=0;

S(p)=0.
) fQ=(-2+1-2)-2=0;
fg)=0.

Probe fiir f3(x) ist analog.

Ma 10/12 m 2633 Im Dreieck ABC gilt
o b2+el-a? 1

cos 60° = 2be =3

also a? + bc = b2 + ¢?. Nun gilt

L e sing0° + L az.
2bc sm60+4a \/3_

L SPUN R
—4bc\/3_+4a2\/3_,

A+ 4=

A1+Az=%~‘/3_~(a2+bc)
=%- Y3 - (b2 + ¢?) und

1, 1.

R R NEY
= %- V3 - (67 + ¢?) und somit
A|+A2=A3+A4.
Ma 10/12 m 2634 Es ist moglich. Es sei
A,B,C, ein gleichschenkliges Dreieck mit
AB, = B,C, und 4,C, sei 0,8 cm lang. Die
Hohe von B, auf 4,C, sei 0,5c¢m lang.
Dann hat die Seite 4,B, = B,C, eine Léange

von etwa 0,64 cm < 1 cm.
Der Fliacheninhalt des Dreiecks 4,B,C,

,8-0,

A+ Ay =

betrigt cm?, also 0,2 cm?.

Cy

s \?j 8
~

Aq 0,6kcm 8

4,8,C,

Es sei ein gleichschenkliges
Dreieck mit A4,B, = B,C, und 4,C, sei
200 cm lang. Die Hohe von B, auf 4,C, sei
0,001 cm lang. Dann ist die Linge der
Seite 4,8, = B,C, sicher groBer als 100 cm,
da A4,B, Hypotenuse im rechtwinkligen
Dreieck 4,B,D, ist (siche Bild).

8
C; 100 cm D, 100cm A;

Der Flicheninhalt des Dreiecks 4,8,C,
200-0,001
2
also gilt A4 5,c, > 44,80,

Ph6m 187 Die Masse des Trigers berech-
net man nach der Gleichung
m=A-1p. Dann ist
m
A= o’
Da nun die MaBzahl x der Masse gleich
der MafBzahl der Linge ist, gilt

betriigt cm?, d.s. 0,1 cm?;

__xkg-m® _ 2
A= 750k ~ 00013 m
~ 13,33 cm?.

Der Querschnitt des Tridgers betrigt etwa
13,33 cm?.
Fortsetzung in Heft 4/86.

MaB und Spruchweisheit

® Siebenmal messen - einmal abschnei-
den.

® Besser einmal selber messen, als dreimal
anders glauben.

® Gutes MaB braucht keinen Glauben.

-® Mancher suchet eyn pfennig und ver-
brinnt darbey drey lichte.



Auf den Spuren von Mathematikern

Ehrenfried Walter von Tschirnhaus
ein sdchsischer Mathematiker

»Der redliche alte Herr von Tschirnhausen
ist ganz tot, seine merita (Verdienste) ver-
gessen und seine Wissenschaften und Ver-
mogen zu Staub.“

(Weck an Leibniz 2.4.1715)

Wer war dieser Ehrenfried Walter von
Tschirnhaus?

Er wurde am 10. April 1651 in KieBlings-
walde bei Gorlitz (heute VR Polen) gebo-
ren. Wie es in jenen Jahren unter Adligen
liblich war, bekam der junge Ehrenfried
zuerst Privatunterricht. Mit 15 Jahren kam
er in das Gorlitzer Gymnasium. Dort inter-
essierte er sich sehr fiir die Naturwissen-
schaften.

1668 begab sich der 17jihrige Ehrenfried
nach Leiden. Er wurde ein sehr guter Ma-
thematiker und Physiker, studierte aber
auch Philosophie und andere Wissenschaf-
ten. 1675 lernte E. W.v. Tschimhaus in Pa-
ris den jungen G.W.Leibniz kennen. Beide
wurden Freunde und arbeiteten gemein-
sam an mathematischen Problemen. In
dieser Zeit entwickelte Tschirnhaus u. a.
seine Ideen der Gleichungstransformation.

Aufgabe

Ala Ein Polynom y=ga,x"+...+a;x
+ a, soll mittels einer Substitution x = az
+ b so ,transformiert“ werden, daB das
Glied a,_,;x" ! verschwindet.

a) Wie sind g und b zu wihlen?

b) Lose die Gleichung y=x2-2x-8
mittels solcher Transformation!

Tschirnhaus und Leibniz iiberlegten, wie
in Deutschland eine Akademie nach dem
Vorbild der Pariser Acagémie oder der eng-
lischen Royal Society gegriindet werden
konne. (Es gelang aber erst im Jahre 1700
durch Leibniz in Berlin, eine Akademie
nach Tschirnhaus’ Ideen zu griinden.)

In Paris wurden auch verschiedene physi-
kalische und chemische Experimente un-
ternommen und wissenschaftliche Litera-
tur studiert.

1676 reiste Tschimhaus nach Italien und
kehrte 1679 iber Paris in seine Heimat zu-
riick. Der Wunsch seiner Eltern war es, Eh-
renfried mége ein Hofamt in Dresden aus-
liben. Aber er ging nicht an den Hof
August des Starken, sondern fiihrte seine
praktischen Versuche (Brennspiegel, Lin-
sen u. a.) und theoretischen Untersuchun-
gen (Algebra, Philosophie) weiter. Sein
ganzes Leben blieb er mit Dresden und sei-

ner sichsischen Heimat verbunden. Er
stellte sein Wissen in den Dienst des Herr-
schers, um so seinem Vaterland zu dienen.
1682 gelang es Tschimhaus, Mitglied der
Pariser Akademie der Wissenschaften zu
werden.

Im Jahre 1687 erscheint das philosophi-
sche Hauptwerk E. W. v. Tschirnhaus’.
Darin legt er dar, daB die Erfahrung und
das logische SchlieBen die wichtigsten
Quellen fiir die menschliche Erkenntnisti-
tigkeit sind. Dazu miissen aber beide zu-
sammenwirken. Wer dies richtig handhabt,
dem werden viele Entdeckungen gelingen
und Geheimnisse sich offenbaren. Dieses
Streben nach Wissen muB aber frei sein
von Eitelkeit und Selbstsucht. Dazu gehért
auch, daB man korperlich frei von Leiden
ist. Mit diesem Werk bringt er die Ideen
Spinozas nach Deutschland und wird ne-
ben Leibniz zum Begriinder der Aufkli-
rung in Mittel- und Osteuropa.

Im Jahre 1693 stirbt die Frau Tschirnhau-
sens, die auch sein Gut verwaltet hatte. Mit
geringer Unterstiitzung des Dresdner Hofes
experimentiert Tschirnhaus weiter, berech-
nete die groBten und stirksten damals be-
kannten Brenngliser (Linsen und Spiegel)
und baute sie in eigens dafiir errichteten
Werkstitten. Diese optischen Gerite waren
so stark, daB nasses Holz sofort ent-
flammte, Metalle schmolzen usw. Mit die-
sen Geriten fiihrte er umfangreiche Ver-
suchsreihen zum Schmelzen von Sand,
Glas u.a. Materialien durch.

Fiir die Mathematik und Physik ist wichtig,
daB er hierbei die Brennlinien von Linsen
und Spiegeln entdeckte und auBerdem
auch berechnete. Denn der ideale Brenn-
punkt wird praktisch nicht erreicht, aber
nun findet man die Stelle, wo es ,,am hei-
Besten” ist.

Aufgabe

A2A Sei y=mx(m>0,xz0) der ein-
fallende Strahl auf eine optische Fliche
(y = 0). Dann ist die y-Achse das Lot im
Einfallspunkt. Reflexionsgesetz: Der Win-
kel zwischen Lot und einfallendem Strahl
ist gleich dem Winkel zwischen Lot und re-
flektiertem Strahl.

a) Gib die Gleichung des reflektierten
Strahls an!

Brechungsgesetz: Fiir den Winkel o’ zwi-
schen Lot und einfallendem Strahl und
dem Winkel #’ zwischen Lot und gebroche-
nem Strahl gilt:

sin o’
sin g’
b) Gib die Gleichung des gebrochenen
Strahls an!

Das Jahr 1702 wird fiir Tschirnhaus eines
der bedeutendsten. Er besucht Glasmanu-
fakturen in Frankreich, heiratet zum zwei-
ten Mal und kommt auch mit J. F. Bttger
zusammen, als dessen Aufseher und wis-
senschaftlicher Berater er von Konig Au-
gust eingesetzt wird. Auf Betreiben
Tschirnhausens wird in Dresden ein Labo-
ratorium errichtet, in dem nach der Rezep-
tur fir das Porzellan geforscht wird. Die
Schmelzversuche und das Wissen Tschirn-
hausens und die chemischen Kenntnisse
Bottgers fiigten sich ineinander.

So muB der SchluB gezogen werden, daB
wihrend dieser gemeinsamen Titigkeit das
Porzellan von Tschimhaus und Béttger er-
funden wurde.

Getreu seinen Vorstellungen und Erfah-
rungen von der wissenschaftlichen For-
schung und Lehre schrieb er unter dem
EinfluB der Lehren von Comenius ein
Biichlein zur Umgestaltung des Schulun-
terrichts. Nach dieser Vorlage wurde der
naturwissenschaftliche, insbesondere der
Mathematikunterricht umgestaltet. Zu den
ersten Schulen, die Tschirnhaus’ Ideen in
die Praxis einfithrten, gehbérten die
Franckeschen Stiftungen in Halle, die Fiir-
stenschule St. Afra in MeiBen sowie das
Gorlitzer Gymnasium. Tschirnhaus Leben
war ausgefiillt mit wissenschaftlicher Titig-
keit am Schreibtisch und im Labor. Fiir
seine Forschungen setzte er sein ganzes
Vermogen ein. Am 11. Oktober 1708 wird
¢r durch den Tod aus seinem Schaffen ge-
rissen. Zu Unrecht ist er einige Jahre dar-
auf vergessen. Erst in der heutigen Zeit
wird sein Wirken gewiirdigt.

= n (n = Brechungszahl).

D. Bauke

Losungen zu:

Einiges iiber regelmifige und
halbregelmiBige Polyeder
(Siehe S.50/511)

Ala Durch Abschneiden der Eckpyra-
miden des Wiirfels mit kleineren Pyrami-
denhéhen als bei der Konstruktion des
Mittelkristalls entsteht der von regelmaBi-
gen Drei- und Achtecken begrenzte abge-
stumpfte Wiirfel (e =24, f=14, k=136,
n =3 n,=8,p=13).

Schneidet man in geeigneter Weise die
Eckpyramiden des platonischen Oktaeders
ab, so liegt das von regelmaBigen Vier- und
Sechsecken begrenzte abgestumpfte Okta-
eder vor (e=24, f=14, k=136, n, =4,
n,=6,p=3).

A2 a Es handelt sich um Doppelpyrami-
den. Beim quadratischen Prisma (Wiirfel!)
entsteht das als Doppelpyramide interpre-
tierbare platonische Oktaeder.




Ein rundes Dutzend

Berechne jeweils den Flicheninhalt der Figuren, die aus den farbigen Kreisen geschnitten wurden (r = 1)!

Wieviel Prozenl des jeweiligen Kreises macht er aus? Ch. Werge
Ala A2a %
Ada 2 \
——
ATa : :
z g o« W
Al0a g Alla g Al2a %?%
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