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Fiinf 1. Preise
Drei 2. Preise

Anerkennung und Gliickwiinsche

Karl Dietzel _
Stellv. Minister fiir Volksbildung

Liebe junge Freunde!

. . . Eserfiillt uns mit berechtigtem Stolz, dal}
unsere Jungen Mathematiker das beste Er-
gebnis unter 12 teilnehmenden Lindern er-
ringen konnten. Es sind die Friichte der weit
vorausschauenden kontinuierlichen Bildungs-
politik von Partei und Regierung, der schép-
ferischen Arbeit unserer Lehrer und Ihres
eigenen Fleifles und Talents. Vor Threr Ab-
fahrt haben Sie anldBlich des 75. Geburts-
tages unseres hochverehrten Staatsrats-
vorsitzenden gelobt, IThre ganze Kraft beim
Wettbewerb zu Ehren unseres Arbeiter-und-
Bauern-Staates einzusetzen. Sie haben dieses
Gel6bnis in jeder Weise vorbildlich erfiillt
und einen sehr wertvollen Beitrag zur all-
seitigen Vorbereitung des 20. Jahrestages
unserer Republik geleistet.

Dr. Giinter Jahn
Erster Sekretir des Zentralrates der FDJ

Im Namen aller FDJ-Mitglieder begliick-
wiinsche ich Euch zu dem groflen Erfolg, den
Ihr fiir unsere Republik errungen habt. Er
wird alle Schiiler befliigeln, sich noch inten-
siver mit den mathematisch-naturwissen-
schaftlichen Fachern zu beschiftigen.

Johannes Lehmann
Chefredakteur von alpha

Im Auftrage des Redaktionskollegiums und
stellvertretend fiir 93000 alpha-Leser be-
gliickwiinsche ich unsere Mannschaft zu ihrem
groBen Erfolg. Den vier Abiturienten Ch.
Band, J. Fritz, H.-J. Roos und U. Zihle
wiinschen wir viel Erfolg bei dem fiir sie be-
ginnenden Mathematikstudium. W. Bur-
meister, A. Felgenhauver, J. Gartner und S.
Heinrich werden gleich hunderttausender

Schiiler unserer 'Republik alle Kraft ein-
setzen, bei der VIII.Olympiade Junger Mathe-
matiker der DDR sehr gut abzuschneiden.
Wer wird sich eine Fahrkarte zur XI. IMO
nach Bukarest erkimpfen?

Von Wolfgang Burmeister wird in Heft 6 /68
ein Erlebnisbericht iiber die X. IMO ver-
offentlicht.

DDR-Mannschaft - X. IMO 1968

Stefan Heinrich 1. Preis

Spezialklasse, Klasse 11, Humboldt-Universitit Berlin
Artur-Becker-Medaille in Gold

Wolfgang Burmeister 1. Preis
EOS Dresden-Siid, Klasse ¢

Artur-Becker-Medaille in Silber

Jiixgen Giirtner 1. Preis

BBS8-Rafena-Werke, Klasse 11, Radeberg (Bez., Dresd.)
Artur-Becker-Medaille in Silber

Ulrich Zihle 1. Preis

Arbeiter-und-Baunern-Fakultit, Klasse 12, Halle
Artur-Becker-Medaille in Silber

Christoph Band 1. Preis

EOS Greifswald, Klasse 12
Anerkennungsschreiben des ersten Sekretiirs des
Zentralrats der FDJ

Andreas Felgenhauer 2. Preis

EOS Zerbst, Klasse 10
Artur-Becker-Medaille in Bronze

Joachim Frilz 2. Preis

EQOS Cottbus, Klasse 12
Artur-Becker-Medaille in Bronze

Hans-Gérg Roos 2. Preis

Spezialklasse, Klasse 12, TH Magdcburg
Artur-Becker-Medaille in Bronze

Alle Teilnehmer erhielten eine Ehrenurkunde des
Ministeriums fiir Volksbildung und der Mathematischen
Gesellschaft der DDR, eine Geldprimie und einen
Biicherscheck.

Delegationsleiter: Dr, Helmut Bausch,

Akademic der Wissenschaften, Berlin

stellv. Delegationsleiter und pad. Betreuer:

OStR Herbert Titze, Ministerium fdr Volksbildung,
Berlin
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Aufgaben der X.IMO

Erster Klausurtag

1. Man beweise, daB genau ein Dreieck exi-
stiert, bei dem die MaBzahlen der Seitenlingen
aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen sind
und einer der Winkel doppelt so gro wie
einer der beiden anderen ist.

(Ruménien, 6 Punkte)*

2. Es sei p(z) das Produkt aller Ziffern der
im Dezimalsystem gegebenen Zahl x. Man
ermittle alle positiven ganzen Zahlen z, fiir
die

p(z) = 22 — 10z — 22 gilt.
(CSSR, 7 Punkte)

3. Fiir die reellen Zahlen a, b, ¢ mit @ 5= 0 sei
folgendes Gleichungssystem mit den Varia-
blen
Zy, Ty, . - -, T, gegeben:
az?+bzx, fc=u=x,
ax?+bx,tc=ua4
O]
azx?_,+bz, ,+c=uz,
ax?, +bzxz, +tc=umx
Ferner sei A = (b—1)2 —4ac.
Man beweise, dall das System (1) im Bereich
der reellen Zahlen fiir

a) A < keine Lésung,

b) A = 0 genau eine Losung,

c) A > 0 mehr als eine Losung hat.
(Bulgarien, 7 Punkte)

+ bedeutet: Teilnehmerland, aus dem der Aufgaben-
vorschlag stammt, erreichbare Hchstpunktzahl,

Zwester Klausurtag

4. Man beweise: Fiir jedes Tetraeder gibt es
einen solchen Eckpunkt, daBl sich aus den
drei Strecken, deren Lingen gleich denen der
von ihm ausgehenden Kanten sind, ein Drei-
eck konstruieren laBt.

(Polen, 5 Punkte)

5. Es seien a > 0 eine reelle Zahl und f eine
relle, fiir alle reellen Zahlen x definierte Funk-
tion, die fiir jedes reelle z der Bedingung

1 [
f(x+a) =5 + Vlm) — ()
geniigt.
a) Man beweise : Die Funktion f ist periodisch,

d. h., es gibt eine solche reelle Zahl b > 0,
daB fiir jedes x

flz + b) = f(z)
gilt.
b) Fiir a = 1 gebe man ein Beispiel einer
solchen Funktion

f(z) (f &= const.) an.
(DDR, 7 Punkte)

6. Es sei [z] die groBte Zahl, die nicht gréBer
als z ist. Man berechne fiir jede beliebige
positive ganze Zahl n die Summe

© [n 4 2k
K=ol 2¢+1 |°
(Die Richtigkeit der erhaltenen Formel ist zu

beweisen.)
(England, 8 Punkte)

is VIII. IMO IX.IMO X. IMO ipl. |Gesamt-
Preise | ) Pr. 2.Pr. 8.Pr. |1.Pr. 2.Pr. 8.Pr. Dipl.| 1.Pr. 2.Pr. 3.Pr. 0P Cpkts
VR Bulgarien — 1 3 1 — 1 1 — 3 1 —_ 204
C8SR — 1 2 — 1 3 — 2 4 —_ — 248
DDR 3 3 — 3 3 1 — 5 3 —_ — 304
Frankreich nicht teilgenommen — — — —**/ nicht teilgenommen — —
GrofBbritannien nicht teilgenommen 1 2 4 1 8 2 2 1 263
Ttalien nicht teilgenommen — 1 1 B — — 1 — 132
SFR Jugoslawien — 2 1 — — 3 — —_— — 3 1 179
Mongolische VR — — — —_ - 1 — — — —* — 74
VR Polen 1 4 1 —_ —_— 1 — 2 3 2 — 262
SR Rumiinien 1 1 2 1 1 4 — 1 1 2 — 208
Schweden nicht teilgenommen — — 2 — 1 2 5 — 256
UdSSR 5 1 1 3 3 2 1 5 1 2 — 208
Ungarische VR 3 2 1 2 3 3 — 3 8 2 2 291
* Es wurde an je eincn mongolischen Schiiler ein nur die Aufgaben des zweiten Wettbewerbes ge-

Sonderpreis vergeben.
** Die franzésische Mannschaft bestand nur aus fiinf
Schitlern. Diesen konnten wegen verspdteter Anreise
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Berufshild

Ingenieur
fiir Programmierung

Studenten beim Praktikum
am elektronischen Xlein-
rechenautomaten SER 2¢

Seit September 1966 werden an der Inge-
nieurschule fiir Maschinenbau und Elektro-
technik in Dresden Ingenieure der Fachrich-
tung Programmierung fiir elektronische Daten-
verarbeitungsanlagen (im folgenden kurz als
Ingenieure fiir Programmierung bezeichnet) in
einemdreijihrigenDirektstudiumausgebildet.
Bewerber fiir das Studium in dieser Fach-
richtung sollen — neben dem Abschlufl der
10. K1. — folgende Voraussetzungen erfiillen:
[J AbschluB als Facharbester fiir Datenverarbesi-
tung bzw. Technischer Rechner (siche H. 3 /68,
4/68)

[Joder AbschluB als Facharbeiter fiir Elekiro-
technik |Elektronik bzw. der Feingerdtetechnik
(z.B. Elektro-, Funk-, Biiromaschinen-, Fein-,
MeB- und Regelungsmechaniker). Sie miissen
dann aber Kenntnisse in der Mathematik be-
sitzen, die denen der Facharbeiter fiir Daten-
verarbeitung entsprechen.

[1Sie miissen die gesellschaftliche Reife fir
die Aufnahme eines Studiums besitzen und
tatkraftig am Aufbau des Sozialismus mit-
gearbeitet haben.

Welche theor. Kenntnisse werden erworben?

OAllgemeine und fachrichtungsspezifische
Kenntnisse der russischen und englischen
Sprache. Hierdurch soll der Absolvent die
Fihigkeit erwerben, die Entwicklung seines
Fachgebietes an Hand der internationalen
Literatur zu verfolgen und auszuwerten sowie
internationale Programmierungssprachen zu
verstehen.

[JEin fundiertes Wissen in mathematischen
Fichern wie Differential- und Integralrech-
nung, Lineare Algebra, Praktische Analysis,
Differentialgleichungen, LineareOptimierung /
Verfahren der Operationsforschung, Wahr-
scheinlichkeitsrechnung und Statistik, Infor-
mationstheorie. Besonderer Wert wird auf
numerische Verfahren der Mathematik und
Verfahren der Opcrationsforschung gelegt.
[OUmfassende Kenntnisse iiber KErfassung
und Darstellung von Informationsfliissen
(FluBbildtechnik, Programmablaufplanung),
der Programmierung in Maschinensprachen,

sowie in internat. Programmiersprachen,
im wesentlichen vermittelt durch das sich
iiber die gesamte Ausbildungszeit erstrek-
kende Fach: Programmierung und Program-
miersprachen.

[OKenntnisse der Informationsdarstellung
und -verarbeitung sowie Aufbau, Wirkungs-
weise und Einsatzmoglichkeiten elektroni-
scher Datenverarbeitungsanlagen einschlieB-
lich peripherer Gerite und Anlagen. Sie wer-
den besonders in solchen technischen Fachern
wie Bauelemente der Informationstechnik,
Elektronische Rechentechnik, Elektronische
Regelungs- und Analogrechentechnik, Elek-
tronische Datenverarbeitung vermittelt.
OAllgemeine Kenntnisse im Fach Betriebs-
okonomie, aber auch spezielle auf dem Ge-
biete der Planung, Organisation und Lenkung
von Verwaltungs-, Leitungs- und Produk-
tionsprozessen mittels der elektronischen
Datenverarbeitung sowie der Betriebe der
elektronischen Datenverarbeitung (Organi-
sations- und Rechenzentrum).

Welche prakt. Fertigkeiten werden erworben?

Ab dem zweiten Studienhalbjahr wird in
Verbindung mit dem Fach Programmierung
und Programmiersprachen ein Praktikum
an elektronischen Rechnern und Datenver-
arbeitungsanlagen, welche die Ingenieur-
schule besitzt, durchgefithrt. Wahrend des
ersten bis fiinften Studienhalbjahres sind die
Studenten an der Schule in Dresden, das
6. Studienhalbjahr enthilt ein Praktikum im
spiteren Einsatzbetrieb oder einem anderen,
hierfiir geeigneten Rechenzentrum (in dieser
Zeit ist auBerdem die Ingenieur-Hausarbeit
anzufertigen).

Nach AbschluB des Studiums kann der Ein-
satz des Ingenieurs fiir Programmierung in
Organisations- und Rechenzentren, in Be-
trieben der VVB Maschinelles Rechnen, aber
auch in Industriebetrieben oder Instituten
erfolgen, die iiber kein Rechcnzentrum ver-
fiigen, aber ihre Probleme bereits aufbereitet
und programmiert in ein Rechenzentrum zur
maschinellen Bearbeitung geben. W, Leupold
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Elementare Zahlenfolgen

3. Teil

4

76 pa,=7iq=2
!a;=2,q=V2
I »

707 I

87 p°

67 _.‘/,',d'

b o et gt

1 gt 0 0.d

17234%356kK

Wir beginnen wieder mit der Besprechung
der Aufgaben aus dem letzten Heft (4/68).
Seid ihr mitden Aufgabenzurechtgekommen?
Wir werden sehen!

Lésungen

289 a) Da es sich um eine endliche arithme-

tische Folge 1. Ordnung mit d = — 3 han-

delt, lautet die rekursive Darstellung
ap=a;,_,—3firl<k<6mita, =17.

b) k=3a3=-§-a22-a1
2 3\2
SNE e
2
k=4a,= 3 cag?- a,
2 3
— 53 (_-2_)=_9
k=058a,=—" a2 a4
2 3

=?.(_9)2.3=+162.

Die drei gesuchten Glieder éind: + 3; —9;
+ 162.

290 Betrachtet man jeweils Dreiergruppen,

so erkennt man, daB das jeweils dritte Glied

der Quotient aus den beiden unmittelbar

vorangehenden Gliedern ist.

Als einfaches Bildungsgesetz bietet sich hier

die rekursive Darstellung

a. =Z§72fﬁrk> 2 miteg, =8unda, = 4an.
-1

291 a) Zwischen den beiden gegebenen Glie-

dern a,, = 0 und agy = 15 liegen 89 — 23

= 66 konstante Differenzen d .

66 d =15
15 5
d=66= 23"

Aus a;, = a; + (k— 1) - d folgt fiir k = 23
Gy =a, +(23—1)-¢d

0 =a1—|—22-45—

22’
@, = —5, damit fiir k = 100
45
Gigo=0a; + 99 - d=—5-+4 2

1
—_— ind .
Qg9 = 17 9

132

- insgesamt

b) Nein.

Wegen k € (1; 2;...) ist z. B.a,, d, a; zur
Berechnung von k nicht frei wihlbar.

Des weiteren muB d 4 0 beachtet werden.

292 ay3=17;a,="Tl;a, = 142
Moglicher Rechenweg

-60=-25y Ty 7Ty TR
Iy T

TN RN T?
NN
293 In 25 m Tiefe: 10°C. Hinzu kommen je
100 m 3°C,
also fiir 2300 m: 69°C,

79°C in 2325 m Tiefe.

Die Folge 10°C, 13°C, 16°C, .. ., 100°C hat
n = 31 Glieder, da

a, =d, +(n—1)-d

100°C = 10°C 4 (n — 1) - 3°C.

Dem 1. Glied dieser Folge entsprechen 25 m,
jedem der 30 weiteren 100 m, also crhilt man
3025 m.

Wir wenden uns nun den geometrischen Fol-
gen zZu.

Sicher kennt ihr die ,,Weizenkorn-Legende,
die sich um die Erfindung des Schachspiels
rankt. Ein indischer Weiser erbat danach von
seinem Firsten als Belohnung fiir die Er-
findung des Spicls auf den 64 IFeldern eine
Anzahl Weizenkorner, und zwar

fiir das 1. Feld

fiir das 2. Feld

fir das 3. Feld

fiir das 4. Feld
Jedem k €{1; 2;...; 64} ist genau ein a; zu-
geordnet. Also liegt hier fiir die Anzahl der
Weizenkorner je weiteres Feld die endliche
Folge

1 Weizenkorn,

2 Weizenkorner,

4 Weizenkorner,

8 Weizenkorner usw.

1;2;4;8;...; a6y (f,,) vor.
Das ist eine geometrische Folge. Warum?
Eine arithmetische Folge ist es auf keinen
Fall. Das erkenut ihr leicht daran, dal} ihr



alle moglichen Differenzenfolgen bilden kénnt
und doch nicht zu konstanten Differenzen
gelangt. Aber eine Konstanz laft sich auch
hier erreichen! Dividiert einmal jeweils zwei
benachbarte Glieder! Dann erhaltet ihr

2 4 8
T~ % 9= % 4
Hieraus ergibt sich ein konstanter Quotient
¢ = 2. Auch die uns aus dem vorigen Heft
bekannten Folgen
fa = 2;28;4;5,6; 8; 11; 16; 22
(Folge der Blendenzahlen)
fe=—2;+4;—8; + 16; —32;
.. + 256; — 512
sind geometrische Folgen.
Hierfiir erhiilt man als konstante Quotienten
(rechnet nach!)

g~ 1,4 (Der exakte Wert fiir nicht
gerundete Blendenzahlen ist iibrigens
g=)2=1414...).
bzw. ¢g=—2.
Bei allen diesen Zahlenfolgen erweist sich also
die Quotientenfolge als konstant.
Wir definieren: Eine Folge, deren Quotienten-
folge aus gleichen Gliedern q == 0 besteht, heif3t
geometrische Folge.
kg
= o
der Folge.

= 2; usf.

und

(ay, = 0) ist der Quotient

Die rekursive Darstellung fiir geometrische
Folgen ergibt sich unmittelbar aus der Defi-
nition.

@
Denn aus ¢ = 'dk;l folgt a;,, = a- q

oder . =a;_,°q.
Das heiBt: Wir erhalten jedes Glied a;, (£ >1)
der geometrischen Folge, indem wir den un-
mittelbaren Vorginger mit der Konstanten ¢
multiplizieren.
So ist @ = a;_, - /2 die rekursive Darstel-
lung der Folge der Blendenzahlen.
Die allgemein independente Darstellung fir
geometrische Folgen kann man aus der re-
kursiven Darstellung entwickeln:

Uy =07 q =0, °q

Oy =0y § =101 q" ¢ =aq
ay=az; - g=a, ¢ ¢ =a; ¢
Das fiihrt zu der Vermutung
ap = a, gk 1 kefl;2;...)
und ¢ + 0,

die sich beispielsweise mit Hilfe des Beweis-
verfahrens der vollstindigen Induktion auch
bestitigen 148t. Die independente Darstellung

der Folge der Blendenzahlen ist also
ap = 2- 2% oder, da 2 = |/2?,
a = )2k,

Beachte, da die unabhingige Variable k in
der independenten Darstellung geometrischer
Folgen stets im Exponenten steht. Solche
Funktionen heiBen Exponentialfunktionen.
Die geometrischen Folgen bilden eine Teil-
menge der Menge der Exponentialfunktionen,
ihre Punktfolgen liegen auf Exponential-
kurven. Die auf Seite 132 stehende Abbildung
zeigt die graphische Darstellung der geo-
metrischen Folgen

fﬂ? IIO’
fu=LLL ;... (g=1

. 1 1 ‘ 1
he=2515 53 4;---(9='2‘)-

Die gestrichelten Linien sind Exponential-
kurven.

Wir ersehen aus der Zeichnung, wie g das
Verhalten der geometrischen Folge, z. B. ihr
Wachsen oder Fallen, wesentlich beeinfluf3t.
Fiir ¢ = 1 erhalten wir konstante Folgen, sie
liegen auf sogenannten ,,ausgearteten Expo-
nentialkurven‘‘, das sind Parallelen zur
k-Achse.

Da wir jetzt die independente Darstellung der
geometrischen Folgen allgemein kennen, ist
es relativ einfach, den Wert eines bestimmten
Gliedes einer bestimmten Folge auszurechnen.
Ich kann mir vorstellen, daf ihr interessiert
seid zu wissen, wieviel Weizenkorner auf das
letzte Feld des Schachbretts hiatten gelegt
werden miissen, wenn man der Bitte des
indischen Weisen nachgekommen wiire.

Das Anfangsglied der betreffenden Folge f,,
ist a; = 1, der Quotient ¢ = 2. Fiir das letzte
Feld ist k = 64.

Aus aj, = a, - ¢¢—1 folgt hier aq, = 252

Das ist eine sehr grofle Zahl, die man mittels
Logarithmen niaherungsweise bestimmen
kann. Es ergibt sich eine Zahl von etwa 9,18
Trillionen Weizenkoérnern, das sind rund 460
Milliarden Tonnen.

Allein auf das letzte Feld hiitten also 460 Mil-
liarden Tonnen Weizenkorner gelegt werden
miissen! Kannst du dir diese Masse Weizen
vorstellen? Wohl kaum. Es wird vielleicht
ein wenig anschaulicher, wenn du weifit, daB
diese Masse Weizen iiber 1600 Weltweizen-
ernten des Jahres 1964 entspricht(!).
Geometrische Folgen begegnen uns in der
Praxis recht hiufig. So spielen sie zum Bei-
spiel fiir Zwecke der Normung und Standar-
disierung eine bedeutende Rolle. Die Verein-
heitlichung der Erzeugnisse nach Abmessung,
Masse, Drehzahl, Leistung usw. ist ja eine

und
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wesentliche Voraussetzung fiir die Entwick-
Iung der modernen Industrie.
Bei der Stufung von GréBen der eben ge-
nannten Art erweisen sich geometrische Zah-
lenfolgen meist als sehr vorteilhaft. Das soll
an folgender Aufgabe verdeutlicht werden
(entnommen dem Lehrbuch ,,Analysis* aus
dem Fachbuchverlag Leipzig):
Es sollen Rohre in sechs verschiedenen Gré-
Ben gefertigt werden. Der Durchmesser des
kleinsten Rohres soll 20 mm, der des groBten
Rohres 200 mm betragen. Zwischen 20 mm
und 200 mm sind vier Glieder (Rohrweiten)
zwischenzuschalten, zu interpolieren. Bei Zu-
grundelegung arithmetischer Stufung
folgt aus
ag—a,- (6—1)d 1% = ay _ 1805mm
= 36 mm;

fiir geometrische Stufung
folgt aus

5—  5ioonT—
- /a /200 mm
— g, qgb1 =28 |/ -
=09 q—l/al_ ' 20 mm
~ 1,585 .
Danach betragen die Rohrweiten bei

arithmetischer Stufung

200 56 92 128 164 200mm
geometrischer Stufung

20 31,7 50,2 79,6 126,2 200 mm

Q)=

Bei arithmetischer Stufung ist der prozen-
tuale Zuwachs des Durchmessers sehr unaus-
geglichen: Vom 1. zum 2. Rohr betrigt er
g—g - 1009, = 1809, vom 5. zum 6. Rohr viel
weniger, namlich 36, 1009, = 229, (vgl.
Abbildung links). 164

Bei geometrischer Stufung dagegen ist der
prozentuale Zuwachs des Durchmessers von
Rohrweite zu Rohrweite derselbe. Es ergibt

1

sich als Zuwachs vom 1. zum 2. Rohr 12—67
- 1009, = 58,5% und vom 5. zum 6. Rohr

38 1009, = 58,5%,.

126,2

Diese GleichmiBigkeit des Zuwachses wird
an der rechten Abbildung deutlich. Man wird
also der geometrischen Stufung den Vorzug
geben. Der konstante Quotient ¢ wird in der
Technik iibrigens alsStufensprung bezeichnet.
Eine Vielzahl weiterer Beispiele konnte an-
gefiihrt werden. Interessant ist, daB auch die
gebriuchlichen Geldmiinzen und -scheine in

14

grober Naherung eine geometrische Folge
bilden, die an das Dezimalsystem angepaft
ist.
Zum Schlufl noch etwas zum Namen ,,geo-
metrische Folge*. Thren Namen verdanken
Folgen dieser Struktur der Eigenschaft, daB
jedes Glied ay, (k > 1) bis auf das Vorzeichen
das geometrische Mittel seiner beiden Nachbar-
glieder ist.
Aus a =a4_,-¢q (k>1)
und @, =a;-q folgt, indem ich die
erste Gleichung durch die 2. dividiere,
die Proportion

B 2 ey = Qg * O »

damit =@, ap,4

oder lay| =Vay_ypay, (k>1).
Bei der Folge 1; 2; 4; 8; 16; . .. gilt z. B. fir
das 3. Glied:

ay=Vay-a,=V)2-8=}16=4.
Das wir’s fiir heute.

In einem abschlieenden Artikel sollen einige
weitere Grundbegriffe zum Gebiet der ele-
mentaren Zahlenfolgen erldutert werden, wie
»wachsende* und ,,fallende‘ Folge, ,,o0szillie-
rende* und ,,alternierende Folge*. H. Lolse

Hier noch einige Aufgaben
294 Von einer geometrischen Folge sind die

Glieder a; =6 und g ="

gegeben. Be-
rechne a, und ¢! 4

295 - a) Zur geometrischen Folge f,, = 2;1;
11 1
7o (i=y)
rekursive Darstellung anzugeben!

b) Die Folgen a, = 2 k und @, = 2 sind in
einem k, ap-Koordinatensystem graphisch
darzustellen! Vergleiche die beiden Punkt-
folgen!

ist die independente und die

296 Beim Dreh-, Bohr- und Schleifdurch-
messer 100 mm betragen die Schnittgeschwin-
digkeiten »

m

3,6 44 5,7 6,9 88 11 14 18 22 mim
und die Umdrehungen (Drehzahlen) »

11 14 18 22 28 36 45 56 71 min™L
Untersuche, ob diese endlichen Folgen geo-

metrische Folgen sind!

297 Die Zunahme der Erdbevolkerung ent-
spricht etwa einer geometrischen Folge. 1945
lebten 2,13 Milliarden Menschen auf der Erde,
1965 bereits 3,20 Milliarden. Wieviel werden
es im Jahre 1985 sein?



Ube sinnvoll!

Eine kleine Lektion zum Rechnen mit gebrochenen Zahlen

Ein altes Sprichwort heiBt: ,,Ubung macht
den Meister*‘. Es will damit wohl nicht sagen,
daB lediglich das Uben zur Meisterschaft
fiihrt, wohl aber, daB es ohne UUben keine
Meisterschaft gibt. In etwas mathematischer
Ausdrucksweise koénnte man sagen: Ubung
ist zwar nicht hinreichend, aber unbedingt
notwendig dafiir, dal man sich auf einem be-
stimmten Gebiet als Meister fihlen kann.
Wir nehmen an, es will sich jemand im Divi-
dieren gebrochener Zahlen iben. Er kennt
also den Satz (die Rechenregel):

Man dividiert zwei gebrochene Zahlen, indem
man den Dividenden mit dem Reziproken
des Divisors multipliziert.

Mit Variablen ausgedriickt:

-‘2 % - i; .2 (b, , dsind natiirliche Zahlen
© verschieden von 0).

Will man nun an Zahlen iiben, so mu8 man
sich das Zahlenmaterial recht vielseitig aus-
suchen, nach Moglichkeit so, daB alle denk-
baren Aufgabentypen auftreten. Uberlege dir
beim Ermitteln der folgenden Quotienten,
nach welchen Gesichtspunkten die Zahlen
ausgesucht wurden, worin also der Unter-
schied von Fall zu Fall liegt:

2 5.2 7 3 7 35 53
1.3)3.71))—3—.?0?: gd)?:7e)a:2
3 0.2 14 8 11 12 4 39
2a8) i b)ritz e)ag: o d)sz:i=€)z:5
g P55 Y33 7 Vagi5 %2
11 3 3
3.8)5:5 b)l:zc)3i:4§ d)10:2 e)o:§
8 8.8 9 8 1 1 55
4. VR — ! = ITas = i o s
3)gig Prgig oz 74 Tigelg:y

Ganz gewill muB man solche und noch einige
andere Aufgaben losen, um Sicherheit im
Dividieren gebrochener Zahlen zu erreichen.
Um aber sinnvoll zu iiben, darf man sich
nicht mit den Schritten

Reziprokes bilden

Kiirzen, soweit moglich

Ausmultiplizieren

begniigen. Oder anders gesagt: Selbst wenn
du mit Hilfe dieser drei Schritte in allen
20 Fillen den richtigen Quotienten\gef\mden
hast, dann ist damit noch nicht gesagt, daB
du diese Rechenoperation wirklich be-
herrschst. ,,Was gehort denn aber sonst noch
dazu?‘ fragst du vielleicht. Nun — wollen
wir sehen!

1. Wichtig ist, daB man beim Uben nicht den
Zusammenhang mit anderen Rechenoperatio-
nenvergiBt. Bei der Divisiongebrochener Zah-
len ist das inshesondere die Multiplikation.
Beim Ermitteln des Quotienteng : g darf man
eben nicht nur an das ,,Multiplizieren mit
dem Reziproken‘ denken, sondern auch dar-
an, welche Eigenschaft denn diese gesuchte
Zahl haben mufB: Thr Produkt mit%muﬁ%
heiBen. Bekanntlich kann man diesen Zu-
sammenhang ja auch so schreiben:

Dividend : Divisor = Quotient
Dividend = Divisor -+ Quotient
Aus diesem Zusammenhang heraus ist ja die

Regel
a ¢ a d

b d b e
iiberhaupt erst entstanden. Und wenn dich

. . 2 5 14
dein Lehrer bei der Aufgabe 3T =15 als
Probe zum Errechnen des Produkts g . %

auffordert, dann sollst du damit nicht nur
deinen gefundenen Quotienten iiberpriifen,
sondern eben an diesen Zusammenhang den-
ken. Mit anderen Worten daran, da Multi-
plikation und Division zueinander Umkehr-
operationen sind.

2. Nun ist es gewi langweilig, immer den
gefundenen Quotienten mit dem gegebenen
Divisor zu multiplizieren und die Uberein-
stimmung dieses Produkts mit dem gegebe-
nen Dividenden zu iiberpriifen. Deshalb iiber-
legen wir zum sinnvollen Uben folgendes: Bei
jeder Rechenoperation geht es um 3 Zahlen;
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zwei davon sind gegeben, die dritte ist ge-
sucht. Bezeichnen wir einmal die gegebenen
Zahlen mit @ und b, die gesuchte mit x, so
hatten unsere 20 Divisionsaufgaben simtlich
die Form

a:b=zx

Das muB doch aber wohl nicht so sein. Was
passiert eigentlich bei

z:a=0>b oder a:z=15?

In Zahlen:
3 7 4 5
I:Z=? oder ﬁlﬂ.‘,: 12
In Worten:
Bestimme eine Zahl, die mit 3’ als

4
. - 7
Divisor den Quotienten 5 ergibt!

(Rechts formuliere selbst!)

Zunichst stutzt man, fingt dann vielleicht
sogar an mit Probieren. Wer aber darin geiibt
ist, die Rechenoperationen im Zusammen-
hang zu sehen, der hat im linken Fall mit
—Z— . % =_,2)% sofort und ganz leicht die gesuchte
Zahl. Und rechts ist es auch nicht viel schwie-

5
riger: Gesucht ist eine Zahl, die mit T das
Produktsli3 ergibt. Das aber ist der Quotient

a.u.sl}g und 1—52 . Zum gleichen Ergebnis kommt

man, wenn man die beiden Zeilen
Dividend : Divisor = Quotient
Dividend = Divisor - Quotient
fortsetzt zu
Dividend = Quotient - Divisor
Dividend : Quotient = Divisor

Und nun iberpriife die beiden Ergebnisse.
Dann bilde selbst derartige Aufgaben und l6se
sie!

3. Zwei Zahlen gegeben — eine dritte gesucht.
Wenn man nun eine Rechenoperation wie das
Dividieren gebrochener Zahlen iibt, dann mu8
man sich auch die beiden Fragen beantwor-
ten:

Gibt es zu zwei Zahlen aus dem betreffenden
Bereich — gleichgiiltig welche es sind — stets
eine dritte? (Frage nach der Existenz)

Wenn es eine dritte Zahl gibt, gibt es nur eine
einzige? (Frage nach der Eindeutigkeit)

Fiir unsere 3 Fiille

lL.a:b=2x2 2 z:a=0b 3. a:x=05b
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wollen wir hier die Antworten nur fiir den
2. Fall durchdenken. (Fiir die anderen beiden
sollst du es selbst tun.)

Die fiir a gegebene Zahl ist gewiB der Divisor,
mub als solcher also verschieden von Null
sein. Daran dndert auch nichts, daB wir den
gesuchten Dividenden durch Multiplikation
der beiden gegebenen Zahlen finden und eine
Multiplikation mit 0 stets moglich ist. Da die
Einschrinkung ,,Divisor ungleich Null** bei
der Division die einzige ist, die Multiplikation
zweier gebrochener Zahlen aber stets zu genau
einem Produkt fithrt, kénnen wir fiir Existenz
und Eindeutigkeit sagen:

Wenn a = 0 und b beliebig gegeben sind, so
gibt es stets genau eine Zahl z, so daB gilt:

z:a=0>b.

4. Zum sinnvollen Uben gehért auch das
Bilden von solchen Aufgaben, fir die man
das Losen iiben will. Nun ist es kinderleicht
und iibt daher wenig, wenn man einfach
2 Zahlen hinschreibt, das Divisionszeichen
dazwischensetzt und den Quotienten be-
stimmt. Das wird aber sofort anders, wenn
man sich fiir die 3 Zahlen in a : b = ¢ gewisse
Bedingungen setzt, etwa so:

a)c = 5; €=y

b)a<lundc>1; b<{lunde<1

cla>b>c; a>1undb=;a
und ¢ >1

dyalbd<le; al1bl2<ec

Na, hast du jeweils eine geloste Divisions-
aufgabe gefunden, bei der die gebrochenen
Zahlen den gestellten Bedingungen geniigen?
Bei ¢) und d) diirfte das nicht mehr ganz so
leicht sein. Vielleicht hast du vorhin die Frage
nach Existenz und Eindeutigkeit fiir tiber-
flissig und die Antwort fiir selbstverstindlich
gehalten. Wie steht es aber damit bei den
genannten und anderen derartigen Aufgaben ?
Gibt es mehr als ein Zahlenpaar mit dem

Quotienten i ? Gibt es iiberhauptdreiZahlen

a, b, ¢, die die Bedingungen a < 1< b<{ 2<¢
und a: b=c erfiillen? Versuche diese Fragen
bei allen zehn Aufgaben zu beantworten. An
der letzten wirst du sicher am ehesten ver-
stehen, daf3 der Mathematiker die Frage nach
der Existenz einer Losung oft eher zu beant-
worten versucht, als er an das Suchen der
Losung herangeht.



5. Zum Schlufl kehren wir noch cinmal zu den
20 Aufgaben la) bis 4e) zuriick. Wenn man
sinnvoll iibt, dann ermittelt man nicht blind-
lings jeden einzelnen Quotienten; auch wenn
sic alle richtig sind, so ist das nur der halbe
Ertrag. Vielmchr iiberpriift man, ob und
welche Verdnderungen sich im Quotienten
dadurch ergeben, daB Dividend und Divisor
in bestimmter Weise gedndert werden. Mit
anderen Worten: Man versucht, GesetzimaBig-
keiten (fiir das Dividieren gebrochener Zah-
len) zu erkennen und nach Moglichkeit auch
zu beweisen.

Einige Beispicle:
4b) und 44) Sind Dividend und Divisor zu-
cinander reziprok, so stehen in Zihler und
Nemner des Quotienten Quadratzahlen:

m n m m m2

n ' m n n nt
3b) Ist der Dividend 1, so sind Divisor und
Quotient zueinander reziprok:
Ly
n m m
1a) und 1¢) Wird von Dividend und Divisor
das Reziproke genommen, so ergibt sich auch
das Reziproke des Quotienten:
m.p_mqg n,.9_"nP
n g )

n-p
n-p’m p m-q

2d) 1aBt vermuten, daB man den Quotienten
auch ermitteln kann, indem man Zihler durch

Zahler und Nenner durch Nenner dividiert,
sofern die Division jeweils ausfiilhrbar ist.
Bilde selbst derartige Beispiele, tiberpriife an
ihnen die Vermutung und versuche eincen
allgemeinen Nachweis.

1d) und le) zeigen, daBl die Division gebro-
chener Zahlen nicht kommutativ ist. Ist sie
assoziativ, d. h. gilt z. B.

(2 4) 6_2. 4.6,,>=,
3°5 _3'<5‘7'

Wie steht es uberhaupt, wenn mehr als zwei
Zahlen gegeben sind und noch andere Rechen-
operationen ins Spiel kommen? Versuche
dich an den Aufgaben

3 5) 7 3 5 7
2) (?+"4?, g und g iy
27 9 1 27 (9
b) - i'e l-2~und 4’ ( —1- )
Set 217 : 5 Kl a3
¢) Setze in; 50°3 ‘12° 9 ammern, so da

sich 1 ergibt.
d) Suche nach je einem Paar gebrochener
Zahlen, fiir das gilt:
a:b=a+b
e:j=ce-f
Das war unsere kleine Lektion des Dividie-
rens gebrochener Zahlen. Versuche, auch in
anderen Ubungen gleiche oder dhnliche Wege
zu gehen, dann wirst du sicher gute Erfolge

haben! G. Pictzsch

c:d=c—d

Was verbirgt sich hinter: MBZ 8?

Mathematikfachlehrer Giinter Horn aus Schonbach,
Kreis Loban, hatte eine Idee: ,,Im Jahre 1964 wurden
wir uns in der Fachkonunission Mathematik klar dar-
iiber, daB wir dic besten Schiiler fordern miiBten. Aus
Griinden der schlechten Verkehrsverbindumgen zur
Kreisstadt war cine Kobnzentration in Form eines
Zirkels nicht angebracht. Deshalb beschlof die Fach-
kommission, fir die Klassen 8, 9 und 10 Korrespondenz-
zirke) einzurichten. Am Ende des Schuljahres wurden
an alle Schulen Rundschreiben geschickt, in denen die
Mathematiklehrer gebeten wurden, die besten Schiiler
fiir den Mathematischen Briefzirkel (MBZ) zu werben,
Das Ergebnis war begeisternd. Mehr als 120 Teilnehmer
schickten die Losungen der ersten Aufgaben cin, die
den Lehrern mit dem ersten Rundschreiben zugegangen
waren. Obwohl in den folgenden Briefen héhere An-
forderungen gestellt wurden, blieben bis zum Ende der
ersten Serie 60 Teilnehmer bestehen. Die Briefzirkel
sind so beliebt geworden, daB wir jetzt beschlossen
haben. einen Zirkel auch fir die 7. Kilassen einzu-
richten.™

Wie sehitzen die Schiiler den MBZ cin?

Rosemarie Freude aus Obercunnersdorf:

Wic bei jeder Olvinpiade, so zeigte es sich auch
dlvsmal daB nur durch stindiges Training gute Lei-
stungen erzielt werden konnen. Daher b(-;,luﬂe ich es,
daB ich ab Mai dieses Jahres (1967 4. Red.) durch den
MBZ 8 Gelegenhieit erhielt, systematisch fiir die kom-
menden Olympiaden trainieren zu konnen. ,.”
Besonders begriilten es die Schiiler, dafl in einer Rang-
liste die besten Schiiler genannt werden, Tilmann
Weidner aus Rennersdorf meint dazu:

,» « « » Mir gefillt es sehr, daB nach jeder Folge cine
Einzel- und Gesamtwertung erscheint, so dal man
stindig tiber seinen Platz mfnruucrt ist, was natiirlich
einen Ansporn bedeutet .

Hicr einige Aufgabenbeispicle fiir dic 8. Xlasse:

303 Zerlegt die Zahl 45 so in vier Sum-
manden, daB alle Resultatc gleich sind, wenn
ihr zum ersten Summanden 2 addiert, vom
zweiten 2 subtrahiert, den dritten mit 2 multi-
pliziert und den vierten Summanden durch 2
dividiert!

304 Fiir welche x gilt: | 2| > 227

305 In einem Werk sind 359% aller Be-
schiftigten Frauen, die iibrigen sind Ménner.
Es arbeiten in diesem Werk 252 Minner mehr
als Frauen. Bestimme die Gesamtzahl der
Beschiiftigten!

306 Rolf war doppelt so alt wie Inge. als er
so alt war, wie Inge jetzt ist. Jetzt sind beide
zusammen 45 Jahre alt. Wie alt ist jeder?
307 Inder FuBbalioberliga spielen 14 Mann-
schaften in Hin- und Riickspielen um den
Titel eines Fufiballmeisters der DDR. Wie-
viel Spiele sind notwendig?
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Eine Knobelgeschichte

3. Teil

Und wieder ist Mathematikzirkel. Mehrere
Schiiler behaupten, die letzte Knobelaufgabe
geldst zu haben. Einer von diesen wird vor-
iibergehend aus dem Klassenzimmer ge-
schickt. Indessen werden drei Zirkelteilneh-
mer bestimmt, die sich fiir alle sichtbar neben-
einander aufstellen und denen in gemein-
samer Absprache jeweils ein laut Knobel-
aufgabe zuldssiger Vor- sowie auch Zuname
zugesprochen wird. Danach ruft man den er-
folgreichen Knobler ins Zimmer zuriick. Zu-
néchst nennen ihm die drei Mitspielerinnen
ihre neuen Vornamen. Mit einem ,,Danke-
schon‘ ergreift der Knobler ein Stiick Kreide,
das er bei seinen ersten drei Fragen jeweils
sichtbar hochhilt. Es ergibt sich das folgende
Frage-Antwortspiel :

Natiirlich bekunden die Zirkelteilnehmer an
dieser eleganten Losung groBes Interesse. Und
so wird sie besprochen. ,,Eine Vorbemerkung
muB ich allerdings machen®, sagt der Zirkel-
leiter. ,,Es gibt Fragen, auf die die Mddchen
unseres Spieles bei Beachtung der ihnen auf-
erlegten Spielregeln nicht antworten kénnen.*
— ,,Nun zu den Fragen. Sie haben die Ge-
stalt: Frage an X:,,Wie antwortet ¥ auf die
Frage, ob er Weil} heiBt.?* Dabei sind fiir X
und Y verschiedene Vornamen der Médchen
einzusetzen.*

Um zu erkennen, welche Informationen aus
der Beantwortung einer solchen Frage erhal-
ten werden, werden alle moglichen Fille in
Betracht gezogen und anschlieBend wird eine
Auswertung vorgenommen. Die erhaltenen

1. Frage an Annette: ,,Ist das ein Stiick Kreide?*

2. Frage an Beate: ,,Ist das ein Stiick Kreide?* ,»Nein‘‘.
3. Frage an Christa: ,,Ist das ein Stick Kreide?* ,,Ja“.
4. Frage an Beate: ,,HeiB}t Christa Unsinn?* sdatts

Nach diesem Gesprich erklirt der Knobler:
,.Meine drei Mitspielerinnen heien Annette
Unsinn, Beate Schwarz und Christa WeiB.
Die Zirkelteilnehmer zollen der Leistung des
Knoblers den notigen Beifall. Bei der an-
schlieBenden Diskussion wird erortert, daB
der Knobler auch damit rechnen muBte, auf
seine drei ersten Fragen zweimal die Antwort
,,Nein* und einmal die Antwort ,,Ja‘‘ zu er-
halten. Desgleichen wird mit bemerkt, da8 er
gegebenenfalls auch mit insgesamt drei Fra-
gen und den zugehdrigen Antworten aus-
kommt.

Die letzte Feststellung nimmt der Zirkelleiter
zum AnlaB, zu erkldren, daB sich die gestellte
Aufgabe in jedem Falle mit nur zwei Fragen
und den dazugehérigen Antworten 1osen 1a8t.
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Antworten hingen zum einen davon ab, wel-
chen der Namen Schwarz, Unsinn und Weil3
die befragte Person X hat. Weiterhin kann
in jedem der drei zu betrachtenden Fille die
Person Y zwei verschiedene Nachnamen
haben. Also sind insgesamt sechs Fille zu
betrachten. Die entsprechend aufgestellte
Tabelle wird um die Antworten von X er-
gianzt:

Antwort von X

»Nein*,
,,Ja‘‘ oder ,,Nein‘‘.
,Ja‘‘ oder ,,Nein®.
ssdatt

TEAC RN
QuFhgI |~



Dabei bedeuten die Buchstaben S, U und W
Abkiirzungen fiir die Namen Schwarz, Unsinn
und WeiB. Ein Strich bedeutet, daB die be-
fragte Person X nicht antworten kann. Die
nunmehr vorgenommene Auswertung ergibt:

Antwort von X

iber ¥ erhaltene Informationen
,daft X heif3t nicht Schwarz und
Y heiBt nicht Unsinn
— Y heift Unsinn

,»»Nein* X heiB3t nicht Weil und
Y heiBlt nicht Unsinn

Nach dieser Analyse wird die zuldssige Frage
erstmals an Annette iiber Beate gerichict.
Dies wird in der angegebenen Weise symbo-
lisch an der Tafel fixiert:

N
A B ¢

Je nach der erhaltenen Antwort sind ‘drei
Fille zu unterscheiden. Die mit der Antwort
jeweils erhaltenen Informationen werden
ebenfallssymbolisch fixiert, wobeiz. B.einun-
ter A aufgeschriebenes W bedeutet ,,Annette
heiBt WeiB* und ein unter 4 aufgeschriebe-

nes W bedeutet hingegen ,,Annette heiBt
nicht Wei*.

fallunterscheidung gemdf 1. Antwort
TN
A / \\B ¢
,Ja’ kaeAﬁﬁE\\_ywh"

/7.\/ /7.\ /1\
AB¢C ABce AB¢C
ES u u wu

Aus erster Antwort erhali. Informationen

Falls auf die erste Frage die Antwort ,,Ja‘
erteilt wird, entscheidet man sich im Zirkel
dafiir, die zweite Frage an Beate iiber Christa
zu richten. Die erhaltenen Antworten bedin-

gen eine weitere Fallunterscheidung und fiih-
ren zu weiteren Informationen. Anschliefend
lassen sich aus den aus der ersten und zweiten
Antwort erhaltenen Informationen die Nach-
namen von Annette, Beate und Christa fest-
legen (siehe Abb. unten).

Das teilweise abgedruckte Losungsschema
bringt u. a. zum Ausdruck, da mit der Ant-
wort ,,Ja‘“ auf die erste Frage die Informa-
tionen ,,Annette heifit nicht Schwarz® und
,»Beate heilt nicht Unsinn erhalten werden,
daB mit der Antwort ,,Ja‘* auf die zweite
Frage zusiitzlich die Informationen ,,Beate
heiBt nicht Schwarz‘‘und ,,Christa hei3tnicht
Unsinn“ erhalten werden und da8 gemi8 die-
ser Informationen sich die Namen der so ant-
wortenden Madchen ergeben als Annette Un-
sinn, Beate Weil und Christa Schwarz.
Auch in den verbleibenden sechs Fillen er-
gibt sich, daB bei geeignet gestellter zweiter
Frage entweder die Nachnamen von Annette,
Beate und Christa personell festgelegt wer-
den, oder daB die betreffende Antwortméog-
lichkeit nicht eintreten kann. Zur weiteren
Beschiftigung stellt der Zirkelleiter noch zwei
Aufgabenvarianten:

4. o''’) wie a; b""') wie b;

¢'’") Welche Informationen erhilt ein Fragen-
der iiber die Zuordnung von Vor- und Zu-
namen der drei Midchen durch die Beant-
wortung einer Frage des Typs:

Frage an X: ,,Steht bei alphabetischer Ord-
nung der Zuname von Y vor dem von Z? Da-
bei sind fiir X, ¥ und Z jeweils verschiedene
der Vornamen Annctte, Beate und Christa
einzusetzen.

5. a''"") wie a, jedoch ist der Name Unsinn
durch Grau zu ersetzen.

b'"'") wie b, jedoch ist der Name Unsinn durch
Grau zu ersetzen.

1 3 121
¢y wie ¢'"'. 'W. Triger

In diese Knobelgeschichte sind zwei bekanntc Knobel-
aufgaben eingearbeitet worden:

1. 60. Aufgabe aus Rupassow, Mathematische Denk-
aufgaben, Volk und Wisscn, 1965.

2. 46. Aufgabe aus der Artikclserie ,,Wer findet die
Lésungen?’* von Prof. Karl aus der Fachzeitschrift
,wMathematik in der Schule ftir Lehrer, Verlag Volk
und Wissen, Heft 7, 1966.

A2
Aus 7. Antwort 8 ¢
erhait. Informat,
Falluntersch. gem.
2. Antwort

Gl

j"'/'l;éine
~a Antwort

o NG I

{
{
Aus 1, Antwort {
{
{

erhalt. Jnformat.

ABC ABC ABC
erhalt. Informat, SU Su S
Aus 2. Antwort _ _
erhalt. Informat. Su u wv
Folgerungen aus UWS WSU USW
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Wer lost mit?
HIFIIH-Wett hewerb

leizter Einsendetermin 31. Dezember 1968*

*Mit Heft 5 endet der alpha-Wettbewerb des Jahres 1968. Am 10. Januar 1969 gehen
die letzten Antwortkarten an die Teilnehmer, so daf} jeder, der bis zum 31. 1. 1969
scine bis dahin erhaltenen Karten geschlossen einsendet, von der Jury eingestuft wird.
Die Namen der Preistriger und weiterer aktiver Teilnehmer werden in Heft 2/69
veroffentlicht. Wer im Jahre 1968 mindestens 7 Karten erwarb und diese einsendet,
erhilt eine Anerkennungsurkunde. Wer seine Karten als Beleg zuriickhaben mochte,
lege ein frankiertes Kuvert mit seiner Adresse bei.

309 Ein Vater ist viermal so alt wie sein
Sohn. Addiert man die Zahlen,die das Lebens-
alter des Vaters und das seines Sohnes (in
ganzen Zahlen) angeben, so erhilt man als
Summe eine Zahl, die groBer als 50, aber klei-
ner als 60 ist. Ermittle das Lebensalter von
Vater und Sohn! OL Th. Scholl, Berlin

310 Die Summe zweier natiirlicher Zahlen
betrigt 121, ihre Differenz betrigt 45. Wie
lauten die Zahlen? OL Th. Scholl, Berlin

311 In dem Wort alpha sind die Buch-
staben so durch Grundziffern zu ersetzen, daf3
nman eine finfstellige Zahl erhilt, wobei die
folgenden Bedingungen erfiillt sind :

a) Gleichen Buchstaben entsprechen gleiche
Ziffern, und verschiedenen Buchstaben ent-
sprechen verschiedene Ziffern.

b) Die Quersumme dieser fiinfstelligen Zahl
ist eine Primzahl.

c¢) Die aus den Ziffern a, k, 1, p, al und aph
bestehenden Zahlen sind ebenfalls Prim-
zahlen. Ing. H. Decker, X6In

W(5)312 Die Schiiler der Klassen 5a, 5b
und 5¢ einer Oberschule sammelten fleiBig
gebrauchte Flaschen, die sie zur Sammel-
stelle brachten. Der Erlss dafiir wurde dem
Solidarititskonto Hilfe fiir Vietnam zuge-
fithrt. Die Schiiler der Klassen 5a und 5b
sanmelten zusammen 790 Flaschen; die
Schiiler der Klassen 5b und 5c¢ brachten es
zusammen auf 970 Flaschen, und die Schiiler
der Klassen 5a und 5c¢ trugen insgesamt
920 Flaschen zusammen. Wicviel Flaschen
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wurden je Klasse gesammelt? Welcher Geld-
betrag konnte dem Solidarititskonto gut-
geschrieben werden, wenn fiir jede abgelie-
ferte Flasche 0,05 M bezahlt wurde?

OL Th. Scholl, Berlin

W(5)313 In einem regelmiBigen Fiinfeck
sind alle Diagonalen gezeichnet. Wieviel ver-
schiedene gleichschenklige Dreiecke sind in
der so entstandenen Figur vorhanden? Dabei
gelten zwei Dreiecke als verschieden, wenn
sie in mindestens einem Eckpunkt nicht

dbereinstimmen. Doz, L. a1 Lopowok, Lugansk

D
E “
w ’ C

A “

B
314 Esist eine gegebene Strecke ABiiber B
hinaus um sich selbst zu verlingern. Zur
Konstruktion diirfen nur ein Lineal und ein
Zeichendreieck verwendet werden ; dabei darf

das Lineal nicht zum Messen, sondern nur

zum Zeichnen von Geraden benutzt werden.
Dr. G. Hesse, Radebeul

315 Das kleinste gemeinschaftliche Viel-
fache zweier Zahlen ist 3%- 5%2-7: 11; der
grofBte gemeinsame Teiler dieser Zahlen ist
45. Eine der beiden Zahlen, deren k. g. V.
und g. g. T. gegeben sind, lautet 4725. Wie
heiBt die zweite dieser Zahlen?

H. Buders, Zanzibar Town
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316 1In einem Dreieck 4 BC ist ein Auflen-
winkel in 4 um 29°, ein AuBenwinkel in B
um 49° kleiner als ein AuBenwinkel in C. Es
ist die GroBe der drei Innenwinkel des Drei-
ecks 4 BC zu bercchnen!

Martina Schumann, 24. OS Leipzig
W(6)317 In die Kistchen des abgebildeten
Quadrates sind neun Zahlen so eingetragen
worden, daB das Produkt der drei Zahlen
jeder Zeile und jeder Spalte stets 270 betrigt.
Auf welche Weise und wie oft lassen sich die
eingetragenen neun Zahlen umstellen, wenn
dabei die gegebene Eigenschaft erhalten blei-
ben soll?

1]|10]27
5] 9] 2
18| 3] & Dr. G. Hesse, Radcbeul

W(6)318 Inderfolgenden Aufgabe ist jedes
Sternchen durch eine der Ziffern 0, 1, 2, 3, 4,
5, 6,7, 8, 9 zu ersetzen, so daB eine richtig
geloste Divisionsaufgabe entsteht. Dabei ist
zu beachten, daB am Anfang einer Zahl nicht
die Ziffer 0 stehen darf.

PR NS L R ¥
*

=
»

| **
e

0 W. Klonner, Torgau

319 Einem gegebenen spitzen Winkel o mit
dem Scheitelpunkt 8§ ist ein Kreis k; mit dem
Mittelpunkt M; so einbeschrieben, daB die
Schenkel des Winkels o« Tangenten an den
Kreis k, sind. Es soll ein zweiter Kreis k, mit
dem Mittelpunkt M, konstruiert werden, der
den Kreis k, und die Schenkel des Winkels a
beriihrt und dessen Mittelpunkt M, zwischen
8 und M, liegt. Die Konstruktion ist zu be-
grinden! OL Th. Scholl, Berlin

320 Ein Junge schneidet die vier Ecken
eines quadratischen Stiick Papier so ab, daB
jeder der geraden Schnitte durch die Mitten
zweier benachbarter Quadratseiten verlduft.

a) Beweise, daBl das nach Abschneiden der
vicr Ecken verbleibende Papierstiick wie-
derum die Gestalt eines Quadrates hat!

b) Wie oft mufl der Junge diese Titigkeit am
jeweils verbleibenden quadratischen Papier-
stiick wiederholen, damit das schlieBlich ent-
standene quadratische Reststiick einen Fla-
cheninhalt besitzt, der weniger als ein Tau-

sendstel der Ausgangsfliche betrigt?
‘W. Triger, Dobeln

321 Gegeben sind eine Gerade g und eine

Strecke AB, deren Verlingerung senkrecht
auf g steht. Fir welchen Punkt P der Ge-
raden g ist der Winkel <t APB am grofiten?
(Anleitung: Betrachte den Kreis durch die
Punkte 4, B und P!). !

W(7)322 Gegeben sind zwei regelmiBige
Vielecke. Die Anzahl der Seiten des zweiten
Vielecksist doppelt so groB wie die des ersten.
Jeder Innenwinkel des ersten Vielecks ist um
10° kleiner als jeder des zweiten. Ermittle die
Anzah] der Seiten des ersten regelmiBigen
Vielecks! Ing. H. Decker, Koln

W(7)323 Die rationale Zahl ZE’,
Summe zweier positiver rationaler Zahlen mit
den Nennern 5 und 13 darzustellen!

Ing. H. Decker, Koln

ist als

324 Faltgeomelrie
Ein quadratisches Blatt Papier mit den

Ecken A4, B, C, D soll mehrmals so gefaltet

werden, dal ein gleichseitiges Dreieck ent-
steht, von dem eine Ecke mit einer Ecke des
Quadrates zusammenfillt und die beiden
anderen Ecken auf den Seiten des Quadrates
liegen. Dabei darf aber nur nach den folgen-
den drei Methoden gefaltet werden:

a) Es wird lings einer bekannten Strecke ge-
faltet;

b) es wird so gefaltet, daB zwei bereits be-
kannte Punkte auf eine bekannte Strecke zu
liegen kommen;

c) es wird so gefaltet, daB ein Punkt fest
bleibt und ein anderer Punkt auf eine be-
kannte Strecke zu liegen kommt.

Nach jeder durchgefiihrten Faltung wird das
Papierblatt wieder entfaltet.

H_ PN ¢
7

Pl

A M 8

Durchfihrung der Faltungen (vgl. Abbildung):
Wir falten zuniichst so, daB die Strecke 4D
mit der Strecke BC zusammenfillt und er-

halten die Faltkante M N. Dann falten wir so,
daB der Punkt A fest bleibt und Punkt D auf
einen Punkt I’ der Strecke MN zu liegen
kommt. Wir erhalten die Faltkante HP, wo-
bei P auf DN liegt. Endlich falten wir lings
der Strecke 21?, so daB der Punkt P auf

einen Punkt P’ der Strecke BC zu liegen
kommt.
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Vir behaupten nun, daB8 dann das Dreieck
A P’ P gleichseitig ist und daher die verlangten
Eigenschaften hat, weil P’ auf der Quadrat-
seite BC und P auf der Quadratseite CD
liegt.

Aufgabe: Die Faltung ist durchzufiihren, und
die obige Behauptung ist zu beweisen.
Prof. Dr. N. Tschajkovskyj, Lwow

325 Esist zu beweisen: Sind a, b, ¢, d, e und
[ beliebige natiirliche Zahlen mit der Eigen-
schaft, daB abc = def und ad = be = cf gilt,
so ist dasProdukt der sechs Zahlen abedef = p

die sechste Potenz einer natiirlichen Zahl.
(In der obenstehenden Figur sind also die
Produkte der jeweils auf parallelen Geraden
stehenden Zahlen einander gleich.)

W. Trager, Dobeln

326 Bestimme zu p = 6% die natiirlichen
Zahlen a, b, ¢, d, e und { so, daB sie den Be-
dingungen der Aufgabe 326 geniigen, daB sie
simtlich voneinander verschieden sind und a
jeweils die kleinste sowie f die zweitkleinste
dieser sechs Zahlen sind. W. Triger, Débeln

V7(8)327 Die untenstehend abgebildete
Kreisscheibe, die bereits durch zwei Halb-
kreise in zwei Gebiete zerlegt wurde, ist durch
drei Geraden so weiter zu zerlegen, daB acht
einander paarweise inhaltsgleiche Gebiete ent-
stehen. (Konstruktion und Beweis!)

Dr. E. Schrider, Dresden

W(8)328 Dic in den Kreisen stehenden
Buchstaben a, b,..., ¢ sind so durch die
Zahlen 1, 2,. .., 7 zu ersetzen, da8 fiir ver-
schiedene Buchstaben verschiedene Zahlen
eingesetzt werden und dall die Summen der

auf jeder markierten Geraden %, %,..., k;
stehenden Zahlen simtlich gleich sind.
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Wieviel verschiedene Méglichkeiten gibt es?
'W. Triger, Dobeln

329 Drei Briider wollen eine Anzahl Apfel
zu gleichen Teilen unter sich verteilen. Da
sich die Anzahl der Apfel nicht durch drei
teilen 14Bt, schligt der eine vor, fiinf Apfel
der Schwesterabzugeben, wodurcheine gleich-
miBige Verteilung der Apfel unter den drei
Briidern méglich sein wiirde. Dazu macht der
zweite den Vorschlag, daB jeder von ihnen der
Schwester auBerdem noch den neunten Teil
der Anzahl seiner Apfel abgeben sollte, weil
dann die Schwester ebensoviele Apfel wie je-
der der drei Briider haben wiirde.
Wieviel Apfel waren es im ganzen?

StR. G. Schulze, Herzberg

330 Es ist folgender Satz zu beweisen:
Fiir alle Dreiecke ABC mit dem Winkel
X BCA = y = 60° und den Seiten BC = a,
CA=b,AB=c gilt

=a®>+b—ab.
Anleitung: Benutze eine der Héhen h, bzw. hy als

Hilfslinien und wende den pythagoreischen Lehrsatzan !
‘W, Triger, Dobeln

331 Gegebensei eine Strecke A B, die kiirzer
als 500 cm ist und die folgenden Eigenschaf-

ten hat: Trigt man auf 4 B, von einem End-
punkt beginnend, wiederholt

eine Strecke von 2 em Linge, 1)
2 E R ‘ b4l 3 cm 2 (2)
»” ” 2 4 cm 2 (3)
b2l ” 2 5 cm ” (4)
2 ”» ” 6 cm bid (5)

ab, so verbleibt jeweils eine Reststrecke von
1 em Lénge.

Trigt man jedoch eine Strecke von 7em
Linge ab, so verbleibt keine Reststrecke. (6)
a) Wie lang ist die Strecke 4 B?

b) Welche der obigen Bedingungen (1), (2),
(3), (4), (5), (6) sind iiberfliissig, so daBl die
Liange der Strecke 4B auch dann noch ein-
deutig bestimmt ist, wenn diese Bedingungen
gestrichen werden ? Dr. E. Schroder, Dresden

W(9)332 Das Urlauberschiff des FDGB
Fritz Heckerthat Kabinen fiir je zwei, drei und
vier Personen. Sind alle 159 Kabinen voll be-
legt, so kann das Schiff 379 Fahrgiste be-
fordern. Die Anzahl der Kabinen fiir zwei
Personen ist achtmal so groB wie die der
Kabinen fiir vier Personen. Wieviel 2-Perso-
nen-, 3-Personen- und 4-Personen-Kabinen
hat das Urlauberschiff?

OStR Dr. R. Liiders, Berlin
W(9)333 Es seien r; und r, zwei auf der
Zeichenebene senkrecht stehende Spiegel, die



sich in der Geraden s schneiden. Die Punkte
P und @ liegen in der Zeichenebene. Wir
fassen @ als Lichtquelle auf und fragen nach
simtlichen von @ ausgehenden Lichtstrahlen,
die P treffen.
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a) Wieviele solche Strahlen gibt es? (Refle-
xionsgesetz anwenden!)

b) Fiihre die Konstruktion dieser Strahlen
durch! Dr. E. Schrider, Dresden
334 In der Theorie der fastperiodischen
Funktionen spielt ein kombinatorischer Hilfs-
satz eine Rolle, dem man nach dem bedeuten-
den Mathematiker Hermann Weyl (1885 bis
1955) etwa die folgende Fassung geben kann:
Eine Schulklasse bestehe aus einer bestimm-
ten Anzahl » von Jungen und einer bestimm-
ten Anzahl m von Midchen, wobei n < m sei
(z- B. n = 12, m = 14). Jeder Junge sei mit
einer bestimmten Anzahl von Klassen-
kameradinnen befreundet, wobei natiirlich
mehrere Jungen mit demselben Médchen und
mehrere Madchen mit demselben Jungen be-
freundet sein koénnen (also ein Junge mehrere
Freundinnen haben kann). Ein SpaBvogel der
Klasse wirft nun die Frage auf, ob es bei der
augenblicklichen Verteilung der Freund-
schaften moglich ist, jeden Jungenmit einem
ithm befreundeten Médchen zu verheiraten.
Nach kurzer Uberlegung erkennen die Schii-
ler, daB hierfiir sicher notwendig ist, daB je k
Jungen (1 < k < n) stets insgesamt mit min-
destens & Midchen befreundet sind; denn
gibe es eine Gruppe von % (z. B. 7) Jungen,
die insgesamt mit weniger als & Médchen
(z. B. nur 5 Miadchen) befrcundet sind, so

koénnten nicht alle Jungen dieser Gruppe eine
ihnen befreundete Klassenkameradin heira-
ten. Zeige, dafl die genannte Bedingung
auch hinreichend ist, d. h., sind je & Jungen
(1 £ k< n) der Klasse stets insgesamt mit
mindestens k£ Klassenkameradinnen befreun-
det, so kann jeder Junge der Klasse eine ihm
befreundete Klassenkameradin heiraten!
Prof. Dr. G. Asser, Greifswald
335 Es ist ein rechtwinkliges Dreieck 4 BC
mit < ACB = 90° zu konstruieren, von dem
s, und %, bekannt sind. (s, Lange der Seiten-

halbierenden von AB, k., Linge der Hohe

auf AB.)

Wieviele Losungen hat diese Aufgabe?
StR. G. Schulze, Herzberg

336 Wie heiBt die Gleichung der quadrati-
schen Funktion, deren Kurve durch den
Punkt P; (1;2) geht und in den Punkten
mit den Abszissen #, = — 1 und 23 = 3 die
x-Achse schneidet?  siR. G. Schulze, Herzberg

337 Es ist zu beweisen, daf} es keine ganze
Zahl n gibt, fiir die die Zahl

n%2 —n + 13 durch 289 teilbar ist.
Doz. L. M. Lopowok, Lugansk

W(10/12)338 Der neue sowjetische Perso-
nenkraftwagen SIL 114 des Moskauer Li-
chatschow- Automobilwerkes erreicht nach dem
Start in 13,5s die Geschwindigkeit von
100 km /h.

a) Wieviel Meter hat der Kraftwagen in die-
ser Zeit zuriickgelegt, wenn man eine kon-
stante Beschleunigung annimmt?

b) Wieviel Sekunden nach dem Start hat der
Wagen eine Entfernung von 4 km zuriick-
gelegt, wenn er bis zur Erreichung der
Héchstgeschwindigkeit von 190km/h mit
konstanter Beschleunigung weiterfilirt und

dann die Hochstgeschwindigkeit beibchiilt?
OStR. Dr. R. Liiders, Berlin

W(10/12)339 Streicht man von einer natiir-
lichen Zahl (in dekadischer Darstellung) die
letzten drei Ziffern weg, so erhdlt man die
dritte Wurzel aus dieser Zahl. Wie lautet
diese Zahl? Doz. L. M. Lopowok, Lugansk

An der Ingenicurschule fiir Maschinenbau und
Llektrotechnik (8019 Dresden, Elisenstr. 25) wer-
den fiir den Binsatz in Betricben, dic elektronische
Datenverarbeitungsmaschinen entwickeln. produ-
zicren oder einsetzen, Ingenieure fiir Programinie-
rung (siehe 8. 181), Ing. f. elektronische Daten-
verarbeitungsanlagen, Ing. d. Elektrofeinwerk-
technik, Ingenieurékonomen der Elektrotcchnilk/
Datenverarbeitung ausgebildet.

Die Schule verfiigt iiber viele modern aufgcbaute
und ausgestattete Labors. Im Studienjabr 19635/69
studieren: etwa 1400 Studenten im Direktstudium,
2000 Studenten im Abendstudium (davon 1200 in
32 AuBenstellen), 300 Studenten im Fernstudium
(nur in der Fachrichtung Elektronischc Daten-
verarbeitungsanlagen), 150 Ingenieure und In-
genieur-Okonomen im postgradualen Studium, d.h.,
zur weiteren Vervollkommnung ihrer Kenntnisse.
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Was ist
ein Viereck?

Wihle beliebig vier Punkte 4, B, C, D in der Ebene. Sie sollen die Ecken eines Vierecks
werden. Dazu diirfen sie natiirlich nicht alle auf einer Geraden liegen, etwa so wie in
Abh. 1. Wie steht es, wenn die Punkte so liegen wie in den Abbildungen 2 oder 3?
Dabei ist immer in der Reihenfolge A-B-C-D zu verbinden. Auch die in diesem Fall
entstehenden Figuren bezeichnen wir nickt als Viereck. Wenn also die vier Punkte
A, B, C, D die Ecken eines Vierecks werden sollen, so diirfen nie drei von ihnen auf
einer Geraden liegen. Das Entsprechende muBl von fiinf Punkten 4, B, C, D, E ver-
langt werden, die ein Fiinfeck bilden sollen, usw.

Wenn wir die Ecken 4, B, C, D dieser Forderung entsprechend so wéhlen, daB es nie
durch drei dieser Punkte eine Gerade gibt, so kann die Figur von Abb. 4 entstehen.

Wir wihlen jetzt einen Punkt E auBlerhalb des Vierecks wie in Abb. 5 und denken uns
den Punkt C wie durch ein Gummiband geradlinig zu Punkt E hin gezogen, wihrend
die Punkte 4, B, D fest an ihrem Platze bleiben. Der Punkt C gerit dabei schlieBlich.
auf die Diagonale BD, so daB in diesem Augenblick das Viereck 4 BCD aufgehort hat
zn existieren (Abb. 6). Ziehen wir Punkt C weiter, so kommt er, nachdem zwischen-
durch 4 BCD ein eingeknicktes Viereck gebildet hat, (Abb. 7) auf die Strecke AB zu
liegen (Abb. 8). Wieder ist der Viereckscharakter der Figur verloren gegangen. Wir
lassen uns aber dadurch nicht beirren und ziehen weiter. Jetzt kommt Punkt C auf die
andere Seite der Geraden 4B zu liegen, es entsteht wieder ein Viereck, aber cines, das
ihr vielleicht nicht gewohnt seid, als Viereck zu betrachten (Abb. 9).

Wir stellen noch einmal drei charakteristische Lagen des Punktes C zusammen (Abb. 4,
7, 9). Abb. 4 stellt ein euch wohlvertrautes Beispiel eines-Vierecks dar. Dabei kann
Punkt C noch beliebig bewegt werden, sofern er nicht eine der Geraden DB, DA, AB
iiberschreitet oder auf einer dieser Geraden liegt. Das Viereck von Abb. 4 heifit ,,kon-
vexes* Viereck. Ihr habt vielleicht einmal von einer Konvexlinse — im Gegensatz zu
einer Konkavlinse — gehért. Nun, wir haben es hier nicht mit einem Korper, also
einem dreidimensionalen, sondern mit einem zweidimensionalen Gebilde, mit einer
Fliche, zu tun. Aber die Unterscheidung konvex — nichtkonvex kénnen wir sowolil
bei Kérpern als auch bei beliebigen Flichen machen. Man mufl dazu nur wissen, was
unter dem Inneren des Kérpers oder der Fliche zu verstehen ist. Wir zeichnen eine
beliebige Fliche (Abb. 10) und wihlen zwei Punkte P, @ im Inneren der Figur. Wenn
bel jeder Lage der Punkte P und @ im Inneren die Verbindungsstrecke P@ nur aus
inneren Punkten der Figur besteht, dann heiflt die Figur konvex, andernfalls nicht-
konvex. Ihr seht, daB die in Abb. 11 gezeichnete Figur nichtkonvex ist. Ubrigens: Man
kann diese Figur leicht ,,abrunden®, so da8 sie konvex wird. Dazu braucht man nur die
Punkte 4 und B durch eine Strecke zu verbinden. Diese Betrachtungen lassen sich
leicht auf Korper iibertragen. Die Figur von Abb. 4 stellt also ein konvexes Viereck dar.
Aber auch die Figuren von Abb. 7und 9 stellen Vierecke dar; sie wiren nach unserer Defi-
nition als nichtkonvex zu bezeichnen. Bei Abb. 9 braucht ihr nur durch den Schnittpunkt
der Strecken 4 Bund CD,den wir mit S bezeichnen wollen, eine Strecke PQ wiein Abb.12
zu legen. Dann enthilt PQ den Punkt S, der ein Randpunkt, also kein innerer Punkt
der Figur ist. Dieses Viereck bezeichnet man iibrigens als Uberschlagviereck.
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Wiirden wirin Abb.4 die Eckpunkte in der Reihenfolge 4-C- B-D verbinden, so entstiinde
natiirlich wieder ein nichtkonvexes Viereck. Ihr seht daran, daB es fiir die Entscheidung,
ob ein Viereck, das nur durch seine Eckpunkte gegeben ist, konvex oder nichtkonvex
ist, von ausschlaggebender Bedeutung ist, wie der Linienzug, der die Punkte verbin-
det, verlauft.

Wir wollen noch einmal zu den Figuren der Abb. 4 und 7 zuriickkehren. Euch ist der
Satz bekannt, daf} die Winkelsumme im Dreieck 180° betridgt. Daraus kann man leicht
die Winkelsumme im Viereck berechnen. Ihr braucht nur eine Diagonale zu ziehen,
die das Viereck in zwei Dreiecke zerlegt, und die Winkelsumme fiir diese beiden
Dreiecke zu bilden. Durch Addition findet ihr fiir die Winkelsumme des Vierecks 360°.
In Abb. 12 ist das Viereck 4 BCD schon in zwei Dreiecke zerlegt. Die Winkelsumme
setzt sich aus den Winkeln bei 4, B, C, D zusammen. Sie muB, wieihraus Abb. 121eicht
erkennt, kleiner als 360° sein, da die — um die Winkel bei S vergroferte — Winkel-
summe der beiden Dreiecke 48D und CBS zusammen schon 360° betragt. Ihr seht
daraus, dal man bei der Formulierung des Satzes: ,,Im Viereck ist die Winkelsumme
360°%, vorsichtig sein muB. Wir wollen daher sicherheitshalber den Satz so formu-
lieren: ,,In jedem konvexen Viereck betrigt die Winkelsumme 360°‘.

Vielleicht iiberlegt ihr euch einmal, wie groB die Winkelsumme im konvexen Fiinfeclk,
im konvexen Siebeneck, im konvexen 100-Eck ist. Der Beweis kann iibrigens auch auf
anderem Wege gefithrt werden, als er hier fiir das Viereck angedeutet wurde. 1., gorke
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Eine Aufgabe von

Prof. Dr. rer. nat. habil. Herbert Dallmann

Direktor des Instituts fiir Mathematik

der Technischen Hochschule fiir Chemie Carl Schorlemmer, Leuna-Merseburg

287 In der chemischen Industrie werden
zum Aufbewahren von Flissigkeiten vielfach
Lagertanks verwendet, die die Form von lie-
genden Kreiszylindern haben.
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Zum Beobachten der Fliissigkeitshohe wird
ein kommunizierendes Standrohr angebracht.
Fiir einen solchen Lagertank (L = 500 cm,
D =200 em) soll das Standrohr mit einer
Skala versehen werden, die das Ablesen des
Fliissigkeitsvolumens in Litern gestattet.

a) Stelle eine Formel auf, die den Zusammen-
hang zwischen dem Fliissigkeitsvolumen V
und dem Winkel « (s. Skizze) darstellt!

b) Rechne fiir die Standhdhen z = 20, 40,
60, 80, 100, 120, 140, 160 cm den Fliissigkeits-
inhalt V in Litern aus!

Als im Jahre 1954 die Technische Hochschule fiir
Chemie ,,Car! Schorlemmer* gegriindet wurde, wihlte
man mit Vorbedacht als Standort Merseburg, nicht
weit entfernt von den beiden Chemiegiganten Leuna
und Buna.

Die engste Verbindung von Wissenschaft und Produk-
tion war von Anfang an der Leitgedanke der Hoch-
schule. An ihr studieren zur Zeit 2500 Direktstudenten
in folgenden drei Fakultiiten:

Stoffwirtschaft (Ausbildung zu Diplomchemikern)
Verfahrenstechnik (Ausbildung zu Diplomingenieuren)
Ing.-Okonomie (Ausbildung zu Diplomingenieurdkon.)

Mit der Griindung der Hochschule nahm das Institut
fiir Mathematik seine Titigkeit auf und entwickelte
eine intensive mathematische Ausbildung in den ein-
zelnen Fakultiten. Die griindliche Wissensaneignung
in Mathematik ist fiir technische und Skonomische
Berufe von groBler Bedeutung, weil dieses Fach iiber
die besten Hilfsmittel verfligt, immer tiefer die Gesetz-
mibigkeiten und Zusammenhdnge in Natur und Ge-
sellschaft zu erfassen.

Ab Herbst 1965 beginnt in Zusammenarbeit mit der
Universitit Halle die Ausbildung von Diplommathe-
matikern mit verfahrenstechnischen Grundkenntnis-
sen, die flir einen Einsatz in verfahrenstechnischen
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Bereichen der chemischen Industric und des Apparate-
baus geeignet sind. Das Studium umfalt neben einer
intensiven Ausbildung inden Grundiagender Mathema-
tik, in Rechentechnik,in Datenverarbcitung,in moder-
nen angewandten mathematischen Disziplinen noch die
Aneignung von Wissen und Fertigkeiten in verschiede-
nen verfahrenstechnischen Fichern. Diese so ausge-
bildeten Mathematiker werden spiter in der Lage scin,
verfahrenstechnische Probleme mit mathematischen
Methoden zu behandeln, insbesondere die Modelliernng
und Optimierung chemischer Prozesse durchzufiihren.
In der Forschung beschiftigen sich die Mitarbeiter des
Institutes fiir Mathematik vorwicgend mit mathemati-
schen Methoden der Optimierung beider Projektierung
und Steuerung chemisch-technologischer Prozesse. In
der modernen chemisch-technologischen Produktion
wird ein komplizierter Komplex von Apparaten an-
gewandt. Man ist dabeiinteressiert, nicht nur fiir den
einzelnen Apparat, sondern fiir die Gesamtheit der sich
wechselseitig beeinflussenden Apparate eine optimale
Arbeitsweise zu berechnen.

Eine Miglichkeit zur Anniherung an eine optimale
Arbeitsweise besteht gewisserimaBen in einer unmittel-
baren kiinstlichen Storung der Prozesse, d. h., man
versucht, durch dirckte Anderung der steuerlosen Eirn-
fluBgroBen (etwa Temperatur, Druck u. a.) eine Ver-
besserung zu erreichen.

Eine andere Methode benutzt in starkem MagBe dic
Mathematik. Sie setzt aber die Kenntnis des mathe-
matischen Modells, d. h., die Gesamtheit aller mathc-
matischen Beziehungen, die den Proze8 hinrcichend
genau beschreiben, voraus.

Die Bestimmung des mathematischen Modells eines
Prozesses ist eine der wichtigsten und kompliziertester
Aufgaben bei der Steuerung chemisch-technologischer
Prozesse; hier ist die Mitarbeit der Mathematiker
zweckmiBig.

Ausgehend von diesem Modell versucht man nun mit
mathematischen Methoden — unter starker Linbezie-
hung der elektronischen Rechentechnik — cine opti-
male Arbeitsweise zu errechnen; dabei stehen vor den
Mathematikern groBe Aufgaben bei der Anwendung
bekannter und der Entwicklung neuer Optimicrungs-
methoden. Hierzu haben naturgemif die an der Tech-
nischen Hochschule fiir Chemie ausgebildeten Mathe-
matiker einen wesentlichen Beitrag zu leisten.



1967
AERAGRD
CYGOTA U.eHTpunbuoro
Komureta
M 291 [13062) BJIKCM

l'IPH BAA

CTAPTYET
ONAMOHANA!

3amauu no MaTeMaTuKe

(7—10). HKaxoe HauGoabiee YNCIO

BEPEBOYEK, COEMMHAIMINX COCeIHUe Y3JIh
BOJNeit60NbHON CeTHH, MOMKHO DPasopBaTh
TaK, YTo6H CeTHa He PACHayach 11a KYCKH,
€CITM paBMepEI CeTHKU M X 1 AYeeK ?
2. (8—10). Jorasare, 4To 1JA J0OOTO =
CYWIECTBYeT 7 IIOCIef0BaTeNLHEX HATY-
PATBHEIX YMCeN, KaKAOG N3 KOTOPLIX
JemuTCA Ha KBafpaT IeJoro 4ucia, Hojib-
1Iero efuHMIH.

3. (8—10). Touku K u P cummerpuunst
ocHoBaHmw H sricorrt BH Tpeyrompnuka
ABC orsocuremsno mpasmeix AB u BC.
Jloxa3aTk, YTO TOYKU IEpeceyeHNA NPAMOIL
HP co croponaMun AB u BC (nam nx mpo-

AOJMKEeHNAMM) — OCHOBAWHA BLICOT Tpey-
roasnurxa ABC.
(7—9). Ha opmHO#t u3 ABYX PpAaBHLX

OKDYMHOCTel JaHo! 50 To4CK, Ha Hpyroi —
HECHOJIBbKO Ay, CyMMA JJIHNH KOTOPLIX MeIlb-

e, YeM ~ - JINHBL OKPYAHHOCTHU. J.IOHaaaTI:,

50
YTO MOJKHO HAIOHMUTh BTH OKPYHHOCTH
OjHA Ha Apyrylo, TaK, 4YTO I'M oJHA N3
JaHHBIX TOYEK He OKaH(eTCA HM Ha OOHOM
U3 NAHNDLIX AYT.

5. (7—10). Harypanpuvie uucra X n Y
TAKOBH, 4To X¥% = Y2y, Jlokasath, 4TO
X=Y.
6. (7—9). JoxaaaTh, 4To ecau cyMMa ABYX
OTpPe3KOB, COeIMHAIONINX CepeRUHEl NPOTH-
BOMOJOMHLIX CTOPOH YeTHIPpeXyTroJbHUKA,
PaPHa TIOJNOBHUHE ero IepuMeTpa, TO BTOT
4YeTHPeXyroJlbHIUK — JapaJlIesIorpaMM.
7. X M y — IIeILle YMCHd, YAOBIIETBOPAIO-
1Ij1e YPaBHEHHIO

222 +zx=3y*+y
a) (7—10). HdoxasaTs, 4To X —y U 2X +
+ 2y + 1 — moaHnle KBafpaThl.
0) (7—10). Hailtu xora GH ofHO pelueHne
9TOr0 VPaBHEHUA B HATYPAJIbHEIX YMCIAX.
B) (8—10). HorazaTh, 4To 9TO ypaBHeHUe
HuMeer 6eCKOHEUHO MHOTO peIleluit B HATY-
PaJbHBIX YMCJAX.

r) (9—10). IIycTh (2, Yn) — 9TH pelUEHIA,
3aHYMEPOBAHHHE B NOPAAKe BO3PACTAIIIA
Tp. BHIPA3UTL Tp 1 U Yn+1 UEDES T
" Yn.
n) (10).
HOCTeH
Tn  Tn 41
Yn Tn

8. (8—9). [ana oxpymHocTe ¥ Ha Ieil
todka A. IIpomsBoimnbHAasg OHPYMKIIOCTh €
IIeHTPOM B TOYKe A MmepecenaeTca ¢ AAHUOH
OXpYHoCTBI0 B Toykax H u P n racaeren
AMaMeTpa KAHHOH OKpY:HOCTU B Toune I
Haiiti reoMeTpuuecKoe MecTo TOUCK TICpe-
ceueHua orpeskos KP u AH.

9. (8—10). Toxasars, uro (/3 —
MOSKHO MpECTABUTs B Buue a}'3
rae @ u b — uenble YNCIa, MpHYeM
302 — 2b% = 1.

10. {8—10). BoCCTaHOBUTL BHITYIILIA Ye-
THIPeXyroJbHMK, 8CIIN H3BECTHR UeTLIPE TOU-
KN — OCHOBAHMA TICPNEHANKYJISIPOB, 0Ny -
WEeHHEX M3 TOYKYW Nepeccuenmsa Inaroifi-
Teif YeTHIPEXYToJABIIMKA 1A €ro CTODOIILL.

Haiit npepesasl HOCIeT0BATeNb-

l ))1‘)04
—b}'2,

11. (10). TokasaTn, 4TO AJA MI060I0 %
inz-sin{z 4+ Z ). sin(z + Qj
sin z - sin " P
P (n—1a
sln (x - T )

rae C,, HeKOTOpas MOCTOAHHAMA, I ItaiiT C,,.

= (), sin nz,

12. (10). I3 Tpex cTep:Kueil IyKIIO H3TO-
TOBUTD JKECTKYI0 IPOCTPAHCTBEINYIO KOlI-
CTPYKIMIO TaK, YTOOR CTEPHIHII 1Ie COMPI-
KacaJnch Memxay coboit, a OLLII TOJBKO
CBA3AHLEI HUTKAMH, TIPHKPEIIEHIILIMI U UX
KOHIAM.

a) Haxoe Haumenbuee yncio K nnreit ana
3TOr0 HeoGXoumMo (KaiIad NHTb CBASLI-
BaeT ABa KOHIIA CTeprKHeit) ?

6) Ilpn KaKOM COOTHOLIEHMM MeAIY @ u !
MOKHO MBTOTOBHUTH TAKYIO KOHCTDYKIIMIO, B
KOTOpOIi BCe CTEP)KHHM MMEOT AIuIy @, a
Bce K nmreit — mauuy ! ?

13. (8—10). —
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In freien Stunden

HIIIIIEI heiter

Ritselfreunde hergeschaut!

Essind 20 mathematische Begriffe zu suchen,
deren Buchstabenzahl stets um 1 zunimmt.
Die Anfangsbuchstaben sind der Reihe nach
dem Alphabet entnommen (I und J als ein
Buchstabe gewertet).

Abkiirzung eines FlichenmaBes

lat. zweifach

Abkiirzung fiir einc Winkelfunktion

bei Euklid ergiinzende planimetrische Siitze

geometrisches Grundgebilde 2. Stufe

Abweichung vom wahren Wert

Mathematiker und Physiker, lebte 1564 bis 1642

Kegelschnitt

TInstrument zum Aunfzeichnen einer Integralkurve

Bestandteil cines logarithmischen Wertes

Bezeichnung bestimmter Exponenten

12 Peil der Kegeloberfliche

13 cin Endpunkt der kleinen Achse einer Ellipsc

14 Rechtwinkligkeit

15 Stellenwertsystem

16 Flichenmalfl

17 Forderung der Mathematik nach Einhaltung in ge-

wisscn Grenzen

18 Nihcrungskurve 2, Ordnung

19 beiderseits begrenzte Teile einer Tangente

20 Vertahren der Darstellenden Geometrie

W, Weber, Mathematikfachlehrer,
EOS Schkeuditz, Bez. Leipzig

e
[ R=R RN ¥ YIRSy Ut

Spiel mit zwei Ringscheiben

Das Spiel besteht aus zwei Ringscheiben
unterschiedlicher Grofle. Die gréolere Ring-
scheibe hat vier Vertiefungen (oder kreis-
formige Ausschnitte bzw. entsprechende Mar-
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kierungen), die kleinere zwei, wie es die Abb. 1
zeigt. In den Vertiefungen bzw. Markierun-
gen befinden sich Spielmarken, die mit den
Zahlen 1 bis 5 bezeichnet sind. Jede Ring-
scheibe ist fiir sich drehbar. Die groBe Ring-
scheibe G ist um M, drehbar; die Drehung
hat um ganzzahlige Vielfache von 90° zu er-
folgen, im positiven Drehsinn (+) oder im
negativen Drehsinn (—). Die kleine Ring-
scheibe K ist um M, drehbar; die Drehung
erfolgt um ganzzahlige Viclfache von 180°.
Die Uberdeckung beider Ringscheiben ist aus
der Abb. 1 ersichtlich.

Wenn sich eine Ringscheibe dreht, bewegen
sich gleichzeitig die Spielmarken mit den
Zahlen, die in den Vertiefungen bzw. Mar-
kierungen liegen. Wir konnen also durch
Drehen der beiden Ringscheiben aus der ur-
spriinglichen Anordnung der Spielmarken
schrittweise einc neue Anordnung in der
Reihenfolge der Zahlen 1 bis 5 erhalten. Die
Spielmarken werden dabei aus den Ver-
tiefungen bzw. Markierungen von einer Ring-
scheibe auf die andere iibernommen.

®

AbD. 3

Abb. 4



Drehen wir z. B. die kleine Ringscheibe im
positiven Drehsinn um 180° (wir bezeichnen
die Drehung mit K 4 180°), so erhalten wir
die Anordnung, wie sie die Abb. 2 zeijgt.
Wenn wir nun die groe Ringscheibe im posi-
tiven Drehsinn um 90° drehen (wir bezeich-
nen diese Drehung mit G + 90°), entsteht die
in Abb. 3 gezcigte Anordnung. Wir kénnen
auf diese Weise aus der urspriinglichen An-
ordnu: der Zahlen 1 bis 5 nach Abb. 1 die
Lage der Spielmarken 1 und 4 austauschen,
wenn wir folgende Drehungen ausfiihren:
K + 180°; G + 90°; K + 180°;
G —90°; K + 180°.

Die anderen Spielmarken bleiben dabei auf
ihren urspriingiichen Platzen. Am besten
iiberzeugen wir uns davon, indem wir die bei-
den Ringscheiben ausschneiden, drehbar
machen (evtl. mit Reiflzwecken auf einer
festen Unterlage) und nun die genannten fiinf
Ringdrehungen ausfiihren.

Eure Aufgabe besteht nun darin, die Reihen-
folge der Ringdrchungen (Operationen) her-
auszufinden, um aus der urspriinglichen An-
ordnung der fiinf Spielmarken nach Abb. 1
eine Anordnung der Spielmarken zu schaffen,
wie sie die Abb. 4 zeigt. Uns gelang das mit
weniger als 10 Ringdrehungen (Operationen).
Wir sind npeugierig, wieviel Ringdrehungen
(Operationen) ihr dazu braucht. Die beste

Losung dieser Aufgabe wird verdffentlicht.
Milau Xoman, Prag
Entnommen aus der tschechischen Zeitschrift fiir
Schiiler und Studenten ,,rozhledy matematicko-fyzi-
kalni (d. 1. Mathematisch-physikalische Umschau)
5/67, iibersetzt von O. Langer, Débeln, fiir unserc
alpha-Leser bearbeitet von W. Unze, Leipzig.

Welche Antworten kann man in
Priifungen horen?

Kiisimus: «Millega vordub a®—a*»
Vastus: «Uhega.»
Kiisimus: «Aga millega vordub 27— 272»
Vaslus: «Muidugi nulliga.»
Kiisimus: «Aga millega vérdub 3*—3%»
Vastus: «Uhega.» ;
Kiisimus: «Kuid 3= 27. Kumb vasius siis dige on?»
Vaslus: «Mélemad, oleneb ainu't scllest, kuidas vollas
Frage: ,,Wievicl ist «® — a%2*
Antwort: ,,Eins*
Frage: ,, Aber wievicl ist 27 — 272*
Antwort: ,,Sclbstverstindlich Null.**
I'rage: ..Aber wieviel ist 39 — 337+
Antwort: ,,Eing’ .
Frage: ,,Wir wissen ja, da8 3% = 27 ist. Welche Ant-
wort ist denn richtig?*
Antwort: ,,Beide, es hingt davon ah, wic man cs
nimmt!*
Aus: ,,Matematika ja kaasacg’ (Tallinn 1966),
ibersandt von Prof. Prinits, Tartu

Sauna

,,Gibt es etwas Anstrengenderes als cine
Mathematikarbeit 2 stohnt Gerd nach einer
Mathematikstunde. ,,Doch, die Sauna‘, sagte
Rolf. ,,Wieso?* mochte Gerd wissen. ,,Man

schwitzt linger*, meint Rolf. .
Aus: ,,Dic Trommel' 15/68

Ziindholzschachteletiketten aus der Sowjetunion, cingesandt von Mathematikfachlehrer Giinther Konig, Schalkau/Thiiringen

—
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ViI. Olympiade

Junger Mathematiker der DDR

Losungen zu den Aufgaben der Bezirksolympiade

1. Die Losung léuft auf die Frage hinaus:

,, Wieviel Schnittpunkte kénnen 6 Geraden
maximal haben, wenn keine von ihnen zu
einer anderen parallel verlauft ?*‘ Dabei ist am
SchluB die Anzahl der Eckpunkte des Sechs-
ecks zu subtrahieren. Jede Gerade kann mit
den iibrigen 5 Geraden héchstens 5 Schnitt-
punkte haben. Bei 6 Geraden erhilt man also
hochstens 6—2§ = 15 Schnittpunkte, da zu
jedem Schnittpunkt in diesem Falle genau
2 Geraden gehéren. Da die Ecken des Sechs-
ecks 6 dieser Schnittpunkte darstellen, kon-
nen also héchstens 9 neue Schnittpunkte ent-
stehen.

2. Die Dreiecke A CFM und A CME sind
kongruent; denn sie stimmen in der Seite C
und in 2 Winkeln laut Konstruktion tiberein.

Daher gilt ME = MF. Ebenso sind die Drei-
ecke A MFB und A MDB kongruent, wor-

ans MF = MD folgt. Mithin gilt D =
ME = MF.

4 5D
3. Jeder Angler af % Fische. Daher gab der
erste % Fische, der zweite % Fische an den

dritten. Falls die vom dritten Angler ver-
zehrten Fische also ,,bezahlt* werden sollen,
miiBte der erste 2 und der zweite 5 Pfennige
bekommen.

4. (I) Angenommen, @ sei eine Zahl, wie sie in
der Aufgabenstellung gesucht ist. Dann er-
fiilllt z = 11 die Gleichung

x
2
die Gleichung

—12—1 + % +a=11 —% Hieraus folgt

3 1 1 13

3
+ ; +a= a:——-z,da.s heifit: Dann gilt

Also hat hochstens die Zahl ¢ = % die ver-

langte Eigenschaft.
1
(IDIstz=11und a = 1—:;, 80 ist

z z 1 11 13 123 41

gty te=gtyteT1 "1
3 3 41

undx—z=ll——4—=74—,

so dall im Fa,lla,=-i—gdie Zahl x = 11 der

Gleichung (1) geniigt.

5. Nach Voraussetzung haben die beiden ge-
gebenen Zahlen n, m die Form n = 52’ + 3
und m = 5m' 4 3 (v, m’ ganz).

Daher gilt:

n+m=(6n'+ 3) (5m' + 3) = 25n'm' 4- 150’
+ 15m' 4+ 9 =5[6n'm'+ 3 (n' 4+ m') + 1]
+ 47

d.h., n+ m liBt bei Division durch 5 den
Rest 4.

6. Zum Beweise verwendet man den Satz, daB
Dreiecke flichengleich sind, wenn sie in einer
Seite und der zugehérigen Hohe iiberein-
stimmen.

Behauptung: Es ist I (A A'B'CY)
=T7+-1(A ABC), wenn 1 (A A4'B'C') den
Flicheninhalt des Dreiecks A A’B’C’ und L
(A ABC)dendes Dreiecks A 4 BCbezeichnet.

)
N— &

&
Beweis: (vgl. Abb.) Es seien D der Fullpunkt
des Lotes von B auf A'C (bzw. die Verlinge-
rung dieser Strecke) und E der Fullpunkt des
Lotes von 4'auf A B’ (bzw. die Verlingerung).
Dann gilt: A ABCistflichengleich A 44'B;
denn es gilt AC = AA’' und BD = BD (als
gemeinsame Hohe).

A BAA' ist flichengleich A B'BA’; denn
BA' ist Seitenhalbierende im Dreieck

A B'AA’ und es gilt: BA = B'Bsowie A'E
= A'E. Daraus folgt, dal A B'BA’ auch



flichengleich A ABC ist. Entsprechend be-
weist man, daB die Dreiecke A A'ACY,
A ACC', A C'CB’'und A CBB alleflichen-
gleich dem Dreieck A 4BC sind.

Das Dreieck A 4 BC liegt ganz im Innern des
Dreiecks A A'B'C' (die Winkel < 4’CC/,
< B'BC’und < B'AA’sind als AuBenwinkel
des Dreiecks A 4 BC simtlich kleiner 180°).
Daher erhilt man den Flicheninhalt der sie-
ben zu A ABC flichengleichen Dreiecke
AN ABC, N AA'’B, A B'BA, A A'AC,
A ACC', A C'CB’' und A CBB' addiert.
Mithin gilt: T(A A'B'C') =17-1(A ABC).
1. (I) Angenommen, A 4BC seidas verlangte
Dreieck (vgl. Abb.), die Punkte D, E und F
seien die Fullpunkte der Héhen durch 4, B
bzw. €; H sei der Hohenschnittpunkt. Dann
ist A ABE ein rechtwinkliges Dreieck mit
der Hypotenuse AB, dem rechten Winkel
<% AEBunddem Winkel <t BAE & < BAC.
Die Hoéhe durch'C geht durch den Mittel-
punkt H der Seite EB und steht senkrecht
auf AB.

(II) Daraus ergibt sich, daB ein Dreieck
A ABC nur dann den Bedingungen der Auf-
gabe entsprechen kann, wenn es durch fol-
gende Konstruktion erhalten werden kann:

Fa
Man konstruicrt zunichst das Teildreieck
A ABE, halbiert die Seite E B (Halbierungs-
punkt sei H) und fallt von H auf 4 B das Lot.
Sein FuBpunkt sei F. Die Verlingerung dieses
Lotes iiber H hinaus schneidet die Verlin-
gerung der Seite AE iiber E hinaus im
Punkt C. A ABC ist das verlangte Dreieck.
(II1) Der Beweis, daB ein so Lkonstruiertes
Dreieck A ABC tatsichlich den Bedingun-
gen der Aufgabe geniigt (also die Umkehrung
von (1) ), ergibt sich leicht aus (II); die ein-
deutige Losbarkeit der Aufgabe aus (I).

2. Wir nehmen 0 (mit der Quersumme 0)
unter die zu beriicksichtigenden Zahlen auf,
schlieBen 1000 vorldufig aus und fassen je-
weils die beiden Zahlen @ und 999 —a
(0 < a < 499) zu einem Paar zusammen. Es
sei @ =« 102+ - 10 4+ » (*) mit ganzen
Zahlen a, f, p, fiir die 0 < o, §, y < 9 gilt.
Dann ist die Quersumme von a:a + § + y.
Ferner ist 999 —a =9-1024+9-104+9
—a-102—8-10—y=(9 —a)- 102
+(9—p)- 10 4+ (9 — %), und wegen

(*) git auch 0<9—a, 9—8,9—y<9
und 9 —a, 9 — f, 9 — y sind ganz.

Daher ist die Quersumme dieser Zahl
(9—a) + (9 — B) + (9 — 9) und die Summe
beider Quersummen dann (9 — «) 4+ (9 — f)
+O—y+atpty=21

Es gibt genau 500 solcher Paare, also ist die
Summe der Quersummen der hiermit erfaB-
ten Zahlen 500 « 27 = 13500. Dazu ist noch
die Quersumme 1 von 1000 zu addieren. Die
gesuchte Summe betrigt mithin 13501.

3. (I) Angenommen, z sei eine Zahl mit der
ataz_b

b—z o

genannten Eigenschaft, dann gilt ;
hieraus folgt a% 4 ax = b2— bz
also (@ + b) = = b2—a?
Da a und b positiv sind, ist « 4+ b % 0, und
es folgt weiter
b2 — g2 .
25h = b—a, und b — a ist ganz.
Somit kann héchstens die Zahl z = b —a
die genannte Eigenschaft haben.
(II) Durch Umkehrung dieser Schliisse folgt,
daB sie tatsichlich diese Eigenschaft besitzt.
Aus z=0b—a folgt (a + b) z = b2— a2,
hierausa (@ + ) =b (b — z). Dafernera 0
gilt und mithin auch 8 — = (= a) & 0 aus-
. T ., at+z_b
fallt, ergibt sich weiter b—z w.z.b.w.
4. 1. Losungsweg: (I} Ist a gerade, so ist a®
gerade, also auch a*—a; folglich ist dann
a?*— a + 1 ungerade. Ist @ ungerade, so ist a?
ungerade, also a®’—a gerade und folglich
a®—a 4 1 ungerade. Daher ist der Zihler
stets ungerade, also kann der Bruch nicht
durch 2 gekiirzt werden. (Entsprechend
konnte man den Beweis auch durch alleinige
Untersuchung des Nenners fiihren.)
(IT) Ist @ durch 3 teilbar, so auch a2, also auch
a?— a; folglich ist dann a?—a 4 1 nicht
durch 3 teilbar. (Ahnlich folgt: auch a®+f-a—a.
nicht.) LaBt a bei Division durch 3 den Rest

X =

.1, so auch a?; folglich ist dann a®— @ durch 3

teilbar, also a®— a 4 1 nicht. (Ahnlich: auch
a?+ a — 1 nicht.)

LiaBt a bei Division durch 3 den Rest 2, so
148t a? bei Division durch 3 den Rest 1; folg-
lich ist dann a?+ a durch 3 teilbar, also
a?+ a — 1 nicht. Daher ist von den beiden
Zahlen a?>—a + 1, a®*+ ¢ — 1 stets (min-
destens) eine nicht durch 3 teilbar, somit
kann der Bruch nicht durch 3 gekiirzt
werden.

2. Lisungsweg: (I) Von den beiden Zahlen
a—1, a ist stets eine gerade. Daher ist
a®*—a = (a—1) a stets gerade usw. wie
1. Losungsweg. (II) Von den drei Zahlen
a—1, a, a + liststetseine durch 3 teilbar,
also auch stets (mindestens) eine der beiden
Zahlen a>—a=(a—1)a und ¢’ +a = @

(@ + 1).
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Folglich ist von den beiden Zahlena?—a 4 1
und a?+ a — 1 stets (mindestens) eine nicht
durch 3 teilbar usw.

5. In dem Dreieck A 4 BC seien (0.B.d.A.)
A und C die in der Aufgabe genannten Eck-
punkte und D und E die zugehorigen Hohen-
fulpunkte (siche Abb.). Da 4, E, C nicht
auf derselben Geraden liegen, gibt es genau
einen Kreis durch diese drei Punkte. Nach
der Umkehrung des Satzes des Thales ist
wegen des rechten Winkels bei £ die Seite AC
ein Durchmesser des Kreises, und es liegen
auf diesem Kreis die Eckpunkte aller recht-
winkligen Dreiecke, dic AC zur Hypotenuse
haben, mithin auch der Punkt D. Folglich
ist das Viereck AECD ein Sehnenviereck.

i
¢

A F 8

Falls das Dreieck A A BC rechtwinkligist,entartet das
Schnenvicreek zu einem Dreicck, da in diesem Falle
zwei HohenfuBpunkte mit dem  Scheitelpunkt des
rechten Winkels zusammenfallen. Da jedes Dreicck
aber einen Umkreis besitzt, gilt die Behauptung auch
in diesem Ifalle.

6. (I) Da die Zahl zweistellig sein soll, muf3
sic groBer sein als 9. Daraus folgt, daB ihr um
9 vermindertes Doppeltes gréBer sein mul3 als
sic selbst. Wegen der 2. Bedingung besagt
dies, daf} bei Umstellung der Ziffern aus der
Zahl eine groBere Zahl entstehen soll. Daher
mub ihre erste Ziffer kleiner sein als ihre
zweite.

(II) Ferner soll das um 9 verminderte Dop-
pelte wieder zweistellig, also héchstens 99
sein. Daraus ergibt sich, daB die Zahl hoch-
stens 54 betragen kann. Wegen der 1. Bedin-
gung verbleiben hiernach noch genau die fol-
genden Moglichkeiten: 14, 25, 36 und 47. Von
diesen erfiillt nur die Zahl 36 alle Bedingun-
gen der Aufgabe.

1. Es sei z die erste und y die letzte Ziffer
einer derartigen Quadratzahl z, dann gilt
z2=1000x+4+ 1002+ 10y + y = 1100 =
+ 11y =11(100z + y)
mtlz<9und 0 y£ 9.
Daraus folgt 11 |z und, da z Quadratzahl
und 11 Primzahl ist, sogar 112 | z.
Somit muB gelten 11 1100 z + .
Nun ist aber 100x + y =994 =z + v,
und somit 11 | z + y. Wegen der Ein-
schrinkung fiir  und ¥ kommt nur 1 < =
+ y < 18 und damit # 4+ y = 11 in Frage.
Darausfolgt 100 x + y =992+ z + v
=11(9 « + 1) und somit z = 112 (3 = + 1).
Da z Quadratzahl ist, mull auch 92 4 1
Quadratzahl sein. Wegen 1 < = < 9 ist dies
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(wie man z. B. durch Berechnung der Zahlen
9z + 1 fir z=1,...,9 feststellen kann)
nur fir =7 der Fall. Umgekehrt fiihrt
z =17 in der Tat wegen 9- 7 + 1 = 64 auf
die Quadratzahl z = 121 - 64 = 7744 = 882.
Diese ist somit die einzige vierstellige Qua-
dratzahl mit den geforderten Bedingungen.
2. Es seien @, R, S, T dic Reflexionspunkte
an den Seiten 4B, BC, CD, DA. Sie bilden
das Viereck QRST. Nach dem Reflexionssatz
gilt, wenn die Reflexionswinkel die in der
Abbildung angegebenen GroBen haben:
o=y Br1= P Y=y 01=28, (1)
Es sei U der Schnittpunkt der Verlingerung
von AB iiber B hinaus und SR iiber R hin-
aus. Dann gilt fiir die Groé8en der auftreten-
den Winkel:
@y = 90°— @p=90°— B, = 90°— f},
(nach (1))
und weiterhin a, = 90°— 8, sowie
o, = 90°— 8, (nach (1)).
Daraus folgt a; = g, unddamit 7Q || SR (2)
Es sei V der Schnittpunkt der Verlingerun-
gen von BC dber C hinaus und 78 iiber §
hinaus. Dann kann analog gezeigt werden,
daB T'S||QR gilt (3)
Aus (2) und (3) folgt, daB das Vierecck QRST
ein Parallelogramm ist. Damit gilt
QR=TS 4)
Also ist A QRB=~ A TSD (sww).
Daraus folgt: BR = DT (3)
Weiterhin gilt A QAT ~ A B@R; denn sic
stimmen in den Winkeln iibcrein.

A% Q 8 Urs
X AERD
TKE% // /
at / d

<
N

Also gilt:

AQ: AT=QRB: BR=QB: DT (nach (5)(6)).
Aus (6) und der Umkehrung des 1. Strahlen-
satzes folgt damit 7'Q || DB (7)
Die Billardkugel kann also hochstens dann
den vorgeschricbenen Verlauf nehmen, wenn
sie von P aus parallel zur Diagonalen DB
des Billardtisches 4 BCD gegen die Seite 43
gestoBen wird. Umgekehrt, wenn die Kugel
in dieser Richtung gestofen wird und
(Fall 1:) P innerhalb des Dreiecks A ABD
liegt, so trifft sie nach je genau einmaliger
Reflexion an AB, BC, CD, DA wieder in I°
ein, falls sie weit genug rollt.



Beweis: Nach Vorraussetzung schneidet die
Parallele durch P zu DB die Seite AB in ei-
nem inneren Punkte @. Wegen des Reflexions-
gesetzes einerseits und der Gleichheit der
Winkel <x ABD, < BAC andererseits folgt,
daB die Kugel dann parallel zu AC weiter-
lauft, und die Parallele durch Q zu AC wie-
derum schneidet die Seite BC in einem
inneren Punkte R. So schlieBt man weiter
und erhilt innere Punkte S, T, @, auf den
Seiten CD, DA, AB als weitere Bahnpunkte
(zugleich als Reflexionspunkte in dieser
Reihenfolge), fiir die QR |1 TS 11 AC und
SE |1 TQ, |1 DB gilt.
Nun folgt einerseits
BR:DS = BC:DC = DA:DC = DT :DS,
also BR = DT, daher
A QRB~ A TS8D, folglich BQ = DS
und somit 4AQ = C8S. (8)
Andererseits folgt
AQ,: AT = AB: AD=CD: AD

= CS: AT, also AQ,=CS8. (9)
Aus (8) und (9) ergibt sich @ = @,, also fillt
die Bahn der Kugel nach der Reflexion bei T'
(namlich dieParallele durch @, zu D B) mit der
Parallelen durch @ zu DB zusammen, und
somit verlduft sie durch P.
(Fall 2:) Liegt P auf der Diagonalen D B oder
innerhalb des Dreiecks A BCD, so schneidet
die Parallele durch P zu DB die Seite AB
nicht in einem inneren Punkte. Daher kann
die Aufgabe in diesem Falle keine Losung
haben.
3. Die vorgegebene Zahl enthalt 9- 1 4 90- 2
+ 1- 3 Ziffern, also insgesamt 192 Ziffern.
(ienau 92 davon sollen in der zu bildenden
Zahl enthalten bleiber. Von zwei 92-stelligen
Zahlen, die mit verschiedener Anzahl von
Neunen beginnen, ist diejenige die gréBere,
die mit der gréBeren Anzahl von Neunen be-
ginnt.
Vor der ersten in der Zahl auftretenden Neun
stehen 8 von Neun verschiedenen Ziffern, vor
der zweiten weitere 19, vor der dritten,
vierten und fiinften wiederum je weitere 19
von Neun verschiedenen Ziffern. Streichen
wir diese, so sind insgesamt 84 Ziffern
(8 +4-19 =84) entfernt. Es sind noch
16 Ziffern zu streichen.
Die Zahl beginnt dann so:
999995051525354555657585960
Es ist nun nicht mehr méglich, die 19 Ziffern
vor der nichsten (urspriinglich sechsten)
Neun zu streichen, da dann mehr als 100
Ziffern entfielen.
Von zwei 92-stelligen Zahlen, die mit 5 Neu-
nen beginnen und an der sechsten Stelle ver-

schiedene Ziffern haben, ist diejenige groBer,
die an der sechsten Stelle die groBere Zahl
enthilt. In unserem Fall kommt die Acht
dafiir nicht in Frage, da dann noch 17 Ziffern
zu streichen wiren. An der sschsten Stelle
kann also hochstens eine Sieben stehen. Das
ist auch erreichbar, wenn man die nichsten
15 Ziffern streicht. Entsprechend zeigt man,
daB als letzte Ziffer die auf die Sieben folgende
Fiinf entfernt werden muB.

Die Zahl lautet also

999997859606162 ...........cooeervenee. 979899100.

1
4. Wegen 3 - 3 < 1 muB mindestens eine der

Zahlen a, b, ¢ kleiner als 4 sein. Wir betrachten
zuniichst die Fille, in denen dies fiir die Zahl
a zutrifft.

1. Fall: a = 2. Es muB gelten

1 1 1 1 1 1
grgto=bakgto=5.
Ahnlich wie eben zeigt man, daB mindestens
eine der Zahlen b, ¢ kleiner als 5 sein muB.

1
Daraus folgt: Fiir 5 gibt es nur die folgenden

beiden Zerlegungen in zwei Stammbriiche

1 1 1 1 1 1
Wy tg=gmd@gz+g=1
2. Fall: ¢ = 3. Nach Voraussetzung gilt
1 1 1 1 1 2
3ttt o=Lakeg+o=73.
Mindestens eine der Zahlen b, ¢ muB kleiner

2

als 4 sein, und daraus folgt: Fiir 3 gibt es
wieder nur zwei Zerlegungen in zwei Stamm-
briiche

1 1 2 1 1 2

(3) 3 + 3= 3 und (1) 9 -+ 6= 9°

Im Sinne der Aufgabe sind nun in den aus
(1), (2), (3) und (4) resultierenden Zerlegun-
gen der Zahl 1 noch alle verschiedenartigen
Vertauschungen der Summanden zulissig,
wobei jedoch die aus (2) und die aus (4) ge-
wonnenen Zerlegungen miteinander iiberein-
stimmen. Somit erhalten wir, daB genau
folgende 10 Tripel die geforderten Bedin-
gungen erfiillen:
(2,44), (4,24),
(3,2,6), (3,6,2),

(44,2), (2,36), (2.6,3),
(6:2,3), (63,2), (3.33).

5. Das von O auf AB gefillte Lot habe dije
Linge h,. Dabei kann folgendes auftreten:

1. Fall: Das Lot fallt nicht mit der Seiten-
halbierenden zusammen. Die Linge der Ver-
bindungsstrecke vom FuBpunkt des Lotes
zum Halbierungspunkt der Seite 4 B sei z.
1.1. Das Lot liegt innerhalb des Dreiecks
A ABC.
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c ¢
YN
X ¥ ,
¢ [
Fig. 1 Fig. 2

Zu Fig. 1: Das Lot liegt zwischen AC und
Seitenhalbierender.

Zu Fig. 2: Das Lot liegt zwischen BC und
Seitenhalbjerender.

Durch Anwendung des Satzes des Pythagoras
ergibt sich: 22 = 5,2 — 2% und

Zu Fig. 1:
b2 =1 2 ¢ 2_ 2 2 ?2. _I._ 2
=h, —{—(2———9:) =gi—a?+ 4 —cx+ x
2
also b?=s?+ 2— — cx sowie
c 2
a?= s>+ GZ + cx. Mithin erhilt man:
c2
b? +a® =282 +3-
Zu Fig. 2
¢ 2 ct
v=h2+ (—2-» —l—x) =s2—at4 e + cz 4- 2?
2 ¢ 2
=g+ tox a? = ht 14 (-2—— a:)
c? c?
a? =32+ ,—cx. b +at =23+ 4

2
woraus in beiden Fillen 2 8,2 = b% | az—%— s

1 o
also 5, = V2a® + 202 —¢c? folgt.

1.2. Das Lot liegt nichtinnerhalb des Dreiecks.

¢
c
a B h
fi; 5 19
b SC 8
: - 8 AF—=—=L
X t b
2 2
Fig. 8 Fig. 4

Zu Fig. 3: Die Seite AC fillt entweder mit
dem Lot zusammen, oder sie liegt zwischen
dem Lot und Seite BC.

Zu Fig. 4

Die Scite BC fillt entweder mit dem Lot
zusammen, oder sie liegt zwischen dem Lot
und der Seite AC.

Es gilt fiir beide Fig.: b2 = s,2— 2?
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Weiter zu Fig. 3
2
b2 = h2 +( —~2—) =52 —cx —';—-;-
a2=h2+ x+ 9'2=82+0.’27 ' ('i
¢ 2 - T
Weiter zu Fig. 4:
2 2 c\? c?
b2 =h, +<z+?> =802—|-c:l‘-+z
c\2 c?
a? = h? +(x—f2-> =g’ —cx +4
Daraus ergibt sich in beiden Fillen
2 1
0?5 =257 + 5 als0s, = 5 V208 + 25— .
2. Fall: Das Lot fillt mit der Seiterhalbieren-
den zusammen. Dann ist =0 und a = b
und man erhélt fiir a = ¢
) 1 R
&= o Y202+ 282 —c? = 9 V4a®—c?
bzw.fira =b=c¢

)
EX =—2-V2a.2 4+ 2p2 — 2

1 — a —
—_— 2 . .
=3 V3a? = 5 V3.
Fiir alle Dreiecke gilt mithin

6. Angenommen, die reelle Zahl » crfiille die
Ungleichung
2 1
— 1773
T— 5

Mag—i—

1
Dann gilt z 3= 9 Wegen
3 2 1
2z2—1~ 173"

_ 2z—4¢  x—2
_3(2:1:—-1)—3(2:_l) ist (*) genau
2

9—12 4 (22 —1)
3@z—1)

g
i > Oist.

3

Dies gilt genau dann, wenn einer der beiden
folgenden Fille zutrifft:

dann erfiillt, wenn

1
()z—2>0und z—5 >0.
Hierfiir ist > 2 notwendig und hinreichend.
(2) x—2<0und z—%< 0.

Hierfirist <~—2—~ notwendigund hinreichend.

Daher sind genau diejenigen reellen Zahlen
z Losung von (*), die einem der beiden

1
Intervalle ( — 00, ~2—) s (2, + o0) angehdren.

Die Losungen zu Klassenstufe 10 versffent-
lichen wir in Heft 1/69, die Redaktion.



Losungen

W(5)233 36:3 =12; zwolf Schiiler er-
hielten die Note ,Zwei‘ oder ,Vier. 12:3
=4; 2.4 = 8; acht Schiiler erhielten die
Note ,Zwei‘ und vier Schiiler die Note ,Vier-.
36 — 12 = 24; es erhielten 24 Schiiler die
Noten ,Eins‘, ,Drei‘ oder ,Fiinf‘. Die Ermitt-
lung der Anzahl dieser Noten, wird aus der
nachstehenden Tabelle deutlich:

Notel Note3 Note 5 Summe
3 T7oder8 1 11 oder12
6 13 oder 14 2 21 oder 22
od. 15 0d. 18 od. 23 od. 24
oder 17 oder 25

Aus 6 + 16 + 2 = 24 folgt, daB sechs Schii-
ler die Note ,Eins‘, 16 Schiiler die Note ,Drei*
und zwei Schiiler die Note ,Fiinf* erhielten.

W(5)234 Die urspriingliche Zahl ist um 27
groBer als diejenige Zahl, die man durch Ver-
tauschen der beiden Ziffern erhilt. Deshalb
muB die Anzahl der Zehner der gesuchten
Zahl groBer als die ihrer Einer sein. Von allen
Zahlen, die diese Bedingung erfiillen, be-
sitzen nur die Zahlen 94, 85 und 76 die ge-
forderte Quersumme 13. Die dritte der ge-
stellten Bedingungen erfiillt allein die Zahl
85; denn es gilt 85 — 58 = 27. Die urspriing-
liche Zahl lautet also 85.

W(6)238 Uwe verlor im zweiten Spiel drei
mehr als ein Viertel der ihm nach dem ersten
Spiel verbliebenen Murmeln. Wir rechnen
21 +3 =24 und 24- % = 32; Uwe besall
vor dem zweiten Spiel 32 Murmeln. Im ersten
Spiel verlor Uwe zwei mehr als ein Drittel
seiner Murme].n. Wir rechnen 32 4 2 = 34

und g + 34 = 51; Uwe besaB vor dem ersten
Spiel 51 Murmeln.

W(6)239 56- 2 =112; in zwei Tagen soll-
ten urspriinglich 112 ha abgeerntet sein.

112 — 40 = 72; zwei Tage vor dem gestellten
Plantermin waren bereits 72 ha mehr als vor-
gesehen geschafft. 64 —56 =8 und 72:8
= 9; in neun Arbeitstagen wurden diese iiber
den Plan hinausgehenden 72 ha abgeerntet.
Die Ernte sollte demnach urspriinglich in
11 Tagen beendet sein.

W(7)243 Es gilt der Satz: Im Parallelo-
gramm halbieren die Diagonalen einander.

Danach gilt: AM = MC; BM = MD.

Aus AM = M und BM = MD und
SLAMD = < BMCu. < AMB= <X CMD
folgt A AMD ~ A BMC und

A, ABM ~ A CDM.

) ¢

A 8

Es sei DF Hohe des Dreiecks ACD zur Seite
AC; dann ist DF auch Hohe des Dreiecks
AMD zur Seite AM und des Dreiecks MCD
zur Seite MC.

Aus AM = MC folgt dann, daB die Dreiecke
AMD und MCD flichengleich sind. Aus der
zuvor nachgewiesenen Kongruenz zweier

Paare von Teildreiecken folgt die Flichen-
gleichheit aller vier Teildreiecke.

W(7)244 Von den vier gegebenen Zahlen
sind genau zwei gerade und genau zwei un-
gerade. Ein Produkt aus zwei natiirlichen
Zahlen ist gerade, wenn wenigstens ein Fak-
tor gerade ist; ein Produkt aus zwei ungera-
den natiirlichen Zahlen ist stets ungerade.
Von den sechs Produkten sind genau fiinf
gerade und ein Produkt ungerade. Deshalb
ist die Summe dieser Produkte ungerade.

W(8)248 Es ist ¢ DFC = o + B als Au-
Benwinkel des Dreiecks 4 BF. Daher ist der
gesuchte Winkel
X FDE = &< DFC 4 < FCD
=a+f+y
als AuBlenwinkel des Dreiecks CDF.
W(8)249 Bezeichnet man die zweite Zahl
mit #, so ergibt sich (e —1)n + n (n + 1)
=n?—n + n2+ n = 2 n?, w.z.b.w.

W(9)253 Bezeichnet man die Lingen der
Katheten mit @ und b und die Linge der
Hypotenuse mit ¢, so gilt nach dem Lehrsatz
des Pythagoras c¢? = a®+ b2,

—g—cz =—781a2+%b2.
Bezeichnet man mit 4 den Flicheninhalt des
rechtwinkligen Dreiecks 4 BC, so betrigt die
Summe der Flicheninhalte der Mdondchen

T2t Zpa_ o2
A+8a+8b BG_A’

Daraus folgt

da %cz =%a2 +%b2ist.

Die Summe der Flicheninhalte der Ménd-
chen ist also gleich dem Fliacheninhalt des
rechtwinkligen Dreiecks, w.z.b.w.

W(9)254 1. Analyse: Angenommen, 4 BCD
sei das zu konstruierende Trapez. Zeichnet
man durch C eine Parallele zu 4D und fiihrt
fiir die Lingen der Seiten Variable, wie in
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der Skizze angegeben, ein, so ist CE = d,
EB=a—c und BC =b. Damit sind das
Dreieck E BC konstruierbar und also auch
das Trapez ABCD.

2. Konstruktionsbeschreibung: Ich zeichne das

Dreieck EBC, verlingere EB bis A. Um A4
bzw. C zeichne ich Kreise mit den entspre-
chenden Radien. Ihr Schnittpunkt ist D.
ABCD ist das zu konstruierende Trapez.

3. Beweis: Da das Trapez nach Konstruktion
die geforderten Abmessungen hat, ist es das
gesuchte.

4. Diskussion: Die Konstruktion ist immer
durchfiihrbar, wenn ein Dreieck aus den
Seiten a—c, b und d konstruiert werden
kann, d.h., wenn fiir diese Seiten die Drei-
ecksungleichungen erfiillt sind.

W(10/12)258 Die Fliche kann durch Uber-
decken von zwei Kreissektoren mit dem Ra-
dius @ und dem Zentriwinkel 120° erzeugt
werden. Das Drachenviereck M,BM,C, das
sich aus zwei gleichseitigen Dreiecken mit der
Seite der Linge @ zusammensetzt, wird dabei
doppelt iiberdeckt. Somit erhilt man fiir den
gesuchten Fliacheninhalt
27

1 -
L S 2
A—3a 2V3a

1
= 6-a2(4 7 —3Y3)~ 1,23 a2.

W(10/12)259 Die drei aufeinanderfolgen-

den natiirlichen Zahlen seien a — 1, a und

a+ 1.

MWYe—1l4+a+a+1=3a, wzbw.

(2) Von drei aufeinanderfolgenden Zahlen ist

stets eine durch 2 teilbar. Entweder ist a

teilbar, oder @ liBt den Rest 1; dann ist

a + 1 durch 2 teilbar.

Von drei aufeinanderfolgenden Zahlen ist

auch stets eine durch 3 teilbar.

1. Fall: a ist durch 3 teilbar.

2. Fall: a 1iBt bei Division durch 3 den Rest
1, dann ist @ — 1 durch 3 teilbar.

3. Fall: a 1iBt bei Division durch 3 den Rest
2, dann ist @ 4+ 1 durch 3 teilbar.

Nun sind Zahlen, die durch 2 und 3 teilbar

sind, auch durch 6 teilbar. Daher ist das Pro-

dukt von drei aufeinanderfolgenden natiir-

lichen Zahlen stets durch 6 teilbar, w.z.b.w.

260a Lojsung der Aufgabe von
NPT Prof. Dr. phil. habil. H. Reichardt

Esseien M | der Drehpunkt des ersten Zeigers
und M, der Drehpunkt des zweiten Zeigers.
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Ferner sei 4 der Schnittpunkt der den Zeiger-
stellungen zu einem bestimmten Zeitpunkt
entaprechenden Geraden, und es sei B der
Schnittpunkt zu einem spéteren Zeitpunkt.
N sei ein Punkt der Geraden M,M,, der
oberhalb von M, liegt (vgl. Abb.). Wir setzen
XNMA=a, < NM,A=58,

L M AM,= 9, X M,BM,=1y.
Nungilt <X AM,B= < AM,B=3,

da die beiden Zeiger in der gleichen Zeit stets
um den gleichen Winkel vorriicken.

Wir nehmen zunichst an, daBl die Winkel «,

pund é simtlich kleiner als 90°sind und daB

0 < a— f<C90° gilt. Nun gilt nach dem

Satz iiber die AuBenwinkel des Dreiecks
¢+ pf=ua, d.h,

14 =d——-ﬂ,
y+p+6=a+4,dh,
=a—§8,

also ¢ = p,d.h., die vondenden Zeigerstellun-
gen entsprechenden Geraden gebildeten Win-
kel sind zu jedem Zeitpunkt gleich groB.
Analog beweist man die Gleichheit dieser
Winkel fiir den Fall, daB die Winkel «, g
und ¢ nicht kleiner als 90° sind. Im Falle
a = 0°*) erhilt man den Schnittpunkt M,
und im Falle § = 0°den Schnittpunkt M.

Nach der Umkehrung des Peripheriewinkel-
satzes liegen daher alle diese Schnittpunkte
auf einem der beiden Kreisbogen, die zu den

Sehnen M, M, gehoren, deren Mittelpunkte
0, und 0, so liegen dafl

L MO My = MO0, M, =2(a—p)
gilt, und deren Punkte jeweils auf derselben
Seite der Geraden M M, liegen wie ihr
Mittelpunkt 0, bzw. 0, (vgl. Abb.).
Im Falle « — 8 = 90° liegen beide Kreis-
bogen auf demselben Kreis, der zu M, M, als
Durchmesser gehort.
Die Fille « — f > 90° und o — g < 90°
lassen sich durch eine geeignete Umbenennung
der Winkel auf die obigen Félle zuriick fiihren.
Ferner ergibt sich aus der obigen Unter-
suchung, dafl auch jeder Punkt der beiden
Kreisbogen Schnittpunkt der den Zeiger-
*) Da nach der Voraussetzung der Aufgabe die durch

die Zeiger verlaufenden Geraden einander schneiden,
ist stetsa &= f, d. h., in dicsem Falle § == 0.



atellungen zueinem bestimmten Zeitpunktent-
sprechenden Geraden ist. Beieinem vollen Um-
lauf des Zeigers mitdem Drehpunkt M ,durch-
lauftdaher derSchnittpunkider entsprechenden
Geraden zundchst den Kreisbogen wm O, von
M, bis M,, dann den Kreisbogen um O, von
M, bis M,.

260b Wir teilen dae Zifferblatt der Uhr so
in 60 Teile ein, daB jeder Stellung eines
Zeigers einer reellen Zahl entspricht, die
groBer oder gleich Null und kleiner als 60 ist.
Dann entspricht der Zeigerstellung z des klei-

nen Zeigersdie Zeit% Stunden und der Zeiger-
stellung y des groBen Zeigers die Zeitsl0 Stun-

den. Bei einer méglichen Stellung der beiden
rT_ Y
5 60
ganze Zahl; denn die Differenz der von den
beiden Zeigern angezeigten Zeit ergibt stets
eine volle Stundenzahl. Aus der Vertau-
schung der Zeiger soll wieder eine mogliche
Stellung hervorgehen, d. h., auch die Zahl
y

Zeiger ist = m eine nichtnegative

= nistein nichtnegative ganze Zahl.

5 60

Wir erhalten daher die Gleichungen
x : z
560~ ™M Fg=m @

wobei m und n ganze Zahlen mit 0 < m < 12
und 0 = 7 <12 sind. Aus (1) und (2) er-
halten wir
12r— y=60m,
— x4+ 12y=060n,
1442 —12y=060-12m,
143 x =60 (12 m + n) .
_60(12m 4 n)
="z - (3)
Fir m = 0,1,2,...,11 und » = 0,1,2, . .,,11
ergeben sich 144 verschiedene Werte fiir x
mit 0 £ z < 60. Da aber z < 60 gelten soll,
scheidet der Fall m = n = 11 aus, und wir
erhalten 143 verschiedene Zeigerstellungen ent-
sprechend der Gleichung (3).

Setzen wir zum Beispiel m =4, n =29, so
crhalten wir wegen (3)
60(12-44+9) 3420
=T = TN 298
143 143 ~ 23916,

R

d. h. -— & 4,783, also die Uhrzeit 4.47 Uhr

(vel. Abb.) bzw. bei Vertauschung der Zeiger
9.24 Uhr.

Diese Aufgabe und weitere interessante Aufgaben iibef
Uhrzeigerstellungen finden wir auch in dem schSnen
Buch von J. I. Perelman, Unterhallsame Algebra, Ber-
lin, Volk und Wissen Volkseigener Verlag 1965 (Mathe-
matische Schiilerbibliothek).

261 Wir wihlen die Teilstrecke A4 B als Ein-
heit; die Strecke 4D enthilt dann genau
1 + 3 + 4 = 8 Einheiten. Aus 168:8 = 21
folgt:

- AB =21m; BC = 63 m; CD—=84m.
Probe: 21 + 63 + 84 = 168.

262 Aus 8- 12 =96 und 96: (12 - 4) =6
folgt, daB Fritz die erste Hilfte des Buches in
acht Tagen, die zweite Hélfte in sechs Tagen
gelesen hatte. Die Lelhfrist betrug demnach
14 Tage.

263 Es sind genau 16 Dreiecke zu finden,
und zwar

A ABC; A AGD; A BCJ; A CEJ;
A ABJ; A AFG; A BEF; A DFE;
A ACD; A AFH; A CDG; A FHG
A AFD; A BCE; ACEH; A EHJ.
Die unterstrichenen Dreiecke sind recht-
winklig.

W(5)264 Die Zahl 24 a8t sich als Produkt
dreier natiirlicher Zahlen wie folgt schreiben:

Produkt Summe Produkt Summe
1-1-24 26 1-4-6 11
1-2-12 16 2-2-8 10
1-3-8 12 2-3-4 9

Nur die Summe 11 ist eine Primzahl; folglich
sind die Kinder von Frau Lehmann ecin, vier
und sechs Jahre alt.

W(5)265 (1+3-5):(T+9)=1; 13-57
- 9=2; [(A+3):5+7]:9=3; (14+3)
E—(T4+9=4;1+[3-(6+7)]:9=5;
13—5+7—9=6; 1+3+5+7—9

=T7; (13:-54+7:9=8; [13— (54 7)]
-9=9; 13—(554+7+9=10.

266 A ! »l——lfltdBd Touri
/ us o — g = folgt, dali der ourist

1
am ersten Tag 3 des Weges mehr zuriick-

legte als am zweiten Tag.

Da 6 - 12 = 72 ist, betrug die Gesamtlinge
des Wanderweges 72 km. Am ersten Tag wur-
den 36 km, am zweiten 24 km und am dritten
12 km zuriickgelegt.

267 Der Zeichnung entnehmen wir:

< ACD = 180°— 50° = 130°.

Aus & ACD = 130°und < ACE = < ECD
folgt & ACE = 65°.

Ferner gilt: < A4BC = 180°— 70°— 50°
= 60° Aus ¢ ABC = 60° und X ABE
= X EBC folgt x EBC = 30°.
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Fiir das Dreieck BCE gilt dann:
< BEC = 180°— 30°— 115° = 35°.

268 Steffen nimmt einen beliebigen Schliis-
sel; mit ihm versucht er, ein SchloB nach dem
anderen zu 6ffnen. Er mufl im ungiinstigsten
Fall vier Proben machen. Waren diese vier
Proben vergebens, so muB der Schliissel zu
dem fiinften SchloB passen, eine weitere
Probe eriibrigt sich also. Mit dem zweiten
Schliissel braucht Steffen nur noch drei Pro-
ben zu machen; fiir den dritten Schliissel
reichen zwei Versuche. Es sind zwei Schlosser
mit Schliisseln ibrig geblieben. Mit einem
einzigen SchlieBversuch kommt Steffen jetzt
aus.

Da 4+ 3+ 2 + 1 = 10 ist, sind im ungiin-
stigsten Fall zehn Proben zu machen, um fiir
jedes Schlof} den passenden Schliissel heraus-
zufinden. In der Praxis ist die Anzahl der
Proben meist kleiner.

W(6)269 Fiir echte Briiche Z gilt a + 0,
b4 0, a<b. Fir a + b = 7 erhalten wir

die Briiche L2 und 3

65 Mg

Nur der Bruch % erfiillt die gestellten Bedin-
3+1

gungen: 4_:3 =

W(6)270 Von drei aufeinanderfolgenden
natiirlichen Zahlen ist mindestens eine durch
2 und genau eine durch 3 teilbar. Fiira = 0
erhalten wir die Zahlen 0, 1, 2; nur 2 ist
Primzahl. Fiir a = 1 erhalten wir die Zahlen
1, 2, 3; nur 2 und 3 sind Primzahlen. Fiir alle
weiteren Belegungen (¢ = 2,34, . . .) erhalten
wir unter den drei Zahlen mindestens eine,
die durch 2, und genau eine Zahl, die durch 3
teilbar ist. Unter den drei Zahlen sind -also
stets mindestens zwei zusammengesetzte Zah-
len zu finden. Die Primzahl 2 ist demnach be-
stimmt Teiler einer dieser drei Zahlen; das
trifft auch fiir die Primzahl 3 zu.

3500

271a 110- 25 = 2750; h,= 2750~ 1,27;

das Wasser steht im Becken rund 1,27m
hoch.

3500 4 2000 5500
2750 T 2750
Wasser steigt auf 2 m Hohe an.

b A= = 2,00; das

272 Es sei s die Mafzahl (in km) der ge-
samten Fahrstrecke und s,, s, seien die MaB-
zahlen der beiden Teilstrecken, dann gilt

158

8, + 8, = 243. Nehmen wir weiter an, der Zug
benétige zum Durchfahren der ersten Teil-
strecke x Stunden, dann gilt .
27Tx + (8— ) - 36 = 243, also x=5.
Die erste Teilstrecke wird in 5 Stunden, die
zweite in 3 Stunden durchfahren.
(27-5+36-3 =135 + 108 = 243)

273 Es sei = eine Losung der gegebenen
Gleichung; dann gilt
mr+2m+3m—T=22z+ 64 m?
+ m —18, (1)
z(m—2)=mP—4m—>5. (2)
Fiir alle rationalen Zahlen m, fiir die m & 2
ist, hat daher die gegebene Gleichung eine
Loésung in z, und zwar
_ mE—dm—5
m—2
Fiir m = 2 hat die gegebene Gleichung keine
Losung, da in diesem Falle aus der Gleichung
(2) z- 0 =4 —8 — 5 = —9folgt, was nicht
moglich ist.

W(7)274 Es gibt finf verschiedene Mog-
lichkeiten, die Zahl 30 als Produkt von drei
Faktoren zu schreiben; sie sind in der folgen-
den Tabelle zusammengestellt.

a b c a+b+tec
1 1 30 32
1 2 15 18
1 3 10 14
1 5 ] 12
2 3 5 10

Dabeigilta+ b ¢c=30unda < b < c.

Die Summe a + b + ¢ ist nur fiir die Zahlen-
tripel (1,1,30) und (1,5,8) durch 4 teilbar. Die
drei gesuchten Zahlen sind entweder 1, 1 und
30 oder 1, 5 und 6.

Im Zusatz wird gefordert, daB es eine kleinste
Zahl im Zabhlentripel gibt und daB sie Teiler
der beiden anderen Zahlen ist. Nur das Zah-
lentripel (1,5,6) erfiillt diese Bedingung, denn
esgilt 1 <5< 6und 115 und 116. In die-
sem Fall sind 1, 5 und 6 die gesuchten Zahlen.

W(7)275 Wir konstruieren den Winkel

= 60° mit seinem Scheitelpunkt B. Danach
zeichnen wir zu dem einen Schenkel des Win-
kels § eine Parallele im Abstande m = 35 mm

J

AL . B
A n

8

und zu dem anderen Schenkel eine Parallele
im Abstande # = 25 mm so, daB der



Schnittpunkt S dieser beiden Parallelen ein
innerer Punkt des Winkels § ist. Wir ver-
binden die Punkte B und 8. Nun konstru-
ieren wir in S die Senkrechte zu BS_, sie
schneidet den einen Schenkel des Winkels g
in A4, den anderen Schenkel in C. In 4 tragen
Wir dann an 4 B den Winkel & = 75° an; sein
freier Schenkel schneidet die verlingerte
Strecke BS im Punkte D. Verbinden wir
schlieBlich € mit D, so erhalten wir das zu
konstruierende Viereck ABCD.

276a 115- 989 = 113735
b 327 413 = 135051

Umfassende Losungen bringen wir in H. 6/68.

W(8)277 Wegen des zweiten Satzes der
Aufgabe kann Petja nicht Schiiler der 4. oder
6. Klasse sein. Wegen des dritten Satzes
konnen Wasja und Kolja nicht Schiiler der
5. Klasse sein. Wegen des vierten Satzes
konnen Kolja und Stepa nicht Schiiler der 6.
oder 7. Klasse sein.

Wir erhalten folgende Tabelle, in der wir je-
weils ein F eingetragen haben, wenn die be-
treffende Aussage falsch ist:

x ist Schiller der 4. 5. 6. 7. Klasse
Wasja F

Kolja F F F

Petja F ¥

Stepa F F

Aus der Tabelle wird ersichtlich, daB Wasja
Schiiler der 6. Klasse ist, da die anderen Jun-
gen nicht Schiiler dieser Klasse sind.

Also ist Wasja nicht Schiiler der 4., 5. und
7. Klasse. Daher ist Petja Schiiler der 7.
Klasse. Die Tabelle zeigt jetzt das folgende
Bild, wobei wir fiir wahre Aussagen ein W
eingetragen haben.

x ist Schiiler der 4. 5. 6. 7. Klasse
‘Wasja F F W F
Kolja F F F
Petja F F w
Stepa F F

Daraus folgt weiter: Kolja ist Schiiler der
4. Klasse; Stepa ist nicht Schiiler der 4. Klasse,
also ist Stepa Schiiler der 5. Klasse. Damit ist
die Aufgabe geldst. Vervollstindige die Ta-
belle!

W(8)278 Wir zeichnen zur Geraden g zwei
Parallelen m und 7 so, dafl sie die Geraden k
und % in den Punkten D und E bzw. M und N
schneiden und daB diese Punkte auf dem
Zeichenblatt liegen. Wir halbieren die Strek-
ken DE und MN; die Halbierungspunkte
seien P und @. Die Gerade P@ schneidet die
Gerade g im Punkt T so, daB AT = BT gilt,

Beweis: A ABC ~ A MNC ~ A DEC.
Die Strecke PC ist Seitenhalbierende des

Dreiecks DEC, die Strecke QC ist Seiten-
halbierende des Dreiecks MNC.

N/

’ \[. T
[
N
a
A0 N
///1- N\
1A 7 B\

Aus der Ahnlichkeitslage der Dreiecke folgt,

daB die Strecke TC Seitenhalbierende des
Dreiecks A BC sein muB.

279 1. Fall: Die natiirliche Zahl z sei gerade,
d. h,, 2 = 2 m. Dann gilt 2 m + (2 m)?
=2m (2m + 1), also ist die Summe eine
gerade Zahl.

2. Fall: Die natiirliche Zahl z sei ungerade,
d. h,, 2z = 2m 4+ 1. Jetzt gilt 2m + 1)
+@Cm+1)E=2m+1+4mit+am+1
=4m? 4+ 6m+2=22m>+3m-+1);
also ist auch in diesem Falle die Summe
eein gerade Zahl. Die Behauptung ist also
in jedem Falle richtig.

W(9)280 Die Ungleichung ist genau dann
erfiillt, wenn entweder
22—3>0und3xz+7>0 oder (1)
22—3<0und3z+4 7<C0 gilt. (2)
Der Fall (1) trifft genau dann zu, wenn

3 7 3
> 1 und x> — 3 d.h., wenn x > 9 gilt.
Der Fall (2) trifft genau dann zu, wenn

3 7 7
- 24 5 und x < —5 d. h.,wenn z<{ —3
gilt.
Die Ungleichung ist also genau dann erfiillt,

wenn entweder z < — % oder x > g gilt.

281a Es seien x der erste Faktor und y der
zweite Faktor.
Dann gilt wegen Zcile 2
7 z< 910, d. h.,, < 130.
In der Zeile 3 steht 8 x oder 9 z; daher gilt
9z 21000, d. h., = > 111.
Wegen Zeile 4 endet ein Vielfaches von z auf
Null, also ist x eine der Zahlen 115, 120, 125.
Wegen Zeile 2 ist der Zehner von 7z Null
also gilt x = 115. Wegen Zeile 5 gilt
zy=100000,d.h., y= 1—005—09= 1701010509 >800.
Daher kann in der Zeile 4 nur 8 z und in der.
Zeile 3 nur 9 z stehen, und wir erhalten genau
eine Losung, ndmlich 115 - 897 = 103155.

159



281b Ks seien z der erste Faktor und y der
zweite Faktor. Dann gilt wegen Zeile 4

7 z > 10000, d. h., z > 1400.

Nun kann in Zeile 5 nur ein ungerades Viel-
faches von z stehen, da das Vielfache auf 5
endet. Wiire ¥ = 3700, 80 wiire zy > 5000000,
was der Zeile 6 widerspricht.

Daher gilt 1700 < y < 1800.

Wegen Zeile 6 gilt ferner zy > 4000000,

4000000 _ 4000000

also z> 1800 > 2000;
. 5000000 _ 5000000

ferner gilt z < —- g 1700 < 2942 .

Daher kann in Zeile 2 nur 2 = stehen, und
es gilt

2z 25000, d. h.,, z = 2500 .
Wegen Zeile 5 endet z auf 5, daher endet
wegen Zeile 4 7 x auf 55. Das ist aber nur
moglich, wenn z auf 65 endet. x ist daher eine
der Zahlen 2565, 2665, 2765, 2865.
Wir erhalten:

Nun muf die Summe aus dem Hunderter in
Zeile 2 und dem Zehner in Zeile 3 mindestens
15 betragen, da sonst in Zeile 6 der Tausender
nicht gleich 2 sein kénnte. Daher betrigt der
Hunderter in Zeile 2 mindestens 6. Das ist
aber nur moglich; wenn x = 2865, also
2 x = 5730 ist. Daraus folgt aber, daf} 3 x in
Zeile 3 steht, da sonst der Zehner in Zeile 3
nicht mindestens 8 betragen wiirde oder die
Zahl fiinfstellig wire. Es gibt daher wieder
genau eine Losung, namlich:
2865 - 1732 = 4962180.

W(10)282 Zur Abkiirzung bezeichnen wir

die vier Personen mit w, k, p, s, die vier

Sportgemeinschaften mit 4, D, L, S und die

vier Sportarten mit a (Schach), f (Schwim-

men), y (Tennis), § (FuBball). Da jede der

vier Personen genau einer Sportgemeinschaft

angehort und genau eine Sportart aktiv be-

treibt, kénnen wir z. B. schreiben:

w = D, wenn w der Sportgemeinschaft D
angehort,

w =% D, wenn das nicht der Fall ist;

w = «, wenn w die Sportart o betreibt,

w == o, wenn das nicht der Fall ist, usw.

Dann folgt aus den Bedingungen der Auf-

gabe:

a) a=8, p=Fa aso p*S§;
b) y+ D, w=D,

c) pFé, k=d;

d) «kd, p+4;

e) k=D, p+D; f)d=+D.
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Wir erhalten die umrahmten Angaben der
Tabelle 1.

Dabei bedeutet ,,F*‘, daB die betreffende Aus-
sage nicht zutrifft, dagegen ,,W*, daf} sie
zutrifft. Aus den umrahmten Angaben der
Tabelle erhalten wir sofort die nicht um-
rahmten Angaben. Es gilt also

=S8, =D, y=1L, §=A4, alsos =D
= fB. Wir konnenm daher die Tabelle 1 weiter
ausfiillen und erbalten w = § = A4,

k= a =S8, p=y = L(siche Tabelle 2).
Daher erhalten wir das folgende Ergebnis,
das mit den Bedingungen a) bis f) der Auf-
gabe im Einklang steht:

Wiladimirow ist Mitglied von Avantgarde und
FuBballspieler, Koslow ist Mitglied von Spar-
tak und Schachspieler, Petrow ist Mitglied
von Lokomotive und Tennisspieler, Stepanow
ist Mitglied von Dynamo und Schwimmer.

W(10/12)283a Da im dekadischen Positions-
system gerechnet werden soll, gilt (10¢- W
+100-0+10*-C+4+10-H+4+ E)- 4
=104 M 4-103-0 + 10*- N+10- 44-T.
Dabei sind die Buchstaben jeweils durch eine
natiirliche Zahl, die kleiner als 10 ist, zu er-
setzen. Ferner ist W &0, M = 0. Wegen
4 - W< 10ist W gleich 1 oder 2.

Ferner ist O gleich 0, 3, 6 oder 9, da sonst ein
Widerspruch zur 2. Spalte auftreten wiirde.
Setzt man jetzt die zugelassenen Zahlen fiir
W und O ein, so erhilt man durch systema-
tisches Probieren, wenn man alle Fille aus-
scheidet, in denen sich eine Zahl wiederholt,
die folgenden Lésunge

n:

13274 13407 19863
+ 13274 + 13407 + 19863
+ 13274 + 13407 +19863
+ 13274 + 13407 + 19863

53096 53628 79452
Ferner erhalten wir [ir dic Aufgaben d, ¢ und b
die folgenden Lésungen:

d) 8-adisch ¢) 7-adisch b) 6-adisch

2315

28315 1621 2342 2153
+2315 +1621 42342 4+ 2153

7147 3542 5014 4850

Umfassende Lésungswege veroffentiichen wirin H. 6/68
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KRYSICKI
Zahlen und Rechnen einst und jetzt

Ubersetzung ans dem Polnischen (ﬁ 5%&0%3
107 Seiten mit etwa 46 Abbildungen. 12,0 X 19,0 cin (Nr. 39) .

Kartoniert etwa 5,60 M
g

In elementarer Weise wird die Entwicklung des Zahl- _ g iy “
begriffs, der Zahlendarstellung und der Rechenhilfs- % ;24: 6 I M 5
mittel behandelt, deren man sich im Laufe der Zeit be-
diente. Damit werden vor allem die Leser angesprochen,
die iiber keine besonderen mathematischen und histo-

rischen Vorkenntnisse verfiigen.

GELFAND/GLAGOLEWA/KIRILLOW
Die Koordinatenmethode

,f:;;;;;g Ubersetzung aus dem Russischen
( N Etwa 80 Seiten mit etwa 36 Abbildungen. 12,0x19,0cm (Nr, 41)
K«ﬁ Kartoniert etwa 4,— M

‘
b

Zunichst wird die Koordinatenmethode auf der Ge-
raden, in der Ebene und im dreidimensionalen Raum
behandelt; es werden verschiedene Koordinatensysteme
eingefiihrt. Danach werden die erworbenen Kenntnisse
angewandt, um die Beziehungen des vierdimensionalen
Raumes zu erfassen. Beispiele und Aufgaben erleichtern

das Verstehen.

SEDLACEK
Einfiihrung in die Graphentheorie

Ubersetzung aus dem Tschechischen

171 Seiten mit 73 Abbjldungen. 12,0 X 19,0 cm (Nr. 40)
Kartoniert etwa 6,20 M

Das Buch gibt eine fiir Schiiler verstdndliche Einfiithrung
in die Graphentheorie, deren Anwendungsméglichkeiten
auf verschiedensten Gebieten mehr und mehr zunehmen.
Es werden ungerichtete und gerichtete Graphen be-
handelt. Die Auswahl der Sitze ist dem Verstindnis
eines Anfingers angepaBt.
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