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Elementare Grundziige
der klassischen und modernen

Y

Variationsrechnung

Was ist eigentlich Variationsrechnung?

Zur inhaltlichen Kldarung dieser Frage gehen
wir einleitend von den bekannten Extrem-
wertaufgaben der Analysis aus. Diese sind,
ganz allgemein charakterisiert, an die Ziel-
sctzung gekniipft, zu einer vorgegebenen
Funktion f(x) ihren gréBten oder kleinsten
Wert beziiglich aller x einer vorgegebenen
Teilmenge M des Definitionsbereiches von
f(x) zu bestimmen, also Max,, f(x) bzw.
Min,, f(x) zu berechnen. Damit verbindet
sich zugleich die Aufgabe, solche x=1x,,;
bzw. x=x,,, aus M (sog. Extremstellen)
zu ermitteln, [ir die f(xp,)=Max, f(x)
und f(xy.)=Miny, f(x) gilt. Ist zum Bei-
spiel f(x) cine stetige Funktion und M ecin
Intervall [a. b] der x-Achse, so existieren
stets Max, , f(x) und Ming, , f(x), und
ihre zugeordneten Extremstellen liegen ent-
weder. im Innern von [a,b] oder auf dem
Rande dieses Intervalls. Ist f(x) dariiber
hinaus differenzierbar, muf} in jeder im In-
nern von [a.b] liegenden Extremstelle x,
notwendig [liir die erste Ableitung f'(x,)=0
gelten. Diese Gleichung bildet zugleich eine
Berechnungsgrundlage zur Ermittlung von
Xo. Ob umgekehrt eine Losung dieser Glei-
chung f'(x)=0 tatsichlich eine Extremstelle
von f(x) darstellt, bedarf freilich jedesmal
noch zusitzlicher Untersuchungen.

Mit den oben skizzierten Extremwertauf-
gaben und ihrer Losungsmethode erfaBt man
aber bei weitem nicht die vielseitigen Formen
von Optimierungsproblemen, die heute von
Naturwissenschaft, Technik und Okonomie
gestellt werden. Die Ursache dafiir liegt darin,
daB viele technische und 6konomische Vor-
génge gar nicht bloB durch einen Parameter x,
also durch die Festlegung einer Variablen x,
eindeutig bestimmt werden, sondern zu ihrer
Beschreibung anderer mathematischer Gré-
Ben bzw. Hillsmittel bediirfen, z. B. mehrerer
unabhingiger Variablen x,, x,, ..., x, oder
auch Funktionen x(t). FaBt man solche in
gewissen Grenzen noch als [rei wihlbaren
GroBen wiederum in der Kurzbezeichnung
x zusammen, so nennt man eine ihnen ein-
deutig zugeordnete Zahl f(x) ein Funktional
von x. Stellt z. B. x eine ebene Kurve dar,
so ist deren Linge L= f(x) ein Funktional

der Kurve x; genauso ist der Energiever-
brauch einer Maschine (pro Arbeitsgang) ein
Funktional ihrer Steuerung x. der landwirt-
schaftliche Ertrag einer Anbaufliche ein
Funktional ihrer Bearbeitung (einschlieB-
lich Bewisserung, Diingung und dergleichen).
Von diesem allgemeinen Standpunkt aus
versteht man heute unter Optimierungstheorie
jenes Teilgebiet der Mathematik, das die
Losbarkeit und Losungsmethoden verallge-
meinerter Extremwertaufgaben des Typs

f(x)>Min (Max) auf M

(gelesen: man minimiere bzw. maximiere
f(x) beziiglich aller x von M) erértert, wobei
f(x) ein vorgegebenes Funktional beziiglich
aller Elemente x einer Menge M (dem zu-
lassigen Bereich) ist. Nach dem Vorbild
klassischer Extremwertaufgaben der Difle-
rentialrechnung sind in diesem Jahrhundert
sehr leistungsfahige Methoden entwickelt
worden, die zur Beschreibung und Bestim-
mung von Losungen solcher allgemeiner
Optimierungsprobleme dienen. Die Weiter-
entwicklung dieser Theorie ist gegenwirtig
noch stark im Gange.

Einen fiir die Anwendung wichtigen Sonder-
fall der Optimierungstheorie umfaBt nun
die Variationsrechnung, nimlich solche Opti-
mierungsprobleme Variationsprobleme
genannt —, wo f(x) durch ein Integral dar-
gestellt wird und x eine Funktion (oder meh-
rere Funktionen) verkorpert. Zuriickgreifend
auf ein obiges Beispiel stellt die Aufgabe

b

F)={J1+%(t)* dt—Min auf M (1
ein Variationsproblem dar, wenn wir unter M
die Gesamtheit aller im ¢-Intervall [a, b]
stiickweise stetig differenzierbaren Funktio-
nen x(t) verstehen®), die den vorgegebenen
Randbedingungen x(a)=c, und x(b)=c, ge-
niigen.

Die Ableitung der Funktion x(t) nach ¢ ist
hier mit x(t) bezeichnet. Unter Beachtung,
daB dieses f(x) das Funktional der Bogen-
lange einer ebenen Kurve in der rechtwink-
ligen kartesischen Darstellung y=x(t) be-
schreibt, wird durch die Aulgabe (1) ana-
lytisch die Frage nach der kiirzesten Ver-
bindungslinie zweier Punkte P,(a,c,) und
P,(b,c,) ausgedriickt. Die Losung dieser

Aulgabe ist offenbar geometrisch die Strecke
P,P,. analytisch dargestelit die Funktion

x ()=c +2=51(1—g) ira<i<h.
0 Vob—a

Anfange der Variationsrechnung gehen bis
auf das Aliertum zuriick.

Durch Pappus von Alexandrien ist uns iiber-
liefert, daB bereits im 2. Jhdt. v. u. Z. durch
Zenodoros das sog. (spezielle) isoperimetri-
sche Problem gelost wurde; d.h. er wies
nach, daB allein der Kreis unter allen ge-
schlossenen Kurven gleicher Lange den groB-
ten Flicheninhalt ecinschlieBt. Einen syste-
matischen Aufbau erfuhr die Variations-
rechnung jedoch erst mit der Entwicklung
der Differential- und Integralrechnung Fast
alle der namhaften Begriinder der Analysis
haben in Beispielen und Theorie wesentliche
Beitrige zur Variationsrechnung geliefert.
Hervorzuheben sind I. Newtons Untersu-
chungen zur Rotationsfliche kleinsten Wi-
derstands (1686), die zahlreichen Beitréige
der Briider Johann und Jacob Bernoulli
(1667 bis 1748 bzw. 1654 bis 1705) und die
theoretische Fundierung der klassischen Va-
riationsrechnung durch L. Euler (1707 bis
1783) — der iibrigens auch den Namen
fiir diese Disziplin prigte — und J. L. La-
grange (1736 bis 1813).

Die groBe Bedeutung der Variationsrechnung
wurde besonders dadurch herausgestellt, daB
zahlreiche Naturgesetze in einfacher Weise
als Variationsprobleme zu [ormulieren sind.
Hierzu zihit das beriihmte Fermatsche Prin-
zip, nach dem in einem optisch durchléssigen
Medium mit ortsabhidngigem Brechnungs-
index n ein zwei Punkte verbindender Licht-
strahl gerade die Eigenschall besitzt, eine
minimale optische Weglinge aufzuweisen.
Im ebcnen rechtwinkligen kartesischen Ko-
ordinatensystem formuliert, heiBt das ge-
nauer: Die Bahnkurve y=x,(f) eines Licht-
strahls von P,(a,c,) nach P,(b,c,) ist eine
Losung des Variationsproblems:

optische Weglinge

b
F0)={n(t, x(£))/1+ x(t)*dt>Min

aul M im Sinne von Aufgabe (1).

Mit dem Hamilton-Prinzip wurden die Bewe-
gungsgesetze der Mechanik in verwandter
Weise aus einem Variationsproblem dedu-
zierbar. Ahnliches gelang spiter fir die Elek-
trodynamik und Quantentheorie. Heute neh-
men auch zunehmend 6konomische Frage-
stellungen den Einsatz der Variationsrech-
nung in Anspruch, das gleiche gilt fiir die
moderne Regelungs- und Steuerungstechnik.

Einige Aspekte zur Losungstechnik von Varia-
tionsproblemen i
a) Die klassische Methode von Euler und

Lagrange

Wir studieren Variationsprobleme des Typs
b S

f0)={r(e, x(¢), x(£)) dt—Min auf M; V)]

der zuldssige Bereich M habe hier die gleiche



Bedeutung wie im Beispiel (1). Der Inte-
grand r ist abhdngig von der Integrations-
variablen ¢ sowie von x(t) und x(t). Es wird
angenommen, fir die Funktion x=x4(?)
werde das Minimum von f(x) erzielt. Dann
muB offenbar fir alle x() aus M die Relation
gelten f(x)2 f(x,). Insbesondere gilt das
gleiche auch fir x(£)=xq(t) +sh(t), wo h(t)
eine willkiirliche stiickweise stetig differen-
zierbare Funktion ist. die den Randbedin-
gungen h(a)=h(b)=0 geniigt; ¢ ist ein zu-
sitzlicher willkiirlicher Parameter. Fiir ¢=0
st x(t)=xq(1). fir €40 ist x(¢) eine beziiglich
X, abgednderte (variierte) Funktion aus M.
Nach voranstehenden Bemerhungen mu8
also fiir alle ¢

Jxo+eh) 2 f(xo)

sein. Bei festgewdhltem h(t) ist f(xq+eh)
eine Funktion von ¢ allein, ®(g) genannt,
und &(¢) hat fir ¢=0 sein Minimum & (0)=
= f (xo). Folglich muB nach den Ergebnissen
der Differentialrechnung fiir alle im obigen
Sinne frei wihlbaren h(t)

¢'(0)=0 3)

sein. Diese Bedingung (3) bildet zugleich eine
rechnerische Grundlage zur Bestimmung von
Xo(f); mit Mitteln der hoheren Analysis
konnen aus (3) dariiber hinaus dquivalente
Bedingungen abgeleitet werden, die die Be-
rechnung von x, vereinfachen. Allerdings
ist umgekehrt im allgemeinen nicht jede zu
M gehorende Losung x, der Bedingung (3)
zugleich eine Losung des Variationspro-
blems (2). Wenn jedoch das Funktional f(x)
von (2) konvex ist, d. h. wenn fir beliebige
Funktionen x, und x, aus M und beliebige
Zahlen A;, 1,20 mit A, +4,=1 stets
FAyx; +23x2) S Ay f () + A, S (x3)
gilt, dann ist jede zu M gehtrende Losung
von (3) in der Tat eine Lésung von (2).
Zum Verstdndnis dieser Ausfiihrungen er-
proben wir diese Methode an dem einfachen
Beispiel

b

f (x)={x*dt—Min auf M. @)

b
Hier ist ®(e)= f (xo+&h)=[ (%o +eh) dt=

b b b
=[Xo(0)2dt + 2e[ %, (1) h(r)dL + €2 (R (1) de.
Somit lautet die Bedingung (3) jetzt

b
D(0)=2{x,(t)h(t)dt=0 (5)

fir alle stiickweise stetig differenzierbaren
Funktionen h(r) mit h(a)=h(b)=0. Man be-
stitigt leicht. daB jede Funktion x,(t) mit
Xo(t)=const.=A die Bedingung (5) erfiillt,
denn

b b’

[AR(r)dt = A[h(t)dt = A[h(b)—h(a)]=0.
Erfillt x,(t) auBerdem noch die Randbedin-
gungen Xx,(a)=c,, xo(b)=c, neben xq(t)

=const., so kann y=x,(r) wegen des kon-
stanten Anstiegs offenbar nur die Gleichung

2

einer Geraden in demselben Sinne wie die
Losung von Problem (1) sein. Es ldBt sich
sogar zeigen, daB diese Funktion xq(t) die
einzige Losung von (5) aus dem zulissigen
Bereich M ist und zugleich das gestellte
Variationsproblem (4) 18st.

b) Das Pontrjaginsche Maximumprinzip

In vielen Anwendungen der Variationsrech-
nung treten Optimierungsaulgaben nicht
in der einfachen Form von Problem (2) auf,
sondern unter Hinzunahme weiterer Neben-
bedingungen, etwa in der Gestalt a<x(f)<f
(d. h. hier unter Anstiegsbeschrinkungen der
Kurven y=x(t)). Mit U=[«, f] und Ein-
fiihrung zusétzlicher Funktionen wu(f)=x(f)
zu x(t) aus M tritt jetzt an die Stelle des
Variationsproblems (2) die allgemeinere Fra-
gestellung *

b
{r(e, x(1), u(r))de—Min %)

‘beziiglich aller x(¢) aus M unter den Neben-

bedingungen x=u und u(t) aus U [ir alle ¢
von[a,b]

Fiir solche und noch allgemeinere Variations-
probleme dhnlichen Typs ist in den Jahren
1958 bis 1960 durch eine Gruppe sowjetischer
Mathematiker unter Leitung des beriihmten
Mitglieds der Sowjetischen Akademie der
Wissenschaften und Leninpreistriagers Prof.
Dr. L. S. Pontrjagin ein grundlegend neues
Losungsprinzip geschaffen worden. Mit ihm
ist zugleich eine Neuorientierung der ge-
genwirtigen Forschung auf dem Gebiete der
Variationsrechnung gegeben worden,

An Aulgabe (6) erldutert, basiert dieses neue
Losungsprinzip — Pontrjaginsches Maxi-
mumprinzip genannt — aul der Grundidee,
die Minimierung des in (6) beschriebenen
Funktionals auf eine Schar gewohnlicher
Extremwertaufgaben einer zugeordneten
Funktion — der Pontrjagischen Funktion —
zuriickzufithren. Genauer formuliert lautet
das Pontrjaginsche Maximumprinzip: Ist
Xo(L), ug(t) mit xg=uy, x, aus M, uy(t) aus U
eine Losung des Variationsproblems (6),
so gibt es eine (durch hier nicht nidher be-
schriebene  Zusatzbedingungen definierte)
Funktion y(t), mit der die Pontrjaginsche
Funktion

H*(t,x,u,y)= —r(t,x,u)+yu der folgenden
Bedingung geniigt (beziiglich aller » aus U)

Maxy, H*(t,xo,0, )= H*(t, xo, g, y) fiir alle ¢
aus [a,b].

Dieses Maximumprinzip kann wiederum als
eine Berechnungsgrundlage fiir x, und u, an-
gesehen werden.

*D. h. x(t} ist eine im ganzen Intervall [a, b]
stetige Funktion, fiir die eine Zerlegung von
[a, b] in endlich viele Teilintervalle angebbar
ist, in denen die Ableitung x(t) existiert und
stetig ist.

“R. Klétzler

Eine Aufgabe von
Prof. Dr.

R. Klotzler

Sektion Mathematik der Karl-Marx-Univer-
sitdt Leipzig

Eine Optimierungsaunfgabe zu einem
Produktionsmodell

411644 Ein Produktionsbetrieb hat die
Auflage, eine konstante (zeitunabhingige)
Produktion von x Mengeneinheiten/Monat
einer leicht verderblichen Ware aufzunehmen.
Der Bedarl im j-ten Monat betrdgt b; Men-
geneinheiten (b ;>0). Der Erlos fiir verkaufte
Ware betragt k, M/Mengeneinheit. Nicht-
absetzbare Ware kann wegen ihrer Verderb-
lichkeit nicht mehr im darauflfolgenden Mo-
nat zum Verkauf angeboten werden; d.h.
diese Ware muB als Verlust von ky M/Men-
geneinheit verbucht werden.

Frage 1:

Wie groB ist (unter Einbeziehung der Ver-
luste) der Gesamtertrag K(x) des Betricbes
in n Monaten?

Frage 2:

Wie ist x zu wihlen, damit K maximal wird?
Frage 3:

Wie lautet eine Losung von Aulgabe 2 unter
der zusidtzlichen Kapazitdatsbeschrinkung
0<x<C(mit C>0)?

Hinweise: Man benutze zur Beschreibung
von K(x) die Symbole

Y. des Summenzeichens,

i=1 .
Min (a, b) als kleinste der Zahlen a und b,

¢ wenn ¢20

{0 wenn ¢ <0.

+

Man denke sich auBerdem die Numerierung
der b; (nGtigenfalls nach Umnumerierung)
so ausgefiihrt, daB b, $b,<b,< ... ist.




Ist eine Landkarte eine mathematisch
genau verkleinerte Abbildung eines
Teiles der Erdoberfliche?

Jeder Schiiler muB im Laufe seiner Schulzeit
mit einer Landkarte umgehen. Schon in der
Unterstufe erfihrt er, daB eine Landkarte
die verkleinerte Abbildung eines Teiles der
Erdoberfliche ist. Es scheint, als sei dies eine
einfache Sache, denn es leuchtet jedem ein,
daB man die Erdoberfliche nicht in Original-
groBe abbilden kann.

Da auBerdem gesagt wird, daB die Verklei-
nerung mit Hilfe eines bestimmien MaB-
stabes erfolgt, ergeben sich vorerst keine
Probleme, noch dazu, wo die in der Unte:-
stufe verwendeten Karten Teile der Erd-
oberfliche darstellen, die verhiltnismaBig
klein sind.

Aber wir wollen einmal etwas genauer hin-
sehen und zuerst ein Problem untersuchen,
das auch mathematisch recht interessant
ist. Wir wissen, daB die Erde der Kugelge-
stalt sehr nahekommt. In den Atlanten und
als Wandkarten haben wir Karten, auf denen
die ganze Erde dargestellt ist. Es ergibt sich
fir uns das Problem zu untersuchen, ob es
moglich ist, die dreidimensionale Oberfliche
der Erde, d. h. eine der Kugeloberflache
dhnliche Fliche, iiberhaupt auf eine zwei-
dimensionale, also ebene Fliche zu iiber-
tragen.

Dazu sollten wir wissen, welche Forderungen
an die Genauigkeit der Abbildung gestellt
werden miissen. Im Idealfalle miiBten drei
Forderungen beriicksichtigt werden.

Die Karte miiBte Jdngentreu sein, d. h. alle
Entfernungen miiBten in einer dem Karten-
maBstab entsprechenden Verkleinerung auf
die Karte iibertragen werden.

Die Karte miiBte winkeltreu sein, d. h. daB
alle auf der Erdoberfliche zwischen be-
stimmten Punkten gemessenen Winkel die
gleiche GréBe haben miissen wie die Winkel
zwischen den gleichen Punkten auf der
Karte.

Die Karte miiBte fldchentreu sein, d. h.
daB die Flichen der Territorien nach der
Verkleinerung auf der Karte eine dem MaB-
stab entsprechende Fliche einnehmen miis-
sen.

Um eine Antwort auf unsere Frage zu finden,
fiihren wir zuerst einen kleinen Versuch
durch. Wir nehmen einen kugelidhnlichen
Kérper, z. B. eine Apfelsine, und versuchen,
nachdem wir sie durch einen Schnit halbiert

und das Innere herausgenommen haben, die
Schalenhilften plattzudriicken, d. h. sie zu
verebnen. Der Versuch wird immer scheitern,
denn es bilden sich immer an einer Stelle
Falten, oder aber die Apfelsinenschale reiBt
an den Randern wegen der zu starken Ver-
zerrung auf.

Wir kommen nach diesem Versuch zu dem
SchluB, daB die zweidimensiomale Abbil-
dung der dreidimensionalen Kugeloberfliche
nicht moglich ist, ohne Verzerrungen in
Kauf zu nehmen.

Gauf hat mathematisch nachgewiesen, daB
eine lingentreue Abbildung der Kugelober-
fliche auf einer Ebene nicht moglich ist.
Eine langen-, winkel- und flichentreue Ver-
kleidung der Erdoberflache ist nur mit Hilfe
eines Globus mdglich. Der Globus ist jedoch
sehr unhandlich und deshalb nicht iiberall
einsetzbar. So miiBte z. B. ein Globus, auf
dem die Alpenlinder in der GroBe einge-
tragen sind, wie sie im Schulatlas auf Seite 43
abgebildet sind, einen Durchmesser von mehr
als 5 m haben.

Fiir die Darstellung der Insel Riigen oder
des Erzgebirges im Ma@stab 1: 500000 (S. 4)
benétigte man einen Globus von iiber 25 m
Durchmesser, d. h. in der Hohe eines fiinf-
stdckigen Hauses. Alle Karten, auf denen
groBe Gebiete der Erde dargestellt sind,
konnen diesen Teil der Erdoberfliche immer
pur anndherungsweise wiedergeben. Es gibt
immer Verzerrungen der Lingen, der Fli-
chen oder der Winkel.

Karten werden aber fiir die unterschiedlich-
sten Zwecke verwendet. Deshalb haben Kar-

tographen und Mathematiker, darunter auch
Gaufl, versucht, solche Losungen fir die
Karten zu finden, daB sie wenigstens {iir die
jeweils vorgesehenen Zwecke hinreichend
genau sind.

Gauf hat bewiesen, daB lidngentreue Abbii-
dungen der Erdoberfliche nur auf Karten
moglich sind, die sehr kleine Gebiete abbil-
den, Gebiete, bei denen die Kriimmung
der Erdoberfliche durch ihre Kugelgestalt
noch keine Rolle spielt. Diese Karten erhilt
man dadurch, daB im Gelinde die Entfer-
nungen und Winkel zwischen den auf die
Karte einzutragenden Punkten gemessen und
diese im entsprechenden MaBstab verklei-
nert auf die Karte iibertragen werden. Aber
dieses Verfahren kann fiir die Abbildung
der gesamten Erdoberflache nicht verwendet
werden.

Auf Seekarten ist wiederurr die Flichentreue
unwichtig, dafiir aber muB gefordert werden,
dal?_n eine Seekarte winkeltreu ist, damit
der zu steuernde Kurs genau festgelegt wer-
den kann. Diese Winkeltreue kann man
unter anderem dadurch erzielen, daB man
die Kugeloberfliche auf einem Zylinderman-
tel abbildet. Diese Karte ist dann allerdings
weder flici.en- noch langentreu. weil z. B.
der Nordpol nicht als ein Punkt, sondern
als gerade Linie abgebildet wird, deren Linge
der des Aquators entspricht. (Bild 1).
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Es gibt noch sehr viele andere Lésungsmog-
lichkeiten. In unseren Atlanten sind u. a.
mehrere Arten der Kegelentwiirfe benutzt
worden, deren Entstehung vereinfacht so
dargestellt werden kann, daB man {iber die
Erdkugel einen Kegel stiilpt, das Abbild
der Erdoberfliache auf den Kegelmantel iiber-
tragt und diesen dann aufschneidet und ver-
ebnet.

Nachstehende Skizzen zeigen, wie stark bei
den verschiedenen Kartenentwiirfen be-
stimmte Flichen verzerri werden kdnnen.

O Bild 3a

Dieser Kreis (& —30 Meridiankreise, Ma8-
stab 1:400 Mill.) kann nur auf dem Globus
maBstablich und unverzerrt wiedergegeben
werden. Wie derselbe Kreis, bei gleichem
Malistab, in verschiedenen Kartennetzent-
wiirfen abgebildet wird, zeigen die folgenden
Darstellungen.

Bild 3b
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® Leningrad

Auch durch den Vergleich der Atlaskarten
90, 92 und 82 konnt ihr sehen, wie z. B. die
Flache Grénlands unterschiedlich darge-
stellt werden mufite. Diese Karten sind nicht
flichentreu. Wenn man jedoch Karten von
kleineren Teilen der Erdoberfliche zeichnen
will, 1dBt sich eine wesentlich groBere Ge-
nauvigkeit erzielen. ’

Man verwendet z. B. bei den meisten amt-
lichen Karten, in denen die Gebiete eines
Landes dargestellt werden, die sogenannte
Polyederprojektion. (Ein Polyeder ist ein
allseitig von Ebenen begrenzter Korper.)
Zu diesem Zwecke wird das Gradnetz der
Erde in viele noch kleinere Fliachen unter-
teilt, so daB auf der einzelnen Fliche nur
ein sehr kleines Territorium abzubilden ist.
Dadurch kann die Krimmung der Kugel-
oberfliche vernachlassigt werden, weil sie
einen sehr kleinen Wert besitzt. Wir kdnnen
annehmen, daB diese kleine Fliche fast
eben ist. Allerdings kann man die so erhal-
tenen Karten kleiner Gebiete nicht zu einer
Weltkarte zusammensetzen, sondern kann
sie entweder nur zu Lingenkreisstreifen oder
Breitenkreisstreifen zusammenlegen. Zwi-
schen den einzelnen Streifen gibt es immer
wieder Liicken, die man beriicksichtigen
mufl, wenn man ein gréBeres Gebiet abbil-
den will.

Die einzelnen Bldtter einer solchen Karte
haben sehr unterschiedliche Gestalt. Wah-
rend die Blatter, auf welchen von Léngen-
und Breitenkreisen begrenzte Gebiete in
Aquatornihe abgebildet werden, fast qua-
dratisch sind, haben die Karten, die Gebiete
in Polndhe abbilden, trapezihnliche Gestalt
und werden immer ldnglicher und spitzer.
Die Karte, die den Streifenteil mit dem Nord-
pol aufnimmt, ist ein Dreieck. Um das zu
versiehen, braucht man sich nur die Ge-
stalt der einzelnen Felder des Gradnetzes
auf dem Globus einmal genau anzusehen.
Mit der Verebnung der Kugeloberfliche
héngt aber noch ein zweites Problem zusam-
men.

Wir kénnen auf dem Globus zeigen, daB alle
Meridiane in Nord-Siid-Richtung und alle

Breitenkreise senkrecht dazu in Ost-West-
Richtung verlaufen.

In der Unterstufe haben wir gelernt. daB auf
einer Landkarte Norden immer oben, Sitden
unten, Westen am linken Rand und Osten

Bild 4

am rechten Rand ist. Wenn wir die Neigung
der Erdachse vernachlissigen, d. h. wenn wir
den Globus so hinstellen, daBl die Erdachse
senkrecht nach oben zeigt, stimmt diese
Behauptung immer. Und auf Karten, auf
denen sehr kleine Gebiete wie der Heimat-
kreis oder ein Bezirk der DDR abgebildet
sind, stimmt das auch. Aber sehen wir uns
doch einmal im Atlas auf Seite 48/49 die
Karte der Sowjetunion an.

Wenn unsere Behauptung iiber die Himmels-
richtungen, daB Norden aul der Karte immer
oben, Siiden immer unten, Westen links und
Osten rechts liegt, den Tatsachen entspricht,
miiBite nach dieser Karte Leningrad dstlich
von Riga und Berlin westnordwestlich von
Leningrad liegen.

Bild 5

Ausschnitt aus der Atlaskarte 48/49 Sowjet-
union — ohne Eintragung des Gradnetzes
Bild 6

Ausschnitt aus der Atlaskarte 48/49 — mit der
Eintragung des Gradnetzes. Erst das Grad-
netz ermoglicht eine genaue Angabe der
Himmelsrichtungen zwischen den einzelnen
Orten




Pritfen wir den gleichen Sachverhalt jedoch
auf dem Globus nach, so stellen wir etwas
ganz anderes fest!

Es stellt sich heraus, daB hier westlich von
Leningrad Oslo liegt, und daB wir Riga
nicht in westlicher, sondern in siidwestlicher
Richtung zu suchen haben. Westnordwest-
lich von Leningrad wird nicht Berlin, son-
dern Trondheim in Norwegen zu finden sein,
weil Berlin siidwestlich von Leningrad liegt.
Wo liegt der Fehler? Auf dem Globus haben
wir festgestellt, daB die Lage eines Ortes
durch seine Lage im Gradnetz bestimmt wird.
Das Gradnetz der Atlaskarte wurde jedoch
bei unserer ersten Feststellung nicht beriick-
sichtigt.

Wir haben gesagt, daB alle Breitenkreise
immer von Westen nach Osten verlaufen.
Auf der Karte sind diese Breitenkreise aber
als Kurven eingetragen. Diese enden, weil
es sich bei dieser Karte um einen Kegelent-
wurf handelt, an den oberen Réndern der
Karte. Von Leningrad aus gesehen wire
also z. B. Westen am linken oberen Karten-
rand.

Wie wenig die Behauptung von den Himmels-
richtungen zu halten ist, zeigt sich auch auf
den Karten 90 und 91, auf denen das Nord-
polargebiet und die Antarktis abgebildet
sind. Auf Karte 90 ist z. B. Norden in der
Mitte, denn dort ist der Nordpol eingetra-
gen, und alle Meridiane laufen darauf zu.
Siiden ist auf dieser Karte an allen Karten-
randern zu suchen, denn alle Meridiane lau-
fen vom Nordpol aus nach dem Siiden, wie wir
auf dem Globus nachpriifen konnen.

Wo auf dieser Karte Osten oder Westen ist,
kann man nicht sagen. Es 148t sich nur eine
Aussage dariitber machen, ob ein Ort Ost-
licher oder westlicher von einem anderen
Ort liegt. So befindet sich z. B. Miinchen
Ostlicher als Paris, und Nome in Alaska ist
ostlicher als Anadyr im Fernen Osten der
Sowjetunion, obwohl Nome auf dieser Karte
weiter links liegt als Anadyr.

Dabei wird das Kuriosum noch groBer, wenn
man einmal die geographischen Langen bei-
der Orte bestimmt. Anadyr liegt ndamlich auf
etwa 175° stlicher Lange und ist trotzdem
westlich von Nome, das 175° westlicher Lange
ausweist. Uberlegt einmal wie das kommt!
Seht euch dazu das Gradnetz der Karte 90
genau an!

Wir wollen uns nun Gedanken iiber ein wei-
teres Problem machen. Im Unterricht ha-
ben wir gelernt, daB die Entfernungen auf der
Erdoberfliche mit Hilfe eines MabBstabes
auf die Karten iibertragen werden. Dieser
Mafstab wird als MaBstabsleiste oder als
Zahlenverhiltnis an den Rand der Karte
gedruckt.

Wir haben bisher diese MabBstibe benutzt,
um auf den Kreis-, Bezirks- oder DDR-Kar-
ten Entfernungen dadurch festzustellen, daB
wir zwei Orte mit einer Linie verbunden ha-
ben. Dann maBen wir die Linge der Strecke

und rechneten mit Hilfe des MaBstabes die
richtige Entfernung aus.

Auf diesen Karten waren jedoch nur verhalt-
nismiBig kleine Teile der Erdoberfliche
dargestellt, bei denen die Verzerrungen von
Liangen oder Winkeln so gering sind, dafl
man sie vernachlassigen kann.

Nun wollen wir aber einmal sehen, ob man
mit dem eben genannten Verfahren auch auf
anderen Karten Entfernungen richtig messen
kann. Zu diesem Zwecke nehmen wir wieder
die Atlaskarte S. 48/49 Sowjetunion. Wir
wissen, daB dies eine Karte ist, die als Kegel-
entwurf hergestellt wurde, bei der also eine
Langentreue nicht vorhanden ist und deren
Breitenkreise auf dem Kegelmantel entspre-
chend als Kurven eingetragen sind.

Nach unserem Verfahren verbinden wir also
zwei Orte, Leningrad und Kap Oljutorski im
Fernen Osten, die auf dem gleichen Breiten-
kreis liegen, durch eine Gerade. Die Messung
der Entfernung zwischen beiden Orten ergibt
nach dieser Methode 6320 km. Uberpriifen
wir aber mit Hilfe eines Fadens, der auf dem
Globus von Ort zu Ort gespannt wird, die
Entfernung, so stellt sich heraus, daB wir
offensichtlich einen groBen Fehler gemacht
haben, denn auf dem Globus messen wir
eine Entfernung von 7780 km, die auch der
wirklichen entspricht. Wo liegt der Fehler?
Wir haben auf dem Globus den Faden genau
aufdem 60. Breitengrad Nord gespannt. Aber
auf der Karte sind wir mit unserer Linie nicht
der Kurve des Breitenkreises gefolgt, son-
dern haben die Sehne dieses Bogens gemessen.
Und diese ist natiirlich kiirzer. Dem wahren
Weg auf der Erdoberfliche entspricht aber
der Verlauf des 60. Breitengrades. Um die
kiirzere Strecke bewiltigen zu konnen, miiB-
ten wir von Leningrad nach Kap Oljutorski
einen Tunnel bauen. Man kann diesen Sach-
verhalt wieder mit einem kleinen Versuch
veranschaulichen. Dazu durchbohren wir
einen Apfel mit einer geraden Nadel. Mit
einem Zwirnsfaden messen wir die duBere
Entfernung auf der Apfeloberfliche zwischen
den beiden Punkten. Die innere Entfer-
nung kénnen wir an der Nadel ablesen, wenn
wir die beiden Punkte markieren, an denen
die Nadel die Apfelhaut durchstoBt. Sie wird
immer kiirzer sein als die Fadenldnge.
Wenn man also bei so groBen Gebieten die
West-Ost-Entfernung zweier Orte annihernd
genau feststellen will, muB man immer auf
dem Breitenkreis messen.

Aufgabe: 1. MiB auf der Karte 48/49 die
richtige Entfernung zwischen Moskau und
Petropawlowsk (Halbinsel Kamtschatka),
und ermittle den Fehler, der entstanden
wire, wenn du die beiden Orte mit einer
Geraden verbunden und diese Strecke ge-
messen hittest!

2. Suche auf dem Globus den kiirzesten
Flugweg von Moskau nach Vancouver an
der Westkiiste Kanadas. Er geht nicht in die
Ost-West-Richtung!

Benutze dazu wieder ein Stiick Bindfaden!
Verfolge diese Strecke auch auf den Atlas-
karten 90 und 93! Mit der maBstabgerechten
Verkleinerung hangt aber auch noch ein an-
deres Problem zusammen.

Auf der Karte der Sowjetunion sind die
Eisenbahnen als 0,25 mm dicke schwarze
Linien dargestellt. Wenn man die Dicke
des Striches mit dem MaBstab der Karte
einfach umrechnet, ergibt sich eine Breite
der Eisenbahnlinie von 5 km!

Eigentlich diirfte eine Eisenbahnlinie, die
etwa 20 m breit ist, nur als 0,001 mm starker
Strich gezeichnet werden. Dieser lieBe sich
nur mit einem guten Mikroskop auf der
Karte erkennen. Ein Menschenhaar hat die
Dicke von 0,07 bis 0,17 mm!

Man kann also schon aus zeichnerischen
Griinden nicht alles, was an Zeichen in einer
Karte verwendet wird, in dem richtigen Gro-
Benverhiltnis darstellen, das dem Karten-
mafistab entspricht. Wichtige Fakten, z. B.
Hauptstddte oder Fliisse, werden oftmals
groBer oder stirker gezeichnet, andere, we-
niger wichtige laBt man dafiir ganz weg,
um die Karte nicht zu iiberladen. Diese
Arbeit des Kartenzeichners nennt man ,,Ge-
neralisieren'*.

Aufgabe: Auf der Karte 28 des Atlas ist die
Elbe bei Magdeburg als 0,5 mm starker
blaver  Strich  eingetragen (MabBstab
1:500000). Welcher Breite entspriche das
in der Natur? (Die Elbe ist bei Magdeburg
zwischen 150 bis 200 m breit.)

Wir haben am Anfang gesagt, daB es schein-
bar keine Probleme bei der verkleinerten
Darstellung der Erdoberfliche aul der Land-
karte gibt. Thr werdet erkannt haben, daB
das in Wirklichkeit nicht so ist. Dabei konnte
eine Reihe von Problemen, die z. B. mit der
Darstellung des Grandnetzes auf einer ebenen
Karte zusammenhéngen, nur angedeutet wer-
den, weil zu deren Verstindnis groBere
mathematische Kenntnisse vorausgesetzt wer-
den miissen. Fiir den Karthographen ist es
sehr schwierig, den Anforderungen der Pra-
xis an die Karte immer Rechnung zu tragen.
Nur durch die Auswahl einer fiir eine be-
stimmte Karte besonders geeigneten Dar-
stellungsart ist es moglich, die verschieden-
artigen Schwichen der Landkarte weitest-
gehend auszugleichen. Deshalb trigt der
Kartograph eine sehr groBe Verantwortung.
Er muB nicht nur iiber ein sehr gutes geo-
graphisches Wissen verfiigen und gut zeich-
nen kénnen, er muB auch anwendungsbereite
mathematische Kenntnisse haben, um
brauchbare Kartenentwiirfe anfertigen zu
konnen.

In der Schule muB manches, was sich im
Leben als sehr kompliziert darstellt, verein-
facht werden. Deshalb ist es aber nicht
falsch. Wir miissen aber immer wieder iiber-
prifen, ob das, was wir einmal gelernt
haben, dem fiir uns neuesten Stand immer
noch entspricht. K. Sandner



Mathematik und Chemie

Viele Leser werden bei dieser Uberschrift «
denken, daB Mathematik und Chemie nur
wenig miteinander zu tun haben, weil in der
Mathematik gerechnet und in der Chemie
experimentiert wird. Das wire jedoch ein
recht leichtfertiges und oberflichliches Ur-
teil, denn in der Chemie wird ebenfalls
gerechnet und — das ist vielleicht noch etwas
erstaunlicher - in der Mathematik wird
experimentiert!

Beginnen wir mit dem Rechnen in der Che-
mie. Vielleicht gehen wir zunichst davon
aus, warum iiberhaupt in der Chemie ge-
rechnet werden muB: Experimente kosten
Geld und Zeit, besonders, wenn sie kompli-
ziert sind, und man muB daher die Frage
stellen, ob man nicht das Ergebnis des Ex-
periments ausrechnen und damit auf seine
Durchfiithrung verzichten kann. Das ist in
vielen Fillen tatsichlich méglich. Will man
ein Experiment rechnerisch durchfiihren, so
muB man sich erst einmal die entsprechenden
mathematischen Formeln iiberlegen, nach
denen gearbeitet werden soll. Die Formeln
miissen natiirlich den chemischen Vorgang
widerspiegeln, d. h. nachbilden oder mo-
dellieren ; sie miissen letzten Endes das gleiche
oder wenigstens ein ndherungsweises Ergeb-
nis des Versuchs liefern. Das Aufstellen die-
ser Berechnungsformeln, des sogenannten
Modells, ist oft die schwierigste Arbeit bei der
Anwendung mathematischer Methoden in
der Chemie. Bei komplizierten Modellen
kann natiirlich dann auch die L&sungs-
methode Schwierigkeiten bereiten.

Es ist aber auch noch ein weiterer Gesichts-
punkt zu beriicksichtigen.

Chemische Experimente werden nicht nur
durchgefithrt, um festzustellen, wie irgend-
welche Stoffe miteinander reagieren, son-
dern in der Praxis kommt es insbesondere
darauf an, die Bedingungen, unter denen die
Reaktion stattfindet, so zu wihlen, daB das
gewiinschte Produkt in moglichst groBer
Menge entsteht, oder auch, daB irgendein
Vorgang moglichst billig ablauft. Man sucht
also, die entsprechenden Prozesse in diesem
Sinne bestmoglich oder optimal durchzufiih-
ren. Eine Optimierung ist meist auch durch
Versuche moglich, doch braucht man hierzu
im allgemeinen lingere Versuchsreihen. Die
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Mathematik stellt dagegen Optimierungs-
methoden zur Verfiigung, die aul das ent-
sprechende Modell angewendet werden kon-
nen und dann die Optimalldsung liefern,
ohne daB chemische Versuche durchgefiihrt
werden miissen. Gerade in dieser Ausnutzung
von Optimierungsmethoden liegt die beson-
dere Bedeutung der Mathematik fir die
Chemie, und hierin liegt auch das haupt-
sichliche Einsatzgebiet des Mathematikers
in der chemischen Industrie, der mit seinen
Kenntnissen und Methoden unter Benutzung
von Rechenautomaten die Chemiker und
Verfahrenstechniker (das sind Ingenieure,
die die chemischen Verfahren in groBtech-
nische MaBstibe umsetzen) wirkungsvoll
unterstiitzen kann.

Um das Gesagte etwas besser zu veranschau-
lichen, sollen zwei einfache Beispiele solcher
Optimierungsprobleme folgen.
Nehmen wir an, wir hitten drei Gase mit
bestimmten Heizwerten und Schwefelgehal-
ten und sollen daraus ein Gas mischen, wel-
ches einen minimalen Heizwert nicht unter-
schreitet, einen maximalen Schwefelgehalt
nicht iiberschreitet und dabei noch még-
lichst billig wird. Es seien p,, p,, py die
Preise pro m? der Gase, 5y, 5,, 5; die Schwefel-
gehalte in g Schwefel pro m® der Gase und
hy, by, hy die Heizwerte in kcal pro m*. Die
geforderte Menge Mischgas sei m, dessen
minimaler Heizwert A und maximaler Schwe-
felgehalt s. Gesucht sind dann solche Men-
gen Xx,, X;, x; der vorhandenen Gase m?,
daB die geforderten Bedingungen erfullt
sind.
Dann kann man die Problemstellung formel-
miBig sofort folgendermaBen formulieren:
Es sind solche Werte x,20, x,20, x;=0
zu [inden, daB

hyx, +hyxy+hax; 2 hm

51X1 +832%; +853%; Esm

X, +Xx; +Xx3
gilt und

P1¥1+P2X2 +P3Xy
moglichst klein wird.
Eine solche Problemform nennt man ein
lineares Optimalproblem, weil eine lineare
Funktion zu optimieren, d. h. méglichst
klein — oder in anderen Fillen auch még-
lichst groB ~ werden soll und lineare Un-

=m

gleichungen oder Gleichungen dabei einzu-
halten sind. Die Mathematiker haben eine
ganze Reihe von Losungsverfahren fiir solche
Aufgaben entwickelt, von denen das be-
kannteste und gebrauchlichste die sogenannte
Simplexmethode ist.

In den letzten Jahren sind viele weitere An-
wendungen hinzugekommen. Heutzutage
rechnet man die Produktionspline groBer
chemischer Kombinate, wie etwa im VEB
Leuna-Werke, mit Hilfe solcher linearer
Optimalprobleme aus. Diese haben einige
hundert Nebenbedingungen und Variable
und konnen nur mittels Rechenautomaten
gelost werden; aber es handelt sich genau
um denselben Problemtyp wie oben bei dem
Mischungsproblem:

Eine lineare Funktion — z. B. der Gewinn —
ist moglichst groB zu machen, wobei ge-
wisse Nebenbedingungen, die von der Lei-
stungsfihigkeit der einzelnen Anlagen be-
stimmt werden, einzuhalten sind. Die Va-
riablen sind dabei die Produktmengen, die
in den verschiedenen Anlagen produziert
und dann verkauft oder in anderen Anlagen
weiterverarbeitet werden.

Diese linearen Optimalprobleme sind vom
mathematischen Standpunkt als die ein-
fachsten Optimierungsaufgaben mit Neben-
bedingungen anzusehen; thre Losung macht
keine prinzipiellen Schwierigkeiten, wenn sie
auch bei groBen Problemen langwierig wer-
den kann. Es gibt aber auch viele Aufgaben-
stellungen in der Praxis der chemischen
Industrie, wo die Nebenbedingungen oder
auch die zu maximierenden oder minimie-
renden Funktionen nicht mehr linear von
den Variablen abhingen. Das ist fast immer
dann der Fall, wenn es um Probleme geht,
die sich mit der giinstigsten Konstruktion
oder dem optimalen Betrieb chemischer
Anlagen befassen. Hier spielen vor allem die
Fragen nach moglichst groBen Ausbeuten
oder hohen Umsitzen bei chemischen Reak-
tionen eine Rolle. Ausbeuten und Umsitze
hdngen aber von einer ganzen Reihe physi-
kalischer GroBen ab, wie etwa Temperatur
und Druck, unter denen die Reaktion ab-
lduft oder auch von der Reaktionszeit. Diese
Abhingigkeiten sind im allgemeinen recht
verwickelt und enthalten oft Exponential-
funktionen oder Logarithmen.

Manchmal ist es mdglich, solche Abhéngig-
keiten durch quadratische Funktionen an-
gendhert wiederzugeben, aber auch dann
ist das entstehende Optimierungsproblem
nicht linear. Solche Aufgabenstellungen sind
eine Grundlage fiir die schon erwihnte
Planung der Produktion. Wenn man nim-
lich die einzelnen Anlagen nicht optimal
betreibt, so schatzt man vielleicht die Lei-
stungsfihigkeit nicht richtig ein und hat
schon eine falsche Problemstellung bei der
Planung. Dann kann man natiirlich auch kei-
nen richtigen Plan ausrechnen.



Die Probleme zur Maximierung der Ausbeute
bzw. des Umsatzes konnen unter Umstén-
den so kompliziert sein, daB man keine
direkte Losungsmethode benutzen kann.
Dann kann man Simulationsverfahren an-
wenden, uber die wir spiter noch einiges
sagen werden. Anderenfalls ist eines der
gebrauchlichsten Verfahren die Gradienten-
methode. Um eine gewisse Vorstellung von
dieser Methode zu vermitteln, wollen wir
die Losung eines Optimalproblems mit der
Besteigung cines Berges vergleichen. Einen
Berg kann man ja als geometrische Veran-
schaulichung einer Funktion mit zwei Ver-
anderlichen betrachten, und die Spitze ent-
spricht dem gesuchten groBten Funktions-
wert.

Nun kann die Besteigung des Berges — jeden-
falls theoretisch - so geschehen, daB man

immer in der Richtung des steilsten Anstiegs

geht. Diese Richtung kann man berechnen,
und man nennt sie Gradient. Nun kann es
aber sein, daB die Verfolgung der steilsten
Richtung beim Erklettern des Berges nicht
immer moglich ist, weil man an einen Zaun
oder zu steilen Abhang kommt. Dann geht
man eben an dem Zaun oder dem Abhang
entlang, bis es wieder moglich wird, die
Gradientenrichtung weiterzuverfolgen. Zaun
oder Abhang entsprechen aber den Neben-
bedingungen in unserem Optimalproblem,
die man nicht verletzen darf, und es gibt
Methoden, die genau dem Entlanggehen
am Zaun oder Abhang entsprechen. Wenn
auch unser Beispiel einem Problem mit nur
zwei Variablen entspricht, so 1aBt sich das
Verfahren doch im Prinzip auch auf Opti-
micrungen mit mehr Varaiblen anwenden,
und es ist damit eine sehr allgemeine Methode
gefunden.

Zu Beginn erwihnten wir, daB die Mathe-
matik auch mit Experimenten arbeitet. Ge-
meint ist hier der verhiltnismiBig junge
Zweig mathematischer Verfahren, die unter
dem Begriff ,,Simulation** bekannt sind.
Es kommt ndmlich immer haufiger vor, da§
wichtige Aufgaben auf solch komplizierte
Modelle fithren, daB es keine Lésungsver-
fahren gibt oder die bekannten Verfahren
mit einem viel zu hohen Rechenaufwand
verbunden sind. Wir sahen, daB eine Opti-
mierungsaufgabe immer danrin besteht, ge-
wisse GroBen x;, ..., x, so zu bestimmen,
daB/ eine Zielfunktion ecinen groBten oder
kleinsten Wert annimmt und gewisse Ne-
benbedingungen erfiillt werden. Wenn es
nun kein brauchbares Verfahren gibt, die
gesuchten optimalen Werte auszurechnen,
so kann man vielleicht durch Probieren
solche finden. Man sucht sich Werte aus,
die den Nebenbedingungen geniigen, setzt
sie in die Zielfunktion ein und wiederholt
das mehrere Male. Die Werte, die zum groB-
ten Wert der Zielfunktion fiihren, betrachtet
man als Niherungslosung der Aufgabe. Viel-
fach gibt es dann auch Mdglichkeiten zur

Abschitzung, wie weit der gefundene Wert
vom wirklichen Optimalwert entfernt ist.
Ob man die ,,Versuchswerte* willkiirlich
oder systematisch bestimmt, hangt von dem
Problem ab; man kennt beide Moglichkei-
ten. Was wir soeben beschrieben haben,
ist aber gerade die Simulation oder experi-
mentelle Mathematik. Sicher haben viele
unbewuBt bereits solche Gedanken ausge-
nutzt, indem sie z. B. durch Probieren einen
Naherungswert fiir die Nullstelle einer Glei-
chung gefunden haben, den sie dann durch
ein anderes Verfahren verbessern konnten.
Auch bei Simulationsverfahren ist es oft
méglich, anschlieBend die gefundene Niahe-
rungslosung noch durch andere Methoden zu
verbessern. Wesentlich bei dem genannten
Experimentieren ist, daB man das Modell
des Prozesses benutzt und damit die Expe-
rimente auf der Rechenmaschine und nicht
im chemischen Sinne durchfiihrt. Dadurch
kann trotz des Experimentierens viel Zeit
und Aufwand eingespart werden.
Interessant ist noch, daB die Simulationsver-
fahren bei kleinen und einfachen Problemen
wesentlich mehr Aufwand als direkte mathe-
matische Verfahren erfordern, aber bei kom-
plizierten Problemen — und darin liegt gerade
ihre Stirke — noch Ldsungen ermoglichen,
wo die direkten Verfahren schon langst ver-
sagen.

Aus all dem Gesagten wird deutlich, welch
vielgestaltige und interessante Aufgaben ein
Mathematiker in der Praxis zu 16sen hat.
Gerade die Forschungen aul Gebieten, wo
verschiedene Wissenschaften — in unserem
Fall eben Mathematik und Chemie — zu-
sammentreffen, sind ja auBerordentlich be-
deutungsvoll und fiir die weitere Entwick-
lung der Volkswirtschaft unumgénglich not-
wendig. J. Piehler

Aus dem VEB Deutscher Verlag
fir Grundstoffindustrie:

Chem.-Ing. H. Fiedler

Chemisches Rechnen

auf elementarer Grundlage in Form einer
Aufgabensammlung .

367 S., 27 Bilder, zahlreiche Ubungsbeispiele,
400 Aufgaben mit Losungen, 218 Aufgaben

zum Selbststudium, Halbleinen 13,00 M
Autorenkollektiv

Tabellenbuch Chemie

485S., 2 Bilder, Halbleinen 16,20 M

Rauscher/Voigt/Wilke
Chemische Tabellen und Rechentafeln
fir die analytische Praxis

337 S., 3 Bilder, 7 Beilagen, Plasteinband
19,50 M

Leser schreiben an alpha

o Unsere Oberschule mit ca 200 Sclidileru
(Klasse | bis 8) betetligt sich schon seit vielen
Jahren am alpha-Wettbewerb. Dic Losung
dieser Aulgaben hat uns sehr geholien.
unser mathematisches Wissen zu erweitern.
Im letzien Schuljahy beteiligten sich beson-
ders die Mitglieder unseres Mathemaltik-
zirkels. die auch simtlich Mitglieder des
Kreiskiubs Junger Mathematiker sind.
Mathemarikzirkel der OS Zaaizke,
Krs. Wittscock

® [m vergangenen Jahr habe ich mich erst-
mals am Wettbewerb beleiligl. Dic Aulgaben
halfen mir in der Schule. Sie haben mir
viel SpaB gemacht. Mit Stolz trage ich das
crworbene alpha-Abzeichen.

Henrv Albrechr, Wirttenberge

® Ich habe den Wunsch. einmal Mathe-
matik zu studieren. Schon allein deshalb
beteilige ich mich an den jihrlichen Wett-
bewerben. ... In den Heften 5,72 und 6:72
waren Aufgaben enthalten. die im Lchrpian
des Mathematikunterrichts erst spiter be-
handelt werden ...

Elice Kihler. Stulifurt

® Hiermit sende ich der Redaktion 21 Ant-
wortkarten . . Bemerken mochte ich noch.
daf ich wihrend meiner Lehrerlaufbahn.
die mit der Ausbildung auf einem ..Kdénig-
lichen Preuflischen Lehrerseminar™ begann.
keinerlei Qualifikation fiir den Mathematik-
unterricht erworben habe.

Karl Krause. Renter (72 Jahre . Mansfeld

® Mir macht das Losen der alpha-Aufgaben
immer viel SpaB... Doch die Aulfgabe
W 5*1007 kounnte ich ohne die Hilfc meines
Vaters nicht 1¢sen. Ich finde, diese Aufgabe
ist fiir die S. Klasse zu schwer. (Zu dieser
Aufgabe gingen 520 Ldsungen cin. davon
490 richtig geldst. d. Red.)

Gundra Schiimichen. Beriin

® Ich abonniere schon seit dem 6. Schul-
jahr eure Zeitschrift. Leider habe ich damals
kein Interesse fur dic Aufgaben gezeigl.
Seit dem 7. Schuljahr arbette ich mit alpha.
Sie hat gewiB auch einen groBen Antcil, dald
ich in der 8. Klasse erstmalig die Note | in
Mathematik erhielt. Am alpha-Weltbewerb
1972/73 nahm ich erstmals teil. und ich [reue
mich {iber j.edc Karte. die mir meine richtige
Losung bestétigt. Eines steht fiir mich fest:
Mein spiterer Beruf muB im Zusammenhung
mit Mathematik stehen. Natiriich werde 1ch
alpha treu bleiben. denn alpha ist cinfach
groBe Klasse. Elke Pecksivin

® Als ungarischer Wissenschafiler mochte
ich der Zeitschrift alpha gratulicren. aiphu
ist einc gute Zeitschrift. dic ick ab sofort
abonnieren werde.

Janos Agosian, Budupest



Mathematik

im Schottischen Kaffee

Heute weiB man in der ganzen Welt, daB es in
Lwow (Ukrainische SSR) ein Kaffee gab,
in dem der Zahlkellner seinen Gésten ein
Buch zur aktiven mathematischen Mitarbeit
empfahl. Und dariiber soll in diesem Beitrag
berichtet werden.

S. Banach, der bekannteste polnische Ma-
thematiker, war ein unermiidlicher Arbeiter,
der oft nachts, tagelang liber einem Problem
safl. :

Beriihmt wurden seine ,,Séances* — seine
Sitzungen. Er lud seine Anhdnger in das
Schottische Kaffee ein, um mit ihnen bei
einer Tasse Kaffee wissenschaftliche Kon-
versationen und Diskussionen zu fiihren.
Damit entfachte er einen Meinungsstreit iiber
mathematische Ideen und Probleme, die die
Jugend genauso wie das Alter ansprachen.
Die Wahl der Themen war stets interessant,
meist kurios. Die Freiheit der Diskussionen
in einem Kaffee gestattete es, zwanglos —
fern von der oft strengen, engbegrenzten
Thematik und Atmosphire des Horsaales —
von einem Problem in das andere iiberzu-
wechseln. Banach verstand es, durch diese
Diskussionen die Hemmungen seiner Schiiler
abzubauen, war stets bestrebt, einen engen
Kontakt zu schaffen, der den Willen beim
jungen Menschen weckte, seine eigenen Ge-
danken zu duflern und zu vertreten. Banach
demonstrierte, daB er nicht zu den pedan-
tischen Wissenschaftlern seiner Zeit. gehorte,
die Angst um den Nimbus ihrer Wiirde
hatten, wenn sie mit der Jugend an einem
Tische saBen, wenn ihnen ein Fehler unter-
lief oder das von ihnen gestellte Problem

in einer Sackgasse endete.
Viele angesehene Biirger der Stadt zweifelten,

daB man in einem Kaffee serids arbeiten
konne. Diese Tischrunde lieB sich. das zeigte
sich immer wieder - weder durch die Unruhe
an den Nachbartischen noch durch die Mu-
sik oder das Auf und Ab der HauptstraBe —
von ihren Gesprichen abbringen. Der Disput
wurde oft sehr heiB. Man schrieb auf die
weien Marmorplatten der. Tische und auf
Servietten, erregte damit immer wieder den
MiBmut der Kellner, die mit ihren Tiichern
versuchten, die mathematischen Probleme
zu l6schen. Mehrfach kam es zu heftigen
Auseinandersetzungen mit dem Bedienungs-

personal. Banach beendete den Streit der
beiden Parteien, den mathematisch Inter-
essierten und den Kellnern, indem er ein
groBes dickes Buch beschaffte, in dem alle
Probleme festgehalten, begonnene Lésungen
vervollstindigt wurden. Fiir besonders ele-
gante oder originelle Losungen setzten Teil-
nehmer an der Tischrunde Preise aus. Sie
lagen zwischen einer guten Tasse Mokka
und einer lebenden Gans.
Beim Zahlen nahm der Kellner das Schot-
tische Buch an sich und brachte es wieder,
wenn Mathematiker im Kaffee erschienen.
Neben den Eintragungen von Banach fin-
den wir die Handschriften vieler bekannter
Mathematiker wie Ulan und Mazur. Der
zweile Weltkrieg machte dieser Tischrunde
nach zehn Jahren ein Ende. Das Buch, ein
originelles Dokument einer auBerordent-
lichen Personlichkeit, wurde 1941 geschlos-
sen und der Ehefrau Banachs iberreicht.
Ein gern gesechener Gast der Gesprichs-
runde war der bekannte, im Jahre 1971
verstorbene Mathematiker H. Steinhaus. Der
Urania-Verlag gab 2x 100 Aufgaben von
ihm heraus. Eine Auswahl von Problemen
soll unsere Leser anregen, dieses Buch zu
erwerben und einmal die Methode Banach
auszuprobieren.

Viel Freude und Erfolg

wiinscht J. Lehmann

Stefan Banach
30. 3. 1892 bis 31. 8. 1945

Stefan Banach ist geboren und aufgewachsen
inKrakow. Nach Ablegung des Abiturs (1910)
war er Student am Polytechnikum in Lwow.
In den Jahren des ersten Weltkrieges kehrte
er in seine Heimatstadt zuriick und studierte
dort Mathematik und verdffentlichte bereits
1919 seine ersten Forschungsergebnisse. 1920
wurde er Assistent an der Mathematischen
Fakultdt der Universitit Lwow und erwarb
im gleichen Jahr den Doktorgrad. 1922
wurde er auBlerordentlicher, 1927 ordent-
ficher Professor, 1924 korrespondierendes
Mitglied der Polnischen Akademie der Wis-
senschaften.

Gemeinsam mit H. Steinhaus griindete er
1929 die Zeitschrift Strudia Mathematica und
arbeitete an ihr bis 1941 aktiv mit. Er ist
einer der Initiatoren der Mathematischen
Biographien, erstmals 1931 herausgegeben.
Die Preistrager der XIV. IMO - Torun
1972 - erhielten englischsprachige Ausgaben
dieser wertvollen Fachbiicher.

Wihrend der nazistischen Okkupation ruhte
die Professur Banachs. Die Faschisten setzten
ihn als Tierpfleger fiir . Versuchstiere am
Institut zur Bekdmpfung von Typhus ein.
Sein Gesundheitszustand erlaubte es nicht,
den ihm nach Ende des zweiten Weltkrieges
angebotenen Lehrstuhl an der Universitit
Krakow zu iibernehmen. Banach verdffent-
lichte iiber 60 wissenschaftliche Arbeiten,
insbesondere auf dem Gebiet der Funktional-
analysis, der Theorie der reellen Funktionen
und der MaBtheorie.

Internationales mathematisches
Zentrum ,,Stefan Banach*

Anfang 1972 wurde in Warschau das inter-
nationale mathematische Zentrum gegriin-
det. Es ist das Ergebnis des Grundsatzab-
kommens iiber multilaterale Zusammenar-
beit der Akademien sozialistischer Lander
(vom Dezember 1971). Es erhielt den Namen
Stefan Banach. [n seinem Sinne nahmen von
Januar bis Juli 1973 in einem ersten Seme-
ster 15 Nachwuchswissenschaftler aus acht
sozialistischen Lindern teil. Nambhafte pol-
nische und ausldandische Wissenschaftler spra-
chen zu Grundlagenproblemen der Mathe-
matik, wie Die Theorie der Modelle, Die
Theorie der Rekursion und einige angewandte
Probleme der Logik. Zur Ausbildung der
jungen Spezialisten gehorten auller Vorle-
sungen, Kolloquien, Symposien und Ge-
sprichen im kleinen Kreis auch praktische
Ubungen, verbunden mit angewandter For-
schungsarbeit. '

So werden die progressiven Ideen Banachs
in diesem jungen Zentrum fortgesetzt.



Hugo Steinhaus
2 < 100 Aufgaben

Die beiden Biicher des polnischen Wissen-
schaftlers enthalten viele interessante Pro-
bleme und unterhaltsame Aufgaben aus der
Arithmetik und Geometrie mit den dazuge-
hérigen ausfithrlichen Losungen. Leser ab
etwa 14 Jahren erlernen bei der Beschifti-
gung mit den originellen Aufgaben, bei deren
Auswahl - insbesondere im 2. Band - der
Autor sich davon leiten lieB, die Verbindung
der Mathematik zur Wirklichkeit darzu-
stellen, ein griindliches Vorgehen. Aber auch
mathematische Tricks und eine Einfithrung
in die Bearbeitungsmethoden mathemati-
scher Aufgaben werden ihm durch die beiden
Sammlungen geboten, die gleichzeitig den
Weg von der Schulmathematik zur hSheren
Mathematik ebnen.

Proportionen

Die Zahlen A4, B, C, p, g, r seien durch die
Beziehungen

A:B=p,B:C=q,C:A=r
miteinander verkniipft.
Man schreibe die folgende fortlauferde Pro-
portion auf:

A:B:C=0:0:0

Dabei sollen in den Leerstellen [] Ausdriicke
inp, g, r so eingesetzt werden, daB diese durch
zyklische Vertauschung der Buchstaben p,
g, r auseinander hervorgehen. (Das ist so zu
verstehen: Aus dem ersten Ausdruck [] wird
der zweite und aus dem zweiten der dritte
Ausdruck erhalten, wenn man p durch gq,
g durch r, r durch p ersetzt.)

Teilbarkeit von Zahlen

Die Zahl 3'°54410%

ist teilbar durch 13, 49, 181 und 379, aber
nicht durch 5 und durch 11. Wie beweist
man das?

Dreiecke

In der Ebene seien 3n Punkte (n sei eine na-
tiirliche Zahl) gegeben, von denen keine drei
auf einer Geraden liegen. Kann man aus
diesen Punkten (wenn man sie als Ecken
nimmt) n Dreiecke bilden, die keine Punkte
gemeinsam haben und nicht ineinander ent-
halten sind? "

Die Diagonale eines Ziegelsteins

Mit Hilfe eines Lineals soll die Raumdiago-
nale eines Ziegelsteines, der die Form eines
rechtwinkligen Parallelepipeds (Quaders) hat,
gemessen werden, d. h. der Abstand der
am weitesten auseinander liegenden Ecken.
Man gebe ein praktisches Verfahren zur
Messung dieser Diagonale an, das sich z. B.
in einem Betrieb anwenden liBt. Den Lehr-
satz des Pythagoras wollen wir nicht benut-
zen!

Verschniiren von Pickchen

Ein Karton in Form eines rechtwinkligen
Parallelepipeds (Quaders) wird im allge-
meinen lber Kreuz verschniirt: Im Mittel-
punkt N der Deckfliche sowie im Mittel-
punkt P der Grundfliche iiberscneidet sich
der Bindfaden jeweils in einem rechten Win-
kel. Man zeige: Wenn man die Schnur in
N und in P fest zusammenklebt, 13Bt sie sich
nicht mehr verschieben.

Drei Liufer

Drei Liufer, 4, B, C trainieren systematisch
auf der 200-m-Strecke. Nach jedem Lauf
notieren sie die Reihenfolge, in der sie das
Ziel passieren. Am Ende der Saison stellen
sic fest, daB A4 in den meisten Trainings-
liufen B geschlagen hat, daB B meistens C
besiegt hat und daB in fast allen Laufen C
vor A lag.

Wie ist das moglich?

Eine Ungleichung

Man beweise, daB fir a>b>c>0 die Be-
ziehung gilt: .
a—b b—c c—a
—t—t—>
a+b b+c c+a

Umkreis und Inkreis

Fiir ein gleichseitiges Dreieck ist der Radius
des Umbkreises gleich dem Durchmesser des
Inkreises. Der Flicheninhalt des Umkreises
ist folglich viermal so groB wie der des In-
kreises. Man zeige, daB fiir andere Dreiecke
das Verhiltnis dieser Flacheninhalte stets
groBer als vier ist.

Heureka!

Gegeben sei eine Kugel vom Durchmesser 1.
Wir zeichnen auf der Kugeloberfliche einen
Kreis, der diese Flache im Verhiltnis 1 :9 zer-
legt. Wie groB ist der Kreisumfang?

Fiirbung einer Landkarte

Das Bild zeigt acht Lénder; es seien 1, 2, 3,
4, 5, 6, 7, 8 die Namen dieser Linder. Wie
konnen wir diese Landkarte mit den vier
Farben Rot, Blau, Gelb und Griin farbig
gestalten, so dabB fiir jedes Paar benachbarter
Lander die Farbungen verschieden sind?

Ein Kuchen fir drei

Zwei Briider, Lutz und Bernd, haben den
Weihnachtskuchen bereits in zwei Teile 4
und B zerlegt. Beide betrachten die Teilung
als gerecht. Da erscheint iiberraschend Dr.
Abrakadabra, um am Fest teilzunehmen. Er
verbirgt seine Zweifel an der angeblichen
Gleichheit 4=B nicht und benutzt eine

Methode, die jedem % des Kuchens sichert

und zugleich A=B8 nicht auBer acht laBt.
In der Tat erreicht die Methode, ausgehend
von der ersten Teilung, eine gerechte Zer-
legung in drei gleiche Teile.

Worin besteht der Trick?

Mathemaiische Literatur aus
dem Urania-Verlag

H. Steinhaus

100 Aufgaben

179 S., 131 Abb., Pappband, celloy

H. Steinhaus

100 neue Aufgaben

176 S., 97 zweifarbige Zeichnungen, Papp-

8,50 M

band, cellophaniert

Leonhard A. Rastrigin
Zahl oder Wappen

Ein Buch iiber den Zufall
00S..80Z ungen, Ganzgewebe

9,80 M
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Speziell
fiir Klasse 5/6

Wir bauen eine ,,Unrube*
mit regelmiifligen Polyedern

Liebe alpha-Leser der 5. und 6. Klassen!
Mein Name ist Birgit Krétenheerd:. Ich be-
suche zur Zeit eine 9. Klasse der Dr.-Kurt-
Fischer-Oberschule in Halle. Seit mehreren
Jahren gehore ich zu den Lesern der Schiiler-
zeitschrift alpha. Mit diesem Beitrag mochte
ich Euch eine Anleitung zum Basteln einer
Unruhe mit regelmiBigen Polyedern geben.
Eine solche Unruhe kann, wenn sie frei be-
weglich aufgehingt ist, ein schdner Zimmer-
schmuck sein. Auch Eurem Mathematik-
lehrer konnt Thr damit vielleicht eine Freude
bereiten.

Sicher ist Euch bekannt, daB ein Wiirfel als
regelmdfiger Kérper oder auch als regel-
mdfiges Polyeder bezeichnet wird. Die Be-
grenzungsflichen sind regelmiBige Vielecke,
und an jeder Ecke stoBen gleich viele Kanten
zusammen. Es kann bewiesen werden, daB
es genau 5 Arten regelmiBiger Polyeder gibt.

(In der Tabelle und im folgenden Text wird
das Wort regelmdfig mit r. abgekiirzt.)

In Bild 1 sind diese Polyeder der Reihe nach
von links nach rechts zu sehen. Fiir alle r.
Polyeder und auch fiir viele andere Polyeder
gilt die Formel E— K+ F=2, die von dem
Mathematiker Leonhard Euler (1707 bis
1783) erkannt und bewiesen wurde.

Beim Basteln unserer Unruhe wollen wir die
r. Polyeder weder als massive Korper, noch
als Flichenmodelle aus den Netzen, sondern
als Kantenmodelle bauen. Dazu benétigen
wir etwa 20 Trinkrohrchen (moglichst von
gleicher Farbe), Garn, eine groBe Stopfnadel,
Nihseide fiir die Aufhangung und 4 Stébe,
welche in die Trinkrohrchen passen (z. B.
Mikadostibe).

Wie lang miissen nun die Kanten der ver-
schiedenen r. Polyeder gew#hlt werden, damit
die Unruhe ein gefilliges Aussehen erhilt?
Offensichtlich wire es ungiinstig, fir alle
5 Polyeder dieselbe Kantenlinge zu wihlen,
weil dann z. B. das Tetraeder gegeniiber dem
Ikosaeder viel zu klein wirken wiirde (vgl.
Bild 2a, b).

Eip etwas gefilligeres Aussehen wire gewahr-
leistet, wenn wir die Kantenlingen so wih-

len, daB alle 5 Polyeder gleiche Volumina
haben (vgl. Bild 2c, d). Wiirden wir fir die
einzelnen Polyeder Kantenlingen verwen-
den, mit denen die umbeschriebenen Kugeln
gleiche GroBe besitzen, so bekommen z. B.
das Tetraeder und das Tkosaeder das Aus-
sehen des Bildes 2¢, [ (als umbeschriebene
Kugel eines r. Polyeders wird diejenige Kugel
bezeichnet, auf deren Oberfliche die Ecken
des r. Polyeders liegen). Um ein noch ge-
filligeres Aussehen der Unruhe zu erreichen,
wihlen wir die Kantenlingen so, daB far
jedes r. Polyeder die gedachte Kugelfliche
durch die Kantenmittelpunkte einen Radius
von 2 cm erhilt. Die erforderlichen Berech-
nungen konnen erst mit den Kenntnissen der
8. und 9. Klassen ausgefiihrt werden.
In der folgenden Tabelle sind die errechneten
Werte fiir die Kantenlingen (aul eine Stelle
nach dem Komma genau) angegeben.

/

Tetraeder Hexaeder Oktaeder
5,6 cm 2,8 cm 40c¢cm
Dodekaeder [kosaeder

1,5cm 2,4 cm

Begrenzungs-

flichen

der (Wiirfel)

Kanten an Ecken Kanten Fliachen
jeder Ecke E K E

3 4 6 4

3 8 12 6

4 6 12 8

3 20 30 I

N
>

Der Wert fiir das Oktaeder ist ein exakter
Wert, wihrend die anderen Werte nur Néhe-
rungen darstellen.

Wir bauen zuerst das r. Tetraeder; dazu
schneiden wir 6 Réhrchen der Lange 5,6 cm
von den groBen Trinkrohrchen ab. Mit Nadel
und Garn (doppelt etwa 1 m lang) werden
zunichst 3 Réhrchen zu einer geschlossenen
Kette aufgefddelt. Mit einem Rohrchen die-
ser Kette und mit zwei weiteren Rohrchen
wird eine zweite geschlossene Kette hinzuge-
fiigt. Mit dem 6. Rohrchen wird nun das r.
Tetraeder vollendet; durch jedes Rohrchen
solite das Garn mindestens zweimal hindurch-
gezogen werden.

Beim r. Hexaeder (dem Wiirfel) bendtigen
wir 12 Rohrchen der Linge 2,8 cm. Wir be-
ginnen mit einer geschlossenen Kette aus
4 Roéhrchen. Mit einem Rohrchen dieser
Kette und mit 3 weiteren Rohrchen wird
eine zweite geschlossene Kette hinzugefiigt.
Mit den restlichen 5 Rohrchen wird das
r. Hexaeder vollendet ; es ist darauf zu achten,
daB an jeder Ecke 3 Rohrchen zusammen-
stoBen.

Beim r. Oktaeder benétigen wir 12 Réhrchen
der Lange 4,0 cin, und wir beginnen mit einer
geschlos<enen Xette aus 3 Rohrchen; an



Inhalt einer Ubung des Mathematik-
Zirkels des Moskauer Palastes
der Pioniere und Schiiler

Thema: Wahrscheinlichkeit -
und einfachste Berechnungen

Grundbegriffe

m  Frage des Lehrers an alle: Neben mei-
nem Haus halten zwei Autobusse — Nr. 77
und Nr. 174. Der erste fahrt dreimal so hiu-
fig wie der zweite. Ich setze mich in den
zuerst abfahrenden Bus. Welche Chance
habe ich, daB es Nr. 174 ist?

A Die sofortige Antwort vieler Zirkelteil-
nehmer: 25 %! '

jeder Ecke missen 4 Rohrchen zusammen-
stoBen.
Beim r. Dodekaeder benétigen wir 30 Rohr-
chen der Linge 1,5 cm, und wir beginnen
mit einer geschlossenen Kette aus 5 Rohr-
chen; an jeder Ecke miissen 3 Réhrchen zu-
sammenstoBen.
Beim r. Ikosaeder benétigen wir 30 Rohr-
chen der Linge 2,4 cm, und wir beginnen
mit einer geschlossenen Kette aus 3 Rohr-
chen; an jeder Ecke miissen 5 Rohrchen zu-
sammenstoBen.
Wihrend die Kantenmodelle des Tetraeders,
des Oktaeders und des Ikosaeders sehr sta-
bile Form besitzen, konnen die Kantenmo-
delle des Hexaeders und des Dodekaeders
leicht verformt werden. Deshalb sollte bei
ihnen das Garn besonders straff gezogen wer-
den.
Zum Aufhingen der Polyeder verwenden wir
4 Trinkrohrchen von etwa 20 cm, 17 cm,
14 cm und 10 cm Lénge. Durch eingescho-
bene Stibe verhindern wir ein leichtes Ver-
biegen dieser Réhrchen. Entsprechend dem
Bild 1 werden die Polyeder mit Nahseide
aufgehdngt. Dazu brauchen wir etwas Ge-
duld, um Gleichgewicht der Rohrchen mit
den Stiben zu erreichen. Ich hoffe, ihr habt
SpaB beim Basteln, und die Unruhe gelingt
euch genauso wie mir. Wer noch mehr iiber
regelmaBige Polyeder lesen moéchte, dem
empfehle ich: alpha-Heft 1, 1969 (Fernseh-
JfuBball- Regulire Polyeder von Dr. E. Schré-
der), alpha-Heft 2, 1969 (Der Eulersche Poly-
edersatz von Dr. H. Giinther), die Kleine
Enzyklopddie der Mathematik und das Biich-
lein Regulire und halbreguldre Polyeder von
T. Roman (VEB Deutscher Verlag der Wis-
senschaften, Berlin).

B. Kritenheerdt

m Lehrer: Richtig. In Bruchteilen der
Eins ausgedriickt ist dies 0,25. Wer kann
die Antwort begriinden?

A Zirkelteilnehmer A: Wir nehmen an, daf§
auf der Strecke vier Autobusse verschiedener
Nummern verkehren, Nr. 75, Nr. 76, Nr. 77
und Nr. 174, die in einheitlichen Zeitabstan-
den fahren, wobei die ersten drei die gleiche
Fahrtroute haben. Dann ist klar, daB die
Chance, mit der Nr. 174 zu fahren, 0,25 ist.

s Lehrer: Eine sehr gute Erklirung. Ver-
allgemeinern wir sie! In der Antwort von A
war von vier Autobussen die Rede, die in
gleichen Zeitabstinden fahren, d. h., die in
dieser Hinsicht gleichberechtigt sind. Die
Chance, in einem von den gleichberechtigten
Bussen zu fahren, erhielten wir, indem wir
Eins durch die Anzahl de: gleichberechtigten
Busse dividierten. Warum?

A Viele: Na das ist klar!

» Lehrer: In der Mathematik muB man
alles begriinden. Oder etwa nicht alles?

A Zirkelteilnehmer B: AuBer Axiomen und
Definitionen alles.

m Lehrer: Und was liegt hier. vor — ein
Satz, ein Axiom oder eine Definition?

A B Natiirlich eine Definition.

m  Lehrer: Stimmt. Schreiben wir also eine
allgemeinere Definition auf, indem wir das
Wort ..Chance* durch das wissenschaft-
lichere Wort Wahrscheinlichkeit ersetzen:

.. Wenn wir es mit . .. gleichberechtigten Va-
rianten zu tun haben, dann ist bei zufilliger
Auswahl die Wahrscheinlichkeit dafiir, eine
von ihnen auszuwihlen, definitionsgemiB
Achtet darauf, daB in dieser Definition die
Termini ,,gleichberechtigt* und ,,zufallig*
vorkommen. Diese definieren wir an dieser

Stelle nicht, sondern verlassen uns auf unser
Sprachgefiihl.

Jetzt werden wir eine Aufgabe iiber die Ge-
winnwahrscheinlichkeit im Sportlotto 16sen.
In diesem Spiel erhilt derjenige eine Pramie,
der von sechs ,,Gliickszahlen™ (insgesamt
sind es 49 Zahlen) drei, vier, fiinf oder alle
sechs Zahien errit.

Beginnen wir mit dem giinstigsten Fall —
wie groB ist die Wahrscheinlichkeit dafiir,
alle sechs Glickszahlen zu erraten? Wie muf
man bei der Losung vorgehen?

A Zirkelteilnehmer C: Von 49 Nummern
kann man sechs auf so viele Weisen aus-
wihlen, wie es Kombinationen von 49 Ele-
menten zur k-ten Klasse gibt. Alle diese
Varianten kann man als gleichberechtigt
ansehen. Jedoch fiihrt nur eine von ihnen
zum Gewinnen. Deshalb wird dic Antwort

durch den Ausdruck %9 gegeben.
()

» Lehrer :Richtig. Wir rechnen das nicht aus,
sondern fiihren es dann aul der Maschine
gleich fiir alle Moglichkeiten aus. Jetzt ver-
allgemeinern wir die coésung aul den Fall
eines beliebigen Spieles dieser Art (es heiBt
Genuesische Lotterie). Hier ist die Aufgaben-
stellung: ,,Unter n Zahlen gibt es m Gliicks-
zahlen. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit
dafiir, k dieser Gliickszahlen zu erraten,
wenn man m Zahlen auswahlt?

4 C: (An die Tafel gehend) Insgesamt gibt
es<n) Maglichkeiten der Auswahl. Wieviel
m

von ihnen enthalten k Gliickszahlen? Dazu
miissen k von unseren m Zahlen zu den m
Gliickszahlen und die iibrigen m-k zu den
n-m Nichtgliickszahlen gehoren. Das bedeutet
nach den Formeln der Kombinatorik, daB es
m\ (n—m
() (%)
solcher Moglichkeiten gibt. Folglich ist die
Wahrscheinlichkeit dafiir, £ dieser Zahlen
zu erraten, gleich
m\ (n—m n
() (0)/2)

n Lehrer: Die Aufgabe ist richtig gelost. Die
erhaltene Formel iibersetzen wir jetzt in
die Programmsprache, und beim nichsten
Besuch im elektronischen Rechenzentrum
rechnen wir die Gewinnchancen im Sport-
lotto durch, indem wir die konkreten Zahlen
fiir k, m und n einsetzen. Und das ist das
Programm:
P=M(i=m—k+1,m, i)/II(i=1, k, i}x

xHi=n—m—m+k+1,n—m.i)
H(i=1,m-k )((i=n—m+1,n,i)/
II(i=1,m,1i).
(Es wurde die Eingabesprache der Maschine
»~MIR - 1* benutzl.)
II ist das Zeichen der Multiplikation

i=h
M(i=a, b, i) bedeutet IT i.

W. Trostnikow
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Wer lost mit?
ill[lllil -Wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 1. Mai 1974

A54a1165 Langseiner 234 m langen StraBe
sollen die beiderseitigen 1,50 m breiten FuB-
gingerwege mit quadratischen Platten aus-
gelegt werden.
a) Wieviel Platten werden bendtigt, wenn
jede Platte eine Seitenlinge von 25 cm besitzt?
b) Wieviel Arbeitsstunden benétigen sechs
Arbeiter zum Verlegen der Platten, wenn je-
der von ihnen in einer Arbeitsstunde 24 Plat-
ten verlegt?

Elsemarie Anger, Oschatz KI. 8

A541166 Kerstin kaufte in einem Schreib-
warengeschéft einen Radiergummi zu 20 Pf.
ein Lineal zu 80 Pf, einen Tuschkasten und
einen Zirkel, der zweimal so teuer war wie
der Tuschkasten. Insgesamt hatte sie ge-
nau 10 M zu bezahlen. Wie teuer waren
Tuschkasten und Zirkel?

Frank Deutsch, Falkensee, KI. 7

W 5a1167 In einer Schule sind mehr als
20, aber weniger als 30 Lehrer tatig. In der
Mittelstufe unterrichten doppelt soviel Leh-
rer wie in der Unterstufe und genausoviel
Lehrer wie in der Oberstufe. Wieviel Lehrer
sind an dieser Schule tétig, wenn jeder von
ihnen in genau einer dieser drei Stufen unter-
richtet?

Anke Mentkowski, Eichwalde, K. 8

W S5al1168 Ein Lehrer wuBte, daB sein
Kollege Miiller im Jahre 1973 gerade 46
Jahre alt geworden war. Er kannte aber
dessen genaues Geburtsdatum nicht. Auf
eine Anfrage hin erhielt er folgende Antwort:
,Die Monatszahl meines Geburtsdatums
ist dreimal so groB wie die Tageszahl. Das
Produkt aus Monats- und Tageszahl ist
gleich der Zahl, die den beiden letzten Stellen
meines Geburtsjahres entspricht. Wann
wurde der Kollege Miiller geboren?

Heiko Tennert, Débeln, Kl. 7

W 5*1169 Multipliziert man eine zweistel-
lige natiirliche Zahl, deren Quersumme 12
betrdgt, mit 2 und subtrahiert man von die-
sem Produkt 12, so erhilt man als Ergebnis
wiederum eine zweistellige natiirliche Zahl.
bei der die Grundziffern in umgekehrter
Reihenfolge angeordnet sind wie bei der
urspriinglichen Zahl. Wie heiBt die urspriing-
liche Zahl? Wieviel Losungen besitzt diese
Aufgabe?

Eberhard Gralle, Gorlitz

W 5*1170 Auf einer Radrennveranstaltung

starteten vier Tandems. Uns ist iiber den

Verlauf folgendes bekannt:

a) Lutz erkdmpfte zusammen mit seinem

Partner den 1. Platz.

b) Klaus und sein Partner kamen auf den

2. Platz.

¢) Manfred und dessen Partner Dirk warcn

schneller als Bernd und dessen Partner.

d) Holger errang mit seinem Partner den

2. Platz.

e) Steffen erkdmpfte mit seinem Partner

einen der ersten drei Plitze.

f) Norbert hatte Bernd zum Tandempartner

Welche Sportler fuhren zusammen auf einem

Tandem? Welchen Platz erkiimpften sie?
Henry Albrecht, Wittenberge, K. &

A641171 Es ist nachzuweisen, daB jedc
dreistellige natiirliche Zahl, deren Hunderter-
stelle um 4 kleiner ist als deren Einerstelle,
um 396 kleiner.ist als diejenige dreistellige
Zahl, die man erhilt, wenn man die Grund-
ziffern .der gegebenen Zahl in umgekehrtcr
Reihenfolge aufschreibt.

Johanna Determann, Leutenthal, K. 8

A6A1172 Esist zu beweisen, daB die Sum-

me aus sieben aufeinanderfolgenden natiir-

lichen Zahlen stets durch 7 teilbar ist!
Hagen Peters, Liibbenau

St Sorg, 6316 Skikzartch, Schlosingor Str. 128 W46
Polylechnioche Oborschuls Siksrtnch, Klass. 5 s
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Wettbewerbsbedingungen
1. Am Wettbewerb konnen sich alle alpha-
Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schuljahr
(bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu rich-
ten an

Redaktion alpha,

7027 Leipzig, Postfach 14.

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im System
der Aufgaben fortlaufend numeriert. Der
iiblichen Nummer sind ein W (d. h. Wett-
bewerb) und eine Ziffer, z. B. 7 vorgesetzt
(d. h. fiir die 7. Klasse geeignet). Aufgaben
mit W* versehen gelten auch als Wett-
bewerbsaufgaben. Sie haben einen hohen
Schwierigkeitsgrad.

4. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer hoheren Klassenstufe
einzusenden. Schiiler der Klassenstufen 11/12
und Erwachsene 16sen die Aufgaben, welche
mit W = 10/12 oder W* 10/12 gekennzeichnet
sind.

5. Fiir jede Lo6sung ist ein gesondertes Blatt zu
verwenden, Format A 4 (210 mm x 297 mm)
(siche Muster), denn jede Aufgabengruppe
wird von einem anderen Experten korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder gute
(d. h. vollstiandige und richtige) Losung (nicht
nur Antwortsatz oder Ergebnis) eingesandt
haben, erhalten von der Redaktion eine Ant-
wortkarte mit dem Pridikat ,,sehr gut gelSst*,
,,gut gelost* oder ,,geldst*. Schiiler, welche
nur einen Schlufsatz zu einer Aufgabe ein-
senden, die vorgegebene Form nicht beach-
ten, uniibersichtlich oder unsauber arbeiten,
erhalten eine rote Karte mit dem Vermerk
,,nicht gelost™.

7. Letzter Einsendetermin wird jeweils be-
kanntgegeben.

Der Jahreswettbewerb 1973/74 liuft von
Heft 5/73 bis Heft 2/74. Zwischen dem !. und
10. September 1974 sind alle durch Beteili-
gung an den Wettbewerben der Hefte 5/73
bis 2/74 erworbenen Karten geschlossen an
die Redaktion einzusenden. Eingesandte Ant-
wortkarten werden nur dann zuriickgesandt,
wenn Riickumschlag mit ausreichender Fran-
katur beiliegt.

Die Preistriger und die Namen der aktivsten
Einsender werden in Heft 6/74 veroffentlicht.
Wer mindestens 7 Antwortkarten (durch die
Beteiligung an den Wettbewerben der Hefte
5/73 bis 2/74) erhalten hat und diese einsendet,
erhilt eine Anerkennungsurkunde und ein
Abzeichen. Schiler, die bereits zwei Aner-
kennungsurkunden besitzen und diese mit
den Antwortkarten des Wettbewerbs 1973/74
einsenden, erhalten das alpha-Abzeichen in
Gold (und die Urkunden zuriick).

Wir bitten darauf zu achten, daB alle Post-
sendungen richtig frankiert sind und da8 die
Postleitzah! des Absenders nicht vergessen
wird. Redaktion alpha



W 6 a1173 Die abgebildete Figur stellt ein
Quadrat 4BCD mit der Seitenléingeﬁ:a
dar. Der Mittelpunkt G der Seite CD wurde
mit den Punkten 4 und B, der Mittelpunkt £
der Seite 4B mit den Punkten C und D ver-
bunden und die entstandenen Schnittpunkte
mit H und F bezeichnet. Es ist der Flachen-
inhalt des Vierecks EFGH durch den Fla-
cheninhalt des Quadrates ABCD auszu-
dricken. Sch.

b G c

A E 8

W 6m1174 Es sind zwolf zweistellige na-
tiirliche Zahlen zu ermitteln, die die folgen-
den Bedingungen erfiillen:

a) An der ersten Stelle kommt die Grund-
ziffer 2 genau viermal, die Grundziffer 3
genau fiinfmal, die Grundziffer 4 genau zwei-
mal und die Grundziffer 5 genau einmal vor.
b) An der zweiten Stelle kommt die Grund-
ziffer 2 genau einmal, die Grundziffer 3 genau
zweimal, die Grundziffer 4 genau zweimal,
die Grundziffer 5 genau dreimal und die
Grundziffer 6 genau viermal vor.

c) Die zu ermittelnden zweistelligen natiirli-
chen Zahlen sollen simtlich verschieden von-
einander sein.

d) Fir genau zehn der zu ermittelnden Zah-
len ist die Ziffer der ersten Stelle kleiner als
die der zweiten. T.

W 6*1175 Zwischen zwei Orten 4 und B
verkehren zwei Autobusse, die auf der Fahrt
von A nach B bzw. von B nach A4 genau ein-
mal im Orte C jeweils 10 Minuten halten.
Beide Autobusse fahren zum gleichen Zeit-
punkt in 4 bzw. B ab, und zwar in entgegen-
gesetzter Richtung. Sie erreichen die End-
station B und 4 zum gleichen Zeitpunkt nach

l% Stunden. Die Entfernung der Orte 4 und
C betrigt % der Entfernung der Orte Bund C’

Es ist nachzuweisen, daB sich die Autobusse
bei konstanter Geschwindigkeit im Orte C
treffen. Albrecht Opitz, Meiflen

W 6*1176 Uber den Katheten AC und BC
eines rechtwinkligen Dreiecks ABC mit der
HypotenuseTB_ wurden die Quadrate ACDE
und BFGC konstruiert. Von den Eckpunkten
E und F dieser Quadrate wurden die Lote
'EP und FQ auf die Gerade AB gefillt. Es
ist zu beweisen, daB PA=BQ gilt!  Sch.

A7Aa1177 In einem Produktionsbetrieb
sind genau 45 9/ aller Beschiftigten Frauen,
die dbrigen sind Manner. Es arbeiten in
diesem Werk 82 Manner mehr als Frauen.
Wie groB ist die Anzahl aller Betriebsange-
hérigen? Sch.

A7a1178 Gegeben seien drei beliebige
von Null verschiedene Grundziffern. Durch
unterschiedliche Anordnung dieser Grund-
ziffern lassen sich sechs verschiedene drei-
stellige Zahlen bilden. Es ist zu beweisen,
daB die Summe dieser sechs Zahlen stets
durch 37 teilbar ist.

Dipl.-Ing. Martin Walter, Meiningen

W 7ail79 Wie alt ist Angela, wenn ihre
Mutter 30 Jahre, ihre GroBmutter 62 Jahre
alt ist und nach einigen Jahren die Mutter
viermal und die GroBmutter achtmal so

alt wie Angela sein wird? Sch.
W 7a1180 Iadem Schema VIER
+EINS

sollen die Buchstaben so durch Grundziffern
ersetzt werden, daB die Addition (im deka-
dischen System) zu einem richtigen Ergebnis
fiihrt. Dabei sollen gleiche Buchstaben gleiche
Ziffern, verschiedene Buchstaben verschie-
dene Ziffern bedeuten. Ferner darf die
Ziffer 0 nicht am Anfang einer Zahl stehen.
Zeige, daB die Aufgabe keine Losung besitzt !

T.

W 7*1181 Zeichne ein Parallelogramm
ABCD mit AB> BC und ¥ BAD <90°. Schla-
ge um A mit AD als Radius einen Kreis; sein
Schnittpunkt mit der Geraden CD sei E.
Schlage um C mit CD als Radius einen
weiteren Kreis; sein Schnittpunkt mit der
Geraden AD sei F. Ziche die Verbindungs-
geraden BE, BF und EF! Weise nach, daB
das Dreieck BFE gleichschenklig ist!  Sch.

W 7*1182 Es ist die kleinste mehrstellige
natiirliche Zahl z zu ermitteln, die folgende
Eigenschaften besitzt:
a) Die Zahl z beginnt an der hochsten Stelle
mit der GrundzifTer 4.
b) Streicht man diese Grundziffer 4 und figt
man sie rechts hinter der letzten Grundziffer
an, so erhilt man eine natiirliche Zahl Z, die
gleich dem vierten Teil von z ist.

Volker Zillmann, Dresden

W 841183 Gegeben sei ein gleichschenk-
liges Dreieck ABC mit der Basis AB=3 cm,
dessen Umfang 13 cm betrigt. Eine Gerade
g, die zu der Geraden A B parallel ist, schneide
"AC in cinem inperen Punkt D und BC in
einem inneren Punkt E so, daB der Umfang
des Vierecks ABED gleich 7,4 cm ist. Es ist
die Lange der Strecke AD zu ermitteln.
Sch.

W 8 w1184 In den arabischen Erzihlungen
von den tauscndundein Nichten, die vor
vielen hundert Jahren gesammelt worden

sind, finden wir in der 458ten Nacht das fol-
gende Ritsel:

Eine fliegende Taubenschar kam zu einem
hohen Baume, und ein Teil von ihnen setzte
sich auf den Baum, ein anderer darunter.
Da sprachen die auf dem Baume zu denen,
die unten waren: ,,Wenn eine von euch her-
auffliegt, so seid ihr ein Drittel von uns
allen; und wenn eine von uns hinabfliegt,
so werden wir euch an Zahl gleich sein.*
Wieviel Tauben setzten sich auf den Baum
und wieviel darunter? L.

W 8*1185 Es sei A,B,C, ein rechtwinkliges
Dreieck mit der Hypotenuse 4,8,=5 cm
und den Katheten B;C;=3cm, 4,C;=4cm.
Es sind die MaBzahlen (in cm) der Lingen
der Seiten aller dem Dreieck A4,B,C, dhn-
lichen Dreiecke ABC anzugeben, wobei diese
MabBzahlen natiirliche Zahlen sein sollen
und auBerdem auch die MaBzahl der Hohe
CD dieser Dreiecke eine natiirliche Zahl
sein soll. T.

W 8*1186 Drei Ruderer fahren auf drei
verschiedenen Strecken mit der gleichen
konstanten Eigengeschwindigkeit von
12 km-h ™! nach einem 1 km entfernten Punkt
und kehren von dort ohne Aufenthalt sofort
wieder zuriick. Der erste rudert auf einem
FluB zunichst 1 km stromabwarts und dann
wieder zuriick, der zweite rudert auf diesem
FluB zunéchst 1 km stromaufwirts und dann
wieder zufﬁck, und der dritte rudert in einem
stehenden Gewisser.

a) Welcher der drei Ruderer kehrt zuerst
zu dem Ausgangspunkt zuriick und welcher
zuletzt? Dabei wird vorausgesetzt, daB die
Stromungsgeschwindigkeit des Flusses kon-
stant ist und 3 km-h~! betragt.

b) Man beweise, daB man die gleiche Reihen-
folge fiir das Eintreffen der Ruderer fir jede
Eigengeschwindigkeit v und jede Stromungs-
geschwindigkeit des Flusses u erhilt, falls
u<v gilt. L.

W 9al187 Die Gedenkmiinze, die 1971
von der Staatsbank der DDR anlaBlich des
hundertsten Geburtstages von Karl Lieb-
knecht und Rosa Luxemburg herausgegeben
wurde, besteht aus einer Silber-Kupfer-Le-
gierung. Sie hat eine Masse von 20,9 g und
ein Volumen von 2123 mm?®.

Aus wieviel Teilen Silber und aus wieviel
Teilen Kupfer (bezogen auf eine Masse von
1000) besteht die Legicrung, aus der die
Gedenkmiinze angefertigt worden ist?

Als bekannt wird dabei vorausgesetzt, da0
die Dichte des Silbers 10,5 g-cm~* und die
Dichte des Kupfers 8,92 g-cm ™ betrdgt. L.
W9all88 Gegeben seien zwei Dreiecke,
von denen die Seiten des einen 9 cm, 12 cm
und 15 cm lang sind und die des anderen
7 cm, 15 cm und 20 cm. Man untersuche,
ob sich diese beiden Dreiecke zu einem recht-
winkligen Dreieck zusammenlegen lassen,
und fiihre bejahendenfalls die Konstruktion
aus. T.
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W 9*1189 Es sind alle von Null verschie-
denen natiirlichen Zahlen x zu ermitteln,
fiir die die Gleichung
X723 x4=21
erfiillt ist. Herwig Gratias, Sommerda
EOS ,,Ernst Schneller*, K. 12

W 9*1190 Fiir ein konvexes Viereck ABCD
mit den Seiten ﬂ=a, TC=b, —5=c,
DA=d und den Diagonalen?=e,ﬁ=f
gelte c+d+e=b+c+f=c+d+f

Es ist zu beweisen, daB dann dieses Viereck
ein gleichschenkliges Trapez ist. Sch.

W 10/12 w1191 Es sind alle reellen Lésun-
gen des Gleichungssystems

Xty 3 @) X2l

[ —xy 1+xy 3

Dipl.-Ing. Fritz Ruef, Leuna
W I10/12m1192 Zﬁhnen Sie ein Dreieck
ABC, legen Sie auf AC einen inneren Punkt D
und aufl BC einen inneren Punkt E so fest,

Zu ermitteln.

dab D_C=%~E il E=% - BC gilt, und

verbinden Sie D mit E! Weisen Sie nach, daB
der Flicheninhalt des Dreiecks ABC genau
sechsmal so groB ist wie der des Dreiecks
DEC! Sch.

W 10/12.1193 Man emmittle ohne Be-
nutzung einer Logarithmentafel und ohne
Kenntnis des Wertes fiir /g 2 die Anzahl der
Stellen der Zahl 219,

Dr. Gerhard Hesse, Radebeul

W 10/1281194 Es sei n eine von Null
verschiedene natiirliche Zahl. Man beweise,
daB sich dann der Bruch

14+-n?+n"
1+n+n®
alpha
o
O
»)
/! '»)
8 O,
)
\REDAK-
TEUR
; —3 -

14

stets kiirzen 14Bt, d. h., daB der Zahler

14+n*+n" und der Nenner 1+n+n® stets

einen von 1 und — 1 verschiedenen ganzzah-
ligen Teiler haben.

Aus der math. Schiilerzeitschrift der DRV

. Mathematik und Jugend"'

Das sind sie, die 12000 Losungen des alpha-
Wettbewerbs, die mit jedem Heft eingehen.
Das ist sie, die fleiBige Redaktionsassistentin
(Bild links), die alle Briefe 6ffnet, die Losun-
gen sortiert und an die Korrektoren weiter-
leitet. Alle Wettbewerbsteilnehmer kénnen
sic bei dieser aufwendigen Arbeit unter-
stiitzen, indem sie die Wettbewerbsbedin-
gungen gewissenhaft eithaiten.

Preistriger
des Physik-Wettbewerbs
1973

Im Physikwettbewerb 1973 gingen 510 Lo-
sungen (davon 203 Madchen) ein. Es wurden
36 Losungen mit falsch geldst bewertet.

P6m1085 SI P9=1090 61
P6w1086 63 P9al1091 28
P7a1087 81 P 10/12 w1092 24
P8m1088 112 P 10/12 1093 20
P8a1089 50

Preistriger:

Fiir vorbildliche Leistungen erhielten eine
Urkunde, das alpha-Abzeichen und eine
Buchpriamie:

Meinhard Mende, Lunzenau; Angelika Miil-
ler, Greifswald; Angelika Konieczny, Schul-
zendorf; Thomas Miller, Krems (Oster-
reich); Eckhard Liebscher, Ilmenau; Wilfried
Carl, Halle; Gudrun Billig, Coswig; Ber-
told Mébius, Dresden; Annette Damnik,
Luckenwalde; Michael Weicker, Miigeln;
Annette Blddner, Wiederitzsch; Dittmar
Kurzt, Friedrichrode ; Manfred Seidler, Cott-
bus; Irene SchwaB, Wismar; Dagmar Klatte,
Gérlitz; Barbel GroB, Rodewisch.

alpha-Wettbewerb

Abzeichen in Gold

Fiir sechsjiihrige Teilnahme

Kerstin Bachmann, Halle; Ralph Lehmann,
Petershagen; Jorg Hutschenreiter, Dresden;
Uwe Lewandowski, Leipzig; Harald Herr-
mann, Hammerunterwiesenthal; Christina
Feige, Miihlhausen; Lutz Piiffeld, Hennigs-
dorf; Angela Rohrbeck, Franzburg; Christoph
Scheurer, Glauchau-Gesau; Eckbard Scha-
dow, Oranienburg; Karin Fischer, Dresden;
Gerlinde Koch, Trusetal; Bernd Heymann,
Leipzig; Ehrenfried Zschech, Bautzen; Bet-
tina Zabel, Miihlhausen; Henrik Frank,
Greifswald; Wolfgang Richter, Pina; Peter
Linhart, Waldheim; Christian Endter, Eber-
hard Eff, Reiner Nothnagel, Eberhard Manske,
alle Steinbach-Hallenberg; Annegret Kirsten,
Leuna; Ute Winkler, Teltow.

Fiir finfjibrige Teilnahme

Kirsten Helbig, Frankfurt; Ines und Ute Grei-
ner, Wurzen; Astrid Risel, Teterow; Karl-
Heinz Hering, Erfurt; Andreas Schlosser,
Zwickau; Detlef Poppe, Miihlhausen; Bernd
Hanke, GroBschweidnitz; Guido Blosfeld,
Halle; Bidrbel Rahnefeld, Karl-Marx-Stadt;
Wolfgang Kogler, Wiesenberg; Regina Hil-
denbrandt, Stiitzerbach; Ullrich Tetzlaff,
Friesack ; Sibylle Rohrbeck, Franzburg; Nor-
bert Koppe, Glienecke; Ullrich Bittner,



Greifswald; Lothar Jenning, Giilzowshof;
Regina Rau, Schneeberg; Marina Schulz,
Gorlitz; Brigitte Hildenbrandt, Stiitzerbach;
Michael Schnelle, Calau; Norbert Littig,
Lichtenberg; Martin Ermrich, Elbingerode;
Sigrid StraBburger, Zella-Mehlis; Riidiger
Blach, Calau; Reiner Lindemann, Cottbus;
Wolfgang Herrmann, Elterlein; Barbara
Recknagel, Steinbach-Hallenberg; Sabine
Mamerow, Altentreptow; Hans-Peter Tams,
Ribnitz-Damgarten.

Fiir vierjihrige Teilnahme

Angelika Miiller, Greifswald; Andreas Ni-
ther, Mittweida; Birgit Kiihnstedt, Erfurt;
Ralf Weber, Bischofswerda ; Uwe Risch, Burg;
Olaf Richter, Pima; Hermann Tenor, Des-
sau; Dirk Sprengel, Potsdam; Jens-Uwe
Richter, Kemptau; Sven-Thorsten Freitag,
Zwickau; Rainer Gutsche, Herzberg; Amdt
Petzold, Karl-Marx-Stadt; Bernd Derlich,
Teterow ; Lars Luther, Giistrow; Ulrike Ban-
demer, Freiberg; Birgit Kritenheerdt, Halle;
Torsten Waldeck, Karl-Marx-Stadt; Ilona
Drews, Wobbelin; Ulli Riedel, Floha; Jorg
Schubert, Pfaffroda ; Giesbert Léwe, Schieiz;
Astrid Schulz, Rotta; Reinhold Albrecht,
Reuden; Barbara Pahl, Neuenhofe; Man-
fred Zmeck, Riidnitz; Andrea Gerlach, Siau-
ritz; Marlies Dergel, Annegret Wobst, Doris
Kuban, Ulrike Gnauch, Elke Sturm, Mat-
thias Sturm, Matthias Vincentini. Ingolf
Puppe, Holger Jurack, alle Burkau, Hiltrut
Manske, Bettina Zimmermann, Falk Bahner,
Hansjiirgen Kiehm, Elke Gernoth, Sabine
Kiampf, Birgit Recknagel, Gabriele Raum-
schiissel, Armin Endter, alle Steinbach-Hal-
lenberg; Heidrun Weichler, Fambach; Beate
Esch, Thaldorf; Werner Weber, Dingelstidt;
Bernd Redlich, Wernburg; Sabine Steinert,
Dresden; Falk Bachmann, Halle; Horst
Kohlschmidt, Dresden; Manfred Seidler,
Cottbus; Matthias Liehm, Ludwigsfelde;
Annelie Giinther, Bernterode; Norman Bit-
terlich, Karl-Marx-Stadt; Hellfried Schu-
macher, Ahlbeck ; Andreas Hochhaus, Miihl-
hausen; Gina Jahnke, Dresden; Gerd Kéh-
ler, Hainichen; Wilfried Carl, Halle; An-
dreas Neubert, Schwarzenberg; Achim Bo-
beth, Dresden; Angela Bagola, Spremberg;
UIl Hutschenreiter, Dresden; Gisela Gott-
lieb, Halle; Peter Herrlich, Radebeul; Udo
Grunert, Wurgwitz; Jutta Becker, Liibtheen;
Birgit Lorenz, Pima-Copitz; Birgit WeiB,
Bernau; Fred Rempel, Cottbus; Heid-
run Scheinhardt, Bad Diirrenberg;
Manfred Lehrmann, Walbeck; An-
dreas Groschke, Cottbus; Wolfram Ul-
rici, Leipzig; Katrin Gote, Berlin; Ingrid
Hauenschild, Karl-Marx-Stadt; Thomas
Rehm, Bernau; Astrid Binder, Halle-Neu-
stadt; Caroline Oelsnitz, Teterow; Pia-Ga-
briela PreuBer, Greifswald; Stephan Fleisch-
mann, Zella-Mehlis; Dietmar Kochrian,

Schipkau; Beate Brandtner, Schildau; Chri-
stine Frenzel, Groitzsch ; Gerd Reif, Silbach;
Uwe Haufe, Oberlichtenau; Thorsten Lang-
rock, Weimar; Jens Walther, Benndorf; Ma-
rianne Bomberg, Miihlhausen ; Gudrun Mé§l-
ler, Dresden; Claudia Heuer, Magdeburg;
Michael Huhn, Teterow; Kerstin Miiller,
Brandis; Hans-Dirk Dunker, Zwenkau; Ulli
Klaus, Erfurt.

Fiir dreijihrige Teilnahme

Thomas Maiwald, Olbersdorf; Uwe Schiifer,
Cottbus; Jan Miiller, Berlin; Uwe Szgszka,
Brohm; Dietmar Groger, Hecklingen; Frank
Schulze, Himmelsberg ; Jiirgen Sommerschuh,
Bischofswerda ; Rainer Seifert, Pinnau; Ma-
rid Helbig, Frankfurt; Andreas Illing, Gers-
dorf; Sabine Schréder, Bernau ; Eva Gerstner,
Dresden; Ingolf Buttig, GroBharthau; Ma-
nuela Lehmert, Worbis ; Elke Seidel, Dresden ;
Thomas Kischel, Greifswald; Uwe Heiber,
Ilmenau; Thies Luther, Giistrow; Gundula
Hanke, Frankenheim ; Meinhard Mende, Lun-
zenau; Andreas Wenzel, Dorfchemnitz ; Frank
Miiller, Cottbus; Barbara Wolf, Koéthen;
Sigrun Herbst, Halberstadt; Karl Krause,
Mansfeld (Rentner); Marcus Kasner, Temp-
lin; Ingo Fietze, Cottbus; Frank Burgkhardt,
Frankfurt; Volker Lerche, Schmalkalden:
Elke Witt, Uthausen ; Lew Dimenstein, Lenin-
grad (UdSSR); Lutz Thorwarth, Schmalkal-
den; Ulv Krabisch, Leipzig; Reiner Stein,
RoBdorl; Michael Heymann, Karl-Marx-
Stadt; Hanspeter Herzel, Giistrow; Thomas
Jakob, Gera; Heidi Bruhn, Warin; Andreas
Borner, Schkortitz; Gerd Oberwinter, Pots-
dam; Eckhard Kantz, Greifswald; Sabine
Pohl, Jena; Uwe Prochnow, Berlin; Norbert
Strecker, Lauchhammer, Heidrun Heller,
Schwallungen; Rita Rempel, Cottbus; Wulf
Henze, Milow; Wolfram Flidmig, Dresden;
Mathias Hofmokel, Karl-Marx-Stadt; Frank
Schulz, GoBwitz; Achim Giinther, Geisa;
Steffen Wiirtenberger, Karl-Marx-Stadt;
Astrid Richter, Zerpenschleuse; Silvia Ko-
nig, Forst; Michael Meisel, Bad Langen-
salza; Helfried Schmidt, Dresden; Dieter
Hess, Schwallungen; Dagmar Miiller, Eilen-
burg; Karin Landler, Staakén; Enzio Schna-
bel, Potsdam; Hannelore Oelschldger,
Schmalkalden ; Uwe Rauner, Gersdorf; Uwe
Heidrich, Olbersdorf; Uwe Westphal, Dres-
den; Wolfgang Seeber, Gehren ; Klaus Plotze,
Grifendorf; Klaus Schulze, Brandis; Uwe
Schwennicke, Jena ; Uwe Gruschke, Greppin;
Marina Tischer, Eisleben; Carola Fechtner,
Neubrandenburg; Angela Franke, Karl-
Marx-Stadt; Karine Hauffe, Goldbach;
Frank Mehner, Dobeln; Giinter Richter,
Dingelstddt; Kirsten Liebmann, Karl-Marx-
Stadt; Klaus Richter, Dingelstidt; Thomas
Kuhl, Zepernick; Birgit Sieger, Eilenburg;
Klaus-Peter Erler, Konigs Wusterhausen;
Kerstin Reisner, Cottbus; Dieter Stuhr, Gii-

strow; Elke ZieBler, Erfurt; Rita Klingl,
Schleusingerneundorf; Norbert Haak, Tor-
gelow; Ulrich Pahner, Neuburg; Frank Mul-
sow, Parchim; Herbert Franke, Mittweida;
Frank Hése, Malitschkendorf; Gabriele
Schroter, Ilmenau; Steffi Miiller, Débeln;
Angelika Richter, Neukirch; Egbert Eulitzer,
Cottbus; Peter Olke, Linstow; Renate Baus,
Berlin; Kerstin Gehrisch, Cottbus; Bernd
Kraufer, Zella-Mehlis; Thomas Guse, Miihi-
hausen; Andreas Weinreich, Demmin; An-
dreas Renz, Hoyerswerda; Uta Stopp, Dres-
den; Jens Erb, Glauchau-Gesau; Petra West-
phal, Berlin; Borwin Wegener, Berlin; Heide-
Rose Bartel, Rostock; Klaus Brinckmann,
Giistrow; Heike Werner, Waldheim; Mat-
thias Angrick, Miihlhausen; André Otto;
Berlin; Karin Poser, Kleinmachnow; Klaus
Conrad, Dresden; Ralf Kalesky, Potsdam;
Monika Brandt, Dessau; Klaus-Dieter Eick-
hoff, Berlin; Wolfgang Baier, Pfaffendorf;
Dietlinde Pargelow, Teterow; Wolfram Wer-
ner, Dresden; Cornelia Drechsler, Karl-
Marx-Stadt; Uta Hegemann, Greifswald;
Petra WeiBbecker, Gehren; Hans-Giinter
Reglin, Berlin; Andreas Ohm, Ahlbeck;
Mariana Kloper, Borsdorf; Barbel Schri:')c':ler,
Teterow; Holger Vogel, Ziegenhain; Udo
Funk, Gnoien; Karin Neumann, Reichen-
bach; Birgit Graizarek, Erfurt; Lutz Bohm-
hammel, Zehdenick ; Manuela Schiitte, B6h-
rigen; Jorg Hasemann, Uebingen; Roland
Kaschner, Lauchhammer-Mitte ; Ralf Wegel,
Dresden; Wolfgang Peinelt, Burgstddt; Jiir-
gen Kelber, Suhl; Silvia Glatzel, Riesa;
Joachim Ernst, Dobeln; Stephan Kaiser,
Niederschmalkalden; Andreas Bergmann,
Karl-Marx-Stadt; Roll Corand, Teterow;
Anke Jahn, Eilenburg; Heike Kwauka, Dres-
den; Volkmar Schulz, Greiz-Pohlitz; Udo
Topfer, Reuden; Steffen Salomon, Ringe-
thal; Dieter Herrmann, Prisannewitz; Woll-
gang Henkel, Erfurt; Annelie Gilberg, Tete-
row; Karin Bomberg, Miihlhausen; Mar-
tina Kurtschick, Kleinopitz; Heidemarie
Hendzlik, Wilh.-Pieck-Stadt Guben; Bettina
Gobel, Schmalkalden; Angela Weigert,
Kirchberg; Friedbert R6de, Wingerode; Ulf
MeiBner, Herzberg; Frank Engelmann, Ell-
rich; Uwe Bormann, Magdeburg; Jorg Bork,
Strausberg; Bernd Wemder, Dorfchemnitz;
Jens Burghardt, Frankfurt; Monika Kurch,
Cottbus; Eberhardt Ohm, Ahlbeck ; Gudrun
Drews, Wobbelin; Gesine Lamm, [lsenburg;
Susanne Osterwald, Halle; Uwe Schoen,
Reichenbach; Siegfried WeiB, Neusalza-
Spremberg; Heidi Giinther, Sohland;- Eva-
Maria Liideritz, Grafendorf; Hans-Jiirgen
WeiBbecker, Gehren; Berthold Wettengel,
Oelsnitz; Birgit Holze, Ascherode; Klaus
Schlegel, Dresden; Sigrun Below, Seelow;
Carola Zimmermann, Débeln; Ingo Melzer,
Oberlungwitz; Ulrike Konig, Liibbenau; Det-
lef Fuchs, Neukloster; Cornelia Giintzel,
Cottbus; Gunter Klemm, Karl-Marx-Stadt;
Peter Hahn, Nauendorf.
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Scholastizismus

,,Ein Nest*, sagte die Waldohreule, die im Ruf groBSer
Gelehrsamkeit steht, ,,ist ein halbkugelformiges Ge-
bilde, dessen Radius mit r, dessen Umfang mit 2ar
und dessen Oberfliche mit 4nr?:2 ausgedriickt wird.
Die Dimensionen sind verschieden und entsprechen
den Korperformen der jeweiligen Nestbenutzer be-
ziehungsweise deren Eiern.*

Keiner widersprach; denn es war klar ausgedriickt,
mathematisch definiert und demnach unantastbar.
Aber der Webervogel kiimmerte sich nicht darum.
Er sammelte Grashalme, baute und flocht ein gro8-
artiges, birnenférmiges Kunstwerk mit windgeschiitz-
tem Eingang, Vorzimmer, Brutnische und Kinder-
zimmer.

,,Mein Nest!*“ sagte er dann mit berechtigtem Stolz.
,»Alles andere als das*, widersprach die Waldohreule
und verwies auf mehrere Lehrbiicher und auf die von
ihr selbst aufgestellten Grundsitze des Nestbaues.

Es war wirklich alles andere als ein Nest nach klassi-
scher Definition; aber es war ungemein praktisch.

aus: Kurt Kauter ,,Also sprach der Marabu"', Eulenspiegelveriag

TrugschluB

Unser Leser, Stefan Bohm, Eisenach, teilte uns den

folgenden Trugschlufl mit, den er in einem alten

Mathematik-Lehrbuch gefunden hatte. Gleichzeitig

bat er uns, den Fehler in diesem TrugschluB nachzu-

weisen.

Jemand schlieBt wie folgt:

Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt bekanntlich
(n+1>=n?>4+2n+1. Daraus folgt m
(n+12—Q2n+1)=n?, )
(n+ 12 —Q2n+1)—n@2n+1)=n*—n2n+1), (3)

(n+ 1> —(n+1)2n+ l)+%(2n+ 1’ =
:nz—n(2n+l)+%(2n—|—1)2, @

[rr1-dentn]o=[nemn ]2 @
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Aus (5) folgt weiter, wenn man auf beiden Seiten die
Quadratwurzel zieht,

n+1—%(2n+1)=n—%(2n+l), 6)

also n+1=n, @)
d. h., jede natiirliche Zahl ist gleich ihrem Nachfolger.
Wo steckt der Fehler?

1974=M CMLXXIV

M+C =MLX+X-1V
M-CM-L-X=X-1V
MC-ML =X+X 1V

Ing. H. Decker, Kéin
Silbenritsel

4l - bel —bea —der - dif — ¢ —ex — fe — fer — ge - in

ka - Jiu - mul-nent —ok-on—pa—pli—-po--ra
renz—ta  ter —ti— ti— vall — yard.

Korper

Teil des Rechenstabes

Lingeneinheit

Rechenoperation

Bezeichnung fiir den Graph einer quadratischen
Funktion

Bereich

mathematische Disziplin

Unterschied zweier Zahlen

. Begriff aus der Potenzrechnung

Der erste Buchstabe eines jeden Wortes (von oben
nach unten gelesen) ergibt eine Form des Wettkampfes.
Diese Form hat sich auch in der Mathematik durch-
gesetzt.

sl ol B .

© %0 N o

Mathematikfachlehrer K.-H. Gentzsch Meuselwitz

Fiillriitsel

In jedes der 49 Felder des nebenstehenden Schemas
ist eine der natiirlichen Zahlen 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9
so einzutragen, daB in jeder Zeile siebenstellige Zahlen
entstehen, die die folgenden Eigenschaften haben:



a) Eine Potenz von 2, deren Quersumme gleich 26 ist.
b) Eine Potenz von 9, deren Quersumme gleich 45 ist.
¢) Eine Potenz von 2, deren Quersumme gleich 41 ist.

d) Eine siebenstellige Zahl, die aus lauter gleichen
Grundziffern besteht. ’

e) Ein Teiler der Zahl 3593970, dessen Quersumme
gleich 45 ist.

f) Ein Vielfaches der Zahl 893 615, dessen Quersumme
gleich 27 ist.

g) Eine siebenstellige Zahl, bei der jede Grundziffer
um [ groBer als die folgende ist und die die Quer-
summe 42 hat. Ferner sollen die Summe der Zahlen
der ersten Spalte, die Summe der Zahlen der letzten
Spalte, die Summe der Zahlen der einen Diagonale
und die Summe der Zahlen der anderen Diagonale
simtlich gleich 40 sein.

Elfriede Krawietz, EQS ,,Georgius Agricola®,
Glauchau, 12. Klasse

Fremdkorper

In den folgenden Bildern ist jeweils eine Menge von
Objekten mit einer gemeinsamen Eigenschaft darge-
stellt, wobei in jede Menge ein Fremdkorper geraten
ist, der eigentlich nicht dort hinein gehort. Suche
diesen Fremdkérper, und streiche ihn heraus!

v_|

] DH
[

A [ 5§ 7 1 25 31

N 8 VOGE L

AL | F
[T

QT9

P {17}; {a) ; {-24; 27, e O

(o}, {m), [-15] =

-

Bezeichne die restlichen Elemente mit einem gemein-
samen Namen! Die Anfangsbuchstaben dieser Be-
griffe ergeben den Namen einer bestimmten Linie!

OStR K.-H. Lehmann, VL4V, Berlin

Vom 12er- ins 10er-System

Australia 7

Metric Conversion Volume

Australia 7

Metric Conversion Mass

Australia T

Metric Conversion Temperature

Mathematische Themen, gezeichnet von Rutherford Boyd
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XIII. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR

Olympiadeklasse 5

1. Eine Fischereigenossenschalt hatte an ei-
nem Tage nur Hechte, Barsche und Plétzen
gefangen. Davon waren insgesamt 125 Plot-
zen. Ferner waren es doppelt soviel Barsche
wie Hechte; die Anzahl der Hechte betrug
ein Fiinftel der Anzahl der Plotzen

Stelle fest, wieviel Fische die Fischereige-
nossenschaft an diesem Tage insgesamt ge-
fangen hatte!

2. Zeichne zwei Geraden g, und g,, die ein-
ander in einem Punkte § schneiden! Wihle
einen Punkt 7, der auf keiner der beiden
Geraden liegt! Konstruiere die bei der Ver-
schiebung ST entstehenden Bilder g und g;
der beiden Geraden!

3. Indie 12 Felder A, B,C, D, E, F,G, H, K,
M, N, P der nebenstehenden Figur sollen
die natiirlichen Zahlen von 1 bis 12, jede
genau in eines der Felder, so eingetragen wer-
den, daB die Summe der in den Feldern 4,
B, C, D stehenden Zahlen 22 betriigt, ebenso
die Summe der in den Feldern D, E, F, G
stehenden Zahlen, gleichfalls die Summe der
in den Feldern G, H, K, M stehenden Zahlen
und auch die Summe der in den Feldern
M, N, P, A stehenden Zahlen.

a) Gib eine derartige Eintragung von Zah-
len an!

b) Untersuche, welche Zahlen bei jeder der-
artigen Eintragung in den Feldem A4, D, G
und M stehen!

4. Im Centrum-Warenhaus sind zu Dekora-
tionszwecken gleichgroBe Konservenbiich-
sen zu einer ,,Pyramide” aufgeschichtet wor-
den. In jeder Schicht sind die Biichsen so
~im Dreieck* angeordnet, wie die Abb. zeigt.
Die dort mit k bézeichnete Anzahl der Biich-
sen lings einer jeden ,Seitenkante des Drei-
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ecks” betridgt fir die unterste Schicht 9. In
jeder weiteren Schicht ist die entsprechende
Anzahl k um 1 kleiner als in der unmittelbar
darunterliegenden Schicht Die oberste
Schicht besteht aus einer Biichse.

Ermittle die Anzahl aller in der ,,Pyramide*
enthaltenen Biichsen!

Olympiadeklasse 6

1. Eine rechteckige Glasscheibe ist 24 ¢cm lang
und 22 cm breit. Daraus sollen rechteckige
Scheiben von 8 cm Linge und 6 cm Breite
geschnitten werden.

Welches ist die groBte Anzahl derartiger
Scheiben, die man dabei erhalten kann?
Stelle eine Moglichkeit, diese groBte Anzahl
zu gewinnen, in einer Zeichnung im Ma@stab
1:2 dar!

2. Vier undurchsichtige Wiirfel mit den Kan-
tenldngen a, =24 cm, @,=12 cm, a;=6 cm
und a,=3 cm sollen so iibereinander auf
eine undurchsichtige Tischplatte gestellt wer-
den, daB der groBte zuunterst, darauf der
ndchstgroBere usw., schlieBlich der kleinste
Wiirfel zuoberst steht, wobei jeder der Wiir-
fel vollstindig auf der Deckfliche des unter
ihm stehenden (bzw. auf der Tischplatte)
ruht (d. h. ohne iiber diese Fliche hinauszu-
ragen).

Ermittle von diesen Wiirfeln den Gesamt-
Nécheninhalt derjenigen Oberflichenteile, die
sichtbar (d. h. nicht verdeckt) sind!

3. Klaus hat gehort, daB in einer 6. Klasse
von allen Schiilern eine Mathematik-Klas-
senarbeit geschrieben wurde, bei der kein
Schiiler die Note ,,5* bekam. Ein Sechstel
der Klasse schrieb eine ,,1%, ein Drittel eine
2 und nur ein Neuntel eine ,4* Uber die
Anzahl der Schiiler dieser Klasse wuBite Klaus

nur, daB sie groBer als 10, aber kleiner als
40 war. Er fragt sich, wieviel Schiiler insge-
samt bei der erwdhnten Klassenarbeit eine
»3“ geschrieben hatten.

Stelle fest, ob diese Anzahl mit den in der
Aufgabe enthaltenen Angaben eindeutig zu
ermitteln ist!

Wenn das nicht der Fall ist, dann ermittle alle
mit den Angaben vereinbaren Antworten
auf Klaus’ Frage!

4. Werner schreibt 50*0*05 an die Tafel und
will danach fiir jedes der Zeichen * eine der
Ziffern 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 so eintragen,
daB eine durch 9 teilbare Zahl entsteht.

Gib simtliche Maglichkeiten einer derartigen
Eintragung (also alle so erhaltlichen durch 9
teilbaren Zahlen) an!

Olympiadeklasse 7

1. Die 36 Schiiler einer 7. Klasse nehmen am
auBerunterrichtlichen Sport teil, und zwar
jeder in genau einer der Sektionen Leicht-
athletik, Tischtennis, Schwimmen, Judo und

” Schach. Uber die Teilnahme der Schiiler die-
ser Klasse an diesen Sektionen ist weiter
bekannt: -

(1) Mehr als die Hilfte betreibt Leichtathle-
tik.

(2) Es gehoren mehr der Sektion Schwimmen
als der Sektion Tischtennis an.

(3) Die Summe aus der Anzahl der Mitglie-
der der Sektion Schach und der Sektion
Judo betrdgt genmau ein Neuntel aller
Schiiler.

(4) In der Sektion Tischtennis befinden sich
doppelt soviele Schiiler wie in der Sek-
tion Schach.

(5) Die Anzahl der Sektionsmitglieder Schach
ist groBer als das Doppelte, jedoch klei-
ner als das Vierfache der Anzahl der
Sektionsmitglieder Judo.

Ermittle fiir jede der genannten Sektionen

die Anzahl der Schiiler der erwihnten Klasse,

die Mitglieder dieser Sektion sind!

2. Karl sucht drei von Null verschiedene na-
tiirliche Zahlen a, b, ¢ fiir die folgendes gilt:
(a, b)=4 (lies: Der ggT der Zahlen g und b
ist 4),

(a, 0)=6, (b,c)=14.

Er behauptet nach einigem Probieren, daB
es sogar mehr als eine Moglichkeit gibt,
drei solche Zahlen anzugeben.

Ist diese Behauptung richtig?

Gibt es eine Moglichkeit der Wahl dreier sol-
cher Zahlen a, b, ¢, bei der, verglichen mit
allen iibrigen Mbglichkeiten, a am klein-
sten und zugleich b am kleinsten und zu-
gleich ¢ am kleinsten ist? Wenn ja, dann gib
fiir diesen Fall die Zahlen q, b, ¢ an!

3. Gegeben sei ein Winkel mit dem Scheitel-
punkt S und der GréBe a (0° <a< 180°). Be-
weise folgenden Satz:

Schneidet eine Gerade g den einen und eine
andere Gerade /# den anderen Schenkel des



gegebenen Winkels jeweils unter einem Win-
kel von 90°, jedoch nicht in S, so hat einer
der von g und h gebildeten Schnittwinkel
die GréBe a. (Fallunterscheidung)

4. \Es sei A4BC ein Dreieck, in dem die
GroBe 8 des Innenwinkels BCA kleiner ist
als jede der GroBen der beiden anderen
Innenwinkel.

Konstruiere alle Punkte P auf den Seiten
AC und BC, so daB £ BPA =2y gilt!
Beschreibe und begriinde deine Konstruk-
tion; ermittle die Anzahl der Punkte P mit
der verlangten Eigenschaft!

Olympiadeklasse 8

1. In der folgenden Aufgabe sind die Buchsta-
ben a, b, ¢ und das Zeichen * durch jeweils
eine der Ziflern 0 bis 9 so zu ersetzen, daB
eine richtig geldste und in iiblicher Weise ge-
schriebene Multiplikationsaufgabe entsteht.

abc -bac
**‘b

* x g
* k k %

* b F ok W

Dabei bedeuten gleiche Buchstaben gleiche,
verschiedene Buchstaben verschiedene Zif-
fern. An die Ziffern, die fiir die Zeichen * zu
setzen sind, werden keine Gleichheits- oder
Verschiedenheitslorderungen gestellt.

2. Konstruiere ein rechtwinkliges Dreieck
ABC mit dem rechten Winkel bei C aus
2=2,5 cm und «=50°! Dabei sei ¢ der In-
kreisradius und a die GroBe des Winkels
BAC.

Beschreibe und begriinde deine Konstruk-
tion! Stelle fest, ob durch die gegebenen
Stiicke ein Dreieck eindeutig bestimmt ist!

3. Man ermittle alle rationalen Zahlen r
mit folgender Eigenschalt:
Subtrahiert man r vom Zihler des Bruches

% und addiert r zu dessen Nenner, so erhilt
man einen Bruch, der halb so groB wie
3

‘—1 1st.

4. Zwei Kreise k; und k, mogen einander in
zwei verschiedenen Punkten A und B schnei-
den. Zwei voneinander verschiedene parallele
Geraden g; und g, durch 4 bzw. B seien
so gelegen, daB g, den Kreis k, in einem von
A verschiedenen Punkte C und den Kreis
k, in einem von A verschiedenen Punkte D
schneidet, daB ferner g, den Kreis k, in
einem von B verschiedenen Punkte E und
den Kreis k, in einem von B verschiedenen
Punkte F schneidet und daB dabei A zwi-
schen C und D sowie B zwischen E und F
liegt.

Beweise, da dann CD=EF gilt!

Olympiadeklasse 9

1. Eine Turmuhr zeigt genau 13 Uhr an.
Stellen Sie fest, wie olt insgesamt bei gleich-
formiger Zeigerbewegung der Minuten- und
der Stundenzeiger innerhalb der nichsten
12 Stunden einen rechten Winkel miteinan-
der bilden!

2. In einem rechtwinkligen Dreieck ABC,
in dem die Winkel ABC und BAC die Grs8e
90° bzw. 60° haben, schneide die Halbierende
des Winkels BAC die Gegenseite im Punkte D.

Beweisen Sie, daB D die Seite BC im Ver-
hiltnis 1:2 teilt!

3. Ein konvexes gleichschenkliges Trapez
ABCD (AB | CD; AD=BC; AB>CD) soll
folgende Eigenschaften haben:

Es soll sich einem Kreis mit dem Radius
r=12 cm umbeschreiben lassen; der Um-
fang des Trapezes soll u=100 cm betragen.
Untersuchen Sie, ob es solche Trapeze gibt,
und berechnen Sie die Seitenlingen jedes
derartigen Trapezes!

4. Man denke sich eine Kreislinie in 1000
gleichlange Teilbogen zerlegt und jeden der
Teilpunkte der Reihe nach mit den natiir-
lichen Zahlen von 1 bis 1000 bezeichnet.

1000
999999 1 2 3

Es sollen nun nacheinander die Zahl 1 und
jede weitere 15. Zahl, also 1, 16, 31, 46, ...,
durchstrichen werden. Dabei sind bei wie-
derholten ,,Umldufen” auch die bereits ge-
strichenen Zahlen mitzuziihlen. Dieses Durch-
streichen ist solange fortzusetzen, bis nur
noch Zahlen durchstrichen werden miiBten,
die bereits gestrichen sind.

Ermitteln Sie die Anzahl aller Zahlen, die
bei diesem Verfahren nicht durchgestrichen
werden!

Olympiadeklasse 10

1. Ermitteln Sie alle (im dekadischen Zahlen-
systern) dreistelligen Primzahlen mit fol-
genden Eigenschalten:

(1) Schreibt man jede Ziffer der dreistelligen
Primzahl einzeln, so bezeichnet jede eine
Primzahl.

(2) Die ersten beiden und die letzten beiden
Ziffern der dreistelligen Primzahl be-
zeichnen (in dieser Reihenfolge) je eine
zweistellige Primzahl.

2. Bei den XX. Olympischen Sommerspielen
schnitten die Sportler unserer Republik, her-
vorragend ab. In der inoffiziellen Linder-
wertung, bei der fir den 1. bis 6. Platz 7, 5,
4, 3, 2 bzw. 1 Punkte vergeben wurden, be-
legten sie mit 480 Punkten hinter der UdSSR
und den USA den dritten Platz. Dabei er-
rangen sie 22 vierte, 22 [linfte und 23 sechste
Plidtze. Fiir den 1., den 2. und den 3. Platz

wurden wie iiblich Gold-, Silber- bzw.
Bronzemedaillen vergeben. Die groBite Dil-
ferenz der Anzahlen der von den DDR-
Sportlern errungenen Gold-, Silber- bzw.
Bronzemedaillen betrug dabei 3.

Zeigen Sie, daB diese Angaben hinreichend
sind, die genaue Anzahl der von den DDR-
Sportlern errungenen Gold-, Silber- und
Bronzemedaillen zu ermitteln!

3. Ein gleichschenkliges Trapez ABCD mit
AB| CD und AB=8cm, CD=2 cm habe
einen Inkreis mit dem Radius g.

Man berechne diesen Inkreisradius .

4. Konstruieren Sie ein konvexes Sehnen-
viereck ABCDausa=10cm,b=8cm,c=7cm
und a=70°!

Dabei seien a die Linge der Seite AB, b die
der Seite BC, ¢ die der Seite CD und o die
GroBe des Winkels ¥ BAD.

Olympiadeklasse 11/12

L. Es seien a4 und q reelle Zahlen mit a,+0;
q+0; g+ 1. Ferner sei {a;} eine geometrische
Folge, fiir die a;=a,-q;(i=0, 1. 2, 3, ..)
gilt.
a) Man beweise, daB die Folgen

{b;} mit b;=a,,,—a; und

{c:} mit ¢;=by b,
ebenfalls geometrische Folgen sind.
b) Es sind alle Werte von a, und g (mit
a,+0; g+0) anzugeben, fir die die in a)
definierten Folgen {a;} und {c;} die Eigen-
schaft haben, daB a;=¢; fiir alle natiirlichen
Zahlen i gilt.

2. Jeder von 41 Schiilern einer Klasse hatte an
genau drei Leichtathletik-Wettkdmpfen im
Laulen teilzunehmen. Dabei muBte jeder die-
ser Schiiler je einmal auf den Bahnen 1, 2 und
3 antreten. Schiiler A meint, daB es in dieser
Klasse allein auf Grund dieser Bestimmun-
gen mindestens sicben Schiiler geben miisse,
bei denen die Reihenfolge der Startbahnen
iibereinstimmte. Schiiler B meint dagegen
nach einigem Nachdenken, daB es sogar acht
solcher Schiiler geben miisse.

Man iiberpriife fur jede dieser Meinungen,
ob sie richtig ist.

3. In einem beliebigen konvexen Viereck
ABCD seien E der Mittelpunkt der Seite
AB und F der der Seite CD. Der Schnitt-
punkt von AF mit DE sei G, der von BF
mit CE sei H genannt.

Es ist zu beweisen, daB der Flicheninhalt
des Vierecks EHFG gleich der Summe der
Flacheninhalte der Dreiecke AGD und BHC
1st.

4. Man ermittle alle Paare (x, y) reeller Zah-

len, die Lésungen des Gleichungssystems
x*+y*+x+1=0 )
Y} +x2+y+1=0 sind. 2
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Losungen

Hinweis fiir unsere Leser

Ab Heft 1/74 ver6ffentlichen wir vorrangig
die Losungen des alpha-Wettbewerbs (je-
weils im iiberndchsten Heft nach Erscheinen
der Aufgaben). Soweit dann noch Platz ist,
bauen wir in die fiinf Seiten noch weitere
Losungen zu gegebenen Aufgaben, gestellt
auBerhalb des Wettbewerbs, ein. Die Losun-
gen zu alpha-heiter werden (wie bisher) am
Ende des jeweiligen Heftes veroffentlicht.
Red. alpha

A54a1095 Teller A enthalte 22, Teller B 14
und Teller C 12 Niisse. Die folgende Tabelle
veranschaulicht dann die einzelnen Schritte
zur Umverteilung der Niisse:

4 6 6
4 11 1
15 0 1
15 1 0
9 1 6
9 7 0
3 7 6
3 1 2
14 0 2
14 2 0
8 2 6

W 5%1099 Die GroBmutter habe n Enkel;
der Vorrat betrigt dann entweder (2-n+4)
Wiirstchen oder (3-n—1) Wiirstchen. Die
Gleichung 2-n+4=3-n—1 wird nur fir
n=>5 erfiillt. Die GroBmutter hat somit
5 Enkel, und es sind 2 - 5+4=14 Wiirstchen
vorritig.

W 5*1100 Der Arbeitsgemeinschaft geho-
ren m Madchen, also 3 - m Jungen an. An dem
Tag, als Ursula fehlte, waren (3- m+1) Jun-
gen und (m—1) Midchen anwesend, und
es gilt4-(m—1)=3-m+1.. Nur fir m=5
wird diese Gleichung erfiillt.

An der Arbeitsgemeinschaft nehmen somit
regelmiBig 5 Madchen und 15 Jungen teil.

A641101 Die zu ermittelnde Zahl lautet
z=4-17-29+1=1973.

A B C

22 14 12 Ausgangssituation
22—-14=8 14+ 14=28 12 1. Schritt

8 28—12=16 12+12=24 2. Schritt

8+ 8=16 16 24— 8=16 3. Schritt

A 541096 Jede natiirliche Zahl, die groBer
als 1 ist und die nur durch 1 und durch sich
selbst teilbar ist, heift Primzahl.

Unter vier aufeinanderfolgenden natiirlichen
Zahlen befinden sich genau zwei gerade und
genau zwei ungerade Zahlen. Die Summe
zweier ungerader Zahlen ist stets gerade.
Die Summe zweier gerader Zahlen ist eben-
falls stets gerade. Die kleinstmogliche Summe
von vier aufeinanderfolgenden natiirlichen
Zahlen lautet 0+1+2+3=6, das heiBt, sie
ist groBer als die kleinste Primzahl 2.

W 581097 1 ha=10000 m?
=1000 000 dm?; da das Becken 10000001 =
1000000 dm?® Wasser enthilt, betrigt die
Wasserhohe im Becken genau 1 dm=10 cm.
Denn 1000000 dm? - 1 dm= 10060000 dm>.
Bei einer Wasserhdhe von 10 cm kann kein
Schwimmwettkampf ausgetragen werden.

W 581098 Die nachfolgende Tabelle gibt
Auskunft dariiber, wie das Getrink mit Hilfe
der beiden Eimer umzufiillen ist:

FaB Eimer Eimer
161 111 6l

16 0 0

10 0 6

10 6 0

20

A641102 Es seien a und b die Seiten-
lingen eines Rechtecks (gemessen in cm);
entsprechend den gestellten Bedingungen
gilt dann

2(a+ b)=ab,

2a+2b=ab,

2a=ab-2b,

2a=bla—2), b=-22

a-2
b ist nur dann ganzzahlig, wenn 4 ein Viel-
faches von a—2 ist. Das trifft zu fiir 2, =3
oder a, =4 oder a,=6. Die Aufgabe besitzt
genau drei Losungen, namlich

a;,=3cm, b;=6cm;

a,=4cm, b,=4cm;

az;=6cm, by=3cm.

4
b= =2+4+—
a—-2

W 6 w1103 Das Pferd moge x Sacke tragen.
Dann tragt das Maultier (x + 2) Sicke. Denn
wiirde es einen Sack abgeben, so hitte es
noch (x+ 1) Sicke und das Pferd auch (x+1)
Sdcke zu tragen. Nimmt aber das Maultier
dem Pferd einen Sack ab, so hat das Maultier
(x+3) Sicke, das Pferd (x—1) Sicke zu
tragen. Nun gilt aber

x+3=2-(x—1),

x+3=2x-2,

x=35.

Das Pferd trug 5 Sicke, das Maultier 7 Sicke.

W 6m1104 Esseiena=5cm und b=2 cm
und ¢ die Lingen der Seiten eines Dreiecks;
dann gilt

a+b>c und b+c>a.
Aus 5cm+2 cm=7 cm>c und 2 cm+c¢>
5 cm, also ¢>3 cm, folgt c=4 cm oder
¢=5 cm oder c=6 cm.

W 6*1105 Die Zahl 10'°7? jst eine natiir-
liche Zahl mit 1974 Grundziffern, deren
erste Grundziffer von links gerechnet 1 ist
und deren iibrige Grundziffern simtlich 0
sind.

Die Zahl 10" 2 1aBt sich demnach wie
folgt schreiben: 1000...0002, wobei die
Grundziffer 0 genau 1972 mal vorkommt.
Die Quersumme dieser Zahl betrigt 3, d. h.
sie ist durch 3 teilbar.

W 6*1106 Aus der Abbildung wird folgen-
des ersichtlich:

AAMD=~ABND (AD=BD, AM =B8N,

X DAM = £ DBN =60°), also MD=ND,

X ADM = ¥ BDN =34.

AMBD=ANCD (MB=NC, BD=CD,
XMBD= £ NCD=60°), also ¥ BDM
=¥XCDN=¢p.

Nun gilt aber £ADC=2-6+2 ¢=120°
also 6+ ¢@=60°,d. h. x MDN =60°.

Wegen MD=ND gilt ¥DMN=¥DNM
=(180°—60°):2=60°. Dreieck MND ist so-
mit gleichwinklig, also auch gleichseitig,
und es gilt MN=MD=ND.

ATa1107 Es seien x kg SiiBwasser mit
80 kg 5°/,igem Meerwasser zu mischen,
dann gilt
2 5
(x+80) W—BO 100
(x+80)-2=80-5,
2x + 160 =400,
2x =240,
x=120.
Es sind 120 kg SiiBwasser dem Meerwasser
hinzuzufiigen, um eine Mischung mit einem
Salzgehalt von 2°/, zu erhaiten.

A741108 Es sei x die Eigengeschwindig-
keit des Schiffes (in km - h™!) und y die
Stromungsgeschwindigkeit des Flusses (in
km - h™!). Fahrt das Schiff fluBabwarts, so
addieren sich die Geschwindigkeiten; im
anderen Falle ist die tatsiichliche Geschwin-
digkeit gleich der Differenz aus x und y.

Deshalb gilt wegen v=tE

x+y=-und x—y==
T =7

Subtrahieren wir die zweite von der ersten



Gleichung, so erhalten wir 2 =2 5

=3s_zsgi alsoy=—s—. ’ “
144 144’ 288

Ein FloB wiirde also in 288 Stunden von

Kiew nach Dnepropetrowsk treiben, d. h.

es bendtigt sechsmal soviel Zeit wie das

Schill.

W 7m 1109 Es seien x Miinzen zu 3 Kope-
ken; dann sind es (20—x) Miinzen zu
1 Kopeke, und es gilt
IX+(20—x)- 1=47,
3x+20—-x=47,
2x+20=47,
2x=27
e
2
Im Bereich der natiirlichen Zahlen ist die
Division 27:2 nicht ausfiihrbar; der Schiiler
hat sich verzahlt.
Diese Feststellung triflt auch fiir den Betrag
von 49 Kopeken (29:2), nicht aber [ir den
Betrag von 48 Kopeken (28:2=14) zu. Im
letzten Falle besitzt der Schiiler 14 Miinzen
zu 3 Kopeken und 6 Miinzen zu [ Kopeke.
Der Gesamtbetrag sei gleich 2n Kopeken,
wobel n eine natiirliche Zahl ist; dann gilt
3x+(20—x) - 1=2n,
2x=2n-20,
x=n—10.
Diese Gleichung ist losbar fiir alle n=10,
also 2n>20. Aus 20-3 Kopeken=60 Ko-
peken folgt weiter 2n < 60.
Es lassen sich nur Geldbetrage bilden, die
geradzahlig sind und gleich oder groBer als
20 Kopeken. aber gleich oder kleiner als
60 Kopeken sind.

W 7a1110 Der Preis fiir 1 kg Apfel moge
im Juli x Mark betragen; dann betrigt er

im September (x_—éx):%x Mark. Im No-

vember betriagt der Preis ix+l-‘¢-lx=-2§-x
5 55 25

Mark. Da i—:x<x, sind die Apfel im No-

vember billiger als im Juli.
Aus x—%)(:L,t:ix folgt, daB der Preis
25 25 100

fiir die Apfel im November um 4%, niedriger
ist als im Juli.
W 7*1111 Angenommen, der Kraltwagen
benétige z Stunden fir die Fahrt von D.
bis in den Betrieb und der Direktor sei von D.
aus x Stunden zu Ful gegangen, bis er aul
den ihm entgegenkommenden Kraftwagen
traf, dann gilt, wie aus der Skizze hervorgeht,
folgendes:

6h+x=7h~z+x,also z=1h.

Station D Pikw Belrjeb
?7h Thez
X ff‘:.rz‘punl(f ¥
w Full per Pxw
&h 6h + x th-2
Ph-z +x

Andererseits gilt aber auch

12
6h+x+x=7h+z——h.
X+Xx z 60

Fiir z=1h erhalten wir daraus

6h +2x=8h— 12,
60
12
2x=2n-12p,
x 60
L
6"

Der Direktor begegnete dem Kraftwagen
um 6.54 Uhr.

Probe: Von 7.00 Uhr bis 8.00 Uhr sind 60 Mi-
nuten. vergangen. Von 6.00 Uhr bis 7.48 Uhr
(12 Minuten vor 8.00 Uhr) sind 108 Minuten,
also 2 - 54 Minuten vergangen. ’
W 7*1112 Angenommen der innere Punkt
G von AD sei ein weiterer Eckpunkt des
gleichseitigen Dreiecks EFG. Drehen wir
EG um E als Drehzentrum im mathematisch
negativen Sinn um 60°, so fillt der Bildpunkt
G’ von G mit dem Eckpunkt F des Dreiecks
zusammen. Der Punkt F liegt nun aber ent-
weder auf BC oder auf CD.

Wir drehen deshalb das Quadrat 4BCD
um E als Drehpunkt im mathematisch ne-
gativen Sinn um 60°. Da G’ auf dem Bild
A'D’ von AD liegt, ist der Schnittpunkt von
A'D’ mit BC oder mit CD der gesuchte Eck-
punkt F des zu konstruierenden gleichseitigen
Dreiecks EFG. Aus der Seite EF ist die Kon-
struktion nun moglich.

A841113 Essei M die Menge aller natiir-
lichen Zahlen, die die Bedingungen der Auf-
gabe erfiillen, und es sei n die Anzahl der
Elemente von M. Da die Zahl 0 durch 7
(und auch durch 11) teilbar ist, gehort sie
nicht der Menge M an.

Ferner sei M die Menge aller natiirlichen
Zahlen a mit 0<a<1973, die durch 5 teil-
bar sind. Wegen L573=394% enthidlt die
Menge M genau 394 Elemente:
Ms={1-52-53-5,..,394-5}.

Von den Zahlen der Menge M, sind

wcgen'3974=56% genau 56 Zahlen durch

7 teilbar, wegen %=3S% genau 35 Zahlen

durch 11 teilbar,. wegen ﬁ=51
77 77

5 Zahlen durch 7 und 11 teilbar. Also sind
von den Zahlen der Menge M genau
56 +35—5=286 Zahlen durch 7 oder durch 11
teilbar.

Nun besteht die Menge M, deren Anzahl der

genau

Elemente wir ermitteln wollen, aus allen
Zahlen von Mg, die nicht durch 7 oder 11
teilbar sind. Die gesuchte Anzahl der Elemente
von M ist daher gleich n=394—86=308.

A84a1114 Es sei x eine dreistellige Zahl,
die die geforderten Eigenschaften hat. Dann
gilt

x2=1000a + x,
wobei a eine dreistellige natiirliche Zahl ist.
Daraus folgt

x% — x=1000a,

x(x—1)=8-125"a.
Daher ist entweder x oder x— 1 ein Viella-
ches von 125; denn wenn x durch 5 teilbar
ist, kann nicht x—1 durch 5 teilbar sein,
daher ist x durch 125 teilbar. Entsprechen-
des gilt, wenn x—1 durch 5 teilbar ist.
Nun sei x ein Viellaches von 125. Dann ist
wegeén x<8-125=1000 x—1 gerade, also
x >ungerade. Da x eine dreistellige Zahl ist,
gibt es nur die folgenden Moglichkeiten:

x=125, 375, 625, 875; also

x—1=124, 374, 624, 874.
Von den Zahlen der zweiten Zeile ist aber
nur 624 durch 8 teilbar; wir erhalten daher
die erste Losung: x =625.
Diese Zahl hat die geforderten Eigenschafien;
denn es gilt

x2=6252=390625.
Es sei x — 1 ein Vielfaches von 125. Dann ist x
ein Vielfaches von 8, und wir erhalten die
Moglichkeiten:

x—1=125, 375, 625, 875; also

x=126, 376, 626, 876.

Von diesen Zahlen ist aber nur 376 durch 8
teilbar; wir erhalten die zweilc L&sung:
x=376.
Diese Zahl hat die geforderten Eigenschafien;
denn es gilt

x2=1376%=141376.
Damit sind alle Moglichkeiten erschopft;
es gibt also nur zwei Zahlen, die die Bedin-
gungen der Aufgabe erfiillen, ndmlich x =625
und x=376.

W 8a1115 Wir bezeichnen die einzutra-
genden Zahlen wie in der Abbildung 1 mit
X, Xgy X3, X4, X5, Xg, X7. Dann gilt x; +x;,+ X3
+xg+ x5+ X+ x,=1+2+3+4+5+6+7

=28. (1)

Ferner %ilt

Xyt X+ Xs=X;+ X3+ X=X+ X+ X4
=X+ X3+ X,=Xs+Xg+ X7=5, 2)
da nach Voraussetzung alle diese Summen
gleich sind.

Aus (1) und (2) folgt

Xy + (X5 + X3+ x4)+ (X5 + X6+ x7)=28,

x; +25=28; (3
Is=(x; +x,+x5)+(x; +x3+x¢)
+(x; + x4+ X4),

35=28+2x,. 4)
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Aus (3) folgt
45 =56—2x,.
Aus (4) und (5) folgt durch Addition
7s=84, also s=12.
Ferner lolgt aus (3)
x, =28—-2s=28—-24=4.
Nun konnen wir fiir x, eine der Zahlen
1,2, 3,5, 6,7 wahlen, z. B. x,=1. Dann wird
xs=7. Ferner konnen wir x5 so wihlea,
daB x3+x,=11 ist, z. B. x3=5, x,=6. Dann
wird x¢=13, x,=2, und es sind alle Gleichun-
gen (2) erfiillt. Damit haben wir eine Losung
gefunden (siche Abb. 2).

&)

Weitere Losungen erhalten wir, indem wir
[ir x, eine der Zahlen 2, 3, 5, 6, 7 wihlen
und dann x; und x, so bestimmen, daB die
Gleichung x; +x; +x, =12 erfiillt ist.

WE8wml1l16 DieAbbildung zeigt die Losung.
Jede der kongruenten Teilfiguren besteht aus
drei Quadraten, von denen genau ein Qua-
drat schralfiert ist.

4

Wir erhalten diese Losung leicht durch die
folgende Uberlegung. Da die Figur 12 Qua-
drate enthilt, enthalt jede der vier kon-
gruenten Teilfiguren genau drei Quadrate,
von denen genau ein Quadrat schraffiert
ist.

Man erhidlt daher zunichst die Teilfigur
oben links, dann die Teilfigur oben rechts,
dann die untere Teilfigur und schlieBlich
die zwischen diesen drei Teilfiguren liegende
mittlere Teilfigur.

W 8*1117 Wenn mit jedem Lastkraltwagen
nicht mehr als 7 Steine befordert wiirden,
so konnten insgesamt hdchstens 7-7=49
Steine befordert werden. Da aber 50 Steine
zu transportieren sind, miissen mit einem
der Lastkraftwagen mindestens 8 Steine be-
[ordert werden.

Nun haben aber die 8 leichtesten Steine die
Massen 370 kg, 372 kg, 374 kg, 376 kg, 378 kg,
380 kg, 382 kg, 384 kg, insgesamt also die
Masse 3016 kg, das sind aber mehr als
3000 kg, also mehr als 3 t. Daher kann keiner
der Lastkraftwagen mit mehr als 7 Steinen
beladen werden.

Aus diesem Grunde ist es nicht méglich, die
50 Steine mit sieben Dreitonnern zu befor-
dern.

W 8*1118 Zunidchst erhdlt jeder der See-
rauber 3 Piaster und 3 Dublonen. Dann hat
jeder Seerduber zu erklidren, dem wievielten
Teil des Fasses Wein nach seiner Ansicht

22

1 Piaster entspricht. Derjenige, der den
groBten Teil nennt (es sei der Anteil a),
erhilt den letzten Piaster, wihrend jeder der
beiden anderen den Anteil a an Wein er-

hdlt. Dabei gilt nach Voraussetzung a<}‘,

1
Iso 2a<—.
also 2a 5

Nun erklart jeder Seerduber, dem wievielten
Teil des Fasses Wein nach seiner Ansicht
1 Dublone entspricht. Derjenige, der den
groBten Teil nennt (es sei der Anteil b), er-
halt die letzte Dublone, wihrend jeder der
beiden anderen den Anteil b an Wein er-

hilt. Dabei gilt wieder b<i, also 2b<%.

Wegen 2a+2b<1 bleibt noch ein Rest an
Wein iibrig, der zu gleichen Teilen an die
drei Seerduber verteilt wird.

Damit wurde die Beute so geteilt, daB jeder
einen Anteil erhilt, der nach seiner Ansicht
keinen geringeren Wert hat als der Anteil
der beiden anderen. Denn jeder erhilt 3 Pia-
ster, 3 Dublonen und den gleichen Anteil an
dem restlichen Wein. Ferner erhilt einer der
Seerduber 1 Piaster und jeder der beiden an-
deren den Anteil a an Wein. Nach Ansicht
des ersten hat 1 Piaster denselben Wert wie
der Anteil a an Wein, und nach Ansicht der
beiden anderen hat der Anteil a an Wein
keinen geringeren Wert als ! Piaster. Ent-
sprechendes gilt fiir den Wert von 1 Dublone
und von dem Anteil b an Wein.

A9%94a1119 Um den Term
t=(a?+ b +(c2—a?? - (b*+c?)?
in Faktoren zu zerlegen, setzen wir
&+ =x und c2—a’=y. Dann gilt
b2+ =@ +bH)+(ct—at)=x+y,
also t=x3+y>—(x+y)>.
Wegen x3+y3=(x+y)(x2—xy+y?)
und (x+y)*=(x+y)(x+y)*
=(x+y) (x> +2xy+y?)
folgt t=(x+y) (x> —xy+y?)
—(x+) (x®+2xy+y?)
=(x+y) (x> =xy+y* —x*—2xy—y?)
=(x+y)3xy.
Durch Einsetzen der Terme fiir x, y, x+y
erhalten wir
t=—3(a’+b? (c*—a?) (b% +c?), womit
die Faktorenzerlegung durchgefiihrt wurde.

A941120 Es sei z=10a+b eine zweistel-
lige natiirliche Zahl, wobei a und b natiir-
liche Zahlen mit 1 <a<9 und 0<bh <9 sind.

Dann gilt
22=(10a+b)?=100a2 + 20ab + b2
=20a(5a+b)+ b2

Nach Voraussetzung soll z? eine ungerade
Anzahl von Zehnern enthalten. Da aber
die Zahl 20a(5a+b) durch 20 teilbar ist,
also eine gerade Anzahl von Zehnern ent-
hilt, muB b? eine ungerade Anzahl von
Zehnern enthalten.

Nun kann aber wegen 0<b<9 die Zahl b2
nur gleich

0,1,4,9,16,25, 36,49, 64 oder 81 sein.

Von diesen Zahlen haben nur die Zahlen 16
und 36 eine ungerade Anzahl von Zehne-n,
und beide Zahlen enden auf 6. Daher endet
auch die Zah! z? in jedem Falle auf die Grund-
ziffer 6.

W 9a 1121 Da die Brigaden von Wolodja
und Wasja nur 2 m bzw. 1 m lange Holz-

stimme in 2 m lange Stimme zu zersigen

hatten, konnen sie nur eine gerade Anzahl
von Stimmen [ertiggestellt haben. Also kann
nur die Brigade von Petja (mit Kostja) eine
ungerade Anzahl von Stimmen fertiggestellt
haben. Da aber nur der Brigadier Galkin
mit Komkow eine ungerade Anzahl von

%—m-Stﬁmmen fertiggestellt hat (n@mlich 27),

lautet der Vorname von Galkin Petja. Daher
lautet der Vorname von Komkow Kostja.

W 9m1122 Es seien g und b mit a>b die
Lingen zweier anliegender Seiten des Rechi-
ecks und damit auch die Lingen der Seiten
der beiden gleichseitigen Dreiecke. Da der
Flacheninhalt des Rechtecks gleich ab ist
und der Fldcheninhalt der beiden Dreiecke

2 _ 2 -
gleich £ /3 bzw. %- J3, folgt

ab=2<‘:—z ﬁ—%z ﬁ):% J3@i-b3. ()

Da der Umfaag des Rechtecks gleich 2(a+ b)
und der Umfang des groBeren gleichseitigen
Dreiecks gleich 3a ist, erhalten wir das ge-
suchte Verhiltnis.

Aa+b) 2(, b
detb)_2(y,2),
=3 3( a)

Um g zu ermitteln, miissen wir also zunéchst

@

b .
x =- bestimmen.
a

Nun folgt aus (1)
a’—br 2

__, also a_b_2 \/5

ab 3 b a 3

Wegen x =é #0 erhalten wir daher
a

1 2 5
——x=%/3,
X x 3\/

x2+§\/§-x—1=0.
Diese quadratische Gleichung hat genau

eine positive Losung, nimlich

1z, N 1 7.2 = 1 =
=—=/3 —+1=—=/3+2/3==-/3.
*=—3V +\/3 3V3+3V3=343
Wegen (2) folgt daher

2 1 =\ 2 =

=Z{1+-/3)=2(3 ’

=5(1438)=5(2+43)
Das gesuchte Verhdltnis der Umfiinge betriigt
daher

2 —
q=(—)(3+\/3)z1,052,

d. h., der Umfang des Rechtecks ist nur wenig
groBer als der Umfang des groBeren der
beiden gleichseitigen Dreiecke.

W9*1123 Es sei p eine Primzahl, die groBer
als 3 ist. Dann ldBt sich p stets in der Form



6m+1 oder 6m—1 darstellen, wobei m eine

natiirliche Zahl ist. Wire nidmlich p gleich

6m, 6m+2, 6m+3 oder 6m+4, so wire p

wegen p>3 nicht Primzahl, da alle diese

Zahlen durch 2 oder durch 3 teilbar sind.

Es sei nun p=6m+ 1. Dann gilt

p?>=36m?+12m+1. Ist nun m=2k

eine gerade Zahl, so erhilt man

p2=36-4k2+12 2k + 1=24(6k*> + k) +1.

Ist aber m=2k+ 1 eine ungerade Zahl,

so erhdlt man

pr=36(2k +1)2 + 12(2k+ 1)+ 1
=36(4k? + 4k + 1)+ 24k + 12+ 1
=24(6k*+ 7k +2)+ 1.

In beiden Fillen 1iBt also p? bei der Divi-

sion durch 24 den Rest 1.

Es sei p=6m—1.

Dann gilt analog wie oben

firm=2k p*=24(6k>—k)+1;

fir m=2k+1 p?=24(6k*+5k+1)+1,

d. h, auch in diesen beiden Fillen 146t p?

bei der Division durch 24 den Rest 1.

Die in der Aulgabe formulierte Behauptung

ist also fir alle Primzahlen, die groBer als

3 sind, richtig.

W9*1124 Die Anzahl der Zuschauer, die

mit Autobussen abgefahren sind, sei gleich x.

Dann gilt x > 150. Ferner ist x durch 6 teilbar,

weil sich in jedem der 6 Autobusse gleichviel

Personen befanden. Aber auch 15°/, von x,

d. s 0,15x=%x, ist eine ganze Zahl, da

genau 15°/, mehr Personen als x zu FuB
gingen. x ist also nicht nur durch 6, sondern
auch durch 20 teilbar, daher ist x durch 60
teilbar.

Nun gilt nach Voraussetzung einerseits
x> 150 und andererseits, da die Gesamtzahl
der Zuschauer x+1,15x=2,15x betrug und
nicht groBer als 400 war,

2,15x £400,
x§ﬁ= 186—10—.
2,15 215

Aus 150 <x <186 folgt nun, weil x durch 60
teilbar ist, x=180. Daraus [olgt weiter
2,15x=2,15-180=1387. Es waren also genau
387 Zuschauer in dem Kino.

Wir iiberzeugen uns noch davon, da damit
alle Bedingungen der Aufgabe erfiillt sind:
180 Zuschauer, das sind mehr als 150, fuh-
ren mit 6 Autobussen nach Hause (30 in
jedem Autobus);

180-1,15=207 Zuschauer gingen zu FuB;
insgesamt waren also 180+207=387 Zu-
schauer in dem Kino, d.s. nicht mehr als
400.

A 10/1241125 Wir bezeichnen die zu be-
rechnende Zahl mit x und erhalten

'x=\/2+—ﬁ- \,[:+ 2+_ﬁ~\/2;73
N o (1)
wobei a=2+\[2+ﬁ. Nun gilt

,/2+V’Z-\/5—JE=\/;T=\/2—J;4E
: V)]

Ferner gilt

\/2+\[2—+—\/3-\/2-\/2+—\/§= 4-2-/3
V2= /3und )
\ﬁ;ji-ﬁa/maﬂﬂ. @

Aus (1), (2). (3), (4) folgt x=1, und x ist eine
rationale Zahl.
A10/1241126 Wegen x>y sind die Un-
gleichungen
x*—y*
4y?
genau dann erfiillt, wenn
xt—y* >1> X -y .
4y>(x—y) 4x*(x—y)
Nun gilt
= Xyt Py (x—y)
4y*(x—y) 4y (x—y)
_ P+ x4y X +xty4xp’+y>
B 4y? B 4y°

4 4

x =y
1
4x3 (m

>x—y>

4

)

3 2
1("—,+"—2+5+1>>141+1+1+1)=1;
yiy 4

aly )

x_, x?
denn aus x>y>0folgt =>1,—5>1"
y y

3
und x—3> 1. Entsprechend gilt
y

x*=y* X+ xly+xyi+y?
4x3(x—y) 4x3

2 3
1<1+¥+y +2 )<%(1+1+1+1)=1; o)
X

a X
yZ

denn aus x>y>0folgtz<l,—5<l
x x

3
und y—3<1.
X

Aus (3) und (4) folgen die Ungleichungen (2),
womit gleichzeitig die Ungleichungen (1)
bewiesen sind.

W 10/12 1127 Wir untersuchen die fol-
genden Fille:
1. Fall: x23.
Dann gilt [2x—3|=2x-3,
[x—3]=x-3, [dx—1|=4x—1,
also 2x—3+x—-3—-4x+1=0,
—x-5=0,
x=—5,
d. h,, in diesem Fall hat die Gleichung wegen
x23 keine Losung.

2. Fall:%§x<3.

Dann gilt [2x—3|=2x-3,
[x=3|=3—x, [4x—1|=4x—1,
also 2x—3+3—x—-4x+1=0,

—3x+1=0,

.

x=:,
3
d. h., auch in diesem Fall hat die Gleichung

wegen xgzg keine Losung.

3. Fall:1§x<§.
. 4 2

Dann gilt [2x—3|=3—2x,
[x=3|=3—x, [4x—1|=4x—1,
also 3-2x+3—x—-4x+1=0,
—Tx+7=0,
x=1.

In diesem Falle hat also die Gleichung die
Losung x=1.

4. Fall:x<1.
4

Dann gilt [2x—3{=3-2x,
[x=3|=3—x, dx—1|=1-4x,

also 3-2x+3—x—1+4+4x=0,
x+5=0,
x=—15.

In diesem Falle hat also die Gleichung die
Losung x = —5. Die gegebene Gleichung hat
also genau zwei Losungen, namlich x=1
und x=—5.

Durch die Probe iiberzeugen wir uns davon,
daB das tatsdchlich Losungen der Gleichung
[2x — 3]+ |x— 3] — |4x — 1| =0 sind;

wir erhalten niamlich

firx=1: [2=3[+]1=3]-|4—1|
=1+2-3=0;

fir x=—~5: |—10-3]+|-5-3|—-|-20—1]|
=13+8-21=0.

W 10/12 e 1128

Aus log,4,7=a [lolgt 14°=7,
aus log,,5=b folgt 14°=5,
aus log,s28=z folgt 35°=28.
Aus (1) und (2) folgt weiter
149-142=17- 5, also 14°*>=135,
Aus (4) und (3) folgt wegen (1)
14e+bz_28_4.7=4-14° (5)
Nun gilt wegen (1)

2-14° =14,also 2=14'"°,

daher 4=(14!"9)2=142"2¢

Aus (5) und (6) folgt

14(n+b)z= 142—2a . 14n= 142—a,

also (@+b)z=2—a und wegen a+b+0

1
@)
3)

Q)

©

s 28
" a+b ’-a
Daher gilt log, 28 ="—.
aher gilt log, s

W 10/12*1129 Wir bezeichnen die zu be-
rechnende Linge der Diagonaleﬁ mit x,
ferner die Winkel *DAB=a und &BCD
=7 (vgl. die Abb.).

Dann gilt, weil ABCD ein Sehnenviereck ist,
a+7y=180° also y=180°—a.
Nach dem Kosinussatz gilt in dem Dreieck
ABD
x?=a*+d?*-2ad cosa
und in dem Dreieck CDB
x2=b%+c?—2bc cosy
=b2+ 2 —2bc cos(180° —a),
x2=b?+4c?+2bc cosa.
Aus (1) und (2) folgt nun
a2 +d? —2ad cosa=b*+c? +2bc cosa,
2(ad +bc)cosa  =a*+d*—b*—c?,
_at+d?—b*—c?
2(ad +bc)

1)

2

3)

cosa

23



Aus (1) und (3) folgt weiter
2,02 p2__ .2
2ad® +d?*—b*—c

2_ .2 2

X=athdt- 2ad+bo)

x2=(az+d2)(ad+bc)—(a’+d2)ad

ad +bc
+(b2+c2)ad
ad+ bc

xz=(az+dz)7Jc+(bz+cz)ad)ad
ad+bc ’

x =\/(az+d2)bc+(bz+cz)ad
ad+bc

W 10/12*1130 Um zu beweisen, da

z=(10%73 410724+ ... + 10+ 1) (1074 + 5)

+1 gleich dem Quadrat einer natiirlichen

Zahl ist, setzen wir

x=1+10+10"+... +10'°72 +10!%73,

Dann gilt

10x=10+102+... +10!%72 41073

+10'274 also 9x=10'%"*—1,d. h.
101974_1

9
101974

T‘l(101974+5) +1,

2=S[(10774)2 4.5 10174~ 101974 — 5.+9],

. Daraus folgt

z

z=-—;[(10‘°"‘)2+4- 101974 + 4]

_ 101974+2 2
73 «

101°74 4 2 ist durch 3 teilbar, weil die Quer-

10l974+2

summe 3 betrdgt. Daher ist eine

natiirliche Zahl, und z ist gleich dem Quadrat
dieser natiirlichen Zahl, w.z. b. w.

Losungen zu alpha-heiter

TrugschluB
Bis zur Gleichung (5) sind alle SchluBfolge-
rungen richtig. Denn in der Gleichung (5)
steht in der eckigen Klammer auf der linken
Seite der Term
1 1 1

——2n+D=n+l—n—-=—
n+1 2(n+) n+l—n 5=3
und auf der rechten Seite

1 1
—2n4 D) =n—p——=—
n 2(n y=n—n 5

Tatsachlich gitt (1) = (1, weit L=1
atsichlich gilt | 5} = |-3 ), ey

24

Aber aus der Gileichung (8) folgt nicht
1 1

2 2’

denn aus der Gleichheit der Quadrate zweier

rationaler Zahlen folgt die Gleichheit dieser

Zahlen nicht, wenn sie ein verschiedenes

Vorzeichen haben. Daher ist auch der Schluf3

von (5) auf (6) falsch, und es gilt nicht n+ 1 =n.
Dr. R. Liiders, Berlin

Silbenriitsel

1. Oktaeder
2. Laufer
3. Yard
4. Multiplikation
5. Parabel
6. Intervall
7. Algebra
8. Differenz
9. Exponent

Losungswort: Olympiade
Fiillriitsel
Wir bezeichnen die siebenstelligen Zahlen
inder 1., 2. usw. Zeile des Schemas der Reihe
nachmita, b, ¢, d, e, f, g.
Nun gilt wegen 2'°=1024
220=210. 2101024 - 1024=1048 576 mit
der Quersumme g=131,
221 =2 09# 152 mit =26,
=25,
223=8388 608 mit g=41,
ferner ist 2**> 107 und 2'° < 10°.
Daher erhalten wir 2=2097152 und
¢=8388608. Ferner ist 9% < 10°,
97=4782969, 9°> 107, also b=4782 969 mit
2?22=4194304 mit ¢=25.
Die Zahl 3593970 hat nur die [olgenden
Teiler, die siebenstellige Zahlen sind:
3593970:2=1796985 mit g=45 und
3593970:3=1197990 mit g=136.
Dabher ist e=1796985.
Da f ein Vielfaches der nicht durch 9 teil-
baren Zahl 893615 ist und wegen der Quer-
summe 27 durch 9 teilbar ist, kann nur
f=893615-9=8042535 sein; denn
893615 - 18 ist bereits eine achtstellige Zahl.
Wiire die erste Grundziffer der Zahl g kleiner
als 9, so wiére ihre Quersumme kleiner als
9+8+746+5+4+3=42. Das widerspricht

aber der Voraussetzung, wonach die Quer-
summe gleich 42 ist. Daher ist g=9 876 543.
Nach Voraussetzung besteht die Zahl d aus
lauter gleichen Grundziffern. Bezeichnen wir
diese mit x, so gilt fiir die Summe in der ersten
Spalte

2+4+8+x+14+8+9=40,

x+32=40,
x=8.

Also ist /=8 888 888.

Damit haben wir die vollstindige Losung
erhalten (vgl. das Schema!). Wir iiberzeugen
uns noch davon, daB die Summen in der
ersten Spalte, in der letzten Spalte und in den
beiden Diagonalen jeweils gleich 40 sind.

Fremdkorper

A Primzahlen

B AuBenwinkel

C Rechtecke

D axialsymmetrische
Figuren
Buchstaben
Einermengen
Linien

PARABEL

Omm
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Inhaltsverzeichnis 1967 bis 1973
(leicht gekiirzt)

alpha (Zeitschrift alpha)

2/67, 1/68 Wissen wo (eine Anleitung zum
Selbststudium) (H. Herzog/J. Lehmann) e
6/68, 6/69 alpha berichtet (J. Lehmann) e
5/69 An die Leser der Zeitschrift alpha (A.
Markuschewitsch) ® 6/71 Wie entsteht die
Zeitschrift alpha? (H. Jittner/P. DreBler,
J. Lehmann)

Ahnlichkeitslehre
4/67 Guter Mond, du gehst so stille ...
Gorke)

Aufgaben

5/67 Aufgaben aus Mathematikbiichern der
Estnischen SSR (O. Prinits) ® 6/68 GriiBe
aus der Demokratischen Republik Vietnam
(H. Tang/Nguyen lam Son) @ 6/69, 1/70
Priifungsaufgaben aus Island (G. O. Gests-
son) ® 1/70, 4/70 Prifungsaufgaben aus
Tansania (W. Biichel) ® 3/72 Mathematik
und Sport (Th. Scholl) @ 5/72 Mathematik
und Russisch (OS Débeln) ® 1/73 Einige
Aufgaben aus AbschluB- und Reifepriifun-
gen (G. Piiffeld) Uber eine Aufgabe der XII.
IMO (H.-D. Gronau/W. Harnau) Probleme
- XII. IMO

(L.

Berichte

1/67 Internat. MathematikerkongreB 1966
(Moskau) (D. Ziegler) ® 2/67, 3/69 alpha
berichtet aus aller Welt @ 5/67 Nowosibirsk
(W. Friedrich) ® 5/67 Aus der Sowjetunion
berichtet ® 6/68 Junge Mathematiker erleb-

ten Jahrestagung der Mathematischen Ge- .

sellschaft in Rostock (H. Titze) ® 1/71 Die
Mathematik ist schén (R. Peter) @ 1/71
IV. Internat. Physikolympiade ® 1/71 Tau-
gen Maidchen fir die Mathematik? @ 2/71
10 Jahre Weltraumflug (W. Triger) ® 2/72
alpha international (Red.) @ 3/72 Mathema-
tikstudenten im Forschungsstudium (O. Krd-
tenheerdt) ® 4/72 Technische Universitiit
Dresden (R. Sonnemann) @ 1/73 Festival-
Initiative (K. Bachmann) @ 6/73 Solidaritit
in Aktion (DRV) @ 6/73 Sei stolz auf Deine
Organisation, Junger Pionier! @ 6/73 Aus
der Zentralschule der Pionierorganisation
E. Thélmann berichtet (1. Koch)

Berufe
3/67 Vermessungsingenieur mit Hochschul-
studium (W. Zill) #6/67 Als Diplommathe-

matiker in Dubna (G. LaBner) ® 6/67 Als’

Mathematiklehrer in Tansania (H. Biichel) ®
2/68 Elektronische Datenverarbeitung — eine
Perspektive ® 2/68 Chemieanlagenbauer mit
und ohne Abitur (J. Pénisch) ® 3/68 Fach-
arbeiter fiir Datenverarbeitung (Ch. Papen-
dorf) @ 4/68 Mathematisch-technischer As-
sistent (G. Paulin) @ 5/68 Ingenieur fir
Programmierung (W. Léupold) @ 6/68 Di-
plom-Mathematiker (Rechentechnik und Da-
tenverarbeitung) (J. L6tzsch/G.' Seifert) @
2/69 Spezialklassen an mathematischen Fa-
kultiten ® 3/69 Ulrich Zdhle berichtet
(U. Zdhle} ® 4/69 Vom IMO-Teilnehmer
zum Doktor-Aspiranten (H. Ernst) ® 5/69
Hochbauzeichner - ein Beruf fiir Madchen @
6/69 Diplom-Mathematiker (H. Girlich) e
1/70 Diplomlehrer fir Mathematik (R. Mild-
ner) ® 5/70 Bauingenieur (W. Wittig) e
6/70 Hochschulingenieur (G. Burucker)
1/71 Vermessungsfacharbeiter und Karto-
graphiefacharbeiter @ 5/72 Studienméglich-
keiten an der Hochschule fiir Architektur und
Bauwesen Weimar (D. Schwaab) e 1/73
Geophysiker (R. Rosler) Statistiker (E. Blii-
her/R. Schroter) ® 4/73 Diplomlehrer fiir

- Physik (M. Wurlitzer) *

Beweise

2/67, 3/67 Beweise durch vollstindige In-
duktion (W. Stoye) @ 1/69 Spieglein, Spieg-
lein an der Wand (W. Trager) ® 4/69
Mathematikprobleme - selbst gemacht
(Nazla H. A. Khedre) @ 4/71 Ein interessan-
ter geometrischer Beweis (E. Schroder)

Biographien

2/67 Gottfr. Wilh. Leibniz als Mathematiker
(W. Purkert ® 4/67 Leonhard Euler 1707 bis
1783 (H. Bernhardt) @ 4/67 Gaspard Monge
1746 bis 1818 (E. Schroder) ® 5/67 A. J.
Chintschin (H. Bernhardt) @ 5/67 Aus der
Jugend A. J. Chintschins (A. Artisow/Mu-
romzewa) ® 4/68 August Ferdinand Mébius
1790 bis 1868 (H. WuBing) @ 1/69 Lew Danilo-
witsch Landau (B. Zimmermann) e 4/69
Evariste Galois (E. Hertel/O. Stamfort) e
5/69 Prof. Dr. rer. nat. habil. Frieder Kuh-
nert (J. Gronitz) @ 6/69 Michael Stifel (J.
Schwarz) @ 6/69 Alexander Ossipowitsch
Gelfond (H. Boll) @ 1/70 Mathematik in der
Familie W. 1. Lenins (G. N. Wolkow) e
3/70 Janos Bolyai (1. Reimann) @ 4/70 Auf
den Spuren Jakob Steiners (E. Schréder) @
5/70 Leninpreistriger Lew Semjonowitsch
Pontrjagin @ 6/70, 2/71, 4/71 Albrecht Diirer
(E. Schroder) ® 6/70' Die Leninpreistriger
Jurij Rezanov und Jurij Prochorov e 1/71,
4/71 Der Weg eines Talents — Olga A. Lady-
schenskaja (J. Senkjewitsch) e 5/71, 1/72,
2/72 Ramanujan — das mathematische Genie
Indiens (V. Lewin) ® 6/71 Johannes Kepler
(Th. Riedrich) @ 5/72, 6/72, 1/73 Nicolaus
Copernicus (H. WuBing) @ 5/73 A. Ljapunow
(L. Boll) @ 6/73 Uber den Schépfer einer
neuen Geometrie/N. J. Lobatschewski (A.
Halameisdr/B. A. Rosenfeld)

Funktionen

6/70, 2/71, 4/71 Was ist eine Funktion?
(A. N. Kolmogorow) @ 2/73 Funktionen
und ihre graphische Darstellung (Leseprobe)

Geometrie, darstellende

6/67 Darstellung von Punkt und Gerade
in zugeordneten Normalrissen (E. Schroder)
® 1/68 Abstand zweier Punkte im Raum
(E. Schrider) ® 2/68 Darstellung einer Ebene
in zugeordneten Normailrissen (E. Schroder)
® 4/68 Bestimmung der wahren Gestalt
einer ebenen Figur (E. Schroder) @ 1/70
Auch ein SchluBlicht hat es in sich (E. Schré-
der) @ 5/70 Ein kleiner Dreh fishrt zum Ziel
(E. Schroder) @ 5/72, 6/72 Darstellende
Geometrie und Architekturausbildung (E.
Kiihn)

Geschichte der Mathematik

6/68 Der mathematische Wettstreit in der
Antike (M. Otto) @ 6/68 Mathematische
Manuskripte von Karl Marx (R. Sperl) o
1/69 Was bedeutet eigentlich ,,.x**? (Aus
,JPo svetu 11/67) @ 1/70 Uber die Anfinge
der Mathematik aus: Die Mathematik in der
Antike (H. WuBing) @ 6/69 bis 5/70 Mathe-
matik-Kalender (W. Heinig/J. Lehmann) e
3/71 Geschichte der Mathematik der Tsche-
choslowakei (O. Langer) ® 2/73 In alten
Mathematikbiichern geblattert (J. Lehmann)

Gleichungen/Ungleichungen

1/68 Eine schwierige Hausaufgabe (R. Lii-
ders) ® 2/68 Der Lucassche Turm (J. Fror-
mann) @ 6/69 Uber Funktionsgleichungen
mit absoluten Betrigen (W. Triger) @ 4/70
Einige Ungleichungen fiir Fakultiten (V. I.
Lewin) @ 6/70 Uber Gleichungen mit abso-
luten Betriigen (W. Triger) ® 2/72 Zwei
Beweise einer Ungleichung von Cauchy (W.
Dziadek) ® 5/72 Diophantische Gleichun-
gen (H. Menzer) @ 1/73 Ungleichungen im
Bereich der nat. Zahlen (J. Lehmann) e
4/73 Ein Verfahren zur Abspaltung linearer
und quadratischer Polynome (H. Butzke)

‘Graphentheorie

3/71 Uber die Ramseyschen Zahlen (J.
Sedlicek) @ 4/72 Der Graph (J. I. Churgin) @
6/72, 1/73, 2/73, 4/73 Aus der Graphen-
theorie (W. VoB)

Kombinaterik )

6/71 Geometrische Kombinatorik (L. Lovasz/
J. Pelikan) @ 6/71, 2/72, 3/72 Welche, wie
viele Maglichkeiten gibt es? (W. Tiirke)

Literatur

4/68 Formen und Formeln, Fr. v. Krbek,
Eine Buchbesprechung (W. Arnold) @ 6/70
Quant — eine neue physikalisch-mathemati-
sche Schiilerzeitschrift @ 6/70 Jugend und
Mathematik — eine mathematische Schiiler-
zeitschrift der Demokratischen Republik
Vietnam ® 4/72, 5/73 Formeln — was dann?
(. 1. Churgin) ® 5/72 Sammelbildserie:
Beriihmte Mathematiker (Red.) o 6/72
Menschen messen Zeit und Raum (E. Padelt)



® 5/73 alpha zu Gast bei Quant o 5/73
Der Repetitor (aus: Moskauer Komsomolze)
® 6/73 Mathematische Schiilerzeitschrift
der DRV (H. Chung)

Logik

2/68 Notwendig oder hinreichend ~ das ist
hier die Frage (M. Rehm) #» 3/70 Mathe-
matische Logik fiir Anfanger (Leseprobe) @
5/70 Achtung Kreuzung — Vorfahrt beach-
ten! (W. Triiger) ® 5/72, 6/72, 1/73, 2/73
Kleine Worte — GroBe Wirkung (L. Flade)

Mengenlehre

1/67 Mit Mengen fangt es an(1) (W. Walsch/
H. Lohse) @ 2/67 Wir operieren mit Mengen
(2) (W. Walsch) @ 3/67 Wir untersuchen
Abbildungen (3) (W. Walsch) e 4/67 Wir
l6sen Aufgaben aus der Mengenlehre (W.
Walsch) @ 2/69 Zweiermengen und geord-
nete Paare (H. Tiede)

Nomographie

2/70, 3/70, 4/70, 5/70 Nomogramme er-
setzen oder kontrollieren unsere Berechnun-
gen (W. Triger)

Olympiaden — Olympiadeaufgaben

1/67 VIII. IMO 1966 (J. Lehmann) e 1/67
Wir losen eine Aufgabe der VIII. IMO (H.
Bausch) e 1/67 bis 6/67 VI. OJM der
DDR e 2/67 Mathematischer Leistungsver-
gleich Praha-Neubrandenburg (J. Lehmann)
® 3/67 Mathematischer Mannschaftswett-
bewerb (M. Mithner/G. Schulze) @ 3/67
Mathematische Wettbewerbe in England e
4/67 Mathematikolympiaden in Bulgarien
(S. Bodurow) @ 5/67 Mathematikolympia-
den in der UdSSR, Allunionsolympiade
Tblissi 1967 (J. Petrakow) ® 5/67 Eine vor-
bildliche Jahresarbeit (R. Hoppner) @ 6/67
IX. IMO 1967 (H. Bausch) ® 1/68 bis 6/68,
2/69 VII. OJM der DDR @ 1/68 18. Mathe-
matischer Jahreswettbewerb USA 1967 e
5/68, 6/68, X. IMO 1968 (H. Bausch/W. Bur-
meister) ® 6/68 Allunions-Fernolympiade
(R. Liiders/J. Lehmann) @ 1/69 bis 3/69,
6/69, 2/70 VIII. OJM der DDR o 3/69
Concursul de matematica (SR Ruménien) ®
5/69, 1/70 XI. IMO 1969 (H. Bausch/J. Leh-
mann) & 5/59 Fernolympiade Mathematik,
UdSSR 1968 (G. Ulbricht) @ 1/70 bis 4/70
IN. OJM der DDR e 2/70 Mathematik-
olympiaden in der CSSR (O. Langer/St.
Hordk) @ 3/70 Mathematische Schiilerwett-
streite in Ungam (1. Reimann/M. Walter) @
4/70 Mathematische Wettbewerbe in Schwe-
den @ 5/70 XII. IMO 1970 (H. Bausch/J.
Lelimann) e 1/71 bis 4/71 X. OJM der DDR
® 2/71 10 Jahre Olympiade Junger Mathe-
matiker der DDR @ 2/71 Mathematikolym-
piaden in der MVR e 2/71 Osterreichische
Mathematikolympiade ® 5/71 Concursul
de inatematica (SR Ruminien) @ 5/71 XIII.
IMO 1971 (J. Lelimann) ® 1/72 bis 5/72
XI1. OJM der DDR ¢ 1/72 FDGB-Urlauber-
Olympiade 1972 (W. Triger) ® 3/72 Ma-
thematikolympiaden in der VR Polen (S.

Straszewicz) ® 3/72 Riickblick auf die XIII.
IMO (Red.) ® 3/72 Mathematikolympiade
in der Republik Kuba (L. J. Davidson) e
5/72 XIV. IMO 1972 (J. Lehmann) @ 1/73
bis 5/73 XII. OJM der DDR @ Mathe-
matikolympiaden in den Niederlanden (A.
v. Tooren) ® 4/73 1. Physikolympiade des
Bezirkes Leipzig ® 5/73 XV. IMO 1973 (J.
Lehmann)

Planimetrie

1/68, 2/68, 3/68 Nichts Einfacheres als ein
Quadrat (H. Wiesemann) @ 5/68 Was ist ein
Viereck? (L. Gorke) e 6/68, 1/69, 3/69,
5/69, 6/72 Mit Zirkel und Zeichendreieck (J.
Lehmann) e 1/69 Spieglein, Spicglein an
der Wand (W. Triger) ® 3/69 Mit Bleistift
und Lineal (E. Schroder) e 3/69 Bange

machen gilt nicht! Modell eines geom. Ex- -

tremwertproblems (Th. Scholl) ® 5/69 Ube
sinnvoll - iiberall! Anleitung zur Arbeit
am Dreieck (G. Pietzsch) e 6/69 Kleine
geometrische Exkursion (Th. Scholl) @ 2/70
Wie 16st man eine Konstruktionsaufgabe?
(H. Titze) ® 3/70, 4/70 Omamente (R.
Bittner) ® 2/72 Arbeitsblatt Geometrie (H.
Herzog) @ 3/72 Die Ellipse als Normalpro-
jektion des Kreises (E. Schroder) @ 3/73
Spiegelung am Kreis (Ch. Meinel) @ 4/73
Eine interessanic, aber schwierige Aufgabe
(R. Liiders) ® 6/73 Heronsches Dreieck
1973/74 (F. Klar/H. Decker)

Stereometrie

1/69 FernsehfuBball ~ regulire Polyeder
(E. Schroder) @ 2/69 Der Eulersche Poly-
edersatz (H. Giinther) ® 5/71 Durch die
Welt der Tetraeder (G. Geise)

Unterbaltung

3/68, 4/68 Wir l16sen ein Zahlenritsel (Th.
Scholl) @ 3/68, 4/68, 5/68 Eine Knobelge-
schichte 1., 2., 3. Teil (W. Triger) ® 6/68
Schoén ist so ein Ring(el)spiel (J. Frormann)
® 3/69 An welchem Wochentag wurde ich
geboren? (W. Unze) ® 4/69 Wir stellen ein
Zahlenritsel auf (W. Triger) @ 1/71 Wir
spielen mit optimaler Strategie (W. Triger)
® 3/71 Wirklichkeit und Tauschung (J.
Sedlicek) @ 1/72 Kryptarithmetik (J. Leh-
mann/R. Liiders) ® 1/72 Geometrisches
Kreuzwortritsel aus Quant e 2/72 Ein
mathematisches Kreuzwortritsel (Ch. Riehl)
@ 1/72 Mathe-Quiz im Ferienlager (J. Leh-
mann/W. Triger) ® 3/73 alpha-Spiel-Maga-
zin (J. Lehhmann) e 6/73 Mit Zirkel, Pinsel
und Schere (J. Lehmann)

Verbindung zur Praxis

3/67 Schwankt der Fernsehturm? (W. Zill) @
3/67 Der Berliner Fernsehturm (W. Zill) ®
4/67 Auf den Spuren Roald Amundsens (S.
Meier) ® 5/67 Erfahrungsaustausch mit
sowj. Wissenschaftlern (Bratsk) (H. Werner)
® [ /68 50 Jahre Rote Armee ® 1/68 Dresden
in Zahlen (W. Weidauer) @ 1/69 Messegold

fir PrizisionsreiBzeuge (A. Hanisch) e
2/69 Staatlicher Mathematisch-Physikali-
scher Salon, Dresden — Zwinger (H. Grétzsch)
®- 3/69 Mathematische Modelle aus der
DDR (W. GlaB) e 4/69 Multicurve (E.
Schroder) ® 4/69 Aus der VAR berichtet ®
6/69 Mathematik und Musik (Ch. Lange) @
6/69 Rund um das Schachbrett (K. Kannen-
berg) ® 1/69 bis 6/70 Einfithrung in die
Elektronische Datenverarbeitung (J. Fror-
mann) @ 4/71 Waffen aus Suhl (E. Hoff-
mann) ® 6/71, 1/72 Wie schnell fliegt ein
Uberschallflugzeug? (W. Triger) e 3/72
FluidkompaB Sport 3 (Red.) @ 4/72 Die
Rechenmaschine - ein Souvenir aus der So-
wjetunion (A. Mertens) @ 6/72, 2/73 Mathe-
matik im Reich der Tone (E. Schroder) @
2/73 Uber die Bedeutung der Mathematik
fiir den Markscheider (H. Meixner) ® 2/73
Gut gedacht ist halb gelést (J. Lehmann/W.
Unze) @ 3/73 Mit Karte und KompalB e
4/73 Herstellung eines Rechenstabes (A.
Ewert) ® 5/73, 6/73 Millionen auf der Blei-
stiftspitze (A. Halameisir)

Zahlenbereiche

5/68 Ube sinnvoll — Anleitung zum Rechnen
mit gebrochenen Zahlen (G. Pietzsch) e
172 Uber zwei Operationen mit Zahlen
(K. Tschimow) @ 1/73 Einige Fragen und
Aufgaben ungewohnter Art (G. Pietzsch) @
4/73 Mathematik und Physik (E. Mittmann)
® 5/73 Primzahlen (A. D. Bendukidse)

Zahlenfolgen

6/67 Einige Aufgaben iiber Folgen aus den
Schriften des Altertums (A. A. Kolosow)
® 3/68, 4/68, 5/68, 6/68, Elementare Zahlen-
folgen (H. Lohse)

Zahlentheorie

3/69, 4/69, 5/69, 1/70, 2/70 Rechuen mit Re-
sten (G. Lorenz) ® 5/70 Freitag der 13.
(T. Bailey/G. Hofmann) @ 4/71 Die Teil-
barkeit durch 7 (E. Naumann) e 2/72, 3/72
Die Arithmetik der Binominaikoeffizienten
(D. B. Fuchs) e 3/73 Gitterpunkte (M.
Giinther)

Zirkel (Arbeitsgemeinschaften)

5/67 Mathematischer Wettbewerb (W. Wer-
ner) ® 5/68 Was verbirgt sich hinter: MBZ 82
(G. Horn) @ 3/69 Ein Zirkelnachmittag liber
,»,18. Mathem. Jahreswettbewerb der USA*
(W. Triiger) ® 2/72 Uber eine mathematisch-
physikalische Schule in Kiew (L. A. Kalou-
jine) @ 4/73 Arbeiispline Mathematik
(KI. 7/8)/(D. Klopfel) @ 4/72 Uber unsere
Arbeit mit der mathematischen Schiilerzeit-
schrift alpha (AG Math. Liibtheen) ® 4/72
Mathematik frei Haus (K orrespondenzzirkel)
(R. Bergmann) @ 5/72 Mathematikern iiber
die Schultern geschaut (H. Bode) @ 3/73
Ein Mathematikzentrum in Aktion (W. Hen-
ker) ® 5/73 Mathematik im Moskauer
Pionierpalast auf den Leninbergen (V. Trost-
nikow) @ 6/73 Rechenzentrum alpha begei-
sterte in der Berliner Wuhtheide (E. Zschech)
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