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Aufgaben fiir Freunde

der Friedensfahrt

Er ist ein Individualist!

Vignetten: Josef Kaczmarczyk ¥

Klasse §

Der Fahrer, der als erster, zweiter oder
dritter das Ziel einer Etappe der Friedensfahrt
erreicht, erhilt eine Zeitgutschrift von 30 s,
20 s oder 10 s. Am Ende einer Friedensfahrt
hat ein Fahrer insgesamt 80 s Zeitgutschrift
erhalten, weil er wiederholt vordere Plitze
an den Etappenzielen belegte.

Welche Moglichkeiten bestehen fiir seine
Erst-, Zweit- und Drittplazierungen bei den
einzelnen Etappen?

Klasse 6

Das Symbol der 25. Friedensfahrt bestand
aus drei konzentrischen Kreisen mit dem
Radius r, deren Mittelpunkte auf einer Ge-
raden liegen und voneinander den Abstand r
haben.

Klasse 7
Bei einer Etappe fallen aus der Spitzengruppe,
die mit 48 kh_m Geschwindigkeit fahrt, zwei

Fahrer infolge Reifenschadens aus. Nach
1 min 15 s Wartezeit ist der Reifenschaden
durch Radwechsel behoben, die beiden Fah-
rer starten wieder und die davongeeilte
Spitzengruppe befindet sich in diesem Zeit-
punkt bereits 24 km vor dem Etappenziel.

Welche Geschwindigkeit miiBten beide Fah-
rer mindestens vorlegen, um zur Spitzen-
gruppe spitestens am Ziel aufzuschlieBen?

Radwechsel, ohne anzuhalten

16. Etappe der 26. Internat. Friedensfahrt:
Der sprintstarke Waleri Lichetschow
siegt in Berlin

Klasse 8

Der bei der Friedensfahrt 1967 auf der 174 km
langen Etappe von Kutno nach Poznan auf-

gestellte Streckenrekord von 48,2 kTm wider-

stand bei den folgenden fiin{ Friedensfahrten
den Anstirmen. Erst 1973 beim 26. course
de la paix wurde dieser Rekord innerhalb
48 h gleich zweimal iiberboten: Auf der 10.
Etappe von Nieporet nach Wloclawek legte
der Belgier René Dillen durchschnittlich
je Stunde 100 m mehr zuriick als der Sieger
der Rekordetappe von 1967. Bei der 11. —
150 km langen — Etappe von Torun nach
Poznan siegte der sowjetische Fahrer Waleri
Lichetschow mit der phantastischen Durch-

schnittsgeschwindigkeit von 49,8 Ehm

a) Welche Durchschnittsgeschwindigkeit er-
zielte bei der 26. Friedensfahrt der Sieger
der 10. Etappe?

b) Die voraussichtliche Ankunft der Frie-
densfahrer am Ziel der 11. Etappe der 26.
Friedensfahrt berechnete man durch Zu-
grundelegen der am Tage vorher erreichten
neuen Spitzengeschwindigkeit. Wieviel Mi-
nuten friiher als erwartet fuhr der Etappen-
sieger im Stadion von Poznan ein?

Klasse 9

Betrachte Text und Abbildung der Aufgabe
fir Klasse 6!

Zeige, daB die Flacheninhalte der in obiger
Figur schrafTierten Flichen gegeben sind
durch

22 1 a1 _1 A
Al_,Z(_J_ 2\/3) 6r2(4n 3/3),
A, =P 413 =P @n+33) und

1 5 1 =
A3=,1(§J3—g) =gr2(3J3—n)!

Klasse 10

Ein Rennrad ist mit 27er Radem (27er Réader
haben einen Durchmesser von 27 Zoll.
1 Zoll=25,4 mm) ausgeriistet und besitzt
eine Gangschaltung, die vorn aus zwei Ket-
tenblattern mit 46 bzw. 48 Zihnen und am
Hinterrad aus einer Zahnkranzkombination
mit 14, 16, 18 und 20 Zihnen besteht.

a) Wieviel Umdrehungen macht das Ketten-
rad in einer Sekunde, wenn der Fahrer mit
groBtem Gang mit der Geschwindigkeit

50 "E“-‘ fahrt?

b) Wie groB ist die Fahrgeschwindigkeit,
wenn sich das Kettenrad ebenso schnell wie
bei a) dreht und wenn jedoch der kleinste

Gang eingeschaltet ist?
W. Trdger
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Mit 150 km/h iibers
Netz

Von Klassesportlern geschlagene Pucks, Vol-
leybille, Tennisbille, Tischtennisbille usw.
erreichen enorme Geschwindigkeiten. Schau-
en wir uns den weiBen Zelluloidball mit
seinem Umfang von 3,5 cm und seinem Ge-
wicht von 2,4 bis 2,53 g etwas genauer an.
Bei freiem Fall aus 0,3048 m Hoéhe auf die
Tischtennisplatte muB er wieder zwischen
0,2032 und 0,2286 m hochspringen. Und wie
steht es mit seiner Geschwindigkeit?

Messungen ergaben folgende Werte: Die
Ballgeschwindigkeit bei einem Verteidigungs-
schlag mit Unterschnitt betrigt etwa 50 km/h
nach dem Schlag. Beim Aufprall auf der
Platte betrigt sie nur noch etwa 30 km/h.
Ein normaler Treibschlag, der den Angriff
vorbereitet, gibt dem Ball eine Geschwindig-
keit von 70 km/h, beim Aufprall reduziert
sie sich auf 50 km/h und danach wird der
Ball durch die Eigenrotation wieder schneller
und erreicht etwa 55 km/h. Schmetterbille
konnen nach dem Schlag bis zu 150 km/h
erreichen. Noch beim Aufprall hat der Ball
eine Geschwindigkeit von 100 km/h. Dem
Gegner bleibt bei einem solchen Schmetter-
ball auf die kurze Entfernung nur eine Re-

aktionszeit von genau % Sekunden.

Vergleicht einmal diese Zeit an eurem Foto-
apparat mit der Belichtungszeit von

% Sekunden! Daran werdet ihr erkennen,

wie wenig Zeit einem Spieler bleibt, um den
Angriffsschlag des Gegners zu kontern. Und
das kommt in einem Satz bis zu 350 oder
gar 400 mal vor.

Warum gibt es

im Sport soviel
ausgefallene Malle?

Die Frage, weshalb ein FuBballtor gerade
7,32 statt 7 m breit sein muB, eine Manner-
Kugel ausgerechnet 7,257 kg statt 7 kg wie-

gen soll und ein Hockeystock hdochstens
794 g wiegen darf, ist durchaus berechtigt.
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Der Sport hat hier ganz offensichtlich seine
eigenen Gesetze. Da England das Mutterland
des modernen Sports und vieler moderner
Sportarten ist, so haben sich auch diese in
England eingefiihrten MaBe und Gewichte
bis in die heutige Zeit iiberliefert.

Moy
s
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Wolfgang Schubert, aus: NBI

Ein FuBballtor sollte nadmlich bei seiner
Erfindung genau 24 FuB breit und 8 Fub
hoch sein, und das sind nun mal bei der Um-
rechnung in das metrische MaBsystem, das
seit 1875, seitdem die internationale Meter-
Konvention gilt, genau 7,32 m und 2,44 m.
Eine Minner-Kugel wiegt deshalb 7,257 kg,
da das genau 16 englische Pfund sind. Der
Abstand zwischen den Hirden auf einer
110-m-Hiirden-Strecke der Mainner betrigt
seit eh und je zehn Yards, also umgerechnet
9,14 m, wahrend eine Hiirde bei einem
400-m-Hiirden-Lauf ein Yard hoch ist, also
91,4 cm.
Ahnlich ist es auch in anderen Sportarten.
England hat inzwischen das Dezimalsystem
eingefiihrt. Fiir den Sport ist eine solche Um-
stellung aber noch nicht zu erwarten.
Volker Kluge (aus JW)
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Wolfgang Schubert

aus NBI 3/73
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~ Aufgaben fiir Freunde

des FuBballs

Karl Schrader, aus : NBI

Bei einem FuBballturnier ist das Punktver-
hiltnis einer Mannschaft das Verhaltnis der
insgesamt erreichten Plus- und Minuspunkte.
Ein gewonnenes Spiel bringt einer Mann-
schaft zwei Pluspunkte, ein verlorenes zwei
Minuspunkte und ein unentschiedenes Spiel
je einen Plus- und Minuspunkt. Bei der
Angabe eines Punktverhaltnisses wird der
Doppelpunkt lediglich als Trennzeichen zwi-
schen Plus- und Minuspunkten verwendet;
a:b ist hierbei eine Schreibweise fiir das
geordnete Paar [a; b], wobei a die Anzahl
der Plus-, b die Anzahl der Minuspunkte
angibt.

b =

Iwan Milkov, aus: Eulenspiegel 49/7.

Al A Vier FuBballmannschaften 4, B, C
und D tragen ein Turnier aus, wobei jede
Mannschaft gegen jede andere genau ein
Spiel austrigt, d. h. Riickspiele sind nicht
vorgesehen. Nach AbschluB des Turniers
ergibt sich folgender Punktestand:

Mannschaft Punktverhiltnis
B 6:0
D 3:3
A 2:4
C 1:5

Welche Aussagen konnen iiber den Ausgang
der einzelnen Spiele gemacht werden?

Hans Betcke,

A24 Bei einem FuBballturnier wird fiir
jede Mannschaft neben dem Punktverhiltnis
auch das Torverhaltnis angegeben. Dies ist
das Verhiltnis der erzielten Tore zur Zahl
der erhaltenen Gegentore. Am Ende eines
Turniers, bei dem jede der fiinf Mannschaf-
ten 4, B, C, D und E gegen jede andere genau
cin Spiel austragt, also keine Riickspiele
vorgesehen sind, ergibt sich folgender Ta-
bellenstand:

Mannschaft Punktverh. Torverh.
A 7:1 3:0

B 6:2 2:0

C 5:3 5:2

D 2:6 4:3

E 0:8 1:10

Gib fiir jedes ausgetragene Spiel das Punkt-
und Torverhiltnis an!

A3a Bei einem FuBballturnier, an dem
n Mannschaften (n>2) teilnehmen, trigt
Jjede Mannschaft gegen jede andere genau ein
Spiel aus, d. h., Rickspiele finden nicht
statt.

a) Wie groB ist die Summe aus allen Plus-
und Minuspunkten einer Mannschaft?

b) Wie groB ist die Summe aus den Plus-
punkten aller Mannschaften?

Willy Moese, aus: ZB

444 Bei cinem FuBballturnier hatte
Mannschaft 4 genau vier Spiele zu bestreiten ;
sie erzielte dabei das Punktverhiltnis 4 :4
und das Torverhiltnis 4 : 2.
Wieviele Maoglichkeiten bestehen fiir den
Ausgang  (Punktverhiltnis; Torverhiltnis)
der vier Spiele dieser Mannschaft?

W. Tréiger

Qualifikationsspiel

DDR-Albanien 2:0,

unser Bild: Joachim Streich (DDR)
beim Kopfball auf das albanische Tor.

27



Der ,,Euclides
Danicus‘*
von Mohr

(entnommen aus: K§zepiskolai Matematikai
Lapok, Budapest, 8/9 1972)

Hilfsmittel fiir geometrische Konstruktionen
sind das Lineal und der Zirkel. Das Lineal
dient dazu, um durch zwei gegebene Punkte
eine Gerade zu legen, der Zirkel, um einen
Kreis mit gegebenem Radius um einen ge-
gebenen Punkt zu zeichnen. Von den kon-
struierten Punkten werden nur die betrachtet,
die als Schnittpunkte von Geraden und Krei-
sen, die auf diese Weise gezeichnet werden,
auftreten. Im weiteren Verlauf der Kon-
struktion werden die bereits konstruierten
Punkte als gegeben angesehen.

Die mit Zirkel und Lineal ausfithrbaren Kon-
struktionen lassen sich demnach aus folgen-
den drei Grundkonstruktionen zusammenset-
zen:

aus der Konstruktion der Schnittpunkte

1. zweier Geraden,

2. einer Geraden und eines Kreises und

3. zweier Kreise.

Gegen Ende des 18. Jahrhunderts wies
Lorenzo Mascheroni (1750 bis 1800, Ordens-
bruder, lehrte an der Universitat von Padua
Mathematik) nach, daB sich alle geometri-
schen Konstruktionen auch mit alleiniger
Benutzung des Zirkels durchfiihren lassen.
(Aufgaben, in denen das Ziehen von Geraden
gefordert wird, sind als gelést anzusehen,
wenn zwei Punkte der Geraden konstruiert
werden kénnen.) Mascheroni verdffentlichte
seine beriithmte Entdeckung 1797 in Padua
in seinem Werk ,,La geometria delcompasso*.
Diese Arbeit erregte zu damaliger Zeit
groBes Aufsehen und hat dem Namen des
Verfassers in der Geschichte der Wissen-
schaft ein Denkmal gesetzt.

Weit weniger war in der mathematischen
Welt bekannt, daB der dinische Mathema-
tiker Georg Mohr bereits 125 Jahre vor
Mascheroni in seinem Werk mit dem Titel
,,Euclides Danicus“ zu demselben Ergebnis
gelangt ist.

Georg Mohr oder vielmehr Mohrendal (Moh-
renthal) wurde am 1. April 1640 in Kopen-
hagen geboren. Von Jugend an zog es ihn
zur Mathematik. Als 22jahriger ging er
nach England, Frankreich und Holland, um
sich Grundkenntnisse in Mathematik zu
erwerben, und lernte dabei zahlreiche Ge-
lehrte kennen, z. B. Leibniz und Tschirnhaus.
Nach lingerer Abwesenheit kehrte er in
seine Heimat zuriick und lebte ausschlieBlich

28

von seinen wissenschaftlichen Forschungen.
1687 verlegte er seinen Wohnsitz nach Hol-
land. Ende 1695 iibersiedelte er nach Kies-
lingswalde bei Gorlitz und starb dort am
26. Januar 1697.

Mohr hat mehrere Werke geschrieben, seine
Manuskripte gingen aber in den Kriegen
von 1672 groBtenteils verloren. Uns ist nur
ein einziges Werk von ihm erhalten geblieben,
nidmlich der schon oben genannte ,,Euclides
Danicus™, der vor nunmehr iiber 300 Jahren
1672 in Amsterdam in dinischer und hol-
lindischer Sprache erschien, leider ohne die
Aufmerksamkeit auf sich zu ziehen, weil der
Titel nicht sehr gliicklich gewahlt war und
zu der Annahme verleitete, es handele sich
um einen Auszug oder eine Ubersetzung der
Elemente von Euklid. Die Arbeit ist in der
wissenschaftlichen Literatur vollstindig un-
bekannt geblieben. Erst 1928 wurde man auf
sie aufmerksam, als V. Beck, damals Hérer
an der Universitat, bei einem Kopenhagener
Buchhindler ein  hollindischsprachiges
Exemplar des Werkes fand; der Kopenha-
gener Universitétsprofessor Johannes Hjelms-
lev, dem Beck das Buch zeigte, studierte es
mit groBem Interesse und schrieb dariiber
eine Rezension.

EUCLIDES DANICUS,
Beftaande ubi Too Decle.
Db sofEfof,l. : ‘.?anb[u ubar be eq
mmuyﬁmw

DendAnten
S Dt 1o gt

m@u%hulﬂ )me«r

Soreftiflet.
o
Gieorg Mobr.

iﬁw Awhore, ﬂ‘ v 1671, o Defin

A kényv cimlapja

Das Werk von Mo/ir erschien 1928 in einer
Ausgabe der Kopenhagener Akademie erneut
in Kopenhagen in der urspriinglichen déni-
schen Sprache.

Im ersten Teil des Buches 16st der Autor alle
in den ersten sechs Biichern der Elemente
Euklids vorkommenden Konstruktionsauf-
gaben unter alleiniger Benutzung des Zirkels,
im zweiten und letzten Teil behandelt er
verschiedenartige Anwendungen von nur
mit Hilfe des Zirkels durchfiihrbaren Kon-
struktionen.

Im folgenden wollen wir unter den Mohr-
schen Konstruktionen diejenigen kennen-
lernen, mit deren Hilfe sich alle Konstruk-
tionsaufgaben der Geometrie 16sen lassen.

Es handelt sich um die folgenden Aufga-
ben:

Ala Man verdopple die Strecke 40.

(Es ist zu beachten, daB hier und in den fol-
genden Aufgaben unter ,Strecke” stets die
Streckenlinge gemeint ist, von der nur die
beiden Endpunkte bekannt sind.)

Losung.: Wir schlagen um 0 mit dem Radius
AO einen Kreis, auf dessen Umfang wir,
vom Punkt A4 ausgehend, dreimal den Radius
A0 als Sehne abtragen; der letzte Teilpunkt
ist der dem Punkt A gegeniiberliegende
Punkt D des Kreises. Daher liegen 4, O und
D auf einer Geraden, und es ist
AD =2-40.

Durch mehrmalige Anwendung dieses Ver-
fahrens kénnen wir einen Punkt N konstru-
ieren, so daB

AN=n-AB
ist, wo n eine positive ganze Zahl ist.
A2A Man teile die Peripherie cines ge-
gebenen Kreises in vier gleiche Teile.

Lésung : Wir tragen, nach Belieben von einem
Punkt A des Kreises ausgehend dreimal
den Radius 40 ab, so daB AB=BC=CD
= 0A ist. Danach schlagen wir urn die Punkte
A und D als Mittelpunkte Kreise mit dem
Radius AC=BD und bezeichnen ihren
Schnittpunkt mit E.
Bringen wir jetzt den gegebenen Kreis mit
einem um 4 mitdem Radius ﬁ'geschlagenen
Kreis zum Schnitt und ist F der Schnittpunkt,
so ist AF eine Seite eines dem Kreis einbe-
schriebenen regelmiBigen Vierecks.
Beweis: Da in dem rechtwinkligen Dreieck
ACD AD=2-CD ist, gilt
AC*=13-CD?, woraus folgt,
daB in dem rechtwinkligen Dreieck AOE
OE*=2-A0?
gilt, d. h., OE=AF=A40-/2 ist die Seite
eines dem Kreis einbeschriebenen regel-
mibBigen Vierecks.

Ala Gegeben seien zwei Strecken AB
und CD von der Art, daB AB=2-CD;
man halbiere die Strecke AB.

F E 4

G ] (<] “ ]
c 2] A J 8

Lésung : Wir schlagen um den Punkt C mit

CD als Radius einen Halbkreis, auf dem

wir den Radius dreimal abtragen, so daB
DE=EF=FG=CD ist.



Nun schlagen wir um A mit der Zirkel6ffnung
GE einen Kreis und bringen ihn in H mit
einem Kreis zum Schnitt, dessen Radius DE
und dessen Mittelpunkt B ist. SchlieBlich
zeichnen wir um B und H mit CD Kreise,
die sich schneiden. Wenn unter den so ge-
wonnenen Punkten J derjenige Punkt ist,
dessen Abstand von A gleich CcD ist, so ist J
Mittelpunkt der Strecke AB.

Ad4a Man halbiere die Strecke AB.

Lésung : Zunichst bestimmen wir die Punkte
C und D so, daB diese mit AB in eine Gerade
fallen und CA=AB=BD ist. Danach schla-
gen wir um die Punkte C und D mit BC=AD
als Radius Kreise und bezeichnen ihren
Schnittpunkt mit E. Nunmehr halbieren wir
nach der oben dargelegten Konstruktion
die Strecken CE und DE in F bzw. G.
Schlagen wir schlieBlich um F und G Kreise
durch den Punkt E, die sich noch im Punkt M
schneiden, so gewinnen wir in M den gesuch-
ten Halbierungspunkt.

A5A Man fille auf eine beliebige Gerade
AB von einem auBerhalb von ihr liegenden
Punkt C aus das Lot und ermittle seinen
FuBpunkt M. 2

>0
@

0
Ldsung: Wir schlagen um 4 und B durch
den Punkt C Kreise, die sich noch in D
schneiden. Halbieren wir jetzt gemiB der
4. Aufgabe die Strecke CD in M, so ist der
Punkt M FuBpunkt des von C aus auf 4B
gefallten Lots.
A6A Errichte auf einer beliebigen Geraden
AB im Punkt 4 derselben die Senkrechte von
der gegebenen Linge AC!
Lésung: Wir zeichnen iiber AB auf Grund
von Aufgabe 4 einen Halbkreis und schlagen
um A4 mit dem gegebenen Abstand als Radius
einen Kreis. der den Halbkreis in D schneidet
(vorausgesetzt, daB der gegebene Abstand
kleiner als 4B ist). Danach halbieren wir
auf Grund von Aulgabe 2 den Halbkreis
im Punki E.
Jetzt beschreiben wir um E als Mittelpunkt
einen Kreis mit dem Radius BE und bestim-
men den B gegeniiberliegenden Punkt F.
Danach bringen wir den Kreis um F mit
dem Radius BD mit dem iiber BF geschlage-
nen Halbkreis in G zum Schnitt.
Bringen wir schlieBlich den um B mit dem
Radius BG geschlagenen Kreis mit dem mit
AC als Radius um A geschlagenen Kreis

zum Schnitt. so ist AC die gesuchte Senk-
rechte.

Beweis: In dem rechtwinkligen Preieck 4BD

gilt BD>=AB*— AD?,

in dem gleichschenklig-rechtwinkligen Drei-

eck ABE 2-BE® = AB?

und in dem rechtwinkligen Dreieck BFG
BG?=BF — FG2.

Es ist indessen BF=2-BE und F—G-:EB,

also BG? =AB*+AD”.

In dem Dreieck 4BC ist jedoch ! BC=BG

und AC  AD. woraus folgt, daBB AC mit AB

einen rechten Winkel bildet.

Wir merken an: Sollle die gegebene Strecke

nicht kleiner als 48 sein, d. h., den iiber

AB gezeichneten Halbkreis nicht treffen

koénnen, so miiBten wir das Zweifache, Drei-

fache, ..., n-fache der Strecke AB nehmen

ind hieriiber den Halbkreis zeichnen, um

um Ziel zu gelangen.

A7a Auf der durch ihre Punkte 4 und B
bestimmten Geraden trage man von A aus
die gegebene Strecke MN ab.

Losung: Zunidchst bestimmen wir mit Hille
der in Aufgabe 6 dargelegten Konstruktion
den Punkt C derart, daB AC auf der Geraden
A B senkrecht steht und gleich MN ist. Danach
ermitteln wir gemiB der 2. Aufgabe auf dem
um A mit dem Radius AC beschriebenen
Kreis die Punkte P und Q so, daB diese mit
AB in eine Gerade fallen. Dann ist AP= AQ
=MN.

484 Zu drei Strecken ermittle man die
vierte Proportionale.

Losung Die gegebenen Strecken- seien AB,
CD, EF und es sei eine solche Strecke MN
zu suchen, daB

AB:CD~EF: MN.
Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kon-
nen wir annehmen, daB

AB>EF
ist, weil wir im Falle 4B<EF immer eine
solche ganze Zahl n finden kénnen, daB
n-AB groBer als EF wird. und dann die
vierte Proportionale zu »- AB, n-CD und
EF zu suchen haben.
Die Konstruktion verlidufl folgendermafen:
Wir bestimmen auf der Geraden 4B den
Punkt G so, daB AG=CD wird (gemaB
7. Aufgabe). Danach zeichnen wir iiber AB
einen Halbkreis (gemdB 4. Aufgabe) und
bringen ihn mit dem um A mit dem Radius
EF geschlagenen Kreis in 'H zum Schnitt.

SchlieBlich bestimmen wir den FuBpunkt J
des vom Punkt G aus auf 4H gefallten Lotes
(gemiB 5. Aulgabe). Dann ist die Strecke AJ
die gesuchte vierte Proportionale.

A94A Man bestimme den Schnittpunkt der
durch die Punkte 4 und B b/w. C und D
gegebenen Geraden.

Lésung : Wir bezeichnen den FuBpunkt des
von den Punkten C und D aufl AB gefillten
Lotes mit £ bzw. F. Die Gerade CD schneide
die Gerade 4B in M.
Wenn C und D auf verschiedenen Seiten der
Geraden AB hegen S0 ist
(CE+DF):CE=EF :EM.
Fallen dagegen die Punkte C und D auf die-
selbe Seite der Geraden AB, so ist
(CE DF) CE=EF:EM.
Nun sind CE, DF. EF bekannt, und es LBt
sich daher auf Grund von Aufgabe 7. und 8.
EM konstruieren. Wenn wir nun schon EM
kennen, so kdnnen wir den Ort von M er-
mitteln, indem wir von E aus auf AB die
Strecke EM abtragen.
A10a Man bestimme die Schnittpunkte
der durch ihre Punkte 4 und B vorgegebenen
Geraden mit dem Kreis um den Mittelpunkt
O und dem Radius OC.

Losung : o

a) O liegt auBerhalb der Geraden AB. Wir
schlagen um 4 und B mit dem Radius A0
bzw. BO Kreise, die einander in P schneiden.
Nunmehr zeichnen wir um P als Mittelpunkt
mit dem Radius OC einen Kreis. Die Schnitt-
punkte M und N der beiden Kreise sind die
Schnittpunkte des gegebenen Kreises und der
Geraden 4B.

b) O liegt auf der Geraden AB. In diesem
Falle bestimmen wir auf der Geraden A8
die Punkte M und N so, daB OM —ON =0C
ist (gemaB Aulgabe 7.)

Wir sehen also, daB die 1. und 2. Grund-
konstruktion immer auf die 3. zuriickfithrbar
ist, die sich unmittelbar mit einem Zirkel
ausfiihren 1aBt. Hieraus folgt jedoch, daB
jede Konstruktion, die mit Zirkel und Lineal
ausfithrbar ist, auch nur mit dem Zirkel
durchgefiihrt werden kann.

Gyula Strommer
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Kann man ,,etwas an
niemanden verteilen*?

Uberlegungen zu dem alten Thema der Division

durch Null.

Immer wieder tauchen gelegentlich Fragen
auf, warum man nicht durch Null dividieren
,.diirfe". Nun sind gewiB in der Mathematik
wie in jeder Wissenschaft kritische Fragen
niitzlich. Es gibt aber in der Mathematik
auch Fragen, von denen man bereits mathe-
matisch (!) bewiesen hat, daB sie zu nichts
fiilhren. Wir wollen iiberlegen, wie es damit
bei der Frage ,,Division durch Null* steht.
Zuerst wollen wir die Titigkeit ,,dividieren*
so erkldren, daB iiber sie keine unterschied-
lichen Meinungen mehr moglich sind. (Eine
solche Erklirung heiBt in der Wissenschaft
eine Definition.) Eine Zahl a durch eine
Zahl b zu dividieren, das soll — so erkliren
wir — folgendes bedeuten:

Man soll untersuchen, ob es eine Zahl x gibt,
fir die b-x=a gilt. Gibt es keine solche
Zahl x, so wird erklirt: Die Division von a
durch b ist nich: moglich. Gibt es dagegen
eine solche Zahl x, so soll man untersuchen,
ob es mehr als eine solche Zahl x gibt. Wenn
das der Fall ist, so wird wieder erklirt:
Die Division von a durch b ist nicht moglich.
Wenn es aber genau eine Zahl x gibt, fiir die
b-x=a gilt, dann — und wie die vorange-
henden Erklirungen zeigen, auch nur dann —
wird erklirt: Diese Zahl x sei das Ergebnis
der Division von a durch b.

In Bild 1 wird diese Erkliarung verdeutlicht.
Wir miissen sie uns gut einprigen, damit wir
nicht -in manchen Fillen ,,aus Versehen‘
eine andere Erklarung zugrunde legen. Hitte
wohl z. B. jeder Leser erklirt, eine Division
von a durch b sei nicht méglich, wenn es
mehr als eine Zahl x gibt, fiir die b - x=a gilt?
Manch einer wire doch sicher bereit gewesen,
zu ,.erkldren'‘:

Gibt es eine Zahl x,

Dann soll eben jede solche Zahl x als ein
mogliches ,,Divisionsergebnis** gelten. Wir
miissen uns also merken, daB die in der
Mathematik zugrunde gelegte Division so
eine ,,Erkl;irung“ nicht zulaBt! Dafiir gibt
es in der Mathematik gute Griinde. Das
Dividieren, das wir erkliren wollen, soll
nimlich eine Rechenoperation a :b werden,
und eine Rechenoperation liegt nur dann
vor, wenn ihr Ergebnis allein durch die An-
gabe der ersten Zahl a und der zweiten Zahl b
JSestgelegt wird: Eine Rechenoperation hat
niemals (d. h. fir keine Angabe von a und b)
mehr als ein ,,mogliches Ergebnis*,

Nun einige Beispiele zu unserer Definition!

1. Beispiel : Wir wollen priifen, ob die Division
von 2 durch 0 moglich ist. Wir haben also
zu fragen: Gibt es eine Zahl x, fiir die
0-x=2 gilt? Die Antwort lautet: Nein,
es gibt keine solche Zahl; denn fiir jede
Zahl x gilt 0-x=0, also 0-x<2.

Damit haben wir als Ergebnis: Die Division
von 2 durch 0 ist nicht méglich.

2. Beispiel: Wir wollen priifen, ob die Di-
vision von 0 durch 0 méglich ist. Wir fragen
zuerst: Gibt es eine Zah! x, fiir die 0- x=0
gilt? Die Antwort lautet: Ja, es gibt eine
solche Zahl, z. B. die Zahl 1; denn in der
Tat gilt 0-1=0. Weiter fragen wir: Gibt
es mehr als eine Zahl x, fir die 0-x=0 gilt?
Antwort: Ja, z. B. auBler der Zahl 1 auch
die Zahl 2; denn es gilt auch 0-2=0. Als
Ergebnis fanden wir damit: Die Division von
0 durch 0 ist nicht moglich.

3. Beispiel: Wir wollen priifen, ob die Di-
vision von 15 durch 3 moglich ist. Zuerst
fragen wir: Gibt es eine Zahl x, fiir die
3-x=15 gilt? Die Antwort lautet: Ja, z. B.

fiir die b - x=a gilt?

Gibt es mehr als eine
Zahl x,
fiir die b - x=a gilt?
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Bild t
Nein Division von a durch b
nicht moglich

Ja: Es gibt mehr
als eine Zahl x, fiir
die b-x=a gilt.

Nein: Es gibt genau
eine Zahl x, fir
die b-x=a gilt

Division von a durch b -“
nicht méglich

Division von g durch &
ergibt diese Zahl x

N—

die Zahl 5; denn es gilt 3-5=15. Die nichste
Frage lautet: Gibt es mehr als eine Zahl x,
fiir die 3-x=15 gilt? Diesmal lautet die
Antwort: Nein; denn fir jede Zahl x, die
kleiner als 5 ist, gilt x <5 und daher 3-x<3-5,
d.h. 3-x<15; fir jede Zahl x a.ber, die
grdfer als 5 ist, gilt x>5, also 3:-x>3"5,
d.h. 3-x>15; es kann also nur die eine
Zahl 5 die Eigenschaft haben, daB ihr Produkt
mit 3 gleich der Zahl 15 ist. — Diese Ergeb-
nisse besagen: Die Division von 15 durch 3
(ist moglich und) ergibt die Zahl 5.

Mancher Leser hat sich vielleicht gewundert,
daB in diesen drei Beispielen so einfache
Rechnungen mit vielen Worten vorgefiihrt
werden. Wer unsere Frage aber aufmerksam
verfolgt hat, der wird gemerkt haben, daB
bei ihr die ,,Schwierigkeit gar nicht im
Rechnen besteht, sondern in den logischen
Uberlegungen, die man wihrend des Rech-
nens nicht aus den Augen verlieren darf.
Zum Beispiel muBten wir im 3. Beispie! auf
folgendes achten: Als wir beweisen wollten,
daB es nicht mehr als eine Zahl x gibt, fiir
die 3-x=15 gili, durften wir in diesem
Beweis nicht etwa schon die Tatigkeit des
Dividierens benutzen und kurz sagen:
.Wenn eine Zahl x die Eigenschaft 3-x=15
haben soll, dann muB fiir sie x=15:3,
d. h. x=5 gelten, also gibt es nur die eine
Zahl 5 mit dieser Eigenschaft.* Haitten wir so
.bewiesen*‘, dann hitten wir das, was wir
beweisen wollten, im Beweis schon als ,,be-
kannt* benutzt, nimlich das Divisionser-
gebnis 15 :3=35.

Einen solchen fehlerhaften Beweis, der das,
was er erst zeigen soll, schon benutzt, nennt
man einen ,,ZirkelschluB*“. Im 3. Beispiel
wurde der ZirkelschluB vermieden; man
muBte sich dazu ,,nur* ein anderes Hilfs-
mittel einfallen lassen; das Multiplizieren
in Ungleichungen.

Nun wollen wir iiber einzelne Beispiele hin-
ausgelangen und zu allgemeinen Aussagen
kommen.

1. Aussage: Ist a eine von 0 verschiedene
Zahl, d. h. gilt a+0, so gibt es keine Zahl x,
fir die 0-x:=a gilt. Fir jede Zahl a+0
ist folglich die Division von a durch 0 nicht
moglich.



2. Aussage: Es gibt mehr als eine Zahl x,
fiir die 0-x=0 gilt. Folglich ist die Division
von 0 durch 0 nicht moglich.

3. Aussage: Ist a eine beliebige Zahl und ist &
eine von 0 verschiedene Zahl, d.h. gilt
b+0, so gibt es genau eine Zahl x, fiir die
b x =a gilt. Fiir jede Zahl b+ 0 und fiir jede
Zahl a ist folglich die Division von a durch
b moglich.

Die erste Aussage wird jeder Leser nach dem
Muster des 1. Beispiels leicht selbst beweisen
konnen. Die zweite Aussage ist iiberhaupt
dasselbe wie das 2. Beispiel; sie wurde hier
nur zur Vollstindigkeit nochmals kurz wie-
derholt. Die dritte Aussage kann’ erst von
Schiilern verstanden werden, die schon ge-
brochene Zahlen kennen; wiirde man das
Wort ,,Zahl" etwa als ,,natiirliche Zahl*
verstehen, so wire die dritte Aussage falsch.
Beispielsweise wiren zwar a=2 und b=3
natiirliche Zahlen mit 640, aber es gibe
keine natiirliche Zahl x, fiir die 3 - x=2 gelten
wiirde. — Die dritte Aussage, in dieser
Weise von der Kenntnis gebrochener Zahlen
an verstanden, kann nun grundsitzlich auf
dhnlichem Wege wie beim 3. Beispiel be-
wiesen werden. Wenn man jedoch auch
noch auf das Vorkommen positiver und

Bild 2

die 2. Person
erhilt
die Menge

Die 1. Person
erhilt
die Menge

negativer Zahlen achten muf}, wird der Beweis
etwas schwieriger. Wer sich beim Umgehen
mit positiven und negativen Zahlen in Un-
gleichungen sicher fihlt und etwas Geduld
aufbringt, wird den Beweis aber finden
konnen.

Nun wollen wir noch einige Uberlegungen
zur Veranschaulichung des Dividierens durch-
fithren.

Bekannt sei eine Anzahl b von Personen.
Vorgeschrieben sei ferner eine Anzahl a
von Gegenstinden. Gefrag! wird, ob es genau
eine Zahl x mit folgender Eigenschaft gib::
Erhilt jede der b Personen genau x Gegen-
stinde, wobei aber niemals ein Gegenstand
an zwei verschiedene Personen zugeteilt
wird, so ist die Anzahl aller zugeteilten Ge-
genstinde genau die vorgeschriebene Zahl a.
Gibt es keine solche Zahl x oder gibt es mehr
als eine solche Zahl x, so ist (wie wir wissen)
die Division von a durch & nicht méglich.
Gibt es aber genau eine solche Zahl x, so ist
sic das Divisionsergebnis a:b, und wir
sagen in diesem Falle und in keinem anderen:
,,Die Zahl x wurde dadurch ermittelt, daB
man a Gegenstinde gleichmiBig an b Per-
sonen verteilte.' In diesem Sinne konnen
wir an dem zweiten Bild ablesen, wie man
15 Gegenstinde an 3 Personen verteilt,

Bild 3

Die 3. Person
erhalt
die Menge

Die 1. Person Die 2. Person Die 3. Person
erhalt erhalt erhilt
2 2 2
3 Apfel 3 Apfel 3 Apfel
=

wobei sich genau eine Moglichkeit ergibt,
nimlich daB jede Person genau (15:3=) 5
Gegenstinde erhalt. Ebenso zeigt das dritte

Bild eine Veranschaulichung von 2: 3:2.

Fragen wir nun nach einer solchen Veran-
schaulichung im Falle 1 :0, so haben wir zu
priifen, ob es moglich ist, genau eine Zahl x
anzugeben, so daB folgendes gilt: Erhalten
0 Personen je x Gegenstinde, so ist die
Gesamtzahl der an diese 0 Personen verteilten
Gegenstinde genau I. Die Antwort lautet:
Man kann nicht ,,etwas an niemanden ver-
teilen*, d. h.: Es gibt keine Zahl x, so daB3
beim Verteilen von je x Gegenstainden an
0 Personen insgesamt ,etwas“ (z.B. 1)
zugeteilt wiirde.

Ebenso miissen wir feststellen: Man kann
nicht ,,nichts an niemanden verteilen, d. h.:
Es gibt mehr als eine (und folglich keine
eindeutig bestimmte!) Zahl x, so daB beim
Verteilen von je x Gegenstinden an O Per-
sonen insgesamt ,,nichts' (0 Gegenstinde)
zugeteilt wiirde.

Die Rechenoperation des Dividierens a :b,
praktisch angewandt als ,,Verteilen* von
insgesamt a Gegenstinden an b Personen,
ist nur fur b0 moglich.

L. Stammler
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Die Menge aller zugeteilten Gegenstinde
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Insgesamt werden 2 Apfel zugeteilt.

J

Null ... plus Null . ..

S X }
minus Null ... multipliziert
mit Null ...

aus: Jean Effel, Historio-Grafik (Eulenspiegelverlag)
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das Ganze geteilt
durch Null

minus Wurzel
aus Null
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Wer lost mit?
alpha -Wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 12. Juni 1974

A541195 Welche natiirlichen Zahlen n
erfiillen zugleich die folgenden Bedingungen?
a) 15<n<8S,
b) nist Vielfaches von 17,
c) n ist nicht durch 3 teilbar.
Mathematikfachlehrer K.-H. Gentzsch,
Meuselwitz

A5A1196 Es sind zwei natiirliche Zahlen
zu ermitteln, deren Summe 16 betrigt und
deren Differenz gleich dem vierten Teil
ithrer Summe ist. Sch.

W5 w1197 Einige Schiiler teilen 96 Apfel
unter sich zu gleichen Teilen auf. Es wird
kein Apfel zerschnitten, und es bleibt kein
Apfel iibrig. Wiren es vier Schiiler weniger
gewesen, dann hatte jeder von ihnen vier
Apfel mehr erhalten. Wieviel Schiiler teilen
sich die Apfel, und wieviel Apfel erhilt
jeder von thnen? Sch.

W5a1198 Ein Rechteck habe die Seiten-
langen 10 cm und 16 cm. Welchen Flichen-
inhalt besitzt ein Quadrat, das den gleichen
Umfang wie das Rechteck hat?

Heidi Giinther, Sohland, KI. 7

W5*1199 Ein Quader habe die Kanten-
lingen 8 cm. 10 cm und 15 cm. Ein zweiter,
zum ersten volumengleicher Quader besitzt
die Kantenldngen 12 cm und 25 cm. Es ist
die Linge seiner dritten Kante zu bestim-
men! Mathematikfachlehrer K.-H. Gentzsch

Meuselwitz

W5*1200 Die Summe aus drei natiirlichen
Zahlen betrdgt 63. Die erste dieser Zahlen
ist um 3 kleiner als die zweite, die dritte um
3 groBer als die zweite. Wie lauten diese drei
Zahlen? Birbel Eggebrecht, Loitz, KI. 7

A641201 Es sind alle dreistelligen Prim-
zahlen zu bestimmen, fiir welche das Produkt
aus ihren drei Ziffern 252 betrigt. Sch.

AGA1202 Esist

a) die kleinste, b) die groSte
sechsstellige natiirliche Zahl zu ermitteln.
die durch 18 teilbar ist und in der Form
71*84* dargestellt wird, wobei fiir die Stern-
chen Grundziffern einzusetzen sind.  Sch.

W6m1203 Gegeben sei ein gleichschenk-
liges Dreieck ABC mit der Basis AB=3 cm
und den Schenkeln 4C=BC=>5 cm. Eine Ge-
rade g, die parallel zur Geraden AC ver-
lauft, schneide AB in einem inneren Punki D
und BC in einem inneren Punkt E so, dal
der Umfang des Vierecks ADEC genau 11 cm
betrigt. Es ist die Linge der Strecke A/
zu berechnen. Sch.

W6m1204 Gegeben seien drei gebrochenc
Zahlen a, b und ¢. Das Produkt aus den beiden
ersten Zahlen ist gleich 30,2. Das Produkt
aus der ersten und der dritten Zahl ist gleich
19,8. Es ist das Produkt aus der ersten Zahl
und aus der Summe der beiden iibrigen Zah-
len zu berechnen. Sch.
W 6*1205 In der Multiplikationsaufgabe
!*7 L

5%4

tzlﬁt

6“#
ist jedes Sternchen durch eine Ziffer zu
ersetzen, so daB eine richtig geloste Aufgabe
entsteht. Sch.

W6*1206 Uber den Seiten AC und BC
eines spitzwinkligen Dreiecks 4BC wurden

0

Sklfi Sory, 6316 Stikzartuch,
Polglechnische Oberschule Shikeortach, Kiass. 5 .

W5e346

Str. 128

A

Pridikad.
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Wettbewerbsbedingungen
1. Am Wettbewerb
Leser beteiligen.

konnen sich alle alpha-

2. Einsendungen sind unter Angabe von

lame, Vorname, Privatanschrift (Postleit-

zahl nicht vergessen!), Schule und Schuljahr

(bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu rich-

ten an

Redaktion alpha,

7027 Lcipzi;{. Postfach 14.

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im System

f Der

Wett-

7 vorgesetzt
Aufgaben

Wett-

hohen

ufend

ben fortla numeriert

»'n Nummer sind ein W (d. h.
bewerb) und eine Ziffer, z. B.
fiir die 7. Klasse geeignet).

W* ve

bewerbsaufgaben.

chen als

mit

gelten auch

Sie haben einen
Schwierigkeitsgrad.

4. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer héheren Klassenstufe
einzusenden. Schiiler der Klassenstufen 11/12
und Erwachsene 16sen die Aufgaben, welche
mit W w 10/12

sind.

2 oder W* 10/12 gekennzeichnet

5. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt zu
Format A 4 (210 mm x 297 mm)
(siche Muster), denn jede Aufgabengruppe

verwenden,

wird von einem anderen Experten korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder gute

(d. h. volistindige und richtige) Losung (nicht

nur Antwortsatz oder Ergebnis) eir

haben, erhalten von d"l Redaktion eine Ant-
dl! at ,.se

. Schiiler,

wortkarte mitdem F hr

oder

gut geldst*,

,,gut gelost* ,geldst* welche

nur einen SchluBlsatz zu einer

Aufgabe ein-
senden, die vorgegebene Form nicht beach-
ten, uniibersichtlich oder unsauber arbeiten,
erhalten eine rote Karte mit dem Vermerk
»nicht geldst®.

7

Letzter Einsendetermin wird jeweils
kanntgegeben.

Der Jahreswettbewerb 1973/74
Heft 5/73 bis Heft 2/74. Zwischen dem 1.
10. September 1974 sind Beteili-
gung an den Wettbewerben der Hefte

be-
lauft von
und

alle durch

bis 2/74 erworbenen Karten geschloss
die Redaktion einzusenden. Eingesandte Ant-
wortkarten werden nur dann zuriickgesandt,
wenn Riickumschlag mit ausreichender Fran-
katur beiliegt.

Die Preis

Einsender werden in Heft 6/7

r und die Namen der aktivsten

74 veroffentlicht.

Wer mindestens 7 Antwortkarten (durch die

H teiligung an den Wettbewerben der Hefte
/73 bis 2/74) erhalten hat und diese einsendet,
und ein

(:rhzilt eine Anerkennungsurkunde

Abzeichen. Schiiler, die bereits zwei Aner-
diese mit

973/74

kennungsurkunden besitzen und

den Antwortkarten des Wettbewerbs 1
einsenden, erhalten das alpha-Abzeichen in
Gold (und die Urkunden zuriick)

Wir bitten darauf zu achten, daB alle Post-

sendungen richtig frankiert sind und daB die

Postleitzahl des Absenders nicht vergessen

wird. Redaktion alpha



die Quadrate ACDE und BFGC konstruiert.
Von den Eckpunkten Eund F dieser Quadrate
wurden die Lote EP=x und I@:y auf die
Gerade AB gefillt. Es sei AB=c. Es ist zu
beweisen, daBl x+y=c gilt.

A7a1207 Von einem Dreieck ABC sind
gegeben AB=c—7 cm, ¥ ABC==40°, der
Abstand SD=e=2 cm des Schnittpunktes
S der Winkelhalbierenden des Winkels
¥ ABC mit der H6he E=hc von der Seite
AB. Das Dreieck ABC ist zu konstruieren;
die Konstruktion ist zu beschreiben. Sch.

A741208 Die abgebildete Figur stellt zwei
sich von auflen im Punkte P beriihrende
Kreise &, und k, mit den Mittelpunkten M,
und M, und den Radien ry und r, mit r, <r,
dar. Im Punkte P wurde die beiden Kreisen
gemeinsame Tangente ¢ gezogen. Ferner
wurde die beiden Kreisen gemeinsame duBere
Tangente QR gezeichnet. Es ist zu beweisen,
daB der Schnittpunkt S der beiden Tangenten
der Mittelpunkt der Strecke Q_R ist!  Sch.

ka

W781209 Ein Schiiler sollte 37 mit einer
zweistelligen natiirlichen Zahl multiplizieren,
in der die Ziffer der Zehnerstelle doppelt
so groB ist wie die Ziffer der Einerstelle.
Beim Abschreiben dieser Aufgabe vertausch-
te dieser Schiiler versehentlich die beiden
Ziffern des Faktors, und er erhielt ein Re-
sultat, das um 666 kleiner ist als das gesuchte.
Wie lautet der zweite Faktor?

W7al1210 Es sind zwei natiirliche Zahlen
zu ermitteln, die folgende Bedingungen er-
fiillen :

a) Das Produkt aus dem Sechsfachen der
ersten und dem Vierfachen der zweiten Zahl
betrdgt 1680.

b) Die zweite Zahl ist um 1 kleiner als das
Dreifache der ersten Zahl.

Wie lauten die beiden gesuchten Zahlen?

W 7*1211 In einem Trapez ABCD mit den
parallelen Seiten AB und CD sei P die Mitte
von /ﬁ, T die Mitte von R‘, Q die Mitte
von CD und S die Mitte von 4D. Ein solches
Trapez ist aus den Strecken PT=4 cm,

TQ=5 cm, PQ=6 cm und dem Winkel

¥ BAD=50° zu konstruieren. Sch.
W7*1212 Unter n! (lies n Fakultit) ver-
steht man das Produkt 1-2-3-4-... -n.

Soistz. B. 4!=1-2-3-4.
Berechne 7! —6!—5!, indem du die Differenz
zunachst vereinfachst. Sch.

A 841213 Essind alle natiirlichen Zahlen n
anzugeben, fiir die die Summe
s=nm+(n+ 1P +(n+2)* + (n+3)?
gleich einem Vielfachen von 10 ist.
Ch. Lerche, Hihnichen

A84A1214 a) Man beweise, daB in einem
ebenen konvexen n-Eck (n=3) hochstens
drei Winkel spitze Winkel sind.

b) Man konstruiere ein spezielles ebenes
konvexes Fiinfeck, das genmau drei spitze
Winkel hat.

c) Man konstruiere ein spezielles ebenes
nichtkonvexes Fiinfeck, das vier spitze Win-
kel hat.

Anleitung zur Losung : Ein ebenes Vieleck ist
genau dann konvex, wenn es nur spitze,
rechte oder stumpfe Winkel, also keine iiber-
stumpfen Winkel, hat.

Fiir die Winkelsumme eines ebenen n-Ecks
gilt s=(n—2)-180°. T.

W8al1215 In dem Buch des Georgiers
Suchan-Saba Orbeliani (1658 bis 1725) ,,Die
Weisheit der Liige", einer Sammlung von
Fabeln und Erzihiungen, finden wir die
folgende Aulgabe:

Drei Briider wollten sich voneinander tren-
nen und ihren Besitz an Ziegen und Zicklein
aufteilen. Sie sagten: ,Zehn Ziegen haben
je ein Zicklein, zehn je zwei Zicklein und
zehn je drei; wir wollen sie so unter uns
teilen, daB kein Bruder mehr erhilt als der
andere und auch kein Zicklein von seiner
Mutter getrennt wird.

Wic konnten die drei Briider ihren Besitz
an Ziegen und Zicklein aufteilen? L.

W8al2l6 Rie Egur stellt ein Rechteck
ABCD mit AB<BC dar. Um den Punkt C
wurde mit dem Radius CD ein Kreisbogen

D c

F

14 em Pem

beschrieben, der die Diagonale AC im Punkte
E schneidet. Um den Punkt 4 wurde ein
weiterer Kreisbogen mit dem Radius AE
beschrieben, der die Seite AB in dem in-
neren Punkt F so schneidet, daB3 AF=14 cm
und FB=7 ¢tm gilt. Es ist die Linge der
Rechteckseite BC zu berechnen.

Dipl.-Ing. M. Walter, Meiningen

W8*1217 Man beweise, daB jedes ebene

konvexe Viereck ABCD mit den Seiten

E=a, B_Czb, CD=c und DA-=d. in dem
a+b=c+dund b+c=d+a

gilt, ein Parallelogramm ist. Sch.

W 8*1218 Man berechne den Flacheninhalt
der abgebildeten Rosette und entscheide,
ob er groBer als, kleiner als oder gleich % des

Flacheninhalts des umbeschriebenen Kreises
ist. Pl W

Dabei sei der Radius r des umbeschriebenen
Kreises gegeben. Die sechs Teile der Rosette
seien von Kreisbogen begrenzt, die den
Radius r haben. L,

W 9m1219 Der neue Personenkraftwagen
Shiguli WAS 2103 aus dem Automobilwerk
in Togliatti an der Wolga erreicht bei einer
Fahrt aus dem Stand die Geschwindigkeit
von 80 km - h™! in nur 10 s. Dabei kann an-
genommen werden, daB die Beschleunigung
konstant ist.
a) Mit welcher Beschleunigung (in m - s™2)
fahrt der Kraftwagen bis zur Erreichung die-
ser Geschwindigkeit?
b) Wie lang ist die Strecke, die der Kraft-
wagen dabei zuriicklegt?
c) In welcher Zeit erreicht dieser Kraftwagen
bei der Fahrt aus dem Stand seine Héchst-
geschwindigkeit von 150 km -h~!, wobei
wieder eine gleichmiBig beschleunigte Be-
wegung und die gleiche Beschleunigung wie
unter a) angenommen sei.
d) Wie lang ist die Strecke, die der Kraft-
wagen bis zur Erreichung dieser Hochstge-
schwindigkeit zuriicklegt?
Anleitung zur Losung: Fiir eine gleichmiBig
beschleunigte Fahrt aus dem Stand gelten
die Formeln (vgl. Tafelwerk, 7. —12. Klasse,
S. 74): a-t?

2
Dabei ist 1 die Zeit (in s), bei der Beschleuni-
gung a (in m-s~2) in der die Geschwindig-
keit v (in m-s~!) erreicht wird und der Weg s
(in m) zuriickgelegt wird. L.

W 9a1220 Es sei ABC ein Dreieck mit
den Seiten BC=a=9 cm, AC—-b—12 cm
und AB=c=15 cm.

Man beweise, daB sich auf der Seite BC dieses
Dreiecks ein innerer Punkt D so finden l4Bt,
daB die Lingen der Strecken CD=x cm
und AD=y cm ganzzahlige MaBzahlen x
und y haben. T.

W 9*1221 Man beweise, daB fiir alle reellen
Zahlen a, b, ¢ mit a+b+¢c=0

ab+ac ; bc£0 gilt. H. Gratias,

EQS ,,Ernst Schneller*', Sémmerda, Ki. 12

r=a-t,

§=
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W 9%1222 Einem Quadrat sei ein Kreis k;
einbeschrieben, der alle vier Seiten dieses
Quadrates berithrt. Ferner liege innerhalb
dieses Quadrates ein zweiter Kreis k,, der
zwei Quadratseiten beriihrt und auBerdem
den Kreis k, von aulen beriihrt.

k,

a) Es ist der Radius x des Kreises &, zu be-
rechnen, wobei die Seitenlinge a des Qua-
drates gegeben sei.
b) Wievielmal so groB ist der Flacheninhalt
des Kreises k, wie der Flicheninhalt des
Kreises k,?

I. Kunath, Meifien

W 10/12 m 1223 Ein sterbender Vater teilte
sein Geldvermogen (das aus lauter gleich-
artigen Miinzen bestand) zu gleichen Teilen
unter seinen S6hnen auf und gab dabei dem

. . 1
ersten Sohn eine Miinze und 7 des rest-
lichen Geldes, dem zweiten zwei Miinzen und

; des (nun noch verbliebenen) Restes, dem

dritten drei Miinzen und % des (nun noch

verblicbenen) Restes usw.; doch in diesem
Augenblick starb der Vater, und es soll
festgestelll werden, wieviel S6hne er gehabt
und wieviel Miinzen er besessen hat.

Bemerkung : Diese Aufgabe stammt von dem
byzantinischen Mathematiker Maximos Pla-
nudes von Nikomedia, der im 13. Jahrhun-
dert gelebt und Biicher iiber die Arithmetik
geschrieben hat. L.

W 10/12 w1224 Es sind alle reellen Losun-

gen (x, y, z) des Gleichungssystems
xz 3 yz 6
=2 =-(3
x+z 4 @ y+z 5( )
W. Janous, Innsbruck

Xy =E, h
x+y 3

zu ermitteln.

W 10/12*1226 Man ermittle alle geordneten
Paare (x, y) reeller Zahlen, deren Summe
x+y, deren Produkt xy und deren Differenz
der Quadrate v? —)? einander gleich sind.
Oberlehrer Ing. K. Koch, Schmalkalden

W 10/12*1225 Gegeben sei ein gleichsei-
tiges Dreieck mit der Scilenlinge 15 cm.
Man beweise, daB sich auf der Seite AB die-
ses Dreiecks ein innerer Punkt D so finden
1iBt, daB die Langen der Strecken AD=x cm
und C_D:y cm ganzzahlige MaBzahlen x
und y haben. T.
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Aufgaben aus
Olympiaden
der SR Ruménien

Uberreicht durch Prof. C. Ottescu,
Bukarest

Klasse §

Ala In einem bestimmten volkseigenen
Betrieb sind Facharbeiter und angelernte
Arbeiter tatig. Ein Facharbeiter stellt durch-
schnittlich 20 Werkstiicke, ein angelernter
Arbeiter 15 Werkstiicke je Tag her. Ein
Meister soll eine aus 12 Werktitigen beste-
hende Brigade zusammenstellen, die taglich
wenigstens 220 Werkstiicke fertigt. Dabei
sollen in diese Brigade moglichst viele ange-
lernte Arbeiter aufgenommen werden.

Aus wieviel Facharbeitern bzw. angelernten
Arbeitern muB sich diese Brigade zusammen-
setzen?

A2a In einem Beutel befinden sich genau
10 weiBe, 12 schwarze und 16 rote Kugeln
von gleicher GroBe und gleichemn Gewicht.
Wieviel Kugeln muB man dem Beutel mit
verbundenen Augen entnehmen, um mit
Sicherheit 3 Kugeln von der gleichen Farbe
zu erhalten?

Klasse 6

Ala Die abgebildete Figur stellt zwei
Nebenwinkel £ ASC und &« BSC dar. Jeder
dieser beiden Winkel wurde gedrittelt.

Weise nach, daB der Winkel £ NSP kon-
stant ist, d. h., daB er unabhangig von der
GroBe des Winkels ¥ ASC ist!

Wie groB muBl der Winkel £ ASC sein, wenn
¥ ASN= £ NSQ gelten soll?
A2a Berechne den Wert

3b a
ur —= ]
32135 ur, — 06!

des Terms

Klasse 7

Al a Drei Schiiler Axel, Bernd und Dieter
haben zur Finanzierung eines gemeinsamen
Ausfluges zusammen 225 Lei gespart. Die

Ersparnisse von Axel betrugen % der Er-
sparnisse von Bernd, und die Ersparnisse von
Bernd betrugen % der Ersparnisse von Dieter.

Die Unkosten fiir den Ausflug beliefen sich

aber nur auf insgesamt 120 Lei, und jeder
dieser Schiiler hatte den gleichen Anteil zu
tragen.

Wieviel Lei verblieben jedem dieser drei
Schiiler von den Ersparnissen?

A2A Hanssagt zu Bruno: ,,Denke dir eine
von Null verschiedene natiirliche Zahl und
multipliziere sie mit 2. Addiere zu diesem
Produkt 50. Dividiere das so erhaltene Er-
gebnis durch 2 und subtrahiere danach die
von dir gedachte Zahl. Das Endergebnis
deiner Rechnung betrigt genau 25.
Begriinde, warum Hans das Endergebnis der
Rechnung voraussagen konnte!

Klasse 8

Al A Es seien a und b reelle Zahlen, und
essei E=a’+b*—3a—3b.

a) Man untersuche, ob E einen kleinsten
Wert annimmt und gebe bejahendenfalls
diesen Wert an.

b) Man weise nach, da E>0 gilt, falls
a>3 und b>3.

A2a Es sei ABCD ein gleichschenkliges
Trapez mit den Grundseiten AB=a und
6=b, wobei a> b sei.

1. Man drehe dieses Trapez um seine kleinere
Grundseite, so dal} ein Rotationskdrper ent-
steht.

2. Man drehe dieses Trapez um seine groBere
Grundseite, so daB wieder ein Rotations-
korper entsteht.

Wann hat der entstandene Rotationskérper
ein groBeres Volumen, im 1. Fall oder im
2. Falle? Ko6nnen die Volumina einander
gleich sein?

Klasse 9

Ala Essind alle reellen Zahlen ¢ und b

anzugeben, fiir die die Ausdriicke
1 1

E =T b i+ab)
- 1 |
E 7a(b—a)+b(a—b)
definiert sind, und es ist zu beweisen, daB
fiir alle diese a und b E, =E, gilt.
A2a Eine Balkenwaage muB gleichlange
Arme haben, damit die Masse einer Ware
richtig ermittelt wird. Aul einem Markt stellt
ein Kiufer fest, daB die Waage eines Hindlers
ungleiche Arme hat; daher befindet sich die
Waage nichi mehr im Gleichgewicht, wenn
die Ware und die Wigestiicke vertauscht
werden. Der Kiufer, der 2 kg einer Ware
kaufen will, verlangt daher, daB ihm mit
dieser Waage zunichst 1 kg so abgewogen
wird, daB die Ware links und das Wige-
stiick rechts liegt, und dann ein weiteres
Kilogramm so, daB die Ware rechts und das
Wigestiick links liegt. Es soll entschieden
und begriindet werden, ob der Kiaufer auf
diese Weise mehr als 2 kg, weniger als 2 kg
oder genau 2 kg der wahren Masse der
Ware erhilt. (Dabei soll angenommen wer-
den, daBl die Waage sich im unbelasteten
Zustand im Gleichgewicht befindet.)
Aufgaben Klasse 10 auf S. 39

und




Eine Aufgabe von
Prof. Dr. habil.

Horst Baumann

Leiter des Lehrstuhles Math. f. Okonomen an der Handels-

hochschule Leipzig

Die Handelshochschule Leipzig bildet in
einem vierjahrigen Direktstudium Kader fiir
die Tatigkeit in zentralen und bezirklichen
wirtschaftsleitenden Organen und Einrich-
tungen des Binnenhandels, in zentralen und
ortlichen staatlichen Organen fiir Handel
und Versorgung sowie in Bildungs- und
Forschungseinrichtungen des Binnenhandels
aus.
Im Verlauf des Studiums erhalten die Stu-
denten der Hochschule eine umfassende Aus-
bildung in Marxismus-Leninismus, in Poli-
tischer Okonomie, in der Okonomie der
sozialistischen Warenzirkulation und werden
mit den modernen Methoden der Leitung,
Planung und Organisation des sozialisti-
schen Binnenhandels vertraut gemacht. Da-
zu dient auch die in den ersten beiden Stu-
dienjahren erfolgende Ausbildung im Fach
Mathematik fir Okonomen. Hier werden
den Studenten die wichtigsten mathemati-
schen Verfahren fiir die Modellierung und
Optimierung 6konomischer Prozesse ein-
schlieBlich der dazu notwendigen mathema-
tischen Grundkenntnisse vermittelt. Die ma-
thematische Ausbildung ist in ihrem fach-
spezifischen und methodischen Aufbau so
gestaltet, daB die Bildungs- und Erziehungs-
moglichkeiten der Mathematik, besonders
die Fahigkeiten und Fertigkeiten zum logi-
schen und schéplerischen Denken und zur
Abstraktion bestmdglich genutzt und gefor-
dert werden. Neben den mathematischen
Grundlagen, die die Stoffkomplexe
mathematische Logik und Mengen-
lehre,
lineare Algebra (insbesondere Ma-
trizenrechnung),

Differential- und Integralrechnung,
Wahrscheinlichkeitsrechnung
umfassen, wird besonders in der Ausbildung
im Fach Mathematik fiir Okonomen die
praktische Anwendung mathematischer Ver-
fahren zur Modellierung und Optimierung
6konomischer Prozesse im Handel dargelegt.
Einen breiten Raum nehmen dabei die li-
neare und nichtlineare Optimierung, die
Netzplantechnik, die fir den Handel auBer-
ordentlich wichtigen Fragen der Transport-
und Standortmodellierung und -optimierung

sowie die Lagerhaltungsmodelle ein.
Nach AbschluB der zweijahrigen Ausbildung

im Fach Mathematik fir Okonomen besit-
zen dann die Studenten ein anwendungsreifes
Wissen, das sie in den Fachdisziplinen der
Studienrichtung Binnenhandel anwenden
miissen..

Die folgende Aufgabe ist aus dem sehr wich-
tigen Gebiet der Transportoptimierung ent-
nommen und soll die Nutzung des mathe-
matischen Instrumentariums fiir die Opti-
mierung des Transportprozesses veranschau-
lichen.

A 12294 Die regelmiBige Belieferung der
Einzelhandelsverkaufsstellen mit Nahrungs-
und GenuBmitteln erfordert eine exakte Pla-
nung des Einsatzes der Transportfahrzeuge.
So wirken sich ungeniigende Auslastung der
Kapazitit der Lieferfahrzeuge, ungiinstige
Festlegung der Auslieferungstouren nach-
teilig fiir die gesamte Volkswirtschaft aus,
da unnétige zusatzliche Kosten entstehen und
Transportfahrzeuge unnétig gebunden wer-
den, die an anderer Stelle dringend gebraucht
werden. Der verantwortliche Einsatzleiter
im volkseigenen Handelstransportbetrieb
muB daher mit modernen Planungsmethoden
den rationellsten Einsatz der ihm zur Ver-
fiigung stehenden Transportfahrzeuge sowie
deren bestmégliche Auslastung sichern. Da-
zu bedient er sich spezieller mathematischer
Methoden und Modelle der Transportopti-
mierung. Fiir die giinstigste Gestaltung der
Touren fir die Belieferung der Einzelhan-
delsverkaufsstellen durch den sozialistischen
GroBhandel muB dann das sogenannte Rund-
fahrtmodell angewandt werden.

Die Problemstellung fiir dieses Rundfahrt-
modell kann man wie folgt formulieren:

Es sollen von einem Lager aus die verschie-
denen Einzelhandelsverkaufsstellen in einer
Rethenfolge (Rundfahrt) derart nacheinan-
der angefahren werden, daB die zuriickgelegte
Gesamtstrecke zu einem Minimum wird.
Dabei wird jede Verkaufsstelle innerhalb
der Rundfahrt genau einmal beriihrt. Ferner
mub das Fahrzeug am Ende der Rundfahrt
wieder in das Lager zuriickkehren.

Fir unsere zu 16sende Aufgabe wollen wir
davon ausgehen, daB vier Orte 4, B, Cund D
mit je einer Verkaufsstelle von einem Lager E
aus in einer Rundfahrt angefahren werden
sollen. Die Entfernungen zwischen diesen
Orten sind aus der nachstehenden Skizze
zu entnehmen.

D 10 km 4

Eine Rundfahrt wire z. B.:
E-A—-+C->D-B-E

mit einer Gesamtentfernung von
9+7+6+15+11=48 (km)

oder

A-D->B-C—E-A

mit einer Gesamtentfernung von

10+ 15+5-8+9=47 (km).

Diese Rundfahrten sind allerdings — wie

selbst eingeschitzt werden kann — sehr un-

giinstig.

Berechne nun fiir diese 5 Orte die optimale

Rundfahrt, d. h. die Rundfahri, fiir die die

zuriickgelegte Gesamtentfernung ein Mini-

mum wird.

Als Losungshinweis sei gegeben, daB es sich

hier um eine kombinatorische Aufgaben-

stellung handelt!

Studenten der HHL im Mathematikseminar
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Weiter durch die Welt der Tetraeder

Wer sein rdumliches Vorstellungsvermégen
trainieren will, der folge der Forisetzung
unseres Streifzuges durch die Welt der Te-
traeder. Wir hatten ihn im 5. Jahrgang dieser
Zeitschrift, 1971, Heft 5, S. 106—107, be-
gonnen. Zuletzt waren wir den rechtwink-
ligen Tetraedern begegnet:

Bezeichnung: Ein Tetraeder, das in einer
Ecke paarweise senkrecht aufeinander ste-
hende Kanten besitzt, heit ein rechtwink-
liges Tetraeder.

Die rechtwinkligen Tetraeder entsprechen
in gewisser Weise den rechtwinkligen Drei-
ecken in der Ebene. Beim Nennen des Be-
griffs ,.rechtwinkliges Dreieck™™ denkt ihr
gewil) sofort an die mit den rechtwinkligen
Dreiecken verkniipften Sitze: Kathetensatz,
Hohensatz, Satz von Pythagoras (manchmal
..Satzgruppe Pythagoras* genannt). Es heiBt
der Satz von Pythagoras gelegentlich auch
ebener Pythagoras™, und zwar dann, wenn
man ihn kurz und knapp unterscheiden
wili vom

,raumlichen Pythagoras*, der benutzt wird,
wenn man etwa die Linge einer Diagonale
eines Quaders oder eines Wiirfels aus den
Kantenlangen berechnen will, oder vom
trigonometrischen Pythagoras*, der in der
Theorie der trigonometrischen Funktionen
die Beziehung ,sin’p+cos’p—=1 fir alle
Winkel ¢ bedeutet.

Uns geht es nun um einen anderen ,,rdum-
lichen Pythagoras™:

3. Der Pythagoreische Lehrsatz
fiir rechtwinklige Tetraeder

LaBt eure Fantasie einmal spielen, um einen
Satz von Pythagoras fiir rechtwinklige Te-
traeder zu formulieren! An die Steile von
Hypotenuse und Katheten einerseits und
Hypotenusen- und Kathetenlingen anderer-
seits konnten welche Tetraederstiicke tre-
ten? ... Das Resultat der Bemiihungen ist,

daB folgende Behauptung wiinschenswerter-
weise richtig sei:

Satz 1: Es sei SABC ein rechtwinkliges
Tetraeder mit senkrecht aufeinander ste-
henden Kanten bei §. Wird einmal (der
Kiirze wegen) der Flicheninhalt der Drei-
ecke AABC, AABS. ABCS bzw. ACAS
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beziiglich mit (4BC), (4BS), (BCS) bzw.
(CAS) bezeichnet, so gilt:

(ABS)* +(BCS)*+(CAS)* =(4BC).
Beweis: Zum Beweis dieses und weiterer
Sitze bendtigen wir

a) beziiglich eines rechtwinkligen Dreiecks
den Satz von Pythagoras,

den Hoéhensatz,

den Kathetensatz sowie

b) aus der darstellenden Geometrie den fol-
genden Sachverhalt, den ihr euch iibrigens
auch bequem selber klarmachen kénnt:

Es wird die senkrechte Parallelprojektion
des Raumes auf eine Ebene = betrachtet.
Zwei senkrecht zueinander stehende (sich
schneidende oder windschiefe) Geraden, von
denen die eine zur Bildebene parallel liegt
und die andere nicht auf der Bildebene senk-
recht steht, werden dieser Abbildung unter-
worfen. Sie bilden sich als zwei senkrecht
aufeinander stehende Geraden ab.

Nun zum Beweis des Satzes 1. Die Flichen-
inhalte der Dreiecke AABS, ABCS und
ACAS erhalten wir natiirlich sofort. Mit
den aus Bild 5 zu entnehmenden Bezeich-
nungen ist

! 1 !
(ABS) 2ab, (BCS) 2b¢‘, (CAS) 2ca.
M

Bild 5

Von dem Dreieck AABC denken wir uns
die Hohe A durch den Punkt C konstruiert;
der HéhenfuBpunkt sei C,. — Stellt die
Figur den Sachverhalt richtig dar? Diese
Frage bedeutet: Priife, ob C, tatsdchlich
zwischen 4 und B liegt! Das ist gleichwertig
mit einem Nachweis der Aussage: Das Drei-
eck AABC unseres rechtwinkligen Tetra-
eders SABC, dessen Kanten bei S senkrecht

aufeinander stehen, ist spitzwinklig. — Das
Lot h,, aus S auf die Gerade 4B hat C, als
FuBpunkt (Beweis?). Anhand des Bildes 5
ersehen wir:
he?=pc."q.. *
@ =p.. P 4 (Kathetensatz), somit
¥ =q.,(p..+4q.)
@b’ =p., q., (p..+4.)', wegen (*) und
.. tq. )P=da+b:
=h, ?-(a*+b?), daher

(Hohensatz),

2 a8 ;analog: h,” e
< g 4p g: M S
2
hb,z =;zaaz. Nun ist
+
2 2
h? =h 2+c2=ab2 +¢2, also @)
[of (4 al+b2
P =a’bz+b‘c2+czaz. (€))
c 2 +b? ’
2 12 22
analog: h Z=M
A b2+¢'2
pr_ab-b+la
’ +ad

Damit ergibt sich wegen AB*=(p,+q.)
=a? + b zunichst

(4BCY =% 4B -h? =%(azb2 LB+ )4

und weiter nach (1):
(ABC)*=(ABS)? - (BCS)*+(CAS),

5, Satz 1
w.z. b.w, (3 Satz 1)

Aufgabe 6: Formuliere die Umkehrung von
Satz 1, und beweise die Giiltigkeit dieser Um-
kehrung!

4. Der Kathetensatz
fiir rechtwinklige Tetraeder -

Nachdem es gelungen ist, den Satz von
Pythagoras fiir rechtwinklige Dreiecke aus
der Ebene in den Raum fiir rechtwinklige
Tetraeder zu iibertragen, ist doch die Frage
sicherlich naheliegend: Lassen sich in ent-
sprechender Weise auch der Kathetensatz
und der Hohensatz fiir rechtwinklige Tetra-
eder aussprechen? Wieder soll sich eure
mathematische Fantasie angeregt fiihlen! ...
Wie steht es etwa mit der Giiltigkeit der fol-
genden Behauptung?

Satz2: Es sei SABC ein rechtwinkliges
Tetraeder mit senkrecht aufeinander ste-
henden Kanten bei S. Das Lot von S auf die



gegeniiberliegende Seite AABC habe den
FuBpunkt §. Dann gilt. wenn Dreiecks-
flicheninhalte wie in Satz | bezeichnet wer-

den:

(ABS") - (ABC) =(ABS)?
(BCS’) (ABC) =(BCS)* (6,5a1z2)

(CAS')-(ABC)=(CASY

Aufgabe 7: Beweise den Satz 2!

Anleitung : Schneide die Ebene SS'C mit
den Ebenen ABC und .ABS: der Schnitt-
punkt von SS’C mit der Geraden AB ist
C,. der FuBpunkt des Lotes aus S auf AB.
Die Ebene SS'C steht auf AB senkrecht.
Notiere fiirdas rechtwinklige Dreieck ASCC,
eine gegignete der beiden Aussagen des
Kathetensatzes und multipliziere mit 452!

5. Der Hohensatz
fiir rechtwinklige Tetraeder

Noch leichter als der Pythagoreische Lehr-
satz aus der Ebene in den Raum lieB sich
also der Kathetensatz fiir rechtwinklige Te-
traeder iibertragen. Das stimmt uns beziig-
lich einer Ubertragung des Hohensatzes hoff-
nungsfroh! Konstruieren wir also die Héhe 4
eines rechtwinkligen Tetraeders SABC, das
Lot aus § auf AABC': der FuBpunkt sei S’
(Bild 7). Wiahrend ein rechiwinkliges Drei-
eck durch die Hoéhe auf die |1\potenuse in
zwei rechtwinklige Dreiecke zerlegt wird,
definiert die Tetraederhdhe /1 sicher kein
einziges rechtwinkliges Tetraeder! Das
scheint nun wieder fiir unser Ubertragungs-
vorhaben weniger giinstig zu sein.

Ermitteln wir erst einmal die Linge der
Ho6he /i, Bild 7. Dies ist eine leichte An-
wendung der Beziehung (2). die auf das recht-
winklige Dreieck AABS bezogen ist. Gemil

(2) gilt in dem rechtwinkligen Dreieck
ASCC,:
, Ah?
h ~—z—fz. also nochmals nach (2):
¢t +h}
2p2
(2. :I h 2 2222
B - at- b _ atb?c ‘ D
PO L ol il it
¢ P b?

In dem ,,rdumlichen Kathetensatz™ (Satz 2)
haben die Flacheninhalte (4BS°). (BCS').
(CAS’) die Stelle der Hvpotenusenabschnitte
p. ¢ eines rechtwinkligen Dreiecks einge-
nommen. Nennen wir

(BCS')=P. (CAS)=Q. (ABS')=R.

dann folgt aus (6) (Satz 2) zusammen mit (1)
und (4):
P-Q R -(BCS')-(CAS’)-(ABS")

_(BCS)? -(CAS)* - (ABS)*

) (48cy’

L Lo Loy

1 a*btct

== oder
8 (@b 5+ Py

abc

P-Q-R=TE N (8)

DaB die Tetraederh6he A unser Tetraeder
SABC nicht in rechtwinklige Tetraeder zu
zerlegen vermag, hat anscheinend zur Folge,
daB bei der Ubertragung des Hohensatzes fiir
rechtwinklige Dreiecke (p-¢g=#%) in den
Raum fiir rechtwinklige Tetraeder ein Kor-
rekturfaktor ins Spiel gebracht werden muB;
solch ein Faktor ist sichtlich auch aus Di-
mensionsgriinden no6tig (links steht eine MaB-
zahl fiir cm®. also muB auch rechts eine
solche stehen). Insgesamt haben wir damit
den

Satz 3: Es sei SABC ein rechtwinkliges Te-
traeder mit senkrecht aufeinander stehenden
Kanten bei S der Lingen a, b, ¢. Die senk-
rechie Projektion der Seitenflichen AABS,
ABCS und ACAS aul die Ebene des
Dreiecks AABC liefert die Dreiecke A4BS",
ABCS’ und ACAS’. Werden die Flichen-
inhalte (BCS")=P. (CAS)=Q. (4BS")=R
eingefiihrt und wird die Lange der Hohe SS$”
mit 4 bezeichnet. so gilt:
P-Q-R :aﬂ-h’.

8
Nun kann aber dem Hohensatz fiir recht-
winklige Dreiecke h*=p-q mit Hilfe des
Kathetensatzes p-c=a*. g-c=»b* auch die
Form

2 2
b Ir* oder wegen ¢? =a* +b?
c - C
242
h? = b 9)

a* - b
gegeben werden. was schon aus (2) bekannt
ist. Diese Form ist mit (7) unmittelbar ver-
gleichbar. Das kann man auf folgende Weise
noch offensichtlicher machen:
Aus (9) ergibt sich als Beziehung zwischen
den Katheten und der Hohe eines recht-
winkligen Dreiecks:
1 1 1

| L TE-

und aus (7) erhalten wir als Beziehung zwi-
schen den von S ausgehenden. zueinander
scnkrechten Kanten a. h. ¢ und der llohe /
eines rechtwinkligen Tetraeders S4BC':

1 | |

[T S
Hierin kénnen wir eine genaue Ubertragung
des Hohensatzes sehen. (Wer die trigonome-

(an

trischen Funktionen kennt, kann aus (11)
folgendes herleiten: Werden die Winkel
a=¥ASS. f=«BSS, ;7 xCS%
zwischen der Hohe SS” und den ausgezeich-
neten Kanten SA4. SB, SC eingefiihrt, so
gilt: 1 -cos’» cos?fi+cos’;.

eine in der analytischen Geometrie des
Raumes wichtige und oft verwendete Bezie-
hung. Kannst du eine entsprechende Bezie-
hung in der Ebene aus (10) herleiten?

Das rechiwinklige Tetraeder birgl noch eine
panze Reihe interessanter Eigenschaften. Es
spielt eine wichtige Rolle beispielsweise in
der Axonometrie, wie sie in dem Aufsatz von
Kiihn, E.: Darstellende Geometrie und Ar-
chitekturausbildung II, diese Zeitschrift 6
(1972), H. 6, S. 128—129, aufl S. 128 (Satz
von Pohlke) angedeutet wird. Eine hiibsche
Anwendung findet das rechtwinklige Tetra-
eder im ..Katzenauge*, vergl. Schrider, E..
Auch ein SchluBlicht hat es in sich, diese
Zeitschrift 4 (1970), H. 1, S. 8—9. Wir
wollen uns mit obigen Darlegungen begnii-
gen, noch eine hiibsche Aufgabe stellen und
in einer weiteren Fortsetzung andere auf-
regende Dinge iber Tetraeder kennenler-
nen!

Aufgabe 8: Ist AABC ein spitzwinkliges
Dreieck, dessen Hohen sich im Punkte §”
schneiden und die HohenfuBpunkte 4,, B,.
C, haben, so gilt:

AS -S’A,=BS -S'B,=CS" -SC,.
Anleitung: Weise zunichst nach. daB es
wenigstens ein rechtwinkliges Tetraeder
SABC gibt (mit senkrecht aufeinander ste-
henden Kanten bei S), dessen Seite AABC
mit dem gegebenen Dreieck kongruent ist.
und nutze geeignete der oben angesteliten

Betrachtungen aus! — Gilt die Aussage der
Aufgabe 8 auch fiir stumpfwinklige Drei-
ecke? G. Geise

Biographie des Autors

Prof. Dr. G. Geise ist in Stendal geboren, be-
suchte in Aschersleben vier Jahre die Grund-
schule, anschlieBend sechs Jahre die Mittel-
schule. Nachdem er den Schlosserberuf er-
lernt hatte, besuchte er nochmals fiir einein-
halb Jahre eine Erweiterte Oberschule, um
die Reifepriifung abzulegen. Damit war der
Weg frei fiir ein fiinfjahriges Studium der Ma-
thematik an der Martin-Luther-Universitit
Halle-Wittenberg. Seit 1956 ist er als wissen-
schaftlicher Assistent, Oberassistent und wis-
senschaftlicher Mitarbeiter an der Techni-
schen Hochschule bzw. Technischen Uni-
versitdt Dresden titig. In den Jahren 1962/63
und 1965.66 wirkte er an der Universitit
Rostock.

Die Arbeitsgebiete des 1972 zum ordentlichen
Professor ernannien Wissenschaltlers sind:
Kinematik. Matrizengeometrie. clementare
Differentialgeometrie, oltmals im Zusam-
menhang mit speziellen Problemen aus der
Technik. Er wirkt seit Jahren aktiv bei den
Olympiaden Jg. Mathemaiiker der D DR mit.
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Das Prinzip
der kleinsten

Z.ahl
hilft uns weiter

1. Von dem bedeutenden Mathematiker
Gauf wird erzihlt, daB er seinen Lehrer mit
einer schnellen Losung folgender Aufgabe
iberraschte:

® Man bestimme die Summe aller natiir-
lichen Zahlen von 1 bis 100 ! Wahrend der
Lehrer seine Schiiler fir lingere Zeit be-
schiftigt glaubte. tiberlegte Gauf kurz und
summierte wie folgt:
F+2+34 .. +100=(1+100)+(2+99)
+(3+98) - ...+ (50+51)

=101-50

=5050

® Bestimme auf die gleiche Weise die
Summe aller natiirlichen Zahlen von

a) 1 bis 30 b) 1 bis 31!

Bezeichnen wir die Summe aller natiirlichen
Zahlen von 1 bis 100 mit S(100), so ist

S(lm)zw. Ebenso ist
S(30) :M:%S und
SG1 =(31+#=496.

2. Wir konnen nun fiir eine beliebige natiir-
liche Zahl n>1 die Summe aller natiirlichen
Zahlen von 1 bis n bestimmen und sie mit
S(n) bezeichnen. Wenn n jedoch sehr gro8
ist, so wird das Addieren der n Summanden
eine langwierige Angelegenheit. Schneller
kdme man zum Ziel, wenn man das Addieren
der vielen Summanden auf eine Multipli-
kation zuriickfithren kénnte, so wie es Gauf
fiir n=100 tat.

Kann man S(n) mit Hilfe der Gleichung

_(n+1)'n
S(n)v——2

berechnen?

Firn=100 und #=30 und n=31 ist die
Gleichung richtig. Aber ist sie fiir jede na-
tiirliche Zahl n (n> 1) richtig?

© Uberpriife die Gleichung fiir n=2, 3, 4,
5.6,7.8,9.10!

Fiir n=2 erhalten wir
S2)=14+2=3
2+1)-2_3-2
Sy
Also ist die Gleichung fiir n=2 richtig.
Wollten wir jedoch die Gleichung fiir jede

und

3.
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einzelne natiirliche Zahl iiberpriifen, wiirden
wir uns eine unlésbare Aufgabe stellen. Es
gibt ja zu jeder natiirlichen Zahl einen Nach-
folger, fir den die Gleichung auch wieder
gepriift werden mubB, so daB wir mit dieser
Aulgabe nie zu Ende kdmen.

3. Hier kann uns eine Eigenschaft der na-
tiirlichen Zahlen helfen, das

Prinzip der kleinsten Zahl: Jede nicht leere
Menge natiirlicher Zahlen enthdlt eine kleinste
Zahl.

Dieses Prinzip ist eine Grundeigenschaft der
natiirlichen Zahlen, die wir nicht beweisen.
Wir wollen uns mit dem Inhalt des Prinzips
jedoch an einigen Beispielen vertraut ma-
chen.

Sei M, die Menge der Zahlen 17, 10163,
10000000, 523, 11 und 89. Offenbar enthalt
die Menge M, cine kleinste Zahl, nimiich
11. Die Zahl 11 ist kleiner als alle anderen
Zahlen, die ebenfalls der Menge M, ange-
horen.

M, sei die Menge aller Primzahlen. Hier ist
2 die kleinste Zahl. Enthidlt eine Menge
nur eine einzige natiirliche Zahl, so ist diese
eine Zahl selbstverstandlich auch die kleinste
Zah] der Menge.

® Bestimme die kleinste Zahl .

a) der Menge aller Quadrate natiirlicher
Zahlen,

b) der Menge aller natiirlichen Zahlen, die
groBer als 100 und durch 6 teilbar sind!

4. Wir werden nun das Prinzip der kleinsten

Zahl anwenden, um den folgenden Satz zu

beweisen:

Fiir jede natiirliche Zahl n (n>1) gilt
S(n)=(n+l)~n.

2

Wir filhren den Beweis indirekt. Angenom-

men, es gibt eine natirliche Zahl n (n>1),

fir die die Gleichung falsch ist. Dann ist

die Menge der natiirlichen Zahlen, fiir die

die Gleichung falsch ist, nicht leer. Nach

dem Prinzip der kleinsten Zahl enthilt diese

Menge eine kleinste Zahl, die wir k nennen

wollen.

Es ist also

Sk)+ X)

(k+1)-k
—
Es muBB k>2 gelten, denn wir lassen bei
unserer Aufgabe nur natiirliche Zahlen zu,
die groBer als 1 sind, und fiir die natiirliche
Zahl 2 ist die Gleichung — wie oben gezeigt —
richtig. Da k die kleinste Zah! ist, fiir die die
Gleichung falsch sein soll, muB die Gleichung
fir den Vorginger von k, d. h. fiir die Zahl
k—1, gelten, Es ist also

Stk— 1)=((k—l)+21) ((k=1)
= XX)
Aus  Sk—-1D=1+24...+(k-1)
und  S(k) =14+2+...+k-1+k
folgt Sk) =Stk-1)+k.

Unter Verwendung der richtigen Gleichung
(XX) erhalten wir
_k k-1

S(k) Stk
K—k 2k
7 2
_ K —k+2k
2
_K+k
2
sw &bk

im Widerspruch dazu, da die Gleichung
fiir die Zahl k nicht gelten sollte. Also war
die Annahme, daBl es eine natiirliche Zahl
n (n>1) gibt, fir die die Gleichung nicht
gilt, falsch.

Die Gleichung

S(n)%w gilt

somit fiir jede natiirliche Zahl n (n>1).

5. Wenden wir uns einer anderen Aufgabe
zu.
® Gegeben seien zwei Buchstaben a und b.
Gegeben seien zwei Buchstaben a und b.
Wir wollen nun Worter nur unter Verwen-
dung dieser beiden Buchstaben bilden, wobei
aber jeder dieser Buchstaben durchaus mehr-
fach verwendet werden darf.
Betrachten wir zunichst die Worter, die aus
jeweils drei Buchstaben zusammengesetzt
sind:

aaa abb
aab bab
aba bba
baa bbb

Man nennt diese Worter auch Woérter der
Linge 3. Es gibt also acht Worter der Linge 3,
wenn man zwei Buchstaben zur Verfiigung
hat. DaB diese Woérter in der deutschen
Sprache ohne Bedeutung sind, soll uns hier
nicht interessieren.

® Schreibe alle Worter der Linge auf,
die nur unter Verwendung der Buchstaben
a und b gebildet werden kénnen!

Hast du alle Wérter der Linge 4 gefunden?
Es miissen insgesamt 16 Worter sein.

® Wieviel Worter der Lange 1 und wieviel
Worter der Linge 2 gibt es bei Verwendung
von zwei Buchstaben?

Stellen wir die bisher erhaltenen Resultate in
einer Tabelle zusammen:

Lange n Anzahl der verschiedenen
Woérter der Lange n
1 2
2 4
3 8
4 16

Fiir n=1, 2, 3 und 4 gilt offenbar: Es gibt
genau 2" Wérter der Lange n.

Gilt die Aussage sogar fiir alle natiirlichen
Zahlen n (n>0)?



Ja, wir konnen mit Hilfe des Prinzips der
kleinsten Zahl beweisen:

Fiir jede natirliche Zahl n (n>0) gilt: Bei
Verwendung von zwei Buchstaben gibt es
genau 2" Worter der Liange n.

Beweis : Angenommen, es gibt eine natiirliche
Zahl n (n>0), fiir die die Aussage falsch ist.
Dann ist die Menge der natiirlichen Zahlen,
fir die die Aussage falsch ist, nicht leer.
Nach dem Prinzip der kleinsten Zahl ent-
hilt diese Menge eine kleinste Zahl. Diese
Zahl nennen wir k.

Wie wir oben gezeigt haben, ist die Aussage
fir n=1, 2, 3 und 4 richtig, also ist k sicher
groBer als 4. .

Da k die kleinste Zahl ist, fiir die die Aussage
falsch ist, mul3 die Aussage fiir k— 1 richtig
sein. Es gibt also 27! Wérter der Linge
k—1.

Betrachten wir nun ein beliebiges Wort der
Liange k. Streichen wir den letzten Buchsta-
ben dieses Wortes, so erhalten wir ein Wort
der Linge k—1. Der letzte Buchstabe, den
wir gestrichen haben, war entweder ein a
oder ein b. Aus dem Rest-Wort der Linge
k—1 kann man durch Anfiigen eines Buch-
staben ein Wort der Linge k gewinnen. Jedes
Wort der Linge & kann man sich also aus
einem Wort der Linge k— I durch Anfiigen
des Buchstaben a oder des Buchstaben b
entstanden denken. Aus jedem Wort der
Liange k—1 erhdlt man zwei Worter der
Linge k. Damit gibt es also

2*-1.2
Worter der Lange k. Nun ist aber
2k-1.2=2k

Folglich gibt es doch 2* Wérter der Linge k
im Widerspruch dazu, daB die Aussage fir
die Zahl k falsch sein sollte. Unsere Annah-
me, daB es eine natiirliche Zahl n (n>0)
gibt, fiir die die Aussage falsch ist, fiihrt
zum Widerspruch. Damit gilt die Aussage
fiir alle natiirlichen Zahlen n (n>0).

Aufgaben

Man beweise unter Verwendung des Prinzips
der kleinsten Zahl:

Ala Fir jede natiirliche Zahl n (n>0) ist
Pi2yyg. 40 DCrt)

; 3 .
A2a st g+1, so gilt fiir jede natiirliche
Zahi n (n>0) die Gleichung

+1_
1+g +@+¢+. . +g =T 11.
a-

A3a Ist h2 —1, so gilt fiir jede natiirliche
Zahl n die Ungleichung
(+h)"214+nh
(Bernoullische Ungleichung).
W. Stoye

Aufgaben
speziell fiir Klasse 9/10

Im September 1973 l6sten in einer groBeren
Anzahl von Schulen in unserer Republik
viele Schiiler der Klassenstufe 10 zentral
gestellte Aufgaben (reine Arbeitszeit: 90 Mi-
nuten).

Im folgenden verdffentlichen wir die Auf-
gaben. Der interessierte alpha-Leser kann
anhand dieser Arbeit sein Wissen und Kén-

nen priifen. A. Hopfe
. i a-b
aAla Gegeben ist der Term ——
c

(a, b, ce P: c#+0).
Setzen Sie a= 4.75

b= 122 und

c=2521
Fiihren Sie schriftlich eine Uberschlagsrech-

nung aus!
Berechnen Sie den Wert des Terms mit Hilfe
des Rechenstabes!

A2a Gegeben ist die Ungleichung
2065x-2) . 2x+6.
3
Geben Sie die Losungsmenge L dieser Un-
gleichung im Bereich der natiirlichen Zahlen
an!
(Eine Probe wird nicht verlangt.)

A3a a) Formen Sie die folgende Summe
in einen Quotienten um:

5,7 9-m
4m ' 6n  8mn
b) Berechnen Sie:

(m,ne P;m+0:n+0)

(%u—%v)z

A4a Zwei Lastkraftwagen transportieren
insgesamt 143 t Kies. Der eine LKW faBt
1,5mal soviel wie der andere. Insgesamt
sind 31 volle Fuhren des kleineren und
27 volle Fuhren des groBeren LKW erfor-
derlich.

Berechnen Sie, wieviel Tonnen jeder dieser
beiden Wagen faBit!

AS5a 2) Geben Sie die Definition fiir eine
Funktion an!

b) Entscheiden Sie fiir jede der Figuren (1),
(2) und (3), ob sie Graph einer Funktion
der Form y=/f(x) ist!

Begriinden Sie fiir alle drei Fille Ihre Ent-
scheidung!

1

/ 13)

{2

A6a Weisen Sie die Giiltigkeit folgender
Aussage nach:

VergroBert man das Quadrat einer beliebigen
ungeraden Zahl um 3, so erhilt man immer
eine Zahl, die durch 4 teilbar ist!

(L6sungen auf S. 47)

Fortsetzung der Aufgaben von S. 39

Klasse 10

Ala Essei k ein Kreis mit dem Mittel-
punkt O, dem ein gleichschenkliges Trapez mit
ABCD BCIAD, BC=2a, AD=2b und a>b
umbeschrieben sei. Ferner seien £ der Schnitt-
punkt der Diagonalen dieses Trapezes und
M bzw. N die Beriihrungspunkte des Kreises
k mit den Seiten AB bzw. CD des Trapezes.
P sei der Schnittpunkt der Parallelen durch
den Punkt O zu der Seite BC mit der Seite
"AB des Trapezes.

1. Man ermittle den Radius des Kreises k
in Abhéngigkeit von a und 5.

2. Man beweise, daB die Punkte M, Eund N
auf einer Geraden liegen.

3. Man ermittle die Lange der Strecke ME
in Abhingigkeit von a und b.

4. Man stelle Ungleichungen zwischen den
Strecken OP, OM und EM auf und leite
daraus Ungleichungen zwischen dem arith-
metischen, dem geometrischen und harmo-
nischen Mittel zweier positiver reeller von-
einander verschiedener Zahlen a und b her.
(Unter dem harmeonischen Mittel zweier
positiver reeller Zahlen a und b versteht man

diejenige Zuhl v, fir die 2=l+1 gilt.)
x a b

A2A Es seien ABCD ein Quadrat und F
der Mittelpunkt der Seite CD. Ferner sei E
der FuBpunkt des von dem Punkt 4 auf die
Gerade BF gefiliten Lotes.

Man beweise, daB dann AD=DE gilt.
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In freien Stunden ﬂl[lhﬂ heiter

es hat sowieso keinen Sinn.*

,,Bemiihen Sie sich nicht,

Aus: Magazin 11/73

Bruchstiicke

Die folgenden Bruchstiicke sind so zu erginzen, daf
in jeder Zeile ein sinnvolles Wort entsteht, das du
aus dem Mathematikunterricht kennst.

Die eingesetzten Buchstaben ergeben, hintereinander
gelesen, einen mathematischen Satz.

Die Bedeutung der Worter ist unten angegeben.
Versuche, zunichst ohne diese Hilfe auszukommen !

3 Z|1]6
w E|R
TI{A|F E|R |k

R|E|1I|S
L7 P £

M|/ vlE|N

oM\l R

A T|O0|N
N U E|R

1. k. g. V.der Zahlen 1, 2, 3, 4, S und 6; 2. fast Erster:
3. Nachschlagewerk: 4 einem Dreieck einbeschrie-
bene Figur; 5. ein Kegelschnitt; 6. Teil einer Sub-
traktionsaufgabe; 7. ein griechischer Buchstabe; 8.
Mittel zur Hervorhebung bestimmter Teile in einer
mathematischen Abbildung; 9. eine Ordnungszahl.

7 OS!(R K.-H. Lehmann, Berlin
Von3zu3

Auf der Abbildung ist von der Ziffer 3 in der oberen
linken Ecke quer durch die Felder bis zur 3 in der
unteren rechten Ecke ein Weg zu suchen, der insge-
samt — entsprechend der Summe der Zahlen auf den
beschrittenen Feldern — die Zahl 110 ergibt. Wie
(iber welche Zahlen) fiihrt dieser Weg?

aus: NBI 33/73

_
3|#‘5|4|3|9 7
n |
v
1V )5 )¢ ]
213 7 6 904y
4 NZ/ERZE
- A 4 .
‘5 6 9 8 7 2 5-_+
1 1V s 3
- o
Jl4lzl 6151 "'J 3I
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Legespiel

Schneide aus Pappe sechs Fiinfecke, die zu dem abge-
bildeten Fiinfeck kongruent sind sowie sechs Drei-
ecke, die zum abgebildeten Dreieck kongruent sind,
aus!

I. Trdager, Wilhelm-Pieck-OS Débeln

%%
A
8cm l

p—— —

N

Lege diese zwolf Flichenstiicke so aneinander, da3
sie ein regelmédBiges Sechseck bilden!

a+ b=cc

+ +
-c+a b
b tcec=ca

M. Jiitte, 10. OS Greifswald

Eine Frage mit Pfiff

Ein Apotheker hilt einem Jungen Mathematiker ein
Rohrchen mit Tabletten hin und sagt erliuternd:
,.Eine Tablette enthilt 500 mg Vitamin C.*

Frage des Jungen Mathematikers: ,,Und die anderen 7**




Rund um den Kreis

Im folgenden Text haben sich sieben Begriffe bzw.
Namen versteckt, die bei der Behandlung der Kreis-
lehre oft benutzt werden. Finde sie heraus!

Lieber Thomas! _

Kurz vor unserer Riickreise aus Thale sende ich Dir
herzliche Griifle. Gestern waren wir im Kino und sahen
., Tecumseh"'.

Nebenbei: Ich bitte Dich darum, fang gleich an, un-
seren Zaunbau vorzubereiten. Du mufit die Stangen
teilen und diese Kanten abschrigen. Fiihre alles ge-
wissenhaft durch. Messer, Sige und Feile liegen im
Werkzeugschrank.

Auf bald!

Dein Klaus OS!R K.-H. Lehmann, Berlin

..Eigentlich sollten Sie mir diese Wurzeln ziehen,
Herr Doktor!**

alpha-Leser
beim Augenarzt

aIFha’

alpha

Waurzelziehen

Neulich driickte sich Heike vor der Jugendzahnklinik
herum. ,.Ich habe Angst. Der Doktor will mir eine
Wourzel ziehen,* erzéhlte sie ihrer Freundin Angelika.
,,LaB ihn nur machen,* sagte Angelika darauf. ,,Mor-

gen quadriert unser Mathematiklehrer die Wurzel
wieder und die Zahnliicke st weg ... .*
Eisemarie Anger, Karl-Liebknecht-OS Oschatz (Kl. 9)

Angewandte Mathematik

Sie k6nnen es mir glauben, die Kinder sind heutzutage
viel kliiger als wir.
Mein Wowa ist Schiiler der 1. Klasse. Kiirzlich lernten
sie in der Schule die Addition und Subtraktion. Damit
fing es an...
Eines Tages kommt Wowa nach Hause, setzt sich an
den Tisch und beginnt, auf ein Blatt Papier zwei Zah-
lenreihen zu schreiben. Er bewegt die Lippen, starrt
mit den Augen zur Decke, zéhlt an den Fingern.
,,Was rechnest du da?* frage ich.
,,Ich rechne aus, wieviel ich koste*, sagt er.
,,Wie meinst du das, wieviel du kostest?*
,,Ganz einfach*, erklirt mein Sohn. ,,Auf der linken
Seite addiere ich alle eure Ausgaben fiir mich, auf der
rechten Séite addiere ich, was ihr mir schuldig seid.*
,,Aha, staunte ich und schaue interessiert auf seine
Rechnung. ,,Du hast Mama drei Monate vor der
Hochzeit kennengelernt. Drei Monate, das sind
90 Tage, das bedeutet 90 Stelldichein, also 90 Blu-
menstriuBe. Rechnen wir fiir jeden Straufl einen
Rubel, das macht 90 Rubel. Plus 7 Theater- und
15 Kinobesuche, dazu 18 Portionen Eis und Gebick,
das wiren etwa 75 Rubel. Eure Hochzeit war nicht
sehr teuer, sagt Oma, weil ihr an einem Feiertag
geheiratet habt. Ich setze dafiir 200 Rubel ein. Dann
die personlichen Ausgaben fiir mich: ein Bett, einen
Kinderwagen, ein Laufgitter, einige Anziige und ein
Pelzmintelchen, dazu 7 Jahre tédglich 3 Mahlzeiten,
das wiren rund 3000 Rubel. Ehrenwort, ich habe
nichts vergessen.
Nun zur rechten Additionsarbeit: Das ist das Geld,
das ihr durch mich gespart habt. Seitdem ich auf
der Welt bin, seid ihr kein kinderloses Ehepaar
mehr. Folglich bekommt ihr einen Kinderzuschlag
plus Wohnungsgeld. Hat man euch nach meiner
Geburt eine Wohnung zugewiesen 7
Ich bestitigte es kopfnickend.
,»Als kinderloses Ehepaar mufitet ihr monatlich 40
Rubel bezahlen, jetzt nur noch 7. Das ergibt eine
Einsparung von 33 Rubel im Monat, das sind 396
im Jahr und 2772 in 7 Jahren. Wenn ich zu diesem
Betrag noch das Kindergeld addiere, crhalte ich die
Summe von 3 365 Rubel und 22 Kopeken. Subtrahiere
ich nun die Einnahmen von der Summe eurer Aus-
gaben, bleibt lediglich eine Differenz von 22 Kopeken,
die ihr mir schuldig seid. Du kannst mir das Geld
gleich fiir eine Eiswaffel geben. Meine Freunde
haben sich an der Ecke schon fiir mich angestellt.
Und auBerdem ist heute ein Feiertag!*

N. Stanilowski ( Aus ,,Litershnaja Gaseta*)
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XIII. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR

Aufgaben der Bezirksolympiade

(9./10. Februar 1974)

Klassenstufe 7

1. Uber die Altersangaben (in vollen Lebens-
jahren) einer Familie (Vater, Mutter und
zwei Kinder) ist folgendes bekannt:

(1) Die Summe aller vier Lebensalter be-
tragt 124.

(2) Vater und Mutter sind zusammen dreimal
so alt wie ihre beiden Kinder zusammen.

(3) Die Mutter ist mehr als doppelt so alt
wie das ilteste der beiden Kinder.

(4) Die Differenz, die sich ergibt, wenn
man das Lebensalter der Mutter von dem
des Vaters subtrahiert, ist neunmal so groB
wie die Differenz, die sich ergibt, wenn
man das Lebensalter des jiingeren Kindes
von dem des dlteren Kindes subtrahiert.
Wie alt ist jedes der vier Familienmitglieder?

2. Zeige, daB fir jede Primzahl p>3 das
Produkt (p+1)p(p—1) durch 24 teilbar ist!

3. Konstruiere ein Trapez ABCD mit AB|CD
ausa—c~=3cm,b=4cm,d=6cm,e=9cm!
Dabei bedeuten a, b, ¢ und din dieser Reihen-
folge die Lingen der Seiten AB, BC, CD,
DA und e die Lange der Diagonalen AC.
Beschreibe und begriinde deine Konstruk-
tion! Stelle fest, ob durch die gegebenen
Stiicke ein Trapez bis auf Kongruenz ein-
deutig bestimmt ist!

4. Ermittle alle dreistelligen natiirlichen Zah-
len a, die gleich der Hélfte der Summe der-
Jenigen beiden Zahlen sind, die durch zykli-
sche Vertauschung der Ziffern von a ent-
stehen!

Hinweis: Wird die Zahl a durch die Ziffern-
folge wvw dargestellt, so entstehen durch
zyklische Vertauschung die Zahlen vwu und
WwWUub.

Dabei sollen auch Maoglichkeiten mit v=0
oder w—0 zugelassen werden; die durch
zyklische Vertauschung entstehenden Zahlen
brauchen also nicht dreistellig zu sein.

5. Gegeben sei ein Dreieck A BC; der Schnitt-
punkt seiner Winkelhalbierenden sei W.
Die Parallele durch W zu BC schneide AC
in M und 4B in N.

Beweise: CM+BN=MN

6. Ein mit konstanter Geschwindigkeit fah-
render Zug fuhr Gber eine 225 m lange Briicke
in 27 sec (gerechnet von der Auffahrt der
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Lok auf die Briicke bis zur Abfahrt des
letzten Wagens von der Briicke).

An einem FuBginger, der entgegen der
Fahrtrichtung des genannten Zuges ging,
fuhr dieser in 9 sec voriiber. In dieser Zeit
hatte der FuBginger 9 m zuriickgelegt.
Ermittle die Lange des Zuges (in Meter) und
seine Geschwindigkeit (in Kilometer je Stun-
de)!

Klassenstufe 8

1. Anja, Brigitte, Cathrin, Daja und Eva
trugen mehrere Spiele fiir vier Personen
unter sich aus.

In jedem Spiel gab es einen Gewinner und
drei Verlierer. Jedes der Midchen spielte
gleich viele Male. Nach AbschluB aller
Spiele stellte man fest:

(1) Cathrin gewann genau die Hilfte, Daja
genau ein Drittel und Eva genau ein Viertel
der Spiele, an denen sie beteiligt waren.

(2) Die Anzahl der Siege des Madchens, das
das drittbeste Ergebnis erzielte, war eine
Primzahl.

(3) Keines der Midchen verlor alle Spiele.
Ermittle die genaue Anzahl aller Spiele, die
ausgetragen wurden, und gib an, wieviele
Spicle jedes Madchen insgesamt gewann!

2. Zeige, daB fiir jede Primzahl p>5 das
Produkt

Pe-(p-DpE+hHE+2)
durch 360 teilbar ist!

3. In dem Quadrat ABCD mit der Seiten-
linge a werde die Seite AB durch die Punkte
A,, A,, As, die Seite BC durch B,, B,, B,
die Seite CD durch C,, C,, C; und DA
durch D,, D,, Dy jeweils in 4 gleichlange
Teilstrecken geteilt. Ferner seien die Strecken

D C; (o Cy c
[ Ao _#
@ \ X
1 £ NN
o,k // RN 8,
\ S p-_\ 4
S/ e & 4
X / \ >\\
D, X P X A8
Pk / A
L/ N\A P2 \
Dj} \\\\’c" A7 84
! AN B
A : Az A A 8

A\B,, A,B,, B,C,, B,Cy, C,D,, C,Ds, D, A,
und D, A4, eingezeichnet.

Von den Schnittpunkten dieser Strecken
miteinander seien die Punkte P,, P,, P,, P,,
P, Pg, P,, Pg wieim Bild bezeichnet. Berechne,,
den Flicheninhalt des Achtecks P, P,P,P,P;
P¢P, Py in Abhingigkeit von a!

4. Ermittle alle rationalen Zahlen a, die die
Ungleichung

3a—2<0 erfiillen!
a+1

5. Gegeben sei ein rechtwinkliges Dreieck
ABC mit BC=a, AC=b und x ACB=90°.
Ein Halbkreis iiber einer Teilstrecke von
AB sei so gelegen, daB die Seiten BC und AC
auf Tangenten an diesen Halbkreis liegen
und dieser BC und AC beriihrt.

Beweise, daB fiir seinen Radius r dann

1 1 1.

;_E+l_7 gilt!

6. Konstruiere ein Dreieck ABC, das den
Bedingungen a:b:c=2:3:4 und r=4 cm
geniigt!

Dabei seien a, b, c in dieser Reihenfolge die
Lédngen der Seiten BC, AC und AB, und r sei
der Umkreisradius.

Beschreibe und begriinde deine Konstruk-
tion! Untersuche, ob durch die gegebenen
Bedingungen ein Dreieck ABC eindeutig
bestimmt ist!

Klassenstufe 9

1. Wie man an Beispielen sehen kann, gibt
es Paare (x; y), worin x und y je eine zwei-
stellige natiirliche Zahl mit folgender Eigen-
schaft sind:

Tauscht man die Ziffern dieser Zahl gegen-
einander aus und addiert 9 zu der so entstan-
denen Zahl, so erhilt man die andere Zahl
des Paares. (Ein solches Paar ist z. B.
(25; 61); denn es gilt 524+ 9=61 und 164+ 9=
25)

Hinweis: Entsteht beim Vertauschen der
Ziffern eine mit 0 beginnende Ziffernfolge
(etwa aus 30 die ,,03*'), so ist statt dessen fir
die weiteren Operationen dic (einstellige)
Zahl zu nehmen, die nach dem Streichen
der Null entsteht (in unserem Beispiel ,,3%).
Wir nennen die Zahlen x. y cines solchen
Paares (x; y) einander zugeordnet.

a) Geben Sie alle zweistelligen Zahlen an,
die als Elemente solcher Paare auftreten
konnen!

b) Ermitteln Sie alle zweistelligen Zahlen,
die auf diese Weise sich selbst zugeordnet
sind!

2. Geben Sie alle natiirlichen Zahlen n an,
fiir die

=12+ +(n+1)
durch 10 teilbar ist!

3. Aufeiner Geraden g seien in dieser Reihen-
folge 6 Punkte A4, B, C, D, E, F gelegen. Ein



Punkt P auBerhalb g sei so gelegen, daB
PC das Lot von P auf g ist. Dabei gelte

PC=AB=BC=CD=DE~=EF.
Man beweise, daB dann ¥ APF=135° gilt.
Hinweis: Es geniigt nicht, diese Gleichheit
nur mit Rechentafelgenauigkeit nachzuwei-
sen.

4. In einer Ebene sollen regelmiBige n-Ecke
(mit einheitlicher Eckenzahl) so um einen
Eckpunkt herum aneinandergelegt werden,
daBl die Summe der GroBen der an diesem
Eckpunkt liegenden Innenwinkel 360° be-
tragt.

Geben Sie alle natiirlichen Zahlen » an, fiir
die das moglich ist; geben Sie dabei jeweils
die Anzahl der insgesamt benétigten n-Ecke
an!

5. Beweisen Sie den folgenden Satz:

Wenn fiir rationale Zahlen a, b, ¢ mit abc+0

und a+b+c+0 die Gleichung l44—14—1:

a b ¢

= I gilt, so sind zwei der Zahlen
a+b+c

a, b, c zueinander entgegengesetzt.

(Rationale Zahlen x, y heiBen genau dann

zueinander entgegengesetzt, wenn x=—y

gilt.)

6. Gegeben sei ein regelmaBiges Tetraeder
mit den Eckpunkten 4, B, C, D und der
Kantenlange a. Ein Punkt D’ soll folgende
Eigenschaften haben:

(1) Das Tetraeder mit den Eckpunkten A,
B, C, I’ ist volumengleich zu dem gegebenen
Tetraeder,

(2) BD CD =a,

(3) 4D ta.

Man untersuche, ob es solche Punkte D
gibt, und ermittie fir jedes solche D die
Linge der Kante AD'.

Klassenstufe 10
1. Man beweise, daB fiir alle konvexen

Vierecke 4BCD lu<e—*rf<u gilt. Dabei
2

seien u der Umfang des Vierecks und e
bzw. [ die Lingen seiner Diagonalen AC
bzw. BD.

2. Man ermittle alle Paare (x; y) ganzer
Zahlen x, y, die die Gleichung 2x* 4+ xy — 7=0
erfiillen.

3. Gegeben sei eine vierseitige Pyramide mit
quadratischer Grundfliche. Die Eckpunkte
dieser Fliche seien die Punkte A4, B, C und D.
Die Spitze der Pyramide sei S. Alle acht
Kanten haben die gleiche Linge a. £ und F
seien die Mittelpunkte der Kanten SB bzw.
SC. Eine Ebene durch die Punkte 4, E, F
und D zerlegt die Pyramide in zwei Teil-
korper.

Berechnen Sie das Verhiltnis der Volumina
dieser beiden Teilkorper!

4. Man beweise:

Wenn die Summe dreier Kubikzahlen durch
7 teilbar ist, dann ist wenigstens eine von
ihnen durch 7 teilbar.

5. Gegeben sei ein Kreis k mit einem Durch-
messer AB der Liange d. In diesem Kreis seien
zwei Kreise k, und k, so gelegen, daB sie
k von innen in den Punkten A bzw. B und
einander von auBen in einem Punkt M be-
riihren, so daP also AM+MB=AB gilt.
Dabei sei AM 2 MB.

Der Flicheninhalt der schraffierten Fliche
ist gleich der Differenz aus dem Flacheninhalt
von k und der Summe der Flidcheninhalte
von k, und k,.

Man ermittle diejenige Linge von AM, fiir
die der Flicheninhalt dieser schaffierten
Fliche am groBten ist.

6. Man beweise, daB die Ungleichung

|log, 5] +|log,a| =2 fiir alle Paare positiver
reeller Zahlen

(a,b) mit a%1, b+1 gilt.

Klassenstufe 11/12

1. Die in vollen Lebensjahren gerechneten
Altersangaben einer Familie sollen folgende
Bedingungen erfiillen:

Vor zehn Jahren war der Vater so alt wie
seine beiden Kinder zusammen. Vor einigen
vollen Jahrzehnten war er achtmal so alt
wie sein Sohn, wihrend gleichzeitig seine
Tochter dreimal so alt war wie ihr Bruder.
Der Altersunterschied zwischen Vater und
Tochter betridgt mehr als 20 Jahre und zwi-
schen Vater und Sohn weniger als 40 Jahre.
Man ermittle fiir das jetzige Alter von Vater,
Tochter und Sohn alle Angaben, die diesen
Bedingungen entsprechen.

2. Man beweise, dafl die Ungleichung

Va B <" a5
fiir alle positiven reellen Zahlen a, 4 und
alle natiirlichen Zahlen m, n mit n> m gilt.

3. Es sei V=ABCD ein beliebiges (konvexes
oder nichtkonvexes) nicht iiberschlagenes
ebenes Viereck.

Ferner seien 4, B, C', [V diejenigen Punkte,
fiir die die Vierecke ABA’D, ABCB', C"BCD,
AD'CD Parallelogramme sind.

Man beweise, daB unter diesen Voraussetzun-
gen folgende Aussage gilt:

Dann und nur dann, wenn V nichtkonvex
ist, liegen alle vier Punkte 4, B, C, D
auBerhalb V.

4, Gegeben sei ein nicht notwendig regel-
miBiges Tetraeder mit den Eckpunkten P,
P,, P, und P, Wir betrachten 4 Kugeln
K.(i=1, ..., 4) mit P; als Mittelpunkt von
K.
Man beweise, daB die Forderung, derartige
Kugeln sollen sich paarweise von aullen be-
rithren, genau dann erfiillbar ist, wenn
P,Py+P;P,=P Py +P,Py= PP,
+ P, P, gilt.

5. Die MaBzahlen der®Seitenlingen eines
Dreiecks ABC seien /2, /3 und /4.

Man beweise: Sind a, § und y die GréBen
der Innenwinkel dieses Dreiecks, so hat die
Gleichung

xsina+ysinf+zsiny=0 als einzige Losung
im Bereich aller Tripel ganzer Zahlen das
Zahlentripel (x; y; 2)=(0; 0; 0).

6A. Eine Menge G von Elementen u, v,
w, ... heiBt genau dann eine Gruppe, wenn
die folgenden drei Bedingungen erfiillt sind :
(1) In G ist eine Operation definiert, d. h.
jedem Paar (u, v) von Elementen v und v
aus G ist eindeutig ein Element w aus G zu-
geordnet, woliir man u - v=w schreibt.

(2) Diese Operation ist assoziativ, d. h. fir
alle Elemente

u,v,waus G gilt (u -v) cw=u (v -w).

(3) Zu jedem Paar von Elementen von u
und v aus G existiert mindestens ein Element
x aus G, so daB u -x=v gilt, und mindestens
ein Element y aus G, so daB y -u=v gilt.

Es sei P die Menge aller reellen Zahlen. Fiir
je zwei Elemente a, b aus P ist ducch a - b

=a /B +14b,/a*+1 eine Operation defi-
niert.

Man beweise, daB die Menge P mit dieser
Operation eine Gruppe ist.

6B. M sei die Menge aller Punkte P (x, y)
eines ebenen rechtwinkligen kartesischen Ko-
ordinatensystems, wobei x, y ganzrationale
Zahlen seien, fir die 0<x<4 und 0=y=<4
gilt. Man ermittle die Wahrscheinlichkeit
dafiir, daB bei beliebiger Auswahl zweier
verschiedener Punkte aus 9 der Abstand
dieser beiden Punkte eine ganzrationale
MapBzahl besitzt (MaBeinheit sei die Einheit
des Koordinatensystems).

Anmerkung: Wenn n die Anzahl der ver-
schiedenen Auswahlmoglichkeiten zweier
Punkte und m die Anzahl derjenigen Aus-
wahlmoéglichkeiten ist, bei denen der Abstand
eine ganzrationale MaBzahl besitzt, so nennt

man den Quotienten — die zu ermittelnde
n

Wahrscheinlichkeit. Dabei heiBen zwei Aus-
wahlmoglichkeiten genau dann verschieden,
wenn die bei ihnen ausgewihlten (aus je
zwei Punkten bestehenden) Mengen ver-
schieden sind.
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Losungen

Losungen zu Heft 6/73

A541132 Aus 2232:9=248 und 248 : 31
=8 folgt, daB auf jeden Schiiler der Klasse
5a im Durchschnitt ein Pfliickergebnis von
8 Korben Apfel je Nachmittag kommt. Aus
4-334+4-32=4-(33+32)=4"- 65-=260 und
2210:260=8,5 folgt, daB die Schiiler der
Klasse 5b eine bessere Leistung erreichten:
denn es erreichte jeder Schiiler im Durch-

schnitt ein Pfliickergebnis von 8% Korben
Apfel je Nachmittag.

A 541133 Eine mogliche Anordnung zum
Setzen der Spielsteine ist die folgende:

WS5aml1134 Die Anzahl der Noten 5 sei x;
dann gilt folgendes:
Noten S 4 3 2 1

Anzahl x 2x 4x 8x 8x

Nun giit ferner 23-x<30. Die Losung
x =0 entfillt, da sonst kein Schiiler anwesend
gewesen wire. x=1 ist die einzige Losung
der Ungleichung.

Der Klasse gehéren somit (23+2) Schiiler,
also 25 Schiiler an.

W5 el1135 Angenommen, die Mutter habe
n Kinder; dann 1aBt sich folgende Tabelle
aufstellen, die Auskunft iiber die Verteilung
der Apfel gibt.

n 5n 6n 5n+36n-1
2 10 12 13 11
3 15 18 18 17
4 20 24 23 23
5 25 30 28 29

Nur fiir n=4 gilt 5n+-3=6n— 1. Da jede Zahl
der Zahlenfolge 13, 18, 23, 28, ... um 5 gré-
Ber als die vorangehende, jede Zahl der Zah-
lenfolge 11, 17, 23, 29, ... aber um 6 groBer
ist als die vorangehende, gilt fir jede weilere
Belegung n> 5 stets 5n+3<6n—1. Die Auf-
gabe besitzt somit genau. eine Losung. Es
waren 4 Kinder und 23 Apfel.
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W5%1136 Um die erste und die letzte
Murmel jeweils einzeln zum Baum zuriick-
zubringen, muB Hans insgesamt einen Weg
von 2-1m+2-80m=162m zuriicklegen.
Fiir die zweite und vorletzte Murmel ergeben
sich 2:2m+2-79 m=162 m. Fiir das letzte
Murmelpaar gilt 2:40 m+2-41 m=162 m.
Insgesamt ist eine Strecke von

40-162 m=6480 m=6,480 km

in nur 15 Minuten zuriickzulegen. Das kann
Hans nicht schaffen; folglich hat Peter recht.

W 5*1137 Aus a) folgt:

Familie Krause erhielt entweder einen roten
oder einen grauen PKW. Da der graue PKW
nach b) an Familie Schmidt ging, erhielt
Familie Krause einen roten PKW. Somit er-
hielt die Familie Meier einen blauen PKW.
Aus a) folgt:

Familie Krause erhielt entweder einen ,,Wart-
burg” oder einen ,Skoda“. Da Familie
Krause aber einen roten PKW erhielt, kann
es nach c) kein ,,Wartburg* sein. Demnach
erhielt Familie Krause einen roten ,,Skoda*‘.
Aus d) folgt:

Familie Meier erhielt entweder einen ,,Wart-
burg* oder einen ,,Skoda‘. Da der ,,Skoda*
aber an Familie Krause ging, muB Familie
Meier einen blauen ,,Wartburg" und somit
Familie Schmidt einen grauen ,,Trabant*
erhalten haben.

A641138 Der Fisch sei x kg schwer; nun
4 3 1

gilt ——==— d. h. der vierte Teil seines Ge-
4 4 4

wichts ist gleich % kg. Der Fisch wiegt

somit 4-% kg=3kg.

et 13
4 4 4 4

A 641139 Die Dreiecke ABCP und ACDP
liegen symmetrisch beziiglich der Geraden
AC als Symmetrieachse; sie sind also flichen-
gleich. Fir den Flicheninhalt des Vierecks
BCDP gilt

Oder x=3.

a-h

A=2-—=g-h.
2
Ferner soll gelten:
3.-4A=4 also
3-a-h=a*, (a+0)
3-h=a,
hzlm
3

Der Abstand des Punktes P von der Geraden
BC ist gleich dem dritten Teil der Linge der
Quadratseite BC-=a.

0 c

P ]

W 61140 Bezeichnet man die erste der
[inf Zahlen mit n, so lauten diese Zahlen n,
2n+1, 4n+3, 8n+7 und 16n+15. Ihre

Summe betragt somit 31n+26=243. Daraus
folgt 31n =217, also n=7.

Die fiinf Zahlen lauten somit 7, 15, 31, 63,
127.

W 6m114]1 Der Dezimalbruch von % be-
sechsstellige Periode; es gilt

sitzt eine

1_G1a857.
:

Aus 6-16+x=100 folgt x=4, d. h. an der
100. Stelle steht die Grundziffer 8.

W 6*1142 Aus AC=CE, AB=DE und
BC=DC folgt AABC= ACDE; demnach
gilt auch ¥ ACB= ¥ ECD -¢. Aus BC=DC
folgt ¥ CBD = & CDB = B. Es sei Win-
kel BCD = y; dann gilt y = 180° — ¢ und
y = 180° — 28, folglich giltp = B.

Zu a) Fiir 45° < ¢ <90° folgt aus y=180°—2¢
stets y<90°. Da auch die anderen Winkel
des Dreiecks BDC kleiner als 90° sind, ist
dieses Dreieck spitzwinklig.

Zu b) Fir ¢=45° erhalten wir
y=180°—2¢ genau y=90°, also ist das Drei-
eck BDC rechtwinklig.

Zu ¢) Fiir 0° <@ <45° folgt aus y=180°—2¢
stets y>90°, also ist das Dreieck BDC
stumpfwinklig.

Zu d) Das Dreieck BDC ist gleichseitig genau
dann, wenn y=69°, also 2¢  180°— y=120".
d. h. ¢-=60° ist.

W 6*1143 Da fir ,,ZWEI" die kleinstmag-
liche Zahl zu ermitteln ist, muB auch die Zahl
fir ,,VIER® méglichst klein sein. Deshalb
konnte Z=1 und V=2 sein.
Essei V=2; wegen W=V und W3 Z konnte
dann W =0 oder W=3 sein. Fiir W=0 wire
I=1; das widerspricht Z- 1. Es sei W=3;
dann kdnnte /=6 oder /=7 sein.
Fiir /=6 ergibe sich wegen [+/=R
(6+6=12) somit R=2; das widerspricht
V=2.
Es sei /=7; dann gilt R=4 (7 -7=14).
Dabher gilt 1 + E+ E=10+E, also E=9.
Die gesuchte Losung lautet somit 1397
+ 1397
2794

aus

A7al144 Es sei h der Abstand der Paral-
lelen g und k; fiir den Flicheninhalt des zu
konstruierenden Dreiecks 4BC gilt dann

AABC=2-E+;5§+;-E§<
=§~(E+ﬁ+§§)=%-h-2§.
. &
9

Demzufolge liegt der Punkt C des zu kon-
struierenden Dreiecks ABC auf der Geraden



k. Wir zeichnen deshalb iiber 4B als Durch-
messer den Thaleskreis, der k¥ in den Punk-
ten C und C’ schneiden moge und verbinde
C mit C’ jeweils mit den Punkten 4 und
B. Die Dreiecke AABC und AABC’ erfillen
die geforderten Bedingungen.

A7a1145 Bei der Fahrt stromaufwirts sei
v;=4,5—1,5=3 die MabBzahl der durch-
schnittlichen Geschwindigkeit, ¢, die MaB-
zahl der bendtigten Zeit und s, die MaBzahl
des zuriickgelegten Weges. Fiir die Fahrt
stromabwarts gilt dann entsprechend v,=4,5
+1,5=6, t,=4—1, und s, =s,. Daraus folgt
Ul =015,
3 4=6-4-1,),
3- 4,=24-6"1,

9. =24,
24 8 .2
R

Wir erhalten somit s, =v, 1, =3 g km=8§ km.

Die Touristen kénnen sich 8 km vom An-
legepunkt entfernen; sie erreichen den Wende-

punkt nach 2% h.

W 71146 Verlingert man AD=s, iiber
D hinaus bis F um sich selbst, so sind AF und
BC Diagonalen des Vierecks ABFC. Wegen
AD=DF und BD=CD halbieren diese Dia-
gonalen einander, d. h. das Viereck ABFC
ist ein Parallelogramm. Daraus ergibt sich
folgende Konstruktion:

Ly
v

4 78

Wir zeichnen das Teildreieck ABE aus den
Stiicken ¥ CAB=a=50°, ¥ AEB~=90° und
BE=h,=3cm. Durch B zichen wir eine
Parallele zu 4AE. Der Kreis um A mit dem
Radius 2s,=5 cm schneidet diese Parallele
in F. Die Parallele durch F zu 4B schneidet
die Gerade AE in C. Verbinden wir 8 mit C,
so erhalten wir das zu konstruierende Dreieck
ABC.

W 7a1147 Von 9.00 Uhr bis 24.00 Uhr
sind 15 Stunden vergangen. Es waren an
diesem Tage 15-200 Giste, also 3000 Giste
im Turmcafé. Darunter seien x Erwachsene,
also (3000—x) Kinder; dann gilt
5x +2,5(3000—x) =12 000,
5x+ 7500—2,5x=12000.
2,5x= 4500,
x=1800.
An diesem Tage haben 1800 Erwachsene und
1200 Kinder das Turmcafé besucht.

W 7*1148 Die Zahl z=abcabc (in dezima-
ler Darstellung) 148t sich wie folgt schreiben :
z=1000-x+x=1001x-=7-11-13-x.

Aus 7-11-13-x=7-n* folgt 11-13-x=n?,
also x=11-13=143.

Probe: 143143=7-1432,

Aus 11-13-x=n? erhilt man noch eine wei-
tere dreistellige Losung fiir x, nimlich
x=11-13-4:=572, und es gilt
572572=17-286>.

W 7*1149 Wir unterscheiden die Fille n=4
und n>4.

1. Fall: (n=4)

Wegen (n—2)-180° gilt fiir die Winkelsurnme
eines Vierecks in diesem Falle (4—2) - 180°
=360°. Da 4-90°-=360°, kann ein Viereck
hochstens vier rechte Winkel besitzen.

2. Fall: (n>4)

Jeder Innenwinkel eines konvexen Vielecks
ist kleiner als 180°. Wiirde ein konvexes
n-Eck mit n>4 vier rechte Winkel enthalten,
so wiirde die Winkelsumme in diesem #-Eck
kleiner als 4-90°+(n—4)-180°, d. h. kleiner
als (n—2)-180° sein; denn jeder der iibrigen
(n—4) Winkel wire wegen der Konvexitit
kleiner als 180°. Nach dem Satz iiber die
Winkelsumme im n-Eck kann dieser Fall
nicht eintreten. Ein konvexes n-Eck mit mehr
als vier Eckpunkten kann also héchstens drei
rechte Winkel enthalten.

A841150 a)Da die Grundfliche aus einem
Rechteck mitder Linge45m—2-10 m=25m
und der Breite 20 m sowie aus zwei Halb-
kreisen mit dem Radius 10 m besteht, be-
tragt ihr Flicheninhait
A=(25-20+100m)m? ~ 814 m?.

b) Da die Halle aus einem Halbzylinder mit
dem Radius 10 m und der Héhe 25 m sowie
zwei Viertelkugeln mit dem Radius 10 m be-
steht, betrdgt ihr Rauminhalt

V=(§- 100 -25+2~%11:-1000)m3

~(1250% - 6677)m3;
V=1917Tam" ~ 6020m>.
c) Die Oberfliche des Halbzylinderteils ist
gleich 0,=7-10-25 m?>~785m?, die Ober-
fliche der iibrigen Teile ist gleich der Ober-
fliche einer Halbkugel von Radius 10 m,
also gleich 0, 2n-100 m?~ 628 m?.
Die Gesamtoberfliche betrigt daher

0~1413 m?

AB8Al1151 a) Da la=365-24 h=8760h,
flieBen in 1 h ’
90000000
8760
Erd6l durch den Querschnitt der Leitung.
Ist nun x die MaBzahl der Weglinge (in m),
die das Erdél in | h zuriicklegt, so gilt, da der
Radius des zylindrischen Rohres 0,61 m be-
trigt,

t~ 10270 t

7-0,61%-x=10270,
- 10270
©0612
Das Erdél legt also in ! h 8790 m=8,79 km
zurick, d. h. die Geschwindigkeit betrigt
v=8,79km-h~'=244m-s"'.
b) Die Zeit fiir den Transport von Ust-Balyk

bis Almetjewsk betrigt % h=251h, d.s.

=BV,

10 Tage 10 Stunden.

W 8 w1152 Im Falle a) ist keine der sieben
Grundziffern gleich Null. Man kann also
die erste Stelle auf sieben verschiedene Mog-
lichkeiten besetzen. Dann verbleiben fiir die
Besetzung der zweilten Stelle noch sechs Mog-
lichkeiten usw., bis schlieBlich fiir die Beset-
zung der letzten Stelle nur eine Grundziffer
ibrigbleibt.
Wir erhalten daher in diesem Falle
7:6-5-4-3:2-1=5040
verschiedene siebenstellige Zahlen.
Im Falle b) ist eine der sieben Grundziffern
gleich Null; es gibt also fiir die Besetzung der
ersten Stelle nur sechs Moglichkeiten. Dann
bleiben sechs Grundziffern tibrig, und es gibt
fir die Besetzung der zweiten Stelle sechs
Maglichkeiten, fiir die Besetzung der dritten
Stelle fiinf Moglichkeiten usw. wie oben.
Wir erhalten daher in diesem Falle
6:6-5-4-3-2-1=4320
verschiedene siebenstellige Zahlen.
W 8 w1153 a) Angenommen, fir eine na-
tiirliche Zahl n mit n23 gibe es ein n-Eck,
in dem mindestens n—2 Winkel iiberstumpf
sind. Da jeder dieser Winkel groBer als 180°
ist und da ihre Anzahl mindestens n—2 be-
trigt, ist die Summe dieser iiberstumpfen
Winkel groBer als (7—2)180°.. Damit gilt
erst recht fiir die Summe s aller Winkel dieses
n-Ecks s>(n—2)180°. Also kann das n-Eck
nicht n—2 lberstumpfe Winkel und daher
hochstens n—3 iiberstumpfe Winkel haben,

w.z.b.w.

b) In der beigefiigten Abbildung ist ein Fiinf-
eck gezeichnet, das n—3=2 iiberstumpfe
Winkel von je 210° hat. Die iibrigen Winkel
von 60°, 30° und 30° sind spitz. Die Winkel-
summe betrigt
210°+210°460° +30° +30°
=540°==3-180°.
W 8*1154 Die Figur ist symmetrisch be-
ziiglich der beiden Kreisen gemeinsamen
Zentrale M, M, und beziiglich der Geraden
PQ als Symmetrieachsen, die sich im Punkt §
schneiden (siehe Bild).
Das Viereck APBQ ist demnach ein Rhom-
bus; fiir seinen Fliacheninhalt gilt

A=1-4B-PQ.
Wegen Q7,=r=3 cm und m=% o=
=2,5 cm gilt nach dem Satz des Pythagoras
SQZ=(32-2,5%)cm? =%cm2, also E:%

/11 em. Aus_ﬁ=£+e _6cm+5cm=
=11 cm und PQ=2-SQ=./11 cm folgt
A=%-11 JTT em? 18,24 cm?.

45



W 8*1155 Der doppelte Flicheninhalt des
rechtwinkligen Dreiecks ABC ist einerseits
gleich 24=ab
und andererseits gleich 24 =ch.
Daraus folgt ab=ch,
ab* =7,

1_c

R a?b?’
Nun gilt nach dem Satz des Pythagoras
A =ad*+b? also

1_a+6
K g’
1 1 1
’?:‘?"-p, w.z.b.w.

W9mll56 Es seien x und y zwei natiir-
liche Zahlen, fiir die

xX2—)?=1972 m
gilt. Wegen 1972=2-2-17-29, wobei die
Zahlen 2, 17 und 29 Primzahlen sind, gilt
dann

(x+y)x—y)=2-2-17-29, ()]
also x+y=a, 6))
x—y=b, @

wobei @ und b natiirliche Zahlen mit a0,
b+0 und ab=1972 sind. Aus (3) und (4) folgt
durch Addition bzw. Subtraktion

2x=a+b, x=%b )

a—-b

2y=a-b, y== ©)

Daraus folgt aber, daB 2 und b entweder
bexde gerade oder beide ungerade sein miis-
sen, weil sonst x und y nicht natirliche Zah-
len wiren. Ferner gilt a>b.
Wegen ab=1972=2-2-17-29 kénnen nun
a und b nicht beide ungerade sein; also miis-
sen sie beide gerade sein. Es gibt daher nur
die folgenden beiden Moglichkeiten, da
azb:
1.a=986, b=2;

dann ist x=494, y=492,

also x*—y?=1972
2.a=58,b=34;

dann ist x=46, y=12,

also x*—y*=1972.
Es gibt also genau zwei geordnete Paare von
natiirlichen Zahlen, fiir die die Bedingungen
der Aufgabe erfiillt sind, nimlich (494, 492)
und (46, 12).

W9 wull157 Nach dem Satz des Pythagoras
(siehe Bild) gilt CD*=#*=BC*— BD*=16,
also h=4 cm. Aus der Ahnlichkeit der Drei-
ecke AGFC und AABC folgt GF:4AB=
=CG:4AC bzw. GF:6=x: 5, also GF=

=gx. Analog dazu erhalten wir CK =—

¢

X x

A o - 8

Aus h=4=2-§x+x folgt x=% cm.
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Fiir den Flicheninhalt des Sechsecks gilt so-

L e 14— 3
da GK=1GF=3
mit, da 5 o
CD+GH 20, 3-20 X
=2 CD+GH Zp 4420 2
4 2 TR
19

=5—cm?®=~5,11 cm®.
169

W9*1158 Da das Achteck EFGHIKLM
regelmaBig ist, sind alle seine Seiten gleich-
lang und alle seine Winkel gleichgroB. Daher
sind die rechtwinkligen Dreiecke AAEM
und ABGF gleichschenklig und einander
kongruent. Wegen AB=a und EF=s gilt

also mt,ﬁ:':l(a—s).

0 L¢ [
L/ \H
M G
a-s
2
A S5 E F e s

Nach dem Satz des Pythagoras gilt wegen

EM=s 2_).1 7@,
2.v2=az—2as+sz,
£ +2as—a =0,

5 —a(JZ—l) Dabher gilt
a—s=a~a(/2-1)=a(2— V2
Der Flicheninhalt des Achtecks ist also

gleich A=a2—4-%'(a—3)z,
A=a2—%az(2—\/5)z,

A=a*=2a4-42+2),

A=2d*(/2-1),
A=32(/2—1) cm*~ 13,25 cm®.

W 9*1159 a) Essei 1, die Zeit, die der Trieb-
wagen bis zur Erreichung der Hochstge-
schwindigkeit v, =120 km-h™!'=33,3Tns"!
bendtigt; dann gilt v,=a-r,, wobei
a=1m-s™% also #,=33,3s. In dieser Zeit
legt der Triebwagen einen Weg von
s,=2-2=L 333 masssm
2 2
gleiche Weglinge legt der Triebwagen von
dem Zeitpunkt, in dem die H5chstgeschwin-
digkeit vermindert wird, bis zur néchsten
Haltestelle zuriick. Daher verbleibt eine
Strecke von
4000 m—2-555m=2890 m,
auf der der Triebwagen mit der konstanten
Geschwindigkeit
v, =33,3 m-s~! fdhrt. Fiir diese Strecke wird
daher die Zeit
(= 2890
2333
bendtigt. Die gesamte Fahrzeit von einer
Haltestelle bis zur nidch.ien (bei 4 km Entfer-
nung) betragt daher
t=2t,+1,=66,6 s+ 86,8 s=153,4 s, das sind
rund 2 min 33 s.

-2

zuriick. Die

——s=868s

b) Fiir jede der finf Teilstrecken benétigt der
Triebwagen 153 s. Dazu kommen noch die
Haltezeiten von je 30 s auf den vier Zwischen-
haltestellen, das sind zusammen 120 s.

Fiir die Gesamtstrecke von 20 km benétigt
der Triebwagen also einschlieBlich der Halte-
zeiten eine Zeit von 5-153s+1205s=885s,
das sind 14 min 45 s.

¢) Fiir a=0,6 m-s™2? und v,=90km-h~'=

=25 m-s~! erhilt man analog wie oben
v, 25
t,=2=""75=417s,
"4 06

0,6
s, =3f=""417 m=521,7m,

:2=-—4°°° _225'521’7 s=1184s.
Daraus folgt
t=2t; +1,=201,8 s,das smd rund 3 min 22s.
Fiir die Gesamtstrecke von 20 km einschlieB-
lich der Haltezeiten benétigt der Zug also
eine Zeit von 5-202s+120s=1130s, das
sind 18 min 50 s.
Wir sehen also, daB der Zugverkehr durch
den Einsatz der neuen Elektrotriebwagen
erheblich beschleunigt werden kann. Bei
einer Strecke von 20 km wird die Fahrzeit
um 4 min 5 s geringer.

W 10/12=1160 Wir bezeichnen jeweils die
Linge der Schenkel mit a=5=0,5 und die
Lange der Basis mit c.

1. In diesem Falle gilt 2=0,25, also ¢=0,5.
Es ist also a=b=¢=0,5, d. h. das Dreieck
ist gleichseitig. Daraus folgt y=60°.

2.In diesem Falle gilt 2=0,5 und @*+»*=
=0,25+0,25=0,5, also a*> +b*=¢*. Nach der
Umkehrung des Satzes des Pythagoras ist
also das Dreieck rechtwinklig, und es gilt
y=90°. ¢

A 8
3.In diesem Falle gilt nach dem Kosinus-

satz 2 =a*+b*—2ab cosy,
_a+p -
cosy =———

Daraus folgt wegen a=5--0,5 und 2=0,75
0,25+0,25-0,75

cosy=
2:0,5-0,5
- 0,25 = —0,5, aiso
2-0,25
y=120°
Bemerkung: Im 3. Falle kénnen wir die

GroBe des Winkels y auch elementargeo-
metrisch ermitteln. Wihlen wir die Bezeich-
nung der Punkte wie in Bild 3, wobei D die
Mitte der Basis ist und die Strecke CD iiber
sich selbst bis E verlingert wurde, so gilt
E:%\/o,_ﬁ,

CD*=AC*— 4D*=0, 25—Z 0, 75_ 20,25,
CD=1 0,5, CE=0,5.



Wegen AE=AC=0,5 ist also das Dreieck
AEC gleichseitig, d.h. *xECA=60° und

y=120°. c
05 05
A 8
D
£
0,75
W 10/12=1161 Es gilt

jx—10|= x—10, falls x=10, (¢))
[x—10]=—x+10, falls x <10, )
[x— 2|l= x— 2,fallsxz 2, 3)

jx— 2|l=—x+ 2,fallsx< 2. 4

Fiir f{x)=x2—- 10x+ 16 erhalten wir

fix)=(x% —10x+25)—9=(x—5)*—9, also

flx)=0 genau dann, wenn (x—=5)29, also

wenn x—523,d.h. x=28 oder wenn
5—x23,d.h. x<2.

Dagegen ist f{x)<0 genau dann, wenn

2<x<8. Es gilt also

2 —10x+16|=x2—10x+16,

falls x=8

oder x=x2 (5)
[x® —10x+16|= — x>+ 10x— 16,

falls 2<xx<8. (6)

Wir haben daher die folgenden Fille zu un-

terscheiden:

1.x<2.

In diesem Falle erhalten wir wegen (2), (4)

und (5) die Gleichung
—x+10—x+2=x>—10x+16,
x*—8x+4=0; diese quadratische

Gleichung hat die Losungen

4+/16—4=4+/12=4+2/3, von

denen nur die Losung
x =4— 2\/5

der Bedingung x <2 entspricht.

2.25x<8.

In diesem Falle erhalten wir wegen (2), (3)

und (6) die Gleichung
—x+104+x—2=~x2+10x—16,
x*—10x+24=0. Diese

quadratische Gleichung hat die Ldsungen
x,=6 und xy=4,

die beide die Bedingung 2 < x <8 erfiillen.

3.85x<10.

In diesem- Falle erhalten wir wegen (2), (3)

und (5) die Gleichung
~x+10+x—2=x>~10x+16,
x2—10x+8=0.

Diese quadratische Gleichung hat die Lésun-

gen 5+./17 und 5—./17, von denen nur die

Losung . _s. /17

die Bedingung 8 < x <10 erfiillt.

4. x210.

In diesem Falle erhalten wir wegen (1), (3)

und (5) die Gleichung
x—104+x—2=x*—10x—-16,
x2—12x+28=0.

Diese quadratische Gleichung hat die Losun-

gen 6+,/8 und 6—./8, die beide nicht die

Bedingung x 210 erfiillen. Durch die Probe
iiberzeugen wir uns davon, daB fiir
x1=4—2\/§, x,=6, x; =4,
Xy =5+/17
jeweils die gegebene Gleichung erfiillt ist.
Daher ist die Loésungsmenge der gegebenen
Gleichung
L={4-2/3,4,6,5+/17}.

W 10/12*1162 Da die Punkte P, und P,
auf der zu AC parallelen Gerade EG liegen,
liegen die vier Punkte 4, C, P,, P, in einer
Ebene (vgl. Bild 1). Sie bilden ein gleich-
schenkliges Trapez mit den Grundseiten

AC=a/2und P P, =§J5 sowie der Hohe h

(vgl. Bild 2). Der Fliacheninhalt dieses Tra-
pezes ist gleich

6=L @3+ Dh=2an 2.
2 3

3
. H G
Bild 1 ] 7
| P’ /
E L F i
N/
i
Vi /
1/
(Y4
\1/
T G B SR B
70
/
/
A 8

Nun kénnen wir uns den Kérper ABCDP, P,,
dessen Volumen wir berechnen wollen, aus
zwei Pyramiden mit der gemeinsamen Grund-
fliche ACP,P, und den Spitzen B bzw. D
zusammengesetzt denken. Die Grundfliche
dieser beiden Pyramiden ist gleich G, ihre

Hohe ist gleich gJE, pamlich gleich der hal-
ben Diagonale des Quadrates 4ABCD. Daher
betragt das Volumen des Kdrpers ABCDP P,
2.a,;5 22, ~a; 4
V=2G-=\/2=3"Zah\/2-=/2= -d*h.
3 2‘/ 33 v 2‘/ 9
W 10/12*1163 Angenommen, es gibt ein
Polynom f{x)=a,+a, x> +a,x* +a,x* mitden
verlangten Eigenschaften. Dann gilt

S0)=a,=1, ¢y
S)=apta,t+a,+a;=1, @
f2)=a,+2a,+4a,+8a;=1, 3
f(3)=ay+3a;+9a;,+27a;=100. )

Durch Einsetzen von g, =1 in (2), (3) und (4)
erhalten wir das Gleichungssystem

a;+a,+a;=0, &)
2a, +4a,+8a,=0, ©)
3a,+9a,+27a,=99 Q)

und hieraus, indem wir a¢,=—a, —a; in (6)
und (7) einsetzen,

2a,+6a,=0, (8)
6a, +24a,=99,
also  2a,+8a,=33. ()]

Durch Subtraktion erhalten wir aus (9) und
®

2a,—=133, also a;=16,5.
Ferner erhalten wir aus (8)

a;= —3a,=-3-16,5=—-49,5
und aus (5)

a,=—a,—a;=49,5-16,5=33.
Das Polynom lautet daher
SAx)=1+33x—49,5x7 1 16,5x".
Durch Einsetzen von x=0, 1. 2, 3 erhalten
wir, wie gefordert,

S10)=/(1)=/(2)=1 und f(3)=100.

Losungen zu Aufgaben,
speziell fiir Klassen 9/10 (Seite 39)
a-b :
Ala Gegeben: Term — und die Werte
c

a=4,75; b=1,22 und ¢=25,2
Gesucht: Wert des gegebenen Terms

Lisung : Der Uberschlag lautet 51 1 =02
4,75-1,22 & 3
Ergebnis: =——2"=—0,23
25,2

Ein Vergleich des Ergebnisses mit dem Wert
des Uberschlages zeigt die richtige GroBen-
ordnung.

2(5x—2)

A2A Gegeben: — 3 <2x+6

Gesucht: Losungsmenge im Bereich der na-
tiirlichen Zahlen
Lésung: Durch dquivalente Umformungen
der gegebenen Ungleichung eliminiere ich x.
W<2x+6 3

10x—4<6x+18 —6x+4

4x <22 4

x<35,5

Die Losungsmenge ist L={0, 1, 2, 3, 4, 5}

A34a a) Zunichst bestimme ich den Haupt-
nenner der drei Summanden.

4dm =2*m

6:n =2-3-n

8m-n=22m-n

k.gV. 223-m-n
Durch Erweiterung jedes einzelnen Bruches
erhalte ich die Summe
5.7 9=m_30n 280 _27-3m
4m ' 6n 8mn 24mn 24mn 24mn
Durch Addition der Summanden ergibt sich
der gesuchte Quotient ’
i+l_9—m_30n+3lm—27
4m 6n 8mn 24mn ’
b) Bei der Berechnung des Quadrats benutze
ich die binomische Formel

(a+b)?, wobei a=§u und b=—%v ist.

2 1., 4 2 1
=212 Lyt
(3u 2u) 5 3uv+4

Ada Ansatz:
(1) 31 LKW, +27 LKW, =143
(2) 1,5 LKW, =LKW,,,?
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Um die Ubersichtlichkeit zu verbessern, er-
setze ich LKW,,;,,=x und LKW, 4=y. Ich
erhalte das folgende Gleichungssystem:
Lésung .

(1) 3lx - 27y=143

2y 1,5x =y

(2)" in (1) eingesetzt ergibt:

(1)’ 31x+27-(1,5x) 143
71,5x 143 :71,5
X 2

Aus (2) erhalte ich fiir y=3

Probe. Die Probe fiihre ich am Text durch.
31 Fuhren des kleineren LKW beférdern
2:31=62t Kies. 27 Fuhren des groBeren
LKW befordern 3:27==81t Kies. Insgesamt
werden 62 t+81 t=143t transportiert. Das
entspricht der Aufgabenstellung.
Antwortsatz: Der LKW mit der kleineren
Ladekapazitit faBt 2 Tonnen und der groBere
LKW 3 Tonnen Kies.

A54 a) Eine Funktion ist eine Menge ge-
ordneter Zahlenpaare [x; y] mit xeX (De-
finitionsbereich) und y € Y (Wertebereich),
wobei die Menge X eindeutig auf die Menge Y
abgebildet wird.

b) Die Figuren (1) und (3) sind Graphen von
Funktionen der Form y=f{(x), weil jedem x
aus dem Definitionsbereich genau ein y aus
dem Wertebereich zugeordnet wird. Die
Figur (2) ist kein Graph einer Funktion
der Form y-=f(x), weil es x-Elemente gibt,
denen zwei verschiedene y-Elcmente zu-
geordnet sind.

A6a Der Term [iir cine beliebige ungerade
Zahl hat die Gestalt (2n+ 1), n natiirliche
Zahl. Das Quadrat dieser beliebigen un-
geraden Zahl ist

@n--1Y2=4n*+4n-: 1.
Dieses Quadrat soll um 3 vergréBert werden.
Ich addiere zum Quadrat die Zahl 3 und
erhalte

@n -1 +3=4n*- 4n+4.
Dieses Ergebnis ist durch 4 teilbar, da jeder
Summand den Faktor 4 enthilt.
Bei dieser Aufgabe wilhlten die Schiiler sehr
unterschiedliche Darstellungsformen des ge-
forderten Nachweises. Beispielsweise gingen
mehrere Schiiler folgendermaBen vor:
Behauptung: 4|[(2n+1)*>+3], n natiirliche
Zahl

Mit Zirkel und Zeichendreieck

Nachweis: 2n+1?+3=4n*+4n-+4
=4(?=n-+1)
Das Produkt 4(n*+n+1) enthdlt den Fak-
tor 4, deshalb gilt:
4|[2n+1)*+3]
Dieses Vorgehen ist exakt, vollstindig und
recht iibersichtlich. Bei solchen Nachweisen
gibt es stets verschiedene Méglichkeiten der
Darstellung. Einige Schiiler fiihrten den
Nachweis ohne jegliche Erlauterung folgen-
dermaBen:
2x+1)2+3=4x> +4x+1+3=4x>+4x+4
4 +4x+4
4
y=xt+x+1
Wenn auch eingeschiitzt werden kann, daB
diese Schiiler die Aufgabenstellung und den
richtigen Ansatz fir den Nachweis erkannt
hatten, so ist die Form der Darstellung nicht
befriedigend. Die Gedanken, die sich dabei
der einzelne Schiiler gemacht hat, sind besten-
falls zu erraten.

Losung zur Aufgabe von Prof. Dr. L. Berg

410384 Die Aufgabenstellung fiihrt auf
die Rekursionsformel n,,;=2n,—1. Von
n,=2 ausgehend, findet man sofort die
ersten Glieder 2, 3, 5, 9, 17, 33, 65, ... der
Folge, und man vermutet leicht das Bildungs-
gesetz n, =21~ 1. Der Beweis der Ver-
mutung kann folgendermaBen erfolgen.
1. Durch vollstindige Induktion.
2. Durch die Substitution n, , , -=2*x,. die zu
der Gleichung x,—x,_,=—2"* und wegen
xo=2 zu der Losung
x =2— Y 27*=1+2""* fithrt.

r=1
3. Durch die Substitution m=x,+y,, mit
Yi+1=2y;— lund x, , , =2x, sowie x, -y, =2.
Es ist naheliegend, y,=1 zu wihlen. Dann
folgt x, ==1 und somit x,=2*"1.

Lésung der Aufgabe von Prof. Dr. R. Klotzler

All64a Zul:
K(x)= Y {“lMin(bfx)—ko(x—bj)+}.
i=1

Zu 2: y=K(x) stellt im kartesischen (x, y)-
Koordinatensystem einen Polygonzug dar,
dessen Ecken die Abszissen b; haben und
dessen Anstieg m; in [b;, b, ] (n—j) k, —jk,
betragt. Das Maximum liegt dann z. B. in

einem solchen Eckpunkt der Abszisse b;,
fir den m;, <0 und m;, —120 ist. Aus vor-
anstehender Charakterisierung von b, er-
gibt sich nach wenigen Rechnungen
nk,

1T o

. Also

* = kleinste natiirliche Zahl>

Xmax=Diy -

Zu 3: Ist b, £ C, betragt x,,,=b,,; andern-
falls ist x,,.=C. (Anmerkung: Die angege-
bene Losung braucht iibrigens nicht die ein-

zige optimale Losung zu sein.

Liésungen zu alpha-heiter

Bruchstiicke

neunzig, Zweiter, Tafelwerk, Inkreis, Ellipse,
Minuend, Omikron, Grauton, Neunter.
Von3zu3l

Der Weg verliuft iiber folgende Ziffern: 3 —
4-5-4-3-9-7-8-1-4-9-6—7—8—
9-1-2-8-5-4-13.

Legespiel
b+cc=ca
6+5=I11 a=6; b=5; ¢=1
+ + 4+
-1-6=35
5-11=16

Rund um den Kreis

Riickreise Thale sende Tecumseh nebenbei
darum fang Stangen teilen diese Kanten
durch Messer

Schiiler der Spezialschule fiir Musik, Halle
(Klasse 5/6), zeichneten die vorliegenden
Ornamente, Anregung gab das Titelblatt von
Heft 2/73. '
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brockhaus

VEB F. A. Brockhaus Verlag Leipzig 1973
2 Bande, Kunstleder, 62,— M
Band ] A—L, Band Il M—Z

Brockhaus ABC Physik

Das umfassende Lexikon der Physik enthilt auf mehr
als 1700 Seiten rund 12000 Stichworter, 2000 Ab-
bildungen im Text und auf 64 teilweise farbigen
Tafeln sowie eine Vielzahl von Tabellen, graphischen
Darstellungen und Literaturangaben.

Brockhaus ABC Physik

gibt in alphabetisch geordneten Einzelartikeln einen
Uberblick iiber das Gesamtgebiet der gegenwirtigen
Physik und ihrer Spezialdisziplinen in der vielfaltigen
Verflechtung und gegenseitigen Abgrenzung zu den
Nachbargebieten. Zusammenhidngende GroBartikel
und kiirzere Einzeldarstellungen geben Einblick in
moderne physikalische Forschungs- und Arbeits-
richtungen sowie in den weiten. technischen An-
wendungsbereich der Physik. Die physikalischen Zu-
sammenhidnge der den Menschen umgebenden Er-
scheinungen werden wissenschaftlich einwandfrei und
weitgehend allgemeinverstindlich erldutert, um einen
moglichst groBen Benutzerkreis die rasche Orientie-
rung zu erleichtern. Da viele Ergebnisse und Gesetz-
méBigkeiten der modernen Physik nur in der Aus-
drucksweise der Mathematik priizise zu erkliren
sind, werden die verwendeten mathematischen Aus-
driicke selbst in besonderen Artikeln erliutert.

Brockhaus ABC Physik

wendet sich an alle Leser, die zu ihrer fachlichen
Qualifizierung und allgemeinen Weiterbildung in
und neben dem Beruf an der Erliuterung physikali-
scher Begriffe interessiert sind, an die Oberschiiler,
die Studierenden naturwissenschaftlicher und tech-
nischer Fachrichtungen in Fach- und Hochschulen,
an die Lehrer der Polytechnischen und Erweiterten
Oberschule, an interessierte Werktitige in den viel-
faltigen Einrichtungen der Erwachsenenbildung und
schlieBlich an den wissenschaftlich oder praktisch
tatigen Fachmann, um sich auf dem Nachbargebiet
schnell und zuverldssig zu orientieren.

Auf 122 Seiten werden z. B. die mit dem Anfangs-
buchstaben A beginnenden Begriffe erliutert. Die
wichtigsten Stichworter der ersten 50 Seiten seien
hier genannt:

Abbesche Zahl; Abbildung (geometrisch-optisch; beu-
gungsoptisch ;akustisch) ; Abbildungsgleichungen ; Ab-
beration; Ableiter; Ablenkprisma; Ablese- und An-
zeigeeinrichtungen; Abschirmung; absoluter Betrag,
absoluter Fehler, absoluter Nullpunkt, absolute Ruhe,
absolute Temperatur; Absorption; Adoptation; Ad-
ditionstheorem der Geschwindigkeit; Adhision; Ad-
sorption; Aeromechanik ; Affinitit; Aggregatzustand;
Ahnlichkeitsregeln, -sitze, -theorie, -transformation;
Akkommodation; Akustik ; Algebra;

Die Spezialklassen Mathematik /Physik

an der Humboldt-Universitiit zu Berlin

nehmen noch Bewerbungen von besonders begabten
und leistungsstarken Schiilern der 10. Klassen (EOS
und POS) fiir das Schuljahr 1974/75 entgegen.

Voraussetzung: Bei vorbildlichem gesellschaftlichem
Verhalten hervorragende Leistungen in den Fachern
Mathematik und Physik.

Ausbildungsziel: Vertiefte Kenntnisse in den natur-
wissenschaftlichen Fachern und Abitur nach zwei
Jahren (11. und 12. Klasse).

Bei entsprechenden Leistungen ist eine bevorzugte
Aufnahme eines Diplomstudiums gesichert.

Soziale Bedingungen: Finanzielle Zuwendungen
werden gewidhrt. Unterkunft im Studentenheim

ist moglich.

Bewerbungen sind umgehend an die Spezialschule
der Humboldt-Universitit,

102 Berlin, BurgstraBe 26, zu richten.

Telefon: 42265 85



Leseprobe

1. Ein landwirtschaftlich-mathematisches
Problem Newtons

Isaac Newton sollte nach dem Willen seiner
aus einer Bauernfamilie stammenden Mutter
den von seinem Vater ererbten kleinen Guts-
hof in dem nahe der Ostkiiste Englands
liegenden Dorf Wolsthorpe iibernehmen.
Aber auf Anraten von Verwandten und
Freunden, die Newtons Begabung erkannten,
konnte er studieren und erhielt bereits im
Jahre 1669 den Lehrstuhl Sfir Mathematik an
der Universitit Cambridge iibertragen. Zu
seinen Pflichten gehorten auch Vorlesungen
iber Arithmetik und Algebra. Sein Schiiler
und spiterer Nachfolger William Whiston
(1667 bis 1752) verdftentlichte 1707 diese Vor-
lesungen scines I.chrers unter dem Titel
,Arithmetica universalis”. In diesem Werk
findet sich folgendes Problem, das Newton
wohl in Erinnerung an seine frishere land-
wirtschaftliche Tatigkeit aufpestellt hatte:

k, Kiithe weiden w, Wiesen in ¢, Tagen ab,
k, Kithe weiden w, Wiesen in 1, Tagen ab,
ky Kithe weiden w, Wiesen in f; Tagen ab.
Welche Beziehung besteht zwischen den
neun GroBen &, bis £;? Es muB vorausgesetzt
werden, daB alle Wiesen den gleichen Ertrag
an Futter licfern, daB das tigliche Wacl_lstum
der Wiesen sich nicht dndert und daB jede
Kuh taglich dieselbe Futiermenge friBt.
Newton fand folgende Losung der Aufgabe:
Der anfingliche Grasbestand jeder Wiese sei
x. die tigliche Wachstumsmenge jeder Wiese
sei y und die taglich von jeder Kuh auf-
genommene Futtermenge sei z.

Am Ende des ersien Tages ist die auf allen
Wiesen noch vorhandene Futtermenge
wyx-~w, ¥ —k,z; am Ende des dritten Tages
ist die auf allen Wiesen noch vorhandene
Futtermenge w,x+3w,;y—3k,z usw; am

Ende des r-ten Tages ist auf allen Wiesen
noch die Futtermenge w,x + tw,y—tk,z vor-
handen.

Da nach ¢ Tagen simtliche Wiesen abgefres-
sen sind. ergeben sich die drei homogenen
Gleichungen

wix+tw y—tikyz=0, 1
WaX+ lhwyy — 1k, z=0, 2
WaX+ 3wy — 13k32=0. 3)

Newton wuBte von den von Leibniz gefunde-
nen Determinanten noch nichts; er 16ste die
Aufgabe folgendermaBen:
Die Gleichungen (1) und (2) ergeben, nach
den Unbekannten x und y aufgelost:

x=’1’z'(klwz—kzwl) .

wiwy(t,—1,)
=wltzkz —walik, 3
wiwy(t— 1)

Wir setzen diese beiden Ausdriicke in (3) ein
und erhalten nach Multiplikation mit dem
gemeinsamen Nenner w,w,(,—1,):z die ge-
suchte Beziehung:
watyty (kywy —kawy )+ t3w3 (W) Lok, — wyty Ky )
=kytywywy(lz—1). )
In Determinantenform lautet diese

Bedingung:
wy o owity =kt l
W, Wyl —kjty =0.
wy Wity —kyh |

2. Primzablzwillinge

Abgesehen von dem Primzahlpaar 2 und 3 ist
der Mindestabstand von zwei aufeinander-
folgende Primzahlen gleich 2. Primzahl-
paare dieser Art bezeichnet man als Primzahl-
zwillingq, z.B.3und 5, S5und 7. 17 und 19
usw. Auch die Primzahlzwillingspaare werden
nach oben hin seltener. Die Abnahme unter-
liegt jedoch keinem angebbaren Gesetz und
ist ziemlich unregelmiBig. So liegen zwischen
1 und 500 genau 24, zwischen 501 und ! 000
nur 11 und zwischen 1001 und 1500 merk-
wiirdigerweise 15 Zwillingspaare. Die Frage,
ob es unendlich viele Primzahlzwillinge oder
ob es ein groBtes Zwillingspaar gibt, ist bisher
noch ungeldst.
Das Problem der Primzahldrillinge ist sehr
einfach zu 16sen. AuBer den Drillingen 3, 5
und 7 kann es weiter keine Drillinge geben,
da von drei aufeinanderfolgenden ungeraden
Zahlen stets eine Zahl durch 3 teilbar ist.
Daraus folgt, daB es auch keine Vierlinge von
Primzahlen, die in den Abstinden 2, 2, 2 auf-
treten, geben kann. Bezeichnet man dagegen
Primzahlen mit den Abstinden 2, 4, 2 als
Primzahlvierlinge, so kann man mit Hilfe
einer Primzahltabelle solche Vierlinge ohne
weiteres feststellen, z. B. 5. 7, 11, 13 oder
101, 103, 107, 109. Sogar noch zwischen
290000 und 300000 gibt es Primzahlvierlinge :
294311, 294313, 294317, 294319;
295871, 295873, 295877, 295879;
299471, 299473, 299477, 299479.
Ob es unendlich viele Gruppen von Primzahl-
vierlingen gibt, ist bisher nicht bekannt.

Weitere mathematische Titel des
BSB B. G. Teubner
Verlagsgesellschaft, Leipzig

Belkner, H.
Determiranten

2. berichtigte und erweiterte Aufl.
96 S. mit 8 Abb., Leipzig 1970,
kartoniert 4,80 M

Mathematische Schiilerbiicherei 33,
Bestell-Nr. 665100 1

Lehmann, E.
Lineare Optimierung

fiir Junge Mathematiker

116 S. mit 36 Abb., Leipzig 1970,
kartoniert 4,85 M

Mathematische Schiilerbiicherei 47,
Bestell-Nr. 665 564 3

Miller, M.
Rechenvorteile

4. verbesserte und erginzte Aufl.
92 S. mit | Abb., Leipzig 1968,
kartoniert 3,75 M

Mathematische Schiilerbiicherei 14,
Bestell-Nr. 6650658

Ubungen fiir
Junge Mathematiker
Herausgegeben von G. Kleinfeld

Teil 1: Zahlentheorie

Von E. Lehmann, 2. Aufl. 159 S.
mit 22 Abb., Leipzig 1970,
kartoniert 6,50 M

Mathematische Schiilerbiicherei 36,
Bestell-Nr. 6651028

Teil 2: Elementargeometrie

Von G. Grosche, 2. Aufl.

93 S. mit 74 Abb., Leipzig 1973,
kartoniert 4,50 M

Mathematische Schiilerbiicherei 37,
Bestell-Nr. 665466 7

Teil 3: Ungleichungen

Von G. Kleinfeld, 2. Aufl.

134 S. mit 20 Abb., Leipzig 1573,
kartoniert 5,50 M

Mathematische Schiilerbiicherei 18,
Bestell-Nr. 6654675
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