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Matt in drei Zigen

In dieser dreizugigen Miniatur von
Dr. Gerhard Kaiser (,Leipziger Volkszei-
tung®, 1954) droht die weille Dame nach
dem Schlusselzug ein Matt auf der h-Linie
an. Nach der schwarzen Parade schwenkt
die Dame auf die 8. Reihe, um dort den
schwarzen Konig mattzusetzen. Zwar kann
sich Schwarz dagegen verteidigen, doch
nur unter Freigabe der Deckung fiir die h-
Linie, was die weille Dame zum Mattzug
ausnutzt. Wer durchschaut den Trick der

Dame? H. Riidiger

2. Internationaler Spezialkurs
der TU Dresden:

Bedeutung des Schachs

fiir Erziehung, Wissenschaft
und Kultur

Neben Fuflball, Eishockey und Tennis
macht in letzter Zeit immer Ofter eine
Sportart auf sich aufmerksam, die bisher
leider eher abseits des offentlichen Interes-
ses stand: das Schachspiel. Die Vereini-
gung der drei Elemente Wissenschaft,

Sport und Kunst durfte in dieser Form ein--

malig sein und zieht immer mehr Interes-
senten der verschiedensten Fachbereiche
in thren Bann. So konnte vom 15. bis
28. August 1989 im Rahmen des Interna-
tionalen Schachfestivals Dresden ein zwei-
ter Kongref3 zu diesem Thema stattfinden,
welcher wie sein Vorganger in der Schach-

welt auf reges Interesse stie. Hier erorter-
ten Mathematiker, Physiker, Informatiker,
Mediziner, Psychologen, GroBmeister und
Trainer aus 19 Lindern die verschieden-
sten Spezifika des koniglichen Spiels, wie-
sen auf seinen alls2meinen Nutzen und
seine Moglichkeiten hin. Doch auch die
Praxis sollte in Dresden nicht zu kurz kom-
men — mit einem internationalen Frauen-
turnier und einem Openturnier setzten die
Veranstalter hohe Malstabe.

In seiner BegriBungsansprache betonte
Dr. rer. nat. Strobel - wissenschaftlicher
Leiter des Spezialkurses und Mitglied des
Prasidiums des Deutschen Schachverban-
des — daBl es das Anliegen des Kongresses
sei, Schach in noch breiterer Palette anzu-
bieten und zu nutzen, womit man nahtlos
an den Spezialkurs 1988 anschliefle und
diesen weilerfuihre.

Die Mobilisierung geistiger Ressourcen ist
eine gesellschaftlich hochst relevante Auf-
gabe. Wie Untersuchungen der letzten
Jahre deutlich machen, wirkt sich das
Schachspiel positiv auf die Entwicklung
der Fahigkeiten des Planens, Analysierens,
Programmierens und der Strategiebildung
aus. Es beeinfluBBt den Stil der geistigen
Tatigkeit (siehe auch alpha 1/90).
Schachspielende Kinder sind ithren Alters-
genossen auf erstaunlich vielen Gebieten
voraus, besonders wird die Entwicklung
von Talenten auf dem Gebiet der Mathe-
matik und der Naturwissenschaften gefor-
dert. Aber auch erwachsene Schachspieler
betreiben ihr Hobby nicht umsonst. Es
wirkt nachweisbar auf die Stabilisierung
der geistigen und korperlichen Spannkraft
ein. So wurde es in Persien vor der Jahrtau-
sendwende gar als Medizin verordnet. Mit
dem Wie und Warum solcher Wirkungen
befaflten sich, neben Vortragen zur Ge-
schichte und Entwicklung des Spiels, zu
neuen Erkenntnissen im Computerschach
u. a. m., viele Referenten.

Dabei wurde dem Schulschach immer wie-
der breiter Raum gewidmet. Dr. rer. nat.
Jordan - Vorsitzender der Arbeitsgruppe
,Schach in der Schule (SiS) der DDR legte
dar, daB in aller Welt Bemiuhungen zur
Einfihrung des Schulschachs zu verzeich-
nen sind. Es existiert fakultativ in Oster-
reich, GroBbritannien, Frankreich und an-
deren Lindern. In Island konnen mehr als
75% der 15jahrigen Schiiler Schach spie-
len. (Vgl. DDR: 25 bis 50%) Das wahr-
scheinlich umfangreichste SiS-Projekt der
Welt wird zur Zeit in der Provinz Quebec
(Kanada) durchgefihrt. Dort erlernen
25000 Schiler im Rahmen des Mathema-
tikunterrichtes das konigliche Spiel. Die
mathematischen Leistungen liegen dabei
im Vergleich zu anderen Kursen (ohne
Schach) deutlich hoher.

Aber auch die Bemiihungen des Deutschen
Schachverbandes (DSV) der DDR konnen
sich sehen lassen. Wir denken dabeil 1n er-
ster Linie an fakultative Kurse, an Schach
fm Schulhort und im Kindergarten. Im
Vordergrund soll keinesfalls die Gewin-
nung von Schachtalenten stehen, sondemn
die Herausbildung allgemeiner Fahigkei-
ten bei den Schillern. Dazu bieten sich ge-

rade 1m Vorschulalter und in der Unter-
stufe i1deale Bedingungen. Dementspre-
chend nannte die sowjetische Kommrission
ihr Projekt nicht Schach in, sondern fiir die
Schule.

In Leipzig und Dresden sind in dieser
Richtung bereits erfolgversprechende Ex-
perimente angelaufen. So konnten 14 Hort-
nerinnen aus 11 Dresdener Schulen einen
Schachintensivkurs besuchen, der es ihnen
ermoOglicht, das konigliche Spiel zum fe-
sten Bestandteil der Beschiftigung im
Schulhort werden zu lassen.

Inititert von der Musikhochschule Leipzig
findet in der Messestadt unter Leitung von
Prof. Dr. Mehlhorn ein grof3angelegtes Ex-
periment zur Forderung kinstlerisch be-
gabter Kinder statt. Es soll sich uber einen
Zeitraum von 5 Jahren ersirecken und be-
ginnt in der letzten Kindergartengruppe.
Seit 1.9. 1988 wurde zu diesem Zweck in
ausgewahlten Kindergarten eine breite Pa-
lette von kunstlerischen Beschaftigungen
angeboten, darunter auch Schach. Inner-
halb von 6 Monaten erlernten 155 Kinder
dieses Spiel mit groBer Begeisterung. In
seiner Eigenschaft_“als Regelspiel steht
Schach 1in voller Ubereinstimmung mit
dem Bildungsprogramm des Kindergartens.
Eine Ausbildungsanleitung liegt in Leipzig
bereits vor. Auf die Ergebnisse des dortigern
Experimentes darf man gespannt sein.
Nicht unerwidhnt kdnnen in diesem Zu-
sammenhang auch die Bemihungen des
Nestors der Schulschachidee in der DDR,
OSR Helmut Hartmann, Vizepriasident des
DSV, bleiben, der an der Kathe-Kollwitz-
OS Wittenberg schon seit mehr als einem
Jahrzehnt auf schone Erfolge mit und
durch Schach zurtickblicken kann. Schach
hilft den Kindern, spielend schwierige
Denkprozesse zu vollziehen, die in ande-
ren Fachern als wesentlich abstrakter emp-
funden werden missen. Laut einer Befra-
gung, die Frau Dr.paed. Riemann an
21 Schulkindern vornahm, wiirden sich 20
davon auf Schach als Schulfach freuen,
wenn €s ohne Benotung bliebe. Das ist
allerdings auch nicht vorgesehen. Erwih-
nenswert scheint mir ebenfalls der Fakt,
dall mit Schach gerade die Leistungen
durchschnittlich und unterdurchschnittlich
begabter Kinder wesentlich gefordert wer-
den kdnnen, was durch empirische Unter-
suchungen bereits belegt wurde.

Der hier angesprochene Beitrag des Schul-
schachs zur Forderung mathematisch-na-
turwissenschaftlicher Fidhigkeiten dirfte

besonders die Leser der alpha interessie-
ren. Uber Meinungen, Fragen und Kom-
mentare zu diesem Thema wiirde ich mich
sehr freuen.
Versehen mit Hinweisen auf Alter und
Tatigkeit konnen sie gerichtet werden
an: Markus Spindler, K.-Miehe-Str. 3 a,
Sangerhausen, 4700

M. Spindler

alpha, Berlin 24 (1990) 2 - 25



30 Jahre Greifswalder

Mathematikolympiaden

In Greifswald fand die erste Kreisolym-
piade bereits 1961 statt. Am 15. November
1989 begingen wir die 30. Kreisolympiade.
Zu diesem Jubildum fand ein Treffen mit
66 ehemaligen erfolgreichen Olympioniken
statt.

Wie kam es zu den bisherigen Erfolgen?

Seit Januar 1968 gibt es bei uns in Greifs-
wald den Kiub ,Junge Mathematiker®,
aber davor gab es schon mathematische Ar-
beitsgemeinschaften, die regelmaBig ihre
Téatigkeit durchfiihrten. Die Erfassung und
Forderung mathematisch begabter Schiller
beginnt mit der Klassenstufe 4 und endet
mit der Klassenstufe 12. AuBerdem wurde
im Juli 1989 unser 25. Sommerlager fur
Junge Mathematiker durchgefiihrt. Ein
Teil ist auch Mitglied im Bezirkskorre-
spondenzzirkel, und einige Schiiler sind in
der Mathematischen Schilergeselischaft
der Sektion Mathematik der Ernst-Moritz-
Arndt-Universitdat Greifswald. Fur unsere
Schiiler der 3. bis 6. Klassen hat diese Sek-
tion einen mathematischen Schulerwett-
streit unter dem Namen ,Pokal des Rek-
tors“ im Jahre 1987 ins Leben gerufen.

Wenn ich so uberlege, warum ich mich

eigentlich ausgerechnet fur Mathematik in-

teressiere, so liegt es wohl daran, daBl die
Mathematik in erster Linie auf der Logik
des menschlichen Verstandes bastert, daf3
man wirklich jeden Sachverhalt selbst
uberprifen und seinen Beweis nachvollzie-
hen kann. Das ist nicht in jeder anderen
Wissenschaft in solch einer Strenge und
Exaktheit moglich. Hinzu kommt beson-
ders bei den Olympiadeaufgaben, dall zur
Losung oftmals sehr originelle Ideen ge-
fragt sind, daB man schopferisch werden
kann.

Ich hatte das Gliick einer Klassenstufe an-
zugehoren, in der es in unserer Stadt eine
breite Leistungsspitze von Schulern gab,
die sich der Mathematik verschrieben
hatte, so daBl bei den Bezirksolympiaden
immer mehrere Greifswalder Schiler mit
an der Spitze lagen. So etwas stimuliert na-
tirlich enorm. Ich selbst nahm erst in der
0. Klasse zum ersten Male an einer Be-
zirksolympiade teil und erreichte ganz un-
erwartet einen 2. Preis. Dies gab mir einen
machtigen Auftrieb, so daB ich mich be-
reits ein Jahr spiter liber einen 3. Preis bei
der DDR-Olympiade freuen konnte. Zwei
Jahre spiter (1989) konnte ich 1n Klass{g 12
diesen Erfolg wiederholen.

Wie lief nun die AG-Tatigkeit in den drei
letzten Jahren ab? Wir kamen wochentlich

26 - alpha, Berlin 24 (1990) 2

einmal bis zu zwei Stunden zusammen
und erhielten hiufig schwierige Aufgaben
aus den verschiedensten Gebieten der Ma-
thematik vorgelegt. Oft waren es Aufgaben,
die echt ganz neu fir mich waren. Manch-
mal gab es einen Tip. Hatten wir die LoO-
sung oder den Beweis endlich vollstandig,
sO wurden wir angehalten, nach anderen
LOosungswegen zu suchen. Dazu pgehorte
eine Portion Ausdauer und Beweglichkeit,
die wir natiirlich nicht gleich mitbrachten.
Aber der Reiz an der Sache hielt uns zu-
sammen, und manchmal gab es auch ein
lobendes Wort. Viel machten der Eifer und
die Begeisterung unseres AG-Leiters,
W. Bramschreiber, aus, der so manche
Perle aus der Eigenschatulle holte. Hinzu
kamen echte Ergdnzungen zum Unterricht,
gelegentlich auch physikalische Probleme.
Aufgaben aus ,Wurzel“ und ,Wissenschaft
und Fortschritt“, waren Vorkost unseres
Speiseplanes. Hart, aber interessant wurde
es, wenn wir die eine oder andere IMO-
Aufgabe vorgesetzt bekamen! Wie multen
wir uns doch anstrengen, um hinter den
Witz zu kommen!
Nachdem ich das Mathematikabitur vorfri-
stig ablegen durfte, wurde ich gemeinsam
mit einem Pasewalker Schiller seit Mitte
der 11. Klasse von Wissenschaftlern unse-
rer Universitat in Analysis und Funktional-
analysis eingefuhrt. Das war eine gute Vor-
bereitung auf das Mathematikstudium, das
ich aufnehmen werde.
Bei allen, die mein Interesse flir die Ma-
thematik geweckt und erhalten haben, mir
halfen und Anregungen gaben, mochte ich
mich auf diesem Wege bedanken.

Thilo Kuessner

Unter den Férderern von Thilo und seinen Mit-
schiilern finden sich fiir alpha-Leser so be-
kannte Namen wie Prof. Terpe, Prof. Flachs-
meyer, Prof. Gronau, Dr. Schreiber und
Dr. Dérbandt von der E.-M.-Arndt-Universitat
Greifswald. Prof. Terpe, Vorsitzender der MSG
Greifswald, feiert in diesem Jahr seinen 60. Ge-
burtstag. Wir und die Greifswalder gratulieren
ganz herzlich. Undenkbar aber waren solche
Erfolge ohne die oft jahrelangen intensiven Be-
miihungen von Mathematiklehrern und Ar-
beitsgemeinschaftsleitern. Einen von Ihnen,
Thilos AG-Leiter Wolfried Bramschreiber wol-
len wir deshalb mit eigenen Beitragen vorstel-
len. W. Bramschreiber leitet seit 25 Jahren im
Klub ,Junger Mathematiker” des Stadtkreises
Greifswald Arbeitsgemeinschaften und betreute
Thilo und seine Mitstreiter von der 10. bis zur

12. Klasse. Alphons

Eine runde Sache

Wir setzen eine Kugel mit dem Mittel-
punkt M, dem Radius r und einem festen

Punkt P im Innern der Kugel mit MP = a
voraus. Durch P gibt es unendlich viele

Kugelsehnen AB mit den Kugelsehnenab-
schnitten AP = x und BP =y.

D

<

¢ GrolBkreis

B

Es konnte von Interesse sein, ob das Pro-
dukt x-y der Lingen der Kugelsehnenab-
schnitte jeder Sehne auch eine Konstante
1st, wie wir es vom Kreis her kennen.

Zu jeder Kugelsehne AB durch P existiert
ein GrofBkreis, der als Schnitt der Ebene,
die durch 4, B und M geht, mit der Kugel
erzeugt wird.

Nehmen wir im Bild den Durchmesser CD
durch P als weitere Kugelsehne, so erhal-
ten wir die Sehnenabschnittlangen
CP=r+aund DP=r—-a.

Durch Anwendung des Sehnensatzes auf
den GroBkreis erhalten wir
x-y=(r+a)(r— a)=r?— a* = konstant.
Sollte der Sehnensatz nicht so geldufig
sein, so erhalten wir das Ergebnis aus einer
Proportion, die aus der Ahnlichkeit der
Dreiecke ACP und BDP folgt. Es gilt

2APC= xBPD  (Scheitelwinke]) und
%5 CAB = A BDC (Peripheriewinkel uber
CB).

Damit sind die Dreiecke ACP und BDP
einander dhnlich nach dem Hauptihnlich-
keitssatz. Deshalb gilt (fur die entsprechen-
den Strecken dieser Dreiecke)

+
x _T7¢ und folglich
r—a y

xy=(r+a)(r— a).

Nun kdnnen die Lingen der Kugelsehnen
durch P und auch deren Abschnittslangen
selber sehr unterschiedlich ausfallen. Fas-
sen wir die Abschnitte x und y als Kanten
von Wirfeln auf, so werden deren Raumin-
halte und die Summe dieser Rauminhalte
als veranderlich erwartet.

Deshalb sei die Aufgabe gestellt, fur wel-
che Kugelsehne der Linge x +y durch P
mit den Abschnitten x und y ist

a) x’ + y> moglichst groB,

b) x* + y? moglichst klein.

Hinweis: Das Ergebnis x -y = konstant ist
bei diesen Untersuchungen von besonderer
Bedeutung.

W. Bramschreiber

Einige Perlen aus W. Bramschreibers
~<Eigenschatulle*

Ala In einem beliebigen konvexen
Viereck ABCD sei M, der Mittelpunkt von

AB und M, der Mittelpunkt von CD. Ver-
bindet man M, mit C und D und M, mit 4
und B, so erhilt man folgende Skizze:



Es ist zu beweisen:

Sind A4y, A;, 4;, A5, A,, Asund A, die Fla-
cheninhalte der aus dem Bild ersichtlichen
Figuren, so gilt stets

I Al + Ag — Au

II. A3+A5=A4+A|5

A2 A P seiein beliebiger Punkt auf der
Diagonale BD eines beliebigen konvexen
Vierecks ABCD. Verbindet man P mit A4

und C, so erhilt man die Figur:
C

Az
A 8
Es-ist zu beweisen:
Fur die Flacheninhalte 4,, 4,, A,, A, der

Teildreiecke gilt
AI'A3=A3'A4.

A3 a Gesucht sind alle Punkte P im In-
nern eines beliebigen spitzwinkligen Drei-
ecks ABC, fur die folgendes zutreifen soll:
Wird P nacheinander an den Seiten AB,
BC und CA reflektiert, so ist der Refle-
xionsweg eine geschlossene Figur (Dreieck

.RleRg,):

A Rq 8

Ad4a Einer Kugel mit dem Mittel-
punkt M und dem Radius r sei eine Schar
von Tetraedern ABCD einbeschrieben, wo-
bei die drei von D ausgehenden Kanten
aufeinander paarweise senkrecht stehen
mogen.

Beweise, daB fiir alle diese Tetraeder

gilt: AB?+ BC?+ CA?= konstant.

ASA Einem Kreis mit dem Mittel-
punkt M und dem Radius r sei eine Schar
von Dreiecken 4BC mit AB = konstant, C
auf dem Kreis variabel einbeschrieben.

I. Gesucht ist der geometrische Ort der
Schnittpunkte der Winkelhalbierenden
dieser Dreiecke.

[1. Gesucht ist der geometrische Ort der
Schnittpunkte der Hohen dieser Drei-
ecke.

III. Gesucht ist der geometrische Ort der
Schnittpunkte der Seitenhalbierenden die-
ser Dreiecke.

A6 A Ein beliebiges gerades Frisma, des-
sen Grundflache ein Parallelogramm ist,
werde von einer Ebene in allen vier Hohen-

kanten geschnitten, Dadurch entstehen
zwei Prismenstimpfe.

Ist A der Flicheninhalt des Parallelo-
gramms und sind Ay, h,, h; und h, die Ho-
henkantenlingen eines Stumpfes, so ist zu

beweisen, dal}

V=g A (hy + b+ by + ).
A7 A Ein Schiiler stellte im Jahr 1988 an
seinem Geburtstag uUberrascht fest, dal
sein Alter in Jahren bei Ziffernvertau-
schung seinen Geburtsjahrgang ergibt.
a) Wie alt wurde der Schiiler?
b) Fiir welche Jahrginge dieses Jahrhun-
derts gilt das auch?
¢) Fir welche Geburtsjahrginge dieses
Jahrhunderts tritt das nach 1988 wieder
ein?
(Bemerkung: Ich bin Jahrgang 35, wurde
im Jahr 1988 53 Jahre alt und

53+35=88.)

A8aA Von einem Quadrat mit genau
64 Quadraten gleicher Grofle fehlen die
Eckfelder einer Hauptdiagonalen. Zur Ver-
figung stehen geniligend Rechteckplatt-
chen der GroBe zweier Quadrate aneinan-
dergelegt.

Ist es moglich mit diesen Rechteckplatt-
chen die vorausgesetzte Figur vollstandig
(ohne Uberlappung) zuzudecken?

A94 Man beweise: Jede Kubikzahl ist
als Differenz zweier Quadratzahlen dar-
stellbar.

A10A Man beweise: Der Flicheninhalt
von rechtwinkligen Dreiecken mit ganz-
zahligen Seiten ist nie eine Quadratzahl.

Fiir euch zum Weiterknobeln noch zwei Eigen-
aufgaben von Mitgliedern der MSG Greifs-
wald.

Ein OSG-Laden will gleich grol3e Ananas-
und Mandarinenbuchsen so aufstellen, dal
in der untersten Reihe des Stapels n Biich-
sen, dann n— 1, dann n— 2, ..., in der
obersten Reihe n — (kK — 1) Buchsen sym-
metrisch zu einer vertikalen Achse ohne
Licken stehen. Dabei sollen die Mandari-
nenbiichsen stets auBen (oben, unten,
links, rechts) und die Ananasbiichsen stets
innen stehen. Welche Werte konnen » und
k annehmen, damit der Stapel gleich viele
Blichsen jeder Sorte enthalt?

Jan Fricke, Pasewalk

Gegeben sei die Menge aller konvexen
Vierecke ABCD mit
AB=3x, BC=AD=2x und CD = x.
Der Inkreis des Vierecks ABCD beriihre
die Seiten BC bzw. AD 1n F bzw. H. Man
ermittle das Verhaltnis Q der Flachenin-
halte der Vierecke ABFH und HFCD 1n Ab-
hiangigkeit von einem Parameter und,
wenn moglich, den grofiten und den klein-
sten Wert von (!

Rene Schone, Rostock

Ubrigens — in Greifswald wird fiir die Hand
von AG-Leitern und anderen Interessenien ein
Heft ,Geomeltrische FEigenaufgaben® zum
Druck vorbereitet.

Ala K uycny 1989 mpunuumnte 1o
nmudpe cleBa W clpaBa Tak, 4ToObl MOJY-
YEeHHOE UIeCTU3HAYHOE YMCIO OeHIOCH Ha

88.

aus: Quant, Moskau

A 2 o Polygone des nombres

Sachant que C+ H+ M = 114, placez dans
les cercles vides les nombres cidessous de
facon a toujours obtenir un total de 114 sur

chaque coté de cel heptagone.
8§—16—20—22—-33-35—-39—-41—-45—-47]

Aus: Lopigram, Paris

A 3 A Search for squares
Here are three unusual squares: 412, 332
836%Z. What is so unusual about them? (A
hint: look for new squares in the integer
you get from computing the full number
equal to each of the squares.)
aus: Fun with mathemalics,
{Toronto
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... auf eine so leichte
und schone Art bewiesen*

Ein zahlentheoretischer Satz im Briefwechsel

zwischen Euler und Goldbach

Zum 300. Jahrestag der Geburt von Christian Goldbach

Zu den beriihmtesten Vermutungen der
Mathematik gehort die im Jahre 1742 von
Goldbach ausgesprochene Behauptung:
,Jede naturliche Zahl, die groBer als 2 ist,
kann in drei Summanden zerlegt werden,
die alle Primzahlen oder 1 sind.“
Beispiele:

3I=1+1+1,4=1+1+2,
3=1+1+3,6=1+2+1],

289 =3+ 3+ 283.

Die Goldbachsche Vermutung ist bis heute
weder bewiesen noch widerlegt worden. —
Wer war eigentlich Goldbach?

Christian Goldbach ist am 18.3. 1690 in
Konigsberg (heute Kaliningrad) geboren
worden. Er studierte an der Albertus-Uni-
versitat seiner Geburtsstadt. Danach unter-
nahm er ausgedehnte Reisen durch
Europa. Hierbei suchte er den Kontakt zu
zahlreichen Gelehrten.

Im Jahre 1725 kam er nach Petersburg
(heute Leningrad). Hier war ein Jahr zuvor
durch Peter dem GroBen die Akademie der
Wissenschaften begriindet worden. Gold-
bach ubernahm als erster standiger Sekre-
tar die wissenschaftliche Federfuhrung an
der Akademie. Von 1727 an lebte er am
kaiserlichen Hofe (vom Januar 1828 an in
Moskau) als Erzieher des jungen Zaren Pe-
ter II. Anfang 1732 kehrte er nach Peters-
burg an die Akademie zuriick. Im Jahre
1742 wurde Goldbach an das Collegium fiir
auswirtige Angelegenheiten versetzt. Er
lebte weiterhin in Petersburg, hatte aber oft
langere Zeit in Moskau zu tun. Er starb am
20.11. (nach dem damals in RuBland noch
ublichen julianischen Kalender) bzw. 1. 12.
(nach dem gregorianischen Kalender) 1764
in Petersburg.

Goldbach war ein Mensch mit vielseitigen
Neigungen und Talenten. Man hat ihn als
einen Polyhistor (einen Gelehrten, der
uber das Wissen seiner Zeit verfugt) be-
zeichnet. Ein Goldbach-Biograph schrieb:
~,Ooldbach hatte ungewdhnlich weite Inter-
essen, unter denen das Interesse fiir Mathe-
matik ... vorherrschend war. Er zeigte je-
doch wenig Neigung, sich systematisch mit
einem Gebiet zu beschaftigen, wenig Nei-
gung zur stindigen konzentrierten Arbeit
an ¢inem bestimmten abgegrenzten Kom-
plex von Fragen. Und auch in der Mathe-
matik ... blieb er immer ein Liebhaber und
Autodidakt. ... Die Entdeckungen Gold-
bachs auf mathematischem Gebiet waren
im Vergleich zu den Entdeckungen ver-
schiedener anderer Wissenschaftler des
18. Jahrhunderts nicht bedeutend®.

28 - alpha, Berlin 24 (1990) 2

Im Jahre 1727 war mit Leonhard Euler
(1707 bis 1783) ein mathematisches Genie
nach Petersburg berufen worden, das sich
zu einem der bedeutendsten Mathematiker
entwickeln sollte. (Euler wirkte von 1741
bis 1766 an der Akademie der Wissen-
schaften in Berlin und kehrte danach wie-
der nach Petersburg zunick.) Wahrend sei-
ner ersten Petersburger Jahre hat Euler bei
seiner Arbeit bedeutsame Anregungen von
Goldbach erhalten. Im Oktober 1729 be-
gannen FEuler und Goldbach einen
35 Jahre andauernden Brietwechsel, in
dem sie vorwiegend mathematische Fragen
diskutierten. Goldbach lenkte bereits in

seinen ersten Briefen Eulers Interessen
auch auf zahlentheoretische Probleme. Das

waren zunachst unbewiesene Behauptun-
gen (Vermutungen) von Fermat, wie sie in
dessen nach seinem Tode publizierten
Werken enthalten waren bzw. unter ,Zah-
lenliebhabern“ als eine Art von Folklore
zirkulierten (auch Goldbach zitierte Fer-
mat vom Hodrensagen). Pierre de Fermat
(1601 bis 1665) hatte sich neben seiner Ta-
tigkeit als Jurist in Toulouse mit Mathema-
tik beschiftigt. Er gilt als der grofite franzo-
sische Mathematiker des 17. Jahrhunderts.
,oeine genialste Leistung ist die Neu-
schopfung der Zahlentheorie“ — schrieb
ein Mathematikhistoriker. Angeregt durch
Goldbach wurde Euler der groBe Nachfol-
ger Fermats in der Zahlentheorie. Das zah-
lentheoretische Werk Eulers fullt zwar nur
vier Binde seines 29 Bande umfassenden
mathematischen Werks; doch dieses allein
hatte ithm einen geachteten Platz in der
Mathematikgeschichte gegeben.
Zahlentheoretische Fragen waren damals
nicht besonders populdr. Fiir viele Jahre
war Goldbach der einzige, der sich fir Eu-
lers arithmetisches Werk interessierte.

Im Folgenden soll ein mehrjahriges zah-
lentheoretisches Wechselgespraich zwi-
schen Euler und Goldbach vorgestellt wer-
den, das Goldbach zu einem Beweis des
von Euler im August 1741 behaupteten
Satzes 1 fihrte.

Satz 1: Zahlen der Form 4mn—m —1
=4n(m—1)—1 koénnen niemals eine
Quadratzahl sein, wenn m und n natiirli-
che Zahlen sind.

Goldbach an Euler (2./13.2. 1742): ,Das
theorema, dal 4mn— m — 1 kein quadra-
tum sein konne, gefdllet mir sehr“. Er
konne den Satz aber nicht beweisen. Euler
an Goldbach (23.2./6.3. 1742): ,DafB
4mn— m—1 ... niemals ein quadratum

sein konne, konnte ich bis anjetzo auch
nicht rigorose [streng] demonstrieren, son-
dern ich hatte solches aus einem theore-
mate Fermatiano [Theorem von Fermat] ...
hergeleitet. ... Die Richtigkeit davon beru-
het also auf der Wahrheit dieses theorema-
tis ...“. Es handelt sich um den von Fermat
im August 1640 ausgesprochenen

Satz 2: Nicht eine einzige Primzahl der
Form 4n — 1 kann Teiler der Summe von
zwei-teilerfremden Quadraten sein.

Ist eine ungerade Zahl durch keine Prim-
zahl der Form 4n — 1 teilbar, so besitzt sie
nur Primieiler der Form 4k + 1. Ein Pro-
dukt von Primzahlen der Form 4k + 1 ist
aber wieder von dieser Form. Nach dem
Satz 2 hat also eine Summe von zwei teil-
erfremden Quadraten keine Teiler der
Form 4n — 1. Das gilt auch fir die Summe
a’+1=a?+ 12 Es ist stets (wie auch die
natiirlichen Zahlen a, m, n gewidhlt wer-
den) a’+1+@n—1)m, d. h.
a’+4mn—m-— 1.

Den ersten uns iberlieferten Beweis des
Satzes 2 gab Euler in diesem Brief an
Goldbach! Damit war der Satz 1 bewiesen.
Doch Goldbach suchte, wie aus mehreren
Briefen an Euler zu entnehmen ist, nach
einem neuen Beweis des Satzes 1, also
nach einem Beweis, der vom Satz 2 unab-
hangig ist.

Goldbach an Euler (23.3. 1743): , Endlich
stellet sich die demonstratio nova (neuer
Beweis) ein.“

Euler an Goldbach (29.3./9.4. 1743): ,Ew.
Wohlgeb. bin ich fur die mir gutigst uber-
schriebene Demonstration, dal3
4mn — m — 1 keine Quadratzahl sein kann,
gehorsamst verbunden. Die Raisonnemens
[Uberlegungen] darin sind ... so tiefsinnig,
dafl ich viel Miihe gehabt, ehe ich diesel-
ben habe vollig einsehen und auseinander-
wickeln konnen. ... Wenn die letzte Kon-
klusion [Folgerung] ihre Richtigkeit hat, so
ist die ganze ibrige Demonstration voll-
kommen. Allein, eben diese letzte Konse-
quenz erwecket bel mir einen Skrupel, wel-
chen ich nicht wohl mit Worten ausdrik-
ken kann.”

Nach weiterer Diskussion der fraglichen
,Konklusion“ muf} Goldbach am 11./22.6.
1743 bekennen: ,,... so erkenne ich doch
nunmehr, daB die Demonstration [der Be-
weis] ... nicht bestehen kann. ... Vielleicht
findet sich kiinftig etwas besseres”.

Am 19./30.7. 1743 schrieb Goldbach an
Euler: _ Nachfolgende Demonstration [Be-
weis] habe ich zu dem Ende in unterschie-
dene kleine propositiones {Satze] abgetei-
let, damit E. Hochedelgeb. diejenige, bei
welcher sie einigen Anstand finden moch-
ten [Ansto3l nehmen], desto bequemer an-
zeigen konnten.“ Nun formulierte er in la-
teinischer Sprache elf Satze:

1. Wenn es uberhaupt ein 5% gibt, das der
Gleichung 4mn— m — 1= b? mit natiirli-
chen Zahlen m, n genligt, so sei a? das
kleinste Quadrat mit 4mn—m—1= a?.

2. Addiere ich auf beiden Seiten dieser
Gleichung —4ma + 4m?, so ergibt sich
dmn—a+m)—m—1=(a—2m)?oder
4dmn’'— m—1=5b""mit b’=a — 2m oder
2Zm—aund n'=n—-—a+ m.




3. In dieser Gleichung kann nicht a =m
werden (dann wire die rechte Seite der
Gleichung durch m teilbar, die linke Seite
jedoch nicht).

4, Es kann auch nicht ¢ > m werden, dann
wire nidmlich n — a + m < n und daher
b2=4mn'—m—1=4m(n—a + m)
-m—-1<4mn—m-1=a?,

was der Annahme widerspricht, daf} a* das
kleinste unter den Quadraten 5% mit
4mn — m — 1 = b?ist.

5. Es muB folglich a < m sein.

6. Ahnlich gilt: Wenn man —4an + 4n? auf
beiden Seiten der Gleichung

4mn — m — 1 = a? addiert, so ergibt sich
dn(m—a+n)—m—1=(a—-2n)’.

7. In dieser Gleichung kann nicht a=n
werden. Sonst ware

dmn — m— 1= n?oder

n?—4mn+ m—1=0 (quadratische
Gleichung fur n) oder

n1.2=2mi\/4m2—m—1.

Diese Zahl ist jedoch (wie man zeigen
kann) irrational.

8. Es kann auch nicht ¢ > n werden, dann
"wire m — a + n < m und daher
(a—2n)=4n(m—a+n)—m—1<4mm
-m—1=a?,

was der Annahme widerspricht.

9. Es mull folglich ¢ <n sein. Da nach
Satz 5. a < m ist, ergibt sich a? < mn.

10. Folglich gilt 4mn — m — 1 < mn, was ab-
surd ist.

11. Deshalb kann es unter allen ganzzahli-
gen Quadraten der Form 4mn—m—1
(wenn sie existieren) kein kleinstes Qua-
drat geben. Folglich gibt es gar keines.

Euler vermerkte auf dem Rand des Briefes:
,Diese Demonstration [Bewels] kann etwas
kiirzer gefaB3t werden und nur allein gezei-
get werden, dall eanon > mnec > n [nicht
> m und auch nicht > n], woraus schon
folget, daB 4mn — m — nnon > mn [nicht
> mn], quod est absurdum [was absurd
ist].“ Und an Goldbach schrieb er am
13./14.8. 1743: ,Wann [wenn]

4mn— m— 1 in einem Fall ein quadratum
|Quadrat] wiare, so wirde man gleich un-
endlich viele andere casus [Falle] daraus
finden konnen. Was nun Ew. Wohlgeb. an-
nehmen, daB ¢? das kleinste quadratum
sel, welches in formula [in der Form]
4mn — m — 1 enthalten ist, so mul} notwen-
dig a kleiner sein als m, und daher haben
die 5 ersten propositiones [Sdtze] ihre vol-
lige Richtigkeit. Wann aber Ew. Wohlgeb.
ferner zu dieser Aequation [Gleichung]
fortgehen
dn(m—a+n)—m—1=(a—2n)*>, weilen
dieselbe nicht in der vorgelegten Form
4mn — m — 1 enthalten ist, so folgt auch
nicht, daB (g — 2n)? kleiner sein miisse als
a?; dann [denn] 4mn — m — 1 kdnnte das
kleinste mogliche quadratum geben, unge-
achtet 4dn(m —a+n)— m—1 einem noch
kleineren quadrato gleich wire, und also
kommt mir die B'® proposition verdachtig
vor, weilen non obstante hypothesi [ohne
der Annahme zu widersprechen] a° grofler
sein kann als (a — 2n)%.“

Goldbach scheint in 8. analog wie in 4. ge-
schlossenen zu haben.

In Wirklichkeit erhalt er

b’'2=4mm”" —m—-1<4nm—m—1=a?
(mit b"=a—2n, m"=m—a+ n),

wobei 4nm” — m— 1 (wegen m"" + m!)
nicht von der Form 4nk — k — 1 ist (die fur
k = m nach der Annahme das kleinste der-
artige ganzzahlige Quadrat

dnm— m—1=a? liefert);: also ist auch
b'? < a? kein Widerspruch zur Annahme!
Fuler schrieb weiter:  Bei diesem tenta-
mine [Versuch] fillt mir ein, ob man dieses
theorema nicht etwan auf eine gleiche Art
demonstrieren konnte, wie man zu erwei-
sen pflegt, daB a? + b oder a*— b? kein
quadratum sein konne.“ Fermat hatte einst
gezeigt, daB die Gleichungen x? + y? = z*
und x* — y* = z? keine nichttrivialen ganz-
zahligen Losungen besitzen.

Euler schlug nun vor, die dabei benutzte
Beweismethode, die Fermat ,Methode des
unendlichen  Abstiegs® nannte (vgl
alpha 17 (1983), H. 2, S. 29), auf das disku-
tierte Problem anzuwenden.

Er beschrieb das Vorgehen konkreter:
JWeil ... gewiB} ist, da} in numeris parvis
[in kleinen Zahlen] 4mn — m — 1 kein Qua-
drat sein konne, so wiirde die Demonstra-
tion auf folgende Art vollkommen richtig
sein.“ Und FEuler notierte (in lateinischer
Sprache);

[. [Es wird angenommen, dal} es ein Qua-
drat gibt, das sich in der verlangten Form
darstellen 14B8t.] Das Quadrat a2, das sich
in der Form 4mn — m — 1 darstellen lalt,
sel gegeben.

II. Daraus kann ein anderes Quadrat b2
kleiner als a? gefunden werden, das gleich-
falls in der Form 4mn — m — 1 dargestellt
ist.

III. Man wird also fortgesetzt zu kleineren
Quadratzahlen kommen, was absurd ist.
[Die Annahme I mul also falsch sein.]
,Die ganze Demonstration wiirde also auf
den II. Satz ankommen.*

Am 28.9. 1743 schrieb Goldbach an Euler:
JAus Eurer Hochedelgeb. Erinnerung ge-
gen die vorige Demonstration habe ich die
prop. 6 ipsius demonstrationis [zu diesem
Beweis] allerdings unrichtig befunden, da-
hero ich dieselbe nebst darauffolgenden in
meinem letzteren Schreiben auszustrei-
chen und an deren Stelle folgende zu sub-
stituieren bitte“. Und er formulierte die
Sitze 6. bis 8. (in lateinischer Sprache)
neu:

6. Addiert man zu der Gleichung

(4n — 1) m — 1 = a? beiderseits
—2a{4n—1)+ (4n — 1)?, so ergibt sich
An—-—1)(m—-2a+4n—-1)—1

=(a— (4n — 1))%

7. Da a? das kleinste Quadrat ist, das

der Gleichung (4n — 1) m — 1 = a* geniigt,
so muB a? < (a—4n+ 1)? oder
a’?=(a—4n + 1) sein. Wegen 4n + 1 kann
das Gleichheitszeichen nicht gelten. Es gilt
folglich

(—2a+ (4rn —1))(4n—1) >0, und daher
4n — 1> 2a. Nach Voraussetzung ist aber

*+ 1
dn—1=-2 ——; folglich gilt
az+1
- >2a oder a2 > 2am — 1 oder

1

a>2m——.
a

8. Da nach dem 5. Satz a< m ist, folgt
1 .

m>2m P was absurd ist, wenn m und

a ganze Zahlen sind. ’

Letzteres ist jedoch in 4mn—m —1 = g2
angenommen worden.

Die Annahme ist somit falsch. Stets gilt
dmn — m— 1+ 0 [Quadratzahl], wenn m
und n naturliche Zahlen sind. Und das war
Zu bewelsen.

,JNunmehr hat Ew. Wohlgeb. Demonstra-

tion, daB (4n—1)m — 1 # a?, ihre vollige
Richtigkeit“, schrieb Euler am 4./15.10.
1743, denn ,da Dieselben [Sie] vorher er-
wiesen, da3 posito a a omnium quadrato-
rum, sie quae darentur, minimo [wenn
man a? das kleinste aller Quadrate setzt,
sofern welche gegeben sind], sein musse
m > a, anjetzo aber pro eodem casu [in
demselben Fall], daB3 (4n — 1) > 2a, so mufl
folglich sein (4n — 1) m > 2a*, nun aber ist
dn—-1)m=4a*+1, und wire also
a?+ 1> 2a? welches nicht sein kann nisi
sit a = 0 [auller wenn a = 0 ist], vel [oder]
a =1, dann [denn] hier mull das Zeichen
> nicht majus [grofler], sondern non minus
[nicht kleiner] heiBen. Wann [wenn] man
aber setzt vel [entweder] a = 0, vel [oder]
a =1, so wird die Aequation |[Gleichung]
(4n— 1) m— 1= a?unmobglich.

Ich muB gestehen, dall ich nicht geglaubt
hatte, daB dieses theorema auf eine SO
leichte und schone Art bewiesen werden
konnte, und ich bin dahero versichert, dal3
die meisten theoremata Fermatii [Theo-
reme von Fermat] auf eine gleiche Art be-
wiesen werden konnen, weswegen ich
Ew. Wohlgeb. um so vielmehr fuir die Kom-
munikation [Mitteilung] dieser herrlichen
Demonstration [dieses Beweises] verbun-
den bin®.

Der Zahlentheoretiker André Weil (geb.
1908) machte darauf aufmerksam, dal} die-
ser von Goldbach mit Eulers Hilfe so muh-
sam gefundene Beweis des Satzes 1 den er-
sten Keim der sog. Reduktionstheorie fur
bindre quadratische Formen enthalt, die
spater von Joseph Louis Lagrange (1736 bis
1813, siehe alpha 21, 1987, H. 3 und 4, Sei-
ten 52, 77) entwickelt worden ist.
Lagrange hatte sich seit 1768, sowohl von
Fermats Vermutungen als auch von Eulers
Abhandlungen angeregt, mit der Zahlen-
theorie befalit. H. Pieper

Buchtip

H. Wulling

Vorlesungen zur Geschichte
der Mathematik

2., iiberarb. Auflage, etwa 365 5.,
zahlr. Abb. Bestell-Nr.: 571832 3

Preis: 17.80 M
VEB Deutscher Verlag der Wissenschalten
Ein Band aus der Studienbiicherei fur Leh-
rer, der aber sicher allen unseren mathema-
tikhistorisch interessierten Lesern viel

Freude bereitet.
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In freien Stunden - alpha-heiter

Leistungsfahiges Dominostein-Sextett

Deutet man die Punkte auf jeder Dominosteinhailfte
als Ziffer, so kann man nebeneinanderliegende
Hilften als Darstellung einer natiirlichen Zahl auf-
fassen. So stellen z.B. die hier nebeneinanderlie-

genden Hilften die Zahl 130 dar:

Von den 28 Steinen eines Dominospiels sind sechs
geeignete auszuwihlen: Diese sollen sich auf jede
der 11 abgebildeten Schablonen so legen lassen,
daB sich durch Addieren der Zahl der ersten Zeile
und der der zweiten Zeile die Zahl der dritten Zeile

ergibt.

H H e B S
1 Y B B =

W. Trdager, Dobeln

15 Meter im Quadrat

Herr Ackermann hat einen Garten. Dieser ist qua-
dratisch von 15 m Seitenlange. Seine Beete legte er
so an: Zuerst teilte er die gesamte Flache in drei
gleichgro3e Rechtecke und danach teilte er jedes
dieser Rechtecke in zehn gleichgrof3e Rechtecke. So
erhielt er 30 gleichgrof3e Beete. Nun wachst und
bliiht alles. In einer Ecke des Gartens befindet sich
der Wasserhahn. Zum BegieBlen geht es mit zwei
Giell3kannen bei jedem Beet an der langeren Seite
einmal rauf und einmal runter. Das Wasser reicht
immer gerade fiir ein Beet. Zum SchluB3 stellt er die
Kannen wieder beim Wasserhahn ab. Da sagt Herr
Ackermann zu seiner Frau und seinem Sohn: JIhr
miiflt mir in Zukunft helfen, denn ich alleine mufB
iiber einen Kilometer weit gehen, wenn ich alle
Beete begieBen will.”

SNaturlich helfen wir“, meint Frau Ackermann,
.aber du hast sicher etwas ubertrieben.“ Hat Herr

Ackermann recht?
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz
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Zum Knobeln

Welches der Teile paBlt genau in den Korper?

Scharf nachgedacht

Wie miissen die funf Figuren im sechsten Quadrat

angeordnet sein?

O X A X X
@
Iris Biziak, Dreitzsch

X A
@

O A
@
O 0 A 0 O O a] |o x|

|

Wortspielereien

Vervollstandige mittels Zahlworten zu Begriffen.
... fuBler, ... felderwirtschaft, ... eck, ... er,

... chreiben, ...spitz, Re..., ... schonchen, Schl...,
Gem ... amkeit, ... samkeit, ... atz, Tr..., ... chlag,
... achser, ... zylindermotor, ... teiler, ... angel,

--- losigkeit. Jane Birkholz, Wilhelm-Pieck-Stadt Guben

J. Jakob v. Berzelius (Chemiker, 1779 bis 1848) soll
ein sehr witziger Mann gewesen sein. SO bat er sei-
nen Schuler Wohler, als dieser mit der Untersu-
chung eines neu entdeckten Minerals beschiftigt
war, einen seiner Freunde ,,durch Ernennung zum
Taufpaten des Minerals zu ehren“ — und zwar nach
dem Spanier Miguel Erecacoexecohoncrena.

aus: Lingmann/Schmiedel: ,Anekdoten, Episoden,
Lebensweisheiten, VEB Fachbuchverlag Leipzig



Mathematisches Kreuzwortritsel

Waagerecht: 1. Langeneinheit, 6. naturliche Zahl,
7. ganze Zahl, 9. Unendlichkeitsstelle einer Funk-
tion, 12. norwegischer Mathematiker (1802 bis
1829), 14. Zeitabschnitt, 15. algebraische Struktur

Senkrecht: 1. Verbindungsstrecke zweier Ecken
eines Polygons, die keine Seite ist, 2. grundlegendes
mathematisches Objekt, 3. kleine Lingeneinheit
(Abk.), 4. norwegischer Mathematiker (1863 bis
1922), 5. Zykloide, 8. geometrischer Begriff,
10. Segment, 11. Begriff aus der Graphentheorie,
13. Logarithmus zur Basis 2 (Abk.), 14. gegenteilige
Entscheidung von ,nein®.

Dr. R. Mildner, Leipzig

L. Otto, Leipzig
Holzchentrick

Nimm zwel Holzchen so weg, daBl vier Quadrate
ubrig bleiben.

1
L]

Flachenverwandlung mittels Legespiel

Ein mit den angegebenen MafBen auf Papier ge-
zeichnetes und ausgeschnittenes Parallelogramm ist
durch einen Schnitt in zweil kongruente Vierecke zu
zerschneiden. Beide Teile sind genau-libereinander
zu legen und dieses Paket ist durch einen weiteren
Schnitt zu teilen, so daf insgesamt 4 Vierecke ent-
stehen.

Wie miissen beide Schnitte ausgefiihrt werden, da-
mit sich diese 4 Teile zu einem Quadrat aneinan-
derlegen lassen?

W. Trdager, Dobeln

Sinnvoll getauscht

Die durch Umrandung abgegrenzten Buchstaben-
gruppen der oberen Figur sind auf gleichgestaltete
Felder der unteren so zu ubertragen — zeilenweise
gelesen —, daB es eine Aussage uiber naturliche Zah-

len ergibt.

OL O. Chromy, Coswig

Wieviel Flachen hat dieser Korper?
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Uber selbstregenerierende

Z.ahlenfolgen

So, wie sich Lebewesen durch den geneti-
schen Code regenerieren lassen, spricht
man auch in der Mathematik von selbstre-
generierenden Zahlenfolgen, wenn ein Teil
der. Folge den Code dafir liefert, wie die
gesamte Folge auszusehen hat.

Ein Beispiel

Im Jahre 1957 wurde in der Zeitschrift
American Mathematical Monthly

(Band 64, Seite 198) die Folge
0101101011011 ... {(*)
untersucht.

Sie 148t sich wie folgt erzeugen:

Wir betrachten zunichst nur endliche Zah-
lenfolgen, bestehend aus 0 und 1. Begon-
nen werde mit (0). Als Induktionsschritt
werde jede 0 durch 01 (im obigen Ver-
gleich heiBBt das: 0 ist der Code fur die
Kombination 0 1) und jede 1 durch 011
ersetzt, man erhalt folgendes Schema:

Folge Nullen- Einsen-

anzahl anzahl
0 1 0
01 1 1
01011 2 3
0101101011011 5 8

Interessanterweise stehen links immer glei-
che Ziftfern untereinander (Selbstregenerie-
rungsbedingung) und rechts die Fibonacci-
schen Zahlen. Wir wollen prifen, ob dies
nur zufallig fir das Anfangsstuck der Folge
gilt, und wir wollen versuchen, eine Bil-
dungsvorschrift fur das allgemeine Folgen-
glied der unendlichen Zahlenfolge (*) zu
finden. Vor dem Weiterlesen empfehlen
wir dem Leser, die ersten etwa 200 Folge-
glieder der Folge (*) autzuschreiben und
sich selbst mit der Losung der drei genann-
ten Probleme zu befassen. Wer die Uber-
sicht zu verlieren furchtet macht es am be-
sten zu zweit: Einer liest ganz langsam die
letzte Zeile des Schemas vor, der andere
schreibt fiir jede vorgeiesene Null auf ein
Blatt 0 1, fiir jede gelesene Eins 0 1 1. Da-
nach steht auf diesem Blatt die néachste
Zeile des Schemas. Diese wird wieder lang-
sam vorgelesen, und der andere schreibt
entsprechend auf ein neues Blatt Papier

wieder 01 fiir Null und 011 fur
Eins ....

Allgemeine Definition

Das Problem wird nicht komplizierter,
wenn wir es allgemeiner formulieren: (a)
und (b) seien zwei endliche Folgen aus 0
und 1. Dann gilt
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Satz 1: Beginnt man mit der Folge (0) und
ersetzt im Induktionsschritt jede O durch
die Folge (@) und jede 1 durch die Folge
(b), so ist die Selbstregenerierungsbedin-
gung genau dann erfullt, wenn (a) mit 0
beginnt.

Beweis: Dall (a) mit 0 beginnen mub, ist
klar, da anderenfalls schon 1n der zweiten
Zeile vorn eine 1 stehen wiirde. Nun setzen
wir voraus, daB (a¢) mit O beginnt und fiih-
ren den Beweis durch vollstandige Induk-
tion. Als Induktionsanfang wissen wir be-
reits, daB in der ersten und zweiten Zeile
nur gleiche Zahlen libereinanderstehen,
nimlich die 0 am Anfang. Als Induktions-
voraussetzung nehmen wir an, dall in der
(k— 1)-ten und k-ten Zeile nur gleiche
Zahlen libereinanderstehen. Ersetzen wir
in diesen beiden Zeilen jede 0 durch (a)
und jede 1 durch (b), stehen auch wieder
nur gleiche Zahlen tibereinander. Damit ist
gezeigt, daB auch in der k-ten und (k + 1)-
ten Zeile nur gleiche Zahlen Uibereinander-
stehen, w.z. b. w.

Etwas abstrakter konnen wir unser Schema
wie folgt beschreiben: Wir konstruieren
eine unendliche Folge, deren Elemente
endliche Zahlenfolgen sind, und zwar in
das k-te Folgenglied gerade diejenige end-
liche Folge, die durch die k-te Zeile unse-
res Schemas gegeben 1ist.

Fibonaccische Zahlen

Wir wollen jetzt mit N(a) die Anzah] der
Nullen der Folge (a) und mit E(a) die An-
zahl threr Einsen bezeichnen, analog N(b)
und E(b). Im obigen Beispiel gilt also
N(a)=E(a)=N(b)=1, E(b)=2. Die
Nullenanzahl der k-ten Folge (d. h. der k-
ten Zeile des Schemas) werde mit N, und
die Einsenanzahl mit E, bezeichnet. Laut
Annahme ist N, =1, E, =0. Die weiteren
Glieder lassen sich rekursiv bestimmen:
Nk+] =N(a)Nk+ N(b)Ek: (1)
Ey.y=E(a)N,+ E(b)E,
Im Wortlaut: N,,,, die Anzahl der Nullen
in der (k + 1)-ten Zeile, ist die Summe aus
N(a)N,, der Anzahl der aus den Nullen
der k-ten Zeile stammenden Nullen, und
N(b)E,, der Anzahl der aus den Einsen der
k-ten Zeile stammenden Nullen. Im obi-
gen Beispiel gilt also als Spezialfall von
Formel (1)
Ni+v1= Nyt Ep, Ep v = N+ 2E,
Jetzt konnen wir beweisen:
Satz 2: In der Tabelle stehen rechts die
Fibonaccischen Zahlen
(f,)=(1,1,2,35 8, ...), die

(2)

durch fi=f, =1/, + fo-1=fass

definiert sind, und zwar gilt fur

k=2,3, ... fak-3= Ny, fox-2= Ey.
Beweis: Mittels Formel (2) konnen wir als
Induktionsanfang N, = E, = 1 nachpriifen.
Der Induktionsschritt erfolgt uber die bei-
den Formeln E, + N, = N+,

und Ny + E,=E; 4, W.2.D. W.

Kettencode fiir Geraden

Nun haben wir die ersten beiden Probleme
gelost, aber eine Bildungsvorschrift fur das
allgemeine Folgenglied der Folge (*)
konnte noch nicht gefunden werden. Hier
1st die in Abschnitt 2 und 3 vorgenommene
Verallgemeinerung hinderlich, und wir fra-
gen speziell nach einer Bildungsvorschrift
fur die Folge (*).
Wir bezeichnen deren Folgenglieder mit
(rp,), m=12 ... also r,=0,
rh=1,rn=0rn=r=1,....
In dieser Form 143t sich schwer eine Bil-
dungsvorschrift erraten. Wir bilden die
Partialsummen
s,=r t+...+r,. Man kann stattdessen
auch rekursiv schreiben

S\=F, 8, =8, _1+r,nz2.
Es gilt also 5, =0, s, =s5;=1,
§4 :2, 55":3,
Diese Werte werden nun in das n — s,-Dia-
gramm eingetragen, vgl. Bild 1. Sie liegen
anndhernd auf einer Ursprungsgeraden
(und zwar, genau betrachtet, alle unterhalb
derselben), die zum Vergleich ebenfalls
eingezeichnet wurde.
Diese Tatsache und die konstruktionsbe-
dingte Ganzzahligkeit der Werte s, legt
nun die Vermutung nahe, daf3 eine allge-
meine Bildungsvorschrift der Art

Sa = {x n] (4)
besteht. Dabei ist x > 0 eine noch zu be-
stimmende reelle Zahl, und [] bezeichnet
den ganzzahligen Teil, d. h., fiir jede reelle
Zahl y werden [y] und {y} durch
0={y}<1, [y] ganzzahlig, y=[y]+ {}
eindeutig definiert. Damit ist zumindest
gewahrleistet, dafl alle Werte s, knapp un-
terhalb der Ursprungsgeraden y = x n lie-
gen.
Bevor wir jetzt den Wert von x bestimmen
wollen, so daB Formeln (3) und (4) die-
selbe Folge (s,) definieren, soll noch auf
eine Anwendung hingewiesen werden: In
der Computergraphik bis hin zur automati-
schen Bildauswertung besteht das Problem,
daB Geraden, die schrig zum Raster des
Bildschirms liegen, nur ndherungsweise
dargestellt werden konnen. Diese Niahe-
rung wird so realisiert, dall zu der i1deal ge-
dachten Geraden die jeweils ndchstgelege-
nen Rasterpunkte (Pixel genannt) zum
Aufleuchten gebracht werden, eben wie in
Bild 1 die Kreuze ein Niherungsraster fiir
die Gerade y = x n darstellen. Und um ein
Programm zu schreiben, das diese nichst-
gelegenen Rasterpunkte berechnet, muB
man diese moglichst ,rechnerfreundlich®
beschreiben kOnnen, hier taucht dann der
Begrift ,Kettencode fir Geraden“ auf.
Jetzt wollen wir den Wert fiir x bestim-

men:
Nach Satz 2 gilt ja fiir k= 2:

NszZk—3:Ek=f2k-2- (5)
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In der n-ten Partialsumme s, der k-ten
Folge ist jeder der n Summanden entweder
0 oder 1, und daher ist N+ E, = n und
E.=s,. Wegen (2) N+ E, = N,,, konnen
wir auf n = N, schlie8en.
Aus Formel (4) folgt xn — 1 < s, = xn. Set-
zen wir hier die Werte fur » und s, ein, er-
halten wir
xNkH -1 <Ek§xNk+1.

Wir teilen durch N,,; und benutzen For-
mel (5). Es ergibt sich

1 ka—!
Foer < Frm ©)
Fur jedes k = 2 stellt Formel (6) eine Dop-
pelungleichung fur x dar. Setzen wir bei-

spielsweise kK = 6, so erhalten wir

0,6182%5 x<—%§-*—=0,629.

Je grofler wir k& wahlen, desto kleiner wird
das entsprechende Intervall fir x. Die Le-
ser, die mit Grenzwerten vertraut sind,
konnen x auch genau ausrechnen (unter
der Voraussetzung, daBB der Grenzwert exi-

stiert):

X = X. '

. I . In
x = him = lim
n — oo fn+l 1 —> o ﬁ|—1+.ﬁ?
= i L _ als
n (j},_1+1) x+1° 2%
Jn

Wegen x > 0 erhalten wir schlielllich

_J5 -1

X 5 = 0,618 034 (7)

Wenden wir nun die Formeln (3), (4) und
(7) an, erhalien wir die gesuchte Formel
r,=[nx] —[(n — 1)x]
=[x+ {(n - Dx}]. (8)
Der vollstindige Beweis, daB Formel (8)
und Abschnitt 1 dieselbe Folge definieren,
mull hier aus Platzgrinden weggelassen
werden. Wir fordern aber den Leser auf,
sich fur n = 1,...20 von der Richtigkeit die-
ser Aussage zu uberzeugen.

Ausblick

Wenn wir nun fur x andere Werte einset-
zen, erhallen wir mit Formel (8) andere
Folgen (r,). Es gibt fir viele quadratische
Irrationalitaten (d.h., Zahlen der Form

20 25 30 35 M

f+ JE f, g rational, g > 0, aber nicht Qua-
drat einer rationalen Zahl) die Moglich-
keit, dann mit Abschnitt 2 zugehorige end-
liche Folgen (a) und (6) zu finden, dal
sich wieder dieselbe Folge (r,) ergibt. Bei
irrationalen Zahlen, die keine quadratische
Irrationalitat darstellen, ist das jedoch we-
sentlich komplizierter: Ohne auf die Ein-
zelheiten dieser Aussage einzugehen, wol-
len wir sie wie folgt plausibel machen:
Wenn wir die eben fur Formel (2) vorge-
nommene Grenzwertbetrachtung auf den
allgemeinen Fall (1) ausdehnen, ergibt sich
ebenfalls eine quadratische Gleichung fur

x, deren Losung rational oder eben quadra-
tisch irrational ist.

Jetzt noch zwei Aufgaben fiir den Leser.

Ala Man beweise die Gultigkeit des
zweiten GGleichheitszeichens in Formel

(8).

A2 A Man zeige, daB} die Folge (r,), For-
mel (8), fur rationale Zahlen x periodisch
ist, d. h., dal} es ein m = 1 gibt, so daB} fur
alle nz=zlgiltr,=r, 4 .

SchlieBlich teilen wir noch ohne Beweis
mit, daB die Umkehrung dieser Aussage
auch gliltig ist, speziell also die Folge (¥)
aus Abschnitt 1 nicht periodisch ist.

H.-J. Schmid!

Verflixt
und zu-gepuzzelt!

Aufgabe zum Titelblatt

Die abgebildete Figur 1st aus 12 rechtwink-
lipen Dreiecken und 12 halben Kreisab-
schnitten derart zusammengesetzt, dall die
Summe der an den stark ausgezogenen Li-
nien sich gegentiberliegenden Zahlen im-
mer eine Quadratzahl ergibt. Ubertragt die
FFigur auf Transparentpapier und zer-
schneidet sie an den stark ausgezogenen
Linien. Die 24 Teile sind nun zu zwel
gleich groBen Kreisen zusammenzufligen
und zwar derart, dafl die Summe der ge-
genuberliegenden Zahlen wieder eine Qua-
dratzahl ergibt. W. Neugebauer, Berlin

Ein bewegliches
Tetraederpaar

Im Jahre 1982 entdeckte L. Tompos, da-
mals Student an der Ungarischen Hoch-
schule fiir Angewandte Kunst und Design,
eine interessante Eigenschaft des regularen
Tetraeders. Es ist erstaunlich, daB3 diese re-
lativ einfach zu beweisende, anschaulich
verbliiffende Eigenschaft nicht schon im
vorigen Jahrhundert oder noch davor be-
kannt wurde.

Als zugrundeliegende geometrische Figur
betrachten wir die Kantengertiiste zwelier
kongruenter, regularer Tetraeder. (Ein re-
gulares Tetraeder ist bekanntlich eine von
insgesamt vier gleichseitigen Dreiecken
berandete Pyramide.) Diese Tetraeder
seien so zusammengepallt, dall thre Kanten
sich paarweise rechtwinklig in den Mittel-
punkten schneiden. Wir erhalten also zwei
solche Kantengeriste durch die 12 Fla-
chendiagonalen eines Wiirfels, wobei’
(siehe Bild 1) die Kanten des ersten Tetrae-

Bild 1

ders durch dick gezeichnete, die des zwei-
ten durch doppelt diinn gezeichnete Strek-
ken markiert sind. Baut man so die
Modelle beider Tetraeder aus 12 gleichlan-
gen, geeignet verhefteten Staben, wobei
das erste Kantenmodell das zweite an den
sechs Knotenpunkten stets von aullen be-
rihren soll (also unmerklich groBler ist), so
bemerkt man beim Festhalten eines Te-
traeders, dall das zweite bequem bewegt
werden kann, indem die sich beruhrenden
Kantenpaare jeweils ubereinander gleiten.
Stellen wir uns erneut diese Stabe als un-
endlich dinn und nicht verbiegbar, d. h.
als Strecken gleicher Lange im mathemati-
schen Modell vor, dann hat man zur Besta-
tigung dieser Beobachtung zu zeigen, dal3
es Bewegungen gibt, welche die entspre-
chenden Kantenpaare i1n jewells einer
Ebene (also insgesamt sechs Ebenen) lie-
genlassen, d. h. ob die Kanten paarweise in
sich schneidenden, parallelen oder i1denti-
schen Geraden liegen. (Naturlich konnen
beide Tetraeder auch ,zusammenbewegt"
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werden, aber wir schlieBen solch einfache
Bewegungen aus.)

Es sei also ein Tetraeder festgehaliten und
nach allen in diesem Sinne zuldssigen Be-
wegungen des anderen gefragt.

Zwei Arten von Bewegungen sind anhand
unseres (physikalischen oder mathemati-
schen) Modells leicht beschreibbar: Eines
der Tetraeder festhaltend, bewegen wir das
andere um eine Raumdiagonale des Wiir-
fels (Bild 1) und stellen fest. daB dies unter
Erhaltenbleiben der sechs Kontaktpunkte
moglich i1st. Eine solche Bewegung, die
sich also aus einer Drehung (um die
Raumdiagonale des Wiirfels) und einer
Verschiebung (in Richtung dieser Dreh-
achse) zusammensetzt, nennt man nahelie-
genderweise eine Schraubung.

Bild 2

In Bild 2 ist eine Position beider Kanten-
geruste dargestellt, die aus der in Bild 1
durch eine solche Schraubung erhalten
wurde. Eine zweite Bewegungsart erhalten
wir wie folgt: Wir stellen uns eine Seiten-
flaiche des Wiirfels (Bild 1) als in einer Ho-
rizontalebene liegend vor. (Horizontalebe-
nen liegen, im Sinne der darstellenden
Geometrie, parallel zur GrundriBebene.)
Dann ist die dazu parallele Ebene S durch
das Wiirfelzentrum eine Symmetrieebene
des Wiirfels, und eines der Tetraeder ist
das Spiegelbild des anderen bezuglich S
Wir wahlen eine beliebige Gerade in S, die
das Wiirfelzentrum enthalt. Wenn wir nun
ein Tetraeder um diese Achse um einen
bestimmten Winkelbetrag drehen und es
dann vertikal (d. h. senkrecht zu einer Ho-
rizontalebene), ebenfalls um einen be-
stimmten Betrag, verschieben, dann ist das
Spiegelbild dieses gedrehten und verscho-
benen Tetraeders bezuglich § aus dem an-
deren Tetraeder durchh Drehung um die
gleiche Achse mit gleichem Drehwinkel,
aber anderem Drehsinn, und vertikale Ver-
schiebung um den gleichen Betrag, aber in
entgegengesetzter Richtung, erhalthch.
Dann sind jene Kanilenpaare der beiden
Tetraeder, welche ursprunglich Diagonalen
einer vertikalen Wirfelflache waren, Spie-
gelbilder voneinander, d. h. jedes Paar liegt
auf sich schneidenden (oder parallelen
oder zusammenfallenden) Geraden. Wenn
nimlich ein solches Kantenpaar selbst
nicht horizontal liegt, dann liegt sein
Schnittpunkt in S, und wenn es horizonial
liegt, dann liegen beide Kanten parallel
oder fallen zusammen.
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Im allgemeinen werden jene Kantenpaare,
die urspriinglich Diagonalen einer horizon-
talen Wiirfelfliche waren, nicht in sich
schneidenden Geraden liegen. Wahlen wir
aber die erwihnte vertikale Verschiebung
so, daB dies gewahrleistet ist (und aus Sym-
metriegrinden muB dann die gleiche Be-
dingung vom urspringlich in der zweiten
Horizontalfliche gelegenen Kantenpaar er-
fillt werden), dann haben wir wieder eine
in unserem Sinne zulidssige, nichttriviale
Bewegungsart erhalten. Eine derart er-
zeugte Position beider Kantengeriste zeigt
Bild 3.

Bild 3

(Es sei bemerkt, daB beim Spiel mit dem
physikalischen Modell nur eine Drehung
beider Tetraedergeriiste um besagte Achse
notig ist: die notwendige \erschiebung er-
folgt automatisch, da die Kanten paarweise
in stiandiger Beriihrung bleiben.)

Wir kommen nun zur dritien Bewegungs-
art, die allerdings mit dem physikalischen
Modell nicht ausgefiihrt werden kann. Ein
Tetraeder festhaltend, drehen wir das an-
dere aus seiner Ausgangslage (Bild 1) ge-
nau 180° um eine Achse durch die Mittel-
punkte der Horizontalflichen des Wiirtels.
Dann wird jedes Kantenpaar der zwei Te-
traeder aus einer Vertikalfliche des Wiir-
[els in ein paralleles Kantenpaar iiberfihrt.
Gleichzeitig wird jedes aus einer Horizon-
talflaiche stammende Kantenpaar auf sich
schneidenden Geraden verbleiben. Somit
konnen wir die sich bewegenden Tetraeder
horizontal in eine beliebige Richtung ver-
schieben (um einen beliebigen Betrag) und
erhalten dadurch erneut eine zulassige Be-
wegungsart. Eine solchermalien erzeugte
Position zeigt Bild 4.

Bild 4

Mit Mitteln der Elementarmathematik (tri-
gonometrische Beziehungen, Losung linea-
rer Gleichungssysteme) kann man den {ol-
genden Satz beweisen.

Satz: Die einzigen zulissigen Bewegungs-
arten des Tetraederpaares sind die drei be-
schriebenen.

Probleme wie das hier behandelte, also
Fragen der Stabilitat oder Beweglichkeit
von Gerlsten, spielen z. B. in der Architek-
tur eine Rolle, wo insbesondere lastira-
gende Geriiste wie etwa Verstrebungen in
Gebduden oder beim Briickenbau derart
konstruiert werden missen, dall groQe
Formverinderungen (Deformationen) und
folglich Zerstdrungen moglichst ausge-
schlossen sind. Fir das Bestimmen der zu-
lassigen Bewegungen unseres Tetracder-
paares waren ingenieurtechnische Metho-
den nutzbringend. Die Berechnung der
Krifte, welche zwischen beiden Kanten-
gerusten (oder zwischen Bestandteilen all-
gemeinerer Geriiste) auftreten, ist namlich
eng verknipft mit der Moglichkeit zulassi-
ger Bewegungen der Geruste.

Weiterhin wollen wir eine Verallgemeine-
rung vom beschriebenen Zusammenhang
zwischen zwei kongruenten Kantengeri-
sten regularer Tetraeder erwiahnen.

Wenn wir die Flichendiagonalen eines be-
liebigen Quaders betrachten, dann stellen
sie (analog zu Bild 1) die Kantengeriiste
zweler kongruenter Tetraeder dar. Wenn
diese Kantengeriiste als Stabmodelle ge-
nauso zusammengepallt werden wie im
Falle zweier reguldrer Tetraeder, kann man
mit einem Kantengerust bei Festhalten des
anderen ahnlich verbluffende Bewegungen
ausfihren. Mathematisch kann man hier
also emnen dhnlichen Satz bezuglich zulas-
siger Bewegungsarten des Tetraederpaares
beweisen. (Man sieht sofort, daB Analogien
Zu den an zweiter und drifter Stelle be-
schriebenen Bewegungen existieren, und
auch zur zuerst dargestellten Art gibt es
eine gewisse Analogie. Dariiber hinaus hat
man fur bestimmte Quader eine vierte zu-
lassige Bewegungsart.)

Die abschlielend gegebene Fotografie
zweiler physikalischer Kantenmodelle regu-
larer Tetraeder, deren eines das andere in
sechs Kontaktpunkten jeweils von auben
beruhrt, soll Anregung flir den Eigenbau
dieser einfachen geometrischen Figur sein.

E. Makai, H. Martini, T. Tarnai
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Die Arbeit an der hier behandelten Problema-
tik wurde zum Teil aus dem Ungarischen Na-
tionalen Forschungszuschuf3 Nr. 744 unter-
Stutzt,



alpha-
Wettbewerb
1988/89

Preistrager

Susanne Drabenstedt, Aderstedt; Martina Heben-
streit, Altenburg; Veneta Turke, Auerbach; Stef-
fen Dittrich, Andrea Weigl, beide Bad Salzun-
gen; Thoralf Czichy, Bergfelde; Thomas Trinks,
Bert Minske, Gundula Hofer, Ulrich Fahrenberg,
alle Berlin: Norbert Schroder, Bernau; Enrico
Senger, Bischofferode; Ulrich Voigt, Roland
Voigt, Bohlen; Doreen Luck, Breitungen; Anett
Gschwender, Brohm; Alexandra Parth, Botzow;
Thomas Riedel (Frihstarter)*, Hagen Lessing,
Uta Neumann, Dorte Poelzig, Michael Schwenk,
alle Coittbus; Uwe Martin, Crossen; Andrea
Mann, Markus Stub, beide Dermbach: Steflen
Eisenblatter, Delitzsch; Andreas Kirchberg, Din-
gelstadt; Ullnch Hartung, Marcus Heinrich, Cor-
nelia Zillmann, Frank Steinigen, Hendrik Po-
miers, Matthias Gehlert, Daniel Amdt, Jorg
Frithauf, alle Dresden: Andre Kratzert, Durrohrs-
dorf; Arvid Dahle, Erfurt; Ulrike und Ulrich Miil-
ler, Fischheim; Werner Ernst, Finsterwalde: Tho-
mas Nopp, Franklurt/O.; Karsten Wackernagel,
Falkenberg; Katrin Schunemann, Freital; Nadine
Koch, Geholen: Sven Wroblewski, Glienieke;
Cathrin Kunze, Michael Gronau, beide Greifs-
wald: Steffen Vollbarth, GreuBlen, AG Maith.
Kl. 5 der Stat. Jg. Natur{. u. Techn. Grevesmiih-
len; Frank Schneegall, GroBbodungen; Silke Ru-
dolph, GroBrohrsdorf; Christian Schuster (Friih-
starter), Grunhain; Jens Rennefahrt, Halle:
Andreas Niuchter, Halle-Neustadi; Rico Ramolla,
Hennigsdor[; Angela Wiesjahn, Holzendorf; Ma-
nuela Winkler, Hoverswerda; Bjorn Borchardt, I1-
menau; Sabine Scheller, André Langd, Thilo
Bocklisch, alle Karl-Marx-Stadt; Roland Becker.
Kleinmachnow; Ronny Parchert, Kirsten Tost-
mann, beilde Leegebruch: Patrick Fladerer, Lei-
nefelde; Jens Girtner, Jorg und Torsten Schrei-
ber, Andrea Englisch, Lars-Peter Miiller, Andre
Girtner, alle Leipzig; Guniler Semmler, Jens
Grundmann, beide Limbach-Oberfrohna; An-
dreas Willnow, Lindenthal, Veit Kannegieser,
Lubben; Martin Siein, Anke Misch, beide Mag-
deburg: Gerald Werner, Meiningen; Johannes
Krause, Moser; Christina Hoba, Neuhaus; Tho-
mas (Fruhstarier) und André¢ Westphal, Neurup-
pin; Matthias Loesdau, Neustrehitz; Torsten Mol-
ler, Ohrdruf; Roberl Wetzker, Katja Schurer, llka
Riedel, alle Oranienburg; Enrico Bruder (Frih-
starter), Potsdam: Claudia Walter, Riesa; Chri-
stoph Weidling, Riethnordhausen; Frank Schon-
heit, Rudolstadt; Kordula Pabst, Sachsenhausen,
Willi Jacobs, Saurasen; Katja Manski, Olaf Kal-
lert, beide Schildow; Christian Schmaltz, Schwe-
rin, Holger Strahl, Thomas Lotze, beide Suhl;
Jens Krubert, Templin; Ralf Schubert, Vacha;
Sven Peyer, Weimar; Otmar Jannasch, Wiednitz;
Bert Winkler, Wilkau-HafBlau: Peter Stiibner,
Windischholzhausen; Mathe-Zirkel, Winniza
(UdSSR); Ronald Peters, Wismar; Stefan Bret-
feld, Jorg Silde, beide Zepernick

* Fruhstarter sind Schiler der Klassenstufen
1 bis 4

Abzeichen in Gold

Fir zweiundzwanzigjahrige Teilnahme
Lutz Puffeld, Halberstadt

Fiir einundzwanzigjihrige Teilnahme
Guido Blosfeld, Halle

Fiir zwanzigjahrige Teilnahme
Ullrich Riedel, Fidha

Fir fiinfzehnjihrige Teilnahme
Uwe Maaz, Arnstadt; Guntram Tiirke, Auerbach;

Sylvia Glomb, Berlin; Harry Hofer, DomdorT; In-

golf Korner, Gudrun Thiter, Karl-Heinz Jiinger,
Jorn Wittig, Carolin Engel, alle Dresden: Dirk-
Thomas Orban, Erfurt; Jorg Butter, Freiberg;
Volker Reck, Heiligenstadt; René Schiippel,
Hoyerswerda; Horst Fliegner, Jarmen; Jens Po6-
nisch, Andreas Hengst, Thomas Mader, alle Karl-
Marx-Stadt; Per Witte, Konigs Wusterhausen:
Claudia Trochold, Reichenbach: Heidrun Tiedt,
Teterow; Hans Creutzburg, Thal; Eva-Maria
Wabbel, Wolfen; Birgit Schulthei3, Wiistenbrand

Fiur zehnjahrige Teilnahme

Ralf und Wolfgang Beukert, Altenburg; Annegret
Schiadlich, Auerbach: Yvonne GroBmann, Mat-
thias Tittel, beide Berhin; Eberhard Balzer, Bemn-
burg; Frank-Jurgen Schwerin, Blumberg; Peter
Sitz, Calau; Olaf Krause, Eisenhiittenstadt; Ul-
rich und Peter Wenschuh, Falkenstein; UIf
Winkler, Frankenberg; Frank und Udo Schulte,
Freienbessingen; Dirk Wenzlaff, Grieben; Jorg
Blaurock, Guben; Beate Thomas, Halle; Antje
Huttig, Halle-Neustadl; Henrik Hodam, Kalten-
nordheim; Michael Tix, Jurgen und Michael
Hoppe, alle Karl-Marx-Stadt; Kay Leitz, Par-
chim; Steffen Scheithauer, Parey; Antje Reichel,
Pirna; Beate Walter, Robel; Annegret und Heiner
Ruser, Rostock; Achim Krober, Schonbach: Ro-
land Drendel, Senftenberg; Jochen Wetzel, S6m-
merda; Wollgang Vogel, Thalheim; Lothar Matz-
ker, Tomo; Johannes Thater, Weimar: Berl
Winkler, Wilkau-HaBBlau: Mathias Schwenck,
Wittenburg; Susan Hoffmann, Kiingenthal

Fir sechsjahrige Teilnahme

Uta Schmidt, Altenburg; Sven Volker, Bad Sal-
zungen; Katja GeiBler, Berlin; Ingo Molden-
hauer, Blankenfelde; Wolfram Schubert, Borna:
Rene Aust, Calau; Thomas Freier, Creuzburg;
Jens Renner, Durrbhrsdorf: Thomas Priiver,
Eberswalde; Patrick Zacharias, Eilsleben: Maik
Denner, Empferishausen; Riidiger Hochheim,
Steffen Zillmer, beide Erfurt; Ortrun Grahl, Dres-
den; Jana Reinhard(, Corinna Maider, Katharina
Hildebrandt, Christiane Siebert, Kristin Danz,
alle Fambach; Werner Ernst, Finsterwalde; Uwe
Danz, Floh; Holger Hinchen, Forst: Katharina
Dost, Geithain; Torsten Feigl, Gera; Britta Bol-
ter, Greifswald; Jorn Pamperin, Hagenow: Britta
und Rainer Struwe, Halberstadt: Goran Glock-
mann, Jena; Petra Koglin, Hoyerswerda: Mirko
Niepel, Kadthe Backmann, beide Karl-Marx-
Stadt; Alois Weninger, Knittelfeld (Osterreich):
Kirsten Volz, Kochar; Marco Ringel, Jinicken-
dorf; Jan Rudiger, Leipzig; Christel Fritze, Mag-
deburg; Eberhard Schulze, Mildenberg; Kay
Pfennighaus, Neubrandenburg: Manuela Grewe,
Neuhaus; Carola Franke, Niedergrafenhainichen:
Grit Pfutzner, Ohorn; Michael Schmarje, Jiirgen
Rietz, beide Pirna; Kathrin LoOnnig, Pretitz:
Ralph Neumann, Ribnitz; Tobias Franke, Riesa;
Ralf und Dirk Seifert, Rochlitz; Ulrich Rothe,
Kirstin Peter, beide Rostock; Nicole Schmidt,
Schmalkalden: Stefan Erb, Schwallungen; Alex-
ander Otto, Schwanebeck:; Peter Hornich,
Schwedt: Lars Prieske, Schwerin; Holger Reinitz,
Sommerfeld; Andreas Lange, Stendal; Kerstin
Schuster, Taubenheim; Stephan Marx, Uecker-
miinde; Horst Rex, Wihlitz; Regine Katzy, Wa-
ren: Manuela Montag, Weillenschirmbach; Seba-
stian Steinbach, Wernigerode; Janel Thon,
Wiinschendorf; Jens Miller, Wolgast; Ulrike
Hifner, Schmalkalden; Monika Déring, Berlin

Fiir fiinfjahrige Teilnahme

Dietmar Schimmel, Adorf; Tilo Kaiser, Aken;
Frank Grembus, Altentreptow; Ronald Stuve,
Anklam; Kathleen Heilfort, Bad Gottleuba; Uwe
Vilker, Jan Schwate, beide Bad Salzungen; Tho-
ralf Rdasch, Bad Wilsnack: Ina Miuller, Alexander
Starick, beide Barenkiau; Claudia Groll, Banne-
witz; Alexander Golz, Jana Hoffmann, Bodo Pe-

termann, Annekatrin Hegewald, alle Berlin; Tor-
sten Adam, Jens Opalka, beide Bernburg;
Stephan Hantsch, Berthelsdorf; Falk Wietreck,
Bischofswerda: Andreas Liebmann, Bitterfeld;
Ulrich Voigt, Bohlen; Heike Engel, Brotterode;
Claudia Tittmann, Cainsdorf: Michael Schwenk,
Cottbus: Stefan Daske, Dabendorf; Andreas
Kirchberg, Dingelstadt; Edith Bombach, Jens
Mevyer, Stefan Seifert, Jens Herrmann, UIf Erben,
Beate Schreiber, Michael Gruning, alle Dresden;
Burgund Berger, Barbara Berger, beide Drosa;
Ivonne Gierth, Diurrohrsdorf; Kornelia Eckert,
Effelder; Jan Buchmann, Eisenberg; Anne Heyl,
Eisenach; Reinhard Schrippa, Eisenhiittenstadt;
Lars Limmerhirt, Ettenhausen; Karsten Wacker-
nagel, Falkenberg; Steften Pietsch, Frankfurt/O.;
Karl Etourno, Freiberg; Roland Popp, Gotha;
Jacqueiine Spatke, Grifenthal; Cornelia Bir,
Greifendorf: Steffen Vollbarth, GreuBen: Su-
sanne Schulz, Grimma; Thomas Henker,
Groitzsch; Frank Schneegall, Grolbodungen; Jan
(Glaser, GroBdeuben; Ines Pannenberg, Jana
Pausch, beide Grinhain; Alois Belter, Hagenow;
Roland Kunert, Gundhild Berg, beide Halle; Vi-
vian Biahr, Halle-Neustadt; Antje Stehfest, Havel-
berg; Michael Puchta, Hecklingen; Stephan Le-
xow, Henningsdorf; Jens Weinhold, Hermsdorf;
Olaf Schmidt, Hohenebra; Torsten Borchardt,
Steffen Vogler, beide Ilmenau; Ellen Stelzner,
Jena; Andreas Anders, Jiterbog; Jana Bioly, Ste-
fan Mader, beide Karl-Marx-Stadt; Matthias
Miiller, Klaffenbach; Karsten Knobloch, Klein-
machnow: Jan Richter, Krostitz, Olaf Dreyer,
Krumbeck: Mario Menger, Lauterbach: Mirko
Jelinek, Katrin Anton, Kirsten Schroter, alle Lee-
gebruch; Martin Schreiter, Andreas Winter, Se-
bastian Meinhardi, alle Leinefelde; Mareike.
Schmidt, Christian Tiedt, beide Leipzig; Olaf
Weber, Meuselwitz; Daniela Voigtlander, Dorit
Pinnow, Steflfi Porschel, Stefan Konmig, alle Mu-
geln; Chnistian  Bittner, Muhlhausen; Mirko
Teidge, Neubrandenburg; Rigo Hinkelmann,
Neuenbeuthen; Petra Ropenus, Neuhof; GGabriele
Brauer, Niederodewitz; Christian RiBller, Nieder-
odewitz; Susan Abbe, Niederorla; Michael Hum-
mel, Olbersdorf; Torsten Kaiser, Oranienbaum;
Jan Fricke, Pasewalk; Susanne Kraenz, Picher:
Claudia Burkhardt, Prettin: Sylke Ahrend. Ra-
kow: Christoph Weidling, Riethnordhausen: Sie-
phan Sprang, Doris Seifert, beide Rochlitz; Burk-
hard Rothe, Rostock; Daniela Moser, Sangerhau-
sen; Soren Hader, Schlotheimn; Torsten Haase,
Schmalkalden; Andreas Seifert, Schonebeck, En-
rico Rommel, Schwallungen; Diana Heinrich,
Scyda; Eileen Hesse, Babette Stietz, Korina Ma-
loszyk, Petra Gerlach, Sandy Schinkel, Ivonne
Biihling, alle Sondershausen; Peter Brock, Stral-
sund: Silvana Seifert, Strausberg: Torsten Wo-
stenberg, Templin; Joachim Vogel, Thalheim;
Diana Brenn, Daniel Schuster, JOorg Steinbach,
Annett Storch, alle Trusetal; Hans-Helmut
Zappe, Michae!l Lotz, Sven Buchholz, alle Vacha:
Elko Kinlechner, Mario Zitek, Ronald Petigk,
alle Weimar; Tanja Voigt, Wernburg; Otmar Jan-
nasch, Wiednitz; Ronald Peters, Wismar; Ma-
nuela Kabelitz, Wollin; Kristina Bergmann, Wol-
zig; Heino Kuhn, Anja Hebestreit, beide Worbis;
Nico Qual, Zeitz; Lutz Hengelhaupt, Zella-Meh-
lis; Holger Beyer, Zschopau

Fiir vierjihrige Teilnahme

[Lars Ziethmann, Altlidersdorl; Tino Wirsing,
Bad Salzungen: Jan Eska, Bad Sulze; Andréas
Kunthel, Bautzen; Ines HeBelbach, Behrungen:
Ingo Maas, Jan Strischek, Monika Zuhlsdorff,
Torsten und Jens Finner, alle Berlin: Norbert
Schroder, Bernau; Tobias Priemuth. Karina
Trube, beide Bernburg; Karin Huske, Biesenthal;
Andreas Beleites, Bleicherode; Beate Pohler,
Brand-Erbisdorf; Ronny Diener, Kati Reum,
beide Breitungen; Gerd Heiser, Dorothe Fuchs,

Fortsetzung auf Seite 44
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Uberall Algorithmen

Teil 1

Ein Algorithmus — was ist das?
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A2 a Ordne die Kistchen so an, dal} sie
eine verniinftige Vorschrift zur Zuberei-
tung einer Sofix-Cremespeise ergeben! Du
kannst die Reihenfolge durch Pfeile zum
Ausdruck bringen.

1. Ich nehme einen Schneebesen und
ruhre so lange, bis das Pulver aufge-
10st 1st.

2. Ich fille die Creme in kleine
Schalen.

3. Ich gebe das Cremespeisepulver
dazu.

4. Ich giel3e die Milch in ein Gefal.

5. Ich kaufe im Konsum 2 Sofix

Cremespeisepulver und
1 Flasche (0,51) Milch.
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6. Wir essen die Cremespeise.

7. Ich stelle die gefillten Schalen
kihl.

| 8. Ich warte 15 Minuten.

A3 a Gib die richtige Reihenfolge der
Bilder an (Bild 2)!

Bild 2

Konstruktion des Lotes von einem Punkt

auf eine Gerade
[ G‘:zgaben:

CA QA

A | .
8

-

OA OA

Ada

I
-
L

1. Zahl
2. Zahl
3. Zahl

s

Ergebnis

Fiille die letzte Zeile der obigen Tabelle

nach folgender Vorschrift aus'’

(1) Addiere zur ersten Zahl die zweite
Zahl! |

(2) Dividiere das Ergebnis durch 2!

(3) Multipliziere das Ergebnis mit
3. Zahl'

(4) Schreibe das so erhaltene Ergebnis auf!

der

ASa Was ist an der Vorschrift fur die
Addttion von Dezimalbrichen (DZB)
falsch?

Schreibe die DZB untereinander!

l

Addiere die DZB wie natirliche Zahlen
ohne Rucksicht auf das Komma!

l

Selze in der erhaltenen Summe ein

Komma so, da} es genau unier den

Kommas der einzelnen Summanden
steht!

A6 a Verandere nachstehende Vorschrift
so, dal} sie von einem Schuler, der nicht

weill, wie man das Quadrat einer Zahl bil-

det, verstanden und abgearbeitet werden

kann! Gegeben sind zwei natirliche Zah-

len a, b.

(1) Bilde das Quadrat der Zahl a! Das er-
gibt x.

(2) Bilde das Quadrat der Zah!l 5! Das er-

gibt y.
(3) Berechne die Summe aus x und y!

A/A Am Punkt x fragt dich jemand
nach dem Weg zur Post.
Wie wiirdest du ihm antworten (Bild 3)?

Bild 3
B [FosT)

»
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[schule !x — "
Bei all déen anpgegebenen Aufgaben treten
Folgen von Anweisungen auf. Die ersten drei
Aufgaben enthielten die Forderung, die
einzelnen Anweisungen in eine richtige
Reihenfolge zu bringen. Durch die Auf-
gabe 4 wurde der Leser aufgefordert, selbst
eine Vorschrift abzuarbeiten. Damit nun
alle Leser, die die Aufgabe 4 losen, zum



gleichen Resultat gelangen, ist es erforder-
lich (Rechenfehler sind natirlich ausge-
schlossen), daf3 die einzelnen Schritte ein-
deutig und fir den Ausfihrenden
(Mensch/Maschine) hinreichend elementar
formuliert sind.
In den Anweisungen zur Addition von De-
zimalbrichen (Aufgabe 5) habt ihr sicher
den Fehler gefunden. Der erste Schritt ist
nicht eindeutig formuliert. Betrachten wir
dazu folgendes Beispiel:
Es sollen die Zahlen 23,91 und 0,632 nach
der Vorschrift aus Aufgabe 5 addiert wer-
den. |
Entsprechend der ersten Anweisung kann
man die Zahlen z. B. so 23,91, aber
0,623

auch so 23,91, aber auchso 23,91 | ...

0,632 0,632
untereinander schreiben.
Das wollen wir nicht zulassen. Wir miissen
die erste Anweisung eindeutig formulieren.
Hier unser Vorschlag:

Schreibe die DZB stellengerecht
untereinander!

Der Vorschlag setzt allerdings voraus, daf3
stellengerecht dem Nutzer der Vorschrift be-
kannt ist.

Beim Losen der Aufgabe 6 wird deutlich,
was es heillt, die einzelnen Schritte so zu
formulieren, dal3 sie fiir den Ausfihrenden
hinreichend elementar sind. So wissen
Schuler unterer Klassen oft nicht, was man
unter Bilde das Quadrat der Zahl a'! ver-
steht.

Verandert man die Formulierung und sagt:
Multipliziere die Zahl a mit sich selbst! so
wissen auch sie, was gemeint ist.

Mit der Aufgabe 7 wird der Leser aufgefor-
dert, selbst eine Folge von endlich vielen
Anweisungen anzugeben, damit der Orts-
unkundige den Weg von der Schule zur
Post findet.

Folgen von endlich vielen, eindeutig for-
mulierten und fiir einen Ausfiihrenden
hinreichend elementaren Anweisungen,
wie wir sie in obigen Aufgaben kennenge-
lernt haben, nennt man Algorithmen.
Algorithmen mussen stets gewahrleisten,
daf3 man mit ithnen ein Problem (z. B. eine
Konstruktion, das Losen einer Gleichung,
die Zubereitung einer Speise usw.) in end-
lich vielen Schritten 16st. Aus diesem
Grunde darf z. B. eine Anweisung wie Ad-
diere alle natiirlichen Zahlen! nicht in einem
Algorithmus auftreten.

Einer der altesten uns bekannten Algorith-
men ist der sogenannte FEuklidische Algo-
rithmus (Euklid, geb. um 365 v.u. Z., gest.
um 300v.u. Z.) zur Bestimmung des groB-
ten gemeinsamen Teilers von zwei natiirli-
chen Zahlen @ und b (a > b, b +0) durch
schrittweise Division mit Rest.

Im ersten Schritt ist b Divisor und a Divi-
dend. In jedem folgenden Schritt wird der
Divisor des vorhergehenden zum Dividen-
den und der Rest des vorhergehenden
Schrittes zum Divisor. Der letzte von 0 ver-
schiedene Rest (bzw. der zuletzt auftre-
tende Divisor) ist dann der groBte gemein-
same Tetler der Zahlen ¢ und b. Das hort
sich sehr kompliziert an, ist es aber gar

nicht, wenn man folgendes Beispiel be-
trachtet.
a=273:b=104
273:104 = 2 Rest 65
104: 65 =1 Rest 39
65: 39=1Rest 13
260 13=2Rest 0
13 ist der groBBte gemeinsame Teiler von
273 und 104.
Da der Rest immer kleiner als der Divisor
1st, bricht das Verfahren nach endlich vie-
len Schritten ab.

A8 A a) Ermittle den groBten gemeinsa-
men Teiler der Zahlen 1785 und 858!

b) Ermittle den groBten gemeinsamen Tei-
ler der Zahlen 2730; 3289 und 4199!

A 9 A Fur welche der folgenden Tatigkei-
ten lassen sich Algorithmen angeben?
a) Messen eines Winkels mit Hilfe des
Winkelmessers;

b) Multiplikation zweier Dezimalbriiche;
c) Fortgesetztes Verdoppeln der Zahl 3:
d) Schreiben eines Romans;

e) Uberqueren einer Strafe:

f) Annahen eines Knopfes:

g) Konstruktion eines Dreiecks aus drei
gegebenen Seiten;

h) Berechnen des Flacheninhalts eines
Quadrates bei gegebener Seitenlinge a;
i) Binden einer Schleife.

A 10 A Welche der folgenden Vorschrif-
ten 1st ein Algorithmus?

a) . Gegeben sind zwei naturliche Zah-
len a, b (0 < a < b). Zu berechnen ist ein
Term nach folgender Vorschrift.

(1) Multipliziere a mit b! Das ergibt x.
(2) Quadriere die eine Zahl!
Das ergibt y.
(3) Multipliziere x und y und schreibe
das Ergebnis auf!
b) Gegeben ist eine Gleichung der Form
-f?= b (a+0, b+0, x+0), die zu Idsen

1st.
Wir 16sen die Gleichung folgendermalen:

(1) Wir multiplizieren beide Seiten der
Gleichung mit x.

(2) Wir dividieren nun beide Seiten der
entstandenen Gleichunga =5 x
durch b.

a

(3) Wir erhalten x = n als einzige p

Losung.
c) Gegeben ist eine Textaufgabe, die zu 16-
sen ist. Wir 16sen die Textaufgabe in fol-
gender Weise:
(1) Schreibe gegebene und gesuchte
GroBen heraus!
(2) Stelle eine Gleichung auf!
(3) Lose die Gleichung!
(4) Fuhre die Probe am Text durch!
(5) Formuliere einen Antwortsatz!
Lediglich die Schrittfolge zur Losung einer

Gleichung des Typs %= b(a+0 b*0,

x ¥ 0) stellt einen Algorithmus dar. Die
Vorschrift 10a) ist nicht eindeutig formu-
liert (Schritt (2)!) und die Schrittfolge 10c¢)
gibt nur eine grobe Orientierung zur LO&-
sung einer Textaufgabe. Wenn man die
einzelnen Schritte abarbeitet, gelangt man

aber nicht zwingend zur Losung einer ge-
gebenen Textaufgabe. Damit ist eine wich-
tige Eigenschaft eines Algorithmus - in

endlich vielen Schritten mit Sicherheit
zum Resultat zu gelangen - nicht er-
fullt.

Wie wir sehen, gibt es im tdglichen Leben,
aber auch in der Mathematik, fur viele zu
16sende Aufgabenklassen Algorithmen. Ist
uns fur die Losung einer Aufgabenklasse
ein Algorithmus bekannt, so konnen oft
Computer helfen, Aufgaben zu losen. Sie
arbeiten im Vergleich zum Menschen au-
Berst schnell. Von selbst konnen sie aber
sehr wenig. Um einen Computer zu nut-
zen, mull man den Algorithmus zur Lo-
sung eines Problems in fur den Computer
hinreichend elementare Anweisungen zer-
legen. AuBlerdem ist es erforderlich, die
Anweisungen in einer fur den Compuler
verstandlichen Sprache zu verfassen. Die-
sen VYorgang nennt man Programmieren.
Das entstandene Ergebnis heif3t Programm.
Erst wenn man einem Computer ein Pro-
gramm eingibt, ist er 1n der Lage, unermud-
lich und beliebig oft dieses Programm ab-
zuarbeiten.

Schleicht sich jedoch in das Programm ein
Fehler ein, so steht er still oder liefert die
unsinnigsten Resultate.

Ohne hier auf Einzelheiten weiter einzuge-
hen, wollen wir ein mogliches Computer-
programm fur die Vorschrift der Aufgabe 4
in der Programmiersprache BASIC vorstel-

len:
18 INPUT ”1. Zahl:”: A

) . Eingabe
20 INPUT 2. Zah:.. B [ von 7ahlen
30 INPUT 3. Zahl:”; C
49 LET D _= A+B Verarbeitung
o0 LET E = D/2 der Zahlen
60 LET F=E»*C
70 PRINT "Ergebnis:”; F| Ausgabe

80 END des Resultats

Erklirung: input (engl.) — Eingabe,

let (engl.) — sei,

print (engl.) — drucken

/ Sumbol fur die Division

% Symbol fur die Multiplikation

Durch die Anweisung "LET d=A+B”
wird der Variablen D der Werlt von A+ B
zugeordnet.

Alle in Anfuhrungszeichen geschriebenen
Texte sind fiir den Computer und seine Ar-
beit unbedeutend. Man konnte auf diese

"Texte auch verzichten. Sie sind aber fur

den Nutzer eine grof3e Hilfe, damit er z. B.
weill, welche Zahl er wann einzugeben hat.
Die in Anfuhrungszeichen geschriebenen
Texte des Programms erscheinen namlich
auf dem Bildschirm, der dem Computer
angeschlossen 1st. L. Flade

Ostereiereien

Egon und Fritz farben insgesamt 30 Oster-
eier und teilen diese so auf, dall jeder
gleichviel erhalt. Egon hat eine gleiche An-
zahl blauer und violetter Eier und halbso-
viel rote wie blaue. Fritz hat eineinhalb
mal soviel violette Eier wie rote und blaue
zusammen. Er hat 2 rote Eier mehr als
Egon. Wieviel rote, blaue und violette Eier
haben sie gefarbt? Alice Kraneis, Bernburg

alpha, Berlin 24 (1990) 2 . 37



LafBt sich der Zufall berechnen?
Teil 1

i H

== Co meseeew
1. b5 sit- Ben die ale ton Ger-ma-nen 2u

schichtsschreiber Publius Corneltus Taci-
tus berichtet um das Jahr 100 u. Z. tiber die
Germanen: ,Dem Wiirfelspiel huldigen sie
merkwurdigerweise in voller Niichternheit,
... dal} sie, wenn sie alles andere verspielt
haben, mit dem letzten entscheidenden
Wurfe um ihre Freiheit und um ihre eigene
Person kampfen ... Sklaven, die sie auf
dicse Weise gewonnen haben, verkaufen
sie weiter ...“1)

Tacitus’ Schilderung der Spielleidenschaft
der Germanen ist sicher iibertrieben und
das auf dieser Schilderung fuBende, zum
Tetl abgedruckte Lied entstellt diese wei-
fer.

Die Romer benutzten zum Wiirfeln bereits
den kubischen Wiirfel. Thnen war schon
bekannt, dal man durch AusgieBen eines
Wiirfels mit Blei an geeigneter Stelle dem
,Gluck® beim Wiirfelspiel auf unlautere
Weise nachhelfen kann.?) Betrug mit ge-
zinkten Wirfeln wurde im Mittelalter hart
bestraft, wie die Fotokopie einer Textstelle
aus einem 1569 in Leipzig gedruckten
Sachsenspiegel (Rechtsbuch) belegt.

Bei einem Wurf mit einem Spielwiirfel ist
die gewiirfelte Augenzahl ein zufélliges Er-
gebnis, das in der Wahrscheinlichkeits-
rechnung Elementarereignis genannt und
als Menge aufgefaBBt wird. Die moglichen
Elementarereignisse = beim  einmaligen
Wiirfeln sind also {1}, {2}, {3}, {4}, {5} und
{6}. Wird eine 6 gewiirfelt, so sagen wir, das
Elementarereignis {6} ist eingetreten. Mit
einem Wiirfel bei einem Wurl eine unge-
rade Augenzahl, eine 1 oder 3 oder 5 zu
wiirfeln, ist gleichbedeutend mit dem Ein-
treten des Ereignisses U= {1} u {3} u {5}
= {1; 3; 5}, der Vereinigung der Elementar-
ereignisse {1}, {3} und {5}.

Das Wirfeln wird als zufalliger Versuch
bezeichnet. Allgemein ist ein zufilliger
Versuch ein beliebig oft wiederholbarer
Versuch, dessen Ergebnis tm Bereich ge-
wisser Moglichkeiten ungewil} ist.
Definition 1: Die endlich vielen moglichen
Ausginge eines zufalligen Versuches hei-
Ben FElementarereignisse und werden mit
E,, E, ..., E, bezeichnet. Jede Unter-
menge von E, U E, u ... v E, = () der Ver-
einigung aller Elementarereignisse, heil3t
Ereignis. Das bei jedem Versuch eintre-
tende Ereignis Q heildt sicheres Ereignis
und das bei keinem Versuch eintretende
Ereignis &, das Ereignis ,leere Menge“,
heil3t unmogliches Ereignis.

Zur Einfihrung weiterer Begriffe der
Wahrscheinlichkeitsrechnung und als Zah-
lenmaterial fir einige Aufgaben werden
die Versuchsergebnisse bei wiederholtem
Wiirfeln mit einem fir diesen Beitrag an-
gefertigten gezinkten Wiirfel benutzt: Bei
Die Germanen benutzten zum Wirfeln
den Talus, den auch als Wirfel- oder
Sprungbein bezeichneten Knochen der
Fuflwurzel der Sduger, der beim Fallen auf
eine Unterlage vier verschiedene Lagen
einnehmen kann. Der rémische Ge-

Bild 2
Abschnitt , Falsche Wiirfel“ aus dem 1569
gedruckten Sachsenspiegel, in Besitz des

Stadtarchivs DObeln

of alfce S heffel.

&Y woert man falfche witrfrel fine
det/ befennct o3/ Das ce Dannt ge#
fprelt; ond vicl leut damit, odcr ¢1s
fnen man wicheia betrogan/end jhm tas
fcinc abaawonnen/fo pflegtman jhn jus
Raupycn sn fihfahen/ darumb Tas foldd;s
fafl offc qcfehiche vnd fisfelt/ witwol[bg
§iop

Bild 1
Wiirfelbeine des Hausschweins
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den ersten 100 Wiirfen mit diesem Wiirfel
trat das Elementarereignis {6} 42mal ein.
Als ein zweites und danach ein drittes Mal
100 Wiirfe ausgefiihrt wurden, trat das glei-
che Elementarereignis 47 und nochmals
47mal ein, bei diesen 300 Wiirfen also im
Mittel bei 100 Wirfen

-+ _
9+ 437 ¥ — 463 und fem Miteel bei
4 _
einem Wurf i +34070 o 0,463mal.

Nach insgesamt 1000 Wiirfen war insge-
samt 85mal {1}, 88mal {2}, 89mal {3],
131mat {4}, 151mal {5} und 456mal {6}
eingetreten. In der genannten Reihenfolge
traten diese Elementarereignisse im Mittel
bei einem Wurf

h,=0,085h,=0,088, h; = 0,089,
h,=0,131, h,=0,151 und h, = 0,456

mal ein. Dabei gilt A, + h, + hy + b, + A
+ h, = 1. Bei diesen 1000 Wiirfen wurden
insgesamt 85+ 89+ 151mal ungerade
Augenzahlen gewiirfelt. Das Ereignis
U= {1; 3; 5} trat im Mittel bei einem Wurf
HU) =2 +130903 220 —0,325ml #in.
Die experimentell ermittelten Zahlen 4
(i=1,2,...,6) und H(U) heiBlen relative
Haufigkeiten fiir das Eintreten eines Ele-
mentarereignisses FE; bzw. des Ereignis-
ses U bei den mit dem gezinkten Wiirfel
ausgefithrten 1000 Wiirfen. Die relative
Haufigkeit fur das Elementarereignis {6}
beim Wiirfeln mit dem gezinkten Wiirfel
betragt bei den ersten 100 Wiirfen 0,45, bei
den ersten 300 Wiirfen 0,453 und bei allen
1000 Wiirfen 0.456.

Fiir wiederholtes Ausfithren desselben zu-
falligen Versuches wird erklart:

Zahl der Versuche mit
eingetreienem Ereignis A

Z.ahl aller Versuche

relative
Haufigkeit =
fur Ereignis 4

Wird die relative Haufigkeit fiir das Eintre-
ten eines Ereignisses 4 bei einem zufalli-
gen Versuch mehrfach ermittelt, so
schwanken diese relativen Haufigkeiten
um eine Zahl, die als Wahrscheinlichkeit
(engl. probability; franz. probabilite) P(A4)
fir das Eintreten des Ereignisses A bei die-
sem zufilligen Versuch bezeichnet wird.
Es gilt 0 = P(A) = 1. Die ermittelten relati-
ven Haufigkeiten sind im allgemeinen um
so bessere Naherungswerle fur P(A), je
langer die zugehorigen Versuchsfolgen
sind, aus um so mehr Wiederholungen des
zufilligen Versuchs die Versuchsfolgen be-
stehen. Diese experimentell erkannten
Aussagen sind zutreffend, obgleich z.B.
beim Wurfeln mit einem nicht gezinkten
Wirfel auch die folgende geniigend lange
Versuchsfolge denkbar ist: Bei jedem Wurf
tritlt stets das Elementarereignis {6} ein.
Die relative Haufigkeit flir das Elementar-
ereignis {6} ist hier 1 und die relativen
Haufigkeiten fur alle anderen Elementarer-
eignisse sind 0. Die Wahrscheinlichkeits-
rechnung bestatigt und prazisiert diese
durch Experimente erhaltenen Ergebnisse
mittels des sogenannten , Gesetzes der gro-
Ben Zahlen“ (Jacob Bernoulli, 1654 bis
1705, schweiz. Math.): Der Betrag der Dif-
ferenz aus Wahrscheinlichkeit und relati-




ver Haufigkeit fur das gleiche Ereignis na-
hert sich mit zunehmender GewiBheit
unbegrenzt der 0, falls dazu nur die rela-
tive Haufigkeit zu immer langeren Ver-
suchsfolgen benutzt wird. (,Mit zuneh-
mender Gewiheit® bedeutet exakt  mit
gegen 1 strebender Wahrscheinlichkeit®. —
Der Leser vergleiche diese Mitteilung mit
den Betrachtungen iuber den radioaktiven
Zerfall im Teil III dieses Beitrages, voraus-
sichtlich im Heft 5/90.)

Da die mittels einer geniigend langen Ver-
suchsfolge bestimmte relative Haufigkeit
fur ein Ereignis 4 im allgemeinen stets ein
brauchbarer Niaherungswert fiir die Wahr-
scheinlichkeit P(A) ist, kann auf Grund
der beschriebenen 1000 Versuche fir das
einmalige Wiurfeln mit dem gezinkten
Wiirfel P(E)=p,=h; (i=1,2,...,6) ge-
setzt werden. (Bei experimentell bestimm-
ten Wahrscheinlichkeiten ist es ublich,
statt des Zeichens = das Gleichheitszei-
chen zu benutzen.)

Die Betrachtungen uber die relative Hau-
figkeit beim Wiirfeln mit dem priaparierten
Wiirfel und die Beziehung zwischen relati-
ver Haufigkeit und Wahrscheinlichkeit las-
sen erkennen, daBl jede Wahrscheinlichkeit
die folgenden Grundannahmen erfullt.

Grundannahmen (Axiome):

Jedem Elementarereignis E; (i=1, 2, ...,
v) eines zufdlligen Versuches ist eindeutig
als Wahrscheinlichkeit eine Zah]
P(E)=p; mit 0 = p; =1 zugeordnet, wobei
git pyt+p,+... +p,=1.

Jedem Ereignis A4 eines zufalligen Ver-
suchs 15t als Wahrscheinlichkeit die
Summe der Wahrscheinlichkeiten aller zu
A gehorenden Elementarereignisse zuge-
ordnet.

Ein sich auf Axiome stiitzender exakter
Aufbau der Wahrscheinlichkeitsrechnung
wurde erstmals von A.N. Kolmogorow
(sowj. Math., geb. 1903) vollzogen.

Aus unseren Grundannahmen folgt insbe-
sondere, dafl die Wahrscheinlichkeit des si-
cheren Ereignisses 2=FE, U E,u... UE,
P((})= P(E,) + P(E,)) + ... + P(E,)
=p,+p,+...+p,=1 15t

Fur den gezinkten Wurfel ergibt sich aus
den Grundannahmen die Wahrscheinlich-
keit des Ereignisses 4 = {3; 6} zu
P(A)=ps+ p,=0,151 + 0,456 = 0,607.
Die Elementarereignisse eines zufilligen
Versuchs heillen gleichwahrscheinlich,
wenn p, = p, = ... = p, gilt. In diesem Fall

folgt aus den Grundannahmen P(E;)
] .
=pi= und es gilt:

Anzahl der zu 4

gehorenden
Wahrscheinlichkeit  Elementarereignisse
fir Ereignis A ~ Anzahl aller

Elementarereignisse

Mit diesem Spezialfall ergibt sich der klas-
sische Wahrscheinlichkeitsbegriff, den
P. Laplace (franz. Math., 1749 bis 1827),
als erster formelmalig als Verhaltnis der
fir ein Ereignis glinstigen Moglichkeiten
zu der aller Moglichkeiten erfaBte. Bel
einem nicht praparierten, fehlerfreien Wiir-
fel, Idealwirfel genannt, kann angenom-

men werden, daB alle Elementarereignisse
gleichwahrscheinlich sind und dafl damit

P(E;) =p,—=% (i=1,2,...,6) gilt.

Die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses
U={1;3; 5} bei einem Idealwiirfel ist also

P(U)=%+i+ L _ ] . Bei Anwendun-

6 6 2
gen in der Volkswirtschaft werden Wahr-
scheinlichkeiten haufig als Prozentsatze
P.(A) angegeben. Dabei gilt P.(A4)
= P(A)-100%. Beim priparierten Wiirfel
ist die Wahrscheinlichkeit in Prozent fur
das Eintreten von {1} also 8,5 %. Die Ma@-
zahl 8.5 gibt hier an, wie oft im Mittel bei
100 Wiirfen eine 1 gewiirfelt wird.
Aufgabe 1: In eine Schachtel wurden die
28 Steine eines Dominospieles geschiltiet.
Es soll ohne Hinzusehen ein Stein heraus-
genommen werden. Dabei soll fur jeden in
der Schachtel befindlichen Stein die Wahr-
scheinlichkeit gezogen zu werden, gleich
grol sein. Berechne die Wahrscheinlich-
keiten P(A4), P(B), P(C) und P(D), wenn
fir die Ereignisse 4, B, C und D gilt:
A — Die Summe aller Augen des
gezogenen Steines ist kleiner als 5.
B — Die Summe aller Augen des
gezogenen Steines ist 5.
C — Die Summe aller Augen des
gezogenen Steines ist 6.
D — Der gezogene Stein besitzt auf
beiden Halften gleich viel Augen.
Zur Veranschaulichung kann man die Ele-
mentarereignisse und Ereignisse eines zu-
falligen Versuches in einem sogenannten
Venn-Diagramm darstellen (Bild 3):

dem

Ordnet man sicheren Ereignis
Q=FE v E,u... uE, mit der Wahrschein-
lichkeit P({2=1 die Flache eines Quadra-
tes mit der Seitenlidnge 1dm zu, so kann
dem Elementarereignis £; (i=1,2, ..., v)
eine Teilflache dieses Quadrates- mit dem
Flicheninhalt P(E;)dm* zugeordnet wer-
den. Verschiedenen Elementarereignissen
werden Flachen zugeordnet, die keine in-
neren Punkte gemeinsam haben.

Jedem Ereignis 4 wird die Fliche zugeord-
net, die die Flachen aller zu 4 gehorenden
Elementarereignisse gerade bedeckt. Nach
den Grundannahmen ist damit der Fla-
cheninhalt der dem Ereignis 4 zugeordne-
ten Fliche P(A)dm-. In Bild 3 ist ein sol-
ches mogliches Venn-Diagramm fir v =7
dargestellt. Die schrag schraffierte Flache
gehort zum Ereignis A = E;u E, U E; U E;
und es gilt

P(A)= P(E;) + P(E,) + P(E5) + P(E,).
Die waagerecht schraffierte Flache gehort
zum zu A beziglich 2 komplementiren
Ereignis A = E, U E, u E, mit der Wahr-
scheinlichkeit P(4)=1— P(A).

Definition 2: Zwei Ereignisse eines zufalli-
gen Versuchs heillen komplementdre Ereig-
nisse, falls das eine genau dann eintriit,
wenn das andere nicht eintritt.

Fiir komplementire Ereignisse 4 und 4
giltalso AnA=0und AuAd =20

Satz 1: Sind A und A komplementiire Er-
eignisse eines zufilligen Versuchs, so gilt
P(A)+ P(4) =1.

Definition 3: Zwei zum gleichen zufdlligen
Versuch gehorende Ereignisse 4 und B
heillen unvereinbar, wenn es kein Elemen-
tarereignis £; (i=1, 2, ..., v) gibt, fir das
gleichzeitig E; c A und E; < B gilt.

Fiir zwei unvereinbare Ereignisse A und B
gilt 4 n B=@. Insbesondere sind zwei
komplementare Ereignisse und zwei ver-
schiedene Elementarereignisse unverein-
bar.

Satz 2: Fur zwei unvereinbare Ereignisse 4
und B eines zufilligen Versuchs gilt

P(Av B)=P(A) + P(B) (siche Bild 4).

Bild 4 / ,
(6

Aufgabe 2: Wie grol} ist die Wahrschein-
lichkeit, aus der Schachtel der Aufgabe 1
einen Stein mit verschiedenen Augenzah-
len auf beiden Hailften zu ziehen?
Aufgabe 3: Wie groB ist die Wahrschein-
lichkeit, aus der Schachtel der Aufgabe 1
einen Stein mit insgesamt mehr als
6 Augen zu ziehen?

Aufgabe 4: Welche Paare der in Aufgabe 1
genannten Ereignisse sind nicht unverein-
bar?

Sind 4 und B zwei nicht unvereinbare Er-
eignisse, so gibt es mindestens ein Elemen-
tarereignis E; (i=1,2,...,v) mit E,c A
und E; c B. Zweil solchen Ereignisse 4 und
B sind im Venn-Diagramm Fldachen zuge-
ordnet, die ein Flachenstuck gemeinsam
haben. Zum gemeinsamen, doppelt be-
deckten Flachenstuck gehort das Ereignis
A n B (Bild 35).

Bild 5

Satz 3: Fir zwei nicht unvereinbare Ereig-
nisse A und B eines zufalligen Versuchs
gilt

P(Au B)=P(A)+ P(B)— P(A n B).
Aufgabe 5: Berechne die Wahrscheinlich-
keit, da} der aus der in Aufgabe 1 betrach-
teten Schachtel gezogene Stein insgesamt
weniger als 5 Augen oder auf beiden Setten

gleich viele Augen hat!
W. Trager

1y P.C.Tacitus, Germania (Lateinisch/
deutsch). Phillipp Reclam jun., Leipzig

1976
2y R.Thiele, Die gefesselte Zeit. Urania-

Verlag, Leipzig/Jena/Berlin 1987
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Noch einmal:
Kopfchen,
Kopfchen

Ebene Legespiele regen immer wieder viele
Leser zum Knobeln an. In alpha, Heftl 4
und 5 (1983) haben wir die Spiele Hexa-
trion, Pentomino und Tangram beschrie-
ben und zahlreiche Zuschriften erhalten.
Beim Spiel Hexairion sollen aus 12 Ele-
menten (Bild 1), von denen jedes aus sechs
gleichseitigen Dreiecken zusammengesetzt
1st, ebene Figuren gelegt werden. Dabei
darf jedes der 12 Elemente hochstens ein-
mal verwendet werden. Man darf die Spiel-
elemente auch umdrehen (spiegeln)!

Bild 1

R B &P

Folgende Aussage ist wahr:

Wenn eine ebene Figur beim Hexatrion zu-
sammengeseizt werden kann, so laft sich diese
figur in kongruente gleichseitige Dreiecke zer-
legen. Dabetl ist die Anzahl derartiger Dreiecke
durch 6 teilbar und kleiner oder gleich 72.
Die Teilbarkeit durch 6 ist eine rnotwendige
Bedingung dafur, dafl sich Figuren aus den
Hexatrion-Elementen zusammensetzen
lassen. Wir konnen die Aussage auch so
formulieren:

Ldfst sich eine ebene Figur nicht in 6n kongru-
ente gleichseitige Dreiecke (mit 1 =n<12)
zerlegen, so kann sie mit Hexatrion nicht zu-
sammengebaut werden.

I[hr konnt euch leicht Figuren uberlegen,
die aus 6rn kongruenten gleichseitigen
Dreiecken (1 =n=12) bestehen und die
thr mit den Hexatrion-Elementen nicht le-
gen konnt. Die angegebene Bedingung ist
also nicht hinreichend'

Zu vorgegebenen Figuren kann es mehrere
Losungen geben!

Es kann passieren, dal} sich beim Auf-
zeichnen Fliichtigkeitsfehler oder Druck-
fehler einschleichen. Gelegentlich uberlegt
man sich auch Figuren, beil denen es sich
beim penauen Nachprifen erweist, dal3 sie
nicht aus einer durch 6 teilbaren Zahl von
Dreiecken bestehen. Die oben angefuhrte
Bedingung ist dann verletzt. Alle Bemu-
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hungen, diese Figuren zu legen, sind somit
von vornherein zum Scheitern verurteilt.
In Bild 2 sind acht Figuren dargestellt, ver-
sucht bitte, sie aus den zwOlf Hexatrion-
Elementen zu legen. Zwei dieser Figuren
hat Herr Schubert aus Pfaffroda unserer
Redaktion vorgeschlagen!

Bild 2a

AVAVA

KRR KRR
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Beim Pentomino (Bild 3) sind aus 12 Ele-
menten, die jewells aus fiinf gleichgroBen

Quadraten bestehen, Figuren zu konstruie-
ren.

Formuliert wieder eine notwendige Bedin-
gung dafur, dal} eine ebene Figur mit die-
sem Spiel gelegt werden kann. Ist diese Be-
dingung auch hinreichend?

00 P b B
T 9 B o .
s S

Viel SpaB wird euch sicher das Zusammen-
setzen der sechs Schachfiguren (Bild 4)
und der stilisierten Tierfiguren Kamel, Ele-
fant, Hirsch und Hahn (Bild 5) bereiten.

] Bild 4 a
4b

T

T

Bild 5a



5b

Bild 6

p

Die Elemente des Spieles Tangram findet
ihr noch einmal in Bild 6. "
Damit konnt ihr euren kleinen Knobelzoo

vervollstindigen (Bild 7).

Bild 7a

O
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Bild 8

Ein ganz ahnliches Spiel aus der Zeit der
Jahrhundertwende ist in Bild 8 dargestellt.
Der nachdenkliche alte Herr (Bild 9) ent-
sprang dabei der Phantasie des Gestalters
und ist sicher nicht Pythagoras!
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Wir empfehlen euch, die Elemente der drei
Spiele auf Pappe, Plaste oder Sperrholz zu
ubertragen und auszuschneiden bzw. aus-
zusdagen. Bestimmt findet ihr dann auch
weitere schone Figuren.

U. und W. Schmidt

Buchtips fur Schachfreunde
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David Bronstein

Bronsteins Schachlehre

Wege zum erfolgreichen Spiel
247 Seiten, 202 Diagramme, Leinen
Bestell-Nr. 6717832 Preis: 16,50 M

Mark Taimanow

Gewinnen mit Sizilianisch

160 Seiten, 124 Diagramme, Leinen
Bestell-Nr. 671 7875 Preis: 12,80 M

A. Suetin

Russisch bis Konigsgambit
Bestell-Nr. 671 764 8 Preis: 14,00 M

M. Taimanow
Konigsindisch

Bestell-Nr. 6717656 Preis: 14,00 M

A. Krogius/A. Mazukewitsch

Marshall-Angriff

Bestell-Nr. 6717859 Preis: 15,50 M

A. Suetin

Schachlehrbuch
fur Fortgeschrittene

Bestell-Nr. 671 791 2 Preis: 16,00 M

Eine Aufgabe
von Prof.

Arthur Engel

J. W. Goethe Universitdat Frankfurt/BRD
Vorsitzender der Jury der XXX. IMO

Es sei b(0)=1, und fur n=1 se1 b(n) die
Anzahl der Zerlegungen von n in lauter
Zweierpotenzen. Z. B.:
(H=4+2+1=4+1+1+1
=2+2+2+1=2+2+1+1+1
=2+1+1+1+1+1
=1+1+1+1+1+1+1.
D.h., b(7)=6. Leite eine Rekursion fur
b(n) her.
Hinweis: Fur gerade und ungerade » sind
die Formeln verschieden. Man kann die
Richtigkeit der Formeln priifen durch Be-
rechnung von 5(4) = 390.

Kurzbiographie

Arthur Engel wurde am 21.1. 1928 gebo-
ren, studierte 1947 bis 1952 Mathematik
und Physik an der TH Stuttgart. Danach
lehrte er 18 Jahre lang Mathematik am
Karls-Gymnasium in Stuttgart.

Er war mit seiner Stellung sehr zufrieden,
so daBB er nur schweren Herzens und nach
guten Zureden von Freunden 1970 den
Ruf als Professor an die PH Ludwigsburg
annahm. 1972 nahm er den Ruf als Profes-
sor fur Didaktik der Mathematik an die
Universitat Frankfurt an. Neben seinen
Schwerpunkten Stochastik und Algorith-
mik trainiert er seit 1977 die IMO-Mann-
schaft der BRD. Mit wenigen Ausnahmen
war er auch i1hr Delegationsleiter.

In der Wissenschaft kann eine gute und
fruchtbare Revolution nur dann durchge-
fuhrt werden, wenn man sich bemuht, so-
wenig wie moglich zu andern, wenn man
sich zundchst auf die Losung eines engen,
fest umrissenen Problems beschrankt. Der
Versuch, alles Bisherige aufzugeben und
willkiirlich zu dndern, fihrt zu reinem Un-

Sinn.
Werner Heisenberg
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XXIX. Olympiade
Junger Mathematiker

der DDR

Aufgaben der Kreisolympiade

(15.11.1989)

Olympiadeklasse 5

290521 Die leeren Felder im Bild sind so
mit Zahlen 1, 2, 3, 4 auszufiillen, daB jede

dieser Zahlen in jeder Zeile und in jeder
Spalte genau einmal vorkommlt.

Gib alle solche Eintragungen an!

(Ein Beweis, daB3 es keine weiteren derarti-
gen Eintragungen gibt, wird nicht ver-
langt.)

290522 Susanne besitzt 18 Spielwiirfel.
Einige davon sind rot, andere blau und die
restlichen gelb. Sie stellt fest, daBl die An-
zahl der blauen Wiirfel um 1 kleiner ist als
die doppelte Anzahl der roten Wiirfel. Wei-
ter bemerkt sie, daBB das Dreifache der An-
zahl der roten Wiirfel, wenn man es um 1
vermehrt, gerade die Anzahl der gelben
Wiirfel ergibt.

Zeige, daB Susannes Feststellungen nur bei
einer einzigen Moglichkeit fur die drei An-
zahlen der roten, blauen und gelben Wiir-
fel wahr sein kénnen! Gib diese drei An-
zahlen an!

290523 Gesucht ist eine natiirliche
Zahl z, die folgende Bedingungen erfillt:
(1) An der Zehnerstelle von z steht die Zif-
fer 0.

(2) Wenn man aus z durch Weglassen der
Ziffer 0 an der Zehnerstelle eine neue Zahl
z’ bildet und dann die Summe z + z’ aus-
rechnet so erhalt man 5174.

Zeige, dall es nur eine Zahl geben kann,
die diese Bedingungen erfiillt, und gib
diese Zahl an! Uberpriife auch, daB die von

dir angegebene Zahl z die Bedingungen er-
fullt!

290524 Das Bild zeigt ein Spielbrett mit
einem Damenstein aus dem Feld b1. Er

JI7/7; M7/ %
VA VA W4 VA
6| VA VA 94 Y
S, WA Y24
W P8 VA W4 W
3V, 4 Vi, VA4
A7/ M7/
"AOWVA VA 4

a bcd e f g h

42 - alpha, Berlin 24 (1990) 2

darf, wie im Damespiel ublich, nur stets
einen Schritt nach links oben oder nach
rechts oben gezogen werden.

a) Ermittle die Anzah! aller Wege, auf de-
nen der Stein von b1 bis zum Feld g8 ge-
langen kann!

b) Ermittle die Anzahl aller Wege, auf de-
nen der Stein von b1 bis zum Feld e8 ge-
langen kann!

Olympiadeklasse 6

290621 Jana will an der Wandzeitung
iber Christians, Alexanders und Martins
Erfolge in der aullerunterrichtlichen Tatig-
keit berichten. Sie befragt die drei Schiiler
und notiert sich folgendes:

(1) Alle drei Schiiler nahmen an der Ma-
thematikolympiade teil.

Einer dieser Schiiler errang einen ersten
Preis, ein weiterer von ihnen einen zweiten
Preis und der restliche Schiiler einen drit-
ten Preis.

(2) Martin und der Gewinner des zweiten
Preises betreiben gern Leichtathletik.
Beide erkdmpften beim letzten Sportfest je
eine Silbermedaille.

(3) Im Wettbewerb der Jungen Rezitatoren
schnitt der Gewinner des zweiten Preises
bei der Mathematikolympiade besser als

Christian ab.

(4) Der Gewinner des ersten Preises bei der
Mathematikolympiade spielt in seiner Frei-
zeit germ Schach; sein hadufigster Gegner
dabei ist Martin.

Als Jana ihre Notizen durchliest, stellt sie
fest, daB sie gar nicht aufgeschrieben hat,
welcher der drei Schiiler welchen der drei
Preise bei der Mathematikolympiade er-
rang.

Stelle fest, ob sich das trotzdem aus den
Notizen von Jana eindeutig ermitteln 1a8t!
Wenn dies der Fall ist, so gib die Vertei-
lung der drei Preise an!

290622 a) Zeichne in ein Koordinatensy-
stem (Einheit 1cm) die Punkte A(2; 3),
B(6; 1), C(6;5) und D(4,; 6) ein! Verbinde
die Punkte 4, B, C und D so miteinander,
daB ein Viereck entsteht! Verbinde dann in
diesem Viereck den Punkt 4 mit dem
Punkt C und den Punkt B mit D! Be-
zeichne den Schnittpunkt der Strecken AC
und BD mit E'!

b) Spiegele die erhaltene Figur an der Ge-
raden durch C und D! Verbinde anschlie-
Bend noch den Punkt 4 mit seinem Bild-
punkt 4° und den Punkt B mit seinem
Bildpunkt B’!

¢c) Die insgesamt erhaltene Figur soll langs

ihrer Strecke so durchlaufen werden, daf
jede Strecke genau einmal in einem sol-
chen Weg vorkommt. Wihle einen geeig-
neten Anfangspunkt und schreibe einen
derartigen Weg auf!

290623 Das Bild zeigt ein Quadrat, das
sich aus neun Feldern zusammensetzt. Die .
Seitenldnge jedes einzelnen Feldes sei

1 ¢cm.
.

a) Ermittle die Anzahl aller derjenigen
Rechtecke, die aus solchen Feldern beste-
hen!

b) Ermittle die Summe der Flacheninhalte
aller dieser Rechtecke!

290624 a) In ein 3 X 3-Quadrat sollen die
Zahlen 1 bis 9 so eingetragen werden, daB
jede Zahl in genau ein Feld kommt, in je-
des Feld genau eine Zahl kommt und dal}
sich in jeder Zeile, in jeder Spalte und in
jeder der beiden Diagonalen die gleiche
Summe ergibt.

Das Bild zeigt dafiir ein Beispiel.

4fofa
3|5[7

8|1 6

Gib eine weitere Eintragung der geforder-
ten Art an!

b) Als in der Mathematik-AG iber solche
Aufgaben gesprochen wurde, versuchte Pe-
ter, eine Aufgabe mit sechseckigen Feldern
zu stellen. Er wahlt die Figur aus dem Bild
und stellt die Aufgabe: In die sieben Fel-
der sollen die Zahlen 1 bis 7 so eingetragen
werden, dal jede Zahl in genau ein Feld
kommt, in jedes Feld genau eine Zahl
kommt und daB sich in jeder der neun ge-
kennzeichneten Linien die gleiche Summe
ergibt.

1 2 3

7 89

Gibt es eine derartige Eintragung? Wenn
das der Fall ist, gib ein Beispiel an! Wenn
es unmoglich i1st, eine solche Eintragung
zu bilden, begriinde das!

A

5
6
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290721 Susi geht einkaufen. Von dem
Geld, das ihr die Mutter gegeben hat, gibt
sie¢ 30 % im Fleischerladen aus; im Milch-
laden bezahlt sie mit einem Viertel desje-
nigen Betrages, den ihr die Mutter gegeben
hatte. Im Gemiseladen braucht sie genau
vier Fiinftel desjenigen Betrages, den sie
im Fleischerladen bezahlt hatte. Beim Béik-
ker schlieBlich gibt sie doppelt so viel Geld
aus, wie sie danach als Restbetrag wieder
mit nach Hause bringt. Von diesem Rest-



betrag gibt ihr die Mutter die Halfte, nam-
lich genau 1,05 M, damit sie sich ein Soft-
eis kaufen kann.

Ermittle den Geldbetrag, den Susi zu An-
fang von der Mutter bekommen hatte!

290722 An einem FuBballturnier neh-
men genau 14 Mannschaften teil. Jede
Mannschaft trigt gegen jede andere genau
ein Spiel aus. Gewinnt eine Mannschaft,-so
erhalt sie 2 Gewinnpunkte und ihre Geg-
nermannschaft 2 Verlustpunkte. Geht ein
Spiel unentschieden aus, so erhalt jede der
beiden Mannschaften je einen Gewinn-
punkt und einen Verlustpunkt.

a) Nach AbschluB aller Spiele kann man
fir jede Mannschaft die Summe aller der-
jenigen Punkte bilden, die sie erhalten hat,
gleichgultig, ob es Gewinn- oder Verlust-
punkte waren.

Weise nach, dal dabei1 jede der 14 Mann-
schaften dieselbe Summe erhilt, und gib
diese Summe an!

b) Nach Abschluf aller Spiele kann man
auch die Summe aller Gewinnpunkte bil-
den, gleichgiiltig, welche Mannschaften sie
erhalten haben. Weise nach, da3 be1 jeder
Moglichkeit fiir die Ergebnisse der einzel-
nen Spiele des Turniers dieselbe Summe
aller Gewinnpunkte entsteht, und gib diese
Summe an!

¢) An einem anderen Turnier mit densel-
ben Regeln der Punktvergabe nahm eine
andere Anzahl von Mannschaften teil.
Wieder trug jede Mannschaft gegen jede
andere genau ein Spiel aus. Kann als
Summe aller Gewinnpunkte, wie in b) ge-
bildet, dabei 432 entstehen?
deine Antwort?

290723 Das Bild zeigt zwei Punkte P,

und ihre Bildpunkte P’, Q' bei einer Ver-

schiebung.
Durch Q’ ist eine Gerade g gelegt.

Ferner seien o« und f die Gr6Ben der im

Bild gekennzeichneten Winkel.

Ermittle eine GroBenangabe fir y, ausge-
driickt durch a und 8!

290724 a) Ermittle alle Moglichkeiten,
an die Zahl 331 eine vierte Ziffer so anzu-
figen, dall die entstehende vierstellige
Zahl durch 3 teilbar ist!

b) Stelle fest, ob man an die Zahl 331 eine
Ziftfer 6 oder mehrere Ziffern 6 so anfiigen
kann, daBl die entstehende Zahl durch 3
teilbar ist!

¢c) Untersuche, ob es mehr als 250 dreistel-
lipe Zahlen gibt, aus denen durch Anfiigen
von vier Zitfern 7 jeweils eine durch 3 teil-
bare Zahl entsteht!

d) Beweise, dal man aus jeder dreistelligen
Z.ahl durch Anfugen von einer Ziffer 7 oder

von mehreren Ziffern 7 jeweils eine durch

3 teilbare Zahl erhalten kann!

Begrunde

Olympiadeklasse 8

290821 Uber die Anzahl x der Schiiler
einer 8. Klasse ist folgendes bekannt:

(1) Die Zahl x ist eine Primzahl.

(2) Genau 9 Schiiler dieser Klasse konnen
schlittschuhlaufen.

(3) Genau 12 Schiiler dieser Klasse konnen
skilaufen.

(4) Genau 4 Schiiler dieser Klasse kdonnen
weder schlittschuhlaufen noch skilaufen.
Untersuche, ob sich aus diesen Angaben

die Schulerzahl x eindeutig ermittein
1ait!

290822 a) Untersuche, ob die Gleichung
(%+2)(4x—7)=2x2+§+1
eine naturliche Zahl x als eine Losung be-
sitzt!
b) In der genannten Gleichung soll die
Zahl 7 so durch eine rationale Zahl r er-
setzt werden, daB die entstehende Glei-
chung die Zahl x =1 als eine Lésung be-
sitzt.
Ermittle alle diejenigen rationalen Zah-
len r, die diese Forderung erflillen!

290823 Es sei ABCDEFGH ein Wiirfel
mit beliebiger Kantenldnge (siche Bild).

Grole des Winkels

die

a) Ermuittle
X DEB!

b) Beweise, dall die Winkel x AHB und
X BEC zueinander gleiche GroBen ha-
ben!

290824 Das 4 X 4-Felder-Quadrat im
Bild soll so in vier Teile zerlegt werden,
dafl folgende Forderungen erfullt sind:

(1) Jedes Teil besteht aus genau vier Fel-
dern.

(2) Jedes Teil ist derart zusammenhan-
gend, dall sich je zwei Mittelpunkie seiner
Felder durch einen Weg miteinander ver-
binden lassen, der ganz in dem Teil ver-

lauft und nur aus Strecken besteht, von de--

nen jede zu einer Seitenkante des Quadra-
tes parallel ist.

(3) Jedes Teil enthalt alle vier Zahlen 1, 2,
3 4.

Gib alle Zerlegungen an, die diese Forde-
rungen erfillen! Weise nach, dafl es keine
weiteren derartigen Zerlegungen gibt!

Olympiadeklasse 9

290921 Kann man in einer Ebene eine
Figur bilden, die aus genau 1989 Geraden
besteht und dadurch mehr als 2 Millionen
Schnittpunkte enthilt?

290922 Auf die Felder des Bildes sollen
drei weille und drei schwarze Steine ver-

teilt werden, auf jedes Feld ein Stein. Fer-
ner wird eine natiirliche Zahl a=1 fest
vorgegeben. Nun soll, beginnend mit dem
angekreuzten Feld, im Uhrzeigersinn um-
laufend, Stein fiur Stein weitergezidhlt wer-
den, von 1 bis a. o

Der Stein, der dabei die Nummer a erhilt,
wird weggenommen. AnschlieBend beginnt
das Abzahlen wieder mit 1 bei dem im
Uhrzeigersinn folgenden Stein, und wieder
wird der Stein, der die Nummer a erhilt,
weggenommen. Dann schlieft sich noch
eine dritte Durchfihrung dieses Abzihlens
und Wegnehmens an. Bei diesen Fortset-
zungen ist zu beachten, daBl leere Felder
nicht mitgezahlt, sondern iibersprungen
werden.

a) Es sei a=4. Wie sind zu Beginn die
Steine zu verteilen, damit am Ende die
drei weillen Steine ubrigbleiben?

b) Jemand vermutet: ;Wenn man a durch
a + 6 ersetzt, so fuhrt die gleiche Anfangs-
verteilung der Steine ebenfalls zum Ubrig-
bleiben der drei1 weillen Steine.“ Widerle-
gen Sie die Vermutung, indem Sie sie fur
a = 4 nachpriifen!

c) Beweisen Sie, daB es eine Zahl z gibt,
mit der fur jedes a =1 die folgende Aus-
sage wahr ist: ,Wenn man a durch a + z
ersetzt, so fuhrt die gleiche Anfangsvertei-
lung der-Steine — auch bei Abzdhlbeginn
im angekreuzten Feld - ebenfalls zum
Ubrigbleiben der drei weiBen Steine.®

290923 Man ermittle die kleinste natiirli-
che Zahl n, fur die (bei Darstellung im de-
kadischen Positionssystem) 5 sowohl Teiler
der Quersumme von n als auch Teiler der
Quersumme von n + 1 ist.

290924 Das Bild stellt sechs Punkte A, B,
C, D E, F in senkrechter Eintafelprojek-
tion mit zugehorigem HoOhenmalstab dar.
Die Punkte C’, B’, D’ und ein vierter nicht
bezeichneter Punkt sind in dieser Reihen-
folge die Eckpunkte eines Quadrates mit
der Seitenlinge a = 6 cm. Die Punkte A’
und F’ sind die Mittelpunkte der im Bild
ersichtlichen Quadratseiten. Im Hohen-
mafQstab haben A, F von B, D den Abstand
3cm und C, £ von B, D den Abstand
6 cm.

a) Zeichnen Sie in schrager Parallelprojek-

tion, wobel mit den iiblichen Bezeichnun-

gen o = 45° q=—;—

desjenigen Wiirfels, zu dem die Eckpunkte
B, C, D, E gehoOren, und dazu die Punkte 4
und F'!

b) Zeichnen Sie anschlieBend die Drei-
ecksflichen ABC und DEF durch Wieder-
gabe ihrer Seitenkanten sowie der Schnitt-
strecke XY, die diese beiden Dreiecksfla-
chen miteinander gemeinsam haben! Be-
rucksichtigen Sie in a) und b) die
Sichtbarkeitsverhaltnisse, indem Strecken-
teile, die durch eine davorliegende Drei-
ecksfliche verdeckt sind, gestrichelt wie-

sei, eine Darstellung

alpha, Berlin 24 (1990) 2 - 43



dergegeben werden! Eine Verdeckung
durch davorliegende Seitenflichen des
Wirfels soll dagegen nicht berucksichtigt
werden (diese Fliachen sind als ,nicht vor-
handen“ oder ,durchsichtig® zu betrach-
ten).

Verdeutlichen Sie die sichtbaren Teile der
Dreiecksflichen durch Schraffur, im Drei-
eck ABC parallel zu CB, im Dreieck DEF
in dichterer Schraffur parallel zu DE'!

c) Geben Sie fiir die Schnittstrecke XY
eine Herleitung der — von Ihnen in b) ver-
wendeten — Konstruktion der Bildpunkte
von X und Y! Beschreiben Sie diese Kon-
struktion!

Projektion: Hohenmalfstab:

D B'=E" B,D

A’ AF
< C C,E

Olympiadeklasse 10

291021 Man ermittle alle diejenigen

Paare (x; y) reeller Zahlen x und y, fir die
das folgende Gleichungssystem (1), (2) er-
fullt ist:

x 4 (1)

y 9°

x + J; _ l

ey 2
291022 Zwei Spieler haben sich folgen-
des Spiel ausgedacht: Auf einem Spielbrett
sind 8 Spielfelder im Kreis angeordnet,
eines dieser Felder gilt als Anfangsfeld A.
Jeder Spieler hat einen Spielstein und setzt
thn auf das Feld A.
Dann fuhrt jeder Spieler mit einem Wirfel
einen Wurf aus. Werfen beide Spieler un-
terschiedliche Augenzahlen, so setzt der
Spieler mit der hoheren Augenzahl seinen
Stein um zwei Schritte im Uhrzeigersinn
vorwarts, der andere um einen Schritt. Die-
ses Yoransetzen beider Steine gilt dann als
ein ,,Zug“. Werfen beide Spieler die glei-
che Augenzahl, so wird kein ,,Zug“ ausge-
fuhrt, sondern nochmals gewurtelt. Infolge
der kreisformigen Anordnung der Spielfel-
der kann es vorkommen, daB ein Stein
beim Voransetzen das Feld 4 erreicht oder
uberschreitet (und damit einen neuen Um-
lauf beginnt).
Das Spiel ist beendet, sobald nach Durch-
fUhrung eines ,,Zuges“ der Stein minde-
stens eines Spielers genau auf dem IFeld A4
steht. Dieser Spieler hat gewonnen, falls
der Stein des anderen Spielers dabei nicht
auf 4 steht. Falls jedoch beide Steine auf

A stehen, endet das Spiel unentschie-
den.

Welches ist die kleinstmogliche Anzahl!
von ,,Zugen“, aus denen ein unentschiede-
nes Spiel bestehen kann?

Begrinden Sie Thre Antwort!

(2)

291023 Gegeben sei ein Trapez mit par-
allelen Seiten AB und CD. Dabei sei

44 - alpha, Berlin 24 (1990) 2

AB > CD. Man zeige, daB sich das Trapez
genau dann durch eine zu einem der bei-
den Schenkel parallele Gerade in zwei
Vierecke gleichen Flacheninhaltes zerle-

gen liBt, wenn AB < 3CD gilt.

291024 Das Bild stellt einen ebenflachig
begrenzten Korper ABCD in senkrechter
Eintafelprojektion dar. Die Punkte 4°, B’,
C’, D’ sind die Ecken eines Quadrates mit
gegebener Seitenlinge a. Im Hohenrhal-
stab haben A, C von D ebenfalls den Ab-
stand a, wihrend B im HohenmaBstab den

Abstand % von D hat.

a) Zeichnen Sie diesen Korper ABCD in

schriger Parallelprojektion, wobei mit den

1

iiblichen Bezeichnungen o =45°, g = =

sei!
b) Ermitteln Sie aus den obigen Angaben
das Volumen V (ABCD) des Korpers!

Projektion: Hohenmalstab:

D’ — D
' 'B

A’ ‘ B’ A,C
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291221 Man ermittle alle diejenigen
Paire (x; y) reeller Zahlen x, y, die das
folgende Gleichungssystem (1), (2), (3) er-
fiillen:

x+xy+xy*=-21, (1)
y+xy+xiy= 14, (2)
x+y= -—-1. (3)

291222 Man ermittle alle diejenigen reel-
len Zahlen m, die die Bedingung erfiillen,
daf fiir jede reelle Zahl x die folgende Un-
gleichung (1) gilt:
x2+(m+2Dx+8m+1>0. (1)

291223 Uber fiinf Streckenlingen a, b, c,
d, e werde vorausgesetzt, dall je dre1 von
ithnen die Seitenlangen eines Dreiecks
sind.

Man beweise, daB unter dieser Vorausset-
zung stets eines dieser Dreiecke spitzwink-
lig sein mufl.

291224 Man lose die folgende Aufgabe
a) fuir n =8 und k=5,

b) fur n =9 und k= 6.

Aufgabe: Untersuchen Sie, ob bei jeder
Eintragung der natiirlichen Zahlen 1, 2,
..., n? in ein schachbrettartiges nxn-Fel-
der-Quadrat zwei zueinander benachbarte
Felder vorkommen mussen, in denen Zah-
len stehen, deren Differenz groBer oder
gleich k ist!

Hinwejse: 1. Die genannten Eintragungen
sollen die Bedingungen erfiillen, dal3 jedes
Feld genau eine Zahl erhalt und dal} jede
Zahl genau einmal verwendet wird.

2. Zwei Felder sollen genau dann zueinan-
der benachbart heillen, wenn sie eine Sei-
tenstrecke miteinander pgemeinsam ha-
ben.

Solltel thr Probleme bei der Losung dieser
Aufgaben haben, wendel euch bitte uber
euren Mathematiklehrer an den Fachbera-
ter des entsprechenden Kreises.

Fortsetzung von Seite 35

Michael Wolf, Nadine Wemer, Juliane Biichner,
Enrico Schild, Sindy Eck, Raimund Horn, Jiirgen
Krahmann, Marco Méller, alle Brotterode; Alek
Opitz, Hagen Lessing, beide Cottbus: Karina
Gattung, Dermbach; Henrik Jager, Dersekow: Se-
bastian Haase, Dersekow; Holger Bogatsch, Do-
berschiitz; Thomas Ziesche, Susann Wagner,
Anja \Haller, Katrin Dubitzky, alle Dohna: Su-
sanne Uberschir, Dorndorf; Benno Brandstetler,
Yvonne SchmeiBer, Falk Baumann, Grit Bert-
hold, Kerstin Roske, Jorg Wagner, André Zill-
mann, alle Dresden; Cornelia Gruhn, Drosa;
Anke Lehmann, Eberswalde; Olaf und Matthias
Hirschfeld, Carsten Bundesmann, alle Eilenburg;
Jan Blumentritt, Eisenberg; Andreas Luleich, El-
sterberg; Joachim Suck, Essen (BRD): Mandy Ji-
ger, Fambach; Christian Gruhl, Finsterwalde;
Senta und Maresa Puls, Frankfurt/O.; Ute Jahn,
Jorg Mildner, beide Freiberg; Dana Horak, Su-
sann Hurt, Doreen Wald, Beatrice Worm, Ange-
lika Senitz, Tobias Gerlach, G6tz Lothal, Mirko
Grasemann, Nicole Schiiler, alle Friedeburg;
Anni-Claire Lehmann, Beate Brandenburg, Ul-
rike Schmidt, alle Greifswald; Anke Grell, Stefan
Detschner, beide GreuBen; Silvia Wachholz,
Gorlitz; Mirko SiB, Griinhain; Frank Balszuweit,
Gustrow; Enrico Alexander, Andreas Horn, beide
Giitzkow; Jan Wettstein, Gumpelstadt; Michael
Kohler, Hainichen; Michael Gopfert, Halle; Kar-
sten Sauer, Anja Goldschmidt, Thomas
Pitzschke, alle Halle-Neustadt; Ulf Timme, Ha-
velberg; Tom Wemer, Peggy Marx, beide Hen-
nigsdorf; Glenn Hofmann, Hohenstein-E.: An-
gela Wiesjahn, Holzendorf; Bjérn Borchardt,
Ilmenau; Annett Lieske, Joachimsthal; Daniel
Fiekers, Mandy Koch, Evelin Karl, alle Kalien-
nordheim; Lothar Tischer, Kamenz; Katja Wurzi-
ger, Daniela Baumann, Lutz Thierbach, Vera Lo-
renz, Alexander Graf, Thomas KrauBle, Andreas
Lonig, alle Karl-Marx-Stadt; Toralf Pusch, Karls-
burg; Jirgen Frey, Kipsdorf; Regina Sachse,
Kleinmachnow; Lars Nobel, Klingenthal; Anke
Neuber, Latdorf; Anke Jubel, Langenstriegis:
Claudia HeBler, Lauscha; Kathleen Tiedt, André
Girtner, beide Leipzig; Katrin Schubert, Markus
Wendler, beide Lengenfeld; Steffen Haas, Leu-
lersdorf; Carsten Herboth, Loderburg; Katja
Roesler, Lubmin; Matthias Weckner, Matthias
Kassner, beide Meiningen; Karl-Giinther
Lautsch, Menteroda; Mathias Sekatzek, Merse-
burg; Lars Wagner, Simone Natlermann, Jana
LinB, alle Mittelstille; Claudia Liebenow, Miihl-
hausen; Andreas und Axel Richter, Naundorf;
Christian Weber, Neu Boltenhagen: Anja Wil-
kending, Neuhaus; Alexander Blacha, Niederor-
schel, Tilman Weigel, Niederwiesa; Andreas
Birkner, Katja Schiirer, beide Oranienburg; Pa-
irick Leitz, Parchim; Steffen Siebert, Pionierre-
publik ,W. Pieck”; Steffen Blaess, Gregor Mos-
kau, Klaus Klapproth, alle Plauen; Matthias
Walther, Pleetz; Sebastian ClauB, Possendorf; Fe-
lix Ballani, Potsdam; Susan Paufler, Michael
Meinel, beide Radebeul; Christian Holfeld, No-
bert Klawuhn, beide Rathenow; Jorn Weichert,
Riesa;-Manuela Radtke, Rodewitz; Torsten Ger-
hardt, Ralf Hafften, Stephanie Horn, Malte Kor-
ten, Anne Seifert, Manuela Radke, Jennis Freyer,
Antje Feldmann, alle Rostock; Ralf Frohlich, Ru-
dolstadt; Maida Tennemann, SafBnitz: Elko Ja-
cobs, Saurasen; Bjorn Zimmermann, Schildow;
Peggy Machelett, Schmaikalden: Kay Herrmann,
Stefan Langenbucher, Kathleen Schneider, alle
Schwallungen; Sven Kieselberger, Schwarzen-
berg; Mario Sellig, Schwerin; Heike Clauf3nitzer,
Senftenberg; Jorg Nither, Christian Schifer,
Marco Siegmann, alle Sondershausen; Klaus Ull-
mann, Spremberg; Kati Wilhelm, Dirk Weber,
Danny Gerlach, Ronny Malzo, Andy Reum-
schiissel, Nicole Konig, Ilka Reinhardt, Katja
Zieger, Annetl Jannoch, alle Steinbach-Hallen-
berg. Fortsetzung in ,,alpha“ 3/90
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II. Angenommen, es existiere eine
Menge K von hochstens 31 Kombinatio-
nen, mit denen alle 8 Kombinationen
(a;, a;, a;) uberdeckt werden. Aus dieser
Annahme laBt sich z.B. folgendermafBen
ein Widerspruch herleiten: Zunichst folgt,
daB fiir mindestens einen der acht Werte
p=01 ...,7 die Menge P aller (p, y, z)
(y,z€{0,1, ..., 7}) hochstens drei Kombi-
nationen aus K enthalt. Daher gibt es erst
recht drei paarweise verschiedene Zahlen c,
d, e so, daB aus (k;, k5, k;) e K und &k, =p
stets k, € {c, d, e} folgt, und es gibt (nicht-
notwendig verschiedene) Zahlen f, g, h so,
daB aus (kq, k;, k;) € K und k, =p stets
kie{f g h} folgt. Es sei Y=1{0,..., 7]\
{c,d, e}und Z= {0, ..., T\, & h}.

Die Menge aller ;

(P, y,z) (yeY zeZ) (5)
enthdlt mindestens (8 —3):-(8 —3) =25
Kombinationen. Jede von thnen wird nach
Annahme durch ein (k,, k,, ky) € K liber-
deckt. Nach Wahl der ¢, ..., f ist das nur
mit k; ¥ p und folglich nur mit k, € Y und
ke Z moglich; somit mussen zu je zwel
voneinander verschiedenen Kombinatio-
nen (5) auch zwei voneinander verschie-
dene uberdeckende Kombinationen aus K
gehoren. Damit i1st gezeigt, dall es minde-
stens 25 Kombinationen (k, k,, k;) € K
mit k, € {¢, d, e} geben muB und folglich
hochstens 31 — 25 =6 mit k; € {c, d, e} ge-
ben kann.

Wegen der paarweisen Verschiedenheit der
¢, d, e folgt nun, daf} fir mindestens einen
der drei Werte ¢ = ¢, d, e die Menge Q aller
(x,q 2z) (x,z€{0,...,7})) hochstehs zwei
Kombinationen aus K enthalt. Analog wie
bei P ergibt sich hieraus die Existenz von
mindestens (8 —2)-(8 — 2) = 36 Kombina-
tionen in K und damit ein Widerspruch.
Mit I. und II. ist als gesuchte kleinste Zahl
N = 32 nachgewiesen.

Bemerkungen: Die Aufgabe ist dquivalent
zur Bestimmung der minimalen Anzahl
von ,dreidimensionalen Turmen“, die ins-
gesamt alle Felder eines ,dreidimensiona-
len Schachbrettes® der Abmessungen
8 X8 X8 bedrohen. Diese geometrische
Veranschaulichung ist bei der Losungsfin-
dung sehr niitzlich (man interpretiere z. B.
den obigen Beweis geometrisch). Interes-
senten wird auch die Losung des entspre-
chenden allgemeineren Problems fir ein
.1 X n X n-Schachbrett® empfohlen. Die
Aufgabe kann als schwer bis sehr schwer
eingeschatzt werden. Etwa 90 % aller Teil-
nehmer fanden keinen tragfahigen Zugang
zu ihrer Losung.

Punkte 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Anzahl 52 11 1 1 3 1 0 4 1

Dr. E. Wegert, Sektion Mathematik
der Bergakademie Freiberg

281245 Bezeichnet man die Volumina
der Tetraeder ABCD, MBCD, MACD,
MABD bzw. MABC mit V, V,, V,. V, bzw.
V,, so gilt
V.>0(i=1,2,3,4) und

Vi+ VL, + Vs +V,=V. (1)
Sind h,, h,, hy bzw. h,; die Langen der Ho-
hen des Tetraeders ABCD beziiglich der
Grundflichen BCD, ACD, ABD bzw. ABC
und k%, h5, h5 bzw. h), die Langen der Ho-
hen der Tetraeder MBCD, MACD, MABD
bzw. MABC beziglich derselben Grundfli-
chen, so gilt

Vi _ kY

V= h (i=1,2,3,4). (2)
Die Lote von A und M auf die Ebene
durch B, C, D sind zueinander parallel; da-
her liegen sie mit der Geraden durch A4, M,
A’ in einer Ebene, und aus dem Strahlen-
satz folgt die erste der Gleichungen

MA _h, D _ K
A4A” k77 DD’ hy’

die ubrigen ergeben sich analog flir B, C
bzw. D statt A.
Aus (1), (2), (3) folgt

MA’+W+W+W’_1
AA” BB’ CC' DD’ ’

wegen MA= MB= MC= MD=r also

H—r_l_FB_’—r_l_T—r

AA4’ BB’ CC’

DD - r

+ 7k =1,

11 1 1 3

A4 BB CC DD r° ‘)

Da das harmonische Mittel der vier Kan-

tenlingen AA’,... DD’ nicht groBer als ihr
arithmetisches Mittel ist, gilt

4
L L

AA’ BB’ CC' DD

. A4+ BB’ + CC' + DD’

< 2 :
Hieraus und aus (4) folgt
AA’+ BB+ CC + DD’
., 16 _ 16 .
- 1 1 1 1 3

a4 BB CC | DD
Bemerkungen: Eine groBere Anzahl von
Schillern fand auf Grund unzureichenden
raumlichen Vorstellungsvermdgens und
nicht genugend entwickelten Konnens im
Losen von Aufgaben aus der rdumlichen
Geometrie keinen zum Ziel fiilhrenden Lo-
sungsansatz. Viele gingen vom reguldren
Tetraeder aus, veranderten die Lage der
Eckpunkte und meinten, die Lingen der
betrachteten Strecken konnten sich nur
vergroBern, was aber nicht zutreffend ist.

Punkte 0 1 2 3 4 5 6 7

Anzahl 33 21 6 0 0 1 3 10

Dr. M. Rehm, Sektion Mathematik
der Humboldt-Universitat zu Berlin

281246A Bezeichnen wir fur o< x =y

mit f(x, y) die Funktion f(x, y) = — + —ii

y

so folgt durch Ausmultiplizieren

(,-ia")( Z i) =n+ 2, fla,a). 3)

k=1ak lsick=n

Fur jedes positive z gilt bekanntlich

z+ lz = 2 mit Gleichheit genau fir z = 1.
Damit gilt stets f(x, y) = 2, da die rechte
nin—1)

5 Summanden

Summe 1n (3) aus

besteht, folgt

(Zn: a;)(i i) =n+ 2n(n2— D _ ne.
=1

k=1 8k
Damit ist die linke Ungleichung von (2)
bewiesen. Das Gleichheitszeichen gilt ge-
nau dann, wenn g, = a,=... = a,.
Wir betrachten uns nun den Ausdruck auf
der rechten Seite von (3) in folgendem
Schema angeordnet:

1+ f(a,, a)) + f(a,, a;)

T+ ... +f(al:l I|‘:Iall'l—l) +f(al: an)
+ 1 +f(32: a])

+...+flay, a,-)) + f(a,, a,)

Um diesen Ausdruck abzuschidtzen, be-
trachten wir zwei Hilfsungleichungen (hier
ohne Beweis):

1. Fir O<wsxzgy=sz gilt f(w z)
< f(x, y). Gleichheit gilt genau fir den
Fallw=x, y=1z

2. Fir O<x=sy=z gilt f(x, y)+ f(y z)
< 2 + f(x, z). Gleichheit gilt geriau fiir die
zwei Fille y=x und y =z

Betrachten wir nun zwei Zahlen i k mit
l=i<k=z=nundi+ k=n-+1inunserem
Schema die Summanden in der k-ten
Spalte der i-ten Zeile und der (n +1 — i)-
ten Spalte der k-ten Zeile, so gilt fir de-
ren Summe nach der

zweiten Hilfsungleichung: f(a,, a;)

+ S0, apey - ) 2+ flay, aper - ).

Nach der ersten Hilfsungleichung folgt dar-
aus wegen (1)

fla,,a) T flag, a,+1-)) £2+f(p, q).

Damit konnen wir unsere Summe nicht
verkleinern, wenn wir fur alle moglichen
Werte von i und k die Summanden

f(a;, a,) und f(ay, a,+,-;) jeweils durch

(1 + % f(p, q)) ersetzen. Die einzigen

Summanden in unserem Schema, die noch
nicht ersetzt sind, sind die Summanden

auf der Diagonalen f(a,, a,), f(a,, a,-1),
.... Nach der ersten Hilfsungleichung kon-
nen wir jeden durch f( p, q) ersetzen. Unser
Schema hat dann die Gestalt

1 / 1
1 + (1 +7f(p, q)) + kl +—2—f(p, q))
1
+ ...+ (1 +?f(p, q))+f(ﬂ, q)
L+ (1+ 510, 0)

+...+f(p,gq)+ (1 +%f(p, q))

(1451 0)

+ ]
Durch Abzahlen der Summanden erhalt

alpha, Berlin 24 (1990) 2 - 45



man: Ist n ungerade, so hat das neue
Schema die Summe

- 2+1 2 __

r ; ) + f(p, q) (7 1 1), 1st n gerade,
n? n?

— (P a) -

Berucksichtigt man noch, daf

2
fp.)=5+2L= (\/ﬁ - ‘\/—q-) + 2,
g q P

so folgt daraus die Behauptung der Auf-
gabe. Gleichheit gilt, falls in unseren Hilfs-
ungleichungen stets Gleichheit galt, d. h.
fur p=x,=... = x,,

n

Xpme1=...= X, =q mit m=— flir n ge-
— +

rade und m = (7 > D und m = (n 5 D fur

n ungerade.

Punkte 0 1 2 3 4 5 6 7

——

Anzahl 1 1 25 11 1 1 1 3

Dr. U. Quasthoff, Sektion Mathematik
der Karl-Marx-Universitat Leipzig

281246B Die gesuchte groBtmogliche An-
zahl i1st 1. Sei ABCD das gegebene Quadrat
der Seitenlange 1,99. Offenbar kann man
ein Quadrat der Seitenlange 1 in ABCD le-
gen. Mit zwei Quadraten ist das jedoch
nicht mehr moéglich, weil sich zwei belie-
bige, in ABCD liegende Quadrate der Sei-
tenlange 1 gegenseitig iberlappen. Um das
zu zeigen, wird bewiesen, dafl ein beliebi-
ges (Quadrat mit der Seitenlange 1, das in
ABCD liegt, den Mittelpunkt M von ABCD
in seinem Innern enthalt.

Angenommen, fur ein solches (Quadrat
PORS ist das nicht der Fall. Wir bezeich-
nen die Geraden durch P, Q0 bzw. Q, R
bzw. R, § bzw. S, P mit p, g, r bzw. s. Dann
liegt M auf dem Rand oder auBerhalb von
mindestens einem der beiden Streifen zwi-
schen p und r bzw. zwischen g und s. Also
hat M von mindestens einer der Geraden
p, q, r oder s einen Abstand = 1, 0. B. d. A.
von p.

Also liegt p ganz auBlerhalb des Inkreises k

von ABCD, da dieser den Radius
%' 1,99 <1 hat. Andererseits enthilt der

Durchschnitt von p mit der Quadratfliche
ABCD mindestens die Strecke PO und ist
daher selbst eine Strecke XY. Wir bezeich-
nen nun mit E, F, G, H die Mittelpunkte
von AB, BC, CD, DA sowie mit AEH die
Difterenz zwischen AAEH und dem in
AAEH liegenden, durch £ und H be-
stimmten Segment von k, wobei AEH ohne
den Bogen ETT, aber mit allen ubrigen
Randpunkten verstanden sei. Analog seien
die rlachenstiicke BFE, CGF und DHG de-
finiert. Da nun ABCD mit dem AulBenge-
biet von k& nur die vier paarweise disjunk-
ten Flachenstiicke 4EH, BFE, CGF und
DHG gemeinsam hat, muB die Strecke XY
ganz in einem dieser Stiicke liegen,
0.B.d. A. in AEH Ihrec Endpunkte X, Y
sind Randpunkte von ABCD, wegen
XY=2P0=1>05-1.99=AFE = AH also
0.B.d. A. mit X auf AH und Y auf AE.
Unter allen Geraden, die parallel zu p sind
und durch einen Punkt der Strecke XH ge-

hen, muB es genau eine geben, die & be-

46 - alpha, Berlin 24 (1990) 2

rihrt, denn p selbst liegt aulerhalb &, und
die Parallele durch H zu p schneidet den

Kreis k in zwel Punkten, da sie nicht auf

dem Radius MH senkrecht steht. Diese k
berihrende Gerade u schneidet die

Strecke XH also in einem inneren Punkt U

und somit die Strecke YE in einem inne-
ren Punkt V, ihr Beriihrungspunkt mit k

sei W. Wegen AX < AU ist nach. dem-

Strahlensatz auch XY < UV.

Nach Dreiecksungleichungen und dem
Satz von der Gleichheit der Tangentenab-
schnitte folgt schlieBlich

1=PQ =XYY< UV

< (AT + AV + TW + TW)
'=%(W+A_V+“U_+V_)
—AE =—-1,99
2 T

Dieser Widerspruch zeigt, daB unsere An-
nahme falsch war und beendet den Be-
Wels.

Bemerkungen: Die Aufgabe war sowohl von
ihrem Charakter als auch vom Schwierig-
keitsgrad und den erreichten Punktzahlen
her als Wahlaufgabe der 4. Stufe sehr gut
geeignet.

Punkte 0 1 2 3 4 § 6 17

—

Anzahl 5 8 4 3 7 1 1 1

Dr. R. Labahn, Sektion Mathematik
der Wilhelm-Pieck-Universitdt Rostock

Ein Dankeschon
an unsere Verlage

Die Redaktion alpha konnte in diesem
Jahr den Preistragern des alpha-Wettbe-
werbs 1988/89 wieder viele interessante
Biicher senden. Diese stellten uns zahlrei-
che Verlage zur Verfigung, denen wir an
dieser Stelle herzlichen Dank sagen moch-
ten:

Altberliner Verlag, Berlin 1

BSB B. G. Teubner Verlagsgesellschaft,
Lelpzig;

VEB Domowina Verlag Bautzen;

VEB Fachbuchverlag, Leipzig:

VYEB Hinstorff Verlag, Rostock:

Der Kinderbuchverlag, Berlin;
Militarverlag der DDR, Berlin;
Mitteldeutscher Verlag, Halle;

Buchverlag Der Morgen, Berlin;

Verlag Neues Leben, Berlin;

VEB Postreiter-Verlag, Halle:

Verlag Philipp Reclam jun., Leipzig;
Sportverlag, Berlin:

VE Verlag Technik, Berlin;

Urania-Verlag, Leipzig,

Verlag Volk und Weit, Berlin;

VE Verlag Volk und Wissen, Berlin;

VE Verlag der Wissenschaften, Berlin

Losungen

Losungen zum alpha-Wettbewerb
Heft 6/89

Ma5®3045 Wenn Lothar ein Jahr alter
1st als Roland und Roland fiinf Jahre alter
1st als Heinz, dann ist Lothar sechs Jahre
alter als Heinz.

Wir rechnen deshalb 41 —5-—6=130,
3J0:3=10. Heinz ist 10 Jahre, Roland

15 Jahre, Lothar 16 Jahre alt.

Ma5m3046 Die Mutter verfugt uber
IOOM—-60M=40M, der Vater uber
40M + 10 M = 50 M, jedes der beiden Kin-
der uber 10 M:2 =5 M Taschengeld.

Ma 5Sm 3047 Die Zahl 139 ist die klein-
ste, die Zahl 940 die grofte dreistellige na-
tirliche Zahl mit der Quersumme 13.

Ma5m3048 Aus (1) folgt: Der Schiiler
Géansich hat nicht den Vornamen Bernd
oder Claus. Aus (2) folgt: Der Schiler Gan-
sich hat auch nicht den Vornamen An-
dreas. Deshalb heillt er Daniel Gansich.
Aus (3) folgt: Claus hat nicht den Nachna-
men Hermhaus. Deshalb heil3t er Claus
Eckbart. Somit hat Bernd den Nachnamen
Hermhaus.

Ma 5 m 3049 a) Nach dem Verdoppeln er-
halt Jan 20 und das Doppelte seiner ge-
dachten Zahl. Dann 1st dieses Doppelte
aber um 52 —20 =132 groler als seine
Zahl. Also lautet seine gedachte Zahl 32.
Probe:

(32 +10)-2 =84 und 32 + 52 = 84,

b) Nach dem Verdoppeln erhalt Jorg 20
und das Doppelte seiner gedachten Zahl.
Dann st dieses Doppelte aber um
20 — 20 = 0 groBer als deine Zahl. Also lau-
tet seine gedachte Zahl 0.

Probe: (0 + 10)-2 =20 und 0 + 20 = 20.

Ma5m3050 Da die Summe E+ E+ E
auf die Ziffer E endet, konnte E =0 oder
E =35 sein. Da die Summe F + E + E aber
auch auf die Ziffer § endet, gilt £ =5 und
somit § = 6. Daraus folgt weiter L = 8 und
K=1.

Die vollstindige Losung lautet

7855 + 7855 + 7855 = 23 565.

Ma5m3051 Wegen 63+5=68 Vver-
brauchte der Lada fiir 800 km 68 Liier Ben-
zin. Wegen 68:8 =8,5 verbrauchte der
Lada auf 100 km im Durchschnitt 8,5 Liter
Benzin. Wegen 8,5—1=17,5 verbrauchte
der Dacia auf 100 km 7.5 Liter Benzin. We-
gen (63:7,5)-100 =840 hat der Dacia
840 km zurickgelegt.



Ma 6 m 3052 Der Wanderer legt in einer
Minute 6000 m: 60 = 100 m, der Radfahrer
4-100 m = 400 m zuruck. Je Minute veridn-
dert sich also ihre Entfernung voneinander
um 100 m + 400 m = 500 m.

Nach zwei Minuten treffen sie sich, nach
weiteren zwei Minuten sind sie wieder
1000 m, also 1km voneinander entfernt.
Somit vergeht bis dahin eine Zeit von
4 Minuten.

Ma 6w 3053 Die Seitenlinge des Quadra-
tes betrigt 12cm; denn 12cm-12cm
= 144 cm?. Jede Teilstrecke einer Quadrat-
seite betragt deshalb 12cm: 3 =4 cm. Zwei
Teildreiecke ergeben zusammen ein Qua-
drat mit einem Flicheninhalt von
4cm-4cm =16 cm? Zwei Teildreiecke er-
geben zusammen ein Rechteck mit einem
Flicheninhalt von 4 cm-8 crm = 32 cm. So-
mit betragt der Flacheninhalt des Sechs-
ecks

144 cm?® — 16 cm? — 32 cm?® = 96 cm?.

Ma 6w 3054 Angenommen, die Schiiler
der Klasse 5 sammelten x kg Altpapier;
dann entfallen auf die Schiiler der Klasse 6
nur (x— 18)kg, auf die Schuler der
Klasse 4 aber (x — 8) kg Altpapier. Zusam-
men sind es (3x — 26) kg Altpapier.

Nun gilt 3x — 26 =274, 3x =300, x = 100.
Die Schiiler der Klasse 4 sammelten 92 kg,
die der Klasse 5 sammelten 100 kg und die
der Klasse 6 sammelten 82 kg Altpapier.

Ma 6m3055 Angenommen, es sind
x Gdnse, also 2x Hihner und 3:-2x = 6x
Kaninchen. Nun gilt
2-(x+2x)+4-6x=120, 30x =120,

x = 4. Der Kleintierhalter besitzt 4 Ganse,
8 Hiuhner und 24 Kaninchen.

Ma 6 m 3056 Angenommen, es wurden
x kg Radieschen verkauft; dann waren es
noch 2x kg Mohren, (2x + 10) kg Kohlrabi
und (x — 20) kg Kohl. Das sind zusammen
(6x — 10) kg Gemiise. Nun gilt

6x — 10 =290, 6x =300, x =50. Es
wurden 50 kg Radieschen, 100 kg Mdhren,
110kg Kohlrabi und 30kg Kohl ver-
kauft.

1 X 1

Ma 6 m 3057 Aus 'Z‘('ﬁ(? folgt

17<4xund 3x <17, also x>4 und x <6

und somit x = 5. Es existiert genau ein sol-

cher Bruch; er lautet %

Na/Te 6 w460 Der Zug legt in einer Mi-
nute 120:102km = 1,176 km zuriick, in
einer Stunde (60 min) also

1,176 - 60 km = 70,58 km. Die Durch-

km

schnittsgeschwindigket betragt 70,6 o

Ma7m3058 Winkel ECB hat die GroBe
90° — 60° = 30°, Winkel BCF hat die GroBe

60°, Winkel ECF hat somit die GroéBe
30° + 60° = 90°. Wegen
AB = CE = TF = a gilt Aprc =+ a2

und AABCD = ﬂz, d. h. der Flacheninhalt des
Dreiecks EFC ist halb so groB wie der des
Quadrates ABCD.

Ma 7 m 3059 Angenommen, Ulrike st
x Jahre alt; dann ist Dagmar (x + 3) Jahre,
die Mutter (3x + 3) Jahre, der Vater
3-(x+3)—3=3x+6 Jahre alt. Die vier
Personen sind zusammen (8x + 12) Jahre
alt, und es gilt 8x+12=92 8x =80,
x = 10. Ulrike ist 10, Dagmar 13, die Mut-
ter 33, der Vater 36 Jahre alt.

Ma7m3060 Angenommen, das jiingste
Kind war x Jahre alt: dann war das zweite
Kind (x+4) Jahre, das ailteste Kind
2x Jahre, die Mutter (3x + 12) Jahre, der
Vater (3x + 16) Jahre alt. Zusammen wa-
ren diese fiinf Personen (10x + 32) Jahre
alt, und es gilt

10x +32=112, 10x =80, x = §.

Das jingste Kind war 8 Jahre, das zweite
Kind 12 Jahre, das alteste Kind 16 Jahre,
die Mutter 36 Jahre, der Vater 40 Jahre

alt.

Ma7m3061 Nach dem Satz iiber Wech-

selwinkel an geschnittenen Parallelen hat

3

der Winkel AED die Grobe e und der

Winkel BEC die GroBe — .

2
Daraus folgt AD = AE und BE = BC.
Wegen CD = AB = AE + BE gilt somit

auch CD = AD + BC.

Ma7m3062 Es seien 4 BAC=u« und
X BPC = 0; die Gerade BP schneide den
Umkreis k des Dreiecks ABC in A', und es

- seien XCA'P= o' und A PCA' = ¢. Dann

gilt ¢ = ' als Peripheriewinkel iiber der-
selben Sehne BC. Ferner gilt ¢ + o' = 8
nach dem AuBenwinkelsatz. Daraus folgt
durch Einsetzen ¢ + a = 9, also « < 0.

Na/Te 7m461 Das Volumen des Wiirfels
betrigt 9 cm?. Gegeben ist; Dichte von
Aluminium 9, =2,7g-cm™’. Dichte von
Stahl gs=78g-cm™. Der Aluminium-
wurfel hat demnach eine Masse von 24,3 g,
der Stahlwurfel eine Masse von 70,2 g, d. h.

70,2 .
24 3 2,9fach grofler. Das

gilt auch fir die Gewichtskraft. Demzu-
folge stellt sich eine 2,9fache Verlingerung
ein. Die gesuchte Verlangerung betragt
29 mm.

Na/Te7m462 b=30cm, B=8cm

seine Masse 1st

Ma 8 m 3063
= 3753, 9/3753, denn 9-417 = 3753.

b) Stellt man eine vierstellige natiirliche
Zah] in dekadischer Schreibweise so dar:

a) Beispiel: 7325 — 3572

abcd und geht man davon aus, daf} alle Zif-
fern voneinander verschieden sind, so gibt
es insgesamt 23 echte Vertauschungsmog-
lichkeiten, die angedeutet werden sollen;

bacd cabd dabc
abdc badc
acbd
acdb
adbc : .
adch bdca cdba dcha

¢) Beim Vertauschen der Ziffernfolge blei-
ben die Quersumme einer Zahl und damit
deren Rest bei Teilbarkeit durch 9 unver-
andert.

Wenn die Ausgangszahl bei Division durch
9 den Rest r laBt, so lassen auch alle Ver-
tauschungen diesen Rest r.

Die Differenz zweier solcher Zahlen hat so-
mit den Rest r—r=0, w.z.b. w.

Ma 8 m 3064 Beispiel: 6+7+8+9+ 10
=40, 40-2 =80, 8 ist dritter Summand.
Beweis: Die Summe sei a+a+1+ag+2
+ag+3+a+4=5a+10.

Die Verdopplung dieser Summe ergibt 10a
+ 20 =(a+ 2):10. Das Ergebnis endet so-
mit stets mit Null. Streicht man diese Zif-
fer 0, so verbleibt a + 2 als dritter Sum-
mand, w.z. b. w.

Ma 8 m 3065 Die Tangente
Kreise in A4 schneide BC in M.

an Dbeide

Wegen MB = MA und MC = MA (Tangen-
tenabschnitte von einem Punkt auBerhalb
des Kreises an den Kreis sind gleich lang)
sind die Dreiecke AMB und ACM gleich-
schenklig. Daraus folgt x MBA = x MAB
und X MAC = 4 MCA. Bezeichnet man ent-
sprechende WinkelgroBen mit « bzw. 8, so
gilt

20+ 2=180°, xx + f=90°

(GroBe des Winkels x BAC), w.z.b. w.

Ma 8 w3066 Dem Bild ist folgendes zu
entnehmen: Nach dem Strahlensatz gilt
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0 =—C—, ac—ab=ac—cd, a-b=c-d
a—d a

Die Strecken der Lange ¢ und d sind die
Seitenldngen eines Rechtecks, das dem

Rechteck ABCD inhaltsgleich ist.

Ma 8 m 3067 Nach Aufgabenstellung gilt

a’> = 6a’. Weil ¢ # 0, kann man diese Glei-
chung durch «? dividieren und erhilt
a = 6. Die Kante des Wiirfels ist 6 cm lang;
das Volumen betrigt V=216 cm?®;, der
Oberflicheninhalt ist 0 = 216 cm?.

Na/Te 8 m463 Der Motor nimmt ¢eine
Leistung P, =220V-59A =13 kW auf.
Da die Definitionsgleichung fir den Wir-
kungsgrad auch fur Leistungen gilt,

~ ist ergibt sich
PﬂHfE

Pyuz =1 Paufg: d.h. Py, =11 kW.

Na/Te 8 m464 Gesucht wird die Tempe-
ratur 7 = x °C des Wassers vor dem Ein-
tauchen. Beim Eintauchen hat das Ther-
mometer die Wirme (., =1,93-14,6]
= 28,2 J aufgenommen. Wenn die spezifi-
sche  Warmekapazitat des — Wassers
c= 4;11 ., hat das Wasser an das Thermo-
meter die Wiarme
J

Ous = (x=32,8)K-67g-419—

geben. Da bei diesem Warmeaustausch
Qap. = Qaupe 18t, gilt (nach Kiirzung mit J)
1,93-146 =(x—32,4):-6,7-4,19.

Man errechnet x =33,4. Die Temperatur
des Wassers betrug 33,4 °C.

Ma9m3068 Nach den Bedingungen der
Aufgabe gilt x: d =1:10, also d = 10x. Das
Dreieck ABC ist rechtwinklig, da der Win-
kel x ACB ein Peripheriewinkel iiber dem
Durchmesser AB ist. Im Dreieck ABC gilt
nach dem Hohensatz

30°- m?2=x-(d - x),

900 m? = x(10x — x), 900 m? = 9x?,

100 m? = x2, 10 m = x. Die Pfeilhohe

des Briickenbogens betragt 10 m.

abge-

Ma 9 w3069 Fiir die Anzahl der Diago-
nalen eines n-Ecks gilt % n-(n—3); dar-
aus folgt entsprechend der Aufgabenstel-

lung

1 1
5 (n+3)-n———2—-n-(n—3)—21,

n‘+3n—n2+3n=42, 6n=42, n=17.
Es handelt sich um ein Sieben- und ein
Zehneck.

Ma9m 3070 Fiir die Hohe eines gleich-
seitigen Dreiecks gilt A = %\E . Nach dem
Strahlensatz gilt deshalb

48 - alpha, Berlin 24 (1990) 2

a— X

a ;.a_
273

Wir formen um und erhalten

2x
\/3_ i 3—x\/3_—2x,

2x+x\/3_=a\/3—;
_ay3_ 2-43 o=
X 2+1/3— 2_\/3_ a(2\/3_ 3),
x2=a2(21—12-1/3_)=3a2(7—4y/3_).
g _3a(7-4-43)-4 3

Ap a?- 3 V3
§Q=4-J3_(7—4-\/3—)=23-\/3_—43,

22 =4 (743 —12) = 0,497
D

Der Fliacheninhalt des Quadrates betragt
etwa 49 7% des Fliacheninhalts des gleich-
seitigen Dreiecks.

Ma9wm3071 Wird die erste der vier Zah-
len mit @ bezeichnet, so erhalt man a, 2aq,
6a, 18a. Da 1986:2 keine Primzahl ergibt
und 1986:18 keine natiirliche Zahl ist,
kann nur noch 1986=6a gelten. Tatsach-
lich 1st dann ¢ = 331 eine Primzahl, und
die vier Zahlen lauten 331, 662, 1986,
5958.

Ma9m3072 Bezeichnet man den Radius
des kleinen Kreises mit r und den des gro-
3en Kreises mit R, so ist der Flacheninhalt
der Rasenfliche Az = mr? und der Inhalt
der Wegfliche A4, =n(R%?-r?. Wenn
beide Fliachen gleich grof} sein sollen,

gilt mr2 =n(R?—r?), nR*=2nr?

R2=2r} R=ry2.

Die Diagonale d=r-+42 des Quadrates
MBCD mit der Seitenlinge r ist deshalb
gleich dem Radius R des groBBen Krei-

5
\:

Na/Te 9m465  Hintereinandergeschaltet
ergeben die drei Widerstande 35 Ohm, pa-
rallelgeschaltet 2,86 Ohm. Unter Beriick-
sichtigung des Innenwiderstandes der
Spannungsquelle flieBt ein Strom bei Hin-
tereinanderschaltung von 0,38 A, bei Paral-
lelschaltung von 3,5 A. Die sich einstel-
lende Klemmenspannung zwischen den
Polen der Spannungsquelle betrigt 13,1V
resp. 10 V.

b) Die Stromstarke betrigt im Zweig mit
dem 5-Ohm-Widerstand 2,0 A, im Zweig
mit dem 10-Ohm-Widerstand 1,0 A und im
Zweig mit dem 20-Ohm-Widerstand 0.5 A.
Die Warmeleistungen betragen 20 W, 10 W
und 5 W. Man kann diese Werte mit der
Gleichung P = I?- R berechnen.

Na/Te 9 m466 Die Kochplatte erzeugt in
15min eine Wirme von 1000-0,7-1S5

X60W:-s. Die Wirme Q' =m-82K
X4 183 g7 1-K™! ist erforderlich, um das
Wasser (Masse m, spez. Wiarmekapazitat
4,187J-g7'-K) um 82K zu erwirmen.
Durch Gleichsetzen beider Ausdriicke
kann m berechnet werden. m = 1830g. Es
kbnnen in der angegebenen Zeit 1,831
Wasser erwirmt werden.

Ma 10/12 w3073 Wir stellen die Glei-
chung so dar, daB die einzelnen Zahlen als
Summen geschrieben werden, deren
Summanden Vielfache von Potenzen mit
der Basis x sind:

(x> +3x?2+S5x+4)-(x+2)

= x4+ 6x’+ 4x%+ 7x. Wir formen
schriftweise dquivalent um und erhalten
x'+3x+5x2+4x+2xP +6x2+ 10x

T+ 8=x+6x*+4x?+ 7x,

x°=Tx*—=7x=8, x(x*—T7x—-17) =8.

Diese Gleichung wird nur von der natiirli-

chen Zahl 8 erfiillt; es ist

8(64 — 56 — 7) = 8. Die Basis des gesuchten

Zahlensystems ist 8.

Probe: (1-8°+3-82+5-8+4)(1-8+2)
=(1-8"+6-8°+4-82+7-8)
7480 = 7480.

Ma 10/12 m 3074 Es mufl zunidchst unter-

sucht werden, unter welchen Bedingungen

die Summe dreier naturlicher Zahlen

durch 3 teilbar ist. Es sind vier Fille zu un-

terscheiden:

1. Fall: Jede der drei Zahlen 1st durch 3

teilbar,

2. Fall: Jede der drei Zahlen lal3t bei Divi-

sion durch 3 den Rest 1,

3. Fall: Jede der drei Zahlen lalit bei Divi-

sion durch 3 den Rest 2,
4. Fall: Eine Zahl 148t den Rest O, eine den

Rest 1 und eine den Rest 2. Nun ist zu pru-
fen, daB in jedem der vier Fille, in denen
die Voraussetzung erfullt ist, auch die Be-
hauptung zutrifft. Es geniigt dabei, wenn
wir nur mit den Resten rechnen!

1. Fall: 0°+0°+ 0% =0 und 3/0;

2.Fall: 1+ 13+ 13=3 und 3/3;

3.Fall: 23+ 23+ 23 =24 und 3/24;

4. Fall: 0°+ 13+ 2° =9 und 3/9.

In allen Fillen, in denen die Vorausset-
zung erfiillt ist, trifft auch die Behauptung
ZU, w.Z. b. w.

Ma 10/12 @ 3075 Im rechtwinkligen Drei-

eck EAB gilt a:siny = b:sin90°, also

b=—=— Die Hohe h im gleichseitigen
sin y

Dreieck mit der Seitenlinge b wird nach
dem Satz des Pythagoras berechnet und be-

. b
tragt h=-2—\/3_ . der Flacheninhalt des

gleichseitigen Dreiecks ist dann

AD ='i_‘\/3_' bz.
Nun setzt man fiir b = c

: ein und
sin y

1 a’
hilt Ap=—+3 -— .
criait Ao = 3 sin? y
Fur das prozentuale Verhaltnis der Drei-
ecksfliche zur Quadratfliche ergibt sich

somit

Ap __3-a2 3
Ao 4-a?-sin*y 4-s5in’75°
Der Anteil der Dreiecksflachg an der Qua-

dratfliche betrigt etwa 46,4 %.

=~ (0,464.



Ma 10/12 m 3076 Aus (2) folgt Yabe = g,
ad
h=—.

abc=a’, bc=a (wegen a+0), ;

Durch Einsetzen in (1) folgt daraus

c-yetaye=c(a+0),

\E-(a+c)=c'(a+c),

¢c=1 (wegen ¢ +0), also a=b.

Das Gleichungssystem 1st losbar, wenn

¢=1und a = b ist.

Wir fuhren eine Probe fir ¢ = b =3 und

¢ = 1 durch:

(1) y1* +43:3-12 =3-1+12
1+3=3+1,4=4

(2)m-ja—,x/_=\/3_.

Ma10/12m3077 Esseienn—1,n n+1
drei aufeinanderfolgende natiirliche Zah-
len mit n = 2; dann gilt (n — 1)?
+ni+(n+1)?=k3 n>—3n*+ 3n
—1+n*+n*+3n2+3n+1=4k3,
Ind+6n=k?* 3n-(n*+2)=Kk> Die Ku-
bikzahl k* muB also durch 3 teilbar sein;
das trifft fur die Kubikzahlen 27, 216, 729,
. zu. Es entfdllt 27, da 3n-(n?+2) =27,
also n-(n*+2)=9, fir n=2 bereits
12 >9 ergibt. Fiir k° =216 erhalten wir
In-(n*+2)=216 bzw. n-(n*+2)=172.
Diese Gleichung wird fir n =4 erfiillt;

denn 4- 18 = 72. Die Losung lautet somit
P+4+5=27+64+125=216=6".

Na/Te 10/12 m467 Die  Periodendauer
der Schwingung kann mit der Gleichung
fur die Periodendauer eines Federschwin-
gers berechnet werden. Sie lautet

T=2m 4/, wobei T die Periodendauer,

m die schwingende Masse und k die Fe-
derkonstante (sie gibt die Kraft an, die not-
wendig ist, um die Feder um 1 m zu deh-
nen) bedeuten. Betrigt die Dichte der
schwingenden Flussigkeitssdule g und der
Querschnitt der Rohre A4, so ergibt sich als
Masse fur die Saule m=1-4-p. Zur Be-
rechnung der Federkonstanten: Senkt man
den Meniskus in einem Schenkel um Al so

hebt er sich 1m anderen auch um Al Mit

F
k=—A—lergibt sich k=2-4-g-p.

In die Gleichung fir die Periodendauer

eingesetzt, erhalt man 7T =2n \/2—1 Setzt
g
man die vorgegebene Linge ein, so ergibt

sich T=14s.

Na/Te 10/12 m 468 Sind Spannung U,
Widerstand R und Zeit ¢ gegeben, so er-
zeugt ein elektrischer Strom die Wirme

Q= Uz-if. Beachtet man, daB bei der

Spannung U; in ¢+ 120s die gleiche

Warme erzeugt wird, wie in ¢ bei der Span-

nung U,, so erhilt man:

f = U?-120s
UI- U

Werte ein, so erhidlt man r= 13 min 11s.

Setzt man die gegebenen

Losung zur Sprachecke:

Ala Zur Zahl 1989 ist von links und
rechts je eine Ziffer hinzuzuschreiben, so

dal die erhaltene sechsstellige Zahl durch
88 teilbar ist.

Losung: Es seien x und y die zu ergdnzen-
den Ziffern und x1989y = z die gesuchte
Zahl. Laut Aufgabe gilt 88 | x1989y = z. Da
88 =8-11 und ggT (8, 11)=1 ist, folgt
88|z, wenn 8|z und 11|z Auf Grund der
Teilbarkeitsregeln fiir 8 und 11 muB 8|89y
und 11|(y—9+8-9+ 1~ x) gelten, so
daB man zunichst y = 6 schlieBt und damit
6—-9+8—-9+1—x=—(x+3) errechnet.
Folglich kann nur x = 8 richtig sein. Tat-
sachlich ist 819896:88 = 9317. Man hat 8
vor 1989 zu schreiben und an die entstan-
dene Zahl noch 6 anzuhidngen, damit die
so gefundene Zahl z=819896 durch 88
teilbar 1ist.

A2 A Zahlenpolygon

In die leeren Kreise sind die Zahlen 8 — 16
—20—-22-33—-35—-39—-41—-45 - 47
so einzusetzen, daB3 man fur jede Seite des
Siebenecks die Summe 114 erhalt. Daruber
hinaus gilt: C+ H+ M =114,

Losung: B=135 D=45 E=41, F=20,
H=39 1I=22 J=33 L=8 M=47,
N = 16.

A 3 o Untersuchung von Quadraten
Hier sind drei ungewohnliche Quadrate:
412, 332 836°. Was ist an ihnen ungewohn-
lich? (Ein Hinweis: Suche nach neuen
Quadratzahlen in den Zahlen, die du bei
der Berechnung der jeweiligen Quadrate
erhaltst.)

Losung: 412 =1681,16 = 4% und 81 =92 4
und 9 sind selbst Quadrate; 33? = 1089,
9801 = 992; 836% = 698 896,

rickwirts gelesen ergibt sich wieder eine
Quadratzahl.

Losungen zu:
In freien Stunden - alpha-heiter

Leistungsfahiges Domino-Sextett
Benutzte Dominosteine:

) G G G B0 feel

Mogliche Lagerungen:

15 Meter im Quadrat
Wegen 15:3 ist jedes Beet Sm lang und
wegen 15:10 ist es 1,50 m breit. Daraus er-

gibt sich: (5-2)-10-3=300 als Weg-
summe an den Lingsseiten. Hinzukom-
men wegen 1,50-2=33+6+9+12+ 15
+18+21+24+27=4-30+15=135
und 135+ 10-10=235 und 135+ 20-10
=335, 300+ 135+ 235+ 335 =1005. Das
sind 1,005 km. Also stimmt die Meinung
von Herrn Ackermann.

Zum Knobeln
Tell e

Scharf nachgedacht

A O
@

O x

Wortspielereien
TausendfiiBler, Dreifelderwirtschaft, Drei-
eck, Zehner, Einschreiben, Dreispitz, Re-

vier, Tausendschonchen, Schlacht, Ge-
meinsamkeit, Zweisamkeit, Einsatz,
Tracht, Einschlag, Zweiachser, Vierzylin-
dermotor, Zweiteiler, Dreiangel, Achtlosig-
keit

Mathematisches Kreuzwortratsel
Waagerecht: 1. Dezimeter, 6. Acht, 7. Null,
9. Pol, 12. Abel (Niels Henrik), 14. Jahr,
15. Ideal.

Senkrecht: 1. Diagonale, 2. Zahl, 3. mm
(Millimeter), 4. Thue (Axel), 5. Rollkurve,
8. Lot, 10. Teil, 11. Wald, 13. Id, 14. Ja.

Holzchentrick

Flichenverwandlung mittels Legespiel
Die zusitzlich in Klammern angegebenen
MapBe lassen sich mit dem Satz des Pytha-
goras und den Flacheninhaltsformeln von
Parallelogramm und Quadrat berechnen.

Sinnvoll getauscht
[T

s G| ! B K E

E|lG RI|O SIS
T E[(N|A|TI|U R|L
LICHEZ‘AHL

Wieviel Flichen hat dieser Korper?
16 Flachen

Losung zu: Gut studiert? Heft 1/90

Betrachtet man z. B. nur den Punkt P mit
den vier Strecken von P zu den Eckpunk-
ten des Rechtecks, so ergeben sich vier
Dreiecke mit den Fldcheninhalten A zp,
Agcp, Acpp, Apap- Mit den Bezeichnungen
des Bildes waren dies

A+ A;, Ag+ A5+ Ag+ Ay, A, + Ay, A,.
Wie sich zeigen laBt (siehe auch alpha-
Wettbewerb Aufgabe Ma 6 m 2963 oder im
angegebenen Beitrag, Aufgabe 1) gilt (1)
beziiglich Punkt P

(A + A7) + (A + Ag) = A3+ (Ay + As + Ay
+ Ay), (2) bezuglich Punkt Q

(A1 + Ag) T (A, + Ag) = As + (A5 + Ay + A
+ A4,). Durch Addition von (1) und (2) er-
hilt man die Behauptung a) und z.B.
durch entsprechende Subtraktion die Be-
hauptung b).



Die Rostocker

Wohl jeder hat von der berihmten astrono-
mischen Uhr am Altstidter Rathaus In
Prag gehort oder sie sogar gesehen. Weni-
ger bekannt ist, daB auch wir bedeutende
offentliche Uhren mit astronomischer An-
zeige besitzen. Ich nenne nur die wohl al-
teste original weiltgehend erhaltene astro-
nomische Uhr Europas in Stralsund, die
Rathausuhr in GOrlitz und die Rostocker
Monumentaluhr in der Marienkirche. Von
ihr soll im folgenden die Rede sein.

Im Jahre 1472 vollendete der in Danzig
(Gdansk) wohnende Hans Diringer die
Kunstuhr in Rostocks Hauptkirche. Mit
ihrer Hohe von 12 Metern, ihren astrono-
mischen und kalendarischen Anzeigen,
ihrer technischen Realisierung und kiinst-
lerischen Gestaltung und ihrem Erhal-
tungszustand ist sie heute eine der bedeu-
tendsten mittelalterlichen astronomischen
GroBuhren auf der Erde.

Nach 170 Jahren wurue ule gouscne unr
Duringers 1641/43 griindlich iiberholt, um
ein Musikwerk ergidnzt und mit einem Re-
naissancerahmen versehen.

Nach der Einfihrung des Pendels als
Gangregler bei Uhren (Christian Huygens,
1657) und der Erfindung der Hakenhem-
mung (Robert Hooke, 1676) wurde die Ro-
stocker Uhr 1710 von der ursprunglichen
Spindel-Waag-Hemmung auf die noch
heute vorhandene Pendel-Haken-Hem-
mung umgebaut.

Die griindlichste Restaurierung ihrer Ge-
schichte erlebte diese Uhr 1974/77. Sie
wurde im Auftrage des Instituts fiir Denk-
malpflege der DDR von dem Metallrestau-
rator Wolfgang Gummelt vorgenommen.
Seither ist sie mit allen ihren Werken und
Anzeigen wieder in Funktion.

Die Rostocker Uhr zeigt eine Dreiteilung,
die sich auch bei anderen astronomischen
GroBuhren findet (u.a. Strasbouig, Miin-
ster, Liibeck, Lund, Danzig): Uber der in
der Mitte liegenden Uhrscheibe befindet
sich ein Figurenspiel, darunter eine Ka-
lenderscheibe.

Der Zifternring auf der Uhrscheibe zeigt
zweimal die Ziffern von I bis XII. Er wird
von dem stabformigen Stundenzeiger ein-
mal in 24 Stunden umrundet. Einen Minu-
tenzeiger besall diese Uhr nie. Konzen-
trisch zum Stundenring befinden sich auf
der Uhrscheibe die Ringe der Tierkreiszei-
chen und der Monatsbilder.

Koaxial mit dem Stundenzeiger drehen
sich zwei libereinanderliegende Scheiben:
Die Sonnenscheibe einmal im Jahr, und
die unter ihr befindliche Mondscheibe ein-
mal wihrend eines siderischen Monats
(27,32 Tage). Im Zusammenspiel dieser
beiden Scheiben wird in einer kreisformi-
gen Offnung in der Sonnenscheibe die je-
weilige Mondphase sichtbar. Da sich glei-
che Mondphasen nach einem synodischen
Monat wiederholen (29,53 Tage), miissen
die Scheiben nach dieser Zeit wieder die
gleiche Stellung zueinander haben. An den
beiden Scheiben befindet sich je ein Zeiger
mit einem Mond- bzw. Sonnenbild. Sie
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zelgen aie >tellung von Mond und Sonne
im Tierkreis. Der Sonnenzeiger gibt aubBer-
dem den jeweiligen Monat an.

Die Rostocker Uhr besitzt als einzige in
der DDR eine Kalenderscheibe. Die jetzige
ist die vierte in ihrer Geschichte (1472,
1643, 1745, 1885) und reicht bis ins Jahr.
2017. Sie gibt zweil Gruppen von kalendari-
schen Anzeigen: Die einen sind dem jewei-
ligen Datum (Tag und Monat) zugeordnet
(Tagesbuchstabe, kirchlicher Tagesname,
Zeit des Sonnenaufgangs, Dauer von Tag
und Nacht); die anderen sind einem be-
stimmten Jahr fest zugehorig (Goldene
Zahl, Sonntagsbuchstabe, Sonnenzirkel,
Romerzinszahl, Zeitraum zwischen Weih-
nacht und Fastnacht, Ostertermin). Diese
letzteren miussen fiir die nidchste Scheibe
ab 2018 weitergeschrieben bzw. neu be-
rechnet werden.

Aus der Vielzahl der Anzeigen greife ich
nur ein Beispiel heraus: Tages- und Sonn-
tagsbuchstaben (Buchstabenfolge A ...G)
bilden einen ,ewigen Kalender®. Er gestat-
tet, den Wochentag fur jedes beliebige Da-
tum zwischen dem 1.1. 1885 und dem
31.12. 2017 zu ermitteln. Dafiir ein Bei-
spiel: Auf welchen Wochentag fillt der
1. Januar 2001, der erste Tag des 21. Jahr-
hunderts?: Der Tagesbuchstabe jedes 1. Ja-
nuar ist A. Das Jahr 2001 hat den Sonn-
tagsbuchstaben G, d. h. in diesem Jahr sind
alle Tage mit dem Tagesbuchstaben G
Sonntage. A ist in der genannten Buchsta-
benfolge der Nachfolger von G. Also ist der
1.1. 2001 ein Montag.

Zu jeder vollen Stunde ertont bei dieser
Uhr der Stundenschlag, und daran an-
schlieBend wird ein beliebig einstellbares
Musikstiick gespielt. Mittags um 12 Uhr
wird der Figurenumlauf auf dem Aufsatz
oberhalb der Uhrscheibe ausgelost.

Vom Hauptwerk (sieche Zeichnung) dieser
Uhr, das die Drehung des Stundenzeigers
und der beiden Scheiben bewirkt, werden
weitere vier Werke gesteuert: Das Schlag-
werk, das Musikwerk, das Figurenwerk und
das Kalenderwerk. Bis auf letzteres werden
alle diese Werke taglich von Hand aufgezo-
gen — die Arbeit des Kiisters Siegfried En-
gel. Versucht einmal, die Schwingungs-
dauer des Uhrpendels zu berechnen, wenn
auller den Zahn- bzw. Triebstreckenzahlen
der Zahnriader und Latementriebe bekannt
ist, dall sich der Stundenzeiger in 24 Stun-
den einmal im Uhrzeigersinne dreht. Nutzt
die so ermmittelte Schwingungsdauer um zu
priifen, wie die Zeiten fiir eine Drehung
von Sonnen- und Mondscheibe von den
Werten flir das tropische Jahr (365,
2422 Tage) und den siderischen Monat
(27, 3217 Tage) abweichen. In welcher

Richtung drehen sich die Scheiben?
Ich habe nichts tiber die kiinstlerische Aus-

gestaltung des UhreniduBeren gesagt. Am
besten, Ihr seht Euch auch das bei nichster
Gelegenheit in der Rostocker Marienkir-
che selbst an. Sie ist Dienstag bis Sonn-
abend von 10.00 bis 12.00 und von 15.00
bis 17.00 zu besichtigen. M. Schukowski
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