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10 Jahre Olympiaden
Junger Mathematiker der DDR

Hans-Ulrich Schwarz:

Ich war Teilnehmer der 1. Olympisde Junger
Mathematiker der DDR
(27. 4. 1962 — Olympiadeklasse 10, EOS)

In diesem Jahr wird die X. Olympiade Junger
Mathematiker der DDR durchgefiihrt. Grund
also, ein bescheidenes Jubilium zu feiem
bzw. einen Blick zuriick zu tun. An meiner
Entwicklung vermag man zu erkennen, wie
bedeutungsvoll eine Teilnahme und ein gutes
Abschneiden sein kénnen.

Geboren 1946 in Achelstidt, einem kleinen
Dorf des Kreises Arnstadt, eingeschult in
Isserstedt bei Jena, umgeschult an die West-
schule in Jena, delegiert an die EOS ,,Grete
Unrein‘ in Jena, hatte ich bis in die 10. Klasse
kaum mehr mit Mathematik zu tun als die
iibrigen Schiiler meines Jahrgangs. Es sei
denn, man hielte das Verfahren meines Vaters,
mich als ,,Versuchskaninchen* bei der Er-
probung von Mathematikarbeiten fir- seine
Klasse einzusetzen, fir eine Forderung. Ar-
beitsgemeinschaften, Spitzenzirkel, Spezia-
listenlehrginge usw. gab es damals noch
nicht.

Mein 1. Platz beim Kreisausscheid der
1. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
in der Klassenstulfe 10 war deshalb eine
Uberraschung auch fiir mich. Anfangs etwas
tastend und sporadisch, spiter, nachdem ich
auch beim Bezirksausscheid und beim DDR-
Ausscheid Bester der Klassenstufe geworden
war, immer bewuBter und intensiver begann
ich, mich mit der im allgemeinen als sprode
verschrieenen Mathematik zu beschiftigen.
Praktisch im Selbststudium arbeitete ich
etliche mathematische Werke durch. Ver-
stindnisvolle Unterstitzung fand ich bei
meinen Lehrern und meinen Eltern.

Im folgenden Jahr beteiligte ich mich in der
Klassenstufe 12, obwohlicherst die 11. Klasse
besuchte. Dies geschah nicht aus Uberheb-
lichkeit, aber ein DDR-Ausscheid wurde
damals nur fir die Klassen 10 und 12
durchgefiihrt. Ich hoffte, so unter ,.ferner
liefen‘* iibér die einzelnen Stufen bis zum
DDR-Ausscheid zu kommen. Die dabei
gewonnenen Erfahrungen sollten mir dann
im nachsten Jahr von Nutzen sein. DaB es
anders kam, daB ich nicht nur auf Kreis-
und Bezirksebene, sondern auch in Berlin

den 1. Platz belegen wiirde, das hat niemand
vorausgesehen. Die Freude war natirlich
riesengroB. Von allen Seiten kamen Gratu-
lationen, zahlreiche Zeitungen brachten mein
Bild mit entsprechenden Wirdigungen. Ich
gehérte auch zu der Mannschaft, die unsere
Republik bei der V. IMO in der VR Polen
vertrat. Da die mathematischen Wettbewerbe
damals bei uns keine solchen Traditionen
besaBen wie beispielsweise in der Unga-
rischen VR oder der UdSSR, war es bereits
ein Erfolg, als wir mit drei 3. Preisen zurick-
kehrten. Die Tage in der VR Polen waren
natiirlich erlebnisreich. Interessant war auch
das Zusammentreffen mit Jungen Mathe-
matikern der sozialistischen Lander. Mit
einigen schloB ich enge Freundschaft, stehe

Vor 10 Jahren: Hans-Ulrich Schwarz nimmt
die Urkunde: 1. Preis in der Klassenstufe 10,
EOS (Siegerfeier in Jena) entgegen

Heute: Dr. Hans-Ulrich Schwarz, Diplom-
Mathematiker an der Friedrich-Schiller-Uni-
versitit, z. Z. Ehrendienst in der NVA

noch in brieflicher Verbindung, und es kam
auch zu gegenseitigen Besuchen.
Selbstverstindlich beteiligte ich mich als
Schiiler der 12. Klasse an der IIl. Olympiade
Junger Mathematiker der DDR. Wieder be-
legte ich in allen drei Stufen den 1. Platz.
An der IMO in Moskau konnte ich aber
leider nicht teilnehmen, denn ich war in-
zwischen Student geworden. Einer Anregung
der Jungen Welt folgend, hatte sich der
damalige Direktor des Mathematischen In-
stitutes der Friedrich-Schiller-Universitét in
Jena, Herr Professor Dr. Kerstan, entschlos-
sen, mich als Mathematikstudent zu imma-
trikulieren, obwohl ich noch kein Abitur
besaB. Dieses Beispiel hat meines Wissens
nicht viel Nachfolger gefunden. Damit ich
den Stoff des ersten Semesters besser auf-
holen konnte, driickte mir Prof. Dr. Kerstan
den ,,Fichtenholz*“ in der Ursprache in die
Hand. Dadurch besserten sich nicht nur
meine mathematischen, sondern auch meine
Russisch-Kenntnisse. Natiirlich, leicht war
es nicht, mit den andren gleichzuziehen und
wieder zur Spitze zu gehdren. Aber ich
schaffte es, und das ,,Karl-Marx-Stipendium**
war mein Lohn.

Von den drei Spezialrichtungen Kybernetik,
Wabhrscheinlichkeitsrechnung und  Funk-
tionsanalysis, die in Jena zur Wahl standen,
gefiel mir die letzte am besten. Unter der
Anleitung von Prol. Dr. Pietsch kam ich hier
zum erstenmal mit Forschungsthemen in
Beriihrung. 1968 fertigte ich meine Diplom-
arbeit itber Normideale an. In meinem Stu-
dienjahr war auch Lutz Bernhardt, der 1963
ebenfalls Mitglied der DDR-Mannschalt bei
der IMO in der VR Polen war. Er hatte sich
dann fir die Spezialrichtung Kybemetik
entschieden. Im 4. Studienjahr griindete er
einen Studentenzirkel mit dem Ziel, ein
Programm fiir den Rechenautomaten ZRA 1
aufzustellen, mit dem man Stundenplane
aufstellen kann. Das Programm sollte den
Verantwortlichen die verzwickte und lang-
wierige Puzzelei abnehmen und optimale
Losungen bringen. Das ist uns auch recht
gut gelungen. Nicht nur die Arbeit in diesem
Zirkel machte uns allen SpaB, eine Studien-
reise nach Grusinien, die wir mit dem
Universitétspreis als Auszeichnung erhielten,
war ein unvergeBliches Erlebnis.
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Nach AbschluB des Studiums arbeitete ich
in Jena an der Sektion Mathematik als
Assistent. Im Herbst 1969 trat ich meinen
Ehrendienst bei der NVA an. In meiner
Freizeit konnte ich die abschlieBenden Arbei-
ten an meiner Dissertation durchfiihren. Zur
Verteidigung im Juni 1970 erhielt ich von
meiner Einheit Sonderurlaub. Meine Doktor-
arbeit handelt ebenfalls von Normidealen.
Nach meiner Entlassung werde ich wieder
an der Universitit in Jena titig sein.

Zum AbschluB eine Aufgabe (sie ist vielleicht
typisch fiir mein Fachgebiet, sie 3Bt erken-
nen, wie auch hier elementare Hilfsmittel
angewendet werden konnen):

94691 Man beweise fiir beliebige positive
Zahlen a, b, p die Ungleichung

zp—H‘i<a+b

TS
(Das Gleichheitszeichen gilt fiir a=b.)

oces - Alrth] Selbra 2

Peter Beckmann:

Ich war Teilnehmer der 1. Olympiade Junger
Mathematiker der DDR
(27. 4. 1962 — Olympiadeklasse 10, OS)

Zum zehnten Mal wetteifern Tausende Schii-
ler unserer Republik bei der Mathematik-
Olympiade, ermitteln die Besten der Schulen,
Kreise, Bezirke und der DDR. TIhr Wettbe-
werb ist spannend und auch anstrengend
wie ein sportlicher. Es siegt, wer das groBte
Wissen und die besten Nerven hat, so wie
im Sport der siegt, der die groBte Kondition
hat und nervlich stark ist.

Uns Teilnehmern der I. Olympiade Junger
Mathematiker der DDR ist es nicht mehr
vergonnt, unsere mathematischen Fihigkei-
ten und Fertigkeiten im ,sportlichen* Wett-
bewerb zu messen. Die weitaus meisten ,,Pio-
niere* der Mathematik-Olympiaden nutzen
heute diese Fihigkeiten in der tdglichen
Arbeit, 16sen technische, 6konomische sowie
auch rein mathematische und theoretisch-
physikalische Probleme, bilden Schiiler und
Studenten aus. Vielen half die Teilnahme an
den Olympiaden bei der Berulswahl, sie
studierten Mathematik. So wandte sich bei-
spielsweise mein Interesse mehr und mehr
dieser eleganten Wissenschalt zu, nachdem
ich erfolgreich bei den Olympiaden mitge-
stritten hatte, wihrend ich mich zuvor be-
sonders mit Naturwissenschaften beschaftigt
hatte, vor allem chemische Experimente
machte und den Wunsch hatte, einmal Che-
mie zu studieren. Die Mathematik-Olympiade
1962 gab dabei den Ausschlag Wie bereits
im Vorjahr bei der Stadtolympiade Leipzigs
hatte ich in der Stadt und im Bezirk gute
Platze belegt und erreichte vollig unerwartet
beim Republikausscheid den 1. Platz der
10. Klasse fir Schiiler der polytechnischen
Oberschule. Seitdem war es mein Wunsch,
Mathematiker zu werden.
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In den folgenden drei Jahren erlernte ich
in einer Abiturklasse den Berul eines Che-
mielaboranten. Ich nahm auch weiterhin an
den Mathematik-Olympiaden teil. Zu dieser
Zeit begann eine systematische Vorbereitung
in Zirkeln und Lehrgingen, insbesondere auf
die Bezirks- und Republikausscheide. Das
in diesen Vorbereitungszirkeln Gelernte war
noch in den ersten Studienjahren eine wesent-
liche Hilfe.

1965 begann ich schlieBlich ein Mathematik-
studium an der Karl-Marx-Universitit in
Leipzig, und seit September 1970 bin ich als
wissenschaltlicher Assistent an der Sektion
Mathematik titig. Dabei blieb ich mit der
,;Olympiade-Bewegung“ verbunden, war Zir-
kelleiter in Mathematik-Lagern, die vom
Bezirkskabinett fiir auBerunterrichtliche Ti-
tigkeit Leipzig organisiert wurden, war Kor-
rektor bei Bezirks- und Republik-Olympia-
den und leite jetzt einen Zirkel fiir die besten
Schiiler der 10. und 11. Klassen des Bezirkes
Leipzig. Ein ganzes System solcher Zirkel
hat die FDJ-Organisation unserer Sektion
als Jugendobjekt iibernommen. Den Olympia-
den und den damit verbundenen Zirkeln
messen wir eine groBe Bedeutung bei, schlieB-
lich braucht unser Staat auch in den nichsten
Jahren und Jahrzehnten viele Mathematiker,
ebenso werden sich die anderen Wissenschal-
ten immer mehr der Mathematik bedienen
miissen.

Vor 10 Jahren: Peter Beckmann, 1. Preis-
triger der Klassenstufe 10, OS (Siegerfeier
in Jena)

Heute: Diplom-Mathematiker Peter Beck-
mann, Karl-Marx-Universitit Leipzig, bei
einem Vorlrag vor Jungen Mathematikern
des Bezirks Leipzig
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Euch Jungen Mathematikern wiinsche ich viel
Freude an unserer Wissenschalt und Erfolg
im Mathematikunterricht und in der auBer-
unterrichtlichen Arbeit, auBerdem mochte
ich Euch noch eine Aufgabe stellen:

84692 In ecinem pythagoreischen teiler-
fremden Zahlentripel g, b, ¢ sei a die ungerade
und b die gerade Zahl. Dann 148t sich das

Tripel darstellen durch
(1) pb=q _P+a’
a=pq,d= ,C=
Pq 2 2
mit p>q>0,

wobei p und g teilerfrernd und beide ungerade

sind, oder durch

2 a=m?—n?, b=2mn, c=m?+n? mit
m>n>0, ‘

wobei m und n teilerfremd sind und eine der

beiden Zahlen gerade ist. Man driicke nun

das Paar p, g durch das zugehorige m. n aus

und umgekehrt.

fihetTs elesmas.

Bei den Internationalen Mathematik-
olympiaden

von Schiilern der DDR errungene Preise
2. Preis 3. Preis

IMO 1. Preis

1. (1959) - — —
1. — — —
1L -
Iv. —

—

Ln)NLa-il

'

XL —
XIL (1970) 1

-

Aus dem ,,MathematikbeschiuB* vom
17. Dezember 1962 zitiert

,,Die Olympiaden Junger Mathematiker sind
ein wirksames Mittel zur Weckung des Inter-
esses aller Schiiler an der Mathematik und
zur Auswahl und Forderung befahigter Schii-
ler. Damit tragen sie wesentlich zur Verbes-
serung der mathematischen Bildung bei.
Die Forderung erfolgreicher Teilnehmer der
mathematischen Olympiaden und anderer
mathematisch befihigter Schiiler ist eine
gemeinsame Aulgabe der Schule und der
Volksbildungsorgane, der Mathematischen
Gesellschaft der DDR, der Wissenschaftler
der Hoch- und Fachschulen, der wissen-
schaftlich-technischen Kader der Betriebe und
Forschungsstitten sowie der gesellschaft-
lichen Organisationen.“



10 Jahre
Weltraumflug

,, Tiefbewegt schaute ich in die fiir mich unge-
wohnte neue Welt und war bemiiht, alles zu
sehen und mir einzuprigen. Erstaunlich klar
und kalt erblickte ich durch die Bordlenster
die Sterne. Zu ihnen war es noch weit — so
weit! —, und dennoch schienen sie von der
Bahn des Raumschilles ,,Wostok“ aus ndher
zu sein als von der Erde. Natiirlich geht es
hier nicht um einige hundert Kilometer, die
im " Vergleich zu den Lichtjahren, die uns
von den Sternen trennen, wie ein Tropfen
im Ozean sind. Vielmehr handelt es sich
um das Prinzip: Der Mensch hat die Schwer-
kraft der Erde iiberwunden und ist in den
Weltraum vorgestoBen.* J. A. Gagarin

J. A. Gagarin vor dem Start am 12. 4. 1961

Vor 10 Jahren, am 12. April 1961, gingen
die Triume und Pldne des russischen Ge-
lehrten Ziolkowski in Erfullung: Juri Alexe-
Jewitsch Gagarin startete an diesem Taée mit
dem Raumschiff Wostok I, umkreiste als
erster Mensch die Erde einmal auf einer Kreis-
bahn in 327 km Hohe und landete danach
wieder auf der Erde.

In diesem Beitrag wollen wir uns nicht mit
den Phasen des Starts, der Landung und der
Kursinderung eines Raumflugkorpers be-
schiftigen, in denen zumindest teilweise die
Raketentriebwerke arbeiten. Wir wollen je-
doch die Phase des Umlaulens eines Raum-
flugkorpers oder Himmelskorpers um einen
Zentralkorper (Erde, Mond, Sonne, Stern),

in der die Raketentriecbwerke nicht brennen,
mittels geeigneter physikalischer Gesetze ver-
stehen lernen. Allerdings konnen wir mit
den Mitteln der Schulmathematik nur Spe-
ziglfalle der physikalisch moglichen Um-
ldufe durchrechnen, némlich kreisformige Be-
wegungen.
Bei unseren Rechnungen werden Zahlenrie-
sen und auch Zahlenzwerge eine Rolle spie-
len. DaB Zahlenriesen, wie 17 300 000 000 000,
sich mittels einer Zehnerpotenz in der Form
1,73 - 10'? schreiben lassen, iiberblicken wir.
DaB sich auch Zahlenzwerge, z. B.
0,000 000 000 003 84, nach einer erweiternden
Potenzdefinition in der gleichen Form schrei-
ben lassen, wollen wir auf moglichst ein-
fachermn Wege verstehen lernen.
An der Tabelle

10*=10-10-10-10

10*°=10-10-10

102=10-10 Ten,
lesen wir ab: Auf der linken Seite der aufge-
schriebenen Gleichungen vermindert sich
von Zeile zu Zeile der Potenzexponent um
1. Die Zahlen der rechten Seite entstehen in
der angegebenen Reihenlolge jeweils durch
Division mit 10 auseinander. Durch Bei-
behalten dieser Vorschrift ist die aufgefiihrte
Tabelle wie folgt zu erginzen:

10! =10
10° =1
10"=L
10
10-1=L
10-10
-3_ 1
10-10-10

Fiir den letzten Teil der so erhaltenen Tabelle
kann geschricben werden:
1

o-1=L
10!
10-2=-L
102
10-2=-L
10°

Wie fiir die Basis 10, so lassen sich derartige
Tabellen auch fir jede von 0 verschiedene
reclle Zahl a auflstellen. Deshalb wird fest-
gelegt:

Definition: Ist n eine beliebige natiirliche Zahl
und a eine von O verschiedene reelle Zahl,

so soll gelten a_"=al’. Durch diese Delini-

tion werden die Potenzen mit negativen
ganzzahligen Exponenten und von 0 ver-
schiedener Basis erklirt. Fiir den oben ange-
gebenen Zahlenzwerg gilt zunéchst:
0,000000000003 84= >34

101 2
Wegen ——— 10~ gilt deshalb
1012

0,000 000000 003 84=13.84- 10" '2. Natiirlich
konnte man statt 3,84 - 107'2 auch z B.

38,4 - 107 '3 oder 384 - 10~ '* schreiben. Wir
wollen jedoch vereinbaren, dal der vor der
Zehnerpotenz stehende Faktor stets zwischen
1 und 10 liegen soll.

Bei physikalischen Betrachtungen spiclen
statt Zahlen meistens GroBen eine Rolle.
Um auch beim Aulschreiben von GréBen
Bruchstriche zu vermeiden, wird die eben
angegebene Delinition fiir Potenzen mit
negativen ganzzahligen Exponenten im er-
weiternden Sinne auch auf MaBeinheiten
angewendet. So wird z B., wenn [ir Se-
kunde die Abkiirzung s benutzt wird, statt

1—2 auch s~2 geschrieben. Und fiir die Ge-
s

schwindigkeiten2 370" und 0,037"?rrl schrei-
S

ben wir 2,37 - 10°m - s~ ! bzw.
87:-10"2km-h~L

Aufgaben:

Ala Sputnik I, der erste kiinstliche Erd-
trabant, wurde am 4. 10. 1957 in der Sowjet-
union gestartet. Er umkreiste die Erde ge-
nidhert mit konstanter Geschwindigkeit aufl
einer Kreisbahn in der Hohe 588 km iiber
der Erdoberfliche in jeweils T=1h 35 min
einmal. Der mittlere Erdradius betrigt
6371 km.
Wie groB war die Bahngeschwindigkeit v
von Sputnik I?
Die Antwort finden wir mit der Formel s=vt
fiir eine kreisformige Bewegung mit konstan-
ter Geschwindigkeit v. Wird der Bahnradius
mit r bezeichnet und wird als spezieller Weg
der Umlang u=2nr der Kreisbahn gewihlt,
so ist die zugehorige Zeit die Umlaufzeit T.
Bei dieser Wahl folgt aus s=v-t die Formel
(1) 2nr=vT (n=3,14159...)
Mit r=6371 km + 588 km = 6959 km und
T=1h 35min=5700s folgt aus (1) v=
7667m-s™ . Sputnik 1 durchlief seine Bahn
mit der Geschwindigkeit 7,67 - 103m - s~ !=
7,67km - s™ 1,
Tatsidchlich wich die Bahn von Sputnik I
etwas von einer Kreisbahn ab. Bei seinem
Flug niherte sich Sputnik I auf seiner ebenen
Bahn bei jedem Umlauf der Erdober(liche
bis auf 288 km und entfernte sich anschlie-
Bend jeweils wieder auf 947 km. Also bewegte
sich Sputnik I auf ciner ebenen Bahn, die
sich dem Erdmittelpunkt bis aul 6599 km
nihert und sich von ihm bis aul 7318 km
entfernt. Nach fast 1400 Erdumkreisungen
verglithte Sputnik I nach 92 Tagen in der
Erdatmosphire. Da der erdnichste Bahn-
punkt nur 228 km von der Erdoberfliche
entfernt war, wurde Sputnik 1 infolge der
in dieser Hohe noch relativ dichten Erd-
atmosphire merklich abgebremst. Wegen
des Energieverlustes niherte er sich langsam
immer mehr der Erdoberfliche, um schlieB-
lich beim Eintauchen mit hoher Geschwin-
digkeit in noch dichtere Schichten der Erd-
atmosphire zu vergliihen.
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Bei den folgenden Betrachtungen werden wir
den EinfluB der Lufthiille des Zentralkorpers
auf einen Raumflugkorper unberiicksichtigt
lassen. Unter dieser Bedingung kann ein
Raumschiff seinen Zentralkorper, sofern das
Raumschiff bei seinem Flug nicht in den
Anziehungsbereich anderer Himmelskorper
kommt, fast unbegrenzt olt umkreisen. Fiir
die Erde ist die erste Bedingung in guter
Niherung bereits erfiillt, sofern ein Raum-
schill sich der Erde nicht mehr als bis auf
etwa 200 km nihert. Fiir den Mond ist die
erste Bedingung durchweg erfiillt, da er keine
Atmosphire besitzt. Von Versuchen auf der
Erdoberfliche wissen wir: Um einen Kér-
per zu zwingen, sich aufl einer Kreisbahn
gleichformig (mit konstanter Bahngeschwin-
digkeit) zu bewegen, muB auf ihn stets eine
auf den Kreismittelpunkt gerichtete Kralt
wirken, die Zentripedalkraft Z genannt wird.

Hat der auf der Kreisbahn bewegte Korper
die Masse m, ist r der Radius seiner Bahn
und ist v seine Bahngeschwindigkeit, so ist
die GroBe der Zentripedalkraft bestimmt

2

durch: (2) Z=m”7.

Wird die Masse m in Kilogramm (kg), die
Geschwindigkeit v in Meter pro Sekunde
(m - s™") und der Radius r in Meter (m) ge-
messen, so ergibt sich gemidB Formel (2)
die Zentripedalkralt in der Einheitkg-m-s~2
Diese Krafteinheit nennt man zu Ehren des
englischen Physikers Isaak Newton (1643 bis
1727) das Newton (N): IN=1kg - m - s~ 2
Spiter werden wir durch Losen der Aulgabe 3
den Zusammenhang zwischen der Kraft-
einheit Newton (N) und der uns wohlbe-
kannten Krafteinheit Kilopond (kp) kennen-
lernen: 1 kp=9,81 N.

A2A Der Mond bewegt sich in guter
Niherung auf einer Kreisbahn mit Radius
r=2384400 km = 3,844 - 10° km um die Erde.
Seine Umlaufzeit! betrigt T=27,32d (d—
Abkiirzung fiir Tag) und seine Masse m=
7,347 - 10?2 kg, Berechne die Zentripedal-
kraft, die gemiB Formel (2) auf den Mond
einwirkt! Durch Umstellen von (1) nach v
ergibt sich v=2—"f.

T

Durch Einsetzen dieses Terms fiir v in (2)

3) Z=M
T2

folgt:

Mit den fir Radius r, Masse m und Umlauf-
zeit T gegebenen Werten ergibt sich ge-
miB (3) Z=2,00-10°N.

Der Mond ist nicht durch ein Seil an die
Erde gekettet, durch das diese riesige Kralt
iibertragen werden kann. Dennoch nahm
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Isaak Newton vollig berechtigt an, daB auf
den Mond eine Kraft der errechneten GroBe
wirken muB, die aul die Erde zu gerichtet
ist

Allgemein erkannte Isaak Newton, daB zwei
»gendhert punktformige* Massen M und m
sich stets gegenseitig mit gleich groBen Krif-
ten anziehen. Jede der Anzehungskrilte F
hat die Richtung der Verbindungsstrecke
beider Korper. Sie ist gegeben durch:

@ F=k? (Gravitationsgesetz)

Dabei ist r der Abstand der beiden Massen
und k ist eine Konstante, die sogenannte
Gravitationskonstante. ,,Genihert punktfor-
mig“ bedeutet, daB die rdumliche Ausdeh-
nung der Massen M und m erheblich kleiner
als ihr Abstand r ist

Die Formel (4) hat auch noch Giiltigkeit,
wenn ecine der beiden Massen ,genihert
punktformig“ ist und die andere die Gestalt
einer Kugel mit konstanter Dichte? hat.

Die in Formel (4) vorkommende Konstante k
kann durch entsprechende Messungen aul
der Erdoberfliche bestimmt werden. Da die
zwischen Massen an der Erdoberfliche aul-
tretenden Anzichungskriifte im allgemeinen
sehr klein sind, werden diese Kriifte meist
nicht bemerkt Zu ihrer Messung sind des-
halb #uBerst empfindliche Versuchsanord-
nungen ndtig. Richarz und Krigar-Menzel
(1896) benutzten zur Bestimmung der Gravi-
tationskonstanten zwei Bleikugeln mit den
Massen M =158 kg (Radius 149 cm) und
m=0,73 kg (Radius 2,5 cm), die sich, sofern
ihre Mittelpunkte 20 cm von einander ent-
fernt sind, gegenseitig mit der Kraft F=1,92 -
10N anzichen. GemiB Formel (4) ist
aus diesen Angaben die Gravitationskon-
stante berechenbar. Die Gravitationskon-
stante k hat den Wert:

(5) k=6,670-10"''N-m?-kg~2.
A3a Die Erde ist gendhert eine Kugel mit
dem Radius r=6,371 - 10° km und der Masse
M=5979 - 10** kg. Mit welcher Kraft wird
ein.an der Erdoberfliche liegender Korper
der Masse 1 kg von der Erde angezogen?
Durch Einsetzen der gegebenen Werte in (4)
ergibt sich unter Beriicksichtigung von (5)
F=981N. Da laut Definition die Masse
1 kg an der Erdoberfliche® von der Erde
mit der Kraft 1 kp angezogen wird, gilt,
wie bereits oben angegeben, I kp=9.81N.
Mit den erworbenen Kenntnissen verstehen
wir nunmehr auch, warum ein ,genihert
punktférmiger“ Kdrper der Masse m einen
als ruhend angenommenen Korper der Masse

M, der ebenfalls ,,gendhert punktformig™ ist
oder die Gestalt einer Kugel mit durchweg
konstanter Dichte hat, auf einer Kreisbahn
mit konstanter Geschwindigkeit umlliegen
kann: Die Rir die Kreisbewegung notwen-
dige Zentripedalkraft muB gleich grofl mit
der Anziehungskraft beider Massen sein:
Z=F. Laut Formel (3) und (4) ist diese
Bedingung dquivalent mit
An’mr_ ka

T2 P2

Durch Umformen folgt hieraus

6) kMT =dn?*r.
Hierin sind n die Kreiszahl, k die Gravita-
tionskonstante, M die Masse des Zentral-
korpers, T die Umlaufzeit des Korpers der
Masse m um den Zentralkérper und r der
Radius der Bahn des K&rpers der Masse m.
Als Besonderheit sei vermerkt: In der Glei-
chung (6) kommt die Masse m des umlaufen-
den Korpers nicht vor. Selbstindig 16sen
wir mittels Formel (6) die beiden folgenden
Aufgaben:
A4a Durch die vollautomatische sowje-
tische Mondsonde Luna XVI wurde mit
minimalem &konomischem Aufwand und
ohne Gefdhrdung von Menschenleben Mond-
gestein zur Erde transportiert. Vor der Lan-
dung auf dem Mond umkreiste Luna XVI
in der Zeit zwischen dem 17. und 20. 9. 1970
voriibergechend den Mond in einer Hohe
von 110 km iiber der Mondoberfliche. Der
Mondradius betriigt 1,738 - 10° km und die
Mondmasse M =7,347 - 10?2 kg Berechne
aus diesen Angaben die Umlaufzeit von
Luna XVI aul der angegebenen Bahn!

AS5Aa Die Sonne hat die Masse M =1,985 -
10%° kg Ein Raumschifl umfliege die Sonne
auf einer Kreisbahn in 'T=2584. Auch die
Erde umkreist die Sonne in 365,244 genihert
aufl einer Kreisbahn einmal. Berechne fiir
Raumschiff und Erde jeweils den Bahnradius!
Berechne weiterhin fiir beide Korper gemiB
Formel (1) die Bahngeschwindigkeit v!
Erganzend sei mitgeteilt: Die Gleichung (6),
aul die wir uns beim Losen der jetzigen
Aufgaben stiitzten, ist dquivalent mit der
Forderung, daB Gravitationskraft und Zen-
tripedalkraft einander gleich sind. Also gilt
fiir die der Zentripedalkraft entgegenge-
setzte Zentrifugalkralt: Fiir einen seinen
Zentralk6rper auf einer Kreisbahn umflie-
genden Trabanten heben sich Zentrifugal-
kraft und Anzichungskraft einander auf.
Juri Gagarin war der erste Mensch, der die
Erde im Zustand der Schwerelosigkeit und
auBerhalb der Lufthiille umkreiste! -



Isaak Newton konnte auf Grund des von
ihm erkannten Gravitationsgesetzes die all-
gemeine Bahn berechnen, auf der sich ein
Korper um seinen als ruhend angenomme-
nen Zentralkorper bewegt. Diese Bahnen
erwiesen sich als identisch mit den Schnitt-
linien von Kegelminteln mit Ebenen. Die
geschlossenen unter diesen Bahnen werden
Ellipsen genannt. DaB sich die Planeten auf
Ellipsen um die Sonne bewegen, hatte bereits
vor Newton der deutsche Astronom Johannes
Kepler (1571 bis 1630) aul empirischem Wege
erkannt. Kreise wiederum sind spezielle El-
lipsen. Nur diesen Fall der Kreisbewegung
konnten wir gemeinsam behandeln!

Bisher haben wir den Zentralk6rper immer als
ruhend angenommen.

Nach dem Gravitationsgesetz ist diese An-
nahme hdchstens ndherungsweise berechtigt.
Merkliche Abweichungen zur Formel (6)
treten aul, wenn die Masse des Trabanten
nicht sehr klein gegeniiber der Masse des
Zentralkérpers ist. Wiirde man z B. aus
dem Bahnradius r=3,844 - 10° km und der
Umlaufzeit T=2732d des Mondes um die
Erde gemiB Formel (6) die Masse der Erde
als jetzigen Zentralkorper berechnen, so
wiirde man statt M =598 - 10?* kg den Wert
6,05 - 102* kg erhalten. Der so erhaltene
Wert wire um die Mondmasse 0,07 - 10** kg
zu groB. DaB diese Abweichung aultreten
muB, ergibt sich aus [olgenden Betrachtun-
gen:

Sofern sich im Raum bzw. im betrachteten
Raumteil nur zwei Korper der Massen M
und m befinden, wirkt nach dem Gravita-
tionsgesetz auf beide Korper eine Kralt.
Es kann sich also keiner der beiden Korper
in Ruhe befinden. Eine spezielle Bewegung
zweier Korper der Massen M und m wollen
wir kennenlernen: Dabei sollen sich beide
Korper gleichférmig aul in einer Ebene
liegenden konzentrischen Kreisen um den
gemeinsamen Mittelpunkt S$* so bewegen,
daB der Punkt S in jedem Zeitmoment auf
der Verbindungsstrecke beider Korper bzw.
ihrer Mittelpunkte liegt. Insbesondere durch-
laufen dann beide Korper ihre Bahn in der
gleichen Zeit T.

GemiB Formel (3) sind dann die auf beide
Korper wirkenden Zentripedalkrilte gegeben

2 2
45 MR bzw. durch Z =M.
TZ m TZ

durch Z =
M

Nach Formel (4) ist die auf beide Korper

wirkende Gravitationskraft gegeben durch
F=kMm_

(R+r)?

Damit die betrachtete Bewegung moglich
ist, muB F=Z,,=Z_ gelten. Durch Einsetzen
und mittels einfacher Umformungen folgt
hieraus

(7Y MR=mr und

(8) KM +mT2=4n*(R+r)>.
Mittels der Gleichung (8) ist es moglich,
aus dem Abstand R+r beider Korper bzw.
ihrer Mittelpunkte und ihrer gemeinsamen
Umlaufzeit T die Summe M +m ihrer Mas-
sen zu berechnen. Mittels der Gleichung
(7) 16sen wir die folgenden Aufgaben selb-
stindig:

A64 Die Masse der Erde betrigt M=
5979 - 10** kg und die des Mondes m=
7,347 - 10%% kg Im Mittel betrdgt der Ab-
stand der Mittelpunkte beider Korper
3,844 - 10° km. Berechne hieraus die Lage
des Bewegungszentrums S des Erde-Mond-
systems! Die Erde ist gendhert eine Kugel
mit dem Radius 6,371 - 10° km. Welche Lage
hat der Punkt S in bezug auf die Erdober-
fliche?

A7a Um die Erde mit der Masse M

=5,979 - 10%* kg bewege sich ein Raumschiff Die Kosr

der Masse m=1400 kg auf einer Kreisbahn
mit dem Radius 6600 km und dem Mittel-
punkt §. Welchen Abstand besitzt der Punkt
S vom Mittelpunkt der Erde?

H. Busch/W. Triger

! Es handelt sich hier um die in der Astro-
nomie als siderische Umlaufzeit bezeichnete
Zeit. Sie ist zu unterscheiden von der syno-
dischen Umlaufzeit (29,53d), die zwischen
zwei gleichen Mondphasen verstreicht.

2 Als weitere Verallgemeinerung ist mog-
lich: Der kugellormige Korper besteht aus
konzentrischen Kugelschalen mit jeweils kon-
stanter Dichte.

3 Da die Erde nur in erster Naherung eine
Kugel ist, gilt diese Definition exakt nur fiir
Orte der Erdoberfldche mit bestimmter geo-
graphischer Breite, ndmlich unter 45° geo-
graphischer Breite.

4 Aus Griinden, auf die hier nicht einge-
gangen werden kann, wird das Zentrum §
beider Bahnen als Schwerpunkt der Massen
M und m bezeichnet.

.....

S
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Wer lost mit?
alpha— Wettbewerb

Letzter Einsendetermin 1. Juli 1971

Teil 1: Auswahl von Aufgaben aus
Olympiaden Junger Mathematiker der DDR

*5*647 An einem Tische sitzen sieben
Schiiler. Einer hort auf den Vornamen Fred,
einer heiBt Willi, vier heiBen Lutz, und einer
heiBt Christian. Weiter wissen wir nur, dal
unter ihnen zwei Briider mit dem Familien-
namen Scheibner, einer mit dem Zunamen
Franke und vier Schiiler mit dem Namen
Schulz sind.

a) Von wem koénnen wir mit Sicherheit Vor-
und Zunamen angeben?

b) Warum muB er so heiBen?

*5*%648 Aus 36 gleich groBen Quadraten
soll durch Aneinanderlegen ein Rechteck
gebildet werden.

a) Wieviel Losungsmoglichkeiten gibt es?
(Bei jeder moglichen Losung sollen simtliche
Quadrate verwendet werden.)

b) Welches der moglichen Rechtecke hat den
kleinsten Umfang?

*6*649 In ciner Mobelfabrik wurde die
Produktion von Tischen monatlich um 10
Tische gesteigert. Die Jahresproduktion be-
trug 1920 Tische. Wieviel Tische wurden im
Juni und wieviel im Dezember hergestellt?

*6 * 650 Zu Beginn des Schuljahres kaufte
Heinz zwei verschiedene Sorten von Heften;
die eine kostete 8 Pf, die andere 15 Pl pro
Stiick. Er zahlte fir 12 Hefte zusammen
1,31 M. Wieviel Hefte kaufte er von jeder
Sorte?

*7*651 In einem Haus mit 28 Fenstern
sollen einige fehlende Fensterladen beschafft
werden, so daB an jedem Fenster zwei Laden
vorhanden sind. Einige Fenster haben noch
zwei Liden; bei der gleichen Anzahl von
Fenstern fehlen beide, der Rest hat je einen
Laden. Wieviel neue Fensterliden braucht
man? Begriinde die Antwort!

* 7 * 652 Auf einer Exkursion fuhren mit
Autobussen genau 319 Schiiler, auf einer
anderen genau 232. In jedem der Autobusse,
die auf beiden Exkursionen {uhren, saB genau
die gleiche Anzahl Schiiler. Ermittle diese
Anzahl! (Wir setzen dabei voraus, daB in
jedem Autobus mehr als ein Schiiler saB3.)

*8 * 653 Jemand wirfelt mit » Wirfeln
bei einem einzigen Wur{l zusammen die
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Augenzahl 3n+4, und zwar zeigte dabei
jeder Wiirfel die gleiche Augenzahl. Man
efmittle simtliche Werte von n, fir die das
moglich ist.

* 8 * 654 Die Fischer Adam, Bauer, Chri-
stiansen und Dahse (abgekiirzt 4, B, C, D)
wigen nach dem Fischen ihre Ausbeute und
stellen fest:

a) D fing mehr als C.

b) A und B fingen zusammen genau so viel
wie C und D zusammen.

¢) A und D fingen zusammen weniger als
B und -C zusammen.

Ordne die Fangergebnisse a, b, ¢, d der
Fischer A4, B, C, D der GréBe nach! (Beginne
mit dem gréBten Ergebnis!)

*9 * 655 Bei einem Spiel verstecken drei
Schiilerinnen Anna, Brigitte und Claudia in
ihren Handtaschen je einen Gegenstand,
und zwar einen Ball, einen Bleistift und eine
Schere. Dieter soll feststellen, wer den Ball,
wer den Bleistift und wer die Schere hat. Auf
seine Fragen erhalt er folgende Antworten,
von denen verabredungsgemiB nur eine
wahr, die anderen aber falsch sind:

a) Anna hat den Ball.

b) Brigitte hat den Ball nicht.

¢) Claudia hat die Schere nicht.

Wer hat den Ball, wer den Bleistift und wer
die Schere?

*9 * 656 Bei einem Schachturnier mit 8
Teilnehmern spielt jeder gegen jeden genau
eine Partie. Am Ende des Turniers haben alle
Teilnehmer verschiedene Punktzahlen erzielt.
Der Spieler auf dem zweiten Platz hat genau
so viele Punkte gewonnen wie die letzten
vier zusammen. Dabei erhilt man fiir einen
Sieg 1 Punkt und fiir ein Unentschieden

% Punkt. Wie endete die Partie zwischen den

Spielern, q'ie den 4. bzw. den 6. Platz be-
legten?
* 10 * 657 Es sei ABC ein rechtwinkliges
Dreieck mit der Hypotenuse AB. Ferner sei r
der Radius desjenigen im Innern dieses Drei-
ecks liegenden Halbkreises, dessen Durch-
messer auf der Hypotenuse 4B liegt und der
die Katheten AC=b und BC=a beriihrt.
Es ist zu beweisen, daBl dann stets

1 1.1

e
r a

i,
p ®

*10*658 In den Klassen 5 bis 8 einer
Schule gibt es 300 Schiiler. Von ihnen lesen
regelmaBig

genau 120 Schiler die Zeitschrift ,, Techni-
kus*, genau 90 Schiiler die Zeitschrift ,,Froh-
lichsein und Singen*, genau 180 Schiiler die
Zeitschrift ,,Die Trommel*, genau 60 Schiiler
die Zeitschriften ,,Die Trommel* und ,,Tech-
nikus*, genau' 16 Schiiler die Zeitschriften
,,Technikus“ und ,,Fréhlichsein und Singen*’,
genau 24 Schiller- die Zeitschriften ,,Froh-
lichsein unﬂ Singen* und ,,Die Trommel*,
genau 6 Schiiler alle drei genannten Zeit-
schriften.

I. a) Wieviel Schiller lesen genau eine dieser
Zeitschriften regelmaBig?

b) Wieviel Schiiler lesen keine dieser Zeit-
schriften regelmaBig? :

II. Losen Sie die Aufgabe allgemein, indem
Sie die Schiilerzahl mit s bezeichnen und die
abrigen angegebenen Zahlen der Reihe nach
durch die Variablen a bis g ersetzen!

Teilnehmer der DDR-Olympiade 1970
stellen Aufgaben

* 9 * 659 Gegeben seien die beiden ratio-
nalen Zahlen

a=100‘°°+1 d bZIOO”»!—l

100%° +1 100%°4-1
Es ist zu entscheiden, ob a<b, a>»b oder
a=b gilt.

Roland Wolter, EOS Lucas Cranach,
Wittenberg- Piesteritz, Klasse 10

* 10/12 * 660 Es sci a eine positive reelle

Zahl. Es ist zu entscheiden, ob das Glei-
chungssystem

X XgXs=a', (N

X, +x3+Xx,+x6=3a, 2)

X3+ x5=2x, 3

X\ Xp Xy =a @)

eine Ldsung hat, wobei keine der Zahlen

Xy, X5, X3, X4, X5, X DEgAtiV ist.
Bernhard Worel, Antonin-Zapotocky-0S,
Neubrandenburg, Klasse 10

In Heft 4/70 (Seite 86) wurden beide Schiiler
nicht richtig eingeordnet. Mit den beiden
Namen und den zugehorigen Fotos stellen
wir diese zwei erfolgreichen Teilnehmer vor,
d. Red.

Bernhard Worel

Roland Wolter




Teil 2: Wettbewerbsaunfgaben

W 58661 In der ersten Etage eines kleine-
ren Hotels befinden sich mehrere Gistezim-
mer, die alle mit fortlaufenden Zimmer-
nummemn versehen sind. Addiert man diese
Zimmernummemn, so erhilt man 95. Die
Summe aus der ersten und letzten, zweiten
und vorletzten Zimmernummer -— und so
fort — ergibt stets 19. Wieviel Giistezimmer
befinden sich in dieser Etage? Welche Num-
mern tragen diese Zimmer?

Guido-Gerald Blosfeld, Halle, K1. 5

W 58662 Die abgebildete Figur (MaBe in
mm) stellt das Netz eines Behilters dar,
in dem hochwertige Instrumente versandt
werden. Bestimme das Volumen des Behil-
ters (in dm®)! Die Wandstirke des verwen-
deten Materials bleibe unberiicksichtigt.

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

500

400

W 68663 Die MaBzahlen der Kantenldn-
gen (gemessen in cm) eines Quaders seien
natiirliche Zahlen; sein Rauminhalt betrage
270 cm>, und die Summe der MaBzahlen
aller Kantenlidngen betrage 80 cm. Fiir die
Kantenldngen a, b und c gelte ferner a<b <c.
Es sind die Kantenlingen des Quaders zu
bestimmen! Sch.

W 68664 Welche natiirlichen Zahlen a er-
fiillen die Ungleichung

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

W 7w665 Unter welchen
nimmt der Term
alb—c)—blc—a)+cla—b)
a-b+c
den Wert Null an, wenn keine der Variablen
mit Null belegt werden darfl und nicht alle
drei Variablen untereinander gleich sein

sollen? StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Bedingungen

W 7a666 Kann cin regelmiBiges Tetra-
eder einen quadratischen Schatten werfen,
wenn die einfallenden Lichtstrahlen parallel

. verlaufen und senkrecht auf die Bildebene

auftreffen? Schiiler Uli Klaus, Erfurt

84667 Es ist zu beweisen, daB fiir alle
positiven reellen Zahlen a und b mit a+b die
Ungleichung
b atb_a _ a
b—a a
erfiillt ist K.

W8 w668 Je ein Bleistift, Lineal,” Radier-
gummi, Kurvenschablone, Rechenstab, Zei-
chendreieck und Zirkel sind so auf die Schiiler
Lutz, Martina, Peter, Rainer und Rita ver-
teilt, daB jeder Schiiler mindestens einen die-
ser Gegenstiinde besitzt. Wie sind diese
Gegenstinde verteilt, wenn die folgenden
Aussagen dieser Schiiler siimtlich wahr sind?
(1) Rainer: ,Wenn ich den Zirkel habe, so
habe ich auch den Bleistift.*

(2) Lutz: ,Ich besitze den Rechenstab nicht
und Rainer hat den Zirkel.“

(3) Martina: ,,Wenn ich das Zeichendreieck
habe, so habe ich auch den Rechenstab.“

(4) Rita: ,Ich habe das Lineal oder ich habe
den Radiergummi.“

(5) Martina: ,Peter hat das Zeichendreieck
oder Rita hat den Radiergummi.*

(6) Peter: ,Ich habe das Zeichendreieck und
ich habe das Lineal.” T.

W8um669 Es sind alle geordneten Paare

garizer Zahlen zu ermitteln, fiir die die fol-

genden drei Bedingungen erfiillt sind:

1. Die erste Zahl eines jeden Paares ist klei-

ner als 3.

2. Die Summe der beiden Zahlen eines jeden

Paares ist groBer als 2,

3. Die Differenz aus der ersten und der zwei-

ten Zahl eines jeden Paares ist positiv.
Sektion Mathematik der Technischen

Hochschule Karl-Marx-Stadt

94670 Es sind alle reellen Zahlen x anzu-
geben, fir die
log,(log,(log, x))=0 gilt.
Sektion Mathematik der Technischen
Hochschule Karl-Marx-Stadt

WO9e671 a)Es ist ein Dreieck ABC aus
CD=h,=4 cm, CE=s,=42 cm, BF=h,
=6 cm zu konstruieren.

b) Welche Beziehungen miissen zwischen
den gegebenen GroBen k., s, und h, erfillt
sein, damit das Dreieck ABC aus diesen
Stiicken konstruierbar ist? K.

W 9 a672 Essind alle reellen Lésungen des
Gleichungssystems
x+y+z=232 (1)

SUfl Sory, 6316 Skikurtuch, Schluusingr S 128 | | Wenss

Polytechnische Oberschude Sbikurtach, Klasse 5 =

Pridika: e
[ | Loy e ———

2x+y+z_x+3y+z_x+y+4z @
2 3 4

zu ermitteln. Baurat h. c. Dipl.-Ing.

: Dr. Max Skalicky, Wien

W 10/12 @673 Es sind alle natiirlichen Zah-
len x anzugeben, fir die die Gleichung
[ x+2 ]=4 erfiillt ist.
45—x ,
Bemerkung: Ist z eine reelle Zahl, so versteht
man unter [z] die groBte ganze Zahl, die
nicht groBer als z ist. Es gilt also z B.

R

W 10/12m 674 Es sei ABCD ein Rechteck
mit den Seitenlingen AB=a und BC=b.

Es soll die Linge x des Lotes, das von dem
Eckpunkt A des Rechtecks auf die Diagonale
BD gefdllt ist, berechnet werden. T.

In eigener Sache

Am 31. 12. 1970, dem EinsendeschiuB fiir
Heft 5/70, lagen iiber 6000 Losungen vor.
Nun beginnt fiir die Redaktion, sie besteht
aus dem Chefredakteur und der Redaktions-
assistentin F. Lehmann (s. Foto), die Arbeit.
Wir brauchen rund 40 Arbeitsstunden, um
die StoBe von Einsendungen beim Postamt
(Postfach) abzuholen, zu 6ffnen, die L6sun-
gen zu entfalten, und endlich nach dem
letzten Einsendetermin nach Nummern zu
sortieren. Die Mathematikfachlehrer G.
Schulze (Herzberg), W. Unze (Leipzig) und
J. Lehmann (Chefredakteur) beginnen dann
mit der Korrektur. Die Redaktionsassistentin
erhalt nach ca. 3 Wochen die angefertigten
Antwortkarten, wertet sie statistisch aus, und
dann gehen die Karten iiber das Hauptpost-
amt Leipzig zum Einsender. Das ist ein hartes
Stiick Arbeit, denn daneben gilt es die
nichsten Hefte fiir den Satz vorzubereiten,
Autoren zu gewinnen fiir neue Beitrige,
Leserpost zu beantworten (jdhrlich ca. 1500
Briefe), Leserkonferenzen und technische
Besprechungen zu fGhren, soll doch jedes
neue Heft so gestaltet sein, dafl es mit Inter-
esse studiert wird. Red. alpha

-
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Luther steht bei seiner Bibeliiberset-
zung wiederholt vor der Aufgabe,
Sachverhalte mit Worten beschreiben
zu miissen, die es in der deutschen
Sprache bis dahin noch nicht gab.
Ahnlich geht es Diirer bei der Abfassung seiner Werke.
Erstmals benutzt er den Begriff ,,unendlich* im
mathematischen Sinn und schreibt ,,eyn vnentliche
zal*. Durch Ubernahme des Wortes ,,punktus* aus
dem Lateinischen geht mit dem Begriff auch das
Wort ,,Punkt* in den deutschen Sprachgebrauch ein.
Weniger nachhaltig waren seine Ubersetzungsver-
suche fiir konvex und konkav mit eingebogen und
ausgebogen. Auch seine Wortprigung Barlini fiir
parallele Geraden hat sich nicht eingefiihrt. Fiir ,,.kon-
struieren** benutzt er das bei Bauhiitten gebrauchliche
Wort ,,reiBen‘ oder ,,aufreiBen“. Ein Kreis heiBt
bei Diirer ,.cirkellini und ein Rechteck ,,ablange
fierung“. Die von ihm vorgefiihrten Fiinfeck- und
Neuneckkonstruktionen mit ,,unverriicktem** Zirkel
stammen offensichtlich aus den Rezeptsammlungen
mittelalterlicher Bauhiitten. Ferner finden sich in der
»,Underweysung“ Umwandlungen von Dreiecken in
flichengleiche Rechtecke. Diese werden konstruktiv
mit dem Hoéhensatz oder dem Lehrsatz von Pythagoras
in flichengleiche Quadrate iibergefiihrt. Zur K onstruk-
tion der dabei erforderlichen rechtwinkeligen Dreiecke
wird, wie auch in der heutigen Schulgeometrie, der
Lehrsatz des Thales verwendet.

Kreisquadratur und Kreisrektifikation sind fiir Diirer
zwei voneinander unabhingige Problemstellungen.
Wihrend er zur Umfangsbestimmung den Bruch

% als Naherungswert fiir = benutzt, setzt er bei

der Flichenbestimmung % ‘als Faktor zu dem Qua-

drat des Kreisradius. Fiir die Kugel gibt er folgende
Beschreibung: ,,Aber kein vollkumenes Korpus ist /
das allenthalbe gleicher ist dann ein Kugel.* Ferner
wird eine exakte Konstruktion regelmiBiger Fiinf-
und Zehnecke vorgefiihrt, die sich bereits bei Ptole-
mius nachweisen 140t.

Entsprechend dem Vorbild in Euklids ,,Elementen‘
geht Diirer in seinem Werk auf die fiinf Platonischen
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Korper ein. Er schreibt: ,,Zum dritten sind Corpora,
die allenthalben gleich sind, von Feldern, Ecken und
Seiten, die der Euklides corpora regularia nenht; der
beschreibt ihrer fiinf, darum dass ihr nit mehr kiinnen
sein, die in eine Kugel, darin sie allenthalben anriihren,
verfasst miigen werden.*

Er gibt Darstellungen dieser fiinf reguliren Korper
in zugeordneten Normalrissen. Ohne friiheres Vor-
bild sind die zugehorigen Netze.

Grund- und AufriB eines Ikosaeders
mit einem Bild des Netzes

Bei dieser Gelegenheit behandelt er auch die zur
Erdglobenherstellung aktuelle Netzabwicklung der
Kugel in 16 Bogenzweiecke. Zu den dreizehn existie-
renden halbreguliaren konvexen (archimedischen) Poly-
edern fiihrt er in der ersten Auflage von sieben und
in der zweiten Auflage von neun solchen Korpern die
Beschreibung mit Darstellung der Netze an. Unter
ihnen findet sich z. B. das aus 12 reguldren Fiinfecken
und 20 regulidren Sechsecken bestehende Ikosaedron
truncum, welches als Vorlage unseres heutigen Fern-
sehfufiballs diente. Als schmiickendes Beiwerk findet
sich ein abgestumpftes Polyeder z. B. in dem bekannten
Kupferstich ,,Melancholie” aus dem Jahre 1514.
Sehr aufschluBreich fiir Diirers kiinstlerisches Schaf-
fen sind seine Ausfithrungen zu den Kegelschnitten
und zur Perspektive. Da es sich hierbei um die erste
deutschsprachige Auseinandersetzung mit diesen Ge-
genstinden handelt, ist das Werk auch fiir die Ge-
schichte der Mathematik von auBerordentlichem
Interesse.

Bei Einfithrung der Kegelschnitte geht er anschaulich
konstruktiv von Grund- und AufriB eines Drehkegels
aus, den er mit einer zweitprojizierenden Ebene
schneidet. Durch unterschiedliche Festlegung des
Neigungswinkels der schneidenden Ebene gegen die
Basis gelangt er zu den drei Kegelschnittarten Ellipse,
Parabel und Hyperbel. Die Bezeichnungen sucht er
durch die deutschen Worte Eilinie, Brennlinie und
Gabellinie zu ersetzen. Er schreibt einfiithrend hierzu:
,,Die alten haben, angetzeigt /| das man dreyerley
schnydt durch ein kegel mag thun.*



Als Entdecker der Kegelschnitte gilt der Grieche
Menaichmos, welcher um 350 v.u.Z. lebte. Die Wort-
prigungen Ellipse, Parabel und Hyperbel gehen auf
Apollonius (250 bis 200) zuriick und bezeugen tiefere
Einsichten in die Erzeugungsvileisen der Kegelschnitte.

Elliptischer Schnitt eines Drehkegels

Aus Diirers Wortschopfung ,,Eilinie* fiir Ellipse
spricht die irrige Annahme, daB die Ellipse in ihren
Hauptscheiteln verschieden stark gekriimmt sei und
daher nur eine Symmetrieachse besitze. Dieser Irrtum
findet bei der Darstellung von Tor- und Fenster-
bégen, die in Vertikalebenen beziiglich der Bildebene
liegen, zeichnerisch seinen Niederschlag. Die in der

zweiten Auflage veroffentlichten Konstruktionen zur
Bestimmung der wahren Gestalt von Kegelschnitten
mittels Umlegungen tragen bereits den Charakter
eines neuzeitlichen Lehrbuches. Auf Brennpunkte
und Fokaleigenschaften der Kegelschnitte geht er
nur fiir den Fall der Parabel ein. Auch die als Zeichen-
hilfen wichtigen Scheitelkriimmungskreise von Kegel-
schnitten und Asymptoten der Hyperbel behandelt
Diirer nicht. Weitere Impulse zur Belebung der Lehre
von den Kegelschnitten geben spiter Kepler und
Newton durch ihre Entdeckungen auf dem Gebiet
der Himmelsmechanik. An anderer Stelle fiihrt die
konstruktive Entwicklung eines Torbogens aus einem
Halbkreis auf eine halbe Ellipse. Das hierbei ange-
wandte Konstruktionsverfahren stellt eine affine

Parabolischer Schnitt eines Drehkegels, Darstellung der Parabel
mit Brennpunkt
Affine Transformation eines Halbkreises

Transformation dar. Wenn es auch Diirer hierbei
nicht bewuBt wurde, eine Ellipse gezeichnet zu haben,
so verdeutlicht uns das Bild recht einprigsam, wie
bei ihm der mathematische Begriff einer affinen
Abbildung in der Anlage schon vorhanden war.
(Fortsetzung folgt in Heft 4/71.) E. Schrider
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Was ist
eine Funktion?
Teil 2

2. Der allgemeine Begriff einer Funktion

Es ist unschwer zu sehen, daB im Beispiel 3
(siehe Helt 6/70, S. 124/125) fir jeden der 28
Tage des Februars ein bestimmter Dienstha-
bender [estgesetzt ist. Mit anderen Worten,
die Menge der Februartage wird auf die
Menge der Jungen abgebildet, die den Dienst
unter sich auflgeteilt haben. Man kann ver-
einbaren, mit dem Buchstaben x einen belie-
bigen Februartag und mit y=f(x) den
Diensthabenden am Tage x zu bezeichnen.
Es liegt kein Grund vor, die Abbildung
Tag x—y=Diensthabender am Tag x
nicht mit Recht eine Funktion zu nennen
und diese Abbildung in der Form

y=f(x) zu schreiben.
Wir werden eine beliebige Abbildung f einer
Menge E auf eine Menge M eine Funktion
mit dem Definitionsbereich E und dem Werte-
vorrat M nennen.

-

Abbildung von £ in M

VergeBt nicht, daB wir, wenn wir von einer
Abbildung f einer Menge E aufeine Menge M
sprechen, dabei meinen, daB y= f(x) fir
Jjedes x aus E und nur fiir x aus dieser Menge
definiert ist, wihrend der Wert y der Funk-
tion y notwendig der Menge M angehdort
und jedes y aus dieser Menge Wert der Funk-
tion f fir wenigstens einen Wert des Argu-
ments X ist.

Ist nur bekannt, daB die Werte der Funktion
f notwendig der Menge M angehoren, ohne
daB behauptet wird, daB jedes Element
dieser Menge ein Wert der Funktion f ist, so
sagt man, die Funktion bilde ihren Defini-
tionsbereich E in die Menge M ab, oder,
die Abbildung f sei eine Abbildung der
Menge E in die Menge M.

Man muBl somit die Bedeutung der Aus-
driicke ,,Abbildung auf die Menge M*
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und ,,Abbildung in die Menge M*
streng auseinanderhalten.*
Von der Abbildung
X —»lVl
beispielsweise kann man sagen, sie sei eine
Abbildung von R El R, man kann aber nicht
sagen, daB dies ,.cine Abbildung von R auf R“
ist. -
Vom rein logischen Standpunkt aus ist am
einfachsten der Fall, daB der Definitionsbe-
reich der Funktion endlich ist. Es ist klar, da8
eine Funktion, deren Definitionsbereich aus
n Elementen besteht, nicht mehr als n ver-
schiedene Werte annehmen kann. Durch
Funktionen, die auf endlichen Mengen defi-
niert sind, werden also Abbildungen endlicher
Mengen auf endliche Mengen realisiert.
Solche Abbildungen bilden einen der Unter-
suchungsgegenstinde eines wichtigen Zwei-
ges der Mathematik, der Kombinatorik (siche
Aulgaben 8, 11, 18, 19).
Beispiel 4. Wir wollen Funktionen betrach-
ten, deren Definitionsbereich die aus zwei
Buchstaben 4 und B bestehende Menge
M={A4, B}
ist und deren Werte derselben Menge ange-
horen, d. h. Abbildungen der Menge M in
sich.
Solcher Funktionen gibt es insgesamt vier.
Wir geben sie durch eine Tabelle vor:
x  Six) folx) fi(x) folx)
A A B A B
B A B B A
Die Funktionen f, und f, sind konstant: der
Wertevorrat jeder dieser Funktionen besteht
aus einem einzigen Element.
Die Funktionen f, und f, bilden die Menge

- M auf sich ab. Die Funktion f; kann man

durch die Formel

[3(x)=x
wiedergeben. Es handelt sich hierbei um
die identische Abbildung: jedes Element der
Menge E wird aul sich selbst abgebildet.
Um die Erklirung der Bedeutung des ,,Funk-
tions“begrifls selbst abzuschlieBen, haben
wir nur noch darauf hinzuweisen, daB die
zur Bezeichnung der ,unabhidngigen Ver-
anderlichen”, d. h. eines beliebigen Elements
des Delinitionsbereichs, und der ,,abhingigen
Verinderlichen“, d. h. cines beliebigen Ele-
ments des Wertevorrats, getroffene Buch-
stabenwahl vollig unerheblich ist. Durch
die Schreibweisen

xbfx, EbE vy,

S =y=yx, f©)=n=/¢,

SW=x=y
wird ein und dieselbe Funktion f definiert, die
eine nichtnegative Zahl aul ihre (mit posi-
tivem Vorzeichen genommene) Quadratwur-
zel abbildet. Unter Benutzung dieser Schreib-
weisen erhalten wir

=1, f{#=2; f(9=3 usw.

* Es sei noch bemerkt, daB man jede Abbil-
dung ,aul* auch Abbildung ’E nennen

kann, aber nicht umgekehrt.

3. Umkehrbare Funktion
Die Funktion y= f(x)
heiBt umkehrbar**, wenn sic jeden ihrer
Werte ein einziges Mal annimmt. Von der
Art sind die Funktionen f4(x) und f,(x) von
Beispiel 4. Die Funktionen f;(x) und f5(x) von
Beispiel 4 dagegen sowie die Funktionen
der Beispiele 1,2 und 3 sind nichtumkehrbar.
Um von einer beliebigen Funktion zu bewei-
sen, daB sie nichtumkehrbar ist, geniigt es,
irgend zwei Argumentwerte x; +x, aufzu-
weisen, fiir die

S(x)= f(x,) ist.
Im Beispiel 3 braucht man nur zu bemerken,
daf Petja sowohl am 1. als auch am 5. Fe-
bruar Dienst hat. Daher ist die Funktion
von Beispiel 3 nicht umkehrbar.
Beispiel 5. Die Funktion f

xby= —\/;
ist umkehrbar. Sie ist auf der Menge R, der
nichtnegativen Zahlen definiert. Ihr Werte-
vorrat ist die Menge

R_=(—00,0]
aller nichtpositiven Zahlen. Gibt man sich
ein beliebiges y aus der Menge R_ vor, so
kann man nach der Formel x=y? das zuge-
horige x finden.
Die Funktion g

y&x=y? fir y<0
ist die Umkehrfunktion (inverse Funktion) zur
Funktion f. Sie bildet die Menge R_ auf die
Menge R, ab. Wie bereits gesagt wurde,
kommt es auf die Wahl der Buchstaben zur
Bezeichnung der unabhingigen und der ab-
hangigen Verdnderlichen nicht an. Die Funk-
tionen f und g kann man in der Form

f) = —x fir x=0, '

g(x) = x* lir x<0
schreiben. In Abbildung 3 sind graphische
Darstellungen der zueinander inversen Funk-
tionen f und g wiedergegeben.

y y=f(x) y y=g(x)

5 N E

4 R D

IR (o

2 R 8]

IS A

ABCDODExX 172 3 45x
Beispiel 6. Die durch die Tabelle
X | A B CDE

y=fx) | 31 2 5 4

** Die Herkunft der Bezeichnung wird im
folgenden klar werden: eine Funktion ist
umkehrbar, wenn zu ihr eine Umkehrfunk-
tion existiert.



vorgegebene Funktion ist auf der Menge
der ersten fiinf Buchstaben des deutschen
Alphabets deliniert, wihrend ihr Wertevorrat
die Menge der ersten fiinf natiirlichen Zahlen
ist. Die Umbkehrfunktion g wird durch die
Tabelle

x 1 2 3 4 5
y=g) | B C A E D

gegeben. In Abbildung 4 sind diese Funk-
tionen graphisch dargestellt.

Wir geben jetzt exakte Definitionen f sei
eine Abbildung der Menge E auf die Menge
M. Wenn es zu jedem Element y aus der
Menge ein einziges Element x=g(y)
der Menge E gibt, fiir das f(x)=y
ist, so ist die Abbildung fumkehrbar, und y % x
heiBt die Umkehrabbildung (inverse Abbil-
dung) zur Abbildung f*** Die Umkehr-
barkeit einer Abbildung f bedeutet somit,
daB zu ihr eine Umkehrabbildung g existiert.

umkehrbare
Abbildung ven F auf M

umkehrbare

Abbiidung von £ in M
Die zu f inverse Abbildung wird gewohnlich
mit f ~! bezeichnet. Ist beispielsweise

f(x)=x3, soist f"(x)=i/;.

Da das Wort ,,Funktion® einfach ein Syno-
nym des Wortes ,,Abbildung” ist, haben wir
damit zugleich die Bedeutung des Ausdrucks
»Umkehrfunktion* definiert.

4 y
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Versucht selbst, das oben Gesagte zu wieder-
holen, indem ihr an Stelle des Wortes
~Abbildung* das Wort ,,Funktion* gebraucht.
Es ist klar, daB der Delinitionsbereich der
Umkehrfunktion f~! der Wertevorrat der
Funktion f und daB der Wertevorrat von
f ! der Definitionsbereich der Funktion f
ist.

*++ Derartige Abbildungen heiBen auch ein-
eindeutige Abbildungen von E aul M.

Abbildungen von A in 8

Abbildungen von A auf 8

Umkehrbare Abbidungen
wnAaouf 8 0

Umkehrbare Abbildungen
von A in 8

Die Umkehrfunktion der Umkehrfunktion
f ! ist die urspriingliche Funktion f:

U hHr=1r
Die Funktionen f und f~!
stets invers zueinander.
Beispiel 7. Es gibt Funktionen, die zu sich
selbst invers sind. Von_dieser Art sind die
Funktionen '

8 f)=x, b f@=1 o f=—.

Priift das nach! Graphische Darstellungen
dieser Funktionen sind in Abbildung 5 wie-
dergegeben. Bestiitigt, daB alle diese Funk-
tionsbilder zur Winkelhalbierenden des ersten
und dritten Quadranten, d. h. der Geraden
y=x, symmetrisch sind

Wir wollen die Bezichungen zwischen den
verschiedenen Arten von Abbildungen einer
Menge A aul eine Menge B und von A in
eine Menge B schematisch darstellen:

Wir erinnern nochmals daran, daB der Be-
grifl der Abbildung von A in B der allge-
meinste Begrifl ist. Fillt bei einer derartigen
Abbildung das Bild von 4 mit B zusammen,

sind somit

so spricht man von einer Abbildung von
A auf B.
Umbkehrbare Abbildungen heien auch noch
eineindeutige Abbildungen. Dieser Ausdruck
wird uns in Biichern hiufig begegnen.
In letzter Zeit hat die [ranzosische Termino-
logie auch in unserer Literatur Verbreitung
gefunden:
1) eine Abbildung von A auf B wird von den
Franzosen ,surjektiv* oder eine ,Surjek-
tion“ genannt;
2) umkehrbare Abbildungen von A4 in B
heiBen bei' ihnen ,injektiv‘ oder ,Injek-
tionen“,
3) umkehrbare Abblldungen von A4 aul B
heiBen nach der franzdsischen Termmologle
»bijektiv¢ oder ,,Bijektionen".
Wir weisen darauf hin, daB ein solcher
Reichtum an Ausdriicken iiberfliissig ist,
wenn man nur beim Gebrauch der Pripo-
sitionen ,,in“ und ,auf* Obacht gibt.

A. N. Kolmogorow
(In Heft 4/71 folgen Aufgaben zu diesem
Beitrag, d. Red.)

Wir sind sie
Wer aber ist die Partei?

Zum 25. Jahrestag der Griindung der SED

Sitzt sie in einem Haus mit Telephonen?
Sind ihre Gedanken geheim, ihre Entschliisse unbekannt?

Wer ist sie?
Wir sind sie.
Du und ich und wir — wir alle.

In deinem Anzug steckt sie, Genosse, und denkt in deinem Kopf.
Wo ich wohne, ist ihr Haus, und wo du angegriffen wirst,

Da kampft sie.

Zeige uns den Weg, den wir gehen sollen,
Und wir werden ihn gehen wie du, aber
Gehe nicht ohne uns den richtigen Weg,

Ohne uns ist er
der falscheste.’
Trenne dich nicht von uns!

Wir konnen irren, und du kannst recht haben, also

Trenne dich nicht von uns!

DaB der kurze Weg besser ist als der lange das leugnet keiner,

Aber wenn ihn einer weiB

Und vermag ihn uns nicht zu zeigen, was niitzt uns seine Weisheit?

Sei bei uns weise!.
Trenne dich nicht von uns!

Bertolt Brecht
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Die Mongolische Volksrepublik nimmt seit
1964 (aufler 1967) an den Internationalen
Mathematikolympiaden teil. Insbesondere
in den letzten beiden Jahren kam es zwischen
den Delegationsleitern des bisher einzigen
nichteuropdischen Teilnehmerlandes, den De-
legationsleitern der DDR und dem Chef-
redakteur alpha zu mehreren freundschaft-
lichen Aussprachen iber die auBerunter-
richtliche Arbeit im Fach Mathematik. Wir
interessierten uns in erster Linie fiir die
Olympiaden in der MVR:

In der MVR wird im Schuljahr 1970/71 die
8. Olympiade durchgefiihrt. ’

1. Stufe: Alle Schiiler der 1. bis 10. Klasse
nehmen unter Klausurbedingungen an der
Schulolympiade teil. Die Aufgaben dazu
stellen die Mathematiklehrer der Schule
zusammen.

2. Stufe: Dieerfolgreichsten Teilnehmer jeder
Klassenstufe werden nochmals (in mehreren
kleineren Gruppen) gepriift. Die Sieger dieser
Gruppen bewerben sich in einem weiteren
Wettbewerb um den Titel: Klassenstufen-
sieger.

3. Swfe: Die Klassenstufensieger — ab
Klasse 7 — werden zur Gebiets- bzw. Stadt-
olympiade delegiert. (Dies entspricht etwa
unserer Kreisolympiade.) Wer die vom Ge-
bietskomitee gestellten Aufgaben am voll-
stﬁndigsten und elegantesten l6st, wird ,,Ge-
bietssieger*‘.

4. Stufe: Der jeweils erfolgreichste Teilneh-
mer der Klassenstufe 10 (Abiturstufe) des
Gebietsausscheids — man nennt ihn ,,Cham-
pion* — nimmt an der Landesolympiade
in der Hauptstadt Ulan-Bator teil. Fiir inter-
essierte Junge Mathematiker der Klassen-
stufe 7 bis 9 wird (neben den beschriebenen
Olympiadestufen) noch eine Fernolympiade
ausgeschrieben. Besonders erfolgreiche Schii-
ler erhalten daraufhin direkt vom Zentralen
Komitee eine Einladung zur Teilnahme an
der Landesolympiade. Von den 40 Knaben
und 4 Maidchen, welche 1970 den Landes-
wettbewerb erreichten, wurden die 14 Spit-
zenreiter — wie jedes Jahr — in einem
6wochigen Lehrgang auf die IMO vorberei-
tet. Fiir diese Schiiler entfiel — als Anerken-
nung fir die gezeigten Leistungen — die
Teilnahme an den schriftlichen und miind-
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lichen AbschluBpriifungen (Abitur). Alle 14
Schiiler wurden ohne die vorher iblichen
Aulnahmegesprache an Hochschulen imma-
trikuliert.

Mit Dambin Chaltar, Triger eines 3. Preises
auf der XI. IMO, fithrten wir ein Gesprich.
Es zeigt die hohe Einsatzbereitschaft eines
der IMO-Teilnehmer der MVR:

Die Eltern Dambins sind Viehziichter. Sie
betreuen 500 Schafe. Sie leben im Winter
in einem kleinen Dorf, 400 km von der Ge-
biets- (wir sagen Kreis-)stadt entfernt. Im
Sommer ziehen sie mit ihrer Herde durch
die an die Lindereien des Dorfes angrenzende
Steppe. Dambin nahm von Klasse 7 bis 9 an
den ersten 3 Stufen der Olympiade mit sehr
gutem Erfolg teil. Ab Klasse 8 wurde er im
Rahmen einer Arbeitsgemeinschaft von sei-
nem Mathematiklehrer gefordert. (Spezial-
arbeitsgemeinschaften auf Gebietsebene gibt
es wegen der groBen Entfernung der Stadte
und Déorfer voneinander nicht.) 1969 wurde
Dambin ,,Champion* des Gebiets Gorod.
Als Preise erhielt er Biicher und mathemati-
sche Lehrmittel. Beim nachfolgenden Lan-
desausscheid und im Vorbereitungslager auf
die XI. IMO gehorte er zu den Besten.

XII. IMO: Teilnehmer der mongolischen
Mannschaft

Allein sein Bericht iiber die Anreise zur
Landeshauptstadt zeigt uns die vollig ande-
ren Bedingungen, unter denen ein mongo-
lischer Schiiler zur Landesolympiade kommt :
Ein Tagesritt ist ndtig, um die seinem Wohn-
ort am nichsten liegende Bushaltestelle zu
erreichen. Sein ihn begleitender Vater, selbst
beritten, nimmt dann Dambins Pferd wieder
mit nach Hause zuriick. Mit dem Bus geht
es dann mehrere hundert Kilometer zur
Gebietshauptstadt. Eine Verkehrsmaschine
iberbriickt die 1000 km zur Landeshaupt-
stadt.

Dambin, der jetzt in Moskau Mathematik
studiert, iibergab uns eine Aufgabe. Sie
wurde vom erfolgreichsten IMO-Teilnehmer
der DDR, W. Burmeister, bearbeitet :

Die Delegationsleitung der mongolischen
Mannschaft zur XII. IMO iibergab uns,
verbunden mit den herzlichsten Griien an
alle alpha-Leset, zwei Aufgaben:



1. Osterreichische
Mathematik-
olympiade

Aufgaben der Schulolympiade

Sektion Mathematik der Friedrich-Schiller-Universitdt Jena

Im Schuljahr 1969/70 wurden in Osterreich
erstmals Vorbereitungskurse fiir einen ma-
thematischen Wettbewerb abgehalten. Teil-
nahmeberechtigt waren Schiiler der 5., 6. und
7. Gymnasialklasse (entspricht unserem 10.,
11. 'und 12. Schuljahr). Im wesentlichen
wurden in diesen von Mathematiklehrern
gehaltenen Stunden Aufgaben aus der Zahlen-
theorie, Gleichungen und Gleichungssysteme,
Ungleichungen und Aufgaben zur Teilbar-
keit behandelt. Als AbschluB (8. 5. 70) diente
der .. Kurswettbewerb®, (entspricht der Schul-
olympiade).
Die acht besten Kandidaten des Kurswett-
bewerbs trafen sich bei den ,Gebietsolym-
piaden“ (entspricht der Kreisolympiade), die
in den drei Stadten Saalbach, Wien und Graz
stattfanden (21. 5. 70). Die jeweils acht
besten Schiiler der genannten drei Gebiete
kamen zu einem zweiwdchigen Vorberei-
tungskurs zusammen, der von einem Univer-
sitdtsprolessor und drei Gymnasialprofesso-
ren betreut wurde. Nach AbschluB dieses
Intensivkurses [uhren die Teilnehmer ge-
meinsam nach Wien zur ,.ersten dsterreichi-
schen Mathematikolympiade* (22. 6. 70).
Die acht besten Jungen Mathematiker nah-
men an der XII. IMO teil.
alpha-Leser Janous Walter,
K. 8, Gymnasium Horn ( Niederosterreich)

Ala Beweise fiir alle natiirlichen Zahlen n:
1-3-5...(2n—1)< 1
2-4-6..2n . . [J3n+1

A2a Zeige, daB fiir jede ganze nichtnega-
tive Zahl n der Ausdruck
A,=11"*24122*Y durch 133 teilbar ist.
Ala Lose im Korper der reellen Zahlen,
wobei a ein reeller Parameter und x die
Losungsvariable ist, die Gleichung

ax+4 _x+a

2x+a  x+1
Fiir welche a ergibt sich nun:
a) keine Losung, b) eine reelle Losung mit
der Vielfachheit 2 (d. h. eine Doppellésung),
c) eine reelle Losung mit der Vielfachheit 1
(d.h. es ergeben sich bei Berechnung zwar
zwei Werte fiir x; einer liegt jedoch auBerhalb
des Definitionsbereiches), d) zwei reelle L6-
sungen, ¢) die Lésung O und eine positive
Losung, ) eine positive und eine negative
L6sung, g) zwei positive Losungen?

Sektion Mathematik
Friedrich-Schiller-Universitit Jena

Die Sektion Mathematik der Friedrich-
_ Schiller-Universitidt Jena wurde im Oktober
1966 als eine der ersten Sektionen in der DDR
gegriindet. Ihre Zielstellung war seit der
Griindung: klassenmiBige sozialistische Er-

ziechung der Studenten, auf hohem wissen-
schaftlichem Niveau stehende Ausbildung
von Diplommathematikern in den Ausbil-
dungsrichtungen Wahrscheinlichkeitstheorie
und mathematischer Statistik, Analysis, Ma-
thematische Kybernetik sowie von Diplom-
lehrern der Ausbilduhgsrichtung Mathema-
tik/Physik, Durchfiihrung einer an den Struk-
turlinien unserer Volkswirtschaft orientierten
Forschung auf den Gebieten Wahrscheinlich-
keitstheorie, mathematische Statistik, Ana-
lysis und mathematischer Kybernetik. Die
Herausarbeitung dieses Prolfils geschah mit
dem Ziel einer wissenschaftlichen Koopera-
tion mit dem Zentrum des wissenschalftlichen
Geritebaus, dem VEB Carl Zeiss Jena.
Schwerpunkte der Arbeit der Sektion sind die
Schalfung eines Systems des wissenschalftlich-
produktiven Studiums sowie die Erarbeitung
neuer Lehr- und Lernmethoden einschlieB3-
lich neuer Lehrmittel.

An diesen Aufgaben werden die Studenten

.beteiligt. So arbeitete im vergangenen Stu-

dienjahr ein Studentenzirkel ein Programm
zur Priilungsautomatisierung unter Benut-
zung des R 300 aus. Ein anderer Zirkel half
bei der Einrichtung eines Horsaals fur ein
audiovisuelles Lehrprogramm. In Diplom-
arbeiten werden Teile des Lehrstoffs des
Grundstudiums methodisch aufbereitet fiir
die Herstellung audiovisueller Programme
und teilprogrammierten Lehrmaterials. Das
Betriebspraktikum der Mathematikstudenten
dient ganz bestimmten betrieblichen Aul-
gaben, die im Einklang mit der Ausbildungs-
richtung der Studenten stehen. Komplizier-
tere Aufgaben der Betriebe werden in Form
von Diplomarbeiten fortgefiihrt.

In den kommenden Jahren erfolgt der Einsatz
der Mathematik-Absolventen unserer Sek-
tion schwerpunktmiBig in der Forschung
und Entwicklung im VEB Carl Zeiss Jena
und anderen strukturbestimmenden Indu-
striezweigen sowie an der Sektion Mathematik
unserer Universitit. Gleichzeitig erreichen uns
stindig neue Forderungen nach Absolventen
aus den verschiedensten Bereichen der Volks-
wirtschaft. Daher wurden die Zulassungs-
zahlen stark erhoht, so daB wir jeden Ober-
schiiler mit Interesse fiir Mathematik zu
einem Studium der Mathematik in Jena
einladen konnen.
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Relationen
Teil 3

5. Darstellung von Beziehungen im Diagramm

Zur besseren Ubersicht und zur Erleichte-
rung der Schreibarbeit wollen wir nun eine
Darstellung fiir Beziechungen kennenlernen,
nidmlich die Darstellung im Diagramm, die
uns auch Zugang zu wichtigen Eigenschaften
von Beziehungen verschafft Diese Darstel-
lung ist allerdings nur fiir endliche Grund-
mengen moglich Zur Erklirung der Dar-
stellung wollen wir ein Beispiel betrachten
K sei wieder die Beziehung ,.ist kleiner als®,
d.h ,,a K b“ bedeutet ,a ist kleiner als b*
oder ,,a<b" Die Grundmenge G bestehe
aus den Zahlen 0, 1, 2, 3, 4, 5, also
G={0,1,2,3,4,5}.

Wir zeichnen nun ein Quadrat von 6 mal 6
Kistchen und tragen an der linken Seite
(von oben nach unten) in einer bestimmten
(aber nicht vorgeschriebenen) Reihenfolge die
Elemente der Grundmenge ab, so daBl vor
jeder Zeile des Quadrats genau ein Element
der Grundmenge steht. Dann tragen wir
dieselben Elemente in derselben Reihenfolge
von links nach rechts iiber dem Quadrat ab,
so daB iiber jeder Spalte des Quadrats genau
ein Element steht. Jedem der 36 Felder des
Quadrats entspricht nun genau ein geord-
netes Paar von Elementen aus G. Wir wollen
vereinbaren, daB wir zuerst das Element
nennen, das die Zeile bezeichnet. Wir wollen
also von links in das Diagramm gehen. Wir
ordnen also jedem Feld genau ein geordnetes
Elementenpaar [a;b] mit Elementen aus
G zu.

Bild 1

01712] 3] 4| 5|28ngay
1

LEngmg 2 23
5

Umgekehrt konnen wir jedem geordneten
Paar [a; b] mit Elementen aus G genau ein
Feld unseres Diagramms zuordnen. Die
Zuordnung zwischen Feldern und geord-
neten Paaren iiber G ist also umkehrbar ein-
deutig.
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Wir hatten uns gemerkt, daB K die Menge alles
geordneten Paare [a;b] ist, fir die gilt:
»-a K b* oder ,,a<b" ist eine wahre Aussage.
(@ und b waren der Grundmenge beliebig
entnommen.) K wird nun im Diagramm so
dargestellt, daB alle zu K gehérigen geord-
neten Paare betrachtet und deren Felder im
Diagramm gekennzeichnet werden. Das kann
z B. durch Hineinschreiben der geordneten
Paare in die entsprechenden Felder erfolgen
(siche Bild 2). Diese Methode wiirde aber
keine Schreiberleichterung bringen. Wir wol-

len deshalb die betreffenden Felder durch
ein Kreuz kennzeichnen (siehe Bild 3).
Das Kreuz im Feld 1;4 der Abb. 3 bedeutet
.z.B., daB das Paar [1;4] zur Bezichung K
gehért. Und das stimmt, denn ,1<4“ ist
eine wahre Aussage.

Die [reigebliebenen Felder gehdren zu geord-
neten Paaren [¢; d], die nicht zur Bezichung K
gehoren. So ist z B. das Feld 4;1 bei der
Darstellung der ,Kleiner-als-Beziehung* [rei,
da ,,4 < 1* eine falsche Aussage darstellt.

Klo| 7|2 |3|4|5|Re) 7| 2]3|4|5|6]7

o| larla2|a3|as]os| 1|X -
1 12|13|14|15] 2| XIX| [X

2 23|24l25| 3| X]| [X X 9 96
3 3435 4| X|X| |X

4 45| 5|X X 92 g

5 ARIEAE X D
Bild 2 migs 71X X | Bild 7
Klol712]3|4]|5| R 949|919 95| % %012345
0 XX X|X| 94 0

1 X X|X|X]| 9 711X

2 X| X|X| g5 2 X

3 x| X]| g 3 x|

4 X| g4 4 X

5 s 5 X
Bild 3 Bild 6 Bild 8
Rolo|7|2]3]|4]|5]|6 slola2l4]3]7
0 X 5 X

1 b ¢ 0

2 X 2 X
3 4 X
4 X 3 X

5 1 X

6] X Bild 4 Bild 9

Aufgaben: Benutze zu den folgenden Auf-
gaben kariertes Papier! Erledige alle Auf-
gaben, bevor du weiterliest!

a9a Stelle in einem Diagramm die Bezie-
hung R, dar, wobei ,.a R, b" bedeuten soll
~a=b* Die Grundmenge sei
G,=10,1,2,3,4,5}. Durch welche geordneten
Paare unterscheiden sich K (siehe Bild 3)
und R,?

m 10w Stelle in einem Diagramm die Be-
zichung Ry dar. ,,a Ry b* bedeute ,.a teilt b
Ge={1.2,3,4,5,6,7)}.

mllm Im obenstehenden Diagramm (Bild
4) sind nicht alle zur Darstellung der Bezie-
hung R, gehorigen Felder gekennzeichnet.
Vervollstindige die Darstellung!

-3 Ro b* bedeutet .a+b=6"
G,={0,1,2,3,4.5,6}.

m12m Was ist an der Darstellung der
Bezichung R, : ,,ist ein Vielfaches von* (siche
Bild 5) nicht richtig?... G;,={1,2,3,4,5,6,7}.
Korrigiere die Darstellung! Begriinde die
Anderung!

u13s Welche geordneten Paare haben
Rg und R,, gemeinsam? Begriinde deine
Antwort!

nl14a Im folgenden Diagramm sollst du
die Bezichung R, : ,,;steht senkrecht auf* dar-
stellen. Die Grundmenge bestehe aus den
Geraden g, bis g¢ des Bildes 7. (Wir wollen
voraussetzen, daB Geraden, die in der Abb.
als zueinander parallel bzw. zueinander senk-
recht erscheinen, auch wirklich diese Lage
zueinander haben sollen.)

Kennzeichne alle zur Darstellung von R,
gehorigen Felder!



m15a Fertige dir selbst ein Diagramm
zur Darstellung der Beziehungen R,, an und
fille es entsprechend aus!

R,, sei die Beziehung: ,verldult parallel*
(oder auch ,hat dieselbe Richtung wie*).

Die Grundmenge bestehe wieder aus den
Geraden g, bis g4 des Bildes 7.

nl6a ,aR,;b" bedeute ,a ldBt bei Divi-
sion durch 3 denselben Rest wie b“.

Stelle diese Beziehung iiber der Grundmenge
G,3=1{0,1,23,4,5,6,7, 8} dar! Ordne die
Elemente der Grundmenge der GriBe nach!

al7m Welche Beziehung wird durch das
Diagramm — Bild 8 — dargestellt?

Gib die Beziehung und die Grundmenge an!
Schreibe die Losung wieder wie folgt auf:
»a Ry, b* bedeutet ,a......... b Gia=

= 18 Vergleiche die im Diagramm — Bild
9 — dargestelite Beziehung R,s; mit der
Beziehung R, ,!

Was stellst du fest?

Hinweis: Vergleiche die den gekennzeichne-
ten Feldern zugeordneten Paare!

a19m .a R 4 b" bedeute ,,a und b besitzen
einen gemecinsamen Teiler*. R, soll iiber der
Grundmenge G,¢={1, 2,3,4,5, 6} betrachtet
werden.

a) Stelle diese Beziehung in einem Diagramm
dar!

b) Was [llt dir an dieser Beziehung auf?

c) Wie wiirde sich die Darstellung dndern,
wenn die Beziehung wie folgt lautet: ,,a und b
besitzen einen gemeinsamen Teiler, der gré-
Ber ist als 1“? Begriinde deine Antwort!

Mit diesen Kenntnissen ausgeriistet, konnen
wir nun viele Bezichungen bilden. Es miissen
nicht immer solche sein, die uns aus der
Mathematik® bekannt sind. Wir nehmen ein-
fach einc beliebige Menge G als Grundmenge
und bilden eine gewisse Menge von geord-
neten Paaren mit Elementen aus G. Wenn
wir dabei von der Darstellung im Diagramm
ausgehen (also nur im Falle endlicher Grund-
mengen), heilt das: Jede beliebige im Dia-
gramm gekennzeichnete Menge von Feldern
stellt eine Beziehung dar.

Bild 10
711213]4]5]6[7]8]9]|%

7 X

2 X

3

4 X

5 X | X

6] X

7

8

9 X

10

Beispiele:
EsseiG={1.2,3,4,5,6,7,8,9,10}

Wir greifen uns zunichst die geordneten
Paare [1;3], [2;4], [4:4]), [5;:7]), [5:8],
[6; 1], [9; 10] heraus. Diese bilden eine Be-
zichung Wir bezeichnen sie mit R,,. Sie ist
im Bild 10 dargestellt.

Dann greilen wir uns z B. die geordneten
Paare [1;10], [10;1], [2;9], [9;2]. [3:8],
[8;3], [4:7). [7;4]). [5:6], [6;5] heraus.
Diese bilden auch eine Beziehung Wir be-
zeichnen sie mit R,,. Sie ist im Bild 11 dar-
gestellt.

Bild 11

M 1]2|314]151617]18]19|®
1 X
2 X
J X

4 X

5 X

6 X

7 X

8 X

s X

1] X

Wenn wir Gliick haben, finden wir bei diesem
willkiirlichen Herausgreifen von Paaren eine
Bezichung, die sich in kurzer Form durch
einen sprachlichen Ausdruck oder durch
Variable beschreiben liBt Im ersten Fall
(Beziehung R, ) haben wir Pech, im zweiten
Fall (Beziehung R,¢) haben wir Gliick, denn
»a Rig b* bedeutet ,a+b=11% Sollten wir
alle moglichen geordneten Paare, die man
tiber G bilden kann, auswihlen, dann haben
wir die sogenannte ,Allbeziehung“ iiber G
aufgestelll. In der Aulgabe 19a) haben wir
eine solche Allbezichung iiber der Grund-
menge G,,=11, 2, 3, 4, 5, 6} aufgestellt.
Uberpriife, ob du diese Aufgabe richtig
gelost hast! R. Herrmann

Vorfahrt beachten!

Unter diesem Thema starteten wir in Heft 5,70

einen Wettbewerb. Uber 100 Einsendungen-

trafen bei pns ein. Wir sind erfreut iiber das
Interesse an den Problemen des StraBenver-
kehrs. Im Auftrage der Deutschen Volks-
polizei, Abteilung Verkehrserziehung, iiber-
reichen wir an folgende alpha-Leser Buch-
preise:

1. Joachim Jaensch, 925 Mittweida; 2. Stefan
Poppe, 705 Leipzig; 3. Albrecht Béttcher,
9314 Neudorf; 4. Elke und Carmen Haupt-
mann, 8245 Glashiitte; 5. Angela Brandt,
9014 Karl-Marx-Stadt; 6. Andreas Juhl,
425 Eisleben; 7. Volker Heumann, 45 Dessau;
8. Rolf Hiibner, 36 Halberstadt.

Leser fragen —
alpha antwortet

Der Schiiler Peter Schilling (8. Klasse) aus
Golmsdorf iibersandte uns die nachstehende

Abbildung. Es handelt sich um ein gleich-
schenklig-rechtwinkliges Dreieck ABC mit
der Hypotenuse AB, iiber dessen Sciten die
Quadrate CBFG, ACHJ und DEBA kon-
struiert wurden, In der Zeichnung wurden
ferner die Verbindungsgeraden JD, EF und
HG gezogen.

Peter bittet uns um den Beweis fiir folgende
Aussagen: Die Dreiecke ABC, HCG, DAJ
und EFB sind flichengleich. Die Summe der
Flicheninhalte der angefiihrten Dreiecke ist
gleich dem Flacheninhalt des Quadrats

DEBA. N 6
A AZ a
C-2-Y A As F
a A1 a
[
A (]
A +As
0 E

Nach Voraussetzung gilt ¥ ACB= X ACH
= ¥ BCG=90° deshalbistauch £ HCG =90°
Folgende Dreiecke sind kongruent, denn sie
stimmen in zwei Seiten und dem von ihnen
eingeschlossenen Winkel iiberein:
AABC=AHCG=AACH=AAHJ
~ABGC=AGBF.

Die Dreiecke DAJ und AHJ sind fichen-
gleich, da sie gleiche Grundlinien und zuge-
hérige gleiche Hohen besitzen (DA=AH =c,
JP =h). Aus der Fliachengleichheit der Drei-
ecke DAJ und AHJ und der Kongruenz der
Dreiecke AHJ und- ABC folgt A; = A,. Ana-
log dazu gilt A,=A,, also auch A, =A4,=A4,
=A, Ferner folgt daraus A;=A; und
A,= A, und aus der Kongruenz der Qua-
drate ABGH und DEBA folgt die Flichen-
gleichheit fiir die in Peters zweiter Aussage
genannten Figuren.  StR Th. Scholl, Berlin

alpha fragt —
Leser antworten

® Wie bereite ich mich auf die Mathematik-
olympiade vor? ® Wie wurde in der Ar-
beitsgemeinschafl eine echte Verbindung zur
Pionier- und FDJ-Arbeit geschaffen? @ Wie
sicht der Arbeitsplan unserer Arbeitsgemein-
schaft, Klassenstufe 5 (oder 6) aus? @ Wie
habe ich gearbeitet, um gute Erfolge in
Mathematik zu erzielen?
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In freien Stunden

Lengren; aus: 100 neue Scherze ( Eulenspiegelverlag)

Gestorter Lebenslauf

Eine Walze, die vergniiglich durch ihr Dasein rolite,
sah eines Tages einen Kegel aufrecht stehn —

ein Stich, ein Schmerz: Von da an wollte

sie auch so gehn.

Ach Gott, wie miihsam, bis sie sich erhoben!
Die eignen Arme waren viel zu schwach,

die guten Vetlern kamen, driickten, schoben,
bald rutschte sie, bald gab der Boden nach,
und endlich, endlich war sie oben

mit Weh und Ach.

Da stand sie nun. Und muBi¢tang verschnaufen.
Und erst, als alles fort war und sie ganz allein,
versuchte schiichtern sie das neue Laufen

erst mit dem einen, dann dem andern Bein —: s
O Himmel nein, wie war das schwer!

Nach ein paar Schritten ging’s nicht mehr,

und schon nach einer knappen Stund

war ihre Sohle wund und wund.

Kam gleichen Wegs ein Wandersmann,
dann blieb sie stehn, beschaute sich die Gegend:
,,.3ehr schoén ist’s hier, jaja, und schon, daB es

nicht regent.
Es ist doch gut, daB man’s jetzt sehen kann.*

Doch war der Wandrer hinterm nichsten Baum,
da packte es sie doppelt schmerzhaft wieder:
Das selige Rollen war ein fernér Traum,

und nah war nur das Brennen ihrer Glieder.

Was tun? Jaja, was tun?
Als sie noch rolite,
da war ihr Fehler, daB sie wollte.
Doch nun, als sie das Rollen wieder wollen sollte,
da war ihr Fehler, daB sie es nicht wollte.
K. Menninger, aus Zwischen Raum und Zahl

Ference Pataki in Aktion

Ference Pataki, das ungarische Rechenphinomen, das
in Sekundenschnelle die Multiplikation zweier drei-
stelliger Zahlen im Kopf ausfiihrt, stellte im Deutschen
Fernsehfunk die folgende Aufgabe:

,,Multiplizieren Sie die Zahl Ihrer SchuhgréB8e mit 2,
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heiter

addieren sie zu diesem Produkt 39, multiplizieren Sie
die so erhaltene Summe mit 50, addieren Sie zu diesem
Produkt 21, subtrahieren Sie von dieser Summe nun-
mehr die Zahl Ihres Geburtsjahres. Zur Uber-
raschung aller Mitspieler war das Ergebnis eine vier-
stellige Zahl; die Zahl aus ihren ersten beiden Ziffern
lieferte die SchuhgréBe, die Zahl aus den beiden
letzten Ziffern das derzeitige Alter der Mitspieler.

Wer findet die allgemeine Losung zu diesem Problem?

Brandschutz-Recheniibung

Die Besatzung eines LF 16 (Loschfahrzeug Typ 16)
ist bei einer Ubung in zwei Reihen angetreten. In
jeder Reihe stehen gleichviel Feuerwehrleute. Der
Gruppenfiihrer steht vor den beiden Reihen und
befiehlt, daBl der Maschinist und der Schlauchtrupp-
fiihrer in die zweite Reihe zuriicktreten. In der
zweiten Reihe stehen jetzt dreimal soviel Feuerwehr-
manner wie in der ersten. Wieviel Feuerwehrméinner
mit Gruppenfiihrer sind angetreten?

Das zersprungene Schachbrett

- Setze die 12 Teile zu einem Quadrat (8 mal 8 Felder)

zusammen !

aus: du bist dran, 42 Spiele am Tisch von Bruno Riiger



Kryptarithmetik

Im vorliegenden Schema sollen die geometrischen
Figuren so durch Ziffern ersetzt werden, daB die
Addition (im dekadischen System) zu einem richtigen
Ergebnis fiihrt. Dabei sollen gleiche geometrische
Figuren gleiche Ziffern und verschiedene gcometrische
Figuren verschiedene Ziffern bedeuten.

Dipl.-Ing. E. Schmidt, Potsdam

Eine Aufgabe von Albert Einstein

Auch dann, als Albert Einstein schon in der ganzen
Welt berithmt war, hat er nicht aufgehort, den Lesern
der Frankfurter Zeitung mathematische Probleme zu
stellen. Hier ist eins von vielen: '

Die neun abgebildeten Kugeln stellen Eckpunkte von
vier kleinen und drei groBeren gleichscﬁenkligen Drei-
ecken dar. Man soll die Ziffern 1 bis 9 in die einzelnen
Kugeln so einschreiben, daB ihre Summe in jedem
von diesen 7 Dreiecken immer die gleiche ist.

Selbststudinm

aus: Cappriccio Romain,
Zeichner : Jon Popescu-Gopo, Bukarest

Wieviel wiegt der Knabe?

Der Junge und das Schwein wiegen zusammen soviel
wie finf Kisten. Das Schwein allein wiegt soviel wie
vier Katzen. Zwei Katzen plus Schwein wiederum
bringen ebensoviel Kilo auf die Waage wie drei der
Kisten. SchlieBlich sitzt der Knabe allein auf der einen
Seite — wie viele Katzen miissen auf die andere Seite
springen, um die Waage ins Gleichgewicht zu bringen?

aus: NBI, Arithmetische Knobelei Nr. 66

Riitsel

Aus den folgenden Silben sind 17 Begriffe zu bilden.
Die Anfangsbuchstaben ergeben einen aktuellen Be-

griff.

a-a-ab-ad-bel-ble-bruch-bus-chun-chun-di-di-eck-ein-el-ex-gen-
gen-gen-gens-glei-glei-go-heit-in-le-le-lip-lung-mal-na-nent-nor-
null-pa-po-ra-recht-rhom-ri-schacht-se-stand-stel-tan-tan -te-te-ter-
tion-un-va-vall

1. Eine Strecke, die 2 beliebige, nicht nebeneinanderliegende
Eckpunkte eines n-Eckes verbindet. (n>3)

2. Rechenart

Winkelfunktion

Die Menge aller Punkte einer Ebene, fir die die Summe der

Entfernung von 2 festen Punkten konstant ist.

Schnittpunkt einer Funktion mit der x-Achse

Allgemeines Symbol

Wie nennt man n bei der Potenz a"?

Ein Parallelogramm mit einem rechten Winkel

9. Entfernung zweier Punkte

10., Ein Parallelogramm, dessen Seiten alle gleich lang sind

11. Aus Zihler und Nenner bestehende Zahl

12. Teil von GroBenangaben

13. Verfahren zur EinschlieBung einer Liicke

14. Gerade, die den Kreis beriihrt

15. Ausdricke, in denen die Zeichen ,,<*, ,,>*, ,,<

kommen.

16. Bild der Funktion y=x*

17. Ausdricke, in denen das Gleichheitszeichen,,=* vorkommt.
Renate Zimmermann, Dresden (KI. 11)

b w

ol kAl 4

“ 2" vor-

Das darf doch nicht wahr sein

ili\ce ]}

aus: ,,Plexus*, Paris, Zeichner: Margat

41



Speziell
fiir Klasse 5/6

Uber Eigenschaften der natiirlichen
Zahlen

54679 Wieviel dreistellige natiirliche Zah-
len gibt es, die vorwarts und riickwirts gele-
sen einander gleich sind?
(Beispiele: 383, 191, 222)

54680 Udo addiert alle natiirlichen Zah-
len von 1 bis 20, ohne die einzelnen Summan-
den zu notieren. Finde einen einfachen Weg,
diese Aufgabe im Kopf zu l6sen!

54681 Udo meint: ,,Voriges Jahr war ich
viermnal so alt wie mein Bruder; dieses Jahr
bin ich nur noch dreimal so alt. Wenn das
so weitergeht, wird er mich bald eingeholt
haben.* Was ist zu Udos Aussage zu bemer-
ken?

54682 Bei einer zweistelligen natirlichen
Zahl vertauscht Hans die Ziffern und erhalt
eine neue zweistellige Zahl. Wenn er nun
die kleinere von der groBeren Zahl subtra-
hiert, so erhalt er 72. Ermittle alle zweistel-
ligen Zahlen, fiir die dies zutrifft!

54683 Von einer natiirlichen Zahl n seien
folgende Eigenschaften bekannt:

a) n ist zweistellig,

b) die Quersumme von n betrigt stets 13,
c) nist durch 5 teilbar.

Ermittle alle Zahlen n!

54684 Axel multipliziert fiinf natirliche
Zahlen miteinander. Er erhilt als Produkt
eine ungerade Zahl. Ist die Summe dieser
linf Zahlen gerade oder ungerade?

54685 Solche Zahlen wie 2929 oder 3434
sind durch 101 teilbar. Gib eine Begriindung
dafiir, warum das so ist!

54686 Ermittle alle natiirlichen Zahlen n.
fiir die folgendes gilt:

a) n ist dreistellig,

b) die Anzahl der Einer der Zahl n ist klei-
ner als die der Zehner, aber groBer als die
der Hunderter,

¢) nist durch 7 und durch 3 teilbar,

d) n<452.

e) n ist durch 2, aber nicht durch 4 teilbar.

54687 Welche Zahlenfolge erhidlt man,
wenn man zu den natiirlichen Zahlen 0, I,
2,3,4, ... jeweils 3 addiert und die erhaltenen
Summen verdoppelt?
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54688 Aus der Zahl 6789876 sind, zwei
Ziffern durchzustreichen, so daB die iibrig
bleibende finfstellige Zahl
a) moglichst groB,
b) moéglichst klein ist.

D. Michels/Th. Scholl

Sport frei!

74689 Die 13. Europameisterschaften im
Schwimmen, Springen und Wasserball im
September 1970 in Barcelona wurden zu
einem groBartigen Erfolg fir die Deutsche
Demokratische Republik. Es wurden Wett-
kampfe in insgesamt 34 Disziplinen durch-
gefiihrt, wobei in jeder Disziplin genau eine
Goldmedaille vergeben wurde. Uber die
Verteilung der Goldmedaillen liegen folgende
Informationen vor:

a) Die Schwimmsportler unserer Republik
errangen soviele Goldmedaillen wie die
Schwimmer der UdSSR, Westdeutschland/
Westberlins, Schwedens, Ungarns und der
CSSR zusammengenommen.

b) Die Schwimmer Schwedens und der CSSR
erkampften zusammen doppelt soviele Gold-
medaillen wie die Schwimmer Ungams;
dabei betrug die Anzahl der Goldmedaillen
fiir die CSSR den dritten Teil der Goldme-
daillen Schwedens.

c) Die Anzahlen der Goldmedaillen, die
die Mannschaften der UdSSR, Westdeutsch-
land/Westberlins und Ungams erkampften,
verhalten sich wie 3:2:1.

d) Auf die Schwimmer Ungamns entfiel der
17. Teil der Anzahl aller vergebenen Gold-
medaillen. ’

¢) Die restlichen Goldmedaillen nahmen die*

Schwimmer Frankreichs und Italiens mit

nach Hause.
Wieviel Goldmedaillen erkdmpften die.
Mannschaften der einzelnen Linder?

S.-H.

GST marschiert

74690 Am 1. Mai, dem Weltkampftag
der internationalen Arbeiterbewegung, bil-
deten 150 Mitglieder der GST einen geson-
derten Marschblock, der aus mehreren Rei-
hen mit gleichvielen Fahnentrigern bestand.
Wihrend des Marsches zum Kundgebungs-
platz muBte der Marschblock beim Passieren
einer engen StraBe umformiert werden. In
jeder Reihe marschierten jetzt vier Personen
weniger; es muBten aber zehn Reihen mehr
als zuvor gebildet werden. Wieviel Fahnen-
trager bildeten urspriinglich eine Reihe?
(Lose die Aufgabe mit Hilfe einer Tabelle!)
(Losungen siehe S. 45, d. Red.)

Mathematik
und Chemie

84677 Durch Kopplung der endothermen

Reaktion mit der Gleichung

C+H,0 - CO+H,; @Q;=+314kcalund

der exothermen Reaktion mit der Gleichung

2C+0,+4N, - 2CO+4N,;

Q,=—528 kcal

wird (theoretisches) Mischgas erzeugt.

Dem Reaktionsapparat werden jeweils 1 mol

Wasserdampf und k mol Sauerstoll zugeliihrt

0=k

1. Die Reaktionswirme @ der gekoppelien

Reaktion ist cine Funktion von k.

a) Stelle die Funktionsgleichung auf!

b) Gib Definitionsbereich und Wertevor-
rat an!

c) Bestimme die Nullstelle k!

d) Stelle die Funktion fiir die oben gegebenen
Werte von @; und Q, graphisch dar!

e) In welchem (molaren) Verhiltnis stehen
die Ausgangsstoffe Wasserdampl und
Sauerstoff, wenn die Wirmebilanz gleich
Null ist?

2. a) Gib die Zusammensetzung des erzcilg—

ten Mischgases in Abhingigkeit von k an

(in Volumenprozent)!

b) Berechne die prozentuale Zusammenset-

zung fir k=ky und k=1!

3. a) Bestimme die verbrauchten Stoffmen-

gen (Kohlenstoff, Wasser, Luft) in Abhidngig-

keit vom Volumen des erzeugten Mischgases

(im Normzustand) und von k!

b) In einem Winklergenerator werden stiind-

lich 30000 m? Mischgas erzeugt (im Norm-

zustand). Wieviel Kohlenstoff, Wasser und

Luflt werden dabei verbraucht (k=1)?

Anleitung: Von dem Gehalt an Kohlendioxid

im Mischgas wird abgesehen. Dichten:

Wasserstofl ¢, =0,089 kgm ™2,

Kohlenmonoxid ¢, =1,25 kgm™3.

4. Unter dem Heizwert H cines Gases ver-

steht man diejenige Wirmemenge, die beim

Verbrennen eines Kubikmeter Gases (im

Normzustand) entsteht. Der Heizwert eines

Gasgemisches berechnet sich ausden Anteilen

und Heizwerten der einzelnen Gase.

a) Bestimme den Heizwert H des (theore-

tischen) Mischgases in Abhingigkeit von der

Zusammensetzung (als Funktion von k)!

b) Wie groB ist der Heizwert des Mischgases,

wenn die Wirmebilanz gleich Null ist? Heiz-

werle: Wasserstofll H, =3 050 kcal m ™, Koh-
lenmonoxid H,=3020 kcalm ™2 Rennebery



X. Olympiade

Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)

(6./7. Februar 1971)

Olympiadeklasse 7

1) Wihrend der Friedensfahrt fuhr an 6
Thilmannpionicren eine Spitzengruppe von
Radrennfahrern so vorbei, daB man eine
Reihenfolge eindeutig feststellen konnte. Um
diese Reihenlolge zu ermitteln, gab jeder der
6 Pioniere seine Beobachtungen wieder, wobei
sdmtliche Aussagen wahr sind:

(1) Tn der Spitzengruppe waren genau 8 Fah-
rer, darunter genau ein Belgier und genau
" zwei Polen.

(2) Von den Fahrern, die vor dem Belgier
fuhren. waren mindestens zwei DDR-Fahrer.
(3) Yon den Fahrern, die vor den beiden
Polen fuhren, war mindestens einer ein sowje-
tischer Fahrer.

(4) Von den Fahrern, die hinter dem Belgier
fuhren. war mindestens einer ein sowjetischer
Fahrer.

(5) Zwei sowjetische Fahrer fuhren unmittel-
bar hintereinander.

(6) Am Anfang und am SchluB der Spitzen-
gruppe [uhr jeweils ein DDR-Fahrer.
Ermittle die genaue Reihenfolge der Fahrer
der Spitzengruppe!

2) Gegeben sei ein Winkel der GrofBe 60° mit
dem Scheitelpunkt S. Ferner sei P4S ein
beliebiger, aul einem der Schenkel des Win-
kels gelegener Punkt. Der FuBipunkt des
Lotes von P auf den anderen Schenkel des
Winkels sei F.

Beweise, daB sich die Halbierende des Win-
kels 4 PSF und die Strecke PF in einem
Punkte schneiden, der auf der Mittelsenk-
‘rechten von PS licgt!

3) Von den Schiilern einer 8. Klasse gehoren
genau % dem Schulchor und genau llO der

Schulsportgemeinschaft an. Genau 2 der

Anzahl aller Schiiler dieser Klasse sind sowohl
Mitglied des Chores als auch Mitglied der
Schulsportgemeinschaft (SSG). Berechne, der
wievielte Teil der Anzahl aller Schiiler dieser
Klasse weder im Chor noch in der SSG ist!

4) Nach der Sage machte dic bohmische
Konigin Libussa die Gewdhrung ihrer Hand
von der Losung eines Ritsels abhangig, das
sie ihren drei Freiern aufgab:

.Wenn ich aus diesem Korb mit Pflaumen

dem ersten Freier die Hilfte des Inhalts
und noch eine Pflaume, dem zweiten die
Hillte des Restes und noch eine Pflaume, dem
dritten die Hilfte des nunmehrigen Restes
und noch drei Pflaumen geben wiirde, dann
wire der Korb geleert.

Nenne die Anzahl der Pflaumen, die der
Korb enthalt!*

5) Aus den zweistelligen Primzahlen 13, 17,
37, 79 erhilt man wieder Primzahlen, wenn
man ihre Ziflern jeweils vertauscht, also die
Zahlen 31, 71, 73, 97 bildet. Ebenso kann
man bei der Primzahl 131 die Ziffern beliebig
vertauschen, also die Zahlen 113, 311 bilden,
ohne dafl die Primzahleigenschaft verloren-
geht. ‘Gibt es dreistellige Primzahlen mit
paarweise vonecinander verschiedenen Zif-
fern, bei denen simtliche moglichen Ziflern-
vertauschungen stets wieder dreistellige Prim-
zahlen ergeben?

(Ohne Benutzung der Zahlentalel)

6) Konstruiere ein Dreieck AABC aus
a=55cm; b=35cm; s.=3cm!

Dabei bedeuten a, b die Lingen der Seiten
BC bzw. AC und CD=s, die Linge der
Seitenhalbierenden der Seite AB. Beschreibe
und begriinde deine Konstruktion!

Stelle fest, ob sich mit den gegebenen Stiick-
chen ein Dreieck eindeutig konstruieren 1a0t!

Olympiadeklasse 8

1) Die Abbildung A 8; 1 zeigt vier konzen-
trische Kreise. Die innere Kreislldche ist mit
1 bezeichnet. Die von dem innersten und dem

nachstlolgenden Kreis begrenzte Fliche des
Kreisringes ist in zwei kongruente Teile,
mit 2 und 3 bezeichnet, geteilt. Entsprechend
ist die Fliche des ndchsten Kreisringes in 4
und die des letzten in 8 jeweils untereinander
kongruenie Teilflachen zerlegt, die fortlaufend
numeriert wurden.

Wie miissen die Verhiltnisse der Radien der
vier Kreise gewihlt werden, damit alle diese
15 genannten Flichenstiicke einander inhalts-
gleich sind?

2) Eine Pumpe P, fiillt ein Becken in genau
4 h 30 min. Eine zweite Pumpe P, fiillt das-
selbe Becken in genau 6 h 45 min. Beim Fiil-
len dieses Beckens wurde eines Tages zunichst
die Pumpe P, genau 30 min lang allein ein-
gesetzt. AnschlieBend wurden beide Pumpen
zusammen so lange eingesetzt, bis das Becken
gefiillt war.

Berechne, wic lange es insgesamt dauerte,
bis das Becken unter diesen Umstinden
gefiillt wurde!

(Es sei angenommen, daB beide Pumpen
wihrend ihres Einsatzes mit konstanter Lei-
stung arbeiteten.)

3) Gegeben seien eine Gerade g und zwei
auf verschiedenen Seiten von y gelegene
Punkte A und B.

Konstruiere alle diejenigen Punkte P auf g,
die die Eigenschalt haben. daf der Strahl PB
einen der Winkel halbiert, die von g und der
Geraden g, durch 4 und P gebildet werden!
Beschreibe und begriinde deine Konstruk-
tion! Untersuche, ob sie stets eindeutig durch-
fiihrbar ist!

4) Es seien a, b natiirliche Zahlen, und es
gelte a> b. Gib fir a und b Bedingungen an,
so daB folgendes gilt: Die Differenz der Qua-
drate von a und b ist genau dann eine Prim-
zahl, wenn diese Bedingungen simtlich er-
fillt sind.

5) Fritz behauptet seinen Mitschiilern ge-

geniiber:

(1) In unscrem Haus wohnen mehr Erwach-
sene als Kinder.

(2) Es gibt in unserem Hause mehr Jungen
als Midchen.

(3) Jeder Junge hat wenigstens eine Schwe-
ster.

(4) Kinderlose Ehepaare wohnen nicht in
unserem Hause. -

(5) Alle in unseremm Hause wohnenden Ehe-
paare haben ausschlieBlich schulpllich-
tige Kinder.

(6) AuBer den Ehepaaren mit Kindern wohnt
niemand in unserem Hause.
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Brigitte entgegnete darauf: ,,Diese Aussagen
konnen aber nicht sdmtlich wahr sein.”
Untersuche, ob Brigitte mit diesem Einwand
recht hat!

6) Beweise den folgenden Satz:

Sind D, E, F die FuBpunkte der Héhen eines
spitzwinkligen Dreiecks A ABC, dann hal-
bieren die Hohen des Dreiecks A ABC die
Innenwinkel des Dreiecks ADEF.

(Da der Beweis fiir alle drei Winkel analog
verldult, geniigt es, ihn fiir den Winkel ¥ EFD
zu fithren.)

Olympiadeklasse 9

1) Giinter verbrachte in seinen Ferien eine

Anzahl von Tagen mit seiner FDJ-Gruppe

in einem Lager. An jedem Tage wurden aus

seiner Gruppe genau zwei Schiiler vormit-

tags und genau zwei Schiiler nachmittags

zum Tischdienst eingeteilt.

Im Laufe der Tage wurden alle Schiiler seiner

Gruppe gleich oft zu diesem Tischdienst

eingesetzt.

Ferner ist folgendes bekannt:

(1) Giinter war an genau 6 Tagen zum Tisch-
dienst eingeteilt.

(2) Wenn er nachmittags Tischdienst hatte,
hatte er vormittags keinen.

(3) Er hatte an diesen Tagen genau 13 mal
nachmittags keinen Tischdienst.

(4) Er hatte an diesen Tagen genau 11 mal
vormittags keinen Tischdienst.

Aus wieviel Schiilern bestand Giinters

Gruppe?

2) In einem Quadrat ABCD mit der Seiten-
linge a seien die Mittelpunkte der Seiten
AB, BC, CD, DA mit E, F, G, H bezeichnet.
In dem Streckenzug A F D ECH B G A
aufltretende Schnittpunkte seien so mit K,
L, M, N, O, P, Q, R bezeichnet, daB AKEL
BMFNCOGPDQHR ein (nicht konvexes)
Sechzehneck ist, auf dessen Seiten keine

weiteren Schnittpunkte des obengenannten -

Streckenzuges mit sich selbst liegen (s. Abb. A
9;2)

Berechnen Sie den Flacheninhalt dieses Sech-
zehnecks!

3) Wenn x eine reelle Zahl ist, so bedeute
[x] die groBte ganze Zahl, die nicht gréBer
als x ist. (So ist z. B.

[37]=3, [-3,7]=—-4, [4]=4)
Ermitteln Sie alle diejenigen reellen Zahlen x

fiir die [IOJ"T“}L;” g}
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4) Ermitteln Sie alle geordneten Tripel reeller
Zahlen (x, y, z), die Losungen des Gleichungs-
systems

(1) x+y=2

@  xy—z*=1 sind!

5) Eine dreiseitige Pyramide mit den Ecken
A, B, C, D und der Spitze D habe die Kanten-
ldngen

AB=4 cm,A—E=3cm,B—C=5cm,B_D= 12¢cm,
CD=13 cm, und % ABD sei ein rechter Win-
kel.

Berechnen Sie das Volumen V dieser Pyra-
mide!

6) Es ist ein Dreieck A ABC aus

a+b+c, o, y zu konstruieren.

Dabei bedeuten wie iiblich a; b; ¢ die Lingen
der Seiten BC, AC, AB und o, y die GréBen
der Winkel ¥ CAB, ¥ ACB.

Beschreiben, begriinden und diskutieren Sie
Thre Konstruktion!

Olympiadeklasse 10

1) a) Beweisen Sie den folgenden Satz:
Addiert man zu einer ganzen Zahl k das
Quadrat der Hilfte ihres unmittelbaren Vor-
gangers, so entsteht das Quadrat einer ratio-
nalen Zahl

b) Nutzen Sie eine bei diesem Beweis er-
haltene Gleichung, um vier voneinander
verschiedene pythagoreische Zahlentripel zu
finden!

(Ein pythagoreisches Zahlentripel (x,y,z) ist
ein geordnetes Tripel dreier von Null ver-
schiedener natiirlicher Zahlen x, y, z mit
der Eigenschaft x2+y*=2z2. Zwei derartige
Tripel heiBen genaw dann voneinander ver-
schieden, wenn nicht eines von ihnen aus
dem anderen dadurch erhalten werden kann,
daB man x, y und z mit einer natiirlichen
Zahl *1 multipliziert oder daB man x mit y
vertauscht oder dafl man beides durchfiihrt.)

2) Es sei A ABC ein gleichschenkliges Drei-
eck mit AC = BC. Konstruieren Sie die Paral-
lele zu AB, die die Dreiecksfliche in zwei
flicheninhaltsgleiche Teile zerlegt. Beschrei-
ben, begriinden und diskutieren Sie Ihre
Konstruktion!

3) Geben Sie fiir jede reelle Zahl a alle die-

jenigen linearen Funktionen f(x) an, die die

Eigenschaft haben, daB fiir jedes reelle x
S(xX)=f(x+1)—a gilt!

4. Unter n! (gelesen n Fakultit) versteht man
das Produkt aller natiirlichen Zahlen von
1 bis n.

Beweisen Sie, daB fiir alle natiirlichen Zah-
len n=2 und alle positiven reellen Zahlen
x%1

1 + 1 + 1 +...+ l }

log,x log,x
gilt!

5. Wihrend eines Schachturniers, bei dem
jeder gegen jeden genau einmal spielte, wur-

log,x log,x log, x

den genau 15 Partien gespielt. Genau 5 Spiele
endeten unentschieden (remis). Wie iiblich
gab es fiir jeden Sieg einen, fiir jedes Remis
cinen halben Punkt, fir jede Niederlage
0 Punkte. Nach Abschlull des Turniers hatten
keine zwei Spieler die gleiche Gesamtpunkt-
zahl erzielt.

Der zweitbeste Spieler erreichte genau zwei
Punkte mehr als der letzte.

Uber einige Teilnehmer 4, B, C, ... ist ferner
folgendes bekannt:

A, der sich besser als D plazierte, erreichte wie
dieser kein Remis.

C, der Dritter wurde, schlug den Vierten.
Zeigen Sie, daBl diese Angaben hinreichend
sind, um den Ausgang des Spieles B gegen C
zu ermitteln!

6. Im Innern eines Wiirfels mit der Kanten-
linge 1 seien 28 verschiedene Punkte beliebig
angeordnet. Es ist zu beweisen, daBl es dann
wenigstens ein aus zwei verschiedenen dieser
28 Punkte bestehendes Punkiepaar gibt,
so daB der Abstand dieser zwei Punkte von-

einander nicht groer als % J3ist.

Olympiadeklasse 11/12

1. Beweisen Sie den folgenden Satz:

Sind «, B, y die GroBen der Innenwinkel eines
beliebigen Dreiecks, so gilt:

siny 2 sin 2o - sin 2f.

2. In einer Ebene € liege cin Kreis k mit dem
Mittelpunkt M und dem Radius r.

Als Spiegelung am Kreis & sei diejenige Vor-
schrift bezeichnet, durch die jedem Punkt
P+M in e der folgendermaBen definierte
Punkt P’ in € zugeordnet wird:

(1) P’ liegt auf dem von M ausgehenden und
durch P verlaufenden Strahl.

(2 MP-MP' =12,

Gegeben sei ferner ein im Innern von k ge-
legener Kurvenzug P,P,P;P.P, der fol-
genden Gestalt:

P,, P, seien auf einem und demselben Strahl
gelegen; P,, P, auf cinem und demselben
anderen von M ausgehenden Strahl

Es gelte MP,=MP,<MP,=MP,.

Der Winkel % P,MP, sei kleiner als 180°.
Der Kurvenzug bestehe aus den Strecken
P,P,, P;P, und P,P, sowic aus dem im
Innemn -des Winkels xP,MP, gelegenen
Bogen F}, des Kreises um M durch P,.

Spiegeln Sie diesen Kurvenzug P,P,P;P,P,
an k (Beschreibung und Begriindung einer
Konstruktion unter ausschlieSlicher Ver-
wendung von Zirkel und Lineal)!



3. Es sei f die fiir alle reellen Zahlen x durch
2
f=1
x®+4
Es ist zu entscheiden, ob unter allen Funk-
tionswerten f(x) ein groBter und ein kleinster
Wert vorkommen. Diese Werte sind gege-
benenfalls zu ermitteln.

definierte Funktion.

4. Es sind alle ganz-rationalen Funktionen
y=/(x) anzugeben, die fiir alle reellen x die
Gleichungen

f(t-x)=t-f(x) erfiillen.

Dabei sei ¢ eine beliebig gegebene und dann
fest gehalten zu denkende reelle Zahl.

5. Es seien zwei nicht in derselben Ebene
liegende (also zwei windschiefe) Geraden g,
und g, gegeben.

Gesucht ist der geometrische Ort aller Punkte
P, zu denen es Punkte P, auf g, und P, aufg,
mit der Eigenschaft gibt, daB P die Strecke
P,P, in ein und demselben Verhiltnis von
innen teilt.

Anmerkung: Eine Gerade g ist zu einer
*Ebene € genau dann parallel, wenn es in €
eine Gerade gibt, die zu g parallel ist.

6. Es sei M, die Menge aller Punkte, deren
Koordinaten x, y in einem ebenen rechtwink-
ligen kartesischen Koordinatensystem die
folgenden Ungleichungen erfiillen:

) y20
2 y-2x=1
Q) y+2x=1
Ist ferner n eine positive ganze Zahl, so sei
B, die Menge aller Punkte, fiir deren Koordi-
naten die folgenden Ungleichungen gelten:

(x,y reell)

@ 2 _3<y<2 -1
r T o»
3 3
5)
2n+l 2n+l

a) Stellen Sie M, B, B,, B;, B, graphisch
dar!

b) Es ist zu beweisen, daB es einen Punkt
PeM, gibt, der in keiner der Punktmengen
B, enthalten ist.

c) Es sei M, die Punktmenge, fir die (1),

|
2),3)und (6) y<1———gilt.
(2), (3) und (6) y P

Es ist zu beweisen, daB es ein n, gibt mit der
Eigenschalt, daB jedes Element von M, auch
Element der Vereinigungsmenge
B,uB,u... Bn, ist.

Ermitteln Sie die kleinste Zahl n,, die diese
Bedingung erfiillt!

Losungen zu
aufgepaBt — nachgedacht — mitgemacht

54679 101 202 ... 909
111 212 ... 919
121 222 ... 929
191 292 ... 999

Jede Spalte enthilt zehn solcher Zahlen
Da es 9 Spalten gibt, erhalten wir 90 Zahlen
mit der geforderten Eigenschaft.

54680 Udo rechnet 20+(1+19)+(2+18)
+..4+(9+11)+10=10- 20+ 10=210.

54681 Im vorigen Jahr sei der Bruder von
Udo n Jahre, also Udo 4 - n Jahre alt gewesen
In diesem Jahr ist Udo dann 4 - n+1 und
sein Bruder n+1 Jahre alt.

n 4-n n+l1 4-n+1
1 4 2 5
2 8 3 9
3 12 4 13
4 16 5 17

Nur n=2 erfiillt die Bedingungen. Im vorigen
Jahr war Udo 8, sein Bruder 2 Jahre alt.
In diesem Jahr ist Udo 9, sein Bruder 3 Jahre
alt. Ganz gleich, wie lange beide leben wer-
den, Udo wird stets sechs Jahre ilter sein als
sein Bruder.

54682 Die zweistellige natiirliche Zahl sei
10a+b mit a>b. Durch Vertauschen der
Ziffern erhalten wir die Zahl 10b+a.
Nun gilt (10a+b)—(10b+a)=72,
9a—9b=72,
Ha—-b)=72,
a—b=8.
Wegen 1<a<9und a>b folgt daraus ent-
weder a=8 und b=0 oder a=9 und b=1.
Da 80 nach dem Vertauschen der Ziflern
keine zweistellige Zahl ergibt, entfillt dieser
Fall. Die Aufgabe besitzt genau eine Losung;
die zweistellige Zahl lautet ‘91, und es gilt
91-19=72.

54683 Die zweistelligen natiirlichen Zah-
len mit der Quersumme 13 lauten 49, S8,
67, 76, 85, 94. Nur 85 ist durch 5 teilbar. Es
gibt also genau eine Zahl mit den genannten
Eigenschalten.

54684 Ein Produkt aus beliebig vielen
Faktoren ist gerade, wenn wenigstens ein

Faktor gerade ist Damit das Produkt unge-
rade wird, miissen alle fiinf Faktoren unge-
rade sein Die Summe von fiinf ungeraden
Zahlen ist ebenfalls ungerade.

2929=29-100+29-1
Allgemein:
100n+n=n(100+1)=101-n
2929=29-(100+1)
=29-101

5 A 685

54686 Aus c)und e) folgt, daB die Zahlen n
durch 2, 3 und 7 teilbar, also Vielfache von
42 sind. Wegen a) und d) kommen zunichst
nur die Zahlen 126, 168, 210, 252, 294, 336,
378, 420 in Frage. Wegen b) entfallen davon
die Zahlen 126, 168, 210, 252, 336, 378 und
420. Die Aulgabe besitzt genau eine Losung,
nimlich die Zahl n=294.

54687 z=(n+3)-2mitn=0,1,234,...
ergibt die Zahlenfolge 6, 8, 10, 12, 14, ...

54688 a) 89876 b) 67876

Sport frei!
74689 Es wurden genau 34 Goldmedaillen
vergeben

‘Aus d) folgt: 34:17=2; die Schwimmer Un-

garns erkimpften zwei Goldmedaillen.
Angenommen, auf die UdSSR entfallen x,
auf Westdeutschland/Westberlin y und auf
Ungarn z=2 Goldmedaillen; nach c) gilt
dann x:y:z=3:2:1 bzw. x:y:2=3:2:1 und
folglich x=6, y=4. Aus b) folgt, daB die
Schwimmer Schwedens und der CSSR zu-
sammen 2z=2 - 2=4 Goldmedaillen er-
kimpften. Da ferner die Anzahl der aul die
CSSR entfallenden Goldmedaillen gleich dem
dritten Teil der aul Schweden entfallenden
ist, erhielt die CSS_R eine, Schweden drei
Goldmedaillen.

Nach a) erhielt die DDR dann 6+4+3+2
+1=16 Goldmedaillen. Nach e) gilt:
34—-32=2 und 2:2=1; die Mannschaften
Frankreichs und Italiens errangen je eine
Goldmedaille.

GST marschiert

74690 Da beim Umformieren des Marsch-
blocks jede Reihe um vier Personen verringert
wurde, muBten zuvor mindestens fiinf Per-
sonen in einer Reihe marschieren. Es sei m
die Anzahl Personen, die urspriinglich eine
Reihe bildeten, und n die Anzahl der Reihen;
dann gilt m - n=150.

m n m—4 n+10 (m—4)-(n+10)
S 30 1 40 40
6 25 2 35 70
10 15 6 25 150
15 10 11 20 220
25 6 21 16 336
30 5 26 15 390
50 3 46 13 598
75 2 71 12 852
150 1 146 11 1606

Nur fiir die dritte Zeile der Tabelle gilt m-n
=(m—4)(n+10)=150.
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Urspriinglich bildeten somit zehn Fahnen-
triager eine Reihe.
Probe: 10 - 15=6 - 25=150.

Lésung zu der Aufgabe
von Prof. Dr. Herbert Frank

A589 Klappt man die Oberfliche eines
Quaders aul, indem man sie an einigen
Kanten aufschneidet, und legt sie in die
Ebene, so bleibt die Linge eines beliebigen
Kurvenbogens unverdndert. Da in der Ebene
die kiirzeste Verbindungslinie zwischen zwei
Punkten P und P’ die Strecke PP’ ist, wire
die Losung der genannten Aufgabe auf fol-
gendem Wege zu finden:

Man sucht alle Aufklappungen (Abwicklun-
gen) der Oberfliche des Quaders ABCD
A'B'C'D’ in die Ebene derart, daB die Punkte
P und P’ durch eine Strecke verbindbar sind,
die ganz in der aufgeklappten Oberfliche
des Quaders liegt. Dabei ist zu beachten,
daB an aufgeschnittenen Kanten die Punkte
paarweise zu identifizieren sind, d. h. ent-
sprechende (,aufgeschnittene”) Punkte als
ein und derselbe Punkt gelten. Beiliegend
habe ich die moglichen Fille skizziert (ich
hoffe, keinen iibersehen zu haben). Es ergeben
sich 10 Moglichkeiten, die Punkte P und P’
mit einer Strecke zu verbinden, die ganz
in der aufgeklappten Oberfliche des Qua-
ders liegen. Unter diesen Strecken ist nun
die Strecke mit der kleinsten Linge auszu-
wihlen (das kénnen auch mehrere Strecken
gleicher Lange sein). Zu diesem Zweck be-
rechnet man die Linge dieser Strecke mit
Hilfe des Satzes von Pythagoras. Man er-
hilt folgendes Resultat, wobei a, b, ¢ die
Linge der Kanten H, AB bzw. AD bezeich-
nen, p den Abstand des Punktes P vom
Punkte B und g den Abstand des Punktes P’
vom Punkte C':

P
P »)
YR

=
=
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B=(@a+pl+(b+q)P
E=a?+(b+p+qP=(a+p—pP+(b+q+p]
=(a+p)*+(b+g)* —2pla—b—q)
B=(a+gP+b+pP=(a+p+q—pf
+b+g+p—q)
=(a+pY+(b+a)*—2p—q)-(a—b)
E=(a+p+q)*+b?
=(a+p+qP+(b+q—q)’=(a+py
+{b+q2+2q(a—b+p)
B=E=(a+b’+(p—qP=(+p)+(b+q)’
+ 2ab—2pq—2ap—2bgq
B=(a+c—p+(b+c—q =(a+p+c—2p)*
+(b+q+c—29)?
=(a+p+(b+9*+(c~2p)(2a+c)
+(c—29) (2b+¢) usw.

pP
8 ,l A
|
a I,(s
8l |A
8 l' A
bl ,
c ﬁﬂp )
c D'
e
C % )]
l
-] A
p

Uber eine Vielzahl von Fallunterscheidun-
gen wire nun zu entscheiden, welche dieser
GroBen jeweils die kleinste ist. Ob diese
Frage iiberhaupt entscheidbar ist, vermag
ich nicht zu sagen, da ich sie selbst nicht
nidher untersucht habe. Vielleicht hitte ich
die Aufgabe auf einen Spezialfall einschrin-
ken sollen; dann hitte sie allerdings vieles
von ihrem mathematischen Reiz verloren.

Lésung des Mathematischen
»Kreuzwortratsels* (Heft 1/71)

s|7V 442
3PAY 6
s A1|ol1 g7
/419683
2 1|30
'072@49
2l7loPg9]9]9

Zur Erlduterung der Lsung geben wir die
folgenden Hinweise:

Waagerecht:

a) Es gibt nur drei solche Primzahlen, nim-
lich 3,5 und 7.

¢) Die Zahl ist gleich 22 - 3-5- 7=420.

) Wir erhalten 4x—52+3x+21=200, also
7x=231.d. h, x=33.

h) Wir erhalten x<l—?2—0=62%, also ist die
gesuchte natiirlicke Zahl gleich 62.

i) Bereits die Zahl 101 ist eine Primzahl, da
sie nicht durch 2, 3, 5 und 7 teilbar ist.

k) Es gilt 2°=512<10000, 3°=19683 und
49 =262 144> 100000; dic weiteren neunten
Potenzen natiirlicher Zahlen haben mehr als
S Stellen; daher ist 19683 die einzige Zahl
mit den gegebenen Eigenschaften.

m) Wir erhalten x2 = 1202+ 502 =16 900, also
x=130.

o) Die Anzahl der Diagonalen in einem n-Eck
nn—13)

betragt Fiir n=8 erhalten wir

8:5_
2

p) Von den zweistelligen Zahlen 25— 1=24,
50—1=49, 75— 1=74 und 100—1=99 be-
sitzt nur die Zah! 49 einen Vorginger, der
durch 16 teilbar ist.

q) Die MaBzahl der anderen Kathete betrigt
/392 — 152 = /1296 =136. Daher ist die MaB-

36-15

20.

zahl des Flidcheninhalts gleich =270.

r) Hier hat sich in der Aufgabe ein Fehler
eingeschlichen. Es muB richtig heiBen: ,Das
Produkt zweier natiirlicher Zahlen, deren
k.gV. gleich 333 und deren ggT. gleich 3
ist.“ Dann erhalten wir das Produkt 333-3
=999; denn das Produkt zweier natiirlicher
Zahlen ist gleich dem Produkt ihres k.gV.
und ihres gg.T.

Senkrecht:
a) Aus X <l folgt x <@= 3331. Daher

1000 3 3 3
ist die gesuchte Zahl gleich 333.
b) Die kleinste Primzahl, die groBer als 50
ist, ist 53.
d) Aus x+y=8 und y—x=4 folgt 2y=12,
also y==6 und weiter x=2.
¢) Wir erhalten 1:37=0,027...; die ersten drei
Ziffern sind also 0, 2, 7.
g) Wir erhalten 4x=3x+40632, also
x=40632.

39800 40000

i) Es gilt ———<x< , also
209
90 81

j) Die MaBzahl des Radius ist gleich 30;
daher ist die MaBzahl des Umlangs des
regelmiBigen Sechsecks gleich 30 - 6=180.

) Da die Zahlen 2, 3 und 37 teilerfremd
sind, ist die gesuchte Zahl gleich2-3-37=222.
n) Die gréfte dreistellige natiirliche Zahl ist
999.

Lésungen zu den Aufgaben von
Frau Dr. Nazia H. A. Khedre (Heft 1/71)

1. Aus EL||CD, EGLCD und 4B1CD folgt,
daB das Viereck GOLE ein Rechteck ist.
OE=rist Diagonale dieses Rechtecks; damit
gilt OE=GL, denn die Diagonalen eines
Rechtecks sind gleichlang. Aus analogen
Griinden ist auch das Viereck KFHO ein
Rechteck mit der Diagonalen OF =r, und
es gilt OF=HK. Ausr=0E=GL und r=0F
=HK folgt GL=HK.

2. Wir legen auf der Seite BC einen inneren
Punkt C’ fest und zeichnen durch C’ die



Parallele zu AC; ihr Schnittpunkt mit der
Geraden AB sei A. Aul Grund unserer
Konstruktion sind die Dreiecke ABC und
A’BC’ einander dhnlich. Wir konstruieren
nun die drei Seitenhalbierenden des Drei-
ecks A’BC’; ihr Schnittpunkt sei S’. Durch A
zeichnen wir dann die Parallele zu A'S’, die
die Gerade BC in D schneidet. Die Gerade
BS' schneide die Gerade AC in E; der Schnitt-
punkt der Geraden AD und BE sei S. Schlie3-
lich halbieren wir die Seite zﬁ, der Halbie-
rungspunkt sei F und zeichnen die Gerade

FS. Wegen (ﬁ:sc und S_F=§ s, gilt
SC=2-SF. Damit l4Bt sich C konstruieren.

indem wir a_uf der garaden FS von S aus
die Strecke SC=2 - SF abtragen.

A FA B

3. Der Anschaulichkeit halber geben wir
mogliche Losungen durch Schrigbilder an.

AM =AN
N,
2 ¢
7
A 8
i #AN EF =HF
GN =NF
6 N
H,
13
¢
D c
,/
dE<ED A 8
CF=FD
n%r c
£,
7
A ]
G F
s
H E ;_R:p:;
@ m-356
—] AN = Hi
™ D/ ¢ A_N"@
/ p =K
) v 4 ca =oF

Losungen der Aufgaben, gestellt fiir
die alpha-Leser von den 6 Midchen, welche
an der XI1. IMO teilnahmen:

Helena Husova (CSSR): Durch jedes Zer-
schneiden eines Blattes Papier in zwdlIf Teile
vergroflert sich dic Anzahl der Papierstiick-
chen um ell Stiick. Werden n Blitter zer-

schnitten, so erhalten wir (12+ 11n) Blitter
zum Teil unterschiedlicher GroBe, Die Glei-
chung 12+ 11n =100 besitzt die Losung n=8.
Die Gleichung 12+11n=1000 besitzt im
Bereich der natiirlichen Zahlen als Grund-
bereich keine Ldsung. Aufl die vorgegebene
Weise konnen 100, aber nicht 1000 Papier-
stiickchen entstehen.

Virginia Stoinova Hristova (VR Bulgarien):
Es seien in dieser Reihenfolge PD =r, PE =s,
PF=t Hie Lingen der von P auf AB, BC und
AC pgefiliten Lote. Fiir den Flicheninhalt
des Dreiecks ABC ergibt sich dann

lar+las+lat=1ah,
2 2 2 2

Larss+n  =lan,

2 2

r+s+t =h.
Die Summe aus den Lingen dieser Lote ist
also konstant, und zwar gleich der Hohe h
des Dreiecks ABC. .
Fiir eine belicbige Lage des Punktes P gilt
dann (wie der Zeichnung zu entnehmen ist):

z+rzh, x+szh, y+t=h
Daraus folgt x+y+z+(r+s+t)=3h,
x+y+z+h =3h,
x+y+z g2h=a\/§.

A 8

Wir zeichnen eine Parallele zu AB durch P,
sie schneide AC in E, BC in D. Das Dreieck
EDC ist dann ebenfalls gleichseitig.
Es sei E_D=($=C_E=t, PE=u und ﬁ=v,
dann gilt AE=BD=a—1.
Wegen z<t, x<u+(a—t), y<v+(a—t)
gilt dann x4+ y+z<2a+(u+v)—t¢,
x+y+z<2a+t—t,
x+y+:z2<2a

Agnes Szendrei (Ungarische VR): Jedes gleich-
schenklige Trapez ist cine axialsymmetrische
Figur. Die Beriihrungspunkte E und G des
Inkreises mit den Seciten AB und CD sowie
der Schnittpunkt P der Diagonalen AC

und BD liegen auf der Symmetrieachse EG
des gleichschenkligen Trapezes ABCD. Es
sei M der Mittelpunkt des Inkreises und r
sein Radius; bezeichnen wir MP mit x, dann
gilt EP=r+x und GP=r—x. Nach dem
Strahlensatz erhalten wir a:c=(r+x):(r—x)
rla—c)

a+c

bzw. x=

A E g B
2

Der Schnittpunkt S der Geraden BC und AD
liegt ebenlalls aul der Symmetrieachse EG.
E_ssei ES_= h Q di Schnittpunkt d;cr Sehnen
EGund FHund MQ=y,danngilt GS=h—2r.
Nach dem Strahlensatz erhalten wir h:(h—2r)
=a:c bzw. h=_2ar . Wenden wir auf das
a—c
rechtwinklige Dreieck MFS den Katheten-
satz an, so erhalten wir p(h—r)=r> bzw.

h=w. Durch Gleichsetzen und weiteres
y

Umformen erhalten wir schlieBlich

2ar _rr4 )y, por@=d)

a-c _atc__

Damit gilt x=y bzw. MP=MQ, das heiBt,

die Punkte P und Q fallen zusammen. Dieser

Sachverhalt gilt auch [ir ein beliebiges

Tangentenviereck; der Beweis wird dann

allerdings recht schwierig.

S
h-2r] <
D §i\¢ <| =
Q
H F
Y Y
M
r
A £ g B
2

Cevelma Dansansaravin (Mongolische VR):
Es sei x die Anzahl der Biume und y die
Anzahl der Vogel; dann gilt y—x=1 und
2x—1)=y. Durch Substitution erhalten wir
daraus 2(x—1)—x=1. Diese Gleichung hat
die Losung x=3. Aus y—3=1 folgt y=4.
Es waren drei Baume und vier Végel vor-
handen.

Angelika Rindler (Osterreich): Es seien p und
p+2 Primzahlen, ihre Summe betréagt 2p+ 2
=2(p+1). Da p Primzahl ist, muB p+1 eine
gerade Zahl und somit durch 2 teilbar sein.
Folglich ist 2(p+ 1) durch 2-2=4 teilbar.

Von den drei aufeinanderfolgenden Zahlen
p, p+1, p+2 ist genau eine durch 3 teilbar.
Da p=+3, und p und p+2 beides Primzahlen
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sind, kann nur p+1 durch 3 teilbar sein
Deshalb ist 2(p+ 1) durch 4 - 3=12 teilbar.

Ursula Tyl (DDR): Es sei p das Produkt

zweier der vier angegebenen Zahlen; nach

Voraussetzung gilt dann

p*=(n—1)(n*—n) (n* —n?) (n* —n?),

pPP=(n-nmr—-1)n%@nm—-1)n*(@n-1),

p’=n%(n—1y,

p =n*(n—1)%. Nun gilt aber
(n—1)(n* —n3)=n*(n—1)? und

(n*—n)(n® —n?)=n3(n—1)>~

Folglich ist das Produkt aus der ersten und

vierten stets gleich dem Produkt aus der

zweiten und dritten der angegebenen vier

Zahlen und zwar fir n=2, 3,4, 5, ....

auch

Lésung der Aufgabe von
Dipl.-Math. V. Schamitzky (Heft 6/70,
S. 144)

Da 1970=2-5- 197 und n=2k, wobei k eine
positive ganze Zahl ist, haben wir nur zu
beweisen, daB die Zahl
z=222%% 12022k — 1922k — 1 72%
=2%(111%* 4+ 1012 — 967 — §62%)
durch 2, durch 5 und durch 197 teilbar ist.
Nun ist, weil k eine positive ganze Zahl ist,
22 durch 2 teilbar; wir haben also nur noch
zu beweisen, daB die Zahl
x=(1112*—862t) 4+ (101%* — 962%) ‘
durch 5 und durch 197 teilbar ist Wir haben
dabei die Summanden so geordnet, daB die
Summe der Basen der Potenzen in beiden
Klammem jeweils 197 betriigt, da ja auch die
Teilbarkeit durch 197 nachzuweisen ist
Wir erhalten weiter
x=(111*+86% (111*—86%)
+ (101 +96%) (101* — 96*).

Nun giit fiir alle positiven ganzen Zahlen k
und [ir alle reellen Zahlen a und b mit a+b
(vgl. z B. das Talelwerk, 7.—12 Klasse,
S.57)
a*—b*=(a-b)(@* '+d* " ?b+... +abt"?
+6470),
also ist a*—b* durch a—b teilbar. Daraus
folgt, daB 111*—86* durch 111 —86=25

und 101*—96* durch 101 —96= 5
teilbar ist, also ist x durch 5 teilbar.
Nun unterscheiden wir die folgenden beiden
Fille:
1. Fall: k sei eine ungerade positive ganze
Zahl. Dann gilt '
d+bt=@+b)(@ ' —a*"2b+ ... —abt"?
+b47h,
also ist a* + b* durch a+b teilbar.
Daraus folgt, daB in diesem Fall 111*486*
durch 111+86=197 und 101*+96* durch
101 +96 =197 teilbar ist. Also ist auch x durch
197 teilbar.
2. Fall: k=2m sei eine gerade positive ganze
Zahl Dann gilt &* —b*=a>"—bp*"

=(a™+b7) (@™ —b™)

Ist oun m ungerade, so ist wieder a™+b" .

durch a+b teilbar. Also ist in diesem Fall
111™+ 86" und 101"+ 96" durch 197 teilbar,
d. h., auch x ist durch 197 teilbar.
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Ist aber m gerade, so setzen wir das Verfah-
ren so lange fort, bis wir einen Zerlegungs-
faktor a‘'+b' mit ungeradem ¢ erhalten,
der dann durch a+b teilbar ist; dabei kann
auch ¢=1 werden. Daher ist auch in diesem
Falle x durch 197 teilbar. Damit haben wir
bewiesen, daB die Zahl x in jedem Falle
durch 197 und durch 5 teilbar ist. Also ist
die Zahl z durch 197, durch 5 und durch 2
teilbar, also durch 1970 teilbar, w.z b. w.

94611 Es seien M, und M, die Mittel-
punkte der Kreise k, und k,. S der Schnitt-
punkt der gemeinsamen Tangenten und T,
bzw. T, die Beriihrungspunkte einer Tangente
mit den Kreisen k, bzw. k,.

Dann hat das rechtwinklige Dreieck M,ST,
die Winkel ¥xM,ST,=30° und
¥ TyM ;S=60°; man kann es sich also durch
Zerlegung eines gleichseitigen Dreiecks in
zwei kongruente rechtwinklige Teildreiecke
entstanden denken. Wegen mﬁ:h gilt
also SM,;=2r, und analog .W2=2r1.
Daraus folgt
M,M;=S—MZ—S—MI=2r2—2r, :
Andererseits gilt, da die Kreise k, und k, sich
beriihren,
M M,=r+r,.
Wir erhalten also die Gleichungen
ry+ry=2r,—2r,.

3rp=r,,
reirp=1:3.
Die Radien der Kreise k, und k, verhalten
sich also wie 1 : 3.

10/12 4615 Angenommen, lg 5 sei rational;

dann gilt lg5=2_ wobei wegen 1g5>0
q

p und g teilerfremde, von Null verschiedene
natiirliche Zahlen sind.

Es gilt also, da die Basis der dekadischen
Logarithmen gleich 10 ist,

109=5, 10°=57, 59-27=5¢.

Wegen p=1 ist der Term aufl der linken
Seite dieser Gleichung durch 2 teilbar, also
auch der* Term auf der rechten Seite, d. h.,
die Zahl 5% und damit auch die Zahl 5 ist
durch 2 teilbar. Das ist aber ein Widerspruch;
daher ist die Annahme, Ig 5 sei eine rationale
Zahl falsch, womit die Behauptung bewiesen
Ist

Berichtigung

Gudrun Manske erhielt das alpha-Abzeichen
in Gold. Sie wurde versehentlich in Klassen-
stufe 6 anstatt in Klassenstufe 9 eingereiht.
Sie ist (bei 18 eingesandten Losungen) Preis-
triger und erhielt eine Buchprimie. In Klas-
senstufe 8 muB es heiBen: Beate Recknagel,
in Heft 6/70 auf S. 137, Klassenstufe 5: Elke
Genath. Wir danken dem Mathematikfach-
lehrer E. Manske, Steinbach-Hallenberg, fiir
den Hinweis. Der vorbildlichen Schule win-
schen wir weiterhin gute Erfolge im alpha-
Wettbewerb. Als Anerkennung fiir die sehr
guten Leistungen wurden 5 Buchpramien
iiberreicht, d. Red.

Ference Pataki in Aktion

[(2a+39)-50+21]—(1971 —b)=100a+b
Jede individuelle Belegung der Variablen a
und b des Ausdrucks 100a-+b liefert die
in der Aufgabe gesuchte Zahl.

Brandschutz-Recheniibmng

Es sind 9 Feuerwehrleute angetreten.

Das zersprungene Schachbrett

Kryptarithmetik
A=2 ®=3 ©®=4 K=6

Eine Aufgabe von Albert Einstein

Wieviel wiegt der Knabe?
Es miissen 6 Katzen auf die Waage springen.

Riitsel

|. Diagonale 2. Addition 3. Tangens 4. El-
lipse 5. Nullstelle 6. Variable 7. Exponent
8. Rechteck 9. Abstand 10. Rhombus 11.
Bruch 12. Einheit 13. Intervalischachtelung
14. Tangente 15. Ungleichungen 16. Normal-
parabel 17. Gleichungen: Datenverarbeitung



In Vorbereitung

GELFAND/GLAGOLEWA/SCHNOL

Funktionen und graphische
Darstellungen

Ubersetzung aus dem Russischen

Etwa 104 Seiten mit etwa 200 Abbildungen.
Etwa 7,40 M

Der Behandlung von Funktionen und ihrer
graphischen Darstellungen wird in der Schule
ein weiter Raum gegeben, da sie in nahezu
allen Bereichen von Wissenschaft und Tech-
nik eine hervorragende Rolle spielen. Der
Inhalt des vorliegenden Buches ist eine
Erweiterung und Vertiefung des Lehrplan-
stoffes; wesentliche Teile kniipfen genau dort
an, wo die schulmaBige Behandlung endet.

W. MAY
Differentialgleichungen

Etwa 196 Seiten mit etwa 34 Abbildungen.
Etwa 7,50 M

Das Buch stellt fiir Schiiler der oberen Klas-
sen diesen @ber den Lehrplan der Schule
hinausgehenden Stoff in verstandlicher Form
dar. Dabei will es keine vollstindige Behand-
lung der verschiedenen Arten von Diffe-
rentialgleichungen bringen, sondern dem Le-
ser einen Einblick in die Bedeutung, Losungs-
prinzipien und Moglichkeiten der Anwen-
dung von Differentialgleichungen geben.

Neuerscheinungen
ZICH/KOLMAN

Unterhaltsame Logik

Ubersetzung aus dem Tschechischen
84 Seiten mit 15 Abbildungen.
Etwa 590 M

Literatur

Nach kurzer, leichtverstindlicher Einfiih-
rung in die Aussagenlogik, die nur geringe
Voraussetzungen an mathematischen Kennt-
nissen erfordert und fiir Schiler der mittleren
und oberen Klassenstufen geeignet ist, regen
viele interessante Aufgaben den Leser zur
intensiven Mitarbeit an.

H. BELKNER

Matrizen
96 Seiten. 4,30 M

E. LEHMANN

Lineare Optimierung

fiir Junge Mathematiker

116 Seiten mit 36 Abbildungen. 4,85 M

Alle Bandchen kartoniert und im Format
12cm x 19 cm

AuBerdem lieferbar

Belkner

Determinanten 4,80 M
Gelfand/Glagolewa/Kirillow

Die Koordinatenmethode 340 M
Hameister

Geometrische Konstruktionen

und Beweise in der Ebene 420 M
Hasse

Grundbegriffe der Mengenlehre

und Logik 3,30 M
Krysicki

Zihlen und Rechnen einst und jetzt 4,80 M
Lietzmann

Altes und Neues vom Kreis 2,10M
Der Pythagoreische Lehrsatz 3,30 M
Riesen und Zwerge im Zahlenreich 1,85M
Wo steckt der Fehler? 4830 M
Miller

Rechenvorteile 3715M

LEIPZIG

Sedlaéek

Einfiihrung in die Graphentheorie 6,40 M
Ubungen fiir Junge Mathematiker

Teil 1:

Lehmann, Zahlentheorie 6,50 M
Teil 2:.

Grosche, Elementargeometrie 4,50 M
Teil 3:

Kleinfeld, Ungleichungen 550 M

Liebe Schiilerinnen und Schiiler!

Zum 10. Male wird in der DDR die Mathe-
matik-Olympiade durchgefiihrt. Die meisten
von Euch werden sich schon einige Male
erfolgreich an der ersten Stufe beteiligt ha-
ben; manchen ist es gelungen, an einer Kreis-,
Bezirks- oder sogar an der DDR-Olympiade
teilzunehmen und sich dort Preise zu ver-
dienen. Aber nicht nur den Preistrigern, son-
dern allen Teilnehmern an irgendeiner Stufe
der Mathematik-Olympiade mochte ich an-
laBlich dieses Jubiliums die herzlichsten
Gliickwiinsche aussprechen; denn fiir alle
bedeutet schon die Teilnahme an diesem
Wettkampf einen Gewinn. Die Miihe fiir
die Vorbereitung trigt ihre Friichte in der
schulischen Arbeit und dariiber hinaus, und
fir viele wird die Beschiftigung mit der
Mathematik auch zur Freude an der Mathe-
matik gefiihrt haben.

Wie Eure Schiilerzeitschrift alpha soll auch
die Mathematische Schiilerbiicherei Euch
bei Eurer Arbeit helfen, Kenntnisse ver-
mitteln und Freude bereiten. Wir Verlags-
mitarbeiter hoffen, daB uns das bisher ge-
lungen ist, und wir werden uns weiterhin
bemiihen, Euch viele interessante Bandchen
der Mathematischen Schiilerbiicherei zur
Verfiigung zu stellen.

Fiir die erfolgreiche Teilnahme an der 10.
Mathematik-Olympiade mochte ich Euch
meine besten Wiinsche iibermitteln.

Q %W Verantw. Lektor

fiir Mathematik

BSB B. G. Teubner Verlagsgesellschaft



Biicher von heute
sind morgen Taten

Literatur zu: 10 Jahre Raumfahrt (siehe S. 27 bis 29)

J. A. Gagarin /| W. 1. Lebedew

Der Sprung ins Weltall

Aus dem Russischen von Friedrich Bergner.
205 Seiten mit Fotos, Halbleinen 7,20 M,
Verlag Neues Leben, Berlin

Die Autoren schildern aus eigenem Erleben die
Emotionen und Reaktionen von Raumpiloten in
auBergewohnlichen Situationen. Sie machen den Leser
nicht nur mit dem Bau und der Ausstattung sowje-
tischer Raumschiffe bekannt, sondern gehen vor allem
auf die im Zustand der Schwerelosigkeit und in der
Welt der Stille auftretenden Erscheinungen und
Schwierigkeiten sowie auf Mdglichkeiten zu ihrer
Uberwindung ein.

Heinz Micelke Der Weg zum Mond

264 Seiten mit Hlustrationen, Fotos und Tafeln,
Halbleinen 12,40 M, Verlag Neues Leben, Berlin

Zusammen mit dem Leser verfolgt der Autor den
Weg, den das menschliche Erkenntnisstreben von
ersten Phantasievorstellungen bis zur wissenschaft-
lichen Erkundung des Mondes zuriickgelegt hat, und
macht ihm den wechselseitigen Zusammenhang der
Raumfahrtforschung und der wissenschaftlich-tech-
nischen Revolution und damit den Nutzen dieser
Forschung fiir die Entwicklung.der menschlichen
Gesellschaft erkennbar.

Bestellung obengenannter Titel sind unter Angabe
des Kennwortes alpha zu richten an:
Buchhaus Leipzig, 701 Leipzig, PSF 140

Heinz Mielke Lexikon Raumfahrt

367 Seiten, zahireiche Abb., Halbleinen 18,60 M,
transpress VEB Verlag fiir Verkehrswesen, Berlin

Das Lexikon ist gegenwartig das umfassendste deutsch-
sprachige Nachschlagewerk seiner Art. Es enthalt
etwa 1200 Stichworter und Synonyme sowie zahl-
reiches Bildmaterial. Ubersichten iiber die Grenz-
wissenschaften der Raumfahrt, Fakten aus der Rake-
ten- und Raumfahrtgeschichte sowie Biographien der
Kosmonauten und Astronauten erméglichen eine
umfassende Information.

Frosi Schallfolie: Der Weg in den Kosmos

Preis2— M

Zu bestellen bei: Redaktion Frosi, Verlag ,,Junge
Welt*, 108 Berlin

Inhaltsangabe der Schallfolie: Originalaufnahmen
von Sputnik 1 bis 3, Lunik 1 bis 5; Startvorbereitun-
gen auf dem Kosmodrom Baikonur. Die Stimme
des ersten Kosmonauten aus der Testkammer und
dem Weltall - Telefongesprich J. Gagarins nach
Saratow

Daten seines Fluges: Raumschiff ,,Wostok 1 -4725kg
Start: 12. 4. 1961 7.07 MEZ - Startort : Baikonur - Lan-
dung: 12. 4. 1961, 8.55 MEZ - Landeort: Dorf
Smelowka, siidlich Engels an der Wolga.

Aus der Mathematischen
Schiilerbiicherei

L. A. KALJOUJNINE
Primzahlzerlegung

Ubersetzung aus dem Russischen - MSB, Band 59
1971, etwa 40 Seiten, Broschur 2,40 M
Bestellnummer : 5698780

T. ROMAN
Regulire und halbreguliire Polyeder

Ubersetzimg aus dem Rumdnischen - MSB, Band 45
1968, 119 Seiten, 76 Abbildungen, Broschur, 6,— M
Bestellnummer : 569 467 5

I. M. SOBOL
Die Monte-Carlo-Methode

Ubersetzung aus dem Russischen - MSB, Band 61
1971, etwa 50 Seiten, Broschur, 3,80 M
Bestellnummer : 5698799

N. N. WOROBJOW
Die Fibonaccischen Zahlen

Ubersetzung aus dem Russischen - MSB, Band 19
2., erweiterte Auflage 1971, 129 Seiten, 22 Abbildungen,
Broschur, 4,80 M

Bestellnummer : 569 8414
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