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Joachim Jungius —

ein Leibniz
vor Leibniz

Am 22.10. 1987 jihrte sich zum 400. Male
der Geburtstag des Gelehrten Joachim Jun-
gius, der nicht nur im Urteil seiner Zeitge-
nossen als bedeutender Mathematiker galt,
sondern auch noch von einer Reihe von
Wissenschaftlern der nachfolgenden Gene-
rationen geschatzt wurde. G.W. Leibniz
verglich ihn z. B. mit Galilei, Kepler und
Descartes und betonte, daB ,er nicht nur
mit allen Teilen der Gelehrsamkeit, son-
dern auch mit dem Innern der Mathematik
in einer Weise vertraut (war), die fast liber
das Verstindnis seiner Zeit und des Ortes,
den ihm Geburt und Schicksal zugewiesen
hatten, hinausging“. Alexander von Hum-
boldt, der — wie er selbst sagte — bei sei-
nem Aufenthalt in Hamburg um 1790 die
ghickliche Gelegenheit hatte, die Jungius-
schen Schriften kennenzulermen, sprach
von dem groBen, so lange verkannten Jun-
gius. J. W. v. Goethe (der besonders Inter-
esse an den botanischen Arbeiten Jungius’
hatte) trug sich iibrigens kurz vor seinem
Tode mit der Absicht — dhnlich seiner Cel-
lini-Biographie — eine von Jungius zu ver-
fassen.

Wer war nun dieser Joachim Jungius, nach
dem man z.B. in Rostock eine StraBe be-
nannt hat, von dem man jedoch in Bii-
chern iiber Wissenschaftsgeschichte nicht
allzu viele Informationen findet?

Geboren wurde er am 22.10.1587 in Li-
beck als Sohn eines Gymnasiallehrers.
Seine akademische Ausbildung begann
Jungius in Rostock, wo er spiter — unter-
brochen durch Studien in GieBen, Helm-
stedt und Padua — mehrere Jahre als Pro-
fessor fiir Mathematik wirkte. In Rostock
griindete Jungius 1622 auch die erste wis-
senschaftliche Gesellschaft ndrdlich der
Alpen.

Typisch fiir die Studien von Jungius in je-
nen Jahren war sein Bestreben, sich das ge-
samte damalige Wissen anzueignen. Dabei
war er sehr kritisch und forderte auch von

seinen Schiilern, ja nicht in der ,Gebor-
genheit von Autoritit einzuschlafen®.
Jungius war auch ein engagierter Anhinger
der piddagogischen Reformbewegungen
und auBerdem Doktor der Medizin.

Von 1629 bis zu seinem Tode am
23.9.1657 wirkte Jungius in Hamburg.

Auch wenn Jungius sich mit sehr vielen
Gebieten beschiiftigte (so nahm er z. B. auf

Reisen zwecks astronomischer Studien

sein Fernrohr mit, er legte sich Sammlun-
gen von Naturdingen an und er experimen-
tierte chemisch), hatte fiir ihn die Mathe-
matik als Vorbild fiir Wissenschaftser-
kenntnis und -darstellung eine groBe
Bedeutung. Es sind mehrere Reden und
Schriften von ihm iiberliefert, in denen er
den groBen Nutzen und die Bedeutung der
Mathematik fir die allgemeine Naturer-
kenntnis preist, sowie ein Lehrbuch fir
Geometrie, mit dem er diejenigen Schiiler,
denen die klassische Geometrie zu schwie-
rig erscheint, mittels empirischer Uberle-
gungen an die Gedankengédnge der Mathe-
matik heranzufiithren gedachte.

Aufs beste war Jungius mit den damals
modernsten Richtungen und Entwick-
lungstendenzen in der Mathematik ver-
traut. In dieser Zeit vervollkommneten sich
z.B. die Rechenmethoden (u.a. kamen
Dezimalbriiche und Logarithmen auf),
eine hochentwickelte Symbolik bildete
sich heraus und man begann, eine Reihe
von physikalisch-mechanischen Problemen
(freier Fall, Planetenbewegungen, Pendel-
schwingungen, ...) mathematisch zu be-
handeln. Von Jungius ist nun bekannt, daB
er wie selbstverstindlich bei entsprechen-
den Rechnungen Logarithmen benutzte
und 3. B. auch trigonometrische Funktio-
nen verwendete.

Seit 1613 beherrschte er die Buchstaben-
rechnung des Vieta, die er teilweise verbes-
serte. Er hatte {ibrigens die beriihmte ,Ze-
tetica® von Vieta nur fir eine Nacht
geliehen bekommen, sich so weit wie mog-
lich Ausziige angefertigt und dann selb-
stindig vieles ergdnzt. Vermutlich hat er
auf diese Weise vor Descartes — dem man
einige Verbesserungen der Vietaschen Zei-
chensprache zuschreibt — anstelle von gro-
Ben Buchstaben die iibersichtlicheren klei-
nen Buchstaben verwendet und den Grad
einer Potenz durch Hochstellen eines Ex-
ponenten klarer als Vieta dargestellt. Die
von Jungius in seinen Aufzeichnungen ver-
wendete formelhafte Schreibweise ist auch
fiir heutige Leser leicht verstindlich.

Leider hat Jungius von seinen gewonnenen
neuen Erkenntnissen auf dem Gebiet der
Mathematik nichts publiziert. DaBl trotz-
dem etwas bekannt geworden ist, verdankt
Jungius vor allem seinem Schiiler Woldeck
Weland (1614 bis 1641) und Leibniz. Ge-
lohnt hitte sich eine rechtzeitige Druckle-
gung seiner mathematischen Erkenntnisse
sicher. So z. B. die seiner Restitution eines
verlorenen Werkes des Apollonius von
Perga iiber die ebenen Orter anhand der
von Pappos ohne Beweis iiberlieferten
Sitze. die von Weland im weiteren vollen-
det wurde, jedoch auf Grund des frithen
Todes von Weland und anderer widriger
Umstinde nicht gedruckt wurde. Mathe-
matikgeschichtlich wirksam wurden nur
die Restitutionen von van Schooten (1615
bis 1660) und Fermat (1601 bis 1665).
Von Weland wurde 1640 eine kleine Ab-
handlung herausgegeben, die u. a. zwei in-
teressante, von Jungius stammende Resul-
tate enthilt. Zum einen ist das

die Berechnung des Tetraedervolumens
aus den 6 Seitenkanten (wobei Jungius
auch den Radius der umbeschriebenen Ku-
gel bestimmt hat)

und zum anderen eine hiibsche
Konstruktion einer Tangente an einen
Kreis von einem &4uBeren Punkt nur mit
Hilfe eines Lineals:

Vom vorgegebenen Punkt P aus werden
zwei Sekanten durch den Kreis, die eine
durch den Mittelpunkt, gelegt. Die durch
die Schnittpunkte der Sekanten bestimm-
ten Seiten des entstehenden Kreisvierecks
werden bis zu ihrem Schnittpunkt verlin-
gert.

Die Verbindungslinie desselben mit dem
Schnittpunkt der Diagonalen gibt auf der
Kreisperipherie die gesuchten Beriihrungs-
punkte. Wir haben hier den bekannten
Tangentensatz der Polarentheorie erstma-
lig vor uns, den man frither dem Gregorius
von St. Vincentius zuschrieb. Die Verbin-
dungslinie ist die Polare, der gegebene
Punkt auBerhalb des Kreises der Pol.

Eine weitere erwihnenswerte mathemati-
sche Leistung von Jungius ist der sowohl
experimentelle als auch rechnerische
Nachweis, daBl eine Vermutung von Galilei
aus dem Jahre 1638 ,die Kettenlinie ist
eine Parabel“ falsch ist. Eine mathemati-
sche Konstruktion gab erstmalig Leibniz
im Jahre 1691 an, wobei er auf den ,ausge-
zeichneten Philosophen und Mathemati-
ker“ Jungius hinwies.

In dem Artikel iiber die Kettenlinie be-
merkt Leibniz iibrigens auch, daB man die
Kettenlinie zur Hyperbelquadratur benut-
zen kann, womit ein seit der Antike beste-
hendes Problem geldst war. (Unter der Hy-
perbelquadratur versteht man die Berech-
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nung von Flichen, die durch einen
Hyperbelast und Geraden begrenzt sind.)
Einem Brief des Jungius-Schiilers Vincen-
tius kann man nun entnehmen, daB Jun-
gius ebenfalls eine Methode zur Hyperbel-
quadratur besessen haben soll. Vermutlich
handelt es sich bei der Jungiusschen Hy-
perbelquadratur um die einer gleichseiti-
gen Hyperbel, wie sie auch Gregorius von
St. Vincentius 1647 gelang. Jungius wiirde
mit dieser Leistung jedoch zu den Mathe-
matikern des 17. Jahrhunderts gehoren, die
durch eine Reihe von Beispielenrdie Ent-
wicklung der Infinitesimalmathematik vor-
bereiteten.

Von weiteren mathematischen Arbeiten
Jungius’ sind meist nicht mehr als nur die
Titel bekannt. Da auch die etwa 8 000 Blat-
ter mathematischen Inhalts des Hamburger
Jungius-Archivs noch nicht volistindig
ausgewertet worden sind, ist ein abschlie-
Bendes Urteil iiber den Mathematiker Jun-
gius zur Zeit noch nicht moglich.

AbschlieBend sei noch bemerkt, daB Jun-
gius nicht nur an konkreten mathemati-
schen Problemen interessiert war, sondern
auch eine allgemeine Beweislehre entwik-
kelt hat. Dargelegt hat er seine Vorstellun-
gen in der ,Logica Hamburgensis“, deren
Kernstiick (Buch 4) die Lehre vom wissen-
schaftlichen Beweis ist. Daneben findet
man in den hinterlassenen Manuskripten
von Jungius auch Ansitze zur Entwicklung
einer mathematischen Logik. Damit waren
Jungius und auch Leibniz, der diese An-
sitze von Jungius weiterverfolgte, ihrer
Zeit weit voraus. (Die mathematische Lo-
gik entwickelte sich erst im 19.Jh.)

D. Lau, S. Réhl, J. Schumacher

50 - alpha, Berlin 23 (1989) 3

Das Fufllballspiel

auf der Insel Malta

Eine unterhaltsame Betrachtung
zur mathematischen Astronomie

Von der Insel Malta wurde neulich ein mit
Spannung erwartetes FuBballspiel live im
Fernsehen iibertragen. Es war der 21. Juni,
der Tag der Sommersonnenwende — der
lingste lichte Tag des Jahres!

Da im siidlichen Europa um diese Zeit die
Tagestemperaturen sehr hoch liegen, wurde
der Beginn des Spieles auf 20" MEZ
(21* MESZ) festgelegt. Wir hatten es uns
an diesem Abend in den Sesseln vor dem
Fernsehapparat gemdiitlich gemacht, drau-
Ben schien noch die Sonne, die sich noch
etwa 3° iiber dem Horizont befand.

Der Anblick auf dem Bildschirm iiber-
raschte uns! Auf dem Spielfeld in La Va-
letta, der Hauptstadt von Malta, herrschte
bereits Nacht, die groBen Flutlichtschein-
werfer waren eingeschaltet. Wir fragten uns
nach dem Grund dieses Uniterschiedes,
und mein Freund hatte dafiir sofort eine
Erkldrung: ,Ganz einfach, Malta liegt viel
weiler im Osten, also ist dort die Sonne
fridher als bei uns untergegangen!“ — Zuge-
geben, im Geographieunterricht war er
keine Leuchte gewesen, denn sonst hitte er
nicht eine solche Antwort geben konnen.
Ein rascher Blick auf den Atlas belehrte
ihn: Die geographische Linge der Insel
stimmt mit der von Berlin itberein. Also
kann es keinen Zeitunterschied geben, und
auf Malta steht die Sonne ebenfalls um
12" MEZ (13" MESZ) im Siiden wie bei
uns.

Wie aber war dieser Unterschied zu erkli-
ren? Bei uns taghell, auf Malta bereits
dunkle Nacht? - Wohlgemerkt, es han-

delte sich um eine Direktiibertragung und.

nicht um eine Aufzeichnung! AuBierdem
zeiglen die Uhren auf dem Malteser FuB-
ballplatz genau unsere Zeit an.

Um auf unsere Frage die richtige Antwort
Zu bekommen, missen wir uns ein wenig
mit den Tagbdgen der Sonne befassen, also
mit einem Thema, das im Heimatkunde-
unterricht der 3. Klasse behandelt worden
ist. Fermer benétigen wir dazu auch noch

Bild 1

Mittag
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Kenntnisse aus der mathematischen Geo-
graphie.

Wir wissen, daB8 die Sonne téglich in Ostli-
cher Richtung aufgeht, im Laufe des Vor-
mittags immer hoher steigt, um zu Mitlag
(12" MEZ) ihren héchsten Punkt genau im
Stiden zu erreichen. Am Nachmittag
nimmt die Héhe der Sonne wiederum ab,
bis sie in westlicher Richtung untergeht.
Diesen tiglichen Sonnenweg bezeichnen
wir als den Tagbogen der Sonne (Bild 1).
Beobachten wir die Tagbogen im Laufe
eines Jahres, miissen wir feststellen, daB
sie sehr verschieden groB sind. An den kur-
zen Wintertagen ist der Tagbogen klein,
die Sonne erreicht nur eine Mittagsh6he
von 14°. Im Sommer dagegen, wenn sich
die Sonne mehr als 16 Stunden iiber dem
Horizont befindet, ist der Tagbogen groB,
die Mittagshohe 61°. Dazwischen liegt der
gleich groBe Tagbogen vom Friihling und
Herbst, der die Besonderheit aufweist, daB
die Sonne genau im Ostpunkt aufgeht und
im Westpunkt untergeht. Dies trifft fiir die
anderen Jahreszeiten nicht zu. So geht die
Sonne am 21. 6. im Nordosten auf und im
Nordwesten unter, am 21.12. ist dies im

- Siidosten und Siidwesten der Fall. Wer ein-

mal aufmerksam iiber einen lingeren Zeit-
raum hinweg beobachtet, wo z.B. die
Sonne untergeht, wird dieses ,Wandern*“
des Untergangpunktes feststellen kdnnen.
Mit Hilfe einer einfachen Skizze, die das
Datum des Beobachtungstages enthilt, be-
kommt man ein brauchbares Beobach-
tungsprotokoll.

In unserem Beispiel handelt es sich um
den groBtmoglichen Tagbogen der Sonne
im Jahr. Aus diesem Grund wird der 21. 6.
als Tag der Sommer-Sonnenwende be-
zeichnet, von da ab werden die Tage wie-
der kiirzer. Es ist aber nicht gleichgiiltig,
wo wir uns am 21. 6. befinden, ob in Le-
ningrad oder Kairo oder gar auf dem Aqua-
tor. Da Malta auf einer geographischen
Breite von 36,5° liegt, besteht zu Berlin
¥52,5°) ein Breitenunterschied von 16°
Hier haben wir die Ursache zu suchen!
Die Tagbdgen der Sonne verlaufen unter
einem ganz bestimmten Winkel zum Hori-
zont, der in Berlin (die Unterschiede in der
DDR sind gering) 37,5° betrigt. Reisen wir
nach Norden, werden die Winkel kleiner,
die Tagbogen verlaufen flacher, bis sie auf
dem Nordpol parallel zum Horizont liegen.
Dieser Sonderfall soll uns aber fiir unsere
Aufgabe weiter nicht interessieren!

Reisen wir nach Siiden, werden die Winkel



groBer, die Tagbdgen verlaufen steiler, und
die Sonne erreicht groBere Hohen. Wih-
rend bei uns die Sonne am 21. 6. zu Mittag
61° hoch steht, sind es auf Malta immerhin
schon 77°. Diese Differenz entspricht dem
Unterschied in der geographischen Breite.
Wir haben in den verschiedenen Breiten
eine unterschiedliche Lage der Tagbogen,

Bild 2
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a) Fiir die geographische Breite von
Berlin
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b) Fiir die geographische Breite von Malta

Schematische Darstellung der Tageslinge
in verschiedenen geographischen Breiten
am 21. 6.

(Die Tageslinge in Malta differiert um
10 mm gegeniiber der Tageslinge von
Berlin. Die Lingen der Tagbogen sind
nicht ausmeBbar, sie geben nur das
ungefdhre Verhiltnis zueinander wieder.)

Bild 3
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b) Fiir die geographische Breite von Malta

Schematische Darstellung der Tageslinge
in verschiedenen geographischen Breiten
am 21.12.
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so daB diese am Aquator sogar senkrecht
verlaufen.

Verindern wir die geographische Breite,
tritt eine weitere Besonderheit auf, die we-
nig bekannt ist: Die Lingen der Tage sind
unterschiedlich! Der 21. 6. ist zwar iberall
(vom Aquator und den Polen abgesehen!)
der lingste Tag des Jahres, aber er ist nicht
liberall gleich lang (Bild 2). Wie die Bilder
zeigen, sind die Sommertage im Norden
linger als im Siiden, dafiir sind aber die
Wintertage im Siiden ldnger als im Norden
(Bild 3).

Diese wichtige Erkenntnis halten wir nun
einmal fest! Somit betrdgt in Berlin am
21. 6. der lichte Tag 16 Stunden 35 Minu-
ten, auf Malta dagegen nur 14 Stunden
27 Minuten. Das bedeutet einen Unter-
schied von 2 h 8 min. Hinzu kommt noch,
daB die Dimmerungsdauer im Siiden kiir-
zer ist und die Nichte um diese Zeit keine
Aufhellung im Norden (Mitternachtsddim-
merung) aufweisen wie bei uns. Das bedeu-
tet aber auch, daB auf Malta die Sonne um
1h 4min (die Hilfte des Gesamtunter-
schiedes) spiter aufgeht und ebenfalls um
diesen Betrag friither untergeht.

Die Berechnung der Tageslinge erfolgt mit
Hilfe von Formeln der Trigonometrie
(Dreiecksberechnung), die aber erst in den
letzten Klassenstufen behandelt werden.
Wir konnen uns die Berechnung sparen,
indem wir ein graphisches Verfahren an-
wenden, das einfach und rasch zu handha-
ben ist (Bild 4). Das Ergebnis ist der soge-
nannte halbe Tagbogen, also die Zeit vom
Sonnenaufgang bis Mittag (Sonne im Si-
den) bzw. vom Mittag bis zum Sonnenun-
tergang. Die Genauigkeit dieses Verfahrens
hidngt von der GroBe der Zeichnung ab:

YallFN
A

Bild 4

A

Die geographische Ermittlung des halben
Tagbogens

Der halbe Tagbogen fiir den 21.6. in
Berlin (52,5°) betriigt 124°. Dies mit 15
geteilt ergibt 8,2666 h.

Die Gesamttageslinge betragt: 16,5333 h.

Zuerst wird ein Kreis mit zwei aufeinander
senkrecht stehenden Durchmessern ge-
zeichnet. Bei A4 wird die geographische
Breite des betreffenden Ortes aufgetragen
und bis zum waagerechten Durchmesser
verlingert. Bei B wird die Deklination des
Gestirns (Sonne, Mond, Planet, Stern) auf-
getragen, und zwar positiv nach oben, ne-
gativ nach unten. In C wird eine Parallele
zu BD bis zum Kreisumfang gezogen. Der
Winkel zwischen A und E entspricht dem

halben Tagbogen. Durch Division mit 15
wird in das StundenmaB umgerechnet. Die
somit ermittelte Zeit entspricht dem Stun-
denwinkel vom Gestimsaufgang bis Mittag
bzw. vom Mittag bis zum Gestirnsunter-
gang. Ein halber Tagbogen von 75° (= 5%)
bedeutet, daB die Sonne um 7' wahrer
Ortszeit aufgeht und um 17" untergeht.
Durch Multiplikation mit 2 bekommt man
die Gesamttageslinge der Sonne. Bei
Mond, Planeten und Sternen spricht man
logischerweise nicht vom Tagbogen, son-
dermn vom Sichtbarkeitsbogen oder von der
Sichtbarkeitsdauer.
Unter der ,Deklination® versteht man den
Winkelabstand eines Gestims vom Him-
melsiquator, der bei der Sonne zwischen
+23,44° am 21.6. und —23,44° am 21.12.
schwankt. Am 21. 3. und 23. 9. betrigt die
Deklination der Sonne 0°. Die Deklination
kann dem ,Kalender fir Sternfreunde“
oder anderen astronomischen Jahrbiichern
entnornmen werden.
Verbleiben wir noch bei unserem FuBball-
spiel! Wie wire es, wenn das Spiel zur Zeit
der Wintersonnenwende, am 21.12., statt-
finde? Hier liegen die Verhiltnisse umge-
kehrt, da die Wintertage im Siiden ldnger
als im Norden sind und die Sonne friiher
auf- und spiter untergeht. Angenommen,
das FuBbalispiel begiinne um 16" MEZ' Bei
uns wire die Sonne bereits untergegangen,
die StraBenbeleuchtung wire eingeschaltet.
Auf Malta wire es dagegen noch taghell,
und die Sonne hitte eine Hoéhe von 7,5°.
Das Bild 3 zeigt die unterschiedlich groen
Tagbogen der Sonne am 21. 12.
Fiir unsere Uberlegungen gibt es noch eine
3. Moglichkeil: Aus den Bildern ist zu erse-
hen, daB der mittlere Tagbogen fiir den
21.3. und 23. 9. stets gleich groB ist, gleich
in welcher geographischen Breite man sich
befindet. An diesen beiden Tagen befindet
sich die Sonne auf dem Himmelsiquator,
die Linge des lichten Tages betriagt 12 h.
Wann miiBte das FuBballspiel stattfinden,
damit die Beleuchtungsverhiltnisse bei
uns und auf Malta gleich wiren? Die Ant-
wort ist einfach: Am 21. 3. oder 23.9.!
Nehmen wir den Spielbeginn fiir 18" MEZ
an, so wire fir uns sowie fir Malta Son-
nenuntergang.
AbschlieBend sei noch erwihnt, daB selbst
innerhalb unserer Republik, die eine Nord-
Siid-Ausdehnung von etwa 500 km hat (4°
in der geographischen Breite) beachtliche
Unterschiede in der Tageslinge bestehen.
So ist auf der Insel Riigen der lichte Tag
am 21.6. um 45 Minuten ldanger als im
Vogtland. Dafiir aber liegen am 21. 12. die
Verhiltnisse umgekehrt: Auf Riigen ist der
Wintertag um 45 Minuten kiirzer als im
Vogtland. Mit Hilfe des Bildes 2 kann dies
iiberpriift werden. Fiir den halben Tagesbo-
gen besteht zwischen Riigen (54,5°) und
dem Vogtland (50,5°) ein Unterschied von
5,5
So betrachtet, kann ein FuBballspiel auch
etwas mit der Astronomie zu tun haben!

’ A. Zenkert
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Eine
interessante
geometrische
Aufgabe

Aus dem Altertum ist das Beriihrungspro-
blem des Apollonius bekannt. Apollonius
von Perge lehrte um 200 v. u. Z. in Alexan-
dria und Pergamon. Er stellte die Aufgabe,
Kreise zu finden, die drei gegebene Kreise
beriihren. Dabei ist zugelassen, daB die ge-
gebenen Kreise in Punkte oder auch Gera-
den entartet sind, so daB sich zehn ver-
schiedene Fille ergeben. Eine konstruktive
Losung dieser zehn Aufgaben ist in [1} an-
gegeben. Angeregt durch dieses Problem
stelite G. F. Malfatti (1731 bis 1807) im
Jahre 1803 folgende Aufgabe: Gesucht
sind drei Kreise, so daB jeder die beiden
anderen und zugleich zwei Seiten eines ge-
gebenen Dreiecks beriihrt. Er selbst gab
eine Losung an, indem er die Radien der
gesuchten Kreise berechnete. J. Steiner
(1796 bis 1863) veroffentlichte eine geome-
trische Konstruktion ohne Beweis. Der von
Steiner benutzte Hilfssatz wurde erst 1874
durch Schroter bewiesen. Interessant ist,
da diese recht schwierige Aufgabe in
einem Schulbuch [2] behandelt wird, aller-
dings ist der dort angegebene Beweis des
von Steiner benutzten Hilfssatzes unver-
stindlich dargestellt. Ein sehr elegantes Er-
gebnis durch Berechnung erhielt A. Cayley
(1821 bis 1895), auf das spater noch einge-
gangen wird.

S. Tunn aus Barth beschiftigte sich 1987
mit dieser Aufgabe. Er fand eine rechneri-
sche Losung, die lediglich Kenntnisse der
Schulmathematik voraussetzt, aber mathe-
matische Phantasie und Geschick im Um-
formen von Termen verlangt. Er entdeckte
neben den bisher betrachteten einbeschrie-
benen Kreisen noch drei weitere Kreise,
die ebenfalls den Bedingungen der Auf-
gabe geniigen, und konnte einen sehr scho-
nen Satz beweisen, der diese beiden Tripel
von Kreisen zueinander in Verbindung
bringt. Ehe die Losung von S. Tunn darge-
stellt wird, sollen noch einige einfache Be-
ziehungen an Dreiecken bereit gestellt wer-
den.

1. Bild 1 zeigt ein Dreieck mit seinem In-
kreis. Der Mittelpunkt 0 ist der Schnitt-
punkt der Winkelhalbierenden, sein Ra-

Bild 1
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dius sei . Mit s=%(a + b+ ¢) wird der

halbe Umfang des Dreiecks bezeichnet.
Dann gilt mit
AW =4V=1,, B
CT=CV=1t:

L+h=c
¢))] Ltti=a; also

Ltth=»

=BU=1,,

tl=%(b+c—a)=s—a

t2=%(c+a—b)=s—b

1
¢3=7(a+b—c)=s—c.
Das Additionstheorem fiir die Kosinus-
funktion lautet:
cos (@ + 1) = cos @ cos y — sin @ sin p.

. o x .,
Mit p=v=- cosu=cos’7—sm27.

2% _{ g2 %
Wegen cos 2 1 —sin >

sin£= 1-cosax
2 V 2 !

L, 0 o
wegen smz—z— =1- cos’7 folgt daraus

cos£= /l+cos_a
2 2 ’

Aus dem Kosinussatz erhilt man:

folgt daraus

b2+ 2 — a? .
cos @ = —————— und weiter:
2bc
1-cosor _ 2bc— b2 —c2+ a?
2 4bc
_at-(b=¢) (s-¢)(s—-b)
abe = be nach der

dritten binomischen Formel. Damit ergibt
sich:

&_ [G=b-o)
2 be und entspre-

chend

o s(s—a)
cos —V—b .

Aus diesen beiden Formeln findet man:
L2 s-b)(s—c)

sin

2 tan—- = ~e—a
B [G-aG—a)
tan-y = sGs— b)
Y _ (s—a)(s—b)
tan-o = sG-c)

wobei die beiden letzten Gleichungen aus
der ersten durch zyklische Vertauschung
folgen. Aus Bild 1 folgt weiter:
. S

2 t4 s—a
und daraus mittels (2):

@ o-G-a) L0

_ Js—a)(s—-b)(s—0)
s ot
Fiir die Fliche 4 des Dreiecks ergibt sich
aus Bild 1: 4 = gs, und mit (3) erhilt man
die Formel des Heron von Alexandria (um
110 v.u.Z.):

A= 1/s(s —a)(s— b)(s— c)-.
Losung der Aufgabe von Malfatti nach

S. Tunn.
In Bild 2 werde bezeichnet:

Bild 2

AT, =4S, = x, ﬁz=ﬁz=}',

ﬁ:g = ﬁ; =z.5

M., M,, M, sind die Mittelpunkte der ge-
suchten Kreise, die ganz im Innern des
Dreiecks liegen, r, r,, r; deren Radien.
LiBt man zu, daB die Kreise auch die Ver-
limgerungen der Seiten beriihren kénnen,
so erhilt man die von S. Tunn zusitzlich
betrachteten Kreise mit den Mittelpunkten
M, M3, M; und den Radien r{, r}, r;.
Die Tangentenlingen seien

m=x’1 B_S;=y” C'T3= z.

Aus AM,DM, folgt fir T, S, = M, D:

TS =y(n+r?=(n-rnY =2ynn

und entsprechend: T8, = 2 rir} .

Wegen AT, + T, S, + §,B = c ergibt sich
x+2 H +y=c.

Aus AT} - ¢ =T;5; - BS;,

also x' — c=24rir; —y’, folgt:
x'=24riry +y' =c.

Fithrt man das fiir alle drei Seiten aus, so
folgen zwei Systeme von Ausgangsglei-
chungen:

x+2ynn ty=c

@  y+24ynntz=a
z+243r +x=5
x’—-2m+y’=c

@) y -2yryitz=a

2/ —24riry +x'=b.

o
Wegen r, = xtan—, r,=ytan

2
- N4 ' = o tan &
r ztan2 und rj=x tan2 i
r'2=y’tan§, r;=z’tan—;— folgt

aus (4) bzw. (4') unter Verwendung
von (2):

s—¢
x+2 F xy ty=c
-a
%) y+2 Ss yz +z=
s—b
z+2 A zx +x=b
’ $T¢ .. ’
x' =2 x'y  +y' =¢
s
s—a ,, .
5 y-2 . ¥z +z =g



z’—ZﬂS:bz’x’ +x'=b.

Beide Gleichungssysteme bleiben bei
gleichzeitiger zyklischer Vertauschung von
a, b, cund x, y, z bzw. x’, y', z’ bis auf die
Reihenfolge der Gleichungen unverindert.
Lost man jeweils nach den Quadratwurzeln
auf und quadriert, so lassen sich beide Sy-
steme zusammenfassen:

4s_cuu=(c—u—v)1
©® 4—Low=(a-v-wp
4s_bwu=(b—w—u)2.

Man beachte: Ist x, y, z Lésung von (5)
bzw. x’, y’, z’ Losung von (5", so ist auch
u=x, v=y, w=z bzw. u=x', v=y’,
w =z’ Losung von (6), aber nicht jede Lo-
sung von (6) muB auch Lésung von (5)
oder (5) sein. Die erste Gleichung von (6)
kann umgeformt werden zu:

—2v(c—(2%—1)u>+(c—u)2=0

und weiter:

v=c—(2f—1)u
sy

Setzt man zur Abkiirzung:
R =2i—1 S=23—1 T=2i—1und

F= i— ,G= 2\"‘ —

s
H=2 f (s) so erhilt man daraus:
) v=c— Tut Hysu—u?,

und entsprechend aus der dritten Glei-
chung von (6):

®) w=b—Sut Gysu—u?.
Wegen der Dreiecksungleichung gilt:

a<b+c,also2a<a+ b+ c¢=2sund da-

mit a<s, d. h. %<l und entsprechend

%<1 und f<1. Deshalb gilt F>0,

G>0, H>0, so daB durch F, G, H divi-
diert werden darf. Damit folgt aus (7):

F ysu—u? =%(c—Tu—v).

die erste Gleichung von (6) hitte auch
nach u auflésen kénnen, lassen sich aus (6)
folgende Gleichungen ableiten:

F oysu—u? =LH(c—Tu—v),

(@— Rv—w),

Da man

Fysw—-0v? =
F ysw—w?

¢m——(b Su—w),
¢m=ﬁ(c-—Tv—u),

F ysw—w? =lp(a—Rw—v).

- (b= Sw—u),

cuw*ulvﬂ

Die Losungen von (5) bzw. (5) kénnen nur
jeweils sechs der abgeleiteten Gleichungen
gleichzeitig e:filllen, wenn diese sechs
Gleichungen bei zyklischer Vertauschung
von a, b, ¢ und u, v, w bis auf ihre Reihen-

folge ungeidndert bleiben (vgl. Bemerkung
im AnschluB an (5) und (5°)). Daher muB
jeweils entweder stets das positive oder
stets das negative Vorzeichen der Wurzeln
gewihlt werden, so daB jeweils die rechten
Seiten der Gleichungen mit gleicher linken
Seite gleich sind. Durch Gleichsetzen und
Umformen erhilt man folgendes lineare
Gleichungssystem:

s T 1 1 b ¢
(E‘—H)"‘—H”EW "G H
1 T R 1 ¢ _a
7 EF)
1 1 R S§ a b
‘E“F”*(F a)‘“?‘?

Dieses lineare Gleichungssystem fur u, v,
w ist nicht eindeutig 16sbar, weil die Glei-
chungen linear abhingig sind. Bildet man
die Summe der drei linken und der drei
rechten Seiten, so erhalt man:
(IHT+ SGl)u+(1 pR + THI)U
+(1_S+ R_1)w=0

G F :
Setzt man fiir die Abkiirzungen die Werte
ein, so erhilt man mit

1-R [s

(9) .T_ 7_1_.",
1-5 s
¢ V» '=®
1-T s
" Ve l=h

die Gleichung:

(10) (h—gu+(f~hv+(Eg-NHw=0.
Die Summe der drei Koeffizienten in (10)
ist null.

I.Fall: a+ b, b+ cund a * c. Dann folgt
aus (9), daB f, g, h paarweise verschieden
sind. Daher ist in (10) kein Koeffizient
null. Man kann deshalb (10) z. B. nach w
auflosen:

(11) w=pu+qumitp=g_h,
g—f
_h-f und
g—f"
(12) p+gq=1.

Multipliziert man (7) mit ¢ und setzt aus
(11) w in (8) ein und ordnet nach qv um,
so erhdlt man:
qv=q{c—Tu+ Hysu—u?)
qu=>b—Suzt Gysu—u* — pu.
Durch Gleichsetzen der rechten Seiten
und Ordnen folgt:
(13) F(Hq—G)ysu—u?
=(S§—-Tg+p)u—(b—cq).
Setzt man fiir § und T die Terme ein und
beachtet (12), so folgt:

[, b <
S—Tq+p—(2s 1) (2s 1)q+p
2
s

(b—cq).
b—cq
Hqg—- G
F ysu— u? =(%u—1)B.

Daraus folgt durch Quadrieren und Ord-
nen:

(%Bu 1) uZ—s<%B2'+ 1) u+B?=0,

also:

Mit

= B ergibt sich aus (13):

B2s?

2 _ _ o
(14 u?-—su+ 4B+ 5 =0

Wegen der Bemerkung im AnschluB an (6)
erfiillen sowohl x als auch x’ die Glei-
chung (14). Da aber (14) nur zwei Losun-
gen hat und x * x’ gilt, sind x und x’ die
Losungen von (14):

LI 52 B%?
4B+ 52

u1_2=7_
s 52
=14 of——
2(1_ 4B% + s? )

2
Setzt man noch = Q und beach-

s
tet, daB aus der Definition von x und x’
folgt: x < x’, so erhilt man:

x=u=2(1-0),
x’=u2=7s(1+‘/6).

Fiir y, y’, z, Z’ erhiilt man entsprechende
Formeln durch zyklische Vertauschung.
Daraus folgt der Satz von S. Tunn:

Bsgilt: x+ x'=p+y'=z+ 2 =5s.

Kennt man also die Punkte Ty, 75, T, so
lassen sich die Punkte T}, T;, T, nach die-
sem Satz leicht konstruieren und umge-
kehrt.

2. Fall: Ist das Dreieck gleichschenklig,
also etwa @ = b # ¢, so stimmen die Koeffi-
zienten der 2. und 3. Gleichung in (6)
iiberein, woraus u = v folgt. Aus der ersten
Gleichung von (6) findet man:

s / c
“1,2=U1.z=7(1'|—" 1_?),

woraus sich wie oben ergibt:

x=y=%(1—ﬂl—§),
x’=y'=%(l+ —‘,1—%)

z und z’ gewinnt man aus (8), indem man

fiir 4 entweder x oder x’ einsetzt.
3. Fall: Ist das Dreieck gleichseitig:

a=b=c,sowird s = 3a und aus (6) folgt

2 »
wieder u=v=w. Damit geht jede der
Gleichungen von (6) iiber in:

%u’ = (a — 2u)?, woraus folgt:

%ﬁbzw.
a . a
+'4—J3_

, , ’
L=x'=y =z ="
2 y 4

w=xmy=g=3%_
1 y 4

2. Bemerkung zur Lésung von Cayley. Die-
ser hatte gefunden [3], daB das spezielle
quadratische Gleichungssystem
@, X>+ a,Y? + 2b, XY = t2ay(a 0, — b?)
(15) a,Y* + a;Z?+2b,YZ = 2a\(a,a, — b?)
@&, Z% + a; X* + 25, ZX = tay(aza; — b2)
folgende Losung hat:

2
Xi= t—(a,azag — bybybs + b,y 3D,
JD D, — b,yD,D; )
(16) Y2 = 2 (alazag b]b;bg bz VDJDl

+b;yD\D; — b yD,D, )
2
_21a3 (‘11“203 = bbby — szDle

- b, \/D!Dz + by yD,D;)
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mit D, = aya, — b%, D, = a,a; — b3,
D; =-aa, - bl.
Setzt man nun:

s—c

s s

s—b
by = 3
und X2=x, Y?=y, Z2=2,
so geht das System (15)
in das Gleichungssystem (5) iiber.
Beachtet man noch:

£2b,byb, = § /(s—a)(ss—gb)(s—c) =8

wegen (3) und

b]=

2 — — = _
=5, a1=ay=a;=1

D,=l-—s c—i,Dz a,D; 3also:
s s s
R
b3m=% (s—sb)ca’
bDD, =[S

und berechnet aus Bild 1:

A0 = m, = 1} + %, so erhilt man

nach (1) und (3):

(s—a)(s—b)(s—¢)
5

t2+pot=(s—a)+

L2 (- ays+s- D)5 ),

= b= ) be.
s

Damit witd b, yD;D, = % m;
und entsprechend b; yD, D, = %mz,

b, YD, D, =%m3 mit my; = BO, my=CO0.
Aus (16) folgt dann:

x=i(s—g+m,—mz-—m;)

2

1
a7 y=7(s—9—m1+m2-m3)

1
z=7(s—g—m|—m2+m3).

X, ¥, z setzen sich also in einfacher Weise
aus s, ¢ und den Abschnitten m,, m,, m;
der Winkelhalbierenden zusammen. Damit
lassen sich x, y, z leicht mit Zirkel und Li-
neal konstruieren. Soweit zur Lésung von
Cayley.

Wiirde man

s—c¢ s—a
b= — b, = — 4] ——
1 5 = 5

s—b
by=— p

setzen, so erhielte man aus (15) das Glei-
chungssystem (5°) mit der Losung:

1
x’=7(s+g—m,+m2+m3)
P4 :
Yy =g lst ot m=mtm

z'=7(s+g+m,+m2—m3),

woraus sich ebenfalls der Satz von S. Tunn
ergibt:

x+x'=y+y =z+2z =5,
Aus der von Cayley angegebenen Losung
fur x, y, z hat S. Tunn noch einen weiteren
Satz gefunden. Setzt man némlich
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1
k=7(ml+m2+m3+g—s), so folgt:

x=m—k,y=my~k,z=my—k,d. h.:
Schlagt man um den Mittelpunkt O des In-
kreises einen Kreis mit Radius &, so
schneidet dieser auf den Abschnitten m,
m,, ms die Tangentenlingen x, y, z ab
(Biid 3). C

Bild 3

Ein entsprechender Satz gilt auch fir die
Tangentenldngen x’, y’, z’ der ,duBeren”
Kreise. Setzt man k&’ = k + s, so folgt:
x'=k'-m,y=k'—m,,
zZ’=k'—my,d. h.:
Schldgt man um den Mittelpunkt O des In-
kreises einen Kreis mit Radius k” und ver-
langert die Abschnitte m,, m,, m, iiber die
Ecken des Dreiecks hinaus, so schneidet
dieser Kreis auf den Verlingerungen die
Tangentenlingen x’, y’, z’ ab.
G. Grosche,
nach einer ldee von S. Tunn, Barth

Literatur:

[1] Grosche, G.: Ubungen fiir Junge Ma-
thematiker, -Teil 2. Mathematisché Schii-
lerbiicherei, Leipzig 1983.

[2] Hoffmann, G.: Anleitung zur Losung
planimetrischer Aufgaben. Leipzig 1910.
[3] Loeber, K.: Beitrige zur Lésung und
Geschichte des Malfattischen Problems
und seiner Erweiterungen. Dissertation,
Phil. Fak. Universitdt Halle 1914.

Olympische Kryptogramme

Buchstaben sind durch Ziffern zu ersetzen
(gleiche Buchstaben durch gleiche Ziffern,
verschiedene Buchstaben durch verschie-
dene Ziffern), so da8 richtige arithmetische
Beziechungen entstehen. Anfangsbuchsta-
ben eines Wortes ist nicht die Ziffer 0 zu-
zuordnen!

Welches der beiden Kryptogramme, die an
Olympia 88 erinnern, hat eine Losung?

Ala
BRISTIN :OTTO = GOLD |

A2a
| KRISTIN:OTTO =6-GOLD I

Die olympischen Sommerspiele 1992 wer-
den in Barcelona durchgefiihrt. Wieviel Lg-
sungen besitzen die Kryptogramme?

Ala
|BAR+CE=LONA]

Ad A
[BAR-CE=LONA|

Dr. W. Schmidt, Greifswald

Ala Jlpa mocnenoBaTeNBHBIX OBY3Hay-
HBIX YHMCIIA CJIOXKHUIIM U B UX CYMME Iepe-
CTaBUIM LUbpbl. B pesyneTaTe monyyu-
JIOCh 60Nblilee M3 CKIIAMBIBAEMBIX YHCEI.
Kaxkue uncna cknagbipaian?

aus: Quant, Moskau

A2 a Divide a triangle into five

similar ones

We learn that two triangles are said to be
similar if the angles of one are correspond-
ingly equal to the angles of the other. We
can also say that two similar triangles have
the same shape.

120°

30° 30°

The drawing shows an isosceles triangle
whose angles are 30°, 30°, and 120°. Find a
way to divide this triangle into five triang-
les, each of them similar to the original
one.

aus: Fun with mathematics, Toronto

A3 a Boomerang

En respectant le sens giratoire, effectuez
les douze opérations et retrouvez la valeur
de X.

Elle a été choisie parmi les nombres de 1 4
100 et est identique au départ et a arrivée
du circuit.

xfsz| |3 |

6 7|48

X6 25

1L - |10
3 [+3| [x2

Attention! ce jeu n’accepte que des valeurs
entiéres et supérieures a zéro comme résul-
tat de chaque opération!

aus: Logigram, Paris



Serpent —

ein Spiel fiir zwei Personen

Schlange blockiert hat. Es ergibt sich im
Beispiel 2 das Spielergebnis: Blau 1 Punkt
und Rot 2 Punkte (Zielberithrung).

Spieler Rot ist Sieger. Wird eine zweite
Partie gespielt, beginnt Spieler B.

Man kann die Anzahl der Spiele vorher
festlegen und am Ende die Punkte aus al-
len Partien addieren.

Bild 4

Das Spielfeld, ein Quadrat mit 10 Kist-
chen Seitenlidnge, wird auf kileinkariertem
Papier mit Bleistift und Lineal aufgezeich-
net (Bild 1). Die Randbezeichnung muB
nicht iibemommen werden. Sie dient der
Beschreibung des Spieles. Auch die ge-
kreuzten Felder miissen nicht vor jedem
Spiel in das Feld gezeichnet werden, wenn
man sich ein Muster des Spielplanes mit
den eingezeichneten gekreuzten Feldern
aufzeichnet. Sonst bendtigen wir nur noch
als Spielgerdte zwei verschieden farbige
Kugelschreiber, z. B. blau und rot, Filz-
stifte oder dhnliches. Jeder Spieler be-
kommt einen der zwei Stifte. Sie einigen
sich, wo das Ziel, ein umrahmtes Kisi-
chen, eingezeichnet werden soll.

Es sind alle im Spielfeld befindlichen Kist-
chen moglich, auBer diejenigen, welche
mit einem Kreuz gesperrt sind. Nachdem
ausgelost wurde, wer beginnt, folgen die er-
sten zwei Ziige von Spieler A in Form von

Bild 1
2

19
1
15
13

20
18
16

e e
N[-PQ‘&QN-P

- w N T v

Bild 2

Spieler A— SpielerB-- .-

zwei Strichen auf den Linien a2 und u2l
(Bild 2).

Es besteht Zugpflicht, auBer wenn dadurch
eine nachstehende Regel verletzt wird. Von
jedem Spieler werden immer abwechselnd
zwei Striche eingezeichnet. Nun folgt Spie-
ler B mit seinen zwei Ziigen. Dabei hat er
am Anfang vier Moglichkeiten: bi, v20
oder bl, t20 oder b3, v20 oder b3, t20.

Im Beispiel 1 (Bild 2) wihlte er bi, t20.
Jetzt ist A an der Reihe. Jeder neue Strich
muB rechtwinklig am freien Ende des zu-
letzt vom Gegner eingezeichneten gesetzt
werden. In Beispiel 1: c2, s19. Es war unten
nur ¢2 méglich. Statt s19 wire ul9 auch
moglich. Es entstehen auf diese Weise zwei
Schiangen mit abwechselnden Farblinien.
Wer das eingezeichnete Ziel zuerst an
einer beliebigen Ecke beriihrt, erhilt 2 Ge-
winnpunkte. Es ist verboten, einen riick-
wirtigen Teil einer Schlange zu beriih-
ren.

Im Beispiel 2 (Bild 3) wire nach dieser Re-
gel der Zug b3 verboten. Weiterhin ist die
Berithrung einer Schlange durch die an-
dere verboten. Ist das Ziel von einer
Schlange erreicht, gilt es flir die verblie-
bene andere Schlange im weiteren Spiel-
verlauf als Hindernis. Diejenige Schlange,
die das Ziel berihrt hat, wird nicht mehr
fortgesetzt. Das Ziel darf nun von der zwei-
ten Schlange an keiner Stelle mehr berihrt
werden. Es wird so lange gespielt, bis keine
Schlange mehr fortgesetzt werden kann. Je-
der Spieler muBl versuchen, so zu spielen,
daB er nicht den letzten Strich einer
Schlange setzt, aufier bei Beriihrung des
Zieles. Wer nimlich den letzten Strich
einer Schlange setzt, hat die Fortbewegung
dieser Schlange blockiert. Sein Gegenspie-
ler erhilt einen Gewinnpunkt. So erhdlt im
Beispiel 2 der Spieler Blau einen Gewinn-
punkt, weil Spieler Rot mit ul7 die
Bild 3

1)
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Zur [lustration stellen wir einen mogli-
chen Partieverlauf vor:

Beispiel 3 (Bild 4) zeigt eine Partie. In der
weiteren Beschreibung werden folgende
Zeichen eingefiihrt:

1: Zwangsatz (fiir den betreffenden

Spieler gibt es nur diese eine Moglichkeit,
ohne RegelverstoB)

L1: Zielberiihrung (2 Punkte)

—|: Blockade (Fortbewegung der Schlange
blockiert, 1 Punkt fir den Gegenspieler)
Blau (Spieler A) begann mit a2, u2l. Rot
(Spieler B) entschied sich fiir b3, t20. Es
folgte Blau c4, s19, danach Rot b5, rl18.
(Hétte Rot d5 gesetzt, kbnnte Blau eine
Zielberiihrung erzwingen, und zwar indem
Blau mit e4 antwortet. Nun kommt Rot
£317; Blau g4; Rot h57 und Blau i6 L ; 2 Ge-
winnpunkte fiir Blau.) Weiter Blau a6%,
ql7; Rot b7T, p16; Blau c8T, o15; Rot d9,
nl4; Blau el0, o13. Blau muB auf d9 mit
el0 antworten wegen Blau e8, Rot f7.1.
Jetzt kommt Rot d11, pl27; Blau cl2f,
ol11; Rot d13, n107; Blau el47, 09. (Hitte
Blau m9 gesetzt, konnte Rot eine Zielbe-
rihrung erzwingen, und zwar indem Rot
mit 110 antwortet. Nun kommt Blau k111
und Rot i10L.) Nun wird weitergespielt
durch Rot f15, p81; Blau g14, o7; Rot h131,
n6T; Blau i12, mS; Rot k11, 4.

Die letzten beiden Ziige von Rot waren die
einzig moglichen, um Blau an der Zielbe-
rithrung zu hindern. Es folgt Blau 12—,
m3. Blau hat sich fiir 112 entschieden, da
auf Blau 110, Rot k91 gefolgt wire. Rot
hitte 2 Punkte erhalten. Durch 112—! er-
hilt Rot nur 1 Punkt. Jetzt kann nur noch-
die rechte Schlange fortgesetzt werden. Rot
n2f; Blau muB mil ol antworten, da
ml—|. Jetzt Rot p27; Blau q37; Rot r4;
Blau s5 (Blau q5—(); Rot t4. Dieser Zug t4
von Rot fiihrt eine rasche Blockade der
Schlange herbei mit einem Gewinnpunkt
fir Rot. Zum SchluB folgt Blau u3f, Rot
v2, Blau ul—|. Das Spielergebnis lautet
2 Punkte fiir Rot (pro blockierte Schlange
1 Punkt). R. Wirsing
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Das Problem

der kiirzesten Fahrtstrecke

Eine interessante Aufgabenstellung

der Diskreten Optimierung

Teil 1

Aufgabenstellung 1: Ein Jugendlicher plant
seinen Urlaub, in dem er mit dem Motor-
rad eine Reihe von Orten unserer Republik
kennenlernen will. Dabei mochte er natiir-
lich moglichst wenig Zeit und Sprit verfah-
ren, er sucht also eine ,Rundreise“ durch
diese Orte, die eine moglichst geringe Ge-
samtlinge hat.

Wie konnen wir dieses Problem mathema-
tisch formulieren? Wir wollen das Problem
anhand eines kleinen Beispiels untersu-
chen, in dem wir annehmen, daB ein in
einer Stadt 1 wohnender Jugendlicher vier
andere Orte, die wir der Einfachheit halber
mit 2, 3, 4 und 5 bezeichnen, besuchen
will.

Zunichst fertigen wir uns eine Skizze an,
in die wir die zu besuchenden Orte (will-
kiirlich oder entsprechend ihrer Lage auf
der Landkarte) eintragen. Dabei diirfen wir
natiirlich den Heimatort 1 des jugendli-
chen Touristen nicht vergessen. Die Orte
vermerken wir am besten durch einen klei-
nen Kreis, den wir mit der Nummer des
Ortes kennzeichnen. AnschlieBend iberle-
gen wir uns, daB der Tourist ja von jedem
Ort zu jedem anderen fahren kann. So ist
es moglich, von Ort 2 zu Ort 3 zu fahren.
Dies vermerken wir durch eine Linie mit
einem Pfeil (kurz: durch einen Pfeil) in der
Skizze. Da wir auch umgekehrt von Ort 3
zu Ort 2 fahren kénnen, nehmen wir auch
diesen Pfeil in die Skizze auf. Wenn wir
das fiir alle Orte getan haben, so erhalten
wir Bild 1. Ein Gebilde, wie wir es gerade
gezeichnet haben, nennt man in der Ma-
thematik einen ,gerichteten Graphen*.

///\\\

o

Dieser Graph G wird gewohnlich durch
zwei Mengen charakterisiert: durch die
Menge seiner Knoten, d.h., durch die
Menge der Bezeichnungen der zu besu-
chenden Orte, die wir eingezeichnet haben,
und durch die Menge der Pfeile, die die
moglichen Fahrtstrecken zwischen ver-
schiedenen Orten symbolisieren.

Bild 1
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Beide Mengen werden wir durch Angabe
ihrer Elemente beschreiben, die Pfeile je-
weils durch geordnete Paare, welche aus
den Bezeichnungen der Anfangs- und End-
knoten des Pfeiles gebildet werden. So ent-
spricht zum Beispiel der Pfeil (2,3) der
Fahrtroute von Ort 2 zu Ort 3. Fiir die
Menge der Knoten (oder auch Knoten-
menge) E erhalten wir

=1{1,2,3,4,5}.
Fiir die Menge der Pfeile, die wir mit U be-
zeichnen wollen, ergibt sich

={1,2),(1,3),(1,4), (L5, 2,1,

2,3),2,4,2,5,3,1), 3,2,

(3,4,03,5,4,1,42, 4,3),

4,5), 5,1, (5,2), 5, 3), 5,9}
Beim Durchlesen dieser Menge U meint si-
cherlich der eine oder andere von euch,
daB es doch gar nicht notwendig ist, die
Menge U aufzuschreiben, es gibe doch
eine GesetzmiBigkeit:

In der Menge U sind alle die Paare von
Knotenbezeichnungen aus E enthalten, die
nicht Paare gleicher Zahlen sind. Oder
stimmt in dieser Uberlegung etwas nicht?
Was ist nun aber, wenn unser Jugendlicher
seine Fahrt am 17. 7. des kommenden Jah-
res beginnen und in Ort 2 bei Bekannten
ibernachten will, die aber erst am 21.7.
aus dem Urlaub kommen? Dann kann er
doch nicht von seihem Heimatort 1 sofort
zum Ort 2 fahren, wir miiBten also diese
Fahrtroute (1,2) verbieten, den entspre-
chenden Pfeil im Graphen streichen und
erhielten die Menge der Pfeile

=1{1,3),(1,4),(1,5),2,1), 2,3),

2,4,Q2,5,3,1),3,2, 3,9,

(3,5), 4,1), 4,2), 4,3), 4,5),

¢, 1), 5,2), 5, 3), 5, 9).

Uberpriift das bitte. Vollkommen analog
k6nnen wir natiirlich auch gerichtete Gra-
phen konstruieren, die entstehen, wenn un-
ser Jugendlicher n > 4 Orte besuchen will.
Dabei wollen wir annehmen, daB keine
Fahrtrouten verboten sind. Die Knoten-

"menge bestehe also aus den natiirlichen

Zahlen von 1 bis n + 1,
={1,2,..,n+1},

und die Menge der Pfeile aus allen geord-
neten Paaren von Elementen aus E auBer
Paaren gleicher Zahlen. Solche Graphen
nennen wir vollstindig.

Unser jugendlicher Reisender hat nun
mehrere Moglichkeiten, in welcher Rei-
henfolge er die verschiedenen Orte besu-
chen will. Eine solche Moglichkeit ist, daB
er nach seinem Heimatort 1 Ort 2, dann
Ort 3, danach Ort 4 und zum SchluB Ort §

besucht und danach wieder zu Ort 1 zu-
rickkehrt. Dieser Rundreise durch die
Orte 1 bis 5 entsprechen ganz konkrete,
spezielle Pfeile im Graphen in Bild 1.
Diese sind in Bild 2a nochmals eingezeich-
net. Eine andere mogliche Rundreise ist in
Bild 2b angegeben. In welcher Reihenfolge
besucht der Tourist dort die verschiedenen
Orte?

o/
\

1

o/

O-—O

Richtig, in der Reihenfolge 1, 3, §, 4, 2, 1.
Bild 2 ¢ dagegen ist kein Bild einer Rund-
reise, warum? Verfolgen wir doch einmal
den Weg des Reisenden. Ausgehend von
Ort 1 wird Ort 2 erreicht, danach Ort 3,
dann aber kehrt der Tourist vorzeitig in die
Heimatstadt 1 zuriick. Die Orte 4 und 5
werden nicht besucht.

Genauso wie wir es in den Bildern 2a und
2b getan haben, 1iBt sich jede Rundreise
durch einen zweiten Graphen G’ darstel-
len, der genauso viele Knoten hat wie der
urspriingliche Graph G, also die gleiche
Knotenmenge E, jedoch nur eine Teil-
menge U’ der Menge der Pfeile U, U’ c U.
Welche Eigenschaften hat nun ein
Graph G’, der einer Rundreise entspricht?
(i) Er hat genauso viele Pfeile wie Knoten,
denn aus jedem Ort muB unser Reisender
schlieBlich irgendwann herausfahren.

(ii) Fiir jeden Ort gibt es genau einen
Pfeil, der in diesem Ort endet, und genau
einen Pfeil, der in diesem Knoten beginnt.
Beide Bedingungen sind leicht einzusehen,
wenn wir die Graphen in den Bildern 2a
und 2b betrachten. Doch hat auch der
Graph in Bild 2 ¢ beide Eigenschaften. Die-
ser stellt jedoch keinen Graphen einer
Rundreise dar. Das hatten wir durch Ver-
folgung des Weges erkannt, der durch die
Pfeile vorgegeben wird. Damit erhalten wir
die dritte Eigenschaft. welche sich im Ge-
gensatz zu den Eigenschaften (i) und (ii)
nur sehr aufwendig formalisieren 1dBt:

(iii) Wenn wir, beginnend mit Knoten 1,
in Richtung der Pfeile im Graphen G’ un-
sere Rundreise ,abfahren”, so :.l,zdet diese
Prozedur wieder in Knoten 1, aber erst,
nachdem alle anderen Knoten passiert wur-
den.

Mit diesen Eigenschaften sind alle Rund-
reisen iiber die Eigenschaften der entspre-
chenden Graphen U’ beschrieben. Um nun
unser Problem zu l6sen, miissen wir nur
alle diese Rundreisen aufschreiben bzw.
die entsprechenden Graphen zeichnen,
ihre Gesamtlinge berechnen (wie, werden
wir spiter noch sehen) und die Rundreise
mit der geringsten Linge heraussuchen.
Doch, Achtung! Wie viele Rundreisen gibt
es denn iiberhaupt in einem vollstindigen
Graphen mit n + 1 Knoten, d. h., wenn der
Tourist n Stddte besuchen will? Wenn er
nur eine Stadt besuchen will, kann er nur
hin- und anschlieBend zuriickfahren:
1 Rundreise; will unser Reisender zwei
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Stidte besuchen, so gibt es schon zwei
Moglichkeiten: er kann erst Ort 2 und
dann Ort 3 besuchen oder umgekehrt. Bei
drei zu besuchenden Orten sind die sechs
moglichen Rundreisen in Bild 3 darge-
stellt.

Und in unseremn Beispiel mit 4 zu besu-
chenden Orten gibt es 24 mogliche Rund-
reisen.

Wie viele sind es nun allgemein?

Die Antwort darauf gibt der folgende Satz,
welcher mittels vollstindiger Induktion be-
wiesen werden kann.

Sarz: In einem vollstindigen Graphen mit
n + 1 Knoten gibt es
nl=nn—-1Dn-2)-...-3-2

mogliche Rundreisen.

Zum Beweis wollen wir hier aus Platzgriin-
den nur das folgende sagen. Wir betrachten
in einem Graphen mit k + 1 Knoten eine
beliebige Rundreise, welche 0. E. d. A. aus
den Pfeilen (1,2), (2,3), ..., (k—1,k),
(k, 1) besteht. Dann konnen wir durch Ein-
figung des Knotens k + 1 an jeder der k&
moglichen Stellen (zwischen Knoten 1 und
2, zwischen Knoten 2 und 3, usw.) aus die-
ser einen Rundreise k neue Rundreisen
durch k + 1 Knoten konstruieren und da-
mit alle moglichen Rundreisen durch
k + 1 Knoten erfassen.

Den genauen Induktionsbeweis solltet ihr
selbstindig aufschreiben und untereinan-
der oder mit eurem Lehrer diskutieren!
Wenn unser Jugendlicher also 10 Stidte
besuchen will, so miissen 10! = 3628 800
verschiedene Rundreisen konstruiert wer-
den, eine Menge, die kaum noch zu schaf-
fen ist, bei der wir aber zumindest bei un-
systematischem Vorgehen schnell den
Uberblick verlieren wiirden. Wir werden
also ein systematisches Vorgehen wihlen
missen und ein Computerprogramm
schreiben, wollen wir die kiirzeste Rund-
reise suchen.

Zunichst beschiftigen wir uns aber mit der
Berechnung der Gesamtlinge einer Rund-
reise. Dazu fiihren wir einige Bezeichnun-
gen ein. Unseren vollstindigen Graphen G
hatten wir charakterisiert durch die Kno-
tenmenge E und die Menge der Pfeile U.
Wir hatten auch schon erkannt, daB eine
beliebige Rundreise einer Teilmenge U’
der Menge der Pfeile U entspricht, die den
Bedingungen (i), (ii), (iii) geniligt. Damit
kénnen wir theoretisch alle moglichen
Rundreisen konstruieren und die entspre-
chenden Mengen U’ bilden. Alle diese
Mengen U’ fassen wir zur Menge V aller
Rundreisen zusammmen. Jede der Men-
gen U’ aus V (kurz U’ € V) besteht aus ge-

nau n + 1 Pfeilen, die wir allgemein mit
(i, j) bezeichnen. Dabei sei (i, j) ein belie-
biger Pfeil, der im Knoten i aus E (kurz:
i€ E) beginnt und im Knoten j € E endet.
Jedem dieser Pfeile (i,j) entspricht eine
»Ldnge“ d.h. die Linge der entsprechen-
den Fahrtroute von Knoten i zu Ort j, wel-
che wir mit ¢; bezeichnen. Die Menge die-
ser Lingen fassen wir zu einer Matrix C
Zusammen:

€1 (2 Cln+1
c=| o am
cn+l,l cn+1,n+1

Dabei ist zum Beispiel ¢,; die Linge der
Fahrtroute von Ort 2 zu Ort 3. Und was ist
mit c,,? Richtig, der Weg von Ort 2 zu
Ort 2 ist verboten! Das werden wir in der
Matrix C dadurch kennzeichnen, daB wir
¢; gleich plus Unendlich setzen. Als Bei-
spiel wollen wir folgende Matrix fur das
Rundreiseproblem mit den fiinf Orten be-
trachten (die Zahlen sind dabei willkiirlich
gewihlt, aber durchaus realititsnah):
« 119 109 111 119

105 o« 110 100 110

C=]100 105 = 105 104 [6))]
106 110 103. «= 100
106 102 110 100 o

Betrachtet euch die Matrix genauer und

versucht, die Zahlen zu interpretieren! Das
kann doch nicht sein, hore ich da einige
rufen, die Linge der Fahrtroute von Ort 1
zu Ort 2 ist groBer als die Linge der Fahrt-
route von Ort 2 zu Ort 1! Das ist richtig,
119 > 105. Aber, wieso soll das denn ver-
boten sein? Es gibt doch schlieBlich Ein-
bahnstraBen, Umleitungen, usw., die sol-
che Unterschiede erzwingen.

Damit konnen wir das Rundreiseproblem
mathematisch fassen: Die Liange der Rund-
reise ergibt sich als Summme der Lingen der
einzelnen Fahrtrouten, die in ihr enthalten
sind. Das driicken wir durch das Symbol

2 G @
el
aus. Insg_esamt ist also eine Rundreise
UeV, 3)

fir die (2) minimal wird, gesucht. Formal
sagt man dann, daB die Funktion (2) unter
der Bedingung (3) minimiert wird.

Bevor wir unsere Unterhaltung fiir heute
beschlieBen, mochte ich noch zwei Aufga-
benstellungen anfiihren, die auf die prakti-
sche Bedeutung des Rundreiseprobiems
hinweisen. Beide Aufgaben, die zunichst
wenig mit einer ,Reise“ zu tun zu haben
scheinen, wollen wir als Rundreiseproblem
modellieren. Schwierigkeiten bereiten da-
bei die Wahl der Knoten und der Entfer-
nungsmatrix C.

Aufgabenstellung 2: Betrachten wir einen
Roboter, der Bauelemente auf eine Leiter-
platte montieren soll. Diese Bauelemente
liegen in Kisten, die feste Standorte an der
Peripherie des Roboters haben. Der Robo-
ter nimmt nun ein Bauelement (einen Wi-
derstand, eine Diode oder dhnliches) auf,
bewegt sich zur Leiterplatte, montiert es
auf die Leiterplatte, bewegt sich zum nich-
sten Bauelement, nimmt es auf, usw. In
welcher Reihenfolge soll der Roboter die

Bauelemente montieren, damit die Leiter-
platte moglichst schnell fertig wird?

Als Knoten fiir unseren volistindigen Gra-
phen werden wir die Bauelemente wihlen.
Der Heimatort des Roboters ist dabei eine
fixierte Stelle, z. B. bei einem Bauelement.
Die Pfeile in dem vollstindigen Graphen
bedeuten nun, daB die Bauelemente in
einer bestimmten Reihenfolge montiert
werden, so bedeutet (2, 3), daB das Bauele-
ment 3 nach Bauelement 2 montiert wer-
den kann. Wenn wir die reinen Montage-
und Zugriffszeiten des Roboters vernach-
lissigen (die in Wirklichkeit auch nur
einen konstanten Summanden darstellen),
so ergibt sich, daB die Gesamtbearbei-
tungszeit einer Leiterplatte gleich der
Summe der Bewegungszeiten des Roboters
ist, die tatsichlich von der Reihenfolge der
Montage der Bauelemente abhingt. Damit
wihlen wir als Lange der Fahrtrouten (oder
Pfzile) zwischen den Knoten i und j die
Bewegungszeit des Roboters von dem
Standort des Bauelementes i zum Monta-
geplatz der Leiterplatte und zuriick zum
Standort des Bauelementes j.

Aufgabenstellung 3: In einem Betrieb soll
auf einem Automaten ein stindig wieder-
kehrendes Sortiment von Erzeugnissen 1,
..., p in gewissen Stiickzahlen n,, ..., n,
hergestellt werden. Der Automat muB nach
Herstellung eines Erzeugnisses umgeriistet
werden, damit auf ihm das ndchste herge-
stellt werden kann, z. B. miissen Steuerpro-
gramme, Werkzeuge, Spannbacken u. 3.
ausgewechselt werden. Diese Umriistzeiten
sind unterschiedlich lang und hdngen von
dem davor bearbeiteten und dem danach
zu bearbeitenden Erzeugnis ab. In welcher
Reihenfolge sind die einzelnen Erzeug-
nisse zu produzieren, damit ein Sortiment
moglichst schnell fertiggestellt wird?

Hier betrachten wir die Erzeugnisse als
Knoten des volistindigen Graphen. Pfeile
im Graphen bedeuten, daB ein Erzeugnis
unmittelbar nach einem anderen herge-
stellt werden kann. Bgtrachten wir wieder
die Gesamtbearbeitungszeit fiir das Sorti-
ment, so gibt es wieder einen variablen und
einen festen Teil wie bei der Modellierung
von Aufgabenstellung 2. Der feste Teil ist
hier die Summe der Bearbeitungszeiten
der Erzeugnisse, variabel dagegen ist die
Summe der Umriistzeiten, die von der kon-
kreten Reihenfolge der Bearbeitung der Er-
zeugnisse abhingt. Das legt es nahe, die
Umriistzeiten als Elemente der Matrix C,
also als ,Lingen der Pfeile“ zu wiahlen.

Im nichsten Teil werden wir uns mit
einem Lsungsalgorithmus fiir das Rund-
reiseproblem beschiftigen. Versucht bis
dahin doch selbst einmal, das kleine Bei-
spiel mit den vier zu besuchenden Orten
und der ,Kostenmatrix“ C aus (1) zu l6sen.
Weiche der 24 moglichen Rundreisen rea-
lisiert die kleinste Summe in (2)?

S. Dempe
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Attraktion fiir
alpha-Schachfreunde

In verinderter

Gestaltung prisentierte
sich der 6.alpha-Schachwettbewerb in
Heft 5/1988. Die Leser reagierten in etwas
geteilter Meinung darauf. Als negativ
wurde u.a. von J.Haas und S.ABmus
(beide aus Berlin) die Verringerung der
Aufgabenzahl eingeschitzt. E.Boésenberg
(Toppeln) bedauerte, daB damit der beson-
dere Stil des alpha-Schachwettbewerbs ver-
loren ginge. Dagegen freute sich u.a.
A. Thorhauer (Jena) dariiber, da8 nur zwei-
ziigige Schachaufgaben zu 16sen waren.
Jedoch die breite Zustimmung zum Wett-
bewerb trotz der Reduzierung auf vier
zweiziigige Aufgaben war einhellig. Fiir J.-
C.Krumm (Oberhausen/BRD) waren die
Schachaufgaben ,sehr gut ausgesucht® und
»bescherten hiibsche Effekte und Pointen*
nicht gur fir K. Rubin (Berlin). ,Erneut
ein Wettbewerb, der Freude bereitete”
meinte Dr. Biichel (Zella-Mehlis) und
M. Klenke (Briick) betonte, daB ,,auch die-
ses Jahr der alpha-Schachwettbewerb eine
gelungene Attraktion fiir alle Schach-
freunde war“.

Fiir T.Riihlemann (Greifswald) ist der
alpha-Schachwettbewerb eine willkom-
mene Werbung fiir das Schachspiel. ,Als
Ubungsleiter der Saktion Schach kann ich
durch alpha leicht den ersten Kontakt mit
dem Problemschach erreichen, da ja das
Losen der gestellten Aufgaben durch den
alpha-Wettbewerb einen besonderen An-
reiz bietet.*

Der sportliche Wettbewerbsanreiz regte
weder 338 alpha-Leser zum Mitmachen
an. Dabei zihlten Roland Voigt (Bohlen),
Andreas Jihmlich (WeiBwasser) und Kir-
sten Rudloff (Petkus) mit 7 bzw. 8 Jahren
zu den jiingsten Teilnehmern, wihrend die
treuen alpha-Leser Hilde Espig (Karl-
Marx-Stadt), Elisabeth Moller (Bad Kosen)
und Fritz Rauhe (Wendgriben) mit 83
bzw. 84 Jahren, wie im Vorjahr, zu den il-
testen Teilnehmern gehdrten.

Allen Teilnehmern ein herzliches Danke-
schon flirs Mitmachen!
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Losungen

Ala
1. Dal (droht 2. Kf7 matt)
1 Kg8/Lg8

2. D:a8/K:g6 matt.

Die Auftaktsaufgabe des Wettbewerbs, die
vom unvergeBlichen Sam Loyd (,Detroit
Free Press“, 1877) stammt, versuchten alle
Teilnehmer zu 16sen. Nur 10,3 % der Ein-
sendungen wiesen eine falsche Ldsung aus.
Als ein mehrmaliger Fehler zeigte sich da-
bei die vermeintliche Lo&sungsangabe
1. D:a8+ Lg8 2. K:g6. Der schwarze Konig
kann zwar nicht mehr zichen, jedoch ist er
von keinem Schachgebot einer weiBen Fi-
gur bedroht — somit liegt ein Patt und kein
Matt vor!

A2aA
1. Tg5 (dront 2. L:d5 matt)
1 Td4/Se3/f3

2. Te5/f3/Tg4 matt.

In dem Ioserfreundlichen Urdruck von
Fritz Hoffmann (WeiBenfels) werden die
schwarzen Verteidigungen 1. ... Td4 und
1. ... Se3, die zur Deckung des Feldes d5
dienen, aber den schwarzen Kénig in sei-
nem Aktionsradius blockieren, von Weil}
vorteilhaft ausgenutzt. Zu dieser Aufgabe
hatten 10,1% der Léser eine falsche oder
keine Losung eingesandt.

Ala

1. Dal (droht 2. Dd4 oder 2. De5 matt)
1.... Sc3/5f6

2. Td4/Dd4 matt.

1 Sf5/SbS

2. Da2/Da2 oder Le6 matt.

Dieser Zweiziiger von Dr. Karl-Heinz
Siehndel (,Freie Presse“, 1975) brachte
30,5% der Einsender auf eine falsche
Fihrte. Besonders iiber die Verfiihrung
1. Dcl (droht 2. Dc6 matt) ,stolperten“
mehrere LoOser. Aber auf 1. Dcl gibt es
nach der schwarzen Verteidigung 1. ... Lf5
kein Matt im 2. Zug. Auch die Verfithrun-
gen 1. Dg3/Dg7 oder 1. Dh2 scheitern ein-
deutig an 1. ... Sf6 bzw. 1. ... Sf5.

Ada

1. 8d7 (droht 2. Te6 matt)

1.... D:b8/La2/8f3

2. L:c6/L:d3/D:f3 matt.

1.... Sf7/Sgd/L:f6/Lf4

2. D:g6/D:h1/8:f6/T:f4 matt.

Der Hohepunkt des Wettbewerbs. Die Auf-
gabe von Jozsef Szoghy (,Magyar Sakké-
let“, 1955, 1.Preis) begeisterte viele Teil-
nehmer, die diese Aufgabe richtig 16sten.
Die Kommentierung von F.Gotze (D6-
beln) zu diesem Zweiziiger sei hier stellver-
tretend fiir andere enthusiastische Zu-
schriften zitiert:

,Ein Reiterkunststiick erster Giite! Dieses
Vollblut (SeS) zu ziigeln, an die richtige
Stelle zu bringen und dabei die eigenen
Mitstreiter nicht zu behindermn, benétigt
schon einen versierten Jockei!* In dem
Fall erwiesen sich 43,5% der Teilnehmer
als ,versierte Jockeis“ und l6sten die Auf-
gabe richtig.

Der weiBe Springer auf dem Feld e5 hat
8 Zugmoglichkeiten, 7 davon sind Verfiih-
rungen.

Verfihrung Parade

1. Sc4? L:f6 2. Sd2 matt,
aber 1. ... d2;

1. S:¢c6? L:A6 2.Dd5 matt,
aber 1. ... D:b8!;

1. S:d3? L:f6 2. De2 matt,

’ aber 1. ... La2!;

1. Sg4? L:f6 2. S:f6 matt,
aber 1. ... Sf3!;

1. S:g67 L:6 2. DfS matt,
aber 1. ... Sf7!;

1. Sf37 L:f6 2. Sd2 matt,
aber 1. ... Sg4!l.

Nach 1. ... L:f6 ergeben sich dadurch 6
verinderte Matts zwischen Losungs- und
Verfiihrungsabspiele. Im 7. Fall verteidigt
eben 1. ... L:A6 gegen die Verfiihrung
1. Sf7.

Unter den Einsendern, die alle vier Aufga-
ben richtig gelost hatten, wurden folgende
Gewinner ermittelt:

Mario Freidank (Rathenow),

Silvio Jaschinski (Kamenz),

J6rm Neumann (Feldberg),

Christian Kiithnert (Karl-Marx-Stadt)

und Angela Stidter (Wiesenau).
Weiterhin wurden Preise unter allen Teil-
nehmem verlost, die zumindest eine Auf-
gabe richtig gelost hatten:

Thomas Berger (Bernburg),

Madlen Graunke (Hohen-Demzin),

Marco Jendrezok (Gera),

Stefan Neupert (Wittstock/Dosse)

und Mathias Simon (Geithain).

Allen Gewinnem herzlichen Gliickwunsch!

»Irotz aller Mithen hat es natiirlich eine
Menge SpaB gemacht und beim nichsten
Wettbewerb werde ich sicher wieder mit
von der Partie sein“, zog N.Wodtke
(Franzburg) sein Fazit und R. Kiirschner
(Zella-Mehlis) reimte sogar:

»,Buer Schachwettbewerb findet bei mir
grofes Interesse,

er ist einfach toll und voller Raffinesse!*

Der nichste alpha-Schachwettbewerb folgt
in Heft 5/1989 und wird sicher wieder ei-
nige knifflige Raffinessen zu bieten haben!

H. Riidiger

Buchtips
fiir Schachfreunde

A. Potzsch
SpaBl am Kombinieren

192 S., 365 Diagramme

Bestell-Nr. 671788 3 Preis: 15,80 M

B. Starck .
Schach macht SpaB3

160 S., 227 Diagramme

Bestell-Nr. 6717891 Preis: 16,80 M

A. Mazukewitsch
Verflixte Fehler
240 8., 311 Diagramme
Bestell-Nr. 6717904

Alle Titel sind Nachauflagen des Sportver-
lages Berlin.

Preis: 15,80 M



12. Wie das Bild zeigt, liegen ein roter (R),
drei weiBle (W) und drei schwarze (S) Spiel-
steine auf einem Brett, wobei Bewegungen
nur entlang einer Linie zu einem angrenzen-
den leeren Feld vorgenommen werden diirfen.
Das Ziel ist, die Positionen der schwarzen
und weiBen Steine auszuwechseln, wobei der
rote Stein in der Mitte verbleibt. Eine Bewe-
gung ist folgendermaBen zu verstehen: Zuerst
wird ein schwarzer oder ein weiler Stein be-
wegt und dann der rote. Die Reihenfolge einer
schwarzen oder weien Bewegung, gefolgt von
einer roten Bewegung, wird solange wieder-
holt, bis der erforderliche Austausch stattge-
funden hat.

Zusammenstellung ~ dieses Ferienmagazins: J.Lehmann,
Leipzig; Ldsungen siehe in diesemn Heft S.72.

8

8. Zerlege die Figur durch einen geraden
Schnitt so, daB drei Teile entstehen! (Ver-
wende Transparentpapier!) Setze die drei
Teile zu einem Quadrat zusammen!

Logelei

9. Welche Figuren miissen logischerweise an
Stelle der Fragezeichen eingesetzt werden?

do
&
)

)
do |
&)

3181H

SREIRER

ﬁqo

Kleine Zahlenspielerei

2. Setze zwei Minus- und zwei Pluszeichen
links vom Gleichheitszeichen, so daBl die
Gleichung richtig ist!

334455667 7=153

Kryptarithmetik

9 (O0O)-0a0

b (a-b)=ba=b'=8
o BE+3=-307
1 0O0+A=14A
(NORY <l 48
d) 2-Bb=abc

€) OEAA
+ OO« 0B

@OAEO
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Waage-Rechtes

1. Vier Arten von Korpern (Wiirfel, Quader,
Kugeln und Zylinder), wobei Korper einer be-
stimmten Art jeweils die gleiche Masse besit-
zen, werden mit einer einfachen Balkenwaage
gegeneinander abgewogen. In den obigen drei
Fillen (siebe Bild) ergibt sich Gleichgewicht.
Wieviel a) Kugeln, b) Wiirfel bringen die
Waage im unten dargestellten Fall ins Gleich-
gewicht?

& 3 |=
AP |=| & o
D o |=| &
& =] ¢

R. Mildner, aus LVZ

& o

10. Setze die Zahlen 1, 2, 3, 4, S in die leeren
Kreise ein, so daB sich an jedem Arm des
Sterns die gleiche Summe ergibt!

Der dreifache Austausch

11. Welche der Figuren a, b, ¢, d gehort logi-
scherweise in das Feld mit dem Fragezei-
chen?

| |+ 4|2
* | X

In einem Zug
4. a) Lewis Carolls Dreiquadrate-Problem:

b) O’Beimnes Vierkreise-Problem:

5. Wie viele Wege von 1 bis 7 sind moglich,
wenn man sich immer nach einer angrenzen-
den Zahl und stets nach rechts bewegt?

Ein Beispiel wire: 1-2-3-5-7.

0000

6. Wie viele Figuren der dargesteliten Form in
beliebiger GroBe sind im folgenden Bild zu
finden?

7. Wie viele gleichschenklige Dreiecke kon-
nen auf diesem 3X3-Gitter gebildet werden,
wenn man nur die neun Punkte als End-
punkte (Eckpunkte) benutzt?

60 - alpha, Berlin 23 (1989) 3




Information zum Ideenwettstreit
,Kreativ mit Algorithmen*

Im Oktober 1988 riefen die beiden von der
AdW der DDR herausgegebenen Zeit-
schriften ,spectrum“ und ,Wissenschaft
und Fortschritt* zu einem Ideenwettstreit
auf. Dieser zielt darauf, den Umgang mit
dem Computer zu initiieren oder zu vertie-
fen sowie seine Anwendung auch auf der-
zeit noch ausgefallene Sachverhalte — wie
kiinstlerische Betidtigung, anspruchsvolle
Spiele und das Ausknobeln origineller Pro-
blemldsungsvarianten — zu fordern.
Neuartige Losungen kénnen, wie sich in
der Vergangenheit mehrfach gezeigt hat,
groBe Wirkungen auslésen.
Jury und Redaktionen wiinschten sich, da
der Wettbewerb die Leser anregen moge,
sich mit folgenden Problemkreisen niher
Zu befassen:
® Neue kreative Ideen fiir den Umgang
mit dem Computer;
® hocheffektive Algorithmen zur Losung
bekannter Probleme sowie
® interessante Fragen, die einer
rechentechnischen Losung bediirfen.

Bedingungen

Inhaitlich sind Probleme und Losungen in
keiner Weise eingeschrinkt. Sie konnen
sowohl numerischer, graphischer als auch
kiinstlerisch-asthetischer Natur sein (Bild,
Ton, Text) — nur Originalitdt ist gefragt,
die kreative, neue tragende Idee!

Nicht bearbeiten wird die Jury reine Ak-

tionsspiele, die betont auf die manuelle

Reaktion des Menschen angelegt sind.

Kommerzielle und zu umfangreiche Pro-

grammsysteme konnen ebenfalls nicht in

den Wettbewerb einbezogen werden.

Die Einsendungen an die Redaktionen

sollten aus drei Teilen bestehen:

® einer inhaltlichen Beschreibung
(maximal finf Schreibmaschinen-
seiten);

@ ciner Programmdokumentation
(maximal 300 Programmzeilen),
bevorzugt in PASCAL oder C, evtl.
BASIC);

® einem maschinenlesbaren Beleg des
Beispielprogramms zur Erprobung
(Diskette oder Kassette).

Eingesandte Unterlagen bleiben materiell

und urheberrechtlich Eigentum des Ein-

senders. Die Einsendungen werden umge-
hend bestitigt. Die Jury entscheidet inner-
halb von drei Monaten iiber Annahme
oder Nichtannahme zum Wettbewerb,
gleichzeitig erhalten die Einsender ihre

Unterlagen zuriick. Im Oktober 1989 wer-
den die besten Ergebnisse primiert. In der
Zwischenzeit kénnen interessante Losun-
gen in ,spectrum“ und ,Wissenschaft und
Fortschritt“ verGffentlicht werden, um
einen regen und kreativen Meinungsaus-
tausch zu Informatikproblemen zu errei-
chen. .

Jedermann ist berechtigt zur freiwilligen
Teilnahme. Vom Einsender sind folgende
Angaben zur Person erforderlich:

Name, Alter, Beruf, Adresse; auBerdem
eine verbindliche Erklirung, daB der Inhalt
der Einsendung sein geistiges Eigentum ist
und Rechte anderer nicht bestehen. Wiin-
schenswert ist ein Literaturverzeichnis zu
dhnlichen Inhalten. In (1) und (2) sind Bei-
spiele fiir zu 16sende Aufgaben genannt; in
(3) werden die Teilnahmebedingungen
(hinsichtlich Programmiersprachen usw.)
noch prézisiert.

Auf Programmangebote, Losungsvarianten
und neue, interessante Probleme freuen
sich die Redaktionen ,spectrum“ und
~Wissenschaft und Fortschritt“ sowie die
Jury.

Anschriften:

Redaktion spectrum, AdW der DDR,
Otto-Nuschke-StraBe 22/23,

PSF 1298, Berlin, 1086

Redaktion Wissenschaft und Fortschritt,
Leipziger StraBe 3-4,

Berlin, 1086

Literatur:

(1) Kreativ mit Algorithmen. — In:
Wiss. Fortschr. — Berlin 38 (1988) 10
(2) Kreativ mit Algorithmen. — In:
spectrum. — Berlin 20 (1989) 1

(3) Neues zu

,Kreativ mit Algorithmen“. — In:
Wiss. Fortschr. — Berlin 39 (1989) 3

alpha gratuliert

® dem Kinderbuchverlag Berlin zu seinem
40. Geburtstag.

Am 1. Juni 1949 gegriindet, erschienen bis
1988 4804 Titel mit 260 Millionen Exem-
plaren.

® dem Urania-Verlag Leipzig - Jena - Ber-
lin zu seinem 65. Geburtstag.

1924 initiierte der Jenaer Biologieprofessor
Julius Schaxel (1887 bis 1943) die erste
Ausgabe der ,kulturpolitischen Monats-
hefte fur Naturerkenntnis und Gesell-
schaftslehre“, ,Urania“ genannt. Nach
14jihriger erzwungener Unterbrechung
nahm der Verlag im Juli 1947 die Arbeit
wieder auf und profilierte sich zum fiihren-
den Verlag fir populidrwissenschaftliche Li-
teratur.

Buchtip

Walter Kranzer

So interessant ist
Mathematik

238 S., zahlr. Abb.
Bestell-Nr. 5716803

VEB Deutscher Verlag
der Wissenschaften, Berlin

Preis: 28,00 M

Dieses Buch richtet sich an zwei Leser-
gruppen, zum einen an bereits mathema-
tisch interessierte, zum anderen an diejeni-
gen, die erfahren mochten, ob und was die
Mathematik an Erstaunlichem anzubieten
hat. Der Bogen der Darstellung spannt sich
von der Zahlentheorie iiber Mengenlehre,
Analysis, Geometrie bis zur Wahrschein-
lichkeitsrechnung, 148t immer wieder neue
herrliche Schitze und iiberraschende Zu-
sammenhinge entdecken.

Ema Padelt
Mit dem MeBrad um die Welt

1318S., zahlr. Abb.
Bestell-Nr. 6332318
Der Kinderbuchverlag Berlin

Preis: 7,40 M

aus: Pythagoras, Amsterdam

alpha, Berlin 23 (1989) 3 - 61



alpha-Mairchenecke
Die Chance des Sterndeuters

Vor langer Zeit lebte am Hofe eines Konigs
ein Sterndeuter, der dem Ko6nig Ratschlige
fir seine Regierungsentscheidungen gab.
Eines Tages riet der Sterndeuter, das er-
krankte Lieblingspferd des Konigs nicht zu
behandeln, nur dann kdnne es wieder ge-
sund werden.

Der Stallmeister hielt sich an diese Emp-
fehlung, aber das Pferd verstarb. Das ir-
gerte den Kénig so sehr, da8 er den Stern-
deuter wegen des falschen Rates zu fiinf
Jahren Kerkerhaft verurteilte.

Nun bat der Sterndeuter seinen Konig um
Gnade. Dieser wollte das Urteil nicht ein-
fach abindem, dem Sterndeuter aber doch
noch eine Chance geben. Er sprach deshalb
zu ihm:

»lch gebe dir sieben gleichartige Kugeln,
drei weiBe und vier schwarze, und zwei Ur-
nen. Du sollst die Kugeln irgendwie auf die
zwei Umen verteilen, aber so, daB keine
Urne leer bleibt. Dann wird mein Hofmar-
schall zuerst eine der beiden Urnen aus-
wihlen und anschliefend aus dieser Urne
eine Kugel ziehen. Natiirlich weiBl der Hof-
marschall nicht, welche Kugeln in welcher
Urne liegen. Zieht er eine schwarze Kugel,
so bleibt mein Urteil bestehen, zieht er
eine weile, so sollst du begnadigt werden
und meine Tochter heiraten. Uberlege dir,
wie du die Kugeln verteilen willst. Du hast
eine Stunde Zeit!“

Der Sterndeuter strengte seinen Kopf an
und iberlegte:

»Wenn die Kugeln alle in einer Ume wa-
ren, dann hiitte ich eine Chance von 3:7

7
der 7 Kugeln sind wei3.
Sind die Kugeln aber auf zwei Urnen ver-
teilt, dann ist es komplizierter. Nehmen

(oderl) fur eine Begnadigung, denn 3

62 - alpha, Berlin 23 (1989) 3

wir an, in Ume 1 (Ul) liegen zwei weille
und eine schwarze Kugel, in Ume 2 (U2)

die restlichen, also so:

Die Chance, daB Ul gewidhlt wird, ist

2
(eine von zwei Umen). Fiir jede der Kugeln
aus Ul betrigt dann die Chance, gewihlt

1
zu werden, 3 (weil drei Kugeln in der

Urne liegen). Insgesamt betréigt die Chance
fur jede der Kugel_n aus Ul, gewdhlt zu

werden, demnach %%, alsb %

Fiir die Wahl von U2 betréigt die Chance %
(wie fir U1), dann hat jede der Kugeln von
U2 die Chance e insgesamt also
11 1

2 4 8

Das kann man aufzeichnen:
1 . 1
T
U4 vz

1 1 1 1/1\ 1
1 —= 17 Z\1
w S w S S

1 1 1

W S
1 1 1 1
P 8

6 6 6 8 8 8

Giinstig ist fiir mich das Ziehen einer wei-
Ben Kugel. Das kann — wie ich in der
Zeichnung sehe — auf drei verschiedenen
,Wegen* geschehen. Die Chance fiir ,weiBe

1,1

Kugel* betrigt somit insgesamt s s

Das ist schon besser als %, denn % > %

Aber ist diese Verteilung schon die fiir

mich beste?“

Der Sterndeuter probierte andere Vertei-

lungen aus, z.B.:

a) In Ul eine weiBe Kugel und eine

schwarze (w, s), in U2 alle {ibrigen Kugeln

(W, w, s, s, s).

% (priife das

nach!), war also schlechter als im vorigen
9 11

Fali, denn 20 < 2%

b) In Ul eine weiBe und zwei schwarze Ku-

geln (w,s,s), in U2 alle iibrigen Kugeln

(W, w, 8, 8).

Da betrug seine Chance

Damit verringerte sich seine Chance wei-
10
ter, sie betrug nur noch 34 (Priife das

nach!)

Aber nun wurde ihm klar: je ,gleichmaBi-
ger“ die weiBen und schwarzen Kugeln auf
die beiden Urnen verteilt werden, um so
ungiinstiger ist das fiir ihn. Deshalb ver-
suchte er die Verteilung Ul: eine weile
Kugel; U2: alle Gibrigen Kugeln.

Er zeichnete sich den zugehorigen ,Baum“
auf:

1 * 1
/ \
0] (174

1 I\ 1

6, 6 \6
W L 2 A 5 s s
K 4 42 12 4 1 4
2 2 2 2 2 7

Die Chance, daB eine weiBe Kugel gezogen
wird, betrigt hier
1,1 .1 _8._
212 12 12 3
Der Sterndeuter entschied sich fiir diese
Verteilung, bei der die Chance fiir ,,weiBle
Kugel“ tatsichlich am groBten ist: legt man
nimlich noch eine weie Kugel aus U2
nach U1, so vermindert sich die Chance fiir
,weiB“ bei U2, ohne daB sie bei Ul wichst;
legt man eine schwarze Kugel von U2 nach
Ul, so vermindert sich bei Ul die Chance

8.2

1 auf %, wihrend sie bei

fir ,weiB“ von
? 2

1 2 .
U2 nur von V) auf 0 wichst — insgesamt

wird die Chance fir ,weiB“ also kleiner.
Ahnlich ist es bei anderen Verteilungsva-
rianten.
Was wurde nun aus dem Sterndeuter? Hat
seine Uberlegung ihm zur Begnadigung
verholfen? Leider wissen wir es nicht, die
Chronik berichtet nur, da8 die Tochter des
Konigs bald geheiratet hat. Aber wen?

W. Walsch

Nun fragt ein ,gewdhnlicher* Mensch:
~Kann man mit dieser StraBenbahn zum
Hauptbahnhof fahren?“ ,Ja, man kann®,
antwortet der Computermann.
Das ist vollig richtig. Man kann. Aber die
StraBenbahn fdhrt gerade in die entgegen-
gesetzte Richtung! Man kann 17 Haltestel-
len bis zur Endstation der Linie fahren und
dann noch 26 Haltestellen zuriick, um den
Hauptbahnhof zu erreichen...
Eine hilfreiche Antwort wire aber nicht
etwa nur ,man mufl in die entgegenge-
setzte Richtung fahren“, sondem ein Hin-
weis darauf, daB man von der Bushalte-
stelle nebenan mit einem ExpreBbus den
Hauptbahnhof in 5 min erreichen kann.
Aber das wire die Antwort auf die Frage
»Wie kann man am schnellsten den Haupt-
bahnhof erreichen® — und diese Frage
wurde dem Programmierer nicht gestellt!
Eine richtige, ganz prizise Antwort kann
manchmal fiir den Fragenden vollig nutz-
los sein, wenn dieser seine Formulierung
nicht griindlich genug durchdacht hat.

A. Halameisdr, Moskau



alpha-
Wettbewerb
1987/88

Abzeichen in Gold

Fortsetzung

Fiir sechsjiihrige Teilnahme

Carsten Karl, Aken; Kathrin Schmidt, Antons-
thal, Michael Henning, Bad Salzungen; Frank
Wagner, Dirk Pandel, beide Berlin; Cynthia
Bengs, Biirgel; Detlef BartmuB, Burow; Silvio
Loffler, Thomas ReiBner, beide Cottbus; Comelia
Zillmann, Henrike SiiB, Michael Potthoff, Birgit
Jeske, Dorothea Krippstiadt, Rita Kempe, Frank
Naumann, Matthias Overmann, Jan Skribano-
witz, alle Dresden; Matthias Buchmann, Eisen-
berg; Sven Hauptvogel, Elsterwerda; Antje Kauf-
hold, Erfurt; Andreas Kupsch, Finsterwalde;
Elisabeth Siegel, Freital; Silke Breunung, Geisa;
Alexander und Matthias Neuber, Gerbitz; René
Franke, Gersdorf, Gernot Mersiowsky, Christoph
Kothe, beide Gorlitz; Karsten Hennig, GroBor-
ner; Ralf Gericke, Hainichen; Elke Heidemann,
Halberstadt; Sabine Schwarz, Halle-Neustadt;
Jan Wohlbold, Heidenau; Roberto Stahl, Herz-
berg; Stefan Heiber, Heyda, Marko und Hans-
Hermann Epstude, Kirchheilingen; Comelia Hif-
ner, Leinefelde; Beale Wasner, Leipzig; Norbert
Wélfel, Andreas Vogel, beide Limbach-O.; Hardy
Dompke, Loderburg; Antje MifBbach, Giselher
Schiitze, beide Magdeburg; Markus Walther,
MeiBen; Karsten Knothe, Merseburg; Katrin
May, Olbernhau; Carola Walter, Ottendorf-O.;
Felix Kraenz, Picher; Olav Zirnstein, Pirna; Axel
Buerke, Potthagen; Andreas Thiele, Rackwitz;
Torsten Engelbaupt, Enrico Anton, Comelia
Fleischmann, Liane Marschall, Christine Reder,
alle RoBdorf; Rainer Walke, Rostock; Marion
Walther, Schlottwitz; Oliver Henze, Schneidlin-
gen; Lars Hantschmann, Seifhennersdorf; Karin
Mowald, Sommerda; Axel Bichler, Sondershau-
sen; Anja Tippe, Teterow; Thomas Flatz, Andreas
Walter, beide Vacha; Dag Lohse, Vielau; Sven-
Uwe KanngieBer, Wolmirsleben; Andreas Vogt,
Silke WeiBbach, beide Worbis; Ralph Schammer,
Zerbst; Claudia Heret, Zwickau; Jorg Anschiitz,
Lehesten; AG Junge Mathematiker der O.-Grote-
wohl-O. Dreitzsch

Fiir fiinfjahrige Teilnahme

Ulrich Egermann, Uta Schmidt, beide Altenburg;
Sven Volker, Andreas Henning, beide Bad Sal-
zungen; Monika Doring, Peter Ziilsdorff, Katja
GeiBler, Andreas Béttger, alle Berlin, Andreas
Filz, Bemburg; Stefan Lenz, Bischofrod; Wolf-
ram Schubert, Borna; Frank Wolff, Brotierode;
René Aust, Calau; Thomas Freier, Creuzburg;
Hans-Harald Neschke, Dresden; Jens Renner,
Diirrréhrsdor; Thomas Pritver, Eberswalde; Pa-
trick Zacharias, Eilsleben; René Weilert, Riidiger
Hochheim, Steffen Zillmer, alle Erfurt; Jana
Reinhardt, Katharina Hildebrandt, Christiane
Siebert, Kristin Danz, Corinna Mider, Andrea
Weyh, alle Fambach; Wemer Ernst, Finster-
walde; Uwe Danz, Floh; Holger Hinchen, Forst;
Thomas Mittelstidt, Thomas Monecke, beide
Freiberg; Ulrike Hormann, Ulrike Bentz, Anja
Bayer, alle Friedland; Katharina Dost, Geithain;

Torsten Feigl, Gera; Jorn Pamperin, Hagenow;
Rainer und Britta Struwe, Halberstadt; Ulrike
Watzke, Hoyerswerda; Marco Ringel, Jinicken-
dorf; Goran Glockmann, Norbert Kuschel, Jan
Riidiger, alle Jena; Nico Schmidt, Jiidenberg;
Cornelia Weber, Mario Stern, Mike Hesse, alle
Kaltennordheim; Kithe Bickmann, Marko Nie-
pel, beide Karl-Marx-Stadt; Werner Unger, Lehe-
sten; Tobias Zepler, Langenwahl; Sandra Kriiger,
Ludwigslust; Christel Fritze, Magdeburg, Eber-
hard Schulze, Mildenberg; Kay Pfennighaus,
Neubrandenburg; Manuela und Riidiger Grewe,
Neuhaus; Grit Pfiitzner, Ohom; Michael
Schmarje, Jiirgen Rietz, beide Pirna; Kilian Kin-
delberger, Potsdam; Katrin Lonnig, Prettitz; Kar-
sten Bossow, Ribnitz; Axel Kaminski, Tobias
Franke, beide Riesa; Dirk und Ralf Seifert, Roch-
litz; Kirstin Peter, Ulrich Rothe, beide Rostock;
Ulrike Hifner, Schmalkalden; Stelfan Erb,
Schwallungen; Alexander Otto, Schwanebeck;
Lars Prieske, Schwerin; Holger Reinitz, Sommer-
feld; Jana Ullmann, Spremberg; Claudia Sieg-
mund, Steinbach; Birgit Spindler, Heide Ru-
dolph, Katrin Werner, alle Steinbach-Hallenberg;
Andreas Lange, Stendal; Kerstin Schuster, Tau-
benheim; Stephan Marx, Ueckermiinde; Frank
Werbach, Marko Treichel, beide Unterbreizbach,;
Steffen Schmidt, Urleben; Horst Rex, Wihlitz;
Bettina Wiemuth, Weilenbom-L.; Manuela
Montag, Oliver Auert, beide WeiBenschirmbach;,
Sebastian Steinbach, Wernigerode; Christine Sto-
randt, Wernshausen; Soren Schubert, Witten-
berg; Jens Miiller, Wolgast; Silke WeiBlbach, An-
dreas Vogt, beide Worbis; Janet Thom, Wiin-
schendorf; Beate Balzer, Zittau

Fiir vierjihrige Teilnahme

Tilo Kaiser, Aken; Frank Gembus, Altentreptow,;
André Héna, Altenburg; Ronald Stiive, Anklam;
Michae] Seibt, Arnstadt; Sabine Keilhaupt, Bad
Lauchstidt; Uwe Volker, Sabine Werkmeister,
Jan Schwate, alle Bad Salzungen; Thoralf Risch,
Bad Wilsnack; Alexander Starick, Ina Miiller,
beide Birenklau; Claudia Groll, Bannewitz;
Alexander Golz, Guiletta Himimel, Annekatrin
Hegewald, Reik Hartmann, Annett Schafranka,
Rainer Scheel, Matthias Béttger, Bodo Peter-
mann, alle Berlin; Christian und Clemens Neu-
fert, Torsten Adam, Jan Opalka, Susanne Filz,
Katrin  Priemuth, alle Bernburg; Stephan
Hantsch, Berthelsdorf; Thomas Schuize, Bindow;
Falk Wietreck, Bischofswerda; Andreas Lieb-
mann, Bitterfeld; Thomas Romhild, Breitungen;
Torsten Peter, Holger Wehner, Ralf Fuchs, alle
Brotterode; Claudia Tittmann, Cainsdorf, Mat-
thias Wiesick, Hagen Lessing, beide Cottbus; Ste-
fan Daske, Dabendorf, Simone Eyning, Dingsle-
ben; Domenik Fiedler, Tobias Rinke, beide
Dingelstidt; Jens Meyer, Jens Herrmann, Uwe
Lobel, Beate Schreiber, Michael Griining, Edith
Bombach, Andrea Hahn, Birgit Alm, Stefan Sei-
fert, Ulf Erben, alle Dresden; Yvonne Gierth,
Carsten Heinrich, beide Diirrohrsdorf; Komelia
Eckerl, Effelder; Anne Heyl, Eisenach; Jan Buch-
mann, Eisenberg; Reinhard Schnippa, Eisenhiit-
tenstadt; Lars Limmerhirt, Ettenhausen; Karsten
Wackernagel, Falkenberg; Kirsten Lefller, Anke
Jung, Petra Stadler, Katrin Gerlin, Adrian Wein-
aug, Yvonne Scheiber, Yvonne Hollandt, Nicola
Erb, Silke Wirth, Tanja Ilgen, Rico Neuhéfer,
Thomas LefMler, Enrico Eck, Torsten Krone,
Yvonne Stengel, Peggy Méller, Frank Leffler, alle
Floh; Steffen Pietzsch, Franldurt/O.; Karl
Etourno, Freiberg; Thomas Wiegel, Freienorla;
Matthias Elert, Friedrichsthal, Katja Frey, Ro-
man Knofler, beide Gersdorf, Dorit Jackisch,
Gorlitz; Roland Popp, Gotha; Jacqueline Spatke,
Griifenthal; Comelia Bidr, Greifendorf; Yvette
Vogelsberger, Greifswald; Susanne Schulz,
Grimma; Thomas Henker, Groitzsch; Frank
SchnecgaB, GrofSbodungen; Jan Glaser, GroB-
deuben; Birgit Bindig, GroBweitzschen; Ines Pan-
nenberg, Jana Pausch, Silke Triinkner, atle Griin-

hain; Alois Belter, Hagenow; Kurt und Uwe
Lehmann, Haidemiihl; Burkhard Huth, Roland
Kupert, Gunhild Berg, alle Halle; Vivian Béhr,
Torsten Bohn, beide Halle-Neustadt; Antje Steh-
fest, Havelberg; Michael Puchta, Hecklingen;
Jens Weinhold, Hermsdorf; Matthias Lonhardt,
Herzberg; Olaf Schmidt, Hohenebra; Bert Fren-
zel, Horka; Claudia Meyer, Manuela Winkler,
beide Hoyerswerda; Steffen Vogler, Torsten Bor-
chardt, beide Ilmenau; Ellen Stelzner, Jena-Lo-
beda; Markus Gliick, Jossnitz; Andreas Anders,
Jiiterbog; Stefan und Franziska Koch, Kamenz;
Stefan Mader, Jane Bicly, beide Karl-Marx-Stadt;
Marcus Waclawczyk, Kirchheilingen; Matthias
Miiller, Xlaffenbach; Astrid Mirle, Kleindehsa,
Karsten Knobloch, Kleinmachnow; Anke Bau-
mann, Ronny Miiller, beide Klietz; Ulrike Klei-
nau, Kritzmow; Olaf Dreyer, Krumbeck, Marko
Rogozia, Ladeburg; Katrin Ziermann, Landsen-
dorf; Mario Menger, Lauterbach; Kirsten Schro-
ter, Katrin Anton, beide Leegebruch; Dominique
Dode, Sebastian Meinhardt, Robert Staufenbiel,
Martin Schreiter, Andreas Winter, alle Leine-
felde; Henrik Holke, Mareike Schmidt, Christian
Tiedt, alle Leipzig; Annett Reiche, Liederstidt;
Mario Voigt, Loderburg; Cornelia Seidel, Lossau;
Olal Weber, Meusélwitz; Frank Holl, Mittelstille;
Tilo Schulz, Mobiskruge; Dorit Pinnow, Daniela
Voigtlinder, Stefan K&nig, Steffi Porschel, alle
Miigeln; Christian Bittner, Miihlhausen; Tino El-
ste, Nebra; Dajana Preddhl, Michael Ritter, beide
Neuhaus; Petra Ropenus, Neubof: Christian RiB-
ler, Gabriele Bréner, beide Niederodewitz; Susan
Abbe, Susanne Ludwig, beide Niederorla; Mi-
chael Hummel, Olbersdorf; Torsten Kaiser, Ora-
nienbaum; Jana Wetzel, Oranienburg; Mario
Koch, Oschersleben; Dorte Schappler, Parchim,
Jan Fricke, Pasewalk; Susanne Kraenz, Picher;
Alexander Moskau, Plauen; Bernd Volkel, Pots-
dam; Ronald DreBe, Pretitz; Claudia Burkhardt,
Prettin; Sylke Ahrend, Rakow; Christoph Weid-
ling, Riethnordhausen; Doris Seifert, Rochlitz;
Nicole Eck, Diana Herget, Nicole FuB, Steffen
Tiedmann, alle RoBdorf; Burkhard Rothe, Ro-
stock; Daniela Mdser, Sangerhausen; Soren Ha-
der, Schiotheim; Torsten Haase, Matthias Kitt-
ner, beide Schmalkalden; Sina Schnock, Schone-
beck; Enrico Rommel, Schwallungen; Claudia
Vorkel, Schkona; Diana Heinrich, Seyda; Sandy
Schinkel, Eileen Hesse, Korina Maloszyk, Ba-
bette Stietz, Ivonne Biihling, Petra Gerlach, Kay
Schinkel, Steflen Vollbarth, alle Sondershausen;
Norman Heidecke, StaBfurt; Katja Hoffmann,
Melanie Wilhelm, beide Steinbach-Hallenberg;
Peter Brock, Stralsund; Mario Buchholz, Tantow;
Ulrike Kaden, Teltow; Torsten Wiistenberg,
Templin; Iris Demmer, Themar; Sigrun Pfeiffer,
Trebra, Diana Brenn, Sebastian Brenn, Norman
FuB, Jérg Steinbach, Silvano Storch, Christiane
Heinemann, Susanne Peter, Annett Siorch, Tanja
ZeiB, alle Trusetal; Steffen Limburg, Karen Sten-
derhoff, Anett Tischendorf, Katrin Fladung, El-
vira Stehling, Hans-Helmut Zappe, Michael
Lotz, Sven Buchholz, alle Vacha; Elko Kdnlech-
ner, Mario Zitek, Ronald Petigk, alle Weimar;
Tanja Voigt, Wemnburg; Otmar Jannasch, Wied-
nitz; Ralf Kl6tzer, Wilkau-Haflau; Manuela Ka-
belitz, Wollin; Ulrike Langer, Wolmirstedt; Kri-
stina Bergmann, Wolzig; Ronald Peters, Wismar;
Nico Qual, Zeitz; Tom Marschall, Lutz Hengel-
haupt, beide Zella-Mehlis; Holger Beyer, Zscho-
pau; Olaf Breitzke, Ziihlsdorf

Achtung!
Immer wieder bitten uns Leser um
»alphas“ dlterer Jahrginge oder mathemati-
sche Lesebdgen. Leider kdnnen wir in den
seltensten Fillen helfen!
Also - Lausgelesene“ Exemplare bitte
nicht wegwerfen! Schickt sie bitte an die
Redaktion ,alpha“. Vielen Dank!

Alphons
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Olympiadeklasse 7

280731 Das Volumen eines Wiirfels w,
ist achtmal so groB wie das Volumen eines
Wiirfels w,. Wire das Volumen von w, um
genau 9cm?® kleiner, so wire es gleich
einem Zwolftel des Volumens von w).
Ermmittle aus diesen Angaben die Kanten-
lingen a, und a, der beiden Wiirfel w, und
w,!

280732 In einer Fabrik zur Herstellung
von alkoholhaltigen Essenzen soll aus
einem Restbestand von 300 kg 32prozenti-
gem Alkohol durch Zugabe von 90prozen-
tigem Alkohol ein neuer Bestand von
40prozentigem Alkohol hergestellt werden.
Ermmittle diejenige Menge 90prozentigen
Alkohols, mit der das erreicht wird!

280733 Gegeben sei ein beliebiges spitz-
winkliges Dreieck 4BC. Gesucht ist eine
Gerade g, die die folgenden Bedingungen
erfullt:

(1) Die Gerade g ist parallel zu AB, sie
schneidet die Seite AC in einem Punkt D
und die Seite BC in einem Punkt E.

(2) Fiir diese Punkte gilt 4D + BE = DE.
I. Zeige, daB eine Gerade g, wenn sie die
Bedingungen (1) und (2) erfiillt, zu dem
Dreieck konstruiert werden kann!

II. Beschreibe eine solche Konstruktion!
III. Zeige, daB eine Gerade g, wenn sie
nach dieser Beschreibung konstruiert wird,
die Bedingungen (1) und (2) erfiillt!

Iv. Konstruiere ein beliebiges spitzwinkli-
ges, nicht gleichschenkliges Dreieck ABC
und zu diesem nach deiner Beschreibung
auch g!

280734 Ermittle alle diejenigen Paare

(p; 9) aus zwei Primzahlen, die die folgen-

den Bedingungen erfiillen!

(1) Esgiltg>p+1.

(2) Die Zahl s = p + g ist ebenfalls eine
Primzahl.

(3) Die Zahl p- q- s ist durch 10 teilbar.

280735 Beweise, daB fiir jedes Dreieck
ABC die folgende Aussage gilt:

Wenn D, E, F in dieser Reihenfolge die
Mittelpunkte der Seiten BC, C4, 4B sind
und wenn A’, B’, C’, E’, F' die FuBpunkte
der Lote von 4, B, C, D, E, F auf eine Ge-
rade g sind, die ganz auBerhalb des Drei-
ecks ABC verlduft und auf keiner der ver-
lingerten Seiten BC, CA, AB senkrecht
steht, dann gilt stets

A4+ BB +CC =DD + EE +FF.

64 - alpha, Berlin 23 (1989) 3

280736 Auf einer Kreislinie seien die na-
tiirlichen Zahlen von 1 bis 1000 der Reihe
nach angeordnet. Dann wird, beginnend
mit der Zahl 1, jede fiinfzehnte Zahl mit
einer Markierung versehen, d. h., die Zah-
len 1, 16, 31, 46, ... usw. werden markiert.
Dieses Weiterzdhlen und Markieren jeder
fiinfzehnten Zahl wird umlaufend fortge-
setzt, d.h., beim Weiterzihlen 1it man
auf die Zahl 1000 wieder die Zahl 1 folgen.
Auch Zahlen, die bereits markiert sind,
werden beim Weiterzihlen stets mit be-
riicksichtigt. Erst wenn zum weiteren Mar-
kieren nur noch Zahlen erreicht wiirden,
die bereits markiert sind, wird der Vorgang
beendet.

Ermittle die Anzahl aller derjenigen Zah-
len auf dem Kreis, die dann ohne Markie-
rung geblieben sind!

Olympiadeklasse 8

280831 Zwei wanderlustige Freunde A
und B beschlieBen, auf einer Wander-
strecke von 30 km einander entgegenzuge-
hen. Zu Beginn befindet sich A an einem
Endpunkt, B an dem anderen Endpunkt
dieser Strecke. Sie verstindigen sich telefo-
nisch iiber ihr Vorhaben und nehmen da-
bei an, dafl jeder von ihnen seine personli-
che Marschgeschwindigkeit wihrend des
ganzen Weges gleichbleibend beibehilt.
Damit erhalten sie die folgenden Aussa-
gen:

(1) Wenn A 2 Stunden eher startet als B, so
treffen sie sich 2% Stunden nach dem
Start von B.

(2) Wenn aber B 2 Stunden eher startet als
A, so treffen sie sich 3 Stunden nach dem
Start von A.

Zeige, daB unter diesen Voraussetzungen,
wenn die Aussagen (1) und (2) zutreffen,
die Marschgeschwindigkeiten von A und B
eindeutig bestimmt sind; ermittle diese
Geschwindigkeiten! Uberpriife, daB auch
umgekehrt gilt: Wenn A und B die ermit-
telten Geschwindigkeiten haben, dann tref-
fen die Aussagen (1) und (2) zu.

280832 Beweise den folgenden Satz!
Wenn ABCD ein Quadrat ist, M der Mittel-
punkt von 4B, N der Mittelpunkt von BC
und P der Schnittpunkt der Strecken CM
und DN ist, dann gilt AD = 4P.

280833 Beweise die folgende Aussage!
Stets, wenn irgendwelche sechs unmittel-

bar aufeinanderfolgenden natiirlichen Zah-
len vorliegen, ist es unmdglich, diese sechs
Zahlen so in zwei Gruppen einzuteilen,
daB das Produkt der Zahlen einer Gruppe
gleich dem Produkt der Zahlen der ande-
ren Gruppe ist.

Hinweis: Enthilt bei einer Einteilung eine
der zwei Gruppen nur eine Zahl, so gilt
diese Zahl als das ,Produkt“ der Zahlen
dieser Gruppe.

280834 Fiir ein Schulsportfest mdochte
die Klasse 8c aus den sieben im 100-m-
Lauf besten Schiilern eine aus vier Schii-
lern  bestehende  Mannschaft  zum
4x100-m-Staffellauf auswahlen.

a) Wieviel verschiedene Mannschaften
kOnnten aus den sieben Schiilern ausge-
wihlt werden?

b) Wieviel verschiedene Mannschaften
konnten aus den Schiilern ausgewihlt wer-
den, wenn auf jeden Fall zwei bestimmte
der sieben Schiiler dabei sein sollen?

¢) Wieviel verschiedene Mannschaften
konnten aus den Schiilern ausgewidhit wer-
den, wenn auf jeden Fall drei bestimmte
der sieben Schiiler dabei sein sollen?

d) In wieviel verschiedenen Reihenfolgen
ihrer Starts lassen sich stets die vier Schii-
ler einer Mannschaft zum Staffellauf auf-
stellen?

280835 Es sei ABC ein Dreieck, « sei die
GroBe des Winkels 4 BAC und § die GroBe
des Winkels 4 ABC. Der Inkreis des Drei-
ecks berithre die Seite AB in D, die Seite
BC in E und die Seite AC in F.

Ermittle die GroBe des Winkels x FDE in
Abhingigkeit von « und f!

Hinweis: Der Inkreis eines Dreiecks ist der-
jenige Kreis, der alle drei Seiten des Drei-
ecks von innen beriihrt.

280836 Gegeben seien zwei Strecken; fir
ihre Lingen p und q gelte p < gq. Gesucht
ist ein Viereck ABCD, das die folgenden
Bedingungen (1), (2), (3) erfiillt.

(1) Das Viereck ABCD ist ein Trapez mit
AB| CD.

(2) Es gilt AB =pund CD = gq.

(3) Es gibt einen Kreis, auf dem die Punkte
A, B, Cund D liegen und dessen Radius p
betrigt.

I. Zeige, daB ein Viereck, wenn es die Be-
dingungen (1), (2), (3) erfiillt, aus p und ¢
konstruiert werden kann!

1I. Beschreibe eine solche Konstruktion!
111. Zeige, daB ein Viereck, wenn es nach
dieser Beschreibung konstruiert wird, die
Bedingungen (1), (2), (3) erfiilit!

IV. Untersuche, unter welchen Bedingun-
gen fur die gegebenen Losungen p und g
ein solches Viereck

a) existiert,

b) bis auf Kongruenz eindeutig durch p
und g bestimmt ist!

Olympiadeklasse 9

280931 Man nennt drei von 0 verschie-
dene natiirliche Zahlen a, b, ¢ genau dann
ein pythagoreisches Zahlentripel, wenn sie
die Gleichung a2 + b2 = ¢? erfiillen.

Beweisen Sie, daB in jedem pythagore-



ischen Zahlentripel mindestens eine der
drei Zahlen durch 5 teilbar ist!

280932 In jedes der 16 Felder eines
4x4-Quadrates (sieche Bild) soll eine der
Zahlen 0 und 1 so eingetragen werden, dal
in jeder Zeile, in jeder Spalte und in jeder
der beiden Diagonalen zweimal die 0 und
zweimal die 1 vorkommt.

Ermitteln Sie alle verschiedenen Eintra-
gungen, die diese Bedingungen erflillen!
Dabei seien zwei Eintragungen genau dann
voneinander verschieden genannt, wenn es
keine Spiegelung gibt, die die eine Eintra-
gung in die andere iiberfiihrt.

280933 Untersuchen Sie, ob es zu jeder
geraden Pyramide P = ABCDS mit quadra-
tischer Grundfliche ABCD eine Ebene e so
gibt, daB die Schnittfigur von P mit e ein
gleichseitiges Dreieck ist!

Hinweis: Gibt es nicht zu jeder Pyramide P
eine solche Ebene e, so ist fiir eine Pyra-
mide P diese Unmoglichkeit zu beweisen;
gibt es aber zu jeder Pyramide eine solche
Ebene e, so ist anzugeben, wie eine Ebene
e gefunden werden kann und daB jede so
gefundene Ebene e die gefotderte Bedin-
gung erfullt. -

280934 Beweisen Sie, daB fiir beliebige
positive reelle Zahlen x und y stets die Un-

gleichung
Vy

Vx

1
s

yoly  xSyx o x0y
gilt!

280935 Untersuchen Sie, ob es ein
Rechteck ABCD gibt, in dem die Winkel-
halbierende von 1 ACB durch den Mittel-
punkt der Strecke 4B geht!

AL

280936 Ermitteln Sie alle diejenigen
Zahlen n =z 3, fur die es moglich ist, ein
n X n-Brett ohne die vier Eckfelder (siche
Bild) vollstindig so in Teile zu zerlegen,
daB jedes Teil aus einer der Flachen (a),
(b) durch Verschiebung und Drehung zu
erhalten ist!

[
L
la)
n<
—
] L
lb) . v s
n

Hinweis: Es ist auch zugelassen, daBl in
einer Zerlegung sowohl Teile (a) als auch
Teile (b) vorkommen.

Olympiadeklasse 10

281031 Fir jede natiirliche Zahl n werde
ihre Zifferndarstellung mit der Basis 2
(Darstellung als Dualzahl), ferner ihre Zif-
ferndarstellung mit der Basis 3 usw. ...,
schlieBlich ihre Zifferndarstellung mit der
Basis 10 (Darstellung als Dezimalzahl) be-
trachtet.

Wenn es natiirliche Zahlen n > 1 gibt, bei
denen in jeder dieser Zifferndarstellungen
(mit den Basen 2, 3, 4, ..., 10) die letzte
Ziffer (Einerziffer) eine 1 ist, so ermittle
man die Kkleinste derartige natiirliche
Zahl n.

281032 Ermitteln Sie alle diejenigen

Paare (f; g) von Funktionen f und g, die

fiir alle reellen Zahlen definiert sind und

die folgenden Bedingungen (1) bis (4) er-
fiillen!

(1) f ist eine quadratische Funktion, in
deren Darstellung y = f(x) der bei x?
stehende Koeffizient 1 betrigt.

(2) Fiir alle reellen x gilt
Slx+1)=g(x).

(3) f hat genau eine reelle Nullstelle.

(4) Es gilt g(5) =4.

281033 Es sei ABCDEFGH ein Wiirfel
der Kantenldnge 6 cm. Auf der Seitenfli-
che ABFE sei P derjenige Punkt, der von
EF den Abstand 1 cm und von BF den Ab-
stand 2 cm hat (siehe Bild).

Ermitteln Sie die Menge M aller derjeni-
gen Punkte auf der Oberfliche des Wiirfels,
die von P aus erreichbar sind, jeweils lings
eines auf der Oberfliche verlaufenden We-
ges, der hochstens die Linge 4 cm hat!

H G

|
|
E +
T F
P
|
|
D __J___Jc
rd

re
e

A B
(verkleinerter MabBstab) .

Hinweis: Die gesuchte Menge M ist als Ver-
einigungsmenge von Fliachenstiicken auf
den einzelnen Seitenflichen des Wiirfels
nachzuweisen. Jedes dieser Flichenstiicke
ist durch Angabe seiner Randkurve zu be-
schreiben; die Beschreibung ist so anzule-
gen, daB sie die Moglichkeit einer kon-
struktiven Gewinnung der einzelnen Teile
solcher Randkurven vermittelt.

281034 Ermitteln Sie alle diejenigen

Paare (a; b) reeller Zahlen, die die folgende

Gleichung (1) erfiillen!
a?-b-a*+db*+a-b=0

)

281035 Gegeben seien die Streckenlin-

gen r=5cm, s=16,8 cm und die Winkel-

groBe p=50°. Gesucht sind Dreiecke

ABC, die den folgenden Bedingungen ge-

niigen:

(1) Der Umkreis des Dreiecks ABC hat
den Radius r. .

(2) Die Seitenlingen ¢ = AB und a = BC
haben die Summe c+a=s.

(3) Der Winkel x ACB hat die GroBe y.

I. Beweisen Sie, daB jedes Dreieck ABC,
das die Bedingungen (1), (2), (3) erfiillt,
aus den gegebenen r, s, y konstruiert wer-
den kann!

II. Beschreiben Sie eine solche Konstruk-
tion!

II1. Beweisen Sie, daB jedes Dreieck, das
nach Ihrer Beschreibung konstruiert wird,
den Bedingungen (1), (2), (3) geniigt!

IV. Untersuchen Sie, ob es bis auf Kongru-
enz genau ein Dreieck oder bis auf Kon-
gruenz eine andere Zahl von Dreiecken der
verlangten Art gibt, und ermitteln Sie im
letztgenannten Fall diese Zahl!

281036

Beweisen Sie die folgende Aussage!

Fiir jede natiirliche Zahl n = 1 gibt es eine
(n + 2)-stellige natiirliche Zahl, die mit ge-
nau n Ziffern 3, genau einer Ziffer 4 und
genau einer Ziffer 6 in geeigneler Reihen-
folge geschrieben wird und durch 7 teilbar
ist.

Hinweis: Die Verwendung eines — nicht
programmierbaren — Taschenrechners ist
gestattet.
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281231 Man ermittle alle diejenigen aus
je drei Gliedern bestehenden Folgen
(ay, ay, g3) und (b;, by, b3), die mit zwei
geeigneten von Null verschiedenen reellen
Zahlen p, r sowie mit g =5 die folgenden
Bedingungen erfiillen:

. _1 _2 _1
) EsgllFal—p,az— q,a;— 3
. _ 1 _ 1
(2) Es gilt b, = a;’bz_ a-a’
1
b, = PR

(3) Die Folge (a;, a,, a;) ist eine
arithmetische Folge.

(4) Die Folge (b,, b, b3) ist eine
arithmetische Folge.

281232 Gegeben seien ein Punkt A4 in
einer Ebene e sowie eine Linge a.

Man ermittle die Menge aller derjenigen
Punkte C in e, zu denen es jeweils
Punkte B und D so gibt, da ABCD ein
Parallelogramm mit

AB = aund AC: 4B = BD : 4D ist.

Von den nachstehenden Aufgaben
281233A und 281233B ist genau eine aus-
zuwihlen und zu l6sen:

281233A Man ermittle alle diejenigen
natiirlichen Zahlen n = 3, fiir die es mog-
lich ist, zu jedem i=1, ..., n eine natiirli-
che Zahl a; so anzugeben, daB die folgen-
den Bedingungen erfiillt werden:

(1) Fiir alle i mit 1 =i = ngilt
0§a,~§%(n -1)n.

(2) Keine zwei unter den Differenzen
a;— a;, die man fur alle i, j mit 1 =iz n,
i=j=nund i #*;bilden kann, sind einan-
der gleich.

281233B Fiir jede natiirliche Zahl n= 2

sei die folgende Forderung betrachtet: Man
soll 2n Gegenstinde so in n (geniigend
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groBe) Behilter verteilen, daB die nachste-
henden Bedingungen erfiillt sind:

(1) Jeder Behilter enthidlt mindestens
einen der Gegenstinde.

(2) Jeder Behiilter enthilt héchstens n der
Gegenstinde.

(3) Es ist nicht moglich, die n Behilter so
in zwei getrennten (geniigend groBen) Réiu-
men unterzubringen, daB dabei in jeden
der beiden Riume n der Gegenstinde ge-
langen.

a) Geben Sie fiir n = 3 eine Verteilung von
6 Gegenstinden in 3 Behilter an, und wei-
sen Sie nach, daB die von Thnen angege-
bene Verteilung die Bedingungen (1), (2),
(3) erfiallt!

b) Beweisen Sie, daB es genau dann mog-
lich ist, die Forderung zu erfiillen, wenn n
eine ungerade Zahl ist!

c) Ermitteln Sie fiir jedes ungerade n =3
alle Verteilungen der geforderten Art!

281234 Man untersuche, ob es 21 paar-
weise verschiedene ganze Zahlen sowie
eine Reihenfolge

ay, az, .., Ay (+)
dieser Zahlen so gibt, daB die folgenden
Bedingungen erfiillt sind:
(1) Fiir je vier in der Reihenfolge (*) un-
mittelbar aufeinanderfolgende Zahlen er-
gibt sich eine negative Summe dieser vier
Zahlen. ’
(2) Die Summe aller 21 Zahlen a,, ..
betridgt 1989.
281235 Beweisen Sie den folgenden Satz!
Wenn (x,) eine monoton fallende Folge
positiver reeller Zahlen ist, die fir jede na-
titrliche Zah! n = 1 die Ungleichung

X; X4

- 2]

Xq X2
e R
1 2 3 n 21

erfiillt, dann erfiilll sie auch fir jede natiir-
liche Zahl n = 1 die Ungleichung

X n X3
172773
281236 Es sei d eine gegebene Strecken-
linge. Ferner sei M die Menge aller derje-
nigen Pyramiden 4ABCS, die den folgenden
Bedingungen geniigen:
(1) Das Dreieck ABC ist gleichseitig.
(2) Das Lot von § auf die Ebene durch 4,
B, C hat den Schwerpunkt des Dreiecks
ABC als FuBpunkt.
(3) Der Abstand zwischen den Kanten AS
und BC betrdgt d.
Untersuchen Sie, ob es in der Menge M
eine Pyramide mit kleinstem Volumen
gibt! Ist das der Fall, so ermitieln Sie in
Abhingigkeit von d dieses kleinstmogliche
Volumen!
Hinweis: Unter dem Abstand zwischen zwei
Strecken UV und XY, von denen UV auf
einer Geraden g und XY auf einer zu g
windschiefen Geraden h liegt, versteht
man die Linge der Strecke GH, wo G auf
g, H auf h liegt und GH sowohl g als auch
h senkrecht schneidet. Diese Erkldrung gilt
auch fur den Fall, daB derartige Punkte G,
H sogar den Strecken UV bzw. XY angeho-
ren.
Solltet ihbr Probleme bei der Losung der
Aufgaben haben, wendet euch bitte {iber
euren Mathematiklehrer an das Bezirkska-
binett fiir auBerunlterrichtliche Titigkeit.

X,
R
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Mathematik an
der Balkenwaage

Mit Hilfe der Balkenwaage wird ermittelt,
ob zwei Probekorper die gleiche Masse be-
sitzen, und wenn dies nicht zutrifft, wie
groB die Differenz der Massen ist.

Der prinzipielle Aufbau einer solchen
Waage ist folgender: '

L1$[Z

Das Waagengestinge wird von r, {, und /,
gebildet, wobei [, der zum Probekérper 1
gehdrende und I, der zum Korper 2 gehd-
rende Lastarm ist. Das Gestinge ist im
Drehpunkt (DP) gelagert. Der Auslenkwin-

-kel wird mit einer Skala angezeigt. G, und

G, sind die Gewichtskrifte der Probekor-
per. G, ist die Gewichtskraft des Waagen-
gestinges. Sie greift wegen der Symmetrie
und der Linge der Lastarme in der ange-
zeigten Stelle an.

Es sollen die Gewichtskrifte G, und G, ver-
glichen werden. Als Ergebnis der Wigung
erhilt man den zugehérigen Auslenkwin-
kel. Es muB eine Beziehung zwischen den
Gewichtskriften und dem Auslenkwinkel
gefunden werden.

Die Waage verhilt sich wie ein starrer Kor-
per. Dieser ist im Gleichgewicht, wenn (1)
die Summe aller Kriifte 0 ist und (2) die
Summe aller Drehmomente 0 ist.

Die Summe der nach unten gerichteten
Krifte (G, + G, + Gy) findet ihre Gegen-
kraft im Lager der Waage, also im Dreh-
punkt. Damit ist Bedingung (1) erfullt.
Der Betrag des Drehmoments ist definiert
durch die Gleichung M = F-r-siny. Da-
bei ist F die wirkende Kraft, r der Abstand
zwischen dem Drehpunkt des Kérpers und
dem Angriffspunkt der Kraft. y ist der Win-
kel zwischen der Wirkungslinie der Kraft
und der Verbindungslinie Drehpunkt — An-
griffspunkt von F.

O.B.d. A. sei das Drehmoment positiv,
wenn der Kérper durch dieses Moment in
Uhrzeigerrichtung gedreht wird.

Fir die Waage gilt deshalb, wenn
0.B.d. A. o in der skizzierten Lage ist, fiir
die Drehmomeante von:

Gi:M =~-G, k;*sin(90° + 8, + &)

Gy M, =G,y ks sin(90° + B, — )

Gt M. = G--r-sin(180° — )

Es gilt (siehe Bild):
cosﬂ,-=%"_und sinﬂ,-=7rl_.
Durch einfache erhilt
man:*
M =-G,-(;-cosa — r-sina)
M,=G,-(l,-cosax+ r-sina)
M;=G; r-sinea.
Bedingung (3) fordert nun:
M] + Mz + M] =0
2= Gy (I cos — rsin @) + G,(l; cosa
+rsino)+ G r-sine=0 (1)
Der Winkel & = 90° ist physikalisch unsin-
nig. Deshalb kann Gleichung (1) durch
cos e dividiert werden. Durch Umformun-
gen erhdlt man daraus:
Gl - Gyl o)
(G, + G, + Gy)
Es soll nun der Winkel «, bestimmt wer-
den, fir den die Waage am empfindlich-
sten ist. Dieser Winkel ist dadurch gekenn-
zeichnet, daB eine Anderung einer der
Krifte G, oder G, um AG an der Stelle
o = oy die groBte Anderung von « hervor-
ruft.
Fall I: Die Gewichtskraft des Waagenge-
stinges gegeniiber den beiden anderen Ge-
wichtskraften sei vernachlissigbar: G; =0.
Die Anderung einer der Krifte G, oder G,
beeinflufit zunichst das Drehmoment und
dann erst den Auslenkwinkel. Deshalb
muB eine Anderung von G, um AG eine
maximale Verinderung des Drehmoments
M, bewirken. Fiir M, galt:
M, = Gyk, sin (90° + §, — )
ﬁz = @zkz sin (90° + B, — o)
mit G, - G, = AG,

AM, = AGyk;-sin(90° + B, — «)

Damit AM, maximal wird, miissen k, und
sin (90° + §, — &) maximal sein.

k, sind durch die AusmaBe der Waage
Grenzen gesetzt und kann deshalb nicht
beliebig vergroBert werden.

sin (90° + f, — ) ist maximal bei 8, = a.
Damit hat die Waage an der Stelle o = f,
fir G, die gré8te Empfindlichkeit. Da
G, = G, gemessen werden soll, muB /, ver-
dndert werden, damit die Waage fir
G, = G, den Winkel o, annimmt. Es gilt

Umformungen

tana =

tan ﬂz = L
b
. S r
und mit &y = f, auch tano, = T
. 2
Mit G, = G, folgt fiir /| aus (I*):
2
L=hL+2
h

Wenn die Gewichtskrifte nicht gleich sind,
stelit sich ein Winkel ein, der ungleich o,
ist. Es sei G, — G, =AG und AG < G,. Da-
mit gilt G, = G, + AG.
Fiir den Auslenkwinkel ergibt sich:
AGL + Gy, — G,
r2G, + AG)
B AGlL L-1
r(2G, + AG) r(2 + _Ag)

tan o =

2

* Nutze folgende Additionstheoreme:
sin (¢ + ) =sina cos f + cos asin f
cos(+ f)=cosacosf —sinasinf.



1 + L—bh

tanox = AG

2rG, 2r
5
= + .
AG 16, tan o

Daraus folgt:
Die Differenz der tan-Werte ist proportio-
nal der Gewichtsdifferenz.
Die Differenz der tan-Werte kann nicht an-
gezeigt werden.
Nur (&, — o) ist ablesbar. Da die tan-Funk-
tion streng monoton wachsend ist, gilt: je
groBer tan (e — «), desto groBer auch
(op— o),

tan oy, —tan &

— = ——— mit
tan (& — &) 1+ tan oy tan o !

r )
tanao=l—2und tana =tanog + AG 3G,
Damit erhialt man

AG 1
tan (g — &) = ——

Zr(l +—IL2>

Dieser Wert wird dann am gré8ten, wenn
1> reilt.

Der Wert tanog = —;
Deshalb ist die Balkenwaage am empfind-
lichsten, wenn gilt:

ag=0und !>rund /,=1,.

Fall 1I: G, ist nicht vernachlissigbar. Es
werde angenommen, daB die empfindlich-
ste Stelle der Waage bei oy + 0 liege. Fiir
G, = G, muB die Waage diesen Winkel an-
nehmen. Damit ergibt sich fiir die Linge
des Lastarmes /,

llGZ - Ing

r2G + Gj)

strebt gegen Null

tan g =

— 03 o
1 —r<2 +E) tanog + 1.
Die Liange von /, ist also vom Verhiltnis
G, G, abhingig. Es mub fir jede (!) neue
Messung ein anderer Lastarm benutzt und
auflerdem vor jeder Messung die Kraft G,
bestimmt werden. Dafiir braucht man aller-
dings wieder eine Waage ...!
Dieser Kreis ist nur zu durchbrechen,
wenn o =0 gewihlt wird. So ist gezeigt,
daB man mit der Balkenwaage die optima-
len Ergebnisse bei o = 0 erzielt.
Tritt der Fall G, + G, < G, aul, ergibt sich
folgendes: ,
G, — Gy /] '
r(G, + G, + G;) - G, (G~ Ga).
Fiir kleine Winkel gilt tan & = a (bei 4° ist
der Fehler 1,5 %).
Daraus folgt:

tan a =

. !
a=m-AG mit m= <,

Die Skala fir a« kann sofort in Masseein-
heiten geeicht werden, da m konstant ist.

A. Vogel
Schon gewuBt?
In der DDR gibt es einen einzigen Ichtma-
cher: Rainer Merzbach in Leipzig. Was
R. Merzbach macht?
Er stellt hochgenaue Wigestiicke zwischen
100 und einem tausendstel Gramm her. In
seiner Werkstatt wachen MeBgerite iiber
konstante Raumtemperatur und Luftfeuch-
tigkeit, bei wechselndem Luftdruck miis-
sen die Pinzetten aus der Hand gelegt wer-
den.

Mathematik auf
der Waagschale

Als wichtiges Instrument zum Vergleichen
von Massen bei Handel und Produktion
werden seit mindestens 5000 Jahren Waa-
gen benutzt:

Das Bild einer gleicharmigen Hebelwaage
ist in eine Pyramide von Giseh eingemei-
Belt. Im Laufe der Zeit lemt die Mensch-
heit die an einer Waage wirkenden Gesetz-
miBigkeiten immer besser verstehen, wer-
den dem jeweiligen Verwendungszweck
angepaBte Waagentypen erfunden und wei-
terentwickelt. Ein kleiner Einblick in die
Entwicklung der Wigetechnik mit Hebel-
waagen soll beildufig zu den folgenden Bei-
trigen iiber Waagen geboten werden. Fiir
gewdhrte Unterstiitzung ist den Leitern
und Mitarbeitern der Museen in Oschatz
und Gohren/Riigen und des Stadtarchivs
Stralsund herzlich zu danken.

Die abgebildete, bei Ausgrabungen in
Pompeji (79 u.Z. durch Vulkanausbruch
des Vesuv verschiittet) gefundene Altromi-
sche Schnellwaage befindet sich jetzt in
der Leningrader Ermitage. Sie besitzt zwei
Aufhingebiigel. Zu jedem Aufhingebiigel
gehort eine mit Kerben versehene Ablese-
skale. Ihr Laufgewicht hat die Form einer
Jiinglingsbiiste.

Aufgaben iiber ein Dosierbesteck
fiir Pflanzenschutz- und Schidlings-
bekdimpfungsmittel (PSM)

Schnellwaagen wie die im Goéhrener Mu-
seum befindlichen waren bereits in Indien
vor 2000 Jahren und im Frankenreich

Karls des GroBen (768 bis 814) gebriuch-
lich. Diese Schnellwaagen sind leicht her-
stellbar, jedoch ungenauer als die rémi-
schen. Der eine Hebelarm weist eine
Verdickung (Festgewicht) auf, wihrend
sich am anderen Hebelarm ein Haken fiir
die Last befindet. Das Gleichgewicht wird
hergestellt, indem man die Schnurschlinge
auf dem mit einer Skale versehenen Waa-
gebalken verschiebt. Diese Schnellwaagen
wurden noch im 19.Jahrhundert von den
Bauern als Marktwaagen benuizt: Nach
einer im Stadtarchiv Stralsund befindli-
chen Akte aus dem Jahre 1804 sind die
,1Besemermacher® verpflichtet, die ,Lohde*
(Waagebalken) aus einem Stiick anzuferti-
gen und die ,Kolbe“ (Festgewicht) mit Blei
auszugieBen. Das stidtische Eichamt Stral-
sund besaB bis zu seiner Auflésung im
Jahre 1912 (Verstaatlichung des Eichwe-
sens) Brennstempel.

Als Besemer bezeichnete Schnellwaage
mit eingebranntem Stralsunder
Eichzeichen aus dem Monchsguter
Museum in G6hren

Das gleiche Prinzip zum Herstellen des
Gleichgewichtes, nimlich das Verschieben
der Drehachse, wird beim Dosierbesteck
fiir PSM verwendet, Giber das einige Aufga-
ben gestellt und gelost werden.

Dosierbesteck fiir PSM

Ala Der Waagebalken des Dosierbe-
stecks ist zum einen im Gleichgewicht,
wenn sich im kleinen Becher 15 g Fiillmit-
tel befinden und die 15-g-Kerbe Drehachse
ist, und zum anderen, wenn sich im groBen
Becher 50g Fiillmittel befinden und die
50-g-Kerbe Drehachse ist.

Berechne aus den in der Skizze des Waage-
balkens angegebenen Léngenangaben
10,3cm, 8,5cm und 5,4 cm die Masse m
des Waagebalkens und den Abstand a sei-
nes Schwerpunktes von der Achse des klei-
nen Bechers!
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a . ) x
10,3 cm —‘ §5cm r 54cm
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A2A Zum Abwigen von 20 g Fiillmitttel
im groBen Becher ist die am Waagebalken
angebrachte 20-g-Kerbe als Drehachse zu
verwenden.

Berechne den Abstand x dieser Kerbe von
der Achse des grofen Bechers!

A3a Der groBe Becher des Waagebal-
kens faBt (auch wenn die Oberfliche des
Fillmittels eben ist) 50 g iibliche Fiillmit-
tel.

Berechne aus den in der Skizze angegebe-
nen Abmessungen beider Becher ihr Volu-
men! (Benutze dazu die Formel fiir das Vo-
lumen eines Kegelstumpfes aus dem
Tafelwerk!) ErschlieBe daraus, daB der
kleine Becher mehr als 20 g iibliche Fiill-
mittel faBt!

A4a Die in der Skizze angegebenen
Lingenangaben wurden durch Messen mit
einem Lineal erhalten. Fiir jeden dieser
MeBwerte ist der Betrag des absoluten Feh-
lers hochstens gleich 0,05 cm. Wie genau
konnte aus diesen Angaben die Masse m
des Waagebalkens und der Abstand a sei-
nes Schwerpunktes von der Achse des klei-
nen Bechers ermittelt werden?

A5A Wie kann man die Lage des
Schwerpunktes S durch ein einfaches Ex-
periment mit dem Dosiergerit bestimmen?

A6a In der Gebrauchsanweisung zum
Dosiergerit heiBt es:

»--. 1. Waagebalken mit der entsprechen-
den Gewichtsmarkierung auf die Schneide
im Unterteil des Kastens auflegen.

2. Den hochstehenden Becher so lange
zentrisch mit PSM befiillen, bis sich die
Waage im Gleichgewicht befindet. ...«
Warum muB pulverformiges PSM zentrisch
in den Becher gefiillt werden?

Ubrigens: Die Theorie der Hebelwaage
entwickelten ...

... Aristoteles (384 bis 322 v.u. Z.),

Euklid (um 300 v.u. Z.) und

Archimedes (287 bis 212 v. u. Z.) fiir einen
geraden masselosen Hebel

... Leonardo da Vinci (1452 bis 1519)

und Leonhard Euler (1707 bis 1783)

fiir einen massebehafteten, absolut starren
Hebel

... Dmitri Iwanowitsch Mendelejew

(1834 bis 1907) fiir einen massebehafteten
elastischen Hebel.

Wigungsaufgaben

Die bei Wiigungsaufgaben in Text und Bild
haufig benutzte Waage ist eine Tafelwaage.
Die Tafelwaage wurde 1669 von Giles Per-
sone, der sich nach seinem Heimatort de

68 - alpha, Berlin 23 (1989) 3

Roberval nannte, erfunden. Bei ihr wird
durch ein doppeltes Stangensystem (Paral-
lelogramm) bewirkt, daB sich beide Waag-
schalen nur parallel zu sich bewegen kdn-
nen. Dadurch wirkt jede aufgelegte Masse
unabhingig von der Stelle, an der sie auf
die Waagschale gelegt wird.

Tafelwaage

Ein Wigestiick ist zu leicht!

Ein Vater hat seinem Sohn zur Einschu-
lung als Geschenk eine Tafelwaage und
neun zylinderformige Wigestiicke mit den
Massen lg, 2g, 2g, 5g, 10g, 20g, 20g,
50 g und 100 g angefertigt und in jedes Wi-
gestiick die MaBzahl seiner Masse einge-
schlagen. .

Nach geraumer Zeit teilt der Sohn dem Va-
ter mit: ,Eiche bitte meinen Wigesatz neu,
denn eines meiner Wigestiicke war verro-
stet und ich habe es deshalb mit Feile und
Schmirgelpapier tiichtig bearbeitet. Ich
weiB leider nur noch, daB es weder das
50-g- noch das 100-g-Wigestiick war.*
Der Vater antwortet: ,Finde selbst das Wi-

. gestiick heraus, das weniger Masse besitzt

als seine Beschriftung angibt und bringe es
mir. Du kannst es sogar mit hochstens zwei
Wigungen herausfinden.“ Wie kann der
Sohn das schaffen?

Ohne Wigestiicke!

Zur Verfligung stehen massegleiche Ku-
geln, massegleiche Wiirfel und masseglei-
che Kegel. Die Masse einer Kugel ist ein
Vielfaches der Masse eines Kegels. Mit
diesen Korpern werden die folgenden drei
Wigungen ausgefilhrt, wobei die Waage
nur einmal im Gleichgewicht ist. Wieviel
Kegel haben die gleiche Masse wie eine

Kugel? W. Trager
111

Losungen

Loésungen zu: alpha-Wettbewerb
Heft 1/89

Ma 5w 2978 Aus (1) und (2) folgt: Birgit
hat die Zeugnisnote 2. Somit hat- Anke die
Zeugnisnote 1. Aus (3) folgt: Birgit ist
Schiilerin der Klasse 4. Aus (5) folgt: Clau-
dia ist Schiilerin der Klasse 6.

Ma5m2979 a) 16 Quadratseiten zu je
Smm Linge ergeben einen Umfang von
80 mm Linge.

Mogliche Losungen fiir b) und ¢)

Ma5m2980 Aus mn— n= my folgt
y=0,

aus rs + mn = x0z folgt x=1,

aus 10z + 1s =150 folgt s =2,

aus 10z + 12 =120 folgt z=8,

aus r2:18=aqafolgt a=4und r=7,
aus 4-m0Q =120 folgt m =3,

aus 18 —n=12 folgt n=6.

Die vollstindige Losung lautet somit

72 + 36 = 108
.
18- 6= 12
430 =120

Ma 5m2981 Vom ersten bis zum flinften
Mast gibt es vier Zwischenriume von je
250 m:4=62,5m Linge. Zwischen dem .
ersten und dem zehnten Mast sind es neun
Zwischenriume; deshalb betrégt diese Ent-
fernung 9-62,5m = 562,5m.

Ma5m2982 Es sei n eine natiirliche
Zahl, also (n—1) ihr Vorginger und
(n+ 1) ihr Nachfolger. Wegen
(n—D+(n+1)=2ngilt 2n=1978.

Die natiirliche Zahl lautet n = 989. Wegen
2n = 1989 existiert keine natiirliche Zahl
n, da 2n eine gerade, aber 1989 eine unge-
rade Zahl ist.

Ma5m2983 Essind 35-6t=210t
Mauersteine zu transportieren. Wegen
19-6t=114t und

210t —114t=961t und

12:-8t=96t sind 19+ 12=31 Fuhren
durchgefiihrt worden. Es wurden also
35 — 31 = 4 Fuhren eingespart. s



Ma5m2984 Aus den acht Wiirfeln ohne
Farbe 1aBt sich ein 2-2-2-Wiirfel bilden.
Es miissen in jeder der drei Richtungen
(Lénge, Breite, Hohe) vier Wiirfel gelegen
haben. Der urspriingliche, ganz mit einer
Farbe angestrichene Wiirfel besteht des-
halb aus 4-4-4 =64 gleichgroBen kleine-
ren Wiirfeln. Wegen 64 — 8 =56 gibt es
also 56 Wiirfel mit Farbe.

Ma 6 m 2985 Es gilt

1001 =1-7-11-13. Die Zahl 1001 besitzt
genau acht Teiler; sie lauten 1, 7, 11, 13,
1001, 77, 91, 143.

Ma6m2986 Im Dreieck ADS hat der

Winkel 2A4SD die GroBe 90°—§.
Dreieck AEC hat der Winkel x AEC die
GroBe 90°—%. Als Scheitelwinkel zu

X ASD hat der Winkel 2 CSE die GroBe

90° - %

7
Aus % CSE = 5 CES folgt CS§ =CE.

Ma 6 m2987 Es sei n eine beliebige na-
tiirliche Zahl. Dann sind n, n+1, n+2,
n+ 3 vier aufeinanderfolgende natiirliche
Zahien. Nun gilt
n+(n+)+(r+2)+(n+3)
=4-p+6=2-2n+3).

Da 2n eine gerade natiirliche Zahl ist, mu
2n +3 eine ungerade natiirliche Zahl sein.
Somit ist 2-(2n + 3) durch 2, aber nicht
durch 4 teilbar. Von den vier aufeinander-
folgenden natiirlichen Zahlen n, n+1,
n+ 2, n+ 3 sind genau zwei ungerade und
genau zwei gerade Zahlen. Von den beiden
geraden Zahlen ist eine durch 2, die andere
durch 4, das Produkt
n-(n+1)-(n+2) (n+3) also durch

2-4 = § teilbar.

Ma 6 m 2988 Angenommen, Erwin ist x
Jahre alt; dann ist seine Schwester (x — 2)
Jahre, sein Bruder (x + 3) Jahre alt. Die
Geschwister sind zusammen (3x + 1) Jahre
alt, und es gilt Ix+1=40,
3x =139, x=13. Erwin ist 13 Jahre, seine
Schwester 11 Jahre, sein Bruder 16 Jahre
alt.

Ma6m2989 Wegen a+ b>cund

a+ b+ c<30 gibt es genau vier Moglich-
keiten fiir die MaBzahlen der Seitenlingen
des Dreiecks, und zwar (3, 5, 7), (3, 11, 13),
(5,7,11), (5,11, 13).

Ma6®m2990 Wegen a+ b>cund
a=3cmund b=1cm gilt c<4cm.
Wegen b+c>a,alsolcm+c¢>3cm,
gilt ¢>2cm.

Aus 2cm < ¢ <4 cm folgt ¢ =3 cm und
somit u=ag+b+c=7cm.

Na/Te 6 m443 Gesucht: G (in N)

Im

g
1s= ;0=18——+
Gegeben: s=10cm; o o’

Es wird zunichst die Masse des Korpers
berechnet. Das Volumen V des Wiirfels be-
trigt V=s-s5-5; ¥=1000 cm?.

Da 1 cm?® eine Masse von 7,8 g hat, hat der
Wiirfel die Masse von m="7800g. Auf
einen Korper mit der Masse von 100g
wirkt eine Gewichtskraft von 1 N. Demzu-
folge wirkt auf den Wiirfel eine Gewichts-
kraft von 78 N.

Ma7m2991 Angenommen, die Tochter
ist heute x Jahre, die Mutter also 4x Jahre
alt; dann gilt

4x+16=2-(x+16), also x=8.

Heute ist die Tochter 8 Jahre, die Mutter
32 Jahre alt.

Ma7m2992 Angenommen, es sind x
Ein-, also (82 — x) Zweibettzimmer; dann
gilt x +2-(82 — x) =132, also x=132.
Dieses Hotel hat 32 Ein- und 50 Zweibett-
zimmer.

Ma7m2993 Wir zeichnen den Radius
MP.

Aus MB = MP folgt x MPB= s MBP=¢.
Daraus folgt weiter 5 CPA =90°— ¢@.

Im rechtwinkligen Dreieck AMB gilt
ferner 4 BAM =90° — @. Ferner gilt

4 CAP = 5 BAM = 90° — g als Scheitel-
winkelpaar. Aus XCAP= xCPA=90°—-¢
folgt CA = CP, d. h., das Dreieck CPA

ist gleichschenklig.

Ma7w2994 Esseienn—1,n,n+1drei
aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen mit
n = 2; dann gilt
S-(n—1+n+n+1)=(n-1)
‘n-(n+1),15n=n-(n?-1),
15=n2-1, n?2=16, n=4. Es handelt
sich um die Zahlen 3, 4 und 5.

Ma7m2995 Esgilt (n+ 1) — n?
=nt+2n+1—-n?=2n+1
=n+(n+1).

Na/Te 7m 444 Gesucht: k& (in cm);
Gegeben: (aus Lehrbuch 6 (Physik));

_lg. _07s.
Owasser = cm’’ @Benzin = cm? ’
- _09s '
061 = cm’

Aus m= AV folgt V= % Mit einer Masse

m=100g ergeben sich Volumina von
100 cm?;, 143cm® und 111cm®. Da die
Grundfliche der zylindrischen Flaschen
10 cm? betriigt, steht das Wasser 10 cm, das
Benzin 14,3 und das Ol 11,1 cm hoch.

Na/Te 7m445 Mit einer Igraft von 10N.
Das Seil dient nur zum Ubertragen der
Kraft von einem Korper auf den anderen.

Ma8m2996 Es gilt
z=p*=-1=(p*+1(’-1)
=@E*+D@-DE+1).
Alle Primzahlen p > 5 sind ungerade. Das
Quadrat p? einer ungeraden Zahl p ist
ebenfalls ungerade; damit ist p2+ 1 eine
gerade Zahl, also durch 2 teilbar. Ferner
sind p — 1 und p + 1 aufeinanderfolgende
gerade Zahlen, von denen eine durch 2, die
andere durch 4 teilbar ist. Deshalb ist z
durch 2:2-4=16 teilbar. Von den drei
aufeinanderfolgenden Zahlen p-1, p,
p + 1 ist eine durch 3 teilbar. Da p Prim-
zahl ist, muB entweder p—1 oder p+1
durch 3 teilbar sein. Damit ist z durch
316 = 48 teilbar. Primzahlen gréBer als 5
koénnen nur auf die Grundziffer 1, 3, 7 oder
9 enden. Die Quadrate dieser Zahlen en-
den demnach nur auf die Grundziffer 1
oder 9. Deshalb ist entweder p? + 1 oder
p?—1 durch 5 teilbar. Damit ist z durch
5-48 = 240 teilbar.

Ma 8 m 2997 Nach den Bedingungen der
Aufgabe ist das Dreieck BCD gleichschenk-
lig; daraus folgt, daB x DBC = x DCB; ihre

GroBe betrigt je 7? (y sei die GroBe des

Winkels 4 ACB.) Nun gilt auf Grund des
Innenwinkelsatzes fiir Dreiecke

60° + —321 = 180°; es folgt y = 80°.

Die Innenwinkel des Dreiecks 4BC haben
folgende GroBen: x5 CAB: 60°, 5 ABC: 40°,
A4 BCA: 80°. :

Ma8m2998 xAMB ist Zentriwinkel
iiber AB, 4 ADB ist Peripheriewinkel iiber

AB; es gilt stets o’ = % (1) (p sei die GroBe

des Winkels 5 AMB). 5 MAB ist Basiswin-
kel im gleichschenkligen Dreieck 4BM,

und es gilt u=90°—7". In diese Glei-

chung setzen wir (1) ein und erhalten
o=90°—a' bzw. & + &’ = 90°.
Daraus folgt, daB nur dann « = a” ist,
wenn o = a’ = 45° ist.

Ma 8 w2999 Ein Quadrat mit 1 km Um-
fang hat eine Seitenlinge von 250 m; sein
Flicheninhalt ist A = 250> m? = 62 500 m?.
Es gilt 1 ha = 10000 m?; also hat das Qua-
drat einen Flicheninhalit von 6,25 ha. Ein
Kreis mit einem Umfang von 1km hat
Radius -4 . 1000m
2

einen von

2n
=~ 159,15 m und einen Flicheninhalt von
A=m-r2=~n-159,15> m?
~17-25328,72m? = 79572,52 m?;
das sind rund 7,96 ha. Wir setzen
6,25ha2100%, 7,96ha2 x% und erhal-
ten x=127,36%. Die Fliche, die von
einem Kreis mit 1 km Umfang umschlos-
sen wird, ist um etwa 27 % (mehr als ein
Viertel) groBer als die von einem Quadrat
gleichen Umfangs.

Ma 8 m3000 Die GréBe des Winkels
% ACB betriigt 60°, die des Winkels 5 ACD
90°; daraus folgt, daB der Winkel x BCD
eine GroBe von 30° hat. Da Winkel x ABC
eine GroBe von 60° hat, betrigt die GroBe
des Winkels 4 CBD 120°, da A, B und D
auf einer Geraden liegen. Wegen des Sat-
zes iiber die Innenwinkelsumme im Drei-
eck hat der Winkel 4 BDC eine Grife von
30°.

Da nun x BCD = x BDC ist, folgt, daB das
Dreieck BDC gleichschenklig ist. Somit gilt
CB=BD und damit auch 4B =BD,

Na/Te 8 m446 Gesucht: 7;
Gegeben: U=220V, I =27A,
my,o=2kg, 8, =80°C, 8,=100°C,

A3 =80K, cyo= 4,19fgkjl—K,
t=24min=24-60s

Vom Tauchsieder abgegebene Energie
W,=U-T-t, vom Wasser aufgenommene
Energie W, = c- m- A8, Wirkungsgrad
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- tzt: 4 = 0,78
n—Wlemgesez.n—, .

Der Wirkungsgrad betréigt 78 %.

Na/Te 8 ®447 Gesucht: ¢ (in s);

Gegeben: v = 300000 <%

5 = 150000000 km.

Wenn das Licht 300000 km in 1s zuriick-
150000000
300000
Strecke Sonne - Erde. Das ergibt ¢ = 500s.
Das Licht benétigt 500s fiir die Strecke

Sonne — Erde.

Ma 9w 3001 Es sei n die gesuchte natiir-
liche Zahl, dann ist (n ~ 1) ihr Vorgéinger
und (n + 1) ihr Nachfolger. Nach den wei-
teren Angaben ldBt sich die Gleichung
(n—1)(n+1)— 3n =39 aufstellen. Aqui-
valente Umformungen fiihren zu der qua-
dratischen Gleichung

n?—3n — 40 =0 mit den Losungen n, =8
und n, = -5.

Da n eine natiirtiche Zahl ist, trifft nur
n; = 8 zu. Probe:

7:9=63und 63 -3-8=139.

Ma 9 = 3002
Wegen a >0, b >0 und ¢ >0 gilt
1 1 1 1
a+b a+b+c’b+c>a+b+c’
1 1
(.'+a> atb+c
1 N 1 1 3
at+b b+c¢ c+a” at+b+c’
w.z. b.w.

legt, dann bendtigt es s fiir die

. Daraus folgt

Ma 9w 3003 Numeriert man die GréBen
der finf Winkel in der angegebenen Rei-
henfolge mit 1, 2, 3, 4, 5, so ergeben wegen
des Satzes iiber die Innenwinkelsumme in
Dreiecken

1-+2+4=180"—90°=90° und

3+ 5=180°-90°=90°, also
1+2+3+4+5=90°+90°=180°,
w.Z.b.w D

Ma 9m 3004 Wegen der in der Gleichung
vorkommenden Ziffer 9 muB xe N und
x > 9 sein. Wir stellen die Gleichung im
x-adischen Positionssystem dar:
[(6x*+8x+9)—(5x2+x+1)]-(x+1)
=x3+9x2+4x + 8 bzw.
(x2+Tx+8)(x+D=x>+9x*+4x+38.
Wir losen diese Gleichung nach x auf, in-
dem wir schrittweise dquivalent umformen:
x?+8x2+15x+8=x>+9x2+4x+8,
x2-11x=0, x(x—11)=0,

x;=0, x,=11.

Da x > 9 gelten muB, ist x, =11 einzige
Losung. Die gegebene Gleichung stellt nur
im Elfersystem eine wahre Aussage dar.
Wir iiberpriifen:

((689)y, — (511)1] - (1)1, = (1948)y,,

70 - alpha. Berlin 23 (1989%) 3

6-112+8-11+9-5-112-11-1)
-11+1)=11+9-112+4-11 + 8,
(726 +88+9—-605—-11-1)-12
=1331+1089+44 + 8,
206-12=2472,2472 =2472 w. A.

Ma 9 m 3005

AUSM= n + 1 folgt
w=5(n+l),%=5,alson=10,
n+1=11.

Probe: 1+2+3+4+5+6+7+8+9
+10=5-11.

Na/Te9m448 Der Schleifkontakt teilt
den Spannungsteiler in zwei Teilwider-
stinde von 200 Q und 400 Q auf. Parallel
zum Widerstand von 200 Q) liegt ein Wi-
derstand von 600 Q. Der Widerstand der
beiden parallel geschalteten Widerstinde
betrigt:

150Q (ausl=———1 + _1_ ) Die

R 200Q 600Q/

Spannung von 240 V wird durch die hinter-
einandergeschalteten Widerstinde von
150Q und 200Q geteilt. Es gilt U,: U
=1500:400Q. Mit U =240V ergibt sich
U, =65V. Die Klemmenspannung am Wi-
derstand betrigt 65 V.

Na/Te 9 m44% Gesucht: I, (in A);
Gegeben: U=220V, P,=1,6 kW
=1600W, P,=750W

Das Netz muB eine Gesamtleistung von
P=P, + P, bringen. P=2350W,

da P=U-Iist, folgt I=%.
Es flieBt ein Strom von 10,7 A. Da die Lei-
tung nur mit 10 A abgesichert ist, wiirde
der Automat ansprechen. Das Biigeleisen
darf nicht zugeschaltet werden.

Ma 10/12 m 3006

Wir zerlegen die Potenzen und erhalten
25-25%-25 % =120. Nun nehmen wir
weitere dquivalente Umformungen vor:
25‘—%5,=4,8, (255> —48:25*-1=0.
Wir setzen 25% = a und erhalten weiter a?
— 4,82 —1=0. Die Auflosung dieser qua-
dratischen Gleichung nach a liefert die
beiden Losungen a, = S und a,= —0,2. Es
gilt also 25*=35 oder 25*=-0,2. Da
25=-0,2 von keinem reellen x erfiillt

wird, kann nur 25* = §, also x = 1 Losung
der gegebenen Gleichung sein.

Probe:

2515 — 2505 = 120, {257 — 425 = 120,
125 -5=120, 120 =120.

Die Probe bestiitigt die Lésung.

Ma10/12 m 3007 Bezeichnet man die
GroBe des Winkels 4 BAC mit a, so gilt fiir
den Flicheninhalt des Dreiecks ABC

A=-;—-53,9-34,6‘sina

1 . 1
= . x2. = = 52
7 sino, A =93247 7 x5

x2=1864,94, x ~43,18.

Die an den StraBen liegenden Seiten des
Grundstiicks haben eine Linge von etwa
43,18 m. ,

Ma10/12 m 3008 Sicher gilt (sinx
+cosx)?>0. Wir formen dquivalent um
und erhalten

sin x + 2 -sin x - cosx + cos? x > 0.

Wegen sin? x + cos? x = 1 ergibt sich
2-sinx-cosx>—1.

Nach Division durch 2 und anschlieBender
Multiplikation mit (—1) erhalten wir
schrittweise sin x-cosx > —0,5,
—sinx-cosx<0,5, w.z.b.w.

Ma 10/12 m 3009
Nach dem Satz des Pythagoras gilt

a+ c\?
az+<—2——) =¢?, also

a?+ 2ac + c? )
atearce _.
4 >
4a+ a? + 2ac + ¢t = 4c?,
Sa2+2ac—3¢2=0,

a’+

2 3
145 222
a+5ac SC 0,

c ct+15¢2
a,;= ’?i \/2— ,
4
a;,= -£ + —£, a, = —c (entfillt, da
- B S
3 .
negativ), a, = ?c. Daraus folgt weiter
3.
sin o =£=i—=i, o=136,87°,
c ¢ 5

also = 53,13°.

Ma10/12m3010 Aus den Angaben in
der Aufgabe kann man folgende Gleichung
gewinnen: (x + 1)>+ x2+1=62.

Die dquivalente Umformung dieser Glei-
chung fihrt zu folgender quadratischen
Gleichung: x? + x — 30 = 0 mit den Lésun-
gen x, =5 und x, = —6. Fiir die Anzahl
der Familienmitglieder kann nur die erste
Loésung in Frage kommen. Die Familie be-
stand aus finf Personen. Probe: Der Nach-
folger von $ ist 6, davon das Quadrat ist 36,
das Quadrat ,von uns“ ist 25, der Nachfol-
ger 26, und 36 + 26 =62.

Na/Te 10/12 w450 Gesucht:-I (in A);
Geégeben: R=100Q, C=4uF, f=50Hz
Der Wechselstromwiderstand des ohm-
schen Widerstandes betrigt R. =R
=100 Q. Der Wechselstromwiderstand des
Kondensators betrigt

1
R. = T R-=7950Q.
Im Wechselstromkreis miissen ohmsche
und kapazitive oder induktive Widerstinde
geometrisch addiert werden (vgl. Zusam-
mensetzung von Kriften).
Es gilt:

Rges = VR{ +R%; R, =8010Q.

Nach dem Ohmschen Gesetz:

1= % ergibt sich 1 =0,27 A.

Na/Te 10/12m 451 Ein Sekundenpendel
ist ein Pendel, das fir einen Hin- oder Her-
gang 1s benotigt. Die Periodendauer eines
Sekundenpendels betrégt also 2 s.
Gesucht: Ip (in m); {; (in m);

Gegeben: T=25; go =983 m 572,
2:=978m-s2

T g

!
Aus T=2 -1 4/— = .
I gfolgtl rypecl



Linge des Pendels am Pol: [, = 0,996 m,
Linge des Pendels am Aquator:
1;=0,991 m.

Losungen zu: Knifflige Sachen per Post
(Heft 1/89)

Ala Zeichnet man die Angaben in ein
Mengendiagramm, dann ergibt sich folgen-
des Bild:

Chor 556G

Da % dem Chor und auch der SSG ange-

horen, ergibt sich aus diesem Diagramm
folgende Gleichung (y: Anteil der Schiiler,
die weder Mitglied der 8SG noch des Cho-

res sind):
3 7 2 9 1
AR TR A CE A T

A2aA a) Man zerlegt die Zah!l 72 in ihre
Primfaktoren: 72 =2-2-2-3-3.

b) Man sucht alle Teiler von 72;

Teiler: 2; 3; 4, 6; 8; 9; 12; 18; 24; 36; 72.
Feststellung: =*378+ (die zu suchende
Zahl); nach a) muB hinten 0; 2; 4; 6; 8 ste-
hen, da die Zah! auch durch 2 teilbar sein
mufl. Die Quersumme dieser Zaht muf
durch 3 teilbar sein. Daraus ergeben sich
folgende Zahlen:

33780; 13782; 23784; 33786; 13788
63780; 43782; 53784; 63786; 43788
93780; 73782; 83784; 93786; 73788.
Da aber nach b) diese Zahlen auch durch 4
teilbar sein miissen, bleiben nur noch fol-
gende Zahlen iibrig:

33780; 23784; 13788

63780; 53784; 43788

93780; 83784; 73788.

Da aber nach b) diese Zahlen auch durch 8
teilbar sein miissen, bleiben nur noch fol-
gende Zahlen iibrig:

23784; 53784; 83784. Da aber nach b)
diese Zahlen auch durch 9 teilbar sein
miissen, bleibt nur noch diese Zahl iibrig:
53784; diese Zahl ist durch alle Teiler von
72 teilbar.-

AJa V=501 umgerechnet V= 50dm?;
da V= a® muBl man die Umkehroperation
nehmen, also:

31/50 dm® =3,7dm=37cm; a=37cm.
1 Wiirfelftiche = a?, also (37 cm)?;

1 Wiirfelfliche = 1370 cm?. -
Da eine Flache offen ist am Wiirfel,
bleiben noch fiinf Flichen,

also: 54; 1370 cm?- S = 6850 cm?;

6850 crn? = 0,685 m? = 0,7 m?.

Es werden rund 0,7 m? Blech

fur die Anfertigung gebraucht.

Probe: 6850 cm?: 5 = 1370 cm?;

y1370 cm? = 37cm; 37 cm = 3,7 dm;

(3,7dm)*=501.

A4 a Nach der Dreiecksungleichung gilt
a < b + ¢. Daraus folgt weiter:
ata<a+b+e 2a<a+b+e;

1 1.
a<7-(a+b+c)—2 u.

ASA
2kg _ xkg k =2kg-100%.
32%  100%° *°B 2%

x=625kg. Aus 6,25kg Trauben erhilt
man 2 kg Rosinen.

A64a Auf die vollstindige Losung soll
aus Dlatzgriinden verzichtet werden. Hin-
weise zur LOsung:
Es geniigt die Teilbarkeit durch 16, 9, §, 7,
11, 13 und 17 nachzuweisen. Denn

16 ist die hochste 2er-Potenz

9 ist die hochste 3er-Potenz

5 ist die hochste Ser-Potenz

7 ist die hochste 7er-Potenz
11 ist die hochste 1ler-Potenz
13 ist die hochste 13er-Potenz
17 ist die hochste 17er-Potenz .
Beachte: a ist Teiler von b genau dann,
wenn die Elemente der Primfaktorzerle-
gung von a auch Elemente der Primfaktor-
zerlegung von b sind.

A7a Folgende Feststellung muB getrof-
fen werden: (x sei die gesuchte Zahl)
x=3y+1;x=4z+2; x=5a+3;
x=6b+4.

Man findet als Losung die Zahl x = 118.

A 84A 1. Ausrechnen des Bruches
14,53662

3-0,095"

2. Ergebnis von 1. mit 0,305 multiplizieren;
3. Ergebnis von 2. von 1,5291 subtrahieren;
4. Ergebnis von 3. durch 0,12 dividieren;
5. 0,228 durch Ergebnis von 4.

6. %% ausrechnen (Punktrechnung vor
Strichrechnung);

7. Ergebnisse von 6. und 5. addieren.
Das Ergebnis lautet 10.

A9a a;=2cm,a,=3-g,=6cm
a _1 A, 1 ¥V _1

a, 3 A4y, 9V, 27
a,=xcm, a;=n-a,=n-xcm

@ _1 Aw_ 6x? 1
a, n’ Ay, 6-(n-xP* n?’
i x* 1
A )

Vi (b-x)* n*°
A 10 A 'Das Netz des Restkorpers:

L} g
H D C <] H
1 P
J A 8 F K
J
(Kantenlinge \__
2 cm) K F

Losungen zu: Leontij Magnickij
und seine Arithmetik, Heft 1/89

Ala Zu Beginn hatte die Person x Ru-

bel. Das erste Spielzeug kostete %x, als

. 4
Rest verblieben 5 Das zweite Spielzeug

kostete damit %x% und der Rest betrug

4 4

ST Das dritte Spielzeug kostete dann
4 4 3

5 x i und der Rest war

Hieraus folgt x = 10,5 Rubel. Die Spiel-
zeuge kosteten somit 2,10 Rubel, 3,60 Ru-
bel und 2,88 Rubel.

A2A Es sei x die Aﬁzahl der Schiiler,
die der Lehrer zur Zeit hat. Dann gilt
2x+—;—‘-+%+1= 100, also x = 36.

Er hat 36 Schiiler.

A3 a Essei x der Preis des Pelzes.
Dann gilt 12:7=(12+ x): (5 + x), also
x =4,8. Der Pelz kostete 4,80 Rubel.

A4a Der erste Wanderer geht in einem

1 . x

Tag 30 des Weges, in x Tagen also 30
x I 4 x

Der andere 20" Damit ist 30 + 20 1,

also x=12.
Sie treffen sich nach 12 Tagen.

1
A54a Der Mann trinkt pro Tag EVY des

FiBchens. In 10 Tagen trinkt er somit 1—2

Die Frau schafft somit % in 10 Tagen,

4 1 . .
F'lo_f an einem Tag. Sie
braucht also 35 Tage.

also

48000

8
= 6000 Rubel. Bezeichnet x die Erbschaft
der Tochter, dann ist
3-2-x+4 x=48000 — 6000,
also x =6000. Die Tochter erhielt also
6000 Rubel, die Sohne erhielten jeweils
12 000 Rubel. ’

47 a Der Preis fiir die Hufnédgel ist:

1 1

7 + 5 +1+2+4+8

(fur die 6 Hufnédgel des 1. Hufeisens)
+16+37+ ... +512

(fur die 6 Hufnigel des 2. Hufeisens)
+1024 + ... + 32768

(fir die 6 Hufnige! des 3. Hufeisens)

+ 65536+ ...+2097152

(fur die 6 Hufnigel des 4. Hufeisens).

Die Summe ist somit 4194 303,75 Kope-
ken. Fiir Schiiler hoherer Klassen:

Es liegt eine geometrische Reihe mit dem

A6a Seine Frau erhielt

Anfangsglied %, dem Quotienten 2 und

dem Endglied %-2” vor. Die Summenfor-

mel liefest das obige Ergebnis. Der Preis ist
somit fast 4200000 Rubel.

Bemerkung: Bei der letzten Aufgabe liegt
eine groBe Ahnlichkeit zu der Aufgabe der
Bezahlung des Erfinders des Schachspiels
vor. Fiir das erste Feld ein Reiskorn, fir
das 2. zwei Reiskorner usw.

Losung zu: Ein anspruchsvolles
Magisches Quadrat, Heft 1/89

Die Summen der Zeilen, Spalten und Dia-
gonalen ergeben sich aus folgender Uberle-
gung: Die Gesamtsumme aller Zahlen von
1 bis 289 ist

S= 289289

2 =41905.

i
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121 266
283 122
139 284
12 140
157 13
30 158
175 31
48 176
193 49
66 194
211 67
84 212
229 85
102 230 69

218 57
74 219

137
10
155
28
173
46
191
64
209
82
227
100
245
118
263

282
138
11
156
29
174
47
192
65
210
83
228
101
246

105
267
123
285
141
14
159
32
177
50
195
68
213

250 89 234 73
106 251 90 235
268 107 252 91 236 75
124 269 108.253 92 237
286 125 270 109 254 93
142 287 126 271 110 255

15 143 288 127 272 111
160 16 144 289 128 256

33 161 17 145 273 129
178 34 162 1 146 274
51 179 18 163 2 147
196 35 180 19 164 3
52 197 36 181 20 165
214 53 198 37 182 21
119 247 86 231 70 215 54 199 38 183
136 264 103 248 87 232 71 216 55 200 39
281 120 265 104 249 88 233 72 217 56 201

Die Summe aller Zeilen (aber auch Spal-
ten und Diagonalen) muB diese Gesamt-
summe ergeben. Bei 17 Zeilen muB jede
Zeile (Spalte und Diagonale) die Summme

S 41905
S = =1 - 2465 ergeben.

Losung zu: Eine Aufgabe
von Prof. Dr. B. Goldschmidt
42978 a
F=(px;+ q—y)* + (px; + ¢ — 1)’
+(px; + g - y3)?
=pixi+xi+x)+3q
+ (i +y3+y) +2pe(x; + x; + x3)
= 2p(xy 1 + X2 + X333)
—29(y, ty; + ).
Wir setzen
A=x¥+x2+ x3
B=yl+yl+y}
C=xy1+ x20 + X33
D=x+x,+ x5
E=y +y,+y;
Wenn man ¢ festhilt, ist F eine quadrati-
sche Funktion von p:
F=p24+2p(gD—C)+ (3q>—2qE + b).
@)
Das Minimum von F beziiglich p liegt bei
—(gb—-C
und hat den Wert
(¢*(3A— D) —2q(EA — CD)
+ (AB — C?%)
4
y, @
Dies ist eine quadratische Funktion in q
mit dem Minimum bei

Heft 2/89

n

F=

_(AE-CD)
(34-Dy) )
Setzt man (5) in (3) ein, so erhdlt man
_ (3C - DE) ®)
B4-D» -

Das Minimum von F liegt also bei den
durch (5), (6) berechneten Werten. Fiir das
konkrete Beispiel bedeutet das
A=14,B=14,C=13,D=6,E=6

und damit p=0,5, g =1.

Losungen zur Sprachecke

ala Zwei aufeinanderfolgende zweistel-
lige Zahlen addierte man und stellte bei
ihrer Summe die Ziffern um. Als Resultat
erhielt man die groBere der addierten Zah-
len. Welche Zahlen addierte man?

Lésung: Da die beiden addierten Zahlen

72 - alpha, Berlin 23 (1989) 3

" also

202 41
58 203
220 59
76 221
238 17
94 222
239 95
112 240
257 113
130 258
275 131
148 276

186
42
204
60
205
78
223
96

25
187
43
188
61
206
79
224
241 97
114 242
259 115
132 260

4 149 277 133
166 5 150 278
22 167 6 151 279
184 23 168 7 152
40 185 24 169 8

ein zweistelliges Dezimalsymbol besitzen
und der groBere Summand aus dem Dezi-
malsymbol der Summe durch Umstellung
hervorgeht, hat die Summe ebenfalls eine
zweistellige Dezimaldarstellung. (Der Fall,
daB die Summe das Zehnfache des groBe-
ren Summanden ist, kann hier nicht auftre-
ten, da die beiden Summanden aufeinan-
derfolgende natiirliche Zahlen sind.)
Wir machen deshalb fiir die Summe der
beiden aufeinanderfolgenden natiirlichen
Zahlen den Ansatz
10¢+b(12a=9,0=b=9;a,beN).
Laut Aufgabe gilt nun
10a+b=10b+a—-1+10b+a
8a+1=19b.
Weil auf Grund des Ansatzes gelten mul
0=8a=72,
folgt 1=195=73.
Hieraus folgert man, daB die Aufgabe nur
fiir a=7 und b =3 eine Lésung haben
kann. Tatsachlich gilt 73 =36 + 37. Die
addierten aufeinanderfolgenden zweistelli-
gen natiirlichen Zahlen sind 36 und 37.

170
26
171
44
189
62
207
80
225
98
243
116
261
134

9 (bearbeitet von

154 Ing. A. Komer,

27 Leipzig)
172
45
190
63
208
81
226
99
244
117
262
135
280
153

A2 A Teile ein Dreieck in fiinf

dhnliche Dreiecke

Wir lemen, daB zwei Dreiecke #hnlich
sind, wenn die Winkel des einen Dreiecks
denen des anderen entsprechen. Wir kén-
nen auch sagen, daB sich zwei Dreiecke
dhnlich sind, wenn sie dieselbe Form ha-
ben.

Die Zeichnung zeigt ein gleichschenkliges
Dreieck, dessen Winkel 30°, 30° und 120°
betragen. Finde einen Weg, dieses Dreieck
in fiinf Dreiecke zu teilen, von denen jedes
zum Originaldreieck dhnlich ist.

A3 a Bumerang

Folge der Pfeilrichtung und fiihre die
12 Rechenoperationen aus, um die Zahl x
zu finden. Die Zahl x befindet sich zwi-
schen 1 und 100 und ist am Anfang und
am Ende des Kreislaufs gleich.

Hinweis: Dieses Spiel kennt nur ganze und
von Null verschiedene Zahlen als Ergeb-
nisse jeder Rechenoperation.

Losung: x = 66.

Losungen zum alpha-Ferienmagazin

Zum Titelblatt:
172 + 60 + 34 + 513 + 35 = 814.

656 + 656 = 1312 oder 757 + 757 = 1514,
oder 858 + 858 =1716

oder 959 + 959=1918.

16 850 + 20640 =37490.

3486 + 7425=10911.

5+ 54+ 543 + 5432 + 54321 = 60355.

1. a) 2 Kugeln; b) 3 Wiirfel.
2.3-344+ 5+ 566 —77=153.

3.a) 112121,

b)(1-8)=8-1=8'=8;

c)28+3=31; 10+1=11; 18 +2=20;

d) 2-99=198;
e) 9567 + 1085 = 10652.
b)

4. a)

ZAAN

48 48 16

7. Es konnen 36 gleichschenklige Dreiecke
gebildet werden.

; \
¢ o o &0
3-4=12 2-4=3%
® * o ° °
o e ™
.....\_‘:.
2-4= 8 2-4=8
8.
2
3

9. Es miissen von oben nach unten einge-
setzt werden: Roller, Fahrrad, Auto.

10.

11. Figur b



Einiges tiber das
Sehnenviereck

Wenn man die Aufgabe hat, zu einem
Dreieck den Mittelpunkt des Umkreises
und den Mittelpunkt des Inkreises zu kon-
struieren, dann wird man gewohnlich mit
Hilfe der iiblichen Grundkonstruktionen
(mindestens) zwei Mittelsenkrechte und
(mindestens) zwei Winkelhalbierende
zeichnen. Es gibt indes fiir die Losung die-
ser Aufgabe einen einfacheren Weg. Er er-
gibt sich aus Eigenschaften dés Sehnen-
vierecks.

Diese Figur soll im folgenden niher be-
trachtet und untersucht werden.

Im Lehrbuch der Klasse 7 wird (S. 144) der
Begriff ,,Sehnenviereck” definiert. Es hei3t
dort: ,Als Sehnenviereck bezeichnet man
jedes Viereck, zu dem es einen Umkreis
gibt.“

Gleichwertige Erklirungen fir diesen Be-
griff wiren zum Beispiel: ,Ein Viereck,
dessen Eckpunkte auf ein und demselben
Kreis liegen, heifit Sehnenviereck.“

Oder: ,Wenn alle Seiten eines Vierecks
Sehnen ein und desselben Kreises sind,
dann ist dieses Viereck ein Sehnenvier-
eck.“ v

An gleicher Stelle wird auch eine Eigen-
schaft der Innenwinkel solcher Vierecle
genannt und bewiesen:

,In jedem «Sehnenviereck betrigt die
Summe gegeniiberliegender Winkel jeweils
180°.«

Aufgaben

ala Weise nach, daB jedes Rechteck
und jedes gleichschenklige Trapez ein Seh-
nenviereck ist! Wo liegt jeweils der Mittel-
punkt des Umkreises?

A2A Von einem Sehnenviereck ABCD
sei die Seite AB gleichzeitig Durchmesser
des Umbkreises; ferner gelte: AD = CD.
Der Winkel ADC sei 130° groB. Berechne
die GroBe der drei anderen Innenwinkel
dieses Vierecks!

Auch die Diagonalen des Sehnenvierecks
haben eine bemerkenswerte Eigenschaft:
In jedem Sehnenviereck ist das Produkt
aus den Lingen der Abschnitte der einen
Diagonale gleich dem Produkt aus den
Lingen der Abschnitte der anderen Diago-
nale. (Dabei werden als Abschnitte die
Teile bezeichnet, die durch den Schnitt-
punkt der Diagonalen entstehen.)

Bezogen auf das Bild 1 bedeutet _das:

Es gilt el'ez=_fl‘f2.

Dieser Satz wird auch ,Sehnensatz* ge-
nannt und bisweilen fiir zwei einander

-

schneidende Sechnen eines Kreises (also
ohne Bezugnahmne auf ein Sehnenviereck)

formuliert.
Bild 1 “~\\
(o
A |
Aufgaben
A3 a Suche nach einer solchen Formu-
lierung!

A4a Beweise diesen Satz! Weise dazu
nach, daB die Dreiecke ABS und CDS ein-
ander dhnlich sind! (Denke an den Satz
iber Peripheriewinkel!) Stelle aus den Sei-
ten dieser Dreiecke eine geeignete Verhilt-
nisgleichung auf, und bilde daraus die Pro-
duktgleichung!

A S5a Wende diesen Satz auf ein Sehnen-
viereck an, dessen eine Diagonale Durch-
messer des Umkreises und Symmetrie-
achse des Vierecks ist! (Siehe Bild 2.) Was

fiir ein Viereck ist dieses Sehnenviereck? .

Welchen Satz erhilt man in diesem Spe-
zialfall? P

Bild 2

a

Weniger bekannt ist folgender Satz:

,Das Produkt der Diagonalen des Sehnen-
vierecks ist gleich der Summe der Produkte
der gegeniiberliegenden Seitenpaare.“
Bezogen auf das Bild 3 bedeutet das:

Bild 3
A

ic-e

BD=f

Es gilt e f=a- c+ b-d. Dieser Satz heiBit
auch ,Satz von Ptolemius“.

Claudius Ptolemius (auch: Ptolemaios)
war ein bedeutender griechischer Astro-
nom und Mathematiker. Er stammte aus
Agypten und lebte von etwa 90 bis etwa
165 unserer Zeitrechnung.

Er hat sich um die Entwicklung der Trigo-
nometrie verdient gemacht, und auf ihn ge-
hen auch die Bezeichnungerf »Minute“
und , Sekunde“ zuriick. Wir wollen diesen
Satz hier ohne Beweis nutzen.

Aufgaben

A6A Wende diesen Satz auf ein Recht-
eck an! Welchen bekannten Satz erhilt
man in diesem Falle?

A7a Wende diesen Satz auf ein gleich-
schenkliges Trapez an!

Welche Beziehung ergibt sich daraus?

“Al2a

‘A 84 Nutze diese Beziehung, um die

Linge der Diagonalen eines gleichschenk-
ligen Trapezes zu berechnen, von dem die
Lingen der Grundseiten mit 8 cm bzw.
3cm und die Lingen der Schenkel mit je
5 cm gegeben sind!

Betrachten wir abschlieBend den Spezial-
fall, daB eine der Diagonalen des Sehnen-
vierecks einen Innenwinkel halbiert.
Das Bild 4 zeigt ein Beispiel dafir.

AS=¢
Bild 4 AC=e
4B=a
AD=d
A
- Aufgaben

A9a Esgelte in diesem Dreieck (Bild 4)
o = 50° und § = 110°. Berechne die GroBe
aller anderen in dieser Figur auftretenden
Winkel!

4104 Suche in dieser Figur (Bild 4)

nach weiteren Winkeln, die die GroBe £

2
haben!
A1l a Zeige, daB die Dreiecke ASD und
ABC einander #hnlich sind! Leite daraus
die Beziehung e,- e = a- d her!
Wende diesen Satz auf den unter
A 5 A genannten Spezialfall an! Welchen
bekannten Satz erhilt man daraus?
A 13 A Beweise, daB das Dreieck BCD
gleichschenklig ist! )
A 14 o Begriinde, daB die Mittelsenk-
rechte von BD sowohl durch M als auch
durch C verlduft!

Aus dieser hier hergeleiteten Eigenschaft
ergibt sich folgender Satz: ,Die Mittelsenk-
rechte einer Dreieckseite und die Halbie-
rende des dieser Seite gegeniiberliegenden
Winkels schneiden einander in einem
Punkt des Umkreises.“

Hat man also zu einem Dreieck die drei
Mittelsenkrechten konstruiert, so braucht
man nur jeweils den Schnittpunkt mit dem
Umkreis und den gegeniiberliegenden Eck-
punkt des Dreiecks zu verbinden, um die
Winkelhalbierende zu erhalten. (Streng ge-
nommen hat natirlich die Mittelsenk-
rechte zwei Schnittpunkte mit dem Um-
kreis. Es ist stets der zu benutzen, der in

~der durch die Dreieckseite bestimmten

Halbebene liegt, in der sich der gegeniiber-
liegende Eckpunkt nicht befindet.)

Aufgabe
A15a Zeichne ein Dreieck ABC! Kon-
struiere seine drei Mittelsenkrechten!

Zeichne dann, ohne die iibliche Grund-
konstruktion zu benutzen, die drei Winkel-
halbierenden ein! *

. Auch das Eintragen der drei Seitenhalbie-

renden ist leicht moglich, da durch die
Mittelsenkrechten die Mittelpunkte der
Dreiecksseiten bereits fixiert sind.

J. Kreusch/K. Lehmann



Die Ratsherrenwaagc —

eine Attraktion

Spruch um 1848:

Jedes deutsche Landchen

Hat sein eigen Quentchen.

Eigne Mafe hat

"Fast jede deutsche Stadt.

(Zu Beginn des 19. Jahrhunderts waren al-
lein im GroBherzogtum Baden 80 verschie-
dene PfuridmaBe im Gebrauch.)

Die abgebildete, in Oschatz gebaute Perso-
nenwaage war 1862 als Exponat auf der
Weltausstellung in London ausgestellt und
befindet sich heute im Bereich ,Entwick-
lung des Waagenbaus“ des Oschatzer
Stadtmuseums. Der zugeh6rige Wigesatz
fuBt auf dem 1858 vom ,Deutschen Zoll-
verein“ eingefiihrten Zollpfund zu 500 g:
Er enthilt u. a. Wigestiicke zu 1 Pf,

5 Pf, %Pf=250g, %Pf= 125¢g und

1

100 Pf=5g.
Diese Waage ist eine Dezimalbriicken-
waage: Die Masse der auf der Waagschale
gelegten Wiigestiicke ist bei Gleichgewicht
der 10. Teil der Masse der auf der Briicke
sitzenden Person. Gegeniiber dem abgebil-
deten Waagengestiinge sind bei ihr Briicke
und Waagschale nach oben gezogen.

als kleinstes Wagestiick

des Oschatzer Museums

Bei der 1823 von Quintenez und Schwilgué
in Strasbourg erfundenen Briickenwaage
geniigen die Hebelarme b, c, b. und c. der
b.

b . ; ;
Proportion - =—. Bei Gleichgewicht gel-

.

ten die Gleichungen
F=F, + F,, F,b.= F;c.und

. F _a
F.a = F;b + F5c und damit AR

Die auf der Briicke liegende Last wirkt
durch Vermittlung, des Waagengestinges
so, als ob sie am Hebelarm b angreifen
wiirde.

Aa

b= 10 heiBen Dezi-

Briickenwaagen mit

ISSN 0002-6395 - alpha - Berlin - 23 (1989) 3 - Seiten 49 bis 72

% =100 Zentesimalwaa-

mal-, solche mit
gen.

Im Oschatzer Waagenbaumuseum, dem
einzigen unserer Republik, sind etwa
100 Waagen, historische und neuzeitliche,
zu sehen, wird die Werkstatt eines Waa-
genbauers um 1900 gezeigt und wird die
Entwicklung des Waagenbaues auch gra-
phisch veranschaulicht.

Das Museum ist Dienstag bis Freitag von
10.00 bis 12.00 Uhr und von 13.00 bis
16.00 Uhr und sonntags von 13.00 bis
16.00 Ubr geoffnet. Nach vorheriger Ab-
sprache werden Besuchergruppen durch

das Museum gefiihrt.

W. Trdager

Was ihr nicht rechnet, glaubt ihr,

sei nicht wahr,

Was ihr nicht wagt, hat fiir euch kein
Gewicht,

Was ihr nicht miinzt, das, meint ihr,
gelte nicht.

Johann Wolfgang v. Goethe, Faust I1

Nach dem rémischen Schriftsteller Marcus
Vitruvius Pollio stellte Archimedes (287
bis 212 v.u.Z.) fest, daB ein Kranz nicht,
wie vom Hersteller angegeben, aus reinem
Gold bestand: -
Durch Abwiegen mit einer Waage ver-
schaffte er sich zunichst einen mit dem
Kranze gleichgewichtigen Goldklumpen.
Als er anschlieBend nacheinander Gold-
klumpen und Kranz in ein randvoll mit
Wasser gefiilltes GefdB eintauchte, lief
beim Kranze mehr Wasser iiber als beim
Goldklumpen.

In einer 1569 in Leipzig gedruckten Aus-
gabe des Sachsenspiegels (Rechtsbuch)
heiBt es:

.Wer falsch Gewicht und MaB macht /
wird es biirglich gefodert er muBl denen /
die damit betrogen sind worden / zwifaltig
widerstattung thun / Wird es aber peinlich
gefordert / so sol er nach Keyserlichem
Rechten / zur stauppen geschlagen wer-
den“

(Original im Stadtarchiv Débeln).

Zur Finanzierung des Siebenjihrigen Krie-
ges (1756 bis 1763) lieB Friedrich II. von
PreuBen Geld mit vermindertem Silberge-
halt prigen. Zum Beispiel wurden bei einer
solchen Aktion 4 Millionen Silbertaler in
11 Millionen Taler ,,verwandelt®. *
Nach dem Siebenjihrigen Krieg lieB er alle
schlechten Miinzen auBer Kurs setzen und
voh den offentlichen Kassen nur gegen
ihren Metallwert zuriicknehmen.



	00
	01_1L
	01_2R
	02_1L
	02_2R
	03_1L
	03_2R
	04_1L
	04_2R
	05_1L
	05_2R
	06_1L
	06_2R
	07_1L
	07_2R
	08_1L
	08_2R
	09_1L
	09_2R
	10_1L
	10_2R
	11_1L
	11_2R
	12_1L
	12_2R
	13_1L
	13_2R
	99

