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Die menschliche Arbeit enthielt schon friihzeitig
mathematische Elemente. Die handwerklichen Er-
zeugnisse der damaligen Zeit, wie z. B. Rider mit und
ohne Speichen, die Bauwerke, die Anlage von Feldern,
ferner Ornamente auf Waffen, in Webereierzeugnis-
sen, an Bauten usw. verraten die Vertrautheit mit den
geometrischen Grundtatsachen schon zum Zeitpunkt
des Entstehens der Klassengesellschaften: Gleich-
seitiges und gleichschenkliges Dreieck, Quadrat, Wiir-
fel usw., Symmetrieeigenschaften sind erfaBt worden.

Abb. 1 Zwei Spalten des Moskauer Papyrus mit der Berechnung des
Volumens eines Pyramidenstumpfes mit den Seiten 2 und 4 und
der Hohe 6 Ellen. (Oben hieratischer Text, unten Umschrift in
Hieroglyphen.)

Fiir die Ausbildung und Weiterfithrung der Zahireihe
haben die erste gesellschaftliche Arbeitsteilung, die
Trennung in Ackerbauer und Viehziichter, und das
Aufkommen von Privateigentum die bestimmende
Rolle gespielt. Aus der Notwendigkeit, Viehherden
zu zihlen, Tausch- und Geldgeschifte zu betreiben,
entwickelte sich die Fihigkeit zum Zihlen. Es lassen
sich mit philologischen Methoden und an 6konomisch
und kulturell wenig entwickelten Volkern solche
Stufen der Verwendung von Zahlwortern nachweisen,
wo die verwendeten Zahlworte, etwa die ,,Drei’,
von der Art der gezihlten Gegenstinde abhingen.
Eine groBe Rolle haben in Europa noch bis zum

Mittelalter Fingerzahlen gespielt, in einigen Teilen
der Erde werden sie noch heute verwendet. Die Zahl-
systeme wurden meist auf dezimaler Grundlage aus-
gebildet (10 Finger!), daneben tritt noch die 20 als
Grundzahl auf, wie z. B. bei den Kelten und Mayas.
Franzosisch 80 = quatre-vingt erinnert noch daran.
Vereinzelt wurde auch die 12, d.i. die Zahl der
Knochel, verwendet. Allgemein sind die Worte fiir
Hand und Finger in die Zahlworte eingegangen:
,,Hand* fallt fast iiberall mit ,fiinf” zusammen,
10 mit ,,beide Hiande*’, 20 mit ,,ein Mensch*".

Die philologischen Untersuchungen haben nachge-
wiesen, dal die gesamte indoeuropiische Sprach-
familie vor der Trennung in einzelne Vélker im Besitz
der Zahlworte bis 100 war, z. B. deutsch zwei, lat. duo,
griech. 8vo, sanskrit dvi (dve), ostgotisch twa, engl.
two, ddnisch to, schwedisch tva, irisch da, russisch asa,
franz. deux, ital. due usw. Die Erweiterung der
Zahlreihe setzte erst nach der Trennung in die einzel-
nen Volkerstimme ein.

Eine weitere Haupttriebkraft zur Entwicklung mensch-
licher mathematischer Fihigkeiten bestand in der
Notwendigkeit, sich in Raum und Zeit zu orientieren.
Die Bestimmung von Entfernungen, die Abschiitzung
von Flichen- und Rauminhalten, die Bestimmung
landwirtschaftlicher Termine zur Aussaat, Ernte, Vieh-
zucht — all das fithrte zur Ausbildung der Zeitrech-
nung, des Kalenderwesens. Astronomische Perioden
wurden gefunden. In diesem Sinne, als Ansammlung
eines gewaltigen Beobachtungsmaterials, von Dut-
zenden von Generationen geduldiger Beobachter
akkumuliert, ist die Astronomie die dlteste Wissen-
schaft. Beispielsweise datierten die d4gyptischen Astro-
nomen nach der Entdeckung der Sothis-Periode*
ihre Zeitrechnung bis 4228 v. u. Z. zuriick.

Die Entwicklung des urspriinglichen mathematischen
Denkens, das Herausarbeiten der direkt mit der
Praxis zusammenhingenden mathematischen Pro-
bleme — bis etwa zur Bruchrechnung —, des Erfah-
rungsschatzes der elementaren Geometrie — ebene
Figuren, deren Flicheninhalt; einfache Volumen-
berechnungen — usw. hat sich bei vielen Vélkern
unter dhnlichen gesellschaftlichen Bedingungen fast
gleichartig und voneinander unabhiingig vollzogen.
So besaBen die Chinesen und Inder schon zwischen
3000 v.u.Z. und 500 v.u.Z. betrichtliche mathe-

...matische Kenntnisse.

* Der erste Aufgang des Sirius am Morgenhimmel fiel fiir die
Gegend von Memphis (Mitteldgypten) mit dem Anschwellen des
Nils zusammen. Aus dem Aufgang des hellen Sterns, der leicht zu
beobachten war, folgte eine Jahreslinge von 365 Tagen. Der Aufgang
des Sirius verschob sich, und zwar in 4 Jahren um 1 Tag, so daB nach
1460 Jahren der Jahresanfang wieder auf den Siriusaufgang fiel.
Diese sog. Sirius- oder Sithis-Periode erméglichte den 4gyptischen
Astronomen die Riickdatierung des Kalenders und die Fixierung
der dgyptischen Chronologie.



Aus Indien sind fiir diese Zeit geometrische Flichen-
verwandlungen, der Pythagoreische Lehrsatz, die Ver-
wendung der aus der Ahnlichkeit von Dreiecken
folgenden Eigenschaften nachgewiesen. Mit Hilfe
der arithmetisch-geometrischen Mittelwertbildungen
wurde z. B. die Niherung
= 1 1 1

V2RIt
fir die Kreisquadratur wurde die Niherung

r 11 1 1 1 o
\/Z~§+8-29_(6"ﬁ)-8~29’ fur die
Quadratzirkulatur \/gzz%z benutzt.
n

efunden;

Abb. 2 Altindisches Zahlensystem
Ein Vierersystem wird iiberkreuzt von einem Dezimalsystem

Aus China sind uns seit 2800 v.u. Z. kontinuierliche
astronomische Beobachtungen iiberliefert, um 2700
v.u.Z. wurde eine Sonnenfinsternis wissenschaftlich
beschrieben. Um 1200 v. u. Z. entstand ein Lehrbuch
der Kombinatorik: noch friither hatte die chinesische
Tradition der magischen Quadrate begonnen. Diese
standen im Mittelpunkt eines Zahlenkults dhnlich wie
in der Sekte der Pythagoreer — ein erneuter Hinweis
darauf, daB dhnliche gesellschaftliche Zustinde dhn-
liche Erscheinungen auch auf geistigem Gebiet hervor-
bringen. Um 1100 v.u.Z. ist der Lehrsatz des Pytha-
goras fiir das Dreieck 3, 4, 5 nachgewiesen, Mog-
licherweise bereits um 1000 v.u.Z. wurde ein sy-
slematisches Lehrbuch des Rechnens, ,,Arithmetik
in neun Teilen“, verfaBt: Teil 1 — Berechnung von
Dreieck, Trapez, Kreis; Teil 2 — Verhiltnisse und
Proportionen; Teil 3 — Regeldetri; Teil 4 — Quadrat-
und Kubikwurzeln; Teil 5 — Volumenberechnungen;
Teil 6 — Bewegungsprobleme; Teil 7 — Aufldsung
einfacher Gleichungen; Teil 8 — Aufldsungen qua-
dratischer Gleichungen; Teil 9 — pythagoreisches
Dreieck. Die chinesischen sog. Bambusziffern werden
auf das 6. Jahrhundert v.u.Z. datiert.

Einer | HI i

Zehner — - — —_— ==

Hunderter wie Einer usw.
Abb. 3 Chinesische Bambusziffern

Mit diesen wenigen Tatsachen wollen wir es bewenden
lassen. Sie zeigen deutlich, daB die Chinesen und
Inder eine gleiche oder dhnliche Hohe der mathe-
matischen Entwicklung aufweisen, wie sie die anderen
Volker des Altertums besaBen und daB sie jedenfalls
zu den frithesten Wegbereitern der Mathematik ge-
horen.

2

Infolge des fanatischen Zerstorungswillens der spa-
nischen und portugiesischen christlichen Eroberer
sind fast alle schriftlichen Unterlagen iiber die frithen
amerikanischen Kulturkreise verlorengegangen. Be-
kannt sind nur wenige Einzelheiten z. B. das Zahlen-
system der Mayas, ein unreines 20er System, spater
als Positionssystem mit Nullzeichen, das in ganz
engem Zusammenhang mit einem komplizierten Ka-
lender steht. Jedoch ist die Datierung schwierig, sie
schwankt zwischen dem 3. Jahrtausend v.u.Z. und
den Jahrhunderten kurz vor und nach dem Beginn
unserer Zeitrechnung.

Abb. 4 Zahlzeichen der Mayas

Der Stand der Mathematik in Asien, Amerika und
Afrika in dieser friithen Zeit ist jedoch relativ wenig
erforscht — eine Folge des europazentristischen Stand-
punktes. Man wird fiir die nichste Zeit sehr viel neue
Ergebnisse zu erwarten haben, wenn die von kolo-
nialer Ausbeutung und innerer Unterdriickung befrei-
ten Volker selbst ihre eigene kulturelle Vergangenheit

studieren. aus: H. Wuping: Die Mathematik in der Antike
BG Teubner — Verlagsgesellschaft, Preis 18,— M

Lenin iiber die Logik. Die Denkformen der Logik sind
durchaus nicht vom Himmel gefallen, sondern auf
das engste mit der Tatigkeit des Menschen verkniipft.
Kennzeichnend fiir den Menschen zum Unterschied
vom Tier sind die Fihigkeit zu Begriffs- und Urteils-
bildungen und die Fihigkeit zur Arbeit, d.h. die im
planvollen Handeln verwirklichte Einheit von Theo-
rie und Praxis. Im und am ArbeitsprozeB entwickelt
sich das Denken als ein gesellschaftlicher ProzeB.
Die Menschen gewinnen im Laufe der Auseinander-
setzung mit der Natur allgemeine Denkerfahrungen.

Die Logik entwickelt sich als das

JFazit, die Summe,

3

chickhéos 4 SR e ~, F 2
schichte de elt ..Die Gesetze dei

I = - | P 2 ‘ wan ® e fanue on
Logik sind die Widerspiegelunge

1 des ':)f')';t,i:\ﬂ‘ nim

subjektiven Bewufitsein des Menschen.” ,,Die prak-
tische Titigkeit des Menschen mufite milliardenmal
das BewuBtsein des Menschen zur Wiederholung der
verschiedenen logischen Figuren fithren, damit diese

Figuren die Bedeutung von Axiomen erhalten konn-
ten.““ ,,Diese Figuren haben gerade (und nur) kraft
dieser milliardenmaligen Wiederholung die Festigkeit

eines Vorurteils und axiomatischen Charakter.*



ILine Aufgabe, ausgewahlit
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von Prof. Dr. rer.
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Hans Wublins

Leiter der Abteilung Geschichte der Naturwissenschaften
des Karl-Sudhoff-Institws, Karl-Marx-Universitdt Leipzig

A 500 Es ist sehr schwierig, die Lebenszeit von
Diophantos anzugeben. Sichere Grenzen nach unten
und oben sind 150 v. u. Z. und 350 u. Z. Heute bestimmt
man mit Hilfe vieler indirekter Schliisse als Anhalts-
punkt fiir seine Lebenszeit meist das Jahr 250 u.Z.
Dagegen sind wir iiber einige seiner personlichen
Lebensumstande wie Alter, Zeitpunkt der Eheschlie-
Bung u.a. bestens unterrichtet, und zwar durch
gerade solch ein der damaligen Mode entsprechendes
arithmetisches Gedicht. Es lautet:

Entnommen aus: H. Wufling: Mathematik in der Antike

Mathematik — einst und jetzt

Als Kolumbus lossegelte, um den Seeweg nach dem
reichen Indien zu suchen (und dabei einen ganz
neuen Erdteil, Amerika, entdeckte) —, wie fand er
auf dem weiten Ozean den Weg nach Westen? Wie
wuBte er, wo er sich befand? Hatte er seinen Reiseweg
vorher auf der Karte konstruiert? Hatte er Zirkel
und Lineal bei sich? Konnte man damals iiberhaupt
schon Dreiecke konstruieren? Seit wann gibt es
liberhaupt Zirkel, seit wann gibt es liberhaupt Geo-
metrie als Wissenschaft?

Wer hat die Menschen das Rechnen gelehrt? Die
Lehrer natiirlich. Aber von wem lernten sie es? Von
ihren Lehrern natiirlich. Aber wer hat zuerst gefunden,

1 7

daB % + 1T ist? Wer gab zuerst die allgemeine

Regel fiir die Addition von Briichen? Wie kommt es, -

daB alle gebildeten Menschen auf der Erde die Zahl
acht durch das Zeichen 8 ausdriicken? Wer hat die
Schreibweise unserer zehn Ziffern erfunden? Warum
sind es gerade zehn und nicht zwélf oder neun?

Fragen iiber Fragen. Mit ihnen beschiftigen sich die
Historiker der Mathematik. Das ist eine schwierige
aber zugleich auch eine sehr interessante Arbeit. Man
muB sehr viel Mathematik kbGnnen, man muB viele
Sprachen lesen kénnen und viel Geduld aufbringen,
alte Dokumente der Mathematik zu entziffern und
zu verstehen. Warum haben die Menschen iiberhaupt
die Mathematik als eine solch groBartige Wissenschaft
geschaffen, wie taten sie es, wer tat es? Wer schul
beispiclsweise die Mathematik, mit der man die
Bahnen der Sputniks berechnen kann? Seit wann
verfiigen die Mathematiker {iber ihre fabelhaften
Rechenautomaten?

't==¥r|o7s p—l-

Vrahwi

v
tt::vlcavmq

Indisch (Gwalior)
'

‘.
1338 Y[€vTe.]

v Sanskrit-Devanagari (indisch)

[teaasjerrs]  [irreofuvag.]

Westarabisch (Gobar) (Ostarublech (noch heute tdrkisch u, a.)

[rezpeau ~ 69

11. Jahrhundert (Apices)

ta)&‘lfn\l,j‘ [Tt,f"f?.E

5. Jabrinmdert 18. Jabrhundert (Direr)

Abb. 5 Stammbaum unserer Ziffern (aus: Menninger: Zahiwort
und Ziffer)

Wie in vielen Landern der Erde beschiftigt man sich
auch in der DDR mit der Geschichte der Wissen-
schaften. In Leipzig, an der Karl-Marx-Universitit,
gibt es das Karl-Sudhoff-Institut fiir Geschichte der
Medizin und der Naturwissenschaften ; dort lehrt und
erforscht man die Geschichte der Medizin, der Natur-
wissenschaften (z.B. der Physik, der Chemie) und
der Mathematik.

Aus diesemn Institut stammen beispielsweise auch die
Beitrige zur Geschichte der Mathematik in unseren
Schulbiichern. Wenn ihr sie aufmerksam lest, wird
euch klarwerden, wie schwierig und langwierig es war,
die .Mathematik zu einer so schonen Wissenschaft
mit den vielfiltigsten Anwendungen zu machen. Thr
werdet erkennen, daB viele Mathematiker in fritheren
Zeiten mit groBter Anstrengung gearbeitet haben, um
das zu entdecken, was man jetzt erlernen kann, und
daB es keinen Stillstand in der Entwicklung der
Mathematik gibt. Vieles wurde schon erforscht, viele
interessante Aufgaben stehen den Mathematikern von
heute und morgen noch bevor. Die Geschichte der
Mathematik zeigt den Weg der Mathematik aus der
Vergangenheit in die Zukunft.



Rechnen mit Resten
Teil 5

Wie man Rechnungen durch das Rechnen mit Resten
bzw. Restklassen iberpriift, soll uns zunichst ein
Beispiel zeigen, bei dem mit Restklassen modulo 7
gearbeitet wird.

A B 12 Zu uberpriifen sei die Multiplikation

779 - 356 =276 324. Die Siebenerreste der beiden Fak-
toren sind, wie man sofort iibersieht, 2 und 6; die
Faktoren liegen also in den Restklassen K, und K.
Das Produkt von 7K, und 7K ist nun aber "K. Falls
unser Produkt richtig berechnet ist, muB es also den
Siebenerrest 5 haben. Versuchen wir aber, 276324
durch 7 zu dividieren, so stellen wir fest, daB sich
der Rest 6 und nicht 5 ergibt. Unsere Rechnung muf}
also einen Fehler enthalten, das richtige Produkt
lautet auch 277 324.

Nun ist allerdings diese Probe eine recht zweifelhafte
Erleichterung, denn das Ermitteln des Siebenerrestes
ist ja ziemlich umstindlich. So einfach wie hier bei
779 und 356 geht es lingst nicht immer — da bleibt
uns dann nichts weiter ibrig, als die schrittweise
Division durch 7 zu versuchen. Beim Produkt muBten
wir das ja schon in unserem Beispiel so machen. Es
fehlt eben eine bequeme Teilbarkeitsregel fiir 7. Des-
halb macht man solche Probe in der Praxis auch nicht
mit 7, sondern mit 9 oder mit 11, wo wir die Reste
einfach wber fortgesetzte Quersummen- oder Quer-
differenzbildung ermitteln k6nnen.

A B 13 Betrachten wir einmal eine ,,Neunerprobe**
fiir die Multiplikation 7826 - 952=7450352:

Allerdings wird man, wenn man wirklich eine Rech-
nung, zu iberpriifen hat, das nicht in einer so aus-
{Uhrlichen schriftlichen Form machen; die Probe
wiirde ja dabei zu viel Zeit kosten. Wer die Probe nicht
gianzlich im Kopf machen will, kann eine Form benut-
zen, die schon im Mittelalter iiblich war. Dabei werden
die Neunerreste R in die von einem liegenden Kreuz

4

erzeugten Felder eingetragen, fiir die Multiplikation
a-b=c folgendermaBen:

R(@)-R(b) }’:’
Ra) R , im Beispiel B 13 also § 7
8
R(c)

Der Rechenmeister Adam Ries (1492 bis 1559) fiihrte
in seinem Wappen das Kreuz

; wegen 2 - 2=2+2 kann es sich hier sowohl

um die Probe fiir eine Additions- als auch fiir eine
Multiplikationsaufgabe handeln. In unseren Bei-
spielen soll die ausfiihrlichere Darstellung den Gang
der Rechnung deutlicher machen.

SchlieBen wir gleich noch ein Beispiel mit einer Sub-
traktion an. Dabei ist besonders das Reduzieren auf
das ,einfache” Restsystem zu beachten, weil die
Subtraktion der Reste ja zu einem negativen Ergebnis
fihren kann:

A Bl4

Nun haben diese Probleme allerdings noch einen
,,Haken*: Wenn die Neunerprobe ,,nicht aufgeht",
wissen wir zwar mit Sicherheit, daB wir uns verrechnet
haben. Wenn sie aufgeht, haben wir aber noch keine
hundertprozentige GewiBheit, daB} die zu iiberpriifende
Rechnung auch wirklich stimmt. Beispielsweise wiren
wir ja zur gleichen Quersumme gekommen, wenn wir
einige Ziffern des Ergebnisses vertauscht hitten, also
etwa im Beispiel 14 statt 7189 die Differenz 7198
gelautet hitte. Allgemein macht es sich fiir die Neuner-
probe nicht bemerkbar, wenn wir uns um das Viel-
fache von 9 verrechnet haben. Natiirlich kann man
hier als zusitzliche Sicherung noch die Elferprobe
anschlieBen. Auch fiir diese Probe soll ein Beispiel als
Erliuterung dienen, diesmal fiir eine Addition:

A BI15

Das zeigt, daB die Addition einen Fehler enthalten
muB. So kann das Rechnen mit Restklassen also dazu
dienen, die Sicherheit zu erh6hen. Kenntnisse iiber
das Rechnen mit Restklassen oder Kongruenzen sind
aber manchmal auch gut, um eine besondere Schnellig-
keit zu erreichen. BerufsmiBige Schnellrechner — also
Rechenkiinstler, wie sie in Varietés auftreten — glin-



zen immer besonders mit ihren Leistungen im Wurzel-
ziehen. Dabei ist das — weil es sich immer um ,,auf-
gehende “ Wurzeln handelt — gar nicht so schlimm.
Unter dieser Voraussetzung, wenn wir uns also nur
wirkliche Quadratzahlen, Kubikzahlen usw. vorlegen
lassen, konnen wir das bei einiger Ubung auch:
Generell gilt ja fiir jede natiirliche Zahl » und jedes
natiirliche k£, daB die letzte Ziffer von n auch die
letzte Ziffer der k-ten Potenz von n festlegt. Fiir
Quadrate, k=2, ist das wohl allen bekannt: Wir
wissen, daB 57% auf die Ziffer 9 enden muB. Wenn
wir von 6084 wissen, daB es eine Quadratzahl ist,
so wissen wir auch, daB fiir die Basis nur 2 oder 8 als
letzte Ziffer in Frage kommen. Aus 70°=4900 und
80?=6400 ergibt sich nun sofort ./6 084 =78 (72* wiire
5184).

Das gilt nicht nur fiir Quadrate (k=2), sondern fiir
beliebiges k: Aus n=a (10) folgt n*=4* (10) fiir jede
natiirliche Zahl n. Besonders bequem ist nun das
Ziehen von dritten oder fiinften Wurzeln, weil alle
Endziffern von 0 bis 9 bei den Kubikzahlen und den
fiinften Potenzen genau je einmal auftreten. Solch ein
Fall wie beim Quadratwurzelziehen mit der Entschei-
dung zwischen 2 und 8, 3 und 9, 4 und 6 als letzte
Ziffer der Wurzel kann hier also nicht vorkommen.
Fiir das Folgende brauchen wir nun eine Tabelle der
dritten und fiinften Potenzen der Zahlen von 1 bis 10.
In dieser Tabelle hier sind gleich die Elferreste der
dritten Potenzen mit aufgenommen worden; der
Grund dafiir wird uns spéter klar werden.

n n® (Elferrest) n’
1 1 €)) 1
2 8 (8) 32
3 27 &) 243
4 64 C)) 1024
5 125 4 3125
6 216 @) 7776
7 343 2 16807
8 512 6) 32768
9 729 3) 59049
10 1000 (10) 100 000

Diese Tabelle miissen wir kennen, brauchen sie uns
allerdings nicht bis in alle Einzelheiten einzuprigen.
Fiir viele Zahlen, beispielsweise 7°, 8%, 9°, geniigt die
GroBenordnung. Das Lernen der Elferreste konnen
wir uns auch ersparen, wenn wir die dritten Potenzen
genau kennen, um im Kopf aus der Querdifferenz
den Elferrest schnell berechnen zu koénnen. Ganz
genau-miissen wir aber nun jeweils die letzten Ziffern
im Kopf haben. Fiir die 5. Potenzen ist das offen-
sichtlich besonders einfach, denn es gilt, wie man sieht,
n=n°*(10); die letzte Ziffer einer fiinften Potenz stimmt
mit der letzten Ziffer der Basis iiberein.

Mit diesen Kenntnissen ausgeriistet, kdnnen wir nun
zunichst aus jeder Kubikzahl bis zu einer Million
die dritte Wurzel ziehen, aus jeder Zahl bis zu 10 Mil-
liarden, die wirklich 5. Potenz ist, die fiinfte Wurzel:

4 B 16 Versuchen wir es zuerst mit z=23/185193.
Die letzte Ziffer 3 zeigt uns, daB die letzte Ziffer der
Waurzel nur 7 sein kann. 185 Tausender (185 - 10?)
weisen uns darauf hin, daB wegen 125<185<216 die
Zahl der Zehner in der Wurzel 5 sein muB, also
z=157.

A B17 Wie steht es nun mit z=3/3707398432?
Zunichst sehen wir, daB die letzte Ziffer der Wurzel 2
sein muB. Und nun kommt es auf die Zahl der Hun-
derttausender (10°) an:

37073 liegt zwischen 8% und 9%, also erhalten wir
z = 82. Mit solchen Leistungen kann man schon die
Zuschauer verbliiffen! Argerlich ist es nur, daB wir
uns bei den dritten Wurzeln bisher auf Radikanden
bis zu einer Million beschrinken miissen. Aber mit
nur geringem Mehraufwand konnen wir hier unsere
Fihigkeiten noch betriachtlich erweitern. Wir beachten
dazu auBer den Kuben selbst auch noch deren Elfer-
reste. Wie wir sechen, kommt auch bei diesen Elfer-
resten jede Zahl von 1 bis 10 genau einmal vor. Das
hilft uns jetzt dazu, unsere Kubikwurzelkiinste bis
zu einer Milliarde (1000%) auszudehnen.

Wie wir dabei vorgehen, wollen wir uns im néichsten
Beitrag, der den AbschluB unserer Betrachtungen
iiber das ,,Rechnen mit Resten‘‘ bildet, an einem -
Beispiel anschauen.

G. Loren:z

Das sind sie, die Korrektoren von rund 32 000 eingesandten Wett-
bewerbslosungen des alpha-Wettbewerbs 1967/69 — W. Unze,
J. Lehmann (beide Leipzig), G. Schulze (Herzberg) v.I.n.r. — hier
bei der Auswertung des alpha-Wettbewerbs 1969.
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Der Vorteil der Festkommaarithmetik ist es, da der
technische Aufwand, verglichen mit der im Folgenden
zu erlduternden Gleitkommadarstellung, ungleich ge-
ringer ist. Man kann auf diese Weise hohe Rechen-
geschwindigkeiten erzielen. Auch geniigt ein der-
artiger Rechner fiir viele Zwecke vollauf. Man denke
etwa an Lohnabrechnungen. Bruchteile von Pfennigen
kommen nicht vor, so daB man durchweg k=100 zu
setzen hat, falls es ein Automat des Typs (2) ist wie
die Anlage Robotron 300 (kurz: R 300), die wir bei
den folgenden Betrachtungen vorwiegend im Auge
haben wollen. Es gibt aber auch nicht weniger Pro-
bleme, bei denen, wie vorher schon erwihnt, die Lage
des Kommas aller vorkommenden Zahlen vorher
schwer, ja oft erst nach langer miihseliger Arbeit zu
iiberblicken ist. Das einfache Gleichungssystem

0,1x + 0,2y = 0,63

0,3x — 0,1y = 0,56
konnte in dieser Form weder ein Automat des Typs (1)
noch einer des Typs (2) unmittelbar verarbeiten, da
einerseits die Koeffizienten und Absolutglieder kleiner
als 1 sind, die Losung aber

x=25; y=19
lautet. An diesem Beispiel moge sich der Leser die
Schwierigkeiten ausmalen, die bei den um viele Grade
komplizierteren Aufgaben der Rechenpraxis in diesem
Zusammenhang auftreten. Aus diesem Grunde werden
groBere Anlagen (wie etwa R 300) im allgemeinen
zusitzlich mit einer zweiten Arithmetik ausgestattet,
die es erlaubt, innerhalb eines grofleren Stellen-
bereiches ganze und gebrochene Zahlen unmittelbar
zu verarbeiten. Es ist die oben schon genannte

1.6.3. Gleitkommadarstellung

Als Vorbetrachtung mache sich der Leser folgendes
klar: Jede Bewegung des Kommas einer Dezimalzahl
kann durch Multiplikation mit einer Zehnerpotenz so
ausgeglichen werden, daf sich der Wert nicht dndert.
Beispiel:
67034,715=670,34715 - 10°=0,67034715 - 10°
=67034715-1073.
Insbesondere kénnen dadurch stets die beiden im
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vorigen Abschnitt besprochenen Kommalagen (1)
(vor der hochsten Stelle) und (2) (vor der niedrigsten
Stelle) erreicht werden. Man beachte aber den wesent-
lichen Unterschied: die Festkommaarithmetik arbeitet
mit im allgemeinen falschen und spiter zu korri-
gierenden Zahlenwerten, wihrend hier der Fehler bei
jeder Zahl durch das Hinzufiigen der Zehnerpotenz
sofort berichtigt wird. Wir befassen uns im Folgenden
nur mit der Darstellung (2), da diese im R 300 — auch
im Gleitkommabetrieb — angewendet wird. Als Bei-
spiel diene die Zahl

67034715000 = 67034715 - 10°,
wobei man sich also das Komma hinter der 5 zu
denken hat. Die Zahl ist durch zwei Angaben voll-
stindig gekennzeichnet:
1. die Ziffernfolge 67034715, genannt Mantisse,
2. die Zahl 03, genannt Exponent.
Letzterer wird gleich zweistellig angesetzt, um einen
Variabilitatsbereich von —99 bis +99 und damit ein
Gleiten des Kommas iiber rund 200 Dezimalstellen zu
ermoglichen. Wir stellen nun Mantisse und Exponent
zu einer einzigen Ziffernfolge, nimlich

6703471503
zusammen. Diese ist vom Automaten in obiger Weise
zu deuten, also die letzten beiden Ziffern als Exponen-
tenteil, der Rest als Mantissenteil. Eine solche Dar-
stellung nennt man halblogarithmisch. Unsere Zahlen-
darstellung bedarf noch einer Ergénzung fiir den Fall,
daBl der Exponent negativ ist. Wir vereinbaren vor-
laufig: Negative Exponenten werden durch einen
Querstrich iiber der Einerziffer des Exponenten
gekennzeichnet. Beispiel:

48,74653=4874653 - 107> — 487465 305.
In gleicher Weise konnen wir auch die Einerziffer
der Mantisse kennzeichnen und haben damit eine

Zahl Ziffernfolge im Automaten

Mantissenteil Exponententeil
5761073 576107300
57610730000 576107304
5761,073 576107§0§
—576107300 576107302
—57,61073 576107305



Maéglichkeit, negative Zahlen in die Rechnungen ein-
zubeziehen. Steht also ein Querstrich iiber der dritt-
letzten Stelle, so soll das bedeuten, daf die dargestellte
Zahl negativ ist. Zur Erliduterung einige Beispiele:

Aufgaben: Welche Zahlen werden durch die Ziffern-
folgen
146812 — 50371 608 — 1 278910— 36800 100—
7390413 dargestellt?
(Man schreibe, wo es sich anbietet, die Ergebnisse
mit abgespaitenen Zehnerpotenzen!)
Kommen wir nun zur technischen Realisierung dieser
Gleitkommadarstellung im Robotron 300! Der Spei-
cher dieser Anlage (Hauptspeicher) ist eine Anord-
nung von 40000 - 8 bistabilen Schaltelementen (Ferrit-
kernen) zu einem rechteckigen Schema:

__——Speicherpkalz 3

1~ 5.8
ces Speicher:

platzes 1

0 ~=—Nummer

o3 Soaicherplalzes

Jede Spalte des Speichers heiBt Speicherplatz und
besteht aus acht iibereinanderliegenden Bits. Hinter
jedem Bit denke man sich also einen (ringférmigen)
Ferritkern mit folgenden beiden moglichen Magneti-
sierungszustinden:

Zustand L

Werden nun die acht Bits eines Speicherplatzes mit
den Informationen O beziehungsweise L belegt, so
wird ein Zeichen reprisentiert. SchlieBt man aus nicht
niher erlduterten Griinden das fiinfte und das achte
Bit von unten (weil diese fiir besondere Zwecke vor-
gesehen sind) aus der Betrachtung aus, so sind, wenn
man alle Kombinationen der Belegungen L und O auf
den iibrigen Speicherplitzen zuldBt, insgesamt 2% = 64
verschiedene Zeichen méglich. Sie bilden das Maschi-
nenalphabet. Es beginnt mit

Z %
0 L
0 . L
77] und endet mit W,
0 L
0 L
0 L
0 L

Bedeutet das Zeichen (und das interessiert uns hier
nur) eine Ziffer, so stellt man diese in den unteren vier
Bits als Tetrade dar (siehe 1.5.!). Dariiberliegende

Bits kann man fiir zusitzliche Kennzeichen benutzen,
und zwar das siebente Bit als Vorzeichenbit, wenn
es sich um die Einerstelle des Exponenten — oder des
Mantissenteils handelt :

O bedeutet +, L bedeutet —. Das achte Bit heif3t
Wortmarkenbit und wird Giber der hochsten Stelle der
Mantisse (und nur dort) mit L belegt als Markierung,
daB hier die Zahl — genauer: die die Zahl darstellende
Zeichenreihe* — links zu Ende ist. Das rechte Ende der
Zahl, also die Einerziffer des Exponententeils, wird
schon im Programm erfaBt durch die Angabe der
sogenannten Anfangsadresse der Zahl. Das ist die
Nummer des Speicherplatzes, auf dem die Einerstelle
des Exponententeils untergebracht ist. Nehmen wir
als Beispiel die Zahl —27,946:

Die unterste Stelle jeder Tetrade ist also die Einerstelle.
Der Leser mache sich an diesem Beispiel nochmal
genau den Aufbau der Zahlendarstellung klar, priife
jede Belegung nach und iibe anschlieBend derartige
Aufstellungen an Hand folgender
Aufgaben : Stelle in dieser Weise die Zahlen
48,94361 —6 374 006 000 — 0,00463518 dar!

Was das Rechnen im Gleitkommabetrieb betrifft, so
sollen hier nur einige Regeln ohne groBeren Kommen-
tar aufgeschricben werden. Einem Leser, der mit
Potenzen rechnen kann (Stoff der 9. Klasse) wird es
nicht schwerfallen, diese Regeln zu beweisen. Doch
damit beschiftigen wir uns im nichsten Beitrag.

- J. Frormann

* Fir eine solche Zeichenreihe sagt man auch Maschinenwori.
Es gibt also Maschinenworter, die Zahlen darstellen, und solche,
die irgendwelche anderen Informationen bedeuten. Erstere werden
hier nur behandelt.

Jugend und EDV

Im Betrieb Radeberg des Kombinats Robotron gibt es gegenwirtig
75 sozialistische Brigaden, welche mit Schulklassen Patenschafts-
veririge abgeschlossen haben. .

Aus den Reihen der ingenieurtechnischen Mitarbeiter und erfahre-
nen Facharbeiter werden Leiter fiir Schularbeitsgemeinschaften auf
mathematischem, naturwissenschaftlichem und technischem Gebiet
zur Verfiigung gestellt.

Die FDJ-Grundeinheit begann eine enge Zusammenarbeit mit der
TH Dresden, der Ingenieurschule und der EOS ,,Wilhelm Pieck**
in Radeberg.



Im Alltag machen wir von vielen technischen
Hilfsmitteln Gebrauch, ohne uns dabei nach
den mathematisch-physikalischen oder auch
chemischen Grundlagen der Wirkungsweise
dieser Dinge zu fragen. Damit soll nicht auf
so kompliziert gebaute Gegenstinde wie
Fernsehempfidnger, Kiihlschrank, Farbfilm
oder Fotoapparat angespiell werden. Schon
bei recht einfachen Gebrauchsgegenstinden
bestehen vielfach nur verschwommene Vor-
stellungen iiber deren Wirkungsweise, und
selbst in einem Fachlexikon [indet man
dariiber nicht immer eine klare Auskunft.

An dem uns allgemein vertrauten Gebrauchs-
gegenstand ,Fahrrad* soll lediglich einmal
der Riickstrahler (auch ,SchluBlicht* ge-
nannt, s.0.) aul seine Wirkungsweise unter-
sucht werden. Der Effekt des Riickstrahlers
besteht doch darin, daB er bei Anstrahlung
des Fahrrades von hinten — etwa durch die
Scheinwerfer eines Autos — selbst eine Art
Lichtquelle wird und rotes Warnlicht nach
dem Auto hin reflektiert. Damit wird der
Autofahrer bei Dunkelheit aul den anderen
Verkehrsteilnehmer aufmerksam gemacht. In
einem vollig abgedunkelten Raum sieht man
von dem Riickstrahler nichts. Er stellt keine
selbstindige Lichtquelle dar, sondern sendet
erst Strahlen aus, wenn er in geeigneter
Weise angestrahlt wird. Als Besonderheit
ist dabei zu vermerken, daB das Licht von
dem Riickstrahler in Einfallsrichtung zuriick-
geworfen wird. Nur so erweckt es die Auf-
merksamkeit des hinter den Scheinwerfern
sitzenden Autofahrers.

Den gleichen Effekt kann ein Kraftfahrer
beobachten, wenn ihm bei nichtlicher Fahrt
eine Katze in die Lichtkegel der Scheinwerfer
lduft. Die Augen des Tieres scheinen zu
funkeln, als wiren es selbstindige Licht-
quellen. Im Sprachgebrauch hat sich daher
auch das Wort ,,Katzcnaugé“ auf den am
Fahrrad gebriduchlichen Riickstrahler iiber-
tragen.

Wir wollen zunichst die Bau- und Wirkungs-
weise des Riickstrahlers untersuchen und
anschliefend priifen, inwieweit der Vergleich
mit einem Katzenauge berechtigt ist. Um
einen einfachen ebenen Spiegel handelt es
sich offenbar dabei nicht, denn ein solcher
wiirde nur bei Anstrahlung senkrecht zur
Spiegelebene den oben beschriebenen Effekt
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Auch ein SchluBlicht hat es in sich

abgeben. Nehmen wir cinmal ein solches
~Katzenauge“ auseinander. Dabei stellen wir
fest, daB sich hinter einer roten Glasscheibe
ein Mosaik von Spiegeltripeln befindet. Je
drei Spiegel sind zu ciner riumlichen Ecke
derart zusammengefaBt, daB jede Spiegel-
ebene senkrecht aufl den beiden anderen
steht Wir vermuten, daB ein Lichtstrahl
nach einmaliger Reflexion an jedem der drei
Spiegel eines solchen Tripels parallel zum
einfallenden Lichtstrah] zuriickgeworfen wird.
Diese Vermutung wollen wir unter Anwen-
dung eclementarer Sitze aus der Optik und
Geometrie beweisen.

Es ist sinnvoll, die zur Beweisfiihrung not-
wendigen Gesetze unserer Untersuchung vor-
anzustellen und dann im Bedarfsfall auf sie zu
verweisen

Sdtze aus der Optik:
1. Ein Lichtstrahl s, der in einem Punkt G
aul einen ebenen Spiegel trifft, wird in G
derart reflektiert, daB einfallender und reflek-
tierter Strahl s, cine Ebene aufspannen,
welche das in G aufl der Spiegelebene errich-
tete Lot ! enthilt.
2. Der Einfallswinkel ist gleich dem Refle-
xionswinkel, d. h. es gilt

xsl = xls,.

Siitze aus der Geometrie:

3. Entgegengesetzt liegende Winkel an ge-
schnittenen Parallelen ergiéinzen sich zu 180°.
4. Die Summe der Innenwinkel im ebenen
Dreieck betrigt 180°.

S. Sind die Grundrisse und die Aufrisse von je
zwei Geraden p und ¢ paarweise zueinander

_parallel, so sind die Geraden auch im Raum

parallel. (Orthogonal zur RiBachse liegende
Geraden sind hierbei auszuschlieBen.)

6. Bei Normalprojektion zweier sich schnei-
dender Geraden p und g auf eine Bildebene =
geht eine Symmetriegerade m von p und ¢
im Bild wieder in eine Symmetriegerade m’
von p’ und ¢’ iiber, wenn m in der von p und ¢
aufgespannten Ebene entweder eine Hohen-
linie oder eine Fallinie beziiglich = darstellt.

Als Vorbetrachtungsfigur fiir die Beweis-
fibrung dient uns das Schrigbild cines
Tripels von paarweise aufeinander senkrecht
stehenden Spiegeln. Durch die drei Spiegel-
ebenen mit ihren spiegelnden Flichen wird

ein Oktant des Raumes [estgelegt, in dem die
Lichtquelle Q beliebig anzunchmen ist. Ein
von Q ausgehender Strahl s treffe die Ebene
n, des ersten Spiegels in G,. Der reflektierte
Strahl s, , trifft anschlieBend =, in G,. End-
lich wird s, in G, nach einer zunéchst noch
unbekannten Richtung s, zuriickgeworfen.
In den Spurpunkten G, errichten wir auf m;
die Lote /; (i=1, 2, 3). Fiir unsere Darstellung
ist lediglich vorauszusetzen, daB die Licht-
quelle Q in dem vorgegebenen Oktanten
liegt und der von Q ausgehende Lichtstrahl s
von jedem Spiegel je einmal reflektiert wird.
Dies ist sicher erreichbar, wenn man von
hinreichend grofen Spiegelebenen ausgeht
und Strahlen paraliel zu einer der drei Ebenen
von der Betrachtung ausschlieBt. Nun gehen
wir von der Darstellung des Spiegelungs-
vorganges vom Schrégbild in zugeordnete
Normalrisse iiber. Bei Konstruktion der
Bilder beachten wir die oben angefiihrten
Sitze aus Optik und Geometrie.
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Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit wih-
len wir n; als Grund- und =, als AufriBtafel.



Die Schnittgerade der beiden Ebenen wird
in dieser Darstellung zur Rilachse x,,. Die
Ebene 7, des dritten Spiegels ist bei unserer
Anordnung erst- und zweitprojizierend. Ein
Lichtstrahl s trifft, entsprechend den Annah-
men aus Bild 2, in G, unter einem Winkel a;
gegen das Lot !, die Ebene n,. Die Grund-
risse von einfallendem und reflektiertem
Strahl (s’ und s,,’) bilden nach Satz 1 eine
Gerade. Die Aufrisse s” und s,,” der beiden
Strahlen schlieBen mit {,” den gleichen Win-
kel a,” ein. Dies lolgt aus den Sitzen 2 und 6,
denn !, ist parallel =,.
Der reflektierte Strahl s,, trifft in G, auf die
Ebene n, und schlieBt mit dem Lot I, den
Winkel a, ein. Nach Satz 1 liegen s;,” und
523" in einer Geraden. Da [, parallel =, ist,
gilt nach den Sitzen 2 und 6

X500 = 5,37 =y
Der an 7, reflektierte Strahl s, trilft 7, in G,
und schlieBt mit dem Lot {; den Winkel a,
ein. Da [/, parallel zu beiden Bildebenen ist,
konnen die Sétze 2 und 6 bei Konstruktion
der Bilder des zuriickfallenden Strahles s,
angewandt werden. Es gilt ... ...

xly's, = a3 und ¥ ly"s,” = a,".
Aus dem Dreieck OG,” G," ist nach Satz 4
abzulesen: a,” +a," =90°
Da die Winkel 2a,” und 2a," eine Gerade
als gemeinsamen Schenkel besitzen und sich
auBerdem zu 180° ergidnzen, handelt es sich
um entgegengesetzt liegende Winkel an Paral-
lelen. s” und s,” sind nach Satz 3 zueinander
parallel. Ganz analog ldBt sich zeigen, daB
auch s’ und s,” parallel sind. Aus dem Dreieck
0G4’ G, ist nach Satz 4 abzulesen:
a,’ +a; =90° Da die Winkel 2a," und 2ay’
eine Gerade als gemeinsamen Schenkel besit-
zen und sich auferdem zu 180° ergédnzen,
handelt es sich wieder um entgegengesetzt
liegende Winkel an Parallelen. s und s,
sind nach Satz 3 zueinander parallel.
Aus diesen Ergebnissen kann man endlich
nach Satz 5 den SchluB ziehen, daB der
einfallende Strahl s und der zuriickgeworfene
Strahl s, zueinander parallel sind, was zu
beweisen war. Es ist noch leicht zu zeigen,
daB Strahlen, die parallel zu einer der Spiegel-
ebenen einfallen, nach zweimaliger Reflexion
an den beiden anderen Spiegeln parallel zur
Einfallsrichtung zuriickgeworfen werden.
AbschlieBend soll nur vermerkt werden, daB
mit Festlegung der Reihenfolge der Spiege-
lungen an =,, m,, n; dem Beweisgedanken
nichts an Allgemeingiiltigkeit genommen
wurde. Durch zyklische Vertauschung der
Spiegelebenen oder eine Spiegelung des ge-
samten Vorganges an einem weiteren Spiegel
kann man alle moglichen Arten von Reflexio-
nen an dem Tripel auf einen Fall zuriick-
fiithren, der dem von uns behandelten dqui-
valent ist.

* Worterklirung: Laser — Light Ampli-
fication by Stimulated Emission of Radiation

Dem hier einmal genauer betrachteten Tripel-
spiegel oder Zentralspiegel kommt eine sehr
aktuelle wissenschaftliche und auch prak-
tische Bedeutung zu. Die Entdeckung der
Laserstrahlen* erofInete diesem Spiegelsystem
neue Perspektiven der Anwendung, mit deren
ErschlieBung man noch in den Anfingen
stecht. Da man diese Strahlen iiber groBere
Entfernungen hinweg auBerordentlich scharf
zu biindeln vermag, sind sie zum Zweck der
Vermessung und Steuerung in vielfdltigster
Weise anwendbar. Tunnelvortriecbmaschinen
werden bei lingeren Tunnelbauten durch
Laserstrahlen in Verbiidung mit dem hier
behandelten Spiegelungsprinzip mit hochster
Prizision gesteuert. Beim Bau von Fernsch-
tiirmen und hohen Schomsteinen lassen sich
die geringsten Abweichungen von der Lot-
rechten mit diesen Strahlen registrieren. Auch
die Justierung von GroBtankern, Flugzeugen
und Schilfen kann durch Laserstrahlen mit
einer auf anderem Wege nicht erreichbaren
Genauigkeit erfolgen. Die Anwendung des
Impulszeitlaufverfahrens auf diese Strahlen

ermoglicht in Verbindung mit Tripelspiegeln
eine Prizision und Schnelligkeit in der Ent-
fernungsmessung, wie sie im Zeitalter der
Astronautik unentbehrlich ist.

Die Bezeichnung des hier besprochenen tech-
nischen Hilfsmittels als ,Katzenauge* be-
stirkt manchen in der Annahme, da zu
jeder Erfindung des Menschen in der Natur
ein Vorbild existiere und der Mensch seine
Ideen diesen Vorbildern entlehnt habe. Beim
Aulschneiden eines Katzenauges wiirde man
vergeblich nach Spiegelsystemen suchen. Die
Lichtreflexion beruht bei diesem organischen
Gebilde auf einem anderen Prinzip. Aus
gewissen Ahnlichkeiten eines duBeren Effek-
tes an verschiedenen Dingen kann man also
nicht auf Analogien im inneren Aufbau und
in der Wirkungsweise schlieflen.

Bem.: Fiir das Verstindnis dieses Beweises
ist das Studium der Aufsitze zur darstellenden
Geometrie aus den Heften 6/67, 1/68, 2/68
und 4/68 zu empfehlen.

E. Schroder
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Ein Patenschaftsvertrag

Seit zwei Jahren besteht an der 29. Oberschule
in Leipzig eine rege Zusammenarbeit zwi-
schen dem alpha-Klub (5 Arbeitsgemein-
schaften Mathematik) und dem Elektron-
Klub (eine Physik-Arbeitsgemeinschaft). Bei-
de Klubs nutzen ihre Veranstaltungen und
gemeinsame Exkursionen auch dazu, berufs-
orientierend und berufswerbend zu wirken.
Alle Mitglieder wurden vor allem mit Schwer-
punktberufen im Bauwesen, in der Elektro-
nischen Datenverarbeitung, im Maschinen-
bau und in der Elektrotechnik vertraut
gemacht. Zahlreiche Werktiitige unterstiitzten
uns vorbildlich. Um diese Arbeit noch syste-

matischer und vor allem mathematikinten-
siver zu gestalten, nahmen wir Verbindung
zu einer Brigade des Zentralinstituts fir Me-
tallurgie, Abteilung Elektronische Rechen-
anlage, auf. (Der Vater einer Teilnehmerin
des alpha-Klubs ist Mitglied dieser Brigade.)
Anfang November haben wir mit dieser
Brigade, welche im Kampl um den Titel
~Kollektiv der sozialistischen Arbeit* steht,
einen Patenschaftsvertrag abgeschlossen.

s Wir werden gemeinsam mit der B;igade
Klub-Nachmittage durchfithren und die Le-
nin-Gedenkstitten Leipzigs besuchen.

s In festgelegten Abstinden berichten
Klubmitglieder iiber ihre Arbeit und iber
ihre Erfolge. — Die Brigade gibt eincn Ein-
blick in ihren Kampf um den Titel , Kollektiv
der sozialistischen Arbeit*.

m  Mitglieder des alpha- und des Elektron-
Klubs gestalten laufend eine Wandzeitung
im Arbeitsbereich der Brigade und stellen

" ihre Arbeitsergebnisse in einer Vitrine aus.

» Die Patenbrigade unterstiitzt uns beim
Bau von Lehrmitteln fiir den Mathematik-
und Physikunterricht.

s Im Rahmen unseres Programms ,EDV*
unterstiitzen uns die Mitglieder der Brigade
durch Vortrige. Mehrere AG-Nachmittage
verlegen wir an den Arbeitsplatz der Brigade.
= Mitglieder der Patenbrigade werden uns
begleiten und fachlich beraten, wenn wir
unsere Exkursion nach Berlin zum Fernseh-
turm, nach Jena zur ZeiB-Ausstellung und
nach der Volkssternwarte Hartha durch-
fiithren.

Durch die engen Patenschaftsverbindungen
wird unsere auBerschulische Arbeit verbessert
und ein noch engerer Kontakt zur gesell-
schaftlichen Praxis geschaffen. S. Duryn
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Aufgaben der Kreisolympiade (7. 12. 1969)

a 5 m 1. Aufeinem Tisch sind sechs gleich-
grofBe Spielwiirlel so iibereinandergesetzt, wie
es die Abb. zeigt. Auf der obersten Fliche ist
die Augenzahl 1 zu sehen. Ermittle die Summe
der Augenzahlen der verdeckten Flichen
dieser Wiirfel!

Beachte dabei, daB die Augenzahl von je
zwei gegeniiberliegenden Wiirfelflichen eines
jeden Spielwiirlels stets 7 betrigt.

2. In einem HO-Bekleidungshaus kauften
drei Kunden von dem gleichen Stolf. Der
erste kaufte genau 3 m, der zweite genau 5 m
und der dritte genau 9 m. Der zweite Kunde
bezahlte 30,— M mehr als der erste. Wieviel
Mark hatten die drei Kunden insgesamt fiir
den Stoff zu bezahlen?

3. Gegeben seien drei Strecken mit den
Lingen a, b und c (siche Abb.).

—_
b c

1

| e
a

Konstruiere cine Strecke mit der Linge
2(2a+3b—¢)!

(Bei der Konstruktion darf die MaBeinteilung

des Lineals nicht benutzt werden. Eine Kon-

struktionsbeschreibung ist nicht verlangt.)

4. Ermittle alle natiirlichen Zahlen z, fiir die
die nachfolgenden Bedingungen gleichzeitig
gelten:

(a) z ist ungerade;

(b) zistdurch 3,5 und 7 teilbar;

(c) 500<z<1000.

m 6 » 1. Klaus nahm als Mitglied der
Sektion Radsport einer Betriebssportgemein-
schaft an einem Bahnrennen teil. Nach dem
Rennen wurde Klaus von seinem Bruder
Reiner nach dem Ausgang des Rennens ge-
fragt. Klaus sagte: ,Als ich den Zielstrich
iiberfuhr, war kein Fahrer neben mir; genau
ein Drittel der beteiligten Fahrer hatte das
Ziel schon erreicht, und genau die Hilfte
aller Teilnehmer lag noch hinter mir.“

Gib an, welchen Platz Klaus in diesem Ren-
nen belegte und wieviel Fahrer insgesamt an
dem Rennen teilnahmen!
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2. Auf dem Arbeitsblatt sind wie auf dem
Ziffernblatt einer Uhr die Zahlen 1 bis 12
aufgetragen.

Untersuche, ob sich diese vier Kreisscheiben
durch Einzeichnen von Linien (z. B. Geraden),
die keine der Ziflern treffen, so in Teilstiicke
zerlegen lassen, daB die Summen der auf
jedem Teilstiick derselben Kreisscheibe lie-
genden Zahlen jeweils untereinander gleich
sind!

Dabei ist die erste Kreisscheibe in 2 Teile,
die zweite in 3 Teile, die dritte in 4 Teile und
die vierte in 6 Teile zu zerlegen.

3. Die Abb. zeigt drei verschiedene Geraden
durch einen Punkt C und eine vierte Gerade,
die nicht durch C geht. Diese mége die drei
erstgenannten Geraden in den Punkten 4, B
bzw. D schneiden, wobei B zwischen A und D
liegen moge. Punkt E liege auf der Geraden
durch 4 und C so, daB C zwischen 4 und E
liegt.

Ferner gelte £ ECD= ¥ ABC.
Beweise, daB £ BCD= ¥ BAC ist!

4, Jiirgen und seine jiingere Schwester Elke
haben den gleichen Schulweg. Elke braucht
vom Elternhaus bis zum Schultor genau
30 Minuten, Jiirgen genau 20 Minuten. An
einem Tage ging Elke genau 5 Minuten vor

Jiirgen aus dem Haus. Nach wieviel Minuten
holte Jiirgen seine Schwester ein?

(Es sei angenommen, daB jeder von beiden
mit gleichbleibender Geschwindigkeit ging.)

a7 w 1 Vater und Sohn gehen neben-
einander. In der gleichen Zeit, in der der
Vater 4 Schritte macht, macht der Sohn jedes-
mal 5 Schritte, und in dieser Zeit legen beide
jedesmal genau den gleichen Weg zuriick.
Die durchschnittliche Schrittlinge des Va-
ters betrigt 80 cm.

a) Wie groB ist die durchschnittliche Schritt-
lange des Sohnes?

b) Wir nehmen ap, dad beide gleichzeitig
mit dem rechten FuB beginnen. Nach dem
wievielten Schritt des Vaters treten beide
erstmalig gleichzeitig mit dem linken FuB auf?

2. Wir wollen eine Ecke eines Dreiecks ,,aus-
gezeichnet* nennen, wenn bei dieser Ecke
Innen- und AuBenwinkel einander gleich sind.
Ermittle die groBtmogliche Anzahl ,ausge-
zeichneter® Ecken, die in einem Dreieck
auftreten kGnnen!

3. Ein Tourist war an drei aufeinanderfolgen-
den Tagen jeweils genau die gleiche Zeit
unterwegs.

Am ersten Tag ging er zu FuB mit einer
Durchschnittsgeschwindigkeit von 6 km/h.
Am zweiten Tag benutzte er ein Moped mit
einer Durchschnittsgeschwindigkeit von
30km/h. Am dritten Tag benutzte er ein
Auto mit einer Durchschnittsgeschwindig-
keit von 60 km/h.

Der an den drei Tagen zuriickgelegte Gesamt-
weg betrug 520 km. Ermittle die Zeit, die er
an jedem einzelnen der Tage unterwegs war,
und die Anzahl der am ersten, zweiten bzw.
dritten Tage zuriickgelegten Kilometer.

4. Gegeben sei ein Dreieck AABC. Es sei
g die Gerade durch den Punkt A und den

‘Mittelpunkt der Seite BC. Beweise, da8 dann

die Punkte B und C von der Geraden g
den gleichen Abstand haben!

w8 w 1. Klaus und Horst spielen mit
Wiirfeln. Sie benutzen bei jedem Wurf genau
zwei verschieden groBe Wiirfel und addieren
jedesmal die beiden Augenzahlen.

Klaus meint, daB unter allen moglichen



verschiedenen Wiirlen solche mit der Sum-
me 7 am hiufigsten auftreten. Zwei Wiirle
heiBlen dabei genau dann gleich, wenn die
Augenzahlen gleich groder Wiirlel jeweils
ibereinstimmen. Begriinde die Richtigkeit
dieser Meinung!

2 Auf einer Geraden scien die Punkte A,
E,C, F, O, G, D, H, B in dieser Reihenfolge
so gelegen, daB gilt:

AB=6 cm;
AE=EF=FO0=0G=GH=HB=1cm;

EC=CF=GD=DH=05cm
Uber den Strecken AB, EH und FG seien
Halbkreise in die eine Halbebene und iiber
den Strecken AO, OB, EF und GH Halb-
kreise in die andere Halbebene beziiglich der
Geraden durch A4 und B gezeichnet. Berechne
den Inhalt der schralfierten Fliche (siche
Abb.)

3. a) Wie oft insgesamt stehen im Verlaufe
von 24 Stunden (von 0.00 Uhr bis 24.00 Uhr)
der Stunden- und der Minutenzeiger einer
Uhr senkrecht aufeinander?

b) Berechneinsbesondereallederartigen Zeit-
punkte zwischen 4.00 Uhr und 5.00 Uhr!

4. Beweise folgenden Satz: In jedem Dreieck
AABC teilt jede Halbierende eines Innen-
winkels dessen Gegenseite im Verhiltnis der
beiden anderen Seiten.

® 9 » 1. Bei einem Klassenfest stellen die
Schiiler ihrem Mathematiklehrer die folgende
Aulgabe:

Die Schiiler teilen ihrem Lehrer mit, daB sie
sich insgeheim so in drei Gruppen aufgeteiit
haben, dab jeder Schiiler der Klasse genau
einer Gruppe angehort. Die Schiiler der
ersten Gruppe nennen sich die ,Wahren®,
weil sie jede Frage wahrheitsgemidB beant-
worten. Die Schiiler der zweiten Gruppe
nennen sich die ,,Unwahren”, weil sie jede
Frage falsch beantworten. Die Schiiler der
dritten Gruppe schlieBlich nennen sich die
»Unbestindigen*, weil jeder von ihnen Se-
rien aufeinanderfolgender Fragen alternie-
rend (abwechselnd) wahr und falsch beant-
wortet; dabei ist aber ungewiB, ob er jeweils
die erste Frage einer Serie wahr oder falsch
beantwortet. Jeder Schiiler antwortet auf
eine gestellte Frage nur mit ja oder nur mit
nein; Fragen, die andere Antworten erfor-
dern, werden nicht zugelassen. Der Lehrer
soll nun von einem beliebigen Schiiler der
Klasse durch Fragen, dic er an diesen Schiiler
richtet und die sich nur auf die Zugehorigkeit
zu einer der genannten Gruppe bezichen,
feststellen, ob der Schiiler cin ,,Wahrer*, ein
,,Unwahrer* oder ein ,,Unbestiandiger” ist.

a) Welches ist die kleinste Anzahl von Fra-
gen, die dazu ausreicht?

b) Geben Sie eine Moglichkeit an, die Zu-
gehorigkeit eines Schiilers mit dieser klein-
sten Anzahl von Fragen zu ermitteln!

2. Gegeben sei ein Wiirfel mit der Kanten-
linge a, und dem Volumen V¥, sowie ein
reguldres Tetraeder mit der Kantenlinge a,
und dem Volumen K. Fiir die Kantenlingen
gelte

a;:a;=1: \/5
Berechnen Sie das Verhiltnis V; : V,!

3. Jemand hat sieben Kirtchen mit jeweils
einer der Ziflern 1,2, 3,4, 5,6 und 7.

Man zeige, daB sich unter allen denjenigen
siebenstelligen Zahlen, die unter Verwendung
jeweils genau dieser sieben Kirtchen gelegt
werden konnen (wobei ein z. B. durch Um-
drehen bewirktes ,Verwandeln“ der 6 in
eine 9 verboten ist), keine zwei befinden,
deren eine ein ganzzahliges Vielfaches der
anderen ist!

4. Es ist zu beweisen:

Verbindet man in einem Parallelogramm
ABCD den Eckpunkt C mit den Mittel-
punkten der Seiten AB und AD, so teilen
diese Verbindungsstrecken die Diagonale
BD in drei gleich lange Teilstrecken.

s 10 « 1. Ermitteln Sie ohne Verwendung
der Logarithmentafel den Quotienten
Dg3790] ,
[1g 0,0379]
Dabei bedeutet [x] die groBte ganze Zahl,
die x nicht iibertrifft.

2. Gesucht sind vier natiirliche Zahlen

a, <a,<da,<a, so, daD jede der Zahlen
dy=a,—a,, dy=a,—a,,
dy,=a,—a,, ds=ay—a,, d¢=a,—a,

eine Primzahl ist, wobei auch gleiche Prim-
zahlen auftreten diirfen.

dy=a3—a,,

3. Gegeben sind zwei Strecken der Lingen
m und n (mit n<m).

a) Fiihren Sie folgende Konstruktionen aus:
Um einen beliebigen Punkt Y einer Geraden g
werde ein Kreis k, mit dem Radius m ge-
schlagen. Einer der Schnittpunkte von g und
k, sei A genannt, der andere E. Von 4 aus
werde die Strecke AB mit AB=n so aul g
abgetragen, dad B zwischen 4 und Y liegt
(das ist wegen n<m moglich). Von B aus
werde auf g die Strecke BC mit BC=m so
abgetragen, daB A zwischen B und C liegt
(das ist wieder wegen n<m moglich).

Um C werde ein Kreis k, mit dem Radius
BC geschlagen. Einer der Schnittpunkte von
k, und k, sei D genannt.

b) Ermitteln Sie die Lange x der Strecke AD!

4. Mit welchen der folgenden Bedingungen
(1) ..., (5 ist die Bedingung 3xZ+6x>9
aquivalent?

1) -3<x<1; (Qx>-3; (3 x<1;

4) x<1 oder x> —3; (5) x>1 oder x< -3

w 11/12 ® 1. Gegeben sei eine reelle Zah-
lenfolge a,, a,, ..., a,, ... durch die (indepe-
dente) Darstellung

(1) a,=c,n® +cn+cq,

wobei ¢,, ¢, ¢, reelle Zahlen sind.

Als erste Differenzenfolge bezeichnet man
die Folge

D, V=a,,,—a, und als zweite Differenz-
folge die Folge

D,®=D,, ,MW=D"®, (n=1,2,3..)

a) Es seien co=1, c,=1

Unter dieser Voraussetzung sind a,, D",
D,® fir n=1, 2, 3, 4 und 5 zu berechnen.
b) Es ist allgemein zu beweisen, daB fiir (1)
die Folge D, konstant ist.

o =-1,

2. In einem Wiirfel mit den Eckpunkten
A,B,C,D,E, F, G, H und der Kantenlidnge a
seien FB, FG und FE die drei von F aus-
gehenden Kanten. Ferner sei ¢ die Ebene
durch G, B, E.

Es ist zu beweisen, daB die Korperdiagonale
FD senkrecht auf der Ebene ¢ steht und von
ihr im Verhiltnis 1 : 2 geteilt wird.

3. Es sind alle reellen L6ésungen des folgen-
den Gleichungssystems anzugeben:

x +y =az (1)

x —y =bz (2)

x?4+y*=cz (3) Dabei sind q, b, ¢
reelle Zahlen. (Fallunterscheidung!)

4. Gegeben seien natiirliche Zahlen k und n
mit 0 <k <n. In einer Schachtel liegen (offen
sichtbar, so daB ihre Anzahl festgestellt
werden kann) genau n Kugeln. Zwei Spieler
spielen ein Spiel nach der folgenden Regel:
Die Spieler nehmen abwechselnd Kugeln
aus der Schachtel heraus, und zwar sind jc-
weils mindestens eine und héchsten k Kugeln
zu entnehmen. Wer die letzte Kugel aus der
Schachtel entnehmen muB, hat verloren.
Welche Beziehung zwischen k und n muB
erfiillt sein, damit

a) der anziehende Spieler,

b) der nachziechende Spieler
den Gewinn erzwingen kann?

Unser Gliickwunsch

dem Vorsitzenden fiir die Olympiaden Junger
Mathematiker der DDR

Prof. Dr. rer. nat. habil. Welfgang Engel
zu seiner Auszeichnung mit dem
Vaterlindischen Verdienstorden in Bronze
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Wer lost mit? H||I|Iﬂ -Wettbewerb

Letzter Einsendetermin . Mai 1970

WS a 480 In einer Kleinstadt werden in
einem unterteilten Gehege insgesamt 37 Tiere
gehalten, und zwar Fasanen, Hirsche, Briel-
tauben und Fiichse. Frank, der durch das
Gehege geht, stellt fest, daB zweimal soviel
Fiichse wie Hirsche, viermal soviel Brief-
tauben wie Fiichse und eine Brieftaube mehr
als Fasanen im Gehege vorhanden sind.
Wieviel Tiere jeder Art besitzt dieser Klein-
stadtzoo? Lose die Aufgabe mit Hilfe einer
Tabelle.
Dietmar Engelmann, Thomas-Miintzer-Ober-
schule, Klasse 7b, Limbach-Oberfrohna 111

W5 @ 481 Mit welchen natiirlichen Zahlen
miissen die Variablen a, b, ¢, d und e belegt
werden, damit wir aus den Gleichungen
1-a=e, 24c=e,
12: b=e, S—d=e
vier wahre Gleichheitsaussagen erhalten,
wenn a>b>c>d gelten soll?
Volker Schmidt, 190! Dessow,
Kreis Kyritz, Klasse 3

W6 a 482 Hans will Schrippen zu 5 Pf
das Stiick oder Kniippel zu 7 Pf das Stiick
einkaufen; ihm stehen dafiir genau 23 Pf zur
Verfiigung.

a) Beweise, daB Hans diesen Geldbetrag
von 23 Pf nicht voll ausgeben kann, wenn er
dafiir Schrippen und Kniippel kaufen will!
b) Beweise, daB Hans jeden hdheren Geld-
betrag als 23 Pf voll ausgeben kann, wenn
er dafiir Schrippen und Kniippel kaufen will!
23 Pf ist also der groBte Geldbetrag, mit dem
ein solcher Einkauf nicht méglich ist, wenn
der Betrag voll ausgegeben werden soll. T.

W6 m 483 Zeichne auf Pappe ein gleich-
seitiges Dreieck und schneide es zur Ver-
wendung als Zeichendreieck aus. Konstru-
iere mit Hille dieses selbstgefertigten Zeichen-
dreiecks und eines Lineals einen rechten
Winkel und beschreibe diese Konstruktion!

<

W7 = 484 An unseren Tankstellen kostet
ein Liter Benzin (Oktanzahl 88) 1,50 M, ein
Liter Motorendl hingegen 3,00 M. Wieviel

12

Liter Kraftstoffgemisch, bei dem je 331 Benzin
mit je 1 1 Ol gemischt werden, erhilt ein
Kraftfahrer fiir 20,00 M? T
W 7 & 485 Der russische Mathematiker
Leonti Filippowitsch Magnizki (1669 bis 1738)
stellte in seinem Buch Arithmetik (1709) die
folgende Aufgabe:
Ein Vater [ragt den Lehrer seines Sohnes,
wieviel Kinder er unterrichte. Der Lehrer
antwortet: ,Hitte ich noch einmal soviel
Schiiler, wie ich jetzt habe, und dann noch
die Hilfte und dazu ein Viertel und dann
noch deinen Sohn, so wiren es genau 100.
Wieviel Schiiler unterrichtet der Lehrer?
W8 & 486 Der neu eingesetzte ExpreBzug
Ex 2 von Berlin nach Leipzig [dhrt in Berlin-
Schoneleld um 8,26 Uhr ab und trifft in
Leipzig-Hbl. um 9.56 Uhr ein. Der Schnellzug
D 273 fihrt in Leipzig um 8.19 Uhr ab und
trifft in Berlin-Schonefeld um 10.14 Uhr ein.
a) Wann begegnen sich diese beiden Ziige,
wenn eine konstante Geschwindigkeit auf
der Strecke Berlin-Schonefeld — Leipzig vor-
ausgesetzt wird? (Diese Annahme ist in der
Praxis mit einer guten Anndherung erfiillt,
obwohl D 273 in Bitterfeld, Wittenberg und
Jiiterbog je 1 min hilt.) Bei der Losung dieser
Teilaufgabe soll die Entfernung zwischen
Berlin-Schonefeld und Leipzig nicht als be-
kannt vorausgesetzt werden.
b) Wie groB ist die mittlere Geschwindigkeit
(in km/h) dieser beiden Ziige, wenn die Ent-
fernung zwischen Berlin-Schonefeld und Leip-
zig 162,7 km betragt?
c) In welcher Entfernung von Berlin-Schone-
feld begegnen sich die beiden Ziige?
d) Die Teilaufgaben a) und c) sollen graphisch
gelost werden. L.
W 8 = 487 Bei einem 100-m-Lauf starteten
gleichzeitig die sechs Schiiler Axel, Bruno,
Christian, Dieter, Ernst und Fred. Genau
zwei von ihnen liefen mit der gleichen Zeit
als Sieger durchs Zielband. Aul die Frage,
welche beiden Schiiler sich den Sieg teilten,
wurden [olgende [iinf Antworten gegeben:

a) Axel und Christian;

b) Bruno und Fred;

c) Axel und Fred;

d) Bruno und Ernst;

e) Axel und Dieter.
Nun wissen wir daf in genau einer Antwort
beide Angaben falsch sind, wihrend in den

iibrigen vier Antworten jeweils genau eine
Angabe richtig und genau eine Angabe falsch
ist. Wie heiflen die beiden siegreichen Schii-

ler? Sch.

W9 @ 488 Einem spitzwinkligen Dreieck
ABC soll ein Quadrat PQRS so einbeschrie-
ben werden, daB die Punkte P und Q auf der
Seite A_B, der Punkt R aul der Seite BC
und der Punkt S auf der Seite CA liegt.
Die Konstruktion ist allein mit dem Zirkel
und dem Lineal durchzufiihren.
Wolfgang Riedel, Karl-Marx-Stadt,
EOS Friedrich Engels, KI. 10 R

W9 a 489 Zwei Personen 4 und B spielen
das [olgende Spiel:

A wihlt eine einstellige natiirliche Zahl und
schreibt sie aul. Dann wihlt B eine einstellige
Zahl und schreibt sie links daneben; darauf
wihlt B noch eine einstellige Zahl, die groBer
als 0 und kleiner als 5 ist, und schreibt sie
wieder links daneben. Zum SchluB wihlt A4
drei einstellige Zahlen und schreibt sie links
daneben.

Wie muB A spielen, damit unabhingig von
der Wahl der beiden Zahlen durch B die
entstandene sechsstellige Zahl durch 1334
teilbar ist? L.
W10 » 490 Ein Stiick Stahlblech von der
abgebildeten Form hat die Dicke 3 mm. Der
verwendete Stah! hat die Dichte 7,85 g/em ™3,
Das Blechstiick ist von zwei Strecken von
der Linge a=120 mm und zwei Kreisbogen
von dem Radius a=120 mm begrenzt. Die
vier eingezeichneten Punkte A4, B, C, D bilden

ein Quadrat.
D c

A -]
Es ist die Masse dieses Blechstiicks zu be-
rechnen. Ulrike Weise, Wiistenbrand

W10 & 491 Es sind alle reellen Zahlen x

anzugeben, fiir die die Gleichung
x(x+2)(x+4)(x+6)
=(x+1)(x+3)*(x+5) erfilltist. L.

Die vier besten Schulen in der Beteiligung am
alpha-Wettbewerb wurden fiir ihre vorbild-
lichen Leistungen mit einer Ehrenurkunde
ausgezeichnet. Der Chefredakteur iiberbrach-
te persénlich die Gliackwiinsche des Redak-
tionskollegiums. MaBstab fiir die Plazierung
waren: Anzahl der erworbenen Urkunden
sowie die Schiilerzah! der Schulen (KI. 5 bis
10):
Oberschule Mittelstille (29 Urkunden)
Oberschule Fambach (30 Urkunden)
Oberschule Steinbach-Hallenberg
(47 Urkunden) — alle Kr. Schmalkalden
4. 29. Oberschule Leipzig (30 Urkunden)
Redaktion alpha

wnN



Priifungsaufgaben
(Auswabhl)

Island, Tanzania

Abschlufipriifung, Klasse 8

Island

ad92 (4.3 .38).28 _
8147

1
493 5:-=x
A 5

A 494 Ermittle die Summe aller durch
3 teilbaren natiirlichen Zahlen, die kleiner
als 100 sind!

A 495 Drei Personen A, B und C haben
gemeinsam 4 ha Baugrund erworben. Von
der Bodenflache wurden 25 °/, fur die Anlage
ciner ZufahrtstraBe verwendet. Die danach
verbliebene Grundstiicksfliche wurde im Ver-

hiltnis % 11 % aufgeteilt. Wieviel Quadrat-
meter erhielt jeder zur Nutzung?

A 496 Der Rauminhalt einer geraden qua-
dratischen Pyramide mit einer Grundkante
von 6 cm Linge ist um 25°/, kleiner als der
Rauminhalt eines geraden Kreiszylinders,
dessen Durchmesser 8 cm und dessen Hohe
21 cm betrigt. Berechne die Hohe der Pyra-
mide.

4 497 ) Eine Kanne, die mit 4% kg Wasch-

mittel gefillt ist, wird zum Prcise von 253,50
Kronen verkauft. Wie teuer sicllt sich 1 kg
dieses Waschmittels?

b) Nach einer Preiserhohung von 12/, wurde
das Waschmittel in groBeren Kannen ange-
boten, deren Fassungsvermogen um den drit-
ten Teil groBer war als das der uispriinglichen.
Welcher Preis war nunmehr liii eine Kanne
Waschmittel zu zahlen?

A 498 Die Zahl 10,5 ist durch alleinige,
aber mehrfache Verwendung der Ziffer 7
darzustellen. Dabei diirfen Zeichen fir Re-
chenoperationen und Klammern gesetzt wer-
den.

A 499 ~Wieviel vierstellige natiirliche Zah-
len lassen sich mit Hilfe der Ziffern 1, 2, 3
und 4 schreiben, wenn in jeder der Zahlen
jede der zu verwendenden Ziffern genau ein-
mal vorkommen soll?

Wir danken unserem Leser G. 0. Gestsson,
Reykjavik, welcher uns das Material iiber-
sandte. Aus den 12 gestellten Priifungsaul-
gaben haben wir die vorliegenden ausge-
wihlt.

AbschluBpriifung, Klasse 10

Tanzania

A 501 Eine gerade Pyramide SABCD be-
sitzt die quadratische Grundlliche ABCD.
Jede Grundkante ist 10 cm lang, und die
Hohe der Pyramide betrdgt 12 cm. Berechne
a) die Hohe eines Dreiecks, das eine Seiten-
tlache bildet,

b) den Flicheninhalt einer Seitenfliche,

c) das Volumen der Pyramide.

A 502 Die folgenden beiden sprachlichen
Formulierungen sind als Gleichungen zu
schreiben:

a) Addiert man zu einer Zahl x ihren zehnten
Teil, quadriert man danach die erhaltene
Summe, so erhidlt man die Zahl z.

b) Wenn man das Produkt aus a2, b und ¢
durch die Quadratwurzel aus p dividiert,
so erhilt man als Ergebnis .

c) Bestimme den Wert von ¢, wenn a=3,
b= —4,c=5und p=16 ist.

A 503 Die Differenz aus den Quadraten
zweier auleinanderfolgender natiirlicher Zah-
len betrdgt 81. Um welche Zahlen handelt es
sich?

4 504 In der nachstehend abgebildeten
Zeichnung ist die Gerade AB Tangente an
den Kreis k. Der Mittelpunktswinkel ¥ AOC
betrigt 72°, und der Radius 40 des Kreises k
ist 5 cm lang. Berechne

a) die Linge des Tangentenabschnittes FE,

b) die Linge der Strecke OB,

c) die Linge des kleineren Kreisbogens AC,
d) den Inhalt der in der Zeichnung schraffiert
dargestellten Fliche.

A 505 Eine Schule méchte fiir die Fahrt ins
Naturschutzgebiet ,Serengeti einen Autobus
mieten. Die Unkosten betragen 2352 Schil-
linge. Da acht Sitzplitze unbesetzt blieben,
muBte jeder der Reiseteilnehmer 7 Schillinge
mehr bezahlen, als urspriinglich bei besetz-
tem Bus vorgesehen war. Wieviel Sitzpldtze
hatte der Autobus?

A 506 Die Entfernung zwischen zwei Orten
A und B betrigt genau eine Meile. Auf einer
Landkarte (MaBstab 1 : 100000) wurde die
Entfernung 4B mit 1.63 cm gemessen.

a) Wieviel Yards Unterschied ergeben sich
aus der wirklichen und aus der mit Hilfe der
Karte ermittelten Linge der Strecke AB?

b) Es sei AB die Linge der Seite eines Qua-
drates Wicviel Hektar Flicheninhalt besitzt
dieses Quadrat in Wirklichkeit? Welcher
Flacheninhalt ergibt sich fiir das Quadrat
aus den Ablesungen an Hand der Karte?

(1 Yard = 09144 m; 1 acre = 0,4047 ha;
640 acres = 1 Quadratmeile)

A 507 Der Beweis fiir den Satz ,Jeder
Peripheriewinkel ist kongruent zu dem zuge-
horigen Sehnentangentenwinkel” wird in sei-
nen einzelnen Schritten nachstehend in Kurz-
form wiedergegeben. Es sind in die vorgesehe-
nen Zeilen jeweils die Begriindungen fiir die
Gleichheitsaussagen einzutragen.

In der nachstehenden Abbildung ist die
Gerade XY Tangente an den Kreis k; sie
beriihrt den Kreis im Punkte F. DP ist
Durchmesser des Kreises, O sein Mittelpunkt.
Beweis: J)

A

%

Y

¥ DPX =90°
*CPX + £ DPC=90°
£ DCP=90°

¥ PDC+ ¥ DPC=90°
¥PAC= ¥ PDC
Folglich

¥PAC= & CPX
¥xCPX + xCPY=180°
£ CBP+ xPAC=180°

¥PAC=xCPX
Folglich
«CBP= xCPY (G 11) -

A 508 Die Schenkel des Winkels xDOC
werden von zwei parallelen Geraden 4B und
CD geschnitten (siche Zeichnung).

a) Ermittle die Linge der Strecke BD.

b) Bestimme das Verhiltnis aus den MabB-
zahlen der Flicheninhalte der Dreiecke OAD
und ACD, der Dreiecke BCD und ACD, der
Dreiecke AOB und COD. D

Am 3. Juni 1969 wurden in allen Regionen
(vergleichbar unseren Bezirken) Tanzanias
Priifungsarbeiten geschrieben: Arbeit in
Gruppen A4 und B; reine Arbeitszeit: 150 Mi-
nuten; gestelite Aufgaben: 20; erreichbare
Punkte: 100. Dieser AbschluB ist vergleichbar
dem unseres 10. Schuljahres. Sechs der
20 Aufgaben veréffentlichen wir. Fachlehrer
aus der DDR unterrichten jeweils zwei Jahre
in Tanzania. Dies ist ein echtes Zeichen ziel-
strebiger und [reundschaftlicher Zusammen-
arbeit zwischen beiden Staaten. Wir danken
dem Mathematikfachlehrer S. Wengel, z. Z.
Moshi (Tanzania), fiir die Ubersendung des
Materials.
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Rund um das Schachbrett, Teil 2

Matt in zwei Ziigen

Wir finden in Zeitungen und Zeitschriften Ofters
Schachaufgaben der Typen ,,Matt in zwei Ziigen",
,-Matt in drei Ziigen ““ u.s. f. In diesem Beitrag erfahren
wir, wie solche Aufgaben zu l6sen sind. Aus Platz-
griinden wird vorausgesetzt, daB die zuldssigen Ziige
der einzelnen Schachsteine sowie die Begriffe ,,einen
Stein schlagen®, ,,dem Konig Schach bieten’ und
,,den Konig mattsetzen‘* bekannt sind. Bei einer Auf-
gabe ,,Matt in zwei Ziigen ‘* hat stets WeiB, der Spieler
mit den weiBen Figuren, den ersten Zug auszufiihren.
Dabei mufl WeiB unter allen mdglichen ersten Ziigen
denjenigen bzw. diejenigen auswihlen, dal — bei jeder
denkbaren Spielweise seines Gegners Schwarz — Weif3
mit einem geeigneten zweiten Zug stets Schwarz
mattsetzen kann.

Wir 16sen die folgende Aufgabe gemeinsam:

a bcdef goh
o | 70 V4 SELS ¢
YA 4 7, VEIR| 7
| Y 7 RV ¢
SVA 4 VA 74 |9
| 4 U4 Wi VA¢
17/ 7= E
2 I%I%I%I% 2
"YU A G 4 |1

abcdefl gh

Matt in zwei Ziigen:

WeilB: Kf8, Th3, g6 (3 Steine)

Schwarz: Kh8, Lg8, h7, g7 (4 Steine)
Es ist iblich, die Ausgangsposition einer solchen
Aufgabe in der Zeichnung und nochmals schriftlich
zu fixieren. Dabei werden fiir die Schachsteine
Konig, Dame, Turm, Laufer und Springer die An-
fangsbuchstaben als Abkiirzungen verwendet. Die
Spalten des Schachbrettes werden mit den Buchstaben
a bis A und die Zeilen mit den Ziffern 1 bis 8 bezeichnet.
Somit bedeutet die Angabe ,,Kf8*‘: ,,Der Konig steht
auf dem Feld der Spalte f und der Zeile 8. Eine
Angabe wie ,,g6* ohne Symbol eines Schachsteines
bedeutet: ,,Ein Bauer steht auf dem Feld der Spalte g
und der Zeile 6. Wir nehmen ein Schachspiel zur
Hand und stellen die in der Aufgabe genannten Steine
in der angegebenen Weise auf das Schachbrett.
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Als erstes iiberpriifen wir, daf} Weifi genau die folgenden
Anfangsziige ausfiihren kann: Th3 — a3, Th3 — b3,
Th3 —¢3, Th3 —d3, Th3 —e3, Th3 —f3, Th3 — g3,
Th3 : h7f, Th3 —h6, Th3 — h5, Th3— h4, Th3 — h2,
Th3 — hl, Kf8 —e8, Kf8 —e7 und g6 : h7.

Dabei bedeutet z.B. ,,Th3 — a3** ,,Der Turm wird
vom Feld h3 auf das Feld a3 gezogen®’, ,,g6 : h7*
,,Der Bauer auf dem Feld g6 schligt den gegnerischen
Stein auf dem Feld h7‘“ und ,,Th3 : h71“ ,,Der Turm
auf dem Feld h3 schligt den gegnerischen Stein auf
dem Feld h7 und bietet Schach .

Als zweites versuchen wir, méglichst viele der fiir Weifs
zuldssigen Anfangsziige gemdf Aufgabenstellung aus-
zuschalten : Mit dem Bauernzug ,,g6 : h7' kann Wei
das Ziel, mit seinem zweiten Zuge Schwarz matt-
zusetzen, nicht mit Sicherheit erreichen. Ein Gegenzug
von Schwarz, der WeiB3 dieses Ziel nicht erreichen
1aBt, ist hier z.B. ,,Lg8 — a2‘. Denn jetzt k6nnte
Weil mit seinem zweiten Zuge nicht einmal Schach
bieten, also erst recht nicht mattsetzen. Auch die
beiden Konigsziige scheiden als Eréffnungsziige fiir
Weill aus: Zur Begriindung geniigt es, fiir Schwarz
einen Gegenzug anzugeben, durch den WeiB das
Ziel der Aufgabe nicht erreichen kann. Ein solcher
Zug ist fir Schwarz ,,Lg8 — a2". Nur mit einem
einzigen seiner mdglichen zweiten Ziige kann Weil}
Schach bieten. Es ist dies ,,Th3 : h71*. Da Schwarz
jetzt durch ,,Kh8 — g8 seinen Konig aus dem
Schach ziehen kann, kann also Weil mit keinem
zweiten Zug mattsetzen. Falls unsere Aufgabe eine
Losung besitzt, muB der erste Zug von Weil also
ein Turmzug sein. Doch auch von Turmziigen kénnen
wir alle bis auf ,,Th3 : h74" und ,,Th3 — h6"* sofort
ausscheiden. Denn bei allen anderen Turmziigen
kénnte Schwarz mit ,,h7 — h6‘ antworten. Steht
dabei der weile Turm nicht mehr auf der Spalte h,
so kann WeiB mit keinem zweiten Zug Schach bieten.
Steht hingegen der weiBe Turm noch auf der Spalte h,
so kann WeiB nur durch den zweiten Zug ,,Th. : h6}*
Schach bieten. Dies ist jedoch keine Mattstellung,
denn Schwarz kann durch ,,g7 : h6** die Schachdro-
hung beseitigen..Von den beiden fiir WeiB verbliebenen
Anfangsziigen scheidet weiterhin ,,Th3 : h7f* aus



Denn wenn Schwarz mit ,,Lg8 : h7* pariert, kann
WeiB im zweiten Zug nicht einmal Schach bieten.

Als drittes weisen wir nach, daf der eine fiir Weif8
verbliebene Anfangszug ,,Th3 — h6** Lisung ist. Auf
unserem Schachbrett filhren wir diesen Zug aus. Es
muB gezeigt werden, daB bei jedem Gegenzug von
Schwarz WeiB mit seinem zweiten Zug das Matt
erzwingen kann. Die siamtlichen Gegenziige von
Schwarzsind Lg8 —a2, Lg8 — b3, Lg8 —c4, Lg8—d5,
Lg8 — e6, Lg8 — f7 und g7 : hé6.

Der zweite Zug von WeiB hingt von dem von Schwarz
ausgefiihrten Zuge ab. Fithrt Schwarz einen Lauferzug
aus, so setzt Weil mittels ,,Th6 : h7+ “ seinen Gegner
matt. (Das Zeichen # bedeutet ,,matt".) Fithrt hin-
gegen Schwarz den Bauernzug aus, so pariert Weil3
mittels ,,g6 — g7+ erfolgreich. Also lautet der
Losungszug der Aufgabe ,,Th3 — h6*.

Wir losen selbsténdig :

Aufgabe I : Matt in zwei Ziigen
WeiB: Ka3, Dg7, Tcl, Lbl, d3 (5 Steine)
Schwarz: Kd2, e3, f6 (3 Steine)

Aufgabe 2: Matt in zwei Ziigen
Weill: Kf3, Da5, Se5, Sgb6 (4 Steine)
Schwarz: Kd4, c6, d7 (3 Steine)

Abschliefend lassen wir uns noch mitteilen :

1. Bei einer Aufgabe ,,Matt in drei Ziigen* hat eben-
falls WeiBl den ersten Zug auszufiihren. WeiB hat so zu
spielen, daB er spitestens mit seinem dritten Zug
seinen Gegner mattsetzt, und zwar bei beliebiger Spiel-
weise von Schwarz.

2. Nicht unbedingt muBl bei Aufgaben ,,Matt in drei
Ziigen ', ,,Matt in vier Ziigen ‘‘u.s.w. die Zahl der Ziige
angegeben sein. Oftmals lautet unter Nichtangabe
der Maximalzahl zulédssiger Ziige die Aufgabenstellung
nur ,,WeiB zieht und gewinnt“". Eine solche Aufgabe
hat ebenfalls entweder keine, eine oder mehrere

Losungen (geeignete, erste Ziige fiir WeiB). Hat eine
Aufgabe ,,WeiB zieht und gewinnt‘‘ keine Losung, so
kann zur gleichen Ausgangsposition auf dem Schach-
brett die Problemstellung ,,WeiB zieht und hilt remis
betrachtet werden. Ein Schachspieler S oder ein fiir
das Schachspielen programmierter Rechenautomat R,
der zu jeder Ausgangsposition die Problemstellung
,, WeiB zieht und gewinnt” und gegebenenfalls auch
,,WeiB zieht und hilt remis‘* Gberblickt, wiirde die
Theorie des Schachspiels vollstindig beherrschen.
Man wiirde dann sagen, $ bzw. R konnen mit opti-
maler Strategie Schach spielen. Jedoch gibt es heute
noch keinen Schachspieler und auch noch keinen fiir
das Schachspiel programmierten Rechenautomaten,
die die Theorie des Schachspieles vollstindig beherr-
schen. Es ist nicht anzunehmen, daB der vom Schach-
exweltmeister Dr. Botwinnik laut Zeitungsmeldung
programmierte Rechenautomat mit optimaler Strate-
gie Schach spielen wird. Denn fiir die Bewiltigung
einer solchen Aufgabe diirften die heutigen Rechen-
automaten zu langsam arbeiten, und ihr Speicherwerk
diirfte zu klein sein. Der Botwinniksche Rechenauto-
mat diirfte jedoch laut Ankiindigung in der Lage sein,
menschliche Weltklassespieler zu schlagen.

3. Von Spielen mit einfacheren Spielregeln als dem
Schachspiel ist die vollstindige Theorie bekannt. Die
alpha-Leser werden in dem Beitrag ,,Wir spielen mit
optimaler Strategie die Theorie einiger einfacher
Spiele kennen lernen.

AbschluBbemerkung : Die drei Aufgaben ,,Matt in
zwei Zigen” dieses Beitrags sind entnommen aus
I. L. Maiselis u. M.M. Judowitsch: Lehrbuch des
Schachspieles, Sportverlag 1969 und aus der Zeit-
schrift ,,.Schach‘* des DSV.

José Raoul Capablanca y Graupera (19. November
1888 in Havanna geb., 8. Mirz 1942 in New York
gest.) war der dritte Schachweltmeister (1921 bis
1927).

Die erste Partie seines Lebens spielte José bereits als
Vierjahriger! Capablanca senior, ebenfalls ein groBer
Schachliebhaber, spielte damals eine Partie mit seinem
Nachbarn. Der kleine José beobachtete schweigend
das Kampfgeschehen. Plotzlich aber mischte er sich
ein: ,,Du hast falsch gezogen, Papa!“

— ,,Waas!?" — | Ja, du bist mit dem Springer von
einem weiBen Feld auf ein anderes weiBes Feld gegan-
gen. So zieht ein Springer nicht!” — Der Steppke
hatte recht. Zur Belohnung fir seine Aufmerksamkeit
spielte der Vater eine Partie mit dem Sohnchen und —
verlor ...
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XI. Internationale Mathematikolympiade

Losungen der Aufgaben

Die Losungen wurden von Dr. habil. Helmut Bausch

und Dr. Rolf Liders bearbeitet

1. Wir geben hier die Losung von Jiirgen
Schefter wieder.
Es sei a=4k*, wobei k eine natiirliche Zahl
ist, die groBer als 1 ist. Dann gilt
z=n*+a=n*+4k*=(n*+2k?)? - 4n%k?
=(n?+2k%+2nk) (n* + 2k* — 2nk),
z=[(n+ kP +k*] [In—k)* +Kk2].
Nun gilt wegen k> 1
fiir alle natiirlichen Zahlen n

(n+k?>0, (n—k)*=0 und

n+k32+k*>1, (n—k?+k?>1. (2
Beide Faktoren auf der rechten Seite der Glei-
chung (1) sind also groBer als 1.
Die Zahl z=n*+a mit a=4k* und k>1
ist also fiir alle natiirlichen Zahlen n eine
zusammengesetzte Zahl.
Nun gibt es unendlich viele natiirliche Zah-
len k, die groBer als 1 sind, also auch unend-
lich viele natiirliche Zahlen a=4k*, so daB
fir ‘alle natirlichen Zahlen n die Zahl
z=n*+a keine Primzahl ist, womi1 dic Be-
hauptung bewiesen ist.
Bemerkung: Diese elementare zahlentheo-
retische Aufgabe, eine Verallgemcincrung des
Satzes von Sophie Germain (1776 bis 1831),
wonach n*+4 fir keine natiirliche Zahl n,
die groBer als 1 ist, eine Primzahl ist, wurde
von sieben Teilnehmern unserer Mannschalt
vollstindig geldst. Diese Schiiler 15sten die
Aufgabe im Prinzip in derselben Weise, wie
oben dargestellt. Nur ein Schiiler konnte die
Aufgabe nicht vollstindig 16sen.

n

2. Wir geben hier die Losung von Andreas
Felgenhauer wieder.

Zunichst soll bewiesen werden, daB die
Funktion f (x) nicht identisch gleich Null ist.
Es existiert eine reelle Zahl x, so daf
cos(a, +xo)=1. Ferner gilt wegen

cos (g;+x)= —1 fiir alle reellen x

%cos(a +x)+ 1 cos(a +x)+..
1 1 1 1
+2n—_l-cos(a,.+x)g—5—?—...—-2"—_l
1
Z—-l+§m
Daraus folgt
| 1
Sxgzeos(a, +x) 1+ =2,

also f(xg)+0,

womit die obige Behauptung bewiesen ist.
Durch die Anwendung der Additionstheo-
reme erhalten wir ferner
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1
f(x)=cosxcosa|+5cosxcosa2+...
1 . .
+Fcosxcosan—smxsmal
1. — | .
_55""‘5'""1 ...—Fsmxsman,

f{x)=cosx (cosa1 +% cosa,+...

+2_L_1cosan)—sinx (sina‘ +%sina2+

1 .
+2"—_lsma.>.

Setzt man
cosa +;cosa +. +2I cosa =b, (1)
sina +;sma +. +2 sina =c, 2)

wobei b und ¢ Konstanten sind, so erhilt man
Sf(x)=hcosx —csinx. 3)
Gilt nun f(x,)=f(x,)=0, so gilt auch
beosx;—csinx;=0 (i=1,2). (4)
Nun ist aber b*+ ¢*20; denn aus b2 +c*=0
wiirde b=c=0, also wegen (3) f(x)=0 Rir
alle x folgen, was, wie oben bewiesen wurde,
nicht moglich ist.
Daher kdnnen wir in der Gleichung (4) durch
\/b_ZTc_2 dividieren und erhalten

- C0S x_———— sinx =0.(5)
Jhi+ LoJbr+c? i

Wegen

\/bz+c; Jb2+cz

2

und =1 konnen wir

c
br+c? * b24c?
eine reelle Zahl z so wihlen, daB
b
Jbr+c? Jb+c?
Wir erhalten dann aus (5)
cosz cos x,—sinz sinx; =0,
cos (x;+z)=0,

= cosz und

= sinz gilt.

also x, +z =7—2t+tln (6)

@)

wobei f, und ¢, ganze Zahlen sind. Aus (6)
und (7) erhalten wir durch Subtraktion

X3 —x,=(t;—t,)t=mn, wobei

m=t,—t, eine ganze Zahl ist, w.z.b.w.
Bemerkung: Diese goniometrische Aufgabe
wurde von drei Schiilern unserer Mann-
schalt vollstandig geldst. Ein weiterer Schiiler
erhielt 6 Punkte, da der Nachweis dafiir, daf§
die Funktion f(x) nicht identisch gleich Null

n
und xX,+z =§+t2n,

ist, liickenhaft war. Die weiteren Schiiler
konnten nur Teilldsungen bringen (5 Punkte
bzw. in zwei Fillen 4 Punkte), da die not-
wendigen Begriindungen — insbesondere fiir
das nicht identische Verschwinden von f(x) —
unvollstindig waren.

3 Wir geben hier die Losung von Klaus
Neumann wieder.

Es werden der Reihe nach die Fille k=1,
k=5, k=2, k=4 und k=3 behandelt.
I.Fall: k=1

0O.B.d.A. konnen wir annehmen, daf, [alls
ein Tetraeder ABCD mit den geforderten
Elgenschaften existiert,

AB=aund AC=BC=A4D=BD=CD=1

gilt. Wegen der Dreiecksungleichung erhalten
wir zuniichst die notwendige Bedingung a < 2.
Es sei nun M die Mitte der Kante AB. Dann

gilt
_— aZ
CM=DM= \/ 11—
4
Wegen der Dreiecksungleichung(in dem Drei-

eck CMD) gilt ferner
CM +DM > CD, also

aZ
2\/1—7>l, 4—a’>1, a*<3;

wir erhalten also die weitere notwendige
Bedingung a<./3. (1)
Ist nun diese Bedmgung erfulll., so gxll auch
., CM+CD>DM und DM+CD>CM,
d.h. es existiert ein Dreieck CMD mit den
oben angegebenen Seitenldngen.

Daraus folgt, daB ein Punkt D auBerhalb der
durch A4, B, C bestimmten Ebene existiert,
so daB AD=BD=CD=1isl. Die angegebene
Bedingung a<\/3 ist also auch hinreichend
fiir die Existenz des Tetraeders ABCD.

2.Fall: k=5.

Dieser Fall 148t sich auf den Fall k=1 zuriick-
fithren, wobei nur die Kantenlingen a und 1
zu vertauschen sind. Man erhilt die not-
wendige und hinreichende Bedingung

£<\/5, also a>%\/5. v

3. Fall: k=2.

3.1. Die beiden Kanten der Linge g mogen
in einem Dreieck licgen. O.B.d.A. konnen wir
dann AC=BC=a, AB=1 annchmen.
Wegen der Dreiecksungleichung erhalten wir

die notwendige Bedingung 2a> 1, d.h. a>%.



Es sei wieder M die Mitte der Kante AB.
Dann gilt
CD+DM>CM,

1 = 1
1 1+=./3> [a®>—-,
also +2\/ \/a 2

= 3 1
1 I+i>a?—-,
+J 4—4 a—;

a’<2+/3, dh a<\/2+ﬁ.

Andereieits gli aber_auch
DM+CM>CD,

also %\/§+\/az —_:>1,

, 1 1 =
——>1-=/3>0,
\/" i

(3)

also a

“)
Man erhilt also die notwendige Bedingung

\/2—\/§<a<\/2+\/§. 5

Ist aber diese Bedingung erfiillt, so existiert
das Dreieck DMC, also auch das Tetraeder
ABCD. Die Bedingung (5) ist also im Falle
3.1. notwendig und hinreichend.

3.2. Die beiden Kanten der Linge a mégen
nicht in einem Dreieck liegen. O.B.d.A. kén-
nen wir dann AB=CD=a annchmen.

Wir erhalten wieder die notwendigen Bedin-
gungen a>2

_ — 2 -
und wegen CM=DM=\/1—%, CD=a

7
2\/1—%>a, 4—a?>a? 2a*<4,

also  a<2 (6)
Diese Bedingung ist aber im Falle 3.2. auch
hinreichend; denn in diesem Falle 1dBt sich
stets ein Tetraeder mit den geforderten Eigen-
schaften konstruieren.

Aus (5) und (6) folgt, daB im Falle k =2 not-
wendig und hinreichend fiir die Existenz
eines Tetraeders mit den geforderten Eigen-
schaften die Bedingung

a<\/2+J§ ist. )
4.Fall: k=4.

Auch dieser Fall Jift sich auf den Fall k=2
zuriickfiihren, indem die Kantenlingen g und
1 vertauscht werden.

Man erhilt die notwendige und hinreichende
Bedingung

1 —_
;<\/2+J3.
a>—'—=\/2—ﬁ. ®)

\/2+J§

also

J.Fall: k=3.

5.1. Es sei a>%J§. ©)

Enn Eistiert ein Tetr:ﬂer lit _
AB=BC=CA=1 und DA=DB=DC=a;
denn, wenn S der Schwerpunkt des gleichseiti-

gen Dreiecks ABC ist, so hat man nur eine
Senkrechte SD auf der Ebene dieses Dreiecks

zu errichten mit 5=\/az —(% \/5)2.
was wegen a>§\/§ immer moglich ist.

5.2. Essei a<J§.

Dann existiert ein Tetraeder mit
AB=BC=CA=a und m=§_D=R=1;
denn analog wie in 5.1. wihlt man den

Punkt D so, daB§_D_=\/l—<§\/§ 2

(10)

was wegen a<./3 immer méglich ist. Da die
durch die Bedingungen (9) und (10) festgeleg-
ten Intervalle einander iiberschneiden, ist
im Falle k=3 fiir alle reellen positiven a die
Existenz des Tetraeders mit den geforderten
Eigenschalten nachgewiesen.
Zusammenfassung: Notwendig und hinrei-
chend fiir die Existenz eines Tetraeders mit
den geforderten Eigenschafien sind die fol-
genden Bedingungen:

im Falle

k=1: 0<a<,/3,

Bemerkung : Fiin{ Teilnehmer unserer Mann-
schalt haben diese Aufgabe vollstindig ge-
l16st. Zwei Teilnehmer konnten nicht alle
Fille richtig begriinden und erhielten daher
nur 5 bzw. 4 Punkte. Ein Teilnehmer hat
diese Aufgabe wegen Zeitmangel nicht mehr
behandelt.

4. Es seien M, die Mittelpunkte und r; die
Radien der Kreise y; (i=1,2,3). N; seien die
Projektionen von M; auf AB, O sei der
Mittelpunkt von y (vgl. die Abb.).

Ferner setzen wir R=a, a=b, E=c,
a+b+c

— =S
O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dafl N, auf
der Strecke AD liegt. Wir berechnen zuniichst
die Radien r, und r;.

Da N, der Beriihrungspunkt des Kreises 7,
mit AB ist, gilt in dem rechtwinkligen Dreieck
OM;N,

N T D D C
N,0=N,D+DB~0B=r,+4-,

AD=p, DB=gq=c—p,

M)N,=r,
und, da der Kreis y, den Kreis y mit dem

Radius g von innen beriihrt,

0M2=E—r
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also nach dem Satz des Pythagoras

N, fc 2
(rz+q—;) +r2=(§—r2) . Daraus

2
c
(r,+q)—cq—cr, +Z+r§
o 2
=7ty r,+q9l=cq=a’

folgt

und hieraus wegen r, +¢>0, a>0

r,+q=a, also r,=a—gq. (§))
Analog erhilt man aus dem rechtwinkligen
Dreieck ON; M,

A N0

Nun berechnen wir den Radius r, des Krei-
ses y,. Bezeichnet man die Berithrungspunkte
dieses Kreises mit den Katheten des recht-
winkligen Dreiecks ABC mit T, und T, so ist
das Viereck CT,M,T, ein Quadrat. Nach
einem Satz iiber den Abstand eines Eck-
punktes eines Dreiecks von den Beriihrungs-
punkten des Inkreises gilt CT, =s—¢, also in
dem vorliegenden Fall ri=s—c.

Ferner erhidlt man wegen (1) und (2)

L MN,+ MN ) =2 (r, 1)

272 3

)

1 1
—2-(BN2+BN3)=§(q+r1+q—r3)

=%(2q+a—q—b+p)=%(a+c—b)

=s—b=BN,, @)
was wieder nach dem obigen Satz gilt, weil N
der Beriihrungspunkt des Inkreises des Drei-
ecks ABC mit der Seite AB ist.
Aus (3) und (4) folgt nun, daB M, der Mittel-
punkt der Strecke M, M ist. Die drei Punkte
M,, M,, M, liegen also auf einer Geraden.
Daher beriihrt die zu AB beziiglich der
Geraden M,M, symmetrisch gelegene Ge-
rade ebenfalls die drei Kreise y, y, und y,,
womit bewiesen ist, daB diese Kreise aufler
der Tangente AB noch eine zweite gemein-
same Tangente haben.
Bemerkung: Diese Aufgabe wurde von drei
Schiilern unserer Mannschaft vollstindig ge-
16st. Allerdings gelang es den Schiilern nicht,
eine einfache elementargeometrische Losung,
wie sie oben gegeben wurde, zu finden; sie
stiitzten sich auf die Koordinatengeometrie,
bercchneten die Koordinaten der Punkte M,
M, M ; und wiesen dann nach, daB diese drei
Punkte aul einer Geraden liegen, ein Ver-
fabren, das mit einem erheblichen Rechen-
aufwand verbunden ist.
Drei Schiiler konnten die Losung nicht voll-
stindig angeben; sie erhielten 5 bzw. 4 Punkte.
Die iibrigen beiden Schiiler kamen kaum
iiber einen allgemeinen Ansatz hinaus. (2
Punkte bzw. 1 Punkt).
Es zeigte sich, daB wunsere Schiiler auf
dem Gebiete der elementaren Geometrie
noch nicht iiber geniigend sichere Fertig-
keiten verfiigen. Es ist daher notwendig,

17



auch den Problemen der Elementargeome-
tric in den mathematischen Zirkeln und
Arbeitsgemeinschaften mehr Aufmerksam-
keit zu widmen

S. Wir geben hier die Losung von Wolfgang
Burmeister mit geringfiigigen Verinderungen
und Erginzungen wieder.

Es wird zunidchst der Fall n=5 untersucht.
Hierbei sind genau drei Unterfille moglich:
1. Die fiinf Punkte sind Eckpunkte eines
konvexen Fiinfecks. Dann ist die Behauptung
bereits bewiesen, da beliebige vier von diesen
fiinf Punkten ein konvexes Viereck bilden.

2. Vier der fiinf Punkte sind Eckpunkite eines
konvexen Vierecks, in . dessen Innern der
fiinfte Punkt liegt. Auch in diesem Falle trifft
die Behauptung zu

3. Drei Punkte A, B. C bilden ein Dreieck,
in dessen Innemn die tibrigen beiden Punkte D
und E liegen (vgl. die Abb.).

Die Gerade DE hat dann mit zwei Seiten des
Dreiecks ABC je einen inneren Punkt P bzw.
Q gemeinsam; denn nach Voraussetzung
kann DE nicht durch einen der Eckpunkte
des Dreiecks ABC gehen.

O.B.d.A. k6nnen wir annehmen, da8 P auf
AB und Q aul AC liegt Dann ist aber das
Viereck BCED ein konvexes Viereck, da die
beiden Diagonalen BE und CD im Innern
dieses Vierecks liegen. Zu fiinf beliebigen
Punkten einer Ebene, von denen keine drei
auf einer Geraden liegen, gibt es also wenig-
stens ein konvexes Viereck, dessen Eckpunkte
unter den gegebenen Punkten vorkommen.
Sind nun n Punkte mit n>4 gegeben, so kann

man aus ihnen (:) verschiedene Teilmengen

von j¢ 5 Punkten bilden. In jeder dieser
Teilmengen gibt es aber, wie oben bewiesen
wurde, vier Punkte, die ein konvexes Viereck
bilden. Andererseits kann ein solches Viereck
hochstens zu n—4 dieser Teilmengen von
jc 5 Punkten gehoren Die Gesamtzahl aller
dieser konvexen Vierecke ist daher gréBer

oder gleich
1 n
rm=-L (5)
Es ist jetzt nur noch zu zeigen, daB fiir alle n,
die groBer als 4 sind,

f(n)="%() g(n)= (” 3) @

Zunichst erhalten wir f(5)=g(5) und
J(6)=g(6). Firn=7 gilt
f(n) n{n—1){n—2)(n—3)-2 n(n+1)+6
gin)  120-(n—3)(n—4) 60

2 n(n+1)+6_62
tsm_a > 6 26 "
also f(n)>g(n).

(1

3
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Damit ist bewiesen, daB man wenigstens
(";3) konvexe Vierecke finden kann, deren

Eckpunkte unter den gegebenen n Punkten
vorkommen.

Wegen f(n)>g(n) fir n>6 stellt die Glei-
chung (1) sogar eine Verschirfung der zu
beweisenden Behauptung dar, d.h., es gibt

sogar mindestens % (’;) konvexe Vierecke.

Bemerkung: Diese geometrisch-kombinato-
rische Aufgabe wurde von funf Schiilern
unserer Mannschaft vollstindig geldst. Zwei
von diesen Schiilern gelang der Nachweis ei-
ner Verschdrfung der zu beweisenden Relation;
man kann ndmlich sogar, wie oben gezeigt

wurde, mindestens %(g) konvexe Vier-

ecke der geforderten Eigenschalt finden. Fiir
diese Erkenntnis erhielten sie, wie auch
einige andere Teilnehmer der Olympiade,
eine besondere Anerkennung fiir die gute
Losung einer Aufgabe.

Die drei anderen Schiiler erhielten nur 5 bzw.
4 Punkte, da die Beweisliihrung im Falle
n>5 nicht vollstindig war bzw. fehlte.

6. Setzt man D, =x,y, —z2>0,

D,=x,y;~23>0, so erhilt man
xy;=Dy+2}, x9,=D;+23.

Fiir den Nenner der linken Seite der behaup-

teten Ungleichung (s. Heft 5, S. 100) ergibt

sich dann die Abschitzung m

(x4 %) (1 + y2) — (2, + 2,)°

=D, +Dz+x1}’z+xz}’1 —22122

=D +D, + 1y1_22122

X
=D1+D1+—(D2+zz)+—(D,+z§)—22,zz
=D, +Dz+( D2+ D,—2JD D)
xl wd N D
+( 2+ —22,zz>+2\/D1Dz
X2 Xy

=<JD—l+JD_z)’+(\/j—:Dz— ;D>
+< ﬂZz—\/ﬁzl)zg(\/l)_l"‘\/D_z)z )
X, Xy .

8
(1 + %) 01 +y2) — (2, +2,)

Folglich gilt
8

S__—-—.
WD,+JDy* .
Ferner gilt wegen /D, +./D,22%/D,D,

3)

— +— 4)
(\/Dl +\/Dz) JD Dz D, Dz
Aus (3) und (4) ergibt sich unmittelbar die
zu beweisende Ungleichung (1).
Nun gilt das Gleichheitszeichen in (2) genau
dann, wenn

X
/ ‘Dz_\/—D,,dh x,JD,—szDl, 5)
und wenn

\/ zz—\/ 2y, d.h. x,2,=x,2,.

©)

Ferner gilt das Gleichheitszeichen in (4)
genau dann, wenn

D,=D,. 0}
Wegen (5), (6) und (7) gilt daher das Gleich-
heitszeichen in (1) genau dann, wenn D, =D,
und x, =x, und z; =2z,.
Das ist aber genau dann der Fall, wenn
x,=x, und y, =y, und z;=z,.
Diese Bedingungen sind daher notwendig
und hinreichend fiir die Giiltigkeit des Gleich-
heitszeichens in der bewiesenen Ungleichung
(1).
Bemerkung: Die vorliegende Aufgabe war
die schwierigste unter den sechs gestellten
Aufgaben. Keinem unserer Schiiler gelang
der vollstindige Nachweis [ir die Richtig-
keit der gegebenen Ungleichung. Es konnten
nur Teilergebnisse erreicht werden, z. B. der
Nachweis der Ungleichung fir den Fall
(g ~x3) (ry — 2} 20.
Zwei Schiiler erhielten je 5 Punkte, zwei
weitere je 4 Punkte, drei Schiiler je 3 Punkte
und ein Schiiler nur 2 Punkte. Da Unglei-
chungen dieser Art in der Analysis gelegent-
lich auftreten, ist es notwendig, das Losen
auch solcher Ungleichungen, bei denen die
Anwendung der bekannten Methoden nicht
unmittelbar zum Ziel fiihrt, hduliger zu iiben.

Fortsetzamg zur Aufgabe
von Prof. Dr. H. Sachs (4/69)

Beachten wir, dal fiir die in der Aufgabe
genannten Figuren aufgrund von (IV) s=1
gilt, so erhalten wir aus (2) sogleich die
behauptete Beziehung

Sf=n+2
3. Betrachten wir zunidchst den Fall n=0;
die Figur F hat dann keinen Knotenpunkt,
jede ihrer s Komponenten ist eine einfach
geschlossene Kurve.
Erste Induktion nach der Anzahl s der Kom-
ponenten:
Im Falle n=0 und s=1 sind die Behauptun-
gen (A) und (B) offenbar richtig, denn dann
haben wir eine einzige geschlossene Kurve,
welche die Ebene in zwei getrennte Gebiete
zerlegt. Nun nehmen wir an, die Behauptun-
gen seien schon bewiesen fiir n=0 und
s=12 ..., § (S21); wir wollen zeigen, daB
sie dann auch fir n=0und s= S + 1 zutreffen.
F sei eine Figur mit n=0 und s=S+1; F be-
steht also aus S+1 einfach geschlossenen,



sich gegenseitig nicht schneidenden Kurven.
Unter diesen gibt es gewiB (mindestens) eine,
etwa C, in deren Innerem keine weitere der
Kurven liegt. Diese denken wir uns geloscht
und erhalten so eine Figur F' mit n=0 und
s=3§, fiir die also nach Induktionsannahme
die Behauptungen (A) und (B) gelten. Fiigen
wir C wieder hinzu, so wachsen f und s je
um 1, wihrend n ungeédndert bleibt (ndmlich
n=0 in beiden Fillen). AuBerdem gewinnen
wir eine Zweifirbung der Gebiete von F in
der verlangten Art, indem wir eine solche
Zweifirbung der Gebiete von F' vornehmen,
die Kurve C hinzufiigen und das Innere von
C ,,umfdarben“.

Der InduktionsschluB sichert nun, daB die
Behauptungen (A) und (B) fir jede Figur F
mit n=0 gelten.

4. Nachdem wir die Giiltigkeit der Behaup-
tungen fir den Fall n=0 gesichert haben,
fiihren wir nun eine zweite Induktion nach der
Anzahl n der Knotenpunkte (bei beliebigem
5) durch. Wir nehmen an, die Behauptungen
seien schon bewiesen fiir n=0, 1, 2, ..., N
(N 20) und alle s; wir wollen zeigen, daB sie
dann auch fiir n=N +1 und alle s zutrelfen.
Dazu nehmen wir eine Figur F mit n=N+1

her, wiihlen einen beliebigen ihrer Knoten-’

punkte aus und ,;schneiden ihn durch” (siehe
Abb. 1).

X - X
(Diese Durchschneidung kann aufl zwei ver-
schiedene Weisen erfolgen; es ist gleichgiiltig,
welche der beiden wir wihlen.)
Man iiberlegt sich leicht, daB die entstandene
Figur F” ebenfalls durch Zeichnen einer
Anzahl geschlossener Linien erzeugt werden
kann und daB sie den Bedingungen (1I) und
(IT) geniigt. Da F” genau N Knotenpunkte
besitzt, gelten nach Induktionsannahme fiir
F” die Aussagen (A) und (B). Kehren wir nun
von F” zu F zuriick, indem wir die Durch-
schneidung riickgingig machen, so ist sofort
zu sehen, wie sich aus einer Zweildrbung der
Gebiete von F” auch eine Zweildrbung der
Gebiete von F ergibt — die Aussage (B) trifft
also auch fiir F zu. Um zu sehen, daB auch (A)
zutrifft, bezeichnen wir die zu F” gehérigen
mit f”, n”, s”; nach Induktionsannahme gilt
dann
(B)  fr=n"+s5"+1
Nun konnen, wie man sich leicht klarmacht,
bei der Durchschneidung des Knotenpunktes
zwei Fille auftreten:
Entweder nimmt die Anzahl der Komponen-
ten um 1 zu; dann idndert sich die Anzahl der
Gebiete nicht, und wir haben
@4 f'=f,n"=n-—1, s"=s+1,
oder die Anzahl der Komponenten #ndert
sich nicht; dann vermindert sich die Anzahl
der Gebiete um 1, und es gilt
S f'=f—-, n"=n—-1, s"=s.

Sowohl aus (4) als auch aus (5) [olgt wegen (3)
die behauptete Relation

f=n+s+1,
die Aussage (A) trifft also auch auf F zu.
Induktion nach n liefert damit die Giiltigkeit
der Aussagen (A) und (B) fiir alle betrachteten
Figuren F.

5. Wir wollen fiir die Behauptung (B) noch
einen weiteren, besonders eleganten Beweis
angeben. Dazu setzen wir zunidchst zusitz-
lich voraus, daB keine Kurven C,, C,, ..., C,,
sich selber schneidet. Dann zerlegt jede dieser
Kurven C, die Ebene in zwei getrennte Teile:
in das Innere von C, und das AuBere von C,,.
G bezeichne ein Gebiet der Figur F, und
A(G) sei die Anzahl derjenigen unter den
Kurven C,, C,, ..., C,, die G im Innern ent-
halten. Dann ist klar: Beim Uberschreiten
ciner der Kurven C,(nicht gerade in einem
der Knotenpunkte) dndert sich 1(G) genau
um 1. Daraus folgt:

Geben wir allen Gebieten G, fiir die A(G)
ungerade ist, die Farbe 1, und allen Gebie-
ten G’ fur die A(G’) gerade ist, die Farbe 2,
so haben benachbarte Gebicte gewiB ver-
schiedene Farben, und damit haben wir eine
Zweildrbung der verlangten Art schon ge-
wonnen. — Die Ausdehnung des Beweises
auf den allgemeinen Fall moge dem Leser
iiberlassen bleiben.

6. SchlieBlich bleibt noch die in der Aufgabe
formulierte Behauptung c) zu beweisen. Dazu
nehmen wir zunichst eine Zweifdrbung der
Gebiete gemiB (B) vor. Allen Gebieten der
Farbe 1 ordnen wir nun den positiven, allen
Gebieten der Farbe 2 den negativen Umlaul-
sinn zu; dadurch ist zugleich, wie in Abb. 2
dargestellt, jeder der Kanten eindeutig eine
Richtung zugeordnet, und in einem Knoten-
punkt treffen stets die beiden Spitzen oder
die beiden Enden der beiden zur gleichen

StraBe gehorigen Pfeile zusammen. Daraul
bauen wir die Briicken so, daB eine Strafie
dort, wo zwei auf ihr gezeichnete Pfeilspitzen
zusammentreffen, auf der Briicke verlduft,
wihrend sie dort, wo zwei auf ihr gezeichnete
Pfeilenden zusammentreffen, unter der Briicke
hindurchgeht (Abb. 3). DaB das so gebaute
StraBensystem die in der Behauptung c)
formulierten Eigenschaften hat, ist unmittel-

bar einzusehen; es wird besonders deutlich,
wenn wir annehmen, daB sich die Briicken
iiber die Ebene erheben. Die Richtung des
Pfeiles stimmt dann jeweils mit der Richtung,
in der die StraBe ansteigt, iiberein.

4 421 Im ungiinstigsten Falle werden dem
Korb bei dreimaligem Hineingreifen ab-
wechselnd je eine rote, eine griine und eine
blaue Kugel entnommen. Nachdem 27 Ku-
geln aus dem Korb genommen wurden, sind
im ungiinstigsten Falle 9 rote, 9 griine und
9 blaue Kugeln vorhanden. Erst nachdem
man dem Korb 28 Kugeln entnommen hat,
erhilt man mit Sicherheit 10 Kugeln der
gleichen Farbe.

A 422 Unsere Untersuchung beschrinkt
sich auf die Zahlen 29, 38,47 und 56. Die Zahl
65 scheidet bereits aus, da- 2-65-20=110
bereits eine dreistellige Zahl ergibt.

n 29 38 47 56

2-n 58 76 94 112

2-n—20 38 56 74 92
Aus der Tabelle erkennen wir, daB es genau
eine Losung gibt; die Zahl heidt 47.

A 423 Aus19+4=23und 23-13=10und
10 : 2=5 folgt, daB die gedachte Zahl 5 lautet.
Oder: Es sei n die gedachte Zahl, dann gilt
n-2+13-4=19, n-2+9=19, n-2=10,
also n=5.

W5 = 424 Birgit sei gegenwirtig n Jahre
alt; dann ist ithr Bruder Wolfram (n+ 10)
Jahre alt.

n 1 23 456 789 10
n+10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Aus der Tabelle erkennen wir:

Nur fiir die Zahlen 5 und 15 trifft der Sach-
verhalt der Aufgabe zu, dal Wolfram dreimal
so alt wie Birgit ist. Deshalb ist Birgit gegen-
wirtig vier Jahre alt. In sechs Jahren ist
Wolfram zweimal so alt wie Birgit.

W5 m 425 Es seien m und n die beiden
Summanden; die groBtmoglichen Summan-
den und ihr Produkt sind in der nachstehen-
den Tabelle erfaBt.

m 0123456789
n 19 18 17 16 15 14 13 12 11 10

m-n 0 18 34 48 60 70 78 84 88 90
Das Produkt ist in jedem Fall eine zwei-

‘stellige Zahl.

A 426 Es sei n die von Bernd gedachte
Zahl; dabei gelte n=2, 3, 4, ..., 9. Bernd hat
folgende Rechenoperationen auszuliihren:
n-27-37=n-999=1000n—n.

n 2 K 9
1000n—n 1998 2797 8991
letzte Zilfer 8 7 . . . 1

Aus der Tabelle erkennen wir, daB die Summe
aus der gedachten Zahl und der letzten Zilfer
des Ergebnisses stets 10 betrigt. Also hat sich
Bernd die Zahl 3 gedacht.
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A 427 Die erste Stelle der zu ermittelnden
Zabhl ist offensichtlich 1, die zweite Stelle 0.
Wihlen wir fiir die verbleibenden Stellen die
Ziffern 2, 3, 4 und §, so erhalten wir die Zahl
102 345. Die Quersumme dieser Zah! betrigt
15. Damit die gesuchte Zahl durch 9 teilbar
ist, muB ihre Quersumme aber 18 betragen.
Die kleinste Zahl mit der geforderten Eigen-
schall ist demnach 102 348.

A 428 Aus 120 - 25=3000 und

3000 : 5=600 folgt, daB bisher 600 Kannen
mit einem Fassungsvermogen von je 20 Litern
verwendet wurden. Die Molkerei verarbeitet
demnach tiglich 600-20 Liter, das sind
12000 Liter Milch. Nach der Umstellung auf
25-Liter-Kannen waren nur noch 480 Kan-
nen erforderlich, denn 480 - 25 = 12000.

W6 » 429 Fiir die Seiten eines Dreiecks
gilt stets a+b>c. Die moglichen MaB-
zahlen der Lingen der Dreiecksseiten sind
in der nachstehenden Tabelle zusammen-
gestellt.

a 1 2 2 3 3 3 4 4 5
b S 4 5 3.4 5 4 5 5
¢ 5 5 5 5 5 5 5 5 5

Es gibt also genau neun verschiedene Drei-
ecke mit den verlangten Eigenschaften.

W6 = 430 Nachdem der Kreis k, gezeich-
net und der Punkt P festgelegt wurde, zeich-
net man um M, als Mittelpunkt einen Kreis
k, mit dem Radius ry=r,+r,=5 cm. Der
Kreis um P mit r,=3 cm schneidet den
Kreis k, in den Punkten M, und M,'. Es gibt
genau zwei Losungen; die beiden Kreise um
M, und M, als Mittelpunkt mit dem
Radius r, =3 cm erfiillen die gesteliten Bedin-
gungen.

A 431 Das Viereck DSBP ist aul Grund
der Konstruktion ein Parallelogramm, und
es gilt deshalb SB=DP, SB || DP. Aus AB|| CD
und SB| DP folgt £SBA= xPDC. Wegen
AB=CD und SB=DP und ¥SBA= xPDC
gilt AABS=ACDP. Aus der Kongruenz der
Dreiecke folgt AS=CP und ¥SAB= ¥ PCD.
Aus AB| CD und ¥SAB=&PCD folg

As | cP.
/]
\(
A&
A B8
In analoger Weise liBt sich die Parallelitit

der Geraden AP und CS nachweisen. Folg-
lich ist das Viereck ASCP ein Parallelogramm.

(4

20

A 432 Wir konstruieren die Gerade h, die
durch M geht und senkrecht auf der Geraden
g steht. Die Schnittpunkte der Geraden h
mit dem Kreis k seien 4 und A’. Die Ver-
bindungsgerade AP schneidet den Kreis k
in S. Durch P zeichnen wir die Senkrechtc
zu g. Die Gerade MS schneidet diese Senk-
rechte in M’. Der Punkt M’ ist Mittelpunkt
des Kreises k', sein Radius ist ¥ = PM' =SM'.

Begriindung der Konstruktion:

Da das Dreieck AMS gleichschenklig ist,
gilt ¥xSAM = x ASM. Femner gilt

X ASM = ¥ PSM' (Scheitelwinkel) und

¥ SAM= £ SPM’ (Wechselwinkel an den
Parallelen MA und M'P). Daraus folgt
¥ PSM'= £ SPM’. Also ist auch das Dreieck
SPM? gleichschenklig, und es gilt SM'=PM'.
Der Kreis k um M’ mit dem Radius SM’ geht
daher durch die Punkte S und P! Er beriihrt
den Kreis k von auBen, weil die Verbindungs-
gerade der Mittelpunkte M und M’ durch
den gemeinsamen Punkt S der Kreise A und k'
geht. Er berithrt ferner die Gerade g im
Punkt P, weil PM’ | g laut Konstruktion gilt.

A 433 Aus 13x+5y=82 folgt durch Um-
3x=2 Aus den Be-

formung y=16—2x—

dingungen der Aufgabe [lolgt, daB die Dilfe-
renz 3 x — 2 nach einer Belegung der Variablen
x durch 5 teilbar sein soll; das trifft zu fiir
x=4,9 14,19, ....

Nur fiir x=4 wird y positiv. Das Zahlenpaar
{4, 6) ist das einzige, das die Bedingungen
erfiillt.

W7 w434 Axel habe a Mark, Bernd b
Mark gespart. Aus (a+b)+(a—b)=2a und
2a=>50 lolgt a=25, das heiBt, Axel hat 25 M
gespart. Aus (a—b)+a—b=2-(a—b) und
2-(a—b)=10 folgt a—b=5. Aus a=25 und
a—b=>5 folgt b=20, das heiBt, Bernd hat
20 M gespart. Axel hat also mehr gespart.

W7 m 435 Esgilt zaf:b=2+é und
a+2b

b

=2+§. Aus a<b folgt §<1 und

2>1, also E<E und damit auch 2+g<2+l—).
b a b a

Als Ergebnis erhalten wir

2a+b>a+2b
a b

* Tabelle zu a 436

'Lebensalter (in vollen Jahren)

A 436 A sei gegenwirtig a Jahre, B sei
b Jahre und C sei ¢ Jahre alt; die in der
Aufgabe formulierten Angaben sind wie folgt
in einer Tabelle (unten) zusammengestellt:
Man erhilt aus (1) 2a+2b—6¢=0 4)
und durch Subtraktion

aus (4)und (2) 5b—T7c=0, (5)
aus (3) und (2) 2b—2c=24, 6)
b— c=12, ()]
b=12+¢ (8)
Daraus folgt wegen (5)
60+5¢c—7¢=0, ¢=30,
und weiter aus (8) und (1) b=42,
a=48.

Vor x Jahren waren 4 48-x, B 42—«
und C 30— x Jahre alt.

Aus (48 —x)+(42—x)+(30—x)=48 folgt
x=24. Vor 24 Jahren waren A 24, B
und C 6 Jahre alt.
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4 437 Nach dem Lehrsatz des Pythagoras
gilt fir die in der beigefiigten Zeichnung
angegebenen GréBen h, r, s und b:

2 s\? 2
h*+ r+i =(2r+s)%,

2 s z:4 ' s 2
h +(r+2) (r+2),
2

2= s
h 3(r+2),
3 s

8]

Ferner gilt b =2r+2s+h. (2)
K
h /o
( «
fall \

Aus (1) und (2) folgt fiir die gesuchte Breite b
des Blechstreifens

b=2r+25+Jj(r+%).

Mit ,/3~1,732 ergibt sich die Naherungs-
formel
ba:3,732r+2,866s.

W 8 u 438 Angenommen, es existieren zwei
solche Zahlen x und y. O.B.d.A. kénnen wir
x>y annehmen. Dann gilt
x2—yr=(x—y)(x+y)=455=1-5-7-13.
Daraus ergeben sich nur die folgenden vier
Moglichkeiten:

Zeitpunkt von A von B von C Gleichungssystem |
gegenwartig a b ¢ a+b-3¢c =0 (1)
a 3 a a )
b = = = 2a-3b+¢= 0 2
nacthahren 2a 2+b 2+t: a-3b+c (
nach (§+|2) 1 §a+12 S b+12  Z4et12 2a-b-c =2 (3




1. 2. 3. 4.

x—p= 1 x—y=5 x—y=7 x—y=13
x+y=455 x+y=91 x+y=65 x+y=35
Denn wegen x—y<x+y kann x—y nicht
gleich 35, 65, 91 oder 455 sein.

Durch Addition erhilt man aus (1), (2), (3)
und (4) die folgenden vier Losungen:

x, =228, x,=48, x3=36, x,=24,
y1=227. y,=43. y;=29. y,=I1L

Fiir alle diese Zahlenpaare ist wegen (1), (2),
(3) und (4) die Gleichung x? — y* =455 erfiillt.

1
A492 x=1-
=73

1
4 =25 b) x=—
A493 a) x ) x 55
4494 0+3+6+...493+96+4+99
=(0+99)+(3+96)+(6+99)+... +(48+51)
=99-17=1683

A 495 75°%, von 4 ha sind 3 ha;
%x+x+§x=3; x=12

A erhilt 1,1 - 1,2 ha=1,32 ha,
Cerhdlt 0,4- 1,2 ha=048 ha, ...
B erhilt 1,20 ha.

A496 V;=n-4%-21 cm*=336 ncm?;
y=2
4

== V,=252zncm’

%-62h=252n; h=21 n cm~ 66 cm.

4497 a) 2535 : 4,5=56§, dh-1 kg des

Waschmittels kostet 56,33 kr.
b) 4,5:3=1,5; 4,5+ 1,5=6; die neuen Kan-
nen fassen 6 kg Waschmittel. Der alte Preis

fiir 6 kg betrigt 6- 56% kr.=338 kr.

x:112=338:100; x=378,56.
Nach der Preiserhéhung mubBten fir eine
groBere Kanne 378,56 kr. bezahlt werden.

A498 (777=7-7T+7): (77—T)=10,5 ist eine
mogliche Losung.

A 499 Es lassen sich 24 Zahlen bilden;

sie lauten 1234 2134 3124 4123
1243 2143 3142 4132
1324 2314 3214 4213
1342 2341 3241 4231
1423 2413 3412 4312
1432 2431 3421 4321
AS501 a) K=13cm b) A=65cm?
c) V=400cm?
A502 a) (x+0,1x=z b) (a®bc): \Jp=t
c) t= —45
4593 Die Zahlen lauten 40 und 41.

A504 a) BD=5,6cm
b) Aoap: Ascp=5:4; Arco’ Aucp="1:1.
Aqo: Acop=25:18

A 505 56 Sitzplitze

4506 a) Die mit Hilfe der Karte ermittelte
Entfernung AB ist um rund 23 Yards linger
als die wirkliche Entfernung.

b) Der Flicheninhalt betrigt in Wirklich-
keit 259 ha; aus den Ablesungen der Karte
ergibt sich eine Fliche von 266 ha.

Jede beider Aufgaben hat eine Losung:
Aufgabe 1:

Weil Schwarz
1. Zug Dg7—g3 a) Kd2:cl
oder f6—[5
b) e3—e2
c¢) Kd2—e2
2. Zug a) Dg3—el+
b) Dg3—f4+
¢) Dg3—g2+4
Aufgabe 2:
Weil Schwarz
1. Zug Sg6—e7 a) c6—c5
b) d7—d6
oder d7—d5
2. Zug a) Da5—al+
b) Se7:c64

Mitarbeiter gesucht

Wer sendet uns: Aufgaben (mit Ldsungen)
fiir den alpha-Wettbewerb, Berichte iiber die
Arbeit in den Arbeitsgemeinschaften, Bei-
trige fiir alpha-heiter, lustige Begebenheiten
aus Unterricht und Mathematik-Zirkel?
Redaktion alpha

Nicht im Netz verfitzen

Beweis: Gerade benachbarte Paare von Qua-
draten auf einem Schachbrett sind entweder
beide weiB oder beide schwarz. Wir nehmen
an, daB die von uns ausgezeichneten Qua-
drate beide schwarz sind. Dann lauft die
gestellte Aufgabe darauf hinaus, mit 31 Do-
minosteinen 32 weiBe und 30 schwarze Felder
des Schachbretts abzudecken. Da man mit
jedem Dominostein jedoch immer nur ein
weiBes und ein schwarzes Quadrat zugleich
abdecken kann, gibt es fiir die gestellte
Aufgabe keine Losung.

Jedes rechteckige Netz von Quadraten ldBt
sich mit einer schachbrettartigen Musterung
versehen. GemiB den getroffenen Voraus-
setzungen hat das aus den mn Quadraten

bestehende Netz ? weiBe und ebensoviel

schwarze Felder. Da ein Paar von gerade
benachbarten Quadraten stets zur gleichen
Gruppe geh6ren und man mit jeder Rechteck-
tafel nur zwei Quadrate aus verschiedenen
Grupoen ahdecken kann, ist unsere Behaup-
rung bewiesen.

Riitseleien

Klavier, Ubermacht, Umkreisung, Sachte!
Vierlinge, Kreisel

Doppelbedeutung

Delta, Operation, Drehung, Element, Kegel,
Achse, Ebene, Doppelbruch, Endlich, Re-
chenstab — DODEKAEDER

Wer sucht mit?

a) Ist die kleinere Zahl durch 6, die gréBere
durch 7 teilbar, so sicht man gleich, daB 600
und 700 ein solches Zahlenpaar ist und
weiter, daB die beiden Zahlen um ein gemein-
sames Vielfaches von 6 und 7, d.h. um 42
gréBer oder kleiner sein konnen, also z.B.
642 und 742 — dies ist das Zahlenpaar, das
eine Losung der Aufgabe darstellt (oder 558
und 658 usw.).

b) Wenn aber die kleinere Zahl durch 7, die
groBere durch 6 teilbar sein soll, so findet
man nach ein wenig Nachdenken, daB
602=7 - 86 und 702=6 - 117 die gesuchten
Zahlen sind. 644 und 744 sind den unter a)
genannten Zahlenpaaren am nichsten.

Also verkehren auf den StraBen von Lvov
Wagenpaare, die ein arithmetisches Geheim-

nis in sich tragen.
Prof. N. Tschajkovskyj

Kreuzzahlenriitsel
Denksport
3 2
1
2| 14 2 3 3
3 2
a b

Zahlenriitsel
378:9=42
18 :3=6
21 :3=17
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In freien Stunden ﬂi!lhﬂ heiter

...8—9—10... aus!
OL H. Pdtzold, Waren/Miiritz

verfitzen!

Nicht im Netz

Gegeben ist ein rechteckiges Netz von mn Quadraten.
Dabei soll wenigstens eine der beiden Zahlen m, n
geraue sein.

Wir bezeichnen zwei Quadrate des Netzes als unmittel-
bar benachbart, wenn sic genau eine Quadratseite
gemeinsam haben. Ferner heiBen zwei Quadrate des
Netzes gerade benachbart, wenn sich von einem
Punkt aus dem Inneren des einen Quadrates zu einem
inneren Punkt des anderen Quadrates eine Verbin-
dungslinie ziehen liBt, die eine gerade Zahl von
Quadratseiten des Netzes schneidet. (Die Verbindungs-
linie soll keine Knotenpunkte des Netzes treffen.)

Auflerdem stehen an — 1 kongruente rechteckige

Tifelchen von der Art zur Verfiigung, dall man mit
jedem dieser Tafelchen genau zwei unmittelbar be-
nachbarte Quadrate des Netzes ganz iberdecken
kann.

m
IJ
¢ G
1 oG,
8,] ¢

Die Quadrate Q, und Q, sind gerade benachbart.

Es gilt dann die folgende Behauptung:
Fiir ein Netz von mn Quadraten ist keine Uberdeckung
mn

durch 5
vorausgesetzten Eigenschaft in der Weise moglich,
daB aus dem Netz zwei gerade benachbarte Quadrate
von der Uberdeckung ausgeschlossen werden.
Anleitung : Versuche etwa, das Spielfeld eines Schach-
bretts mit Hilfe von 31 Dominosteinen derart zu {iber-
decken, daB zwei gerade benachbarte Quadrate von
der Uberdeckung ausgcschlossen werden. MiBerfolge

1 rechteckige Téifelchen mit der oben

22
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bei diesen Versuchen konnen auf den allgemeinen
Beweisgedanken fiir die obige Behauptung fithren.

Aufgabe: Versuche, das vorliegende Netz von Qua-
draten mit 26 rechteckigen Papierstiicken von 1 mal
2 cm GroBe in der Weise zu liberdecken, daB die Qua-
drate Q, und Q, von der Uberdeckung ausgeschlossen
werden. m

Q.

Die Quadrate Q, und Q; sind nicht gerade benachbart.

Dr. E. Schroder, TH Dresden
Riitseleien
-

V I;'g H. Decker, Kiln
Ungerade Doppelziffern: 11 — 33 — 55— 77 — 99

Im Leben von Karl Friedrich Gaup spielten Doppel-
ziffern eine besondere Rolle!
1777 wurde Gauf geboren
1799 Doktorgrad erworben
1833 Gauf entwickelt gemeinsam mit Weber

den ersten elektromagnetischen Telegraphen
1855 starb Gauf

11 bedeutende mathematische Werke
von Gaufi wurden verdffentlicht
OL H. Pitzold, Waren/Miiritz



Ubrigens . ..

muB3 man manchmal mehr iiberlegen, als man denkt
E. Cz. (aus Eulenspiegel )

Aus Klasse 1 berichtet

Lehrer : Nenne das Gesetz der Addition natiirlicher
Zahlen!
Schiiler : Summand plus Summand gleich Summavit !

ge—
o]
=\,
)
(

bV

Zur Tg. der Math. Ges. Febr. 1969 berichtet

Doppelbedeutung

Die Wérter der folgenden Bedeutung haben in einem
anderen Sinn sdmtlich etwas mit Mathematik zu tun.
Ihre Anfangsbuchstaben ergeben einen geometrischen
Korpér.

. Form einer FluBmiindung

medizinischer Eingriff

. Bewegung beim Tanzen

chemischer Grundstofl

. hélzernes Zubehor fiir eine Sportart

. Teil des Rades

Landschaftsform

zweifache Verletzung z. B. des Armes

. Ausruf beim Eintreten eines langersehnten Ereignisses
. Teil eines Gartengerites

O W WU LA W —

Zur Erleichterung geben wir die benétigten Silben an:
ach - be - bruch — chen —del -dop-dre-e-e—end -
gel — hung - ke - le - lich — ment — ne — 0 - on - pe -
pel —ra — re — se — stab — ta — ti.

OSIR K.-H. Lehmann, V.1.d.V., Berlin

Wer sucht mit?

In der ukrainischen Stadt Lvov verkehren neue,
elegante StraBenbahner:. Jeder Zug besteht aus zwei
zusammengekoppelten Wagen, die mit dreiziffrigen
Zahlen numeriert sii..: Die Nummer des ersten
Wagens ist um 100 kleiner als die des zweiten. Einmal
habe ich bemerkt, daB auf einem Wagenpaar die erste
Nummer durch 6, die andere durch 7 teilbar ist. Da
fiel mir eine Aufgabe ein: ,,Es sind alle dreiziffrigen
Zahlenpaare zu finden, deren Differenz 100 betragt
und deren eine durch 6, die andere durch 7 teilbar ist.

Wer sucht mit?
Prof. Dr. N. Tschaykovskyj, Lvov

Kreuzzahlenritsel

Waagerechi .
Teiler von (10° — 1)
Eine ..vollkommene Zahl*
Vielfaches von 1. waagerecht
Produkt von 9. waagerecht und 14. senkrecht
Produkt von 2 Primzahlen
9. Kubikzahl
10. Vierte Potenz einer ganzen Zahl
12. Das um | vermehrte Produkt der ersten 6 Primzahlen
14. Quadrat der Quersumme von 8. waagerecht
15. Produkt von 2 Primzahlen
17. Teiler von (10* + 1)
18. Teiler von (103 — 1)

o N YW=

Senkrecht :
1. Quadrat der Quersumme von 12. waagerecht
2. Teiler von (10* — 1)
3. Vielfaches von 9. waagerecht
4. Primzahl
6. Kleinstes gemeinsames Vielfaches der ganzen Zahlen 1 bis 10
7. Eine um 2 vermehrte Kubikzahl
11. Ein Faktor von |2. waagerecht
12. Vielfaches einer Quadratzahl
13. Teiler von (10* + 1)
14. Primzahl
16. Teiler von 7. senkrecht (oder: Teiler von 12. waagerecht)

Mathematikfachlehrer F. Sandring, Stendal
Denksport

Gegeben sei die Figur A. Zerlege die Figuren B, C und
D durch gerade Schnitte so, daB jede dieser Figuren
mit 4 zur Deckung gebracht werden kann!

aus: Spiele und Unterhaltungen von A. P. Domerjad
Zahlenriitsel
ACF:G=BE

A= H
A= C

DF
ED

Schiiler Ekkehard Skirl,
Velten bei Berlin (Kl. 9)
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April 1970

Mirz 1970

Mo 2

Di 3 * 1845 Georg Cantor. Wirkte in Halle. Schopfer
der Mengenlehre (t 6. 1. 1918)

Mi 4

DO 5 t 1827 Piere Simon Laplace. Lehrte an der Militar-
Akademie in Paris (* 28. 3. 1749)

Fr 6

Sa 7

Mo 9

Di 10

Mi 11 * 1822 Joseph Bertrand. Wirkte in Paris. Bekannt
hauptsichlich als Verfasser von Lehrbiichern.

Do 12

Fl' 13 * 1879 Albert Einstein.
Schépfer der Relativititstheorie. (1 18. 4. 1955)

Sa 14 * 1864 Josef Kiirschak. Wirkte in Budapest.
Arbeiten zur Variationsrechnung. Jihrlich werden
ihm zu Ehren Mathematikwettbewerbe fiir Schiiler
in der UVR durchgefiihrt. (f 26. 3. 1933)
T 1897 Joseph James Sylvester.Wirkte u. a. in
London. Bedeutende Arbeiten zur Theorie
d. algebr. Gleichungen, d. Determinanten und
Matrizen.(* 3. 9. 1814)

Mo 16

Di 17 1 1782 Daniel Bermoulli

Mi 18 * 1796 Jakob Steiner. Wirkte in Berlin. ( 1. 4. 1863)

Do 19

Fr 20

Sa 21 * 1768 Joseph Fourier. Wirkte in Paris.
Einer der Begriinder der mathematischen Physik.
(t 16. 5. 1830)
Beginn der DDR-Olympiade Mathematik.
t 1953 Gustav Herglotz. Wirkte in Leipzig und
Géttingen.

MO 23 * 1882 Emmy Noether. Wirkte hauptsichlich in
Gattingen. (1 14. 4. 1935)

Di 24

Mi 25

Do 26 Ende der DDR-Olympiade Mathematik.

Fr 27 *1832Car Neumann. Wirkte in Leipzig. (17.5.1925)

Sa 28 * 1749 Pierre Simon Laplace (1 5. 3. 1827)

MO 30 * 1892 Stefan Banach. Wirkte in Lwow. (T 31. 8. 1945)
+ 1559 Adam Ries. Deutscher Rechenmeister.
(* um 1492)

Di 31 * 1596 René Descartes (1 11. 2. 1650)

24

t 1727 Isaac Newton (* 4. 1. 1643)

Mi 1

Do 2

Fl' 3 1 1900 Joseph Bertrand (* 11. 3. 1822)

Sa 4 1 1829 Nils Henrik Abel. Lebte in Christiana.
Trotz der Kiirze seiner Lebenszeit und
des Ausbleibens rechtzeitiger Forderung hat er
bahnbrechend gewirkt, vor allem auf dem Gebiet
der Algebra. (* 25. 8. 1802)

MO 6 + 1528 Albrecht Diirer (* 21. 5. 1471)

Di 7

Mi 8

Do 9 t 1869 Elie Cartan. Wirkte in Paris. Grundiegende
Arbeiten zur Gruppentheorie. (1 6. 5. 1951)

Fr 10 11920 Moritz Kantor. Berihmt durch seine
Vorlesungen zur Geschichte der Mathematik
(Heidelberg) (* 23. 8. 1829)

Sa 11
1 1794 Pierre Dandelin. Wirkte in Frankreich.
Beschiftigte sich mit Kegelschnitten. (1 15. 2. 1847)

Mo 13

Di 14 T 1935 Emmy Noether (* 23. 3. 1882)
* 1629 Christian Huygens (1 8. 7. 1695)

Mi 15 * 1707 Leonhard Euler (1 18. 9. 1783)
* 1452 Leonardo da Vinci (} 2. 5. 1519)

Do 16

Fr 17

Sa 18 t 1955 Albert Einstein (* 14. 3. 1879)
1 1567 Michael Stifel. Wirkte in Jena (* 1487)

Mo 20 T 1932 Guiseppe Peano. Wirkte in Torino.
Grundlegende Arbeiten zur mathematischen Logik
und zur Axiomatik d. nat. Zahlen. (* 27. 8. 1858)

Di 21

Mi 22 * 1811 Otto Hesse (1 4. 8. 1874)
* 1887 Harald Bohr (1 22. 1. 1951)

Do 23

Fr 24

Sa 25 * 1849 Felix Klein. Fundamentale Arbeiten
in Geometrie, Algebra und Funktionentheorie
Konzeption iiber Geometrie im ,,Erlanger
Programm * niedergelegt. (t 22. 6. 1925)

Mo 27

Di 28

Mi 29 * 1854 Henri Poincaré. Wirkte in Paris.
Bahnbrechende Arbeiten auf versch. Gebieten
der Math. ( 17. 7. 1912)

DO 30 * 1777 Carl Friedrich GauB (1 23. 2. 1855)

+ 1957 Conrad Knopp. Verfasser zahlreicher
Lehrbiicher (* 22. 3. 1882)



Wissen, wo ...
Eine Anleitung zum Selbststudium

alpha (Zeitschrift alpha)

2/67 Wissen, wo (Eine Anleitung zum

Selbststudium) H. Herzog/J. Lehmann
1/68 Wissen, wo ... Inhaltsverzeichnis f. d.

Jahrgang 1967

6/68 alpha berichtet J. Lehmann
5/69 An die Leser der Zeitschrift ,,alpha’* A. Markuschewitsch
6/69 alpha berichtet J. Lehmann
alpha-Wettbewerb

1/67, 4/67, 1/68 Bedingungen und Hinweise Redaktion

6/67 Information zum alpha-Wettbewerb/Vorstellung der Jury
2/68, 2/69 alpha-Wettbewerb 1967, 1968; Auswertung,

Preistriger, Statistik Redaktion
4/69 Pioniere des alpha-Wettbewerbs E. Manske
6/69 alpha-Wettbewerb 1969 — Preistrager
Ahnlichkeitslehre
4/67 Guter Mond, du gehst so stille ... L. Gérke
Berichte
1/67 Bericht iiber die VIIL. IMO 1966 J. Lehmann
1/67 Die Deutsche Biicherei im Spiegel von Zahlen
und Fakten S. Giinther
1/67 Intern. MathematikerkongreB 1966 (Moskau) D. Ziegler
2/67 alpha berichtet aus aller Welt
2/67 Mathematischer Leistungsvergleich
Praha—Neubrandenburg J. Lehmann

3/67 Mathematischer Mannschafts-

wettbewerb M. Mithner/G. Schulze

3/67 Schwankt der Fernsehturm? Ww. Zill
3/67 Der Berliner Fernsehturm W. Zill
3/67 Mathematische Wettbewerbe in England
4/67 Auf den Spuren Roald Amundsens S. Meier
4/67 Mathematikolympiaden in Bulgarien S. Bodurow
5/67 Nowosibirsk W. Friedrich
5/67 Aufgaben aus Mathematikbtchern der

Estnischen SSR ’ O. Prints
5/67 Aus der Sowjetunidn berichtet
5/67 Erfahrungsaustausch mit sowjetischen

Wissenschaftlern (Bratsk) H. Werner
6/67 Als Diplommathematiker in Dubna G. LaBner
6/67 Als Mathematiklehrer in Tanzania H. Biichel
6/67 Erndhrung und Leistungsfdhigkeit W. Kraak
1/68 50 Jahre Rote Armee
1/68 Dresden in Zahlen W. Weidauer

1/68 18. Mathematischer Jahreswettbewerb der USA 1967
3/68 Die Aufgabenkommission d. Zentralen

Komitees f. die OJM der DDR H. Karl
3/68 Junge Mathemaliker erlebten Jahrestag
in Rostock ' H. Titze

6/68 GriiBe aus der Demokratischen Republik
Vietnam Nguyen lam Son/H. Tang
6/68 Allunions-Fernolympiade R. Liiders/J. Lehmann

1/69 Messegold fiir PrazisionsreiBzeuge A. Hanisch
2/69 Staatlicher Mathematisch-Physikalischer

Salon, Dresden-Zwinger H. Grétzsch
3/69 Ulrich Zihle berichtet U. Zihle
3/69 alpha berichtet aus aller Welt
3/69. Mathematische Modelle aus der DDR W. GlaB
4/69 Aus der VAR berichtet '
4/69 Multicurve
5/69 20 Jahre Entwicklung des Volksbildungswesens

in der DDR J. Lehmann

6/69 Priifungsaufgaben aus Island G. O. Gestsson

Berufe

3/67 Vermessungsingenieur mit Hochschulstudium w. Zill
6/67 Als Diplommathematiker in Dubna G. LaBner
6/67 Als Mathematiklehrer in Tanzania H. Biichel

2/68 Elektronische Datenverarbeitung — eine Perspektive
2/68 Berufsbild: Chemieanlagenbauer mit und ohne

Abitur J. Ponisch
3/68 Berufsbild: Facharbeiter fiir Daten- )

verarbeitung - Ch. Papendorf
4/68 Berufsbild: Mathematisch-technischer

Assistent ’ G. Paulin
5/68 Berufsbild: Ingenieur fir Programmierung W. Leupold

6/68 Berufsbild: Diplom-Mathematiker (Rechen-
technik und Datenverarbeitung) J. Létzsch, G. Seifert
1/69, 2/69, 3/69, 4/69, 5/69, 6/69 Einfiihrung in die
Elektronische Datenverarbeitung
(Teile 1 bis 6)
2/69 Spezialklassen an mathematischen Fakultdten
4/69 Vom IOM-Teilnehmer zum Doktor-Aspiranten  H. Ernst
5/69 Berufsbild: Hochbauzeichner — ein Beruf fir Madchen

J. Frormann

6/69 Berufsbild: Diplom-Mathematiker H. Girlich
Beweise
2/67 3/67 Beweise durch vollstindige Induktion (1,2) W. Stoye
1/69 Spieglein, Spieglein an der Wand W. Triger
4/69 Mathematikprobleme — selbst gemacht Nazla
Biographien
2/67 Gottfr. Wilh. Leibniz als Mathematiker

(zum 250. Todestag) W. Purkert
4/67 Leonhard Euler 1707 bis 1783 H. Bernhardt
4/67 Gaspard Monge 1746 bis 1818 E. Schroder
5/67 A.J. Chintschin H. Bernhardt

5/67 Aus der Jugend A. J. Chintschins A. Artisow/Muromzewa

1/68 Gedenktage (G. Cantor — H. A. Lorentz —
D. Hilbert — E. Landau)

4/68 August Ferdinand Mabius 1790 bis 1868

1/69 Lew Danowitsch Landau

4/69 Evariste Galois — Mathematiker
und Patriot

5/69 Wir stellen vor:

H. Wulling
B. Zimmermann

E. Hertel/O. Stamfort

Prof. Dr. rer. nat. habil. Frieder Kuhnert J. Gronitz
6/69 Michael Stifel J. Schwarz
6/69 Alexander Ossipowitsch Gelfond H. Boll
Geometrie, darstellende
6/67 Darstellung von Punkt und Gerade

in zugeordneten Normalrissen E. Schréder
1/68 Abstand zweier Punkte im Raum E. Schréder

2/68 Darstellung einer Ebene in zugeordneten

Normalrissen E. Schroder



4/68 Bestimmung der wahren Gestalt

einer ebenen Figur E. Schréder
Geschichte der Mathematik
6/68 Der mathematische Wettstreit in der Antike M. Otto
6/68 ,,Mathematische Manuskripte’ von Karl Marx R. Sperl

1/69 Die ,,Mathematischen Manuskripte*’
von Karl Marx
1/69 Was bedeutet eigentlich ,,x*‘?

Aus ,,Nedelja“* 10/68
Aus ,,Po svetu 11/67

Gleichungen

6/69 Uber Funktionsgleichungen mit

absoluten Betrigen W. Triger

Literatur

4/68 Formen und Formeln, Fr. v. Krbek,
Eine Buchbesprechung
2/69 ,,Werk der Millionen"

W. Arnold
Redaktion alpha

Logik

2/68 Notwendig oder hinreichend —

das ist hier die Frage M. Rehm

Mengenlehre

1/67 Mit Mengen fingt es an! (1)

und Aufgaben dazu W. Walsch/H. Lohse

2/67 Wir operieren mit Mengen (2) W. Walsch
3/67 Wir untersuchen Abbildungen (3) W. Walsch
4/67 Wir 16sen Aufgaben aus der Mengeniehre W. Walsch
2/69 Zweiermengen und geordnete Paare H. Tiede
Olympiadeaufgaben

1/67 Wir ldsen eine Aufgabe der VIII. IMO H. Bausch

1/67 VL. OJM der DDR; Aufgaben d. Kreisolympiade

2/67 VI. OJM, Aufgaben der Bezirksolympiade

3/67 VI. OJM, Aufgaben der DDR-Olympiade

3/67 Preistriger der VI. OJM

4/67 Aufgaben der MO, Schulstufe 1967

4/67 Losungen zur Kreisolympiade 1966

5/67 Mathematikolympiaden in der UdSSR,
Allunionsolympiaden Tbilissi 1967 J. Petrakow

5/67 VI. OJM d. DDR, Lésungen zur Bezirksolympiade

5/67 Eine vorbildliche Jahresarbeit R. Hoppner

6/67 HeiBe Tage in Cetinie, IX. IMO 1967 H. Bausch

6/67 VI. OJM der DDR, Losungen zur DDR-Olympiade

1/68 VII. OJM d. DDR, Aufgabe der Kreisolympiade

2/68 VII. OJM d. DDR, Aufgaben der Bezirksolympiade

3/68 Aufgaben der VII. OJM, DDR-Stufe (15./19. 4. 1968)

3/68 Preistriger d. VII. OJM

4/68 VII. OJM d. DDR, Losungen zu den Aufgaben d. Kreis-
olympiade

5/68 Fiinf 1. Preise — Drei 2. Preise, X. IMO, Preistriger

5/68 Aufgaben der X. IMO

5/68 VII. OJM d. DDR, Losungen zu den Aufgaben d. Bezirks-
olympiade

6/68 X.IMO — Bericht — Losungen W. Burmeister

6/68 Allunionsolympiade R. Liiders/J. Lehmann

6/68 VII. OJM d. DDR, Lésungen zu den Aufgaben d. DDR-
Olympiade

1/69 VIII. OJM, Aufgaben d. Kreisolympiade (17./18. 12. 1968)

2/69 VIII. OJM ¢. DDR, Aufgaben d. Bezirksolympiade

2/69 VII. OJM d. DDR, Lésungen zu den Aufgaben d. Bezirks-
olympiade

3/69 VIII. OJM d. DDR, Aufgaben der DDR-Olympiade
(28. 3. bis 1. 4. 1969)

3/69 Concursul de matematica, Etapa locala — 22 martie 1968
4/69 IX.OJM d. DDR, I. Stufe (Schulolympiade)
5/69 XI. IMO, Bukarest 1969

5/69 Fernolympiade Mathematik, UdSSR 1968
6/69 Sonderbeilage: IX. OJM d. DDR, Ldsungen

J. Lehmann
G. Ulbricht

Planimetrie
1/68, 2/68, 3/68 Nichts Einfacheres als ein

Quadrat H. Wiesemann
5/68 Was ist ein Viereck? L. Gorke
6/68, 1/69, 2/69, 3/69, 5/69 Mit Zirkel und

Zeichendreieck J. Lehmann
1/69 Spieglein, Spieglein an der Wand W. Triager
3/69 Mit Bleistift und Lineal E. Schroder
3/69 Bange machen gilt nicht! — Modell eines

geom. Extremwertproblems Th. Scholk
5/69 Ube sinnvoll — wberall! Anleitung zur Arbeit

am Dreieck G. Pietzsch
6/69 Kleine geometrische Exkursion Th. Scholl
Stereometrie
1/69 FernsehfuBball — reguliire Polyeder E. Schréder
1/69 Aufgaben: FernsehfuBball — regulare

Polyeder E. Schroder
2/69 Der Eulersche Polyedersatz H. Giinther
Ungleichungen
1/68 Eine schwierige Hausaufgabe R. Liders
2/68 Der Lucassche Turm J. Frormann
Unterbaltung
1/68 Hinter die Kulissen geschaut W. Triger
3/68 Wir losen ein Zahlenritsel Th. Scholl
3/68, 4/68, 5/68 Eine Knobelgeschichte 1., 2., 3. Teil ~ W. Triger

4/68 Losungen zum Zahlenritsel v. Th. Scholl (3/68)
6/68 Schon ist so ein Ring(el)spiel J. Frormann

3/69 An welchem Wochentag wurde ich geboren? W. Unze
4/69 Wir stellen ein Zahlenritsel auf W. Trager
6/69 Rund um des Schachbrett J. Lehmann
Verbindung zur Praxis

6/69 Mathematik und Musik Ch. Lange

6/69 Rund um das Schachbrett
6/69 Mathematik-Kalender

K. Kannenberg/J. Lehmann
W. Heinig/J. Lehmann

Zahlenbereiche

5/68 Ube sinnvoll Anleitung zum Rechnen mit

gebrochenen Zahlen G. Pietzsch

Zabhlenfolgen

6/67 Einige Aufgaben iiber Folgen aus den
Schriften des Altertums

3/68, 4/68, 5/68, 6/68 Elementare Zahlenfolgen
1,2,3,4,5, 6. Teil

A. A. Kolosow

H. Lohse
Zahlentheorie

3/69, 4/69, 5/69, 6/69 Rechnen mit Resten

1., 2, 3, 4. Teil G. Lorenz

Zirkel (Arbeitsgemeinschaften)

1/67 Eine Arbeitsgemeinschaft erlebte die

Deutsche Biicherei AG 29. OS Leipzig

5/67 Mathematischer Wettbewerb W. Werner

5/68 Was verbirgt sich hinter: MBZ 8? G. Horn

3/69 Ein Zirkelnachmittag iiber ,,18. Mathem.
Jahreswettbewerb der USA " W. Triger
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