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die die Menschheit bis dahin erlebt hatte, eine Zeit,
die Riesen brauchte und Riesen zeugte, Riesen an
Denkkraft, Leidenschaft und Charakter, an Vielseitig-
keit und Gelehrsamkeit*. Einen Eindruck von den
Fortschritten dieser Zeit moge die Gegeniberstel-
lung zweier Weltkarten aus den Jahren 1470 bzw.
1527 vermitteln. Diese Karten fuiten auf dem jeweils
jiingsten Forschungsstand der geographischen Wis-
senschaften, und die Jahre ihrer Herausgabe umspan-
nen etwa die Lebenszeit Albrecht Diirers.

Die noch dem Mittelalter zuzurechnende Grund-
konzeption der dlteren Karte ordnete die bis zu dieser
Zeit erkundete Welt in das Innere eines Kreises, des-
sen Mittelpunkt sich mit Jerusalem, dem Ausgangs-
punkt der christlichen Glaubenslehre, deckt. Trotz der
ungewohnten Orientierung (Afrika liegt oben, Europa
unten, Asien links) erkennt man die Konturen der
Mittelmeerlédnder, einige Stidte, Fliisse und Gebirge
Europas, den Nil mit seiner Delta-Miindung sowie
das Schwarze und das Rote Meer. Diese in der Zeitzer
Stiftsbibliothek aufbewahrte Karte war urspriinglich
— gemaB der Vorstellung von der Welt als einer
Scheibe — kreisformig und wurde spater beim Ein-
passen in einen Atlas links und rechts ein wenig an-
geschnitten.

Die zweite Karte aus der Thiiringischen Landes-
bibliothek in Weimar stammt von dem portugiesi-
schen Kartographen Diogo Ribeiro. Ihre Entstehung
fiihrt auf politische Motive zuriick. Die bei der Erobe-
rung der Neuen Welt rivalisierenden Spanier und
Portugiesen wollten auch in den neu erworbenen
Gebieten eine klare Grenzziehung herbeifiihren. Au-
Berdem beabsichtigte Kaiser Karl V. mit dieser
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Karte vor den Fiirsten die Weltmacht seines Reiches
zu demonstrieren. Die Kiisten des Atlantik, des Indi-
schen Ozeans, des Mittelmeeres und des Schwarzen
Meeres weisen schon eine weitgehende Ubereinstim-
mung mit neuzeitlichen Darstellungen auf.

In der Zeit zwischen der Entstehung beider Karten
liegen die Entdeckungsfahrten von Christoph Kolum-
bus, Vasco da Gama sowie die Weltumsegelung durch
Magellan. Die Behauptung von der Kugelgestalt
der Erde war nicht mehr eine Hypothese, sondern
wurde jetzt von seemdinnischer Erfahrung gestiitzt.
Karl V. verwies mit Stolz auf die GroBe seines Rei-
ches, in dem die Sonne nicht untergehe.

Die Fortschritte der geographischen Kenntnisse kann
man nicht losgelést von den Zeiterscheinungen des
Humanismus und der Renaissance betrachten. Durch
das Vordringen der Tiirken im &stlichen Mittelmeer,
im Donaugebiet, am Schwarzen und Roten Meer
vom 14. bis 16. Jahrhundert waren die eintriglichen
Handelsverbindungen vor allem der Venezianer und
Genuesen nach Indien, China und Japan unterbrochen.
(Byzariz fiel endgiiltig im Jahre 1453 dem erobernden
Sultan Mohammed II in die Hinde.) Die Suche nach
neuen Wegen zur Wiederherstellung der alten Bezie-
hungen lenkte das Interesse auf die geographische und
kartographische Erfassung bekannter und noch unbe-
kannter Weltteile. Durch die Flucht zahireicher Ge-
lehrter vor den eindringenden Tiirken aus Byzanz,
Alexandrien und verschiedenen griechischen Stidten
nach Italien waren viele antike, arabische und griechi-
sche Schriften und Biicher in italienische Bibliotheken
gelangt. Vermittelnd zwischen Siid und Nord trat
u. a. der Humanist und Gelehrte Regiomontanus

(1436—1476) auf. Von seinen Studienreisen brachte

er groBe Mengen schriftlicher Uberlieferungen von
Philosophen und Gelehrten des Altertums vornehm-
lich mit nach Niirnberg. Auch Diirers Meister Michael
Wolgemut betitigte sich als ein Vermittler antiken
Schrifttums und fiihrte von seinen Italienreisen solche
Schitze mit in die Heimat. So wurde das Interesse



fiir den Wissensstand der Antike in breiten Kreisen
neu belebt. Eine kritische und schopferische Ausein-
andersetzung mit dem Weltbild der Antike fiihrte
zur Uberwindung vieler das ganze Mittelalter iiber
herrschender Glaubensdogmen. Luthers Thesenan-
schlag an der SchloBkirche zu Witlenberg im Jahre
1517 machte auch die inneren Widerspriiche der
katholischen Glaubenslehre vor aller Welt offenbar.
Das Aufbegehren der Bauern gegen die driickende
Belastung durch die Fiirsten und den Klerus griff
wie ein Lauffeuer um sich, wurde jedoch von den
Ritter- und Berufsheeren der Fiirsten mit brutaler
Gewalt niedergeschlagen.

An der spontanen Erweiterung des Weltbildes waren
Niirnberger Gelehrte und Kosmographen nicht un-
wesentlich beteiligt (Schoner, Behaim, Stabius, Wer-
ner, Regiomontanus, Pirckheimer u. a. m.). Die Stadt
war zu dieser Zeit eine Hochburg von Kartographen
und ein' Sammelpunkt kosmologischen und karto-
graphischen Wissens. Der Niirnberger Martin Be-
haim nahm 1484 an ciner Entdeckungsreise nach
Afrika teil und schuf 1492 den ersten Erdglobus.
Diirer beteiligte sich an der graphischen und kiinst-
lerischen Gestaltung von Kartenwerken des Geo-
graphen Stabius und entwickelte in seiner ,,Under-
weysung* Vorschlige fiir die Ubertragung von Karten
auf Globen.
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Die weitreichenden Handelsverbindungen Niirnber-
ger Unternehmungen sowie der hohe Entwicklungs-

stand des Handwerks und der Buchdruckerkunst .

trugen zur schnellen Anwendung von Erfindungen
und Verbreitung wissenschaftlicher Kenntnisse bei.
Der Schlosser Peter Henlein stellte um 1510 in seiner
Niirnberger Werkstatt die ersten mit Federantrieb
und Unruh (Drehschwinger) laufenden Uhren (Niirn-
berger Eier) her. Damit schuf er die Grundvoraus-
setzung fiir die Ortsbestimmung von Schiffen bei
laingerer Fahrt auf hoher See.

Die Vorstellung von Niirnberg in der Zeit eines Hans
Sachs und Albrecht Diirer als Stadt biederer oder gar

einfaltiger Handwerker, deren geistiger Horizont
nicht wesentlich iiber die Regeln ihrer Zunft und die
Mauern der Stadt hinausreicht, ist nach diesen iiber-
lieferten Zeugnissen gewiB als ein Trugbild zu werten.
Das von Diirer verfaBite Lehrbuch ,,Underweysung*
fand eine schnelle Ausbreitung und erfuhr zehn Jahre
nach seinem Tod von seinen Freunden unter Einar-
beitung vieler nachgelassener Manuskripte eine
zweite Auflage (Formschneider-Auflage). Diirer ver-
einigte in diesem Werk einiges von dem aus der grie-
chischen Antike und von Italien iiberlieferten mathe-
matischen Wissen, verschiedene an mittelalterlichen
Bauhiitten gepflegte Konstruktionsregeln und einen
reichen eigenen Erfahrungsschatz zu einer auf kiinst-
lerische Belange zugeschnittenen Konstruktionslehre.
Diese Leistung allein wiirde es bereits rechtfertigen,
ihn ebenbiirtig neben die groBen Humanisten seiner
Zeit zu stellen.
Im folgenden Heft werden wir auf einige Einzelheiten
von Diirers ,,Underweysung* eingehen, ohne dabei
die groBe Linie und sein kiinstlerisches Schaffen
aus dem Auge zu verlieren. Wir werden sehen, daB3
dieses Werk nicht allein ein mathematisch-kiinst-
lerisches, sondern auch ein sprachliches Dokument
aus der Zeit des Humanismus darstellt.

E. Schrioder
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Jéahrlich werden vier alte Meisler und vier Kiinstler unserer Zeit
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Wenn von dem Zeitalter des Humanismus oder der
Renaissance gesprochen wird, so verbindet man
mit diesem fiir die Neuzeit so wichtigen Entwick-
lungsabschnitt nicht unbedingt eine klare Vorstel-
lung.

Gewil konnen wir einige Hauptvertreter dieser
Epoche, wie Petrarca, Reuchlin, Erasmus von Rot-
terdam, Ulrich von Hutten oder Philipp Melanchton
nennen. Ein Bild jenes Lebensgefiihles, das die Hu-
manisten wenigstens zeitweise beherrschte, vermit-
telt der begeisterte Ausruf Ulrich von Huttens (1488
bis 1523): ,,Oh Jahrhundert! Oh Wissenschaften! Es
ist eine Lust zu leben!** Der umwilzende Inhalt und
Charakter humanistischer Ideen ist jedoch nur iber
ein umfassendes Quellen- und Literaturstudium voll
verstandlich, was wiederum vertiefte Sprach- und
Geschichtskenntnisse voraussetzt. Wir wollen ver-
suchen, dem Lebensgefilhl und Gedankengut des
Humanismus nidher zu kommen, indem wir Leben
und Werk eines Menschen betrachten. der dieser
Epoche durch sein kiinstlerisches Schaffen zu einem
einzigartigen, noch in unsere Tage hinein wirkenden
Glanz verholfen hat: Albrecht Diirer.

Der in Daten erfallbare Lebensweg Diirers 148t sich
schnell umreiflen. Albrecht Diirer wurde vor 500 Jah-
ren, am 21. Mai 1471, in Niirnberg als Sohn eines
Goldschmiedes geboren. Zunéchst sollte er, wie sein
Vater, das Handwerk eines Goldschmiedes erlernen.
Da er sich jedoch mehr zum Maler berufen fiihlte,
wechselte er 1486 auf eine vierjihrige Lehrzeit in die
Werkstatt des namhaften Niirnberger Malers Michael

Wolgemut iiber. Die Wanderjahre von 1490 bis 1494
fiihrten thn zu nicht mehr im einzelnen nachweis-
baren Malern, Holzschneidern und Kupferstechern
in Baden, im ElsaB und in der Schweiz.

Nach kurzem Zwischenaufenthalt in seiner Heimat-
stadt zog es ihn nach dem Siiden, da er sich von der
italienischen Malerei viele Anregungen fiir sein eigenes
kinstlerisches Schaffen versprach. Seit 1495 ent-
wickelte er die in seinen Wander- und Reisejahren
aufgenommenen Kenntnisse und Fertigkeiten in sei-
ner kiinstlerischen Arbeit selbstindig und’ schopfe-
risch weiter. Seinen kiihnen fortschrittlichen Ideen
verlieh er mit dem Geschick seiner Hinde als Maler,
Zeichner, Holzschneider, Kupferstecher, Baumeister
und Theoretiker eine die Mit- und Nachwelt zutiefst
beeindruckende Gestalt. Fiir Diirer war die kiinst-
lerische Bewiltigung seiner Aufgaben untrennbar
mit dem mathematischen Erfassen des d&sthetisch
Schonen und Harmonischen durch Proportionen,
Konstruktionen und geschickte Kompositionen ver-
kniipft.

Auch die Problematik der Abbildung eines rdum-
lichen Objektes auf eine- Ebene nach den Gesetzen
der Perspektive lieB ihn zeitlebens nicht los.

Von 1505 bis 1507 reiste er ein zweites Mal nach
Italien. Einen weiteren Markstein seines Lebens
stellte die Reise von 1520 bis 1521 nach den Nieder-
landen dar. Als gefeierter und allgemein anerkannter
Kinstler empfing er auf dieser Reise hochste Ehrungen
und durch das Studium der hollindischen Meister
letzte Ausreifung seines Werkes. Der materiellen
Sicherstellung seines Lebens gewil3, wandte sich Diirer
in der Folgezeit einem von ihm schon lange bevor-
zugten Themenkreis zu. Es ging ihm nun um eine
exakte theoretische Fundierung seines kiinstlerischen
Schaffens mit vorzugsweise mathematischen Hilfs-
mitteln. Neben hervorragenden Werken der Malerei
entstanden in diesem letzten Lebensabschnitt die
Manuskripte fiir die Biicher:

1 ,,Underweysung der messung/mit dem zirckel und richtscheyt;
in Linien ebnen und gantzen corporen/durch Albrecht Diirer
zusammen getzoge/und zu nutz alle kunstlieb habenden mit zuge-
horigen figuren im Truck gebrachtjin Jar. MDXXV*

2 ,,Etliche underricht zu befestigung der Stett Schloss und flecken**
3 _Hierin sind begriffen vier biicher von menschlicher Propor-

tion durch Albrechten Diirer von Niirenberg erfunden und beschri-
ben zu nutz allen denen, so zu dieser kunst lieb tragen; MDXXVIII*

Seit seiner Reise in die Niederlande stellten sich bei
Diirer immer héufiger Fieberanfille ein. Noch vor
Ablauf seines.57-sten Lebensjahres starb der Meister
am 6. April 1528, ein reiches, aber nach immer wei-
terer Vollendung dringendes Lebenswerk hinterlas-
send. )

Jene Epoche der Renaissance, deren hochste Bliitezeit
Albrecht Diirer mitgestaltend erlebte, nannte spater
Friedrich Engels ,,die groBte progressive Umwilzung,
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Was ist eine Funktion?

In diesem Aufsatz wird die moderne allge-
mecine Auflassung des Wortes ..Funktion™
erldutert. Der Artikel ist nicht leicht zu lesen:
wiewohl er keinerlei iiber den Rahmen der
Mittelschule hinausgehende Spezialkennt-
nisse voraussetzt, verlangt er doch. daBl der
Leser auf jedes Wort achtet. Er rechnet auch
damit. daB der Leser mit den Worten ..Men-
ge” und ..Element ¢iner Menge™ umgehen
kann.

1. Einfiilhrung

Aul die Frage .Was ist eine Funktion™
erhdlt man von Schiilern haufig zur Ant-
wort: _Eine Funktion kann durch eine
Tabelle. cine graphische Darstellung oder
eine Formel gegeben werden®. Es ist klar,
dal} das keine Definition darstellt. Indessen
haben die Schiiler, die sich um die Formu-
lierung einer klaren Definition driicken und
statt dessen sogleich beschreiben. wie Funk-
tionen vorgegeben werden. auch nicht so
ganz unrecht. Die Mathematik kann nicht
von Definitionen ihren Ausgang nehmen.
Formulieren wir nimlich die Definition eines
gewissen Begriffes. so gebrauchen wir in
dieser Delfinition selbst notgedrungen irgend-
welche andere Begrille. Solange wir den Sinn
irgendwelcher Begriffe nicht verstehen. kom-
men wir nicht voran und konnen keine ein-
zige Definition in Worte [assen. Daher be-
ginnt die Darstellung einer beliebigen mathe-
matischen Theorie damit. dal} gewisse Grund-
begriffe ohne Definition akzepticrt werden.
Mit ihrer Hilfe lassen sich dann dic weiteren
ahgeleiteten Begyriffe genau definieren.

Auf welche Weise machen sich nun die Leute
einander klar. was ihre Auflassung von der
Bedeutung der Grundbegriffe ist? Hierzu
gibt cs kein anderes Verfahren. als die Sache
an Beispielen zu erkldren und die charakte-
ristischen Eigenschaften der zu definicrenden
Dinge eingehend zu beschreiben. Diese Be-
schreibungen brauchen in den Einzelhciten
nicht vollig klar und zunidchst auch nicht
erschoplend zu sein. Trotzdem zeichnet sich
hicraus der Sinn des Begrilfs allmihlich
immer deutlicher ab. Auf diese Weise wollen
wir zum Begrifl der Funktion gelangen. den
wir als einen formal undefinierbaren mathe-
matischen Grundbegrifl ansehen.

124

Teil 1

Es wird zwar im f{olgenden gesagt werden.
daB eine Funktion nichts anderes als eine
Abbildung einer Menge auf cinc andere (des
Definitionsbereichs der Funkticn auf ihren
Wertevorrat) ist. Das Wort Abbildung er-
scheint hierbei jedoch einfach als Synonym
des Wortes Funktion. Es handelt sich um
zwei Bezeichnungen fiir ein und denselben
Begrill. Die Erkldrung eines Worles durch
ein anderes gleichbedeulendes macht die
Definition des durch sie ausgedriickten Be-
grifls nicht tiberflussig.

Beispiel 1: Wir wollen annehmen. dal} die
Buchstaben .« und y reelle Zahlen bezeich-
nen. |/ sei das Zeichen fur das Ausziehen
der arithmetischen (d. h. mit positivem Vor-
zeichen genommenen) Quadratwurzel. Die
Gleichheit

y=J1-x2 1
bedeutet. daBl die Bedingungen
21 y=0. x24y2=1 2

erfiillt sind.

Die Punkte. deren Koordinaten diesen Be-
dingungen geniigen. bilden einen Halbkreis.
der in Bild 1 durch eine gestrichelte Linie
dargestellt ist.

Bild 1 veranschaulicht die folgenden Tat-
sachen, die ihr auch auf rein algebraischem
Wege beweisen konnt:

1) Formel (1) gestattet. fiir belicbiges ..
das den Bedingungen

—1=sxsl (3)
geniigt. ein ihm entsprechendes v zu berech-
nen. das dic Ungleichungen

0=syvl (4)
beflriedigt;

2) Jedem y. das der Ungleichung (4) geniigt.
entspricht wenigstens ein solches .« dem
dieses vorgegebene y nach Formel (1) ent-
spricht.
Man kann sagen. die Formel (1) legt eine
Abbildung der Menge der Zahlen ... die die
Ungleichungen (3) befriedigen. aul die Menge
der den Ungleichungen (4) geniigenden Zah-
len p fest. Die Mathematiker gebrauchen
zur Bezeichnung von Abbildungen (beson-
ders in letzter Zeit) oft einen Pleil. Mittels
eines Pleils 140t sich die uns interessierende
Abbildung folgendermaBen schreiben:

= JI=42. (5)
Beispielsweise gilt:

S ST N R A

S
3 I\ 4 —
2 [i—(2) =2, 0o yT=0?=1.

Haltet fest: Eine Abbildung ist vollstindig
definiert. wenn

a) die Menge E vorgegeben ist. die abgebildet
wird.

b) fiir jedes Element x dieser Menge E das
Element y vorgegeben ist. auf das das Ele-

O]

ment x abgebildet wird.

Die Menge aller y-Werte wollen wir mit dem
Buchstaben M bezeichnen. Im Beispiel 1 ist
E die Menge aller Zahlen. die der Bedingung
(3) geniigen. M dagegen die Menge der Zah-
len. die die Bedingung (4) befriedigen ).

Beispiel 2: Die Regeln

1) xo /i

2) _\__»{ x, wenn x2=0.

—x.wenn x <0,

definieren ein und dieselbe Abbildung

x| x| ¥
der reellen Zahlen x auf thre Betrige (Abso-
lutwerte) | x| (Bild 2).

*) Eine Menge kann mit einem belicbigen
Buchstaben bezeichnet werden. Hier sind
die Buchstaben E (vom franzosischen Wort
ensemble — Menge) und M (das deutsche
Menge; zufillig beginnt das russische Worl
.mnozestvo™ mit dicsem sclben Buchstaben)
gewihlt, das muB aber nicht so sein: bereits
im folgenden Beispicl bezeichnen wir die
Menge der recllen Zahlen wie iiblich mit
dem Buchstaben R (franzdsisch rée/ — reell,
wirklich).



Durch die Abbildung (7) wird dic Menge
R =(—oo, )
aller reeller Zahlen auf die Menge
R, =(0, 0)
der nichtnegativen reellen Zahlen abgebildet.
An Stelle des Wortes Abbildung kann man
Funktion sagen und die Abbildung (5) lol-
gendermaBen schreiben:

fx)=J1-x%, (8)
die Abbildung (7) dagegen in der Form:
r(=]x]. ©)

Die bei den Formeln (6) aulgezdhlten spe-
ziellen Werte der Funktion (8) schreibt man
dann aul folgende Weise:

o= 1(=4)-2 1(2)-% 10
S (=1)=0. f( 5)—5. f 5175 f0)=1.
Der Definitionsbereich der Funktion (9) ist
die Menge R aller reellen Zahlen. Ihr Werte-
vorrat ist die Menge R, der nichtnegativen
reellen Zahlen.

Beispiel 3: Petja. Kolja, Sascha und Wolodja
wohnen in einem Zimmer des Wohnheims.
Im Februar haben sie fiic ihren Dienst
folgende graphisclic Darstellung aufgestellt:

Hayuno nony.rmpubtu ¢M7MKO MAMEMAMULECRUL
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,»Quant* — eine neue physikalisch-mathema-
tische Schiilerzeitschrift

Ab Januar 1970 erscheint die populidrwissen-
schaltliche physikalisch-mathematische Schii-
lerzeitschrift Quant (Chefredakteur: Akade-
miemitglied I. K. Kikoin). Zum Redaktions-
kollegium gehoren die ordentlichen Mitglie-
der der Akademie der Wissenschalten der
UdSSR und der Akademie der Pidago-
gischen Wissenschaften der UdSSR L. A.

171213456789 |70|11(12]|13 28
Pelia | B a [ ] [N
Kolja [ | | [ ] .
Sascha B [ [ |
Wolodja B B [ --- |

Die Ahnlichkeit dieser Tabelle mit den euch
aus dem Algebraunterricht in der Schule
bekannten graphischen Darstellungen von
Funktionen springt sogleich in die Augen.
Hat diese Analogie eine exakte logische
Bedeutung? Haben die Jungen hier eine
Abbildung einer Menge auf die andere aufge-
stellt, d. h.. eine gewisse Funktion definiert?
Und haben sie nicht eine graphische Dar-
stellung dieser Funktion aufgezeichnet? (Ach-
tet aul die Alltagsformulierung .sic haben
eine graphische Darstellung der Dienste aufi-
gestellt“!) A. N. Kolmogorow
Ubersetzt und hearbeitet von

Prof. Dr. habil. G. Eisenreich.
Karl-Marx-Universitit Leipzig

In Helt 2/71 (Teil 2) erscheint: Der allge-
meine Begrifl einer Funktion; umkehrbare
Funktion; 20 Aufgaben fiir den Leser. d. Red.

Mitarbeiter gesucht
Wer sendet uns: Aufgaben fiir den alpha-
Wettbewerb (mit Lésungen), Berichte und
Pline itber die Arbeit in den AGs. Beitrige
fir alpha-heiter, lustige Begebenheiten aus
Unterricht und AG?

Redaktion alpha

Arzimowitsch, W. G. Subow. P. L. Kapiza.
W. A, Kirillin, A. N. Kolmogorow. A. L
Markuschewitsch. M. D. Millionschtschikow,
W. A. Fabrikant und andere bekannte Wis-
senschaftler.

Weshalb wurde diese neue Zeitschrift ge-
griindet ?

. Heute durchdringen die exakten Wissen-
schaften alle Kenntnisbereiche. Nicht zufillig
wird an den philosophischen Fakultiten ein
Mathematiklehrgang eingefiihrt ... Doch in
die Wissenschaft muB man schon von Jugend
an eindringen. Die heutigen Schiiler werden
am Ende dieses Jahrhunderts Leiter groBer
Institute sein. Natiirlich darf es den heutigen
Wissenschaftlern nicht gleichgiiltig sein, wer
nach ihnen thren Platz einnehmen wird.

Welches Grundanliegen hat ..Quant*?

Einen bedeutenden Teil des in der Zeit-
schrift enthaltenen Materials muB8 man mit
dem Bleistift in der Hand lesen. In einer
Reihe von Artikeln sollen Fragen der mo-
dernen Physik und Mathematik behandelt
werden. In  den mehreren Nummern
werden Artikel zu finden sein, deren Titel
mit den Uberschriften von Abschnitten der
Schullehrbiicher iibereinstimmen. Sie ent-
halten bedeutendes Zusalzmaterial und be-

Kypran 1970

Axademun
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reichern so die Lehrbuchabschnitte mit neuen
Angaben. Man bezeichnet diese Sparte mit:
.Eine neue Art von Lehrmaterialien”. In der
Zeitschrift werden die Schiiler auch inter-
essante Mitteilungen aus der Geschichte der
Wissenschaft finden. Den jungen Lesern soll
die Liebe zum Experimenticren anerzogen
werden. Die Rubrik .Experimentelle Tech-
nik" wird vorschlagen, eine Reihe von Ver-
suchen bei sich zu Hause oder im Schul-
laboratorium durchzufithren. Die Rubrik
..Bibliographie* wird Lektiire-Hinweise ge-
ben. Es ist zu hoffen, daB Quant auch fir die
Hochschulbewerber zum aktiven Hilfsmit-
tel wird. Die Schiiler werden in dieser Zeit-
schrift immer Mathematik- und Physikaul-
gaben [inden und natiirlich auch solche
Dinge wie lustige Anekdoten und Kurz-
informationen.

Die Zeitschrift ist fir Schiiler der 8. bis 10.
Klassen gedacht. Fiir die Zukunft ist auch
die Reservierung einiger spezieller Seiten fiir
Schiiler der 5. bis 7. Klassen geplant.

Aus Heft 1/70: Prof. S. Somorchinski er-
6ffnet mit dem Artikel: ..Die Erzihlung iiber
Quant*.  Akademiemitglied Kolmogorow
schldgt den ilteren Schiilern die Lektiire der
Auslihrungen ..Was ist eine Funktion?" vor.
Uber die Quantenelektronik informieren das
Akademiemitglied Pochorov und der Kan-
didat der mathematisch-physikalischen Wis-
senschalten Karlow die jungen Leser.

Aus Heft 2/70: Akademiemitglied Kolmo-
gorow behandelt den Begrill der Funktion
und des Graphen einer Funktion von moder-
nen Standpunkt aus und erldutert seine
Ausfihrungen durch schone lllustrationen.
Er geht dabei auch aul geometrische Abbil-
dungen und Vektoren ein. (14 Aufgaben
sind beigefiigt.) alpha iibernimmt die beiden
Artikel iber Funktionen. Weitere Themen
sind u.a.: .Laser*; ..Geometrische Unglei-
chungen*; .Wie wurde das Atom gewogen”
In Heft 2/70 wurde eine GruBadresse der
Schiilerzeitschrift alpha veroflentlicht und
cine kurze Einschédtzung unserer Zeitschrilt
beigeliigt.
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Aus dem Mathematikunterricht der Klasse 7
sind uns die Begrifle Gleichung sowie zur
Gleichung gehorige Grundmenge und Lo-
sungsmenge geldulig. Einige Beispiele von
Gleichungen, bei denen die Variable x eine
beliebige Zahl der jeweils angegebenen
Grundmenge ist. seien mit ihren Losungs-
mengen angegeben:

Bei den Beispielen 1. 2. 6 und 7 sowie 3 und 4
wird jeweils die gleiche Gleichung betrachtet.
Jedoch sind die zugehorigen Grundmengen
andere. So sind die Grundmengen bei den
Beispielen 2 und 4 gegeniiber den Beispielen |
und 3 eingeengt. Wihrend in den Beispielen
3 und 4 die gleiche Losungsmenge aultritt.
ist die Losungsmenge im Beispiel 2 eine echte
Untermenge** der Losungsmenge im Bei-
spiel 1: Die Losungsmenge aus Beispiel 2
ist die Durchschnittsmenge** der Losungs-
menge aus Beispiel 1 mit der Grundmenge
aus Beispiel 2. Allgemein gilt:

Lehrsatz 1 : Besitzt die Gleichung / (x)=g(x)
in bezug auf die Grundmenge G die Losungs-
menge L und in bezug aufl die Grundmenge G,
mit G, =G die Losungsmenge L., so gilt
L,=LnG,.

Unseren Beispielen 1. 6 und 7 liegt ebenlalls
dic gleiche Gleichung zugrunde. jedoch ist

* Dieser Beitrag ist eine Fortsetzung von
.Uber Funktionsgleichungen mit absoluten
Betridgen™ aus alpha 6/69.

** (Uber die Begrille Untermenge. Ober-
menge. Durchschnitts- und Vereinigungs-
menge sowie die zugehdrigen Symbole orien-
ticren wir uns in den Beitragen .Mit Mcngen
[dngt es an™ aus alpha 1, 2 und 3/1967
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hier die Vereinigungsmenge** der Grund-
mengen aus den Beispielen 6 und 7 gleich der
Grundmenge aus Beispiel 1. Wir ersehen aus
der Tabelle, da der gleiche Zusammenhang
zwischen den LGsungsmengen besteht:

{25} u{—25} ={—-25; 2.5). Auch dieser
Sachverhalt ist allgemeingiiltig:

Lehrsatz 2: Besitzt die Gleichung f (x)=g(x)

in bezug auf die Grundmenge G, die L3-
sungsmenge L, und in bezug aul die Grund-
menge G, die Losungsmenge L,, so besitzt
S (x)=g(x) in bezug auf die Grundmenge
G=G,uG, die Losungsmenge L=L,UL,.
Auch zwischen unserem 3. Beispiel mit der
Gleichung |x|=x—2 und dem 8. Beispiel
mit der Gleichung x*=x?—-4x+4. zudenen
jeweils die gleiche Grundmenge. nimlich die
Menge der reellen Zahlen gehért. besteht
ein Zusammenhang: Die zuletzt angegebene
Gleichung ist fir jede reelle Zahl x eine
Folgerung der ersten. Denn aus |x|=x—2
folgt durch Quadrieren beider Seiten [ir jede
reelle Zahl x: |x|*=(x—2)% Unter Benut-
zung einer binomischen Formel *** und mit-
tels | x|* = x? folgt schlieBlich x2 =x?—4x+4.
Die Lésungsmengen in unserem 3. und 8. Bei-
spiel stehen in der Bezichung @< {1}. Auch
hier gilt allgemein:

Lehrsatz 3: Folgt fur alle reellen Zahlen
xeG die Gleichung f,(x)=g,(x) aus der
Gleichung f(x)=g(x). so ist die Ldsungs-
menge L, der Gleichung f, (x)=g,(x) in
bezug aufl G eine Obermenge** der Losungs-
menge L von f(x)=g(x) in bezug aul G:
L2L.

*¥* Fiir beliebige reclle Zahlen « und b gilt
(@a+b=a’+2ab+b*.

Eine einfache Folgerung aus Lehrsatz 5 sei
angegeben: .
Lehrsatz 4: Folgt fir alle reellen Zahlen
3G die Gleichung f, (x)=g,(x) aus der
Gleichung f(x)=g(x) und umgekehrt, so
haben die Gleichungen f,(x)=g,(x} und
f(x)=g(x) in bezug auf G die gleiche Lo-
sungsmenge.

Wir arbeiten gemeinsam: Es sind alle Zahlen
zu bestimmen, die einer gegebenen Menge G
angehoren und gleichzeitiy einer gegebenen
Gleichung geniigen.

A Aufgabe: Bestimme alle reellen Zahlen.
die der Gleichung | x—2|—2x=5 geniigen!
Zunichst soll diese Aufgabe rechnerisch
gelost werden: Aus |x—2[-2x=5 folgt
nach einer bekannten Umformungsregel fiir
Gleichungen fir jede reelle Zahl x:
I [x—2|=2x+5

Um das stérende Betragszeichen vermeiden
zu konnen. unterscheiden wir die Fille
x22 und x<2 (Diese Bedingungen sind
dquivalent mit x—220 bzw. x—2<0):

1. Fall: x22 2. Fall: x<2

Laut Definition des absoluten Betrages gilt:

I |[x=2[=x-2 |x=2|=-(x-2)
=—x+2.

Durch Einsetzen von Il in 1 und durch
anschlieBendes Umformen nach bekannten
Umformungsregeln fur Gleichungen folgt
schrittweise:

x—2=2x+5 |-x—5
.\‘=—_7
—x+2=2x+5 [+x=5
3x=-3 [:3
x=-1

Mit den angegebenen SchluBketten ist auf
Grund der Lehrsdtze 2 und 3 die folgende
Aussage bewiesen: Als Losungen der gegebe-
nen Gleichung kommen nur die Zahlen —~7
und —1 in Frage. Da durch einen solchen
AuflsungsprozeB laut Satz 3 im allgemeinen
nur eine Obermenge der gesuchten Losungs-
menge L gelunden wird. d. h. es gilt
Lg{—7; —1}. ist noch fiir beide als L&sung
in Frage kommenden Zahlen die Probe zu
machen:

Probe fir x=-7:

Linke Seite: | —7-2|—-2-(=7)=23;
Rechte Seite: 5 Vergleich: 2345
Probe fir x=-—1:

Linke Seite: | —1-2|-2(=1)=5;

Rechte Seite: 5 Vergleich: 5=5.

Tatséchlich scheidet durch die Probe eine
der beiden als Losung in Frage kommenden
Zahlen aus: —1 ist die einzige Losung dieser
Gleichung. Daliir kann man auch sagen:
Die Loésungsmenge dieser Gleichung ist
L=!—1]. Kann bei dieser Aulgabe aul die
Probe verzichtet werden? Im ersten Fall
x22 kann die Zahl —7. die hier als eine



Losung in Frage kommt. sehr einfach aus-
geschieden werden: Da x= —7 die Zusatz-
annahme ~x2=2 nicht erfiillt. besitzt die
gegebene Gleichung keine der Bedingung
x22 geniigende reelle Zahl als Losung.
Auch im zweiten Fall x<2 konnte man laut
Satz 4 dadurch auf die Probe verzichten. daf
man sich iiberlegt. daB alle Schliisse. durch
die aus |x—2|-2x=5 die Beziehung
x=—1 gefolgert wurde. umkehrbar sind.
(Im ersten Falle x <2 sind die entsprechenden
Schliissc nicht umkehrbar. hier kann aus
x=—7 nicht |x—2|—-2x=5 gefolgert wer-
den.)

Nun wenden wir uns der zeichnerischen
Losung der gegebenen Gleichung

| x—2|—2x=5 zu. Betrachten wir zunichst
die durch die Gleichungen y=|x—2|-2x
und y=35 fir alle reellen Zahlen .x erklirten
Funktionen. Wir zeichnen deren kartesische
Bilder: Die Ldsungsmenge der gegebenen
Gleichung enthilt genau die Abszissen aller
gemeinsamen Punkte beider kartesischen
Bilder (siche Bild 1).

Bild 1

Da unsere Gleichung |x—2|—-2x=5 mit
| x—2|=2x+5 dquivalent ist (Weil jede
beider Gleichungen aus der anderen [olgt.
besitzen beide laut Satz 4 die gleiche Losungs-
menge und heiBen deshalb dquivalent.). kann
die gesuchte LGsungsmenge auch bestimmt
werden durch das Zeichnen der kartesischen
Bilder von y=|x—2| und y=2x+5 und
anschlieBendes Ablesen der Abszissen ihrer
gemeinsamen Punkte (siche Bild 2):

Bild 2

A Aufgabe: Bestimme a) alle reellen Zahlen
und b) alle ganzen Zahlen x. die der Glei-

chung | x |+% [x=3 |—%.\'—%=0 geniigen!

Alle der Bedingung 0<x<3 geniigenden
reellen Zahlen sind Ldsungen.

Losung von b): GemidB Lehrsatz | besteht
die jetzt gesuchte Losungsmenge aus allen
der Bedingung 0<x<3 geniigenden ganzen
Zahlen. Es gilt also jetzt: L=1{0;1.2.3}.

Rechnerische Losung zu a):

Aus |x|+%|x—3|—%x—%=0 folgt im ...

Zeichnerische Losung von a):

Die Losungen der gegebenen Gleichung sind
die Abszissen der simtlichen gemeinsamen
Punkte der kartesischen Bilder von:

1 1 3
- Zx=3]—ax=2 =
y |x|+2|x | 5* 2und y=0
(Bild 3):

Bild 3

Wir arbeiten selbstindig :
A Aufgabe (Klasse 8): Bestimme a) alle
reellen Zahlen und b) alle ganzen Zahlen. die

der Gleichung 2|x+3 |+%+2=0 geniigen!

A Aufgabe (Klasse 9): Bestimme a) alle
reellen Zahlen und b) alle ganzen Zahlen. die
der Gleichung 2|x|—|x—3| —x—-3=0
geniigen!

W. Triiger

Mit groBer Freude empfing die Redaktion
alpha zwei Helte der mathematischen Schii-
lerzeitschrift .Jugend und Mathematik*, her-
ausgegeben von der Mathematischen Gesell-

schaft der Demokratischen Republik Viet-
nam. Wir griiBen unsere vietnamesischen
Freunde. alpha wird ausfiihrlich iiber ..Jugend
und Mathematik" berichten.
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Relationen
Teil 1

1. Uberall Beziehungen

Fritz sagte neulich zu seinen Mitschiilern
und briistete sich dabei:

,»Ich habe gute Beziehungen zu meinem
groBen Freund Peter*! Seine Mitschiiler
waren neugierig und forderten Fritz auf,
diese Beziehungen nidher zu erldutern. Dar-
aufhin antwortete er prahlerisch:

.Ich bin Freund von Peter* und

,.Ich bekomme oft Bastelmaterial

von Peter* und

.Peter verteidigi mich **, denn

.Peter ist stdrker als ich** und

.Peter ist grofer als ich** und auBerdem
wiBt ihr,

..Peter und ich wohnen in demselben Haus"'.

Wir sehen, daB die Beziehungen zwischen
Fritz und Peter vielseitig sind. Peter und
Fritz gehoren durch diese Beziehungen in
gewisser Weise zusammen. Diejenigen Satz-
teile, die diese Beziehungen ausdriicken, sind
in Schrigschrift gedruckt.

Merke dir: Wenn wir von Beziehungen zwi-
schen Menschen sprechen, so meinen wir
stets mindestens zwei Menschen, die in die-
ser Bezichung zueinander stehen.

In der Mathematik gibt es ebenfalls eine Fiille
von Bezichungen. Thr kennt manche sogar
seit der ersten Klasse. Allerdings sind es
nicht Beziehungen zwischen Menschen, son-
dern Beziehungen zwischen mathematischen
Objekten, also etwa zwischen Zahlen oder
zwischen geometrischen Figuren. Einige Bei-

spiele sind:z<3

.2 ist kleiner als 3**

,\0 ist Vorgdnger von 1**
3 ist ein Teiler von 10
g Stehi senkrecht auf h,*
Why verlduft parallel zu h,
,,25 ist das Quadrat von 5**

“
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hy

Die schriaggedruckten Satzteile driicken wie-
derum die entsprechende Beziehung aus. Sie
stehen meist zwischen den beiden in Bezie-
hung stehenden Objekten.

Fiir einige dieser Beziechungen benutzt man
in der Mathematik bestimmte Zeichen, z. B.
2<3, 5|10, gL hy, hy||h;. Man ersetzt also
z. B. ,.ist kleiner als** durch das Zeichen ,, <**
und schreibt entsprechend die kleinere der
beiden in dieser Beziehung stehenden Zah-
len davor, die groBere dahinter.

Wird die Beziehung ..ist kleiner als** z. B.
durch den Buchstaben K ersetzt, so kénnte
man {iir 2 < 3 auch schreiben 2K 3, d. h. 2 und
3 stehen in der Beziehung K : _ist kleiner als*.
Wir wollen im folgenden Beziehungen oft
durch groBe Buchstaben ersetzen, und zwar
vornehmlich durch R oder R; oder R,
usw. Damit ersparen wir uns lange Schreib-
arbeiten. Diese Abkiirzungen sind auch in
der Mathematik iblich. Der Buchstabe ,,R*
kommt von dem Wort ,,Relation*" (deutsch:
Beziehung). Man spricht in der Mathematik
nicht von Beziehungen, sondern von Rela-
tionen. Und nun verstehst du auch die Uber-
schrift!

Aus den mathematischen Beispielen erken-
nen wir wieder, daB jeweils zwei Zahlen oder
geometrische Gebilde in einer bestimmten
Beziehung miteinander stehen. Wiirden wir
eine der beiden Zahlen oder Figuren weg-
lassen, entstiinde ein unvollstindiger Satz.
Wenn wir nur sagen: ,,5 ist ein Teiler,
so [ragen wir sofort: ,,Wovon?*. Schau dir
daraufhin die zuerst genannten Sitze noch
einmal an! Da spiirst du bei einigen deut-
lich, daB diese erst Sinn haben, wenn auller
Fritz noch eine Person genannt wird. In
unserem Falle ist es Peter.

Beim Suchen von Beziehungen in der Um-
gangssprache wirst du merken, dal} oft
Beziehungen in obiger Weise unvolistindig
formuliert werden. Wenn man z. B. iber
das Wetter spricht, so sagt man oft: ,,Heute
ist das Wetter viel schoner. Eigentlich

miilte man fortfahren: .,...als gestern™
oder .,...als vorige Woche'. Aber der
andere wei meistens, was gemeint ist. Diese
unvollstindige Sprechweise im taglichen
Sprachgebrauch kommt sehr hiufig vor
bei Benutzung des Komparativs (der Stei-
gerungs- oder Vergleichsform), obgleich es
sich in jedem Falle um eine Beziehung han-

delt (,,ist groBer als*, ..ist héher als*, ..ist
schwieriger als*, ...).

Aufgaben:

» | ® Suche selbst Beziehungen aus der

Mathematik und aus dem tiglichen Leben
und bilde je ein Beispiel!

m 2 & Erginze folgende Beziehungen so.
daB ein sinnvoller und vollstindiger Satz
entsteht, der eine richtige Aussage darstellt!
a) Beziehungen aus dem tiglichen Leben:
wohnt in derselben StraBe wie
geht in dieselbe Klasse wie
-———ist dlter als ———.

ist jiinger als -
ist Schwester von
——— ist befreundet mit
b) mathematische Beziehungen:
steht senkrecht auf
hat dieselbe Richtung wie
ist ein Teiler von
ist ein Vielfaches von
ist grofer als -————.
— ist kleiner als
———ist Vorgianger von ———,
ist Nachfolger von ——.
-ist gleich ———.

9
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2. Grundmenge

Wenn du zu einer gegebenen Beziehung
weitere in dieser Beziehung stchende Ele-
mente suchst, dann wihlst du sicher .,pas-
sende Elemente™ aus, d. h. der entstehende
Satz mubB sinnvoll und richtig sein. Du wirst
also nicht sagen: ,,8 ist parallel zu 3, denn
die Parallelitiit ist nicht fir Zahlen erklirt,
sondern fiir Geraden oder Ebenen. Du wirst
auch nicht sagen: .24 ist Vorgidnger von
2,5, denn 2.5 ist c¢ine rationale Zahl, und
diese hat keinen Vorginger. Die ,.Vorgin-
ger-Beziehung' ist z. B. [iir natiirliche Zah-
len erklirt.

Merke dir: Eine Beziehung ist stets in einer
bestimraten Menge erkldrt und aufBerhalb
dieser eventuell sinnlos. Wir wollen diese
Menge jeweils Grundmenge der Beziehung
nennen.*



Wenn du von einer bestimmten Beziehung
sprichst, muBt du also zunichst ihre Grund-
menge angeben, d. h., du mulit sagen, wel-
cher Menge die in Bezichung stehenden
Elemente angehéren sollen. Die aus dem
Mathematikunterricht her bekannie Bezie-
hung .steht senkrecht auf* hat im allge-
meinen als Grundmenge eine Menge von
Geraden. Sie kann auch als Grundmenge
eine Menge von Ebenen oder eine Menge
von Geraden und Ebenen haben.

Fir die ,,Kleiner-als-Beziehung' kann man
ebenfalls verschiedene Mengen als Grund-
mengen wihlen: entweder die Menge der
natiirlichen Zahlen oder die Menge der
gebrochenen Zahlen oder die Menge der
rationalen Zahlen oder die Menge der reel-
len Zahlen (bzw. eine geeignete Teilmenge),
denn in all diesen Zahlbereichen ist eine
,,Kleiner-als-Bezichung'* definiert. Sie be-
schreibt die Ordnung der Zahlen im ent-
sprechenden Zahlbereich, daher nennen wir
sie ,,Ordnungsbeziehung* oder ,,Ordnungs-
relation*’. Welche Besonderheiten eine solche
Beziehung hat, werden wif spéter unter-
suchen. Wir wollen noch einmal auf die auf
Seite 128 bereits benutzte vereinfachte kurze
Schreibweise fiir Bezichungen hinweisen, da
sie im folgenden oft verwendet wird. Wenn
die ,Kleiner-als-Beziehung" durch K abge-
kiirzt werden soll, so bedeutet ,aKb*“: ,a ist
kleiner als b“. (a und b stehen fiir Elemente
der Grundmenge der Beziehung K.}

3. Geordnete Paare

Beziehungen konnen also bestehen zwischen
zwei Menschen oder Zahlen oder Dreiecken,
also zwischen zwei Elementen einer entspre-
chenden Grundmenge.

[2:3]+(3:2]

Merke dir.: Die beiden in Beziehung stehen-
den Elemente bilden ein geordnetes Paar.

Es ist nicht unbekannt, daB zwe/ zusammen-
gehorige Dinge ein Paar bilden (Ehepaar,
Liebespaar, Paar Schuhe usw.). Aber warum
bilden zwei in Beziehung stehende Elemente
ein geordneires Paar?

Bei einem geordneten Paar miissen wir ein
erstes und ein zweites Element unterschei-
den. Wenn wir das Beispiel ,.2 ist kleiner
als 3** betrachten. dann bilden 2 und 3 das
geordnete Paar [2; 3]**. Das Paar [2; 3]

ist zu unterscheiden von dem Paar [3; 2],
denn fiir das letztgenannte Paar trifft die
,.Kleiner-als-Bezichung* nicht zu. ,,3 ist
kleiner als 2** ist eine falsche Aussage. Dieses
geordnete Paar gehort zu einer anderen
Beziehung, namlich zu ,,ist gro8er als*.
Es ist also nicht gleichgiiltig, in welcher
Reihenfolge du zwei Elemente einer Menge
in eine Beziehung einsetzt. Sollte fiir die
Beziehung ein Zeichen existieren, ist also
nicht gleichgiiltig, welches der beiden in
dieser Beziehung stehende Element vor dem
Zeichen und welches hinter dem Zeichen
steht (z. B. gilt 2< 3 aber nicht 3 <2).

Wenn du die Beispiele am Anfang aufmerk-
sam anschaust, wirst du allerdings Bezie-
hungen finden, bei denen die Vertauschung
der beiden in Beziehung stehenden Elemente
keine falsche Aussage ergibt. Du kannst
sagen: ,Fritz ist Freund von Peter* und
,,Peter ist Freund von Fritz**. Beide Sitze
sind richtig. Ebenso kannst du sagen: ,,Peter
wohnt im selben Haus wie Fritz'* und auch
,,Fritz wohnt im selben Haus wie Peter*.
Da der erste Satz eine richtige Aussage ist,
ist auch der zweite Satz eine richtige Aussage.
Diese Beziehungen haben also eine besondere
Eigenart, die sie vor anderen auszeichnet.
Dariiber werden wir spiter nachdenken.

Unser nichster Beitrag befaBt sich mit:
Beziehung als Menge von geordneten Paaren

/7).

R. Herrmann

Aufgabe zu Abschnitt 3.

m 3 = a) Gib einige geordnete Paare zu
folgenden Beziehungen an:
" .ist groBer als

.ist ein Teiler von*

,.ist das Dreifache von*

ist um 7 kleiner als*

,.ist doppelt so grof} wie**

.,ist das Quadrat von*
b) Entscheide, ob die angegebenen Paare
zu der entsprechenden Beziehung gehéren

oder nicht! Begriinde deine Antwort! (Fithre
die Beispiele entsprechend den Musterbei-
spielen durch!)

Hinweis zu b) : Versucht doch mal zu begriin-
den, warum z. B. ,,5 < 360" eine wahre Aus-
sage ist, ihr miiBt dabei auf die Definition
der ,,Kleiner-als-Beziehung' zuriickgehen!
Macht es ahnlich bei den folgenden Aufga-
ben! Wiederholt dazu die Definition der
Beziehungen ,,ist ein Teiler von' bzw. ,,ist
ein Vielfaches von*!

*  Uber Mengen kannst du dich noch einmal
im Heft 1/4 1967 informieren!

** Man setzt bei geordneten Paaren die
Elemente in eckige Klammern und trennt
sie durch ein Semikolon, damit man nicht
die Dezimalzah! 2,3 liest.

alpha gratuliert

Unser Redaktionsmitglied Dr. habil.
Walsch wurde im Oktober 1970 zum Profes-
sor und als Korrespondierendes Mitglied in
die Akademie der Pidagogischen Wissen-
schaften der DDR berufen.

w.

Beziechung [a; b] ja oder nein Begriindung

,.ist kleiner als* [5;360] ja ,,5 <360 ist eine wahre
Aussage

,,ist kleiner als** [360; 5] nein 1,360 < 5% ist eine falsche
Aussage

,.ist ein Teiler von* [27;297]

.ist ein Teiler von** [3;561]

,.ist ein Teiler von** [0;5]

,,ist ein Teiler von* [5;0]

,,ist ein Vielfaches von** [280; 70]

..ist ein Vielfaches von* [993; 3]

,,ist ein Vielfaches von** [0;5]

,.ist ein Vielfaches von** [5;0]

129



Letzter Einsendetermin 1. Mdrz 1971

5 4 590 Die Schiiler der 6. Klasse einer
Schule spendeten zur ,,Woche der Solidaritat
mit dem vietnamesischen Volk'* 44 M. Die
Schiiler der 5. Klasse spendeten 2,50 M we-
niger als die der 6. Klasse. Die Schiiler der
7. Klasse brachten 8,50 M mehr auf als die
der 5. Klasse. Die Schiiler der 8. Klasse
spendeten die Hilfte des Betrages, der von
den Klassen 5 und 6 zusammen abgeliefert
wurde. Der Spendenbetrag der Schiiler der
9. Klasse war um 25 Pf groBer als der der
8. Klasse. Die Schiiler der 10. Klasse spen-
deten den gleichen Betrag wie die der 6.
Klasse. Welcher Gesamtbetrag konnte dem

Solidaritatskonto zugefithrt werden?
Karl-Heinz Gentzsch, Mathematiklehrer,
7404 Meuselwitz

5 a4 591 Mit welchen natiirlichen Zahlen
miissen die Variablen q, b, ¢, d belegt werden,
damit wir aus den drei Gleichungen
a-b=18, c¢=a—-6undd=2-}
wahre Gleichheitsaussagen erhalten?
Marlies Lattke, Klasse 5, 8601 Rackel

W S5 & 592 In drei Bicherregalen befinden
sich zusammen 120 Biicher. Entnehmen wir
dem ersten Regal zwei Biicher und stellen sie
in das zweite, entnehmen wir danach dem
zweiten Regal drei Biicher und stellen diese
in das dritte Regal, so befinden sich in jedem
Regal gleich viel Biicher. Wie waren die
Biicher zuvor auf die einzelnen Regale ver-
teilt?

WS = 593 Ein Mathematiklehrer stellt er-
freut fest, daB sich gegenwirtig sechs Schiiler
mehr als im vergangenen Jahr am alpha-
Wettbewerb beteiligen. Die Anzahi der Schii-
ler, die gegenwirtig die Wettbewerbsaufga-
ben 16sen, ist gleich der Anzahl der Schiiler,
die sich im vergangenen Jahr nicht am Wett-
bewerb beteiligten. Wieviel der 28 Schiiler
dieser Klasse nehmen gegenwirtig am alpha-

Wettbewerb teil ?
Karl-Heinz Gentzsch,

Mathematiklehrer, 7404 Meuselwitz

*5*594 Drei Schiiler stellen fest, daB
jeder von ihnen genau 2,— M gespart hat.
Die Ersparnis eines jeden besteht aus 5-, 10-,
20- und 50-Pfennigstiicken, von denen jede
Geldstiickart bei jedem Sparer mindestens
einmal, aber nicht hdufiger ‘als dreimal
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vertreten ist. Regine, die das hért, behauptet:
,.Mindestens zwei Schiiler besitzen die gleiche
Anzahl an Geldsticken.** Begriinde Regines
Behauptung!

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

6 A 595 Herr L. wohnt in Leipzig und
arbeitet in Halle (Saale). In Halle kostet eine
Fahrt mit der StraBenbahn 15 Pf, in Leip-
zig dagegen 20 Pf. Wieviel Fahrten mit der
StraBenbahn kénnte Herr L. fiir 2,00 M in
Halle und Leipzig unternehmen?

Karl-Heinz Gentzsch

6 A 596 Vor vielen Jahren erzihlte ein
Forscher: ,.Ich legte auf meiner letzten For-

schungsreise 3 040 km zuriick. Davon 3% mal

so viel zu Wasser als zu Pferde und 2% mal

so viel zu FuB als zu Wasser.* Wieviel Kilo-

meter Wegstrecke legte der Forscher zu

FuB, zu Pferde bzw. mit dem Boot zuriick ?
P.

W 6 = 597 Monika belegte beim Hans-
Beimler-Wettkampf im LuftgewehrschieBen
den dritten Platz. Die Siegerin, Bdrbel, er-
zielte vier Ringe mehr als Monika und zwei
Ringe mehr als Margit, die auf den zweiten

Platz kam. Monika erreichte g der Anzahl

aller moglichen Ringe. Addiert man die
von diesen drei Madchen erreichten Ring-

zahlen, so erhdlt man das Z%fache der

Anzahl aller méglichen Ringe. Wie groB ist

diese Anzahl? Welche Ringzahlen erzielten
die drei Mddchen?

Ulrike Weise, K. 10, SI1I EOS

Friedrich Engels*, Karl-Marx-Stadt

W6 = 598 Fiinf Kugeln, und zwar drei
weiBe und zwei schwarze, werden so an drei
Personen A, B und C verteilt, daB jede dieser
Personen wenigstens eine, jedoch héchstens
zwei Kugeln erhalt. Nach der Verteilung der
Kugeln sagen diese drei Personen folgendes
aus:

A: ,Ich habe nur Kugeln der gleichen Farbe
in der Hand.*

B: ,Ich erhielt Kugeln mit unterschiedlicher
Farbe.**

C: ,,Ich habe genau zwei Kugeln erhalten.*




Wie wurden die Kugeln verteilt, wenn wir
wissen, daB alle von diesen drei Personen ge-
machten Aussagen falsch sind? T.

*6*599 Das Beispiel P- POP - P=RPRP
einer Multiplikation ist zu entschliisseln.
Dabei entspricht jedem Buchstaben eine
Ziller. Gleichen Buchstaben entsprechen glei-
chen, verschiedene Buchstaben verschiedene
Ziffern. Ferner sei P40 und R+$0. Wie
lautet diese Multiplikationsaufgabe?

S!R H.-J. Kerber, Neustrelitz

7 4 600 Von drei von Null und Eins ver-
schiedenen natiirlichen Zahlen a, b, ¢ sind
die kleinsten gemeinsamen Vielfachen je
zweier dieser Zahlen bekannt:

k(a, b)=12; (lies: das k. g. V. der Zahlen
a und b ist 12)

k(b, c)=108;

k(a, c)=217.

Welche Tripel (a, b, ¢) natiirlicher Zahlen
geniigen diesen Bedingungen? T.

7 a 601 Wieviel dreistellige natiirliche Zah-
len gibt es, die die folgenden vier Bedingun-
gen zugleich erfiillen? Sie sollen bei Division
durch

a) 8 den Rest 7, b) 6 den Rest 5,

c) 4 den Rest 5, d) 10 den Rest 1 las-
sen. StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

W7 = 602 Multipliziert man die Summe
von drei natirlichen Zahlen mit je einer von
thnen, so erhilt man die Produkte 240, 270
und 390. Um welche Zahlen handelt es sich?

Karl Krause, 4274 Mansfeld

W7 m 603 Das abgebildete Rechteck
ABCD wird durch die Gerade PQ so in

zwei Trapeze zerlegt, daB sich die Flichen-
inhalte A4, und A4, der Trapeze APQD und
PBCQ wie 2:3 verhalten. Die Summe der
Strecken AP=x und IE:y ist durch die
Seite 4B—a des Rechtecks ABCD auszu-
driicken. T.

*7*604 Ein rechtwinkliges Dreieck 4BC
mit der Hypotenuse AB besitzt die folgende
Eigenschaft:
Der Mittelpunkt M der Seite AB hat vom
FuBpunkt D der Héhe CD zur Seite AB den
gleichen Abstand wie von der Halbierungs-
linie des Winkels £ ABC =i. Es ist die GroBe
der beiden spitzen Winkel des rechtwink-
ligen Dreiecks 4BC zu ermitteln.

Ing. H. Decker, Koln

8 A 605 Es sei p eine Primzahl, die groBer

als 3 ist. Es ist zu beweisen, daB dann die
Zahl p? -1 stets durch 24 teilbar ist.

Sektion Mathematik

der Technischen Universitit Dresden

8 A 606 Der Kapitin eines Schifles beob-
achtet genau 20° voraus an Steuerbord ein
Leuchtleuer (d. h:, der Strahl von dem Schiff
zu dem rechts von dem Schiff liegenden
Leuchtfeuer bildet mit der Fahrtrichtung
des Schiffes einen Winkel von 20°). Das
Schiff steuert west (fahrt also in genau west-
licher Richtung) und lduft 15 Knoten (15
Seemeilen in einer Stunde). Nach 20 Minu-
ten Fahrt beobachtet der Kapitan das Leucht-
feuer genau 40° voraus an Steuerbord.
Wieviel Seemeilen ist das Schill zur Zeit der
zweiten Beobachtung von dem Leuchtfeuer
entfernt?
Die Antwort ist zu begriinden, und es ist eine
maBstidbliche Zeichnung anzufertigen.
K.-H. Kriger, Fachlehrer fiir Mathematik,
Wustrow

W 8 m 607 Es sind alle geordneten Paare
von zweistelligen natiirlichen Zahlen anzu-
geben, die die folgenden Eigenschaften ha-
ben.

1. Thre Summe ist gleich dem Quadrat einer
natiirlichen Zahl.

2. % der ersten Zahl ist gleich 26—5 der zweiten

Zahl. StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

W8 = 608 Wie lautet diejenige vierstellige
natiirliche Zahl, die gleich

a*(100 —a%)
ist, wobei a eine von Null verschiedene natiir-

liche Zahl darstellt? -
Ing. H. Decker, Kdin

*8*609 Einem Quadrat ABCD sei ein
Kreis & umbeschrieben. Ferner seien iiber
den vier Quadratseiten nach auBen die Halb-
kreise gezeichnet.

a) Es ist zu entscheiden, ob der Fliachen-
inhalt des Quadrats groBer, kleiner oder
gleich der Summe der Flicheninhalte der in
der beigefiigten Abbildung schraffierten
,,Mondsicheln* ist, d. h. der jeweils von
einem Kreisbogen des Kreises ¥ und einem
der Halbkreise begrenzten Flichenstiicke.
b) Diese Summe ist durch die Seitenlidnge
a des Quadrats 4ABCD auszudriicken.

Thomas Feigel,
OS Hirschberg (Saale). KI. 9

9 4610 Ubungsaufgaben
9 4611 siche I'V. Umschlagseite
W9 ab6l2 Es isl zu entscheiden, ob die Zahl
p=2ty2_10 5
5-J2 23

eine rationale Zahl ist oder nicht.

Bemerkung: Eine Zahl ist rational genau
dann, wenn sie sich in der Form P darstel-
q

len 14Bt, wobei p und q teilerfremde ganze
Zahlen mit ¢+0 sind. TU Dresden

WI9m6l3 Einem Wiirfel sei eine Kugel
einbeschrieben und eine Kugel umbeschrie-
ben. Wie verhalten sich die Rauminhalte
dieser beiden Kugeln zueinander?

TU Dresden

*9 ¥ 614 a) Von einem Dreieck A,;4,4,
seien die Mittelpunkte der Seiten M|, M, . M,
gegeben, wobei M, der Mittelpunkt der Seite
A A, M, der Mittelpunkt der Seite AZ_AJ
und M, der Mittelpunkt der Seite 434, ist.
Es ist das Dreieck 4,4,A4; zu konstruieren.
b) Von einem Viereck 4,4,A4;A4, seien die
Mittelpunkte der Seiten M, M, M, M,
gegeben, wobei M| der Mittelpunkt der Seite
A A, M, der Mittelpunkt der Seite AjA,
usw. ist.

Es ist das Viereck A;4,4;4, zu konstru-
ieren.

10/124615 Ubungsaufgabe, siche IV. Um-
schiagseite.

W 10/12m616 Ein Steilwandzelt vom Typ
Puck 8“ hat die Form eines geraden quadra-
tischen Pyramidenstumpfes, dessen Grund-
kanten die Langen ¢=3,30m und b=215m
haben und dessen Hohe die Linge h; =1.70 m
hat, mit aufgesetzter gerader quadratischer
Pyramide, deren Hohe die Lange h, =050 m
hat.
Es ist der Rauminhalt dieses Zeltes zu berech-
nen, wobei der Rauminhalt V; des pyra-
midenstumpflérmigen Teils
a) mit Hilfe der Naherungsformel fiir das
Volumen des Pyramidenstumpfes

2
b) mit Hilfe der genauen Formel

V= g—‘ (a*>+ab+b?) berechnet werden soll.
L.

W 10/12m 617 Es sind alle ganzen ratio-
nalen Zahlen k anzugeben, [ir die das Glei-

chungssystem
kx—3y=18, (1)
x
—+5y= 2 2
g T 2

negative rationale Ldsungen x und y hat
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

* 10/12 * 618 Essei ABCA'B'C' ein gerades
Prisma, dessen Grund(liche ein gleichseitiges
Dreieck ABC mit der Seitenldnge a ist und
dessen Hohe die Lidnge h hat. A’ liege iiber
A, B’ iiber B und C' iiber C.
Fiir welches Verhiltnis h : a ist der Winkel
¥ AC’'B genau gleich 45°?
Sektion Mathematik
der Technischen Hochschule
Karl-Marx-Stadt
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Berufsbild : Hochschulingenieur

Ein neuer Bildungsweg fiir junge Facharbeiter

An der Ingenieurhochschule Leipzig werden in
7 Semestern Hochschulingenieure

in den Sektionen ., Technische Kybernetik‘‘ und
. Polygrafie ausgebildet

Eine Aufgabe von
Prof. Dr. sc. techn.
Detlef Schmidt

Rekior der Ingenieurhochschule Leipzig

In Weiterfithrung der 3. Hochschulreform
entstand mit Beginn des Studienjahres 1969/
70 in der DDR ein neuer Typ von wissen-
schaftlichen Hochschulen [iir strukturbe-
stimmende Bereiche der Volkswirtschaft. Die
Ingenieurhochschulen — so lautet ihre Be-
zeichnung — stellen einen neuen Bildungs-
weg fiir die in der Praxis tatigen jungen Fach-
arbeiter dar. Die Moglichkeiten fiir die Aus-
bildung von Ingenieuren mit Hochschulab-
schluB werden betrichtlich erweitert und
das Gesamtsystern des Bildungswesens in
der DDR um einen wesentlichen Bestandteil
ergidnzt.

Sicherlich ist die Tatsache bekannt, daB jeder
dritte Schulabginger in der DDR 1970 ein
Hoch- oder Fachschulstudium aufnehmen
mubBte, um die Aufgaben im Zuge der wissen-
schaftlich-technischen Revolution zu mei-
stern. Im Bereich des Hoch- und Fachschul-
wesens werden in diesem Jahr die Investitio-
nen auf fast das Doppelte erhoht. Auf dieser
Grundlage ist es moglich, auch die Zulas-
sungsquote an den Hoch- und Fachschulen
weiler zu steigern.

Die Bewerber fiir ein Studium an der Inge-
nieurhochschule Leipzig miissen zwei Vor-
aussetzungen erfiillen. Neben der Hoch-
schulreife bendtigen sie den AbschluB der
Facharbeiterpriifung in einem einschligi-
gen Beruf. Es ist typisch fiir die Ingenieur-
hochschulen, daB sie in wesentlichem Um-
fang auch hervorragende Absolventen der
Berufsschulen als den Kadern der Arbeiter-
klasse beim Erwerb der Hochschulreife un-
terstiitzen und nach einer entsprechenden
Prifung immatrikulieren. Die Facharbeiter-
prifung soll in einem (echnischen Grund-
beruf erfolgt sein, vorzugsweise in der elek-
trotechnischen Industrie, der Metallindustrie,
der chemischen Industrie oder in der polygra-
fischen Industrie.

An der Ingenieurhochschule Leipzig bestehen
gegenwiirtig die Sektionen ,.Technische Ky-
bernetik'* und ,,Polygrafie"”. An beiden Sek-
tionen werden in einem Studium von sieben
Semestlern Hochschulingenieure ausgebildet,
ein neuer Typ von Ingenieuren mit Hoch-
schulabschluB, der sich vor allem durch eine
enge Verbindung zur Praxis auszeichnet.

Der Hochschulingenieur auf dem Gebiet
der Technischen Kybernetik hat im Rahmen
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der Volkswirtschaft eine wichtige und ver-
antwortungsvolle Tatigkeit auszuiiben, die
hohe Anforderungen an ihn stellt. Er nimmt
entscheidenden EinfluB auf die Entwicklung
automatisierungsgerechter Technologien und
Verfahren zur Gestaltung 6konomisch und
technisch optimaler Prozesse im gesamten
Bereich der Volkswirtschaft.

Nach der Vermittlung eines breiten Grund-
lagenwissens erfolgt im Fachstudium die
Ausbildung in den einzelnen Lehrkomplexen.
Dazu zihlen die Komplexe Technische Stoffe,
Technische Systeme, Grundlagen der Tech-
nologie, Systemgestaltung und Sozialistische
Betriebswirtschaftslehre. Eine gewisse Akzen-
tuierung und zugleich die Vorbereitung auf
das Ingenieurpraktikum wird durch wahl-
obligatorische Vorlesungen in der letzten
Ausbildungsphase erreicht. AnschlieBend er-
folgt im 7. Semester mit einem halbjdhrigen
Ingenieurpraktikum eine spezielle Fachaus-
bildung fiir den spiteren Arbeitsbereich.
Aus den konkreten Einsatzbedingungen er-
geben sich diejenigen Gebiete, in denen er-
weiterte und vertiefte Fihigkeiten und Kennt-
nisse fiir eine erfolgreiche Titigkeit unab-
dingbar sind.

Der Hochschulingenieur auf dem Gebiet
der Polygrafie muB in der Lage sein, die
neuesten naturwissenschaftlichen Erkennt-
nisse im [ndustriezweig anzuwenden und den
Produktions- und ReproduktionsprozeB stin-
dig zu intensivieren. Den Anforderungen
der wissenschaftlich-technischen Revolution
entsprechend wird er u. a. dazu beitragen, da
die manuelle Titigkeit verringert wird, zu
automatisierten Arbeitsver(ahren iibergegan-
gen und automatisch gesteuerte Produk-
tionssysteme angewandt werden.

Nach der Vermittlung eines breiten Grund-
lagenwissens erfolgt ebenfalls im Fachstu-
dium die Ausbildung in industriebezogenen
Stoffkomplexen, so z. B. in Technische Stofte,
Technische Systeme, Grundlagen der Tech-
nologie, ProzeBgestaltung. Ebenso wie in der
Sektion ,.Technische Kybernetik* erfolgt
im 7. Semester eine spezielle Fachausbildung
im Ingenieurpraktikum.

Der Einsatz der Hochschulingenieure erfolgt
entsprechend der jeweiligen Ausbildung. Die
aus der Sektion ,,Technische Kybernetik*

A 619  Vier Facharbeiter 4, B, C und D
einer Brigade betreuen je einen Lehrling
a. b, ¢ und d. Sowohl Facharbeiter als auch
Lehrlinge produzieren gleiche Gegenstiande
und verabreden folgenden Wettstreit:
Jeder erhilt fiir jeden von ihm gefertigten
Gegenstand soviel Pfennige aus der Brigade-
kasse, wie er Gegenstinde abgeliefert hat.
Am Ende ergibt sich folgende Abrechnung:
A(B, C) lieferten 37 (11.,9) Gegenstinde mehr
ab als a (b. ¢). Jeder Facharbeiter erhilt
1,05 M mehr als sein thm zugeordneter
Lehrling.

Welcher Facharbeiter hat welchen Lehrling
zu betreuen?

kommenden technologisch  orientierten

Hochschulingenieure kénnen u. a.

— in Entwicklungs- und Projektierungsbe-
trieben

— in Zentralstellen fiir Rationalisierung

— in verantwortlichen Funktionen von Be-
triebskontrollen, Wirmestellen und MeD-
warttn

— in der Wartung und Instandhaltung kom-
plex automatisierter Produktionsanlagen

eingesetzt werden.

Die Hochschulingenieure der Sektion ,,Poly-

grafie* kénnen u. a.

— in Fihrungsfunktionen fiir den tech-
nologischen ProzeB polygrafischer Indu-
striebetriebe

— in Leitungsorganen von Betrieben der
Verpackungsmittelindustrie sowie in den
Verlagen

— als Mitarbeiter in Instituten, Projektie-
rungsbiiros und in AuBenhandelsorganen

singesetzt werden.

Nach erfolgreicher ein- bis eineinhalbjih-

riger Téativkeit in der Praxis hat der Hoch-

schulingenieur die Méglichkeit, den wisseu-
schaftlichen Grad eines Diplomingenieurs
an der Ingenieurhochschule Leipzig zu erlan-
gen. Damit wird deutiich. daB die Ingenieur-
hochschulen der DDR vollwertig in die

Reihe der Technischen Hochschulen treten,

wobei sie sich durch besonders enge Praxis-

verbindungen auszeichnen.
G. Burucker



IX. Olympiade

Junger Mathematiker der DDR

Lésungen der Kreis-, Bezirks- und DDR-Olympiade

Kreisolympiade
Olympiadeklasse 5

1. Bei genau 5 Wiirfeln sind je zwei gegen-
iiberliegende Waiirfelflichen verdeckt. Die
Summe ihrer Augenzahlen betrigt daher
5-7=35. Bei dem obersten Wiirflel ist nur
die der Fliache mit der Augenzahl 1 gegen-
iiberliegende Fliche verdeckt. Sie hat aus
dem in der Aufgabe genannten Grunde die
Augenzahl 6. Mithin betrégt die Summe der
Augenzahlen aller verdeckten Flichen
35+6=41.

2. Der zweite Kunde kaufte genau 2 m Stoff
mehr als der erste; denn 5 m—3 m=2 m. Fiir
diese 2 m Stoff hatte er 30,— M zu bezahlen.
Jedes Meter Stoff kostete daher die-Hilfte
davon. das sind 15— M. Die drei Kunden
kauften zusammen 17 m StofT; folglich hatten
sie insgesamt 1715 M =255 M zu bezahlen.

3. ara=2a
A
I N\

A a &

d
—

PO
5

A a 8
(1) Konstruktion einer Strecke der Lange 2a:

b+beb=3b

Gb b
cbo ¢ty
(2) Konstruktion einer Strecke der Lange 35:
2a+3b
N

- ¢ » 2

A 2a 81
(3) Konstruktion ciner Strecke der Linge
2a+3b:

2a+3b
N

s

F c 3

2a+3b-c

(4) Konstruktion einer Strecke der Linge
2a+3b—c:

2(2at3b-~c)

' N\
A1 2assb-c Fi

-1

n_ 2asdbc f

(5) Konstruktion einer Strecke der Linge
2(2a+3b—0):

4. Die Zahlen 3; 5 und 7 sind paarweise
teilerfremd. Daher ist wegen 3-5-7=105
eine Zahl genau dann sowohl durch 3 als
auch durch 5 als auch durch 7 teilbar, wenn
sie ein ganzzahliges Vielfaches von 105 ist.

Nun gilt

4-105=420 5-105=525 6-105=630
7-105=735 8-105=840

9-105=945 10-105=1050,

Die Bedingungen (b) und (c) werden daher
von den Zahlen 525; 630; 735; 840; 945 und
nur von diesen erfiillt; denn jedes Viellache
von 105 mit einer kleineren ganzen Zahl
als 5 ist kleiner als 500 und jedes Vielfache
von 105 mit einer groBeren ganzen Zahl als 9
ist groBer als 1000.

Von diesen Zahlen erfiillen 525; 735 und
945 und nur diese auch die Bedingung (a).
Die gesuchten Zahlen sind daher 525; 735
und 945 und nur diese.

Olympiadeklasse 6

1. (I) Nach Aulgabenstellung waren (wegen
§+%=%> alle Fahrer auBer Klaus so viel wie
3 aller teilnehmenden Fahrer. Klaus stellte

daher % aller Teilnehmer dar. Das ist nur
moglich, wenn die Teilnehmerzahl 6 betrug.
(I1) Daher erreichten wegen % -6=2 genau 2

der Teilnehmer vor Klaus das Ziel, so dal
Klaus den 3. Platz belegte.

2. Die Summe der aul jeder Kreisscheibe
aufgetragenen Zahlen betrigt jeweils 78.
Dic Kreisscheibe 148t sich daher héchstens
dann in die laut Aufgabe geforderten Teile
zerlegen, wenn die verlangte Teilanzahl (also
2; 3; 4; 6) ein Teiler von 78 ist. Das gilt fiir
2; 3 und 6, fiir 4 dagegen nicht. Daher lassen
sich hochstens die erste, die zweite und die
vierte Kreisscheibe in der geforderten Weise
zerlegen.

Eine Zerlegung in 4 derartige Teile (Kreis-
scheibe 3) ist nicht moglich. Wie die Abb.

L 6;2 zeigt, konnen die genannten Kreis-

scheiben tatsdchlich der Aufgabe entspre-
chend geteilt werden. Dabei beachten wir.
daB fiir die Zahlen 1. 2, ..., 12 gilt:

14+12=2+11=3+10=4+9=5+8=6+7

AN

”n )

N

3. Die:'Summe der Winkel ¥ ACB und £ ECD
wird von £ BCD zu 180° ergidnzt. Die nach
Voraussetzung thr gleiche Summe der Winkel
¥ ACB und ¥ ABC wird von ¥ BAC zu 180°
erginzt (Winkelsumme im Dreieck AA4BC).
Daraus folgt die Behauplung
¥BCD= xBAC.

Anmerkung : Die Losung kann auch mit Hilfe
des Aulenwinkelsatzes oder der Sitze liber
Winkel an geschnittenen Parallelen erfolgen.
In diesem Fall wire z. B. die Parallele zu BC
durch den Punkt A zu ziehen, usw.

4. Laut Aulgabe legt Elke in jeder Minute
genau 31—0 des Schulweges, Jiirgen in jeder
Minute genau 21—0 des gleichen Weges zuriick.

Da Elke 5 Minuten vor Jiirgen losgegangen
ist. hat sie vor Jiirgen in dieser Zeit einen

5 10
A% —=— des Weges.
orsprung von 30" 60 g
Wegen 1 11 verringert sich dieser

2030 60 |
Vorsprung in jeder Minute um p des Ge-

samtweges. Die gesuchte Anzahl der Minuten
bis zum Einholen kann also nur diejenige

Zahl sein, mit der man 6LO multiplizieren

mulB, um % zu erhalten. Das ist die Zahl 10.

Jiirgen holt unter den angegebenen Umstin-
den seine Schwester in genau 10 Minuten ein.



Olympiadeklasse 7

1. a) Mit 4 Schritten legt der Vater 320 cm_

zuriick ; denn 4 - 80 cm =320 cm. Da der Sohn
fir die gleiche Strecke 5 Schritte braucht,
betrigt wegen 320 : 5=064 seine durchschnitt-
liche Schrittlinge 64 cm.

b) Genau dann, wenn der Vater ein (positives
ganzzahliges) Vielfaches von 4 als Schrittzahl
beendet hat, hat der Sohn gleichzeitig mit
dem Vater eine ganzzahlige Schrittzahl be-
endet, treten also Vater und Sohn gleichzeitig
aul. Dies geschicht genau dann mit dem
linken FuB, wenn sie eine gerade Anzahl von
Schritten beendet haben. Bei dem Vater ist
dies fiir jedes Vielfache von 4 der Fall, bei
dem Sohn genau fiir alle geradzahligen Viel-
fachen von 5. Das kleinste (positive) gerad-
zahlige Vielfache von 5 ist aber das Zwei-
fache.

Dabher treten Vater und Sohn erstmalig nach
dem 8. Schritt des Vaters gleichzeitig mit dem
linken FuB auf.

2. Da die Summe je eines Innenwinkels und
eines zugehérigen AuBenwinkels 180° betrigt.
ist eine Ecke genau dann .ausgezeichnet®.
wenn der Innenwinkel bei dieser Ecke 90°
betragt. Nun gibt es Dreiecke mit genau einem
rechten Innenwinkel, aber es gibt keine
Dreiecke mit mehr als einem solchen. Daher
ist die einzige und mithin auch groBte
mogliche Anzahl 1.

3. Die an den einzelnen Tagen zuriickgelegten
Wege sind proportional den jeweiligen Durch-
schnittsgeschwindigkeiten. Der am zweiten
bzw. dritten Tag zuriickgelegte Weg ist also
das 5- bzw. 10fache des am ersten Tag zuriick-
gelegten Weges.

Wegen 1+5+10=16 ist somit der Gesamt-
weg, nach Aufgabenstellung 520 km. das
16fache des am ersten Tage zuriickgelegten
Weges. Dies ist nur moglich. wenn der am
ersten Tage zuriickgelegte Weg 520 km : 16
=325 km und folglich der am zweiten bzw.
dritten Tage zuriickgelegte Weg 5-32.5 km
=162,5 km bzw. 10- 32,5 km=325 km betru-
gen. Daraus ergibt sich wegen

&5__65( 525

6 12\ 60
nach Aufgabenstellung an jedem der drei

) die am ersten Tage (und

Tage) aufgewendete Zeit als ?—; h
(=5h 25 min).

4. Der Mittelpunkt der Seite BC sei D, das
Lot von C bzw. von B auf g sei CE bzw. BF
(siche Abb. L 7;4).

¢ g
o 9 T
i&%
A 8
8

Fallt E mit D zusammen. dann fdllt auch
F mit D zusammen.__und_es gilt AD1CB
und damit wegen CE=CD und BF=BD

auch CE=BF. Fillt E nicht mit D zusam-
men, so fallt auch F nicht mit D zusammen.

II

Dann stimmen die Dreiecke ACDE und
ABDF in den Seitenlingen CD. BD. den
Grolen der anliegenden Winkel & CDE.
¥ BDF (Scheitelwinkel) und denen der gegen-
iiberliegenden (rechten) Winkel & CED,
¥ BFD iiberein.

Also gilt ACDE~ABFD, und daraus folgt

CE=BF w.zb.w.
Olympiadekiasse 8

I. Ordnet man 2 B. die moglichen Wiirfe
und die zugehdrigen Summen der jeweiligen
beiden Augenzahlen in Form nachstehcnder
Tabelle an, so erkennt man, daB in der Tat
die Summe 7 am hiuligsten auftritt.

kleiner groBer Wiirflel

Wiirfel 1 2 3 4 5 6

(= B R T S R

8
2. Der gesuchte Flidcheninhalt 4 ist gleich
der Summe der Inhalte der Halbkreisflachen
liber AB, FG. AO und OB vermindert um die
Summe der Inhalte der Halbkreisfliichen
iiber EH, EF und GH.

Wegen AB=6cm, FG=2cm, AO=0B=3cm.
EH=4 cm. EF=GH=1 cm gilt daher:

A=g(36+4+9+9—l6—1— 1) cm?

=5ncm?
Der Inhalt der schraffierten Fliche betrigt
5 ncm?, das sind angendhert 15,71 cm?.

3. (I) Im Zeitraum von je einem Uberein-
anderstehen der beiden Zeiger bis zum nich-
sten nimmt der Winkel zwischen den Zeigern
(gemessen im Uhrzeigersinn vom Stunden-
zeiger bis zum Minutenzeiger) alle Werte
von 0° bis 360" an, jeden genau einmal. Unter
diesen Zeigerstellungen befinden sich genau
zwei der gesuchten, namlich die mit den
Winkeln 90° und 270°.

(IT) In der Zeit von 0 Uhr bis 12 Uhr fiihrt
der Minutenzeiger genau 12 volle Umdre-
hungen aus. der Stundenzeiger genau eine in
gleicher Richtung. Daher wird dieser Zeit-
raum durch die Zeitpunkte des Uberein-
anderstehens der beiden Zeiger in 11 Teile
geteilt (und zwar wegen der Gleichformig-
keit der Bewegungen in gleichlange).

(IIT) Aus (I) und (1) folgt zunachst: Die Zeit
von 0 Uhr bis 24 Uhr wird durch die Zeit-
punkte des Ubereinanderstehens in 22 Teile
geteilt, und in jedem dieser Teilzeitrdume
befinden sich genau 2 gesuchte Zeitpunkte.
Deren Gesamtzahl betridgt somit 44.

(IV) Aus (I). (11) und der Gleichf6rmigkeit der
Bewegungen folgt ferner: Der Zeitraum von
0 Uhr bis 12 Uhr wird durch diejenigen
Zeitpunkte, die den Winkeln 0°, 90°, 180°.
270° entsprechen. in 44 pgleichlange Teile
geteilt. Diese Zeitpunkte ergeben sich somit
als die ersten 43 positiven ganzzahligen Viel-

fachen von 12 h =i h. Die Zeitpunkte mit
44 11

den Winkeln 90° und 270" sind dabei die

ungeradzahligen unter diesen Vielfachen. Von

diesen liegen zwischen 4.00 Uhr und 5.00 Uhr

genau dicjenigen n~l%~h (n ungerade), bei

denen n die Ungleichungen 4<n-l3~l<5

oder. gleichbedeutend hiermit, ﬁ<n <53*5
erfiillt, d. s. die Zeitpunkte

3 h=4Lh_—_4h5—15—l min und

11 11

173 h=4L h=4h 382 min.
11 11 11
(Aul weitere Losungswege mul verzichtet

werden. d. Red.)

4. Im Dreieck AABC schneide die Halbie-
rende des Innenwinkels £ ACB die Gegen-
seite AB im Punkt D.

(Weil eine Aussage iiber Streckenverhilt-
nisse bewiesen werden soll. ist es nahe-
liegend. das Dreieck A4BC mit der Winkel-
halbierenden CD zu einer Strahlensatzfigur
zu ergidnzen.)

Man konstruiere die Parallele durch B zur
Winkelhalbierenden CD und verlangere AC
iiber C hinaus. Der Schnittpunkt, der in
jedem Fall existiert (denn der Winkel ¥ ACD
ist stets kleiner als 90°), sei E (vgl. Abb. L 8;4).
Nach einem der Strahlensitze gilt:

DA:DB=CA:CE (1). c

A D 8

AuBerdem ist x ACD =~ & CEB (Stufenwinkel
an geschn. Parallelen)
und £ DCBz= &£ CBE, und weil
(Wechselwinkel an geschn. Parallelen)

£ ACD= x DCB vorausgesetzt war,
folgt ¥ CEB =~ ¥ CBE. Also ist das Dreieck
ACEB gleichschenklig mit CE =CB.

Setzt man dies in (1) ein, so erhilt man
DA :DB=CA : Cﬁ, w.Zb.w.
Anmerkung: Diese Hinfiihrung zum Beweis-
motiv ist nicht fir einen vollstindigen L&-

sungstext erforderlich.
Ein anderer Beweisweg besteht darin, E auf
der Verldngerung von AC iiber C hinaus
durch CE=CB zu definieren und dann
EB | CD zu beweisen.

Olympiadeklasse 9

1. Eine Frage reicht nicht aus, da der Lehrer
wegen der Aulteilung der Schiiler in drei
Gruppen und wegen des Vorhandenseins
nur zweier Antwortmoglichkeiten (ja, nein)
auf jede beliebige (nach den Regeln zulissige)
Frage von Angehérigen mindestens zweier
Gruppen die gleiche Antwort erhalten wiirde.
(,,Schubfachprinzip“). Mit der Angabe des



folgenden Beispiels zeigen wir gleichzeitig,
daB zwei Fragen ausreichen. Der Lehrer
kann z B. die Fragen ,Bist du ein Unbe-
stindiger? stellen; denn dann erhilt er
von cinem ,Wahren“ die Antworten nein,
nein. von einem ,,Unwahren* die Antworten
ja, ja und von einem ,,.Unbestindigen” die
Antworten ja, nein oder nein, ja Damit ist
aber cine Identifizierung moglich.

2. Esist V,=a,>
Ferner betrigt die Hohe einer Seitenfliche

des Tetraeders h=% a, \/5, die Hohe des

— ~
Tetraeders h’=\/a22—<§ h) =% a, \/6, der

Flacheninhalt einer Seitenfliche des Tetra-
eders

F=%a2h=ia22 \/3, also das Volumen des
Tetraeders

V2=§F.h’=11—2a23 \/5_ (Kann evtl. der

Zahlentalel entnommen werden.)

Nun ist laut Aufgabenstellung a,=a, /2.
Daraus folgt V2=13a13=% V,.

Das gesuchte Verhiltnisistalso V; : V,=3: 1.

3. Angenommen, es gibe zwei solche Zahlen
a und b (mit b<a) und es sei a:b=n
(n natiirlich).
Dann gilt n>1 sowie 1234567 <a,b
7654321
-<7
1234567
Deshalb kann n nur eine der Zahlen 2, 3,4, 5
oder 6 sein.
Angenommen, es sei n=3 oder n=6.
Dann ergibt sich folgender Widerspruch:
Einerseits ist a=3b oder a=6b, also a
durch 3 teilbar. Andererseits hat a die Quer-
summe 28, kann also nicht durch 3 teilbar
sein.
Angenommen, es sei h=2 Da in b die Zil-
fer 4 vorkommt. miiBtc bei der Multiplika-
tion der entsprechenden Stelle mit 2 in a eine
8 oder (falls der bei Multiplikation einer
Ziffer 1, ..., 7 mit 2 und eventuellem Hinzu-
figen eines vorangegangenen Ubertrags
groBtmogliche Ubertrag 1 hinzukommt) eine
9 entstehen, im Widerspruch dazu, daB diese
Zillern in a nicht vorkommen.
Angenommen, es sei n=35.
Der bei Multiplikation einer der Zillern
I, ..., 7 mit 5 und eventuellem Hinzuligen
eines friitheren Ubertrags groBtrasgliche Uber-
trag ist dann 3. Da die Vielfachen von 5 auf 0
oder 5 enden, kann in a keine 4 auftreten,
im Widerspruch dazu, daBl « die Zifler 4
cnthalt.
Angenommen, es sei n=4.
Da in b eine 7 enthalten ist. miiBte wegen
7-4=28 in a entweder eine 8, 9 oder 0
enthalten sein; denn der gr5Btmogliche Uber-
trag aus den ibrigen Stcllen betrdgt 2. Da
in a keine dieser Zilfern auitritt, liegt auch
in dicsem Falle ein Widerspruch vor. Da in

£7654321, also n<

allen moglichen Fillen ein Widerspruch
auftrat, kann es Zahlen mit der angegebenen
Bedingung nicht geben.

4. Es seien:

E der Mittelpunkt der Seite AD,

F der Mittelpunkt der Seite AB,

G der Schnittpunkt der Strecken EC

und BD und

H der Schnittpunkt der Strecken FC

und BD.

Ferner gelte: HB=a, HG=b, G—D=c, und
BD=d.

Nach dém Hauptihnlichkeitssatz folgt:
AFBH ~ ACHD (Ubereinstimmung in Schei-
telwinkeln und Wechselwinkeln an geschnit-
tenen Parallelen).

Wegen FB:DC=1:2 muB gelten
a:(b+c)=1:2 Hieraus und aus

a+{b+c)=d folgt a=§.

Nach dem Hauptahnlichkeitssatz folgt:

AEGD~ACGB (wie oben).

Wegen ED :BC=1:2 muB gelten

c:(a+b)=1:2,

d

also c=-.
3 d

Daraus folgt b=d—a—c=5.

Also gilt a=b=c, was zu beweisen war.
D c

Olympiadeklasse 10

l. Wegen 10°<3790<10* ist
3<lg3Tu<4. also [lg3790]=3.

Wegen 1072<0.0379< 107! ist
—2<lgu0379< —1.

also [1g0.0379]=-2.

Daher betriigt der gesuchte Quotient

3

5= 1.5.

2. Angenommen. d,. .... a4 seien vier Zahlen
der gesuchten Art. Dann gelten fir die nach
Aufgabenstellung gebildeten Zahlen d,. ... dg
die Gleichungen
dy=d,+d,. ds=dy+dy. dy=d,+d,+d,.
Nun sind hochstens folgende Fille méglich:
L d,. dy dy smd ungerade Primzahlen. Dann
ergibt sich der Widerspruch, daB d, und d,
gerade und gréfier als 2. also keine Prim-
zahlen sind. Daher scheidet dicser Fall aus.
II d,. dy. dy sind gerade Primzahlen (also
ist jede gleich 2). dann ergibt sich derselbe
Widerspruch.

HIL Von den Zahlen d,. d,. d, st genau eine
gerade (also gleich 2). Dann ergibt sich der
Widerspruch. dall d, gerade und groter
als 2 ist.

IV. Von den Zahlen d,. d, dy sind genau
zwei gerade (also ist jede gleich 2). )
a) unler diesen befindet sich d,. Dann ergibt
sich. dai} entweder d, oder d; gerade und
groller als 2 ist.

b) d,=d3=2; d, ungerade Primzahl. Dann
folgt dy=ds=d,+2 und dg¢=d,+4. Nun
ist von drei ganzen Zahlen der Form d,.
d,+2.d,+4 stets eine durch 3 teilbar.
(Beweis: Beim Teilen von natiirlichen Zah-
len durch 3 kénnen nur die Reste 0, 1 oder 2
auftreten.

Tritt beim Teilen von d, der Rest O aul. ist
d, durch 3 teilbar. Tritt der Rest 1 aul. ist
(wegen 1+2=3) d,+2 durch 3 teilbar. Tritt
der Rest 2 auf, ist (wegen 2+4=6) d,+4
durch 3 teilbar.) Die einzige Primzahl. die
durch 3 teilbar ist. ist die 3. Da aber (d,> 1
ist, also) d,+2 und d, +4 groBer als 3 sind,
verbleibt nur die Maéglichkeit d,=3.
Hiernach folgt weiter

ay=dy+dy=a,;+2.

ay=da,+dy=a,;+5,

ag=d3+d,=a,+7.

Daher kénnen a,. ..., a, nur dann den Be-
dingungen der Aulgabe geniigen, wenn sie
von der Form

(*) ay=n. a,=n+2, ay=n+5 a,=n+7

- mit einer natiirlichen Zahl » sind.

Umgekehrt geniigen je vier Zahlen der Form
(*) in der Tat den Bedingungen der Aulgabe;
denn fiir sie ist jede der Zahlen
di=a,—ay=2. dy=ay—a,=3,
dy=a,—a,=2, dy=a,—ua,=5.
ds=ay—a,=5. dg=us—a,=7 Primzahl.

3. a) Verfahrt man wie angegeben, so entsteht
[olgendes Bild: (s. Abb. L 10;3)

b) Aus der Konstruktion [olgt:

AB=n AY=DY=EY=m
Ferncrist AD=x (=§5).
Nach einem Satz der Elementargeometrie
halbiert das von D auf ¢ gefdllte Lot die
Strecke AB. Sein FuBpunkt set F. Nach dem
Satz des Thales ist das Dreieck AAED recht-
winklig. In ihm gilt nach dem Satz des Euklid
(Kathetensatz):

n
x2==(2m)=m-n, also

x=m-n.

4. Folgende Ungleichungen sind der gegebe-
x24+2x-3>0.

(x+1)2>4.

(1. Fortsetzung:) | x+ 1] >2

(2. Fortsetzung:) (x+ 1)>-22>0.

(x=1D{x+3)>0.

Nach Fallunterscheidung erhilt man (in
jeder der beiden Fortsetzungen) als dquiva-
lent mit der letzten Bedingung: x>1 oder-

nen dquivalent

o< =3,

Damit ist gezeigl. dall von den Bedingungen
(1) bis (5) nur die Bedingung (5) der gegebenen
dquivalent ist. -

I
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1. I. In der Tausenderstelle der aufgeschrie-
benen Zahlen kommt die Zifler 9 nicht vor.
IL. Die Anzahl der Ziffern 9, die in der Hunder-
terstelle der aulgeschriebenen Zahlen vor-
kommen, betrigt
fiir die Zahlen von [ bis 1000 y
. . (2 Gruppen)

fiir die Zahlen von 1001 bis 2000}
je genau 100 (da bei der ersten Gruppe die 9
in der Hunderterstelle genau der Zahlen
900, ..., 999 vorkommt und bei der zweiten
Gruppe genau der Zahlen 1900, ..., 1999).
Bei den Zahlen von 2001 bis 2555 kommt in
der Hunderterstelle die Ziffer 9 nicht vor.
I11. Die Anzahl der Ziffern 9, die in der Zehner-
stelle der aufgeschriebenen Zahlen vorkom-
men, betrigt
fiir die Zahlen von 1 bis 100
fiir die Zahlen von 101 bis 200
usw.
fiir die Zahlen von 2401 bis 2500
je genau 10 (bei der ersten Gruppe genau in
90, ..., 99, bei der zweiten Gruppe genau in
190, ..., 199 usw.).
Bei den Zahlen von 2500 bis 2555 kommt in
der Zehnerstelle die 9 nicht vor.
IV. Die Anzahl der Ziffern 9 in der Einer-
stelle der Zahlen betrigt
[iir die Zahlen von Ibis 10
firdie Zahlenvon 11bis 20
usw.
fiir die Zahlen von 2541 bis 2550
je genau 1. Bei den Zahlen von 2551 bis 2555
kommt in der Einerstelle die 9 nicht vor.
Daher betrigt die gesuchte Zahl
2-100+25-10+255="1705
2. a) Wenn die Bedingungen (I). (II). (11I)
erfillt sind, so folgt (durch irgend eine
Eliminationsmethode, z. B. durch Addition
von (I), (I}, (IT). Division durch 2 und an-
schlieBende Subtraktion je einer der Glei-
chungen (). (1I). (111)

a=17. b=2l, ¢=25.
b) Ein Dreieck mit diesen MaBzahlen exi-
stiert; denn die Dreiecksgleichungen sind
erfiillt. Es ist nimlich

17+21>25, also a+b>c.

214+25>17. also b+c>a,

17425>21. also a+c>b.
Jedes Dreieck mit diesen MaBzahlen seiner
Seitenldngen erfiillt auch die Bedingungen
(I). (I1). (III). Es ist ndmlich

17+21=38, also a+b=138,

21 +25=46, also b+c =46,

174+ 25=42, also a+c=42.
Zu a) Man kann auch lolgendermaBen schlie-
Ben:
‘Aus b+c=46 und a+c=42 [olgt. daB b
um 4 groBer ist als a.
Also gilt b=a+4 (1)
Setzt man das in (I) ein. so erhdll man
u+a+4=38, woraus a=17 folgl.
Aus (1) folgt dann b=21 und daraus sowie
aus (1) ¢=25 ... usw.

(25 Gr.)

(255 Gr)

v

3. Es sei M der Schnittpunkt der Diagonalen.
Man zieht die Parallelen zu den Diagonalen
durch die Punkte 4. B, C und D. Sie mégen
sich in den Punkten E, F. G. H schneiden.
Dann ist EFGH laut Konstruktion ein
Parallelogramm, dessen Flédche bei geeigneter
Wahl der Bezeichnungen E, F, G. H aus den
Flachen der vier Parallelogramme AMDH,
BMAE, CMBF und DMCG zusammen-
gesetzt ist. Da diese Teilparallelogramme
durch die Strecken 4B, BC, CD und DA
halbiert werden, ist der Flicheninhalt des
Parallelogramms EFGH doppelt so grol3 wie
der des Vierecks ABCD. Dabher ist der Fli-
cheninhalt jedes Dreiecks, das den Bedin-
gungen der Aufgabe entspricht und lolglich
einem der Dreiecke AEFG, AEFH kongru-
ent ist, jeweils gleich dem des Vierecks ABCD.

£
4. a) Bezeichnet man den Minuenden mit
m (m+0), dann ist der Subtrahend Zm
ie Di ist m—=m==m.
Die Differenz ist m 5m 5m

Wegen %m=%m betrigt die Diflerenz

60°/, des Minuenden.

b) Die Summe aus Minuend und Subtrahend
ist m +§ m =5z m. Wegen %m =% m betragt
diése Summe 140°%, des Minuenden.

5. Voraussetzung: ABCD ist ein Rechteck.
E, F, G, H sind so gelegen. daBl 4 aul EF.
B auf FG, C aul GH. D auf HE liegt und
FG|  AC| EH sowie EF | DB | HG gilt.
Behaﬁptung: EFGH ist ein Rhombus.
Beweis: Nach Voraussetzung ist EFBD ein
Parallelogramm, also gilt EF =DB. Ebenso
erhilt man: HG=DB. FG=AC. EH=AC.
Da im Rechteck ABCD ferner AC=DB gilt,
folgt aus den vorigen Gleichungen EF =FG
=HG=EH und damit die Behauptung.

H

F

6. I. Angenommen, ABCD sei ein Rhombus.
der den Bedingungen der Aulgabe entspricht,
M sei scin Mittelpunkt. Dann ist AM die
Winkelhalbierende von & BAD. [erner gilt

AM L BD sowie MB=MD. SchlieBlich ist
AM -+ MB~J (AC+ BD)

Der Punkt F sei so aul der Verldngerung von
AM iiber M hinaus gelegen. daB ME =M B st
Dann ist AMBE gleichschenklig-rechtwink -
lig. also ¥XMEB=45°. Ebenso ist auch
¥MED=45°.

£
N\
VN
N\

N
X

s
//
DN] B
A

I1. Daraus [olgl. daB cin Rhombus nur dann
den Bedingungen der Aulgabe entspricht.
wenn er durch lolgende Konstruktion erhal-
ten werden kann:
(1) Man zeichnet einen Winkel von 110°,
dessen Scheitel A genannt sei. und seine
Winkelhalbierende.
(2) Auf ihr tragt man von A aus eine Strecke
von 7,5 cm Linge ab. Der zweite Endpunkt
dieser Strecke sei E genannt.
(3) An den von E durch 4 gehenden Strahl
trdgt man in E nach beiden Seiten Winkel
von 45" an. Schneiden ihre [reien Schenkel
die Schenkel der unter (1) genannten Winkel.
so seien die Schnittpunkte B und D.
(4) Schneidet der Kreis um D mit dem Radius
AD den von A durch E gehenden Strahl auBer
in A in einem weiteren Punk{, so sei dieser C
genannt.
I11. Beweis, daB diese Konstruktion zu einem
Rhombus der gesuchten Art fiihrt:
Nach Konstruktion wird AAEB=~AAED
(wsw), also AB=AD. Hieraus folgt. wenn M
der Schnittpunkt von AE und BD ist,
AAMB=AAMD (sws), also xBMA
=& DMA=90°
Demnach gilt ADMA=ADMC (ssw;
AD>MD). also AD=CD. AM=CM und
somit schlieBlich AAMB=ACMB (sws),
AB=CB.
Daher ist ABCD ein Rhombus.
In diesem gilt nach Konstruktion ¥<BAD
=110°. Ferner ist ‘¥ BME=90° und nach
Konstruktion %BEM=45°, also AMBE
gleichschenklig-rechtwinklig mit BM = EM.
Somit auch ZE+E;=2~(ZM—+W)
=2-(m+m)=2~/ﬁ;=15 cm, wie ver-
langt.
IV. Die Konstruktionsschritte (1), (2) sind
(bis aul Kongruenz) eindeutig durchfiihrbar.

Dasselbe gilt fiir (3), da 1-159—<90° ist.

Olympiadeklasse 8§

1. Die Zerlegung von 44950 in Primlaktoren
lautet 44950=2-5-5-29-31. Daher gih
es genau die [olgenden Moglichkeiten, 44 950
in cin Produkt aus genau 4 natiirlichen Zah-
len zu zerlegen:



n (2- 5-5-29-31= 10-5-29-31,
(2) (2:29)-5- 5-31= 58-5- 5-31,
(3) (2-31)-5- 5-29= 62-5- 5-29,
“4) (5- 5)-2-29-31= 25-2-29-31,
(5) (5-29)-2- 5-31=145-2- 5-31,
(6) (5-31)-2- 5-29=155-2- 5-29,
) (29-31)-2- 5- 5=899-2- 5- 5

Da die Altersdifferenz der beiden Eltern
2 Jahre betrdgt, konnen hochstens die Fille
(1) und (4) Losung sein.

Von ihnen ist der Fall (4) nicht real; denn
nach ihm miiBte die 29jahrige Mutter ein
25jdhriges Kind haben. Somit verbleibt nur
die Moglichkeit (1); d.h. die gesuchten
Altersangaben konnen nur 31, 29, 10, 5 sein.
Umgekehrt erfiillen diese Angaben auch tat-
séchlich alle Bedingungen der Aufgabe.

2. Wie iiblich sei BC=a, AC=b, AB=c
gesetzt; AB sei die Hypotenuse von AABC.
Die Fliacheninhalte von V, V,, V. seien F,,
F, bzw. F. genannf.

Da nun BC und A4B in den dhnlichen Viel-
ecken V,, V. einander entsprechende Seiten
sind, gilt

F,:F.=d*: c?, also

2
F, =a_2 F_. Ebenso erhilt man

Fb=c_2Fc'

Nach dem Satz des Pythagoras gilt
a’l+bhr=c?.

Durch Multiplikation mit i; folgt hieraus
¢

bz
cZ
F,+F,=F,
3. Sind a, b, ¢ die Einer-, Zehner- bzw. Hun-
derterziffer einer natiirlichen Zahl n, so 1dBt
sich diese in der Form n=1000d+ 100¢
+10b+a mit einer ganzen Zahl d darstellen.
Vermehrt man dann die aus der Hunderter-
ziffer und der Zehnerziffer gebildete Zahl
um die Hilfte der Anzahl der Einer, so ergibt

a2
G F A5 F=F,

d. h w.zb.w.

sich die Zahl m= 10c+b+%a.
Ist nun voraussetzungsgemiB m durch 4
teilbar, so ist 10c+b +%a =4k mit einer

ganzen Zahl k. Daraus folgt
20c+2b+a=8k, also ist dann
n=8k+10004+80c+8b
=8(k+125d+10c+b)
durch 8 teilbar, w.z.b.w.

4. Aus den Gleichungen fiir die Radien folgt
ro=2r, ry=3r,
Der Fliacheninhalt A, des inneren Kreises K
betragt: '
A,=mnr?. Der Flicheninhalt 4,
des ersten Kreisringes:
Ay=n[(2r)?—ri]=3nrl.
Der Flidcheninhalt 4; des zweiten Kreis-
ringes:
Ay = [Br,) —@2r)t]=5ml,

ra=4r,.

Der Flicheninhalt A, des dritten Kreis-
ringes: )

As=m [(4"1)2-—(3"1)2]=77"%-
Daraus folgt
A Ay Ay Ag=nrd : 3nrd:5nrt: Trr?,
Ayt Ayt Ay i Ag=1:3:5:7.
Die vier Flacheninhalte verhalten sich zuein-
ander wie

1:3:5:7.

5. Wenn es eine Losung der Aufgabe gibt,
dann sei fir diese x die MaBzahl der Masse
des 77prozentigen Spiritus. Dann ist (1000 — x)
die Mafzahl der Masse des 87prozentigen
Spiritus, und es gilt:

77 87 80
—x+—A1 —X)=— X
100x 100( 000 — x) 100 1000, also
77x+87000—87 x=80000, woraus man
x=700 erhilt.

Folglich kommen als Lsung der Aufgabe nur
die Massen 700 g 77prozentiger und 300 g
87prozentiger Spiritus in Frage. Diese Mas-
sen haben tatsiachlich die geforderte Eigen-
schaft; denn 700 g von 77prozentigem Spiritus
enthalten genau 539 g reinen Spiritus; 300 g
von 87prozentigem Spiritus enthalten genau
261 g reinen Spiritus. Das sind -zusammen
800 g reiner Spiritus.

Laut Definition bezeichnet man 1000 g einer
Mischung, die 800 g Spiritus und 200 g Was-
ser enthilt, als 80prozentigen Spiritus, der
laut Aufgabe herzustellen war.

6. Esseio.B.d A. Egﬁ. Der Kreis um P
mit dem Radius PA schneidet den gegebenen
Kreis auBer in A in E. Wegen AP<BP ist
E zuginglich, ebenso ein Stiick der Winkel-
halbierenden w des Winkels ¥ APE.
Behauptung : Die Senkrechte ¢t durch P auf w
ist die gesuchte Tangente.

0  C

Ny
N
\\\/
NV
v
M

Beweis: Ist M der Mittelpunkt des gegebenen
Kreises, so ist AAMP=~EMP (sss), also
¥ APM =~ X EPM; daher liegt M auf w. Die
gesuchte Tangente steht somit senkrecht auf
w; sie [dllt also mit der konstruierten Ge-
raden t zusammen.
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1. Jedes Dreieck, dessen Ecken drei der
Punkte A4, B, C, D, E, F, G, H sind, ist kon-
gruent zu (mindestens) einem der Dreiecke,
unter deren Ecken der Punkt A4 auftritt. Die
letztgenannten Dreiecke sind genau die fol-
genden: AABH,
AABC, AABD, AABE, AABF, AABG,
AACD, AACE, AACF, AACG, AACH,
AADE, AADF, ANADG, NADH,

AAEF, ANAEG, AAEH,
AAFG, AAFH,
AAGH.
Zwischen diesen Dreiecken bestehen genau
die folgenden Kongruenzbeziehungen:
(1) AABC=AABH=AAGH,
(2) AABD=AABG =AACD=AACH
> AAFG=AAFH,
AABE ~AABF =AADE=NAADH
~AAEF=~AAEH,
4) AACE=AACG=AAEG,
(5) AACF=AADF =AADG.
Das in der Aufgabenstellung genannte Auf-
schreiben von Dreiecken ist daher nur so
moglich, daB aus jeder der Zeilen (1) bis (5)
hochstens ein Dreieck aufgeschrieben wird.
Die groBtmogliche Anzahl aufgeschriebener
Dreiecke wird erreicht, wenn aus jeder dieser
Zeilen genau ein Dreieck aulgeschrieben
wird. Demnach betrigt diese groBtmogliche
Anzahl 5.
2. L. Angenommen, AABC sei ein Dreieck,
das den Bedingungen der Aufgabe entspricht.
Es seien D, E, F die Mittelpunkte der Seiten
BC, AC bzw. AB. Dann schneiden sich die
drei Seitenhalbierenden AD, BE, CF in
einem Punkt S, und es gilt

3)

E=§sn, S_E=%s,, ‘sowie ﬁ:%s,

Ferner sei G der Mittelpunkt von E; dann
gilt GS=3 s, und AG : AS=AF : 4B, also

nach der Umkehrung des einen Strahlen-
satzes GF || SB, ebenso auch

AG : AS=AE : AC, also analog GE | sC.
Daher ist GFSE ein Parallelogramm und
folglich GF =% Sy

1. Hieraus ergibt sich, daB ein Dreieck
AABC nur dann den Bedingungen der Auf-
gabe entspricht, wenn es durch folgende
Konstruktion erhalten werden kann:

Man zeichne eine Strecke GS der Linge
% s, Schneiden sich nun der Kreis um G mit
dem Radius % s, und der Kreis um S mit

.1 . . . .
dem Radius - s,, so sei F einer ihrer Schnitt-

punkte. Sodann verlingere man die Strecke
$G iiber G hinaus um ihre eigene Linge bis
zum Punkt A.

die Strecke GS iiber S hinaus um ihre eigene
Linge bis zum Punkt D,

die Strecke FS iiber S hinaus um das Dop-
pelte threr eigenen Linge bis zum Punkt C.
Schneiden sich schlieBlich die Verlingerun-
gen der Strecken CD und AF iiber D bzw.
F hinaus, so sei B thr Schnittpunkt.



I11. Beweis, daB jedes so konstruierte Drei-
eck den Bedingungen der Aulgabe entspricht:
Nach Konstruktion wird
E=3(ﬁ=sﬂ, (ﬁ=3ﬁ=s, sowie
SD:SA=SF:SC=1:2, also
DF || AC und DF : AC=1: 2. Hieraus folgt
BF :BA=1:2und BD: BC=1: 2, also ist
CF Seitenhalbierende im AABC und
AD Seitenhalbierende im AABC.
Der Schnittpunkt von AC mit der Verlin-
gerung von BS iiber S hinaus werde mit E be-
zeichnet.
Dann ist BE Seitenhalbierende im AABC,

: — 2 — .
und fiir sie gilt BS=§ BE. Andererseits gilt

(nach Konstruktion und da F schon als

Mittelpunkt von AB nachgewiesen ist)

AG: AS=AF : AB=1: 2, also

FG| BS und FG:BS=1:2, und hieraus

schlieBlich erhilt man
3% also lﬁ=sb.

3. Angenommen, p sei eine Zahl, durch die

bei gegebenem m und n die Bedingungen der

Aulgabe erfiillt sind. Nach Aulgabenstellung

sind m, n und p positiv. In einer Zeiteinheit

verrichtet A die Arbeitsmenge x, B die

Arbeitsmenge y, C die Arbeitsmenge z. Dabei

sind auch x, y und z positiv anzunehmen.

Dann verrichtet A in m Zeiteinheiten einer-

seits die Arbeitmenge mx, andererseits nach

Aufgabenstellung die Arbeitsmenge y+ z. Da-

her gilt

(1) mx=y+ z. Ebenso erhilt man

(2) ny=x+z,

(3) pz=x+y.

Aus (1), (2), (3) folgt, indem man zwei der

Groéflen x, y, z eliminiert — wobei sich her-

ausstellt, daB} die dritte eliminiert wird —.

die Gleichung

4) (mn—1) p=m+n+2. Hierzu ein Bei-

spiel fiir mogliche Eliminationswege:

Aus (2) folgt x=ny—z; dies in (1) und (3)

eingesetzt ergibt

5 (mn—1)y=(m+1)z und

(6) (p+1) z=m+1)y.

Nach Multiplikation von (5) und (6) und

anschlieBender Division durch yz {dies ist It.

Aufgabenstellung ungleich 0) ergibt sich

(mn—1)(p+ I=(m+ 1) (n+ 1) und daraus (4).

(2. Weg und SchiuB der Aufgabe siche

alpha 1/71)

4. Es gibt mehrere Moglichkeiten fir L&-

sungswege. Gruppen solcher Moglichkeiten

entsprechen den Eliminationsverlahren bei

linearen Gleichungssystemen. Als Beispiel

fiir ein Vorgehen, das dem Einsetzungsver-

fahren entspricht, diene der folgende Lo-

sungsweg:

Ist 11a+2b durch 19 teilbar.so ist 2h =19k —

11a mit einer ganzen Zahl k, also

(1) 2-(18a+5bh)=36a+5-(19k—11a)=

19 - (5k —a). Daher ist einerseits Sk—a, d. h.

5k--a=2n mit einer ganzen Zahi n. anderer-

seits folgt dann aus (1) weiter 18a+5b=19n,

w.z.bw.

§ﬁ=ﬁ=zﬁ=25

VI

Eine andere Gruppe der Moglichkeiten be-
steht darin, durch Bildung ganzzahliger Viel-
facher von einem der beiden Summanden
11a, 2b bis aul ein Vielfaches von 19 den
entsprechenden Summanden 184 bzw. 5b
der anderen Summe zu erreichen.
S. Es bezeichne h, die Lange der Hohe des
Teildreiecks, das die Parallele vom gesamten
Dreieck abschneidet, und zwar die zu dieser
Parallelen senkrechte Hohe. Die Linge des
anderen Abschnitts auf der zur Seite AB
gehorenden Hohe sei h, genannt. Dann sind
(hy+h,) und hy die Lingen entsprechender
Seiten in zwei #hnlichen Dreiecken vom
Flachenverhiltnis 2 : 1. Daher gilt _
(h,+h)* :h2=2:1, also h’—;—hl=3?
1

woraus sich durch Subtrahieren von 1 das
gesuchte Verhiltnis

hy _ V2-1 ergibt.

hy i
6. Aus den Voraussetzungen [olgt
(xg+2)-f(x0+ 1)=(Xo+2) “Xplxo+1)

»

xo Xg°2
1 2
qunx w.z.b.w.
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I. Angenommen. z sei eine natiirliche Zahl.
die den Bedingungen der Aulgabe entspricht.
Da z dreistellig ist, gilt

z=a;-10? +«, - 10! + a, mit natiirlichen Zah-

ler a; und (1)
1£a,59; 054, 29; 05a,=9. (2)
ay kann nur [ oder 6 scin, da z bei Division
durch 5 den Rest 1 laf3t (3)

Nach dem Satz iiber die Teilbarkeit durch 11
folgt aus (1) unter Beriicksichtigung von (2)
a,+ag—a, = 11n.n natiirliche Zahl. 4)
Hicraus folgt, daB n nur 0 oder 1 sein kann. (5)
Nach (1) 146t sich z auch folgendermafBen
darstellen

z=a, 98+a, 2+a,-T+a,-3+ay" (6)
Da z bei Division durch 7 den Rest 3 4B,
folgt aus (6)

2a,+ 3a, + ag="7Tm+3; mnatiirliche Zahl. (7)
Nach (4) gilt:

3a,—3a, +3a4=33n. (8)
Aus den letzten beiden Aussagen folgt
Sa,+4a,=33n+7m+3 und damit
33n—4ap+3=>5a,—Tm. 9)
Fallunterscheidung: Nach (3) und (5) kom-
men nur folgende Fille in Betracht:

a, n 33n—4a,+32 Damit gilt nach (9)

1 0 -1 Tm=5a, + |

6 0 -21 Tm=5a,+21
1 1 32 Tm=>5a,-32

6 1 12 Tm=5ua,—12

Hieraus und aus
(4),(2) lolgen als
cinzige Maoglichkeit
fira,

Hieraus und aus (2)
folgen als einzige
Moglichkeit

fur a,

7 keine
5 keine
1 keine
——__ _3 __________ 3_ R

Hieraus folgt, daB nur 45! und 836 den Be-
dingungen der Aufgabe entsprechen kon-
nen. Wie die Probe zeigt, ist dies der Fall
{Aus Platzgriinden wird aul weitere zwei Lo-
sungswege verzichtet, d. Red.)

2. Da die Anzahl der ebenen Begrenzungs-
flichen nach der Ausfiihrung der Schnitte 11
betragen soll, und da ein Oktaeder ein kon-
vexer Korper ist, muB man mindestens
3 Schnitte ausfithren. Das gegebene Oktaeder
habe die Eckpunkte A, B, C, A', B’, C' (A’
liege A gegeniiber usw.).

Da u. a 3 Quadrate als Schnittfiguren ent-
stehen sollen, liegt es nahe, zu untersuchen,
was fur ein Restkorper entstehen kann,
wenn man die Schnitte parallel zu zweien
oder dreien der Quadrate ABA'B’, ACA'C,
BCB'C’ legt, und zwar so nahe bei den hier-
durch abgeschnittenen Eckpunkten (C oder
C’ bzw. B oder B’ bzw. A oder A4’), daB die
Schnittflichen sich gegenseitig nicht treffen.
Dabei werden drei vierseitige Pyramiden
abgeschnitten. Da auch eine Sechseckfliche
entstehen soll, wihle man die drei abzu-
schneidenden Pyramiden so, daB unter deren
Spitzen keine zwei gegeniiberliegende Eck-
punkte des Oktaeders vorkommen, also
etwa die Eckpunkte A, B, C als Spitzen auf-
treten.

Man iiberzeugt sich leicht, da man damit

einen Korper der geforderten Art erhilt.
c
A

AN

c

3. Die gegebene Ungleichung ist genau dann
erfillt, wenn

Jlog,|5—x|] <l.d.h, —I<log,|5—x| <1
gilt. Letzteres ist dquivalent mit

05<|5—x| <2 (1)
Fallunterscheidung :

1. x=5: Dann ist (1) dquivalent mit
5.5<x<T (2)
2. x<5: Dann ist (1) dquivalent mit
J<x<45 (3

Notwendig und hinreichend dafiir, dafl x die
gegebene Ungleichung ‘erfiillt. ist also, daf3
x in einem der durch (2) oder (3) charakteri-
sierten Intervalle liegt.

Eine notwendige und nicht hinreichende-
Bedingung ist etwa, da x im Intervall
3«<x<7 liegt. Eine hinreichende und nicht
notwendige Bedingung ist etwa, daB x im



Intervall 5,S<x<7 liegt. Natiirlich kann
man auch beliebig viele andere Bedingungen
von dieser Art angeben.

4. Angenommen, a und b seien Zahlen der
verlangten Art. Dann folgt a4 —b; denn
wire a= —b, so erhielte man nach Aulgaben-
stellung O=a+b=ab= —b?, also b=0, a=0,
im Widerspruch dazu, daB nach Aufgaben-
stellung b <a sein miifte.

Nach Aufgabenstellung ist ferner entweder
a+b=a?—b? oder a+b=>b?>—a’. Die letzte
Gleichung wiirde wegen a+b40 aufl 1=
b—a und somit ebenfalls auf einen Wider-
spruch zu b<a fihren. Daher verbleibt nur
die Moglichkeit a+ b =a? — b2, woraus wegen
a+b340 weiter | =a—b, also a=b+1 folgt.
Setzt man dies in a+b=ab ein, so erhilt
man die Gleichung 2b+1=5*+b, d. h
b2 —b—1=0, die die Lésungen

| 1 5
b,.z=—i\/z+1. dh b= tV5

2 2
b, =1_42E, und nur diese hat.

Wegen a=b+1 erhilt man als zu b, bzw. b,
gehorige Werte fiir a
=3ZJ; a
Somit kdnnen héchstens die Paare (¢,. b))
und (a,. b,) LOsungen der Aufgabe sein.
Die folgende Probe zeigt. daB sie dies tat-
séachlich sind:

ay

35
-0

Erstens gilt b, , = ! iz\/5 <3i2\/5=al_2.
Zweitens ist B
4+ -
ay,+b,, = _22\/5=2i\/5'
3+/5+3/5+5 -
ay; by, =%=2i\/5-

s 2 (9+6/5+5)—(14£2/5+5)
a4y =b = 4

=245
oberes Vorzeichen stets fiir a,, b,, unteres
Vorzeichen stets fiir a,, b,).

5. Erster Losungsweg: Es sei ohne Beschrin-
kung der Allgemeinheit AD<DB voraus-
gesetzt. Der Mittelpunkt von BC sei M.
Dann hat AABM halb so groflen Flichen-
inhalt wie AABC. Beweis: Beide Dreiecke
stimmen in der Scite AB iiberein. Die zu die-
ser Seite gehdrende Hohe ist im Dreieck
AABM nach einem der Strahlensdtze halb
so groB wie die entsprechende H6he im Drei-
eck AABC.

I. Kein von C verschiedener Punkt E’ auf
AC kann der Aufgabenstellung geniigen;
denn fur jeden solchen Punkt ist der Flichen-
inhalt von AADE’ kleiner als der von AADC
und somit stets kleiner als die Halfte des
Fliacheninhalts von AABC.

Also kann es hdchstens aul BC einen Punkt
der gesuchten Art geben. Angenommen. ein
Punkt E aufl BC habe die verlangte Eigen-
schaft. Dann sind AABM und ADBE (-
chengleich. also liegt M zwischen Eund B.
und es sind auch AADM und ADME
flachengleich. Hieraus folgt AE | DM.

II. Daher kann ein Punkt E nur dann der
Aufgabenstellung geniigen. wenn er durch
folgende Konstruktion erhalten werden kann:
Man konstruiere den Mittelpunkt M von
BC. Schneidet die Parallele durch A zu DM
die Strecke BC. so sei E der Schnittpunkt.
Iil. Der Beweis. daB diese Konstruktion zu
einem Punkt E der gesuchten Art fiihrt. folgt
durch Umkehrung der in 1. genannten
Schliisse.

IV. Die Konstruktion ist stets eindeutig
ausfiihrbar. Sei nimlich E zunichst als der
(stets existierende) Schnittpunkt der Paralle-
len durch A zu DM mit dem von B durch C
gehenden Strahl definiert. Dann gilt
EM:MB=AD: DB<1: 1, also liegt E auf
der Strecke BC (im Falle AD=DB und nur in
diesem so. daB3 E mit C zusammenfillt).
Einen zweiten Losungsweg erhilt man. indem
man die Parallele durch 4 zu DC mit der

"Geraden durch B und C zum Schnitt $ bringt

und dann das zu AABC flichengleiche ADBS
durch seine Seitenhalbierende DE halbiert.

6. Aus den gegebenen Wertepaaren erhilt
man die Gleichungen

(1) a+ b+c=1

(2) 4da+2b+c=2

(3) 9a+34c=n,

(4) 16a+4b+c=n,.
Durch Subtraktion ergibt sich aus (2) und
(1). (3) und (2) bzw. (4) und (3)

Ja+b=1

Sa+b=n,-2
Ta+b=n,—n,. Daraus folgt
2a=n,-3

2a=ny,—2n,+2

und schlieBlich 3n, —5=n,.

Da n, und n, einstellige natiirliche Zahlen
sein sollen. kann n, nur die Werte 2. 3 und 4
annehmen.

Es sei n,=2.

Dann ista=—l. c=-—1
2

Essein; =3 2
Dann ist a=0 im Widerspruch zur Voraus-
setzung.

Es sei n; =4.

1

Dannist a=-" b=—5. c=1. Daher

SRR

kdnnen nur die quadratischen Funktionen

h y= —%xz+§_\'—l

und (I]) y=lx2—lx+l
2 2

die gestellten Bedingungen erfiillen.
Durch Aufstellen der vorgeschriebenen Ta-
belle stellt man fest. dal sie dies auch tun.

ZuI:X1234ZuII:XI234
y 2120 y 1112 14 17
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(Losungsvorschlag der
Aufgabenkommission des ZKOJM)

1. Angenommen. die Aulgabe hat eine Losung.
Die beiden gesuchten natiirlichen Zahlen
seien ¢ und b. Dann gilt:
(1) a+b=u? (2) a+41=1?
(3) b+dl=w? 4) a+b+41=x2
mit natiirlichen Zahlen u, . w und x.
Aus (4) und (1) folgt durch Subtraktion
41 =52 —u?=(x+u)(x—u).
Da 41 Primzahl ist und u und x natiirliche
Zahlen sind. also x+u=0 ist. kommt als
einzige Zerlegung x+u=41 und x—u=1
in Frage. woraus (5) x=21 und u=20 folgt.
Aus (2) und (3) folgt durch Subtraktion (6)
a—b=1v?—w? und aus (1). (5) und (6) durch
Addition

2a=400+v? —w?, also

o —w?

a=200+ .Daaeine

natiirliche Zahl ist. gilt 2| v?—w?.

Das bedeutet, daB v und w entweder beide
gerade oder beide ungerade sind. In jedem
Falle gilt dann

2|v+wund 2| v—w und,

wegen vl —wl=(v+w) (v—w), 4| +w?

% — w?
Daher erhilt man a=2 <100+ p ) und

mithin 2|« und aus (1} und (5) auch 2| b.
Wegen (2) und (3) und der Geradzahligkeit
von a und b sind v und w ungerade.

Das Quadrat jeder ungeraden natiirlichen
Zahl hat als letzte Zifler eine der Zahlen 1. 5
oder 9.

Daher endet wegen (2) und (3) jede der Zahlen
a und b aufl 0. 4 oder 8. Wegen a+b=400
folgt daraus:

a und b enden auf 0; v? und w? enden auf 1.
Ferner folgt aus a+b=400. daB a, b=<400
gilt. Nach (2). (3) ergibt sich daraus

41<v? 441, al { Tsv £21

41 Sw? <441, TEsws2l.

Somit kénnen v und w nur gleich 9. 11. 19
oder 21 sein. und fiir das Paar (v?. w?) ver-
bleiben als Moglichkeiten nur diejenigen
Paare. die sich aus den Zahlen 81. 12]. 361
und 441 bilden lassen und die Summe 2 + w?
=a+b+82=482 ergeben. Das einzige der-
artige (ungeordnete) Paar ist {121, 361}.
Daraus folgt. daB als v. w nur die Zahlen 11,
19 und folglich als a. b nur die Zahlen 80.
320 in Frage kommen. Tatsdchlich erfiillen
diese Zahlen alle Bedingungen der Aufgabe;
denn es gilt

(1) 320+80=20? (2) 320+41=192
(3)80+41=117 (4)80+320+41=212

2. Losung (nach dem Vorschlag der Aufgaben-
kommission): Angenommen, eine reelle Zahl

_ «xerfiille die Gleichung.

Wegen ¢>0. b>0. a%1, b#$1 und
BaX

log .\'=lo gilt dann
* o

a
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log,x
084
(log,x)* =(log,b)*.
Daraus folgt entweder
(1) log,x=log,b oder

(2)

(lognx) = log"b. also

log,x= —log b= logﬂ%.

Aus (1) folgt x=b. aus(2) folgt x=}). Daher

konnen nur die Zahlen b und % die vorge-

gebene Gleichung erfiillen. Probe: Diese
beiden Zahlen sind Losungen der gegebenen
Gleichung. denn es gilt:

(log,b) (log,b)=(log,b) - 1 =log,b und

(logﬂa (m,;,%) — (—log,b)-(~ )=log b.

Bemerkungen zu den Schiilerlésungen:

Fast alle Schiiler beschritten den o. g. Weg,
Die meisten Fehler wurden bei der Losung
der quadratischen Gleichung begangen. (Es
wurde in der Regel nur eine Losung angege-
ben.) Ingeborg Bartsch, Universitit Rostock

3. (Losungsvorschlag der Aulgabenkommis-
sion) Da jede Seitenflache des Wiirfels Qua-
dratfldche ist, giltD—Iz :DE=1:2=DL: DG
und daher nach der Umkehrung des 1. Strah-
lensatzes

EG| KL. (1)
Bezeichnet Z denjenigen Punkt von GH. fir
den Iﬁ=ﬁist.sogilt'ﬁ :HE=HZ . HG
und daher

XZ | EG. 2
wenn man einmal jede zu einem Punkt aus-
geartete Strecke als zu jeder anderen Strecke
parallel ansieht. Aus (1) und (2) folgt

XZ| KL, 3)
da EG nicht zu einem Punkt ausgeartet ist.
Folglich liegén K, L, X und Z in derselben
Ebene e. G und H liegen nicht auf derselben
Seite von &. desgl. D und G sowie C und H,
weil jede der Strecken GH. DG und CH mit
¢ einen Punkt (Z bzw. L) gemeinsam hat.
Daher liegen C und D nicht aufl derselben
Seite von &. so daB CD mit der Ebene ¢ einen
Punkt Y gemeinsam hat.

H z G

N

%

Wegen CD || GH gilt nach dem 2. Strahlen-
satz bzw. im Fall Z=G trivialerweise GZ : GL
=DY': D_L, woraus wegen GL=DL die Be-
zichung DY =GZ folgl. Daher fallen auf
Grund der Definition von Y die Punkte Y
und Y zusammen. Mithin liegt Yin ¢ Nach
dem |. Strahlensatz gilt wegen CD | GH
YL: YZ=DL: DG=1":2 und.

4)

VIII

wenn S den Mittelpunkt von XY bezeichnet.

¥S:SX=1 ©)
Aus (4) und (5) folgt entweder L=S oder nach
der Umkehrungdes |. Strahlensatzes LS [} X Z.
woraus sich wegen (3)

SegxL (6)
ergibt. Da jeder Wiirfel konvex ist. liegt XY
und dami' © im Wiirfelkdrper. Da von g,
nur die Strecke KL im Wirlelkorper liegt.
folgt in Verbindung mit (6)

SeKL
Diese Aufgabe erwies sich als Wettbewerbs-
aufgabe insofern gut geeignet. als sie das
Feld der Bewerber gut differenzierte. 28%,
der Schiiler erreichten von 8 Punkten 8. 7
oder 6 Punkte. andererseits erhielten 35%,
der Schiiler keinen oder nur einen Punkt.
Viele Schiiler erkannten, da man 2 Teil-
probleme betrachten konnte:

1. Nachweis der Existenz des Schnittpunktes.
2. Nachweis des Teilungsverhiltnisses.
Nahm man dabei die Existenz eines Schnitt-
punktes zundchst an. so war das 2. Problem
(etwa durch Projektion) leicht zu bewiltigen.
Bei diesem Vorgehen erhielt der Schiiler
von den Korrektoren 3 Punkte. Das 1. Pro-
blem bereitete den Schiilern weitaus mehr
Schwierigkeiten. Im Prinzip wurde von den
Schiilern hduflig der oben dargestellte Lo-
sungsweg beschritten. aber auch mit den
Methoden der darstellenden Geometrie ge-
arbeitet. Da es bei der Anwendung der dar-
stelienden Geometrie (Zwei-Tafel-Verfahren)
darauf ankommt. zu beweisen. dall der
Schnittpunkt der Aulrisse und der Schnitt-
punkt der Grundrisse aul einer Ordnungs.-
linie liegen. kamen einige Schiiler aul die
Idee. den Wiirfel so zu legen. dal} die Projek-
tion von KL mit einer Ordnungslinie iber-
einstimmt und damit zu dem verbliilfenden
Ergebnis. daB auch im Falle E—X+lﬂ’ ein
Schnittpunkt existiert! Wo steckt der Fehler?
H. J. Sprengel,
Pddagogische Hochschule Potsdam

4. Losungsvorschlag der Aulgabenkommis-
sion) Da (40 gilt. sind auch die drei Lésun-
gen a. b. ¢ der Gleichung sdamtlich von Null
verschieden.

Das Polynom

sxt{x—1)+tx+1)=0 ist wegen

s$0 dquivalent mit

xx—1)+7 (x+1)=0, und es gilt:
S

(x—a)(x=b) (x—c)=x? (x— l)+£(_\'— 1).
) s
also x3 — x2(a+ b+ )+ xlab+ be +ac)— abe=
S LS
s s

als Identitiit zweier Polynome in .
Durch den Koeffizientenvergleich erhalt man

Ma+b+c=1 (2)ab+hc+ac=£
s
'
(3) abe= —-.
A}
Aus (2) und (3) folgt durch Division

betactab_1 1 1_
abc a b ¢
und daher wegen (1)

(a+b+c) (1+1+1>= -1,

a b ¢

5. Der Losungsvorschiag (geometrisches Pro-
blem). eingesandt von Dozent Dr. E. Schro-
der. TH Dresden. wird aul einer gesonderten
Seite in Heft 2/71 ver6ffentlicht. d. Red.

6. Die Aufgabe war fiir die Schiiler der Klas-
senstufe 10 nicht schwierig. Das zeigten die
Ergebnisse: 54°/, der Schiiler der Zehnklas-
sigen Allgemeinbildenden Polytechnischen
Oberschule. 51,8%/, der Schiiler der Vorbe-
reitungsklassen und 28.6%/, der Schiiler der
Berufsschulen erhielten 6 oder 7 der mog-
lichen 7 Punkte. 19.1%/, aller Beteiligten
erzielten weniger als 3 Punkte und nur 4.5°%,
konnten keinen Losungsansatz [inden.

Der Losungsvorschlag der Aulgabenkom-

mission, der die Annahme einer rationalen
P

q
teilerfremd. q+ 0. in drei Fillen (p und ¢ beide
ungerade, p gerade und g ungerade oder um-
gekehrt. p und ¢ beide gerade) iiber das Ein-
setzen der Losung x; in Gleichung (1) zum
Widerspruch fithrt. wurde von den Schiilern
selten angegeben. Als Beispiel sei im folgen-
den eine Losung in Anlehnung an die Bear-
beitung der Aufgabe von Hans-Jiirgen Fischer
aus dem Bezirk Karl-Marx-Stadt angefiihrt-
Da a. b. ¢ ungerade Zahlen sein sollen. sind
siec von Null verschieden. Notwendig daliir.
daB die Losung einer quadratischen Glei-
chung rational ist. ist die Rationalitdt der
Quadratwurzel aus der Diskriminante
b?—4ac. Da a, b und c ganze Zahlen sind, ist
auch h*—4ac ganzzahlig. Wenn also
V/Ba:l? rational ist. muB diese Zakil sogar
eine ganze sein. also ist b —4ac eine Qua-
dratzahl.
Das ist aber bei ungeraden a. b. ¢ nicht der
Fall.
Beweis: Ist b ungerade. dann ist b= 11 (8)
oder b= +3 (8). also h*=1 (8)
Fiir gerade Zahlen z gilt: z=0 (8). z=4 (8)
oder z= +2(8). also z2 =0(8) oder z> =4 (8).
Sind « und ¢ ungerade. dann ist auch ihr
Produkt ungerade. es gilt also ac=+1 (8)
oder ac=+13 (8). folglich 4ac=4 (8).
Fiir b2 —4ac ergibt sich dann 6% —4ac=1—
—4=5 (8). also kann b*>—4ac [ir ungerade
a. b. ¢ keine Quadratzahl sein.

Hans-Jiirgen Vogel.

Losung der Gleichung (1) x, =%, p und ¢

Pidagogische Hochschude Potsdam

Die Losungen zu den Aufgaben der DDR-
Olympiade. Klassenstufe 11/12. wurden in
der Fachzeitschriflt: .Mathematik in der
Schule™. Heft 10/70 veroffentlicht, d. Red.



Wir stellen vor:

Die Leninpreistriger
Jurij Rozanov
und Jurij Prochorov

Jurij) Rozanov, Doktor der mathematischen Wissen-
schaften und Professor, wurde 1934 in Moskau als
Sohn eines Angestellten geboren. 1952 absolvierte er
die Mittelschule und ging an die mechanisch-mathe-
matische Fakultit der Moskauer Staatlichen Univer-
sitat. Mit AbschluB des Universititsstudiums erhielt
er 1957 eine Aspirantur am Steklov-Institut fiir Mathe-
matik. Er verteidigte vorfristig seine Dissertation
und erhielt 1959 den Kandidatengrad. 1963 verteidigte
er erfolgreich die Doktordissertation, zwei Jahre
darauf wurde ihm der Professorentitel verliehen.
Nach der Aspirantur arbeitete er am Steklov-Institut
flir Mathematik zunichst als jiingerer wissenschaft-
licher Mitarbeiter. Gegenwartig ist er hGherer wissen-
schaftlicher Mitarbeiter der Abteilung fiir Wahr-
scheinlichkeitsrechnung. Sein Name ist im Ausland
wohlbekannt. Haufig war er aktiver Teilnehmer ver-
schiedener wissenschaftlicher Konferenzen.

Die Frauvon J. Rozanov — Nina — ist jlingere wissen-
schaftliche Mitarbeiterin am Institut der Volker
Asiens.

1970 wurde J. Rozanov fiir eine Reihe von Arbeiten
zu den Grenzwertsitzen der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung der Leninpreis verliehen.

Jurij Prochorov — korrespondierendes Mitglied der
Akademie der Wissenschaften der UdSSR und Pro-
fessor — wurde 1929 in Moskau als Sohn eines Inge-
nieurs geboren. Von Kindheit an begeisterte er sich
fiir die Mathematik. 1944 absolvierte Jurij das Ex-
ternat (entsprechend dem Programm der Mittelschule)
in Moskau und ging dann an die hoéhere technische
Schule (Baumann-Schule). Vom zweiten Studienjahr
ab wurde er auf personliche Bitte hin an die mecha-
nisch-mathematische Fakultat der Moskauer Staat-
lichen Universitit (MGU) versetzt. 1949 absolvierte
Jurij die MGU und arbeitete von da ab am Steklov-
Institut fiir Mathematik der Akademie der Wissen-
schaften der UdSSR. 1952 verteidigte er die Kandi-
datendissertation und vier Jahre darauf die Doktor-
dissertation. Seit 1956 arbeitet er als Lehrer am
Moskauer Institut fiir Ingenieurphysik, bekleidet seit
1957 das Amt des stellvertretenden Direktors des
Mathematischen Instituts und ist gleichzeitig Leiter
der Abteilung fiir Wahrscheinlichkeitsrechnung.
1958 wurde Jurij Prochorov der Professorentitel ver-
lichen. Zur Zeit ist er Professor an der mechanisch-
mathematischen Fakultit der Moskauer Universitit.
Jurij hat die Abenduniversitdt fiir Marxismus-Leni-
nismus absolviert, er beherrscht die englische Sprache,
liest und iibersetzt aus dem Franzosischen und Deut-
schen. Hiufig nahm er an wissenschaftlichen Konfe-
renzen teil (1954 in der DDR, 1956 in der CSSR,
1958 war er Teilnehmer am Internationalen Mathema-
tikerkongreB in Edinburgh). Die Frau von Jurij —
Svetlana — ist Dozentin am Moskauer Institut fiir
Ingenieurphysik, die Tochter Marie ist zwei Jahre alt.
1966 wurde J. Prochorov zum korrespondierenden
Mitglied der Akademie der Wissenschaften der UdSSR
ernannt. 1970 wurde ihm fiir eine Reihe von Arbeiten
zu den Grenzwertsitzen der Wahrscheinlichkeits-
rechnung der Leninpreis verliehen.

Nach einer Information von APN/Novosti
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Teil 12 (SchluB)

Auf ein etwas aulwendigeres zyklisches Programm
fihrt uns das

Beispiel 3: Hier soll es darum gehen, die Zahl ¢ auf
eine gewisse Anzahl von Dezimalstellen zu berechnen.
Fiir den mathematisch weniger fortgeschrittenen Leser
sei erldutert: Die Zahl e ist eine .berithmte* Zahl
dhnlich wie die Zahl n. So wie letztere fir Kreis-.
Kugelberechnungen usw. benutzt wird, braucht man
die Zahl e=27183... fiir vielerlei Zwecke. Sie tritt
u. a. beim Gesetz des organischen Wachstums, beim
Laden und Entladen eines Kondensators und in der
Wirmelehre auf. Ebenso wie m ist e eine irrationale
Zahl, d. h. sie ergibt eine unendliche nicht periodische
Dezimalbruchentwicklung. kann also in dieser Form
immer nur ndherungsweise (approximativ) dargestellt
werden. Es gibt mehrere Moglichkeiten zur iterativen
Berechnung von e. Wir benutzen die unendliche Reihe

i = l+ S
V= Vi 0 2t 3!

(Zur Erkldrung: n!. gelesen ..n Fakultit", bedeutet
1-2-3...-n alsoist 1!'=1, 2!=1-2,3!1=1-2-3=6,
4!=1-2-3-4=24 usw. Man hat ferner vereinbart:
0!=1.) Man erkennt, daB in der obigen Reihe die
Glieder sehr rasch kleiner und kleiner werden. Es ist
bereits % 3 62113 300 Je mehr Glieder
man addiert. desto mehr ndhert man sich dem wahren
Wert von e, d. h. desto mehr Dezimalstellen sind
richtig und werden durch Hinzufiigen beliebig vieler
weiterer Glieder der Reihe nicht gedndert.

<0,000001 .

Nun wieder zum Automaten! Setzen wir eine zehn-
stellig arbeitende Anlage voraus. so bedeutet das,
daB ein zu addierendes Glied nur noch solange ins
Gewicht fillt, wie es spitestens in der neunten Dezi-
male eine- von O verschiedene Ziffer hat. Mathe-
matisch formuliert hieBe das. dal3

%<10-8 st

Diese Genauigkeitsforderung benutzen wir beim Auf-
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bau des Algorithmus als Abbruchbedingung fiir den
Zyklus. der iterativ den Wert der Summe berechnet.

Ist die Frage %< 1078 ? mit ja entschieden,

so soll die Rechnung abbrechen. und wir kdnnen
annehmen, daB die ersten neun Stellen hinter dem
Komma dann stimmen.*
Um das Programm aufstellen zu konnen. benétigen
wir noch ein paar Uberlegungen: In unserer Reihe
1 1
e=1+1 + T 3 +.:
1+1=2 als Anfangswert der Summe auf. Die Sum-
manden nennen wir Q. Ist S=2 erste Zwischensumme.
betrachten wir also die Reihe nur bis zum zweiten
Glied. so ist der Wert des letzten Summanden Q= 1. Da
1 1
n' (n—1!n
ist. ergibt sich der n-te Summand aus dem (n— 1)-ten
durch Division durch n. Fiir den laufenden Summan-

fassen wir

den Q gilt also beim Ubergang zum niichsten: Q::%
Ausfiihrlich:

Jetzt wird dem Leser das Verstindnis des Diagramms
nicht schwerfallen:

* Diese Folgerung laBt sich nicht fiir belie-
bige unendliche Reihen verallgemeinern. Es
gibt durchaus Fille, wo von einem bestimm-
ten Glied an die von 0 verschiedenen Ziffern
erst rechts von einer gewissen Dezimalstelle
auftreten, diese aber beim Addieren unter
Umstinden mehrere Stellen nach links iiber-
greifen. In diesem Beispiel ist das aber nicht
der Fall.

Man beachte noch den Unterschied zwischen diesem
zyklischen Programm und dem vorigen. Beim vorigen
stand schon zu Beginn der Rechnung fest, wie oft
der Zyklus zu durchlaufen war. ndamlich 999mal
Beim letzten Programm ist am Anfang die Zahl der



Durchldufe noch nicht bekannt; sie wird durch die
Rechnung selbst entschieden. Fiir das nichste
Beispiel 4 sollen hier nur einige Anleitungen gegeben
werden. Die Aufstellung des FluBdiagramms sei dem
Leser iiberlassen. Es ist ein Programm fiir das Ziehen
einer Quadratwurzel anzufertigen. Da es sich um
eine nicht automatengerechte Operation handelt. miis-
sen wir nach einer mathematischen Methode suchen.
mit der das Radizieren auf die vier Grundoperationen
zuriickgefiihrt wird. Das gelingt iterativ nach der hier
ohne Beweis mitgeteilten Formel

1 a
(1) .x..+l=§'<xi+;’).

Darin ist a der Radikand (eine beliebige positive Zahl).
X; ein Ndherungswert fur \/Z und x;,, ein besserer
Ndiherungswert. Geht man von einem beliebigen posi-
tiven Anfangswert x, aus und berechnet man nach
obiger Formel schrittweise x;. x,. X3 usw.. so kommt
man mit dieser Folge der Zwischenergebnisse dem
wahren Wurzelwert immer niher.

Beachte: Fiir die in den Formeln (1) und (2) vorkom-
menden Zwischenergebnisse sind (siche Beispiel 1!)
gesonderte Symbole einzufithren. Jedes Operations-
kédstchen soll nur eine Teiloperation enthalten.

Die bisher behandelten Diagramme kann man als
Strukturdiagramme bezeichnen, weil sie die logische
Struktur des Programmablaufs darstellen. Das bedeu-
tet noch nicht, da} ein Automat solche Diagramme
.versteht*. Die Arbeit des Programmierers ist also
an dieser Stelle noch nicht beendet. Was weiter ge-
schieht, soll in dieser Artikelserie nicht mehr ausfiihr-
lich behandelt, sondern nur kurz umrissen werden:

Es ist heute iiblich, Programme in einer international
vereinbarten problemorientierten Programmiersprache
zu formulieren. Eine solche kiinstliche Sprache besteht
aus den iiblichen Alphabetzeichen, Ziffern und einigen
Sonderzeichen. Am bekanntesten ist die Program-
miersprache ALGOL (Algorithmic Language). Ohne
niaher auf diese Sprache einzugehen. wollen wir den
im Beispiel 2 (zweite Fassung) dargestellten Ablauf
in ALGOL-Notation angeben. Die Darstellung wird

nach dem Vorangegangenen unmittelbar verstind-
lich sein: S:=0; i:=1;

Wiederholung: §:=S+ali]; i:=i+1;

i| <1000 then go to Wiederholung.

Letzteres ist noch kein vollstindiges ALGOL-Pro-
gramm. Die Zeilen entsprechen aber dem arithme-
tischen Sachverhalt dieses Beispiels.

Ein solches Programm wird anschlieBend aul ein
sogenanntes Eingabemedium iibertragen. Als Medien
dienen im wesentlichen Lochkarten und Lochstreifen.
Von diesen Eingabemedien wird das Programm in
den Automaten iibernommen. Technisch muB man
sich diesen Vorgang etwa so vorstellen: Die auf einer
leitenden Flidche liegende Lochkarte wird zeilenweise
mit einer metallischen Biirste abgetastet. Zwischen
Biirste und Unterlage besteht eine elektrische Span-
nung. Jedes Loch bewirkt beim Uberstreichen einen
kurzfristigen Kontakt und somit einen vom Auto-
maten registrierten StromstoB.

Das in der Programmiersprache abgefal3te Programm
— nehmen wir als Beispiel das ALGOL-Programm —
muB nun noch fiir den betreffenden .Maschinentyp
iibersetzt werden. Das geschieht durch ein besonderes
Programm, in unserem Fall durch einen ALGOL- Uber-
setzer. Er bewirkt im Automaten die Ubertragung
in das individuelle Maschinenprogramm. Dieses fiihrt
dann die Rechnung explizit aus.

Die Ergebnisse konnen iiber einen Schnelldrucker aus-
gegeben werden und sind dann fiir den Menschen
unmittelbar lesbar. Sie konnen aber auch in Loch-
streifen oder Lochkarten eingestanzt oder auf Magnet-
bindern gespeichert werden, um fiir weitere Aus-
wertungen in maschinenlesbarer Form unmittelbar zur
Verfiugung zu stehen. Fassen wir zum Abschlull den
Inhalt des dritten und letzten Abschnitts der EDV-
Serie noch stichwortartig zusammen:

Problem — mathematische Formulierung — Auf-
16sen in Teiloperationen — Strukturdiagramm —
ALGOL-Programm — ALGOL-Ubersetzer — indi-
viduelles Maschinenprogramm — Rechnung — Er-

gebnis. J. Frormann

Wir empfehlen dem interessierten Leser fiir ein weiterfithrendes
Studium folgende populirwissenschaftliche Literatur:
Arbeitsweise von Rechenanlagen: .

1. Schubert, Digitale Kleinrechner, Verlag Technik, Berlin (1967)
2. Goétzke, Programmgesteuerte Rechenautomaten, VEB Fach-
buchverlag Leipzig

Programmierung: 3. Huhn, Grundlagen der Datenverarbeitung,
Verlag Die Wirtschaft, Berlin (1970)

4. Paulin, Programmierung elektronischer Datenverarbeitungs-
anlagen, Berlin, Verlag Die Wirtschaft (erscheint 1970)
Nachschlagewerke: 5. Murphy, Elektronische Ziffernrechnei, VEB
Technik, Berlin (1965)

6. Paulin, Kleines Lexikon der Rechentechnik und Datenverarbei-
tung, VEB Verlag Technik, Berlin (1969)
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alpha-wettbewerb
1969/70

Rund 25000 Losungen gingen im vergange-
nen Schuljahr ein. In Kleinarbeit wurden
alle zwischen dem 1. und 10. 10. an die
Redaktion eingesandten Briefe (mit Antwort-
karten) bearbeitet. Bis zum 1. November
haben wir an unsere aktiven Leser versandt:
72 Urkunden und Abzeichen, Preise (Wert:
950 M) fiir unsere Preistrager.

151 Urkunden, Abzeichen fiir ,,vorbildliche
Leistungen*.

150 Urkunden, Abzeichen in Gold fiir drei-
jdhrige und erfolgreiche Teilnahme am alpha-
Wettbewerb. (Die Namen dieser Schiiler
sowie die Preistriager veréffentlichen wir in
Heft 1/71.)

1227 Urkunden und Abzeichen fiir erfolg-
reiche Teilnahme am alpha-Wettbewerb 1969/
70.

45 Schulen nahmen als Kollektive am alpha-
Wettbewerb teil (s. Heft 1/71).

12 Verlage iiberreichten fiir iiber 1500 M
Biicher fiir die Auszeichnung (s. Heft 1/71).

Beteiligung — aufgeschliisselt nach Jungen,
Midchen (1967/70)
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alpha-Wettbewerb 1969/1970 — Einsendung von Losungen

Klassenstufe 5

Klassenstufe 6

2 e 8 - B 5 S .
& _"3’ g E falsche ) _“.; _’§ E falsche
Heft ] @ Losungen Heft | @ Los
. ZE g g e 3 LG E e
5/69 424 204 265 469 (—I12) 5/69 429 198 205 403  (—-122)
125 208 267 475 (—15) 430 175 195 370 (—75)
6/69 455 248 265 513  (—16) 6/69 460 219 231 450 (—3)
456 211 247 458 (—-119%) 461 122 154 276 (—22)
1/70 480 276 290 566 (—4) 1/70 482 146 183 329  (-—10)
481 250 320 570 (—3) 483 150 135 285 (—7)
2/70 511 275 276 551 (—18) 2/70 515 341 287 628 (—2)
512 261 256 517 (—56) 516 280 233 513 (—47)
3/70 536 198 225 423 (—12) 3/70 541 183 207 390 (--16)
537 168 189 357 (—43) 542 111 124 235 (—19)
zus. 2299 2600 4899 zus. 1925 1954 3879 ’
Klassepstufe 7 Klassenstufe 8
5/69 434 275 251 526  (—52) 5/69 438 103 72 175 (—90)
435 250 230 480 (—174) 439 170 110 280 (—42)
6/69 465 256 245 501 (—80) /69 469 206 141 347 (—121)
466 230 205 435 (—54) 470 254 173 427 (—37)
1/70 484 307 304 611 (—88) 1/70 486 85 66 151 (—56)
485 423 415 838 (—84) 487 328 298 626 (—76)
2/70 519 257 295 552 (—20) 2/70 523 298 287 585 (—164)
520 160 179 339 (—241) 524 92 62 154 (—6)
370 546 187 173 360 (—S7) 3/70 550 231 179 410 (—78)
547 66 60 126 (—23)
Zus. 2411 2357 4768 Zus. 1868 L1468 3336
Klassenstufe 9 Klassenstufe 10/12
5/69 442 394 297 691 — 5/69 446 165 32 197 (—34)
443 315 242 557 (-7 447 111 30 141 (—69)
6/69 473 110 62 172 (—14) 6/69 477 181 76 257  (—56)
474 223 150 373 (—15) 478 235 125 360 (—295)
1/70 488 142 126 268 (—49) 1/70 490 262 95 357 (--28)
489 70 53 123 (—13) 49] 221 116 337 (—24)
2/70 526 327 275 602 (—8) 2/70 530 117 46 163 (—45)
527 93 32 125 (—23) 531 144 45 189 (—12)
3/70 554 152 99 251 (—42) 3/70 558 119 49 168. (—4)
555 122 63 185  (—26) 559 145 61 206 (—4)
zus. 1948 1399 3347 zus. 1700 675 2375
Bezirksolympiade
Eingesandte Losungen zur B - g
IX. Olympiade Jg. Mathematiker § G £ davon
= 8 =N a falsch
der DDR Y3 1 = &
7 132 98 230 24
: : 8 140 63 203 9
Kreisolympiade 9 128 24 152 2
& a 5 10 116 29 145 10
g 2 5 &  davon 1112 135 41 176 14
R g = 2 falsch
v v S & Zus. 651 255 906 77
5 60 109 169 11 DDR-Olympiade
6 106 70 176 6
7 148 97 245 26 10 61 13 74 2
8 80 54 134 14 11/12 55 6 6] 6
9 100 22 122 9
10 92 29 121 9 Zus. 116 19 135 8

11/12 140 12 152 . 6

*umgestell! von Kalenderjohr auf Schuljahr

136

Zus.

726 393 |

119

81

Es wurden auBerdem 5 Losungen zur XI.
IMO eingesandt.



Preistriger
Vorbildliche Leistungen

Die im Druck hervorgehobenen Schiiler er-
hielten Buchpriamien.

Klassenstufe 5

Bernd Derlich 205 Teterow; Carola Kuhnt
205 Teterow; Heidrun Kopcke 205 Teterow;
Astrid Rosel 205 Teterow (aus Klasse 3);
Sven-Thorsten Freitag 95 Zwickau; Norbert
HeB 8019 Dresden; Achim Bobeth 806 Dres-
den; Birgit Kuhmstedt 5001 Erfurt; Elke
Kiihne 427 Hettstedt; Kirsten Helbig 1321
Schoneberg; Monika Juppe 8301 Markers-
bach; Andreas Letzel 15 Potsdam; Heike
Rommel 62 Bad Salzungen; Claus Scheffler
88 Zwickau; Wilfried Carl 402 Halle; Heike
Anders 1636 Dahlewitz; Holger Kuchling
110 Berlin; Ute Wittat 9507 Ebersbrunn;
Marlies Englisch 7022 Leipzig; Beate Brandi-
ner 7295 Schildau; Angelika Miiller 22
Greifswald; Ursula Barth 5101 Kleinfahner;
Jorg Schubert 9331 Pfaffroda ; Andreas Hoch-
haus 57 Miihlhausen; Frank Richter 793
Herzberg: Heidrun Scheinhardt 4203 Bad
Diirrenberg; UIf Hutschenreiter 8020 Dres-
den; Ulrike Brandemer 92 Freiberg; Thomas
Kischel 22 Greifswald ; Peter-Michael Anders
128 Bernau; Andreas Nither 925 Mittweida;
Ute Minow 2723 Warin; Birgit Lorenz 83
Pirna-Copitz; Christine Friindt 2723 Warin;
Wollhard Spiewok 22 Greifswald; Elvira
Neubauer 9413 Schénheide; Angela Richter
2723 Warin; Torsten Waldeck 90 Karl-Marx-
Stadt; Holger Jurack 8502 Burkau (aus Kl. 4);
Christine Dehmel 205 Teterow; Regina Lewe
205 Teterow: Jutta Langmeier 205 Teterow;
Roland Herdmann 6081 Mittelstille; Ger-
lind Koch 608! Trusetal; Ulrike Grauck
8502 Burkau (aus Kl. 4); Heidrun Weichler
6081 Fambach; Heiko Wolff 6084 Floh;
Ulrike ClauBnitzer 14 Oranienburg; Birgit
Sievert 14 Oranienburg; Thomas Fischer
6221 Kranlucken; Astrid Schulz 4401 Rotta;
Kerstin Tamm 6083 Brotterode; Elke Ger-
nath 6088 Steinbach-Hallenberg; Dietmar
Huhn 4401 Radis; Steffi Bittorf 6085 Ober-
schonau; Annemarie Heldt 2561 Parkentin;
Renate Daniel 262 Biitzow.

Klassenstufe 6

Uwe Lébus 801 Dresden; Arndt Petzold 9034
Karl-Marx-Stadt; Martina Romer 128 Ber-

nau; Karl-Heinz Hering 50 Erfurt; Detlef
Snaga 128 Bernau; Michael Schnelle 754 Ca-
lau; Reiner Lindemann 75 Cotibus; Uwe Risch
327 Burg; Sibylle Rohrbeck 2302 Franzburg;
Birgit Volkert 62 Bad Salzungen; Brigitte Hil-
denbrandt 6316 Stiitzerbach: Barbara Wett-
engel 992 Oelsnitz; Hans-Peter Tams 2851
Domsiihl; Karl-Heinz Schubert 9331 Pfaff-
roda; Birbel Rahnefeld 901 Karl-Marx-Stadt;
Frank Kolwe 128 Bernau; Jorg Loschner
9201 Dorfchemnitz; Ulrike Huste 8502 Bur-
kau; Peter Heumann 90 Karl-Marx-Stadt;
Herbert Forst 62 Bad Salzungen; Eva ClauB
9501 Culitzsch; Thomas Rudolph 92 Frei-
berg; Peter-Michael Anders 128 Bernau;
Jens Haupt 90 Karl-Marx-Stadt; Petra Ha-
nisch 8502 Burkau; Volkmar Wagner 6081
Fambach; Burkhard Schneider 6081 Fam-
bach; Barbara Konig 9215 Sayda; Margit
Schneider 9201 Dorfchemnitz; Angela Brandt
9014 Karl-Marx-Stadt; Angelika Stephan
8502 Burkau; Jutta Storch 6081 Fambach;
Birgit Ludwig 2051 Altkalen; Silva Schifer
2051 Kleverhof’; Bernd Richter 7261 Liptitz;
Bernd Behnke 5403 GreuBen; Zita Morgen-
stern 22 Greifswald; Gabriele Weisheit 6087
Seligenthal; Lutz Spiegel 3282 Giisen; Chri-
stina Wilhelm 6081 Mittelstille; Cornelia
Miiller 9215 Sayda; Lothar Jenning 2031
Giilzowshof; Uwe Léser 6801 GoBwitz;
Marlene Moller 62 Bad Salzungen; Barbel
Anders 75 Cottbus.

Klassenstufe 7

Horst Kohlschmidt 801 Dresden: Thomas
Wolf 655 Schleiz; Gernot Forster 757 Forst;
Harry Reimann 104 Berlin; Roland Maerz
285 Parchim; Siegfried Marg 1501 Neu-
Toplitz; Christina Feige 57 Miihlhausen;
Stefan Pleifer 74 Altenburg; Regina Hilden-
brandt 6316 Stiitzerbach; Andreas Schlosser
95 Zwickau; Frank-Giinter Krause 784 Senf-
tenberg; Elke Mietzsch 21 Pasewalk; Regina
Rau 9412 Schneeberg; Irene Hauske 8507
Putzkau; Andreas Popp 95 Zwickau; Angela
Petzold 115 Berlin; Christian Hofmann 7404
Meuselwitz; Clemens Schlechte 808 Dresden;
Manfred Bartsch 5501 Hesserode; Joachim
Krautz 75 Cottbus; Horst Theel 1034 Berlin;
Andreas Schneider 8512 GroBrohrsdorf; Bir-
git Starke 703 Leipzig; Birbel Hamm 60
Suhl; Carola Wobst 8502 Burkau; Martina
Huste 8502 Burkau; Reiner Wagner 8502
Burkau; Jutta Rauer 608 Schmalkalden;
Regina Schubert 6403 Neuhaus-Schiersch-
nitz; Sabine Mark 608 Schmalkalden; Peter
Segelek 301 Magdeburg; Claudia Neumann
9402 Bernsbach; Jorg Wehage 1802 Kirch-
moser; Norbert Littig 8501 Lichtenberg.

Klassenstufe 8

Steffen Lobus 801 Dresden; Egbert Lindner
801 Dresden; Anita Paul 608 Schmalkalden;
Bernd Hanke 8708 GrofBschweidnitz; UM
Briistel 7401 Ziegelhain; Rolf Dietmar Regel
75 Cottbus; Bernd Ziemdars 209 Templin;

Roland Nehrig 55 Nordhausen; Hans-Gert
Gribe 50 Erfurt; Reinhard Schuster 703 Leip-
zig; Ute Winkler 153 Teltow; Roland Borch
75 Cottbus; Bernd Kutnik 205 Teterow;
Karin Schuster 6575 Pausa; Yvonne Kruber
835 Stolpen; Reinhard Lehmann 79 Falken-
berg; Manfred Pokrandt 75 Cottbus; An-
dreas Stern 22 Greifswald; Gert Hantsche
8142 Radeberg; Uwe Stitz 801 Dresden;
Bernd Reddemann 36 Halberstadt; Hubert
Sanik 2151 Rattey; Jutta Schuster 27 Schwe-
rin; Andreas Fleischer 8027 Dresden; Peter
Linhart 7305 Waldheim; Ulrich Konig 6081
Zillbach; Andreas Zimmermann 90 Karl-
Marx-Stadt; Steffi GroBel 9522 Reinsdorf;
Monika Seiler 53 Weimar; Viola Eichler
8302 Bad Gottleuba; Hartmut Hiifner 6088
Steinbach-Hallenberg.

Klassenstufe 9

Albrecht Béttcher 9314 Neudorf; Lothar
Wenzel 111 Berlin; Michael Hoffmann 238
Barth; Biirbel Schulz 75 Cottbus; Wolfram
Heimbrodt 1055 Berlin; Klaus-Peter Schem-
mel 1055 Berlin; Jorg Vogel 55 Nordhausen;
Wollgang Zahn 532 Apolda; Detlef Hantke
42 Merseburg; Volker Schneider 9302 Anna-
berg-Buchholz; Manfred Riemer 83 Pirna;
Helga Diiweritz 7291 NeuBen; Volker War-
stat 323 Oschersleben; Bernd Droge 7541
Kalkwitz; Wolfgang Herrmann 9306 Elter-
lein; H.-Jiirgen Weinberger 222 Wolgast;
Elke Wiemann 8245 Glashiitte; Sabine Ditt-
rich 9402 Bernsbach; Dieter Garling 286
Liibz; Dietmar Mauersberger 57 Mihlhau-
sen; Joachim Selle 5401 GroBfurra; Carmen
Hauptmann 8245 Glashiitte; Kordula Ober-
eigner 291 Perleberg; Burkhard Thiele 3018
Magdeburg; Bettina Belitz 68 Saalfeld ; Eber-
hard Hifner 6088 Steinbach-Hallenberg;
Eberhard Recknagel 6088 Steinbach-Hallen-
berg.

Klassenstufe 10/12

Uli Klaus 50 Erfurt: Birbel Kurz 724 Grim-
ma; Matthias Heine 8601 Schwarznaulilitz;
Rolf Dieckmann 24 Wismar; Riidiger Niitz-
mann 2031 Trittelwitz; Manfred ReiBlig 9933
Bad Elster; Brigitte Prawitz 119 Berlin;
Karl Heym 6202 Bad Liebenstein; Stefan
Ackermann 725 Wurzen; Gottiried Meisel
965 Klingenthal 1; Eberhard Paschkowski
48 Naumburg; Thomas Winkler 9933 Bad
Elster; Christoph Clau8 9163 Gornsdorf;
Andreas HeB 794 Jessen; Roland Moller
58 Gotha; Lutz-Peter Klotz 9414 Sosa;
Winfried Helwig 3018 Magdeburg; Roll
Sommer 993 Adorfl; Klaus Schonefeld 53
Weimar; Angele Babenhauserheide 3501
Uchtspringe; Ottmar Langer 73 Débeln;
Knut Taeger 45 Dessau; Ulrike Weise 9274
Wiistenbrand; Hans-Peter Schneider 432

Aschersleben; Wolfgang Hafner 6088 Stein-

bach-Hallenberg; Johannes Gerth 5211 Sin-
gen; Bernd Ahrens 301 Magdeburg; Dieler
Buchmann 1407 Lehnitz.
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In freien Stunden

Das L-Spiel

..Ich bin Mathematiklehrer, beziehe die alpha schon
das zweite Jahr und habe so manche interessante
Anregung aus lhrer Zeitschrift entnommen. Aus
unserer Nauka i shisn (7/70) sende ich Ihnen das
L-Spiel.* Oberlehrer L. Dimenstein, Leningrad
Das Spielfeld ist ein Quadrat mit 4 mal 4 Karos. Es
spielen zwei Partner (weil und schwarz), von denen
jeder eine L-Figur besitzt. AuBerdem gibt es zwei
gemeinsame Spielmarken. Die Ausgangsstellung ist
auf Bild I gezeigt. Die Partner ziehen abwechselnd.
Jeder Zug besteht aus einem wunbedingten Versetzen
des L’s im Bereich der freien Spielfelder und einem
moglichen (aber nicht unbedingten) Versetzen einer
Spielmarke (nach dem L-Zug). Verloren hat der, der
keinen Zug fiir sein L hat.

Als Beispiel sei eine Partie angefiihrt (Bild 2). Wiirde
schwarz im 3. Zug die Spielmarke anders gesetzt haben,
etwa wie in Bild 3, so wiirde das Spiel weitergehen.

weilB schwarz
% O Spielmarke
©)
%

2. Zug

Bild 1

(0]

O

O

Matt!

4. Zug

Bild 3

Fallt das Studieren Dir mal schwer,
dann nimm Dir alpha-heiter her!
Oberlehrer H. Piizold. Waren Miiriiz
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Vladimir Renéin, Praha

Kleine Knobelei .

Setze natiirliche Zahlen (0 <7 < 10) in die leeren Felder
so ein, daB3 wahre Aussagen entstehen!

Aus: mame — mamu — ka, Sofia (6.68)

Von oben wie? A

so fragt der Generalsekretir der Mathematischen
Gesellschaft der SR Ruminien, Prof. C. Orrescu
(Bukarest) und griiBt damit alle alpha-Leser.

Gereimte Mathematik

Unser Leser G. O. Gestsson, Mathematiklehrer in
Reykjavik (Island), sandte uns ein Formelheft. Damit
sich die Schiller Formeln besser merken, werden sie
in Gedicht- oder Liedform dargeboten:



Ritsel um Otek

Auf unseren Bildern sehen wir Orek, eine bekannte
polnische Figur, spitzbiibisch, liebenswiirdig — iro-
nisch mit seinem Dackel Taky. Otek hat sich verwan-
delt und fragt: Wer bin ich?

Aus: Rdtsel um Otek, Eryk Lipinski,
Warschau (erschienen im Eulenspiegel-
verlag. Berlin)

Coloured Counter Puzzle

This is a puzzle for one person. — You need: 3 red
and 3 blue counters. — Put three red counters on the
positions marked R, and three blue counters on the
positions marked B. —
Objekt: to change the positions of the red and the
blue counters. — Rules: any counter can move
along a straight line to an unoccupied position.
Counters can move in any order, and backward
moves are allowed.

Aus einem englischen Mathematiklehrbuch

Schwieriges Problem

ABCDE
+EDCBA

FFFFF .
sollen die Buchstaben so durch Ziffern ersetzt werden,
daB die Addition (im dekadischem System) zu einem
richtigen Ergebnis fiihrt. Dabei sollen gleiche Buch-
staben gleiche Ziffern und verschiedene Buchstaben

verschiedene Ziffern bedeuten.
Szepan Jelenski, Warschau

In dem Schema

Ein wenig Logik
Die in der Abbildung gezeigten Figuren sind in einer
bestimmten logischen Reihenfolge geordnet. Man

finde den logischen Zusammenhang. Aus ihm ergibt
sich die fehlende Figur. Aus: Fiiles 28i70, Budapest

Kreuzwortriitsel

In die Felder der untenstehenden Figur sind, von den
numerierten Feldern beginnend, nach oben und unten
fiinfbuchstabige Worter der folgenden Bedeutung
einzutragen. Die Buchstaben in den (numerierten)
Mittelfeldern ergeben einen mathematischen Begriff.

Nach oben:
1. gekriimmte Linie
2. Oberbegriff zu Gerade
und Kreis ‘
unbewiesener Grundsatz =t =
Teil einer Sekante .
Zahlwort
Stellenwert ;
nach unten:
geometrischer K6rper
HohlmaD
Name der Schiilerzeitschrift
eine Winkelfunktion
Einteilung, z. B. auf dem Rechenstab
berithmter Schweizer Mathematiker.
OStR K.-H. Lehmann, V.L.d. V., Berlin

A

Ol o s
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Losungen

W7 s 546
Produktion im polnischen

Jahr Maschinenbau. in Prozenten
und bezogen auf das Jahr
1968 1969

1968 100/,

1969 114%/, 1009/,

1970 x%, 114%,

Aus der Tabelle laBt sich die Proportion
x:114=114: 100 ablesen; daraus folgt
.\'=L42= 129.96 ~ 130.
100

Im Maschinenbau der Volksrepublik Polen
ist demnach fiir das Jahr 1970 eine Steige-
rung der Produktion um rund 30°/, gegen-
tiber der des Jahres 1968 geplant.

W 7 @ 547 Aul Grund des Satzes ..Fir die
von einem Punkt an einen Kreis gelegten
Tangenten sind die Tangentenabschnitte zwi-
schen Tangentenschnittpunkt und den Be-
rilhrungspunkten gleich lang" gilt AF=AG.
.BF = BE. CE=CG. Demzufolge gilt

u=AF + AG=2" AF. Daraus folgt

AB+BE=AF=-u.

!
2

A B F

8 A 548 a) Die zu den folgenden Zeiten in
Gaschwitz abflahrenden Ziige treflen nach
jeweils 53 min in Markkleeberg-West ein und
begegnen daher unterwegs dem Fahrgast,
der um 14.50 Uhr in Markkleeberg-West
abgefahren ist.

15.34. 15.14 14.45. 14.34. 1414 Uhr
{(jedoch nicht mehr der um 13.54 Uhr abfah-
rende Zug. da dieser bereits um [4.47 Uhr
in Markkleeberg-West eintriflt.) -

Dem Fahrgast begegnen also genau 5 Ziige
des Schnellverkehrs.

b) Es seien v die Anzahl der Minuten. dic
vonder Ablahrt des Fahrgastes (um 14.50 Uhr
in Markklecberg-West) bis zur Begegnung
mit dem crsten Gegenzug vergangen ist. und
v die Malizahl der durchschnittlichen Reise-
geschwindigkeit (in km/min) der Ziige.
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Dann hat der Fahrgast bis zur Begegnung
mit dem ersten Gegenzug dic Strecke xe km
und der Gegenzug die Strecke (36 + .x)c km
zuriickgelegt. da er bereits um 14.14 Uhr.
also 36 min frither. abgefahren ist. Da die
Gesamtstrecke eine Linge von S3r km hat.
ergibt sich die Gleichung

xt+(36+ x)r=>53r und wegen L‘=|=0

X+ 36+x =53,

2x=17, x=85.

Der erste Gegenzug begegnet dem Fahrgast
also bereits nach 8.5 Minuten. d. h. um etwa
14.59 Uhr.

8 A 549 Es seien ABCD ein Rhombus und
S der Schnittpunkt seiner Diagonalen (vgl.
die Abbildung). :

D C

-
£

Bezeichnet man mit < bzw. y die halben
Liangen der Diagonalen dieses Rhombus. so
gilt AS=SC=x und B—S=S_D=y.

Da die Diagonalen des Rhombus aufein-
ander senkrecht stehen. betrdgt der Flichen-
inhalt des Rhombus

2x-y

B

A=2"

=2xy. N

Nun ist der Umfang des Rhombus gleich 2s;

jede Seite hat also die Liange % Nach dem

Satz des Pythagoras erhalten wir daher aus

dem rechtwinkligen Dreieck ABS
2pyr== 2)
y 4

Andererseits gilt. da die Summe der Langen
der Diagonalen m betrégt.

2x+2y=m. also .\‘+y=%.

Hieraus erhilt man durch Quadrieren
.\'2+yz+2xy=m—£. (3

Aus (2) und (3) erhalten wir durch Subtrahie-

m? 52 m?-s?
Qvy=— =

4 4 4
Wegen (1) betrégt also der Flacheninhalt des

ren

2_ 2
Rhombus A=ﬁ4 s

W8 @& 550a) Die Zahl 30 laBt sich nur aufl

die folgenden Arten in Faktoren x-y-z

zerlegen. wenn x<y<z gilt:
30=1-1-30=1-2-15=1-3-10

=1-56.=2-3-5.

Wir erhalten daher die folgende Tabelle:
Xy z X+y+z

1) 1 | 30 32

2) l 2 15 I8

J) | 3 10 14

4) 1 5 6 12

5) 2 3 5 10

Nurinden Féllen [)und 4)ist x + v+ - durch 4

teilbar; daher haben nur die Zahlen 1. 1. 30

und 1. 5. 6 die gelorderten Eigenschalten.

Nur in dem Fall 4) gilt auch x<y und x<z;
aullerdem ist in diesem Falle « Teiler von
und Teiler von z.

Daher haben nur die Zahlen 1. 5. 6 die in b)
geforderten Eigenschalten.

W8 & 551 Es sei 0 der Mittelpunkt des
dem Tangentenviereck ABCD eingeschrie-
benen Kreises (vgl. die Abbildung).

Dann gehen die Winkelhalbierenden der
Winkel ¥ DAB. ¥ ABC. ¥ BCD durch den
Punkt 0. da die Schenkel dieser Winkel den
Inkreis des Vierecks ABCD beriihren. Daher
gilt ¥ ABO= xOBC,

<):0AB=§=45°, {BCO=%=45”.

also xOAB= xBCO. 0B=0B.
Daraus [olgt

AOAB=AOBC (sww).
Daher ist AB=BC.also a=b.
Analog beweist man. dal auch die Dreiecke
DAO und CDO kongruent sind. woraus
c¢=d folgt und womit die obige Behauptung
bewiesen ist. c

Zu bemerken ist noch. daB der Punkt O aul
der Diagonalen BD liegt. weil die Winkel
X BOA und ¥ COB sowie die Winkel ¥ 40D
und ¥ DOC einander gleich sind; diese Tat-
sache haben wir aber bei dem obigen Beweis
nicht benutzt. Ferner ist wegen AABD=
ACDB die Gerade BD Symmetrieachse des
Drachenvierecks ABCD.

Der obige Satz 148t sich noch verallgemei-
nern: Aus a=y folgt wie oben a=bh und
c=d. Es geniigt also. dal} die Winkel v und
v einander gleich sind; diese Winkel brauchen
nicht notwendig rechte Winkel zu sein.

9 a 552 Es sei Kdas Volumen der zur Ver-
figung stehenden Silbermenge von 2 g; dann
ve—29 _201905cm".

10.5gcm™
Nun sei .« die Ma@lzahl der Lange des herge-
stellten Drahtes (in cm). Dann erhilt man,
da der Querschnittsdurchmesser 0. 0002 cm.
also der Querschnittsradius 0.0001 c¢cm be-
tragt. die Gleichung

0.000127 - x=0.1905. also

. 8
o= 01905 1076 6606 - 10%,

gilt 3

m
2 6060000.
Die Linge des Drahtes betriigt also rund
6060000 cm = 60600 m = 60.6 km.

9 A 553 Es gibt z B. die folgenden Mog-
lichkeiten der Darstellung:

) 1000000=J(11— 1)+
22-2\"
2) 1000000 = ( 7?.) ,

¥
2



_1\3+3
3 1000000=(§_2 3) :

4) 1000000 = (4 +4 4 /d)* 3
5

5+4:=.
5) 1000000=(5+5) 5

A
6) 1000000:(9:—6> .

77
7 1000000=(7;—_7> T

8)  1000000=(8+/\/8+8)"

=
;II

9 9 J‘)_
9 1000000=<9+§) :

W9 m 554a) Es seien n und n+1 dic ge-
suchten aufeinanderfolgenden natiirlichen
Zahlen; dann gilt

m+ 12 =—pt=(m+1+n)(n+1-n)

=2n+1=211. also 2n=210. n=105.
Die beiden Zahlen lauten also 105 und 106.
Die ..Probe” zeigt die Richtigkeit unserer
Rechnung:

1062 —1052=11236—-11025=211.
b) In diesem Falle erhalten wir die Gleichung

(n+1)>—n*=2n41=1000001.

also 2n = 1000000. n=500000.
Die beiden Zahlen lauten also 500000 und
500001.
Probe: 5000012 — 5000007 = 1000001.
c) Es seien n—1 und n+1 die beiden ge-
suchten ungeraden aufeinanderfolgenden na-
tiirlichen Zahlen; dann gilt
n+12—(n—1P2=n*+3n4+3n+1)
—(® =324+ - 1)=6n%+2.
6n? 4+ 2=153602. 6n=153600.
n?=25600. n=160.
Die beiden ungeraden Zahlen lauten also
159 und 161.
Probe: 1613 —159°=4173281-4019679
=153602.
Wir sehen also. wie wir in den Féllen a) und b)
mit Hilfe der Formel

n+1)?—n?=2n+1
und im Falle ¢) mit Hille der Formel

(4 1P —(n—1)P=6n"+2

die Ergebnisse sehr schnell ermitteln konn-
ten.

also

W9 m 555 Esseien n—1.n n+ 1 drei aufl-
cinanderfolgende natiirliche Zahlen. Dann
ist dic Summe ihrer Kuben
s=(n—=1P+nd+n+1)°
= =3I+ 3In—14+n+n¥+3n2+3In+1
=3n*+6n=3In(n*+2).
Nun sind genau drei Fille moglich:
1. n ist durch 3 teilbar; dann ist s durch 9
teilbar
2. n=3k+ . wobei k eine natiirliche Zahl
ist; dann ist n?+2=03k+ 12 +2=9k>+6k
+3=303k%2+2k+1) durch 3 teilbar. also s
wieder durch 9 teilbar.
3. n=3k+2. wobei k eine natiirliche Zahl
ist; dann ist n?2+2=03k+2)2+2=9k*+12k
+6=3(3k%>+4k+2) durch 3 tcilbar. also s
wieder durch 9 teilbar.

In jedem Falle ist also die Summe s durch 9
teilbar. b. w. Wir bemerken noch.
dal} nicnt nur dic Summe der Kuben dreier
aufeinanderfolgender  natiirlicher  Zahlen.
sondern auch die Summe der Kuben dreier
aufeinanderfolgender ganzen Zahlen stets
durch 9 teilbar ist; denn der obige Bewcis
gilt auch. wenn n cine beliebige ganze Zahl
ist.

wW. Z

10/12 & 556 Man verldngert BA iiber A
hinaus bis zum Schnitt mit e. Dieser Punkt ge-
hort der Schnittgeraden von e mit der Ebene
[4BS] an. Da auch P ein Punkt dieser
Schnittgeraden ist, ergibt die Verbindung
von P’ mit dem Schnittpunkt auf e den
Grundril$ der Schnittgeraden von ¢ mit der
Ebene [4BS]. Diese Gerade schneidet BS’
in Q. dem Grundril von Q. In gleicher
Weise erhilt man R’ als Grundri3 von R.

10/12 & 557 Es seien M, der Mittelpunkt
und r; der Radius des grofleren Halbkreises.
M, der Mittelpunkt und r, der Radius des
kleineren Halbkreises.

Ferner seien AB und AC die beiden im
Punkt 4 aufeinander senkrecht stehenden
Sehnen (vgl. die Abbildung).

Dann ist nach Voraussetzung ¥ M AB=60".
also auch £ BM,A=60". Ferner ist AB=r.
da das Dreieck M, AB gleichseitig ist.. Wegen
£ BAC=90gilt ¥xCAM,=30".
Ist D die Mitte der Sehne AC. so gilt
cos 30° =14£ also
Iy
— — - . - —
AC=24D=2r -cos30°=2r, 5 \/3=r2 43
Wir erhalten also
AC_r3
iB 1,
. rir |
Nach Voraussetzung gilt nun 2==-.
rir 3

o ! .
also '—‘=<;. Dabher gilt
o3

A€ 3L 3_1 dh iC=AB.
AB r, 3
Die beiden Sehnen AB und AC sind also

gleichlang.

Es handelt sich hier um eine optische Tidu-
schung; dic Sehne AB scheint lidnger als dic
Sehne AC zu sein. weil der Kreisbogen iiber

AB eine geringere Kriimmung als der iiber
AC hat.

W 10/12 m 558a) Aul den Schenkeln cines
Winkels von 60’ mit dem Scheitelpunkt A
triigt man die Strecke AD=3 cm und AB
=8 cm ab. Dann trigt man die Strecke BD
im Punkt B den Winkel £xDBC=10
Nun zeichnet man einen Kreis mit dem Ra-
dius 3.5 ¢m um den Punkt D. der den freien
Schenkel des Winkels « DBC im Punkt C
beriihrt. A. B. C. D sind die Eckpunkte des
gesuchten Vierecks ABCD (vgl. dic Abbil-
dung).

HIYA

b) Wir berechnen zunia'ch;l die Madizahl f
der Lange der Diagonale BD (in cm) nach dem
Kosinussatz (in dem Dreieck 4ABD):

f1=31482-2.3-8c0s60°=9+64—23-§ |

=9+64—-24=49.also f=7.d.h.
BD=7cm.
Nun berechnen wir die GroBe 7 des ¥ BCD
nach dem Sinussatz (in dem Dreieck BCD):

&=L also sin y=2sin 30°
sin 30° 35
2 oy dn =90
2

Nun konnen wir die Ldnge der Seite BC nach
dem Satz des Pythagoras berechnen:

EE=J7T—335cm=7\/I—£cm

=% J3 em=6.06cm.

¢) Zunichst ist das Teildreieck ABD durch
die Seiten AB und AD und dem eingeschlos-
senen Winkel < DAB (bis auf Kongruenz)
eindeutig bestimmt. Aber auch das Teil-
dreieck BCD ist durch die Seiten BD und CD
sowie durch den Winkel £ DBC=30° ein-
deutig bestimmt, da, wie oben gezeigt wurde,
der Winkel ¥ BCD ein rechter Winkel ist,
und ein rechtwinkliges Dreieck durch die
Ldnge der Hypotenuse und einen spitzen
Winkel bereits eindeutig bestimmt ist. Daher
ist auch das gesuchte Viereck ABCD durch
die vorgegebenen Stiicke eindeutig bestimmt,
w.zb.w.

Wir bemerken noch, daB in dem vorliegenden
Falle das Viereck ABCD deswegen eindeutig
bestimmt ist, weil der Winkel xBCD ein
rechter Winkel ist und daher der Kreis mit
dem Radius 3,5 cm um den Punkt D und der
freie Schenkel des Winkels « DBC nur einen
Punkt gemeinsam haben kdnnen (vgl. die
Konstruktion unter a).

W 10/12 & 559 Setzt man (46),,=4m+6,
(3),=3 und (162),=1m2+6m+2, so erhilt

~man die Gleichung

(4m+6)3=m? 4+ 6m+2,
12m+18=m2+6m+2,
m?2—6m—16=0.
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Diese quadratische Gleichung hat die L&-
sungen
my=3+./9+16=3+5=8und
m,=3—-5=-2.
Da die gesuchte Basis m eine ganze positive
Zahl sein muB, erfillt nur die Losung m=8
die Bedingungen der Aufgabe.
Wir iiberzeugen uns durch die Probe, daB
die gesuchte Basis tatsdchlich m=8 ist:
(46),,=4-8+6=138, (3),=3,
(162),=64+48+2=114; 38-3=114.

5 A 561 Aus 56—(c-d)=50 lolgt c-d=6.
Fiir dieses Produkt sind genau vier Fille
moglich,undzwar1-6=2-3=3-2=6-1=6.
Aus der abgebildeten Tabelle wird der wei-
tere Losungsweg ersichtlich.

& d a=24:c

1 6 24

2 3 12

3 2 8

6 1 4

b=48:a a+b+c (@a+b+c):d
2 27 nicht I6sbar
4 18 6
6 17 nicht I6sbar

entfllt, da a<c

5 A 562

Aus fg+he=aai [olgt a=1;

aus de+ 11li=cie [olgt c=2;

aus 112 : 12=de und e+ 1 folgt e=6;
aus d6+11i=2i6 folgt i=0;

aus d6+ 110=206 folgt d=9;

aus 112 : 12=96 folgt b=S5;

aus 12- h6=912 folgt h=7,

aus fg+76=110 folgt g=4 und f=3;
aus 111j—912=206 folgt j=8.

Wir erhalten also 1152 : 12= 96
+ . +
34+ 76=110

1118 -912=206
und stellen fest, daB alle waagerecht und
senkrecht angeordneten Rechenaufgaben
richtig geldst sind.
6 4 566 Entsprechend den Bedingungen der
Aufgabe gilt A_B=A_5=a,
§E=ﬁ=§, ¥ ABE= ¥ ADF =90°;
daraus folgt AABE=AAFD.
Fiir den Fldcheninhalt des Dreiecks AEF
gilt deshalb

—az—laz—laz—»a-a2
2 8 8
D F ()
a ]
z 2
g
2
a £
a
Z
a
A B8

6 4 567 Bei der 1. Wigung
Waagschale eine Kugel gelegt:

wird auf jede
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1. Fall: Bei Gleichgewicht haben sowohl die
beiden auf der Waage liegenden Kugeln wie
die beiden nicht aufgelegten Kugeln jeweils
gleiche Masse. Durch die anschlieBende 2.
Wigung muB nur festgestellt werden, welche
der Kugelsorten die schwerere ist. Dies
geschicht durch Aufllegen einer schon be-
nutzten Kugel aul die eine Waagschale und
einer noch nicht aufgelegten Kugel auf die
andere Waagschale.

2. Fall: Falls bei der 1. Wagung kein Gleich-
gewicht herrscht, wird durch den Ausschlag
der Waage die eine der beiden aulgelegten
Kugeln als eine schwerere und die andere als
eine leichtere Kugel erkannt. Bei der an-
schlieBenden 2. Wagung wird die als schwe-
rere erkannte Kugel mit einer noch nicht
aufgelegten Kugel verglichen. Je nachdem,
ob Gleichgewicht herrscht oder nicht, wird
die erstmals aufgelegte Kugel entweder als
schwerere oder als leichtere erkannt. Gleich-
zeitig ergibt sich damit, daB die auch bei der
zweiten Wigung noch nicht aufgelegte Kugel
eniweder eine leichtere oder schwerere ist.

7 4 571 Die zu ermittelnden rationalen
Zahlen x miissen die Gleichung x-|x|=
x+ | x| erfiillen.

1. Es sei x<0; wegen |x|=—x gilt dann
x+|x]| <0 und x+ |x|=0, das heiBt, es
gibt keine Zahl x<0, die die Gleichung
erfullt.

2. Es sei x=0; wegen |x|=0 gilt dann
x|x]| =0 und x+ |x|=0; also ist x=0

" eine Lésung der Gleichung,

3. Es sei x>0; wegen |x|=x gilt dann
x?=2x. Da x>0 ist, diirfen wir die Gleichung
durch x dividieren und erhalten x=2 als
Losung der Gleichung.

Es gibt zwei rationale Zahlen, ndmlich x, =0
und x,=2, die den gestellten Bedingungen
geniigen.

7 A 572 Wenn die Summe zweier dreistel-
liger Zahlen eine vierstellige Zahl ergibt, so
beginnt diese vierstellige Zahl stets mit der
Ziffer |, also P=1.

Wenn 4=0, so R=0; das widerspricht den
gestellten Bedingungen.

Wenn A=2, so R=4 und M=1; da P=1,
entfdllt M=1.

Wenn A=3.s0 R=6. M=2; PA=13 kann
nicht erfillt werden.

Wenn A=4.s0 R=8 M=3.0=17.

Wenn A=5, so R=0, M=3, PA=15 kann
nicht crfiillt werden.

Wenn A=6.s0 R=2. M=4 0=8.

Wenn A=7.50 R=4. M=5; PA=17 kann
nicht erfiillt werden.

Wenn A=8.s0 R=6. M =6:da R=6entlilll
M=6.

Wenn A=9, so R=8, M=7, PA=19 kann
nicht erfiillt werden.

Es existieren genau zwei Losungen:

734 846
L S
1448 1662

8 A 576 Wir beweisen dicse Behauptung
durch cine IFallunterscheidung. Ist nimlich «
eine naturliche Zahl. so ldidt sich « in der
Form 3n oder 3n+1 oder 3n+2 darstellen.
wobei i cine natirliche Zahl ist; denn cine
natiirliche Zahl ist entweder durch 3 teilbar
oder 4Bt bei der Division durch 3 den
Rest 1 oder den Rest 20 Wir miissen daher
die folgenden drei Fiille untersuchen:
1. Fall: a=3n.
Dann ist der Nachlolger des Quadrats der
Zahl a gleich
a?+1=3n2+1=92%+1. also nicht
durch 3 teilbar. da der Rest 1 entsteht,
2. Fdall: a=3n+1.
Dann ist der Nachfolger des Quadrats der
Zahl a gleich
a2+1=03n+12+1=9n24+6n+1+1
=3n(3n+2)+2. also nicht durch
3 teilbar, da der Rest 2 entsteht.
3. Fall: a=3n+2
Dann ist der Nachlolger des Quadrats der
Zahl u gleich
a?+1=08n+2+1=9n*+ 2n
+441=33n*+4n+ 1)+ 2. also nicht
durch 3 teilbar. da der Rest 2 entsteht.
In allen drei Fillen ist also der Nachlolger
der Quadratzahl ¢? nicht durch 3 tcilbar.
womit die aufgestelite Behauptung bewiesen
1St.

8 A 577 Esseien S, der Standort des Schifl-
fes bei der ersten Beobachtung. S, der Stand-
ort des Schifles bei der zweiten Beobachtung.
L der Standort des Leuchtleuers (vgl. die
Abb.).

Sz

5

Dann gilt aul Grund der Bedingungen der
Aufgabe

£8,8,L=45, ¥LS,5,=90° 5,5,=6 sm.
Daraus folgt £ S,LS,=45° d. h, das recht-
winklige Dreieck LS,S, - ist gleichschenklig
mit LS,=5,5,=6sm.

Das Schiff ist also zur Zeit der zweiten Beob-
achtung von dem Leuchtfeuer 6 sm ent-
fernt.

9 a 581 Angenommen. (x.y.z) sei cine Li-
sung des Gleichungssystems (1), (2). (3). Daun

gilt

xy+.xz=810. (4)
Xy +rz=680. (5)
Xz +yz=>572, (6)

Addieren wir jetzt die Terme aufl den linken
bzw. rechten Seiten der Gleichungen (4)
und (5) und subtrahieren davon die Terme
aul der linken bzw. rechten Seite von (6).
so crhalten wir eine Gleichung. in der die
Variablen nur noch in der Form .y aul-



treten; denn xz—xz=0 und yz—yz=0. Wir
erhalten also
2xy=810+680—572=918.
xy=459. (7)
Ferner erhalten wir. wenn wir die Terme aul
den beiden Seiten der Gleichung (4) und (6)
addieren und davon die Terme auf den
beiden Seiten der Gleichung (5) subtrahieren.
2xz=810+572—-680=702.
xz=1351. (8)
Endlich erhalten wir durch Addition von (5)
und (6) und Subtraktion von (4)
2yz=680+>72—810=442.
z=221. 9)
Aus den Gleichungen (7). (8) und (9) kénnen
wir nun x. y und z berechnen. wean wir
beachten. daB x$0. y+0. z40 gilt. denn
sonst wiren die Gleichungen (4). (3) und (6)
nicht erfilit. Wir multiplizieren die Terme
aul beiden Setten von (7) und (8). dividieren
dann durch die Terme auf beiden Seciten
von (9) und erhalten
xyxz _459-351

¥
¥

also
yz 221
2=g'_5.1_'_9'_32=9 .3.9.3=272,
13-17
Daraus lolgt
Ny =27 xX,=—27.
Aus der Gleichung (7) erhalten wir nun
459
y=—=.also
X
459 459
=—=17, =——=—17.
=y 2=y
Aus der Gleichung (8) erhalten wir
331
z =——, also
x
z =§£=13. z =——331 =—13.
vo27 2 =27

Wenn also das gegebene Gleichungssystem

tiberhaupt Losungen hat. so konnen es
nur die Loésungen
xy= 27 y,= 17.z,= 13 und

Xy=—27 y,=—17. z,=— 13 scin.
Durch die Probe liberzeugen wir uns davon.
dall das tatsdchlich Losungen des Glei-
chungssystems (1). (2). (3) sind; wir erhalten
ndmlich durch Einsetzen in diese Gleichun-
gen die wahren Aussagen

27(17+ 13)=810.

17(27+ 13)=680.

13(27+ 17)=572. Entsprechendes
gilt fiir die Losung (—27. —17. —13).

10/12 a 585 Angenommen. die reelle Zahl
« sei eine Losung der gegebenen Unglei-
Chung

X2+2¢—15

—_ <

x+1

Wegen x+ 140 ist diese Ungleichung genau
dann erfiillt. wenn aufl der linken Seite der
Ziihler negativ und der Nenner positiv oder
wenn der Zihler positiv und der Nenner

0. ()

negativ ist.

Wir untersuchen daher die beiden Fille
L x+1>0, also x>—1;
2. x+1<0. also x<—1.

1. Fall: x>—1.
In diesem Fall ist die gegebene Ungleichung
genau dann erfiillt. wenn

x1+2x—15<0. also (2)

24+2x+1-16<0.

(x+1)><16.

| x+1| <4. also 3)
—4<x+1<4. dh, —S<x<3gil 4

Nun ist im Falle 1x>—1; dic gegebene
Ungleichung ist daher in diesem Fall genau
dann erfiillt. wenn —1<x<3 gilt.
2. Fall: x<—1¢
In diesem Fall ist dic gegebene Ungleichung
genau dann erfllt. wenn

x24+2x—15>0. also

(x+1)2>16,

|x+1]|>4.also

x+1>4oder x+1<—4,

d. h, x>3 oder x< —5.
Nun ist im Fall 2 x< —1; dic gegebene Un-
gleichung ist daher in diesem Fall genau
dann erfiillt. wenn x< —5 gilt.
Zusammenfassend konnen wir daher [est-
stellen. daBl die gegebene Ungleichung fiir
alle reellen Zahlen x erfiillt ist. fir die

x<—5 oder —1<x<3 gilt.

Lidsung zu der Aufgabe von
Prof. Dr. sc. techn. D. Schmidt

A 619 «x sei die Anzahl der von einem

Facharbeiter gelertigten Gegenstinde.

y sei die Zahl der Gegenstinde. die .sein™

Lehrling weniger als er fertigte.

Nach Absprache erhilt der Facharbeiter x?

Plennige. sein Lehrling bekommt aber

(x—y)? Plennige. folglich muB gelten:
x2—(x—y)*=105

Daraus ergibt sich:

_1.(&%
=t

Man iiberlege. dal x und y ganzzahlig und
positiv sein miissen. Damit man fiir .x posi-
tive ganze Zahlen erhilt, mul} y Teiler von
105 sein. d. h.

y=1,3,5 7.15. 21, 35, 105.
Mit diesen Werten erhilt man aus der Glei-
chung

x=5319. 13, 11,11, 13.19. 53
und fiir

xX—y=52,16,8.4. -4, -8, —16, —52.
Die letzten 4 Moglichkeiten scheiden aus.
weil auch x — y positiv sein mull. Also bleibt

X X—y o
(A) 53 3y %2 ()
B 19 (11~ 16 (@)
(€ 1B_(9y 8 (b)
Dy 11 T~ 4 (c)

Aus den Dilferenzen (37. 11. 9) ergibt sich.
wieviel Gegenstinde von wem (in Klammern
daneben geschrieben) angefertigt wurden.
Fiir die Betreuung der Lehrlinge ergeben
sich damit die Zuordnungen

Aeod. Boa, Cob, Dec.

5 4 590 Klasse Betragin M

5 41.50

6 44,00

7 50.00

8 42,75

9 43.00

10 44,00

265.25

5 & 591 Wir I6sen die Aufgabe mit Hilie
einer Tabelle.
Falll a-b a b d=2'b c=a-6
1) 18 1 18 36 nl
2) 18 2 9 I8 nl
3) 18 3 6 12 nl
4) 18 6 3 6 0
5) 18 9 2 4 3
6) 18 18 1 2 12

Wir erhalten also nun in den Fillen 4). 5)
und 6) wahre Gleichheitsaussagen.

Ldsungen zu alpha-heiter

Kleine Knobelei

Von Oben wie?

s

GrundniB Schrigbild

Ritsel um Otek

Archimedes (287? bis 212 v.u.Z.)
Einstein (1897 bis 1955)
Schwieriges Problem

Die Zahlen 30241, 34201, 41230 und 43210
auch 54321, 52341 usw.
erfiillen die gestellten Bedingungen

Ein wenig Logik '
(] )

Kreuzwortritsel

mC>» ARUmOIT Y
AmOrcm—zm®

S

I

E
R
K
E
G
E
L

Mmoo ==z =
>PI VO »X—0OZ-
nwocz—-wmLnzm
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1.
660 | 653 | 658
655 1 657 | 659 | = 1971
656 | 661 | 654

(Die Summe jeder Zeile, Spalte und Diago-
nale ergibt 1971.)

2. 1971 = MCMLXXI
(MC—-M):L-X:X=I (oder)
(MC-M):L=X:X+I

3 1-H9+7+1
+94+T 4141
FTHIF149
F 14947
+14+947+1

19471

4. 1-+9-47+1
194741
F149-7—1

1-97+1

s, 1+9+7+1
-1 94+7—1
414971

1-97-1

3 -6
::74—83 7!_92+ 100
=31 47 5245016
P 6123
3123 4Y)

6. 1971
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7. 1971=2"1 262322 _2°
=37_35+33
=45+45_43_42+4l_40

=442 + 44— (4 +4)—4°

=545 +54+5° 525"+ 5°

=10*+10*—10'—10"'—10' +-1°
(Gleiche Basiswerte)

8. 1971=(2- 22 +2:22-2- 2222
=:333(3+3)-3
=44 - 44+44:4 44!
=44-44+44-4:4—4 /4

(Gleiche Ziffern)

9, 1971 =122 +(4-5+6~7+8)-9
=987 -6:(5-+4) - 3—-2—1

(Ziffern von | bis 9, einmal steigend,
einmal [allend)

10. 1947 =1+4+9-7 -1+19+7-1
19-71=19-7—-1-149-71

11. 1497+ 1=147+91

(1971, einmal vorwirts, einmal riickwirts)

12. 1971
124924724+ 12=19 - 71
19471=149+7+14+1-9(7+1)
l+91ﬂ_71:l c9-7-
1- /1971
1494+7+1+1-9-7-1
=(1+NT+1)—-(1-9):(7+1)
171 1907111
P4+714+1°-71=1-9-7-1+(1+9(T+1)

1:9-7-1-(A494+7+1) __
1:9-7-1+(1-19+74+1)
Ing. H. Decker

J7-1

Mit einem interessanten Problem wollen wir
das Jahr 1970 abschlieBen. Es wurde von
Dipl.-Math. Victor Scharnitzky, Lehrstuhl-
leiter an der Hochschule fiir Leichtindusirie
in Budapest (Koordinator der XII. IMO)
fiir die alpha-Leser gestellt.

Man beweise, daB die Zahl

2227 4+202"—192"— 72"

fiir alle geraden positiven ganzen Zahlen n
durch 1970 teilbar ist.

Die Redaktion alpha
wiinscht allen Lesern
ein frohes und gesundes

1971




Barbara Mahr und Lutz Quasdorf,
KI. 12, EOS Humboldt, Leipzig,
wiinschen eine heitere Faschingszeit!




Ubungsaufgaben, Klasse 9/12

Lisung der Aufgabe zur Axonometrie

9 a4 610 Es ist zu beweisen, daB die Zahl Ein kleiner Dreh fiihrt zam Ziel (alpha, 5/70, S. 99)

2-13"45-7" fir alle natiirlichen Zahlen
n bei Division durch 9 den gleichen Rest
1aBt. Ferner ist dieser Rest zu bestimmen.

Hinweis zur Losung: Es empfiehlt sich, zu-
nichst die Fille n=0, n=1, n=2 zu behan-
deln und dann den Beweis allgemein zu fiih-
ren. StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

9 a 611 Zwei Kreise k, und k,, von denen
k, einen kleineren Radius als k, hat, mégen
einander so von auBen in cinem Punkt P
beriihren, daB die beiden gemeinsamen Tan-
genten, die nicht durch den Punkt P gehen,

einen Winkel.von 60° bilden. Es ist das Ver- \

hiltnis r,:r, der Radien dieser Kreise zu er-
mitteln. Ekkehard Kiihrt
EOS |, FriedrichSchillor*, Zella-Mehlis, Kl. 10

10/12 4615 Es ist zu beweisen, daB die
Zahl lg 5 keine rationale Zahl ist.
Anleitung zur Losung : Jede positive rationale

Zahl léBt_ sich bek-anntlich in der. Fonn%J dar- p

stellen, wobei p und g einander teilerfremde,
von Null verschiedene natiirliche Zahlen -
sind. Beim Beweis geht man also davon aus,
daB sich die Zahl Ig 5 in dieser Form dar-
stellen 140t, und zeigt, daB diese Annahme
zu einem Widerspruch fiihrt (vgl. den Be-
weis fir die Irrationalitit der Zahl \/5).
Sektion Mathematik
der Technischen Universitdt Dresden

\_

s technikus®

und ist fiir Jugendliche
im Alter von 12 bis 16 Jahren bestimmt.

Preis: 0,60 M; Umfang: 48 Seiten

Anregungen fiir die Arbeit in der Pionier-
organisation und Arbeitsgemeinschaft,
unterstiitzt den Schulunterricht und gibt
wertvolle Hinweise fiir eine sinnvolle
Freizeitgestaltung.

N

= T
/./’ i‘“\

Mathematik, Naturwissenschaft und Technik —
das sind die Schwerpunkthemen des Magazins

Es erschzint monatlich im Verlag ,,Junge Welt*

Vielseitig und lehrreich, gibt der ,,technikus‘

»»technikus* nimmt Stellung zu wehrpolitischen
Fragen, berichtet iiber Mandver und
bringt Beitrige aus der Militdrgeschichte.

Mathematische Knobeleien fehlen ebensowenig .

wie Beitrige aus der Astronomie und Raumfahrt,
der Physik, Chemie, Biologie und Elektronik.

Gern gelesen sind auch unsere Seiten

,»Blick in die Welt‘‘ mit Interessantem

in Wort und Bild aus Wissenschaft und Technik
und die Seiten ,,technikus‘“ antwortet.

Ein Blick in den ,,technikus‘‘ lohnt sich immer.
wer ein einmal hatte, liest ihn stindig.

Also am nichsten Kiosk ein Heft gekauft,

VERLAG JUNGE WELT - 108 Berlin
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