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Man findet 4,(y) = ix} + n(r? — x3) o y
als Summe der Inhalte eines Kreises und 2 =7 {1~ %)
eines Kreisrings. Die Querschnittsinhalte sind also in jeder

Beispielc zZum r Hohe gleich, beide Korper haben folglich

. yr
M == L Xg = . . .
1t xp 2 2h bzw. xg gleiches Volumen, ndmlich (nach Bei-

Cavaliel'iSChen Ay(y) = n((i - J’_’)z $r72- (_’ + L)z> spiel 1) V= %ﬂh_

2 2h

Pl'il'lZip Ay(y) =mr? (1 _ _yh_ ) ) Steffen Bonf/Jens Meusel

Nun gilt 4,(y) = nx? fiir das Rotationspa-
raboloid.

2
Mit xi=r2 - % folgt

Bild 1 v Bild 2 y
Das Cauvalierische Prinzip wird im Mathe- — _——— — _——
matikunterricht des achten Schuljahres h
mitgeteilt und dort einigemal benutzt, um
die Volumengleichheit zweier Korper
nachzuweisen. Die Beispiele, die das Lehr-
buch flir die Klasse 8 zur Anwendung des
Cavalierischen Prinzips bringt, sind frei-
lich, mit Ausnahme des letzten, recht tri-
vial. Wir haben daher nach interessanteren
Beispiefen gesucht und unerwartet viele ge-
funden. Nachfolgend vier davon, fiir die
keine Kenntnisse aus der Abiturstufe ge-
braucht werden.

Dr. G. Schiemann,
Leiter der Spezialklassen an der
Martin-Luther-Universitdt Halle

Beispiel 1

Die Bilder 1 und 2 zeigen die Achsen-
-schnitte zweier Drehkorper. Die darin vor-
kommenden Parabeln sind kongruent. Der
zu Bild 1 gehérende Korper ist ein Rota-
tionsparaboloid, der zu Bild 2 gehdrende
ein gerader Kreiszylinder, aus dem ein zu
dem vorigen kongruentes Rotationsparabo-
loid herausgefrist ist.

Seien A.(y) und A,(y) die Inhalte der
Querschnitte durch das Paraboloid bzw.
durch den Zylinderrest, jedweils in der ge-
meinsamen Héhe y mit 0 =y =< h.

Man findet:

A\(») =mxk und Ay(y) =n(? - x3)

—m2{1 -2 =mp2{1-2
nr (1 h) nr (1 h)'

Die Querschnitte sind also in jeder Hohe
gleich, beide Korper haben also gleiches
Volumen. Da die Summe beider Volumina
nrth ist, hat jeder Kérper das Volumen

Bild 6 J é

1 . . I
anzh. Das ist ein einprigsamer Aus-

druck fur das Volumen eines Rotationspa- Bild7 ) -
raboloids. Kurt Giinther ) y Bild 8 y

Beispiel 2 b/
2

Bild 3 zeigt den Achsenschnitt eines gera- %

den Kreiszylinders, in den von oben ring-

formig eine koaxiale Furche eingeschnitten \

ist, deren Achsenschnitt aus zwei gleich-
schenkligen Dreiecken besteht. Bild 4 zeigt r x

den Achsenschnitt eines Rotationsparabo- { %
loids, der mit dem Zylinder gleichen Ra- Y

dius und gleiche Hohe hat. & _7/
Seien A4,(y) und A4,(y) die Inhalte der Yy 51

Querschnitte durch den Zylinderrest und . y.'
das Paraboloid, jeweils in der gemeinsa- t ; i M(O y1+y2)

men Hohe y mit0 <y = h.

xY
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Beispiel 3

Bild 5 zeigt einen Kreis um O mit dem Ra-
dius r und eine zur y-Achse symmetrische
Parabel, die durch den Kreis von innen be-
riihrt wird. Damit muB8 (das rechnet man
leicht nach) die Parabelgleichung die Form

1 , .
y= E(x2 — a?— r?) haben, worin a eine

reelle Zahl mit O < a < r ist. Der schraf-
fierte Teil der Figur sei der Achsenschnitt
eines Drehko6rpers (Paraboloidschicht mit
kugelfsrmigem Hohlraum). Bild 6 zeigt
den Achsenschnitt eines Paares gerader
Kreiskegel.
Seien A,(y) und A,(y) die Inhalte der
Querschnitte durch den Rest der Parabo-
loidschicht und das Kegelpaar, jeweils in
der gemeinsamen HOhe y mit —rsy=sr.
Man findet
Ay(p) =71 (xy = xp) u. A(y) =1 x}
=mQ2ay+ r* +*a? =n-(a+y)
=(r=y%)
=m-(a+y).
Die Querschnittsinhalte sind also in jeder
Héhe gleich; beide Korper haben folglich
gleiches Volumen.
Kathrin Eversmann

Beispiel 4

Die Parabel x?=ay— b schneide den
Kreis x2+ y>=r? in den Punkten mit den
Ordinaten y, und y, (Bild 7). Bei Rotation
um die y-Achse beschreibt die schraffierte
Fliche einen parabolischen Kugelring. Das
Volumen dieses parabolischen Kugelringes
wird mit dem einer Kugel verglichen, de-
ren Durchmesser das Intervall (y;,y,) auf
der y-Achse ist (Bild 8).

Die Ermittlung der Schnittpunkte von
Kreis und Parabel fiihrt auf die Gleichung
yi+ay—b-ri=0.

Da die Losungen dieser Gleichung y, und
y, sind, gilt
yitay-b-ri=(-y)(y—»).

Eine Ebene, die senkrecht zur y-Achse ver-
lauft und diese im Punkt P(O, y) schneidet,
schneide beide Korper. Fiir die Inhalte der
Schnittfliche erhélt man:

Ai(y) = m(st — x?)
A (y) =7TS§
A (y)=n(}—y*—ay+b)

+ 2
A = [ 3= (%—”—y) ]

A )= -1y —y) (Y~
= 2
pa— [(yz . y1> _ (,vl ;)’:

Ay =m(y—y)(r:— )

A (p)=n(y =y (¥2— )

Somit gilt A;(y) = A4,(y)

YEL(YLP) .

Damit ist also der parabolische Kugelring

volumengleich einer Kugel, deren Durch-

messer gleich der Héhe des Ringes ist.
Uwe Miiller

)]

fir alle
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Das ,,Gerechent Biichlein®

des Rechenmeisters
Adam Ries (1492 bis 1559)

Medaille mit dem Bildnis des Adam Ries
zu seinem 425. Todestag (aus Harry
Beyrich: Adam Ries, der Rechenmeister in
Annaberg, Bildmappe, Verlag H.C.Schmie-
dicke Leipzig 1983)

Ein Auftrag fir den Rechenmeister

Am Beginn des 16. Jahrhunderts hatten
Handel und Gewerbe
Deutschlands einen beachtlichen Umfang
erreicht. Frithkapitalistische Wirtschafts-
formen waren entstanden. Der steigende
Waren- und Geldverkehr erforderte, daB
Kaufleute und Marktkrimer rechnen konn-
ten. Die Rite der Stidte und manche Biir-
ger aber nahmen die Dienste von Rechen-
meistern in Anspruch. Diese fihrten bei
Geschiften die Rechnungen aus, unter-
richteten in Rechenschulen und verfalten
Rechenbiicher.

Zum alltiglichen Handel gehorte der Ver-
kauf und Kauf von Broten und Semmeln.
Die Bicker boten sie zu feststehendem
Preise an und &nderten ihr Gewicht und
ihre Anzahl, wenn das Getreide teurer oder
billiger geworden war. Bei wachsenden Ko-
sten flir Korn und Weizen verkleinerte
man sie und stellte entsprechend mehr von
ihnen her. Der Kunde sollte das offenbar
weniger bemerken als die sonst notwendige
Verteuerung der Ware. ,Item so das Korn
14 grosch. gilt / beckt mann ein pfenning
brodt wigt 34 loth / wie schwer soll mann
es backen so es auffschlegt (sich der Preis
erhéht) / vnd 17 groschen gilt? Facit
28 1oth.“ Solche Aufgaben wie diese von
Adam Ries [Adam Ries, Rechenung auff
der linihen vnd federn, Auflage Frankfurt
am Main 1544, S.62] waren in den Rechen-
biichern jener Zeit verbreitet. Die Problem-

in den Stéddten.

A

Der Becl.

Sumir rein/wer hat Hungers not/
3ch hab gut Werg vnd Riicken Brot/
Aufy Korn/Weisen ond Kern/bachen/
Gefalen recht/ mit alen fachen/
Cin reche gemwiche /das recht wol fchmect/
Ceifiel / Bresen / Laub/Spuln vis Wek/
Dergleich Faden ond Eperfuchny
Zhut man gu Sftern bep miv fuchn.

Holzschnitt aus Jost Ammann, Eygentliche
Beschreibung der Stinde (,,Stindebuch®),
mit Versen von Hans Sachs, Frankfurt am
Main 1568

stellung ist durch eine Verhiltnisgleichung
mit umgekehrt proportionalen GroBen
bzw. durch einen indirekten Dreisatz zu 16-
sen.

Wenn die Preise fiir das Getreide kriftiger
stiegen und folglich das Brotgewicht stir-
ker abnahm, kam es in den Stidten zu
Streitigkeiten zwischen den Biirgern und
den Backern. Deshalb ordnete der Rat von
Annaberg im Jahre 1533 eine Backprobe
an. In Anwesenheit von Vertretern der
Stadtverwaltung und der Biirgerschaft wur-
den ein Scheffel Korn und ein Scheffel
Weizen (siche Tab. 1) gemahlen und zu
Broten und Semmeln verarbeitet. Der Re-
chenmeister Adam Ries, der zugleich
Schreiber des Bergamtes Annaberg und
seit kurzem Zehntner des Bergreviers
Geyer war und sich durch Tiichtigkeit,
Sachkenntnis und Gewissenhaftigkeit
schon ausgezeichnet hatte, erhielt den Auf-



trag, fiir eine Brotordnung (Brot- und Sem-
melsatzung, Beckenordnung) zu berech-
nen, wie schwer sie bei einem bestimmten
Getreidepreis sein muBten und wieviel
" Stiick zu backen waren. Man wollte, daB
,der arme gemeine man ym Brotkauff
nicht vbersetzt (betrogen) wiirde” [Adam
Ries, Ein Gerechent Biichlein, Leipzig
1536, Vorrede]. Der Rat, die Backer und
ihre Kunden konnten die Zahlen nun von
einer Tabelle ablesen. Sie brauchten sie
nicht bei jeder Anderung der Getreide-
preise selbst auszurechnen. Vom Rat lieB
sich die Einhaltung der Vorschrift ohne
Miihe kontrollieren. Die Herstellung aller
Arten von Kuchen, die Feinbickerei, stand
dagegen nicht unter seiner Aufsicht.

Zur Erfiillung des Auftrages ging Ries von
der Festlegung des Rates aus, ,nach dem
der kauff (Preis) im Korn vnnd Weitz dise
zeit gleich / vnd vmb (um) zwenvndvier-
zick groschn der schoffel gekaufft / das ein
halb groschen brott wegen sall (wiegen soll)
drei pfunt / ein pfennig brott sechzehenn
lott / vond ein par semel zwolff lott“ (siehe
Tab. 2 und 3) [dsgl]. Es enistanden vier
Brottabellen und eine Semmeltabelle fiir
einen Getreidepreis zwischen 20 und
84 Groschen, jeweils um einen Groschen
steigend. Die Zahlen ermittelte Ries in
zweierlei Weise. Als erstes berechnete er
die Gewichte der Brote und Semmeln bis
auf Quent und Quententeil genau. Zum
anderen wiesen die Ergebnisse nur Pfund
und Lot aus, und er lieB die kleinen Reste
zugunsten der Bécker unberiicksichtigt, die
jetzt mehr Brote bzw. Semmeln zum glei-
chen Preis verkaufen konnten. Der Gewinn
aus den geringen Gewichtsunterschieden
nahm mit der Verdnderung der Getreide-
preise allerdings einen ungleichférmigen
Verlauf.

Die Tabellen stellte Ries mit Ubersichten
zum GetreidemaBl, WeinmaB und Gewicht
und iiber die Preise fiir die Grundeinheiten

Dolgetve T afell beriche wic oill einy
pac Semel wegen foll/ vaud rote vill par
Semel der Beck aufs dem (chdffel ma
chen (3ll/fo quenten vand teill mit
geredyent Ond wie vill er aus
eirterns fehdffel madyt foym
die quiten viv teil nady
gelaffen gibt audy
beridynung feines gewins, (o die
Semeln von einander genumen,

Pacfemet  Semel Semel fo giis
ety  am gewicht vifn fhSf. vil tel nady

gelaffen.

PP Tote [qn|tal | Ipac (e[ [pacfe[lot
mel mel

»4e) zs 10|16 [ 1z40] |z41[Z3
Z 1 z4 o[ o | [z5=] |z52] ©
v¥3 zz 311 4 z64] [z74{Z0
23 | 1= 315 | [276] |288] 9
Z 4 Z1 |o] o =88 ZBDB o

Semmeltabelle, Schlufl, aus Adam Ries,
Ein Gerechent Biichlein ..., Leipzig 1536
(aus Fritz Deubner: ...nach Adam Ries,
Urania-Verlag Leipzig/Jena 1959)

dieser GroBen — den Scheffel, den Eimer
und das Pfund - und ihre Vielfachen und
Bruchteile zusammen. Das 160 Seiten um-
fassende Werk erschien 1536 in Leipzig
unter dem Titel ,Ein Gerechent (ausge-
rechnetes) Biichlein / auff den Schéffel /
Eimer / vnd Pfundtgewicht®. Derartige Ta-
feln fir den Handel waren kaum vorhan-
den (Preistabellen fir das Gewicht von
Gold und Silber im Bamberger Rechen-
buch 1483, Brottaxe des Riilein von Calw
in Freiberg um 1514, Preistafel fiir Wein
von Jakob Kd&bel aus Oppenheim 1515)
und in der Form, die die méglichen Verin-
derungen von MaB, Gewicht, Stiickzahl
und Preis so ausfithrlich darbot, wahr-
scheinlich iiberhaupt neu.

EmSeredbent Biich-
tein/aufforn Sl Ermer/
v Pundegewrdie / 4u oh.
rencinem Erbarn/Seifen
Racheauff SanceYn-

nenberaf.

Drd vam Ricefen.

1535

Su Leiptyick. batt gedruckt difs
gerechent Buidhlein
N1eldyor Lotter.

Dolendet vnd aufgangen am abende
ocs Llewen Jars
1§36

Titelseite aus Adam Ries,

Ein Gerechent Biichlein ..., Leipzig 1536

Die Berechnungen von Ries dienten ande-
ren Stiddten als Vorbild fiir die Brotord-
nung. Wegen der oft verschiedenen MaBe,
Gewichte und Miinzverhiltnisse konnten
sie aber nicht ohne weiteres iibenommen
werden. Deshalb kam der Rechenmeister
auf Wunsch des Zwickauer und des Leipzi-
ger Rates selbst, nahm am Backvorgang teil
und fertigte die Tabellen an.

Heute ist das Gerechent Biichlein ein ganz
bedeutsames Zeugnis der Titigkeit eines
Rechenmeisters jener Zeit. Exemplare der
Schrift befinden sich unter anderem noch
in Bibliotheken in Halle, Zwickau, Ham-
burg, London und New York.

Rechnungen zur Semmeltabelle

Den Gebrauch der Tabellen verdeutlichte
am Ende ein Beispiel mit Worten. Hier
werden die Ausfiihrungen unter der Sem-
meltafel ausgewihlt.

Diese Angaben folgen aus der Festlegung
des Annaberger Rates zum Brot- und Sem-
melgewicht (s. 0., Vorrede zum Gerechent
Biichlein). Bei der Rechnung wird zu-
nédchst in Quent und am SchluB3 wieder in

i Pacfemel |Parfemel| Par femel
1Dein| am gewidyt|vffn fd)df] fo qiit vii ¢
nachgelaffe
of. | [lot|qiit| teil| patfemel| pasfemel]iot
7 6 6| zlqo| | 91Z] [1008| 0

77 6| z|14] | 9z4] [1008
78 6] 1166] | 936] [1o08] o
79 6| 1|4 948| [1008| o
80 6 1[16] | 960] [1008] o
“n 6| ol7z 97z] [1008] o
Bz | (6] o0l48] | 984] [1008| 9
83 6| olz4] | 906] [1008] o
4 ! [ 6] of of |1008| |1008]| 9
enn Der waey 6 4 grofdien gilee.

as feint 3 gdlde s grof/muf3 1 pat femel babé
7 lot 3 quent 1% ift gleich—- quentt/Pome
1 {chéffel 7 68 pat femel YOigt 1 par 7 ot
¢ quenti vnd tel wesben sadgelaffon in g
Item Eauff/ fo Ean dec Dect machen 8 6

v [emeln/ i were alfo fein gewyn 9 6 par
femelnan 1 fdySjFel madyt gerad 8 grofchen.
1 D ’

A TS5 X4

Semmeltabelle, Beginn, aus Adam Ries,
Ein Gerechent Biichlein ..., Leipzig 1536

(aus Fritz Deubner: ...nach Adam Ries,
Urania-Verlag Leipzig/Jena 1959)

Lot umgewandelt (siche Tab. 2). Die
Quententeile driickte Ries in den Tafein
als Bruchteile des Getreidepreises aus, de-
ren Zihler er niederschrieb.

Weizenpreis 42 Groschen:

Bei einem Weizenpreis von 42 Groschen
soll ein Semmelpaar 12 Lot wiegen.

12 Lot = 48 Quent

" Weizenpreis 64 Groschen:

64_48 4842, 3
2 " T e
.32 _ 32
x—3164Quent—7L0t364Quent

=7Lot3 % Quent
Bei einem Weizenpreis von 64 Groschen
soll ein Semmelpaar 7 Lot 3%Quent

wiegen.
Ein Semmelpaar kostete damals einen
Pfennig. Stellt man diesen Preis in Rech-
nung, ergibt sich, daB von einem Scheffel
Weizen zu 64 Groschen oder 768 Pfenni-
gen 768 Paar zu backen sind.
Wenn Quente und Quententeile auBer Be-
tracht bleiben und die Semmeln also weni-
ger wiegen, erhoht sich die hergestellte An-
zahl.
7 Lot = 28 Quent )

28768 768-31 3
gL x0T m

2

x = 864 Paar Semmeln
Aus einem Scheffel Weizen erhilt man
jetzt 864 Semmelpaare.

Der zusitzliche Erlos der Bicker geht aus
der Differenz der beiden Stiickzahlen her-
vor (,,...gibt auch berichtung seines ge-
wins / so die Semeln von einander genu-
men*). H. Beyrich

=864
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Adam-Ries-
Wettbewerb im Bezirk
Karl-Marx-Stadt

Am 12. Mai 1987 fand in der Adam-Ries-

Oberschule in Annaberg-Buchholz der
7. Adam-Ries-Wettbewerb fir Schiiler der
Klassen S aus unserem Bezirk statt. Uber
den 1. Adam-Ries-Wettbewerb hatten wir
im Heft 6/1981 der Schiilerzeitschrift
alpha berichtet.

Dieser Wettbewerb soll helfen, mathema-
tisch begabte Schiiler frithzeitig zu entdek-
ken, um sie dann systematisch zu fordern
und letztlich fiir einen Besuch der Spezial-
schule oder Spezialklassen zu gewinnen.
Dabei sind Erfolge in der Olympiadebewe-
gung ein wirksamer Anreiz fiir solche
Schiiler, sich {iber den Unterricht hinaus
intensiv mit Mathematik zu beschiftigen.
Noch haben wir dieses Ziel keinesfalls voll
erreicht. Trotzdem kdnnen wir bereits auf
erfreuliche Erfolge zuriickblicken. Beson-
ders erfolgreich bei der systematischen
Forderung der leistungsstirksten Teilneh-
mer an diesem Wettbewerb waren das Ma-
thematikzentrum des Pionierhauses Juri
Gagarin in Karl-Marx-Stadt sowie die
Kreise Freiberg und Hohenstein-Emstthal.
Gegenwirtig sind 45 ehemalige Teilneh-

mer des 1. bis 4. Adam-Ries-Wettbewerbs
Schiiler der Spezialklassen 11 und 12 der
Technischen Universitit Karl-Marx-Stadt
oder der Klassen 9 bis 11 der Spezialschule
math.-nat.-techn. Richtung Hans Beimler in
Karl-Marx-Stadt, und sie gehdren zu den
leistungsstédrksten Schiilern ihrer Klassen.
Es ist nicht verwunderlich, daB solche
Schiiler auch in der OJM-Bewegung Er-
folge erzielen. Wer im Adam-Ries-Wettbe-
werb gut abgeschnitten hat, solite sich auf
einen Friihstart in der Olympiadeklasse 7
vorbereiten. Die Anzahl solcher Schiiler
hat in den vergangenen Jahren stindig zu-
genommen. Im vergangenen Schuljahr er-
reichten bereits 17 solche Frithstarter die
Bezirksolympiade, in diesem Schuljahr
werden es sogar 24 Schiiler sein.

Durch die Teilnahme am Korrespondenz-
zirkel Mathematik unseres Bezirks, an Spe-
zialistenlagern, an der Bezirksarbeitsge-
meinschaft fiir die Klassen 9/10 bzw. 11/12
und einer individuellen Forderung fir
Schiiler der Klassen 10 bis 12 haben sie
dann die Mdglichkeit, ihr mathematisches
Wissen und Koénnen stark zu erhthen.
Die guten Erfolge unseres Bezirks bei der
XXVI.Zentralen Olympiade Junger Mathe-
matiker (ZMO) in Erfurt haben wir in ho-
hem MaBe den 12 von insgesamt 19 Mit-
gliedern unserer Delegation zu verdanken,
die ehemals Teilnehmer des Adam-Ries-
Wettbewerbs waren und die jetzt simtlich
Schiiler der Spezialschule oder der Spezial-
klassen sind. Die sechs erfolgreichsten von
ihnen wollen wir hier vorstellen:

Gerd Kunert (Klasse 11);
II. Preis bei der ZMO
I. Preis bei der IMO in Havanna

Torsten Ehrhard (Friihstarter
in Klasse 10); 1. Preis bei der ZMO

Tabelle 1: Scheffel, altes deutsches HohlmaB fiir Getreide

1 Scheffel = 104 Liter (Sachsen 16.Jh., in Deutschland nicht einheitlich)
nach anderen Angaben im damaligen Annaberg 182 Liter

1 Scheffel Korn (zu 104 1) etwa 74 kg
1 Scheffel Weizen (zu 1041) etwa 79 kg

Tabelle 2: Einteilung und Umrechnung der Gewichtseinheiten

(Krimer- oder Handelsgewichte)

Pfund Lot Quent Pfennig- Heller- in Gramm
gewicht gewicht
1 32 128 512 1024 467,3 (Dresden 1579)
1 4 16 32 14,6
1 4 8 3,6
1 2 0,9
1 0,45

Gramm ist hier Gewichtsangabe. Auf die heutige Unterscheidung zwischen
Gewicht und Masse und den Gebrauch des Gramms als Masseeinheit sei hingewiesen.

Tabelle 3: Einteilung und Umrechnung der Miinzsorten

Gulden (f1) Groschen (g) Pfennig (d) Heller (h)
1 21 252 504
1 12 24
1 2
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Carsten Deus (Frihstarter
in Klasse 10); II. Preis bei der ZMO

André Ponitz (Frilhstarter
in Klasse 11); IIL. Preis bei der ZMO

Enrico Thierbach (Klasse 10);
II. Preis bei der ZMO

Holger Iligen (Klasse 10);

II1. Preis bei der ZMO

AbschlieBend wollen wir noch die Aufga-
ben des 7. Adam-Ries-Wettbewerbs mittei-
len. Viel SpaB beim Knobeln!

ala a) Die Klasse 5a sammelte 2,25 dt
einer bestimmten Sorte von Altstoffen.
Die Klasse 5b sammelte von der gleichen
Sorte von Altstoffen 3,15 dt und erhielt da-
fiir 22,50 M mehr als die Klasse Sa.
Wieviel Mark erhielt die Klasse 5a fur ihr
Sammelergebnis?

b) Die Klassen 3, 4, 5 und 6 sammelten zu-
sammen genau S dt Altpapier.

Dabei sammelte die Klasse 4 um 80 kg
mehr als die Klasse 3.

Die Klasse 5 sammelte ebensoviel wie die
Klassen 3 und 4 zusammen.

Die Klasse 6 sammelte nur halb soviel wie
die Klasse 5.

Wieviel Dezitonnen Altpapier sammelte
die Klasse 57

A2a Karsten moéchte” eine zweistellige
natiirliche Zahl z angeben, die folgende
Bedingungen (1), (2), (3) gleichzeitig er-
fullt:

(1) Die Summe der Ziffern von z ist nicht
durch 10 teilbar.

(2) Vertauscht man die Ziffern von z mit-
einander, dann erhilt man eine Zahl, de-
ren Dreifaches groBer als 100 und kleiner
als 200 ist.

(3) VergroBert man die Einerziffer von z
um 2, so erhdlt man die Zehnerziffer von z.
Ermittle alle Zahlen z, die die genannten
Bedingungen erfullen!

A3 a Wer kann geschickt zihlen?

a) In der Figur a1 findet man 5 Quadrate
(namlich ein grofes mit der Seitenlinge 2
und vier kleinere mit der Seitenlinge 1).
Wieviel Quadrate findet man in Figur a 2?
Wieviel Quadrate findet man in Figur a 3?

Figural Figura? Figur a3
Figur bl Figurb?2 Figur b3

b) In Figur b1l findet man 8 Dreiecke
(nédmlich vier kleine und vier grofe).

Wieviel Dreiecke findet man in Figur b2?
Wieviel Dreiecke findet man in Figur b 3?
Wer angibt, wie man in Aufgabe a) die An-
zahl der Quadrate in einer derartigen Figur
mit beliebig vorgegebener Seitenldnge n er-
mitteln kann, erhilt Sonderpunkte!



Rund
um den SR 1

Kalendergeschichten Teil 2 —
Kalenderrechnung

Wir stiitzen unsere Berechnungen auf eine
fir den Zeitraum vom 1. Mérz 1900 bis
zum 28. Februar 2100 giiltige Formel, die
in {2] zu finden ist. Diese Forme! unter-
scheidet sich von denen des vorigen Beitra-
ges. Berechne zuerst

Y =[365,25|4] + (30,6|B)]

+T - 694066,

die Werte fiir A und B sind hierbei der fol-
genden Tabelle zu entnehmen:

Jan. Febr. Mérz April Mai Juni
M| L 2. 3. 4, S. 6.
A|(J-1J-11J J J J
B |14 15 4 5 6 7
Juli  Aug. Sept. Okt. Nov. Dez.
M |7 8. 9. 10. 11. 12
A |J J J J J J
B |8 9 10 11 12 13

Dabei bedeutet J die Jahreszahl (also
J=h-10>+j), M den Monat und T den
Tag des jeweiligen Datums. Der gebro-
chene Anteil werde im Falle des Produkts
365,25 A mit d, und beim Produkt 30,6 B
mit dp bezeichnet. Also ist
365,25- A =[365,25- A] +d, bzw.

30,6 -B=[ 30,6 -B]+ds
Die Werte d, und dg kdnnen entsprechen-
den, in der Leuchtanzeige ausgewiesenen
Zwischenwerten entnommen werden.
Wir fragen wieder, wie viele Tage von einem
Datum bis zu einem anderen Datum vergan-
gen sind:
Die Anzahl n dieser Tage erhaiten wir als Dif-
ferenz der zu den beiden Daten gehirenden Y-
Werte, also als n = Y, — Y|, wobei das mit ,1“
indizierte Datum vor dem mit ,2“ indizierten
liegt.
Damit lautet der Ablaufplan:

Als Beispiel wihlen wir als erstes Datum den
25. Januar 1984 mit

J,=1984, M, =1, T, = 25,
A;=1984-1=1983, B, =14

und als zweites den 3. Juli-1985 mit
J,=1985 M,=17,T,=3,

Az = 1985, Bz =8.

Damit modifiziert sich der obige allgemeine
Ablaufplan zu

Vom 25.Januar 1984 bis zum 3. Juli 1985
sind 525 Tage vergangen.

* In lder Leuchtanzeige erscheint 725021.25;
nach der getroffenen Festlegung fiir d, ist 0,25
zu subtrahieren.

Nun betrachten wir das Problem, auf wel-
chen Wochentag ein vorgegebener Kalendertag
fallt. Dazu wird wieder Y dargestellt als
Y=7-1+ r mit [, r natirliche Zahlen und
O0=sr<T7.

Zu diesem Zweck berechne den Term
r={Y:7}-7={([365,25- A]

+{30,6-B]+ T—694066):7)-7.

Die Klammer {...} fordert, daB der ganze
Teil g des Quotienten Y:7 abgestrichen
und nur mit dem restlichen echten Dezi-
malbruch weitergerechnet werden soll,
denn es gilt allgemein die Formel
w=[w]+ {w}.

Dann lautet der zugehorige Rechenablauf-
plan zur Bestimmung des Wochentages:

[365.05] [x] [A] (-] [a,][=] [x=m]
Bo.d [x] [B] (-] [d]
(] lesa0se] [=] []{7] [=] [e]
EE]/’-

Der errechnete Wert r ist mit den Zahlen
0,1,...,6 gemiB Tabelle 7 (vgl. ,Kalender-
geschichten Teil 1%, Heft 1/88) zu verglei-
chen und dabei festzustellen, mit welcher
dieser Zahlen (bis auf Rundungsfehler) r
iibereinstimmt.

Als Beispiel widhlen wir den 25. Januar
1984 mit

J=1984, M =1, T=125,
A=1984—-1=1983, B=14; also

Wegen 2,99999 =~ 3 ist der 25.Januar 1984
ein Mittwoch gewesen.

*) In der Leuchtanzeige erscheint 4382.4286;
nach der getroffenen Festlegung fir g ist 4382
zu subtrahieren.

Analog erhilt man fiir den 3.Juli 1985, daB
dieses Datum ebenfalls auf einen Mittwoch
fiel. Uberpriife die Beispiele aus ,Kalenderge-

_ schichten Teil 1“ mit dem SR 1!

Wer sich umfassender mit der Kalender-
rechnung befassen mochte, kann nachlesen
in

A la Using your calculator you will be
able to check that

V5+ 21 + 8+ 55 and
V1+y33 + 6+ 35

are approximately equal. Either prove that
they are exactly equal, or decide (with
proof) which is the larger.

aus: Parabola, Australien

A2 a Le bacille de la tuberculose (bacilie
de Koch) a une longueur de 4 p. Quel gros-
sissernent faut-il utiliser pour que son
image ait une longueur de 2 mm? H

A3 a Copeplunte  myTeuUIeCTBHE W3
nyukTta [l B myHkT E (cMm. pucyHok). Ous
3TOro 3amMeHHTe OYKBbI UHpaMM Tak,
YTOOBI BCE pPABEHCTBA CTaNM BEDHBIMH
(oguHaKOBble GYKBBI 3aMEHSIOTCS OIMHA-
KOBBIMU LMbpaMu, pa3Hble — Pa3HBIMH).
CYacTIHBOTO MyTH!

aus: Quant, Moskau

R:¥=T

1 0% <

<ED
‘4}7,?-.6\
= o \r/
Y WE+ESCH,
Mo g
5 7 o8N
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g

3
»»

L
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[1] Butkewitsch, A. W.; Selikson,
M. S.: Ewige Kalender. Leipzig
Teubner-Verlag 1978
[2] Csakany, A.: Mein Taschenrechner.
Berlin, Verlag der Technik 1980
[3] Gilde, W.; Altrichter, S.: Noch
mehr SpaB mit dem Taschenrechner.
Leipzig, Fachbuchverlag 1981
[4] Gilde, W_; Altrichter, S.:
Schneller, leichter, genauer —
Moglichkeiten des Taschenrechners.
Leipzig, Fachbuchverlag 1987.
Es sei auch verwiesen auf: Welchen
Ursprung haben die Namen der Monate?
alpha 1985, 1, S.7; Eine Aufgabe
von Prof. Dr. J. A. Smorodinsky.
Alpha 1982, 3, S.54/55.

K. Becker
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Geometrische
Interpretationen
der Gleichung
X* + yoc = 7%

Die Gleichung

X+ y* = 2%, 1)
in der wir den Exponenten o als einen Pa-
rameter auffassen, hat in der Mathematik
eine vielfiltige Bedeutung.
In der Zahlentheorie untersucht man ihre
ganzzahlige Losbarkeit fur natiirliche Zah-
len o = 2 (alpha, 1984, Heft 3).
Wihrend fiir o =2 alle ganzzahligen Lo-
sungen bekannt sind, ist die Fermatsche
Vermutung, die Gleichung (1) hat fir
o > 2 keine ganzzahligen Losungen, noch
nicht vollstindig bewiesen. Man zeige, fiir
o = —1 hat die Gleichung (1) unendlich
viele ganzzahlige Losungen und ermittle
alle.
In der Geometrie steht die Gleichung (1)
im engen Zusammenhang mit Sitzen und
Konstruktionen. Auf der Suche nach mdg-
lichen geometrischen Interpretationen sol-
len x, y und z die Lingen gewisser Strek-
ken bedeuten. Wir stellen uns die Aufgabe,
drei solche Strecken zu finden, deren Lén-
gen x, y und z fir noch festzulegende
Werte von o der Gleichung (1) geniigen.
Zur Losung der Aufgabe sollen einfache
ebene geometrische Gebilde, wie Dreiecke,
Trapeze, regelmiBige Vielecke u.a. heran-
gezogen werden.
Wenn wir uns auf Dreiecke beschrinken,
so kann man fiir jeden Exponenten o aus
der Menge
M=1-2,-1 —i—1-12}
Losungen der gesteliten Aufgabe angeben.
Je eine ist nachfolgend genannt; es lassen
sich weitere finden.

Bild 1

=1
Dieser Fall ist trivial. Er 148t sich interpre-
tieren als Teilung einer Strecke der
Linge z in zwei Teilstrecken mit den Lin-
gen x und y, wobei gilt

xX+y=z.
x=2
Zur Interpretation fir =2 kann ein
rechtwinkliges Dreieck ABC dienen (siehe
Bild 1).
Wenn x = BC und y = AC die Lingen der
Katheten sind und wenn z = 4B die Linge
der Hypotenuse bedeutet, so gilt nach dem
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Satz des Pythagoras
x2+y?r= 72,
=1
*=3
Es sei ABC ein rechtwinkliges Dreieck und
P der HohenfuBpunkt auf der Hypotenuse
AB (siehe Bild 1). Mit Ah=PC, x=4P,
y = PB werden die Lingen der Hohe und
der Hypotenusenabschnitte bezeichnet.
Nach dem Hohensatz gilt
h?=xy.
Fiir die Linge ¢ = 4B der Hypotenuse er-
gibt sich
xty=c.
Durch Addition von 2 xy = 2k zur letzten
Gleichung erhiit man
x+2\/;+y=c+2h.
Die linke Seite dieser Gleichung ergibt ein
vollstindiges Quadrat-
(Wx+y)Y=c+2n
Mit z = ¢ + 2h folgt daraus
1 1 1
xT4yl=47,
x=-2
Fiir « = —2 verwenden wir abermals das in
Bild 1 dargestellte rechtwinklige Dreieck
ABC. Mit x=BC,y=A4C, c= 4B
gilt nach dem Satz des Pythagoras:

xl + y2 = CZ
oder, nach Division durch x2y%
1 1 c?
X2 * 7 N x2y?’ @
Mit h = PC, p = AP, q = PB lautet der Ho-
hensatz:
h%=pq.

Da im rechtwinkligen Dreieck das Quadrat
iiber jeder Kathete flichengleich dem
Rechteck aus der Hypotenuse und der or-
thogonalen Projektion der entsprechenden
Kathete auf die Hypotenuse ist, gilt

x2=gc, y*=pc.
Daraus folgt

¢ 1 1
x2y2 = Yl

pg  h*’
Mit z = h ergibt sich somit unter Verwen-
dung der leizten Gleichung aus der Glei-
chung (2) die Beziehung
x1+y2=72,

=_1
*=77
Betrachtet werden drei Kreise, die sich
paarweise beriihren und von denen iiber-
dies jeder eine gegebene Gerade g tangiert
(siehe Bild 2).

Bild 2

T Z Ty
Die Mittelpunkte der drei Kreise mit den
Radienléngen x, y und z seien M,, M, und
M,. Man erhilt ein Dreieck mit den Eck-
punkten M,, M, und M,. Die Dreiecksei-
ten haben die Lingen
x+ty=MM,x+z=MM,y+z=MM,

gl

Wir setzen die folgenden GréBenverhilt-
nisse voraus:

xzy>z>0.
Die drei Kreise mégen die Gerade g in den
Punkten T, T, und T, beriihren. Unter An-
wendung des Satzes von Pythagoras auf die
rechtwinkligen Dreiecke mit den Hypote-
nusen M.M,, M;:M,, MM, und entspre-
chenden Katheten, die jeweils parallel bzw.
rechtwinklig zur Geraden g sind, erhilt
man folgende drei Beziehungen:

(x =92+ TT2=(x +y)?

(x =22+ T T;> = (x + z)?

-2+ =(y+2)7.
Nach Auflésung der Klammerausdriicke
ergibt sich
T.T,=2V0, TL=2{xz, TL=24yz.
Wegen

I, T,+T,T,=T.T,
folgt nun unmittelbar

Az +yz = Vxy.
Wenn die letzte Gleichung durch yxyz ge-
teilt wird, so erhdlt man die gewlinschte
Gleichung
1 1 1
x 2+ y’i =z 2.

a=-1
Fiir den letzten Fall von a € M zichen wir
einen Satz von Leonhard Euler (1707 bis
1783) heran. Der Satz besagt, daB fir die
Lingen z bzw. R der Radien des In- bzw.
Umkreises eines beliebigen Dreiecks ABC
L, 1 .1 3
R+d R—-d =z’ 3
wobei d der Abstand der Mittelpunkte die-
ser beiden Kreise ist (siche Bild 3).

gilt:

c

P
N

Bild 3

Aus dem Eulerschen Satz ergibt sich fiir d
die Beziehung

d*=R?-2Rz.
Leser, die sich fiir den Beweis des zitierten
Satzes interessieren, seien beispielsweise
auf die sowjetische mathematische Schii-
lerzeitschrift Quant, 1984, Heft 5 verwie-
sen.
Setzen wirnun x=R+dund y=R —d,
so geht die Gleichung (3) {iber in

Ala Man konstruiere die Strecken mit
den Lingen x, y und z fiir die betrachteten
Beispiele.
A2 a Essind andere geometrische Inter-
pretationen der Gleichung (1) zu finden.
A3 a Beziiglich anderer Gleichungen,
wie zum Beispiel fir
X%+ yﬂ = gV

oder x* + y® + z%* = w*
behandle man analog einfache Spezial-
fille.

G. Windisch
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Eine experimentelle
Bestimmung der Zahl &t
Zum 200. Todestag von G. Buffon

Gelegentlich haben Personen, die kaum als
Mathematiker im engeren Sinn zu bezeich-
nen sind, cinen Begriff, ein Problem, eine
Methode oder ein Resultat von nachhalti-
ger'Bedeutung zur Entwicklung der Mathe-
matik beigetragen, so z. B. auch Georges-
Louis Leclerc Comte de Buffon (7.9. 1707
bis 16. 4. 1788), dessen Name flir immer
mit dem sogenannten Nadelproblem ver-
bunden ist.

\h 2 aaa o s o
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Buffon ist in der Wissenschaftsgeschichte
wohlbekannt als einer der Mitarbeiter der
berithmten franzdsischen Encyclopédie, als
Vorldufer Darwins in bezug auf die Idee
der biologischen Evolution, als Verfasser
einer 36bidndigen Naturgeschichte. Er war
ab 1739 Direktor des kéniglichen Botani-
schen Gartens und des Kéniglichen Natura-
lienkabinetts in Paris, Mitglied der Franzo-
sischen Akademie und insgesamt mehr ein
Vertreter der Bio- und Geowissenschaften,
aber dem fiir das 18. Jh. typischen Hang
der Gelehrten zur Vielseitigkeit entspre-
chend, beschiftigte er sich gelegentlich
auch mit physikalischen und mathemati-
schen Dingen, z. B. mit dem Zahlensystem
der Basis 12, dem Versuch einer moralisch-
sittlichen Arithmetik oder der Ubersetzung
von Newtons Abhandlung iiber den Diffe-
rentialkalkiil ins Franzosische.

Worin besteht das Buffonsche Nadelpro-
blem? Auf ein waagerecht liegendes Brett
mit einem Raster paralleler Linien, von de-
nen je zwei benachbarte den Abstand d ha-
ben, werde in zufidlliger Weise eine Nadel
der Linge ! < d geworfen. Als giinstig sehen
wir den Fall an, daB diese Nadel eine der
paralielen Linien trifft. Nun sind wir in
einer dhnlichen Situation wie bei Wiirfel-

oder Kartenspielen, deren Probleme, die
Wahrscheinlichkeit fir einen glinstigen
Ausgang eines Spieles abzuschitzen, ein-
mal die historische Wurzel der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung gebildet haben.
Das Buffonsche Nadelspiel, um es einmal
so zu nennen, unterscheidet sich jedoch
von allen derartigen Spielen dadurch, daB
sowohl die Menge aller moglichen Fille als
auch die Menge der giinstigen Fille unend-
lich ist, so daB die Definition der Wahr-
scheinlichkeit p als Quotient aus der An-
zahl der giinstigen Fille und der Anzahl
aller moglichen Fille, die in ihrem Anwen-
dungsbereich alle Fragen der Wahrschein-
lichkeitsrechnung auf kombinatorische
Fragen reduziert, hier nicht anwendbar ist.
Buffons richtungweisende Losung des Pro-
blems bestand darin, den méglichen Lagen
der Nadel umkehrbar eindeutig Punkte
einer Ebene zuzuordnen und damit statt
der Anzahlen der giinstigen bzw. mogli-
chen Fille die Flacheninhalte der jeweils
zugeordneten Mengen durcheinander divi-
dieren zu k6nnen, um eine sinnvolle Ver-
allgemeinerung des Wahrscheinlichkeits-
begriffes fur diesen Fall zu erhalten.

Eine beliebige Lage der Nadel konnen wir
(unter Beriicksichtigung der Gleichberech-
tigung aller parallelen Linien des Rasters
und der Unwesentlichkeit von Verschie-
bungen parallel zum Raster, beides [dBt
sich streng begriinden) durch den Abstand
x des rechten Endpunktes der Nadel von
der links daneben verlaufenden Rastergera-
den und den Winkel o zwischen der als
Strahl mit diesem Anfangspunkt aufgefaB-
ten Nadel und der Senkrechten zu den Ra-
stergeraden beschreiben (Bild 1).

Bild 1

x

Bild 2 !
i,
cosa

L i
o {3 ///:/ 7, xolo
%% )

d

™~y
\

Dabei kann x alle Werte zwischen 0 und 4

. big
annehmen, « alle Werte zwischen )

und % (o wird zweckmiBigerweise im Bo-

genmaB gemessen.) In einer mit einem kar-
tesischen Koordinatensystem fiir die Gro-
Ben o« und x versehenen Bildebene
nehmen daher die moglichen Lagen der
Nadel das in Bild 2 gezeigte Rechteck mit
den Seitenldingen m und 4 ein. Sein Fli-
cheninhalt F, ist gleich n- d.

Fiir die in Bild 1 eingezeichneten 4 Lagen
der Nadel sind die jeweils zugehdrigen
Punkte in Bild 2 mit der gleichen Zahl
markiert. Offenbar trifft die Nadel genau
dann die links neben ihrem rechten End-
punkt verlaufende Rastergerade (und nur
diese kann sie treffen), wenn x =/ -cosa
gilt. Die Menge derjenigen Punkte, die die-
ser Bedingung geniigen, ist in Bild 2
schraffiert. Mit Hilfe der Integralrechnung
erhidlt man sehr leicht, daB sie den Fli-
cheninhalt F, =21 hat. (Dies kann man
auch ohne Integralrechnung mit beliebiger
Genauigkeit bestitigen, indem man die
Fliche auf Millimeterpapier zeichnet und

.durch Auszdhlen von Quadraten einen un-

teren und einen oberen Niherungswert fir
den Flicheninhalt bestimmt.) Unsere in
Bild 2 vorgenommene graphische Deutung
des Problems liefert also fir die gesuchte
Wahrscheinlichkeit p den Wert
ﬁ=ﬂ. Da die Wahrscheinlichkeit
F, md
auch als Grenzwert relativer Haufigkeiten
verstanden werden kann (warum und in
welchen Grenzen dies richtig ist, unter-
sucht ebenfalls die Wahrscheinlichkeits-
rechnung bzw. -theorie), miiBte demnach
folgendes richtig sein: Wirft man die Nadel
n-mal auf das Brett und trifft sie dabei
k-mal eine Gerade des Rasters, so ist fur
2-1
T(_'d’ und
zZwar um so genauer und mit um so groBe-
rer Sicherheit, je groBer n ist. Man kann
also, da / und d bekannt sind, aus der be-
trachteten Gleichung und experimentell
gewonnenen Zahlen k und n die Zahl n
berechnen. Dieser bestechende Gedanke
hat zunichst noch einen verborgenen Ha-
ken: Unsere symbolische Darstellung der
Mengen der moglichen und der giinstigen
Fille in einer Bildebene ist ja ziemlich
willkiirlich. Man konnte die Lagen der Na-
del auch durch andere Parameter als x und
o beschreiben und bekime andere Bild-
mengen mit anderen Flicheninhalten.
Ausfihrung des beschriebenen Versuchs
liefert aber mit verbliiffender Giite N&he-
rungswerte flir T, so daB durch diese Versu-
che das Vertrauen in die Natiirlichkeit der
von uns gewihlten Darstellung gestarkt
wird. Danach ist es tatsichlich moglich,
weitere, uns noch unbekannte Dezimalstel-
len der Zahl 7 durch hinreichend lange
Wurfserien und deren statistische Auswer-
tung zu bestimmen. DaB die von uns ge-
wihlte Darstellung der Lagen der Nadel
die einzige dem Problem angemessene ist,
kann von der modernen Mathematik auf
ganz anderem als dem hier beschriebenen
Weg begriindet werden. Aus dem Buffon-
schen Nadelproblem entwickelte sich iiber
mehrere Zwischenstufen ein ganzes Spek-
trumm moderner und sehr praxiswirksamer
mathematischer Theorien: Integralgeome-
trie, Theorie der geometrischen Mafle, sto-
chastische Geometrie und schlieBlich die
sogenannte Monte-Carlo-Methode zur sehr
effektiven (zeitsparenden) L&sung ver-
schiedenartigster numerischer Probleme.

groBe Zahlen n ungefahr %=

P. Schreiber
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Das Katzenjammer-Spiel

Herkunft und Aufgabenstellung

Der ungarische Zauberwiirfel mit seiner
schwindelerregenden Zahl von Verdre-
hungsmaoglichkeiten hat - zumindest fiir
eine Zeit — das Interesse an anderen logi-
schen Spielen in den Hintergrund ge-
dringt. Dabei stecken in [arbig bemalten
Wiirfeln noch viele andere reizvolle Spiel-
ideen, von denen wir eine, das Spiel Kat-
zenjammer, vorstellen wollen. Einst hatte
das Spiel unter diesem deutschen Namen
im angelsichsischen Raum Furore ge-
macht und kehrte spiter unter der Bezeich-
nung instant insanity (sofortiger Wahnsinn)
von dort wieder zuriick.

Wer in Ungarn seinen Urlaub verbracht
hat, der hat dieses Puzzle vielleicht in sei-
ner letzten Form kennengelernt, die die
Wiirfel durch Kugeln ersetzt und in deutli-
cher Anlehnung an die Zauberwiirfelwelle
den Namen biivds golyok (Zauberkugeln)
tragt. Im Gegensatz zu vielen Spielen be-
reitet es iberhaupt keine Miihe, sich dieses
Spiel selbst anzufertigen: 4 Wiirfel und
4 Farben zum Anstreichen reichen bereits
(Bild 1). Die Seitenflichen von 4 gleich
groBen Wiirfeln werden auf bestimmte,
spiter zu besprechende Weise mit 4 Far-
ben bemalt (z. B. durch Anstreichen oder
Aufkleben von Buntpapier bei handelsiibli-
chen Holz- oder Plastewiirfeln aus Kinder-
spielzeugen).
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Bild 1: Katzenjammerspiel

Bild 2: Der Turm aus 4 Wiirfeln. Jede
Farbe erscheint genau einmal pro Seite.
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Worin besteht die Spielidee? Die vier bun-
ten Wiirfel sollen so zu einem Turm zu-
sammengesetzt werden, daB auf jeder der
vier groflen Seitenflichen des Turms jede
der vier Farben genau einmal erscheint.
Die Zauberkugeln sind eine geschickte Va-
riante dieses Spiels, da der etwas unhandli-
che Turm aus Wiirfeln durch leicht dreh-
bare Kugeln mit Farbkreisen ersetzt wurde
(Bild 2).

Anfertigen des Spielgerites

Von der gel6sten Aufgabe her ist klar, wie
die Wiirfel bemalt werden missen. Die un-
bemalten Wiirfel werden zum Turm gelegt
und die vier Farben so aufgetragen, dal
sich eine Lésung ergibt. Die untere und
obere Grundfliche des Turms sowie die
einander berihrenden Seitenflichen auf-
einanderliegender Wiirfel konnen danach
beliebig mit den vier vorgegebenen Farben
angestrichen werden. Die Farbverteilung
auf einem Wiirlel konnten wir fiir unsere
Untersuchungen auf seinem abgewickelten
Netz notieren, es ist aber bequemer, sich in
den Wiirfein ein Raumkreuz zu denken,
dessen Enden die Farben der zugehdrigen
Seitenflichen aufweisen (Bild 3). Das
Bild 4 zeigt einen Satz Raumkreuze mit
einer Farbverteilung, wie sie z. B. fur die
Zauberkugeln gebraucht worden sind.
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Bild 3: Raumkreuze sind praktischer als
abgewickelte Wiirfelnetze

Bild 4: Ein Satz von Raumkreuzen mit
der Farbaufteilung der Zauberkugeln
(Erkldrung der Abkiirzungen im Text)

Ausflug in die Kombinatorik

Bis jetzt sieht das alles nach einem harmlo-
sen Kinderspielzeug aus. Aber das ist nicht
der Fall, wie uns die nachfolgenden kombi-
natorischen Uberlegungen zeigen werden.
Auf wie viele Arten 148t sich ein Wiirfel in
den Turm einbauen? Achten wir nur auf
die geometrische Form des Wiirfels, so
stellt sich diese Frage gar nicht. Aber so-
bald wir die farbigen Seitenflichen in Be-
tracht ziehen, ergeben sich optisch ver-
schiedene Moglichkeiten des Anordnens.
Wir konnen einen Wiirfel auf irgendeine
Fliche (Grundfldche) stellen, sagen wir so,
daB die rote Farbe unten ist. Ohne die
Grundfliche zu wechseln, ldBt sich der
Wiirfel drehen, daB jede der vier Seiten-
wéinde (Grund- und Deckfliche zdhlen
nicht zu den Seitenwinden) nach vorn
kommt. Das bedeutet: Fiir jede fest ge-
wihlte Grundflache gibt es noch vier Mog-
lichkeiten des Hinstellens. Da es sechs Fla-
chen am Wiirfel gibt, kann jeder Wiirfel
auf 6-4 =24 verschiedene Arten in den
Turm eingefiigt werden. Wird der erste
Wiirfel hingestellt, dann stehen dafur
24 Moéglichkeiten zur Verfiigung. Fiir den
zweiten Wiirfel gibt es zu jeder dieser Mog-
lichkeiten wiederum 24 Moglichkeiten des
Daraufstellens. Damit lassen sich der erste
und zweite Wiirfel auf 24 - 24 Arten aufein-
ander stellen. Uberlegen wir entsprechend
weiter, dann lassen sich vier Wiirfel auf
24-24-24-24 =24*= 331776 Arten
zusammenfiigen.

Dabei folgt der als erster Wiirfel betrach-
tete auf den als zweiten angesehenen Wiir-
fel usw. Beriicksichtigen wir jedoch, daB
die Feststeltung, welcher Wiirfel der erste,
zweite usw. sein soll, ja ganz willkiirlich ist,
dann ist diese Zahl fiir vollig unterschied-
lich gefirbte Wiirfel noch mit der Anzahl
der verschiedenen Anordnungen von je
vier Wiirfeln zu multiplizieren. Vier ver-
schiedene Wiirfel lassen sich jeweils auf
4 =1-2-3-4=24 unterscheidbare Arten
auzfstellen, so daB das Katzenjammerspiel
bis zu 24°= 7962624 verschiedene Farb-
zustinde aufweisen konnte. Wir miissen
hier kdnnte schreiben, denn bei unseren
Uberlegungen haben wir unterstellt, daB
sich alle 24 Seitenflichen der vier Wiirfel
voneinander unterscheiden (d.h. 24 Farben
benutzt wurden). Das trifft ja nicht zu. Da-
mit haben wir die Mdglichkeit vernachlis-
sigt, daB gewisse Anordnungen optisch das
gleiche Bild liefern kénnen. Folglich ist 24°
nur eine groBziigig ermittelte obere Grenze
fiir alle optisch unterschiedlichen Moglich-
keiten.

Wir wollen versuchen, die Zahl der tatséch-
lich erreichbaren Farbkombinationen et-
was genauer zu bestimmen. Zunichst wer-
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den wir zwei vor uns stehende Farbtiirme
nicht als verschieden ansehen, wenn sie
durch eine Drehung des Turmes als Gan-
zes auseinander hervorgehen. Das redu-
ziert die Anzahl 245 bereits auf ein Viertel.

Falls wir jeden der vier Wiirfel als in glei-
cher Weise gefdrbt unterstellen, so wire im
Farbturm jeder Wiirfel durch jeden ersetz-
bar, wobei gegebenenfalls beim Vertau-
schen eine geeignete Drehung nolwendig
wire. Die Reihenfolge der Wiirfel spielte
jetzt keine Rolle mehr, und es lagen dann
4

bestenfalls % =82944 verschiedene
Farbmuster vor. Natiirlich sind die vier
Farbwiirfel nicht vollig gleich, sondern un-
terscheiden sich, so daB auch diese Anzahl
nicht exakt ist. Aber diese Zahl 148t vermu-
ten, daB hinreichend viele Kombinationen
moglich sind. Eine Schitzung, die unab-
hingig von der speziellen Bemalung der
Wiirfel ist, gibt pro 40000 Anordnungen
der Wiirfel etwa eine Grundlésung an.
(Gibt es Gberhaupt eine Losung, so lassen
sich weitere Losungen sofort durch Umord-
nen der Wiirfel erhalten, insgesamt so be-
stenfalls 4! = 24 Losungen, ohne Drehung
des Turms.)

Bei den Zauberkugeln liegt durch das die
Kugeln einschlieBende Rohrchen die Rei-
henfolge der Kugeln fest. Diese kénnen
nur noch auf zwei Arten als angeordnet be-
trachtet werden, je nachdem von welchem
Rohrchenende aus gezéhlt wird (welches
also als oben betrachtet wird). Die Zahl der
optisch verschiedenen Bilder wird also be-
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stenfalls gleich 2 % sein (Drehungen der
Rohre nicht eingeschlossen).

Dieser Ausflug in die Kombinatorik soll
uns geniigen, um einen Eindruck von den
Schwierigkeiten des Losens zu bekommen.
Durch mehr oder weniger zufilliges Her-
umdrehen werden wir vermutlich nicht viel
erreichen, so daB wir uns um ein systemati-
sches Herangehen bemiihen.

Notwendige Bedingungen
fir eine Losung

Bei der Losung der Aufgabe wenden wir
eine oft hilfreiche Methode an: Wir den-
ken uns, daB die Aufgabe bereits gelost sei
und der Turm der vier Wiirfel in der ge-
wiinschten Farbanordnung (Bild 1) vor uns
steht. Dann weisen die Vorder- und Riick-
seite und die beiden restlichen Seitenfld-
chen natiirlich die vier Farben in der ge-
wiinschten Weise auf. Wir verfolgen unser
Ziel weiter, indem wir noch einen wirksa-
men Trick anwenden. Dieser Trick besteht
darin, zunédchst nicht alles das zu benut-
zen, was bekannt ist oder als bekannt ange-
sehen wird. (In der Geometrie wird so z.B.
bei der Methode der geometrischen Orter
verfahren.)

In unserem Fall soll uns zunédchst nur die
Farbverteilung auf der Vorder- und Riick-
seite des Turms interessieren. Sie kdnnte
beispielsweise fiir die Farben rot (r), gelb
(ge), blau (b) und griin (gr) so aussehen:

Vorderseite Riickseite

1. Wiirfel r ge
2. Wiirfel ge b
3. Wiirfel gr r
4. Wiirfel b gr

Dieser Zusammenhang 148t sich graphisch
so verdeutlichen (Bild 5) oder in einem
Bild darstellen (die Zahlen an den Verbin-
dungslinien geben den entsprechenden
Wiirfel an) (Bild 6):
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Bild 5: Schematische Darstellung des
Farbzusammenhangs gegeniiberliegender
Turmseiten

Bild 6: Das in einem Graph
zusammengefaBte Schema des Bildes 5

Natiirlich kénnte sich fiir den Zusammen-
hang ein ganz anderes Bild ergeben, wenn
z. B. die beiden ersten Wiirfel eine unver-
dnderte Farbaufteilung haben, aber beim
dritten Wiirfel sich lediglich die Farbe
griin und beim vierten Wiirfel die Farben
blau und rot auf Vorder- und Riickseite ge-
geniiber liegen (Bild 7):
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Bild 7: Ein weiterer moglicher Graph
Bild 8: Die fiinf Typen moglicher
Graphen fiir den Farbzusammenhang.
Untereinander gezeichnete Graphen
gehdren zum gleichen Typ, auch wenn sie
optisch unterschiedlich erscheinen.
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Typ III

Aber alle solche Bilder des Zusammen-
hangs der Farben, ein sogenannter Graph,
weisen einige Merkmale auf, die fir eine
Farbverteilung auf zwei gegeniiberliegen-
den Seitenflichen charakteristisch sind. Es
ist klar, daB jeder Wiirfel genau einmal im
Graph erscheinen mufl. Das bedeutet, die
Verbindungslinien zwischen den vier Far-
ben tragen die Zahlen 1 bis 4 genau ein-
mal.

Das Katzenjammerspiel verlangt, daB so-
wohl Vorder- als auch Riickseite jede
Farbe genau einmal enthilt. Es'ist damit
ein Graph unmoglich, in dem eine der Far-
ben nicht erscheint.

Weiter gilt noch dieser einfache Sachver-
halt. Von einer Farbe gehen genau zwei
verschiedene Verbindungslinien weg oder
eine  Verbindungslinie  bildet eine
Schlaufe. Die Begriindung ergibt sich wie
folgt: Weist eine Farbe par keine oder nur
eine Verbindungslinie auf, so wiirde sie auf
keiner oder nur einer Seite vorkommen.
Wairen jedoch mehr als zwei Verbindungs-
linien fiir eine Farbe vorhanden, so miiBte
diese insgesarnt wenigstens dreimal auf
Vorder- und Riickseite auftreten. Beide
Fille sind ausgeschlossen, wenn wir von
einer Losung ausgehen, womit nur die ge-
nannten Moglichkeiten iibrig bleiben. Der
Graph fiir den Farbzusammenhang zweier
gegeniiberliegender Seiten eines die Farb-
bedingung erfiillenden Turms muB damit
strukturell folgendes Aussechen haben
(Bild 8).

Aufsuchen der Losung

Nachdem wir uns iiber die zu erwartende
Struktur des Graphen fiir den Farbzusam-
menhang gegeniiberliegender Seiten des
Turms klar geworden sind, wollen wir den
Graphen zeichnen, der den Farbzusam-
menhang aller Seiten fir alle Wiirfel dar-
stellt. In diesem alle Farbzusammenhinge
wiedergebenden Graphen miissen dann -
Losbarkeit vorausgesetzt — auch die Gra-
phen fir die eben betrachteten Farbvertei-
lungen als Teilgraphen zu finden sein.

Der Graph des allgemeinen Farbzusam-
menhangs ergibt sich aus dem Satz von
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Raumkreuzen; fiir Bild 4 in dieser Form
(Bild 9). Bei anderen Farbaufteilungen als
in Bild 4 fillt er natiirlich anders aus.

Bild 9: Der Graph des
Farbzusammenhangs aller Seiten fiir die
in Bild 4 gegebene Farbaufteilung dieser
Wiirfel

Wir suchen jetzt in dem allgemeinen Gra-
phen zwei verschiedene Teilgraphen der in
Bild 8 gezeigten Struktur. Durch diese
Teilgraphen ist die Farbaufteilung fiir Vor-
der- und Riickseite sowie die restlichen
Seitenflichen gegeben. Verschiedene Teil-
graphen bedeutet: Wenn ein Teilgraph z.B.
die Verbindungslinie 1 von blau zu gelb
enthilt, so darf sie der andere nicht mehr
aufweisen (denn die Farben blau und gelb
kénnen beim Wiirfel 1 entweder nur auf
Vorder- und Riickseite oder nur auf den
restlichen Seitenflichen einander gegen-
iberliegen.

Weil in dem Graphen des Bildes 9 nur
zwei Schlaufen erscheinen, kann der Typ V
als Teilgraph nicht auftreten. Auch der
Typ IV kommt als Teilgraph nicht in
Frage, denn fiir beide Schlaufen werden
-die Verbindungslinien 2 und 4 benétigt, so
daB fiir die erforderlichen doppelten Ver-
bindungslinien zwischen Blau und Griin
von 2, 3 und 4 lediglich 3 méglich ist und
damit 1 im Teilgraphen fehlt. Der Typ III
ist ebenfalls auszuschlieBen.

Zunichst kann die einzelne Schlaufe nur
bei Gelb erscheinen, denn fir eine
Schlaufe bei Rot gibt es die erforderliche
geschlossene Verbindung der drei restli-
chen Farben nicht. Ist die Schlaufe bei
Gelb plaziert, so scheidet im weiteren die
Verbindungslinie 4 aus. Damit kommt die
geschlossene Verbindung fir die drei ver-
schiedenen Farben nur mit einer doppelten
Verbindungslinie 1 zustande, was nicht er-
laubt ist. Der Typ II 1dB8t fir Rot doppelte
Verbindungen nur nach Gelb oder Griin
zu. Betrachten wir die beiden Fille. Eine
doppelte Verbindung Rot-Gelb erfordert
die Linien 2 und 3, womit die doppelte
Verbindung Blau-Griin aus 1 und 4 beste-
hen miiBte. Linie 1 fehlt aber im Graphen.
Entsprechend erfordert die doppelte Ver-
bindung von Rot-Griin die Linien 1 und 4,
und fiir die Verbindung Blau-Gelb fehlt
die Linie 2. Also entfillt auch Typ Il
Beim Typ I lassen sich folgende Ansitze
fur die sich kreuzenden Verbindungslinien
machen (Bild 10). Die punktierten Linien
geben die moglichen Erginzungen fur die
beiden ersten Fille an, der letzte Ansatz
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Bild 10: Ansitze fir Teilgraphen

fiihrt zu keiner Losung (weil die 1 nicht er-
scheinen kann). Wenn wir die Variante 4
fiir Vorder- und Riickseite und die Varian-
te B fiir die beiden anderen Seitenflichen
die Farbaufteilung liefern lassen, erhalten
wir folgende Losung:

Vorder- Riick- rechte linke

seite seite Seite Seite
1. Wiirfel r gr b ge
2. Wiirfel ge T gr b
). Wiirfel b ge ge r
4. Wiirfel pgr b r gr

Beim Aufstellen der Tabelle ist zu beach-
ten, daB die Farbbedingung, alle Farben
vorhanden, fiir jede Seitenwand erfiillt
wird. Ordnen wir also, wie in der Tabelle,
dem ersten Wiirfel vorn die rote Farbe zu,
so muB zwangslaufig fir den zweiten Wiir-
fel rot auf die Riickseite bzw. wir hatten es
anders herum machen miissen (erster Wiir-
fel vorn griin, zweiter Wiirfel vorn rot). Die
durch die Teilgraphen vermittelten Farbzu-
sammenhinge sind tatsichlich in unserem
Fall so, daB sich die Farbbedingungen er-
fiillen lassen. Das zeigt die aufgestellte Ta-
belle. (Dieser Sachverhalt rechtfertigt lo-
gisch unsere Methode, die von der An-
nahme einer Losung ausging. Die Teilgra-
phen konnten damit nur notwendige
Bedingungen widerspiegeln. Die aufge-
stellte Tabelle beweist, daB sich diese not-
wendigen Bedingungen zu hinreichenden
erweitern lieBen.)

Wir hiitten eine andere Tabelle erhalten,
wenn wir wie angedeutet, beim ersten Wiir-
fel eine griine Vorderseile gewahlt hitten.
Beim weiteren Abarbeiten des Teilgraphen
wire insgesamt die Vorder- und Riickseite
vertauscht worden. Falls die rechte und
linke Seitenwand dabei die Farben nicht
gedndert haben, so ergibt sich eine neue,
optisch unterschiedliche Ldsung. Vertau-
schen wir jedoch in diesen beiden Ldsun-
gen jeweils die Firbung der rechten und
linken Seitenwinde, so erscheinen keine
neuen Losungen, da sich die neuven Farb-
anordnungen durch Drehungen um 180°
(um die Lingsachse des Turms) ineinander
iberfiihren lassen. Gleichzeitiges Vertau-
schen gegeniiberliegender Farben lduft auf
ein Drehen um 180° hinaus. Unser Puzzle
hat folglich nur zwei wesentliche Losun-
gen, aus denen sich durch Andern der Rei-
henfolge der Wiirfel bzw. Kugeln neue Lo-
sungen ableiten lassen. R.Thiele

Eine lange
Turmwanderung
iibers Schachbrett

Aufgaben mit Turmwanderungen iiber
oder Turmaufstellungen auf dem Schach-
brett sind recht faszinierend, weil sie zwar
einfach darzustellen, die Losungen aber
verhiltnismiBig schwierig zu finden sind.
So zeigt sich, daB viele kombinatorische
Aufgaben aus dem Gebiet der angewand-
ten Mathematik auf das Problem fiihren,
bestimmte Aufstellungen von Tiirmen auf
dem Schachbrett abzuzdhlen. Der amerika-
nische Mathematiker W.J. Riordan verbin-
det deshalb in seinem Buch ,Einfilhrung
in die kombinatorische Analysis“ den
Schachausdruck ,Turm“ mit dem rein ma-
thematischen Begriff ,Polynom“ zum
neuen Begriff ,Turmpolynom®.

Wir mochten uns nun einer Schachknobe-
lei von Henry E. Dudeney zuwenden. Ge-
sucht wird eine Turmwanderung iiber das
gesamte Schachbrett vom Feld el aus, wo-
bei der Turm jedes Feld nur einmal betre-
ten darf, aber méglichst viele Richtungsin-
derungen zu machen hat. Die Turmwande-
rung kann auf einem beliebigen Feld
enden.

v

2 —

1
1 8
a b ¢ d e f g h

Die abgebildete Losungsmoglichkeit zeigt
50 gerade Wegstrecken (Ziige) des Turmes.
Die Zahl der geraden Wegstrecken kann
bei einer giinstigeren Turmwanderung
noch erhéht werden.

Wie sieht eine Wanderroute des Turmes
vom Feld el bei maximaler Anzahl gerader
Wegstrecken tiber alle Felder des Schach-
brettes aus? H.Riidiger




alpha-Marchen:
Prinz Epsilon in
Noten

Dieses mathematische Mirchen dachten
sich die Mitglieder des Kreisklubs Mathe-
matik in Halle-Sid aus. alpha stellte ihn
im He\ft 1/88 vor.
Die mit dem Kleiﬁcomputer geloste Auf-
gabe konnt ihr auch mit dem Schulrechner
SR 1 nachvollziehen.
In Syratanien lebte einst ein Konig mit einer
wunderhiibschen Tochter. Alle Prinzen, welche
bisher um die Hand der Tochter anhielten,
scheiterten an der Aufgabe, drei Priifungen zu
bestehen. Bis eines Tages Prinz Epsilon nach
Syratanien fuhr und um die Hand der schénen
Prinzessin anhielt. ..
Die erste Aufgabe teilen wir euch hier mit:
Hinter den sieben Hiigeln und weiteren sieben
Seen wartet eine Fee mit einer Kiste Goldstaub
und einem Stiick rechteckigen Karton von
2mal sieben Zentimeter Linge und sieben
Zentimeter Breite. Der Prinz soll aus dem Kar-
ton durch Abschneiden quadratischer Sticke
eine oben offene Schachtel basteln, so daf8 er
die graftmégliche Menge Goldstaub zur Prin-
zessin befdrdern kann.
Helft dem Prinzen Epsilon! Da euch Sitze
und Methoden aus der h6heren Mathema-
tik noch nicht bekannt sind, 16st die Auf-
gabe (ndherungsweise) mit dem SR 1, gebt
die Linge der abzuschneidenden Quadrate
auf Millimeter genau an.
Wir wollen uns an die Losung heranpir-
schen. Es ist sicher gut, wenn ihr euch eine
Skizze anfertigt und aus Zeichenkarton fiir
einige Spezialfille die Schachtel bastelt
(Bild 1). lhr erkennt:
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Bild 1
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Schneidet man sehr kleine Quadrate ab, so hat
die Schachtel zwar eine grofie Grundflache,
aber nur eine geringe Héhe. Sind die abge-
schnittenen Quadrate aber grof, so entsteht
eine Schachtel mit hohen Seitenwinden, die je-
doch nur eine kleine Grundflache besitzt. Die
beste Losung wird ,irgendwo in der Mitte” lie-
gen.

Nun wollen wir eine Formel aufstellen:
Die Schachtel wird x cm hoch, ihre Grund-
fliche ist (14—2x)cm lang und
(7 — 2x) cm breit (Bild 2). Folglich gilt fiir
das Volumen ¥V der Schachtel

V=x(14 — 2x) (7 — x). Fiir jedes gewihlte

x liefert diese Formel einen Volumen-

wert V (man schreibt dafiir auch V(x)). Die
abzuschneidenden Quadrate kbnnen nicht
ganz beliebig sein, offenbar muB
0 = x <3,5 gelten.

Berechne jetzt die Volumenwerte V(x)
firx=0;x=05;,x=1; ...; x=3;

x = 3,5 und trage diese in einem x-F-Dia-
gramm ein (Bild 3). Die drei Linearfakto-
ren x, (14 —2x) bzw. (7 — 2x) kann man
entweder im Kopf berechnen und mit dem
SR 1 multiplizieren oder jeweils auch auf
dem SR 1 berechnen und auf dessen Spei-
cher die Teilprodukte x, (14 —2x) bzw.
(7 — 2x) zwischenspeichern!
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Nun nehmen wir an, daB sich das Volumen
fiir reelle Zahlen x, die nicht Vielfache von
2
darf eigentlich einer Diskussion der Funk-
tion V(x)! Wir verbinden die eingetragenen
Punkte durch eine Kurve und erkennen,
daB in der Ndhe von x = 1,5 das groB8te Vo-
lumen erzielt wird.
Jetzt wiederholen wir unser Vorgehen, be-
schrinken uns aber auf 1 = x <2 und be-
rechnen die Volumenwerte
firx=12;x=13;x=14; ..; x=1,8.
Diese Werte tragen wir in das Koordinaten-
system ein (Bild 4). Verbindet man die ein-
gezeichneten Punkte, so ist zwischen
x=1,4 und x=1,6 die Stelle mit dem
groBten Volumenwert ablesbar. Zur Sicher-
heit verfeinern wir noch einmal und be-
rechnen einzelne Volumenwerte fiir 1,4
= x=1,6 (Bild 5).
Man sieht, daB fiir Quadrate mit der Sei-
tenlinge x =1,48cm das Volumen der
Schachtel am groBten wird. Mit der gefor-
derten Genauigkeit erhdlt man also
=1,5cm.

Fiir das wiederholte Ausrechnen der Volu-
menwerte nach ein und derselben Vor-
schrift ist nun ein Kleincomputer ein ge-
eignetes Hilfsmittel. Man kann dem Com-
puter auch das Verkleinern der Intervalle
und das Zeichnen der Kurve iiberlassen,
natiirlich muB man es ihm in geeigneter
Weise (BASIC-Programm) befehlen!
Ubrigens: Mit anderen Methoden erhilt
man als Losung: x =1,4792 ...

7 U. Siebert

66027 Bild 5

sind, nicht sprunghaft dndert. Das be-
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Wo finde ich den Regenbogen?

Wenn es regnet und zugleich die Sonne
scheint, kann man damit rechnen, einen
Regenbogen zu sehen. Unter sehr giinsti-
gen Umstinden sieht man dann sogar zwei
Bogen. Man braucht aber gar nicht das ge-
samte Himmelsgewdlbe nach dieser scho-
nen Erscheinung abzusuchen, denn, wenn
der Regenbogen iiberhaupt zu beobachten
ist, so ist das nur an ganz bestimmten Stel-
len der Fall. Meyers Lexikon (Leipzig
1980) gibt dariiber Auskunft: ,Der Regen-
bogen entsteht durch Brechung, Reflexion
und Beugung des weiBen Sonnenlichts in
den Regentropfen. Im Hauptregenbogen
(42° Abstand vom Sonnengegenpunkt)
wird eine Folge der Regenbogenfarben
Rot, Orange, Gelb, Griin, Blau, Indigo,
Violett (von auBen nach innen) erzeugt. Im
Nebenregenbogen (51° Abstand) ist die
Farbfolge umgekehrt.“ Wir wollen uns nun
mit den Fragen beschiftigen, warum es
sich gerade um die 42° bzw. 51° handelt
und warum die Farbreihenfolge im Neben-
regenbogen umgekehrt ist.
Zunichst wollen wir die physikalischen
Voraussetzungen nennen, dann das zuge-
hérige mathematische Problem l6sen und
schlieBlich einige offengebliebene Fragen
diskutieren.
Die Brechungszahl fiir Wasser ist n = 4/3
und fir Luft = 1. (Da wir das Ergebnis nur
auf 1° genau herleiten wollen, kdnnen wir
schon hier auf bequeme Werte runden.)
Das Brechungsgesetz lautet: Beim Eintritt
eines Lichtstrahls S aus Luft in Wasser gilt
fiir die Winkel o und B (siche Bild 1)

sinx _ 4

sinf 3’

Bild 1

Luft

[ &

NP .

P

Wasser

Dabei ist T die an den DurchstoBpunkt P
angelegte Tangente, und N (die Nommale)
steht in P senkrecht auf T. Diese Normale
ist der verlingerte Radius durch P, wenn
wir von kugelférmigen Regentropfen aus-
gehen; der Nachweis, daB diese Vorausset-
zung gerechtfertigt ist, wiirde den Schul-
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stoff weit {ibersteigen, und wir verweisen
hier nur darauf, daB wir das richtige Ergeb-
nis herleiten werden. SchlieBlich werden
wir geradlinige Lichtausbreitung anneh-
men, da die durch die unterschiedliche
Luftdichte hervorgerufene Kriimmung des
Lichtstrahls in der Atmosphire vernachlis-
sigbar klein ist.

Jetzt kommen wir zum mathematischen
Problem: Wir bezeichnen den Winkelab-
stand eines Punktes des Himmelsgewdlbes
zum Sonnengegenpunkt mit @ (siehe
Bild 2).

Sonne

Beobachter Regentropfen

Bild 2

Fiir die Sonne selbst gilt folglich ¢ = 180°.
Zunichst betrachten wir einen Lichtstrahl,.
der zentral auf einen Regentropfen fillt,
also « =0 in Bild 1, d.h., die Verlingerung
des Strahls S geht durch den Kugelmittel-
punkt. Wird er im Tropfen geradzahlig oft
reflektiert, hat er natiirlich nach Austritt
dieselbe Richtung wie zuvor, also
@ = £180°. (Addition eines ganzzahligen
Vielfachen von 360° dndert ja geometrisch
nichts.) Bei ungeradzahliger Reflexions-
zahl ergibt sich @ = 0°. Fiir alle anderen
Lichtstrahlen wird durch den Strahl S und
den Kugelmittelpunkt eine Ebene E defi-
niert. Wir benutzen jetzt die Vorausset-
zung, daB der Regentropfen kugelférmig
ist.

Damit kénnen wir das zunichst riumliche
Problem auf ein ebenes zuriickfiihren: Der
Schnitt der Ebene E mit dem Regentrop-
fen ist dann ein Kreis. Die Bilder 1 und 3
zeigen diese Schnittebene. Die Tangente T
in Bild 1 ist folglich der Schnitt der Tan-
gentialebene in P an den Tropfen mit der
Ebene E. Da das Problem der weiteren
Ausbreitung dieses Lichtstrahls beziiglich
einer Spiegelung an E symmetrisch ist,
bleibt der Strahl ganz in dieser Ebene. Wir
brauchen also nur noch den Lichtweg in
der Ebene E zu untersuchen.

Im ersten Fall untersuchen wir nun die
Strahlen, die an der Tropfeninnenwand ge-
nau einmal reflektiert werden und danach

austreten (siehe Bild 3). Wir bestimmen
schrittweise die Anderung von ¢@: Anfangs
ist @ = 180°. Nach der ersten Brechung bei
P ist

@ = 180° + f — &, nach der Spiegelung

bei Q ist @ =38 — o und nach dem
Austritt schlieBlich ¢ = 48 —2a.

Bild 3

%0%a 1

Mit Hilfe des Brechungsgesetzes soll jetzt
B eliminiert werden. Dazu definieren wir
die Funktion arcsin x fir

| x| =1 durch x = sin (arcsin x),

—90° = arcsin x = 90° und erhalten

3
p = arcsin (T sin a) . Wegen

%lsin a| =1 ist § stets definiert
und wir erhalten schlieBlich
(3 .
@ = 4 arcsin (T sin oc) — 2.
Fiir o = 0° ergibt sich @ =0° in Uberein-
stimmung mit der vorherigen Uberlegung
zum zentralen Auffall. Betrachten wir nun
den Fall
0° < @ <90°. (& = 90° ergibt fiir
B den Winkel fiir Totalreflexion.)
Die Funktion @(er) ist nicht konstant.
Beweis (indirekt): Wire @(«) konstant, so
wire @(x) = 0 fir jedes &, da @ (0) = 0 ist.
Es miiBte also fir jedes & gelten
(3

4 arcsin (T sin a) =2o.
Wir teilen diese Gleichung durch 4 und
wenden auf beide Seiten die Sinusfunktion
an und erhalten

3.

T sin& = sm7 .
Diese Gleichung miite fiir alle « gelten.
Fiir a=60° gilt sie aber nicht. Wider-
spruch, w.z.b. w.
DaB die Funktion ¢(«) nicht konstant ist,
ist iberraschend, da doch nach unserer
Herleitung ¢ die Richtung des Hauptre-
genbogens angeben soll. Deshalb wollen
wir jetzt die Gestalt der Funktion ¢(a) ge-
nauer betrachten. Es ergibt sich, daB sie in
einem relativ groBen oa-Intervall nahezu
konstant ist: Im Intervall
53 = =66°ist 41°< @ < 42°.
Genauer: Das Maximum der Kurve ¢(«)
liegt bei & = 59,4° mit @ = 42,03°.
Das 148t sich mitlels einer Wertetabelle
oder schneller unter Zuhilfenahme der Dif-
ferentialrechnung ermitteln.



Ala Man zeige, daB es kein weiteres
derartiges o-Intervall (mit einer Linge
=4° gibt, in dem @(x) fast (bis auf 1°)
konstant ist.

Im zweiten Fall untersuchen wir nun die
Strahlen, die genau zweimal an der Trop-
feninnenwand reflektiert werden. Wir miis-
sen also zum ¢@-Wert des 1.Falls noch
2/ — 180° addieren. Wir erhalten

%sin a) — 20— 180°.

Fiir « = 0° ergibt sich wieder richtig

@ = —180°. Im Intervalil

67° = & = 76° gilt

—52°< @ = —51°, und das Maximum der
Kurve ¢(a) liegt bei &« =71,8° mit
@ = —50,98°. Damit ist der erste Teil der
Aufgabe, die Herleitung der Werte 42° fur
den Haupt- und 51° fiir den Nebenregen-
bogen auf 1° genau, erledigt. Fiir den zwei-
ten Teil, die Reihenfolge der Farben, miis-
sen wir wissen, daB die Brechungszahl n
fir rotes Licht geringfligig kleiner ist als
die flir violettes Licht, um nur die Randfar-
ben zu nennen. Damit wird ¢ fir rotes
Licht geringfligig groBer, was im 1. Fall zu
einer VergroBerung von | @ | (Rot ist auBen)
und im 2. Fall zu einer Verkleinerung von
| @] (Rot ist innen) fiihrt.

=6 arcsin(

AbschlieBend wollen wir noch einige Fra-
gen kliren:

1. Warum betrachten wir nicht den Fall,
daB der Lichtstrahl an der AuBenwand des
Tropfens reflektiert wird?

Antwort: Wir erhalten dann ¢ = 2e«, also
eine Funktion, die in keinem Teilintervall
fast konstant ist.

2. Warum betrachten wir nicht den Fall,
daB der Lichtstrahl innen iiberhaupt nicht
oder mehr als zweimal reflektiert wird?
Antwort: Das errechnete ¢ ist so groB, daB
wegen der Nihe der Sonne kein Regenbo-
gen zu sehen ist, bei mehr als drei Refle-
xionen ist der Lichtintensitdtsverlust schon
so groB, daB nichts mehr zu sehen ist. Der
Nebenregenbogen mit zwei Reflexionen ist
schon deutlich schwicher als der Hauptre-
genbogen mit einer.

A2A Man berechne die g-Werte bei ge-
nau drei bzw. bei gar keiner Innenrefle-
xion. In diesen Richtungen miiBten theore-
tisch ganz schwache Bogen zu sehen sein.
3. Warum kann man im Sommer um die
Mittagszeit keinen Regenbogen sehen?
Antwort: Weil dann die Richtungen, die
@ =42° bzw. 51° entsprechen, unterhalb
des Horizonts liegen.

Mit vorliegenden Zeilen sollte gezeigt wer-
den, wie man ein physikalisches Problem
(Erklirung des Regenbogens) in, ein geo-
metrisches (Untersuchung trigonometri-
scher Funktionen) umwandeln kann, und
wie man erst durch sinnvolles Runden
(Fast-Konstanz im 1°-Intervall anstelle von
Konstanz) zum gewiinschten Ergebnis ge-
fihrt wird.

H.-J. Schmidt

Zum 101. Geburtstag

Eine Aufgabe von
Prof.em. Dr. habil.

Roman Roth

Jena

Im Jahre 1965 stellte Prof. Roman Roth
mathematisch interessierten Schiilern die
nachfolgende Aufgabe.

42907 o Durch drei auf einer Geraden g
liegende Punkte U, V, Wsind drei Geraden
so zu legen, daB der Schwerpunkt des von
diesen Geraden gebildeten Dreiecks eben-
falls auf g liegt.

Kurzbiographie

Am 8. April 1887 als Sohn eines Schlossers
geboren, absolvierte er zunichst die 8klas-
sige Grundschule seiner Heimatstadt Char-
lottenburg, besuchte anschlieBend Pripa-
randenanstalt und ein Lehrerseminar und
war ab 1908 Volksschullehrer, ab 1911
Lehrer an der staatlichen Priparandenan-
stalt in Cottbus. Noch vor dem ersten Welt-
krieg erwarb er die Lehrbefihigung als
Tum- und Sportlehrer und legte die Prii-
fung fiir die Lehrbefihigung an Mittelschu-
len ab.

Den ersten Weltkrieg machte er als Saniti-
ter mit. Im Jahre 1921 bestand er das
Staatsexamen fiir den Dienst in der preuBi-
schen Lehrerbildung, wurde Seminarlehrer
und Seminaroberlehrer.

An der Berliner Universitit horte er Vorle-
sungen in Mathematik, Physik, Philoso-
phie und Pidagogik, so die Grundlage fir
seine Promotion legend, die er 1926 in
Freiburg i. Br. bei L. Heffter verteidigte.
Als die preuBische Regierung die Lehrer-
bildung einschrinkte, wurde R. Roth 1925
Lehrer am Gymnasium in Jiiterbog. Bis
1945 war Prof. Roth in verschiedenen Stid-
ten als Gymnasiallehrer titig. Nebenbei
horte er Vorlesungen in Medizin. Er, der

sich nach dem ersten Weltkrieg zunichst
der USPD, spiter der SPD angeschlossen
hatte, hielt sich von den Nazis konsequent
fern.
Nach der Zerschlagung des Faschismus
nahm er als Direktor des Schulwissen-
schaftlichen Instituts in Leipzig und als
Leiter des Lehrerbildungsheimes Abtnaun-
dorf am Aufbau unserer Lehrerbildung teil.
Im Februar 1947 habilitierte er sich an der
Pidagogischen Fakultit der Universitit
Jena, wurde im September 1947 dort zum
Dozenten, 1950 zum Professor mit Lehr-
auftrag und 1952 zum Professor mit vollem
Lehrauftrag fiir die Methodik des Mathe-
matikunterrichts berufen. 1954 wurde
Prof. Roth emeritiert.
Die Liste seiner wissenschaftlichen Verof-
fentlichungen umfat nahezu 40 Titel. Bis
ins hohe Alter befaBte sich der Jubilar mit
geometrischen Problemen und verfolgte
die Entwicklung der Mathematik. Noch
heute verliBt ein Besucher sein Haus in
Jena-Auerbach nicht, ohne Anregungen
fir seine wissenschaftliche und pidagogi-
sche Arbeit erhalten zu haben.
Auszug aus:
Mathematische Schiileraufgaben
(fur R. Roth ein ,Kinigsweg®).
Autor: Prof. Dr. Th. Glocke, Erfurt.
Zeitschrift: Sozialistische Universitat,
15/87, Jena

Buchtips
Deubler, Raoul U.
Kreuz und Quer

179 S., 127 Abb.
Bestell-Nr1. 547208 7

Preis: 18,50 M

Buchreihe von A. Hilbert
Wir wiederholen

Gleichungen
und Ungleichungen

Bestell-N1.546 658 4 Preis: 4,80 M
Gleichungssysteme

Bestell-Nr.546 659 2 Preis: 4,80 M
Vektorrechnung

Bestell-Nr.546 660 5 Preis: 4,80 M

Hilbert, Alfred
Mathematik

Etwa 672 S., 524 Abb.
Bestell-Nr. 546 928 3

alle Titel: VEB Fachbuchverlag Leipzig

Preis: 22,00 M

Roman, Tiberiu
Reguliire und halbregulire

Polyeder
119 S., 76 Abb., MSB Nr. 45
Preis: 6,00 M
Bestell-Nr. 571 562 4
VEB Deutscher Verlag
der Wissenschafien Berlin

Meyer, Hansgeorg

Biicher, Leser, Bibliotheken

77 S., zahlr. farb. Abb. Preis: 5,80 M
Bestell-Nr. 629 608 9

Der Kinderbuchverlag Berlin
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In freien Stunden - alpha-heiter

Borislaw Georgiew (Softa) s

aus: Eulenspiegel,

Zahlenlogik

Zwischen den vier Zahlen der beiden Dreiecke
links und Mitte besteht jeweils der gleiche Zusam-
menhang. Analog dazu ist die im rechten Dreieck
fehlende Zahl zu bestimmen. aus: NBI, Berlin

Ein schlauer Hindler

Im Basar gibt es Krach. Ali will eine groBe Liefe-
rung mit Gold bezahlen. Sein Geschiftspartner
weill aber, daB in einem der zehn Sicke mit je
20 Goldstiicken falsche Miinzen sind. Sie wiegen
statt zehn nur neun Gramm. Der Hindler ist ein
kluger Mann. Mit einer einzigen Wigung stellt er
fest, in welchem Sidckchen die falschen Miinzen

sind. aus: WE, Kéin

In einem Zug

»Hat noch jemand Fragen?“
aus: Pythagoras, Groningen

Aufgabe: Die Figur (Satz des Pythagoras) ist in
einem Zug nachzuzeichnen ohne eine Linie mehr-
fach zu zeichnen. LL
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Drei Logeleien

a) In jeder von finf Kisten befinden sich genau die
gleiche Anzahl von Apfeln. Entnimmt man jeder
Kiste 60 Apfel, so bleiben in den Kisten insgesamt
soviel Apfel iibrig, wie vorher in zwei Kisten waren.
Ermittle die Anzahl aller Apfel, die sich anfangs in
den Kisten befanden! (OJM, K1.5)

b) In einem Kistchen befinden sich 12 rote, 15
blaue und 8 gelbe Kugeln, die sich nur durch ihre
Farbe unterscheiden. Anke will mit verbundenen
Augen Kugein herausnehmen. Thre Anzahl will sie
so wihlen, daB sie mit Sicherheit erreicht, daB sich
unter den herausgenommenen Kugeln 5 von der
gleichen Farbe befinden. Sie meint: ,Es geniigt
hierzu, 15 Kugeln herauszunehmen.“ Birgit meint:
»E$ geniigen dazu sogar nur 13 Kugeln.“ Cornelia
behauptet: , Es geniigen dafiir 12 Kugeln.“
Entscheide fur jede der drei Meinungen, ob sie
wahr ist, und begriinde deine Entscheidung!

(OJM, K1.6)

¢) Klaus hat 7 Kugeln: 4 rote, 2 weiBe und 1
schwarze. Er soll sie in zwei Kistchen A und B le-
gen, und zwar in A drei und in B vier. Gib simtli-
che moglichen voneinander verschiedenen Vertei-
lungen der Kugeln auf die zwei Késtchen an! (Die
Reihenfolge, in der die Kugeln in den Késten lie-
gen, soll dabei nicht beriicksichtigt werden.)
(OJM, K1.8)
Aufgaben aus Olympiaden Junger Mathematiker der DDR

Heronsches Dreieck 1988

a=15 =19—48+8=-19+8+8
b=13 =1-9+8+8
c=14 =1+9+/8+8=1-4/9 +8+8

s =21 =19+ yy8+8



A=84 =-1-49+88
h.=12 =+419-8-8
p.= 5 =41-9+8+8
.= 9 =4y1+9-8+8=1-(9-8)+8
= 4 =41°-(8+8)
r =8-;—=(19+8-8):1/19-8-8
=(1°+8-8):(1-9+8+8) \
Ing. H. Decker, Kéin
Holzchenspiele

Bilde durch Umlegen von

a) 4 Holzchen 2 gleich groBe Quadrate;

b) 4 Hélzchen 3 Quadrate (zwei Losungen);

¢) 12 Hélzchen.2 kleine und 2 groBe Quadrate!

. L L

||

__

Aus dem Geschirrschrank

In einem Geschirrschrank befinden sich unter an-

derem etliche gleiche Teller, mehrere gleiche Gli-

ser, einige gleiche Flaschen und zwei gleiche

Kriige.

Ein Massenvergleich ergibt folgendes:

— eine Flasche und ein Glas entsprechen einem
Krug,

— eine Flasche entspricht einem Teller und einem
Glas,

— zwei Kriige entsprechen drei Tellern.

In welchem Verhiltnis stehen die Massen der ge-

nannten Gegenstinde zueinander?
mitgeteilt von Ing. A. Kérer, Leipzig

Labyrinth

Finde den Weg von einem zum anderen schwarz ge-
kennzeichneten Quadrat! aus: Fiiles, Budapest
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aus: Eulenspiegel, Juraj Cajchan (Schweden)

Der neue Tresor

Die Kaufhalle hat einen neuen Tresor bekommen,
doch leider ist die Bedienungsanleitung verschwun-
den. Die drei Codezahlen zum Offnen des Stahl-
schrankes stehen also nicht zur Verfligung.

Carmen, die bei der Abnahme anwesend war, erin-
nert sich aber an folgende Einzelheiten:

1. die Quersumme der ersten Zahl XYZ entsprach
ihrem Alter, 18 Jahre; )

2. die zweite Zahl war dreimal so groB wie die erste
Zahl;

3. die dritte Zah! war um 99 kleiner als die zweite,
auBerdem war die Ziffernfolge der dritten Zahl ge-
nau umgekehrt wie die der ersten Zahl.

Wie lauten die drei Codezahlen?
aus: NBI, Berlin, Gedankentraining
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XXVIII. Olympiade
Junger Mathematiker

der DDR

Aufgaben der Kreisolympiade

(18.11.87)
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Olympiadeklasse 5

270521 Von Anja, Beate, Kerstin, Steffen
und Maik wissen wir folgendes:

(1) Steffen ist kleiner als Kerstin und gro-
Ber als Beate.

(2) Maik ist kleiner als Steffen und groBer
als Beate.

(3) Anja ist kleiner als Beate.

Ordne die Kinder nach ihrer GroBe! Be-
ginne mit dem groBten Kind! Eine Begriin-
dung wird nicht verlangt.

270522 Ein Tourist, der in Magdeburg
(M) wohnt, mochte bei einer Rundreise
jede der Stidte Schwerin(S), Neubranden-
burg (N) und Berlin (B) genau einmal auf-
suchen und erst dann in seinen Wohnort
zuriickkehren.

Eine mogliche Reiseroute wire von Mag-
deburg aus iiber Berlin, Schwerin und Neu-
brandenburg zuriick nach Magdeburg
(siehe Bild).

O—®
W—®

Gib alle Reiserouten an, die der Tourist
unter den genannten Bedingungen wihlen
kann! Wieviel Reiserouten sind das insge-
samt?

Eine Begriindung wird nicht verlangt.

270523 In einer Olympiadeklasse wurde
genau die Hilfte aller Teilnehmer mit
einem Preis ausgezeichnet. Es gab nur er-
ste, zweite und dritte Preise.” Genau ein
Achtel aller Teilnehmer erhielt einen er-
sten Preis. Genau ein Sechstel aller Teil-
nehmer erhielt einen zweiten Preis. In die-
ser Olympiadeklasse waren insgesamt min-
destens 20, aber weniger als 30 Teilneh-
mer. Wieviel Teilnehmer genau waren in
dieser Olympiadeklasse? Wie viele erste,
zweite bzw. dritte Preise gab es darin? Gib
an, wie du diese gesuchten Anzahlen ein-
deutig aus den obigen Angaben findest!

270524 Das Bild zeigt ein Regal, in dem
Topfe von genau drei verschiedenen Gro-
Ben stehen. In jeder der Reihen I, I1, III er-
gibt sich das gleiche Fassungsvermogen
von genau 24 Litern.

Welches Fassungsvermdgen hat jeweils ein
Topf der verschiedenen Sorten?
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den Mannschaften genau ein Spiel. So ka-
men genau 21 Spiele zustande.

Wie viele Mannschaften nahmen insge-
samt an diesern Wettkampf teil?

Zeige, daB bei der von dir angegebenen
Anzahl von Mannschaften genau 21 Spiele
zustandekommen!

270623 a) Der Stundenzeiger einer Uhr
(siehe Bild) zeigt um 3.42 Uhr in die Liicke
zwischen den Zahlen 3 und 4, der Minu-
tenzeiger in die Liicke zwischen 8 und 9.
Dadurch wird das Zifferblatt so aufgeteilt,
daB in einem Teil die Summe
4+5+6+7+8=30

TH

mInin]

L oo

111

Erklire, wie sich fir jede Topfsorte das
Fassungsvermogen aus den Angaben tiber
die Reihen I, II und III ergibt!

Uberpriife, daB bei deinen Ergebnissen
sich wirklich fur jede Reihe ein Fassungs-
vermdgen von genau 24 Litern ergibt!

Olymbpiadeklasse 6

270621 Uber einen 100-m-Lauf, den die
drei Schiiler Jens, Michael! und Peter aus-
trugen, wurden folgende Vorhersagen ge-
macht:

‘Frank sagte: ,Jens oder Peter wird gewin-

nen.“

Horst sagte: ,Wenn Jens nicht gewinnt,
dann gewinnt Michael.«

Norbert sagte: ,Wenn Michael gewinnt,
dann wird Jens Zweiter.“

Stefan sagte: ,Michael wird schlechter ab-
schneiden als Jens und Peter.“

a) Nach dem Lauf wurde festgestellt:

Alle vier Voraussagen sind wahre Aussa-
gen.

b) Nach dem Lauf wurde festgestellt:

Als einziger hatte Horst eine wahre Aus-
sage gemacht.

Gib in beiden Fillen a), b) an, wer Erster,
Zweiter bzw. Dritter wurde!

In beiden Fillen a), b) ist noch bekannt,
daB Jens, Peter und Michael alle drei ver-
schiedene Zeiten liefen.

Erklidre, wie du deine Angaben gefunden
hast!

270622 a) Bei einem Wettkampf, an dem
sich genau vier Mannschaften 4, B, C und
D beteiligten, spielte jede dieser Mann-
schaften gegen jede andere dieser Mann-
schaften genau ein Spiel.

Zihle diese Spiele auf!

b) Bei einem anderen Wettkampf spielte
ebenfalls jede der teilnehmenden Mann-
schaften gegen jede andere der teilnehmen-

und im anderen Teil die Summe
94+10+11+12+1+2+3=48

steht.

Gesucht werden Uhrzeiten folgender Art:
Jeder Zeiger zeigt in eine der zwolf Liicken
zwischen benachbarten Zahlen, und da-
durch wird das Zifferblatt in zwei Teile
aufgeteilt, in denen die gleiche Summe
steht.

Nenne zwei solche Uhrzeiten zwischen
0.00 Uhr und 12.00 Uhr, die sich voneinan-
der um mehr als 5 Minuten unterscheiden!

b) Bei einer anderen Uhr (siehe Bild) zeigt
57 Sekunden nach 3.42 Uhr der Sekunden-
zeiger in die Liicke zwischen den Zah-
len 11 und 12.

Hierdurch und durch die anderen Zeiger
wird das Zifferblatt in Teile mit den Sum-
men :



4+ 5+ 6+7+8 =130,

9+10+11 =130,
12+ 1+ 243 =18
aufgeteilt.

Warum gibt es keine Uhrzeit, bei der (jeder
Zeiger in eine der zwolf Liicken zeigt und)
das Zifferblatt in drei Teile aufgeteilt wird,
in denen die gleiche Summe steht?

270624 In einer Werkhalle stehen vier
Maschinen zur Herstellung von Werkstiik-
ken. Jeweils in 24 Stunden werden

auf Maschine A genau 2 Werkstiicke,

auf Maschine B genau 3 Werkstiicke,

auf Maschine C genau 8 Werkstiicke,

auf Maschine D genau 12 Werkstiicke
hergestellt. Fiir jede der Maschinen gilt,
daB zum Herstellen der Werkstiicke auf
dieser Maschine stets die gleiche Zeit ge-
braucht wird. Dabei ist die Zeiteinteilung
so angelegt, daB jeweils die Herstellung des
nichsten Werkstiickes genau dann beginnt,
wenn das vorhergehende fertig ist.

An einem Tag beginnen alle vier Maschi-
nen gleichzeitig um 0.00 Uhr mit der Her-
stellung eines neuen Werkstiicks. Wie oft
kommt es an diesem Tag bis einschlieBlich
24.00 Uhr insgesamt vor, daB

a) auf allen vier Maschinen,

b) auf genau drei der vier Maschinen,

c¢) auf genau zwei der vier Maschinen
zum gleichen Zeitpunk! ein Werkstiick fer-
tig wird?

Olympiadeklasse 7

270721 Jorg unternahm in den Ferien
mit seinem Fahrrad eine Dreitagewande-
rung. Er legte dabei am ersten Tag die
Hilfte und am zweiten Tag ein Drittel der
Lange der fiir alle drei Tage geplanten
Wanderstrecke zuriick. Am zweiten Tag
war JOrg 24 km weniger gefahren als am er-
sten Tag.

Ermittle die Linge der Wegstrecke, die
Jorg noch fur den dritten Tag verblieb!

270722 Angela, Bodo, Constanze und
Dietmar sprechen iiber den Ausgang
zweier FuBballspiele der Klasse 7a gegen
die Klasse 7b. Zu beiden Spielen machen
sie dieselben Aussagen, nimlich:

Angela: Das Spiel endete unentschieden.
Bodo: Die Klasse 7a gewann.

Constanze: Bodos Aussage ist falsch.
Dietmar: Angelas Aussage ist wahr.

a) Petra, die das erste Spiel gesehen hat,
stellt wahrheitsgemaB fest, dal fiir das erste
Spiel genau eine der vier Aussagen falsch
ist.

b) Rolf, der das zweite Spiel gesehen hat,
stellt wahrheitsgemidB fest, daB fur das
zweite Spiel genau eine der vier Aussagen
wahr ist.

Untersuche, ob sich a) aus Petras Feststel-
lung, b) aus Rolfs Feststellung der Ausgang
des betreffenden Spiels (Sieg der 7a, Sieg
der 7b oder Unentschieden) eindeutig er-
mitteln 1406t!

270723 Die MaBZahlen zweier Seitenlin-
gen eines Dreiecks seien a = 12 und b = 8.
Ermittle. alle diejenigen Zahlen, die als
Mafzahl ¢ der dritten Dreiecksseite so vor-
kommen koénnen, daB die MaBzahl des

Umfangs eine Primzahl ist. Alle drei Sei-
tenldngen sollen dabei in derselben MaB-
einheit, etwa in Zentimetern, gemessen
sein.

270724 Es sei AB der Durchmesser eines
Kreises, der Mittelpunkt des Kreises sei M,
ferner sei C ein Punkt, der so -auf dem
Kreis liegt, daB der Winkel 5 BMC

a) die GroBe 42°,

b) eine beliebig vorgegebene GroBe @ mit
0° < @ < 180° hat.

Ermittle jeweils aus diesen Voraussetzun-
gen die GroBe des Winkels 5 ACM und die
des Winkels 4 ACB!

Olympiadeklasse 8

270821 Ein AG-Leiter behauptet, er
konne jede von seinen Zirkelteilnehmern
gedachte Zahl erraten, wenn ihm nur das
Ergebnis der folgenden Rechnung genannt
wird: ,Denke dir eine Zahl

Addiere dazu die Zah! 5, multipliziere die
Summe mit 16, subtrahiere davon das
Sechsfache der gedachten Zahl und divi-
diere diese Differenz durch 10!“

LaBt sich tatsdchlich aus dem nun zu nen-
nenden Ergebnis dieser Rechnung die ge-
dachte Zahl ermitteln?

Wenn das der Fall ist, so beschreibe und
begriinde, auf welche Weise das geschehen
kann!

270822 Gegeben sei ein Kreis k; sein
Mittelpunkt sei M, sein Radius betrage r.
Von drei Punkten 4, B, C auf k werde vor-
ausgesetzt, daB AB = BC gilt und daB der
Winkel x ABC die GroBe 120° hat.
Beweise, dall unter diesen Voraussetzun-
gen stets AB = r gilt!

270823 Uber ein Turnier in einer AG
»Schach“ wird berichtet:

Das Turnier wurde in mehreren Runden
ausgetragen. In jeder Runde spielte jedes
AG-Mitglied gegen jedes andere genau
eine Partie. Auf diese Weise wurden in
dem Turnier insgesamt 112 Partien ge-
spielt. _Es nahmen mehr als zwei Mitglieder
teil.

Untersuche, ob ein Turnier moglich ist, bei
dem diese Angaben zutreffen, und ob die
Anzahl der Runden sowie die Anzahl der
Teilnehmer eindeutig aus den Angaben
folgen!

Wenn dies der Fall ist, so ermittle diese
Anzahlen!

270824 Ein Wiirfel W werde in volumen-
gleiche Teilwiirfel zerlegt. Der Oberfli-
cheninhalt des Wiirfels W sei A4, die
Summe der Oberflicheninhalte der vonein-
ander getrennten Teilwiirfel sei S.
Ermittle das Verhiltnis 4: S

a) wenn der Wiirfel W die Kantenlinge
14 cm hat und die Anzah! der Teilwiirfel 8
betrégt,

b) bei beliebiger Kantenlinge a des Wiir-
fels W und bei der Anzahl 8 der Teilwiirfel,
c) bei beliebiger Kantenlinge a des Wiir-
fels Wund bei der Anzahl n* der Teilwiir-
fel, wobei n eine beliebige natiirliche Zahl
mit n = 2 ist!

Olympiadeklasse 9

270921 In die Felder auf den Ecken und
Seitenmittelpunkten eines gleichseiligen
Dreiecks (siehe Bild) sollen flr a, b, ¢, d,
e, f die Zahlen von 1 bis 6 so eingetragen
werden, daBl jede Zahl genau einmal vor-
kommt und daB auf jeder Dreieckseite die
gleiche Summe entsteht.

b )

Ermitteln Sie alle voneinander verschiede-
nen Eintragungen, die diese Bedingungen
erfillen! Dabei heifen zwei Eintragungen
genau dann voneinander verschieden,
wenn sie weder durch Drehung noch durch
Spiegelung ineinander iberfiihrt werden
kénnen.

270922 Bei einem ,,ungarischen Domino-
spiel“ mit den Zahlen 0, 1, ..., 9 ist (abge-
sehen von dieser groBeren Zahl in der vom
,gewohnlichen Dominospiel* bekannten
Weise) jeder Spielstein in zwei Hilften ein-
geteilt, jede Hilfte trigt eine der Zahlen. In
einem Spiel kommen alle Kombinationen
von je zwei der Zahlen 0, 1, ...; 9 je genau
einmal vor (und zwar auch diejenigen, bei
denen auf den beiden Hilften eines Stei-
nes dieselbe Zahl steht).

Eine ,Kette“ entsteht, wenn man mehrere
Steine so nebeneinanderlegt, daB benach-
barte Hélften nebeneinanderliegender
Steine stets einander gleiche Zahlen tragen
(Comino-Spielregel).

Eine Kette heiBt ,geschlossen“, wenn auch
die beiden Steinhilften an den beiden
freien Enden der Kette einander gleiche
Zahlen tragen (so dall man die Kette, wenn
sie aus geniigend vielen Steinen besteht, an
ihren Anfang zurickfithren und dort
schlieBen kann).

a) Ermitteln Sie die Anzahl aller zu einem
yungarischen Dominospiel“ gehorenden
Steine!

b) Ermitteln Sie die groBte Anzahl solcher
Steine eines Spiels, aus denen sich eine ge-
schlossene Kette bilden 146t!

270924 Fiir je zwei natiirliche Zahlen a,
b, die die Ungleichungen

3a—2b=10, (1)

3a+8b=25 )
erfiillen, sei

S=a+2b.

Untersuchen Sie, ob es unter allen Zah-
len S, die sich auf diese Weise bilden las-
sen, eine grofte gibt!

Wenn das der Fall ist, so ermitteln Sie die-
sen groBtmoglichen Wert von S!

Olympiadeklasse 10

271021 Das Rechteck im Bild a) soll aus
den Teilen des Bildes b) zusammengesetzt
werden. Jedes Teil soll genau einmal ver-

alpha, Berlin 22 (1988) 2 - 41



wendet werden; die Teile sind ohne An-
wendung von Spiegelungen, nur durch Ver-
schiebungen und Drehungen in die ge-
wiinschte Lage zu bringen.

Bild a
v ° .
U .
T| e e | o . .
S o [} ° .

A B ¢C D E F

Zeichnen Sie zwei verschiedene Zusam-
mensetzungen des Rechtecks, die auf diese
Weise entstehen kénnen! Uberpriifen Sie
darin die Erfillung der geforderten Bedin-
gungen, indem Sie die (jeweils in die ge-
wiinschte Lage gebrachten) Teile durch
ihre Nummern kennzeichnen!

. [ J
- —1 .
{1 (2) (3)
[ ]
Bild b
[ ] [ ]
14) (S)
° .
® [ [ ] [ ] [ ]
(6) (7) (8}

271022 Ermitteln Sie alle diejenigen na-
tiirlichen Zahlen n, fiir die
n*-2n*-3n*+7n—-6
n+2
eine natiirliche Zah] ist!

271023 Es sei ABCD ein Quadrat mit ge-
gebener Seitenldnge a, ferner sei x eine be-
liebig gewihlte positive reelle Zahl. Die
Quadratseiten seien wie im Bild um Strek-
ken der Linge x - a verlingert bis R, S, T
bzw. U.

U
c T
D
-— B
R A
) S

a) Beweisen Sie, daB unter diesen Voraus-
setzungen stets RSTU ein Quadrat ist!

b) Ermitteln Sie alle diejenigen positiven
reellen Zahlen x, bei deren Wahl der Fla-
cheninhalt des Quadrates ABCD ein Fiinf-
tel des Fldacheninhaltes des Quadrates
RSTU betrigt!

271024 Bei einem Wiirfel mit gegebener
Kantenlidnge a seien die Eckpunkte wie im
Bild bezeichnet. Die Gerade durch 4 und
F sei g, die Gerade durch E und G sei h.
Ermitteln Sie den Abstand von g und A!

42 - alpha, Berlin 22 (1988) 2

Unter dem Abstand zweier windschiefer
Geraden g, h versteht man die Linge einer
Strecke XY, die so gelegen ist, daB X auf g,
Y auf 4 liegt und daB XY sowohl auf g als
auch auf h senkrecht steht.

H G
h |
: F
T
E |
)
9
|
AN A
N\
AY
A 8
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271221 Man ermittle alle Paare (x, y) von
Null verschiedener reeller Zahlen x, y, die
das folgende Gleichungssystem (1), (2) er-
fiillen:

x<1+£>=6,
y

R
y(1+ x) 3.

271222 Es sei ABCD ein beliebiges ebe-
nes konvexes Viereck; k sei eine beliebige
positive reelle Zahl. Die Punkte P, Q, R, S
mogen in dieser Reihenfolge die Seiten
AB, BC, CD, DA dieses Vierecks jeweils im
Verhiltnis k:1 teilen.

Man ermittle das Verhiltnis der Flichenin-
halte der Vierecke PORS und ABCD.

271223 a) Fiir jede natiirliche Zahl n
werde eine Funktion f (mit dem Defini-
tionsbereich aller reellen x + 0) durch

0))
@

fx) =3 (k-2 x*
k=0

definiert. Man ermittle alle diejenigen na-
tiirlichen Zahlen n, fiir die die so erklirte
Funktion f die Gleichung
f(—=1) = —f(1) erfullt.
b) Fiir jede natiirliche Zahl n werde eine
Funktion g (mit demselben Definitionsbe-
reich) durch

vyl

g(Jc)—k;0 TR

definiert.
Man untersuche, ob es eine natiirliche
Zahl n gibt, fir die die so erkliarte Funk-
tion g die Gleichung
(g(—1) = —g(1) erfuillt.

271224 a) Uber eine Menge M, die aus
genau 1987 Personen besteht, wird voraus-
gesetzt, daB jede Person aus M mit hoch-
stens 5 anderen Personen aus M bekannt
ist.

Man beweise, dal aus diesen Vorausset-
zungen stets folgt: .

Es gibt eine aus mindestens 332 Personen
bestehende Untermenge U von M mit der
Eigenschaft, daB keine Person aus U mit
einer anderen Person aus U bekannt ist.
b) Man gebe ein Beispiel f'ur eine Menge
M aus genau 1988 Personen, fur die fol-
gende Aussagen zutreffen: Jede Person aus
M ist mit genau 5 Personen aus M be-
kannt; jede Untermenge U von M mit der
Eigenschaft, daB keine Person aus U mit

einer anderen Person aus U bekannt ist,
besteht aus hichstens 333 Personen.

In diesen Aufgaben werde stets angenom-
men, daB eine Person X genau dann mit
einer Person Y bekannt ist, wenn Y mit X
bekannt ist.

alpha-Wettbewerb

1986/87

Abzeichen in Gold
Fortsetzung aus alpha Hefl 1/88

Fiir elfjahrige Teilnahme

Jens Fache, Altenburg; Uwe Schiitze, Camin;
Frank Sarodnick, Dallgow; Ulrich Schuster, De-
mitz-Thumitz; Catherin Engel, Lutz und Heike
Lauter, alle Dresden; Georg Kirchner, Dermbach;
Veit-Thomas Meyen, Grimmen; Bettina Weser,
GroBenhain; Michael Schulze, Halberstadt;
Frank Siebert, Dany Rose, beide Halle; Claus
Janke, llmenau; Heiko Schinke, Leuna; Karl-
Heinz Gora, Lohsa; Frank Berndt, Radeburg; Jiir-
gen Schmalisch, Reuden; Kurt Schulze, Schern-
berg; Jens Hoffmann, Sebnitz; Birgit Lorenz,
Waren; Hartmut Boeticher, Weimar; Christina
Fuhrmann, Zepernick; Frank Pampel, Zeulen-
roda; Sabine Qestreich, Oschersleben

!

Fiir zehnjiihrige Teilnahme

Eckhard Heinrich, Aschersleben; Susanne Krii-
ger, Thomas Bohme, Andris Mdller, Kerstin Kan-
tiem, alle Berlin; Heiko Ringel, Ines Lauter, Ker-
stin Urban, Gerald Eichler, alle Dresden; Lars
Ménch, Erfurt; Jens Wackernagel, Falkenberg;
Falk-Uwe Koppelt, Crostau; Jan-Martin
Hertzsch, Geringswalde; Sonnfried Litsch, Gor-
litz; Ingolf Hintzsche, Grifenhainichen; Ulrike
Brandenburg, Greifswald; Birgit Seifert, Hage-
now; Anke Misch, Halberstadt; Annett Eichner,
Halle-Neustadt; Norbert Neumann, Kleinmach-
now; Andreas Paukert, Karbow; Uta Mersiowsky,
Sabine Pohlmann, beide Langewiesen; Andreas
Eifler, Petra Polster, beide Leipzig; Holger
Schinke, Leuna; Jens Grundmann, Limbach-
Oberfrohna; Steffen Hoffmann, Potsdam; Uwe
Knispel, Présen; Rall Heidenreich, RoBleben;
Carmen Meikies, Schlagsdorf; Ruth Backhaus,
Silberhausen; Frank Zoliner, Sondershausen; Er-
hard Zilinske, Stralsund; Norbert Fuchs, Suhl;
Ralf Gossinger, Unterbreizbach; Irene Michallik,
Waren; Stefan Thiiter, Weimar; Agnes Jorzick,
Wismar, Mathias Goltzsche, Witterda; Erika
Schreiber, Zella-Mehlis

Fiir neunjihrige Teilnahme

Anka Sommer, Augsdorf, Bert Minske, Beate
Miiller, Jens Prochno, Norbert Dorn, Stefan Miil-
ler, alle Berlin; Christian Sitz, Calau; Uwe Mar-
tin, Crossen; Manfred RoBius, Cottbus; Bert
Kiihne, Dahme; Stefan Mattausch, Michae] Nit-
sche, Carsten und Helmut Schreiber, Rolf Dach,
alle Dresden; Barbara Tschada, Cornelia Woll,
beide Erfurt; Heike Morgner, Falkenstein; Ingolf
Thurm, Go6Bnitz; Karsten Sonnemann, Grabow;
Henning Salz, Halle; Jutta und Uta Schumann,
Havelberg; Carsten Leibnitz, Hohenstein-E.; Se-
bastian Horbach, Andreas Israel, beide Karl-
Marx-Stadl; Heiko Witte, K6nigs Wusterhausen;
Bernd Fucke, Petra Gollewsky, beide Leipzig;
Jens Fuchs, Luckau; Irma GoBmann, Oranien-
burg; Anja VoB, Riesa; Katja Uhlemann, Prau-
sitz; Ronald Kaiser, Schleid; Sven Hacker,
Schlotheim; Babette Miiller, Winfried Ullrich,
beide Schmalkalden; Ralf Stentzel, Schwarzen-
berg; Matthias Herrmann, Schwerin; Mike Selig,
Stauchitz; Delia Wolfert, Séllichau; Silvia Rein-
warth, Teltow; Evelin Schott, Thalheim; Horst



RiBmann, Wesenberg; Friedhelm Reichert, K-
nigs Wusterhausen; Andreas Stenzel, Cottbus

Fiir achtjihrige Teilnahme
Ralf und Wolfgang Beukert, Beatrice List, alle

Altenburg; Annegret Schidlich, Auerbach;
Yvonne Selke, Matthias Réder, Matthias Tittel,
alle Berlin; Eberhard Balzer, Bernburg;

Frank-J. Schwerin, Blumberg; Achim Krdber,
Buttlar; Peter Sitz, Calau; Matthias Winkler,
Dresden; Olaf Krause, Eisenhiittenstadt; Jérg Si-
mon, Engelsdorf; Peter und Ulrich Wenschuh,
Falkenstein; Ulf Winkler, Frankenberg; Frank
und Udo Schulte, Freienbessingen; Volker Poh-
lers, Greifswald; Dirk Wenzlaff, Grieben; Ragna
Siol, Grimma; J6rg Blaurock, Guben; Beate Tho-
mas, Halle; Antje Hiittig, Christina Schmerling,
beide Halle-Neustadt; Henrik Hodam, Kalten-
nordheim; Michael und Jirgen Hoppe, Michael
Tix, alle Karl-Marx-Stadt; Susan Hoffmann,
Klingenthal, Kay Leitz, Parchim; Steffen Scheit-
hauer, Parey; Antje Reichel, Pirna; Beate Walter,
Rébel; Heiner und Anne Ruser, Rostock; Roland
Drendel, Senflienberg; Christiane May, Sieben-
lehn; Jochen Wetzel, S6mmerda; Bert Liebmann,
Sondershausen; Wolfgang Vogel, Thalheim; Lo-
thar Matzker, Torno; Johannes Thiter, Weimar;
Bert Winkler, Wilkau-HaBlau; Mathias
Schwenck, Wittenburg

Fiir siebenjihrige Teilnahme

Uwe Dobler, Arnstadt; Marcus Markardt, Bad
Salzungen; Sarah Plietzsch, Stefan Bading,
Frauke Wendt, alle Berlin; Alice Kraneis, Bern-
burg; Christian Gering, Beuditz; Ralf Groper,
Biesenrode; Michael Kremmer, Breitungen;
Wolfgang Jickel, Demitz-Thumitz; POS K. Nie-
derkirchner AG Math., Domersleben; Klaus-
Horst Milde, Jens Haufe, Ullrich Hartung, alle
Dresden; Andreas Priiver, Eberswalde; Ulrike
RéBner, Erfurt; Lutz Kiich, Erlau; Kai Mettke,
Alexander Schackow, beide Frankfurt (Oder);
Hanka Pruditsch, Anke Zimmermann, beide
Geithain; Andrea RueB, Goldberg; Marie-Luise
Funk, Greifswald; Sven Rudolph, GroBréhrsdorf;,
Holger Porath, Giistrow; Antje Ohlhoff, Halber-
stadt; Anja Botzon, Havelberg; Birgit Bremer,
Heiligenstadt; Stefan Lippmann, Ilsenburg;
Heiko Frank, Gerd F. Reifarth, Rainer Wemer,
Holger Illgen, alle Karl-Marx-Stadt; Frank Miil-
ler, Klaffenbach; Antje Schneider, Leipzig;
Hanna Erler, Massanei; Steffen Scharnowski,
Moser; Steffen Ewert, Neuhaus; Andreas Sucha-
now, Neubrandenburg; Karsten Kattner, Pase-
walk; Ingo Schubert, Pfaffroda; Joachim Rothe,
Pretzschendorf; Dagmar und Birgit Lenz, Rei-
chenbach; Astrid Rogowski, Schwerin; Tanja
Reinwarth, Teltow; Torsten Mark, Ueckermiinde;
Ina Géssinger, Unterbreizbach; Tom Boyks, Viet-
liibbe; Heike Bauer, alpha Klub Klasse 7 und 8,
Witzenburg; Frank Goth, Waltersdorf; Edith
Boettcher, Weimar; Christiane Moritz, Wriezen;
Kristin Neumann, Zella-Mehlis; Petra Heiliger,
Leuna

Fiir sechsjdhrige Teilnahme

Matthias List, Altenburg; Gerlind Krolop, An-
gern; Veneta Tiirke, Auerbach; Lothar Fischer,
Bad Késtritz; Ute Partsch, Bad Salzungen; Veit
Eska, Bad Siilze; Sven Hartmann, Axel Schnei-
der, Annette Spangenberg, Eva-Christina Miiller,
Gerhard Haug, Sven ABmus, Claudia Lehmann,
alle Berlin; Peter Grabs, Bibra; Matthias Hentze,
Bleicherode; Carsten Schmidt, Borna; Angela
Maier, Biirgel, Olal Baur, Cottbus; Charis For-
ster, Crimmitschau; Steffen Eisenblitter, De-
litzsch; Eva FaBmann, Dessau; Hans Schwenke,
Dohna; Thomas Rotter, Kristina Kutzer, Jens
Pfennig, Rita Dach, alle Dresden; Christian Pi-
gorsch, Eisleben; Gerd Kunert, Sven Schmitt,
beide Freiberg; André Kratzert, Diirrrdhrsdorf;
Peter Meja, Wolfgang Sitte, beide Gorlitz; Tho-
mas Galley, GolBen; Lars Schiefn'er, Goseck;

Gunthard Stiibs, Greifswald; Astrid Girtner,
GroBrohrsdorf; Daniela Burkhardt, Guben; Mar-
kus List, Griinbach; Regine Mallwitz, Giistrow;
Heinz Seifert, Hagenow; Alexander Schmerling,
Lutz Eichner, beide Halle-Neustadt; Schulklub
der EOS W. Pieck, Heiligenstadt; Maik Otto,
Holzthaleben; Klaus Liesenberg, Ilsenburg; Gun-
nar Clausnitzer, Ivenack; UIl Prudlo, Uta Stdrl,
beide Jena; Jana Hodam, Kaltennordheim; Uwe
Pirl, Karl-Marx-Stadt; Beate Balzer, Lindow;
Thomas Rolle, Magdeburg; Manja und Dirk
Franke, Miilsen; Bodo Braune, Neuburxdorf;
Jens Burmann, Neuhaus; Stefan Wamest und
Dirk Welke, Neuruppin; Lars Abbe, Niederorla;
Uwe Anke, Pappendorf; Falk Thomas, Neukirch;
Claudia Paschwitz, Réckelwitz; Bertram Bracher,
Schwarzheide; Reiner Méwald, Sémmerda; Riidi-
ger Scheller, Teltow; Corinna Krische, Treben;
Eric Schneider, Wim Fleischhauer, Katja Ledder-
hos, alle Vacha; alpha Klub Kl. 6, Vitzenburg;
Frederik Schiller, Voigtsgriin, Achim Nabhler,
Swen Hoffmann, beide Weimar; René Voigt,
Wemburg; Arno Barthelmes, Tilo Marschall,
beide Zella-Mehlis; Matthias Klinke, Zeulen-
roda; Diana Michler, Zschortau; Carl Grosch,
Wolferstedt

Fiir fiinfjdhrige Teilnahme

Kathrin Wagner, Antonsthal, Martin Mazurek,
Aschersleben; Jochen Sommer, Augsdorf, Kath-
leen Heilfort, Bad Gottleuba; Michael Henning,
Bad Salzungen; Dirk Prandel, Frank Wagner,
beide Berlin; Annette Scholz, Blumberg; Ingrid
Voigt, Bohlen; Norbert Wolfel, Brandenburg;
Cynthia Bengs, Biirgel; Stefan Janke, Burg; Det-
lef BartmuB, Burow; Thomas ReiBner, Birgit
ReiBner, Silvio Lofller, alle Cottbus; AG J. Math.
0.-Grotewohl-OS, Dreitzsch; Birgit Jeske, Hen-
rike SiB, Frank Naumann, Dorothea Krippstidt,
Kerstin Pohle, Cornelia Zillmann, Michael Pott-
hoff, Matthias Overmann, alle Dresden; Matthias
Buchmann, Eisenberg; Sven Hauptvogel, Su-
sanne Forster, beide Elsterwerda; Antje Kauf-
hold, Erfurt; Andreas Kupsch, Finsterwalde;
René Franke, Gersdorf; Mathias und Alexander
Neuber, Gerbitz; Gernot Meriowsky, Christoph
Kothe, Matthias Grau, alle Gérlitz; Andrea
Landgraf, Grifenthal, Karsten Hennig, Gro8-
omer, Elke Heidemann, Halberstadt; Almuth
Berg, Halle; Ralf Gericke, Hainichen; Jan Wohl-
bold, Heidenau; Roberto Stahl, Herzberg; Stefan
Heiber, Heyda; Jan Zimmermann, Michael K&h-
ler, Frank Lampert, Frank Marth, alle Kalten-
nordheim; Dietmar und André Lindner, Karl-
Marx-Stadt; Hans Hermann, Marko Epstude,
beide Kirchheilingen; Carsten Blech, Klein Ro-
densleben; Jorg Anschiitz, Lehesten; Cornelia
Hifner, Leinefelde; Beate Wasner, Leipzig; Peggy
Menzel, Leutersdorf; Andreas Vogel, Limbach-
O.; Hardy Do6mpke, Ldderburg; Ina Biittner,
Manja LehnhuB, beide Lossau; Marco Schmidt-
gen, Luckenwalde; Giselher Schiitzer, Magde-
burg; Isabelle Nicol, Meiningen; Maren Wolf,
Milkau; Karsten Knothe, Merseburg; Lars Fi-
scher, Niederschmalkalden; Katrin May, Olbern-
hau; Torsten Liith, Parchim; Felix Kraenz, Pi-
cher; Olav Zirnstein, Pirna; Axel Buerke,
Potthagen; Ingmar Hellhoff, Prenzlau; Andrea
Thiele, Michael Hainke, beide Rackwitz; Antje
Westermann, Marco RGBler, beide Radebeul; Ra-
mona Plautz, Ribnilz; Beatrix Lorenz, Riesa,
Rainer Walke, Barbara Menzel, beide Rostock;
Marcus  Spindler, Sangerhausen; Sandra
Henschke, Schierke; Marion Walther, Schiott-
witz; Andreas Meynhardt, Schmalkalden; Oliver
Henze, Schneidlingen; Jens GliBer, Schonfels;
Lars Hantschmann, Seifhennersdorf; Karin Mo-
wald, Sommerda; Melanie Wilhelm, Alexander
Anschiitz, Steffi Déll, Rene Scheerschmidt, Kar-
sten Biihner, Katja Usbeck, Katrin Recknagel,
alle Steinbach-Hallenberg; Michaela Berndt,
Ueckermiinde; Anja Frank, Thomas Flatz, An-
dreas Walter, alle Vacha; Dag Lohse, Vielau; Erik

Mobius, Wegeleben; Sven-Uwe KanngieBer, Wol-
mirleben; Andreas Vogt, Worbis; Ralph Scham-
mer, Zerbst; Claudia Heret, Zwickau; Axel Bich-
ler, Sondershausen

Fiir vierjdhrige Teilnahme

Ulrich Egermann, Uta Schmidt, beide Altenburg;
Sven Vélker, Andreas Henning, beide Bad Sal-
zungen; Monika Déring, Andrea Bottger, Comne-
lia Hauke, Michaela Hinke, Tanja Jakob, Anke
Lindner, Sandra Neumann, Tanja Pfeiffer, Jana
SchliiBler, Susanne Schmidt, Yvonne Stolz,
Beate Wulf, Sven-Rico Gericke, Michael Kocher,
Dominik Pelz, Frank Stehr, alle Berlin; Andreas
Filz, Bernburg; Stefan Lenz, Bischofrod; Ingo
Moldenhauer, Blankenfelde; Wolfram Schubert,
Borna; Roberto RohmeiB, Breitungen; Frank
WollT, Brotterode; Tilo BartmuB, Burow; René
Aust, Calau; Annett Lowa, Susan Dreyer, Falko
Hohnsdorf, alle Cottbus; Thomas Freier, Stefan
HeB, beide Creuzburg; Oliver Gehring, Ortrun
Grahl, Christina Galikowsky, Jens Rémer, Chri-
stoph Nitsche, Mario Kiibler, Hans-Harald
Neschke, alle Dresden; Burgund Berger, Drosa;
Jens Renner, Diirrr6hrsdorf; Martin Skriewe,
Eichicht; Patrick Zacharias, Eilsleben; Thomas
Priiver, Eberswalde; Dirk Lange, Gerit Schiitze,
beide Elsterwerda; Maik Denner, Empfertshau-
sen; Riidiger Hochheim, René Weilert, Steffen
Zillmer, alle Erfurt; Kati Hildebrandi, Andrea
Weyh, Corinna Miider, Jana Reinhardt, Kristin
Danz, Christiane Siebert, alle Fambach; Axel
Pitzold, Flecken Zechlin; Uwe Danz, Floh; Bert
Brause, Frankenberg, Thomas Monecke, Frei-
berg; Ulrike Hormann, Anja Bayer, Ulrike Bentz,
alle Friedland; Torsten Feigl, Gera; Axel Plog,
Gevezin; Michaela GroBe, Gohrau; Swen Ficker,
Katja Martin, beide Griinhain; René Kallenbach,
Gumpelstadt; Jorm Pamperin, Hagenow; Rainer
und Britta Struwe, Halberstadt; Hendrik Speck,
Halle; Corinna Wiefel, Silke GroBmann, beide
Hirzbach; Ulrike Watzke, Hoyerswerda, Peter
Zimmermann, Ilmenau; Marco Ringel, Jihnik-
kendorf; Géran Glockmann, Norbert Kuschel,
beide Jena; Thomas Fiekers, Mike Hesse, Martin
GroB, Mario Stern, Cornelia Weber, alle Kalten-
nordheim; Sabine Klinger, Kamenz; Dorit Bie-
dermann, Mirko Niepel, beide Karl-Marx-Stadt;
Erika PreuB, Klietz; Katja GeiBler, Konigs Wu-
sterhausen; Kirsten Vélz, Kérchow; Carsten Beh-
rendt, Langenweddingen; Tobias Zepter, Lange-
wahl; Liane Marx, Landsendorf; Katja Kasubek,
Werner Unger, beide Lehesten; Stefan Suerbier,
Leussow; Andrea Hockauf, Jana Ittner, beide
Leutenberg; Jana Gotz, Katrin Fréhlich, Dirk
Schaller, Marian ReiBig, alle Lossau; Jorg-Daniel
Giinter, Ludwigslust; Anke Nither, Liitzschena;
Christel Fritze, Magdeburg; Kay Plennighaus,
Neubrandenburg; Manuela Grewe, Dorte Busse,
beide Neuhaus; Grit Richter, Niendorf; Jens Ba-
stian, Heike Simmank, beide Niesky; Grit Pfiitz-
ner, Ohorn; Kay Barthel, Oschersleben; Ute Zim-
mermann, Pauschwitz; Michael Schmarje, Jiirgen
Rietz, beide Pirna; Kilian Kindelberger, Pots-
dam; Antje Schleusener, Prag (CSSR): Katrin
Lonnig, Pretitz; Torsten Miiller, Maria Meinel,
beide Radebeul; Karsten Bossow, Heike Warm,
Petra RoBenus, Stefan MaaB, alle Ribnitz; Tobias
Franke, Ines Simmank, beide Riesa; Ralf und
Dirk Seifert, Rochlitz; Ulrike Hifner, Schmalkal-
den; Kathrin Biedermann, Schneckengriin; Sa-
bine VoB, Schonberg; Andreas Seifert, Schone-
beck; Jana Herrmann, Schorssow; Stefan Erb,
Schwallungen; Alexander Otlo, Schwanebeck;
Peter Hornich, Schwedt; Simone Puhl, Schwein-
bach; Lars Prieske, Schwerin; Andreas Pechthold,
Spechtsgriin; Jana Ullmann, Spremberg; Tino
Sander, Springen; Steffen Miiller, Hartmut Iser,
Claudia Siegmund, alle Steinbach; Simone
Thiem, Yvonne Menz, Sandra Usbeck, Sven
Reumschiissel, Sabine Recknagel, alle Stein-
bach-Hallenberg

Fortsetzung in Heft 3/88
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Losungen

Losungen zum alpha-Wettbewerb
Heft 6/87

Ma 5 ® 2840 Robert las an den ersten

zwei Tagen (36 + 48) Seiten = 84 Seiten. .

Somit sind 84 Seiten gleich dem vierten
Teil der Anzahl der Seiten des Buches. Es
umfafBt deshalb 4 -84 Seiten = 336 Seiten.

Ma 5m2841
dann gilt
x+100=10-x+ 10, also x = 10.
Die gedachte Zahl lautet 10.

Ma 5m2842 Egon hat 18-1Pf+36-5Pf
+54-10Pf+9-50Pf+9-20Pf

= (18 + 180 + 540 + 450 + 180) Pf

= 1368 Pf= 13,68 M gespart.

Es sei x die gedachte Zahl;

Ma 5m 2843 Angenommen, in jedem der
16 Klassenzimmer befinden sich x Stiihle;

dann gilt
16-(x —8)=12"x, also x = 32.
Die  Schule  verfugt somit iiber

(16- 32 + 38) Stiihle, also iiber 550 Stiihle.
Oder: (16 — 12) Klassenzimmer =4 Klas-
senzimmer. In 4 Klassenzimmern befinden
sich 16- 8 Stithle, in einem Klassenzimmer
4 -8 Stithle = 32 Stiihle.

Ma 5m2844 Das Quadrat enthilt die
Vierecke (2), (3), (4), (6), (1;2), (2;3),
(3;6), (4,5, (5,6), (1;2;3). (45;:6),
(1;2;4;5), (2;3;5;6),

insgesamt also 13 verschiedene Vierecke.

MaSw2845 Wegen E+E=A4 muB 4
eine von Null verschiedene gerade Grund-
ziffer sein.
.Fir 4 =2gilt M=1und E =6.

Wegen H+ H+1=Hgilt H=9.

Fiir T=3 gilt P=7 und L = 4.

Fiir T=8 gilt P=7 und L =5. Wir erhal-
ten die beiden Ldsungen

12396 + 12396 = 24792

und 12896 + 12896 = 25792.

Fiir 4 =4 erhalten wir analog dazu zwei
weitere LOsungen

24097 + 24097 =48 194

und 24197 + 24197 = 48 394..
Fird=6oderA=8 wire M+ M =35
oder M + M =7, was nicht moglich ist.

Ma5m2846 Das Quadrat ABCD hat
einen Flicheninhalt von 12-12cm?
=144 cm?. Jedes der vier Rechtecke hat
deshalb einen Flicheninhalt von 144 cm?
:4=36cm?. Die Rechteckseite DE habe
die Linge x; dann gilt x-12 cm = 36 cm?,
also x =3 cm.

Dann hat die Rechteckseite AE die Linge
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12cm—3cm=9cm und "die Rechteck-
seite  BK=GK die Linge 9cm:2
=4,5cm. Die Rechteckseite AL habe die
Linge y; dann gilt y-9cm = 36 cm?, also
y =4cm; somit hat BL die Linge 12 cm
—-4cm=8cm.

Ma 6 m 2847 Die Tabelle zeigt alle Mdg-
lichkeiten der Spielausginge. Nur die
letzte Mdglichkeit erfiillt alle Bedingun-
gen. Wegen 18-2 + 1-1 =37 ergeben sich
37 Punkte fiir die Mannschaft.

Anzahl der unentschiedenen
gewonnenen verlorenen Spiele
3 1 21
6 2 17
9 3 13
12 4 9
15 5 5
18 6 1

Ma 6 w2848 Da die Hunderterstelle des
zweilen Summanden nicht Null sein kann,
ist sie gleich 1. Daraus ergeben sich fiir die
Zehner- und Einerstelle der beiden Sum-
manden nur die Ziffer Null und fir die
Tausenderstelle nur die Ziffer 9.

9909 + 190 = 10099.

Ma 6m2849 Wegen 4-5 =20 muB die zu
ermittelnde Zahl durch 20 teilbar sein, also
auf die beiden Grundziffern 00, 20, 40, 60
oder 80 enden. Damit die Zahl moglichst
klein ist, muBl die erste Grundziffer von
links 1 sein. Die Zahl 199980 hat die
Quersumme 36; sie ist die kleinste durch 4
und 5 teilbare natiirliche Zahl, deren Quer-
summe 36 betrigt.

Ma 6 m2850 Man beginnt systematisch'

mit der kleinsten Primzahl und erhilt fol-
gende Tabelle

a b c Wertung

2 entfillt, da dann ¢
geradzahlig

3 5 85 entfillt, da 85 keine
Primzahl

3 7 79

.3 11 67

k! 13 6l

3 17 49 entfillt, da 49 keine
Primzahl

3 19 43

3 23 31

3 29 13  entfillt,da b >c

5 entfillt, da dann ¢

durch S teilbar
7 11 23
Weitere Moglichkeiten entfallen, da dann
stets b > c gilt.
Somit gibt es sechs Zahlentripel, welche
die Bedingungen erfiillen.

Ma 6w 2851 Wir konstruieren das Bild
BI
/ / \\
/N
2 a/ \

des rechtwinkligen Dreiecks ABC bei Spie-
gelung an der Geraden AC als Symmetrie-
achse. Es sei B’ Bildpunkt von B. Dann ist
das Dreieck ABB’ gleichseitig. Somit hat
Winkel ABC die GréBe S = 60° und Win-
kel BAC die GroBe o = 30°.

Ma6m2852 Aus b>a und b-c=6-4a
folgt ¢ <6, also a<b<c<6 und somit
c=<S5. Wegen a+ b>c (Dreiecksunglei-
chung) existiert genau eine Losung, nim-
lich

a=2cm, b =3cm, c=4cm.

Na/Te 6 407 500 Umdrehungen bedeu-
ten ein tausendmaliges Durchlaufen des
Hubweges.

Damit ergibt sich ein Gesamtweg von

73 mm 1000 = 73000 mm = 73 m,

also 5=73m/10s =173 %

Ma7m2853 Angenommen, beiden Ar-
beitsgemeinschaften gehoren x Schiller an;
dann gehéren der AG Modellbau
3- x Schiiler, der AG Werken 2-3-x = 6x
Schiiler an, und es gilt

Ix+6x—x=32, 8x=32, x=4.

An beiden Arbeitsgemeinschaften nehmen
vier Schiiler teil.

Ma7m 2854 Angenommen, es sind s
Karten mit dem Vermerk ,sehr gut gelost“,
g Karten mit dem Vermerk ,gut gelost®
und n Karten mit dem Vermerk ,nicht ge-
10st“; dann gilt
g+n=3,s+n=7unds+g=8.

Durch Addition der drei Gleichungen er-
halten wir

2s+2g+2n=18, g+s+n=9,
alsog=2,s=6und n=1.

Werner erhielt sechs Karten mit dem Ver-
merk ,sehr gut gelost, zwei Karten mit
dem Vermerk ,gut gelost* und eine Karte
mit dem Vermerk ,nicht gelost®.

Ma7m 2855 Nach der Dreiecksunglei-
chung gilt x+y>a, x+z>a,y+z>a,
also auch 2-(x+y + z) > 3a und

. 3
som1tx+y+z>7-a.

Ma 7m2856 Fiir den Flicheninhalt des
Kreises gilt Ay = - r?, fiir den Flichenin-
halt des Quadrates gilt

rer

Ag=4 7

AgiAg=(2rY):(nrh) = % =~ (),6366.

2-r?. Daraus folgt

Der Fliacheninhalt des Quadrates betrigt
somit rund 64% vom Flicheninhalt des
Kreises.

Ma 7m2857 Der vierstellige Teiler der
gesuchten fliinfstelligen Zahl mdge die Zif-
fernfolge abcd haben. Dann wiire nur d = 1
moglich. Ferner ist nur ¢ =4 moglich, da



nur 4-7 auf die Ziffer 8 endet. Da q, b, c,
d vier aufeinanderfolgende Zahlen sein
sollen und die Zahl méglich groB sein soll,
gilt a=3 und b=2. Somit gilt 22687
=7-3241. Jirgen hatte am 22. 6. 87 Ge-
burtstag.

Na/Te 7m408 Die Strahlungsverluste
nehmen mit der Temperaturdifferenz zwi-
schen Topf und Umgebung zu.

Na/Te 7m 409 MaBangaben in cm

Ma8m2861 Es sei abcde eine fiinfstel-
lige natiirliche Zahl in dekadischer
Schreibweise; dann soll gelten: abcde -4
=edcha. Wegen 4-a<10 und a #0 gilt
a =1 oder a = 2. Da das Produkt e- 4 eine
gerade Zahl ergibt, entfillt a = 1.

Folglich gilt a =2. Wegen e+ 0 und da
e-4 auf die Ziffer 2 endet, gilt ¢ = 3 oder
e=8.

Wegen a-4=2-4 28 entfillt e =3. Folg-
lich gilt e=8. Wir erhalten zunichst

Scheitel
Auge
\_‘
N
AN 85 2 halbe Korperfliche
\\
€ 8 |5 2
E N
D-' —
[}
|
e & 80 2 halbe Augenhéshe
S
e
7 222 Z 7. 7
Ma 8 m 2858 7bcd8 -4 =8dch2. Wegen b-4<10 gilt

Eine Losung lautet 381654 729.

Ma 8 m2859 Das Trapez ABCD 1Bt sich,
wie aus dem Bild ersichtlich, in drei kon-
gruente gleichseitige Dreiecke zerlegen.
Die Diagonale AC ist doppelt so lang wie
die Héhe im gleichseitigen Dreieck, sie be-
trigt somit

E=2~%-1/3—=a'1/3_

=5-y/3—cmz8,7cm.

A a ) [}
Ma 8m2860 Der Halbkreis beriihre die
Gerade BC im Punkte Q; dann gilt

BA = BQ. Der Radius M4 = MQ habe die
Linge x; dann hat CM die Linge
4cm — x. Nach dem Satz des Pythagoras
gilt

(4—x)2=x2+2% 16 —8x+ x?

=x2+4, 12=8x, x=1,5. Der

Radius des Halbkreises ist 1,5 cm lang.

C
bem-x 2cm
Q
X
M
Iem
X
A 3cm 8

b=1 oder b=2. Wegen 4-8=32 (Uber-
trag 3) und da d-4 + 3 eine ungerade Zahl
ist, entféllt b = 2. Folglich gilt b =1. Wir
erhalten 21cd8-4=18dcl2. Da d-4+3
auf die Ziffer 1 endet, gilt d =2 oder d = 7.
Wegen 21-4 = 84 gilt 8dc12 > 84000, also
d =z 4. Somit entfallt d=2; es gilt d=7.
Wir erhalten 21¢78:-4=87¢c12. Da
¢-4 + 3 auf die Ziffer ¢ endet, gilt c=9.
Es existiert genau eine Losung, nimlich
21978-4=187912.

Ma8m2862 Wir setzen die Variablen e,
a, s fur den Preis in M fiir eine Portion Eis
bzw. Ananas bzw. Sahne und erhalten fol-
gendes Gleichungssystem:

(1) et+ts=215M
2 a +s5s=255M
3) ate =230M.

Die Addition dieser drei Gleichungen und
die anschlieBende Division durch 2 fiihrt
zur Gleichung

4) ate+s=350M.

Eine Portion Eis mit Ananas und Sahne
kostet 3,50 M.

Aus (4) — (2) folgt e = 0,95 M, aus (3) folgt
dann ¢=1,35M und aus (2) s=1,20M.
Eine Portion Eis kostet 0,95 M, eine Por-
tion Ananas 1,35M und eine Portion
Sahne 120 M.

Na/Te 8 w410 Die Last ist 7mal groBer
als die vorhandene Kraft, also muB der
Kraftarm 7mal linger sein als der Lastarm.
Man muB also die gesamte Hebellinge in 8
Teile teilen. Der Drehpunkt muB3 25cm
von der Last entfernt sein.

Na/Te 8 m411 Die Auftriebskraft betragt
0,050 N. Die Gewichtskraft des verdring-
ten Wassers muB deshalb 0,050 N betra-
gen. Aus der Dichte des Wassers ergibt
sich, daB 1 cm? Wasser die Masse von 1g
hat, d. h. 1 cm?® Wasser hat die Gewichts-
kraft 0,01 N. Folglich wirken auf 5cm?

0,05N. Das Volumen des Korpers betrigt
5cm?. Das gleiche Ergebnis erhidlt man
auch, wenn man von der Dichte des Bleis
(11,3 E_

cm
Inhaltliches Losen: 1cm?® hat die Masse
von 11,3 g, das sind 0,113 N. Die Gewichts-
kraft des Korpers ist S5mal so groB wie die
von 1cm?®, folglich betrigt sein Volumen
Scmd.

Ma 9 ®m2863 Es sei a die Linge der Seite
des ersten und auch des zweiten Quadrats,
b die Linge der Seite des dritten Quadrats
in cm. Dann gilt b = a + 2 cm. Fiir die Fli-
cheninhalte gilt nach Aufgabenstellung
2at+4cm?=(a+2cm)?,
2¢a*+4cm?=a’+4cm-a+4cm?,
a*=4cm-a|:a(a+0)

a =4 cm. Es folgt b =6 cm. Die Linge der
Seite eines der zwei kongruenten Quadrate
betrigt 4 cm, die des dritten Quadrates
6 cm. Die Probe bestitigt die Richtigkeit
der Losung.

Ma9m2864 Es sei M der Mittelpunkt
des Umkreises und D FuBpunkt der Héhe
h.; nach dem Satz des Pythagoras gilt

c\2
(—) + (h.—r)*=r?, also

) ausgeht.

2
%c2+ (4-4,52=45% c2=80.
C
r
he-r
- 8
A g D g

c=4- ‘/57 . Daraus folgt fiir den Flichenin-
halt des Dreiecks ABC

AABC=%'4' J5_'4Cm2
=8 \/5_ cm?=17,9cm? Ferner gilt

c

2= (&

a (2

Fiir den Umfang des Dreiecks ABC gilt
somit u =2a + ¢,

u=Q2-6+4-y5)cm=~209cm.

Ma 9 w2865 Esseien n- 2,n—1n
n+1, n+2 fiunf aufeinanderfolgende na-
tirliche Zahlen, wobei nz3 gilt. IThre
Summe betrigt 51. Daraus folgt
(r=2)(n=-Dnrr+1)(n+2)

=224-5n, und wegen n * 0 giit
n—2)(n+2)(n—-1)(n+1)=1120,
(n*—4)(n*-1)=1120,
n*—5n2-1116=0.

Wir setzen n? =t und erhalten

t2—5:—1116 =0, also t1,2=i

2
t; =36 und ¢, = —31 (entfillt,
da negativ). Wegen n?=t=236 gilt nur
n=6. Die fiinf Zahlen lauten 4, 5, 6, 7
und 8.

Ma9m2866 Angenommen,

2 2
+hZ,

a’=36cm?, a=6cm.

L6
2 k4

die sechs
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-Spielsteine wiren simtlich verschiedenfar-
big, dann gibe es
6!1=1-2-3-4:5-6=1720
Moglichkeiten verschiedener Anordnung
in jeweils einer Reihe. Nun ist 720
=15-48. Wiren es 1 weiBer und $§
schwarze Steine oder umgekehrt, dann
miiBte man 720 durch 5! (5! = 120) dividie-
ren und erhielte 6 Moglichkeiten. Wiren es
2 weiBe und 4 schwarze Steine oder umge-
kehrt, so miiBte man die 720 Moglichkei-
ten durch 2! =2 Méglichkeiten und auch
noch durch die 4! = 24 Moglichkeiten, also
insgesamt durch 2 -24 = 48 Moglichkeiten
dividieren und erhielte 15 Méoglichkeiten.
Das Kind hatte entweder 2 weifle und 4
schwarze oder 2 schwarze und 4 weiBe
Spielsteine.
(Es handelt sich um eine Permutation mit
Wiederholung von 6 Elementen, wobei ein
Element zweimal und ein weiteres Element
viermal auftritt. Es gilt

6!
“OPs= 3 g
-4
-2

—Ww N

121234 P

Ma 9m2867 Nach dem Strahlensatz gilt:

1) x:b=u:(u+v) bzw.
x{(u+ v)=bu und
2) x:a=v:(u+v)bzw.

x(u+v)=av.
Aus (1) und (2) folgt nun av = bu bzw. (3)

bu . _ bu
v= - Nach (1) gilt x = - und nach
Einsetzen von (3) folgt
__bu _ abu __ab
B bu' X T au+tbuw X a+b
u+—
a
b
a
X
u v

Na/Te9m412 Ges.: ¢,
Geg.: mc, = 0,5 kg, my, = 0,06 kg,
Miwasser = 0,4 kg; 8, =15°C,
#,=100°C, &;=24,4°C.

kJ

Aus Tafelwerk: c, = 0,90 kg—K;
kJ

Cwasser — 4,19 kg—K
abgegebene Wirme

= aufgenommene Wirme

(82 = 83) - ceu Mmcu = (Myar” €ar’
+ Mwgsser* Cwasser) * (’93 -4

Ccy = 0,43 kgk'JK .

Na/Te9m 413 Der Gesamtwiderstand
muB 110 Ohm sein; daraus folgt der Wider-
stand des Parallelgliedes mit 80 Ohm, des
einen Zweiges mit 480 Ohm und des ande-
ren Zweiges mit 96 Ohm. Also betriigt der
Widerstand R, = 36 Ohm.

Ma10/12m2868 Es sei 1000a + 1004
+ 10c¢ + d eine beliebige vierstellige Zahl
mitl£a=9,1=5b=9,

1=c=9 und 0 =d=9. Die nach Aufga-
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benstellung zu bildende Summe ist dann
1000a + 100b + 10c+d+a+b+c+d
+a+d=5900 bzw.

1002a + 1016 + 11c + 3d = 5900.

Nun muB g = § gelten, denn fiir @ > 5 wiire
1002a > 5900 und fiir ¢ <5 miiBte 1015
+ 11c + 3d = 1892 sein, was wegen der Be-
dingungen fur b, ¢ und d nicht moéglich ist.
Aus a =5, d. h. aus 1002q = 5010

folgt nun 1015+ 11c + 3d = 890.

Es muBl b = 8 sein, denn fiir b > 8 ist
1015 > 890 und fiir < 8 miiBte

11¢ + 3d = 183 sein, was wegen der Bedin-
gungen fiir ¢ und 4 nicht moglich ist.
Durch weitere analoge Uberlegungen fin-
det man, daB die Zahl 5859 die einzige
vierstellige Zahl mit der geforderten Eigen-
schaft ist.

Ma 10/12 m 2869 Die Aussage ist falsch.
Der Beweis erfolgt durch die Angabe eines
Gegenbeispiels:

Wenn n = 59, so

2n—3=115 und 2n+3=121. Sowohl
115 als auch 121 ist keine Primzahl.
Folglich ist die Aussage falsch.

Ma10/12m2870 a) Es kbénnen genau
zwei unterschiedliche Kantenmodelle her-
gestellt werden. Entweder die zwei weiBen
Kanten haben genau einen oder keinen
Punkt gemeinsam.

b) Es gibt 12 Moglichkeiten, das Modell
verschieden aufzustellen, wenn die weiBen
Kanten genau einen Punkt gemeinsam ha-
ben und noch einmal drei Méglichkeiten,
wenn sie keinen Punkt gemeinsam haben,
also insgesamt 15 Maoglichkeiten.

2

Zur Veranschaulichung seien in dem fol-
genden Bild alle Kanten numeriert. Die
folgenden Zahlenpaare sollen stets die
Nummermn der weiB gefirbten Kanten be-
deuten:

1;2), (1;3), (1;5), (1;6),

(2;3), (2;4), (2;6),

(3;4), (3;9),

4;5), (4,6),

(5;6),

(1;9), (2;9), (3;6).
Ma 10/12 m 2871 Das Volumen einer Ku-
gel K mit dem Radius r berechnet man

rep3

nach der Formel Vg = 4%

Der einbeschriecbene Doppelkegel hat un-

ter den Bedingungen der Aufgabe die

Hohe r. Der Radius seiner Grundfliache sei

mit r; bezeichnet.

Dann gilt fiir sein Volumen

moriore2
3

stellung gilt die Beziehung

Wpx =V, also r2-r=r3,ri=r2,

also ry=r. :

Der Radius der gemeinsamen Kegelgrund-

fliche ist gleich dem Radius der Kugel.

Vpk = . Nach Aufgaben-

Ma10/12wm 2872 Da w; und w, Winkel-
halbierende sind, gilt x BEH = x HEC
=xund X AFJ = 5JFB = y. Dabei ist
x+y< AREF+ 4 EFR =90°.

Wegen des Innenwinkelsatzes fir Dreiecke
ergibt sich:

AEIR = A RJE =90° — x und

AFHR = A RGF =90°—y.

Nach dem Nebenwinkelsatz folgt
4BJR=90°+ xund xRHB=90°+y.
Nach dem Innenwinkelsatz flir konvexe
Vierecke erhalten wir 5 GDI

=90°+ x+yund HB/=90°~x—y.
Die Summe der beiden gegeniiberliegen-
den Winkel 5 GDI und x HBJ des Vierecks
ABCD betrigt demnach 180°, und damit ist
ABCD ein Sehnenviereck.

Na/Te 10/12 m 414 Bremszeit t,: Aus
a;
2
Anfahrzeit t;: Aus v; = a, - ¢; folgt
1;=70,4s=70s.

Der dabei zuriickgelegte Weg s3:

Aus v3 =24, s, folgt
$3=371m=370m.

Gesamtzeit 1: t=16+75s+ 4, =17Ts;
Gesamtweg s: s =100m +370m =470 m.

Na/Te 10/12m415 Ges.: V Geg.:
U=100V; aus Tabelle:e=1,6-10"174 -s;
m=91-10"3"kg;

2 km

m2=e U, v=84-10"—.
2 s

si=—-t3folgt 1, =31,65=32s.

Losungen zur Sprachecke

Ala Unter Verwendung eures Rechners
werdet ihr in der Lage sein zu iiberpriifen,
daB

Vs + 421 + 8+ 55 und
‘/7+1/§+\/6+,/f annidhernd

gleich sind. Fiir beide (Terme) ist zu be-
weisen, dall sie genau gleich sind oder zu
entscheiden (mit Beweis), welches der gro-
Bere ist.

Lésung: Es gilt (1/; + \/;)z =a+b+

2 \/E mit @, b € N und folglich, da8
at+b _Aa+yb
T+Ja— —T,

Daraus ergibt sich flr unsere Aufgabe:

3+7 347
5+421 = +43.7 =00
und ebenso V8 + V5 =‘/5_+_ '11;

V2
3 + 411
V7+433 =
V2

A5 AT
1/6+\[3_——F—.

Es folgt, daB beide gegebenen Terme gleich

%(,/3_+,/§+‘/7—+‘/ﬁ) sind.




A2a Der Tuberkelbazillus hat eine
Linge von 4um. Welche VergroBerung
muB man wihlen, damit sein Bild eine
Linge von 2 mm hat?
. -3
220 7mm L 4k x =500
2 mm x

Man benotigt eine 500fache VergroBerung.

Ldsung:

A3 a Gehe von 7 nach E auf die Reise!

Hierzu ist es notwendig, die Buchstaben

derart durch Grundziffern zu ersetzen, daB

die angegebenen Rechnungen stimmen.

Gleiche Buchstaben bedeuten gleiche

Grundziffern, verschiedene bedeuten ver-

schiedene Grundziffern.

Losung: 6:2=3+1=4+4+1=5+3=8—-
7=1.

Losungen zu:

In freien Stunden - alpha-heiter

Zahlenlogik

Es fehlt eine Neun. (Summe der beiden
unteren Zahlen geteilt durch Quadratwur-
zel aus der oberen Zahl.)

Ein schlauer Héindler

Der Hindler entnimmt dem 1. Sack
1 Goldstiick, dem 2. Sack 2 Goldstiicke,
dem 3. Sack 3 Goldstiicke usw. Die insge-
samt 55 Goldstiicke legt er auf die Waage.
Sie wiirden, wiren sie alle echt, genau
550 Gramm wiegen. Sind es nur
540 Gramm, so sind die Goldstiicke des
letzten Sickels falsch, bei 541 Gramm ist
es der vorletzte Sack, der die falschen
Miinzen enthilt usw.

In einem Zug

Drei Logeleien )

a) Aus den 5 Kisten wurden 5-60 Ap-
fel =300 Apfel herausgenommen. Diese
Menge entspricht dem Inhalt von 3 Kisten,
da nur soviel Apfel iibrig blieben, wie vor-
her in zwei Kisten waren. Folglich befan-
den sich in jeder Kiste anfangs genau
100 Apfel. Insgesamt waren daher anfangs
genau 500 Apfel vorhanden.

b) Cornelias Meinung ist falsch; denn
greift man 12 Kugeln heraus, kénnen je-
weils 4 von roter, blauer bzw. gelber Farbe
sein. Birgits Meinung ist wahr; denn wenn
unter beliebigen 12 von 13 Kugeln keine §
von gleicher Farbe sind, miissen jeweils 4
von roter, blauer bzw. gelber Farbe sein.
Dann hat aber die 13. Kugel ebenfalls eine
dieser drei Farben. Von dieser Farbe exi-
stieren mithin unter den 13 Kugeln dann 5.
Ankes Meinung ist ebenfalls wahr; denn
wenn schon 13 Kugeln geniigen, um mit
Sicherheit zu erreichen, daB sich unter
ihnen 5 von gleicher Farbe befinden, so
erst recht 15 Kugeln.

¢) Alle moglichen voneinander verschiede-
nen Verteilungen gibt das folgende
Schema an. Dabei bedeuten:

r = rote Kugel, s = schwarze Kugel,
w = weiBe Kugel.

A B
1. T swWw
2. s mww
3. ow | ITSW
4. IswW rw
5. ww | IS
6. sww | mr

Hélzchenspiele

c) EI.__._

Aus dem Geschirrschrank
Bezeichne: Flasche = I} Glas = g;
Krug = k; Teller=t.

Dann gilt: f+g =k(1), -
f=g+t2), 2k=3t(3)

mit (2) in (1) folgt: 2g +t = k;
das in (3) ergibt:

4g + 2t = 3t, also: t = 4g;

damit in (2): f = 5g, bzw. in (3)
2k = 12g, also k = 6g.

Die Masseverhiltnisse sind damit
git:fik=1:4:5:6.

Labynnth

(PECOOO000000000C 00000
[]ine's 000 000C
H j%ﬁ 3 ! ID F‘Cﬂl 00
I sadsselles Hﬂ’*CLSF

20000000 D
sesguas X 00 L
00N 0 0 0
8] NOOO000000 I %
JC 8[ ) X 0 ]
) r)g ssaggussses :
p{% 0 _J
L 20 m] LD 0! —L]r
O
)

JI
( 30000000 10
[ Ssocececcoseseiiiisag
i (42 sesaas
! Q0000 gla's's/ui
IE( 000! O
(=e, =
Kryptarithmetik
a) 290 — 253 = 37
+ - x

360 : 15= 24

650 + 238 = 888

[3]+[2]o]=[3]2
3(6 |— i=30
12 |2)=|1]s
-[

W]+ (2] =[ee]

o
~

Der neue Tresor
Folgende Gleichungen konnen aufgestellt

- werden:
(1) X+Y+Z=18
2) A=100X +10Y+ Z
3) B=34=300X+30Y+3Z

"Wir

(C)] C=B-99=300X+30Y
+3Z-99
5) - C=100Z+10Y+X

Daraus folgt: 4 =297, B=891; C= 792.

Loésungen zu: Drei harte Niisse
Heft 6/87

Ala Setze 12.00Uhr als Zeitpunkt 0
und wihle die Zeiteinheit 1 £ 5 min,

also 1h£12;16.05Uhr£4-12 + 1 =49.
Bezeichne v,, v die Geschwindigkeiten
der von A bzw. B gestarteten Autos und
t41, {4, die Fahrzeiten des in A gestarteten
Autos fiir die Strecken 34T bzw. TB. Ana-
log seien tg,, tg, die Zeiten des in B gestar-
teten Autos fiir die Strecken BT bzw. T4 .
Dann gilt:

v, =E Uy = ﬁ

4749 47 x-49

_TB AT

BT YT a9
Hieraus folgt

AT TB AT _TB

0 x-49 "¢ 005
also 49 =X 4 bzw.

x—49 25

(x —49)2=49-25.
Mithin ist x — 49 =135,
dh x=7-5+7)=7-12.
Da 123 Zeiteinheiten 1h entsprechen, ist
x =T7h. Die Autos treffen 19.00 Uhr an
ihren Zielorten ein.
A2a Mit dem Umschalter fir Winkel-
maBe stelle man RAD ein. AnschlieBend
gebe man irgendeine Zahl in den Schul-
rechner (z. B. 0) ein. Nun driicke man die

Taste so lange, bis sich der Wert in
der Anzeige nicht mehr dndert. Angezeigt
wird dann 0,73908, durch Multiplikation
mit 10 werden weitere Stellen sichtbar ge-
macht: x*=0,73908513. Man nennt x*
einen Fixpunkt der Gleichung x = cos x.

a3 a [Ihr erkennt schnell, daB die Glei-
chungen x =sinx und x =tanx die Lo-
sung x* = 0 besitzen. Wie auch immer ihr
beginnt, es gibt kein x mit x =¢*. Die

Gleichung x=% ist auf diesem Wege

nicht 16sbar. Dagegen konnt ihr die Glei-
chung x = e * losen: Nach Vorgabe einer

ersten Zahl sind die 3 Tasten

jeweils zu betdtigen, bis sich nach

dem Driicken der -Tasle immer der
gleiche Wert ergibt.

erkennen: x*=0,56714  bzw.
x*=0,56714329. Analog kann die Glei-
chung x=10"* gelost werden
(x*~=0,399013). Unser Leser Herr E. Beier
aus Zorbig hat festgestellt, da man beim

wiederholten Betitigen der Tasten @

, die beim SR 1 ja nebeneinan-

der angeordnet sind, immer den gleichen
Wert (x* = 0,8757798) erhilt. Hier ist ge-
rade die Gleichung x = tan (cos(sin x)) ge-
16st worden!

Losung zu: Wissen und Rechnen
Heft 1/88
693-155=107415
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Sowas gibt’s
doch gar nicht!

Bild l1a zeigt einen Korper, der aus drei
Quadern zusammengesetzt ist. Man
konnte ein Modell aus drei Holzleisten mit
quadratischem Querschnitt basteln. Halt!
Hier stimmt doch irgend etwas nicht! Ein
dreieckiger Rahmen, der aus Vierkantlei-
sten zusammengefligt ist, miiBte doch etwa
so wie im Bild 1b aussehen!

Was nun am Bild 1a nicht stimmt, kann
man leicht feststellen, wenn man mit
einem Stiick Papier irgendeine der drei Ek-
ken verdeckt und sich den weiteren Verlauf
der jetzt unvollstindigen Quader vorstellt.
Deckt man beispielsweise die rechte Ecke
der Figur im Bild 1a ab, so miiBten diese
Quader etwa so verlaufen, wie es im
Bild 1c dargestellt ist.

Einen Korper wie im Bild 1a gibt .es also
nicht, ebensowenig wie den im Bild 1d. In
der alpha wurden bereits einige solche un-
moglichen Korper vorgestellt (z. B. in
Heft 1/85). Wir wollen hier einige Tricks
erldutern, mit denen man solche Figuren
konstruieren kann.

Zunichst erinnern wir uns: Projektionen
bilden riumliche Gebilde (z.B. Korper) auf
eine Ebene ab. Dabei entstehen mehr oder
weniger anschauliche Bilder der rdumli-
chen Originale.

Auf diese Weise wird zwar jedem Korper
ein ebenes Bild zugeordnet, jedoch ist
nicht jede ebene Figur Bild eines Kérpers
bei irgendeiner Abbildung. Zeichnet man
aber geschickt ebene Figuren, die keinem
riumlichen Original entsprechen, so ist der
Betrachter dennoch versucht, sie riumlich
zu interpretieren, d.h. in ihnen einen Kor-
per 0.4. zu erkennen. Wie kann man beim
Erfinden solcher Figuren vorgehen?
Nehmen wir an, zwei kongruente Quader
(veranschaulicht durch zwei Holzleisten
mit quadratischem oder rechteckigem
Querschnitt) liegen irgendwie im Raum.
Sie sollen aber nicht parallel liegen, son-
dern so, daB sich ihre Bilder bei Parallel-
projektion in wenigstens einer RiBebene
(z. B. im GrundriB) iiberschneiden. Nun
148t sich vorstellen, daB die beiden Quader
bei geeigneter schriger Parallelprojektion
Bild 2a ergeben. Dieses Bild sagt jedoch
nichts itber die wahre rdumliche Lage der
Quader, also beispielsweise iiber ihren
wahren - Abstand voneinander, aus. Das
wird besonders deutlich, wenn man nur die
duBeren UmriBlinien des Bildes 2a zeich-
net und die davon eingeschlossene Fliche
(als Schattenfliche) betrachtet, wie es
Bild 2b zeigt. So paBt der UmriB der Figu-
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ren in den Bildern 2c und 2d ebenso in das
Schattenbild 2b hinein wie der UmriB der
Figur im Bild 2a.

Bekanntlich haben die Bilder zweier nicht
paralleler Geraden in zumindest einer RiB-
ebene einen Schnittpunkt. Umgekehrt
miissen Schnittpunkte in einem durch Pro-
jektion entstandenen Bild aber nicht im-
mer einem tatsichlichen Schnittpunkt im
Original entsprechen. Wie die Beispiele
zeigen, ist es fur die eindeutige riumliche
Interpretation eines Projektionsbildes un-
bedingt notwendig, den im Bild auftreten-
den Schnittpunkten besondere Aufmerk-
samkeit zu widmen. Fehlinterpretationen
wird schon vorgebeugt, wenn man sicht-
bare bzw. verdeckte Korperkanten im Bild
deutlich kennzeichnet. Dadurch schlieBt
das Bild 2a schon Kérper wie in den Bil-
dern 2c¢ oder 2d aus (bei denen auch die
vertikalen Schnittkanten auf die gegensei-
tige Durchdringung der beiden Quader
hinweisen). Er ermdglicht aber dennoch
keine Aussage iiber den Abstand der bei-
den Quader im Raum. Um diesen Abstand
zu veranschaulichen, fiigen wir jetzt einen
dritten Quader senkrecht zu den beiden ge-
gebenen so ein, daB er die Deckflache des
unteren mit der Grundfliche des oberen
Quaders verbindet, und erhalten Bild 2e.
Dabei haben wir angenommen, daB sich
die beiden Quader nicht beriihren, was
nach Bild 2a durchaus moéglich wiire.

Bis hierher haben wir uns streng an die
Grundregeln der Darstellenden Geometrie
gehalten. Wir betrachten nochmals das
Bild 2e und stellen fest, daB dieses Bild
richtig ist.

Was geschieht aber, wenn wir im Bild 2e
die Kreuzungsstelle der beiden urspriingli-
chen Quader so umfrisieren, wie es im
Bild 2c¢ dargestellt ist? Dann entsteht
Bild 2f.

Jetzt sind wir also bei dem Trick angelangt!
Was haben wir getan? Wir haben zwei sich
im Raum weder berithrende noch durch-
dringende Korper so projiziert, daB sich
ihre Bilder iiberschneiden. Ihren rdumli-
chen Abstand haben wir mittels eines ein-
gefligten dritten Korpers (Distanzstiick) an-
gedeutet. Und dann haben wir diesen
rdumlichen Abstand ignoriert und die
Uberschneidungsstelle unter Ausnutzung
des zu den Bildern 2a bis 2c Gesagten zur
Durchdringung manipuliert.

Es ist nun kein Problem, aus dem Bild 2f
das Bild 1a zu gewinnen. Der ganze un-
mdgliche Kérper beruht also auf der zielge-
richteten, absichtlichen MiBachtung der
Regeln der Darstellenden Geometrie. Da-
bei haben wir Details durchaus richtig dar-
gestellt, aber im Ganzen ergeben sich Wi-
derspriiche.

Nachdem wir nun wissen, wie Bild 1a ent-
standen ist, sehen wir uns Bild 3a an. Hier
wurde genauso verfahren. Der Unterschied
besteht lediglich darin, daB sich zwei im
Raum parallele Quader im Projektionsbild
mit einem dritten {iberschneiden, wobei
der riumliche Abstand der parallelen Qua-
der wieder durch ein eingefiigtes vertikales
Distanzstiick verdeutlicht wird. Die in der
Mitte des Bildes 3a dargestellte Uber-

schneidung kann natiirlich auch so verin-
dert werden, daB der vertikale Quader
nicht vor, sondern hinter dem anderen
Quader erscheint. Man kann diese Stelle
aber auch als Durchdringung darstellen
(Bild 3b).

Interessante Varianten ergeben sich, wenn
man die Ecken der Figuren in den Bil-
dern 1a bzw. 3a durch Kreisbogen ersetzt,
wie es in den Bildern 1d und 3¢ gezeigt ist.
Diese Gebilde erscheinen wesentlich rea-
ler, sehen sie doch so aus, als seien sie nur
durch entsprechendes Verdrehen oder Ver-
winden eines in sich geschlossenen ring-
ahnlichen Korpers entstanden.

Verfolgt man im Bild 1d den Verlauf der
Kanten, so stellt man iiberraschenderweise
fest, daB die Kanten einen in sich geschlos-
senen Linienzug ergeben. Verfolgt man
den Verlauf der Begrenzungsflichen, so er-
gibt sich eine in sich geschlossene Fliche
(Bild 1e soll das veranschaulichen).

Das heifit aber: Gibe es einen Korper ge-
miB Bild 1d, so hitte dieser nur eine
Kante und nur eine Fliche. Dennoch stellt
Bild 1d kein Mdbiussches Band dar, denn
diese ist ja ein existierendes rdumliches
Gebilde, von dem man sich leicht ein Mo-
dell anfertigen kann.

Bleiben wir bei unseren unmdoglichen Gebil-
den. Bild 4 zeigt eine Kombination aus
zwei Figuren des Bildes 1a. DaB im Bild §
lediglich die Uberschneidungsstellen falsch
dargestellt sind, indem nédmlich die sicht-
baren mit den verdeckten Kanten ver-
tauscht wurden, ist sofort erkennbar. Der
Effekt kommt auch hier dadurch zustande,
daB der vertikale riumliche Abstand durch
Quader als Distanzstiick dargestellt wurde.
Im Bild 6 wurden Uberschneidungen als
Durchdringungen gezeichnet.

Bei der Figur 7a wurde die Figur aus
Bild 1a in das Bild eines Ringes mit qua-
dratischem Querschnitt (d. h. in diesem
Fall eines Korpers, der durch Rotation
eines Quadrats Q um eine auBerhalb von Q
verlaufende, in der Ebene von Q liegende
Achse erzeugt wird) gezeichnet. Figur 7b
zeigt eine richtige Darstellung, allerdings
so gedreht, daB die mégliche Uberschnei-
dung im Projektionsbild auBerhalb der
Zeichnung liegt.

Zum AbschluBl moge sich der Leser iiberle-
gen, wie das Bild 8 entstanden ist und ob
das Bild 9 ebenfalls mit den hier erklirten
Kniffen gezeichnet werden kann.
Und wenn sich dieser oder jener unserer
Leser ein besonders ausgefallenes unmaogli-
ches Gebilde einfallen lassen sollte, darf er
es getrost an die Redaktion alpha einsen-
den.

- A. Korner
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Eine Rechenmaschine von
Blaise Pascal aus der Zeit um 1650

im Staatlichen Mathematisch-Physikalischen Salon

Das Rechnen gehort zu einer der frithesten
Betiitigungen des Menschen. Mit der Ent-
wicklung von Handwerk, Handel und
Geldwirtschaft sowie der Wissenschaften
wuchsen stetig die Anforderungen an den
Umgang mit Zahlen, deren Speicherung
und an die Durchfiihrung bestimmter Re-
chenoperationen. Bereits frithzeitig ver-
suchte der Mensch sich bei der Durchfiih-
rung einfacher Rechenoperationen entspre-
chender Hilfsmittel zu bedienen. Als
Beispiele sollen das Benutzen der Finger,
kleiner Steinchen oder Muscheln zum Ad-
dieren und Subtrahieren, das Speichern

von Zahlen durch Einkerben in Holzer

oder Knochen oder die Schaffung des Re-
chenbrettes angefiihrt werden. Aber erst im
17. Jahrhundert entstanden vereinzelt An-
forderungen, die eine Mechanisierung der
vier Grundrechenoperationen wiinschens-
wert erscheinen lieBen. Inzwischen war
auch die feinmechanisch-handwerkliche
Technik so weit entwickelt, daB die Vor-
aussetzungen fiir den bau mechanischer
Rechenmaschinen gegeben waren.

Die Geschichte der mechanischen Rechen-
maschine beginnt mit der ersten 1623 von
Wilhelm Schickard (1592 bis 1635) kon-
struierten und von einem damit beauftrag-
ten Mechaniker gebauten Maschine, von
der aber kein Originalexemplar erhalten
geblieben ist. Sie war auf Anregung des be-
riihmten Astronomen Johannes Kepler
(1571 bis 1630) zur Erleichterung seiner
umfangreichen astronomischen Berech-
nungen entstanden. Infolge ungiinstiger
Umstinde (QreiBigjﬁh:iger Krieg) geriet
die Erfindung in Vergessenheit.

Als nichster beschiftigte sich der franzosi-
sche Mathematiker, Physiker und Philo-
soph Blaise Pascal (1623 bis 1662) mit der
Konstruktion und dem Bau von Rechen-
maschinen. Die ersten Exemplare entstan-
den zwischen 1640 und 1645 mit dem Ziel,
die umfangreichen Rechenarbeiten seines
Vaters, der als Finanzverwalter fir die
obere Normandie tétig war, zu erleichtern.

Die Maschinen waren daher nur fir Addi- -

tion und Subtraktion konzipiert. Thre Her-
stellung erfolgte wahrscheinlich durch
einen Uhrmacher in Rouen. Im Jahre 1649
erhielt Pascal ein kénigliches Privileg fur
die Herstellung seiner Rechenmaschinen.
Von ihnen sind 9 Exemplare erhalten ge-

blieben, davon nur eine Maschine auBer-

halb Frankreichs; es ist die im Staatlichen
Mathematisch-Physikalischen Salon ausge-
stellte Pascalsche Rechenmaschine aus der
Zeit um 1650.

Sie besitzt ein 10stelliges Einstell- und Re-
sultatwerk. Entsprechend dem geplanten
Verwendungszweck beschriftete Pascal die
einzelnen Stellen mit Miinzeinheiten bzw.
deren Vielfachen. Die zu addierenden oder
Zu subtrahierenden Zahlen werden stellen-
weise mit Hilfe eines Griffels iiber die spei-
chenkranzformigen Einstellelemente ein-
gegeben. Die eingestellten Zahlen erschei-
nen gleichzeitig auf Ziffernwalzen in
Anzeigefenstern. Die Ziffernwalzen tragen
auf ihrer Mantelfliche je einen schwarz
bzw. rot beschrifteten Ziffernring, wobei
sich jeweils Komplementziffern gegeniiber-
stehen. Dadurch wird die Eingabe positiver
und negativer Summanden ohne Umkeh-
rung der Drehrichtung der Einstellele-

ISSN 0002-6395 - alpha - Berlin - 22 (1988) 2 . Seiten 25 bis 48

e paawEAL.

uber den Anzeigefenstern befindet sich
ein streifenfGrmiger Schieber zum Abdek-
ken der jeweils nicht benétigten Zahlen-
reihe.

Das Rechenwerk besteht aus Kronridern
mit stiftformigen Zihnen, die nach dem
Prinzip eines Kegelradgetriebes angeordnet
sind. Diese Kronrider mit den stiftformi-
gen Zghnen sind am Dresdner Exemplar
jeweils aus einem Mi}terialstijck gefeilt.
Die Zehneriibertragung erfolgt iiber die

. Einwirkung der Schwerkraft auf einen spe-

~

ziellen Ubertragungsmechanismus, so daB
die Pascalschen Maschinen nur bei waage-
rechter Aufstellung arbeiten.

" Mit Hilfe der Pascalschen Maschine ist es

moglich, Zahlen zu addieren und zu sub--
trahieren. Nach einem etwas umstindli-
chen Verfahren lassen sich aber auch Mul-
tiplikationen und Divisionen durchfiithren.
Der Weg des Dresdner Exemplares fiihrte
héchstwahrscheinlich iiber die aus Frank-
reich stammende Konigin von Polen, Ma-
rie Louise de Gonzague, die zwei Rechen-
maschinen von Pascal erhalten haben soll.
Eine davon gelangte vermutlich withrend
der sdchsisch-polnischen Union an den
Dresdner Hof und damit in die Sammlun-
gen des Mathematisch-Physikalischen Sa-
lons. Sie blieb trotz vieler Kriegsereignisse
bis in die heutige Zeit erhaiten und legt
Zeugnis ab vom hohen Stand der Feinme-
chanik und vom K6nnen des Menschen
der damaligen Zeit.

K. Schillinger

Staatlicher
Mathematisch-Physikalischer
Salon

Zwinger, Dresden, 8010

Offnungszeiten: tiglich, auBer donnerstags,
von 9-16 Uhr

Die weltbekannten Sammlungen umfassen
kunstvolle Instrumente und Gerite der an-
gewandten Mathematik und Physik soyvie
verwandter Disziplinen vom 13. bis 19.Jh.
Seit seiner Griindung als eigenstindiges
Museumn 1728 befindet sich der Salon im
Zwinger. Die Uhrensammlung, die einen
Uberblick iiber 500 Jahre Zeitmessung
gibt, gehOrt zu einer der umfangreichsten
und international bedeutendsten ihrer Art.
Das Glanzstiick bildet die Planetenlaufuhr
von Baldewein, Bucher und Diepel, 1563
bis 1567. Nicht minder beriihmt ist die
Globensammlung, die als dltestes Exponat
einen Himmelsglobus vom Jahre 1279 aus
der persischen Sternwarte Meragha enthilt.
Weitere wertvolle Sammlungen, die in die-
ser Geschlossenheit ebenfalls international
zu den bedeutendsten zdhlen, umfassen
geoditische Instrumente, optische und
astronomische Instrumente, Waagen und
LingenmaBe, Thermometer und Barome-
ter, KompaBgerite sowie Rechen- und Zei-
chenhilfsmittel vergangener Zeiten.
aus: Museen, VEB Tourist Verlag,
Berlin - Leipzig
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