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Grundgedanken
der Netzplan-
technik

Es gibt in der Mathematik nur sehr selten
Dinge, die innerhalb weniger Jahre von einer
Sache der Spezialisten zur allgemein ange-
wandten , Technik* werden. Eines dieser Ge-
biete ist das der Netzpline. Es gehort in die
Graphentheorie, eine insgesamt noch junge
Disziplin (Ansétze im 18. Jahrhundert, erstes
Lehrbuch 1936), die sich heute sprunghaft
entwickelt. 1958 begann man, unter den Gra-
phen speziell die Netzpldne zu betrachten,
und bereits 1965 gab es mehrere hundert An-
wendungen dieser Uberlegungen in allen
hochindustrialisierten Lindern. Vom mathe-
matischen Schwierigkeitsgrad her hitte die
Netzplantechnik bereits einige tausend Jahre
frither entwickelt werden konnen. Aber ma-
thematische Disziplinen entstehen nicht als
freie Erfindung weltabgeschiedener Gelehr-
ter — erst in der Mitte unseres Jahrhunderts
gab es ein wirkliches gesellschaltliches Be-
diirfnis fir solche Planungsmethoden wie die
Netzplantechnik und gab es elektronische
Rechenanlagen als materielle Voraussetzung,
diese Methoden auch effektiv anzuwenden.

Graphen

Ein Graph (in dem eingeschriinkten Sinne,
wie er [iir die Begriindung der Netzplantech-
nik ausreicht) 1481t sich durch zwei endliche
Mengen charakterisieren: Eine Menge M von
Objekten, die wir mit Gro3buchstaben A, B,
C, D usw. bezeichnen und ,, Knoten“ nennen,
und eine Menge R von geordneten Paaren
aus M. Jedes Element von R nennen wir einen
»Bogen" des Graphen. Zum Beispiel kann
also (A, B) ein Element von R sein, 4 heiBt
dann Anfangsknoten und B Endknoten des
Bogens (A, B). Greifen wir zwei beliebige
Knoten aus M heraus, etwa X und Y, und das
Paar (X, Y) lindet sich in R, so heiBt X ein
unmittelbarer Vorgidnger von Y, Y ein un-
mittelbarer Nachfolger von X.

Jedem Graphen kénnen wir auf vielerlei
Weise Bilder in der Ebene zuordnen: Wir
zeichnen die Knoten als kleine Kreise irgend-
wie in die Ebene und verbinden X mit Y
durch einen Pfleil genau dann, wenn der
Bogen (X, Y) in R ist.

Zum Beispiel stoBen wir aufl einen Graphen,
wenn wir von einem Wasserwerk W, einem
Gaswerk G und einem Elektrizitdtswerk E

Je eine Leitung zu jedem der drei Hiuser H,,

H,, Hy ziehen wollen:

M={W,G,E H, H;, H;}

R= {(W- Hy)., (W, Hy), (W, Hj), (G, H,),
(G.H1),(G, Hs),(E, H,),(E,H,),(E, H3)}

. Ein Bild dieses Graphen ist (Bild 1)

Bild 1 \\\g\

Ein anderes Bild desselben (!) Graphen ist

(Bild 2) ,
Q)\' s */@

(Mancher Leser wird schon versucht haben,
von diesem Graphen ein solches Bild zu zeich-
nen, bei dem sich die Pfeile nicht schneiden.
Man kann beweisen, daB3 kein solches Bild
gelunden werden kann.)

Ein Knoten X, fiir den es kein Z mit(Z, X)eR
gibt (bei dem im Bild also kein Pfeil endet),
heiBt eine ,,Quelle”. In unserem Beispiel sind
W, G und E Quellen. Entsprechend heiBt ein
Knoten X, fir den es kein Y mit (X, Y)eR
gibt, eine ,Senke”. In unserem Beispiel sind
H,, H,, H; Senken.

Eine Folge von Bogen (H,, Hj), (H,, Hj),
(Hj, Hy), ..., (H- 1, H,) mit der Eigenschaft,
daB jeweils der Endknoten eines Bogens der
Anfangsknoten des nichsten ist, heiBt eine
Bahn [H,, H,, ..., H\]. Eine Bahn mit
H,=H, heiBt ein Kreis.

Wir betrachten zur Erlduterung der Begriffe
nochmals ein Beispiel (Bild 3):

& &

Alle Quellen: E;, E,
Alle Senken: E4
Beispiele fir Bahnen: [E,, E3, Es, Eq],

[Es, Eo, Eg, Eg].

Beispiele fiir Bahnen, die Kreise sind:

[E1, E\]),[E+. Es, Es, E7], [Ea, Es, Ea]

Das sind alle elementaren Kreise, nach De-
finition ist aber auch (Es, Eq, Eg, Es, Eg] €in
Kreis.

Definition: Ein Graph ohne Kreise, der ge-
nau eine Quelle und genau eine Senke hat,
heiBt Netzplan.

Bild 2

Bild 3

Netzpliine

DaB gerade die Netzplidne unter den Graphen
eine wichtige Rolle spielen, hingt damit zu-
sammen, daB man sie zur Beschreibung kom-
plizierter Ablaufe benutzen kann. Wir wollen
als Beispiel das Errichten eines Bauwerkes
betrachten. Die wichtigsten Ereignisse, die
wihrend des Bauprozesses eintreten, fassen

wir als Knoten eines Graphen auf. Es be-
zeichne etwa F die Fertigstellung der Funda-
mente und K die Fertigstellung des Keller-
geschosses. Natiirlicherweise muB erst das
Ereignis F eintreten, ehe das Ereignis K ein-
treten kann. Das driicken wir dadurch aus,
daBl wir (F, K) in R aufnehmen. Dem Bogen
(F, K) ordnen wir die Zeitdauer dr x zu, die
das Montieren des Kellergeschosses erfor-
dert, seien das etwa 2 Tage. Im Bild 4 erscheint
somit unter anderem — und man kann sofort
ablesen, daB nach dem Ereignis F noch min-
destens 2 Tage vergehen, bis das Ereignis K
eintritt.

Bild4 (F)——(K)

So ergibt sich insgesamt ein Graph, die Bogen
entsprechen gewissen ,,Vorgingen* beim Bau,
zum Beispiel ist also (F, K) das ,,Montieren
des Kellergeschosses*®.

Logischerweise dar{ dieser Graph keinen
Kreis enthalten, denn etwa der Kreis [F, K,
X, Y, F] wiirde doch bedeuten, daB K erst
nach F eintreten kann, X erst nach K,
Y erst nach X, F erst nach Y - es kénnte
also F erst nach F eintreten.

Nimmt man unter die Ereignisse noch ,,Be-
ginn des Gesamtbauwerks" B und ,,Ende des

‘Gesamtbauwerkes® E auf, so muBl B die ein-

zige Quelle und E die einzige Senke des
Graphen sein. Somit ist die Definition eines
Netzplanes erfiillt.

Bei grofen Bauvorhaben treten oft Hunderte
von Ereignissen und Vorgidngen auf, also
Netzpline mit Hunderten von Knoten und
Bogen. Schon einfachste Fragen sind dann
schwer zu beantworten wie etwa: Wann wird
das Bauvorhaben abgeschlossen sein? Fiir
welchen Zeitraum miissen bestimmte Zulie-
ferungen bestellt werden? Ist es giinstig, bei
einem Vorgang Arbeitskrifte abzuziehen, da-
mit ein anderer beschleunigt wird? Wir be-
trachten nun im folgenden nur ein kleines
Beispiel.

Beim Bau eines Werkes mit zpgehoriger
Wohnsiedlung treten stark vereinfacht fol-
gende Vorgidnge aul - die Dauer sei jeweils
in Monaten angegeben: '

Tabelle |

Projektierung des Werkes 6 (Eo, Ey)
Projektierung der Wohnsiedlung 3 (Eq, E;)
Bau der Gleise [ir Anlieferung

der Maschinen 2 (Eq, Es5)
Aufstellen provisorischer Bau-
arbeiterunterkiinfte 1 (Eo, E3)
Produktion der Maschinen 4 (Ey, Es)
Anlieferung der Maschinen 1 (Es, E¢)
Bau der Wohnsiedlung 7 (Es, E4)
Rohbau des Werkes 8 (Eq, Eg)
Aulfstellen der Maschinen, Fertig-

stellen des Werkes 3 (Ee. Eq)

Diese Vorgiinge konnen wir als Bbgen eines
Netzplanes aufTassen, der in Bild 5 dargestellt
wird:
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Dabei ist E, das, Startereignis, jedes andere
Ereignis E; ist das Ereignis ,,Die Vorginge,
die zu den in E; einmiindenden Pfeilen ge-
horen, sind alle beendet”. Zum Beispiel ist E¢
das Ereignis ,,.Das Werk ist rohbaufertig und
die Maschinen sind angeliefert”. E; ist das

Ereignis ,,Das Werk ist projektiert®. Natiir-
lich kann Eg¢ erst eintreten, nachdem E; ein-
getreten ist. Den entsprechenden Bogen (E,,
E¢) kann man einsparen, man sieht das im
Bild daran, daB von E, nach E¢ eine Bahn
[E1, Ea, E¢] verlduit.

In unserem Bild treten auch (gestrichelt ge-
zeichnet) drei ,Scheinvorginge* mit der
Dauer 0 auf. Scheinvorgidnge kénnen not-
wendig sein, um die Abhdngigkeit der Vor-
gange richtig wiederzugeben. E, bedeutet
.Das Werk ist projektiert, E; ,Die Bau-
arbeiterunterkiinfte sind aufgestellt”, E4 ,,Das
Werk ist projektiert, und die Bauarbeiterun-
terkiinfte sind aufgestelit“.

Wiirde man E, und E, zu einem Knoten zu-
sammenf{assen, so wiirde E; auf einer Bahn
vor (E,, Es) liegen, wir wiirden also behaup-
ten, die Projektion der Maschinen (E,, Es)
hitte die Fertigstellung der Bauarbeiterunter-
kiinfte E3 zur Voraussetzung. Es ist gar nicht
so einfach, die Vorgidnge richtig zu einem
Netzplan zusammenzufassen!

Untersuchungen am Bild des Netzplanes

Man interessiert sich hdufig fiir die friihesten
Termine FT,zu denen die Ereignisse eintreten
kénnen. Die Berechnung beruht auf [olgen-
den Uberlegungen:

a) Alle Ereignisse konnen nicht [riiher als zum
Zeitpunkt O eintreten, zu dem das Gesamt-
vorhaben gestartet wird.

b) Ist (E;, E;) mit Dauer d;; ein Bogen des
Netzplanes und E; kann nicht {riiher als zum
Zeitpunkl 1; eintreten, so kann E; sicher nicht
[rither als zum Zeitpunkt (r; +d,;) eintreten.
Liegt ein Bild des Netzplans vor, so kann man
den Netzplan leicht von der Quelle her durch-
mustern, so dal man immei dann. wenn man
ein 1; braucht. das entsprechende endgiiltige
FT; schon hat.
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Tabelle 2 zeigt schematisch den Rechengang.

ganger, so ist dieser auch kritischer Vorgin-
ger.
Damit kennen wir alle [rilhesten Termine,
insbesondere auch den friihesten Termin der
Senke E, - [riihestens nach 17 Monaten kann
das Gesamtvorhaben abgeschlossen werden.
Ausgehend von dieser 17 kann man nun ,,von
hinten her“ ausrechnen, wann der spiteste
Termin ST ist, zu dem ein Ereignis eintreten
muB, damit die Zeitdauer 17 eingehalten wer-
den kann. Zum Beispiel mull E, spitestens
nach 17 —7=10 Monaten eintreten.
Besonders wichtig ist es, von der Senke aus
iiber die kritischen Vorginger riickwirts zu
gehen: Von E; war der kritische Vorginger
Eg, von Eg war er E4 usw.:
E;—E¢—Eq—E, —

E;, vond. die FT aller alle Vor- FT,2... FTi= kritische
Vorgédnger bekannt ganger Vorginger
Eo - 0 -
E; E, FTo+dpa=0+1=1 1 E,
E1 Eo FT0+d01=0+6=6 6 Eo
E5 Eo FTo+d05=0+2=2

E, FT+dys=6+4=10 10 E
E4 El FT1+d|4=6+0=6 6 E

E3 FT3+d34=1+0=1 !
Ez Eo FTO+d02=0+3_3 3

E, FTy+dy=1+0=1 Eo
E¢ E, FT,+dse=6+8=14

14 E,

E;s FTs+ds¢=10+1=11
E, E, FTh+d;7=3+7=10 17 E

Eg FTo+der=14+3=17 .

Betrachten wir das an unserem Beispiel:

E, ist die Quelle, deshalb ist FTo=0.

Nun suchen wir uns einen Knoten, wo die FT
fir alle Vorgédnger schon bekannt sind, etwa
E; - denn dieser hat nur E; als unmittelbaren
Vorginger. Folglich ist FT3=FTy+do;
=0+1=1. Entsprechend erhalten wir auch
fir E, den Wert FT, =FTo+do; =0+ 6=6.
Als nichstes konnen wir uns Es vornehmen.
Da E, Vorginger von Ejs ist, muBl nach Re-
gel b) gelten FT5>FTp+dps=04+2=2. Da
aber auch E, Vorgidnger von Es ist, muB auch
FTs2FT,+d,5=6+4=10 gelten. Weitere
unmittelbare Vorgdnger hat Es nicht, es ist
somit FTs=10 der groBere der beiden erhal-
tencn Werte 2 und 10 (da ja alle einmiinden-
den Vorgidnge abgearbeitet werden miissen).
Wenn wie hier bei Es mehrere Vorgiinger be-
trachtet werden muBten. merken wir uns den
oder die ..kritischen* Vorgédnger an, hier also
E,. Hat ein Knoten liberhaupt nur einen Vor-

Fiir diese Ereignisse wird sich stets FT,=ST;
ergeben, die entsprechenden Bogen (Eo, E,),
(E1, Ea), (E4, E¢). (Eg, E) bilden eine | kriti-
sche Bahn* der Gesamtlange 17. Verzogert
sich einer dieser kritischen Vorginge, so ver-
zogert sich der Gesamtablaul. Will man den
Gesamtablaul verkiirzen, mufl man auf der
(oder, wenn es mehrere gibt, jeder) kritischen
Bahn Zeit sparen. Dagegen wirken sich ge-
ringe Verzogerungen bei nichtkritischen Vor-
giangen nicht aufl den AbschluB des Gesamt-
vorhabens aus.

In unserem Beispiel ist (E,, E-) nicht kritisch.
Auch wenn wir beim entsprechenden Vor-
gang ,.Bau der Wohnsiedlung" einige Arbeits-
krifte abziehen, so daB der Vorgang nicht 7
sondern 9 Monate dauert, indert sich nichts
an der Gesamtdauer 17. Diese freigeworde-
nen Arbeitskrifte konnen wir vielleicht dafiir
cinsetzen. den kritischen Vorgang (Es. Eg)
von 8 auf 6 Monate zu verkirzen - dann



ergibt sich als neuer AbschluBtermin fiir das
Gesamtvorhaben 15 Monate. (Nach jeder
dnderung der d;; miissen die FT; und die kriti-
schen Bahnen neu errechnet werden!) Auf
diese Weise dient die Netzplantechnik dazu,
Abldufe von GroBvorhaben zu planen und
die vorhandenen Arbeitskrifte und Maschi-
nen rationell einzusetzen. Diese Technik ist
nicht nur im Bauwesen anwendbar, sondern
iiberall dort, wo ein Gesamtvorhaben aus
vielen Teilvorgingen besteht. Selbst kompli-
zierte medizinische Operationen sind so schon
zeitlich analysiert worden, um im Interesse
des Patienten die Dauer der Operation mog-
lichst zu verkiirzen.

Berechnung der friihesten Termine
unabhiingig vom Bild

Unser Verfahren, [ritheste und spiteste Ter-
mine an einem Bild des Netzplans zu ermit-
teln, ist fiir groBere Netzpline nicht mehr
geeignet. Man bearbeitet dann den abstrakten
Netzplan selbst mit Hilfe von Rechenauto-
maten. Wir erldutern das wieder an Wnserem
Beispiel. Wir legen eine Tabelle an (Tabelle 3),
wo im Kreuzungspunkt der Zeile zum Kno-
ten E; mit der Spalte zum Knoten E; gerade d;;
steht, falls (E;, E;)eR ist.
Nach Regel a) beginnen wir als erste Anni-
herung an die gesuchten FT mit einer Spalte
aus lauter Nullen. Entsprechend Regel b)
berechnen wir dann weitere Spalten nach
folgendem Rezept:
Der ndchste Wert in der Zeile E; ist
das Maximum aller folgenden Summen:
[,,vorhandene Zahl“ dk;] +

in der Spalte E;

letzter Naherungswert in derjenigen

Zeile k, in der diese ,,vorhandene

Zahl" steht
In der Tabelle haben wir diese Rechnung
unterbrochen, als ndchste wire die Zeile E¢

Rechnung véllig gleich sind - diese Werte sind
dann die FT.

Auf den genauen Beweis dalilir miissen wir
hier verzichten. Die Grundidee ist dieselbe
wie bei der Untersuchung am Bild des Netz-
plans. Auch in Tabelle 2 wurde fiir Es ge-
rechnet: 6+8=14, 10+ 1=11. Da wir in Ta-
belle 3 mit einer Spalte aus lauter Nullen be-
ginnen, kann es jetzt aber vorkommen, daBl
wir am Anfang Werte ;< FT; herausbekom-
men und weiterverwenden - erst wenn zwei
Spalten der Rechnung véllig gleich sind, ha-
ben sich fiir alle FT die richtigen Werte er-
geben. Dafiir brauchen wir aber nicht miih-
sam nach solchen Knoten zu suchen, wo die
FTaller Vorgédnger schon bekannt sind.

A Aufgabe oA Im Ferienlager

Im Ferienlager ist fast schon Mittagszeit, da
kommt eine Gruppenleitung auf die Idee, fiir
den Nachmittag eine groBartige Veranstal-
tung ,, Kuchen, Kultur und knifllige Fragen“
vorzubereiten, mit der die Gruppe sich vor-
genommen hatte, das Lagerleben zu berei-
chern. Sie beruft fiir 13 Uhr eine kurZe Grup-
penversammlung ein und iiberlegt sich fol-
gende Vorgangsliste (Zeiteinheit ist die Vier-
telstunde), s. Tabelle 4.

Tabelle 4

Gruppenversammlung,

Bildung der Kommissionen 2 (Eo Ey)
Aufgaben der Kommission ,,Raum**:

in Lagerleitung freien Raum

erfragen 1 (E,Ed)
Raum saubern und ausgestalten 2 (Eq, E-)
Plakate malen und im Lager

anbringen 2  (E4 Eg)
Lautsprecherdurchsagen mit

Hinweis auf Plakate 2  (Ea Eo)
Giste hereinlassen 1 (Eq Eqy)

Aufgaben der Kommission , Ratespiel”:
Fragen ausdenken

dran: Vorhanden in der Spalte E¢ sind die Fragen fiir Spielrunden zu- 4 (Ei Eg)
Zahlen 8 und 1. Letzte Zahl in der Zeile, sammenstellen und Spielrunden
wo die 8 steht, ist die 6, 8+6=14. Letzte mit Kulturprogramm koordi-
Zahl in der Zeile, wo die 1 steht, ist die 10, nieren 2 (Eg¢ Eqy)
1+ 10=11. Das Maximum dieser Summen ist Aufgaben der Kommission ,,Kultur*:
die 14, diese kommt also an die eingerahmte Kulturprogramm ausdenken (E1,Es)
Stelle. Programm an die Kommission
Mit diesem Rezept rechnen wir solange, bis ,,Ratespiel“ iibergeben 0 (Es Eg)
zwei aufeinanderfolgende Spalten in unserer Programm iiben S (Es,Eqy)
Tabelle 3
Eo E, Ey E; E4 Es Ee E, Y D SFT;
Eo 6 3 1 2 0 0 0
E, 0 4 0 6
E, 7 0 3
E, 0 0 0 1
E, 8 0 6
Es 1 0 10
Ee 3 0 O
E, 0

Eine Aufgabe von
Prof. (em.) Dr. Ing.
Dr. techn. h. c.

Helmut Heinrich

Technische Universitdt Dresden

A1631 A Es seien Ay, A, A3, A4, As, As
sechs voneinander verschiedene Punkte im
Raum und M,, M,, M3, M., Ms, Mg die
Mittelpunkte der Strecken A, A2, A2A43, A3Aa,
AsAs, AsAg, AsA,, und es mogen weder die
drei Punkte M;, M,;, M; noch die drei
Punkte M,, M4, Mg auf einer Geraden lie-
gen.

Manbeweise, daB es einen Punkt P im Raum
gibt, durch den alle Seitenhalbierenden des
Dreiecks MM 3M s und alle Seitenhalbieren-
den des Dreiecks M ,M M gehen.

‘Aufgaben der Kommission ,, Kuchen":
Kaffee in der Lagerkiiche

bestellen 1 (Ey, Ez)
Kaffee abholen 1 (Ey0, Ev1)
Tassen und Teller besorgen 2 (E\,E9)
in Lagerleitung Geld besorgen 1 (E;, E3)
Kuchen kaufen 4 (Es E,)
kleine Preisediir Raterunden

kaufen 4 (E; Eq)
Tische decken 2 (Es,Ey)
Aufgabe der Lagerkiiche :

Kaffee kochen 2 (E3 Eqo)

a) Zeichne den Netzplan! (Zur Erleichterung
wurden schon die Ereignisnummern fir alle
Vorginge mit angegeben, wer will, kann es ja
mal ohne diese Hilfestellung versuchen.)

b) Bestimme die [riihesten Termine fiir alle
Ereignisse in Zeiteinheiten !

c) Die Veranstaltung soll zum frithestmog-
lichen Zeitpunkt beginnen — um wieviel Uhr
kann das sein?

d) Es gibt zwei Vorginge, die man kluger-
weise erst zum spitestmoglichen Zeitpunkt
beginnt! Was ist mit der Lagerkiiche also
zu vereinbaren?

e} Was ist die kritische Bahn, die der beste
Organisator sichert?

Zum Vergleich mit eurer eigenen Losung: Es
gibt ein Bild fiir den Netzplan, auf dem sich
keine Pfeile schneiden. Ohne Netzplantechnik
hidtte man kaum herausbekommen, daB die
Veranstaltung schon um 15.30 Uhr beginnen
kann, und ohne exakten Plan wire das trotz
Eifers aller Gruppenmitglieder kaum zu schaf-
fen. Die Thermosbehilter mit Kaflee mochten
15.15 Uhr abholbereit sein. Die kritische Bahn
ist0—1—-3-7-9-11. G. Dewef
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Wir losen lineare Gleichungssysteme
mit dem Gaufischen Algorithmus

Teil 1

Gauf hat auf dem Gebiet der praktischen
Mathematik wesentliche Ergebnisse erzielt
und diese angewandt. Zu diesen wissenschalt-
lichen Leistungen gehoren u. a.:

die Methode des Fehlerausgleichs mittels der
Methode der kleinsten Quadrate,

das ‘Gaufische Eliminierungsverfahren zur
Losung linearer Gleichungssysteme sowie
Interpolations- und Integrationsformeln.

In diesem Beitrag wollen wir lineare Glei-
chungssysteme mit dem GauBschen Eliminie-
rungsverlahren 16sen.

1.1. Ein Beispiel

Der von Gauf entwickelte Algorithmus zur
Losung linearer Gleichungssysteme soll zu-
erst an einem Beispiel betrachtet werden.

Es ist das Gleichungssystem

Ix+2y— z=11
2x— y+2z=3
x+5y—3z=14} zuldsen.

Die Lo6sung erfolgt durch schrittweise Eli-
mination der Variablen. Zunidchst wird die
erste Gleichung so umgeformt, daB bei x der
KoefTizient 1 steht (Division durch 3). Dann
wird die Variable x aus der zweiten und drit-
ten Gleichung eliminiert (Subtraktion des
Zweifachen bzw. Einfachen der neuen ersten
Gleichung von der zweiten bzw. dritten Glei-
chung). Man erhilt nach diesem ersten Schritt

P |
3733
7 8 13
A
13 8 31
37T

Im zweiten Schritt wird die erste Gleichung
beibehalten, und die zweite Gleichung wird so
umgeformt, daB bei y der Koeflizient | steht

(Division durch —;) Dann wird aus der

dritten Gleichung y eliminiert (Subtraktion

des l—3fachen der neuen zweiten Gleichung

von der dritten Gleichung). Als Ergebnis der
Umformung im zweiten Schritt erhilt man

2 11
X+3.V—§4—T
813
V=T

48 48
21°721
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Im dritten Schritt werden die ersten beiden
Gleichungen beibehalten, und es wird die
dritte Gleichung so umgeformt, daB bei z der

Koeffizient | steht (Division durch g)

x4l U
3773273

8 13
yogi=7
z=1.

Das Gleichungssystem hat nach dieser dqui-
valenten Umlormung in drei Schritten eine
sogenannte ,Dreiecksgestalt“ (man spricht
auch von einem ,gestaffelten System*) und
kann sofort aufgelost werden. Man erhilt

z=]
13 8
y=7+? 1=3
11 2 |

Die Probe (z. B. Einsetzen in das Ausgangs-
gleichungssystem) zeigt die Richtigkeit der
Losung.

Bei dem vorliegenden Gleichungssystem kann
der EliminationsprozeB auch in anderer und
einfacherer Weise durchgefiihrt werden (man
kann z. B. auch das Gleichungssystem um-
ordnen, Gleichungen vertauschen usw.). Die
dargelegte Art und Weise der schrittweisen
Elimination wurde gewéhlt, um eine einheit-
liche Vorgehensweise fiir beliebige lineare
Gleichungssysteme zu haben, um einen Algo-
rithmus fiir die Losung linearer Gleichungs-
systeme anzugeben.

Man kann die Vorgehensweise bei der schritt-
weisen Elimination der Unbekannten auch in
einem Rechenschema (Tabelle 1) erfassen.
Das Ziel des Eliminationsprozesses besteht
also darin, das Gleichungssystem durch dqui-
valente Umformung auf ,,Dreiecksgestalt” zu
bringen. Die Losung des Dreieckssystems ist
leicht moglich.

Nach der Erlduterung des Eliminierungs-
verfahrens am Beispiel von drei linearen Glei-
chungen mit drei Variablen soll der Algorith-
mus allgemein fiir den Fall n=3 angegeben
werden.

1.2. Der Gaufische Algorithmus

Es wird ein lineares Gleichungssystem von
drei Gleichungen mit drei Variablen, das ein-
deutig l6sbar sein soll, betrachtet.

Das System habe die Form
a11X1+a12x2+a13x3=a,
az1X1+az2X2+a23%X3=az
a31X1 +832X2+a33x3=4as,

wobei a1, @12, ..., a1, az und aj reelle Zahlen,

x4, x2 und x5 die Variablen sind.

Das Ziel des GauBschen Algorithmus besteht

wie bereits angegeben darin, das System

dquivalent so umzuformen, daB es in ,,Drei-
ecksgestalt” vorliegt. Das Dreieckssystemn
wird dann aulgelost.

Fiir die Losung eines linearen Gleichungs-

systems mit Hilfe des GauBschen Algorith-

mus ergeben sich somit folgende Arbeits-
schritte: '

1. Reduktion des Systems auf ,Dreiecks-

gestalt™

2. Auflésung des Dreieckssystems

3. Probe

Zur Veranschaulichung dient Bild 1.

1. Reduktion
=| ] == 3. Probe
|
|

i
X1|

= [xz{ 2. Auflosung
X3l

Die einzelnen Arbeitsschritte sollen in einem
Rechenschema zusammengefaBt werden.
Man erhilt: 1. Reduktion

1. Schritt: Elimination der Unbekannten x,
aus der zweiten und dritten Gleichung
(Division der ersten Gleichung durch a;, lie-
fert Gleichung (1°); Subtraktion des a; ;fachen
der Gleichung (1') bzw. as fachen der Glei-
chung (1') von (2) bzw. (3) liefert (2) bzw.
€))]

Damit hat man das Gleichungssystem nach
dem ersten Schritt.

Falls a,, =0 gilt, ordnet man vor der Um-
formung um. Falls einer der Koellizienten bei
x; in der zweiten bzw. dritten Gleichung
(@12, a13) gleich Null ist, wird im 1. Schritt
diese Gleichung ohne Umformung iibernom-
men.

Fiir die Koeflizienten der Gleichungen nach
dem ersten Schritt gilt:

a a3 a,
af==2 al=—2, af=—
an ary

>

ap
a¥i=ax,—ay - aﬁ‘i,
a¥=ay3—az - aty,
a)=a3;—as; - al},
a¥=a33—asz; - afy,
ay=a;—az - a'f,

i 1
al'=as—asa'}.

2. Schritt: Elimination der Unbekannten x;
aus der dritten Gleichung (Ubernahme der
ersten Gleichung ohne weitere Umformung;
Division der Gleichung (2') durch a%} liefert
(2"); Subtraktion des a%Yfachen der Glei-
chung (2”) von (3) liefert (3"))

Damit hat man das Gleichungssystem nach
dem zweiten Schritt. Falls a%4=0 gilt, ordnet
man vor der weiteren Umformung um. Fiir
die Koeffizienten der Gleichungen nach dem
zweiten Schritt gilt:



Tabelle 1
Schritt Gleichung Koeffizient bei Absolut- Hinweise
Nr. x y z - glied
0 ) 3 2 -1 11 (1) :3=(1"
)} 2 -1 2 3 @-2-(1N=(2)
(3) 1 5 =3 14 3)-1-(1)=(3)
1 19 1 % —% % keine weitere Umformung
, 7 8 13 P S Y
@) o -3 3 -3 @) .(—5)-@ )
13 8 31 N 13
) o 3 -3 3 63 @)=
” 2 1 11
2 1) 1 3 73 3
. 8 13
2" 0 1 —3 7
. 48 48 n. HB_ o
3" 0 0 37 21 (3).21_(3 )
2 1 n T SO G
3 1" 1 3 3 3 x=>-3 3+3 1=2
r 8 13 138
(P28 0 1 -3 - y—7+7 1=3
3") 0 0 1 1 z=1
Tabelle 2 Koeffizient bei
X1 X2 X3
0 0y a1 ai2 ai3 ay
@ a1 a2 a4 a Ausgangssystem
3) a3, asz ass as
1 (1) 1 ay a4 a9 Gleichungssystem
@ a af  a¥ nach dem 1. Schritt
3) 0 a da a¥
2 (17 1 a3 a3 a?P Gleichungssystem
2" 0 1 a¥  a? nach dem 2. Schritt
(37 0 0 ay  a¥
Gleichungssystem
nach dem 3. Schritt:
gesta ffeltes System
2. Auflosung
3 (1" x =aP—af} x;—af¥ - xs
2") x=a'P—a x;
(3 x3=a®

) =atl, df=atl, aP=ap

a¥y —m, a? —m

o =abi3—ab-aff),

aP=a¥—a - aQ
3. Schritt : Schaflung des Koeffizienten 1 bei x3
in der dritten Gleichung (Ubernahme der
Gleichungen (1”) und (2”) ohne Umformung;
Division der Gleichung (3”) durch a'3).
Man erhilt das gestaffelte System.
Das gestaflelte System wird nun von unten

nach oben aufgel6st, und es wird eine Probe
durchgefiihrt.

3. Probe: Bei der Probe kann man die er-
rechneten Werte in das Ausgangsgleichungs-
system einsetzen. Man kann auch die soge-
nannte ,,Spaltensummenprobe* durchfiihren.
Es muB ndmlich gelten

j=1
3
i=1,2,3unds= Y a;.
=t

3 3
Zl SiXi=S$ mit Si= Z aij

Bei einem System von n Gleichungen mit n
Variablen, das eindeutig 19sbar ist, geht man
analog vor:

Im ersten Schritt wird die Unbekannte x,
aus der zweiten, dritten, ..., nten Gleichung
eliminiert. Im zweiten Schritt wird die Un-
bekannte x, aus der dritten, vierten, ..., nten
Gleichung des Systems, das man nach dem
ersten Schritt erhalten hat, eliminiert. Dieser
ProzeB wird lortgesetzt, bis man Dreiecks-
gestalt hat.

Bei der Vielzahl der Rechnungen ist es zweck-
maBig, Rechenkontrollen durchzufiihren. Sol-
che Rechenkontrollen sind moéglich mit Hilfe
der sogenannten Zeilensummenprobe. Man
bildet die Zeilensummen, wendet auf diese
Zeilensummen auch den Gaullschen Algo-
rithmus an und priift nach, ob der Wert, den
man erhilt, wenn man den Algorithmus auf
die Zeilensumme anwendet, mit der neuen
Zeilensumme iibereinstimmt.

Im Schritt Nr.0 z. B. erhilt man bei dem oben
angegebenen Beispiel (n=3) als Zeilensum-
men 3
si=Y aytay,

j'= 1

3
§y= Z az,-+a2
i=1

3
und s3= ) as;+as.
=

"Der GauBsche Algorithmus angewandt auf

$1, 57 und s3 liefert im 1. Schritt s,°, 5" und s3'.
Bei richtigér Rechnung muB gelten
5y =50, 5, =5
und s3'=s'3 mit
sP=1+4a{9+ai3+a'd,
sP=a+ay+a®
und 5§ = a8+ ald +a'i).
J. Gronitz

Dieser Beitrag wird in Heft 4/77 fortgesetzt.

Fiinfbiindige ,,Mathematische Enzyklopidie*
in Vorbereitung

Der sowjetische Verlag ,Sowjetskaja Enzi-
klopedija* plant in den Jahren 1977-82 die
Herausgabe einer fiinfbindigen ,,Mathemati-
schen Enzyklopidie* in einer Auflage von
100000 Exemplaren.

Das fundamentale Werk — dem Umfang nach
auf dem Gebiet der Mathematik einmalig in
der Welt — wird in alphabetischer Ordnung
15000 Termini und etwa 7400 Artikel um-
fassen. Davon entfallen 400 umfangreiche
Artikel auf wichtige Teilgebiete und Richtun-
gen in der Mathematik (z. B. ,Algebra®),
2000 auf wichtige mathematische Begriffe
(z. B.,,Differential“), Probleme (z. B. ,Waring-
Problem*), Methoden (z. B. .,Winogradow-
Methode*) und 5000 aul knappe Definitionen
verschiedenartiger mathematischer Begriffe.
Der Preis pro Band betrigt 4 Rubel 50 Kope-
ken.

(Bearbeitet nach Angaben in ,Sowjetische
Biicher* von Fachlehrer O. Dietze, Wihlitz)
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Kleine Fehler —
grofle
Auswirkungen

In den Naturwissenschalten, in der Technik,
in der Okonomie, in der Planung und Leitung
der Volkswirtschalt und in vielen anderen
Bereichen der Praxis werden in immer grofle-
rem Umflang mathematische Verfahren ange-
wandt und benétigt.

Die Kompliziertheit der Aufgaben und der
Rechenaufwand zu deren L8sung wachsen
stindig. Die Losung solcher Aufgaben erfolgt
meist mit Hilfe von Niherungsverfahren; die
Daten, die in die Rechnung eingehen, sind mit
Fehlern behaftet (z. B. MeBwerte) und die
Fehler pflanzen sich beim Rechnen fort (z. B.
durch Rundungen). Es ist deshalb notwen-
dig, Fehlerbetrachtungen durchzufiihren und
u. a. zu untersuchen, welche Arten von Feh-
lern auftreten, wie man Fehler erfassen kann,
wie sich Fehler fortpflanzen und mit welcher
Genauigkeit Ergebnisse vorliegen. In diesem
Beitrag wollen wir nach der Betrachtung
einiger Beispiele eine Frage untersuchen,
némlich, wie sich in die Rechnung eingehende
Fehler (Eingangsfehler) bei einfachen Rechen-
operationen fortpflanzen.

An zwei einfachen Beispielen sollen die Aus-
wirkungen kleiner Fehler verfolgl werden:
Beispiel 1: Berechne die Summe
S=6.64-7.14+8.13 - 8,64 aul eine Stelle nach
dem Komma! '

Diese Aufgabe der Naherungsrechnung soll

hier aul vier Wegen gelost werden. Diese vier

Wege sind durch {olgendes Vorgehen festge-

legt: Entweder werden jeweiis Teilaufgaben

exakt geldst (Gleichheitszeichen!) oder alle

im jeweiligen Term vorkommenden Dezimal-

zahlen werden aufl eine Stelle nach dem

Komma gerundet (Zeichen ,gendhert

gleich*!):

Sx66-7.1+8.1-86
=46.86+69,66=116,52=116,5
x46.9+69.7
=1166

§=47.4096 +70.2432=117.6528~ 117.7
x474+70.2
=117.6

Dieses einfache Beispiel zeigt. daB unter-
schicdliche Vorgehensweisen beim Rechnen
und Runden zu unterschiedlichen Ergebnis-
sen [ihren und daB man unbedingt Fragen
der Fehlerfortpflanzung und Genauigkeits-
fragen diskutieren mubB.
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Beispiel 2: Zwei Widerstinde R, und R, sind
als Bauelement zu einer Parallelschaltung ver-
16tet. Auf einem ist die GréBe aufgedruckt:
R, =5,0 Q. Durch Einschalten dieser Parallel-
schaltung in einen Stromkreis und Ausfithren
entsprechender Messungen soll der Gesamt-
widerstand R der Parallelschaltung bestimmt

werden und abschlieBend soll nach der For-
1 1 1 . oo

meli =X +R—z der zweite Teilwiderstand R,

berechnet werden. Ein Schiiler ermittelt

R=49Q, ein anderer R=4,8 Q. Zu welchem

Ergebnis fithren beide MeBwerte?

Durch Umstellen von %=RL+RL nach R,
ergibt sich: ton2

_ RR,
“R,—-R
Durch Einsetzen des MeBwertes und Berech-
nen ergibt sich jeweils:

R

R._30Q-490 500480
27500490 | TP 500-48Q
24507 24007
T 010 ‘ T 02Q
=245Q =120Q

Geringe Anderungen in den Ausgangswerten
filhren hier zu groflen Auswirkungen im Er-
gebnis.

Nach diesen Beispielen, die die Notwendig-
keit von Fehlerbetrachtungen unterstreichen,
die die Auswirkungen von Fehlern zeigen,
wollen wir die Fortpflanzung von Eingangs-
fehlern bei einfachen Rechenoperationen né-
her untersuchen.

In Klasse 7 lernten bzw. lernen wir kennen:
Definition 1: Die Differenz zwischen dem
Niaherungswert ar und dem wahren Wert ay
heift absoluter Fehler Aa:Aa=ar—aw.
Der absolute Fehler Ag hat dieselbe Mafein-
heit wie wahrer Wert ay und Niherungs-
wert ap. Der absolute Fehler kann sowohl
positiv als auch negativ sein.
Definition 2.: Der Quotient (das Verhiltnis)
aus dem absoluten Fehler Ag und dem wahren
Wert ay heiBt relativer Fehler ?.
w
Der relative Fehler ist eine unbenannte Zahl.
Hat z. B. eine Strecke die wahre Lange
aw =23,24 km und ist die Lange dieser Strecke
zu ap=3,20 km gemessen worden, so gilt laut
obigen Delinitionen:
Aa=320km—324km= —0,04 km

=—-4-10'm
Aa  —004km o
Tw=ﬂm= —0.00120,1/”

Der relative Fehler wird hiulig in Prozent an-
gegeben, wobei 121009 gesetzt wird.
Aus den Delinitionen 1 und 2 ergeben sich die
beiden folgenden Siitze:

8 Fiir jede beliebige Zahl s lolgt aus by
=aw+sund bp=ar+s stets Ab=Aa.

Zum Beispiel gilt fiir aw=0,06 und ar=0,1
sowie fir by =6311,86 und br=6311,9
Ab=Aa=0,04. :

‘® Fiir jede von O verschiedene Zahl s und
fiir ay # 0 folgt aus by = saw und br = sar stets
Ab _Aa

bw aw

So gilt z. B. fiir aw =0,15 und ar=0,12 sowie
fir bw= 1500 und bp= 1200

Ab=£=0,2g20%.
aw

bw
Fiir die Praxis typisch und von groBer Bedeu-
tung ist die folgende Problemstellung:

A Was kann bei gegebenem Niherungswert
ar und gegebener Abschitzung des absoluten
Fehlers |Aa| 10" mit neG iiber den zu-
gehorigen wahren Wert ay ausgesagt wer-
den?

Aus Definition 1 folgt aw =ar—Aa und aus
|Aa|<10" —10"<Aa<10". Hieraus folgt
ap— 10" <aw Lar+10". Das Ergebnis lautet:
ar und ay stimmen in den Grundziffern, die
in ar - 10" vor dem Komma stehen, mit einer
Einschrankung iiberein: Eine Anderung die-
ser Grundziffern von ay kann hochstens da-
durch eintreten, daB3 die letzte der genannten
Grundziffern durch thren Vorgédnger oder
Nachfolger ersetzt wird. So folgt aus
ar=216341,62 und |Aa|<10* entweder
aw=2163xx,xxx... oder aw=2162xx,xxx...
oder  aw=2164xxxxx... sowie  aus
br=15,79999999 und | Ab|<0,6- 107 wegen
0,610 %< 107¢ entweder by = 5,799999xxx
... oder by =5,799998xxx... oder

bw =15,800000xxx... Durch das Zeichen x
sind Dezimalstellen fixiert worden, iiber deren
Belegung keine Aussage gemacht werden
kann.

‘Es ist iiblich, bei einem Naherungswert die

Grundziffern, die [iir den zugehorigen wahren
Wert nichts aussagen, durch Runden wegzu-
lassen und dafiir eine etwas grobere Fehler-
schranke in Kauf zu nehmen.

Die so stehen bleibenden Grundziffern heien
zuverldssige Grundziffern. Bei einem Nihe-
rungswerl ar mit | Aa | 10" sind alle Grund-
ziffern, deren Stellenwertfaktor gleich oder
groBer als 10" ist, zuverldssige.

So wird ar = 5.79999999 mit | Aa| <0,6 - 107¢
abgeindert in a¥=5,800000 mit | Aa* | <0,61
-107°<0,7- 1076,

Wir lernen die Dreiecksungleichung kennen

Die Dreiecksungleichung werden wir in den
{olgenden Abschnitten als Hilfsmittel zu
Fehlerabschdtzungen verwenden.
Satz 1: Fur beliebige reelle Zahlen a und b
gilt |a+b| < |a]+] b |,(Dreiecksungleichung).
Beweis: Nach der Definition der Addition
reeller Zahlen und der Definition des abso-
luten Betrages gilt:
|a|+|b|, falls a und b gleiche
Vorzeichen haben oder
mindestens eine dieser
Zahlen O1sL.



lal-|®

, [alls a und b verschie-
dene Vorzeichen haben
d|a|=]|b|gilt.
latb]|= und |a|Z]|b]gi

|b|—|a|, falls a und b verschie-
dene Vorzeichen haben
und | a|<|b]gilt.

Da fiir beliebige reelle Zahlen a und b stets
die Ungleichungen
|a|~|b]s|al+|b|und|b|~|a]<|al+|b|
gelten, folgt

la+b|<]al+|b| W.z.b.w.

Selbstindig beweisen wir den folgenden Satz.
Die in diesem Satz enthaltene Relation wird
ebenfalls als Dreiecksungleichung bezeich-
net.

Saiz 2: Fiir beliebige reelle Zahlen a und b
gilt |a—b|<|a|+|b| Als erste Anwendung
der Dreiecksungleichung soll folgende Frage
beantwortet werden:

A A Was kann bei gegebenem Naherungs-
werl ar+0 und gegebener Abschidtzung des

relativen Fehlers <10~! mit le F und

aw
{ +0 iiber den zugehorigen wahren Wert
aw + 0 ausgesagt werden ?

Aa

Aus <107' folgt |Aa|<|aw]| 107"

Mittels der Dreiecksungleichung (Satz 2) folgt
aus aw = ar — Aa die Ungleichung | aw | < aF |
'+ | Aa |. Die Dezimalzahldarstellung von | ar |
laute |ar|=ay-10¥+ay.,- 10" "'+ ... Da-
bei sind ay, an-, ... Grundziffern und N ist
die kleinste ganze Zahl, fiir die ay>0 gilt.
ar wird nach oben abgeschitzt durch |ay |
<(an+1)-10". Durch Einsetzen in |Aaq|
<|aw|- 107" ergibt sich:
|Aa| (| ar | + | Aa])- 107
=|ar| 107"+ |Aa]|- 107!
|Aa|<(aw+1)- 10710 "'+ | Aa|- 107!
=(anv+1)- 107"+ | Aa]- 107"
Nach den Regeln fiir das Umformen von Un-
gleichungen [olgt hieraus schrittweise:
[Aa|-(1-10"Y<(an+1)- 107
ay+1 Nt
|Aa| < =10 10
Wegen 107/<0,! un und damit 1-107'=0,9
N
la_ It)l' 1< 10 und
damit | Aa|<10-10¥"'=10"""*'. Fiir N=9
ergibt sich [Aa|<12-10%'*' gr und aw
stimmen hiernach in den ersten | Dezimal-
stellen an. an-1, An-2, ..., Gn-1+ liberein.
Eine Anderung dieser Grundziffern bei aw
kann hochstens dadurch eintreten, daB die
letzte der genannten Grundziffern im Falle
ay<9 ersetzt wird durch ihren Vorgidnger
oder Nachfolger und im Falle ay=9 ersetzt
wird durch ihren Vorvorgianger, Vorginger,
Nachfolger oder Nachnachlolger.

gilt fir ay<9 av+19,

Ein Niherungswert arp+0 mit

Al <10
aw |

hat also ! zuverldssige Grundziflern. deren
erste (von links) in af die erste von .0 ver-

schiedene Grundziffer ist.
So folgt z. B. aus ar=0,0007538 und

Aaloyg-s

aw
oder aw =0,0007537xxx... oder
aw =0,0007539xxx... Hier sind wiederum an-
stelle von x beliebige Grundzilfern einzu-
setzen.

entweder aw =0,0007538xxx...

Der absolute Fehler einer Summe
oder Differenz

Wir wollen von einem Beispiel ausgehen:

Zw

Xw Yw

-
/ s

MeBwerte fiir die wahren Langen xw und yw
des abgebildeten Werkstiickes mdgen mit der
Schiebelehre ermittelt werden. Wird der No-
nius der Schiebelehre mitbenutzt, kdnnen
mittels Schiebelehre Langen bis auf 0,1 mm
genau abgelesen werden. Dies bedeutet, dafl
der absolute Fehler jeder mittels Schiebelehre
bestimmten Lénge, sofern keine vermeidba-
ren Einstellungs- und Ablesefehler begangen
werden, hochstens gleich 0,05 mm ist. Mittels

Schiebelehre mégen fiir x; und y; die fol-

genden MeBwerte gefunden werden:

xp=678 mm; | Ax | £0,05 mm

yr=132mm;|Ay| <0,05 mm
Was kann auf Grund dieser beiden Messun-
gen iiber die Gesamtldnge z=x+y unseres
Werkstiickes ausgesagt werden? Gemaf3 der
Formel z=x+ y gelten fiir den wahren Wert
zw und den zu xfp und yr gehorigen Néhe-
rungswert zr der Gesamtlinge z=x+y die
Formeln zw =xw + yw und zr=x¢+ yr. Hier-
aus folgt: Az=zp—zw=xr+yr—{xw+yw)
=xr—Xw+yr—yw, d.h. Az=Ax+Ay. Da-
mit ist der [olgende Satz bewiesen:
Satz 3: Der absolute Fehler einer Summe ist
gleich der Summe der absoluten Fehler der
Summanden:

z= x+ y

Az=Ax+Ay
Durch Anwenden der Dreiecksungleichung
(Satz 1) folgt daraus die Ungleichung
|Az|<|Ax|+| Ay | Damit ist der folgende
Satz bewiesen:
Satz 4: Der Betrag des absoluten Fehlers
einer Summe ist nie grofer als die Summe der
Betrége der absoluten Fehler der Summan-
den:

z=x+y

| az|] Ax |+] Ay
Kehren wir zu unserem Beispiel zuriick ! Da
die wahren Werte xw und yw nicht bekannt
sind, konnen Ax und Ay nicht berechnet wer-
den und damit auch nicht Az. Doch gemil
Satz4 ist eine Abschdtzung des absoluten
Fehlers moglich:
Aus | Ax |£0,05 mmund | Ay |<0,05 mm folgt
mittels | Az|<|Ax|[+|Ay] |Az|<£005mm
+0,05mm=0,10mm. Nunmehr berechnen

wir gemaB zr=xr+ yr den zu xr und yr ge-
horigen Naherungswert der Gesamtldnge:
zp=678mm+ 13,2 mm=_81,0 mm.
Wegen | Az |<0,1 mm gilt
81,0mm—0,l mm=zy £81,0 mm+0.1 mm.
Die Dezimalzahldarstellung von zw lautet
entweder zy =80,9xxx... mm oder
zw=81,0xxx... mm oder zw=81,1 mm. An-
stelle des Zeichens x diirfen wieder beliebige
Grundziflern eingesetzt werden. Das er-
haltene Ergebnis wird in der Form
zw=81,0mm+0,1 mm fixiert.
Die folgenden Sdtze beweisen wir selbstiandig:
Satz 5: Der absolute Fehler einer Differenz
ist gleich der Diflerenz der absoluten Fehler
von Minuend und Subtrahend:

z=x—y

Az=Ax—-Ay
Satz 6: Der absplute Fehler einer Dillerenz
ist betragsmiaBig nie groBer als die Summe
der absoluten Betrdge der absoluten Fehler
von Minuend und Subtrahend:

z=x—y

| az|] Ax |+| Ay
Im Mathematikunterricht rechnen wir mit
Niherungswerten, z. B. Rundungswerten,
ohne eine Fehlerabschitzung explizit aufzu-
schreiben. Hier sind also, eventuell bis auf
Grundziffern ,,0“, nur zuverldssige Grund-
ziffern jeweils anzugeben.
Damit wir im Ergebnis wiederum nur zuver-
ldssige Grundziffern angeben, stiitzen wir uns
aul zwei Faustregeln, deren eine jetzt [ormu-
liert wird.
& Faustregel 1: Gehort beim Niherungswert
ar zur letzten zuverldssigen Grundziffer der
Stellenwertfaktor 10" und beim Néherungs-
wert br zur letzten zuverldssigen Grundziffer
der Stellenwertfaktor 10 und ist n das Maxi-
mum der Zahlen n, und n,, so sind in ar + br
und ap—br jeweils alle Grundziffern, deren
Stellenwertfaktor nicht kleiner als 10" ist,
zuverlassige.
Zum Formulieren der Faustregel wurde der
Begriff des Maximums zweier Zahlen be-
nutzt, den wir zumindest implizit vom Be-
stimmen des kleinsten gemeinsamen Vielfa-
chen mittels Primfaktorzerlegung kennen:
Definition 3: Als Maximum m zweier Zahlen
sund ¢ wird die Zahl m bezeichnet, fiir die gilt
m=s, falls s<t und m=1, falls s> ¢ ist.
Motivation und Grenzen dieser Faustregel
folgen aus den Sdtzen 4 und 6 und aus der
eingangs unter dem Zeichen A betrachteten
Problemstellung.
Beispiele fiir das Rechnen mit Niherungs-
werten:
0,00051+ 7,28 ~0,00+ 7,28 =7,28
1834,1 — 1834,23874~ 1834,1 — 1834,2= —0,1
3414+1,74+38-172+113-72+27+9,3
+11,2-112x38
Im letzten Beispiel ist es wegen der groBen
Zahl von Summanden nicht sinnvoll, gemaB
Faustregel 1 im Ergebnis eine Stelle nach dem
Komma anzugeben: Ist der Betrag des abso-
luten Fehlers jedes Summanden durch 0.05
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nach oben abzuschitzen, so 148t sich der Be-
trag des absoluten Fehlers des Ergebnisses
nur durch 10-0,05=0,5 nach oben abschit-
zen.

Absoluter und relativer Fehler
eines Produktes

Den folgenden Betrachtungen legen wir die
Formel z =xy zugrunde, wobei bei gegebenen
x und y jeweils z zu berechnen ist. Fiir wahre
Werte gelte zw=xw " yw und fiir ihre Nihe-
rungswerte entsprechend zg = xr - yr. Aus bei-
den Gleichungen folgt Az =xy " yr—xw ' yw.
Wegen —xr- yw+xpyw=0 ldBt sich diese
Gleichung in der folgenden Form schreiben:
Az=Xpyr—Xryw+ Xpyw — Xwyw '
Mittels Distributivgesetz und Definition 1
ergibt sich hieraus:

Az =xp(yr— yw)+ yw(xr— xw)

Az=xp-Ay+yw  Ax
(Spiiter werden wir bei der Herleitung einer
Formel fiir den relativen Fehler eines Pro-
duktes von dieser Gleichung ausgehen.) Nach
Definition 1 gilt yw=yr—Ay. Durch Ein-
setzen folgt jetzt:

Az=xp Ay +(yr—Ay) Ax

Az=xp Ay+)yr Ax—Ax- Ay
Mittels Dreiecksungleichung und da fiir alle
reellen Zahlen a und b [a-b|=|a|-|b] gilt,
ergibt sich:
| Az| <[ xp || Ay | +]ye || x| +] Ax || A
Die erhaltenen Ergebnisse fassen wir in dem
folgenden Satz zusammen:
Satz 7: Fiir den absoluten Fehler eines Pro-
duktes z=xy gill
Az=xp-Ay+yr- Ax—Ax-Ay und
| Az|<|xe || Ay |+ yr || Ax |+| Ax || Ay
Als Anwendung l6sen wir die folgende Auf-
gabe:

Aufgabe 1: Ein Fahrzeug f4hrt mit konstan-

ter Geschwindigkeit. Geschwindigkeit und

Fahrzeit werden gemessen zu:
vp=48km-h~';|Av|<1km-h~!
tr=97s; |Ar|<0,5s

Welchen Weg s hat dieses Fahrzeug in der

Zeit t zuriickgelegt ?

Losung: Wegen s=v - ¢ gilt gemil Satz 7

|85 < or || At +[te || 0 | +] Ac | 8o

Damit gilt erst recht:

|As|<48km-h7!-055+97s-1km-h~!

+0,5s-1km-h~!

Hieraus folgt schrittweise:

48-0,5 97 0,5
< .
|As|< 3600 km +3600km+3600km
49 0,5 105 0,7
<3500 KM+ 3500 ™+ 3300 K™
=705 15 0,1
500 km+ —— 300 km+—500 km
=0,007 km +0,03 km + 0,0002 km
<0,04 ken

Aus Geschwindigkeit und Zeit berechnet sich
der zuriickgelegte Weg zu:
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48 -97
=g fe— h!. —
Sp=vp tr=48km'h 97s 3600 km
4656
mkm—129 . km.

Die zuriickgelegte Fahrstrecke betriigt also
sw=(1,3+0,05) km.
Fiir den relativen Fehler eines Produktes gilt
eine einfachere Formel als fiir den absoluten
Fehler. Diese soll jetzt hergeleitet werden. In
die oben bei einem Zwischenschritt erhaltene
Formel Az=xr:Ay+yw-Ax wird jetzt xp
durch xw + Ax ersetzt:

Az=(xw+Ax)  Ay+yw - Ax

Az=xw - Ay+yw-Ax+Ay- Ay
Durch Division beider Seiten mit zy = xu * yw
und nachfolgendem Kiirzen ergibt sich:

Az Ay Ax Ax Ay

Zw  Yw Xw . Xw Yw
Satz 8: Der relative Fehler eines Produkts ist
gleich der Summe aus dem relativen Fehler
des ersten Faktors, dem relativen Fehler des
zweiten Faktors und dem Produkt dieser bei-
den relativen Fehler.

z=Xxy
Az _Ax Ay Ax Ay
Zw_«\'w_ryw Xw Yw

Mittels Dreiecksungleichung ergibt sich fiir

den relativen Fehler eines Produktes die Un-

gleichung:

Az |ax],
Xw

Ax
Xw

Ay
Yw

A
iy
yw

Zw

Aufgabe 2: Die eine Rechteckseite a ist mit
der Abschétzung [ir den relativen Fehler
a—" <0,002, die andere Rechteckseite b ent-
w
sprechend mit

— |£0,001 bestimmt wor-
w

den. Was folgt hieraus [iir den relativen Feh-
ler des Flacheninhaltes 4 =ab? Wieviel Dezi-
malstellen, gezdhlt von der ersten von 0" ver-
schiedenen an, sind in Af zuverlissig?

Aufgabe 3: Berechne den Umfang u=nd
eines Kreises aus der Kreiszahl np=3,14:
[An|<0,002 und dem Durchmesser d¢
=68cm;|Ad|<0,05cm!

Aufgabe 4: Berechne den Flicheninhalt 4 =&
eines Quadrates aus der Seitenldnge ar
=7,34dm;| Aa| 0,005 dm!
Die Aufgabe 4 zeigt uns, daB oft in guter
Néherung fiir den relativen Fehler eines Pro-
duktes z=xy gilt:

Bz _Ax Ay

Zw  Xw  Yw

Absoluter und relativer Fehler
eines Quotienten

Hier sollen wir zunichst den angegebenen
Satz sclbstindig beweisen und die abge-
druckte Aufgabe selbstindig 16sen.

Satz 9: Absoluter und relativer Fehler eines

. x "
Quotienten z =; geniigen den Formeln:

Az=———- Ay; yr#£0; yw=0

b tx by by (Bx )

yr#¥0;
Zw Xw Yw YF \Xw JYw

ywE0: xy+0
Aus Satz 9 folgt, da ﬁir den relativen Fehler
eines Quotienten z "—; oft in guter Néherung

gAx Ay

2Dt

Zw  Xw Yw

Aufgabe 5: Die Dichte ¢ eines homogenen
Korpers ist durch die Formel ¢ =$ bestimmt.

Dabei sind m die Masse und V das Volumen

des Korpers. Masse und Volumen eines

Korpers aus Eisen werden bestimmt zu:
Ve=127cm?; |AV|<0,5 cm®
mp=1000g; |Am|<05g

Berechne nach diesen Angaben die Dichte gw

dieses Korpers!

Abschlieflend wird die bereits angekiindigte
zweite Faustregel, die sich mittels der Sitze 8
und 9 und der eingangs unter dem Zeichen
A A betrachteten Problemstellung motivie-
ren laBt, formuliert.

A A Faustregel 2: Besitzt der Naherungs-
wert ar [, aufeinanderfolgende zuverldssige
Grundziffern, deren erste (von links) in ar die
erste von ,,0" verschiedene Grundziffer ist, be-
sitzt der Naherungswert by I, Grundziffern
mit den gleichen Eigenschaften, und ist / das
Minimum der Zahlen [/, und /,, so besitzen
ar - bpund ar : br jeweils | aufeinanderfolgende
zuverldssige Grundziffern, deren erste (von
links) in af - by bzw. in ar : by die erste von ,,0¢
verschiedene Grundziller ist. Wenn z. B. der
Naherungswert 7,28 drei zuverldssige Grund-
ziffern hat und wenn der Niherungswert
0,0041 zweti aufeinanderfolgende zuverldssige
Grundziffern hat, deren erste in 0,0041 die
erste von ,,0“ verschiedene Grundziffer ist, so
sind in 7,28 -0,0041 und 7,28 :0,0041 jeweils
zwei aufeinanderfolgende Grundziflern, de-
ren erste im jeweiligen Ergebnis die erste von
0 verschiedene Grundziffer ist, zuverlis-

sige. 7,28 -0,0041=0,0298...~0,030
7,28 :0,0041=177.,... ~1800
W. Trager
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Hast du schon einmal von elektronischen Rechenmaschinen
gehort? (Der englische Name dieser Maschine lautet Com-
puter, ausgesprochen: Kompjuter.) Es gibt Maschinen die-
ser Art, die in einer Sekunde mehr Rechenarbeit leisten, als
du im ganzen Leben fertigbringen wiirdest, und solltest du
auch zeitlebens immerfort rechnen. Und obendrein erledigen
sie derart komplizierte Rechnungen, die der Mensch ohne
Maschinen iiberhaupt nicht bewiltigen kénnte. Auch was
die Arbeitsgenauigkeit und Zuverlassigkeit angeht, steht der
Mensch diesen Maschinen sehr nach. Allerdings ,,verrech-
net‘* sich auch eine Maschine hier und da, aber ein Mensch
wiirde bei solcher Arbeit viele tausend Fehler machen.
Diese Maschinen arbeiten duBerst schnell, genau und zu-
verldssig und konnen fiir die verschiedensten Zwecke ver-
wendet werden; von selbst , kdnnen‘ sie aber iiberhaupt
nichts. Sie verrichten nur das, worauf man sie eingestellt,
programmiert hat. Schleicht sich ins Programm ein ganz
kleiner Fehler ein, so stehen sie schon still oder liefern die
unsinnigsten Ergebnisse. Sie kénnen nicht begreifen, was
man von ihnen verlangt. Sic haben eben keinen Verstand.
Deshalb ist es so wichtig, daB wir bei der Programmierung
einer Rechenmaschine sehr genau durchdenken, was die
Maschine verrichten soll. Wir gliedern die Arbeit der Ma-
schine in Teile, so wie wir es auch bisher bei den FluB-
diagrammen getan haben. Die Fludiagramme sind wichtige
Hilfsmittel zur Programmierung von Maschinen.

1. Alles, was du hier sichst, geschieht an einem Morgen.
Ordne die Bilder nach der richtigen Reihenfolge, und nume-
riere sie¢ mit den Zahlen 1, 2,3, ...! ’

Es ist langweilig, denselben Text noch einmal abzuschreiben.
Und nebenbei bemerkt, wievielmal sollen wir es denn tun?
Die Wiederholung ist aber auch iiberfliissig. Es geniigt, zwei
Pfeile an der richtigen Stelle zu zeichnen, damit wir wissen,
wie es weitergeht.

Hier ist die verbesserte Figur:

Ich schlage das Buch an der Stelle auf,
wo ich Seite 73 vermute

Eh betrachte die rechte Seitenzahl

Ich stelle fest,
ob sie groBer als 73 ist

Ich blattere zuriick

Ich blattere weiter

Setze das Zeichnen von Pleilen fort!
In den Rahmen mit dieser Form <> findest du Fragen, die
auf zweifache Weise beantwortet werden kénnen.

Die Mine meines
Kugelschreibers ist leer

Habe ich eine
Ersatzmine?

Ich gehe, eine neve Mine
zu kaufen

-

I Ich wechsle die Mine au51

Ich kaufe die Mine

Aul dem Heimweg erblicke
ich eine Lupe,
die ich notig hatte

for die Lupe ubrig?

Ich kaufe die Lupe

Ich (rage, ob man sie fiir mich
beiseite legen kdnnte
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2. Wie sind die Aufgaben anzuordnen? Du kannst die rich-
tige Reihenfolge durch Pfeile ausdriicken.

Ich kaufe im Geschift Kartofleln,
Zwiebeln, Paprika, Wurst, Fett

Ich réste die Zwiebeln

I ich salze die Kartoffeln ]

-~

[ Ich gieBle Wasser daraufJ

[Wir essen die Karloﬂ'elspeisﬂ
I Ich streue Paprika hineiﬂ Ich erhitze das Feut

ENir tragen die Kartoffelspeise auf—l l Ich gebe die Wurst hineﬂ

[Ich setze einen Deckel auf den Topf -I l
I lch zerschneide die Zwiebeln

Ich reinige die Kartoffeln

und die Zwiebeln Ich schneide die Kartoffeln

in Scheiben

l Ich gebe die Kartoffeln hinzu I

Ich lasse alles aufkochen |

Der Pfeil fiihrt an eine schon beriihrte Stelle zuriick. Wir
haben eine Rundreise unternommen, einen Zyklus beschrie-
ben. Wenn du diese (zyklische) Vorschrift befolgst, kannst du
die gesuchte Seitenzahl leichter finden, als wenn du nur in
einer Richtung oder planlos hin und her blatterst. Auch die
Figur fallt einfacher, kiirzer aus, wenn wir Zyklen anwen-
den. : ‘

Die Vorschrift ist aber auch so nicht ganz genau, nicht aus-
fiihrlich genug. Wie stellen wir denn fest, ob eine Zahl gerade
73 oder groBer oder kleiner als 73 ist?

Wir zeichnen jetzt das FluBdiagramm (das Anweisungs-
systern) dieser Aufgabe.

73? GroBer? Kleiner?

Setze die Zeichnung bei jedem ,,nein‘‘-Pfeil fort!

Ich priife, wie viele
Stellen die Zahl hat.

nein
Ist sie zweistellig?

[ Ich betrachte die erste Ziﬂ'ﬂ

nein

ja

Llch betrachte die zweite Ziﬂ'c:l

Halt! Die Zahl ist 73

2 7
Wie suche ich in einem Buch 1. Aufgabe. Was fiir einen Rahmen wiirdest du nach
. . ‘,
dle Selte 73 b Ich blattere weiter 2
femi . Ich schlage das Buch :
Zum BCISPICI so: bei der ersten Seite aufl
(Diese liegt immer rechts) . . . . .
T zeichnen? Was wiirdest du in diesen Rahmen schreiben?
h schlage cine Seite um 2. Aufgabe. Was fiir einen Rahmen wiirdest du nach
(Ebenfalls rechts)
Ich schlage noch eige Seite um Ich blattere zuriick 2
Da finde ich die 5. Seite
\1/ zeichnen? Was wiirdest du in diesen Rahmen schreiben ?
Mit Geduld kommt man auch so zu Seite 73. : . .
Es gibt aber noch eine bessere Methode: 3. Aufgabe. Setze die Zeichnung von da an fort!
Ich schlage das Buch an der Stelie auf| .
an der ich Seite 73 vermute.
‘I, Ich blattere zurick
Fch betrachte die rechte SeitenzahLl
Ich blattere weiter
Ich stelle fest,
ob sie groBer als 73 ist
nein ja
Ich blautere weiter Grofer? Ich blattere zuriick
Wir sind aber noch nicht fertig. Um weiterzukommen, be-
notigen wir weitere Anweisungen.
4 )
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Und hier die Lésung der Knobelei:

Die Karte wird so weit gebogen, dal der schmale Streifen
durch die runde Offnung gezogen werden kann. Durch die
entstehende Schlaufe wird eine Streichholzschachtel gescho-
ben; die Aufgabe ist gel6st.

AV

Rhombohex ist ein hexagonales Muster, das mit Rhomben
so ausgelegt wird, wie es die Figur zeigt. Es besteht aus einer
weiBen Innenfliche, einem schwarzen Ring und einer weiflen
AuBenfliche. Das Besondere an der Figur ist, daB die weiBe
Innenfliche genau so viele Steine haben soll wie die Um-
randung. Das Bild zeigt die Losung der Aulgabe mit der
geringst moglichen Zahl von Steinen.

8

Magische Spielereien
alpha-Ferienheft

Irrgarten

Zahlen-Magie

Wir kénnen das Alter eines Freundes erraten. Wir lassen ihn
zu diesem Zwecke sein Alter mit 10 multiplizieren und
davon das Produkt einer beliebigen einstelligen Zahl mit 9
subtrahieren. Nennt er uns das Ergebnis, sagen wir ihm
sofort sein Alter.
Beispiel- Ralph ist 15 Jahre alt; er rechnet:.15 - 10 = 150;
Produkt einer beliebigen einstelligen Zahl, z. B. 5 - 9=45;
150 — 45 =105.
Ralph nennt uns die Zahl 105, und wir haben nur die ersten
beiden Ziffern als gemeinsame Zahl mit der letzten Ziffer zu
addieren, so konnen wir das Alter nennen. Denn 10 + 5= 15.
1

Gewandter Kletterer

Allgemeines Gelachter wird ausbrechen, wenn du einen An-
wesenden bittest, durch eine Postkarte zu kriechen.
Verschiedene werden lachen, weil sie das fir unméglich
halten, andere werden vielleicht deshalb schmunzeln, weil
sie diesen Trick schon kennen.

So wird’s gemacht: Du faltest eine Postkarte in der Mitte und
schneidest sie unserer Abbildung entsprechend ein, abwech-
selnd einen Schnitt vom Mittelfalz zum AuBenrand, dann
einen Schnitt vom AuBenrand zum Mittelfalz. Achte darauf,
dafl du nirgends durchschneidest! Abschliefend wird der
Mittelfalz vom ersten bis zum letzten Einschnitt getrennt.
Das Ergebnis dieser Schneiderei ist ein groBer Papierring,
durch den jeder, selbst der umfangreichste Anwesende, hin-
durchsteigen kann.

| M

Magisches Quadrat

Ein groBes Quadrat — wir zeichnen es auf eine Tafel und
legen Kreide bereit — ist in 16 kleine Quadrate aufgeteilt.
Wer findet vom Quadrat 13 aus den Weg zum Ausgang
(Quadrat 4), ohne ein Feld mehrfach zu benutzen?
Lediglich Quadrat 13 darf mehrmals benutzt werden.
Lésung : Die Quadrate miissen in folgender Reihenfolge be-
nutzt werden:

13, 14,13,9,10, 11, 15,16, 12,8, 7,6, 5, 1, 2, 3, 4.
.

1 l 2 l 3T4~
S S e
5 6 7 8
0 3 +10—|_41+12—
D atay

1% 15 16
l | |

Gewulit, wie!

Gero sagt zu Bernd: ,,Nimm einen Dominostein! Ich werde
wissen, welchen du genommen hast.*
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Der Magische Wiirfel

Nimm einen Wiirfel und faB ihn oben und unten an! Die
oberste, somit zugedeckte Zahl multiplizierst du mit 5,
addierst 3, verdoppelst die Summe und addierst die unten
zugedeckte Zahl.

Nun nenne mir das Ergebnis, und sofort nenne ich dir die
beiden zugedeckten Points.

Beispiel: Nehmen wir an, die Points 1 und 6 wurden zuge-
deckt.

Der Mitspieler rechnet: 1-5=5; 54+3=8; 8-2=16; .

16 +6=22, wenn die 1 oder 6-5=30; 30+3=33;
33-2=66, 66 + 1 =67, wenn die 6 die obere Zahl ist. Er
nennt uns als Ergebnis 22 oder 67. In jedem Falle sub-
trahieren wir die Zahl 6 und erhalten die beiden gesuchten
Points des Wiirfels.

Das Labyrinth

Irrgarten in Hampton Court, England. Dieses Labyrinth ist
zu bewiltigen, belolgt man die Vorschrift ,,Gehe immer an
der rechten Wand entlang!*

2

Befreite Schachteln

Aufgabe dieser Knobelei ist es, 2 gefesselte Schachteln zu
befreien. Die Schachteln sollen, ohne die Schnur von ihnen
zu l6sen, von der Karte entfernt werden.

Dieses Knobelspiel 148t sich schnell anfertigen.

Zur Losung :

Du nimmst ein Stiick Karton und schneidest den 2,5 Zenti-
meter breiten Streifen (a) und die runde Ofnung (b) — sie hat
einen Durchmesser von 3 Zentimetern — ein. 2 leere Streich-
holzschachteln verbindest du durch einen Faden.

Bernd nimmt den Stein mit den 4 und 3 Augen.

Nun sagt Gero:

,,Multipliziere die erste Augenzahl mit 5 und addiere 3!
Verdoppele dieses Ergebnis und addiere die zweite Augen-
zahl! Sag mir dein Ergebnis!*

Bernd sagt die Zahl 49.

Gero subtrahiert davon 6, erhilt 43 und liest daraus ab, da8
Bernd den Stein mit den Augen 4 und 3 genommen hat.

Magische Kreise

Im Sechseck sind die Zahlen 1 bis 13 eingetragen. Je drei der
Zahlen liegen auf einer der insgesamt 9 Geraden. Beachte,
daB fiir sechs dieser Geraden die Summe ihrer Zahlen gleich
ist:
347+13=134+8+2=24+10+11
=54+6+12=104+9+4=23

Der magische Charakter dieser Figur ist dadurch verdorben,
daB die drei anderen Summen nicht ebenf(alls 23 ergeben. Die
Zahlen sollen derart umgestellt werden, daB alle neun Sum-
men von Zahlen derselben Geraden dieselbe Zahl ergeben.
Welche Zahl z (oder Zahlen) muB im Zentrum stehen und
wie heiBt die magische Konstante M?

Lésung: z =9, M =21.

Réaumliches Vorstellungsvermigen gefragt

Um ein Ordnen und Neu-Zusammensetzen handelt es sich
bei diesem Spiel. Die oben gezeigten Muster sind zerschnit-
ten worden. Die Schnipsel sind in den darunter stehenden
Kaéstchen zu sehen. Welches Kistchen gehort zu welcher
Figur?

Lésung:zu A:8,9,11;zu B: 1,4, zu C: 3, 6, 12;
zuD:2,7;z2u E: 5,10
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Klassenstufe 5

1. Wenn es eine solche Eintragung gibt, so ist
nach der 1. Zeile B das Quadrat von A (+ B),
also B=4 oder B=9. Ferner ist E das Produkt
zweier einstelliger Zahlen C, D, also nicht 0
und nicht 1. Daher ist auch keine der Zahlen
C, D gleich 0 bzw. gleich 1. Wegen 2- 3 =6 ist
E mithin mindestens gleich 6. Da ferner E
nach der 3. Spalte kleiner als B ist, scheidet
B=4 aus. Es lolgt B=9, also A=3. Da G
(#3) somit das Dreifache von D (= 3), aber
groBer als O und kleiner als 10 ist, verbleibt
nur die Moglichkeit D=2, G=6. Nach der
dritten Zeile ist F groBer als 6, also wegen
'"F#+ B, B=9, entweder F =7 oder F=8. Nach
der zweiten Zeile ist E gerade, nach der dritten
Spalte ist H ungerade, nach der dritten Zeile
also F ungerade. Daher folgt F=7 und somit
H=1, E=8 sowie C=4. Also kann nur die
folgende Eintragung alle Bedingungen er-

fillen: 3 - 3 =9
B s
4 -2=28
7—-6=1

Sie erfiillt die Bedingungen; denn die [Ur 4, B,
C,D, E, F, G, H eingetragenen Ziffern 3, 9, 4,
2,8, 7,6, 1sind simtlich verschieden, und die
angegebenen Rechenaufgaben sind richtig ge-
rechnet.

2. Auf der Hinfahrt legten die Pioniere eine
Strecke von 1200 m in 10 Minuten zuriick, in
jeder Minute also durchschnittlich 120 m.
Auf der Riickfahrt legten sie wegen 120—40
=80 folglich in jeder Minute 80 m zuriick.
Wegen 1200 :80= 15 brauchten sie daher fir
die Riickfahrt 15 Minuten.

I .3
/
/
o < C
;
o
A B
3. a) Zeichnen des Quadrats ABCD mit
AB=4cm

b) Zeichnen des Verschiebungspleils
¢) Zeichnen der Parallelen durch 4, B, C, D

d) Konstruktion der Punkte 4’, B, C', D’
¢) Zeichnen des Quadrats A'B'C'D’

4. Wegen 3 - 25000="75000 konnen aus 3 Ton-
nen Papier 75000 Hefte hergestellt werden.
Wegen 75000:15=15000 lassen sich mit die-
sen Heften in einem Jahr insgesamt
5000 Schiiler versorgen.

Klassenstufe 6

1. Wenn bei einer Einsetzung alle Angaben
zutreffen, so folgt aus den Angabern iiber die
Zehntausenderziffer, daB A=5 ist. Aus den
Angaben iiber die Einerziffer folgt daher
I+ R=10. Von den méglichen Darstellungen

der 10 als Summe von zwei verschiedenen ein-,

stelligen Zahlen
10=149=2+8=3+7=4+6
scheiden diejenigen aus, in denen die Ziffern
schon [Ur andere Buchstaben als I und R
eingesetzt wurden, also E=1, H=9, P=7,
L=6. Daher verbleibt nur die Darstellung
10=2+8. Wegen I <R ist also I=2, R=8.
Da bei der Addition der Zehnerziffern eine
Zehneriibertragung von genau | auftritt, er-
gibt sich aus den Angaben iiber die Hunder-
terziffern T =4.
Also kann nur die Einsetzung

ALPHA HEITER

56795 912418
alle Forderungen erfiillen. Sie erfiillt diese
Forderungen; denn die fiir verschiedene Buch-
staben eingesetzten Ziffern sind simtlich ver-
schieden, es gilt EHPL=1976 und I <R, und
die Addition

56795
+ 912
+ 418
58125

ergibt die Summe 58 125.

2. Wegen 68+ 76 + 64 + 52 =260 besitzen die
vier Rdume eine Gesamtbodenfliche von
260 m2. Wegen 260 :65=4 standen fiir jeden
Pionier laut Aufgabe 4 m? Boden(liche zur
Verfiigung. Daher ergab sich wegen 68:4
=17, 76 :4=19, 64:4=16 sowie 52:4=13
folgende Belegung:
Im ersten Raum:
im zweiten Raum:
im dritten Raum:
tm vierten Raum:
zusammen also:

17 Thialmann-Pioniere,
19 Thialmann-Pioniere,
16 Thilmann-Pioniere,
13 Thilmann-Pioniere,
65 Thilmann-Pioniere.

3. Wegen 80 - 60=4800 betréagt der Flachen-
inhalt des groBen Rechtecks 4800 mm?

=48 cm?. Fiir den Flicheninhalt des heraus-
geschnittenen Quadrats verbleiben wegen
48 —44=4 somit 4cm>. Also betrigt seine
Seitenldnge a=2cm, da 2 die einzige natiir-
liche Zahl ist, die mit sich selbst multipliziert
4 ergibt. Die Seitenlinge a des herausge-
schnittenen Quadrats betrégt somit

a=20 mm.

4. Laut Aulgabe enthalten 35kg des in der
1

3 35
=17,5 genau 17,5kg Haferschrot, wegen

Aufgabe genannten Gemisches wegen

1
0 35=13,5 genau 3,5 kg Weizenkleie, wegen

1
4
gen

-35=8,75 genau 8,75 kg Gerstenschrot, we-
ﬁ' 35=0,35 genau 0,35kg Mineral-
stoffe. Das sind wegen 17,5+3,5+8,75+0,3_5
=30,1 insgesamt 30,1 kg. Wegen 35—30,1
=49 verbleiben mithin genau 4,9 kg Wasser
als Wasseranteil dieses Kraftfuttergemischs.

Klassenstufe 7

1. Bezeichnet man die gesuchte Anzahl der
Schiiler dieser Klasse mit x, dann erhielt
jeder Schiiler (x — 1) Fotografien. Eine natiir-
liche Zahl x > 1 entspricht mithin genau dann
den Bedingungen der Aufgabe, wenn fiir sie
x(x—1)=812 gilt. Nun sind x und x—1 be-
nachbarte natiirliche Zahlen. Da 812=2-2
- 7-29 ist, 148t sich 812 nur auf die folgenden
Weisen in ein Produkt aus zwei natiirlichen
Zahlen zerlegen:
812=1-812=2-406=4-203=7-116
=14-58=28-29,
Dabei sind nur im Falle 28-29 die beiden
Faktoren benachbarte natiirliche Zahlen. Da-
her ist x=29.
Es tauschten also 29 Schiiler in der genannten
Klasse ihre Fotos aus.

2. Der Preis fiir 1 kg Aplel betrage im August
x Mark, dann betrdgt er im September

(x —%x) Mark =%x Mark. Im November be-

% : gx Mark =%x

Mark. Da %x < x ist, waren die Apfel im No-

vember billiger als im August.

Aus x—%x=Lx=i
257 257 100

fir die Aplel im November um 4% ihres

Preises im August von diesem abwich.

trug der Preis gx Mark +

x folgt, daB der Preis

3. 1. Angenommen, es gibe ein Dreieck ABC,
das den Bedingungen der Aufgabe entspricht.
Der Mittelpunkt der Seite BC sei D, der von
AC sei E. Der Schnittpunkt der senkrecht
aufeinanderstehenden Mittelsenkrechten mit-
einander sei mit F bezeichnet.

Wegen des Winkelsummensatzes, angewandt
auf das Viereck DCEF, [olgt mithin, daB



X ECD (= £ ACB) ein rechter Winkel ist.
Dabher entspricht ein Dreieck ABC nur dann
den Bedingungen der Aulgabe, wenn es durch
folgende Konstruktion erhalten werden kann:
II. (1) Man konstruiert einen rechten Winkel,
dessen Scheitel C genannt sei.

(2) Auf dem einen seiner Schenkel trdgt man
von C aus eine Strecke der Lange 5,0 cm ab,
deren zweiter Endpunkt B genannt sei, auf
dem anderen Schenkel trigt man von C aus
eine Strecke der Linge 7,0cm ab, deren
zweiter Endpunkt A genannt sei.

II. Jedes so konstruierte Dreieck ABC ent-
spricht den Bedingungen der Aufgabe.
Beweis: Nach Konstruktion haben BC bzw.
AC die Linge 5,0 cm bzw. 7 cm. Die Mittel-
senkrechte von BC ist, da auch AC senkrecht
auf BC steht, parallel zu AC. Also ist sie
senkrecht zur Mittelsenkrechten von AC.
IV. Die Konstruktionsschritte (1) und (2)
sind stets bis auf Kongruenz eindeutig aus-
fiilhrbar. Also gibt es bis auf Kongruenz ge-
nau ein Dreieck ABC der geforderten Art.

(Da

4. Der Winkel ¥ DBG bat als AuBlenwinkel
des Dreiecks ABG die GroBe a+f. Als
Scheitelwinkel von £ FKJ hat ¥BKD die
GroBe y. Mit Hilfe des Satzes iiber die
Summe der Innenwinkel im Dreieck ergibt
sich die Gr68e des Winkels ¥ CDE im Drei-
eck BDK zu 180°—a—pf—y. Mit Hille des
gleichen Satzes, angewandt auf das Dreieck
CDE, erhilt man [iir die Gr6Be ¢ des Winkels
¥ DCE:

e=180°—(180°—a—f—y+9)

=180°—-180°+a+f+y—d=a+f+y—0.

Klassenstufe 8

1. Da 3 oder mehr Teile zu 10 M mehr als
29 M kosten, waren es hochstens 2 Teile zu
10 M. Angenommen, es wiren genau 2 Teile
zu 10 M gewesen. Dann wiren genau 9 M
fur die beiden iibrigen Sorten verblieben. Von
diesen hitten 1 oder 2 Teile zu 3 M gekauft
werden konnen, wonach 6 bzw. 3 M fiir die
Teile zu 0,50 M geblieben wiire. Das wiéren 12
bzw. 6 Teile zu 0,50 M und damit insgesamt
15 oder 10 Einzelteile gewesen, also zu wenig,
Folglich wurde genau 1 Teil zu 10 M gekauft,
und es blieben genau 19 M fiir die 3-Mark-
Teile und 0,50-Mark-Teile.

Angenommen, es wire nur 1 Teil zu 3 M ge-
kault worden, dann wiren noch 16 M ge-
blieben, wofiir 32 Teile zu 0,50 M zu kaulen
waren, insgesamt also 34 Teile, im Wider-

11

spruch zur Aufgabe. Erhoht man nun die
Anzahl der Teile zu 3 M immer um 1, so ver-
ringert sich, wenn der Gesamtpreis gleich
bleiben soll, die Anzahl der Teile zu 0,50 M
dabei jeweils um 6, wobei die Gesamtzahl der
Teile um genau 5 abnimmt. Die einzige Mog-
lichkeit, auf diese Weise 29 Teile zu erreichen,
besteht [olglich darin, dal man die Anzahl der
Teile zu 3M um genau 1 erhéht und damit
die Anzahl der Teile zu 0,50 M um genau 6
verringert. Also wurden insgesamt genau
1 Teil zu 10 M, genau 2 Teile zu 3 M und ge-
nau 26 Teile zu 0,50 M gekaulft.

2. Der Fldcheninhalt A, des gegebenen
Rechtecks betrigt 4, =a, - b,.
Er entspricht 100%;.
Die um 259 verkleinerte Seite habe die
Linge a,, dann gilt
1 3

a=a; _Zal =‘—‘a,.

Die um 209, verlkingerte Seite habe die Lange

b,, dann gilt
1 6
b2=b| +§b1 =§b1

Demnach betrdgt der Flicheninhalt des so
verdnderten zweiten Rechtecks
9 9

3 6
Az=az- bz=zﬂl 'gbl =—1—0a1 by =‘1‘6A1

1
=A 1= EA 1.
Daher wurde der Flicheninhalt des ersten
Rechtecks um 109 verkleinert.

3. Werden die in der Aufgabe genannten
Durchmesser mit AC und BD sowie die er-

‘wihnten Schnittpunkte mit E, F, G, H wie

in dem Bild bezeichnet, dann gilt:

AM =MC =BM =MD. Folglich gilt
AMBF~ AMCF und AMAH=~ AMDH
(s, s, rechter Winkel)

H_ieraus folgt

BF=CF, ¥xBMF= {CMF=%<):BMC,

weil B und C aul verschiedenen Seiten der
Geraden durch M und F liegen, und ent-
sprechend
DH=AH, xDMH= {AMH=%§:DMA.
Da nun als Gleichheit von Scheitelwinkeln
¥BMC = £ DM A gilt, {olgt
¥BMF = £ DMH und damit AMBF
= AMDH (s, w, w), also
BF=CF=DH=A4H.
Entsprechend erhilt man
BE=AE =DG=CG.
Aus (1) und (2) folgt:
EH=EF=GF=GH,
d. h. EFGH ist ein Rhombus.

1
@

Im Viereck AMDH sind die Winkel bei A
und D rechte. Daher ergianzen sich x AMD
und £ AHD zu 180°. Laut Voraussetzung ist
¥ AMD kein rechter Winkel. Folglich ist auch
% AHD kein rechter Winkel und EFGH mit-
hin kein Quadrat.

4. 1. Angenommen, ABCD sei ein Viereck,
das den Bedingungen der Aufgabe entspricht
(siche Bild). Dann liegt der Schnittpunkt S
seiner Diagonalen wegen der Umkehrung des
Lehrsatzes des Thales erstens auf dem Kreis
mit dem Durchmesser BC und zweitens auf
einer Parallelen, die im Abstand k zur Gera-
den durch 4 und B verliuft.
D

A ' B
Punkt A liegt erstens auf einem Strahl s, der
in B an BC unter einem Winkel der Gro8e §
angetragen wurde, und zweitens auf der Ge-
raden durch C und §. Punkt D liegt erstens
auf der Geraden durch B und S und zweitens
auf dem Kreis um B mit f als Radius. .
Daraus folgt, daB ein Viereck nur dann den
Bedingungen der Aufgabe entspricht, wenn
es durch folgende Konstruktion erhalten wer-
den kann:

IL. (1) Wir zeichnen die Seite BC der Linge b.
(2) Wir tragen in B an BC einen Winkel der
GroBe B an.

Sein [reier Schenkel sei s.

(3) Wir zeichnen den Kreis k, der BC als
Durchmesser hat.

(4) Wir zeichnen die Parallelen zu s im Ab-
stand h.

(5) Fiir jeden Schnittpunkt von k mit einer
dieser Parallelen zeichnen wir, wenn der be-
treflende Schnittpunkt S+ C ist, die Gerade
durch C und S. Schneidet sie den Strahl s, so
sei dieser Schnittpunkt A genannt.

(6) Wir zeichnen die Gerade g durch B und S.
(7) Wir zeichnen um B den Kreis mit dem
Radius f. Ein Schnittpunkt von g mit diesem
Kreis sei mit D bezeichnet, wenn dabei ABCD
ein Viereck wird, das den in (2) konstruierten
Winkel als Innenwinkel hat.

III. Jedes so konstruierte Viereck ABCD ent-
spricht den Bedingungen der Aufgabe.
Beweis: Laut Konstruktion hat die Seite BC
die Linge b=6cm. Ebenso hat laut Kon-
struktion der Innenwinkel ¥ ABC die GroBe
B=060°, ferner die Diagonale BD die Linge
f=12,5 cm. Weiter hat der Punkt S von 4B
einen Abstand von h=3,5 cm. Da schlieBlich
Punkt S auf dem Kreis mit dem Durchmes-
ser BC liegt, schneiden sich die Diagonalen
BD und AC unter einem Winkel von 90°, wie
es verlangt war.



IV. Die Konstruktionsschritte (1), (2), (3), (4)
sind ausfiihrbar und - bis auf Kongruenz —
eindeutig ausfiihrbar.

Bei den gegebenen Werten fiir §, b, h schnei-
det genau eine der beiden in (4) konstruierten
Parallelen den Kreis k, und zwar in 2 Punk-
ten. Fiir genau einen von diesen fiihrt (5) zu
einem Punkt A. Sodann ist Konstruktions-
schritt (6) eindeutig ausfiihrbar, und in (7)
ergeben sich genau 2 Schnittpunkte von g mit
dem Kreis um B mit f. Von den beiden ent-
stehenden Vierecken hat genau eines den in (2)
konstruierten Winkel als Innenwinkel (das
andere hat bei B einen Innenwinkel der
GréBe 300°).

Das Viereck ABCD ist mithin durch die ange-
gebenen Bedingungen bis auf Kongruenz ein-
deutig bestimmt.

Klassenstufe 9

1. Es sei h die Gerade durch 4 und E. Dann
gilt h | g2, da AEFG ein Parallelogramm ist.
Folglich schneidet die zu g, nicht parallele
Gerade g, die Geraden g, und h in S bzw. P
(siehe Bild).

Nunsind ¥ BPA und & BSG Stufenwinkel an
geschnittenen Parallelen und daher gleich-
groB. Ebenso sind £ DAE und < BPA Stufen-
winkel an geschnittenen Parallelen und mit-
hin gleichgroB. Folglich ist der Winkel
¥ BSG, den g, mit g, einschlieBt, genau so
groB wie jeder der Winkel £ BAD, ¥ DAE,
X EAG.
Damit ist der Satz bewiesen.

. 20 11
2. a) Die Zerlegung siToto
weise hat alle verlangten Eigenschaften.
Beweis: Die beiden Summanden haben den-
selben, von 21 verschiedenen Nenner 42 so-
wie die unterschiedlichen Zahler 11 und 29.

beispiels-

1
In 4—; sind Zdhler und Nenner die teilerfrem-
den natiirlichen Zahlen 11 und 42, in %

die teilerfremden natiirlichen Zahlen 29 und
42.

2 .
b) Die Zerlegung 2—(1) =§+% beispielsweise hat

alle verlangten Eigenschalten.

Beweis: Die beiden Summanden haben den-
selben Zahler 2 sowie die unterschiedlichen

Nenner 3und 7. In % sind Zéhler und Nenner

die teilerfremden natiirlichen Zahlen 2 und 3,
in % die teilerfremden natiirlichen Zahlen 2
und 7.

3. Die Gesamtlinge der Streckenziige wird
nicht verdndert, wenn wir den ,,Mantel* aus

den vier zu A4’ parallelen Seiten{lichen des
Wiirfels wie folgt in die Ebene abwickeln:

& g ¢ o 4,
A
Y 2 >
%F B e
x X,
2
A C D 4,

Fiir den dabei zweimal (als X und X,) aul-
tretenden Punkt X gilt XX || AA4o.

a) Zu jedem solchen X ergibt sich als Mog-
lichkeit fiir Y, Z, T mit minimaler Gesamt-
linge von XYTZX, die Wahl von Y, Z, T
auf der Strecke X X,, da diese die kiirzeste
Verbindung zwischen X und X, ist und da die
so bestimmten Punkte Y, Z, T wegen AX=BY
=CZ=DT=A4,X, im Innemn von BB, CC'
bzw. DD’ liegen. Die so zu je einem X geho-
rende minimale Gesamtlinge von XYZTX,
ist XX o= AAo, also fiir alle X dieselbe Linge.
Dabher ist dies unter allen betrachteten Strek-
kenziigen iiberhaupt die minimale Gesamt-
lénge, deren Existenz somit nachgewiesen ist.
b) Es sei XYZTX ein beliebiger zu betrach-
tender Streckenzug. Fiir ihn sei durch ge-
eignete Wahl in der Reihenfolge der Bezeich-
nungen A, B, C, D sowie gleichzeitig A', B,
C,D' und X, Y, Z, T erreicht, daB CZ<BY
und CZ<DT @t' Nach der Abwicklung
schneidet die Parallele zu A4, durch Z dann
BB und CC’ in Punkten U bzw. V aul BY
bzw. DT. Daher ist £xCZY 2= «CZU =90
und £ CZT 2 £ CZV=90°. Wihlt man nun
einen Punkt Z, zwischen C und Z, so
gehort auch XYZ, TX zu den betrachteten
Streckenziigen. Ferner ist im Dreieck Z,ZY
der Innenwinkel bei Z groBer als der bei
Zy,also gt YZ,>YZ.

Ebenso folgt Z, T >ZT. Daher hat XYZ, TX
eine groBere Gesamtldnge als XYZTX. Folg-
lich gibt es unter den betrachteten Strecken-
ziigen keinen mit maximaler Gesamtlange.

4. 1) Angenommen, eine Ersetzung habe die
geforderten Eigenschaften. Dann kann X
nicht fiir das Pluszeichen stehen; denn wenn
die Summe zweier zweistelliger Zahlen eine
dreistellige Zahl ist, dann mufB3 deren erste
Zilfer eine 1 sein; die Ergebnisse von

abXab=cad und

aeXae=ffe
beginnen jedoch mit verschiedenen Ziflern.
Da ferner weder die Differenz noch der
Quotient zweier zweistelliger Zahlen eine
dreistellige Zahl ergeben kann, kann. X auch
keins der Zeichen ,—* oder ,,:* bedeuten.

Daraus folgt

(1) X steht fiir das Zeichen ,, - .

Aus ff'Y ff =gg folgt wegen ff — ff =0 und
ff:ff=1, daB Y weder das Zeichen ,.—"
noch das Zeichen ,, : “ bedeuten kann.
Daraus und aus (1) ergibt sich

(2) Y steht fir das Zeichen ,,+*.

Aus cad Z ffe=gg lolgt, daB Z nicht fir das
Zeichen .,:“ stehen kann, da der Quotient
zweier dreistelliger Zahlen nicht eine zwei-
stellige Zahl sein kann. Daraus und aus (1)
und (2) folgt

(3) Z steht fur das Zeichen ,,—*.

Wegen 322> 1000 ergibt sich aus ae - ae = ffe,
daB die durch ae dargestellte Zahl héchstens
31 betragen kann. Da die Endziffern der drei
Zahlen iibereinstimmen, kann e nur eine der
Zahlen 0, 1, 5 oder 6 darstellen.

Aus ab +ae=ff folgt, daB e nicht 0 sein kann,
weil sonst b und f die gleichen Zahlen dar-
stellen miiBten.

Von den somit fiir ae in Frage kommenden
Zahlen 15, 16, 21, 25, 26 und 31 erfiillen nur
die Zahlen 15 und 21 die Bedingungen, daB}
an der Hunderterstelle und an der Zehner-
stelle ihres Quadrats die gleiche ZifTer steht.
Wire nun a=1 und e=5, dann miiBite wegen
ab+ ae= ff mithin f =3 und b=8 sein. We-
gen 182=324 folgte dann aus ab-ab=cad

- der Widerspruch a=2.

Fiir a=2 und e=1 folgt f =4 und b=3. Also
kann nur die Ersetzung

23 -23=529
+ + -
21 - 21=441
Py

allen Bedingungen der Aufgabenstellung ge-
niigen.

2) Diese Ersetzung hat in der Tat alle ver-
langten Eigenschaften; denn die fiir q, b, c,
d, e, f, g eingesetzten Zahlen 2, 3,5,9,1,4, 8
sind verschieden, ebenso die fiir X, Y, Z ein-
gesetzen Operationszeichen -, +, —, und die
entstehenden Aussagen sind simtlich wahr.
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1. Es gilt > —g=q(g* — )=q(g— 1) (g +1).

Von den drei aufeinanderfolgenden ganzen

Zahlen g—1, g, g+ 1 ist stets eine durch 2 und

eine durch 3 teilbar. Mithin ist ihr Produkt

?-q
6

g°—q durch 6 teilbar, d.h.
ganze Zahl.

ist eine

2. Fiir die gesuchten Lingen a=BC, c=AB,

h, q gilt

(1) @+ b?=c? (nach dem Satz des
Pythagoras),

cq=>b? (nach dem Kathelensatz),

3) pg=h?* (nach dem Hohensatz),

(4) p+g=c (da D aul AB liegt).

Aus (2), (4) folgt

q*+ pg — b*=0. Fiir die MaBzahl x der in cm

gemessenen Linge g gilt daher x* +1,8x—16

=0 sowie x>0. Da die quadratische Glei-

chung genau die Losungen

(03]

I



x;,2=—09+]/081+16=—09+4.1 hat,
folgt g=3,2cm.

Hieraus und aus (4) erhdlt man
c=(3,2+1,8)cm=5cm.

Aus (1) und a> 0 folgt hiernach
a=]/25—16 cm= 3 cm;aus(3)und h> 0 folgt
h=}/18-32cm=24cm.

3. 1) Angenommen, eine Ersetzung habe die
verlangten Eigenschalten. Die Spalten seien
von rechts nach links mit 1 bis 5 numeriert.
Wegen L+S folgt aus Spalte 5
L+1=S
und damit aus Spalte 4 zunichst
Q+T29. 2
Wire nun T =5, so ergibe sich aus Spalte 2
ein Zehneriibertrag, also wegen (2) auch aus
Spalte 3, und aus den Spalten 3 und 4 folgte
I'=P. Also ist
T=4, 3)
in Spalte 2 entsteht kein Zehneriibertrag;
wegen I+ P muB folglich in Spalte 3 ein
Ubertrag entstehen, d. h., es gilt sogar
Q+ T 210, wegen (3) also (2a)
026. @)
Daher verbleiben nur folgende Méglichkei-
ten:
a) Es ist 0 =9; dann folgt (aus Spalte 1) L=8
und wegen (1) S=9. Wegen Q=+ ist dies ein
Widerspruch.
b) Es ist 0 =8; dann folgt (aus Spalte 1) L=6
und wegen (1) S=7. Wegen (2a) und (3) gibt
es nur die Moglichkeiten T=2 oder T=3
oder T=4. Ist T=2, dann folgt E=S5, I =0,
P=1. Ist T=3, dann folgt E=7, im Wider-
spruch zu S=7.
c) Es ist @Q=7; dann folgt (aus Spalte 1) L=4
und wegen (1) S=5. Wegen (2a) und (3) gibt
es nur die Mdglichkeiten T=3 oder T =4.
Davon scheidet T=4 wegen L=4 aus, und
ist T =3, dann lolgt E=7, im Widerspruch zu
Q=17
d) Es ist @ =6; dann folgt (aus Spalte 1) L=2
und wegen (1) S =3. Wegen (2a) und (3) kann
nur noch T =4 gelten, dann [olgt E=9, =0,
P=1.
Daher konnen nur die Ersetzungen

(1)

68228 68448 26446
+ 2828 4 4848 + 4646
71056 73296 31092

die geforderten Eigenschaften haben.

2) Sie haben diese Eigenschalten; denn in
jeder von ihnen wurden fiir L, Q, T, S, P, I, E
verschiedene Ziffern eingesetzt, und es ist
jeweils eine im dekadischen Zahlensystem
richtig gerechnete Additionsaufgabe entstan-
den.

4. Jeder der gesuchten Streckenziige muB ge-
nau zwei von A ausgehende Wiirfelkanten
enthalten, also genau zwei der drei Kanten
AB, AD, AE. Die Durchlaufung kann so ge-
wihlt werden, daB er entweder mit 4B oder
mit AD beginnt.

1. Beginnt er mit AB, so kann er nur mit einer
der iibrigen beiden von B ausgehenden Wiir-

v

felkanten fortgesetzt werden, also entweder
als ABC oder als ABF.

1.1. Nach der Fortsetzung ABC verbleiben
ebenso nur die Moglichkeiten ABCD und
ABCG.

1.1.1. Bei der Wahl von ABCD gibt es sowohl
von A als auch von D aus nur noch je eine
Moglichkeit der Weiterfiihrung, ndmlich zu E
bzw. H hin. Von diesen beiden Punkten ver-
bleibt wiederum nur noch je eine Méglichkeit,
ndmlich zu F bzw. G hin. Dann sind alle
Punkte erfaBt, und der Streckenzug kann nur
noch durch die Strecke FG geschlossen wer-
den. Also gibt es im Fall 1.1.1. nur die Méog-
lichkeit

ABCDHGFEA
H G
£ F

o c

L —7
A B
1.1.2. Angenommen, bei der Wahl von 4BCG
kénnte auf G nun H folgen. Dann gibe es,
um iiber einen noch nicht erfaBten Punkt zu F
zu gelangen, nur die Fortsetzung ABCGHEF,
und der nun noch verbleibende Punkt D lieBe
sich nur auf dem Wege iiber einen bereits er-
faBten Punkt erreichen, da F und D nicht
Endpunkte einer gemeinsamen Wiirfelkante
sind. Wegen dieses Widerspruches kann auf
ABCG nur F [olgen, und als einzige Moglich-
keit der Fortsetzung schlieBt sich an:
ABCGFEHDA

£
L
A B
1.2. Nach der Fortsetzung ABF verbleiben nur
die Moglichkeiten ABFE, ABFG.
1.2.1. Zu ABFE existiert wie in 1.1.1. nur die
Fortsetzung
ABFEHGCDA

H G
£
F

D
L
A B
12.2. Zu ABFG existiert mit analoger Be-
griindung wie in 1.1.2. nur die Fortsetzung
ABFGCDHEA

H G
£ Fi

C

c
4 B
2. Beginnt der Streckenzug mit AD, so kann er
nur als ADC oder ADH [ortgesetzt werden.
2.1. Nach ADC gibt es nur die Fortsetzungen
ADCB und ADCG. Zu jeder von ihnen exi-
stiert wie in 1.1.1. bzw. 1.1.2. nur eine Weiter-
fGhrung. Da ein mit ADCG beginnender
Streckenzug bereits in 1.2.1. vorkommt, ver-
bleibt auBer ihm nur die Weiterfithrung von
ADCB,d.i.:
ADCBFGHEA

2.2. Nach ADH gibtesnur ADHE und ADHG
und dazu wieder nur je eine Weiterliihrung.
Davon kommt ADHE bereits in 1.1.2. vor,
und es verbleibt nur
ADHGCBFEA.

N

A 8

Damit ist gezeigt, daB nur die sechs aufge-
zdhlten Streckenziige den Forderungen der
Aufgabe geniigen konnen. Sie erfiillen in der
Tat diese Forderungen; denn jeder enthilt
jede der Wiirfelecken genau einmal, beginnt
und endet mit 4 und verlduft nur lings der
Wiirfelkanten. Ferner sind die Streckenziige
samtlich verschieden voneinander, wie fol-
gende Tabelle ausweist. Darin ist zu je zwei
der genannten Streckenziige eine Wiirfel-
kante angegeben, die in dem einen Strecken-
zug vorkommt, in dem anderen aber nicht.

1.1.2. 121, 1220 21 22
1.1.1. CD BC BC AB AB
1.1.2. BC BC AB AB
1.2.1. FE AB AB
1.2.2. AB AB
2.1 DC

o

Bevirksolvmpi

o
t.a‘iﬁﬂ
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1. Die Losung l4Bt sich z. B. mit Hilfe folgen-
der Tabelle ermitteln, wobei fir jedes der
Maidchen der Anfangsbuchstabe seines Vor-
namens gesetzt wurde, siche Tabelle.

Die tatsichlichen Daten ermittelt man fol-
gendermaBen:

1) Gibt es jeweils nur eine Mdglichkeit fiir
das Geburtsdatum, so ist fiir dieses Mddchen
das Geburtsdatum dann festgelegt (gilt fir
A, E, L, M).

2) Nun streicht man bei den verbleibenden
Midchen die Daten, deren Monatsnummer
bereits bei den unter 1) genannten Daten auf-
tritt, da laut Aufgabe in jedem Monat genau
eines der gesuchten Geburtsdaten liegt (gilt
fiir G, H, I, K).

Bleibt dabei bei einem Médchen nur ein Da-
tum iibrig, ist damit sein Geburtsdatum er-
mittelt (I, K).

3) Indem man analog fortfdhrt, werden die
restlichen Daten ermittelt.

Reihenfolge: Streichung bei B, D, H; Ermitt-
lung des endgiiltigen Datums bei B, D; Strei-
chung und damit endgiiltige Datenermittlung
bei F, G und dann bei C, H.

2. O.B.d. A. werde in dem beliebigen Dreieck
ABC die Seitenhalbierende CD der Seite AB
betrachtet (siche Bild).

c



Name| Produkt | Primfaktoren- | mdgl. Geburtsdaten | tats. Daten
zaxrlegung
A 49 77 7.7. 7. 7.
B 3 (1).3 3.1, oder 13, 3. 1.
c 52 2.2013 26+2. oder 13.4. 13. 4.
D 130 205413 26¢5. oder 13,10, 13.10.
E 187 11.17 17.11. 1731,
P 300 2.2¢3¢5¢5 3040, oder 25.12. 25.12.
G 14 (1)e2-7 et gg:;/;‘}zr 7. 2.
H 42 2¢3.7 2.3{-4 333 Jj‘?r’ Te é.
1 81 343¢3.3 27.3. oder _9.97 27. 3.
K 135 3030345 27.5. oder 15¢9¢ 27. 5.
L 128 2020202424242 | 16.8. 16. 8.
M 153 3¢3017 17.9. 17. 9o

Es ist zu beweisen, daB

DC <5 (4B -+ BC +AC) gilt.

Nach der Dreiecksungleichung gilt

im Dreieck ADC: DC<AD+ AC

im Dreieck DBC: DC <DB+ BC.

Durch Addition beider Ungleichungen er-
hilt man

Z@A_D_-{-A—Qo-ﬁ+ﬁ und,
da AD+DB=AB,
2DC<AB+AC +BC bzw.

R<%(E+R+B_C). w.z.b.w.

3. Angenommen, fiir eine Primzahl p seien
p. p+2, p+4 Primzahldrillinge. Wenn p bei
Division durch 3 den Rest 1 lieBe, so wire
p+2 durch 3 teilbar und gleichzeitig (wegen
p> 1) groBer als 3, also nicht Primzahl. Wenn
p bei Division durch 3 den Rest 2 lieBe, so
wire p+4 durch 3 teilbar und gleichzeitig
groBer als 3, also nicht Primzahl. Also muB
p durch 3 teilbar und folglich selbst die Prim-
zahl 3 sein.

In der Tat sind fiir p=3 auch p+2=5 und
p+4="7 Primzahlen. Somit gibt es, wie be-
hauptet, genau eine Zahl p, fiir die p, p+2,
p+4 Primzahldrillinge sind; dies ist die Zahl
3 (bzw. diese Primzahldrillinge sind 3, Sund 7).

4. a) Die wahre Entfernung sei x Meter. Der
Schétzwert war um 12,59, von x Metern,
d.h.um %x Meter zu klein. Das bedeutet, daB
der Schitzwert genau %x Meter betrug. Mit-
hin gilt:
7
—x =350, also
8
350-8
7=

Die wahre Entfernung betrigt also 400 m.
b) In diesem Falle sei die wahre Entfernung

400.

x=

1
y Meter. Der Schitzwert wiire um & Meter

zu groB gewesen, d. h., er hitte gy Meter be-
tragen. 9 -
Folglich gilt §y=350, also

350-8 2800 1
=5 =5 Ay
In diesem Falle wiirde die wahre Entfernung
311% m betragen.

5. Angenommen, (x;y) sei ein Paar natiir-
licher Zahlen, das die Gleichung 2x +3y=27
erfiillt. Dann folgt 3y=27—2x, also ist ins-
besondere x ein Vielfaches von 3. Weiter folgt

2 i
7 )
Da y eine natiirliche Zahl ist, gilt

y=9_

’ 2 27
—x < < -
3x_9, alsox< 7

Daher kommen nur folgende Werte fiir x in
Frage:

x=0, x=3, x=6, x=9 und x=12. Nach (1)
ergibt sich hierzu jeweils y=9, y=7, y=5,
y=13 bzw. y=1. Also haben hochsténs die
Zahlenpaare (0;9), (3;7), (6;5), (9;3) und
(12; 1) die verlangten Eigenschaften.

Sie haben tatsiichlich diese Eigenschaften;
denn sie bestehen aus natiirlichen Zahlen,
und es gilt

2:043:-9=27, 2-3+3-7=27,
2:64+3-5=27, 2:-9+3-3=27,
2-12+3-1=27.

6. I. Angenommen, ABCD sei ein Trapez, das
den Bedingungen der Aufgabe entspricht
(siche Bild). Dann ist a>c. Daher schneidet
die Parallele zu AD durch C die Seite AB
in einem inneren Punkte E, fiir den AE=c,
also EB=a—c gilt.

Daraus folgt, daB ein Trapez ABCD nur dann
den Bedingungen der Aulgabe entspricht,
wenn es durch folgende Konstruktion erhal-
ten werden kann:

I1. (1) Wir konstruieren das Teildreieck EBC
aus ﬁ=a—c, BC=bund EC=d.

(2) Wir verldngern BE iiber E um ¢ und er-
halten A. "

(3) Wir zeichnen die Parallele zu AB durch C.
(4) Wir zeichnen die Parallele zu CE durch A.
Der Schnittpunkt der beiden Parallelen aus
(3) und (4) sei D genannt.

I1I. Jedes so erhaltene Viereck ABCD ent-
spricht den Bedingungen der Aulgabe.
Beweis: Das' Viereck AECD ist ein Parallelo-
gramm, also gilt CD=AE=c und AD=EC
=d, und ABCD ist ein Trapez mit AB | CD.
Nach Konstruktion ist
E=ﬁ+ﬁ=a—c+c=a=9,l cm,
BC=b=63cm, CD=AE=c=6,7 cm und
H)=E_C'=d=5,0 cm.

IV. Konstruktionsschritt (1) ist nach dem
Kriterium (sss) bis auf Kongruenz eindeutig
ausfithrbar, weil jede der drei Seitenldngen
a—c=24cm, b=6,3cm und d=5,0cm klei-
ner als die Summe der beiden anderen ist.
Die Konstruktionsschritte (2), (3) und (4) sind
danach stets eindeutig ausfiihrbar. Mithin
existiert bis auf Kongruenz genau ein Trapez

" ABCD der geforderten Art.
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1. I. Wenn eine Moglichkeit [ir derartige
Anzahlen von Miinzen vorliegt, so gilt:

1) Wire unter den Miinzen, die Uwe bei sich
hatte, eine 10-Mark-Miinze gewesen, so [olgte
der Widerspruch, daB die iibrigen Miinzen zu-
samnmen genau 31 M ergeben hitten.

2) Wire keine 10-Mark-Miinze, aber eine
5-Mark-Miinze dabei gewesen, so lieBen sich
die restlichen 36 M nicht nur aus 20-Mark-
Miinzen zusammenstellen; mindestens 16 M
miiften in 5-Mark-, 2-M- und 1-M-Miinzen
vorliegen.

a) Wire unter diesen eine weitere 5-M-
Miinze, so ergibe sie zusammen mit der
zuvor genannten 5-M-Miinze 10 M, und es
folgte wie in 1) ein Widerspruch.

b) Wiren es aber nur 2-M- und 1-M-Miinzen,
so wiren es entweder mindestens fiinf 2-M-
Miinzen, womit wieder 10 M zusammenka-
men, oder es wiren hochstens vier 2-M-
Miinzen, also mindestens acht 1-M-Miinzen.
Aus fiinf von ihnen und der 5-M-Miinze er-
hielte man ebenfalls 10 M, so daB wiederum
ein Widerspruch vorliegt.

3) Wire unter den Miinzen, die Uwe bei sich
hatte, keine 10-M- und keine 5-M-Miinze,
aber eine 2-M-Miinze oder zwei 1-M-Miin-
zen gewesen, so lieBen sich die restlichen

A%



39 M nicht nur aus 20-M-Miinzen zusammen-
stellen: mindestens 19 M miiBten in 2-M- und
1-M-Miinzen vorliegen. Darunter wiéren ent-
weder mindestens fiinf 2-M-Miinzen oder
aber hochstens vier 2-M-Miinzen und dann
folglich mindestens ell 1-M-Miinzen, womit
in jedem Falle wiederum 10 M zusammenge-
stellt werdem konnten.

4) Also hatte Uwe hochstens eine 1-M-Miinze
und sonst nur 20-M-Miinzen bei sich. Unter
diesen Bedingungen lassen sich aber 41 M
nur so zusammensetzen, daB genau eine 1-M-
Miinze und genau zwei 20-M-Miinzen vor-
liegen.

I1. Diese Zusammensetzungsmoglichkeit er-
fillt die Bedingungen der Aufgabe, da sich aus
diesen Miinzen nur die Betrige | M, 20‘ M,
21 M, 40 M und 41 M zusammenstellen las-
sen, also nicht 31 M.

2. Die Beriihrungspunkte des Inkreises mit
den Seiten AB, BC, CD seien in dieser Reihen-
folge mit E, F, G bezeichnet.

2]

A 3 8

Wegen W=M_B, ME=MF =r sowie
¥ BEM = ¥ BFM =90° (Beriihrungsradius)
gilt ABME=~ ABMF nach dem Kongruenz-
satz (ssw). Analog 1aBt sich ACMG~ ACMF
zeigen. Folglich gilt
¥ GMC= £CMF sowie x FMB= £« BME.
Da ME und MG die Lote auf die Parallelen
AB und CD von dem zwischen ihnen liegen-
den Punkt M aus sind, ist x GME =180°.
Wegen ¥ BME + ¥ FMB+ ¥xCMF
+¥GMC=xGME=180°d.h.

2¥ FMB+2 xCMF =180°, gilt somit
¥BMC= xFMB+ xCMF= 90°, w.z.b.w.

3. 1. Wenn die Kantenlinge a, b, ¢ (in
Zentimetern) des quaderformigen Innern des
Kastens den Angaben der Aufgabenstellung
entsprechen, so gilt 0.B.d. A.

(N a-b-2=600,

(2) a-c-3=600,

(3) b c-4=600.

Dividiert man (1) durch (3), so erhédlt man

a
%= 1 bzw.

4) a=2c.
Setzt man (4) in (2) ein, so folgt

6¢ =600, und daraus wegen ¢ >0
(5) c=10.
Wegen (5) folgt aus (4) « =20 und aus (1) oder
(3)

b=15.
Also konnen nur 10cm, 15cm, 20cm als
Innenmafe des Kastens und mithin nur der
Wert 3000 cm? fiir sein Fassungsvermogen
den Angaben der Aulgabenstellung entspre-
chen. Wenn man nach der Gleichung (3) des

\2!

ersten Losungsweges folgendermaBen fort-

fahrt, ergibt sich ein weiterer Losungsweg:

Multipliziert man (1), (2), (3), so erhilt man
244*b*c? = 216000000,

also a*bic?= 9000000,
wegen abc >0 mithin
abc= 3000.

Nun ist aber abc gleich der MaBzahl des
Volumens des quader(ormigen Innern des
Kastens. Also kann fiir sein Fassungsver-
mdgen nur der Wert 3000 cm® den Angaben
der Aufgabenstellung entsprechen.

4. Sind a und b die beiden Ziffern, so sind die
zu multiplizierenden Zahlen 10a+b und
10b+a. Thr Produkt ist (10a+5b) (10b+a)
=100ab + 10a? + 10b% +ab. In Rechenschritt
(1) ergibt sich nun ab, in Rechenschritt (2)
demnach 100ab + ab.

In Rechenschritt (3) ergibt sich a® + b2, in (4)
also 10(a®2+b?). Somit filhrt Rechenschritt
(5) auf 100ab+ab+10(a? + b?), also, wie be-
hauptet, auf das zu berechnende Produkt.

5. 1. Angenommen, k sei ein Kreis, der den
Bedingungen der Aufgabe entspricht (siche
Bild). 5

Dann liegt dieser Kreis k in dem gegebenen
Winkel; sein Mittelpunkt M hat gleiche Ab-
stinde zu @ und b und liegt folglich auf w.
Daher steht die Senkrechte s zu w durch P
senkrecht auf einem Durchmesser von k; sie
ist also die Tangente in P an k. Folglich hat M
auch gleiche Abstinde zu @ und s und liegt
demnach auf der halbierenden Geraden eines
Winkels, den s mit a bildet. Daher entspricht
ein Kreis nur dann den Bedingungen der Auf-
gabe, wenn er durch folgende Konstruktion
gewonnen werden kann:

I1. (1) Man konstruiert in P die Senkrechte s
aul w. Schneidet sie a, so sei der Schnittpunkt
A genannt.

(2) Man konstruiert die halbierende Gerade
eines Winkels, den s mit a bildet. Schneidet
sie w'in einem Punkt, so sei dieser M ge-
nannt.

(3) Man zeichnet den Kreis k um M mit dem
Radijus MP.

I11. Jeder so konstruierte Kreis geniigt den
Bedingungen der Aufgabe.

Beweis: Laut Konstruktion geht k durch P.
Ferner beriihrt k die Gerade s in P,da M aufw
liegt und da sich w und s in P rechtwinklig
schneiden. Weiterhin liegt M (auf w, also) in
dem gegebenen Winkel sowie aufl einer win-
kelhalbierenden Geraden von a und s; hier-

nach hat M gleiche Abstinde zu a und s.
Endlich hat M auch gleiche Abstinde zu a
und b, da M aul w liegt, also beriihrt k auBer
der Geraden s auch die Strahlen g und b.

IV. Die Konstruktion von s nach (1) ist ein-
deutig ausfiihrbar. Da w mit « einen spitzen
Winkel bildet und auf s senkrecht steht,
schneiden sich a und s; also ist auch A4 eindeu-
tig bestimmt. Die in (2) zu konstruierenden
winkelhalbierenden Geraden, von deneh es
genau zwei gibt, schneiden beide w; denn die
eine halbiert den Innenwinkel bei 4 im Drei-
eck SAP, schneidet also dessen Seite SP zwi-
schen S und P; die andere steht senkrecht aufl
der ersten, also bildet ein Strahl von ihr mit
dem auf s liegenden Strahl aus 4 durch P
einen spitzen’ Winkel, wiahrend w auf s senk-
recht steht. Also entstehen in (2) genau zwei
verschiedene Schnittpunkte M, M,, es gibt
mithin zwei Kreise k; und k,, die den Be-
dingungen der Aufgabe geniigen.

6. a) Der Flicheninhalt von Viereck AP,BP,
ist die Summe der Flicheninhalte der Drei-
ecke AP, B und ABP,. Deren Flicheninhalte
sind jeweils am groBten, wenn die Lingen der
Lote von P, bzw. P, auf die Gerade g durch
A und B am groBten sind. Das ist genau dann
der Fall, wenn P;, P, die Schnittpunkte von k
mit der Mittelsenkrechten von AB sind, d. h.
der zu g senkrechten Geraden durch den
Mittelpunkt M von k.

Beweis: Bezeichnen namlich e, h;, h, die Ab-
stinde von M, P; bzw. P, zu g und sind die
Bezeichnungen so gewihlt, daB M und P, in
derselben von g begrenzten Halbebene liegen,
so kann man zunichst zu allen Punkten P,,
[iir die h, <e ist, auch Punkte P, finden, [ir
die h,>e gilt, und dann ist stets h; +e bzw.
h, —e der Abstand von P, bzw. P, zu dem zu
g parallelen Durchmesser von k;d. h., h;+e
bzw. h, —e ist die halbe Lange der durch P,
bzw. P, gehenden auf AB senkrechten Sehne.
Unter allen zu AB senkrechten Sehnen ist aber
diejenige am lingsten, die durch M geht. Also
nehmen auch h; und h, fiir diese Lage von
P,, P, ihre groBten Werte an.

]
i 'M i
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b) Fiir diese gilt ky +hy =2r: der groftmog-
liche Flicheninhalt unter allen Vierecken
AP,BP, ist mithin

1

1 1
2ah1 +—ah2=§a(h1 +hz)=:ﬂr.

2
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1. Wegen der vorausgesetzten Eigenschaft ist
n gerade; zu jedem der Endpunkte gibt
es einen anderen, der beziiglich des Mittel-
punktes M des Eifiheitskreises spiegelbildlich
zu ikm liegt. Wir kénnen daher die Eck-

punkte so mit P; und P (i= 1. ; bezeich-

nen, daB P; und P; jeweils spiegelbildlich zu-
einander liegen.

Es 148t sich nun zeigen, daB fir alle i=1, ...,
n
2
(1) PP?+PP2=4gil.
Ist nimlich P+ P; oder P+ P, so gilt (1) nach
der Umkehrung des Satzes des Thales sowie
nach dem Lehrsatz des Pythagoras. Ist aber
P=P; oder P=P;, so gilt PP,>=0 und
PP2=P.P>=4bzw. PP2=0und PP?
=P,P,>=4, d.h. (1) gilt auch in diesem Falle.
Dabher ist die zu berechnende Summe

s=5 4=2n,
2. Die Ungleichung (*) ist gleichbedeutend
mit a+ab+b+124,
d. h. wegen ab=1 mit

a+1+b+124,
oder gleichbedeutend hiermit

a+bz2.
Nun gilt fiir alle reellen Zahlen a
) (@a—1)*=0, also

a’—2a+1=0,

a?+122a.

Wegen > 0 folgt daraus durch Division

a+122,
a

1
Wworaus man wegen b=;

a+bz=2erhilt,w.z.b.w.
Folglich gilt (*) fiir alle positiven reellen Zah-
len g und b mit ab=1. Damit ist der Satz
bewiesen. Das Gleichheitszeichen gilt in (*),
da es in (1) genau fir a=1 gilt, genau fiir
a=b=1

3. a) Da eine der Flichen die eines gleichsei-
tigen Dreiecks sein soll und da genau zwei
unterschiedliche Kantenlingen auftreten, sind
folgende Fille moglich:

Fall I : Es sei ABC ein gleichseitiges Dreieck
mit der Seitenldnge a. Auf der Ebene durch 4,
B und C werde im Schwerpunkt 4 von ABC
die senkrechte Gerade errichtet und auf ihr

ein Punkt D mit SD=a g gewihlt. Wegen

2 a

E:i-z-VE:a-J% gilt dann nach dem

Satz von Pythagoras in dem rechtwinkligen
Dreieck ASD, daB AD=a §+%=a Y2 ist.
Ebenso folgt BD=a- [/E und CD=a- 1/5
Daher ist ABCD ein Tetracder mit _
AB=BC=CA=aund AD=BD=CD=a
Fall 2: Es sei ABC ein gleichseitiges Dreieck
mit der Seitenldnge a[/i. Auf der Ebene durch
A, B und C werde im Schwerpunkt S von
ABC die senkrechte Gerade errichtet und aufl

ihr ein Punkt D mit SD=a - \/% gewihlt. We-

gen E=§~;-V§~[/§=a\/§ gilt dann nach

dem Satz von Pythagoras in dem rechtwinkli-

gen Dreieck ASD, daB AD=a \/%T%:a ist.
Dabher ist ABCD ein Tetraeder mit AB=BC
=CA=a}/2und AD=BD=CD=a.

Da in jedem dieser beiden Tetraeder eine
Flache auftritt, die bei dem anderen nicht
vorkommt, sind sie zueinander nicht kon-
gruent.

b) Die Oberfliche des ersten Tetraeders be-
steht aus einem gleichseitigen Dreieck mit der
Seitenldnge a und drei gleichschenkligen
Dreiecken, in denen jeweils die Basis die
Linge a und die Schenkel die Linge a[/i ha-
ben. Deren Héhe ist

1 a
Somit hat dieses Tetraeder den Oberflichen-
inhalt

0, =‘—1‘a2|/§ +%a21/5 =%a’q/5 +3)/7).

Die Oberfliche des zweiten Tetraeders besteht
aus einem gleichseitigen Dreieck mit der
Seitenldnge a[/i und drei gleichschenkligen
Dreiecken, in denen jeweils die Basis die
Linge al/i und die Schenkel die Linge a
haben. Diese Dreiecke sind also gleichschenk-

1 2
5@
Somit hat dieses Tetraeder den Oberllichen-

inhalt
1
02=7(a)/27)/3 +%a’=%a2(3 +1/3).

Anmerkung: Die Inkongruenz der beiden

Tetraeder kann auch aus der Verschiedenheit
ihrer Oberflicheninhalte geschlossen werden.

lig-rechtwinklig; ihr Flicheninhalt ist

4. Wegen n=1 und p=2 gilt

1) @Grn-1p*+129.

Wegen p+3 und da p Primzahl ist, gibt es
entweder einé natiirliche Zahl m mit p=(3m
+1) oder eine natiirliche Zahl m mit
p=03Bm-1).

Aus(3n—1)(3m+ 1)2 + 1 =27nm’* + 18nm
+3n—9m? —6m=23(9nm* + 6nm +n— 3m?
—2m)

bzw. 3n—1)(3m—1)*+ 1=27nm> — 18nm
+3n—9m? 4 6m=3(9nm* —6nm+n—3Im*
+2m)

folgt daher in beiden Fillen, daB die zu unter-
suchende Zahl durch 3 teilbar ist. Wegen ()
kann sie somit keine Primzahl sein.

5. Die Gerade g, gehe durch die Punkte C und
D, wobei D der Mittelpunkt der Seite AB sei.
Dann erfiillt g, die Bedingung; denn wegen
AD=DB und der gleichen Héhe sind die
Direiecke ACD und BCD flachengleich.

Die Gerade g, gehe durch die Punkte A und
E, wobei E der Mittelpunkt der Seite BC
sei. Dann erfiillt (Beweis wie oben) g, eben-
falls die Bedingung.

[
9
3
G K H h
D
A L o 8

Der Schnittpunkt P von g; und g, ist der
Schwerpunkt des Dreiecks, da g, und g, die
Seitenhalbierenden durch C bzw. A enthal-
ten, und es gilt PC=2PD bzw. CP:CD
=2:3.

Die Gerade h gehe durch P und sei zu AB
parallel. Thre Schnittpunkte mit den Seiten
AC bzw. BC seien G bzw. H. Die FuBpunkte
des Lotes von C auf h bzw. aul die Gerade
durch 4 und B seien K bzw. L. Dann gilt nach
dem Strahlensatz

— 2
CK—SCL.

Die Gerade g5 sei parallel zu AB und gehe
durch denjenigen Punkt K’ aul CL, [ir den

FE:VIECL gilt. Thre Schnittpunkte mit 4C
bzw. BC seien G’ bzw. H'. Dann gilt nach dem
Strahlensatz GH' =—— AB. Also hat AG'H'C

V2
p : Il = 1 1
den Fliacheninhalt =G'H'-CK'==-—
2 2 l/f
1 — 1l—— —
-.—CL=1~—AB-CL, d. h. den halben Fli-

I/E 22

cheninhalt von AA4BC. Daher erfiillt g5 die
in der Aufgabe genannte Bedingung. Wegen
K’'#K sind die Parallelen g3 und h vonein-
ander verschieden; sie haben also keinen
Punkt gemeinsam. Also geht g3 nicht durch P.
Somit ist gezeigt, daB es keinen Punkt P gibt,
durch den alle beschriebenen Geraden gehen.

AB

6. Beriihrt ein Kreis die beiden Schenkel eines
Winkels, dann liegi sein Mittelpunkt auf der
Halbierenden dieses Winkels. Daher ist SM
die Halbierende des rechten Winkels, und es
sind lediglich Pappscheiben zu betrachten,
deren Mittelpunkt auf SM liegt und die die
Schenkel beriihren.
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Es sei r der Radius einer solchen Pappscheibe,
und sie beriihre die beiden Schenkel des rech-
ten Winkels; ihr Mittetpunkt sei N, und T sei
der aul SM liegende Randpunkt, der nicht
zwischen S und N liegt (siehe Bild). Dann gilt:
ST=rl/5+r=([/§+ 1)r bzw. W=rl/§, weil
die GroBe der Winkel zwischen der Winkel-
halbierenden und einem der Schenkel 45° be-
tréigt. Ist nun U der auf SM gelegene Rand-
punkt der Scheibe P, der zwischen S und M
liegt, dann ist
SU=R)/2-R=(/2-1R.

R

S L

Die Scheibe mit dem Radius r beriihrt die
Schenkel des rechten Winkels und die Scheibe
P genau dann, wenn NM=r+R ist; denn auf
Grund der Voraussetzungen der Aulgabe
miissen sich die beiden Kreise von aulen
beriihren.

Da im vorliegenden Fall NM=SM—SN
=(R—r)[/§ ist, erhilt man R 2—r[/§=R
+ r, woraus eindeutig

r=l/£_ ! R folgt.
V2+1
Der Mittelpunkt der Scheibe mit dem so er-

mittelten Radius r ist mit_hin der auf SM
liegende Punkt N, fiir den SN =r]/§ gilt.

Klassenstufe 10

1. Wegen AE=ED betrigt der Radius der
vier um die Eckpunkte gezeichneten Kreise
a

5

Sei x die gesuchte Lange der Seite AB, dann
gilt HI =x—a-da wegen AB>CD der Punkt
H zwischen A und I liegt.

Sei M der Mittelpunkt von AB und damit

auch von HI, so ist W:ﬂ der Radius
des Halbkreises iiber HI.

D ¥ [

Da M, N und C auf derselben Geraden liegen,
gilt

—— a Xx—a X
MC=3+=3"=3
MA=MB=MC=MD.

Somit sind die Dreiecke AMD, DMC und
CM B gleichschenklig und wegen (s, s, s) kon-
gruent. Die Winkel ¥ AMD, ¥xDMC und
¥ CMB sind [folglich ebenfalls kongruent,
und da xAMD+ xDMC+ xCMB=180°
ist, ist jeder von ihnen 60° groB.

. Ebenso folgt MD =§, also

VIII

Daher sind die genannten Dreiecke gleich- betragen kann. Analog wie bei a) [olgt daraus
seitig, und somit ist MA=MB=ag. Die Seite N=1. Wegen

AB hat also die Linge 2a. 3-0=0, 3-1=3, 3:-2=6
3-3=[11]s, 3-4=[14]s, 3-5=[17]s,
3-6=[22]s, 3-7=[25]s

folgt hieraus S=3. Nun gilt in der vorletzten
Spalte 2E+1+1=E+k-[10]s (k ganzzah-
der teilerfremd sind und fiir die x== ist. lig), woraus man E =6 und k=1erhilt. In der
Hiernach gilt : zweiten Spalte entsteht daher bei Addition
r* 2 p? p von 1+ N+E+M=1+14+6+M ein Uber-
q_‘+a:’F+a2?+al 5+a0=0, s trag von 1. Die erste Spalte liefert somit
p*= —qlasp® +a:p’q+ a1pq* + aog®). I+J+A+1=A+N-[10]s, also I+J+1=
Dabher ist g ein Teiler von p*. Da aber g zu p  [10]g bzw. I+J=7. Mit den von N, S, E ver-
und folglich auch zu p* teilerfremd ist, ergibt schiedenen Ziffern 0, 2, 4, 5, 7 ist dies wegen
sich, daB g nur + 1 oder — 1 sein kann. I#+0, J+0 nur dadurch moglich, daB ent-
weder /=2 und J=5 oder J=2 und I=5
gilt.

Damit verbleiben fir A(#0) nur die Zilfern
4 und 7 und fir M nur die von A4 verschiede-
nen unter den Ziffern 0, 4 und 7. Die Auf-
gabe kann also hochstens durch die folgenden
Ersetzungen im System mit der Basis 8 ge-
16st werden.

2. Angenommen, eine rationale Zahl x sei
eine Losung der gegebenen Gleichung. Dann
gibt es ganze Zahlen ¢+ 0 und p, die zueinan-

Alsoist x =§ eine ganze Zahl, w.z. b.w.

3. a) Angenommen, es gibe eine Losung.

Wir betrachten die einzelnen Spalten der
Aulgabe. Es werden jeweils drei einstellige
Zahlen (und gegebenenfalls ein Ubertrag) ad-
diert. Wegen 3-9=27 kann dabei aus der

letzten Spalte hochstens ein Ubertrag von 2 2163 2163 2163 2163
in die nichstfolgende Spalte erfolgen. Wegen 5613 5613 5613 5613
3-9+2=29 gilt dies auch fiir die iibrigen 4063 4763 7063 7463
Spalten. Daher kommt wegen I+J+A(+U) 14061 4 14761 5 17061 5 17461 4
=A+10N und I +J+ U =8+942 fiir N nur

der Wert 1 in Frage. 5163 5163 5163 5163
Daraus folgte S=7. Nun miiBte in der zweit- 2613 2613 2613 2613
letzten Spalte 2E+1+2=E+k- 10 (k ganz- 4063 4763 7063 7463
zahlig) sein, woraus E=7 folgen wiirde, im 14061 ¢ 14761 4 17061 4 17461 ¢

Widerspruch zu E #+ S. Daher gibt es im deka-

dischen System keine Losung der Aufgabe. Da diese Ersetzungen alle Bedingungen der
b) Angenommen, die Aulgabe hat im System Aufgabe erfiillen, sind sie die gesuchten Lo-
mit der Basis 8 eine Losung. Dann gilt wegen  sungen.

3-7=[25Js, 3-7+2=[27]s, daB ein mog-

licher Ubertrag in jeder Spalte hochstens 2 Fortsetzung:
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Briefmarke verfahren: Offset — PapiergroBe: 43 mal
) o 25,5mm? — BildgréBe: 39 x 21,5 mm? — Zih-

su Fhren des 200. Gebuitsiages 1

yon C.F. Gauly nung: 13: 125; jeder Bogen enthilt 50 Post-

wertzeichen — Ausgabetag: 19. April 1977 —
Ersttagsbriefumschlag siche Abb.

Zum 200. Geburtstag von C. F. GauB gab das
Ministerium fiir Post- und Fernmeldewesen
der DDR ein Sonderpostwertzeichen heraus.
Wert: 20 Pfennig - Farben : Hellblau/schwarz
- Motiv: Portrit von C.F.GauB, Siebzehn-
eck mit Zirkel und gleichschenkligem Drei-
eck — Signet der Olympiaden Junger Mathe-
matiker in der DDR (siehe in diesem Heft
S.I) - Auflage: 8 Millionen — Entwurf:
Gerhard Stauf/Leipzig — Druck: VEB Wert-
papierdruckerei der DDR, Leipzig - Druck-

30.4.4777-23 2.1855



Korrespondenzzirkel des Bezirks Leipzig

Seit Anfang 1971 besteht unter der bewihrten
Leitung von Oberlehrer R. Bergmann aus
Débeln ein Korrespondenzzirkel, in dem
Junge Mathematiker aus allen Teilen des Be-
zirks Leipzig zusammengefaBt sind. Die Mit-
glieder dieses Zirkels nehmen am alpha-
Wettbewerb teil und 16sen dariiber hinaus
weitere Aulgaben, die sie in finf Serien pro
Jahr zugesandt bekommen. Sie erhalten dazu
Literaturhinweise, die bei der Losung eine
wichtige Hille sein konnen und anregen,
sich selbstindig Wissen anzueignen. Jeder
Teilnehmer verpllichtete sich, mindestens eine
der gestellten Aulgaben zu l6sen. In diesem
Kalenderjahr stehen Konstruktionen, Kon-
struktionsbeschreibungen und Beweise im
Mittelpunkt der Arbeit.

Aufgaben

Ala Gegeben ist das rechtwinklige gleich-
schenklige Dreieck ABC mit den Katheten
CA=CB=2dm. Um jeden seiner Eckpunkte
beschreiben wir eine Kreislinie mit dem
Radius 1dm. Die Bogen dieser Kreislinien
schneiden aus dem Dreieck 4BC drei Kreis-
ausschnitte heraus, und von dem Dreieck
bleibt eine Figur iibrig, deren Flicheninhalt
x dm? ist.

Man berechne, wieviel Prozent x dm? vom
Inhzlt des gegebenen Dreiecks (y dm?) sind !
Lésung: Laut Aulgabenstellung ist CA=CB
=2dm und ¥ ABC=90°, somit Aaspc=
ydm?=05-CA4-CB=0,5-2-2dm?=2dm?
= y=2. Ist Ak, die Summe der Flacheninhalte
der durch die Konstruktion entstehenden drei
Kreisausschnitte (gemeinsamer Radius laut
Konstruktion 1 dm), so gilt:

B

_ * g 2
Agr 360571) +3600nr +

Y
360° "
1 2 __ 1 2 __ 1 2
365 =5™ —indm
(r=1dm laut Aufgabe; o+ f+y=180" Innen-
winkelsumme des Dreiecks ABC)

=(a+p+7)

c

Man errechnet nun die Restflache:

1 1
2 f p_ = 2y 2
xdm —<y 21:) dm (2 27:) dm

122 11 3
Bl i S A
folglich x: y=p:100-p
100x 300 150
== ~2~_7_T~21’43

Es sind ungefdhr 21,43%,.

A2A In einem Abteil des Zuges Moskau-

Odessa reisten Fahrgiste aus Moskau, Lenin-

grad, Tula, Kiew, Charkow und Odessa. Thre

Familiennamen begannen mit den Buchsta-

ben A, B, C, D, E, F. Wihrend der Unterhal-

tung ergibt sich:

(1) A und der Moskauer sind Arzte.

(2) E und der Leningrader sind Lehrer.

(3) Der Fahrgast aus Tula und C sind In-
genieure.

(4) B und F waren Teilnehmer am GroBen
Vaterldndischen Krieg der SU und

(5) der Fahrgast aus Tula hatte iiberhaupt
nicht bei der Armee gedient.

(6) Der aus Charkow war dlter als A und

(7) der aus Odessa ilter als C.

(8) B und der Moskauer stiegen in Kiew aus
und

(9) C und der Charkower in Winniza.

Wo wohnt jeder der genannten Fahrgiste,

und welchen Berul hat er?

Und nun geben wir euch noch eine Aufgaben-
serie so, wie sie die Mitglieder des Korrespon-
denzzirkels zugeschickt bekommen:

1. Die Linge der Seite AB=2¢ eines Dreiecks
ABC betrage 21cm, die Liange der Seite
AC=b dieses Dreiecks betrage 20cm. Aus
diesen beiden Stiicken sollen diejenigen Drei-
ecke konstruiert werden, deren Maf3zahlen
der Linge ihrer Umfidnge durch 7 teilbare
natiirliche Zahlen sind.

Man bestimme, wieviel einander nicht kon-
gruente Dreigcke dieser Art existieren! Fiir
jedes der moglichen Dreiecke ist die Linge
der Seite BC =a und die Linge des zugehori-
gen Umfanges anzugeben!

2. Es sollen alle Werte von m angegeben wer-
den, [ir die das Gleichungssystem
24+x+y+xy=0
x—y =m(l+xy)
reelle Losungen hat!

3. Man bestimme die Fliche eines Dreiecks,
wenn zwei Seitenlingen 27 cm und 29 ¢m be-
tragen und die Seitenhalbierende der dritten
Seite 26 cm lang ist!

Nun noch einige Hinweise zu den Aufgaben:
1. Problem ist relativ einfach zu 16sen, wenn
man mit einer bekannten Ungleichung arbei-
tet. Man muB eben nur wissen, mit welcher!

2. Aulgabe 2 fiihrt ebenfalls auf eine Unglei-
chung, zuvor muB man aber erst eine Glei-
chung bestimmen, in der z. B. y nicht auftritt.
Dann heiBt es weiter zu iiberlegen.

3. Diese Aufgabe hat wieder einmal mit
Heron zu tun. Allerdings sollte man zunéchst
ein geeignetes Viereck bestimmen.. Aber auf-
gepaBt: Jeder Losungsschritt ist zu begriin-
den bzw. jede Behauptung ist zu beweisen!
Denkt daran!

Literaturhinweise :

Kleine Enzyklopidie Mathematik: S. 124,
S.302.S.187,S. 185, S. 117 bis 121, S. 123 bis
124, S. 102 bis 104!

Und nun viel Erfolg beim Lgsen dieser Serie!

Ein Verfahren zur miindlichen Lésung
von quadratischen Gleichungen
mit ganzzahligen Koeffizienten

Fiir die Losungen x; und x, einer quadrati-
schen Gleichung in der Normalform

x?+px+q=0 (1
gilt bekanntlich der Vietasche Wurzelsatz
X)+XxX2=—p X1 X2=4q.

Dieser gestattet es in vielen Fillen, ganz-
zahlige Losungen abzulesen, ohne die L&-
sungsformel benutzen zu miissen.
Beispiel: x?—27x+170=0
Man sieht sofort 10+ 17=27
und 10- 17=170
und hat damit die Lésung x; =10 und x, =17.
Es gibt auch ein Verfahren, mit dem man all-
gemeine quadratische Gleichungen

ax>+bx+c=0 2
im Kopf 16sen kann, solern sie rationale Lo-
sungen besitzen.
Die Losungsformel fiir (2) ist
—-bt) b?—ac

2a ’

Man findet nun eine Hilfsgleichung in Nor-
malform

224+ pz4q=0 (3)
mit derselben Diskriminante, wenn man p=b
und g=ac setzt. Es ist leicht zu iiberpriifen,

daB
—b+)/b?—ac

2

. 2y Z3
und damit x; = — und x; =—.
a a

X1,2=

2y,2=

Da die Koeflizienten und Losungen von (3)
bei vielen Beispielen leicht im Kopf zu be-
stimmen sind, hat man in diesen Fillen eine
sehr einfache Methode zur Losung von Glei-
chungen der Form (2).

Beispiel: 6x2—7x+2=0

a) Hillsgleichung z2 —7z412=0

b) Wegen 4+3=7 und 4-3=12 gilt z;,=4

und z,=3
. 4 2 31
¢) Damit hat man x, =5=3 und X2=¢=3
L. Dimenstein

(Fortsetzung Seite 72)
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Aufgaben
aus der Praxis

Der VEB Leichtmetallwerk Rackwitz gehort
dem V EB Mans feld-K ombinat Wilhelm Pieck
Eisleben an und ist einer der wichtigsten
aluminiumverarbeitenden Betriebe unserer
Republik. Fiir hervorragende Leistungen
konnten die Beschiftigten dieses Werkes im
Jahre 1955 mit dem Orden ,,Banner der Ar-
beit* und im Jahre 1974 mit dem , Karl-Marx-
Orden* ausgezeichnet werden. Ein groBer Teil
des Produktionsprogramms umfaBt die Her-
stellung verschiedenster AluminiumguBlegie-
rungen sowie die Fertigung von Aluminium-
folien; dazu zihlt auch die bekannte Haus-
haltfolie.

Besonderes Gewicht kommt der Produktion
von Leichtmetall-Profilen zu, die in der
groBten und leistungsfihigsten Aluminium-
Strangpresserei der DDR hergestellt werden
und an viele Betricbe unserer Republik und
in die Lander des RGW zur Weiterverarbei-
tung geliefert werden.

Aus dem breiten Produktionsangebot sind
noch die Herstellung von Beschlagteilen fiir
die Deutsche Reichsbahn und die Fertigung
von Kiihlelementen fir die Kiihlschrinke
des DKK Scharfenstein zu erwihnen.

In der Berufsschule des VEB Leichtmetall-
werk Rackwitz erhalten jdhrlich etwa
150 Lehrlinge eine Ausbildung als Instand-
haltungsmechaniker, Walzwerker, Metallurge
fir Erzeugung bzw. Formgebung, Folien-
veredler usw.

AuBerdem wird in diesem Betrieb fiir eine
groBe Anzahl von Schiilern des Kreises De-
litzsch der Unterrichtstag in der sozialisti-
schen Produktion und der Unterricht im
Fach ,Einfiihrung in die sozialistische Pro-
duktion* durchgefiihrt.

Wir stellen nun einige Aufgaben aus der
‘Praxis dieses Betriebes vor:

Wihrend des Unterrichtstages in der sozia-
listischen Produktion montieren Schiiler im
VEB Leichtmetallwerk Rackwitz Lautspre-
cher vom Typ LP 553, die in Kolferradio- und
Fernsehgeriite eingebaut werden.

Klasse §

AlA Von diesen Schiilern werden in
4 Stunden 80 Lautsprecher montiert. Nach
wieviel Minuten verldBt jeweils ein fertiger
Lautsprecher das Montageband ?
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Klasse 6

A2a Die Membraneinheit eines Lautspre-
chers wird auf das Lautsprechergehiiuse ge-
leimt. Die ellipsen[ormige Leimspur wird mit
einem Automaten aufgetragen.

Bestimme die Lange der Leimspur ohne Be-
riicksichtigung ihrer Dicke! (Lédnge der gro-
Ben Halbachse der Ellipse a=7.5cm, der
kleinen Halbachse b=5cm: Umlang der
22)

Ellipse uxn-(a+b); n=x 7

Klasse 7

434 Die Spule der Membraneinheit eines
solchen Lautsprechers wird von einem Kup-
ferdraht mit 0,3 mm Durchmesser und 2,30 m
Lidnge gebildet, der aul einen Spulenkorper
mit einem Durchmesser von 1,5 cm gewickelt
wird.

a) Bestimme die Anzahl der Windungen,
wenn fiir beide Anschliisse jeweils 5 cm Draht-
linge bendtigt werden und die Windungen
nur in einer Lage gewickelt werden!

b) Berechne die Linge einer Spule, wenn die
Windungen in zwei Lagen gewickelt werden,
wobei der etwas groBere Durchmesser der
oberen Lage unberiicksichtigt bleiben soll!

Klasse 8

A4 A Die Leistung eines solchen Lautspre-
chers betrigt 2 VA,

a) Bestimme die Stromstirke I, wenn eine
Spannung von 2,4 V angelegt wird!

b) Ermittle den Widerstand des Lautspre-
chers!

In der BarrengieBerei des VEB Leichtmetall-
werk Rackwitz werden Aluminiumbarren fiir
die weiterverarbeitenden Abteilungen gegos-
sen.

Klasse §

A5A Wieviel Aluminiumbarren mit einer
Masse von je 250 kg kénnen aus 9t Alumi-
nium gegossen werden?

Klasse 6
A6A Beim Herstellen eines Aluminium-
barrens betrigt die GieBgeschwindigkeit

p=10"1

Wie lange dauert der GieBvorgang fiir einen
Aluminiumbarren von 4 m Linge?

Klasse 7

A7a Berechne die Masse eines Alumi-
niumbarrens von der Form eines geraden
Kreiszylinders, der den Durchmesser d=110
mm und die Linge h =4 m besitzt

-7 8
<Q =27 cm3>'

Klasse 8

A8A Von einer Aluminiumlegierung mit
einem 3%;igen Magnesiumanteil werden 8,5t
benétigt. Es stehen 4t einer Aluminium-
legierung mit einem 2%;igen Magnesium-
anteil zur Verfigung. Wieviel Kilogramm

Aluminium und wieviel Kilogramm Magne-
sium miissen der Schmelze noch zugefiihrt
werden ?

Im Folienwalzwerk des VEB Leichtmetall-
werk Rackwitz werden Aluminiumfolien fir
die verschiedensten Bereiche hergestellt. Als
Ausgangsmalterial dient eine Rohlolie mit
einer Stirke von 500 um (1 ym =0,001 mm).

Klasse 6

A94a Beim Walzen der Rohfolie wird die
Breite des Aluminiumbandes nicht verandert.
Aufl welche Linge wird eine 100 m lange Roh-
{olie gebracht, wenn sie nach einigen Walz-
vorgidngen nur noch eine Stirke von 25 pm
besitzt ?

Klasse 7
A10a BeimWalzen von Aluminium unter-
scheiden wir zwischen Arbeits- und Stiitz-
walze. Die Arbeitswalze habe einen Durch-
messer von 240 mm, die Stiitzwalze von
560 mm; die Bandgeschwindigkeit betrage
350 =

min
Wie viele Umdrehungen je Minute machen in
diesem Falle Arbeits- bzw. Stiitzwalze?

Klasse 8

All A Beim Walzen von Aluminium wiirde
sich das Aluminium auf Grund des hohen
Walzendruckes von 50 Mp sehr stark erwir-
men, wenn es nicht stindig gekiihlt werden
wiirde. An Kiihlfliissigkeit werden in einer
Minute 1000 Liter benétigt.

Wie groB ist die Geschwindigkeit (in ?) der

Kiihl(liissigkeit in einem Leitungsrohr mit
einem Innendurchmesser von 8 cm?

Im VEB Leichtmetallwerk Rackwitz werden
drei verschiedene Arten von Haushaltfolie
hergestellt, die alle die gleiche Stirke von
11 um haben, sich aber in der Breite unter-
scheiden.

Klasse 5

Al12a Berechne die Fliche (in dm?) einer
Rolle Haushaltfolie mit einer Breite von
300 mm und einer Linge von 23 m!

A 134 Wie viele Rollen Haushaltfolie mit
einer Masse von 250 g konnen aus 3t Roh-
folie hergestellt werden, wenn durch das mehr-
malige Walzen der Rohfolie der zehnte Teil
des Ausgangsmaterials verlorengeht?



Berufsbild
Technologe

Ausbildung an der Ingenieurschule
fiir Maschinenban Schmalkalden

Der IX. Parteitag der SED hat unserem Volk
neue, begeisternde Perspektiven gewiesen. Im
Bereich der industriellen Entwicklung neh-
men der Werkzeug- und Verarbeitungsma-
schinenbau eine Schliisselstellung ein. Mit
ihren Erzeugnissen bestimmen sie das Wachs-
tum der Arbeitsproduktivitit in allen Be-
reichen der Produktion. In den kommenden
Jahren ergibt sich ein steigender Bedarf des
Maschinenbaues an ingenieurtechnischem
Personal, insbesondere an Technologen. Die
hohen Ziele der weiteren Durchsetzung der
Hauptaufgabe des IX. Parteitages der SED
fordern die umfassende sozialistische Inten-
sivierung in allen Bereichen der Volkswirt-
schaft.

Fiir den Maschinenbau sind dazu noch mehr
junge Menschen auszubilden, die als Techno-
logen und Konstrukteure an der Seite der
Arbeiter die zehn Faktoren der sozialistischen
Intensivierung meistern. Wahrend sich fast
jeder vorstellen kann, was ein Konstrukteur
zu tun hat, weiB man weniger von den Auf-
gaben des Technologen. Vereinfacht gesagt:
Wenn der Konstrukteur [estlegt, was gemacht
wird, so muB der Technologe sagen, in wel-
chen Arbeitsgiangen, mit welchen Verfahren
und mit welchen Maschinen die vom Kon-
strukteur zeichnerisch festgelegten Teile die
gewiinschte Gestalt annehmen sollen.

Die Titigkeiten eines Technologen sind viel-
seitig. Sie werden iibersichtlich, geht man von
der dialektischen Einheit der drei verschiede-
nen Seiten des vollstindigen Produktions-
prozesses aus:

Klasse 6 )

Ald a Eine Rolle Haushaltfolie hat eine
Masse von 200 g und ist 11 pum stark.

Wie groB ist die Masse einer Rolle Grillfolie
von gleicher Linge und Breite, die jedoch
25 um stark ist?

A15a DieMasseeiner 300 mm breiten und
23 m langen Haushaltfolie betriigt 200 g.
Wie groB ist die Masse einer 400 mm breiten
und nur halb so langen Folie von gleicher
Stirke?

E. Knauth

1. Der materiell-technischen,
2. der sozial-6konomischen,
3. der fertigungs6konomischen Seite.

Ideologische, theoretische und methodologi-
sche Grundlage seiner Tétigkeit ist der Mar-
xismus-Leninismus. Deshalb ist das gesell-
schaftswissenschaftliche Grundlagenstudium
ein Eckpfeiler der gesamten Ingenieurausbil-
dung.

Kaum eine ingenieurmiBige Arbeit ist denk-
bar, bei der nicht gerechnet wird — so stellt die
Mathematik eine wesentliche Grundlage der
Technologenausbildung. Entsprechend den
Anforderungsschwerpunkten werden die Ak-
zente gesetzt aul: lineare Algebra, Differential-
und Integralrechnung, Wahrscheinlichkeits-
rechnung und mathematische Statistik.

Die materiell-technische Seite der Technolo-
gentitigkeit verlangt von ihm Uberlegungen
und Entscheidungen zur Rohteil- bzw. Halb-
zeuggestaltung; zur Unterteilung in eine 6ko-
nomische giinstige Anzahl von Arbeitsgiingen
und ihre Kopplung; zur Auswahl dés geeig-
neten Bearbeitungsverfahrens und der dazu
notwendigen Maschinen, Werkzeuge und
Vorrichtungen..

Fertigen bedeutet immer auch Messen. Des-
halb gehort der Einsatz einer geeigneten Priif-
technik zu den Aufgaben des Technologen.
Die kontinuierliche Zufiihrung von Rohstof-
fen und der Abtransport der Fertigteile er-
fordert Uberlegungen auf dem” Gebiet der
Fordertechnik. SchlieBlich muB ein ausrei-
chendes Verpackungsverfahren den Erhalt
des Gebrauchswertes aul dem Wege zum Ver-
braucher gewihrleisten.

Der politisch so eminent wichtigen ErhShung
der Arbeitsproduktivitdt dient der Techno-
loge durch Um- und Neugestaltung von Fer-
tigungsabldufen und -verfahren bis hin zum
Einsatz von Automatisierungsmitteln.

Die sozial-6konomische Seite der Berufsauf-
gaben eines Technologen besteht in der L6-
sung der komplexen Anforderungen der
wissenschaftlichen Arbeitsorganisation.

Hier hinein spielen alle Fragen, die sich darauf
richten, im Zusammenspiel von Arbeitsmittel,
Arbeitskraft und Arbeitsgegenstand ein Opti-
mum herbeizufiihren, bei dem maximale

-Wirtschaftlichkeit und eine stete Verbesse-

rung der Arbeitsbedingungen der Werktiti-
gen erreicht werden.

Die fertigungsékonomische Seite der Tech-
nologentitigkeit erfordert Kenntnisse in der
Betriebsokonomik, dem Rechnungswesen,
der Skonomischen Modeilierung und Opti-
mierung technologischer Varianten sowie
Fihigkeiten zur Rationalisierung der eigenen
Arbeit. Der Vorbereitung auf die oben grob
umrissenen Berufsaufgaben dient ein 3jahri-
ges Studium. Davon werden 2!/, Jahre an der
Ingenieurschule, das letzte halbe Jahr in wis-
senschaftlich produktiver Tatigkeit bereits im
kiinftigen Einsatzbetrieb ausgebildet.

Die Lehrveranstaltungen gliedern sich nach
folgender Stundentafel:

Marxismus-Leninismus 306 Std.
Sprachen, Sport 360 Std.
Mathematik 306 Std.
Physik, Chemie 234 Std.
Technische Grundlagenfacher 720 Std.
Technische Spezialfiicher 1098 Std.

Einem Absolventen der Fachrichtung Tech-
nologie der metallverarbeitenden Industrie
bieten sich vielfdltige Einsatzmdglichkeiten
in der Montage-, Fertigungs-, Operativ- und
Planungstechnologie; in der Betriebsprojek-
tierung, Fertigungsmittelkonstruktion, Pro-
duktionsleitung und -lenkung sowie in den
betrieblichen Rationalisierungsabteilungen.
Nach erfolgreicher Ingenieurausbildung kann
durch Fernstudienlehrginge an technischen
Hochschulen der akademische Grad eines
Diplomingenieurs erworben werden.

Neben der Fachrichtung Technologie kann
an der Ingenieurschule Schmalkalden auch
ein Studium in zwei weiteren Fachrichtungen

erfolgen:

Instandhaltung und Werkzeugmaschinenbau.
M. Wittwer

Aufgabe:

Beim Arbeitsverfahren Tiefziehen wird aus
einem ebenen Blech ein GeldB gezogen. Das
Blechvolumen vor und nach dem Tiefzug ist
konstant, desgleichen die Blechstirke. Fiir
zylindrische Ziehteile entspricht der Zu-
schnitt einem Kreis, der Ronde genannt wird.
Es ist der Rondendurchmesser fiir das in der
Skizze dargestellte Tiefziehteil zu ermitteln.
Die Ziehradien konnen vernachldssigt wer-
den.

pd3

[ dz

Zum Titelblatt des Heftes 5/76

Auf dem Titelbild ist die harmonische Syn-
these der Rechteckkurve dargestellt. Die ein-
zelnen Schwingungen werden addiert, und es
ergibt sich die Rechteckkurve als Resultie-
rende der Fourierschen Reihe

sin3x  sinSx

4a| . sin 7x
_f(x)-;[smx+ 3 + 5 + 7 +:|

Fiir die ersten drei Glieder ergibt sich nur die
rot eingezeichnete Kurve als Resultierende.

4a| . sin3x sinS5x
f(x)=;l:smx+ 3 + 5 jl
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,,Wem von den Studenten
habe ich die Hand gedriickt?*

Fiir Schnellrechner

Wie man vier dreistellige Zahlen miteinander im
Kopf multiplizieren kann:

Ein Rechenkiinstler hat 12 dreistellige Zahlen auf
Kartchen aufgeschrieben und in der folgenden Weise
in vier Zeilen zu je drei Kartchen auf den Tisch ge-
legt:

365 292, 146
1, haE 213,

[os9] [e22] [411]

Nun fordert er vier Personen aus dem Publikum auf,
aus jeder Zeile je eine Karte auszuwihlen und neben-
einander auf den Tisch zu legen. Es werden z. B. die
folgenden vier Karten ausgewdhlt:

365 | [s98) [219.] |922

Nach einem Blick auf diese Karten kann der Rechen-
kiinstler sofort das Produkt dieser vier dreistelligen
Zahlen niederschreiben:

36007200360
Dagegen bendtigen die zur Kontrolle aus dem Publi-
kum ausgewihlten Personen ldngere Zeit, um das
Produkt in der iiblichen Weise mit dem Verfahren der
schriftlichen Multiplikation auszurechnen.
Wie konnte der Rechenkiinstler das Produkt der vier
dreistelligen Zahlen so schnell ermitteln?

OStR Dr. R. Liiders, Berlin

Wie viele Lochkombinationen?

Ein Fahrschein fiir die StraBenbahn in Leipzig wird
durch Lochen entwertet, wobei die L6cher in Reihen
eingestanzt werden. Dabei konnen in einer Reihe kein,
jeweils rechts oder links ein Loch sowie zwei Locher
erscheinen. Es gibt sechs solcher Reihen (siehe Bild).
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T R e

a) Wie viele Lochkombinationen gibt es fiir einen
Schein, wenn in jeder Reihe wenigstens ein Loch er-
scheint?

c c

23550 0 @ o
$490s

9585 = N T ™~
E~2E5 @ o + )
52C€We

SBS

b) Auf wie viele Arten kann ein Fahrschein entwertet

werden, wenn fiir die Reihen auch die Mdoglichkeit

besteht, kein Loch einzustanzen? '
Dr_R. Thiele, Leipzig

Kopftausch

Verdndert man bei den folgenden Wértern in geeigne-
ter Weise den Anfangsbuchstaben, so erhilt man
jeweils einen Begriff, der im Mathematikunterricht
vorkommt. )

Die neuen Anfangsbuchstaben ergeben, von oben nach
unten gelesen, ein Teilgebiet der Geometrie.

Haar - Rot — Echt — Kenner — Ankreis — Peter —
Liner — Sonne — Dichtung — Anhalt -~ Ypsilon

OS!R K.-H. Lehmann, VLAV, Berlin
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Humorvoller Setzer

Vor mir ein leeres Blatt Papier in der Limonaden-
flasche,

nur noch wenig Inhalt in meinem Kopf,

kluge Gedanken in meiner rechten Hand,

ein abgebrochener Stift in der Kekspackung,

noch genau zwei zerbrochene K ekse in meinem Gehirn,

eine Losungsidee im Patronenfiiller, '

keine Tinte im Tafelwerk,

nichts zu finden.

Der humorvolle Setzer setzte die Kommas schmun-

zelnd an die falsche Stelle. Setze du sie an die richtige!
OL Ing. K. Koch, Schmalkalden

Das Kfz-Nummernschild

Es ist ein Kfz-Nummernschild zu bestimmen.

Der erste Buchstabe des Kennzeichens steht an der
Stelle im Alphabet, die der Tausender der Nummer
angibt, der zweite Buchstabe steht an der Stelle, die
der Einer der Nummer. angibt. Die Nummer selbst
setzt sich aus einem Primzahlzwilling zusammen,
dabei steht die kleinere Primzahl vorn. Der Hunderter
und der Zehner, in dieser Reihenfolge gelesen, sind
l6émal so grofl wie die Summe der beiden dulleren

Zahlen. _
Mathematikfachlehrer H. Engelmann, Sachsendorf

Kryptarithmetik
AAL
+ AAL
FANG Schiiler Markus Lauterbach, Gotha
abc —cba = dab
+ + =
de —de = f
dffg — bfh = dab Schiiler Willi Rudolf, Wien
SCHI LII -COKE
+ LIFT KACC .
SCHON I CKK
BEEE
KAMILLE .
OL H. Forg-Rob, Schwaz (Osterreich)
Wir wiigen

In einem Beutel befinden sich 9 kg Graupen. Wie kann
mit einer Schalenwaage und zwei Gewichten zu'50 g
und 200 g in Mengen von 2 kg und 7 kg geteilt wer-
den? Es darf nur dreimal gewogen werden!

aus: Quant 3/76 (Moskau)

Geheimschrift

Zur Ubermittlung vertraulicher Mitteilungen benutzt-
man schon seit langer Zeit sogenannte Geheimschrif-
ten.

Hier sei eine Methode genannt, Nachrichten zu ver-
Schliisseln. Wir fertigen uns eine ‘Schablone nach
folgendem Muster an. Die farbigen Felder werden
ausgeschnitten.

Mit dieser Schablone, die Absender und Empfanger
haben miissen, 148t sich eine Nachricht von 30 Buch-
staben iibermitteln. Man notiert zuerst die Hélfte der
Nachricht, indem man die Schablone auf ein leeres
Blatt legt, dann wird die Schablone gewendet, und der
Rest kann notiert werden. Die verbleibenden Liicken
werden anschlieBend ausgefiillt, indem man beliebig
Buchstaben einsetzt. Das Muster liefert bei Verwen-
dung der Schablone den Text:

,,Komme sofort nach X, bringe Karl mit. M.

OL H. Pdtzold, Waren/Miiritz

AK XL 0OBMCREM

F I YENXGSEOK

S QZNBOEMAIR

A FAAODRRTLN

TMAMI CTPHAM
Abzihlreim

In der linken oberen Ecke beginnend soll im Uhr-
zeigersinn mit einer bestimmten Zahl ausgezihlt wer-
den, so daB die Buchstaben in der Reihenfolge der
Auszihlung einen mathematischen Begriff ergeben.

BCEIR Mathematikfachlehrer H. Kampe,
E 0] Neuseddin
N F
0] I
MMSLH

Le Corbusier
Tibor Kajan,
Budapest
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In einem
Pionierlager
siidlich

von Moskau

Wihrend eines Geldndespieles muB ich, Gena
Lopuchow, mit sieben anderen Pionieren
einen Spahtrupp bilden. Wir heien die
~Blauen”. Unsere Gegner sind die ,,Griinen*.
Unser Lager befindet sich in einem [ur den
Gegner schwer zuginglichen Teil des Waldes.
Die ,,Griinen” sind irgendwo auf der anderen
Seite des Flusses Kalinowka. Der Spahtrupp
steht unter meinem Kommando.

Zu ihm gehoren Irina, Lena, Tanja, Borja,
Serjosha, Viktor und Kolja.

Wir verlassen das Lager und bewegen uns
leise in Richtung des Flusses. Das Ende des
Waldes ist bald erreicht, und es sind nur noch
kleine Straucher zu sehen. Aber hinter den
Strduchern konnen sich feindliche Aufklarer
versteckt haben. Ich entscheide, einen Beob-
achtungspunkt in den Asten einer hohen Espe
einzurichten und teile dies meinen Spihern
mit.

..So eine Espe”, wundert sich Viktor. ,Sie ist
mindestens hundert Meter hoch. Darf ich
hinaufklettern 7

wIch ernenne Viktor Komarow zum Beob-
achter”, antworte ich daraul.

»Aber zuerst miissen wir die Hohe des Beob-
achtungspunktes ermitteln.” ,Ich schitze 70
Meter*, meint Lena. ,Dar( ich auch hoch? Ich
kann gut klettern.”

»Wartet mal!* sage ich. ,Zuerst wollen wir die
Hohe des Baumes genau bestimmen.*

Um die Hohe zu messen, benutzen wir den
Stock, der symbolisch mein Gewehr dar-
stellt. Mit einem Blatt Karopapier aus dem
Heft des Melders (die Lénge eines Kistchens
betragt 5mm) ermitteln wir die Lange des
Stockes — 86cm. Wir stoBen den Stock
senkrecht in den Boden, so daB er noch 70 cm
iiber der Erde zu sehen'ist. Ich lege mich in
einer solchen Entlernung aufl die Erde, dafl
ich das Ende des Stockes (E) und die Krone
des Baumes (K) auf demselben Strahl sehe

Krone
. M
Bild I //(f{}.’ﬁ
Yo
pd &\ /P
o

\

P A
Ende .~ '\\ P
yad éﬁ'\/‘g(
~
s
A
Auge Stock Baum

66

(siehe Bild 1). Mit Hilfe des Stockes und des
Papiers finden wir den Abstand zwischen dem
Auge (A) und dem Stock (S) und den Abstand
zwischen dem Auge und dem Baum (B):
AS=90cm=09m; AB=36m

.Jetzt ist es einfach“, sagt Tanja, die die
8. Klasse absolviert hat. ,Die Hohe des Bau-
mes verhdlt sich zur Hohe des Stockes wie die
Entfernung von deinem Auge zum Baum zu
der Entlernung von deinem Auge zum Stock.”
,,Und wie groB ist das Verhaltnis 7 will Irina
wissen, die erst in die 6. Klasse kommt.
»~Soldat Irina Koslowskaja, ich beauftrage
dich, den Quotienten aus 36 m und 90 cm zu
berechnen ! sage ich. Irina sieht nach unten
und murmelt etwas Unverstandliches. Alle
sehen sie an und lachen. ,Was ihr nur
lacht!* Irina wird bose. ,,Vier mal neun ist
sechsunddreiBig. Also ist der Quotient vier.“
»Nein, nicht vier, sondern vierzig!“ rufen
Kolja und Lena, d. h. zuerst Lena und dann
Kolja. ,Also®, faBt Borja zusammen, ,die
Espe ist 40mal groBer als der Stock. Das
heiBt, wir miissen 86 cm mit 40 multiplizie-

ren.“ ,Nicht 86cm, sondern 70 cm®, wirlt
Tanja ein. ,,Das Stiick des Stockes, das in der
Erde steckt, diirfen wir nicht mitrechnen. Wir
miissen also 70 mit 40 multiplizieren. Die
Hohe des Baumes ist 28 m. Und nicht 100 m,
mein lieber Vitja“, lichelt Tanja. ,Darf ich
jetzt hoch, Gena T Ich erlaube beiden hoch-
zuklettern. ,,Nebenbei kénnt ihr euch merken,
wie man die Hohe eines Baumes ermitteln
kann*, fiige ich hinzu.

Von dem Beobachtungspunkt kann man den
Gegner nicht bemerken. Ich entscheide jetzt,
daB wir uns einzeln zum FluBufer bewegen.
Auf Vorschlag der Beobachter treffen wir uns
bei den Strauchern gegeniiber einer einzelnen
Birke, die sich am anderen FluBuler befindet.
Von diesem Gebiisch aus beobachten wir das
andere Ufer; vom Gegner sehen wir nichts.
Nun haben wir Breite und Tiefe des Flusses
zu ermitteln.

Den FluB kennt jeder von uns. An der tielsten
Stelle reicht mir das Wasser bis zur Brust.
Es ist aber kalt; baden wollen wir nicht.
,Ich habe einen Vorschlag®, sagt Tanja. ,Man
kann ganz genau die Breite des Flusses er-
mitteln, ohne sich die FiiBe naB zu machen.”
~lmmer denkt sich Tanja etwas aus. Sie hat
nicht umsonst den zweilen Platz in der
Mathematik-Olympiade des Bezirkes belegt.”
Nun gibt Tanja das Kommando an. Sie be-
fiehlt Kolja, sich genau gegeniiber der Birke
aufzustellen. Sie selbst geht am Ufer entlang;
geht und z@hlt die Schritte. Nach 30 Schritten
bleibt sie stehen. Wir anderen bleiben auch
stehen, obwohl wir nichts verstehen. . Lena,
stell dich bitte genau aul meinen Platz!* be-
fiehlt Tanja. Lena macht dies, und Tanja geht
weiler und zihlt wieder die Schritte. Nach
weiteren 30 Schritten stellt sie Serjosha auf
und dreht sich um 90° und geht vom FluB in
Richtung Wald. Ab und zu blickt sie sich um.
Borja, Vitja, Irina und ich gehen hinterher.

Wir verstehen noch immer nichts, aber wir
gehen ihr nach. Als Tanja Lena und die Birke
auf dem anderen Ufer des Flusses auf dem-
selben Strahl erblickt (siehe Bild 2), bleibt sie
stehen.

N\

AN

N

~M¥_’\

1 N
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Kolja

Lena >\ Serjosha

Bild 2 AN

Tanja

»Wie lange willst du noch messen, und was
soll das Ganze?* fragt Irina. ,Nimm dein
,Gewehr*, Gena, und miB die Entfernung von
mir zu Serjosha!* Die Entfernung betrigt
39 Stocklingen. Ich nehme Papier und multi-
pliziere 86cm mit 39. ,;33,5m”, sage ich.
»Also, von Kolja bis zur Birke sind es auch
33,5m", erkldrt Tanja. ,Davon muB man
noch 0,5 m (das ist die Entfernung von Kolja
bis zum FluB) und | m (das ist die Entfer-
nung von der Birke bis zum Uler) subtrahie-
ren. Jetzt notiere: 32 m als FluBbreite. Hast
du mein Handeln verstanden 7, Natiirlich, es
handelt sich um kongruente Dreiecke. Warum
bin ich nur nicht selbst darauf gekommen 7
A. Halameisar

JT-9-7-7
=1+ |91 +7+7

o (1+9-7+7)-(1-9+7+7)

=—1-947+7
T(12-7=7):(1°-7:7)=19-(7- 7)
97
T = +10-7:7)

"Dozent Dr. H. Lohse, Leipzig

s Man beweise, daB es 1977 natiirliche
Zahlen ay, as, ..., a1977 und eine natiirliche
Zahl b gibt, so daB
al+aj+...+alos, =0 gilt.
Michail Gristschenko, Student
Universitat Minsk (UdSSR)

A Ist die Zahl
7= 11977+2l977+_“+19771977
durch 1977 teilbar oder nicht?
Egbert Lindner, Student, Erkner

(Ldsungen s. Seite 72)




Losungen

Lésungen zum alpha-Wettbewerb, Heft 6/76

Ma7 81580 Aus ¥xADQ= xAPQ=90°
folgt, daB das Viereck APQD ein Sehnenvier-
eck ist. Deshalb gilt ¥ ADP= xAQP=45°
(Peripheriewinkel iiber derselben Sehne A_P),
da die Diagonale BD den Winkel ¥ ADC hal-
biert. Somit gilt weiter ¥ QAP =90°—45°
=45°. Wegen ¥ QAP= £ AQP=45°giltauch
PA= PQ d. h., das Dreieck APQ ist gleich-
schenklig.

Ma7 m1581 Aul Grund der Parallelo-
grammeigenschaften gilt < BAD= ¥ BCD
=a. Nach Konstruktion gilt BC=BF =b;
daraus folgt ¥ BFC = ¥ BCF =a. Ferner gilt
XBFC= £ ABF=a als Wechselwinkel an
geschnittenen Parallelen.

Nach Konstruktion gilt DE=DC=a: dar-
aus folgt ¥ DCE= ¥ DEC=a. Ferner gilt
«CED= X ADE=o als Wechselwinkel an
geschnittenen Parallelen.

Aus AD=BF=b, AB=ED=qa und ¥ ABF
®- S EDA=a folgt AABF= AEDA und so-
mit A_E_=ﬁ, d.h., das Dreieck AEF ist
gleichschenklig.

Ph7 ®1582 Gegeben:

P..=300 W =300"0,10197 kp—"l-m 59 % kpm

t=1min=60s
G=40kp (401 Wasser)
h=30m
Gesucht: »
Wb
"W
_G-h
TPt e
40 kp 3I0m-s
"= 30,59 kpm - 60's
n=0,654
Der Wirkungsgrad des Pumpaggregats be-
trigt 0,654 =654

Ch7 w1583

Fozgogg S:lg m; =389 ¢
Fe203%=1'ig m;=350g
Fe,o.,i%é—%lfrig my=362¢g

Aus je 0,5 kg Eisen(II)-oxid, Eisen(III)-oxid
und Eisen(II, III)-oxid entstehen 389 g, 350 g
bzw. 362 g Eisen.

Ma8 w1584 Wegen a=973gilt
_(@=3+@—2+@—

und die 1970 erreichte Geschwindigkeit

s 2-3600km km
c) Daraus ergibt sich die prozentuale Ge-
schwindigkeitserh6hung
Uz—vl. ° _1,23100

v 100% = 20,19

d) Es gilt p<p’, weil

s s

'

~6,1%.

p,=tzst1,100%=s(t1

—t2)t

titaS ' 100/0,

t

1) +a®+(a+ 1)2+(a+2)2+(a+3)2

(@a=D(a@a+1)+5

Dabei ist der Zihler gleich
a’—6a+9+a*—da+4+a*-2a+1+a*+a*
+2a+1+a*+4a+4+a’+6a+9
=T7a*+28="T(a%+4).
Der Nenner ist gleich
a’>—1+5=a?+4. Daraus folgt
Na®+4)
at+4°

Ma8 #1585 Es sei £DAB=a; dann ist
¥ CDA=180°—u« als entgegengesetzter Win-
kel. Daraus folgt (siche Bild)

also z=17.

¥ GDF =360°—-90° —90° —(180° — a)
=a=<xDAB. (1)
fF £
G As
ko
H 0*-a
Ay
A 8

Ferner gilt nach Voraussetzung

AD=GD. @
Aus AB=CD (gegeniiberliegende Seiten des
Parallelogramms ABCD) und CD =DF (nach
Voraussetzung) folgt weiter

AB=DF. 3)
Aus(1).(2) und (3) olgt nach dem Kongruenz-
satz (sws)

AABD = ADFG,

d. h., diese beiden Dreiecke sind kongruent
und daher auch [lichengleich. Es gilt also die
Beziehung Ao = A;.

Ma8 #1586 a) Bezeichnet man die Linge
der Rennstrecke mit
s=2000m=2km,

die Zeit von 1948 mit ¢; =5 min 56,7 s
=356,7s, die Zeit von 1970 mit 1, =5 min
36,1 s=336,1 5, so erhdlt man die prozentuale
Zeitverringerung

t1—1; o 20 6-100

=T 1% =T

b} Die 1948 erreichte Geschwindigkeit be-
trigt

2 A58

2-
s 3600km~2019kAm

TN T 3567 h b

b~
==

Ma8 1587 Wegen ﬁ:H_C=§a ist das

t t
00%=p-—>p,denn —> 1.
ts tz

Viereck EBCH ein Rechteck; M ist der
Schnittpunkt seiner Diagonalen. Daher sind
die Dreiecke EFM und CGM rechtwinklig

und kongruent, es gilt also W=W=g.

Analog zeigt man, daB auch P_E=l§7 gilt.

h) H G c
N
P M b
b b
2 2
L
A E 5 F 8

Dabher ist das Viereck EFMP ein Rechteck

mit den Seitenldngen ad und é das den Fld-

b 3 2
cheninhalt % hat.

Da L der Schnittpunkt der Diagonalen dieses
Rechtecks ist, ist der Flicheninhalt des Drei-
ecks PLM gleich dem vierten Teil des Fla-
cheninhalts des Rechtecks EFMP, also gleich
74 Analog zeigt man, daB auch das Dreieck
PMN den Flacheninhalt 2—2 hat. Der Flidchen-

inhalt des Vierecks LM N P ist daher gleich
ab ab
A=l =1

und man erhilt das gesuchte Verhiltnis

ab
A1 .A0=T§.ab= [:12,
Ph8 w1588 Gegeben:
V=501
p=28at
po=760Torr=1 atm=1,033 at

ps =750 Torr =20 1-36
1000

at=1,02 at

Gesucht: AV
Der absolute Druck p, in der Flasche betrigt
pr=p+po. (1)
Nach dem Gesetz von Boyle-Mariotte ist
P Vi=ps- ¥
P2

V=

(1) eingesetzt: V,
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Da in der Flasche V;=
entweichen also

501 zuriickbleiben,

AV= Vz - Vl
AV = Vilp+po) V= Vi(p+po—p3)
P2 P2
AV =50!(28+ 1,033-1,02) at_ 13731,
1,02 at

Es entweichen 1373 | Sauerstoff.

Ch8 ®1589 a) y=a-x bzw. y=b-x, xLN
in ha, y Kosten in M

b) Um 41,79 gingen die Selbstkosten zuriick. '

Die Kosten sind im ACZ 411300 M, die Er-
sparnis betragt 293700 M.

c) :
10000 7 7 M
y: bI'X
yeax
q: 2742 M
ha
b=47 M
ha
10 000
1000 5000
x inha

Ma9 #1590 Es sei (x, y, z) eine Losung des
gegebenen Gleichungssystems. Dann gilt

x+0,y+0,z+0. )
Daher folgt aus (1)
y=; und aus (3) %)
9 .
z=1. Wegen (2) gilt daher 6
4. 2= 16,
x x
9
2 —
xl=7 ™
Diese Gleichung hat die Losungen
323
X, = 7 X2= bX

Fiir x, =% erhédlt man aus (5) und (6)

3
Fir x,= -3 erhélt man

8
y2= ~5 z;=—6.
Wenn also das Gleichungssystem (1), (2), (3)
iiberhaupt reelle Losungen hat, so kénnen es

nur die Losungen

38 3 8 .
<§, 5' 6) und <—§, —5, —6) sein.

Die Probe zeigt, dafl das tatsdchlich Losun-
gen sind; denn es gilt
38 8

Z ==4,

3
53 3 6=16,6 §=9usw.
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Ma9 ®1591 Nach dem Hohensatz gilt
h*=pq und wegen p+q=c, also g=c—p,
weiter

h*=p(c—p),

p*—cp+h*=0.
Diese quadratische Gleichung fiir p hat die
Losungen

E ,__ 2
pl.2—2 h?,

falls C—z-hz>0
3 e

a) Fiir h=6 cm erhilt man
p1,2=(10+]/100—36) cm=(10+8) cm,
p1=18 cm, also g, =2 cm und
p2=2cm, also g; =18 cm.
b) Fiir h=10 cm erhilt man
p1,2=(10%]/100—100) cm = 10 cm,
also genau eine Losung

p=10cm, g=10cm.

2
¢) Fiir h=11 cm wird %—hz<0;

in diesem Falle erhilt man also keine reelle
Losung fiir p.

Ma9 ®1592 Fiir alle reellen Zahlen g und b
gilt:
Die Ungleichung

a*+b*+1

>a*+b?—a%h? n

ist erfiillt, wenn die folgenden Ungleichungen
erfiillt sind:

a* +b*+1=2a%+2b* —24%2, ()
a*+2a%b*>+b*—2a* - 20>+ 120, 3)
(@ +b%)? —2(a’ + b} +120, “
(a*+b2—1220. (5)

Nun ist aber die Ungleichung (5) fiir alle
reellen Zahlen g, b erfiillt, da das Quadrat der
reellen Zahl a® +b? — 1 niemals negativ ist.
Daher sind auch die Ungleichungen (4), (3),
(2) und die gegebene Ungleichung (1) fir alle
reellen Zahlen g, b erfiillt, w.z.b.w.

Ma9 #1593 Es sei E der FuBpunkt des von
C auf AB gelillten Lotes (siehe Bild). Dann ist
CE =h die Héhe des gleichschenkligen Tra-
pezes ABCD. Ferner sei F der FuBpunkt des
von § auf AB gefdllten Lotes, und es sei
SF=h,. Endlich sei G der FuBpunkt des
von S auf CD gefillten Lotes, und es sei
SG=h,.

] G c
he
5 h
hs
A F B £

Setzt man AB=a, so ist F=;, CD=3a,

AE =2a. Nach dem Strahlensatz gilt daher
hy:h= a :2a,

hl =Z
Der Fldcheninhalt des Dreiecks SAB ist also
gleich

h 1
Al— a Z=§ah

N —

Wegen hz=h~h1=%h und CD=3a ist der

Flicheninhalt des Dreiecks SCD gleich
1 3, 9

Ao= 5 3a Zh —gah.
Fiir die Flacheninhalte A; und 45 der Drei-
ecke SBC und SDA gilt

1 1 3

A2=A3=§ah—§ah—§ah.

Daraus folgt

1 33 7
A1+A2+A3—<§+§+§>ah—§ah
und wegen Ao=§ah

79
(A1 + A2+ A3): Ao=5:2=T1:9.
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Ph9 w1594 Gegeben:
Nm?
- .10~ 11
y=6,67-10 ke’
e=11325 g —11300E

F=0,1 p=0,000981 N
Gesucht: d

r-d '

Nach dem Gravitationsgesetz gilt

L S CAY
mz—m—3n 3 ]

(Masse der Bleikugel) und r=d
y-m?
dz
,y.42_n2,d6,gl=,y,n2.d4.gz
732.26. 42 36
o 0 F 36 F

y-n?-g?

\/ 36F

F= yr—mlt m =

F=

F=

¥ n?-o?
36-0,00098IN - 10"" - kg - m®
6,67 Nm?-3,142 - 113002 - kg?
=1/0,42056 m*
d~0,805m
Der Durchmesser der Bleikugel muB 0,805 m
=80,5 cm betragen.

Ch9 1595 a)

74,1g 164,1g

Ca(OH); +2HNO;3;-Ca(NO;); +2H,0
m 10g

NR: Imol- 74,1-5-= 741¢,
mol

-
mol
Proportionaleinstellung am Rechenstab:
m;= 4,52 g

4,52 g Kalziumhydroxid werden zur Neutrali-
sation benétigt.

1 mol - 164,1 =164,1g

b) 126g 1641
Ca(OH); + 2HNO; -+ Ca(NO3;), +2H,0
my 10 B

NR:2mol-63-2 —126¢
mol



Proportionaleinstellung am Rechenstab:
m,=7,68 g.

7,68 g 100%iger Saure entsprechen 5-7,68¢g
=39,4g20%ige.

39,4 g 209, ige Sdure werden gebraucht.

Mal0/12 1596 Da die Masse des Schiitt-
kegels 5t betriigt und die Dichte 2,4g-cm ™3
=2,4t-m3, ist sein Volumen gleich
5 s 3
Voggmi 208 m’.

Nun gilt, wenn r der Radius und h die Hohe
des Kegels sind,

V=1—; r2h.

Ferner gilt tan=g, also h=rtana
Daraus folgt

n
V == r’tana,
3

14
re=—
ntana
Wegen V' ~2,08 m® und tana=tan33°
=0,6494 erhilt man
3 3:2,08
P
B 0,6494
rx=|/3,06 m=~145m.
Der Durchmesser des Grundkreises des
Schiittkegels betridgt also 2,90m und sein
Umfang 9,11 m.
Wegen h=rtanax1,45-0,6494 m~094 m
betrigt die Héhe des Schiittkegels 0,94 m.

Ma10/12 1597 Aus
z= 2300 _(21 50 +2100 + 260)+(250 +230
+220) 310 (0
folgt, wenn man 2!° =g setzt,
z=a*—a'’ " —a'°—a%+a’+a*+at—a
=(030_010)_(als_05)_(06_02)+(a3_a)
=a"%(a2° — 1) —a%(a'? - 1)—a*a*—1)
+a(a®—1). (2)
Nun ist (vgl. Tabellen und Formeln, S.42)
a"— b" fiir alle von Null verschiedenen natiir-
lichen Zahlen n und fiir alle reellen Zahlen
a und b mit a+b durch a—b teilbar.
Also sind die Faktoren auf der rechten Seite
von (2) a?°—1=(a?'-1,
alO_ 1 =(a2)5 _ 1,
at —1=(a%? —1,
a® —1
samtlich durch a® — 1 teilbar.
Dabher ist jeder Summand aufl der rechten
Seite von (2) durch g2 — 1 und auBerdem noch
durch g teilbar. Daraus folgt, daB die Zahl z
teilbar ist durch
ala>—1)=a(a—1)(a+1)=2°-Q2!1°-1)
S21041)
=219.1023-1025=4-2%-3-341
-41-25
=4-3-25-28-341-41
=300-2°-341-41,
d. h, die Zahl z ist auch durch 300 teiibar,
w.z.b.w.

m3 23,06 m®,

Ma10/12 1598 a) Es seien AB=c und
CD=hbzw. A'B =¢'und CD’' =k’ die Grund-
linien und Hohen der Dreiecke ABC bzw.
A'BC'.

Dann gilt nach dem Strahlensatz
K ¢

h ¢
Fiir die Flicheninhalte F’ und F der beiden
Dreiecke gilt nach Voraussetzung

—’—l als
F o 2%
1.,
1 3 e w
&1 T h R

Die Hohen der beiden Dreiecke verhalten
sich also zueinander wie
h:h=1:8.

b) Es seien r und h bzw. r und k' die Radien
und Héhen der beiden geraden Kreiskegel K

bzw. K'. Da die Achsenschnitte beider Kegel

gleichschenklige Dreiecke mit paralielen
Grundlinien und gemeinsamer Spitze sind,
gilt wie unter a) nach dem Strahlensatz
K r
o
Fiir die Volumen V' und V der beiden Kegel
gilt nach Voraussetzung

y_1.4
7 X

T 2y
1 3”1 2 B
o= SRR
64 grzh r“ h h

Die Héhen der beiden Kegel verhalten sich
also zueinander wie
K :h=1:4.

Ma10/12 #1599 1. Angenommen, die Be-
dingung (1) wire erfiillt; dann wiire aber auch
eine der Bedingungen (3), (4), (5) erfiillt, da fiir
jede reelle Zah! mindestens eine dieser drei
Bedingungen erfiillt ist. Das steht aber im
Widerspruch zur Voraussetzung. Also ist die
Bedingung (1) nicht erfiillt, und es gilt

ng%, d. h.,
1 1
< - >
x< 3 2 oder x=2]/§. (8)

2. Angenommen, die Bedingung (2} wiire er-
fiillt; dann ergibt sich wie oben ein Wider-
spruch; also gilt

1
<
x=4, d. h.

~V2sxsaV/a: ©)

Aus (8) und (9) folgt daher

1
—5/2 (10)

oder x =%]/§

Im Falle (10) wiren aber die Bedingungen (3)
und (4) erfiillt, was der Voraussetzung wider-
spricht. Also kann nur-der Fall (11) eintreten,
es gilt also

x=%[/5z0,707, x=l

3
1 1
3_7 4_"
X _4[/5, X e

Nun sind fiir x=%]/§ die Bedingungen (1),

X=

(1

(2), (3), (5), (6) und (7) nicht erfiillt; dagegen ist
genau eine Bedingung, ndmlich (4), erfiillt.

Die Zaht gc=%]/5 hat also die verlangte

Eigenschaft, und zwar nur diese Zahl, was
sich aus (8) und (9) ergibt, da fiir jede andere
Zahl ein Widerspruch entsteht.

Ph10/12 #1600 Gegeben:
m=12t=1200kg

r=150m
81000 m m
= -1_ -
v=281kmh = 36005 22,5S
m
g=9,815—z
Gesucht:a) Fz b)py c)a
Fz
|
a * l
|
|
6L___N

a) Der Betrag der Zentrifugalkraft ist gleich
dem Betrag der Radialkraft. (F,=F)
_mp?

r

_1200kg- 22,52 - m?
T 150m-s?

F,=4050 N

F,~413 kp
Die Zentrifugalkraft betragt 413 kp.
b) Die Haftreibung Fx muB mindestens gleich
der Zentrifugalkraft Fz sein mit Fg 2 F;. Fiir
die Haltreibung gilt Fg=poFy mit Fy=G bei
horizontaler Ebene.
Fz2Zuo- Fymit Fy=G=mgund F;=F,

_m-y?

F; r

r

m-v
Sy mg
>v2 22,52 - m?-s?
HoS =5 98Im-150m
[.lo; 0,344 -
Die Haltreibungszahl betrigt mindestens
uo=0,344.

=
)
v
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c¢) Die resultierende Kraft muB senkrecht zur
Fahrtrichtung verlaufen. Daraus folgt

_fz
tana= G

mvz
ltano=——-
mgr

tana=£= 22,52 -m?-s?
gr s2-98lm-150m
tana=0,3440
oa=19°
Die StraBle muB3 um 19° geneigt sein.

Ch10/12 11601

2022¢g 2241
2KNO;3-»2KNO,+ 0,
m Vv

NR:2mal- 101,1 -2 =2022¢,
mol

1 mol= 224 L=22,4 1
mol

2022¢g
m="a1 "
aym;=22,1g,bymy,=34,1g,c)m;=448¢
Man muBla)22,1 g, b) 34,1 g,c) 44,8 g Kalium-

nitrat zersetzen.

Lisungen zum alpha-Wettbewerb, Heft 1/77

Ma5 w1567 Aus a) folgt: Ina hilft entweder
Frau Neumann oder Frau Weise. Da nach b)
Carola die Hellerin von Frau Neumann ist,
so hillt Ina Frau -Weise. Aus c) folgt: Andrea
hillt Frau Heller. Somit hilft Katrin, Frau
Peter.

Ma5 w1568 Aus 964 :4=241und 964 —241
=723 folgt, daB nach einer Woche 723 kg
Kartoffeln verkault waren. Hierliir wurden
723-16 Pf=11568 Pf=115,68 M eingenom-
men.

Ma5 =1569 Aus 30-040M=12,00M und
19,00 M — 12,00 M =7,00 M folgt, daB fiir den
Einkauf von Salzsticks noch 7,00 M zur Ver-
fiigung stehen. Nun gilt n-75<700; wegen
9-75=675<700und 10+ 75=750>700k6nn-
ten Hans und Uwe hdchstens neun Packchen
Salzsticks einkaufen.

Ma5 m1570 Wegen 10250,00 M

—1250,00 M =9000,00 M betrugen die Un-
kosten zur Anschaffung der Betten insgesamt
10250,00 M +9000,00 M =19250,00 M. Aus
19250:385=50 folgt, daB der Preis fiir ein
Bett 50,00 M betrug. Fiir das erste Lager
wurden somit 10250 : 50 = 205 Betten, fiir das
zweite Lager 9000:50=180 Betten ange-
schafTt.

Ma5 ®157]1 Angenommen, es
Schiiler am Wandertag beteiligt; dann gilt
90-n—150=80-n+150, 10-n=300, n=130.
Am Wandertag beteiligten sich 30 Schiiler.

Ma$ ®1572 Aus 50—26=24und 24:2=12
folgt, daB an der Stadtrundfahrt 12 Kinder
und somit 38 Erwachsene teilnahmen. Aus
38 —2=36 und 36:2=18 folgt, daB unter den
erwachsenen Teilnehmern 18 Minner und
somit 20 Frauen waren.

waren n
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Maé6 w1573 Angenommen, nach n Jahren
ist Peters Vater doppelt so alt wie sein Sohn;
dann ist Peter (8+n) Jahre, sein Vater
(31 +n) Jahre alt, und es gilt
2:(84+n)=31+n,
16+2n=31+n,
n=15.
Nach 15 Jahren, also im Jahre 1985, wird
Peters Vater 46 Jahre, Peter selbst 23 Jahre
alt sein, d. h., Peters Vater wird doppelt so alt
sein wie sein Sohn Peter.

Maé6 w1574 Angenommen, Hans hat x
Mark gespart; dann gilt

1 xt15=4,
2

—;—-x=2,5,

! x=>35.

\d
Somit hat Hans im letzten Monat von seinem
Taschengeld 5,00 M gespart.

Maé6 81575 Aus d) folgt: Herr B wohnt
nicht in Dresden.

Aus b) folgt: Herr B wohnt nicht in Suhl, und
Suhl, und er ist von Beruf nicht Elektriker.
Aus a) und b) folgt: Herr B wohnt nicht in
Leipzig. Folglich wohnt Herr B in Halle.

Aus c) folgt: Herr C wohnt nicht in Suhl. Er
wohnt aber auch nicht in Halle.

Aus ¢) und b) folgt: Da Herr C nicht in Suhl
wohnt, ist er von Beruf nicht Dreher, sondern
Elektriker.

Aus a) folgt: Herr C wohnt in Leipzig.

Aus a) folgt: Herr A ist nicht von Beruf
Dreher.

Aus b) folgt: Herr A wohnt nicht in Suhl.
Folglich wohnt Herr A in Dresden, und Herr
D wohnt in Suhl.

Ma6 81576 Es seien m und n die zu ermit-
telnden natiirlichen Zahlen; dann gilt
m-n-(m+n)=8602,
m-n-(m+n)=2-11-17-23.

Ohne Beschrinkung der Allgemeingiiltigkeit
kann man m<n annehmen. Dann sind fol-
gende Moglichkeiten einer Belegung der
Variablen m und r'zu untersuchen:

m n m+n

2 11 13<17-23
2 17 19<11-23
2 23 25<11-17
11 17 28< 2:23
11 23 34=2-17
17 23 40> 2-11

Nur die Zahlen m= 11 und n=23 erfiillen die
gestellten Bedingungen, und es gilt 11-23
~(11+423)=11-23-34=2-11-17-23=8602.

Ma6 81577 Esseiena, ' und ¥’ die GréBen
der AuBenwinkel des Dreiecks ABC. Aus
a+y=p (AuBenwinkelsatz) und § =u+ 50°
folgt

a+y=0a+50° also y=>50° und y'=130° (als
Nebenwinkel).

Aus Y=o +10° und y'=130° folgt a'=120°
und somit & =60°. Aus f'=a+ 50° und a = 60°

folgt g'=110° also f=70°. Die GroBen der
Innenwinkel betragen 60°, 70° und 50°; die
GroBen der AuBlenwinkel betragen 120°, 110°
und 130°.

risalt10°

- 4/

Ph6 w1578
Gegeben: V =0,6 m* =600 dm*
kg
m=515kg =253%

Gesucht: V, des Glases in %
Man berechnet zuerst das Volumen V; des
Glases:

m
Vi=—
Q
 57,5kg-dm?
bl B
7,5k
¥, =230 dm?>.

Dann gewinnt man die Volumenprozente des
Anteils aus Glas durch

600dm® 230dm3

1005 x%
600:230=100:x

x=38,3

Der Ballen enthilt 38,3%, Glas.

Ma7 1579 Angenommen, es wurden a Bi-
cher zu 4,30 M, b Biicher zu 6,30 M und ¢
Biicher zu 2,60 M gekauft; dann gilt

4,3a+6,3b+2,6c =368,

43ag +63b +27c =368. 1)
Fernergilta+b+c=10,alsoc=10—a—b.(2)
Durch Einsetzen von (2) in (1) folgt daraus
43a+63b+26 - (10—a—b)=1368,
43a + 63b+260—26a —26b =368,
17a+37b=108,

37b=111-3—-17q,
17a+3
Y
Nur fiir =2 wird b ganzzahlig und positiv.
Aus a=2 folgt b=2, also ¢c=10—-2-2=6.
Es wurden 2 Biicher zu 4,30 M, 2 Biicher zu
6,30 M und 6 Biicher zu 2,60 M gekauft, und
esgilt 2-430M+2-630M+6-2,60M
=36,80 M.

Ma7 #1580 Wegen 20*=160000<810000
=30 miissen die vier gesuchten Zahlen gro-
Ber als 20, aber kleiner als 30 sein. Da das
Produkt auf die Ziffer 0 endet, muB ein Faktor
durch 5 teilbar sein; das trifft in diesem Falle
nur zu [ir die Zahl 25. Da die Quersumme 9
von 421200 durch 9 teilbar ist, mufl ein
Faktor durch 9 teilbar sein; das trifft nur zu
fiir den Faktor 27. Da 421200 sowohl durch
3 als auch durch 4 teilbar ist, ist diese Zahl
auch durch 12 teilbar; deshalb mufB} ein
Faktor ebenlalls durch 12 teilbar sein. Das
trifft nur zu fiir den Faktor 24. Somit lauten
diese gesuchten vier Zahlen 24, 25, 26, 27, und
esgilt 24-25-26-27=421200.




Ma7 1581 Angenommen, es wurden a
Gold-, b Silber-, ¢ Bronzemedaillen, d vierte,
e fiinfte und f sechste Plitze erzielt; dann gilt
Ta+5b+4c+3d+2e+ f=135.
"Wegen a=c=d und b=e folgt daraus
14a+7b+ f =135,
M2a+b)=135—/.
Da f Primzahl ist und f <10 gilt, ist 135— f
nur fiir f =2 durch 7 teilbar, und wir erhalten
7(2a+b)=133,
2a+b=19. 3
Da a und b einstellige Primzahlen sind, folgt
a=7 und b=5. Somit gingen an die Sportler
aus der DDR sieben Gold-, fiinf Silber-,
sieben Bronzemedaillen, sieben 4., finl 5. und
zwei 6. Plitze.

Ma7 ®1582 Angenommen, Katja hat a
Stiick Butterkuchen, b Stiick Pflaumenkuchen
und ¢ Stiick Tortchen gekaulft; dann gilt

25a+ 35b + 70c =380,

Sa+ Tb+14c= 76,
7-(b+2c)=76—>5a.

Nun sind a, b, ¢ natiirliche Zahlen mit
2<a, b, c<4; deshalb muB 76 —5a durch 7
teilbar sein; das trifft nur zu fir a=4. Wir
erhalten

7-(b+2c)=76-5-4,

7-(b+2c)=>56,
b+2c = 8,
b= 8-—2c,
b= 2-(4-o).

Folglich muB b eine gerade Zahl sein, also
b=2 und somit ¢=3. Katja hat vier Stiick
Butterkuchen, 2 Stiick Pflaumenkuchen und
3 Stiick Tortchen gekault.

Ph7 =1583
Gegeben: Fy=6kp, n=3, G=120kp
Gesucht: F
Fiir den Flaschenzug gilt die Formel

F=& (n ist die Zahl
der tragenden Seilstiicke)

F126KP i Gt F,

=120kp+6kp
F=42kp
Die Kraft F =42 kp hilt die Last im Gleich-
gewicht.

Ch7 m1584 a)

216g 504 g
3Fe30.+8AlI-9Fe+4Al,0,
3000 g

m

NR:8mol-27-8 —216¢,
mol

9mol - 56 £ =504 ¢
mol
Proportionaleinstellung am Rechenstab:
m;=1286¢

1286 g Aluminium sind mit Eisen(II, I11)-oxid
zu mischen.

b) 504g 408¢g
3Fe;0;+8Al+9Fe +4Al,0,
3000g m,

NR:4mol- 102 £ —408 ¢
mol

Proportionaleinstellung am Rechenstab:
m;=2430g
2430 g Aluminiumoxid entstehen.

Fortsetzung von: Arbeitsgemeinschaften
im Blickpunkt, Seite 61

Zur Ubung verwende der Leser die Gleichung
5x%—14x—3=0.

Mit Hilfe dieses Verfahrens LiBt sich leicht
beweisen, daB die Gleichungen ax?+bx +¢
=0 und ¢y*>+by+a=0 reziproke Lsungen
haben:

Fiir beide ist die Hilfsgleichung z2 + bz +ac

=0

- Zy Z2
Damit hat man x; =—, x; =—
a a

und y 4 z2

1=y, =22

PR
zy°z3 ac

ac ac

Mithin gilt x, - y, = 1

VA4
und x5y, ="' _—|
ca

und damit x, =i und xz=—1—.
Y2 1
L. Dimenstein, Leningrad/G. Schmidt,

. Leipzig

Lésungen zu: Aufgaben aus der Praxis,
Seite 62

Ala 4h=4-60min=240 min;
240:80=13; alle drei Minuten verliBt ein
montierter Lautsprecher das Montageband.

A2A u=xnm -(a+b)=$- (7,5+5)cm

=393 cm.

A3A a)230cm-—10cm=220cm
2200

=2200 mm; n=mz46,

eine Lage enthilt rund 46 Windungen.

b) Werden die Windungen in zwei Lagen

gewickelt, so enthilt jede Lage 23 Windun-

gen.

23-0,3 mm=6,9 mm (Linge der Spule)

Q00
3 13

Ad4a a)AusP=U-I=2VAundU=24V
P 2VA 5§

b) Aus U=R I und U=24V und IZEA

folgt R=‘7’=2,4v:§A=2.889.

A5A4 9t=9000kg;9000 kg:250 kg=136.es

konnen daraus 36 Aluminiumbarren gegos-

sen werden.

v=2 und somit r=£=4—min
t v 10

=40 min; der GieBvorgang dauert 40 Minu-
ten.

AGA

ATA V=arhim=V - p9=mnr’h-o

=n-55 cm?-400cm 2.7 £«
cm”

102700 g~ 103 kg

A8A- 85t=8500kg; 3%, von 8500 kg sind
255kg;

8500 kg —255 kg=8245 kg.

Somit werden 255 kg Magnesium und 8245 kg
Aluminium insgesamt benotigt.
4t=4000kg; 2%, von 4000kg sind 80kg;
4000 kg — 80 kg=3920kg.

Es sind 80 kg Magnesium und 3920 kg Alu-
minium bereits vorhanden.

Der Schmelze miissen demnach noch 175 kg
Magnesium und 4325kg Aluminium zuge-
fihrt werden.

A9A 500 um=0,0005m;
25 um =0,000025 m;
Vi=ay-by-cy;
Va=az by c2; Vi=Va;
b1=b2

0,0005 m- bl : 100m=0,000025 m- bz “Ca,

0,05
€2=0,000025
Die Rohlolie wird durch das Walzen auf eine
Lange von 2 km gebracht.

m=2000m=2km

Al10A Geg: v=950——  Ges.: ny, n,
min

d4=240 mm
d,=560 mm
Man berechnet die Drehzahlen aus
V. v 14
=n_'d’ nA:n'_dA’ "s=n_—ds
350 m
~024m =

n

x 464 (Umdrehungen
je Minute)

ny

350 m
ne=

= mz 199 (Umdrehungen

je Minute).

Alla (11=1000cm?3);

1 =% nd’h;

he 4-V _4-1000000 625
Tl tn ™

s 625 m m

T60ns S

Die Geschwindigkeit der Kiihlfliissigkeit be-

v=

trigt etwa 3,32 ?

Al22 300mm=3dm;23m=230dm;
A=a b=3-230dm? =690 dm?

Alla 3t:10=03t;31-03t=27t¢;
2,7t=2700kg=2700000g;

2700000 g:250 g=10800:

aus dem Rohmaterial kénnen 10800 Rollen
Haushaltfolie hergestéllt werden.

25

6
Alda x=—-200g=454—¢

11

11
AlSa _\'=‘—‘- -200g=1331g
3 3

N —

Lésungen zu: ,,1977%, Seite 66

a4l A a)Bekanntlich gibt es zwei natiirliche
Zahlen a4, und g; und eine natiirliche Zahl b,.
so daB
at + a3 =b? gilt;
man erhdlt namlich fiirq; =3.4:=4,b, =5
32442=52,

71



b) Wir beweisen nun mit Hille der vollstin-
digen Induktion, daB es zu jeder natiirlichen
Zahl n mit n=2 n natiirliche Zahlen ay, a,,
..., a, und eine natiirliche Zahl b, gibt, so daB
al+ai+...+ai=bigil,
was fir n=2 bereits unter a) gezeigt wurde.
Weiter nehmen wir an, daB3 diese Aussage [ur
n=k mit k=2 richtig set, und beweisen ihre
Richtigkeit fir n=k+ 1. Dabei nehmen wir
ferner an, daB a,=4m und b,=4m+ 1, wobei
m eine natiirliche Zahl ist. (Auch diese An-
nahme wurde fiir n=k unter a) nachgewie-
sen.)

Dann gilt
bi=(4m+1)>=16m>+8m+1=2-4m(2m+ 1)
+1
=[4m2m+ 1)]>+2[4m2m+ )] + 1
—[4m(2m+1)]?

=[4m(2m+ 1)+ 1]* - [4m(2m+ 1)]%.
Setzt man
ax+1=4m2m+ 1), byy, =4m2m+1)+ 1,
so folgt
bi=b}.1—ai+1,2ls0
ad+ai+.. . +ai=bi, —al.,,
al+ad+.. . +ai+al. =bi,y,
d.h., die obige Behauptung ist auch fiir
n=k+ 1 richtig.
Da sie, wie unter a) gezeigt wurde, auch [ir
n=2 richtig ist, gilt sie daher [ir alle natiir-
lichen Zahlen n mit n>2, insbesondere also
auch fiir n=1977, w.z.b.w.

A2a Bekanntlich gilt fir alle ungeraden
natiirlichen Zahlen n und alle von Null ver-
schiedenen reellen Zahlen a und b (vgl. Ta-
bellen und Formeln, S. 42):
a"+b"=(a+b)(@ ' —a""b+a""bE—
+o. b7 _
d. h.. ¢" +b" ist durch g+ b teilbar.
Daraus [olgt, wenn man n= 1977 setzt, wegen
1976 =2-988
z=1"4+2"+...+ 988"+ 989" +... + 1975"
+1976"+1977"
=(1"+1976"+(2"+ 1975" + ...
+(988"+ 989" + 1977"
=(1+41976)a, +(2+1975)az + ...
+(988 +989)agas + 1977",
wobel ajy, us, ..., dogg Natiirliche Zahlen sind.
Dabher gilt
z=1977a, + 1977az+ ... 4 1977a9gs
+1977- 197771
=1977a, +az+ ... +dogg + 19777 1),
d. h., die Zahl z ist durch 1977 teilbar.

//"..‘,.ur
e
= = \

[ # . wsn
A
] o

Losungen zu alpha-heiter, 3/77:

Fiir Schnellrechner
Priift man die Zahlen in der ersten Zeile
niher, so stellt man fest, daB es sich um Viel-
fache von 73 handelt. So ist z. B.
365=5-73,292=4-73, 146=2-73.
Es wird also eine Karte mit der Zahl 73 - x,
ausgewihlt, wobei x; =5, 4 oder 2 ist.
In der zweiten Zahl liegen Vielfache von 137.
Es wird also eine Karte mit der Zahl 137 - X2
ausgewihlt, wobei x, =5, 4 oder 2 ist.
In der dritten Zeile liegen Vielfache von 73.
Es wird also eine Karte mit der Zahl 73 - x,
ausgewiihlt, wobei x3 =7, 6 oder 3 ist.
In der vierten Zeile liegen Vielfache von 137.
Es wird also eine Karte mit der Zahl 137 - x4
ausgewihlt, wobei x4,=7, 6 oder 3 ist. Nun
gilt aber
73-137=10001,
73-137-73-137=100012
= 100020001, also
73xy - 137x3 - 73x3: 137x4
=100020001 - x; - x5 " x3 " x4.
Der Rechenkiinstler hat also nur die vier ein-
stelligen Zahlen x, x;, x3, x4 miteinander im
Kopl zu multiplizieren und ihr Produkt p
mit 100020001 zu multiplizieren. Dazu be-
notigt er aber nicht das Schema der schrift-
lichen Multiplikation, sondern er schreibt p
hin, belegt dann die néchsten vier Stellen mit
2 p und die letzten vier Stellen wieder mit p
(falls 2 - p bzw. p nur dreistellig ist, setzt er eine
Null davor; falls 2- p bzw. p nur zweistellig,
zwei Nullen). i
Zur Erleichterung ist jeweils aufl den Karten
durch Punkte unter der Zahl gekennzeich-
net, um das Wievielfache von 73 bzw. 137
es sich handelt. Ein Punkt links bedeutet
5 Einheiten, je ein Punkt rechts 1 Einheit.
In unserem Beispiel ist
365=5-173, 548 =4-137,
219=3-73,822=6-137,
x, =5, X, =4
x3=3, X4=6,
p=5-4-3-6=360.
Man erhalt das Produkt der vier dreistelligen
Zahlen
360 0720 0360
oder in der iiblichen Weise geschrieben
36007200 360.

also
also

Wie viele Lochkombinationen?

a) In der ersten Reihe gibt es drei Mdglich-
keiten, die Locher zu verteilen, ndmlich je ein
Loch rechts oder links sowie zwei Locher. Fiir
jede Lochkombination in der ersten Reihe
konnen wir eine der drei Moglichkeiten des
Lochens der zweiten Reihe auswiéhlen. Das
sind fur die erste und zweite Reihe insgesamt

~3-3=32=9 Kombinationen. Fiir jede der

drei Moglichkeiten in der dritten Reihe zu
lochen, konnen wir eine der 9 Kombinationen
der ersten beiden Reihen wihlen, so daB
sich fiir die ersten drei Reihen insgesamt

3?-3=3%=27 Kombinationen ergeben. Fah-
ren wir so [ort, dann erhalten wir fiir alle
sechs Reihen schlieBlich 3¢ =243 Kombina-
tionen. :

b) Durch das Weglassen der Locher in einer
Reihe gibt es jetzt vier Moglichkeiten der An-
ordnung pro Reihe. Entsprechend unseren
vorangegangenen Uberlegungen 4°=4096
Kombinationen. Die Variante, daB alle Rei-
hen kein Loch aufweisen, stellt keine Ent-
wertung dar, so daB nur 4095 Kombinatio-
nen bléiben.

Kopftausch
Planimetrie

Humorvoller Setzer

Vor mir ein leeres Blatt Papier,

in der Limonadenflasche nur noch wenig In-
halt,

in meinem Kopf kluge Gedanken,

in meiner rechten Hand ein abgebrochener
Stift,

in der Kekspackung noch genau zwei zerbro-

chene Kekse,

in meinem Gehirn eine Lésungsidee,

im Patronenlfiiller keine Tinte,

im Tafelwerk nichts zu finden.

Das Kfz-Nummernschild
Aus dem l6fachen fiir die mittleren Ziffern

ergibt sich:
Summe 0 I 2 3 4 5 6 7..
16fach 0 16 32 48 64 80 96 112...

Nur 96 erfiillt alle Bedingungen.
Primzahlzwilling: 59 61

5. Buchstabe im Alphabet: E, 1. Buchstabe: A
Kennzeichen heilBt: EA 59-61

Kryptarithmetik

991 992 993
+ 991 + 992 + 993
1982 1984 1986

987 — 789 =198

+ + -

15— 15= 0

1002 —804=198

1054 +9482=10536; 1065+ 9578 = 10643;
1065+ 9582 =10647;
1076+ 9658 =10734; 1076+ 9682=10754;
1087 +9745=10832;
1087+ 9756 = 10843
711-4025=2861775

Wir wiigen

Das Wigestiick zu 50 g benétigt man gar
nicht. Man legt aul eine Schale das 200-g-
Waigestiick und gibt alle Graupen so aul die
Waage, daB sie im Gleichgewicht ist. Dann
befinden sich in einer Schale 4,4kg, in der
anderen 4,6 kg. Beim zweiten Wigen teilen wir
analog die 4,6 kg in 2,4 kg und 2,2kg. Nun
sind von den 2,2kg nur noch 200g abzu-
ziehen.

Abziihlreim
Zahl: 7; Losungswort: Binomische Formel



Spiele
mit Holzchen

Bedeutende Mathematiker haben schon friih
fiir einzelne Spiele mathematische Theorien
geschaffen. Bekannt ist z. B. der 1654 zwischen
Pascal und Fermat gefithrte Briefwechsel
iiber Gliicksspiele (Roulette, Wiirfeln), den
man als den Beginn der Wahrscheinlichkeits-
rechnung ansehen darf. Aber erst in unserem
Jahrhundert entstand die Theorie der Spiele
als eine mathematische Disziplin. Diese Theo-
rie betrachtet Spiele, in denen neben dem
Zufall der oder die Spieler EinfluB auf das
Spiel nehmen (z. B. Skat, Mensch-érgere-dich-
nicht) oder es sogar allein entscheiden
(Schach, Go). Dabei versucht die Theorie, das
bestmogliche Verhalten eines Spielers, die so-
' genannte optimale Strategie, zu ermitteln.
Die typischen Probleme der Spieltheorie las-
sen sich oft an einfachen, aber recht interes-
santen Spielen erldutern. Das haben wir in
den zentralen Arbeitsgemeinschaften Mathe-
matik des Saalkreises ausgeniitzt, um uns auf
spannende Weise mit modernem mathemati-
schem Denken vertraut zu machen. Im fol-
genden soll iiber einige Spiele, mit denen wir
uns befaBt haben, berichtet werden.
Wir schlieBen dabei an ein Holzchenspiel an,
iiber das in der alpha4/76 berichtet wurde.
Im Gegensatz zu dem dort beschriebenen
Spiel sind die Gewinnméglichkeiten fiir die
einzelnen Spieler hier unabhingig von der
Anzahl der Hélzchen. Eine beliebige Anzahl
von Hélzchen (n> 3) ist in eine Reihe gelegt
worden, so daB sich die Hlzchen, vom ersten
und letzten abgesehen, an beiden Enden be-
riihren (Abb. 1). Zwei Spieler A und B nehmen
abwechselnd Hélzchen, und zwar: entweder
ein Holzchen oder zwei sich beriihrende Holz-
chen. Sieger ist, wer das letzte Holzchen er-
hilt. Hier gibt es eine Anleitung zum Han-
deln (Gewinnstrategie), die den zuerst weg-
nehmenden Spieler zum Sieg fithrt. Um das
einzusehen, numerieren wir die Holzchen von
links beginnend von 1 bis . Wenn n ungerade
ist, so liegt rechts und links vom mittleren

Hélzchen, das die Nummer %(n+ 1) hat, die

gleiche Anzahl von Hélzchen. Entnimmt A
das mittlere Holzchen, dann verbleiben zwei
gleiche Reihen. Durch die Spielregeln ist B
gezwungen, nur aus einer Reihe Holzchen zu
entnechmen. 4 kann in der anderen Reihe
Lsymmetrisch“ antworten, indem er dort das-

selbe tut. Fiihrt 4 im weiteren nur symmetri-
sche Ziige als Antwort auf die Ziige von B
aus, so wird A zwangsldufig den letzten Zug
haben. Wenn n gerade ist, so muB A die
; und ;
nehmen (Abb. 1), womit wie eben zwei gleich
lange zusammenhZngende Holzchenreihen
verbleiben.

Bei dem niichsten Holzchenspiel wird eine
beliebige Anzahl von Holzchen (n>4) in der
vorigen Art kreisformig angeordnet (Abb. 2).
Beide Spieler entnehmen wieder abwechselnd
ein Holzchen oder zwei zusammenhéngende
Holzchen. Sieger ist wieder, wer das letzte
Holzchen entnimmt. A entnimmt als erster
aus dem Kreis ein Holzchen oder zwei zu-
sammenhiingende Holzchen. Danach liegt
eine Reihe wie in der ersten Variante vor. B
entnimmt als erster aus dieser Reihe Holz-
chen. Wenn er sich wie der erste Spieler im
oben beschriebenen Spiel verhilt, so wird er
gewinnen, -
AbschlieBend betrachten wir ein Spiel, das
den oben beschriebenen Spielen sehr dhnlich
ist. Es wird am besten mit Halmasteinen o. 4.
gespielt, die auf die Ecken eines Sterns gesetzt
werden (Abb. 3). Der Stern in Abb. 3 hat
zwolf Ecken. Ihr koénnt jedoch auch einen
Stern mit mehr oder weniger Ecken wihlen.
(Wie werden dann die Ecken untereinander
verbunden?) Die Spielregeln sind folgende:

Hélzer mit den Nummern +1 weg-

A und B entnehmen abwechselnd je einen
Stein oder zwei Steine, die durch eine gerade
Linie verbunden sind. Wer den letzten Stein
nimmt, hat das Spiel gewonnen. Der Zusam-
menhang mit dem eben untersuchten Spiel
ergibt sich ganz einfach, wenn wir uns vor-
stellen, daB die Verbindungsstrecken des
Sterns Fiden sind. Dann 4Bt sich der Stern
zu einem Kreis ,.entwirren“ (Abb. 4). Friiher
hatten wir einen Kreis aus sich beriihrenden
Holzchen. Jetzt ist an dessen Stelle ein Kreis
aus Halmasteinen getreten, wobei zwei sich
berithrende Holzchen nun zwei durch eine
Linie verbundenen Steine entsprechen (wie
z. B. die Ecken mit den Zahlen 1 und 6).
Damit ist die optimale Strategie fiir den
zweiten Spieler klar. Da es auf die Bezeich-
nung der Ecken nicht ankommt, wollen wir
annechmen, daB der erste Spieler 4 entweder
den Stein auf der Ecke 1 oder die Steine auf
den Ecken 1 und 6 nimmt. Damit zerfillt der
Kreis in eine Reihe, und der zweite Spieler B
nimmt nun die mittleren Steine entweder auf
der Ecke 7 oder aul den Ecken 7 und 12.
B antwortet in der Folge symmetrisch auf die
Ziige von A in der oben niher beschriebenen
Art.
Dr. R. Thiele, Vorsitzender
des Mathematikklubs des Saalkreises
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Nachgedacht —
mitgemacht

Aufgaben, die das Leben schreibt

Klasse 5

1976 wird in der Volkswirtschaft unserer
Republik Material im Werte von 6,8 Mill.
Mark eingespart.” Darunter fallen z. B.
150000 t Walzstahl, 3000 t Kupfer, 1000t
PVC und 6000 t Baumwolle.

a) Welcher Wert kénnte im 5-Jahrplan-Zeit-
raum bis 1980 erzielt werden, wenn die Ein-
sparung von 1976 von Jahr zu Jahr um
200000 M iiberboten wiirde?

b) Wieviel Mill. Tonnen Kupfer kénnten bei-
spielsweise von 1976 bis 1980 eingespart wer-
den, wenn die Einsparung von 1976 von Jahr
zu Jahr um 100 t liberboten wiirde?

Klasse 6 / g

Zur ErschlieBung der Rohstoffreserven sollen
far die Braunkohleforderung Abraumforder-
briicken mit eciner Forderleistung von
120 Mill. m® im Jahr bei einer Abtraghdhe
von 60 m bereitgestellt werden.

a) Welche Forderleistung wird von einer sol-
chen Briicke taglich erbracht? Rechne mit
360 Tagen im Jahr!

b) Welche Strecke riickt die Maschine taglich
weiter, wenn die AbtraghShe 60 m und die
Abtragbreite 4000 m betrigt?

Klasse 7

Jahrlich sind im Funfjahrplan 1976/80 neben
dem genutzten Oberflichenwasser etwa
140 Mill. m® Grundwasser fiir die Haushalte
und die Industrie aufzubereiten bzw. bereit-
zustellen.

a) Berechne die Grundwassermenge, die
durchschnittlich fiir einen Tag bereitzustelien
ist!

b) Eine Hauptwasserleitung hat einen Durch-
messer von 800 mm. Welche Wassermenge
flieBt tiglich durch diese Leitung, wenn eine
Geschwindigkeit von 1,8 m/s angenommen
wird?

c) Wieviel Prozent der téglich bereitzustellen-
den Grundwassermenge sind das?

Klasse 8

Um den erh6hten Energiebedarf auch in Spit-
zenbelastungszeiten abzudecken, wurden in
einigen Kraftwerken Energieblocke mit Gas-
turbinenantrieb aufgebaut, die nur etwa
15 Minuten Anfahrzeit brauchen. Durch den
hohen Gasverbrauch wihrend des Betriebes

ist die Versorgung der iibrigen Erdgasabneh-
mer nicht sichergestellt. Deshalb muB ein
Gaszwischenspeicher im Kraftwerk gebaut
werden; fiir ihn stehen zwei Méglichkeiten
zur Auswahl.

1. Méglichkeit :

Das zu speichernde Erdgas wird auf —160°C
abgekiihlt, dabei verfliissigt es sich und nimmt

1
nur noch &5

mens ein. Es wird in einem gekihlten Kugel-
behilter von 5 m Durchmesser aufbewahrt.

2. Moglichkeit :

Das Erdgas wird bei Normaldruck in einem
zylindrischen  Scheibengasbehilter aufbe-
wahrt. Sein Durchmesser betragt 20 m, seine
Héhe 35 m.

a) Wieviel m® fAiissiges Erdgas nimmt der
Kugelbehalter auf?

b). Wieviel m® Erdgas sind das bei Normal-
druck?

c) Wieviel m® Erdgas nimmt der zylindrische
Behilter auf? 7

d) Vergleiche die Fassungsvermégen und die
Oberflachen der beiden Behilter!

seines urspriinglichen Volu-

Klasse 9

Zur weiteren Verbesserung der Arbcits- und
Lebensbédingungen der Werktitigen im Be-
zirk Halle sah die Direktive des VIII. Partei-
tages der SED zum Fiinfjahrplan 1971/75
u. a, die Schaflung von etwa 56000 Wohnun-
gen durch Neu-, Um- und Ausbau vor. Un-
sere gewachsene konomische Kraft gestattet
es, daB in der Direktive des IX. Parteitages
eine Zahl von 80000 Wohnungen genannt
werden kann. Beim Neubau soll eine Steige-

1% Einsparung——

bedeutet gegenwdirtig

bei Walzstahl

in der metaliverarbeitenden Industrie

Stahl fir |

50000 Kiihischrinke v
und l

J 20000 Woschmaschinen |
{

|

AR, und
12 (ET} 20000 Motorrdder |

1

l

47500 PKW |
und ;

10000 LKW |
|

rung um 40,5 % und bei Um- und Ausbauten
um 507 erreicht werden.

Berechnen Sie die Anzahl der Wohnungen,
die durch Neubau bzw. durch Um- und
Ausbau auf Grund der Direktiven des VIII.
und IX. Parteitages geschaffen werden soll-
ten bzw. sollen! Runden Sie alle Ergebnisse
auf eine Genauigkeit von 1000 Wohnungen'!

Klasse 10

Die umfassende Chemisierung der Landwirt-
schaft ist eine wichtige Voraussetzung fiir die
Intensivierung der landwirtschaftlichen Pro-
duktion. Der enorm gestiegene Bedar( an
hochwertigen Stickstofidiingemitteln soll vor
allem durch IntensivierungsmaBnahmen im
VEB Diingemittelkombinat Piesteritz ge-
deckt werden.

Stellen Sie in zwei Kreisdiagrammen das in
der DDR 1975 bereitgestellte und das fiir 1980
geplante Aufkommen an Stickstoff-, Phos-
phor- und Kalidiingemitteln dar! Vervoll-

stindigen Sie dazu die Tabelle!  E. Stickel
1975 %  Winkel 1980 %  Winkel
Menge Grad- Bogen- Menge Grad- Bogen-
maB maB maB maB
Stickstoff-
diingemittel
720kt N 1343 940kt N 44,3
Phosphor-
diingemittel
500 kt P,Os . 1,6267 530 kt P,0; 1,5708
Kalidlingemittel
710 kt K;0 "36,8 650 kt K,0 110,5
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