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Verkniipfungen
in der Ebene

In dem Beitrag ,Die ,Uhr-Addition‘ und an-
dere Verkniiplungen“ (alpha 6/76) haben wir
die Begriffe Verkniipfung, Trigermenge und
Verkniipfungsgebilde kennengelernt:
Wir sprechen von einer Verkniipfung « iiber
einer nichtleeren (Trager-)Menge M, wenn je-
dem (geordneten) Paar (u, b) von Elementen
a, be M genau ein Element ce M zugeordnet
wird. Statt

o:(a, b)—c¢
haben wir kiirzer (und in Anlehnung der uns
durch die vier Grundrechenarten vertrauten
Schreibweise)

ash=c
geschrieben. (M, <) wurde dann ein Verkniip-
fungsgebilde genannt.

Bestand im oben genannten Beitrag unsere
Trdgermenge M fast ausschlieBlich aus Zah-
len, so wollen wir jetzt zeigen, daB es auch in
der ,,Welt der Punkte” eine Fiille von Ver-
kniipfungen zu entdecken gibt. Seien deshalb
im folgenden X und Y beliebige Punkte einer
Ebene. Diese Ebene bezeichnen wir mit e.
Wenn wir XoY als den Mittelpunkt Z der
Strecke X ¥ definieren, haben wir bereits ein
erstes ,,geometrisches" Verkniipfungsgebilde
gefunden (Klasse 6).

Bild 1 y
2Z=XeY
X
XoY=p,Zmit ZeXYund XZ=2Y.
(Der Einfachheit halber benutzen wir im fol-
genden auch gerichtete Strecken.)

DaB (g, o) in der Tat die geforderten Eigen- -

schaften (Abgeschlossenheit von ¢ bzgl. - und
Eindeutigkeit von X o Y) besitzt, ist leicht ein-
zusehen, da die Vorschrift (Delinition) nicht
aus der Trigermenge hinausfihrt (Ze¢) und
der Mittelpunkt Z der Strecke XY eindeutig
bestimmt ist.

Als wir den Begrifl der Verkniipfung definiert
haben, ist der Fall X = Y ausdriicklich mit ein-
bezogen worden. Es erhebt sich fiir unser
Verkniipfungsgebilde (g, o) deshalb die Frage,
was wir unter X oX verstehen wollen. Wir
legen fest, daB X oX wieder der Punkt X
selbst sein soll — das kommt unserer Vorstel-
lung entgegen, indem wir ndmlich XX als
den Mittelpunkt der entarteten Strecke XX
(die also aul den Punkt X ,zusammenge-
schrumpft* ist) auffassen. :

Aufgabe 1:

Vergleiche die Verkniipfungsgebilde (¢, <) und
X+
2
Mittel der reellen Zahlen x und y ist! Welche
Gemeinsamkeiten kannst du entdecken?
Die Spiegelung von Punkten kénnen wir als
Ausgangspunkt fiir weitere ,geometrische®
Verkniipfungen wihlen:
Fiir beliebige Punkte X, Y ¢ definieren wir
X « Y als den Spiegelpunkt von X an.Y sowie
X Y als den Spiegelpunkt von Y an X. In
beiden Fillen vereinbaren wir wieder, dal3
X+X=Xund X X=X lir alle X e¢ gelten
soll.

Bild 2 Y
X
Aey
X+Y=pZmit ZeXY und XZ=2 XY,
X Y=pZmit ZeXY und ZY=2-XY.

4 das arithmetische

(P, a), wobei x ay=p;

xXxy

Aufgabe 2:

Uberlege dir, ob fiiralle X, Y eedie Beziehun-
gen
X X«Y)=X#%(X<Y)=Y und -
(X-Y).Y=(X Y)oY=X gelten.
Veranschauliche dir diese Beziehungen!
Das folgende Beispiel ist dergestalt, daB es uns
gleich unendlich viele Verkniipfungsgebilde
liefert:
Fiir alle Punkte X, Y e¢ definieren wir X oY
als den Punkt Z der Geraden XY, so da3
XZ:ZY=a:h gilt,
wobei a und b beliebige, aber [este ganze
Zahlen sind mit b+0 und a:b+ —1. Auch
hier setzen wir fur alle X ee:
XeX=X.
Wir sehen sofort, daB das Teilverhdltnis
(Klasse 8) uns im Falle a:b=1 die bereits
angefiihrte Verkniipfung - (Konstruktion des
Mittelpunktes) liefert.

Aufgabe 3:

a) Zeige, daB die Definition von e neben der
Konstruktion des Mittelpunktes (o) auch die
Konstruktion der jeweiligen Spiegelpunkte
(#;<) beinhaltet!
b) Wie 1dBt sich die Verkniipfung e inter-
pretieren, wenn der Fall a=0 vorliegt?
¢) Untersuche die analoge Fragestellung fiir
b—0!
Weitere Verkniipfungsgebilde mit ¢ als Tri-
germenge erhalten wir z. B. auf die [olgende
Weise:
1) Fiir alle Punkte X, Ye¢ definieren wir
X .Y als den dritten Punkt Z des gleich-
seitigen Dreiecks XYZ mit positivem Um-
laufsinn (Bild 3). .
2) Fiir alle Punkte X, Yec definieren wir
XY als den dritten Punkt Z des Quadrates
X' YZW mit positivem Umlaufsinn (Bild 4).

Z = Xay w Z=xay
Bild 3

Bild 4

3) Sei ABC ein vorgegebenes (festes) Dreieck
ing; X, Y eg, beliebig.

Wir definieren X+Y als den Punkt Zeg, so
daf die Dreiecke ABC und X Y Z gleichsinnig
dhnlich sind.

Bild 5 £ A

% C

A zZ=xvr X

In allen drei Fillen fordern wir wieder, dal3
fiir X=Y, XaX=X, XaX=X bzw. XvX=X
sein soll.

Aufgabe 4:

a) Warum kann man in den Definitionen fiir
., m und « nicht auf die Forderungen .mit
positivem (negativem) Umlaufsinn® bzw.
.gleichsinnig verzichten?

b) Zeige, daB die Verkniipfung - eine Verall-
gemeinerung der Verkniipfungen . und w ist!
¢) Gib weitere Moglichkeiten einer Verallge-
meinerung von . an!

Aufgabe 5*:

Die Verkniipfung « 148t sich auf die [olgende
Weise in der komplexen Ebene interpretie-
ren: Fiir die Punkte des vorgegebenen Drei-
ecks ABC wihlen wir
A:a=0,B:b=1C:c=r-e*,

wobei r und ¢ beliebige, aber [este reelle
Zahlen mit ¢ k- n, k ganzzahlig, r+0, sind.
Zeige, daB dann fiir alle komplexen Zahlen
x,y xey=(l-c)x+cypgilt!

(Die drei *-Aufgaben sind fir diejenigen
Schiiler aufgenommen worden, die sich be-
reits mit komplexen Zahlen beschiftigt ha-
ben. Zur Losung dieser Aufgaben verweise ich
auf A.1. Markuschewitsch: Komplexe Zahlen
und konforme Abbildungen, Berlin 1965
[Kleine Ergidnzungsreihe, Band XVI].)

Bisher haben wir fur verschiedene Verkniip-
fungen nach Moglichkeit auch verschiedene

Verkniipfungssymbole benutzt (z. B. ,,0%, ,, %,
WA et e ). Im folgenden wollen
wir uns jedoch allein auf das Zeichen ,,o be-
schranken. Die Gelahr, daB wir dann even-
tuell Verkniipfungen identifizieren k&énnten,
die voneinander verschieden sind, besteht
kaum, da aus dem jeweiligen Zusammenhang
immer klar hervorgeht, aul welches Ver-
kniipfungsgebilde wir uns beziehen.

Sei A ein beliebiger, aber fester Punkt in €. Als
Trigermenge wihlen wir dann M=e¢\{4]},
d. h., der Punkt 4 wird ausgeschlossen, er wird
zur Verkniiplung nicht zugelassen. .
Fiir alle Punkte X, Yee\{4}) definieren wir
schlieBlich X - Y als den Spiegelpunkt von X
an der Geraden AY. Fiir X =Y setzen wir
XcX=prX.

Z = Xoy
Bild 6 j
o :
A 1
X

6~
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(Analog liefert natiirlich auch die Spiegelung
von Yan AX eine Verkniipfung iiber \{ 4}.)
Aufgabe 6*:
Zeige, daB sich in der komplexen Ebene diese
Verkniipfung » in dem Ausdruck

Xoy= % - (x—a)+a widerspiegelt!
Auch im nﬁcl'rsten Beispiel schlieBen wir Rir
die zu wihlende Trigermenge einen Punkt 4
der Ebene ¢ aus.
Fiir alle X, Yee\{A4) definieren wir diesmal
X - Y als die Spiegelung (Inversion) von X an
dem Kereis, der durch Y geht und A als Mittel-
punkt besitzt. Im Falle X=Y setzen wir
X ° X =p fX -

Bild 7

Aulgabe 7*:

a) Zeige. daB in der komplexen Ebene dieser

Verkniipfung der Ausdruck

_v=a(~a)
x—a

b) Verlegen wir den Punkt 4 in den Ur-

sprung (¢ =0) und fordern wir | y | =1, so ver-

einfacht sich obiger Ausdruck auf
(Spiegelung

am Einheitskreis).

Xy +a entspricht!

X=y=

|-

[n den bisher betrachteten Beispielen haben
wir bei der Wahl der Trigermengen keine
oder nur endlich viele Punkte der Ebene ¢ aus-
geschlossen (ndmlich in zwei Fillen jeweils
einen Punkt). Jetzt werden wir Verkniip-
[ungsgebilde kennenlernen, deren Triger-
mengen zwar immer noch unendlich viele
Elemente (Punkte) enthalten, andererseits
aber auch unendlich viele Punkte der Ebene
nicht zur ,Konkurrenz"“ zulassen.

Sei k ein Kreis in ¢, M sein Mittelpunkt.

1) Fiir alle Punkte X, Yek definieren wir
Xo,Y als den Spiegelpunkt von X an der
Geraden MY.

2) Fiir alle Punkte X, Yek delinieren wir
X o, Y als den Spiegelpunkt von Y an der Ge-
raden MX. )

Fiir X =Y setzen wir jeweils wieder Xo; X
=Xbzw. X0, X=X.
g =Xo2¥

Aufgabe 8:
a) Welches Verkniipfungsergebnis liefert der
Fall, wenn X e MY bzw. Ye M X gilt?
b) Zeige, daB fiir alle X, Yek die Bezichung

C (X0, Y)o  Y=VYou(Yor X)=X gilt!
Sei p eine Parabel in ¢.
1) Fiir alle Punkte X, Yep definieren wir
X o, Y als den Punkt Z e p, so daB die Gerade
Y Z zur Tangente tx (im Punkt X) parallel ist.
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2) Fiir alle Punkte X, Yep definieren wir
X o, Y als den Punkt Z ep, so daB die Gerade
XY zur Tangente ¢z (im Punkt Z) parallel ist.
Fiir alle Xep setzen wir Xo, X=X sowie
XosX=X. ’

Bild 9

Aufgabe 9:

Zeige, daB fiir alle X, Yep die Beziehung
(X o1 ¥)or Y=(Xo3 ¥)o, ¥Y=X gilt!

Sei e eine Ellipse in ;g eim; Gerade, die mit e
keinen Punkt gemeinsam hat.

Fiir alle Punkte X, Yece definieren wir XY
als den Punkt Z ce mit Z + Y, so daB die Ge-
raden g, YZ und die Tangente tx (an ¢ im
Punkt X) einen gemeinsamen Schnittpunkt S
besitzen. Fir X =Y setzen wir X- X=X ist
YS ebenfalls Tangente an ¢ (in Y), setzen wir
X-Y=Y. 4

Bild 10
e Z'X*’Y

't

Aufgabe 10:

Veranschauliche dir, ob anstelle von ¢ auch k
(Kcreis), p (Parabel) oder # (Hyperbel) bzgl. der
definierten Verkniipfung - abgeschlossen
sind!

Fordern wir in unserem Beispiel, daB die Ge-
rade g mit der Ellipse e genau einen Punkt A
gemeinsam hat, also Tangente an e ist, gewin-
nen wir eine weitere Verkniipfung:

Fiir alle X, Yee\{4} wird definiert Xo; Y
=pyZ mit Z+Y genau dann, wenn gty
=gNYZ. Fir X=Y fordemn wir X-; X=X.

Bild 11

Aufgabe 11:

Auch in diesem Fall kénnen wir einen beliebi-
gen Kegelschnitt als Trigermenge wihlen!
Veranschauliche dir, daB jeweils Verkniip-
fungsgebilde vorliegen!

Definieren wir fiir alle X, Yee\{4) X o, Y als
den Punkt Zee\{A}, so daB die Geraden g,
XY und die Tangente ¢; einen gemeinsamen
Schnittpunkt S besitzen, erhalten wir iiber

derselben Trigermenge wie zuvor eine neue
Verkniipfung o; (X< X =p,X) - in Bild 11
gestrichelt dargestelit.

Aufgabe 12:

In den vorangegangenen Verkniipfungsgebil-
den meidet_die Gerade g den Kegelschnitt
entweder oder sie beriihrt ihn in genau einem
Punkt. Uberlege dir, ob auch fiir den Fall, da3
die Gerade g den Kegelschnitt schneidet, eine
Trigermenge [lir die oben definierten Ver-
kniipfungen gefunden werden kann!

DaB auch andere Kurven als nur Kegel-
schnitte Tragermenge eines Verkniipfungsge-
bildes sein konnen, beweist unser letztes Bei-
spiel:

Sei ¢ eine (nichtausgeartete) Kubik in £ (ohne
ihre singuldren Punkte, falls solche existie-
ren).

Fiir alle X, Yec mit XY definieren wir
X oY als den dritten Schnittpunkt Z der Ge-
raden X Y mit c. Fiir den Fall X = Y definieren
wir X » X als den zweiten Schnittpunkt Z der
Tangente tx mit ¢ (falls er existiert!).

Bild 12

Aufgabe 13:

a) Uberlege dir, wie die ausgezeichneten

Punkte der Kubik ¢ (Extrema und Wende-

punkte) in die Definition der Verkniipfung -

einzubeziehen sind!

b) Fiihre den Nachweis [iir die Beziechung
Xo(XY)=(YoX)o X=Y

fur alle X, Yec. Ingmar Lehmann

GauB-Gedenkmiinze

Aus AnlaB des 200. Geburtstages von C. F.
Gaufi gab die Staatsbank der DDR eine
20-Mark-Gedenkmiinze heraus (siche Foto).

~Masse: 20,9 g — Durchmesser: 33 mm — Le-

giervng: 500 Ag/500 Cu (siehe auch Text
III. U.-Seite rechts unten)



Eine Aufgabe von
Prof. Dr.

Pjurwja Mutschka-
jewitsch Erdnijew

Kalmiickische Staatliche Universitiit
in Elista

Zur Fehlerrechnung

bei physikalischen
Messungen

A 1632 A Wir bilden Ketten von Verallge-
meinerungen:

Kette 1

a) Gegeben sei ein Rechteck von 9 cm Linge
und 4 cm Breite. Dieses Rechteck ist so in
2 Teile zu zerlegen, daB man daraus ein Qua-
drat mit der Seitenlinge 6 cm zusammen-
setzen konnte.

b) Gegeben sei ein Rechteck von 8 cm Linge
und 4,5 cm Breite. Dieses Rechteck ist so in
2 Teile zu zerlegen, daB man daraus ein Qua-
drat zusammensetzen konnte.

(Wovon hingt die Anzahl der Treppenstufen
‘in den Figuren ab? Fiir welches Verhiltnis
der Seiten des Ausgangsrechtecks kann die
Aulfgabe nicht gelost werden?)

¢) Der Leser mége die Aufgabe (siche oben)
fiir den Fall des Raumes verallgemeinern.
Welche kleinste Anzahl von Teilen ist notwen-
dig, in die man einen Quader mit den Kanten-
lingen 32 mm, 7S mm und 90 mm zerlegen
muf, um daraus einen Wiirfel mit der Kanten-
linge 60 mm zusammensetzen zu konnen?

Kette 2

a) In einer Kiste befinden sich zwei Sorten
Aplel. Es ist die kleinste Anzahl an Apfeln zu
bestimmen, bei der man bei einmaliger Ent-
nahme von Apfeln aus der Kiste mindestens
zwei Apfel einer Sorte hat!

b) Die Aufgabe ist unter derselben Bedingung
zu l6sen (d. h., daB bei einmaliger Entnahme
mindestens zwei Apfel einer Sorte aus der
Kiste genommen werden), wenn sich in der
Kiste Apfel von 3, 4, n Sorten befinden.

c) Wir verallgemeinern die Aufgabe, indem
wir andere Parameter nehmen:

In einer Kiste befinden sich unter den ent-
nommenen Apfeln bestimmt k Apfel. Es ist die
kleinste Anzahl an Apfeln zu bestimmen, die
entnommen werden mufB, damit sich unter
den entnommenen Apfeln bestimmt k Apfel
einer Sorte belinden.

d) Wir schlagen dem Leser vor, diese Aufgabe
weiter zu verallgemeinern:

...damit unter den entnommenen Apleln be-
stimmt k Apfel jeweils aus zwei Sorten sind
(die Anzahl der Apfel in der Kiste ist nicht be-
schrinkt).

Handelt es sich hierbei um die duBerst mog-
liche Verallgemeinerung, wenn die Aufgabe
keine Losung mehr besitzt? ‘

Ein MeBauftrag lautet, das Volumen eines

zylindrischen K&rpers (V=‘—1; dzh) zu bestim-
men.

Bild 1 g
t
Z!/nm/ /////
TR -
//’/////
//;////
/////////4’
T
W
s

Der Korper hat schdtzungsweise einen Durch-
messer von 23 mm und eine Héhe von 70 mm,
also ein Volumen von etwa 30 cm®. Das Volu-
men des Korpers kann man nach verschiede-
nen Methoden ermitteln:

1. Methode: aus der Fliissigkeitsverdringung
beim Eintauchen des K&rpers in eine Mef-
fliissigkeit, )

2. Methode: durch Berechnung aus den ge-
messenen geometrischen GroBen,

3. Methode: als Quotienten aus dem Aulftrieb,
den der Korper beim Eintauchen in ein Me-
dium erfdhrt, und der Wichte dieses Me-
diums.

Bei der dritten Methode wird der Korper zu-
meist einmal in Luft und einmal im Wasser
gewogen. Der Auftrieb ist dem Betrage nach
gleich dem Gewicht der vom Korper ver-
dringten Stoffmenge. Den Aulftrieb, den der
Korper in Luft erfihrt, kann man vernach-
ldssigen, da er weniger als 1 mp ausmacht.
Der Auftrieb im Wasser ist dann gleich der
Gewichtsdilferenz zwischen beiden Wigun-
gen. Ist die Messung bei t=20°C durchge-
filhrt, so betrdgt die Dichte des Wassers
0=0,998 % Da das Gewicht eines Korpers
von der Masse 1 Gramm [lr unsere geo-
graphische Breite gleich 1 Pond ist, stimmen

die Zahlenwerte der in % gemessenen Dich-

ten und der in q‘:]—; gemessenen Wichten iiber-

ein.

Bild 2

/
Rz
AN

Bei der Durchfiihrung der Messungen nach
diesen drei Methoden wird man bemerken,
daB die MeBergebnisse auf Grund der ver-
schiedenen MeBmethoden sich in ihrer Ge-
nauigkeit unterscheiden. Darum ist es fiir den
Physiker und Techniker duBerst wichtig, sich
Gedanken iiber die Genauigkeit einer Mes-
sung zu machen. Wie weit kann man dem
MeBergebnis vertrauen? Welche Einfliisse
verfdlschen das MeBergebnis, gehen Fehler
zulillig oder systematisch in das MeBergebnis
ein? Wie breit ist der MeBunsicherheitsbe-
reich, um bei einer vorgegebenen statistischen
Sicherheit den wahren Wert der MeBgroBe
einzuschlieBen?

Die Messungen zur Volumenbestimmung des
zylindrischen Korpers wollen wir im folgen-
den in Gedanken nachvollziehen, um einen
ersten Einblick in die Grundproblematik der
MeBtechnik zu gewinnen und den Sinn einer
Fehlerrechnung zu begreifen.

Einfache Fehlerrechnung fiir
zufillige Fehler bei gemessenen Grofien

Die einfachste Methode zur Volumenbestim-
mung des Korpers ist, den Korper in einen
MeBzylinder zu tauchen und die ven ihm ver-
dringte Fliissigkeitsmenge abzuleven (1. Me-
thode). Man wird dazu einen mdglichst
schlanken MeBzylinder verwenden, um eine
feine Skalenteilung zu haben.

Bei einer Wiederholung des Versuches wird
man bemerken, daB man ein etwas anderes
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Ergebnis erhilt (siche dazu Beispiel 1). Eine
MeBwertreihe zeigt gewisse Schwankungen
innerhalb der MeBwerte, die durch eventuell
vorhandene Luftblasen am Versuchskorper,
herausgerissene Wassertropfen, ungenaues
Ablesen der Skale (Parallaxenflehler). un-
exakte Skalenteilung des MeBzylinders, un-
gleiche Dicke der Glaswand des MeBzylin-
ders usw. zustandekommen.

Durch die Unzuldnglichkeiten des Messen-
den, durch Einfliisse der Umwelt, durch das
gewihlte MeBverfahren und durch die MeB-
apparatur selbst ist diese wie auch jede andere
Messung mit Fehlern behaftet. In der Physik
gilt deshalb der Grundsatz: Jede Auswertung
einer physikalischen Messung, die nicht zu-
gleich mit dem Ergebnis auch eine Angabe
des Vertrauensbereiches bei vorgegebener sta-
tistischer Sicherheit enthilt, ist wertlos.
Halten wir fest, daB bei der Aufnahme einer
MefBwertreihe eine Einzelmessung kaum re-
produzierbar ist, daB mehrere Messungen
insgesamt gesehen streuen. Wenn sich nun
die einzelnen MeBwerte um einen mittleren
Wert herum gruppieren, dabei groBe Ab-
weichungen selten, kleine Abweichungen vom
mittleren Wert hidufig vorkommen, wenn
positive und negative Abweichungen vom
mittleren Wert gleich oft auftreten, dann
spricht man von zufilligen Fehlern. Das ist
in unserer Messung der Fall (siehe dazu die
MeBwertreihe'im Beispiel 1).

In unmittelbarer Nihe dieses mittleren Wer-
tes muf} der wahre Wert der MeBgroBe liegen.
Dieser wahre Wert aber bleibt trotz vieler
Einzelmessungen unbekannt;er ist ein Grenz-
wert, dem sich der Physiker durch ausge-
wihlte MeBapparaturen, wohldurchdachte
MeBmethoden und duBerste Sorgfalt in der
Durchfiihrung der Messung zu ndhern ver-
sucht. Durch kritisches Abwigen der gewon-
nenen MeBwerte in Hinblick auf Fehler-
einfliisse und durch Ansetzen einer Fehler-
rechnung bei vorgegebener statistischer Si-
cherheit gibt der Physiker anstelle des wah-
ren Wertes der MeBgrofBe einen wahrschein-
lichsten Wert mit seinem Vertrauensbereich
an.

Héufig wird ein MeBergebnis als ,richtiger
Wert* bezeichnet. Diese Bezeichnung aber ist
problematisch, da sie die logisch einwand-
freien Begrilfe wahr und wahrscheinlich ver-
wischt. Wir wollen deshalb den Ausdruck
Hrichtiger Wert* im folgenden vermeiden.
Natiirlich gibt es in der Physik wie in der
Mathematik richtige gleich wahre Werte,
dann nimlich, wenn sie auf einer Definition
beruhen. Die Winkelsumme im Dreieck be-
trigt 180° — das ist kein experimentell ermit-
telter Wert, sondern er beruht auf der Fest-
legung des Vollkreises zu 360°. Ebenso ist das
elektrische Wirmeiquivalent, die Umrech-
nung von Kalorie in Wattsekunde (oder bes-
ser in Joule) definiert und kein experimen-
teller Wert, 1 kcal =4186,8 J.
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® Nach Uberlegungen von GauB ist der
wahrscheinlichste Wert einer MeBwertreihe
das arithmetische Mittel der einzelnen MeB-
werte. Um den Vertrauensbereich dieses arith-
metischen Mittels der einzelnen MeBwerte
anzugeben, werden in der Physik die Stan-
dardabweichung s (das ist der mittlere qua-
dratische Fehler der Einzelmessungen) und
daraus der Vertrauensbereich s (das ist der
mittlere quadratische Fehler des Mittelwer-
tes) errechnet. Der Vertrauensbereich gilt als
das Genauigkeitsmap fiir die Mefiwertreihe. Da
aber zur Bestimmung der Standardabwei-
chung und des Vertrauensbereiches ein ver-
hdltnism#Big groBer mathematischer Auf-
wand noétig ist, werden wir uns im folgenden
aufeine einfache Fehlerrechnung, eine GroBt-
fehlerrechnung, beschrinken.

Bei der einfachen Fehlerrechnung gilt die
MeBunsicherheit als das GenauigkeitsmaB [ur
die MeBwertreihe. Hierzu werden als erstes
die sogenannten absoluten Fehler ermittelt.
(Der ,,wahre* absolute Fehler ist genauso un-
bekannt wie der ,,wahre* Wert. Man kann
nur die scheinbaren Fehler als Differenz zwi-

_schen dem einzelnen MeBwert und dem wahr-

scheinlichsten Wert bilden. Da die Addition
der scheinbaren Fehler Null oder einen sehr
kleinen Wert ergeben muB, es in der Fehler-
rechnung nur aul die Betrdge der scheinbaren
Fehler ankommt, kann man sie im Sinne der
mathematischen Operation ,absoluter Be-
trag" als absolut bezeichnen.)
Entsprechend der Delinition des wahrschein-
lichsten Wertes als arithmetisches Mittel der
einzelnen MeBwerte geben wir die "MeB-
unsicherheit u als arithmetisches Mittel der
absoluten Fehler an:
® Die Mefunsicherheit u ist das arithmetische
Mittel der absoluten Fehler (bei Nichtbeach-
tung der systematischen Fehler).
® Das Mefergebnis ist die Summe aus dem
wahrscheinlichsten Wert (arithmetisches Mit-
tel der einzelnen MeBwerte) und der Mef3-
unsicherheit (arithmetisches Mittel der abso-
luten Fehler):

V=V+AV.
Eine MeBgroBe ist also nur dann sinnvoll
angegeben, wenn das MeBergebnis gleich der
Summe aus dem wahrscheinlichsten Wert
und der MeBunsicherheit ist, da in den Fehler-
grenzen der wahre Wert mit groBer Wahr-

scheinlichkeit, in unserem Beispiel mit 95%,
statistischer Sicherheit, liegt.

Neben der Angabe der MeBunsicherheit als
additives Glied im MeBergebnis ist es auch
iiblich, die MeBunsicherheit im Verhiltnis
zum wahrscheinlichsten Wert auszudriicken,
den prozentualen Fehler zu bilden:

V=T/<1 i%- 100%).
Zusammenfassend sollen die neuen Begriffe
noch einmal an einer graphischen Darstellung
verdeutlicht werden: Die Haufigkeit eines
MeBergebnisses ist als Funktion des Me8-
ergebnisses aufgetragen. Auf der Abszissen-
achse sind die Begriffe aus der Fehlerrechnung
markiert.

Diese Fehlerrechnungsbegriffe wollen wir nun
auf die MeBwertreihe des Beispiels 1 anwen-
den.

Beispiel 1:
Volumenmessung durch Wasserverdréingung
Nr. A4 —I -v ]
ml ml
1 30,8 0,14
2 30,7 0,04
3 309 0,24
4 30,5 0,16
5 30,6 0,06
6 30,6 0,06
7 30,6 0,06
8 30,7 0,04
9 30,5 0,16
10 30,7 0,04
3066 0,10
¥ =30,66 ml
V=0,11ml
V =(30,7+0,1) ml
0,10 o o
£=30,66. 100%,=0,3%;

Bei der Berechnung des MeBergebnisses von
Beispiel 1 ist darauf zu achten, daB die MeB-
unsicherheit nicht genauer angegeben wird,
als es die Messung zuldBt. Durch Ausrechnen
vieler Stellen wird eine Genauigkeit vorge-
tduscht, die physikalisch nicht realisiert ist. Im
allgemeinen sollten Fehlér hochstens aul zwei
Stellen berechnet werden. Andererseits mufl
natiirlich die Genauigkeit der Messung ausge-
nutzt werden, und es diirfen nicht durch Run-

x =wahreér unbekannter Wert
x=wahrscheinlichster Wert

Ax; =(x — x;) absoluter scheinbarer Fehler
u=MeBunsicherheit
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den Ziffern weglallen, die eine physikalische
Bedeutung haben. Aul keinen Fall darf man
eine Null als kleinste Ziffer einfach weglas-
sen, wenn diese einen physikalischen Sinn hat.
Beispiel: Eine Lange wird mit einer MeBlatte
mit mm-Teilung gemessen. Es 148t sich ein
halbes Millimeter schitzen. Dann lautet z. B.
der MeBwert: [=(52,0+0,5) mm. (Die unter-
punktete Ziffer ist fehlerbehaftet.) Der wahr-
scheinlichste Wert und die MeBunsicherheit
werden in gleichen Einheiten angegeben.

Einfache Fehlerrechnung fiir
zufiillige Fehler bei berechneten Grifien

a) Gréfen, die durch Produktbildung berechnet
werden ’

Um das Volumen des Korpers aus seinen geo-
metrischen Abmessungen zu bestimmen, muB
man seine Hohe und seinen Durchmesser er-
mitteln. Zur Hohenmessung wird man einen
MeBschieber, zur Bestimmung des Durch-
messers eine BiigelmeBschraube verwenden.
Der MeBschieber erlaubt mit Hilfe des Nonius
noch 0,1 mm abzulesen, die BiigelmeBschrau-
be durch ihre Ringteilung 0,01 mm. Die Ska-
len lassen zu, eine halbe Einheit zu schitzen.
Da der zylindrische Korper vermutlich so-
wohl im Durchmesser als auch in der Hohe
kleine Unebenheiten aufweist, sind wiederum
MeBwertreihen aufzunehmen (siche dazu Bei-
spiel 2). Zur Berechnung des Volumens miis-
sen die fehlerbehaftete Hohe und das Quadrat
des fehlerbehalteten Durchmessers miteinan-
der multipliziert werden. Es besteht nun die
Frage, wie sich der Gesamtlehler einer physi-
kalischen GroBe berechnet, die sich aus MeB-
wertreihen zwischen verschiedenen direkt und
voneinander unabhingig gemessenen Gréfen
multiplikativ zusammensetzt.
Es gilt

ytAy=(atAa) (b Ab)

y+Ay=a-btAa-b+Ab-atAa-Ab
Das Glied Aa- Ab als Produkt kleiner Gro-
RBendifferenzen kann wegen seiner Kleinheit
vernachldssigt werden.
Der absolute Fehler betrégt:

+Ay=+Aa-b+Ab-a
Da y=a- b ist, betrigt der relative Fehler:

LA da b

y a~ b

® Der relative GroBtfehler eines Produktes
aus direkt und voneinander unabhingig ge-
messenen Grofen ist gleich der Summe der
relativen Fehler ihrer Faktoren.
Bei der Bestimmung der MeBunsicherheit in
Beispiel 2 miissen wir diesen Satz anwenden
(sieche Beispiel 2).

Physikalische Groflen. die als Produkt aus
anderen physikalischen GréBen gebildet wer-
den, sind in der Physik recht haufig; erinnert
sei an die physikalischen GroBenarten Kralft,
Drehmoment, mechanische Arbeit, elektri-
sche Leistung usw.

Beispiel 2:
a) Volumenbestimmung durch Berechnung aus
den gemessenen geometrischen Grofen

N 0 =k 4 d=d
mm mim mm mm
1 698 000 23620 0005
2 6990 010 23615 0000
3 6985 005 23605 0010
4 6980 000 23620 0005
5 6975 005 23625 0010
6 .6975 005 23610 0,005
7 6980 000 23610 0005
8 6970 010 23605 0010
9 6980 000 23620 0005
10 6985 .005 23620 0005
6980 004 23615 0006
% -100% =0,06%;
% -100%=0,03%,
AV .
= 100% =0,06% +2 - 0,032, =0,12%,

V =30,576 cm® ~ 30,58 cm®
¥ =30,58 (1+0,12%,) cm®
¥ =(30,58 +0,03) cm®

b) Griofen, die durch Summenbildung
berechnet werden

Setzt sich die berechnete GroBe aus additiven
Gliedern zusammen, so ist der absolute Feh-
ler einer Summe (oder Differenz) von MeB-
wertrethen aus direkt und voneinander un-
abhingig gemessenen GroBen gleich der
Summe der absoluten Fehler der Summan-
den.

Bei der Volumenbestimmung nach der 3. Me-
thode ist der Aultrieb gegeben als Gewichts-
differenz zwischen der Wagung des K orpers in
Luft und der in Wasser. Folglich ist die MeB-
unsicherheit des Aultriebes gleich der Summe
der MeBunsicherheiten der Gewichtsbestim-
mungen in Luft und in Wasser:

Up=Ugr + Ucw.

Die Fehlerabschiitzung

Bei vielen physikalischen Messungen sind
nicht personliche Unachtsamkeiten und zu-
[dllige duBere Einflisse die entscheidende
Fehlerursache, sondern vielmehr die Ablese-
und Anzeigegenauigkeit der MeBgerite selbst.
Dann miissen die Skalenteilung und die Giite-
klasse der MeDBgerdte beachtet werden; die
Aufnahme einer MeBwertreihe eriibrigt sich.
Bei einer Masse-, Gewichts-, Liangen-, Strom-
stirke- oder Spannungsmessung geniigt es,
eine korrekte Haupt- und eine Kontrollmes-
sung durchzufiihren, die, falls die beiden Er-
gebnisse voneinander abweichen, nochmals
wiederholt werden muB. Die im vorigen Ab-
schnitt behandelte einfache Fehlerrechnung
ist dagegen bei Zeitmessungen mit der Stopp-
uhr (persénliche Gleichung etwa 0,2 s), Volu-

menbestimmungen mit dem MeBzylinder
oder bei Dickenmessungen von unebenen
Korpern erforderlich. Bei der Fehlerabschiit-
zung bezieht man sich auf die Hauptmessung,
der GroBtfehler wird in Hinblick auf die
Skalenteilung, aul die kleinste MeBeinheit
oder auf die Giiteklasse des MeBgerites ab-
geschitzt.
® Das Meflergebnis bei der Fehlerabschitzung
setzt sich als Summe aus dem einen MeBwert
und der MeBunsicherheit, dem geschdtzten
Gropt fehler, zusammen.
Im Beispiel 3 ist das Volumen des zylindri-
schen Korpers als Quotient aus dem Auftrieb
und der Wichte der vom Korper verdringten
Stoffmenge zu bestimmen:
G’_ - Gw

ow :
Die Gewichtsbestimmungen fiihren wir iiber
Massenvergleiche an der Analysenwaage
durch; am gleichen Ort (g=const.) verhalten
sich die Gewichte zweier Korper wie ihre
Massen. Die verwendete Waage schligt bei
Uberbelastung mit 10 mg nur noch gering-
fiigig aus. Der GroBtlehler bei der Wagung
ist demnach auf +5mg zu schitzen (siche
Beispiel 3).
Bei der Gesamtfehlerabschitzung des Volu-
mens vernachldssigen wir den Fehler der

Dichte (oder Wichte) des Wassers, da er klei-
-3
ner als l?;—mJE ist, so daB nur die beiden

V=

additiven Glieder zu beachten sind.

In Beispiel 3 ist das MeBergebnis der Volu-
menbestimmung durch Aultriebsmessung
ausgerechnet.

Beispiel 3:
Volumenbestimmung durch Auftriebsmessung

G, =(42,385+0,005) p
Gw =(11,840+0,005) p

A=30,545p
ow=0998 2

_ cm

V =30,606 cm®

Uy =uGL+ugw

uy = +0,005 p+0,005 p
Uy = 10,01 14

V =(30,61+0,01) cm?
ey =0,03%

Zusammenfassung

Um die Ergebnisse der Volumenbestimmun-
gen des zylindrischen Korpers nach den drei
MeBmethoden vergleichen zu konnen, sind
sie nochmals aufgefiihrt:

Vi =(30,7+0,1) cm?

V,=(30,58+0,03) cm®

V3=(30,61+0,01) cm?
Wir erkennen, daf3 die MeBergebnisse auf
Grund der verschiedenen MefBmethoden sich
in ihrer Genauigkeit unterscheiden. Die exak-
teste MeBmethode ist die durch Auftriebs-
messung, die grobste die durch Fliissigkeits-
verdringung.
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Wo liegen die jeweiligen Fehlergrenzen?

V- V (V4w
cm®  cm? cm?
30,6 30,7 308
30,55 30,58 30,61
30,60 30,61 30,62

Bei einer Wichtung der Messungen wiirde
vermutlich der wahrscheinlichste Wert bei
30,605 cm? liegen.

Bei den bisherigen Betrachtungen blieben
systematische Fehler unberiicksichtigt, z. B.
beachteten wir nicht die Anzeigegenauig-
keiten der MefBgerite (Welche Fehlertole-
ranz hatte die BiigelmeBschraube? War die
Nullstellung sauber justiert?), eventuell be-
schidigte Wigestiicke (oder bei anderen
Messungen: mangelnde Reinheit der zu un-
tersuchenden Substanzen, der Wirmeaus-
tausch mit der Umgebung bei kalorischen
Versuchen usw.).

® Systematische Fehler lassen sich durch An-
" bringen von Korrektionen berichtigen oder
durch eine GroBtlehlerabschdtzung erfassen.
Systematische Fehler haben unter gleichen
Bedingungen den gleichen konstanten Wert.
Die systematischen Fehler werden zu den zu-
fdlligen Fehlern addiert. Der wahrscheinlich-
ste.Wert soll frei von systematischen Fehlern
sein, so daB die Mefunsicherheit allgemein als
Summe aus dem arithmetischen Mittel der
absoluten Fehler und dem abgeschiitzten sy-
stematischen Fehler besteht.

Bei der Losung unseres MeBaultrages, das
Volumen eines zylindrischen Korpers nach
drei verschiedenen Methoden zu bestimmen,
muBten wir auf Grund der verschiedenen
MeBmethoden sowohl die Fehlerrechnung
als auch die Fehlerabschitzung anwenden.
Wir merken uns, daB man sich auf die Fehler-
abschitzung beschrinken kann, wenn zulfdl-
lige Fehler, wie die Unzuldnglichkeit der
Sinnesorgane, die Reibung bei mechanischen
Bewegungen, Erschiitterungen, Temperatur-
schwankungen oder Schwankungender Netz-
spannung, so klein sind, daB eine MeBwert-
reihe keinen Fehler anzeigen wiirde, oder
wenn nur wenige, weniger als 6 MeBwerte
vorliegen oder wenn die systematischen Feh-
ler des MeBergebnisses nicht Korrigiert wer-
den kénnen. U. Manthei

Aufgaben zur Fehlerrechnung

Al a Das durchschnittliche Fassungsver-
mogen eines EBIGflels ist zu ermitteln. Fol-
gende MeBwertreihe wurde aufgenommen:
Gib das vollstindige MeBergebnis an!

1.15,5ml 6. 16,0 ml
2.150ml 7.15,5ml
3. 15,5ml 8. 15,7 ml
4.157ml 9.15,3ml
5.153ml 10. 15,5 ml

A2 A Wie berechnet sich der Gesamtfehler
einer physikalischen GroBe, die sich als Quo-
tient aus zwei MeBwertreihen zusammen-
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setzt? — Solche physikalischen Gré8en sind
z.B. Wichte, Geschwindigkeit und elektri-
scher Widerstand.

A3 a Die Dichte von Kupfer soll ermittelt
werden. Der MeBgegenstand, ein Kupfer-
stiick, hat die Masse E=34,5 g und das Vo-
lumen V =38cm? Die Massebestimmung
wurde mit einer MeBunsicherheit u,= +0,5 g,

die Volumenbestimmung mit einer MeBun-

sicherheit uy = +0,3 cm? durchgefiihrt. Priife,
ob der Tabellenwert fiir Kupfer g.,=8,9 %
innerhalb der MeBunsicherheit liegt!

Ada Die Lichtgeschwindigkeit im Va-
kuum betrégt c=2,9979 - 10° ?

Wie groB ist der prozentuale Fehler, wenn

.= m
man mit c=3- 108? rechnet?

GauBl-Erinnerungsplakette

Allen Teilnehmern der zentralen GauB-Eh-
rung wurde eine GauB-Erinnerungsplakette
(Bottger-Porzellan, braun, 50 mm Durchmes-
ser, ohne materielle Anerkennung, Auflage
4000 Stiick) tiberreicht (siche Foto Seite 92).
AnliBlich der Olympiade Junger Mathemati-
ker der DDR - 4. Stufe, DDR-Olympiade —

hielt Nationalpreistriger Prof. Dr. H. Rei-
chardt, Berlin einen Festvortrag zu: Gauf und
die Praxis. Alle Teilnehmer der DDR-Olym-
piade erhielten die Erinnerungsplakette.

AG Mathematik Osternienburg (K. 10) bei der Behandlung des ,,GauBschen Algorithmus*




(Fortsetzung aus Helt 3/77)

Bei der Losung von m Gleichungen mit n

Variablen (n<n) kénnen zwei Fille auftre-

ten.

1. Fall: Das Verfahren bricht nach m—1

Schritten ab, weil keine weiteren Gleichungen

vorhanden sind.

Als ,reduziertes System* erhilt man das dem

Ausgangssystem dquivalente der Form

x4+ at¥ x,+atd x3+... +alllx, =ai?
Xo+a¥ xs+... +a@¥x,=a®

X3+...+af)x,=a

X+ AT 1 X1 F oo FATX,  =a

Die Variablen x,+1, Xm+2, ..., Xp Sind frei
wahlbar (es sind sogenannte ,freie Para-
meter"); die Variablen x,,, ..., x; werden dann
in der iiblichen Weise berechnet. Man erhilt
also keine eindeutige Losung, sondern un-
endlich viele Lsungen. Im Falle n=m ist die
Losung eindeutig bestimmt.

2. Fall: Das Verlahren bricht nach (r—1)
<(m~— 1) Schritten ab, weil in den restlichen
Gleichungen die Koeffizienten aller Variablen
verschwinden.

Das,,reduzierte” System hat dann die Form

xi4+af¥d xs+afd x3+... +... +alx, =alV

X+ a1 X p 1+ B Xy =al
In diesem Falle kénnen nun auch alle rest-
lichen Absolutglieder (rechte Seite) Null sein,
d.h, es kann gelten af,=0, ..., a?=0.
Dann kann man die Variablen x,+y, ..., X
frei wahlen und die restlichen in der tiblichen
Weise ausrechnen. Das System ist wiederum
16sbar, aber nicht eindeutig.
Falls fiir mindestens ein Absolutglied a{?+0
(ie{r+1, ..., m}) gilt, kommt man zu einem
Widerspruch (0=a,"), und das System ist
nicht 16sbar.
Man kann also feststellen:
1. Ein Gleichungssystem ist genau dann l6s-
bar, wenn sich bei der Reduktion keine Wi-
derspriiche ergeben, d. h., wenn neben Glei-
chungen, die wenigstens eine Variable ent-
halten, héchstens noch Identititen der Form
0=0 auftreten.

2. Wenn Losbarkeit vorliegt, und das Verfah-
ren nach r—1 Schritten (r—1<m—1) ab-
bricht, dann kénnen m—r Variable frei ge-
wihlt werden (,freie Parameter*), die restli-
chen Variablen werden in der iiblichen Weise
berechnet.

c) Beispiele
1. 3x1—x2+4x3—x4=2
2X|+X2—X3+SX4=1 -
S5xy—2x2+2x3+2x4=7
liefert als ,,reduziertes System*

1 4 1 2

Xy —§X2+§X3—§.X4= 5
Xz—ﬂx;; +£X4= —1
5 5 5
X3—=Xg4= —é
9 9

Es liegt der erste Fall vor, x, ist [rei wahlbar.
Als Losungen erhilt man

)‘3=§JC4—Z
9 3
13 19
X2= _?x“-}-ﬁ
4 267
X1 = —§X4+m 3

Falls x4, =9 gewihlt wird, erhilt man also

1

X4=9, X3=7§,
11 273
x;=—111—5Und X|=—1—35'.

2. Bei der Reduktion des Gleichungssystems
3x; +2x,—3x3=30
X1 +X2— 3X3 =6
— X1 +2X2— 15x;= —42

erhidlt man
Xy +§X2—13 =10
x2—6x3 =i 12
0=0.

Es liegt der zweite Fall vor, und es gilt auch
at' =0 (das restliche Absolutglied ist Null).
Das System ist 16sbar, die Variable x; ist frei
withlbar. Man erhilt
Xy= 6X3 —12
x;=-—3x3+18.
Falls x3=1 gewihlt wird, ergibt sich als
spezielle Losung x3=1, x,=—6 und x; =15.
3. Wenn man das Gleichungssystem -
Tx;— x3+5x3=1
X1+ Ix 2— X3= 7
15,4+ x3+4+9x3=2

reduziert, erhilt man

1 5
X1 —7X1+_“'.Y3=1
B s
TR
0= —49.

Das ist auch der zweite Fall; aber das System -
ist nicht losbar, da fiir a8 = —49 (+0) gilt.
Die Reduktion fiihrt also aul einen Wider-
spruch. ‘

3. Aufgaben

ala Esist das Gleichungssystem
x=2y+ z= O

2x—5y+2z=-2

2x—2y+3z= 7
mit Hilfe des GauBschen Algorithmus zu
l6sen.
Fiihren Sie Rechenkontrollen (Zeilensum-
menprobe) durch!
Fiihren Sie die Endprobe mit Hilfe der Spal-
tensummen durch'
Legen Sie ein geeignetes Rechenschema an!

A2a Losen Sie folgende Gleichungssy-
steme! ’

a) Ix;+ 4x;— x3+ xa= 0
2x, +2x3 = 17
—Ox; —12x2+3x3—Ixy=—1

b) X + x3— xa3=1

2x;+3x;—3x3=0
3X1—2X2+ X3=6
c) 2x—3y+ 6z=0

Ix+2y— 4z=0
x+5y—10z=0
d) 4x —3y =-— 2
2y+5z= 19
S5x —Tz=—-16
e) X1 +2x:+3x;=4

2x;+4x,+6x3=3
Ixi+ x2— x3=1
)] Xy +2x;+3x3=4
2x1+ x;— x3=3
3X1+3X1+2X3=7
g) Tx;— x2+5x3=1
x1+3x;— x3=7
151+ x2+9x3=9
h) 3X1+2X2- 3X3= 0
X1+ x2— Ixz= 6
—X1+2x;—15x3=-10
J. Gronitz

Unser Titelbild '

Das Titelbild dieser Ausgabe zeigt eine ge-
rade, geschlossene Strahlschraubfliche, auch
Wendelfliche genannt. Sie findet praktische
Anwendung bei der Férderung von Sand,
Schiittgut, Wasser, wobei diese in einer Rinne
liegt und sich um ihre Achse dreht.
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interessante Erkenntnisse beim
Rechnen mit natiirlichen Zahlen

Wenn ihr das Mathematik-Lehrbuch der
Klasse 4 auf der Seite 158 aufschlagt, findet
thr die Aufgabe 43:

.Schreibe zwei dreistellige Zahlen auf! Dabei
soll eine Zahl groBer sein als die andere.
Bilde dann

a) die Summe, b) das Produkt, c) dic Difle-
renz dieser Zahlen! Ein Ergebnis 140t sich
durch 3 teilen. Uberpriife diese Behauptung
an vier Beispielen!"*

Sicher werdet ihr die Aufgabe leicht 16sen
konnen. Vielleicht wundern sich aber einige
von euch dariiber, daB bei dieser Uberprii-
fung verschiedene Fille auftreten k&nnen.
Wollen wir dem einmal nachspiiren und einige
Beispiele bilden!

Beispiel 1:

1. Zahl: 435 2. Zahl: 318

Summe 435 + 318 = 753

753 istdurch 3 teilbar (Quersumme: 7 + 5 + 3
=15 und 15 ist durch 3 teilbar).

Differenz: 435 —318 =117

117 ist durch 3 teilbar.

Produkt: 435 - 318 = 138330

138330 ist durch 3 teilbar.

Wir stellen fest: Summe, Differenz und Pro-
dukt sind durch 3 teilbar.

Beispiel 2:

1. Zahl: 523 2. Zahl: 247

Summe 523 4+ 247 =770

770 ist nicht durch 3 teilbar.

Differenz : 523 —247 =276

276 ist durch 3 teilbar.

Produkt: 523 - 247 = 129181

129181 ist nicht durch 3 teilbar.

Wir stellen fest: Nur die Differenz ist durch 3
teilbar; Summe und Produkt sind nicht durch
3 teilbar.

Beispiel 3:

1. Zahl 824 2. Zahl: 352

Summe: 824 +352=1176

1176 ist durch 3 teilbar.

Differenz: 824 —352 =472

472 ist nicht durch 3 teilbar.

Produk:: 824 - 352 = 290048

290048 ist nicht durch 3 teilbar.

Wir stellen fest: Nur die Summe ist durch 3
teilbar; Differenz und Produkt sind nicht
durch 3 teilbar.
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Fassen wir unsere Ergebnisse zusammen :
Beim I. Beispiel sind Summe, Differenz und
Produkt, beim 2. Beispiel nur die Differenz
und beim 3. Beispiel nur die Summe durch 3
teilbar.

Woran mag das wohl liegen? Ihr iiberlegt
richtig, wenn ihr vermutet, daB der Grund
dafiir in den ausgewihliten Zahlen zu suchen
ist. Im |. Beispiel (435 und 318) sind das zwei
Zahlen, die beide durch 3 teilbar sind, und wir
finden bestitigt:

Fiir alle natirlichen Zahlen a und b gilt:
Wenn a durch 3 teilbar ist und auch b durch 3
teilhar ist, so sind a +b, a—b und auch a - b
durch 3 1cilbar.

Im 2. Beispiel (523 und 247) und im 3. Bei-
spiel (824 und 352) haben wir Zahlen ausge-
withlt, die sdmtlich nicht durch 3 teilbar sind.
Wenn wir trotzdem im 2. Beispiel ein anderes
Ergebnis erhalten als im 3. Beispiel, so wollen
wir auch hierfiir die Griinde zu finden versu-
chen.

Wir miissen einmal f[eststellen, welche Reste
die gewihlten Zahlen bei der Division durch
3 lassen. Im 2. Beispiel 1a8t 523 den Rest !
und 247 eben(alls den Rest 1. Es ist nun mog-
lich und auch viel einfacher. mit den Resten zu
rechnen. Die Summe der Zahlen 523 und 247
1aBt bei Division durch 3 denselben Rest wie
die Summe der Reste. Letztere ist 2. Die
Differenz der Reste (1 — 1 = 0) betragt Null,
d. h. aber, daB die Differenz der beiden Zah-
len durch 3 teilbar sein muB. Da das Produkt
der Reste (1 - 1 = 1) I ist, laBt auch das Pro-
dukt beider Zahlen bei der Division durch 3
den Rest 1, d. h. es ist nicht durch 3 teilbar.
Im 3. Beispiel 1aB1 824 bei Division durch 3
den Rest 2 und 352 den Rest 1.

Summe der Reste: 2+1=3. ,Rest 3* be-
deutet, daB die 3 noch einmal im Dividenden
enthalten ist und dann der Rest 0 bleibt, d. h.
die Division aufgeht.

Differenz der Reste: 2 —1=1.

Produkt der Reste: 2 - 1 =2.

Wie wir erkennen, sind Differenz und Pro-
dukt beider Zahlen nicht durch 3 teilbar.

Wir wollen uns nun die Frage stellen, welche
und wie viele Moglichkeiten es gibt, zwei drei-
stellige Zahlen auszuwaihlen, deren Summe,
Differenz oder Produkt durch 3 teilbar ist.
Bei jeder Zahl besteht die M6glichkeit, daB sie
entweder den Rest 0, 1 oder 2 14B8t. Fiir zwei
Zahlen kann man folgende Tabelle aufstel-
len:

mogliche Reste bei

1. Lassen beide Zahlen den Rest 0, so ergibt
sich:

04+0=0;0-0=0;0-0=0;

d. h., Summe, Differenz und Produkt sind
durch 3 teilbar.

2. LaBt die 1. Zahl den Rest 0 und die 2. Zahl
entweder den Rest 1 oder 2, so ergibt sich:
0+1=1 3-1=2 0-1=0
0+2=2 3--2=1*% 0-2=90
(* Statt 0 — [ bzw. 0 — 2 schreiben wir 31
bzw. 3 — 2. Das ist moglich. weil wir statt 0
jedes ganzzahlige positive Vielfache von 3
cinsetzen konnen; alle diese Zahlen lassen
bei Division durch 3 den Rest 0!) In diesen
Fallen ist nur das Produkt durch 3 teilbar.

3. LaBt die 2. Zahl den Rest 0 und die 1. Zahl
cntweder den Rest | oder 2, so ergibl sich:
1+0=1 1--0=1 1-0=0
24+0=2 2-0=2 2:0=0
Wie wir erkennen, ist auch in diesen beiden
Fallen nur das Produkt durch 3 teilbar.

4. Lassen beide Zahlen gleiche Reste, so ergibt
sich:

l+1=2 1—1=0 1-1=1
2+4+2=4 2—-2=90 2:2=4

In beiden Fillen ist nur die Differenz durch
3 teilbar.

5. LaBt die 1. Zahi den Rest 1 und die 2. Zahl
den Rest 2, so ergibt sich:

1+42=3 4-2=2% 1-2=2
und 3 148t bei Division durch 3 den Rest 0!
(* Statt | — 2 schreiben wir (1 +3) —2, also
4 —2=2") Esist nur die Summe durch 3 teil-
bar.

6. LaBt die 1. Zahl den Rest 2 und die 2. Zahl
den Rest 1, so ergibt sich:

2+1=3 2—1=1 2% =2
Es ist auch nur die Summe durch 3 teilbar.

Zusammenfassung

1. Sind beide ausgewihlten Zahlen durch 3
teilbar, so sind deren Summe, Differenz und
Produkt durch 3 teilbar.

2. Ist nur eine der beiden Zahlen durch 3 teil-
bar, so ist nur das Produkt durch 3 teilbar.

3. Lassen beide Zahlen bei Division durch 3
gleiche von Null verschiedene Reste, so ist
nur die Differenz durch 3 teilbar.

4. Lassen beide Zahlen bei Division durch 3
verschiedene Reste (kein Rest ist Null!), so
ist nur die Summe durch 3 teilbar.

Nun kénnen wir unsere Tabelle erginzen:
148t bei Division durch 3

der Division durch 3 den Rest
1.Zahl 0 0 0 1 1 1 2 2 2 1.Zahh O0 O O } t+ 1 2 2 2
22Zahl 0 1 2 0 1 2 0 1t 2 2Zahl O 1 2 0 1 2 0 1 2
Es gibt also . Sl{;‘lme 0 1 2 : (2) g z [1) é
9 verschiedene Moglichkeiten. Diftesenz, I 2, 1
Produkt 0 0 0 0 1 2 0 2 1

Nun geniigt es, mit den Resten zu rechnen,
um SchluBfolgerungen fiir die Teilbarkeit der
Summe, der Differenz oder des Produktes
zweier natiirlicher Zahlen durch 3 zu ziehen.

Rechne so: Wenn die 1. Zahl bei Division
durch 3 den Rest 2 148t und die 2. Zahl auch
den Rest 2 1aBt, so 148t die Summe beider



Zahlen den Rest 2 +2=4. Die 4 1iBt aber
bei Division durch 3 den Rest 1.

Nun kénnt ihr nicht nur die Aufgabe 42 auf
der Seite 157 des Mathematik-Lehrbuches der
4. Klasse leicht 16sen, sondern den dort ste-
henden Satz sogar beweisen:

,,Die Summe von drei aufeinanderfolgenden
Zahlen ist stets durch 3 teilbar.

Wenn ihr drei aufeinanderfolgende natiir-
liche Zahlen betrachtet, so konnen bei der
Division durch 3 nur die folgenden Reste auf-
treten:

Zahlen .,a a+l, a+2,...
mogliche Reste 0 1 2
bei der Division 1 2 0
durch 3 2 0 |

Die Summe der Reste ergibt:
0+14+2=3,d h.Rest0
1+2+0=3,d.h. Rest0

2#0+1=3,d. h. Rest0

Man erkennt, daB diese Summe stets durch 3
teilbar ist, ganz gleich, welche drei aufeinan-
derfolgenden Zahlen man ausgewihlt hat.
AuBerdem kann man der Tabelle noch ent-
nehmen, daB es unter 3 aufeinandeifolgenden
natiirlichen Zahlen stets genau eine gibt, die
durch 3 teilbar ist.

Aufgabe

Nun versucht, folgende Aufgabe zu l6sen:
Gegeben seien zwei vierstellige natiirliche
Zahlen a und b. Es sei a gréBer als b.
Unter welchen Bedingungen sind die Summe
a + b, die Differenz a— b oder das Produkt
a - b durch 4 teilbar? Gibt es Fille (wie viele
und welche?), in denen weder a + b, noch
a—b, noch a - b durch 4 teilbar ist?
Bemerkung: Ob die gegebenen natiirlichen
Zahlen a und b vierstellig sind oder irgend-
eine andere beliebige Stellenzahl haben, ist
fiir das Losen der Aufgabe ohne Bedeutung!
W. Fregin

Antje ,,entdeckt*
eine Rechenprsbe

Die elfjahrige Schiilerin Antje Glap aus Bern-
-burg, regelmiBige alpha-Leserin, iiberlegte
sich folgende Probe fiir die ,,Neunerreihe*:
Multipliziere ich 9 mit einer Zahl zwischen 1
und 10, so ist die erste Ziffer des Ergebnisses
um 1 kleiner als diese Zahl, und die zweite
erhalte ich, wenn ich von meiner Zahl bis 10
erginze.

Die Richtigkeit ihrer Uberlegung zeigt fol-
gender Beweis: Ist ihre Zahl x, so berechnet
sic 9-x. Der Zechner des Ergebnisses ist
x—1, der Einer 10—x. Also lautet das
Ergebnis ihrer Probe 10 - (x—1) +(10—x)
=10 -x—10 +10—x=9x.

Vielleicht habt ihr in eurer AG, in der Schule
oder zu Hause dhnliche ,,Entdeckungen*
gemacht?

Teilt sie uns doch einmal mit (Kennwort:
Meine Knobelei)! Redaktion alpha

Berufsbild :

Ingenieur fiir Technik und Technologie
des Fernmeldewesens

Die mathematische Schiilerzeitschrift alpha
kaufen sich viele Leser am Zeitungskiosk,
andere kdnnen ihre Zeitschrift zweimonat-
lich dem Hausbriefkasten entnehmen. Aber
die wenigsten denken dariiber nach, wer ih-
nen den bequemen Bezug dieser Zeitschrift
und vieler anderer Presseerzeugnisse ermog-
licht. Es sind die vielen fleiligen Werktitigen
der Deutschen Post.

Sie vollbringen jedoch fiir die Biirger der
DDR, fiir unsere Volkswirtschaft und fiir die
Staatsorgane eine Vielzahl weiterer sehr wich-
tiger Leistungen, von denen hier nur einige
genannt werden konnen. Allen sind solche
postalischen Dienstleistungen, wie Ubermit-
teln von Brielen, Telegrammen, Pickchen,
der Verkehr mit Zahlungsmitteln und der
Sparkassendienst bekannt. Wenn ihr aber
telefoniert, fernseht oder Radio hort, so ge-
schieht das mit Hilfe umfangreicher und kom-
plizierter fernmeldetechnischer Einrichtun-
gender Deutschen Post. Kurz gesagt, beschaf-
tigen sich die Werktitigen der Deutschen
Post mit der Ortsverdnderung von Nach-
richten. Dabei treten schwierige Aufgaben
auf, die nur durch qualifizierte Kader mit
hohem politischem BewuBtsein geldst werden

konnen. Zur Ausbildung solcher Kader wur-

de am 1. September 1953 die Fachschule fiir

Post- und Fernmeldewesen in Leipzig ge-

griindet. Am 13. Oktober 1954 wurde der

Fachschule der ehrende und verpflichtende

Name Rosa Luxemburg verlichen. Jetzt tragt

sie die Bezeichnung Deutsche Post — Inge-

nieurschule Rosa Luxemburg.

An der Ingenieurschule werden Ingenieure

und Ingenieur6konomen im dreijahrigen Di-

rekt- und finfjahrigen Fernstudium fiir das

sozialistische Nachrichtenwesen ausgebildet.

Die Ausbildung erfolgt in den drei Fach-

richtungen:

— Technik und Technologie des Fernmelde-
wesens mit den Vertiefungsrichtungen:
Fernsprech- und Fernschreibwesen — Fern-
meldebau - Funkwesen

— Technik und Technologie des Post- und
Zeitungswesens

— Sozialistische Betriebswirtschaft/Ingenieur-
6konomie des Nachrichtenwesens.

Die erstgenannte Fachrichtung mochte ich

etwas niher vorstellen, weil ein Studium in ihr

den mathematisch-naturwissenschaftlich In-
teressierten cin reiches Betitigungsfeld erofl-
net. Studienbewerber fiir diese Fachrichtung

Das Tonstudio fiir Ausbildung und Agitationsarbeit des Schulfunks
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miissen deshalb solide Kenntnisse in Mathe-
matik und Physik durch den AbschluB der
10. Klasse bzw. durch das Abitur nach-
weisen konnen. Sie sollten Facharbeiter fiir
Nachrichtentechnik sein oder einen verwand-
ten BerufsabschluB, z. B. Elektronikfachar-
beiter, besitzen und iiber eine ein- bis zwei-
jahrige Berufspraxis verfiigen. Der Ausbil-
dungsinhalt des Studiums umfaBt Lehrgebie-
te mit allgemeinbildendem Charakter und
Lehrgebiete, die das technische Grundwissen
des Ingenieurs bilden. Zu den letztgenannten
gehdren u. a.:

Mathematik - Physik — Chemie — Technische
Mechanik — Werkstoflkunde — Steuerungs-
und Reglungstechnik — Grundiagen der Elek-
trotechnik — Grundlagen der Elektronik -
Elektrische MeBtechnik — Elektrische Netz-
werke - Ubertragungstechnik.

Dazu kommen in den Vertiefungsrichtungen
folgende spezielle Lehrgebiete:
Vertiefungsrichtungen ,,Fernsprech- und
Fernschreibwesen*‘ und ,,Fernmeldebau*‘:
Vermittlungstechnik ~ Fernschreib- und Da-
tentechnik ~ Fernmeldebau
Vertiefungsrichtung ,,Funkwesen*:
Funksende- und -empfangstechnik — Studio-
technik — Spezielle MeBtechnik.

Die Grundlagenausbildung erfolgt im 1. und
2. Studienjahr des Direktstudiums. Im 5. Se-
mester wird das spezielle Fachwissen in den
drei Vertiefungsrichtungen vermittelt. Wah-
rend des Praktikums im 6. Semester sind die
Studenten in ihren spiteren Einsatzimtern
titig und fertigen ihre Ingenieur-AbschluB-
arbeit an.

Im Jahr der 200. Wiederkehr des Geburts-
tages von Carl Friedrich Gauf sei daran er-
innert, daB er gemeinsam mit dem Physiker
Wilhelm Weber 1833/34 die elektromagneti-
sche Telegrafie erfand. Die Telegrafie hat sich
seitdem zu einem schnellen, zuverlissigen und
weltweiten Kommunikationssystem entwik-
“kelt: Das Fernschreiben iber Selbstwihl-
netze und die elektrische Ferniibertragung
von Daten zwischen Rechenzentren sind in
jiingster Zeit dazu gekommen. Es verwundert
sicher nicht, daB bei der Ausbildung von In-
genieuren des Fernmeldewesens dem Gebiet
der Fernschreib- und Datentechnik ein hoher
Rang zukommt. Am Beispiel des Lehrgebie-
tes ,,Fernschreib- und Datentechnik* 140t
sich zeigen, welches umfangreiche mathema-
tische Riistzeug ein Student besitzen muB, um
in dieses Gebiet erfolgreich und tief einzu-
dringen. Nachstehendes Bild stellt die Zu-
sammenhange zwischen der Mathematik, den
technischen Wissenschaften Elektrotechnik,
Theorie der elektrischen Netzwerke und
Elektronik und der Fernschreib- und Daten-
technik dar.

Auch zur theoretischen Beherrschung der
Fernsprech-, Funk- und Fernsehtechnik wer-
den umfangreiche Kenntnisse der elementa-
ren und héheren Mathematik vom Studenten
und auch vom spiteren Ingenieur erwartet.
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Die rasche Entwicklung der modernen Kom-
munikationsmittel bedingt ein immer stir-
keres Eindringen mathematischer Diszipli-
nen in die theoretischen Zweige dieser Tech-
niken. Die moderne Theorie der Nach-
richteniibertragung baut auf der Funktionen-
theorie, Mengenlehre, Boolschen Algebra
und Ereignisalgebra auf. Die Hohen dieser
Theorien kann nur derjenige erklimmen, der
bereits in der polytechnischen oder erweiter-
ten Oberschule die dort gelehrten mathemati-
schen Grundlagen beherrschen gelernt hat.
AbschlieBend mochte ich vier kleine mathe-
matische Kostproben geben.

M. Necke

Aufgaben

ala In dem skizzierten Stromkreis wird
durch Betitigen des Kontaktes der Strom fiir
das Telegralenrelais zum Zeitpunkt ¢ =0 ein-
geschaltet. Das Relais stellt einen Energie-
speicher mit der Selbstinduktivitit L=0,5 H
dar. Sein Widerstand betriigt R=1kQ, der
Ansprechstrom I,,=1mA und die Urspan-
nung E=12V. Der nach dem Einschalten
flieBende Strom geniigt der Zeitfunktion.

Kontakts bis zum Ansprechen des Relais
vergeht!

A2a Der Widerstand einer Fernschreib-
anschluBleitung erhoht sich durch Verlinge-
rung der Leitung um R=500Q. Bei einer
konstanten Spannung U=60V am Anfang
der Leitung sinkt der Strom um [ =10 mA.

Wie grofl war der urspriingliche Leitungs-
widerstand ?

A3 a Die kilometrische Dampfung a einer
Leitung mit geringen Verlusten ist durch die
Gleichung
ob(B-oz)miz- |
gegeben. Darin ist R’ der Widerstand, G’
die Ableitung, L’ die Induktivitdt und C’ die
Kapazitit je Kilometer Leitungsldnge.

Fiir welchen Wert Z wird o ein Minimum?

A4a In einem Seekabel kann man nach
Lord Kelvin mit der Geschwindigkeit

v= a<2>z In i

d D

d
telegrafieren. v ist darin die Anzahl der Zei-
chen pro Sekunde; a eine Konstante, die von
der Drahtlinge und vom Material abhingt;
D ist der Kabeldurchmesser; d der Leiter-

durchmesser.

Fiir welches Verhiltnis g erreicht v ein Maxi-

mum?

Nachrichtentechnisches Labor
Untersuchungen an Wechselstromtelegrafie-
einrichtungen



Synchron-
optischer
Schaukasten

Matheniatik und Mathematiker unter
geschichtlichen Aspekten

So ist das nun mal: Irgendwann werden wir
des Gewohnten iiberdriissig. Wir ziechen neue
Sachen an, obwohl die alten noch in Ordnung
sind, wir tapezieren neu, obwohl das alte noch
ganz gut ist. Wir rdumen zu Hause um,
hingen ein neues Bild auf, wechseln die Gar-
dinen. Das Altgewohnte, das ist auch unser
Arbeitsplatz, unsere Arbeitsgemeinschaft
Mathematik. Gefillt sie uns noch? Fiihlen
wir uns darin wohl? Koénnte man nicht ein-
mal aus dem Gewohnten ausbrechen?
Solche und dhnliche Gedanken mégen wohl
die meisten 13- bis 16jahrigen Schiiler an die-
sem Tage beschiftigt haben, denn mit dem
Suchen von Losungswegen, dem Aufstellen
von Logarithmen und dem Finden der Er-
gebnisse wollte es gar nicht so recht klap-
pen.

Viel mehr erfreuten sich alle an einem lustigen
Frage- und Antwortspiel. Wie es gar nicht
anders sein kann, landeten wir dann auch
wieder bei der Mathematik. Wir stellten uns
vor, noch einmal mit der Knotentechnik der
alten Agypter rechte Winkel zu konstruieren.
Ja, wann war das eigentlich, als man damit ar-

Glasscheibe

530

620

beitete? War das vor oder nach Pythago-
ras?

Nun eéntwickelte sich ein echtes Streitge-
sprach. Jeder Schiiler konnte diesem Mei-
nungsstreit etliche Fakten beisteuern. Jeder
suchte nach Fragen, die man eventuell noch
kliren miiBte.

Wann kam Pythagoras zu seiner Feststellung?
Welche Wissensgebiete --auler Mathematik —
waren ebenfalls so friih? Hat man Uberliefe-
rungen aus dieser Zeit von Literatur, Kunst
oder Philosophie? So viele Fragen! Geklirt
werden konnten an diesem Tag aber lingst
nicht alle.

So kamen wir zu der Erkenntnis, man miiBte
einen Wissensspeicher fir verschiedene Wis-
sensgebiete haben, auf dem alles iibersichtlich
geordnet sei.

Her mit Ideen!

Und die kamen, beim Arbeiten, beim Nach-
denken.

Es bildeten sich verschiedene Interessengrup-
pen, die gemeinsam eine Materialsammlung
aus den verschiedenen Wissensgebieten zu-
sammentrugen. Da wurden Biicher gewilzt,
Biicher ausgelichen, die Fachlehrer mufBten
helfen.

Wir waren schon gut vorwirts gekommen.
Es mag manche gegeben haben, die dachten:
»Na ja ... vielleicht geniigt das ja schon.*
Aber. . .!

Alle iberlegten von neuem: Wer kénnte noch
helfen?

Wir wandten uns an den Fachgruppenleiter
fiir Mathematik vom Institut fiir Lehrerbil-
dung in Meiningen, und er konnte uns helfen.
Er stellte uns die Urania-Bildtafeln Rolle der
Mathematik in Wissenschaft, Wirtschaft und
Technik, viele Lichtbilder, zahlreiches Schrift-
material zur Verfiigung.

Nun bekamen wir wieder neuen Auftrieb,
alles Wissenswerte war zusammengetragen.

Tapetenrolle

‘WAS

Kasten

Jetzt fragten wir uns, wie soll unser Wissens-
speicher aussehen? Nach langem hin und her
entschieden wir uns fiir einen Anschauungs-
kasten, der eine synchron-optische Wieder-
gabe gewihrleistet.
Na dann los!
Sie haben alle an diesen vielen Nachmittagen
gearbeitet, gebastelt, geschrieben, nachge-
-dacht. Man fand wieder verschiedene Grup-
pen, eine, die das Holz besorgte und im Werk-
raum den Kasten bastelte, eine, die sich mit
Elektronik beschiftigte und den Bewegungs-
rhythmus konstruierte, und eine dritte Grup-
pe beschriftete in miihevoller Arbeit eine
Tapetenrolle. Hier durfte man auch nicht ver-
gessen, zwischen den Zeitabschnitten immer
ein Stiick Platz zu lassen, damit man noch
erweitern bzw. erganzen kann.
Dann war es endlich soweit, der Wissens-
speicher wurde zusammengebaut. Alle waren
gespannt, ob die ganze Anlage auch funk-
tionstiichtig war.
Na ja, es klappte schon, aber ganz zufrieden
waren wir noch nicht. Wieder wurde sich
regelméBig getroffen. Es bedurfte noch eini-
ger Stunden miihevoller Kleinarbeit, bis der
Wissensspeicher nun endlich funktionierte,
wie.es sich alle wiinschten.
Eine groBe Arbeit, zugegeben, aber die
Freude iiber das Geschaffene entlohnt alle,
die mitgeholfen hatten. Wir hoffen, daB sie
uns gelungen ist und vielen etwas gibt.
Sicherlich ist aber dieser Anschauungskasten
noch verbesserungswiirdig. Wir wiirden uns
freuen, wenn wir noch einige Anregungen
zur Verbesserung bekommen konnten.
Wir hoffen auch, daB dieses Modell fiir andere
Arbeitsgemeinschaften impulsgebend sein
koénnte, denn auch an unserer Schule war mit
dieser Arbeit die Titigkeit der AG nicht zu
Ende. Kollektiv der AG Mathematik
der Maxim-Gorki-OS Dermbach

WAR  WANN?
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XVI. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR
4. Stufe (DDR-Olympiade)

Aufgaben

Olympiadeklasse 10

1. Man beweise den folgenden Satz: Ist
OPQR ein Parallelogramm, sind ein Punkt X
auf der Verldngerung von OP iiber P hinaus
und ein Punkt Y auf der Verldngerung von
OR iiber R hinaus gelegen, und ist S der
Schnittpunkt von PY mit RX, so sind die
Vierecke OPSR und SXQY einander flichen-
inhaltsgleich.

2. Konstruieren Sie ein Trapez ABCD mit
AB | CD aus a+c=13cm, e+f=15cm,
¢=100° und ¢=70°!

Dabei seien a die Linge der Seite AB, ¢ die
Linge der Seite CD, e die Linge der Diago-
nalen AC, f die Linge der Diagonalen BD,
¢ die GroBe des Winkels ¥ DAC und ¢ die
GroBe des Winkels £ ASB. S bezeichne den
Schnittpunkt der beiden Diagonalen des
Trapezes.

Untersuchen Sie, ob ein solches Trapez exi-
stiert und bis auf Kongruenz eindeutig be-
stimmt ist!

Von den nachstehenden Aufgaben 3A und
3B ist genau eine auszuwihlen und zu 16-
sen!

3A. Bei einem sportlichen Dreikampf ergab
sich in jeder der drei Sportarten eindeutig
eine Reihenfolge der Sportler (gekennzeich-
net durch Platzziffern 1, 2, 3, ...). In jeder
der drei Sportarten wurden [ur die ersten fiinf
Pldtze Punkte so vergeben, daf3 die Punkt-
zahlen (natiirliche Zahl>0) mit wachsender
Platzziffer immer kleiner wurden und vom
2. Platz an mit wachsender Platzziffer die
Punktdifferenz zwischen benachbarten Plat-
zen stets konstant war. Diese Punktbewer-
tung war [ir jede der drei Sportarten die
gleiche.

Nach zwei Wettkdmpfen ergab sich, daB die
ersten drei Pldtze in jeder dieser beiden Sport-
arten stets von den Sportlern A4, B, C errungen
wurden (nicht notwendig in dieser Reihenfol-
ge). Jeder der Sportler A und B hatte nach
. zwei Wettkdmpfen 17 Punkte, und der Sport-
ler C hatte 16 Punkte erreicht.

In der Gesamtwertung des Dreikampfes
(Summe der drei erreichten Punktzahlen)
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siegte der Sportler D, Zweiter wurde der
Sportler C. Man ermittle in den einzelnen
drei Sportarten fiir die Sportler C und D
diejenigen Platzziffern, die diese Bedingun-
gen erfiillen.

3B. Ermitteln Sie alle diejenigen reellen
Zabhlen p, fiir die die Gleichung

x2—p+3p*

xX—=p

eine Losungsmenge L hat, die
a) leer ist,
b) genau ein Element enthilt,
c) aus mehr als einem Element besteht!

+2x=3

4. Man ermittle alle ganzzahligen Zahlen-
paare (x; y), die die folgende Gleichung er-
filllen:

xy+3x—2y—3=0.

5. Fiir ein Rechteck ABCD sei a die Linge der
Strecke BC, ferner sei die Diagonale AC eine
q mal so lange Strecke wie BC (g reell). Von
den Eckpunkten B und D seien die Lote auf
AC gefillt, ihre FuBpunkte seien in dieser
Reihenlolge E und F.

Man ermittle aus den gegebenen Werten a
und g den Flacheninhalt des Vierecks FBED.

6. In einer Ebene ¢ sei ABCDEF ein regel-
miBiges Sechseck. Eine Ebene & sei zu ¢
parallel. In ¢ liege ein regelmiBiges Sechseck
A'BCD'E'F’ so, daB die Strecken AA4’, BB,
CC',DD', EE' und FF’ auf ¢ senkrecht stehen.
Gegeben seien die Seitenlinge a=AC des
Dreiecks ACE sowie der Abstand h zwischen
¢ und ¢'. Man berechne hieraus das Volumen

V des Polyederkorpers, der genau die Strek-
ken AC, CE, EA, BD', D'F', F'B', AB', AF’,
CB, CD', ED’ und EF' als Seitenkanten hat
(siche Bild).

Olympiadeklasse 11/12

1. Es seien a, b, xo drei reelle Zahlen mit
a<xo<b; das Intervall aller x mit a<x<b
sei I genannt. Eine in I definierte Funktion f
sei an der Stelle x differenzierbar. Ferner sei
g die in I durch g(x)=|f(x) | definierte Funk-
tion. Unter diesen Voraussetzungen beweise
man: Genau dann ist g an der Stelle xo nicht
differenzierbar, wenn f(x)=0 und f'(xo)+0
gilt.

2. Gegeben sei eine natiirliche Zahl n > 1. Man
ermittle die Anzahl der verschiedenen Mog-
lichkeiten, 2n rote, 2n griine und 2n schwarze
Kugein so auf zwei GefiaBe Q; und @, zu ver-
teilen, daB jedes der GefdBe 3n Kugeln ent-
hilt.

Hinweis: Zwei Verteilungsmoglichkeiten gel-
ten genau dann als ‘gleich, wenn fiir jede der
drei Farben die Anzahl der in @, enthaltenen
Kugeln dieser Farbe bei beiden Verteilungs-
moglichkeiten iibereinstimmt (und folglich
dasselbe auch fiir Q; zutrifft).

3. Ist PP,P3P,S eine vierseitige Pyramide
mit S als Spitze und einem konvexen Viereck
P,P,P3P, als Grundfliche, so seien die Sei-
tenfldchen SP;P;,, mit ¢ und die GréBe des
Winkels zwischen ¢;-, und ¢ mit a; bezeich-
net (i=1, 2, 3, 4; tritt in den Formeln ein
Index $ auf, so werde er durch den Index 1
ersetzt; tritt ein Index 0 aul, so werde er
durch 4 ersetzt).

Man beweise: Wenn zu einer soichen Pyra-
mide ein gerader Kreiskegel mit der Spitze S
existiert, auf dessen Mantel Py, P,, P3 und P4
liegen, so gilt a; +oy =ay +ay.

4. Man beweise, daB [iir alle reellen Zahlen a
und b
la+b| la]

|b
<
1+|a+b|=1+|a|+l+|b| W

gilt.

5. Man ermittle die Anzahl aller Paare (p, q)

natiirlicher Zahlen mit 1<p<100 und 1<¢q

<100 und der Eigenschaft, daB die Gleichung
X +px+qg=0

mindestens eine rationale Losung hat.

Von den nachstehenden Aulgaben 6A und
6B ist genau eine auszuwihlen und zu 16sen:

6A. Es sind alle Polynome
J()=ao+ax+...+ax"

mit reellen Koelffizienten ay, ay, ..., a, anzu-

geben, die die folgende Eigenschaft haben:

Fiir alle reellen Zahlen x gilt
xflx—1)=(x—=2)f(x).

6B. Man gebe [iir jede natiirliche Zahl n>5

eine Zerlegung eines regelmiBigen, konvexen

n-Ecks in eine minimale Anzahl von

a) samtlich spitzwinkligen Dreiecken,

b) simtlich stumplwinkligen Dreiecken an.

Hinweis: Unter einer Zerlegung in Dreiecke

wird eine Zerlegung des n-Ecks verstanden,

bei der jede Seite cines Zerlegungsdreiecks

entweder gleichzeitig Seite eines anderen Zer-

legungsdreiecks oder eine der Seiten des

n-Ecks ist.



Preistrager

XVI. Olympiade
Junger Mathematiker
der DDR '

Einen ersten Preis erhielten:

Steffen Zopf, I
EOS Kar! Marx, Leipzig (K1. 9)

N

Bodo Heise,
J.-Gagarin-OS Gérlitz (K1. 7)

w

Holger Riicker, EOS Nauen (KI. 10)

Dirk Sprengel, 4
EOS 9, Potsdam (KI. 10)

Peter Dittrich, 5
Spezialklasse Mathematik der Humboldt-
Universitét zu Berlin (KL 11)

Werner Hoffmann, 6
Arbeiter-und-Bauern-Fakultit
Walter Ulbricht, Halle (K1. 12)

itz,

EOS K. Kollwitz, Zwickau (KI. 12)

Joachim Heir

Einen zweiten Preis erhielten:

In Olympiadeklasse 10: Thomas Gunder-
mann, EQOS H. Pistor, Sonneberg; Frank
Eisenhaber, EOS J. Brinckmann, Gistrow;
Klaus Beck, Erw. Spezial-OS Kleinmach-
now; Hans-Jiirgen Heinitz, EOS K. Kollwitz,

"»,’ '

W

Zwickau; Ulf Hutschenreiter, EOS B. Brechi,
Dresden; Norbert Miinch, EOS J. W. Goethe,
Bad Doberan (aus K1. 9);

In Olympiadeklasse 11: 1lja Schmelzer, Spe-
zialkl. Math. der M.-Luther-Universitit Hal-
le; Thomas Maiwald, Spezialkl. Math. der
TH Karl-Marx-Stadt; Ralf Becker, EOS W.
Seelenbinder, Zielitz; Steflen Thiel, EOS
Konigs Wusterhausen (aus Kl. 10);

In Olympiadeklasse 12: Harald Gottstein,
EOS Karl Marx, Tangerhiitte; Thomas
Luschtinetz, Hansa-EOS Stralsund

Der Chefredakteur der alpha im Gesprich
mit Teilnehmern der DDR-Olympiade. alpha
stellt in Heft 6/77 alle 18 Madchen vor, unter:
Madchen meistern Mathematik.

Einen dritten Preis erhielten:

In Olympiadeklasse 10: Burkhardt Gotz,
1. EOS Cottbus; Hans-Martin Kihn, Pusch-
kin-EOS, Prenzlau; Andreas Kasparek, EOS
Gréfenhainichen ; Hermann Tenor, EOS Phil-
anthropinum, Dessau; Knut Franke, EOS
Giistrow; Jirgen Lembcke, EOS M. A.
Nexé, Dresden; Dietmar Berthold, EOS J.
Motteler, Crimmitschau ; Matthias Bernstein,
EOS Ernst Abbé, Eisenach; Michat;l Schu-
bert, Kersting-OS Giistrow (aus K1. 9); Peter
Berndt, EOS E.-M.-Arnd!, Bergen/Rigen
(aus Kl.9); Erasmus Scholz, EOS M. 4.
Nexé, Dresden (aus Kl. 9); Torsten Musiol,
Kersting-OS Giistrow (aus Kl. 9); Andreas
Radtke, EOS Geschw. Scholl, Belzig (aus
K1 9); Torsten Flade, EOS B. Brecht,
Schwarzenberg (aus Kl. 9);

In Olympiadeklasse 11: Wolfgang Wiirbel,
EOS R. Rothkegel, Forst; Bernd Mulansky,
EOS M. A. Nexé, Dresden; Dittmar Kurtz,
Spezialkl. Math. der M.-Luther-Universitat
Halle; Hans-Dietmar Gréger, EOS StaBfurt;
Uwe Schifer, Spezialkl. Math. der Hum-
boldt-Universitit zu Berlin; Uwe Hostmann,
EOS H. Hertz, Berlin; Bernd KreuBler, KJS
F. Lesch, Frankfurt (Oder) (aus KI. 10);
Uwe Szyska, EOS Fr. Engels, Neubranden-
burg (aus K1. 10);

In Olympiadeklasse 12: Roger Labahn, EOS
Geschw. Scholl, Anklam; Torsten Boseniuk,
EOS Briiel.

® Weitere 54 Teilnehmer erhiclten eine An-
erkennungsurkunde fiir sehr gute Leistungen,
drei Schiiler ein Diplom fiir dic elegante Lo-
sung einer Aufgabe.

®An der DDR-Olympiade nahmen bei ins-
gesamt 204 Teilnehmern 18 Maidchen teil.
alpha stellt sie in Wort und Bild in Helt 6,77
vor.
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. - :
In freien Stunden illjlllil heiter
/ @@
I D

alpha-Produkte

o * KX =onPx
o«P -oxx =xRP
ox xR =x0OR
o0 -ox =xDO
o oD =aUD
alU -ox =aKU
o oK =xTK
oT ox =xET

Die Buchstaben sollen so durch Ziffern ersetzt werden,
daB die Multiplikation zu einem richtigen Ergebnis
fiihrt. Dabei sollen gleiche Buchstaben gleiche Ziffern
und verschiedene Buchstaben verschiedene Ziffern be-
deuten. Oberlehrer Ing. K. Koch, Schmalkalden

Magisches Quadrat

Die Losung eines magischen Quadrats ist keine Magie,
sondern eine GesetzmaBigkeit.

Aufgabe: Trage in ein magisches Quadrat mit 25 Fel-
dern Zahlen von 38 bis 62 so ein, daB alle senk-
rechten, waagerechten und diagonalen Reihen die
Summe von 250 ergeben! Beschreibe den Lésungs-
weg! Dr. G. Blosfeld, Halle

Gemeinsamer Beruf

Welchen gemeinsamen Beruf haben diese Personen?

Moni P. Dinu Rudi M. Neige

Riegel Lipno

Leo I. Rupig ‘ Emil N. Gorpi Fachlehrer

Minden Udine D. Knape, Jessen
Aus Zehn ein Raum

Schiiler H. Vilzke,
Greifswald (Ki. 3)

Z E|H|N
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Ohne Worte
9979
0% 115 934 6+7
10 {Z 3 1(engh'sch)

(englisch) 2;1°k;3 +L
S 762 @@Q%Wmﬁ%wes,

Burkhardisdorf

Knépfchendriicken

Computer, ach Computer

Du bist ein dummes Luder.

Du stehst in deiner Ecke.
Kennst weiter nichts als Zwecke.
Kannst massig Daten schlucken
und groBe Téne spucken —

doch iiberhaupt nicht lachen.
Kannst keinen frohlich machen.
Vieltausend Teile haste.

-Doch fehlt dir eine Taste.

Das Knépfchen in der Mitte.

Das haben wir. Na bitte. .
Manfred Streubel, Leipzig

Zahlenriitsel

a—b=c
d e=f
g+h=i
a Summe aller Zahlen von 2 bis 193
b 2*-52-7%
¢ Mittelwert der Zahlen 23105; 13830 und 4525
d JT7576
e 6,257 von 5248
148 34112
S5 =7
g & =518400
h (h+4)13=759488
i Kleinstes gemeinsames Vielfaches von 4; 27 und 49

R. Schulze, Niederkaina



Zahlenkreuzriitsel

In jedes der 36 Felder ist eine der Ziffern0, 1,2, ..., 9
einzutragen. Die dabei entstehenden zwei- bis vier-
stelligen Zahlen reichen jeweils von dem numerierten
Feld aus waagerecht nach rechts bzw. senkrecht nach
unten bis zur nichsten markierten Trennungslinie bzw.
bis zum Rand. Sie sind aus den folgenden Angaben zu
erschlieBen:

1 2 3 4 5
6 7 a
£ ' 0
# 72 13 1%
1% 17 3
9 20
Waagerecht:

1. Vielfaches von 3w, 3. 3s im Quadrat, 6. Vielfaches
der Quersumme von 7s, 8. Quersumme wie bei 16s,
9. Vielfaches der Quadratwurzel aus 14s, 10. Viel-
faches von 14w, 12. wie bei 9w, 14. Primzahl, 15. so-
wohl Quadrat- als auch Kubikzahl, 17. wié— 14s,
19. Primzahl, 20. hat die Quersumme 3s; '

Senkrecht:
1. Produkt von 14w und 18s, 2. Vielfaches von 16s,
3. Kubikwurzel von 5s, 5. Vielfaches von 3w, 5. vor-
wirts = riickwarts, 7. Primzahl, 10. Vielfaches von
14w, 11. Vielfaches von 19w, 13. Primzahl, 14. wie
17w, 16. Quadratwurzel aus 15w, 18. Primzahl (es be-
deutet w: waagerecht, s: senkrecht).

Prof. Dr.-Ing. H. Heinrich, Dresden

Silbenritsel

Aus den folgenden Silben sind 18 Begriffe zu bilden.
Die Anfangsbuchstaben nacheinander gelesen ergeben
den Namen eines ganz bekannten griechischen Matle-
matikers, der etwa 580 bis etwa 500 v. u. Z. lebte.
Einhe nach ihm benannte Satzgruppe wird in Klasse 8
behandelt. .
a—a-a-—al-ar- bel - bel — ber — ble — bra -
bus — che — chi — chung — de — des — fld — ga — ge —
glet - hy — kan — l¢ — lym - me — me — me — me —
null -0 -0-0-pa- per— pez - pi—ra - ri — thom -
satz — se — stel — sum — te — ter - tra — va — xiom - yard.
1. Graph einer quadratischen Funktion
2. Engl. und nordamerikanisches Lingenmall

(91,4 m) ‘
3. Viereck mit zwei ungleich langen parallelen Seiten
4. Kegelschnitt

5. Einleuchtendes; nicht beweisbares math. Grund-
gesetz
6. Ausdruck, in dem zwei Terme durch ein Gleich-
heitszeichen verbunden sind
7. Letzter Buchstabe des griechischen Alphabets
. Parallelogramm, dessen Seiten alle gleich lang sind
9. Mathematiker des Altertums (um 287 bis
212v.u. Z)
10. Gerade, die einen Kreis in zwei Punkten schneidet
11. Zeichen fiir ein beliebiges Element aus einem fest
vorgegebenen Grundbereich
12. Sportlicher und mathematischer Wettbewerb
13. Schnittpunkt einer Funktion mit der Abzisse
14. Ergebnis einer Addition
15. Teilgebiet der Mathematik
16. Einheit der Linge
17. Begriff aus der Stereometrie
18. Bewiesene Aussage

Dipl.-Lehrer Ing. D. Vilzke, Greifswald

[0 ]

R

“}\::1%\ '

Harri Parschau

Léufersprung

LiaBt man den Lidufer nach den Regeln des Schach-
spiels so iiber die abgebildete Figur gleiten, daB alle
Silben nacheinander erfaBBt werden, so erhélt man fiir
eine mogliche Folge einen Ausspruch, an den man
beim Knobeln von kniffligen Aufgaben denken sollte.
ge ist vom kein

fal es him mei

len mel noch

Dipi.-Lehrer Ing. D. Vilzke, Greifswald
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Aus der OS Osternienburg
berichtet

Mathematischer Schiilerwettbewerb
zu Ehren des 200. Geburtstages
von C. F. GauB

Zu Beginn des Schuljahres 1976/77 diskutier-
ten wir, wie wir den 200. Geburtstag von
C. F. Gaufl wiirdigen konnten:
® In allen vier Arbeitsgemeinschaften alpha
wurde Leben und Werk von C. F. Gauf be-
sprochen. Besonders sind wir dabei auf die
Jugend des beriihmten Mathematikers ein-
gegangen.
® In Zusammenarbeit mit der Arbeitsgemein-
schaft Kunsterziechung entstand im Januar
1977 eine Wandzeitung iiber C. F. Gaup.
® Die AG Mathematik der Klassenstufe 10
beschiftigte sich mit dem Gaufischen Algo-
rithmus (siehe Foto Seite 78).
® Ein Hohepunkt unserer GauB3-Ehrung war
der 23.Marz 1977. Die 60 besten Jungen
Mathematiker der Klassenstufen 4 bis 10 un-
serer Schule fiihrten einen Wettbewerb (unter
Klausurbedingungen) durch. Jeder erhielt
eine Mappe mit dem Bild von C. F. Gauf als
Titelblatt, einem Bericht iiber Leben und
Werk sowie den Aufgaben des Wettbewerbs.
® Die besten Schiiler des' Wettbewerbs er-
hielten in einer Feierstunde im April 1977
Urkunden und Anerkennungspreise.
Mathematikfachlehrer B. Becker,
alpha-Club der OS Osternienburg

Aufgaben des Wettbewerbs

(alpha tiibernahm die jeweils erste und vierte
Aufgabe der Klausur)

Klassenstule 4

® Welche geraden Zahlen kannst du [iir nein-
setzen, damit die Ungleichungen erfiillt sind?
49<7-n<90

¥ Fine Aufgabe von dem Rechenmeister
Adum Ries, der von 1492 bis 1559 lebte:

Ein Sohn [ragt seinen Vater: ,Wie alt bist
du” Der Vater antwortet: ,Wenn du zu
meinem Alter noch die Hilfte meines Alters
und dazu noch den vierten Teil meines Alters
addieren wiirdest, so wiirdest du ein Alter von
133 Jahren erhalten.”

Wie alt ist der Vater?

33

Klassenstufe 5

@® Ein Obstgarten hat einen Flicheninhalt
von 2880 m?. Jeder Baum braucht eine Fli-
che von 6 m Lange und 6 m Breite.

Wieviel Béume kénnen gepflanzt werden?

® Eine Aufgabe von dem englischen Mathe-
matiker Alouin, der vor ungefdihr 100 Jahren
lebte:
Ein Wanderer trifft mit Schiilern zusammen.
Er fragt: ,,Wie viele seid ihr in der Schule?*
Da antwortet einer von ihnen: ,,Nimm unsere
Zahl doppelt und multipliziere das Produkt
mit 3! Dividiere dieses Ergebnis durch 4!
Wenn du dich jetzt dazuzihlst, erhiltst du
genau 100. WeiBt Du nun wie viele wir sind?

Klassenstufe 6

® Franks Vater besitzt ein Kraftfahrzeug vom
Typ Trabant, das eine vierstellige Autonum-
mer hat. Die vierte Ziffer ist gleich dem Drei-
fachen der zweiten Ziffer. Die dritte Ziffer ist
um 2 kleiner als die erste Ziffer. Die erste
Ziffer ist um 3 kleiner als die vierte Zilfer.
Addiert man die Ziffern, so erhilt man 22.
Wie lautet die Autonummer?

® Aus der Schrift ,,aldjabr w’ almokabala*
des Arabers Mohammed ibn Musa al-Kho-
warizmi (um 830):

Ein TagelShner erhilt 10 Dirhems im Monat,
wenn er arbeitet; wenn er aber nichts tut,
mufl er 6 Dirhems zahlen. Er hat einen
Monat so verbracht, daB er nichts erhalt und
nichts zu zahlen braucht.

Wie viele Tage hat er gearbeitet?

Hinweis: Der Monat besteht aus 24 Arbeits-
tagen. Berechne Leistung und Gegenleistung
fir einen Tag!

Klassenstufe 7

@ Ermittle alle dreistelligen natiirlichen Zah-
len, die gleichzeitig durch 2, 3,4, 6,7, 8, 9, 12
und 14 teilbar sind!

8 Zur Zeil der bekannten Kriege der Arme-
nier mit den Persern in der zweiten Hilfte
des 6. Jahrhunderts hat Salirak Kamsarakan
eine ungewdhnliche Heldentat vollbracht;
nachdem er die persischen Streitkrilte drei-
mal im Laufe eines Monats iiberfallen hatte,
hatte er beim ersten Mal die Hilfte des
Heeres vernichtet. Wahrend der Verfolgung
schlug er sie zum zweiten Mal und vernich-
tete ein Viertel des Heeres, beim dritten Mal
schlieBlich vernichtete er ein Elftel der Feinde.
Die am Leben gebliebenen 280 wandten sich
zur Flucht.

Aus diesem Rest -soll nun ermittelt werden,
wie viele Perser vor der Vernichtung vorhan-
den waren.

Klassenstufe 8

@ Die Zahlen 100 und 90 wurden durch ein
und dieselbe Zahl geteilt. Im ersten Fall er-
hielt man den Rest 4 und im zweiten den Rest
i8.

Durch welche Zahl wurde geteilt? (Begriinde
das Ergebnis!)

® Die Lebenszeit des groBen Mathematikers
Diophantos ist nicht genau bekannt (wahr-
scheinlich um 250 u.Z). Aus der Inschrift
seiner Grabplatte kannst du das Alter und
wichtige Lebensdaten berechnen.

»Hier das Grabmal deckt DIOPHANTOS.
Schaut das Wunder! Durch des Entschlafe-
nen Kunst lehret sein Alter der Stein. Knabe
zu sein gewidhrte ihm Gott ein Sechstel seines
Lebens. Noch ein Zwélftel dazu, sproBt’ auf
der Wange der Bart. Dazu ein Siebentel
noch, da schloB er das Biindnis der Ehe. Nach
fiinf Jahren entsprang aus der Verbindung ein
Sohn. Wehe, das Kind, das vielgeliebte, die
Hilfte der Jahre hatt” es des Vaters erreicht,

“als es dem Schicksal erlag. Drauf vier Jahre

hindurch durch der Gréfen Betrachtung den
Kummer von sich scheuchend auch er kam
an das irdische Ziel.*

Wie alt ist Diophantos geworden?

Klassenstufe 9

® Die Summe aus dem Dreifachen einer Zahl
und dem Achtfachen einer anderen sei 310.
Die Summe aus dem dritten Teil der ersten
und dem achten Teil der zweiten sei 10. Fiir
welche beiden Zahlen gelten diese Bedingun-
gen?

Stellen Sie ein Gleichungssystem aul, und
16sen Sie es!

® In dem Buch des Georgiers Suchan-Saba
Orbelians (1658 bis 1725) ,,Die Weisheit der
Liige* finden wir die folgende Aufgabe:

Drei Briider wollten sich voneinander tren-
nen und ihren Besitz an Ziegen und Zicklein
aufteilen. Sie sagten:

»Zehn Ziegen haben je ein Zicklein, zehn je
zwei Zicklein und zehn je drei; wir wollen sie
so unter uns teilen; daB kein Bruder mehr
erhélt als der andere und auch kein Zicklein
von seiner Mutter gefrennt wird.“

Wie konnten die drei Briider ihren Besitz an
Ziegen und Zicklein aufteilen?

Klassenstufe 10

©® Zwei Funkstationen der Nationalen Volks-
armee, die 15,4 km voneinander entfernt sind,
peilen einen [eindlichen Sender an. Der Win-
kel zwischen dem Peilstrahl von F; und der
Verbindungsstrecke zwischen den beiden Sen-
dern betrigt a=135,5°, der Winkel zwischen
dem Peilstrahl von F; und der Verbindungs-
strecke ist §=115,7°.

Berechnen Sie die Entfernung des Senders S
von den Funkstationen F, und F,!

® Eine Aufgabe aus dem Jahre 1494:
Oben auf einem Baum, der 60 Ellen hoch ist,
sitzt eine Maus, unten aufder Erde eine Katze.

Die Maus klettert jeden Tag % Elle herunter

und in der Nacht é Elle in die Hohe. Die

Katze klettert jeden Tag 1 Elle hinauf und in



der Nacht % Elle hinunter, solange, bis sich

die Tiere in gleicher Hohe befinden.
Nach wieviel Tagen erreicht die Katze die
Maus?

Zwei mathematische Spiele

Drei in einer Reihe:

Das Spiel wird auf einem quadratischen
Brett mit 3 x 3 Feldern gespielt (Bild 1). Die
Spieler A und B haben je drei weille bzw.
schwarze Steine, die sie abwechselnd aufl das
Brett setzen. Nachdem alle Steine gesetzt sind,
kann jeder Stein waagerecht oder senkrecht,
aber nicht diagonal in ein angrenzendes
Quadrat ziehen. Sieger ist, wer zuerst eine
Reihe von drei Steinen hat. d. h. entweder dret
Steine in einer Zeile, Spalte oder Diagonalen.

Bild1 (75T 3
41516
718189

In diesem Spiel hat der beginnende Spieler A
eine Gewinnstrategie. Er muB zuerst das
Feld 5 besetzen. Dann kann B aul zwei Wei-
sen antworten: entweder setzt B auf eine Ecke
1, 3, 7 oder 9 oder B setzt auf ein Feld, das
zwischen zwei Ecken liegt, nimlich 2, 4, 6 oder
8. Untersuchen wir zunichst den ersten Fall
weiter. Dazu nehmen wir an, daB B aul das
Feld 1 gesetzt hat. Das ist keine Einschriin-
kung, denn aul alle anderen Mdglichkeiten,
eine Ecke zu besetzen, kann A entsprechend
antworten. A besetzt nun das Feld 8. Damit
muB B sich fir das Feld 2 entscheiden, weil
sonst A bereits eine Spalte besetzen konnte.
Um zu verhindern, dafl B eine Zeile mit sei-
nen Steinen fullt, ist 4 gezwungen, das Feld 3
zu besetzen, wodurch B wiederum genotigt ist,
auf Feld 7 zu setzen. Damit sind jetzt alle
Steine gesetzt. A ist am Zug und bewegt den
Stein vom Feld 5 auf Feld 6, beim nichsten
Zug den Stein vom Feld 8 auf Feld 9. Da
diagonale Ziige verboten sind, kann B nicht
vom Feld 2 aul Feld 4 ziehen, um eine
volle Spalte zu erhalten (Bild 2a).
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Bild2a 1.Fall Bild2b 2. Fall

Haitte B seinen ersten Stein auf Feld 2 gesetzt
(entsprechend verlaufen die weiteren Ziige [iir
die Felder 4, 6 und 8), so belegt A dann
Feld 7. Dann muB B auf Feld 3 setzen und
damit 4 auf Feld 1. B muf3 mit dem letzten
Stein Feld 4 besetzen. A4 zieht vom Feld 7 auf
Feld 8 und dann auf Feld 9. Kein Stein von B
(weder auf Feld 2 noch auf Feld 3) kann diese
Ziige verhindern (Bild 2b).

o

AQO
8@

Versdumt es A4, den ersten Stein auf Feld 5 zu
setzen, so kann B durch geschicktes Ziehen
das Spiel wenigstens unentschieden halten
oder sogar gewinnen.

Lewthwaites Spiel :

Wir wollen dieses Spiel [ur ein quadratisches
»Schachbrett* mit 5x5 Feldern erldutern.
Die zwolf weiBen und zwolf schwarzen Steine
der Spieler A und B sind schachbrettartig auf
das Brett gesetzt (Bild 3), d. h. schwarze Steine
auf schwarze Felder und weiBle Steine aufl
weile Felder. Dabei bleibt stets eins der
25 Felder [rei, in unserem Beispiel ist cs das
.mittlere”. A und B ziehen abwechselnd einen
Stein auf das gerade freic Feld, wobei nur
waagerecht und senkrecht, aber nicht diago-
nal gezogen werden darl. Aul Grund dieser
Rege! mul ein Stein beim Ziehen zwangsldu-
fig die Farbe des Feldes wechseln. Das Spiel
endet mit der Unldhigkeit eines Spielers zu
zichen, womit er natiirlich verloren hat.
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Wir wollen annehmen, dal das Brett - wie
in Bild3 - dreizehn schwarze Felder hat.
Damit ist das freie Feld stets schwarz. Wir
setzen noch voraus, dafl der Spieler 4 be-
ginnt. Unter diesen Umstinden kann der
Spieler B die Zugunfahigkeit von A erzwin-
gen. Um das einzuschen, belegen wir das
Spielfeld mit 12 Dominosteinen (passender
GroBe) aul irgendeine Art, jedoch so, daB3 sich
die Steine nicht iiberlappen und daB das ur-
spriinglich freie Feld [rei bleibt (Bild 4).

Zieht nun A, so zieht B mit dem Stein nach,
der sich aul dem Dominostein befindet, des-
sen anderer Stein durch A gerade bewegt
wurde. Also ist B in der Lage, auf jeden Zug
von A einen eigenen Zug [olgen zu lassen.
Diese wichtige SchluBifolgerung aus der Do-
minosteintaktik wollen wir jetzt ausfithrlich
begriinden.

A bewegt im ersten Zug seinen Stein von
einem weiBen aul ein schwarzes Feld. B ant-
wortet mit der Dominosteintaktik, er zieht
also den schwarzen Stein von einem schwar-

Bild 3
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Bild 5a Lage der Dominosteine Bild 5b Anfangsstellung

(Bild 4 liegt das gleiche ..Schachbrett® wie
Bild 3 zugrunde. Im Bild 4 sind anstelle der
Steine O und @ Dominosteine gelegt wor-
den.)

zen aulein weiBes Feld. Damit kann der von 4
zuerst bewegte Stein, der jetzt aul cinem
schwarzen Feld steht. nicht aul das gerade
frei gewordence schwarze Feld ziehen. Der
Stein, den A jetzt nachriickt, muB} also von
einem noch nicht beriicksichtigien Domino-
stein kommen. B hat deshalb wieder die
Moglichkeit, auf den zweiten Zug mit der
Dominosteintaktik zu antworten (weil auf
dem neuen Dominostein garantiert
schwarzer Stein ist). Aul das von B gerade [re1
gemachte schwarze Feld kann A die bisher
bewegten Steine nicht ziehen, da sich diese
auch aul schwarzen Feldern befinden. A wird
daher im ndchsten Zug einen Stein von
einem Dominostein herunterziehen, dessen
Steine bisher noch nicht bewegt worden sind.
Wir konnen wieder entsprechende Uberle-
gungen durchfiihren, um zu zeigen, daB B mit
der Dominosteintaktik antworten kann. Das
gilt auch fiir alle folgenden Ziige.

Da sich auf dem Spielleld nur zwdIf Domino-
steine befinden, mufl 4 schlieBlich von dem
letzten unberiicksichtigten Dominostein sei-
nen Stein herunterziehen, wobei B wieder mit
der Dominosteintaktik antworten kann. Alle
Steine von A sind genau einmal bewegt wor-
den und damit samtlich auf schwarzen Fel-
dern. Das eben durch den Zug von B [rei ge-
wordene Feld ist ebenfalls schwarz. Also kann
A keinen Stein auf dieses Feld ziehen, und B
hat gewonnen.

Wir verdeutlichen die Dominosteintaktik aul
einem Spielfeld mit 3x3 Feldern (Bild 5).
Wenn das Mittelfeld [rei bleibt, dann gibt es
nur zwei mogliche Belegungen des Spielleldes
mit Dominosteinen, die spiegelbildlich aus-
einander hervorgehen. Eine Méglichkeit zeigt
Bild 5a. In Bild 5b ist die Anfangsstellung mit
den aufeinandérfolgenden Ziigen zu sehen,
und Bild 5c zeigt die Endstellung. R. Thiele

ein

Bild 5¢ Endstellung
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XVII. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR
1. Stufe (Schulolympiade)

Abgabetermin (beim Mathematiklehrer): 7. Oktober 1977

Achtung : Bis auf solche Fakten, die aus dem
Schulunterricht oder den Arbeitsgemeinschaf-
ten bekannt sind, miissen alle verwendeten
Aussagen prazise formuliert und bewiesen
werden. Der Losungsweg (einschlieBlich Ne-
benrechnungen, Konstruktionen, Hilfslinien)
muB deutlich erkennbar sein. Die Gedanken-
giange und Schliisse sind in logisch und
grammatisch einwandfreien Satzen darzule-
gen.

Die Losungen und Punktbewertungstabellen
werden ab 7. Oktober 1977 verdflentlicht.
Anmerkung: £ ABC bezeichnet im [olgen-
den die GroBe des Winkels < ABC. Ferner
bezeichnet AB die Strecke mit den Endpunk-
ten A und B, wihrend AB die Linge der
Strecke 4B bedeutet.

Olympiadeklasse 5

1. Die Oberschule ,,Wilhelm Pieck* hat genau

314 Jungen und genau 322 Midchen als Schii-

ler. Ein Sechstel von ihnen geh6rt der FDJ an,

alle anderen sind Mitglieder der Pionierorga-

nisation ,.Ernst Thilmann®.

Ermittle die Anzahl der FDJler unter diesen

Schiilern und die Anzahl der Pioniere unter

ithnen!

2. Von drei Pionieren, die sich in einem Rite-

lager treffen, ist folgendes bekannt:

(1) Ihre Vornamen sind Frank, Gerd und
Harald.

(2) Ihre Familiennamen lauten Schulze, Miil-
ler und Krause.

(3) Frank heiBt mit Familiennamen nicht
Krause.

(4) Der Vater von Gerd ist Offizier der NVA.

(5) Gerd besucht die 6. Klasse, der Pionier
mit dem Familiennamen Krause geht in
die 7. Klasse.

(6) Der Vater des Pioniers mit dem Familien-
namen Schulze arbeitet als Dreher.

Wie heiBlen diese drei Pioniere mit Vor- und

Zunamen?

3. Fritz méchte eine Subtraktionsaufgabe

aufschreiben, bei der die Differenz zweier

natiirlicher Zahlen zu bilden ist. Als Ergebnis

soll eine dreistellige Zahl entstehen, deren

drei Ziffern alle einander gleich sind.

Der Minuend soll eine Zahl sein, die aufl

Null endet. Streicht man diese Null, so soll

sich der Subtrahend ergeben.
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Gib alle Subtraktionsaufgaben an, fir die
das zutrifft!

4. Eine Strecke von 240 m ist so in vier Teil-
strecken geteilt, daB folgendes gilt:

(1) Die erste Teilstrecke ist doppelt so lang wie
die zweite Teilstrecke.

(2) Die zweite Teilstrecke ist so lang wie die
Summe der Lédngen der dritten und vierten
Teilstrecke.

(3) Die dritte Teilstrecke ist ein Fiinftel der
Gesamtstrecke.

Ermittle die Langen der einzelnen Teilstrek-
ken!

Olympiadeklasse 6

1. In der DDR wurden folgende Mengen von
Stickstofldiingemitteln (in t) produziert

1950 1960 1970 1974
231000 334000 395000 424000
Dabei wurden die Ergebnisse von Jahr zu

“Jahr gesteigert.

Berechne, um wieviel Tonnen die Stickstoff-
diingemittelproduktion im Durchschnitt jahr-
lich gesteigert wurde:
a) von 1951 bis 1960,
b) von 1961 bis 1970,
¢) von 1971 bis 1974!

2. Von zwei Hifen A4 und B, die durch eine
Schiffahrtsroute der Linge 240 km mitein-
ander verbunden sind, legten gleichzeitig zwei
Schiffe ab und fuhren auf dieser Route ein-
ander entgegen, jedes fir sich mit gleich-
bleibender Geschwindigkeit. Das eine ent-
wickelte eine Geschwindigkeit von 18 km je
Stunde. Nach finfstiindiger Fahrt waren die
Schille einander noch nicht begegnet; jedoch
betrug die Linge des zwischen ihnen liegen-
den Teiles der Route nur noch 45 km.
Wieviel Kilometer legte das zweite Schifl
durchschnittlich in jeder Stunde zuriick ?

3. Jeder der 27 Pioniere der Klasse 6a sam-
melte durchschnittlich 5 Flaschen und 8 kg
Altpapier. Fiir jede Flasche gab es 5 Pfennig
und fir je 1kg Altpapier 15 Pfennig. Die
Klasse 6b sammelte Altstofle fiir insgesamt
25 M.

Reicht das so erworbene Geld fiir die gemein-
same Eisenbahnfahrt beider Klassen zum
Wandertag, die 60 M kosten wird?

4. Bei einem Sportwettkampf beteiligten sich

1]

die Pioniere Anton, Bernd, Christian, Detlef,
Ernst und Frank am Hochsprungwettbewerb.
Uber das Ergebnis gelten folgende Aussagen:
(1) Anton sprang héher als Frank, erreichte
aber eine kleinere Sprunghdhe als Detlef.

(2) Frank und Ernst erreichten verschiedene
Sprunghéhen; es ist jedoch nicht wahr, daB
Frank hoher sprang als Ernst.

(3) Christian sprang genau so hoch wie Anton,
aber hoher als Ernst.

(4) Es ist falsch, daB Bernd die Sprunghdhe
eines anderen Schiilers erreichte oder iibertral.
Ermittle die Reihenfolge der Sprunghdhen,
die die Pioniere bei diesem Wettkampf er-
reichten ! Beginne bei der Angabe der Reihen-
folge mit dem Schiiler, der die groBte Sprung-
h6he erreichte!

Olympiadeklasse 7

1. Matthias war in den Sommerferien in einem
internationalen Pionierzeltlager. Er berichtet
seinen Klassenkameraden: ,Ein Viertel aller
Teilnehmer und vier Pioniere kamen aus der
Sowijetunion, ein Fiinltel aller Teilnehmer und
fiilnf Pioniere aus der DDR, ein Sechstel aller
Teilnehmer und sechs Pioniere aus der CSSR,
ein Achtel aller Teilnehmer und acht Pio-
niere aus der VR Polen, ein Neuntel aller Teil-
nehmer und neun Pioniere aus der VR Bul-
garien. Die iibrigen 21 Pioniere kamen aus
der Ungarischen VR. In jedem Zelt des La-
gers waren genau acht Pioniere unterge-
bracht.”

Ermittle aus diesen Angaben die Anzahl der
Zelte des Lagers!

2. Gegeben sei ein Dreieck ABC. Es sei g die
Gerade durch den Punkt 4 und den Mittel-
punkt D der Seite BC.

Beweise, daB dann die Punkte B und C den
gleichen Abstand von der Geraden g haben!

3. Konstruiere ein Dreieck ABC aus
a=97cm,b=7,6cmund f+y=115"!
Dabei sei a die Linge der Seite BC, b die der
Seite AC, B die GroBe des Winkels ¥ ABC
und 7y die des Winkels ¥ ACB.

Beschreibe und begriinde deine Konstruk-
tion! Stelle fest, ob durch die gegebenen
Stiicke ein Dreieck bis aul Kongruenz ein-
deutig bestimmt ist!

4. Der kleine Uwe hat wiirfelformige, weiB
gefdrbte Bausteine mit einer Kantenliange von
2cm und wiirfelférmige, rot gefirbte Bau-
steine mit einer Kantenlinge von 3 cm. Er
baute einen groBeren, zusammengesetzten
Wiirfelkdrper und verwendete dazu nur Stei-
ne dieser beiden Sorten. Dabei bestanden die
vier senkrecht stehenden AuBenwinde aus
roten Bausteinen, der restliche Wiirfelkorper
bestand von unten bis oben durchgehend aus
weiBen Bausteinen.

Ermittle die Anzahl der hierbei verwendeten
weiben und die der verwendeten roten Bau-
steine, wobei vorausgesetzt wird, da Uwe
nicht mehr als 60 Bausteine von jeder Sorte
zur Verfiigung hatte!



Olympiadeklasse 8

1. Der Preis einer Ware (100 M) wurde in drei
hintereinander liegenden Jahren um jeweils
5%; gesenkt.

a) Wieviel Prozent des Anfangspreises miiBte
eine einmalige Preissenkung betragen, wenn
derselbe Endpreis erreicht werden sollte?

b) Wieviel Prozent des Endpreises betrigt der
Anfangspreis der Ware?

Die Prozentangaben sind auf 2 Dezimalen
genau zu runden.

2. Sechs quaderformige Stiicke Wandtafel-
kreide, jedes mit den Kantenldngen 8 cm,
1 cm, 1 cm, sollen derart hingelegt oder auf-
gestellt werden, daB jedes Stiick alle funf
anderen beriihrt. Gib eine Losung in Form
einer Skizze an'!

3. Der Name cines bedeutenden Mathemati-

kers wird mit fiinf Buchstaben geschrieben.

Den Buchstaben 4, B, C, ..., Y, Z des Alpha-

bets seien in dieser Reihenfolge die Zahlen 1,

2,3, ..., 25, 26 zugeordnet. Setzt man fir die

Buchstaben des erwihnten Namens die ihnen

zugeordneten Zahlen ein, so betriigt die Sum-

me der

(1)dem érsten und zweiten Buchstaben zu-
geordneten Zahlen 26,

(2) dem ersten und dritten Buchstaben zuge-
ordneten Zahlen 17,

(3)dem ersten und vierten Buchstaben zu-
geordneten Zahlen 10,

(4)dem ersten und fiinften Buchstaben zu-
geordneten Zahlen 23,

(5) allen fiinf Buchstaben zugeordneten Zah-
len 61.

Ermittle den Namen dieses Mathematikers!

4. Jens behauptet, es sei mdglich, jedes be-
liebige Dreieck ABC in zwei kongruente
Dreiecke zu zerlegen.

Uwe dagegen meint, daB nur fiir spezielle
Dreiecke eine derartige Zerlegung moglich
sei.

Untersuche, wer von den beiden recht hat!

Olympiadeklasse 9

1. Beweisen Sie folgende Aussage:

Wenn sich zwei natiirliche Zahlen (= 1) um
1977 unterscheiden, dann besitzt die (positive)
Differenz ihrer Quadrate mindestens acht
verschiedene Zahlen als Teiler.

2. Ein Fahrzeug, dessen Querschnitt verein-
facht als ein Rechteck angenommen werden
soll, soll durch einen Tunnel mit halbkreis-
formigem Querschnitt fahren, dessen Hohe
3 m betrigt.

Ermitteln Sie die groBtmogliche Hohe des
Fahrzeuges, wenn es eine Breite von 3 m hat
und wenn bei der Durchfahrt iiberall ein
Spielraum von mindestens einem halben Me-
ter zwischen der Tunnelwand und dem Fahr-
zeug vorhanden sein soll, d.h. wenn jeder
Punkt des Fahrzeuges einen Abstand von
mindestens einem halben Meter zur Tunnel-
wand haben soll!

(Unter dem Abstand eines Punktes P im
Innern des Tunnels zur Tunnelwand versteht
man die Linge der Strecke PQ, wobei Q fol-
gendermaBen definiert ist: Man lege durch P
einen Querschnitt des Tunnels, wobei dieser
als ein Halbkreis k mit den Endpunkten A
und B erscheint. Ist M der Mittelpunkt von
AB, so sei Q der Schnittpunkt von k mit der
Geraden durch M und P.)

3. Herr A kaufte in einer Buchhandlung einige
gleiche Biicher. Er hiitte fiir jedes dieser Bii-
cher einen ganzzahligen Betrag in Mark zu
zahlen gehabt, der genau so groB war wie
die Anzahl der von ihm gekauften Biicher.
Wegen seines Sammeleinkaufs erhielt er je-
doch [iir jedes Buch eine Mark PreisnachlaB.
Als er zahlen wollte, stellte er fest, daB er nur
10-Mark-Scheine bei sich hatte, zwar so
viele, daB das zum Bezahlen gereicht hitte,
doch betrug der Gesamtpreis kein ganzzahli-
ges Vielfaches von 10 Mark. Der Verkdufer
konnte ihm auch nicht herausgeben. Herr B,
ein Bekannter von Herrn A, hielt sich zur
gleichen Zeit in der Buchhandlung auf. Auch
er hatte einige (andere) gleiche Biicher ge-
kault, und auch bei ihm betrug der Preis
jedes einzelnen Buches genau so viel Mark,
wie die Anzahl der von ihm gekauften Biicher
ausmachte. Er erhielt keinen Preisnachlal.
Da seine Rechnung zusammen mit der von
Herrn A einen Betrag ergab, der ausnahmslos
mit 10-Mark-Scheinen beglichen werden
konnte, bezahlte Herr A denjenigen Teil-
betrag fiir Herrn B mit, der diesem noch
fehlte, nachdem er einen moglichst groBen
Anteil seiner Rechnung mit 10-Mark-Schei-
nen beglichen hatte.

Wieviel Mark hatte Herr A fiir Hermn B da-
mit ausgelegt?

4. Ein Rechenautomat sei in der Lage, nach
bestimmten Regeln ,Zeichenreihen* umzu-
formen. Eine ,,Zeichenreihe* sei eine Anein-
anderreihung der Zeichen 4, B, S, a, b in be-
liebiger Reihenfolge und mit beliebiger Hiu-
figkeit. Es seien folgende Regeln zur Umfor-
mung zugelassen:

(1) S wird ersetzt durch A.
(2) A wird ersetzt durch a4B.
(3) A wird ersetzt durch a.
(4) B wird ersetzt durch b.
Der Automat wendet bei jedem Umformungs-
schritt genau eine dieser Regeln aul genau ein
Zeichen der Zeichenreihe an. Ist es moglich,
daB aul eine vorliegende Zeichenreihe meh-
rere Regeln angewendet werden konnten, so
entscheidet der Automat zufdllig dariiber,
welche der Regeln angewendet wird.

Ist keine der angegebenen Regeln auf eine
Zeichenreihe anwendbar, so bleibt der Auto-
mat stehen und gibt die letzte Zeichenreihe
aus. Wir geben dem Automaten das Zeichen
Sein.

a) Ist es moglich, daB der Automat 10 Um-
formungsschritte ausfithrt, ohne danach ste-
henzubleiben? Wenn das méglich ist, dann

geben Sie fur einen solchen Fall an, welche der
Regeln bei diesen 10 Umformungsschritten
angewendet wurden und wie oft dies fiir jede
dieser Regeln der Fall war!

b) Wie viele Umformungsschritte wurden von
dem Automaten insgesamt durchgefiihrt, (alls
er eine Zeichenreihe aus genau 5 Zeichen aus-
gibt?

c) Geben Sie alle Zeichenreihen aus 5 Zeichen
an, die vom Automaten ausgegeben werden
konnten!

Olympiadeklasse 10

1. Beweisen Sie den folgenden Satz:

In jedem regelmiBigen Fiinfeck ist jede der
Diagonalen parallel zu einer der Fiinfeck-
seiten.

2. Man ermittle die Menge aller derjenigen

reellen Zahlen x, fir die der Term
1

/33 -8x—x?

definiert ist.

3. Sind ao, ay, ..., G.-1, a, natiirliche Zahlen
mit 0<a;£7 (i=0, 1, ..., n) und gilt
z2=ay, 8"+a,-1 8" '+...+a; 8+a,
so sagt man, z sei im Oktalsystem durch die
Ziffern a,, a,-,, ..., a;, ao dargestellt, und
schreibt kurz

z2=[anGp-1...a1a0]s-
Die natiirliche Zahl, die im dekadischen Sy-
stem die Darstellung 135 hat, lautet z. B. im
Oktalsystem [207]q; denn es gilt
135=2-82+40-8+7 sowie 0<2;0;7<7 und
2>0.
a) Stellen Sie die natiirliche Zahl, deren Dar-
stellung im dekadischen System 214 lautet,
im Oktalsystem dar!
b) Im Kryptogramm

[EINS]e

+[E I NS]s

[ZWET]s
wird gefordert, fiir gleiche Buchstaben gleiche
Ziflern, fiir verschiedene Buchstaben verschie-
dene Ziffern so einzusetzen, daB im Oktal-
system dargestellte natiirliche Zahlen ent-
stehen, fiir die die angegebene Additions-
aussage wahr ist. Geben Sie mindestens eine
Losung dieses Kryptogramms an, und zeigen
Sie, daB die angegebene Losung alle verlang-
ten Eigenschaften hat!
4. Es sei M die Menge aller 12 Kanten und
aller 12 Flichendiagonalen eines Wiirfels mit
den Eckpunkten A4, B, C, D, E, F, G, H
(siehe Bild).
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Gibt es einen Streckenzug, bei dem jede in M
enthaltene Strecke genau einmal durchlaufen
wird?

Wenn ja, geben Sie ein Beispiel dafiir (durch
Angabe der Folge der Eckpunkte des Strek-
kenzuges), und zeigen Sie, daB der so angege-
bene Streckenzug die verlangte Eigenschaft
hat!

Olympiadeklasse 11/12

1. Man ermittle alle im dekadischen Posi-
tionssystem finfstelligen natiirlichen Zahlen,
die durch 17, 19 und 23 teilbar sind und deren
Zehnerziffer 0 lautet.

2. Man ermittle alle reellen Lésungen (x, y)

des Gleichungssystems
2)/x+y+x+y=8 1
x3+y¥=40. 2

3. Uber fiinf Punkte 4, B, C, D, § im Raum
wird vorausgesetzt, daB A, B, C, D in einer
Ebene { liegen, daB sie die Ecken eines kon-
vexen Vierecks sind und daB S micht in {
liegt. .

Es ist zu beweisen, daB dann zu der vierseiti-
gen Pyramide ABCDS eine Ebene ¢ existiert,
die die Kanten SA, SB, SC bzw. SD in Punk-
ten A, B, C' bzw. D’ schneidet, die Eck-
punkte eines Parallelogramms sind.

4. Jemand sucht alle Moglichkeiten, vier
Ecken eines gegebenen Wiirfels schwarz zu
markieren. Er betrachtet zwei dieser Markie-
rungsmdglichkeiten genau dann als gleich,
wenn es eine Drehung des Wiirfels gibt, die
die eine der beiden Markierungsmdéglichkei-
ten in die andere iiberfiihrt.

Ermitteln Sie alle verschiedenen Markie-
rungsmoglichkeiten!

Gaufl-Ehrenplakette

Zu Ehren des 200. Geburtstages von C. F.
Gauf} wurde vom Gaul3-Komitee der Akade-
mie der Wissenschaften der DDR eine Ehren-
plakette herausgegeben (MeiBner Porzellan,
weill, 80 mm Durchmesser, ohne materielle
Anerkennung, Auflage 500 Stiick), die als ein-
malige Auszeichnung an verdienstvolle Per-
sonlichkeiten, Mitarbeiter und Organisatoren
aul BeschiuB des GauB-Komitees 1977 ver-
liehen wurde (siehe Foto).
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Losungen zu: Verkniipfungen in der Ebene

Ala Zum Beispiel gilt fiir alle x e P und fiir
alle X eexdx=xbzw. XX =X 4 und -sind
beide kommutativ, aber nicht assoziativ...

A2A Hinweis: Fiir alle X, Y, Zee gilt
XoY=Zgdw XxZ=Y gdw Z" Y =X. Dar-
aus folgt die Behauptung.

a a a 1
3 ey R T w TN
A3A 23) 3 1, * B 7
b) a=0 :Fiiralle X, Yeegilt XoY =p,X.

c) b0 :Firalle X, Yeegilt XeY =p,Y.

Ada a) Weil sonst die Eindeutigkeit der
Verkniipfungen verloren geht.

b) Wenn in 3) das Dreieck ABC gleichseitig
ist, erhalten wir (e, s); ist das Dreieck ABC
gleichschenklig und rechtwinklig (¥ ABC
=90°), ergibt sich (¢, w).

¢) Zum Beispiel definieren wir XoY als den
dritten Punkt Z des gleichschenkligen Drei-
ecks XYZ mit positivem Umlaufsinn und
XY als Basis sowie XZ=YZ=k- XY, wobei
k eine beliebige, aber feste positive Zahl ist.

A84 a)Xo ¥Y=X Xo Y=Y

b) Es wird jeweils an derselben Geraden ge-
spiegelt, so daB die Nacheinanderausfiihrung
zweier solcher Spiegelungen zum Ausgangs-
punkt zuriickfiihrt.

A9A Hinweis:SeiX,Y=2,,Z2,°0,Y=2Z,.
Dann gilt YZ |ty und ZY | t.,, so daB
ty || tz, folgt, also X =Z,. Analog zeigt man
(Xo2Y)e Y=X.

A10a Jeder Kegelschnitt ist beziiglich o
abgeschlossen.

a12a  Schneide die Gerade ¢ den Kegel-
schnitt fin den Punkten 4 und B. Aul einem
der beiden dadurch entstandenen Bogen b;
(i=1, 2) von N\{4, B} wird dann z.B. defi-
niert:

XoY=p;Z mit Z+Y genau dann, wenn
ABNtxy=ABNYZ - analog ¢, in Abbildung
11

Al13a a) Falls die Gerade XY zugleich
Tangente in X oder Y ist, setzen wir fiir
XY=ty:XoY=X und [ir
XY=ty:XY=Y.

Wenn X ein Wendepunkt der Kubik ist,
setzen wir Xe X =5, X.

b) Hinweis: Fiir alle X, Y, Zecgilt X<Y=2
gdw X< Z=Y gdw Z- Y =X.

Losungen zu den Aufgaben
zur Fehlerrechnung bei physikalischen
Messungen

Ala V=155ml
AV= 02ml
V =(155+0,2) ml
e=+13%
atAa
A2A yiAy—m
atAa bFAb
YEAY=TI8b bFAb
LAy btda-bFAb-aFAa-Ab
Y= b2 — (Ab)?

Bei Vernachlissigung der Produkte aus klei-
nen GréBendifferenzen ergibt sich:

yiAy=a-bi-Aa-b+Ab-a

Der relative GroBtfehler eines Quotienten aus
direkt und voneinander unabhingig gemes-
senen GroBen ist gleich der Summe der rela-
tiven Fehler ihrer einzelnen MeBwertreihen.
Ala
MeDergebnis der Massebestimmung
m=(34,5+05)¢g
MeBergebnis der Volumenbestimmung
V =(3,8+0,3) cm?

Dichte des Kupferwiirfels E,;,, =91 %

MeBunsicherheit der Dichtebestimmung
€% =15%+8%=95%
MeBergebnis 0., =9,1 (119,5%) —25
cm
- &

Cau=(91£09) 5
Der Tabellenwert liegt innerhalb der MeB-
unsicherheit.

ada c=0,002?

_%o
3

¢ [ =007%

(also rund ein Promille!)
Losungen zu: Aufgaben zum Berufsbild :

Ingenieur fiir Technik und Technologie
des Fernmeldewesens

Al a Umstellen der Zeitfunktion nach ¢:

. E__E -3
-R=7RE
i i \
I-E=e¢ *
R i
x=—rln<1—E>miti=la,,
R
Iun
t=—rln<l——E—>
R

Mit den Zahlenwerten:

1
t=—0,5msIn (1 —1—2>~ —-0,5ms
t~0,140 ms In(1-0,835)



Dabei wurde die mechanische Trigheit des
Relais nicht beriicksichtigt.

A2a Urspriingliche Lédnge der Fern-
schreibanschluBleitung:
U
I;=—
0y K
Verlangerte FernschreibanschluBleitung:
U
1 Ii—I=——
(an R:+R
Lin II liefert
0=R2+RR,— #
R R* UR
Re=—3% [+

Mit den Zahlenwerten.

Re=—250Q:+ /6,25 10 Q*+300- 10* Q?
R,=-250Q+1750Q

Physikalisch sinnvoll ist nur ein positiver

Leitungswiderstand.
R,=21Q
da IR 1 _,
Al d_Z=_§ZZ+ G'=0
,_R
G=?
R
d’a R R’ R R’
er_=. 1
1Z7= 7% iy %>0d.1.Mm.. R 7>0
G’ (e3
Ada v=ax2h'11 2=x
x d
v=ax’Inl—ax*Inx
v=—ax*Inx
@=—ax—2axlnx=0
dx
—ax=2axInx
—1=Inx?
e x?
1D
Ve 4
2
%=—a—2a—201nx;
1 1
—3a-2aln—=-3g—aln-

l/; e
=—-3a+a
=—=2a<0 d.i. Max.!

Lésungen zu den Aufgaben

der XVI. Olympiade Junger Mathematiker
der DDR, Klassenstufe 10
(Bezirksolympiade)

Fortsetzung aus Heft 3/77:

4. Es gilt nach den Logarithmengesetzen
1
lg(1+;>=lg(n+l)—lg(n). (n>0)

Summiert man nun von n=1 bis n=99, so
erhilt man

lg<1 +99>+lg<1+98>+lg(1+97>

+lg<l +T>=lg 100—1g 99+1g 99— Ig 98

+1g98—+...—lg2+lg2-Ig 1.

=1g 100 +(—1g 99 +1g 99)+(—1g 98 + 1g 98)
+...+(—lg2+lg2)—1gl.

In dieser Zeile sind die in den Klammern

stehenden Summen jeweils gleich Null. Da
lg 1=0 und lg 100=2 gilt, ist damit die Be-
hauptung bewiesen.

5. Da die Pyramide gerade ist, liegt ihre
Spitze im Schwerpunkt der Deckfliche des
Prismas. Der Mantel der Pyramide besteht
aus drei zueinander kongruenten gleich-
schenkligen Dreiecken mit der Basislinge a.
Bezeichnet man die Linge der zugehdrigen
Hoéhe in diesen Dreiecken mit H, so ergibt
sich nach dem Lehrsatz des Pythagoras

2
o) o
Also hat der Mantel der Pyramide den
Fléicheninhalt

2 2
M“z" W+ 12

Der Mantel des Prismas hat den Flichen-
inhalt M, =3ah.
Dabher ist wegen a>0 und h>0 die Forde-

rung M, =M, der Reihe nach gleichwertig
mit
3ah=%a\/hz+éaz, ]
2h= h2+ﬁ a?, 42 =h’+ %a ,
h? =% a2,
h=%a

6.1. Angenommen, ABCD sei ein Viereck, das
den Bedingungen der Aufgabe geniigt. Dann
gilt AB=BC =aund AD=CD=b. Aul Grund
der Symmetrieeigenschaften des Drachenvier-
ecks halbiert die Diagonale BD die Winkel
¥ CBA und xADC. Der Kreis um 4 mit b
schneide die Verlingerung von BA iiber A
hinaus in E. Nach dem Satz iiber AuBenwin-
kel eines Dreiecks gilt dann -

— 1
<)EDAE=§(,B+6).
Da AE=AD nach Konstruktion gilt, ist

BE=a+b. Ferner ist das Dreieck ADE
gleichschenklig. Fiir seine Basiswinkel gilt

folglich:
¥ AED= ¥ EDA =%- (180°—%(ﬂ+5)>
=90°—%(,B+¢5). ¢

Daraus ergibt sich, daB das Viereck ABCD
nur dann den Bedingungen der Aufgabe
entspricht, wenn man es durch folgende Kon-
struktion erhalten kann.

11. (1) Man zeichnet eine Strecke BE mit der
Linge a+b.

(2) Man trigt an EB in E einen Winkel der
GroBe

90°—‘1—1(,B+6) an.

(3) Man zeichnet den Kreis mit f um B.
Schneidet der Kreis den freien Schenkel des
Winkels, so sei D einer der Schnittpunkte.

(4) Man trdgt an DE in D einen Winkel der
GroBe

90“—%(B+6) an

Schneidet sein (reier Schenkel die Strecke BE,
so sei A der Schnittpunkt.

{5) Man zeichnet die Kreise um D mit DA und
um B mit BA. Der Schnittpunkt dieser Kreise
in der durch BD bestimmten Halbebere, in
der A nicht liegt, sei C genannt.

II1. Jedes so konstruierte Viereck ABCD ent-
spricht den Bedingungen der Aufgabe.
Beweis: Nach Konstruktion gilt BD = f.

Da an ED gleichgroBe Winkel angetragen
wurden, folgt, daB das Dreieck EDA gleich-
schenklig ist. (*)

Nach Konstruktion, Innenwinkelsatz und
AuBenwinkelsatz eines Dreiecks ergeben sich
die folgenden WinkelgrdBen:

<):EAD=%(ﬂ+6) und XABD+ < ADB

=% (B+9).

Nach Konstruktion sind die Dreiecke BDA
und BDC symmetrisch beziiglich BD. (**)
Daraus folgt:

X CBA+ £ ADC=§+6.

Aus (**) folgt, daB das Viereck ABCD ein
Drachenviereck mit AD=CD, AB=CB ist.

IV. Die Konstruktionsschritte (1) und (2)
sind bis auf Kongruenz eindeutig ausfiihrbar.
Nun gilt laut Aufgabenstellung f<a+b, der
Winkel < AED liegt also der kleineren Seite
gegeniiber. Daher ist (3) entweder zweideu-
tig oder eindeutig oder nicht ausfiihrbar. Mit
den gegebenen GroBen erhilt man bei der
Konstruktion des Dreiecks ADE zwei ver-
schiedene Punkte D, und D,;. Danach sind
die Konstruktionsschritte (4) und (5) jeweils
eindeutig ausfihrbar.

Somit erhdlt man die beiden Drachenvier-
ecke A;BCD, und C,D,A4,B.

Sie sind zueinander (ungleichsinnig) kongru-
ent; denn es gilt:

BDl—BDz-—f X BA, Dl—{DzAzB wegen
AD; | A;D; als Stufenwinkel, weiter gilt
XBED,+ XEBD,= xD,D,B (AuBenwin-
kelsatz) sowie £ ED A,+ ¥ A,D,;B

= «D,D,B, woraus wegen xD,D B
=&D,D,Bdann £A4,BD,= ¥ A,D;B folgt.
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Liésungen zu den Aufgaben
des alpha-Wettbewerbs
Helt 1/1977 (Fortsetzung):

Ma8 ®1585 Es sei z=10x+y eine zwei-
stellige natiirliche Zahl, die die verlangten
Eigenschaften hat. Dann ist x=1, 2 oder 3,
da fir x> 4 wegen z=40 die Zahl z? bereits
vierstellig wire. Da das Quadrat einer natiir-
lichen Zahl niemals aufl 2 oder 3 endet, gilt
x=1. Also ist auch die letzte Ziffer von z2
gleich 1. Nun endet das Quadrat einer natiir-
lichen Zahl nur dann auf 1, wenn die Zahl
selbst auf 1 oder 9 endet. Da nach Voraus-
setzung die beiden Grundziffern von z von-
einander verschieden sind, endet also z auf 9,
und es gilt
z=19.

Tatsichlich hat diese Zahl die verlangten
Eigenschaften; denn ihre Grundziflern sind
voneinander verschieden, z2=361 ist eine
dreistellige Zahl, und die letzte Grundzifler
1 von z? stimmt mit der ersten Grundziffer 1
von z iiberein. )

Ma8 ®1586 Es sei M der Schnittpunkt der
Diagonalen des Rechtecks ABCD. Dann gilt
MA=MB=MC=MD. M ist also gleich-
zeitig Mittelpunkt des Kreises durch A4, B,

C, D, uﬁes gilt
MA=r.
D ] C
H F
A £ 8

Da die Verbindungsgerade des Mittelpunktes
M des Kreises mit dem Mittelpunkt E der
Sehne AB auf dieser senkrecht steht, gilt
* AEM =90°. Ebenso gilt x MHA=90° und
ferner, weil ABCD ein Rechteck ist, * HAE
=90°. Daher ist das Viereck AEMH ecin
Rechteck. )
Weil die beiden Diagonalen eines jeden Recht-
ecks gleichlang sind, gilt also EH=AM=r.
Analog beweist man, daB auch

. EF=FG=GH=ris\.
Der Umfang des Vierecks EFGH ist also
gleichu=4r=4-5cm=20cm.

Ma8 ®1587 Zum Beweis benutzen wir den
folgenden Satz: ,Die Verbindungsgerade der
Mittelpunkte zweier Dreieckseiten ist parallel
der dritten Dreieckseite.“ (Vgl. Mathematik,
Lehrbuch fiir Klasse 6, S. 131, wo ein ent-
sprechender Satz fiir das Trapez bewiesen
wird.)

Nach diesem Satz gilt
in dem Dreieck ABC
in dem Dreieck ABD
Daraus folgt

Femner gilt

in dem Dreieck BCD
in dem Dreieck ACD
also

MM, || AB,
MM, | AB.
MM | MM,

MM, | CD,

M3M, | CD,
MM, | M3M..
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Da nach Voraussetzung die Seiten AB und
CD nicht parallel sind, liegen die vier Punkte
M, M,, M3, M, nicht auf ein und derselben
Geraden. Daher bilden sie ein Viereck, und
zwar ein Parallelogramm, weil je zwei gegen-
iiberliegende Seiten parallel sind.
S
0

)
My

A 8

Ma8 81588 Setzt man a—b=u, b—c=v,
c—d=w, wobei u, v, w von Null verschiedene
natiirliche Zahlen sind (vgl. die graphische
Darstellung), so erhilt man die sechs Difle-

renzena—b=uy, (03]
a—c=u+uv, 2)
a—d=u+v+w, 3)
b—c=v, “)
b—d=v+w, &)
c—d=w. ()]

Nun soll unter diesen sechs Zahlen jede der
Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6 genau einmal vorkom-
men. Da u+v+w groBer als jede der anderen
fiinf Zahlen ist, gilt

u+v+w=6.
[ 4 | [ 4 a

c b a

A+

0

Wegen 1+2+3=6 kommt unter den drei
Summanden u, v, w jede der Zahlen 1, 2, 3
genau einmal vor. Nun kann weder u noch w
gleich 3 sein, da sonst auch v+w bzw. u+v
gleich 3 wire, was der Voraussetzung wider-
spricht. Also gilt v=3.
Dann ist entweder u=1, w=2 oder u=2,
w=1. Im ersten Fall erhilt man die sechs
Differenzen

u=1Lu+v =4, ut+v+w=6, .

v=3, v+w=5, w=2,
die man so ordnen kann, daB die Folge 1, 2,
3, 4, 5, 6 entsteht. Nun kann man d beliebig
positiv annehmen, also z. B. d=1.
Dann erhilt man
aus (3) a=6+1=7,
aus(5) b=5+1=6,

‘aus (6) ¢=2+1=3

Es gibt also vier_ natiirliche Zahlen, nimlich
a=7,b=6,¢c=3,d=1,

die die verlangten Eigenschaften haben.

Ihre Differenzen sind niamlich gleich
a-b=1,a—c=4,a—d=6,
b—c=3,b—-d=5c—-d=2;

diese Differenzen lassen sich so ordnen, daB

sie die Folge 1, 2, 3, 4, 5, 6 bilden.

Bemerkungen: 1. Setzt man d=2, d=3 usw,,

so erhilt man weitere Zahlen mit der verlang-

ten Eigenschalt, z. B.
a=8,b=17c=4,d=2.

2. Der oben nicht ausfithrlich behandelte

zweite Fall (v=3, u=2, w= 1) fiihrt auch noch

aufl weitere Losungen, z. B.
a=7,b=5c¢=2d=1.

Auch hier sind die sechs Diflerenzen gleich
2,5, 6, 3,4, 1, entsprechen also den gestellten
Bedingungen.

Ph8 #1589 Gegeben: A3=90 grd,
cal
=170° =2kg=2000g,
il Yo m=2kg g
t=25min=1500s
Gesucht: P in Watt
Die benotigte Wirmemenge findet man aus

c=1
g

W=c-m-AS
1 cal- 2000 g - 90 grd
W=—"_"""5°""5"
g grd

W = 180000 cal =180 kcal.

Die Leistung findet man aus
P=—
t

_ 180keal

P 180 - 4,1868

1300s ~ 1500 <V
Px502W.

Weiterhin gilt

S02W xW 502:x=70:100

70°%, 100% xx717

Die Leistung des Kochers muB 717 W be-

tragen.

Ch8 m1590 a)3180g 168g
4CuO+3 Fe—+4 Cu+Fe; 0,

my my
NR:4mol-79,5-8_=3180¢,
mol
568 —
3 mol - 56 ol 168 g
m,— 088 _28
2T3gg ™M™
. . . . 28
Die Funktionsgleichung heit m, =33m

bym;=21g;3,7g;58¢
Der Verbrauch an Eisen ist beziehentlich
2,1g,3,7g,58¢.

Ma9 #1591 Wir zerlegen zunichst Zihler
und Nenner aul beiden Seiten der gegebenen
Gleichung
x2+2x—3 x?—-6x-7
x+4x—5 x*—8x-—9

in Faktoren und erhalten
x24+2x—-3=(x2+2x+1)—4

=(x - 1)2=-22

=(x+14+2)(x+1-2)

= v+3)(x—-1)
und weiter uach demselben Verfahren
x2+4x—5=(c+5)(x—1),
x2—6x—T=(x+1)(x—7),
x> —8x—9=(x+1)(x—9).
Nun sei x eine Losung der Gleichung (1).
Dann gilt also
(x+3)(x—l)=(x+1)(x—7)' @
x+5(x—-1 (x+1)(x-9)
dabei ist x+ —5, 1, —1, 9, da sonst die Nen-
ner nicht von Null verschieden wiren. Daher
kann man kiirzen, und man erhiilt

ity

x+3_x=7  (x+3)(x—=9)=(x—7)(x+5),
Xx+5 x—9  x2—6x~27=x2—2x—35,
—4x=—8,
x=2.



Wenn also die Gleichung (1) iiberhaupt eine
reelle Losung hat, so kann es nur die Losung
x =2sein. Die Probe zeigt, daB das tatsidchlich
eine Losung ist, denn fiir x =2 erhilt man aus
5 —15

730 M
Ma9 #1592 Wir bezeichnen mit g, b, c =25,
h=12 die MaBzahlen der Lingen der Kathe-
ten, der Hypotenuse bzw. der Hohe des recht-
winkligen Dreiecks ABC (vgl. das Bild).

c

d. i. eine wahre Aussage.

A D e 8
Dann gilt fir die MaBzahl des Flachenmhalts
dieses Dreiecks einerseits

- h .
A =T’ andererseits

A=%é. Daraus folgt
a-b=c-h=25-12=300,
p=22.
a

Nun gilt nach dem Satz des Pythagoras
a’+b*=c*=625,

=625,

90000
also  a’+—;

a*—6254% +90000=0.
Diese quadratische Gleichung fiir a? hat die
Losungen
s 625 W_ 625+175 _
I
625; 175 _ 295,

Daraus (olgt wegen.a>0

a}=

300
2015

a, =15 und daher b, =»31?= 20.
Die Lingen der Katheten sind also gleich
20 cm und 15 cm.

ay =20 und daher b, =

Ma9 ®1593  Aus (4) folgt, daB die Zahl 2
sowoh! der Menge 4 als auch der Menge B
angehort. Aus (5) folgt, daB die Zahlen 2, 4
und 8 sowohl der Menge B als auch der
Menge C angehoren.

Die Zahl 2 gehért daher allen drei Mengen an,
wihrend die Zahlen 4 und 8 nicht der Menge
A angehoren, da sonst ein Widerspruch zu (4)
entstehen wiirde.

Nun gehort wegen (1) die Zahl 1 weder der
Menge A noch der Menge B an. Wegen (2)
und (3) gehort sie daher der Menge C an.
Durch eine analoge Uberlegung folgt aus (1),
(2) und (3), daB

die Zahl 3 nur der Menge A4,

die Zahl 5 nur der Menge A,

die Zahl 6 nur der Menge B,

die Zahl 7 nur der Menge 4 angehort.

Die Mengen A, B, C enthalten daher genau
die folgenden Elemente:

A={2,3,57}, C={1,2,4,8}.
B={(2,4,6,8],

Durch die Probe iiberzeugt man sich davon,
daB die Gleichungen (1) bis (6) erfiillt sind.

Ma9 ®1594 Es seien

n die Anzahl der iibereinanderliegenden
Schichten,

r=>5 cm der Radius eines jeden Holzstammes,
s der Abstand je zweier iibereinanderliegen-
der Schichten.

Dann ist das aus den Mittelpunkten 4, B
zweier nebeneinanderliegender Kreise und
aus dem Mittelpunkt C des dariiberliegenden
Kreises gebildete Dreieck ABC gleichseitig
mit der Seitenlﬁnge 2r und der Hohe

_D=— 2r)/3=1)/3 (vgl. d. Abb).

Da die Mittelpunkte der Kreise in der unter-
sten Schicht von dem unteren Rand den Ab-
stand r haben und auch die Mittelpunkte der
Kreise der obersten Schicht von dem oberen
Rand den Abstand r haben und zwei iiber-
cinanderlicgende Schichten den Abstand r}/3
haben, ist dic Gesamthohe des Stapels gleich
h=(n—)r})/3+2r.
Daraus folgt
(n— l)rl/_ h 2r,

n—l—r———.

%
Dabei gilt r=>5cm, h<100 cm, also

e @:20 und

r 20-2 18

-n—1=< [/_
Da n ganzzahlig ist, gllt n—1£10,alson<11.
a) Es konnen also hochstens 11 Schichten
iibereinander gestapelt werden. Da der
Durchmesser eines Stammes 2r=10 cm und
die Stapelbreite 100 cm betrigt, konnen in
der untersten Schicht 10 Stimme liegen, in der
zweiten Schicht also 9 Stimme, dann wieder
10 Stamme usw.
Insgesamt konnen also

10-64+9-5=105

Stimme gestapelt werden.
b) Das Volumen jedes einzelnen Holzstammes
betrigt
V'=mr-52-100 cm®=2500 = cm®.
Daher betrigt das Gesamtvolumen der ge-
stapelten Stimme
V=105 V'=105- 2500 7 cm?,
V =262500 7 cm® 2~ 825000 cm?,
V=0825m3.
Bemerkung: In der Forstwirtschaft versteht
man unter | Raummeter Holz diejenige Holz-
masse, die in einem Kubikmeter-Stapel von
geschichteten Holzstimmen enthalten ist. Da-
gegen versteht man unter 1 Festmeter Holz

~104

1 Kubikmeter fester Holzmasse. Im allgemei-
nen rechnet man auf 1 Raummeter 0,7 bis
0,8 Festmeter, d. h., der_Stapel besteht aus
70%; bis 809 fester Holzmasse. In dem vor-

‘liegenden Falle enthilt der Stapel sogar

82,5% fester Holzmasse, da verhiltnismiBig
giinstig gestapelt werden konnte.

Ph9 ®1595 Gegeben: u—3okTm 235':‘
g=98lm-s™?
Gesucht: s

Die Falthohe ergibt sich nach der Formel
=)/2a-smita=g

UZ
s=—

2g
_ 28%m-§?
T32.52-2-98Im
523,54 m

Die entsprechende Fallhohe wiirde rund
3,54 m betragen.

Ch9 =1596

a)654g 120g

Zn+2CH; - COOH—Zn(CH;-COO); +H;
RTeg m

NR: I mol-654 & —654¢.
mol

2mol-60 & =120g
mol

m=60g
60 g 100%iger Sdure entsprechen 10-60g.
=600g 10%ige.
600 g 109 ige Athansidure werden benstigt.
b)654g 2241
Zn+2CH,;-COOH—-Zn(CH,-COO0),+H,

327g V
NR: I mol- 22,4 l—=22,4 |

mol

v=11.21
11,2 1 Wasserstofl entstehen.

Ma10/12 #1597 Es sei x eine reclle Losung
der Gleichung

2n+l +2x2u 22 2n-1 +2] 2n— 2+ ..
+22**1=0, Dann gilt
XM(x4+2)+22xP " x+2)+... 4+ 2%"(x +2)
=0,
Oc+2) (x> +22x2 24 . +22M=0. (V)]
Nun gilt fiir alle natiirlichen Zahlen n und fir
alle reellen Zahlen x

x4 2222y 42750,

denn x**2=0,x?*"2>0usw.,22">0.
Die Gleichung (2) ist also nur dann erfiillt,
wenn x+2=0,d.h, x=-2.
Dabher hat die Gleichung (2) und damit auch
die Gleichung (1) genau eine reelle Lsung,
nimlich x=—-2.

Y

Mal0/12 =1598 Es gilt

Ao 13 13
2 2°27 2
2 2 8 2-4
H=243=3= 3>
3 3 15 3-5
A S S e

allgemein gilt fiir alle von Null verschiedenen
natiirlichen Zahlen k
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k__kk+1)+k_kk+2)

T~ k3T~ ke
Darausl‘olgt

2.3 100
) 1— 25 34 0(%10
STTTr2 3 100
i 1 1:3 2:4 35
i3 100 2 3 s

199-101 100-102

100 01
_ 1:2-3-...-100-3-4-5-...-101 102
"T12-3-.7100°2°3-4-...-100- 101’
102
_="27,
z=51.

Berichtigung zu: 905 = 2, Heft 6/76

Auf Seite 125, Mitte, 2. Z. v. u, muB es
1447189 = 1 heiBen.
Bei den Losungen zu ,905=2%, alpha 11 (1),
1977, S. 18, war der ,,Drucklehlerteufel” leider
gleich mehrfach am Werk. Richtig heiBt es:
Linke Spalte:

6.Z.v.0.:
13.Z.v. u.:

11.Z. v. u.:

8. Z v.u:
7. Z v, u.:
4.Z v.u.: RM\{0};
3. Z.v.u.:(R\{0}, )-nein,daz B.
2 (—2) nicht existiert;

Mittlere Spalte:

4. Z.v.0.: nur)

5.Z.v.0.:9:a)x ySx*xySxay<xey,

9.Zv.o:g|xundg|y;
12.Z.v.0.: Wennt|xund t|y,s0t|g.’
14.Z.v.o.: x|k und y|k;

17.Z.v.0.: Wenn x| vund y | v, so k| 0.
(18. Z. v. u.: Aulgabe 12 lautet:
Versuche, die Fragestellungen aus Aufgabe
10c) und e) aufl die beiden neuen Verkniip-
fungsgebilde B(M), N) und PM), U) zu
iibertragen! Insbesondere klire, welche Ele-
mente aus P(M) die Rolle von 0 und 1 aus
(N, My und (N, L) spielen?)
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Lgsungen zu alpha-heiter 4/77:

alpha-Produkte

11-11=121 a=1
11-12=132 P=2
11-13=143 R=3
11-14=154 0=4
11-15=165 D=5
11-16=176 U=6
11-17=187 K=17
11-18=198 T=8
E=9
Magisches Quadrat

Das 25 Felder umfassende Quadrat wird um je
4 Felder links, rechts, oben und unten erwei-
tert. Im obersten Feld wird die niedrigste Zahl
(38) eingesetzt. Dann wird von dort begin-
nend [ortlaulend die geforderte Zahlenreihe
38, 39, 40...42 und in der zuvor liegenden
Schrigen (oben links nach unten rechts)
43...47; usw. 48...52; 53...57; 58...62 einge-
tragen.

SchlieBlich werden die auBerhalb des magi-
schen Quadrates stehenden Zahlen (z. B. oben
38, 43, 39) so in die leeren Felder (die oberen
in die unteren, die unteren in die oberen, die
linken in die rechten und die rechten in die

38
43| |39
48| Jus| |40
53| Jlasfy [as] |4t
IEa su [[so] Tue
s9| |ssll |51 |47
6ol |[s6] |s2
61| |[s7
62

42|

48 61 by
“ 49 62
54 42 50

47 55 38
60 43 56

57 40
45 53
58 46

51 59
39 52

Lisung zu: Graph einer Funktion oder nicht?

linken Felder) iibertragen. Das ausgefiillte
Quadrat beweist die Richtigkeit der gefor-
derten Losung.

Gemeinsamer Beruf
Diplomingenieur

Aus Zehn ein Raum

Z|E|H[N

Z|A|H|N

ZIA[U(N

Z|AIU|M

R{A|U|M
Ohne Worte

Sehnentangentenwinkel

Zabhlenriitsel
18720—4900=13820

26 - 328= 8528
720+4572= 5292

Zahlenkreuzritsel

6|0

Wil |w
N[l aa
[FART- NS K8 A
ojF|[o| 22| >
Al
A Al lw|w|~

Silbenriitsel

1. Parabel, 2. Yard, 3. Trapez, 4. Hyperbel,
5. Axiom, 6. Gleichung, 7. Omega, 8. Rhom-
bus, 9. Archimedes, 10. Sekante, 11. Varia-
ble, 12. Olympiade, 13. Nullstelle, 14. Summe,
15. Algebra, 16. Meter, 17. Oberfldache, 18.
Satz; Losungswort: Pythagoras von Samos

Léufersprung
Es ist noch kein Meister vom Himmel ge-
fallen.

Nr.d. Funktionsgleichung Funktionsklasse Null- f(0)
Figur stellen
1 y=x-—1 Lineare Funktion 1 -1
2 kein Graph einer Funktion!
3 y=(x+1)2-1 Quadratische Funktion -2;0 0
4 y=logiox Logarithmusfunktion 1 -
5 kein Graph einer Funktion!
6 y=10* Exponentialfunktion - 1
7 =—|x|+1 —-1;1 1
8 kein Graph einer Funktion!
9 y=x+1 Lineare Funktion -1 1
xeG
P
10 y=2sin 2x Trigonometrische 2 0
Funktion keG
11 y=x3 Potenzfunktion 0 0
12 0 0
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Das Postamt 1085 Berlin verwendete einen
Ersttagsstempel, der das Gaufsche Integral
zum Motiv hat. Einen weiteren Sonderstem-
pel gab es beim Postamt 50 Erfurt, dessen
symbolische Darstellung eine Antarktiskarte
und ein Kompap ist. Mit diesem Motiv soll
an die Sidpolarexpedition des Forschungs-
schiffes Gauf und an die Entdeckung des
Gaupberges erinnert werden (siche Fotos).

o

%9¢ des Y magre
Der Arbeitskreis Polarpost Edurt des Phila-
telistenverbandes der DDR gab anli8llich des
200. Geburtstags einen Sonderumschlag her-
aus. Das Bild zeigt das Segelschiff ,Gau“
bei Vermessungsarbeiten vor den Eisbarrie-
ren des Siidpols.

Text zu Seite 74, rechts unten:

Die Abbildung zeigt die Gaufische Fehler-
kurve, auch Glocken- oder Verteilungskurve
genannt. Sie ist die graphische Darstellung
des GaulBschen Fehlerverteilungsgesetzes, d.
h. der absoluten oder der relativen Haufig-
keiten einer groBen Anzahl gleichartiger, von-
einander unabhingiger Einzelbeobachtun-
gen, deren Unterschiede lediglich durch den
Zufall hervorgerufen sind. Die GauBsche
Fehlerkurve spielt in der Statistik und der
Fehlertheorie eine bedeutende Rolle.



® Welche der angegebenen Kurven
sind nicht Graph einer Funktion?

Graph einer Funktion oder nicht?

® Fertige dir eine Tabelle zu den angegebe-
nen Funktionsbildern an! Sie sollte enthal-
ten: Funktionsgleichung, Funktionsklasse,
Nulistellen, f(0). (Losung S. 96.)

L. Flade
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