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GauB’ Beitrige
zur Astronomie
und Geodiisie

Um das Jahr 1770 stellten der Mathematiker
J.D.Titius und der Astronom J.E.Bode
eine empirisch gewonnene Bezichung auf,
die es gestatten sollte, die mittleren Ab-
stinde g; der Planeten von der Sonne zu be-
rechnen. Diese Beziehung lautet
a;=0,4+0,32%,

worin der Index i einem bestimmten Planeten
zugeordnet ist (vgl. Aufg. 1). Die GroBe a;
wird in astronomischen Einheiten erhalten
(die astr. Einheit AE ist der mittlere Abstand
Erde-Sonne; 1AE=149,6-10°km). Beim
Vergleich der aus obiger Formel erhaltenen
Zahlen mit den Beobachtungen schien es,
daB offenbar zwischen Mars und Jupiter ein
weiterer, bisher unbekannter Planet die Sonne
umlaufen miisse. Diese Feststellung regte die
Astronomen zu einer systematischen Suche
nach dem vermuteten Planeten an, der sich
nach obiger Formel in einem Abstand von
2,5 bis 3,0AE von der Sonne befinden
miiBte.

Noch bevor die geplante systematische Suche
in Gang gekommen war, fand der italienische
Astronom Piazzi in der Neujahrsnacht 1801
ein schwaches Objekt 8. GréBe von stern-
dhnlichem Aussehen, das wegen beobachteter
Bewegungen als Korper des Sonnensystems
eingestult wurde und den Namen Ceres er-
hielt. Um die Bahn des neuentdeckten Him-
melskorpers berechnen und damit aus der
Bahnform entscheiden zu konnen, ob es sich
um ecinen Planeten (elliptische Bahnform)
oder Kometen (vorwiegend parabolische
Bahnform) handelte, waren zahlreiche Posi-
tionsbeobachtungen iiber einen geniigend
groBen Zeitraum hinweg erlorderlich. Leider
konnte das Objekt Ceres von seinem Ent-
decker Piazzi nur etwa 6 Wochen lang beob-
achtet werden, weil es dann in der Abend-
ddmmerung verschwand. Aus diesem gerin-
gen Beobachtungsmaterial war es mit den bis
dahin iiblichen Methoden nicht moglich, eine
Bahn so zu berechnen, daB eine Wiederauf-
findung des Objektes moglich gewesen wire.
Nur langsam verbreitete sich unter den dama-
ligen Verkehrs- und Nachrichtenverhiltnis-
sen die Kunde von der Neuentdeckung. Im
Sommer 1801 berechneten neben anderen
F.X.v.Zach, Leiter der zu dieser Zeit be-
rithmten Sternwarte Seeberg bei Gotha und
der Arzt und Amateurastronom H.W.Ol-

bers aus Bremen Bahnen [iir Ceres und stell-
ten fest, daB es sich nicht um einen Kometen,
sondern um einen Planeten handeln miisse.
Die Kreisbahn, die von ihnen zur Vereinfa-
chung der Berechnungen als Ersatz (iir eine
Keplerellipse') angenommen wurde, geniigte
jedoch nicht. Natiirlich konnte man um 1800
elliptische Planetenbahnen berechnen, aber
fiir vorldufige Berechnungen aus einer kleine-
ren Zah! von Beobachtungen zum Zwecke
der Wiederauffindung eines Planeten war die
Anniherung der Bahn durch einen Kreis da-
mals iiblich, und im allgemeinen war sie auch
ausreichend gewesen. Es stellte sich iibrigens
heraus, daB die Ceres nicht der nach Titius
und Bode zu erwartende Planet war. Sie war
viel kieiner als die bis dahin bekannten Pla-
neten. Man entdeckte in der Folgezeit hun-
derte und bis heute tausende dieser Art, die
als kleine Planeten oder Planetoiden be-
zeichnet werden.

Auch der junge Mathematiker C. F. GauB in
Braunschweig hatte durch die von Zach her-
ausgegebene ,Monatliche Correspondenz zur
Beforderung der Erd- und Himmelskunde*
von dem neu entdeckten Planeten Kenntnis
erhalten. Das Problem, aus Beobachtungen,
die nur ein Bahnbogenstiick von 9° iiber-
decken, die Bahn so exakt zu berechnen, da

der Planet nach Monaten wieder aufgefunden

werden konnte, interessierte GauB sehr. Es
gelang ihm, der der Astronomie bis dahin
relativ fern gestanden hatte, eine mathemati-
sche Losung zu finden, die die Wiederauffin-
dung der Ceres ermoglichte und GauB mit
einem Schlage in die erste Reihe der Astrono-
men stellte, so daB wir ihn heute in gleicher
Weise als einen der bedeutendsten Mathe-

matiker, Physiker, aber auch Astronomen -

und Geoditen der Vergangenheit achten.
Die erfolgreiche Beschiftigung mit Proble-
men der Astronomie bewirkte, daB diese
Wissenschaft wahrend der ersten beiden
Jahrzehnte des vorigen Jahrhunderts in GauB’
Leben eine wichtige Rolle spielte. Im Ergeb-
nis dieser Forschungserfolge wurde er 1807
als Direktor der Sternwarte Gottingen be-
rufen und bekleidete dieses Amt bis zu sei-
nem Tode 1855.

GauB stellte sich die Aulgabe, die Bahnkurve
des kleinen Planeten Ceres ohne die will-
kiirliche und die L&sungsmoglichkeit ein-
engende Ersetzung der Ellipse durch einen
Kreis zu berechnen. Im Vergleich mit den
meisten groBen Planeten, deren Bahnen zu
jener Zeit bekannt waren, stellte die Bahn der
Ceres eine relativ stark abgeplattete Ellipse
dar. Die Bahnexzentrizitit

e= \/aa;z (a, b: groBe bzw. kleine

Halbachse der Bahnellipse) betrigt fir die
Ceres 0,08, wihrend fiir die Erde 0,02 gilt.
Wegen dieser recht groBen Exzentrizitat (spa-
ter stellte sich allerdings heraus, daB bei den
Planetoiden Werte von e=0,2 keine Selten-

heit sind) konnte die bis dahin bei Voraus-
berechnungen in dhnlichen Fillen angewen-
dete Anniherung durch eine Kreisbahn nicht
zum Erfolg fiihren.

Ausdem Vorwort zu dem wichtigen Werk von
GauB aus dem Jahre 1809 , Theoria motus
corporum coelestium in sectionibus conicis
solem ambientium® (Theorie der ‘Bewegung
der die Sonne in Kegelschnitten umkreisen-
den Himmelskdrper) erfahren wir, daB er sich
zur Zeit des Bekanntwerdens der Suche nach
der Ceres gerade damit beschiftigte, aus nur
wenigen Punkten eine Ellipse vollig hypo-
thesenlrei zu berechnen. Die Losung des Pro-
blems fithrte GauB aul eine Gleichung achten
Grades. Sie lieB sich auf die Bahnbestimmung
der Ceres unter den oben genannten Um-
stinden (geringes Beobachtungsmaterial) an-
wenden. Das Ergebnis war so prizise, daB der
Planetoid genau am ersten Jahrestag seiner

- Entdeckung wieder aufgefunden wurde. Die

Wiederentdeckung fand nicht an dem Ort
am Himmel statt, den der ausgewiesene
Astronom Zach berechnet hatte, sondern 7°
daneben, an der Stelle, die der junge Mathe-
matiker GauB gefunden hatte. Zach fand an-
erkennende Worte iiber die Leistung des
jungen Kollegen. Olbers bedriingte ihn, der
Uffentlichkeit die neu'erfundene und erstmals
so erfolgreich angewendete Methode vorzu-
stellen.

GauB z5gerte noch lange mit der Publikation,
welil er zu dieser Zeit an vielen neuen Ideen
arbeitete und weil er die Theorie noch weiter
ausarbeiten wollte. Heute ist diese sogenannte
~Methode der kleinsten Quadrate” Gemein-
gut der angewandten Mathematik?). Die Me-
thode der kleinsten Quadrate ist ein Verfah-
ren zur Ausgleichung von Beobachtungen,
die mit zufilligen MeBlehlern behaltet sind.
Das Prinzip der Methode soll im folgenden
an einem ganz einfachen Beispiel erlautert
werden.

Von einer GroBe (z. B. einer Strecke), deren
wahrer Wert X nicht bekannt ist, sollen n
Messungen /; vorliegen. Der wahrscheinlich-
ste Wert X dieser GroBe ist bekanntlich das
arithmetische Mittel und wird berechnet
nach der Formel

1) Kepler veréffentlichte in den Jahren 1609
und 1619 die drei von ihm gefundenen und
nach ihm benannten Gesetze der Planeten-
bewegung, deren erstes besagt, daB sich die
Planeten in Ellipsenbahnen um die Sonne
bewegen, die in dem einen Brennpunkt der
Bahnellipse steht.

?) Die Bezeichnung ,,Methode der kleinsten
Quadrate” stammt von Legendre, der sie un-
abhingig von GauB fand, aber als erster
publizierte.
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Die Begriindung dafiir, daB x der wahrschein-
lichste aus den Messungen ableitbare Wert
der GroBe X ist, wird durch die Methode der
kleinsten Quadrate gegeben. x wird nimlich
nach dieser Methode so bestimmt, daB die
Summe der Quadrate der Abweichungen der
Einzelmessungen /; vom Mittelwert x ein
Minimum ist, daB also gilt

Y (x—1)*=Minimum.
i=1

Neben dem wahrscheinlichsten Wert einer
gemessenen GroBe liefert die Ausgleichung
nach der Methode der kleinsten Quadrate
auch eine Angabe iiber die Genauigkeit der
ausgefihrten Messungen und des daraus ab-
geleiteten Mittelwertes, nimlich den mittleren
Fehler. Der mittlere Fehler mg einer einmali-
gen Messung /; der gesuchten GroBe ist

_g (2

n—1

me und der mittlere

Fehler m des Mittelwertes x ist
2~k _Mo
nn—1) l/;

(vgl. Aufgabe 2).

Natiirlich ist die Anwendung der Methode der
kleinsten Quadrate bei der Berechnung der
Bahnellipse eines Planeten wesentlich schwie-
riger als bei dem angefiihrten Beispiel, aber
prinzipiell ist es dasselbe. An die Stelle des
konstanten Wertes X in unserem Beispiel, der
durch Messungen approximiert wird, treten
bei der Bahnbestimmung verdnderliche Werte
X, die jeweils durch mehrere fiir einen be-
stimmten Zeitpunkt geltende MeBgroBen er-
faBt werden.

Die glinzenden Ergebnisse, die GauB mit der
neuen Rechenmethode bei der Suche nach
dem Planetoiden Ceres erzielt hatte, machten
ihn im Kreise der Gelehrten sehr schnell
bekannt. Der Fiinfundzwanzigjdhrige erhielt
eine Berufung als Leiter der Sternwarte
Petersburg, der Vorgidngerin der heutigen be-
rithmten Hauptsternwarte der Akademie der
Wissenschaften der UdSSR in Pulkovo bei
Leningrad. GauB blieb jedoch in Braun-
schweig, wo er sehr giinstige Bedingungen

m=4

Sternwarte Gottingen Bild 1
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fiir eine intensive wissenschaftliche Arbeit
hatte. Auch die Berufung als Direktor der
Sternwarte Gottingen (Bild 1) nahm er erst
1807 an.

In den ersten Jahren des 19.Jahrhunderts
wurden weitere kleine Planeten entdeckt,
deren Bahnen alle nach dem bewihrten
GauBschen Verfahren berechnet wurden. Von
diesen Arbeiten ausgehend beschiftigte sich
GauB mehrere Jahre lang mit der Berech-
nung von Bahnstérungen der kleinen Plane-
ten Ceres und Pallas unter dem EinfluB der
Gravitationskrafte der massereichen Nach-
barplaneten, insbesondere durch Jupiter. Der
Aufwand an Zahlenrechnungen war hierbei
enorm, da GauB ja keinerlei mechanische
Hilfsmittel oder gar Computer zur Verfiigung
standen. Durch Untersuchungen an den
Bahnstorungen kleiner Planeten — insbeson-
dere von Pallas, die eine groBe Bahnneigung
gegen die Ekliptik (35°) hat - sah GauB} die
Moglichkeit, di¢ Masse des storenden Jupi-
ter zu berechnen.

Bild 2
Mauerquadrant aus dem 18. Jahrhundert
in der Sternwarte Géttingen

Die Aufgaben als Direktor der Sternwarte
Géttingen verlangten von GauBl auch prak-
tische MeBtitigkeit in der Astronomie. Die
meisten Sternwartenleiter der damaligen Zeit
waren durch ihre Beobachtungserfolge be-
rihmt geworden. GauB dagegen hatte sich
bis zum Beginn seiner Gottinger Zeit als
rechnender Astronom und Theoretiker aus-
gezeichnet. Auf diese neue Titigkeit mit dem
WinkelmeBgerit (Sextant, Theodolit) berei-
tete er sich mit der gleichen Griindlichkeit
vor, die ihm auch bei seinen theoretischen
Arbeiten eigen war. Vorhandene und neu-
erworbene MeBinstrumente behandelte er
geradezu mit Ehrfurcht, wohl wissend, welche
handwerkliche Kunst zur Herstellung der-
artiger Geriite notig ist. In der Géttinger
Sternwarte hiingt noch heute der von Gaufy’
Vorginger Tobias Mayer angeschaffte und
verwendete Mauerquadrant, der auch fir
GauB Bedeutung besal (Bild 2).

Durch die praktische MeBtitigkeit beein(luBt,
hat GauB von Go6ttingen aus beachtliche Ar-
beiten zur Vermessung des Landes Nieder-
sachsen selbst durchgefiihrt und in spiteren
Jahren angeleitet. Beachtlich ist, daB der
Theoretiker GauB jahrelang (1821-25) als
praktischer Geodit gearbeitet und dabei als

Mann von fast 50 Jahren die ganzen Strapa-
zen einer solchen Arbeit bei Wind und Wetter,
bei Hitze und Kilte auf sich genommen hat.
Die Wechselwirkung zwischen Praxis und
Theorie, ein bedeutendes Element des dialek-
tischen Materialismus, hatte Gaul} bereits als
wichtige Triebfeder des Fortschritts erkannt.
Die Vermessung von Dreiecksnetzen auf
moglichst grofen Teilen der Erdoberfliche
war vom 18. Jahrhundert an ein grundlegen-
der Beitrag zur Ableitung von GréBe und
Figur der Erde, also der Parameter des Erd-
ellipsoids. GauB erhielt den Auftrag, im Rah-
men des Gradmessungsunternehmens die
Grundlage einer Landesvermessung fir Nie-
dersachsen (das damalige Konigreich Han-
nover) zu schaffen, bestehend aus mehr als
30 Punkten, zwischen denen Dreiecke gebil-
det wurden (Bild 4). In diesem Dreiecksnetz
wurden alle Winkel gemessen und aulerdem
eine Seite als Basis, die bei der Berechnung
des Dreiecksnetzes den MaBstab lieferte. Die
Winkel wurden damals, wie es auch heute
noch iiblich ist, mit dem Theodolit gemessen.
Bild 3 zeigt den von GauB verwendeten
Theodolit. Wie aus Bild 4 hervorgeht, stelit
der von GauB bearbeitete Teil der nieder-
sichsischen Triangulation das Kernstiick und
zugleich das Bindeglied zu den in allen vier
Himmelsrichtungen angrenzenden Dreiecks-
netzen dar.

Bild 3
Theodolit, den GauB 1822-25 benutzte

Bei der Messung des Winkels zwischen den
Punkten Hamburg und Hohenbom von
Liineburg aus (s. Bild 4) storte GauB die Spie-
gelung des Sonnenlichts in der Fensterscheibe
einer Hamburger Kirche. Dieses Beobach-
tungserlebnis gab ihm den AnstoB zur Erfin-
dung des Heliotrops. Das ist ein Hilfsgeriit,
bei dem durch einen beweglichen Spiegel das
Sonnenlicht von einem Zielpunkt nach einem
MeBpunkt reflektiert wird. Das siidlichste
Dreieck des Netzes (in Bild 4 nur teilweise dar-
gestellt) enthilt die Seite Brocken-Inselsberg
mit iiber 100km Linge. Diese Tatsache
regte GauB an, den Giiltigkeitsbereich der
euklidischen Geometrie zu priifen, Es ist dies
ein weiteres Beispiel fir C. F. Gau’ Bestre-
ben, stets praktische und theoretische Fragen



|
Vithuispr
\Hornhuizen Mederg _——

/ T A
NS
-

b Nl N/
3’0"’"92"%\‘;14,’”0/& /
| F—— —/8———

7 A
7 Krayenhoff
P \ P ¥ §
7/ \ 7
Osterwolde \‘

irchhesepe

Quekenbel PR3

\owsepdt L
\\\ Fig b/de;}{a

——xgentheim

Jos. GauB

“>._ von Schrenk

e iberberg
184344
Jos. Bauf e

Botte |
.

PISteinberg

N\ O/denburg

0Idenb.\l§an\dFsVemessugg\
\ Bremer

18331

\
Wi/deshauseéc(/

NKrapendorf
Twistringen X}

Mordkuhlenberg

N
N
\

9§eg\eferg
4 ">~y Labeck
/éc}lumachey
7 7
Di;ﬂsche Gradm;ssung
| 7/
S 1 ,71817-21

/ 2B
g
=%\

d Wohlenberg

grikerberg \ / X
bR \ / >
\ ~ v/ H
\ ~ / ) i
\ S b Dérenberg B | Festberg
\Grol >3 Ahaus S5 ! e N
FE——m7 L .
! yd L P . Spehr
e - 0
,,’ 7 “H@T\”b“’g Braunschw.Dreiecksnetz
7 ~~
! // |1 \\ b //DHuyseburg
Hocholt | A -~ 1829-30
- I N
[ Vorlander S
| e -
Westfalisches Katas}ernetz N
) I Y
1824-33 | TN 4
| = [ % \ Schalliethe
. ¢ - issel :
Die Triangulation des b 7 \ TR Mer RIS
e - pitzwarte  / \ 7" Siawtenbery ]
Koénigreichs Hannover Qs VL S NP
\ / L S .
1821-44 \ S N -
N e ‘N U N
S Bommel 2%\ Steigberg N,
///Geﬂm%\\\ .
Kurhessisc S\D\(Euaéksnetz
1822-24, 1835 -375 Meisrer

im Zusammenhang zu untersuchen. Im Rah-
men der kartographischen Darstellung der
Ergebnisse der Landesvermessung behan-
delte GauB die allgemeine Aufgabe der Ab-
bildung einer gegebenen Fliche auf eine
andere in der Weise, daB das Bild dem Origi-
nal in den kleinsten Teilen dhnlich ist.

Aus dem Studium der astronomischen und
geoditischen Arbeiten von C.F.GauB} ist
eine Reihe von Prinzipien erkennbar, die
auch fiir unsere heutige Generation hohe Be-
deutung besitzen: Die bereits erwihnte frucht-
bare Verbindung von Praxis und Theorie,
die Beharrlichkeit bei der Durchfiihrung aller
durchzuliihrenden Arbeiten, die Griindlich-
“keit bei Untersuchungen, die auch nicht die
kleinste Unklarheit zuldBt.

K laus-Giinter Steinert
Aufgaben

AlA Gegeben seien die mittleren Abstinde
a; der flolgenden Planeten von der Sonne in
Astronomischen Einheiten:

Venus a;=0,72; Erde a,=1,00; Mars a,
=1,52; Jupiter a,=5,20; Saturn as;=9,54;
tranus ag=19,18. Fiir jeden dieser Planeten

ist der ganzzahlige Exponent n; in der Titius-
Bodeschen Beziehung

a;=04+0,3-2%
so zu bestimmen, daB die nach der Beziehung
berechneten a; moglichst gut mit den gegebe-
nen iibereinstimmen.

A2A Eine Strecke s ist n;=10mal unter
gleichen Bedingungen gemessen worden. Die
M<Bergebnisse sind:

51=24,35m, 5,=24,39 m, s3=24,36 m,
54=24,32m, s5=24,35m, 5¢=24,37 m,
57=24,31m, sg=24,33 m, 59=24,34 m,
510=24,38 m.

a) Zu berechnen sind der wahrscheinlichste
Wert von s nach der Methode der kleinsten
Quadrate sowie der mittlere Fehler m; von
s und der mittlere Fehler my einer Einzel-
messung s;.

b) Wie viele Einzelmessungen n, wiiren notig,
damit ein mittlerer Fehler m;=0,005m er-
reicht wird?

A3a Der kleine Planet Ceres hat einen
mittleren Abstand von der Sonne
Aceres= 2,77 AE.

a) Welchen Exponenten nc...s bekime der
kleine Planet nach der Titius-Bodeschen Be-
ziehung? (Vgl. Aufgabe 1)
b) Wie lange dauert ein Umlauf Uc,,.s des
Planeten um die Sonne?
Es ist das dritte Keplersche Gesetz

UzCeres _ Uzlupiler

a3Ceres B aa.lupl'yer ‘
mit U ypier = 11,86 Jahre ajupirer = 5,20 AE an-
zuwenden. Zur Kontrolle ist Ucg,,.s ein zwei-
tes Mal mit den Werten U und a fiir die Erde
zu rechnen.

Lésungen siehe Seite 47

Es ist nicht das Wissen,
sondern das Lernen,
nicht das Besitzen,
sondern das Erwerben,
nicht das Da-Sein,
sondern das Hinkommen,
was den groBten Genul gewiihrt.
C. F. GauB an Bolyai
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Die Konstruktion

regelméliger n-Ecke

Ein Streifzug durch ihre Geschichte
von den Agyptern bis zu C. F. Gaull

Eine ebene Figur, die durch Geradenstiicke
berandet wird, heiBt Vieleck oder Polygon.
Nach der Anzahl der Ecken unterscheidet
man Dreiecke, Vierecke, Fiinfecke, ..., n-
Ecke. Die Abbildung 1 zeigt einige Vielecke.
Unter den Vielecken ist das Dreieck das
wichtigste, denn alle Vielecke mit mehr als
drei Eckpunkten lassen sich in Dreiecke zerle-
gen. Die Gestalt eines Vielecks ist dann voll-
standig lestgelegt, wenn alle seine Seiten und
Innenwinkel (d. h. die Winkel zwischen seinen
Seiten) gegeben sind. Das 3-Eck bildet iibri-
gens in bezug auf die Konstruktion eine Aus-
nahme; da bekanntlich bereits drei Seiten zur
Konstruktion eines Dreiecks ausreichen, wer-
den durch die Seiten hier auch die Winkel
mitbestimmt. Die Gleichheit der Seiten allein
reicht zur Konstruktion von n-Ecken mit
n> 3 nicht mehr aus, wie z. B. fiir 4-Ecke die
Beispiele Quadrat und Rhombus zeigen (Ab-
bildung 3).

Bild 1

n=3
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Wie unter den Dreiecken und Vierecken gibt
es allgemein unter den Vielecken solche, fiir
die alle Seiten gleich lang sind und alle Winkel
gleich groB sind. Sie werden regelmiBige
n-Ecke genannt. Das regelmidBige 3-Eck bzw.
4-Eck wird iiblicherweise als gleichseitiges
Dreieck bzw. Quadrat bezeichnet. In der Ab-
bildung 2 sind fiir n=3, 4, 5 und 6 regel-
mifige n-Ecke gezeichnet.

Wir untersuchen im folgenden eine sehr wich-
tige Eigenschaft regelmédBiger Vielecke. Drei
Punkte einer Ebene bestimmen genau einen
Kreis, der durch sie hindurch geht. Also kann
man insbesondere durch die drei Eckpunkte
jedes regelmiBigen 3-Ecks einen Kreis (Um-
kreis) ziehen. Beim regelmiBigen 4-Eck (Qua-
drat) haben die Ecken vom Schnittpunkt der

Diagonalen den gleichen Abstand. Also 148t

sich auch um das Quadrat ein Kreis ziehen.
Wie sieht es beim regelméBigen 5-, 6- bzw. all-
gemein beim regelmédBigen n-Eck aus? Wir
zeigen, daB jedes regelmidfige n-Eck einen
Umkreis besitzt. Dazu nehmen wir an, daB wir
ein reégelmiBiges n-Eck (n>4) mit den Eck-
punkten Py, P,, ..., P, gegeben haben (Ab-
bildung 4). Wir zeichnen die Winkelhalbie-
rende der Winkel P,P,P, und P,P;3P,, die
sich im Punkt M schneiden, und verbinden M
mit den restlichen Eckpunkten des Vielecks.
Da in regelmiBigen n-Ecken die Winkel bei P,
und P; gleich sind, ist x MP,P3= £ MP;3P;.
Mithin ist das Dreieck M P, P, gleichschenk-
lig bzw. MP, = MP,. Da MP, den Winkel bei
P; halbiert, gilt ¥xP,PaM=&MP3P,. Da-
mit sind in den Dreieqken MP,P; und

P
. f )

Bild 4

MP3P, zwei Seiten (W;, ﬁ3=1—’3_P4) und
der eingeschlossene Winkel gleich, also sind
die Dreiecke MP,P; und MP;3P, kongruent
(sws). Wir haben also MP,=MP,=MP,.
Fermer ist

XMP;3P,= <):MP4P3=%{_P1P2P3

1
=§{P3P4P5= XMP4Ps,

und hieraus ergibt sich wie eben MP,=MP;.
Indem wir so [ortfahren, kommen wir schlieB-
lich zu. den Gleichheiten MP,=MP,=...
=MP,_,=MP,. Das bedeutet aber, daB die
n Punkte Py, P,, ..., P, vom Punkt M alle
den gleichen Abstand haben bzw. auf einem

, Kreis mit dem Mittelpunkt M und dem Ra-

dius r=MP, =...= MP, liegen. Damit ist ge-
zeigt

Satz 1: Um jedes regelmiBige n-Eck 1406t sich
genau ein Kreis (Umkreis) zeichnen.

Da gleiche Bogen auch gleiche Sehnen in-
einem Kreis haben, gilt folgende Umkehrung
Satz 2: Die Punkte P,, ..., P, teilen den
Kreis in n gleiche Teile, d. h. je zwei der Bo-
genstiicke P\P,, P,Ps, ..., P,_P,, PP, ha-
ben die gleiche Linge. Dann sind die Punkte
Py, ..., P, Eckpunkte eines regelmiBigen
n-Ecks.

Die Konstruktion eines regelmiBigen n-Ecks
lduft aus der Sicht von Satz 2 darauf hinaus,
einen Kreisumfang in n gleiche Teile zu zer-
legen. Das bereitet uns anschaulich gar keine
Schwierigkeiten, so daB wir voreilig der Be-
hauptung, daB sich jedes regelmiBige n-Eck
mit den iiblichen Konstruktionsmitteln der
Geometrie, dem Zirkel und dem Lineal, kon-
struieren ldBt, zustimmen wiirden. Die Ma-
thematik hat iiber 2000 Jahre benétigt, um
die Richtigkeit oder Falschheit dieser Be-
hauptung zu ermitteln.

Wir haben oben gesehen, dafl sich jedes regel-
maBige n-Eck in n kongruente gleichschenk-
lige Dreiecke MP,P,, MP,P; usw. zerlegen
14B8t, so daB sich die Konstruktion eines regel-
miBigen n-Ecks auch iiber die Konstruktion
dieser ,,Grunddreiecke” ausfiihren lift. Wir
wollen die Zerlegung eines regelmiBigen n-
Ecks in die Grunddreiecke dazu benutzen,
die Winkelsumme o, eines regelmiBigen n-
Ecks zu berechnen. Da in einem Dreieck die
Summe der Winkel 180° betrigt, erhalten wir
fur das regelmiBige n-Eck die Winkelsumme,

-wenn wir die Dreieckswinkel aller Grund-

dreiecke addieren (=n-180°) und davon die
n Winkel an der Spitze M der Grunddreiecke,
die zusammen 360° ergeben, abziehen:
o,=n" 180°—360°=(n—2)- 180°.

Der Winkel o, an der Spitze eines Grund-
dreiecks betrégt olfenbar

360°
oy =

und

die Basiswinkel B, eines Grunddreiecks

180"—ﬂ

ﬂ,=T"=90°—&=90°<1—3>.
n n



In der folgenden Tabelle haben wir einige
Werte ausgerechnet.

n a, 8. Cn
4 90° 45° 360°
5 72° 54° 540°
6 60° 60° 720°
10 36° 72° 1440°

Wir wenden uns nun der Konstruktion eini-
ger regelmiBiger n-Ecke zu, die wir einem
gegebenen Kreis einbeschreiben wollen.

a) Das regelméBige 4-Eck und die von ihm
ausgehende Reihe

Um ein regelmiBiges 4-Eck zu erhalten, miis-
sen die Grunddreiecke an der Spitze M einen
rechten Winkel besitzen. Dies erreichen wir,
indem wir in dem gegebenen Kreis zwei zu-
einander senkrechte Durchmesser ziehen
(Abb. 5). Durch Halbieren der Bogen Fer,
15;7’3, @4 und Pﬁ,, was konstruktiv durch
das Halbieren der Seiten PP, ..., P4P,; er-
folgt, gelangen wir zum regelméBigen 8-Eck.
Wiederholtes Halbieren fiihrt schlieBlich auf
dasregelmiaBige 16-Eck, 32-Eck, ...,4 - 2"-Eck.
Die dltesten Aufschliisse iiber regelmiBige
Vielecke geben altdgyptische Wandgemalde,
die anfdnglich ausschlieBlich regelmiBige 4-
und 8-Ecke zeigen.

o Py
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b) Das regelmiflige 6-Eck und die von ihm
ausgehende Reihe

Da der Winkel a¢ an der Spitze des gleich-
schenkligen Grunddreiecks 60° betrigt, die
Grunddreiecke also gleichseitig sind, ist die
Seite des regelmiBigen 6-Ecks gleich dem Ra-
dius des Umkreises. Wir erhalten die Eck-
punkte folglich durch sechsmaliges Abtra-
gen des Radius am Kreisumfang (Abb. 6).
Halbieren wir wiederholt die zu den Seiten
des regelmiBigen 6-Ecks gehorigen Bogen, so
gelangen wir zum regelmiBigen 12-, 24-, ...,
6 - 2"-Eck. Durch Uberspringen jeweils einer
Ecke erhalten wir iibrigens das regelmiBige

Bild 6 Ps s

n=6(n=3 H ~—— 7

3-Eck. Auf spiiteren altdgyptischen Wand-
gemilden treten regelmaBige 6- und 12-Ecke
auf (z. B. in Wagenridern), und es hat den An-
schein, daB die Agypter diese Konstruktio-
nen von den Babyloniern gelernt haben. Der
griechische Mathematiker Archimedes hat
durch das regelmiBige 96-Eck (96=6-2%)
zum ersten Mal die Fliache des Kreises (hier
des zum regelmiBigen 96-Eck gehorigen Um-
kreises) verldBlich nach unten abgeschitzt
und dabei fiir das Verhiltnis = von Kreis-
umfang zum Durchmesser niherungsweise

10
37T erhalten.

c) Das regelmiBige 10-Eck und die von ihm
ausgehende Reihe

Der Winkel a0 an der Spitze eines Grund-
dreiecks betrigt jetzt 36°, die Basiswinkel 810
72°. Es ist also a;o=P;10/2. Zeichnen wir fiir
einen dieser Basiswinkel, sagen wir bei P,
(Abb. 7), die Winkelhalbierende, die die Seite
MP; in P schneiden moge, so sind die Winkel
P;MP und PP M gleich. Das Dreieck PP1M
ist gleichschenklig: -

PP, =PM. Weiter ist aber auch

% P,PP,= X P,P,P, also ist auch das Drei-
eck PP, P, gleichschenklig und damit

PP, =P,P,. Mithin gilt MP=P,P,. Auf

Grund der Winkelgleichheit in den Dreiecken '

MPP, und PP,P, sind diese dhnlich. Des-
halb ist

Wz 3P1_Pz=P1_Pz :P,P
bzw. wegen MP=P P,
MP,:MP=MP :PP,.

™

Die Gleichung (*) bedeutet in geometrischer
Sprechweise, daB der Radius r=MP, des
Umkreises durch den Punkt P stetig geteilt
wird und daB der groBere Abschnitt der stetig
geteilten Strecke gleich der Zehneckseite s;¢
ist. Mit den neuen Bezeichnungen erhalten
wir [ir

(*):r:S10=810:(r —S10) bzw.

sio=—t [
S RN

(die negative Wurzel entféllt wegen s;0>0).
Nach dem Satz des Pythagoras ist |/r?/4+r?
gleich der Hypothenuse AC eines rechtwink-
ligen Dreiecks 4ABC mit den Seiten AB=r
und CB=r/2 (Abb. 8). Um s,, zu erhalten, ist
von AC die Strecke r/2 zu subtrahieren, so da3
AD = AE die gesuchte Seite s, bildet. Das
regelmidBige 10-Eck wird also konstruiert,
indem man den Radius des Umkreises stetig
teilt und den groBeren Abschnitt zehnmal
am Kreisumfang abtrigt. Das regelmaBige
5-Eck ergibt sich durch Uberspringen jeweils

eines Eckpunktes. GauB teilte [olgende ein-
fache Bestimmung der Seite ss; des regel-
maBigen 5-Ecks als Entdeckung eines seiner
Schiiler mit, die wir ohne Beweis nennen
(Abb. 8): Ziehe durch B und D eine Gerade,
die den Kreis um 4 mit dem Radius r in F
schneidet. Dann ist BF =s,. Durch Halbieren
der Bogen, die zu den Seiten des-regelmapBi-
gen 10-Ecks gehoren, erhalten wir nachein-
ander das regelmiBige 20-, 40-, ..., 5- 2"-Eck.
Die Konstruktion des regelmidBigen 5-Ecks
ist eine Entdeckung der griechischen Mathe-
matiker; das Sternenfiinfeck (Abb.9) diente
der Schule des Pythagoras als Geheim-
zeichen.

F _—
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d) Weitere konstruierbare
regelmiBige n-Ecke

Es ist oy s =24°, Dieser Winkel - und damit
das regelmiBige 15-Eck — kann konstruiert
werden, indem man 24°=60°—36°=ag—01o
bildet, also zwei bekannte Winkel subtrahiert.
Daraus folgt die K onstruierbarkeit der 15 - 2"-
Ecke. Auch diese Konstruktion finden wir be-
reits in der klassischen griechischen Mathe-
matik. Bis zum SchluB des 18. Jahrhunderts
hielt man damit den Bestand der mit Zirkel
und Lineal konstruierbaren regelmiBigen
n-Ecke fiir erschopft.

Am 1.6.1796 erschien in der ,Aligemeinen
Literaturzeitung® folgende Mitteilung, die die
erste Verdffentlichung von C.F.GauB ist:
Neue Entdeckungen. Es ist jedem Anldnger
der Geometrie bekannt, daB verschiedene
regelmiBige Vielecke, namentlich das Drei-
eck, Fiinfeck, Fiinfzehneck und die, welche
durch wiederholte Verdoppelung der Seiten-
zahl eines derselben entstehen, sich geo-
metrisch konstruieren lassen. So weit war
man schon zu Euklids Zeit, und es scheint,
man habe sich seitdem allgemein iiberredet,
daB das Gebiet der Elementargeometrie sich
nicht weiter erstrecke: wenigstens kenne ich
keinen gegliickten Versuch, ihre Grenzen auf
dieser Seite zu erweitern. Desto mehr diinkt
mich, verdient die Entdeckung Aufmerksam-
keit, daB auBer jenen regelmiBigen Vielecken
noch eine Menge anderer, z. B. das Siebzehn-
eck, einer geometrischen Konstruktion fihig
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ist. Diese Entdeckung ist eigentlich nur ein
Corollarium (Corollarium, lat. = Folgesatz
eines Beweises) einer noch nicht ganz voll-
endeten Theorie von groBeremn Umfange, und
sie soll, sobald diese ihre Vollendung erhalten
hat, dem Publikum vorgelegt werden.
C. F. Gaup, q. Braunschweig,
Stud. d. Mathematik zu Gdttingen

Die Losung einer 2000jihrigen Fragestellung
der Mathematik gelang GauB durch eine
algebraische Formulierung, die er fiir das geo-
metrische Problem fand. Die algebraische Be-
handlung der Aufgabe erfordert umfassende
mathematische Kenntnisse, so daB wir hier
darauf nicht eingehen. Fiir denjenigen aber,
der Lust hat, ein regelméBiges 17-Eck zu kon-
struieren, geben wir wenigstens die Konstruk-
tionsbeschreibung an. Vorher nennen wir
noch das von GauB gefundene Resultat. Ein
Kreis kann dann und nur dann mit Zirkel und
Lineal in n gleiche Teile zerlegt werden, wenn
n eine Primzahl der Gestalt 22" +1 ist. Fiir
m=0 ist n=13, fir m=1 ergibt sich n=5 und
fir m=2 erhilt man iiberraschenderweise
n=17. GauB hat die wirkliche geometrische
Durchfithrung der Konstruktion zunéchst
anderen iiberlassen, spiter gab auch er eine
Konstruktionsbeschreibung. Fir m=3 ist
n=257, also eine Primzahl. Richelot hat 1832
diese Aufgabe bearbeitet. Auch fiir m=4 er-
gibt sich eine Primzahl, ndmlich n=65537.
Diese umfangreichen Untersuchungen hat
Hermes vorgenommen. GauB benétigte fir
seine Uberlegungen eine Schiefertafel, Riche-
lot schon 80 Seiten und Hermes gar einen
Kolffer, um sein Manuskript aufzubewahren.
Fiir m=5 ist n=641-6700417, also keine
Primzahl. Bis jetzt sind noch keine weiteren
Primzahien der Art 22" +1 bekannt. Eins ist
jedoch klar: wenn es eine weitere Primzahl
gibt, so muB sie astronomische Ausmale
haben.

Nun aber die versprochene Konstruktion. Im

Mittelpunkt des gegebenen Kreises K, in den
das regelmiBige 17-Eck eingezeichnet wer-
den soll, errichten wir zwei zueinander senk-
rechte Geraden g und h. Wir teilen den Ra-
dius r= MA (vgl. Abb. 10) in vier Teile. Es sei

MC =41 MA. Um C schlagen wir einen Kreis-

bogen mit dem Radius BC (wobei B ein
Schnittpunkt der Geraden h mit dem Kreis K
ist), der die Gerade g in D und E schneidet.
Um D schlagen wir einen Kreis mit dem Ra-
dius DB, der g auBerhalb des Kreises K in F
schneidet; um E schlagen wir ebenfalls einen
Kreis mit dem Radius EB, der auf g innerhalb
des Kreises K den Punkt G liefert. Wir hal-
bieren die Strecke MF und erhalten den
Punkt H. Uber AG wird der Thaleskreis er-
richtet, der h in I schneidet. Der Kreis um I
mit dem Radius MH schneidet g in L. Wir
tragen auf g von M aus nach rechts die

1 — . .
Strecke EHLab, im Endpunkt dieser Strecke

errichten wir eine Senkreclte zur Geraden g,
die den Kreis in P, und P;; schneidet. Mit
A=P, haben wir drei aufeinanderfolgende
Eckpunkte des regelméBigen 17-Ecks. Damit
lassen sich alle weiteren leicht konstruieren.
Fiir den eiligen Leser, dem diese exakte Kon-
struktion zu langwierig ist, teilen wir noch
eine einfache Ndherungslsung mit (Abb. 11):
Wie eben werden in M zwei senkrechte Gera-
den g und h eingezeichnet. Die Gerade g
schneide den Kreis in 4 und B. Wir teilen AB
in 17 Teile und zeichnen rechts von A einen
Punkt C mit AC = AB/17. Auf h wird oberhalb
von D ein Punkt E mit DE=AB/17 einge-
zeichnet und C mit E verbunden. Die Ver-
bindungsgerade schneidet den Kreis in F.
Der dritte, links von A liegende Teilungspunkt
G der Strecke AB wird mit F verbunden.
Dann ist mit sehr guter Niherung die Seite
sy7 des regelmiBigen 17-Ecks gleich GF.

Wir wollen uns abschlieBend das merkwiir-
dige Ergebnis plausibel machen, warum einige
regelmiBige n-Ecke mit Zirkel und Lineal und
andere nicht mit Zirkel und Lineal kon-
struierbar sind. Zirkel und Lineal sind beim
praktischen Zeichnen die wichtigsten Instru-
mente. Deshalb wird die auf den griechischen
Mathematiker Plato zuriickgehende Forde-
rung, bei geometrischen Konstruktionen nur

h Bild 10
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Eine Aufgabe von
Prof. Dr.

Le Van Thiem

Universitat Hanoi
Vorsitzender der Mathematischen Gesell-
schaft der Sozialistischen Republik Vietnam

A1621a Es seien m, n zwei teilerfremde
natiirliche Zahlen mit m<n und p, q zwei
teilerfremde natiirliche Zahlen mit p<gq, fiir

die arctan %+ arc tan §=4S° gilt.

1. Gegeben sind m und n. Man ermittle
pund q.

2. Gegeben sind m und p. Man ermittle n
und q.

3. Gegeben sind m und ¢q. Man ermittle n
und p.

m
Bemerkung: a=arc tan > bzw. f=arctan 2

sind die GréBen derjenigen Winkel zwischen
0° und 90°, fiir die

_m =P
tana—n bzw. tan p gilt.

Zirkel und Lineal zu benutzen, nicht als Ein-
schriankung der Hilfsmittel empfunden. Wenn
wir jedoch die mit Zirkel und Lineal ausfiihr-
baren Konstruktionsschritte naher betrach-
ten, dann stellen wir fest, daB sich entweder
Geraden mit Geraden oder Kreise mit Krei-
sen schneiden. Verfolgen wir diese Konstruk-
tionsschritte rechnerisch (am besten mit Hilfe
der analytischen Geometrie), so zeigt sich,
daB wir nur Strecken konstruieren konnen,
die zu einer Einheitsstrecke (dem Umkreis-
radius) ein rationales Verhiltnis haben oder
sich iiber eine Folge von Quadratwurzeln aus
rationalen Vielfachen dieser Einheitsstrecke
ergeben. Aus rechnerischer Sicht zeigen sich
deutlich die Einschrinkungen, die wir uns
durch alleinige Verwendung von Zirkel und
Lineal auferlegen, da z. B. Strecken, die gleich
einer dritten Wurzel aus der Einheitsstrecke
sind, mit Zirkel und Lineal nicht mehr kon-
struiert werden konnen. (Daher sind die klas-
sischen Probleme der Wiirfelverdopplung
und der Dreiteilung eines Winkels unlosbar.)
Es ist nun nicht mehr erstaunlich, daB Zirkel
und Lineal nicht mehr ausreichen, um alle
regelmifigen n-Ecke zu konstruieren bzw.
den Kreis in n gleiche Teile zu zerlegen. Ein
moderner Geometer hat diesen Sachverhalt
sehr drastisch ausgedriickt, indem er erklirte,
daB eine Sense kein geeignetes Instrument
zum Rasieren ist. R. Thiele

(Aus Platzgriinden wurde z. T. ein Schrig-
strich als Bruchstrich verwendet.)
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GauB} und die
nicht-euklidische
Geometrie

=

Gauf hat nur das veréffentlicht, was er selbst
fiir vollig ausgereift hielt. Aus seiner umfang-
reichen Korrespondenz, seinem Tagebuch
und anderen Aufzeichnungen geht hervor,
daB er sich mit vielen Fragen befaBt hat,
deren endgiiltige Losung zwar erst Mathe-
matikern spiterer Zeit vorbehalten war, zu
deren Erforschung er jedoch wesentliche Ge-
danken beigetragen hat. Ein solches Gebiet
ist die nicht-euklidische Geometrie. Obwohl
sich Gauf iiber viele Jahre mit diesem Problem
beschiftigt hat und obwohl er die von
J. Bolyai und N. I. Lobatschewski erreichten
Ergebnisse schon vor den beiden gefunden
hatte, lieB er nichts davon an die Offentlich-
keit dringen.

,Als Festgabe zum Jubildum erschien im
Teubner-Verlag Leipzig ein Buch unter dem
Titel ,,GauB und die nicht-euklidische Geo-
metrie®.

Der Autor, Nationalpreistrager Professor Dr.
Hans Reichardt, der - selbst Geometer — sich
viel mit mathematikhistorischen Fragen be-
faflt, hat dieses eigenartige Kapitel der Mathe-
matikgeschichte untersucht. Es ist ihm gelun-
gen, aus Aufzeichnungen, Notizen und Be-
merkungen, aus Briefen, Rezensionen und an-
deren Stellungnahmen zu verschiedenen Ar-
beiten von Geometern dieser Zeit ein Bild von
dem Anteil zu entwerfen, den Gauf selbst
zur Entwicklung der nicht-euklidischen Geo-
metrie beigetragen hat.

Worum geht es
bei der nicht-euklidischen Geometrie?

Im 4. Jh. v.u.Z. hatte Euklid das damalige
mathematische Wissen systematisiert und in
seinem Werk ,,Die Elemente™ zusammen-
gefaBt. Die ersten vier Biicher dieses Werkes
sind der Geometrie gewidmet. Sie enthalten
Axiome, mit deren Hilfe die gesamte Geo-
metrie aufgebaut und alle weiteren Sétze be-
wiesen werden. Ein solches Axiom ist z. B.
(in unserer heutigen Sprechweise ausge-
driickt): ,,Durch zwei Punkte geht genau eine
Gerade.* Eines dieser Axiome jedoch, das
fiinfte, war nicht so kurz und auch nicht so
offensichtlich. Es lautete folgendermaBen:

,»Wenn eine Gerade zwei Gerade triflt und
mit ihnen auf derselben Scitc innere Winkel
bildet, die zusammen klciner sind als zwei

Rechte, so sollen die beiden Geraden, ins
Unendliche verlangert, schlieBlich auf der
Seite zusammentreffen, auf der die Winkel
liegen, die zusammen kleiner sind als zwei
Rechte.

Das ist inhaltlich gleichbedeutend mit den
Aussagen ,,Zu einer Geraden gibt es durch
einen nicht auf dieser Geraden liegenden
Punkt genau eine Parallele* oder ,,Die Win-
kelsumme im Dreieck ist gleich 180° .

Viele Mathematiker haben sich im Laufe der
Jahrhunderte mit diesem Parallelenaxiom be-
schiftigt. Sie glaubten, es sei gar kein Axiom,
sondern ein Satz, der sich aus den anderen
Axiomen ableiten 148t, und haben deshalb
versucht, ihn zu beweisen. Es ist keinem ge-
lungen. Auch Gauf und viele seiner Zeit-
genossen haben sich mit solchen Beweisver-
suchen abgequilt, z. B. sein Studienfreund
Wolfgang Bolyai aus Ungarn und dessen Sohn
Johann und auch N. I. Lobatschewski aus
RuBland. Bei diesen Beweisversuchen wandte
man auch das indirekte Beweisverfahren an,
d. h., man nahm an, das Parallelenaxiom sei
falsch, und hoffte, damit auf einen Wider-
spruch zu stoBen. Das geschah jedoch nicht;
im Gegenteil, man konnte daraus eine ganz
neue Geometrie ableiten. So wurde eigentlich
gegen den Willen der Mathematiker selbst
und entgegen aller Anschauung eine nicht-
euklidische Geometrie, die sog. Ayperbolische
Geometrie gefunden.

Wie aus den verschiedenen Aufzeichnungen
zu schlieBen ist, hat wohl Gaup als erster diese
Konsequenz gezogen. Er hat jedoch seine Er-
gebnisse nicht ver6ffentlicht. Auch als spater
N. I. Lobatschewski und J. Bolyai unabhin-
gig voneinander diese neue, nicht-euklidische
Geometrie entdeckten, hat er sich nur sehr
zuriickhaltend geduBert.

Wahrscheinlich waren es mehrere Griinde,
die Gauf zu diesem merkwiirdigen Verhalten
veranlaBten. Einmal war es ihm (und auch
J. Bolyai und N. I. Lobatschewski) nicht ge-
lungen, die Widerspruchsfreiheit der hyper-
bolischen Geometrie nachzuweisen. Zum an-
deren war es natirlich sehr schwer, diese
Ideen zu vertreten, fiir die den meisten Mathe-
matikern damals jedes Verstandnis fehlte und
die der Anschauung widersprachen. Das ha-
ben auch J. Bolyai und N. I. Lobatschewski
zu spiiren bekommen, deren Ver6ffentlichun-
gen keinesfalls die verdiente Wiirdigung fan-
den, wohl aber Anfeindungen und Spott her-
vorriefen. Diesem ,,Geschrei der Boltier**
wollte sich Gauf nicht aussetzen, wie aus
seinen Bemerkungen hervorgeht, wahrschein-
lich besonders deshalb, weil ihm der Nachweis
der Widerspruchsfreiheit fehlte.

In dem Buch ,,GauBl und die nicht-euklidi-
sche Geometrie** wird diese Entwicklung sehr
lebendig dargestellt, werden die Verdienste
und das Verhalten von Gauf gezeigt und mit
vielen Zitaten belegt. Dariiber hinaus wird die
Entwicklung der nicht-euklidischen Geo-
metrie weiter verfolgt, ihre Bedeutung ge-

wiirdigt und die vollstindige Loésung dieses
Problems mit einbezogen. Namen wie Felix
Klein, Sophus Lie und Bernhard Riemann
vervollstindigen das Bild. Den AbschluB bil-
den im Zusammenhang mit dem pseudo-
euklidischen Modell der nicht-euklidischen
Geometrie eigene Arbeiten des Autors.
Damit bringt das Buch ein abgerundetes Bild
iber die Entwicklung der nicht-euklidischen
Geometrie und ihre Beeinflussung durch
Gaufl, wie es in der Literatur bisher noch nicht
zu finden ist.
Das Buch wendet sich nicht nur an Mathe-
matiker mit dem Spezialgebiet Geometrie,
sondern an alle, die sich fiir die Entwicklung
der Mathematik oder fiir Fragen der Geo-
metrie interessieren und die iiber diesen
groBen Mathematiker, iber seine Arbeits-
weise und seine Charakterziige etwas erfahren
wollen.

D. Ziegler

Prof. Dr. Hans Reichardt

GauB und die nicht-euklidische
Geometrie
116 Seiten mit 8 Fotos und

21 Zeichnungen. Leinen mit Schutzumschlag.
29.50 M

Ein Beweis,
gefiihrt von C. F. Gaul}

,,DaB die Perpendikel in einem Dreieck aus
den Spitzen auf die gegeniiberliegenden Sei-
ten sich in einem Punkte schneiden, kann
man sehr einfach so zeigen: Das gegebene
Dreieck sei BDF und die erwidhnten Perpen-
dikel BJ, DG, FH. Man ziehe durch jeden
Scheitelpunkt des Dreiecks Parallelen mit
der gegeniiberstehenden Seite, die sich in den
Punkten A4, C, E schneiden, und es steht
folglich FH auch auf AE, GD auf CE, BJ auf
AC senkrecht, und zwar ist

AB=BC
ED=DC
AF = FE.
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GAUSS GAUSS

G-A:-U-S-8

Man ersetze die Buchstaben im Namen von C. F.
GauB so durch natiirliche Zahlen, daB nachfolgende
Bedingungen erfiillt werden.
(1)C-F-(G+A+U+S+S)+A - U=1777
2) G-A-U-S-8 =1855
3) G>C>A>U>F>S

Wie viele und welche Losungen gibt es?

K. Koch

Mosaikritsel

Die Buchstabengruppen der linken Figur sind so in
die rechte Figur zu iibertragen, daB sich ein Ausspruch
von C. F. GauB ergibt.

Anekdote

Ein Jugendfreund von C. F. GauB hatte sich zu der
Bemerkung ,,Die Hilfte unserer Gemeinderatsmit-
glieder sind Dummkd&pfe* hinreiBen lassen.

Der Biirgermeister, iiber diese AuBerung erbost, ver-
langte die Zuriicknahme der beleidigenden Worte.
Zur nichsten Sitzung erschien auch prompt der junge
Mann und erklérte:

,,Jlch bedaure meine Bemerkung, die Hailfte der Ge-
meinderatsmitglieder seien Dummkopfe. Ich nehme
sie zuriick und widerrufe: Die Hilfte der Gemeinde-
ratsmitglieder sind keine Dummképfe.

Im Sitzungssaal zundchst Schweigen, dann aber brach
der Biirgermeister, ein Mann mit Sinn fiir geistvollen
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GAUSS VY GGA = GAUSS AGGA = GAUSS
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Humor, in schallendes Geliachter aus. Die Ratsmit-
glieder schlossen sich wohl oder iibel an, und einer
aus dem Publikum meinte: ,,Wenn hinter diesem
Widerruf nicht der Carl Friedrich steckt?!*

Krypto-Gleichungssystem

Den Buchstaben im Namen von CFGAUSS sind Zif-
fern von 0 bis 9 so zuzuordnen, daB die Gleichungen
() bis (IV) zu wahren Aussagen werden. Gleiche
Buchstaben bedeuten gleiche Ziffern und verschiedene
Buchstaben verschiedene Ziffern.

Das Gleichungssystem kann sowohl durch systema-
tisches Probieren als auch mit Hilfe 4quivalenter Um-
formungen gelost werden.

(C, GF0)
(VGAUSS)°—CC - G

@ oo —1+7+7 47
F e ATe . €

an (VGAU%S?G G G 1484545
Fo.

/ C
(I11) W= 149 +7+7

F C
V) (JGAUSS)°= JGAUSS

Résselsprung

mit Ausspruch von C. F. GauB3

Bilderriitsel K. Koch



Krypto-Arithmetik

Die Buchstaben sind so durch Ziffern von 1 bis 9 zu
ersetzen, da3 wahre Aussagen entstehen. Dabei be-
deuten gleiche Buchstaben gleiche Ziffern und ver-
schiedene Buchstaben verschiedene Ziffern.

DrCFGauB-D -3=DDDDDDDDD
DrCFGauBB:r ‘B=rrrrrrrrrr
DrCFGauBB-C-B=CCCCCCCCC
DrCFGauB8-F-B=FFFFFFFFF
DrCFGauB-G-B=GGGGGGGGG
DrCFGauBB-a -B=aaaaaaaaa
DrCFGauB-u-B=uuuuuuuuu
DrCFGauB-B-B=0888BBB8061D8

C. F. GauB erwarb 1799 die Doktorwiirde an der da-
maligen Landesuniversitit Helmstedt. Professor Pfaff
war von der Dissertation, die den ersten strengen Be-
weis fiir den sogenannten Fundamentalsatz der Alge-
bra lieferte, so begeistert, daB die Promotion in Ab-

wesenheit erfolgte. K. Koch
Rosselsprung
mit Zitat von C. F. Gaul} K. Koch

Ein ,,geschmecktes* Telegramm

Am 9. August 1834 wurde in den Goéttingschen ge-
lehrten Anzeigen die Erfindung eines elektromagneti-
schen Telegraphen durch die Professoren GauB3 und
Weber bekannt gemacht. Weniger bekannt ist die Idee
eines elektrochemischen Telegraphen von GauB, der
den Geschmack zur Zeichengebung beniitzt und auf
der Zerlegung des Wassers beruht (Elektrolyse).
Gaul schreibt dariiber 1835: ,,Eine ganz artige Ent-
deckung oder Bemerkung habe ich vor etwa.sechs
Wochen gemacht, daB man den Sinn (ob + oder —)
eines galvanischen Induktionsimpulses ganz bestimmt

mit den Lippen unterscheiden kann, so daB wir zum
SpaB schon so telegraphiert haben, daB die De-

pesche aufgeschmeckt wurde.* ] o
Dr. R. Thiele, Leipzig

Wie viele Moglichkeiten?

Auf wie viele Arten 1dBt sich der Name C. F. Gaul
von der Mitte C aus nach den vier Ecken B lesen?
BuauB R. Thiele
uaGau
aGEGa
GFCFG
aGFGa
uaGau
BuaulbB

Kreuzwortriitsel

1. Genialer deutscher Mathematiker
2. BogenmaB eines Winkels
3. Bauliche Veridnderung
4. Ma@einteilung, z. B. auf dem Rechenstab
5. Nachldssige Umgangssprache
D. Vilzke, Greifswald
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Wer lost mit?
alpha -wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 12. Juni 1977

Ma5 w1622 Zwei Boote fahren auf einem
FluB stromaufwirts. Sie sind gegenwirtig
6km voneinander entfernt. Nachdem das
hintere Boot 5 km weitergefahren ist, hat das
vordere Boot in der gleichen Zeit nur 3 km
zuriickgelegt.
a) Welchen Abstand haben die beiden Boote
nun noch voneinander?
b) Wieviel Kilometer miifite das hintere Boot
noch zuriicklegen, um das vordere einzuholen,
wenn beide Boote jeweils mit der gleichen
Geschwindigkeit weiterfahren?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma5 w1623 In einem Park soll eine recht-
eckige Rasenflache von 12 m Breite und 25 m
Linge von einem 2 m breiten Weg umsidumt
werden. Dieser Weg soll mit quadratischen
Platten von 50 cm Seitenldnge belegt werden.
Wieviel solcher Platten werden dazu bené-
tigt? StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma$ =624 Aufl einem Tisch steht, wie aus
dem Bild ersichtlich, eine aus 84 gleichgroBen
Wiirfeln gebaute ,,Pyramide”. Die unterste
quadratische Schicht besteht aus 7-7=49
Wiirfeln, die zweite aus 5 - 5=25 Wiirfeln, die

dritte aus 3 - 3=9 Wiirleln und die vierte aus.
nur einem Wiirfel. Wie viele quadratische Be-

grenzungsflachen sind zu sehen, wenn man die

Pyramide von oben und von allen Seiten be-

trachtet?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

row, Ulerdersér.

Ma5®1625 In einer Ebene sind vier Gera-
den g, g2, g und g4 so zu zeichnen, daB sie
a) genau 3 Schnittpunkte,
b) genau 4 Schnittpunkte,
c) genau 5 Schnittpunkte haben.

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma5 ®1626 Eine zwei Meter lange Kette
besteht aus lauter gleichgroBen ringférmigen
Gliedern. Der duBere Durchmesser eines sol-
chen Ringes betrdgt 2,4 cm; die Stirke jedes
Ringes betrdgt 2,5 mm. Aus wieviel Gliedern
(Ringen) ist diese Kette zusammengesetzt ?
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma5u®1627 Der sechste Teil der Anzahl
der Aufgaben einer Klassenarbeit im Fach
Mathematik waren Geometrieaufgaben, der
dritte Teil Gleichungen und die Hilfte Kno-
belaufgaben. Peter 10ste insgesamt vier Auf-
gaben, das waren zwei Drittel der Anzahl aller
gestellten Aufgaben. Wieviel Geometrieaul-
gaben, Gleichungen bzw, Knobelaufgaben
waren insgesamt zu 16sen?

‘Schiiler Andreas Fittke, Berlin

Ma6 81628 In dem Schema
OPA '

+OMA

PA AR
sind die Buchstaben so durch Ziffern zu er-
setzen, daB eine richtig geloste Additions-
aufgabe entsteht. Dabei bedeuten gleiche
Buchstaben gleiche Ziffern, verschiedene
Buchstaben verschiedene Ziffern. Sch.

Ma6®1629 Jeder von zwei befreundeten
Schiilern hat sich in einer Bibliothek ein Buch
mit dem gleichen Titel ausgeliechen. Nachdem
der erste von ihnen 150 Seiten und der zweite
350 Seiten gelesen hatte, stellten sie fest, dall
der erste bis zum Durchlesen des Buches noch
dreimal so viele Seiten zu lesen hatte wie der
zweite. Wieviel Seiten umfaBt dieses Buch?
Fachlehrer _Dieter Knape, Jessen

34

Wettbewerbsbedin

1. Am Wettbewerb koénnen sich alle alpha-

Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von

Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-

zahl nicht vergessen!), Schule und Schuljahr

(bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu rich-
ten an

Redaktion alpha
7027 Leipzig, Postfach 14.

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-

stem der Aufgabe fortlaufend numeriert
Der tiblichen Nummer ist ein Ma (Mathema-
tik), Ph (Physik) oder Ch (Chemie) und

B. 7

7. Klasse geeignet).

eine Ziffer, z. vorgesetzt (d. h. fiir
4. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstufen
11/12 und Erwachsene losen die Aufgaben,
welche mit Ma 10/12, Ph 10/12 oder Ch 10/12

gekennzeichnet sind.

Losung ist ein gesondertes Blatt
A4 (210 mm

297 mm) (siche Muster), denn jede Aufga-

5. Fiir jede
zu verwenden, Format
bengruppe wird von einem anderen Mit-

arbeiter korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder
gute (d. h. vollstindige und richtige) Losung
(nicht nur Antwortsatz oder yebnis) ein-

nur einen SchluBsatz zu

einsenden, die vorgegebene

Form nicht beachten, uniibe htlich oder
unsauber arbeiten, erhallen eine rote Karte
mit dem Vermerk ,,nicht geldst™

Letzter Einsendetermin wird jeweils be-

kanntgegeben. Der Jahreswettbewerb 1976/77
lauft von Heft 5/76 bis Heft 2/77. Zwischen
10. 1977 sind

1. und alle

September
rch Beteiligung an den Wettbewerben der
2/77 erworbenen Karten ge-

schlossen an die Redaktion einzusenden. Ein-
gesandte Antwortkarten werden nur dann

ssandt, wenn ein Riickumschlag mit

r Frankatur beiliegt

er und die Namen der aktivsten

Die |

n in Heft 6/77 verdffentlicht.

r mindestens 10 Antwortkarten (durch die

Beteiligung an den Wettbewerben der Hefte

7) erhalten hat und diese einsen-

erhdlt eine Anerkennungsurkunde und

ein Abzeichen (in griiner Farbe). Schiiler, die

nnungsurkunden besitzen

Nett-

bereits zwei Anerk

€ mit

und dies Antwortkarten de

76/77 einsenden, erhalten das

d die Urkunden

bzeichen in Gold (un



Ma6 #1630 Die MaBzahlen der Seitenldn-
gen eines Dreiecks ABC seien drei aufeinan-
derfolgende natiirliche Zahlen. Der Umfang
dieses Dreiecks sei um 35 cm linger als die
Jingste Dreieckseite. Wie lang ist jede der
drei Seiten dieses Dreiecks? Sch.

Ma6 1631 Vertauscht man die Ziffern
einer zweistelligen natiirlichen Zahl, so erhilt
man eine um 9 groBere Zahl als die ur-
spriingliche. Wie viele Zahlen mit dieser
Eigenschaft gibt es, und wie lauten sie?
Schiilerin Heidrun Stengel, Dautzschen

Ma6 81632 Gegeben sind zwei Geraden ¢
und h, die in derselben Ebene liegen, und
nicht parallel zueinander verlaufen. Es ist eine
dritte Gerade k zu konstruieren, die die
Gerade g in einem Punkte P und die Gerade h
in einem Punkte Q derart schneidet, daB
PQ=e=3cm gilt und daB der von den Ge-
raden g und k eingeschlossene Winkel 60°
betrigt. Sch.

Ph6 m16 Zwei Spiegel schlieBen miteinan-
der den Winkel a ein. Bei der Reflexion an bei-
den Spiegeln ist der ausfallende Strahl gegen-
iiber dem einfallenden um 360 — 2« verdreht.
Dies ist zu beweisen.

Ma7 m1633 Heinz fuhr mit seinem Fahrrad
vom Ort A nach dem Ort B. Als er zwei
Drittel des Weges zuriickgelegt hatte, platzte
ein Reifen. Den restlichen Weg legte er zu FuB3
zuriick.
Fiir den FuBmarsch benétigte er doppelt so-
viel Zeit wie fiir die bisherige Fahrt mit dem
Fahrrad. Wie verhilt sich die Geschwindig-
keit wihrend des Radfahrens zur Geschwin-
digkeit wihrend des FufBmarsches, wenn
beide Geschwindigkeiten konstant waren?
Schiiler Norbert Albrecht, Schweina

Ma7 ®1634 Die Summe aus drei von Null
verschiedenen natiirlichen Zahlen a, b, ¢ mit
a<b <c betriigt 54. Die Zahl b ist gleich dem
arithmetischen Mittel aus den Zahlen a und c.
Jede dieser drei Zahlen ist ein Vielfaches von
6. Wie viele Losungen besitzt diese Aulgabe?
Wie heiflen diese Zahlen?

Fachlehrer Dieter Knape, Jessen

Ma7 81635 Addiert man 6 zum k-fachen
einer natiirlichen Zahl n, so erhilt man das
gleiche, als wenn man 6 vom 2k-fachen dieser
natiirlichen Zahl subtrahiert. Welche nattir-
lichen Zahlen k und n erfiillen diese Bedin-
gungen? Schiilerin Manuela Wiemuth,

Weifenborn-Liiderode

Ma7 ®1636 Es sind alle sechsstelligen na-
tiirlichen Zahlen zu ermitteln, die folgende
Bedingungen erfiilien:

a) die Zahl, die der Ziffer der Einerstelle ent-
spricht, ist groBer als 3.

b) Streicht man die Ziffer der Einerstelle und
setzt man diese Ziffer links vor die verblei-
bende fiinfstellige Zahl, so erhilt man eine
sechsstellige Zahl, die viermal so groB ist wie
die urspriingliche Zahl. - Sch.

-Ph7 w17 Beim Walzen von Aluminium un-

terscheiden wir zwischen Arbeits- und Stiitz-
walze. Die Arbeitswalze habe einen ‘Durch-
messer von 240 mm, die Stiitzwalze von
560 mm; die Bandgeschwindigkeit betrage

350 . Wie viele Umdrehungen je Minute
min

machen in diesem Fall Arbeits- und Stiitz-
walze?
Dipl.-Lehrer E. Knauth, OS Rackwitz

Ch7 w13 In einem Hochofen sollen 1200t
Roheisen hergestellt werden.

a) Der Kiihlwasserverbrauch betrigt, aul eine
hergestellte Tonne Roheisen berechnet, 30 bis
65m>. Wieviel Kubikmeter Wasser werden
zur Kiihlung benétigt?

b) Wieviel Tonnen Kohlenmonoxid sind er-
forderlich, wenn Eisen(ll, III}-oxid reduziert
werden soll?

c) Wieviel Tonnen Koblenstofl sind bereit-
zustellen?

Mag8 #1637 Wenn man zum Zihler und
zum Nenner einer gebrochenen Zahl jeweils
den Nenner addiert, so ist das Ergebnis neun-
mal so groB wie die urspriingliche gebro-
chene Zahl. Um welche Zah! handelt es sich?

Schiiler Andreas Fittke, Berlin

Ma8 w1638 Gegeben seien drei parallele
Geraden g,, g, und g,. Der Abstand zwischen
¢ und g, betrage 1cm, zwischen g; und g,
2cm und zwischen g, und g3 3cm. Es ist
ein Dreieck ABC mit den Innenwinkeln
¥BAC=a=30° und x ACB=y=50° so zu
konstruieren, daB A auf g;, B auf g, und C
auf g, liegt. Die Konstruktion ist zu begriin-
den! Lehrer Adalbert Schatz, Leipzig

Ma8 ®1639 In der inoffiziellen Landerwer-
tung der Olympischen Sommerspiele 1976 in
Montreal belegte die DDR mit 638 Punkten
hinter der siegreichen UdSSR den zweiten
Platz. Dabei wurden fiir eine Goldmedaille
7 Punkte, fiir eine Silbermedaille 5 Punkte,
fiir eine Bronzemedaille 4 Punkte, fiir einen
4., 5. bzw. 6. Platz jeweils 3, 2 bzw. 1 Punkt
vergeben. Fiir 40 Goldmedaillen und die An-
zahl der 6. Plitze erhielt die DDR zusammen
294 Punkte. Die Anzahl der erworbenen
Silbermedaillen, Bronzemedaillen und 4. Plit-
ze war gleich groB. Die Anzahl der 5. Platze
war groBer als 20, aber kleiner als die Anzahl
der 4.Plitze. Wieviel Silber- und Bronze-
medaillen, vierte, fiinfte und sechste Plitze
errang dic DDR?
Mathematikfachlehrer Wilfried Adler,
EOS Neugersdorf

Ma8 w1640 Frank fragte Andreas nach der
Kraltfahrzeugnummer des PKW seines Va-
ters. Andreas erwiderte scherzhalt: ,Die erste
Ziffer der vierstelligen Zahl ist gleich der
zweiten Ziffer, die dritte ist gleich der vierten.
AuBerdem ist die Krafifahrzeugnummer eine
Quadratzahl. Nun finde sie selbst.*
Schiilerin Hilka Wenzel, Dresden
Ph8 ®18 Ein Kuplerseil besteht aus sieben
Einzeldrihten von je 1,6 mm Durchmesser.
a) Wie grof ist der gesamte Widerstand des
Seils bei einer Linge von 1000 m?
b) Aus dem Seil wird eine Doppelleitung
hergestellt, die am Anfang eine Spannung
von U, =220V aufweist.
Wie groB wird die Spannung U, am Lei-
tungsende sein, wenn durch den Leiter ein
Strom von 10 A flieBt?
¢) Welche Stromstirke I wird diese Doppel-
leitung aufnehmen, wenn an ihrem Ende ein
KurzschluB3 auftritt? H.B.

Ch8 m14 Berechne, wieviel Kubikmeter
Athin manaus 2 g; 3,4 g; 6,6 g Kalziumkarbid
herstellen kann!

Ma9 m164] Fiir welches n ist die Summe
der Quadrate der natiirlichen Zahlen 12 422
+324...+n? genau fiinfmal so groB wie die
Summe 1+2+3+...+ndieser Zahlen?
Schiiler Andreas Fittke, Berlin

Ma9 »1642 Man beweise, daB fiir alle kon-
vexen Fiinfecke ABCDE

1
2p>u>§p gilt.

Dabei ist u der Umfang und p die Summe
aus den Langen aller Diagonalen des Fiinf-
ecks. Schiiler Andreas Fittke, Berlin

Ma9 #1643 Ein Raum soll mit 12 Gliih-
lampen so ausgestattet werden, daB sich eine
Gesamtleistung von 720 Watt ergibt. Es ste-
hen Gliihlampen von 40 W, 60 W und 75 W
in beliebiger Anzahl zur Verfiigung. Wieviel
Gliihlampen zu 40 W, 60 W und 75 W werden
benétigt, wenn Gliihlampen mit jeder dieser
unterschiedlichen Leistungen verwendet wer-
den? Sch.
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Ma9 m1644 Es ist nachzuweisen, daf} die

n* n on_ . o
Zahl z=—+% — = [iir jede natiirliche Zahl

120 24
n ebenfalls eine natiirliche Zahl ist!
Schiiler Andreas Fittke, Berlin

Ph9 ®19 Forderkorbe besitzen Fangvor-
richtungen. Diese greifen beim ReiBen des
Seils sofort ein. Ein Bremsversuch ergab, daf3
ein 25 Mp schwerer Forderkorb nach 4,5 m
zum Stillstand kam. Bei welcher Geschwin-
digkeit griffen die Fanger ein, wenn die
Bremskraft der Fangvorrichtung 65000 kp
betrdgt? H.B.

Ch9 m]5 Wieviel Starke muB verwendet
werden, wenn bei der Spaltung 260 kg Glu-
kose entstehen sollen und nur 959 des Aus-
gangsstoffes umgesetzt werden?

Ma10/12 1645 Es ist nachzuweisen, daB
die Volumina eines geraden Kreiskegels, einer
Kugel und eines geraden Kreiszylinders, die
einem Wiirfel einbeschrieben sind, sich wie
1:2:3 verhalten.

Ma10/12 w1646 Man ermittle alle Paare
{x, y) von reellen Zahlen x und y, fiir die die
Gleichung sin{x + y)=sin x +sin y erfiillt ist!
Ma10/12 w1647 Man ermittle alle reellen
Zahlen x, [iir die gilt

y L to2
x x+1 x 1’
2
1 1 2
S Ty
2
c) 1 1 2
<
x x+1 1
2
Ma10/12 1648 Fiir welche reellen Zahlen
, b ist
GHOBL 4b (a+bY,
2 T\ 2

Ph10/12 ®20 Das geschmolzene Alumi-
nium wird in Behiltern von kegelstumpf-
formiger Gestalt transportiert, die folgende
InnenmaBe besitzen:
dy=1000mm,d>=1130mm, h=1150 mm.
a) Es ist der Flicheninhalt (Innenseite) des
Behilters zu berechnen, der mit Schamott-
steinen ausgekleidet ist.

b) Welches Fiillvolumen besitzt dieser Be-
hélter, wenn er bis zu einer inneren Héhe von
50 cm mit fliissigem Aluminium gefiillt ist?

Ch10/12 w16 Durch quantitative Fillung
aus 10 ml Schwefelsdure wurden 0,4669 g wei-
Bes Bariumsulfat erhalten. Wieviel Mol sind
in einem Liter der untersuchten Schwefel-
sdure enthalten?

alpha-Wettbewerb

Mit Heft 5/76 gingen zum alpha-Wettbewerb
iiber 24000 Losungen ein, das ist neuer Re-
kord. In Heft 6/76 und 1/77 wurden ver-
sehentlich gleiche Aufgabennummern ver-
wendet. Die Redaktion
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Aufgabe: Es sind acht Koniginnen so auf dem
Schachbrett aufzustellen, daB keine von einer
anderen geschlagen werden kann.

Eine der herausragenden Fihigkeiten von
C. F. Gaufp war es, scheinbar zusammen-
hanglose Dinge in Verbindung zu bringen.
Das zeigt sich selbst bei kleinen Problemen.
1850 hatte Nauck die Aufgabe gestellt, acht
Damen auf dem Schachbrett so aufzustellen,
daB sie sich gegenseitig nicht schlagen kén-
nen. Nauck gab 60 Losungen an. Gauf be-
nutzte zur Losung des Problems komplexe
Zahlen und fand 72 Varianten. Insgesamt
gibt es 92 Losungen, die sich aus 12 Grund-
l6sungen durch Drehungen und Spiegelungen
des Bretts herleiten lassen. Aus jeder Grund-
stellung lassen sich acht Losungen ableiten.
Bei der gezeichneten Ldsung (und nur bei
dieser!) unterscheiden sich jedoch einige der
abgeleiteten Lsungen nicht, so daB es nur
92 anstatt 8 - 12 = 96 Losungen gibt.
Mitgeteilt von R. Thiele, Leipzig

Lisung: 1. Durch systematisches Probieren
kann man simtliche Losungen finden. Dabei
hat sich folgende Methode als brauchbar er-
wiesen: Man hat 8 Figuren — die Damen -
und ein Schachbrett vor sich, die senkrechten
Spalten (Linien) a bis h von links nach rechts,
die waagerechten Zeilen (Reihen) 1 bis 8 von
unten nach oben. Zunichst stellt man eine
Dame aul die a-Spalte, aber nur so hoch wie
unbedingt erforderlich, d. h. zunachst aufal.
Die zweite Dame stellt man auf die b-Spalte,
ebenfalls nur so hoch wie unbedingt erforder-
lich, um die zuvor hingestellte Dame nach
den Regeln der Dame-Gangart im Schach
nicht zu bedrohen, also auf b3. Die nachsten
Damen stellt man in gleicher Weise der Reihe

nach auf die ¢-, d-, usw. Spalte, jeweils nur
so hoch wie gerade erforderlich, um keine
der vorher hingestellten Damen zu bedrohen.
Auf diese Weise braucht man beim Stellen
der einzelnen Damen nur deren drei Schiag-
richtungen nach links zu verfolgen, siche
Bild 1.
In der {-Spalte ergibt sich erstmalig der Fall,
dafl keine Dame mehr hingestellt werden
kann. Dann muB3 die vorangehende Dame
héher geschoben werden, aber wieder nur so
weit wie unbedingt erforderlich, hier also bis
e8. Aber auch so 148t sich in der [-Spalte keine
Dame mehr unterbringen. Daher mufl die
Dame der e-Spalte noch hoher geschoben
werden, und da dies nicht moglich ist, mul
sie zunéchst ganz entfernt und die Dame der
vorangehenden d-Spalte hoher geschoben
werden, usw. - siche Bild 2 —, ganz systema-
tisch, bis alle 8 Damen zum Stehen kommen,
ohne sich gegenseitig zu bedrohen.
So findet man als erste die Losungal, b5, c8,
dé, e3, f7, g2, h4. Und wenn man in be-
schriebener Weise fleiBig und systematisch
fortfahrt, so findet man schlieBlich alle
92 Losungen des Problems. In der Tabelle
sind nur die Zeilen der Lésungen angegeben,
die Buchstaben der Spalten jeweils von a bis h
sind zur Vereinfachung fortgelassen.

V. Beyes

Bild 1

Bild 2



Tabelle der 92 Liosungen
des Acht-Damen-Problems

abcdefgh Nr. abcdefgh
15863724 E-4 51468273
16837425 F-2 51842736
17468253 F-5 51863724
17582463 E-7 52468317
24683175 D-5 52473861
25713864 G-1 52617483
25741863 L-3 52814736
26174835 H4 53168247
26831475 A4 53172864
27368514 C-8 53847162
27581463 J-1 57138642
28613574 C-7 57142863
31758246 H-7 57248136
35281746 B-6,B-857263148
35286471 F-I 57263184
35714286 H-5 57413862
35841726 I-2 58413627
36258174 K-3 58417263
36271485 G-6 61528374
36275184 L-8 62713584
36418572 J-5 62714853 1
36428571 E-3 63175824 I-
36814752 L-7 63184275 K
36815724 K4 63185247 L
36824175 I-1 63571428 E
37285146 14 63581427 J
37286415 A-3 63724815 L-2
38471625 D-8 63728514 G4
41582736 G-8 63741825 K-5
41586372 C4 64158273 I-8
42586137 A-2 64285713 H-3
42736815 J4 64713528 F-7
42736851 E-8 64718253 B-2,
42751863 K-8 68241753 H-1
42857136 I-3 71386425 C-1
42861357 D-7 72418536 J-7
46152837 H-2 72631485 C-2
46827135 B-5,B-773168524 A6
46831752 G-5 73825164 H-6
47185263 K-7 74258136 L-5
47382516 D-6 74286135 G-7
47526138 F-4 75316824 D-3
47531682 C-3 82417536 E-1
48136275 J-2 82531746 F-3
48157263 L4 83162574 F-8
48531726 A-1 84136275 E-6

2. Hat man mit dieser Methode oder irgend-
wie anders eine Losung gefunden, so lassen
sich im allgemeinen Fall daraus noch 7 wei-
tere Losungen ableiten : da man die gefundene
Losung von vier Seiten betrachten und von
jeder dieser vier Seiten aus auch noch ein
Spiegelbild konstruieren kann, hat man je-
weils acht Losungen auf einen Schlag — siehe
Bild 3.

3. Losungen, die sich nicht, wie unter 2. be-
schrieben, auseinander gewinnen lassen, sol-
len voneinander unabhingige Losungen hei-
Ben. Es gibt insgesamt 12 solche voneinander
unabhéngige Losungen. Aus 11 davon lassen
sich, wie unter 2. beschrieben, je 7 weitere
Losungen ableiten. Eine aber ist in bezug auf

das Schachbrett symmetrisch, deshalb lassen
sich daraus nur noch 3 weitere Losungen ab-
leiten. Insgesamt ergeben sich somit

11 -8 +1 -4 =92 Ldsungen, siche Tabelle.

4. Bei der Herleitung der obigen Losungs-
methode ist davon auszugehen, daB die
Unterscheidung von schwarzen und weiBen
Feldern auf dem Schachbrett fiir die Lésung
des vorliegenden Problems belanglos ist; da3
jede Losung voraussetzt, daB auf jeder Spalte
und auf jeder Zeile genau eine Dame steht;
daB die eigentlichen Schwierigkeiten des Pro-
blems erst aus der notwendigen Beriicksichti-
gung der Diagonalen in beiden Richtungen
erwachsen.

Fortsetzung des Beitrags: Seite 48

Bild 3 Aus Losung Al lassen sich 7 weitere Losungen ableiten
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Quadratische
Reste

Teil 2

Satz 11: Fiir alle Primzahlen von einer der
Formen 24m +13, 24m +17, 24m +19,
24m +23 ist —6 Nichtrest. Fiir die Prim-
zahl 7 kann man folgendes beweisen :

Satz L: Fiir alle Primzahlen von einer der
Formen 28m +1, 28m +3, 28m +9,
28m +19, 28m +25, 28m +27 ist 7 quadra-
tischer Rest.

Satz M : Fiir alle Primzahlen von einer der
Formen 28m +5, 28m + 11, 28m + 13, 28m
+15, 28m + 17, 28m +23 ist 7 Nichtrest.
Hieraus kann man entsprechende Resultate
fiir —7 herleiten. Aus Satz F folgt: —7 ist
quadratischer Rest genau fiir die Primzahlen
p, fiir die gilt

a) —1Rp und 7Rp oder b) — 1 Np und 7Np.
Es gilt —1Rp, falls p die Form 4m +1 hat;
7Rp, falls p. eine der Formen 28m +1,
28m +3, 28m +9, 28m +19, 28m +25,
28m +27 hat.

Hieraus folgt

—7Rp, falls p eine der Formen 28m +1,
28m +9, 28m +25 hat. Es ist —1Np, falls p
die Form 4m +3 hat; 7Np, falls p eine der
Formen 28m +5, 28m +11, 28m +13,

28m +15, 28m +17, 28m +23 hat. Dies er-
gibt: —7Rp, falls peineder Formen 28m +11,
28m + 15, 28m +23 hat.

Die * Primzahlen der Formen 28m +1,
28m +9,28m +11, 28m + 15, 28m +23 oder
28m +25 sind genau die der Form 7m +1,
Tm +-2 oder Tm +4.

Satz 12: Fir alle Primzahlen der Form
Tm +1, 7m +2, Tm +4 ist —7 quadratischer
Rest.

Satz 13: Fir alle Primzablen der Form
Tm +3, 7m +5 oder 7m +6 ist —7 Nicht-
rest.

Aus den bisherigen Ergebnissen kann man
mit Hilfe von Satz F z. B. fiir die Zahl 21
herleiten, fiir welche Primzahlen sie quadra-
tischer Rest ist und fiir welche Nichtrest.
Man sieht, daB genau fiir die Primzahlen von
einer der Formen 21m +1,21m +4,21m +5,
2lm +16, 21m +17, 2Im +20 die Zah] 21
quadratischer Rest ist, wihrend 21 Nichtrest
fiir die Primzahlen einer der Formen 21m +2,
2lm +8,2lm +10, 21m +11, 21m +13,
21m +19 ist. Versucht, das nachzupriifen!
Fiir die Primelemente +2, —2, +3, —3, +5,
—5, +7, —7 haben wir alle Primzahlen ge-
funden, fiir die sie quadratische Reste sind.
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Weiches Gesetz gilt nun aber allgemein?
Scheint es nicht immer komplizierter zu
werden, die Primzahlen zu charakterisieren,
fiir die ein gegebenes Primelement quadrati-
scher Rest ist? Sehen wir uns noch einmal
die Ergebnisse an. Sie sind besonders einfach
fir —3,5, —7:

—3 ist quadratischer Rest genau fiir die
Primzahlen der Form 3m +1. 5 ist quadrati-
scher Rest genau fiir die Primzahlen der For-
men 5m +1 oder 5m +4.

—7 ist quadratischer Rest genau fiir alle
Primzahlen der Formen 7m +1 oder 7m +2
oder 7m +4.

(Aus den Ergebnissen iiber —3, 5, —7 lassen
sich mittels Satz A und Satz F Resultate
iber +3, —S5, +7 gewinnen.)

Lassen sich die hier jeweils auftretenden
Primzahlen nicht eventuell anders charakte-
risiecren, so daB sie alle eine gemeinsame
Eigenschaft beziiglich des vorgegebenen
Primelements besitzen? Das ist méglich!

Die Primzahlen der Form 3m +1 sind genau
die, die quadratische Reste von 3 sind (weil
1R3, 2N3).

Die Primzahlen der Formen 5m +1, 5m +4
sind genau die, die quadratische Reste von 5
sind (weil 1R5, 2R5, 2N5, 3N5).

Wir kénnen also formulieren:

—3 ist quadratischer Rest genau fiir die
Primzahlen, die quadratische Reste von 3
sind.

5-ist quadratischer Rest genau fiir die Prim-
zahlen, die quadratische Reste von 5 sind.
—7ist quadratischer Rest genau fiir die Prim-
zahlen, die quadratische Reste von 7 sind.
Ahnliche Resultate kénnte man fiar —11, 13,
17, —19, —23, 29, —31, 37, 41, —43, —47,
53, =59, 61, —67, —71, 73, —79, —83,
97, ... finden.

Man erkennt, daB die Primzahlen unter die-
sen, die die Form 4m + 1 haben, mit positi-
vem Vorzeichen, diejenigen hingegen, welche
die Form 4m + 3, mit negativem Vorzeichen
versehen vorkommen.

Allgemein gilt der folgende Satz N, der hier
nicht bewiesen werden kann.

Satz N: (Quadratisches Reziprozititsgesetz)
Ist p eine Primzahl von der Form 4m +1,
dann gilt

+p ist quadratischer Rest aller Primzahlen,
welche quadratische Reste von p sind;

+p ist Nichtrest aller Primzahlen, welche
Nichtreste von p sind.

Ist ¢ eine Primzahl von der Form 4m +3,
dann gilt:

—gq ist quadratischer Rest aller Primzahlen,
welche quadratische Reste von. g sind;

—gq ist Nichtrest aller Primzahlen, welche
Nichtreste von ¢ sind. Zusammen mit den
Sitzen A und F bekommt man aus diesem
Satz auch eine Ubersicht dariiber, von wel-
chen Primzahlen —p bzw. +g quadratische
Reste sind.

Damit hat man dann (wie schon erwihnt)

eine Antwort auf das eingangs gestellte Um-
kehrproblem.

Warum der Satz als Reziprozititsgesetz be-
zeichnet wird, erkennt man gut aus der fol-
genden Formulierung, die man mittels Satz A
unmittelbar aus Sarz N bekommt:

Es seien k und / Primzahlen.

Hat eine dieser Primzahlen die Form 4m +1,
so gilt 1Rk genau dann, wenn kR/. Sind k, /
beide von der Form 4m + 3, so gilt /Rk genau
dann, wenn kNI

5. Weil sich iiberhaupt fast alles, was iiber
quadratische Reste ausgesagt werden kann,
auf diesen Satz stiitzt, gab Gaufl ihm die Be-
zeichnung ,,Fundamentaltheorem*. Die Be-
zeichnung ,,Quadratisches Reziprozititsge-
setz** stammt von Legendre.

Das Gesetz-ist zuerst von Euler entdeckt
worden (was erst 1875 von Kronecker be-
merkt wurde). Es ist in Abhandlungen aus
den Jahren 1744 bis 1746 im Wesentlichen
enthalten und in vollendeter Form in einer
Arbeit, di¢ Euler 1783 in Petersburg publi-
ziert hat. Spiter wurde es von Legendre er-
neut ermittelt und von ihm, jedoch nicht voll-
stindig, bewiesen (1785 und 1798 in Paris
publiziert). )

Den ersten vollstindigen Beweis gab 1796 der
18jahrige Gauf (1801 in den ,,Disquisitiones
arithmeticae‘ veroffentlicht). Er schreibt dar-
iiber: ,,Auf den Satz kam ich véllig selb-
stindig im Jahre 1795, zu einer Zeit, da ich
mich -in volliger Unkenntnis iiber- alles be-
fand, was in der héheren Arithmetik bereits
erreicht worden war, und zugleich nicht die
mindesten literarischen Hilfsmittel besaB.
Ein ganzes Jahr quilte mich dieser Satz und
entzog sich den angestrengtesten Bemiihun-
gen, bis ich endlich den ... Beweis er-
langte.**

Gauf hat das Gesetz also 1795 ohne Kenntnis
der Arbeiten von Euler und Legendre ent-
deckt.

Schon der 15- bis i7jdhrige Gauf hatte sich
zahlreiche Zahlentabellen aufgeschrieben und
sich mit rechnerischen Versuchen beschaf-
tigt, die hauptsichlich auf die Teilbarkeit der
Zahlen, auf die Eigenschaften der Primzah-
len, auf die Reste, welche die Potenzen (spe-
ziell also Quadrate) anderer Zahlen durch
Primzahlen geteilt lassen, gerichtet gewesen
sind. Gau stellte mit groBer Gewandheit und
Ausdauer eine Tabelle auf, die die Primzahlen
von 2 bis 997 als Reste in bezug auf die
Primzahlen von 3 bis 503 als Teiler enthilt.
Hierbei mubBte iiber 16000mal untersucht
werden, ob eine Zahl quadratischer Rest oder
Nichtrest war!

Das zahlentheoretische Ergebnis seiner Miihe
war eben die Erkenntnis seines ,,Fundamen-
taltheorems der quadratischen Reste“. Zu-
erst (Anfang des Jahres 1795) bemerkte er
eine GesetzmiBigkeit fiir den quadratischen
Charakter von —1:

—1 ist quadratischer Rest von allen Prim-



zahlen der Form 4m + 1, und Nichtrest von
allen Primzahlen der Form 4m +3.

Er suchte die tieferen Griinde fiir dieses Ver-
halten und fand aus diesen bald den Beweis.
Bereits im Marz 1795 entdeckte er aus seinem
numerischen Beobachtungsmaterial, aus den
Zahlentabellen, induktiv auch das Quadrati-
sche Reziprozititsgesetz.

,,DaB Gauf sich zu Beginn seiner Forscher-
tatigkeit mit umfangreichen Zahlenrechnun-
gen beschiftigte, ist nicht verwunderlich. Die
Mathematiker der damaligen Zeit waren viel-
fach Empiriker; sie ermittelten neue Sétze
und Eigenschaften von Zahlen und Funktio-
nen vorwiegend durch  Induktion.“
(P. Maennchen: GauBl als Zahlenrechner,
Gaull-Werke X, 2. Abh. 6.)

Gauf schreibt: ,,Das Fundamentaltheorem
iber die quadratischen Reste, welches zu den
schénsten Wahrheiten der hdheren Arithme-
tik zu rechnen ist, wurde durch Induktion
entdeckt, allein sein Beweis war auBerordent-
lich schwierig.

In diesem Zweige der Mathematik geschieht
es haufig, daB sich dem Forscher einfache
Wahrheiten durch Induktion von selbst auf-
dringen, daB aber ihre Beweise sehr tief ver-
steckt sind und erst nach vielen vergeblichen
Versuchen, auf einem ganz anderen Wege als
man sie vermutete, ans Licht gezogen werden
konnen. Ferner geschieht es nicht selten, daB,
wenn erst ein Weg aufgefunden ist, sich dann
mehrere 6ffnen, die zu demselben Ziele fiih-
ren; einige kiirzer und direEter, andere gewis-
sermaBen von der Seite her und aus so ver-
schiedenen Prinzipien entspringend, daB man
kaum eine Verbindung zwischen ihnen und
der vorgelegten Frage vermutet haben wiirde.
Dieser merkwiirdige Zusammenhang zwi-
schen versteckten Wahrheiten leiht solchen
Betrachtungen nicht nur einen eigentiimli-
chen Reiz, sondern verdient auch deshalb
eifrig durchforscht und ergriindet zu werden,
weil aus ihm nicht selten neue Hilfsmittel
oder Bereicherungen der Wissenschaft selbst
flieBen.*

Am 8. April 1796 fand Gauf seinen ersten
Beweis des Fundamentaltheorems der quadra-
tischen Reste. Er beruht auf der Methode der
vollstandigen Induktion und operiert vollig
innerhalb der Begriffsbildungen der Theorie
der quadratischen Reste. )

GauP gab noch sechs weitere Beweise des
Gesetzes, die auf sehr verschiedenen Grund-
lagen (quadratische Formen, héhere Kon-
gruenzen, GauBsches Lemma, Kreisteilung)
beruhen. Seitdem sind nahezu hundert an-
dere Beweise von Mathematikern wie Cauchy,
Jacobi, Eisenstein, Kummer, Zolotareff, Kron-
ecker, Dedekind, Hilbert u. a. gegeben wor-
den. Es handelt sich (nach Hasse) meistens
nur um Varianten der Gauflschen Beweise.
Es sei bemerkt, daB das Quadratische Rezi-
prozitdtsgesetz ein wesentliches Bindeglied
zwischen elementarer und algebraischer Zah-
lentheorie darstellt. Die Beschaftigung mit

den entsprechenden Fragestellungen ist rich-
tungsgebend bis in die heutige Zeit gewesen.
Zunichst lag die Frage nahe, ob nicht auch
dhnliche GesetzmiaBigkeiten bestehen, wenn
man statt der quadratischen Reste die n-ten
Potenzreste fiir Exponenten »>2 nimmt
(statt Quadratzahlen x2 betrachtet man r-te
Potenzen x"). Es zeigt sich, dal man fiir die
Verallgemeinerung des Quadratischen Rezi-
prozititsgesetzes auf die n-ten Potenzreste
nicht nur die Zahlentheorie der ganzen und
rationalen Zahlen bendtigte, sondern allge-
meiner eine Arithmetik der algebraischen
Zahlen. Es entstand eine arithmetische Theo-
rie der sogenannten aigebraischen Zahlkor-
per. Die Grundlagen der sog. Abélschen
algebraischen Zahlkérper (Klassenkorper-
theorie) wurden um 1930 mit dem von 7Ta-
kagi, Furtwingler und Artin bewiesenen all-
gemeinen Reziprozititsgesetz (das Quadra-
tische Reziprozititsgesetz ist ein Spezialfall
dieses allgemeinen Gesetzes) abgeschlossen.
Die Theorie wurde von Hasse, Chevalley,
Safarevic, Serre, Tate u. v. a. ausgebaut.

Gegenwirtig stehen die nichtabelschien Zahl-
kérper im Brennpunkt der Forschung der

algebraischen Zahlentheorie. Ziel ist ein Re-
ziprozitatsgesetz fiir diese Zahlkorper.
6. Wir geben nun noch einige Ergebnisse der
elementaren Zahlentheorie an, bei deren Be-
weis das Quadratische Reziprozititsgesetz
benutzt wird.
(1) Es gibt unendlich viele Primzahlen der
Form 10k — 1, wobei k eine natiirliche Zahl
ist. Mit anderen Worten, es gibt unendlich
viele Primzahlen, deren letzte Ziffer 9 ist.
(2) Jede Primzahl p der Form 6m +1 ist in
der Form

p=3x2+y?
mit natiirlichen Zahlen x, y darstellbar.
(Beispiele: 7=3-12+22, 13=3-22+12,
19=3-12+42 31=3-32+22 37=3-22
+52, 43=3-32+42, 61=3-22+72, 67
=3-12+82)
(3) Eine ganze Zahl g ist eine Quadratzahl
genau dann, wenn aRp fiir jede Primzahl p
ist. .
(4) Es gibt keine Losungen in rationalen
Zahlen der Gleichung

x*—17 = 22 (Reichardt-Gleichung).

H. Pieper

Ein eigentiimlicher Zauber umgibt
das Erkennen von MaB und Harmonie

im anscheinend Reglosen.

Die Wissenschaft soll die Freundin
der Praxis sein, aber nicht ihre Sklavin.
Du, Natur, bist meine Gottheit.

Deinen Gesetzen diene ich. C.

GauB auf der Terasse der Sternwarte in
Gaéttingen

Ich habe die Unart, ein lebhaftes

Interesse bei mathematischen Gegenstiinden
nur dann zu nehmen, wo ich sinnreiche
Ideenverbindungen und durch Eleganz

oder Allgemeinheit sich empfehlende

Resultate ahnen darf. C.F

Wenn ich eine Sache ganz ins Klare

und erschopft habe, so wende ich m

weg, um wieder ins Dunkle zu

biude vollendet, so ist es nicht, um ruhig

darin zu wohnen, sondern ein anderes anzu-

fangen. G
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Versuche mit 10 Miinzen

Wenn du eine Miinze wirfst, gibt es zwei
Maoglichkeiten:
Kopf oder Zahl

Bild 1

Nun wirf einmal 10 Miinzen! Stelle fest, bei
wievielen der Kopfl und bei wievielen die
Zahl oben liegt! Zeigt die eine Halfte Kopf,
die andere Zahl? Sind alle gleich? Vielleicht
zwei das eine und acht das andere oder vier
das andere und sechs das eine? Oder ist es
irgendwie anders? Schreib es auf, wie viele
zeigen Kopf, wie viele Zahl:

Bezeichne diejenige der 4 Zeichnungen im
nichsten Bild, die deiner Meinung nach das
wahrscheinlichste Ergebnis zeigt, mit 1, die
anderen mit 2, 3 oder 4, je nachdem du sie
fiir weniger wahrscheinlich haltst!

Die Zeichnungen zeigen:

Im Text haben wir aber folgende Fille er-

wahnt:

Es ist also nicht wichtig, was viermal auftritt
(Kopf oder Zahl), sondern daB das eine vier-
mal, das andere aber sechsmal vorkommt. Ist
dieser Fall deiner Meinung nach wahrschein-
licher, als daB sowohl fiinfmal Kopf als auch
fiinfmal Zahl oben liegt?

Welcher Fall kime am haufigsten vor, wenn
du die Miinzen sehr oft wiirfest? Wenn du
Geduld hast, kannst du es versuchen. Aber
wenn du die Miinzen nicht oft genug wirfst,
kannst du ein anderes Resultat erhalten, als
wenn sie sehr oft geworfen werden. Wie kann
man feststellen, was nach vielen Wiirfen zu
erwarten ist? ’

Mit Wahrscheinlichkeitsrechnung!

Wenige Versuche ergeben manchmal ganz
andere Ergebnisse als die Rechnung. Bei
vielen Versuchen kommt man aber ziemlich
genau auf das gleiche Resultat. Vor den Ver-
suchen lohnt es sich immer, dariiber nach-
zudenken, was wir erwarten, nach den Ver-
suchen aber dariiber, ob wir erhalten haben,
was wir erwarteten, oder etwas anderes, ob
unser Ergebnis gesetzmiBig ist oder nur ein
auBerordentlicher Zufall. Wie kénnen wir
begriinden, was wir mehr erwarten und was
weniger?

1. Aufgabe

Wie oft kommen deiner Meinung nach die
erwihnten Falle vor, wenn du 10 Miinzen
wirfst? Trage in die folgende Tabelle auch
ein, welche Fille noch méglich wiren und
wie oft diese Fille deiner Meinung nach vor-
kommen kénnten! (Schreibe diese Schitzun-
gen unter das Wort ,,Geraten*!) Mache dann
Versuche mit 20 Wiirfen, und schreibe die Er-
gebnisse unter das Wort ,,Versuche**!

Bild 5

Wenn du derartige Versuche machst, lohnt
es sich, die Ergebnisse in dieser Weise zu no-
tieren: Zuerst schreibst du auf, welche Fille
mdoglich sind, dann fihrst du die Versuche
aus. Du stellst jedesmal fest, welcher Fall
aufgetreten ist und machst dann einen Strich
neben diesen Fall in der Strichliste.

Wir haben zwanzigmal geworlen.

Sechsmal davon erhielten wir 5mal Kopf und
S5mal Zahl. Siebenmal trat 4mal das eine und
6mal das andere auf. Viermal lag 3mal das
eine und 7mal das andere oben. Einmal kam
2mal das eine und 8mal das andere vor. Zwei-
mal war 1mal das eine und 9mal das andere
vertreten, und nicht einmal waren alle 10

gleich.

Das haben wir z. B. so notiert:
Sund $§ >und 5
4und 6 4und 6
3und 7 3 und ‘7
2und 8 2und 8
lund 9 lund 9
0 und 10 Ound 10
Bild 6 Bild 7

Streichen wir vier Striche mit dem fiinften
schrig durch, so fallt es uns am Ende leich-
ter, die Striche zu addieren. (Bild 7)

Bei diesen Versuchen kénnen wir 6 Fille un-
terscheiden.

2. Aufgabe

Wieviel verschiedene Fille gibt es, wenn wir
Fille wie z. B. viermal Zahl und sechsmal
Kopf und sechsmal Zahl und viermal Kopf
gesondert behandeln? Schreibe auf, was fiir
Fille du gefunden hast!

Das macht insgesamt . .. Fille.

Die richtige Losung findest du in einer spa-
teren Aufgabe.

Noch mehr Fille treten auf, wenn man auch
beriicksichtigt, auf welcher von den Miinzen
der Kopf und auf welcher die Zahl oben liegt.
Das ist natiirlich schwer festzustellen, wenn
die Miinzen nicht klar voneinander unter-
scheidbar sind. Du kannst aber einfach unter-
schiedliche Geldstiicke verwenden, die sich
voneinander klar unterscheiden (Miinzen zu
1, 5, 10, 20 und 50 Pfennigen und zu 1, 2, 5,
10 und 20 Mark; statt so wertvoller Miinzen
nimm aber lieber iltere, ungiiltige Geld-
stiicke oder Spielgeld).

Was meinst du, wieviel verschiedene Fille
konnen nun auftreten? Du brauchst es nicht
zu beantworten. Es gibt mehr als 1000 (ge-
nau 1024) unterschiedliche Fille. Die Er-
gebnisse der Versuche, mit denen wir uns nun
beschiftigen wollen, lassen sich von denen,
die diese vielen Falle gut {iberblicken. am
besten schitzen.

3. Aufgabe

Auf der Grundlage der Resultate bei 20 Wiir-
fen konnen wir einschitzen, wie oft diese
Fille ungefahr bei 10 oder 100 Wiirfen vor-
kommen kénnen. (Wie groB ist die Hiufig-
keit bei 10 oder 100 Wiirfen?)

Trage deine Schitzung in'die folgende Tabelle
ein! (Bild 8)

Siech dir nun einmal diese Schitzung an!
(Bild 9)

Die Haufigkeit der 6 Fille bei 10 oder



Falle: |Sund 5 |[4und 6|3 und7 |2und 8 [l und 9 |0 u. 10
Haufigkeit bei 20 Wiirfen 6 7 4 1 2 0
Haufigkeit bei 10 Wiirfen
Haufigkeit bei 100 Wiirfen
Bild 8
Fille: |S5und5{4und6|3und7|2und8 [l und9 [Ou. 10
Haufigkeit bei 20 Wiirfen 6 7 4 1 2 0
Haufigkeit bei 10 Wiirfen 3 |3oder4 2 ]0oder 1 1 0
Haufigkeit bei 100 Wiirfen 30 35 20 5 10 0
Bild 9 :
Fille: |Sund 5 |[4und 6 {3und7 (2und 8 {1 und9 [0 u. IO—I
Mit diesem Antt;il an der 3 7
Gesamtzahl! der Wiirfe 10 20
traten die Falle auf
Bild 10 o
Fiélle: | Sund 5{4und6|3und 7| 2und 8{ 1 und 9 10
Bei 20 Wiirfen etwa 5 8 5 2 0 0
Bild 11
NE| & o | ]l o]l wvw] | e« al =1 ° s .
Schitzung 20
Versuch 20
Bild 12
Fille: { 5und 5| 4und 6| 3und 7| 2und 8 1 und 9| O u. 10
Mit diesem Anteil an der 0,3 0,35 0,2 0,05 0,1 0
Gesamt.zahluder Wiirfe )
traten die Fille auf 'l% % é % o 0
30% | 35% | 20% | 5% | 10% ] 0%
Bild 13
Fille: 0u.1q1u.9]2u.8/3u.7| 4u.6|5u.5/6u.4]7u.3|8u.2]9u.1{10u.0
Zu erwarten ist 0 0 1 2,5 4 5 4 |25 1 0 0J
Bild 14

100 Wiirfen haben wir auf der Grundlage
der Haufigkeit bei 20 Wiirfen ausgerechnet.
Finfmal Kopf und fiinfmal Zahl kam bei
20 Wiirfen z. B. sechsmal, d. h. in einem Ver-
hiltnis von 3/10 zur Gesamtanzahl der
Wiirfe vor. Als wir nun einschitzen wollten,
wie oft bei 10 oder 100 Wiirfen der Fall ,,zur
Hilfte Kopf, zur Hilfte Zahl* auftreten
konnte, haben wir uns gesagt, daB dieser
Fall sicher immer in einem Verhiltnis von
3/10 zur Gesamtanzahl der Wiirfe auftreten
wird, gleichgiiltig, wie oft wir werfen.

Rechne aus und trage in die Tabelle ein,

welchen Anteil der gesamten Wiirfe die ande-
ren Fille ausmachen! (Bild 10)

(Anstatt 3/10 kannst du auch 0,3 oder
307100 oder 30 schreiben.)

Probiere die Schatzung nun einmal aus! Wirl
10 Miinzen, dann noch einmal! Deine Ergeb-
nisse stimmen mit der Schitzung nicht immer
liberein, nicht wahr? Das ist kein Wunder.
Die Versuche einzelner Versuchsserien kén-
nen recht unterschiedlich sein. Sehr groBe
Unterschiede sind aber selten. Die Mehrzahl
der Versuche fiihrt zu ziemlich gleichlauten-
den Resultaten. Es ist auszurechnen — wir

kénnen es aber noch nicht —, ob in der Mehr-
1hl der Versuche mit 20 Wiirfen ungefdhr

die gleiche oder eine nicht sehr abweichende

Verteilung zu erwarten ist. (Bild 11)

4. Aufgabe

Wenn wir den Fall 4 und 6 (viermal Kopf,
sechsmal Zahl) vom Fall 6 und 4 (sechsmal
Kopf, viermal Zahl) unterscheiden, welcher
von beiden Fillen tritt dann hiufiger auf?

5. Aufgabe

Wenn wir 11 Fille voneinander unterschei-
den(0und 10, 1und 9,2 und8, ..., 10 und 0),
~wie oft kommen diese dann bei 20 Wiirfen
vor? Trage deine Schiatzungen in die folgende
Tabelle ein, fiihre Versuche durch, und no-
tiere auch deren Ergebnisse! (Bild 12)

6. Aufgabe

Wenn man 20mal jeweils 10 Miinzen wirft,
erhilt man 200 Ergebnisse (Kopf oder Zahl).
Wie oft tritt bei dieser Wurfserie insgesamt
jeweils Kopf oder Zahl auf? (Berechne das
auf Grund deiner Notizen!)

Wenn du die Versuchsserie sehr oft, bei-
spielsweise hundertmal wiederholst, was
meinst du, wie oft der Fall vorkommen wird,
daB unter den 200 Ergebnissen genau die
Hilfte Kopf, die andere Halfte Zahl ist? Wie
oft wird die Anzahl von ,,Kopf* sowohl als
auch die Anzahl von ,,Zahl‘‘ zwischen 90 und
110 liegen? Wie oft wird der Fall eintreten,
daB das eine 80mal oder seltener auftritt
(dann muB das andere natiirlich 120mal oder
héiufiger vorkommen)?

Es wiirde fiir einen Menschen schon zu lange
dauern, diese Versuche durchzufiihren. Die
Rechnung ist auch nicht einfach. Deshalb
kann man das Ergebnis nur schatzen. Wenn
du die Losungen studierst, kannst du kon-
trollieren, wie weit deine Schitzungen an die
zu erwartenden Werte herankamen. (Das sind
Werte, denen sich der Durchschnjtt vieler
Versuche nihert.)

7. Aufgabe

Du weiBt nun schon, daB beim gleichzeitigen
Wurf von 10 Miinzen der Fall ,,5 und 5¢
wahrscheinlicher ist als der von ,,4 und 6*
oder ,,6 und 4* einzeln betrachtet, aber we-
niger wahrscheinlich, als daB von einem 6,
vom anderen 4 auftreten (ohne daB festge-
legt wird, von welchem dies und von welchem
das). Ist das auch dann wahr, wenn du die
10 Miinzen nicht gleichzeitig wirfst, sondern
eine nach der anderen?

Auch dann, wenn du nicht 10 Miinzen, son-
dern nur eine, diese aber zehnmal nach-
einander wirfst? (Wenn du nicht sicher bist,
5o probiere es ein paarmal aus!)



Aufgaben der Bezirksolympiade

(5./6. Februar 1977)

Klassenstufe 7

1. Von zwolf Midchen einer 7. Klasse ist be-
kannt, daB alle im selben Jahr, aber keine zwei
im gleichen Monat geboren sind. Multipli-
ziert man jeweils die Zahl, die den Tag des
Geburtsdatums angibt, mit der Zahl, die den
Monat des Geburtsdatums angibt, so erhilt
man fir die zw6lf Madchen die folgenden
Produkte:

Astrid 49, Beate 3, Christina 52, Doris 130,
Evelyn 187, Friederike 300, Gudrun 14, Heike
42, Ines 81, Kerstin 135, Liane 128 und
Martina 153.

Ermittle aus diesen Angaben den Geburtstag
von jeder der zwdlf Schiilerinnen!

2. Beweise den folgenden Satz:

In jedem Dreieck ist die Lange jeder Seiten-
halbierenden kleiner als der halbe Umfang des
Dreiecks.

3. Unter ,,Primzahldrillingen” wollen wir drei
Primzahlen verstehen, die sich in der Form p,
p+2, p+4 darstellen lassen. Beweise, daB es
genau eine Zahl p gibt, fiir die p, p+2, p+4
»~Primzahldrillinge” sind, und ermittle diese!

4.1Im Rahmen der Hans-Beimler-Wettkample
an der Schule beteiligte sich Fritz am Ent-
fernungsschétzen.

a) Bei seinem Schatzwert von 350 Metern er-
fahrt er, daB dieser zu klein war, und zwar um
genau 12,59 der wahren Entfernung. Er-
mittle die wahre Entfernung!

b) Wie groB wiire die wahre Entlernung,
wenn der Schitzwert von Fritz zu groB ge-
wesen wire, und zwar um genau 12,59/ der
wahren Entfernung?

5. Ermittle alle Paare (x; y) natiirlicher Zah-
len, fiir die die Gleichung 2x+ 3y =27 erfiillt
ist!

6. Konstruiere ein Trapez ABCD mit AB || DC
aus a=9,1lcm, b=63cm, c=67cm und
d=50cm.

Dabei sei a die Linge der Seite 4B, b die der
Seite BC, ¢ die der Seite CD und d die der
Seite AD. Beschreibe und begriinde deine
Konstruktion!

Stelle [est, ob durch die gegebenen Stiicke ein
Trapez bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt
ist!
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Klassenstufe 8

1. Uwe hatte zum Einkauf genau 41 Mark bei
sich, ausnahmslos in giiltigen Miinzen der
DDR. Darunter befand sich keine Miinze mit
einem geringeren Wert als 1 Mark. Bei seinem
Einkauf hatte Uwe nun genau 31 Mark zu be-
zahlen. Dabei stelllte er fest, daB er diese
Summe nicht ,passend“ hatte, also nicht
ohne zu wechseln bezahlen konnte.

Ermittle alle Moglichkeiten dafiir, welche
Anzahlen der Miinzen einer jeden Sorte (zu
1M, 2M, 5M, 10 M bzw. 20 M) Uwe hier-
nach bei sich haben konnte!

2. Einem Kreis mit dem Mittelpunkt M und
dem Radius r sei ein Trapez ABCD mit
AB| CD derart umbeschrieben, daB alle
Trapezseiten den Kreis beriihren.

Beweise, daB dann £ BMC =90° ist!
(¥ ABC bezeichnet die Grofe des Winkels

X ABC.)

3. In einem allseitig geschlossenen quader-
formigen Glaskasten befinden sich genau
600 cm® Wasser. Legt man den Kasten nach-
einander mit einer seiner AuBenflichen auf
eine horizontale Ebene, so betrigt die Wasser-
hohe im Kasten einmal 2 cm, einmal 3cm
bzw. 4 cm.

Ermittle diejenigen Werte flir das Fassungs-
vermogen des Kastens, die diesen Aufgaben
entsprechen! T

4. Fritz behauptet: Zwei zweistellige Zahlen,
die durch Vertauschen der Ziffern auseinan-
der hervorgehen (z. B. 72 und 27), kann man
nach der folgenden Vorschrift miteinander
multiplizieren, die am Beispiel der beiden ge-
nannten Zahlen dargelegt werden soll:
(1) Man berechnet das Produkt der beiden
Ziffern 7-2=14
(2) Man schreibt die erhaltene Zahl zweimal
hintereinander auf. (Hinweis: War die in
(1) erhaltene Zahl einstellig, so schreibt
man zwischen die beiden Zahlen noch eine
Ziffer Null.) 1414
(3) Man addiert die Quadratzahlen der beiden
Ziffern 49+4=53
(4) Man hingt an das Ergebnis eine Null an
530
(5) Man addiert die Ergebnisse der Rechen-
schritte (2) und (4) und erhilt damit das
gesuchte Produkt. 1414 4+ 530=1944

Beweise die Richtigkeit dieser Behauptung!

5. Gegeben sei ein spitzer Winkel; sein Schei-
tel sei der Punkt S, seine Schenkel seien die
Strahlen a, b; seine Winkelhalbierende sei der
Strahl w. Gegeben sei ferner ein auf w ge-
legener Punkt P#S.

Konstruiere einen Kreis k, der a und b be-
rithrt und durch P geht! Beschreibe und be-
griinde deine Konstruktion! Stelle fest, ob
durch die genannten Bedingungen ein Kreis
eindeutig bestimmt ist!

6. Gegeben seien eine Linge r und eine Linge
a<2r. Auf einem Kreis k mit dem Radius r
seien A und B zwei Punkte, deren Abstand a
betriigt. Weiterhin seien mit P, und P, zwei
solche Punkte von k bezeichnet, die auf ver-
schiedenen Seiten der Geraden durch A und
B liegen.

a) Gesucht sind unter allen diesen Punkten
P,, P, solche, fiir die der Flicheninhalt des
Vierecks AP;BP, am groBten ist. Beweise,
daB es solche Punkte gibt, und ermittle ihre
Lage auf k!

b) Ermittle den so entstehenden gréBtmog-
lichen Flicheninhalt unter allen Vierecken
AP,BP,!

Klassenstufe 9

1. Ein dem Einheitskreis einbeschriebenes
n-Eck habe die Eigenschaft, daB es bei einer
Drehung um 180° um den Mittelpunkt des
Einheitskreises in sich iibergent. Auf der Peri-
pherie des Einheitskreises sei irgendein Punkt
P gegeben.

Ermitteln Sie unter diesen Voraussetzungen
aus der gegebenen Zahl n die SuNme s der
Quadrate der Abstinde des Punktes P zu
allen Punkten des n-Ecks!

2. Man beweise folgenden Satz:

Sind a und b positive reelle Zahlen, fiir die
ab=1 gilt, dann gilt (a+1){(b+1)<4. *)
Untersuchen Sie ferner, in weichen Fillen in
(*) das Gleichheitszeichen gilt.

3. Wie betrachten die Menge aller Tetraeder,

fiir die folgendes gilt:

(1) Eine der Flachen des Tetraeders ist die
Fldche eines gleichseitigen Dreiecks.

(2) Von den Kanten des Tetraeders haben drei
die (gegebene) Linge a und drei die Liange
4/2.

a) Zeigen Sie, daB zwei zueinander nicht

kongruente Tetraeder existieren, die dieser

Menge angehoren!

b) Geben Sie fiir jedes dieser beiden Tetraeder

den Oberfldcheninhalt an!

4. Beweisen Sie, daB fiir keine Primzah] p+3
und fiir keine natiirliche Zahl n>1 die Zahl
(3n—1)p? + 1 Primzahl ist.

5. Es sei AABC ein beliebiges Dreieck. Von
allen Geraden, die die Fliche des Dreiecks
ABC in zwei Teilflichen zerlegen, seien die-



jenigen Geraden ausgewihlt, die zwei zuein-
ander inhaltsgleiche Teilflichen erzeugen.
Untersuchen Sie, ob es einen Punkt P gibt,
durch den alle diese Geraden gehen.

6. Zwei Holzleisten sind so aneinander ge-
leimt, daB sie einen rechten Winkel bilden.
In diesen rechten Winkel ist eine kreisformige
Pappscheibe P gelegt, die beide Schenkel des
rechten Winkels beriihrt; der Radius R dieser
Scheibe ist bekannt (siche Bild). In den durch
Schraffur gekennzeichneten Teilen zwischen
dem rechten Winkel und der Pappscheibe P
soll eine weitere Pappscheibe gelegt werden,
die die Schenkel des rechten Winkels und die
Scheibe P beriihrt.

a) Man zeige: Es gibt genau einen Punkt fiir
die Lage des Mittelpunktes der zweiten Papp-
scheibe.
b) :‘Man ermittle den Radius dieser Papp-
scheibe.

Klassenstufe 10

1. In einem Trapez ABCD mit AB|| CD und
AB>CD sei a die Linge der Seiten BC, CD
und DA. Um die Eckpunkte seien Kreise mit
gleichem Radius so gezeichnet, dal

der Kreis um 4 die Seite AB in H und die
Seite AD in E, der Kreis um B die Seite AB
in I und die Seite BC in F, der Kreis um C
die Seite BC in F und die Seite CD in G und
der Kreis um D die Seite CD in G und die
Seite AD in E schneide.

Der iiber HI errichtete Halbkreis beriihre die
um C und D gezeichneten Kreise von auBen
in den Punkten N und P.

Ermitteln Sie die Lange der Seite AB!

2. Von einer gleichung

x*+3a3x3+ax* +a;x+ap=0 werde vor-
ausgesetzt, daB alle Koeffizienten a;, a,, a,
und a, ganze Zahlen sind. Beweisen Sie, daB
dann [olgender Satz gilt:

Wenn eine rationale Zahl x eine L5sung die-
ser Gleichung ist, so ist x eine ganze Zahl.

3. Bei dem folgenden Kryptogramm sollen
die Buchstaben so durch Ziffern ersetzt wer-
den, daB
INES
+JENS
+AMES
NAMEN
eine richtig geloste Additionsaufgabe ent-
steht. Dabei sollen gleiche Buchstaben durch

gleiche Ziffern und verschiedene Buchstaben
durch verschiedene Ziffern ersetzt werden.

a) Zeigen Sie, daB es im dekadischen Zahlen-
system keine Losung der Aulgabe gibt!

b) Zeigen Sic, daB die Aufgabe im System mit
der Basis 8 eine Losung hat, und geben Sie
alle Losungen in diesem System an!
Hinweis: Sind aq, a4, a3, ..., a, ganze Zahlen
mit 0<a<7 (i=0...n) und a,>0, so be-
zeichnet man durch Hintereinanderschreiben
Q,...a2a1a¢ im System mit der Basis 8 die
Zahl

z2=a, 8"+...+a; 8%+a, 8" 4+a, 8. Zur
Unterscheidung von der Zahl mit denselben
Ziffern im dekadischen Zahlensystem kann
man die Zahl z auch mit z=[a,...a2a1a0]s
bezeichnen.

4. Beweisen Sie, dal

1 1 1
lg(1+T)+lg(1+§)+lg(1+§)+...
1
—— }=2 gilt!
+lg<1 99) 2 gilt!

5. Fiir ein gerades Prisma und eine gerade
Pyramide seien folgende Voraussetzungen
zugrunde gelegt: Beide Korper haben die-
selbe Grundfliche; diese ist ein gleichseitiges
Dreieck mit gegebener Seitenlinge a. Die
Spitze der Pyramide liegt in der Deckfliche
des Prismas.

Man ermittle diejenigen Werte fiir die (ge-
meinsame) Hohenldnge h des Prismas (und
der Pyramide), fiir die unter den zugrunde
gelegten Voraussetzungen der Mantel des
Prismas den gleichen Flicheninhalt wie der
Mantel der Pyramide hat.

6. Konstruieren Sie ein Drachenviereck
ABCD mit AD=CD, AB=CB aus a+b
=12cm,f=9cm und f+6=172°!

Dabei seien a die Lange der Seite AB, b die
Linge der Seite AD, f die Linge der Diago-
nalen BD, § die GroBe des Winkels ¥ CBA
und § die GroBe des Winkels < ADC.
Beschreiben und begriinden Sie Ihre Kon-
struktion!

Untersuchen Sie, ob ein solches Drachenvier-
eck existiert und beweisen Sie, daB alle
Drachenvierecke, die den Bedingungen der
Aufgabe geniigen, zueinander kongruent sind!

Klassenstufe 11/12

1. Man gebe alle Paare (x, y) reeller Zahlen
an, fur die

xZ+y=2
und  y?+x=2gilt

tY)
@

2. In einen geraden Kreiskegel mit dem Ra-
dius r und der Héhenlédnge k seien Kugeln so
einbeschrieben, daB die erste Kugel die
Grundfliche und die Mantelfliche des Ke-
gels, jede folgende Kugel die vorhergehende
Kugel von auBen und die Mantelfliche des
Kegels beriihrt, wobei simtliche K ugelmittel-
punkte auf der Kegelachse liegen.

Gesucht ist eine formelmiBige Ermittlung des
Radius r, der n-ten Kugel aus den gegebenen
Lingen r und h

Man weise insbesondere nach, daB die Folge
(r») eine geometrische Folge mit dem Quo-
Penten

h—2r¢
=3

ist.

3. Es sei eine Menge von endlich vielen roten
und griinen Punkten gegeben, von denen
einige durch Strecken verbunden sind. Ein
Punkt dieser Menge heiBe ,auBergewohn-
lich“, wenn mehr als die Hilfte der von ihm
ausgehenden Verbindungsstrecken in Punk-
ten enden, die eine andere Farbe als er ha-
ben.

Wenn es in der gegebenen Punktmenge auBer-
gewohnliche Punkte gibt, so wihle man einen
beliebigen aus und firbe ihn in die andere
Farbe um. Falls in der entstandenen Menge
aufergewdhnliche Punkte existieren, werde
das Verfahren fortgesetzt.

Man beweise: Fiir jede Menge der beschrie-
benen Art und. fiir jede Moglichkeit, jeweils
auBergewohnliche Punkte zum Umfirben
auszuwihlen, entsteht nach endlich vielen
solchen Umfirbungen eine Menge, die keinen
auBergewohnlichen Punkt enthilt.

4; a) Man beweise, daB fir alle reellen Zahlen
x, y, z mit x + y + z=m die Ungleichung

3 .
cos2x+cosZy—cosZz§§, gilt. 1)

b) Es sind diejenigen Werte von x, y, z zu
ermitteln, fir dPe in (1) das Gleichheitszeichen
gilt.

5. In einer Ebene sei eine Menge von endlich
vielen Punkten, die nicht alle auf ein und
derselben Geraden liegen, so gegeben, daB
der Flicheninhalt jedes Dreiecks, das drei
dieser Punkte als Eckpunkte hat, nicht groBer
als 1 ist.

Man beweise, daB fiir jede derartige Menge
eine Dreiecksfldche (einschlieBlich ihres Ran-
des verstanden) existiert, deren Fliacheninhait
nicht groBer als 4 ist und die die gegebene
Menge enthilt.

Von den folgenden Aufgaben 6A und 6B ist
genau eine auszuwihlen und zu 16sen:

6A. Fiir jede reelle Zahl x mit 0<x§§

werde in einem ebenen rechtwinkligen kar-
tesischen Koordinatensystem der Kreis durch
die Punkte P (0, 1), Q (x; cosx) und R
(—x; cos(—x)) gelegt.

a) Man gebe eine Funktion f so an, dafl fir
jede dieser Zahlen x der genannte Kreis den
Radius r=f(x) hat.

b) Man berechne lim f(x), falls dieser Grenz-

x=o

wert existiert.
¢) Man ermittle den Wertebereich der Funk-
tion f mit der Menge aller Zahlen x, fiir die

0<x gg gilt, als Definitionsbereich.
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6B. Es sei M eine Menge, fiir die [olgendes

gilt:

(1) Jedem geordneten Paar (a, b) von Elemen-
ten aus M ist genau ein Element aus M
zugeordnet, das mit aob bezeichnet sei.

(2) Zu jedem beM und jedem ceM gibt es
genau ein xe M so, daB xob=c gilt; dieses
Element x werde mit x =£ bezeichnet.

Unter diesen Voraussetzungen beweise man

olgende Aussage:

Wenn fir alle aeM, beM, ceM, d eM die Be-

ziehung

(a=b)e(cod)=(acc)o(bed)

gilt, dann gilt fir alle pe M, ge M, reM,seM

die Beziehung

P\ (¢
q/ _\r

(¢

nd in seine hori-

juadrate zer-

t ein rdum-

Glieder einer Folge von
dann lassen sich bei
: )rd-
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Losungen

Ma9 1557 Das Viereck 4, 4,434, ist ein
Rhombus, da

A1A;=A;A3=A3A4=A4A,; ist.
Der Mittelpunkt B dieses Rhombus ist gleich-
zeitig Beriihrungspunkt der Kreise k, und k4.
Ferner gilt

BAy=7, AsAs=2r
und daher nach dem Satz des Pythagoras
x=B—A3=]/4r2 —r’= 3r2=r[/5.

Ky

ke

Der Fldacheninhalt des Rhombus A4, 4,434,
ist daher gleich
Fi=2xr=2%/3.

Da die Winkelsumme eines jeden Vierecks
360° betrigt, lassen sich die Kreissektoren im
Innern des Rhombus zu einer Kreisfliche mit
dem Radius r zusammenfiigen, deren Flichen-
inhalt gleich nr? ist. Der gesuchte Flichen-
inhalt der Figur betréigt daher
F= 2rzl/§+47|:r2 —nri= 2r2[/5+ 3nr?

=r*2)/3+3n)~ 51,56 cm,

Ma9 81558 Bezeichnet man den Dividen-
den mit x, den Divisor mit y und den Quo-
tienten mit z, so gilt

x:y=z,alsox=y-z 0))]
Ferner gilt

x 2 10000000. 2
Weiter gilt

100<y<999. 3)

Nun steht in der letzten Zeile des Schemas
ein Vielfaches von y, also k - y, und es gilt

8000k - y<8999.
Wiire nun k<8, so wire k- y<8-999=7992,
was zu einem Widerspruch fiihrt. Daher ist
die letzte Grundziffer von z gleich 9. Weiter
erhilt man

wé}’éw,

9 9

also  889=<y=<999. “4)
In der zweiten Zeile steht eine dreistellige
Zahl, die nur gleich y sein kann, da jedes
andere Viellache von y bereits vierstellig ist.

Die ersten vier Grundziffern von z sind daher
1,0, 0, 1; denn auch in der vierten Zeile des
Schemas steht 1-y. Da, wie oben gezeigt
wurde, die letzte Grundziffer von z gleich 9
ist, gilt fir den Quotienten
z=10019.
Daraus folgt
y=£ . 10000000
z= 10019
Wegen (4) und (5) ist daher y=999.
Daraus folgt
x=yz=999-10019=10008981.
Das Divisionsschema lautet daher:
10008981 :999=10019
999
771898
999
8991
8991

>998. (5)

Ma9 81559 Es sei AABC ein rechtwinkli-
ges Dreieck mit der Hypotenuse AB. Dann
liegt der Mittelpunkt M des Umkreises mit
dem Radius r auf der Hypotenuse, und es gilt
AM=MB=r.

Sind D, E, F die auf den Katheten bzw. der
Hypotenuse gelegenen Beriihrungspunkte des
Inkreises mit den Seiten und sind O der Mit-
telpunkt und ¢ der Radius des Inkreises, so
gt OD-DE=OF =g,

xODC=¥CEO= xDCE=90°.

Dabher ist das Viereck ODCE ein Quadrat, und
es gilt
CD=CE=g.
Ferner gilt AE=AF und E=BF, da die Ab-
schnitte der von einem Punkt an einen Kreis
gelegten Tangenten gleichlang sind. Daraus
folgt fiir die Summe der Langen der Katheten
AC+BC=AE+EC+BD+DC
=AF4+¢ +BF+¢
=AB+20 =2r +2p,
d. h., die Summe der Langen der Katheten
ist gleich der Summe der Lingen der Durch-
messer des Umkreises (2r) und des Inkreises
(20), w.z.b.w.

Ma9 w1560 Es sei m mit m23 eine natiir-
liche Zahl, deren dritte Potenz m?> sich in der
Form

m*=p+n’, 1)
darstellen 148t, wobei p eine Primzahl und n
eine von Null verschiedene natiirliche Zah! ist.
Dann gilt m>n und

=g,
also  (m—n)(m®+mn+n?)=p. 2
Dabei ist

m?+mn+n?=9+34+1=13. )
Wire nun m—n> |, so wiire p nicht Primzahl,



was der Voraussetzung widerspricht. Daher
giltm—n=1,d. h, n=m—1, also wegen (2)
p=m*+mim—1)+(m—1)>
=3m>-3m+1. @)
Wir miissen nun nachweisen, da8 es unend-
lich viele natiirliche Zahlen m mit m=13 gibt,
fiir die 3m®—3m+1 nicht Primzahl ist. Das
trifft z. B. fiir jede natiirliche Zahl m zu, die bei
der Division durch 7 den Rest 2 148t, also
von der Form
m=Tk+2 ist,
wobeli k eine natiirliche Zah| ist.
Dann gilt ndmlich wegen (4)
p=3(Tk+2)2-3(Tk+2)+1
=3(49k% + 28k +4)—21k—6+1
=7(21k*+9k)+7,
d. h. p ist durch 7 teilbar.
Andererseits gilt wegen (4)
p=3mm—-1)+123-3-2+1
=19>7, )
p ist also nicht Primzahl im Widerspruch zur
Voraussetzung.
Nun gibt es unendlich viele natiirliche Zahlen
m® mit m=3 und m=7k+2, also auch un-
endlich verschiedene natiirliche Zahlen z=m?,
die sich nicht in der Form z=p+n? darstellen
lassen, w.z. b.w.
Bemerkung : Wer mit Zahlenkongruenzen ver-
traut ist, kann den SchluB von (4) auf (6)
schneller vollziehen. Wegen (4) folgt ndmlich
fir m=2 (mod 7)
p=3-4-3-241=7=0(mod 7),
also p ist durch 7 teilbar.

Ph9 a4
Gegeben: BE= 5,2mm=0,52 cm
(scheinbarer Monddurchmesser)
AB=57cm (Entfernung
Auge-Lineal)
CD = 3476 km (wahrer
. Monddurchmesser)
Gesucht: (1) AC (Entfernung Erde—-Mond)
(2) Prozentualer Fehler
(1) Nach dem zweiten Teil des Strahlensatzes
gilt 4B:BE=AC:DC
AB-CD_57cm:3476km

3

(©)

AC=

BE 0,52cm
AC~381023 km
£ D
A B iLC

Die Entfernung Erde—Mond betrégt
381023 km.
(2) Der absolute Fehler ergibt sich aus

381023 km — 384400 km= — 3377 km.
Der relative Fehler ergibt sich aus

—3377 km °

384400 km ‘z0,00878...z0,88/,
Der prozentuale Fehler der hier ermittelten
Entfernung betrigt 0,88°;.

Ch9 ®3 Masse der Salzsdure 15gmit0,15g
Chlorwasserstoff (HCI).
7292¢ 2241
2HCl+Zn—H;+ZnCl,
0,15¢g Vo

NR:2mol-3646-2-=7292¢,
mol

1mol-224 L=22,4 1
mol

Proportionaleinstellung am Rechenstab:

Vo=46,1 ml bei 0°C und 760 Torr

Nach der Zustandsgleichung [iir ideale Gase

erhilt man bei 22°C
_295°K - 46,1 ml
- 273°K

Das Wasserstolfvolumen ist 49,8 ml.

=49,8 ml.

Mal0/12 ®1561 Es sei x eine reelle Zahl,

fur die

Ji(x)=f2(x) gilt, wobei (n
Si)=—x+3, ()
fax)= | (x—2)*~5 | 20. Dann gilt @)
filx)= —x+320, als" x<3 und )]
1. entweder (x —2)2—5=—x+3 5)
2.oder —(x—2)?4+5=—x+3 6)

Im 1. Falle folgt aus (5)
x2—4x4+4-5=—x+3,
x2-3x—4 =0 7
Diese quadratische Gleichung hat die Losun-
gen x; =4 und x,=—1. Da wegen (4) x<3
gilt, kann hochstens x,= — 1 Lésuné von (1)
sein. Nun gilt
N(=D=4,fo(=1)=[(=3)*-5]| =
also ist x;= —1 tatsichlich Losung von (1).
Im 2. Falle folgt aus (6)
x2—4x4+4—5=x-3
x2—5x+2=0. 8)
Diese quadratische Gleichung hat die Losun-

gen

x3=5+2 17 ,x4—5 |/ <3,

von denen hochstens x4 Losung von (1) sein
kann. Nun gilt
_Y11+1
T2

Silxs)= —S;Vﬁ+3
fz(x4)=‘<5_2—l/ﬁ—

=y =Y
“\ T2 ST
17+1

5
d. h. x4 ist tatsdchlich Lésung von (1).

Es gibt also genau zwei reelle Zahlen x, fiir
die f1(x)=/>(x) gilt, ndmlich

-y

=—1 und x= 2

Ma10/12 a1562 a) Der kiirzeste Weg von
A nach B mége aul dem Streckenzug APQB
liegen. Dann betrigt die Lange des Weges
wegen PQ=s

z=AP+s+0B.
Fiihrt man nun eine Parallelverschiebung so
durch, daB der Punkt Q in den Punkt P
iibergefiihrt wird, so wird der Punkt B in
einen Punkt B’ ibergefiihrt, und es gilt
BB =s, QB PB', also

z=AP+PB +s.
Liegen nun die Punkte A, P, B’ auf einer
Geraden, so ist der Weg von A4 nach B’ am
kiirzesten und daher auch z am kleinsten.
Daraus ergibt sich die Konstruktion:

Man errichtet auf RB in B die Senkrechte bis
zum Punkt B', so daB BB’ =s. Dann verbindet

‘man B’ mit A und erhilt den Schnittpunkt P

mit der Uferlinie. Nun verbindet man 4 mit P,
errichtet in P auf der Uferlinie die Senkrechte
bis zum Punkt Q auf dem anderen Uler und
verbindet Q mit B.

A

2

“

o
ol «
- 2 o
Y e

b) Man erhilt
z=AB +s=)/(a+b)*+c*+s,
z=(]/800% + 6002 +200) m,
z=(})/ 1000000 +200) m = 1200 m.

Die Linge des kiirzesten Weges APQB be-
trigt also 1,2 km.

Ma10/12 w1563 Jedes der Volumina der
Pyramiden P; bzw. P, ist gleich
V=%-a2 - a=%a’.

Ist A’ der Schnittpunkt von AM, mit EM3, B’
der Schnittpunkt von BM, mit FM,, C' der
‘Schnittpunkt von CM, mit GM, und D’ der
Schnittpunkt von DM mit HM, so gilt, da
die Dreiecke A'ME und A’AM kongruent
sind, A'M, =AA, A, BM, M, =B'B usw. also nach
dem Strahlensatz

ﬁ:a:l:Z,ﬁ=—

Ferner haben die Pyramiden A'B'C'D'M,
und A’'B'C'D'M, eine quadratische Grund-
fliche mit der Seitenlange ; sowie die Hohe g.
a) Der Korper, der aus allen Punkten der
Durchschnittsmenge P; NP, besteht, setzt
sich nun aus diesen beiden Pyramiden zu-
sammen. Sein Volumen ist daher gleich

Lf(a\a_1 ,
3'\2) Tz%

b) Der Korper, der aus allen Punkten der
Vereinigungsmenge P; UP, besteht, setzt sich
aus zwei quadratischen Pyramidenstiimpfen
zusammen, bei denen der Flacheninhalt der
Grundfliche gleich a?, der Deckfliche gleich

V1=2'

ist. Sein Volumen ist

azg
4 2
7

3

a? — .. a
vy und die Hohe gleich 3
daher gleich

1, 1

V,= 2<3 a‘-a— 3
c) Die Volumma der beiden Korper verhalten
sich wie

RYSER N

" .Vz—lza .lza =1:7.
Ma10/12 #1564 Angenommen, es gibt zwei
rationale Zahlen x und y, fiir die

x24y?=7gilt. )
Dann ist x+0 und y=+0, da das Quadrat
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einer rationalen Zahl nicht gleich 7 ist. Ferner
kann man sogar x>0 und y>0 annehmen,
da fir x<0 bzw. y<0 auch —x>0 bzw.
—y>0 Losung von (1) wire.

Da x und y positive rationale Zahlen sind,
lassen sie sich in der Form

P r

x==, y=- 2
P 2

darstellen, wobei p, r und ¢ von Null ver-
schiedene natiirliche Zahlen sind, deren groB-
ter gemeinsamer Teiler gleich 1 ist.
Nun folgt aus (1)

p_2+ﬁ_7 also p? +r?=7q*
PP 4 =/q".

3

Wire nun eine der Zahlen p oder r durch 7
teilbar, so wire wegen (3) auch die andere
durch 7 teilbar, also wire p?+r? durch 72
teilbar. Dann miiBte aber wegen (3) g durch 7
teilbar sein, was der Voraussetzung wider-
spricht, wonach p, g und r den groBten ge-
meinsamen Teiler 1 haben. Also ist weder p
noch r durch 7 teilbar, und es gilt
p=a(mod 7) mit 0<a<7,
r=b(mod 7) mit 0<b<7.
Daraus folgt
p2+ri=a?+b%(mod 7).
Nun gilt
a=1,2,3,4,5 oder 6,
also a*?=1,4,9, 16, 25 oder 36,
dh a’=1,4,2,2,40der1(mod7).
Das Gleiche gilt fur b.
a? bzw. b? sind also modulo 7 kongruent einer
der Zahlen 1, 2 oder 4. Daher ist a® + b2 kon-
gruent einer der Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 oder 6,
also niemals kongruent 0.
Dabher gilt wegen (4) auch niemals
pr+r?=0(mod 7),
d. h. p? +r? ist nicht durch 7 teilbar, und die
Gleichung (3) ist in keinem Fall erfillt. Dar-
aus folgt, daB auch die Gleichung (1) fiir keine
rationale Zahlen x, y erfiillt ist, w.z.b.w.

@

Ph10/12 85 Gegebent=3,85;v=340%;
m
g=981 s—z;

Gesucht: s

Die Tiefle des Brunnens ergibt sich einmal aus
dem Weg, den der Schall zuriicklegen muB,
und zum anderen aus dem Weg, den der Stein
im [reien Fall zuriicklegen muB:

s=vt, bzw. s=% -1}, wobei t,+t,=t gilt.
Es ist also:

2
s . s
s=g(t——> mit f;=t—t, und t; ==
2 v v

25 , s s?
=t

g v 0?
t 1\ -
0=s2—21J2<—+—>-s+vzr2
v g

2
=sz—?v(gt+v) s+vt?

Diese quadratische Gleichung hat die Losun-
gen -

sl.z'=§{gt+v)i\/ s(gt+u) —p?e?
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Sl,z=§(gt+vil/ v? +2gtv)

34
31,z=——49 8? 9,81 3,8+ 340

+)/3402 +2-9,81- 3,8 - 340)
s,_zz%(377,2781375,43)

51 ~64
s; ~26088

s . .
Da t, <t also Egt sein muf, gilt nur s=64.

" Der Brunpen ist 64 m tief.

Ch10/12 4

60g

CH,;COOH +HOC;H;
16g

88¢g
CH;3;COOC,;Hs+H,0
m

NR: lmol-60—g—=60 g
mol

_—
-—

.88 8 _
1 mol SBmO1 88g

Proportionaleinstellung am Rechenstab:
m=234g

Ausbeute: 0,85-234g=199g

Man kann 19,9 g Essigsduresithylester her-
stellen.

Lésungen zum alpha-Wettbewerb, Heft 5/76

Ma5 #1566 Angenommen, Ute ist im Jahre
1975 genau n Jahre alt; ihr Bruder Axel ist
dann (n+ 6) Jahre alt; nun gilt
n+(n+6)=130,
2n+6 =130,
2n=24,
n=12.
Somit ist Ute 12 Jahre, ihr Bruder Axel
18 Jahre alt. Angenommen, Utes Mutter wird
im gleichen Jahr k Jahre alt; dann wird Utes
Vater (k +2) Jahre alt; nun gilt
k+(k+2)=120-130,
2k +2=90,
2k =88,
. k=44
Somit wird Utes Mutter 44, Utes Vater
46 Jahre alt.

Ma5 ®1567 Aus 10-0,2=2 folgt, daB 2 Li-
ter Kirschlimonade zubereitet worden sind.
Der achte Teil der Kirschlimonade bestand
aus Kirschsirup. Es wurden somit 2 Liter : 8

=% Liter Kirschsirup verbraucht.

Ma5 #1568 a) Samtliche sechs Begren-
zungsflichen des Ausgangswiirfels werden be-
klebt. Von jedem der sechs aufgeklebten Wiir-
fel sind [iinf quadratische Begrenzungsflachen
nicht iiberklebt. Insgesamt wird der so ent-
standene Korper von 6 - 5= 30 quadratischen
Fldchen begrenzt.

b) Ein Spielwiirfel besitzt die Augenzahlen
von 1 bis 6. Um eine moglichst groBe Ge-
samtaugenzahl zu erhalten, wird von den
aufzuklebenden Wiirfeln jeweils die Seiten-

fliche mit der Augenzahl 1" beim Verkleben
verwendet. Von jedem der sechs aufzukleben-
den Wiirfel sind somit die Augenzahlen 2, 3,
4, 5, 6 nicht tiberklebt. Die Gesamtaugenzahl
betragt deshalb

6-(2+3+4+5+6)=120 Augen.

Ma5 ®1569 Hitte der zweite Autobus auf
seiner letzten Fahrt vier Pioniere mehr befor-
dert, so wiren auf den letzten zwei Fahrten
des zweiten Autobusses insgesamt 86+4
=90 Pioniere beférdert worden. Somit war
der zweite Autobus auf seiner vierten Fahrt
mit 90:2=45 Pionieren besetzt. Nun gilt
7:45+1-41=3154+41=356; insgesamt wa-
ren also 356 Pioniere eingetroffen.

Ma5 #1570 Aus den Netzen (3) und (5)
laBt sich kein Wiirfel herstellen; die Be-
schriftung fiihrt zu Widerspriichen.

Die Netze (1), (2), (4) konnten wie folgt be-
schriftet werden:

L[] 2[(Tn
urol] uro]
v ]
4 hrl
L |u

v

Ma5 ®1571 Fiir alle in Betracht kommen-
den zweistelligen natiirlichen Zahlen gilt
10<13-n<99, wobei n ebenfalls eine natiir-
liche Zahl ist. Nur fir n=1, 2, 3,4, 5, 6, 7
werden diese Ungleichungen erfiillt. Von den
Vielfachen 13, 26, 39, 52, 65, 78,91 der Zahl 13
erfiillen nur die Zahlen 13 und 91 die ge-
stellten Bedingungen, und es gilt
3-1-1)-13=1-13=13,
9-1-1)-13=7-13=9L

Ma6 21572 Es sei x die Anzah! der im Re-
gal vorhandenen Biicher; dann gilt 340<x
12 7 5

11 7
<350. Aus —x + —x=—x und DA TR

473 12
folgt, daB das Regal %x Romane enthilt. Nun

muB x ein Vielfaches von 12 sein, also
x=12-n, wobei n eine natiirliche Zahl ist.
Daraus folgt weiter 340<12 - n<350 bzw.
28% <n< 29%, alson=29 und somit x=12-29
=348. Im Regal befinden sich somit 348 :4
=87 Kinderbiicher, 348 : 3=116 Erzihlungen

und 348§ -%: 145 Romane.

Maé6 #1573 Angenommen, dieser Schiiler
habe den n-ten Platz erreicht; dann gilt
n+5
<W+3> S5=n+10,
n+5

+15=n+10,

-n+5+30=2n+20,
n=15.
Dieser Schiiler belegte auf dem mathemati-
schen Wettbewerb den 15. Platz.



Ma6 81574 Wir rechnen 2240 km E

4
=1680km;
2240 km — 1680 km =560 km. Nun gilt
_ 81 1680km-h
'"u, 840km =2h;

_52_560km-h_7
"o, 800km 10
Der Flug von A4 nach B dauert 2 Stunden und
42 Minuten.

2 h=42 min.

Ma6 ®1575 Angenommen, Ursula habe auf
dem Sportfest x Punkte erreicht, dann gilt
1475 <x<1500. Wahrend der Spartakiade

hatte Ursula nur g Punkte erreicht; deshalb

gilt l49£<g'<%°, also 163g<x<166§. In
diesem Intervall ist nur die Zahl 165 ganz-
zahlig und durch 5 teilbar. Ursula errang
somit auf der Spartakiade 165 Punkte, auf
dem Sportfest 9 - 165= 1485 Punkte.

Sabine schalfte 1485 :3=495 Punkte.

Ma6 #1576 Von Kilometerstein 54 bis Ki-
lometerstein 87 sind es 33 km. Aus

_51_2 _1 5 33
tl—ul—lzoh—mhundtz—a—mhfolgt
PRI N L L L
277172000 2000 200 200

33 . 3 .
=70 mm—3mmm.

Der Moskwitsch kam 313—0 min vor dem Wart-

burg an der Raststédtte an. Auf 100 km Fahr-
strecke hitte der Moskwitsch gegeniiber dem
Wartburg nur 10 Minuten Zeit herausgefah-
ren. Uberhéhte Geschwindigkeiten rufen aber
Unlfille und damit Schaden hervor.

Ph6 m1577 Nach dem Reflexionsgesetz gilt
a=a bzw. f=f' also auch y=7y'. Weiterhin
ist a’=y (Wechselwinkel an Parallelen wegen
['| $1) und damit auch a=y".

Demzulolge ist der einfallende und der reflek-
tierende Strahl um den gleichen Winkel gegen
die Horizontale geneigt, und sie laufen par-
allel, w.z.b.w.

Ma7 #1578 Aus der Gleichung a- b
=10" (a+b) erhalten wir durch Umformung
ab=10a+ 10b,

ab—10a=10b,

a(b—10)=10b,
_10b
=510

Nun gilt a=0 und b2 0. Ferner gilt a=0 nur
dann, wenn b2>11. Da a und b natiirliche

Zahlen sind, muB8 10b ein Vielfaches von
b—10 sein. Das trifft nur zu [ir folgende
Paare natiirlicher Zahlen: (11; 110), (12; 60),
(14; 35), (15; 30), (20; 20).

Ma7 ®1579 Angenommen, es waren x Sam-

melkarten mit je fiinf, y mit je sechs und z mit
je acht Fahrabschnitten; dann gilt

5x+6y+8z=71, 1)
x+ y+ z=12 (2
bzw. x=12— y-—z.

Durch Einsetzen von Gleichung (2) in Glei-
chung (1) erhalten wir )
5-(12—y—2z)+6y+82=77,
60—5y—5z+6y+8z=77,
y+3z=17,
y=17-3z.
Diese Gleichung wird fiir natiirliche Zahlen
x, y, z erfiillt durch
x1=1,y,=8,2,=3;
x3=3,y2,=5, 2,=4;
x3=35,y3=2,2z3=5.
Die Aulgabe besitzt somit genau drei Losun-
gen:
Es konnten entweder eine Sammelkarte aus
Berlin, acht aus Leipzig und drei aus Halle
oder drei aus Berlin, fiinf aus Leipzig und vier
aus Halle oder fiinf aus Berlin, zwei aus
Leipzig und fiipf aus Halle verbraucht worden
sein.

Losungen zu: Gaull’ Beitrige zur Astronomie
und Geodisie (Seite 27)

Ala n=0,n=1,n3=2n4=4,
ng=35,ng=6.

A2A a)s5=2435m, m;=0,008 m,
me=0,026 m b)n,=27.

AJA  3)Nceres=3

b) Ureres=4,61 Jahre.

Lisung zu: Versuche mit 10 Miinzen, S. 40

1. Aufgabe:
auBerdem:
1 und 9, 3 und 7. In der Tabelle vor der
4. Aufgabe findest du Antwort darauf, welcher
Fall mit welcher Hzufigkeit bei 20 Wiirfen
vorkommt. Die Null bei den Fillen 1 und 9
sowie 10 bedeutet, daB diese Fille bei den
20 Wiirfen meist iiberhaupt nicht vorkom-
men. (Der erste dieser Fille kommt nur un-
gefdhr aller 50 Wiirfe einmal vor, der zweite,
daf alle gleich sind, nur etwa aller 500 Wiirfe
einmal.)

2. Aufgabe: Es gibt 11 verschiedene Fille,
sie sind unter der 5. Aufgabe zu inden.

3. Aufgabe: (Bild 13)

4. Aufgabe: Die Versuche zeigen, daB sie un-
gefihr ebenso hiulig sind. Wenn die Miinze
so beschaffen ist, daB ihre Kopf- oder Zahl-
seite mit gleicher Wahrscheinlichkeit nach
oben zeigt, so sind auch beide Fille gleich
wahrscheinlich.

5. Aufgabe: Bei 20 Wiirfen ist fir die ein-
zelnen Fille das [olgende Ergebnis zu erwar-
ten: (Bild 14)

Es gibt zwei Moglichkeiten

2,5 bedeutet hier, daB ungefihr 2 oder 3 Fille
zu erwarten sind.

7. Aufgabe: Es ist gleichgiiltig, ob du die
10 Miinzen gleichzeitig oder einzeln oder nur
eine zehnmal nacheinander wirfst, wenn die
Miinzen gleichartig sind, gilt fiir alle drei Fille
das Gleiche.

Lésung zu: Sonnenfinsternis

Bild der Sonne Bild des Mondes

EF=d,=17 cm
) re= 8,5cm
Die Mittelsenkrechten von E, CB und AC
schneiden sich in M.

(M : Mittelpunkt des Kreises des Bildes des
Mondes)

.ry sei der Radius des Bildes des Mondes.

Es gilt fiir das rechtwinklige Dreieck (ADM )
mit

A_D=g,—D=b, AMM=CMM—rM
a’ a® b
er=T+(TM—b)z—'rM=E+E—H‘M=7,4Cm

Damit lassen sich weiter die Winkel o und j

bestimmen:
o

. a a ° _ °
smi-z_rs—O,BZZ —2——55,5 a=111
. Ba B_ .. 0
= = =142
sin Vi 0,945 3 71 B=1

Daraus lassen sich die Flichen 4, und A,
berechnen:

Toa rs?
Al=(m,—sma>7

. 2
Az=(;[8—0€—sin ﬂ) L2
A;=358cm?* A,=50,9 cm?
Es ergibt sich eine ,abgedunkelte* Fliche
A'=A, + A, =86,7 cm?. Die Fliiche der vollen
Bildscheibe der Sonne betrigt
A=n-r2=227cm?>
A ., 867 ., o
= lOO/,,-E 1009, =38,2%,.
Aus dieser Berechnung ergibt sich, daf in
Jena eine 38,2%ige Sonnenfinsternis beob-
achtet wurde.
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Losungen zu alpha-heiter (Heft 2/77):

Kryptarithmetik

1.999 4+ 9989 =10988;2.9911+9111=19022;
3.9861+9819=19688;4.112=]/12544;
5.2882=82944

G-A-U-S-S

Um die Zahlen fiir G, A, U, S zu finden, zer-
legt man das Produkt 1855 zunichst in seine
Primfaktoren: 1855=5-7-53
Dabei stellt man [est, daB3 nur drei Faktoren
vorhanden sind. Also miissen noch zwei Fak-
toren erganzt werden; diese beiden Faktoren
konnen wegen der Ganzzahligkeit nur | sein:
1855=1-1-5-7-53
Aus (2) und (3) lolgt: G=53, A=7; U=5;
S=1 Diese Zahlen werden in (1) eingesetzt:
C-F-(53+7+5+1+1)+7-5=1777
C-F-67+35 =1777
Durch dquivalente Umformungen ergibt sich:
C-F=26
Aus (3)und 26=13-2[olgt C=13;F=2
Aus den Darlegungen folgt: Es gibt genau
eine Losung; dieselautet C=13,F=2, G =53,
A=7,U=5S=1
Mosaikriitsel
»Die Wissenschaft soll die Freundin der
Praxis sein, aber nicht ihre Sklavin.*
Krypto-Gleichungssystem
Setzt man (IV) in (I), (1), (I1I) ein, vereinfacht
die Terme auf den rechten Seiten der Glei-
chungen (I), (II), (I1T) und formt die Quotien-
ten auf den linken Seiten der Gleichungen (I),
(II) in Dilferenzen um, so erhilt man das dem
urspriinglichen &dquivalente Gleichungssy-

stem: ¢
]/GAUSS —CC1 =

I roe

. J/GAUSS .,

Iy +————-G =19
C-G
[/GAUSS

C-G
Setzt man (III') in (I') und (II') ein, so erhilt
man das Gleichungssystem:  ~
Iy cct=2
(II") G~ !=5und hieraus
(1)C=2und (2) G=5 Aus (IV) erhilt man

%=é bzw. F=C? und wegen C=2, ist F=4,

(I17) =24

g: =2 und G=>5in (IIT') eingesetzt, ergibt

|/ GAUSS =240 bzw. GAUSS =240

= 57600, also lautet die Losung:
C=2,F=4,G=5A=7,U=6,S=0

Durch Einsetzen in die Ausgangsgleichungen
wird die Richtigkeit der Losung bestitigt.

Résselsprung
Ausspruch: ,Nichts ist getan, wenn noch
etwas zu tun iibrig ist.“ Schema:

1018
7| 4| M
21916
5|23

48

Krypto-Arithmetik
D=1;r=2;C=3;F=4;G=5;a=6;u=7;
B=9.

Bilderritsel
Brett, Zaun, Zweig (Schweig);
Braunschweig

Rosselsprung

Zitat: ,So sonderbar ist der nimmersatte
Mensch; hat er ein Gebdude vollendet, so ist
es nicht, um nun ruhig darin zu wohnen,
sondern um ein anderes anzulangen.*
Schema:

53027 |34)|19 |32
28

35§31 26 | 21
7| 4|29 |20(33|1
(15| 2 (11|22 |25
38|13 2|17
%1169 |02

Wie viele Moglichkeiten?
Betrachtet man den Teil

CFG

FGa

Gau

aub,
so zdhlt man leicht nach, daB es 10 Méglich-
keiten gibt. Das gesamte Viereck ergibt sich
aus dem obigen Teil durch Spiegelungen,
womit in jedem gespiegelten Teil ebenfalls
10 Moglichkeiten bestehen, den Namen aul
verschiedene Art zu lesen. Insgesamt 148t sich
der Name deshalb auf 40 verschiedene Arten
lesen.
Kreuzwortriitsel
1. GauB; 2. arcus; 3.
4, Skala; 5. Slang

Bild 4 Die 12 voneinander D ¢
unabhingigen Lésungen G

GauB und das 8-Damen-Problem
Fortsetzung von Seite 37:

Da das Verfahren auf.rationelle Weise alle
Stellungen von al, bl, ..., hl bis a8, b8,
..., h8 durchlduft, kann keine Ldsung un-
entdeckt bleiben.

5. Im Sinne der Spieltheorie handelt es sich
bei der vorliegenden Aufgabe um ein ,,8-
Personen-Spiel*‘, zu dessen Ldsung ein so-
genannter ,,Spielbaum‘ gezeichnet werden
miiBte, aus dem dann die Lésungen unmittel-
bar abzulesen wiren. Allerdings fiihrt die
iibliche grafische Darstellungsform des Spiel-
baums bei der vorliegenden Aufgabe zu einem
auBerordentlich uniibersichtlichen Gebilde.
Die unter 1. angegebene Methode stellt eine
rationalisierte Variante zur Ermittlung so
eines Spielbaumes dar, die auBer den Vor-
ziigen des Spielbaumes auch noch Ubersicht-
lichkeit bewahrt. (Uber Spieltheorie siehe
,,Ausgewihlte Kapitel der Mathematik*,
Autorenkollektiv, Fachbuchverlag Leipzig,
7. Auflage 1973, mit weiteren Literaturanga-
ben.)

6. Ist man mit dem systematischen Verschie-
ben der Damen so weit, daB die Dame der
a-Spalte auf a5 mubB, ist also die Hilfte aller
zu untersuchenden Méglichkeiten erledigt, so
kann das Verfahren abgebrochen werden,
denn alle noch ausstehenden Losungen miis-
sen sich nun durch Variierung bereits gefun-
dener Losungen ergeben.

Die gefundenen 12 voneinander unabhingi-
gen Losungen lassen sich zu einer kompakten
Figur zusammenfiigen - siche Bild 4 - die -
zusammen mit ihrem Spiegelbild — dann alle
92 Losungen als Ausschnitte enthalten.
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Olympiade Junger Mathematiker
3. Stadt-Olympiade-Klassenstufe 4
Greifswald, 16. Oktober 1976

In jedem Jahr einmal treffen sich die besten
Jungen Mathematiker der Stadt Greifswald
zu einem Leistungsvergleich. Er ist eine gute
Vorbereitung auf die Teilnahme an den
Olympiaden Junger Mathematiker der DDR.
Die Fachkommission Unterstufe der Stadt
Greifswald {ibergab der alpha die gestellten
Aufgaben (reine Arbeitszeit: 120 Minuten):

Al a Ermittle alle Zahlen g, b, ¢, d, welche
die folgenden Ungleichungen erfiillen!

a), 5:19<a<100 ¢) 15<2:¢-3<25
b) 21<7b<43 d) 3>d:12>0

A2a Unsere Sportler konnten bei den
Olympischen Spielen ihre Leistungen stindig
verbessern. Sie [eierten in diesem Jahr ihre
bisher groBten Erfolge.

1968 wurden von den DDR-Sportlern 30 Me-
daillen erkd@mpft; genau der dritte Teil davon
waren Goldmedaillen.

Die Anzahl der Silbermedaillen war um 2
groBer als die Zahl der Bronzemedaillen.

Bei den Olympischen Spielen 1976 verdrei-
fachte sich die Gesamtzahl der fiir unsere
Republik errungenen Medaillen gegeniiber
1968; die Anzahl der Goldmedaillen stieg auf
das Vierfache (gegeniiber 1968). Unsere Sport-
ler brachten gleich viele Silber- wie Bronze-
medaillen heim.

Ubertrage die folgende Tabelle aul dein
Arbeitsblatt und fiille sie aus!
Gold | Silber | Bronze | Gesamt-
zahl

1968
1976

A3 A Verbinde jeweils génau zwei Punkte
miteinander durch eine Gerade! (Zeichne auf
diesem Blatt!)

|

c
—

a) Wie viele verschiedene Geraden kannst du
zeichnen?
b) Zihle sie auf (z. B. 4B, ...)!

a4a Die Klassenleiterin einer 4. Klasse
macht eine Aufstellung iiber die Teilnahme
ihrer Schiiler an Arbeitsgemeinschaften.

10 Schiiler sind Mitglieder der Schulsport-
gemeinschaft; 9 Schiiler singen im Chor;
6 Schiiler gehdren keiner dieser Arbeitsge-
meinschaften an; 3 Schiiler sind sowohl Chor-
mitglieder als auch in der Sportgemeinschaft
titig.

Wie viele Schiiler sind in dieser 4. Klasse?

10. Leistungsvergleich
Greifswald-Stadt—Greifswald-Land
Stralsund— Wolgast

(16. Oktober 1976 in Greifswald)

Klassenstufe 5

Al a Zeichne die Strecken

AB mit der Linge 2,3 cm, CD mit der Linge
18 mm, EF mit der Linge 0,03 m! -

a) Konstruiere AB+CD — EF!

b) Uberpriife das Ergebnis der Konstruktion
durch Rechnung!

A2a Zeichne eine Strecke PQ mit der Lin-
ge 6cm! Zeichne dann um P einen Kreis-
bogen mit dem Radius 52c¢cm und um Q
einen Kreisbogen mit dem Radius 3 cm! Ein
Schnittpunkt dieser Kreisbogen sei R.

Trage in P an PQ das Dreifache des Winkels
X QPR an! Der zuletzt erhaltene Schenkel sei
PS. '

Was fiir ein Winkel ¥ QPS entsteht?

43a Bernd denkt sich eine Zahl, multi-
pliziert diese Zahl mit sich selbst, addiert
dann 19, dividiert durch 10, subtrahiert 4 und
erhilt als Endergebnis 10.

Welche Zah! hatte sich Bernd gedacht?

A4 A Beim Schulsportfest haben sich Antje,
Christiane, Martina und Regine fir den
100-m-Endlauf qualifiziert. Es soll getippt
werden, wer den Endlauf gewinnt.

Gudrun sagt: Wenn ich nur den Sieger rich-

tig voraussagen will, muB ich h&chstens 4

verschiedene Tipscheine schreiben. Wenn ich

. aber den 1. und 2.Platz in der ﬁchtigen

Reihenfolge auf einen Tipzettel schreiben soll,
muB ich hochstens 10 verschiedene Tip-
scheine ausschreiben, um mit Sicherheit den
richtigen dabei zu haben.

Hat Gudrun recht?

Klassenstufe 6

ala Welcheder Zahlen 2, 3,4,5,6,7, 8,9
sind Teiler von 16702287

A2a Eine Gruppe Junger Biologen wird
gefragt: Wie viele Eidechsen habt ihr in
eurem Terrarium? Die Antwort lautete:

Im ersten GefiB ist genau die Hilfte, im
zweiten genau ein Drittel, und im letzten Ge-
faB befinden sich noch 2 Eidechsen.

A3a Angelika und Karin haben Kirtchen,
auf denen je eine Ziffer steht. Angelikas Kirt-
chen tragen die Ziffern 3, 5, 6, 9, Karins die
Ziffern 1, 2, 4, 8.

a) Wie viele verschiedene vierstellige Zahlen
kann jedes Médchen mit seinen vier Kiértchen
legen? )

b) Wie viele davon sind durch 6 teilbar?

A4a Findeeine Bewegung, die das Dreieck
ABC auf das Dreieck POR abbildet! Zeichne
auf diesem Blatt!

R

Sonnenfinsternis 1976

Wie groB war in Jena die Sonnenfinsternis
vom 29.4.1976?

An der Spezialschule des VEB Carl Zeiss
wurde die ringformige Sonnenfinsternis am
29.4.76 am Schulfernrohr durch die Projek-
tion des Bildes auf einen Schirm als partielle
Finsternis beobachtet. Im Hhepunkt der Be-
deckung der Sonne durch den Mond ergab
sich auf dem Projektionsschirm das darge-
stellte Bild.

Wir stellten uns die Frage, wie grol am Be-
obachtungsort der prozentuale Teil der Sonne
sei, der vom Mond iiberdeckt war.

Zur Losung der Aufgabe wurden mit einem
Lineal folgende Werte am projizierten Son-
nenbild gemessen:

1. Durchmesser des Sonnenbildes d,=17 cm
2. Abstand der Schnittpunkte der Kreisbilder
von Sonne und Mond a=14cm

3. Bogenhohe iiber a - h=5cm

'

Aus diesen drei MeBwerten wurde die vom
Mond iiberdeckte Fliche der Sonnenscheibe
berechnet und in Prozent ausgedriickt. Na-
tiirlich muB das Ergebnis mit Fehlern be-
haftet sein, die sich aus den Messungen mit
Lineal am ,,wandernden” Bild auf dem Pro-
jektionschirm und den Relativbewegungen
von Erde, Sonne und Mond ergeben. Wie
groB war also die partielle Finsternis in Jena?

Welcher Losungsweg fiihrt zum Ziel?
(Hinweis: Fiir Schiiler bis Klasse 9 ist die L&-

sung nur moglich, wenn benétigte Winkel-
groBen einer Zeichnung entnommen wer-
den.) A. Dietzel
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