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Raum und Entfernung
Wie man in der Mathematik mift
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Einleitung

Aus dem téglichen Leben weil jeder, daB
Entfernung ein sehr relativer Begriff ist.
Zum Beispiel hat schon mancher Tourist
auf einer Landkarte den Weg des geplanten
Marsches ausgemessen und sein Ergebnis
fiir verliBlich gehalten, dann aber festge-
stellt, dal er in dem unebenen Terrain viel
lingere Strecken zurlicklegen mubte. Er
hatte nicht beachtet, dal sein MeBinstru-
ment die Hohenunterschiede auf der Land-
karte nicht beriicksichtigen kann.

Bild 1 tatsiichliches Profil

des Weges

Bildstrecke auf der Landkarte

Auch wenn unser naiver Tourist auf einer
idealen® Ebene ginge, wirden sich seine
‘der Landkarte entnommenen Angaben von
der tatsichlichen Entfernung unterschei-
den. Das ist deshalb der Fall, weil die Erd-
oberfliche bekanntlich keine Ebene ist, wir
sie auf Landkarten aber als Ebene darstel-
len. :

Die Entfernung zwischen den Punkten A
und B einer Kugeloberfliche projiziert
man in die Ebene; bei Zentralprojektion

auf die Strecke 4,8, bei Parallelprojektion
auf die Strecke A,B;. Das Bild 2 zeigt, daB
die gewihlte Projektionsart sowie bei der
Zentralprojektion auch noch die Lage des
Projektionszentrums S
sind.

von Bedeutung

Bild 2

Dras Bild verdeutlicht dies, und die Karto-
graphen wissen genau, daB bei der Darstel-
lung eines Terrains auf der Landkarte die
Entfernung nicht exakt wiedergegeben wer-
den kann, weil die Kugel keine Fliche ist,
die gich in die Ebene abwickeln 143t, und
deshalb projizieren sie so, dal} entstandene
Verzerrungen minimal bleiben.

Beispiel: Die Linge cines Halbkreises mit
dem Radius r berechnet sich mr, und bei
Parallelprojektion entsteht eine Bildstrecke
der Linge 2r; es kommt also zu einer Ver-
kitrzung der tatsichlichen Entfernung im
Verhiltnis % =
tion vom Kreismittelpunkt aus ist die proji-
zierte Halbkreislinie sogar die gesamte un-
endliche Gerade.

Es zeigt sich also, daB die Entfernung auch
im téglichen Leben kritisch betrachtet wer-
den mub und dieser Begriff nicht zu verab-
solutieren ist. Wir werden uns daher im
weiteren niher mit dem Begriff der Entfer-
nung befassen, allerdings wird es nicht die
Entfernung sein, welche uns tiglich in viel-

1,57.... Bei Zentralprojek-

. fdltiger Weise begepnet, sondern wir wollen

den Abstand in einer Welt genau definier-
ter mathematischer Obijekte untersu-
chetl.

Abstand im euklidischen Raum

Zuerst werden wir mit Objekten arbeiten,
welche aus der Schule oder auch aus der
Mathematischen Schiilerbicherei (MSB) be-
kannt sind; mit der Geraden (eindimensio-
naler euklidischer!) Raum E;), mit der
Ebene (zweidimensionaler euklidischer

Raum E,} und mit dem bekannten dreidi-
mensionalen euklidischen Raum E;.

Die Punkte der Geraden bezeichnen wir
mit x=(x;), die Punkte der Ebene mit
x ={x;, X3} und die Punkte des Raumes
mit x = {x;, X», X3), wobel x;, x;, x, reelle
Zahlen sind.

E1 X
J o —-
Xj
Bild 3
E; X
Xz
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In diesen Riumen kennen wir folgende
Entfernungen:
Auf der Geraden E, bezeichnet das Symbol
d{x, y) den Abstand des Punktes x = {x;)
vom Punkt y= (). Die Definition lau-
tet:

dix, y) =[x =yl (D
In der Ebene E, ist der Abstand d(x, y) des
Punktes x = (x;, x3) vom Punkt y =-(y;, »)
folgendermaBen definiert:%)

dix y}= V'fxl )t mP.

@
Entsprechend ist im Raum E, der Abstand
d{x, y) des Punktes x=(x;, x;, x;) vom
Punkt y = (3, o, 3} definiert:

d{x, y) = y(x; — ¥+ (x; — y) + (x5 — y3)?

3
Bild4 X iyl Y
| 1 T o
§ I Xy Y
¥
55 )
dlxy) |
0 s
|
i . J
2 o —
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Bemerkung I: In allen drei Fillen bezeich-
nen wir den Abstand mit d{x, y). Das ist
kansequent, denn Formel (1) kann auch
wie folgt geschrieben werden:

dix, y) = 4/{x, — y)*. (17
Die Formeln (1) und (2) sind spezielle
Fille von (3), denn die Punkte aus E; ha-
ben die Form (x;, 0, 0) und sind somit
Sonderfille der Punkie aus E;; entspre-
chend haben die Punkte aus £;, die Form
(xl-. X1, 0}

alpha, Berlin 18 (1984) 5- 97



Wir nennen d(x, y) euklidischen Abstand
und betrachten nun ausfiihrlich seine Ei-
genschaften:

A Vorallem ist d(x, y) stets eine nichtne-
gative Zahl, d.h.

d(x,y)=20, 4)
wobei der Abstand des Punktes x vom
Punkt y genau dann gleich Null ist, wenn
beide Punkte identisch sind:

d(x,y)=0=x=y. )]
Wir erinnern uns, daB die Identitit der
Punkte x = (x;,x, x3) und y= (1, 32, y3)
bedeutet, daB x; =y;, x; = y5, X3 =y, gilt,
und wir zeigen die Giiltigkeit von (4) und
(5): Die Ungleichung (4) folgt aus der Defi-
nition (3) des Abstandes d(x, y); firx=y
ist nach dieser Definition die Zahl d(x, y)
gleich Null. Ist dagegen d(x, y) =0, so gilt
auch [d(x, y)]* =0, und aus (3) folgt
Oy =~y + (53— 32 + (6 — y3)? = 0.
Diese Summe dreier nichtnegativer Zahlen
ist genau dann gleich Null, wenn jeder ein-
zelne Summand gleich Null ist, also fir
x1=»=0, x-y,=0, x—y;=0. Folg-
lich ist x; = y, fiir i = 1, 2, 3, und somit gilt
x=y.
B AuBerdem ist der Abstand des Punktes
x vom Punkt y gleich dem Abstand des
Punktes y vom Punkt x:

d(x,y)=d(y, x). (6)
Der Beweis folgt wieder aus der Definition
von d(x, y):
Weil  (x, -y = [-0i— x)]* = (0 — x)
fur i=1, 2, 3-ist, erhalten wir die Glei-
chung (6) direkt aus (3).
C In einem Dreieck mit den Eckpunkten
x, y und z ist die Lange einer Seite nicht
groBer als die Summe der Lingen der bei-
den iibrigen Seiten.?) Mit anderen Worten,
der Abstand des Punktes x vom Punkt z ist
nicht groBer als die Summe aus dem Ab-
stand des Punktes x vom Punkt y und dem
Abstand des Punktes y vom Punkt z. Es ist
moglich, dies in Form der sogenannten
Dreiecksungleichung aufzuschreiben:

d(x, 2)= d(x,y) + d(y, ). ¢))
X
d(xz)
dixy) 4
0 3 =
a(y,z)
J Bild 5

Die Giiltigkeit dieser Ungleichung wird
zwar durch Bild § verdeutlicht, wir werden
uns aber nicht allein auf die Anschauung
verlassen, damit es uns nicht wie jenem
eingangs erwihnten Touristen ergeht. Wir
beweisen daher die Giiltigkeit der Unglei-
chung (7) und stellen uns dazu erst einmal
einige Hilfsmittel bereit:

Erster Exkurs: Es seien a und b beliebige
reelle Zahlen. Dann ist auch die Zahl
(a—b) reell, und folglich ist die Zahl
(a — b)? nichtnegativ, d. h.

0=<(a—-b)=a’>—2ab+b?,

daraus folgt 2ab < a? + b?

98 - alpha, Berlin 18 (1984) 5

bzw. ab= % (at+ bY).

Diese Ungleichung gilt fiir je zwei reelle
Zahlen g, b. Wihlen wir spezielle a und b,
beispielsweise a = \/E und b= 1/5 mit
den nichtnegativen Zahlen @ und f, so er-
halten wir die Ungleichung

JaB 5@+ ). ®

Es seien auch a;und §; miti =1, 2, 3 nicht-
negative Zahlen, und wir definieren die po-
sitiven Zahlen

A=al+al+alund B=p}+ B+ pl.
Wihlen wir in (8) @ = a/4 und B = B¥/B,
so erhalten wir fur i =1, 2, 3 die Unglei-
chungen

N
ty

A
[ 9]

und durch Addition auf beiden Seiten ent-
steht die Ungleichung
a b+ ayfr + asfy

V4B

1 (oz}+a§+a,2

<t -1
=3 4

(die letzte Gleichung folgt aus der obenge-
nannten Definition der Zahlen 4 und B).
Nach Multiplikation mit der nichtnegati-
ven Zahl \[E erhalten wir dann die soge-
nannte Héldersche*) Ungleichung

aB + ayff + asfs

(BB

1 1
s(al+ad+ad)’ (Bu+Bi+AY
Diese Ungleichung gilt fiir alle reellen Zah-
len a, und f;. Wir haben zwar bei dieser
Herleitung verlangt, da8 4 >0 und B>0
seien, jedoch gilt (9) natiirlich auch fur
A=0 und B=0. Die Ungleichung hat
dann die Form 0 = 0. (Man beweise das!)
Aus der Ungleichung (9) folgt eine weitere
wichtige Beziehung, die sogenannte Min-
kowskische®) Ungleichung

J(YI +8)+(r,+ 8) + (y3 + 8)

syri+yityl + 62+ 62+ 52,

(10)

welche fiir alle reellen Zahlen y,, g. &, 4,

d,, d; gilt. :

Um die Giiltigkeit dieser Ungleichung (1)

Zu zeigen, setzen wir

C=(n+86)P+(n+tb)+(n+8)

und konnen schreiben

C=[nn+8) + ¥(r2+ 8) + r3(nr + 83)]
+[6u(y1 + 8) + 8:(ya+ 8) + Ox(y; + 6

3]

Wenden wir nun auf die zwei Ausdriicke in

den eckigen Klammem jeweils die Holder-

sche Ungleichung (9) an (in der ersten

Klammer steht ¥, fir oy (v, +6) fir f

usw., d. h., allgemein gilt a;=7; und

Bi= (y; + 6); fiir die zweite Klammer gilt

entsprechend a; = &; und §; = (y; + &), fur

i=1, 2, 3), dann erhalten wir

1
Cs(i+yi+vd’
1
[n+ 82+ (2 + 6D + (13 + 65)] :
1
+ (52 + 82+ 6§)2
1

[+ 82 + (12 + 8 + (v3 + 63)] ?
1 1
=4c [(y% +1i+ )+ + 83+ 6%)’].

Fir C=0 gilt die Ungleichung (10). Ist
C # 0 (nach Definition gilt dann C > 0), so
geniigt es, die vorhergehende Ungleichung
durch die Zahl \/E >0 zu dividieren, und
wir erhalten sofort die Minkowskische Un-
gleichung (10).

Ende des ersten Exkurses

Nun kénnen wir auch die Dreiecksunglei-
chung (7) beweisen:

Diese ergibt sich aus (10), wenn wir
yi=x;—y;und §;=y;—z, i=1, 2, 3, set-
zen, denn dann ist y; + 8; = x; — z;, und es
gilt

Vi — 2t + (5 = 2 + (63— 23
= ‘/(xl =y + (= )+ (x5 — )
+ 1/()'1 —z)+ () + O z)?

Unter Verwendung der Punkte x, y und z

entspricht dies der Dreiecksungleichung

M.

Fassen wir die drei Eigenschaften des eu-

klidischen Abstandes zusammen, welche

wir bereits bewiesen haben:

A d(x))20d(xy)=0=x=y,

B d(x,y)=d(y x) fir je zwei Punkte x,
B

C d(x,z)=d(x,y)+d(y,z) fur je drei
Punkte x, y, z. .

Beispiel 1: Kehren wir zu unserem Touri-
sten und zu seinem blinden Vertrauen zur
Landkarte zuriick. Er verstand unter der
Entfernung zweier Punkte des E, den eukli-
dischen Abstand ihrer Bildpunkte in der
Ebene E,, d.h. auf der Landkarte.

Wir verzichten auf eine weitere Dimension
und definieren einen neuen Abstand f(x,
y) als euklidischen Abstand der Bildpunkte
x; und y; auf der entsprechenden Achse
(siehe dazu Bild 6):

t(x, y) =[x = xnl. Q1)
- x={x,X,)
N
[ >
\‘ I 2o
[t} X, ‘\. y7
‘yz .Y:{.prz)
p———i (X y)
Bild 6 - -— -~ dix,y)




Hat dieser neue Abstand in der Ebene wie-
der die Eigenschaften 4 bis C? Die Eigen-
schaften B und C sind offensichtlich er-
fillt, denn fir
x = (X, Xa), ¥y = (0, y2) und z = (z3, 2,) gilt
106 y) =[x =yl =1 = = x)

= —x|=10, x) und
t(x, z) = [x1 = z)) = {(x; —y) + 01 — z))|

Slx =yl -z

=tx,y)+tQy z).
Es ist auch t(x, y) 20, und fir x =y gilt
t(x, y) =0. Die Implikation = aus Eigen-
schaft 4 ist jedoch nicht erfiillt, denn ob-
wohl die Punkte x=(x;,x;) und
y = (x;, y) fiir x, # y, verschieden sind, gilt
t(x, y) =|x, — x;| = 0 (siehe Bild 7).

Bild 7
X X X4y
Hlxy)=0
yz T
| -
4 X<y,
A. Kufner

h Euklid von Alexandria (3657 bis 300?
v.u. Z.), Mathematiker, soll hauptsich-
lich in Alexandria gewirkt haben.

) Der Leser beachte, daB im Bild auf der
waagerechten Achse jeweils die ersten
Koordinaten und auf der senkrechten
Achse jeweils die zweiten Koordinaten
der Punkte x und y abgetragen wer-
den.

3) Wenn alle drei Punkte auf einer Gera-
den liegen, kann dieses Dreieck auch
entarten. In E, ist dies immer so.

4) Otto Hélder (1859 bis 1937), Mathema-
tiker, wirkte hauptsidchlich in Leipzig.

%) Hermann Minkowski (1864 bis 1909),
Mathematiker, wirkte hauptsidchlich in
Ziirich und Géttingen.

Mirosiav Bartik, CSSR

Eine Aufgabe von
Prof.

Emil Kraemer

Karls-Universitdt Prag
Chefredakteur der mathematisch/
physikalischen Umschau (rozhledy)

A 2491 o Als Projektion ist das Parallelo-
gramm A C'E'G’ gegeben, dessen Eck-
punkte die Parallelprojektionen der nicht-
benachbarten Eckpunkte 4, C, E, G eines
regelmidBigen Achtecks ABCDEFGH sind.
Konstruiert mittels Parallelprojektion das
vollstindige Bild dieses Achtecks!

Losung

Vereinfachte Losung des Schiilers Jaroslav
Smejkal, Klasse 4A6, Velké Mezific¢i, Be-
zirk Siidméhren.

Bild 1

v

A

Die Punkte 4, C, E, G sind Eckpunkte
eines Quadrats, ebenso auch die Punkte B,
D, F, H (siehe Bild 1). Die Diagonalen AE
und CG des ersten Quadrats und die Dia-
gonalen BF, DH des zweiten Quadrats ge-
hen durch den Mittelpunkt M des gegebe-
nen Achtecks.
Gleichzeitig gilt

p=BF|AG, gq=DH|AC 1)
und BD| HF| AE. 2)
Es sei O der Schnittpunkt der aufeinander
senkrecht stehenden Geraden ¢ = DH und
CE, es sei |5 OME| = 45°% dann ist ME die
Hypotenuse des gleichschenklig-rechtwink-
ligen Dreiecks OME. Nach dem Satz von
Pythagoras gilt |ME[* = 2| MOJ?, ferner ist

MO| _ 1

|MD| ‘/2_ £
Bei der Parallelprojektion bleibt die Eigen-
schaft Parallelitit von Geraden erhalten
(sofern diese Geraden nicht die Projek-
tionsrichtung darstellen). Deshalb ist die
Projektion des Quadrats ACEG das Paralle-
logramm A'C’E’G’; der Schnittpunkt M’
seiner Diagonalen ist die Projektion des
Mittelpunktes M des gegebenen Achtecks
(siehe Bild 2). Die Projektionen der Gera-

den p = BF, q = DH, fir welche die Bezie-
hung (1) gilt und die durch den Punkt M
gehen, sind die Geraden p'||4'G’, ¢'4'C’,
die durch den Punkt M’ gehen. Die Projek-
tion des Schnittpunktes O der Geraden ¢
und CE ist der Schnittpunkt O’ der Gera-
den ¢’ und C'E’. .

Bild 2

Bei der Parallelprojektion bleibt auch das
Verhiltnis der Lingen von Strecken erhal-
ten, die auf einer Geraden liegen (vgl.
obige Einschrinkung). Deshalb gilt fiir die
Linge der Projektionen M’'O’, M'D’ der
Strecken MO, MD nach (3) die Beziehung

M0 _ MO _ 1

|M’D’'| |MD| ﬁ
Wir konstruieren also in Bild 2 das recht-
winklig-gleichschenklige Dreieck M'O'P
mit der Hypotenuse M'P und auf dem
Strahl M'O’ den Punkt D’ derart, dal
[M’O’| = {M'P|. Die Projektion des Punktes
H ist der Punkt H’, der symmetrisch zum
Punkt D’ beziiglich des Mittelpunktes M’
liegt. GemiB (2) gilt dann B'D’|H'F'|A’E’.

Fés
m+f

rozhledy

MATEMATICKO-FYZIKALNI

nositel vyznamendni Za zdsluhy o vystavbu

Der Verein tschechischer und spiter tsche-
choslowakischer Mathematiker und Physi-
ker begann in den 70er Jahren des 19.Jh.
eine Zeitschrift fir die Pflege der Mathe-
matik herauszugeben. Diese enthielt auch
eine Beilage, die fur Schiiler der damaligen
Mittel- und Oberschulen bestimmt war.
Aus ihr ging 1920 die selbstindige Mathe-
matisch-naturwissenschaftliche Umschau her-
vor. Neben klassischen Partien der Mathe-
matik werden {iberwiegend Artikel mit
moderner Thematik verdffentlicht. In der
Geometrie finden wir vor allem Beitriige,
die in der technischen Praxis Anwendung
finden. Die Physik gibt Anleitungen aus
sich neu bildenden Fachgebieten. Die
Wettbewerbsbewegung der Mittel- und
Oberschulen wird durch Preisausschreiben
gefordert. Eine besondere Rubrik wird den
jungsten Lesern gewidmet. Seit iiber zwei
Jahrzehnten bestehen freundschaftliche
Beziehungen zwischen rozhledy und alpha.
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XXV.Internationale
Mathematikolympiade

Prag,
1. bis 10.Juli 1984

MMO

> PRAHA 1984

Aufgaben
1.Tag (4.Juli 1984)

ala Esseien x, y und z nichtnegative
Zahlen, fir die x+y+ z=1 gilt.
Man beweise die Ungleichung:
7
O=sxy+yz+zx—2xyz=—=.
. 27
A2a Man finde ein Paar a, b positiver
ganzer Zahlen, die folgenden Bedingungen
geniigen:
(¥)) Die Zahl ab(a + b) ist nicht durch 7
teilbar,
) (a+ b)" — a’ — b’ ist durch 77 teilbar.
Begriinden Sie Ihre Antwort!

A3 a In der Ebéne seien zwei verschie-
dene Punkte 0, A gegeben.

Fiir jeden Punkt X # 0 der Ebene sei w(X)
das BogenmaB des Winkels xA0X
(0 = w(X) < 27, entgegen dem Uhrzeiger-
sinn gemessen), und C(X) bezeichne die
Kreislinie mit dem Mittelpunkt 0 und dem

Radius der Linge 0X + w(X)

(1D.¢
lich viele Farben gegeben und jeder Punkt
der Ebene sei mit einer von ihnen gefirbt.
Man beweise, daB es einen Punkt Y gibt,
fiir den w(Y) > 0 gilt und dessen Farbe auf
der Kreislinie C(Y) vorkommt.
Arbeitszeit: 4,5 Stunden.
Pro Aufgabe konnen 7 Punkte erreicht wer-
den.

. Seien end-

2.Tag (5.Juli 1984)

Ada
sei die Gerade CD eine Tangente an den
Kreis mit dem Durchmesser [4B].

Man beweise, daB die Gerade 4B dann und
nur dann den Kreis mit dem Durchmesser
[CD] beriihrt, wenn die Geraden BC und
AD parallel sind.

A 5a Ein ebenes konvexes n-Eck (n> 1)
habe den Umfang p und die Summe der
Lingen aller Diagonalen sei d.
Beweise:
2d n n+1

n 3<p<[2][ 2 ] 2
([x] bedeute die groBte ganze Zahl, die
kleiner oder gleich x ist.)!

A6a Esseien g, b, ¢, d ungerade ganze
Zahlen, so daB

(1) O<a<b<e<d,
2) ad = bc und
3) a+d=2% und b+ c=2" fiur pas-

sende ganze Zahlen k, m gilt.
Beweisen Sie, daB a=1 ist!
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In einem konvexen Viereck ABCD'

Arbeitszeit: 4,5 Stunden.
Pro Aufgabe konnen 7 Punkte erreicht wer-«
den.

® An der XXV.IMO nahmen 180 Jungen
und 12 Midchen teil.

® Jeder Teilnehmer konnte — bei sechs
Aufgaben zu je 7 Punkten - maximal
42 Punkte erreichen. Die tatsichlich er-
reichte durchschnittliche Punktzahl lag bei
17,8 Punkten. 1.Preis: 42 bis 40 Punkte,
2.Preis: 39 bis 36 Punkte, 3.Preis: 25 bis
17 Punkte.

® Die feierliche AbschiuBzeremonie fand
im traditionsreichen Festsaal der Karls-
Universitat, dem Karolinum, statt. Die
Preise wurden vom Minister fiir Schulwe-
sen der CSSR iiberreicht.

® Der finnische Delegationsleiter lud alle
Teilnehmerlinder zur XXVI.IMO (Juli
1985) nach Helsinki ein.

alpha stellt vor:

Eine elegante Losung der 1. Aufgabe

von Jorg Stahnke (DDR):

Die linke Ungleichung ist wegen

0= x, y z=1 sehr einfach zu zeiger:

xy + xz+yz—2xyz
=xy(1-z)+xz(1-y)+yz=0.

Zum Beweis der rechten Ungleichung kon-
nen wir 0.B.d. A.

zzyz xz0 annehmen.

1. Fall: Ist zg—l—, so folgt 1-2x20,

1-2y20, 1-2z20 und nach der Un-
gleichung zwischen arithmetischem und
geometrischem Mittel
Ya-200-250-22)
- A-2x)+(1-2y)+(1 -22)
= 3
_3-2x+y+z) 1

] 3
wegen x +y+ z=1. Weiter folgt

1

1-2x)(1-2y) (1—22)52—7,
1-2(x+y+z)+40p + xz + yz)

0

-8z = % ’

28
4(xy+xz+yz—2xyz)§—27
und die Behauptung.
2.Fall: Ist z> % 5
x+y+z=1,1-2x)(1-2y)

X (1 —2z) <0 und damit auch (1).
Damit ist der Beweis schon erbracht.

1
so folgt x, y < 5 wegen

Wettbewerbsatmosphire

Aus dem Kulturprogramm der XXV.IMO:
Stadtrundfahrt durch Prag; Besuch der ,La-
terna magica“, des ,Schwarzen Theaters,
der Ausstellung ,Glas 84", einer Kithe-
Kollwitz-Ausstellung im DDR-Kulturzen-
trum, der Nationalgalerie, Héhepunkt: Ta-
gesexkursion aller IMO-Teilnehmer -
Delegationsleiter und Schiiler-— zur Burg
Karl3tejn (unser Foto) '

Mitarbeiter der Fakultit fir Mathematik
der Pdd. Hochschule Banska Bystrica/Bra-
tislava hatten alle IMO-Teilnehmer zu
einem unterhaltsamen Nachmittag unter
dem Motto: Mathematical Games (Math.
Spiele) eingeladen. In fiinf Rdumen, vorbe-
reitet fiir die Sprachgruppen russisch, eng-
lisch, franzgsisch, spanisch und deutsch,
wurden logische Spiele in Wettbewerbs-
gruppen durchgefiihrt. ,alpha“ wird einige
interessante Spiele in den nichsten Heften
vorstellen.



alpha stellt vor: Die DDR-Mannschaft: Ka-
rin Groger, Alexander Schmigdt, Ingo Witt,
alle EOS Heinrich Hertz, Berlin; Oliver
Geupel, EOS Romain Rolland, Dresden;
Arnd Rosch, Spezialklasse Mathematik,
TH Karl-Marx-Stadt; Jorg Stahnke, EOS
Willi Sdnger, Pasewalk.

Karin Groger erhielt einen 1.Preis. Sie ist
damit einziges Midchen, das auf einer
IMO diese hdchste Auszeichnung erhielt.
Sie studiert ab September 1984 an der
Karl-Marx-Universitdt Leipzig Mathema-
tik.

Schulwesen in der CSSR

Das tschechoslowakische Schulwesen kann
auf eine althergebrachte Tradition zuriick-
blicken. Die Prager Karlsuniversitit wurde
bereits im Jahre 1348 gegriindet. Die
Grundlagen des modemen Schulwesens
der Tschechoslowakei schuf im 17.Jahr-
hundert der weltbekannte Padagoge Jan
Anos Komensky (Komenius). Schulpflicht
besteht schon iiber 200 Jahre, aber erst die
sozialistische Tschechoslowakei gewihrte
allen das Recht auf kostenlose Bildung,
einschlieBlich Fach- und Hochschulen.

Das System des tschechoslowakischen
Schulwesens besteht aus neunjdhrigen
Grundschulen, zwei- bis vierjahrigen allge-
meinbildenden oder spezialisierten Ober-
schulen, sowie vier bis flinfjahrigen Hoch-
schulen humanistischer, technischer oder
kiinstlerischer Fachrichtung. Mathematik-
olympiaden werden seit 1951 durchgefiihrt.
Im Vergleich zu 1945 hat sich die Schiiler-
zahl der Fachschulen verdoppelt, und in
der Slowakischen Sozialistischen Republik
fast vervierfacht. Im Vergleich mit 1936
hat sich die Anzahl der Hochschulstuden-

Zu Beginn der IMO wurde das in Jugosla-
wien im Jahre 1977 erstmals durchgefiihrte
Symposium zu Fragen der auBerunterricht-
lichen Arbeit im Fach Mathematik durch
10 Vortrige und Diskussionen fortgefiihrt.
Eine wichtige Rolle spielten dabei natio-

‘nale Mathematikolympiaden bzw. regio-

nale Mathematikolympiaden, z. B. VR Po-
len - Osterreich, Olympiaden nordafrikani-
scher Lander. Eine Ausstellung mit Litera-
tur, Aufgabensammlungen, Urkunden usw.
gab einen umfassenden Einblick in die au-
Berunterrichtliche Tiatigkeit auf den ver-
schiedensten Ebenen, zusammengestellt
aus Materialien der meisten Teilnehmer-
lander (siehe Foto).

ten vervierfacht. Infolge der wissenschaftli-
chen und technischen Revolution nimmt
Fachausbildung in der CSSR stindig an
Bedeutung zu. Die Hilifte simtlicher Stu-
denten studiert in neuen Schulen, die der
sozialistische Staat nach dem zweiten
Weltkrieg errichtet hat. Auf je 1000 Ein-
wohner entfallen fast 250 mit Mittel- oder
Hochschulbildung.

Inoffizielle Linderwertung der XXV.IMO

1.Pr. 2. 3. Punkte Brasilien - - 3 92
Griechenland - 1 - 38
Sowjetunion S 1 - 235 Kanada - - 2 83
VR Bulgarien 2 3 1 203 Kolumbien - - 2 80
SR Rumiénien 2 2 2 199 Kuba - - 1 67
Ungarische VR 1 4 1 195 Belgien - - 1 56
USA 1 4 1 195 Marokko - - 1 56
GroBbritannien 1 3 1 169 Schweden - - == 53
Vietnam 1 2 3 162 Zypem - - 1 47
DDR 1 2 3 161 Spanien - - - 43
BRD - 2 4 150 Algerien (4)* - - - 36
Mongolische VR - 3 2 146 Finnland - - - 31
VR Polen = 1 5 140 Tunesien - - - 29
Frankreich - 2 2 126 Norwegen (1)* - - 1 24
CSSR = 2 2 125 Luxemburg (1)* - - 1 22
SFR Jugoslawien - - 4 105 Kuweit - - = 9
Australien - 1 2 103 Ttalien - = - 0
Osterreich - 1 2 97 -
Niederlande - 1 2 93 Pro Land 6 Teilnehmer, auBer * 14 35 50

alpha, Berlin 18 (1984) 5 - 101



XXIII. Olympiade

Junger Mathematiker /

der DDR

4. Stufe (DDR-Olympiade)

Erfurt, Mai 1984

\

Olympiadeklasse 10

231041 Stellen Sie fest, ob es Quadrat-
zahlen % gibt, die sich in der Form
z=n*+3n5-5n"— 1503+ 402+ 12n+3
mit einer natiirlichen Zahl n darstellen las-
sen!

231042 ,Konstruieren Sie ein Dreieck
aus b — ¢ =10 cm, — y=80° und der Diffe-
renz u — v =4 cm der Winkelhalbierenden-
Abschnitte u, v von a!“
Mit dieser Kurzfassung ist folgende Auf-
gabe gestellt: Gegeben seien die Lingen
d=10cm, e=4cm und die WinkelgroBe
& = 80°. Konstruieren Sie ein Dreieck 4BC
mit folgenden Eigenschaften: Wenn die
Winkelhalbierende von x BAC die Seite
BC in D schneidet, und wenn b, ¢, u, v die
Lingen der Strecken AC, AB, CD, BD sowie
B, v die GréBen der Winkel x5 ABC, 5 ACB
sind, so gilt

b-—c=d, u-v=e, p-y=6.
Begriinden und beschreiben Sie Ihre Kon-
struktion! Stellen Sie fest, ob durch die ge-
gebenen Stiicke ein Dreieck ABC bis auf
Kongruenz eindeutig bestimmt ist!

Von den nachstehenden Aufgaben
231043A und 231043B ist genau eine aus-
zuwihlen und zu losen:

231043A Von einem Tetraeder ABCD
wird BC = 4D, C4 = BD und AB = CD vor-
ausgesetzt. Die Mittelpunkte der Strecken

Reihenfolge M,, M,, My, M,, M5, M;. Be-
weisen Sie, daB3 unter diesen Voraussetzun-
gen ein gemeinsamer Punkt P der drei
Strecken M\ M,, MM, M;M;, existiert
und daB dieser Punkt P der Mittelpuhikt
der Umkugel von ABCD (d. h. der durch
die vier Punkte 4, B, C, D gehenden Kugel)
ist!

231043B a) Geben Sie eine fiir alle reel-
len Zahlen definierte Funktion f an, die
fiir alle reellen Zahlen x die Eigenschaft
S+ 1) =, (x)+ (-1 1)
hat! Dabei bezeichnet, wenn z eine reelle
Zahl ist, [z] diejenige ganze Zahl [z]=¢
fir die g < z < g + 1 gilt. Beweisen Sie, daB
die von Ihnen angegebene Funktion f die
Eigenschaft (1) hat! Zeichnen Sie den Gra-
phen dieser Funktion f im Intervall aller x,
fir die -3 = x =3 ist!
b) Beweisen Sie, dafl jede Funktion f mit
der Eigenschaft (1) periodisch mit der Pe-
riode 2 sein muB, d. h., daB sie fiir jedes

102 - alpha, Berlin 18 (1984) §

reelle x die Gleichung f(x + 2) = f(x) er-

fulle!

231044 Auf dem Arbeitsblatt sind von
einem Korper K die bei schriger Parallel-
projektion entstandenen Bilder der sichtba-
ren Ecken und Kanten abgebildet. Fenrer
wird vorausgesetzt, daB der Korper K ins-
gesamt von sechs ebenen Vierecken ABCD,
ABFE, BCGF, CDHG, DAEH und EFGH
begrenzt wird und daB die vier Kanten AE,
BF, CG und DH simtlich zueinander par-
allel sind.

Konstruieren Sie das Bild D’ der nicht
sichtbaren Ecke D bei der genannten Par-
allelprojektion! Beschreiben Sie Ihre Kon-
struktion und beweisen Sie, daB der nach
Ihrer Beschreibung konstruierte Punkt D’
das Bild der genannten Ecke D ist!

W

7

8 fal
231045 Ermitteln Sie alle diejenigen
WinkelgroBen x, fir die

0<x = 180° M
und (2™ “sinx)-sinx=1 @)
gilt!

231046 Von einem Achteck ABCDEFGH
werden folgende Eigenschaften vorausge-
setzt:

(1) Die MaBzahlen der Lingen jeder der
Achteckseiten sind rationale Zahlen.

(2) Die Innenwinkel des Achtecks haben
abwechselnd die GréBen 150° und 120°.
Beweisen Sie, daB aus diesen Vorausset-
zungen folgt: In dem Achteck ABCDEFGH
gilt

AB =EF, BC=FG, CD = GH und

DE =HA.

Olympiadeklassen 11/12

231241 BEs sei (x,) diejenige Folge von
reellen Zahlen, fiir die

X =1
p _4xf,+1 —123
un x,,+1———5x"+1 (n=1,2,3,..)

gilt. Man untersuche, ob diese Folge kon-
vergent ist, und ermittle, falls das zutrifft,
ihren Grenzwert.

231242 a) Man beweise, daB es eine
Menge M mit den folgenden Eigenschaf-
ten (1), (2), (3), (4) gibt:

(1) Jedes Element von M ist eine natiirli-
che Zahl.

(2) Das kleinste Element von M ist die
Zahl 1.

(3) Das groBte Element von M ist die Zahl
100.

(4) Jedes Element von M mit Ausnahme
der Zah] 1 ist die Summe von zwei Ele-
menten von M oder das Doppelte eines
Elementes von M.

b) Man ermittle eine Menge M, die die Be-

dingungen (1), (2), (3), (4) erfiillt und dabei

moglichst wenig Elemente hat. DaB die er-
mittelte Menge M diesen Anforderungen
geniigt, ist zu beweisen.

231243 Vier Mathematiker T, D, S, P
einigen sich auf ein Ratespiel nach folgen-
den Regeln: T denkt sich ein Tripel (x, y,
z) ganzer Zahlen mit 1= x=y<=z und
x+y+2z=10. Dann soll er D die Zahl
d=y—x, § die Zahl s=x+y+zund P
die Zahl p = xyz mitteilen, jeweils so, daB
die beiden anderen den Wert der mitgeteil-
ten Zahl nicht erfahren. Danach sollen sich
D, S und P iiber ihre Informationen unter-
halten.
Untersuchen Sie, ob es ein Tripel (x, y, z)
gibt, mit dem bei einer Durchfiilhrung die-
ses Spiels (nach Mitteilung von d, s und p)
das folgende Gesprich stattfinden kann:
P: ,Ich kann das Tripel (x, y, z) nicht ein-
deutig ermitteln.*
§: ,Das wuBte ich schon, bevor Sie es aus-
gesprochen haben.
P: Jetzt kann ich das Tripel ermitteln.“
D: ,Ich auch.“ .
§: ,Ich jetzt auch.“
Wenn es ein solches Tripel gibt, stellen Sie
fest, ob es durch dieses Gesprich eindeutig .
bestimmt ist! Ist das der Fall, so geben Sie
dieses Tripel an!

231244 Seien P, P,, ..., P, verschiedene
Punkte in der Ebene, n = 2. Man beweise:

‘F(ﬁ—l) oo PP,

l=si<j=sn

max”_ P
i Fl

1§1<1§n

231245 Man ermittle alle Funktionen f
die fur alle von 0 verschiedenen reellen
Zahlen x definiert sind und die die folgen-
den Bedingungen erfiillen:

(1) Fir alle x;, x, mit x; %0, x,+0,
Xy + x; # 0 ist

H(am) () (5)

(2) Fir alle x;, x, mit x;+0, x; %0,
X;+ x; * 0 ist

Oy + x2) foer + x3)

=x1% f(x1) - f ().
(3) Esgilt f(1)=1.




Von den nachstehenden Aufgaben
231246A und 2312468 ist genau eine aus-
zuwihlen und zu I6sen:

231246A Uber n Punkte des Raumes,
von denen keine vier in einer gemeinsa-
men Ebene liegen, wird vorausgesetzt, daB
jedes Tetraeder, das vier dieser n Punkte
als Ecke hat, einen Rauminhalt nicht gré-
Ber als 1 besitzt.

Man beweise aus dieser Voraussetzung,
daB es dann im Raum ein Tetraeder mit
einem Rauminhalt nicht groBer als 27 gibt,
das alle n Punkte in seinem Innern oder
auf seinem Rand enthilt.

Anmerkung: In dieser Aufgabe wurde (bei
der Angabe von Rauminhalten) einfach-
heitshalber auf die Angabe von MaBeinhei-
ten verzichtet. In der Lsungsangabe ver-
fahre man ebenso.

231246B Man untersuche, ob es eine na-
tirliche Zahl k mit k = 1 und k natiirliche
Zahlen ay, a, ..., g, die nicht notwendig
paarweise verschieden sind, gibt, so daB
ay+a+..+a=1984

1 1 1
—+—+ . +—=]

a; a a;
gilt. Falls das zutrifft, gebe man solche na-
tirlichen Zahlen a,, a,, ..., g, an.

und

Preistrager
der XXIII. OIM

Einen 1. Preis erhielten

in Olympiadeklasse 10:

Stefan Giinther (K1.9), EOS Heinrich Hertz,
Berlin; Ingo Warnke (KI.9), Erw. Spezial-
oberschule Kleinmachnow, Bez. Potsdam;
Uta Hovel (K1.9), EOS Heinrich Hertz, Ber-
lin; Jorg Wensch (KI. 9), Friedensschule
Kothen; Aicke Hinrichs (K1.9), A.-Diester-
weg-OS Parchim; Kristin Fibian, 1. EOS
Ernst Thdlmann, Rostock; Carsten Schrei-
ber, Spezialschule Martin Andersen Nexd,
Dresden; Antje Flechsig, OS Obercrinitz;
Martin Welk (KL 8), 5. OS Liselotte
Hermann, Eisenach; Jorg Jahnel (K1 9),
Spezialschule Carl Zeifs, Jena;

in Olympiadeklassen 11/12:

Karin Groger, Alexander Schmidt, Inge
Witle, alle EOS Heinrich Hertz, Berlin; Oli-
ver Geupel, EOS Romain Rolland, Dres-
den; Ulrich- Meister (KI. 11), EOS
A. Lachwig, Ludwigsfelde; Mathias-Torsten
Tok (KI. 10), Juri-Gagarin-OS Leipzig; Jo-
hannes Waldmann (KI. 10), W.-Seelenbin-
der-OS, Hermsdorf.

2.Preis 3.Preis Anerken-

nung
Kl1. 10 7 11 19
Kl.11/12 7 16 16
14 27 35

Eine Urkunde fiir eine ausgezeichnete Lo-
sung einer Aufgabe erhielten: Ulf Saal-
mann (Kl 11), Spezialklasse der TH Oto
von Guericke, Magdeburg und Thomas
Vojta, EOS Friedrich Engels, Dresden.

Anspruchsvolle
Aufgaben

fiir alpha-Leser -
iiberreicht
durch IMO-Mannschaften

ala Aus 2000 Ziegelsteinen (Quadern)
der GroBe 2Xx2x1 wird ein Wiirfel der
GréBe 20x20x20 zusammengesetzt. Es
ist zu zeigen: Es gibt eine Gerade g, die
durch das Innere des Wiirfels verlduft, die
aber nicht durch das Innere zweier der Zie-
gelsteine verlduft, die auBerdem parallel zu
einer der Wiirfelkanten liegt.
Vereinfachung fiir untere Klassen: Aus 128
Ziegelsteinen der GroBe 2 X 2 X 1 wird ein
Wiirfel der GroBe 8 x 8 X 8 zusammenge-
setzt. Es ist zu zeigen: Es gibt ... (wie
oben).

(Finnische Mannschaft)

A 2a Die Figur, bestehend aus einem
Quadrat und einem Kreisabschnitt, ist in
zwei kongruente Teilfiguren zu zerlegen.
(Mittelpunkt des Kreisbogens: S)

(Jugoslawische Mannschaft)

A3 a Die Spieler 4 und B spi€len fol-
gendes Kreuzchenspiel. Sie setzen auf ka-
riertem Papier abwechselnd Kreuze und
Kreise, dabei setzt 4 bei jedem Zug zwei
Kreuze und B bei jedem Zug einen Kreis.
Kann A4 erreichen, daB 1982 Kreuze
hintereinander zusammenhingend in einer
Horizontalen stehen?

(Sowjetische Mannschaft)

A4a Gegeben seien 6 Punkte 4, B, C
A’, B’, C' in der Ebene, die folgenden Be-
dingungen geniigen:
1. AB=A4AC;BA=B'C;CA=CB
2. 5 BA'C=2a; x5 CB'A=2B;, % AC'B
=2ymita+f+y=m.
Man zeige, daB dann
A A'B'C’=f;, 4 BC'A’=y, 54 C'A'B’
= o gilt.
(Ruminische Mannschaft)

A5a Gegeben sei eine vierstellige Zah],
die nicht aus 4 gleichen Ziffern besteht.
Bilde mit diesen Ziffern die gréBte und die
kleinste vierstellige Zahl und subtrahiere
beide! Man wiederhole das Verfahren sje-
benmal. Es ist zu zeigen: Irgendwann tritt
6174 auf.

(Bulgarische Mannschaft)

4 64A Wie viele Kreuze kann man in ein
aus n X m Kistchen bestehendes Quadrat
setzen, ohne daB 4 mit Kreuzchen belegte
Késtchen die Endpunkte eines Rechtecks
bilden?

(Hollindische Mannschaft)

A7a Indie 2n+ 1 Felder sind die Zah-
len von 1 bis 2n + 1 einzusetzen, so daB
die Summe in allen Diagonalen gleich ist
und alle miteinander verbundene Zahlen
der Peripherie relativ prim sind. Auf wie-
viel verschiedene Weisen konnen diese
eingesetzt werden?

(Ungarische Mannschaft)

A84a ABC sei ein Dreieck und M, N, P
seien in dieser Reihenfolge innere Punkte
der Seiten 4B, BC, CA. 0,, 0,, 0, seien die .
Mittelpunkte der Umkreise der Dreiecke
MNB, NPC, PMA. Zeige

AABC ~ A0, 0,, 05!

A9a Erst iibersetzen, dann knobeln!
Prove: If the number of doors in each room
is even, then the number of doors to the
outside is also even.

(Englische Mannschaft)

/ A

N 4 doors \

2 doors

2doors

2 doors /

N\

A 10a Man beweise, daB in einem Tan-
gentenviereck die Mittelpunkte der beiden
Diagonalen und der Inkreismittelpunkt auf
einer Geraden liegen.

(DDR-Mannschaft)
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"Wer lost mit?
alpha-Wettbewerb

Aufgaben aus Freundesland

Letzter Einsendetermin: 11. Januar 1985

Die 36 Aufgaben wurden dem slowaki-
schen Buch 3500 Riesenych slovnych uloh z
Matematiky entnommen.

Die Autoren K. KriZalkovié, A. Cuninka,
0. Sedivy stellten 500 geloste Textaufgaben
aus dem tiglichen Leben, der Okonomie,
der technischen Praxis, der Chemie, der
Physik und auch der Unterhaltungsmathe-
matik zusammen.

Die Aufgabengruppe der alpha stellte aus
diesem Buch Probleme fir die Leser zu-
sammen und fiigte Losungen (siehe Heft
1/85) aus unserer Sicht hinzu.

Wir wiinschen Freude und Erfolg!

Mathematik

Ma 5m 2464 Schiiler unternahmen eine
Wanderung uns legten in drei Tagen 65km
zuriick. Am ersten Tag gingen sie doppelt
soviei wie am dritten Tag. Am zweiten Tag
legten sie 10 km weniger zuriick als am er-
sten Tag. Wieviel Kilometer legten sie an
jedem Tag zuriick?

Ma5m2465 Ich denke mir eine Zahl
Wenn ich sie mit 5 multipliziere und vom
Produkt 20 subtrahiere, erhalte ich die
Zahl 15. Welche Zahl habe ich mir ausge-
dacht?

Ma 5m 2466 3 m Kunstfaserstoff und 4 m
Wollstoff kosten zusammen 470 M, wobei
1 m Wollstoff um 30 M teurer ist als 1 m
Kunstfaserstoff. Wieviel Mark kostet 1 m
Wollstoff bzw. 1 m Kunstfaserstoff?

Ma 5 w2467 Die Summe zweier natiirli-
cher Zahlen ist 4120, ihre Differenz 1280.
Welche Zahlen sind das?

Ma 5m 2468 Ein 6 m langer Kupferdraht
soll so in zwei Teile zerschnitten werden,
daB der eine Teil 60 cm lidnger ist als der
andere. Wie lang sind beide Teile zu wih-
len?

Ma 5m2469 Beim Getreidetransport per
Eisenbahn hat man in jedem Waggon je
10 t Getreide geladen. Es blieben 8t Ge-

treide noch unverladen. Damit es nicht er-
forderlich wird, noch einen Waggon anzu-
kuppeln, verteilte man die iibriggebliebe-~
nen 8 t auf einige bereits beladene
Waggons, und zwar so, daB auf diese je 2t
zusitzlich geladen wurden. Wieviel Ton-
nen betrug die Gesamtmasse des Getrei-
des, wenn funfmal soviel Waggons mit je
10t Ladung wie Waggons mit einer Ladung
von je 12t vorhanden waren?

Ma6m2470 In einem Dreieck ist ein
Winkel 4° groBer als der zweite und 10°
kleiner als der dritte Winkel. Wie gro8 sind
die Winkel des Dreiecks?

Ma 6 m2471 Die Summe zweier Zahlen
betriigt 165. Vier Sechstel der ersten Zahl
gleichen vier Fiinftel der zweiten Zahl. Um
welche Zahlen handelt es sich?

Ma 6 m2472 Ein 80 m langer D-Zug, der
eine durchschnittliche Geschwindigkeit
von 72kTm hat, fihrt an einem stehenden
Personenzug vorbei. Das Vorbeifahren
dauert 10 s. Wie lang ist der Personen-
zug?

Ma 6'm 2473 Von Bratislava bis Banska
Bystrica fuhr ein LKW mit einer Durch-

km
schnittsgeschwindigkeit von JOT.

Gleichzeitig it diesem fuhr ein Autobus
ab, der mit einer Durchschnittsgeschwin-

digkeit von 40 % fuhr und 1h und 45min

frither als der LKW in Banské Bystrica an-
kam. Wie groB ist die Entfernung zwischen
diesen beiden Orten?

Ma 6 m 2474 Die Summe dreier Zahlen,
von denen jede nachfolgende um 3 grofer
ist als die vorhergehende, betrigt 63. Um
welche Zahlen handelt es sich?

Ma 7 m 2475 50 Fleischkonserven zweier
Sorten, und zwar Ginsefleisch fir SM und
Schweinefleisch fir 3 M, kosten insgesamt
210 M. Wie viele Konserven Ginse- bzw.
Schweinefleisch sind das?

Thiss LuAbur, 2600 Guntrow, Ulerdersér 22
/(M’Mvng'OS, Klayx 7
150
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Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb kénnen sich alle al-
pha-Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schul-
jahr (bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu
richten an

Redaktion alpha

7027 Leipzig,

Postfach 14

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-
stern der Aufgabe fortlaufend numeriert.
Der iiblichen Nummer ist ein Ma (Mathe-
matik), Ph (Physik) oder Ch (Chemie) und
eine Ziffer, z. B. 7, vorgesetzt (d. h. fir
7. Klasse geeignet).

4. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstu-
fen 11/12 und Erwachsene losen die
Aufgaben, welche mit Ma 10/12, Ph 10/12
oder Ch 10/12 gekennzeichnet sind.

5. Fiir jede Losung ist ein gesondertes
Blatt zu verwenden, Format A4
(210 mm % 297 mm) (siche Muster), denn
jede Aufgabe wird fiir sich, d. h. in einem
Zug, korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder
gute (d. h. vollstindige und richtige) Lo-
sung (nicht nur Antwortsatz oder Ergebnis)
eingesandt haben, erhalten von der Redak-
tion eine Antwortkarte mit dem Priidikat
»sehr gut geldst“,  gut gelost” oder ,gelost™.
Schiiler, welche nur einen SchluBsatz zu
einer Aufgabe einsenden, die vorgegebene
Form nicht beachten, uniibersichtlich oder
unsauber arbeiten, erhalten eine rote Karte
mit dem Vermerk ,nicht gelost“.

Letzter Einsendetermin wird jeweils be-
kanntgegeben. Der  Jahreswettbewerb
1984/85 lduft von Heft 5/1984 bis Heft
2/1985. Zwischen dem 1. und 10. Septem-
ber 1985 sind alle durch Beteiligung an
den Wettbewerben der Hefte 5/84 bis 2/85
erworbenen Karten geschlossen an die
Redaktion einzusenden. Eingesandte Ant-
wortkarten werden nur dann zuriickge-
sandt, wenn ein Riickumschlag mit ausrei-
chender Frankatur beiliegt.
Die Preistriger und die Namen von Kollek-
tiven, die sich am Wettbewerb beteiligen,
werden in Heft 6/85 verSffentlicht. Wer
mindestens 10 Antwortkarten (durch die
Beteiligung an den Wettbewerben der
Hefte 5/84 bis 2/85) erhalten hat und diese
einsendet, erhilt eine Anerkennungsur-
kunde und ein Abzeichen (in griiner
Farbe). Schiiler, die bereits zwei Anerken-
nungsurkunden besitzen und diese mit den
Antwortkarten des Wettbewerbs 1984/85
einsenden, erhalten das alpha-Abzeichen
in Gold (und die Urkunden zuriick). Wir
bitten darauf zu achten, daB alle Postsen-
dungen richtig frankiert sind und daB die
Postleitzahl des Absenders nicht vergessen
wird.

Redaktion alpha



Ma7m2476 Als man den beriihmten
griechischen Mathematiker Pythagoras
fragte, wieviel Schiiler'in seine Schule gin-
gen, antwortete er: ,Die Hilfte der Schiiler
studiert Mathematik, ein Viertel Musik,
ein Siebentel schweigt, und auBerdem sind
dort noch drei Frauen.* Wieviel Schiiler
waren noch in seiner Schule?

Ma7m2477 Ein Betrieb fertigte im
1.Quartal 200t Erzeugnisse, davon 80% in
bester Qualitdt. Im 2. Quartal erzeugte er
300t, davon 90% bester Qualitiat. Wie hoch
war die Produktion bester Qualitit im er-
sten Halbjahr in Prozenten?

Ma 7m 2478 Ein Fachschulstudent, der
nach seinem Alter gefragt wurde, antwor-
tete: ,In zehn Jahren werde ich doppelt so
alt sein, wie ich vor vier Jahren war.“ Wie
alt ist dieser Student zum Zeitpunkt der
Befragung gewesen?

Ma8m2479 In einer Fabrik arbeiteten
1440 Werktitige. Fiir vorbildliche Leistun-

gen erhielten 18%% aller Miénner und

22%% aller Frauen Primien. Die Betriebs-

leitung gab bekannt, daB 20% aller Werkti-
tigen primiert wurden. Wieviel Minner
bzw. Frauen waren in dieser Fabrik be-
schiftigt?

Ma8m2480 Ein Wirbelsturrm knickte
einen Baum, dessen Hohe 14,5 m betrug,
auf die Weise, daB seine Spitze 4,3 m iiber
dem Erdboden hing. In welgcher Hohe
wurde der Baum geknickt?

Ma8m2481 Um wieviel Prozent wiirde
die Produktion sinken, wenn von einer
achtstiindigen auf eine siebenstiindige Ar-
beitszeit iibergegangen wird, ohne die Ar-
beitsproduktivitit zu steigern? Um wieviel
Prozent miiBte die Arbeitsproduktivitit an-
steigen, damit die Produktion nicht ab-
sinkt?

Ma8m2482 Eine Uhr zeigt die Zeit
9.00 Uhr an. Stelle fest, in wieviel Minuten
der Minutenzeiger den Stundenzeiger ein-
holt!

Ma9m2483 Ein Arbeitsplatz wird durch
45 Gliihlampen beleuchtet, die insgesamt
eine Leistung von 2500 W umsetzen.
Einige von ihnen sind 40-W-, die anderen
75-W-Glithlampen. Wie viele Glithlampen
von jeder Sorte sind fiir die Beleuchtung
des, Arbeitsplatzes erforderlich?

Ma9m2484 In einem bestimmten kon-
vexen n-Eck sind 13 Diagonalen mehr als
in einem (n — 2)-Eck. Es ist zu ermitteln,
fir welches n diese Bedingung erfiillt ist.

Ma9m2485 Die Oberflichen zweier
Wiirfel, von denen einer eine um 22 cm
lingere Kante hat als der andere, unter-
scheiden sich um 19272 cmi? voneinander.
Es sind die Lingen der Kanten beider Wiir-
fel zu berechnen.

Ma9m2486 Bei der ersten Fahrt ver-
brauchte ein PKW 20% des Kraftstoffes,
der sich im Tank befand. Bei der zweiten

Fahrt wurden 10% der Kraftstoffmenge ver-
braucht, die nach der ersten Fahrt iibrig-
blieb. Nach den beiden Fahrten verblieben
noch 9 Liter Kraftstoff im Tank. Wieviel
Liter Kraftstoff befanden sich vor Beginn
der ersten Fahrt im Tank?

Ma 10/12 m 2487 Die eine Kathete eines
rechtwinkligen Dreiecks ist um 2 cm linger
als die andere. Wie lang miissen die Kathe-
ten mindestens sein, wenn die Hypotenuse
ldnger als 10 cm sein soll?

Ma 10/12 m 2488 Die Quersumme einer
dreistelligen natiirlichen Zahl betrdgt 11.
Die Summe der Quadrate der drei Grund-
ziffern betrigt 45. Subtrahieren wir von der
Zahl 198, so erhalten wir eine Zahl, in der
sich die drei Grundziffern in umgekehrter
Reihenfolge befinden. Um welche Zahl
handelt es sich?

Ma 10/12 m 2489 Welche konvexen n-
Ecke haben mindestens doppelt so viele
Diagonalen wie Seiten?

Ma 10/12 w2490 Der Preis einer Ware
stieg um 10%; dann sank er um 10%. Um
wieviel Prozent des urspriinglichen Waren-
preises dnderte sich der Preis?

4

Physik

Ph6m 161 Ein Liufer lduft von der Stadt
A nach der Stadt B, wobei er tiglich 28km
zuriicklegt. Gleichzeitig lduft ein anderer
Liufer, der tiglich 24km zuriicklegt, von B
aus in Richtung 4. Die Entfernung zwi-
schen den Stidten 4 und B betrigt
260km. In wieviel Tagen treffen sich beide
Laufer?

Ph7m162 An einer Stange wirken zwei
senkrecht angreifende Krifte von 100 N
und 150N in einer Entfernung von 80 cm
voneinander (siche Bild). Welches ist ihre
Resultierende, und wo liegt ihr Angriffs-
punkt, wenn diese Krifte parallel wirken?
(Die Masse der Stange bleibe unberiick-
sichtigt.)

80-x X

ey ]

F2

Ph8w 163 Eine Stange aus Stahl soll
eine Zugkraft von 150800 N aufnehmen.
Welchen Durchmesser mu8l der Kreisquer-
schnitt bei zulidssiger Zugbelastung von

12000 iz- aufweisen?
cm’

Ph9wm 164 Wenn anstelle von Buchen-

holz mit einer zuldssigen Belastung von 1

1000 N-cm™2 Fichtenholz mit einer zulis-

sigen Belastung von 850 N - cm~2 verwen-
det wird und wenn der Querschnitt um
20% vergroBert wird, kann der Querschnitt
mit 2000N mehr belastet werden. Wie gro8
war der Querschnitt des Buchenholzes,
und wie hoch war seine Belastung?

Ph10/12m 165 Zwei Pumpen leeren aus
einem Tankwagen in 3,75 h das darin ent-
haltene Ol. Mit der ersten Pumpe wiirde
der Tankwagen 4 h schneller geleert als mit
der zweiten Pumpe. In welcher Zeit wird
der Tankwagen von jeder Pumpe allein ge-
leert? '

Chemie

Ch7m129 Schiiler sammelten 3200 g
weiBe Akazienbliiten, gelbe Akazienblii-
ten, Lindenbliiten und Ahombliiten. Wel-
che Mengen der Bliiten einer jeden Art ha-
ben sie gesammelt, wenn sie das Dreifache
an Lindenbliiten im Vergleich zu weiBen
Akazienbliiten, doppelt soviel Ahombliiten
wie weiBe Akazienbliiten und Lindenblii-
ten zusammen sowie 1200g gelbe Akazien-
bliiten mehr als Ahombliiten gesammelt
hatten?

Ch8m130 Meerwasser enthilt 5% Salz.
Wieviel Kilogramm SiiBwasser muB man
zu 40 kg Meerwasser hinzugieBen, damit
der Salzgehalt 2% betréigt?

Ch9m131 Wieviel Prozent Kohlenstoff
und Wasserstoff enthilt Benzol, dessen
Formel C¢Hj ist?

Ch10/12m 132 Wieviel 20%ige und
45%ige Schwefelsdure (H,SO,) miissen wir
mischen, um 250 ml 35%ige Schwefelsdure
Zu gewinnen?

alpha, Berlin 18 (1984) 5 - 105
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Tschechische

praktische Rachenbiicher
aus dem 16. und 17. Jahrhundert

Im 16. Jahrhundert entwickelte sich dhn-
lich wie allgemein in Europa auch in den
béhmischen Lindern das stddtische Leben,
besonders das Handwerk und der Handel.
Dies erforderte Kenntnisse aus der prakti-
schen Mathematik, besonders zu Aufgaben
aus dem kaufmidnnischen Rechnen. Des-
halb finden wir unter den iltesten in tsche-
chischer Sprache gedruckten Biichern auch
Rechenbiicher. Sie waren fiir einen breiten
Leserkreis gedacht, so fur Schiiler der
Grundschulen wie auch fur Handwerker
und Kaufleute. Sie enthalten deshalb eine
Anzahl praktischer Beispiele, die teilweise
durch Abbildungen erginzt sind, wie das
im Bild 1 ersichtlich ist; es stammt aus
dem iltesten tschechischen Rechen-
buch.
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Dieses Rechenbuch von Ondfej Klatovsky
hat — wie damals viele Biicher — einen lan-
gen Titel, der umfassend den Inhalt deut-
lich machen soll (womit sicherlich auch
ein Werbezweck verbunden war): Neue Bii-
cher iiber Berechnungen mit Ziffern und auf
den Linien, dazu einige Regeln und Beispiele,
auch fiir Miinzwechsel wie kaufmdnnisch iib-
lich — in kurzer und niitzlicher Weise ausge-
wdhlt.

106 - alpha, Berlin 18 (1984) 5

Dieses Rechenbuch wurde erstmals 1530
in Niirnberg in der Druckerei.von Fried-
rich Peypus gedruckt, spiter (1558) in Prag
bei Jan Kantor. In der Einleitung des Bu-
ches hebt der Autor die Bedeutung der Ma-
thematik und praktischer Berechnungen
hervor. Er bekundet dies dhnlich wie Py-
thagoras ,,... wer nicht rechnen kann, der
kann iiberhaupt nichts ...“, oder wie es Pla-
ton sagte ,Der Unterschied zwischen
Mensch und Tier besteht hauptsdchlich
darin, daB der Mensch rechnen kann ...“
Klathovsky fugte im Rechenbuch auch di-
daktische Bemerkungen ein, so z. B. einen
Hinweis des romischen Dichters Quintus
Horatius Flacco ,Wenn du jemanden etwas
lehren willst, so tue dies in prignanter
Form, damit die Lernenden es schneller
begreifen konnen und dann auch im Ge-
dichtnis behalten ...“.

Den Inhalt hatte Klatovsky in vier Ab-
schnitte (Traktate) eingeteilt; zu jedem Ab-
schnitt war einleitend ein Holzschnitt als
Schmuck beigefiigt, der eine Tétigkeit aus
dem Leben eines Rechenmeisters oder
Kaufmannes darstellt. Der erste Abschnitt
behandelt das Rechnen mit Zahlen (da-
mals sagte man Ziffern), der zweite das
Rechnen auf den Linien, der dritte das
Rechnen mit Briichen; der vierte Abschnitt
enthilt ,gingige kaufminnische Berech-
nungen®.

Zum Titelblatt dieses Heftes

Der Dreisaiz
im 16. Jahrhundert

Das Rechenbuch von Ondrej Klatovsky aus
dem Jahre 1530 enthidlt Anleitungen zur
Losung bestimmter Typen praktischer Auf-
gaben. Derartige Anleitungen wurden in
der damaligen Zeit mit dem lateinischen
Wort regula bezeichnet.

Eine dieser Anleitungen betraf ein L6-
sungsverfahren, das frither auch bei uns
iiblich war und als Dreisatz bezeichnet
wurde. Dieser Algorithmus wurde damals
regula de tri genannt, er fand weitverbreitet
Anwendung bei kaufminnischen Berech-
nungen und wurde deshalb auch als regula
aurea (Goldene Regel) bezeichnet.

Aus drei bekannten Angaben wurde die
vierte zugehorige (unbekannte) GroSe be-
rechnet. In der Praxis gab es aber auch
kompliziertere Aufgaben, wo man aus finf
Angaben eine 6. Grofle zu berechnen hatte.

Fiir diesen Fall verwendete man eine wei-
tere Regel, die als regula de quinque be-
zeichnet wurde; wir nennen diesen Algo-
rithmus Kettensatz. Auch diese Regel war
im Rechenbuch von Klatovsky enthal-
ten.

Das Titelblatt dieses alpha-Heftes zeigt Ta-
geldhner mit einem zugehorigen Aufga-
bentext in alttschechischer Sprache. Die
behandelte Aufgabe lautet (in heutiger
Ausdrucksweise):

18 Tagelohner haben in sechs Tagen 12 Zeilen
Weinreben behackt. Wieviel Zeilen kiénnen
JSunf Tagelohner in 30 Tagen bearbeiten?

Die Losung der Aufgabe wurde in Form
eines Schemas dargestellt. Die letzten
Worte des Aufgabentextes lauten diese An-
gaben werden nun fiir die Regel verwendet. .
Dieser Anleitung folgt ein Rechteck-
schema mit den finf Zahlen, die in den
Eckpunkten und im Mittelpunkt des
Rechtecks (die Diagonalen sind angedeu-
tet) eingetragen werden. In der oberen
Zeile finden wir die Anzahl der Arbeiter
(Tagelohner), im Mittelpunkt die bekannte
Anzahl der Zeilen, auf der unteren Zeile
die Anzahl der Tage.

Unterhalb des Schemas steht eine weitere
Zeile mit den Angaben 108 (=18:6), 12,
150 (=5-30). Ferner wurde in diese Zeile
noch das Ergebnis angefligt, gekennzeich-
net durch die Abkiirzung Fa (= Facit):

16 Zeilen und % (Zeilen).
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Die Zahlen in der Schlufizeile 108 12 150
stellen eine damals in Lehrbiichern iibliche
Kurzdarslellgng einer Proportion (Verhilt-
nisgleichung) dar: 108:12 = 150:x. Fiir
die zu berechnende GroBe x wurde jedoch
die heute Gbliche Bezeichnung x noch
nicht verwendet; deshalb treten im Dreij-
satz nur drei Zahlen auf. Aus der an ande-
rer Stelle des Lehrbuchs angefithrten An-
weisung zur numerischen Berechnung fir
den Dreisatz ergeben sich daher folgende
Operationen: Multipliziere die mittlere
Zahl (12) mit der rechten Zahl (150) und
teile das Ergebnis durch die linke Zahl
(108).
Wenn man dies ausflihrt, erhilt man das

notierte Ergebnis 16% (Zeilen). Versucht

nun, aus den Angaben des Aufgabentextes
diese Aufgabé mit euren Kenntnissen zu
16sen - also unabhingig von den angefiithr-
ten Regeln des Rechenbuchs! Wie schnell

gelangt ihr zum Ergebnis? Ivana Fiizékova



Die Technische
Hochschule Prag

Etwa seit Beginn des 19. Jh. begannen ne-
ben den traditionsreichen Universititen
hohere technische Bildungsanstalten eine
rasch wachsende Rolle in der Lehre und
Forschung auf dem Gebiet von Mathema-
tik und einigen Naturwissenschaften, vor
allem aber natiirlich technischer Diszipli-
nen, zu spielen. Es dauerte jedoch rund
100 Jahre, bis die annihernde gesetzliche
Gleichstellung dieser Einrichtungen mit
den Universititen erreicht war. AuBerer
Ausdruck dessen sind die wechselnden Be-
zeichnungen dieser Bildungseinrichtun-
gen, die schlieBlich meist in der Anerken-
nung als ,Technische Hochschule* gipfel-
ten, und der Kampf um das Recht zur
Verleihung akademischer Grade. Der Bin-
destrich und die GroBschreibung von Ing.
im Titel Dr.-Ing. (gegeniiber Dr. med. =
Dr.medicinae, Dr.jur. = Dr.juris usw.) sind
noch ein urspringlich als Herabsetzung
aufgefaBtes Uberbleibsel jener Kimpfe.
(Natiirlich verlief diese Entwicklung in ver-
schiedenen Lindern im einzelnen recht
unterschiedlich.) Inzwischen haben zahl-
reiche Technische Hochschulen (oder wie
immer sie heiBen mdgen) bedeutende Tra-
ditionen und ein hohes internationales An-
sehen errungen und sind in das Alter ge-
kommen, in dem man ans Feiem von
Jubilden denkt. Damit ist es jedoch nicht
so einfach wie bei den alten Universititen,
die meist durch pépstliche Bulle gegriindet
wurden und so ein auf den Tag genau fi-
xierbares eindeutiges Alter haben. Techni-
sche Hochschulen wuchsen organisch aus
Bildungseinrichtungen vorldufigen Charak-
ters oder niedrigeren Niveaus, entstanden
oft durch Zusammenlegung mehrerer An-
stalten, wechselten — wie gesagt — mehr-
fach Status und Namen.

Ein gutes Beispiel ist die heutige Techni-
sche Hochschule in Prag. Um 1707 griin-
dete der Militiringenieur Christian Willen-
berg in Prag mit kaiserlicher Bewilligung
eine Ingenieurschule. Dem 250jihrigen Ju-
bildium dieser Griindung waren die vier
hier abgebildeten Marken gewidmet. 1806
wurde diese Einrichtung in ein ,Polytechni-
sches Institut® umgewandelt, dessen erster
Direktor der Mathematiker Franz Joseph
Gerstner (1756 bis 1832) wurde, der zu-
gleich Professor an der Prager Universitit
war und als Lehrer des bedeutenden Ma-

thematikers Bernard Bolzano (vgl. alpha
1981, H.5) bekannt ist.

Eine besondere Pflege erfuhr an dieser seit-
her noch oft umbenannten Bildungsstitte
die darstellende Geometrie, zu deren her-
ausragenden Vertretern Rudol!f Skuhersky
(1828 bis 1863) gehort. Seine Wiirdigung
durch eine der vier Jubiliumsmarken hat
er aber dem Umstand zu verdanken, daB er
als erster Professor am Prager Polytechni-
kum 1861 dazu iiberging, seine Vorlesun-
gen in tschechischer Sprache zu halten,
entsprechend der Nationalitit der Mehr-
heit seiner Horer. Der Streit um die Spra-
che fiihrte 1869 zur Teilung des Polytech-
nikums in ein deutsches und ein tschechi-
sches (Analoges geschah auch mit der
Prager Universitit.), die 1879 beide den
Rang einer Technischen Hochschule er-
hielten. Die Deutsche Technische Hoch-
schule in Prag hat dann neben der Tsche-
chischen noch nach der Griindung eines
selbstindigen tschechoslowakischen Staa-
tes im Jahre 1918 bis in die letzten Jahre
des 2. Weltkrieges bestanden und sich (wie
auch die deutsche Universitdt in Prag) als
Hochburg deutschen Nationalismus und
schlieBlich faschistischer Ideologie einen
traurigen Ruhm erworben. Hingegen ist
weltweit unbestritten, daB die ,CVUT“
(Ceské Vysoké UZeni Technické — mit rus-
sischen Sprachkenntnissen und etwas
Phantasie kann man dies leicht iuberset-
zen) zu den iltesten und bedeutendsten
technischen Bildungseinrichtungen der
Welt gehort. Thr heutiges Emblem ist von
eindrucksvoller Symbolik: Der b6hmische
Lowe hilt einen Zirkel, aus dem es frucht-
bar ausschligt.

P. Schreiber
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Aufgaben fiir
die jiingsten Leser
(Klassenstufe 7/8)

Es sind Aufgabenuaus der Geometrie, die
zur Losung etwas Uberlegyng und Rechen-
fertigkeit erfordern.

ala Welche GroBe hat der mit einem
Fragezeichen versehene Winkel (Bild 1)?

A2a a) Die dunkle Teilfliche der Figur
hat einen Flicheninhalt von 36 cm’. Be-
rechne ihren Umfang (Bild 2)!

b) Die dunkle Teilfliche soll nun einen
Umfang von 20 cm besitzen; wie groB ist
nun ihr Flicheninhalt?

Z

Bild 2

A3 a An die dargestellte Figur (Bild 3),
die aus finf Quadraten besteht, soll noch
ein Quadrat angefiigt werden, so daB ein
Wiirfelnetz entsteht.

1 2 3
Bild 3

4 5 6 7 ]
q 0 1 12

A4 a Wieviel Winkel von 150° kénnte a)

ein Fiinfeck, b) ein Siebeneck hochstens
besitzen?

A 5a Kann man innerhalb eines Kreises
mit dem Halbmesser r ein Quadrat mit

dem Flicheninhalt % r? zeichnen?

A 64 Kann man innerhalb eines Kreises
mit r=3 cm einen Kreis mit dem Umfang

" u=18 cm zeichnen?

A7a Gegeben seien eine Kugel K,
(ry=1cm) und eine Kugel K, mit dem
Rauminhalt 4cm’. Kann man die Kugel K;
vollstindig im Inneren von K, unterbrin-
gen?

a8a Gepeben seien eine Kugel
(r=1cm) und ein Wiirfel mit dem Raum-
inhalt 0,5 cm®. Ist es moglich, diesen Wiir-
fel im Inneren der Kugel unterzubrin-
gen? aus: rozhledy
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Mathematische
Spielereien

»Habt ihr alles; nichts vergessen?“ fragte
Tante Eva, bevor das Auto mit Onkel Pepa
und den beiden Jungen Honza und Jirka
losfuhr. Auf der LandstraBe war wenig Ver-
kehr, deshalb achteten die beiden Jungen

nicht so sehr auf die polizeilichen Kenn-

zeichen und Typen der anderen Fahrzeuge,
sondern konzentrierten sich auf die Ver-
kehrszeichen und ihre Bedeutung. Bald
tauchten zwei Zeichen auf Kurven auf einer
Ldnge von 3km sowie Empfohlene Geschwin-
digkeit 40 km/h. Onkel Pepa verminderte
daher als disziplinierter Fahrer die Ge-
schwindigkeit.

,Onkel Pepa, bei deinem Tachometer
funktioniert die Anzeige der gefahrenen
Kilometer nicht“, sagte nach einer Weile
der Neffe Jirka. Darauf sagte Onkel Pepa:
»Warum meinst du das?“

»Ich habe schon eine ganze Weile auf den
Tachometer geschaut, und er zeigt dauernd
am Ende die Zahl 253.“

,Was ist denn bei dir dauernd?“ lachte
Pepa.

,Als wir am Kurven-Verkehrszeichen vor-
beifuhren, zeigte der Tachometer auch
schon 253.«

»Schau jetzt hin“ sagte Honza, ,gerade
jetzt tauchte am Endc der Zahl eine Vier
auf.“

~Bei unserem Auto, ebenso — wie ich
weiB — beim PKW Skoda erscheint die
neue Zahl immer erst dann, wenn ein vol-
ler Kilometer abgefahren ist. Wie ist denn
das bei eurem Trabant, Jirka?“ fragte der
Onkel.

»Bei uns dreht sich der Tachometer wie ein
Elektrizititszdhler oder ein Gaszdhler, also
dauernd.“

»Vati, schau mal hin, schon hast du am Ta-
chometer die Sechs“, sagte nach einer
Weile Honza, ,also sind die Kurven nun
vorbei, und du kannst wieder Gas ge-
ben:*

Es war, als ob Jirka nur auf so eine Rede
gewartet hiitte, denn er warf sofort ein: ,Da
landen wir im StraBengraben. Herr Fahrer,
geben Sie mir Thre Fahrerlaubnis. Sie kén-
nen zwar rechnen, aber Sie haben dabei
nicht weiter nachgedacht.“

Ein paar Augenblicke spiter gab es tatsich-
lich noch einige scharfe Kurven, ohne da3
noch ein weiteres Wamzeichen zu sehen
gewesen wire. Onkel Pepa hatte das vor-
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ausgesehen und hatte die Fahrt mit gerin-
ger Geschwindigkeit fortgesetzt.

»Hier fehlte ein Verkehrszeichen“, meinte
Honza.

»Es hat kein Zeichen gefehlt, schau mal
her, ich male dir das auf,“ sagte nun Jirka
ganz kameradschaftlich. ,Zur Vereinfa-
chung zeichne ich die LandstraBe als ge-
rade Linie.

Jirka skizzierte eine Gerade und markierte
auf ihr mit Hilfe dreier gleich langer Strek-
ken den 3 km langen StraBenabschnitt mit
den Kurven; er malte auch das Warnzei-
chen dazu (siehe Bild 1).

»Erinnere dich, Honza, zu Beginn der Kur-
ven zeigte der Tachometer am Ende die
Zahl 253. Zeig jetzt mal ungefdhr die
Stelle, wo unser Auto war, als die Zahl 253
sichtbar wurde!“

»Wie kann ich das wissen?“ erwiderte un-
willig Honza.

,Na, wenigstens ungefahr. Erschien die
253 am Zeichen selbst, davor oder dahin-
ter?“ half ihm Jirka.

,Dahinter bestimmt nicht. Also etwa hier,
sagte nun Honza und markierte auf Jirkas
Skizze einen Punkt. Jirka schrieb dazu die
Zahl 253, und er forderte. nun Honza auf,
er solle auch die Punkte markieren, wo die
Zahlen 254, 255, 256, 257 erschienen.
Honza nutzte seine Fingerbreite zum un-
gefihren Abmessen der km-Abschnitte,
und dabei kam ihm schon ein erleuchten-

‘der Gedanke. ,Mir ist das jetzt schon klar.

Du brauchst mir nichts mehr zu erzihlen,*
rief Honza. ;Wenn wir seit Erscheinen der
Zahl 253 — mal angenommen — 400 m ge-
fahren sind, dann endet der Dreikilometer-
.abschnitt auch erst dann, wenn seit Er-
scheinen der Zahl 256 noch 400 m gefahren
sind.“

»Du hast recht,“ fiigte nun auch der Onkel
hinzu. ,Erst wenn die Zahl 257 erscheint,
haben wir die GewiBheit, daB wir den ge-
samten gefihrlichen  Kurvenabschnitt
durchfahren haben.“

V=

Im Auto herrschte nun wieder gute Stim-
mung. Nach einer Weile sagte dann Onkel
Pepa: ,PaBt auf, ihr Jungen, vor uns liegt
der Ort Neudorf. Versucht mal, nach dem
Tachometer-Stand die Linge des Ortes zu
bestimmen!“

Die Jungen stellten fest, daB am Anfang
die Zahl 265, am Ende die Zahl 268 am
Tachometer abzulesen war.

Koénnt auch ihr das Ergebnis nennen, zu
dem die beiden Jungen gekommen wa-
ren?

Die Jungen freuten sich, als sie schlieBlich
am Tagesziel, dem Stausee, waren und sich
im Wasser tummeln konnten; dabei waren
Tachometer, Entfernungsbestimmung usw.
rasch vergessen. Doch geniigte bei der
Riickfahrt ein kurzer Hinweis des Onkels:
»Wir sind schon gleich bei Neudorf,“ da3
die beiden Jungen sich wieder auf ihre
Forschungstdtigkeit bei der. Hinfahrt besan-
nen.

»Welchen Stand zeigt der Tachometer?“
fragte sofort wiBbegierig Jirka. , Wir wollen
doch mal feststellen, ob wir auf das gleiche
Ergebnis kommen wie bei der Hinfahrt “
‘warf Honza zweifelnd ein. Onkel Pepa ant-
wortete nun auf Jirkas Frage: ,Der Tacho-
meter zeigt 282,“ und ermunterte die Jun-
gen, daB sie erneut die Linge des Dorfes
bestimmen sollen.

»Schade, daB wir nicht frither daran ge-
dacht haben,“ bedauerte Jirka, ,wir hitten
auch die Zeitdauer fir die Durchfahrt be-
stimmen sollen und hitten dann das Er-
gebnis durch eine Berechnung der Strek-
kenldnge mit Hilfe der Geschwindigkeit
uberpriifen konnen. Aber zu diesem Zweck
miiBten wir ja immer die gleiche Ge-
schwindigkeit haben.“

Wie bestellt, kam gerade eine Ginseschar
iiber die StraBe, und Onkel Pepa mubBte
scharf bremsen und sie voriiberlassen.
LJetzt haben wir 283,“ sagte Honza. ,Jirka,
borg mir dein Notizbuch, ich zeichne dazu
eine neue Skizze.“

Bild 1
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Ehe Honza auf einer neuen Seite die
StraBe als Zahlengerade gezeichnet hatte,
waren sie schon wieder aus dem Dorf her-
aus. Der Tachometer zeigte dabei bereits
seit einigen Dutzend Metern die Zahl
284.

o,Ich hatte erwartet, daB es die Zahl 285
sein wird. Bei der Hinfahrt hatten wir
einen Unterschied von drei Kilometern,
und jetzt ist dieser nur zwei Kilometer,“ er-
innerte sich Jirka.

Inzwischen hatte Honza seine Skizze fertig
(Bild 2). ,Wie du siehst,“ stellte Honza
fest, ,haben wir ein anderes Ergebnis. Jetzt
miiBte die Dorflinge zwischen einem und
drei Kilometern liegen.“ )
~Aber das ist eigentlich prima“, freute sich
Jirka.

»Was ist denn daran prima, wenn wir jedes-
mal ein anderes Ergebnis haben?“ meinte
verstindnislos Honza.

»Na, schau mal her. Auf der Hinfahrt stell-
ten wir fest, daB die Linge des Dorfes zwi-
schen zwei und vier Kilometern betragen
mubB, also 2 < a < 4. Jetzt haben wir fiir die
gleiche Streckenlinge gefunden 1<a<3,
also zwei verschiedené Abschitzungen, die
aber fur die gleiche Strecke a gelten,“ er-
klarte Jirka und fragte schlieBlich: ,Was
folgt daraus?“

,DaB die eine Abschitzung falsch ist,“
meinte pessimistisch Honza.

»Gar nichts ist falsch,“ sagte ldchelnd
Jirka, und er erlduterte ‘sogleich seine
Uberlegungen. ,VergiB nicht, daB die
Linge a in beiden Fillen gleich ist. Nur
die obere und die untere Abschitzung ist
verschieden. Aber gerade darin besteht un-
ser Vorteil. Von den beiden unteren Ab-
schitzungen 1 und 2 kénnen wir die gro-
Bere verwenden ...“

»--- und von den beiden oberen Abschit-
zungen nehmen wir die kleinere,“ begriff
endlich auch Honza. ,Also haben wir da-
mit die Moglichkeit, die Abschitzung zu
verbessern und kénnen behaupten, daB fiir
a die Abschitzung gilt 2 <a < 3.¢

,»Wir kénnten auch schreiben
a=2,5+%+0,5 km,“ erginzte Jirka und
zeigte Honza seine Skizze (siehe Bild 3).
»1hr seht also, daB es sich gelohnt hat, den
MeBversuch zu wiederholen,“ fiigte nun
der Onkel dem Gesprich bei. ,Den Fehler,
der zundchst 1 Kilometer betrug, konnten
wir durch die neue Messung auf die Hilfte
vermindern, d. h. auf 0,5 km.“

,und wenn wir diese Versuchsmessungen
noch einige Male durchfithren, wiirde der
Fehler noch kleiner werden,“ meinte nun
Honza, um zu zeigen, daB ihm die Sache
jetzt vollig klar ist.

»,Das ist richtig, aber nur mit einer gewis-
sen Wahrscheinlichkeit,” erginzte ihn On-
kel Pepa, ,aber das kann ich euch erst zu
Hause erkldren, denn jetzt muB ich auf die
StraBe achten. Uberlegt euch inzwischen,
ob der Unterschied zwischen den beiden
Tachometer-Anzeigewerten am Anfang
und am Ende des Dorfes eine andere Zahl
als zwei oder drei sein konnte.“

Die Jungen zeichneten eine neue Zahlen-
gerade (Bild 4), und die km-Striche wihl-
ten sie in einem solchen Abstand, daB die

Bohmische Schule

Vor iiber 120 Jahren gab der bShmische
Kunstmaler und Schachproblemkomponist
Antonin Kénig (1836 bis 1911) mit einem
theoretischen Aufsatz die erste Anregung
dazu, den Akzent der kompositorischen
Bestrebungen auf die SchluBstellungen der
hauptsichlichen Abspiele (Varianten) zu
legen, die Mattpositionen zu Mattbildern
zu stilisieren und diese dem Grundsatz
6konomischer Formenstrenge zu unterwer-
fen. Die Mattbilder sollten durchweg 6ko-
nomisch bzw. rein sein oder, wie man spi-
ter sagte, Muster- oder Modellmattbil-
der.

Okonomisch nennt man eine Mattstellung,
an der simtliche weiBen Figuren (ausge-
nommen eventuell Kénig und Bauern) be-
teiligt sind. Als rein bezeichnet man ein
Mattbild, in dem der schwarze Konig je-
weils nur aus einem einzigen Grunde seine
Nachbarfelder nicht betreten darf. Es ist
auch zuldssig, daB :Nachbarfelder durch
schwarze Steine blockiert oder verbaut
sind; sie diirffen dann aber nicht zugleich
durch einen weiBen Stein beherrscht wer-
den.

Mit seinem Aufsatz hat Antonin Konig
den Grundstein zur ,Ceska Skola“, der so-
genannten Béhmischen Schule, einer Stil-
richtung in der Schachkomposition, gelegt.
Sie hat sich mit der Zeit von B6hmen aus
iiber ganz Europa verbreitet. Es gibt kaum
Problemschachbiicher, in denen keine Auf-
gaben der Béhmischen Schule vertreten
sind. Bedeutende Problemkomponisten der
Bohmischen Schule waren u.a. Dr.Jan Do-
brusky (1853 bis 1907), Jifi Chocholous
(1856 bis 1930), Josef Pospisil (1861 bis
1916) und Dr. Miroslav Kostal (1881 bis
1958). Von ihrem unbestritten groBten
Meister Dr. Miroslav Kostal, der sich im
Problemschach M. Havel nannte, stammen
die beiden folgenden Aufgaben.

Bleistiftlinge etwa eine 2,5-km-Linge dar-
stellte. Durch Verschieben des Bleistifts
iiberzeugten sie sich, daB der Unterschied
zwischen den Tachometer-Anzeigewerten
... betragen kann. Macht dazu selbst einen
Versuch, und begriindet das Ergebnis ma-
thematisch flir eine beliebige Linge im In-
tervall von zwei bis drei Kilometern!
Milan Koman

Matt in drei Ziigen

NN

w
h

1. Dd1! (Es droht 2. Sf3+.) Kh2/g1S

2. Sf3+/Sf2+ Kh3/Kh2

3. Dd7/Dd6 matt.

Die beiden Varianten enden mit Muster-
matt der B6hmischen Schule.

Nach der schwarzen Verteidigung 1. ...glD
ergibt sich zwar durch 2. Df3+ Kh2 3. DhS
ein weiteres Mustermatt, jedoch entspricht
diese Variante nicht der Béhmischen
Schule, da Schwarz auf 2. Df3+ auch Dg2
spielen kann, wonach 3. D:g2 matt erfolgt.
Die hiernach entstandene Mattstellung ist
nicht 6konomisch — der weiBe Springer auf
e4 ist am Matt nicht beteiligt ~ und somit
kein Mattbild der Béhmischen Schule.

Matt in drei Ziigen

\\f\g
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Nach dem Schliisselzug entstehen in vier
Abspielen drei Bdhmische Mattbilder.
Diese sind zu finden! H. Riidiger

»5ind wir uns einig, wer verliert,
macht die Hausaufgaben.“

W. Milejko
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Zur Berechnung

von Getriebe-Ubersetzungen

Eine Rotationsbewegung wird von einer
Welle auf eine andere auf verschiedene
Weise iibertragen; es kann durch Riemen,
Seil oder Kette erfolgen, ferner mittels Rei-
bung, oder mit Zahnrad- bzw. Schnecken-
getrieben. Die beiden letztgenannten Arten
der Ubertragung sind am genauesten, denn
dabei bleibt die Drehzahl entweder kon-
stant oder sie wird auf eine festgelegte
Weise umgewdndelt. Zur Berechnung sol-
cher Getriebe-Ubersetzungen bendtigt man
Briiche, wie sie auch in der Schule vorkom-
men.

Eine einfache Ubersetzung wird nachste-
hend an einem Zahlenbeispiel durchge-
rechnet. Dieses Beispiel wie auch die Be-
rechnung zusammengesetzter Getriebe
fithren zur Notwendigkeit, gemeine Briiche
auf andere Nenner umzurechnen bzw. sie
in periodische Dezimalbriiche umzuwan-
deln.

Beispiel: In dem Bild 1 ist der AufriB und
ein SeitenriB eines einfachen Zahnradge-
triebes dargestellt. Beim Treibrad zeigt ein
Pfeil die Drehrichtung an, die Anzahl der
Zihne betrigt z, = 70; die Drehzahl (Fre-
quenz) betrigt n, = 168 min~!. Das getrie-
bene Rad liegt im Eingriff mit dem Treib-
rad, es gilt z, = 42; die Drehzahl n, soll
berechnet werden. Wir wissen, daB bei sol-
chen Zahnradgetrieben eine umgekehrte
Proportionalitit vorliegt, sie wird durch die
Formel (1) dargestelit:
n_n

D

ny 2z,

Bild 1

Diese Formel gilt unter der Voraussetzung,
daB die Umfangsgeschwindigkeit bei ein-
greifenden Zahnradgetrieben gleich ist. In
einem fritheren Beitrag (Jahrgang 60,
Heft 10) wurde die Beziehung hergeleitet:
d,: d, = z,* z; (d; Durchmesser).

In der technischen Praxis wird die Grifle
der Ubersetzung, also das Ubersetzungsver-
hiltnis, gewohnlich durch eine Dezimal-
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zahl oder einen periodischen Bruch darge-
stellt:
p=ﬂ baw. p=-2 @
Z1
In unserem Belsplel ~ vergleiche dafggdle
Formel (1) - erhalten wir p= 380

Anstelle von p wird oft der Kehrwert i ='%

verwendet, dann gilt
Z; _ M

i=

. 3)
2 nm

Die Ubersetzung wird fiir den Fall mit i
angegeben, wenn p eine periodische Zahl
ist. Man wihlt also zweckmiBig diejenige
der beiden Zahlen p, i, welche die kiirzere
Anzahl von Stellen aufweist. Gilt p<1
(also i>1 wie im Zahlenbeispiel), spre-

.chen wir von einer Ubersetzung (Erhdhung

der Drehzahl), fiir p > 1 (i < 1) handelt es
sich um eine Untersetzung, das getriebene
Rad erhilt eine kleinere Drehzahl. Fiir
p =i=1 bleibt die Drehzahl konstant.
Im angefiihrten Zahlenbeispiel ist
p=06= 18 % Die letzte Zahl % nen-
nen wir Grundform des Bruches; Zihler
und Nenner sind natiirliche Zahlen, die
keinen gemeinsamen Teiler besitzen.
Wenn man die Grundform erweitert, z. B.
mit 10, 11, 12, 13, 14, so erhalten wir der
30 33 36 39

Reihe nach die Briiche — 50° 55 60 65"

%; diese Zahlen bezeichnen mogliche
Anzahlen von Zéhnen z;, und z;. Beim Ge-
triebe im Zahlenbeispiel wurde der Bruch

42 . . .
—— verwendet. Bei einem Getriebe mit

70

p =0,4246 muB man diese Zahl in einen
gewohnlichen Bruch verwandeln. Wir fu-
gen diese Umrechnung bei. Es ergibt sich

hier: | o7z _ 4246 —4 _ 4242 _
0,4246 = 9990 9990
2-3-7-101 707
2-3.5-37 1665 @

Zur Realisierung einer einfachen Uberset-
zung mit p=0,4246 bendtigen wir also
Zahnrider mit folgenden Zihne-Zahlen:
z, = 1665, z, = 707. Das sind die kleinsten
Zahlen, denn die Zahlen 1665 und 707
haben keinen gemeinsamen Teiler. Wiir-
den wir statt p=0,4246 den Kehrwert i

1
verwenden, so erhalten wir ; =i

=2,355021216407, damit wire bei die-
sem Beispiel nichts vereinfacht.

Statt einer einfachen Uber-(Unter-)setzung
wird manchmal auch eine mehrfache zu-
sammengesetzte Ubersetzung verwendet.
Wir benutzen dabei das eben angefiihrte
Ubersetzungsverhiltnis p = 0,4246.

Eine Mehrfach-Ubersetzung setzt sich aus
einfachen Ubersetzungen zusammen; da-
bei gilt fiir n beteiligte (einfache) Uberset-
zungen die Formel (5) fiir die Verkniipfung
der Zahlen

P=D1"Dr .. Dy (&)

1 62; durch
zwei Ubersetzungsverhiltnisse p,, p,, so
gilt p=p,-p,. Wenn wir die Primzerle-
gung des Zihlers bzw. Nenners verwenden
(s.0.), konnen wir fiir n =2 schreiben

Ersetzen wir z.B. p = 0,4246 =

g =22 2 35 101
L R T
21 101 _ 14 101
T185 27 37 o0 V-
Bei Verwendung des letztgenannten Pro-
o oo 14 _ - 101
dukts ist p, = 37" 0,378, p, = 90
=1,12; daraus ergibt sich p=p,-p,

=0,4246. Der Leser sollte sich einen Algo-
rithmus fiir das Produkt 0,378 - 1,12 iiberle-
gen; er kann sich leicht iiberzeugen, daB
dafiir ein Taschenrechner nur bedingt ge-
eignet ist. Wegen p < 1 handelt es sich bei
diesem Beispiel um eine Ubersetzung zur
Erhohung der Drehzahl. Die Anzahl der
Zihne der beteiligten Zahnridder betrigt
z;=37, z;=14, 23=90. z,=101; siche
dazu das Schema im Bild 2.

Bild 2

Fiihren wir auch die Drehzahlen n; in die
Berechnung ein, dann gilt fir die einfache

. n z

Ubersetzung p; die Beziehung —l=—2,
ny Z;

. . M 24

fir It —=—.

p: Bl n, Z

Wir erhalten daraus

Z) Z4 .
ny=n,-— und n, =n;-—. Aus dieser
¥4 Zy
Gleichheit fir n, ergibt sich
7 Z4 n oz z
n,—=n—oder—=——,
Z3 Z3 ny Zy I3

die wir schon angefiihrt hatten. Fiir das
ebenfalls angefiihrte Ubersetzungs-Verhilt-
_21 101
nis 0,4246 = 185 27
sammengesetztes Verhiltnis
p=0,1135-3,740, diesen Zahlen entspre-
chen die Zihne-Zahlen z; =185, z, =21,
=27, z,=101.
Wenn wir Rundungen der Briiche zulassen,
um die Zihne-Zahlen zu vereinfachen,
kime hier z. B. die Ersetzung von 0,4246
durch pg = 0,425 in Betracht. Damit wire
die Berechnung und besonders die techno-

ergibt sich als zu-
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logische Ausfihrung fur ein einfaches wie
auch fiir ein zusammengesetztes Uberset-
zungs-Getriebe wesentlich einfacher, wie
nachstehend angefiihrt ist:
__425 2. 11 11 _ &
PET 70000 ~ 25-400 400 1z,
(einfache Ubersetzung)
20 _ %2z

425 17 20 _2
PE=10000 ~ 100 80 7, z,

(fur eine zweifache Ubersetzung).

Sehr oft ist eine bedeutend groBere Uber-
bzw. Untersetzung erforderlich, z. B. bei
einem Aufzug, wobei die hohe Drehzahl
des Elektromotors, z. B. n; = 1200 min~!,
bedeutend vermindert werden muB, damit
die Trommel, auf der das Seil mit der ange-
hingten Aufzugskabine aufgewickelt wird,

nur noch eine Drehzahl vén z. B.

n, = 3min~! besitzt; das Zahlenverhiltnis

wire hier p = —:L = 123& =400. In einem
2

solchen Fall verwendet man zweckmiBig
ein Schneckengetriebe, also eine (eingin-
gige) Schneckenstange, die in ein Zahnrad
mit 400 Zihnen eingreift (siche Bild 3).

Die Schneckenstange zihlt bei der Berech-
nung wie ein Zahnrad mit nur einemr Zahn
(zy =1). Das Bild 4 zeigt eine zusammen-
gesetzte Ubersetzung mit zwei Schnecken-
stangen und p,=p,=20; die Gesamt-
Ubersetzung ist dann p = p, - p, = 400. Es

Oft begegnen wir auch Getrieben mit kom-
binierten Ubersetzungen, wobei eine
Schneckenstange mit mehreren Zahnri-
dern zusammenwirkt, wie es Bild S zeigt.
Die Berechnung fiir dieses Getriebe lautet
dann (wegen p > 1 liegt eine Untersetzung

vor) n, 90 80 40
L T I
es ergibt sich
_Z 4,
P Zs Zy Zj

=pi-pr-p3=6-53-40=1280.
Wenn daher die Schneckenwelle, die mit
der Elektromotorenwelle fest gekoppelt ist,
eine Drehzahl von 1280 min~! besitzt,
dann wird fiir p = 1280 am Ende des (Un-
tersetzungs-) Getriebes eine Drehzahl von
n, = 1 min~! erreicht.
Ein anderes Beispiel fiir eine groBe Unter-
setzung ist die Antriebseinrichtung fir ein
astronomisches Fernrohr, das sich mit
gleichformiger Bewegung in 24 Stunden
einmal drehen muB. In diesem Falle kann
man mehrere Schneckengetriebe verwen-
den. Die Berechnung und ein .Schema des
zusammengesetzten Getriebes kénnen wir
dem Leser iliberlassen. Bekannt sind fol-
gende Angaben: :
Drehzahl des Elektromotors n,
= 2200 min~!, daraus ergibt sich
p=2160000 bzw. i=46296 10"%. Eine
mogliche Berechnung, nach der man das

gi_b_t auch mehrgingige Schneckenge- Schema zeichnen kann, wire
triebe. . 11 2200 180 160 150
ny=1200 min s =
ny 1 1 1
es ist
ng=1d"" =—1h‘1
24
— 1 H -1
Bild 4 =240 Min
Viastimil Mrdz
Bild 5

Rauminhalt
eines Vierflachs

Der Rauminhalt eines beliebigen Vier-
flachs (d. h., einer unregelmiBig-dreiseiti-
gen Pyramide) P,P,P,P, kann mit Hilfe der
Formel

1 4
V=——1/§A? 2y (1
3ﬁ i=1 1= ()

berechnet werden. Dabei bedeutet 4; den
Flicheninhalt derjenigen Seitenfliche, die
nicht die zugehorige Spitze P; enthilt. M;
ist. der Mittelpunkt des Umkreises dieser
Seitenflache. So bedeutet 44 z. B. den Fla-
cheninhalt des Dreiecks P, P,P;. r; bezeich-
net die Linge des Umkreisradius zur Fli-
che A;; ferner gilt s, = P.M..
Py )

Beweis der Formel (1)
Den Mittelpunkt und Radius der Kugelfla-
che, die dem Vierflach umbeschrieben ist,
bezeichnen wir mit M bzw. R. Die Linge
der Strecken MM, bezeichnen wir mit d;
und die Linge der rdumlichen Hohe der
Spitze p; iiber der Fliche 4; mit #;. Nun
berechnen wir den Wert des Terms

si—ri=si—(R?-dj, @)
der aus dem rechtwinkligen Dreieck MM, P,
folgt. Auf das Dreieck MM P, wenden wir
den Kosinussatz an; den Betrag des Win-
kels 4 MM, P, bezeichnen wir mit a:

RY=52+d? - 25,d;cos a. )
Bezeichnen wir den FuBpunkt der Hohe /i,
mit F (siehe Bild), dann ist
A MM,P,= 5 FP,M,, denn es sind Wech-
selwinkel an geschnittenen Parallelen. Da-
her ist cosa = h,:s,; die Beziehung (3) er-
hilt damit eine einfachere Form:

RY=s+ d%—2d,h,.
Auch die Beziehung (2) wird dadurch nach
Einsetzen fir R? bedeutend einfacher

2= r2=2d,h,. )
Durch zyklische Vertauschung erhalten wir
die Terme

s2—rl=2dh; (i=1,2,3).
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Nun multiplizieren wir die beiden Seiten
der Bezichung (4) mit A2 und formen die

rechte  Seite unter Beachtung von
V= % Ashy um:

Ai(si—1)

=2A4hy  Aydy = 6V A d,. %)

Da man sich das Vierflach in 4 Pyramiden
mit den Grundflichen 4, und den zugehé-
rigen HOhen d; zerlegt denken kann (ge-
meinsame Spitze in M), ergibt sich

4 4
V=-;— Y Ad bzw. Y, Ad,=3V.
i=1 i=1

Aus (5) erhalten wir also durch Summieren
mit i=1, 2, 3, 4 die Beziehung
4

Y AT 1)
i=]

4
=6V Ad=18V7
i=1
woraus sofort die Formel (1) folgt.
Stanislav Horék

Lern-Spiele

Die Station Junger Techniker in Prag ver-
mittelt jetzt Schiilern der vierten und finf-
ten Klassen auch Grundlagen der Elektro-
nik und Kybernetik. Die ersten Kursteil-
nehmer bastelten Mikrorechner, an denen
nun alle nachfolgenden Interessenten aus-
gebildet werden. Kenntnisse in Program-
mierung und Numerik werden den Kin-
demm in Form von Spielen nahegebracht.
Bisher erarbeiteten Schiiler schon Pro-
gramme fiir Telespiele und fiir einen Gitar-
relehrgang. Aus einem elektronischen Bau-
kasten entstand z. B. eine automatische
Futterstelle fur Aquarienfische.

Tabelle der Papierformate, Reihe A

Papierformate
und Mathematik

Grundlage der Ratignalisierung der
menschlichen Titigkeit sind die Erfahrung
und Festlegungen, die wir als betriebliche,
staatliche oder internationale Normen be-
zeichnen. Es ist verstindlich, daB bei der
Festlegung von Normen verschiedene ma-
thematische Beziehungen eine bedeutende
Rolle spielen. Wir wollen das bei den
Normvorschriften fiir Papier in Rechteck-
form betrachten, wie es zum Schreiben,
Drucken usw. verwendet wird. So wird z.B.
das Format unserer Zeitschrift rozhledy als
AS5 bezeichnet (Abmessungen 148 mm
X 210 mm) ; das ausgebreitete Heft ent-
spricht dem Format A4 (Abmessungen
210 mm X 297 mm).

Aus dem angefiihrten Beispiel ist zugleich
die Grundforderung fiir genormte Papier-
formate ersichtlich, d.h., daB durch Halbie-
ren der langeren Seite zwei kleinere For-
mate entstehen, die ebenfalls normgerecht
sind, wodurch Abfall vermieden wird. Die
geometrische Form des Ausgangsformats
und des kleineren Formats sind daher dhn-
liche Rechtecke, wie das aus Bild 1 ersicht-
lich ist. Die lingere Seite bezeichnen wir
mit y, die kiirzere mit x.

Aus Bild 2 ist ersichtlich, wie die einzelnen
Papierformate durch fortgesetztes Teilen
entstehen.

Theoretische Abmessungen Genormte I
nhalt
‘Format Abmessungen (m?)
x(m) y(m) (mm)

A0 1: v2— 2 841 % 1189 1
Al O,S'VZ_ 1;‘;/2_ 594 x 841 A
A2 0,5:32 0,5 V2_ 420 X 594 Y
A3l 0,25.V2_ 0,5:‘;/2_ 297 x 420 %
A4 0,25:32 02542 210 x 297 Yis
AS 0,125-2 025:42 148 x 210 Yia
A6 0,125:12 0,125-42 105 x 148 Via
A7 0,0625-42 0,125:42 74X 105 )
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Bild 1
|
I3
2
y
Bild 2
A1 A2
As As
As |Ag
Ay

Aus der Grundforderung fiir das Verhiltnis
der Seiten eines Rechtecks beim genorm-
ten Papierformat ergibt sich die Gleichung

y=x=x=-;— bzw.y=xy/2_. 1)
Das Seitenverhiltnis entspricht also der
Beziehung x:y=1:y2. Das Verhiltnis
der Flicheninhalte zweier Formate, wovon
das zweite durch Teilung entstand, betrigt
2:1..
Nun miissen noch die Abmessungen des
Ausgangsformats berechnet werden, das als
A0 (A Null) bezeichnet wird. Es ist ein
Rechteck mit dem Fliicheninhalt 1m?. Des-
halb gilt die Gleichung

xy=1 2
Die Gleichungen (1) und (2) bilden ein
Gleichungssystem mit zwei Variablen (x;
y). Fiir die Lingen der beiden Seiten des
Formats A0 erhalten wir )

x = % =0,8408964 ... (Meter)

y =42 =1,1892071 ... (Meter).
Diese beiden theoretischen MaBzahlen fiir
die Seitenlingen des genormten Papierfor-
mats AQ sind irrationale Zahlen; nach
Rundung auf ganze Millimeter erhalten
wir x =841 mm, y = 1189 mm. Die relati-
ven Fehler (in %) dieser beiden MaBzahlen
im Vergleich zu den theoretischen Werten
sind unbedeutend, in der Regel kleiner als

. 0
0,1%. Tatséchlich ist Ax % = 05-100% d

841

. 0,
0,06%, Ay%= —_0,51118090 % ~0,04% . Der
entsprechende Fehler fiir den Flichenin-
halt des Formats AOQ betrigt AA%
= (0,06 +0,04)% =0,1%.
In der nebenstehenden Tabelle fiir die Pa-
pierformate der Reihe A sind sowohl die
theoretischen Abmessungen als auch die
genormten MaBzahlen angefiihrt. Ergin-
zend sei bemerkt, daB fiir technische
Zeichnungen kein kleineres Format als A5
verwendet wird. Die Papierformate der
Reihe A werden mit Ausnahme von A4 lie-
gend verwendet, d. h., die lingere Seite
liegt waagerecht.
Viastimil Mrdz



Aufgaben
bei Aufnahme-
gesprachen

Fakultdt Mathematik/Physik
an der Komensky-Universitdt Bratislava

Als Muster fithren wir hier zwei Varianten
von Aufgabenkomplexen an, die bei Auf-
nahmegesprichen in fritheren Jahren ge-
stellt wurden. Die schriftliche Priifung dau-
erte 60 Minuten.

Variante 1

aAla Lost die nachstehenden Glei-

chungssysteme im Bereich der reellen Zah-

len!

a) 2x +3y=35
Tx—2y=-20

c) sin(x+y) =1
sinx +siny=3

b) lg(4xy) =2
g(x+y)=1

A2 A Auf einer Strecke des Bus-Nahver-
kehrs gibt es 16 Haltestellen einschlieBlich
der Anfangs- und Endhaltestellé. Der Ver-
kehrsbetrieb hat beschlossen, daB im Inter-
esse einer Beschleunigung des Verkehrs
8 Haltestellen wegfallen sollen.

a) Auf wie viele Arten kann das erfolgen,
wenn die Anfangs- und die Endhaltestellen
bestehen bleiben?

b) Auf wie viele Arten kann das erfolgen,
wenn wir auBerdem fordern, daB von belie-
bigen zwei benachbarten Haltestellen min-
destens eine Haltestelle gestrichen wird?

A3 a Entscheidet, ob die nachstehenden
Aussagen (Folgerungen) wahr sind! Die
Entscheidung ist zu begriinden.

a) 3400 > 430

b) YVa,beR:|a|=|b|=a+ 1|= |b+1|
c) dxyeR:x<yA2*=2

Ad4a Gegeben ist ein regelmiBiges

Sechseck ABCDEF mit AB = 1LE.
Berechnet den Flicheninhalt des Dreiecks
BCH, wobei

H=ABn CE!

A 5a Wie lautet die Gleichung des Krei-
ses k = (M; r), welcher beide Koordinaten-
achsen berithrt und durch den Punkt
P (2;1) geht?

Variante 2

A la Bestimmt die Anzahl der Elemente
der folgenden Mengen, wenn euch bekannt
ist: Menge A besitzt 5 Elemente, Menge B
7 Elemente und die Menge 4 n B besitzt
ein Element!

a) Menge AU B

b) Menge A X B

) Menge (A X B)u (BX A4).

A2 a Lost die nachstehenden Gleichun-
gen im Bereich der reellen Zahlen!

3x+8 x+6
a)T‘— 2 =x+1

b) Yx+1 +y4x+4 +{9x+9 =6

c) sinx+2sin’x=1

A3 a Wieviel verschiedene Fahnen mit
drei waagerechten Streifen - existieren,
wenn folgende Farben zu verwenden sind:
Weif}, Rot, Blau, Gelb, Griin und wenn

a) die Fahne dreifarbig sein muB,

b) die Fahne dreifarbig oder zweifarbig
sein kann, wobei aber benachbarte Streifen
verschiedenfarbig sein miissen?

A4a Gegeben ist ein regelmiBiges Acht-
eck ABCDEFGH mit der Seite AB=1 LE.
Ferner ist ein Punkt P bestimmt durch
P =ABn DE. Zu berechnen ist RC.

A 5a Durch gegebene drei Punkte (siehe
Bild 1) ist eine Ebene bestimmt. Zeichnet
den Schnitt des Wiirfels mit dieser Ebene,
und numeriert die Reihenfolge der
Schritte, wie ihr den Schnitt erhaltet!

Berekovd/Hecht

19 harte Niisse —

veroffentlicht in rozhledy

A Mathematische Schiilerzeitschrift
»Quant“, Moskau

Lost die folgende Ungleichung bzw. die
Gleichungen!

Ala 2(x+1)>x+4

Yd+2x—-xt =x-2

Y2+ x 1/12+x
X

A2a
64J_
G-x)yS—x+(x— 3) yx—

\/5—x+\/x 3

Ala

Ada

V4 —dx+x? + 49 + 14x + x?

=3+{14-5x-x2
____—\/x+4; Vx=4 _ [T 16

ASA

AbA

AT7Aa logg+17+1ogy,7=0
lo -1
Al8a L—log,x+log§x=3
10g3T

B Mathematische Schiilerzeitschrift
»Matematika®, Sofia

A9a Mit dem Symbol Xyz bezeichnen
wir die dreistellige Zahl 100x + 10y + z.
Lost dazu die Gleichungen'

a) (x+ty)=
b) o)’ —-(x+2)(x+2)y
o ¥ =0-Dxy
d » =2x=-DG -1
e x° =X
) x? =(x-2)(x-TNx
A 10 a Lost die Gleichungen!
g Ly L _ 4

x x+1 1

x + 7

b) x*(x2—7N?-36x=0

A1l a Zwischen den Zahlen 50 und 100

sollen alle natiirlichen Zahlen x bestimmt
werden, fiir die folgende Bedingungen gel-
ten: x + 4 ist teilbar durch 3, x — 4 teilbar
durch 5, ¢ — 3 teilbar durch 7.

A 12 a Vereinfacht den Term!

oo ()

A 13 A Lost die Gleichungen!

a) 3\/5+x—1/:c—2=1

b) logl(x—2)? + logl(x —2)*=25

0 @+3) +(-V3)"=14

A 14 A a) Vereinfacht den Term!
a_ 1\ 5 e, 2"_,1]. _
[<3 2)a a (3@ H-(3a-1)

b) Welchen Wert hat der Term fir
a=-27

C Mathematische Schiilerzeitschrift
,,Matematiéko fizicki list®,
Beograd

A 15a Berechnet

b 3n Sn I
sin'— + sin'— + sin*—— + sin'—!
8 8 8 8

V2 +1 11
V2-1"2-2"2
sind die ersten drei Glieder einer geometri-
schen Folge. Berechnet die Summe der zu-
gehorigen unendlichen Reihe!

A 16 A Die Zahlen

a17 a Vereinfacht den Term!

\/JE+J V2 -1 —\/J— V2 -1
ViE -2 +1
A18a Berechnet den Wert des Terms
3x2+ 4y — 3y?, wenn
e
RN Y
A19a Schreibt den Term
\/13 +3042+9+4y2
inderForma+bﬁ!
Zusammengestellt von Ota Setzer, Prag

Anmerkung: Die tschechische mathemati-
sche Schiilerzeitschrift rozhledy spricht
Schiiler der Klassenstufen 9 bis 12 an.
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In freien Stunden - alpha-heiter

Unterhaltungsmathematik aus der CSSR

Kryptogramme

a) Ersetzt in den gegebenen Diagrammen die Buch-
staben durch Ziffern derart, daB die dabei entste-
henden Zahlen in allen Zeilen und Spalten (drei-

ziffrige) Quadratzahlen ganzer Zahlen darstellen!
. Jaromir Malac

8|8 KiL|M
B LIN|L

BBl A MiL|K

b) MATHE CsSA C <K
MATHE VIVAT KLM S >0
MATHE VIVAT LOT M«<T
HOBBY MATHE AIR

Dirigent JindFich Pénéik, Prag

¢) Uberlegt und rechnet!
abb+cde=fde

: + - B
gb+gfh=gdh
ib+jfi=hbi

Petr Hnilicka

Ein Wiirfelproblem

Ein Wiirfel besteht aus 125 kongruenten kleinen
Wiirfeln mit der Kantenldnge 1 (cm). Aus diesem
zusammengesetzten Wiirfel werden nun kleine
Wiirfel herausgenommen, und zwar die mittlere
Sdule zwischen Grundfliche und Deckfliche, fer-
ner die mittlere Sdule zwischen der Vorderfliche
und der Hinterfliche sowie die mittlere Sdule zwi-
schen der linken und rechten Seitenfliche. Berech-
net die Oberfliche und den Rauminhalt des Rest-
korpers!

[ 7 7 7 7

[
__ZL
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Kleine Ubung zum Vorstellungsvermogen

Bei den Netzen der Wiirfel in den Bildern 1, 2, 3
sollt ihr die leeren Felder mit Punkten (Augen) der-
art ausfiillen, daB aus dem vollstindigen Netz ein
richtiger Spielwiirfel entsteht!

Bei diesem muBl die Summe der Punkte auf gegen-
iiberliegenden Seitenflichen 7 sein. Es diirfen auch
Punkte zusitzlich auf den bereits ausgefiillten Fel-
dern eingetragen werden; ihr miiBt aber dann eine
entsprechende neue Punktfigur zeichnen. Fiillt also
nicht die Felder in der Zeitschrift aus, sondern
zeichnet euch die drei Netze auf Papier! Es kann
auch mehrere verschiedene Losungen geben.

Eine Herzkurve

Ein Beispiel flir Funktionen, deren Graph eine ge-
schlossene Kurve in Form eines Herzens aufweist,
ist das folgende Paar von Funktionen:

2 [x*+Ixi—6 Y

273 [x2+|x|+2 V36— x ]
Uberlegt den Definitionsbereich der Funktionen,
und zeichnet den Funktionsgraph; iiberlegt ferner,
ob Symmetrie vorliegt! Warum entsteht bei diesem

Funktionspaar eine geschlossene Kurve?
S. H.

4




Aufgaben-Allerlei

1. Welche Linge hat der Uhrzeiger, wenn sein Ende
in einer Minute einen Bogen von der Linge 1 cm
beschreibt?
2. Ein Quadrat ABCD hat die Seitenldnge a. E, F, G
sind der Reihe nach die Mittelpunkte der Seiten
AB, BC, AD. Ohne schriftliche Rechnung soll der
Flicheninhalt des Dreiecks EFG bestimmt wer-
den.
3. Welche natiirlichen Zahlen kann man in die fol-
genden drei Terme einsetzen, damit als Ergebnis
wieder eine natiirliche Zahl entsteht?

6 x x
o1 %1 954
4. In die kleinen Kreise sollen 8 aufeinanderfol-
gende natiirliche Zahlen so eingetragen werden,
daB folgende Bedingungen erfullt sind:

a)

a) die Summen der Zahlen in den beiden Diagona--

len sollen gleich sein;

b) die Summen der Zahlen innerhalb der groBen
Kreise sollen gleich sein;

¢) die doppelte Summe der Zahlen innerhalb eines
grofen Kreises soll der dreifachen Summe der Zah-
len gleich sein, die in einer Diagonale stehen.

5. In einem Kollektiv arbeiten Manner und Frauen.
Eine Frau scheidet aus (Altersrente). Wiirde sie
durch einen Mann ersetzt, so wire der Prozentsatz
der Frauen im Kollektiv gerade um ein Prozent
kleiner als fir den Fall, dafl sie ohne Ersatz aus-
scheidet. Wieviel Minner und Frauen waren ur-
spriinglich im Kollektiv? Ota Setzer

»lch richte mich nach Komensky“ (Comenius).
- ,..-Wir wollen spielend lernen“. — Wer das

richtige Ergebnis trifft, erhilt eine Eins.
aus: Dikobraz, Viclav und Petr Herinkovi

Kreuzzahlenritsel

In die leeren Felder sind natiirliche Zahlen bzw.
Grundziffern einzusetzen, die den nachstehenden
Bedingungen entsprechen.

Waagerecht: A 1936 ; groBter gemeinsamer Tei-
ler zu 36, 72, 126. ‘

B - Losung der Gleichung x:30 =9:10; groste ein-
ziffrige Primzahl,;
2-{1-[2-(1-2)—-1]-2} +8.

C Arithmetisches Mittel der Zahlen 1, 1, 3, 7;

v152% + 714% ; Losung der Gleichung

X x

3 1= 5 2.

D Summe der Innenwinkel im Zehneck, ausge-
driickt in rechten Winkeln;

1
24+7

1

3»f 2

E Kleinstes gemeinsames Vielfaches der Zahlen

2, 3,6, 12, 16, 36; kleinste dreiziffrige Primzahl,
die auf 17 endet.

; Basis unseres Zahlensystems.

1 2 3 4 5 6 7

- L

Senkrecht: 1 Primzahl

2 25424+ 224+2+1; 28-23

3 7, groBter gemeinsamer Teiler der Zahlen 21,
56, 63, 84; ?

4 Ein Vielfaches von 67

S 4-2—-——-——=- l eine Zahl, die weder posi-

tiv noch negativ ist.
6 3% drei gleiche Grundziffern
7 Primzahl

aus: NBI, Vaclav Ostatek
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ARBEITS -
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Ein mathematisches
Spiel: Trlenka

Siidlich von RuZomberok (Slowakei) liegt
das Tal Trlenské dolina. Im Juli 1979 war
dort ein Pionier-Spezialistenlager fiir Junge
Mathematiker. In diesem Lager wurde erst-
malig ein Spiel durchgefiihrt, das fiir dieses
Lager erdacht und nach dem schonen Ge-
birgstal benannt wurde. Ihr sollt nun eine
Beschreibung des Spiels erhalten, das eine
gute Unterhaltung bietet.

" Spielregeln: Trlenka wird auf einem schach-
brettihnlichen Brett mit 4 X 4 Feldern ge-
spielt. Es sind zwei Spieler 4, B beteiligt,
die abwechselnd Ziige ausfilhren. Zum
Spiel gehtren 16 Spielsteine.

Bei jedem Zug legt der Spieler 1, 2, 3 oder
4 Steine auf freie Felder einer Zeile oder
einer Spalte. Auf jedes Feld darf nur ein
Stein gelegt werden. Derjenige Spieler, der
den letzten (16.) Stein hinlegt, hat verlo-
ren. .

Die Spielregeln fiir jedes Spiel begreift
man am besten beim Spielvorgang selbst;
deshalb soll nun eine Beispiel-Partie be-
schrieben werden.

Der Spielverlauf wird durch eine Folge von
acht Diagrammen veranschaulicht (siche
Bild 1), dabei werden die Steine durch

Punkte dargestellt. Beim ersten Zug legte
Spieler A zwei Steine in die zweite Spalte
(schwarze Punkte im Diagramm). Dann
legte der Spieler B drei Steine in die Fel-
der der ersten Zeile (schwarze Punkte im
nédchsten Diagramm). Im dritten Zug legte
Spieler 4 einen Stein auf ein Feld in der
ersten Spalte (siehe 3. Diagramm). Das
Spiel wird nun so.fortgesetzt, wie es auf
den weiteren Diagrammen des Bildes 1-er-
sichtlich ist. Bei der Zugfolge der Beispiel-
partie fehlt der letzte Zug; dabei wire Spie-
ler A gezwungen, das letzte freie Feld zu
besetzen und er hat damit verloren.

Denkt iiber diese Beispielpartie nach, und
versucht folgende Fragen zu beantworten:
1. Konnte Spieler 4 im 7. Zug so spielen,
daB er fiir jeden beliebigen Zug von B die
Partie gewann?

2. Wir setzen vordus, daB Spieler 4 im
5.Zug den Stein nicht in die dritte Spalte,
sondern in die erste legte. Wie konnte
Spieler B in diesem Fall fortsetzen?

3. Konnte Spieler 4 im dritten Zug der
Partie besser spielen? Wenn es euch gelun-
gen ist, auf die gestellten Fragen eine zu-
treffende Antwort zu finden, so versucht
ein weiteres-Problem zu 16sen: Kann Spie-
ler 4 die Partie gewinnen? Oder, genauer
formuliert: Gibt es eine Anleitung fir die
Zugfolge, bei deren Einhaltung der Spieler
A iiber jeden Gegner siegt?

Dieses Problem konnte unlésbar sein, d. h.,
daB es keine solche Anleitung gibt. Aber
vielleicht existiert dann eine solche Anlei-
tung fir den Spieler B, d. h., dal B jede
Partie gewinnen kann? Sicher scheint zu
sein, daB es fiir einen der Spieler (wir wis-
sen aber nicht, fiir welchen) solch eine An-
leitung gibt; man bezeichnet diese Anlei-
tung als Spiel-Strategie.

Die Freude iiber die Entdeckung einer ent-
sprechenden Strategie wollen wir dem Le-
ser iiberlassen. Als Hilfestellung wollen wir
die Strategie fiir ein einfacheres Spiel an-
filhren, und zwar fir eine Variante zu

Bild 1 f [ YK ) Trlenka, wo wir éin Brett mit nur 3 X 3 Fel-
o dern verwenden; diese Variante soll
e Klein-Trlenka heiBen.
® O
Strategie fiir Klein-Trlenka
Unter allen moéglichen Spielpositionen
O 0101 |0 O|0 (wie viele gibt es?) sollen nur einige wich-
o o tige behandelt werden, wir nennen sie kriti-
sche Positionen. Das sind solche Positionen,
®| O ! [ONRONES bei denen derjenige Spieler verliert, der am
i ' Zug ist, wenn sein Gegner die Spielstrate-
o ’ ;
] | hd Tl d gie beherrscht. Bei Klein-Trienka gibt es

— vier Typen kritischer Positionen:

C (OO [O|®OIO| 1. Essind genau 8 Felder besetzt (ein Feld
; o e olo ist frei). _

— 2. Es sind genau 6 Felder besetzt, in jeder
0|0 | 1 010 Zeile und Spalte ist genau'ein Feld unbe-
olojoiof|o]o]o|o] stz

Bild 2a b c
Cci1c|Oo|ot|ojolOo|C J(
o|o o|o|e |o {0 o o
olole clojo|e tolo|— ol lo] jo
o|ololo|lololo]o] {olo 0i0;0 =3
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3. Es sind genau 5 Felder besetzt; bei vier
freien Feldern entsteht einer von drei Fil-
len (siehe Bild 2a, b, c).

4. Es ist nur ein Feld besetzt.

Wenn wir die kritischen Positionen ken-
nen, haben wir damit bereits die Grund-
lage fir die Spielstrategie erkannt. Die
eigentliche Anleitung fir die Zugfolge ist
dann relativ einfach:

a) Im ersten Zug legt Spieler 4 einen Stein
auf ein beliebiges Feld.

b) Im dritten Zug ergdnzt Spieler 4 die
Anzahl der gelegten Steine auf fiinf (und
zwar so, daB eine der im Punkt 3 beschrie-
benen Positionen entsteht).

¢) Im funften Zug spielt 4 so, daB eine der
Positionen entsteht, die im Punkt 2 bzw. 1
beschrieben sind.

d) Wie im vorhergehenden Zug ist eine Po-
sition entstanden, wie sie im Punkt 2 be-
schrieben ist; dann legt im 7. Zug der Spie-
ler 4 einen Stein auf ein beliebiges der
restlichen zwei freien Felder.

Nun konnt ihr nach dieser Anleitung
einige Partien Klein-Trléenka spielen. Dann
versucht, eine Spielstrategie fir Trlenka zu
finden! Zur Ubung und als Hilfe beant-
worte folgende Fragen:

a) Wieviel wesentlich verschiedene Positio-
nen existieren beim Spiel Trlenka, wenn
von 16 Feldern 12 besetzt und 4 frei
sind?

b) Wieviel entsprechende Positionen exi-
stieren, wenn 10 Felder besetzt und 6 frei
sind?

Wir missen dazu noch erkliren, was wir
unter wesentlich verschiedene Positionen ver-
stehen. Zunichst erklaren wir, was im we-
sentlichen gleiche Positionen sind. Das sind
zwei Positionen, die wir ineinander durch

-eine einmalige (ggf. mehrmalige) Anwen-

dung folgender drei Transformationen
Uberfithren kénnen: Zeilentausch, Spalten-
tausch, Umklappen um eine Diagonale. In
diesem Sinne sind alle 3 Positionen in
Bild 3 im wesentlichen gleich. Positionen,
die nicht im wesentlichen gleich sind, wer-
den als (wesentlich) verschieden bezeich-
net.

Bild 3 o o o)
O @)

0|0 O |0
o} o|0|0O
O 0]
(ORNe) ®)
oo

SchlufSbemerkung

Das Spiel Trlenka kann man auf verschie-
den groBen Spielbrettern spielen. Je groBer
die Anzahl der Felder ist, desto schwieriger
ist es, eine zugehorige Spielstrategie zu fin-
den. Dem Autor ist keine Strategie fur
Spielbretter mit 5 X 5 Feldern oder groBer
bekannt.

Milan Hejny



Losungen

Ergebnisse zu:
Aufgaben fiir die jiingsten Leser

Aala 350°
A2a 2a)30cm;b)l6cm’
43a Das fehlende Quadrat kann bei

einer der folgenden Seiten angeflgt wer-
den: 9, 10; 10, 11; 11, 12; 3, 8.

ada a)3b)s.
AS5a nein. 6 ja. 7 ja. 8 ja.

Losung zu: Bohmische Schule

Der Schliisselzug lautet 1. d2-d4!

Nach 1. ... Kf6/Kdé6 2. Db5/Db7 Ke6/Keb
3. Dc6/Dc6 ergibt sich das erste Bohmi-
sche Mattbild.

Das zweite nach 1. ... Kd5 2. Db6 Kc4
3. DcS.

Das dritte nach 1.
3. LS.

...Kd7 2. Dbé Kc8

Losungen zu: 19 harte Niisse

A Alax>2 a2ax=3

a2 4

AJAMETT 1T T

AdA x1=3, =5

ASA x;=1,x,=—6 Aaba x=5
1 1

A7AX—E ABAII—T,x2—9

B A% (x;y»)=2)(81) b2

(76 d43) e NHx=9

al0a a)x1;2=%(—1i1/2_)
b)0; £1; £2; £3

alla x=59 al2a2+24a
Al3a a)x=13 b)x1=7,x2=%
c)x==+2
—_ 3 2
alda g)—2 +"T b) 14
C al5a15 al6ad+342
alla 2 uh%(4s,/ﬁ+2s)
A19AS+3J2_

Losungen zu:
In freien Stunden - alpha-heiter

Kryptogramme

a) 144 161
484 676
441 961

b) 31592 35306 287
31592 35306 314
31592 70612 159
94776 760

c) 600+ 198 =798

: + -
20 +275 =295
30 +473 =503

Ein Wiirfelproblem

Es wurden 13 kleine Wiirfel herausgenom-
men,;

A =144 (cm?, V=112 (cm?)

Kleine Ubung

zum Vorstellungsvermoégen

Zu dieser Aufgabe erwartet die Redaktion
alpha die Losung und weitere Wiirfelnetz-
Varianten, Kennwort: Kleine Ubung zum
Vorstellungsvermoégen.

Eine Herzkurve

Zu dieser Aufgabe erwartet die Redaktion
alpha Antworten unter dem Kennwort:
Herzkurve.

Aufgaben-Allerlei

aZ
l.s=9,6cm 2'A=T
3.a)x=2;3;4,7 b)x=2
c)x=5;6;8

4. siche Bild!

5. Im Kollektiv waren urspriinglich
18 Ménner und 7 Frauen.

Kreuzzahlritsel

A 44;18 B 27;7;13 C 4;730;6
D 16;7; 10 E 144; 117

1 2311 2 47;644 3 4;7;4
4 737(=67-11) 510

6 81;111 7 5607

Losungen zu:
Geschicklichkeitsritsel

Schwarz und weil

Zu den Bildern §, 6, 7, 8 ist zu bemerken,
daB die Bilder 5, 6 und 8 die Ritselscheibe
an der Vorderseite zeigen (die schwarze
Koralle ist rechts), das Bild 7 zeigt die
Riickansicht (die schwarze Koralle ist
links).

1. Vorgang (Bild 5): Die schwarze Koralle
verschieben wir auf der Schleife so weit,
bis sie hinter der Scheibe ist.

2. Vorgang (Bild 6): Wir ergreifen beide
Stiicke der Zierschnur auf der Riickseite
der Scheibe (mit den Pfeilen nach oben be-
zeichnet) und ziehen sie in Pfeilrichtung
so weit, daB wir die Schleifen, an denen
sich die beiden Korallen befinden (auf
dem Bild mit Pfeilen nach unten bezeich-

Bild 5

Bild 6

net) durch das Mittelloch in der Scheibe
durchziehen. Wenn uns das gelungen ist,
wenden wir die Scheibe und nehmen die
Riickseite nach vorn.

3. Vorgang (Bild 7): Nun haben wir die
schwarze Koralle links. Diese Koralle ver-
schieben wir nach rechts und ziehen sie
durch beide Schleifen an die Stelle, wohin
die Pfeile zeigen. Dann ziehen wir beide
Schleifen durch das Mittelloch zuriick auf
den urspriinglichen Platz, anschlieiend
wenden wir die Scheibe wieder mit der
Vorderseite zu uns. Wenn wir die entstan-
dene Situation betrachten, so erkennen
wir, daB es leicht moglich ist, die.schwarze
Koralle an eine Stelle neben die weiBe Ko-
ralle zu verschieben (siehe Bild 8). Damit
ist das Ritsel geldst. Durch umgekehrtes
Vorgehen bringen wir die schwarze Koralle
auf den urspriinglichen Piatz zurick.

Ein Ring in der Falle

Den Ring schieben wir auf das bewegliche
Drahtbogenstiick und zusammen mit die-
sem so dicht wie mdglich an die Stelle, wo
das andere (nichtverschiebbare) Bogen-
stiick befestigt ist, das wir zuvor umge-
klappt haben, sieche Bild 9. Nun k&énnen
wir mit dem Ring diese Verbindungsstelle '
umgehen, und der Ring 148t sich dadurch
aus dem inneren Bogenstiick herausneh-
men, siehe Bild 10. Das Hineinbringen des
Ringes wird durch die Umkehrung des
Vorgangs méglich.

Bild 9

Bild 10
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Das gefangene R6hrchen

Wir betrachten dazu Bild 11. Das gefaltete
Ende einer der beiden Zierschnuren zie-
hen wir zundchst durch das Rohrchen
durch, dann durch die eine der beiden Off-
nungen im Sperrholz. Mittels der Schlinge
(mit dem gefaiteten Ende der Zierschnur)
konnen wir nun leicht die Koralle umge-
hen und die Zierschnur aus der Offnung
herausziehen. Damit hitten wir die Hilfte
geschafft; das Réhrchen kénnen wir nun
leicht aus dem anderen Teil des Gebildes
herausldsen.

Bild 11

(, / 2

Die Spange in der Spirale

Die beiden Bilder zeigen deutlich das Vor-
gehen. Wir verschieben die Spange derart
entlang der Spirale, bis wir sie an die feste
Schleife (an das Auge) gebracht haben; mit
dem mittleren Teil der Spange kdnnen wir
die feste Schleife umgehen und die Spange
herausnehmen. Durch den umgekehrten
Vorgang konnen wir dann die Spange wie-
der in die Spirale einschieben.

Bild 12

&q

Das Herz im Schuh

Die Herzfigur miissen wir so basteln, daB
wir ihren mittleren Teil (die Nadel) in das
waagerecht liegende Auge der Schuhfigur

Bild 13

i
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einschieben und dadurch das vertikal lie-
gende Auge, d.h., den zur Schuhspitze lie-
genden Teil der Schuhfigur, umgehen kén-
nen (Bild 12).

Ldsungen zu: alpha-Wettbewerb
Heft 1/84 (Fortsetzung)

Ma 8 m 2422 Dieses Verfahren kann man
nur anwenden, wenn die Quersumme der
zweistelligen Zahl kleiner als 10 ist. Es
seien a und b die Grundziffern der zwei-
stelligen Zahl in der vorgegebenen Reihen-
folge; dann 148t sich die Multiplikations-
aufgabe wie folgt darstellen:
(10a + b)-11.
Nach unserem Verfahren gilt nun
100a + 10(a + b) + b.
Ein Vergleich beider Terme zeigt die All-
gemeingiiltigkeit:
(10a+ 5)-11=100a + 10(a + b) + b,
110a + 115=100a + 10a + 10b + b,
=110a + 11b.
Wenn a + b 2 10, dann ist
10(a + b) 2 100. Dann gilt (10a + b) - 11

=100(@a+1)+10(a+5b—-10)+ b

=100ag + 100 + 10a + 100 — 100 + &
=110a + 115.

Es muB dann folgendermaBen verfahren
werden:

Beispiel: 48 - 11 = 528.

Da die Quersumme von 48 groBer als 10
ist, ndmlich 12, schreibt man die 2 als mitt-
lere Grundziffer und erhéht die erste
Grundziffer um 1.

Ma8 w2423 Wegen 2!°=1024 > 1000
miissen 9 Beutel folgende Anzahlen an
Markstiicken enthalten: 1, 2, 4, 8, 16, 32,
64, 128, 256. Der zehnte Beutel mull die
restlichen, also 489 Markstiicke enthal-
ten.

Ma 8 w2424 Skizze,
lich.

nicht maBstib-

[

Die Flicheninhalte der Dreiecke 4BC und
ACD verhalten sich wie 4: 1. Grundseiten
sind AB bzw. CD; Héhe ist in beiden
Dreiecken CE.

Der Flicheninhalt des Dreiecks ACD ist
ein Fiinftel des Flicheninhaltes des Trape-
zes, also 24 cm?. Daraus folgt fir den Fli-
cheninhalt des Dreiecks ABC = 96 cm?.
Es seien d; bzw. d, die Abstinde der Punkte
D bzw. B von der Diagonalen AC. Dann
gilt

24 cm? = w und
96 cm? = w . Daraus folgen:
d,= 48 cm und d, = 19,2 cm.
Ma8 w2425
DE-AB __
77 o AC- AZB B

Man zeichnet um 4 einen Kreis mit einem
Radius der Linge AC, der die Gerade 4B
in C’ schneidet und um B einen Kreis mit
einem Radius der Linge BC, der die Ge-
rade AB in C” schneidet. Die StreckeC' C”
ist genauso lang wie AC—4B+BC. Wenn
man C'C” halbiert, so erhilt man mit CM
die gesuchte zweite Rechteckseite.

c
A C* M 8 ¢
G F
D E

Ma9m2426 Es sei m die ,Monatszahl“
des Geburtsmonats, j die ,Jahreszahl“ des
Geburtsjahres und a die Zahl, die das Le-
bensalter in Jahren am Geburtstag im
Jahre 1984 angibt.

Nun gilt

(2m+40)-50 — 16 — j=100m + (1984 — j).
Wegen 1984 —j=a gilt weiter

100m + 2000 — 16 —j = 100m + a,

100m + 1984 — =100m + a,

100m + a =100m + a.

a bedeutet das Alter in Jahren. Bei Strei-
chung von a bedeutet dann m die ,Mo-
natszahl“ des Geburtsmonats, w.z.b.w.

Ma9m2427 cee muBl eine Quadratzahl
sein; es kommen nur 100 oder 144 in
Frage. 100 entfdllt, da sonst in efa die erste
Ziffer eine Null wire. Man setzt nun in (3)
ein und erhilt

V4-efa = {144,

Va-efa = 12,

4-efa =1728,
efa = 432.

Nun gelten

(1)2b-1d =432

(2) 1g-24 =432 Es folgt g = 8.

Wegen 37-24= 432 ermittelt man fir
(1)27-16 =432, alsofir b=7und d =6.
Es ergeben sich die folgenden wahren Aus-
sagen:

(1)27-16 =432

(2) 18-24 =432

() V4-432 =144 .

Ma 9 m 2428 Nach dem Satz des Pythago-
ras gilt

rt=(r—21)*+ 322,

r=r?—42r+ 441 + 1024,
42r = 1465

r =34 88=~35.
Der Radius des Bogens betrigt etwa
35mm.

Ma 9 w2429 ‘In dem abgebildeten
Dreieck ABC sei CD Hohe auf AB. Die
Seite AC habe die Seitenlinge n— 1, 4B



die Seitenlinge n, BC die Seitenlinge
n+ 1, 4D die Linge x, also BD die Linge
n—x. Aus h?2=(n—-1*-x? und Ah?
=((n+1)?—(n—x)* folgt (n—-1)2—x?

=(n+1)1—(n—x)2,alsox=%-(n—4).
Daraus folgt weiter

1 3
=12 —— (g —d) = . (2 —
h2=(n-1) g (=9 g (-9,
also

h=

“V3(n2—-4).

1

Nun gilt%'m? 3(n2—4) =84,

n*—4n2-37632=0, n=14. .
Das Dreieck ABC hat die Seitenlingen
13cm, 14cm und 15cm.

Ma 10/12 m2430 Esseien (c+2), (c+ 1)
und ¢ die Grundziffern nach Aufgabenstel-
lung. Dann gilt

100(c +2) + 10(c + 1) + ¢+ 21

=3[(e+ D+ (c+ D+

Durch dquivalente Umformung erhilt man
111c + ?31 =227c129+ 54c6J§ 27

und weiter c2——c——=0.

Diese quadratiscge Glcighung hat Losun-
gen, von denen fiir unser Problem nur
¢ =4 in Frage kommt.

Daraus folgt, daB die gesuchte dreistellige
Zahl 654 heiBt. (Quersumme:
6+5+4=15; 152=1225; 3-225=67S;
675 —21=654) . -

Ma10/12 m 2431 Wir zeichnen durch P
eine Parallele zu AB und eine weitere zu
BC. Dem Bild ist folgendes zu entnehmen:
Nach dem Satz des Pythagoras gilt

1 xP=yi+z?

@) Axi=(a-yy+2),

(3)  Ix?=(a-y)P+(a+z)

Mlv—l

D F a-y c
oz 3x
P
G H
X 2 2x
A Y E a-y B

Aus (3) und (2) folgt durch Subtraktion
Sx?=(a—-z)*— z?=a? - 2az, also
a?— 5x?
4 z ==
Aus (2) und (1) folgt durch Subtraktion
3x2=a?—-2ay, also
a?—-3x?
O] Y =%
Aus (4), (5) folgt durch Einsetzen in (1)
(@ —3x)  (a?-S5x2?
2 = +
x 4q? 4q? ’
4a2x? =2a*— 16a’x? + I4x*,

4" 2.2 —_ =
x 7 a’x + 7 0
Setzen wir x* = t?, dann gilt
10 at
2_ Y 2,402
t 17at 17 0,

2
4 =;'—7(5 —242)~0,13a2
Daraus folgt schlieSlich
x; =~0,68a=6,8cm
und x, =0,36a=3,6cm.
Es entféllt x,, da in diesem Fall P auBer-
halb des Quadrates liegt. Die Strecke P4
hat die Linge 3,6 cm, die Strecke PB hat

‘die Linge 7,2 cm.

Ma 10/12 m 2432 Im rechtwinkligen
Dreieck DBE ist g= 30°, folglich B = 60°.

Wegen y = 60° ist ABC ein gleichseitiges
Dreieck. Daraus folgt, daB die Strecke BE
ein Umkreisradius ist. Es gilt

sin§=%;ru=2cm:sin30°;r,,=4cm.
N s £
(2> =r; —r? also 2 12.

Fiir den Fldacheninhalt des gleichseitigen
Dreiecks ABC gilt nun
L.Z
A= T k]

=123 cm? = 20,78 cm?.

Ma10/12 w2433 Es gilt h = g nach Auf-
gabenstellung, nach dem Hohensatz
1) p-q=h? und nach dem Satz des
Pythagoras
2) p+hi=g’bzw. q=ypi+h?.
Man setzt (1) in (2) und erhélt
3 pP+p=4,

pPPtap—q'=0.
Von den beiden Losungen dieser quadrati-
schen Gleichung ist nur p, =%(\/5_— 1)

definiert. Das setzt man in die Gleichung
¢=p+ qein und erhilt
c=2(f5-1)+q
bzw. c=~1,6184.
Im rechtwinkligen Dreieck ABC gelten
sinf = 2 ynd cosa=-<.
c ¢

Es ergeben sich

i = q ==
sinf 1618¢ 0,618,
d.h. p=38,17°.
Analog erhdlt man fir a = 51,83°.
Ph6wm151 Z.B.:
_m_ 470g 3
%= 60 o’ 7,8 g/cm® (Stahl)
_m_ 150g 3
= 60 o’ 2,6 g/cm? (Marmor)

Es handelt sich um die Stoffe Stahl und
Marmmor.

Ph7m152

Geg.: Gewichtskraft G= 650 kp
Ges.: Leistung P

Hohe s= 15m
Zeit t = 8s
Wirkungsgrad n=0,85

Nach der Gleichung 77 = P,/ P, fiir den Wir-
kungsgrad ist
Pz . 5
P,=Tm1t Py=F-vund V=—t,
_F-s

P=

p - 850kp-15m
! 0,85-8s

P = 1434“1’Tm,

P =1434-981 kW =13 kW,

Die Leistung des Elektromotors betrigt

rund 13 kW.

Ph8 w153

Geg.: W =1kWh=1000Wh
P, =4-40W=160W
P, =3-60W=180W
P; =2-100W=200W

(1) Berechnung von Pg,,
PG¢,=P1+P2+P3
P;,=160W + 180 W + 200 W

=540W

(2) Berechnung von ¢
W=U-I-tund P=U-1I
W= Pg,-t

_ W _1000Wh _ oo
PGes

Ges.: t

540W

=~ 1h 51 min
Die Glithlampen vollbringen in 1 h und
51 min eine Arbeit von 1kWh.

Ph9m154

Geg.: v; =0,5m/s Ges.: d,
d =0,01m
s =0,05m
g =981m/s

Nach dem DurchfluBgesetz sind die Quer-
schnitte und die Geschwindigkeiten umge-
kehrt proportional. Also

A vi=A4; .
Da nach dem freien Fall v, =v, +
gilt, iStA1 v = A, (v1 +42gs

2gs

bzw. ﬂ _ d; (Vl + V/ZF)
4 4 ’
a -
v, + 2gs
, V1
dz dl v+ 1/5.; )
d, =0,0lm

. \/ 0,5 m/s
0,5m/s + y2-9,81 m/s*- 0,05 m
d, =006m=0,6cm.
Der Durchmesser betrégt unten 0,6 cm.
Ph10/12 m 155

Geg.: m=1500kg Ges.: f
s =15mm=0,015m
g =9,81 m/s?

_ 1 Jk_1 [F
/= 2n Vm 2n sm

Da F= Gund G = mg gilt, ist
1 mg 1 g

=2 Vom "2 Vs>
f= 1 /9,81 m-s2

6,28 0,015m °’
f=41Hz.

Die Maschine schwingt bei einer Frequenz
von 4,1 Hz.

Ch7m121 2)2100kg 2100%

x2 96%
2100 kg- 96%
B 100%

x=2016kg

alpha, Berlin 18 (1984) 5 - 119



2016 kg m m
CuO+C —> CU+CO
795¢g 63,5g28¢g

_2016kg- 63,5
MTTT95g
m; =1610,3 kg
Aus 2,1t Kupfer (II)-oxid, welches 4% Ver-
unreinigungen enthélt, kann man 1610,3 kg
Kupfer gewinnen.
2016 kg-28¢g
b M=%
m, =710,0 kg
710,0 kg £ 100%
x2 98,8%
_ 710,0kg-98,8%
100%
x=701,5kg
Bei der Reaktion entstehen 701,5 kg Koh-
lenmonoxid, wenn ein Gasverlust von 1,2%
auftritt.

Ch8m122 35gCuS0O4 x H,0
—12,6 g H,0
22,4 g CuSO,
159,5g CuSO, ¢ x - 18 g H,0
22,4g CuS0,2 12,6 g H,O -
159,5¢-12,69
224g-18¢g
x=5
S Molekiile Wasser sind an der Kristallisa-
tion beteiligt.

x=

Ch9m123
0,41¢g
HCL + AgNO;—> AgCl + HNO;
36,5g 1435¢
_36,5g-04lg
T 1435g
m=0l1g

310 ml Losung £ 22,8 g Salzsédure
10 ml Losung £ x
_10ml-2238¢g
~ 310ml

x=0,74g
=100%: x
_0,1g-100%
T 0,74

x=13,5%

Die Salzsdure ist 13,5 %ig.

Ch10/12 m 124
2,3g m
Pb (NO;), + H,S— PbS + 2HNO,
Mg

0,74g:0,1g

m 0,24¢

FeS +2HCl— H,S + FeCl,
88g 73g

e = 88g-024¢
! I4g

o= 73g-024¢g
7 34g-0,15
m=06g
m;=34g
0,6 g Eisen(Il)-Sulfid und 3,4g 15%ige
Salzsdure miissen zur Reaktion gebracht
werden.

34g
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Geschicklich-
keitsratsel

Schwarz und weil3

Heute kommen wir mit einem Geschick-
lichkeitsrdtsel, dessen Herstellung zwar
leicht, aber dessen Losung bedeutend
schwieriger ist. Dem erfolgreichen Raitsel-
16ser bringt es aber dann groBe Freude. Die
in Bild 1 dargestellte Ritselscheibe mit
Zierschnur kénnte auch eine andere Form
haben. Die Musterscheibe im Bild ist aus
Plexiglas, dadurch sieht man auch die auf
der Riickseite befindliche Schnur (gestri-
chelte Linie). Zur Anfertigung der Ritsel-
scheibe bendtigen wir eine Scheibe aus be-
liebigem Material, ferner eine Zierschnur,
deren Linge das 5- bis 6fache des Durch-
messers der Kreisscheibe sein sollte, sowie
zwei verschiedenfarbige Korallen, die so
groB sein miissen, daB man sie nicht durch
das Mittelloch der Scheibe hindurchziehen
kann. Bei der Herstellung miissen wir das
Aufziehen der Zierschnur und der Koral-
len genau nach dem Bild beachten.

Die Aufgabe fiir den Ritselfreund lautet:
Die schwarze und die weille Koralle sollen
auf die gleiche Schleife nebeneinander ge-
bracht werden und mit dem umgekehrten
Vorgang wieder zuriick auf den urspriingli-
chen Platz.

Ein Ring in der Falle

Diesmal ist es eine Ritselform aus nichtro-
stendem Stahldraht. Zur Herstellung der
Form wird am besten ein Drahtstiick in
eine Halbkreisform gebogen. Weil sich die-
ser Draht verhdltnismidBig schwer biegen
14Bt, brauchen wir zur Anfertigung der Rit-
selform-Drahtstiicke etwas Geschicklich-
keit und Geduld. Zum Abtrennen des
Drahtes auf die benétigte Linge eignet sich
eine gewOhnliche BeiBzange, zum Biegen

ist eine kleine Zange mit runden Backen
zweckmiBig. Der Ring kann aus Metall
oder aus Plast sein. Siehe dazu Bild 2.

Nun zu den Abmessungen der Ritselform.
Beim Festlegen ihrer Abmessungen richten
wir uns nach der GroBe des Ringes, den wir
zur Verfiigung haben. Die Linge eines
Schenkels (Armes) des mittleren Drahtbo-
genstiicks, an dem zwei weitere, seitliche
Bogenstiicke befestigt sind — davon das
linke verschiebbar, das andere unver-
schiebbar —, sollte etwa doppelt so groB
sein wie der duBere Durchmesser des Rin-
ges. Die Breite der Form, d.h. Abstand der
Schenkel, muB geringfiigig kleiner sein als
der innere Durchmesser des Ringes (nur

um so viel, daB es nicht moglich ist, den .

Ring iiber die seitlichen Bogenstiicke weg-
zuziehen). Die Abmessungen der beiden
seitlichen Bogenstiicke sind ungefihr wie
beim mittleren (inneren) Bogenstiick zu
wihlen.

Die Aufgabe besteht darin, den Ring aus
der Falle herauszubekommen und nachher
wieder hineinzubringen.

Das gefangene Rohrchen

Das Geschicklichkeitsritsel, das ihr auf
dem Bild 3 seht, gehort zu den leichteren
dieser Art von Basteleien; es besteht im we-
sentlichen aus einer Schlinge und einer
Offnung. Wir nannten es Gefangenes Rohr-
chen.

Bild 3

Die Aufgabe besteht darin, dieses Rohr-
chen aus beiden Schlingen derart heraus-
zulosen, daB kein Teilstiick des gesamten
Gebildes beschidigt wird.

Ehe wir mit der Losung beginnen, miissen
wir natiirlich erst das Gebilde anfertigen.
Fiir einen geschickten Bastler ist das keine
schwierige Aufgabe, wie dies aus dem Bild
ersichtlich ist.

Wir brauchen dazu ein Stiick Sperrholz
oder Plexiglas, vier groBere gliserne oder
holzeme Korallen, etwa 60 cm diinne Zier-
schnur, ein Metallréhrchen sowie eine
Laubsidge. Natiirlich gehort etwas Geduld
dazu. Bei der Anfertigung gehen wir nach
dem Bild vor. .

Die Spange in der Spirale

Die Anfertigung ist flir jeden gewandten
Bastler fast eine Spielerei; auch die Losung
des Ritsels ist nicht schwierig.

Bild 4

Wir verwenden dazu einen diinnen Stahl-
draht (es eignet sich ein Fahrrad-Speichen-
draht, im Fachgeschift erhiltlich), eine ge-
wohnliche Zange und eine kleinere Zange
mit runden Backen zum Biegen des Drah-
tes. Entsprechend des Bildes werden nun
an beiden Enden des einen Drahtes die
Windungen (Schleifen) angebracht, ebenso
an einem Ende des anderen Drahtes. Die-
sen biegen wir dann zu einer Spirale. Ge-
schickte Bastler konnen das zugebogene
Ende auch verléten. Die Aufgabe besteht
darin, die Spange aus der Spirale zu entfer-
nen.

Das Herz im Schuh

Zum Basteln der Figuren bendtigen wir
Stahldraht (z. B. Fahrradspeichen), eine
Kneifzange sowie eine Zange mit runden
Backen zum Biegen des Drahtes.

Entsprechend der Skizze (siehe Bild) ferti-
gen wir das Herz und den Schuh an. Dann
bemiihen wir uns, die Herzfigur in das
Schuhgebilde hineinzuschieben. Wenn uns
das gelingt, dann haben wir das Ritsel
eigentlich schon gelést, denn durch die
Umkehrung dieses Vorgangs kdnnen wir
die Herzfigur wieder herausldsen, was un-
sere Aufgabe ist. Josef Svoboda
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