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Nicolaus Copernicus

Am 19. Februar 1973 wird man iiberall in der Welt,
wo sich Engagement fiir wissenschaftlichen und gesell-
schaftlichen Fortschritt begegnen, des 500. Geburts-
tages von Nicolaus Copernicus festlich gedenken. Seine
welltbewegende Leistung der Begriindung des wissen-
schaftlichen astronomischen Weltbildes, sein Ein-
treten fiir seine polnische Heimat, seine Tatigkeit als
Arzt, als Berater in Wiahrungsfragen und anderen
dkonomischen Problemen der Zeit, seine Tatigkeit als
einer der ersten bedeutenden osteuropéischen Kenner
der griechischen Sprache — all dies macht Copernicus
zu emner der groBen Gestalten der Renaissance, von
der Friedrich Engels schreibt:

,,Es war die grofite progressive Umwilzung, die die
Menschheit bis dahin erlebt hatte, eine Zeit, die
Riesen brauchte und Riesen zeugte, Riesen an Denk-
kraft, Leidenschaft und Charakter, an Vielseitigkeit
und Gehorsamkeit. Die Minner, die die moderne
Herrschaft der Bourgeoisie begriindeten, waren alles,
nur nicht biirgerlich beschrinkt ... Was thnen aber
besonders eigen, das ist, dal sie fast alle mitten in der
Zeitbewegung, im praktischen Kampf leben und
weben, Parter ergreifen und mitkdmpfen, der eine
mit Wort und Schrift, der andere mit dem Degen,
manche mit beiden.**

I
Copernicus wurde hineingeboren in eme Zeit tiel-
greiffender gesellschaftlicher Umschichtungen. Im
Schofle der sich zersetzenden Feudalgesellschaft be-
gann sich eine neue Klasse zu formieren, das Biirger-

tum. Tiefe soziale Widerspriiche in Stadt und Land,
zahllose Kriege, die Herausbildung der Nationalstaa-
ten, das Aufblithen der Stidte, girende geistige und
religiose Bewegungen prigten das Bild des Uber-
gangs zur friihkapitalistischen Gesellschaft. Dazu
gehorte eine noch nicht gekannte glanzvolle Entfal-
tung von Wissenschaft und Kunst. Copernicus erlebte
den GroBen Deutschen Bauernkrieg und die Hinrich-
tung Thomas Miintzers, die Entdeckung Amerikas, die
Reformation; er war Zeitgenosse von Leonardo
da Vinci, Albrecht Diirer, Michelangelo und Raffael.
Als Copernicus geboren wurde, war Johannes Guten-
berg, der Erfinder des Buchdruckes mit beweglichen
[ ettern, bereits fUnf Jahre tot. Als Copernicus alterte,
standen die Turken vor Wien, flammten mn West-
europa die Scheiterhaufen auf, mit denen die Inquisi-
tion gegen den Zerfall der katholischen Kirche an-
kdmpfte, und in Oberitalien wurden die ersten grollen
Manufakturen eingerichtet, mit der eine neue, pro-
gressive Produktionsweise aufkam.

Auch die Heimat von Copernicus, das nordliche Polen,
durchlitt wiahrend der Lebenszeit von Copernicus eine

unruhige, kriegerische Zeit. Inder historischen Schlacht
von Grunvald (Grunewald) hatte 1410 ein vereinigtes
polnisch-litauisch-russisches Heer dem aggressiven
Deutschritterorden eine vernichtende Niederlage bei-
gebracht. Nach ¢inem 13jahrigen blutigen Krieg gegen
den Ordensritterstaat von 1454 bis 1466 konnten die
chemaligen westpreuBischen Handelsstidte — unter
thnen Gdansk und Torun — sowie die Bistimer
Chelmno (Kulm) und Varmia (Ermland) wieder in
den Verband des Konigreiches Polen zuriickgefiihrt
werden, das sich zur europdischen GroBlmacht ent-
wickelt hatte. Doch trotz dieser Niederlage blieb der
Deutschritterstaat ein getahrlicher Nachbar.

Von dieser politischen Situation sollte das Leben von
Nicolaus Copernicus bestimmt werden, eines Dom-
herren 1m Bistum Varmia, das geographisch vom
Terntorium des Ordensstaates nahezu umschlossen
wurde. Copernicus hat sich den Forderungen, die seine
Zeit an ithn stellte, nicht verschlossen und leiden-
schaftlich fiir die Belange seiner Heimat Parter er-
giflen.

polnische Briefmarken, herausgegeben aus Anlall des 500. Geburtstages von Nicolaus Copernicis.
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I1

Copernicus wurde am 19. Februar 1473 in Torun
geboren, als Sohn eines aus Krakow zugewanderten
polnischen Kaufmannes, der in seiner neuen Heimat
in die hochangesehene Familie der Watzenrodes ein-
geheiratet hatte. Torun, an der Wista (Weichsel)
gelegen, war damals eine der michtigsten Handels-
stadte PreuBlens; thre Handelsverbindungen reichten
bis Skandinavien, RuBland, bis Briigge in Flandern
und bis Ungarn.

Mit 10 Jahren (1483) erlitten Nicolaus und seine
Geschwister Andreas, Barbara und Katharina durch
den Tod des Vaters einen schweren Verlust. Ein Onkel
miitterlicherseits, Lucas Watzenrode nahm sich der
Erzichung insbesondere seiner Neffen mit grofer
Sorglalt an.

Lucas Watzenrode war ein hervorragender Vertreter
des Humanismus, stieg im Dienst der Kirche 1489
zum Bischof von Varmia auf und gehérte zu den
entschiedensten und erfolgreichsten Verfechtern der
polnischen Sache im Kampf gegen den Deutschen

Ritterorden.
Der Onkel sandte seinen Netten 1491 zum Studium

an die Universitat Krakoéw, die zu den dltesten und
berithmtesten Hohen Schulen Europas gehorte und
unter anderem ecine hervorragende mathematisch-
astronomische Tradition besalB. 1494 oder 1495 erhielt
Copernicus durch Vermittlung - seines Onkels eine
Stellung als Kanonikus (Domherr) am Dom zu
Frombork {Frauenburg), der Domkirche des Bistums
Varmia. Auf Wunsch des Onkels, der selbst in Italien
studiert hatte, setzte Copernicus 1496 seine Studien
in [talieri fort und hielt sich, mit nur einer kurzen
Unterbrechung, dort bis 1503 oder 1504 auf. Er stu-
dierte in Bologna, Padua und Ferrara Rechtswissen-
schaft, Theologie, Astronomie, Mathematik und Me-

dizin. 1503 promovierte er zum Doktor der Rechte.
Mit einer selbst fiir diese Zeit ganz aullergewohnlich

umfassenden und tiefgriindigen Ausbildung kehrte
Copernicus nach Frombork zurick und trat dann,
1506, als eine Art Leibarzt in den unmittelbaren Dienst
des Bischofs von Varmuia, seines Onkels, in Lidzbark

(Heilsberg), der dort nach Art weltlicher Feudalherren
Hof hielt.

I11

Bereits 1n Krakow, vor allem aber dann in Bologna,
sah sich Copernicus mit dem unbefriedigenden Zustand
der Astronomie konfrontiert. Das aus der griechisch-
hellenistischen Antike iiberlieferte astronomische
Weltbild hatte in dem berithmten Buch ,,Almagest"
des alexandrinischen Astronomen Ptolemdius eine in
sich abgerundete Darstellung gefunden, die mathema-
tisch weitgehend durchgebildet war. Die Erde steht da-
nach ruhend nn Mittelpunkt der Welt. Die Planeten —
unter thnen die Sonne — umlaufen die Erde, und zwar
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so, dal} sie die Planeten auf Kreisen bewegen, deren
Mittelpunktie 1hrerseits sich aul Kreisen um die Erde
bewegen. Diese komplizierte Bewegung aut Epi-
zvkloiden hatten die antiken Astronomen annehmen
miissen, um die Beobachtungen am Himmel mit dem
aus 1dealistischen Vorstellungen abgeleiteten Postulat
des hochangesehenen antiken Philosophen Platon
einigermalen in Ubereinstimmung bringen zu kdnnen,
wonach nur Kreise fir die Bewegungen der Himmels-
korper denkbar seien. Mit der sich steigernden Beob-
achtungsgenauigkeit bel den arabischen Astronomen
und in Europa zu Beginn der Neuzeit gerieten die auf
ptolemdischer Grundlage angestellten Berechnungen
immer offensichtlicher im Widerspruch zum wirk-
lichen Lauf der Planeten am Himmel. Es blieb den-
noch die Vorstellung von der zentralen Stellung der
Erde unerschiitterlich, zumal deswegen, weil nach
christlicher Ideologie der Wohnsitz des von Gott
erschaffenen Menschen nur im Mittelpunkt der Welt
denkbar erschien. Das Dogma von der Zentralstellung
der Erde war somit wesentlicher Teil des christlichen
Weltbildes; ein Angriff darauf mufite daher zugleich
als ein Angriff auf die Kirche selbst aufgefalit werden.

IV

Nachweislich hat Copernicus bereits in Krakow ein-
gechende astronomische Studien betrieben und in
Bologna und Rom im Anschlull an die weitgehenden
Bemiihungen des hervorragenden Astronomen Regio-
montanus Beobachtungen angestellt. Als er in seine
Heimat zuriickkehrte, trug er bereits revolutionidre
Ansichten {iber die Neubegrimdung der Astronomie
in sich. Vermutlich 1n Lidzbark, zwischen 1506 und
1511, legte Copernicus seine Grundideen I einer
kleinen Schrift nieder, die, ungedruckt geblicben,
unter dem Namen ,,Commentartolus™ (Entwuri) In
die Geschichte der Wissenschaften emngegangen ist.
Copernicus stellt die Sonne in den Mittelpunkt der
Welt uné alle Planeten (unter ithnen die Erde) um-
kreisen die Sonne. Das Dogma von der Zentralstellung
der Erde ist durchbrochen — eini Schritt von grobBer ge-
danklicher Kiihnheit ist getan. Die Bestdtigung war
durch eine mathematische Durchbildung dieses An-
satzes und durch weitere Beobachtungen zu  er-
bringen.
Doch riickten aufkommende politische Fragen zu-
niachst in den Vordergrund und forderten die Tatkraft
von Copernicus.

H. Wufling

Dieser Beitrag wird in Heft 6 fortgesetzt.



An der Hochschule fiir Architektur und
Bauwesen schlieBen die Absolventen nach
einem vierjadhrigen Studium mit dem akade-
mischen Grad Diplom-Ingenieur ab. Im Rah-
men der 3. Hochschulreform haben sich die
Studienmoglichkeiten an unserer Schule be-
deutend erweitert.

Zunachst 1st die Entscheidung zwischen den
in der Tabelle angegebenen Grundstudien-
richtungen zu [dllen (siehe unten). In zwei
Jahren werden hier breite Grundlagenkennt-
nisse in naturwissenschaftlichen, iechnischen
und gesellschaftswissenschalilichen Diszipli-
nen erworben und bereits in praxisbezogenen
Belegaufgaben angewandt sowie die Sprach-
kenntnisse und sportlichen Fihigkeiten er-
weilert.

Daran schliefien sich vielseitige Moglichkei-

Sektion Architektur, Vorbereitung auf die Verteidigung eines Entwurfs
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ten 1n den Fachstudienrichtungen unserer
Hochschule an, fiir die sich die Bewerber
frihzeitig, am besten schon bei der Aufnahme
des Studiums entscheiden, und aus denen sich
dann die sozialistische Gemeinschaftsarbeit
mit Hochschullehrern, wissenschaftlichen
Mitarbeilern, jungen Arbeitern und erfahre-
nen Facharbeitern aus den K ooperations-
betrieben der Hochschule entwickelt.

Gesellschaltlich aktive Studenten mit sehr
guten fachlichen Leistungen konnen nach
der Hauptpriifung fiir ein dreijahriges For-
schungsstudium ausgewdhlt werden, das mit
der Promotion zum Doktor-Ingenieur ab-
schlieBt. fhr Einsatz erfolgt dann in verant-
worlungsvollen Funktionen der sozialisti-
schen Baupraxis oder als Nachwuchswissen-
schaftler im Hochschulwesen. D. Schwaab
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49294 Eine Kurve (sie kann auch aus
mehreren getrennten Zweigen bestehen) in
einer Ebene heil3t ,, Mittelpunktskurve*, wenn
in der Ebene ein Punkt A existiert, der fol-
gende Eigenschaft besitzt : Jede Gerade durch
M, die die Kurve schneidet, muB die Kurve
in genau zwei Punkten P, und P, schneiden,
und die Strecken MP, und MP, miissen
gleiche Linge haben. (Solche Mittelpunkt-
kurven sind z. B. der Kreis, das Bild der

Funktion y=1, regelmifige Vielecke mit

by
gerader Eckenzall.) Alle in den Beispiclen
angegebenen Kurven besitzen, wie man leicht
feststellen kann, zwei zueinander senkrechte
Symmetrieachsen, die sich im Mittelpunkt
schneiden.

Es 1st zu untersuchen, ob

a) jede Mittelpunkiskurve zwei sich in M
schneidende Symmetrieachsen besitzt und
b) jede ebene Kurve mit zwei orthogonalen
Symmetrieachsen Mittelpunkiskurve ist.

In der Zeit vom 26. Juni bis 2. Juli 1972 fand
unter der Schirmherrschaft der Hochschule
fur Architektur und Bauwesen, Sektion Re-
chentechnik und Datenverarbeitung, der
V1. Internationale KongreB iiber die Anwen-
dung der Mathematik in den Ingenieurwissen-
schaften (ikkm)

statt. KongreBleiter war Prof. Dr. Maizke. -
Den Fesivortrag hielt Prof. Dr. F. K. Mann,
Berlin: Anwendung der EDV zur Rationa-
lisierung der bautechnischen Projektierung
und technologischen Vorbereitung von Inve-
stitionen. Wissenschaftler aus 26 Lindern
hielten Vortrige.
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Darstellende Geometrie

und Architekturausbildung

In diesem Artikel soll ein kurzer Uberblick

liber die Probleme gegeben werden, mit
denen sich der Architekt wihrend seiner Aus-
bildung 1im Fach ..Darstellende Geometrie™
beschiiftigl. Wir weisen aber zugleich daraufl
hin, daB in diesem Rahinen die angegebenen
Definitionen und Erklarungen nicht umfas-
send sein konnen. Das muld einer grolleren
Arbeit vorbehalten bleiben, die sich griindlich
mit der oben genannten Problemalik ausein-
andersetzen kann.

Wir gehen von einer Definition aus, die
E. Miiller. ein Wiener Geometer. angegeben
hat: ..Die darstellende Geometrie lehrt, wie
man Raumgebilde nach geometrischen
Grundsitzen durch Zeichnung abbildet und
Aufgaben iiber die dargestellten Gebilde auf
Grund der Abbildung [ost.™

An die Abbildungsverfahren werden in der
Praxis [olgende zwei Forderungen gestelit.
Sie sollen 1. anschaulich und 2. maligerechte
Bilder liefern. Wir crlautern diese Eigen-
schalten:

. unschaulich: Wir nennen ein Bild eines
Gegenstandes anschaulich, wenn es den Ein-
druck vermittelt. den wir vom Gegenstand
selbst erhalten.

2. mafigerecht: Der Aufwand zur Konstruk-
tion des Bildes vom gegebenen Gegenstand
ist gering. oder aus dem Bild lassen sich mit
geringem Konstruktionsaufwand die wirk-
lichen GroBen des urspriinglichen Gegen-
standes bestimmen.. -

Es gibt aber kein Abbildungsver(ahren, das
die beschriebenen zwei Eigenschaften gleich-
zeitig erfiillt, Eine Fotogralie eines Gebaudes
z. B. vermittelt einen plastischen und natur-
getreuen Eindruck, also ein anschauliches
. Bild. Jedoch ist ein groBer Zeitaufwand notig.

um aus den Abmessungen des Gebaudes das

Bild herzustellen. das uns die Fotografie
liefert. Es ist auch nicht einlach. aus der
Fotografic die Abmessungen von Gebaude-
teilen zu konstruieren.

In der darstellenden Geometrie bedient man
sich der {olgenden Projektionsarten:

1. Zentralprojektion

Bei der Zentralprojektion gehen von einem
Zentrum O (liegt auBlerhalb der Bildebene)
zu jedem Punkt des abzubildenden Korpers
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Strahlen (Projektionssirahlen) aus. die eine
Bildebene in Punkten, den Bildpunkten des
K orpers. durchstofien,

2. Paralielprojektion

Verlaulen die Projektionsstrahlen zueinander
parallel, so sprechen wir von Parallelprojek-
tion. Wir unterscheiden zwischen orthogo-
naler und schiefer Parallelprojektion, je nach-
dem. ob die Projektionsstrahlen senkrecht
oder schiel aul die Bildebene einfallen.

Da die Methoden und Ergebnisse der dar-
stellenden Geometrie die Voraussetzungen
(ir die Arbeit des Architekten schalfen, 1st
eine griindliche Einfilhrung der Studenten
der Architcktur in dieses Fach notwendig.
Es ist darum erforderlich, daB sich die Stu-
denten mit den Projektionsarien und den
geometrischen Eigenschalten von ebenen Ge-
bilden. die beim Projektionsvorgang erhal-
ten bleiben. den sogenannten Invarianten,

vertraut machen. Eigenschaften. von ebenen
Gebilden, die unter diesem Aspekt betrachtet

werden. sind 2. B. Flachentreue, Winkeltreue.
Parallelitat und Teilverhidltms. Die Kenntnis
der Invarianien beziiglich der Abbildung
gestattet wesentliche Konstruktionsverein-
fachungen in der darstelienden Geometrie.
Fine Aufgabe der Architekturstudenten be-
steht darin. ein raumliches Objekt perspektiv
abzubilden, d. h. ein rdumliches Objekt mit
Hilfe der Zentralprojektion auf eice Bild-
ebene zu projizieren. Das entstandene Bild
des Objektes entspricht etwa dem. welches
wir beim eindugigen Sehen wahrnehmen. Das
Objckt kann entweder im Grund- und Aufril3
oder in seiner Gestalt und in seinen Abmes-
sungen bekannt sein. Da man im ersten Fall
an Grund- und AulriB gebunden ist. spricht
man von ..gebundener Perspektive®, im zwel-
ten Fall von [reier Perspektive. Neben der
Aulgabe perspektivischer Konstruktion des
Objekies tritt auch die Aulgabe in der Um-
kehrung auf:

Aus cinem zentralperspektiven Bild sind die
zugcordneten Normalrisse zu rekonstruieren.
Diese Aufgabe hat sowohl Bedeutung in der
Architektur (Rekonstruktion zerstorter Ge-
biude aus Fotografien usw.) als auch in
der Geodisie (Entzerrung von Luftbildauf-
nahmen des Objektes). Die Fotogrammetrie
beschaftigt sich mit diesen Problemen.

Viele Konstruktionsmethoden der Perspek-
tive erfordern Hauptrichtungen (Ldnge.
Breite, Hohe) des abzubildenden Objektes.
Ber Gelindeaufgaben sind sie nicht vorhan-
den. und man verwendect zur Gewinnung des
zentralperspektiven Bildes vorteilhafll die
rechnerische DurchstoBmethode.

In emer rdumlichen Skizze wird die perspek-
tive Abbildung eines Quaders gezeigt (Bild 1).
Zunichst sind jedoch einige grundsatzliche
Bemerkungen notwendig:

O ist das Zentrum der Projektionsstrahlen
¢ sl eine waagerechte Standebene. und
darauf wird der Quader gestellt. Mit =
bezeichnen wir die zu o senkrechte Bildebene,
mit s die Standlinie (Schmttgerade zwischen
7 und o). Die Lote von O auf ¢ und n schnel-
den die Ebenen ¢ und n im Standpunkt St
und Hauptpunkt H. Die Parallele zu 5 durch
H nennen wir dic Horizontlinie k. die Strecke
OH die Distanz d und die Strecke OSt die
Horizonthohe ¢ Denken wir uns in O das
unbewegliche menschliche Auge, gerichtet
aul den Hauptipunkt H. so kann es nur
innerhalb eines geraden Kreiskegels mit
einem raumlichen Oflfhungswinkel von 36°
dic Konturen des Korpers scharl und unver-
zerrt erkennen. Diesen geraden Kreiskegel
mit der Spitze in O und der Achse OH nenncn
wir den Sehkegel. Sp ist der Spurkreis des
Sehkepels in n. Nach diesen Vereinbarungen
beschiftigen wir uns mit der perspektiven
Abbildung von Punkten und Geraden.

Abbildung eines Punktes:

P sei ein Raumpunkt Indem wir den Strahl
OP (von O nach P) mit der Bildebene =
zum Schnitt bringen, erhallen wir P*. den
Bildpunkt von P. Zu jedem Raumpunkt (mit
Ausnahme von O} gibt es eindeutig einen
Bildpunkt, zu jedem Bildpunkt unendlich
viele Raumpunkte (alle Punkie aul dem
Projektionsstraht OP). Die Raumpunkte (mit
Ausnahme von Q). die in der zu n parallelen
und durch O verlaufenden Ebene liegen.
werden auf die unendlich fernen Punkte
von © abgebildet.

Abbildung einer Geraden (Bild 2):

Das Bild g* einer Geraden g ist bestimmt
durch die Bilder zweier Punkte der Geraden.
Jede Gerade g, die nicht parallel zu = verlduft.
durchstofit z in einem Punkt, dem Spurpunkt
Sg der Geraden. Wir senden von O aus Pro-
jektionsstrahlen zu den Punkten der Geraden, -
die jenseits der Bildebene = licgen. Dic Durch-
stoBpunkte der Projektionsstrahlen durch =
sind Bildpunkte der Geraden. Dabel gelangt
schlielSlich der Projektionsstrahl in paralleler
Lage zu ¢, der zum unendlich fernen Punkt
der Geraden g zeigt. Der Schnittpunkt dieses
Projektionsstrahles mit = heillt der Flucht-
punkt Fg der Geraden g und der Projektions-
strahl selbst der Fluchtsirahl FS.

Der Fluchtpunkt einer Geraden ist das Bild
thres unendlich fernen Punkles; er wird
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Bild 2

geflunden als DurchstoBpunkt des zur Ge-
raden parallelen Projektionsstrahles durch
die Bildebene 7.

Hieraus 1403t sich schluB}folgern:

Die Bilder paralleler Geraden gehen durch
denselben Fluchtpunkt

Sonderlille:

Eine Gerade, die senkrecht zur Bildebene =n
steht, bezeichnet man als Tiefenlinie. Der
Fluchtpunkt der Tiefenlinie ist der Haupt-
punkt H,

Eine Gerade, die senkrecht zur Standebene o
stehl, wird als Gerade senkrecht zur Stand-
linte s abgebildet. Flucht- und Spurpunkt
sind der unendlich feme Punkt der Gera-
den.

Liegt eine Gerade sowohl parallel zur Stand-
ebene o als auch zur Bildebene =, heiit sie
Breitenlinie. Das Bild einer Breitenlinie ist

eine Gerade paralle! zur Standlhinie s. Spur-

und Fluchtpunkt sind der unendlich [erne
Punkt der Bildgeraden. Nach diesen Uber-
legungen konstruieren wir das perspektive
Bild in der Architektenanordnung d¢s im
Grund- und Aufril} gegebenen Hausmodells
(Bild 3). Im ersien Schritt heften wir den auf
Transparent vorhandenen GrundriB des
Hausmodells aul unser Zeichenblatt (Grund-
riBebenc = Standebene ¢) und tragen die
Bildebene n in ¢ ein. Sic zeigt sich, da sie
senkrecht aul ¢ sieht, als Standlinie s =s.

Im zweiten Schritt wiahlen wir den Stand-
punkt St' so, dall der gréBere Winkel, den
St'H’ mit einem der beiden dullersten Seh-
strahlen im Grundrif3 einschlieBt, etwa 18°
betrigt. Im dritten Schritt bestimmen wir
die GrundriBfbilder der Fluchtpunkie F,
und F,. Der Fluchtpunkt F, 1st der Flucht-
punkt der zur Standebene o parallelen Ge-

—_— e el

raden, die die Kanten 13, 24, 75, 86, 910 ent-
halten. Er liegt auf der Horizontlinie. Wir
(inden F,*. indem wir durch St eine Parallele

ZU 13 ziehen und mit 7’ zum Schnitt bringen.

F, 1st der Fluchtpunkt der Geraden, die die

Kanten 46, 28 enthalten und befindet sich
ebenfails wie F, auf der Horizontlime, da
46, 28 parallel zu ¢ verlaufen Die Parallele
zu 4'6" durch S¢' trifft © in F,*. Im vierten
Schritt klappen wir die Bildebene = in die
Standebene ¢. Da sich in unserem Bild dann
zwel Figuren tiberlagern wiirden, verschieben
wir die umgeklappte Bildebene, so dall s
unterhalb von s" und parallel zu s ist. Wir
heften dann das auf Transparent gezeichnete
AufriBbild des Hausmodells aul s an. Dann
tragen wir die Horizontlinie im angegebenen
Abstand a von § sowie dic Fluchtpunkte F,
und F, (senkrecht zu s° unter F,* bzw.
F,*) auf der Horizontlinie ein. Im finften
Schritt bestimmen wir die Spurpunkte der

Geraden g,, g, bzw. g4, auf denen dic Kanten

24, 13 bzw. 109 liegen. Wir verlangern die
Kanten 24, 13 bzw. 109 iiber 4, 3 bzw. 9

Bild 3

hinaus, bis sie die Bildebene # in I*, [I* bzw.
[11* durchstoBen. In unserem Bild treffen die
Verlangerungen von 2’4, 1’3’ und 109 7’ in
den Punkten I*, II*, [II* (I* = II*). In dex
ungeklapplen Ebene liegen I*, I1* und II1*
senkrecht unter [*, II* = I* und III* und
zwar [* auf der Standlinie s, II[* in der Hohe
der Punkte 1” und 3" und II* in der Hohe
der Punkte 10” und 9“ dariiber.

Das Bild von g, ist die Gerade [*F,*, von g,

die Gerade II* F;* und von g, diec Gerade

[1I*F*. Nun verbinden wir 1'=2', 3'=4', 10
und 9 mit St (Sehstrahlen 1m Grundnl)
vnd erhalten aul 7’ 1% =2%, 3* =4% 10"
und 9%. Die Senkrechte zu s’ durch 1¥ =2%
markiert aul II*F;* den Punkt 1* und auf
[*F  * den Punkt 2* und die Senkrechte zu s’
durch 3*:=4%* auf [[*F* den Punkt 3~
und auf [*F,* den Punkt 4% ]0* und 9%
ergeben sich als Schnittpunkte der Senkrech-
ten durch 10* und 2% zu 5" mit der Geraden
[II*F *. 1* 2* 3% 4% 9% [0* stellen die
perspektiven Bilder von 1. 2, 3, 4, 9, 10 dar.
Die Bilder der Kante 46 bzw. der Hilfsgeraden
35 weisen in die Richtung 4*F,* und 3*F,*.
Indem wir wieder die DurchstoBpunkte der
Sehstrahlen nach 5 und 6 durch = bestim-
men, ist das perspektive Bild des Hausmodells
[ertig. Die unsichtbaren Kanten werden weg-
gelassen, da es uns nur auf ein anschauliches

Bild ankommt. Zum Schlul} geben wir den
Spurkreis an. E. Kiihn
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Mathematikern
iber die Schulter
geschaut

Mathematik
und Russisch

Es gehorte nicht immer zu den . Selbstver-
stindlichikerien, daB Schiiler regel:naBigen
Zugang Zu Emnchtungen ciner Hochschule

haben, lange bevor sie selbst Studenten sind. .

Seit einigen Jahren gehoren Schiiler der EOS
Friedrich Schiller Weimar zu dem Bild unse-
rer Bochschule. In allen Sektionen nehmen
sie als dhtglieder Wissenschaftlich-Prakti-
scher Arbeitsgemeinschaften (WPA) uamittel-
bar Anteil an vielfaltigen Forschungsvor-
haben. Schulkenntnisse in Mathematik, Phy-
stk, Cnemie unda in Gesellschafiswissenschaf-
ten kdnnen sie unmittelbar ber der Losung
technischer und ékonomischer Protleme an-

wenden, ncue Kenntnisse werden dazupge-

wonnen., Die Arbeit 1o wissenschaftlichen.

"Einrichtungen ist ihnen nicht mehr etwas
Fremdes, sie gewinnen =in kiares Bild von
der Art der Aufgaben, dic spaier auf sie
zukommen. Dariiber hinaus haben die Ma-
thematiker der Sektion Recheniechnik/Da-
tenverarbettung, die Mitgiieder der Mathe-
matischen Gesellschaii der DDR sind, einc
Arbelisgemeinschalt far Junge Mathemutiker
zur Yorbereitung auf die OJM cingerichtet.
Die besten Schiiler der 11. und 1Z. Klassen
der £EOS Friednich Schiller Weimnar kommen
hier einmal wdchentlich zusammen und 10sen
unter Anleitung eines Mathematikers schwie-
rige Aufgaben aus den verschiedenen (Gebie-
ten, die in den OIM eine Rolle spielen,

Ein Beispiel aus einem solchen AG-Nach-
mittag sei hier angeﬁihrf-'
Im - Mittelpunkt. stand ecine geometrische
Kpnst_ruktmnsaufgabe. -Am Beispicl sollte
die Methode gezeigt werden, wie man cine
Konstruklionsmethode durch Rechnung er-
mitteln kann, besongders: wenn man die
geometrischen Hilfsmitisl. nicht voll be-
herrschi. Die erste Losung war siwas uIn-
stdndiich, spiter wurde dann die-im nichsten
alpha-Helt gebotene Losung gefunden. Und
welche Losung findest du, heber Leser, zu
dem gestellten Pmblsm”

A 926 Y

Geraden g,, & und g, geechen. o, liege
zwischen g, und g5. Der Abstand von g, zu
g, sei m, der Abstand von g, zu g, sei ». Es
ist ein pieichseitiges Dreieck zu konstruzh,ren,

dessen Eckpunkte 4, B und C auf je einer

der drei Geraden iiegen. H_ Bode
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" B HACTOSIUEE

In einer Ebene seien drei Ipar_allele"

Liebe alpha-1.cser!

Ubersetzt die nachstehenden in russischer
Spraciic abgedruckten Mathematikaufgaben
ins Deutsche! Als Uberseizungshilfe sind im
Anschlul an jede Aulgabe die Volabeln
angegeben, die micht zum Wortschatz der
achten Klasse gehGren.

165t apschiieBend diese Mathematikaufgaben
urd versuciit, zumindest das Ergebais in
russischer Sprache zu formiulieren! Damit
ihi eure Arbeit kontrolueren koénnt, werden
im gleichen Helft die Lbe;:wtzung‘_,ﬂ dieser
Aulgabeniextc in russischer Sprache abge-
drackt. (Siche Seite 114)

Die folgenden Mathemabikaufgaben sind
zwel Schriflen entnommen:

i*. F. Nagibin, Das maibematische Schatz-
kastchen, 2. Ausgabe, Staatlicher Padapo-
gischer Verlag des Mhnisteniums flir Volks-
bildung der RSFSR, Moskau 1961,

2. Wissenschaft and Leben, Heit 10/1970.

AlA jipa Opata pasroOBOPKIMCL O TOM,

- CKXONBEO OUM CKOMMNAN Xewer. LTapiuMi 10~

BOPUT MianmmieMmy: «JJad mue B0 xormeek,
TOA ¥ MeHA OVIET feler B Apa paza doss-
mre, “MeM Vv Tefa.» Maanuipii GOJYMRI U
otreevua; « Her, v tebg u Tax Soanuie gever,
yeM ¥ Mensa. Jlydioe Ter g2 vue 80 xkonsek,
TOCE JeHel vV Hac Oyaet RODORAY. » CKXONbKO
JICECE HaKOMMI XaMILi Opar? ’

Pa3rOBOPUTECH ins Gespritch kommsn
O TOM dartiber
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B ABa pa3a boasnie doppeit soviel
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[IOPOBKY zu gleichen Teilen
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pa3pe3aTh zerlegen, zerschneiden

110001, beliebig

OAHAKO jedoch

ObLIa hier: 1st

YHCET 2. Fall Mehrz. v. uncio
OOMHAKOBA gleich

A94 TompgecTno %—;—. MOYKHO

HAMHCATD,

yrotpedmsas Bce aecATh HNgp. Hanpumep:
1_ 34385
2 6970
CMOXEeTe M BB HaHTH €IIE MNAThL AHAIO-
'MYHbBIX [IPUMEPOB, TIE cneBa 0114 OLI Apo0L

LY
2

ITonpobynTe noHckaTh Apyrue NpUMEPLI,
A€ paBHbLIE TpobH BLIpaAXAINCE Obl AECATLIO
Pa3REIMU UHPPAMH, HATTPUMED

3 1485 I 35 48

—= AU —=—" =,

6 2970 2 70 96

TOXIECTBO Gleichung
yrnorpebnss indem man verwendet
AHATOTHYH LI analog

apodn Bruch

noupobyiTe probiert

PaBHBIHA gleich

rie BRIpaXaauch 061 wo ausgedriickt
werden konnen

HECATRED durch zehn

Dolmetscherbiiro
hilft alpha

Seit vier Jahren besteht an der Schiofberg-
Oberschule. iIn Dobeln ein Dolmetscherbiiro.
In dieser Arbeitsgemeinschafi sind Jungen
und Maidchen der Klassenstuien 8 bis 10
tatig. An der Schule gibt es etwa 150 feste
Briefverbindungen mit Freunden in der So-
wijetunion. Schiiler der unteren Klassen der
Schlofberg-Oberschule tragen hiufig Wiin-
sche an das Dolmetscherbiiro heran, ihnen
bei der Ubersetzung oder Beantwortung von
Briefen zu helfen.
Alles von unserem Moskauer alpha-Korres-
pondenten Prof. Dr. Lewin ibersandte Mate-
rial wurde im Dolmetscherbiiro Ubersetzt
und vom Mathematikfachlehrer W. Trdger,
der an der gleichen Schule titig ist, bearbei-
tet.
Wi wiinschen unseren Lesern viel Erfolg
beim Ubersetzen und beim Knobeln der
Probleme unserer sowjetischen Freunde.
Redaktion alpha

Sammelbildserie
Beriihmte Mathematiker

Der Verlag VEB Bild und Heimat, 98 Rei-
chenbach, gab eine Postkartenserie zum
Preise von 2,00 M heraus. In einer Sammel-
mappe sind 9 Portrits (und dazu auf der
Riuckseite die Biographie) folgender Mathe-
matiker enthalten: R. Descartes, I. Newton,
G. W. Leibniz, L. Euler, J.-L. Lagrange,
C. F. Gauff, N. J. Lobatschewski, K. Weier-
strafj (Bild und Text der Rickseite dieser
K.arte siche unten), D. Hilbert.

Bestellungen konnen fiir gréBere Mengen bei
LK G-Bilderdienst, 701 Leipzig, Querstr. 16
erfolgen.

Einzelbestellungen sind beim Buchhaus Leip-
z1g, 705 Leipzig, Tdubchenweg 83 moglich.
Die einzelnen Postkarten, unter Glas und
Rahmen gebracht, mit der entsprechenden
Biographie versehen, eignen sich hervor-
ragend fur die Ausgestaltung von Kabinetten,
fir Wandzeitungen usw.  Redaktion alpha

Karl Weierstraf (1815 bis 1897)

Erst gegen Ende seines Jurastudiums begann
sich der 1n Ostenfelde als Sohn eines Biirger-
meistereisekretirs geborene Karl WeierstraB
fiir mathematische Probleme zu interessicren.
In Miinster lieD es sich daraulhin vom nicht

ubermalig begabten, aber als sehr tiichtig
bekannten Professor Christoph Gutermann

mathematisch ausbilden. Bereits nach sechs
Semestern legte er die Oberlehrerpriifung
mit Auszeichnung ab und wurde nach einem
Praktikantenjahr mit einer Gymnasiallehr-
stelle im damaligen Deutsch-Krone betraut,
wo er zu seinem Leidwesen in allen méglichen
Fichern, auch Schonschreiben, unterrichten
mufte.

Nach mehr als einem halben Jahrzehnt end-
ich wurde Weierstraff ausschlieBlich als
Mathematiklehrer an das Braunsberger Gym-
nasium versetzt. In dieser Stadt verfaBte er

iseine_erste aufsehenerregende Abhandlung

,Beltrige zur Theorie der Abelschen Inte-
grale”, fir die die Universitit Konigsberg
ihmdie Ehrendoktorwiirde verlieh. Die Schul-
leitung indes erwirkle ihm einen langeren
bezahlten Studienaufenthalt nach Berlin. Der
Gelehrte ahnte nicht, daB er Sprecathen
niemals mehr verlassen wiirde. Denn kaum
hier eingetroffen, erhielt er den frei geworde-
nen Lehrstuhl der reinen Mathematik am
Koniglichen Gewerbeinstitut sowie eine Ma-
thematikprofessur an der Berliner Univer-
sitdt. |

Weierstrafl’ wissenschaftlicher Ruhm beruht
auf seinen bahnbrechenden Arbeiten zur
Varnationsrechnung, Differentialgeometrie
und Theorie der Elementarteiler. Weierstrall
.klirle™, wie sich der Mathematikhistoriker
Dirk Struik in seinem , AbriB3 der Geschichte
der Mathematik® (1963) ausdriickt, ,.die
Begrilfe des Minimums, der Funktion und
der Ableitung vollig auf. und besettigte damit
die noch vorhandene Unbestimmtheit der
Ausdrucksweise in den grundlegenden Be-
griffen der Infmitesimalrechnung'.

Struik rithmt 1hn als einen der bedeutendsten

Mathematiker aller Zeiten, als ,,das mathe-

matische Gewissen schlechthin®:.




X1V. Internationale
Mathematikolympiade

Torun/Warszawa 1972

Aufgaben

1. Gegeben sei eine Menge von zehn beliebi-
gen paarweise verschiedenen zweistelligen
positiven panzen Zahlen (Dezimalsystem).
Zeige, dalh es zwei elementfremde Teilmen-
gen‘ der gegebenen Menge gibt, deren Ele-
menie die gleiche Summe haben.

(UdSSR, 5 Punkte)

2. Zeige, daB fir alle n=4 folgender Satz
gilt: Jedes Viereck, fiir welches ein Umkreis
existiert, 1aBt sich in n Vierecke zerlegen,

von denen jedes wieder einen Umkrels hat.
(Niederlande, 6 Punkle)

3. Es seien m und n beliebige nichtnegative
gﬁnzg—: Zahlen. Zeige, dal
(Z2m)! (2n)!
min! (m-+ n)!
(Beachte: 0!'=1).
(GrofB3britannien, 7 Punkte)

=

eine ganze Zahl ist.

Preistrager der XIV. IMO

Aus der Republik Kuba nahmen nur
3 Schiiler teil

**  Pawel Kréger (DDR) erhielt einen Son-

derpreis als jingster Teilnehmer der
IMG (bci voller Punktzahl}
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4. Besttmme alle Losungen (x,, x5, X3, X4, X:)
des folgenden Ungleichungssystems

| (f —X3x5) (35 —x;3x35) S0

(x5 —xa%;) (x5 —x,%,)Z0

(x3 —xs5x2) (x5 —x5%,) £0

(x5 —x,x3) (X3 —x,x3) S0

(x5 — x,x4) (7 — 2x,2,) <0,

wobel x;, X,, X3, X4, X5 positive reelle Zahlen
sein. sollen. |
(Niederlande, 7 Punkie)

5. Es seien f und g reelle, im Intervall (—oc,
+ o) definierte Funktionen, die fur alle
x und y der Gleichung

Fx+y)+f{x—y)=21(x) g(y)
genugen.
Zeoige: Ist f(x) nicht identisch gleich Nul)
und gilt |f{x){<1 (fir alle x), so gilt auch
lg(y)| £1 (fiir alle ).

(VR Bulgarien, 7 Punkte)

*** Insgesamt wurden von der Jury 2012
Punkte vergeben, das sind 47% der
erreichbaren  Gesamtpunktzahl (Im
Vergleich: Zur XIII. IMO 1971 wur-
den nur 287, der erreichbaren Gesamt-
punktzahl erzielt.)

6. Es seien vier voneinander verschiedene
parallele Ebenen gegeben. Zecige, dal ein
regelmiaBiges Tetraeder existieri, welches in
jeder der gegebenen Ebenen einen Eckpunkt
hat.

(Grof3britannien, 8 Punkte)

Die - beiden Klausuren wurden an einer
Oberschule 1n Torun am 10. und 11, Juli

1972 durchgefuhrt. Fiir die erste standen

4 Stunden und fiir die zweite (wegen des et-

hohten Schwierigkeitsgrades) rf.’fl Stunden

2
reine Arbeilszeit zur Verfligung.
Ein 1. Preis wurde vergeben [iir 40 Punkte,
ein zweiter fir 39 bis 30 Punkte, ein dritter
[ar 29 bis 19 Punkte.

DDR-Tellnehmer der XIV. IMO

1. Preis

dazu: Sonderpreis als jungster Teilnehmer
der XIV.-IMO

49. Qberschule, Leipzig, Klasse 7

Harald Englisch 2. Prels
Erweiterte Oberschule ,,Karl Marx*', Leipzig,
Klasse 12

Pawel Kroger

Albrecht Hell 2. Preis
Erweiterte Oberschule Dresden-Siid,
Klasse 10

Olaf Bohme 2. Preis
Erweiterte Oberschule |, Bertolt Brecht',
Dresden, Klasse 12

Hans-Jurgen Fischer 3. Preis
Speziglklasse fur Mathematik an der TH
Karl-Marx-Stadt, Klasse {2

Gerd Weillenborm 3. Preis
Erweiterte Oberschule | Heinrich Hertz
Berlin, Klasse 10

Rainer Siegmund-Schultze 3. Preis

Erweiterte Oberschule ,,Heinrich Hertz",
Berlin, Kilasse 12

Matthias Ginther 3. Preis
Erweiterte Oberschule |, Hermann
von Helmholiz'', Leipzig, Klasse 10

Einen ersten Preis erhielten

(fir volle Punktzahl):
1 Pawel Kroger, Leipzig (DDR)
Fiiredi Zoltan, Budapest (Ungarische VR)
Komornik Vilmos, Budapest
(Ungarische YR)
Tuza Zsolt, Budapest (Ungarische VR)
Mircea Martin, Alba (SR Ruminien)
Wiladimir Burkow, Wladimir (UdSSR)
Serge] Konjalin, Saratow (UdSSR)
Grzegorz Andrzejcak, Pabianice
(VR Polen)

»
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Wer lost mit?

iIIIIIIEI -Wettbew‘erb

Letzrer Einsendetermin: 3. Januay 1973

54927 Wenn man die Anzahl der Ein-
familienhiuser unseres Ortes zunidchst ver-
doppelt. das so erhaltene Produkt mit 3
und das neue Produkt mit 4 multiphiziert,
danp erhalt man als Ergebnis eine dreistellige
natiirhche Zahl. die aus gleichen Grund-
zilfern besteht. Wie viele Einfamilienhduser
gibt es in diesem Ort?

Anke Mentkowski, POS Eichwalde, K1 7 4

54928 Die Abbildung stellt cine Gerade ¢
und thre durch Spiegelung erzeugte Bild-
gerade g’ dar. wobei sich g und g" 1m Punkt P
schneiden.

Bestimme alle zu den Geraden ¢ und ¢

zulassigen Symmetricachsen! T
~— g
FE
gl
W35 m929 [n ciner Schachtel belinden sich

nicht mehr als 100 Knéple. Genau der dritte
Teil dieser Knople sind Hem‘&&hknijpl’e?
genau der vierte Teil Mante]knﬁpf& und die
restlichen Knopfe sind Druckkndpfe.
a) Wieviel Knopfe liegen hochstens in der
" Schachtel? F
b) Wicviel Druckknopfe sind in diesem Fall
in der Schachtel?

Hannelore Schiefer, Karl-Marx-Stadt

W35 w930 Nach Abschlufl der Kreisolym-
- piade Junger Mathematiker wurde ein Schii-
ler .pelragl. wieviel Punkie er erreicht habe.
Scherzhalt antwortete er: _Addiert man zu
der Zahl meimer crreichten Punkte [0. und
verdoppelt man die so erhaltene Summe. dann
[ehlen noch 10 Punkte an 100 Wieviel
Punkte erzielte dieser Schiiler?

W 5#%931 Nach einem Eishockeyspicl sagte

der Kapitdn der siegreichen Mal_mschal't:'

-Wir habcn dreimal soviel Tore erkimpft
wie unsere Gegner, die weniger als Minl Tore

Steffi Sorg, 6316 Stidrrtach, Schbusinger Str. 128
Polyfechninche Oborschuds Shidorinch, Kiasse 5

crzielten. Wie lautet der Endstand dieses
Spieles. wenn insgesamt wenuger als 15, aber
mehr als 9 Tore geschossen wurden?

Anke Mentkowski. POS Eichwalde. K. 7

W 5*%932 Die Mitlen zweicr benachbarter
Seiten etncs Quadrates sind mit dem Schnitt-
punkt der Diagonalen und mit dem gegen-
uberhegenden Eckpunkt. wie aus der Zcich-
nung ecrsichtlich. verbunden. Wieviel Qua-
dralzentimeter betridgt die schralfiert ge-
zeichnete Fliache, wenn die Quadratseite 8 cm
lang ist? Sch.

64933 Gegeben sei cin spitzer Winkel o
nut semem Scheitelpunkt §. Zeichne die
Halbierungslinie des Winkels o, lege auf ihr
einen Punkt P [est und zeichne durch P die
Parallelen zu den Schenkeln des Winkels a.
Beweise. dald die dabel entstandenen Sirelien
gleich breit sind! Sch.

64934 Essind alle vierstelligen natiirhichen
Zahlen anzugeben. die durch [2 (eilbar sind
und die Form 9*7* haben. Dabei ist ieJdces der
Sternchen durch cine der Grundziﬂfﬁf;m'“ 0. 1,

'—-.._\_-_

2. ....9 7zu ersetzen. I8

W6 w935 Ein innerer Punkt P eines Recht-
ecks ABCD wurde mit den Eckpunkten des

D A

Il'! 1l|l||||

W5s346

5|

l
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Wetthewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb konnen sich alle alpha-
Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Yorname, Privatanschnft (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schuljahr
(bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu rich-
ten an -

Redaktion alpha,

7027 Leipzig, Postfach-14.

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im System
der Aufgaben fortlaufend numeriert. Der
ublichen Nummer sind ein W (d. h. Welt-
bewerb) und eine Ziffer, z. B. 7 vorgesetzt
(d. h. fiir die 7. Klasse geeignet).- Aufgaben
mit W™ versehen gelten auch als Wett-
bewerbsaufgaben. Sie haben einen hohen
Schwierigkeitsgrad.

4. Von den Teilnehmern sind nur die Aul-
gaben seiner oder einer hoheren Klassenstufe
einzusenden. Schiiler der Klassenstufen 11/12
und Erwachsene 16sen die Aufgaben, welche
mit W & 10/12 oder W * 10/12 gekennzeichnet’
sind.

5. Fiir jede LGsung 1st emn pesondertes Blatt zu
verwenden, Format A4 (210 mm x 297 mm)
(siche Muster), denn jede Aufgabengruppe
wird von emem anderen Experten korrigiert,

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder gute
(d. h. vollstindige und richtige) Losung (nicht
nur Antwortsatz oder Ergebnis) eingesandt
haben, erhalien von der Redaktion eine Ant-
worlkarte mat dem Pradikat ,,sehr gut gelost™,
.put gelost™” oder ,.gelost™. Schiiler, welche
nur einen SchluBlsatz zu einer Aufgabe ein-
senden, die vorgegebene Form nicht beach-
ten, vniibersichtlich oder unsauber arbeiten,
erhalten eine rote Karte mit dem Vermerk
,.hrchi gelgst™".

7. Letzter Einsendetermin wird jeweils be-
kannigegeben.

Der Jahreswettbewerb 1972/73 lauft von
Heft 5/72 bis Helt 2/73. Zwischen dem 1. und
10. September 1973 sind alle durch Beteili-
gung an den Wettbewerben der Hefte 5/72
bis 2/73 erworbenen Karten geschlossen an
die Redaktion einzusenden. Eingesandte Ant-
wortkarten werden nur dann zuriuckgesandt,
wenn Riickumschlag mit ausreichender Fran-
katur beiliegt.

Die Preistriger und die Namen der aktivsten
Einsender werden in Helt 6/73 verdlientlicht.
Wer mindestens 7 Antwortkarten (durch die
Betelligung an den Wettbewerben der Helte.
5/72 bis 2/73) erbalten hat und diese einsen-
det, erhilt eine Anerkennungsurkunde und
ein Abzeichen. Schiiler, die bereits zwei
Anerkennungsurkunden besitzen und diese

mit den Antwortkarten des Wettbewerbs
1972/73 einsenden, erhalten das alpha- Abzei-

chen in Gold (und die Urkunde zuriick).

Wir bitten darauf zu achien, dabD alle Post-
sendungen richtig frankiert sind und dabB die
Postleitzahl des Absenders _n.ich-ﬁ"ﬁé'f'g.essen
wird. Redaklion alpha



Rechtecks verbunden. Ist die Svinme der
Tlicheninhalte der relecke A 4BP und
ACDP Yleiner, pleick oder grdfer als dic
Summe der Flidchorinbalte der Dreiecke
.ﬁBCP tind ﬁDfu ¢ Die Antwort ist zu
begriinden! Sch.

Wo6m03¢ Holger benichtet; ,Geastern er-
zielte ich benrn Wirieln mit genau drer Wiir-
[ein eiiren besondercn Wurl. Die Augenzahl
jedes der drer Wiirfel war eine Primzahl, und
die. Gesamtangenzanl aller dreir Wiirfel war
chenfalls eine Primzakl.” Nach kurzem Nach-
denken meint Bernd: ., Bet diesem Wurl zeig-
ten genau zwel Wirfel die gleiche Augenzahl™
Begriinde Bernds und gib diwe
Augenzahien (ir alic moglichen Wiirle an’

s
W6 *937 Gepeben sei ein Dreeck ABC.
Durch Konstruktion zind emn innecer Punkt D
der Seitc AC und cin innerer Punkt E der
Seite 4B derart fesiculegen, dal 4D=DE
—EBI gilt. Unter wsichen Bedingungen ist

die geforderte Konstruktion ausliithrbar?

Artwort,

- W 6938 Gegeben sei ein re chitwinkliges
Dreteck ABC mit der Hypotenuse AB. Die
Mittelsenkrechte von AB schneide die Ka-
thete BC in D derars, da BD=2-CD gilt.
Es ist die GréBe des Winkels ¥CA4B=¢
zu ermittein!

Jorg Lehnert, Tulow, Ki. [/

7TA93% Inenem Krews k ﬁit der Sehnelﬁ,
die kleimer als der Durchmesser es Kreises
ist, verbinde man dic Punkte 4 und B mit
dem Mittclpunkt M des Kreises. Die Winkel-
halbierende des Winkels ¥ AMB schneide
den Kreis & im Punkte C, der mit M auf der
gicichen Seite von AB hiegt. Man verbinde £
mit A und B s ist zu bewreisen, daB
LACB+ « BMC =180" ailt,

Bernd Zimdars, Templin, K1, ©

74940 (Genau 87/, aller Schiller der Klas-
sen 5 bis 10 etner Gherschule abennieren die
Schiilerzeitschrift aipha bereits das vierte Jahr,

ljlmal' sovicl

e

saviel das zweite und viermal soviel Schiiler
das erste Jahr, Genzu 144 Schiiler der Klas-
sen 5 bis 10 sind nicht Abbonnent dieser
Zeitschrift.

a) Wieviel Schiiler <er Klassen 5 bis 10 be-
suchen digse Schule? |

b) Wievizl Scniler abonnieren die Schiiler-
diitse, zweite

bereits das dritic, zweimal

zeitschriit alpha das vierte,
oder erste Jahr? |

Mathematilfuchiehrer K.-H. Gentzsch,
Meuselwitz
W? w541 Regelmidhge konvexe ri-Ecke ha-

‘ben # gleiche Seiten wrd n gleiche Innenwin-
kel Jedem regelmizidigen konvexen n-Eck
12t sich emm Kreis umbeschreiben, in dem

die n-Eck-Seiten Setinen sind. In dem abge- -

oildeten regelmidBigen Flnleck wurden alle
von genat cinem fioxpunkt ausgehenden

W7 s 042

Diagonalen eingezeichnet, dic einen Innsn-
winkel 1n drel Tailwinkel zerlegen. Welche
Grof3e hat jeder dieser Teilwinkei? T

E ; £
' |

A /
A 8

Es sind alle patiiclichen Zahlen
¢ vnd b anzugeben. fiiv die die Gleichung
2a+3b=27 erhillt ist.
Mathematikfachlehrer K -H, Gentzsch,
| Meuseiwitz

W.7%943 . Hs sind alle von Null verschiede-
nen natiirlichern Zahlen m und » anzugeben,

deren Summe halb so grofl wicihr Produkt ist.
Sch.

W 944 Aus emmem gegebenen Winkel
o< 180° mit dem Scheitelpunkt § wurde ein
ﬂlemhschenk 1ges Dreieck ABC mit der Basis
AB aul folgende Weise konstruiert:

Zunachst wurde um § ein Kreis &, mit dem
Radius r; gezeichnet, auf seiner Peﬁpherie
ein Punkt P [lestgelegt und mit den Schnitt-
punkien. b und E des Kreises &, mit den
Schenkein von » verbanden. Um P wurde
emn zweiter Kreis £k, mit dem Radius r, =7,
gezeichnet,. aui k, ein Punkt C fesigelegt
danach C mit 4 (Schnittpunklt von &, mit
DPj und C mii  (Schnittpunkt von &, mit
EP) verbunden. Schlielflich wurde m C an
CQ der Winkel £ DPE anpetragen; auf
seinem freien Schenkel wurde die Strecke
CA von C bis B abgetragen, und es wurde A4
mit B verbunden. Es ist zu beweisen, daB der

Winkel #:ACB:-%« ist

Hse Clauder, Spieliberg

;

84045 Am 23 Mirz 1969 erreichte Man-

[red Woll (DDR) auf der Skiflugschanze in

Planica (FVR Jugosiawien) mit einer Sprung-
were von 165 m den Welirekord im Skiflug.
Fiir seinen Skiflug bendiigie er eine Zeit von
5,228,

a) Wie groB war seine mittlere Geschwindig-
kcit wihrend des Fluges? Diese Geschwindig-
keit soll in km - b~ ! mit einer Dezimale nach
dem Komma argegeben werden. Dabei soll
die Abweichung der riugbahn voen der
Distanz vor 165 m nicht | beriicksichtigt
werden,

b) Zwischen welchen Werten liegt die mitt-
lere Geschiwindigkeit, wenn die angegebene
Sprungweite mit einem Fehler von 0,5 m
und die angegebene Zeit mit einem Fehler

T

von 0,005 s behaftet sein kann? i

8 £54¢ Beil der Erneuverung des Cberbaus
aul den Haupisirecken der Deutschen Reichs-
vann werden moderne Gleisjoch-Verlege-
einrichtungen eingesetzt, mil deren FHhife
8 Arbeiter.in emner Stunde 90 mx Gleise ver-
legen kOnnen. Dagegen verlegen in traditio-

nelier Handarbeit 40 Arbeiter in einer Arbeits-

woche, das sind 43% Arbeltsstunden, 1125 m

Gleise,

1. Wieviel Arbeitssiunden bendtigen 8 Arbei-
ter, um mit modernen Gerdien 2 km Gleise zu
verlegen? |

2. Wieviel Arbeitsstunden benéligen 8 Arbei-
ter, um diese Arbeit in traditionelier Hand-
arbett zu verrichten?

3. Wieviel Khumeter Gleise konnen 8 Arbe:*'

ter in einer Arbeitswoche, das sind 43 Ar-

beitsstunden, verlegen, wenn sie

a} in traditioneller Handarbeit.

b) mit modernen Gerdten arbeiten?

4. Wie verhdlt sich die Arbeitsproduktivitat
im Falle b) zu der im Falle a), d. h., wievielmal
so grol :si di= Linge der im Fal]e b) ver-
legten Gleise wie die Lange der im Falle a)
verlegten Gleise? L.

W8 w947 Bei derinoffiziellen Mannschafts-
wertung der XI. Olvmpischen Winterspiele
im Februar 1972 in Sapporo errang die
DDR nach der UUdSSR und vor allen iibrigen
Lindern den zweiten Platz mit inspesamt
84 Punkten. Dabel wurden [iir je eine Gold-
medatlle 7 Punkte, fiir je eine Silbermedaille
> Punkte, fur je eine Bronzemedaille 4 Punkte
undg fur je einen 4., 5. bzw. 6. Platz 3, 2
1 Punkie angerechnel.

Die Mannschalt der DIDR erhielt sieben
Bronzemedaillen, einen 4. Platz, dre1 5. Plitze
und vier 6. Plitze.

Wieviel Goldmedaillen und wieviel Siiber-

medaillen errang die Maanschaft der DDR?
L.

bzw.

W8 w948 FEs i1st zu beweisen, dall jede
Strecke, dic zwei Punkte parailcler Seiten
eines Parallelogramms verbindet und durch
den Schnittpunkt der LDiagonaien gelit, in
diesem Schuittpunkt halbiert wird. Sch.

W 5 *040 In einem gletchschenkligen Diel-
eck ABC mit der Basis 4B seien dic L3 g
der von A bzw. C ausgehenden Héhen gleich
12 cm bzw. 10 cm. Es 1st die Linge der
Basis AB zu berechnen.

Karl Krause, Mansfeld, Lehrer i R.

W & *950 Es sind alle natiirlichen Zaklen ¢
und & anzugeben. fiit dic die Zah! o’ +5°

eing Primzahl (st
Erich Hoy, EOS ,.Lucas Crancch®, K1 9
Wittenberg-Piesteriiz

197



94951 Dic abgebildete Figur stellt emn
Quadrat ABCD mit der Seitenlange
AB=a=6 cm dar. Die Mitte E der Scite AB
und die Mitte F der Seite BC wurden mit D,
die Mitte G der Seite CD und die Mitte H
der Seite AD wurden mit B verbunden
(vgl. die Abb.). Der Schrnittpunkt der Geraden
BH und DE set M, der Schnittpunkt der
Geraden DF und BG sei N.

Es 1st zu beweisen. daf3 das Viereck BNDM
emn Rhombus ist, und es 1st sein Fliachen-
inhalt Ap zu berechnen
Martin Theuer. Fuchlehrer
fur Mathematik, Crussow

4952 In dem folgenden Schema sind die
Sternchen jewetls durch eine der GrundzifTern
0,1,2.3,4,5, 6,7, 8 oder 9 zu ersetzen, so dal}
eipe richtig geldste Divisionsaufgabe ent-
steht. Dabei darf am Anfang einer der Zahlen
nicht die Ziffer 0 stehen.

$% ok k % ok %k k ok K . % Kk ok __

*:!':-‘l-;i::!::l:z

¥ & k

e N K ¥k

L

Ok kK
w o Sk ¥

0
Obwohl nur einc Ziffer, ndmlich die letzte

Ziffer 2 des Quotienten gegeben ist, 146t sich
diese Aulgabe eindeutig 16sen. L.

W 9 w953 Es sind alle reellen Zahlen x zu
crmitteln, [ir die Gleichung

B+ F P+ (x+2)3=(x+3)°

ettullt St ponk Harz, Kithe-Kollwitz-0s.
Kl. 7, Weimar

W9 w954 Gegeben sei ein Quadrat ABCD
mit der Scitenldnge AB=a. Der Kreis k um
A mit AB als Radius schneide die Diagonale
AC im Punkte E, Die Parallele zu BC durch E

schneide die Diagonale_ﬁﬁ im Punkte F. Es .

1st zu beweisen, dal CE=EF=FB gilt, Sch.

W9*955 Einem Kreis sei ein Sechscok
ABCDEF einbeschrieben, dessen Seilen AB
und DE gleichlang und doppelt so lang wie
jede der einander gleichlangen Seiten BC,

CD. EF und FA sind (vgl. die Abb,).

108

| ist fur alle reellen Zahlen x erfullg;

Es 1st zu entscheiden, ob der Flacheninhalt
dieses Sechsecks groler, kleiner oder gleich

% des Flicheninhaltes des Kreises ist

Erst schilzen, dann rechnen!
Griinter Stolz, Konigs Wusterhausen,

Fachlenrer fiir Mathematik

WO *956 TEs sind alle geordneten Paare
{a, b) natiirlicher Zahlen anzugeben, fiir die
die Gleichung
10a+{a—9)b*=88+(6a—54)b
erfullt 1st. Kmar Taeger, EOS Dessdu, Ki. 11

10/12 4957 Es sind alle reellen Zahlen a
zu ermitteln, die die [olgende Eigenschaft
haben:

Die Ungleichung x*+ax—a>0

S.-H.

10/12 4958 Die Gleichung
x> +x*+ax+b=0,
wobel @ und b reelle Zahlen sind, habe drei

- (nicht notwendig voneinander verschiedene)

reelle Wurzeln. |
Man beweise, dafl dann stets agi gilt.

Jiirgen Hopfe, Student, Merseburg

W 10/12 m 959 In Samarkand (Usbekische
SOR) wurden kiirzlich die Arbeiten zur Ret-
tung ewnes vom Einsturz bedrohten alten
Minaretts aus dem 4. Jahrhundert erfolg-

reich abgeschlossen. (Skizze, nicht maBstab-
lich)

Der 18 m hohe Turm, der um 147 m geneigl
war (d. h. die Turmspitze war um 1,47 m 1n
der Horizontalen verschoben), wurde mut
einer mﬁchtigen Hebewinde aufgerichtet.

la) Wie groB war der Neigungswinkel der
Achse des Turmes gegen die Horizontale
vor der Aufrichtung des Turmes?

b) Um wieviel Meter erhohte sich der Turm
nach seiner Aufrichtung, wenn man berlick-
sichtigt. dal} nach der Aufrichtung die Achse
des Turmes gleich seiner Hohe 1st? L. L.

W 10/12 m 960 Jemand will moghichst schnell
eine Naherungslosung fur das Gleichungs-
system
- 895x+302y=21374. (1)
294x+101y= 835 (2)
finden. Zu diesem Zweck rundet er die
Koeffizienten und erhdlt die beiden Glei-

chungen
- 90x-+30y=2137, (3)
29x+10y=84.  (4)

Er erhdlt weiter aus (4) durch Multiplika-
tion rmit 3

87x+30y= 252 (3)

und durch Subtraktion aus (3) und (5)
Fx=1885, x~0628.
Ferner erhalt er aus {4)
10y=84—-29x~— 18128, y =~— 1BI3.
Es 1st durch eine genauve Rechnung zu iber-
prifen, ob diese erhaltenen Losungen als
Naherungslosungen brauchbar sind. Wenn
das nicht der Fall ist, 1st eine Begriindung
anzugeben. L.

W 10/12* 961 Das Volumen des von einem
abgewalmien Dach mit den Kantenlidngen
a, b und ¢ sowie der Hohe h begrenzten
Korpers (vgl. die Abb.) kann nach der folgen-
den Formel berechnet werden:

V =={2a+c)bh.

1
6

a) Es 1st die Richligkeit dieser Formel zu
beweisen.

b) Es ist das Volumen flir a=16m, b=6m,
c=8m h=4m zu berechnen.

Hinweis zur Losung: Es emplichlt sich, den
Dachkorper durch zwei senkrechte Schaitte,
die durch die Endounkte des Dachlirstes
gehen, in zwel Pyramiden und ein Prisma zu
zerlegen und die Volumina dieser Korper
nach den bekannten Formeln zu berechnen.

W 10/12*962 Ein als Drahtmodell aus-
gebildeter Quader mit den Eckpunkten A, B,
C.D E F G, H habe Kanten der Liangen ¢
bzw. b bzw. ¢ (vgl. die Abb.). Die Verbin-
dungsstrecke DF stellt cine Raumdiagonale
des Quaders dar.

i

<

Gesucht sind die Lingen der Gemeinlote [,
von AB und DF, I, von LH und DF sowie [_
von AE und DF. |

Erklarung: Unter dem Gemeinlot zweier
windschiefer Geraden g und # versteht man
iene Gerade I, die g und f senkrecht schneidet.
Fiir nichtparallele windschiefe Geraden gibt
es genau ein Gemeinlot, Der Abstand der
Schnittpunkte des Gemeinlotes mit g und 4
15t die Lange des Gemeinlotes.
Losungshinweis: Stellen 5ie den Quader mit
der Raumdiagonalen DF in Grund-, Aul- und
Kreuzrild dar! In je einen der drei Risse 1d03t
sich solort Je ein Gemeinlol einzeichnen. Aus
jedem der drei Risse ist auch die Formel [ur
die Linge des betreflenden Gemeinlotes sofort
ableitbar.

Dozent Dr. E. Schrider,
Technische Universitdt Dresden
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Kleine Worte —
Grofle Wirkung Teil 1

Als Klaus seine letzte Mathematikarbeit kor-
rigiert zurickbekam, war er recht erstaunt,
.2unser Mathematiklehrer ist ja wirklich
kleinlich*‘, meinte er zu setnem Freund Bernd.
_,Ich habe bis auf ein paar kleine Wortchen
alles richtig aufgeschneben und doch erhielt
ich bei keiner der ersten vier Aulgaben die
volle Punktzahl.”

Die ersten vier. Aufpaben der Mathematik-
arbeit lauteten .

Al A Wann 1st die Division im Bereich der
natiirlichen Zahlen ausfithrbar?

A24A Wieviel Punkte des Zahlenstrahls
sind einer einzigen natiirlichen Zahl zuge-
ordnet?

AlA IstdieZahl 3741111 durch 3 teilbar?
Begriinde deine Antwort!

Ad4a a) Entscheide, ob die Aussage

Alle natiirlichen Zahlen haben einen Vorganger
wahr 1st!

b) Falls die Aussage falsch ist, so berichtige
sie, iIndem du die Aussage verneinst! |

Klaus hat als Aniwort folgendes geschrieben:
Zu 1. Dic Division ist im Bereich der natiir-
lichen Zahlen ausfithrbar, wenn der Divi-
dend « ein Vielfaches des Divisors b ist oder
wenn b micht Null ist.

Zu 2 Jeder natiirlichen Zahl ist ein Punkt
aut dem Zahienstrahl zugeordnet.

Zu3: Die Zahl 3741 111 st durch 3 teilbar.
Begrimdung : Wenn eine Zahl durch 3 teilbar
ist, so ist auch die Quersumme dieser Zahl
durch 3 teilbar.

Zu 4a: Die Aussage ist falsch, denn die
Null hat keinen Vorginger.

Zu 4b: Alle natiirlichen Zahlen haben keinen
Vorganger.

Wahrend sich die beiden Jungen die Losungen
betrachleten, fuhr Klaus fort: ,,Nur weil ich
bei der ersten Aufgabe statt und oder ge-
schricben habe, war es nicht richtig. Bet der
zwelten Aufgabe habe ich das kleine Wort-
chen genau vergessen und bekam nicht die
volle Punktzahl, obwohl diec Aussage ja richtig
1s1.

-

An die Losuug der dritten Aufgabe schrieb
unser Mathemalikiehrer: ,Falsche Begriin-
dung!* Hans hatte als Begriindung geschrie-
ben: ,Da die Quersumme der Zahl durch 3
teilbar 1st, so ist auch die Zahl selbst durch 3
teilbar. Er bekam die volle Punktzahl. Ich
finde jedoch zwischen unseren beiden Be-
grindungen kaum einen Unterschied. Bel
der.vierten Aufgabe bin ich tatsiichlich rein-
gefallen, denn ich hitte wirklich merken

miissen, dal} der Satz

Alle natiirlichen Zahlen haben keinen Vor-
ganger
auch wieder eine falsche Aussage ist.*

Aus dem Gesprich unserer beiden Freunde
kénnen wir folgendes entnehmen

® Kleine, fast unscheinbare Worichen, wie
z. B. und, oder, genmau usw., konnen eine
groBe Wirkung haben.

® Nicht nur die kleinen Wortchen selbst,
sondern auch deren Stellung im Satz ist sehr
bedeutend, z. B. wenn-, so, nicht.

Damit wir in Zukunft nicht auch solche Feh-
ler machen wie Klaus in seiner Mathematik-
arbeit, wollen wir uns in alpha mit diesen
klemen Wortchen und ihrer grofien Bedeu-
tung beschaftigen.

Mindestens — héchistens — genau

Wenden wir uns zunichst der Aussage zu:
Jeder natirlichen Zahl ist ein Punkt auf dem
Zahlenstrahl zugeordne!.

Natiirlich ist diese Aussage richtig. Sie bringt
aber denselben Sachverhalt zum Ausdruck
wie die Aussage:

Jeder natirlichen Zahl ist mindestens ein
Punk! auf dem Zahlenstrahl zugeordnet.

Mit diesen Sidtzen wird also festgestellt, daf3
jeder natiirlichen Zahl ganz sicher ein Punkt
auf dem Zahlenstrahl zupeordnet wird, es
konnten jedoch auch mehrere sein, weniger
auf keinen Fall. Wie man sieht, ist der Infor-
mationsgehalt dieser Aussagen viel germmger
als wenn man formuliert:

2Zu jeder natiirlichen Zahl gehdrt genau ein
Punkt auf dem Zahlenstranl,

Nun f(4llt es uns auch leicht, folgende Aus-
sagen zu iberpriifen.

i. Es gibt genau drei einstellige natirliche
Zahlen, die durch 3 teilbar sind.

2. Es gibt drei einstellige natarliche Zahlen,
die durch 3 teiibar sind.

3. Es gibt mindestens drei einsteliige natir-
liche Zahlen, die durch 3 teilbar sind.

Die erste Aussage ist natiriich falsch, weil
riehr als drei, niimlich vier einstellige natir-
liche Zahlen durch 3 teilbar sind.

(Dies sind die Zahlen 0, 3, 6, 9.)

Dagegen sind die beiden anderer Aussagen
wahr. Sie bringen ja auch denseiben Sach-
verhalt zumn Ausdruck.

Nun fallt es uns auch leicht festzustelien, dafl
die Aussage

Zwischen I und 100 gibt es mindestens 50
natiirliche Zahlen, die durch 2 teilbar sind

talsch 1st, da tatséichlich nur 49 (also weniger
als 50) Zahlen zwischen i und 100 die Bedin-
pung erfiillen.

Gewildl pibt es Leser unter euch, die der
Meinung sind, daB die Aussage

Die DDR hatte am 1. I. 197] hichstens
30 000 000 Einwohner

falsch sei, da die Einwohnerzahl der DDR
etwa bel 17000000 liegt. Dieses Argument
ist aber nicht zutretfend, weil mit der Wen-
dung #ochstens 50000000 Einwohner zum
Ausdruck gebracht wird, dall es zwar weni-
gex, aber keinesfalls mehr als 50 000000 Ein-
wohner sein kénnen. Die Aussape ist also
wahr.

Uberlege nun selbst einmal, ob fol gende Aus-
sagen wahr oder falsch sind!

a) Es gibt hochstens neun einstellige natiir-
liche Zahlen.

b) Es pgibl hichstens zwel gerade Primzahlen.
c) Dreiecke haben hochstens drei spitze Win-
kel.

d) Die Gleichung 3*=27 hat im Bereich der
natiirlichen Zahlen hochstens eine Losung.

e) Direiecke haben mindestens einen rechten
Winkel.

f) Die Gleichung 3*=27 hat mindestens eine
Losung.

g) Zwischen 1 und 1000 gibt ¢s mindestens
50 natiirliche Zahlen, die durch 2 teiibar sind.
h) Die Gleichung 3*—=27 hat genau cine
Losung.

) Die Zahl 60 hat un Bereich der natiirlichen
Zahlen genau zehn Teiler.

i) Jeder natiirlichen Zahl ist héchstens ein
Punkt auf dem Zahlenstrahi zugeordnet.
Trelfen [ur emnen Sachverhalt gleichzeifig die
Redeweisen

Es gibt mindestens ein x. . .
Es gibt hichstens ein x. . .
ZU, SO kann man dafiir auch sagen

Fs gibt genau ein x. . .,

das diesen Sachverhalt erfiillt. (Vergleiche
die Aussagen d, f. h!) L. Flade

und

) N ; el _'_'::- -";F .-;-.-_ e
g e e SRR O

Vorbildlich: AnliBlich eines Pionierfestes des
Pionierhauses ,,Junt Gagarin™, Karl-Marx-
Stadt, wurde zur Werbung von Lesern ein
alpha-Stand eingerichtet, der bei jeder wei-
teren Gelegenheit zum Einsaiz kommt.
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Diophantische
Gleichungen

Ein schr intéressantes Gebiet der Zahlen-
theerie sind die diophantischen Gleichun-
gen. BErstmalig wurden derartige Gieichungen
von dem griechischen Mathematiker Dio-
phanios (250 u. Z.) behandeit, uad trotz jaht-
hundertianger Forschungsarbeit sind heute
noch mehrere Probleme dieser Theore un-
aeklirt.

(epenstand  digses Artikels soll nur eiu
spezieller Typ von diophantischen Gleichun-
gen sein: Wir wollen nut lineare Gleichungen
betrachten.

Definition [ :

G st iineare diophantische Gleichung
genau dann, wenn G die Form ax+by=c
hat, wobei a, b. ¢ gegebene ganze Zahlen dar-
stellen und x, y Variable fiir ganze Zahlen
sind.

(Im jolgenden wollen wir unter diophanti-
schen Gleichungen immer nur lineare dio-
phantische Gleichungen verstchen.) |
Definition 2;

L st Liosung der diophantischen Gleichun
ax+by=c genau dann, wenn I ein
Paar [x,, ¥g] von ganzen Zahlen ist, fiir
das ax,+by,=c gilt

Allgemein 15t bekannt, daB man die Gilei-
chung ax+by=c als Geradengleichung in-
terpretieren kann, falls x wnd y aus dem
Bereich der reellen Zahlen gewahlt werden
diirfen. ~Die Forderung ,x, ¥
kann man nun so verstehen, daB wir auf der
vosliegenden Geraden nach Punkten mit
ganzzahligen Koordinaten, sogenannten Git-
terpunkten, suchen werden. Das Zief besteht
cun darn, sdmtiiche Ldsunger I der dio-

phantischen Gleichung ax+ by=c anzugehen.

Rein anschaulich kann man sich tberlegen,

daf} es Geraden geben kann, die nicht dJurch
Gitterpunkte hindurchfiihren. Mit anderen
Worten bedeutet das: Nicht jed: diophan-
lische Gleichung mul} losbar sein. Bevor
man alsc an das Losen von diophantschen
sleichungen herangehen wird, mul man die
Losbarkeitsfrage kliren.

Eme Antwort daraof gibi

Satz 1: |

Emne rotwendige Bedingung (Gr dic Ldsbar-
keitl der diophantischien Gleichungay +by=c
ist, daB der grofite gemszsinsame Teiler von
¢ und & auch <in Terler ven ¢ ist
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Bemerkungen

{(1}PBienatiirliche Zahi d(d =0} heifft Teiler der
gunzen Zani! c. i Zeichen 4 ¢, wenn es eine

ganze Zah! ¢ gibt, so dall c¢==d-¢ gmlt. Gibi
es keine solche Zahl, dann schreibt man
d+-c. |

(2} Unter (a, b) verstehen wir den grifiten
gemeinsanen feiler von a und b. Ist (a,h)=-1,
so nennen wir 2 und b teilerfremd.

Bewers von Satz 1;

Es ser ax+by=c ldsbar und (a, b)=d
Unter Beriicksichtigung der Zerlegungen
a=0-dund b=+ ¢ mit ganzzahligen « und 8
ergiot sich durch Einsetzen: d{ux+ fy)=c,
und daraus folgt 4lc.

Die Frage der L.dsbuckeit einer diophanti-
scnen Cleichunz haben wir damit auf das
VYergieichen der ganzen Zahlen g, b, ¢ zuriick-
gefuhrt. Besitzen g, 6, ¢ den groBien gemein-
samen Teiler d, dann wollen wir ihn stets
aus der diophantischen Gieichung heraus-
gckiirzt denken; so dall wir nun ohne Ein-
schriankung der Allgemeinkeil fur Idsbare
Gleichungen stets (¢, B)=1 voraussetzen
konnen.

Auizabe:
Man versuche wenigstens je 2 Losungen
{x. ¥] {flir die diophantischen Gleichungen
6x+3y=1
Ix—5y=7 (2)
anzugeben, indem man die zugehorigen Ge-
raden zeichne und Gitterpunkte bestimme!

Y

Lirgebnis:

(1) Da(6.3)=3 und 341, folgt unmittelbar
Uniosbarkeit!

(2) Aus der angefertiglen Zeichnung kann
man erkennen, daB 2 B. die Paare | —1. —2]
[4, 1] und 9, 4] Zur Losungsmenge gehdren,
wie man durcb Einsetzen in dic Ausgangs-
gleichung bestdtigen kann Auffallend ist, da
s;ich die x- bzw. y-Werte um Vielfache von
5 bzw. J unterscheidsn. Diese Eigcnschéft
iegt die Vermutung nahe, daB, fulls eine dio-
phantische Gleiching losbar ist, beliebig viele
Losungen existieren.

Hiermit haben wir ein erstes. wenn auch um-
standliches Verfahren zur Ldsung diophan-
tischer Gleichungen kengeongelernt. Es gibt
jedoch wesentiich elegantere Methoden. Zwei
Verfaliren werden wir mwn folgenden behan-
dein.

Erste Metfiode :

vas Eunlersche Reduktionsverizahren

Wir crarbeiten vos den Lisungsalgorithmus
an Hand des Beismiels der diophantischen

Gleichung 3x—5S5y=7. /

(1y

1. Sciiritt: Man stelle die Gleichung 3x -5y =7
nach einer Varigblen um (aus rechentech-
nischen Grinden nach decienigen, deren

Kacthziert den Kleineren Betrag hat).
T-L5y
X == — -
3
2. Schritt; Man fithre die Division so weit wie

mdglich aus.

142y

3
3. Schritt: Da beide Variable x, y ganzzanlig
sind, folgt,-daB der verbleibende Bruch eben-
falls ganzzahlig sein muB. Man [ihre dafiir
eine neue Variable z ein.

x=2+y+

z=1+2y
3
Hieraus jolet:
3z--2y=1
Das Ergebnis dieser 3 Schritte besteht darin,
dz8 wir dic diophantische Gleichung

Ix—=5y="7 auf die diophantische Gieichung
3z—2y=1 zuriickgeliihrt haben. Auf diese
neu gewonnene diophantische Gieichung
wenden wir das Verfahren abermals an und
wiederholen es so lange, bis sich eme Glei-
chung ergibt, 1n der eine Variable den Kosfhi-
zienten ! hat. (Dieser Fall wird stets erreichi,
da bei diesem Verfahren die Koeifizienten
threm Betrage nach kleiner werden.)

I. Schritt: y=22"1
. z—1
2. Schnitt: y=z+ >
3. Schritt: u—z_z_l 2u—z=—1

[. Schriti: z=2u+1

Damit ist der Algorit-hmus beendet.

Um die Lésungen [ x, y] zu erhalten, miissen

3z—1
2

emnsetzen, Wir erhalten y=1+3u. Einsetzen-

. T+ 5y
In x=

wir nun lediglich z=2u+1 in

y:

liefert x=4+5u.

Ergebnis:
Die Losungen der diophantischen Gleichung
3x—-5y=7 lauten:

x=1+3u

y=4+43Su
mit beliebigem ganzzahligem w.
Damit haben wir iiberdies gezeigt. dafl — wie
oben vermutet — die Gleichung unendlich
vicle Losungen hat. |
Zweite Methode:
Verfahren mittels linearer Kongruenzen
Wir lernen hier die wichtigsten Eigenschaften
lincarer Kongruenzen kennen. Mit Hiife
dieser Theorie lassen sich diophantische Glei-
chungen, wie wir schen werdep, sehr schnell
16sen.
Definition 3 :
Zwei ganze Zahlen a, b heiflen kongruent
modulo m, in Zeichen
a=b(m), wenn mila—b gllt.
Man sagt: a, b sind inkongruent modulo m,
In- Zeichen

aFxb (m), wenn m+a—b ist.




Die natiiriiche Zahl n nennt man den Modu!
der Kongruenz.

Beispiele: 15= 5(95)
537=117(10)
3 4(2)

Satz 2:
Die Kongruenz a=bé(m) gt dann und
und nur dann, wenn a und & ber der Division
durch m denselben Resl lassen.

Beweis: Wir haben zweierlei zu bewcisen:

(1) Falls a=h(m) gilt, dann folgt, dal} a
und b bei der Division durch m denselben
Rest lassen.

(2) Umkehrung zu (1)

Zu (1):

a=b(m) ist dquivalent mit mja—bh bzw.
a=b+km mil ganzzahligem k. Fiir » nehmen
wir 0.B.d A. dig Zerlegung b=gm+r mt
0<r<m und ganzzahligem g an. Folglich
ergibt sich fiir o die Zerlegung a=(k+g)m+r.
Zu (2):

a=gm-+r und b=pm-+r mit 0=r<m und
q. p ganzzahlig Subtraktion der beiden
Gleichungen liefert

a—b=(g—-p)m. d h. mja—b und somit
a=b(m).

Der Vorteil der Schreibweise a=b(m) Nir
die Teilbarkeitsbeziehung m|a—b liegt vor
allem darin, daf3 mit Kongruenzcn' beziiglich
Addition, Subtraktion und Multiplikation so
gerechnel werden kann wic mit Gleichungen.

Satz 3:

Gegeben sind die Kongruenzen
a4y =8, (n)
a,=b, (m).

Dann gelten die Kongruenzen

) +U,=by+b, (m)

Gy —a;=by— by (m)

a,” a;=b, - by (m)
Auipabe:
Man versuchc dic Beweise selbstindig zu
tihren, indem man Definition 2 anwende!
Anders verhdlt es sich hingegen mit der
Division. Wir wissen bereits,” daB aus der
Gleichung ax=ay stets x=yp folgt. falls
a¥0Q vorausgesetzt wird. Bei Kongruenzen
1st dies jedoch nicht immer richtig.
Zum Beispiel st 2 - 5=2 - 10 (10), aber
5% 10 (10) bei Division durch 2. |
Eine hinreichende Bedingung dafiir, wann in
einer diophantischen Gleichung dividiert
werden darf, liefert
Satz 4:
Die Kongruenz ax=ay{(m) kann durch «
dividiert werden, falls (g, m)=1 gilt.
Beweis: ax=aqy(m) bedeutet nach Defini-
tion 2 m|a(x—y). Da m+a ist, [olgt
mix—y. D.h. x=y(m).
An einem Beispiel wollen wir jetzt das , Ver-
fahren mittels linearer Kongruenzen“ an-
wenden lernen
Beispiel: Die diophantische Gleichung
3x—5y=7T (siehe Eulersches Reduktions-
verlahren) soll mit dieser Methode gelost
werden.
1. Schritt: Wir verwandeln die diophanlische
Gleichung 3x-—5y=7 1n eine linear¢ Kon-

gruenz. Als Modul wihlen wir dabei einen
der Koellizienten der Variablen. z B. 5.
3x=5vy=7(5). Da —5y=0(5) und 5=0(5)
sind. folgt durch Subtraklion 3x=2(5).
2. Schritt: Wir versuchen, durch geschickte
Rechnung auf der linken Scite der Kon-
gruenz den Koeflizienten 1 zu erzeugen.
{(Man kann beweisen, dal} dies stets erreichbar
15t, und zwar auf Grund der oben getroffenen
Voraussctzung (a. b)=1.)

Ix=2(5) |2

6x=4(5) ..
Da 3x=0(35) ailt, lolgt unmittelbar x =4 (5).

3. Schritt: Wir schreiben die so crmittelte
Kongruenz als Gleichung aull Mit diesem
Ausdruck fiir x wird in die Ausgangsgleichung
emgegangen und y bestimmt.
x=4+4+5u: 34 +50)—-5y=7; y=1+43u
Ergebnis: x=4+5u

y=1+3u
mit beliebigem ganzzahligem w.
Der Leser moge sich nun selbst weitere Glei-
chungen vorgeben und sie nach den ange-
gebenen Methoden losen.

H. Menzer, aus ,, Wurzel™, Heft 2/72

Leser fragen—alpha antwortet

Frage:

Cornelia Thunnhausser aus Linz (Osterreich).
seit drei Jahren alpha-Leser, Schiilerin eines
naturwisscnschaftlichen
Kl 9, [ragt:

Bei uns an der Schulc ist ein Streitgespriach

Realgymnasiums,

entbrannt itber die ,sinnvolle Festlegung™
von Grund- und Delinitionsmenge:
WX—3=2x—4 (Grundmenge [N

Einige sind der Ansicht, dall die Delinitions-

; menge dafir D={x|x>3} — und somit

L= - sein miisse aus folgenden Griinden:

® Wenn man zur Feststellung der Richtigkeit
der Losung zur ‘Probc x=1 einsctzt, crhalt
man aul beiden Seiten der Gleichung nicht in
IN liegende Zahlen (—2= —2). zumal unter
Umstdnden ein Schiiler erst mit natiirlichen
Zahlen rechnen kann.

® Wenn eine Rechenmaschine nur fir natiir-
liche Zahlen programmiert ist, kann sie das
Beispiel auch nicht losen, weill sie ja aul
neg:atjve Zahlen stoBt, wenn man als x=1.2
cinsetzt.

Antwort:

Das Wort ..Grundmenge* hat keinc einheit-
lich festgelegte Bedeutung, Daher beschreibt
der Text

-X—3=2x—4 Grundmenge |N*

il

nicht eindeutig eine Aufgabe. Man muf
gtﬂnat;iﬂr_formuHc-'rm, wonach eigentlich gefragt
werden soll. Hierzu bestehen im vorhiegenden
Zusammenhang im wesentlichen zweir Auf-
fassungsmoglichkeiten.
1. Auffassung: .Zu ermitteln ist dic Menge L
aller derjenigen x e IN, firdie x—3—=2x—4
gilt!*
2. Auffassung . ,,Zu ermiticln 1st die Menge L
aller derjenigen x e IN, fiir die x—3 € IN
und 2x—4 € IN und x—3—2x—4 git."”
In der 1. Auffassung heilt ,,Grundmenge®
so viel wie vorgeschriebener gemeinsamer
Definitionshereich der beiden Funktionen
f(x)=x—3 und g(x)=2x—4" Inder 2 Auf-
fassung heiBt ..Grundmenge™ so viel wie
.vorgeschriebene Menge. von der der gemein-
sante Definitionshereich und beide Werte-
bereiche Untermengen sein sollen™. —- Ob die
. oder 2. Aulfassung .sinnvoll™ 1st. hdngt
vom .Sinn“. d.h. vom Verwendungszweck
ab.
Ein Beispiel fir ecine Anwendungsaufgabe
im Sinne der [. Auffassung 1st etwa: .In einem
Behilter war am Anfang einer Serie von
Experimenten die Temperatur 0°C fesige-
stellt worden. Ein Experiment E. das die
Temperatur um 1° erhoht, soll x mal durch-
gefiihrt werden. und danach soll durch ein
Experiment F die Temperatur um 3° verrin-
gert werden. Daber soll dieselbe Endiempe-
ratur entstchen., wie wenn man (ausgehend
von 0 °C) das Experiment E zunichst 2x mal
durchgefiihrt und danach durch ein Experi-
ment G die Temperatur um 4° verringert
hitle. Zu ermitteln sind alle Moglichkeiten,
die Anzahl x diesen Forderungen gemill zu
wiahlen." |
Denkt man sich dieses Beispiel dadurch ab-
gedndert, dafl statt , Temperatur® und statt
L0°CH 1 °CH, 3°C", 4 °C* liberall ,Masse™
und ,.0g". ..1g". .3g" bzw. _4g" gesagt wird,
so erhidlt man ein Beispiel im Sinne der
2. Auffassuny.

Dr. L. Stammler, Sektion Mathematik

der Martin-Luther-Universitat
Halle-Wittenberyg

111



DDR-Olympiade, Olympiadeklasse 10
Lasung des Schiilers Ull Briistel, Altenburg
(Bez. Leipzig)

1. a) Fiir jede Primzahl p, die groBer als 3
ist. gill entweder p=1(mod 6) oder p =—1
(mod 6).

Die drei Primzahlen seien p,, p,, ps, und ich
uniersuche. wann p, + p, + p; durch 3 teilbar
151,

Fall 1: Alle drei Primzahlen lassen bel der
Division durch 6 denselben Rest, d. h, es ist
entweder p,=p,=p,=1(mod 6) oder
Ny=p,=py=—1(mod 6). Dann ist
p1+p;tpy=3=—3(mod 6)

In diesem Fall 1st die Summe der drei Prim-
zahlen durch 3 teilbar.

Fall 2: Die drel Primzahlen lassen bel der
Division durch 6 nicht denselben Rest. Es sel
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
p;=1(mod 6) und p,=—1{mod 6). Damit
wird

p1+p2+;JJEI—1'+p3§;JJ (mod 6).

Da p; nicht durch 3 teilbar sein kann (p; >3),
ist in diesem Fall die Summe p,+p,+p;
nicht durch 3 teilbar.

Wenn p, +p, +p, durch 3 teilbar ist. mul}
also

Py =p,=p;(mod 6)
sein. Daraus [olgt
P1—P2FPa D1 =P —DP3TP3—1=P2—P3
=p;—p2=0 (mod 6)
d. h., alle Diflerenzen je zweier der betrach-
tetén Primzahlen sind durch 6 teilbar.
b) Es geniigt, ein Gegenbeispiel anzugeben.
Ich wahle z B. p,=3. p,=35, py=7. Dann
1St Zwar

pi+p;+p3=15=0(mod 3).
aber p,—p, ist nicht durch 6 teilbar (was
sogar fiir alle zu betrachtenden Differenzen
gilt). '

Bemerkungen: Teil a) wurde von fast allen

Schiilern pemeistert. Uberraschenderweise

trat in den Bearbeilungen fiir b) ein Fehler
zicmlich haufig aul: Es wurden Bedingungen
formuliert., die zu Gegenbeispielen fithren
konnten, aber nichts iiber die Realisierbar-
keit dieser Bedingungen geschrieben. So
a3t die Formulierung

st py=3, p,=1(mod3). p,=—1(mod 3).
dann ist p,—p, £0(med 3)" die Frage offen,
ob es salche Primzahlen p, und p, iiberhaupt
gibt. Sie bringt lediglich zum Ausdruck
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.wennes Primzahlen p,, p; mitp,=1{(mod 3)
und, p, =—1(mod3) gibt, dann st
p» —p; £0(mod 3)*, und damit ist kein Ge-
genbeispiel angegeben und auch seine Exi-
stenz nicht bewiesen.

Dic Punktstufen verteilen sich wie folgt auf
dic Bearbeitungen:

Punkte 5 4 3 2 1 0
Schiiler 46 41 6 2 4 2

Dr. Klaus-Dierer Drews, Unipersiriit Rostock

2. Von den Schiillern wurde olt folgender
eiinstiger Losungsweg beschritten. der hier
kurz wiedergegeben wird.

Angenommen, (x,, X5, X3, X4) Ist ein Qua-
drupel der pgewiinschten Art. Die Zahl
82944000000 wird in Primfaktoren zerlegt.
Nach (1) ist dann x;x,x3x,=2"°-3%-5° (*).
Aul ‘Grund der Eigenschaflen (2) und (4)
gibt es positive ganze Zahlen y,. ¥,. ¥; und y4
derart, daf3

X, =2%-3-5%y x,=2%-3-5%, x3=2 3y,
und x,=2°-3y,.

Aus (*) folgt dann y,y,yviya=2°%-5%(*%).
Wegen (5) ist y, =25 und x, oder x; durch 5*
teilbar, und demnach ist y, durch 5% oder
y. durch 5% teilbar. Nach (**) kann nut
52| y, gelten. Also ist y, = 5%. Die Eigenschalft

(3) bedeutet schlieBlich. dall wenigstens eines

der x,, X, xy und x, durch 2° teilbar, also
v, durch 22 oder y, durch 2? oder y, durch 2°
teilbar ist. Nach (¥*) ist nur y,=2% und
[olglich y, =y, =1 mdgiich. Damuit 1st gezeigt.
daf} es hochstens ein Quadrupel (x4, x4, Xa. X4)
der gewiinschten Art gibt. — Eine Probe
zeigt. daB (4800. 30000, 24, 24) eine Losung
ist. |

Bemerkungen: Einige Schiiler haben nicht
alle Eigenschaflten (1) bis (5) geniigend aus-
gewertet. Sie erhielten bis zu 46 verschiedene
Quadrupel, die meistens noch unbesehen als
Losungen angeboten wurden. Dabel hitte
bereits eine Probe zum erfolgreichen Ab-
schlull der Aufgabe gefiihri. Dieser einfache
Existenzbeweis fehlte leider auch bei ca
18 Teilnehmern, die zu dem Ergebnis gekom-
men waren, dafl hdchstens eine Losung
exislierl. 50 Teilnehmer — etwa die Hilfte
der Starter —— erreichten & Punkle oder dic
volle Punktzahl 7. (Das bestirkt den Ein-
druck, daB die Aulgabe 10/2 leicht ist.} Da-
gegen konnten 12 Schiiler keinen LOsungs-
ansatz finden. 13 Teilnehmern gelang cs nicht,'
an Hand des Ansatzes (*) die Eigenschaften (1)
bis (5) auszuwerten.

Abschlielend se1 darauf hingewiesen, daf
I:\e‘il"? dem obigen Einzigkeitsbewels weder
Teilerfremdheit von yq, ¥3. ¥3, ¥4 (Wegen (2))
noch'die Teilerfremdheit von y,, y, (wegen (4))
verwendet wurde. Die Eigenschalten (2) und
(4) konnen also abgeschwacht werden zu
(2') Ein gemeinsamer Teiler 1st gleich 24,
(4') Ein Teiler von x, und x, ist gleich 1200..
ohne dal} sich an der Losung der Aulgabe

etwas dndert. Das wurde nicht bemerkt.

Dr. E. Quaisser, PH Potsdam

3.1 {(nach der Losung von J. Bergmann,

Bez Dresden):

Vorausgesetzl' sind folgende Beziehungen:
1) AB=AD>CB=CD

2) AB: BC=BC : FB

3) CE=CB(=CD)

4) FE=FB

Wegen der Langengleichheit der Strecken
CE und CB einerseits und F_E- und FB
andererseits ist das Viereck BCEF ein Dra-
chenviereck, das zum gegebenen ahnlich ist,
denn wegen (1) und (2) gilt CB=CE>FE
= F‘E also sind in beiden Drachenvierecken
die GroBen der Innenwinkel zwischen den
verschiedenlangen Seiten  gleich (£ FBC
= ¥ ABC). und entsprechende Seitenverhilt-
msse stimmen nach (2) dberemn. Durch C
werde die Winkelhalbierende 1m gleich-
schenkligen Dreieck ACDE gelegt, die gleich-
zeitig Mittelsenkrechte von ED ist. Der
Schnittpunkt der Winkelhalbierenden mit
gep (Gerade durch E und D) ser S.

= «xDAB=xBCE

p=xABC

v= XBCD=<xEFB
Mit diesen Bezeichnungen gilt:

-Egﬁﬁ=a}y_a=a+3
2

x+2f+7=360° also

“;?—130'*—;5'.

Werden zwel verschiedene Geraden ¢, und ¢,
von emer dritten geschnitten und stimmen
Zzwel Wechselwinkel tberein, dann sind g,
und g, parallel.

Damit ist g ,5 parallel zu gg.. Aullerdem war
gec Senkrecht zu gpz. So [olgt unmittelbar.
daBB g,z senkrecht zu g ,, verlduft, d. h. E
licgt auf dem Lot von D aul die Gerade durch
A und B.

Bemerkungen: Die Aufgabenkommission be-
nutzt bet ihrem Losungsvorschlag nur Win-
kelbezichungen in den entstehenden Drel-
ecken, Auller den Symmetricachsen der Dra-
chenvierecke werden keine weiteren Hilfs-
geraden verwendet. So erscheint die Aufgabe
als recht elementar. Eine Analyse der Schii-
lerleistungen liefert ein anderes Ergebnis.
Von 101 Startern wihlten 44 diese Aufgabe,
von denen 25 keinen brauchbaren Losungs-

ansatz fanden. Nur 11 Schiiler erreichten
6. 7 oder 8 Punkte. Einige Schiler hatten
offenbar erst versucht, dic Aufgabe 10/1V/3.2
zu bearbeiten. Als sie .damit nichl zurecht-
kamen, beschiltigten sie sich mit der Auf-



gabe 3.1. kamen aber infolge Zeitmangels
- nicht mehr zur Losung,

Interessante Losungswege wurden u.a. von
H. Redlin (Bez. Berlin) und K. Heckemann

(Bez Dresden) angegeben. Der Schiiler H .
Redlin gelangte iiber den Nachweis der Lin-
gengleichheit zweier geeigneter Strecken mit
trigonometnschen Mitteln zum Ziel, wihrend
K. Heckemann durch geschickte Hilfslinien
auf dhnliche rechtwinklige Dreiecke und
schhieBlich auf ein passendes Rechteck kam
Hans-Jurgen Vogel,

Padagogische Hochschule . Kar! Licbknecht*
Potsdam

3.2. Jirgen konnte etwa folgende LOsung
gelunden haben:
1. Angenommen ABCDE sei ein Fiinleck
der gesuchten Art mit vorgegebenem Fla-
chenimmhalt F, dann gilt

u=3a+20 (1)

wnd F= ‘:;'.1.:»4—41&I "3

Addiert man das 2a-fache der ersten Glei-
chung . zum (—4)-fachen der zweiten, so

crhilt man
2au—4F=6a>—a*/3, also -
-2 g M g 2)
6-./3 6-/3

Die Gleichung (2) hat nur dann reelle Losun-
gen. wenn [ir die Diskriminante

2
D:( u .—) B 4F#§_O
6— /3 6—./3

wit. d. h wenn
u’ 24 F (6—./3), also

y_g,?\/ﬁ _(6-\,"’5) ist. (3)

_Wenn e¢s also ein Fiinfeck der gesuchten Art
gibt, so gilt (Ur die Ungleichung (3).

2. Angenommen, es gibe sogar ein Fiinfeck
der gesuchten Art mit vorgeschriebenem
~Flacheninhalt F, fir das

=2 \/F(a—ﬁa (4)
gilt, dann gilt (wie in 1) die Gleichung (2)

wegen (4) sogar mit D=0. Also hat (2) nun-;

mehr nur die einzige Losung

f
a =
6—./3.
woraus man unter Berlicksichtigung von (4)
a= 2\/—-—-— findet (5)
6—./3
Aus (1) und (4) sowie (5) folgt dann

Q_E—z'—a_\/F(ﬁ—x;S)-—-S [ F_
2 2 V-3

=m+\x’§—3)\/- F -y |—F = (6)

6—./3 N 6-./3

Wenn es also ¢in Fiinleck der gesuchten Art,

fiir das sogar () gilt, gibt, so isl

a=>2 _ _und b=(3—\,"3}\/ A _
6— 3 | ) — V"f3

3. Angenommen ¢ und b haben die in (5)

bzw. {6) genannten Werte, dann gibt es cin

Funfeck mit vorgeschriebenem Flicheninhalt

I und kleinstmoglichem Umfang u;

denn em Fiinfeck. mit (5) und (6) hat den
Flacheninhalt
r::ub—lrl—-.*:r2 Ns'f§—2(3_\/’3)F+ F\/3= :

4 6—.3
also den vorgeschriebenen Wert. Es gibt also
Fiinfecke der pesuchten Art.

Dal dabet der Umfang u moglichst klein ist,
folgt so: Nach 1. gilt fiir diese Fiinfecke der
verlangten Art die Urngleichung (3). Fiir ein

Finfeck mit (5) und (6) wird der Umfang

u=3a+2b=~6 3)
Jot 5t J -
=2{6— f3)\/ —7\/F(6

\/3

also moglichst klein.
4. Damit wird der Umlfang eines Fiinfecks
der verlangten Art moglichst klein genau
dann. wenn (5) und (6) gelten, d. h. wenn
a:b=2:(3- \/3) 1st,
Bemerkungen: Von 101 Schiilern bearbeiteten
57 die Wahlaufgabe 3.2. Dabei traten folgende
typische Fehler auf:
I. Die 1n der angegebenen Losung in 3.

dargestellten Uberlegungen wurden von kei-
nem Schiiler angestellt, d. h. es wurde nicht
gezeigt, dal} es Fiinlecke der gesuchten Art
mit kleinstmoglichem Umfang gibt. Daliir
wurden 2 Punkte abgezogen.

2. Funf Schiiler 1osten die ,,mverse” Aufgabe:

Es sei ABCDE ein konvexes Fiinfeck der
beschriebenen Art. Als Umfang dieses Fiinf-
ccks wird emn geeigneter Wert u vorgeschrie-

- ben. Dann wird untersucht, ob es unter allen

derartigen Finlecken eines von grolitem
Flacheninhalt gibt. Dabeiergeben sich aund b
wic 1n (3) und (6). Es 1st dabei aber von keinem
Schiiler nachgewiesen worden, daB beide
Probleme daquivalent sind.

3. Drei Schiiler rechneten mit speziellen
Werten F=1, F=10 (bzw. von den unter 2
genannten mit #=2) ohne nachzuweisen,
dal} diese Werte zuldssig sind bzw. dal} sich
diz Aulgabe unabhangig vom Wert von F
(bzw. von u) losen ldft.

4. Sicben Schiler schrieben in Formel (1)
fiir den Flacheninhalt des gleichseitigen Drei-
ecks mit der Seitenlange o

-‘12

F —E\ﬁ bzw. F, = V_?;

l.*JIEz

und rechneten mit diesen falschen Werten
weiter.

5. Zwei Schiiler wendeten Differentialrech-
nung zur Losung an, obwohl das in der Aul-
gabenstellung ausdriicklich verboten war.
Punktverteilung fir Aulgabe 3.1 und 3.2
(berde Wahlaufgaben gemeinsam).

Punkte 87 6543 2 1 0
Schiiler

4 41972411 24 26
Dr. K. Rosenbaum, Padagogische

Hochschule ,.Dr. Theodor Neubauer™, Erfurt

4. a) Angenommen. es gibt cin Tripel (m,

x, ¥) mit den geforderten Eigenschaflen.

Dann gilt wegen (2) und x<0
x=23y—l1<(; (3)

wegen y >0 und ganzzahlig folgt daraus
yi=1 y,=2.
Durch Einsetzen 1n (3) erhalt man
Xi=—6, x,=—1.
Nach (1) 1st dann
15

ml _-2—, m2—4.

Also konnen hdchstens die Tripel (1—; — 6, l)

und (4, — 1, 2) Losung der Aufgabe sein.

b) Die Probe zeigt, daB diese beiden Tripel
das Gleichungssystem erftillen und die iibri-
gen geforderten Eigenschaften besitzen. Die
Losung der Aufgabe lautet: (]5. 6, l);
4, —1,2) N

Bemerkungen: Bei Aufpaben dieser Art miis-
sen grundsatzlich Analyse (a) und Synthese (b)
durchgefiihrt werden. Wihrend die Analyse
alle Tripel ergibt, die moglicherweise Losung
der Aufgabe sind, sondert die Synthese aus
diesen die Losung aus. In der vorliegenden
Aufgabe erfiillt jedes in (a) gelundene Tripel
alle gegebenen Bedingungen; jedes ermitlelte
Tripel 15t tatsdchlich Losung der Aulgabe.
Bei mehr als der Halfte der Schiiler, die diese
Aufgabe bearbeiteten, [ehlte der Teil b),
was Punktabzug zur Folge haben mulite.
Dipl.-Mathematiker Ingeborg Bartsch,
Universitat Rostock
5. Losungsvorschlag der Aufgabenkommis-
s1on:
O. B. d. A. geniigt es, drei Fille zu unterschei-

den: (1) A zwischen P und M,
(2) P zwischen 4 und M,
3) A=P
Im Fall 1 und 2 gilt
APMB=APMD (sws), also

+MPB= xMPD,

Im Fall 1 ist dies dasselbe wie
¥XAPQ = xAPT.

Im Fall 2 [olgt die letzte Gleichung ebenfalls,

und zwar durch Ubergang zu den Scheitel-

winkeln.

Daher gilt in den Fillen (1) und (2)
APAQ=APAT (wsw), also
AQ=AT, (1)

und diese Gleichung trilft auch 1m Fall 3 zu.

Der weitere Beweis verlduft [ir alle 3 Filie

gemeinsam.
Die Gerade g durch B, D 1st parallel zu g,
und g,. und es gt f_lﬁ? MC. Daraus [olgt
nach einem der Strahlensidtze

OB =BR. (2)
Aus (1) und (2) folgt nach Umkchrung eines
der Strahlensatze

AB| TR
und dann nqct_l einem der Strahlensitze
AB:TR=1"2.

Analog crhiilt man 4D | OS

und AD @.S:=1 ;2.

Die Seiten des Rechtecks EFGH sind folglich
parallel zu TR bzw. (8, und da diese Seiten
bzw. thre Verlangerungen durch Q. R, S, T
gehen. haben sie selbst die Langen TR bzw.

0S. also 2 4B bzw. 2AD.
>omit gill I,=4I,, d. h I,:1,=1:4.
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Bemerkungen: Der groBte Teil der Schiiler
versuchte ebenfalls mit elementaren geome-
trischen Mitteln — hidulig auch unter Aus-
nutzung der Symmetrie — die Aufgabe zu
losen. Krnitisch mul hierzu aber angemerkt
werden, dall mit diesen Mitteln sehr oft
umstindlich operiert wurde. Lediglich der
Schiiler Bernd Klipps erreichte auf diesem
Wege die volle Punktzahl. Einige wenige
Schiiler verwendeten zur Losung Methoden
der analytischen Geometrie: Legt man die
gesamte Figur in ein Koordinatensystem,
so kann man [tir die Geraden g4, g,, 2; und h,
die zupehorigen Funktionsgleichungen aul-

konnten eine vollstandige Fallunterschetdung
VOT WEISEI.

Die Punktverteillung sieht [olgendermafien
aus: 2 Schiler 7 Punkte, 9 Schiiler 6 Punkte,

47 Schiiler 5 bzw. 4 Punkte 25 Schiiler 3 bzw,
2 Punkte und 18 Schiiler 1 bzw. 0 Punkte. Die
Punktevertellung zeigt, dall diese Aufgabe
dazu beitrug, das Tetlnehmerfeld zu dilTe-
renziercn, d. h. cinen angemessenen Schwie-
rigkeitsgrad aufwies.
Dr.H. J. Sprengel, Padagogische
Hochschule ,,Karl Liebknecht” Potsdam

In diesemn Jahr erhielt nur emn Schiiler en
Diplom [ir die ausgezeichnete Losung einer
Aufgabe: |
Reinhard Illge, EOS ,.Juri Gagann®, flerms-
dorf (Bez. Gera). Er fithrte den 1m folgenden
cleganten Bewels:

|||||||||||||
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e R i =, e,

ghroe
......

e
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S T e R e oLy *tfﬁgﬁf%";‘m‘ __w.-; e
.: s Tk = o = e l._. il -\.-.-.:""" - 5
AR e b il., SR

e B N '_-_ - = "' ..\_ i)

6. Beweis: 1. Durch den inneren Punkt §

wird das Tetraeder ABCD in die vier Telil-
tetraeder ABCS, BDCS, ACDS, ABDS zer-
legt. Fiir das Yolumen ¥V =

ten Tetraeders gilt dann
V=WV +WV+1+V,.
wobel V=V pcs. Vo=
V,=V,,ps bedeuten.
Vs V3+ Vi

Al t—l =]
SO 18 V+V+V 7

Vipep dCs gesam-

VBDCS? V;i = VdCDS*

(1)

2° Es seien F bzw. E die FuBpunkte der Lole

von D bzw. § auf die Ebene durch A, B, C.

Das Volumen des Tetraeders ABCD bzw.

ABCS 1st
1

V=xf
3

. DF bzw. .. SE,

|
VIZEFA

stellen, mit diesen die Schniltpunkte R. 5, T obei F .5 den Flicheninhalt des Dreiecks

und Q berechnen, weiterhin die Punkte
E, F. G und H. Aus den Entlernungen der
Punkte E und F bzw. F und G erhilt man
dann schlieBlich das Verhaltnis I, : 1,. Nach
dieser Methode vorgehend, erhieltl als zweiler
Schiiler Martin von Mickwitz [ir. semne
Ldsung die volle Punktzahl. Den geringsten
Erlolg zeigte die Methode, mit Mitteln der
ebenen Trigonometrie die Losung zu gewin-
nen.

Der hauligste Fehler, der unabhangig von
war der,
dal} die oben dargestellte IFallunterscheidung
nicht gemacht wurde. Lediglich 15 Schiiler
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ABC bedeutet.
V, SE

(2)

Dann 1st

V DF

Die beiden Dreiecke AED'S und AFD'D
sind dhnlich, denn sie stimmen 1n zwel Win-
keln libercin:

XD'ES=-=XxD'FD und

*SD'E= xDD’F.
Folglich ist SE || DF,
und nach dem Strahlensatz gilt

" SE
SD' SE ()
DD DF
Wegen (2) und (3) st
L (4
|4 DD’
Analog [indet man
V, SA° V; SB V, SC ..
SIS Bt Aot (5),(6), (D)
V' AA" V BR V CC

Setzt man (4). (5), {(6) und (7) in (1) ein, so folgt
die Behauptung

—— -

SA'_SB' SC_ S _,
ii BB CC DD
Bemerkungen: 1. Der hier angegebene Lo-

sungswege wurde, oft in abgewandelter Form,

von den meisten Schiilern Zwel

gewithll.
Schiiler verwendeten das analoge Ergebnis
fur die Ebene als Ausgangspunkt ithrer Be-
trachtungen. Da dieses aber nicht als bekannt
vorausgesetzt werden konnte, sondern seiner-
scits bewiesen werden mulite, wurde die
gesamte Losung dann nur linger.

2. 13 Schiler erhielten fiir die Bchandlung
des Spcziallalles, dal das Tetraeder regel-
mafig und § der Schwerpunkt des Tetracders
1st. nur ¢inen Punkt.

Punkteverteilung fur dic Aulgabe
Punkte 7 6 5 4 3 2 1 O
Schiiler 13 71

943001

Dr. K. Rosenbaum, Padagogische
Hochschule ,,Dr. Theodor Neubauer*, Erfurt

Die Losungen zu den Aufgaben der Olym-
piadeklasse 11/12 werden 1in der Zeitschriit
~-Mathematik in der Schule®, Heft 12/72,
verolfentlicht, d. Red.

Mathematik und Russisch

"Ubersetzung des Aufgabentetls (Seite 102)

Ala Zwel DBruder kamen dariber ins
Gesprach. wieviel Geld sie gespart haben.
Der dliere sagt zum jiingeren: .. Gib mir
80 Kopeken, dann habe ich doppelt soviel
wie du.” Der jiingere dachte nach und-sagte:
,Nein, du hast ohnehin schon mehr Geld
als ich. Gib du mir lieber 80 Kopeken, dann -
haben wir beide gleichviel.” Wieviel Geld
hatte jeder von ihnen?

A4 Dic Tochler 1st 8 Jahre alt. 1hre
Mutter 38 Jahre. In wieviel Jahren wird dre
Mutter dreimal so alt sein wie die Tochter?
A3 4 Jascha geht (braucht) von zu Hause
bis zur Schule 30 Minuten, sein Bruder Petja
40 Minuten. Pctja ging 5 Minuten [ruher als
Jascha aus dem Hause. In wieviel Minuten
holt Jascha Petja ein?

A4 4 Der Durchmesser der durch die Ex-



piosion des groflern Tunguska-Meteoriten
verwustcten Taigafldche betrdgt 35 km. Wie
grob ist die versengie Taigaildche?

454 Wie kann man mit 4 geraden Linien
9 Punkie verbinden, die so angeordnet sind.
wie es aufl der Zeichnung dargestellt ist.
aber ohne den Bleistift abzuseizen?

AGA Zeichne jede der Figuren und zei-
lege s1e 1n 4 kongruente Teilfiguren!

A7Aa Eine Melone kostet 10 Kopeken
und noch den Preis einer halben Melone.
Wieviel kostetl sine Melone?

a8 4 Dieses Zifferbiatt solf in 6 Teile
beliebiger Form zerlegt werden, jedoch so,
dald auf allen Teilen die Summe der Zahlen
gieich Ist.

Die Gleichung %—- 1

.'-h
.L-

454 '‘kann man so

schreiben, daf alle zekn Ziffern Verwendung

finden, z B.; 1_ 2498

2 6970

Konnt tnr noch fipf

|

analoge Beispieie finden, wo der Bruch >

stehen kann?

Versucht, andere Beispiele zu finden, wo die
gleichen Briiche durch zehn verschiedene
Ziitern ansgedriickt werden kinnen, z. B.:

3 1485 . 1 35 48

Jer -
6 2979 2

L ——— -—. -

70 96

*7*83 Der Losungsweg ist folgender Ta-
belle zu entnehmen :

1. £Zanl: »

2. Zanl: 43

3. Zani; 23 eder 29

d Zahl: 2n+5

5. Zanl: 2n+T

& Zahl: 3m

Entweder 9n +40=175 oder Gn+46={75
On =135 Yrn=129

1= 15

Nicht 18shas, da 129 kein Vielfaches von 2

Herr Schulze tippie die Zahlen 135, 20, 23, 35,

17 und 45,

*7*864 Zeichnst man nach Ausfihizing
der E’onstruktioner'n dic Verbindungsgeraden
AB, AM und BM. so erhdlt man wegen
S'A M SB die gleichschenkligen Dreiecke

AAMS und AMBS, die cinander kongruent
sind. Deshalb gilt é,:S'MA-:-% - (180° — 44°)

=68" und soot ¥ AMB=136", Da £xAMB
(Zentniwinkel und < ACB (Peripheriewinkel)
doer der gemetnsamen Schne 4B stehen, gilt

_Lseo—6e
2 .

B4 865 Wirbezeichnen den Miuelpunkt der
Seite 4B mil M und die Linge der Seile CD
mil u. Dann gilt nach Voraussctzung
AM=MB=BC=CD=DA=a. "

Es sei aun 4, der Flacheninhalt des Trapezes
ABCUD.

Wir erhallen die Summe A4, der Flichen-

inhalte der drei Mondsicneln und dss Halb-

xreiscs anferhalb von AB, indem wir die
tlachemnhalte der vier Halbkreise iiber
BC.CD. DA und EF, dic samtiich den Durch-
messer ¢ haben, sowie den Flicheninhalt A4,
des Trapezes addieren und dann den Fli-

cheninhalt des Halbkreises iiber AB, der den
Drchmesser 24 hat, subtrahieren. Daber g

1 = 1l m.
ITé 2 ¥ 2 [

;-'ﬂ‘—:

E
A

E =M=

Ks gilt aiso A; =A,, d. h. der Flicheninhalt
des Trupezes ist gleich der Summe des
Flacheninhalte der drei Mondsicheln und des
Halbkreises unierhalb von AB.

3 4866 Bezeichnet man die MalBzahl der
Hichstgeschwindigkeit (in kni/h) mit x, so
gilt, da die mittlere Geschwindiekeit wihrend

~der ersten 18 min und wihrend der letzten

. . N
7 rain gleich 5 War,

LY :_3_6 .
ou 2 "7 60
alsc 18.r-f 72x+17x=1900-
i07x=228 ﬂﬂﬂ,

228 OGU:: 2 130.
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Die Hochstgeschwindigksit der TU 144 he-
trug also rund 2130 km/h. Diese Geschwin-
digkeit ist doppelt so grod wie die Schall-
geschwindigheit (1065 km/h in 15000 m

*_1900,

. et

—l

Hohe) und mehr als E-}jmai so grold wie die

y
Geschwindigkeit der bisherigen Passugier-
Nugzecuge (ctwa §00 km/h).

W8 8867 124 genau eine der drcl Auss
1), (2). (3) wabr ist. haben wir die ID'U:::]JLH
drel IFGile.zu unterscheiden: |
1. Fali: Dic Aussage (1) sel wahr.

Dann hat Sabine entweder ‘den Bali oder
das Sprupgseil Nun kana die Aussage (3}
héchstens dann falsch sein. wensn Szbine

¢

i}:l

das Sprutigseil nichtit hat. Also muf3 Sabine
den Bzll haben Damit die Aassagc (2) tat-
siichlich falsch ist, miillte auch Werner den
Ball haben. Das widerspricht aber der Vor-
aussectzung; daher kann dieser Fall nichi
cinireten. -

2. Fall: Die Aussage (2) sei wahr.

Dann hat Werner den Ball und Elke das
Sprungseil. Also mul} Sabine den Kréisel
haben. Pic Aussagen (1) und (3) sind daher
falsch. Es sind also bei dieser Yerteilung alle
Vorausselzungen erfiillt

3. Fall: Die Aussage (3) i wahr,

Da die Aussage (1) falsch ist. kat Sabine den
Kreisel. Werner xann daher nurden Ball oder

~das Sprungseil haben, und auch Elke kann

nur den Ball oderdas Sprunsseil haben. Da dic
Aussage (2) falsch ist, hat also Werner das
sprungseil, cder Elke hat den Ball Das trifft

~aber nur zu, wenn Werner das Sprungseil

und Elke den Bail hat. Bei dieser Verteilung
ist die Aussape (3) wahr und es sind aile
Voraussetzungen erliiilt. |

Aus der Untersuchungz der drei Fille ergibt
s:ch, dall nur der 2, und 3. ¥3ll eintretzn ko6n-
nen. In jedem Falle hat also Sabinc den
Kreisel

Aus der Untersuchung der drei Fille ergibt
sich. dal3 nur der 2. Fali eintreten kann. Daher
hat Werner den Ball, Elke das Sprungsei!
und Sabine den Kreisel.

W iedhd Essel ABC en gicichschenkliges
Dreteck mit ACE—-BIC, das die gelorderten
Eigenschaften besitzt, und es seien o, f, Y
die GroBen der Winkel dieses Dreiecks,
wobel ¢=f gilt {vgl. die Abb.).

Dann 1st ¢ = 180" — 2. und es gilt nach Vor-
auvsseizung y=n- 2z wobsi 1 eine von Null
verschiedenc natiirliche Zakl ist. Daraus

folgt 2ha=130°—Za,
2Un+ Doa=180",
907
o=
nt1

Nun ist 90 nur durch die folgenden ndtiir-
lichen Zahien tellbar:
1,2.3,3.6.9,10, 15, 18. 30. 43, 90.

Da dic MaBzahl des Winkels « cine ganze
Zahl und da n eine von Null verschiedene
netiivhiche Zahl ist. kann also n nur di¢ 1n
der folgenden Tabelle ang:,eULbencn Werte
annelimen, woraus sich dann jewetls die in
der Tabeile liir die Winkel 2, . v angegebenen
Werte crgeben. Andererseits sind {ur dicse
WinkelgroBen und nur [ir diese dic geforder-
ien Elgenschaffen erfiillt.

1 z—ﬁ '] nooox=ff 3

| 45" G()’ I4 6 163
2 30 1200 17 5° 170
4 18" i44 29 3 1747
> 15 150° a4 2 176°
& j0°  .160” 86 1 [78”
2. g 162°

115



*8¥865 Der Umfang eines Reifens von
28 Zoll Durchmesser betragt =-28 Zoll
und der Umlang eines Reifens von 26 Zoll
Durchmesser n-26 Zoll. Nun verhalt sich
der tatsichlich von dem Radfahrer zuriick-
gelegte Weg von x km zu dem von dem
Kilometerzihler angezeigten Weg von 50 km
wie der Umfang eines Reifens von 28 Zoll
Durchmesser zu dem Umlang eines Reifens
von 26 Zoll Durchmesser; denn jede Um-
drehung des Rades wird durch einen Stift aul
-das Zahnradwerk des Kilometerzahlers iiber-
tragen. Wir erhalten daher
x:50=mn"28:%m- 26, also
1_=50 - 28
* 26
Dic tatsdchiich von dem Radfahrer zurick-
gelegle Entfernung betrdgt also rund 53.3 km,
sic st um 3,8 km grofler als die von dem
Kilometerzihler angezeigte Entfernung.

= 53R,

*8*870 a) Von jedem der gepebenen 5
Punkte aus kann man jeweils genau 4 Strecken
ziehen, die diesen Punkt als Anfangspunkt
und einen der anderen Punkte als Endpunkt

haben. Insgesamt gibt es also 5.24—10

verschiedene Strecken, da bei dieser Betrach-
tung jedc Strecke doppelt gezdhlt wurde.

Nun gibt es zu jeder dieser 10 Strecken genau
3 Dreiecke. deren Eckpunkte der gegebenen
Punktmenge angehoren. Daber wurde aber
jedes Dreieck dreimal gezihlt; denn jede
Strecke kann dreimal als Seite eines Dreiccks
aultreten. Wir erhalten also insgesamt
103

3

gestellten Bedingungen entsprechen.

10 verschiedene Dreiecke, die den

nin—1)

b) .&na]og wi¢ oben erhalt man

verschiedene Strecken und
nin—1) n—=2 nn-1)(n-2)

2 3 6
Dreiccke, die den pgestellten Bedingungen
'cnlSprechen.

verschiedene

94871 Wir berechnen zunichst das Volu-
men des Stahlrohrs je 1 m Linge und erhal-
ten, da es sich um einen Hohlzylinder mit
einem duBeren Durchmesser vond, = 1,220 m,
einemn inneren Durchmesser von d, = 1,190 m
und einer Héhe von h=1 m handelt,

] 12
V=2 (d *-d?) h=7-(d +d;)(d, —d)) h

=-2- .2416-0.030 m3 ~0,05678 m?.

Die Masse des Stahlrohrs von 1 m Liange
betragt also |

m=V-p=0,05678 - 785 t= 04457 1.

Da die Linge der Fernleitung 850000 m
betrigt, werden insgesamt 0,4457 - 350000 ¢t
~ 379000 t Stahl benotigt.

WO a872 Es sei x eine solche Zahl. Dann

gilt  x*—x*=T2(x*+x), (1)
also (X% +x)(x®2—x)=72(x*+x),
(x*+x)(x*2—x—72)=0. (2)
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Diese Gleichung ist erfualll, wenn

x*+x=0, d b, x(x+1)=0, (3
oder wenn _
x> =-x~72=0. (4)
Nun hat die Gleichung (3) die Losung
x; =0, x,=—1. Ferner hat die quadratische
Gleichung (4) die Losungen
1 ft ., 1. 289 | 17
== -4+ NR=—t ==
X, 2+\/4+ 2+\/4 2+:2 9,
1 17
=———=—§,
*4737

Daher hat die Gleichung (i) gcnau vier reelle
Losungen, ndmlich

x,=0, x,=—-1, x3=9, x,=—8.

Daher gibt es genau vier reclle Zahlen, fur
die die gestellte Bedingung erfiillt ist, nam-
lich 0, -1, 9, —8&.

WO w873 Es seien x und y die Maf3zahlen
der Langen der Grundkanien (in cm) und
h=12 die MafBzahl der Lange der Hohe des
Quaders ABCDEFGH (vgl. die Abb.). Dann
oilt [ur die MalBzahl d;, der Diagonale BD
der rechteckigen Grundflache

d%=x*+ y*.

Ferner glt fir die Mallzahl d der Raum-
diagonale BH

d2=d?+h*=x*+y*+h>.

Wegen d=13 und h=12 erhalten wir daher
die Gleichung

x*+y*+122=13%  also

x2+y*=25. (1)
Da das Volumen des Quaders 144 cm? be-
trapt, gilt ferner

xy-12=144, also xy=12. (2)
Aus den Gleichungen (1) und (2) konnen wir
nun x und y berechnen. Wir erhalten aus (2)

wegen x 30 }'=-§ und durch FEinsetzen
in(l)

a s

x“‘—iﬁxl + 144 =90. (3)

Diese quadratische Gleichung fiir x* hat die
Losungen

, 25 [625
SRRy

B, \/49-25+1=16.

144

2 4 2 2
25 7
2 ~=9.
xz 7 g ]

Wegen x>0 und wegen (2) erhalten wir also
die beiden Losungen der Aufgabe

12 .
x1=4’ yl:::l': ’
12
3 Y 3

Durch die Probe uberzeugen wir uns davon,
daf3 [ir diese Werte auch die Gleichung (1)
erlullt 1st.

Der Quader. hat also Grundkanten mit den
Lingen 4 cm und 3 cm.

*9* 874 Um nachzuweisen, dall die Un-
gleichung (1) stets erfillt ist, gechen wir davon
aus, daB fur alle reellen Zahlen a und b stets
(@a—5b)*>20 " (2)
gilt, da das Quadrat einer reellen Zahl nicht
negativ ist Aus (2) folgt nun
a*—2ab+b*=0, also

a4+ b*=2ab. (3)
Wegen a >0 folgt hieraus, wenn man durch 4
dividiert,

bl
a+2-22b (4)

Ferner folgt durch Addition von a® auf beiden
Seiten von (4)

b"i
al+a+>- 22b+a*. also
a

(5)

Damit ist bewiesen, dall die Ungleichung (1)
fiilr alle positiven reellen Zahlen ¢ und b
erfiillt 1st.

Das Gleichheitszeichen gilt in der Unglei-
chung (2) und damit auch in den Ungleichun-
gen (3), (4) und (5), also auch in der Unglei-
chung (1). genau dann. wenn a—-b6=0, d. h,
a=>b gilt.

aa+ )+ -2 sa?
7|

*g*875 Es seien x, p bzw. z dic Langen
der von den Punkten A. C bzw. D aul die
Gerade BE gclillten Lote (vgl. die Abb.).
Dann gilt nach dem Strahlensatz

C

(1)
(2)

x:y=AE:EC=p:qg,
Y. z=B( B_D-=(r+s) LT,
Gesucht 1st das Verhaitnis
k=AS:SD=x:z. (3)
Nun lolgt aus (2) und (1) durch Multiplika-
tion. da alle Glieder in den Proportionen von
Null verschieden sind.

x p{r+s)
z  gr
Das gesuchie Teilverhiilinis ist also gleich

= Pr+s)

gr

Bemerkung: Im Falle p:g=1:1 und
r:s=1:1 sind dic Strecken AD und BE




Seitenhalbierende des Dreiecks ABC. Wir
erhalten in diesem Falle k=2 : 1. d. h.. zwei
Seitenhalbierende cines Dreiecks schneiden
sich so, daB die Teilstrecken sich wie 2 : 1
verhalten. Damit haben wir gleichzeitig einen
bekannten Satz der Geometrie bewiesen.

104 876 Wir fiihren den Beweis indirekt,

nehmen also an, daB je zwei beliebige unter
den 17 Punkten einen Abstand haben, der

groBer oder gleich %r ISt.

Es sel nun um jeden der 17 Punkite ein Kreis
mit dem Radius % gezeichnet. Dann haben
keinc zwei dieser 17 Kreise einen Punkt ge-
meinsam, well sonst der Abstand von zwel
Punkten kleiner als —;-r ware. Andererseits
liegen alle diese 17 Kreise mit dem Radius

ro. . . . .
5 im Innern emes Kreises mit dem Radius

r+£—ir

3 3
Daher st der Flicheninhalt dieses Kreises
mit dem Radius %r groler oder gieich der

Summe der Flicheninhalte der 17 Kreise mat

dem Radius%; es giit ﬁlso

2 2
x(ﬂr) gnn(f) .
3 3

16 r? 2—121'2 :

9 —9
was wegen 16 <17 und r>0 zu einem Wider-
spruch fiihrt.
Daher ist unsere Annahme falsch. und es gibt
unter den 17 Punkten stets zweil Punkte, deren

‘Abstand kleiner als %r 1st, w.z.b.w.

W 10/12 « 877 Es sei (x, y, z) eine reelle Lo-
sung des gegebenen Gleichungssystems. Dann
gilt wegen (3)

z(l+x)=14—x. (4)
Dabel 1st x # ~1; denn aus x= —1 wiirde

0=15 folgen, was micht mdoglich ist. Wir
" Gleichung (6) mit 3 multiplizieren.

ethalten daher aus (4)
14— x

—_ . 5
I+x ©)

Setzen wir diesen Wert in (2) ein, 50 erhalten

wir 14—x p(l4—x)
1+ x * 14 x
y+xy+14—x+1dy—xy=11+11x,
15y —12x=—-13,
_12x-3
15 - (6)
Setzen wir diesen Wert (1) ein, so erhalten wir
12x—3  (12x—-3)x '
T —+ T =19,
15x+12x—3 + 12x° — 3x =285,
12x2% +24x—288=0.
x?+2x—24=0.
Diese quadratische GGleichung hat genau zwei
reelle Losungen. namlich
Xy = —1+.\;‘"I—+~_2_¢f= 1 +3=4,
X+ | -5=-6.

>

¥+ 11.

Y

X+

Wir erhalten weiter aus (6)

4 — {(—6)—3
}.1_12 |45 3__3‘ }12_12 ( 15] =5
und aus (5)

, _lﬁl—-ﬁl-_:2 . = 1446
U144 1 2 1-6

Wir iiberzeugen uns durch die Probe davon.
daB das gcgebene Gleichungssystem tatsach-
lich die Losungen H

x;=4, y,=3 z;=2 und x,=—6. y,=—3,
z,=—4 hat;

wir erhalten ndmlich durch Einseizen in die

Gleichungen (1). (2). {3) die wahren Aussagen
44+3+4-3=19, —6—-5+(—06)(—35)=19,
34243-2=11, —-5—4+(-5(—-4)=11,
2+44+2-4=14, 4—-6+(—4)(—6)=14.

W 10/12 w878 siche Heft 6/92!

*10/12* 879 Es seien

x die Anzahl der Kugeln, die je 1 g wiegen
und je 4 P{ kosten,

y. die Anzahl der Kugeln, die je 4 g wiegen
und jc 9 Pf kosten,

z die Anzahl der Kugeln, die je 8 g wiegen
und je 12 Pl kosten,

u die Anzahl der Kugeln, die je 10 g wiegen
und je 18 Pf kosten.

Dann gilt, weil 100 Kugeln gekauft werden,

die zusammen 500 g wiegen und zusammen

1000 Pl kosten, |

x+ y+ z+ u= 100, (1)
x+4y+ 8z+10u= 500, (2)
4x4-9y+ 122+ 18u=1000. (3)

Aus diesem System von 3 Gleichungen mit
4 Variablen eliminieren wir zunidchst die
Vanable x. Aus (1)und (2) erhalten wir durch
Subtraktion

3y4+7z4+9u=400. - (4)
Ferner erhalten wir aus (1) durch Multi-
phkation mit 4

4x + 4y + 4z+4u=400, (3)
also aus (3) und (5) durch Subtraktion
S5y+8z+ 14u=600. (6)

Aus den Gleichungen (4) und (6) kGnnen wir
jetzt die Vanable y elimimicren. Wir erhalten,
wenn wir in der Gleichung (4) mit 5 und in der

15y4+35z+45u=2000,
15y+24z4+42u=1 800
und hieraus durch Subtraktion
11z+3u=200,
u=200; l lz‘ (7
Da 1 und z natirliche Zahlen sind, ergibt sich
aus der Gleichung (7), dal3 z nur gleich 1, 4.

i

7.10. 13 oder 16 sem kann. Wir erhalten dann
aus der Gleichung (7) u. aus der Gleichung (4)

400 — 7z~ 9u

¥ und aus der Gleichung (1)

x=100—y—2z—u.
Die folgende Tabelle zeigt die sich ergebenden
Werte:

z 7 y X
I 63 negativ
4 32 negatiy
7 4] negatiy
10 30 20 40
13 9 46 22
16 8 72 4

Die Werte der ersten drei Zeilen entsprechen
nicht den Bedingungen der Aufgabe Da-
gegen sind lur die Werte der 4.. 5. und 6. Zeile
die Gleichungen (1), (2) und (3) und damit die
Bedingungen der Aufgabe erfullt Es gibt
also die folgenden Moglichkeiten fiir den
Einkaul der Kugeln:
1. 40 Kugeln d. 1. Sorte, 20 Kugeln d. 2. Sorte.
[0 Kugeln d. 3. Sorte, 30 Kugeln d. 4. Sorte.
2. 22 Kugeln d. 1. Sorte, 46 Kugeln d. 2. Sorte.
13 Kugeln d. 3. Sorte. 19 Kugeln d. 4. Sorte.
3. 4 Kugeln d. 1. Sorte, 72 Kugeln d. 2. Sorte.
16 Kugeln d. 3. Sorte, 8 Kugeln d. 4. Sorte.
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., Wie oft hab ich dir schon gesagt, daB du das Treppen-
gelander nicht hinabrutschen sollst!*
Schiller Andrej Jendrusch, Glienicke b. Berlin

Wo steckt der Fehler?
J 29= 7,denn ./ 29=./25+ 4—/25+./ 4

o . =542=7
/100=14, denn ,/100=./64+36=./64 /36
L —8+6=14
J 50= 8,denn./ 50=/49+ =49}/ 1"
—74+1=8
J 90=12,denn ./ 90=./81+ 9=./81+./ 9
o . =943=12
J 15= 3,denn ./ 15=/16— 1=/16—/ 1
—4—1=3

Mathematikfachlehrer Joachim Kiihn,

: POS Lébejiin — Saalkreis
Labyrinth

Ein vierfaches Troja-Dhagramm, eingesandt von
Dr. Max Skalicky, Wien
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Kryptarithmetik -

abcd- -ed
e fff

ggegd
hddid

Wolfgang Riedel, TH Karl-Marx-Stad!,
Spezialkiasse 12

mathematics

1. This is a game for 2 people.

2. You need 16 counters.

3. Place the counters on the 16 squares of the board.
4, Object: to make your opponent take the last
counter.

5. Rules: each player in turn takes any number of
counters from any one row or column. Counters
cannot be removed if there 1s a gap between them in
the row or column.

BN
REEE

Aus einem englischen
Lehrbuch

— —l_-.
—1

Raosselsprung

Die Losung ist eine aus dem Mathematikunterricht
der Klasse 6 bekannte Definition.

Lehrerin Irmgard Trager, Dr.-R.-Sorge-OS Ebersbach b. Dobeln



Aus der heiteren Feder von IMO-Teilrehmern

® Was ist emne Gerade? — Der geometrische Ort aller
Punkte, die hintereinander liegen!

® Es ist die Linge einer Aschenbahn zu berechnen.

Lehrer: ,,Dabei vernachldssigen wir natiirlich die
Breite." |

Schiiler: ,,Dann gehen die Laufer wohl auf dem
Strich 7°°

@ Ein Punkt ist ein Winkel, dem man die Schenkel
ausgerissen hat.

Un-Zweck-Gerite

a) quergebalkter Rahmen

b) Zwillingsbolzen mit permanentem Drillingseffekt,
c) der doppelwindigen Allmutter

d) umsturzsichere Stehleiter
Sf i 324
Viadimir Rencin, Praha
-"'/1' pz(x:?) /ﬁ? J;/q/!‘;

' MJ&?)‘(
Eﬁ;—‘{‘-i z;7” 24ﬂ ry’é
Ao )P 1 2\/”3{4

Ao
K j]:%ﬁ'.“'ﬁ%‘f)fz}? Dna) |
A%y 1 M
Gaak ’iﬁ o)

!; e

VIE N

Logisch gedacht

Allgemeine Bemerkungen :

A. Jedes der 5 Hiuser, welches je einem anderen Besit-
zer gehort, 1st 1n einer anderen Farbe verputzt.

B. Jeder Hausbesitzer hat ein anderes Hobby.

C. Jeder Hausbesitzer front einem anderen Nahrungs—
und Genulimittel.

D. Jeder Hausbesitzer benutzt tiglich emn anderes
Verkehrsmittel, um zur Arbeit zu gelangen.

Um die* Aufgabe [6sen zu kdnnen, sind 15 Vorgaben
notwendig:

1. Der. Mann, der mit dem Motorrad zur Arbeit
fahrt, wohntin dem Haus mit dem Mann, der gern
reitet.

Da stehen 5 Hauser nebeneinander.

. Familie Anton sammelt Briefmarken.

Herr Schulz trinkt gern Wein.

Der Mann, der gern mit der Modelieisenbahn
spielt, benutzt tiglich sein Fahrrad.

Der starkste Raucher wohnt im mittleren Haus.
Der Benutzer der Eisenbahn nascht gern Konifekt.
Familie Meier wohnt in dem gelben Haus.
Familie Lehmann hat ein rot angestrichenes und
verputztes Haus.

10. Im griinen Haus wird gern Katfee getrunken.

11. Der Besitzer des gelben Hauses fahrt im Auto zum
Dienst.

o 00 N o

12. Familie Meier wohnt im ersten Haus.

13. Der Mann mit dem Hobby Fliegen wohnt neben
dem Autofahrer.
14. Herr Heinze [ahrt mit dem Autobus zur Arbeit.
15. Das grauve Haus steht (vom Losenden ’gesehen)
links neben gem grinen Haus.
Fragen:
1. Ist diese Aufgabe iiberhaupt l6sbar?
2. Wenn nein, welche Praposition mull durch welche
.ersetzt werden'?

i 3. Wer iBt gern Quarktorte?

4o

. Wer ziichtet Blumen als Hobby?

Dr. G. Blosfeld, Halle
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Mathematik einst

Aus dem Jahre 1790 ein Beispiel fiir die mathematische Ausbildung
an universititsvorbereitenden Schulen:

J. D. F. Wolff war dazu ausersehen, das Rektorat der Schule in
Saalfeld tm damaligen OstpreuBen zu iibernehmen. Den Nachweis
zy seiner Beldhigung mubte er in einer zweltagigen, mindiichen und
schriftlichen Priufung erbringen.

Uber den mathematischen Teil wird folgendes berichtet; zunichst
zum miindlichen:

LWiahrend er in der Arithmétik eine geniigende Sicherheit zeigte,
befand er sich in der Geometrie nur 1m Besitz der allerersten
Anfangsgriinde. Den Unterschied zwischen einem Zentri- und
Peripheriewinkel wuBite er wohl anzugeben, nicht aber den Beweis
dafiir zu hefern, daB einer der ersteren auf gleichem Bogen doppeit
so groB als einer der letzteren ist, und bedurfte er der Einhilfe beim
pythagordischen Lehrsatz.™

Uber die schriftliche mathematische Priifung heiBt es:

LAus der Arithmetik wurden ihm die Aufgaben gestellt:

1. Welches 15t die Sumnme von 4%, 2; 6% 8% und 3%?

und dieselbe auf 25ﬂ von 1thm angegeben, und

2. Es stirbl ein Schuldner, dem vier Kreditoren Geld geliehen
haben, nimlich der erste 1 000, der zwetie 800, der dritte 600 und
der vierte 450 Taler. Er hinterlift aber nur [ 3596 Taler, wieviel
wird ein jeder von dem gecliechenen Gelde wiederbekommen?
Die Antwort war: A. 560, B. 448, C. 336, D. 252 Taler.

Endlich wurde aus der Geometrie die Losung folgender Aufgaben
verlangt: |

I. Durch dre1 gegebene Punkte, die nicht tn gerader Lime liegen,
einen Kreis zu ziehen und

2. Zu zwel gepebenen Linien die dritte Proportionale zu finden.
Betde wurden mit Hinzufigung von Zeichnungen richtig gelost.™
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Der Kandidat wurde fir das Amt bestatigt, erhielt allerdings die
Mahnung zu fortgesetztem FleiB in der Latinitdt, Geschichte und

Geographie. Offenbar hatte er den Anforderungen in der Mathe-
matik geniigt. Eingesandr von Dipl.-Math. Ch. Pollmer, Dresden

Z.ehn mathematische Formeln, welche
die Gestalt der Welt verianderten
Im vergangenen Jahr gab das siidamerikanische Land Niceragua

cine Briefmarkenserie tiber die hauptsichhichsten Grundlagen der
Mathematik heraus. Aut der Riickseite der 42 mm x 31 mm grolien

=

Marken 1st jeweils ein eridufernder Text (in Spanisch) dargeboten.
Als Beispiel bicten wir den Inhalt der Marke von J. Napier:

Mit der Entwicklung des Logarithmus schenkte Napier der Well
eine bedeutsame Vereinfachung der Arithmetik. Sie erlaubt den
Menschen, zu multiphzieren oder zu dividieren einfach durch
Addition oder Subtraktion der Logarithmen der Zahlen und bedeu-
tet, dali diese und weit kompliziertere Operationen mit groben,
vielstelligen Zahlen schnell zu Ende gefiihrt werden kénnen. Die
Einfithrung des Logarithmus auf Gebieten wie der Astronomie und
der Navigation 1st bedeutungsvoll und vergleichbar dem revola-
tionierenden Computer-Verfahren von heute.

.i-
YNy
wn

= W
LR

e
i

ul L R el
L e ey Eom e e mw e
i R g,

i

S

ol A2 e L e
S ;.:i |H$FF'-;E-.-:-' ?TE}.::_ :' =
S ey, oo (TR o o



Importlieferungen aus der UdSSR fiir die DDR —

eine Grundlage fiir die sichere Versorgung
und die stabile Entwicklung unserer Volkswirtschaft

Maschinen, Anlagen und Rationalisierungsmittel
nchmen einen steigenden Anteil an den Importen aus
der Sowijetunion-¢ein. Im letzten Fiinfjahrplan bezog
unsere Republik beispielsweise

8 500 Werkzeugmaschinen

15800 Traktoren
6000 schwere Lastkraftwagen
450 Spezialbagger

Gegenwartig deckt die DDR z. B. ihren Bedarf an

E:jeilerz 2 gg é’ Im Rahmen des langfristigen Handelsabkommens fir
Wét] <tahl 40 t}f die Jahre 1971 bis 1975 wird die Sowjetunion aulBerdem
Zinkz 170 Vﬂ in gréBerem Umfang ..

. .. ° @ Mittel der elektrischen Datenverarbeitungs-
Primaraluminium technik
:nlf TE iy 4 ?13 ;//” ® Chemieanlagen

A0 “H 0 ® Diesellokomotiven

Baumwolle zu 835 ¥/ ~

- . . ® Ausriistungen fiir Wamme- und Kernkraft-
durch Importe aus der Sowjetunion.

werke
® clektronische Bauclemente
Allein 1966 bis 1970 licferte uns die Sowjetunion unter ® Diamantenwerkzeuge
anderem und andere wichtige Rationalisierungsmittel in die
37,5 Mio Tonnen Erdol DDR liefern.
-8 Mio Tonnen Koks |
12 Mio Tonnen Walzstahl Das vorlhiegende Material worde entnommen aus?,,Arbeitsmaterial
zur Direktive des VIII. Parteitages der Sozialistischen Einheitspartei
und Rohre Deutschlands zum Fiinfjahrplan fiir die Entwicklung der Volks-
6 Mio Tonnen Eisenerz wirtschaft der DDR 1971 bis 1975, herausgegében von der Partei-
[100 Prozent Fe| hochschule ,,Karl Marx™ beim ZK der SED, erschienen im Verlag
500000 Tonnen Aluminium Die Wirtschaft, Berhn. |
10,6 Mio Kubikmeter Holz Preis der Mappe 6,20 M geblockt einseitig bedruckt. Auf 62 Tafeln

wird mil mehrfarbigen Schaubildern und graphischen Darsteliun-

280000 Tonnen Zellulose gen die Direktive zum Funfjahrplan erliutert. Hervorragend fiir

410000 Tonnen Wolle Unterricht, auBleruntlerrichtliche Arbeit, insbesondere fiir Wand-
75000 Tonnen Wolle zeitungen geeignet.

Entwicklung des Aulien- 15,5
handelsumsatzes der
DDR mit der UdSSR

im Zeitraum

1950 bis 1970 10’6.
in Mrd. VM

Langiristiges Handelsabkommen
DDR-UdSSR 1966-1970

(vereinbart 60 Mrd. YM)

erreicht

65 Mrd. YM

1,5 davon -.
Maschinen und 23 Mrd. VM

Ausrustungen

1950 1955 1960 1965 1970



Mihaly Kovacs

Rechenautomaten
und logische Spiele

Ubersetzung aus dem Ungarischen

212 Seiten, 102 Biicier, 12cmx ]9 cm,
Broschur (cellophoniert) 8,00 M

INTERNATIONALES JAHR
DES BUCHES 1972

Der Autor will die Moghchkeiten, die der
Einsatz elektronischer Schaltungen -fiir die
Losung von mathematisclien vund logischen
Aufgaben bietel und die letzten Endes in der
EDV zum Ausdruck kommen, seinen Lesern
zuganglich machen. Es werden ' besonders

Arbeitsgemeinschaften und Bastelgruppen
angesprochen, die einfache elektronische Ge-

rite baven wollen, durch die logische Opera -
tionen realisiert werden. Das Buch wird aber
auch fiir alle die niitzlich sein, die sich beruf-
lich mit diesen Fragen beschiiftigen.
Leserkreis: Schiiler der 8. bis 12. Klassen der
polyiechnischen und erweiti:rten Oberschu-
len, Berufsschiiler, Fachschiiler, schulische
Arbertsgemeinschalten, Bastler |

Wo hat es so etwas schon gegeben: ein Buch,
nach dessen Instruktionen man sich Dwut-
zende verschiedener Computer selbst bauen
kann — Automaten, die tatsachlich allesamt
funhktionieren, mit denen man rechnen, Pro-
bleme simulieren oder einfach spielen kann.
Der ungarische Autlor hat sich zunachst das
Ziel geseizl, uns mit einigen Grundgedanken
uber die Beziehungen zwischen Mathematik,
Logik, Physik und Kybernetik zu konfron-
tieren. Getreu der alten Weisheit, dal} die
aktive Beschiftigung mit ewner Sache das
Verstindnis dafiir am besten fordert, emp-
fichit uns Kovacs gleichzeilig, diese Bezie-
hungen an selbstgebastelten, einfachen Ge-
riten zu iUberpriifen. Die gewichtige Bezeich-
nung Computer scheint 1m Zusammenhang
nmit diesen Apparaturen mitunter etwas hoch
gegriffen. Sie trifft aber, wenn wir es genau
bedenken, immer und ohne Einschrinkung
Zu.

Lediglich drei Potenliomeler, zwel zwel-
polige Umschalter, zwel stromquellen und

drer MeBinstrumente ergeben 1n sinnvoller

Kombination z. B. einen einfachen Analog-
rechner, mit dem wir bel beachtlicher Ge-
nauigkeit immerhin addieren, subtrahieren,
multiplizieren und dividieren kdénnen. Nicht,
weil wir anders nicht rechnen koénnten,
sollen wir uns den Automaten bauen, son-
dern weil wir auf diese Weise erstaunlich

leicht verstehen lernen, wie ein Analog-

rechner funktioniert.

Die andere groB¢ Gruppe, die Digitalrechner,
arbeitet nach einem etwas komplizierteren
Schema. Um es zu verstehen, bendtigt man

schon etwas mehr Theorie, die Kovacs auf .

rund 80 Druckseiten gekonnt darlegt. Er
beginnt mit ‘dem allereinfachsten Rechen-
system, dem System der Dualzahlen, Null ist
Null und ,, L 1st Eins. Wofiir wir von der
ersten Schulklasse an die Zifiern 1 bis 9 und
zusitzlich die 0 bendtigen, bewiltigt jeder
Digitalrechner viel schneller und sicherer
mit zwei Zeichen. Der Autor fihrt es ein-
drucksvoll vor. So nebenbei erkiart er noch,
was ein Multivibrator ist oder eine logische
Grundaperzition; er erlautert, wozu Speicher
und Zahlwerke, Lochkarten und -binder
erforderlich sind. |

Wenn wir das alles verdaut haben — und das
schaflft jeder, der die zehn Jahre Matne-
Unterricht in der Schule nicht geradc ver-

schlafen hat — diirfen wir endlich spielen:
mit Spielmaschinen. Kovacs zeigt uns in
Wort und Schaltbild, was wir zu tun haben.
Vielleicht spielen wir das aus Indien stam-
mende , Nim -Spiel? Auf dem Tisch liegt
ein Haufchen Streichhodlzer.

Die Spieler. nehmen immer dér Reihe nach

entweder 1, 2 oder 3 Holzchen weg. Verloren

hat, wer das letzte - Streichholz bekommt.
Es gibt verschiedene Versionen des Spiels.
Wenn der selbstgebastelte Computer mit-
spielt, pewinnt er immer. Wie¢ er das macht?
Wenn wir Kovacs’ Buch gelesen haben,
wissen wir es.

Wem das noch zu einfach ist, baut sich einen
Kartenspielautomaten oder eine ,,Wunder-
mithle”, mit der er etwas dhnliches wie das
bekannte ,,Miihle* spielen kann. Vielleicht
konstruiert er sogar ein einfaches Modell der
kiinsthichen Maus ,, Theseus, zur Zeit eine

Spitzenleistung - unter den kybernetischen
Maschinen.

) Giunter Heinze (aus JW)

VEB Fachbuchverlag Leipzig

Mit Zirkel
und Zeichendreleck

Figur 1: Vergleiche die schraflierte Fliche

(Rosette) mit der Quadratfliche (a=2r); -

F. 2: Berechne den Fl:}icheninhalt, der vier
Mondchen und vergleiche thn mut dem des

Quadrats. F. 3: Klappe zwei der in Figur 2
abgebildeten Mondchen nach 1mnen. Ver-
gleiche dic schrafhierte Fliche mit der Qua-
dratflache! F. 4: Vergleiche Figur 4 und 6!
F. 3: Vergieiche die schrafherte Flache mit
der nichtschraffierten! (LAsungen siche 6/72)

J. Lehmann
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