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Ist 11111111111 eine Primzahl?

( Mit einem unverdiffentlichten Manuskript von C. G. J. Jacobi)

Teil 2

Der Rechenkiinstler Z. Dase

Fiir viele zahlentheoretische Untersuchungen
ist es niitzlich, die Primfaktoren der natiir-
lichen Zahlen und die Primzahlen unterhalb
einer bestimmten Grenze zu kennen. Man hat
sich seit langem darum bemiiht, diese in Ta-
bellen zusammenzustellen. Bis um die Jahr-
hundertwende besaB man solche Faktoren-
taleln bis zur 9. Million einschlieBlich. Die
Faktorentafeln fiir alle Zahlen der 7., 8. und
9.Million mit den darin vorkommenden
Primzahlen wurden von Zacharias Dase
(23.6.1824 bis 11.9.1861) ermittelt. (Sie er-
schienen in drei Binden zwischen 1862 und
1865 in Hamburg.)

Bereits mit 15 Jahren trat Dase 6ffentlich als
Schnellrechner und Rechenkiinstler in deut-
schen Stiadten auf. In Wiesbaden multipli-
zierte er (im Kopf) eine 60ziflrige Zahl mit
einer anderen 60ziffrigen Zahl in 2 Stunden
59 Minuten. In Miinchen berechnete er die
Quadratwurzel aus einer 100ziffrigen Zahl
in 52 Minuten. Er ermittelte den Kreisumfang
cines Kreises mit dem Durchmesser 1 (also
die Zahl n) aufl 200 Dezimalstellen. Durch
sein Rechentalent und Zahlengedichtnis
wurde er bei allen 6ffentlichen Auftritten von
seinem Publikum staunend bewundert.

Dem ersten Mathematiker jener Zeit, Carl
Friedrich GauB (1777 bis 1855) in G6ttingen,
wurde die Hilfe des Rechenkiinstlers ange-
boten. Doch GauB, der selbst eine aufler-
gewohnliche vor allem durch die Beschafti-
gung mit der Zahlentheorie erworbene Re-
chenfertigkeit besaB, lehnte die Hille von
jemand, der bloB mechanische Rechenfertig-
keit besiiBe, entschieden ab.

In einem Brief an seinen Freund, den Astro-
nomen H. C. Schumacher (1780 bis 1850),
schrieb er: ,,Man muB hier zwei Dinge unter-
scheiden: ein bedeutendes Zahlengedichtnis
und eigentliche Rechnungsfertigkeit. Dies
sind eigentlich zwei ganz voneinander unab-
hingige Eigenschaften, die verbunden sein
konnen, aber es nicht immer sind. Es kann
einer ein sehr starkes Zahlengedéchtnis ha-
ben, ohne gut rechnen zu konnen... Umge-
kehrt kann jemand eine superiére Rechnungs-
fahigkeit haben ohne ein ungewdhnlich star-
kes Zahlengedichtnis. Das letztere besitzt
Herr Dase ohne Zweifel in eminentem Grade;

ich gestehe aber, daB ich darauf sehr wenig
Wert legen kann. Rechnungsfahigkeit kann
nur danach taxiert werden, ob jemand auf
dem Papier ebenso viel und mehr leistet als

-andere.*

Gefordert durch A. v. Humboldt (1769 bis
1859) konnte Dase seit Mitte 1846 [ir etwa

1 . . .
15 Jahre sein Talent fiir verschiedene wissen-

schaftliche Zwecke der Akademie der Wissen-
schaften in Berlin zur Verfiigung stellen. So
filhrte Dase Rechnungen [iir die Mathemati-
ker C. G.J. Jacobi (1804 bis 1851) und P. G. L.
Dirichlet (1805 bis 1859), fiir den Physiker
H. W. Dove (1803 bis 1879) und fiir den Geo-
diten J. J. Baeyer (1794 bis 1885) aus.

In diese Zeit fillt sicher auch Dases Erkennt-
nis, daB die Zahl 11111111111 keine Prim-
zahl ist. Sechs Stunden intensiven Kopf-
rechnens waren fiir ihn dazu n6tig. Welcher
Methode hatte er sich dabei bedient?

C. G. J. Jacobi

Diese Frage stellte sich auch der neben Gau3
groBte deutsche Mathematiker in der ersten
Hilfte des 19. Jahrhunderts, Carl Gustav Ja-
cob Jacobi. In Potsdam geboren, studierte er
in Berlin und wirkte dann als Mathematik-
professor in Konigsberg (Kaliningrad). Seit
1844 war er an der Akademie der Wissen-
schaften in Berlin titig. Zusammen mit
Dirichlet und dem Geometer J. Steiner (1796
bis 1863) entfaltete Jacobi hier eine mathe-
matische Titigkeit, die wiirdig die im 18. Jahr-
hundert durch G. W. Leibniz (1646 bis 1716),
L. Euler (1707 bis 1783), J. H. Lambert
(1728 bis 1777) und J. L. Lagrange (1736 bis
1813) begriindete Tradition fortsetzte. (Berlin
wurde wieder eine Hochburg der Mathema-
tik.) Jacobi starb in seinem 47. Lebensjahr.

In seinem NachlaB, der im Archiv der Aka-
demie der Wissenschaften der DDR in Berlin
aufbewabhrt ist, befindet sich unter zahlreichen
unverdllentlichten, meist unvollendeten Ma-
nuskripten eines, das der Frage nach dem
,»Geheimnis“ des von Dase erzielten Resulta-
tes iiber die Zahl 11111111111 gewidmet ist.
Auf dem Umschlag findet sich der Titel der

. . 101t —1
Arbeit: ,,Untersuchung, ob die Zahl

=11111111111 eine Primzahl ist oder nicht.
Ein Kuriosum, veranlaBt durch Dase.*

Die Idee fiir den Nachweis,
daB 11111111111 keine Primzahl ist

Gewisse Kunstgrifle, deren sich viele Rechen-
akrobaten bedienen, finden ihre Begriindung
in dem Fermatschen Satz (A3, siche 1. Teil):
Ist p eine Primzahl und a eine natiirliche
Zahl, so ist stets a” —a durch p teilbar. Hier
wird nur der Spezialfall a=2 gebraucht: Ist p
eine Primzahl, so 1Bt 27 durch p dividiert den
Rest 2. Wenn somit (fiir eine natiirliche Zahl
n) 2" durch n dividiert nicht den Rest 2 14d8t,
so ist n keine Primzahl.

Dieses wird fiir n=11111111111 gezeigt.

Es soll die Methode zunéchst [iir n=111 be-
schrieben werden. (Es kommt uns dabei nicht
darauf an, auf diese — fiir 111 umstandliche —
Weise zu zeigen, daB 111 keine Primzahl ist,
das ist offensichtlich — 111 ist durch 3 teilbar,
vielmehr soll die Methode an dem Beispiel
n=111 verstandlich gemacht werden.)

Wir benutzen dabei die folgenden zwei Aus-
sagen I und II.

I. Der Rest eines Produktes bei der Division
durch n ist gleich dem Rest des Produktes der
Reste der einzelnen Faktoren bei der Division
durchn.

Beispiele: n=11. Gesucht ist der Rest des
Produktes 13-15-17-19 bei der Division
durch 11.

Die Reste der Faktoren 13, 15, 17 bzw. 19
sind 2, 4, 6 bzw. 8. Der Rest des Produktes
2-4-6-8 der Reste der Faktoren ist 10.
Dies ist auch der Rest von 13-15-17-19 bei
der Division durch 11.

Beweis von 1.: Es sei a=a, a5 ... a, das ge-
gebene Produkt. Haben die Zahlen 4y, a,,
..., G die Reste ry, 7y, ..., rp, 0<r;<n, ...,
0<rn<n) bei der Division durch n, so gilt
ay=qn+ry, a2=qan+rz ..., Gn=quh+rm
(mit natiirlichen Zahlen gy, ..., g»). Daher ist
a; a ... G, die Summe eines Vielfachen von
nundryry...r,:

a=a,az ... an=qn+ryr; ... r, Ist der Rest
vonry ry ... r, bei der Division durch n gleich
r (0<r<n), so wird ry r; ... rp=g'n+r (mit
einer natiirlichen Zahl ¢4') und damit
a=(q+q)n+r,d.h. rtatsichlich der Rest von
a bei der Division durch n.

IL Ist r der Rest der Zahl 2%* bei der Division
durchn (0<r <n), so ist der Rest von 22*" " bei
der Division durch n gleich dem Rest von r? bei
der Division durch n.

Beispiele: 22% 28 =256 I4Bt bei der Division
durch 11 den Rest 3 (256=23-11+3). Der
Rest von 22* =216 (=65536) ist 32=9. Der
Rest von 22° =232 (=4294967296) ist gleich
dem Rest von 9% =81 bei der Division durch
11, d.h., er ist 4. Der Rest von 22°=254 jst
gleich dem Rest von 42 =16 bei der Division
durch 11, d.h,, er ist 5.

Beweis von 11.: Die Behauptung folgt aus
22! =22k2=(22k)z und aus I. (angewendet
auf die zwei gleichen Faktoren 22").

Wir zeigen nun, daB 2''! bei der Division

121



durch 111 den Rest 8 (also nicht den Rest 2)
14Bt.

Esist 111=26+254242242+1;

daraus folgt

9111 928 525 923 522 521 520

Mittels der Aussage 11 erhilt man unschwer
die Tabelle 4. Aus ihr ergibt sich (mittels der
Aussage I) der Rest von 2! als Rest von
2-4-16-34-7-19beider Divisiondurch 111,
und dieser ist 8 (Tabelle 5).

Jacobis Manuskript

Nach diesen Vorbereitungen ist es nicht
schwer, die Ausfithrungen Jacobis zu verste-
hen. Der Text des nachgelassenen Manu-
skripts (Jacobi-NachlaB 1I/27m, Archiv der
AdW der DDR) lautet [Ziffern in eckigen
Klammern verweisen auf die nachfolgenden
Anmerkungen]:

Untersuchung, ob die Zahl 11111111111
eine Primzahl ist oder nicht

Wenn 2" durch N dividiert nicht den Rest 2
14Bt, so ist N keine Primzahl. Setzt man N
durch Addition aus Potenzen von 2 zusam-
men, so hat man, um diesen Rest zu finden,
nur nach und nach die Reste der Zahlen von
der Form 22" zu suchen und diese mit-
einander zu multiplizieren. Man wird daher
zu wiederholten Malen eine Zahl zu quadrie-
ren, das Quadrat durch N zu dividieren, den
Rest wieder zu quadrieren, das Quadrat
durch N zu dividieren, den Rest zu quadrie-
ren haben u.s.1.
Bei der graden Leichtigkeit, mit welcher
Hr. Dase diese Operationen ausfiihrt, konnte
er in 6 Stunden erkennen, dafl die Zahl
10t —1

9
hierzu nétigen Rechnungsresultate hersetzen,
wie sie von Herrn Dase im Kop[ gefunden
sind.
Wenn man nach und nach die moglichst
hochsten Potenzen von 2 so lange addiert,
aber ihre Summe kleinerals N=11111111111
bleibt, so erhilt man [1]:

keine Primzahl ist. Ich will alle

23="8589934592
2= 21
107 ..
228 = 26
1100 ..
238 67
1107
223 33
11106
222 41 ..
111107 ...
28 = 26
1111009 ...
217= 13 ..
11111104 ...
212= 40 ..
11111108 ...
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k Rest von 22" bei der Division durch 11 Quadrat des Restes
0 2 4
1 4 16
2 16 256
3 34 1156
4 46 2116
5 7 49
6 49 —
Tabelle 4
Zahl Die Zahl hat denselben Rest bei Rest bei der Division
der Division durch 111 wie die Zahl | durch 111
2-4 2-4 8
2:4-16 8-16 17
2-4-16-34 17-34 23
2-4-16-34-7 23-7 50
2-4-16-34°7-49 50-49 8
Tabelle 5
21t = 20 .. einander multipliziert werden, indem man
11111110656 nach jeder Multiplikation wieder den Rest
28 = 256 nimmt, welchen das Produkt durch N divi-
11111110912 diert 14Bt.
27 = 128 Diese Produkte und Reste gibt das folgende
40 Schema:2 s
2 = 6 4 2 W= 349 ..
2% = 73 ..
...04 288
22 = 4 51129
.. 08 2= a4
2! = 2 19 .. T
.10

Man hat daher
i
=233+231+228+226+225+222+218
+2'7 4212421 428 4274264224 2!
+2°
Es folgen jetzt die Reste R, welche die Zahlen
22" von 2% an durch N dividiert lassen:
neben jedem steht sein vollstindiges Qua-
drat Q. Den Rest, welchen dasselbe durch N
dividiert laft, gibt das nachstfolgende R.*
(* Herr Dase ging hierbei von dem Werte
264184467 ... aus, welcher durch 111 ...

- dividiert den Quotient 166 ... mit dem Rest

722 ... gibt) [2]

Die noch iibrige Rechnung besteht darin, daB
die Reste, welche die Potenzen 22%, 22“, etc.
durch N dividiert lassen, nach und nach mit-

1496324899 [3]

Man sieht daraus, daB fuir N=11111111111
2¥_1 durch N dividiert nicht den Rest 1,
sondern den Rest 14966324899 [3] 14Bt, und
daher 11111111111 keine Primzahl ist.

Ich bemerke noch, daB fiir die hier betrach-
tete Zahl 11111111111 die Divisionen sich
auf eine einfache Addition und Subtraktion
reduzieren. Denn, da 10!! durch dieselbe
dividiert den Rest 1 140t [4], kann man, wenn
man bloB den Rest wissen will, den eine durch
11111111111 dividierte Zahl liBt, von der-
selben die auf die ersten 11 Stellen folgenden
abschneiden und zu der iibrigbleibenden Zahl
addieren. [5]

Tabelle 6
n R Q
6 7227352390 52234622569238712100
32 9765068 449 95356561813655265601
33 3497720108 NB. Hier keine Zahl.




Bei der ersten zu dividierenden Zahl [6]
18446744073709551616 hat man auf diese
Weise
73709551616
+ 184467440

73894019056
— 66666666666

Rest 7227352390, wie oben.

L[7)

Anmerkungen

[1] Im Manuskript sind die fehlenden Ziffern
nicht angegeben. Man vergleiche das Ergebnis
mit der Tabelle 7 der Potenzen von 2.
[2] Inder Tabelle 8 sind die Reste der Zah-
len 22" fiir n=0, 1,2, ..., 33 angegeben.
[3] In der Tabelle 9 sind die Reste ange-
geben. Wir erhalten abweichend von Jacobi
2992649798 als Rest von 211111111111 hej
der Division durch 11111111111,
Die Werte in den Tabellen 8 und 9 wurden
freundlicherweise von Herrn Arlt aul einer
EDVA im Rechenzentrum der Sternwarte
Babelsberg errechnet.
[4] 10''=9-11111111111+1
[5] Diesen Rechenvorteil kann man auch
bei den Divisionen durch 11, 111, 1111, ...
anwenden.
Dazu einige Beispiele: Es soll der Rest von
5123 bei der Division durch 11 bestimmt wer-
den. Esist 102=9-11+1,d.h. 102=100 148t
den Rest 1, folglich 200 den Rest 2, ..., 5100
denselben Rest wie 51. Man hat fir 5123 den
Rest 8:
23
+51
T4
—66 (=6-11)
Rest 8
(In der Tat, es ist 5123=465-11+8.)
Es soll 'der Rest von 12345678 bei der
Division durch 111 bestimmt werden. Es ist
1000=103=9-111+1, d.h, 1000 liBt den
Rest 1, folglich 12345000 denselben Rest wie
12345. Man hat fiir 12345678 den Rest 36:
12345
+ 678
13023
—12987 (=117-11)
36
(In der Tat, es ist 12345678=111222-111
+36.)
Als Rest von 13023 bei der Division durch 111
ergibt sich 36:
13
+23
T 36
(6] 926 _ 964 _ 232932 _
18446744073 709551 616.
7] J. - Kurzzeichen fiir ,Jacobi* (Unter-
schrift).

Weitere Primzahlzerlegungen

Die Zahl 11111111111 ist also keine Prim-
zah). Ihre Primzahlzerlegung ist
21649 - 513239,

Tabelle 7 (Potenzen 2* von 2) Tabelle 8
k 2k n Reste von 22" bei
der Division
durch 11111111111
0 1 0 2
1 2 1 4
2 4 2 16
3 8 3 256
4 16 4 65536
5 32 5 4294967296
6 64 6 7227352390
7 128 7 3094391659
8 256 8 6051191545
9 512 9 3534545105
10 1024 10 10515502227
11 2048 11 9369939622
12 4096 12 9692349458
13 8192 13 5821199033
14 16384 14 4361220893
15 32768 15 11063253259
16 65536 16 7331410141
17 131072~ 17 539580072
18 262144 18 9657992206
19 524288 19 7645070126
20 1048576 20 9819904626
21 2097152 21 9144949589
22 4194304 22 8409792173
23 8388608 23 4870419084
24 16777216 24 9584164432
25 33554432 25 4976889 147
26 67108864 26 3996304087
27 134217728 27 377052477
28 268435456 28 3746590548
29 536870912 29 1169976378
30 1073741824 30 2869465109
31 2147483648 31 739609070
32 4294967296 32 9765068449
33 8589934592 33 3497720108
Tabelle 9
Zahl Rest bei der
Division durch
1111111
22 2=r,
re o224 8=r,
rp 22 128=r,
ry -22° 2878883707 =r,
re 2% 8038661628 =r5
In der Tabelle 10 (nach S. Rasch, Bild der rs -22° 10289303406 =r¢
Wissenschalt, Heft 12, 1977), deren Zahlen- re 22" 956387382 =r,
werte ebenfallg mit Hilfe des Computers ge- re .g2t? 1436213141 =rg
funden wurden, werden abschlieBend die re -22%7 1146986783 =r,
Primzahlzerlegungen der nur aus der Ziffer 1 re - 22'® 10709789192=r,,
(bis zu 33ziffrigen) natiirlichen Zahlen an- rio- 2% 40043007 =r,
gegeben. Als Primzahl erweisen sich darunter rigc 2::: 6953537925=r,,
. . 101%—1 . rig-22 6842661773=r,5
nur die 19ziffrige Zahl 9 und die ris- 22:: 1102797701227,
s 1023 -1 ryq-2? 10797151647 =r, s
23ziffrige Zahl ris- 5233 2992649798
H. Pieper
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Anzahl der Ziffern Zahl | Primzahlzerlegung

1

2 11 |11

3 111 | 3-37

4 1111 | 11-101

5 11111 | 41-271

[ 111111 | 3-7-11-13-37

7 1111111 | 239-4649

8 111111 | 11-73-101-137

9 111111111 | 3-3-37-333667

10 1111111111 | 11-41-271-9091

11 11111111111 | 21649-513239

12 1ir11aateaat | 3-7-11-13-37-101-9901

13 1111111111111 | 53-79-265371653

14 T111111111111 | 11-239-4649-909091 .

15 1111111111111 | 3-31-37-41-271-2906161

16 [rii11atee1a11n | 11-17-73-101-137-5882353

17 T11111111 1 L1111 | 2071723-5363222357

18 111111111111111111 | 3-3-7-11-13-19-37-52579-333667

19 IIT1LIT LIt frarnraeaaateannn

20 T1111111811211111111 | 11-41-101-271-3541-9091-27961

21 T111 1111111111111 | 3-37-43-239-1933-4649- 10838689

22 (1111111111111 | 11-11-23-4093-8779-21649-513239

23 il aantee jraretnneanttneean

24 iredatatatagan | 3-7-11-13-37-73-101-137-9901 - 99990001

25 1ttt ettna1aatatatan | 41-271-21401-25601- 182521213001

26 11111111111111111111111111 | 11-53-79-859-265371653- 1058313049

27 1ttt erantaaeantanan §3-3-3-37-757-333667-440334654777631

28 1111ttt a11eea1ntan | 11-29-101-239-281-4649-909091 - 121499449

29 1110t inaranrntntir | 3191-16763-43037-62003- 77843839397

30 frreinaaaaraeaaaa eeia1a1ay | 3-7-11-13-31-37-41-211-241-271 - 2161 -
9091-2906161

31 TIARIT1 0L 1012111100111 | 2791-6943319-57336415063790604359

32 f 1ttt nteeiiad J11-17-73-101-137-353-449-641- 1409-
69857-5882353

33 11ttt it | 3-37-67-21649-513239-1344628210313298373

Tabelle 10

Der alpha-Club der J.-Schehr-OS Leipzig
(Leitung: J. Lehmann, Chefredakteur alpha)
auf dem Pressefest der Leipziger Volkszeitung

in Aktion. Uber 2000 Schiiler (oft gemeinsam
mit ihren Eltern) beteiligten sich an der Wis-
sensstrafie Mathematik (siche Foto).

Eine Aufgabe von
Prof. Dr.

Carl Gustav Jacob
Jacobi

Mitglied der Preufischen Akademie
der Wissenschaften in Berlin

Der 10. Dezember dieses Jahres ist der
175. Jahrestag der Geburt dieses bedeutenden
Mathematikers. (In Heft 1/80 veroffentlichen
wir eine umfassende Biographie.)

Als Quelle fiir diese Aufgabe wurde eine bisher
unverdffentlichte Arbeit von C.G.J.Jacobi
benutzt, deren Manuskript Jacobi nach No-
vember 1850 angefertigt hat, deren Titel
,Uber die Bestimmung der Anzahl der Prim-
zahlen, welche es bis zu einer gegebenen
Grenze gibt” lautet und die sich im Jacobi-
NachlaB des Archivs der Akademie der Wis-
senschaften der DDR befindet.

A 1908 A a) Wieviel Zahlen gibt es unter
den natiirlichen Zahlen von 1 bis 250, welche
durch keine der Primzahlen 2, 3, 5, 7 teilbar
sind?

b) Wieviel Zahlen gibt es unter den natiir-
lichen Zahlen von 1 bis 10000, welche durch
keine der Primzahlen 3, 11, 4001 teilbar
sind?

c) Es seien a, b, ¢, ... p beliebige voneinander
verschiedene Primzahlen und N =1 eine na-
tiirliche Zahl. Bestimme die Anzahl derjeni-
gen unter den natiirlichen Zahlen von 1 bis N,
welche durch keine der Primzahlen g, b, c, .. .,
p teilbar sind!

Hinweis: Benutze, daB die Anzahl der Zahlen
bis N, welche durch eine Zahl k teilbar sind,

dem Bruch % oder der nichst kleineren gan-

zen Zahl gleich ist!
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Aufgaben
1. Seien p und g natiirliche Zahlen, so daB
1 1 1 1

Py Lyl i

PR A B A (T RN ETT)
gilt. Man beweise, daB p durch 1979 teilbar
ist. (6 Punkte)

2. Gegeben sei ein Prisma mit den Fiinfecken
A1A3,A3A4As bzw. B, B,B3B4B;s als Grund-
bzw. Deckfliche. Jede Seite der beiden Fiinf-
ecke sowie jede Verbindungsstrecke A;B; fur
allei,j=1, 2, ..., 5 sei entweder rot oder griin
gefarbt. Jedes Dreieck, dessen Ecken Eck-
punkte des Prismas sind und dessen drei
Seiten gefarbt sind, hat zwei Seiten verschie-
dener Farbe.
Man zeige, daB alle 10 Seiten der Grund- und
Deckfliche die gleiche Farbe erhalten.

(7 Punkte)

3. In der Ebene seien zwei sich schneidende
Kreislinien k,, k, gegeben. 4 sei einer der

Zwei Massenpunkte Py bzw. P, bewegen sich
mit konstanten Geschwindigkeiten im glei-
chen Drehsinn auf k, bzw. k. Sie beginnen
gleichzeitig in A und treffen nach einem Um-
lauf wieder gleichzeitig in A4 ein.
Man zeige, daB es einen [esten Punkt P in der
Ebene gibt, fiir den in jedem Zeitpunkt der
Bewegung gilt:

PP,=PP,. (7 Punkte)
4, Gegeben seien ein Punkt P in der Ebene n
und ein Punkt Q auBerhalb der Ebene .
Bestimme alle Punkte R der Ebene =, fiir die
der Quotient

QP+PR

ein Maximum ist! (6 Punkte)

5. Man bestimme alle reellen Zahlen a, fiir die
es nichtnegative reelle Zahlen x,, x,, x3, x4,
xs gibt, die den Bedingungen

5 5
Z ix;=a, Z iax,-=a2
i=1 i=1

6. Es seien A und E zwei gegeniiberliegende
Eckpunkte eines reguldren 8ecks. In A4 sitzt
ein Frosch. Von jeder Ecke des 8ecks, mit
Ausnahme von E, darf er jeweils zu einer der
beiden Nachbarecken hiipfen. Sobald er die
Ecke E erreicht hat, bleibt er dort sitzen. Es
sei a, die Anzahl der unterscheidbaren Wege,
die Ecke E von der Ecke A aus in genau n
Spriingen zu erreichen.

Beweise. daB fiir n=1, 2, 3, ... gilt:

(" =yTh,

A2n-1=0, aza=—"
V2

wobei x=2+}/2 und y=2—]/§ ist!
Bemerkung: Ein Weg aus n Spriingen ist eine
Folge (Po, Py, ..., P,) von Eckpunkten, so da
0] Po=A4, P,=E,
(ii) fiir alle i mit 0<i<n—1ist P; von E
verschieden,
fiir alle i mit 0Lign—1 sind P; und
P; .1 benachbarte Eckpunkte.

(7 Punkte)

(ifi)

Zur DDR-Mannschaft gehorten Bernd
KreuBler und Frank Eisenhaber von der
Spezialschule Mathematik/Physik der Berli-
ner Humboldt-Universitit, Thomas Gunder-
mann (2. Preis) von der EOS H. Pistor Sonne-
berg, Lutz Dietrich (2. Preis) aus der Spezial-
klasse der TH Karl-Marx-Stadt, Uwe Szyszka
(3. Preis) von der EOS Friedrich Engels Neu-
brandenburg, Steffen Zopf von der EOS Karl
Marx Leipzig, Bodo Heise (3. Preis) von der
F.-J.-Curie-OS Gorlitz sowie Andreas Kas-

beiden Schnittpunkte. und Zs: i*x;=a® geniigen. (7 Punkte) parek von der ABF Walter Ulbricht Halle.
i=1
Teilnehmerland erreichte Punkte insgesamt 1. Preis 2. Preis 3. Preis
Usterreich 20 23 13 16 21 15 19 25 152 4
Belgien 3 3 22 6 2 6 7 17 66 1
Bulgarien 9 20 23 24 24 23 5 22 150 5
Brasilien 5 5 2 4 3 - - - 19
Kuba 10 5 11 9 - - - - 35
CSSR 16 20 24 17 23 40 12 26 178 1 0 4
BRD 21 14 35 27 39 30 34 29 235 1 5 1
DDR 33 13 31 20 19 19 26 19 180 2 2
Frankreich 14 12 15 19 37 11 28 19 155 1 1 1
GroBbritannien 23 23 34 30 32 34 21 21 218 4 4
Griechenland 6 2 7 6 7 5 3 21 57 1
Ungarische VR 15 20 16 18 34 22 17 34 176 2 2
Israel 13 4 28 16 11 20 12 15 119 2
Niederlande 22 10 17 18 11 8 11 33 130 1 1
VR Polen 13 9 8 24 21 29 29 27 160 2 3
SR Ruminien 35 23 17 33 32 28 39 33 240 1 3 2
Schweden 14 10 17 29 13 22 9 29 143 2 1
Finnland 16 18 14 1 4 6 7 23 89 1
UdSSR 19 27 35 34 36 40 36 40 267 2 4 1
USA 17 9 27 17 39 24 32 34 199 1 2 2
SR Vietnam 32 29 33 40* — - - - 134 1 3
SFR Jugoslawien 13 27 13 11 23 26 24 35 172 1’ 4
Luxemburg 7 - - - - - - - 7
* Ein Schiiler der vietnamesischen Mannschaft erhielt 8 32 42

einen Sonderpreis fiir die elegante Losung der Aulgabe 3.
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Wir arbeiten
mit Mengen

Teil 3

Weitere Arten von Abbildungen

Es gibt noch weitere Arten von Abbildungen:
So liegt z. B. eine Abbildung von M, in M,
genau dann vor, wenn Vb=M, und NbcM,
ist; es liegt eine Abbildung aus M, auf M,
genau dann vor, wenn VbcM,; und Nb=M,
ist. An der Abbildung F, erkennen wir, da
Peter nicht nur das Bohnern, sondern auch
das Heizen erledigt. Ihm ist also nicht genau
eine Arbeit zugeordnet; er erledigt zwei Ar-
beiten. Gisela hingegen geht nur einkaufen
und bekommt keine weiteren Aulftrige; ihr
ist genau eine Arbeit zugeordnet.

Mit Hilfe dieses Beispiels werden wir be-
stimmt nachstehende Definition erfassen, die
eine besondere Eigenschaft von Abbildungen
widerspiegelt:

Wenn jedem Urbild genau ein Bild zugeordnet
ist, so liegt eine eindeutige Abbildung vor; und
Jjede eindeutige Abbildung heiBt Funktion.

F, ist also keine Funktion. Auch F, ist keine
eindeutige Abbildung. In F; ist Peter nicht
genau eine Arbeit zugeordnet, und in F sind
Vater und auch Mutter jeweils nicht genau
eine Arbeit zugeordnet.

'F, ist demzufolge eine nicht eindeutige Abbil-
dung von M, auf M,;

F, ist eine nicht eindeutige Abbildung aus
M, in M,. Von jeder Abbildung F 148t sich
eine Umkehrabbildung F~! bilden.

Das geschiebt, indem man die ,,Glieder* in
allen geordneten Paaren vertauscht. Aus
[a;b] wird [b;a].

Bei der Pfeildarstellung erhalten, alle Pfeile
den entgegengesetzten Richtungssinn, oder
wir vertauschen die Anordnung der Mengen
M, und M,.

Fiir unser praktisches Beispiel F; heiBt die
Frage:,,Was erledigt Vater 7 Antwort: ,,Dem
Vater wird das Heizen zugeordnet.“ usw. Fiir
die Umkehrabbildung F,~! heiBt dann die
Frage: ,,Wer heizt?‘; Antwort: ,Der Arbeit
,Heizen‘ wird der Vater zugeordnet.” usw.

Es ist also F,~'={[f;m], [w;I], [b;P],
[e:H], [ V], [p:G]. [w: V], [k: M]).

Pleildarstellung von F, ~!:

entweder: oder: ]
M, My M, M,
14 f S 14
M w w M
I b b 1

G e e G
P h h P
H p P H

u u
Bild 4a K K Bild 4b

Wenn eine Abbildung F eindeutig und ihre
Umkehrabbildung F~' ebenfalls eindeutig

‘ist, so heiBt F eine eineindeutige (oder ein-

deutig umkehrbare) Abbildung.

Eine Funktion f besitzt demnach eine Um-
kehrfunktion f~! genau dann, wenn f ein-
eindeutig ist.

Wir wollen an zwei Beispielen die weiteren
Arten und Eigenschaften von Abbildungen
darstellen und erldutern:

1) Gegeben seien die Mengen A ={1,2,3} und
B={4,5,6} und die Abbildung F3={[1;4],
[2:4], [3;5]}-

Pfeildarstellung:
F3
A B o
1 Y
2 5
3 6

F ist eine eindeutige, aber nicht eineindeutige
Abbildung von 4 in B. Es gilt: Vb={1,2,3};
Nb={4,5}; Vb=A; NbcB.

F3 -1

W N
- VRN

F3~1ist nicht eindeutig, weil dem Element 4
nicht genau ein Element, sondern die Elemen-
te 1 und 2 zugeordnet sind.

2) Gegeben seien die Mengen A ={1,2,3} und
B={4,5}.

Die Abbildung Fs={[1;4], [2;5]} ist eine
eineindeutige Abbildung aus A auf B, denn es
gilt: F, ist eindeutig und auch F,~ ! ist ein-
deutig, wie die folgenden Pfeildarstellungen
anschaulich zeigen:

FA F4 =
A B A B
T 4 1 )
2 5 2 5
3 3

Im Arbeitsblatt Nr.6 sollen nun die Kennt-
nisse iiber Arten, Eigenschaften und Dar-
stellungsmoglichkeiten von Abbildungen an-
gewendet werden.

Wir wollen nun noch etwas naher auf Funk-
tionen eingghen. Es mogen die Mengen
X={xeN;x<5}und Y={yeN;y=10} vor-
liegen. Die Abbildung F soll folgenden Sach-
verhalt widerspiegeln: Jeder Zahl der Menge
X soll ihr doppelter Wert aus der Menge Y
zugeordnet werden. Zunichst wollen wir das
veranschaulichen:

1979

THE TWENTY-FIRST
INTERNATIONAL
MATHEMATICAL

OLYMPIAD

Westfield College, London
3oth. June -7th. July

OXFORD

BRISTOL
th. July -9th July

28th. June - 2nd. July
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Nach den Klausurtagen unternahmen alle IMO-Teilnehmer eine Exkursion zur
Universitit Oxford (Foto), lernten die Shakespeare-Stadt Stratford on Avon kennen.
Die Sehenswiirdigkeiten der britischen Hauptstadt hatten sie wihrend einer

Stadtrundfahrt bereits kennengelernt.

Ht;ll,




~t

77/

Bild 5

=]

10
F ist eine eineindeutige Abbildung von X in Y.
F ist eine Funktion. Wir bezeichnen sie mit f
und kénnen sie als Menge geordneter Paare

Arbeitsblatt 6

Gegeben seien die folgenden Pfeildarstellun-
gen von Abbildungen. Es ist der Liickentext
auszufiillen!

F, F,
M M M N
a a Q4 ——m_—— O
b <L} b— ot
C ———— ¢ c g

d :

F3 F4
A B R S
1 1 0 3
4 : 3 10 7
8 4 15 12
16 5
32 6
F,isteine ......... Abbildung
......... M. ... M;
Vb= ,Vb......... M; Nb= ;
Nb......... M;
Fl:{[ 3 ]’
F,isteine ......... Abbildung
......... M. ....N;
Vb= Vb M;Nb= ;
Nb......... N;
Fy={
Fyisteine ......... Abbildung
......... A..... B;
Vb= Vb e A; Nb= ;
Nb......... B;
F3={
Fyisteine ......... Abbildung
......... R.....S;
Vb= s Vb ..., R; Nb= ......... s
Nb......... S;
Fa={

Man schreibe als Menge geordneter Paare:
Fl -1 =

F2—1={
F3—1=
F4_l={

J={[0:0], [1;2], [2;4], [3;6]. [4:8], [5;10]}
oder mit Hilfe von Grundbereich und Aus-
sageform
f={[x:y]JeNXN; y=2x Ax<5 Ay<10}
schreiben.
Der Vorbereich einer eindeutigen Abbildung
F heilt Definitionsbereich der Funktion f. In
unserem Beispiel gilt:
Db={0,1,2,3,4,5}.
Der Nachbereich einer eindeutigen Abbil-
dung F heiBt Wertebereich (oder Wertvorrat)
der Funktion f. In unserem Beispiel gilt:
Wb=1{0,2,4,6,8,10}.
Eine Funktion liBt sich in einem rechtwink]i-
gen Koordinatensystem darstellen.

y

Bild 6
0 x

Die Funktion f besteht aus 6 geordneten
Paaren natiirlicher Zahlen. Thre graphische
Darstellung sind 6 Punkte der xy-Ebene.
Diese Punkte heiBen ,diskrete” Punkte, weil
,,dazwisc_hen Liicken sind“.

Wiirden wir fiir die Funktion f die Menge
aller reellen Zahlen als Grundbereich wihlen,
so wiirde die graphische Darstellung eine
Strecke sein. Ein Aufschreiben der Funktion
als Menge geordneter Paare wire dann nicht
moglich, da es unendlich viele geordneten
Paare reeller Zahlen gibt, die die Gleichung
y=2x im Intervall [0;5] erfiillen.
S={[x;y]ePXP;y=2x Ax<5}:

y
Bild 7

Bidvon

Ohne die Einschrinkung x < 5 wiirden wir als
Bild der Funktion eine Gerade erhalten:

S={[x;¥y]e PXP; y=2x}:

Bild 8

Bid von

Bilder linearer Funktionen kénnen Geraden,
Strahlen, Strecken oder Mengen diskreter
Punkte sein. Das hingt vom gewihlten

Grundbereich und vom Definitionsbereich
der Funktion ab.
Im Arbeitsblatt 7 sollen verschiedene Funk-

.tionen dargestellt werden.

Auf Grund des bisher Gelesenen wird es nicht
schwierig sein, auch den Begriff ,,Relation zu
erfassen. Wir beginnen wieder mit einem sehr
einfachen Beispiel:

Eine Familie mége aus Vater (v), Mutter (m),
Sohn (s) und Tochter (¢) bestehen. Vater sei
4] Jahre, Mutter 36, Sohn 16 und Tochter
14 Jahre alt. In der Menge F={v,m,s,t}
soll untersucht werden, welches Familien-
mitglied zu welchem Familienmitglied in der
Beziehung ,,... ist jlinger als ...“ steht. Alle
geordneten Paare [a;b], bei denen das Fa-
milienmitglied a jiinger ist als das Familien-
mitglied b, sollen zur Menge R zusammen-
gefaBt werden. Wir erhalten

R={[t;s], [t;m], [t;v], [sim], [s;0]), [m;0]}.
Die Menge R aller dieser geordneten Paare
widerspiegeln die Beziehung ,,... ist jiinger
als ..." in der Menge F. Wir konnen auch
sagen, daD in allen diesen geordneten Paaren
[a;b] @ zu b in der Relation ... ist jiinger
als ...* steht.

Die Menge R ist — wie man [eststellen kann —
eine Teilmenge der Kreuzmenge FX F.

Es gilt allgemein:

Jede Teilmenge R der Kreuzmenge MXM
heiBt eine zweistellige Relation in der Menge
M (und umgekehrt!). Wir erkennen, da jede
Abbildungeine Relation ist (und umgekehrt!).
Es kommt nur aul die Betrachtungsweise und
aufl ZweckmiBigkeitsgriinde an, ob man ,Ab-
bildung‘ oder ,Relation’ sagt.

In unserem Beispiel kénnte man auch [ormu-
lieren: . Jedes Familienmitglied aus F wird auf
ein dlteres Familienmitglied aus F abgebil-
det. Einfacher und verstandlicher ist hier
sicher die Ausdrucksweise: ,Von je zwei
Familienmitgliedern aus F soll immer das
erste jiinger als das zweite sein.“

Relationen lassen sich mit Hilfe von Rela-
tionsgraphen veranschaulichen, wie wir das
an unserem Beispiel zeigen wollen:

Bild 9 N
x x
N Y "
Xo—x - X X
v m [ t
x x
s\t

Ein weiteres Beispiel soll das Verstindnis
vertiefen, ehe wir die Aufgabe erhalten, im
Arbeitsblatt 8 Relationen zu bilden und zu
veranschaulichen.

Gegeben sei die Menge M ={0,1,2,3} und die
Relation ,... ist kleiner oder gleich ...“ in M.
Wir finden: 0=0; 0<1; 0<2; 0<3; 1=1;
1<2; 1<3; 2=2; 2<3; 3=3. Es gibt keine
weiteren Elemente a und b aus M, [ir die die
Aussageform a<b zu einer wahren Aussage
wird.
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Arbeitsblatt 7

Die folgenden Funktionen sollen graphisch

dargestellt werden:

Si={[x;y]eNXN; y=3x—1 Ax<4 Ay<8}

fa={[x;y]eNXN;y=3x—1 Ax<4}

fi={[x;y]ePXP; y=3x—1 Ax<4}

Sa={[x;y]ePXP; y=3x—1}

fs={[x;y]eGXG;y=3x—1 A—2=<x<4
A—5<y<8}

fe={[x;y]eR*XR*; y=3x—1 Ax>1}

(als Einheit ist 2 mm zu wihlen!)

YI} )’1}

Wir schreiben als Menge geordneter Paare:
R={[0;0], [0:1], [0;2], [0:31, [1:1], [1:2],
[1;3], [2;2], [2:3], [3:3])

Es gilt RS M X M ; hier sogar Rc M X M. Wir
kénnen auch schreiben: R={[a;b]e M X M:
a<b}.

Relationsgraph:

Bild 11
/—\ TN

& BB 2

Bid10 ES gibt spezielle Relationen (z. B. Aquivalenz-
relationen oder Ordnungsrelationen), die eine

Yi wichtige Rolle bei weiteren Betrachtungen
spielen. Darauf werden wir aber nicht ein-
gehen.

AbschlieBend wollen wir einige Erkenntnisse
zusammenfassen :

— Menge aller eindeutigen Abb. aus M in M

X X X — Menge aller eincindeutigen
Abb. aus M in M
- Menge aller Abb. von M in M
Y Y\ Y
Menge aller Abb. von M auf M
X X X Menge aller Abb. aus M in M —————

Menge aller zweist. Relationen in M
Menge aller Abb. aus M auf M
Bild 12

Aus dem Mengendiagramm erkennen wir:

Arbeitsblatt 8

Gegeben seien die folgenden Mengen M|,
M,, M;, M, und die in ihnen erkldrten
zweistelligen Relationen R;, R,, R3, R4. Die
Relationen sind elementweise (als Mengen ge-
ordneter Paare) anzugeben und mit Hilfe von
Relationsgraphen zu veranschaulichen!
) M,={2,3,4,5,6} und R;:

... ist Teiler von ...~

also Ry ={[a;b]eM XM, :a|b}!

R ={[
x b x x x
2 3 4 5 (]
) M,=1{0,1,2,3,4} und R;:
... 1Bt bei Division durch 3
denselben Rest wie ...*
Ra={[
X X X X x
] 1 2 3 4

3

1. Jede Abbildung aus M in M ist eine zwei-
stellige Relation in M.

2. Jede zweistellige Relation in M ist eine
Abbildung aus M in M.

3. Jede Funktion f ist eine Abbildung, aber
nicht jede Abbildung ist eine Funktion.

4. Jede Funktion f ist eine Relation, aber

M3={P1,P2,P3,P4,P5} und Rj:
»--. liegt links von ...«
Ry={[

. : ’; : nicht jede Relation ist eine Funktion.
M : : W. Fregin
p A n R x x
! b P
@) M,={2,11,20,22,30,31,1011}
und Ry4: ,,... hat dieselbe
Quersumme wie ...«
Re={[
x x x x
2 “ 20 22
X X x
30 H 104

Georg Cantor (1845 bis 1918)
Begriinder der Mengenlehre
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ARBEITS-
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Uber eine AG Mathematik
der EOS Humboldt Erfurt

Stefan Geifl, der z. Z. seinen Ehrendienst bei
der NVA leistet, war Schiiler der Erweiterten
Humboldt-OS Erfurt, Mitglied des Bezirks-
mathematikklubs Erfurt und Teilnehmer der
DDR-Mathematik-Olympiaden 1974, 1975,
1976 und 1977.

™

B
Gemeinsam mit drei anderen Schiilern leitete
er einen Mathematik-Zirkel fiir Schiiler der
9. und 10. Klassen. Einige dieser Schiiler er-
reichten bei den Kreisolympiaden erste und
zweite Preise. Der AG-Stofl war so gestaltet,
daB in der Zeit zwischen den Olympiaden
‘groBere Stoffkomplexe behandelt und vor
Olympiaden ein spezielles Aufgabentraining
durchgefiihrt wurde.
So wurden z.B. Elementargeometrie (u.a.
Dreieckskonstruktionen mit Kreis des Apol-
lonius, In- und Umkreisradius), Ungleichun-
gen (Bestimmung von Losungsmengen und
Beweise) und Zahlenkongruenzen bespro-
chen.

Das folgende interessante Problem trug einer
der Schiiler des Zirkels vor. Es ist ein Ver[ah-
ren zur Teilung eines Winkels in drei gleiche
Teile. Natiirlich ist diese Konstruktion nicht
unter alleiniger Verwendung von Zirkel und
Lineal moglich.

1. Verfahren: Gegeben sei ein Winkel von
a<90°. Aul einem seiner Schenkel wird ein
Punkt P beliebig festgelegt (P+0). Von die-
sem Punkt P aus fillt man das Lot aul den
anderen Schenkel und erhidlt C. Weiterhin
trigt man die Gerade g mit folgenden Eigen-
schaften ein:

a) g verlauft durch P,

b) sie ist dem Schenkel von a parallel, aul
dem P nicht liegt.

g
q P 8
A/
(1
-0 c
Weiterhin trigt man die Strecke AB

(AB=2-OP) wie folgt ein (,EinpaBverfah-
ren“):

a) AcPC, b)Beg, c)0eg (A, B).

Diese Strecke findet man durch Probieren,
wenn auf einem Lineal 4B abgetragen wird
und das Lineal so lange verschoben wird, bis
die Bedingungen erfiillt sind. Man kann nun
beweisen, daB g’ den Winkel « drittelt.

2. Beweis:
a)Esgilt: 2=6—-4
=6—4 (sin 2y +cos2y)

=(3—4sin?y)—(4cos’y—3) [0<y<30°]
_3siny—4sin®y 4cos’y—3cosy
B siny - cosy

wegen 0<y<30°

[folgt siny=+0 /\cos-y#O]

_sin3y cosdy

siny  cosy
cos’y wegen 0 < 3y <90°
~siny (tan3y~tany) [cos 3940 Asindy+ 0]

Wir setzen 3y=ao (a= £ POC)

=>c—os—:(tana—-tan;)=2 [0<a<90°]

sinz
b) xA0C=o' (0<o’ <90°)
Es gilt: )
PC=tana - OC —
AC =tana’ - &}_ >PA=0C

(tana—tana’) (1)

E:iter_hin gilt: L
PA= @ -cos f=AB cos(90° —a')

=AB sina’ 2

und OC=0P-cosa.
Qund (3) in (1) eingesetzt ergibt:

AB-sina’=0P - cosa (tana—tana’).
"—/ N ot

PA oc
Wegen 20P=AB

cosa
lgt 2=— - ).
folgt Ty (tana—tana’)

c) Aus a) und b) erfolgt der Nachweis, dal

z’=g, denn c.o_saf (tanot—tanaz’):cOﬂ
3 sina LA
sm3
(tana—tang>.
3
O<a<90°—cosa+0

-

—— (tana —tana’)
sina

1 a)
=——(tana—tan=
sin g :
3

5 1 1
—tafha | —————
smo’ . a

n

tana’ 3
sina’

0<a’,§<90°

In diesem Intervall ist sinx streng monoton
wachsend und cosx streng monoton fallend,

1 1
also —— streng monoton fallend und ——
sinx cosx
streng monoton wachsend.

Also gilt: Bei x; §x2 (0<x1, x3<90°)

1 1 >

= _.—=0 und
sinx; sinx; <

1 1
COSX; COSX;

. 1 1 1
Bei x;+x, haben — —= u

sinx; sinx, CoS X,

1 . .
——— verschiedene Vorzeichen.
cOSX;

; o " , o
Wir setzen x;=a' und xz=§. Wire o #3

und tana>0 (0 <a<90°), so folgt, daB tana

1 1 1 1 .
————— und ————— verschiedene
sina’ cosa

in cos2
3 3

Vorzeichen haben. Also folgt aus
( I 1 ) 1 1, o«
tang | ———)=—————1a'=>7,
sina’ . a/ cosa o 3

sin s

d.h., g’ drittelt den Winkel a.

Wir méchten nun eine Aufgabe stellen:
® Vereinfache den Ausdruck!

P=(x+a)(x2+a?)..(x*" " +a”" ")

Eine AG Zeichnen stellt sich vor:

In unserer Schule schneiden zahlreiche Schii-
ler gern Faltschnitte. Diese Technik ist im
Kunsterziehungsunterricht in verschiedenen
Klassensiufen eingebaut. Wir iiben sie aber
auch in der AG Zeichnen. Es gibt mehrere
Arten von Faltschnitten:

Einachsige Faltschnitte, Reihenschnitte und
Zentralfaltschnitte. Das im Tirelblatt gezeigte
Bild ist ein Zentralfaltschnitt. Der Graphiker
der alpha wihlte aus einem schonen Sorti-
ment von Arbeiten anliBlich des Jahres des
Kindes den Schnitt der Schiilerin Iris Lange,
Klasse 4, aus. Eine Papierscheibe wurde zwei-
mal gefaltet, und die Figuren wurden halb-
seitig aufgezeichnet. Die Uberraschung nach
dem Schneiden ist jedesmal wieder groB, ob-
wohl alle wissen, daB durch die Faltung
Figuren und Gegenstinde mehrmals achsial-
symmetrisch erscheinen.

Chr. Bachmann, Kunsterzieher
an der Goethe-OS Limbach-Oberfrohna
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aufgepafit
nachgedacht
mitgemacht

Speziell
fir Klasse 5/6

Verteilungen

1. Im Anfangspunkt eines Zahlenstrahls
schichten wir eine Anzahl von Plattchen oder
gleichartigen Miinzen auf. Jetzt soll, wenn
moglich, die Halfte der Plittchen um ein
Feld nach rechts verschoben werden. Es 146t
sich die Aulgabe nur [iir gerade Startanzahlen
durchfliihren. Dabei entstehen folgende Ver-
teilungen. (Bild 1)

Die nichste Aufgabe besteht in der Fortset-
zung der Verschiebung. Von jedem der zwei
entstandenen Plittchentiirme soll, wenn mog-
lich, gleichzeitig wieder die Hilfte um ein Feld
nach rechts verschoben werden. Es 1dBt sich
die Verschiebung mit zwei Schritten nur fiir
die durch 4 teilbaren Startanzahlen durch-
fiihren. -

Dabei entstehen folgende Verteilungen.

(Bild 2)

Nun fiihren wir eine Verschiebung in drei
Schritten durch. Von jedem der drei ent-

standenen Plittchentiirme wird jeweils wie-
der die Hilfte abgehoben und die abgehobe-
nen Pldttchen je ein Feld nach rechts ver-
schoben. Da man fiir jeden Schritt die vor-
liegenden Anzahlen durch 2 teilen muf, kann
dann die Verschiebung mit drei Schritten nur
fiir die durch 8 (=23) teilbaren Startanzahlen
durchgefiihrt werden.

Bei acht Ausgangsplittchen entsteht folgende
Verteilung. (Bild 3)

Fiille bitte die anschlieBende Tabelle fiir eine
3-Schritt- und 4-Schritt-Verschiebung aus!
Fiihre entsprechende Verschiebungen durch,
wenn in jedem Schritt ein Drittel von den
Pldttchentiirmen abgehoben und nach rechts
transportiert wird !

Jetzt miissen die Startanzahlen fiir die Aus-
fihrbarkeit des ersten Verschiebungsschrittes
durch 3 teilbar sein. Wenn noch ein zweiter
Schritt ausfiihrbar sein soll, so miissen die
Startzahlen sogar durch 9 (=37) teilbar sein.
Fertige dir entsprechende Tabellen an, und
bestimme die Verteilungen nach drei und vier
Schritten!

2. Wir zeichnen uns zundchst Quadrate von
der Seitenldnge 1, 2, 3 und 4cm und teilen
diese jeweils in ein Quadratgitter der Seiten-
linge 1 cm (Bild 4).

Jedes dieser Quadrate stellen wir auf eine ihrer
Ecken. In diesen auf der Spitze stehenden
Quadraten benennen wir die Punkte in der
angegebenen Art und zeichnen ebenso Pleile
ein sowie die Werte % an diese Pfeile (Bild $).
In dem Eingangspunkt E soll nun eine An-

zahl von Plittchen starten, davon sollen jetzt
langs der Pfeile die Hilfte nach links und die
andere Hilfte nach rechts abwandern. Wir
fragen, wieviel Plittchen in den Punkten Ao,
Ay; Ao, A1,Az; Ao, A1, Az, A3 und schlieBlich
im letzten Fall in den Punkten Ay, A4,, 4,,
A, Ag anlangen? Damit die [ortgesetzte Hal-
bierung mdoglich ist, muB man bei Quadrat
(1) mit einer durch 2 teilbaren Zahl in E
starten, bei Quadrat (2) mit einer durch 4
(=22), bei Quadrat (3) mit einer durch 8
(=23 und endlich bei Quadrat (4) mit einer
durch 16 (=2%) teilbaren Zahl beginnen. Wir
erhalten die gleichen Verteilungen wie bei den
Verschiebungen von Aufgabe 1. )

Bewertet man die nach rechts verlaufenden

3

links verlaufenden Pfeile mit % und nimmt die

Aufteilung der Plittchentiirme nach diesen
Anweisungen vor, so erhilt man in den Aus-
gabepunkten Ao, A1; Ao, Ay, Az; ...; Ao, Ay,
Aj, As, Ay die Verteilungen fir die durch 3;
9; 27 und 81 teilbaren Zahlen.

3. Man kann sich noch viele andere Ver-
schiebungsplidne aufstellen. Wir wollen noch
zwei angeben.

Mit welchen Anzahlen von Plattchen muBl
man in dem Eingang E des Verschiebungs-
planes des Bildes 6 beginnen, damit am Aus-
gang A nach einer Anzahl von Ziigen wirk-
lich Plittchen anlangen?

Im ersten Schritt erfolgt eine Aufteilung in

1/ 3\1 1/ 2 .
3 <_3>,> 3 und 3 ( _3>’ d.h., die Startanzahl

Pfeile anstelle mit % jeweils mit 1 und die nach

A —
0 1 %
8 .
[
= E B B =8 s
o 1 0 1 0 1 0 1 2
o L] Bild 3
n a—— A ]
— L [ ]
— Bild 1 —1 . = H B
4 1 0 1 0 1 2 3
' E ' (== = ) ]
0 1 0 1 0 Vi 2 Bild 4
i Bild 2
=
= B8 =E=
—— n
T | T T "E T T
0 1 0 1 0 1 2
Verteilung Verteilung Verteilung Verteilung
nach 1. Schritt nach 2. Schritt nach 3. Schritt nach 4. Schritt
Platz Platz Platz | Platz | Platz | Platz | Platz | Platz | Platz | Platz | Platz | Platz | Platz | Platz
Startanzahl
0 1 0 1 2 0 1 2 3 0 1 2 3 4
16
2
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Bild 6 é
f 4
Fi A
1 A
£ 4 E ;
i 4
; it
i
; 1
A Bild 7 /] A

muB durch 6 teilbar sein. Die im ersten Zug
zum Mittelpunkt gelangende Plittchenzahl
muB durch 3 teilbar sein, wenn die im zweiten
Schritt angewiesene Aufteilung moglich sein
soll. Die Plattchenaufteilung ist also bei den
durch 6 - 3=18 teilbaren Startzahlen auch im
zweiten Zug moglich.
Stelle fest, wieviel Plittchen bei den Start-
zahlen 18, 36, 54 jeweils im ersten Zug nach
A, im zweiten Zug nach 4 und wieviel im
dritten Zug nach A4 gelangen!
Lose entsprechende Fragen fiir den Vertei-
lungsplan in Bild 7! Mit welchen Start-
anzahlen muB man in E beginnen? Bei wel-
chen Startanzahlen bleiben keine Plattchen
stecken, sondern gelangen alle wirklich zum
Ausgang A?
Wieviel Ziige benotigt man dafiir?
Zeichne dir in einer Skizze die Wege fur die
einzelnen Zugfolgen aul! Erstmalig kénnen
nach zwei Ziigen Plattchen in A anlangen.
Es sind die moglichen Wege dafiir ebenfalls
in Bild 7 hervorgehoben. Finde auch die 3er
Wege heraus! Gibt es auch 4er Wege?

J. Flachsmeyer

Eine Aufgabe —

verschiedene Losungen

Wir stellen auch diesmal wieder Losungsva-
rianten zu Wettbewerbsaufgaben vor, die bei
uns eingegangen sind. Sie mdégen unseren
aktiven Teilnehmern am alpha-Wettbewerb
Anregungen zum L&sen von Aufgaben ge-
ben.

Im Heft 5/1978 verdffentlichten wir folgende
Aufgabe:

Ma7 u1780 Gesucht sind alle dreistelligen,
aus verschiedenen Ziffern bestehenden natiir-
lichen Zahlen, die in dekadischer Darstellung
die Form z=abc haben und folgende Eigen-
schaften besitzen:

a) IThre Quersumme ist eine gerade Zahl.

b) Die Differenz aus den Zahlen, die den er-
sten beiden Ziffern entsprechen, ist dreimal so
groB wie die Differenz aus den Zahlen, die
den letzten beiden Ziffern entsprechen.

Im Heft 2/1979 veroflentlichten wir dazu eine
Losung:

Fiir die gesuchten Zahlen z=abc soll a+b+c¢
durch 2 teilbar sein und a—b=3"(b—c) gel-
ten. Wir nehmen eine Fallunterscheidung vor:
(1) Aus b—c=0 folgt b=, was nicht moglich
ist, da b+ c sein soll.

(2) Aus b—c=1 folgt a—b =3 und somit

a=b+3 b=c+1 ¢ a+b+c
4 1 0 5
5 2 1 8
6 3 2 11
7 4 3 14
8 5 4 17
9 6 5 20

Nur von den Zahlen 521, 743, 965 ist die
Quersumme eine gerade Zahl.
(3) Ausb—c=2folgta—b=6

und somit

a=b+6 b=c+2 ¢ a+b+c
g8 2 0 10

9 3 1 13

Nur von der Zahl 820 ist die Quersumme
eine gerade Zahl.

@) Aus b—c=3 folgt a—b=9 und somit
a=b+9 und b=c+3, also a=(c+3)+9
=c+ 12, was nicht moglich ist.

Es existieren genau vier Zahlen mit den gefor-
derten Eigenschaften:

sie lauten 521, 743, 820 und 965.

Wir stellen nun die Losung von Jens-Uwe
Meyer aus Halberstadt vor, der Schiiler der
Klasse 7 der Marx-Engels-Oberschule ist.
Jens-Uwe loste diese Aufgabe wie [olgt:

Die Differenz aus den Zahlen, die den letzten
beiden Ziffern entsprechen, muf3 mindestens
gleich 1 sein. Die Differenz aus den Zahlen, die
den beiden ersten Ziffern entsprechen, muB
mindestens gleich 3 sein. Ich nehme eine Fall-
unterscheidung vor:

(1) Fir z=abc gelte b—c=1; die aus den
letzten beiden Ziffern gebildeten Zahlen k6nn-
ten dann 10, 21, 32, 43, 54, 65, 76, 87, 97 sein.
Die erste Ziffer miiSte dann in dieser Reihen-
folge 4, 5, 6, 7, 8, 9 sein, d. h,, es entfallen die
Zahlen 76, 87, 97. Von den Zahlen 410, 521,
632, 743, 854, 965 haben nur die Zahlen 521,
743, 965 eine gerade Zahl als Quersumme.

(2) Fiir z=abc gelte b—c=2; die aus den
letzten beiden Ziffern gebildeten Zahlen kénn-
ten dann 20, 31, 42, ..., 97 sein. Die erste
Ziffer miiBte dann in dieser Reihenfolge 8 und
9 sein, d.h., es entfallen die Zahlen 42 usw.
Von den Zahlen 820 und 931 hat nur 820
eine gerade Zahl als Quersumme.

(3) fir z=abc gelte b—c=3; wegen a—b=9
existiert in diesem Falle keine Losung,

Die gesuchten Zahlen lauten 521, 743, 820,
965.

Wir stellen nun die Losung von Alexander
Goldberg aus Dresden vor, der Schiiler der
Klasse 7d der 59. POS ,,Max Zimmering" ist.
Alexander 16ste diese Aufgabe wie folgt:

Fiir die Zahlen z=abc gilt a>b>c und
a+b+c=2k, wobet k eine natiirliche Zahli
ist. Ausa—b=3-(b—c) lolgt a=4b—3c.
Durch Einsetzen erhalten wir

4b—3c+b+c =2k, also 5b—2c=2k. Daraus
folgt weiter, daB b eine gerade Zahl sein muf.
Wegen b> c konnte b gleich 2, 4, 6 oder 8 sein.
Ich stelle eine Tabelle auf:

a b c
8 2 0
5 2 1
16 4 0 nicht méglich
13 4 1 nicht moglich
10 4 2 nicht moglich
7 4 3
9 6 5

Da a>b kann fir b=8 nur a=9 sein. In
diesemn Fall ist a — b nicht durch 3 teilbar. Die
Zahlen lauten 521, 743, 820, 965.
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Wer lost mit?
alpha-Wettbewerb

. Letzter Einsendetermin: 8. Mdrz 1980

Allen alpha-Lesern

SCHONE
WUNS CHE
FUR1980

und viel Erfolg beim Knacken aller
50820667990!
Mit diesem Kryptogramm danken wir all
unseren Mitarbeitern des In- und Auslandes
fiur die zahlreichen Ideen zur inhaltreichen
Gestaltung unserer Zeitschrift. Den iiber
4000 Teilnehmern am alpha-Wettbewerb,
die ein Abzeichen und eine Urkunde erhielten,
sprechen wir unsere Anerkennung fiir diesen
Erfolg aus und wiinschen, daB auch im Wett-
bewerbsjahr 1979/80 wieder iiber 90000 L&-
sungen bei uns eintreflen.
Unseren 55000 Lesern wiinschen wir ein er-
folgreiches und gesundes Neues Jahr.
Redaktion alpha

Mathematik

Ma5 #1909 Drei Schnecken machen von
einer gemeinsamen Startlinie aus einen ,,Wett-
lauf* zu einem Ziel, das 1 Meter entfernt ist.
Sie kriechen mit gleicher konstanter Ge-
schwindigkeit. Die Schnecke 4 kriecht im-
mer Scm vorwirts; danach legt sie eine
Pause von jeweils 6 Sekunden ein. Die
Schnecke B kriecht immer 10 cm vorwirts;
dann macht sie jeweils 12 Sekunden Pause.
Die Schnecke C kriecht immer 20 cm vor-
wirts; sie macht danach jeweils eine Pause
von 25 Sekunden Dauer. In welcher Reihen-
folge kommen die Schnecken im Ziel an?
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma5 w1910 Zeichne auf kariertem Papier
ein Rechteck, das die sechsfache Breite und
die achtfache Linge eines Karos besitzt!
Zerlege dieses Rechteck durch Strecken ent-
lang des Gitternetzes so, daB genau

a) 4 Quadrate, b) 6 Quadrate, c) 8 Quadrate
entstehen! Fertige hierzu drei verschiedene
Skizzen an!
(Eine Begriindung ist nicht erforderlich.)

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma5 w1911 a) Zeichne drei beliebig groBe

Kreise so, daB sechs von Kreisbdgen begrenz-

te Flichen entstehen, die man zum Beispiel
verschiedenfarbig ausmalen konnte!
b) Zeichne nun drei Kreise so, daB sieben
solcher Flichen entstehen!
¢) Zeichne schlieBlich vier Kreise so, daB
moglichst viele solcher Flichen entstehen,
und gib die Anzahl der Flichen an!

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma5 #1912 Bernd kauft auf dem Postamt
““insgesamt 10 Briefmarken, und zwar 20-Pf-
Marken und 25-Pf-Marken. Dafiir muB er
insgesamt 2,15M bezahlen. Wieviel 20-Pf-
Marken und 25-Pf-Marken hat Bernd ge-

kauft?
Schiiler Wieland Handke, Pulsnitz, K1. 6

Ma5 m1913 Von den 36 Schiilern einer
Klasse nimmt jeder an genau einer der Sport-
arten Leichtathletik, Tischtennis, Schwim-
men, Schach und Judo teil. Der neunte Teil
der Anzahl der Schiiler dieser Klasse nimmt
entweder an der Sportart Schach oder Judo
teil; dabei ist die Anzahl der Teilnehmer
der Sportart Schach groBer als die der Sport-
art Judo. An der Sportart Tischtennis beteili-
gen sich zweimal soviel Schiiler wie an der
Sportart Schach. Mehr als die Hilfte der An-
zahl der Schiiler dieser Klasse betreibt Leicht-
athletik. An der Sportart Schwimmen be-
teiligen sich mehr Schiiler als am Tischtennis.
Ermittle fiir jede dieser Sportarten die Anzahl
der an ihr teilnehmenden Schiiler dieser
Klasse!

Schiiler Manfred Opaterni, Babelsberg

Thies Lutur, 26 Gisrow, Werdeorsér 22

Ma 7
1369

Kersting-0S, Klawe 7 8
150

Pridikak:

Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb konnen sich alle «ipha-
Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schuljahr
(bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu rich--
ten an

Redaktion alpha

7027 Leipzig, Postfach 14.

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-
stem der Aufgabe fortlaufend numeriert.
Der iiblichen Nummer ist ein Ma (Mathema-
tik), Ph (Physik) oder Ch (Chemie) und
eine Ziffer, z. B. 7, vorgesetzt (d. h. fir
7. Klasse geeignet).

4. Von den Teilnehmern sind nur die Aul-
gaben seiner oder einer héheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstufen
11/12 und Erwachsene losen die Aufgaben,
welche mit Ma 10/12, Ph 10/12 oder Ch 10/12
gekennzeichnet sind.

5. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt zu
verwenden, Format A4 (210 mm x 297 mm)
(siche Muster), denn jede Aufgabe wird fiir
sich, d. h. in einem Zug, korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder
gute (d. h. vollstindige und richtige) Losung
(nicht nur Antwortsatz oder Ergebnis) ein-
gesandt haben, erhalten von der Redaktion
eine Antwortkarte mit dem Pradikat ,,sehr
gut gelost, ,gut gelost* oder ,.gelost™.
Schiiler, welche nur einen SchluBsatz zu
einer Aufgabe einsenden, die vorgegebene
Form nicht beachten, uniibersichtlich oder
unsauber arbeiten, erhalten eine rote Karte
mit dem Vermerk ,,nicht gelost'.

Letzter Einsendetermin wird jeweils bekannt-
gegeben. Der Jahreswettbewerb 1979/80 lauft
von Heft 5/79 bis Heft 2/80. Zwischen dem
1. und 10. September 1980 sind alle durch Be-
teiligung an den Wettbewerben der Hefte 5/79
bis 2/80 erworbenen Karten geschlossen an
die Redaktion einzusenden. Eingesandte Ant-
wortkarten werden nur dann zuriickgesandt,
wenn ein Riickumschlag mit ausreichender
Frankatur beiliegt.

Die Preistriger und die Namen von Kollek-
tiven, die sich am Wettbewerb beteiligen,
werden in Heft 6/80 veréffentlicht. Wer min-
destens 10 Antwortkarten (durch die Beteili-
gung an den Wettbewerben der Hefte 5/79
bis 2/80) erhalten hat und diese einsendet, er-
hilt eine Anerkennungsurkunde und ein Ab-
zeichen (in griiner Farbe). Schiiler, die bereits
zwei Anerkennungsurkunden besitzen und
diese mit den Antwortkarten des Wettbe-
werbs 1979/80 einsenden, erhalten das alpha-
Abzeichen in Gold (und die Urkunden zu-
riick). Wir bitten darauf zu achten, daB alle
Postsendungen richtig frankiert sind und daf§
die Postleitzah! des Absenders nicht verges-
sen wird. Redaktion alpha



Ma5 ®1914 Ein Spazierginger befragte
eine Wandergruppe nach der Anzahl der Teil-
nehmer an der Wanderung. Ein Pfiffikus ant-
wortete: ,,Wiren es dreimal soviel Teilneh-
mer wie es sind und noch 10 Teilnehmer
mehr, dann wiren es 50 Teilnehmer mehr als
die doppelte Anzahl der Teilnehmer.“ Wie
viele Personen nahmen an dieser Wanderung
teil? Schiiler Uwe Wollert, Edderich, KI. 8

Ma6 ®19{5 Im Finale um den FDGB-
Pokal im Handball gab es im Jahre 1978
folgende Ergebnisse:

SC Magdeburg (SCM) 6 Punkte,
ASK Vorwirts Frankfurt/O. 6 Punkte,
SC Empor Rostock (SCE) 5 Punkte,
Post Schwerin (PS) 2 Punkte,
SC Dynamo Berlin (SCD) 1 Punkt.

Dabei wurden fiir einen Sieg 2 Punkte, [Ur ein
verlorenes Spiel keine Punkte, fiir ein unent-
schiedenes Spiel je Mannschalt ein Punkt ver-
geben. Es spielte jede Mannschaft gegen jede
genau einmal. Der SC Magdeburg (SCM)
blieb ungeschlagen. Das Spiel zwischen dem
ASK und dem SCD ging unentschieden aus.
Es sind die Ergebnisse aller Spiele zu ermit-
teln. Schiiler Frank Erdmann, Zeitz

Maé6 ®1916
ab
+ be
+ ca
abc
sind die Buchstaben so durch Ziffern zu er-
setzen, daB eine richtig geloste Additions-
aufgabe entsteht. Dabei bedeuten gleiche
Buchstaben gleiche Ziffern, verschiedene

Buchstaben verschiedene Ziffern.

Nach der sowjetischen
Schiilerzeitschrift Quant

In dem Schema

Maé6 81917 Vervolistindige die nachste-
hende Tabelle! Dabei sind a, b und ¢ natiir-
liche Zahlen

a b c fa=b?-c a*-(b—o)
7 6 98
6 2 18
1 0 16
9 5 81
0 1
1 9

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Maé6 m1918 Welche geordneten Zahlentri-
pel [a,b,¢] aus natiirlichen Zahlen g, b und ¢
erfiillen zugleich die beiden Gleichungen
a+b+c=20und a—-b=5¢?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Maé6 1919 Die Abbildung stellt ein gleich-
seitiges Dreieck ABC mit seinen drei Héhen
AP, BQ, CR dar. Die Parallele zu BQ durch 4
schneidet die Parallele zu AP durch B im
Punkte D. Die Parallele zu BQ durch C schnei-

det die Parallele zu CR durch B im Punkte E.

Die Parallele zu CR durch A schneidet die
Parallele zu AP durch C im Punkte F. Es ist
nachzuweisen, daB die Seiten des Sechsecks
ADBECEF gleich lang sind.

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

"Ma7 a1920 Ein Schiiler hat eine Gleichung

zu l6sen; er geht wie folgt vor:
56x 4252 =T72x+196,
56x—196 =72x—252,
7-(8x—28)=9 - (8Bx—28),
7=09.
Wo steckt der Fehler?
Herr Jochen Schrider, Riesa

Ma7 #1921 An einer Mathematikarbeit,
deren Leistungsdurchschnitt die Note 1,88
ergab, beteiligten sich 25 Schiiler. Es erzielten
halb soviel Schiiler die Note 3 wie die Note 2.
Die Note 3 erhielten doppelt soviel Schiiler
wie die Note 4. Kein Schiiler erhielt die Note
5. Wieviel Schiiler erhielten die Noten 1, 2, 3
bzw. 47

Schiiler Joachim Braun, Kofdorf, KI. 5

Ma7 81922 Gegeben sei ein Trapez ABCD
mit den parallelen Seiten AB und ﬁ, deren
Liangen sich wie 5:4 verhalten. Die Mittel-
linie EF dieses Trapezes ist 54cm lang.
Welche Linge haben die beiden parallelen
Seiten AB und CD?

Herr A. Giinther, Altenburg

Ma7 w1923 Eine aufgestellte Malerleiter
bilde ein gleichschenkliges Dreieck, dessen
Basisldnge sich zur Schenkellinge wie 2:5

verhilt. Ein Schenkel ist um 1,5 m lidnger als

die Basis. Wieviel Zentimeter stehen die Lei-
terenden am FuBboden auseinander?
Herr A. Giinther, Altenburg

Ma8 81924 Man beweise, daB fiir alle gan-
zen Zahlen q der Term ¢ — g durch 6 teilbar
ist.

Schiiler Ralf Taubmann, Sonneberg, K1. 9

Ma8 #1925 Es ist zu beweisen, daB das
Produkt m-n der zwei natiirlichen Zahlen
m und n bei Division durch 6 den Rest 1 1408t,
wenn jede der Zahlen m und n bei Division
durch 6 den Rest 5 14Bt.

H. Engelmann, Sachsendorf

Ma8 81926 Wenn Lena 409, vom ihrem
Geld und Sweta 45% von ihrem Geld gibt,
dann sind das zusammen 2 Rubel 15 Kope-
ken. Wenn Sweta 409/ ihres Geldes mit 459/
von Lenas Geld zusammenlegt, betrigt die
Summe 2 Rube] 10 Kopeken. Wieviel Geld

besitzt jedes der Middchen? (1 Rubel hat
100 Kopeken)
Jérg Bruchertseifer, Dubna, K1. 8

Ma8 ®1927 In das abgebildete Parallelo-
gramm ABCD wurde die Diagonale AC ein-
gezeichnet. Durch einen beliebigen inneren
Punkt E der Diagonalen AC sind die Paralle-
len zu AB und zu AD gezeichnet. Es ist zu
beweisen, daB die Parallelogramme IBGE
und FEHD flicheninhaltsgleich sind.

Schiiler Andreas Liffler,
Halle-Neustadt, K1. 8
] H c
F &
A J 8

Ma9 «1928 Jemand behauptet: Es gibt
zwei ganze Zahlen, deren Produkt 16 ist.
Addiert man die Quadratwurzeln dieser bei-
den Zahlen, so erhilt man als Summe die
Zahl 4. Stimmt diese Behauptung?

Schiiler Roland Kamke, Rostock, K1. 8

Ma9 #1929 Man ermittle alle Quadrupel
von vier aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen
a, b, ¢, d, fur die folgendes gilt:
Das Produkt aus der kleinsten und zweit-
groBten Zahl ist gleich der Summe aus den
beiden anderen Zahlen.

Schiiler Torsten Siebert, Gérlitz, K1. 10

Ma9 11930 Gesucht sind alle Paare ein-
stelliger natiirlicher Zahlen a und b, fiir die
das arithmetische Mittel gleich dem geo-
metrischen Mittel ist. Es ist zu beweisen, daB
alle zweistelligen Zahlen, die man mit diesen
Ziffern g und b bilden kann, durch 11 teilbar

sind. Baufacharbeiter Frank Walter,

Berlin,z.Z. NV A
Ma9 ®1931 Es ist zu untersuchen, ob die
Ungleichung

510+610<710

eine wahre Aussage darstellt. Sch.

Ma10/12 w1932 Als Uwe die Schule ver-
1a8t, zeigt die Schuluhr 13.00 Uhr, seine
eigene Uhr 13.02 Uhr an. Zu Hause ange-
kommen, zeigt seine Uhr 13.07 Uhr und die
Museumsuhr 13.05 Uhr an.
Die Schuluhr geht immer vor (1),
die Museumsuhr geht nie nach (2),
und Uwes Uhr geht hochstens 3 min
vor oder nach (3).
Wann verlieB Uwe die Schule, und wann kam
er zu Hause an?

Schiiler Thomas Richter, Leipzig, KI. 12

Ma10/12 #1933 Man konstruiere ein recht-

winkliges Dreieck ABC mit ¥BCA=90°

h.=4cm und s,=7,5cm. Die Konstruktion
ist zu begriinden.

Schiiler Karsten Schlutter,

Wittstock, K1. 10

Ma10/12 #1934 In dem abgebildeten Drei-
eck AABC ist die Winkelhalbierende CD des
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Winkels ¥ BCA eingezeichnet. Uber AD wer-
de ein Rechteck mit den Seiten AD und CB
und iiber AC werde ein Rechteck mit den
Seiten AC und DB errichtet. Wie verhalten
sich die Flacheninhalte beider Rechtecke zu-

cinander? Lehrling Axel Schulz, Greifswald

c

A D 8

Ma10/12 #1935 Gegeben sei ein beliebiges
Rechteck ABCD. Man konstruiere eine voll-
stindige Aufteilung der Fliche von ABCD
in eine DreiecksS, eine Parallelogramm- und
eine Trapezfliche. Die Dreiecksfliche soll
einen halb so groBen Inhalt haben wie jede
der beiden anderen Flichen. Die Konstruk-
tion ist zu begriinden. Fr.

Physik

Ph6 m66 Ein vierachsiger GroBraumwagen
der Deutschen Reichsbahn hat eine Eigen-
masse von 27100 kg und ist mit 52 m*® Roh-

braunkohle mit der Dichte g=960% bela-

den. Berechne die Gesamtmasse des belade-
nen Wagens in t! '
Ing. Armin Korner, Leipzig

Ph7 867 Eine Elektrolokomotive erreicht
an einer Steigung eine Geschwindigkeit von
90 kTm und eine Zugkraft von rund 11000 kp.
Berechne die Leistung in PS und in kW!

Ph8 ®68 In einer Gasflasche herrscht ein
Druck von 75at bei 15°C. Auf wieviel at
erhoht sich der Druck, wenn die Temperatur
um 30°C steigt? Gib den Druck auch in Pa
(Pascal) an!

Ph9 ®69 Ein StraBenbahnzug besteht aus
dem Triebwagen mit der Masse 16 t und dem
Anhénger mit der Masse 8t. Er wird elektrisch
gebremst. Dazu wird der Motor als Generator
geschaltet. Es wird eine Spannung induziert,

die gemdB U =k - v mit k=60§ mit der Ge-

schwindigkeit vzusammenhéngt.

a) Wie gro muB der an den Generator an-
geschlossene Bremswiderstand mindestens
sein, damit der Triebwagen nicht gleitet,
wenn nur dieser gebremst wird? v=>50 kTm;
Haftreibungskoeflizient uo=0,2; iibrige Rei-
bung vernachlissigt. )

b) Welche Wirmemenge wird bei einmaligem
Bremsen bis zum Stillstand frei?

c) Wie groB ist die auftretende Verzogerung
am Anfang des Bremsens (Bremswiderstand
wie bei a))?
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Anmerkung: Man beachte die Einheitenum-

2
rechnung 1 V=%—,die man iiber die Be-

ziehung 1 Ws=1 Nm=1 VAs erhalten kann.
Annelie Meyer, Silberstrafe

Ph10/12 70 Eine Pendeluhr geht in Mee-
resspiegelhShe richtig. Wieviel Sekunden geht
sie taglich falsch, wenn sie an einen Ort ge-
bracht wird, der die Hohe 750 Meter iiber
NN hat? (Erdradius r=6370 km)

Annelie Meyer, Silberstrafie

Chemie

Ch7 =853 220g Braunkohle vom VEB
Braunkohlenwerk in Borna werden 2 Tage
bei Zimmertemperatur an der Luft getrock-
net. Danach hat die Kohle nur noch eine
Masse von 192,6 g. Berechne den Feuchtig-
keitsgehalt, den die Kohle nach zwei Tagen
noch besitzt!

Ch8 854 Bei der Chlorkalielektrolyse ent-
steht eine 11%jige Natronlauge. Zu. 10kg
dieser Natronlauge werden 251 Wasser zu-
gegeben. Wieviel prozentig ist die neue Lé-
sung? Welche Masse Kochsalz 148t sich aus
10 kg 119 iger Natronlauge herstellen?

Ch9 =55 Einer 0,5-1-Flasche mit 40%,igem
Alkohol wurde eine bestimmte Menge ent-
nommen und die gleiche Menge durch Was-
ser ersetzt. Dadurch ist ein 32%iger Alkohol
entstanden. Welche Fliissigkeitsmenge in ml
(Alkohol und Wasser) wurde entnommen?

Ch10/12 w56 Ein Zimmer hat folgende Ab-
maBe: Linge 10 m, Breite: 5m, Hohe: 4 m.
Die Luft dieses Zimmers ist durch Schwefel-
wasserstoff im Verhiltnis 1:5000 verunrei-
nigt. Gereinigt wird durch Chlorkalk. Berech-
nen Sie die Masse an Chlorkalk mit 30%;
wirksamem Chlorgehalt, die zur Reinigung
bei 20°C und 780 Torr eingesetzt werden

muB! (H,S+Cl,-»2HCI+5S) O O
O

Er blickte so unverwandt in die Zukunft,
daB er die Gegenwart tibersah...

Lisung zu: Schisne Wiinsche fiir 1980
Wir danken dem Musikpidagogen Dr. Chri-
stian Lange vom IfL Leipzig, einem aktiven
Leser unserer alpha, fiir das schone Krypto-
gramm.
Die einzige mogliche Losung lautet :
982160

3769820

4751980
Daraus ergibt sich fiir 50820667990 Rechen-
niisse.

Kleine
Knotenschule

Die Winterszeit regt zum Basteln an. Aus der
»Fir Dich” 12/79 entnahmen wir fiir unsere
Leser die vorliegende kleine Knotenschule.
Mit etwas Geschick und vor allem Geduld
lassen sich daraus Umbhingetaschen, Schliis-
seltaschen oder Halsbinder fertigen.

1. a) Einhingen der Fdden/Vorderseite
b, ¢, d verschiedene Arten der Doppelaufhin-

gung

-t
¥
Xl
. P

2. a) Weber- oder Doppelknoten, die Arbeits-
fdden rechts und links werden um die Ein-
legefdden geschlungen.

b) Halber Weberknoten, der Knoten wird so
gekniipft, daB der linke Arbeitsfaden immer
vor den Einlegefiden liegt. Dadurch dreht
sich das gekniipfte Band zu einer Spirale.

a)

b)

3. Rippenknoten, er kann von der Vorder-

. und von der Riickseite aus verwendet werden.

Die Richtung des Einlegefadens bestimmt die
waagerechte, diagonale oder senkrechte Rei-
hung.



a) waagerechter Rippenknoten

b) diagonaler Rippenknoten

c) senkrechter Rippenknoten

4. Perlknoten, nach einer Anzahl Weberkno-
ten werden die Einlegefiden durch die Schlin-
gen des ersten gefddelt und zu einer Rundung
zusammengezogen. Die Anzahl der Weber-
knoten bestimmt die Gr68e der Perle.

5. Versetzte Weberknoten, Einlege- und Ar-
beitsfiden werden wechselweise getauscht.
Diese Art 148t sich auch mit dem halben
Weberknoten ausfiihren.

6. Ein Beispiel [ir die Kombination ver-
schiedener Knoten mit eingearbeiteten Per-
len.
U. Kdhler

Wir basteln

ein Modell von der Bienenzelle

In Heft 1/1979 fanden wir einen Beitrag mit
der Uberschrift ,Die Biene als Geometer®.
Darin wurde uns der geometrische Aufbau
einer Bienenzelle und einer Bienenwabe be-
schrieben. Dieser Aufsatz weckt in uns das
Verlangen, auch selbst einmal ein Modell der
Bienenzelle als geschlossenes konvexes Poly-
gon aus Papier zu basteln. Wir geben euch
hier eine Vorlage dazu.

Schneidet zunédchst die Teile 1, 2 urd 3 ent-
sprechend den Vorgaben des Bogens aus!
Teil 1 liefert die sechs Seitenwinde der Bie-
nenzelle, Teil 2 den Zellboden und Teil 3 den
Zelldeckel. Vor dem Zusammenkleben der
drei Teile zu unserem Modell sind die Korper-
kanten durch Anbringen von sauberen Falzen
entsprechend den Vorgaben des Modellbo-
gens an Teil 1 und Teil 2 herauszuarbeiten.
AuBerdem sind die Klebestreifen 4, B, C und
D an den Teilen 1 und 2 durch Falzen in die
vorgesehene Stellung zu bringen.

Bestreicht zuerst den Kliebestreifen A von
Teil 1 mit Klebstoff, und verbindet die sechs
Zellenwinde zu einem geschlossenen Band!
Bestreicht den Klebestreifen D von Teil 2 mit
Klebstofl, und gebt dem Zellboden die vor-
gesehene Gestalt!

Nach Eintrocknen der Leimstelle A konnen
die sechs Klebestreifen B von Teil 1 mit Leim
bestrichen und der Zelldeckel (Teil 3) auf-
gepaBt werden. Nun warten wir, bis die Klebe-
stellen B und D eingetrocknet und gefestigt
sind. AbschlieBend sind die Streifen C mit
Klebstofl zu versehen und der pyramiden-
formige Zellboden (Teil 2) auf das Sechseck-
prisma aufzusetzen.

Teil 1

Ve AV

Beim Leimen sind alle Klebstellen gut aufein-
ander zu pressen. Mit einem Bleistift oder
einem Holzspachtel 14Bt sich an schlecht zu-
ginglichen Stellen leicht nachhelfen. LaBt
zwischen zwei Leimvorgingen stets hinrei-
chend Zeit, bis sich die Verbindungen an den
Leimstellen gut gefestigt haben! Wenn eine
groBere Zahl von Freunden je eine Zelle
basteln, dann konnt ihr diese Zellen einmal
zu einem Wabenstiick zusammensetzen.

Bei der Erarbeitung des Modellbogens waren
u.a. folgende geometrische Beziehungen zu
beachten:

1. In den Basisrhomben verhalten sich die
Lingen der Diagonalen wie 1 [/5

2. Die stumplen Winkel der Basisrhomben
sind groBengleich mit den stumplen Winkeln
der Seitenflichen des Prismas. Fiir den
stumpfen Winkel a, auch Maraldi-Winkel
genannt, gilt die Bezichung tana= —2]/5.
Daraus ergibt sich fiir « die Winkelgr68e von
109°28'16".

Weise durch Herleitung der Bienenzelle aus
dem Wiirfel die Giiltigkeit dieser geometri-
schen Beziehungen nach!

E. Schroder
\
™ Teil 2
A
g /N8 Teil 3
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In freien Stunden alpha heiter

Stadtplan

Welches ist das nicht weile Haus, dessen nordlicher
Nachbar nicht gestreift und dessen siidlicher Nachbar
nicht schwarz, im Westen und Osten jedesmal nur von

Biumen umgeben ist? Aus: Fules, Budapest
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Eulenspiegelei

Eulenspiegel-Leser lieferten zu untenstehender lustiger

Vignette witzige Unterschriften:

® Ich schlage vor, daB 6 +3 =9 ist. Wer dafiir ist,
den bitte ich um das Handzeichen.

® ElIf wiirde ich als Kellner sagen.

@ Herr Lehrer, ich hab’ meinen Taschenrechner
vergessen!

..Schriftlich oder im Kopf?**
Des Menschen Tugend

Der Mensch gleicht eingm Bruch: Der Zihler ist, was
er ist, der Nenner, was er zu sein glaubt. Je groBer der
Nenner, desto kleiner der Bruch.

Lew Tolstoi (1828 bis 1910)
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RitselspaB mit n

Wir wollen im beriilhmten Park von Saint-Soszé alle
Sehenswiirdigkeiten von 1 bis 21 besichtigen, aber jede
nur einmal und ohne einen Weg doppelt zu gehen.

Wie muB man laufen, um vom Eingang E zum Aus-

gang A4 zu gelangen?
8 g Aus: Magazin 5/79

Abschied von 1979

Zeige, dal3 die Zahl
A=1979 +2- (1 +2+3 +... +1978)
eine Quadratzahl ist!
Mathematikfachlehrer W. Forg, Schwaz ( Osterreich)




Mit einem Schnitt

Jede der hier abgebildeten acht geometrischen Figuren
kann man durch einen einzigen geraden Schnitt mit der
Schere in ein Quadrat verwandeln, wie, das ist auf der
Zeichnung rechts gezeigt (darauf wird die Figur 4 zum
Quadrat B). Das ist aber die achte Figur. Und wie
macht man das mit den iibrigen sieben?

el
oy |

Knopfspielereien

l. Die neun Knopfe bilden acht Dreierreihen (drei
waagerechte, drei senkrechte und zwei diagonale).

000
Q00O
Q00

Die Knopfe sind so anzuordnen, daB drei Viererreihen
entstehen.

2. Auf dem Tisch liegen 24 Knopfe, und zwar in drei
Reihen zu 11, sieben und sechs Stiick. In jeder Reihe
sollen aber acht Kndpfe liegen.

o] lejelele] I Jol @)
L Joje] Jelele)
Ce000e

Wieviel Schiibe von Reihe zu Reihe sind nétig, wenn
man von einer Reihe in die andere nur genau so viele
Knépfe schieben darf wie in dieser bereits liegen?

3. Rechts liegen drei schwarze Knopfe, links drei weiBe
und ganz links ist ein freies Feld. Nun sollen die
schwarzen und die weiBen Knopfe durch Ziehen oder
Springen ihre Plitze tauschen. Das freie Feld ist dann
ganz rechts. (In einem Sprung diirfen ein, zwei oder
drei Knépfe iiberquert werden, wenn dahinter das freie
Feld ist.)

Wie viele Bockspriinge sind notig?

Kryptarithmetik

Gleiche Buchstaben bedeuten gleiche Ziffern (gilt nur
fiir jeweils eine Aufgabe): :
DIE

HIER WIR HIER
STEHT HABEN BIRNE IST
MEIN EINEN IST EINE
VATER KATER KLEIN KATZE
A>T W<A A>T T<ED<R S<N<I
Ing. J. Péncik, Prag

Silbenriitsel

Aus den Silben
a—-al-be-blo-bo-ca-di-di—-e-gen—-go—gi-
ka — kreis — kur — le — le — li — lier — mil — na — nal —ne —
ne —ne — 0 —on — per —ra —ri — scha — spek — sub —sti —
ti—ti—tu —us—va—ve —ven
sollen Worter folgender Bedeutung gebildet werden:
1. gekriimmte Linie; 2. Verbindungsstrecke nicht be-
nachbarter Eckpunkte eines Vierecks; 3. Hilfsmittel
zum Zeichnen gekrimmter Linien; 4. Einsetzung;
5. Hilfte des Durchmessers; 6. Vorname des franzosi-
schen Mathematikers Jordan (1838 bis 1922); 7. hiufig
verwendetes Verfahren zur Darstellung von Kérpern;
8. Zeichengerit ; 9. zweidimensionales Gebilde; 10. Ge-
gensatz zu ,,Bild*‘.
Sodann entnimmt man jedem dieser Worter eine Silbe.
Aneinandergereiht ergeben diese den Namen eines be-
rithmten italienischen Mathematikers, der sich um die
Stereometrie verdient gemacht hat. Zur Erleichterung
sind durch die nachstehende Zahlenfolge die auszu-
wihlenden Silben angegeben: 2;4;2;3;1;1;2;1;1:2
OS!R K.-H. Lehmann, VLAV, Berlin

Bemerkenswerte Kurve

To construct this curve divide a circle inlo hundred equal paris. Number the peintr
of division from | 10 100. Then lel one dirdcted line stsri ai each poinl N and terminate
at the poinl correspending to the rumber 2N or 2N — 101.
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XIX. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR
Aufgaben und Lésungen

der Kreisolympiade (14. 11.

1979)

Olympiadeklasse 5 N

1. In einer Konsumverkaufsstelle werden ge-
nau vier verschiedene Waschpulversorten 4,
B, C und D angeboten. Insgesamt sind
900 Pakete Waschpulver im Lager der Ver-
kaufsstelle vorhanden; jedes Paket hat 250 g
Inhalt. Ein Drittel des gesamten Lagerbestan-
des an Waschpulver ist von der Sorte A. Ein
Viertel des ilibrigen Bestandes ist von der
Sorte B. Von der Sorte C sind ebenso viele
Pakete im Lager wie von der Sorte D.

a) Wieviel Pakete betrigt fiir jede einzelne der
vier Sorten der Lagerbestand?

b) Wieviel Kilogramm Waschpulver sind ins-
gesamt in den Paketen enthalten?

Lésung: a) Fiir die Sorte A betrdgt wegen
900:3=300 der Lagerbestand 300 Pakete.
Fiir die Sorte B betrigt wegen 900 — 300 =600
und 600:4 =150 der Bestand 150 Pakete. We-
gen 600—150=450 und 450:2=225 betrigt
fir die Sorten C und D der Bestand je
225 Pakete.

b) Wegen 250 -900=225000 und 225000g
=225 kg sind insgesamt 225 kg Waschpulver
in den Paketen enthalten.

2. In einem Bericht eines Schiilers iiber einen
60-m-Laul war zu lesen: ,,Es war ein span-
nender Lauf unserer Midchen. Astrid zog an
Doris vorbei und konnte dann ihren Vor-
sprung bis ins Ziel behaupten. Aul den letzten
Metern gelang es sogar noch Beate, Doris zu
iiberholen. Das war zwar eine anerkennens-
werte Leistung, jedoch kam Beate noch etwas
spiter ins Ziel als Christine. Doris wurde nur
teilweise den in sie gesetzten Erwartungen
gerecht; immerhin konnte sie Christine hinter
sich lassen.“ Konnen alle Aussagen dieses
Berichtes gleichzeitig wahr sein? Begriinde
deine Entscheidung!

Lésung: Wiren alle Aussagen des Berichtes
wahr, so hitte Beate Doris ,,aul den letzten
Metern iiberholt“, und Doris hitte Christine
Hhinter sich gelassen®. Also wire Beate vor
Christine ins Ziel gekommen. Das steht im
Widerspruch zu der Aussage, Beate wire
etwas spiter ins Ziel gekommen als Chri-
stine”. Folglich konnen nicht alle Aussagen
des Berichtes gleichzeitig wahr sein.

3. Auf dem Arbeitsblatt sind ein Dreieck
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ABC, ein Verschiebungspfeil P, P, sowie ein
Dreieck 4,B,C, abgebildet.

Gesucht ist ein Verschiebungspleil P P, mit

» folgender Eigenschaft:

Wendet man auf das Dreieck 4ABC zuerst die
Verschiebung P P, und dann die Verschie-

—_ )
bung PP, an, so entsteht das Dreieck
A3B,C,. Konstruiere einen Verschiebungs-

pleil ﬁ: mit dieser Eigenschaft! Verwende
dabei nur Lineal (ohne Benutzung der Milli-
metereinteilung), Zirkel und (nur zum Kon-
struieren von Parallelen) Zeichendreieck!
Eine Konstruktionsbeschreibung wird nicht
verlangt!

c
L/’_—_—pl
8
G
A
)

4

Lésung : Beispiel einer als Losung moglichen
Konstruktion:

Weitere Punkte und Linien sind (natiirlich
zulissig, aber) nicht erforderlich.

i
[ l "
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4. Das untenstehende Muster einer Multipli-
kationsaufgabe soll so ausgefiillt werden, daB
in jedes Kistchen genau eine Ziffer einge-
tragen wird und daB dabei eine richtig ge-
rechnete Aufgabe entsteht. Fiir gleiche Va-
riable sind gleiche Ziffern einzusetzen. Wie
iiblich soll 0 nicht als Anfangsziffer vorkom-
men. Fiir das Ausfiillen der leeren Kistchen
werden sonst keine weiteren Vorschrilten
gemacht.
xyz- 8xz
xx88
oo x
opooo
oooooo

Begriinde, wie sich aus diesen Forderungen
eine volistindige Eintragung ergibt!
Ldsung: Aus dem ersten Teilprodukt ist er-
sichtlich, daB z-8 aufl 8 endet; daher muB
z=1 oder z=6 gelten. Wire z=1, so konnte
das dritte Teilprodukt nicht aus vier Ziffern
bestehen, sondern nur aus drei. Folglich ver-
bleibt nur die Moglichkeit
z=6.
Aus dem zweiten Teilprodukt ist nun ersicht-
lich, daB 6 - x aul x endet. Da x auch als An-
fangsziffer vorkommt, also x+0 gilt, kann
folglich nur x=2 oder x=4 oder x =6 oder
x =8 sein. Wire x eine der Ziffern 4, 6, 8, so
wiirde das zweite Teilprodukt nicht dreistel-
lig, sondern vierstellig. Also verbleibt nur die
Maoglichkeit x =2.
Hiernach lautet das erste Teilprodukt 2288.
Wegen 2288:8=286 muB daher der erste
Faktor der Multiplikationsaufgabe die Zeh-
nerziffer y=8 enthalten.
Nun kann die vollstindige Eintragung durch
Fertigstellen des schriltlichen Multiplizie-
rens erfolgen. Man erhilt:
286 - 826
2288
572
1716
236236

Olympiadeklasse 6

1. Gegeben seien zwei einander schneidende
Geraden. Die Grofen dreier der dabei ent-
stehenden vier Schnittwinkel haben die Sum-
me 226°.

Ermittle die GroéBe jedes einzelnen dieser
vier Schnittwinkel!

Lésung: Die GréBen aller vier Schnittwinkel
haben die Summe 360°. Hiernach und wegen
360—226=134 hat einer der Schnittwinkel
die GroBe 134°. Von den iibrigen ist einer der
Scheitelwinkel dieses Winkels, hat also eben-
falls die GroBe 134°. Die anderen beiden
sind jeweils Nebenwinkel des zuerst genann-
ten Winkels. Wegen 180— 134 =46 hat daher
jeder von ihnen die GroBe 46°.

Die gesuchten Gr6Ben sind mithin: 134°,
46°, 134° und 46°.

2. In einem Regal einer HO-Verkaufsstelle
liegen sechs Geschenkartikel zum Preis von



I5M,16 M, 18 M, 19 M, 20 M bzw. 31 M,
von jeder Sorte genau ein Stiick.

Ein Kiufer kaufte genau zwei dieser Ge-
schenke, ein anderer genau drei. Der zweite
Kéuler hatte doppelt soviel zu bezahien wie
der erste.

Ermittle aus diesen Angaben, welche der sechs
Geschenke vom ersten und welche vom zwei-
ten K&uler'gekauft wurden!

Lésung: Der Gesamtpreis aller sechs Ge-
schenke betrigt 199 M. Da genau fiinf Ge-
schenke gekauft wurden, blieb genau eihes
zuriick. War es zu

I5M, 16 M, 18 M, 19 M, 20 M bzw. 31 M,

so hatten beide Kiuler zusammen

104 M, 103 M, 101 M, 100 M, 99 M bzw. 88 M
gezahlt.

Zahlte der erste Kdufer x Mark, so bezahlte
der zweite 2x Mark. Die von beiden gezahlte
Summe, 3x Mark, mu8 folglich durch 3 teilbar
sein. Das trifft nur fiir den Betrag von 99 M
zu. Also wurde das Geschenk zu 20 M nicht
gekauft; ferner ist 3x=99, der erste Kiufer
bezahlte 33 M.

Hitte er als eines seiner beiden Geschenke
das zu 16 M, 19 M oder 31 M gekauft, so
miifite das andere 17M, 14 M bzw. 2 M ge-
kostet haben; diese Preise kamen aber nicht
vor. Also hat der erste Kiufer die Geschenke
zu 15 M und 18 M gekauft, der zweite Kaufer
folglich die Geschenke zu 16 M, 19 M und
3I1M.

3. Zum Montieren eines Gerites sind insge-
samt 110 Stunden geplant. Die Montage wird
in drei Abschnitten erfolgen. Fiir den zweiten
Abschnitt ist genau dreimal soviel Zeit vor-
gesehen wie fiir den ersten; der dritte Ab-
schnitt soll genau halb so lange dauern wie der
zweite.

Untersuche, welche Zeiten man hiernach fiir
jeden einzelnen Abschnitt zu planen hat!
Uberpriife, ob diese Zeiten alle gestellten For-
derungen erfiillen!

Lésung: Wenn die Forderungen erfiillt sind
und dabei der erste Abschnitt x Stunden
dauert, so dauert der zweite 3x Stunden und

der dritte %x Stunden. Daraus folgt

x+3x+3x=110,

2
§x+gx+%x= 110,
12—1x= 110,
%x: 10,
x= 20.

Also konnen die Forderungen nur dadurch
erfiillt werden, daB man fiir den ersten Ab-
schnitt 20 Stunden und somit fir den zweiten
60 Stunden und fiir den dritten 30 Stunden
plant.

Diese Zeiten erfiillen die Forderungen; denn
60 Stunden sind dreimal soviel Zeit wie
20 Stunden, 30 Stunden dauern halb so lange

wie 60 Stunden, und wegen 20+ 60+30=110
ergibt sich die vorgesehene Gesamtzeit.

4. Ein automatischer Nummernstempel fiir
ein Serienprodukt druckt in jeder Sekunde
genau eine natiirliche Zah!l. Er beginnt mit der
Zahl 0 und setzt dann das Drucken der Reihe
nach mit den aufeinanderfolgenden Zahlen
1,23, ... fort.

Ermittle die Anzahl aller Ziffern 1, die der
Stempel in der ersten Viertelstunde insgesamt
zu drucken hat!

Lédsung : Jede Minute hat 60 Sekunden, wegen
15-60=900 hat der Stempel genau 900 Zah-
len zu drucken, d.h. die natiirlichen Zahlen
von 0 bis 8§99.

Beim Drucken der Zahlen von 0 bis 9 kommt
die Ziffer 1 genau 1mal vor.

Setzt man vor jede dieser Zahlen (also an die
Zchnerstelle) jede der neun Ziffern 1, ..., 9, so
erhilt man alle natiirlichen Zahlen von 10 bis
99, jede genau einmal. Somit kommt in diesen
Zahlen die Ziffer 1 an der Einerstelle insge-
samt genau 9mal vor. Ferner gibt es unter
diesen Zahlen genau zehn mit der Zehner-
zilfer 1 (ndmlich die Zahlen 10, ..., 19).
Somit kommt in den Zahlen von 10 bis 99

die Ziffer 1 an der Zehnerstelle insgesamt

genau 10mal vor.
Setzt man vor jede der Zahlen von 0 bis 99
(nachdem die Zahlen von 0 bis 9 durch Vor-
schalten einer Zehnerziffer 0 zweistellig ge-
schrieben wurden) an die Hunderterstelle jede
der acht Ziffern 1, ..., 8, so erhilt man alle
natiirlichen Zahlen von 100 bis 899, jede
genau einmal. Somit kommt in diesen Zahlen
die Ziffer | an den Einer- und Zehnerstellen
insgesamt achtmal so oft vor wie das bisher
ermittelte Vorkommen (1+9+10=20), d.h.
genau 160mal.
Ferner gibt es unter diesen Zahlen genau 100
mit der Hunderterziffer 1 (ndmlich die Zahlen
100, ..., 199). Somit kommt in den Zahlen von
100 bis 899 die Ziffer 1 an der Hunderterstelle
insgesamt genau 100mal vor.
Damit sind alle zu erfassenden Ziffern 1 be-
riticksichtigt; ihre Anzahl betrigt somit
1+9+10+ 160+ 100=280.

Olympiadeklasse 7

1. Dieter, Hans, Klaus und Peter sowie ihre
Ehefrauen Erika, Gabi, Rita und Simone tau-
schen Erinnerungen aus. Ein Zuhérer ent-
nimmt der Unterhaltung folgendes:

(1) Simone und ihr Mann sowie auBler ihnen
Erika und Hans waren zur Hochzeit von
Dieter eingeladen.

(2) Aufl der Hochzeit von Hans waren Gabi
und Erika zu Gast.

(3) Zu den Hochzeitsgisten von Peter ge-
hérten Klaus und Simone. Untersuche, ob fiir
Jjeden der vier Ménner der Name seiner Ehe-
frau allein aus den Aussagen (1) bis (3) ein-
deutig zu ermitteln ist; wenn dies der Fall ist,
so gib die Namen der Ehepaare an!

Lasung: Wegen (2) ist Hans weder mit Gabi
noch mit Erika verheiratet, wegen (1) auch
nicht mit Simone. Folglich gilt:

(4) Hans ist mit Rita verheiratet.

Wegen (1) ist Dieter weder mit Erika noch
mit Simone verheiratet, wegen (4) auch nicht
mit Rita. Daher gilt:

(5) Dieter ist mit Gabi verheiratet.

Wegen (3) ist Peter nicht mit Simone, wegen
(4) nicht mit Rita und wegen (5) auch nicht
mit Gabi verheiratet. Also gilt:

(6) Peter ist mit Erika verheiratet.

Aus (4), (5), (6) folgt schlieBlich:

(7) Klaus ist mit Simone verheiratet.

Damit ist gezeigt, daB fir jeden der vier
Mainner der Name seiner Ehefrau eindeutig
ermittelt werden kann. Die Ehepaare sind
somit in (4), (5), (6) und (7) angegeben.

2. a) Beweise [olgenden Satz!
Wenn in einem Trapez ABCD mit AB || CD
die Gleichung

CD=AD (1)
gilt, dann gilt die folgende Aussage (2):
Die Diagonale AC halbiert den Innenwinkel

xBAD. (2)
] c

A -]

b) Beweise auch die folgende Umkehrung!
Wenn in einem Trapez ABCD mit AB | CD
die Aussage (2) gilt, dann gilt die Gleichung
(1).
Lésung: a) Wegen AB || CD sind ¥ ACD und
¥ CAB Wechselwinkel an geschnittenen Par-
allelen, folglich gilt

XACD= £ CAB. 3)
Wegen (1) ist das Dreieck ACD gleichschenk-
lig mit AC als Basis; seine Basiswinkel sind
gleich groB, also gilt

¥ ACD= ¥ CAD. @)
Aus (3) und (4) folgt x CAB= X CAD;
w.z.b.w.
b) Aus AB || CD folgt wie oben (3).
Wegen (2) gilt

¥CAB= xCAD. )
Aus (3) und (5) lolgt (4), also ist das Dreieck
ACD gleichschenklig mit AC als Basis; d. h.,
es gilt (1), w.z.b.w.

3. Ermittle alle diejenigen natiirlichen Zahlen
z, die die folgenden Bedingungen (1) bis (4)
erfiillen!

(1) z ist eine dreistellige Zahl.

(2) Die Zehnerziffer (d. h. die an der Zehner-
stelle stehende Ziffer) von z ist um 1 groBer als
die Hunderterziffer von z.

(3) Die Einerziffer von z ist doppelt so groB
wie die Hunderterziffer von z.

(4) z ist das Doppelte einer Primzahl.
Lasung: 1) Wenn eine natiirliche Zahl z die
Bedingungen (1) bis (4) erfiillt und a ihre
Hunderterziffer ist, so folgt:

Wegen (1) gilt a3 0, wegen (3) ist 2a < 10, also
a<35. Die folgende Tabelle enthilt die fiir die
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verbleibenden Méglichkeiten a=1, 2, 3, 4 die
nach (2) und (3) sich ergebenden Zehner- und
Einerziffern und damit z.

Hunderter- Zehner- Einer- z
ziffer a ziffer ziffer

1 2 2 122
2 3 4 234
3 4 6 346
4 5 8 458

Von diesen scheidet die Zahl z=234 aus, da
sie das Doppelte von 117 ist und dies wegen
117=3- 39 keine Primzahl ist. Also kdnnen
nur die Zahlen 122, 346 und 458 die Be-
dingungen (1) bis (4) erliillen.

II) Sie sind dreistellig, erfiillen also (1). Ferner
zeigt die Tabelle, daB sie (2) und (3) erfiillen.
SchlieBlich erfiillen sie auch (4), da sie jeweils
das Doppelte von 61, 173 bzw. 229 sind und
diese Zahlen Primzahlen sind.

Somit lauten die gesuchten Zahlen: 122, 346,
458.

4. Ein Kraftfahrer fuhr mit seinem PKW von
A nach B. Nach einer Fahrzeit von 20 Minu-
ten hatte er eine Panne, die in 30 Minuten
behoben werden konnte. Nach weiteren 12
Minuten Fahrzeit muBte er an eciner ge-
schlossenen Bahnschranke 4 Minuten warten.
Bis dahin hatte er 40 km zuriickgelegt. Die
Fahrt von der Bahnschranke nach B begann
um 11.06 Uhr und verlief ohne Aufenthalt. In
B angekommen, stellt der Kraftfahrer fest,
daB er von der Abfahrt an der Bahnschranke
bis zur Ankunft in B genau die Hilfte der-
jenigen Zeit benotigt hat, die insgesamt von
der Abfahrt von A bis zur Ankunft in B ver-
gangen war.

Es sei angenommen, daB der Kraftfahrer aufl
jedem Teilstiick dieses Weges mit der gleichen
Durchschnittsgeschwindigkeit [uhr.

a) Zu welcher Uhrzeit traf der Kraftfahrerin B
ein? .

b) Wie groB war die Durchschnittsgeschwin-
km
h
c) Wieviel Kilometer hatte er insgesamt von
A nach B zuriickgelegt?

digkeit, in ausgedriickt?

Lésung: a) Der Kraftfahrer benotigte wegen
20+ 30+ 12+4=66 bis zur Abfahrt von der
Bahnschranke genau 66 Minuten. Da diese
Zeit ebenso lang war wie die Fahrzeit von der
Bahnschranke bis nach B, war er ab 11.06 Uhr
noch einmal 66 Minuten bis B unterwegs, tral
daher dort um 12.12 Uhr ein.

b) Fiir die ersten 40 km betrug die reine Fahr-
zeit wegen 66 — 30 —4 =32 genau 32 Minuten,

das sind IS—SStunden. Wegen 40:£=75 be-

15
trug seine Durchschnittsgeschwindigkeit mit-
. km
hin 75 -

c) Da er den Rest des Weges mit der gleichen
Durchschnittsgeschwindigkeit  zuriicklegte

und dafir 66 Minuten, also :—:)Stunden be-
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notigte, legte er dabei wegen 75- %=82,5
noch weitere 82,5 km zuriick. Mithin hatte er
von A nach B insgesamt 40 km +82,5km

=122,5 km zuriickgelegt.

Olympiadeklasse 8

1. Eine Gruppe von 39 Schiilern unterhilt
sich iiber ihre Zensuren in den Fiachern Ma-
thematik, Russisch und Deutsch. Dabei wird
festgestellt:

(1) Genau 11 Schiiler haben in Mathematik
die Zensur 2.

(2) Genau 19 Schiiler haben in Russisch die
Zensur 2.

(3) Genau 23 Schiiler haben in Deutsch die
Zensur 2.

(4) Genau ein Schiiler hat in allen drei
Fichern die Zensur 2.

(5) Genau 4 Schiiler haben in Mathematik
und Deutsch, aber nicht in Russisch eine ,,2“.
(6) Genau 7 Schiiler haben in Russisch und
Deutsch, aber nicht in Mathematik eine ,,2%.
(7) Genau 2 Schiiler haben in Mathematik und
Russisch, aber nicht in Deutsch eine ,,2“.
Ermittle aus diesen Angaben, wieviel Schiiler
dieser Gruppe in genau einem und wieviel in
keinem der angegebenen Facher die Zensur 2
haben!

Lésung: Aus (1), (4), (5) und (7) folgt wegen
11-1-4-2=4, daB genau 4 Schiiler in
Mathematik die Zensur 2 haben. Aus (2), (4),
(6) und (7) folgt wegen 19—1—7-2=9, daB}
genau 9 Schiiler genau in Russisch die Zen-
sur 2 haben. Aus (3), (4), (5) und (6) folgt, daBl
wegen 23—1—4—7=11 genau 11 Schiiler
genau in Deutsch eine ,,2* haben.

Wegen 4+9+4+11=24 haben somit genau
24 Schiiler dieser Gruppe in genau einem der
genannten Ficher die Zensur 2.

Da wegen (5), (6), (7) genau 13 Schiiler in
genau zwei der Facher eine 2 haben und
wegen (4) noch ein weiterer Schiiler hinzu-
kommt, haben wegen 24 + 13+ 1 =38 mithin
genau 38 Schiiler in wenigstens einem der
Ficher die Zensur 2.

Folglich hat genau ein Schiiler dieser Gruppe
in keinem der genannten Ficher die Zensur 2.

2. In einer AG Mathematik stellte ein Mit-
glied der Patenbrigade den Teilnehmern fol-
gende Aufgabe:

»,Unsere Brigade hat mehr als 20, aber weni-
ger als 35 Mitglieder. Von ihnen nahmen im
letzten Jahr im Juli dreimal soviel, im Februar
doppelt soviel ihren Jahresurlaub wie im Mai.
Im Januar nahmen drei Personen weniger als
im Juli Urlaub, im August dagegen eine
Person mehr als im Mai. In den nicht ge-
nannten Monaten dieses Jahres nahm kein
Mitglied unserer Brigade Urlaub. Unter den
genannten Urlaubern ist jedes Mitglied un-
serer Brigade genau einmal vertreten.

Stellt fest, ob ihr allein aus diesen Angaben
die Anzahl unserer Brigademitglieder ermit-
teln konnt

Lésung: Die Anzahl der Mitglieder dieser
Brigade, die im Mai Urlaub nahmen, sei x.
Dann nahmen im Juli 3x, im Februar 2x,
im Januar 3x—3 und im August x+1 Bri-
gademitglieder Urlaub. Das sind zusammen
(10x —2) Personen.

Nun giit
20 < 10x —2 <35, also
22<10x <37

Da x eine natiirliche Zahl ist, folgt daraus
x=3.
Mithin hatte die Brigade 28 Mitglieder.

3. In einem Parallelogramm ABCD sei P ein
beliebiger Punkt auf der Diagonalen AC
(P+ A, P+C). Die Parallele durch P zu AB
schneide BC in H und AD in G; die Parallele
durch P zu BC schneide AB in E und CD
inF.

Beweise, daB die beiden Parallelogramme
EBHP und GPFD den gleichen Flicheninhalt
haben!

) F c

=
AVE B

Lésung: Jede Diagonale cines Parallelo-
gramms zerlegt dieses in zwei kongruente und
somit flicheninhaltsgleiche Dreiecke. Wen-
det man dies auf die Parallelogramme ABCD,
AEPG und PHCF an, so erhilt man: Die
Dreiecke ABC und CDA haben denselben
Fldcheninhalt; dieser sei A, genannt. Die
Dreiecke AEP und PGA haben denselben
Fliacheninhalt; dieser sei A, genannt. Die
Dreiecke PHC und CFP haben denselben
Fliacheninhalt; dieser sei A3 genannt. Daher
ergibt sich, daBl sowohl das Parallelogramm
EBHP als auch das Parallelogramm GPFD
den Flacheninhalt 4,-4,-A; haben.
Damit ist der verlangte Beweis gefiihrt.

4. Klaus sagt: ,,Ich denke mir drei natiirliche
Zahlen. Die zweite Zahl ist um 2 groBer als
die Hilfte der ersten Zahl. Die dritte Zahl ist
um 2 groBer als die Hilfte der zweiten Zahl.
Das Produkt der drei gedachten Zahlen be-
tragt 1120. Welche Zahl habe ich mir as erste
gedacht, welche als zweite und welche als
dritte 7

Kann diese Frage eindeutig beantwortet wer-
den? Wenn das der Fall ist, so nenne die drei
gedachten Zahlen!

Lésung: 1) Wenn drei Zahlen die genannten
Eigenschaften haben und die erste Zahl n ist,

so lautet die zweite g+2 =# und die dritte
f%ﬁ +2 =%+ 3. Da auch dies eine natiirliche
Zahl ist, ist n durch 4 teilbar.

Wire n eine (durch 4 teilbare) natiirliche
n
2
natiirliche Zahlen mit g+ 2<8 und §+ 3<6,

Zahl mit n<12, so wiren -+2 und ;+3

also wire ihr Produkt



4
und daher kleiner als 1120. Wire n= 20, so

;+2;12 und ;+3ga, also das Pro-

dukt n~<g+2)~<:—;+3)g20~ 12-8=1920

und daher groBer als 1120.
Also kommt als erste Zahl nur n=16, als

n-(;+2>-<f+3>§12-3-6=576

wiren

zweite nur g+2=10 und als dritte nur

;+ 3=7in Frage.
II) Diese Zahlen haben die geforderten Eigen-

schaften, wie die Bestitigung von %+2= 10,
%)+2=7, 16 - 10- 7=1120 zeigt.

Also kann die Frage von Klaus eindeutig be-
antwortet werden. Er hat sich als erste Zahl

16, als zweite 10 und als dritte 7 gedacht.

Olympiadeklasse 9

1. An einer Kreuzung standen in einer Reihe

hintereinander genau 7 Fahrzeuge. Jedes die-

ser Fahrzeuge war entweder ein Personen-

kraftwagen oder ein Lastkraftwagen. Uber

ihre Reihenfolge sei bekannt:

(1) Kein LKW stand direkt vor oder hinter

einem anderen LKW.

(2) Genau ein PKW befand sich unmittelbar

zwischen zwei LKW.

(3) Genau ein LKW befand sich unmittelbar

zwischen zwei PKW.

(4) Genau drei PKW standen unmittelbar

hintereinander.

Ermitteln Sie alle Moglichkeiten, in welcher

Reihenfolge diese 7 Fahrzeuge gestanden

haben koénnen!

Losung: Wir bezeichnen Personen- bzw.

Lastkraftwagen mit P bzw. L. Aus /2) [olgt:

(5) In der Fahrzeugreihe kommt ein Teilstiick
LPL *

vor. Hiernach folgt aus (1):

(6) An (*) schlieBt sich nach keiner Seite ein

L an.

Wegen (3) ist es auch nicht moglich, daB sich

an (*) nach beiden Seiten je ein P anschlieBt,

somit folgt:

(7) Eines der Enden des Teilstiicks (*) ist auch -

ein Ende der gesamten Fahrzeugreihe.
Aus (4) ergeben sich die beiden folgenden

Aussagen:

(8) In der Fahrzeugreihe kommt ein Teilstiick
PPP (**)

vor.

(9) An (**) schlieft sich nach keiner Seite
ein P an.

Da die Fahrzeugreihe insgesamt 7 Fahrzeuge
enthilt, folgt:

(1) Das Teilstiick (**) kann entweder unmit-
telbar oder mit Dazwischenschalten genau
eines Fahrzeugs an (*) angeschlossen sein.
Ein Fahrzeug zwischen (*) und (**) kénnte
aber wegen (6) kein L und wegen (9) kein P
sein; also entfillt in (10) die Moglichkeit des

Dazwischenschaltens, d. h., (*) und (**) stehen
unmittelbar hintereinander. Hiernach ist das
aufer (*) und (**) noch vorhandene Fahrzeug
wegen (7) an (**) angeschlossen und daher
wegen (9) ein L. Also gibt es insgesamt als
Mopglichkeiten fiir die Reihenfolge nur
(*)(**)L,d.h. LPLPPPL,
L (**)(*), d.h. LPPPLPL.
Diese beiden Madglichkeiten erfiillen in der
Tat alle Bedingungen (1) bis (4). Daher sind
genau sie die gesuchten.

2. Die Zahlen in einem Zahlentripel [p,q,r]
seien genau dann ,Primzahldrillinge" ge-
nannt, wenn jede der drei Zahlen p, g, r eine
Primzahl ist und wenn p, g, r in dieser Reihen-
folge drei unmittelbar aufeinanderfolgende
ungerade Zahlen sind.

Beweisen Sie, daB es genau ein Zahlentripel
[p,q,r] gibt, das alle diese Bedingungen er-
fulle!

Losung: Angenommen, ein Zahlentripel
[p.g,r] erfiille die genannten Bedingungen.
Dann ist p=3 sowie g=p+2 und r=p+4.
Wenn p bei Division durch 3 den Rest 1 er-
gibe, so wire g durch 3 teilbar, also wegen
g=5> 3 keine Primzahl. Wenn p bei Division
durch 3 den Rest 2 ergibe, so wire r durch 3
teilbar, also wegen r=7>3 keine Primzahl
Daher verbleibt nur die Mdoglichkeit, daB p
durch 3 teilbar und folglich (als Primzahl)
gleich 3 ist. Somit kann nur das Tripel
[3,5,7] die Bedingungen der Aulgabenstel-
lung erfiillen. Es erfiillt diese Bedingungen;
denn 3, 5 und 7 sind Primzahlen, und sie sind
drei unmittelbar aufeinanderfolgende unge-
rade Zahlen.

3. Von einem konvexen Viereck 4BCD werde
folgendes vorausgesetzt :

c

9

F

A 8

Konstruiert man die Winkelhalbierenden sei-
ner Innenwinkel, so entstehen Schnittpunkte
E, F, G, H,die so auf den Winkelhalbierenden
angeordnet sind, wie dies aus dem Bild er-
sichtlich ist.

Beweisen Sie, daB unter dieser Vorausset-
zung stets in dem Viereck EFGH die Summe
zweier gegeniiberliegender Innenwinkel 180°
betrigt!

Lésung: Es seien ¥BAD=a; XCBA=§;
¥xDCB=y; £« ADC=4. Dann gilt nach dem
Satz iiber die Summe der Innenwinkel im
Dreieck, angewandt auf das Dreieck 4HB:
XEHG=xAHB= 180*’—(%+’—2i
wandt aufdas Dreieck DFC: x EFG= < DFC

—180°—(2 49
=180 (2+2>.

und ange-

Somit erhilt man durch Addition

SEHG+ ZEFG=360°—(2+B47 .9
XEHG+ ¥ EFG =360 (2+ 2+2+2>.

Da aber die Summe der Innenwinkel im Vier-
eck 360° betragt, gilt

a B vy 8 .o .

5+§+§+2— 180° und somit

*xEHG+ £EFG=180°, w.z.b.w.

4. Ermitteln Sie alle diejenigen natiirlichen
Zahlen x, fiir die folgendes gilt!

(1) x ist das Quadrat einer natiirlichen Zahl.
(2) VergréBert man x um 24, so erhdlt man das
Quadrat einer natiirlichen Zahl.

(3) Vermindert man x um 24, so erhidlt man
das Quadrat einer natiirlichen Zahl.

Losung: Angenommen, eine Zahl x habe die
Eigenschalten (1), (2), (3). Dann gibt es natiir-
liche Zahlen m, n, p fir die

x=n?, 4)
x+24=p?, ()]
x—24=m? ©6)
gilt. Aus (4) und (6) folgt

n?—m?=24, )
aus (4) und (5) lolgt

p?—n?=24 (8)

Aus (7) folgt (n —m) (n +m)=24. Damit ist 24
als Produkt der ganzen Zahlen n—m und
n+m dargestellt. Von diesen ist n+m eine
natiirliche Zahl, also auch der andere Faktor
n—m. Ferner ist die Diflerenz dieser Faktoren
(n+m)—(n—m)=2m eine gerade natiirliche
Zahl. Das trifft, wie die samtlichen Zerlegun-
gen24=1-24=2-12=3-8=4" 6 zeigen, nur
fiir die Fille
n—m=1,n+m=12,
alsom=5,n=17, 9)
n—m=4,n+m=6,
alsom=1,n=5 (10)
zu. Somit kann das Paar (m,n) nur eines der
Paare (1,5), (5,7) sein.
Aus (8) folgt ebenso: Das Paar (n,p) kann nur
eines der Paare (1,5), (5,7) sein.
Daher verbleibt nur die Moglichkeit m=1,
n=5, p=7, nach (4) also x=25. Also kann
nur diese Zahl die Eigenschaften (1), (2), (3)
haben.
Sie hat diese Eigenschalten; denn es gilt
25=52,254+24=49="77
25-24=1=12%

Olympiadeklasse 10

1. Ein rechteckiges Bild, dessen Seitenlidngen
sich wie 2:3 verhalten, soll einen iiberall
gleich breiten Rahmen erhalten, dessen Fla-
cheninhalt so groB ist wie der des Bildes.
Ermitteln Sie alle diejenigen Werte des Lin-
genverhiltnisses der Aulenkanten des Rah-
mens, die diese Forderung erfiillen!

Lésung: Es sei 2a die Lange der kiirzeren Seite
des Bildes, dann ist 3a die Linge seiner lange-
ren Seite. Es sei d die Breite des Rahmens,
dann sind 2a + 2d bzw. 3a + 2d die Léngen der
AuBenkanten des Rahmens.

Die in der Aufgabe gestellte Forderung ist

« 141



genau dann erfiillt, wenn die von diesen

Kanten eingeschlossene Fliche einen doppelt

so groBen Fldcheninhalt hat wie die des Bil-

des, d. h. genau dann, wenn
(2a+2d)(3a+2d)=2-2a-3a

gilt. Dies ist der Reihe nach dquivalent mit
6a’>+ dad+6ad+4d*=124%,

44?4+ 10ad — 6a* =0,
5 3
2 ——az =
d*+ iad o) 0.

Diese quadratische Gleichung hat genau die
Losungen
bom o [T
von denen genau
d= —§a+—a =2
4" 4 2
nicht negativ ist. Daher ist die Forderung
genau dann erfiillt, wenn die AuBenkanten

die Langen 2a+2-g=3a und 3a+2';=4a

haben.

Ist dies der Fall, so haben sie das Lingen-
verhiltnis 3:4, und auch umgekehrt gilt:
Haben die AuBenkanten das Lingenverhalt-
nis (2a+2d):(3a+2d)=13:4, so folgt 8a+8d

=92+ 6d, also 2d=a und damit d=g.

Somit erfiillt genau das Lingenverhaltnis 3:4
die Bedingungen der Aufgabe.

2. Beweisen Sie die folgende Aussage!

Wenn die Summe dreier Quadratzahlen durch
9 teilbar ist, dann sind entweder alle drei
Quadratzahlen ‘durch 9 teilbar, oder genau
zwei der Quadratzahlen ergeben bei Division
durch 9 den gleichen Rest.

Lésung: Ergibt eine natiirliche Zahl bei
Division durch 9 den Rest
0,1,2,3,4,5,6, 7 bzw. 8,
so ergibt ihr Quadrat jeweils den Rest
0,1,4,0,7,7,0,4 bzw. 1;

d.h, fiir jede Quadratzahl ist der Rest, den
sie bei Division durch 9 ergibt, eine der Zahlen
0, 1, 4, 7. Wenn die Summe dreier Quadrat-
zahlen durch 9 teilbar ist, so gilt das auch fiir
die Summe der Reste, die diese Quadratzah-
len jeweils bei Division durch 9 ergeben.
1. Fall: Einer der Reste ist 0.
Dann ist die Summe der beiden anderen
Reste durch 9 teilbar. Alle Summen aus zwei
Summanden, von denen jeder eine der Zahlen
0, 1, 4, 7 ist, sind aber
0+0=0,0+1=1,0+4=4,0+7=7,1+4=5,
1+7=8,4+7=11.

aher verbleibt nur die Moglichkeit, daB
auch die beiden anderen Reste 0 sind; d.h.,
es folgt: Alle drei Quadratzahlen sind durch 9
teilbar.

2.]. 1

3. ) Fall: Einer der Reste ist { 4

4. 7

Dann ergibt die Summe der beiden anderen
8

Reste bei Division durch 9 den Rest{ 5
2
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Hierfiir verbleibt unter den Summen (1) nur
die Moglichkeit, daB die beiden anderen Reste
1und 7
1 und 4 }lauten.
4und 7
In jedem dieser Fille ergeben also genau zwei
der drei Quadratzahlen bei Division durch 9
den gleichen Rest.
Damit ist fir jeden moglichen Fall der ver-
langte Beweis gefiihrt.

3. Von einem Dreieck ABC seien die Seiten-
lingen BC=a, CA=b und AB=c gegeben.
Der Inkreis dieses Dreiecks beriihre die Seite
BC in D, die Seite CA in E und die Seite AB
inF.

Ermitteln Sie die Langen der Seitenabschnitte
BD,DC,CE, EA, AF und FB, in Abhingigkeit
von a, b und ¢ ausgedriickt!

Lésung: Es sei M der Inkreismittelpunkt des
Dreiecks ABC. Die Seiten des Dreiecks sind
Tangenten an den Inkreis, also gilt MELAC
und MF1 AB. Weiter [olgt AAEM >~ AAFM;
denn diese Dreiecke stimmen in den Seiten-
lingen AM = =AM, ME=MF und in der
GroBe XAEM=XAFM desjenigen Win-
kels iiberein, der in beiden Dreiecken als
rechter Winkel jeweils der groBten Seite ge-
geniiberliegt. Daher ist AE=AF. (Die hier
erhaltene Aussage, daB aufl den Tangenten
von einem Punkt 4 an einen Kreis die Strek-
ter Satz zitiert werden.) Entsprechend laBt
ken A bis zu den Beriihrungspunkten ein-
ander gleichlang sind, kann auch als bekann-
sich zeigen, daB BF =BD und CD=CE gilt.
Fiir die gesuchten Seitenabschnitte
AE=AF=x,BF=BD=y,CD=CE=:

gilt somit das Gleichungssystem

yt+z=q, m
x+z=b, 2
x+y=c. 3)

Addiert man (2) und (3) und subtrahiert (1),
so [olgt nach Division durch 2

x= % (b+c—a)
Entsprechend ergibt sich

1
y—i(c+a—b),

z =% (@+b—c).
Die gesuchten Langen sind also

E=ﬁ=%(b+c—a),
ﬁ=ﬁ=%(e+a—b),

ﬁ=ﬁ=%(a+b—c).

(Da die Existenz (des Inkreises und folglich
auch) der gesuchten Lingen als bekannt ver-

wendet werden darf, ist eine Probe (oder ein
Nachweis der Aquivalenz zwischen dem Sy-
stem (1), (2), (3) und der Angabe von x, y, z)
nicht erforderlich.)

4. Verbindet man in einem Quadrat ABCD
die Mittelpunkte M,, M,, M5 und M, der
Seiten jeweils mit den beiden gegeniiber-
liegenden Eckpunkten, so entsteht ein acht-
strahliger Stern, der in seinem Innern ein
Achteck EFGHIJKL (siche Bild) enthalt.

[ My c
(3
(1 J
My E [ "
F
¢
A My [

Stellen Sie fest, ob dieses Achteck regelmiBig
ist, und begriinden Sie Ihre Entscheidung!
Hinweis: Ein n-Eck heiBt regelmiBig, wenn
alle seine Seiten gleich lang und alle seine
Innenwinkel gleich groB sind.

Losung: Es sei M der Schnittpunkt der Dia-
gonalen und g die Seitenldnge des Quadrates.
Da M M, Symmetricachse des Quadrats ist,
liegt M auf M4M,, und da M, M Symmetrie-
achse des Rechtecks AM M D ist, liegt E auf
M M. Da ferner AC Symmetricachse des
Quadrats beziiglich der Spiegelung ist, die B
und D sowie M, und M, jeweils untereinan-
der vertauscht, liegt F aul AC.

Jeweils nach einem Teil des Strahlensatzes

folgt nun

M_“E=ﬂ4=- oderM4E=EW a
DM, 4D 72 4 4
und —
F—_AE=MLM=l,alsoFA7=ﬂ.

FA 4B 2 3

Da AM die halbe Diagonale des Quadrats ist,

gilt m=;[/§ und daher X/I—F=g 1/5

Wegen é[/i#% folgt ME+MF und hieraus

nach der Seiten-Winkel-Relation

¥MEF+ ¥ MFE.

Da sowohl M M, als auch AC Symmetrie-
achsen der gesamten Figur sind, gilt

¥ LEF=2%MEF und XEFG=2xMFE.
Daher folgt aus der vorigen Ungleichung
auch ¥XLEF+ XEFG. Da somit in dem
Achteck EFGHIJKL zwei verschieden groBe

0 M3 c
[ 4
J

(]

M 7 M
F

ol ¥

4 ¥ 8



Innenwinkel vorkommen, ist es nicht regel-
mabBig.

2. Lésungsweg : Man zeigt

AMEM 3~ AMKM,~ AMEM,,
M3M:EM=2:1und folglich
¥M3EM=&M,KM= xMEM=¢ mit
tan¢g =2,

Dabher ist einerseits ¥ FEL =2¢, andererseits
nach dem Innenwinkelsatz fir Vierecke, auf
EMKL angewandt, x ELK =270° —2¢. Wi-
re das Achteck regelmiBig, so folgte 2¢
=270°—-2¢, ¢=67,5°. Wegen tan67,5°+2
ist damit ein Widerspruch erreicht.

Olympiadeklasse 11/12

1. Man ermittle alle Tripel [x,y,z] reeller
Zahlen, fir die das folgende Gleichungs-
system erflillt ist:

x—l=1,

y

1
.V—E—l, 1)
z—l=1

X

2. Ist ABCD ein konvexes Viereck, seine
Flache also durch die Diagonale AC in zwei
Dreiecksflichen, nimlich die des Dreiecks
ABC und die des Dreiecks ACD, zerlegt, so
werde der Flacheninhalt des Dreiecks 4BC
mit F,, der des Dreiecks ACD mit F, sowie
die GroBe des Winkels xDAB mit a be-
zeichnet.

Von einem konvexen Viereck ABCD seien
nun die [olgenden Eigenschaften gefordert:

AB| CD, (1
AB>CD, )
BC=CD=DA 3)
AC1 BC. (@)

Man beweise, daB3 die Forderungen (1) bis (4)
erfiillbdr sind und daB die Werte von F,:F,
und o durch diese Forderungen eindeutig
bestimmt sind. Man ermittle diese Werte.

3. 100 Touristen sind in 100 verschiedenen
Stddten beheimatet, in jeder dieser Stadte
genau einer der Touristen. Keine zwei von
ihnen sind miteinander bekannt. Sie unter-
nehmen durch genau diese Stidte Rundrei-
sen, und zwar

a) als Touristengruppe (alle 100 Touristen
machen gemeinsam ein und dieselben Reisen),
b) als Einzelreisende (jeder legt die Reihen-
folge und die jeweilige Aufenthaltsdauer fiir
die einzelnen Stidte selbst fest, die Reisen
erfolgen unabhingig voneinander).

Ferner treffen sie die [olgende sonderbare
Vereinbarung: Je zwei dieser Touristen ma-
chen sich genau dann miteinander bekannt,
wenn sie sich zum ersten Mal gemeinsam in
einer Stadt befinden, in der keiner dieser bei-
den Touristen beheimatet ist.

Ermitteln Sie im Fall a) und im Fall b)
jeweils die kleinste natiirliche Zahl n>0, fir
die die [olgende Aussage (*) wahr ist!

(*) Die Reisewege und -termine lassen sich so
festlegen, daB jeder Tourist spitestens dann
mit jedem anderen bekannt geworden ist,
wenn er in n Stidten gewesen ist.

4. a) Man untersuche, ob die [iir alle reellen
Zahlen x durch
sin (x[/i)
fib9= 1 +sinz(x]/5)

definierte Funktion f; periodisch ist.

b) Man untersuche, ob die fiir alle reellen
Zahlen x durch

sin x

xX)=—"F—r
% 1+sin? (x[/i)
definierte Funktion f; periodisch ist.

Losungen

Lésungen zu:
Wir arbeiten mit Mengen, Teil 3:

Arbeitsblatt 6

F, ist eine eineindeutige Abbildung von M

auf M;

Vb={ab,c}; Vb=M; Nb={ab,c}; Nb=M,

Fy={[a:b], [ba], [e5c]}

F, ist eine nur eindeutige Abbildung von M

aul N;

Vb={ab,cd}; Vb=M;Nb={efg}; Nb=N;

Fa={[ase], [b:f]; [c:9], [d;9]}

F3 ist eine nur eindeutige Abbildung aus A

in B;

Vb={1,28}; VbcA; Nb={2;4}; NbcB;

F3={[1:2], [2:4] [8:4]}

F, ist eine nicht eindeutige Abbildung von R

inS;

Vb={0,5,10,15}; Vb=R; Nb={-3,12,2};
NbcS;

Fa={[0;-3],[0;2], [5;12],[10;-3],[15;2]}

Man schreibe als Menge geordnete Paare:

Fi~'={[b:a], [a;b], [c;c]}

Fy ™' ={[e:a], [fb]. [gic], [9:d])

Fa~'={[2;1], [4;2], [4;8]}

Fa~'={[-3:0],[2;0], [12;5], [-3;10],

[2;15]}
Arbeitsblatt 7
Y y y
“ x
x
] x »
4 L x
1 X 1 X [ x
y y "oy,
[
/
x /
44 b 4
1F * K o X 1 x
/ .

Arbeitsblatt 8
()R ={[2:2], [3:3], [4:4), [5:5), [6:6].
[2;4], [2:6], [3:6]}

;/x\—tx\"

5O OB

Q) R.={[0:0], [1:1], [2;2], [3;3], [4:4]
[0;3], [3;0], [1;4], [4:1]}

m
(3) R3={[P1;P2], [P1;P5], [P1;Pa), [P1;P5],
[P2;P3], [P2;Pa], [P2;Ps], [P3;Pal,
[P3;Ps], [P4;Ps]}
N

; TN
h 5 5
A /
n A AAB X
A P,

@) Re={[2:2], [11;11], [20;20], [22;22],
[30;30], [31;31], [1011;1011], [2;11],
[11:2], [2:20], [202], [11;20],
[20;11], [1011;30], [30;1011],

[22;31], [31:22]}.

Lisungen zu: alpha-heiter 6/79

Stadtplan

Das Haus mit den Koordinaten C$§ erfullt
die Bedingungen.

RitselspaB mit n

Die richtige Reihenfolge ist: E-1 -6 - 12 -
18-13-7-2-3-4-5-11-17-21-16-
10-9-8-14-20-19-A

Abschied von 1979

1+1978=1979

2+1977=1979

3+1976=1979

4989 - 1978«

989 +990=1979

A=1979+2-989-1979
=1979+ 1978 - 1979
=1979 (1 + 1978)
=1979- 1979
=1979?

Mit einem Schaoitt

Die eine Hillte der Figur 7 mu man nach
dem Schnitt so umklappen, daB ein Quadrat

_ entsteht.
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Knopfspielereien

1. Ein gleichseitiges Dreieck mit einer Kan-
tenldnge von je vier Knopfen wird gebildet.

2. Man braucht nur drei Schiibe: Von oben
nach Mitte sieben Knople, von Mitte nach
unten sechs Knopfe, von unten nach oben
vier Knépfe.

3. Numerieren wir die Felder im Geist von
links nach rechts mit den Zahlen 1 bis 7.
Fiinf Spriinge sind nétig: 5 nach 1, 2 nach 5,
6 nach 2, 3 nach 6, 7 nach 3. Wenn man
nur iiber einen Knopf oder zwei Knépfe sprin-
gen darl, wird es schwieriger. Dann braucht
man 10 Ziige.

Kryptarithmetik

1820+ 532134+ 9287=64320
598 +26710+19010=46318
298439618+ 975=40891

5962+ 908+ 6976=13846

Silbenriitsel

1. Kreisbogen; 2. Diagonale; 3. Kurven-
schablone; 4. Substitution; 5. Radius; 6. Ca-
mille; 7. Kavalierperspektive; 8. Lineal; 9.
Ebene; 10. Original — BONAVENTURA
CAVALIERI

].;i'isungen zu: Winterfreuden

Bild 1: Alle haben sich bewegt: der hockende
Sportfreund seinen linken Skistock, der ste-
hende seine Hand. Das Midchen hat ihr
Stirnband heruntergezogen und ihre linke
Hand versteckt. Der Mann neben ihr hélt
jetzt seine Pfeife anders, und der kleine Junge
hat die Augen geschlossen.

Bild 2: Mehr Einzelheiten: Nr. 2 - Giirtel-
schnalle; Nr. 5 - Miitzenbommel; Nr. 8 -
Schal; Nr. 10 - Haarband; Nr. 17 - Krawatte.
Weniger Einzelheiten: Nr. 7 — Pullover-
muster; Nr. 11 - Schlittschuh; Nr. 13 -
die Hand des Mannes; Nr. 20 - Hut; Nr. 21 -
Puck

Bild 3: Der Damenschuh befindet sich in um-
gekehrter Stellung oberhalb des wehenden
Schals des rechts am Schneemann bauenden
Jungen. Sein Absatz wird von einem Zaun-
brett und der schwarzen Hose des Mannes
begrenzt, dem ein wohlgezielter Schneeball
gerade den Hut vom Kopfe reiBt.

Bild 4

Bild 5
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Lésung zu: AGs im Blickpunkt
2—a?)(x®+a?)...(x*" ' +a

x—a

n—1
P= )

n n
x2"_g?

x—a
Lidsungen zum alpha-Wettbewerb,
Heft 2/79, Fortsetzung:

Ma10/12 w1876 Aus dem Sinussatz a:b:c
=sin o:sin §:sin y folgt:
b-sina

) sin B = bzw.

b?-sin’a und

2) sin’ﬁ:T
3) siny =< Zma bzw
2.sina

(4)  sin?y =CT

Wir formen nun die rechte Seite der Glei-
chung unter Verwendung von (2) und (4)
dquivalent um:
sin?a +sin? f—sin?y

. b? . c? .
=smza+a—ism2a——ismza
a

=sin%a 1+b2_e2
a a
., fa*+b*—c
=S8« —Ez— .
Nun gilt

2sinasin fcosy=sin%a —Q ) | :sina
. at+br-c?
=sina—————
a

az—bz+cz>

2sinfcosy

Unter Verwendung von (1) ergibt sich

b-sina a?+b*—¢? a
22— —a

- cosy=sina P

bzw.

2 2 2
2b-cosy=ﬁabi

2ab-cosy=a?+b?—c? bzw.
c2=a’+b%—-2ab- cos?.

Das ist der bekannte Kosinussatz. Da alle

Schritte dquivalente Umlormungen sind, ist

die Behauptung bewiesen.

Ma10/12 1877 a)

ZaN
@

b) Nach dem Satz des Pythagoras gilt
d*=d?+a? und somit d=a1;§

c) Fiir das Volumen der Kugel gilt
VK=%d3 und wegen b) V= %(a . [/5)3

A

=3 -a3[/§.

Fiir das Volumen des Oktaeders gilt:

3
Vo=% . ]/5 Nun gilt fiir das Verhiltnis der

beiden Volumina

Ve 2a®-]/2
7’;_=a3 n
F it

Das Volumen der Kugel verhalt sich zum
Volumen des Oktaeders wie 7:1.

d) Aus §=% folgt Vk=m" Vo,
° Ve=m 23,87 cm?,
Vi =75cm3.

Das Volumen der Kugel betrigt 75 cm®.

Aus Platzgriinden geben wir zu den Physik-
und Chemie-Wettbewerbsaufgaben des Hef-
tes 2/79 nur die SchluBsitze wieder:

Ph6 856 Marmor hat die Dichte 2,66%
(1t. ,Tabellen und Formeln“).

Ph7 857 a)
s
é04 1N M
0+
(734
"™
n4
10 ]
¥ t 1 t +— t i,
10 0 % 0 » H N KO N W
km

b) Es besteht keine Proportionalitit. n h
c) Ungefihr 0,6 m; 5,8 m; 51,8 m.
d) Ungefahr 50 k_rg, 70 k—m

h h
Ph8 58 Der Tauchsieder hat einen Wir-
kungsgrad von 0,89.

Ph9 a59 Der Widerstand des Heizko6rpers
muB rund 16,7 Q betragen.

Ph10/12 60 Der FuBginger sicht die Stra-
Benbahnen im Abstand von etwa 13 min an
sich voriiberfahren.

Ch7 m45 Unter den gegebenen Bedingun-
gen entstehen 8,5t Wassergas.

Ch8 m46 a) Die theoretisch zur Verbren-
nung von 1 m?® Gas erforderliche Luftmenge
betrigt rund 0,9 m3.

b) Die Rauchgase bestehen aus: 18,45, CO,
und 81,69, N,.

Ch9 m47 a)Es miissen 122,3 g des Alkanéls
eingesetzt werden.

b) Es miissen 137,3 g der Siure zur Reaktion
gebracht werden.

Ch10/12 ®48 Aus 208 t Anhydrit lassen sich
153 t 98%;ige Schwefelsiure herstellen.

XVIII. Olympiade Junger Mathematiker
der DDR

4. Stufe (DDR-Olympiade)

Die Losungen der Olympiade Klasse 10
verdffentlichen wir aus Platzgriinden ab
Heft 1/80, d. Red.



alpha-Wetthewerb
1978/79

Preistriiger

Manuela Winges, Bad Liebenstein; Alexander
Ménsch, Holger Neye, Kerstin Kantiem, Ingo Witt,
Martin SchnauB, Mario K&ppen, alle Berlin; André
Weber, Bischoflerode; Helge Dirschke, Bitterfeld;
Andreas Jock, Blankenfelde; Andrea Fischer, Bur-
kau; Harald Schiffhauer, Buttlar; Peter Strempel,
Thomas Lundershausen, Frank Techen, alle Cott-
bus; Andrea Wetter, Michael Hoffmeier, Tobias
Kunisch, Holger Lorenz, alle Dingelstadt; Olaf
Jenkner, Dorfchemnitz; Thomas Hiibner, Horst
Schulze, beide Dresden; Bernd Leifheit, Eigenrie-
den; Monika GlaB, Claudia Pleyer, beide Eisenach;
Bodo Baumbach, Andreas Méller, Astrid Abt, alle
Fambach; Jens Wackernagel, Falkenberg; Ilka
Forbig, Floh; Kai-Uwe Barholz, Annett Helbig,
beide Frankfurt; Ralf Fiinfziger, Katrin Burgmann,
beide Friedeburg; Heiko MiBfeldt, Gammelin;
Susann Laue, Gerbstedt; Ingolf Hintzsche, Grem-
min; Erik Opelt, Gistrow; Stefan GroBe, Katrin
Friedrich, beide Halle; Andreas Lofller, Halle-Neu-
stadt; Steffen Heyde, Hohenbucko; Heidrun
Schmidt, Mirko Schulze, beide Hoyerswerda; Sa-
bine Sentker, Hettstedt; Michael Kaufhold, Hip-
stedt; Martin Jaekel, Jena; Andreas Israel, Jens
Siewert, Katrin Richter, Mathias Hinel, alle Karl-
Marx-Stadt; Udo Miiller, Kaltennordheim; Felix
und Anita Baitalowitsch, Kasan (UdSSR); Rall
Laue, Leipzig; Sybille und Claudia Seifert, beide
Lichtenberg; Monika Mayr, Linz (Osterreich);
Reiner Gerlach, Liibs; Hagen Haberland, Meseken-
hagen; Jiirgen Seifert, Milkau; Petra Klein, Mittel-
stille; Birgit Polley, Miihlhausen; Rall Krause,
Antje Krause, Christian Voigtlinder, alle Neu-
brandenburg; Arndt Kretzner, Neustadt; Henning
Schulz, Claudia Tiersch, beide Potsdam; Gerald
Stibbe, Grit Maciejewski, Lutz Andrews, alle
Rostock; Rolf Jurjans, Riga (UdSSR); Frank
Schréter, Rotta; Frank Schneevoigt, Salzwedel;
Bodo Bricks, Saalfeld; Comnelia Kubacki, Sarg-
stedt; Antje Rudolph, Schkélen; Karin Semm,
Schmalkalden; Lydia Balzer, Sondershausen; Beate
Nothnagel, Uwe D6ll, Christine Hafner, Ralf-Bir-
ger Hafner, Rainer Schwablein, alle Steinbach-
Hallenberg; Cordula Gottwald, Stendal; Gerd
Mey, Suhl; Holger Wittner, Teterow; Steflen We-
ber, Tiefenort; Gabriele Wolf, Trusetal; Joachim
Riedel, Clemens Kuhn, beide Vacha ; Joachim Klei-
nert, Wernshausen; Frank Zapke, Uwe Tews,
Marion Reck, alle Wittenberg; Cornelia Escher,
Wolgast; Ray Langlotz, Unterbreizbach; Gert
Kiinzelmann, Kriha; Heiko Storandt, Wernshausen

Schwarz-OS Bad Liebenstein; Otto-Grotewohl-
OS I11, Magnus-Poser-O8, OS V, alle Bad Salzun-
gen; Zentrale OS Barenklau; OS Bahratal; Kurt-
Schweitzer-OS Basdorf; H.-Warnke-OS Bergwitz;
Botschafterschule der DDR in der ARA, Zille-OS,
26. OS Wolodja Dubinin, alle Berlin; OS Fr.
Mehring, Bernburg; OS Bernterode; OS Birkungen;
Clara-Zetkin-OS Bischofferode; Kreisklub Math.
Bischofswerda; Friedrich-Schiller-OS, Max-Planck-
OS, beide Bleicherode; OS Fritz Weineck, Blum-
berg; Karl-Marx-OS Borna; OS Brandshagen; OS
Bregenstedt; OS Breitenworbis; Werner-Seelenbin-
der-OS Breitungen; Pablo-Neruda-OS Britz; Ma-
gnus-Poser-OS Biirgel ; OS Burkau ; Wilhelm-Pieck-
OS Burow; Waldemar-Estel-OS Buttlar; Klub Jg.
Math., Station Jg. Naturf., Pablo-Neruda-OS, beide
Cottbus; OS Deetz; 11. POS Dessau; OS Deuna;
OS Deutschenbora; Nicolai-OS Diedorf; OS Dies-
dorf; OS Makarenko, OS K. Kollwitz, beide Din-
gelstidt; OS K. Birger, Dobbertin; Marie-Curie-
OS Dohna; alpha-Club Dolgelin; Paul-Gruner-
0S, 39. 08, beide Dresden; Fr.-Wolf-OS Ebers-
dorf; OS Fr. Engels, Effelder; OS Geschw. Scholl,
Eisenach; John-Schehr-OS Eisleben; OS H. Grun-
dig Ellrich; Hugo-Joachim-OS Espenhain; Th.-
Miintzer-OS Fambach; OS K. Niederkirchner, OS
E. Weinert, beide Ferchland; B.-Brecht-OS Floh;
Dr.-Th.-Neubauer-OS Frankfurt; OS Frauenhain;
OS Frauensee; OS Friedeburg; R.-Armstadt-OS
Geisa; Diesterwegschule Geringswalde; E.-Hartsch-
OS Gersdorf; OS Gerstungen; J.-Brinckmann-OS
Goldberg; Klub Jg. Math. Grafenhainichen; K.-
Krull-OS, O.-Drews-OS, beide Greifswald; OS
J. Gagarin, OS H. Beimler, beide Greuflen; OS
W. Seelenbinder Gréden; OS Cl. Zetkin Groitzsch;
OS Grofibodungen; Lessingschule GroBpostwitz;
OS GroBschénau; J.-Gagarin-OS Griinhain; Dr.-
Th.-Neubauer-OS, Diesterweg-OS, beide Guben;
Haus d. JP Hagenow; M.-Gorki-OS Hainichen;
E.-Thidlmann-OS Haldensleben; OS Diesterweg
Halle;, W.-Koenen-0S, 12. OS, beide Halle-Neu-
stadt; 11. OS Hamm; OS Hammerbriicke; Schule
d. DSF Heiligengrabe; P.-Schreier-OS Hennigs-
dorf; OS Th. Miintzer Hermannsdorf; EOS E.
Weinert, 1. OS H. Beimler, beide Herzberg; Goethe-
OS Hohenleipisch; OS Hundeshagen; O.-Grote-
wohl-OS Ilmenau; Goethe-OS Ilsenburg; OS Ive-
nack; Fr.-Engels-Schule Kaltennordheim; OS A.
Becker, Kamsdorf; Cl.-Zetkin-OS Kandelin; H.-
Beimler-OS Karbow; Pionierhaus J. Gagarin, P.-
Tschaikowski-OS, Fr.-Heckert-OS, Stadtbezirks-
pionierhaus Mitte-Nord, alle Karl-Marx-Stadt; OS
Kieselbach; Th.-Neubauer-Schule Kieselbach;
EOS, G.-Eisler-OS, beide Kleinmachnow; OS Th.
Miintzer Klettenberg; OS E. Thalmann Kloster-
felde; OS Koénitz; Station Jg. Naturf. u. Techn.
Kothen ; OS Kuhfelde; OS Kiillstedt; L.-Fiirnberg-
OS Laage; alpha-Club OS Latdorf; OS Lauscha;
R.-Teichmiiller-OS Leimbach; K.-Liebknecht-OS,

Dr.-S.-Allende-OS, OS IV, EOS Karl Marx, alle
Leinefelde; H.-Beimler-OS Leisnig; W.-Pieck-OS
Lichte; OS Liebstadt; E.-Schnelier-OS Lobnitz;
Diesterweg-OS Lobenstein; OS W. Wallstab Léder-
burg; OS Lossau; R.-Niedermeyer-OS Léwenberg;
OS Lubmin; G.-Eisler-OS Martinroda; Th.-Neu-
bauer-OS Meiningen; Fr.-Heckert-OS Milkau; OS
Mittelherwigsdorf; OS Mittelstille; OS Naunhof;
TOS Neuenhofe; O.-Grotewohl-OS Neukloster;
Dr.-Th.-Neubauer-Schule Niederorschel; OS Nie-
dersalza; OS E. Thilmann, EOS W. v. Humboldt,
beide Nordhausen; OS W. Seelenbinder Oech-
sen; OS Osternienburg; Kreisklub Jg. Math. Par-
chim; OS Dr. Th. Neubauer Pfaffschwende; EOS
Rainer Fetscher, Pirna; R.-Luxemburg-OS Plau;
Makarenko-OS Plessa; OS 16 Potsdam; Stat. Jg.
Naturf. u. Techn. Pritzwalk ; OS Quitzébel ; Dr.-Th-
Neubauer-OS Rackwitz; Pestalozzi-OS Radebeul;
OS Radis; Cl.-Zetkin-OS Raschau; OS Rehna;
J.-Gagarin-OS Ribnitz; H.-Matern-OS Riesa; J.-
C.-OS Robel; Ziolkowski-OS RoBdorf; Haus d.
JP, 34. OS M. Reichpietsch, beide Rostock; W.-
Pieck-OS Rotta; Fr.-Weineck-OS Rottleben; OS
Riidnitz; OS Saal; OS II Saalleld; alpha-Club
Sachsendorf; W.-Pieck-OS Sangerhausen; OS
Schernberg; M.-Gorki-OS Schkélen; OS H. Danz,
0S8 J. G. Seume, OS K. Marx, EOS G. Dimitroff,
alle Schmalkalden; OS Schmdlin; E.-Schneller-OS
Schoneiche; Stat. Jg. Naturf. u. Techn. Schén-
walde; OS Schule der DSF Schorssow; E.-Thil-
mann-OS, Martin-May-OS, beide Sebnitz; OS
Siedenbollentin; OS A. Hennecke Siersleben; OS
J. R. Becher Sondershausen; Kreisklub Jg. Math.
OS A. Becker, Spremberg; OS Stadtlengsfeld; OS
E. Thilmann Steinbach-Hallenberg; OS Steinsdorf;
0.-Grotewohl-OS, W.-Heinze-OS, Haus d. JP,
alle Stralsund; OS E. Schneller Stiilpe; 12. OS Dr.
R. Sorge Suhl; EOS Karl Marx, H.-Riecke-Schule,
beide Tangerhiitte; OS Teistungen; OS K. Nieder-
kirchner Teterow; Fr.-Mehring-OS Tiefenort; E.-
Schneller-OS Toplitz; Pestalozzischule Torgelow;
OS W. Pieck Trusetal; Goethe-OS Ueckermiinde;
H.-Beimler-OS Unterbreizbach; OS J. G. Seume
Vacha; OS Viernau; OS Vitte (Hiddensee); Zen-
trale OS Waldau; J.-Futik-OS Waldheim; Goethe-
schule, Fr.-Engels-Schule, beide Waren; OS L.
Firnberg Wegeleben; OS Weilar; Sprachheil-OS
Weimar; OS E. Thilmann Weinbohla; OS WeiBen-
born-Liiderode; OS Wernshausen; OS O. Grote-
wohl Westerengel; Cl.-Zetkin-OS Wiehe; alpha-
Kollektiv der OS Wingerode; OS W. Lohmann
Wittenberg-A.; Schule IV Wittstock; OS H. Heine
Wormlitz; OS H. Beimler, Wolfen; Spezialistenla-
ger Jg. Math. Worbis; OS Th. Miintzer Wulfen;
H.-Eisler-OS Wusterhusen; OS Zahna; VEB Kom-
binat Zentronik BBS, Lutherschule, Fr.-Schiller-
08, alle Zella-Mehlis; Fr.-Schiller-OS Zeulenroda;
EOS, 5. OS, Prof. Dr.-W.-Du-Bois-OS, alle Zittau;
W.-I.-Lenin-OS Zwenkau; OS Zschornewitz

3 113 Entwicklung des alpha-Wett-
Kollektive Beteiligung e e : A
OS Fritz Weineck, Alsleben; Haus der JP Alten- * umgestellt von Kalenderjahr 13 ,’ ‘\ VAR
burg; E.-Schneller-OS Altentreptow; W.-Ulbricht- auf Schuljahr u Y —H
OS Altwigshagen; Karl-Marx-Schule Anklam; OS ** ab 1971/72 nur noch 4 Wett- a ~ \ \‘ E
Asbach; OS Bad Bibra ; OS Bad Gottleuba ; Rudolf- bewerbe pro Jahr » \
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Winterfreuden

Gruppenbild

,,Keine Bewegung! Ich fotografiere noch einmal!** Wer
hat sich nicht an diese Anweisung gehalten?

Komm mit aufs Eis!

Ein Teil dieser Zeichnung kann ausden 21 numerierten -

Zeichnungsbausteinen zusammengestellt werden. In
manchen Bausteinen fehlen aber bestimmte Einzel-
heiten, in manchen sind Einzelheiten vorhanden, die
auf der groBen Zeichnung fehlen. Welche Bausteine
sind das, und in welchen Einzelheiten weichen sie von
der groBen Zeichnung ab?

Da kannst du suchen!

Unter der Zeichnung sieht man fiinf Gegenstinde.
Einer davon ist sehr sorgfiltig auf dem hiibschen
Winterbild versteckt worden.

Wer findet ihn?

NI

,/\\‘ g (N s
e 1) — _

Zwei leuchtende Sterne

. AufBild 4 sind zahlreiche Sterne ohne Zahl dargestellt.

Durchlaufe das Bild so, daB3 du dabei jeden beriihrten
Stern mit den Zahlen 1 bis 37 markierst! Jeden Stern
darfst du nur einmal erreichen, und der nichste Schritt
mufB3 immer auf einen benachbarten Stern erfolgen.
(Einige Zahlen sind bereits angegeben.)

Bild 4

Auf Bild 5 sind in die kleinen Kreise des Sterns die
Zahlen 1 bis 12 so. einzutragen, daB die Summe aller
Zahlen auf jeder Geraden genau 26 betrigt.

Bild 5
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