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Ich méchte mich in meinem Beitrag mit eini-
gen Sitzen iiber Gitterpunkte beschiftigen.
Vorausgesetzt werden die Kenntnisse des
Schuistoffs, sowie die Benutzung des Zei-
chens [a] (ganzer Anteil von a). Weiterhin
werde folgendes vereinbart: Z sei die Menge
aller ganzen Zahlen, R die Menge aller reellen
Zahlen.

Im Text sind Ubungsaufgaben angegeben,
deren Losung dem Leser angeraten sei, da
sich das Folgende teilweise darauf aufbaut.
Zunichst wollen wir die Definition eines
Gitters und der Gitterpunkte im zweidimen-
sionalen Raum E2 (denn nur mit solchen
werden wir uns beschiftigen) angeben. Dabei
verstehen wir unter einer ganzzahligen Linear-
kombination zweier Vektoren a und b einen
Vektor ¢ mit ¢=na+mb, wobei n und m
ganze Zahlen sind. Zwei Vektoren heiBlen
im E? linear unabhingig, wenn sic nicht
parallel sind.

Definition: Eine Menge ® von Vektoren des
zweidimensionalen Raumes nennen wir ein
(Vektor-) Gitter, wenn & folgende Eigen-
schaft hat: Es existieren zwei linear unabhin-
gige Vektoren a, be ®, so daB ® aus allen
ganzzahligen Linearkombinationen von a, b
besteht. a, b nennen wir eine Basis von ®.
Eine Menge I' von Punkten des zweidimen-
sionalen Raumes, die man erhilt, wenn man
an einen Punkt O dieses Raumes alle Vek-
toren eines Vektorgitters abtragt, heiBt
(Punkt-) Gitter, ihre Elemente Gitterpunkte
r={PeC*|0P=6G}=r{0,6}. Aus der
Definition folgt sofort: 0 e I', wegen O € ®.

1. LaBt sich eine Basis a, b eines Gitters
mit |a|=b|=1 und a-b=0 finden, so sind
die Gitterpunkte von I' {0, ®} gerade die
Punkte mit ganzzahligen Koordinaten im
kartesischen Koordinatensystem mit dem
Ursprung 0 und den MaBvektoren a, b.
Mit diesem Fall werden wir uns im 1. Ab-
schnitt beschiftigen.

1.1.  Gegeben sei ein Kreis mit dem Mittel-
‘punkt M (g, b) und dem Radius r im karte-
sischen Koordinatensystem. Weiter sei f(x)
die Funktion f(x)=./r*—(x—a)* die fir
alle reellen x mit a—r<x<a+r definiert
ist.

T(r,a, b) bezeichne die Anzahl der Gitter-
punkte, die innerhalb oder auf der Peripherie

dieses Kreises liegen (fiir diesen Sachverhalt
werden wir in Zukunft nur noch ,im*“ be-
nutzen).

Dann gilt:

M Trab)=Y [b+f(]+[f(x)-b]+1)

a—-r<xsa+r,xeZ

Beweis: Der Kreis hat die Mittelpunktsglei-
chung:

(x—a)l+(@y—bl=r?

Daraus folgt:

O-b’=f(x? |y=bl=fx)
Letztere Gleichung gilt wegen f(x)=0 fur
alle x im Definitionsbereich. Damit erhalten
wir: )

y=b+ f(x) fir y=b,

y=b— f(x) fir y<b.

Bestimmt werde nun die Anzahl der Gitter-
punkte, die sowohl auf der Geraden x =t mit
teZ,a—r<t=<a-+rals auch im Kreis liegen.
Es sei P(z, y) ein variabler Punkt auf dieser
Geraden. Das groBte ganze y, fiir das P noch
im Kreis liegt, ist [b+ f(x)], das kleinste
ganze y, fir das P noch im Kreis liegt, ist
—[—(—f(x)]. Die erste Behauptung ist
nach der Definition des Zeichens [a] sofort
klar. Die zweite werden wir durch eine Fall-
unterscheidung beweisen.

a) b— f(x) ist ganz. Dann ist das kleinste
ganze y, lir das P noch im Kreis liegt, gleich
b— f(x). Nun ist:

b=f()=[b~f ()] = ~[~ b~ £ (xN].

b) b— f(x) ist nicht ganz. Dann ist das
kleinste ganze y, fiir das P noch im Kreis
liegt, gleich [b— f(x)]+ 1. Sei nun zunichst
b— f(x)=0. Dann laBt sich b— f(x) dar-
stellen: b— f(x)=B+¢ mit ganzem B2=0
und O<e<]1. Es ist:
[b—f(x)]+1=[B+el+1=B+[e]+1
B+1=B—[—¢]=—(-B)—[—¢]
=—[~(B+&]=~[~(b— f(x))]. Analog
laBt sich die Behauptung fir b— f(x)<0
beweisen.

Die Anzahl der Gitterpunkte, die gleichzeitig
auf der Geraden und im Kreis liegen, ist
dann gleich:

[b+ ] =(=[~ G- fN])+1

=[b+ S (D] +(f () —-B]+1

(Es muB eine 1 addiert werden, da bei der
bloBen Differenzenbildung ein Gitterpunkt
nicht erfaBt wird.) Durch Summation ergibt
sich (1).

1.2.  Als Spezialfall nehmen wir nun an:
a, beZ. Dann ist: [b+ f(x)]=b+[f(x)],
[f <)=b)=[f (0] —b.
Damit vereinfacht sich (1) zu:
@  Trab=Y QLfx)]+1)

a—-r<x<a+r, xeZ.
Es sei x'=(x— ?)- Dann ist
Jr’—(x—a)2=Jr2—x’2.
Wir erhalten aus (2):

T(r,a,b)=Y Q[J/r —x%]+1)
—r<x'sr, x'eZ.

(Wegen ae Z ist mit xe Z auch x'e Z.)

Durch einfache Umformung folgt:
T(r,a,b)=2[r]+1

+2 [Z']: QLJ/rP=x+1)=

xr=1
=4 (Zr]: [VrF—x?]+1.
x'=0

Wie man sieht, ist T(r, q, b) fiir a,be Z von
a,b unabhingig

Zu diesem Ergebnis kimen wir auch durch
geometrische Betrachtungen, da ein Punkt-
gitter I' durch eine Translation um einen
Vektor ¢ € ® in sich selbst iibergeht (Beweis?).
Wir geben (2) nun also die Form:

@  TE)=4% [F-E]+1
k=0

Aufgabe 1: Zeige, daB auch

@) T(r)=1+4[r]—4|:\/LE:|z+

[
+8 Y [P

k=1
gilt. (Anleitung: Berechne zunichst die An-
zahl der Gitterpunkte in einem dem Kreis
einbeschricbenen Quadrat und dann die
Anzahl in den restlichen Bereichen des
Kreises!)

1.3.  Wir werden jetzt fiir alle reellen r<6
die (stiickweise konstante) Funktion T(r)
berechnen und zusammen mit den zugeho-
rigen Flicheninhalten F(r) in eine Tabelle
eintragen:

T(r)
r T(r) F(r) F_(r)
0 1 0 -

1 5 3,14 1,59
2 9 6.6 1,37
2 13 12,57 1,03
NE 21 159 1,32
J8 25 24,63 1,02
3 29 2827 1,01
J10 33 31,37 1,05
J13 45 41,17 1,08
4 49 50,27 097
J17 57 53,59 L1
J18 61 56,51 1,08
J20 69 62,8 1,10
5 81 78,5 1,03
J26 89 818 1,09
J29 97 91,0 1,07

J32 101 100,5 1,005

J34 109 108,2 1,006
6 113 114,5 098

Grafisch dargestelit ergibt sich Abbildung 1.
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Wie wir sehen, nihern sich beide Kurven
immer mehr. Diesen Sachverhalt erfassen

wir mathematisch durch:
) lim LO_y.

Beweis: Um jeden Gitterpunkt im Kreis mit
dem Mittelpunkt M (a,b),a,be Z dem Ra-
dius r und der Fliche F(r) werde ein Quadrat
mit der Seitenkinge 1 so konstruiert, daB
jede Quadratseite parallel zu einer Koordi-
natenachse verlduft und der jeweilige Gitter-
punkt mit dem Schnittpunkt der Diagonalen
des Quadrats zusammenfillt. Jedes Quadrat
hat dann den Flicheninhalt 1. Die Anzahl
der Gitterpunkte des Kreises ist dann gleich
der Summe der Flacheninhalte der Qua-
drate. Dann ist:

6) F(r—%Jf)gT(r)§F<r+%\/§).

Denn alle Quadrate liegen innerhalb eines
Kreises mit dem Mittelpunkt M (a,b) und
dem Radius r+%\/i, da die groBtmogliche
Entfernung eines Punktes eines Quadrats
zu dem zugehdrigen Gitterpunkt %Ji ist.

Analog zeigt man die andere Seite der Un-
gleichung. Mit der bekannten Formel fiir
die Kreisfliche folgt:

1 \2 _\2
n(r—%Jz) §T(r)§1t(r+%\/2)

oder nach Division durch F (r)+0

!r-—\/z? T0) !r+ JZ!

= F(r)_ r?

Wegen M lrL_

72
folgt aus (7):

1—>é+ <TO 32,

r 2‘F(r)_ r

Da'lim <l;tlL )_l ist, folgt

RN
2r2

2»-z~

x

. T(r)

'I_l.l': IT(—’-)-_L d. h. (5).

1.4.  Analoge Betrachtungen wollen wir
jetzt bei einer Ellipse durchfiihren. Wir werden
uns dabei auf den Fall beschrinken, daB die
Ellipse den Mittelpunkt M (0,0) hat. (Wie
beim Kreis werden auch hier gleich die Fille
eines Mittelpunktes M (c,d) mit c,deZ
erfaBt) T(a,b) sei dic Anzahl der Gitter-
punkte, die in einer Ellipse E mit dem Mittel-
punkt M (0,0) und den Halbachsen a=b
liegen. (Das ,,in“ hat die gleiche Bedeutung
wie beim Kreis.) Es sei f(x) die Funktion

2
f(x)'—‘\/% (@2 —x?) die fiir alle reellen x

mit a2 x 2 —a definiert ist. Dann gilt:
® Tb=Y 2fx]+1)

—asx=a, xeZ

Aufgabe 2: Beweise (8)! Anleitung: Verwende
die Mittelpunktsgleichung der Ellipse!

1.5. Analog zum Kreis werde nun um
jeden Gitterpunkt in der Ellipse ein Quadrat
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mit der Fliche 1 konstruiert. F (a, b) sei die
Fldche der Ellipse E (a, b) und 4 die reelle Zahl

mit l=g. Dann gilt fir alle reellen a, b
mit a=b=8:
9 nrab-(1—-A)*LT(ab)

Smea-b-(1+4)>%
Beweis: Die rechte Ungleichung von (9) ist
bewiesen, wenn gezeigt wird, daB alle Qua-
drate in der Ellipse E (a(1+4), b(1+4)) mit
dem Mittelpunkt M (0,0) und den Halb-
achsen a(1+4)2b(1+4) liegen. Fiir Qua-
drate, die einschlieBlich ihres Randes inner-
halb E(a,b) liegen, ist das klar. Sei Q ein
Quadrat, das mit der Ellipsenperipherie von
E(a,b) einen Punkt P, (x,,y,) gemeinsam
hat. Die Punkte, die auBer P, noch in diesem

: (xo+a)’

Quadrat liegen, mogen die Koordinaten
(xo+a),(yo+pB) haben. Man sicht sofort:
|«|=1,]B|£1, dann ist:

+()’o +15)z

a’

2
—+l;,°7+ +%+2<"a—%§+’;—f)

<131yt oflxollal, [yellB]
=1+a2+b1+2( U

1 1 1.1 5
< T z <
<1+ 7+ z+2< + >_(l+l)

Wir erhalten also:
(xot+a) 0o t+8’ <1
(@(+2))* GU+1)*~"
d.h. Q<E (a(1+4),b(1+2)). Damit ist die
rechte Seite von (9) bewiesen.

M. Giinther

Eine Aufgabe von
stud. math.

W. Burmeister

Sektion Mathematik der Technischen
Universitdt Dresden

erfolgreichster Teilnehmer der DDR

bei Internationalen Mathematikolympiaden

A 10754 Gegeben ist ein Parallelogramm
ABCD mit den Seitenlingen a und b (dabei
sei a>b) und den Diagonalen e und f. Es
ist zu zeigen, daB dann stets die Ungleichung
(a+b)(a—-b)<ef gilt.

Wolfgang Burmeister — 1971 zum
letzten Mal Teilnehrr'ler der DDR-Olympiade

'Eine Aufgabe von

P. Kroger

49. Oberschule Leipzig, Klasse 8;

jiingster Teilnehmer und 1. Preistrdger der
XI1V. Internationalen Mathematikolympiade
(1972)

A1076 4 Bei einer Veranstaltung mogen
sich 2n Personci: treflen, wobei n eine von
Null verschiedene natiirliche Zahl sei. Von
diesen Personen seien einige miteinander
bekannt, wihrend andere nicht miteinander
bekannt seien. Dabei sei stets, wenn 4 mit B
bekannt ist, auch B mit A bekannt. Ferner
moge es keine drei Personen geben, von
denen jede mit jeder bekannt ist. Endlich
mogen nicht alle 2n Personen dieselbe Anzahl
von Bekannten haben.

Man beweise, daB es dann mindestens eine
Person gibt, die weniger als n Bekannte hat.
Hinweis zur Losung: Der Beweis erlolgt am
besten indirekt, d. h., man geht davon aus,
daB alle Voraussetzungen der Aulgabe erfiillt
sind und daB es keine Person gibt, die weniger
als n Bekannte hat. Daraus kann dann ein
Widerspruch zu den Voraussetzungen der
Aufgabe hergeleitet werden, womit die Be-
hauptung bewiesen ist.

Pawel Krdger iibergibt dem Chefredakteur
seine Aufgabe



Uber eine Aufgabe
der XII. Internationalen
Mathematik-Olympiade

Ausgehend von einer Aufgabe der XII. Inter-
nationalen Mathematik-Olympiade wollen
wir andeuten, wie man sich mit einer Aufgabe,
iiber die LSsung hinausgehend, beschiftigen
kann. Interessant sind einerseits verschiedene
Losungswege, die teilweise wesentlich ver-
schiedene L&sungshilfsmittel benutzen, und
andererseits andere Probleme (z. B. Verallge-
meinerungen), die aus der gestellten Aufgabe
gewonnen werden konnen.

Zunichst wollen wir die erwidhnte Aufgabe
formulieren:

Man bestimme alle positiven ganzen Zahlen n
mit folgender Eigenschaft: Die Menge
M={n, n+1, n+2,n+3, n+4, n+5)}
148t sich so in zwei elementefremde nichtleere
Teilmengen zerlegen, daB das Produkt aller
Elemente der einen Teilmenge gleich dem
Produkt aller Elemente der anderen Teil-
menge ist.
Wir geben zuerst folgende sehr elegante
Losung:
Angenommen, die Zahl n hat die beschriebene
Eigenschaft. Dann teilt jeder Primteiler p
eine der Zahlen
nn+1,n+2,n+3,n+4,n+5
auch noch eine weitere dieser Zahlen. Dabei
kann p nur 2, 3 oder 5 sein, und ferner konnen
die Zahlen
n+1,n+2,n+3 n+4
nur 2 und 3 als Primteiler haben. Unter
diesen Zahlen sind genau 2 Zahlen ungerade
und 2 gerade. Die beiden ungeraden Zahlen
konnen nur Potenzen der 3 sein. Dieses ist
aber nicht moglich, da beide ungeraden
Zahlen eine Differenz von 2 haben und die
Diflerenz
*F_3" k21, m21
nie gleich 2 sein kann. Demnach war unsere
Annahme falsch und es gibt keine natiirliche
Zahl n mit der angegebenen Eigenschaft.
Es tut sich doch nun sofort folgendes inter-
essante Problem auf. In der gelésten Aufgabe
bestand M aus sechs aufeinanderfolgenden
Zahlen. Wie sieht die Ldsung aus, wenn
AR aus k (k=1 sei eine natiirliche Zahl) auf-
einanderfolgenden Zahlen besteht? Fiir wel-
che k gibt es itberhaupt Losungen? Gibt es fiir
kein k eine Losung?
Wir wollen uns mit diesen Fragen beschifti-
gen. Zunichst stellen wir eine notwendige

Bedingung fiir eine Losung mit k aufeinander-

folgenden Zahlen auf. Dazu fithren wir fol-

gende Uberlegungen durch. Wir nehmen an,

es existieren zwei natiirliche Zahlen n und k

mit der Eigenschaft, da8 sich die Menge
M={n, n+1, ..., n+k—2, n+k—1}

in zwei elementefremde Mengeh M, und M,

zerlegen 14Bt, so daB
Py . P ™2 . (D

ist, wobei Py (i=1;2) das Produkt der Ele-
mente von M, bedeutet.

Es sei m eine natiirliche Zahl aus dem Inter-

vall [0, k—1]. Wir betrachten die Reste

von Py, und Fy, beim Teilen durch (n+m).

In einem der Produkte Py, und P, ist (n+m)

als Faktor enthalten, da n+me M ist. Wir

konnen annehmen (ohne Beschrinkung der

Allgemeinheit), daB
n+me M,

ist, d. h.

Ry, =0mod (n+m).

Wegen (1) muB also auch
P, =0 mod (n+m)

sein, Wegen (2) ist sicher -
McD={nn+1, ..., n+m—1,
n+m+1,...,n+k—1}, d.h'wenn
Pg,=n(n+1)...n+m—1)(n+m+1)
o (n+k—1) ist, gilt
Bg,=0mod Py,

und somit folgt aus (3)

BRp,= Omod (n+m),
a(n+1)..(n+m—1)(n+m+1)
...(n+k—1)=0mod (n+m).

Ist | eine natiirliche Zahl aus dem Intervall

[0, k—1], so gilt
n+I=(l—m)mod (n+m).

Somit erhalten wir
Bg,=n...(n+m—1)(n+m+1)...
ntk=1)=(—m)..(-1)-1...
..(k—m~-1)
mod (n+m), d h.

Bg,=(—1)"-m!-(k—m—1)!mod (n+m).

Wegen (4) ist

(=)"* ! m!(k—m—1)!=0mod (n+m),

d.h. m!(k—m—1)!=0mod (n+m). (5)

Die Gleichung (5) muB fiir alle m=0, 1, ...,

k—1 erfiillt sein. Mit Hilfe dieser Bedingung

(5) konnen wir ein Verfahren angeben, wie

man fir ein bestimmtes vorgegebenes k fest-

stellen kann, ob eine Losung vorliegt oder
nicht.

Fiir m=0 ist
(k—1)!'=0modn,

d. h. n muB ein Teiler von (k—1)! sein.

Wir priifen, ob alle Teiler n von (k—1)! die

Kongruenzen
m!(k—m—1)!=0mod (n+m)
fir m=1,2,3,...,k—1

erfiillen. Nur wenn ein n alle Kongruenzen

erfiillt, kann eine Losung existieren. In so

einem Fall kann man dann an den konkreten

Zahlen (n und k sind dann ja bestimmit)

untersuchen, ob tatsichlich eine Léosung

unseres Problemes vorliegt.

Unser Verfahren gibt uns zwar eine prinzi-

pielle Moglichkeit zur Lésung unseres Pro-

@

3)

@

blems fir konkrete k, aber schon fir etwa
k=12 ist ein erheblicher Rechenaufwand zu
realisieren. Zum anderen gibt uns unser
Verfahren keine Auskunft, ob iiberhaupt
Losungen existieren.
Fir k=6, d.h. fiir die eingangs gestellte
Aufgabe, erhalten wir recht schnell eine
Losung.
Betrachten wir fir m=2 und m=3 die Be-
dingung (5), so erhalten wir
12=213!=0mod (n+2)
und 12=2!13'=0mod (n+3).
Wegen n2> 1 folgt hieraus als einzige Losung,
wie man sich leicht iiberlegen kann, n=1.
Fir n=1 ist aber unsere Bedingung (5)
fir m=4 nicht erfullt, denn es ist
24=41%0mod 5.
Auch [ir k=1, 4, 8, 9, 10 ist das gestellte
Problem nicht 16sbar, wie man mit unserem
Verlahren zeigen kann. AuBerdem wissen
wir, daB keine Losung existiert, wenn k eine
Primzahl ist, denn dann wire genau eine
Zahl von M und damit nur eine Zahl in einer
der Mengen M, und M, durch diese Prim-
zahl teilbar. Also wissen wir auch, daB8 fir
k=2,3,517,11, 13,17, 19, ... keine L6sung
existiert. Zusammenfassend ist klar, daB fir
k £12 unser Problem nicht lésbar ist. Es
liegt nun die Vermutung nahe, daB es nicht
nur fir k<12 sondern fir alle natiirlichen
Zahlen n und k keine Losung gibt.
Es sind zwei Ziele fiir weitere Untersuchungen
ins Auge zu fassen:
1. Einen allgemeinen Beweis fiir unsere Ver-
mutung zu finden.
2. Zu ermitteln, fiir welche Zahlen n und &
unser Problem Losungen hat. Weiterhin
wire hier interessant, wie man weitere Lo-
sungen finden kann und wie die allgemeine
Struktur dieser Losungen ist
Beide Ziele sind von uns noch nicht erreicht
worden, und wir wiirden uns freuen, wenn
ihr durch neue Ideen zur Losung beitragen

wiirdet.
H.-D. Gronau/W. Harnau

Es ist nicht das Wissen,

sondern das Lernen,

nicht das Besitzen,

sondern das Erwerben,

nicht das Da-Seyn,

sondern das Hinkommen,

was den groBten GenuB gewiihrt.

Wenn ich eine Sache ganz ins Klare
gebracht und erschoplt habe, so wende
ich mich davon weg, um wieder ins Dunkle
zu gehen; so sonderbar ist der nimmersatte
Mensch, hat er ein Gebdude voliendet,
so ist es nicht, um ruhig darin zu wohnen,
sondern um ein anderes anzulegen.

C.F. Gau
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Christoph Meinel stellt sich vor:

Das bin ich gerade zwischen zwei Mathema-
tikknobeleien. [hr, liebe Leser, kennt das ja
selbst : die Beine leicht geschiittelt, die Gehirn-
zellen gelockert und frisch durchblutet —
dann ran an die nichste Aufgabe! Ich bringe
gerade das letzte Zwolftel meiner Schulzeit
hinter mich. Aber schon jetzt (normalerweise
erinnert man sich erst in hoherem Alter
wohlwollend an die Schulzeit) denke ich
ganz gerne an bestimmte Tage im Schul-
kalender zuriick. Zu diesen Tagen gehoren
vor allen Dingen die jahrlichen Mathematik-
wettstreite aul den verschiedenen Ebenen.
Schon manches mathematikolympische Me-
tall konnte ich errechnen. So belegte ich seit
fiin( Jahren in unserem Stadtbezirk Treptow
stets einen 1. Platz und im Bezirksmabstab
zweite und dritte Preise. Fiir dieses Jahr —es
ist ja mein letztes Olympiadejahr — habe
ich mir noch einmal etwas vorgenommen.

Erfolge sind natiirlich ohne Training nicht
mdéglich. So begann ich zuerst in verschie-
denen Arbeitsgemeinschaften zu arbeiten.
Vor drei Jahren wurde ich dann in die Mathe-
matische Schiilergesellschaft an der Humboldt-
Universitidt aufgenommen. Hier wurde mir
neben den verschiedenen Seminaren und
Ferienlehrgingen noch eine persénliche For-
derung durch einen Dozenten fiir Geometrie
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zuteil. Diese Patenschaft brachte mir Erkennt-
nisse iiber das Wesen, die Methoden und
Ziele der Mathematik. e

Natiirlich darf ich in einer solchen Aufzih-
lung meinen stindigen Heimtrainer, die alpha,
nicht vergessen. Sie weckte mit verschiedenen
Beitrigen iiberhaupt erst meine Begeisterung
fiir die Mathematik.

Aufgabe: Konstruiert zu einem beliebigen im
Inneren des Kreises k gelegenen Punkt P40
den Spiegelpunkt P’!

Bevor wir diese Aufgabe 16sen konnen — sie
wurde iibrigens zur DDR-Olympiade von
1968 gestellt — miissen wir die mit Inversion
am Kreis bezeichnete Abbildung definie-
ren. Es soll folgendes gelten:

) P’ liege auf dem von 0 ausgehenden
Strahl dﬂch P.

() Essei OP-OP' =r>. *

Bild 1

Erinnert ihr euch an eine Formel aus dem
Schulunterricht, wenn wir fir OP'=c und
fir OP =gq setzen? Unsere Beziehung (*) hat
dann folgende Gestalt:
qg-c=r%

Ihr habt sicher den Satz von Euklid erkannt.
Da dieser aber nur im rechtwinkligen Drei-
eck gilt, haben wir schon einen wichtigen
Hinweis fiir unsere Losung. P’ ist nimlich
wie 0 Eckpunkt eines rechtwinkligen Drei-
ecks OP'T, wobei T ein Punkt der Kreis-
peripherie von k sein muf.

Bild 2

Wollen wir unsere Erkenntnisse zusammen-
fassen:

OP’ ist Hypotenuse des rechtwinkligen Drer
ecks OP’'T mit der Hohe TP und einer
Kathete r. Nach dieser Analyse fillt es sicher-
lich keinem mehr schwer, die Ausgangs-
aulgabe zu Igsen. Wir verbinden O und P und
verlingern OP iiber P hinaus. Im Punkt P
errichten wir die Senkrechte zu OP und erhal-
ten als einen Schnittpunkt mit der Kreis-
peripherie von k den Punkt T Nun verbinden
wir O und T und errichten zu dieser Strecke
OT in T die Senkrechte. Der Schnittpunkt
dieser Senkrechten mit der Gerade durch O
und P ist der gesuchte Bildpunkt P’ zu P.
Verweilen wir noch einen Augenblick bei
unserer Konstruktion!

EsgiltzB.:
P'T?=0P*-r*=k(P). **)
Wir haben hiermit eine Bezichung herge-
leitet, die als die Potenz des Punktes P be-
ziiglich des Kreises k bezeichnet wird (Schreib-
weise k(P)). Diese Kreispotenz hat einige
interessante Eigenschaften. So haben z B.
alle Punkte P, die auf einem Kreis k' um O
mit dem Radius r’' liegen, die gleiche Potenz
k(P) beziiglich des Kreises k, nidmlich:
k(P)=r2—r2.
Insbesondere gilt:
—r?2<k(P)<0, wenn P im Inneren des Krei-
ses k liegt;
k(P)=0, wenn auf der Peripherie von k
liegt;
k(P)>0 fiir alle Punkte P auBerhalb
von k.
Da die Inversion mit positiver Potenz mit
der Spiegelung an einer Geraden verwandt
ist, konnen wir auch von einer Spiegelung
am Kreis sprechen.
Es sei noch erwihnt, daB wir die Beziehung
(**) auch noch auf andere Weise hitten her-
leiten k6nnen, nimlich mit Hilfe des Sehnen-
Tangentensatzes.

Bild 3

Hier gilt auch:
P'T°=PS-PR=(0P —r)(OP +1r)=
OP?—r?>=k(P).

Mit diesen theoretischen Hilfsmitteln konnen

wir nun interessante Fragestellungen beant-

worten. War doch bei der Spiegelung an
einer Geraden noch jede Gerade wieder in
eine Gerade und jeder Kreis wieder in einen

Kreis iiberfihrt worden, so werden wir bei

der Inversion eine Uberraschung erleben.

Doch probiert selbst!

A Spiegelt eine Sehne des Kreises k an k
(d. h. spiegelt mindestens drei Punkte der
Sehne)!
A Zeichnet in den Kreis k um den Punkt P
einen Kreis k' mit dem Radius r’ und spiegelt
ihn an k!
Bevor wir unsere Betrachtungen auswerten
wollen, miissen wir uns noch iiberlegen,
warum fiir die zu spiegelnden Punkte P immer
P40 geiten muB. Was passiert mit dem
Mittelpunkt O, wenn wir ihn an k spiegeln
wiirden? Wo wiire sein Bildpunkt zu finden?
Um das zu erfahren, wenden wir unsere
Beziehung

OP-OP’=r?.an und setzen fiir P=0

und erhalten:

0-00'=r2.
Jeder erkennt leicht, daB dieser Ausdruck
sinnlos ist und wir schluBfolgern, daB zu O
im Endlichen kein Bildpunkt O’ existiert.
Doch nun zuriick zu unseren Aufgaben. Ihr



habt die Sehne s am Kreis k gespiegelt und
beobachtet, daB die Mittelpunktsehnen in
sich selber iiberfithrt werden. Sie bleiben
also Geraden. Doch was geschieht mit Seh-
nen, die nicht durch das Inversionszentrum O
gehen?

Bild 4

Die Schnittpunkte mit der Peripherie des
Kreises k A und B bleiben .unverdndert,
denn OA =r und somit
0A-0A' =r?
oA'=r.
Greifen wir uns nun zwei weitere Punkte E
und den Schnittpunkt F des Lotes von O aul
AB heraus. Konstruiert zu E und F die
Bildpunkte E’ und F’ und verbindet sie! Aus

OE-OE'=0F -OF =r* [olgt
OE _OF'
OF OF

und wir schluBfolgern, da8 AOEF und
AOF’E’ dhnlich sind, denn sie stimmen nicht
nur in zwei Seitenverhiltnissen iiberein, son-
dern haben auch den Winkel X E'OF’ ge-
meinsam. Da AOEF nach unserer Konstruk-
tion rechtwinklig ist, muB auch AOF'E’
rechtwinklig sein.
Wenn ihr nun eure Konstruktion noch einmal
anschaut, konnt ihr feststellen, daB iiber
der Hypotenuse OF’ zwei rechtwinklige Drei-
ecke zu finden sind. Es sind die Dreiecke
AOE'F’ und AOF’'B. Nach dem Satz des
Thales kénnen wir jetzt einen Kreis durch
die Punkte O, B, E’, F'und A zeichnen. Da
der Punkt E beliebig gewshlt war, kénnen
wir sagen, daB eine Sehne s, die nicht durch
den Mittelpunkt O von k geht, bei der Spie-
gelung am Kreis in einen Kreis iiber dem
Durchmesser OF iibergeht.
Da die Inversion — wenn wir vom Punkt O
absehen wollen — eine ein-eindeutige Abbil-
dung ist, gilt selbstverstindlich auch die
Umkehrung dieses eben gefundenen Satzes.
Jeder durch O gehende Kreis k' wird in die
auf dem Durchmesser OF  senkrecht ste-
hende Gerade g iiberfiihrt. Fiir den Schnitt-
punkt mit OF" gilt:

OF -OF =r* (siehe Bild 4).
Doch wenden wir uns der zweiten Aufgabe zu.
Ihr solltet einen Kreis k,, der im Inneren des
Kreises k liegt, an diesem spiegeln. Von den
moglichen Fillen soll hier nur kurz aul zwei
eingegangen werden.
1. Der Kreis k, ist zu Kreis k konzentrisch,
d.h. sie haben einen gemeinsamen Mittel-
punkt O. Wie wir im Abschnitt iiber die
Kreispotenz festgestellt hatten, haben alle
Punkte der Kreisperipherie von k, die gleiche
Potenz beziiglich k. Das heit aber, dall
unser Kreis k;, durch die Inversion in den zu
k und k, konzentrischen Kreis k,’ iibergeht.

Konstruktiv 1408t sich der Radius r,’ linden,
indem ein Punkt P der Kreisperipherie von k
an k gespiegelt wird.

T

Bild 5

2. Was wird aber aus einem Kreis k,, der
nicht durch das Inversionszentrum O geht?
Zur Konstruktion des Spiegelkreises k,’
wiirde ich euch emplehlen, die Schnittpunkte
A und B der Geraden durch O und M, mit
ky und einen Schnittpunkt P der durch O
gehende Sekante an k zu spiegeln.
T

Bild 6

k

Ihr erhaltet die Punkte A’, B’ und P’, die alle
drei auf einem Kreis k,’, dem gesuchten
Spiegelkreis liegen. Seinen Mittelpunkt findet
ihr in dem Schnittpunkt der Mittelsenkrech-
ten der Verbindungsstrecken von A’, B’ und P’
(die Mittelsenkrechten aller Sehnen im Kreis
gehen durch den Mittelpunkt). Dieser so ge-
fundene Kreis ist der Kreis k,’, der inverse zu
k,. Zum Beweis dieses etwas komplizierteren
Problems sei fiir den fortgeschritteneren Leser
darauf hingewiesen, daB die Kreise k, und k,’
durch das Ahnlichkeitszentrum O und den

Ahnlichkeitskoeffizienten verbunden

r2
sind. k(P)
Beweist nun mit Hilfe dieser Beziehung, daB
k, und k,’ zueinander invers sind!
Zum SchluB — bevor ich euch noch zwei
Aufgaben zum Knobeln anbieten méchte —
wollen wir unsere Erkenntnisse iiber die
Inversion zusammenfassen.
Die Inversion ist eine Transformation der
Ebene mit unendlich vielen Fixpunkten, die
alle auf einem festen Kreis um O liegen.
Dabei ist der Mittelpunkt O singular, d. h. er
hat keinen Bildpunkt im Endlichen. Bei einem
gegebenen Kreis mit dem Mittelpunkt O und
dem Radius r ist die Abbildung eines beliebigen
Punktes P+0 auf P’ definiert durch die
Beziehung OP - OP' =r2.
Ala Zeige, daflim allgemeinen die Mittel-
punkte M, und M,’ zweier zueinander inver-
ser Kreise k; und k,’ nicht invers sind!
A2a Konstruiere zu zwei gegebenen Krei-
sen k, und k, mit den Mittelpunkten M, und
M, und den Radien r, und r, alle Punkte P
der Ebenen, die beziiglich beider Kreise die
gleiche Kreispotenz haben! (Solche und dhn-
liche Aufgaben findet ihr mit Losungen in
dem Heft,,Ubungen fiir Junge Mathematiker*
von G. Grosche, das in der B. G. Teubner
Verlagsgesellschaft erschienen ist)Ch. Meinel

Matthias Biir, Freital
Vier Jungen A, B, C und D sprechen je zwei
Sitze, von denen je einer wahr und einer
falsch ist. Wir wissen, daB A und C Briider
sind, die an verschiedenen Tagen Geburtstag
haben, B und D sind Zwillinge aus einer
anderen Familie, die am gleichen Tag geboren
sind. Die folgenden Sitze werden an einem
Tag gesprochen, an dem weder A noch C
Geburtstag haben:
1. a) A ist mein Bruder.

b) Der 2. ist mein Bruder, wir haben am

selben Tag Geburtstag.

2. a) Ich habe heute Geburtstag.

b) Ich bin der Bruder des 1.

3, a) Ich bin nicht D und habe heute
Geburtstag.

b) Der 2. ist mein Bruder.

4. a) Heute haben der 3. und ich Geburts-
tag.

b) Ich habe heute nicht Geburtstag,
Welcher der vier Jungen hat jeweilsals 1.,2., 3.
und 4. gesprochen? Man gebe alle Moglich-
keiten an.

Brigitte Brand, Zella-Mehlis

In einer Ebene sind eine Gerade g und ein
nicht zu g gehdrender Punkt P gegeben.
AuBerhalb der Ebene befindet sich ein Punkt
Q. Zu bestimmen ist die Lage eines Punktes R
auf der Geraden g, so daB der Umfang des
Dreiecks PQR maoglichst klein wird.

UIf Briistel, Altenburg

Gegeben ist ein Dreieck ABC, dessen Seiten
die Lingen g, b, ¢ und dessen Seitenhalbie-
renden die Linge s, s,, s, haben. Es ist zu
beweisen, dal dann folgende Bezichung gilt:

s2+s%+s? =% (a2 +b%+c?)
Fortsetzung auf Seite 57
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Axel Hinze, Magdebarg
Fiir den Fall, daB x,, x,, ..., x, reelle Zahlen
groBer als 1 sind, ist folgende Ungleichung zu
beweisen:

&1 > n
iog 14X 143/x,x5...%,

Barbara Kluge, Olbernhao

Man beweise, daB fiir alle natiirlichen Zah-
len n )

11n+2+ 122u+1
durch 133 teilbar ist!
Oswald Knoﬁl, Wurzen
Aulgabe aus einer sowjetischen Aufgaben-
sammlung:

Man beweise die folgenden Ungleichungen,
wenn n eine positive ganze Zahl ist:

a) lg(n+1)>—+lgn
10n

nfl 1 1
>E<5+5+...+;).

Roland Matthus, Jena
Eine Aufgabe aus unserem Mathematik-
Klub:

Gesucht ist die Summe i (k— l)k(:).
. k=0

b) lg(n!)

Sabine Schlorfl, Neubrandeaburg

In unserem Bezirksclub ist es zur Tradition
geworden, da8 sich jeder Bezirksolympiade-
teilnehmer eine Aufgabe ausdenkt und einen
Losungsvorschlag dazu erarbeitet. Die besten
Eigenaufgaben werden von den Mathematik-
lehrern ausgewihlt, von den Teilnehmern der
DDR-Olympiade unseres Bezirkes auf dem
Vorbereitungslehrgang noch einmal iiber-
arbeitet und zu einer Broschiire zusammen-
gefaBt Hier mochte ich eine meiner Eigenaul-
gaben nennen:

Aus dem Ursprung eines rechtwinkligen
Koordinatensystems gehen Strahlen durch
die Punkte [1;c], [2:¢], ..., [ki:c], ...
Diese schlieBen jeweils mit der x-Achse die
Winkel ¢,, ¢,, ..., @), ... ein. Es sind alle
¢ gesucht, fir die gilt:

Man kann zu jedem Winkel, der zwischen
zwei Strahlen liegt, einen unter den Winkeln
@1, ¥, ... finden, der gleich groB ist.

Bernd Siissmilch, Schwerin

Gegeben sind reelle Zahlen ay, a,, ..., a,
Man bestimme die kleinste Zahl M, fiir die
|ayxy +ax,+ ... +a,x,| S M max | x;|
(i=1,2,...,n)

fir beliebige reelle x; gilt.

Gerd Weifienborn, Berlin
Lose das Gleichungssystem
x4y 4 =1
4y} +3=1
in reellen Zahlen x, y, z!
Ute Winkler, Kleinmachnow
Bei unserer letzten Klubveranstaltung be-
faBten wir uns unter anderem auch mit fol-

gender Aufgabe:
Man beweise, daB sich jede Funktion mit

symmetrischem Delinitionsbereich (beziig-
lich des Nullpunktes) als Summe einer ge-
raden und einer ungeraden Funktion dar-
stellen 140t

Rainer Zerck, Wismar

Gesuchtist der geometrische Ort aller Punkte,
fiir die die Summe der Quadrate der Abstédnde
a und b zu den Geraden mit den Gleichungen
y= \/3 xund y=% J§ gleich einer gegebenen
Zahl c ist. 3

Riickblick auf die XIV. IMO

Jede Mannschaft, die an der XIV. IMO in
der VR Polen im vergangenen Jahr teilnahm,
dberreichte dem Chefredakteur der Schiiler-
zeitschrift alpha eine Aufgabe fiir unsere
anspruchsvollen Leser. Olaf Bohme, Preis-
triger der XIV. IMO, jetzt stud. math. an
der Technischen Universitit Dresden, iiber-
setzte und bearbeitete die Aufgaben.

VR Bulgarien

Gesucht sind alle Funktionen f{x), die fur
alle reellen Zahlen x definiert sind und fur
die gilt: fix+y)=Ax)+Ay)+Axy)

fiir alle reellen x und y.

CSSR

Gegeben sei eine mit natiirlichen Zahlen
ausgefiillte 31-31-Tabelle, in der jede der
Zahlen von 1 bis 31 einunddreiBigmal vor-
kommt und die zur Hauptdiagonalen sym-
metrisch ist. Es ist die Summe der Zahlen in
der Hauptdiagonalen gesucht. (Die Haupt-
diagonale liuft von links oben nach rechts
unten.)

DDR
Man gebe alle Tripel (a, b, ¢) natiirlicher
Zahlen an, fir die a®+ b°=abc gilt.

GroBbritannien

Gesucht ist eine Folge (q,), n=0, 1, 2, ...,
nichtnegativer ganzer Zahlen mit folgenden

Eigenschaften:

(1)  ag=0

2) a,,,>a, firallen

(3) Zu jeder positiven ganzen Zahl k
existieren Glieder a;, a; (i4j) der
Folge so, daB k=a;+a; gilt.

(@)  Esgiltlim ;“=o.

SFR Jugoslawien

Gegeben sei eine Menge P von (m) Per-
n

sonen, so daB sich beliebige zwei von ihnen
stets gegenseitig kennen oder gegenseitig
nicht kennen.

Man beweise, daBl dann stets eine Teilmenge
T von P existiert, die einer der folgenden
Bedingungen geniigt:

1. T enthilt genau n+ 1 Personen, und diese
kennen sich paarweise.

2. T enthilt genau m—n+1 Personen, und
diese kennen sich paarweise nicht.

(m, n sind positive ganze Zahlen mit m>n.)

Republik Kuba

Es sei p, die n-te Primzahl. Man beweise,
daB dann Rir

n23 gilt p,>3n—6.

Mongolische VR

Man beweise: Zu jeder positiven ganzen Zahl
n existiert eine n-stellige natdrliche Zahl N
so, daB N? 2n-stellig ist und an den letzten
n-Stellen mit N iibereinstimmt.

Niederlande

Man konstruiere einen Rhombus, dessen
Flicheninhalt ebensogroB ist wie der eines
gegebenen konvexen Vierecks.

Osterreich
Eine Folge (a,) reeller Zahlen sei gegeben
durch
2
a,=A, a, =B, a“z=M (keN),
ax

A2+ B*+C

wobei 4, B und ganze Zahlen

sind.
Man beweise, daB alle Glieder der Folge
ganzzahlig sind.

VR Polen
Fiir jede natiirliche Zahl n sei a, die Quer-
summe der im Dezimalsystem dargestellten
Zahl (1972)". Man beweise

lim a,=c0.

A+ o
SR Rumiinien
Gegeben sei eine Uberdeckung eines Ein-
heitsquadrates mit kleineren Quadraten, de-
ren Seiten zu denen des Einheitsquadrats
parallel (bzw. senkrecht) sind und die sich
auch iiberdecken kénnen. Man beweise, daB
man einige der kleineren Quadrate so aus-
wihlen kann, daB keine zwei von ihnen
einen gemeinsamen Punkt haben und die
Summe ihrer Flicheninhalte nicht kleiner als
%ist.
Schweden
Es sei p eine Primzahl. Man gebe die kleinste
natirliche Zahl n an, fir die n! durch

@ +p)teilbarist. . 7 2 {

Sowjetunion
Es seien x,, X3, ..., Xp Y1, V25 ..., Ya (1 pOSitive
ganze Zahl) reelle Zahlen mit

X 2X2 ... 2%,20,
Y12y 2. 2220,
X2y,

Xy +x22Zy,+Y2,

X1+ X+ ..+ x, =y, +y2+...+ VY,

Man beweise, daB dann fir jede positive
ganze Zahl k gilt:

D R SRR S -3 T T A S S

Ungarische VR

Es seien n eine positive ganze und x und a
reelle Zahlen.

Man beweise, daB dann stets

a+l
(x+a)y- (x—na)<(x*+na?) 7 gilt.
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XII. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR
DDR-Olympiade

16. 4. bis 18. 4. 1973

Erste Preise wurden vergeben:

Uwe Lobus, EOS Romain Rolland,

Dresden (Klasse 9) Bild 1

Uwe Risch, EOS Geschwister Scholl,
Burg (K1. 9)
(beide Olympiadeklasse 10)

Albrecht HeB8, EOS Dresden-Siid
(Olympiadeklasse 11)

Bild 2

Bild 3

Jiirgen RoBmann, EOS Fr. Engels,
Neubrandenburg

Pawel Kroger, 49. OS Leipzig (K1. 8) Bild 5
(beide Olympiadeklasse 12)

Bild 4

Zweite Preise wurden vergeben:

In Olympiadeklasse 10 an: Klaus Schulze,
Goethe-OS Wurzen; Kurt Frischmuth, EOS
Miihlhausen; Udo Matte, Goethe-EOS, Wei-
Benfels; H.-U. Frémmer, EOS C. Zetkin,
Neustrelitz; Jorg Schulze, EOS Luckenwalde
(KI. 9); Siegfried Wei3, OS Neusalza-Sprem-
berg; Klaus Altmann, EOS H. Hertz, Berlin
In Olympiadeklasse 11 an: Helmut RoBmann,
A—Zai)ototzky-OS, Neubrandenburg (KI. 10)

58

In Olympiadeklasse 12 an: Albrecht Bottcher
und Elias Wegert, beide Spezialkl. der TH
Karl-Marx-Stadt; Holger Steinberg, BBS
Schiffselektronik, Rostock

Dritte Preise wurden vergeben:

In Olympiadeklasse 10 an: Egbert Lindner,
BBS VEB Pentacon, Dresden; Bernd Mathi-
szik, EOS Lessing, Erfurt; Harald Schneider,
EOS Geschw. Scholl, Lébau; Eckard Wild-
grube, EOS L. Cranach, Wittenberg; Volker
Ihde, Goethe-EOS, Schwerin ; Alfred Pietrzik,
OS II Gadebusch (K. 8); Peter Reuter, OS
Kreischa (K1. 9); Uwe Quasthoff, EOS Leib-
niz, Schkeuditz; Horst Kohlschmidt, EOS
R. Rolland, Dresden; Michael Funke, EOS
Karl Marx, Altenburg; Renate Molgedey,
EOS H. Hertz, Berlin

In Olympiadeklasse 11 an: Bernd Zaddach,
A. Becker-OS Cottbus (KI.10); K.-D. Wirth,
EOS H. Hertz, Berlin; Ralph Lehmann,
EOS Diesterweg, Strausberg (KI. 10); Kon-
rad Engel, Herder-EOS, Rostock ; Jorg Berg-
mann, Spezialsch. f. elektronische Industrie

M.-A.-Nexd, Dresden (KL 10); UIf Briistel,

EOS Karl Marx, Altenburg
In Olympiadeklasse 12 an: Guntram Pausch,
EOS W. Pieck Leipzig; Borna; Ingo Bandiow,

ABF Walter Ulbricht, Halle; Reinhard
Schuster, EOS Helmbholtz, Leipzig (KI. 11);
Lothar Wenzel, EOS F. List, Berlin; Oswald
Knoth, Spezialklasse der Martin-Luther-
Univ. Halle-Wittenberg

Zwei Diplome wurden fiir die ausgezeichnete
Losungeiner Aufgabe vergeben. 30 Schiiler er-
hielten Anerkennungsurkunden fiir gute Lei-
stungen.

Aus dem Rahmenprogramm der OJM: Vor-
trag von Prof. Dr. F. Kuhnert: Uber mo-
derne Aspekte der Numerischen Mathematik ;
Forum zu den X. Weltfestspielen, Lichtbilder-
vortrag: Auf den Spuren des Copernicus;
Besuch der Hauptstadt der DDR

-

Angela Rohrveck, EOS Franzburg, Teilneh-
merin am alpha-Wettbewerb seit Grindung
der Zeitschrift. Sie gehoért zu den erfolg-
reichsten Teilnehmerinnen der OJM.

Wettbewerbsatmosphire

Die Losung der XII. OJM:

Lernt und arbeitet fiir unsere
Republik - vorwirts zu den
X. Weltfestspielen!
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Spiel 1

Wie viele Moglichkeiten gibt es, ein 4x4
Quadrat in zwei Hilften zu zerlegen, welche
von gleicher GroBe und gleicher Figur sind,
d. h. die beiden Hilften miissen jeweils
deckungsgleich sein.

11

Spiel 3b Spiel 5
S <

/\ N/ ./.\ AVARY/ ./ J
A &,

Spiel 4a Spiel 4b

N
AN

Spiel 3

a) Gegeben sei ein Streifen von 2 cm Breite b) Falte den Streifen, bestehend aus 10 gleich-
und 14 cm Liénge. Falte aus ihm einen Wiirfel seitigen Dreiecken, so, daB ein Sechseck ent-
mit einer Kantenlinge von 2 cm. steht!

Spiel 8

Falte das Stiick Papier so, daB die Buchstaben
in der Reihenfolge WOLFGANG iiberein-
anderliegen!

|
O|IN|E6|A
wW|a@ | F|L
9
. .
Spiel 5 Spiel 6
A
Zerschneide die Figuren 4 bis G durch einen 8 Das abgebildete Quadrat ist in 10 Teile auf-
einzigen geraden Schnitt so, daB sich die geteilt. Aus diesen Teilen ist eine Fliche zu
beiden zur gleichen Figur gehérenden Teil- bilden, die die abgebildete Form hat.
flachen jeweils zu einem Quadrat zusammen-
setzen lassen! . _ _
. 6 7
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Anwendung .

Der Marschkompaf F 70 mit Fluidkap-
sel dient zur Orientierung im Geldnde.
Br ermoglicht das Ubertragen von Richtun-
gen aus der Karte ins Geldnde und umge-
kehrt. Fiir die Entnahme von Marschrich-
tungen aus der Karte oder zum Ubertragen
im Gelinde gemessener Richtungen in die
Karte ist kein Orientieren der Karte not-
wendig.

Technische Daten
Teilkreisdurchmesser 45 mm
Skalenwert der Kreisteilung 1-00 (5°)

Genauigkeit

der Richtungsangabe +0-25 (£1,5°
Einschwingdauer der Magnetnadel <7s
Teilungslange der Anlegekante 55 mm
Skalenwert der Anlegekante 1 mm

Funktionsfihigkeit

im Temperaturbereich —30° bis +50°C

Abmessungen (MaBe inmm)  72x55x%20
Masse 95¢g
Preis 18,75 M
Beschreibung 4

Sowohl das Gehéuse als auch der den Spiegel
enthaltende KompaBdeckel bestehen aus kor-

Handhabung

Entnahme von Marschrichtungszahlen aus der
Karte .

Das Orientieren der Karte ist dazu nicht er-
forderlich. Magnetische Gegenstinde (Ta-
schenmesser und dergl.) beeinflussen die
Messung nicht. Lege den KompaB mit der
Millimeterteilung der Anlegekante so an die
Verbindungslinie zwischen Ausgangspunkt
und Zielpunkt an, daB der Nullpunkt der
Langsteilung mit dem Ausgangspunkt iiber-
einstimmt. Ist die Entfernung zwischen Ab-
laufpunkt und Zielpunkt groSer als die
Linge der Anlegekante, dann ziehe mit

weichem Bleistift eine Hilfslinie zwischen
Ablaufpunkt und Marschziel.

Halte nun den KompaB fest und drehe den
Teilring so, daf- der Kreisteilungs-Nullpunkt
(Nordmarke ,,N*) nach Karte — Nord zeigt
und die Richtungslinie auf dem Boden der
Fluidkapsel parallel zu den Kartenmeridianen
verlaufen. Lies an der Spitze des Leucht-
zeigers (am Korn der Visiereinrichtung) auf
dem Teilkreis deine Marschrichtungszahl
ab.

Daten

Teilringdurchmesser 37 mm
Skalenwert der Kreisteilung

(rechtslaufig) 5°
Einschwingdauer der Magnetnadel =7s
Mittlere Einspielunsicherheit

der Magnetnadel +0,5°
Funktionsfahigkeit

im Temperaturbereich —30° bis +50°
Abmessungen & 60 mm x 21 mm hoch
Masse ' 45g
Preis 15,80 M

Anlegen einer Routenskizze

Die Routenskizze enthélt eine anndhernd
maBstibliche  Aneinanderreihung  von
Marschrichtungszahlen und Streckenlidngen
zwischen je zwei Knickpunkten einer Marsch-
route. An jede Seite des auf diese Weise ent-
stehenden gebrochenen Linienzuges wird die
Marschrichtungszahl in Grad oder Strich und
dieStreckenlénge in Meter oderim Schrittmal
angeschrieben. Die Knickpunkte werden mit
den als Richtungspunkte verwendeten mar-
kanten Geldndezielen bezeichnet.

Weitere Themen des Anleitungsheftes : Messen
von Entfernungen in der Karte, Messen von
Entfernungen im Gelédnde, Bestimmen der
Uhrzeit mit dem Kompaf8, Beriicksichtigung
der magnetischen Abweichung u. a.

Der Armband-
Fluidkompafl Sport 10

ist ein dauernd funktionsbereites, nicht er-
schiitterungsempfindliches und beim Ge-
brauch praktisch unverlierbares Orientie-
rungsmittel, insbesondere fiir den Sport-
taucher.
Der KompaB wird am linken Handgelenk
so getragen, daB der Richtungsstrich auf dem
feststehenden Gehauseunterteil bei angewin-
keltem linken Arm vom Korper weg in
Blickrichtung zeigt.

7 Fiir die Orientierung ist ebenso wie beim

»

FluidkompaB ,,Sport 3“ der Teilring am
Richtungsstrich auf eine vorgegebene Rich-
tung einzustellen und das rote Nordende der
Magnetnadel parallel zu dem Doppel-Leucht-

strich auf dem Kapselboden zu orientieren..

Der feste Richtungsstrich auf dem Gehduse-
unterteil zeigt dann in die vorgegebene
Kmaor- bzw. Schwimmrichtung.

Gegeniiber dem bisherigen Armband-Fluid-
kompaB zeichnet sich der Sper: 10 durch
folgende Eigenschaften aus:

Fluidkapsel, Teilring, Gehduse und Armband
bestehen aus korrosions- und feuchtigkeits-
bestédndigem Material.
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Pioniere des alpha-
Wettbhewerbs

Fakten — Fakten

Der Kreis Schmalkalden ist der aktivste und
vorbildlichste Kreis der DDR im alpha-
Wettbewerb. In den Jahren 1968 bis 1972
gingen aus diesem Kreis etwa 12000 Losun-
gen in der Redaktion alpha ein:

1968: 50 Teilnehmer aus 14 Schulen (1524
Einsendungen) erhielten Urkunden;

1969: 39 Urkunden — 16 Schulen — 1374
Einsendungen;

1970: 238 Urkunden (davon 27 Abzeichen
in Gold) — 16 Schulen — 2500 Einsen-
dungen;

1971: 411 Teilnehmer (davon 36 Abzeichen
in Gold) — 14 Schulen — 4000 Einsen-
dungen;

1972: 228 Urkunden (46 Abzeichen in Gold,
davon 13 mit drei- oder fuinfjahriger Teil-
nahme) — 2600 Einsendungen.

Erfolgreichste Teilnehmer

Von den 56 Teilnehmem, die 1972 das
alpha-Abzeichen in Gold fir finfjahrige
Teilnahme erhielten, stammen 12 aus dem
Kreis Schmalkalden (d. s. 21 %). Weiterhin
erhielten zwei Schiiler das Abzeichen in Gold
fur vierjahrige und 33 Schiler das Abzeichen
in Gold fiir dreijahrige Teilnahme.

Ehrentafel der aktivsten Lehrer

Wemer Gehb, OS Fambach (Kreisfachbe-
rater Mathematik); Erwin Manske, Heinz
Gotthelf, Siegmund Hellmann, alle OS Stein-
bach-Hallenberg; Roland Richter, OS J. G.
Seumne, Schmalkalden; Herbert Avemarg,
OS Mittelstille; Helmut Kiehnapfel, OS
Floh; Karl Koch, OS am Siechenrasen,
Schmalkalden.

Erfolgreichste Schule des Kreises
Schmalkalden

An der Ernst-Thilmann-OS in Steinbach-
Hallenberg erhielten allein im Wettbewerbs-
jahr 1971/72 22 Schiiler das alpha-Abzeichen
in Gold und 74 Schiiler das Abzeichen in
Silber. Seit 1968 wurde das alpha-Abzeichen
schon 402 mal an Schiiler (davon 41 mal in
Gold) verliehen.

Als Anerkennung fiir die vorbildlichen Lei-
stungen besuchte der Chefredakteur der
Schiilerzeitschrift alpha unseren Jugendklub
und hielt einen Lichtbildervortrag: ,,Auf
den Spuren des Copernicus* (Erlebnisbericht
von der XIV. IMO).

An unserer Schule wird bereits seit iiber zehn
Jahren eine aktive, planmiBige auBerunter-
richtliche mathematische Betitigung durch-
geftihrt. Noch vor Griindung der alpha gab
es bei uns Aufgaben des Monats. Sie dienten
der Vorbereitung auf Olympiaden. Durch
alpha konnte ein noch viel groBerer Teil
unserer Schiler fiir die mathematische Arbeit
interessiert werden. Die Losung von Wett-
bewerbsaufgaben ist schon fiir zahireiche
Schiller unserer Schule zu einer Gewohnheit
geworden. Jedes Jahr gehen vier dicke Pakete
mit Losungen direkt an alpha. Insgesamt
sandten wir etwa 5000 Losungen in fiinf
Jahren ein. In den Klassen gibt es Verant-
wortliche fiir den alpha-Wettbewerb. Sie sind
gleichzeitig Fachhelfer fiir Mathematik, die
im Zusammenwirken mit dem Fachlehrer
ihrer Klasse folgende Aufgaben iibernommen
haben:

Anfertigung von Teilnehmerlisten — wo-
chentliches Einsammeln der Ldsungen und
ihre Registrierung — Informieren des Fach-
lehrers iiber den Stand der Beteiligung am
Wettbewerb — Einwirken auf die Mitschiiler,
die Losungen gewissenhaft und termingerecht
einzusenden — Registrierung der Antwort-
karten — Mithilfe beim AbschluB des Wett-
bewerbs.

Immer mehr Schiiler gehen dazu iiber, gieich
beim Erscheinen einer neuen alpia mit der
Losung der Aufgaben zu beginnen und zu ver-
suchen, alle vorgestellten Probleme (pro
Klassenstufe) zu 16sen. Die in alpha gestellten
Aufgaben empfinden wir als gut. Eine groBe
Hilfe sind die ausfithrlichen Losungen. Eine
gute Hilfe beim Knacken der alpha-Nisse
sind unsere Arbeitsgemeinschaften. Wochent-
lich wird einmal trainiert, nach einem ganz
bestimmten Plan, der neben lehrplangerech-
ten Stoffeinheiten auch andere enthilt, z. B.
in Klasse 7: Kombinatorik, Permutation.

In den Zusammenkiinften tauschen wir auch
die Meinung iiber die Wettbewerbsaufgaben
aus. Unser AG-Leiter gibt Hinweise, welche
Aufgaben hoherer Klassenstufen wir schon

16sen kénnten. Im Vordergrund unserer Ta-
tigkeit in der AG steht aber die Befahigung
zur Losung von Aufgaben nach Inhalt und
Form, wie sie bei Mathematik-Olympiaden
gefordert werden. Bei Konstruktionen lernen
lernen wir z. B., daB zu ihrer vollstindigen
Losung eine Voruberlegung, die Konstruk-
tion, die Konstruktionsbeschreibung, ein
Beweis und eine Losungsdiskussion gehdren.
Eine Aufgabe wollen wir den Lesern stellen.
Sie war besonders geeignet, die genannten
Schritte zu erarbeiten:

Aufgabe: Konstruiere ein Dreieck ABC aus
s;=48cm sp;=33cm und A,=3,0cm!
Hohepunkt und Bewihrung der leiinahme
am alpha-Wettbewerb und der Arbeit der
AG'’s sind die Olympiaden, bei denen unsere
Schule schon recht beachtliche Erfolge er-
zielen konnte.
Einen grofen Anteil an diesen Erfolgen haben
die Mathematiklehrer. Dafir mochten wir
ihnen danken. Mit noch héheren Leistungen
in der Schule und zu unserem spiteren beruf-
lichen Leben wollen wir unser Bestes zum
Wohle und zur Festigung unseres sozialisti-
schen Staates geben.

AG Mathematik, OS Steinbach-Hallenberg

Durch meine Schwester lernte ich alpha
kennen. In der 6. Klasse bekam ich 52 Ant-
wortkarten fiir richtig geloste Aufgaben.
Zweimal schon erhielt ich das alpha-Abzei-
chen in Gold. Mathematik wurde durch
alpha zur Freizeitbeschiftigung neben mei-
nem intensiven Training fir den Skilang-
lauf. .. Gerlinde Koch, im Bild links,

OS ,,Wilhelm Pieck*’, Trusetal (KI. 8)

Mein schonstes Erlebnis: Teilnahme an der
DDR-Olympiade 1972. DaB8 mir diese Er-
folge nicht geschenkt worden sind, ist selbst-
verstindlich. GroBe Hilfe erhielt ich durch
die Lehrer, die aktive Teilnahme in Arbeits-
gemeinschaften. alpha ist mein stindiger
Freund und Helfer seit ihrem Erscheinen.
Beate Recknagel, im Bild rechts,
EOS Schmaikalden (KI. 11)
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Ein Mathematikzentrum

in Aktion

Karl-Marx-Stadt

Seit zehn Jahren besteht in unserem Pionier-
haus das Mathematikzentrum. Viele tausend
Pioniere haben seitdem in Zirkeln, bei Ver-
anstaltungen und Pionierfesten die Mathe-
matik noch besser kennengelernt. Um euch
und euren Klubs einige Anregungen zu geben,

wollen wir in alpha kurz iiber uns berichten:

® In unseren Zirkeln der Klassenstufen 3
bis 10 arbeiten etwa 160 der besten Jungen
Mathematiker unserer Stadt. Fiir jede Klas-
senstufe gibt es zwei Zirkel. Diese treffen sich
14tdglich (bis Kl. 6) bzw. wdchentlich (ab
Kl. 7) fiir 90 Minuten. Die Zirkelleiter sind
Studenten der Technischen Hochschule,
Fachrichtung Lehrer fiir Mathematik. Unser
Jahresprogramm stellen wir entsprechend
den Lehrplananforderungen und den Erfah-
rungen bei den Kreisolympiaden zusammen.
Dabei werden Themen iiber lingere Zeit
behandelt, wie Einfiihrung in das Beweisen,
Konstruktionsaufgaben.

® Unsere Zirkelmitglieder erringen jahrlich
etwa die Hilfte der Medaillen bei den Kreis-
olympiaden. Natiirlich wollen wir uns noch
verbessern.

Wolfgang Henker, vor zehn Jahren Sieger
in der Bezirksolympiade Leipzig, heute Di-
plomlehrer fiir Mathematik und Leiter des
Mathematikzentrums. Unser Bild: Kombi-
natorik in Klassenstufe 5

® Ab Klasse 5 bekommt jeder die alpha
zum Jahrespreis von 1,— M. Der alpha-
Wettbewerb ist stindige Hausaufgabe und
lockert die systematische Arbeit auf. Etwa
15 Mitglieder besitzen das alpha-Abzeichen
in Gold.

® Die Erfolge und die Entwicklung eines
jeden Mitgliedes werden jahrlich auf einer
Karteikarte registriert.

® Zur gesellschaftlichen Arbeit gehdren die
Gestaltung des Schaukastens, die Diskussion
aktueller Ereignisse, Spendenaktionen fiir
Vietnam u. a. .

® Zur Zeit bauen wir ein Kabinett fiir pro-
grammierten Unterricht.

® In jedem Jahr filhren wir eine ABC-
Stadtolympiade fiir die Klassen 3 und 4 durch.
Jede Schule delegiert zwei Teilnehmer. Die
Sieger erhalten ein Wandrelief von unserer
AG Plastbearbeitung. Mit dieser Olympiade
erkennen wir zeitig unseren Nachwuchs.

® Bei Pionierfesten und in den Ferien treten
wir mit unseren WissensstraBen fiir die Klas-
sen 3/4 und 5/6 auf. Wir bieten auBerdem
noch die Veranstaltung Lustige Knobeleien
an, bei der es wenig zu rechnen, aber viel zu
knobeln gibt. Im Haus der JP gibt es viertel-
jahrlich die bunte Veranstaltung Zahlen und
Zaubern, bei der zehn Pioniere das Laienspiel
Dr. Plusminus und seine Zahlen zeigen.

An vielen anderen Problemen arbeiten wir
noch. Schreibt uns doch einmal von eurer
auBerunterrichtlichen Tétigkeit. W. Henker

Junge Mathematiker konsiruieren Figuren,
die man in einem Zuge nachziehen kann.

Einer der jiingsten alpha-Leser — einer der
Sieger der ABC-Olympiade Karl-Marx-Stadt

Plastrelief (23 cm x 31 cm), hergestellt in der
Vakuumtiefzieanlage der AG Plast.




LESER SCHREIBEN

Aus der Messezeitung
der EOS ,,Otto Grotewohl* —
Gera

... Im vergangenen Jahr konnte die MMM
an unserer Schule mit einem beachtlichen
Erfolg abgeschlossen werden. Die Exponate
dieser Messe, der auch eine Hobby-Ausstel-
lung angeschlossen war, umfaBte die verschie-
denartigsten Gebiete. Neben den dominie-
renden praxisverbundenen Objekten wurden
erstmals mathematische Exponate gezeigt.
Was ist darunter zu verstehen?

Diese Frage muBte im vergangenen Jahr von
mathematisch interessierten Schillerm und
den Mathematiklehrern beantwortet werden,
um die Voraussetzung fiir eine sinnvolle Vor-
bereitung auf die nachste Messe zu schaffen.
Zur Teilnahme an der MMM bewog uns
zunichst der Gedanke, nicht linger abseits
zu stehen. Wir sahen ferner darin die beste
Maglichkeit, alle Schiiler noch stérker fiir die
Mathematik zu interessieren. Die Freude an
der Darleging mathematischer Probleme
sollte geweckt, deren Qualitit erh6ht werden.
Die Jungen Mathematiker unserer Schule, die
bereits jahrelang in verschiedenen Zirkeln
ihre Kenntnisse stindig erweitern, nahmen
die Messe zum AnlaB, den Gedanken der seit
zwOIf Jahren bestehenden Mathematikolym-
piaden noch mehr zu popularisieren.

| et

Von der Differenziertheit der Zielstellung
wurde fiir die MMM die Art der Exponate
bestimmt. Wir teilen sie in drei Gruppen
ein:

® Beitrdge zur Ausgestaltung unserer Fach-
unterrichtsrdume: Tafeln zeigen Leben und
Werk beriihmter Mathematiker (Leibniz,
GauB), die historische Entwicklung bestimm-

ter Zweige der Mathematik (zwei Tafeln
iiber den Mathematisch-physikalischen Salon
im Dresdner Zwinger), inhaltliche Zusam-
menfassung von Teilgebieten des Unter-
richtsstoffes (Satzgruppe des Pythagoras,
Infinitesimalrechnung, graphische Darstel-
lung gerader und ungerader Funktionen).
Da ich selbst eine Tafel iiber Differential-
rechnung gestaltet habe, weil ich, wie schwer
es ist, nur das wesentliche in libersichtlicher
und anschaulicher Form darzulegen.

® Anfertigung von verschiedenartigen, ele-
ganten Lésungsmustern fiir Olympiadeauf-
gaben: Wir wollten damit zugleich einen An-
griff auf die im Unterricht teilweise noch
praktizierte schablonenhafte’ Lésung von
Problemen starten.

® Ausstellung von Jahresarbeiten : Meist ging
man dabei unter Nutzung von Sekundir-
literatur iiber den Lehrplanstoff hinaus, bzw.
setzte sich kritisch mit ihm auseinander.
Themen waren u. a.:

m Herleitung der Tangentengleichung bei
Kegelschnitten 5

a Bedeutung der 1. und 2. Ableitung fur
das lokale Verhalten einer Funktion

u Mathematische Beweise und Beweisver-
fahren. '
Obwohl von den iiber 50 Arbeiten nur die
besten ausgewihlt werden konnten, wuchs
bei allen Beteiligten das Vertrauen in die
eigene Leistung.

Der Erfolg des Vorjahres spornt uns bei der
Vorbereitung der diesjahrigen MMM an.

Wolfgang Hossack (KI. 12/1)

Michael Geisler (KI. 11{/1) sei an dieser

“Stelle gedankt. Er iberreichte uns seine

Arbeit mit dem Thema ,,Folgen und Reihen®,
die wir aus Platzgrinden im Augenblick
nicht ver6ffentlichen kénnen. Red. alpha

e

. und erhielten erste Preise.

Mathematikwettstreit —
gemeinsam mit Freunden

Unsere Kreisolympiade wurde in diesem
Schuljahr erstmals mit internationaler Betei-
ligung durchgefiihrt. Die Giste, je vier
Junge Mathematiker aus der Klassenstufe 9,
kamen aus den Stidten Bmo (CSSR), Plow-
div (VR Bulgarien), Poznan (VR Polen)
und aus der sowjetischen Schule in Cottbus.
Das Fest der Freundschaft begann mit einer
Stadtrundfahrt durch unsere Bezirkshaupt-
stadt. Am Nachmittag wurde die Kreisolym-
piade feierlich eréffnet. Der erste Tag unseres
Treffens endete mit einer Kinder- und Ju-
gendtanzveranstaltung.

Am 22. November 1972, an dem in allen
Kreisen der DDR die Kreisolympiade durch-
gefiihrt wurde, traten neben hundert Jungen
Mathematikern unserer Stadt auch die fiinf
Mannschaften zum Wettbewerb an. Grund-
lage des Leistungsvergleiches waren die zen-
tral gestellten Aufgaben, fiir unsere Giste
von der EOS Cottbus iibersetzt. Neun der
20 Schiller erreichten die volle Punktzahl
Mannschafts-
sieger wurde Poznan vor Brno.

Das Treffen klang mit einer Exkursion in den
Dresdner Zwinger aus. Wir freuen uns jetzt
schon auf den niachsten Wettbewerb in Brno.

Uwe Schdfer, Miiglied des Clubs
Junger Mathematiker,
Haus der Jungen Pioniere Cottbus

Eine Mannschaft der sowjetischen Schule in
Altenburg nahm an der Bezirksolympiade
des Bezirks Leipzig teil. Unser Foto:

Tanja Grusina bei der Klausur
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In freien Stunden ﬂ!glhﬂ heiter

Kompliziertes Problem — einfache Losung

Schreibe eine beliebige dreistellige natiirliche Zahl
nieder, bei der die erste und letzte Ziffer verschieden
sind! Schreibe die Ziffernfolge in umgekehrter Reihen-
folge darunter und subtrahiere die kleinere von der
groBeren Zahl!
Schreibe dabei dein Ergebnis stets dreistellig, d. h.
eine Null an erster Stelle ist mitzuschreiben. Schreibe
das Ergebnis nochmals in umgekehrter Reihenfolge
darunter und addiere die beiden Zahlen! Stets erhéltst
du 1089.
Wie ist das moglich? — In welchem Falle kann die
Subtraktionsaufgabe auf eine dreistellige Zahl mit
der Anfangsziffer 0 fiihren? Wie heiBt die Zahl?
Oberlehrer H. Bellmann, Freital

Alle Tassen im Schrank?

Von zwei Tassen hat eine die Form eines Zylinders
(Radius R, Héhe H), die andere die Form eines Kegel-
stumpfs (Grundkreisradius r<R, R ist der Radius
des oberen Randes.) Beide Tassen fassen gleichviel,
wenn sie bis zum Rand gefiillt sind.

Welche Tasse enthilt mehr Fliissigkeit, wenn beide
nicht bis zum Rand gefiillt sind, sondern der Fliissig-

keitsspiegel um d <%H unter dem Rand liegt?

Aus: Mathematics in School,
Yorkshire (England) Nov. 1971

Verkettung

In jeder Zeile des folgenden Schemas sind die Wort-
bilder zweier mathematischer- Begriffe einzusetzen.
Der letzte Buchstabe des ersten Wortes stimmt jeweils
mit dem ersten Buchstaben des zweiten Wortes iiber-
ein und ist in eins der markierten Felder einzutragen.
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Die in den vier markierten Feldern bei richtigem Ein-

setzen stehenden Buchstaben ergeben von oben nach

unten gelesen das Wortbild eines mathematischen Be-

griffes.

1. Zeile: Strecke am Kreis — Teil eines Winkels

2. Zeile: Spezieller Kérper — Rechenoperation

3. Zeile: GroBenangabe, die Flichen, wie Rechteck
und Kreis zugeordnet ist — Gerade, die mit einem
Kreis genau einen Punkt gemeinsam hat.

4, Zeile: Spezielles Viereck — Spezieller Korper

Irmgard Trager, Wilhelm-Pieck-OS Débein

Zahlenriitsel

IS = WHol]

Eowi+ N=E

] — P

Steffi Nestler,
EOQOS ,.Erich Weinert*, Kl. 11

Kryptarithmeﬁ'k

Setze fiir die Variablen a und b Ziffern ein, so daB eine
sinnvolle Gleichung entsteht. (Gleiche Variable ent-
sprechen gleichen Ziffern.)
(a+a)+3(b+b)y=a*+b* _
Michael Jiitte, 10. OS Greifswald, Kl. 7

Silbenriitsel

Die Silben
ab — ar.— bel — bil — di — dung — gens — graph - hy —
in - li - me — mo — na — nal - ne —no — 0 - or — per—
ra — sprung — sym — tan — te — ter — ti — ton — trisch —
ur — vall.
ergeben Begriffe aus dem Stoffgebiet Funktionen.
Es handelt sich beispielsweise um Eigenschaften und
Namen bestimmter Funktionen.
Die Anfangsbuchstaben eines jeden Begriffes ergeben
bei richtiger Ordnung das Wort Algorithmus!

K.-H. Gentzsch, Meuselwitz



Fiir Miihlespieler

Die Felder des Miihlespielbretts seien in der folgenden
Weise von 1 bis 24 durchnumeriert:

<

Bei einer Partei hat ,,WeiB** noch drei Steine, die auf
den Feldern 1, 11 und 21 stehen. ,,Schwarz‘ hat eben-
falls noch drei Steine, die auf den Feldern 6, 12 und
16 stehen. — ,,WeiB* ist am Zug. Wie muB ,, WeiB*
spielen, um mit Sicherheit spitestens mit seinem dritten
Zug die Partie zu gewinnen?

W. Trdger, Schlofiberg-OS, Déobeln

Magisches Zwolfeck
Aus den sechs Teilen des abgebildeten Zwolifecks ist
ein Quadrat zu legen. Aus- Matematicko
Fizicki List,
Zagreb (SFR Jugoslawien)
1/72/73
Riitselspirale

In das Quadrat sind bei 1 beginnend Wérter folgender
Bedeutung einzutragen, wobei jedes folgende Wort mit
dem letzten Buchstaben des vorhergehenden beginnt.
Bei richtiger Losung ergeben die beiden Diagonalen
die Namen von zwei beriihmten Mathematikern

7 6 5
I s e e e
(] 0 1|
Cl T
e ]
| i
| R|E| ]
F; Ly 1 %
] Al |
N RN
: -
N T
Lh__i__________l
— — — 3 — — . w—

. geometrischer Begriff

. unwirtliche Gegend
. wirklich

. Werkzeug
. geometrischer Begriff

—
O O 00 2NN W =

——
N

. indischer Dichter
. FluB in der SU

—
w

. notwendige Bedingungen einer Funktion
. mehr als eine Schranke

. beriihmter Mathematiker (1707 bis 1783)

. niederldndischer Physiker (1853 bis 1928)

. ein beriihmtes Programm nach Felix Klein
. Hauptstadt der Lettischen SSR

Oberlehrer H. Pdtzold, VH Waren|Miiritz

Das Un-Staben-Alphabet

E
N
2l

F
L
B
X




10/124 957 Fiir alle reellen Zahlen a und
alle reellen Zahlen x gilt

2 2
xt+ax—a=(x*+ax+L)—(a+Z
4 4
2 2 2
= x+E - a+a— und x+g) =0,
2 4 2

weil das Quadrat einer reellen Zahl nicht
negativ ist.
Daher gilt fur alle x
x?+ax—a>0 genau dann, wenn
2
a+%<0,d. h. a(l +‘—‘:><0ist.

Das ist aber nur dann der Fall, wenn a<0

AB=a=147 m die Verschiebung der Turm-
spitze in der Horizontalen.
a) Dann gilt

tan a=b=1—8= 12,24.

a 147

Hieraus erhalten wir (vgl Tafelwerk, S. 27)
die GroBe des Neigungswinkels o =85,3°.
b) Aus dem rechtwinkligen Dreieck ABS
konnen wir nach dem Satz des Pythagoras
die Linge der Seite s berechnen:

s2=h’+a*=18241472=324+2,16

=326,16,

s =18,06.
Wegen s—h=18,06—18=0,06
erhdhte sich also der Turm nach seiner Wie-
deraufrichtung nur um rund 0,06 m, d. s. 6 cm.

W 10/12 w960 Bei genauer Rechnung er-
hilt man durch Multiplikation in der Glei-
chung (1) mit 101 und in der Gleichung (2)
mit 302
9039,5x +3050,2y =215 877,4,
8878,8x+3050,2y= 25217,0
und hieraus durch Subtraktion
160,7x = 1906604,
1186,4, 8)
wobei auf eine Stelle nach dem Komma
gerundet wurde. Ferner erhilt man durch

(6)
©)]

xX=

und 1 +§>0, also §> —1,d. h a>—4, gilt. Einsetzen in (2)

Daher erfiillen alle reellen Zahlen a mit
—4 <a <0 und nur diese Zahlen die gegebene
Bedingung.

10/12 4958 Da die Gleichung
x}+x*+ax+b=0 (1)
drei reelle Wurzeln hat, gilt fiir diese Wurzeln
X, X5, X3 nach dem Wetaschen Wurzelsatz
X+ X+ x3=—1 2
und  x;X;+X3X3+ X, X3=a. 3)
Aus (2) folgt durch Quadrieren aufl beiden
Seiten
X3+ x5+ X3+ 2x, x5+ X,%3+ X1 X3)=1,
also wegen (3)
xt+x2+x2+2a=1,
d.h.  2a=1-(x}+x3+x%). Nun gilt
fiir alle reellen Zahlen x,, x,, x5
x2+x2+x320. Daraus folgt

2a<1, alsoa§%, w.z.b.w.

W 10/12 w959 Es seien (vgl. die Abb.)
AS=s die Achse des Turmes,

SB=h=18 m dic Hohe des Turmes,

¥ SAB=ua der Neigungswinkel der Achse AS
gegen die Horizontale AB,

o
)

68

_83,5-294x _
101
Die richtigen Werte fiir x und y weichen
von den friiher erhaltenen Werten erheblich
ab. Daher sind diese als Niherungslosungen
nicht brauchbar.
Die groBen Fehler sind wie folgt zu erkléren:
Infolge der Rundung ist in der Gleichung (3)
der Koeffizient von x um 0,5 zu gro8 und
in der Gleichung (5) um 1,2 zu klein. Daher
ist in der Gleichung 3x=1885 der Koeffi-
zient von x um 0,5—-(—1, 2)=1,7 zu groB.
Dieser verhiltnismidBig hohe Fehler wirkt
sich bei der Division erheblich aus und
fiithrt zu einer groBen Abweichung bei dem
Wert fiir x und dann auch entsprechend
bei dem Wert fiir y. Daher ist in dem gege-
benen Gleichungssystem die Rundung der
Koeflizienten nicht zuldssig, sie ergibt keine
brauchbaren Niherungslésungen.

—3445,2.

W 10/12*961 a) Wir zerlegen den Dachkor-
per ABCDEF (vglL die Abb.) durch zwei auf
der Grundflache senkrecht stehende Schnitte,
die durch E und F gehen und parallel zu AD
verlaufen. Dann entstehen zwei Pyramiden
APSDE und QBCRF sowie ein Prisma
PSEQRF. ’

Jede der Pyramiden hat eine rechteckige

Grundfliche mit dem Flicheninhalt aT—c_b

und die Hohe h. Wir erhalten daher das
Volumen

1 a—c

V. ==-S=%.ph.

13 2 i

Die Grundfliche PSE des Prismas hat den

Flacheninhalt bTh Da seine Hohe gleich ¢

ist, hat das Prisma das Volumen
V.=—c
2

Dabher betrégt das Volumen des Dachkorpers

1 a-c bh

= é(Za— 2¢+ 3c)bh,

V=é (2a+ c)bh, w.z.b.w.

ATP A%
b) Wir erhalten
V=é(2-l6+8)-6-4m’=l60m’.

W 10/12*962 Das Gemeinlot /. liegt lot-
recht zur Quaderkante c¢. Folglich muBl |,
parallel zur GrundriBtafel liegen. Ferner
schlieBt I, mit der Diagonalen DF nach Vor-
aussetzung einen rechten Winkel ein. Da
einer der Schenkel dieses rechten Winkels
parallel zur Bildebene liegt, geht er bei der
Normalprojektion in einen rechten Winkel
iiber. Da [, sich in wahrer Linge abbildet,
kann die folgende Proportion aus dem
GrundriB abgelesen werden:
L:b=a: Ja®+b%.

Also gilt ! =_ai_’ und durch zyklische
¢ Jat+b?
Vertauschung folgt weiter
___ca dl= b-c
Vo jEre e e
(vgl. die Abb.). i
i I b
oo P B.i glee 04
KN
i
4 13 TAG /
/ /
o
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54963 Wir rechnen wie folgt:
2,36 M —0,52 M =1,84 M (Preis fiir Brot
und Brétchen);

1,84 M - 2 =3,68 M (Preis fiir Fleisch
und Wurstwaren);
10,00 M-236 M—184M—-368 M=2,12 M
(verbleibender Geldbetrag).

54964 Wir rechnen wie folgt:
350-150=52500; das rechteckige Grund-
stiick besitzt eine Fliche von 52500 m?
=5,25 ha.

6,00 ha + 5,25 ha=11,25 ha (Fliache des Parks
nach Erweiterung).



W 5a965 Die kiirzeste Nacht betrage x
Stunden, dann betriigt der Lingste Tag (x + 10)
Stundegq, und es gilt
x+(x+10)=24,
2x+10=24,
2x=14,
x=17. .
Der Lingste Tag dauert somit 7+10=17
Stunden an.

W 5a966 Hitte der Lehrer von Minsk
12 Dias mehr, von Leningrad 20 Dias mehr
angefertigt als von Moskau, also insgesamt
112+ 12+ 20 =144 Dias hergestelit, dann be-
siBe er von jeder Stadt gleich viel Dias.
Das wiiren 144 : 3 =48 Dias je Stadt. Folglich
hat er von Minsk 48—12=36 Dias, von
Moskau 48 Dias, von Leningrad 48 —20=28
Dias.

W 5%967 Es gibt genau zwei Primzahlen
29 und 47, die die gestellten Bedingungen
erfiillen.

Regine mége x Buntstifte besitzen; dann
besitzt Ute 2x Buntstifte und Sabine (x —13)
Buntstifte; das sind insgesamt (4x — 13) Bunt-
stifte. Es gilt entweder 4x—13=29 oder
4x—13=47. Daraus folgt entweder 4x=42
oder 4x=60. Da 42 nicht durch 4 teilbar ist,
gibt es genau eine Losung x=15.

Regine besitzt 15, Ute 30 und Sabine 2
Buntstifte.

W 5*968 Die siegreiche Mannschaft A habe
a Tore, die Mannschaft B habe b Tore ge-
schossen; dann gilt

(9a):(3b)=9, also a:(3b)=1 bzw. a=3b.
Ferner gilt 1<a+b<6.

Fiir b, =0 erhalten wir a,=0, was der Auf-
gabenstellung widerspricht. Fiir b,=1 er-
halten wir a,=3, also a+b=4. Fiir b;=2
erhalten wir a,=6, also a+b=8>6, was
nicht moglich ist Das Spielergebnis lautete
somit 3:1; es wurden vier Tore geschossen

64969 Es sei D der Schnittpunkt der
Mittelsenkrechten der Seiten AC und BC
des Dreiecks ABC, und es liege D zwischen
A und B. Da die Mittelsenkrechten zugleich
Symmetricachsen sind und jeder Punkt einer

Symmetrieachse von zwei einander entspre-
chenden Punkten gleich weit entfernt ist,
gilt AD=CD und BD=CD. Die Dreiecke
ACAD und ABCD sind somit gleichschenklig
und es gilt ¥CAD= X ACD=a und XxCBD
= £BCD=$. Da die Summe der Innenwin-
kelgréBen eines Dreiecks 180° betrigt, gilt in
unserem Falle 2a + 2§ =180°, also a + =90°.
Somit ist Winkel ¥ ACB=90°, d. h. Dreieck
ABC ist rechtwinklig.

64970 Aus AB=AD=ga folgt, daB das
Dreieck ABD gleichschenklig ist. Somit gilt
¥ABD= X ADB=(180°—u):2=
=(180°—60°) : 2=60°. Dreieck ABD ist also
gleichwinklig und somit auch gleichseitig,
und es gilt AB=BD. Nach der Dreiecksun-
gleichung ist die Summe zweier Seiten eines
Dreiecks stets groBer als die dritte Seite.
Deshalb gilt

AB+ AD=2a>BD und AB+BC=2a>AC.

() A
A a 8

W6 8971 Es sei F der FuBpunkt des vom
Punkt Q auf die Gerade g gefdllten Lotes,
und es sei F von P verschieden. Dann gilt
d=QF <QP, weil die Linge d des Lotes
QF Kkleiner ist als die Verbindungsstrecke
jedes von F verschiedenen und auf g liegen-
den Punktes mit Q.

"\

Fillt F mit P zusammen, dann gilt d=éF
=QF und g steht senkrecht auf PQ. Also
ist in diesem Fall der Abstand d des Punktes
Q von g am groBten.

W6w972 Wegen 96=2°%-3 hat der ge-
suchte groBte gemeinsame Teiler beider Zah-
len eine Primfaktorenzerlegung von der Form
2*-3¥, wobei x und y natiirliche Zahlen
sind und x<5 und y<1 gilt.

Weil die Quersumme s =36 der zweiten Zahl
durch 3 teilbar ist, gilt y=1. Weil die aus
den letzten zwei Zillern der zweiten Zahl
gebildete Zahl 24 durch 4 und somit die Zahl
selbst durch 4 teilbar ist, gilt x=2. Denn
die zweite Zahl ist, weil 324 nicht Vielfaches
von 8 ist, nicht durch 8 teilbar. Der g g T.
beider Zahlen lautet somit 22-3'=12.

W 6*973 Fiir die Quersumme s der finf-
stelligen Zahl gilt4 + 8+ x+7+y=19+x+y.
Damit die [iinfstellige Zahl durch 3 teilbar
ist, muB x+ y bei Division durch 3 den Rest
2 lassen. Falls x bei Division durch 3 den
Rest O li0t, muB y bei Division durch 3 den
Rest 2 lassen. Den Rest 0 lassen bei Division
durch 3 nur die Zahlen O, 3, 6 und 9. Den
Rest 2 lassen bei Division durch 3 die Zahlen
2, 5 und 8. In diesem Fall erhalten wir
4-3=12 Losungen.

Falls x bei Division durch 3 den Rest 1 LiBt,
muB y bei Division durch 3 ebenfalls den
Rest 1 lassen. Es ist dies moglich fiir x=1
oder 4 oder 7 und fiir y=1 oder 4 oder 7.

In diesem Falle erhalten wir 3-3=9 Lo-
sungen.

Falls x bei Division durch 3 den Rest 2
1aB8t, muB y bei Division durch 3 den Rest 0
lassen. Dies trifft zu fiir x=2 oder 5 oder 8
und fiir y=0 oder 3 oder 6 oder 9. Wir erhal-
ten somit 3-4=12 Losungen.

Insgesamt besitzt die Aufgabe 12+9+12=33
Lo6sungen.

W6*974 Es sei Winkel ¥ABC=§, dann
gilt xCBP= xPBA =%ﬂ. Ferner gilt xPQC

- {BQD=90°—%ﬂ als Scheitelwinkel. Im
rechtwinkligen Dreieck PBC gilt Winkel
{CPB=90°—%ﬂ. Somit besitzt das Dreieck

PQC zwei kongruente Winkel, ndmlich

¢)=CPQ={CQP=90°—%[3. Da in einem

Dreieck gleichen Seiten auch | gleiche Winkel
gegeniiberliegen, gilt CP=CQ, d. h., Dreieck
PQC ist gleichschenklig.

74975 Fiir jeden inneren Punkt Q des
Kreises k mit dem Mittelpunkt M und dem
Radius r gilt MQ<MA=r. Wir zeichnen
einen Kreis k' um M als Mittelpunkt mit

-dem Radius M—Q, der AM =r in einem inne-

ren Punkt Q' schneidet. Da der Punkt Q'
Beriihrungspunkt der in Q' an den Kreis k’
gelegten Tangente ¢ ist und P und Q auf
verschiedenen Seiten von t liegen, ist
P_Q’ <@. Ferner gilt P—Q’ =P—A+A—Q’, also
PA<PQ'. Deshalb gilt auch PA<PQ.

74976 Angenommen es haben x Schiiler
die Note 4 erhalten, dann haben 2x Schiiler
die Note 2 erhalten und (23—3x) Schiiler
die Note 1. Demnach gilt
(23—3x)-142x-2+8-34+x-4
o 31 B
23 -3x+4x+24+4x=62,

47+ 5x=62,

Sx=15,also x=3.

14 Schiiler erhielten die Note 1, 6 Schiiler
die Note 2, 8 Schiiler die Note 3 und 3 Schiiler
die Note 4.

2,

W 78977 Es seien F; FuBpunkt der Hohe
A_F1 zur Seite BC und F, FuBpunkt der Hohe
BF, zur Seite AC.Wegen xBF H= x AF,H
=90° liegt F, auf dem Thaleskreis iiber BH
und F, auf dem Thaleskreis iiber AH als
Durchmesser. Daraus folgt die folgende Kon-
struktion:

Wir zeichnen zunichst das Dreieck AABH
aus seinen drei Seiten AB=c=11 cm, AH
=6 cm und BH =7 cm. Danach zeichnen wir
den Kreis mit AH und den Kreis mit BH

69



als Durchroesser. Die Gerade BH schneidet
den ersten Kreis in F,, die Gerade AH
den zweiten Kreis in F,. Die Verbindungs-
geraden 4F, und BF, schreiden sich in C,

W 7a978 Vor dem Verdunsten bestand
die Kochsalzlosung zu 997/, aus Wasser
und zu 1%/, aus Kochsalz, d. h. sie enthielt
1g Kochsalz, da die Masse der Lisung
100 g betrug. Nach dem Verdunsten bestand
die Kochsalzlosung zu 2°/, aus Kochsalz
Aus 2:100=1: x folgt x=>50; die Kochsalz-
16sung besall nunmehr nur noch 50 g Masse.

W7*979 Angenommen es wurden a Re-
chenstibe, b Zirkel und ¢ Zeichenhefte ange-
schafft; dann gilt

10a+3b+05c= 100 | -2
at b+ e= 100 | (=1
Wa+6b+ c= 200|
—a— b— c=-100 |
19a+5b =100
Sh= 100—15a—4a
B Gfiwa 2
5

b ist genau dann eine natiirliche Zahi, wenn
a Yielfaches von 5 ist. Das Gleichungssystem
besitzt genau eine Losung, die den Bedingun-
gen entspricht, nimlich g=5,b=1 und ¢ =94.
Es wurden 5 Rechenstibe, 1 Zirkel und 94
Zeichenhefte eingekauft.

W 7*980 Verlingert man im Dreieck ABC
die Seite AB iiber B hinaus bis D um BC=a,
so gilt AD= BC + AB=a+c, und das Dreieck
DCE ist gleichschenklig. Beschreibt man
um € mit dem Radius AC=b einen Kreis,
50 schneidet dieser die Seilte AB wegen
b<c¢ in einem inneren Punkt F, und es gilt
X CAF=4CFA=g, £CFD=180°—a und
FD=a+c—b.

Daraus ergibt sich die folgende Konstruk-
tion:

¢/

d g
A FB )
Wir zeichnen eine Gerade g, legen auf ihe
einen Punkt A fest und tragen in 4 an g den
Winkel =70 an. Die zu g im Abstand
h.=4 cm zu konstruierende Parallele schnei-
det den freien Schenkel von e in €. Der Kreis

um C mit AC=b als Radius schneidet £

70

in F. Der Kreis um F mit dem Radius
a+c—b=35cm schreidet g in D. Die Mittel-
senkrechte von CD schneidet g in B.

84981 Es sei x eine natiirliche Zahl mit
der geforderten Figenschaft; dann ist ihr
Machfolger x+ 1, und es gilt
Sx=(x+1)*+1,
also  (x+ 1P+ 1=5x=0.
Wir setzen
fl)=(x+1P+1-5x
und erhalten, wenn wir fiir x der Reihe nach
0, 1, 2, 3 einsetzen.
J)= 1+1— =2,
fil)y= 4+1— 5=0,
fiD= 9+1-10=0,
f3)=16+1-15=2
Fir x=4 wird
Fly=0c+ 1) (x+1}+1—5x
>5-x+1-5x>0,
da x+1=5 und x+1>x ist.
Also gilt f{x)=0nur fir x=1und x=2.
Daher sind die patiirlichen Zahlen 1 und 2
die einzigen natiirlichen Zahlen, die die ge-
forderte Eigenschaft haben.
Bemerkung: Wer schon quadratische Glei-
chungen l6sen kann, kann auch wie folgt vor-
gehen:
Man erhilt aus (2)
A2+ 141-5x=0,
x=3x+2=0
und hieraus die beiden Ldsungen

X :§+ ——2=§+1=2’
t 2 4 22

31

X = =1
T .22

(1
2

84982a) DadasDreieck ABC rechtwinklig
mit y=907 ist, ist der Mittelpunkt D der
Hypotenuse AB pleichzeitig Mittelpunkt des
Umbkreises dieses Dreiecks (vgl. die Abb.).

£

A o 8

Daraus ergibt sich die Konstruktion:

Wir zeichnen die Hypotenuse AB=6cm
und konstruieren um den Mittelpunkt D
dieser Seite den Kreis mit dem Radius
r=3cm. Dann tragen wir an ABin A den Win-
kel «=30" an. Der freie Schenkel dieses
Winkels schneidet den Kreis um D in dem
Punkt C. ABC ist das verlangte Dreieck.
b) Verlingert man die Seite BC iiber C
hinails um sich selbst bis zum Punkt E,
so sind die Dreiecke ABC und ACE kon-
gruent, weil sie in zwei Seiten und dem
eingeschlossenen rechten Winkel iiberein-
stimmen. Daher gilt ¥ CEA= £ ABC=60",
d. h. das Dreieck ABE ist gleichseitig mit der
Seite ¢=6 em. Num ist der Fliicheninhalt
cines gleichseitigen Dreiecks mit der Seite ¢

o
gleich 52{ /3. Der Flicheninhalt des Dreiecks

ABC ist halb so groB, also gleich
A:ﬁ,ﬁ=E Jicm2=2J§cm1
& 8 2
7,79 cm?,
W3R e983 Da dic erste Aussage wahr ist,
lduft Sabine schneller als Gabriele. Daher
ist in der dritten Aussage die SchiuBfolgerung
falsch, also mub in dieser Aussage auch die
Voraussetzung falsch sein, d. h. Sabine 13uft
micht schneller als Ellen. Es sind also zwei
Fille moglich:
a) Ellen liauft ebenso schnell wie Sabine.
Dann ist in der zweiten Aussage die Voraus-
setzung wahr, also auch die SchluBfolgerung
wahr, d. h., Gabriele liuft schneller als Ellen,
also auch schneller als Sabine. Das wider-
spricht aber der ersten Aussage. Daher kann
dieser Fall nicht eintreten.
b} Ellen lduft schneller als Sabine. Dann ist
die Voraussetzung in der zweiten Aussage
falsch, also kann auch die SchluBfolgerung
falsch sein, d. h, die zweite Aussage ist wahr,
Es sind also in diesem Falle alle drei Aussagen
wahr.
Wir erhalten daher das folgende Ergebmis:
Ellen Iduft schneller als Sabine, und Sabine
lauft schneller als Gabriele. Ellen linft daher
am schnellsten von den drei Médchen, und
Gabriele 13uft am langsamsten.
WEa984 Mit 35 Mihdreschern E 512
kénnen an einem FEinsatztag 15-35 ha
=525 ha abgeerntet werden und mit y Mih-
dreschern E 175 an einem Einsatztag 4y ha.
Insgesamt konnen also an einem Einsatz-
tag (525 +4y) ha abgeerntet werden. Da die
gesamte Ernte (14000 ha) in ¢ Einsatztagen
cingebracht werden soll, erhalten wir die
Gleichung
{525+ 4y)r = 14000,
525¢+4yt = 14000,
dyt = 14000 - 525¢,
_14000—525¢ 3500
o a4 T
Damit haben wir schon die Anzahl y der
einzusetzenden Mihdrescher E 175 als Funk-
tion der Anzahl ¢ det Einsatztage dargestellt.
a} Bei 24 Einsatztagen (t=24) erhalten wir
y=220 131251458 Es werden
also 15 Mihdrescher E 175 bendtigt.
b) Bei 25 Einsatztagen (t=25) erhalten wir

—-131,25.

‘y=875 Es werden also 9 Mihdrescher

E 175 benttigt.

¢} Bei 26 Einsatztagen (r=26) erhalten wir
y=3,37. Es werden also 4 Miihdrescher
E 175 benbtigt.

Fiir t=23 erhalten wir y=20,92. Da nur 18
Mihdrescher E 175 zur Verfiigung stehen,
kann also die gesamte Ernte nicht in 23 Ein-
satztagen eingebracht werden,

W B*9B5 Fiir n=0 gilt z=n!'—1=01-1
=1-1=0=02

Fiirn=1gilt z=1!-1=0=02,

Firn=2gilt z=2'—1=2—I=1=1%



In diesen drei Fillen ist also jeweils z gleich
dem Quadrat einer natiitlichen Zahl
MNun sei p=3. Danon ist n!=1-2-3-...-n
durch 3 teilbar; also gilt n!=3k wobei k
eine natiirliche Zahlist,undz=n!—1=3t—1.
Wire nun z=x? eine Quadratzahl, so wire
wegen x =35 oder x=3s+ 1 oder x=35—1
2=92=3 (359
=3+ 1P =95 +65+1
=3-5(3s+2)+1
xF=(3s— 1P =92 —6s+1
=3 5(3s—2)+1
In jedem Falle wire also z=x* entweder
durch 3 teilbar oder wiirde bei der Division
dorch 3 den Rest 1 lassen. Das steht aber im
Widerspruch zu der obigen Gleichung
z=3k—1.
Also ist fiir n=3 die Zabl z=n!—1 niemals
cine Quadratzahl, Daher ist z nur fiir =0,
n=1 und n=2 eine Quadratzahl
Bemerkung: Wer mit Zahlenkongruenzen
rechnen kann, kommt mit dem Machweis,
dal z fiir n 2 3 keine Quadratzahl ist, schneller
zum Ziel:
Fir nz3 gilt z=n!—1==1{mod 3}.
Nun folgt aus
O{mod 3) xX=0(mod 3),
x= 1(mod3) x*=1{mod3),
x=-1(mod3) x*=1{mod 3}
In keinem Falle ist also z=x*=— 1 (mod 3),
wobei der Nachweis erbracht ist.
W B*G36 'Wir fiihren den Beweis indirekt,
nehmen also zunichst an, daB in einem Drei-
eck ABC die Hohe h, und die Seitenhalbie-
rende 5, zusammenfallen, Dann weisen wir
nach, daB dieses Dreieck gleichschenklig ist.
Das steht aber im Widerspruch zu der Vor-
aussetzung, womit die Behauptung im 1. Fall
"{Hhe und Seitenhalbierende) bewiesen ist.
Entsprechend verfahren wir im 2. Fall (Héhe
und Winkelhalbierende} sowie im 3. Fall
(Seitenhalbierende und Winkelhalbierende)
1. Fall: In dem Dreieck ABC mogen die
Hihe €D und die Scitenhalbierende CD
zusammenfallen (siche Bild 1).
Dann gilt $ADC= £CDB=90° und AD
=DB. Wegen CD=CD folgt hieraus nach
dem Kongruenzsatz (sws)
AADC= ACDR,
also AC=EC.
Daher ist das Dreieck ABC gleichschenklig.

¢

oder

oder

x=

Bild 1

A [} B

2. Fall: In dem Dreieck ABC mégen die
Hohe CD und dic Winkelhalbierende CD
zusammenfallen (siche Bild 1).
Danm gilt £ ADC= £ CDB=90"und + DCA
= ¥ BCD. Wegen CD=(CD folgt hieraus
nach dem Kongruenzsatz (wsw)

NAADC =ACDB,

also AC=BC.

Dabher ist das Drreieck ABC gleichschenklig,
3. Fall: In dem Dreieck ABC mdégen die
Seitenhalbierende C—D und die Winkelhal-
bierende CD zusammenfallen (siche Bild 2).

C
Bild 2

A'
8
s' L]
Dann stimmen die Dreiecke 4DC und CDB
Zwar io zwel Seiten {Eﬁ und CD sowie AD
und Iﬁ) und einem Winkel {£DCA4 und
¥ BCD) iiberein, aber daraus kénnen wir
nach dem Kongruenzsatz (ssw) noch nicht
schlieBen, daB diese Dreiecke kongruent
sind; denn bei diesem Kongruenzsatz wird
vorausgesetzt, dal die Dreiecke in dem der
gréBeren Seite gegeniiberliegenden Winkel
ibereinstimmen, was hier nicht zutreffen
muB. Wir miissen daher den Beweis fiir die
Konpruenz der Dreiecke ADC und CDB
anders fithren. Angenommen, diese Dreiecke
seien nicht kongruent. Dann steht CD nicht
senkrecht aul AB. Wir errichten nun auf
CD in D die Senkrechte, die nicht mit 4B
zusammenfilll und CA in 4' sowie CB
in B schneidet. Ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit kénnen wir annehmen, daB
A’ ein innerer Punkt der Seite AC und B’
cin duBerer Punkt der Seite BC ist. Dann
gilt 4°D=DB’, weil die Dreiecke 4'DC und
CDF' kongruent sind (sww). Hieraus folgt
weiter AADA'=ABDE, weil diese Dreiecke
in zwel Seiten und dem cingeschlossenen
Winkel (Scheitelwinkel) iibereinstimmen.
Daher gilt ¥ DA'A= &£ DB'B. Dicse Winkel
sind aber Wechselwinkel an den geschnitte-
nen Geraden CA und CB, also sind diese
Geraden parallel, was zu einem Widerspruch
fiihrt, weil zwel Seiten eines Dreiecks nicht
parallel sein konnen. Damit ist bewiesen,
dal die Dreiecke ADC und CDB kongruent
sind und wegen AC = BC das Dreieck ABC
gleichschenklig ist.
Da in jedem der drei Fille das Dreieck ABC
gleichschenklig ist, haben wir bewiesen, dafi
in einem nicht gleichschenkligen Dreieck
weder die Héhe und die Seitenhalbierende
noch die Hohe und die Winkelhalbierende
noch die Seitenhalbierende und die Winkel-
halbierende zusammenfallen kinnen.

54987 Durch Umformung erhalten wir

z=n%+8n*—1

S =t dntrdnt —(drt—4n’ +1)
(n® + 20 —(2n? - 1)
=(n*+2n+ 207 =1} (n +2n—2n* + 1).
Wegen n= 1 pilt

P +2n42nt—1214242—1=4 und
P +2n=2n +1=n(n*—2n)+2n+1
=n{n®*—2n4 ) =n+2n+1
=nn—12+n+1214+1=2,

da nz1 und n{(n—1P =0 ist.

Dic Zahl z liBt sich also stets in zwei Fak-
toren zerlegen, die beide natiirliche Zahien
und groBer als 1 sind. Damit ist bewiesen,
daB die Zahl z niemals eine Primzah ist,

94988 Esseien ABCD ein regulires Tetra-
eder mit der Kantenlinge AB=2a und E
der FuBpunkt der von D ausgehenden Hihe
dieses Tetraeders (vgl. die Abb.).

D

S e e -
4 8

Dann ist E der Schnittpunkt der drei Hohen
des gleichseitigen Drciecks ABC, und es gilt

== 2 2a
BE=Z.22 3.2
T “"B
Ferner gilt BD=2a, und wir erhalten fiir

die Liinge h der Hohe DE des Tetraeders die
Gleichung

e W 2
W =pD*— BE:‘:(Za)E—Ga \,-“3)

2 2

Edainga , also

g2 =
h =a\£='3'ﬂ~."r6.

Da der Flacheninhalt des gleichseitigen Drei-
ecks ABC

G=i(2aj2 J3=a* /3 betriigt, erhalten wir

LSy
3

fiir das Volumen des Tetraeders ABCD
1 1 =2 - 2.z

V =—Gh=-a*{3-Zaf6="a/2. 1

S M

Nun ist das Volumen eines geraden Kreis-

kegels mit dem Grundkreistadius @ und der

Hihe a gleich
2

2 2}
Aus (1) und (2) folgt wegen \;‘IE <3<n

Vv =-]-;m -a=lrm
o3 -3

2 = 7 .1
V=S 2=—0 [S<—na® =V,
iyt Nk

d. h. das Volumen des geraden Kreiskepels
ist gréBer als das Velumen des Tetraeders.
Fiir ¢ = 10 ¢m erhalten wir z B,

Vial 1000,/2 em? %943 cm?,
b3
V2=§11:- 1000 cm?® = 1047 cm?.

W9 =989 Um dic Losungsmenge der Un-

gleichung
g
x—2

zu ermitteln, miissen wir zwel Fille unter-

scheiden:

I Fall: x-2>0,d h. x=>2

Dann ist die Ungleichung (1) fiir alle x er-

fiille, fiir die

(1

9 =3{x-2),
9 =3x8,
3Ix£15 xz5
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Wegen 5> 2 ist also in diesem Falle die Un-
gleichung (1) fiir alle reellen Zahlen x mit
x5 erfiillt.

2. Fall: x—2<0,d. h. x<2.

Dann ist (1) fiir alle x erfiillt, fiir die

9 23(x-2),
9 23x-6,
3x=15 x=s5.

In diesem. Falle ist also die Ungleichung (1)
fiir alle reellen Zahlen x mit x < 2 erfiillt.
Damit haben wir die Losungsmenge der
Ungleichung (1) erhalten; diese L&sungs-
menge besteht aus allen reellen Zahlen x, fir
die x <2 oder x =5 gilt.

W 9 w990 a) Wir erhalten die Gleichungen
475=m-0+n,

25=m-62+n, also
n=475 und m:62+475=25, also
25—475 450
= =———=-77258.
"= 62

Die gesuchte Funktion ist also durch den
folgenden Ausdruck definiert:
y=—17258x+475.

b) Fiir x, =25 erhalten wir
y1=—7258-25+475~294,

fir x, =40 erhalten wir
y,=—17,258-40+475~185.

Die gemessenen Werte sind also etwas héher
als die berechneten. Es ergeben sich die pro-
zentualen Fehler:

_320-294_ 26

=25, 5 = 26 0081=81°;

1 17320 320 o

x,=40, 6,=20"185_15 _o075-757.
= 200 200

Die Abweichungen von den gemessenen
Werten sind also, wenn man die Schwierig-
keiten bei der Messung in der Venusatmo-
sphire beriicksichtigt, mit 8,1°/, bzw. 7,5%/,
verhiltnism@Big gering, so daB mit Recht
ein linearer Verlauf der Funktion angenom-
men werden kann.

y ( Temperatur in °C)

500
- y= ~7,258x +475
300
200

100

0O © 20 0 4 50 60 7
Hae in km

c) Die Abbildung zeigt den Graph der Funk-
tion. Die gemessenen Temperaturwerte sind
jeweils durch kleine Kreise gekennzeichnet.
Man erkennt auch hier, daB die gemessenen
Werte fir x;, =25 und x,=40 nur wenig
von der Geraden abweichen. Es sei noch
bemerkt, daB fiir die MaBzahlen von x und y
Jeweils ein anderer MaBstab gewihlt wurde,
damit der Verlauf der Funktion recht deutlich
wird.
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Kompliziertes Problem — einfache Lisamg
Der Minuend habe die Ziffernfolge a, b, c,
wobei auf Grund der Aufgabenstellung a> ¢
gelten soll. Der Subtrahend hat dann die
Ziffernfolge ¢, b, amit 0<a,c<9und 0<b=
<9.

Zur Subtraktionsaufgabe: In der Einerstelle
ist c—a nicht im Bereich der natiirlichen
Zahlen durchfiihrbar, d. h. die letzte Ziffer
der Differenz ergibt sich aus (10+4c¢)—a.
Hieraus folgt, daB die mittlere Ziffer der
Differenz 9 sein muB, denn 1+4+9+b=10+b.
Da die 10 in der Hunderterstelle ihre Beriick-
sichtigung findet, lautet die 1. Ziffer der Dil-
ferenz a—(c+1).

Hunderter Zehner Einer

a b c

c b a

a—(c+1) 9 (10+c)—a Differenz
(10+c)—a 9 a—(c+1)

10 8 9 Summe

Zur Additionsaufgabe: Das Ergebnis in der
Einerstelle ist stets 9, in der Zehnerstelle stets
18, wobei die 1 in der Hunderterstelle be-
riicksichtigt wird, so daB hier das Endergeb-
nis 10 lautet.
b) Die erste Ziffer der Dilferenz ist nur dann
0, wenn a=c+1 ist Die Einerstelle lautet
dann stets (10+c¢)—(c+1)=9. Nur im Falle
0 9 9 steht also in der Differenz eine 0 an
der ersten Stelle, und es gilt dann

099

+ 990

1059
Alle Tassen im Schrank?
(Ubersetzt und bearbeitet v. Oberlehrer H.
Biichel, Zella-Mehlis)
Alle ,,Zahlenangaben* (R, r, d, H) verwirren
nur! Natiirlich enthilt die ,,Stumpftasse*
mehr Flassigkeit. Die ,,Fehlmenge* ist bei
ihr nur ein Kegelstumpfvolumen (mit der
Hohe d), wihrend sie im anderen Fall ein
Zylindervolumen (mit der Hohe d) ist. Der
Unterschied im Volumen lieBe sich berech-
nen, aber danach ist nicht gefragt.

Verkettung

rla|ld|i|u]|s|cih|e|n|kle]l
plr|ils|m|la|ld|d|ijt|i]|o|n
i|n all|t|elnlgle|n]|t]e
tlrialplelz]y|/|i|n|jd]le]|r
Zghlenriitsel 7276 :  68= 107

= -+
2101+ 43=2144
5175-2924=2251
Kryptarithmetik  (2+2)+3(6+6)=2%+6*
4 +3-12 =4 +36

4436 =40

40 =40

Silbenriitsel

Abbildung — Linear — Graph — Ordinate —
Rational — Intervall - Tangens — Hyperbel —
Monoton — Ursprung — Symmetrisch

Fiir Mishlespieler
Da beide Spieler nur noch drei Steine haben,
konnen sie mit ihren Steinen springen, statt
nur von einem Feld auf ein benachbartes zu
ziehen. Im ersten Zug springt ,, WeiB** mit dem
Stein vom Feld 2] auf Feld 2. ,,Schwarz
springt entweder (erster Fall) mit einem seiner
Steine auf Feld 3 oder er fuhrt (zweiter Fall)
einen anderen moglichen Zug aus.

Im zweiten Fall wird ,,WeiB* bei seinem
zweiten Zug den Stein von Feld 11 auf Feld 3
setzen, damit eine Miihle und die Partie mit
seinem zweiten Zug gewinnen. Im ersten Fall
wird ,,WeiB** bei seinem zweiten Zug den
Stein von Feld 1 auf Feld 10 setzen.

Die nun méglichen Ziige von ,,Schwarz*
unterscheiden wir in der folgenden Weise:
Fall a: ,,Schwarz* springt mit einem seiner
Steine auf Feld 18.

Fall b: ,Schwarz* springt nicht mit einem
seiner Steine auf Feld 18.

Im Fall a springt ,,WeiB* von Feld 2 auf Feld
9, im Fall b von Feld 11 auf Feld 18. In beiden
Fillen a und b erringt ,,WeiB* eine Miihle
und gewinnt die Partie im dritten Zug.

Magisches Zwistfeck
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Literatur
aus dem
Sportverlag

K.-H. Stichert

Schiilersport — Sportschwimmen
160S.,5—M

Das Selbsterlernen der Techniken der vier Wettkampf-
schwimmarten fir Schiiler ist jetzt moglich! Ein

methodisch gut aufbereitetes Sportfachbuch, leicht-
verstdndlich.

W. Lohmann

Schiilersport — Lauf, Sprung, Wurf
160S., 5—M

Ein programmiertes Schiilerfachbuch zum Selbst-

erlernen leichtathletischer Techniken und zum Selbst-
training.

N. Rogalski/E.-G. Degel

Schiilersport — Fufiball

160S.,5—M

FuBball ist ein Sportfachbuch fiir Schiiler, mit dessen
Hilfe sie die einzelnen Techniken und grundlegendsten
taktischen Verhaltensweisen weitgehend selbstindig

erlernen konnen. Der Stoff wird in programmierter
Form leicht faBbar dargeboten.

H. Rothert

Schiilersport — Ringen

160S.,5—M

Dieser programmierte Lernstoff fir die Hand des
Schiilers ist ein wesentlicher Beitrag zur Verbesserung

der Grundausbildung im Ringkampfsport. Dieses
Buch behandelt die olympischen Disziplinen Klassi-

scher Stil und Freier Stil.

rEine Kamera mit vielen Yorziigen

Smena

Heute kannst Du schneller und leichter fotografieren.
Das Beste ist, Du iiberzeugst Dich selbst, indem

Du es ausprobierst.

Ich habe mit der SMENA SL fotografiert und kann
nur sagen, daB diese sowjetische Kamera fiir

84,50 M vieles moglich macht. Sie ist eine
Kleinbildkamera, bei der sich

die Entfernungseinstellung und der VerschluB

durch Symbole leicht erkennen lassen.
Sie hat Schnellaufzug und ein leistungs-
starkes 4/40 mm Objektiv.

Modern fotographieren —
einfach fotographieren
mit SL-System

©
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Uber das Symbol
der X. Weltfestspiele
der Jugend und Studenten

Der rot gedruckte Teil des abgebildeten ver-
einfachten Symbols der X. Weltfestspiele der
Jugend und Studenten symbolisiert die finf
bewohnten Erdteile und das Recht ihrer
Menschen auf Gleichberechtigung. Dieser
Teil wird begrenzt von fiinf kongruenten
Kreisbdgen, von denen je zwei benachbarte
" Kreisbdgen jeweils gemeinsame Endpunkte
haben, die simtlich auf einem Kreis liegen.
Der schwarz gedruckte Teil des abgebildeten
Symbols, der die Erdkugel] darstellt, besteht

aus einem Kreis, zwei senkrecht aufeinander
stehenden Durchmessern dieses Kreises und
einer Ellipse, mit einem dieser Durchmesser
als Hauptachse und der halben Linge des
zweiten Durchmessers als Nebenachse.
Unter Beachtung dieser Angaben haben wir
fir unsere interessierten Leser folgende Auf-
gaben zusammengestellt:

541077 Zeichne mit Zirkel, Lineal und
Winkelmesser das Bild des rotgedruckten
Teiles des abgebildeten Symbols der X. Welt-
festspiele der Jugend und Studenten! Der
Radius des Kreises, auf dem die Endpunkte
der kongruenten Kreisbogen liegen, betrage
r=4cm.

641078 Die abgebildete Ellipse liBt sich

niherungsweise durch zwei kongruente Kreis-
bdgen ersetzen, die einen der beiden Kreis-
durchmesser als gemeinsame Sehne haben
und die die auf dem anderen Durchmesser
liegenden Radien halbieren. Es ist diese
Naiherungskonstruktion fiir den Durchmesser
des Kreises d=7 cm auszufiihren.

741079 Vervollstindigt man die im rot-
gedruckten Teil des abgebildeten Symbols
dargestellten funf kongruenten Kreisbogen
zu vollstindigen Kreisen, so schneiden sich
diese Kreise in weiteren funf Punkten. Wel-
che Figur wird durch diese weiteren funf
Schnittpunkte bestimmt?

841080 Im schwarzgedruckten Teil des
abgebildeten Symbols werde die dem Kreis
einbeschriebene Ellipse durch zwei kon-
gruente Kreisbogen ersetzt, die den einen der
abgebildeten Durchmesser als gemeinsame
Sehne haben und die die auf dem anderen
Durchmesser liegenden beiden Radien hal-
bieren. Es ist der Abstand des Mittelpunkts
des dargestellten Kreises vom Mittelpunkt
des zu einem der Kreisbogen gehdrigen
Kreises zu berechnen.

941081 Die im schwarzgedruckten Teil
des abgebildeten Symbols dargestellte Ellipse
ist das durch senkrechte Eintafelprojektion
entstandene Bild eines Liangenkreises des
Erdglobus, wobei die zugehorige Bildebene
die Ebene ist, in der der dargestellte Kreis
liegt. Welchen Winkel bildet die Ebene, die
den Lingenkreis enthilt, mit der Ebene, die
den dargestellten Kreis enthalt?

10/1241082 Es sei s aie Verbindungs-
strecke (Sehne) der beiden Endpunkte eines
der im rotgedruckten Teil des abgebilde-
ten Symbols dargestellten fiinf kongruenten
Kreisbogen und r der Radius des Kreises,
auf dem siamtliche Endpunkte dieser Kreis-
bogen liegen. Es ist zu zeigen, daB s und r
der Gleichung

r =

geniigen. Th. Scholl/W. Trager

I Prag (20. 7. bis 17. 8. 1947)

Es war die erste Zusammenkunft der fried-
liecbenden Weltjungend nach dem zweiten
Weltkrieg, die den unbeugsamen Willen, ihre
im Krieg geschmiedete Einheit aufrechtzu-
erhalten und fiir Frieden und Demokratie
zu wirken, manifestierte. (17000 Teilnehmer
aus 72 Lindern)

II  Budapest (11. bis 18. 8. 1949)

Das Festival unter der Losung ,,Jugend, ver-
einige dich! Vorwirts fur einen dauerhaften
Frieden, Demokratie, nationale Unabhan-
gigkeit und eine bessere Zukunft der Volker!*
(10000 Teilnehmer aus 82 Lindern) Erst-
malig war eine Delegation unserer FDJ ver-
treten, die am 21. 3. 1948 in den WBDJ auf-
genommen wurde.

IIT  Berlin (5. bis 19. 8. 1951)

Dieses Festival bewies das Vertrauen der
demokratischen Weltjugend in die Jugend
des ersten deutschen Arbeiter- und Bauern-
staates. (26000 Teilnehmer aus 104 Lindern)
Im Zentrum aller Veranstaltungen stand der
Kampf gegen Atomwaffen und fir das Ver-
bot der Massenvernichtungsmittel.

IV  Bukarest (2. bis 16. 8. 1953)
Das Festival stand im Zeichen eines groBen
Sieges der Weltfriedensbewegung, des Waf-
fenstillstandes in Korea. (30000 Teilnehmer
aus 111 Lindern)

von Prag bis Berlin

V  Warschau (31. 7. bis 14. 8. 1955)

Im Mittelpunkt stand der Kampf gegen die
aggressiven imperialistischen Militirpakte.
(30000 Teilnehmer aus 114 Lindern)

VI Moskau (28. 7. bis 11. 8. 1957)

Das Festival im ersten sozialistischen Staat
der Welt stand im Zeichen des Kampfes gegen
Kolonialismus und Militarismus fiir [fried-
liche Koexistenz zwischen Staaten unter-
schiedlicher Gesellschaftsordnung. (34000
Teilnehmer aus 131 Lindern)

VII Wien (24. 7. bis 4. 8. 1959)

Zum ersten Male fanden damit Weltfest-
spiele in einem kapitalistischen Staat statt.
Trotz aller Provokationen des Gegners wur-
den sie dank der Uberzeugungskraft der
ihnen zugrunde liegenden Idee und der
Disziplin der Teilnahmer ein Erfolg.

(18000 Teilnehmer aus 112 Lindern)

VII Helsinki (28. 7. bis 6. 8. 1962)

Die Jugend demonstrierte ihren Willen nach
Frieden und Freundschaft zwischen den
Volkern, fiir Einstellung der Kemwaffen-
versuche, fiir Verbot der Atomwaffen. (18000
Teilnehmer aus 137 Lindem)

IX Sofia (28. 7. bis 6. 8. 1968)

Losung: ,, Fur Solidaritit, Frieden und
Freundschaft'‘. Die FDJ-Vertreter iibergaben
der vietnamesischen Delegation 2,3 Mio
Mark als Ergebnis der Aktion ,,Eine Schiffs-
fracht fir Vietnam*. (18000 Teilnahmer aus
142 Lindern)



