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Sind Mausefallenbeweise notig?

Teil 1

1. Beweisen muB ich diesen Kis’!

Mathematische Probleme sind uralt, denn als
die Menschen sich bewuBt mit der AuBlenwelt
(objektiven Realitdt) auseinanderzusetzen be-
gannen, da muBten sie sich im Raum orien-
tieren und Dinge zu Mengen zusammenfas-
sen, also Geometrie und Arithmetik betrei-
ben. GewiBB mdgen uns heute nach mehreren
tausend Jahren einige der urspriinglichen
Schwierigkeiten als nichtig oder unbegriindet
vorkommen, wie etwa die umstindlichen
Ziflernsysteme der Griechen und Romer ein-
fachste arithmetische Aufgaben zu kompli-
zierten Rechnungen aufbldhten (Probiert ein-
mal, in romischen Ziffern 5321 durch 13 zu
dividieren!), aber die rasante Entwicklung
elektronischer Rechner, die bereits im Ta-
schenformat Unglaubliches leisten, konnte
auch unsere Nachfahren lichelnd auf uns
herabblicken lassen! Und genau wie wir
meinen, unser Bestes zur Losung der an-
stehenden Probleme zu geben, so ist dies
wohl auch zu allen Zeiten gewesen.
Babylonier und Agypter gaben vor rund
4000 Jahren bereits praktische Anweisun-
gen zur Losung von mathematischen Auf-
gaben, aber erst bei den Griechen schilten
sich die bei der Rechnung gewonnenen Er-
fahrungen, die mathematischen Begriffe und
ihre Beziehungen zueinander, als Theorie
heraus. Ein Beispiel hierfiir hat uns Euklid
iibermittelt: Jedes Produkt aus geraden bzw.
ungeraden Zahlen ist wiederum gerade bzw.
ungerade. Diese Aussage tiber gerade und
ungerade Zahlen nach Ausfihrung einer
Rechenoperation geht offenbar iiber jede Er-
fahrung hinaus, denn es wird fur alle (also
unendlich viele) natiirliche Zahlen etwas be-
hauptet. Und, das ist wichtig, das Behauptete
wird auch begriindet, oder wie Mathematiker
sagen, bewiesen. Der praktische Umgang mit
Zahlen fiihrte auf widerspruchsfreies Denken
mit mathematischen Begriffen. Mathemata
(Lehrstiicke) nannten die Griechen solche
kleinen theoretischen Probleme wie das obige
und gaben damit der neuen Wissenschaft
ihren Namen: Mathematik.

Das Ende eines Beweises wurde bei Euklid
stereotyp durch den Satz ,,Hoper edei deixai*
(Was zu zeigen war) kenntlich gemacht. Die
lateinische Version lautet ,,Quod erat demon-

strandum* (Was zu beweisen war), abgekiirzt
g. e. d. (deutsch w. z. b. w.}, und hat sich bis
heute erhalten, auch wenn sie mitunter un-
kenntlich nur noch als typografisches Zei-
chen ® am Ende einer Beweisfithrung er-
scheint. Das Beweisprinzip mit seiner Tradi-
tionslinie von der griechischen Mathematik
bis in unsere Zeit, also die Pflicht, alles Be-
hauptete auch stichhaltig zu beweisen, ist
unverduferlicher Bestand der Mathematik
geworden. Ein zeitgenossischer Mathemati-
ker, Friedrich Wille, hat humorvoll diese
Beweislast in einer bekannten mathemati-
schen Zeitschrift in einer ernsthaften Arbeit
im Stile eines Gedichtes von Wilhelm Busch
beschrieben, aus der auch die Uberschrilt
dieses Abschnitts entnommen ist. Volistin-
diger fihrte Wille aus: , Beweisen muB ich
diesen Kis’, sonst ist die Arbeit unserios®.
In der Mathematik geht es also nicht wie in
der alten preuBischen Anekdote zu, wo ein
neuer und eifriger Mathematiklehrer an einer
Kadettenanstalt sich erkiihnte, einen Offi-
ziersschiiler aufzufordern, den Satz des Py-
thagoras zu beweisen, und prompt zur Ant-
wort erhielt: ,,Bei uns wird nicht bewiesen,
bei uns wird aufs Wort geglaubt !

2. Fiir Nichtmathematiker kein Zutritt

Diese Uberschrift wiirde uns heute, beispiels-
weise in einem mathematisch orientierten
Institut vor dem Rechnerraum, kaum iiber-
raschen. Das wire nur eins der vielen Ver-
botsschilder. Uberraschender ist aber, dal3
diese Zeile bereits vor rund 2000 Jahren
mathematisches SelbstbewuBtsein artiku-
lierte, indem sie namlich als Inschrift {iber
dem Eingang zu Platons berithmter Akade-
mie prangte. Zugegeben, dort stand etwas
genauer libersetzt ,,Es trete kein der Geome-
trie Unkundiger ein“, aber beide Sdtze be-
sagen grundsatzlich das gleiche, denn Ma-
thematik und Geometrie waren damals (und
noch bis ins 18.Jahrhundert) Synonyme.
Dieses stolze Motto, das Platon gewihlt
hatte, zeigt uns deutlich, wie sehr sich die
griechischen Mathematiker der Kraft und
Wirksamkeit mathematischen Denkens be-
wuBt waren, und dieses Denken fuBte wesent-
lich auf der Beweisbarkeit mathematischer
Sachverhalte durch logisches Denken.

Die griechische Formel fir ein Beweisende
lautete, wie bereits angegeben, was zu zeigen
war. Vermutlich kdnnen wir hier noch die
anschaulichen Anfinge der Beweisverfahren
frither griechischer Mathematiker erkennen:
das Aulzeigen von etwas anschaulich Gege-
benem und ohne weiteres Einsichtigem. Ein
bekanntes Beispiel hierfiir ist der Dialog des
Sokrates mit einem Sklaven, in dem Sokrates
mit seiner Hebammenmethode (d. h. die Lo-
sung nach und nach durch Antworten aufl
gezielte Fragen hervorbringt) das Problem
mit dem Sklaven behandelt, wie man wohl
die Seitenldnge eines Quadrates finden konne,
das doppelt so groB sei wie ein gegebenes
Quadrat. Natirlich schldgt der Sklave zu-
nichst ein Quadrat mit doppelt so groBer
Seitenlange als Losung vor (vgl. Bild 1, wo
AG=2AB) Sokrates zeigt, daB dann die
Fliche vier mal so groB ist, und lenkt auf die
Erkenntnis hin, daB das Quadrat BFED
doppelt so groB wie das Quadrat ABCD ist,
was durch kongruente Dreiecke [ast unmittel-
bar einleuchtet. Auch die indische Mathe-
matik liebte solche offensichtliche Beweis-
griinde. In ihr ist den Figuren, die zum Be-
weis der Sdtze dienen, in der Regel nur die
Bemerkung ,,Siehe!" beigegeben, wie z.B. in
Bild 2. Wer Augen zum Sehen hat, der sieht
es: ndmlich der Flicheninhalt eines Dreiecks
ist gleich der Flache des Rechtecks aus Grund-

|__J___l

—— ——

A 8 5

Bild 1

Figur zum Dialog des Sokrates. Das Quadrat
BFED hat die doppelte Fliche wie das
Quadrat ABCD.

c

A g 8

Bild 2
Typische Figur fir einen indischen Beweis,
hier zum Beweis der Formel fiir die Dreiecks-

fliche F =%gh. Der beigegebene Text be-

steht in der Aufforderung ,,Siehe!*.
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seite mal halber Hohe des Dreiecks (symbo-
lisch: F =%gh). Ahnlich anschauliche Be-

weise enthilt z. B. die [riihe chinesische Ma-
thematik.

Aber das Sehen hat auch seine Grenzen: Wir
alle kennen optische Tduschungen. Hier sind
einige zur Erinnerung (Bild 3). Der griechische
Mathematiker Euklid zog bereits deshalb
eine logische Ableitung der anschaulichen
vor. Sein begriindender AbschluBsatz ,,Was
zu zeigen war” ist also schon eine formale
Floskel. Der Grund fiir. die Zuwendung zur
Logik liegt, wie der zeitgendssische ungari-
sche Mathematikhistoriker A.Szabé vermu-
tet, in dem Schock, den die Entdeckung ver-
ursacht hatte, daB die Diagonale im Einheits-
quadrat in keinem rationalem Verhiltnis zur
Seite steht. D. h,, es gab im griechischen Ver-
stindnis der Zahl eine Krise, denn die an-
schaulich aufweisbaren Strecken hatten kein
gemeinsames (ratn’onales) MaB, und das py-
thagoreische Dogma ,,Alles ist Zahl*, was ja
bedeuten soll, daB sich alles durch Zahlen
bzw. Zahlenverhiltnisse ausdriicken 14Bt,

Bild 3

Einige optische Tduschungen

a) Man glaubt, eine gekriimmte Kurve zu
sechen. In Wirklichkeit besteht die Kurve je-

doch aus 20 Geradenstiicken.

b) Beide Kreise scheinen verschiedene GroBe
zu haben. Das falsche Urteil beruht darauf,
daB wir die Gr6Be in bezug auf das um-
gebende Quadrat einschitzen.

¢) Wie viele Wiirfel sind zu sehen? Je nach
Einstellung des Lesers 3 oder 5. Nach Dre-
hung der Figur um 180° werden im allgemei-
nen 5 Wiirfel gesehen.
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Bild 4

Die Lange der Diagonale im Einheitsquadrat
ist irrational. Aus dem Satz des Pythagoras
ergibt sich [/E als ihre Linge. Wire [/5 ra-
tional bzw. es bestinde eine Gleichung
l/§=m/n (m und n natiirliche Zahlen, o.B.
d. A. aufl Teilerfremdheit gekiirzt), so folgte
2n? =m?. Also miiBte 2 die Zahl m? und damit
auch m selbst teilen. Folglich wire die rechte
Seite m? durch 4 teilbar, mithin auch die
linke Seite. Damit folgte aber aus 4 teilt 2n?%,
daB 2 die Zahl n teilt. Das widerspréche der
Teilerfremdheit von m und n. Also ist eine
Gleichung der Art [/5=m/n unmoglich.

wurde ziemlich in Frage gestelit. Heute wird
dieser Sachverhalt gern als einfaches Beispiel
eines indirekten Beweises benutzt, um nim-
lich zu zeigen, daB fiir natiirliche Zahlen m
und n eine Gleichung [/§=_m/n nicht moglich
ist.

Die logische Ableitung mathematischer Aus-
sagen filhrte dazu, daf eine bestimmte Menge
an unbewiesenen Grundaussagen, sogenann-
ten Axiomen, als wahr angesehen werden
muBten, denn sonst wiren die Beweise ent-

- weder ins Endlose zuriickgegangen oder

hitten bereits zu beweisende Sitze irgend-
wann vorausgesetzt (ZirkelschluB). Aus die-
sen Grundsitzen, den Axiomen, konnen mit
logischen Mitteln alle Sitze einer Theorie
abgeleitet werden, und sie miissen es auch,
wenn sie in die Theorie aufgenommen wer-
den sollen. Die korrekte Ableitbarkeit mittels
logischer Schliisse aus den Axiomen ist ent-
scheidend fir die Zugehdrigkeit eines Satzes
zu einer Theorie oder fiir die Wahrheit eines
Satzes in dieser Theorie. Euklids geometri-
sches Axiomensystem in seinem Buch ,Ele-
mente” ist hierfir ein Musterbeispiel; das
Buch diente in Europa fast 2000 Jahre als
Lehrbuch der Geometrie.

Den Verlust der Anschaulichkeit und den
hohen Grad abstrakter logischer Uberlegun-
gen wollen wir an einem indirektem Beweis
Euklids aufzeigen, der darlegt, daB es unend-
lich viele Primzahlen gibt.

Beweis: Wir stellen zunichst fest, daB es
iiberhaupt Primzahlen gibt, z.B. 2,3, Sund 7.
Aus der Erkldrung einer Primzahl folgt: Jede
natiirliche Zahl n (> 1) ist entweder durch eine
Primzahl p (1 < p <n) teilbar oder selbst Prim-
zahl. Nun beginnt der eigentliche Beweis. Wir
nehmen dazu das Gegenteil der im Satz be-
haupteten Aussage an. Es soll also nur endlich
viele Primzahlen geben, insbesondere muB

dann eine groBte Primzahl p vorhanden sein.
Nun bilden wir das Produkt aus den endlich
vielen Primzahlen 2 bis p und addieren die 1
hinzu: )
P=2-3-5-7-...-p+1

Wenn diese Zahl P Primzahl wire, so wire
offenbar. P>p, also wiare p nicht groBte
Primzahl. Wire aber andererseits P keine
Primzahl, so miite eine gewisse Primzahl a
die Zahl P teilen. Nun ist aber klar, daB die
Primzahlen von 2 bis p (also alle als bekannt
angesehenen Primzahlen) die Zahl P .nicht
ohne Rest teilen. Also muB P doch Primzahl
sein! Damit ist P eine neue Primzahl mit
P>p. Unsere Annahme, daB es eine groBte
Primzah] gibe, 148t sich nicht halten, folglich
mul} das Gegenteil zutreflen, bzw. es gibt zu
jeder Primzahl eine noch gréBere. (Durch
den Beweis wissen wir zwar, daB es zu jeder
vorgelegten Primzahl eine groBere gibt, aber
es bleibt offen, ob P die nidchstgroBere Prim-
zahl nach pist. Einfache Beispiele zeigen, daB
unser Verfahren nicht alle Primzahlen nach-
einander erzeugt:

p=3, P=2-3+1=7; p=5, P=2-3-5+1
=31).

Die Struktur dieses Beweises aus der griechi-
schen Mathematik ist recht kompliziert: Man
nimmt das Gegenteil einer Behauptung an
und zeigt durch ein Beweisverfahren, daB das
Gegenteil der Behauptung zu verwerfen ist,
um daraus die Giiltigkeit der unverneinten
Behauptung zu folgern.

3. Ein Einwand aus der Philosophie

Die Mathematik hat bedeutende Personlich-
keiten stindig zu Stellungnahmen veranlaBt,
wobei entweder enthusiastische Zustimmung
oder kiihle Ablehnung erschien, Gleichgiiltig-
keit gegeniiber der Mathematik gab es kaum.
DaB Naturwissenschaftler, die Gebrauch von
dieser exakten Wissenschalt machten, ihren
Gebrauch lobten, das liegt auf der Hand.
Aber auch Dichter und Philosophen priesen
die Mathematik. Zwei Beispiele: ,Alle gott-
lichen Gesandten miissen Mathematiker sein®
(Novalis); ,,Ich behaupte aber, daB in jeder
besonderen Naturlehre nur so viel eigentliche
Wissenschaft angetroffen werden konne, als
darin Mathematik anzutreffen ist* (Kant).
Jedoch gibt es auBerhalb der Naturwissen-
schaften auch haufig kritische Tone; von
Goethe kennen wir distanzierte Stellungnah-
men, und der Dichter Strindberg fiihrte
dilettantische Angriffe gegen die Mathematik.
Der Philosoph Schopenhauer duBerte sich
recht prézise iiber die Unzulidnglichkeiten
der mathematischen Methode, so daB eine
Auseinandersetzung mit ihm moglich ist.
Schopenhauer schrieb in seinem Buch ,Die
Welt als Wille und Vorstellung* (1818) po-
lemisch:

»Erst jetzt konnen wir einsehen, daB des
Euklids logische Behandlungsart der Mathe-
matik eine unniitze Vorsicht, eine Kriicke



fiir gesunde Beine ist, dal sie einem Wanderer
gleicht, der nachts, einen heller. festen Weg
fir ein Wasser haltend, sich hiitet, ihn zu
betreten, und stets daneben auf holprigem
Boden geht, zufrieden, von Strecke zu Strecke
an das vermeinte Wasser zu stoBen. Erst jetzt
konnen wir mit Sicherheit behaupten, daf,
was bei der Anschauung einer Figur sich uns
als notwendig ankiindigt, nicht aus der aul
dem Papier vielleicht sehr mangelhaft ge-
zeichneten Figur kommt, auch nicht aus dem
abstrakten Begrifl, den wir dabei denken,
sondern unmittelbar aus der uns a priori
(= von vornherein) bewullten Form aller
Erkenntnis.”

Damit driickt Schopenhauer sein Unbehagen
an unanschaulichen und indirekten Beweis-
fiihrungen aus. Er sagt genauer:

~DaB, was Euklid demonstriert (= beweist),
alles so sei, muf} man, durch den Satz vom
Widerspruch gezwungen, zugeben; warum
es aber so ist, erfahrt man nicht. Man hat
daher fast die unbehagliche Empfindung wie
nach einem Taschenspielerstreich, und in der
Tat sind einem solchen die meisten Euklidi-
schen Beweise auflallend dhnlich. Fast immer
kommt die Wahrheit durch die Hintertiir
herein, indem sie sich per accidens (= zu-
fdllig) aus irgendeinem Nebenumstand er-
gibt. Oft schlieft ein apagogischer (= indi-
rekter) Beweis alle Tiiren, eine nach der
anderen, zu und ldBt nur die eine oflen, in
die man nun bloB deswegen hinein muB. Oft
werden, wie im pythagoreischen Lehrsatze,
Linien gezogen, ohne da8 man wei warum;
hinterher zeigt sich, daB es Schlingen waren,
die sich unerwartet zuziehen und den Assen-
sus (= Zustimmung) des Lernenden gefangen
nehmen, der nun verwundert zugeben muB,
was ihm seinem inneren Zusammenhang nach
vollig unbegreiflich bleibt.”

Schopenhauers Polemik richtet sich gegen
den Mausefallencharakter, durch den er an
anderem Ort diese Beweisverfahren charakte-
risierte. Fiir den Satz des Pythagoras (In
jedem rechtwinkligem Dreieck ist die Summe
der Kathetenquadrate gleich dem Hypote-
nusenquadrat) schligt Schopenhauer, der es
nicht bei Kritik bewenden lassen will, an-
stelle der zuschnappenden Mausefallenbe-
weise seine Beweismethode vor:

Bild 5

Schopenhauers Beweisfigur. Das Quadrat
iiber AB ist offenbar [lichengleich den beiden
Quadraten iiber AC und BC.

,Dab es so sei, beweist freilich Euklid im
35.Satz des dritten Buches: das Warum
steht noch dahin. Ebenso lehrt der pythago-
reische Lehrsatz uns eine qualitas occulta
(= geheimnisvolle Eigenschaft) des recht-
winkligen Dreiecks kennen; des Euklids
stelzbeiniger, ja hinterlistiger Beweis verlat
uns beim Warum, und beistehende, schon
bekannte, einfache Figur gibt aufl einen Blick
weit mehr als jener Beweis Einsicht in die
Sache und innere [este Uberzeugung von jener
Notwendigkeit und von der Abhingigkeit
jener Eigenschaft vom rechten Winkel.

Auch bei ungleichen Katheten mufl es sich
zu einer solchen anschaulichen Uberzeugung
bringen lassen, wie iiberhaupt bei jeder geo-
metrischen Wahrheit, schon deshalb, weil
ihre Auflindung allemal von einer solchen
angeschauten Notwendigkeit ausging und der
Beweis erst hinterher hinzu ersonnen ward."

4. Ein Beweis im Sinne Schopenhauers
fiir den Satz des Pythagoras

Gegen den Beweis Schopenhauers ist mathe-
matisch gar nichts einzuwenden, wenn er als
Begriindung fiir den speziellen Fall eines
gleichschenkligen Dreiecks beim pythago-
reischen Satz gelten soll. Dieser an den er-
wihnten Dialog des Sokrates erinnernde Be-
weis hat auch methodische Vorziige, nim-
lich schnell an einem speziellen Fall die Giil-
tigkeit der allgemeinen Behauptung einzu-
sehen. Wie sieht es aber bei ungleichen
Katheten aus? Hier bleibt uns Schopenhauer
den Beweis schuldig. Wir wollen nicht [ragen
»Warum?, sondern einen anschaulichen Be-
weis selbst gebeli. (Ein 1940 erschienenes
Buch zihlt gegen 370 Beweisvarianten dieses
Satzes auf, so daB schwer nachzukommen ist,
wer zuerst diese oder jene Version erdachte.
In der mathematischen Schiilerbiicherei gibt
es ein Biandchen von W.Lietzmann ,Der
pythagoreische Satz“, das interessierten Le-
sern erstaunlich viele Beweisvarianten vor-
fiihrt.)

Nun zum Beweis. Wir betrachten ein beliebi-
ges rechtwinkliges Dreieck ABC, wobei iiber
den Dreiecksseiten die Quadrate errichtet
sein sollen. In der Zeichenebene denken wir
uns das Hypotenusenquadrat um die Hypo-
tenuse als Drehachse um 180° herumge-
klappt. Weiterhin verldngern wir die Seiten
der Kathetenquadrate QS und EF bis zum
gemeinsamen Schnittpunkt O sowie denken
uns das Quadrat ABFE lings der Strecke AS
so verschoben, daB F mit O zusammenfillt.
Das umgeklappte Hypotenusenquadrat iiber-
deckt Teile der Kathetenquadrate, namlich

> das Viereck CBUP und das Dreieck ABD.

Wir wollen zeigen, daB die nicht iiberdeckten
Teile der Kathetenquadrate, nimlich die
Dreiecke CQP und PSU sowie das Viereck
AEFD (als Teil I, IIf und V in der Figur be-
zeichnet), sich so in das umgeklappte Hypo-

tenusenquadrat zu den bereits iiberdeckten
Teilen einfiigen lassen, daB3 das Hypotenusen-
quadrat vollstandig und einfach iiberdeckt
ist. (Der Beweis ist wie ein Puzzlespiel, bei

C Q
I
i P
r u A s
A TR E
" vii |
3 b 7
3 \ E
= 1]
E F R o

Bild 6
Ein Beweis des pythagoreischen Lehrsatzes
im Stile von Schopenhauer.

dem aus fiinf Teilen ein Quadrat zu legen
ist.) Folgende Flichengleichheiten sind wegen.
der Kongruenz der Figuren offensichtlich und
durch unterlegtes Raster in der Abbildung
besonders kenntlich gemacht:
a)I=II,
b) (II1 + IV)=(V + V) =(VII + VIII),

also wegen 1V =V, III= VI schlieBlich

(11 + V) =(VII + VIII);
c) VII=IX,
hieraus folgt, was zu zeigen war.

R. Thiele

(Ein 2. Teil folgt im ndchsten Heft.)

Pythagoras

vor der Erfindung seines Lehrsatzes
und nach der Erfindung desselben.

(aus: Miinchner fliegende Blitter 1886, Leser-
einsendung J. Weitendorf, Schwerin)
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Ungleichung
von Erdos-Mordell

Im Dreieck A4ABC mit den Seiten g, b, c gilt
fiir einen beliebigen im Innern des Dreiecks
gelegenen~ Punkt M mit den Abstinden d,,
dy, d. zu den Seiten und R4, Rp, Rc zu den
Eckpunkten des Dreiecks die Ungleichung
R4+ Rs+Rc=22d,+dp+d.).

Gleichheit tritt genau dann ein, wenn das
Dreieck gleichseitig ist und M im Dreiecks-
mittelpunkt liegt. (Bild 1)

Bild 1

Die Beziehung formulierte erstmals im Jahre
1935 der ungarische Mathematiker P. Erdds,
der allerdings noch keinen Beweis dafiir er-
brachte. Der erste Nachweis fiir die Giiltig-
keit der Ungleichung gelang dem englischen
Matshematiker L.J. Mordell, einem Speziali-
sten der Zahlengeometrie. Der Beweis von
Mordell, der iibrigens ziemlich kompliziert
ausfiel, benutzte ebenso wie der spiter von
D.F. Barrow gefundene Beweis vorrangig die
Hilfsmittel der ebenen Trigonometrie.

Den ersten rein geometrischen Beweis der
Erdos-Mordell-Ungleichung fiihrte im Jahre
1945 der Amerikaner D.K.Kazarinolf. An-
dere, oftmals recht einfache Beweise dersel-
ben Ungleichung schlugen Ende der SOer
Jahre der Amerikaner L. Bankoff, die Holldn-
der G.R. Veldkamp und H. Bralant, der Eng-
linder Eglestone, der sowjetische Wissen-
schaftler S.A.Skopetz (die von den zuletzt
genannten drei Mathematikern stammenden
"Beweise waren fast identisch) sowie erneut
L.J.Mordell vor. Im folgenden stellen wir
drei verschiedene Beweisvarianten fiir die
betrachtete Ungleichung vor, daran schlieBen
sich einige Folgerungen und Ubungen. Im
Dreieck werden die in der Schulmathematik
iiblichen Bezeichnungen [iir Seiten, Winkel
und Transversalen verwendet.

Wir bendtigen im Beweisverlauf die folgen-
den drei Hilfssitze.

Hilfssatz 1: Fiir beliebige positive Zahlen a
gilt die Beziehung

a+lg2.
a
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Beweis:
Die Giiltigkeit folgt aus der Identitiit

a+l=<]/7—i)z+2.

a Va

Hilfssatz 2: Es seien U, V und W auf den
Seiten BC, AC bzw. AB des Dreiecks AABC
gelegene Punkte, wobei die Gerade UV und
AB, UW und AC sowie VW und BC jeweils
parallel verlaufen. Man zeige, daB die Punkte
die Dreiecksseiten halbieren.

Al A Aufgabe: Wende dabei mehrmals den

Strahlensatz an!

Hilfssatz 3: Fiir einen beliebigen innerhalb

des Winkelraums BAC (d.h. innerhalb des

durch die Strahlen 4B und AC gebildeten

Teils der Ebene) gelegenen Punkt M gilt
aRAgbdb+cdc.

Beweis: Die Strecke BC schneide den Strahl
AM in dem Punkt A,. Weiter seien BQ und
CR die Lote von den Punkten B bzw. C auf
die Gerade AM. Dann gilt offenbar
a=BC=BA,+A,CzBQ+CR,
da in den (ggf. entarteten) rechtwinkligen
Dreiecken A4, BQ und AA,CR die Katheten
nicht linger als die Hypothenusen sein
konnen. Hieraus ergibt sich
aR,=BC-AM2zBQ - AM+CR- AM
=25(AAMB)+2S(AAMC)
und damit aR 42 cd. + bd,, w.z.b. w. Wir ha-
ben dabei mit S(F) den Flicheninhalt der
Figur F bezeichnet.
Aus dem Beweis ergibt sich, daB das Gleich-
heitszeichen genau dann gilt, wenn die be-
trachteten Dreiecke entarten, d.h. wenn A4,
Q und R identisch sind und somit mit U zu-
sammenfallen, was aber bedeutet, daBl die
Geraden AM und BC einen rechten Winkel
bilden. (Bild 2)

Bild 2 4

Beweisvariante 1 :

Zunichst fillen wir die Lote MU, MV und
MW des Punktes M auf die die Dreiecks-
seiten BC, AC bzw. AB enthaltenden Ge-
raden und verbinden ihre Endpunkte U, V
und W miteinander (Bild 3). Der iiber M A
als Durchmesser konstruierte Kreis, dessen

.1
Radius ER‘ betragt, verlauft laut Umkehrung

des Thalessatzes durch die Punkte V und
W. Der zu VW als Sehne gehorige Peripherie-
winkel ist gleich o und der entsprechende
Zentriwinkel demnach 2a. Man erhilt da-
mit die Beziehung VW =R, sina. (Beweise
dies!) Nun projizieren wir die Strecke VW auf

die Gerade BC. Ist U,U, die Projektion, so
gilt offenbar
N VWgU1U2=UU1+UUz. (1)

Bild 3

Durch eine Fallunterscheidung a8t sich
leicht zeigen, daB die Geraden MV und BC
einen Winkel der Gro8e ]90° —y] einschlieBen
und analog die Geraden MW und BC einen
Winkel der GroBe [90° — . (Fithre den Nach-
weis daflir ausfiihrlich durch Betrachtungen
der Fille y<90° und y=90°!) Daraus lassen
sich die Lingen der Teilprojektionen UU,
und UU, errechnen: UU,;=d, siny und
UU,=d,sin 8.

Eingesetzt in die obige Ungleichung (1) er-
gibt sich die folgende Abschitzung der
GroBe R4 von unten:
siny

P

sina sina
Aus Symmetriegriinden gelten analoge Be-
ziehungen fiir Rp und Rc:
siny sina
Sil’l ﬂ da + m dc’
Rez SR8,  sina,
siny siny
(Zum Beweis die folgende Uberlegung: man
vertauscht die Bezeichnungen der Ecken,
Seiten und ibrigen Stiicke in geeigneter
Weise und betrachtet aber nach wie vor die-
selben Hilfslinien wie oben.)
Addiert man jetzt die erhaltenen Abschétzun-
gen fiir die GroBen R; und faBt die Glieder
in geeigneter Weise zusammen, dann folgt die
Ungleichung

RA+RB+Rc§da<S¥nﬂ+s?ﬂ>+
siny sinf

+d.,<sﬂ+s?ﬂ>+d sﬂﬁ?“ﬂ).

siny sino sinf  sina

Durch mehrmalige Anwendung des Hilfs-
satzes 1 auf die Klammerausdriicke folgt
schlieBlich die Ungleichung von Erdds-Mor-
dell. Die Ungleichung wird zur Gleichung,

wenn im Hilfssatz 1 das Gleichheitszeichen
sinfi_siny

d..

Rz=

b

und damit

siny sinf
f=vund analog a =y sowie a = f§, mit anderen
Worten, das Drejeck ist gleichseitig. AuBer-
dem muf} in der Ungleichung (1) das Gleich-
heitszeichen gelten, d. h. die Geraden VW und
BC parallel verlaufen, analog die Geraden AC
und UW sowie UV und AB. Nach Hillssatz 2
ist M somit der Schnittpunkt der Mittelsenk-
rechten, also gleich dem Umkreismittelpunkt
des gleichseitigen Dreiecks A4 BC.

gilt, d.h. wenn gilt



Beweisvariante 2:

Bild 4

Wir gehen wie in Variante 1 vor und betrach-
ten die Ungleichung (1). Nun wollen wir die
Strecken UU; und UU,; durch einfachere
Ausdriicke ersetzen (ohne Verwendung der
Trigonometrie). Dazu bezeichnen wir ¢, = (7174
b, =UW sowie a; = VW (Bild 4).

Erneut errichten wir den Thaleskreis iiber

einer der Strecken AM, BM und m, etwa *

CM. Wieder nach Thalessatz verliuft der
Kreis durch die Punkte U und V. Da Peri-
pheriewinkel iiber derselben Sehne (auf der-
selben Seite dieser Sehne) gleich groB sind,
gilt x VUC= & VMC, und die rechtwinkli-
gen Dreiecke AVUU, und ACVM sind
dhnlich. Also gilt UU:MV =UV:MC, oder
in den gewahlten Bezelchnungen

1ds

s

‘. (Leite die
B

letzte Gleichung her!) Die Ungleichung (1)
schreiben wir in folgender Weise:

A UU;

RiZR,i—+Ri—

Nach Substitution der eben erhaltenen Werte
fir UU, und UU, folgt daraus die Un-
gleichung

clRA dot bRy

a1 R¢ ale
Auf die nun schon bekannte Art lassen sich
analog die Beziehungen

Raz d..

a,RB Can
RB:b R, d+b Re d, und
R bR
Rc= 2 Cd cd nachweisen.

Durch Addmon und Umformung der er-
haltenen Abschitzungen der R; ergibt sich die
(] R B

Ungleichung
blRC
>
R4+Rp+ RC:d"(b1RC+ Can>

ciR4  a1Re bR4s ayRp
+d<ach+clR4>+d((ﬂlRu+b1RA)
und daraus schlieBlich nach Anwendung des
Hilfssatzes 1 die zu beweisende Ungleichung
von Erdos-Mordell. (Ermittle analog zu Be-
weisvariante 1, in welchem Fall Gleichheit
eintritt!)

Beweisvariante 3:

Bild 5

Zunichst ersetzen wir den Punkt M durch
seinen Spiegelpunkt beziiglich der Winkel-
halbierenden des Winkels £ BAC und be-
zeichnen diesen mit M’ (siche Bild 5). Jetzt
wenden wir auf das Dreieck AABC und M’
den Hilfssatz 3 an, wonach gilt

aR' 4= cd .+ bd'y, 2)
dabei ist R y4=AM’ und d'y bzw. d'. sind die
Abstinde des Punktes M’ zu den Geraden
AC bzw. AB. Nun gilt aber R’ y=R,4, d'.=d,
sowie d'y=d..

A2 A Fiihre den Nachweis fir diese 3 Iden-
titaten, setze die Werte in (2) ein, und leite
im AnschluB daran die zu beweisende Un-
gleichung nach dem in den vorigen Beweis-
varianten demonstrierten Schema selbstindig
her!

Folgerungen und Aufgaben:

S TN U0 193 V2 0 U
: RA RB RC=2 da db dc

Zum Beweis wird die Ungleichung von Erdos-
Mordell auf das Dreieck AA'B'C’ und den
Punkt M angewendet, wobei die Eckpun_kt’e
A’, B und C' derart auf den Strahlen MU,
— — .

MV bzw. MW gewihlt werden, daB gilt
v v
MA =2 MB =

1 — 1 .
4 und MC =T Mit ande-

ren Worten, es wird zum Dreieck mit den-
jenigen Eckpunkten iibergegangen, die sich
aus der Polartransformation der Ecken des
Ausgangsdreiecks beziiglich des Zentrums M
ergeben.

Beweise, daB dann gilt R4 =l, d’.,=L und

da RA

analoge Beziehungen [iir die iibrigen R’; und
d’; und daB daraus die Behauptung folgt!

2. R4RpRcZ8d.dyd.

A3A Leite diese Beziehung unter Ver-
wendung von Hilfssatz 3 und der Beziehung
zwischen arithmetischem und geometrischem
Mittel von Zahlen her!

3. Die bisherigen drei erhaltenen Unglei-
chungen kann man infolge ihrer Symmetrie
bzgl. der Dreiecksseitenlingen noch in fol-
gender Form niederschreiben
MR, Rp, Ro)Z2M(d,, dp, d.), k= —1;0; 1.
()
Dabei bezeichnet M,(x,, x5, ..., x,) das Mittel
k-ten Grades der positiven Zahlen x,, x, ...,

x, nach der Formel 1
k

1
M(xy, X2, .. x,,)=<;(x'i+x'§+...+x£‘,)>
fiir k£0 und 1
Mo(xy, x2, ..., Xa)=(x1%2 ... X,)".

Bekanntlich heiBt M, das geometrische, M,
das arithmetische und M _, das harmonische
Mittel der betrelffenden Zahlen x;. Im ndch-
sten Abschnitt formulieren wir Aufgaben, in
denen die Beziehung (3) noch fiir andere
Werte k nachzuweisen ist. Dabei fallt auf,
daB lediglich fiir k=2, d. h. fir die quadrati-
schen Mittel die Ungleichung (3) keine Gleich-
heit zuldBt und dabei |/2 anstelle 2 steht! (An-
merkung: Es ldBt sich dafiir zeigen, daB beide

Ungleichungsseiten beliebig nahekommen
konnen!)

4, aR,4+bRg+cch2(ad,,+bd,,+ Cdc)

A4 a Folgere diese Ungleichung aus dem
Hilfssatz 3!

S. Im gleichseitigen
R, +Rn+chl/§a.

A5a Folgere diese Ungleichung aus der

Ungleichung von Erdés-Mordell!

Dreieck gilt

Weiterfiibrende Ubungen

Wer sich mit weiteren Beziehungen zwischen
Dreiecksstiicken und den GréBen R4, Rp, Re
sowie d,, dy, d. beschiftigen will, sollte sich
an den nun [olgenden Aufgabenvorschligen
versuchen.

Es bezeichne S die Fliche des Dreiecks A4 BC,
h,, hy und h. seine Hohen und r bzw. R die
Radien von In- und Umkreis des Dreiecks.

L. min(hy, hy, h.)Sd,+dp+d,

émax(ha; hbs hc)
A6A Anleitung: Betrachte die Summe der
Flicheninhalte der Dreiecke AMBC,AMAC
und AM AB!

8s?
z da d"d‘=27 bc
A7A Anleitung: Betrachte die ebenge-
nannte Flaichensumme (siehe 1.), und wende
die Beziehung zwischen arithmetischem und
geometrischem Mittel dreier Zahlen an!

’ le(ftl/l/z%; V)

A8 Diese Ungleichung entspricht der in
Bemerkung 3. enthaltenen Beziehung (3) fir

k=—12-. Zum Beweis gehe man von der in Be-

weisvariante 3 hergeleiteten Beziehung (2)

aus und benutze ‘die Ungleichung

Vﬁg@ fir beliebige x; y20, die

zunichst aber noch nachzuweisen ist.

4. R%+R}+RE>2d2+dE+d2)

A9 a Anleitung: Benutze die Ungleichung
!

Die hier behauptete Ungleichung entspricht
der Beziehung (3) fir k=2 allerdings mit dem
Faktor ]/5 statt 2 und l4aBt, wie bereits in
Bemerkung 3. erwihnt, keine Gleichheit,
dafiir aber eine beliebige Anndherung der
beiden Seiten zu.

S. RaRgRcZ(ds+dp)d.+dNdb+d.)
Al10A Zum Beweis sind Hilfssatz 3 und
Beziehung (2) zu benutzen.

6. RA+R3+RC;6)‘

alla Benutze die Ungleichung von Er-
dos-Mordell, und leite die Beziehungen
Ra+d.=h, sowie h,+hy,+h.29r her, mit
deren Hilfe dann der Nachweis der Behaup-
tung gelingt.
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. Anmerkung : Diese Aufgabe besitzt im Gegen-
satz zu den bisherigen Aufgaben einen groBe-
ren Schwierigkeitsgrad.

7. Ri+Rj+RE=12r2 _
Al12a Gehe beim Beweis direkt von der
Ungleichung von Aufgabe alla aus, und
benutze die Beziehung zwischen arithmeti-
schem und quadratischem Mittel dreier Zah-
len!

8. RARB+R4RC+R5RC

Z(de +dpNd, +d) +(do + doNds +d.)

+(da +de)dp+de)
Wir haben diese Ungleichung bewuBt an den
Schlul} dieses Beitrages gesetzt und sie auch
nicht gleich den librigen als Aufgabe formu-
liert. Als erster hat A. Oppenheim die Giiltig-

_keit dieser Ungleichung vermutet. Bislang ist

aber der Nachwcis. dafiir nicht gelungen, es
wurde aber auch noch kein Gegenbeispiel
ermittelt. so daB nach wie vor offen ist, ob
diese natiirlich scheinende Ungleichung tat-
sdchiich Giiltigkeit besitzt. Vielleicht ist hier
ein interessantes Feld fiir alle, die sich weiter-
gehend mit Beziehungen zwischen den ge-
nannten  Dreiecksstiicken  beschiftigen
wollen. F.Rehm

Ein weiterer Algorithmus
zum Ungarischen Wiirfel

Seit mehreren Jahren beschiftigt das Problem
des Ungarischen Wiirfels, vielfach wird er
auch als magischer Wiirfel - magic cube - be-
zeichnet, immer mehr Menschen auf der gan-
zen Welt. 1975 entwickelte Ernd Rubik., ein
Ungar, diesen Wiirfel. Bei seinem Unterricht
als Lehrer an der Hochschulsektion Typo-
grafie — Planung in Budapest bemerkte er,
dal} die Schiiler nach Verlassen der Ober-
schule oft nicht rdumlich denken konnen,
sondern nur f{lichenbezogen. Da aber das
rdumliche Denkvermdgen fiir die Absolven-
ten seiner Sektion sehr wichtig ist, lieB er sich
diesen Wiirfel einfallen, ohne allerdings vor-
auszusehen, daB dieser eine explosionsartige
Verbreitung finden und zu einem Export-
schlager Ungarns wiirde.

Worin besteht nun das Problem, das so viele
fasziniert? Dieser Wiirfel besteht aus 26 klei-
nen Wiirfeln, wovon auf jeder Seite neun zu
sehen sind. Das Besondere ist, daB jede Seite
des Wiirfels, also jeweils neun kleine Wiirfel,
um ihren Mittelpunkt gedreht werden kann.

/

Bild 1 x

Der Wiirfel besitzt sechs Farben: Weil}, Rot,
Orange, Blau, Griin und Gelb. Im Ausgangs-
zustand sind die sechs Seiten des Wiirfels ein-
farbig. Aber bereits nach 4 bis 5 Drehungen
verschiedener Seitenflichen ist die farbliche

Anordnung so durcheinander, daB es schwie-
ng erscheint, diese in den Ausgangszustand
zuriichzudrehen. Aber gerade darin besteht
das Problem. In diesem Artikel mochte 1ich
einen Algorithmus bzw. eine Strategic zum
Ordnen des beliebig verdrehten Wiirfels vor-
stellen. Zundchst aber noch eine interessante
Zahl ~ die Anzahl aller moglichen verdrehien
Zustdnde des Wiirfels -, die ich cinem Heft-
chen von David Singmaster ,Notes on the
,Magic cube'* entnahm.

Der Wiirfel besitzt 8 Eckwiirfel, diese kdnnen
miteinander permutiert werden, also 8! -
Gleichfalls die 12 Kantenwiirfel: 12!,

Da aber jede Permutation der Eck- und Kan-
tenwiirfel zusammen eine gerade Permuta-
tion sein muB, halbiert sich die Anzahl aller -
Permutationen. Die Kantenwiirfel besitzen
2 unterschiedlich gefirbte Fldchen, die na-
tiirlich verschieden orientiert werden kdnnen,
also 2'2. Da aber jeweils mindestens 2 Kan-
tenwiirfel zusammen verdreht werden, ergibt
sich wieder ein Faktor % Andlog erhilt man

fir die Orientierung der 8 Eckwiirfel den
8

Faktor 3 Die Mittelsteine jeder Seite kon-

nen nicht weggedreht werden, ergeben also
keine weiteren Zustinde, bestimmen aber
damit die Farbe ihrer Seite. Insgesamt gibt
81121 38 212
2 3727

=432520032744898 56000~4,3 - 10'° ver-
schiedene Zustinde des Wiirfels, von denen
ein einziger zu erreichen ist, bei dem alle
Seitenflichen des Wiirfels einfarbig sind. Ein

esalso N=

2
W2
2
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Computer, der einen Zustand pro Mikro-
sekunde zdhlt, benotigt allein fir das Zédhlen
aller verschiedenen Zustédnde iber 1,4 Millio-
nen Jahre.

Zur Beschreibung des Algorithmus benétigen
wir noch einige Bezeichnungen. Da der Wiir-
fel bez. seiner Farben gleich aufgebaut ist,
wihle ich eine von den Farben unabhingige
Beschreibungsweise. Der Wiirfel besitzt 6
drehbare Ebenen:

hinten (H) oben (O)
™~
. -— rechts (R)
links (L)
«—+1— vorn (V)
}
Bild 2 unten (U)

Die Drehrichtung (bei Draufsicht auf die ent-
sprechende Ebene) und Drehlinge wird als
Exponent bez. des Uhrzeigersinnes ange-
geben. V2 bedeutet 2 Vierteldrehungen der
vorderen Ebene in Uhrzeigersinn, V'~ ! 1 Vier-
teldrehung entgegen dem Uhrzeigersinn,
Vi=V. Mehrere Drehungen werden durch
Aneinanderfolge von links nach rechts be-
schrieben. Ein Eckstein heiBt positioniert,
Talls er sich in der Ecke befindet, die durch
seine 3 Farben bestimmt ist. Ein Eckstein
heiBt orientiert, falls die Farben aller 3 Seiten
mit den Farben der zugehdrigen Ebenen iiber-
einstimmen. Ein Kantenstein der vorderen
Ebene heilt orientiert, falls die Farbe der auf
der vorderen Ebene liegenden Seite des Kan-
tenwiirfels mit der Farbe der vorderen Ebene
ibereinstimmt.

Nun kann der Algorithmus angegeben wer-
den.

Schritt 1: Ordne den Wiirfel so, dal3 2 benach-
barte Schichten vellstindig geordnet sind!
Die durch “die 3.Schicht bestimmte (noch
nicht geordnete) Ebene wird als vordere
Ebene angesehen.

Schritt 2: Positionierung der Ecksteine der
vorderen Ebene.

Schritt 3: Erzeugung eines Zustandes, bei
dem die Ecksteine positioniert sind (farbliche
Orientierung noch beliebig) und alle Kanten-
steine farblich orientiert sind (Reihenfolge
der Kantensteine zueinander noch beliebig).
Schritt 4: Vollstindige Ordnung des Wiirfels.
Im weiteren werden einige Teilalgorithmen,
die zur Realisierung der Schritte 1 bis 4 ver-
wendbar sind, angegeben.

Um 2 geordnete Schichten zu erhalten, wihlt
man zunichst ecine obere Ebene und bringt
alle 4 Kantensteine farblich orientiert an
ihren richtigen Platz. Danach stellt man die
jeweils entsprechenden Eck- und Kanten-
steine der ausgewizhlten 2 Schichten zusam-
men und dreht diese an ihren richtigen Ort.

Zum Beispiel:

Gegeben ist der Zustand in Bild 3. Nun dreht
man so, daB der Zustand von Bild 4 erreicht
18t. Dann ergibt die Drehfolge
LUXL™'W~'U?V den Zustand in Bild 5.
Durch viermaliges Anwenden des eben Ge-
zeigten erreicht man die 2 geordneten Schich-
ten. Da in den Schritten 2 bis 4 nur zwischen-
zeitlich erreichte giinstige Zustande zerstort
werden, nach AbschluB aber stets die 2 in
Schritt 1 geordneten Schichten geprdnet sind,
soll im weiteren eine andere Veranschauli-
chung die Algorithmen illustrieren.

5
o) 0 0
L 0
v
L
v
Bild 3
AN
L v []
0 L v
L -
v
v
Bild 4
i
5
Q ]
NES©
LHvi)v
L
vy v
Bild 5

Zur Realisierung von Schritt 2 kann zum
Beispiel der Algorithmus Ila verwendet wer-
den (siehe Bild 6).

]
[/

Bild 6:
Algorithmus Ila

Algorithmus Ila:

O~'vov 'O 'vo?
LVL™!'V7'O?V2OLVIL"! -

Aber auch Algorithmus IIb ist moglich.
Algorithmus [Ib:

Ov— lo— lvov— lozR— lv— 1
RVO?VZO~'R"!'V?R

Und es gibt zahireiche weitere Moglichkei-
keiten. Wesentlich ist hier, daB zwei benach-
barte Ecksteine vertauscht werden und damit
durch evtl. mehrmaliges Anwenden der Algo-
rithmen II jede beliebige Reihenfolge der Eck-
steine erreichbar ist. Zur Realisierung von
Schritt 3 sind zum Beispiel die Algorithmen
I11a und IIIb geeignet.

Algorithmus [Ila: O~ !'R™!'V~'RVOV~!
Algorithmus I1Ib: OLVL™!'V-!10~!'v

Die Orientierung von zwei Kantenwiirfeln
wird gedndert. Es ist aber zu beachten, daB
2 gegeniiberliegende Eckwiirfel vertauscht
werden. Deshalb muB Algorithmus III im
allgemeinen zweimal angewendet werden.

Fiir Schritt 4 verwende ich folgende drei
Algorithmen:

Algorithmus IVa: O~!'V20VO~'VOV?
Algorithmus IVb: V2ZOVO~!'VOV20~!
Algorithmus [Vc:
ovIiQ2v-102v-10%v20QV?

Durch Kombination der Algorithmen oder
Anwendung aul den gedrehten Wiirfel er-
reicht man recht schnell das gewiinschte Ziel.
Vielfach konnen die Algorithmen auch in ent-
gegengesetzter Richtung verwendet werden.
Zum Beispiel ergibt sich ein weiterer Algo-
rithmus als entgegengesetzter zu I'Va.

Algorithmus [Vd:
VIO~'VTIOV-IOTV2O
Es soll aber noch einmal betont werden, dal3
dies nur einige, langst nicht alle Moglichkei-
ten sind. Der Leser sollte sich weitere Algo-
rithmen zu den Schritten 1 bis 4 liberlegen.
Auch das vorgeschlagene Konzept ist nicht
das einzig Mogliche. Ich wiinsche euch viel
Erfolg und SpaB bei der Beschiftigung mit
dem Ungarischen Wiirfel!

G. Scheithauer

Sz

B A0 A0

Bild 7: V
Algorithmus Illa
Bild 8: N‘ V
Algorithmus IVa

Ich habe einen Mann gekannt, der die selt-
same Grille hatte, nach Tisch beim Obst aus
Apfeln regelmiBige stereometrische Korper
zu schneiden, wobei er immer den Abfall
aufaB.

Meistens endigte sich die Auflosung des
Problems mit einer gidnzlichen Aufzehrung
des Apfels.

Georg Christoph Lichtenberg
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Mathematik
in Landwirtschaft

und Medizin

Wie kommt es, dal im Schulunterricht im
Fach Biologie keine Mathematik bendtigt
wird, die biologischen Wissenschaften aber
heute ohne Mathematik nicht mehr aus-
kommen?

Ein wichtiger Grund besteht darin, daB die
mathematischen Teilgebiete, die in den bio-
logischen Wissenschaften am stirksten einge-
setzt werden, im Mathematikunterricht der
erweiterten Oberschulen nicht behandelt
werden. Es handelt sich um die Wahrschein-
lichkeitsrechnung und um die Mathematische
Statistik.

Diese Teilgebiete ermdglichen die mathe-
matische Beschreibung von Erscheinungen
und Zusammenhangen, die in starkem MaBe
auch vom Zufall abhingen. Zufillige Er-
scheinungen sind aber fiir biologische Wis-
senschaften charakteristisch. Vom Zufall ab-
héngig sind z. B. die Hohe des Ertrages an
Wintergerste in einer LPG im Jahre 1982,
die mittlere Anzahl geborener Ferkel in einer
Sauenherde, die Anzahl der Grippeerkran-
kungen im Dezember 1982 in einer bestimm-
ten Stadt oder der Prozentsatz des Wald-
bestandes eines Bezirkes, der von Borken-
kifern befallen ist. Zufdllige Erscheinungen
in der Biologie sind mathematisch anders zu
beschreiben als viele Vorginge in der Physik,
die mehr oder weniger exakt vorhersagbar
sind.

Bild 1

Beispiel 1

Welche Abhdngigkeit besteht zwischen
Brustumfang y und Korperhohe x

bei Milchrindern?

Tabelle 1

MeBwerte von Brustumfang (y:)

und Ko6rperhohe (Widerristhohe) (x;)
von 12 weiblichen Kélbern einer
Milchrindrasse

Tier Korperhohe  Brustumfang
Nr.i Xi Vi
1 111 150
2 114 156
k) 112 145
4 119 157
5 114 145
6 115 139
7 121 170
8 120 160
9 108 149
10 124 154
11 118 156
12 121 155

Tabelle 1 enthdlt von 12 Tieren die MeB-
werte (X1, y1), ..., (X12, y12), dieser beiden
Merkmale. Wir sagen kurz, das Tier mit der
Nummer i, wobei i eine Zahl zwischen 1 und
12 ist, habe die MeBwerte (x;, ;).

In Bild 1 sind die 12 Wertepaare (x;, y;) ab-
getragen. Man hatte vor den Messungen si-

Wertepaare (x;, y;) fir 12 Tiere und der Graph der pgeschiitzten Regressionsgerade

F(x)=37,915+0,98856x
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cher schon angenommen, daB3 groBere Tiere
auch einen groBeren Brustumfang haben.
Dieser Zusammenhang besteht sicher auch,
aber die MeBwerte in Tabelle 1 lassen sich
nicht durch eine eindeutige Funktionsglei-
chung y= f(x) verkniipfen. Z. B. haben Tiere
mit gleichem Brustumfang (145 bei den Tie-
ren 3 und 5) nicht die gleiche K&rperhche
und Tiere mit gleicher K6rperhéhe (121 bei
den Tieren 7 und 12) doch erheblich von-
einander abweichende Brustumfinge. Damit
ist der Brustumfang keine Funktion der
Korperh6he bzw. umgekehrt, wenn man die
Definition einer Funktion entsprechend dem
Mathematiklehrbuch der Klasse 9 verwen-
det, denn dem Wert 114 wird nicht eindeutig
ein Element aus der Menge der y-Werte zu-
geordnet.

Als Modell fir die Beschreibung des Zusam-
menhanges kommt also sicher auch keine
Funktionsgleichung y= f(x) in Frage. Viel-
mehr wird der Zusammenhang durch ein so-
genanntes Regressionsmodell der Form
1) Wx)=a+fxi+ei=m+nx;+e
(i=1,...,12)
beschrieben. In (1) sind (x;, y;) die MeBwert-
paare, a=m und f=n noch zu bestimmende
Konstanten einer Geradengleichungen und
¢; zufdllige Abweichungen von einem mitt-
leren oder durchschnittlichen Zusammen-
hang, der durch #;=a+ fx; charakterisiert
ist. An die Stelle funktionaler Abhéngigkeiten
in der Physik treten also in der Biologie so-
genannte Regressionszusammenhinge. Die
Werte a und f sind unbekannt, aus den MeB-
werten berechnet man sogenannte Schitz-
werte a bzw. b fiir & bzw. f:nach lolgender
(von GauB stammenden) Methode der klein-
sten Quadrate: Die GroBen a und b werden
so berechnet, daB die Funktion y=a+ bx die
Summe der Abweichungsquadrate
2) S=(y1—a—bx)*+...
+(y12—a—bx1,)?
50 klein wie nur moglich macht. .

In Bild 1 sind der Graph von y=a+bx und
die Abweichungen e; der Beobachtungswerte
yi an der Stelle x; von dem Punkt auf dem
Graphen von a+ bx tiber dem Punkt x; ein-
gezeichnet.

Jedes andere Paar (a, f) fihrt zu einer
groBeren Summe von Abweichungsquadra-
ten. -

Die Koeffizienten g und b, die (2) am kleinsten
werden lassen, erhilt man aus



1
X1+ X022

L ]
Cer+ .+ x2 )y + .+ Y1)

und

3) b 12 1
x12+...+xlzz—ﬁ(x1+...+x,z)2

4 am Lttty —b(x bt x10)

@ a=p ity =bzlat . +x12).

Speziell fiir unsere 12>Wertepaare in Tabelle 1

111-150+... 4121 155——1(111+.

erhdlt man

L+ 1210150+ ... 4+ 155)

b= 12 : = 0,98856 und
111Z+...+1212—71—2(111+...+121)2
1 1
a=73 1836 —0,98856 5 1397=37915

und damit fir die als geschitzte Regressions-
gerade bezeichnete Gerade die Gleichung

) y=37,915+0,98856x,

die den mittleren Zusammenhang zwischen
x und y beschreibt. Wie eng der Zusammen-
hang ist, kann mit dem Korrelationskoeffi-
zienten r beurteilt werden, der Werte zwi-
schen —1 und +1 annehmen kann und fir
unser Beispiel den Wert r=0,586 hat. Je
niher r an 41 oder —1 liegt, um so niher
liegen die den Wertepaaren entsprechenden
Punkte an der geschitzten Regressionsgera-
den und um so mehr entspricht die Regres-
sionsbeziehung einer Funktion. Man kann
den Grad eines Zusammenhangs auch flir
Merkmale berechnen, die nicht zu MeBwer-
ten, sondern zu einer Zuordnung zu Kate-
gorien fuihren, wie das folgende Beispiel
zeigt:

Beispiel 2
Zusammenhang zwischen Zahnsteinbildung
und Rauchen

Es soll gepriift werden, ob zwischen der Art
der Zahnsteinbildung und der Intensitit des
Rauchens ein Zusammenhang besteht. Von
N=5690 Patienten liegen Angaben iiber
beide Merkmale mit den Kategorien kein
Zahnstein, Zahnstein Typ I (supragingival)
und Zahnstein Typ II (subgingival) beim
Merkmal Zahnsteinbildung und Nichtrau-
cher, schwacher bzw. starker Raucher beim
Merkmal Rauchintensitit vor. Die Anzahl
_ der Patienten in den neun mdglichen Kombi-
nationen enthilt Tabelle 2.

Tabelle 2:

Verteilung von 5690 Patienten

aul Kategorien bei Zahnsteinbildung
und Intensitit des Rauchens

Wiirde keine Abhidngigkeit zwischen beiden
Merkmalen bestehen, miiBten nach einfachen
Regeln der Wahrscheinlichkeitsrechnung in
jeder der neun Klassen etwa so viele Patien-
ten auftreten, wie das Produkt von Zeilen-
und Spaltenrandsumme der jeweiligen Klasse,
dividiert durch die Gesamtzahl an Patienten
(5690), ausmacht. Z. B. in der Klasse (,,Nicht-
raucher, kein Zahnstein“) wiren danach
1 .
5690
tienten zu erwarten.
Die bei vollstindiger Unabhingigkeit theo-
retisch zu erwartenden Werte in den neun
Klassen énthilt Tabelle 3.

191,5= 568 - 1918 (also rund 192) Pa-

Tabelle 3:

Bei Unabhingigkeit zwischen Intensitat
des Rauchens und Zahnsteinbildung

zu erwartende theoretische Verteilung
von 5690 Patienten

(284 —191,46)*
191,46

i
© A=\/2-5690
—(mjz]

30841

ein MaB f[ir den Zusammenhang gegeben.
A nimmt allgemeine Werte zwischen Null
und Eins an und ist bei [ehlendem Zusammen-
hang (Unabhingigkeit) wegen n;;=t;; gleich
Null.
In unserem Fall ist 4=0,0837, und das be-
deutet einen geringen Zusammenhang zwi-
schen beiden Merkmalen.
Das sind einige ganz einfache Beispiele. Oft
sind die Probleme komplizierter. Beim
menschlichen, tierischen und pflanzlichen
Wachstum als Funktion des Alters lassen
sich nicht (wie in Beispiel 1) Geraden durch
die beobachteten Punkte legen, sondern oft
Graphen von Funktionsgleichungen der
Form
(7). mi=a—Pe ite (i=1,...,n),
(e=2,71828 ...),
die mit wachsendem Alter gegen einen maxi-
malen Wert y=a streben. Die Konstante y
miBt die Wachstumsgeschwindigkeit, und
o= B gibt den mittleren Wert beim Alter Null
an.
Bild 2 enthilt den Graphen der Funktion
7=100—50¢"2°5* um den z.B. MeBwerte
y: des Korperwachstums beim Rind streuen
(yi=n:+e;). Solche Bezichungen werden u.a.
auch in der forstwirtschaltlichen Ertrags-
kunde verwendet.

Zahnstein

Intensitat kein Zahnstein
des Rauchens Zahnstein Typl Typ I1
Nichtraucher 191,46 308,46 68,08
schwache Raucher 606,07 976,42 215,51
starke Raucher 1120,46 1805,12 398,41

Ein MaB fiir die Abhingigkeit miiBte eine
Funktion der Diflerenzen zwischen diesen
theoretischen und den tatsichlichen beobach-
teten Werten sein. Wir bezeichnen mit (i, j)
die Klasse, die der i-ten Kategorie (i=1, 2, 3)
bei der Intensitdt des Rauchens und der j-ten
Kategorie (j=1, 2, 3) bei der Zahnsteinbildung -
entspricht. n;; sind die beobachteten Werte
der Tabelle 2 (z.B. ist n,3=209) und t; die
entsprechenden theoretischen Werte der Ta-
belle 3. Dann ist durch den sogenannten
Kontigenzkoeflizienten

Intensitat kein Zahnstein Zahnstein S

. umme
des Rauchens Zahnstein  Typ I Typ I1
Nichtraucher 284 . 236 48 568
schwacher Raucher 606 983 209 1798
starker Raucher 1028 1871 425 3324
Summe 1918 3090 682 5690

In der medizinischen Diagnostik steht man
oft vor der Aufgabe, anhand einer Vielzahl
von MeBwerten (wie den Ergebnissen von
Urin- und Blutanalysen, EKG-Messungen,
Blutdruck, Pulsfrequenz und bestimmten
Krankheitssymptomen) einen Patienten einer
Krankheit zuzuordnen oder ihn als gesund
zu diagnostizieren. Diese Zuordnung muf}
mit hoher Wahrscheinlichkeit richtig sein,
damit die zweckméBigste Behandlung ange-
wendet wird. Die Zuordnung wird heute teil-
weise schon von Diagnosecomputern vorge-
nommen, in deren Programmen die Erfah-
rungen der besten Spezialisten ihren Nieder-
schlag finden. Dabei kommen komplizierte
mathematische Verfahren zum Einsatz.

Diese wenigen Beispiele mogen geniigen, um
zu zeigen, wie stark alle biologischen Wissen-
schalten mit der Mathematik verbunden sind.
Andererseits erkennt man das auch an der
Vielzahl der allein in der DDR erschienenen
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Bild 2
Graph der Funktion 5(x)=100— 50¢™ *-05=,

Biicher iiber biomathematische Methoden
(es sind iiber 30). Wesentlich zur Vereinheit-
lichung der Symbolik und Begriffsbildung
auf dem Gebiet der Biomathematik/Biome-
trie hat das erstmals 1968 im VEB Deutscher
Landwirtschaftsverlag erschienene Biometri-
sche Warterbuch, dessen dritte Auflage in
Vorbereitung ist, beigetragen. Es enthilt Er-
lauterungen von etwa 2500 biometrischen
Begriflen und Ubersetzungen'in sieben Spra-
chen.

Aus der dritten Auflage dieses Worterbuches
folgt die Erliduterung des Begrifles Biometrie.
,Biometrie heiBt die Anwendung der Me-
thoden der Mathematik, insbesondere der
Mathematischen Statistik, in den biologi-
schen und ihnen verwandten Wissenschaften
(Biologie, Landwirtschaftswissenschaften,
Medizin, Pharmakdlogie usw.). Da die Va-
riabilitdit der Lebewesen und die durch sie
entstehende Formenmannigfaltigkeit nur sel-
ten eine Beschreibung biologischer Zusam-
menhinge durch streng [unktionale Bezie-
hungen zulassen, sind die untersuchten Merk-
male bzw. Eigenschaften fast immer zufalls-
bedingt. Zu ihrer Beschreibung miissen des-
halb Zufallsvariable herangezogen werden,
und es ist die Untersuchung ihrer Gesetz-
miBigkeiten notwendig. Viele Methoden der
mathematischen Statistik sind auf Grund
biologischer Fragestellungen entwickelt wor-
den.

In der Biometrie werden die allgemeinen
mathematisch-statistischen Methoden im Zu-
sammenhang mit der biologischen Frage-
stellung betrachtet. Die Biometrie beginnt
bereits bei der Formulierung der Frage-
stellung, umfaBt die Gewinnung und Aus-
wertung der Daten und reicht bis zur Inter-
pretation der Ergebnisse. Da mit Hilfe der
Biometrie Antwort aul biologische Fragen
gegeben werden soll, miissen das biologische
Element und die mathematisch-statistischen
Methoden eine Einheit bilden. In den biolo-
gischen und ihnen verwandten Forschungs-
gebicten hat die Biometrie eine wachsende
Bedeutung gewonnen.
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Durch die Biometrie wird es erst moglich,
rationell und mit bekannten Fehlerwahr-
scheinlichkeiten bzw. Risiken SchluBfolge-
rungen aus biologischen Daten zu zichen.
Mitunter wird Biometrie eingeengt als Sy-
nonym fiir Biostatistik verwendet, wihrend
die nichtstatistischen Verfahren der Biologie
und die Biometrie gemeinsam als Biomathe-
matik bezeichnet werden. Der Sprachge-
brauch ist in dieser Hinsicht nicht einheit-
lich. Zur Biometrie gehoren die Teilgebiete
Biologische Priifung — Quantitative Genetik —
Populationsgenetik — Statistische Genetik —
Genetische Algebra — Populationsmathema-
tik (darunter Bevélkerungsmathematik) -
Versicherungsmathematik - Medizinische
Statistik - Feldversuchswesen - Analyse von
Wachstumskurven.*
Wihrend Physik und Chemie in ihrer An-
wendung aul biologische Disziplinen bereits
unter der Bezeichnung Biophysik bzw. Bio-
chemie nicht nur in der Forschung, sondern
auch als Studienlécher eingefiihrt sind, war
das bislang bei der Biomathematik als Stu-
dienfach nicht der Fall. Das wird sich-indern,
da ab Herbst 1982 an der Sektion Mathematik
der Wilhelm-Pieck-Universitdt Rostock fur
jahrlich finf Studenten die Mdglichkeit be-
steht, die Spezialisierungsrichtung Biometrie
mit einer Nebenfachausbildung in Biologie
{Genetik, Tier- und Pflanzenphysiologie, Bio-
chemie, Anatomie und Physiologie des Men-
schen) und Spezialvorlesungen in Mathema-
tischer Statistik zu wihlen. Absolventen die-
ser Spezialisierungsrichtung werden dringend
in Medizin und Landwirtschaft benétigt und
haben dort gute Entwicklungsméglichkeiten.
D.Rasch

Aufgaben
aus Freundesland

Ausgewiihlte Aufgaben aus den
Rayon-Mathematik-Olympiaden
der USSR

Ala (4.Klasse, Leningrad)
Gibt es eine ganze Zahl, so dafl das Produkt
ihrer Ziffern gleich 2340 ist?

A2a (5.Klasse, Leningrad)

Gegeben ist eine Menge von fiinf Zahlen,
von denen jede gleich +1 oder —1 ist. Wir
filhren folgende Operation aus: Wir dndern
gleichzeitig das Vorzeichen von genau vier
Zahlen. Ist es moglich, mit Hille mehrerer
solcher Operationen von der Menge /1,1, 1, 1,
—1/ zur Menge /-1, —1, —1, —1, 1/ zu
kommen?

A3a (6. Klasse, Krim)

Zeige, daB in einem beliebigen 7-Eck zwei
Diagonalen existieren, die einen Winkel klei-
ner als 13° einschlieBen!

A4 a (7. Klasse, Swerdlowsk)

Zeige, daB die Ungleichung /1BA x IIECTb
<ABALIATD gilt, wobei jeder Buchstabe
eine Ziffer bedeutet und verschiedene Buch-
staben verschiedene Ziffern darstellen!

ASA (8.Klasse, Krim)
Im Stadium der TausendfiiBler und der drei-
kopfigen Drachen gab es zusammen 26 Kople
und 298 Beine. Jeder TausendfiiBler hat
40 Beine und einen Kopf. Wieviel Beine hat
ein dreikopfiger Drache?

A64A (9.Klasse, Mogilew, BeloruBland)
Von den positiven ganzen Zahlen a und b sei
bekannt, daB von den folgenden vier Aus-
sagen drei wahr und eine falsch sind.

1y a+1 ist durch b teilbar.

2) a ist gleich 2b+5.

3) a+ b ist durch 3 teilbar.

4) a+ 7b ist eine Primzahl.

Bestimmen Sie alle mdglichen Paare g, b!

A7Aa (Klasse 10, Moskau)
Einem Kiinstler gab man zwei kongruente

‘kreisformige Blitter Papier und bat ihn,

darauf zwei kongruente eindugige Drachen
zu zeichnen. Die gezeichneten Drachen unter-
schieden sich aul den Zeichnungen in ihrer
Lage wie folgt: Bei einem befand sich das
Auge des Drachens im Mittelpunkt des Krei-
ses, beim -anderen nicht. Zeigen Sie, dall man
den zweiten Kreis so in zwei Teile zerschnei-
den kann, daB beide Teile zusammengesetzt
wieder die Zeichnung des Drachens ergeben
und sich das Auge jetzt im Mittelpunkt be-
findet! A. P.Sawin/W. Moldenhauer



Ein viertel Jahrhundert
Mathematiklehrerausbildung

in Erfurt

Eine Aufgabe von
Prof. Dr.

E. Miiller-Pfeiffer

Leiter des Wissenschaftsbereichs Analysis
der Pddagogischen Hochschule ,,Dr. Theodor
Neubauer** Erfurt/Miihlhausen

Im September 1957 begann nach der Griin-
dung des Lehrstuhls Mathematik am damali-
gen Pddagogischen Institur Erfurr die Aus-
bilding von Fachlehrern (iir Mathematik
und Kunsterziehung. Seinerzeit nahmen 47
Abiturienten unter Anleitung von drei Mit-
arbeitern im Bereich Mathematik das Stu-
dium aul.

In den folgenden Jahren wurde die Mathe-
matiklehrerausbildung auch mit anderen Fi-
chern gekoppelt, z. B. mit Grundlagen der
Produktion, Werken oder Physik. Es erfolg-
ten zundchst noch wesentliche Kapazitits-
erweiterungen, spiter jedoch auch wieder
eine Einschrinkung der Anzahl der Fach-
kombinationen. .

Seit 1969, dem Griindungsjahr der Sektion
Mathematik/Physik an der Pidagogischen
Hochschule Dr. Theodor Neubauer Erfurt/
Miihlhausen, wird die Ausbildung von Ma-
thematiklehrern nur noch gekoppelt mit
Physik oder Kunsterziehung durchgefiihrt.
Zur Zeit werden jahrlich etwa 180 Studenten
fiir das Diplomlehrerstudium mit dem Fach
Mathematik immatrikuliert. Ungefihr ein
Dritte] davon wird nach Abschlu der
10. Klasse und erfolgreichem Absolvieren
eines einjahrigen Vorkurses in das Studium
iibernommen.

Insgesamt haben bisher etwa 3000 in Erfurt
ausgebildete Mathematiklehrer ihre Arbeit
in Schulen aller Bezirke der DDR aufgenom-
men. Im Bereich Mathematik der Sektion
Mathematik/Physik arbeiten fiinf Professo-
ren, zwei Dozenten und mehr als 30 wissen-
schaftliche Mitarbeiter. Im September 1982
wird an unserer Sektion mit der Sjdhrigen
Diplomlehrerausbildung begonnen, in der
nach wie vor Mathematik mit Physik oder
Kunsterziechung kombiniert ist. Das Studium
wird zum Teil anders als bisher organisiert,
z.B. steht den Studenten dann zwischen den
Semestern mehr Zeit fiir das Selbststudium
zur Verfiigung. :

Im Grundkurs Mathematik erfolgt die Aus-
bildung in den Teilgebieten Algebra, Ana-
lysis, Arithmetik, Geometrie und Grundlagen
der Mathematik. Da auBerdem mehrere
Praktika zum Losen von Aufgaben statt-
finden, wird eine gute Grundlage'fi.ir das
Erteilen eines wissenschaftlichen Unterrichts
gelegt. In den hoheren Studienjahren erfolgt

cine Ergdnzung durch Darstellende Geome-
trie, Geschichte der Mathematik, Numeri-
sche Mathemattk, Wahrscheinlichkeitsthec-
ric und Mathematische Statistik und cine
wahlweise obligatorische Ausbildung in einer
speziellen Disziplin, aus der das Thema der
Diplomarbeit gestelit wird. Es wird so ge-
wahlt, daB der Student die Moglichkeit hat,
mit seiner Arbeit einen Beitrag zur mathema-
tischen Forschung zu leisten.
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Oft wird von Interessenten die Frage nach
der Vorbereitung auf das Diplomlehrerstu-
dium mit dem Fach Mathematik gestellt.
Eine gute Voraussetzung dazu ist die Féhig-
keit zur seclbstindigen Bearbeitung ange-
messener Aufgaben, wie sie etwa bei den
mathematischen Olympiaden oder in der
Zeitschrift alpha gestellt werden, in Verbin-
dung mit der Beherrschung des im Schul-
unterricht vermittelten Wissens. Ebenfalls
niitzlich ist die Beschéftigung mit Problemen,
die in den in ansehnlicher Anzahl vorhande-
nen Binden der Mathematischen Schiiler-
biicherei (MSB) vorgestellt werden.

G. Sommerfeld

A2236A  Aul einem Gummiband [4, B],
das zum Zeitpunkt (=0 die Liinge von
100 ¢m haben soll, bewege sich ein Beobach-
ter {saugen wir ein Kéfer) von A aus in Rich-
tung B (siche Bild).
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Das Ende B des bei A festgehaltenen Gummi-
bandes wird mit der Geschwindigkeit von
V c¢m sec”! in Richtung von 4 nach B weg-
gezogen (V ist die Geschwindigkeit von B von
dem festen Punkt 4 aus gemessen). Der Ka-
fer laufe auf dem Weg von A in Richtung B
mit der konstanten Geschwindigkeit v cm
sec”!. (Das heiBt: Geschwindigkeitsmessun-
gen des Kéfers fiir seine Bewegung ergeben
zu verschiedenen Zeiten immer den festen

ds
Wert v =

Der Kifer tragt eine Uhr und einen Maf-
stab bei sich, mit dessen Hilfe er Entfernun-
gen s in seiner Welt [4, B] messen kann. So
ergibt auch die Geschwindigkeitsmessung des
Kifers fiir den Punkt B den Wert V, wenn
sich der Kafer bei dieser Messung im Punkt A4
aufhilt.) Wird der Kifer, der zum Zeitpunkt
t=0 im Punkt 4 startet, den Punkt B jemals
erreichen, wenn 0 < v<'V vorausgesetzt wird?
(Zahlenbeispiel :

v=1cmsec™!, V=50cm sec™!)

Kurzbiographie

Prof. Dr. Erich Miiller-Pfeiffer, geboren 1930
in Sonneberg (Thiir.), 1949 Abitur in Steinach
(Thiir.), 1949 bis 1955 Mathematikstudium
an der Friedrich-Schiller-Universitit in Jena,
dort auch Diplom, Promotion (Differential-
geometrie) und Habilitation (Partielle Dif-
ferentialgleichungen), seit 1969 ordentlicher
Professor und Leiter des Bereichs Analysis an
der Padagogischen Hochschule ,,Dr. Theodor
Neubauer* in Erfurt, Arbeitsgebiet Spektral-
theorie von Differentialoperatoren, 45 wis-
senschaftliche Veroffentlichungen, darunter
eine Monographie (Teubner-Text).
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Speziell
fiir Klasse 5/6 .

Bilderbogen Geometrie

AlAa In der Zeichnung befinden sich die
Linien g und h sowie die Punkte 4, B, C, D,
E,F,Gund H. '

Gib die Menge aller Punkte an, die
a) auf g liegen,

b) auf 4 liegen,

c) auf g und h liegen und .

d) weder auf g noch ‘auf & liegen!

A2 A Wieviel Flachen siehst du?
a) Wieviel Quadrate und Dreiecke findest du
in dieser Figur?

b) Gib die Anzahl der Dreiecke, Trapeze,
Parallelogramme und Sechsecke in dieser
Figur an!

Wieviel Vierecke siehst du noch?

A3 A Zeichne drei Geraden so, da
a) 0 Schnittpunkte entstehen,

b) | Schnittpunkt entsteht,

c) 2 Schnittpunkte entstehen und

d) 3 Schnittpunkte entstehen!

A4 A Hier sind nur zwei Geraden parallel.
Findest du sie?
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AS5A Zeichne einen Kreis k mit dem Mit-
telpunkt M!

Gib auf dem Kreis zwei Punkte 4 und B so
an, daB der ¥ AMB=135° betrigt! Zeichne
auf dem Kreis den Punkt C, so daB ¥ AMC
=60° ist!

Berechne ¥ CMB und die erhabenen Winkel
¥ AMB, ¥ AMC und ¥ CMB! MiB mit dem
Winkelmesser nach!

A6 4 MiB die folgenden Strecken! Welche
ist die langste, welche ist die kiirzeste? Welche
Strecken sind gleich lang?

J
0 Q
L
r
Nl R Y

T

X

A7a Erklire die Konstruktion der Kurve
in der gezeichneten Figur!

4_1,,_ c

A8a Ube dein Vorstellungsvermogen!
Welcher Quader gehért zu dem abgebildeten

_) )
L =1=2

A9 A Berechne den Inhalt des abgebildeten
Flachenstiickes!

:{2]

20

30
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Al0a Bestimme jeweils die Grofe des

Winkels o!

All A Zeichne die Punkte 4, B, C, D und
E so, daB jeweils 2 Punkte auf einer Geraden
liegen! Wieviel Geraden erhéltst du?

A12a Spiegele diesen Streckenzug an der
Geraden g!

A D

Al13 A Benenne die folgenden Vielecke!

> > 7

) Y

Al4a Ubertrage die abgebildeten 9 Teile
in einem vergroBerten MafBstab auf ein Stiick
Pappe, schneide sie aus, und lege sie so zu-
sammen, daB ein Quadrat entsteht!

g prard
Pl

Al5a Esist ein Dreieck zu konstruieren,
wenn die Langen der Seite g, der Seitenhal-
bierenden s, und der Hohe h, gegeben sind.
Unter welchen Bedingungen fiir die gegebe-
nen Stiicke ist die Konstruktion durchfiihr-
bar?
Al6a In ecin gegebenes rechtwinkliges
Dreieck ist ein Quadrat so zu zeichnen, dafl
sie den rechten Winkel des Dreiecks gemein-
sam haben und die drei anderen Ecken des
Quadrates auf die Seiten des Dreiecks fallen.
’ ‘ H. Begander



Springerwege
iibers ganze Brett

Springerziige sind im Schachspiel am schwer-
sten zu berechnen; deshalb gibt es selbst in
Meisterpartien oft Uberraschungen durch
diese Figur. Die Gangart des Springers: vom
Standfeld aus kann der Springer in jede be-
liebige Richtung springen, und zwar zwei
Felder nach vorn und ein Feld zur Seite, oder
anders ausgedriickt iiber ein Feld hinweg
schriag auf ein andersfarbiges. Infolge dieser
eigenartigen Gangart kann der Springer als
einzige Figur im Schachspiel iiber alle anders-
und gleichfarbigen Steine, die seinem Stand-
_feld unmittelbar gerade oder schriig benach-
bart stehen, hinwegspringen. So konnte in
der Diagrammstellung z.B. der schwarze
Springer Sa4 in drei Ziigen zum Feld gl ge-
langen, Sa4-—c3-e2—gl.

Nach einer Schachpartie stellt Sven auf dem
leeren Schachbrett einen weiBen Springer
auf d4 (Siehe auch Diagramm!) und sagt zu
seiner Partnerin Heike: ,,Ziehe mit dem
Springer von d4 aus auf alle Felder des Bret-
tes, ohne dabei ein Feld zweimal .,besucht*
zu haben, so konntest du anhand der Nu-
merierung der Ziige auf hl mein Alter (18)
und auf a8 das Alter meines Vaters (50) er-
fahren. Als zusitzliche Bedingung gilt, dal
der Springer nach seiner vorgeschriebenen
Wanderroute auf d4 zuriickkehrt.*

Heike tberlegte nicht lange und zeigte ihm
den Weg des Springers. AnschlieBend stellte
auch sie eine Aufgabe: ,,Zieche mit dem
schwarzen Springer von a4 aus ebenfalls auf

a b
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alle Felder des Schachbrettes, ohne dabei ein
Feld zweimal beriihrt zu haben, unter der
Bedingung, daB anhand der Nummern der
Zugreihenfolge auf der vierten Reihe die
Quadratzahlen zusammenkommen! Also a4
1, b4-4, c4-9, d4-16, e4-25, f4-36, g4-49 und
h4-641

Wie miissen die beiden Springer jeweils ziechen
um die gestellten Bedingungen zu erfiillen?
Anmerkung: Das jeweilige Standfeld der
Springer (a4 und d4) zihlt als 1. Zug!

Losung zu:

Das Diagramm | zeigt den Losungsweg (Zug-
reihenfolge), den der weiBe Springer von d4

“aus zuriicklegen muB, um die geforderten

Bedingungen zu erfiillen. Addiert man dabei
die Nummern der Reihenfolge der Springer-
ziige sowohl in den Vertikalen (Linien) als
auch in den Horizontalen (Reihen), so ergibt
sich als Summe der Zahlen jeweils 260. Auch
wenn man den Springer von einem anderen
Ausgangsfeld aus iiber alle Felder des Brettes
fiihrt, bleibt diese GesetzméiBigkeit, die der
russische Mathematiker und Schachmeister
Karl Janisch (1813 bis 1872) bewies, erhalten.

Das Diagramm 2 zeigt den geforderten Lo-
sungsweg des schwarzen Springers. Imponie-
rend, was Springer so kOnnen - was im
Schach méglich ist! H. Riidiger

| W | / %

Spielwettbewerb
»»Schiebung !¢

Hier wird ein Spiel von unserem Autor Ra-
dunski aus Moskau vorgestellt. Das Problem
kennt ihr sicher schon von den sogenannten
Rangieraufgaben.

Mit moglichst wenig Verschiebungen, wobei
nur die vorgegebenen Felder benutzt werden
diirfen, soll das eine Wort in das andere iber-
filhrt werden. Es geht am besten, wenn man
sich die Buchstaben auf kleine Pappkirtchen
schreibt und- das Netz so aufzeichnet, daB
die Felder etwas groBer als die Pappkirtchen
sind. Dann kann man die Verschiebungen
wiederholen und sogar kleine Wettbewerbe
austragen. Sieger ist derjenige, der es mit den
wenigsten Ziigen geschafft hat. Als ein Zug
gilt die Verschiebung eines Buchstaben um
ein Feld. Wenn der Buchstabe also iiber drei
Felder geschoben wird, dann sind das drei
Ziige!

Beachtet, daB die Netze fiir die verschiedenen
Waérter unterschiedlich sind! Das miift ihr
bedenken, wenn ihr neue Begriffe findet und
die Netze dafiir entwerft! Es diirfen nicht zu-
viel Springfelder sein, sonst wird es zu leicht,
aber auch nicht zuwenig, sonst ist das Pro-
blem nicht 16sbar. A 3 bedeutet z.B. den
Buchstaben A auf Feld 3 schieben.

Fiir NAGEL —» ANGEL und ERNST —
STERN haben wir Losungsvorschlige in die-
semn Heft veroffentlicht.

-;3_‘-
[NAGELI
&
1[ERNSTJ9
3 ¥
L

g

Wer weniger als die angegebene Anzahl von
Ziigen bendtigt, soll die Losung an unseren
alpha-Mitarbeiter Oberlehrer Helmut Pdtzold,
2060 Waren, Mattei 62 schicken. Die besten
Losungen werden spéter einmal verdffent-
licht.

Zum Spiel ,,Vom NEBEL zum LEBEN®
sollt ihr selbst Netz und Losung finden.
Wenn gléiche Buchstaben vorkommen, dann
missen sie gekennzeichnet werden (E;, E,
USwW.).



Studentenwettstreit

an der Piddagogischen Hochschule
,,Karl Friedrich Wilhelm Wander*¢

Dresden

Im ,,Wissenschaftlichen Wetistreit der Stu-
denten und jungen Wisscnschaftler™ ist ein
BewZhrungsleld fir jeden Studenten geschaf-
fen worden, um Talenle uvnd Begabungen
frihzeitig zu erkennen und allseitig zu {Or-
dern. Dabei sollen die Studenten ihre im Stu-
dium erworbenen Kenntnisse, Fahigkeiten
und Fertigkeiten schopferisch bei der Lsung
von Aufgaben, die die Praxis stellt, anwen-
den. .
Aufgaben aus Lehre und Forschung werden
den Studenten von den einzelnen Sektionen
sur Bearbeitung angeboten (ausgeschrieben),
+.T. sind es solche Auftriage, die die Studen-
ten an die Forschungsaufgaben der For-
schungskollektive heranfithren, z. T. sind es
aber auch wichtige Teile in Forschungsauf-
gaben selbst. Die Bearbeitung erfolgt dann
einzeln oder im Kollektiv unter Betreuung
eines Hochschullehrers oder eines wissen-
schaftlichen Mitarbeiters in einer vorgegebe-
nen Zeit (ein oder zwei Jahre). Die einge-
reichten Arbeiten werden begutachtet und
fir die Forschung und Lehre genutzt, die
besten Arbeiten priamiiert und in Leistungs-
schauen der Studenten ausgestellt.

Die Studentinnen Heike Pollack, Ulrike Bau-
mann, Martina Jentsch beteiligten sich als

Studenten des 1.Studienjahres am Studen- _

tenwettstreit 1980/81, um ,,Material* fiir die
Arbeit im Klub Junger Mathematiker Dresden
zu schaffen. Sie stellten verschiedene Lo-
sungsverfahren fiir logisch-kombinatorische
Aufgaben zusammen und bildeten selbst.
34 Aufgaben, von denen einige ausgewihlt
im folgenden vorgestellt werden.

A. Hilbert

Heike Pollack

Schon in den ersten Schuljahren gehorte die
Mathematik zu meinen Lieblingsfichern.
Spiter, etwa in der 7.Klasse, wurde sie zu
meinem Interessengebiet. Ich abbonierte die
Zeitschrift alpha und beteiligte mich aktivam
alpha-Wettbewerb. Besonders die Knobelauf-
gaben machten mir viel SpaB. Mehrere Jahre
hintereinander wurde ich zu Kreisolympia-
den delegiert und konnte dabei vordere
Plitze erzielen. AuBerdem nahm ich an Ma-
thematikzirkeln der EOS Zittau teil. In dieser
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Zeit entstand in mir der Wunsch, einmal
Lehrerin fir Mathematik und Physik zu wer-
den. Mit der Aufnahme des Lehrerstudiums
an der Pddagogischen Hochschule Dresden
begann fiir mich ein neuer Lebensabschnitt.
Um im Studium voranzukommen, ist es not-
wendig, das erworbene Wissen schépferisch
anzuwenden. Dazu nutzten wir den Studen-
tenwettstreit.

Jetzt, im 2. Studienjahr, iibernahm ich eine
Arbeitsgemeinschaft des Klubs Junger Mathe-
matiker der Stadt Dresden. Hier kann ich
unsere Sammlung logisch-kombinatorischer
Aufgaben, die im Rahmen des Studenten-
wettstreits gemeinsam mit Ulrike Baumann
und Martina Jentsch entstanden ist, gleich
selbst ,,an den Mann bringen*.

Ulrike Baumann

Mit meinem Studium wird eines meiner
Hobbys zu meinem Beruf. Schon in der
Schulzeit galt mein besonderes Interesse der
Mathematik. Als Leser der alpha beteiligte
ich mich mehrere Jahre am Wettbewerb,

nahm erfolgreich an Kreis- und Bezirks-
mathematikolympiaden teil, war Mitglied
von mathematischen Arbeitsgemeinschaften,
u.a. des Klubs Junger Mathematiker der
Stadt Dresden. Mir selbst bereitete es immer
besonders viel Freude, Aufgaben aus dem
Gebiet der Logik-Kombinatorik zu 16sen. So
beteiligte ich mich auch auf diesem Gebiet
am Studentenwettstreit.

Martina Jentsch

Zu meinen Lieblingsfachern gehérte schon
seit Beginn meiner Schulzeit die Mathematik.
Jedoch wurde mein Interesse fiir Knobelauf-
gaben erst viel spiter geweckt, ndmlich in der
5. Klasse. Damals besuchte ich einen Mathe-
matikzirkel an unserer Schule. Im 6. Schul-
jahr wurde ich erstmals zu einer Mathematik-
olympiade delegiert und konnte den ersten
Platz belegen. Spiter nahm ich an weiteren
Olympiaden teil und errang noch verschie-
dene Preise. AuBerdem beteiligte ich mich
am alpha-Wettbewerb und war Mitglied eines
Korrespondenzzirkels.

In dieser Zeit pragte sich auch mein Wunsch,
einmal Mathematik zu unterrichten. Seit Sep-
tember 1981 studiere ich nun an der PH

'Dresden.

Einige logisch-
kombinatorische Aufgaben
fiir die Klassenstufen 7 bis 9

Ala Drei benachbarte LPGs beschafti-
gen sich mit der Pferdezucht. AnliBlich des .
Tages der Republik veranstalteten die drei
LPGs ein groBes Volksfest, auf dem unter
anderem die Gestiite 4, B, C ihre besten
Plerde vorstellten, einen Schimmel, einen
Schwarzen und einen Braunen. Die Namen
der Pferde lauten (nicht notwendig in dieser
Reihenfolge) Pluto, Cisar, Rosa. Aus einem
Gespréch dreier Zuschauer wurden folgende
Aussagen entnommen :

1. Rosa verlor bereits ein Rennen gegen den
Schimmel.

2, César wurde von Gestiit 4 gekauft und
wurde dort mit Rosa zusammen aufgezogen.



3. Gestiit C ziichtet keine Rennpferde und
stellte auch keinen Braunen vor.

Es ist zu ermitteln, welches Gestiit welches
Pferd vorstellt und wie diese heiBen.

A24A [n den Endausscheid einer FuBball-
meisterschaft einer OS kamen die Mann-
schaften der Klassen 9b, 10a und 10b. Es war
vereinbart worden, daB jede dieser Mann-
schaften gegen jede der ibrigen genau ein
Spiel auszutragen hatte. Fiir ein gewonnenes
Spiel wurden an die Siegermannschaft 2
Punkte, fiir ein unentschiedenes Spiel an jede
Mannschaft je | Punkt vergeben. Nach Aus-
tragung der Spiele gab es folgenden Stand:

Klasse Punktverhiltnis Torverhiltnis
9b nH2:2 131

*10a (2)3:1 253:2

10b M1:3 (3)2:5

Es ist das Torverhiltnis jedes der ausgetra-
genen Spiele zu ermitteln.

A3a Sechs Schiiler halfen bei der Obst-
ernte. Sie erhielten Anerkennungspriamien
entsprechend ihren Leistungen. Jeder von
thnen iibergab die Hilfte des erhaltenen Geld-
betrages an das Solidaritdtskonto. Es ist
folgendes bekannt:

(1) Keiner spendete weniger als 6 M und kei-
ner mehr als 12 M.

(2) Konrad spendete mehr als Peter.

(3) Helga spendete mehr als Gisela, Gisela
mehr als Peter, Peter mehr als Inge.

(4) Frank spendete mehr als Helga und Helga
mehr als Inge.

(5) Helga spendete 2 M weniger als Frank
und Peter 2 M mehr als Inge.

(6) Alle spendeten volle Markbetrige.
Wieviel Geld erhielt jeder beim- Obst-
pflicken?

A4a Drei Freunde Andreas, Bernd und
Claus beteiligen sich an einem Spiel mit
farbigen Kugeln. Die Ausgangsbedingungen
des Spiels sehen so aus, daB die drei Freunde
in beliebiger Reihenfolge hinteréinander sit-
zen. Jeder dieser drei Freunde hat zu Beginn
zwei Kugeln. Es sind die Farben Gelb, Rot,
Griin, Blau im Spiel. Nun ist folgendes be-
kannt: ’

(1) Es ist nur eine gelbe Kugel im Spiel. Claus
hat keine gelbe Kugel.

(2) Wenn Andreas seine Kugeln zu Bernd
oder Claus rollt, wobei'die Kugeln in beiden
Fillen den gleichen Weg zuriicklegen miissen,
dann hat Bernd bzw. Claus zwei Kugeln
gleicl{er Farbe.

(3) Rollt Claus seine Kugeln zu Bernd, dann
hat Bernd nur Kugeln unterschiedlicher Far-
ben.

(4) Derjenige, der als letzter in der Reihe sitzt
(von vorn nach hinten), hat zu Beginn des
Spiels keine gelbe Kugel.

(5) Eine der beiden Kugeln von Andreas ist
rot.

(6) Eine der beiden Kugeln von Claus ist mit
ihrer Farbe nur einmal im Spiel.

(7) Es sind auf jeden Fall genau zwei blaue

Kugeln im Spiel.

(8) Keiner der Freunde hat zu Beginn eine

blaue und eine griine Kugel.

Es ist anzugeben, in welcher Reihenfolge die
drei Freunde hintereinander sitzen und wel-
che Kugeln sie zu Beginn des Spiels haben.

s @+l= ©
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A6a Auf einem Bahnhof treffen sich vier
Studenten, die alle nach Hause fahren wollen
und in die gleiche Richtung fahren miissen.
Sie steigen alle gemeinsam in ein Abteil.

Auf dieser Strecke hilt der Zug viermal in
gleichen Abstinden, und an jeder der Statio-
nen; die wir mit «, B, y, 6 (nicht notwendig
in dieser Reihenfolge) bezeichnen, steigt einer
der Studenten 4, B, C, D aus.

Folgendes wissen wir:

(1) Zwischen den Ausstiegsbahnhéfen von
Student A4 und Student B liegt die Station 8.
(2) Student D steigt von der 2. Haltestation
des Zuges genausoweit entfernt aus, wie der
Ausstiegsbahnhof von Student 4 von der
Station « entfernt liegt.

(3) Die Fahrzeit von Student D ist ungefahr
so groB, wie die Fahrzeit von Student 4 und
B zusammengenommen.

(4) Student C steigl spiter als Student A aus.
(5) Die Station y liegt vor dem Ausstiegs-
bahnhof von D.

Es ist zu ermitteln, in welcher Reihenfolge
und an welchen Stationen die Studenten aus-
steigen.

A7A
10

20

30

40

Alle geraden Zahlen von 10 bis 40 sind in die
Felder so einzusetzen, daf sie in jeder waage-
rechten, senkrechten und diagonalen Reihe
die Summe von 100 ergeben!

»

A64A Le boulanger sait que la masse du

pain qu’il fabrique est les %) de la masse de

la farine utilisée.

a) Quelle quantité de pain obtient-il avec
72 kg de farine? avec 117kg? avec 108 kg?
b) Quelle masse de farine faut-il pour labri-
quer 100kg de pain? 150kg? 190kg?

Erst iibersetzen,
dann losen!

Kpanpate! B KBajpare.

AlA Tlepecrasbre uudpbl Tak, 4YTOOLI
TpH 06pa3oBaBLIMKCA TpPEX3Ha4HbIX 4UCla
6bLIM TOUHBIMH KBaZPaTAMH.

A2 A YauBHTENBHBIE LMPLI.
[pusenenyas 3xech 3anuch obnagaer ymu-
BUTEJILHbIM cBOWCTBOM. IlocMoTpuTe Ha
HEE CO CTOPOHBI HIKHETO JIEBOTO YI/1a KHUTH.
Bhl yBHAMTE IPABUITLHO BBITOJIHEHHbIN TIPH-
Mep Ha cloxeHue. Tenepb mMocMoTpuTe CO
CTOPOHbl HMXHEro npasoro yrna. Yro Bel
Buaute? ONATL MpPaBU/IBHO BBINOJHEHHbBIA
npuMep Ha cioxenne! K Tomy ke B HeMm
ucnonb3oBaHbl Bee upsl o1 1 10 9.

February i4th.

Al A Suppose we want Lo use the numerals
1. 9, 8, 1, each exactly once, with no other
numerals, to represent 14. (For example,
we could represent 13 by writing
l+|/§+8+ 1.) How can we do this, using
any mathematical symbols we wish, other
than more numerals?

French Flags.

A4 s The French flag ist the Tricolor,
with three bands of color.

How many of these flags can be made with
five colors?

ASA° Le résevoir d'essence de la voiture
de papa a une capacité de 321. Cette voiture
consomme 8 litres d’essence aux 100 kilo-
meétres. Papa a [ait le plein de son éservoir
avant de partir et nous avons fait un voyage
de 400 km. Combien reste-t-il d'essence dans
le réservoir, sachant que papa en a ajouté
141 en cours de route?
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In freien Stunden - alpha-heiter

Kreuzzahlriitsel

Ermittle die durch 9 teilbaren Zahlen! Dividiere sie
durch 9, und trage den Quotienten in die entsprechen-
den Kastchen ein!

Waagerecht

Senkrecht
A 9144; 9145, A 1387; 1386,
C 567; 568; B 594; 595;
E 557, 558; D 2880; 2879;
G 4294; 4293, F 22076; 22077,
J 3690, 3689, H 63971; 63972;
K 945, 946 ; L 1386; 1385;
L 1260; 1259; N 4932; 4933;
M 2835, 2836; Q 161; 162.
P 730; 729; H. Begander/
R 387, - 388; J. Lehmann, Leipzig
S 74683; 74682.

Ein ,,unmégliches* Bauwerk

/\/

—
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Unterhaltsame Mengenlehre

Abbildung von M; in M, : Gegeben sind die Mengen
M,={«, , T, R, A, P, E, Z} und
M,={0,1,2,3,4,5,6,7, 8,9} sowie
das Gleichungssystem
o= (af)* +o
oo = (aff)" o
oot = (o f)R +oorar
aoororor = (af)* +aoroar
aoororor = (af)° +oaroroar
oot = (ot B)F +arooxonotor

aocoratoronoror = (o f) +ooronoxcronar
Bilde die Menge M, so in die Menge M, ab, dal3 simt-
liche Gleichungen zu wahren Aussagen werden!

Oberlehrer Ing. K. Koch, Schmalkalden

Kreuzwortriitsel

In die offenen Felder der abgebildeten Figur sind
Buchstaben so einzusetzen, daB in den einzelnen Zei-
len Begriffe aus der Mathematik entstehen.

Sie haben folgende Bedeutung:

. Name eines griechischen Mathematikers

. Begriff aus der darstellenden Geometrie

. Zwei Terme und ein Gleichheitszeichen

. Ergebnis einer bestimmten Projektion

. abstandsgleiche Gerade

. Winkelfunktien

. Begriff aus der Ahnlichkeitslehre
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In jeder Zeile ist ein Feld angekreuzt. Liest man die
darin stehenden Buchstaben von oben nach unten,
so erhilt man den Namen einer geometrischen Figur.’

Ing. D. Vilzke, Greifswald



MCMLXXXII Magische Figur
M:C+M:L+X=XX" 11 [y MC—M +L=XXX-1I An Stelle der Punkte sind die Zahlen 1 bis 10 so ein-

n nplootst2 n nplo9t+s+2 zutragen, daB die Summen am Umfang jedes Dreiecks
1 (149):(8+2) 7 1-98:2 zunidchst 14, dann 16, 17 und 19 sind.

2 1+9—8+2 g 1°-82

3 19—8—-2 9 —1°+482 .

4 14+9+8—-2 10 (14+9)8+2)

5 1-9+8-2 11 (19—8)*

6 1-9-8:2 12 1-9-8-2

Ing. H. Decker, Kiin

Mathematical Themes in Qrnament

hl H h2= ?
c und s seien parallel! s soll die Flache halbieren!
h=h; +h,

b,

h, °

Rutherford Boyd, Yeshiva Universitdt, New York hy \
) / S. Tunn, Berlin

Mathematik in Vierzeilern

Das erste schwimmt im Wasser,
das zweite schwimmt darauf.

Das Ganze trifft in einem Punkt Behaupting: 2 + 11 = 12
den Kreis in seinem Lauf.

Mit ,,r** drin sendet man’s dem Freund, JIPOMZ = Jjo + OMZ :S1amMdg
statt mit ihm anzustoBen.

Wird nun das ,,r** durch ,,a* ersetzt,
war’s einer unserer GroB3en.

Fiir manche Dreiecksfliche ist
es eine seiner Grenzen.

Doch kennt man es genau so als
Bestandteil von Potenzen.

Die beiden Silben stellen-dar

der Gleichung beide Seiten.
Vertauscht man sie, benutzt man es
als MaBeinheit fiir Weiten.

Dasselbe Wort erscheint zu dritt:
Wenn’s aus Papier ist, ist er weil3.

Zum zweiten schiet man auch damit. ,,Die Reparatur der Anlage kann Wochen dauern;
Und schlieBlich ist’s ein Teil vom Kreis. ganz unten hat sich 'ne Haarnadel verklemmt.“
Oberstudienrat K.-H. Lehmann, VLAV, Berlin aus: Eulenspiegel, Berlin

89



XXII. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR
1. Stufe (Schulolympiade)

Abgabetermin beim Mathematiklehrer: Ende September.l 982

Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus dem
Schulunterricht oder den Arbeitsgemein-
schaften bekannt sind, miissen alle verwende-
ten Aussagen prizise formuliert und bewiesen
werden. Der Lsungsweg (einschlieBlich Ne-
benrechnungen, Konstruktionen, Hilfslinien)
muB deutlich erkennbar sein. Die Gedanken-
génge sind in logisch und grammatisch ein-
wandfreien S4tzen darzulegen. Die Lésungen
und Punktbewertungstabellen werden ab Ok-
tober 1982 verdffentlicht.
Anmerkung: ¥ ABC bezeichnet im folgenden
die GroBe des Winkels < ABC. Ferner be-
_ zeichnet AB die Strecke mit den Endpunkten

A und B, wihrend AB die Linge der Strecke

AB bedeutet.

Olympiadeklasse 5

220511 Indie 12 Felder des Bildes a sind die
Zahlen von 1 bis 12 so einzutragen, daB fol-
gendes gilt:

Auf jeder eingezeichneten Geraden betrigt
die Summe der Zahlen in den vier Feldern
26;

die Summe der Zahlen in den vier Dreiecks-
feldern betrdgt 26;

die Summe der Zahlen in den vier Kreis-
feldern betrigt 26;

die Summe der Zahlen in den vier Quadrat-
feldern betrégt 26.

a) Vervollstandige die Eintragung Bild b), und
iiberpriife, ‘ob dann alle Forderungen erfiillt
sind!

b) Nenne einen Rechenweg, der zu derselben

vollstindigen Eintragung [iihrt, aber nur die’

Vorgabe aus Bild c) benutzt!
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c) Versuche, noch andere Eintragungen fir

Bild a) zu finden, z. B. solche, bei denen die
Zahl 12 nicht in einem der sechs ,duBeren”
Felder steht!

220512 Mutter kauft ein. Sie hat genau 50 M
bei sich. Eigentlich mochte sie drei Schals,
eine Miitze und ein Paar Handschuhe kaufen,
aber das Geld reicht hierfiir nicht. Eine Miitze
kostet 18 M, ein Schal halb so viel, ein Paar

~ Handschuhe kosten 1,50 M mehr als ein

Schal. Sie kauft drei Schals und ein Paar
Handschuhe. .
Wieviel Geld hat sie danach noch insgesamt
iibrig?

220513 Rolf, ein Mitglied im Bezirksklub
Junger Mathematiker, schreibt seinen Mit-
schiilern die folgenden drei Gleichungen auf:
B-J-M=135,
M+A+T+H+E= 32,
(H+E+1):(T-E-R)= 3.
Er verlangt, jeden der Buchstaben 4, B, E, H,
I,J, M, R, T so durch eine der Zahlen 1, 2, 3,
4,5,6,7, 8,9 zu ersetzen, daB alle drei Glei-
chungen wahr sind. Dabei sollen gleiche
Buchstaben durch gleiche Zahlen, verschie-
dene Buchstaben durch verschiedene Zahlen
ersetzt werden.
a) Anke antwortet: ,Ich finde schon aus der
ersten Gleichung, welche dret Zahlen fiir B,
J und M einzusetzen sind. Nur ihre Reihen-
folge weif} ich noch nicht.
Welche drei Zahlen sind dies?
b) Bertolt sagt: ,Dann erhilt man aus der
zweiten Gleichung, welche Zahl M bedeutet.
Wie konnte Bertolt die beiden anderen von
Anke genannten Zahlen ausgeschlossen ha-
ben?
c) Nach weiterem Probieren [inden die Mit-
schiiler eine vollstandige Losung.
Welche konnte es z. B. sein?

220514 Ein Rechteck mit den Seitenldngen
4cm und 7cm soll in Quadrate zerlegt wer-
den. Zwei dieser Quadrate sollen die Seiten-
linge 3cm haben. Die anderen Quadrate
sollen dann noch so groB wie méglich sein.
a) Zeichne eine Zerlegung, von der du ver-
mutest, daB sie die geforderten Eigenschaft
hat! Wieviel Quadrate (auBer den beiden der
Seitenldnge 3cm) kommen in deiner Zeich-
nung insgesamt vor?

b) Beweise, daB in jeder Zerlegung der ge-
forderten Art diese anderen Quadrate alle
dieselbe Seitenldnge haben miissen!

Wie grof} ist sie? Wie kann man die Anzahl
dieser Quadrate auch rechnerisch finden,
ohne sie zu zeichnen?

Olympiadeklasse 6

220611 In einem Aguarium hat der Hohi-
raum, der mit Wasser gefiillt werden konnte,
die Gestalt eines Wiirfels von 60 cm Kanten-
lange. Dieser Hohlwiirfel soll aber nur bis zu
einer Hohe von 10cm unter seinem oberen
Rand gefiillt werden.

Wieviel Eimar Wasser sind dalflir insgesamt
erforderlich, wenn jeder Eimer 9 Liter faBt?

220612 Die sechs quadratischen Flachen
der Oberflache eines Wiirfels sind so mit den
Buchstaben O, J, M beschriftet, wie es das
Wiirfelnetz im Bild a) zeigt. (Der Buchstabe O
gelte dabei als kreisformig.)

a) Welche der in den Bildern b) bis g) abgebil-
deten Wiirfel konnten aus diesem Netz her-
gestellt worden sein? Fiir welche Wiirfel ist
dies nicht moglich? (Als Losung geniigt je-
weils die Angabe, ob Herstellbarkeit vorliegt,
ohne Begriindung.)

b) C)@

T} ]
RN
a) |2

Mj B &) L)
0
b) In das Wiirlelnetz des Bildes h) sollen die
Buchstaben O, J, M so eingetragen werden,
daB sich aus dem Netz ein Wiirfel mit den
folgenden Eigenschaften (1), (2) und (3) her-
stellen 14Bt:
(1) Je zwei gegeniiberliegendé Seitenflichen
des Wiirfels tragen denselben Buchstaben.
(2) Der Wiirfel 14Bt sich so drehen, daB Bild d)
entsteht.
(3) Der Wiirfel 140t sich so drehen, daB Bild g)
entsteht.
Als Losung ist eine mogliche Eintragung an-
zugeben, ohne Begriindung, aber mit der
Kennzeichnung einer Fliche, die J enthilt
und in Bild d) sichtbar sein soll, sowie einer
Flidche, die O enthilt und in Bild g) sichtbar
sein soll.

220613 Bei einem Spoftwettkampf beteilig-
ten sich die Pioniere Anton, Bernd, Christian,
Detlel, Ernst und Frank am Hochsprung-
wettbewerb. Uber das Ergebnis gelten fol-
gende Aussagen:

(1) Anton sprang hoher als Frank, erreichte
aber eine kleinere Sprunghdhe als Detlef.

(2) Frank und Ernst erreichten verschiedene
Sprunghdhen; es ist jedoch nicht wahr, daB
Frank hoher als Ernst sprang.

(3) Christian erreichte die gleiche Hohe wie
Anton, sprang aber hoher als Ernst.



(4) Es ist falsch, daB Bernd die Sprunghdhe
eines anderen Pioniers erreichte oder iiber-
tral.

Untersuche, ob sich aus diesen Angaben die
Reihenfolge der Sprunghdhen der sechs Pio-
nierc eindeutig erhaltea 143!

Wern dies moglich ist, so nenne diese Reihen-
folge, und beginne dabe: mit der groBten
Sprunghdhe!

220614 Das Bild a) zeigt einen Teil eines
Stadtplanes. Ein Auto soll aul einem mog-
lichst kurzen Weg von 4 zu einer anderen
Kreuzung, z. B. X. fahren. Als Beispiel ist ein
soicher Weg eingetragen. Man will - fiir jede
hiedene Kreuzung Z - wissen.
rschiedene mdglichst kurze Weoe

4 rnach 7 es nsgesamt gibl.

ALWZE
10|

m A 6 b

a) Suche zunichst alle diejenigen Kreuzun-
gen, zu denen genau ein moglichst kurzer
Weg von' 4 aus hinfiihrt!

b) Das Bild b) bedeute einen Ausschnitt aus
Bild a), wobei Z eine der in a) nicht betrach-
teten Kreuzungen sein soll. Wenn man schon
weil}, wieviel moglichst kurze Wege von A4
nach U es gibt und witviel moglichst kurze
Wepge von A nach V es gibt, wie kann man
dann die Anzahl aller moglichst kurzen Wege
von A nach Z berechnen?

c) Benutze die ‘Uberlegungen zu a) und b),
um fir jede der ell von A4 verschiedenen
Kreuzungen Z die gesuchte Anzahl zu fin-
den!

d) Ermittle die Anzahl der mdglichst kurzen
Wege von A nach X in Bild a) noch einmal
auf andere Weise: Schreibe jeden dieser
Wege durch Angabe der Richtungen seiner
fiinf Teilstrecken auf! Benutze dabei Abkiir-
zungen, z.B. w fiir waagerecht, s fiir senk-
recht!

Olympiadeklasse 7

220711 Gegeben seien

a) ein Quadrat mit der Seitenlédnge 3 cm und
vier Rechtecke mit jeweils einer Linge von
4cm und einer Breite von 1c¢m,

b) ein Quadrat mit der Seitenldnge 3 cm und
vier rechtwinklige Dreiecke mit a;=6cm
und b, =3cm,

¢) zwei rechtwinklige Dreiecke mit g, =6cm
und b; =3cm, zwei rechtwinklige Dreiecke
mit a,=b;=3cm sowie ein Parallelogramm
mit g=h,=3cm und a=45".

Dabei seien a; und b, bzw. a, und b, die Lin-
gen derjenigen Dreiecksseiten, die den rechten
Winkel einschlieBen; g sei die Linge einer
Seite des Parallelogramms und h, die Lange
der aul dieser Seite senkrecht stehenden
Hadhe sowie a die GroBe eines Innenwinkels
des Parallelogramms.

Lege die bei a), b) und c) genannten fin(
geometrischen Figuren jeweils so, dal sie cine
Quadratfliche vollstindig bedecken,, ohne
sich gegenseilig ganz oder teilweise zu iiber-
lagern und ohne iiber die bedeckte Quadrat-
fliche irgendwo hinauszuragen!

Als Losung geniigt [Ur jede der Aufgaben a),
b), ¢) eine Zeichnung.

220712 Die (untereinander nicht verwand-
ten) Ehepaare Meier. und Schmidl machen
gemeinsam mil ihren Kindern eine kurze Ur-
laubsfahrt und nehmen dazu einen griferen
Vorrat an Papierservietten mit. Jeder Teil-
nehmer erhilt zv jeder Mahlzeit eine Ser-
vietie. Von jedem Teilnehmer wurde dieselbe
Anzab! Mahizentep eingenommen. ung zwar
mehr als eine. - Nach Abschlull der Fahr
stellie man fest. dals genau 121 Servietter
verbraucht wurden.

Wieviel Kinder dieser Familie nahmen insge-

samt an der Reise teil?

220713 Zwei landwirischalliche Produk-
Llionsgenossenschaften (LPG) 4 und B wollen
einen Entwisserungsgraben von 2,4 km Lange
sdubern. Der LPG A gehoren davon 1,5 km,
die LPG B besitzt die iibrigen 0,9 km. Damit
diese wichtige Arbeit in kurzer Zeit geschafft
wird, hilft auch die LPG C mit. Die drei
LPG fiihren die Sauberungsarbeiten so durch,
daB jede einen gleichlangen Grabenabschnitt
itbernimmt. Danach ist an die LPG C fur die
von ihren Mitgliedern geleistete Arbeit ein
Betrag von insgesamt 240 M durch die LPG
A und B zu zahlen.

Jede dieser beiden LPG zahlt davon soviel,
wie es der Lange des Grabenstiicks entspricht,
dessen Reinigung die LPG C fiir sie iiber-
nommen hat.

Berechne die beiden von den LPG A und B
gezahlten Betrige!

220714 Es sei k ein Kreis, sein Mittelpunkt

sei M. Ferner sei AB ein Durchmesser von k.
Durch A sei eine von AB verschiedene Sehne
AC, durch B die zu AC parallele Sehne BD
gezogen.

Beweise, daB aus diesen Voraussetzungen die
Kongruenz der Dreiecke ACM und BDM
folgt!

Olympiadeklasse 8

220811 Vier Minner heiBen Bicker, Fi-
scher, Forster und Miiller. Sie iiben die Be-
rufe Bicker, Fischer, Forster und Miiller aus,
jeder genau einen dieser Berule. Einer der
vier Ménner ist Bruder eines finften Mannes,
der Herr X genannt sei. (Er hat natiirlich
denselben Namen wie sein Bruder) Uber
diese [inf Ménner werden folgende Angaben
gemacht: .

(1) Auch Herr X iibt genau einen Beruf aus,
denselben wie Herr Bicker.

(2) Herr X iibt einen anderen Berul aus als
sein Bruder.

(3) Bei jedem der {un{ Manner lautet der
Anlangsbuchstabe seines Namens anders als
der Anfangsbuchstabe seines Berufes.

a) Beweise, dal Herr X nach diesen Angaben
nicht Bicker heien kann!

b) Beweise, dal} sich aus den Angaben ein-,
deutig ermittein 14Bt, wie Herr X heilt und
welche zwei Berufe Herr . X und sein Bruder
haben'!

c)' Beweise, dal} sich aus den Angaben nicht
eindeutig ermitteln l4Bt, welchen Berul Herr
X hat und wie derjenige der vier anderen
Manner heiBlt, der von Beruf Bicker 1st!

220812 Von einer 23stelligen Zah! z werder
folgende Eigenschalten gefordert: - hat die
Einerziffer 7- streicht man diesc Endziifer
und setzt sie vor die iibrigen 21 Ziffern. sc
entsteht dasselbe Ergebnis wie bei der Multi-
piikation 7 - -

Beweise. dali es genau eine solche Zah! - gibt!
Ermittle diese Zahl!

220813 Eine  NVA-Marschkoionne  ist
32km lang. Ein Regulierungsposien fithrt
mit dem Krad vom Ende der Marschkolonne
ab, holt die Spitze der Marschkolonne nach
5,6km Fahrt ein, fahrt sofort mit gleich-
bleibender Geschwindigkeit genau 6 min lang
weiter und hat dann seinen Genossen erreicht,
der an der ndchsten StraBenkreuzung steht,
um den Gegenverkehr zu sperren. Hier wartet
er aul die Marschkolonne, die wiahrend der
gesamten Zeit ihre Durchschnittsgeschwin-
digkeit beibehalten halt.

a) Wie verhalten sich die Durchschnittsge-
schwindigkeiten des Regulierungspostens und
der Marschkolonne zueinander?

b) Wieviel Minuten muB der Regulierungs-
posten an der Kreuzung insgesamt auf die
Spitze der Marschkolonne warten?

220814 In einer Ebene seien k 1 und k, zwei
Kreise, die sich in einem Punkt A von auBen
beriihren. Eine der gemeinsamen #duberen
Tangenten von k; und k, beriihre den Kreis
k, in B, den Kreis k; in C.

Beweise, daB unter diesen Vorauséetzungen
stets & BAC ein rechter Winkel ist!

Olympiadeklasse 9

220911 Uwe sagt zu Gert: ,Ich habe hier
eine zweistellige Zahl z, deren Ziffern beide
von O verschieden sind. Wenn ich diese
Ziffern in umgekehrter Reihenfolge schreibe
und dahinter die Quersumme von z setze,
dann erhalte ich das Quadrat von z“. Gert
findet ohne Benutzung der Zahlentafel eine
Zahl z, die diese Eigenschaften hat.

. Zeigen Sie, daf aus Uwes Angaben die Zahl z

ohne Benutzung der Zahlentalel eindeutig
ermijttelt werden kann, und geben Sie z an!

220912 st n eine natiirliche Zahl mit n= 2,
so bezeichne F, eine quadratische Flache. die
wie ein Schachbrett in n? gleich groBe qua-
dratische Felder unterteilt ist. Ferner sei von
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Papptifelchen der abgebildeten Form (a),
(b), (c) jeweils eine beliebige Anzahl vorhan-
den. (Jedes dieser Téfelchen besteht aus vier
gleich groBen quadratischen Feldern, deren
jedes den n? Feldern von F, kongruent ist.)
Die Fliche F, soll mit derartigen Téfelchen
liickenlos bedeckt werden, und zwar soll da-
bei von jeder der Sorten (a), (b), (c) mindestens
ein Téfelchen verwendet werden. AuBerdem
soll kein Feld von F, mehrfach iiberdeckt
werden und kein Téfelchen iiber F, hinaus-
ragen.

miN

L

a) b) c)

a) Beweisen Sie, daB diese Bedingungen fic
alle ungeraden n und fiir alle n<4 nicht er-
fiillbar sind!

b) Zeigen Sie, daBl die Bedingungen fiir n=6
erflillbar sind!

¢) Untersuchen Sie, fiir welche geraden Zah-
len n=>8 die Bedingungen erfiillbar sind!

220913 a) Ermitteln Sie alle diejenigen
reellerr Zahlen x; fiir die der Term

4_3&-,—4 PR
%3 de’ﬁrflcrt,r pst: .
b) Ermitteln Sie unter den in'a) gefundenen
Zahlen x alle diejenigen, fur die 0<;—i}; <1

gilt!

220914 In einer Ebene & befinde sich ein
n-Eck mit den Eckpunkten A;, A4, ..., A,
Dieses sei die Grundfliche einer Pyramide
mit der Spitze S. Das Volumen der Pyramide
sei Vp. Die Mittelpunkte der Kanten A;S,
A,S, ..., A,S seien M,, M,, ..., M,. Ferner
sei B, ein beliebiger Punkt in der Ebene &.
Die zu M, B, parallele Gerade jeweils durch
einen der Punkte M,, M3, ..., M, schneide ¢
in By, B, ..., bzw. B,. Der Korper K mit den
Eckpunkten By, B, ..., By, My, M, .., M,;
habe das Volumen V.

a) Beweisen Sie, daB alle Punkte M, M, ...,
M, in einer gemeinsamen zu & parallelen
Ebene liegen und K daher ein Prisma ist!

b) Beweisen Sie, daB Vi durch V, eindeutig
bestimmt ist, und ermitteln Sie Vi in Ab-
hangigkeit von Vp!

Olympiadeklasse 10

221011 In einer Abteilung eines VEB wer-
den drei Erzeugnisse E,, E;, E; hergestellt.
Aus der nachfolgenden Tabelle sind die tig-
lich anfallenden Rohstofl-, Energie- und
Lohnkosten in Mark je Stiick der drei Er-
zeugnisse ersichtlich. Ferner ist die Gesamt-
hohe der Mittel angegeben, die téglich fir
Rohstoffe, Energie und Lohne zur Verfugung
stehen.

Beweisen Sie, daB es moglich ist, die tédglich
"c_)duzierenden Stiickzahlen der Erzeug-

Kostenart Kosten in M Insgesamt zur Verfligung
je Stiick fur stehende Mittel in Mark
E, E, E;s
Rohstoffkosten 6 7 9 4950
Energickosten 1 2 2 1100
8 4300

Lohnkosten 5 6

nisse E,, E,, E; so festzusetzen, daB alle zur
Verfligung stehenden Mittel, die hier ge-
nannt sind, restlos ausgeschopft werden! Be-
weisen Sie, daB durch diese Forderung des
Ausschoplens die Stiickzahlen eindeutig be-
stimmt sind, und ermitteln Sie diese!

221012 In einer Diskussion iiber irrationale
Zahlen wurde erwihnt, daB ]/5 und /5 irra-
tional sind. Peter meinte: ,,Dann muB auch
[/5+ 5 irrational sein.“ ,,Wie beweist du
das?* fragte Katrin. ,Es gibt doch keinen
Satz, wonach stets dann x + y irrational sein
muB, wenn x und y irrational sind.” ,,Ja, aber
speziell fiir die irrationalen Zahlen ]/5 und
[/5 kann ich beweisen, dal3 auch ihre Summe
2+l/§ irrational ist“, erwiderte Peter.

a) Bestitigen Sie durch ein Beispiel Katrins
Meinung, daB es irrationale Zahlen x, y mit
rationaler Summe x + y gibt!

b) Wie kénnte Peter den von ihm angekiindig-
ten Beweis fithren?

221013 Zehn kleine Zifferlein

Wilhelm Busch gab ein Exempel
durch den braven Lehrer Lampel.
Welcherart man soll sich. plagen,
lieB er einstmals so ihn sagen:
»Nicht allein im Schreiben, Lesen
iibt sich ein verniinftig Wesen,
sondern auch in Rechnungssachen
soll der Mensch sich Miihe machen.“
Liest man dieses umgekehrt,

ist es sicher auch viel wert:

,,Nicht allein in Rechnungssachen
soll der Mensch sich Miihe machen,
sondern ein verniinftig Wesen

soll auch manchmal etwas lesen.”
Darum zd6gert bitte nicht,

lest zuerst mal dies Gedicht!

Erstens sei sogleich gesagt,

daB nach Zahlen wird gelragt.
Unter diesen sei’n vorhanden
zwei dreistellige Summanden.

Der Summe wir nun unterstelleh
(da ’s moglich ist in vielen Fallen),
sie habe eine Stelle mehr.

Jetzt ist es sicher nicht sehr schwer

zu zdhlen, daB zehn Ziffern man

fiir diesen Fall gut brauchen kann:
Die Ziffern sei’'n ’s von 0 bis 9,

die uns zu diesem Zweck erfreu’n!
Und jede Zifler treffe man

in dieser Rechnung einmal an,

und zwar genau (wie man so sagt)!
Damit auch spéter keiner fragt:

Die 0 wiird’ vorne sehr schlecht passen,

drum ist sie dort nicht zugelassen.
Genau ein Ubertrag auch sei,
nicht etwa zweie oder drei!

(Ein Ubertrag — das sei erklart,
damit es jedermann erfihrt —,

das ist ein Fall, der dann passiert,
wenn jemand Zahlen hat addiert
und ihre Summe, wie sich zeigt,
die 9 an GroBe iibersteigt.)

Nun, liebe Tochter, lieber Solm,
was kann bei dieser Addition
man fir Ergebnisse erwarten?

Jetzt diirft ihr mit dem Losen starten.
Als Losung seien angegeben

- zumindest soll man danach streben —
alle moglichen E nd betrige!

Dabei beweise man recht rege,

daf} es, hdlt man die Regeln ein,

nur diese Summen konnen sein.

{Der Summanden vielfache Moglichkeiten
sollen uns keine Sorgen bereiten,

nach ihnen ist hier nicht gefragt.)
Nun frisch ans Werk und nicht verzagt!
Denn nicht alleine nur im Lesen

iibt sich ein verniinftig Wesen ...

221014 Es sei r der Radius des Umbkreises
eines regelmiBigen Zehnecks PP, ... Pyo
und s die Lange einer Seite dieses Zehnecks.
Berechnen Sie s in Abhidngigkeit von r!

Olympiadeklassen 11/12

221211 Man ‘ermittle alle Paare (x; y)
reeller Zahlen mit x+0 und y+0, die das
folgende Gleichungssystem (1), (2) erfiillen:

x 8 .
_x+;—§, 1)
1 5
-5 2)

221212 Man beweise: Sind a, b die Seiten-

lingen eines Parallelogramms und e, f die

Lingen seiner Diagonalen, so gilt
a’—b2<ef.

221213 1In einem alten Rechenbuch wird
das folgende Verfahren fiir die Multiplikation
der Zahl 142857 mit einer natiirlichen Zahl n,
die groBer als 7 ist, angegeben: -

Man dividiere zunéchst n durch 7 und
schreibe als erste Zahl den ganz-

zahligen Teil des Ergebnisses auf.

Dann multipliziere man 142857 mit dem Rest
und schreibe das Produkt hinter die

zuerst aulgeschriebene Zahl.



Von der so gebildeten Zahl subtrahiere
man die zuerst aufgeschriebene Zahl.
Das Ergebnis ist das gesuchte Produkt.

Beispiel fir n=326

(326 : 7=46, Rest 4)
46
(142857 - 4=571428)
46571428
- 46
46571382 =142857 - 326

Es zeigt sich jedoch, da dieses Verfahren
nicht fiir alle natiirlichen Zahlen n>7 zum
richtigen Ergebnis fiihrt.

a) Ermitteln Sie alle diejenigen natiirlichen n
mit n>7, fiir die das Verfahren zum richtigen
Ergebnis fithrt!

b) Nennen und begriinden Sie fiir die anderen
n>7 ein zum richtigen Ergebnis fiihrendes
Verfahren, das ebenfalls das Multiplizieren
von 142857 mit einer Zah!l groBer als 7 ver-
meidet und die Division von n durch 7 zum
Ausgangspunkt hat!

221214 Ermitteln Sie alle diejenigen reellen
Zahlen x, die die Eigenschalt haben, daB von
den folgenden Aussagen (A) bis (F) vier wahr
und zwei falsch sind!

(A) x ist eine positive rationale Zahl.

(B) x ist eine natiirliche Zahl oder x ist mit

ciner ganzen Zahl g+0in der Form x =$ dar-

stellbar.

(C) x? ist eine ganze Zahl, x ist aber selbst
nicht ganzzahlig.

(D) Es gilt 7<x2<9.

(E) x ist eine positive reelle Zahl, aber keine
natiirliche Zahl.

(F) Wenn x rational ist, so ist x ganzzahlig.
Hinweis: Eine Aussage der Form ,,Wenn p,
so g“ ist genau dann wahr, wenn die Aussage
»(nicht p) oder g4“ wahr ist. Eine Aussage der
Form ,,u oder v* ist genau dann wahr, wenn
von den beiden Teilaussagen u und v minde-
stens eine wahr ist.

Losungen

Ldsungen zu: Tangentialebenen
an regelmiiBige Polyeder, Heft 2/82

alaa Das zugrundegelegte regelmaBige
Polyeder 1aBt sich in Pyramiden zerlegen,
deren Grundflachen eine Seitenfliche und
deren Spitze der Mittelpunkt M des Polyeders
ist. Durch die betrachteten Tangentialebenen
kommt zu jeder dieser Pyramiden eine Py-
ramide mit der gleichen Grundfldche und der
Spitze S hinzu (siche Bild 3). Das Volumen
vergroBert sich damit um den Faktor
(™| +|TS]) : [ TM|=|SM| : | TM|.

Alba Die Mittelpunkte der Seitenfldchen
bilden beim regelmiBigen Tetraeder ein re-
gelmiaBiges Tetraeder, beim Oktaeder einen
Wiirfel, beim Ikosaeder ein Pentagondode-
kaeder (siche Bild 6), beim Wiirfel ein
Oktaeder und beim Pentagondodekaeder ein
Ikosaeder.

Auflerdem steht die Verbindungsgerade des
Mittelpunkts eines regelmaBigen Polyeders
mit dem Mittelpunkt einer Seiten{liche stets
senkrecht auf dieser Seitenflache. Auf Grund
der Ahnlichkeit gleichartiger regelmiBiger
Polyeder ist damit eine Ubersicht iiber die
gesuchten Korper gegeben.

Lidsung zu:

Eine ,,abenteuerliche Aufgabe*, Heft 2/82
Ala .Es bezeichne M die urspriingliche
Taleranzahl und M; die Anzahl der Taler,
die sich nach der Aufteilung durch den i-ten
Réuber in der Kassette befinden (i=1, ..., 5).

Wegen des unerwartet starken Umfangs der
Aufpaben der Schulolympiade verdffentlichen
wir die Losungen zum alpha-Wettbewerb 1/82
in Heft 5/82 und zum alpha-Wettbewerb 2/82
in Heft 6/82.

Erfolgreiche Fehlersuche:

Heft 4/81, alpha-heiter: Eine 2. Losung lautet:
1928 + 1952 + 1906 4+ 1936 + 1957 =9679,
stellt Elke Kammann (17 J.), Berlin fest.
Heft “5/81, S. 115: EINS+EINS +EINS+
+EINS = VIER; richtige Losungen: 4-0326
=1304; 4 - 0327=1308; 4 - 0651 =2604;
4-0976 =3904 stellt Dr. J. Paasche, Stockdor{
(BRD) fest. .

Heft 6/81, S. 139: Die beiden Dreieckseiten
sind vertauscht worden (Kathete mit Hypo-

tenuse, stellt Schiiler R. Zimmermann, Kirch-
mdser, fest. '

Heft 1/82, alpha-heiter: Weitere Losungen fiir
»Sport frei! 5,3, 2; 6,3, 1; 7, 2, 1; stellt
Synke Hochmann (15 J.), Riesa, fest.

Heft 1/82, ,Schachstudie®, S. 12: Nach der in
alpha verdflentlichten LOsung verbleiben
nicht zwei Springer gegen Konig, sondern
zwel Springer gegen Konig und Bauer. Da
der weille Bauer noch aufl c2 steht, ist [ir
schwarz ein [orcierter Gewinn moglich. Fiir
diese Endspiele ist die 50-Ziige-Regel auf
100 Ziige erhoht worden, da fiir einen zwangs-
ldufigen Gewinn mehr als 50 Ziige benstigt
werden, stellt Thomas Meyer, Vacha/Rhon,
fest.

. 4
Dannist M, =§(M— Dund M+, =i(M.-—— 1),

5
i=L,...4
Aus diesen Formeln (olgt
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Die letzten finf Summanden werden addiert
(z.B. 148t sich die Summenflormel fiir eine
endliche geometrische Reihe anwenden).
Somit finden wir

4 5
M5=<§> (M+4)-4.

Der Problemstellung entsprechend muB3 M
eine natiirliche Zahl sein. Weil 4 und 5 teiler-
fremd sind, ist Ms genau dann eine natiir-
liche Zahl, wenn M +4 ein Vielfaches von 5°
ist. Folglich besitzt M die Darstellung
M=k5%—4, und es ist Ms=4(256k— 1), wo-
bei k eine geeignete natiirliche Zahl ist.

Nun soll Ms durch 5 teilbar sein. Wegen
256k — 1 =255k +(k—1) ist M5 genau dann
durch 5 teilbar, wenn k— 1 durch 5 teilbar ist.
Fiir kK kommen daher die Zahlen 1, 6, 11, 16,
21, ... in Frage, und fiir alle diese Werte ist
das zugehorige M eine Lt’)s:ung. Der Kasset-
teninhalt war also (Sm+ 1) 5° —4 Taler, dabei
ist m eine beliebige nichtnegative ganze Zahl.

A2a Fir m=1 ist der Kassetteninhalt
18746 Taler, also bereits groBer als 10000.
Daher kann nur m=0 sein. In diesem Fall
erhalten wir als Gesamtbeute 3121 Taler. Sie
wird folgendermaBen aufgeteilt:

1. Rauber
624 + 14204 Taler=829 Taler
2. Réduber
499 + 1+ 204 Taler =704 Taler
3. Rduber
399 41 + 204 Taler=604 Taler
4. Rduber
319+ 14204 Taler =524 Taler
5. Rauber
255+ 1+ 204 Taler =460 Taler

A3A Mit zu Aufgabe | analogen Bezeich-
nungen erhalten wir

M, =E___1(M'_1).
n

M, =5;—1(M,-—1), i=1,..,n—1.
Dabher ist

M, =<n;1>n(M+n—1)—n+l.

Weil M, eine natiirliche Zahl sein muB, ist
M +n—1 ein Vielfaches von »n", daher besitzt
M die Darstellung M =kn" —(n—1) mit einer
geeigneten natiirlichen Zahl k. Dann finden
wir M,=(n—1) [(n—1)""! k—=1]. Die Forde-
rung, daB M, durch n teilbar ist, wird genau’
dann erfiillt, wenn der Ausdruck in den ecki-
gen Klammern durch n teilbar ist. Unter-
suchen wir zuerst, wie sich k(n— 1)"~"' bei Di-
vision durch n verhilt. Es ist k(n—1)""!
=kn(n—1)"*—kin—1y""2,
=kn(n—1)""2—kn(n— 1" 3+ k(n—1)""3,

=kn(n—1y""2—knn—1Y"3+knn—1y"*
— (=D kn (=1,
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und diese Zahl hat bei Division durch n den
gleichen Rest wie (—1)"~! k. Daher ist k so
zu wihlen, daB (- 1)"" ! k—1 durch n teilbar
ist.

1. Fall: n gerade Zahl

Wihle k so, daB —k—1 durch n tellbar ist,
dquivalent dazu ist die Teilbarkeit von k+1
durch n. Folglich ist k=n—1,2n—1, ....

2. Fall: n ungerade Zahl

Wihle k so, daB k — 1 durch n teilbar ist. Wir
finden k=1,n+1,2n+1, ....

Wir verifizieren leicht, daB alle mit diesen
Zahlen k gebildeten Zahlen M Losungen der
Aulgabe sind. Die kleinstmdgliche Zahl der
Goldstiicke erhélt man nun fir k= 1 bei unge-
radem n undfiir k=n—1 bei geradem n.

Ldsungen zu: Aufgaben aus Freundesland
(Rayon-Aufgaben aus der UdSSR), S. 82

Ala Wir zerlegen 2340 in seine Teiler. Es
ist 2340=2-2-3-3-5-13. Unter den Teilern
gibt es die Primzahl 13, die keine Ziffer oder
das Produkt irgendwelcher Ziflern sein kann.
Dabher gibt es keine solche Zahl.

A2 A Wirbetrachten eine oben eingefiihrte
Menge. Das Produkt ihrer [iinf Elemente ist
gleich +1 oder — 1. Wir flihren eine Opera-
tion aus, indem wir genau vier Vorzeichen
dndern. Das Produkt édndert sich um den
Faktor (—1)(—=1)X—1)(—1)=1, d.h, sein
Wert bleibt erhalten. Nun hat die erstge-
nannt¢ Menge das Elementenprodukt —1
und die zweite das Produkt + 1. Damit ist
es aber nicht méglich, durch eine Folge von
Operationen vdn der einen zur anderen
Menge zu gelangen.

A3 A Wir betrachten die Menge aller Dia-
gonalen des 7-Ecks. Von jeder der 7 Ecken
gehen 4 Diagonalen aus. Mithin gibt es genau
%-7 -4 =14 Diagonalen, da wir alle doppelt
gezihlt haben. Durch einen Punkt P der
Ebene zeichnen wir 14 Geraden, wobei jede
Gerade zu einer Diagonalen parallel ist. Diese
Geraden zerlegen die Ebene in 28 Winkel-
rdume mit einer Winkelsumme von 360°.
Angenommen, alle Winkel sind grofer gleich
13°. Dann ist die Summe groBer gleich
28-13°=364°. Wir erhalten einen Wider-
spruch. Also gibt es einen Winkel kleiner als
13¢.

A4 A Wir bezeichnen die Zahl IBA mit x.
Da die Zahl IHECTD fiinfziffrig ist, ist sie
kleiner als 100000. Damit ist IBA x IIECTb
kleiner als 100000x, aber die Zahl JBA-
LIATD ist groBer als 100000x. Damit gilt die
Ungleichung.

A5A Es sei x die Anzahl der Beine eines
dreikOpfigen Drachens, a die Anzahl der
TausendfiiBler und b die Anzahl der Drachen.
Dann gilt:

0 a+3b= 26und

2 40a + xb=298.

Aus (1) folgt, daB a bei der Division durch
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3 den Rest 2 ldBt, also ist a=3k+2 mit
k eN. Wir erhalten mit (2) 120k+xb=218.
Offenbar kommt nur k=0 und k=1 in Be-
tracht. Fiir k=0 folgt a=2, b=8, x=27,25.
Fir k=1 folgt a=5, b=7 und x=14. Damit
hat ein dreikGpfiger Drache 14 Beine.

A64A Angenommen, die Aussagen 3) und
4) sind wahr. Dann ist a+7b=a+ b % 6b, und
da a+b durch 3 teilbar ist, ist a+ 7b keine
Primzahl. Wir erhalten einen Widerspruch
zur Annahme, also ist Aussage 3) oder 4)
falsch, und die Aussagen 1) und 2) sind wahr.
Nun ist a+ 1 =2b+ 6 durch b teilbar. Dies ist
olfenbar (2b ist ohne Rest durch b teilbar)
nur fiir die Teiler von b, also fir b=1, 2, 3
oder 6 moglich. ¢ hat folglich die Werte 7, 9,
11 oder 17. Aul Grund der Probe bleiben von
diesen moglichen Paaren nur die Paare 9, 2
und 17, 6 iibrig.

A7A Wir legen die beiden Blitter so iiber-
einander, da3 die Drachen zur Deckung
kommen. Dann befinden sich die Drachen
im Durchschnitt beider Kreise, und die Er-
ganzungsmondchen sind kongruent. Wenn
wir das Mondchen des zweiten Kreises ab-
schneiden und es tiber das Mondchen des
ersten legen, erhalten wir das Gewiinschte.

Bilderbogen Geometrie, S. 84

Ala ayM={A4,B,C,E, H}
b)M={A4,G,C, D, E}
¢) M={A,C, E}
d) M ={F}
A24a a) Es sind 6 Quadrate und 20 Drei-
ecke.

b) Es sind 12 Dreiecke, 6 Trapeze, 4 Parallelo-
gramme und 2 Sechsecke Es sind noch 6 Vier-
ecke.

Ala ’ C)z
) —mMmM8m8m8m ™ — .
)

dv
b)
Ada
ASA A
¢
8

*CMB=135°— 60°= 75°

¥ AMB=360°—135°=225°

¥ AMC=1360°— 60°=300°

£ CMB=360°— 75°=285°
A6A Die lingste Strecke ist UV. Die
kiirzeste Strecke ist QR. Gleich lange Strecken

sina IJ, ST, EF sowie AB und XY.

A7A Man zeichnet um A mit 4D bei D

beginnend einen Viertelkreis. Daran wird an-

schlieBend ein Viertelkreis um B mit 2+ AD,

dann um C mit 3- AD, dann um D mit 4 - AD,

um A mit 5- AD usw. gezeichnet.

A8 a4 Esist Quader Nr.3.

494 A=80(20+30)-10-30-20-30
A=3100

Die Fliche betrigt 3100 mm?2.

Al0A a) a=100° b) a=55° ¢) a=110

d) x=55°€) a=100° ) a=110°.

alla Man erhilt ﬂ= 10 Geraden.

. al13a 1) Dreieck; 2) Viereck; 3) Fiinfeck;
4) Sechseck; 5) Achteck; 6) Elfeck; 7) Zehn-
eck.
Alda l—r‘ I'J

X

Al5a Es sei AABC das gesuchte Dreieck
mit den gegebenen Stiicken a, s, und h..
Dann ist das ACEB konstruierbar nach dem
Kongruenzsatz ssw. Damit ist die Lage von
D bekannt; denn er ist der Mittelpunkt von a.
Der Punkt A liegt einmal auf der Verlinge-
rung von BE und auf dem um D mit s, ge-
zogenen Kreisbogen.

1. Im rechtwinkligen Dreieck EBC muf
a>h, sein.

2. Wenn s, kleiner ist als das Lot von D aul
EB, entsteht kein Dreieck.

3. Wenn s, gleich dem Lot ist, entsteht ein
Dreieck.

4. Ist s, groBer als das Lot, so trifft der Kreis-
bogen um D die Gerade EB zweimal, und es
entstehen zwei verschiedene Dreiecke. -




al6a Esseien AABC das gegebene recht-
winklige Dreieck mit £ CAB=90°und ADEF
das gesuchte Quadrat.

Verbindet man A mit E, so ist ¥FAE
= ¥ FEA= ¥ EAB. Deshalb halbiert AE den
¥ CAB.

A ] 8

Lésungen zu: Spielwettbewerb

»Schiebung !, S. 85

NAGEL — ANGEL - E4; A6; G7; N3; At;
N2;C3; E7.

STERN — ERNST — T2; R6; E7: S4; El;
R3;S6;R4;T7;R2; T3; N4; T8; R3; N5:S7.

Ldsungen zu: alpha-Sprachecke, S.87

Quadrate im Quadrat

Ala Stellt die Ziffern so um, daB die drei
dann in den Zeilen stehenden dreistelligen
Zahlen Quadratzahlen sind'!

Losung: 3 6 1

529
7 8 4
Merkwiirdige Ziffern .

a2a Das hier aufgeschriebene Ziflern-
schema hat eine merkwiirdige Eigenschaft.
Seht es von der linken ‘unteren Ecke des
Blattes aus an! Ihr seht eine richtig gerech-
nete Additionsaufgabe.

Jetzt schaut das Schema von rechts unten an'!
Was-seht ihr? Wieder eine richtig gerechnete
Additionsaufgabe! AuBerdem sind alle Ziffern
von | bis 9 verwendet worden.

Findet noch solch ein Schema der Ziffern
von 1 bis 9!

Losung:

Der 14, Februar

A3 A Angenommen, wir wiirden die Ziffern
1,9,8 und |, jedé genau einmal, verwenden,
um die Zahl 14 mathematisch darzustellen,
ohne noch andere Ziflern zu benutzen. (Z. B.
konnen wir die Zahl 13 durch den Ausdruck
1 +[/§+8+ 1 darstellen.) Wie konnen wir
das unter Verwendung irgendwelcher mathe-
matischer Symbole durchfiihren?

Losung: 18 —(1+ [/§)= 14.

Die franzisische Flagge

a4 a Die franzosische Flagge ist eine Tri-
kolore mit 3 verschiedenfarbigen Streifen.
Wie viele derartige Flaggen kann man mit
5 Farben herstellen?

Losung: Bezeichnet man die 5 Farben mit
a, b, ¢, d und e, dann [indet man mit Farbe a

am Anlang abc, abd, abe, ach, acd, ace, adb,
adc, ade, aeb, aec, aed. Das sind 12 Méglich-
keiten. Da sich auch fiir b, ¢, d und e am An-
fang die gleiche Anzahl ergibt, erreicht man
12-5=60 Moglichkeiten. Es ist eine Varia-
tion ohne Wiederholung mit n=>5 Elementen
zur k=3ten Klasse.

. oonl 1-2:3-4-5

Vo= 1-2

=R =60.

A5a Der Benzintank in Vaters Wagen hat
ein Fassungsvermogen von 32,51. Dieser Wa-
gen verbraucht 81 Benzin auf 100 km. Vater
hat seinen Tank vor der Abfahrt voll gefiillt,
und wir haben eine Fahrt von 400 km unter-
nommen. Wieviel Benzin verbleibt im Tank,
wenn man weiB, daB Vater wihrend der

Reise 141 nachgefiillt hat?
400 km - 81

100km
=321 verbraucht. Im Benzintank sind dann
noch 32,51-321+141=14,51

A6 A Der Bicker weiB, dal die Masse des

Losung: Aul der Fahrt wurden

Brotes, das er herstellt, % der Masse des ver-

wendeten Mehls ausmacht.

a) Welche Menge Brot erhilt er aus 72kg,
aus 117 kg und aus 108 kg Mehi?

b) Welche Masse Mehl braucht er, um 100kg,
150kg und 190 kg Brot herzustellen?

1
Losung: a) 72kg'—g=80kg;

117kg~%=130kg; 108 kg-%:lZOkg.

b)100kg~i%=90kg; 150kg-T(9-)=135kg;

190kg - %= 171kg.

Ldsungen zu:
In freien Stunden - alpha-heiter, S. 88

Kreuzzahlritsel

Waagerecht: A: 1016, C: 63, E: 62, G: 477,
J: 410, K: 105, L: 140, M: 315, P: 81, R: 43,
S:8298.

Senkrecht: A: 154, B: 66, D: 320, F: 2435,
H: 7108, L: 154, N: 548, Q: 18.

Unterhaltsame Mengenlehre

(1) Aus der Struktur der Gleichungen folgt,
‘daB- die Basis der Potenzen nur auf Null
enden kann, also $=0 gilt.
(2) Nach dquivalenter Umformung der Glei-
chung aa=af*+a in ax—a=af® und Ein-
setzen von =0, ergibt sich a0= 0" woraus
a=1 folgt.
(3) Die iibrigen Gleichungen liefern ent-
sprechend T=2, R=3, A=4, P=5, E=6,
Z=T.
(4) Die Proben

11=10"+1

=107+ 111111t
bestitigen die Richtigkeit der Losung.

Kreuzwortritsel )
Eukleides, Abbildung, Gleichung, Grundriss,
Parallele, Kotangens, Streckung. — Ellipse

Mathematik in Vierzeilern

Tang - ente, GruB/Gau8, Basis, Terme/Me-
ter, Bogen.

Magische Figur

Losungen zu: Wiirfeleien, IV. U.S.

1d; 2I; 3e; 4a; 5b; 6¢.

A2 A In jeder waagerechten Reihe betragt
die Summe der Punkte 15. Deshalb muf3 der
letzte Wiirfel 3 Punkte haben.

A3 A Estreten 8 Dreiecke und 6 Quadrate
aul. Der K&rper hat 12 Ecken. -

ala

A4 a Die Spinne muB auf einer Geraden
laufen, weil diese die kiirzeste Verbindung
zwischen zwei Punkten einer Ebene ist. Das
Bild zeigt diese Gerade, die die Kante des
Wiirfels im Verhdltnis 1 : 2 teilt.

BN

A5A Es’ist der Wiirfel a.
AGA
H
sndlamibsnilss
.53 1 3 P ([ 3 |
s ot
L] ]
m m
ERNEEEREERRE
AT7a Esistdas Netz 4.

A8A
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Der Escherwiirfel
und andere unmégliche
Konstruktionen .

Das kiinstlerische Schaffen des niederldndi-
schen Graphikers M. C. Escher (1898 bis
1972) spiegelt in vielfaltiger und eigenwilliger
Weise die Eindriicke wider, die die Mathe-
matik interessierten Laien zu vermitteln ver-
mag. Am populdrsten ist wohl seine der
Lithographie ,,Belvedere* (1958, Bild 1) zu-
grunde liegende Idee geworden, durch falsches
Zusammenfiigen zweier in sich logischer per-
spektivischer Bildhélften eine unmégliche,
widerspruchsvolle Ansicht eines Objekts zu
konstruieren. Das Rezept, nach dem der Pa-
villon der Lithographie gebaut ist, ist in dem
nach dem -gleichen Prinzip konstruierten

“Bild 2

Bild 1
Selbstportrat von M. C. Escher

Belvedere

Escherwiirfel verborgen, den der Narr links
unten im Bild ratlos in seinen Handen dreht.
Das Bild 2 veranschaulicht dieses Rezept:
Die Parallelprojektion des Kantengeriists
eines mathematischen Wiirfels (oder Qua-
ders) (Bild 2a) 148t sich bei materieller Reali-
sierung der Kanten auf zwei verschiedene

10.osveraeichischen mathemariken kongress
innsbruck 1981

ERSTTAG

b R
14-8.31-10

6010
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Weisen (Bild 2b, c) deuten. Der Escherwiirfel
ist aus der oberen Hilfte von b) und der
unteren von ¢) zusammengesetzt.
Der Escherwiirfel wurde mittlerweile so etwas
wie ein inoffizielles Emblem der angewandten
Geometrie (darstellenden Geometrie, auto-
matischen elektronischen Bildverarbeitung
usw.) und taucht in den verschiedensten
Varianten auch als Symbol von mathemati-
schen Tagungen, Zeitschriften u.4. auf. Im
September 1981 diente er zur Freude aller
Mathematik-Briefmarken-Fans als Motiv fiir
eine Marke (Bild 3), die anlaBlich des 10. In-
ternationalen Osterreichischen Mathemati-
ker-Kongresses in Innsbruck (d. h. nationaler
Ssterreichischer KongreB mit starker inter-
nationaler Beteiligung) ausgegeben wurde.
Am 16. Februar 1982 kamen drei Gebrauchs-
marken (Bild 4) an die schwedischen Post-
schalter, die ebenfalls perspektivisch wider-
spruchsvolle Figuren zeigen, entworfen von
dem schwedischen Graphiker Oscar Reuters-
vdrd. Er ist in der internationalen mathemati-
schen Offentlichkeit bisher nicht annihernd
so bekannt und populir wie Escher. Nach den
Angaben der schwedischen Post soll er jedoch
sogar der erste Kiinstler gewesen sein, der
sich schon vor 25 Jahren mit der Konstruk-
tion solcher Bilder beschiftigte und die mei-
sten Varianten hierzu fand. Dem Leser sei
empfohlen, die ,,Rezepte*’, nach denen die
drei abgebildeten Figuren von Reutersvird
erzeugt wurden, nach dem hier fiir den
Escherwiirfel durchgefiihrten Muster zu ent-
hiillen.

- P. Schreiber

SVERIGE 25

oA REGTTRA TREE

SVERIGE 7D

Bild 4



Ein Leben fiir
die Wissenschaft

Zum 200. Todestag
von Daniel Bernoulli
(8.7.1700 bis 17.3.1782)

In der Geschichte der Mathematik und Na-
turwissenschaften hat der Name Bernoulli
dasselbe Ansehen wie etwa der Name Bach
in der Musikgeschichte, handelt es sich doch
hier wie dort um Generationen von Méannern,
die sich auf ihren Arbeitsgebieten — hier der
Mathematik und Naturwissenschaften, dort
der Musik - bleibende Verdienste erwarben.

Daniel Bernoulli war ein Sohn des ebenfalls
berihmten Mathematikers Johann Ber-
noulli (1667 bis 1748) und seiner Frau Doro-
thea, die einer Baseler Ratsfamilie ent-
stammte. Er wurde am 8. 7. 1700 in der nie-
derlindischen Universitatsstadt Groningen
geboren. Dort bekleidete der Vater zu dieser
Zeit eine Professur fiir Mathematik und
arbeitete auch erfolgreich auf physikalischen
und medizinischen Gebieten. Zur Schule ging
Daniel in Basel, wo die Familie nun seit 1705
lebte. Er zeigte schon sehr zeitig eine beson-
dere Begabung fiir mathematische Frage-
stellungen, sollte aber dennoch nach dem
Wunsch des Vaters, der inzwischen in Basel
Professor fiir Mathematik war, Kaufmann
werden. Daniel begann zwar eine dement-
sprechende Lehre, aber er brach diese zwei-
mal ab, ohne dazu die Erlaubnis seiner Eltern
einzuholen. SchlieBlich durfte er 1718 dann
noch ein Medizinstudium aufnehmen, das er
anden Universititen in Basel, Strasbourg und
Heidelberg absolvierte und 1721 abschlo8.
In den folgenden Jahren finden wir Daniel
Bernoulli als Arzt in Italien. Im Jahre 1725
folgte er dann schlieBlich gemeinsam mit
seinem Bruder Nicolaus (1695 bis- 1726), der
ebenfalls Mathematiker war, einer Berufung
an die Akademie in St. Petersburg. Dort
arbeitete er auch mit dem 1727 aus Basel ge-
kommenen Leonard Euler (1707 bis 1726),
der bei Daniels Vater Mathematik studiert
hatte, zusammen. Aber schon 1733 muBte
Daniel Bernoulli diese mathematisch frucht-
bare Zusammenarbeit mit Euler abbrechen,
da er Petersburg wegen des ihm nicht zutrdg-
lichen Klimas verlassen muBte. Er nahm nun
‘in Basel die Professur fiir Anatomie und Bo-
tanik und ab 1750 die fiir Physik an. Obwohl
sich Daniel Bernoulli in Basel (wohl auch
wegen des sehr gespannten Verhiltnisses zu
seinem rechthaberischen und streitsiichtigen
Vater, der sich mit ihm zerstritten hatte, weil
Daniel einen Preis gewann, um den sich auch

der Vater beworben hatte) nicht so recht wohl
fiihlte, schlug er einige Berufungen in zum
Teil ehrenvolle auswirtige Professuren ab.
Nach seiner Versetzung in den Ruhestand
widmete sich Daniel Bernoulli, der unver-
heiratet blieb, mit seiner ganzen Person der
wissenschaftlichen Arbeit. Ihm war das Gliick
beschieden, auch im hohen Alter bis zu sei-
nem Tode am 17. 3. 1782 in geistiger Frische
titig sein zu kénnen.

Die Leistungen Daniel Bernoullis kdnnen
hier nur andeutungsweise hervorgehoben
werden. Auf mathematischem Gebiet hat er
beispielsweise Probleme der Wahrscheinlich-
keitstheorie bearbeitet und erzielte bedeu-
tende Ergebnisse beim Bearbeiten partieller
Differentialgleichungen. Seine bedeutendsten
Leistungen finden wir auf dem Gebiete der
Physik. Sein 1738 erschienenes Werk Hydro-
dynamik oder iiber die Krifte und Bewegungen
der Fliissigkeiten enthielt eine Reihe von wich-
tigen GesetzméDBigkeiten und Hypothesen,
von denen eine die Grundlage fiir den Auf-
bau der kinetischen Gastheorie bildet. In
einem Zerstduber kommt praktisch eine Ge-
setzmiBigkeit zur Anwendung, die in der
Stromungslehre nach ihrem Entdecker als
Bernoullische Gleichung bezeichnet wird. Die
Ergebnisse Daniel Bernoullis auf medizini-
schem Gebiet — z. B. Abhandlungen iiber die
Muskelbewegung und Atemphysiologie -
weisen ihn auch dort als leistungsfahigen
Forscher aus, erlangten aber nicht die Be-
deutung der Ergebnisse seiner mathematisch-
physikalischen Forschungsarbeit. Daniel Ber-
noulli (wie iibrigens auch die anderen Wissen-
schaftler der Gelehrtenfamilie Bernoulli) er-
freute sich bereits zu seinen Lebzeiten auf-
grund seiner wissenschaftlichen Leistungen
hoher Wertschitzung und war Mitglied der
seinerzeit bedeutendsten Akademie wie der
Royal Society und der Berliner und Pariser
Akademie. M. Krebs

Aufgabe

Uber Daniel Bernoulli ist bekannt, daB er
sich im Jahre 1724 mit der Frage der qua-
drierbaren Kreisbogenzweiecke befaBte:

In dem Bild ist eine sogenannte Pelekoide
dargestellt. Man erhalt sie, indem man {iber
den Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks je-
weils Viertelkreisbogen beschreibt, und zwar
iiber der Hypotenuse nach auBen und iiber
den Katheten nach innen. Es ist zu unter-
suchen, in welcher Beziehung die schraffierte
Flache und die Flache des Dreiecks 4BC zu-
einander stehen.

Die historische
Mathematikaufgabe

Ich hab’s gefunden!

Der im 3.Jahrhundert v.u.Z. lebende Ge-
lehrte Archimedes gilt unbestritten als der
bedeutendste Mathematiker der Antike. Er
wirkte vorwiegend in seiner Vaterstadt Syra-
kus und verkehrte dort am Hofe der Konige
Hieron II. und Gelon. Mit vielen Gelehrten
seiner Zeit stand er im Briefwechsel.

Der Architekt Vitruvius, der etwa 200 Jahre
spiter zur Zeit des Kaisers Augustus in Rom
lebte, hat die folgende Anekdote iiber Archi-
medes iberliefert.

Der Konig Hieron ]I. von Syrakus iibergibt
einem seiner Goldschmiede einen Klumpen
reinen Goldes. Der Handwerksmeister soll
daraus einen Weihkranz herstellen. Als die
Arbeit ausgefiihrt ist, befiirchtet der Konig
jedoch, daB der Schmied im Innern des Kran-
zes einen Teil des Goldes durch Silber ersetzt
habe. Er wendet sich an Archimedes und
bittet ihn, die Sache zu untersuchen, also
festzustellen (ohne das Kunstwerk zu zer-
brechen), ob Silber fiir den Kranz verwendet
worden sei. Der Gelehrte kann das Problem
nicht sogleich 16sen. Als er sich eines Tages in
der Badewanne waschen will, bemerkt er beim
Einsteigen in die mit Wasser ganz gefiillte
Wanne, daB wohl ebenso viel Wasser iiber-
lauft, wie sein Korper verdrangt. Da kommt
ihm plétzlich der Gedanke, daBl man die vom
Konig gestellte Aufgabe 16sen muB, indem
man den Kranz in ein voll mit Wasser ge-
fiilltes GefaB taucht und die iiberlaufende
Wassermenge bestimmt. In der Freude iiber
seine Entdeckung eilt Archimedes nackt aus
dem Bade auf die StraBe und ruft: ,,Heureka,
heureka! (Ich hab’s gefunden, ich hab’s ge-
funden )

Wie konnte Archimedes cie Aufgabe 16sen?
Kann man das Gold-Silber-Mischungsver-
hiltnis des Kranzes berechnen?

H. Pieper



Wiirfeleien

Ala Welches Netz gehort zu welchem

Wiirfel ?

”‘@

A2A Jede waagerechte Reihe der Wiirfel
hat eine gemeinsame Eigenschaft.

Wie heiBt diese, und wieviel Punkte muB der
letzte Wiirfel in der letzten ‘Reihe erhalten?

A4a Eine Spinne sitzt in der Mitte der
Kante eines Wiirfels und will die Fliege, die
an einer gegeniiberliegenden Ecke des Wiir-
fels sitzt, auf dem kiirzesten Weg erreichen.
Wie muB sie laufen?
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A5A Welcher Wiirfel von a bis d gehort
an die Stelle des Fragezeichens?
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A6A Wirfelspiel: In diesem Spiel braucht
man zwei Dinge, ein quadratisches Netz mit
64 quadratischen Feldern und einen Wiirfel,
dessen eine Seitenfliche blau und genau so
groB ist wie das quadratische Feld (siche
Bild).
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Ala Ein Holzwirfel wird an seinen
8 Ecken so abgefeilt, wie es fiir zwei Ecken
im Bild gezeigt ist, d.h., die entstehenden
Flachen beriihren sich an den Ecken. Es ent-
steht offensichtlich ein Korper, der Dreiecke
und Quadrate als Begrenzungsfliche hat.

T

Wie viele Dreiecke und Quadrate treten auf?
Wie viele Ecken hat dieser Kérper?

Man darf nun auf dem Netz so vorwirts-
schreiten, indem man den Wiirfel {iber eine
Kante von einem Feld auf das andere wilzt,
nach oben, nach unten, nach rechts oder
nach links, nur nicht diagonal oder iiber eine
Ecke.

Man lege den Wiirfel in die linke obere Ecke
des Netzes mit der blauen Seite nach oben.

Man wilze den Wiirfel durch alle 64 Felder
(jedes nur einmal) und erreiche am Ende die
rechte obere Ecke des Netzes mit der blauen
Seitenfliche nach oben. Unterwegs darf die
blaue Seitenfliche niemals nach oben kom-
men.

A7Aa Welches Netz entspricht dem abge-
bildeten Wiirfel?
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A8A Man schneide die 8 Wiirfelnetze aus
und klebe sie jeweils zu einem Wiirfel zu-

sammen.

Dann stelle man von den 8 kleinen Wiirfeln
einen groBen Wiirfel so zusammen, daB sich
auf den sichtbaren Seiten des groBen Wiirfels
nirgendwo gleiche Muster der kieinen Wiirfel
beriihren.
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