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Bestimmung des Schwerpunktes

eines Dreiseits

Aus der Schule ist uns die Aufgabe geléufig,
von einem Dreieck den Schwerpunkt zu be-
stimmen. Hierzu zeichnet man in-das Dreieck
die Seitenhalbierenden ein. Diese schneiden
sich in einem Punkt S, dem Schwerpunkt
der Dreieckfliche. Zur Begriindung dieser
Konstruktion macht man sich klar, daB jede
Seitenhalbierende eines Dreiecks eine Schwe-
relinie der Flidche ist. Zerlegt man ndmlich in
einem Gedankenexperiment die Fldche in
feine Streifen parallel zu einer der Dreieck-
seiten, so liegen die Halbierungspunkte aller
Streifen auf der dieser Seite zugeordneten
Seitenhalbierenden.

Der Schnittpunkt von zwei Schwerelinien
eines ebenen Fldchenstiickes ist der Schwer-
punkt dieser Fliche. Zur Probe kann man
das auf Karton aufgezeichnete Dreieck aus-
schneiden und in S auf eine nach oben ge-
richtete Nadelspitze waagerecht auflegen.
Das Dreieck wird dann ohne duBere Ein-
wirkungen seine Lage nicht mehr indern.
Diese Schwerpunktkonstruktion ist auch
dann richtig, wenn man unter einem Dreieck
ein System von drei Kérpern gleicher Masse
versteht, deren Schwerpunkte sich mit den
Eckpunkten A, B, C des Dreiecks decken.

Uberlegungen von ganz anderer Art sind an-
zustellen, wenn man die Schwerpunktbestim-
mung nur auf den Rand des Dreiecks ABC
bezieht. Man spricht dann von dem Dreiseit
ABC und dem Schwerpunkt S, des Dreiseits.
Ein aus drei geraden Metallstiben gleicher
Stdrke und gleichen Materials zusammenge-
schweiBter Dreieckrahmen liefert ein Modell,
das ndherungsweise dieser Vorstellung ent-
spricht. Zunichst kann man sich leicht er-
kliren, daB die Seitenhalbierenden dieses
Metallrahmens im allgemeinen keine Schwe-
relinien sind. Folglich entspricht auch der
Schnittpunkt der Seitenhalbierenden des
Dreiseits nicht dem Schwerpunkt dieser ge-
schlossenen Linie.

1. Ein leicht verstindlicher Satz soll uns zu-
nichst einen analytischen Zugang zum
Schwerpunkt eines allgemeinen Dreiseits bie-
ten. Dieser Satz lautet: Dreht sich eine ge-
schlossene doppelpunktireie Kurve e um eine
in der Kurvenebene ¢ liegende Achse d, die e
nicht schneidet, so ist der Flacheninhalt O der
erzeugten Drehfliche gleich dem Produkt
aus der Bogenldnge [, von ¢ und der Weg-
linge I; des Schwerpunktes S, von e bei einer
Umdrehung von ¢ um d; es gilt also

o=I-I, (1

Wir wollen diesen Satz zunichst an einem
bekannten Beispiel erproben.

1. Die geschlossene Kurve e sei ein Recht-
eck mit der Linge l,=2(a+b) als Umfang
(Nir Polygonseiten und deren Léngen setzen
wir im folgenden die gleichen Bezeichnungen,
also g, b, ¢, d, ...). Eine der beiden Rechteck-

seiten a bringen wir mit der Drehachse d zur
Deckung und lassen die Rechtecklinie e um d
rotieren. Auf diese Weise wird eine Zylinder-
Nache erzeugt. Die Bogenlidnge /. der erzeu-
genden Kurve ist gleich 2(a + b). Der Schwer-
punkt des Vierseits hat von der Achse den
Abstand b/2. Fiir die Linge des von dem
Schwerpunkt bei einem Umlaul zuriickge-
legten Weges folgt daher

l,=2ng=nb.
d
a
Se
b

Die Oberflache O des erzeugten Zylinders hat
nach (1) den Inhalt

O=l;-l,=nb 2(a+b)=2nab+2nb%

Die Anwendung des oben zitierten Satzes
liefert, wie nicht anders zu erwarten, die
Summe der Inhalte von Deck- und Basis-
fliche sowie des Mantels der Zylinderfldche.
2. Die erzeugende Kurve e sei eine Kreislinie,
die die in ¢ liegende Gerade d nicht schneidet.
Bei einmaliger Umdrehung von ¢ um d iiber-
streicht ¢ eine Ringfliche, auch Torus ge-
nannt. Uns interessiert nun der Inhalt der
Oberflache des Torus. Hat e den Radius p,
so folgt I.=2np. Der Mittelpunkt von e ist
offensichtlich auch der Schwerpunkt S, von e.
Hat S, den Abstand r von d mit r>p, so gilt
fir den Inhalt der in dieser Weise erzeugten
Drehllache nach (1)

O0=2nr-2znp oder
O=4nrp.

L
7

3. Wir wollen uns nun der eingangs gestellten
Aufgabe zuwenden. Um von dem Dreiseit
ABC den Schwerpunkt S, zu bestimmen,
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bringen wir die Seite ¢ mit der Drehachse d
zur Deckung. Dreht sich das Dreiseit um die
Achse d, so entsteht eine aus zwei Drehkegeln
mit gemeinsamem Basiskreis zusammenge-
setzte Drehlliche. Dieser Basiskreis hat die
Hohe h, des Dreiseits als Radius. Somit er-
gibt sich fiir die Linge s der von dem Eck-
punkt A beschriebenen Kreislinie
s=2nh,.

Die Mantelflidche eines Drehkegels kann man,
wie uns dies von Bastelarbeiten her sicher ge-
liufig ist, in eine Ebene abwickeln. Dabei
entsteht ein Kreissegment. Hat dieses Seg-
ment den Radius der Linge r und den Bogen
der Linge s, so gilt fiir den Inhalt K des Kreis-
segmentes

1
K= Ers.

Wendet man diese Formel aufl die beiden
Kegelflichen an, ergibt sich [iir deren Inhalte
K,=nhb K,=mnh..
Wegen h,=csin f=bsiny kann man auch
schreiben
K,=nbcsin K,=nbcsin y
und [iir die Oberfliche des gesamten Dreh-
korpers

O=K,+K;=mnbc(sin f+siny). (2)

Ferner steht die Linge der erzeugenden Li-
nie zur Verfiigung. Es gilt
l.=a+b+c.

3)

Bezeichnet man den Abstand des Schwer-
punktes S, von der mit a zur Deckung ge-
brachten Drehachse d mit r,, so lolgt fiir die
Weglinge /s von S, bei einem Umlauf:
Is=2nr, 4)
Die Anwendung des oben zitierten Satzes
fihrt unter Beachtung von (1), (2), (3) und (4)
auf die Gleichung
nbe(sin B+ sin y)=2nr,(a+b+c). 5)
Darin ist r, die gesuchte GroBe. Die Aul-
l6sung von (5) nach r, ergibt
_ be(sin B+ sin ) )
4 2(@a+b+c)
Aus dem gefundenen Ergebnis (6) lassen sich
sofort die Abstinde des Schwerpunktes S.
von den beiden anderen Dreieckseiten ab-
lesen. Man erhilt durch zyklische Vertau-
schung
= ac(sinx+siny)
2(a+b+0¢)
_ ab(sin a+sin f)
" 2a+b+o)
Zum AbschluB der Rechnung wollen wir uns
davon iiberzeugen, daB sich der so gefundene

]

M
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Punkt S, mit dem Schwerpunkt § der Drei-
eckfliche nicht deckt. Die Behauptung, dafl
S. mit § identisch ist, stellt eine Allaussage
dar. Um sie zu widerlegen, geniigt es, ein
Gegenbeispiel aufzuzeigen. Wir betrachten
den Fall a=b=1, c=[/5. Mit dieser Fest-
legung fiir die Seiten folgt (iir die Winkel
f=45, 7=90"

Die Anwendung von (6) liefert

= V2 V2 (8)

22412 47
Da sich die Seitenhalbierenden des Dreiecks
im Verhiltnis 1 :2 schneiden, hat der Flachen-
schwerpunkt S von a den Abstand !/;. Folg-
lich sind die Schwerpunkte S und S, nicht
identisch. Lediglich fiir das gleichseitige Drei-
eck fallen der Schwerpunkt der Flache und
der Schwerpunkt des Randes zusammen.
Der hier zur Schwerpunktbestimmung der
Dreieckslinie verwendete Satz findet sich erst-
mals in einem Werk des Schweizer Mathema-
tikers Paul Guldin (1577-1643). Dieser Satz
ist in die Fachliteratur als erste Guldinsche
Regel eingegangen. Auf einen Beweis soll hier
verzichtet werden.

I1. AbschlieBend soll noch gezeigt werden,
wie man den Schwerpunkt S, der Dreiecks-
linie ABC auf konstruktivem Wege finden
kann. Entscheidend ist zundchst die Ziel-
stellung, zwei Schwerelinien in moéglichst ein-
facher Weise aulzusuchen. Wir werden die
durch den Halbierungspunkt P von a gehende
Schwerelinie s, bestimmen. Hierfur bietet sich
an, einen zweilen Punkt Xes, aul der Ver-
bindungsgeraden der Halbierungspunkte Q
und R der Seiten b bzw. ¢ konstruktiv zu
ermitteln. Zu diesem Zweck ordnen wir dem
Punkt Q die Masse m, und R die Masse m,
zu, so daB die Proportion

my:m.=b:c )
erfullt ist. Der gesuchte Punkt X muB mit
dem Schwerpunkt des aus den Massen m;, und
m, bestehenden Systems identisch sein. Nach
dem Hebelgesetz stehen bei Gleichgewicht
eines zweiarmigen Hebels die Hebelldngen im
umgekehrten Verhiltnis zu den in ihren End-
punkten angebrachten Massen. Vgl. Abb. 8.
Von dem Punkt Xe s, ist also zu fordern:

|RX|:| QX | =mp:m..
Wegen (9) ist die Bestimmung von Xe
auf eine geometrische Aufgabe zuriickfihrbar.

(10)

Die mit (10) dquivalente Forderung lautet:

|RX|:|QX|=bh:c. (1
Diese Proportion legt es nahe, die Winkel-
halbierende w, in die Konstruklion einzu-
beziehen. Zeichngt man in das Dreieck ABC
die Winkelhalbierende w, von « ein. so
schneidet diese die Gegenseite in einem Punkt
Z und die Verbindungsgerade (QR) in Y. Nun
benutzen wir den Satz, daB die Winkelhalbie-
rende die Gegenseite im Verhiltnis der an-
liegenden Seiten teilt. Die Anwendung des
Satzes auf den vorliegenden Fall fiihrt auf die
Proportion

b:c=|CZ|:|BZ}.

X Qim,)

LN

z P C
Sa
W s,

(3

Da die Verbindungsgeraden (BC) und (QR})
zueinander parallel sind, kann man den
Strahlensatz anwenden. Es gelten die Pro-
portionen
|CZ|:|BZ|=|QY|:|RY| und damit
|QY|:|RY|=b:c. (12)
Wir behaupten: Zieht man durch R eine
Parallele zu w,, so schneidet diese die Gerade
(QR) in dem gesuchten Punkt X; d. h., diese
Parallele zu w, durch P ist eine Schwerelinie
der Dreieckslinie.
Beweis: Nach Konstruktion gilt
APQX =AARY.
Folglich bestehen die Gleichungen
|0X [=|RY|und | QY| = [RX|
Daraus resultiert die Proportion
[QY]:|RY|=|RX|:|QX | (13)
Mit (12) und (13) kann man weiter folgern
|RX|:|QX|=b:c

und (14)

|[RX |:| QX | = my:m..

Mit (14) ist der Beweis erbracht, daB durch
die angegebene Konstruktion die Forderung
(10) und damit auch (11) erfiillt wird. Die hier
abgeleitete Konstruktion der Schwerelinie s,



1aBt sich in analoger Weise von Q und R aus-
gehend wiederholen. Im Schnittpunkt von
zwei auf diesc Weise bestimmten Schwere-
linien liegt der gesuchte Schwerpunkt des
Dreiseits ABC.

Zusammen[assend kann fiir den Schwerpunkt
S. einer Dreieckslinie folgende Konstruk-
tionsvorschrift gegeben werden:

In dem Dreiseit ABC sind die Winkelhalbie-
renden w,, wg, w, und die Halbierungspunkte
P, @, R der Seiten a bzw. b bzw. ¢ einzu-
zeichnen. Dann schneiden sich die Parallelen
s, zu wy durch P, s, zu wy durch Q und s, zu w,
durch R in einem Punkt S.. Dies ist der
Schwerpunkt der Dreieckslinie.

Aufgaben:

1. Begriinde die in der Abbildung fir ein
symmetrisches Vierseit gegebene Schwer-
punktkonstruktion!

4

2. Konstruiere den Schwerpunkt eines be-
liebigen Vierseits!

3. Weise nach, daB das aul analytischem Wege
gefundene Ergebnis (6) mit dem konstruk-
tiven Ergebnis iibereinstimmt!

E. Schréder

In obigem Beitrag wurde der Hilfssatz ver-
wendet: Eine Winkelhalbierende im Dreieck
teilt die Gegenseite im Verhiltnis der an-
liegenden Seiten.

Beweis durch Anwendung des Sinus-Satzes
auf die Teildreiecke:

Es gilt
siné _c sin(180-6) b *)
. .« u
sin 5 sin 5

Wegen sin § =sin(180—§) [olgt aus (*)
c b b u
—=— oder —=-.
v ou ¢ v

Eine Aufgabe von
Prof. Dr. sc. nat.

Gottfr. Bachmann

Padagogische Hochschule Halle
»N. K. Krupskaja*
Sektion Mathematik—Physik

Preistrager

der XV. Olympiade

Junger Mathematiker
der DDR

A 1536 A Man ermittle fiinf reelle Zahlen

a;=21(j=1,2, 3,4, 5) derart, daB das Produkt

a}-a;-a3-as-a} seinen groBten Wert an-

nimmt unter den Bedingungen
100

]/01'0%'03'a5§2

80
/ay a3 ds-as<2

50

Vai-as-a 2
Lésungshinweis : -
Durch die eineindeutigen Transformationen
a;:=2"(j=1, 2, 3, 4, 5) und anschlieBendes
Logarithmieren (zur Basis 2) erhiilt man ein
lineares Optimierungsproblem, aus dessen
Losungen die Losungen der gestellten Auf-
gabe errechnet werden konnen.

Kurzbiographie

Prof. Dr. sc. nat. G. Bachmann,

geb. 1927 in Mockritz:

Vater: Lehrer, Mutter: Hausfrau;

1933 bis 1937 Besuch der Volksschule,
1937 bis 1944 Besuch des Realgymnasiums
(spater: Oberschule) Dobeln bzw. der
Fiirstenschule MeiBen (Staatl. Gymnasium),
Reifevermerk;

1945 Baupraktikant, spiter Neulehrer:
Lehrerpriifungen 1947 und 1949,

1949 bis 1953 Lehrer an Erweiterten Ober-
schulen in Waldheim/Sa., Altenberg/Erzgeb.,
Bischofswerda/Sa.;

1952/53 Teilnahme an einem einjdhrigen
Sonderlehrgang an der Pddagogischen
Hochschule Potsdam zur Ausbildung in
Mathematik ;

1954 bis 1959 Oberassistent,

1959 bis 1960 Lektor,

1961 bis 1969 Dozent am Piadagogischen
Institut Halle;

1958 Diplom an der Martin-Luther-Uni-
versitdt Halle nach externer Vorbereitung,
1968 Promotion A und 1972 Promotion B
an der TH Ilmenau;

1969 bis 1974 Hochschuldozent und seit
1974 ordentlicher Professor [iir Geometrie
an der Piddagogischen Hochschule Halle.

Einen ersten Preis erhielten:

Peter Dittrich,

EOS Dr. Th. Neubauer, Rudolstadt (K. 10)
Peter Bartenstein, EOS Geschw. Scholl,
Hildburghausen (K1. 10)

Michael Marczinek,

EOS Heinrich Heriz, Berlin (KI. 11)
Friedhelm Schieweck,

EOS Otto von Guericke, Magdeburg (K1. 12)
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Einen zweiten Preis erhielten:

In Olympiadeklasse 10: Tilo Brock, 40. OS
Leipzig; Jens-Uwe Richter, EOS Th. Neu-
bauer, Karl-Marx-Stadt; Ilja Schmelzer, Dr.-
K.-Fischer-OS, Halle;, Uwe Szyszka, EOS
F. Engels, Neubrandenburg (aus KIl. 9);
Steflen Thiel, EOS Konigs-Wusterhausen,
(aus K1. 9); Andreas Kasparek, EOS Grifen-
hainichen (aus K. 9); In Olympiadekiasse 11 :
Roger Labahn, EOS Geschw. Scholl, Anklam
In Olympiadeklasse 12: Norbert Schieweck,
EOS Otto von Guericke, Magdeburg; Jorg-
Uwe Lobus, EOS R. Rolland, Dresden ; Hans-
Georg Martin, Spezialschule Car! Zeiss, Jena;
Thomas Hoffmann, EOS Geschw. Scholl,
Apolda; Klaus Brinckmann, EOS B. Brecht,
Dresden; Uwe Risch, EOS Burg

Einen dritten Preis erhielten:

In Olympiadeklasse 10: Jan Miiller, EOS
H. Hertz, Berlin; Heiko Hoffmann, Herder-
OS, Rostock; Stefan Vogel, E.-Thilmann-
OS, Plauen; Annette Damnik. EOS F.
Schmenkel, Luckenwalde; Frank Bauernop-
pel, EOS H. Hertz, Berlin; Jirgen Prestin,
EOS R. Wossidlo, Waren; Frank Bergner,
EOS F. Engels, Riesa; Uwe Doetzkies,
Max-Lingner-OS, Berlin; Bernd KreuSler,
KJS F. Lesch, Frankfurt (Oder) (aus K. 9);
Wolfram Wiirbel, EOS R. Rotkegel, Forst;
Olaf Sammler, EOS H. Hertz, Berlin; Kerstin
Rudorf, W.-Komarow-OS, Karl-Marx-Stadt
In Olympiadeklasse 11: Lutz Gértner und
Norbert HeB, beide Spezialkl. Math. der
Humboldt-Univ. zu Berlin; Thomas Mai-
wald, EOS Zittau (aus KI. 10); Hans-Dietmar
Groger, EOS StaBfurt (aus Kl. 10); Thomas
Luschtinetz, Hansa-EOS, Stralsund; Harro
Rosner, EOS H. Her:z, Berlin; Giinter Ger-
beth, Spezialkl. der Univ. Halle

In Olympiadeklasse 12: Ronald Lange, Spe-
zialkl. der Univ. Halle; Bernhard Runge,
EOS Goethe, Schwerin; Klaus Taeschner
und Frank Reglin, beide EOS H. Hertz,
Berlin; Reiner Lindemann, Spezialkl. der
Humboldt-Univ. zu Berlin; Ingolf Buttig,
EOS Goethe, Bischofswerda

Weitere 38 Schiiler erhielten eine Anerken-
nungsurkunde fiir gute Leistungen.

Die Jugendhochschule ,,Wilhelm Pieck*,
Bogensee bei Berlin - seit
15 Jahren Gastgeber der DDR-Olympiaden
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XV. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR
4. Stufe (DDR-Olympiade)

Aufgaben
Olympiadeklasse 10

1. Gegeben sei ein Wiirfel ABCDEFGH mit
der Kantenldnge a.

H G

\\ [
b s
©

A 8

Durch die Punkte 4 und F, A und H sowie
F und H seien drei ebene Schnitte so gelegt,
daB sie jeweils zur Raumdiagonalen EC
parallel verlaufen. Durch diese Schnitte wer-
den drei Teilkorper vom Wiirfel abgetrennt.
Berechnen Sie das Volumen V4 des verblie-
benen Restkorpers!

2. In einem vorgegebenen quadratischen Git-
ternetz sollen die im Bild dargestellten 36
Schnittpunkte der Gitterlinien durch einen
geschlossenen Streckenzug derart verbunden
werden, daB

‘ »’&,n(cv,t; : ha 55
o oy f' oy d

‘ P AR

i RRAD

(1) jede Teilstrecke des Streckenzuges ent-
weder waagerecht oder senkrecht verlduft,
(2) beim Durchlaufen des Streckenzuges jeder
der 36 Punkte genau einmal erreicht wird
und

(3) die entstehende Figur mindestens zwei
Symmetrieachsen besitzt, die gleichzeitig auch
Symmetrieachsen des Quadrates mit den
Eckpunkten 1, 6, 36, 31 sind.

! 2 |3 4 |5 |6
7 |8 [ [0 ¢ |2
s |n |8 |8 |7 |8
f o |o |2 |8 |%
x5 |5 |7 |2 [ |
n Ju |n [ |¥ |

Zeichnen Sie moglichst viele derartige Strek-
kenziige, die untereinander nicht kongruent
sind, und beweisen Sie, daB es keine weiteren
mit den geforderten Bedingungen gibt!




Von den nachstehenden Aufgaben 3 A und 3B
ist genau eine auszuwdhlen und zu lsen:

3A. Ist z eine reelle Zahl, so werde mit [z]
diejenige ganze Zahl [z]=g bezeichnet. fir
dieg=<z<g+1 gilt.
Man ermittle alle reellen Zahlen x, fiir die
—10£x<2 und
[x2]=[x]* gilt!
3B. In einer Ebene mit den rechtwinkligen
kartesischen Koordinaten (x; y) seien die
Punkte F; {J/2; 1/5) und F, (—[/E: —[/i}
sowie der Graph x derjenigen Funktion f ge-
geben, die fiir alle reellen x+0 durch

fx)= % definiert ist.

Man beweise: Es gibt eine Zahl ¢, so daB k
in der xy-Ebene die Menge aller derjenigen
Punkte der xy-Ebene ist, fiir die der Betrag
der Dilferenz der Abstinde zu den Punkten
F, und F, gleich ¢ ist. Man ermittle diese
Zahl ¢.

4. Man ermittle alle ungeordneten Paare
(x, y) aus zwei natiirlichen Zahlen x, y mit
x # y, fiir die folgendes gilt: Das arithmetische
Mittel von x und y ist eine zweistellige Zahl.
Vertauscht man deren Ziflern, so erhilt man
das geometrische Mittel von x und y (das ist

die Zahl |/ x y).

5. Konstruieren Sie ein Dreieck ABC aus
s, R, r! Dabei sei s der halbe Umfang, R der
Radius des Ankreises an die Seite AC und r
der Radius des Inkreises des zu konstruie-
renden Dreiecks ABC.

Ermitteln Sie Beziehungen, die genau dann
zwischen den gegebenen Lingen s, R, r be-
stehen, wenn ein derartiges Dreieck existiert!
Untersuchen Sie, ob es dann bis auf Kongru-
enz genau ein solches Dreieck gibt!

Hinweis: Es gibt zu dem Dreieck ABC genau
einen Kreis, der die Seite AC, die Verldnge-
rung von BA iiber A hinaus und die Ver-
langerung von BC iiber C hinaus beriihrt.
Dieser Kreis heiit der Ankreis an die Seite
AC des Dreiecks ABC.

6. Es sei f eine fiir alle reellen Zahlen x
definierte Funktion. Vorausgesetzt werde,
daB f nullstellen(rei ist, d. h., daB keine
reelle Zahl x mit f(x)=0 existiert.
Untersuchen Sie, ob aus dieser Voraussetzung
folgt, daB auch die durch F(x)=f(2x)+f(3x)
fiir alle reellen Zahlen x definierte Funktion
F nullstellenfrei ist!

Die Losungen zu diesen Aufgaben sowie die
Aulgaben der Olympiadeklasse 11/12 ver-
offentlichen wir in Heft 5/76.

Die Losungen zu den Aufgaben der Klassen-
stufe 11/12 findet der interessierte Leser in
Mathematik in der Schule, Heft 12/76, d. Red.

Unser Dank gilt den Betreuern der Bezirks-
mannschaften und den unermiidlichen
Organisatoren der DDR-Olympiaden

Aus der Arbeit unseres NVA-Zirkels
Jugendobjekt ,,Studienvorbereitung*
der Sektion Mathematik

der Universitiit Jena

Eine gute Vorbereitung auf ein Studium der
Mathematik anzuregen und zu unterstiitzen,
ist das Hauptanliegen des Jugendobjektes
Studienvorbereitung unserer Sektion, das nun
bald schon sein zehnjahriges Jubilium feiern
kann. -

Wir wollen heute einmal dariiber berichten,
welche Aufgabe sich der NVA-Zirkel als ein
Bereich des Jugendobjekts gestellt hat, und
wie er seine Arbeitsziele zu realisieren ver-
sucht:

Wir sind zundchst davon ausgegangen, daB
gegenwartig nahezu alle mannlichen Studien-
bewerber ihren Ehrendienst in der NVA vor
Beginn ihres Studiums leisten. Dadurch wird
eine gewisse Unterbrechung des Lernprozes-
ses zwischen Schule und Universitat unver-
meidlich, und dies bringt u. a. mehr oder
weniger groBe Schwierigkeiten mit sich. Die
Frage:

Unser Dank gilt der Jury, den Koordinatoren
und den Korrektoren der DDR-Olympiade

8 Wie konnen die zukiinftigen Studenten der
Sektion Mathematik der Friedrich-Schiller-

Universitdt Jena, die ihren Ehrendienst in den
Reihen der NV A leisten, einen Teil dieser
Schwierigkeiten iiberwinden ?

o charakterisiert deshalb die Arbeit des Be-
. reiches NV A-Zirkel unseres Jugendobijektes.

Dabei erschienen uns fiir diese spezielle Art
von Studienvorbereitung drei Dinge als be-
sonders wichtig:

1. der Kontakt zur Universitit wihrend der

. Armeezeit (einschlieBlich- der Méglichkeit,

sich mit Problemen, Fragen und Wiinschen
an uns zu wenden),

2. die Beschiftigung mit der Mathematik,

3. die Information iber das fachliche und
gesellschaftliche Leben an der Sektion (und
Universitat).

Das regelmiBige Studium der Wurzel kann
hierbei — wie wir meinen — schon von sehr
groBem Nutzen sein. Deshalb schicken wir
jedem an unserer Sektion vorimmatrikulier-
ten NVA-Angehérigen die Wurzel kostenlos
ins Objekt. Dariiber hinaus haben wir zwei
Lesematerialien erarbeitet, die einige Grund-
begriffe der Mengenlehre und der Logik (bei-
des spielt ja in den Grundvorlesungen der
ersten Semester eine hervorragende Rolle),
die zum Teil schon von der Schule her be-
kannt sind, einmal unter einem anderen
Aspekt vorstellen, um auf diese Weise ein
wenig auf die Denkweise der Mathematik zu
orientieren. ErfahrungsgemiB macht ja ge-
rade die neue Art der Betrachtung und Be-
handlung der mathematischen Grundbegriffe
zu Beginn des Studiums Schwierigkeiten.
Diese Lesematerialien sind speziell auf unsere
Partner, die Soldaten, zugeschnitten und ha-
ben bei ihnen bislang eine recht positive Re-
sonanz gefunden.

Wir bleiben deshalb bei dieser Art der Be-
treuung, suchen aber nach weiteren Méoglich-
keiten, unsere Arbeit zu verbessern.

Die Arbeit des NVA-Zirkels, in dem z. Z.
drei Studenten arbeiten, ist recht aufwendig:
sie reicht von inhaltlichen Uberlegungen und
Entwiirfen iiber die Beantwortung der um-
fangreichen Briefpost, vielen Adresseninde-
rungen, der Neuerfassung unserer Mitglieder
bis zum Versand der Wurzel und unserer
Materialien.

Von den Uberlegungen, die wir uns um eine
Verbesserung der Arbeit des NVA-Zirkels
machen, seien hier genannt:

- Kontaktaufnahme mit anderen Universita-
ten und Erfahrungsaustausch iiber Methoden
der Studienvorbereitung.

— Verbesserung der Information iiber nicht-
fachliche Fragen des Studiums.

- Anregung zur Kontaktaufnahme der Sol-
daten untereinander (brieflich bzw. im selben
Objekt).

— Verbesserung der Zusammenarbeit des
NVA-Zirkels mit den anderen Bereichen des
Jugendobjektes. W. Nehrlich
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Von der Zahl
zum Gesetz

Leseprobe

Speziell fir Klassen 5/6

Wie hiingt das zusammen ?

Klasse 6 hat ihre erste Mathematikarbeit ge-
schrieben, und von den 20 Schiilern fehlte
ketner. Folgende Zensuren wurden dabei er-
reicht:

Zensur  Anzahl der Schiiler
1 1
2 12
3 4
4 2
5 1

In der Fachsprache der Statistik bezeichnen
wir die Zensuren als Mefwerte und die zu-
gehorigen Schiilerzahlen als Haufigkeiten.
Zwolf Schiiler erhielten die Note 2; der MeB-
wert 2 liegt also mit der Hauligkeit 12 vor.
Sehr oft haben derartige Tabellen von MeB-
werten einen groBeren Umfang, z. B. bei Er-
gebnissen von physikalischen Experimenten
oder bei der Registrierung der Regenmengen
fiir jeden Tag eines Jahres. Um in solchen
Fillen rasch einen guten Uberblick zu erhal-
ten und um Besonderheiten zu erkennen,
stellt man die MeBwerte und ihre Haufigkei-
ten zeichnerisch dar. In der Statistik ist dafiir
unter anderem das Histogramm gebriuch-
lich.

Beim Histogramm ordnen wir die MeBwerte
nacheinander an und zeichnen dariiber Recht-
ecke, deren GréBe sich nach der Haufigkeit
richtet.

Histogramm fiir die Zensuren der 1. Mathe-
matikarbeit in einer sechsten Klasse

1234 5%
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Das Histogramm liefert keine anderen Aus-
sagen als die Tabelle, es gibt nur ein einprig-
sameres Bild. Bei der Besprechung einer
Mathematikarbeit ist es [ir den Lehrer und
die Schiiler gleichermaBen interessant, wo je-
der einzelne steht, ob die Leistung iiber oder
unter dem Durchschnitt der Klasse liegt. Bei
den Noten 1 oder 5 ist diese Frage leicht zu
beantworten. Schwieriger scheint das aber
bei den Zensuren 2 und 3 zu sein. Um einen
Vergleich vornehmen zu k&nnen, berechnen
wir einen Mittelwert.

Ganz absichtlich habe ich geschrieben ,.einen
Mittelwert* und nicht ,den Mittelwert®. In
der Statistik kann man ndmlich mit verschie-
denen Verfahren Mittelwerte erhalten. Da
gibt es zunichst den Mittelwert, der den tat-
siachlich ,,mittelsten Wert“ oder wie man ihn
auch nennt ,Medianwert“ darstellt: in un-
serem Beispiel die Note 3. Dann existiert ein
Modalwert, das ist der ,hidufigste Wert“: fir
unsere Mathematikarbeit die Note 2. Beides
sind ,,Mittelwerte", die aber fiir jeden einzel-
nen Schiiler noch keinen echten Vergleich er-
geben. Am hiufigsten arbeitet man in der Sta-
tistik mit dem arithmetischen Mittel, das wir
auch hier berechnen.

Wir bezeichnen die MeBwerte der Reihe nach
mit Xy, X3, X3, X4 und xs. In unserem Beispiel
hei3t das:

x;=1,x23=2,x3=3, x3=4, xs=5.

Fiir die Haufigkeiten verwenden wir die Sym-
bole hy, h3, h3, hy und hs:

h=1,h;=12 h3=4,h4=2, hs=1.

Die Zahl der Schiiler, die die Arbeit ge-
schrieben haben, betrug n=20.

Fiir das arithmetische Mittel wihlen wir das
Zeichen x. Die allgemeine Formel heiBt dann:

_hl “Xy+hy xa+hy-x3+hs - xa+hs- xs
B n
Wir setzen die Zahlenwerte ein und erhalten
1-1+4+12:244-342-4+1-5
20

_1+24+12+8+5 50

- 20 20
Der Durchschnitt der Klassenarbeit betrug,
berechnet mit dem arithmetischen Mittel,
also 2,5. Jene 13 Schiiler mit den Noten 1 und
2 schrieben eine iiberdurchschnittliche Arbeit.
Wer eine 3, 4 oder 5 als Zensur erhalten
hatte, erreichte nur eine unter dem Durch-
schnitt liegende Leistung.
AuBer Medianwert, Modalwert und arithme-
thischem Mittel gibt es in der Statistik noch
einige weitere Mittelwerte. Fiir die meisten
Aufgaben liefert aber das arithmetische Mit-
tel die beste Aussage. Deshalb — und nicht
etwa nur, weil es leicht zu berechnen ist -
beschrinken wir uns im weiteren auf diesen
Mittelwert. Wenn wir jetzt vom Mittelwert
sprechen, meinen wir damit immer das arith-
metische Mittel.
Genau ein Monat war seit der ersten Mathe-
matikarbeit in Klasse 6 vergangen, als die
zweite Arbeit geschrieben wurde. Wieder wa-

=l

x|
1

=25

Histogramm [iir die Zensuren der 2. Mathe-
matikarbeit in einer sechsten Klasse

ren alle 20 Schiiler anwesend. Dieses Mal sa-
hen die Ergebnisse etwas anders aus.

Zensur  Anzahl der Schiiler
1 10
2 2
3 2
4 —
5 6

Die Hilfte der Schiiler bekam die Note 1,
sechs Schiiler muBten sich aber mit einer 5
begniigen. Welche Arbeit war besser ausge-
fallen, die erste oder die zweite?

Wir berechnen wieder den Durchschnitt mit
dem arithmetischen Mittel und erhalten:

10:1+2-2+42-340-446-5
20

X=
=2=25

Genau der gleiche Wert hatte sich schon im
ersten Fall ergeben. Wenn in zwei aufeinan-
derfolgenden Klassenarbeiten derselbe Mit-
telwert zustande kommt, so ist das sicherlich
ein Zufall. Beide Male lagen ja den Zensuren
ganz unterschiedliche Hiufigkeiten zugrunde.
Betrachten wir nun das Histogramm fiir die
zweite Mathematikarbeit, so wird der Unter-
schied zur ersten Arbeit recht deutlich.

Um iiber eine Klassenarbeit oder eine andere
Reihe von MeBwerten etwas Allgemeines aus-
zusagen, reicht offenbar der Mittelwert nicht
aus. Auf irgendeine Weise miissen wir ange-
ben, wie dieser Durchschnitt zustande- ge-
kommen ist. Wir suchen eine Zahl, die zeigt,
wie sich die einzelnen MeBwerte um den
Mittelwert herum verteilen.

Um in der Sprache der Statistik zu spre-
chen: Welche Zahl sagt uns aus, wie stark die
MeBwerte um den Mittelwert ,,streuen“? Von
den verschiedenen Moglichkeiten, die die
Statistik dafiir hat, wihlen wir nun eine
wichtige Kennzahl aus: das lineare Streuungs-
mabB.



Bevor wir diese Kennzahl berechnen, lernen
zunichst einen Begrifl kennen, der manchem
Leser noch unbekannt sein wird:
die negative Zahl.
An einem Februartag zeigt das Thermometer
mittags um 12 Uhr die Temperatur von +3°C
Im Verlaufe der (olgenden 12 Stunden, also
bis Mitternacht, geht die Temperatur um
8 Grad zuriick. Am Thermometer kann man
dann ablesen: —5°C. Als Subtraktionsauf-
gabe sicht das so aus:

3-8=-5
Wird von einer kleineren Zahl eine groBere
subtrahiert, dann ergibt die Differenz stets
eine negative Zahl. Mit solchen negativen
Zahlen arbeiten wir jetzt auch beim Berech-
nen des linearen Streuungsmafes.
Wir teilen uns den Weg in fun{ Schritten ein
und erldutern ihn am Beispiel der ersten
Klassenarbeit, die bekanntlich die folgenden
Ergebnisse brachte:

Zensur Anzahl der Schiiler
=MeBwert =Haufigkeit

x =1 h=1

X;=2 hy=12

x3=3 hy= 4

xa=4 hy= 2

Xs=15 hs= 1

1. Schritt: Wir subtrahieren von jedem MeB-
wert den Mittelwert x =2,5.
Das ergibt die Differenzen

X —X=1-25=—15
X2-X=2-25=—05
X3—X=3-25=+0,5
X4—X=4-25=+15

Xs—X=5-25=+25
Das Vorzeichen dieser Dilferenzen ist teils
positiv, teils negativ. Wenn wir die Streuung
betrachten, so interessiert uns nicht, ob der
einzelne MeBwert oberhalb oder unterhalb
des Mittelwertes liegt. Wir suchen nach einer
allgemeinen Aussage fiir alle MeBwerte, und
deshalb beseitigen wir die Vorzeichen der be-
rechneten Diflerenzen.
2. Schritt: Wir bilden von den Dilferenzen
die absoluten Betrage.
Zur Erlduterung: Unter dem absoluten Be-
trag einer Zahl verstehen wir ihren Betrag
ohne Vorzeichen; das mathematische Sym-
bol daliir besteht aus zwei senkrechten Stri-
chen. So ist der absolute Betrag von —4
gleich 4; symbolmiBig | —4 |=4. Und fir +4
heiBt der absolute Betrag ebenfalls 4:| 4 |=4.
Zwei Zahlen, die sich nur durch ihr Vor-
zeichen unterscheiden, haben also den glei-
chen absoluten Betrag. Zum Beispiel:
| =3|=]| +3]|=3.| —3| wird gelesen als ,,ab-
soluter Betrag von minus 3“. Mit den abso-
luten Betrigen rechnen wir wie mit positi-
ven Zahlen. '
Fiir unser Beispiel erhalten wir

lx)—%|=| =1,5] =15
|x;—%|=]-05|=05
|xs—%|=| +05]|=05
[xa—%|=| +1.5|=15
|xs—%|=| +2.5| =25

3. Schritt: Wir multiplizieren die absoluten
Betridge mit den Hiufigkeiten der einzelnen
MeBwerte.

by [xi—X|= 1-15=15
hy-|x;—X|=12-0,5=6,0
hy | x3—%|= 4:05=20
he-|xs=%|= 2-1,5=30
hs|xs—%|= 1-25=25

4. Schritt: Wir addieren die im 3. Schritt be-
rechneten Produkte.

1,54+60+20+30+25=150
3. Schritt: Wir dividieren die erhaltene Sum-
me durch die Anzahl n = 20 der teilnehmenden
Schiiler und erhalten das lineare Streuungs-
mah s.

i 15,0

©200
Um uns in diesen Rechenschritten zu iiben,
ermitteln wir gleich noch das lineare Streu-
ungsma@ fiir die Ergebnisse der zweiten Ma-
thematikarbeit. Wir kiirzen jetzt den Schreib-
aulwand etwas ab, indem wir die einzelnen
Schritte in einer Tabelle zusammenfassen.
Der Mittelwert hieB auch hier Xx=2,5.

=075

MeBwert Haiufigkeit 1. Schrirt
xp=1 h =10 x;—x=-—1,5
x;=2 hy= 2 x;3—x=-0,5
x3=3 hy= 2 x3—x=+0,5
xa=4 hy= 0 Xa—X=+15
xs=5 hs= 6 Xs—Xx=+25
2. Schritt 3. Schritt

xi—X|=15 hi-|x—X|=10-1,5=150
| x2—X|=0,5 hy |x;—X|= 2-05= 10
| x3—%|=0,5 hy-|x3—X|= 2:05= 10
| xa—X|=15 h4-[x4—§|= 0-1,5= 00
| xs—X]|=25 hs|xs—X|= 6-2,5=150

4. Schritt: Summe =32,0
320

5. Schritt: s= 20

=16

Das lineare StreuungsmaB gibt an, um wel-
che GroBe jeder MeBwert durchschnittlich
vom Mittelwert abweicht. Die Betonung bei
diesem Satz liegt auf dem Wort ,durch-
schnittlich®. Kein einziger MeBwert braucht
dabei um genau den Betrag des Streuungs-
mafes vom Mittelwert entfernt zu liegen, denn
das StreuungsmaB ist eben eine fir alle MeB-
werte allgemeingiiltige GroBe.

Fiir unsere beiden Mathematikarbeiten heiBt
das: Die einzelnen Zensuren streuen bei der
ersten Arbeit durchschnittlich mit s=0,75,
bei der zweiten mit s=1,6 um den gleichen
Mittelwert X=2,5. Ein groBes StreuungsmaB
zeigt, daB es bei den einzelnen MeBwerten
groBe Unterschiede gibt — so wie bei der
zweiten Arbeit: Von 20 Schiilern erhielten
zehn eine 1 und sechs eine 5.

Welches Ergebnis wiinscht sich jeder Lehrer
fiir eine Klassenarbeit? Mittelwert natiirlich
moglichst nahe bei | und ein sehr kleines
StreuungsmaB, nicht groBer als 1.

Ein solches kleines StreuungsmaB driickt aus,
daB die Leistungen der einzelnen Schiiler
nicht allzuviel voneinander abweichen. Un-
sere Beispiele zeigen: Ohne mathematisch-

statistische Berechnungen, ohne Untersu-
chung von Mittelwert und Streuungsmal
lassen sich die Noten einer Klassenarbeit
nicht exakt deuten und auswerten.

Die folgende Aufgabe sollt ihr versuchen,
selbstandig zu 16sen, um zu iiberpriifen, wie-
weit ihr in der Lage seid, kleinere statistische
Betrachtungen anzustellen.

Arbeitskrifte im Kaufhaus

Ein Kaufhaus hat insgesamt 150 Mitarbeiter.
Bedingt durch Urlaub, Krankheit, Haus-
halttage fiir Frauen, Freistellung zum Fern-
studium und andere Griinde sind last immer
einige Arbeitskrifte abwesend. So betrug fiir
den Verlaul einer Woche der tagliche Ar-
beitskriftebestand:

Montag 143 Mitarbeiter
Dienstag 138 Mitarbeiter
Mittwoch 147 Mitarbeiter

Donnerstag 142 Mitarbeiter

Freitag 136 Mitarbeiter

Sonnabend 140 Mitarbeiter
Berechne den durchschnittlichen Arbeits-
kriftebestand je Tag und das lineare Streu-
ungsmap!
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Kombinatorik

und binomischer Satz

Teil 2

Jetzt wollen wir uns die Losung dieser Auf-
gaben noch einmal auf einem anderen Weg
iiberlegen.

Der erste (z. B. der nach dem Alphabet erste)
Spieler kann entweder kommen oder fehlen.
Das sind zwei Moglichkeiten. Der zweite
Spieler kann ebenfalls entweder kommen
oder fehlen. Fiir beide Spieler gibt das ins-
gesamt vier Moglichkeiten. Diese sind:
Maéglichkeiten | 1. Spieler | 2. Spieler

1 nein nein
2 ja nein
3 nein ja
4 Jja ja

Der dritte Spieler kann dabei fehlen (dann
bleiben unsere vier Méglichkeiten) oder kom-
men (das ergibt noch einmal vier Méglich-
keiten). Diese Uberlegungen konnen wir fiir
jeden Spieler fortsetzen. Aul diese Art und
Weise vergroBert das Kommen oder Fehlen
eines jeden folgenden Spielers die Anzahl der
Maéglichkeiten auf das Doppelte. Fiir 9 Spie-
ler haben wir 2°=512 verschiedene Mann-
schaften. Darunter beflindet sich als eine Mog-
lichkeit die, daB alle 9 Spieler kommen, und
als eine andere die, daB die Turnhalle leer
bleibt.

Wenn man diese Uberlegungen aul den Fall
von n Spielern verallgemeinert, so erhélt man
die wichtige Formel:

CO+Ch+...+Ch=2" oder (5)

Y ck=2" (52)
k=0

Aufgaben

A23a Jeder von den 7 Studenten A, B, C,

D, E, F, G kann zu einem Betriebspraktikum
in-eins von zwei Werken geschickt werden.
Wieviel verschiedene Moglichkeiten gibt es
dafiir?

A24a In einer Klasse sind 29 Schiiler.
Wieviel verschiedene Moglichkeiten gibt es
fir die Anwesenheit bzw. das Fehlen dieser
Schiiler in ithrem Klassenraum?

A25a  Wieviel verschiedene Moglichkeiten
gibt es [ir die Aufteilung von acht ver-
schiedenen Geldstiicken in zwei Portemon-
naies?

A26 A Wieviel verschiedene gerade Teiler
besitzt die Zahl 23107

80

A27a Fiinf Schiiler mochten Fotos von
sich haben. Neben den Einzelbildern und
dem Gruppenloto mit allen fiinf Schiiler wol-
len sie auch alle Bilder mit je zwei ver-
schiedenen Schiilern, alle mit je drei verschie-
denen und alle mit je vier verschiedenen
Schiilern haben.

Wieviel Moglichkeiten fiir verschiedene Fotos
gibt es? )

Zusammenfassung von 1. bis 6.

Wir betrachten drei Arten von Vereinigun-
gen: Permutationen, Variationen und Kom-
binationen.

a) Permutationen unterscheiden sich vonein-
ander nur durch die Anordnung der Ele-
mente;

b) Variationen unterscheiden sich voneinan-
der durch die Anordnung der Elemente oder
durch die Auswahl der Elemente;

¢) Kombinationen unterscheiden sich vonein-
ander nur durch die Auswahl der Elemente.

Bei den nachfolgenden Aufgaben ist zuerst die
Art der jeweiligen Vereinigung festzustellen,
und danach sind die Berechnungen auszufiih-
ren.

A28A Am ersten Schultag begriiBten sich
20 Schiiler mit Handschlag. Wieviel solcher
Handedriicke gab es?

4294 20 Absolventen einer Schule be-
schlossen, zur Erinnerung jeweils ihre Fotos
auszutauschen. Wie viele Fotos wurden dazu
insgesamt bendtigt?

A30a Die Schiiler einer Klasse werden in
neun verschiedenen Fichern unterrichtet.
Am 1. September sollen sie fiinf verschiedene
Unterrichtsstunden (Facher) haben. Wieviel
verschiedene Moglichkeiten gibt es fiir das
Aufstellen des Stundenplanes an diesem Tag?
a3la Ein Unteroffizier muf 4 von 10 Sol-
daten fiir eine Streife auswahlen. Wieviel ver-
schiedene Moglichkeiten gibt es dafiir?
A32a An einer FDJ-Versammlung neh-
men 15 Jugendlreunde teil. Wieviel ver-
schiedene Moglichkeiten gibt es fiir die Aus-
wahl des Versammlungsleiters, seines Stell-
vertreters und des Sekretdrs der Versamm-
lung?

A33a Wieviel verschiedene Moglichkeiten
gibt es dafiir, aus 15 Menschen eine drei-
koplige Delegation auszuwahlen?

7. In der Aufgabe 17b wurde die Giiltigkeit

_der folgenden wichtigen Formel bewiesen:

Cho\=Ci+CE! 6)
Da die beiden folgenden Beziehungen gelten:

C%=Ck=1 und C}=k,
erhalten wir:

Ci=Ci+C}=2+1=3

Ci=Ci+C3=3+3=6 usw.
Die erhaltenen Ergebnisse kann man in Form
einer Tabelle der Anzahl der Kombinationen
aufschreiben, wobei in der k-ten Zeile die
Anzahl der Kombinationen aus k Elementen
steht, wie z. B.

C3=C¢+Ci=15+6=21

Anzahl der Kombinationen

von zuje0 I 2 3 4 5 67
1 1 1

2 12 1

3 13 3 1

4 1 4 6 4 1

5 1 510 10 5 1

6 1 6 15 20 15 6 1
7 1 7 21 35 35 21 7 1

Bemerkung : Die erhaltene Tabelle heiBt arith-
metisches Dreieck oder Pascalsches Dreieck.

A34 A Setze die Tabelle bis zur 12. Zeile
fort!

8. Wenn wir zwei zweigliedrige Ausdriicke
(Binome) miteinander multiplizieren, so er-
halten wir:
(x—a)(x—b)=x*—(a+b)x+ab
Bei drei Binomen ergibt sich:
(x—a)(x—b)(x—c)
=x3—(a+b+c)x?+(ab+ac+bc)x —abe
Jetzt wollen wir n solche Binome miteinander
multiplizieren:
Pyx)=(x—a) (x—b) (x —c) (x—d)...x —p) ()
Durch Ausklammern und Zusammenfassen
erhalten wir ein Polynom, das wir nach fallen-
den Potenzen von x anordnen:
x
~x""Ya+b+c+...+p)
+x"" Yab+ac+bc+...)

Pi= —x""3abc+abd+...)
+(—1)'abc...p

oder kiirzer:

P,(x) (7a)

=S0x"+ 5, X" L4 8§ox" 24 Sx" " 4.+ S,
Man kann leicht feststellen, da

a) der erste Koeflizient S, dieses Polynoms
P,(x) gleich [ ist;

b) die einzelnen Glieder Koeflizienten mit
abwechselnden Vorzeichen besitzen;

c) jeder Koellizient S; gleich der Summe
aller moglichen Produkte der zweiten Glie-
der der unter (7) angegebenen Binome ist, und
zwar mit je k Faktoren in jedem Produkt.



Aufgabe

A35a Klammere aus, und fasse das Poly-
“nom nach fallenden Potenzen von x zusam-

men:

a) (x—=2)(x—3)(x—4)

b) (x+ 1) (x+2) (x+3) (x+4)

¢) (x=1)(x+2){x+4)(x—5)

d) (x—1)(x=2)(x—3) (x+1)(x+2)

Bemerkung: Wenn P,(x)=0, so erhalten wir

durch Ausklammern eine Gleichung n-ten

Grades beziiglich x. Sie besitzt genau die n

folgenden Losungen: x; =a, x; =b usw. ,weil

diese eine der im Ausdruck (7) stehenden

Klammern zu Null werden lassen. Solche

Gleichungen wollen wir in diesem Artikel

nicht betrachten.

9. Im Ausdruck (7) seien nun alle zweiten
Glieder in den Klammern untereinander
gleich, d. h.

Pyx)=(x—a)
Dann ist klar, da3
So=1
S,=(a+a+a+...+a)=na
S:=(@*+a*+a*+... +a*)=C2d%,
weil es in der Klammer soviel Summanden
gibt, soviel Moglichkeiten von Produkten mit
zwei Faktoren aus n Faktoren existieren,
nimlich C2
$:=C3a’
Sa=C%a* usw.
Der ,,aligemeine” (an (k + 1)-ter Stelle stehen-
de) Koeflizient ist

Cka*.
SchlieBlich erhalten wir als letzten Koeffi-
zienten a”.
Zusammenfassend ergibt sich hieraus:
(x—a)'=x"—nax"" '+ C2a’x" "2 - C3a*x""3
+o (= DRCRE xR L+ (= )"a” (8)
Die Formel (8) heiBt Zerlegungsformel des
Newtonschen Binoms und wird zum Poten-
zieren des Binoms (x—a) mit natiirlichen
Exponenten benutzt. In dieser Formel hat
das (k + 1)-te Glied die [olgende Form:

Tiv1=(— D Cha*x"* (]
Newton selbst hat eine andere Formel her-
geleitet, so daB die hier benutzte Benennung
dieser Formel nicht ganz gerechtlertigt ist.
Oft nennt man diese Formel einfach bino-
mischen Lehrsatz oder die binomische For-
mel.
In der Praxis benOtigt man oft irgendeins
der Zerlegungsglieder. Man kann es bestim-
men, ohne die ganze Zerlegung aufzuschrei-
ben.
Bemerkung: 1. Beim Potenzieren (mit natiir-
lichen Exponenten) der Summe (x +a) wer-
den alle Zerlegungsglieder positiv.
2. Unter ,,x“ und ,,a" kann man eine beliebige
Zahl bzw. einen beliebigen Term n verstehen,
z.B.
a) (x+a)® =x®+6ax®+Cla®x*+Cia’x?
+Ca*x*+ Cia*x+a®
=x%+6ax’ + 15a*x* + 20a*x®
+15a%x% + 6a’x + a®

b) (3x —2a)°=(3x)* — 5 - 2a(3x)*

+ C¥(2a)*(3x)® — C3(2a)*(3x)?

+ C#(2a)*3x —(2a)®

=243x —810ax* + 1080a’x?

+7204%x? + 240a*x — 324°
Wir wollen nun noch einige Eigenschalten
der Formel (8) zusammenstellen:
1. die Anzahl der Zerlegungsglieder ist um 1
groBer als der Exponent n;
2. der Exponent der ersten Zahl (x) nimmt ab,
und der Exponent der zweiten Zahl (a) wichst
von Glied zu Glied jeweils um 1; die Summe
der Exponenten ist in allen Gliedern gleich n;
3. die Koeffizienten der Glieder, die gleich-
weit vom Anfang und vom Ende der Zer-
legung entfernt sind, sind untereinander gleich
(das sind gerade die Zahlen aus der ent-
sprechenden Zeile des Pascalschen Drei-
ecks);
4. die Summe aller Binomialkoeffizienten ist
gleich 27, vgl. mit der Formel (5);

5. die Summe aller Binomialkoellizienten der
geradzahligen Glieder ist gleich der Summe
der Binomialkoeffizienten der ungeradzahli-
gen Glieder; jede dieser Summen ist gleich
-1

Aufgaben

A36a Beweise die Eigenschalten 1., 3., 4.
und 5.!

Hinweis: Benutze zum Beweis von 4. und 5.
den binomischen Lehrsatz fir (1+1)" und
(1—1y.

Al A Zerlege:
a) (24> —3a)®

o )/ x~4)/x*
A38A Bestimme
a) das neunte Glied der Zerlegung (a +]/E)‘ 2
b) das sechste Glied der Zerlegung (a® —b%)'?

b (1-}/2)°

10. Musteraufgabe 6:
Bestimme das Zerlegungsglied von
(]/y—%)“’, das y” enthalt!
Losung:
Dazu schreiben wir uns das allgemeine Zer-
legungsglied auf:

Toer=Cholf/vP(/p)?°

k 20—k 20—k
=Cloy'y * =Choy *
Nach der Aufgabenstellung gilt:
40—k
y * =y, dh 4#:7.

Hieraus ergibt sich k=12 und das gesuchte
Glied hat die Form:

Ti2+1=Ci3y’ =Cloy” =216970y’
Musteraulgabe 7:

1 il o
In der Zerlegung (l/;+ f7:2) verhilt sich der
x

Koeflizient des fiinften Gliedes zum Koel-
fizienten des dritten Gliedes wie 7:2.
Bestimme das Zerlegungsglied, das x in der
ersten Potenz erhilt!

Losung:

1. Aus der Aulgabenstellung folgt, daB3
ci 7
E‘E =3 oder
nn—1)n-2)(n-3)-1-2 7

1-2-3-4-n(n—=1) 2
Daraus ergibt sich, daB n=9.
2. Das allgemeine Zerlegungsglied lautet:

k -
Te+1 =Cé<i/—l—_z> (]/;)9“‘=C5x‘23kx2‘2‘k
x
Da wir das Glied suchen, das x in der ersten
Potenz enthilt, gilt:
2k 99—k _

Daraus ergibt sich, daB k=3.
3. Das gesuchte Glied ist

T3+ =C3x'=84x

1

Aufgaben
| " "
A39a Inder Zerlegung <; +[/;> verhalt

sich der Koeflizient des vierten Gliedes zum
KoefTizienten des sechsten Gliedes wie 5:18.
Bestimme in dieser Zerlegung das Glied, das
kein z enthilt!

A40 A Bestimme das Glied der Zerlegung
1 m

(z[/;+V> , das nach der Vereinfachung
Z

25 enthilt, wenn die Summe der Binominal-
koeflizienten dieser Zerlegung gleich 128 ist!
A4l a  Es sei das folgende Polynom gege-
ben:

x(1=x)"% 4+ x*(1 —2x)2% + x3(1 — 3x)*°
Bestimme den Koeflizienten des Gliedes, das
x* enthilt, nachdem alle genannten Opera-
tionen ausgefiihrt worden sind!

A42 A Das zweite, dritte und vierte Glied
der Zerlegung (x + y)* ist gleich 240, 720 bzw.
1080. Bestimme x, y und z!

A43 4 Leite den binomischen Lehrsatz fiir
(x + a)" her unter Benutzung der Methode der
vollstindigen Induktion iiber n!

Hinweis: Benutze die Formel (6).

11. Musteraufgabe 8:

Berechne 1,002° mit einer Genauigkeit bis zu
0,000001!

Losung:

(14+0,002)°=1°+5-1*-0,002
+10-17-0,0022+10- 10,0023
+5-1'-0,002* 40,0025
=1+0,01+0,00004 + 0,00000008

+ 0,00000000008 + 0,000000000000032
~1,01004

Wenn der zweite Summand in einem Binom
wesentlich kleiner ist als der erste, so sind die
Zerlegungsglieder, die diesen Summanden in
hohen Potenzen enthalten, fast Null. Bei Be-
rechnungen mit einer vorgegebenen Genauig-
keit konnen wir diese Glieder dann vernach-
lassigen, wenn sie nicht mehr in dem vor-
gegebenen Genauigkeitsintervall liegen.
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A44a Berechne
a) 0,997* mit einer Genauigkeit bis zu 106!
b) 1,04° mit einer Genauigkeit bis zu 10™4!
Bemerkung: Wenn die GroBe x sehr %lein ist.
so benutzt man fiir Ndherungsrechnungen
olt die Formel
(I1xxy\x~1+nx
A. Halameisdr

Combinatorial Problems

AlA There are [ive roads leading [rom city
A to city B, and three from B to C. How
many routes passing through B lead from A
to C?

A2 A Therearefive types of envelopes with-
out postage stamps and four types of postage
stamps of the same value. In how many
ways can we choose an envelope with a
postage stamp?

A3a Choose one textbook each out of
3 algebras, 7 geometries and 7 trigonometry
books. In how many ways can this be done?
A4 a In how many ways is it possible to
make a tricolour flag if there is bunting of
5 different colours? The same, only one of the
strips has to be red.

A5A Oneperson has 7 mathematics books,
another has 9 books. In how many ways
can they exchange their books, one for one!
A6A A committee of 9 is elected. They
elect a chairman, vice-chairman, secretary
and treasurer. In how many ways can this
be done?

A7a Mother has 2 apples and 3 pears.
Every day, for five days running, she gives me
one piece of fruit. In how many ways can this
be done?

A8A There are n telephone subscribers. In
how many ways is it possible to connect
three pairs simultaneously?

A94a There are 12 girls and 15 boys at a
school ball. In how many ways can we [orm
4 pairs in a dance?

A10A In how many ways can 5 different
rings be put on [our fingers of one hand?
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Olympiadeaufgaben aus der
Demokratischen Republik Vietnam

(Republikausscheid 1974)

Seit einigen Jahren haben zunehmend mehr
junge Vietnamesen die Moglichkeit, am Her-
der-Institut der Karl-Marx-Universitit Leip-
zig einen etwa zehnmonatigen Vorbereitungs-
lehrgang zu absolvieren. Wihrend dieser Zeit
vervollkommnen unsere vietnamesischen
Freunde ihre in Hanoi erworbenen Kennt-
nisse der deutschen Sprache und machen sich
mit den Besonderheiten der Fachsprache der
einzelnen Unterrichtsficher (Ma, Ph, Ch, Bio
bzw. Gesellschaftswissenschaften) vertraut.
Im jeweils folgenden Studienjahr beginnen sie
dann das Studium an einer Hoch- oder Fach-
schule der DDR.

Seit dem Schuljahr 74/75 nehmen die besten
vietnamesischen Studenten des Herder-In-
stitutes an den Mathematikolympiaden der
DDR teil. Sie errangen bei der Bezirksolym-
piade im vergangenen Schuljahr einen 2. und
3. Preis in Klassenstufe 11, in diesem Jahr

demonstrierten sie den hohen Stand der For--

derung mathematischer Talente in ihrer Hei-
mat mit drei ersten und zwei zweiten Preisen
in Klassenstufe 12.

Le Viet Thai, zur Zeit Student an der Berg-
akademie Freiberg, stellt uns die vorliegen-
den Aufgaben zur Verfiigung. Ch. Werge

Aufgaben Klassenstufe 7

1. Tag

1. Beweise fiir alle natiirlichen Zahlen n!
24| n*+6n>+11n*+6n

2. Bestimme die Losungsmenge der Gleichung
weR! p2 o
S
3. Bestimme alle zweistelligen natiirlichen
Zahlen 10a+b (a, b Ziffern), fiir die gilt:

(10a + b)*=(a+b)*!

2. Tag

4. Einige idltere Biirger wollen 10 Bdume
pllanzen. Diese Bdume bilden 5 Zeilen und
jede Zeile hat genau 4 Biume. Sie haben
sechs Moglichkeiten gefunden. Bestimme die
sechs Moglichkeiten!

5. Konstruiere ein Parallelogramm ABCD aus
folgenden Bestimmungsstiicken !

AB=a; AC+BD=m; £(AC, BD)=a

6. In einem spitzwinkligen A ABC liegt ein
A ABC mit A € BC, B € AC und C' € AB.
Bestimme das Dreieck A A'B'C’, das den klein-
sten Umlang hat!

Vietnamesische Studenten des Herder-Instituts Leipzig und sowjetische Schiiler
nahmen an der Bezirksolympiade des Bezirks mit groBem Erfolg teil.




1976

a) Durch die Gleichung
y=x2—6x+5

ist eine Funktion bestimmt.

Berechnen Sie die Nullstellen dieser Funk-

tion!

Der Graph dieser Funktion ist eine Parabel.

Geben Sie die Koordinaten ihres Scheitel-

punktes an!

Zeichnen Sie den Graph dieser Funktion min-

destens im Intervall
0=x<6! .

b) Durch die Gleichung
y=x2—6x+q

sind Funktionen gegeben.

Ermitteln Sie alle reellen Zahlen g, die man in

die Funktionsgleichung einsetzen kann, so

daB die damit bestimmten Funktionen keine

Nullstellen haben!

1975 i
Durch y=—
urch y=-3

(xeP)

(x,qeP)

(x e P, x=0)

ist eine Funktion gegeben.

a) Berechnen Sie deren Funktionswerte y fiir
diein der Tabelle vorgegebenen Argumente x !
(Doppelbriiche sind in gemeine Briiche umzu-
formen.)

(Ubertragen Sie diese Tabelle auf Thr Arbeits-
blatt!)
b) Zeichnen Sie den Graphen dieser Funktion
in ein rechtwinkliges Koordinatensystem !
¢) Zeichnen Sie in dasselbe Koordinatesystem
den Graphen der Funktion

y=x2 (x € P)!
d) Geben Sie die Koordinaten derjenigen
Punkte an, die sowohl zum Graphen der

Funktion y=$ als auch zu dem der Funk-

tion y=x2 gehdren!

1974

Durch die Gleichung y= x> —2 ist eine Funk-
tion gegeben, ihr Graph ist eine Parabel.

a) Berechnen Sie die Nullstellen dieser Funk-
tion!

b) Geben Sie die Koordinaten des Scheitel-
punktes an, und zeichnen Sie die Parabel!

c) Verschieben Sie die Parabel so, daB ihr

Scheitelpunkt die Koordinaten x;,=0, y,=3
hat!

(Zeichnen Sie die verschobene Parabel in das-
selbe Koordinatensystem, das Sie bei Teil-
aufgabe b) benutzt haben!)

d) Geben Sie die Gleichung der Funktion
an, deren Graph durch die Verschiebung ent-
standen ist!

1973

Gegeben ist die Funktion mit der Gleichung
y=x3 (x € P). Berechnen Sie fiir diese Funk-
tion die in der folgenden Tabelle fehlenden
Werte!

S SRS T .- 2

1972

Gegeben sind zwei Funktionen f; und f; mit
den Gleichungen

(1) Nilx)y=y=2x+1,

2) filx)=y=x?+2x—3 mit x € P.
a) Zeichnen Sie den Graph der Funktion f;
in ein rechtwinkliges Koordinatensystemn!

b) Berechnen Sie die Nullstelle der Funktion
! -

c) Der Graph der Funktion f; ist eine Pa-
rabel.

Berechnen Sie die Koordinaten des Scheitels,
und zeichnen Sie die Parabel in das bei Teil a)
verwendete Koordinatensystem !

d) Berechnen Sie die Nullstellen der Funk-
tion /3!

e) Die Graphen der Funktionen f; und f;
schneiden sich in den Punkten P, und P,.
Geben Sie die Koordinaten der Schnittpunkte
an!

197

a) Zeichnen Sie in ein rechtwinkliges Koordi-
natensystem (Koordinateneinheit 1cm) die
Graphen der Funktionen mit Gleichungen
der Form y=ax? (x reell) fur

1
l.a=1 2.a=§ Ja=—1

mindestens im Intervall —3<x< +3!
b) Geben Sie den Wertebereich von Funk-
tionen mit Gleichungen der Form y=ax?
(a<0) an, wenn der Definitionsbereich die
Menge aller reellen Zahlen (d. h. —oo<x
< + 00) ist!
1970
a) Eine quadratische Funktion habe eine
Gleichung der Form
y=(x+d)?+e. (x reell)
Geben Sie fir den Fall d=0 und =3 die
Scheitelpunktskoordinaten des Graphen der
Funktion an!
b) Die nachstehend dargestellte Parabel sei
der Graph einer weiteren quadratischen
Funktion mit einer Gleichung von der Form
y=(x+dP+e (x reell)
1. Ermitteln Sie unter Zuhilfenahme der oben-
stehenden Abbildung die Nullstellen x, und
X, dieser Funktion!
2. Geben Sie die Gleichung dieser speziellen
quadratischen Funktion in der Form
y=(x+d)*>+e an!

3. Uberfiihren Sie nunmehr diese Gleichung
der Funktion in eine Gleichung der Form
y=x2+px+q, und bestimmen Sie hieraus
pund ¢!

1969
Gegeben ist die Gleichung

x2—ax+c=0 (a, ¢, x reell).
a) Geben Sie fiir diese Gleichung die Dis-
kriminante an!
b) Geben Sie die Anzahl aller reellen Losun-
gen der Gleichung (iir folgende zwei Fille an:

(1) 2) 2

c=—
4

Begriinden Sie Thre Aussage mit Hilfe der Dis-

kriminante!

1968

Die Gleichung einer quadratischen Funktion
lautet y=(x—2)>—1; (x reell)
a) Zeichnen Sie den Graph der Funktion im
Bereich 1 £ x<5!

b) Berechnen Sie die Nullstellen der Funk-
tion'!

1
=0 und ¢c=<
a und ¢ 3

Zur Ubung
Gegeben ist die quadratische Funktion mit
der Gleichung

y=x2—6x+5 (x e P).

a) Zeichnen Sie das Bild dieser Funktion!

b) Geben Sie den Wertebereich an!

c) Lesen Sie die Nullstellen aus der Zeichnung
ab!

d) Uberpriifen Sie die Richtigkeit der fiir die
Nullstellen ermittelten Werte rechnerisch!

¢) Berechnen Sie, welcher Funktionswert y
in dieser Funktion dem Argument x=2 zu-
geordnet ist!

Von dem Graphen einer quadratischen Funk-
tion mit der Gleichung y=x2+px+q (x € P)
ist der Scheitelpunkt S (—3; —4) gegeben.
a) Zeichnen Sie den Graph dieser Funktion
im Intervall —6<x<0!

b) Ermitteln Sie die Gleichung dieser Funk-
tion! .

¢) Geben Sie den Wertebereich der Funktion
fiir den gesamten Definitionsbereich (x € P)
an!

d) Lesen Sie die Nullstellen aus der Zeichnung
ab!

¢) Ermitteln Sie die Nullstellen auch rechne-
risch und vergleichen Sie sie anschlieBend
mit den aus der Zeichnung gefundenen Wer-
ten!
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Al a Ein quadratischer Boxring hat die in der Ab-
bildung angegebenen Abmessungen und ist mit einem
1 cm dicken FuBbodenbelag ausgelegt.

a) Wieviel m? betrigt die minimale und die maximale
Kampfflache zwischen den Seilen?

b) Wieviel m? FuBbodenbelag sind mindestens bereit-
zustellen?

c) Wieviel m Seil sind maximal zur Bespannung notig
(wobei die Abmessungen der Pfosten vernachlédssigt
werden sollen)?

,»Wer hat den Veranstaltungsplan aufgestellt?*

A2 A Das Spielfeld beim Hallenhandball besitzt
einen Torraum, dessen Begrenzungsliniec 6 m von der
Grundlinie (auf der Breite des Tores) bzw. 6 m von den
Torpfosten entfernt ist.

Das Tor ist 3 m breit.

a) Berechne den Flicheninhalt des Torraumes und die
Lédnge der Begrenzungslinie!

b) Wieviel Prozent der Fliache des 40 x 20 m? groBen
Hallenhandballfeldes nehmen,die beiden Torrdume
ein?

84

A3a Ein Hallenhandballtor hat die aus der Skizze
ersichtlichen Abmessungen.

Wieviel m? Netz werden fiir die Bespannung benétigt,
wenn man die Dicke der Begrenzungspfosten vernach-
1dssigt ?

r

Ad4a Ein Handball muB einen Umfang von 58 bis
60 cm haben. Berechne sein kleinstes und sein groBtes
Volumen, wenn ideale Kugelform angenommen wird!

A5a Die Eisenstange einer Scheibenhantel wiegt
20 kg und ist 220 cm lang.

Berechne

a) ihren Durchmesser;

b) den duBeren Durchmesser einer auf sie aufschieb-
baren Scheibe von 50 kg Gewicht, wenn die Scheibe
10 cm dick ist!

(eh =178 %;)

A6a Der Einstichkasten fiir den Stabhochsprung
hat folgende Form und Abmessungen:

Berechne )

a) die Linge I des Kastens in der Anlaufebene,

b) seine groBte Tiefe ¢,



c) seine Breite b am Ende des Kastens in der Anlauf-
ebene,

d) die Fliche des Metallbleches, das den vorderen Teil
des Kastenbodens schiitzt,

e) die Oberfliche des Korpers, der vom Einstich-
kasten und der Anlaufebene begrenzt wird!

A7a Die Kugel fiir das Kugelstofien der Ménner
wiegt 7,257 kg, ihr minimaler Durchmesser betrigt
110 mm, ihr maximaler 130 mm. Sie besteht entweder

aus massivem Eisen <9Fe = 7,8%) oder es ist eine

Bleikugel <Qpb = 11,3%) mit Eisenmantel.
Berechne

a) den Durchmesser einer massiven Eisenkugel,

b) den maximalen Durchmesser der inneren Bleikugel,
damit die gesamte Kugel noch den Wettkampfbestim-

mungen entspricht!

,,Loooslassen!!*

A8 Das KugelstoBen erfolgf aus einem Kreis mit
2,135m Durchmesser heraus. Dieser KugelstoBring
wird an seiner Vorderseite von einem StoBbalken
aus Holz begrenzt, dessen Abmessungen den Skizzen
zu entnehmen sind:

Welche Fliache des StoBbalkens ist

a) von oben,

b) vom KugelstoBring aus,

¢) vom StoBsektor aus

zu sehen (ohne Stirnflachen!)?

StoBsektor

StoBbalken

" 2135m
KugelstoBring

M mm
TR

- E
N =
B I StoBsektor

StoBring P R e

100mm

A9a Eine 2,75 m breite und 9 m lange Sprunggrube
soll mit frischem Sand so aufgefiillt werden, daf} der
Sand 50 cm hoch liegt.

Wieviel t Sand sind anzufahren (Dichte von trocke-

—16-2_Y)2
nem Sand ¢ = 1,6cm3>.

A10a Ein Absprungbalken fiir Weit- bzw. Drei-
sprung hat folgende MindestmaBe: Linge 1,22m;
Breite 0,20 m; Hohe 0,10 m.

Berechne das Volumen des Balkens!

Alla Der Wassergraben des 3000-m-Hindernis-
laufes hat die in der Zeichnung angegebenen Ab-
messungen.

Welche Neigung hat der Grabenboden?

-
366 m

—— -

76 cmy

A12a Ein Diskus fiir Ménner hat folgenden Quer-
schnitt (Mafle in mm):

Berechne die Flidche dieses Querschnittes! Ch. Pollmer
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Wer nimmt das letzte Holzchen?

Fordere einen Freund auf, sich mit dir in ein Holzchen-
duell einzulassen! Du hast dabei nichts zu befiirchten,
es sei denn, dein Partner kennt diese Knobelei. Schiitte
die Holzchen auf den Tisch, und reihe sie nebenein-
ander! Jeder — dein Freund und du — darf jetzt ab-
wechselnd ein bis drei Holzchen aufnehmen. Derjenige,
dem es beschieden ist, das letzte Holzchen aufzu-
nehmen, hat die Knobelei verloren.

Du wirst immer gewinnen, wenn du die Hblzchen un-
auffallig zahlst und darauf achtest, daB dein Freund
dann aufnehmen muB, wenn 49, 45, 41, 37, 33, 29, 25,
21, 17, 13, 9, 5 Hélzchen liegen. Du wirst also immer
so aufnehmen, dall du deinem Partner die erwihnten
Stiickzahlen servieren kannst.

Ein Beispiel: Du bist am Zuge. Es liegen 23 Holzchen
vor dir. 2 nimmst du auf] es verbleiben 21. Dein Freund
nimmt 3 auf, du begniigst dich mit einem, 17 Hélzchen
verbleiben noch. 1 nimmt dein Freund, jetzt bist du
nicht so bescheiden, du nimmst gleich 3 Stiick auf.
Es verbleiben 13. Dein Freund nimmt. 2 Hélzchen,
du auch. 9 Holzchen liegen noch auf dem Tisch.
3 nimmt dein Freund, du hebst 1 auf. Jetzt kommt der
Endkampf. 5 Holzchen sind noch vorhanden. Dein
Freund kann 1, 2 oder 3 aufnehmen, du hast immer
die Moglichkeit, so aufzuheben, daB fiir ihn 1 ibrig-
bleibt.

Hast du im Duell einmal eine der angefiihrten Richt-
zahlen erreicht, zum Beispiel 33, so ist es fiir dich ein-
fach, die Knobelei zu steuern. Nimmt nimlich dein
Partner 3 Holzchen auf, so begniigst du dich mit 1.
Reichen deinem Freund 2 Hélzchen, so nimmst auch
du 2 auf. Geniigt deinem Freund jedoch 1 Hoélzchen,
so kassierst du 3. Wenn du so verfahrst, wird deinem
Freund immer das letzte Hélzchen vorbehalten sein.

Magische Kreise

Die Zahlen 1; 3;5; 7;9; 11, 13 sollen so in die Figur
eingesetzt werden, daB die Summe der drei Zahlen, die
auf demselben Kreis oder derselben Geraden liegen,
stets gleich ist. (Jede Zahl ist dabei nur einmal zu ver-
wenden.)
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Bestimme die Summe der drei Zahlen, und trage, unter
Beachtung der gestellten Forderung, die Zahlen ein!

Fachberater f. Math. H. Kampe, OS Neuseddin

Die Miickenfamilie

Von einer Miickenfamilie ist folgendes bekannt:
(1) Der Miickenvater, seine Eltern, seine Tante Mucki
und sein GroBvater Surrefein leben zusammen.
(2) Die Mickenmutter hat ihre drei Schwestern und
ihre vier Briider mitgebracht. Auch ihr Vater ist noch
in der Familie Flatterfliigel.
(3) Die Miickenmidchen sind 4mal soviel wie die
Miickenjungen, wenn der Miickenjunge Kugelbauch
abgezogen wird.
(4) Die Anzahl der Miickenkinder ist kleiner als 23,
aber groBer als 18.
a) Wieviel Mitglieder hat die gesamte Miicken-
familie? '
b) Wieviel Miickenménner, Miickenfrauen, Miicken-
jungen und Miickenméidchen gibt es?
¢) Wie groB ist die Anzahl der Miickenkinder?

Katrin Pohl, Lugau (13 Jahre alt)

Interessante Briiche
Wenn man zum Zihler und Nenner_des Bruches % den

Nenner addiert, dann verdoppelt sich der Wert des
Bruches:

Es ist der Bruch zu suchen, dessen Wert sich bei der
Addition des Nenners zum Zihler und Nenner a) ver-
dreifacht, b) vervierfacht.

aus: ,,Mathe zur Unterhaltung*‘, Moskau



A vanishing Number

In einer alten Sprachzeitschrift stand das folgende
Riitsel:

A vanishing Number —

There is a number of three figures, in value not very
far short of a thousand, but when halved its value
is nothing.

What is it?

Solution —

The number is 888. When halved it becomes

000

000

Das Ritsel enthilt grundlegende Fehler. Welche sind
es? Mathematikfachlehrer W. Zehrer, Netzschkau
Silbenriitsel

ben — chen - e — e — ein ~ fer — flich — gral — heits —

in — ka — kel — kreis — kur - l4u — ma — mul - nal -

nen — ner — ner — nus — o — pli — ra — satz — si — te —

ti — tion — ti — ve — win.
1. Er wird bestimmt durch eine Drehung, die zwei
von demselben Punkt ausgehende Strahlen inein-
ander iiberfiihrt.

. Summe von unendlich vielen Differenzen

. Teil des Bruches .

. Bild einer Funktion

. Kreis mit dem Radius 1

. Teil des Rechenstabes

. Rechenoperation

. Eine transzendente Zahl

. Beweisbare Aussage

. Winkelfunktion

. Bezeichnung fiir K&rper mit nur ebenen Be-
grenzungsflichen

12. Nenner eines Bruches von der Wurzel befreien.

Die ersten Buchstaben der 12 gefundenen Wérter er-

geben ein Zeichengerit. »
Dipl.-Lehrer Dieter Vilzke, Greifswald

O OO0~ N b BWN

—
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Der geheimnisvolle Schatz

Sterbend trug ein alter Pirat seinem Enkel auf, einen
versteckten Schatz zu holen: ,,Der Schatz liegt auf
einer Insel. Du findest ihn, wenn du dich nach drei
Punkten orientierst: einem Turm, einer Eiche und

eingeschlossener Winkel

Kegelmantel

einem hohen Ahornbaum. Geh vom Turm zur Eiche
und von da nach rechts unter einem rechten Winkel
genau so weit wie vom Turm bis zur Eiche! Stecke da
einen Stab in die Erde! Dann geh vom Turm zum
Ahorn und von da nach links unter einem rechten
Winkel so weit wie vom Turm zum Ahorn! Stecke
auch da einen Stab in die Erde! In der Mitte zwischen
den beiden Stédben liegt der Schatz vergraben.*
Der Enkel kam auf die Insel, fand Eiche und Ahorn.
Vom Turm fehite jede Spur. Wie soll er nun den
Schatz finden? Kannst du ihm helfen?

aus: Quant 1/75, Moskau

Denkikonomie

Wie groB ist die Strecke 00, in dem abgebildeten
geometrischen Problem, wenn die schraffierten Fli-
chen gleich groB sind und der Radius der Kreise jeweils
r=1ist? Krudetski

Zahlenritsel im Oktalsystem

aus: Wurzel 12/75

Quadratzahl



Uber die Aufgabe,

die Anzahl isomerer chemischer
Verbindungen zu finden

Die Frage, wie zum Beispiel bei gesittigten
Kohlenwasserstoffen, C,H,,+,, die Anzahl
der isomeren Verbindungen gefunden wer-
den kann, wird im Chemieunterricht nicht be-
handelt. Wer sich einmal mit dieser Frage
beschiftigt hat, weiB, daB sie nicht ganz ein-
fach zu beantworten ist. Die entsprechende
Zahlenfolge (in Abhdngigkeit von der Anzahl
n der C-Atome) ist in der folgenden Tabelle
wiedergegeben.

Tabelle |

n 1 23 456 7 8 9

C,Hz,+2 I 112359 18 35
10 11 12 13..

75 159 355 802...

Priift, ob es sich um

a) eine arithmetische Folge 1. Ordnung,

b) eine geometrische Folge,

¢) eine arithmetische Folge m-ter Ordnung
(m=>1),

d) die Folge der FIBONACC]Ischen Zahlen
handelt!

Ein Bildungsgesetz ist nicht ohne weiteres zu
erkennen.

Wir konnen die Strukturformeln der Isome-
ren systematisch entwickeln, indem wir die
Hauptkette um 1; 2; 3; ... C-Atome ver-
kiirzen und Seitenketten mit beziehentlich
1; 2; 3; ... C-Atomen angliedern. Dabei
sind bei der Hauptkette und auch bei den
Seitenketten alle moglichen und zulédssigen
Verzweigungen bzw. Kombinationen zu be-
ridcksichtigen.

Beispiel: C;Hq

(Wir stellen nur das Geriist der C-Atome dar,
wobei wir diese in der Hauptkette symbolisch

Hauptkette

Bild 1

Anzahl
Formen 1+2+5+1=9

Bild 2

H_I_L.«_.und H_’_LI_._‘

88

7 6
SUUSUN S
~

mit einem Punkt, in den Seitenketten mit
einem Kreuz bezeichnen.) .

Wir miissen Symmetrien beachten. Die beiden
Formen sind zueinander symmetrisch (in be-
zug auf die eingezeichnete Symmetrielinie);
sie stellen ein und dieselbe chemische Ver-
bindung dar. Deshalb sind sie beim Abzihlen
der Isomeren nur einmal zu beriicksichtigen.
Die Form ist symmetrisch in bezug aufl die
eingezeichnete Symmetrielinie.

Bild 3 I | I

i
Wir behandeln das Problem analytisch und
verallgemeinern. Dabei werden uns verschie-
dene Zahlenfolgen begegnen. Wir beschrin-
ken uns darauf, die Anzahl Formen fir die
Hauptketten n, n—1 und n— 2 zu ermitteln.

1. Hauptkette n

Es gibt [iir jedes n € {1; 2; 3; ...} genau eine
Form. Hiermit finden wir die einfache Zahlen-
folge f}, die wir tabellarisch darstellen.

Tabelle 2
n 1 2 3.
Anzahl Formen 11 1.

2. Hauptkette n— 1

Die Seitenkette ist eingliedrig (Methyl,
— CH,). Wir miissen zwischen geradem und
ungeradem n unterscheiden.

n gerade, n— | ungerade B

Bei genau einer Form tragt das mittlere
C-Atom die Seitenkette. Wiirde sich die Sei-
tenkette an einem der beiden endstindigen
C-Atome der verkiirzten Hauptkette befin-
den, so wire die entsprechende Form mit der
Hauptkette n identisch. Unter den n—4 mog-

4 C-Atome

.{L

TEFT F

lichen Formen sind je zwei zueinander sym-
metrisch. Deshalb betrigt die Anzahl der
Formen

"2z ) (1)

1+274
==

Die Formel (1) fiihrt zu einer Zahlenfolge
f2=1;2;3; ...
n ungerade, n— | gerade
-3
Snzs) @
Priift nach! Welche Zahlenfolge ergibt sich
aus der Formel (2)7

Anzahl der Formen:

3. Hauptkette n — 2

Die beiden C-Atome koOnnen eine zwei-
gliedrige Seitenkette (Athyl, —C,Hs) oder
zwei eingliedrige Seitenketten (—CHa,
— CH,) bilden.

3.1. Eine zweigliedrige Seitenkette

Wir zihlen ab wie bei der Hauptkette n— 1.
Dabei miissen wir beachten, daB jetzt an
jedem Ende der Hauptkette zwei Plitze [rei
bleiben miissen (warum?).

n gerade, n—2 gerade

Anzahl Formen: "—;E(n >8) 3

n ungerade, n — 2 ungerade
Anzahl Formen: 1 + ";—7 - ?(ng 7 @
Priift nach! Welche Zahlenfolgen ergeben

sich aus den Formeln (3) und (4)?

3.2. Zwei eingliedrige Seitenketten

n gerade, n —2 gerade

Die beiden endstindigen Plitze der ver-
kiirzten Hauptkette diirfen nicht besetzt wer-
den (warum?). Wegen der Symmetrie kann

. . n—4 _ .
die erste Seitenkette 5 Pldtze einnehmen.

In ihrer duBersten zuldssigen Stellung gibt es
dann fiir die zweite Seitenkette n —4 Moglich-
keiten. Riickt die erste Seitenkette um einen
Platz weiter nach der Mitte, so hat die zweite
unter Beachtung der Symmetrie noch n—6
Maoglichkeiten. Und so weiter. Macht euch
den Sachverhall an einem Beispiel klar!
Die Anzahl der Formen betrigt also
(n—4)+(n—6)+...+4+2.
Offensichtlich ist das eine arithmetische Reihe
mit dem Anflangsglied (n—4) und der Diffe-
renz (—2). Sie hat so viele Glieder, wie die
erste Seitenkette Plitze einnehmen kann,
niamlich "2;4 Nun ist die Summe einer end-
lichen arithmetischen Reihe gleich dem Pro-
dukt aus der halben Gliederzahl und der
Summe aus Anfangs- und Endglied. So ergibt
sich
"4;4(11—4+2)=nz;2'"—;j
_n*—6n+8
e
Die Formel (5) [ihrt zu einer Zahlenfolge f3.
n ungerade, n —2 ungerade
In diesem Fall ergibt sich die Anzahl Formen
zu

(n26) &)



(n—4)+(n—6)+...4+3+1
344
__4_(,1_

_ n—3>2 _n*—6n+9

5 7 (nz5)

(6)

Rechnet nach! Die Formel (6) fiihrt zu einer
Folge f;. Fiir die Herleitung der Formeln (5)
‘und (6) gibt es noch andere Wege. Beim Ldsen
der Aufgaben konnt Ihr selbst solche Wege
gehen.

Wir erhalten alle Formen mit der Haupt-
kette n—2, indem wir die Ergebnisse von 3.1.
und 3.2. summieren.

n gerade
n—6 n*-6n+8
2t
2-— —
___"4—"1(,@6) 7
4
n ungerade
n=5 n*—6n+9
2 4
2
—4n—
) ®)

Die Formeln (7) und (8) filhren zu den Zah-
lenfolgen f5 und fe.

Wir setzen jetzt einige Kenntnisse iiber Per-
mutationen voraus und leiten fiir die Anzahl
Formen mit zwei eingliedrigen Seitenketten
an verschiedenen C-Atomen eine Formel her.
N untereinander verschiedene Elemente kon-
nen aul 1.2.3...(N—1)N=N! (lies N Fakul-
tat) Arten angeordnet werden. Die Anzahl
der Permutationen von N verschiedenen Ele-
menten ist N'!

Treten in einer Anzahl von Elementen Grup-
pen von gleichen Elementen auf, so ist die
Anzahl der Permutationen kleiner, als wenn
alle Elemente verschieden sind. Die N Ele-
mente seien in m Gruppen zu je pi, pa, ...,
Pm gleichen Elementen so zusammenzufassen,
daB die p;! Permutationen der Elemente p;
(i=1,2, ..., m) als gleich gelten. Dann ist die
Gesamtanzahl der Permutationen dieser Ele-

mente NI :

;)m, P +p2+...+p,,.—N
Bei zwei eingliedrigen Seitenketten an ver-
schiedenen C-Atomen unterscheiden wir die
Elemente § und - . Fiir gerades n ist

N=n—-4,p,=2,p,=N-2=n-6.
Gesamtanzahl Permutationen dieser Ele-
mente:

(n—4)!
21 (n—6)!

=123...(n—6)(n—5)(n—4)

12-123...(n—7) (n—6)
_(n=5(n—9)
- 2
Unter diesen ('1;4)2(";5) Permutationen be-

finden sich jedoch Paare zueinander sym-
metrischer Formen, die bei der Bestimmung
der Isomeren nur einmal zu beriicksichtigen
sind. Bevor wir halbieren, miissen wir die
Formen subtrahieren, die nur einmal vor-

kommen; das sind #

(n—4)(n—=5) n-4

2 2

2
=(n—-4)(n=5-1) (-4 (n-6)
4 - 4
Nun sind noch die symmetrischen Formen zu
addieren:
(n—4)(n—6) n—4
a3

=(n—4)(n—6+2)
4 .

- (%‘)z (n26)

Addiere higrzu die Anzahl Formen mit zwei
eingliedrigen Seitenketten an demselben C-
Atom, und vergleiche die Summe mit Formel

(5N
Wir stellen die Resultate zusammen.
Tabelle 3

©

Hauptkette n n—1 n-=-2
Anzahl 1 n=2 ___n2—4n—4
2 4
(n gerade)
Formen (n=4) (n=6)
| n—3 n?—4n—1
2 4
(n ungerade)
(n235) (n25)

Die folgende Tabelle 4 zeigt die ersten Glieder
der entsprechenden Zahlenfolgen. In der zwei-
ten bis vierten Spalte stehen links die Anzahl
Formen fir gerades n, rechts die fiir unge-
rades n.

,Und wie reagiert die Substanz in meiner
Hand? Achten Sie auf die Firbung!*‘ —
,.Sie schamt sich.*

Tabelle 4
n Anzahl Formen
mit der Hauptkette Summe
n n—1 n—2
4 1 1 2
5 1 1 1 3
6 1 22 5
7 | 2 5
8 1 3 7
9 1 3 11
10 1 4 14
11 1 4 19
Zahlen —
folge fi S2 s S

Die letzte Spalte enthilt Summen der Anzahl
Formen mit den Hauptketten n, n—1 und
n—2. Nur bis n=6 stimmen diese mit den
Anzahlen der Isomeren in Tabelle 1 iiberein.
Von n=7 an kommen Formen der Haupt-
ketten n—3; n—4; ... hinzu.

Entsprechend ihrer Bedeutung als Anzahlen
sind die Glieder der vorstehenden Folgen
natiirliche Zahlen. Die Folgen sind im allge-
meinen unendlich. Beschrinken wir uns je-
doch auf die bekannten Kohlenwasserstolle
(gegenwiirtig bis n=82), so erhalten wir end-
liche Folgen. Wir betrachten nun einige der
Zahlenfolgen etwas niher.
Bei fi=1;1;1;...
handelt es sich um eine unendliche Folge mit
konstanten Gliedern.
Independente (analytische) Darstellung:

a=1mitke{1;2;3;...}
Der Zusammenhang zwischen k und n (unter
den Bedingungen n gerade, n>4) ist durch
die Beziehung gegeben

n=2+2k=2(k+1).

f2=1;2;3; ...
ist die Folge der natiirlichen Zahlen (ohne
die Null).
Independente Darstellung:

a=k mit €{1;2;3; ...}
Die Folge fs schreiben wir in Tabellenform.
Tabelle 5

2.7 14 23..

Der Zusammenhang zwischen & und n (un-
ter den Bedingungen n gerade, n> 6) ist durch
die Bezichung gegeben
n=2k+4.
Setzen wir in die Formel (7) ein, so erhalten
wir die independente Darstellung:
ar=k*+2k—-1
Wir bilden die Diflerenzfolgen.
Ausgangsfolge: 2;7;14;23;34;47; ...
1. Dilferenzfolge: 5;7;9, 11; 13; ...
2. Differenzfolge: 2; 2; 2; 2; ...
fs ist also eine arithmetische Folge 2. Ord-
nung. ’
Ahnlich wie unter 3. dargestellt, kdnnen wir
die Anzahl Formen mit der Hauptkette n—3

[
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ermitteln. Hier werden die Verhiltnisse schon
komplizierter, zumal da wir vier verschiedene
Seitenketten und deren mégliche und zulas-
sige Kombinationen beriicksichtigen miis-
sen.

Bild4¥,;,% ,v

Schon vor 100 Jahren, im Jahre 1875, hat der
englische Mathematiker A. Cayley das aul-
geworfene Problem ganz allgemein geome-
trisch-konstruktiv und analytisch gelost. Er
verdffentlichte damals eine Arbeit ,,Uber ana-
lytische Formen, genannt Baume, mit An-
wendung auf die Theorie chemischer Kombi-
nationen". W. Renneberg

Petrolchemisches Kombinat Schwedt

Kleiner alpha-
Chemie -Wettbewerb

Last die hier zu diesem Beitrag zusammen-
gestellten Aufgaben! Der V EB Deuischer Ver-
lay fiir Grundstoffindustrie. Leipzig. stiftete
wertvolle Buchpreise. Alle eingesandten Lo-
sungen werden korrigiert und nach den Richt-
linien des alpha-Wettbewerbs bewertet. Dic
Antwortkarten zihlen fir den alpha-Went-
bewerb 1976,77.

Uberlegt, welche Verfahren im Hinblick aufl
Formen mit der Hauptkette n— 3, n—4 usw.
vorteithalt sind! Vielleicht findet ihr noch
andere rationelle Wege?

Aufgaben

Al a Untersuche die Zahlenfolgen
J3=2:6:12:20:; ..

fi=1:4:9;16: ...

Je=1:5:11:19; !

Gib die independente. die rekursive. die ver-
bale Darstellungsart an! Kennzeichne den
Typ!

A2a Bestimme fiir zwei eingliedrige Sei-
tenketten die Anzahl Formen mit den Seiten-
ketten

a) an demselben C-Atom.

b) an verschiedencn C-Atomen

getrennt und summiere! Unterscheide zwi-
schen geradem und ungeradem n!
Vergleiche die Ergebnisse mit den Formeln
(3) und (6)!
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Al a Fiir zwei eingliedrige Seitenketten an
verschiedenen C-Atomen und gerades n ist die
Anzahl Formen auf [olgendem Wege zu er-
mitteln:

a) beide Seitenketten aul derselben Seite der
Symmetriclinie der Hauptkette,

b) je cine Seitenkette auf den beiden Seiten
der Symmetrielinie. Summiere die Ergeb-
nisse, und vergleiche mit der entsprechenden
Formel aus Aufgabe 2b)!

a4 a Fiir zwei eingliedrige Seitenketten an
verschiedenen C-Atomen und ungerades n
ist die Anzahl Formen in der [olgenden Weise
zu ermitteln.

1. Fall: Am mittleren C-Atom belindet sich
keine Seitenkette. Unterscheide dabei For-
men mit den Seitenketten aufl derselben und
auf verschiedenen Seiten der Symmetrielinie!
2. Fall: Das mittlere C-Atom tragt eine
Seitenkettc. Summiere und vergleiche mit der
entsprechenden Formel aus Aulgabe 2b)!

A5A Leite Rir ungerades n die Anzahl
Formen mit zwei eingliedrigen Seitenketien
an verschiedenen C-Atomen her, indem du
zunichst die Gesamlanzahl Permutationen
der Elemente § und ® berechnest! Beriick-
sichtige dann. daB darunter zucinander sym-
metrische Formen vorkommen'

Addiere zu dem Ergebnis die Anzahl Formen
mit zwel cingliedrigen Seitenketten an dem-
selben C-Atom! Mit welcher Formel des
Teates mult dein Ergebnis {ibereinstimmen?

Werner Rennebery

Biicher aus dem

VEB Deutscher Verlag
fiir Grundstoff-
industrie Leipzig

Gerhard Ludwig
Allgemeine, anorganische
und organische Chemie —
Wissensspeicher
264 Seiten, zahlr. Abb. und Tabellen

Preis: 8,85 M
Der Wissenspeicher soll einen Uberblick iiber
das erforderliche grundlegende Wissen in
Zusammenhingen und bestimmten Einzel-
heiten geben. Vorwiegend soll er zur Zweit-
information nach Erlernen des Stoffes im
Unterricht eingesetzt und zur Entnahme von
Informationen fiir die Arbeitsgemeinschaft
oder die spatere berufliche Tatigkeit verwen-
det werden.

Autorenkollektiv
Rechenpraxis in Chemieberufen
364 Seiten, zahlr. Abb. u. Tab. Preis: 1285 M

Beherrschung und Lenkung der chemischen
Produktion erfordern heute und in Zukunft
ein stindig zunehmendes MaB an Wissen,
Erfahrungen und Fertigkeiten. In immer
héherem Grade bestimmt die moderne Tech-
nik den Charakter unserer Produktion. Die
moderne Technik 138t sich aber nur dann mit
hohem Wirkungsgrad einsetzen und nutzen,
wenn die mit ihrer Steuerung betrauten Men-
schen ihr erworbenes Wissen schépferisch
und den Gegebenheiten entsprechend zu ge-
brauchen wissen. Zahlreiche Musterbeispiele
mit ausfihrlichen Lésungsvorschligen. 277
gestelite Ubungsaufgaben (mit Ergebnissen)
bieten den mathematisch/naturwissenschaft-
lich interessierten Lesern die Méglichkeit,
ihr Wissen und Kdnnen zu erproben.

Autorenkollektiv -
Tabellenbuch Chemie
485 Seiten, zahlr. Abb. Preis: 16,20 M

Das Buch enthilt Konstanten und Daten
chemischer Verbindungen, Rechentafeln so-
wie andere Tabellen. Erklirungen und iiber-
sichtliche Tabellenformen erleichtern auch
dem im Lesen von Tabellen ungeiibten Be-
nutzer das Arbeiten mit dem Buch.




XIV. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR
1. Stufe (Schulolympiade)

Abgabetermin (beim Mathematiklehrer): 7. Oktober 1976

Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus dem
Schulunterricht oder den Arbeitsgemeinschal-
ten bekannt sind, miissen alle verwendeten
Aussagen prazise [ormuliert und bewiesen
werden. Der Lésungsweg (einschlieBlich Ne-
benrechnungen, Konstruktionen, Hillslinien)
muf deutlich erkennbar sein. Die Gedanken-
gange und Schliisse sind in logisch und gram-
matisch einwandfreien Satzen darzulegen.
Die Losungen und Punktbewertungstabellen
werden ab 8. Oktober 1976 verdffentlicht.
Anmerkung: ¥ ABC bezeichnet im folgenden
die Grofle des Winkels ¥ ABC.

Olympiadeklasse 5

1. In einer Mathematik-Arbeitsgemeinschalt
stellt Monika den Teilnehmern flolgende Aul-
gabe:

Jeder der Buchstaben A4, L, P, H bedeutet
eine einstellige natiirliche Zahl. Dabei gilt:
(1) Die Zahl H ist doppelt so gro8 wie die
Zahl P.

(2) Die Zahl A ist gleich der Summe aus der
Zahl P und dem Doppelten der Zahl H.

(3) Die Zahl L ist gleich der Summe der
Zahlen A, P und H. Schreibt man die Zahlen
ALPHA in dieser Reihenfolge hintereinan-
der, dann erhilt man die (fiinfstellige) Leser-
zahl der mathematischen Schiilerzeitschrift
»alpha®.

Wie groB ist diese Leserzahl?

2. Auf einer Geraden g sollen (in[ Punkte 4,
B, C, D, E in dieser Reihenfolge angeordnet
sein und folgende Bedingungen erfiillen:

(1) Die Strecke AE hat die Linge
AE=18cm.

(2) Die Strecke AD ist 2cm kiirzer als die
Strecke AE.

(3) Die Strecke CD hat die Lange
CD=5cm.

(4) Die Strecke AB ist 3cm ldnger als die
Strecke CE.

a) Konstruiere funf derartige Punkte 4, B,
C, D, E!

b) Ermittle die Lingen der Strecken AD,
AB, BC!

Als Losung geniigt

a) eine Konstruktion ohne Beschreibung und
b) die Ermittlung der Streckenlidngen AD,
AB. BC aus den Bedingungen (1) bis (4).

3. Um zu ermitteln, welchen Durchschnitts-
wert die Masse eines Maiskolbens von einem
Versuchsfeld hat, hatten Schiiler einer Ma-
thematik-Arbeitsgemeinschaft sechs Kolben
ausgewiihit und gewogen. Der groBte Kolben
hatte eine Masse von 850g, drei Kolben
hatten eine Masse von je 640 g, zwei Kolben
von je 460 g. Wieviel Gramm betrug hiernach
die durchschnittliche Masse eines dieser sechs
Maiskolben?

4. Ein rechteckiger Spielplatz wird einge-
ziunt. Die Gesamtlinge des Zaunes betrigt
390 m; die langen Seiten des Rechtecks sind
doppelt so lang wie die kurzen.

a) Ermittle die Seitenldngen des Spielplatzes!
b) Zeichne den Spielplatz (Konstruktion des
Rechtecks) im Ma@stab 1:1000!

Olympiadeklasse 6
1. AAA- A=BBB
+ =i
CCC-E=DDD
FFF :F=GGG

In diesem Schema sind fiir die Buchstaben
Ziffern (0, 1,2,3,4,5, 6, 7. 8,9) so einzutragen,
daB fir gleiche Buchstaben gleiche Ziffern
und fiir verschiedene Buchstaben verschie-
dene Zilfern stehen und daB alle fiinf ange-
gegebenen Rechenaufgaben richtig gerechnet
sind.

Ermittle alle moglichen derartigen Eintragun-
gen!

2. Knut ist ein sehr trainierter Radfahrer. Bei
einem Ausflug legte er auf seinem Fahrrad in
der Minute durchschnittlich 320 m zuriick.
Er fuhr um 7.00 Uhr mit seinem Rad ab und
erreichte um 11.00 sein Ziel. Von 9.00 Uhr
bis 9.20 Uhr hatte er gerastet, in der iibrigen
Zeit ist er ununterbrochen gefahren.

Wie lang (in km) ist die dabei von Knut
insgesamt zuriickgelegte Strecke?

3. Luise sucht eine natiirliche Zahl x, die sie

yom Ziahler des Bruches % subtrahieren und
gleichzeitig zum Nenner dieses Bruches addie-
ren mochte, wobei der so entstehende Bruch

7
den Wert I erhalten soll.

Stelle fest, ob es eine solche Zahl x gibt, ob
sie die einzige ist, die die Bedingungen der
Aulgabe erfiillt, und wie sie lautet!

4. Eine Gruppe von mehr als 10, aber weniger
als 50 Thialmann-Pionieren wollte eine Wan-
derfahrt durchfiihren. Sie brauchte dazu ge-
nau 91 Mark. Jeder Pionier der Gruppe
zahlte eine einheitlich festgesetzte Anzahl von
1-Mark-Stiicken (und keine weiteren Geld-
betrdge) in die Reisekasse. Ein dann noch
fehlender Restbetrag von genau 26 Mark
wurde aus der Pionierkasse bestritten.
Ermittle die Anzahl der Pioniere dieser Grup-
pe und den Betrag, den jeder von ihnen zur
Bezahlung dieser Fahrt in die Reisekasse
zahlte!

Olympiadeklasse 7

1. Bei der 3.Stule der XV.Mathematik-
olympiade erhielten die sechs Thalmann-
Pioniere Anita, Bernd, Christine, Doris, Erich
und Fritz je einen Preis.

Genau zwei von ihnen erhielten volle Punkt-
zahl.

Auf die Frage, welche beiden Pioniere volle
Punktzahl erhielten, wurden [olgende fiinf
Antworten gegeben:

(1) Anita und Christine;

(2) Anita und Fritz;

3) Bernd und Fritz;

4) Anita und Doris;

(5) Bernd und Erich.

AnschlieBend wurde festgestellt, daB in genau
einer dieser fin[ Antworten beide Angaben
falsch sind, wihrend in den iibrigen vier je-
weils eine Angabe wahr und eine falsch ist.
Wie heiBen nach dieser Feststellung die bei-
den Preistrédger, die die volle Punktzahl er-
hielten?

Uberpriile, ob sich diese Frage aus den vor-
liegenden Antworten eindeutig beantworten
1506t !

2. Man denke sich die Zahlen 1, 2, 3, 4, ... usw.

bis 100 derart hintereinander aulgeschrieben,

daB eine Zahl z der Form
z=12345678910111213...9899100

entsteht.

a) Wieviel Stellen hat z?

b) Es sollen 100 Ziffern der Zahl z so ge-

strichen werden, daBl die mit den restlichen

Ziffern dargestellte Zahl z' moglichst grofB

ist. Dabei soll an der Reihenfolge der (in z')

verbleibenden Ziflern von z nichts geindert

werden.

Ermittle, welche Ziffern zu streichen sind, und

gib die ersten zehn Ziffern der neuen Zahl 2’

an!

3. Es seien a und b zwei zueinander parallele

Geraden. 4 und P seien Punkte auf a, ferner

seien B und Q Punkte auf b. Dabei gelte

PQL1 a. Der Mittelpunkt von PQ sei M, und

es sei ¢ die Parallele zu a durch M.

Beweise folgenden Satz:

Ist S der Schnittpunkt von ¢ mit AB, so gilt

AS=BS.
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4. Bei einem Radrennen auf einem Rundkurs

von 1 km Lange hatte zu einem bestimmten

Zeitpunkt der Radsportler A genau 500 m

Vorsprung vor dem Radsportler B.

B [uhr mit einer Geschwindigkeit von 50 kTm

km

T
a) Nach wieviel Minuten von dem angege-
benen Zeitpunkt an gerechnet, holte B den
Fahrer A das erste Mal ein, wenn angenom-
men wird, daB beide mit gleichbleibender Ge-
schwindigkeit fuhren?

_b) Nach wieviel weiteren Minuten wiirde B
den Fahrer A zum zweiten Mal einholen
(iiberrunden), wenn beide Fahrer auch weiter-
hin mit jeweils gleichbleibender Geschwin-
digkeit weiterfahren wiirden?

Wieviele Runden hidtte 4 und wieviele B
zwischen dem ersten und dem zweiten Mal
des Uberholens zuriickgelegt ?

A mit einer Geschwindigkeit von 45

Olympiadeklasse 8

I. Durch einen Wiirlel ABCDEFGH (siehe
Bild) soll ein ebener Schnitt so gelegt werden,
daB als Schnittfigur ein gleichseitiges Dreieck
entsteht, dessen sdmtliche Ecken auch Eck-
punkte des Wiirfels sind.

Gib alle Moglichkeitén flir einen solchen
Schnitt an, und stelle einen Wiirfel mit einem
solchen Schnitt in Kavalierperspektive dar!

2. In einem VEB macht es sich erlorderlich,
fiir jeden der Arbeiter Arnold, Bauer, Donath,
Funke, Grofle, Hansen, Krause und Lehmann
langfristige QualifizierungsmaBnahmen zu
planen.

Innerhalb von vier Wochen, und zwar in der
Zeit vom 1. 11. 1976 (Montag) bis 27. 11. 1976
(Sonnabend) kann jeweils fir drei Tage (ent-
weder von Montag bis Mittwoch oder von
Donnerstag bis Sonnabend) je ein Arbeiter
zu einem dreitédgigen Lehrgang delegiert wer-
den.

Da die laufende Produktion nicht gefdhrdet
werden darf, kann eine Freistellung von der
Arbeit nur zu bestimmten Zeiten erfolgen:
(1) Arnold kann nicht in der dritten Woche
teilnehmen.

(2) Bauer ist in der ersten Halfte jeder Woche
im Betrieb nicht entbehrlich, aber auch nicht
vom [1. bis 13. 11. und nicht in der zweiten
Hilfte der vierten Woche.

(3) Donath kann nur in der gleichen Woche
wie Lehmann gehen.
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(4) Funke kann nur in der ersten oder zweiten
Woche freigestellt werden.

(5) GroBe kann nur vom 4. bis 6. 11. oder vom
18. bis 20. 11. oder in der zweiten oder vierten
Woche jeweils in der zweiten Hillte beriick-
riicksichtigt werden.

(6) Hansen kann nur in der zweiten oder
dritten Woche jeweils in der zweiten Hilfte
eingesetzt werden, jedoch nicht in der Woche,
in der Funke zum Lehrgang geht.

(7) Krause kann nur in der ersten Woche oder
vom 22. bis 24. 11. zum Lehrgang geschickt
werden.

(8) Lehmann kann nur in der ersten Hilfte
jeder Woche teilnehmen.

Ermittle simtliche Moglichkeiten, unter die-
sen Bedingungen die vorgesehenen Qualifizie-
rungsmaBnahmen durchzufiihren! Gib dabei
fiir jeden der Arbeiter die Zeit an, in der er
zum Lehrgang delegiert wird!

3. Beweise den folgenden Satz:

Wenn von drei aufeinanderfolgenden natiir-
lichen Zahlen die kleinste Zahl gerade ist,
dann ist das Produkt dieser drei Zahlen durch
24 teilbar.

4. Peter stellt seinem Freund Fritz folgende
Aulgabe:

Gegeben sei ein Kreis, dessen Durchmesser
gleich dem Erddurchmesser ist, und ein
zweiter dazu konzentrischer Kreis, dessen
Umfang 1 m langer als der Umfang des ersten
Kreises ist.

Ermittle den Abstand beider Kreislinien von-
einander!

Nach kurzem Uberlegen nennt Fritz diesen
Abstand und behauptet:

,»Wenn der erste Kreis nur den Durchmesser
einer Stecknadelkuppe (1 mm) besitzt, und
der Umlang des zweiten konzentrischen Krei-
ses wiederum 1 m ldnger als der des ersten
Kreises ist, dann ist der Abstand dieser beiden
Kreise genau so groB wie in deiner Aufgabe.*
Stimmt diese Behauptung von Fritz?

Wie groB ist der Abstand der konzentrischen
Kreislinien in beiden Fillen?

Olympiadeklasse 9

1. Frank und Jens spielen ein Spiel, das sie
Autorennen nennen. Sie haben dazu aul
quadratisch-kariertem Papier eine Spielflache
durch einen Streckenzug ABCDEFGA einge-
schlossen, wobei A, B, C, D, E, F, G Gitter-
punkte bezeichnen. Jeder Spieler soll von der
Startlinie AG zur Ziellinie DE oder iiber sie
hinaus gelangen, indem er nach folgenden
Regeln einen Streckenzug PoP,P,...P, bil-
det, der den Weg des Fahrzeuges darstellen
soll, wobei die Po, Py, ..., P, Gitterpunkte
sind. Keine der Teilstrecken PoP,, P,P,.
.... Py_ P, des Streckenzuges darfl dabei die
Randlinie des Spielleldes (mit Ausnahme der
Start- und Ziellinie) beriihren oder schneiden.
Unter einem ,,Zug* wird der Ubergéng von
einem Punkt P, zu dem nichsten Punkt
P, verstanden.

Die Spielregeln lauten:

(1) Po liegt auf AE

(2) Der erste ,,Zug"” besteht aus der Strecke
PoP,,wobei PoP, =1 (Seitenldnge des Grund-
quadrates) ist.

(3) Wenn bereits ein ,,Zug® Py_ , P, ausgefiihrt
wurde, so findet man den nichsten ,,Zug"
P"Pk“ folgendermaBen:

a) Man verldngert die Strecke P, _,P, iiber
Py hinaus um sich selbst bis zu einem Punkt,
der Q, genannt sei.

b) Man wihlt entweder den Punkt Q, oder
einen seiner acht benachbarten Gitterpunkte
als Punkt P, (Hinweis: P;., muB inner-
halb des Spielfeldes liegen, aber nicht not-
wendig Q).

Geben Sie fir ein Spielleld mit A(0; 0),
B(0; 14), C(7; 21), D(16; 21), E(16; 18),
F(7; 18), G(7; 0) einen ,,Fahrweg®, d. h.
einen Streckenzug PyP,P,. .. P, an, bei dem
die Ziellinie von der Teilstrecke Pg Py erreicht
oder geschnitten wird!

Als Losung geniigt eine zeichnerische Dar-
stellung oder die Angabe der Koordinaten der
Punkte P; (i=0, 1, 2, ..., 9) ohne Begriindung,

2. Jemand behauptet, daBl es moglich sei, aus
7 Papierstiicken' aul folgende Weise genau
1976 Stiicke herzustellen:

Man teilt einige der 7 Papierstiicke jeweils
in genau 7 Teile, danach wieder einige der
nunmehr vorhandenen Papierstiicke jeweils
in genau 7 Teile usw.

Ist es moglich, daB man aul diese Weise,
indem man also das beschriebene Verfahren
geniigend lange fortsetzt, genau 1976 Papier-
stiicke erhalt?

3. Es seiA ABC ein gleichschenkliges Dreieck
mit der Basis 4B, der Linge AB=b und der
Schenkellinge 2b. Die Punkte D bzw. E seien
die inneren Punkte von AC bzw. BC, in denen
die Schenkel den Kreis mit dem Durch-
messer AB schneiden. Man ermitile den Um-
fang des Vierecks ABCD.

4. Stellen Sie fest, ob Korper existieren, fiir
die lolgendes gilt:

Kantenlange bzw.
Durchmesser in cm

Wiirfel a
Kugel c
regulires
Tetraeder e
Oberflachen- Volumen
inhalt in cm? in cm?®
Wiirfel b b
Kugel d d
reguliires
Tetraeder f S

Ermitteln Sie alle reellen Zahlen a, ¢, e, die
diesen Bedingungen geniigen ! Dabei bezeich-
nen gleiche Buchstaben gleiche reelle Zahlen.



wihrend verschiedene Buchstaben nicht not-
wendig verschiedene Zahlen bezeichnen miis-
sen.

Olympiadeklasse 10
1. In das Kryptogramm
KATLCR
+ KATZE
TI ERE

sind anstelle der Buchstaben Ziffern (0, I, ...,
9) so einzusetzen, daf3 eine Additionsaulgabe
mit richtiger L3sung entsteht. Dabei sollen
gleiche Buchstaben gleiche Ziffern, verschie-
dene Buchstaben verschiedene Ziflern dar-
stellen.

Geben Sie samtliche Losungen dieser Aufgabe
an!

2. Geben Sie alle reellen Zahlen x(x + —3) an,
die folgende Ungleichung erfiillen:

2

2 1 5 |
x+3 2

x+3 10

v

(M

3. Man untersuche, ob es eine Mdoglichkeit
gibt, alle Kanten eines Wiirfels so zu durch-
laufen, daB nacheinander ohne Unterbre-
chung jede Kante genau einmal durchlaufen
wird.

4. Gegeben sei ecine Streckenlinge a. Ein
Dreieck ABC habe die Eigenschaften

AB=2a, BC=a, x ACB=90".
Berechnen Sie die Abstinde des Schnitt-
punktes der Seitenhalbierenden dieses Drei-
ecks von jeder der Dreieckseiten!

Olympiadeklassen 11/12

1. Man ermittle alle Tripel reeller Zahlen
(x, y, z), die das Gleichungssystem

x+yz =17 (1)

xy+z=5 (2)

x+y+z=6 3)
erfiillen.

2. Man beweise, daB fiir jedes Dreieck ABC
die Gleichung

MA? “sina+ MB?-sinfi+ MC? - siny=2F
gilt, wobei o, §, y die GréBen der Innenwinkel
bei A, B bzw. C bezeichnen, F der Fldchen-
inhalt des Dreiecks und M der Mittelpunkt
seines Inkreises ist.

3. Einer Schule stechen fiir ein Zeltlager fol-
gende Zelte zur Verfiigung:

2 Zelte fir je 3 Personen.

[ Zelt fir 8 Personen,

2 Zelte fiir je 10 Personen und

2 Zelte fiir je 16 Personen.

(Die Personenzahlangaben sind die vom Her-
steller angegebenen Hochstbelegungszahlen.)
Jedes dieser Zelte wird entweder mit Mad-
chen zu genau 50 seiner Hochstbelegungs-
zahl ausgelastet oder mit Jungen so belegt.
dal} es zu hochstens 70%,. mindestens aber
zu 50°/, ausgelastet ist.

Losungen

Lisungen zum alpha-Wettbewerb, Heft 2/76:

Ma5 ®1497 Wegen xx4-x=2x4 betragt
der zweite Faktor 11. Daraus [olgt 2x4 =x3x;
jedes Teilprodukt betrigt somit 234, also auch
der erste Faktor. Die geloste Aufgabe lautet
somit

234-11

234
234
2574

Ma5 81498 Fiir jede der vier Ziffern der
Autonummer gilt 0<n<9. Die zweite Ziffer
sei n, die vierte somit 3 - n, die erste 3n — 3 und
die dritte 3n—5. Fiir die Quersumme der
Autonummer gilt deshalb
(3n=3)+n+(3n—5)+3n=22,

10n—8=22,
10n=130,
n= 3.

Die Autonummer lautet somit 6349,

Dabei sind insgesamt fiir das Zeltlager mehr
Midchen als Jungen zu beriicksichtigen.

a) Wieviel Personen konnen maximal unter
diesen Bedingungen am Zeltlager teilneh-
men?

b) Man gebe fiir einen derartigen Fall eine ent-
sprechende Belegung der Zelte an.

4. Auf der Oberflache einer massiven Kugel,
deren DurchmessergroBe nicht angegeben ist,
seien zwei Punkte A und B gegeben, die nicht
auf ein und demselben Kugeldurchmesser
liegen.

Man beschreibe eine Konstruktion des durch
die Punkte 4 und B verlaufenden Grof-
kreises. Zur Konstruktion aul der Kugel-
oberfliche darf nur ein Zirkel. zu eventuell
notwendigen Hillskonstruktionen in einer
Ebene diirfen nur Zirkel und Lineal verwen-
det werden.

Hinweis: Unter einem GroBkreis versteht
man einen Kreis aul der Kugeloberfliiche,
dessen Mittelpunkt mit dem Mittelpunkt der
Kugel zusammenfallt. Durch zwei Punkte der
Kugelober(ldche. die nicht auf ¢in und dem-
selben Kugeldurchmesser liegen, verliult ge-
nau ein GroBkreis.

Ma5 ®1499 Angenommen, zur Herstellung
des Werkstiickes wurden bisher x Minuten
benotigt; wegen 3h 45min =225 min gilt dann

x:2+415=225,
x:2 =210,
x=420.

Zur Anlfertigung des Werkstiickes wurden
bisher 420 Minuten, also 7 Stunden bendtigt.

Ma5 ®1500 Bei einer mittleren Geschwin-

digkeit von 30 kTm schafft man 1 km in 2 min.

Fiir 15,8 km—0,9 km = 14,9 km ben&tigt man
149 -2min=29,8 min. Hinzu kommen
10 min FuBweg. Nach Franks Vorschlag
werden insgesamt (29,8 + 10) min= 39,8 min
bendtigt. Bei einer mittleren Geschwindigkeit

von 24 k—;n‘ und einer Fahrstrecke von 15,5 km

bendtigt man (15,5:24)h=[(15,5 - 60):24 min
=38,75 min. Nach Uwes Vorschlag werden
38,75 min bendtigt. Uwe hat somit recht.

Ma5 ®1501 Wir rechnen 240 kg:4=60kg;
240kg:8=30kg; 240kg:6=40kg; 240kg
—60kg—30kg—40kg=110kg. Von den
Schiilern wurden 60kg Blei, 30 kg Kupfer,
40 kg Zink und 110 kg Messing gesammelt.

Ma5 ®1502. Wir rechnen 60-42=2520,
60—10=50, 50-49=2450, 252042450
=4970 und 4970:70=71; beim Transport
gingen 71 Glidser entzwei.

Ma6 ®1503 Jede dreistellige natiirliche

Zahl 148t sich wie folgt darstellen:
z=100a+ 10b+ ¢ mit | £a <9 und
0Lbh, c£9.

Wegen b=a+1

daraus
z=100a+ 10(a+ 1)+ 2a.

Da die dreistellige Zahl z kleiner als 400 ist,
folgt a=1 oder a=2 oder ¢=13, also z=122
oder z=234 oder z=346.

und ¢=2a erhalten wir

Nun soll g _eine Primzahl sein.

Fiir a=1 erhalten wir§=61; dies ist eine
Primzahl. Fiir a=2 erhalten wir§=117;
diese Zahl ist durch 9 teilbar, also keine

Primzahl. Fiir a =3 erhalten wir = =173; dies

[NS TR

1st eine Primzahl.
Erika hat sich entweder die Zahl 61 -2=122
oder 173 - 2 =346 gedacht.

Ma6 #1504 Angenommen. im Korb befan-
den sich urspriinglich n Friichte. Nachdem
Ralfl sechs herausgenommen hatte. waren im
Korb noch (n—6) Friichte. Der Korb ent-
hielt nun x Birnen und (x+10) Apfel, also
(2x 4+ 10) Friichte. Demnach gilt
n—06=2x+10,

n=2x+16,

n=2-(x+8).
Wegen n=2"(x+8) ist n ohne Rest durch 2
teilbar. Da 29 aber nicht durch 2 teilbar ist.
kann n nicht gleich 29 sein. Ralf irrte sich.
Bérbel hatte recht.
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Ma6 ®1505 Aus lBOOkm'%=l350km.

5 B9 3 b =90 min

tl=U1_ 900 3 und 126 min

—90 min=36 min =16—0 h folgt

_5z_450-10km _
56 T_750 b

Das Flugzeug setzte den Flug aul der rest-
lichen Flugstrecke voh 450km mit einer

durchschnittlichen  Geschwindigkeit von

U2

750 kTm fort.

Ma6 81506 Da nur ganzzahlige Punktzah-
len vergeben wurden, muB die Anzahl der von
Ursula erreichten Punkte sowohl durch 6 als
auch durch 7, also durch 42 teilbar sein. Aus
1450 <42 - n < 1500 folgt n=135.

Ursula errang somit 42-35=1470 Punkte,

Sabine errangg-l470=1225 Punkte, und

Petra errang g 1470 = 1260 Punkte.

Maé6 81507 Eine Zahl ist durch 36 teilbar,
wenn sie durch 4 und durch 9 teilbar ist.

Aus 8042xx folgt fur die ersten vier Ziffern
die ‘Quersumme 14. Entsprechend den Teil-
barkeitsregeln fiir die Zahlen 4 und 9 lautet
somit die kleinste dieser Zahlen 804204. Aus
8942xx folgt [Ur die ersten vier Ziffern die
Quersumme 23. Entsprechend den Teilbar-
keitsregeln fir die Zahlen 9 und 4 lautet
somit die groBte dieser Zahlen 894276.

Pho6 a1508

Gegeben: 9=19,3 i:, Gesucht: m
cm

1 1
—mmm—g———cm
Ag=1m?=10000 cm?

h

m=g-V V=Ag-h
193g-10cm? . lem
Mmoo V= 10000em™ 566550
10
=214 V=-cm?
m=2l4g 90 "

Fiir 1 m? Blattgold braucht man 2,14 g Gold.

Ma7 #1509 Angenommen, wir erhalten
beim Wechseln des 25-Rubel-Scheines x 5-
Rubel-Scheine und y 3-Rubel-Scheine, dann
miiften wir nach Voraussetzung noch
(10— x —y) 1-Rubel-Scheine erhalten, und es
gilt

Sx+3y+1-(10—x—y)=25,

Sx+3y+10—x—y =25,
4x+2y=15,
2y=14—4dx+1,
1
y=7-2x+

3
Fiir keine natiirliche Zahl x wird y ebenlalls
eine natiirliche Zahl. Ein 25-Rubel-Schein
1aBt sich aul die geforderte Weise nicht
wechseln.
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Ma7 #1510 Angenommen, der erste Kunde
habe x Flaschen, der zweite somit (x +2) Fla-
schen Wein gekault; dann gilt
5,60 - x +4,00=4,80 - (x + 2) + 2,40,
5,6x+1,6=48x+9.,6,
0,8x=8,
x=10.

Der erste dieser Kunden hat 10 Flaschen, der
zweite 12 Flaschen Wein gekauft. Jeder fiihrte
einen Geldbetrag von 560 M -10+4 M
=60 M mit sich.

Ma7 #1511 Angenommen, es sollten nach
Plan tiglich x Hektar bestelll werden; tat-
sdchlich wurden aber (x +2) Hektar bestellt.

Nun gilt
14-x=10"(x+2),
14x=10x+ 20,
4x =20,

x= 5.

Nach Plan sollten tdglich 5 ha Feld bestellt
werden; insgesamt wurden 14-5ha=70ha
bestellt.

Ma7 #1512 Angenommen, es wohnen x
Personen in diesem Haus; dann gilt
2,5
10x+88=10,8x—(10x+88)-w0,
10x + 88
40
(10x +88)-40=40"-10,8x — (10x + 88),
41(10x +88)=432x,
410x +41 - 88 =432x,
22x =41 88,
x=4-41,
- x=164.
Im Hause wohnen 164 Personen. Die Heiz-
kosten belaufen sich aul 10M - 164 +88 M
=1728 M.

10x+88=10,8x —

Ph7 1513 Gegeben: p;=18at; p,=75at,
V= 15000 m?
Gesucht: V,
Nach dem Gesetz von Boyle-Mariotte gilt
P Vi=pa- W,
ok
P2
[,8at- 15000 m?
75 at
V=360 m?
Die Quelle verliert 360 m* Gas in einer
Stunde.

Va

Vz =

Ch7 ®1514
die Reaktion:
2Mg+0,-2Mg0

. . 8
2. Gegeben: mpy, =03 g; My, = 24m_ol

1. Aufstellen der Gleichung fir

MM,0=4O%
gesucht: my,0
3. Aufstellen des Stoflmengenverhaltnisses:
Mpg - Mygo=1:1
Mg =Mpgo
4. Einsetzen der Groflengleichungen fiir die
Stolfmengen:
Mug  Mugo
MMg B MMqO

mM, M MMgO
5. Einsetzen der Groflen:
_03g-40g-mol
T 24g-mol
mug0=0,5¢g
Bei der Verbrennung von 0,3 g Magnesium
entstehen 0,5 g Magnesiumoxid.

Mpmg0=

muyg0

alc—b)

b
ist a+0, da sonst der Zahler auf der linken
Seite von (1) gleich Null wiare. Ferner ist auch
b+0, da b im Nenner der linken Seite von (1)
steht.
Da genau eine der drei Zahlen gleich Null ist,
kann daher nur ¢ =0 sein. Also folgt aus (1)

ab
-5 > 0 2)

und wegen b=+0 weiter —a>0, d. h. a<0.
Also ist a negativ und ferner, da c=0 ist,
b positiv.
Die Probe bestitigt die Richtigkeit des Er-
gebnisses. Man erhdht namlich fiir a <0, >0,
c=0.

Ma8 81515 Wegen >0 1)

a(c—b)= _a_b___

b b —a>0.

Ma8 #1516 Das Viereck SEAF hat zwei
rechte Winkel, namlich die Winkel ¥SEA
und % AFS, da die beiden Hohen BE und CF
senkrecht aul den Verldngerungen der zuge-
horigen Seiten stehen (siehe Bild). Ferner ist in
diesem Viereck « EAF =a (als Scheitelwin-
kel). Bezeichnet man die GroBe des vierten
Winkels « FSE dieses Vierecks mit ¢, so gilt,
da die Winkelsumme eines jeden Vierecks
360" betragt
¢+90° +2+4+90°=360",

b=180 —a.
c
L A\ A
A\« 8
9 E
s

Bezeichnet man die Gr6Ben der beiden

spitzen Winkel des Dreiecks ABC mit fund y,

so folgt hieraus wegen f+y=180"—«
¢=B+y,w.z.bw.

Mag #1517 Es seien p und ¢ zwei Prim-
zahlen, die die geforderte Eigenschaft haben.
Dann gilt eine der [olgenden drei Gleichun-
gen:

18-p =(p+q) pq, (8]

18-(p+q)=p-pq, (2)

18:pg =p-(p+4q) 3
Im Falle (1) folgt wegen p+0

18 =(p+49)g,

2-32=(p+qh. (C)]

Da g Primzahl ist, gilt also g=2 oder g=3.



Ist ¢=2, so folgt aus (4) p+4=9, also p=7.
Die Primzahlen p=7, g=2 haben also die
geforderte Eigenschalt, da fiir sie die Glei-
chung (1) erfullt ist.
Ist g=3, so folgt aus (4) p+g=6, also p=3.
Daher haben auch die Primzahlen p=3,
¢=13 die geforderte Eigenschaft; denn auch
fiir sie ist die Gleichung (1) erfullt.
Im Falle (2) gilt

2-3-3:-(p+q)=p P4 (&)
Daraus ergibt sich aber ein Widerspruch,
weil aul der linken Seite von (5) mindestens
vier Primfaktoren, stehen, wiahrend auf der
rechten Seite nur drei Primfaktoren vorhan-
den sind. Also kann dieser Fall nicht ein-
treten.
Im Falle (3) folgt wegen p+0

18¢g=p+q,d. h. 17g=p.
Wegen g> | wire also p nicht Primzahl, was
der Voraussetzung widerspricht. Also kann
auch dieser Fall nicht eintreten. Daher haben
nur die Primzahlen p=7 und g=2 sowie die
Primzahlen p=3 und ¢=3 die geforderte
Eigenschalft.

Ma8 ®1518 a) Wir bezeichnen die begren-
zenden Kreise des unteren bzw. des oberen
Geldstiickes mit &k, bzw. k, und die Be-
riihrungspunkte aufl den beiden Kreisen mit
T\ bzw. T,. Dann fallen bei Beginn des Ver-
suches die Punkte T, und T, zusammen.

Wihrend des Abrollens bleibt der Punkt T;
fest, wihrend der Punkt 7, sich.mit dem
Kreis k, bewegt und aul diesem einen Weg
von der Linge drn zuriicklegt, wobei d der
Durchmesser der beiden Kreise ist. Daher
fallt nach einem vollen Umlauf des Krei-
ses k, um den Kreis k, der Punkt T; wieder
mit dem Punkt 7} zusammen. Aus diesem
Grunde steht nach Beendigung des Versuches
die Ziller des oberen Geldstiickes wieder auf-
recht.
b) Wir wihlen die gleichen Bezeichnungen wie
im Falle a), beachten aber, daB der Durch-
messer des Kreises k; gleich d, =29 mm und
der Durchmesser des Kreises k; gleich d,
=19mm ist. Nach einem vollen Umlaul
des Kreises k, um den Kreis k; hat dann der
Punkt T, aufl dem Kreis k, einen Weg von
dn zuriickgelegt und die in der Abbildung
angegebene Stellung erreicht. Dabei hat er
sich um einen Winkel « gedreht, fiir den gilt
:360°=d,n:d,m,
d, . 29

a=d—2-360 =1 360°,

o 549°=360" + 189°.
Der Punkt T, hat also aul dem Kreis k,
eine volle Umdrehung (360°) und auBerdem

noch etwas mehr als eine halbe Umdrehung
(189°) ausgefiihrt. Er befindet sich nach Be-
endigung des Versuchs in der in der Abbil-
dung angegebenen Stellung. Daher steht die
ZifTer 5 des oberen Geldstiickes fast ,,aul dem
Kopf*.

Ph8 #1519 Gegeben: U=220V;I=12A;
~ 0,0286 Qmm?

- m

Gesucht: Klemmenspannung U

Die Klemmenspannung U ergibt sich aus der
Differenz der Spannung U an der Steckdose
und dem Spannungsablall Uy in der Leitung.
Ug=U-U

I=25m;r=1mm;

Ux=220V—55V R=2~"A;1
Ug=214,5V
Uy=I-R A=mr?
2-01-g-1
Uv=—g
nr

U _2- 12 A-0,0286 Qmm?-25m
ve 3,14- 1 mm?-m
Uy=546 V=55V

Am Kochherd liegt eine Klemmenspannung
von 214,5V an.

Ch8 #1520 Volumen in cm? 60 x
Masse in g 90 150
90:150=60:x
x=100

150 g des Stoffes nehmen ein Volumen von
100 cm? ein.
Ma9 #1521 Aus ;+5=1
b d
ad + bc
bd

Fiir die Summe der reziproken Werte der
beiden Quotienten gilt daher

IZ + (_1 _bctad _ bd

a ¢ ac ac
d. h. man erhilt diese Summe, indem man das
Produkt bd der beiden Divisoren durch das
Produkt ac der beiden Dividenden dividiert,
w.z.b.w.

folgt =1, also ad+bc=bd.

Ma9 @1522 1. Wegen AB=CD=a und
BC=DA=bgilt

E=2a,&=2a, also AE=CG.
Ferner gilt

AH=b,ﬁ"=b,alsom=Eﬁ
¥ EAH = £ FCG=90° (siehe Bild).
DarausﬂgtAEAH; AFCQG, also

HE=FG. 1
AnalogEhiilt_man AFGC= AHDG, also
EF=GH. (V]
F
b
G a D a [«
b b
A a 8 a £
b
H

Wegen (1) und (2) hat also das Viereck EFGH
zwei Paare gleichlanger Seiten, d. h., dieses
Viereck ist ein Parallelogramm. Wegen a+b
kann man o.B.d.A. a>b annehmen.
Dann gilt nach dem Satz des Pythagoras

HE*=4q* + b2, EF*=4b*+a?
und 4a’+b2=3a2+b2+a?

>3b2 + b2+ 4? =4b*+ 4%, also

HE>EF,

d. h., das Viereck EFGH ist kein Rhombus
und erst recht kein Quadrat. Es trifft also nur
die Aussage la) zu, wonach das Viereck
EFGH ein Parallelogramm ist.
2. Der Fliacheninhalt des Rechtecks ABCD
ist gleich

A, =ab. 3)
Der Flicheninhalt eines jeden der rechtwink-
ligen Dreiecke AEAH, AFBE, AGCF,

AHDG ist gleich % ‘2ab=ab.

Daher ist der Flicheninhalt des Vierecks
EFGH gleich

A, =ab+4ab=5ab. 4)
Aus (3) und (4) folgt

Ay:Ay=ab:5ab=1:5.
Der Fliacheninhalt des Rechtecks ABCD ver-
hilt sich also zu dem Flidcheninhalt des Vier-
ecks EFGH wie 1:5.

Ma9 81523 Es seien x, y, z drei natiirliche
Zahlen mit x <y =<z, [ir die die Gleichungen
x+y+z= 46 (1)
und xyz =3060 (2)
erfillt sind. Dann gilt
46=x+y+z§3z,

also

ist, z216. 3)
Andererseits gilt wegen (1) und x>0, y>0
z<44. 4)
Wegen xyz=3060=2%2-32-5-17 %)
kann daher z nur gleich
17, 18, 20, 30, 34 oder 36 sein.
1. Fir z=17 erhilt man aus (1) und (2)
x+y=29, (6)
xy=2%-3%2.5=180. W)
Wegen x<y<z lolgt dann aus (7), y=15
und x=12, was der Gleichung (6) wider-
spricht. Also kann dieser Fall nicht eintreten.
2. Fiir z=18 erhilt man aus (1) und (2)
x+y=28, 8)
xy=2-5-17=170. 9)
Dann wiirde aus (9) y=17 und x=10 foigen,
was der Gleichung (8) widerspricht. Also kann
auch dieser Fall nicht eintreten.
3. Fiir z=20 erhilt man aus (1) und (2)
x+y=26, (10)
xy=32-17=153. (11)
Wegen x < y<z folgt dann aus (I1) y=17 und
x=9. Dann ist auch die Gleichung (10) er-
fillt. Damit haben wir eine Losung des Glei-
chungssystems (1), (2) erhalten, nimlich x=9,
y=17,2=20.
Denn es gilt
x+y+z=9+17+20= 46,
xyz=9 - 17 - 20=3060.

:g%é, und, da z eine natiirliche Zahl
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4. Fiir z=30, 34 oder 36 ergibt sich jeweils
ein Widerspruch, so daB diese Fille nicht
eintreten konnen. Es gilt ndmlich fir alle
natiirlichen Zahlen x, y, z
x2=2xy+y?20,
X2+ 2xy+y? Z4xy,
(e + Y2 24,

Awi
xy§<%> .

Daraus folgt wegen x+y< 16

xy<82=64. (12)
Nun ist aber in diesen Fillen
22.32.5.17
> - - T
xXy= 36 85 (13)

im Widerspruch zu der Ungleichung (12).
Daher hat das Gleichungssystem (1), (2) ge-
nau eine Losung (x, y, z), wobei x, y, z natiir-
liche Zahlen mit x < y <z sind, ndmlich x =9,
y=17,z=20.

. 71975 71976
Ma9 ®1524 Wir setzen z=——#

und erhalten wegen 588 =223 72
71975 (1+7) 7'975-8 71973 .9

= 22.3.72=22,3_72= 3
Nun ist (vgl. Tabellen und Formeln, S. 42,
Z.16) a"—b" stets durch a—b teilbar, wobei
a, b, n natiirliche Zahlen mit a#b sind.
Folglich ist
TUOTI_1=71973_ 11973 durch 7—1=6 teil-
bar. Daher ist 2-(7'973_1)=2-7'973_2
durch 6 und also auch durch 3 teilbar.

Wir erhalten
719732 2 2
R T R
7'973.2-2 2 2
=— 3  t37k*3

wobei k eine ganze Zahl ist. Wegen
588=3-196 gilt weiter

2 2-196 392
Z—k+§—k+_3_ 196—k+ﬁ.
Also laBt die Zahl z bei der Division durch 588

den Rest 392,

Ph9 #1525 Gegeben: m=5kg;
v=1200m-s”';t=001s
Gesucht: F; W.

F=m-a

v
F—m? 3

5kg-1200m-s™!
0,01s
F=600 000N
F= 61200kp
61200kp - 1200 m - 0,01 s
W=
2-s

W=367200 kpm
42 L0
2 t

_u

2
Aufl die Granate wirkt eine Kraflt von
61200 ep, und es wird eine Arbeit von
367200 kpm verrichtet.

F

S=
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Liésungen zu alpha-heiter 4/76:

Die Miickenfamilie

Bezeichnet man die Anzahl der Miickenjun-
gen mit x, dann ist die Anzahl der Miicken-
madchen nach (3)4 - (x— 1). Aus (4) ergibt sich
dann die Ungleichung

18<x+4(x—1)<23

18<5x—4 <23

22 <5x <27
Da nur natiirliche Zahlen zugelassen sind,
ergibt sich die Losung x=35. Also gibt es
5 Miickenjungen und 16 Miickenméidchen.
Nun findet man aus (1) und (2) und (3):
a) Die gesamte Mickenfamilie hat 35 Mitglie-
der.
b) Es sind 8 Miickenménner, 6 Miickenfrauen,
5 Miickenjungen, 16 Miickenmadchen.
c) Die Anzahl der Miickenkinder betrdgt 21.

Magische Kreise

1. Die Summe der einzutragenden Zahlen
ist 49.
2. Insgesamt muB fiinfmal die gleiche Summe
gebildet werden:
5x (x...Summe)
3. Die Summen der Zahlen aufl den beiden
Kreisen werden je zweimal, die Zahl in der
Mitte aber dreimal gezihlt.
2:4994+m=5"x
Daraus folgt: Die Summe aul der linken
Seite muB durch 5 teilbar sein. Damit kann
m nur 7 sein. (Die Zahl in der Mitte ist 7.)
Die Summe der Zahlen aul demselben Kreis
bzw. derselben Geraden muB 21 sein.
Da die Zahl in der Mitte 7 ist, bleibt als
Summe fiir die beiden fehlenden Zahlen 14. Es
ergeben sich folgende Kombinationen:
1 3 5
13 11 9

Damit ergibt sich eine der moglichen Losun-
gen: Weitere Mboglichkeiten ergeben sich
durch Vertauschung der ,,Radien* bzw. durch
jeweiliges paarweises Vertauschen der Zahlen
auf den Geraden.

Interessante Briiche
1 1

a) X b) 7

A vanishing Number

.Nichts* ist nicht mit Null gleichzusetzen.
Null kann nicht Divisor sein.

Silbenritsel

1. Winkel, 2. Integral, 3. Nenner, 4. Kurve,
5. Einheitskreis, 6. Laufer, 7. Multiplikation,
8. ¢, 9. Satz  10. Sinus, 11. Ebenfldchner,
12. Rationalmachen - Winkelmesser

Der geheimnisvolle Schatz

Wenn es moglich ist, den Schatz ohne dritten
Orientierungspunkt (Turm) zu finden, kann
die Lage des Turmes als beliebig angenom-
men werden. Dann (indet man den Schatz,
indem man die Hilfte des Weges von der
Eiche zum Ahorn zuriicklegt, sich unter einem
rechten Winkel nach links wendet und die
gleiche Strecke geht. (Turm unmittelbar bei
Eiche.) Es bleibt also zu zeigen, dafB} die Lage
des Turmes beliebig ist:

T, und T, seien mogliche Standorte des
Turmes, E und A die beiden Baume, §;, der
erste Stab fiir Turm T;, S;; der zweite usw.
M, und M, seien die Mitten der Strecken
zwischen den Stdben (entsprechend fir T;
und T;). Es ist zu zeigen, dal M, und M,
zusammenfallen.

Die Dreiecke AT ET> und AS,ES,, sind
kongruent (SWS). Da £ T,ES,,=90", lolgt
T, T, senkrecht zu S;,S,,. Analog erhilt man
ThT:L Sllszl,rOIBliChSnSlz” S22821 (1)

Aus der Kongruenz der Dreiecke AT{ET;
und AS,ES,,sowie AT{AT; und AS;34S53,;
Rﬂgt811812==512$z‘. (2)
Nach (1) und (2) ist das Viereck S;;5,2521522
ein Parallelogramm. Im Parallelogramm hal-
bieren die Diagonalen einander, folglich gilt
M =M,

Denkékonomie

Die Strecke 00, ist eine Seite des Rechtecks
A00;B und kann iiber den Umweg der
Flichenberechnung dieses Rechtecks erhalten
werden, da die Seite r des Rechtecks die Linge
I hat; die Fldche des Rechtecks 4A00,B ist
gleich der Summe aus den Flichen beider
Viertelkreise und der Fliche ABD abziiglich
der flichengleichen Uberschneidungsfliichen
CDC,, der beiden Viertelkreise, also der

Fliche des halben Einheitskreises 7—2[

Zahlenriitsel im Oktalsystem
5126 : 77= 52
- x +
126 +46=174
5000 —4532=246



Proportional einstellung
des Rechenstabs

beim stochiometrischen
Rechnen

Mit Hilfe der Proportionaleinstellung des
Rechenstabes kann man sich das Auflésen
einer Verhiltnisgleichung nach der Variablen
ersparen. Wir erldutern die Berechnung des
vierten Gliedes einer Verhiltnisgleichung am

Beispiel:
372 _86
413 3 X

Zur Berechnung von x stellen wir den Rechen-
stab wie in Bild I ein. Wir denken uns die
Gleitfuge gleichsam als Bruchstrich und stel-
len auf der Skale C die Zihler und auf der
Skale D die Nenner ein. Es handelt sich um
folgende Schritte:

1. Uberschlag: Der Nenner aufl der linken
Seite ist etwas gr6Ber als der Zéhler auf der
linken Seite. Deshalb muB auch der Nenner
aufl der rechten Seite etwas groBer als der
Zihler auf der rechten Seite sein (etwa 10).

2. Wirstellen C3—7—-2iiber D4—1-3.

3. Wir lesen unter C8—6 die Ziffernfolge
D9—5-5ab.

Ergebnis: x=9,55.

1 372 8% 0
> 1 e
A ! { o
p Gleif -
1 s ® fuge

Proportionaleinstellung des Rechenstabs
beim Losen einer Verhiltnisgleichung

Stochiometrische Aulgaben konnen bekannt-
lich nach einer Schrittfolge gelost werden;
eine solche ist im Lehrbuch fiir Klasse 7 ange-
geben. Benutzt man zur eigentlichen Berech-
nung die Proportionaleinstellung des Re-
chenstabes, so kann man sich also das Auf-
16sen der Verhiltnisgleichung nach der Varia-
blen ersparen. Die ganze Schrittfolge verkiirzt
sich dann um eine MaBnahme beim fiinften
Teilschritt. Da die Variable in der Verhiltnis-
gleichung viertes Glied sein muB, tragen wir
zweckmiBig die Massen der in der chemi-
schen Gleichung angegebenen Stoffmengen
iiber der Gleichung und die gegebenen und
gesuchten GroBen unter der Gleichung ein.
Fiir das im Lehrbuch angefiihrte Beispiel
erhalten wir:

48g 80g
2Mg+0, 2MgO
03g x
48g 80g

OJg x

Die Proportionaleinstellung des Rechensta-
stabs ist in Bild 2 wiedergegeben.

Eine Aufgabe —
verschiedene
Losungswege

Liebe Leser!

Einige von euch, die am alpha-Wettbewerb
teilnehmen, werden sich an die Aufgabe
W10/12 1162 im Heft 6/1973 erinnern:

Es sei ABCDEFGH ein gerades Prisma mit
der quadratischen Grundfliche ABCD (Sei-
tenldnge a) und der Hohe h. Dabei sollen die
Punkte E, F, G, H senkrecht iiber den Punk-
ten A, B, C bzw. D liegen. Die Flichen-
diagonale EG sei durch die Punkte P,und P,
in drei gleichlange Teile geteilt, so da
E_Pl=ﬁ=Pz—G ist. Es ist das Volumen des
Korpers ABCDP, P, zu berechnen, der durch
die Kanten P,—A, P,—B, Pl_D, ﬁ, PZ_C ﬁ,
AB, BC, CD, DA und P,P, begrenzt ist
(siehe Bild 1, IV. Umschlagseite).

Wir werden sehen, daB wir durch verschie-
dene rdumliche Betrachtungen zu einem Er-
gebnis kommen koénnen. Dazu wollen wir
gleich jetzt zur Vereinfachung der Darlegun-
gen vereinbaren, daB bei der Bezeichnung
einer Pyramide der letztgenannte Punkt die
Spitze und die vorhergehenden die Ecken der
zugehdrigen Grund(liche darstellen sollen.
Ferner wird mit V(4BCD) das Volumen der
Pyramide ABCD und mit V; das Volumen des
vorgegebenen Korpers bezeichnet.

Ala Eine naheliegende und die wohl ein-
fachste Losung ergibt sich, in dem wir den
Korper lings der Kanten AP, und CP,durch
einen ebenen Schnitt zerlegen. Dies ist mog-
lich, da die Punkte P, und P, auf der zu AC
parallelen Geraden EG liegen.

| ]

1l '0.0 8 0
|

ol MY

Losen der Verhiltnisgleichung
bei einer stochiometrischen Aufgabe

"]

Vielleicht kommen aufgeweckte Schiiler dar-
aul, daB es gar nicht nétig ist, die Verhiltnis-
gleichung explizite hinzuschreiben, daB sie
vielmehr nach dem vierten Teilschritt ,den
Rechenstab unmittelbar an die chemische
Gleichung anlegen* kdnnen. W, Renneberg

Dabei zerfillt er in zwei gleich groBe Pyra-
miden mit gemeinsamer Grundfliche
ACP,P,. Diese Fliche ist ein gleichschenkli-
ges Trapez mit den Grundseitenldngen al/i

und g\/z und der Hohe h; sie besitzt dem-

nach den Flicheninhalt
%(al/i+§l/5) : h=§a|/i h. Die Hohe der
Pyramiden ist g[/i, da BD senkrecht auf der:

Ebene durch A, C, G und E steht und durch
AC halbiert wird. Also ist

Vo2 { a[/_h> 9/2=gath

A2a Eine weitére einlache Zerlegung er-
hélt man mittels ebener Schnitte durch B, D,
P, bzw. B, D, P, (siehe Bild 2).

Wegen PP, ||E und P,Pz=%R=——A_N

. 2
ist V(BDP,P;)=7 V(BDP\ A). Folglich gilt
Vo=2- V(BDP,A)+§ - V(BDP, 4)

=8 V(BDP,A)= § V(ABDP,)

3

1a? 4
‘(57") gah
A3a Geht man von der Entstehung des
Koérpers aus, so liegt es nahe, zundchst das
Volumen jener Teile zu bestimmen, die vom
urspriinglichen Quader abzutrennen sind. Die
Bilder 3a und 3b vermitteln eine geiuBerte
Vorstellung, welche (leicht zu berechnenden)
Teile dies sein konnten. Da sind zunichst die
Pyramide ABFEP, und die dazu kongruente
Pyramide CDHGP;; ihre Grundflichen ha-
ben offensichtlich den Inhalt ah und ihre
Hohen sind gleich der Dreieckshéhen von P,
auf die Seite EF (des Dreiecks EFP,), also

aus Ahnlichkeitsgriinden gleich %ﬁ:g.

Demnach ist ihr Volumen VW =%(ah)-

1
=§ﬂz h.
Ferner werden die Pyramide BCGFP, und
die dazu kongruente Pyramide DAEHP,

herausgenommen. Vollig analoge Betrach-

a
3

Za. Also ist ihr

tungen ergeben eine Hohe von 3

2
ga=—a2

33=54"" h. Insgesamt

Volumen Vz=%(ah)'
erhalten wir
Vo=a’h—2V, -2 Vz=gazh.

Dies stimmt nicht mit dem bisherigen Ergeb-
nis iiberein! Wo steckt hier der Fehler?
Natiirlich. Die zweite Abspaltung (Bild 3b)
setzt voraus, daB CP, und BP; in einer ge-
meinsamen Ebene liegen. Das ist jedoch nicht
moglich, da wegen P,P, | AC die Ebene
durch C, P,, P, die Grundfliche ABCD lings
AC schneidet. (Fiir diejenigen von euch, die
sich irrefihren lieBen, sei zum Trost gesagt,
daB sich hier auch Menschen tiuschen lieBen,



Bild 2

die von Berufs wegen ein gutes Vorstellungs-
vermégen brauchen. Aus Fehlern kann man
lernen; also das niachste Mal kritischer bei
rdumlichen Betrachtungen sein!)

Nun wollen wir den Fehler schnell beheben.
Anstelle der Pyramide BCGFP, sind einfach
die Pyramiden P,P,FB und BCGFP; zu
nehmen. Der Inhalt des Dreiecks P, P,F ist
%E gleich dem Drittel des

Inhalts von EGF, also éaz. Folglich ist

1 a? 1
Vv = h=—q? i i
(P,P,FB) ER3 h Tia h. Die Pyramide
BCGFP; jedoch ist offensichtlich kongruent

zu ABFEP,. Demnach ist
4
Vo=a*h—4V,-2V(P,P,FB)= §a2h.

wegen P,P,=

A4a Das Volumen des Korpers kann des-
halb nicht unmittelbar angegeben werden,
weil es keiner der einfachen Korper mit be-
kannter Volumenformel ist. Darum wire zu
versuchen, ihn durch Anfiigen von einfachen
Korpern zu einem ein f achen Korper mit be-
kannter Volumenformel zu erginzen.

Die Verlingerungen der Kanten AP; und
CP; schneiden sich in einem Punkt S. Das
Dreieck ACS ist gleichschenklig. Aus dem
Korper entsteht nun offenbar durch Anfiigen
der =zueinander kongruenten Pyramiden
P,P,SB und P,P,SD die Pyramide ABCDS

Bild 3b

(siehe Bild 4). Wegen P, P; | AC und
PiP;=4AC st SM: GM+h=1:3

und damit m=g. Also ist
1

V(ABCDS)= 3 a? -%h= %a’h. Weiterhin hat

das Dreieck P,P,S den Inhalt%-%a[/_-g

_V2
BT h.
Da das Lot von B auf die Ebene durch P, P,,

S (und A, C) nach unseren riumlichen Dar-

legungen unter 1. die Linge gl/i besitzt, gilt

V(P,P,SB)= %(gah) V2= 31—6azh. Zu-

sammen ergibt sich

R UCTREP ST P
Vo—2ﬂh 2 %a h—§ﬂ h.
AS5a  Wir erganzen den Korper zum Pyra-
midenstumpf ABCDP,QP,R mit quadrati-
scher Deckfliche P,QP,R (siche Bild 5). Dies

ist moglich, da PP, || AC und ABCD Qua-.

drat ist. Wegen P, P; = %E hat das Quadrat

2
den Inhalt (g) ; das Volumen des Pyrami-

denstumpfes ist demnach

i, a [ az) 13,
3(0 +F+ a 3 h=ﬁa h.

Weiterhin ist V1 &
V(P,P:0B) =V(P,P,RD)= 3( 3 99-) -h
\
1

_1 2
=59 h.
Folglich ist

B o1 5 45,
Vo—ﬁa h—2 54a h—ga h.

Uberlegt euch nun selbst weitere geeignete
Zerlegungen (etwa mit der Pyramide ABCDM
bzw. Erginzungen (etwa zu einem dreiseitigen
Prisma mit EG als Mantelkante). Wer von
euch diese Aufgabe auch zern mit allgemei-
neren Methoden 16sen mochte, dem wollen
wir die Simpson-Formel (speziell die Kep-
lersche Fafformel; sieche Kleine Enzyklopd-
die Mathematik, S. 236 und 607 (9. Aufl. 1974))
empfehlen: Da der Inhalt der Schnittfliche,
die durch cinen ebenen Kérperschnitt parallel
zur Grundfliche, die durch einen ebenen
Korperschnitt parallel zur Grundfliche ent-
steht, eine quadratische Funktion von der
SchnitthShe x ist

[durch einige einfache Rechnungen erhilt
man

Fe= ;—hi(h —x)(3h—x)], gilt (exakt)

V0=2(F0+4F£ +Fp,)

_h( 2 .522 _4.
=6\ +4 29 +0)—9a h.
L. Dimenstein/E. Quaisser
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