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Schiebespiel

im Pentagon
Teil 1

Wer den Spielbetrieb kennt, weifs,
welcher Zauber ihm innewohnt.

G. Hauptmann

Das Spielfeld dieses Schiebespiels ist ein
mit seinen Diagonalen auf Papier gezeich-
netes regelmafliges Pentagon (Funfeck). Zu
Spielbeginn wird auf jedes der 10 Randfel-
der (Dreiecksflichen) ein mit je einem der
Buchstaben R,E. V. O L U T,I, Ound N
beschrifteter Spielstein (Pappstiick) in un-
geordneter, beliebiger Reihenfolge gesetzt,
wihrend das Mittelfeld (kleine Pentagon-
fliche) zundchst unbesetzt bleibt. Bei
einem Zuge darf ein Stein von einem Feld
auf ein benachbartes unbesetztes Feld ge-
zogen werden, das mit dem Ausgangsfeld
eine Seite gemeinsam hat. Als erster Zug
kann also nur einer der Steine von den
Randfeldern 2, 4, 6, 8 oder 10 auf das Mit-
telfeld 11 gezogen werden (siehe Bild).
Durch eine Folge von Zugen sind die
Spielsteine auf den Randfeldern so umzu-
gruppieren, da3 sich beim im Randfeld 1
beginnenden Lesen im Uhrzeigersinn das
Wort ,Revolution® ergibt.

Der Leser moge zunachst versuchen, die
Ausgangslage des Bildes in die Ziellage
iberzufuhren.

Doch das im Felde 1 beginnende, im Uhr-
zeigersinn zu lesende Zielwort , Revolu-
tion“ 148t sich ausgehend von jeder Aus-
gangslage stets durch eine Folge von Zligen
herstellen!

Zugfolgen, die die spezielle Ausgangslage
des Bildes bzw. eine beliebige Ausgangs-
lage 1n die Ziellage iberfiihren, werden im
Folgeheft vorgestellt. Somit hat der interes-
sierte Leser genigend Zeit zum selbstindi-
gen Auffinden geeigneter Zugfolgen. Es sei
noch mitgeteilt, daB die Theorie des
,ochiebespiels im Pentagon“ viel gemein-
sam hat mit der des ,Fiinfzehnerspiels®,
das in der angegebenen Literatur analysiert
wird:

® R.Thiele, Die gefesselte Zeit, Urania-
Verlag Leipzig - Jena - Berlin 1987

Eln Iinteressantes

Anordnungsproblem

Der Schriftsteller W. K. Schweickert er-
zahlt in seinem Buch ,Der Senor und die
Punkte“ folgende Geschichte aus Mexiko:
Ein Aufseher betrigt die ihm unterstellten
Arbeiterinnen um 24 Fiasser mit Schmalz,
die ihnen als Teil des Jahreslohnes in Na-
turalien ausgezahlt werden sollten. Der
Aufseher war viel zu faul, tiglich FaB fur
FaB zu zihlen, deshalb hatte er die vor-
handenen 68 Fisser mit Schmalz, von de-
nen 24 Stick den Arbeiterinnen gehorten,
so im Fabrikhof aufstellen lassen, daBl in
jeder Randreihe 21 (4 + 13 +4) Fasser
standen. Ein fluchtiger Blick durch sein
Kontorfenster zeigte ihm so, dall sein Die-
besgut unangetastet war. Die Fasser waren
also wie folgt angeordnet:

4 13 4
13 13
4 13 4

Ein neuer Kollege gab den Arbeiterinnen
einen Tip, wie sie zu ithrem Recht kommen
konnten. Die Arbeiterinnen sollten in ge-
wissen zeitlichen Abstinden jeweils vier
Fasser unbemerkt vom Hof holen und da-
bei so vorgehen, dall der Aufseher trotzdem
injeder Randreihe 21 Fassersah. Der Schrift-
steller gibt in seinem Buch nur eine empi-
rische Losung fur dieses Anordnungspro-
blem an.

Wir wollen es deshalb einmal mathema-
tisch ndher durchleuchten.

Zur Veranschaulichung verwenden wir ein
Quadrat, daBB aus neun gleichgroBen qua-
dratischen Feldern besteht.

Nennt man die Anzahl der Fisser jedes
Eckfeldes e, die jedes Mittelrandfeldes m,
und setzt man eine symmetrische Anord-
nung, also gleiches e fiir alle Eckfelder und
gleiches m fur alle Mittelrandfelder, vor-

® L. A. Kaloujnine, V. 1. Su§canskij, Trans-
formationen und Permutationen, VEB
Deutscher Verlag der Wissenschaften, Ber-
lin 1986 (Mathematiche Schiilerbilicherei
Nr. 124)

® M.Dewell, G. Dewel3, Summa summa-
rum, BSB B.G.Teubner Verlagsgesell-
schaft Leipzig 1986 (Mathematische Schii-
lerblicherei Nr. 1295) W. Trager

aus, so betragt die Gesamtzahl s aller Fas-

ser
s=4e+4dm=2-Qe+ m)+ 2m.

Um den Aufseher zu tauschen, miissen die
Arbeiterinnen darauf achten, daB die An-
zahl der Fasser jeder Randreihe, also die
Summe 2¢ + m konstant bleibt.
Darum gilt 4e + 4m = s und

S

2e+ m=k bzw. e+m=?und
m=k—2e
Daraus folgt durch Einsetzen e = k — %

Da das Mittelrandfeld nicht leer sein darf,
um den Argwohn des Aufsehers nicht zu
erregen, gilt m= 1;

wegen s =4:(e+ m) muB s ein Vielfaches
von 4 sein.

Fur den konkreten Fall (s, =68 und
k = 21) sind folgende Anordnungen mog-
lich:

S k e=k-—:— m=k—2e
68 21 4 13
64 21 5 11
60 21 6 9
56 21 7 7
52 21 8 5
48 21 9 3
44 21 10 1

Wegen 68 — 44 =24 sind die Arbeiterin-
nen nach sechs Entnahmen von jeweils vier
Fassern zu ihren 24 Fasserm Schmalz ge-
kommen. Dabei entstehen schrittweise fol-
gende sechs weiteren Anordnungen der

Faisser:

Th. Scholl

Derjenige, welcher von klein auf von der

Mathematik durchdrungen wird, indem
er sich ihre unumstoBlichen Beweise an-
eignet, ist so zur Wahrnehmung der
Wahrheit vorbereitet, daB er leicht jegli-

chen Betrug abschiittelt.
Petrus Gassendi (1592 bis 16535,

franz. Philosoph und Mathematiker)

alpha, Berlin 24 (1990) 6 - 121



Der gallische Apollonius

Zum 450. Geburtstag

von Francois Viéte (Vieta)

Frankreich in der zweiten Hilfte des
16.Jh.: Handel und Handwerk, darunter
z.B. der Buchdruck, haben e¢inen raschen
Aufschwung genommen, aber das Land ist
zerriittet durch Kriege nach auflen und
durch die blutigen Auseinandersetzungen
zwischen Katholiken und Kalvinisten (in
Frankreich als Hugenotten bezeichnet).
Diese Religionskimpfe, in deren Hinter-
grund es aber um die Rivalitat zweier
Adelsparteien ging, begannen 1562 mit
dem ,Blutbad von Vassy“, erreichten ihren
Hohepunkt in der ,Bartholomdusnacht®
vom 23. zum 24. August 1572, als in einer
einzigen Nacht mehr als 2 000 Hugenotten
in Paris und an den folgenden Tagen rund
20000 in der Provinz einem Pogrom zum
Opfer fielen, und endeten erst, als Konig
Henri IV. 1598 im Edikt von Nantes den
Katholizismus zur Staatsreligion erklarte,
zugleich aber den Hugenotten Religions-
freiheit und gewisse politische Autonomie-
rechte garantierte. In der Literatur ist diese
bewegte Zeit spiter vielfach wiedergespie-
gelt worden, so von Heinrich Mann (,Ju-
gend und Vollendung des Konigs Henri
Quatre“), von Alexandre Dumas d. A.
(,Die Konigin Margot“) und von Prosper
Mérimée (,Chronik der Regierung
Karls I1X.“, deutsch auch unter dem Titel
,Die Bartholomidusnacht®). Eigentlich mul
man alle diese, durchweg spannend aben-

Bild 1

122 - alpha, Berlin 24 (1990) 6

teuerlichen Romane gelesen haben, um
sich ein ungefihres Bild von den Lebens-
umstinden des Mathematikers Frangois
Viéte (besser unter seinem latinisierten
Gelehrtennamen Vieta bekannt) malen zu
konnen — und dann wird man um so beein-
druckter von Umfang, Vielfalt und Origina-
litit der Leistungen dieses Mannes sein.
Wie konnte er, noch dazu in wichtigen
Funktionen in die Adels- und Staatsaffiren
seiner Zeit verstrickt, Zeit und innere
Ruhe fiir ein so gewaltiges Werk finden?
Auf diese Frage gibt es bis heute keine be-
friedigende Antwort.

Vieta wird an einem heute unbekannten
Tag des Jahres 1540 in der westfranzosi-
schen Stadt Fontenay-le-Comte in einer
wohlhabenden Kaufmannsfamilie geboren,
die im Begriff ist, in den Adel aufzustei-
gen. Er wird spiater den Titel eines Sei-
gneur de la Bigotiére tragen, aber im Titel
seiner wissenschaftlichen Abhandlungen
wird er als Franciscus Vieta Frontenaensis
(lat. s. v. w. aus Fontenay) bezeichnet wer-
den. Nach dem tiblichen Besuch einer Klo-
sterschule studiert er Rechtswissenschaft
und wird alsbald gesuchter juristischer Be-
rater hochgestellter Familien und Perso-
nen, darunter zweier Konige von Frank-
reich: Heinrich III. von Valois (1574 bis
1589, ermordet) und Henri IV. von Bour-
bon (1589 bis 1610, errordet), letzterer der
beriihmte ,Zaunkonig“ von Navarra, lange
Zeit Haupt der hugenottischen Partei, bis
ihm 1593 Paris eine Messe wert* war, d. h.
er trat zum Katholizismus liber, um in die
Hauptstadt einziehen zu konnen.

Eine aufsehenerregende Probe seines
Scharfsinns hatte Vieta 1589 abgelegt, als
es ithm gelang, den Geheimcode der mit
Frankreich im Krieg befindlichen Spanier
zu dechiffrieren. Fortan gehorten Chiffrie-
ren und Dechiffrieren zu seinen stindigen
Aufgaben im Dienst der franzosischen
Krone. Beziiglich weiterer Einzelheiten aus
dem Leben Vietas miissen wir auf seine
Biographie in WulBling/Amold: Biogra-
phien bedeutender Mathematiker, Volk
und Wissen 1975, 41989 verweisen. Etwa
seit 1571, verstarkt aber seit 1591 setzte
Vieta eine Reihe von Biichern und Schrif-
ten mathematischen Inhalts in Umlauf, die
er auf eigene Kosten drucken und an Inter-
essenten, auch im Awusland, verschicken
lieB.

So wurden seine Ergebnisse rasch bekannt,
sein Ruhm wuchs, manche seiner Schriften
wurden schon bald nachgedruckt, aber als

der selbst bedeutende niederlindische Ma-
thematiker Frans van Schooten (um 1615
bis 1660) 1646 die Gesammelten Abhand-
lungen Vietas (Bild 2) herausgab, konnte er
schon nicht mehr alle zusammenbringen,
und manche Schrift Vietas, von deren ein-
stiger Existenz wir wissen oder sie vermu-
ten, gilt bis heute als verloren. In der ma-
thematikhistorischen Lehrbuch- und Popu-
larliteratur wird Vieta heute - und
durchaus berechtigt — vor allem als Be-
grinder der Algebra im Sinne eines Rech-
nens mit Buchstaben zur Bezeichnung ge-
gebener und gesuchter Zahlen und begin-
nender Symbolisierung der auszufiihren-
den Rechenschritte herausgestellt.

FRANCISCI VIETA
OPERA

MATHEMATICA,

In unum Volumen congelta,
ac recognita,

Opera atque fludio

FRANCISCI 2 SCHOOTEN Leydeniis,
Mathefeos Profelloris.

BatTavonyn,

Lvepyni

Bx Officini Bonavenrurz & Abrabami Elzeviriornm.

elo lo € xLvI.

Bild 2

Er selbst nannte dieses Rechnen mit Buch-
staben ,logistica speciosa“ (etwa ,kostbare
Rechenkunst®) im Gegensatz zur ,logistica
numerosa“, dem Rechnen mit konkreten
Zahlen. In spiateren Ausgaben seiner dies-
beziiglichen Schriften erscheint in diesem
Zusammenhang auch die Bezeichnung
,Algebra nova“ (neue Algebra). Der neuen
Algebra sind gewidmet:

— die kleine, kaum 25 Druckseiten umfas-
sende Schrift ,In Artem analyticam Isa-
goge“. deutsch etwa: Einfihrung in die
analytische Kunst (1591, 1635 in Holland
nachgedruckt). Ubrigens ist das griechische
Wort Isagoge (eigentlich Eisagoge) fur Ein-
fihrung ein Fremdling im sonst lateini-
schen Text. Daher weist seine Wiederver-
wendung durch Fermat (1636) und andere
bedeutende Mathematiker des folgenden
Jh. deutlich auf die bewuBte Ankniipfung
an eine von Vieta mit seiner ,Isagoge” be-
grindete neue mathematische Tradition
hin.

— Zeteticorum libri quinque® (1593),
deutsch etwa: Funf Biicher iiber ,Zetetik®,
worunter Vieta das Aufsuchen von unbe-



kannten GrofBen versteht, nachdem man
sie mit Buchstabensymbolen bezeichnet
hat und sie nun durch Umformen von
Gleichungen zwischen ihnen und den ge-
gebenen GroBen gewissermalen ,jagt“.

— ,De aequationum recognitione et emen-
datione“ (postum 1615 in Paris gedruckt),
deutsch etwa: Uber die Untersuchung und
Verbesserung (im Sinne von Aufbereiten,
auf Normalform bringen) von Gleichun-
gen.

— ,,Ad logisticam speciosam notae priores”
(postum 1631 in Paris gedruckt), deutsch
etwa: Erste Bemerkungen zur logistica spe-
ciosa. In diesen algebraischen Abhandlun-
gen findet sich unter vielem anderen die
Aufstellung einer Gleichung mit vorgege-
benen Losungen und der ,Vietasche Wur-
zelsatz und die spater als Tschirnhaus-
Transformation bezeichnete Methode, den
zweithochsten Koeffizienten a,_ , eines Po-
lynoms

a,x"+a,_x""'+ ... +a,x*+ax+ a,
durch lineare Substitution einer neuen Un-
bekannten y zum Verschwinden zu brin-
gen. ,alpha“ plant zum 400. Jahrestag des
Erscheinens der ,Isagoge®, die man ja mit
einem gewissen Recht als Geburtsurkunde
der modemen Algebra bezeichnen kann,
einen besonderen Artikel iiber Vietas Ver-
dienste um die Algebra. Darum und auch
um der historischen Gerechtigkeit willen
wollen wir uns hier im folgenden nur mit
den in der modernen Literatur weit weni-
ger gewurdigten, aber ebenfalls bemmerkens-
werten und zum Teil erhebliche historische
Wirkungen auslosenden Beitrigen Vietas
zur Geometrie beschaftigen.

Der leider verlorene _Canon mathemati-
cus“ (1579) enthielt erstmals eine moderne
Einfihrung in alle sechs trigonometrischen
Funktionen (sinus, cosinus, tangens, cotan-
gens, secans und cosecans) und deren Ta-
bellierung, von Bogenminute zu Bogenmi-
nute fortschreitend, ferner eine Darstellung
der ebenen und sphirischen Trigonome-
trie, eine Berechnung der Zahl z mittels
dem Kreis einbeschriebener und umbe-
schriebener reguldarer 1296-Ecke auf neun
Dezimalstellen genau und eine Fiille go-
niometrischer Beziehungen, die fast bis
zum Satz von Moivre reichen. Auch spater
hat sich Vieta immer wieder als ein Mei-
ster des Rechnens mit trigonometrischen
Funktionen erwiesen und als erster trigo-
nometrische Formeln in Gestalt (modern
gesprochen) unendlicher Reihen aufge-
stellt, wie z. B.

sin nx = cos™x (n tan x — (g) tan3®x

+ (2) tan’x — ) oder
sin nx = sin x((z cosx)n~1 — (n IZ)
(2cos x)" 3 + )

1593 begann er systematisch, die Ausfih-
rung algebraischer Operationen durch geo-
metrische Konstruktion an durch Strecken,
Flachen und Volumina repriasentierten
Groflen auseinanderzusetzen. Zwar hatte
er hierin einen unmittelbaren Vorlaufer in

dem Italiener Giovanni Battista Benedetti
(1530 bis 1590), der Analoges schon 1585

in seinen ,Speculationes diversae“ durch-
gefuhrt hatte, Vieta geht jedoch weit iiber
Benedetti hinaus, indem er auch algebrai-
sche Gleichungen 3. und 4. Grades durch

gegeniiber Zirkel und Lineal leistungsfahi-
gere Konstruktionsmittel 10st, insbeson-

dere durch die schon in der Antike erfun-
dene Einschiebung, bei der ein mit zwei
Abstandsmarken versehenes Lineal durch
Probieren in eine solche Lage gebracht
wird, daB} es durch einen gegebenen Punkt
geht und die beiden Marken auf je einer
gegebenen Linie (im einfachsten Fall Ge-
rade oder Kreis) liegen. Wahrend Vieta so
wesentliche Vorleistungen fiir die in der
nachsten Generation von Pierre de Fermat
(1601 bis 1665) und René Descartes (1596
bis 1650) begriindete Koordinatenmethode
erbringt (vgl. hierzu den Artikel , Die Koor-
dinatenmethode im Wandel der Zeiten“ in
,alpha“ 1987, Heft 6 und 1988, Heft 1), ge-
langt er zu der damals fast unglaublichen
Erkenntnis, daB man jede Aufgabe 3. Gra-
des auf Winkeldreiteilung und Volumen-
vervielfachung zuriickfihren kann, ein Re-
sultat, das erst zu Beginn des 19.Jh. im
Lichte der Gaullschen Deutung der kom-
plexen Zahlen in der ,,Zahlenebene“ voll
verstindlich werden konnte. Nebenbei ent-
deckte Vieta unabhiangig von Archimedes
dessen Winkeldreiteilung durch Einschie-

bung neu (Bild 3). C
Bild 3 D
AL
& d &y _
B A

Winkeldreiteilung durch Einschiebung:
Der gegebene Winkel sei X ABC. Man ver-
Iangere den Schenkel B4 riickwarts uber B
hinaus und schlage mit der einzuschieben-
den Strecke a einen Halbkreis um B, der
den Schenkel BC in P schneide. Nun wird
das Lineal so plaziert, daB es durch P geht
und die Enden der markierten Strecke auf
dem Halbkreis bzw. dem riickwirts verlan-
gerten Schenkel liegen; es entsteht o als
dritter Teil von A ABC. Die Schrift des Ar-
chimedes, die diese elegante LOsung ent-
hilt, wurde erst nach Vietas Tod in Europa
bekannt.

In der spharischen Geometrie entdeckte
Vieta das Polaritatsprinzip (jederm Punkt
ist sein GroBkreis um ihn als Mittelpunkt
und jedem GroBkreis sein , Pol“ zugeord-
net) und findet so den Zugang zum letzten
Kongruenzsatz der sphirischen Geometrie
(sphédrische Dreiecke sind kongruent, wenn
sie in allen drei Winkeln tibereinstimmen)
und zur Losung der zugehorigen konstruk-
tiven bzw. rechnerischen Aufgabe, ein
Dreieck aus seinen drei Winkeln zu be-
rechnen (mittels des erstmals von Vieta
formulierten Winkelkosinussatzes) bzw. zu
konstruieren. Freilich ist die Methode bei
ihm noch etwas uniibersichtlich, aber auf
seiner Vorarbeit fuBend, findet Willebrord
Snellius (1580 bis 1626) 1621 das heute
iibliche Polardreieck (vgl. hierzu den Ab-
schnitt Spharische Trigonometrie in der
Kleinen Enzyklopddie Mathematik).

In seiner letzten Schrift ,Apollonius Gal-

lus“ (d. h. der franzdsische Apollonios) 16-
ste 1600 Vieta alle zehn Konstruktionsauf-
gaben, die sich ergeben, wenn man zu drei
gegebenen Stiicken aus der Menge der
Punkte, Geraden und Kreise der Zeichen-
ebene alle Kreise sucht, die die drei gege-
benen Stiicke berilhren.

Diese Aufgaben hatte der antike Mathema-
tiker Apollonios von Perge (um 262 bis um
190 v.u.Z.) in einer verlorenen Schrift
_Uber Beriihrungen“ gestellt und gelost,
von deren Existenz und Inhalt nur durch
den spitantiken Mathematik-Compilator
Pappos (um 320) etwas bekannt ist. Vieta
stellte den vermutlichen Inbalt dieser
Schrift als erster Mathematiker wieder her.
(Eine schone Darstellung der Losungen des
~Apollonischen Berithrungsproblems*
allerdings ohne historische Bemerkungen,
wurde in ,alpha®“ 1980, Heft 5 veroffent-
licht.) Das Appolonische Beriihrungspro-
blem hat nach Vieta noch eine bewegte
Geschichte pgehabt. Einer Aufforderung
von Descartes folgend, loste Fermat das
analoge Problem im Raum, zu vier gegebe-
nen Kugeln alle Kugeln zu konstruieren,
welche simtliche gegebenen Kugeln beriih-
ren. Im 19.Jh. 1oste M. Chasles (1793 bis
1880) die analoge Aufgabe sogar fiir belie-
bige Flachen 2.Grades. Neue LoOsungen
des ebenen Problems gaben u. a. Descartes,
Newton, Lambert und Euler. Am Ende des
19.Jh. erlebte die Aufgabe noch einmal
eine unerwartete Bliite. Nachdem der Fran-
zose E. Lemoine (1840 bis 1912) 1888 die
sogenannte Geometrographie begriindet
hatte, in der es darum geht, eine Konstruk-
tionsaufgabe in mdglichst wenigen Schrit-
ten zu losen, berechnete man die nach
Vieta benotigte Schrittzahl fiir die Kon-
struktion der Beruhrungskreise dreier
Kreise (die Aufgabe hat im allgemeinen
8 Losungen) mit 335 Schritten, und es ge-
lang mehreren Mathematikerm, u.a. Le-
moine selbst, wesentlich kiirzere (zugleich
aber weniger einsichtige) Losungen mit
schlieBlich nur noch 152 Schritten zu fin-
den.

Am Rande sei bemerkt, dal3} Vieta bei der
Losung einiger Aufgaben des Beriihrungs-
problems erstmals die spater als , Inversion
am Kreis“ oder auch als ,Transformation
durch reziproke Radien“ bezeichnete Ab-
bildung der Ebene auf sich benutzte, bei
der nach Wahl eines festen Kreises k; vom
Radius R um einen Punkt P, jedem Punkt
P * Py derjenige Punkt 0 zugeordnet wird,
der auf dem Strahl P,P liegt und fir den
gilt: P,P-P,0 = R?. Diese Abbildung
spielt seit dem 19. Jh. eine wichtige Rolle
in der Geometrie und einigen anderen Ge-
bieten der Mathematik. Man sieht leicht
(Ubung fiir den Leser), daB bei dieser Ab-
bildung genau die Punkte des gewihlten
Kreises k, auf sich abgebildet werden, hin-
gegen jedem ,inneren” Punkt des Kreises
ko ein ,duBerer“ Punkt entspricht und um-
gekehrt und daB man zu gegebenem Kreis
ko und Punkt P den Bildpunkt mit Zirkel
und Lineal konstruieren kann (wie?). Vieta
bewies aber weiterhin den nach ihm be-

nannten Satz:
Bei einer Inversion am Kreis ist das Bild
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jedes nicht durch den Mittelpunkt P, ge-
henden Kreises wieder ein Kreis, wihrend
alle durch P, gehenden Kreise in Geraden
und umgekehrt alle Geraden in durch P,
gehende Kreise abgebildet werden.
Beweist diesen Satz! Seine Bedeutung liegt
u. a. darin, daB aus der Sicht der Inversion
am Kreis die Geraden sozusagen Ausar-
tungsfdlle von Kreisen sind, ndmlich
Kreise mit unendlich groBem Radius bzw.
Kreise, die durch den ,unendlich fernen
Punkt“ gehen, der seinerseits der in der eu-
klidischen Ebene fehlende Bildpunkt des
Mittelpunktes P, des Inversionskreises kg
ist.

Da Apollonios von Perge einer der bedeu-
tendsten Mathematiker der Antike war, hat
Vieta sich mit dem Titel seiner letzten
Schrift einen Ehrennamen zugelegt, den
wir ihm gern zugestehen wollen.

Als kostbare Probe aus dem geometrischen
Schaffen Vietas geben wir abschlieBend
(leicht bearbeitet und modernisiert) seine
Losung der Aufgabe wieder, ein Schnen-
viereck (d.h. ein Viereck, dem sich ein
Kreis umbeschreiben 14Bt) aus seinen vier
Seiten zu konstruieren. Diese Aufgabe und
ihre Losung bilden einen der Anhange von
Vietas Schrift  Pseudomesolabum® (1596).
Vieta bemerkt einleitend, daB in jedem
Viereck die Summe dreier beliebiger Sei-
ten stets groBer als die vierte ist. Daher
miissen die vier gegebenen Seitenlangen a,
b, ¢, d den Ungleichungen
(*) a<b+ct+d b<c+d+a,
c<dt+a+b d<atb+t+c
geniigen, damit die Aufgabe ldsbar ist.
Weiter behandelt er den Spezialfall, dal3
wenigstens ein Paar gegeniiberliegender
Seiten kongruent ist. In diesem Fall besitzt
das gesuchte Sehnenviereck offenbar eine
Symmetrieachse (Bild 4) und ist daher
leicht zu konstruieren (Aufgabe!).

Bild 4 N

N

Als Hilfsbetrachtung fur den allgemeinen
Fall stellen wir fest, daB ein konvexes Vier-
eck genau dann ein Sehnenviereck 1ist,
wenn die Summe zweier gegeniiberliegen-
der Winkel (und folglich auch die Summe
der beiden anderen Winkel) 180° betrigt.
Dies folgt leicht durch mehrfache Anwen-
dung des Peripheriewinkelsatzes.

Bild 5

Man betrachte Bild 5: Die zur Sehne a ge-
horigen Peripheriewinkel sind mit & be-
zeichnet, die zu b gehorigen mit f§, die zu

124 . alpha, Berlin 24 (1990) 6

¢ gehorigen mit y und die zu d gehorigen
mit 4. Da die Gesamtwinkelsumme
2( + f + p + 8) 360° betrigt, folgt
(x+ &)+ (f+y)=180°
(und (ax + 8) + (y + ) = 180°).
5

Bild 6

Es seien nun Strecken a, b, ¢, d mit a< ¢
und d < b so gegeben, dal die Ungleichun-
gen (*) erfullt sind. So ein Viereck mit den
Seiten a, b, ¢, d (in dieser Reihenfolge an-
einanderhingend) kann man sich gelenkig
vorstellen. In welcher Stellung wird es in
einen Kreis einbeschreibbar sein? Offenbar
wiirde es geniigen, eine Diagonale oder
einen Innenwinkel, etwa «, zu kennen.
Vieta folgend, zeichnen wir eine Analysis-
fisur ABCD so in einen Kreis hinein
(Bild 6), daB AB=a<c=CD und DA
=d < b= BC ist. Dann werden sich die
Verlingerung von CD iiber D hinaus und
die Verlingerung von 4B iiber 4 hinaus in
einem Punkt S auBerhalb des Kreises
schneiden. Aus der obigen Hilfsbetrach-
tung folgt, daB &« = x BCD nochmals als zu
X BAD komplementidrer Winkel 4 SAD auf-
tritt. D’ entstehe durch Abtragen von SD
an S in Richtung 4 und 4" durch Abtragen
von S4 an S in Richtung D. Daher ist auch
A SA'D’ = «, folglich D’4" parallel zu BC.
E entstehe durch Abtragen von d (= DA
= D'’A") an B in Richtung C. Daher ist
EC=b-d und BEA'D’ ein Parallelo-
gramm. Die Parallele zu 44" durch B
schneidet DC in G und A’E in F. Dann ist
auch BFA’A ein Parallelogramm und Drei-
eck FA'G gleichschenklig, weil dhnlich
zum gleichschenkligen Dreieck ASA".
Folglich sind A’G und A’F zu AB = a kon-
gruent, und ¢ = CD ist zerlegt in die Teil-
strecken x=DA4’, a=A’G und y=GC.
Da die Dreiecke A4'D und FBE kongruent
sind (warum?), ist auch FE = x. Da ferner
die Dreiecke BCG und D’A’D dhnlich sind
(warum?), kann man x und y aus den Be-
ziehungen
';'-'; und x+y=c—a

konstruieren. Dazu ist einfach die Strecke
¢ —a 1m Verhdltnis d: b zu teilen. Nun-
mehr sind vom Dreieck ECA’ die Seiten
EC=b—-d, CA =a+yund A’E=a+ x
bekannt, woraus sich der gesuchte Winkel
o ergibt. Fuhrt nun die gesamte Konstruk-

tion des Sehnenvierecks an einem Beispiel
durch! P. Schreiber

Al a Les cruches
M. Crucheau, qui vit dans le désert, part
avec sa camionette et ses cruches vers le
marché de 'oasis voisine. Il dispose de 9
récipients de contenances respectives: 3/,
61, 10/, 111, 151, 171, 231, 251 et 301.
I1 revient avec deux fois plus de lait de cha-
meau que d’huile d’olive, et trois fois plus
d’eau que de lait de chameau. Tous ses ré-
cipients sont complétement remplis, sauf
un qui reste vide. Pouvez-vous indiquer,
au-dessous de chaque cruche, le liquide
qu’elle contient?

aus: tangente, Paris

A2 A PaccraepTe B KpyXKax QHUIYDBI,
n300pasKeHHON HA pUCYHKe YyHcaa 1, 2, ...,
11 tax, 4yT0o68l CYyMMa YHCEN B BEpIIIMHAX
KaXXJaoro KBaapaTa OblIa OoHA M Ta XK€,

aus: Quant, Moskau

A3 A What do you see?

Look carefully at the drawing given. Con-
centrate on the middie of the drawing. Af-
ter a while you will notice that the picture
has changed. The part of the drawing that
you perceived as being on the bottom has
suddenly moved up. If you continue con-
centrating it will again change its place and
continue switching back and forth. This
shows that our perception of a drawing 1is
influenced by changes in our nervous Sy-
stem. This drawing was invented by a
14-year-old boy. Try to develop similar
ones.

aus: Fun with

| mathematics, Toronto




Erstaunlicher
Tipschein

Heino aus Rostock war mit seinen Eltem
in Hamburg auf Besuch. Sein Freund Hei-
ner hatte ihn herzlich mit ,Hallo“ und
S~Hummel-Hummel“ begriit. Es gab natiir-
lich viel zu erzdahlen. Auch hatte Heiner
seinem Freund den Hamburger Fischmarkt
gezeigt. SchlieBlich waren sie wieder zu
Hause angelangt, und nun kam man auf
ihr gemeinsames Hobby zu sprechen: Die
Mathematik.

Das Zahlen-Lotto fand ihr besonderes In-
teresse. Sie stellten fest, daB ihre Eltemn
beide die Spielform ,6 aus 49“ spielten.
Heiner: ,Die Wahrscheinlichkeit, einen
Sechser zu gewinnen bei einem Spiel-
schein mit willkurlich gewahlten Zahlen
oder z. B. mit den Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6 ist
in beiden Fillen vollig gleich. Es ist nun
einmal ein Glucksspiel. Da niitzen auch
keine sogenannten Zahlen-Systeme, die
die Aussichten auf Gewinn verbessern sol-
len.

Darauf Heino: ,Da wollte doch jemand bei
uns sein Tip-System verkaufen, das so gut
wie totsicher Gewinn bringen wiirde.“
,und da hast du ihm doch bestimrmt geant-
wortet, warum er es nicht selber benutzt.
Nun kamen Heiners und Heinos Eltern
dazu und Heinos Vater rief dazwischen:
LJAlso, alles Zufall, Leute! Wir wiahlen die
Zahlen so aus: Wir nehmen unsere Ge-
burtstagsdaten her und daraus wihlen wir
unsere sechs Lotto-Zahlen.“ Heiners Vater
daraufhin: ,,Und wir machen es so: Bei
einem alten Kartenspiel haben wir die Vor-
derseiten mit den 49 Zahlen beschriftet. Es
wird gemischt und einer aus der Familie
darf sechs Karten ziehen.“

,Wir mufiten einmal etwas mathemati-
scher an die Sache herangehen®, war bald
die Meinung der beiden Jungen. Nach ei-
nigem Hin und Her kam man auf folgende
2Methode“: Wir denken uns eine beliebige
vierstellige Zahl. Aus den vier Ziffern die-
ser Zahl bilden wir die groBtmogliche und
die kleinstmogliche Zah!l und subtrahieren
die zweite von der ersten. Mit dieser er-
rechneten Zahl gehen wir genauso vor.
Diese Differenzbildung machen wir — sa-
gen wir — insgesamt siebenmal. Aus den
Zifftern des letzten Ergebnisses bilden wir
dann alle moglichen zweistelligen Zahlen.
Sollten sie nicht ausreichen, konnen wir ja
noch die einstelligen hinzunehmen.
SGut!“, meinte Heiner. ,, Aber unsere vier-
stellige Zahl darf nicht aus lauter gleichen
Ziffern bestehen, denn dann hitten wir so-
fort Null als Ergebnis.“

Nun war man sich einig. Jeder nahm sich
einen Taschenrechner, damit die Rechne-
rei sie nicht aufhielt, und los ging es.

Jeder hatte nun seine sechs Lotto-Zahlen.
Sie wollten gerade ihren Vitern ihre neue
Methode zeigen, als Heino erschreckt aus-
rief: ,Mensch, Heiner! Du hast ja die glei-
chen wie ich; namlich 14, 16, 17, 41, 46,
47! Welch ein Zufall! — Wir versuchen es
gleich noch einmal. Ich nehme die Zahl
1234.“ ,Und ich nehme 5000!“ Wie groB
war ihr Erstaunen, als sie beide wiederum
die gleichen Lotto-Zahlen ermittelt hatten!
Sowelt die Geschichte von Heino und Hei-

ner. Doch fur uns ist die Sache noch nicht
zu Ende. Miissen wiruns doch fragen: Erhilt

man immer — bei allen moglichen 8991 vier-
stelligen Zahlen — diese ,zauberhafte” Zahl
6174, woraus sich dann die oben genannten
sechs Lotto-Zahlen ergeben?
Uberlegen wir allgemein, wie unsere erste
Differenz zustande kommt! Die groBte
Zah] sei xo = 1000a + 1005 + 10c + d,
mit9=za=bzcz=zdz0.
Die kleinste Zahl ist dann
xg = 1000d + 100¢c + 105 + a.
Unsere neue Zahl ergibt sich mit
X1 = Xo— x_g =999g + 905 — 90c — 9994
=999%(a —d) +90(b — ¢).
Nun seiga—d=mund b — c=n.
Dann gilt x;, =999m +90n, mit 9z m=n
=0, auller (m,n) =(0,0).
Damit verringert sick die Untersuchung
auf 54 Falle. Namlich (m, n) = (1,0), (1, 1);
(2,0), 2,1), 2,2); 3,0), (3,1), (3,2), (3,3)
usw. bis (9, 9).
Das schafft ein einfacher Computer natir-
lich spielend. Wir erhalten tatsachlich stets
unsere Fixzahl 6174. Und zwar:
Imal nach 1 Schritt (nidmlich bei
a—d=6, b—c=2), 3mal nach 2 Schrit-
ten, 12mal nach 3 Schritten, 10mal nach
4 Schritten, 10mal nach 5 Schritten, 10mal
nach 6 Schritten, 8mal nach 7 Schritten.
(Zu beachten ist nur noch, daB bei
(mn)=(1,0) man x, =999 erhilt. Hier
mull auf eine vierstellige Zahl wieder er-
gidnzt werden, also 9990. Dies ist 18mal der
Fall: 1000, 1110, 2111, 2221, usw.)
Wer nun einen Computer besitzt, konnte
weiterforschen und jetzt die funfstelligen
Zahlen nach der soeben beschriebenen
Methode untersuchen. Es sei aber vorweg-
gesagt. daB} es zu einer Fixzahl wie im vori-
gen Fall nicht kommen wird.
Unsere erste Differenz lautet jetzt
X, = Xg— Xg=9999m + 990+,
mitm=a—e, n=>b—d.
Nach weiteren drei Differenzbildungen
wiederholen sich diese vier Differenzen im
Vierer-Zyklus, also x;, x5, x5, X4, X1, ...
In den Fallen (m n)=(5,0), (5,4), (6,0)
erhalten wir bereits einen Zweier-Zyklus,
also x;,x,; x{,X%X;; ..., z.B. fur 86663,
87533, 87733, usw.
Soweit unsere Betrachtungen. Mit dem
Computer lassen sich tber die Vierer und
die Zweier-Zyklen noch weitere Gesetzma-
Bigkeiten finden. Nach einer Information
von Prof. Dr. H.-D. Gronau (Ermst-Moritz-
Arndt-Universitdt, Greifswald) gehort un-

sere kleine Untersuchung zum sogenann-
ten KAPRIKAR-Problem. H.-J. Kerber

Alphons logische
Abenteuer (2)

Alphons las in seinem Buch, dal man ge-
nau darauf achten musse, wann man den
Ausdruck ,dasselbe”“ und wann den Aus-
druck ,das gleiche® korrekt verwenden
diirffe. Wenn zwei Personen feststellen, den
gleichen Mantel zu haben, so ist die Rede
von zwei Minteln. Stellen sie aber fest, daB
sie denselben Mantel haben, miissen unter
Umstanden die Besitzverhiltnisse geklart
werden, denn dann ist namlich nur von
einem Mantel die Rede. Korrekt wollte
Alphons sein, also beschloB er, diese Mah-
nung zu beherzigen. Als seine kleine
Schwester beim Kartenspiel seufzte, sie
falle immer auf den gleichen Trick von
ihm herein, korrigierte er sofort; ,Nicht auf
den gleichen, sonderm auf denselben
Trick.“ Seiner Schwester muBte er auch wi-
dersprechen, als sie meinte, das sei doch
dasselbe. ,Das ist nicht dasselbe und auch
nicht das gleiche.“ Worauf seine Schwe-
ster — zu unrecht — schnippisch bemerkte,
er wisse es wohl selber auch nicht genau.
Ehe er ihr erklaren konnte, daB ,dasselbe“
identisches und ,das gleiche“ in der Art
ubereinstimmendes meint, horte er die in-
teressante Frage des Vaters, was es heute
Mittag gdbe. , Dasselbe wie heute vor einer
Woche“, kam die Antwort der Mutter aus
der Kiiche. ,Das gleiche!“ rief Alphons.
,wenn es erst nach einer Woche dasselbe
gibt, kann man wohl nicht sagen, daB es
schon wieder das gleiche gibt“, protestierte
die Mutter. , Wenn Alphons etwas anderes
essen will, braucht er ja nicht an den Tisch
zu kommen®, sekundierte der Vater. ,Ich
meine dach dasselbe wie ihr, wenn ich vom
gleichen Mittagessen spreche, nur dafl es
eben nicht dasselbe Mittagessen ist“, recht-
fertigte sich Alphons. ,,Er weil noch nicht,
was er will“, versuchte seine Schwester ein-
zulenken. ,, Wir sprechen alle von demsel-
ben Mittagessen, namlich dem, das Mutti
soeben in der Kiiche bereitet, aber es wird
doch hoffentlich nicht dasselbe Mittages-
sen sein, wie vor einer Woche“, versuchte
sich Alphons nochmals verstindlich zu
machen. ,Nach einer Woche ist das Essen
doch schlecht geworden®, wollte er noch
sagen, doch resolut erklang aus der Kiiche:
~Ich koche nichts anderes als das, was ich
vor einer Woche auch gekocht habe. Und
wenn es schmeckt, soll es mir egal sein, ob
es dasselbe oder das gleiche ist.“ — _Nun
habe ich dieselbe Erfahrung gemacht, von
der im Buch die Rede ist: Im praktischen
Leben soll man nicht so streng sein. Das
stimmt, sonst verhungert man.“ L. Kreiser
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Schachwettbewerb

Zum 8.Mal fordert alpha alle Schach-
freunde zur Teilnahme an einem LOsungs-
wettbewerb auf!

Dieses Mal sind wieder acht Schachaufga-
ben mit steigendem Schwierigkeitsgrad
zum Lodsen vorgegeben. Wenn der eine
oder der andere Leser vielleicht auch nicht
alle Aufgaben 16sen kann, so ist dennoch
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regung dienen, sich etwas intensiver mit
dem koniglichen Spiel zu beschaftigen.
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In allen acht Aufgaben beginnt Weill und
setzt trotz bester Gegenwehr von Schwarz
in der geforderten Zugezahl matt.

Als vollstindig gilt die Losung, wenn alle
Abspiele bis zum Matt angefiihrt werden.
Unter den Teilnehmern, die alle Aufgaben
korrekt geldst haben, werden Buchpreise
verlost und Urkunden verteilt.

In einer weiteren Verlosung haben auch
alle anderen Teilnehmer, die zumindest
eine Aufgabe richtig gelost haben, die i
Chance, einen Buchpreis zu gewinnen.
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Die Einsendung der Losungen ist bitte bis
zum 1.Mirz 1991 unter Angabe von
Name, Vorname und Alter zu richten an

Redaktion alpha
PSF 14

Leipzig
7027.
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alpha-Wettbewerb

Kollektive Beteiligung 1989/90

Fr.-Weineck-OS, Alsleben; OS E. Schneller, Fr.-
Engels-OS, E.-Mider-OS, alle Altenburg; Stadt-
club Jg. Math., Altentreptow; W.-Seelenbinder-
OS, Alt Ruppin; E.-Weinert-OS, Arnstadt; OS
Dr. R. Sorge, Asbach; Fr.-Engels-OS, Bad Diir-
renberg; OS S. Riidel, Bad Gottleuba; STNY), OS
VI, EOS E.Thilmann, O.-Grotewohl-OS, Th.-
Neubauer-OS, Magnus-Poser-OS, R.-Teichmiil-
ler-OS, OS A. Saefkow, alle Bad Salzungen; R.-
Schwarz-OS, Bad Liebenstein; H.-Beimler-OS,
Barenklau; H.-Heine-OS, Barchfeld: Fr.-A.-Nor-
bert-OS, Barth; A.-Seghers-OS, Bebertal; H.-
Belz-OS, Behrenhoff; OS O. Brosowsky, Belle-
ben; 26.0S L.Renn, 44.0S F. Espenbeck,
33. OS L. Grundig, 12. OS W. Guddorf, alle Ber-
lin; A.-Becker-OS, Berlingerode; G.-Scholl-OS,
Bernsdorf; OS Bernterode; W.-Seelenbinder-OS,
Bismark; Fr.-Weineck-OS, Blumberg; OS
Fr. Schiller, Bleicherode; OS Blumenhagen: G.-
Ewald-OS, Blumenthal; STN Bleicherode; P.-
Mosig-OS, Bockau; OS E.Thilmann, Boizen-
burg; K.-Burger-OS, Bredenfeld; OS B. Brecht,
Brehme; OS W.Pieck, Breitenworbis; OS
H. Beimler, Breitungen; OS Freundschaft u. Frie-
den, Brieselang; P.-Neruda-OS, Britz; Dr.-Th.-
Neubauer-OS, Brotterode; M.-Poser-OS, Biirgel;
W.-Pieck-0OS, Burow; W . -Estel-OS, Buttlar; 2. OS
O. Grotewohl, Calau; STN Calbe; OS A. Einstein,
Caputh; E.-Thalmann-OS, H.-Menzel-OS, A.-v.-
Humboldt-OS, M.-Saupe-OS, A.-S.-Makarenko-
OS, Fr.-Heckert-OS, E.-Schneller-OS, G.-Agri-
cola-0OS, Wl.-Komarow-OS, FEZ, Fr.-Matschke-
0S, K.-Wieland-OS, P.-Tschaikowski-OS, N.-

Niederkirchner-OS, alle Chemnitz; STN Cottbus;
OS R.Luxemburg, Dallgow; Fr..Weineck-OS,

Delitzsch; Kreisklub Math. Demmin: M.-Gorki-
0S, Dermbach; OS Dersekow: R.-Breitscheid-
OS, Dessau;E.-Weinert-OS, Deuna: OS Maka-
renko, Dingelstadt; 2. OS, Débeln; OS Domitz:
M.-Curie-OS, Dohna; OS K. Niederkirchner, Do-
mersleben; A.-Matrossow-0S, Domdorf; O.-Gro-
tewohl-OS, Dreitzsch; 103.0S K. Hahnewald,
FEZ?), beide Dresden: M.-Seydewitz-OS, Diir-
rohrsdorf; OS A. Diesterweg, Ebeleben; W.-
Pieck-OS, Eberswalde; OS F. Heckert, J.-Schehr-
0S5, beide Eisleben; OS H. Grundig, Ellrich; OS
Neues Leben, Elstal; OS R. Arndt, Elsterwerda:
0O.-Grotewohl-OS, Elxleben; E.-Weinert-OS,
Empfertshausen; OS 23 R. Gothe, Erfurt; STN
Emstthal;, FEZ Falkensee: Th.-Miintzer-OS,
Fambach; W.-Pieck-OS, Fehrbellin; 5. 0S G. Di-
mitroff, 1. OS J. Korcak, beide Finsterwalde; K.-
Marx-0S, Floha; B.-Brecht-OS, Floh; STN Forst;
STN Frankfurt/O.; E.-Thialmann-OS, Freital; E.-
Thilmann-0OS, Friedeburg; OS II, Friedland; OS
W. Seelenbinder, Finfeichen; OS V H. Gunther,
Fiirstenwalde; R.-Arnstadt-OS, Geisa; J.-Gaga-
rin-08S, Geithain; E.-Hartsch-OS, Gersdorf; Kali-
nin-0S, Geschwenda; OS Gielow; 5. 0S, 7. 0S,
beide Gorlitz; W.-Husemann-0OS, OS J. Brinck-
mann, beide Goldberg; OS R.Luxemburg,
Gotha; OS J. Gagarin, Grabowhofe: E.-Thil-
mann-0S, Marx-OS, beide Greifswald: STN
Gransee; OS J. Gagarin, K.-Marx-Schule, H.-
Beimler-OS, alle GreuBen; STN Grevesmiihlen;
A.-Frank-OS, Grirnma; A.-Walther-OS, Groditz;
OS CI. Zetkin, Groitzsch; OS GroBbartloff: A.-
Kuntz-OS, GroBbodungen: OS N. Ostrowski,
Grof3deuben; Pestalozzi-OS, GroBenhain; OS
Gr. Nemerow; OS GroBriickerswalde: J.-Gagarin-
OS, Griinhain; Th.-Miuntzer-OS, Gumpelstadt;
OS H. Gilinther, Hachelbich; STN Halberstadt:
OS G. Dimitroff, Haldensleben; W.-Bredel-OS,
Hagenow; M.-Gorki-OS, Hainichen; OS f kér-
perbeh. N. Ostrowski, Halle; STN Halle-Neu-
stadt;: OS Hammerbriicke: K.-Oppermann-OS,
Harzgerode; OS J. Marchlewski. Havelberg: W .-
Koenen-OS, Halle-Neustadt; Schule d. DSF,
Heiligengrabe; EOS W, Pieck, Heiligenstadt, P.-

Schreier-OS, Hennigsdorf;, E.-Weinert-OS, Hen-
ningen; OS Th. Miintzer, Hermannsdorf; FEZ
Hermansdorf; 2. 0S Fr. Engels, Herzberg: OS
K. Liebknecht, Hohendodeleben: Goethe-0OS,
Hohenleipisch; OS 20, Hoyerswerda; Goethe-OS,
Ilsenburg; G.-Dimitroff-OS, Immelborm; OS
G. Ewald, Ivenack; E.-Weinert-OS, Johanngeor-
genstadt; Fr.-Engels-Schule, Kaltennordheim;
OS M. Gorki, Kemenz; OS A. Becker, Kamsdorf:
H.-Beimler-OS, Karbow; OS E.Boberg, Karls-
burg; J.-Warnke-0S, Katzow; OS Cl. Zetkin,
Kaulsdorf; G.-Dimitroff-OS, Keula; Th.-Neu-
bauer-Schule, Kieselbach; H.-Matern-0OS, Klietz;
OS E.Thdlmann, Klosterfelde; OS H. Matern,
Klochow; Goethe-0OS, Koénigsee; AG Math., Ko-
nigs Wusterhausen; OS O. Grotewohl, Kéthen;
OS Kiillstedt; OS M. Zimmering, Krakow: OS
Cl. Zetkin, Laage; OS R. Breitscheid, Latdorf;
Goetheschule, Lauscha; K.-Marx-OS, Lauter-
bach; OS J. Gagarin, Langenweddingen; OS
E. Weinert, Leegefeld; OS V R. Luxemburg, E.-
Thalmann-OS, K.-Liebknecht-OS, Dr.-S.-Al-
lende-0OS, STN, alle Leinefelde; Weinert-OS,
FEZ, 6. OS Cl. Zetkin, alle Leipzig; OS J. Schehr,
Lengefeld; G.-E.-Lessing-OS, Lessing-OS, beide
Lengenfeld; E.-Thilmann-OS, Leutenberg; EOS
Lichtenstein; C.-B.-GeiBler-OS, Liebstadt:
Prof. Dr. M. Schneider-OS, Lichtenstein; OS Ma-
karenko, Leubnitz; G.-Eisler-OS, Locknitz; OS
W. Wallstab, Loderburg; A.-Diesterweg-OS, Lo-
benstein; OS G. Schubert, Lohmen; H.-Giinther-
OS, Lohsa; 1.0S, Lommatzsch; OS 6 Math.-
Club, Libben; W.-Bredel-OS, STN, beide Liibz;
FEZ Ludwigslust; KaBner-OS, STN, M.-Kiihne-
0OS, alle Magdeburg; Goetheschule, Malchow;
OS L. S. Titow, Manschnow; FEZ Markkleeberg;
B.-v.-Suttner-OS, Mechterstadt; Cl.-Zetkin-0OS,
Meerane; 7. OS M. 1. Kalinin, Meiningen; A.-Dii-
rer-OS 1II, Merseburg; OS H.Rau, Mieste;
OS Mittelstille; E.-Steinfurth-OS, Mittenwalde;
OS H. Danz, Moser; OS Margenrothe-R.; Kinder-
heim Munzig; W.-Pieck-OS, Nauen; O.-Grote-
wohl-OS, Naumburg; OS J. Fucik, Naundorf: OS
W. Bykowski, Neetzow; OS M. Burwitz, Neue-
nkirchen: OS Neuhaus; OS Neundorf: W.-See-
lenbinder-OS, Niederlichtenau; Dr.-Th.-Neu-
bauer-Schule, Niederorschel; OS Fr. Lesch, Nie-
gripp; OS Dr.l.Lenin, OS J.Gagarin, OS5
L. Einicke, EOS W.v. Humboldt, alle Nordhau-
sen; G.-Schwarz-0S, Olbersdorf; FEZ, Oranien-
burg; O.-Eichler-OS, Oschatz; OS E. Thialmann,
Oschersleben; OS P. Kmiec, Osternienburg; OS
W. Pieck, Osterwieck; E.-Weinert-OS, Osterwed-
dingen; Th.-Miintzer-OS Osthausen; OS O. Gro-
tewohl, Pappenheim; FEZ Parchim; FEZ Pase-
walk; OS 8.Mai, Peitz; OS Dr. Th. Neubauer,
Pfaffschwende; Kreis-AG, Plauen-Land; OS
Plessa; OS E. Schneller, Polleben; K.-Foerster-
OS, Potsdam:; W.-Pieck-OS, Premnitz; OS Prit-
zerbe; Goetheschule II, Pritzwalk; OS K. Koll-
witz, Quellendorf; Dr.-Th.-Neubauer-OS, Rack-
witz; OS G. Titow, OS Pestalozzi, beide Rade-
beul; W.-I.-Lenin-OS, Radewege; G.-Scholl-0S,
Rathenow: E.-Weinert-OS, Reichenbach; H.-Bur-
meister-0S, J.-Gagarin-0OS, beide Ribnitz; STN,
H.-Matern-OS, Spezialschule Fr. Engels, alle
Riesa; J.-Gagarin-OS, Riethnordhausen; J.-Cu-
rie-OS, Robel; R.-Wohl-OS, Rodleben; Ziol-
kowski-OS, Rossdorf; FEZ, 37.0S, 1.0S
W. Schroder, alle Rostock; OS K. Niederkirchner,
Saal; OS G. Scholl, OS W. Komarow, beide Saal-
feld; STN Salzwedel; OS Th. Miintzer, STN,
beide Sangerhausen; T.-Bunke-OS, Sanitz; OS
H. Matemn, Schernberg; MG OS, Schkoleb; H.-
Beimler-OS, Schlagsdorf; G.-Hauptmann-OS,
Schleusingen; OS H. Danz, OS K. Marx, beide
Schmalkalden; P.-Goring-OS, Schénbrunn; OS
P. Neruda, Schonebeck; OS H. Beimier, Schon-
hausen; POS Kuba, Schorssow; OS Fr. Engels,
Schwallungen; Fr.-Frobel-Schule, Schweina;
FEZ Sebnitz; 1.0S5, Seifhennersdorf; OS
H. Wamnke, Sielow; Fr.-Engels-OS, SOmmerda;

OS Glickauf, Sondershausen; W.-Pieck-OS, Son-
neberg; A.-Becker-OS, Spreenhagen; OS
K. Marx, OS A. Becker, beide Spremberg; H.-A.-
Eckelmann-OS, Sponholz; III. OS E. Wélk, Pe-
stalozzi-OS, beide Stadtroda; L.-Uhland-OS, OS
W.I. Lenin, beide StaBfurt; J.-Fucik-OS, Stein-
bach; R.-Luxemburg-OS, Stginsdorf; F.-Dett-
mann-0S, K.-Marx-OS, beide Stralsund; FEZ
Strausberg: Schule der DSF Dr. E. Lasker, Stro-
beck; Kreisforderzirkel 1. OS F. Sattler, 12. OS
Dr. R. Sorge, beide Suhl; OS E. Thilmann, Tan-
nenbergsthal;, E.-Weinert-OS, Teichwolframs-
dorf; OS Teistungen; A.-Frank-OS, Themar; Fr.-
Weineck-OS, Thonhausen; OS Tiefenort; E.-
Schneller-OS, Toplitz; A.-Einstein-OS, Torgelow;
OS Treben; Lenin-OS, Treuenbritzen; OS
W. Pieck, Trusetal; E.-Welk-OS, MM OS, beide
Ueckermiinde; H.-Beimler-OS, Unterbreizbach;
OS Unterweiflbach; E.-Schneller-OS, Umshau-
sen; OS j.G.Seume, Vacha; W.-Seelenbinder-
OS, Viemau; OS Vitte; OS Volkershausen; OS
E. Schneller, Waldkirchen; Goetheschule Waren;
G.-Scholl-0S, Weillenbom-K.; Kreisklub
Jg. Math. WeiBwasser; J.-Gagarin-OS, Wemeu-
chen; OS A. Giinther, Wemnshausen; OS Wesen-
berg: OS o.-Grotewohl, Westerengel; B.-Brecht-
0S, Wiederitzsch; Cl.-Zetkin-OS, Wildberg;
Pid.-Kreiskab. Zwickau-Land, K.-Marx-OS,
beide Wilkau-HaBlau: OS Wipperdorf; OS
H. Heine, Wormlitz; OS Wohlmirstedt; OS 1
H. Wemer, OS W.I. Lenin, Math.-Winterlager,
alle Worbis; OSTh. Mintzer, Wulfen; OS
Fr.Reuter, Zarrentin; STN Zembschen; W.-
Pieck-OS, Fr.-Schiller-OS, beide Zeulenroda; O3
W. Seelenbinder, Zielitz; OS O. Benario-Pestes,
Zobendorf: OS J. H. Pestalozzi, Zschornewitz,

OS M. Gorki, Zussow

1y Schiilertreff Technik und Natur
2y Freizeitzentrum

Ein Dankeschon

Die Redaktion alpha konnte in diesem
Jahr den Preistrigern des alpha-Wettbe-
werbs 1989/90 wieder viele interessante
Biicher senden. Diese stellten uns zahlrei-
che Verlage zur Verfliigung, denen wir an
dieser Stelle herzlichen Dank sagen moch-
ten:

Wilhelm Heyne Verlag, Munchen;
Kinderbuchverlag, Berlin;

Ernst Klett, Schulbuchverlag, Stuttgart;
MANZ Verlag, Minchen;

Verlag Neues Leben, Berlin;

Philipp Reclam Verlag jun., Ditzingen;
Verlag P. Reclam jun., Leipzig;
Sportverlag, Berlin; Technik Verlag, Berlin;
Urania Verlag, Leipzig;

Verlag Volk und Welt, Berlin;

Verlag der Wissenschaften, Berlin;

Verlag Volk und Wissen GmbH, Berlin

Logisch kombinieren

Jeder Buchstabe bedeutet eine Ziffer,
gleiche Buchstaben also immer gleiche Zif-

fern. Diesen Angaben entsprechend sind
die Ziffern zu finden, die fir die Buchsta-
ben eingesetzt, die waagerechten und senk-
rechten Rechenauigaben richtig 16sen.
a) BEE — CBB = GGG b) AGI — HF = AEC
: + — : + -
E B= CE ] - AA = EGI
DC+ CBA =GHD FA + CB = EIA

H. Raduschewski Berlin
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Pythagoras —
einmal

anders!

In einigen afrikanischen Landern, z. B. in
der VR Mocambique hat man erkannt, da3

die Beschiftigung mit einheimischen
Handarbeitstechniken wie Flechten und
Weben, Herstellen von Matten, Netzen
und Korben, den Schiilern hilft, mit der
Mathematik bekannt zu werden. Bild 1
zeigt ein Muster, das beim Flechten von
Koérben entsteht. Von ihm geht ein dstheti-
scher Reiz aus, der zum Nachdenken Giber
die entstandenen Figuren anregt.

Bild 1

WAV ALY

Wir kennen den Satz des Pythagoras — so-
wohl in geometrischer als auch in arithme-
tischer Formulierung. Wir wissen auch,
was pythagoreische Zahlentripel sind. Wo
treten nun bei handwerklichen Arbeiten
Muster auf, in denen zugleich Quadrate,
Summen von Quadraten, rechte Winkel
und natiirliche Zahlen eine Rolle spielen?
Wo finden wir Quadrate, deren Flichenin-
halte sich durch Auszidhlen kleinerer Qua-
drate ermitteln lassen? Beim Flechten und
Weben, beim Sticken und Fliesenlegen!
Wir wollen einigen Uberlegungen unserer
afrikanischen Freunde folgen.

Wenden wir uns beispielsweise der Paral-
lelflechttechnik mit gleichbreiten Pflan-
zenstreifen zu. Hier entstehen Quadrate,
die aus gleichgroBen kleineren Quadraten
zusammengesetzt sind. Fassen wir die klei-
nen Quadrate als Einheitsquadrate auf, so
konnen wir die Flacheninhalte groBerer

Quadrate durch Auszidhlen leicht ermitteln
(Bild 2).

Bild 2 =

Bei sehr vielen handgemachten Produkten
(z. B. Maiten) wird mit farbigern Material
gearbeitet. Nehmen wir Streifen mit zwei
unterschiedlichen Farben, so erhalten wir
schachbrettartige Muster. Zihlt man die

128 . alpha, Berlin 24 (1990) 6
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entstchenden Einheitsquadrate getrennt
nach ihrer Farbe, so wird der Flacheninhalt
eines Quadrats in zwei Summanden zerlegt
(Bild 3). Allerdings lassen sich diese
Summanden noch nicht als Flicheninhalte
von Quadraten mit ganzzahliger Seiten-
lange auffassen.

Etwas ganz Uberraschendes konnen wir
feststellen, wenn beimn Flechten ein soge-
nanntes ,gekerbtes Quadrat“ entsteht.
Bild 4a zeigt ein gekerbtes Quadrat, das
aus 13 Einheitsquadraten besteht und des-
sen Diagonallinge fiinf Eicheiten betrégt.

Bild 4a / Bild 4b

Zihlen wir die schwarzen und die weilen
Einheitsquadrate im Bild 4b, so erhalten
wir 4 weiBe und 9 schwarze, 4 und 9 sind
Quadratzahlen. Wir kénnen also das ge-
kerbte Quadrat aus Bild 4b als Summe von
zwei gewoOhnlichen Quadraten auffassen,
deren Seitenlingen beziiglich der vom ge-
kerbten Quadrat vorgegebenen Einheiten
naturliche Zahlen als Zahlenwerte haben.
(Solche Quadrate wollen wir im folgenden
yglatte Quadrate“ nennen.)

Dazu brauchen wir die Einheitsquadrate
nur anders anzuordnen (Bild 5).

ettt
'=|:"‘ +"

..h'ﬁ.l#'!,'. ey

by i

Bild 5

Ala Zeichnet weitere gekerbte Quadrate
und untersucht, ob sie sich in zwei glatte
Quadrate zerlegen lassen!

Wir vermuten: Zu jedem gekerbten Quadrat
gibt es zwei glatte Quadrate, so daf3 der Fld-
cheninhalt des gekerbten Quadrats gleich der
Summe der Fldcheninhalte dieser beiden glat-
ten Quadrate ist.

Diese Vermutung konnen wir beweisen:
Der Zahlenwert d der Diagonalldnge eines
gekerbten Quadrats ist aus Symmetriegriin-
den stets ungerade:

d=2k+1; k=1,2,3, ...

Die Anzahl z der Einheitsquadrate in
einem gekerbien Quadrat mit der Diago-
nallainge 2k + 1 Einheiten ist
2-1+3+54+...+Q2k—-1)
+QRk+1).1+3+5+...+Q2k—-1)

ist die Summe der ersten k¥ Glieder der
arithmetischen Zahlenfolge mit dem An-

fangsglied 1 und der Differenz 2, sie ist
.. K
gleich ?(1 + 2k — 1)) = k2. Damit ist

z2=2k*+2k+1=Kk%+ (k?+2k+ 1)
=k*+ (k+1)?. Dies ist die Summe
zweler Quadratzahlen, w. z. b. w.

Ubrigens: Bei einer schachbrettartigen Fiir-
bung ist k die Anzahl der Einheiten der
einen Farbe und k+ 1 die der anderen
Farbe in der Diagonale mit d = 2k + 1 Ein-
heiten.

Eine andere Moglichkeit, die Vermutung
zu beweisen, deutet Bild 6 an.

A2 A Erliautert diese Beweisidee!

Beim weiteren Experimentieren stoBen wir
auf eine weitere interessante Eigenschaft
der gekerbten Quadrate: Es gilt die im
Bild 7 dargestelite Beziehung.

! l Bild 7

% +
In diesem Fall k6nnen wir auch das ge-

+ 3f
kerbte Quadrat selbst in ein glattes iiber-
fihren. Bild 8 zeigt, wie dies durch Umle-

gen einzelner Einheitsquadrate geschehen
kann.

Bild 8

Man kann aber auch wie im Bild 9 vorge-
hen: Die Einheitsquadrate im gekerbten
Quadrat werden ausgezihlt und anschlie-
Bend neu angeordnet.

Bild ¢
o i

Zusammenfassend erhilt man Bild 10.

Bild 10

-




Durch Probieren stellt man allerdings fest,
daB die Uberfiihrung eines gekerbten Qua-
drats in ein glattes nur selten gelingt. Erst
bei eciner Diagonallange des gekerbten
Quadrats von 41 Einheiten wirden wir wie-
der Gluck haben.

Gibt es einen allgemeinen Zusammenhang
zwischen der Diagonallinge des gekerbten
Quadrats und der Moglichkeit, dieses
durch Umordnungen der Einheitsquadrate
in ein glattes zu iberfithren?

Die Kenntnis solch eines Zusammenhangs
wiirde es uns ermoglichen, sofort zu ent-
scheiden, ob die (immer mogliche) Zerle-
gung eines gekerbten Quadrats in zwei
glatte einem pythagoreischen Zahlentripel
entspricht.

Zur Beantwortung dieser Frage betrachten
wir zunachst Bild 11.

Bild 11

I
4

1

Die Anzahl der Einheitsquadrate des gro-
Ben glatten Quadrats ist d. Bezeichnen wir
die Anzahl der Einheitsquadrate des ge-
kerbten Quadrats wieder mit z, so gilt of-
fensichtlich d*+1=2z. Zu dieser Bezie-
hung kommen wir auch unabhingig von
der speziellen Zeichnung: Aus dem fur
d=2k+1(k=1,2,3,...) bereits hergelei-
teten Zusammenhang z=2k?+ 2k + 1 er-
halten wir
2z=4k*’+ 4k +2=(4k*+4k+ 1) + 1
=QRk+ 12 +1=d*+1.

Ein pythagoreisches Zahlentripel liegt ge-
nau dann vor, wenn z eine Quadratzahl ist.
Es interessieren also diejenigen natiirli-

chen Zahlen d, fir die z =%(¢:!2 + 1) das

Quadrat einer natirlichen Zahl ist. Um sol-
che zu finden, legen wir eine Tabelle an.
Wie wir bereits bemerkt haben, kommen
fur d nur ungerade Zahlen in Betracht.

d d? d?+1 %(f‘!2 +1)

3 9 10 5

5 25 26 13

7 49 50 25=252

41 1681 1682 841 = 292 I

] 239 57121 57122 28561 = 1692

Wir erhalten auf diese Weise die pythaga-
reischen Gleichungen
3+ 4= 5
202+ 21%2= 292
1192 + 1202 =169,

die jeweils einer Zerlegung eines gekerbten
Quadrats in zwei glatte entsprechen.

Das Auffinden weiterer Moglichkeiten ist
sehr aufwendig, auch wenn wir den Schul-
rechner — etwa nach folgendem Ablauf-
plan — benutzen:

|

3 leM x2| [+ 1 [= = | 2
Anzeige ¢ N
(=] (V] Anzeigee N 2 M+ ﬁﬁJ

L,

W)

A3 a Arbeitet den angegebenen Ablauf-
plan so oft ab, bis ihr fir d die Zahlen 7
und 41 erhalten habt!

Mit einem entsprechend programmierten
Kleincomputer erhielten wir 1393 8119
und 14845 als nachste Zahlenwerte fur
Diagonallangen von gekerbten Quadraten,
die sich in glatte tiberfihren lassen.

Ad4a Stellt die pythagoreischen Gilei-
chungen auf, die diesen Diagonallangen
entsprechen!

Erinnern wir uns jetzt daran, daB das ge-
kerbte Quadrat mit der Diagonallinge 7
Einheiten und das glatte Quadrat mit 5
Einheiten als Seitenlinge denselben Fla-
cheninhalt haben. Wie wir gesehen haben,
ist bei weitem nicht fiir jedes gekerbte Qua-
drat ein Umwandeln in ein glattes Quadrat,
d. h. in ein gewohnliches Quadrat mit na-
turlichem Zahlenwert der Seitenlange mog-
lich. Verzichten wir auf die letztgenannte
Bedingung und lassen beliebige positive re-
elle Zahlenwerte der Seitenldangen zu (1m-
mer beziglich der vom gekerbten Quadrat
vorgegebenen Einheiten), so 140t sich jedes
gekerbte Quadrat in ein zu ihm flichen-
gleiches gewohnliches Quadrat liberfuhren.
Wie ist dies auf rein geometrischem Wege
moglich?

Nehmen wir zunachst das kleinstmogliche
gekerbte Quadrat (Bild 13).

Bild 12

%=%

A5a Begrinde, warum das pgekerbte
Quadrat und das gewOhnliche Quadrat im
Bild 13 flichengleich sind!

Bild 13

S{GLI

Wenden wir diese Methode beispielsweise
auf das gekerbte Quadrat mit der Diagonal-

lange 7 Einheiten an, so erhalten wir
Bild 14.

Versuchen wir nun, die beiden kleineren
(glatten) Quadrate, deren Flicheninhalte
zusammen den Flicheninhalt des gréBeren
Quadrats ergeben, auf eine sinnvolle Art in
das Bild 14 einzufligen, dann finden wir
nach einigen Versuchen ganz sicher die
geometrische Veranschaulichung des altbe-
kannten Satzes des Pythagoras (Bild 15).

Bild 15a

Bild 15b

C. P. Helmholz/P. Gerdes/H. Meyer

Zittert, ihr Ochsen!

Als der griechische Philosoph Pythagoras,
der auch als Mathematiker Bedeutendes
vollbrachte, wieder einmal einen genialen
Einfall gehabt hatte, war man iberall im
Lande des Lobes voll iiber seine Leistung.
Aber wie das so ist, fanden sich auch Nei-
der, die sein Verdienst zu schmalern such-
ten. Pythagoras verdanke seine neue Idee
nur seinem guten Verhaltnis zu den Got-
tern. Die Olympier hatten 1hn erleuchtet,
behaupteten sie. Pythagoras konnte es
nicht wagen, dem zu widersprechen. Sollte
er Offentlich die Gotter herabsetzen? Das
Volk hitte 1thm das nie verziehen, ja ihn
womoOglich als Gottlosen gesteinigt. Seine
Kollegen, wahrlich Schlitzohren, notigten
ihn schlieBlich, den Gottern zwanzig Och-
sen zu opfern. Das war schon damals eine
teure Angelegenheit. Zu dem ausgiebigen
Mah! gehdrie ja auch ein kriftiger Um-
trunk. , Fortan miussen Ochsen vor jeder
neuen Erkenntnis zittern®, sagte Pythago-
ras.
aus: E. Oetzel/W. Polte:
Der gescholtene Thales,
Urania Verlag Leipzig - Jena - Berlin

Besteht der Wert des Satzes des Pythagoras
etwa nur darin, daB er uns die Moglichkeit
gibt, aus bekannten Kathetenlingen die
Lange der Hypotenuse zu berechnen? Be-
deutet die durch den Satz erhaltene GewiB3-
heit in die Ewigkeit und Unerschiitterlich-
keit der Mathematik etwa wenig? Ein
Felsen wird doch durch Wald und Regen
letztendlich vernichtet, der Satz des Pytha-
goras aber bleibt ewig wahr.

J. A. Schreider, sowjet. Mathematiker
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Pythagoreische Zwillinge

sowie Potenzen

von Drillingen und Vierlingen

Habt ihr schon einmal beobachtet, wie
Maurer einen rechten Winkel abstecken?
Sie benutzen eine Schnur, auf der nachein-
ander 3, 4 und 5 Langeneinheiten angetra-
gen sind, und spannen damit ein Dreieck
auf, Wegen 3% + 42 = 52 ist ein Dreieck mit
diesen Seitenlingen rechtwinklig.

Das Beispiel zeigt euch, daB die Summe
zweier Quadrate wieder eine Quadratzahl
sein kann. Man nennt positive naturliche
Zahlen x, y, z ein pythagoreisches Zahlen-
tripel, wenn x? + y? = z2 ist.

Die Zahlen 3, 4, 5 stellen ein Beispiel fur
ein pythagoreisches Zahlentripel dar, sie
weisen aber noch eine Besonderheit auf:

y =4 ist der Nachfolger von x=3 (und
auch der Vorgianger von z = 5). Wir wollen
definieren: Zahlen x und y heilBen pythago-
reische Zwillinge, falls y=x+1 ist und
wenn es eine natirliche Zahl z gibt, so daB
x, y, z ein pythagoreisches Zahlentripel
bilden.

1. Frage: 3 und 4 sind pythagoreische Zwil-
linge. Gibt es noch andere pythagoreische
Zwillinge?

Wir stellen uns nun weitere, dhnliche Pro-
bleme, doch vorher fuhren wir noch zwei
Begrifte ein.

Definition: Drei unmittelbar aufeinander-
folgende natiirliche Zahlen x, y, z werden
Zahlendrillinge genannt

(d.h. x=y—-1 z=y+1).

Vier unmittelbar aufeinanderfolgende na-
tirliche Zahlen w, x, y, z heilen Zahlen-
vierlinge

dhw=y—-2 x=y—1,z=y+1).

3, 4, 5 sind z. B. Zahlendrillinge und 1, 2,
3, 4 sind Zahlenvierlinge.

2. Frage: Existieren Zahlendrillinge x, y, z
mit der Eigenschaft, daB

x%+ y?2 + z? eine Quadratzahl ist?

3. Frage: Gibt es Zahlenvierlinge w, x, y, z
fur die

w2 + x? + 2 + z2? eine Quadratzahl ist?

4. Frage: Existieren natiirliche Zahlen x, y,
zmit x+1=y sodaB

x? + y3=23gilt?

J. Frage: Xonnt ihr Zahlendrillinge x, y, z
angeben, fur welche

x3 + y3 + 23 wieder eine Kubikzahl ist?

6. Frage: Sind Zahlenvierlinge bekannt, so
daB

w3+ x3 + y? + 23 eine Kubikzahl ist?

/. Frage: Gibt es Zahlendrillinge x, y, z,
bel denen die Summe ihrer vierten Potenz
wieder die vierte Potenz einer natiirlichen
Zahl m ist

(d.h. x4+ y*+ z9=mH?

130 - alpha, Berlin 24 (1990) 6

8. Frage: Oder konnt ihr Zahlenvierlinge w,
x, y, z finden, bei denen die Summe ihrer
vierten Potenzen sich wieder als vierte Po-
tenz einer (anderen) naturlichen Zahl er-
weist?

Sehen wir uns die erste Frage naher an. Es
gibt bekanntlich unendlich viele pythago-
reische Zahlen

(z.B. x=2pq, y=p*—q*, z=p* + ¢’

mit beliebigen natiirlichen Zahlen p und g,
sowie alle Vielfachen ax, ay, az dieser
Zahlen mit a € N). Um die Frage 1 zu be-
antworten, konnten nun aus der Menge der
pythagoreischen Zahlen x, y, z einfach alle
pythagoreischen Zwillinge x, y ausgesucht
werden. Dazu ist zu uberprifen, ob
y=x+11 gilt oder nicht. Man kann auch
anders vorgehen: Man bestimmt diejenigen
naturlichen Zahlen x, fiur welche sich
x2+ (x + 1)? als Quadratzahl erweist. Das
Uberpriifen dieser Bedingung (Probierver-
fahren) ist aber selbst fiir relativ kleine
Zahlen (etwa fiir x = 1000) eine umfangrei-
che und langweilige Rechnerei! Fur e¢inen
Computer ist die Arbeit (mit der angegebe-
nen Beschrinkung fur x, also z.B.
x =1000) in wenigen Sekunden erledigt,
falls ihr vorher ein richtiges Programm
habt.

Dabeil konnte man so vorgehen:

Zu jeder natiirlichen Zahl x mit
0 < x=1000 bilde man z=x%+ (x + 1)?,
also z=2x(x+1)+1. Dann uberprife
man, ob z eine Quadratzahl ist. Dazu wird

Jz berechnet. Fall yz eine ganze Zahl ist,

stellt das zugehorige x eine Losung dar.

Wir notieren uns dieses Vorgehen als BA-

SIC-Programm:

19 FOR X =1TO 19009

20 Z =2%X¥(X+1)+1

390 IF Z = INT(SQR(Z)) THEN PRINT
"LOESUNG: X =“X "Y=“X+1

49 NEXT X

Ihr wiBBt bereits vom Schulrechner SR 1,

dafl die Werte der Wurzelfunktion (in der

BASIC-Notation SQR(Z)) in elektroni-

schen Rechnern mit Hilfe eines Nahe-

rungsverfahrens ermittelt werden.

Diese Werte sind recht genau, aber den-

noch nur Niherungswerte.

Das liegt u.a. an der Endlichkeit (Be-

schranktheit) der Menge der in einem Ta-

schenrechner oder in einem Computer dar-

stellbaren Zahlen. Es kodnnte deshalb

passieren, daB bei dem Test (Befehl 30) Lo-

sungen nicht erkannt werden. Wir empfeh-

len daher, diese Befehle so abzuandem:
30 M=INTSQR(Z+ .1D)): IFM*¥M =7

THEN PRINT
"LOESUNG: X=X "Y=% X+ 1.
Es wird euch nun leichtfallen, fur vorgege-
bene kleine Zahlenbereiche auch die Fra-
gen 2 bis 8 mit Hilfe eines Computers zu
untersuchen. Fir den KC 85/3 bzw. KC 87
mit einer sechsstelligen Zahldarstellung
beschranken wir uns auf 0 < x < 1000 (bei
den Fragen 2 und 3) bzw. 0 < x = 1000 (bei
den Fragen 4 bis 6) oder 0 < x = 30 (bei
den Fragen 7 und §).
Noch ein Hinweis: Zum Uberpriifen von
Identitaten ist moglichst nicht die Potenz-
funktion (Symbol A bzw. 1) zu benutzen,
besser i1st es, mehrere Multiplikationen
auszufiihren.
Bestatigt folgende Ergebnisse zu den Fra-
gen:
1.32+4%2=52 20%+ 212=29%

1192 + 120% = 1692, 6962 + 6972 = 985
5.3+ 43+ 53 =62
6.11°+12° + 133+ 14* =203
Fir die iibrigen Probleme existieren keine
Losungen in den angegebenen Zahlberei-
chen.
Wir wissen allerdings nicht, welche Ver-
hiltnisse auBerhalb der untersuchten Zahl-
bereiche gelten. Insbesondere fanden wir
bei den Fragen 2 bis 4 sowie 7 und 8 keine
Losungen unter den vorn angegebenen
Einschrankungen fur die Zahlen x. Was
passiert, wenn auf diese Einschrinkungen
verzichtet wird? Kann es uiberhaupt Losun-
gen geben? Als Matheexperten solltet ihr
die Probleme eingehender untersuchen!
Es ist niitzlich, sich die Endziffern von n?,
n> und n! in Abhingigkeit von der Endzif-
fer der Zahlen n zu notieren.

Ihr findet:

Tabelle 1

Endziffer von n I 0|l 111213 ]| 4
n? | 0 ] 4 9| 6
n 0| 18| 7| 4
nd 0 1 6 1 6

Endzifter von n ‘ 5 6 7 8 9
nt | 516191 4|1
n3 516 | 3 2 9
n* | 516 1 6 1

In Frage2seix=y—1und z=y + 1. Ge-
sucht sind natiirliche Zahlen y, fir welche
3y? + 2 eine Quadratzahl ist, fiir die es also
ein me N mit 3y2+2=m? gibt. Ange-
nommen, eine ungerade Zahl y habe diese
Eigenschaft. Dann gibt es eine Darstellung
y=2p+ 1, pe N, folglich gilt

y:=4p(p+ 1)+ 1. Also 14Bt y? bei Divi-
sion durch 8 den Rest 1 und daher 3y% + 2
bei Division durch 8 den Rest 5. (Wir sa-
gen: 3y?2+ 2 =5 mod 8§, wenn wir mit Kon-
gruenzen rechnen.) Wegen m?=3y2+2
wiare m? und folglich m eine ungerade
Zahl. Nach unseren obigen Uberlegungen
muBB m? bei Division durch § aber den
Rest 1 liefern. Das ist ein Widerspruch, da-
her kann y nicht ungerade sein. Ist aber
eine gerade Zahl y eine Losung, d.h.
y=2p, pe N, so ist auch m eine gerade
Zah)l, und es kann m = 25 geschrieben wer-



den. Folglich gilt 452 = 12p2 4+ 2 und dem-
nach 2s5%=6p?+ 1. Hier steht aber links
eine gerade und auf der rechten Seite der
Gleichung eine ungerade Zahl. Dieser Wi-
derspruch bedeutet: Es gibt keine Zahlen-
drillinge x, y, z, fir die x2+ y2+ 2z? eine
Quadratzahl ist.

Bei der Frage 3 ist die Summe der Qua-
drate von Zahlenvierlingen zu untersu-
chen. Wir setzen

2= -2+ (y-DP+y*+(y+ 1)

d.h. z=(Q2y—1)*+ 5. Angenommen z ist
eine Quadratzahl, also z=m? fur ein
meN. Wegen m2> 2y — 1) mul mz= 2y
sein. Fur y = 2 folgt

m?z=4y?2>4y?—4y+ 6=z was wegen
m? = z aber unmoglich ist. Die gesuchten
Zahlenvierlinge existieren daher nicht.
Bei Frage 4 handelt es sich um einen Spe-
zialfall der Fermatschen Vermutung (fiir
n =3 und mit y= x + 1). Die Fermatsche
Vermutung ist noch nicht fir beliebige na-
turliche Zahlen n bewiesen.

Faltings hat 1983 einen sehr wichtigen Bei-
trag zu ihrer Ldsung geleistet (siehe
Jalpha“ Heft 3/1984). Fur n =3 hat aber
bereits Euler gezeigt, daB keine natiirli-
chen Zahlen x, y, z mit x° + y? = z° exi-
stieren. Die Suche mit dem Computer ware
also von vornherein sinnlos!

Bei Frage 7 ist

z=(y—1D*+y*+ (y+ 1) also

z=3y*+ 12y2+ 2 zu bilden. Analog zu
Tabelle 1 notieren wir die moglichen End-
ziffern der Zahlen z:

Tabelle 2

Endziffer von y 012 ]3]4
3pi+2 1215101510
12y? 028 |82
Z 217|837} 2

Endziffer von y 516|17|8]89

—

3y*+2 1710|5015
12y? 0|]2|8|8)2
z 71213 |8|7

Ein Vergleich der in Frage kommenden
Endziffern von z mit den moéglichen End-
ziffern der 4. Potenzen natiirlicher Zahlen
(Tab. 1) zeigt, daB z keine 4. Potenz einer
naturlichen Zahl sein kann.

Es gibt folglich keine Zahlendrillinge mit
den verlangten Eigenschaften.

Bei Frage 8 kann

(y—D*+y'+(y+ D' (y+2)' zu

4y + 8y3 + 36y2+ 32y + 18 umgeformt
werden. Wenn ihr die moglichen Endzif-
fern dieser Zahlen mit denen von 4. Poten-
zen (siehe Tab.1) vergleicht, so erkennt
ihr, daB die Summe der vierten Potenzen
von Zahlenvierlingen niemals die vierte
Potenz einer anderen natiirlichen Zahl sein
kann. Bestatigt das!

Zum Schlul wenden wir uns noch einmal
den Fragen 5 und 6 zu.

Da wurde gefragt, ob es natiirliche Zah-
len y und m gibt mit der Eigenschaft
3y’ +6y=m> (Frage 5 mit x=y—1 und
z=y+1).

Wenn es solche Zahlen gibt, so ist m durch
3 teilbar, mithin m> durch 27, und dem-

nach gilt 9|y(y? + 2). Hieraus folgt, daB y
die Gestalt y=9k y=9k+4 oder
y=9k+5, k€ N, haben muB. Dadurch
kann die Anzahl der zu testenden Zahlen
deutlich verringert werden. Will man gro-
Bere Zahlen y einbeziehen, so sollte man
nach natiirlichen Zahlen y, m fragen, fur
die
y2+2 m?
m 3y
kann man sich auf Zahlen m aus dem Be-

Viy<m<I(y+1)

Bei Frage 6 ist zu untersuchen, ob
wd+ x3+y*+2° eine Kubikzahl, also
gleich m? firein me Nist. Weilw=y — 2,
x=y—1und z=y+ 1 ist, mull also ge-
priift werden, ob es natiirliche Zahlen y
und m gibt, so dal3

22y = 3y(y — 3) — 4] = m? gilt.

Wegen 2 [m° folgt 2 |m, daher 8 |m’

und 4|[2y° — 3y(y — 3) — 4].

Man zeige, dall dies nur moglich ist, falls 4
ein Teiler von y ist oder y bei der Division
durch 4 den Rest 1 1aBt (y =4k,
y=4k+ 1, ke N). Die Anzahl der zu
durchmusternden Zahlen kann somit hal-
biert werden! Um auch groBere Zahlen (als

100) zu erfassen, sollte man uberprifen, ob

m: oy o, . .. 4
5 - [2y2 — 3(y — 3)] —~ in natiirli

chen Zahlen (etwa = 1000) erfullbar ist.
Uberlegt euch, daB

4(y — 1) < m? <4(y + 1)° sein muB.
Daher sind zu vorgegebenen y

die Zahlen m durch V4(y—1)<m

< W( y + 1) eingeschrankt.

Stellt Computerprogramme auf, die diese
Uberlegungen beriicksichtigen!

(Ganz ohne Probieren konnen wir die vorn
gestellten Fragen nicht kldaren, deshalb bie-
tet sich hier der Computer als wertvoller
Helfer an. Durch mathematische Uberle-
gungen lieBen sich einige Probleme ohne
Computer losen, bei anderen kann die
Zahl der zu untersuchenden Fille verrin-
gert werden. Es empfiehlt sich immer, den
Computer erst einzusetzen, nachdem iber
den konkreten Sachverhalt nachgedacht
wurde. W. Schmidt

ist. Wegen m?=23y?+ 6y

reich beschran-

ken.

Buchtips aus dem
E. Klett Schulbuchverlag

B. Bolt

Die zweite mathematische
Fundgrube

100 neue Aufgaben, Bastelideen, unge-
wohnliche Fragestellungen, Puzzles und
andere Ritsel

Klettbuch 72272 Preis: 32.80 DM

E. Flachsel
Hundertfunfzig Matheritsel

Die nachsten
hundertfiinfzig Matheritsel

Kliettbuch 72232/72234 Preis: je 32,80 DM
Eine Sammlung von Knobel- und Denk-
aufgaben, gleichzeitig Lesebuch iiber Ge-
schichte, Geschichtchen und Anekdoten

Wir wunschen allen Lesern ein
frohes Weihnachtsfest und einen
guten Rutsch in ein erfolgreiches
und gesundes Jahr 1991.
Natiurlich verkniipfen wir diese
Wunsche mit einigen passenden
Knobeleien, erdacht von Walter

Trager aus Dobeln.
Alphons

Die Weihnachtspackchen

Zu Beginn der Ferien zum Jahreswechsel
wird an einer Schule jedem der 8 Teilneh-
mer am Kreisausscheid der Mathematik-
olympiade ein Pickchen in verschliisselter
Form tiiberreicht. Die Pickchen sind mit
den Ziffern 1 bis 8 beschriftet und die Vor-
namen der Olympioniken in die 8 Felder
des mit uberreichten Bildes eines Paketes
eingetragen. Der Dechiffriercode lautet:
Bei richtigem Eintragen der Pickchennum-
mern 1 bis 8 zu den Vormamen in die Fel-
der gilt: In jedem der 4 im Innem des
Pickchenbildes gelegenen gemeinsamen
Eckpunkt von Feldem stoBen Felder anein-
ander, deren Zahlen stets die gleiche
Summe haben. Die auf Jens’ Pickchen ste-
hende Zahl ist um 4 groBer als die auf dem
Packchen fur Jan. Wer darf welches Pick-
chen nehmen?

Silvesterscherz?

An einem Silvesterabend wollen die Zwil-
linge Ramona und Daniel von ihren Eltern
Auskiinfte uiber ihre Geburt erhalten. Die
Mutter antwortet: _Ramona wurde eine
halbe Stunde vor Daniel geboren."

Der Vater erganzt: ,Daniel erblickte am
31. Dezember 10.35 Uhr und Ramona am
1. Januar 9.05 Uhr das Licht der Welt.“ Da-
niel erwidert: ,Wenn ich jinger als Ra-
mona bin, ware ich demnach fast ein gan-
zes Jahr junger als Rarmona und wir beide
waren keine Zwillinge.” Konnen die Aus-
kinfte der Eltern trotzdem stimmen?

Wie alt?

Grits Uroma ist 3 Jahr jiinger als ihr Uropa.
Am Neujahrstag des Jahres 1991 wiinscht
Grit thren UrgroBeltern alles Gute fur das
neue Jahr. Sie berichtet dabei freudestrah-
lend, dal3 die neue Jahreszahl in besonde-
rer Beziehung zu ihren Lebensaltern steht:
Addiert man die Zahl der Lebensjahre mei-
ner Uroma zu der meines Uropas und mul-
tipliziert diese Summe mit der Zahl mei-
ner Lebensjahre, so erhilt man gerade die
neue Jahreszahl. Wie alt sind Grit, Uroma
und Uropa?
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In freien Stunden - alpha-magisch

Magische Quadrate

Weil Zauberspiele, Knobeleien
nicht nur ein Kinderherz erfreuen,

scheint es verstandlich und erklarlich,

warum Objekte, die gefahrlich

als magische Quadrate man
bezeichnet, schon mit viel Elan

vor Tausenden an Menschheitsjahren
beliebt in Untersuchung waren.

Wer kennt sie nicht, die Lust der Qualen

sich ein Quadratschema an Zahlen,
auf dall konstanten Wert erhalten
die Summen jeweils von den Spalten
und Zeilen und Diagonalen,

in MuBestunden aufzumalen??)

Vom UrgroBvater, der gar viele
der Aufgaben und Knobelspiele
gesichtet und gesammelt hat,
stammt nun das folgende Quadrat,
das mir durch seine Harmonie
erscheint 1m Stil von Poesie:

"O‘III'O‘
Tz
W72 78
7

ERZER

Q1O
Es gilt, ins Schema rasch und fleiBig,
die Zahlen acht bis zweiunddreiflig
sO einzusetzen — ist es schwer? —,
daBl waagerecht, daBB weiter quer,
diagonal — Geduld wird reiBen! —
und auBerdem zu den finf Kreisen

und zu den Feldern, die schraffiert,
ein Aufsummiern auf hundert fuhrt!

Ich wiinsche Spaf3 bei aller Mih’!
Im Spiele wird Verstand gescharft —
drum bitte sieh’, total entnervt,

zur L.osung nicht schon allzufrih.

) Die Magiksummen oftmals stehen
zu irgendwelchen Jubilden

und Anldssen ganz ohne Trug
zwecks Unterhaltung in Bezug.
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K. Nather, Leipzig
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Auf den Kopf gestellt

Elektronisch gesteuerte Ziffernanzeigen (z. B. beim
Taschenrechner) verwenden hiaufig zur Darstellung

der Ziffern folgendes Grundraster:

0

Die Ziffern 1, 2, 5, 6, 8, 9 und 0 sind, um 180° ge-
dreht, ebenfalls eindeutig als Ziffern lesbar.

Bilde ein magisches Quadrat aus 4 X4 Feldern mit
16 voneinander verschiedenen zweistelligen Zahlen
so, daB sich auf den Kopf gestellt wieder ein richti-
ges magisches Quadrat ergibt und

a) die Zeilen-, Spalten- und Diagonalsummen der
beiden Quadrate nicht gleich sind bzw.

b) diese Summen gleich sind.

Dabei mussen nicht alle in Frage kommenden Zif-

fern verwendet werden.
A. Korner, Leipzig

Magisches, optisch attraktiv

Unser Leser Siegfried LinBner schickte uns folgen-
des, durch seine Symmetrie bestechendes magi-
sches Quadrat zu.

Seht es euch genau an!

Vertauscht nun die Zahlen 7 und 22 in der 1. Zeile.
Wie sind dann in der 2. und 9. Spalte die Zahlen zu

setzen?
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz



Magisches Karussell

Tragt die natiirlichen Zahlen von 1 bis 9 so in die

Kreisfelder der Figur ein, daB3 die Zahlensumme auf

jeder Diagonalen 12 und in jedem schraftierten
Dreieck 10 betragt!

Schiiler Jens Mildner,
Leipzig

Mit Spiegel und Schere

a) Das Bild zeigt zwei neunfeldrige Zahlenquadrate
und ihre Spiegelbilder. Untersuche jeweils Urbild
und Spiegelbild auf magische Eigenschaiten

(Gleichheit der Zeilen-, Spalten- und Diagonalsum-

I.assen sich aus rOomischen Ziffern noch andere

Zahlenquadrate mit dhnlichen Eigenschaften bil-
den?

b) Jedes der folgenden Zahlenquadrate ist entlang
der Linien so in vier Teile zu zerschneiden, dal3
diese Teile jeweils zu zwei magischen Quadraten
zusammengefiugt werden konnen.

(Denke an den Lehrsatz des Pythagoras!)

1. 2. 3
Werner Miller, Wien

Wie ist es moglich, dal die Mathematik, letztlich
doch ein Produkt menschlichen Denkens unabhan-
gig von der Erfahrung, den wirklichen Gegebenhei-
ten so wunderbar entspricht? Albert Einstein

Magische Primzahlen

Verteile die Primzahlen von 5 bis 23 jeweils so in
die Figuren, daB sich in jedem Kreis die angege-
bene Summe ergibt.

a)

Dr. Christian Werge, Leipzig

Typisch Mathe

Es wird erziahlt, wie einst ein Astronom, €in Phy-
siker und ein Mathematiker durch Schottland rei-
sten. Aus dem Fenster des Wagens sahen sie auf
einer Weide ein schwarzes Schaf.

SJnteressant”, bemerkte der Astronom, ,,in Schott-
land sind die Schafe also schwarz.”

,INein“, rief der Physiker, .,in Schottland gibt es
schwarze Schafe.”

Der Mathematiker stimmte beiden nicht zu: ,In
Schottland gibt es wenigstens eine Weide, auf der
wenigstens ein Schaf weidet, welches wenigstens

auf einer Seite ein schwarzes Fell hat.”

aus: A. G. Konforowitsch ,Logischen Katastrophen
auf der Spur®, Fachbuchverlag Leipzig

Magische Doppelkreise

Die Zahlen 0 bis 15 sind so in die Kreisfiguren ein-
zutragen, daBl die Summe der Zahlen in den vier
Doppelkreisen und die Summe der Zahlen in den
Kreisen auf jeder der beiden Symmetrieachsen

gleich 40 ist. aus: J. Lehmann ,Mathe mit Pfiff“
Urania-Verlag Leipzig - Jena - Berlin

Magische BegriiBung eines neuen Jahres

1991 ist das Produkt der Primzahlen 11 -181. Die
Zahlen von 61...301 sind im Zweierabstand (61, 63,
65, ...) so in einem Magischen Quadrat 11ter Ord-
nung unterzubringen, dal3 die Summe in allen
Reihen und Spalten sowie in den beiden Diago-

nalen jeweils 1991 betriagt und die Zahl 181 sich im

Mittelfeld befindet.
Klaus-Horst Milde, Dresden
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Wer lost mit?

alpha-Wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 8. Marz 1991

5/1 Zwei Schulklassen wollen einen Aus-
flug machen. Die Wegstrecke betragt
14 km. Die erste Gruppe wandert um
8.30 Uhr los. Sie legt in jeder Stunde vier
Kilometer zurick und will nach zwei Stun-
den eine Pause von 20 Minuten einlegen.
Die zweite Gruppe fahrt mit dem Fahrrad.
Der Leiter dieser Gruppe mochte, daB} die
erste  Gruppe unterwegs nicht tuberholt
wird. Wann darf deshalb die zweite Gruppe
frihestens abfahren, wenn sie dreimal so
schnell wie die erste Gruppe ist und nach
7 Kilometern 10 Minuten Pause machen
will? StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

5/2 In Neubrandenburg fiahrt ein Bus der
Linie 9 die Strecke Busbahnhof — Datze-
berg hin und zuriick. Fiir die Hinfahrt
braucht der Bus 18 Minuten, fiir die Riick-
fahrt 4 Minuten weniger, da Hin- und
Rickfahrt eine unterschiedliche Strecken-
fihrung haben.

Am Wendepunkt Datzeberg hat der Bus
8 Minuten und am Busbahnhof eine Mi-
nute Aufenthalt. Welche Zeit (in Stunden
und Minuten) bendtigt der Bus, wenn er
die Strecke Busbahnhof — Datzeberg — Bus-

bahnhof zwolfmal fahrt?
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

5/3 In die 16 Felder des abgebildeten
Quadrates sind jeweils acht Kreuze so ein-

zutragen, da3
a) in jeder Zeile und in jeder Spalte genau
zweil Kreuze,
b) in keiner Zeile und in keiner Spalte ge-
nau zwel Kreuze sind. Sch.

5/4 _Ich vergesse immer den Tag und
den Monat deines Geburtstages“ meint Su-
sis Freundin. Darauf antwortet Susi lustig:
»Du brauchst dir nur die Zahl 112 zu mer-

Meafa
69 02 450

rotewohl -Shrafie 28 DTMMWOS

ken, denn sie ist gleich dem Produkt aus
der Tages- und der Monatszahl meines Ge-
burtstages. Die Differenz aus Monats- und
Tageszahl ist aber nicht einstellig.“ Wann

hat Susi Geburtstag?
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

5/5 In dem abgebildeten Schema sind
die Sternchen so durch Ziffern zu ersetzen,
dall eine richtig geldste Multiplikationsaul-
gabe entsteht.

¥HX - ¥X¥
X% H-K
4895
% XK
WK ¥ ¥
5/6 Fur welche natiirlichen Zahlen n
gilt: (n—3)- 21 —n) =327
OStR J. Kreusch, Lobau

Sch.

5/7 Hans sagt: ,Meine Sperrholzplatte
hat die Form eines Rechtecks und besitzt
einen Flicheninhalt von 3000 cm?. Es 148t
sich mit einem einzigen geraden Sige-
schnitt eine quadratische Platte von 30 cm
Seitenlinge absigen.“ Wie lang sind die
Seiten der iibrig bleibenden rechteckigen
Platte? StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

6/1 Es sind alle durch 15 teilbaren drei-
stelligen natiirlichen Zahlen zu ermitteln,

an deren Zehnerstelle jeweils die Ziffer 7
steht! Sch.

6/2 ,_Denke dir eine von Null verschie-
dene natiirliche Zahl, addiere 11, multipli-
ziere danach die Summe mit 9, addiere zu
diesem Produkt den Nachfolger deiner ge-
dachten Zahl, subtrahiere nun von dieser
Summe eine beliebige natiirliche Zahl, die
groBer als 90 aber kleiner als 100 ist.
Nenne mit das Ergebnis, und ich sage dir
deine gedachte Zahl!“ Wie findet man die
gedachte Zahl?
Gib eine Begriindung dafiir!

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

6/3 Oma ist 24 Jahre alter als Utes Mut-
ter. Die Mutter ist viermal und die Oma
siecbenmal so alt wie Ute. Wie alt war die

Mo 7 ®

Jtasse 7 ¥ 2931

. Etlmﬂa&?/rwr
]

fﬂ%
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Wettbewerbsbedingungen

NEU!

1. Der Wettbewerb 1990/91 liuft iiber nur
zwel Teilwettbewerbe in den Heften 6/90
und 1/91.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schul-
jahr (bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu
richten an:

Redaktion alpha

Postfach 14

Leipzig

7027
Die Losungen sind in einem Kuvert und
moglichst der Reihenfolge nach fortlau-
fend, auf Vorder- und Riickseite beantwor-
tet, einzusenden. (Die Losungen werden
zur Korrektur nicht mehr aufgabenweise
sortiert!)
Beizulegen ist ein frankierter* und adres-
sierter Riickumschlag fiir die Zusendung
der Antwortkarte, auf der alle Ergebnisse
des Teilwettbewerbes registriert werden.
Da Schulen die Antwortkarten geschlossen
zuruckerhalten, ist das Porto in entspre-
chender Hohe zu entrichten.

3. YVon dem Teilnehmer sind nur Aufgaben
seimner oder einer hoheren Klassenstufe ein-
zusenden (Die Klassenstufennummer steht
vor der Aufgabennummer). Schiiler ab
Klassenstufe 11 und Erwachsene 10sen die
mit 10 gekennzeichneten Aufgaben.

4. Zu empfehlen ist allen Teilnehmern die
Einsendung der Losungen vor dem Ein-
sendeschluf}, da in diesem Fall die Korrek-
tur umgehend erfolgt und die Antwortkarte
bereits mit EinsendeschluB3 zuriickgesandt
werden kann.

5. Jeder Teilnehmer sollte einen Durch-
schlag seiner Losungen anfertigen, um sie
mit den jeweils zwei Hefte spiter erschei-
nenden Ldsungen vergleichen zu koén-
nen.

6. Diejenigen Teilnehmer, die insgesamt
mindestens acht Aufgaben richtig gelost
haben, senden bis zum 10. September 91
beide Antwortkarten, einen entsprechend
frankierten* und adressierten Riickum-
schlag und |

a) bei mehr als dreimaliger Teilnahme die
zuletzt erhaltene Urkunde, bzw.

b) bei mit diesem Wettbewerb dreimaliger
Teilnahme die bereits vorhandenen zwei
Urkunden ein.

Bei erst- bzw. zweimaliger Teilnahme ge-
nugen die beiden Antwortkarten und der
entsprechende Riickumschlag.

7. Alle erfolgreichen Teilnehmer erhalten
eine Anerkennungsurkunde und einen
alpha-Button.

Pro Klassenstufe 5 bis 10/12 und unter den
Friuhstartern werden die 10 besten Teilneh-
mer ermittelt (entscheidend ist die Anzahl
der sehr gut geldsten Aufgaben) und unter
den Ubrigen je fiinf Teilnehmer ausge-
lost.

Sie erhalten attraktive Buchpreise.

* Entsprechend der Portogebiihren im Maidrz
bzw. September 91.



Mutter, als Ute geboren wurde? Begriinde

deine Behauptung!
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

6/4 Gegeben sei eine beliebige dreistel-
lige natiirliche Zahl in dekadischer
Schreibweise, die als Grundziffer nicht die
Ziffer 0 enthilt. Es sind durch Umstellung
der Grundziffern alle mdglichen dreistelli-
gen naturlichen Zahlen zu bilden. Beweise,
daB die Summe aus all diesen dreistelligen

natiirlichen Zahlen stets durch 222 teilbar
ist! Sch.

6/5 Rita fithrt ihrer Mutter ihre ,,Rechen-
kiinste® vor, die sie in der Arbeitsgemein-
schaft Mathematik erworben hat. Sie for-
dert die Mutter auf: _Schreibe flinf
aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen un-
tereinander, addiere sie und verdopple
dann noch das Ergebnis.“ Nachdem Rita
nur die erste der fuiinf von der Mutter no-
tierten Zahlen gesehen hatte, schreibt Rita
bereits die Losung auf einen Zettel und
legt diesen beiseite. Die Mutter ist er-
staunt, daB Rita das Ergebnis bereits ermit-
telt hatte.

Begrunde Ritas ,Geheimnis“!
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

6/6 ,Denke dir eine von Null verschie-
dene¢ naturliche Zahl, addiere 10, multipli-
ziere danach die Summe mit 10, subtra-
hiere von diesem Produkt eine beliebige
natirliche Zahl, die groBer als 90 aber klei-
ner als 100 ist. Nenne mir das Ergebnis,
und ich sage dir deine gedachte Zahl.“ Wie
findet man die gesuchte Zahl?
Gib eine Begriindung dafir!

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

6/7 Der Zug 7330 fihrt in Leipzig
7.44 Uhr ab und erreicht das 38 km Bahn-
kilometer entfernte Halle 8.16 Uhr. Welche

km

Durchschnittsgeschwindigkeit in T fahrt

dieser Zug? R

7/1 Robert spielt mit seinem Ketten-
schlepper, der von einer Batterie angetrie-
ben wird und immer gleichmaBig schnell
fahrt. Er macht stets nach sechs Sekunden
eine rechtwinklige Drehung nach rechts
oder nach links, also nach 6 Sekunden,
12 Sekunden, 18 Sekunden usw. eine sol-
che Drehung. Begriinde, daB der Ketten-
schlepper nicht nach genau einer Minute

wieder am Ausgangspunkt sein kann!
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

7/2 Beweise, daBl in einem rechtwinkli-
gen Dreieck die Hohe und die Seitenhal-
bierende, die vom Scheitel des rechten
Winkels ausgehen, einen Winkel einschlie-
Ben, dessen Betrag mit der Differenz aus
den GroBen der beiden spitzen Innenwin-
kel des Dretecks ABC uUbereinstimmt. Sch.

7/3 Otto, Paul und Rolf gingen kegeln.
Fiir jeden gefallenen Kegel wurde ein
Punkt vergeben. Nach drei Wiirfen je Spie-
ler wurde folgendes festgestelit:

(1) Mit dem ersten Wurf schaffte Rolf drei
Punkte weniger als Paul; Otto schaffte
sechs Punkte weniger als Paul und Rolf zu-
sammen. Beim ersten Wurf wurden insge-
samt 20 Punkte erzielt.

(2) Beim zweiten Wurf kegelte Paul besser
als beim ersten Wurf; Otto errecichte funf
Punkte weniger als Paul, Rolf einen Punkt
mehr als Otto.
(3) Mit allen drei Wiirfen schaffte Paul ins-
gesamt 18 Punkte, Otto insgesamt zwei
Punkte mehr als Paul. Nach Abschluf3 der
dritten Runde waren insgesamt 48 Punkte
vergeben worden.
Wie fielen die einzelnen Wiirfe von Otto,
Paul und Rolf aus?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

7/4 Gegeben seien drei natiirliche Zah-
len a, b und ¢, von denen keine durch 3
teilbar ist. Es ist nachzuweisen, daBB minde-
stens eine der Surmmen

at b atc bt+codera+b+ec

durch 3 teilbar ist. Sch.

7/5 Elke ist (in ganzen Jahren gerechnet)
halb so alt wie ihre Mutter, die drei Jahre
jinger als Elkes Vater, der aber dreimal so
alt wie Elkes Schwester Beate ist. Wie alt
ist jedes dieser vier Familienmitglieder,
wenn sie zusammen 123 Jahre alt sind?
Schiilerin Jana Trdager, Werchau

7/6 Das Wellrad besteht aus 2 fest mit-
einander verbundenen Rollen mit unter-
schiedlichen Radien auf gemeinsamer
Achse. Die groBlere Rolle kann auch durch
eine Kurbel ersetzt werden. Das Wellrad ist
eine kraftumformende Einrichtung wie
z. B. der Hebel. Fur die Berechnung der
Krafte am Umfang der Rollen kann man
das Hebelgesetz anwenden, wenn man an-
stelle der Lange der Hebelarme die Radien
der Rollen setzt. Das Wellrad ist also ein
Kraftwandler: an der kleineren Rolle wirkt
die groBere Kraft. (Wellrader werden u. a.
zur Kraftiibersetzung beim Fahrrad ver-
wendet.)

Bei einem Fahrrad betrdgt die Linge der
Tretkurbel 10 cm, der Radius des Kettenra-
des 5 cm. Welche Kraft ubertriagt die Kette
auf das kleine Kettenrad am Hinterrad,
wenn auf die Tretkurbel eine Kraft von
100 N wirkt? Welche Kraft wirkt am Um-
fang des Hinterrades, wenn das Verhiltnis
der Radien Hinterrad: Kettenrad 10:1 be-
tragt? R.

7/7 Ein zweiseitiger Hebel mit einer
Masse von 0,1 kg hangt an einem Feder-
kraftmesser. Am Hebel hingen zwei Kor-
per mit der Gewichtskraft F; = 4 N und der
Gewichtskraft F,, so daB der Hebel im
Gleichgewicht ist. Die Lange der Hebe-
larme betragen /;, =20c¢m und , =40 cm.
Was zeigt der Federkraftmesser an? R.

8/1 Es i1st der folgende Satz zu beweisen:
Das Produkt dreier aufeinanderfolgender
natirlicher Zahlen ist stets durch 4 teilbar,
wenn die kleinste der drei Zahlen gerade
ist und nicht stets durch 4 teilbar, wenn die

kleinste der drei Zahlen ungerade ist.
Schiiler Roland Holke, Leipzig

8/2 Das Bild stellt ein Quadrat ABCD
mit seinem Umkreis & dar. Uber jede Qua-
dratseite als Durchmesser wurde nach au-
Ben ein Halbkreis konstruiert. Der Umkreis
des Quadrates und die vier Halbkreise be-

stimmen vier Kreisbogenzweiecke. Es sei
A, die Summe der Flicheninhalte dieser
vier Kreisbogenzweiecke und A4, der Fli-
cheninhalt des Quadrates. Es ist zu unter-
suchen, welche der drei Beziehungen
A1 ‘:Az, Al - Az, Al > A2 gllt'

Die Antwort ist zu begriinden!

Sch.

8/3 Es ist folgende Behauptung zu bewei-
sen: wenn sich 1n einem rechtwinkligen
Dreieck die GroBen der spitzen Innenwin-
kel wie 2 : 1 verhalten, so zerlegt die Mittel-
senkrechte zur Hypotenuse das Dreieck in
zwel Teile, deren Flacheninhalte sich wie
2 : 1 verhalten. Bruno Hermann, Toplitz

8/4 In den beiden Dreiecken 4,B,C, und
A,B,(, mit den Seitenlangen a,, b,, ¢; und
a,, b,, ¢, stimmen a, und a, iiberein; b, ist
um 7 ¢cm groBer und ¢; um 2 cm kleiner als
a,; ¢, i1st funfmal so groB wie a, und b, be-
trigt 10 cm. In welchem Verhaltnis stehen

die Umfange beider Dreiecke?
Schiiler Roland Holke, Leipzig

8/5 Es ist die folgende Behauptung zu
beweisen: Der Vorgianger des Quadrates
einer jeden nicht durch 3 teilbaren natiirli-
chen Zahl ist durch 3 teilbar. Fiir durch 3
teilbare naturliche Zahlen trifft dies nicht
Zu. StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

8/6 Ein quaderformiger Korper aus FEi-
chenholz (Grundfliche 4 =20 cm?, Hohe
h=25cm) schwimmt im Wasser (4°C).
Wie tief taucht der Korper ein? R.

8/7 Klaus erhitzt einen Topf mit 2 1 Was-
ser. Er benoétigt fur das Erhitzen von 20°C
auf 100 °C 20 min. Wieviel Liter Propangas
benotigt er, wenn der Wirkungsgrad mit

100 % angenommen wird?
Enrico Lidecke, Mario Wolters,
Zechlin-Dorf

9/1 In einem Rhombus ABCD sei a die
Linge der Seite AB, edie Linge der Diago-
nalen AC und B die GroBe des Innenwin-
kels 4 ABC. Ein solcher Rhombus ist aus

a + ¢ =8 cm und f = 40° zu konstruieren.
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

9/2 Weisen Sie nach, daB fura-b-c=1
die Beziehung

a+b+c+ab+ ac+ be= 6 gilt! Seh.

9/3 Zeichnen Sie durch die drei Eck-
punkte eines beliebigen spitzwinkligen
Dreiecks ABC die Parallelen zu den drei
gegenuberliegenden Seiten und bezeich-
nen Sie die entstehenden Schnittpunkte
mit Dy, D, und D,!
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a) Beweisen Sie, daB die so entstandenen
Dreiecke paarweise zueinander kongruent
sind!

b) Das entstandene Bild kann als Korper-
netz einer Pyramide (eines nichtregularen

Tetraeders) aufgefaBt werden.
Zeichnen Sie daraus den Grundril3 dieses

Ko6rpers, indem Sie den FuBpunkt der Te-

traederhohe konstruieren!
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

9/4 Welche Primzahlen a, b, ¢ erfillen
die Gleichung
4a+bc _ 17
(a+b)c 10°
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

9/5 Es sei z eine von Null verschiedene
natiirliche Zahl. Es ist zu zeigen, dal es fur
die Gleichung

V0,z—0,0z =0,z
nur eine solche Zahl z gibt!
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

9/6 Ein HeiBluftballon hat ein Volumen
V' =3500m’. Die Luft im Inneren wird bei
einer AuBlentemperatur von ¢, = 0°C und
einern Druck von 1013 hPa auf eine Tem-
peratur ¢, =40°C aufgeheizt. Wieviel Luft
entweicht? Wie groB dart die Gewichtskraft
der Ballonhiille, Gondel und Ladung insge-
samt sein, damit der Ballon gerade steigt?

Die Dichte der Luft g betragt bei

p=1013 hPa:

t in °C 0 10 20

. kp

gin—s5 1,293 1247 1,204

¢t in °C 30 40 50

. kp

Qm —y 1,164 1,127 1,092
R.

9/7 Welche Leistung mufl die Heizspi-

rale einer Waschmaschine haben, die 101
Wasser in 30 min von 15°C auf 95°C er-
warmt?

Der Wirkungsgrad soll 95 % betragen.  R.

10/1 Es sei M der Mittelpunkt eines
Kreises mit dem Durchmesser AB und CD
eine Sehne, die senkrecht zu diesem

Durchmesser ist. Es ist zu beweisen, daB
die Winkel x DAC und A DMB kongruent

sind. StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

10/2 Welche Paare (x; y) naturlicher
Zahlen erflillen die folgenden Bedingun-
gen? (4 Aufgaben!)
a) x(x—y)=64und y(x—y)= 0
b) x(x+y)=10und y(x+y)=40
¢) x(x+y)=11
d) x(x—y)=12
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

10/3 Die MaBzahl des Umfanges eines
rechtwinkligen Dreiecks (gemessen in cm)
sei gleich der MaBzahl seines Flachenin-
haltes (gemessen in cm?); die MaBzahlen
der Seitenlingen seien natiirliche Zahlen.
Es ist zu untersuchen, ob es solche recht-
winklige Dreiecke gibt und welche Seiten-
lingen sie im Falle ihrer Existenz haben
mufiten. Sch.
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10/4 In einem rechtwinkligen Dreieck
ABC mit x ACB = 90° teile die Hohe A, die
Hypotenuse AB nach dem goldenen
Schnitt, d.h. der kleinere Abschnitt der
Hypotenuse verhilt sich zum groBeren wie
der groflere Abschnitt zur gesamten Hypo-
tenuse. Es ist die GroBe der Innenwinkel
4 CAB und x CBA zu berechnen!
Dipl.-Landwirt Hartmut Boettcher, Weimar

10/5 In ein rechtwinkliges Koordinaten-
system seien der Graph der linearen Funk-
tion y=f(x)=2x+3 und der Punkt
P(6; 15) mit seiner Abszisse und Ordinate
(jeweils als Strecke) eingezeichnet. In das
entstandene Rechteck lassen sich zwel
Quadrate so einbeschreiben, dall jewells
genau einer der Eckpunkte des Quadrats
auf der Geraden mit der Gleichung
y =2x + 3 und zwei Seiten auf den Recht-
eckseiten liegen. Der jeweilige Eckpunkt
dieser beiden Quadrate ist zu berechnen!
StR H.-J. Kerber, Neustrelilz

10/6 Gegeben ist folgende Anordnung:

FG =50N
s Fs
Welche Kraft wirkt im Seil? R.

10/7 Ein 80m hoher Turm steht In

einem ebenen Gelidnde. Von der Spitze des
Turmes wird ein Korper waagerecht mit
einer Geschwindigkeit v=5m-s™! abge-
schossen.

Wann erreicht er den Erdboden? R.

In eigener Sache

Im Jahre 1991 wird die ,alpha“ 25 Jahre
jung.

Wir hatten bereits im Heft 5/90 dariiber in-
formiert, daBl der Friedrich-Verlag in Vel-
ber beabsichtigt, ,,alpha“ mit diesem Jubi-
laumsjahrgang zu tibernehmen.

In der Hoffnung, daB sich dieser fiir unsere
Zeitschrift beste Weg nicht doch noch zer-
schlagt, wollen wir euch den Friedrich-Ver-
lag und seine Pline etwas niher vorstellen.
Dieser in der Nihe von Hannover angesie-
delte Verlag hat sich auf Zeitschriften fiir
den Unterricht, fiir die Hand des Lehrers
spezialisiert. Seine das gesamte Spekirum
der Unterrichtsficher erfassenden Zeit-
schriften sind fur die Praxis bestimmt und
leben von Beitrigen aus der Praxis. Es geht
also um fachlich exakte, anwendungsbezo-
gene und psychologisch-pddagogisch auf-
bereitete Handreichungen fiir den Leh-
rer.

Dieser schwierigen Aufgabe stellt sich der
Friedrich-Verlag sicher auch deshalb mit
soviel Erfolg, weil er sie mit Herz an-
packt.

Und dieses zeigte er auch angesichts unse-
rer finanziellen Sorgen um den alpha-
Wettbewerb und war spontan bereit zu hel-
fen. Und das lange bevor an ein Uberwech-
seln der ,,alpha“ zu ihm iiberhaupt gedacht
wurde. Also ein zweiter Grund, unser Titel-
blatt fiir diesen Verlag zu reservieren.
Warum nun aber, so werden viele Leser
fragen, steht seine Zeitschrift ,mathematik
lehren“ ebenfalls darauf.

Ganz einfach — beide Zeitschriften beab-
sichtigen eine enge Zusammenarbeit, um
sowohl Schiilern als auch Lehrern zu hel-
fen, die dlteste Wissenschaft der Welt 1m-
mer wieder neu zu entdecken. ,Mathema-
tik lehren“ fur einen kreativen, differen-
zierten und anwendungsbezogenen Unter-
richt — ,alpha“ fiir die sinnvolle Freizeitbe-
schiftigung der Schiiler.

[hr solltet also mal euren Mathelehrer fra-
gen, ob er die ,mathematik lehren“ kennt.
Wenn nicht, kann er unverbindlich und ko-
stenfrei ein Kennenlernangebot unter fol-
gender Adresse bekommen:

Friedrich Verlag, Vertrieb
Postfach 100150
W-3016 Seelze.

Und Ihr koénnt ihm ruhig noch verraten,
daB er im Falle eines Abonnements ab
1/91 den Jubilidumsjahrgang der ,alpha“
kostenlos mitgeliefert bekommt, sozusagen
als Lehrprifungsexemplar fur seine Schiu-
ler. Und da soll Mathematik keinen Spal
machen!?

Wichtig! Lest Euch bitte genau die neuen
Wettbewerbsbedingungen durch. Und ver-
geBt keinesfalls, die Portokosten in ent-
sprechender Hohe zu entrichten. Denn
miifliten wir dies tun, wiirde unser Etat fiir
den Wettbewerb weit iiberschritten und das
hiefle unweigerlich das , Aus®.



31. Ausstellung

,2Herzberger Spiele*

Vom 24. bis 30. Mirz 1990 fand im Kin-
der- und Jugendfreizeitzentrum Markklee-
berg die 31.Ausstellung ,Herzberger
Spiele“ statt. Die von Oberstudienrat
G. Schulze gezeigte Ausstellung umfaBt
eine unerschopiliche Fiille von Spielideen
mit mathematischen Hintergrund. Es wer-
den Spielregeln, Strategien bzw. Losungen
und Varianten der Spiele bis hin zu neuen,
bisher noch nicht gelésten oder nicht 16s-
baren Teilproblemen anschaulich und
ubersichtlich dargestellt. Einen wichtigen
Teil der Ausstellung bilden die Spiele mit
dem von G. Schulze kreierten Herzberger
Quader (siehe auch alpha Heft 3/86), dem
Somawlirfel und anderen dhnlich gestalte-
ten zusammengesetzten Korpern.

Moglichkeiten und Varianten des Zusam-
mensetzens der Quader werden sbenso ge-
zeigt wie Beweise der Unmoglichkeit der
Kombination bestimmter Einzelteile. Wie
mit geringem materiellen Aufwand vielfil-
tige Problemstellungen mit stark differen-
ziertem Schwierigkeitsgrad gefunden wer-
den konnen, zeigen die Legespiele ,Bunte
Dreiecke®. Die Dreiecke sind auf der vor-
deren Umschlagseite des Mathematikar-
beitsheftes Klasse 3 (Volk und Wissen Ver-
lag) aufgedruckt und konnen ausgeschnit-
ten und sofort verwendet werden. Die
daraus entwickelten Aufgaben regen Jung
und Alt an. Ebenso anregend empfanden

die Besucher die mathematische Aufberei-
tung solcher Spiele wie z.B. ,Nur kein

Rechteck, ,, Uber Ecken und Kanten“ und
das unter Knobelfreunden gut bekannte
,50lohalma®.

In der Ausstellung waren Spielmaterialien
in ausreichender Menge ausgelegt, so dal3
die Besucher unmittelbare Betitigungs-
moglichkeiten fanden.

In insgesamt 22 geschlossenen Veranstal-
tungen stellte OStR G. Schulze bzw.
B. Junghanns als Mitarbeiterin des Frei-
zeitzentrums Spielideen und Strategien vor
und gaben Anregungen flir die weitere
selbstandige Beschiftipung mit mathemati-
schen Spielen.

Zahlreiche Markkleeberger Schulklassen
nutzten eine Stunde ihres Mathematikun-
terrichts, um einmal auf ganz spezielle
Weise 1hr Wissen und Konnen anzuwen-
den und zu erweitern, ebenso kamen aber
auch Lehrer, Studenten und Lehrkrifte der
Universitit Leipzig und des Instituts fur
Lehrerbildung und interessierte Biirger.

Die Ausstellung regte die Kreativitit der
Besucher an und half mit, die Popularitit

der Mathematik weiter zu erhohen.
Eingebunden war sie in die Arbeit des Kin-
der- und Jugendireizeitzentrums Mark-
kleeberg, das mit seinem vielfdltigen Ange-
bot auf dem Gebiet der Freizeitpidagogik
vielen Kindern und Jugendlichen Moglich-
keiten zu einer sinnvollen und freudbeton-
ten Freizeitgestaltung und das Lehrern
durch die Moglichkeit zur Information Hil-
festellung bei der Unterrichts- und Hortar-

beit geben will.

B. Junghanns, padag. Mitarbeiterin
am Kinder- und Jugendfreizeitzentrum
Markkleeberg

Einige Kostproben fiir unsere Leser aus dieser
Ausstellung.

Wir setzen Funflinge und Vierlinge
aus Wiirfeln zusammen

Aus gleich groBen Wiirfeln aus Holz oder
Plaste wollen wir einige Finflinge und
Vierlinge zusammensetzen. Die Fliachen
aller Wiirfel sind dabei zueinander parallel
oder senkrecht und aneinanderstoBende
Wiirfel haben eine gemeinsame Quadrat-
flache.

Yon den moglichen 29 Wiirfel-Fiinflingen
wihlen wir die drei aus, die uns Bild 1
zeigt. Da diese Spielsteine die Form von
Groflbuchstaben haben, wollen wir sie
auch mit diesen Buchstaben C, P und Z
bezeichnen.

Bild 1

b P

Aufgabe 1: Verwendet man beim Zusam-
menkleben dieser drei Spielsteine iibliche
Spielwiirfel, bei denen die Augensumme
zweier gegeniiberliegender Seiten 7 ist, wie
groB ist dann jeweils die

a) kleinste,

b) groBte Augensumme auf der gesamten
Oberfliche der drei Fiinflinge?

Von den moglichen acht Wiirfel-Vierlin-
gen nehmen wir die fiinf, die in Bild 2 dar-
gestellt sind. Wir geben IThnen Namen, die
an der Anschauung orientiert sind und ver-
wenden als Abkirzung die Anfangsbuch-
staben, bei der Platte Pl zur Unterschei-
dung vom Fiinfling P.

0P 55

Platte Treppe Dreibein
Pl T D

Bild 2
Linke Rechte
Hand Hand
L R

Aufgabe 2: Ermittle entsprechend der Auf-
gabe 1 die jewelils

a) kleinste,

b) groBte Augensumme der fiinf Vierlinge!

Wir setzen aus den Fiinflingen
und Vierlingen Wiirfel zusammen

Aus den drei Fiinflingen und jeweils drei
Vierlingen kann man einen (3, 3, 3)-Wiirfel
zusammensetzen.

Aufgabe 3: Wieviel Moglichkeiten gibt es,
aus den drei Fiinflingen und verschiedenen
Vierlingen einen solchen Wiirfel zusam-
menzusetzen?

Wahlen wir z. B. die Vierlinge P1, T und R,
so gibt es zwei Losungen, die im Bild 3
dargestellt sind.

2. Losung

u - untere Schicht
m - mittlere Schicht
0 - obere Schicht

Aufgabe 4: Ermittle fiir jeden anderen Fall
eine Losung und zeichne sie entsprechend
Bild 3 jeweils in drei Schichten!

Aufgabe 5: Fiir den Fall P1, T und D wurde
bisher noch keine Losung gefunden. Versu-
che eine Ldsung zu ermitteln oder fiihre
einen Unmoglichkeitsbeweis fur eine Lo6-
sung!

OStR G. Schulze, Herzberg
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in Leipzig

Mathematische Traditionen

Die Stadt Leipzig — deren Name sich vom
slawischen Wort lipa fur Linde herleitet —
erlebte Ende des 14./Anfang des 15. Jahr-
hunderts einen raschen Aufschwung. Sie
diirfte zur Mitte des Jahrhunderts bereits
6000 bis 7000 Einwohner besessen haben
und sie war Ende des Jahrhunderts Haupt-
zentrum der Schwarzen Kunst, des Buch-
druckes.

Seit 1409 besaBl Leipzig eine Universitit,
als Folge dramatischer Vorginge in Prag.
An der dortigen, seit 1348 bestehenden
Universitdt hatten sich die Glaubensgegen-
satze zwischen Katholiken und der hussiti-
schen Partei und der Streit um die Rechte
der bomischen bzw. deutschen Nation zu-
gespitzt. Anfang 1409 kam es zum Bruch.
Mitte Mai begann der Auszug der deut-
schen Nation. Es mogen etwa 2000 Studen-
ten und 46 Lehrer gewesen sein; ein groBer
Teil wandte sich nach Leipzig. Der dama-
lige Markgraf von MeiBen, Friedrich der
Streitbare, unterstiitzte die Griindung
einer mit Prag konkurrierenden Universitat
als Teil seines Kampfes gegen den bomi-
schen Konig Wenzel IV. Mit pipstlicher
Genehmigung wurde die Universitit am
2. Dezember 1409 im Augustinerkloster
St. Thomas feierlich eroffnet.

Die Leipziger Universitit trug anfangs
reichlich konservative und altmodische
Zige, trotz papstlicher Empfehlungen, eine
moderne Universitiatsstruktur anzustreben.
Insbesondere hielt man in Leipzig am Prin-
zip der sog. walzenden Lektionen fest, wo-
nach jeder Lehrer im Wechsel iiber samtli-
che Ficher vorzutragen hatte. Im Gegen-
satz zZu den Universititen von Wien,
Krakow, Padua und Paris etwa kam es In
Leipzig folgerichtig nicht zur Herausbil-
dung von Spezialisten und herausragenden
Fachgelehrten, auch nicht im Felde von
Mathematik und Astronomie.

Lediglich zwei Namen bedeutender Mathe-
matiker sind im 15.Jahrhundert mit der
Leipziger Universitdt in Verbindung zu
bringen. Der aus Konigsberg in Franken
stammende Johannes Miller (1436 bis
1476), der sich der Sitte der Zeit folgend
einen lateinischen Namen zulegte und Re-
giomontanus (d.i. Konigsberger) nannte,
wurde bereits 1447 an der Leipziger Uni-
versitdt immatrikuliert. Als Zwolfjahriger(!)
berechnete er einen Kalender fiir das Jahr
1484, genauer gesagt, ein Jahrbuch der Pla-
netenorter sowie der Voll- und Neumonde
fir Leipzig. Doch schon 1450 verliel Re-
giomontanus lLeipzig und wandte sich
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nach Wien, wo mit Georg Peurbach ein be-
rubhmter Lehrer der Astronomie wirkte. Re-
giomontanus seinerseits wuchs zu einem
der bedeutendsten Mathematiker des
15.Jahrhunderts heran; u.a. verfaBte er
eine zusammenfassende Darstellung der
ebenen und sphdrischen Trigonometrie.

} . _,
",} -"_..-ia;*‘é'/-‘f; s
anm

Johannes Regiomontanus (1436 bis 1476)
Mathematiker und Astronom in Leipzig

Fur eine, wenn auch sehr kurze Zeit,
schien es, als kdnne Leipzig zu einem Zen-
trum der Mathematik werden. Der vermut-
lich 1460 oder 1462 in Eger (dem heutigen
Cheb in der CSFR) geborene Johannes
Widmann studierte seit 1480 in Leipzig
und wurde 1485 Magister. Widmann hat
1486 Vorlesungen iiber Algebra gehalten,
vermutlich die ersten Vorlesungen zu die-
sem Thema, die je stattgefunden haben. Es
haben sich sogar die Widmannschen Ent-
wlrfe zu seiner Vorlesung und eine Art
Studentennachschrift erhalten. Daruber-
hinaus hat der akademische Lehrer Wid-
mann auch ein Lehrbuch des praktischen
Rechnens verfafit. Es trug den Titel ,Be-
hende und hiibsche Rechenung auf allen
Kaufmannschafft® und wurde 1489 in
Leipzig gedruckt.!) Vom Leben des Wid-
mann nach 1489 fehlen sichere Nachrich-
ten.

Widmanns Buch, in dem die Zeichen +
und — erstmals im Druck vorkommen, hat
die nachfolgende Entwicklung nachhaltig
beeinfluft, insbesondere die groBe Zahl
der im 16.Jahrhundert entstechenden Re-
chenbiicher. Ubrigens hat die Leipziger
Universitat ein positives Gutachten zum
groflien Rechenbuch ,Rechenung nach der
lenge auff den Linihen und Feder® des
Adam Ries abgegeben, das dann mit Kai-
serlichem Privileg 1550 in Leipzig gedruckt

wurde. Auch eine sog. ,Brotordnung® des
Adam Ries wurde 1536 in Leipzig ge-
druckt. Diese Schrift sollte betriigerischen
Manipulationen bei der Berechnung des
Brotpreises vorbeugen und hat beispielge-
bend fiir die Bergstidte des Erzgebirges ge-
wirkt. Und schlieBlich wurde Isaac Ries,
ein Sohn des Adam, Rechenmeister und
Visierer in Leipzig.

Die Reformation 16ste auch in Leipzig Un-
ruhe und Machtkimpfe aus. Luther war
schlecht auf die Stadt und ihre Theologen
zu sprechen. SchlieBlich konnte sich neues
Denken durchsetzen, auch an der Universi-
tat. Die walzenden Lektionen wurden abge-
schafft und mit Georg Joachim Rhaeticus
gelang es, einen namhaften Mathematiker
nach Leipzig zu berufen. Er gehtrte zum
Wittenberger Gelehrtenkreis um Philipp
Melanchthon, der sich groBe Verdienste
um die Neuorganisation des Lehrbetriebes
an reformierten Universititen erwarb.
Rhaeticus hatte sich frilhzeitig urn die Be-
kannimachung und Veroffentlichung der
heliozentrischen Astronomie des Nicolaus
Copemicus bemiiht und berechnete in
Leipzig sehr genaue trigonometrische Ta-
feln. Er verstarb 1576 wahrend einer Reise
im damaligen Ungarm.

Die enge Bindung zwischen Mathematik
und Astronomie war auch fir Leipzig Aus-
gang des 16.Jahrhunderts bis Mitte des
17. Jahrhunderts typisch, doch es fehlte an
herausragenden Lehrem. Und doch war es
Leipzig, wo der 17jahrige dianische Edel-
mann 1Tycho Brahe, zum Rechtsstudium
an eine reformierte Universitit entsandt,
durch den Magister Johann Hommel zur
Astronomie hingefuhrt wurde. Brahe wurde
der bedeutendste Astronom vor Johannes
Kepler.

Der Dreiligjahrige Krieg warf Deutschland
Okonomisch und in wissenschaftlicher Lei-
stungsfahigkeit weit zuriick; die Zentren
der Wissenschaft lagen im 17. Jahrhundert
in Westeuropa. Und so studierte der Leip-
ziger Professorensohn Gottfried Wilhelm
Leibniz zwar an der Universitat seiner Va-
terstadt und in Jena, zum uberragenden
europaischen Universalgelehrten dagegen
wuchs er in Paris heran. Jedoch entstanden
enge wissenschaftliche Beziehungen zwi-
schen Leibniz und Leipzig. Der Leipziger
Frihaufklarer Otto Mencke gab seit 1682,
unterstiitzt vom Mathematiker und ehema-
ligen Rekior der Universitit Christoph
Pfautz, die ,Acta Eruditorum“ (Berichte
der Forscher) heraus, eine wissenschaftli-
che Zeitschrift, die bald internationalen
Ruf erreichte. Hier fand Leibniz Publika-
tionsmoglichkeiten fiir seine grundlegen-
den Arbeiten zur Differential- und Inte-
gralrechnung.

Wiahrend des 18. Jahrhunderts war Leipzig
ein Zentrum der europiischen Aufklarung.
Hier wirkte u.a. der Rechtsgelehrte Chri-
stian Thomasius und Caroline Neuber en-
gagierte sich fiir ein modernes Theaterwe-
sen. An der Leipziger Universitat lehrie
eine Reihe von Mathematikern, aus der
Christian August Hausen und Abraham
Gotthelf Kastner herausragen. Kidstner trat
mit einer Fille damals vielgelesener Lehr-



biicher hervor. 1756 wurde er Professor in
Gottingen und dort noch in hohem Alter
einer der akademischen Lehrer von Carl
Friedrich Gaub.

Am Ausgang des 18.Jahrhunderts wies
Leipzig gegeniiber anderen deutschen Uni-
versitaiten eine Besonderheit auf. Es war
Karl Friedrich Hindenburg gelungen, eine
mathematische Schule aufzubauen, die
sich kombinatorischen Problemen wid-
mete. Hindenburg lehrte mehr als 20 Jahre,
bis 1807, in Leipzig. Er war zugleich
Hauptinitiator der Griilndung und Heraus-
gabe zweier mathematischer Fachzeit-
schriften in Leipzig, doch konnten sich
diese, die ersten ihrer Art, noch nicht be-
haupten.

Die in West- und Mitteleuropa Ende des
18., Anfang des 19. Jahrhunderts stirmisch
einsetzende Industrialisierung schuf fur
Mathematik und Naturwissenschaften eine
neue, eine glinstige Position. Einerseits
wurden Anwendungen betont; die Mathe-
matik fand uber die Astronomie hinaus
breite Verwendung in den Naturwissen-
schaften, in Mechanik, im Maschinenbau-
wesen, beim Eisenbahnbau. Andererseits
konnte sich die Mathematik als reine
Fachdisziplin nach Breite und Tiefe entfal-
ten, getragen von jener allgemeinen gesell-
schaftlichen Anerkennung ihrer Wirksam-
keit fur die Praxis.

Die positiven Auswirkungen fir die Mathe-
matik zeigiten sich auch an der Leipziger
Universitit, insbesondere nach der Univer-
sitdtsreform von 1830. Wir finden im
19. Jahrhundert eine Reihe namhafter Ma-
thematiker in Leipzig. So trat Karl Bran-
dan Mollweide mit Arbeiten zur Trigono-
metrie und theoretischen Astronomie her-
vor, denen sich Heinrich Wilhelm Dro-
bisch anschloB. Drobisch, selbst Sohn der
Stadt, vertrat in der Lehre fast das gesamte
Spektrum damaliger Mathematik, war en-
gagiert beteiligt an der Modernisierung des
Unterrichts an den Gymnasien im Konig-
reich Sachsen und erwarb sich herausra-
gende Verdienste um die Griindung — am
1. Juli 1846, anlaBlich des 200. Geburtsta-
ges von Leibniz — der Sachsischen Akade-
mie der Wissenschaften zu Leipzig.

Die herausragende Leipziger mathemati-
sche Personlichkeit jener Zeit begegnet uns
in August Ferdinand Mobius. Er studierte
in Leipzig, u. a. bei Mollweide und einige
Zeit bei GauB in Go6ttingen. Von ihm emp-
fohlen begann er 1815 seine Lehr- und For-
schungstitigkeit zur Astronomie, Mecha-
nik und Mathematik und da besonders auf
dem Gebiete der Geometrie. Das 1827 er-
schienene Werk ,Der barycentrische Cal-
cul“ ist damals nicht in seiner vollen Be-
deutung gewurdigt worden. Erst spiter
wurde erkannt, daB dort dem Kemgedan-
ken nach jene gruppentheoretische Klassi-
fizierung der Geometrie vorgezeichnet war,
die unter dem Namen Felix Kleins als , Er-
langer Programm® von 1872 zu einem her-
ausragenden Ereignis in der Geschichte
der Mathematik geworden ist.

Mobius hat mehr als ein halbes Jahrhun-
dert auBerordentlich gewissenhaft seine
Vorlesungstatigkeit wahrgenommen. Ihm

verdankt man letzten Endes die Heranbil-
dung ganzer Generationen von Gymnasial-
lehrern der Mathematik im sidchsischen
und thiiringer Raum.

Neben Mobius waren wihrend der Mitte
des 19.Jabhrhunderts u.a. noch Wilhelm
Scheibner und der friihverstorbene Her-
mann Hankel tdtig. Scheibner stand vor-
wiegend der mathematischen Astronomie
nahe. Hankel dagegen gehdrt mit seinen
Arbeiten iiber hyperkomplexe Systeme zu
jenen weitschauenden Mathematikern, die
sich dem Studium abstrakter algebraischer
Strukturen zuwandten. Uberdies war Han-
kel ein herausragender Kenner der Ge-
schichte der Mathematik; auch in der Hi-
storiographie der Mathematik hat Hankel
der spiteren Entwicklung den Weg geeb-
net. |

Mit dem Jahre 1868 ging eine ganze Pe-
riode der Mathematik in Leipzig zu Ende.
Drobisch gab seine Professur fur Mathema-
tik auf und wandte sich voll der Philoso-
phie zu. Mobius starb nach langen Jahr-
zehnten erfolgreichen Wirkens im Alter
von 77 Jahren. Wohl bemiihte sich Scheib-
ner mit einigem Erfolg um die Starkung
der Mathematik an der Leipziger Universi-
tat. Carl Neumann, Adolf Mayer und K.
von der Miihll vertraten hdhere Analysis
und mathematische Physik. Doch fand sich
kein Geometer fiir Leipzig.

Felix Klein (1849 bis 1925)
Mathematiker in Leipzig

Mit der Berufung von Felix Klein im Jahre
1880 nach Leipzig, der schon damals einen
internationalen Ruf besaB, konnte diese
Licke geschlossen werden. Mit ihm be-
gann eine neue Entwicklungsetappe, die
die Mathematik an der Leipziger Universi-
tat in eine europdische Spitzenstellung
fuhren sollte. H. WupBing

1) siehe auch alpha Heft 4/89
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genigen!

Leserpost

1. In der alpha 1/90 erschien auf Seite 9
die Aufgabe ,Geschickt geteilt, bei der es
sich offensichtlich um eine Variante des
Problems zu Heft 6/88, S. 135 handelt. Ich
mochte noch eine weitere Variante mit
einer (meiner Meinung nach) geschickte-
ren Teilung hinzufiigen: Es geniigt ndm-
lich, die Figur 4 in drei Teile zu zerlegen,
um daraus Figur B zusammenzusetzen.

A B

Vielleicht interessiert euch auch die fol-
gende kleine Aufgabe:

Wie heiBlt a) die kleinste, b) die groBte
Zahl, die sich aus den Ziffern 1, 9, 9, 0
(ohne Verwendung weiterer Zeichen) dar-
stellen 1aBt? A. Hempler, Riidnitz

2. Die Dichte
0,2...0,35gcm™°.

Stellt euch vor, man hiatte aus Kork mit
einer Dichte von ¢ = 0,25gcm™? eine Ku-
gel mit einem Durchmesser von d=1m
geformt. Wie viele solcher Kugeln kénnte

man wohl auf ein Mal wegtragen?
K.-H. Milde, Dresden

von Kork betrigt

3. Ein Polyeder M mit einem Volumen V
liegt in einem Kubus, dessen Kanten-
lange aist. Man mul} beweisen, daB es zwei
Punkte in M gibt, die sich in einer Entfer-
nung

v
pE——y

Aa?
voneinander befinden, wobei

,1>—§—i/ﬁist.

Lubomir Lubenov, Stara Zagora, Bulgarien
4. Wie grof sind die Innenwinkel des Seh-
nenvierecks ABCD, wenn o =78° und
B = 80° ist? J. Kreusch, Lobau

C

5. Ermittle alle positiven Wurzeln x und z
welche der Gleichung

x2+ 7056 = z*?
A. Korner, Leipzig

Leichter wird, wer Kenntnis hat, zur Er-
kenntnis reifen; wer noch nichts gelernt

zuvor, der wird auch nichts begreifen.
Pindar
(522 bis um 446 v. u. Z., griech. Dichter)
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XXIX. Olympiade
Junger Mathematiker

der DDR

Losungen der DDR-Olympiade

Die Aufgaben wurden im Heft 5/90 verdffent-
licht.

Olympiadeklasse 10

291041 (Musterlosung der Aufgabenkom-
mission):

I. Wenn ein Kreis ¢ die Bedingungen (1),
(2) erfuillt, so folgt: Ist M der Mittelpunkt
und r der Radius von ¢, so hat M von jeder
der Geraden g, A, j den Abstand

5= \/ﬂ—(—g-)z. (3)

Dies ergibt sich aus dem Satz, daB jeweils
das Lot von M auf eine Sehne diese hal-
biert, und aus dem Satz des Pythagoras.
Nach Voraussetzung bilden g, A, j die Sei-
ten (und deren Verlingerungen) eines
Dreiecks D. Also ist M einer der vier
Punkte, die von den (einschlieBlich ihrer
Verldngerungen verstandenen) Seiten von
D jeweils drei gleichgrofle Abstinde ha-
ben; d.h., M ist der Inkreismittelpunkt
oder einer der drei Ankreismittelpunkte
von D, und die in (3) genannte Linge s ist
der Inkreisradius bzw. der Radius des be-
treffenden Ankreises. Aus (3) folgt ferner,
dal3 ¢ den Radius

2
r= \/ s2 4+ (%)
hat.

II. Umgekehrt folgt: Wenn M der Mittel-
punkt und s der Radius des Inkreises oder
eines Ankreises von D ist und wenn hier-
mit r die nach (4) gebildete Liange ist,
dann schneidet der um M mit r konstru-
ierte Kreis ¢ jede der drei Geraden g, h, j
in einer Sehne, deren halbe Linge
Jrz — 5 =% betrdagt; d. h., dann erfullt c
die Bedingungen (1), (2).
Damit ist bewiesen: Fiir jede der in der
Aufgabe genannten Vorgaben von g, A, j a
gibt es genau vier Kreise ¢, die (1) und (2)
erfullen. Doz. Dr. W. Harnau,
Inst. f. Math. u. ihre Didaktik
Pddag. Hochschule Dresden

(4)

291042 (I) Fiir die Summe s:=x+y
zweier reeller Zahlen x, y mit

L : . + L 1 (1)
X 'y xy
L L} 1 1 1
folgt zunachst — + + =]
x s—x x(5—x)
und daraus
x2—sx+s5s+1=0 (2).

Da in (1) notwendig x #+ 0 und
y=s§— x ¥ 0 gilt, folgt aus (2) weiter
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OFx(s—x)=sx—x2=s5+1, d. h.

s* —1 (3).
Andererseits wird (2) durch quadratische
Erginzungen zu

s\? 52 L.
(x—i) = s — 1. Folglich ist

52—45—4z20, (s—2)2=8
und schlieBllich

Is—2(=242 (4).
Insgesamt liegt s also notwendigerweise in
einem der Intervalle

s< —1; —1<S‘=:2—21/2_;

s2Z2+242 (5).
(II) Ist umgekehrt s aus einem dieser Inter-
valle, so sind die Zahlen

2
=t A E 51 und
3 §?
y= > «\/4 s —1 reell (wegen (4)),

+ () (wegen (3)), und es gilt x + y = s sowie

1 1 1
— +—+—=1. Also sind die gesuchten

x y xy
Werte fiir s genau diejenigen, die in einem

der Intervalle aus (5) liegen.
Dr, R. Labahn, Sektion Math.
der W.-Pieck-Universitat Rostock

291043A Die Aufgabe ldBt sich in zwei
Teilaufgaben zerlegen, die den Schiilern
z. I. bekannt waren.
1. Fir jede natiirliche Zahl n gilt: Ist n zu-
sammengesetzt, so ist 2" —1 nicht Prim-
zahl.
Beweis: Es sei n = pg mit natiirlichen
Zahlen p, ¢ > 1. Dann ist mit x = 2?
die Zahl
2T —=1=x1—1=(x—1D(x9"1+ ...
+x+1)wegen x—1>2—-1=1und
x714+ 4+ x+1zx+1>1
zusammengesetzt.
2. Fir jede natiirliche Zahl N> 1 gilt:
Keine der N — 1 Zahlen
n=N!+2 N'+3 ... NI+ N (1)
ist Primzahl, denn diese Zahlen sind je-
wells durch 2, 3, .... N teilbar und groBer
als die genannten Te:cs.
Wahlt man ein N> 1 mit N> z+ 1, so hat
der mit den Zahlen » aus (1) gebildete Ab-
schnitt der Folgeglieder 27 — 1 die Linge
N —1 > z und in diesem Abschnitt gibt es
aufgrund 1. keine Primzahl.

Dr. W. Moldenhauer, Inst. f. Math.

der Pdadag. Hochschule Erfurt

291043B Wesentlich ist die Fallunter-
scheidung:

a) Es existieren vier Punkte — o.B.d. A.
die Punkte 4, B, C, D — so, daB der fiinfte

Punkt £ im Inneren des Tetraeders ABCD
liegt (Bild a).
C

A B
b) Negation von Fall a (Bild b)

Im Fall a lassen sich entweder ein oder
zwel der Tetraeder mit dem Eckpunkt E
aus dem Tetraeder ABCD  herausschnei-
den®“. Damit entstehen in diesem Fall
10 Polyeder.
Im Fall b muB eine der Verbindungsstrek-
ken (im Bild b ist es DE) im Inneren des
Korpers verlaufen, wenn ABCDE konvex
ist (konvexe Hiille). Schneidet man nun
aus diesem konvexen KoOrper die drei Te-
traeder heraus, die eine zu DE windschief
verlaufende Kante haben, so erhidlt man
drei1 weitere Korper. Damit existieren in
diesem Fall 4 Polyeder.
In jedem Fall sind alle diese Polyeder von-
einander verschieden, da sie nicht in allen
Verbindungsstrecken ilibereinstimmen kon-
nen und laut Voraussetzung alle Verbin-
dungsstrecken voneinander verschieden
sind. Dr. H.-J. Sprengel, Sektion Math.
der Padag. Hochschule Potsdam

291044 1. Wenn eine Eintragung die For-
derung erfullt, so folgt fiir die in Bild a mit
x, ¥, z, wbezeichneten Zahlen: Da 1n der 1.
und 2. Zeile sowie in der 1. und 3. Spalte je
eine arithmetische Folge steht, gilt

y—x=65-y, (1)
41 —z=w—41, (2)
El{ || w3
(]G]0
100
LO0O010]
OO0 0]
3~z = x)=1~— z, (3)
w—y=8] —w. (4)
Aus (1) bzw. (2) folgt
x=2y—65 (5)
bzw. z=82—w, (6)

Setzt man dies in (3),

d.h. 4z —3x =1 ein, so folgt
328—4w—6y+195=1, 2w =261 — 3y.
Hieraus und aus (4), d. h.

2w=281+y, (7)



erhidlt man 261 — 3y =81+ y,

y=45. (8)
Damit ergibt sich aus (7), (6), (5):

w=63,z=19, x=25. (9
Aus diesen in (8), (9) genannten Werten er-
geben sich durch Vervollstindigung der
arithmetischen Folgen die in Bild b ge-
nannten Zahlen, z. B. erst die in der 1. und
2. Zeile und dann die in den Spalten feh-
lenden Werte.

A | i |
@@ E @
[ @[ @
(7] 5] [ 8 1
O E &

291045 (I) Die Verbindungsstrecken der
3 Seitenmitten des gegebenen gleichseiti-
gen Dreiecks der Seitenlinge a zerlegen es
in vier kongruente gleichseitige Teildrei-

ecke der Seitenlange %. Daher findet man

bei jeder Verteilung von 5 Punkten nach
dem Dirichletschen Schubfachschlufl ein
Teildreieck, in dem - einschl. des Ran-
des — mindestens zwei der 5 Punkte liegen.
Diese beiden haben einen Abstand, der
nicht grofler als die Seitenlange, also nicht

a

grofler als > ist. Folglich kann bei keiner

Verteilung von 5 Punkten der kleinste Ab-

ad

stand zwischen 2 von ihnen groBer als L)

sein.

(II) Wir legen 2 der 5 Punkte in Eckpunkte
und die restlichen 3 in die Seitenmitten
des gegebenen Dreiecks. Dann ist der
kleinste Abstand zwischen 2 von ihnen

gleich —2&—. Wegen (I) ist dies eine gesuchte
Verteilung. Dr. R. Labahn, Sektion Math.

der W.-Pieck-Universitat Rostock

291046 Zunichst beweist man die Ein-
zigkeit des Polyeders. Wegen der laut Auf-
gabenstellung gleichen Hohe von A und C
iiber der Ebene durch F, B, G, H schneidet
die Strecke AC die Strecke BD (= Raum-
diagonale im Wiirfel). Damit liegen A4, B, C
und D in einer Ebene und E kann nur die
Spitze einer ,,zugehorigen® vierseitigen Py-
ramide sein.

Fir die Volumenberechnung bieten sich
verschiedene Wege an:

1. Subtraktion der Volumina von Teilkor-
pern, die die Pyramide zu einem Wiirfel er-
gianzen, vom Wirfelvolumen.

2. Direkte Berechnung des Volumens

2.1. mit ABCD als Grundflache

2.2. bei Zusammensetzung der vierseitigen
Pyramide aus den beiden Tetraedemn

ACED und ACEB.
Der Weg 2.2 ist der eleganteste.

In jedem Fall ergibt sich V = %—33_

Dr. H.-J. Sprengel, Sektion Math.
der Padag. Hochschule Potsdam
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291241 a) Zuriickfihren von (1) auf eine
einfachere Gleichung:

I. Wenn (1) fur ein reelles a ein reelles x
als Losung hat, so ist es auch Losung der
Gleichung

a+Jx =x.
Beweis: Wire a + \/; > x, so folgte

a+\/a+\/a+\/a+ﬁ > a

+\/a+“/a+ X >...>at+yx>xim
Widerspruch gegen die Voraussetzung (1).

(Im wesentlichen analog fir a + »/; < X.)
II. Wenn (2) fur ein reelles a ein reelles x
als Losung hat, so ist es auch Losung von
(1). (Der Beweis erfolgt analog zu dem in
I.)

b) Losen der Gleichung (2) (einschl. Probe
bzw. Ruckschlufl):

Fir a < —0,25 hat (2) und damit (1) keine
reelle Losung x.

Fir a = —0,25 ist x=10,25 einzige Losung
von (2) und damit (1). Fir —0,25<a =0
sind genau die zwei Zahlen
x2,=05-Qa+1+y4a+1),

fir 2 > 0 genau die Zahl
x=0,5-(2a+1+ J4a+ 1) Losung

von (2), also von (1).

Dr. M. Rehm, Sektion Math.
der Humboldt-Universitdt Berlin

(2)

291242 Man lege ein Koordinatensystem
so, daB C, B, A, D die Koordinaten (0; 0),
0; a),

(Bild a).

bzw.

(0; 2a) (3a;0) haben

X

Hat ein beliebiger Punkt H der Ebene die

Koordinaten (x; y) und bezeichnet v die

groBtmogliche Geschwindigkeit des Wolfs,

also 2v die des Hasen, so erreicht der Hase

den Punkt H geradlinig in der Zeit
AH

2 und der Wolf frihestens in der

2v
BH
v
dann den Punkt H weder gleichzeitig mit
dem Hasen noch sogar eher als dieser errei-
chen, wenn fur diese Zeiten t; < t, gilt. Das
ist der Reihe nach Aquivalent mit

AH <2-BH.
Vx2+ (y—2a)? <2-yx2+(y—a)?,

Zeit ¢, = . Der Wolf kann somit genau

3x2+ 3yt —4ay>0,

x2+(y—%a)2>(%a)2. (1)

Damit ist gezeigt, daB der Hase durch
Wahl seines Zielpunktes x genau dann er-
reicht, nicht unterwegs vom Wolf gefalit zu
werden, wenn die Koordinaten aller Punkte
der Strecke AX die Ungleichung (1) erfil-
len. Das trifft genan dann zu, wenn die
Strecke AX vollstindig auBerhalb desjeni-
gen Kreises k liegt, dessen Mittelpunkt M

"3

Radius %a betragt (Bild b).

die Koordinaten (0' la) hat und dessen

Es sei nun E der Schnittpunkt der positi-
ven x-Achse mit derjenigen von 4 an k ge-
legten Tangente, die die positive x-Achse
schneidet. Fur diesen Punkt E und fiir den
Berihrungspunkt T der Tangente gilt

- 2 — 4
TM=-3—a, MA =3 und x MTA = 90°,
also ACEA ~ ATMA,

CE:EA=TM:MA =1:2,

EA=2-CE, CA=CE~+3,
— 2a 2
C —‘/3_ 3.11\/3—.

Insbesondere liegt daher wegen %\/3_ <35

der Punkt £ auf der Strecke CD, und es ist
bewiesen: Die pgesuchten Zielpunkte X
sind genau die auf der Verlingerung von
CE iiber F hinaus gelegenen Punkte der
Strecke CD, d. h. genau die Punkte X auf

CD mitﬁ}%aﬁ_.

291243 Als ein moglicher Versuch, aus
dem in den beiden Gleichungen zwischen
den Zahlen a, b, ¢ und d gespeicherten
Wissen, Hinweise uber das gesuchte pytha-
goreische Zahlentripel zu erhalten, kann
das Quadrieren der Gleichung
a+ b=c— d dienen. Man erhilt:
a’+2ab+ b?=c?—2cd + d?, woraus
unter Nutzung der Identitaten
c=atbt+dunda-b=c-d

die Gleichung

a’+2ab+ b?=a’+ b*+d*+ 2ab
+ 2ad + 2bd — 2ab + d* bzw.
al+2ab+ b2 =a?*+ 2ad + d? + b*
+ 2bd + d? also

(a + b)) = (a+ d)*+ (b + d)* folgt,
d.h. mit den MabBzahlen
v=b+dund w=a+ b sind
(positiv-ganzzahlige) Seitenlingen eines
rechtwinkligen Dreiecks gefunden.

Fiir den Flacheninhalt A dieses rechtwink-
ligen Dreiecks gilt:

1 1
A—-2—u-v—?(0+d)(b+d)

=g+ d,

=%(ab+d(a+ b+ d))=%(ﬂb+ cd)

alpha, Berlin 24 (1990) 6 - 141



d.h. A = a- b, also ist mit dem Zahlentripel
a+d b+ dund a + b die Aufgabe gelost.
Dr. M. Noack, Ministerium fur Bildung

291244 1. Wenn fiir ein Tripel (x, y, z)
natiirlicher Zahlen das System (1), (2) gilt,
so folgt
Ix2+2x +4y2— 9y =61,
16(3x+ 1)2+ 38y — 9)2 = 3187,
0<Bx+1)?=<199,0<x=4.
Bei x =1: 2; 4 ergibt sich fiir y keine na-
tiirliche Zahl. Fiir x =3 folgt (aus (3))
y =4 und (aus (2)) z=6. Somit kann nur
das Tripel (3, 4, 6) aus natirlichen Zahlen
bestehen und (1), (2) erfillen.
II. Die Probe zeigt, dall dieses Tripel (1),
(2) erfiilit. Dr. M. Rehm, Sektion Math.
der Humboldt-Universitat Berlin

(3)

291245 Ein Koordinatensystem sei so ge-
wihlt, daB folgende Punkte folgende Koor-
dinaten haben: B(0,0,0), C(a 0,0),
A0, a 0), F(0, 0, a). Dann haben M, H die
Koordinaten (—‘21-, 0, %) bzw. (a, a, a) und
g ist die Menge aller Punkte

(74 at d at
(74‘7, at,7+7), te R.

+
Sl besteht g aus der Menge aller

Mit s = >

Punkte (as, a(2s—1),as), s€R. Jeder
Punkt aus &, kann durch (x, y, 0) und jeder
Punkt aus &, durch (v, 0, w) beschrieben
werden. Der Mittelpunkt einer Verbin-
dungsstrecke zweier solcher Punkte hat die

Koordinaten

+
(x > v , ; : ;) und liegt genau dann auf

g, wenn es ein s € R mit
x;— ' = as,-;-= a(2s — 1), %'=asgibt.
Dies gilt genau dann, wenn x + v =w,
y = 2w — 2a ist. Das Quadrat g der zu be-
trachtenden Streckenldnge ist
g=(x—v)*+ y?+ w?

=(w—2v)+ Q2w — 2a)* + w?
(Sw—4a)?-4a?

3 :

Es nimmt seinen kleinsten Wert genau

dann an, wenn w— 2v =0 und

=(w—2v)*+

Sw—4a =20 ist, also wenn w=%,
5 '.ly 5 3 5 g )

Der kleinste Wert von ¢ ist damit gleich
4a?

5

mithin 2a£.

Dr. W. Moldenhauer, Inst. f. Math.
der Padag. Hochschule Erfurt

291246A 1. Fiir jeden Zug, bei dem eine
Kugel aus Urne A in Umne B gelegt wird,
gibt es genau m gleichwahrscheinliche
Moglichkeiten; bei einem Zug, wo eine
Kugel von B nach A gelegt wird, sind es ge-
nau n + 1 gleichwahrscheinliche Moglich-
keiten. Insgesamt gibt es daher fir die
Folge der ersten vier Zige genau
m?(n + 1)? verschiedene gleichwahrschein-
liche Moglichkeiten.

2. Wir bestimmen nun die Anzahl der
Moglichkeiten im ersten bis vierten Zug,

, die gesuchte kleinste Linge betrigt

142 - alpha, Berlin 24 (1990) 6

eine rote bzw. blaue Kugel herauszugrei-
fen: Fir den Fall, dal im 1. Zug eine rote
Kugel gegriffen wird, gibt es genau m Mog-
lichkeiten (daB eine blaue gegriffen wird,
0 Moglichkeiten).

Im 2. Zug gibt es fir jeden der m (durch
den 1. Zug moglichen) Fille genau n M0g-
lichkeiten, eine blaue Kugel und genau
eine Moglichkeit, eine rote Kugel zu grei-
fen.

Im 3. Zug gibt es fir jeden der n- m Fille
(wo im 2. Zug eine blaue Kugel gegriffen
wurde) (m — 1) Moéglichkeiten, eine rote
und 1 Moglichkeit, eine blaue Kugel her-
auszugreifen. Fir jeden der 1- m Falle (wo
im 2. Zug eine rote Kugel gegriffen wurde)
gibt es m Moglichkeiten, eine rote und
0 Moglichkeiten, eine blaue Kugel heraus-
zugreifen. SchlieBlich gibt es beim 4. Zug
fiir jeden der (m—1)-n-m Fille (2. Zug
blau, 3. Zug rot) 2 Mdoglichkeiten, eine rote
(und n — 1 Mdglichkeiten, eine blaue) Ku-
gel zu greifen; fiir jeden der 1-n-m Fille
(2. und 3. Zug blau) genau 1 Mdglichkeit,
eine rote (und n Moglichkeiten, eine
blaue) Kugel zu greifen; flir jeden der
m-1-m Fille (2. und 3.Zug rot) genau
1 Moglichkeit, eine rote (und n» Moglich-
keiten, eine blaue) Kugel herauszugreifen.
So ergibt sich als Anzahl S der giinstigen
Fille (d. h. im 4. Zug wird eine rote Kugel

gegriffen):
S=2-m—-1)-n-m+1-1-n-m
+1-m-1-m

Also ist die Menge aller ganzzahligen
Paare (m; n) zu finden, fur die
m-n+2(m—-Dn-m+m? 1
> > = — 1§t.
m4<(n+1) 2

Wegen m + 0 gilt diese Gleichung genau
dann, wenn
(%) m—2n+2mn—mn?=0
ist, woraus folgt, daB einerseits m ein Teiler
von 2n ist, andererseits aber m von n geteilt
wird.
Somit gilt m=t-nmit t=1 oder
t=2. Fir t=1 wird (%) zu
—n+2n2—n3=0bzw. n-(n—-1)*=0.
Diese Gleichung hat wegen n=m und
n+m>2 keine Losung. Der Fall t=2
hingegen fiihrt zu 4n2 - 2n° =0, woraus
unmittelbar n =2, m = 4 folgt. Diese Zah-
len erfiillen in der Tat die Ausgangsglei-
chung. Also hat genau die Vorgabe von 4
roten und 2 blauen Kugeln die in der Auf-
gabe verlangte Eigenschaft.

Dr. M. Noack, Ministerium fur Bildung

291246B 1. Angenommen, f und g seien
zwei Funktionen, die beide den (fiir g ent-
sprechend umzuformulierenden) Bedin-
gungen (1), (2), (3) geniigen. Es sei x; eine
beliebige reelle Zahl und hierzu

c = f(xp) — g(x5). Dann folgt aus (3),

. x
mit x = ——ni auf f und g angewandt,

1 X X
¢ =f(x0) — g(xp) = . (f(T”) - g(f’))
Durch vollstandige Induktion beweist man

hieraus fiir jedes natiirliche

k=1 n"-c=f(%)—g(%).

Wegen (2) existieren mit lim i 0
k—

auch die Grenzwerte

lim f( x‘j';) = f( lim x“) = [ f(0)] und

k— o n k—m Hk

lim g(—:%) = [g(0)], also existiert auch der

k— o

Grenzwert lim (n*- ¢).

k ~—m

Das ist aber nur fir ¢ = 0 moglich.
Da diese Schlusse mit jeder beliebigen re-
ellen Zahl x, ausgefiihrt werden konnen,
gilt folglich f(x) = g(x) fur alle reellen
Zahlen x. Es kann also hoéchstens eine
Funktion f geben, die den Bedingungen
(1), (2), (3) genugt.
II. Die oben in (6) definierte Funktion ge-
nugt diesen Bedingungen (Nachweis wie
im 1. Losungsweg). Eine weitere Beweisva-
riante besteht darin, aus (3) mit dem An-
satz f(x)=a + b sogleich b =0,

nzn_ T Zu erhalten, dann fir die Funk-
tion ¢(x) = f(x) ~—5—=

gen (1), (2) und c(x) = %— c(—x—) herzulei-

a=

die Bedingun-

n
ten und daraus dhnlich wie oben c¢(x) =10
fir alle x zu beweisen.

Was wird aus
den Olympiaden?

Zu einer Diskussion iiber dieses Thema
trafen sich Teilnehmer des Mathematiker-
Kongresses der (noch) DDR, der vom
10.—-14. September 1990 in Dresden statt-
fand.

Das Interesse war so groB, daB zunachst
ein Umzug in einen groBeren Raum not-
wendig war.

In einem waren sich die zahlreichen Olym-
piadeenthusiasten einig:

Diese Olympiadebewegung hat sich be-
stens bewahrt, sollte beibehalten, sogar auf
ganz Deutschland ausgedehnt werden. Or-
ganisieren will man sie kiinftig auf Linder-
ebene, Landerkomitees wurden bereits in
Thuringen, Brandenburg, Mecklenburg-
Vorpommern und Sachsen gebildet. Fiir
die Finanzierung miissen neue Wege ge-
gangen werden. Sehr wesentlich dirfte da-
bei die Unterstiitzung der (in Ostdeutsch-
land noch zu bildenden) Kulturministerien
sein. Und noch ein Fakt mul3 Beriicksichti-
gung bei der zukiinftigen Konzipierung der
Olympiaden finden — die Abstimmung mit
dem Bundeswettbewerb. Dieser jahrlich
stattfindende Mathematikwettbewerb
spricht die Sekundarstufe II, also die
11.-13. Klasse an, sein Ziel besteht eben-
falls in der Findung mathematisch interes-
sierter und begabter Schiiler.

(In einem der nichsten Hefte informieren
wir Euch naher uber ihn.)

Sinnvoll wire nun sicher, beide Formen
der Mathematikforderung und Begabungs-
findung zu vereinen.

Die erste Runde des nichsten Bundeswett-
bewerbes findet im Dezember statt. Da
zum RedaktionsschluB unseres Heftes 6
die Aufgaben noch nicht vorlagen, konnen
wir sie nicht veroffentlichen, sind aber gemn
bereit, Euch die Aufgaben zuzusenden.
Bitte legt Eurem Schreiben einen frankier-
ten und adressierten Riickumschlag bei.



Losungen

l, "

-~

Losung zur Preisaufgabe Heft 4/90

Kleinster Gang:

Ubersetzungsverhiltnis 2.8

Entfaltung 6,2

196800 m:6,2m=31741,9~ 31 800
Gropter Gang:

Ubersetzungsverhiltnis 4,6

Entfaltung 10,1

196800 m: 10,1 m =19486,1 = 19500
Fahrzeit 16342s

16342 s:19 500 Umdrehungen = 0,8 s/
Umdrehung. Also

1. 31 800 Umdrehungen

2. 19500 Umdrehungen, durchschnittlich
0,8 s/Umdrehung

Ein Autogrammfoto von Olaf Ludwig ha-
ben gewonnen:

Kai Uwe Zimmermann, Neustrelitz;
Ulrike Krause, Gorlitz;

Mechthild Krause, Gorlitz;
Stan Ileana, Tirgu Mures (Ruméinien)

Losung zu: Arithmetik mit 6

Heft 5/90
OI+01+0NI=6 (5-5)!+5=6
0+(1+2) =6 7-6+5 =6
1+1+1) =6 6:6:6 =6
142+3 =6 (@B-7)-6 =6
2+42+2 =6 T-(T-D'=6
4-3:2 =6 7+8—9 =6
3-3-3 =6 (y8+(@®-8)!)!=6
>t4-3 =6 (y10-9+8)! =6
4+4—y4 =6 9.9 -9 =¢
((61):5):(4)) (v10 — (10 — 10)!)!
=6 |
=6

Losungen zu: Logisch kombinieren
a) 355 — 133 =222 b) 365 — 47 =318

4+ — : 4+ =
5 3= 15 5 - 33=165
71 + 136 = 207 73 + 80 =153.

Losungen zur Sprachecke

AlA Die Kniige

Herr Crucheau, der in der Wiiste lebt, fahrt
mit seinem Lieferwagen und seinen Krii-
gen zum Markt der benachbarten Oase. Er
besitzt 9 GefiBe mit den folgenden Inhal-
ten: 31, 61, 101, 111, 151, 171, 231, 251
und 30 L.

Er kommt zurick mit zweimal mehr Ka-
melmilch als Olivendl und mit dreimal
mehr Wasser als Kamelmilch. Alle seine

GefdBe sind randvoll gefiillt, bis auf eines,
das leer blieb.

Konnt ihr fiir jeden der Kriige angeben,
welche Fliissigkeit er enthalt?

Losung: Mit Olivendl sind die Kriige mit
31 und 101 Fassungsvermodgen gefiillt.
Wasser befindet sich in den Kriigen mit 6 1,
171, 251 und 301 Fassungsvermogen. In
den GefdBen mit 11 1 und 151 Fassungsver-
mogen ist Kamelmilch. Der 23 1-Behilter
bleibt leer.

A2a Setzt in die Kreise der auf der
Zeichnung dargestellten Figur die Zahlen
1, 2, ..., 11 derart ein, daB} die Summe der
Zahlen an den Ecken eines jeden Quadra-
tes dieselbe ist.
Losung: 1 10 3
8 7 6 5 4
9 2 11

A3 a Wassiehst du?

Sieh dir die Zeichnung sorgfaltig an, kon-
zentriere dich auf die Mitte. Nach einer
Weile wirst du bemerken, daB sich das Bild
verandert. Der Teil der Zeichnung, den du
in der Tiefe wahrnimmst, hat sich plotzlich
bewegt. Wenn du dich weiter konzentrierst,
wird er wieder seinen Platz wechseln und
sich weiter vorwarts und rickwirts bewe-
gen. Das zeigt, daBl unsere Wahmehmung
eines Bildes von Verinderungen in unse-
rem Nervensystemn beeinfluBBt wird. Dieses
Bild dachte sich ein 14jahriger Junge aus.
Versuche dhnliche Bilder zu finden.

Losung zur Quadratkomposition

Da die Veroffentlichung der gesamten Lo-
sung unser Platzangebot iberfordert, hier
nur ein Hinweis:

1. Die Zeilen-Spalten- und Diagonalen-
summe im n X n-Quadrat ist jeweils das n-
fache der mittleren Zahl.

Losungen zu: alpha-magisch

Magische Quadrate
18 31 14 27 10
11 19 32 15 23
24 12 20 28 16
17 25 8 21 29
30 13 26 9 22

Auf den Kopf gestelit
a) Eine mogliche Lésung unter Verwen-
dung aller in Frage kommenden Ziffern

Pt =% 86l =X
2 1[19/58/96] [6 I|26] 19]92
9g[SE| 1 1[29] [39] 122 I|6R
BEEEE N EEEEESIE
59(9 (26] 18] | 16[3 62eS
2 =194 2 =198

b) Eine moégliche Losung (rechts)

Magisches optisch attraktiv

2. Spalte: 22, B7, 39, 4, 50, 47, 80, 10, 100,
66.

9. Spalte: 7, 75, 29, S, 84, 40, 44, 78, 85, 58.

Magisches Karussell 6 7
Eine mogliche Losung 3 2
1
9 8
4 5

Mit Spiegel und Schere
a) Zum Beispiel bleibt folgendes Quadrat
bei Spiegelung am oberen oder unteren

Rand magisch.

1 X C

.

XCHE [ XXI
XCIIH | XX X1 XCIX

—xx1] _xcl cnl x

o] x| x| xom

22 12 19

b)

16 18 13
21 15 24

11 17 20 4 |

5 10|18
6 22115 8§

Jh]

5 4 24

3 25 9 6
2| 7 12

8§ 41 23| 1

Magische Primzahlen
a) Oben links beginnend im Uhrzeigersinn:

19 5 11 13 17 7; Mitte: 23
b) Von links nach rechts: oben 11 7 19 17;
Mitte: 23 5;: unten: 13

Magische Doppelkreise
Doppelkreise 3 + 14+ 15+ 8 =40
Symmetrieachse
7+5+13+12+1+2=40
Symmetrieachse

4+10+11+9+0+6=40

Magische BegriilBung
eines neuen Jahres
Eine Losung:

| 71:213| 91|233|114|253 (131 (273|151 | 293|174
% | & 1 + —
193 | 93 (235|143 |255(133 275 1153{295[173| 73

e

155(297175| 75|195
|299]177 77 |197] 97
199| 93] 249
104224 124
103| 223123 243)]

[125( 245|435
105 247|147 267

951215 HSLZS?LHj 277

247 1147 {237]437 279457
119]239 139259 153 301
'L241_144 261 (161281101 | 1
143263 163

[2831183| 61
265165 [285

185 | 63|205| 83

e ¥

287

18%| 65
209
&89

207| 835

In einem solchen magischen Quadrat er-
gibt sich noch folgendes: Die Summe der
Zahlen ist in den mittleren 9 Feldem
32-181, in den mittleren 25 Feldern
52-181, ..., fiir alle Felder 11%2-181.
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Losungen zu:

Die Weihnachtspackchen

Frank 7, Corina 3, Jens 5, Katrin 4,
Jan 1, Steffen 6, JOrg 2, Petra 8.

Silvesterscherz

Ja! Die beiden Zwillinge wurden in einem
Flugzeug geboren, das nach Ramonas, aber
vor Daniels Geburt die durch den Pazifik
verlaufende Datumsgrenze und auch eine
Zeitzonengrenze von West nach Ost uber-
querte. Beim Uberqueren der Datums-
grenze von West nach Ost ist die Datums-
angabe um einen Tag zuriickzuverlegen
und beim Uberqueren der Zeitzonengrenze
von West nach Ost stellte der Vater seine
Zonenzeit anzeigende Uhr notwendiger-
weise um eine Stunde vor.

Wie alt?

Die einzigen Produktdarstellungen von
1991 sind 1-1991 und 11-181. Grit ist
11 Jahre, die Uroma 89 und der Uropa
92 Jahre alt. '

Losungen zur Leserpost
1. a) z.B. 199° b) 99"

2. Keine! Diese Kugel hitte eine Masse

LT DRSO LIRS D

6 d’-p 6 1°"m

X025tm™3=0,13t2 130 kg!

3. Nehmen wir an, daB solche zwei Punkte
V

Aa?
nicht bestehen. Dann besteht eine Kugel
V

Aa?’
enthalten ist und wir kbnnen notieren, daf3
4 V \3 _

3 (Aaz) > V. Da <4 ist,
bekommen wir von der letzten Unglei-

chung, da 136 - ;3/;
3

V:>—-qg% 13 Dann

16
3
V> a-"-«\/%— > a’, fiirﬂ>%%8_.

Es stellt sich heraus, daB das Volumen von
M groBer als das Volumen des Kubus ist
(Kantenlinge ). Das Letzte ist unmoglich,
weil der Polyeder M ganzlich im Kubus
mif der Kantenlange a liegt.

Damit ist die Aufgabe geldst.

vonm=V-p=

mit einer Entfernung voneinander p =

mit einem Radius in der M ganzlich

= >V, oder

4. 2 DAC =§ (iiber DC ~ % DAB = 118°

A DCB = 62° (Gegenwinkel) x ADC = 100°
(Gegenwinkel)

5. Wegen 7056=842 gilt x2 + 84? = z2

Es handelt sich also um pythagoreische

Zahlentripel.

Fir x% + y2 = 22 gilt

x=p?—q?

Yy =2pq p, g = ganze Zahlen # 0,
z=p’+gq’ }

also ist 2pq = 84 oder pq = 42.
Die Wurzeln heillen;

X ‘ y z
13 84 85
187 84 205
437 84 445
1763 84 1765
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Aufgaben

1. Die Sehnen 4B und CD eines Kreises
schneiden sich im Punkt E im Innern des
Kreises. Sei M ein innerer Punkt der
Strecke EB. Die Tangente in E an den
Kreis durch D, E und M schneidet die Ge-
raden BC und AC in F und G. Ist
t = AM/AB, so bestimme man EG/EF als
Funktion von ¢

2. Seien n = 3 eine natiirliche Zahl und E
eine Menge von 2n—1 verschiedenen
Punkten eines Kreises. Genau k& dieser
Punkte werde schwarz gefiarbt. Eine solche
Farbung heif3t gut, wenn es mindestens ein
Paar schwarzer Punkte gibt, so daB minde-
stens einer der Bogen zwischen ihnen im
Innern genau n Punkte von E enthalt.
Man bestimme die kleinste Zahl k, so dab
jede Fdarbung von k Punkten von E gut

1St.

3. Man bestimme alle natiirlichen Zahlen
n > 1 fur die
27+ 1
nZ
eine ganze Zahl ist.

4, Sei Q7 die Menge der positiven rationa-
len Zahlen.
Man konstruiere eine Funktion f:

Q*— (0", so daB
Fofy) =2 (;‘ )

5. Gegeben sei eine natiirliche Zahl ny > 1.
Zwei Spieler A und B wihlen abwechselnd
naturliche Zahlen n,, n,, n;, ... geméil den
folgenden Regeln:

Ist n,, bekannt, so wihilt A eine beliebige
Zahl Nak+1 mit

Mok S Mags1 S Mg

Ist n,, 4+, bekannt, so wahlt B eine beliebige
Z.ah) Ror 49 mit

M2k+ ) ist eine Primzahlpotenz.
Nyk+2

A gewinnt, wenn er 1990 wahlt, B gewinnt,

wenn er 1 wahlt.

Fur welche ny hat

a) A eine Gewinnstrategie,

b) B eine Gewinnstrategie,

¢) keiner von beiden eine Gewinnstrategie?

6. Man beweise, daB es ein 1990-Eck mit
folgenden Eigenschaften gibt:

a) alle Innenwinkel sind gleich,

b) die Lingen der Seiten sind die Zahlen
1%, 22, 32 ..., 19892% 19907 in gewisser An-
ordnung.

Jede Aufgabe 7 Punkte.

fur alle x, ye Q".

An der 31.IMO in China nahmen 308
Schiiler aus 54 Lindern teil.

Unter ihnen befanden sich sechs Schiiler
aus unserer Republik.

Einen zweiten Preis (Silbermedaille) er-
rangen:

Thomas Mautsch, EOS ,J. W. v. Goethe®,
Libben

Jan Fricke, ,,Willi Singer“ OS, Pasewalk
Torsten Ehrhardt, SPS ,Hans Beimler®,
Chemnitz

Ingrid Voigt, Spezialschule Leipzig

Einen dritten Preis (Bronzemedaille) er-
rangen:
Astrid Mirle, SPS F. Engels“, Riesa

Rudiger Belch, SPS ,,Hans Beimler“,
Chemnitz.

An zwei Klausurtagen mubBten alle Teil-
nehmer sechs anspruchsvolle Aufgaben aus
verschiedenen Teilgebieten der Mathema-
tik losen.

Delegationsleiter:

Prof. Dr. Gustav Burosch

Universitat Rostock

Stellv. Delegationsleiter:

Prof. Dr. Hans-Dietrich Gronau,
Ernst-Moritz-Amdt-Universitat Greifswald

Inoffizielle Linderwertung —

Preisverteilung
Platz Land 1. 2. 3
1. China 5 1 -
2. UdSSR 3 2 1
3. USA 2 3 -
4. Rumanien 2 2 2
5. Frankreich 3 1 -
6. Ungam 1 3 2
7. DDR - 4 2
8. CSFR - 51
9. Bulgarien 1 4 1
10. GrofBbritannien 2 - 2
11. Kanada - 3 1
12. BRD - 2 4
13. Italien 1 1 4
14. Australien - 2 4
Iran - 4 -
Osterreich - 1 4
17. Indien 1 1 2
18. Norwegen - 3 1
19. KVDR - 1 3
2 1

20. Japan -

Die 32. IMO findet in Schweden statt.




Qu adratkomposition Setzt die Zahlen von O bis 50 so in die Quadratkom-

position ein, dal sich jeweils magische Quadrate er-

geben.
K. Ernst, Erfurt
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Czeslaw Przezak, aus: Eulenspiegel, Berlin
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