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, Heureka”—
ich habe es gefunden

Von der Freude am Entdecken —
Von tiberraschenden Wahrheiten —
Von der Schonheit des Niitzlichen.




1 Alle blauen Kreise haben ihr Zentrum auf dem
schwarzen Kreis und gehen durch den roten Punkt
2 Glmche Krelse verschloden gosehen
Quadr gonalen gleich g I
durch Verbmdungsstrockan entsteht eine Sattelflacha
4 Das gleiche Bild wie bei Wasserwellen von zwei
Zentren aus

Feuerwehrmann, Lokomotivfiihrer, Architekt
— wer ist unter uns, der das nicht einmal wer-
den wollte? Im Ldschfahrzeug sitzen und mit
ihm durch die Straflen brausen, eine Lokomo-
tive fithren und die mé&chtige Maschine beherr-
schen oder hochragende imponierende Hoch-
hauser aus Stahl, Beton und Glas bauen — wer
ist unter uns, der nicht davon trdumte, das
oder dhnliches zu machen?

Spéter dann, wenn man alter wird und von
den Abenteuern grofer Entdecker oder den
Taten beriihmter Forscher erfahrt—wer mochte
da nicht ein zweiter Christoph Kolumbus oder
Robert Koch werden? Fremde Lénder durch-
messen, in unwegsamen Gegenden die Quellen
groRer Fliisse aufspiiren, unbekannte Gebirgs-
ziige erkunden oder geheimnisvolle Lebensvor-
génge ergriinden, das ist interessant.

Heute, im Zeitalter der Himmelsstiirmer wie-
derum, moéchte so mancher Astronaut sein,
mochte in einem Weltraumschiff die Erde um-
kreisen und das Wissen der Menschheit iiber
den Kosmos bereichern helfen. Und wie ist
erst der zu beneiden, der seinen Fuf einmal
auf andere Himmelskorper setzen darf! Aber
solche Trdume werden nur immer fiir wenige
in Erfillung gehen. Die anderen, Daheimge-
bliebenen, werden héchstens in Biichern von
diesen Taten lesen, werden allenfalls am Fern-
sehschirm zuschauen kénnen.

Es gibt jedoch eine Wissenschaft, in der jeder
die Entdeckungen der grofen Forscher nach-
erleben kann, ohne deshalb in ferne Lénder
oder zu anderen Planeten reisen zu miissen —
die Mathematik. Wer sich fiir die Vulkane in
Chile interessiert, der kann nur in den selten-
sten Fillen dorthin fahren — er ist auf die
Augenzeugenberichte anderer angewiesen;
ihre Kenntnisse muf er {ibernehmen und
dabei auch vieles glauben, ohne es nachpriifen
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zu kénnen. In der Mathematik aber 143t sich
alles nachpriifen; man kann den gleichen
Weg zu den gleichen Entdeckungen gehen,
den die GroRRen der Wissenschaft schon gegan-
gen sind, wenn man sich nur bemiiht. Und es
lohnt sich! Denn viele Uberraschungen erlebt
man auf diesem Wege, und man merkt, daf3 die
Mathematik Spafd macht und schon ist!

Wie schén sind beispielsweise viele Kurven,
Figuren und Fldchen, mit denen sich schon vor
vielen hundert Jahren die Geometrie beschéftigt
hat. Ist es nicht merkwiirdig, da gekriimmte
Flachen génzlich aus Geraden aufgebaut wer-
den kénnen? Viele Maler zeigen eine Vorliebe
fiir die Mathematik, und nicht nur, weil sie sie
bei der Perspektive brauchen. Albrecht Diirer
hat auf seinem Kupferstich ,Melancholie” ein
magisches Quadrat angebracht. In ihm ist die
Jahreszahl 1514 versteckt, vor allem aber ent-
halt das magische Quadrat eine Fiille {iber-
raschender Zahlbeziehungen.

Doch ganz abgesehen von dem Schénen — wel-
che Freude macht es erst, einen mathemati-
schen Sachverhalt ergriindet zu haben; sie
ist gewiR nicht minder grof als die bei der Er-
kundung neuer Lander und Meere. Nicht um-
sonst erzidhlt man von Pythagoras, daf$ er vor
Freude {iber die Entdeckung eines mathemati-
schen Satzes eine Herde Ochsen den Gottern
geopfert habe. Der Dichter Adalbert von Cha-
misso meinte deshalb, daf® auch heute noch
alle Ochsen vor Angst zittern, wenn die Ent-
deckung einer neuen Wahrheit bevorsteht.
Archimedes zeigte seine Freude auf ganz ande-
re Weise. Beim Baden fiel ihm auf, daf sein
Korper im Wasser leichter wurde. Und dabei
kam ihm die Idee, wie er bei der Krone des
Konigs Hiero feststellen konnte, ob sie wirklich
— den Angaben des Goldschmieds entsprechend
— aus reinem Gold bestiinde. Vor Freude dar-

An dem magischen Quadrat
gibt es viel zu entdecken.
Hier sind Felder, fiir die
sich als Summe jeweils

34 ergibt, in gleicher Farbe
dargestelit. Es gibt aber
noch viel mehr Méglich-
keiten




iiber eilte er mit dem Ruf ,Heureka“, was soviel
heiBt wie ,ich hab es gefunden!, auf die StraRe.
Und das erregte in Syrakus solches Aufsehen,
daf® man noch heute davon weifs — Archimedes
war ndmlich nackt.

Einen kleinen Abglanz dieser Freude am Neu-
entdeckten kann man gerade bei der Beschéf-
tigung mit der Mathematik immer wieder selbst
erleben, wenn man etwas wirklich eingesehen,
nachentdeckt hat, wenn einem ,ein Licht auf-
gegangen” ist. Staunend erkennt man dann,
zu welchen Leistungen der menschliche Geist
fahig ist, wie er Schranken iiberwinden kann,
die ihm von Natur aus gesteckt scheinen. Archi-
medes hat das einmal so gesagt: ,Es gibt Dinge,
die den meisten Menschen unglaublich erschei-
nen, die sich nicht mit Mathematik beschéf-
tigt haben.” Vielleicht hat er dabei an die Ge-
schichte von dem Wettlauf zwischen dem grie-
chischen Helden Achill und einer Schildkréte
gedacht? Die Geschichte war so:

Achill 1&uft zehnmal so schnell wie die Schild-
krote. Er gibt dem Tier also anstandshalber
100 m Vorsprung. Wegen dieser Vorgabe aber
kann Achill die Schildkréte niemals einholen.
Hat Achill die vorgegebenen 100 m zuriickge-
legt, ist die Schildkréte schon 10 m weiter-
gekommen; hat Achill diese 10 m bewaltigt,
dann ist ihm die Schildkréte immer noch um
1 m voraus. Auch dieses Meter legt Achill,
schon etwas aufler Atem, zuriick — aber, o
Schreck, die Schildkrdte liegt immer noch vorn,
wenn auch nur um % m, also 10 cm. Nach dem
Durchlaufen dieser 10cm befindet sich die
Schildkréte noch um 1 cm vor Achill — kurz-
um, so klein der Vorsprung auch ist, einge-
holt wird die Schildkrote auf diese Weise von
Achill nie. So kann sie mit stolzgeschwellter
Brust das Siegerpodest besteigen. Klingt das
nicht ganz verniinftig?

Nun diirfte freilich nach dieser Uberlegung
niemals ein schnellerer Liufer einen anderen
einholen, sofern der nur erst einmal vor ihm
ist, und kein Auto konnte ein anderes, lang-
samer fahrendes, iiberholen. Das ist aber Un-
sinn, wie wir alle wissen. SchlieBlich brauchen
wir uns ja nur zu tiberlegen, wo die Schildkréte
ist, wenn Achill eine gréfere Strecke — sagen
wir 200 m — durchlaufen hat; da sie in dieser
Zeit nur {; von 200 m zuriickgelegt hat, steckt
sie immer noch bei 120 m, ist also weit abge-
schlagen.

Nun, so unverniinftig ist diese Wettlaufge-
schichte auch wieder nicht. Ein Problem, auf
das der griechische Philosoph Zenon mit ihr
aufmerksam machen wollte, war: In welcher
Entfernung vom Start tiberholt denn nun eigent-
lich Achill die Schildkréte? Die Strecke, die er
bis dahin zuriicklegen miifte, ergibt sich doch
offenbar aus

100 +10+ 1 +{5+ 5 +1dg + - -

Wie aber soll man eine solche Summe, in der
es keinen letzten Summanden gibt, ermitteln?
Dal} Zenon diese Aufgabe nicht lésen konnte,
lag unter anderem an der griechischen Zahlen-
schreibweise, die fiir solche Uberlegungen
ungeeignet war. Wenn wir fiir diese Summe
111,111...=111,1 schreiben, dann wei
schon ein Schiiler der Klasse 6, da das 111}
ist. 1113 m vom Startpunkt entfernt wird also
die Schildkréte iiberholt.

Zenon hat es sich aber auch zu schwer gemacht.
Warum 148t er Achill nicht mit der schénen
Helena um die Wette laufen? Sie ist doch im-
merhin halb so schnell wie ihr Landsmann
Achill, und er hétte ihr als Kavalier gern 1 km
Vorgabe zugebilligt. Wann holt er sie ein? Mit
Zenon miifSten wir iiberlegen: Nach 1 km ist
ihm Helena noch {km voraus; nach diesem
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halben Kilometer noch (km...., kurzum: Die
Einholestelle wird uns durch

1+i+d+d+....

angegeben. Ohne Zenon wiirden wir denken:
Ist Achill 2 km gelaufen, so hat es Helena auf
1 km gebracht; mit ihrer Vorgabe ist sie dann
aber genau so weit wie Achill, so daR wir fiir
dessen Laufstrecke sagen kénnen:

l+3+4+3+....=2.

Ist das nicht merkwiirdig, eine Summanden-
Kette ohne Ende und als Summe dennoch eine
Zahl wie 27 Eine andere derartige Kette ist

1+i+3+4+1+....

— man sieht schon, wie es weitergeht. Schein-
bar unterscheidet sie sich von der vorhergehen-
den nur dadurch, daf ein ,biBchen” hinzuge-
kommen ist; sie konnte also vielleicht 3 oder 4
ergeben. Irrtum! Dieses ,bifchen” reicht ndm-
lich dafiir aus, daf es zu dieser Kette keine
Summe gibt; sie klettert iiber jede noch so
grof3e Zahl schlieflich einmal hinweg.

Eine Erbschaftsgeschichte aus dem Morgen-
land ist vielleicht noch verbliiffender: Der
Scheich Abu Hassan hinterlief} seinen beiden
Séhnen fiinf Kamele und ein Testament. Sein
dlterer Sohn Achmed sollte die Hélfte, der
zweite Sohn Ibrahim ein Drittel der Kamele
erhalten. Als die Sohne die Erbschaft nach dem
Vermaéchtnis des Vaters teilen wollten, gerieten
sie in Verlegenheit. Weder die Hélfte noch ein
Drittel des Kamelbestandes lie sich bilden,
ohne daf3 dabei ein Kamel zu Schaden gekom-
men ware. Schliefflich sollte doch aber keins
der wertvollen Tiere getGtet oder verkauft
werden. Als sie schon ganz verzweifelt waren,
kam ihnen ein reisender weiser Derwisch zu
Hilfe. Er stellte sein eigenes Kamel zu den

fiinfen der Hinterlassenschaft, und nun konnte
es ans Verteilen gehen: Achmed erhielt die
Hélfte, also drei Kamele, Ibrahim ein Drittel,
mithin zwei Kamele. Und siehe da — das Kamel
des Derwischs blieb nach dieser Teilung {ibrig,
auf ihm konnte der weise Mann reich beschenkt
wieder seiner Wege reiten.

Sicher war der Trick recht hiibsch, aber ent-
spricht denn diese Teilung iiberhaupt dem
Testament? Drei Kamele sind schlieBlich mehr
als die Hélfte von fiinf, und zwei Kamele sind
mehr als ein Drittel. Und doch ist wohl dem
Willen des Scheichs entsprochen worden: 1
und { machen zusammen némlich noch gar kein
Ganzes aus, sondern nur . Das iibrigbleibende
Sechstel miiflte wieder dem Testament ent-
sprechend verteilt werden in { von { und { von
& also {5 und §. Die ergeben aber zusammen
wiederum nicht das ganze Sechstel, sondern
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nur ¢ davon, also % des Gesamtkamelbestan-
des. Zusammen mit den zuerst verteilten § sind
damit erst 3 verteilt, und das tibriggebliebene
SechsunddreiRigstel miifSte wieder dem Testa-
ment gemaR verteilt werden.. . ein Prozef3, der
nie ein Ende hat. Wie gut, daf ein Zufall den
Derwisch des Weges fiihrte. Offenbar hatte er
so dhnlich gedacht wie wir vorhin beim Wett-
lauf und dadurch eine ordnungsgemife Erb-
schaftsteilung moglich gemacht. Diese hiibsche
Aufgabe wird ibrigens auch erzéhlt mit 17
Kamelen und drei S6hnen, die jeweils 4,  und }
erhalten, oder mit 39 Kamelen und vier S6hnen,
die dann... aber das kann sich vielleicht jeder
selbst tiberlegen!

Der Zufall kann uns aber nicht nur einen Der-
wisch bringen, er kann uns auch selbst stau-
nen machen: Wir nehmen eine Né&hnadel
(Streichholz, Zahnstocher, Trinkhalm tun es
auch) und zeichnen auf ein gréReres Blatt eini-
ge Parallelen, die voneinander doppelt so weit
entfernt sind, wie die Nadel lang ist. Lassen
wir dann blindlings die N&dhnadel auf das Blatt
fallen, so bestimmt der Zufall, ob die liegende
Nadel eine der Parallelen kreuzt oder aber zwi-
schen zwei Parallelen liegenbleibt. Wir zéhlen
nun bei einer groReren Anzahl solcher Versuche
alle Fille, in denen Parallelen getroffen wer-
den, und dividieren die Gesamtzahl der Wiirfe
durch diese Zahl. So erhalten wir etwa die
folgenden Quotienten:

Gesamtzahl Parallelen Quotient
d. Wiirfe getr.
100 35 % =285
500 161 390 =3,11
1000 305 1000 — 3,28
6000 1913 $99=3,14

Das Uberraschende ist nun gar nicht einmal,
daf3 diese Quotienten alle ungefahr gleich sind,
sofern man eine gréRere Anzahl von Wiirfen
ausgefiihrt hat. Viel erstaunlicher ist, daR die-
ser Quotient ein Né&herungswert fiir die be-
kannte Kreiszahl n =3,14159... ist; er liegt
im allgemeinen um so dichter an =, je mehr
Versuche man gemacht hat. Erstaunlich ist das
vor allem deshalb, weil doch Nadel und Paral-
lelen auf den ersten Blick gar nichts mit einem
Kreis zu tun haben. Dieser merkwiirdige Nadel-
versuch geht auf den Franzosen Buffon zuriick,
der im 18.Jahrhundert lebte; er kann leicht
von jedem selbst durchgefiihrt werden. Frei-
lich, um zu verstehen, warum er wirklich einen
Néherungswert fiir n liefert, um also Buffons
Erkenntnis ,nachzuentdecken®, miiten wir
mehr iber die sogenannte Wahrscheinlich-
keitsrechnung wissen — aber auch das kann
man sich ja erarbeiten.

Schlielich ist jedoch die Mathematik nicht nur
schon und interessant, bringt nicht nur Freude
und Erstaunen — sie ist auch niitzlich. Jeder
weil3, daf8 ohne Mathematik unsere moderne
Technik nicht méglich wiére. Letztlich hat sich
ja die Mathematik auch urspriinglich aus den
Messungen von Land- und GefdRinhalt, dem
Bauwesen, aus Zeitrechnung, Mechanik und
Schiffahrt entwickelt. Die Freude am Entdecken
kam erst im Laufe der Zeit als treibende Kraft
hinzu; manchmal hat diese Freude freilich alle
Fragen der praktischen Verwendbarkeit in den
Hintergrund zu schieben versucht, gewiR zu
Unrecht. Aber auch in solchen Zeiten gab es
immer grofle Mathematiker, die die praktische
Seite der Mathematik nicht vernachléssigten.
Archimedes gehorte zu ihnen. Seine Maschinen
dienten der Bewésserung des Landes, dem
Heben schwerer Lasten, aber auch der Ver-
teidigung seiner Heimatstadt gegen die romi-



schen Angreifer. Er vernichtete ihre Schiffe mit
Steinschleudern, setzte sie mit Spiegeln in
Brand und hob sie mit Flaschenziigen aus dem
Wasser.

An vielen seiner Maschinen ist nicht unmittel-
bar zu erkennen, daf} die Mathematik an ihrer
Wiege Pate gestanden hat. Heute gibt es Ma-
schinen, die unmittelbar in enger Beziehung
zur Mathematik stehen — die gewaltigen elek-
tronischen Rechenautomaten. Es war ein wei-
ter Weg bis zu ihnen: 1642 erfand der neun-
zehnjdhrige Franzose Blaise Pascal eine
Maschine, mit der man allerdings nur addieren
und subtrahieren konnte. Sie sollte vor allem
die Geldrechnung seines Vaters erleichtern,
der fiir die Versorgung von Truppen mit Geld
verantwortlich war.

GewiB hat Pascal nicht geahnt, daf8 man spéter
einmal Maschinen bauen wiirde, die nicht nur
einzelnen, sondern Millionen von Menschen
miihsame Rechenarbeit abnehmen wiirden.
Unsere modernen Rechenautomaten erledigen
in Minuten Arbeiten, zu denen ganze Biiros
gewandter Rechner Wochen und Monate brau-
chen wiirden. Diese Maschinen erledigen die
Lohnabrechnung fiir Tausende von Werktétigen
eines grofen Betriebes in wenigen Stunden,
sie verarbeiten im Handumdrehen wahre Berge
von Zahlen, und sie ermdglichen komplizierte
Berechnungen, die frither wegen ihres grof3en
Umfangs gar nicht durchgefiihrt werden konn-
ten. Damit helfen sie, immer bessere und
leistungsfahigere Werkzeugmaschinen, Tur-
binen und Motoren zu konstruieren.

Aber diese Maschinen tun auch noch vieles
andere: Sie iibersetzen Artikel aus Zeitungen,
technischen Zeitschriften von einer Sprache
in die andere und ermdglichen damit einen
schnellen Informationsaustausch; sie priifen
Unterschriften und finden mit Sicherheit auch
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geschickteste Falschungen heraus; sie helfen
den Arzten beim Erkennen von Krankheiten.
Sie berechnen auch die Bahnen von Satelliten
und Weltraumschiffen; sie ermitteln in Sekun-
denschnelle notwendige Bahnénderungen und
die dafiir erforderlichen Mandver; sie werten
die Millionen von MefRangaben aus, die zur
Erde gefunkt werden —ja, sie machen es eigent-
lich erst mdéglich, daf? der Mensch seine Schritte
in den Kosmos lenkt, da der Traum vom
Kosmonauten fiir den einen oder anderen ein-
mal Wirklichkeit wird.

Die ungarische Mathematikerin Rozsa Péter
sagte einmal, da® man sich in die Mathematik
verlieben konne, ohne dabei befiirchten zu
miissen, daf® man etwas Unniitzes treibe. Viel-
leicht kann auch dieses Buch dazu beitragen,
Liebe zur Mathematik zu erwecken. Es ist eine
kleine Entdeckungsreise in das Reich der
Mathematik, zu der jeder eingeladen ist, der
ein bifchen mitdenken will.




Ist eine Menge
immer viel?
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Mengen, mal so, mal anders —
Eine Menge von Grof3vétern —
Teile sind immer noch Mengen —
Von Zetteln und Zensuren —
Vereinigt, und doch nicht mehr —
Vom Durchschnitt, der manchmal leer.



Ein neues Schuljahr hat begonnen. Die Kinder
kommen aus der Schule und erzdhlen sich die
Neuigkeiten des ersten Schultages:

,Wir haben eine Menge neuer Fécher auf dem
Stundenplan.”

(Gisela aus Klasse 5a zu Christa aus Klasse 6a.)
.In Russisch werden wir eine Menge Vokabeln
hinzulernen.”

(Jutta aus der 7b zu Astrid aus der 5b.)

~Auch in Geschichte miissen wir eine Menge
lernen.”

(Monika zu Siegfried, beide aus der 6a.)

~Wir haben einen Neuen, der hat aber eine
Menge Vornamen.”

(Wolfgang aus der 6a zu Manfred aus der 5a.)
.Eine Menge Bilder héngen in unserer neuen
Klasse.”

(Peter aus der 6a zu Horst aus der 5b.)

Solche Sétze, in denen das Wort ,Menge” vor-
kommt, sagt jeder von uns téglich. Mit ,Menge“
ist in allen Féllen ,viel” gemeint. Wieviel, das
ist dabei immer ganz verschieden: Der Neue
hat drei Vornamen, in Russisch sind es sicher
ein paar hundert Vokabeln, und in Geschichte
ist unter der Menge, die zu lernen ist, sicher
gar keine Zahl zu verstehen.

Auch in der Mathematik kommt das Wort
Menge sehr héufig vor. Aber auf solche Un-
sicherheiten, von wieviel Dingen ab man
~Menge” sagen darf, lassen wir uns nicht ein.
Eine Menge von Bleistiften — das kdnnen viel
oder wenig sein, das ist ganz egal. Wir haben
eine Menge von Fingern — ohne Nachz&hlen
wissen wir, daf es zehn sind —; zu Haus steht
eine Menge von Tassen im Schrank; jeder hat
eine Menge von Grofvétern, auch wenn es nur
zwei sind. Um wieviel es bei einer Menge geht,
das ist gar nicht so wichtig. Von Bedeutung ist
aber, da man genau weif3, ob diese oder jene
Person, dieser oder jener Gegenstand zu der
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Menge gehoért oder nicht: Vater und Mutter
gehoren beispielsweise nicht zur Menge der
GroRviter ihrer Kinder, auch Nachbars Dackel
nicht; die Vase, die die Mutter zum Geburtstag
geschenkt bekam, gehdrt aber zur Menge ihrer
Vasen — wenn sie nicht inzwischen zu einer
Menge von Scherben geworden und diese
Menge dann in den Miilleimer gewandert ist.
Wir wollen uns noch etwas mehr iiber solche
Mengen unterhalten: In die Klasse 6a, das ist
die Klasse von Peter und Monika, gehen 27
Schiiler, 14 Médchen und 13 Jungen. Damit
haben wir aus der Menge der 27 Schiiler zwei
.Teilmengen” gemacht; und von jedem Kind
aus der Klasse 6a kann man sofort sagen, zu
welcher der beiden Teilmengen es gehort.
Damit wir alles etwas einfacher schreiben
konnen, wollen wir die einzelnen Mengen mit
den Anfangsbuchstaben bezeichnen:

Schiiler der Klasse 6a — S

Jungen der Klasse 6a — J

Médchen der Klasse 6a — M
Monika und Peter gehoren also zur Menge S,
sie zur Teilmenge M, er zur Teilmenge J. Gisela
geht in die Klasse 5a, gehdrt also nicht zu S.
Dann kann sie natiirlich auch nicht zu M und
schon gar nicht zu J gehéren. Warum nicht?
Das ist doch alles sehr einfach, nicht wahr?
Deshalb wollen wir jetzt einmal von den zehn
am Anfang genannten Kindern die nennen, die

zu S gehdren und zu J,

zu S gehdren, aber nicht zu J,

zu S gehéren, aber nicht zu M,

nicht zu S gehéren und nicht zu M,

nicht zu S gehéren, aber zu J.
Wer mit den Buchstaben Schwierigkeiten ha-
ben sollte, der schaut immer wieder nach,
was sie bedeuten!
Und nun gleich ein paar Fragen, die schon
etwas kniffliger sind:



@ Kann jemand zu S gehoren, aber nicht zu J?

Kann jemand zu M gehoren, aber nicht zu S?
Kann jemand zu M gehdren und gleichzeitig
zu S?

Kann jemand zu J gehéren und gleichzeitig
zu M?

Kann jemand nicht zu S gehdren und nicht
zu M?

Das war auch nicht viel schwerer! Und damit
wir noch besser {iber Mengen Bescheid wis-
sen, sehen wir uns gleich noch ein Beispiel an:
Da sind die Zensuren fiir die Klasse 6a, und
zwar in Deutsch, Mathematik und Erdkunde.
Rainer, Christa und Susi fassen wir zur Menge
D, zusammen, sie haben némlich als einzige in
Deutsch eine Eins. Jetzt machen wir uns fiinf
Zettel, etwa so groR wie eine Postkarte, und
schreiben auf den ersten D,, auf den néchsten
D,, auf den letzten schlieflich D;. Und nun
schreiben wir auf den ersten Zettel die Schiiler
aus 6a, die in Deutsch eine Eins haben, also
Rainer, Christa und Susi, auf den zweiten die
mit einer Zwei und so weiter. Auf diese Weise
wird also die Menge S wieder zerlegt, und
zwar in die fiinf Teilmengen D, bis D,. Und
nun zwei Fragen:

® Xann jemand auf keinem der Zettel stehen?

Kann jemand auf mehreren Zetteln stehen?

Das geht doch wohl nicht! Denn schlieBlich
hat doch jeder, sofern er nicht sehr, sehr lange
gefehlt hat, eine Zensur bekommen, und keiner
bekam mehrere. Wenn es anders sein sollte,
dann hat sich irgendwo ein Fehler eingeschli-
chen. Vielleicht wurde jemand vergessen? Des-
halb ist es gut, wenn man die Namen auf den
Zetteln durchzdhlt; 27 miissen es sein. Wir
koénnen auch so sagen: Wenn in der Klasse 6a
die Lehrerin alle Schiiler aus D, aufstehen
14Rt, dann dazu alle aus D, und so fort, dann
mufl zum SchluB die ganze Klasse, also die

ZENSURENLISTE

Deutsch Mathematik Erdkunde
(D) (R) (E)

Peter Anders
Alfred Busch
Ralph Friese
Gerhard Hasse
Friedhelm Katz
Rainer Kuske
Gerald Labes
Wolfgang Michel
Erhard Pohl
Siegfried Reichert
Kurt Résler
Herbert Sattler
Jiirgen Weifs

MROWNMOWND~MDARNW®
WRNM~ARADMDNDWLWNWWN

Gloria Beutler
Christa Demuth
Angela Ebert
Helga Gast
Monika Hahn
Marion Hiibner
Dagmar Jansen
Doris Kinzel
Ingrid Lehmann
Susi Maier
Edelgard Noack
Inge Radke
Karola Schiiler
Karin Ulm

NAWWNWNARNAWNDWNKR WA WN A WND~WHA RN

NAWLWA~NWWWARANNMNN®
~R WWN RN WR WNN~RN

ganze Menge S, stehen. Wir schreiben das in
dieser Art

D,UD,UD,UD,UD,=S
und sagen dafiir: Wenn man die Mengen D,
bis D, vereinigt, dann entsteht die Menge S.
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Wenn man dasselbe mit D, und R,
statt mit D, und R, macht, erhélt
man andere Namen. Welche?

Friedhelm,
Siegfried,
Karin

Welche Namen stehen in den Kreis-
bogen-Drei [PRIFNIIA Ich D
inIv? :

Genauso hétten wir vorhin auch schreiben
koénnen

MUJ=S
Und nun kommt etwas Drolliges: Die Lehrerin
hat nach den Deutschzensuren aufgerufen, die
Kinder stehen noch alle, und nun sagt sie: ,Jetzt
stellen sich alle Jungen dazu!“ Was passiert?
Nichts! Nur dumme Gesichter wird es geben
und ein Rufen: ,Aber die stehen doch schon
alle!” Es bleiben also alle so stehen, wie sie
vorher auch schon standen, die ganze Menge
S! Wenn wir das mit unseren Zeichen schrei-
ben, ergibt sich

SUJ=s,
und genauso hétten wir schreiben kénnen:

SUM=SoderMUJUD,UD,=S
Wenn man zu einer Menge irgendeine ihrer
Teilmengen ,hinzulegt®, so passiert gar nichts!
Deshalb benutzen wir fiir das Vereinigen von
Mengen auch nicht das Zeichen + von der
Addition.
Jetzt bilden wir aus S einmal andere Teilmen-
gen, indem wir uns die Mathematikzensuren
auf der Liste ansehen. Da wir das M schon fiir
die Menge der Médchen verwendet haben,
nennen wir diese Mengen R, bis R;, um Ver-
wechslungen zu vermeiden. Wer gehort zu R,?
Niemand! Der Zettel mit R, wiirde leer bleiben,
weil sich die Klasse 6a in Mathematik ange-
strengt hat! Aber auch dazu wollen wir noch
Menge sagen, nur ist diese Menge dann eben
leer. Die Menge von Schneewittchens Ge-
schwistern ist beispielsweise auch leer. Und
wenn wir vorhin richtig tiberlegt haben, dann
sind wir schon einmal auf die leere Menge
gestoflen: Wir sollten die Kinder nennen, die
Jicht zu S, aber zu J“ gehdren! Die gibt es
nicht, und daher ist die Menge dieser Kinder
leer. Auch Einermengen gibt es. Bilde einmal
E,! (E bedeutet Erdkunde.)
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Nun haben wir aus S schon dreimal Teilmengen
gebildet:

S=JUM

S=D,UD,UD,UD, UD,

S=R, UR, UR, UR, UR,
Und jedesmal mufR jeder Junge und jedes Mad-
chen aus der Klasse 6a zu genau einer der
Teilmengen gehéren. Es wird also Kinder in
der 6a geben, die sowohl zu J als auch zu D,
gehoren: Das sind die Jungen mit der Deutsch-
zensur Zwei. Wir wollen sagen: Das ist der
~Durchschnitt” von J und D,. So erhalten wir
wieder eine Menge, die wir zur Abkiirzung G
nennen wollen. Dann schreiben wir

InD, =6

Den Unterschied der beiden Zeichen wollen
wir uns noch einmal klarmachen. Die Lehrerin
sagt in der Klasse 6a: ,Jetzt stehen alle auf, die
in Deutsch eine Zwei und dann noch die, die
in Mathematik eine Zwei haben.” Das ist
D, UR,, alle Kinder haben sich nun von ihren
Platzen erhoben, die in Deutsch oder Mathe-
matik mit Zwei bewertet wurden. Will die
Lehrerin dagegen, da D, N R, aufstehen soll,.
dann koénnte sie sagen: ,Jetzt erheben sich
bitte alle die, die in Deutsch und in Mathema-
tik eine Zwei haben.”

Und wer Freude an den Zetteln mit den Mengen
hat, der schreibt noch einmal auf besondere
Zettel die Namen der Schiiler, die zu den fol-
genden Durchschnitten gehdren:

R, NE, JNM
R, ND, D, NR,
E, ND, R,ND,
R,NS D,NR, NE,

Einige dieser Durchschnitte werden leer sein;
einem kann man es sofort ansehen. Bei einem
sieht man gleich, da er hochstwahrscheinlich
nicht leer ist. Welche sind diese beiden?



Ordnung
ist das halbe Leben!

Ordnung und Ordnung ist zweierlei —
Es kommt aufs Prinzip an —

Die Ordnung

auf dem Hiithnerhof: Wer hackt wen? — e
Madchen unter sich — e i 9l
Ein Reinfall beim Toto — —

Ein Schachklub und der erste Platz.
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Sind bei den Namen die Anfangsbuchstaben und
vielleicht auch noch weitere gleich, so wird nach
den ersten unterschiedlichen Buchstaben geord-
net. (Man sagt auch lexikographisch ordnen.)
Ordne auf diese Weise die folgenden Namen:

MURKS, Heinz
MUSKEL, Anita
MOLICH, Jutta
MUDDEL, Wolfgang
MUELLER, Gerhard
MUELLER, Gerald
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Ordnung ist das halbe Leben, so sagt ein altes
Sprichwort. Liederlich herumliegende Sachen,
abgerissene Knopfe — das gibt nicht nur einen
unschénen Anblick, das erschwert uns auch
das tégliche Leben. Nun kann man Ordnung
von ganz verschiedenen Standpunkten aus
schaffen oder auch halten: Die Kndpfe miissen
zueinander und zu den Knopfléchern passen;
und wenn wir unsere Biicher und Hefte, so wie
sie kommen, stapeln und in den Schrank legen,
dann ist die Mutter vielleicht zufrieden; Nut-
zen haben wir von einer solchen Ordnung nicht!
Denn beim Suchen nach dem Schreibheft mii2-
te man auch jetzt noch den ganzen Heftstapel
durchsehen, und das kann ganz besonders
morgens zu lange dauern, wenn man es eilig
hat. Bei einer sinnvollen Ordnung finden wir
das Heft mit einem Griff. Eine grof3e Bibliothek
mit Tausenden von Biichern ist so geordnet,
daf man jedes Buch sofort auffindet.

Auf der Zensurenliste der 6a sind die Namen
aus dem gleichen Grunde geordnet: Erst die
Jungen, dann die Madchen, und innerhalb der
beiden Mengen J und M stehen die Namen
alphabetisch nach den Anfangsbuchstaben.
Man hatte auch nach den Endbuchstaben ord-
nen kénnen. Das wére zwar ungewohnlich,
wohl auch weniger zweckmaéfig, aber geord-
net wéren M und J dadurch ebenfalls. Vor-
geschrieben wird diese Ordnung durch unser
Alphabet, das den 26 Buchstaben eine ganz
bestimmte Reihenfolge zuweist. So ist zum Bei-
spiel festgelegt: a steht vor b. Diese Reihen-
folge hat sich uns so fest eingeprégt, da wir
sie ganz selbstversténdlich auf Namen iber-
tragen. Dabei ist sie eigentlich ganz willkiirlich;
das a hat seinen ersten Platz genausowenig
,verdient” wie das o seinen fiinfzehnten. Das
sieht man auch bei einem Vergleich mit dem
russischen Alphabet, bei dem unser w den drit-



ten Platz ,errungen” hat. Und deshalb wiirde
z. B. der Name Jiirgen Weil3 in einer russischen
Liste nicht am Ende stehen. (Sondern wo?)
Doch nicht immer ist eine alphabetische Ord-
nung praktisch. Es ist beispielsweise unwich-
tig, ob man in der Klassenliste an zehnter oder
an zwanzigster Stelle steht. Anders ist es da-
gegen bei einem Leistungsvergleich. Besonders
am Ende eines Schuljahres ordnen viele Klas-
senlehrer ihre Klasse nach den Zensuren. Wir
wollen das fiir unsere Musterklasse 6a einmal
tun, indem wir fiir jeden Schiiler die drei an-
gegebenen Zensuren addieren.

Dabei muf} sich mindestens 3, aber hochstens
15 ergeben. Warum? Auf diese Weise kdnnen
wir die Klasse 6a, die Menge S, wieder in Teil-
mengen zerlegen, die wir in bekannter Weise
mit Z, bis Z,; bezeichnen wollen. Und nun
gleich drei Fragen:

Welche der Z-Mengen sind leer?

Welche enthélt nur einen einzigen Schiiler?
Welche enthélt am meisten Schiiler?

Und eine vierte Frage kann man beantworten,
ohne auf die Zensurenliste zu blicken:

Hitte es passieren koénnen, daR jede dieser
Mengen Z,, ..., Z,; nicht mehr als einen Schii-
ler enthélt?

Nun wollten wir ja aber die Menge S nach den
Zensuren ordnen. Selbstverstédndlich kommen
in unserer Reihenfolge die Schiiler aus Z,, ans
Ende, die aus Z, an den Anfang, und alle aus
Z, stehen vor denen aus Z;. Das leuchtet ein;
wie steht es aber nun innerhalb einer Z-Menge?
Christa und Rainer bilden die Menge Z,
und stehen damit am Anfang; wer von beiden
ist denn nun aber wirklich der Klassen-
beste? In solchen Féllen ordnen wir nach der
Wichtigkeit der drei Facher, die Liste nennt sie
uns schon in der richtigen Reihenfolge. Wir
bilden nun einfach aus den drei Zensuren als

17
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Ziffern eine neue Zahl: fiir Christa 112, fiir
Rainer 121. Wer auf diese Weise innerhalb
einer Z-Menge die kleinere Zahl bekommt, der
gilt als besser; Christa ist also Klassenbeste.
Wenn sich dann noch gleiche Zahlen ergeben,
so lassen wir hier das Alphabet entscheiden.
Auf diese Weise ergibt sich fiir Z; die Reihen-

folge
Friedhelm Katz 233
Peter Anders 323
Kurt Rosler 323
Alfred Busch 332

Jetzt haben wir die Menge S schon zweimal
geordnet, und wir kénnen uns vorstellen, daf3
es auch noch andere Maglichkeiten des Ord-
nens gibt. Im Turnunterricht wird sehr héu-
fig der GrofRe nach geordnet. Manchmal ist es
notwendig, eine Klasse nach dem Alter oder
der Lange des Schulweges zu ordnen. ,Christa
vor Siegfried” kénnte dann — je nachdem, wo-
nach man geordnet hat — etwa bedeuten:
Christa ist besser als Siegfried
Christa vor [ Christa ist groer als Siegfried
Siegfried Christa ist &lter als Siegfried
Christa hat's weiter als Siegfried
Freilichmiissen diese vier Sdtze nicht gleichzeitig
gelten. Christa kann sehr wohl in den Zensuren
besser, dennoch aber viel kleiner als Siegfried
sein.
Bei Gleichaltrigkeit oder gleich langem Schul-
weg mulfs wieder ein anderes Ordnungsprinzip,
etwa das Alphabet, herangezogen werden.
Bleiben wir noch beim Turnunterricht: Die
Klasse 6a macht ein Kreisspiel und lauft dabei
in einem geschlossenen Kreis auf dem Hof
herum. Einer lauft hinter dem anderen — oder
lauft einer vor dem anderen? Peter vor Kurt
oder Kurt vor Peter?
Das kann man schlecht entscheiden, auch dann
nicht, wenn die beiden in dem Kreis dichter
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beieinander laufen. Denn eigentlich lduft doch
jeder hinter allen anderen, aber auch gleich-
zeitig vor allen anderen.

Auch wenn es dabei sehr ordentlich zugeht —
eine geordnete Menge von Schiilern ist das
nicht. Folgende Forderung miissen wir ndmlich
stellen: Nimmt man zwei beliebige Schiiler
heraus, so muf} genau feststehen, wer von
den beiden bei der betreffenden Ordnung vor
dem anderen steht!

Hierzu noch ein anderes Beispiel: Auch in
unserer Volksarmee miissen Befehle erteilt
und Befehle ausgefiilhrt werden. So erhilt
innerhalb einer Kompanie der Soldat seine
Befehle vom Unteroffizier, dieser erhélt sie
vom Leutnant und der wiederum vom Haupt-
mann, vom Kompaniechef. Was aber geschéhe,
wenn der Hauptmann selbst nun wieder vom
Soldaten Befehle entgegennehmen miiRte?

Wie vorhin beim Spiel auf dem Hof hétte sich
der Kreis geschlossen, und die Folge wére ein
heilloses Durcheinander, weil nunmehr jeder
jedem befehlen konnte.

Zuweilen kann man unter dem Hiihnervolk
eine gewisse ,Ordnung” beobachten. Es kommt
vor, daB sich zwischen den Hiihnern eines
Hofes eine recht stabile Rangordnung nach
dem Motto ,Wer darf wen hacken? heraus-
bildet, die sich zum Beispiel bei der Futter-
suche bemerkbar macht. Dabei kann es nun
aber durchaus passieren, daf sich — wie vor-
hin beim Spiel — ein Kreis schlieRt: Huhn H,
hackt Huhn H,, dieses hackt H,, H, hackt H,
und so weiter; und trotzdem findet etwa H;
gar nichts dabei, munter auf H, einzuschlagen,
obwohl es doch nach der ,Hackreihe” als ein
Huhn, das von H, gehackt wird, unter H, ran-
gieren miifte. Offenbar ist hier etwas nicht in
Ordnung.

Damit sind wir aber eigentlich schon bei einer



Fiille die drei Felder
mit den entsprechenden Namen aus

19



zweiten Eigenschaft, die alle bisher bespro-
chenen Ordnungen haben. Sie ist ganz leicht
zu verstehen:

Wenn Hans vor Fritz und Fritz vor Ernst,

dann auch Hans vor Ernst.

Diese Eigenschaft wollen wir gleich einmal
ausnutzen bei der folgenden Aufgabe:

Susi feiert ihren dreizehnten Geburtstag und
hat dazu noch vier Freundinnen eingeladen:
Inge, Helga, Karin und Dagmar. Beim Kaffee-
trinken scherzt man miteinander:

(1) Susi: ,Komm du erst mal in meine Jah-
re, Karin”
(2) Inge: ,Gib doch nicht so an, Susi. Auch

wenn du heute Geburtstag hast,
fehlen dir immer noch einige Wo-
chen bis zu mir, genau soviel wie
mir bis zu Dagmar”
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(3) Karin: ,Ich finde, du kannst eigentlich
gar nicht mitreden, Helga. Beieuch
ist Mathematik doch noch ein
Kinderspiel”

(4) Helga: ,Haha, wenn Inge das gesagt hét-
te, aber du?”

Wir wollen einmal probieren, ob wir aus diesen

vier Sitzen die Médchen nach ihrem Alter ord-

nen kénnen. Damit wir eine bessere Ubersicht
behalten, kiirzen wir den Namen durch den

Anfangsbuchstaben ab, und fiir ,ist &lter als”

schreiben wir das Zeichen &. Dem ersten Satz

koénnen wir entnehmen, da® Susi &lter als Karin
ist, also kurz:
(1) S&K
Satz (2) gibt uns gleich zwei solche Kurz-Zeilen:
(2a) IS
(2b)D &1



Von finf Jungen haben wir vier Bilder. Leider sind die
@ Jungen auf keinem Bild alle beieinander. Trotzdem kann
man die fiinf der GréRe nach ordnen

Aus Satz (3) kénnen wir erkennen

(3) XKsH
Und schlieflich zeigt uns Satz (4)

(4) I&=H
Und nun ist es nicht mehr schwer, die fiinf
Maédchen dem Alter nach in die richtige Rei-
henfolge zu bringen:
Offenbar muR diejenige die &lteste sein, die in
den fiinf Zeilen (1) bis (4) niemals rechts steht,
denn sie hat dann keine &ltere vor sich. Das
ist Dagmar. Sie ist nach (2b) &lter als Inge;
nach (4) und (2a) ist Inge é&lter als Helga und
Susi. Nach (1) ist Susi &lter als Karin, und nach
(3) ist Karin wieder &lter als Helga. Im ganzen
also:

DsIsSsK>H
Helga ist also die jiingste. Und das kénnen wir
noch {iberpriifen: H steht in den fiinf Zeilen

(1) bis (4) niemals auf der linken Seite, Helga
ist also nicht &lter als irgendeins der anderen
vier Médchen.

Und nun tberlege bitte selbst:

a) Welcher der vier Satze von Susi, Karin, Hel-
ga und Inge war tberfliissig?

b) Wenn Karin nichts gesagt hétte, welche
Moglichkeiten fiir die Altersreihenfolge
hétten dann bestanden?

Ubrigens, wer hat bemerkt, daf wir folgenden

SchluB gezogen haben:

.Wenn Dagmar é&lter als Inge ist und Inge &lter

als Susi, dann ist Dagmar auch &lter als Susi?”

Freilich muf8 man sich gut iiberlegen, ob man

so schlieffen darf, denn immer klappt dasnicht.

Beim Fuf3ball-Toto zum Beispiel kann man da-

mit einen Reinfall erleben. Soll man sich etwa

vor dem Spiel Motor Zwickau gegen Lok Sten-
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dal fiir einen Tip entscheiden, so kénnte man
mdglicherweise denken: Stendal hat vor zwei
Wochen FC Hansa Rostock geschlagen, Ro-
stock hat vor vier Wochen Zwickau geschla-
gen, also muR auch Stendal gegen Zwickau
siegreich bleiben. Man darf sich nur nicht wun-
dern, wenn Stendal trotzdem verliert, weil
hier nicht gilt:

Wenn A vor B und B vor C, so auch A vor C

An der folgenden Aufgabe soll jeder allein ein
biRchen knobeln.
In einem Schachklub wollen die sechs Spieler
Schachner, Schachert, Schachtel, Schachbum,
Schachmat und Schachlis versuchen, an einem
gemiitlichen Abend unter sich ganz zwanglos
eine Reihenfolge zu ermitteln. Dazu soll jeder
zwei Partien gegen verschiedene Gegner spie-
len, die unter den iibrigen fiinf ausgelost wer-
den. Nach einiger Zeit hat sich folgender Spiel-
stand ergeben:

Schachner schlégt Schachtel
und unterliegt Schachlis
Schachtel schlédgt Schachbum
und unterliegt Schachner
Schachlis schldgt Schachner
und unterliegt Schachert
Schachbum schlégt Schachmat
und unterliegt Schachtel

Wie viele Spiele wurden bisher ausgetragen?
Wie viele fehlen noch? Bisher stehen vier Spie-
ler punktgleich. Fiir eine Zwischenwertung
will man die Reihenfolge von eins bis sechs
nach dem Motto ,Wer hat wen besiegt” fest-
legen, also genauso, wie wir vorhin die M&d-
chen nach dem Alter geordnet haben. Wer
belegt nun die Plétze eins bis sechs? Welches
Resultat muf3 sich beim Rest der Spiele er-
geben, damit diese Reihenfolge bestétigt wird?



Kannst du schon zdhlen?

T
ICHEMANE I
b B RS
e A6 s

e jp] -

Von Menschen, die nicht bis drei zédhlen konnten —

Péarchen ersetzen das Zdhlen —

Die Mengen und die Macht —

Von den Zahlen der Fidschiinsulaner —

Von Biiffeln, Bohnen, Bleistiftstrichen: Mengen helfen zéhlen —
Archimedes und die Sandkérner.
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L te

1,2,3,4,5,6,7,

Meine Mutter, die schneid’t Riiben,
Meine Mutter, die schneid’t Speck,
Du muBSt weg !
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Wer lesen und schreiben kann, der wird ja
wohl erst recht zdhlen kénnen, nicht wahr?
Sogar die Kleinen, die noch nicht zur Schule
gehen, vermogen schon zu zdhlen, und wenn
sie auch manchmal mit der Reihenfolge etwas
durcheinanderkommen — beim Abz#ihlen zum
Versteckspiel oder Haschen klappt es gewiR.
Trotzdem ist es bei ihnen mit dem Z&hlen noch
nicht weit her: Obwohl sie beispielsweise ihre
Murmeln gezdhlt haben, geben sie auf die Fra-
ge, wieviel Murmeln sie besitzen, keine Ant-
wort. Statt dessen fangen sie munter wieder an
zu zdhlen — eins, zwei, drei... Es ist ihnen
also noch nicht vollkommen klar, daR die letzte
Zahl, zu der sie beim Zahlen gelangen, angibt,
wieviel Elemente die gezdhlte Menge enthélt.
Sie haben nur die Folge der Zahlwdrter aus-
wendig gelernt, weil sie sie von den Erwachse-
nen und é&lteren Spielkameraden immer wieder
gehort haben. Ihre volle Bedeutung aber ist
ihnen noch nicht bewufst. Ja, es dauert meh-
rere Jahre, bis ein Kind die Zahlen wirklich be-
herrschen gelernt hat, und das hat bei uns
allen so lange gedauert. Dabei begegnet es
ihnen friihzeitig und tiberall: Es hért, daR um
zwolf Uhr gegessen wird, da es schon wieder
um zwei Zentimeter gewachsen ist. Die sechs
Brotchen fiir Mutti kosten dreiBig Pfennig.
Das Kind weif3, daf es vier Jahre alt ist und
sein Haus die Nummer siebzehn tragt — iiber-
all Zahlen. Und wenn es ein Kind nicht fertig-
bringt, die bereits vorhandenen Zahlen miihe-
los von den Alteren zu {ibernehmen und richtig
zu verwenden, dann kann man schon daraus
schlieBen, wie schwierig es fiir die Menschen
gewesen ist, sich die Zahlen erst einmal zu
schaffen!

Ein einzelner hat sie gewif nicht entdeckt.
Erst in Jahrtausenden schuf sich die Mensch-
heit in den Zahlen ein Hilfsmittel, um Mengen



auf die Anzahl ihrer Elemente hin zu verglei-
chen oder zu ordnen. Dabei wurden die Be-
zeichnungen — Zahlwérter und Zahlschrift —
immer mehr vervollkommnet, ebenso das
Rechnen. Wie diese Entwicklung vor sich ge-
gangen ist, kénnen wir nur vermuten oder
folgern aus Verhéltnissen, die Forscher bei
Volkerstimmen in Afrika, Stidamerika oder
in der Siidsee vorgefunden haben — Vdlker-
stimmen, die vor kurzer Zeit noch auf einer
Entwicklungsstufe standen, die der unserer Vor-
fahren vor 5000 bis 10000 Jahren entspricht.
Ein solcher Volksstamm sind die Krekmun in
Stidostbrasilien, die von den portugiesischen
Eroberern wegen der dicken Holzpflocke in
Lippen und Ohren veréchtlich als ,Fafspiin-
der”, als ,Botokuden”, bezeichnet wurden. Sie
besaflen nur Zahlworter fiir 1 und 2, alles, was
dariiber hinausging, war ,viel“. Auch einige
Siidseestdimme ,konnten nicht bis drei zdhlen”.
Bei einigen anderen reichte die Folge der na-
tirlichen Zahlen bis 6, aber alles dariiber
war auch hier ,viel”. Oft faRte man sich beim
Nennen des unbestimmten Zahlwortes ,viel” in
die Haare, um anzudeuten, daf3 es sich um eine
so ,unzdhlbare” Menge wie die Menge der Haa-
re auf dem Kopf handelte.

Freilich darf man nun nicht denken, daf es
Menschen, deren Zahlenfolge derart begrenzt
ist, nicht moglich sei, Mengen mit mehr als
zwei oder sechs Elementen in ihrer Anzahl zu
vergleichen und bei solchen Mengen das Feh-
len eines Elementes festzustellen. So berich-
tet ein Forscher von den Abiponern, einem
heute durch das riicksichtslose Vorgehen der
europédischen Eroberer fast ausgerotteten In-
dianerstamm auf dem Gebiet Nordargentiniens,
folgendes: Wenn die Abiponer zur Jagd aus-
ritten und sich dabei nach den Hunden um-
sahen, so bemerkten sie das Fehlen eines ein-




zigen Hundes sogleich und riefen ihn, obwohl
es sich um eine sehr grofle Meute handelte.
Bemerkenswert ist auch, da Kinder, die noch
nicht zdhlen kénnen, oft besser schétzen als
Erwachsene oder éltere Kinder: Von zwei Men-
gen, die nahezu die gleiche Anzahl Elemente
enthalten, finden sie die mit der gréferen An-
zahl heraus und irren sich dabei nur selten.

Allzugrof3 darf die Elementanzahl allerdings
nicht werden. Aber auch in solchen Féllen ist
es moglich, zwei Mengen ohne Zéhlen hinsicht-
lich der Anzahl ihrer Elemente zu vergleichen,
und das sogar mit absoluter Sicherheit! Wie
man das tut, machen wir uns am besten an
einem Perlenspiel klar, bei dem man auf einem
Karton mit Lochern Perlen zu schonen
Mustern anordnet. Wollen wir zum Beispiel die
Frage beantworten, ob die Zahl der Locher
grofer ist als die Zahl der roten Perlen, so wére
es gewil3 toricht, beide Mengen zu zdhlen und
dann die gewonnenen Zahlen zu vergleichen.
Statt dessen setzen wir einfach auf jedes Loch

Schiitze, ob es mehr blaue oder mehr rote Kreise sind!
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eine rote Perle. Behalten wir, nachdem alle
Lécher besetzt sind, noch Perlen {ibrig, so sind
offenbar mehr rote Perlen als Locher da. Sind
dagegen die Perlen aufgebraucht, bevor alle
Locher besetzt sind, ist es umgekehrt. Wenn
aber keines von beiden zutrifft, vielmehr ge-
rade fiir jedes Loch eine rote Perle und fiir
jede rote Perle ein Loch da ist, so enthalten die
Menge der Locher und die Menge der roten
Perlen die gleiche Anzahl von Elementen.

Auf diese Weise kann man zwei Mengen M,
und M, immer hinsichtlich der Anzahl ihrer
Elemente vergleichen: Man versucht, jedem
Element der einen Menge ein einziges Element
der anderen Menge hinzuzugesellen und umge-
kehrt — zu jedem Loch eine rote Perle und zu
jeder roten Perle ein Loch. Meist kann man
diese Zuordnung der Elemente zueinander nur
in Gedanken vornehmen und nicht so greifbar
wie bei den Perlen. Bleiben nun dabei von
keiner der beiden Mengen Elemente {ibrig, so
nennt man die Mengen ,gleichméchtig” und




schreibt M, ~M,; beide haben die gleiche An-
zahl Elemente. So {ibersieht man meist sehr
schnell, ob in einem Autobus oder in einem
Eisenbahnabteil die Menge S der Sitzplitze
und die Menge F der Fahrgaste gleichméchtig
sind oder welche Menge von grof3erer Méchtig-
keit ist, die gréRere Elementanzahl hat.

Was ist den oben gezeichneten Mengen von
Kindern, Kérben, Pilzen und Végeln und allen
mit diesen gleichméchtigen Mengen gemein-
sam? Nur die Anzahl der Elemente, und die
nennen wir hier 3. Ebenso ist die Zahl 5 das,
was allen Mengen gemeinsam ist, die der hier
dargestellten Menge von Béumen gleichméch-
tig sind — wie verschieden sie auch sonst sein
mégen. Entsprechendes trifft fiir jede der Zah-
len 1, 2, 3, 4, ... zu. Man gelangt zu den na-
tiirlichen Zahlen, wie man diese Zahlen zum
Unterschied beispielsweise zu den gebrochenen
Zahlen wie } = 0,25 nennt, wenn man bei Men-
gen von all ihren Verschiedenheiten absieht
und nur die Gleichméchtigkeit beachtet. Darum

kann man auch mit den natiirlichen Zahlen
alle Mengen ,zdhlen®, Murmeln ebenso wie
Héuser, Kinder, Kuchenstiickchen oder Tage.

Dafl man das kann, wird uns sicherlich ganz
selbstverstdndlich vorkommen. Trotzdem ist
das eine wichtige Erkenntnis auf dem Wege
zu den Zahlen, wie wir sie heute kennen, zu
der die Menschheit aber erst allm#hlich ge-
langte. In der Friihzeit der Zahlenentwicklung
gibt es noch gar keine Zahlworter, die ver-
schiedene Anzahl ist mit den gezéhlten
Dingen fest verbunden, gewissermafRen eine
Eigenschaft dieser Dinge. So sagen zum Bei-
spiel die Fidschiinsulaner bola fiir 10 Kdhne,
fiir 10 Kokosniisse aber koro. Erst allméhlich
machten sich die Zahlwoérter selbstédndig, und
wie langsam das vor sich ging, erkennt man
unter anderem daran, daf es in der Sprache
von Ureinwohnern Westkanadas sieben ver-
schiedene Reihen von Zahlwortern gibt. Sie
werden gebraucht, je nachdem, ob es sich bei
den zu zdhlenden Dingen um flache Gegen-
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M der Tor

K

Menge der Kinder

T

Menge der Tassen

u

Menge der Untertassen

L

Menge der Léffel

Z

Menge der Zuckerdosen

Wie kann man am

ob Gleichmichtigkeit
besteht?

Ts~ K? K~T?
T~U? U~L?
L ~ 27
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stinde, runde Gegensténde, ldngliche Gegen-
stinde, sonstige unbestimmte Gegensténde,
Menschen, Boote oder Maf3e handelt.

Es war schon ein langer Weg bis zu unseren
Zahlen, mit denen wir alles zéhlen!

Besonders wichtig fiir den, der noch nicht
sicher mit den Zahlen umgehen kann und keine
rechte Vorstellung von ihrer Grofe hat, ist die
Benutzung von Hilfsmengen fiir die Mengen,
deren Elementanzahl eigentlich bestimmt wer-
den soll. So erzdhlt ein Forscher von einem
afrikanischen H&uptling, den die Kolonial-
herren zur Ablieferung von 20 Biiffeln verur-
teilt hatten. Als jemand iiber die Hohe dieser
Strafe erstaunt war, fragte der Hauptling: ,Ist
das denn soviel?” Dann z&hlte er sich 20 Kaffee-
bohnen ab, fiir jeden abzugebenden Biiffel
eine. Als er diese Hilfsmenge fiir die ihr gleich-
méchtige Menge der Biiffel vor sich sah, wurde
ihm die GréRe des Verlustes erst richtig be-
wuldt, und er war entsetzt iiber die Schwere
der Strafe.

Eine Hilfsmenge, die dem Menschen seit jeher
fiir solche Zwecke zur Verfligung gestanden
hat, wird von seinen Fingern gebildet. Jeder
von uns hat seine Finger schon zu Hilfe ge-
nommen — beispielsweise, wenn er iiberlegt,
wieviel Klassenkameraden am Ferienlager
teilnehmen werden: Heinz, Gisela, ...: Jedes-
mal, wenn einem ein neuer Name einféllt,
biegt man einen Finger zur Seite. Und statt
die Mitschiiler zu z&hlen, zdhlt man nachher
einfach die anzeigenden Finger! Und wenn man
die entsprechende Anzahl Finger in die Héhe
h&lt und sagt: ,Soviel von uns fahren ins
Ferienlager”, dann versteht das auch jemand,
der gar keine Zahlen kennt. Einem Auslédnder,
mit dem man sich sprachlich nicht versténdi-
gen kann, teilt man so mit, wieviel Stationen
er noch bis zu seinem Reiseziel fahren muf.
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3-20+10+5+3=78

In vielen Sprachen héngen die Namen fiir die
Zahlen deshalb auch eng mit den Fingerbe-
zeichnungen zusammen. ,Drei” heiRt zum Bei-
spiel bei den siidamerikanischen Kamayura
,Gipfelfinger®, drei B&dume sind also ,Gipfel-
finger Bdume"“. Mit den Zahlwértern der Krek-
mun war es ja dhnlich. Die Finger heif3en latei-
nisch ,digiti“, und im Mittelalter nannte man
so auch die Zahlen bis zehn. Im Englischen
heiBen die Einer heute noch ,digits”, und ein
grofler Teil der Rechenmaschinen, die soge-
nannten Ziffernrechenmaschinen, trégt den
Namen Digitalrechner. Freilich, sowie man
iber 10 hinausgeht, kommt man mit den Fin-
gern eines Menschen nicht mehr aus, andere
miissen helfen. Man kann auch die Zehen zu
Hilfe nehmen — kein Problem, wenn man bar-
fuB geht. ,Ein Mensch”, das wére dann die
Zahl 20. Auf Irian heiRt die Zahl 78: ,Drei Men-
schen sterben (3 -20 = 60), zwei Hinde gehen
zu Ende (2-5 =10), ein Ful3 geht zu Ende (5)
und 3"

Wenn uns auch die Finger als Hilfsmenge iiber-
all zur Verfiigung stehen, ist ihre Anwendung
doch nicht immer zweckmdifig. Stellen wir
uns nur einmal vor, der Kellner in einem Lokal
wiirde fiir jedes Glas Bier, das er an einen Tisch
bringt, einen Finger umbiegen! Er kénnte sehr
bald kein Tablett mehr tragen. Deshalb macht
er es auch anders: Er macht Striche auf einen
Bierfilz, und wenn die Zeche zu begleichen ist,
werden einfach diese Striche gez&hlt. Der bes-
seren Ubersicht halber setzt man nun diese
Striche meist nicht einfach nebeneinander,
sondern durch vier Striche wird der fiinfte
quer gezogen, es wird gebiindelt. In dieser
Weise haben die Menschen schon sehr frith
Zahlen festgehalten, allerdings nicht mit Blei-
stiftstrichen auf Papier, sondern durch Kerben,
die in Holz geschnitten wurden. Schon vor
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Doppelkerbholz aus Finnland

vielen Jahrhunderten gab es Kerbholzer, be-
sonders in Form der aus ,Stock” und ,Einsatz”
bestehenden Doppelhélzer fiir K&ufer und Ver-
kéufer, Glaubiger und Schuldner. Die Kerbe
wurde iiber beide Teile geschnitten, und jeder
Partner behielt dann einen Teil. Bei der end-
giiltigen Abrechnung wurden beide Teile zu-
sammengelegt, und auf diese einfache Weise
war ohne schriftlichen Vertrag jeder Betrug
ausgeschlossen. So mag die Redensart ,er hat
etwas auf dem Kerbholz" entstanden sein.

In abgelegenen Alpentélern der Schweiz sind
Kerbholzer bis heute iiblich, beispielsweise,um
die Milchmenge festzuhalten, die die einzel-
nen Bauern zur genossenschaftlichen Kése-
erzeugung auf der Alm beigesteuert haben.
Bis in das 19. Jahrhundert hinein war eine
Art Kerbhdlzer in England sogar amtlich, denn
auf ihnen kerbte das englische Schatzamt die
von den Biirgern gezahlten und geschuldeten
Steuern ein.

Allerdings handelte es sich bei all diesen Kerb-
holzern schon um etwas mehr als nur um die



Zwei Kerbholzarten aus der Schweiz, links ein ,,Milchstab”,
rechts sogenannte ,,Alpbeile’’, auf denen die ,,Kuhrechte”,
die die einzelnen Bauern auf der Alp haben, vermerkt sind

Darstellung von Hilfsmengen durch Kerben.
Es wurden namlich verschiedene Arten von
Kerben verwandt, gréflere und besonders ge-
formte Kerben traten an die Stelle von mehre-
ren kleinen Kerben, so etwa, als wiirde der
Kellner auf dem Bierfilz anstelle von fiinf Ein-
zelstrichen ein besonderes Zeichen — etwa ein
Dreieck — und anstelle von zehn Einzelstrichen
wieder ein anderes Zeichen malen. Hier haben
wir es mit einer Art Zahlenschrift zu tun!

Die hochzivilisierten indianischen Ureinwohner
von Peru, die Inkas, stellten Zahlen durch Kno-
tenschniire, sogenannte Quipus, dar. Auch hier
waren die einzelnen Knoten mehr als die Ele-
mente einer Hilfsmenge, denn je nach der Stelle,
an der sie sich befanden, und nach ihrer Form
hatten sie einen ganz verschiedenen Wert.
Auch das ist also eine besondere ,Zahlschrift”,
genau wie Knoten, die die Miiller in einigen
kleinen Miihlen in Baden noch bis in unser
Jahrhundert hinein benutzten, um die Menge
des Mehls im Sack zu kennzeichnen; dazu
nahmen sie einfach die Sackschnur.

Einfacher Ziahl k und Zihl k aus fgeschlitztem
Bambus fir gepfliickte Kokosniisse
Kerbhblzer des cerheon Seh

Eine besondere Art, Zahlen darzustellen, ohne
daff man dabei eigentlich Ziffern benutzte,
waren die schon im Altertum anzutreffenden
und noch im Mittelalter in verschiedener Form
benutzten ,Fingerzahlen“. Dabei wurde nicht
etwa 1 durch einen erhobenen Finger, 2 durch
zwei erhobene Finger und so weiter darge-
stellt. Das ware ja nichts anderes als die uns
schon bekannte Verwendung der Finger als
Hilfsmenge zum Zihlen, und auBerdem wire
man damit nicht weit gekommen. Bei den Fin-
gerzahlen aber konnte man mit beiden Hénden
alle natiirlichen Zahlen bis 9999 darstellen —
die Einer mit Kleinfinger, Ringfinger und Mittel-
finger, die Zehner mit Zeigefinger und Daumen
der linken Hand, die Hunderter mit Daumen
und Zeigefinger, die Tausender mit Mittel-,
Ring- und Kleinfinger der rechten. Und wenn
man auch noch die Lage der Hinde am Kérper
mit beachtete, konnte man sogar noch weiter
kommen, in der abgebildeten Tafel (S. 23) aus
dem Jahre 1727 bis zu einer Million.

Ist denn 1000000 nun aber die gréfte aller
natiirlichen Zahlen? Gewiff nicht, denn wir
brauchen ja nur um 1 weiterzugehen, dann
erhalten wir eine noch grofere natiirliche Zahl,
némlich 1000001. Und so 143t sich tiberhaupt
keine grofite natiirliche Zahl angeben, denn
wenn wir glauben, wir hétten die gréfte —
einenSchritt weiter finden wirnocheinegréRere!
Es gibt also keine grofte natiirliche Zahl, auch
wenn die Menschen frither irgendwann Schlu
machen muften, weil sie nicht weiterzéhlen
konnten oder ihre Art, die Zahlen darzustellen,
keine gréReren Zahlen zulieR. Fiir die Krekmun
war ja die Folge der natiirlichen Zahlen schon
mit 2 zu Ende, fiir andere Volker mit 6, und
auch die Griechen, die doch in der Mathematik
so GroRes geleistet haben, hatten eine so un-
geschickte Zahlschrift, daf sie nur einen sehr

31



ARCHIMED €S

begrenzten Teil der natiirlichen Zahlen darzu-
stellen vermochten. Sie benutzten fiir das
Schreiben der Zahlen die Buchstaben ihres
Alphabets. Die Abbildung zeigt Zahlzeichen,
wie die Griechen sie anfangs verwendeten.
Nur die Zeichen fiir 90 und fiir 900 sind dabei
keine Buchstaben. Die groflte Zahl, die man auf
diese Weise darstellen kann, ist 9999 999, und
10000 war die grofdte Zahl, fiir die sie noch
eine besondere Bezeichnung, ndmlich ,Myrios”,
hatten. Auch heute benutzt man manchmal
noch ein davon abgeleitetes Wort, um sehr
groBe Zahlen anzudeuten, sagt also etwa
+Myriaden Sterne stehen am Himmel".

Archimedes aber, der groBte Mathematiker
und Naturforscher des Altertums, der im drit-
ten Jahrhundert vor unserer Zeitrechnung in
Syrakus, einer Stadt auf der Insel Sizilien,lebte,
zeigte seinen Landsleuten, wie man zu immer
groferen Zahlen gelangen und diese auch be-
zeichnen kann. Er stellte dazu die Uberlegung
an, wieviel Sandkdérner wohl nétig wéren, um
das ganze Weltall auszufiillen. Der Sand dient
uns ja auch heute noch oft als Sinnbild fiir groRe
Zahlen, so wenn wir sagen ,zahllos wie der
Sand am Meer”, obwohl die Zahl der Sandkérner
gewil} begrenzt ist. Archimedes rechnete mit
sehr feinem Sand, eigentlich mehr mit Staub,
denn er nahm an, daf8 eine Myriade Sandkérner
erst ein Mohnkorn ausfiillen und daR von die-
sen Mohnkoérnern vierzig nebeneinandergelegt
erst eine ,Fingerbreite® ergeben. Es soll uns
hier nicht interessieren, daf Archimedes
meinte, das ganze Weltall sei eine Kugel, deren
Radius eine Myriade mal so grof3 wére wie der
Abstand der Erde von der Sonne,und daf} er
dann auch diesen Abstand nur auf ein Zehntel
seines wahren Wertes schétzte. Wie wir heute
wissen, ist es von der Erde zum néchsten Fix-
stern schon ungeféhr dreihundertmal so weit,
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wie Archimedes fiir den Radius des gesamten
Weltalls annahm.

Aber Archimedes hatte ja auch diese Rech-
nung viel weniger angestellt, weil ihn wirk-
lich die Zahl der Sandkérner interessierte,
als vielmehr, um neue Zahlen zu benennen
und darzulegen, wie man zu immer gréReren
Zahlen gelangen kann. Das sieht man am deut-
lichsten daraus, daf die von ihm ermittelte
Zahl der Sandkérner in unserer Schreibweise
~nur eine 1 mit 57 Nullen ist, die gréRte Zahl
aber, zu der er bei seinen Uberlegungen ge-
langt und die er noch bezeichnen kann, eine
1 mit 800000000000000000 Nullen — ein
unvorstellbarer Zahlenriese!

Versuchen wir einmal auszurechnen, wie lange
wir brauchen wiirden, um diese Zahl in Ziffern
hinzuschreiben! Wenn wir sehr schnell schrei-
ben, schaffen wir zwei Ziffern in einer Sekunde,
in einer Minute also 120 Ziffern, in einer Stunde
7200 Ziffern. Wenn wir an jedem Tag acht
Stunden schreiben wiirden, brauchten wir,
um die ganze Zahl darzustellen, mehr Jahre,
als vermutlich seit der Zeit vergangen sind, da
die Kruste unseres Erdballs zu erstarren be-
gann! Und wenn wir einmal annehmen, daf
alle gegenwartig auf der Erde lebenden Men-
schen — Sauglinge wie Greise — nichts weiter
téten, als beim Schreiben dieser Zahl mitzu-
helfen, so wiirden sie dazu immer noch insge-
samt langer als ein Jahr benétigen.

Wer Spall am Rechnen hat, iiberlegt, wieviel
Bibliotheken die Zahl von Archimedes fiillen
wiirde, wenn man annimmt, daR jede Biblio-
thek 100000 Biicher umfaRt, jedes dieser
Biicher 500 Seiten hat, auf jeder Seite 40 Zeilen
und auf jeder Zeile 50 Ziffern stehen.

Wenn wir dann staunend vor dem Ergebnis
sitzen, wollen wir daran denken, daR es noch
viel grofere natiirliche Zahlen gibt!



In einem Zuge

Von Figuren,

die man in einem Zuge zeichnen kann

und solchen,

bei denen man das nicht kann —

Wascheleine und Seemannsknoten —

Von Schlingen

beim Stricken, Hikeln und anderswo —

Eulers Spaziergang iiber sieben Briicken

und Hamiltons Reisen auf einem Dodekaeder —
Ein lebensgeféhrliches Labyrinth.

33



34

Diesem bescheidenen Héuschen, Figur 1, sieht
man es nicht an, daf? es ein ganz besonderer Ver-
treter seiner Art ist: Es ist ndmlich uralt, sozu-
sagen historisch. Ganze Generationen unserer
Vorfahren haben es — nein, nicht bewohnt,
gezeichnet! Es hat némlich eine Bewandtnis
mit ihm: Man muf es, ohne abzusetzen, ohne
eine Linie doppelt zu ziehen, in einem Zuge
fertigstellen. Nur an zwei Punkten kann man
den Bleistift ansetzen, wenn es klappen soll,
und hat man mit einem von beiden angefangen,
so wird der andere zum Endpunkt. Wir sollten
das auch einmal versuchen.

Ebenso steht es mit der Figur 2. Man muf}
schon ein Weilchen probieren, bis man die
Punkte gefunden hat, die Anfangs- und End-
punkt sind! _
Versuchen wir das gleiche einmal bei den
Figuren 3, 4, 5, die anderer Art sind. Wir iiber-
decken dazu die Zeichnung mit einem Bogen
Transparentpapier und kénnen nun nach Her-
zenslust malen. Mit ein biffchen Aufpassen
muf} es bei diesen Figuren eigentlich immer
klappen — gleichgiiltig, an welcher Stelle man
mit dem Nachzeichnen anféngt; an der gleichen
Stelle mufl man dann iibrigens auch wieder
aufhdren. Bei der Figur 5 ist es wegen der vie-
len Linien und Eckpunkte nur etwas schwierig,
die Ubersicht zu behalten.

Bei Figur 6 aber werden wir vergeblich nach
einer Moglichkeit suchen, sie in einem Zuge
nachzuziehen. Woran liegt das? Uberlegen wir
einmal, was unbedingt nétig ist, wenn wir eine
Figur in einem Zuge durchlaufen und keine
Linie doppelt begehen wollen: Von jedem
Punkt, zu dem wir irgendwie hingekommen
sind, miissen wir auf anderem Wege wieder
wegkommen. In jedem Punkt miissen also
zwei Wege zusammentreffen: einer hin, einer
weg; oder vier Wege: zwei hin, zwei weg;
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oder sechs Wege ... kurz: Die Anzahl der Wege,
die in einem Punkt zusammentreffen, muf
immer gerade sein. Und wenn das der Fall ist,
dann ist die Figur auch ganz leicht nachzu-
zeichnen, und der Linienzug l4uft in sich selbst
zuriick — so, wie wir es bei den Figuren 3, 4,
5 gesehen haben.

Nun kann man aber auch an einer anderen
Stelle mit dem Zeichnen enden — wie beispiels-
weise bei den Figuren 1 und 2! Dann geht man
vom Anfangspunkt einmal dfter weg,als man
hingekommen ist, und der Endpunkt hat auch
einen zusétzlichen Weg, der zu ihm hinfiihrt,
ohne daf man wieder weggeht. Also kann man
auch Figuren in einem Zuge zeichnen, die zwei
Punkte mit einer ungeraden Anzahl von Wegen
besitzen — keinen mehr und auch nicht etwa
nur einen. SchlieBlich kann man ja nur an
einer einzigen Stelle anfangen und an einer
aufhdren. Sehen wir uns einmal die Figuren 1
und 2 daraufhin genau an und zéhlen fiir alle
Eckpunkte die Wege, die von ihnen ausgehen!
Von den anderen Punkten der Figur gehen ja
sowieso immer zwei Wege aus.

Jetzt erkennen wir auch, warum die Figur 6
sich so hartnéckig unseren Bemiihungen wider-
setzte: Sie hat vier Punkte, von denen eine
ungerade Anzahl von Linien ausgeht, ndmlich
jeweils drei; also brauchen wir uns gar keine
Miihe mehr mit ihr zu geben! Bevor wir nun
mit dem Nachzeichnen in einem Zuge bei den
Figuren 7 bis 14 beginnen, schauen wir sie
uns sorgféltig an! Bei welchen ist der Anfang
beliebig? Welche haben zwei ganz bestimmte
Anfangs- und Endpunkte, und bei welchen
klappt es auf keinen Fall?

Mit einer ganz dhnlichen Frage hat es tibrigens
Rainer zu tun, der seiner Mutter oftmals beim
Aufhéngen der Wésche hilft. Er steht mit einer
Wascheleine vor vier Pfdhlen und versucht
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vergeblich, die Leine so zu ziehen, daR alle
moglichen Verbindungen hergestellt werden —
es soll ja méglichst viel Wasche Platz finden —
und die Leine nirgends doppelt héngt. Als es
noch fiinf Pfihle waren, gelang ihm das immer
auf Anhieb; aber jetzt ist der eine Pfahl, der
schon lange morsch war, abgebrochen. Wer
kann ihm helfen?

Die Wischeleine fiihrt uns gleich auf ein weite-
res Problem: Ist Rainer am Endpfahl ange-
kommen, so muf er die Leine befestigen —
haltbar und doch wieder leicht 16sbar zugleich.
Manchmal — bei ,kleiner Wésche” —hat er nicht
alle Linienziige gespannt, und die Leine ist
noch nicht zu Ende. Rainer hat also zum Fest-
machen keines der beiden Leinenenden zur
Verfligung: Das eine héngt am Anfangspfahl,
das andere ist noch im Leinenwickel. Dadurch
ist hier das Befestigen schwieriger als beim
Verschniiren eines Pakets, wo man ja ein Ende
frei hat.

Damit wir besser verstehen, wie sich Rainer
hilft, nehmen wir selbst einen ,Pfahl” und eine
,Wischeleine“ — vielleicht einen Hammerstiel
und einen nicht zu diinnen Bindfaden —, und
dann wollen wir es gemeinsam probieren:
Zuerst legen wir Schlingen, wie sie die Ab-
bildung a zeigt. DaR eine einzige solche Schlinge
die Wischeleine nicht am Pfahl festzuhalten
vermag, kénnen wir uns denken, und so legen
wir gleich noch eine zweite daneben. Dabei
beachten wir aber, daR die beiden Schlingen
nicht vollkommen {ibereinstimmen: Links liegt
das Eingangsstiick unten, rechts oben. Weil
beim Festmachen der Wischeleine die beiden
Schlingen iibereinander um den Pfahl herum-
gehen miissen, schieben wir sie jetzt {iberein-
ander — Kreuzung iiber Kreuzung —und streifen
sie {iber den Pfahl. Aber gleichgiiltig, ob wir
die linke iiber die rechte Schlinge legen oder
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Uberleg einmal, wie man diese Péickchen mit einem einzigen
Stiick Bindfaden verschniiren kann, ohne daR dieser irgend-
wo doppelt liegt. Probier es selbst aus!
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Slipstek, zwei halbe Schlige, Zi k, Kr

v

umgekehrt — es gibt keinen festen Halt. Klap-
pen wir beide Schlingen um 90 Grad nach
hinten, so daB jetzt die dufleren Rénder hinten
liegen, und streifen sie dann iiber den Pfahl,
haben wir schon eine gréRere Festigkeit er-
reicht; fiir die Wésche diirfte es allerdings
kaum ausreichen.

Versuchen wir es nun mit zwei einander glei-
chen Schlingen (b) und schieben die linke iiber
die rechte, so daR Eingangs- und Ausgangsstiick
innen zu liegen kommen. Streifen wir diese
Doppelschlinge iiber den Pfahl und ziehen an,
so erhalten wir in beiden Zugrichtungen eine
solche Festigkeit, daf$ wir keine Angst um die
Wische zu haben brauchen. Der Seemann
nennt diese Doppelschlinge Webeleinenstek
und vertdut auf diese Weise Schiffe am Ufer,
indem er die beiden Schlingen nacheinander
um einen Poller wirft. Auch beim Waschepfahl
wird man ja nicht die beiden Schlingen vorher
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Fadenfiihrung beim Hékeln

Durch das Abwechseln rechter und
linker Maschen beim Stricken ent-
stehen verschiedene Muster

legen und dann iiberstreifen, sondern sie ein-
zeln und nacheinander um den Pfahl herum-
legen. Probieren wir einmal, wie man das
machen muf, und iiberzeugen wir uns auch
davon, dal} sich der Webeleinenstek leicht
wieder 16sen 148t!

Der Webeleinenstek ist nur einer von vielen
Seemannsknoten. Derartige Knoten sind auch
fiir den Bergsteiger wichtig. In der Mathematik
heiBen sie allerdings nicht Knoten, sondern
Verschlingungen, denn der Mathematiker
spricht von Knoten nur dann, wenn es sich um
einen geschlossenen Faden handelt.

Besonders verwickelt ist die Fadenfiihrung
beim Hékeln und Stricken. Das Hékeln beginnt
mit einer Schlinge am Fadenende, und mit dem
Hékelhaken wird dann durch diese Schlinge
eine Masche herausgezogen — zum Unterschied
von der Schlinge hat eine Masche keine Uber-
kreuzung —, so daR eine neue Schlinge entsteht,
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und so geht das immer weiter. Solange das
Ende noch nicht befestigt ist, braucht man nur
an dem Faden zu ziehen, und das ganze Kunst-
werk 16st sich in Wohlgefallen auf.

Beim Stricken sieht die Fadenfiihrung etwas
komplizierter aus als beim Hékeln. Verhéltnis-
miRig einfach ist allerdings noch das Stricken
mit dem ,Strickliesel”. Hier halten die Stifte
am Rand die Maschen fest, durch die dann mit
der Stricknadel die neuen Maschen gezogen
werden.

Beim iiblichen Stricken wird das Festhalten
der Maschen auch mit einer Nadel besorgt,
entweder mit einer zweiten oder — bei der
Rundstricknadel — mit dem anderen Ende der-
selben Nadel, mit der die neuen Maschen er-
zeugt werden. Grundlage jeder Strickerei bil-
den zwei Arten von Maschen — rechte und
linke —, durch deren Abwandlung und Abwechs-
lung die verschiedenen Muster zustande kom-
men.

Auch beim Stricken zerstort ein Zug an dem
noch nicht befestigten Strickfaden die ganze
Arbeit; das ist ein wesentlicher Unterschied
zu den Verschlingungen, die wir gewdhnlich
Knoten nennen. An einem wirklich verknoteten
Schniirsenkel kann man so lange ziehen, wie
man will — die Verschlingung wird héchstens
fester, und schlieflich reit der Schniirsenkel,
aber beseitigen kann man sie auf diese Weise
nicht.

Deshalb ist es auch umgekehrt nicht méglich,
in eine Schnur eine Verschlingung hinein-
zubringen, ohne mindestens eines der beiden
Enden einmal loszulassen — es sei denn, man
wendet einen kleinen Kunstgriff an: Man kann
diese Verschlingung némlich vorher ,in die
Arme” hineinbringen, indem man sie ver-
schrankt. FaBt man dann die Enden des Bind-
fadens und zieht die Hénde jetzt auseinander,

38

X

dann wandert die Verschlingung gewisserma-
Ren aus den Armen in die Schnur.

Schauen wir uns nun die beiden ,Herzblatt-
schlingen” an: Die eine ist das Spiegelbild der
anderen. Wir stellen uns aus dicker Schnur
zwei solche Schlingen her und versuchen dann
einmal, ob es uns gelingt, eine Schlinge so zu
verdndern, daR sie genau wie die andere ver-
lauft. Wir diirfen aber die Schnur nicht zer-
schneiden!

Solch eine Herzblattschlinge stellt eine einzige
geschlossene Kurve dar. Nun kann man aber
auch verschiedene geschlossene Kurven inein-
ander verschlingen, wie das an den drei far-
bigen Kreisen zu sehen ist. Dabei ist kein
Paar von ihnen verschlungen: Wenn man einen
Kreis zerschneidet, hat man alle Schniire von-
einander getrennt. Schauen wir uns auch ein-
mal an, wie die Olympiaringe, die die fiinf
bewohnten Erdteile symbolisieren sollen, mit-
einander verbunden sind! Und nun iiberlegen
wir, wie sich fiinf geschlossene Kurven so
verschlingen lassen, daR die ganze Kette in
fiinf getrennte Teile zerféllt, wenn man eine
Kurve zerschneidet, gleichgiiltig welche. Mit
Kreisen gelingt das freilich nicht!

Alle die Fragestellungen, die wir uns jetzt vor-
gelegt haben, gehoren in ein besonderes Gebiet
der Geometrie, in die Topologie. In der Topo-
logie kommt es nicht darauf an, wie lang die
einzelnen Gebilde sind oder welchen Flachen-
inhalt sie umschliefen. Die Unterscheidung
gerader und krummer Linien spielt ebenso-
wenig eine Rolle wie die Grofe von Winkeln.
Es geht hier um solche Eigenschaften geome-
trischer Gebilde, die erhalten bleiben, wenn
man das Gebilde beliebig verzerrt, sofern man
nur nicht den Zusammenhang zerstort, also
zum Beispiel nicht etwa Uberkreuzungen von
Linien beseitigt oder hinzufiigt, so daB vorher
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Das ist der Plan eines Werkgeldndes mit dem Hof H, den
Hallen H,, H;, H; und dem Verwaltungsgebéude V, in das
die Pﬁirtnerloge P eingebaut ist. Der Betriebsschutz will
auf seinem Naehtrundgang alle Tore und Timm nur emmal
durchschreiten und sie d. h sofort

verstindlich soll der Gang in P enden, und das Verschllol!on
von P vor dem Rundgang wird nicht mitgerechnet.

Ist ein solcher Gang méglich? Wo miiRte er beginnen, und
auf welchem Wege koénnte er erfolgen?
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benachbarte Punkte jetzt nicht mehr benach-

bart sind oder umgekehrt.

Eines der éltesten topologischen Probleme ist

mit dem Namen des Schweizer Mathematikers

Leonhard Euler verkniipft, der von 1725 bis

1741 und von 1766 bis 1783 an der Akademie

der Wissenschaften in Petersburg, dem heuti-

gen Leningrad, wirkte. Es ist unter dem Namen

,Konigsberger Briickenproblem” bekannt ge-

worden, weil es von den Briicken in Konigs-

berg, dem heutigen Kaliningrad, handelt. Zu

Eulers Zeiten gab es iiber die beiden Arme des

Pregels die Briicken 1 bis 7, von denen fiinf

auf eine Insel I, den Kneiphof, fiihrten. Ist es

nun moglich, einen Spaziergang so einzurich-
ten, daB man jede Briicke genau einmal {iber-
schreitet, also keine ausléft und auch keine
mehrmals {iberquert? Ganz offensichtlich
kommt es fiir die Beantwortung dieser Frage
nicht auf die genaue Lage der Briicken an —
man braucht also dafiir nicht etwa eine Land-
karte oder einen Stadtplan. Ja, man kann so-
gar die Insel I, den zwischen den beiden FluR3-
armen gelegenen Landteil Z sowie die beiden

Ufer A und B durch Punkte ersetzen und die

Briicken durch Strecken, die diese Punkte ver-

binden. Auf diese Weise ist ein sogenannter

,Graph” entstanden, und das Konigsberger

Briickenproblem ist gleichwertig mit der

Frage, ob es mdglich ist, diesen Graph in einem

Zuge zu durchlaufen. Wie man das entscheiden

kann, haben wir aber schon gesehen. Wir kdn-

nen nun selbst iiberlegen, warum ein solcher

Spaziergang iiber die Kdnigsberger Briicken

nicht méglich war. Versuchen wir einmal,

folgende Fragen zu beantworten:

1. Ist der Spaziergang moglich, wenn die Briik-
ke 7 als einzige mehrmals {iiberschritten
werden darf?

2. Wie mufl man laufen, wenn der Spazier-
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Netz des Dodekaeders

gang auf A beginnen und enden soll, keine
Briicke ausgelassen und moglichst wenige
doppelt begangen werden sollen?

3. Ist der Spaziergang vielleicht méglich, wenn
man die spéiter gebaute Eisenbahnbriicke 8,
die A mit B verbindet, ebenfalls benutzen
darf?

Euler hat seinerzeit das Briickenproblem da-

durch verallgemeinert, da8 er anstelle der vier

Landflachen eine beliebige Anzahl betrachtete

und zwischen ihnen Briicken und Wasserlédufe

in beliebiger Anordnung annahm. Uber diese

Frage schrieb er eine Abhandlung, die er 1736

der Petersburger Akademie vorlegte, und mit

dieser Arbeit war gewissermafen die Topolo-
gie geboren.

Um Rundreisen geht es auch bei dem Gedulds-

spiel ,Die Reisenden auf dem Dodekaeder”, das

der irische Mathematiker Sir William Rowan

Hamilton im Jahre 1859 in London heraus-

gab. Dieses Spiel verlangte, Kanten eines re-

gelméRigen Zwolfflachs, eines Dodekaeders, so
zu durchwandern, daf8 dabei jede Ecke genau
einmal besucht wird und die Wanderung zum

Ausgangspunkt zurtickfithrt. Auch hier ist es

am bequemsten, fiir die Losung einen Graphen

zu Hilfe zu nehmen, also von dem Kérper zu
einem ebenen Gebilde Uberzugehen. Einen
solchen Graphen, der dem Dodekaeder ent-

spricht, zeigt die obere Abbildung auf Seite 41.

Dabei entsprechen die Linien des Graphen

den Kanten des Dodekaeders, die Punkte, die

man bei einem Graphen Knotenpunkte nennt
und die hier mit A bis U bezeichnet sind, den

Eckpunkten des Kdrpers.

Eine Rundreise auf dem Dodekaeder anzuge-

ben ist verhaltnisméaRig leicht. Uberlegen wir

auch einmal, ob es moglich ist, eine Rundreise
so einzurichten, daR jede Kante genau einmal
durchlaufen wird!
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Tetraeder (Vierflach)

Wiirfel oder Hexaeder
(Sechsflach)
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Graph des Dodekaeders

Hamilton verédnderte die Aufgabe noch etwas: @

1. Die ersten fiinf Punkte der Reise sollen vor-
gegeben sein. Versuchen wir es einmal mit
K-L-M-N-0, dann mit A—-U-T-S-R!

2. Die ersten drei Punkte sind vorgeschrieben,
und die Wanderung soll nicht zum Ausgangs-
punkt zuriickfiihren, sondern zu einem —
ebenfalls vorgegebenen — Endpunkt. A-B—C
sollen die ersten Punkte sein, und die Wan-

Oktaeder Ikosaeder derung soll bei Q enden oder bei SoderbeiD!
(Achtflach) (Zwanzigflach) Diesen Fall 2. kann man noch durch die For- ®

derung ergénzen, daf} ein vorgeschriebener

Punkt, zum Beispiel M, ausgelassen werden

soll. Es gibt also eine unerschdpfliche Zahl von
Variationen dieses Spiels! Dasselbe kann man
auch mit den anderen regelmifigen Kérpern @
versuchen. Graphen, die zu diesen Koérpern
gehoren, sind ebenfalls hier abgebildet.

Zu den topologischen Problemen gehéren auch

die Irrgdrten oder Labyrinthe. Thren Namen
filhren sie nach einem Bauwerk, dem Laby-
rinth, das nach einer griechischen Sage Dada-
los im Auftrag des Konigs Minos auf Kreta
fiir den Minotaurus — ein menschenmordendes
Ungeheuer, halb Mensch, halb Stier — gebaut
hat. Diesem Minotaurus muf3ten immer wieder
griechische Médchen und Jiinglinge geopfert
werden. Theseus, der Held, wollte das Land
von dieser Geif3el befreien, den Minotaurus er-
schlagen. Er muf3te ihn in seinem Bau aufsu-
chen; das aber war gefdhrlich. Niemals hatte
jemand aus dem Labyrinth wieder heraus-
gefunden. Die Tochter des Konigs Minos,
Ariadne, aber liebte Theseus. Sie gab ihm ein
machtiges Garnknéuel. Den Anfang des Knéuel-
fadens sollte er am Eingang des Labyrinths
befestigen, damit er nach dem Sieg iiber den
Minotaurus auch wieder aus dem verwinkel-
ten Geméuer herausfinde. Das gelang auch
dank der List der Konigstochter.
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Im Barock wurde es Mode, aus kunstvoll ver-
schnittenen Hecken Labyrinthe anzulegen; ein
kleiner Irrgarten dieser Art befindet sich im
Park des Schlosses Pillnitz bei Dresden. Aller-
dings sind die Hecken hier so regelmé&Rig an-
gelegt, da man sich kaum verlaufen kann.
Anders ist es dagegen bei dem Labyrinth im
Garten von Hampton Court in der Ndhe Lon-
dons, bei dem man vom Eingang E zum InnerenI
und wieder zuriick gelangen soll. Fir das
Wieder-heraus-Finden hilft zwar ein Ariadne-
faden, was macht man aber, wenn man keinen
hat? Am sichersten ist es, wenn man sich immer
an der gleichen Wandseite hélt —gleichgiltig, ob
an der linken oder an der rechten; Hauptsache
ist, da man zwischendurch nicht wechselt,
sondern bei der einmal gewéhlten Seite bleibt.
Allerdings gibt dieses Vorgehen keine Gewé&hr
dafiir, da man auf diese Weise wirklich alle
Teile des Labyrinths betritt, das heif3t,es wére
auch moglich, daf man wieder herauskommt,
ohne das Innere I erreicht zu haben. Aber auch
Theseus mit seinem Ariadnefaden hétte es ja
passieren koénnen, dafl er den Minotaurus nie
zu Gesicht bekommen hatte.

Es gibt auch ein Verfahren, das garantiert zu
allen Teilen des Labyrinths fiihrt. Es verlangt,
dal} man alle Gédnge beim Betreten markiert
und beim abermaligen Passieren derselben Stel-
le die Markierung entsprechend &ndert. Hinzu
kommen Anweisungen, wie man zu gehen hat,
wenn man an einen Punkt gelangt, von dem
verschiedene Wege mit und ohne Markierun-
gen ausgehen, doch wollen wir dieses kompli-
zierte Verfahren nicht weiter betrachten. Aber
versuchen wollen wir doch einmal, in dem
Labyrinth von Hampton Court von E nach
I zu gelangen, indem wir uns immer auf der
rechten Wandseite halten! Bleiben dabei Génge
unbetreten? Versuchen wir es danach auch ein-
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mal mit der linken Wandseite! Falls hier Génge
unbetreten bleiben — sind es dieselben wie beim
Gehen an der rechten Seite?

Hier sind auch noch zwei andere Labyrinthe;
in einem sucht ein Gefangener bei G den Aus-
gang A. Solche Irrgédrten kénnen wir auch
selbst entwerfen. Es ist allerdings ein Unter-
schied, ob man ein Labyrinth von oben be-
trachtet und damit einen Uberblick hat, oder
ob man mitten in einem Labyrinth steht und
versuchen muf, aus diesem Irrgarten heraus-
zufinden. Wenn wir uns in die Lage des Suchen-
den ohne Uberblick versetzen wollen, dann
schneiden wir in einen Papierbogen ein kleines
Loch. Diesen Bogen legen wir so auf das Laby-
rinth, dafl das Loch jeweils nur eine kleine
Umgebung der Stelle freigibt, an der sich der
Suchende gerade befinden soll.




Nun mach aber einen

Punkt!

Von Punkten und Piinktchen —
Linien am Himmel, auf der Erde
und in der Mathematik —

Glatte Flachen auf dem Acker
und an der Wand —

Ein vergrabener Edelstein.
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Peter fahrt mit der U-Bahn zum Alexander-
platz, dem Treffpunkt seiner Klasse fiir den
Wandertag. Er braucht seine Freunde nicht
lange zu suchen, die roten Punkte auf Karins
Kleid leuchten ihm entgegen. Er hat noch nicht
alle begriift, da fragt Klaus ihn: ,Hast du ge-
stern im Fernsehen das Punktspiel zwischen
FC Vorwérts und Wismut Aue gesehen?”

Inzwischen sind alle Schiiler versammelt, und
Punkt 8.00Uhr beginnt der Ausflug mit einer
S-Bahn-Fahrt. Ziel ist das Rote Luch in der Nahe
von Miincheberg: Dort soll die Stelle aufge-
sucht werden, die fiir alle Héhenangaben von
Bergen und Orten in der DDR den festgeleg-
ten Ausgangspunkt, den Nullpunkt, darstellt.
Fiinfmal haben wir jetzt das Wort ,Punkt” be-
nutzt, aber jedes Mal hatte es eine andere Be-
deutung: Der Nullpunkt ist eine Stelle auf einer
kleinen Kugel; die Punkte, mit denen wir ein
FuRballspiel bewerten, sind Zahlen, und der
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Treffpunkt ist eine Flache, genau wie die Punk-
te auf Karins Kleid.

Auch in der Schule, speziell im Geometrie-
unterricht, sprechen wir von Punkten:
~Bestimme den Abstand des Punktes P von der
Geraden g!” Wenn man das aufzeichnet, dann
markiert man den Punkt P durch einen win-
zigen Kreis, ein kleines Kreuzchen, oder man
tippt mit dem Bleistift nur einmal auf das Pa-
pier. Und sei sie auch noch so klein, diese Mar-
kierung, unter dem Mikroskop sieht sie aus
wie ein Graphitgebirge.

Was man auch zeichnet und auch womit, stets
sind es nur Markierungen fiir Punkte! Denn
die Punkte der Mathematik haben keine Aus-
dehnung. Sie existieren daher nur in Gedan-
ken, auch wenn man dabei an winzig kleine
Piinktchen denkt. Und auch fiir diese kleinen
Dingerchen gilt nicht, was man von mathema-
tischen Punkten fordert — da man durch zwei



von ihnen nur eine einzige gerade Linie zeich-
nen kann. Wenn der Bleistift spitz genug ist,
gelingt es uns sicher, mehrere Bleistiftstriche
durch zwei derartige Punkt-Markierungen zu
zeichnen, die immer noch voneinander zu un-
terscheiden sind.

Nun héitten wir bei unserem Erzahlen iiber die
Punkte aber beinahe die wandernde Klasse aus
den Augen verloren. Sieistinzwischen schon aus
der S-Bahn gestiegen und hat den FuBweg an-
getreten. Rainer verfolgt ihn sténdig auf seiner
Karte, wo der Weg als Linie gekennzeichnet
ist, die von Herzfelde nach Miincheberg fiihrt,
und als Fernverkehrsstrae 1 bezeichnet wird.
Plétzlich zeigt Peter zum blauen Himmel, wo
wie aus dem Nichts eine weile Linie ent-
steht. Erst als alle angestrengt nach oben schau-
en, entdecken sie als winzigen silbernen Punkt
das Flugzeug, das diese weifle Linie, den Kon-
densstreifen, erzeugt. Als Wolfgang vorhin beim

Laufen einen Stock hinter sich herzog, ent-
stand eine Linie im Sand; und wenn nachher,
bei einer Wanderpause, Volkerball gespielt
werden soll, dann wird einer der Spieler mit
dem Absatz in &hnlicher Weise die Begren-
zungslinien eines Spielfeldes entstehen lassen.
Wenn wir mit dem Bleistift auf einem Papier-
bogen eine Strecke zeichnen, passiert genau
dasselbe: Die Bleistiftspitze 148t hinter sich
einen Strich entstehen; er ist zwar etwas diin-
ner, wohl auch etwas gerader, aber unter einem
Mikroskop betrachtet sieht er nicht anders aus
als die Kreidelinien, die ein Fufballfeld ab-
grenzen oder eine Aschenbahn einteilen. Alle
diese Linien, ob krumm oder gerade, haben
eine gewisse Breite: Die Linie auf der Landkarte
ist etwa }mm breit, die auf dem Fuf3ballfeld
etwa 5cm, und noch viel breiter ist der Kon-
densstreifen — ja, er verbreitert sich sogar im-
mer mehr und 16st sich schlieBlich auf.

45



46

Keine Breite dagegen hat die Linie des Mathe-
matikers, und daher 148t sie sich ebensowenig -
zeichnen wie ein mathematischer Punkt. Auch
sie kann nur angedeutet, markiert werden
durch Striche, Faden, Draht oder etwas Ahn-
liches. Wohl aber kénnen wir uns eine solche
mathematische Linie entstanden denken als
Spur eines sich bewegenden mathematischen
Punktes. Und eine ganz besondere mathemati-
sche Linie ist die Gerade, die nirgends ihre
Richtung &ndert, bei der man niemals an ein
Ende kommt, nach welcher Seite man auch
immer gehen mag.

Inzwischen ist die Klasse weitergewandert.
Auf den Feldern der LPG Lichtenow sehen die
Schiiler Vorbereitungen zur Friihjahrsbestel-
lung. Dazu gehort, neben vielem anderen, daf3
eine glatte Ackerfliche geschaffen wird; sie
entsteht, wenn hintereinandergekoppelte Bal-
ken von einem Traktor quer iiber das Feld ge-
zogen werden. Ein Stiickchen Wegs weiter wird
eine Strafle angelegt: Eine grofe Maschine,
ein Schrapper, schafft mit ihrem Schiirfkiibel
eine glatte Fldche. Und in ganz &hnlicher Weise
geht der Maurer vor, der ein Stallgebdude am
Dorfeingang neu verputzt: Zunéchst wirft er
den Mortel mit der Kelle an die Wand, dann
streicht er ihn mit der Kante eines groRen
Brettes glatt, und schlieBlich reibt er mit einem
kleineren Brett nach, um die Fléche noch glat-
ter zu machen.

In all diesen und dhnlichen Féllen entsteht eine
Flache durch das Bewegen einer Linie; bei den
drei geschilderten Beispielen entstand sogar
eine ebene Flache, und zwar deshalb, weil eine
gerade Linie immer in gleicher Richtung be-
wegt wurde. Beim Bewegen gekriimmter Linien
oder bei einer Anderung der Bewegungsrich-
tung kann man auch gebogene, gewolbte Fla-
chen erhalten.



Uberlegen wir einmal:

1. Bei Gymnastikiibungen lassen wir die Arme
kreisen, vorwarts oder riickwérts. Was fiir
eine Flache beschreiben dabei die Arme?

2. Bei welcher Bewegung einer geraden Linie
wird keine Fliache erzeugt? Kann man auch
eine Kreislinie so bewegen, da keine Fli-
che entsteht?

Was verlangt man in der Mathematik von einer
Flache? Dal sie keinerlei Dicke hat. Deshalb
ist ein Blatt Papier, und mag es noch so diinn
sein, keine Flédche; allenfalls ist das, worauf
geschrieben wird, eine Flache. Und von einer
ebenen Flédche verlangen wir dann noch zusétz-
lich, daR sie nirgends kleine Huckel oder Beu-
len hat, und wenn sie nach allen Richtungen un-
begrenzt ist, sprechen wir von einer Ebene.

Und was passiert, wenn eine Fldche bewegt

wird, etwa wenn man eine Buchseite umblét-

tert? Dann durchwandert diese ein Stiick des

Raumes, der uns umgibt, man sagt auch, sie

erzeugt einen Korper. Natiirlich haben auch

diese Korper ganz verschiedenes Aussehen, je
nachdem, was fiir eine Flache bewegt wird
und wie sie bewegt wird. Probieren wir das,
indem wir einen Buchdeckel oder ein Zeichen-
dreieck um eine der Seiten drehen. Was gibt
das fiir Kérper? Wie kann man iiberhaupt eine

Flache bewegen, ohne daR ein Korper entsteht?

Was ist, wenn man beispielsweise ein Zeichen-

dreieck um einen Bleistift wirbelt?

Von einem mathematischen Korper verlangen

wir, daB er von mathematischen Fldchen be-

grenzt wird. Und den Raum schlechthin wol-
len wir uns wieder unbegrenzt vorstellen.

Unsere Klasse ist inzwischen auf der Land-

straBe Herzfelde-Miincheberg bis zum Kilo-

meterstein 40,7 gekommen und biegt den Wald-
weg nach links ein. Nach kurzer Zeit stehen
alle auf einer ringférmigen Talsohle und ver-

W
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Tonnenférmiger Hohenbolzen
(ei iert in die Fund

Gobhiude)

élterer )

Da die NN-H&hen nicht direkt meRbar sind, wird iiber das
ganze Land ein Hohennetz gelegt. Es besteht aus gut
vermarkten Héhenfestpunkten, meist als Hohenbolzen

sammeln sich um ihren Lehrer: ,Hier in der
Erde vergraben stehen fiinf Pfeiler auf schwe-
ren Granitplatten, und auf jedem Pfeiler liegt
eine Kugel; alle fiinf Kugeln bestehen aus dem
Halbedelstein Achat. Der obere Punkt einer
jeden Kugel ist als das vom Amsterdamer Pegel
abgeleitete Null-Niveau fiir die amtlichen Kar-
tenwerke der DDR festgelegt worden. Fir
Holland ist der Nullpunkt des Amsterdamer
Pegels, also eines MeRgerétes fiir Wasser-
stinde, maRgebend. Dieser Punkt ist als Nor-
malnull (NN) auch auRerhalb Hollands von Be-
deutung. Wenn wir also lesen, daR die Hohe
des Fichtelberges 1214 m iiber NN betragt, so
heiRt das: Der hochste Punkt des Fichtelberges
liegt 1214 m héher als der Nullpunkt des Am-
sterdamer Pegels beziehungsweise 1177 m
iiber dem Null-Niveau. Eine dhnliche Rolle wie
Normalnull spielt der Nullpunkt des Kron-
stadter Pegels, der gegeniiber dem Amster-
damer 16 cm hoher liegt. Er gilt nicht nur fiir

die Sowjetunion als Bezugspunkt, sondern
neuerdings auch fiir die DDR und wird hier als
Hoéhennormal (HN) bezeichnet.

Die Jungen und Médchen staunen. Sie staunen
nicht {iber die etwa kastaniengrofen Achat-
kugeln; die konnen sie gar nicht sehen, weil
sie unterhalb der Erdoberfliche liegen. Als sie
aber horen, daB bei solchen Messungen Ge-
nauigkeiten von 0,3 bis 0,5 mm pro Kilometer
erreicht werden, staunen sie iiber die Prazi-
sion, mit der solche H6henmessungen durch-
gefiihrt werden.

Besti Héh hied ier Punkte A
und B (Abstand nicht gréRer als 100 m)

D = h,— h. Ist die NN-Hbhe des Punktes A bekannt (H,),
so iRt sich die NN-Héhe (Hz) des Punktes B berechnen
Hg = Hy +D

Der GrundriR soll zeigen, daR das Nivellierinstrument nicht
uber der Verbindungsstrecke von A und B zu stehen braucht.
Es soll aber von diesen beiden Punkten ungefiihr gleichen
Abstand haben, amb

ha

hy

—~——
~—
-
—~
-
-
-
-
S~
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Breite— Hohe— Tiefe—
gibt’s noch mehr?

O

Die Schildbiirger suchen ihre Glocke —
Jedem Fleckchen seine Nummer(n) —
Schachspiel ohne Schachbrett —
Aller guten Dinge sind drei —
Diebstédhle aus dem verschlossenen Tresor.
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Die Einwohner von Schilda, die bekannten
Schildbiirger, hatten grof3e Sorge, wie sie wohl
die Glocke ihrer Kirche vor den herannahen-
den, plindernden Landsknechtshaufen in Si-
cherheit bringen konnten. Sie beschlossen, die
Glocke im See zu versenken. Und um sie spater
wieder heben zu kénnen, schnitt einer von ih-
nen eine Kerbe in das Boot an der Stelle, an der
sie die Glocke iiber Bord hoben.

Auf eine solche Idee konnten auch nur die
Schildbiirger kommen, denn als sie nach Jah-
ren die Glocke wieder heben wollten, fanden
sie wohl die Kerbe im Boot, aber die Glocke
nicht mehr. Weil wir diesen Fehler der Schild-
biirger nicht wiederholen wollen, iiberlegen
wir, was man tun muf, um eine bestimmte
Stelle genau angeben zu kénnen. Dazu wollen
wir uns zuerst Punkt, Gerade, Ebene und Raum
noch einmal etwas ndher ansehen.

Wenn wir uns nur ldngs einer Geraden bewe-
gen diirfen, dann sind wir in der gleichen Lage
wie eine Lokomotive, die auf einer Strecke ohne
Weichen fihrt. Auf einer Ebene sind wir so be-
weglich wie die kleinen zweisitzigen elektri-
schen Autos (Autoscooter), die man auf dem
Rummelplatz sieht. Sie konnen jeden beliebigen
Punkt ansteuern, nur nach unten konnen sie
nicht, genausowenig wie nach oben. Im Raum
gleichen wir einem Flugzeug: Es kann nicht
nur jede Richtung einschlagen wie die Scooter,
es kann vor allem auch steigen und sinken.
Und bei einem Punkt, da sind wir zum Still-
stand verurteilt.

Die Kilometersteine, die ldngs einer Eisenbahn-
strecke oder einer Landstrafle stehen, zdhlen
vom Beginn der Strecke, meist einer groferen
Stadt, an. Dadurch gehért zu jeder Stelle der
Strecke oder Strafe eine ganz bestimmte Zahl.
Wenn die Verkehrspolizei die Meldung erhilt,
daR auf der Autobahn bei Kilometer 43,5 ein
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Unfall geschehen ist, dann weil3 sie genau, wo
Einsatz- und Rettungswagen hinfahren miis-
sen. Genauso kénnen wir auf jeder Linie, ins-
besondere also auch auf jeder Geraden, durch
eine einzige Zahl jeden Punkt festlegen. Wenn
die Linie, wie die Gerade, keinen Anfangspunkt
hat, nimmt man einfach irgendeinen Punkt als
Anfang (man sagt zu diesem Punkt besser ,Ur-
sprung”) und legt von ihm aus nach beiden
Seiten die Zahlen fest.

Freilich braucht man dazu dann positive und
negative Zahlen. An den Zahlen, die zu zwei
verschiedenen Punkten gehéren, erkennt man
auch gleich, ob die Punkte weit voneinander
entfernt liegen oder nicht. Nehmen wir an,
ein Einsatzwagen der Volkspolizei befindet
sich bei Kilometer 34,5, ein anderer bei Kilo-
meter 79 — welchen wird man wohl zum Unfall-
ort bei Kilometer 43,5 senden? Und weil fiir
jeden Punkt eine einzige Zahlenangabe aus-




Eine Schar von Parallelen reicht

nicht aus, um auf ihnen allein von

einem beliebigen Punktder Ebene
zu jedem anderen Punkt dieser
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reicht, sagt man auch: Eine Linie hat die Di-
mension 1, sie ist eindimensional. ]

Wie muf8 man es nun bei einer Fliche anstel-
len, um einen beliebigen Punkt so kennzeich-
nen zu konnen, da® man ihn jederzeit wieder-
findet? Die Schildbiirger héitten sich zum
Beispiel beim Versenken der Glocke zwei An-
gaben merken miissen: Erstens, in welcher
Richtung vom Bootssteg aus, und zweitens,
wie weit in dieser Richtung sie gefahren sind
bis zu dem Platz, an dem die Glocke versenkt
wurde. Sie héatten sich den Platz aber auch
anders einpragen konnen, ndmlich durch seine
Entfernung von zwei markanten Punkten des
Seeufers, etwa dem Bootssteg und einem gro-
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