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Erlduterungen
zur Arbeit
mit diesem Buch

Dos Randregister auf dem AuBenrand der Seifen dient dem

q und schnellen Aufiinden der Kapitel. Auf dem
Vorsa’z finden Sie hierzu eine Ubersicht iiber die einzelnen
Kapitel.

Der Lehrteil gliedert sich in die Kapitel A bis D,
der Aufgabenteil in die Kapitel a bis d. Dabei enthdit zum

7 Beispiel das Kapitel b die Aufgaben fiir das Kapitel B
im Lehrteil.
Jedes Kapitel ist durch Zwischeniberschrifien und durch eine
fortlaufende Numerierung mit schwarzen halbfetten Ziffern
in Lerneinheiten untergliedert.
Innerhalb der Lerneinheiten werden die Beispiele, Ubungen
Sétze und Definitionen durch folgende Marken gekenn-
zeichnet:
B Beispiele,
@ Ubungen,
P Definitionen und Sdtze.
Durch die Ziffern in den Marken werden auch die Ubungen,
Beispiele und Sdtze numeriert. Samfliche Numerierungen
werden jeweils durch ein Kapitel fortlaufend gefiihrt.
Zu Beginn eines jeden Kapitels beginnen dann alle
Numerierungen von nevem. Hinweise auf Lerneinheiten,
Beispiele usw. werden im laufenden Text mit dem Buchstaben
des beireffenden Kapitels angegeben.
Zum Beispiel:’
Lerneinheit C11 ist die Lerneinheit 11 des Kapitels C.
Beispiel D 5 ist das Beispiel 5 im Kapitel D.
Ubung A 13 ist die Ubung 13 im Kapitel A.
Im Aufgabenteil wurden mit kursiver Numerierung zusdtzliche
Aufgaben gekennzeichnet, die sich auf manchen Seiten des
Aufgabenteils befinden. Bei diesen Aufgaben ist der
Schwierigkeitsgrad im allgemeinen hdher als bei den
normalen, halbfett numerierten Aufgaben.
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A. Vektorrechnung und analytische
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Wiederholung aus Klasse 11 und Vertiefung

Linearkombinationen von Vektoren (4) - Koordinatensysteme (6) - Parameter-
glewlmng einer Geraden und einer Ebene im Raum (9) Lagebeziehungen zwischen
zwei Geraden des R (12) - Lagebeziel hen Geraden des Raumes
und Koordinatenebenen (15)

Das Skalarprodukt
Definition (17) - Eigenschaften des Skalarproduktes (20) - Einfache A d
des Skalarproduktes (22) - Koordinatendarstellung (23)

Anwendungen des Skalarproduktes (analytische G ie, physikalische Probleme)
Schnittwinkel zweier Geraden (24) + Kugel und Kreis (28) Lageverhaltmsse von
Kreis und Gerade (31) - Weitere Anwendungen (34)

Das Vektorprodukt
Definition (38) - Eigenschaften (41) - Anwend 43)

o C. de B htungen zum axi ischen ‘Aufbau der Vektorrechnung

Flugmeldecinrichtungen bilden einen wesentlichen Bestandteil der Ausriistung unserer
Luftverteidigung. Aber auch im zivilen Bereich haben solche Apparate zur Ortung und Lei-
tung von Flugzeugen groBe Bedeutung. Das Bild zeigt einen Angehorigen der Nationalen
Volksarmee an einem Ortungsgerit.




Wiederholung aus Klasse 11 und Vertiefung

1 Linearkombinationen von Vektoren

Zur Wiederholung beschiiftigen wir uns zunichst mit einigen wichtigen DEFI-

NITIONEN:

b Eine umkehrbar emdeuuge Ahblldung elner Ebene auf sich, bei der alle durch Original- und
Bildpunkt besti: g parallelgleich sind, heiBt Verschiebung dieser
Ebene.

Mit anderen Worten:

Eine Verschiebung einer Ebene ist eine Menge geordneter Punktepaare [Original-
punkt; Bildpunkt]. Jedes dieser Punktepaare bestimmt eine gerichtete Strecke,
wobei alle durch Original- und Bildpunkt bestimmten gerichteten Strecken par-
allelgleich sind. Zu der Menge miissen alle Punktepaare [Originalpunkt; Bild-
punkt] der Ebene gehéren, fiir die die durch Ongma]punkt und Bildpunkt be-
stimmten gerichteten Strecken parallelgleich zu einer durch ein beliebiges ande-
res Punktepaar der Menge bestimmten gerichteten Strecke sind.

Jedes dieser Punktepaare nennt man einen Reprisentanten der Verschiebung.
Wir bezeichnen die gerichtete Strecke von 4 nach B mit AB, wobei die Reihen-
folge der Buchstaben zu beachten ist. Mit AB (aber auch BA) bezeichnet man
auBlerdem die nichtgerichtete Strecke, die durch 4 und B bestimmt ist. Fiir
Winkel und orientierte Winkel wurden im Gegensatz dazu in Klasse 11 unter-
schiedliche Zeichen eingefiihrt, z. B. < (h; k) und < (h; k). Zur eindeutigen Fest-
legung des orientierten Winkels < (h; k) haben wir noch — 7 < & (h; k) <=
gefordert.

Zur Wiederholung wird auch die Definition des Vek! angefiihrt:

b DEFINITION: Eine Menge, fiir deren Elemente eine Addition und eine Multiplikation mit
reellen Zahlen so definiert ist, da8 fiir beliebige Elemente a, b und ; der Menge und beliebige
reelle Zahlen A und ; die Gesetze
@) a+b=5+a,

@) (a+b)+c=a+((b+c),
(3°) zu je zwei Elementen a und b der Menge existiert genan ein Element 1 dieser Menge so,
daB a + r = b ist,
(4) la=aq,
(5°) (A + p) a = Za + pa,
(6°) A(a + b) = Aa + b,
(7)) Mua) = (Au) a
gelten, heifit Vektorraum und ihre Elemente Vektoren.
@ Welche Operationen wurden fiir Verschiebungen eingefiihrt ?

Wie wurden diese Operationen definiert ? Geben Sie Auskunft iiber die Richtung der’
Jjeweils resultierenden Verschiebung!

Wir gehen jetzt vom Vektorraum der Verschiebungen des R aus und be-
zeichnen
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1. die Verschiebungen des Raumes als Vektoren des Raumes,

2. die identische Abbildung des Raumes auf sich als Nullvektor.

Fiir die Vektoren des Raumes kann genauso wie fiir die Vektoren einer Ebene
der Begriff Linearkombination definiert werden.

DEFINITION: Jeder Vektor b, der sich in der Gestalt

b= Ao, + Agag + = + Anan Ay Ags vvey An reelle Zahlen,

schreiben liBt, heiBt Linearkombination der Vektoren.
Die reellen Zahlen 1,, A, ..., A, heiBen die Koeffizi der Linearkombi

Ist von zwei zueinander parallelen Vektoren a und b stets einer eine Linearkombina-
tion des anderen ?

Wiederholen Sie den fiir Vektoren einer Ebene geltenden Satz iiber die Zerlegbarkeit
eines Vektors nach zwei nicht zueinander parallelen Vektoren!

Wir betrachten nun zwei beliebige, nicht zueinander parallele Vektoren a, und a,.
Nach Wahl eines beliebigen Punktes A sind durch a, und a, zwei Punkte B und C

mit a; = AB und a, = AC und damit eine diese drei Punkte enthaltende Ebene
« eindeutig bestimmt. In Analogie zu den in Klasse 11 fiir die Vektoren einer
Ebene vorgenommenen Uberlegungen kénnen wir feststellen, daB fiir jeden

=
Punkt D der Ebene « der Vektor b = 4D auf eindeutige Weise als Linearkombi-
nation von q; und q, dargestellt werden kann (im Bild A 1 ist b = a; + 0,5 a,).
Umgekehrt ist fiir jede Linearkom- ’

bination ¢ = A;a, + 4,04, 4; und %, be- F

liebige reelle Zahlen, mit ¢ = AE der
Punkt E ein eindeutig bestimmter
Punkt von x. Daraus folgt bereits, dafl

jeder Vektor d = A?, fiir den F' nicht
ina liegt, nicht als Linearkombination
von a, und q, darstellbar ist. Es gilt
demnach der

SATZ: Im Raum gibt es zu zwei nicht zu-
einander parallelen Vektoren a, und a, stets
einen von o verschiedenen Vektor ag, der
keine Linearkombination von a, und a, ist.

Dagegen laBt sich analog zum Fall der
Vektoren einer Ebene zeigen:

SATZ: Sind a,, a, und qa, drei Vektoren, von
denen keiner eine Linearkombination der
beiden anderen ist, dann kann jeder Vek-
tor b auf eindeutige Weise als Linearkom-
bination

b = Aya; + Aga, + Agay
von a,, a, und a, dargestellt werden.




©)

Das Bild A 2 veranschaulicht drei Vektoren a;, a, und a3, von denen keiner eine
Linearkombination der beiden anderen ist, einen Vektor b und die entsprechenden
Vektoren

— — —
(1) Aay = AG, Jya; = AH, A3a0; = AF.
Aus (1) folgt wieder
IAGI
| ay

=

wobei gilt '
— —

> 0(y < 0) fiir 4G 110, (A€ 14 qy),
— —

Iy > 0 (% < 0) fiir AH 11 ap (AH 14 q),
= =5

Jo> 0(y < 0) fiix AF t1ay(AF 14 a).

Wie lautet die Zerlegung des Nullvektors nach drei Vektoren ay, a,, ag, von denen
keiner eine Linearkombination der beiden iibrigen ist ?

Fiir Vektoren einer Ebene hatten wir definiert:

DEFINITION: Vektoren a,, ay, ..., a, heilen linear unabhdngig, wenn die Gle-iclmng
Aoy +Agay 4+ +Anap =0
nur fiir
== =1ln=0gi
Sind Vektoren nicht linear unabhiingig, dann heilen sie linear abhdngig.

Wir iibernehmen diese Definition wortlich fiir Vektoren des Raumes und kénnen
aus dem bisher Gesagten folgern, daB es im Raum Paare und Tripel linear unab-
hiingiger Vektoren gibt, daB aber je vier Vektoren stets linear abhingig sind.

DEFINITION: Jedes Tripel linear lnublnnglger Vektoren a,, a, und a; nennt man eine
Basis des Vek der Vek des und bezeichnet sie mit [a,, a,, ag).

Ist b = A0, + 450, + 4404 50 heiBen die Zahlen 4,, A, und 4; die Koordinaten und die Vek-
toren 4,a;, A0, und Ayq, die Komponenten des Vektors b beziiglich der Basis [a,, ag ay).

Fiir die Angabe der Koordinaten eines Vektors b beziiglich einer Basis {a;, a,, ay)
verwendet man die Kurzschreibweise b (4,3 253 43).

Wie kinnen die Koordinaten der Summe ( Differenz) zweier Vektoren durch die Koor-
dinaten dieser Vektoren ausgedriickt werden ?

Wie grop sind die Koordinaten des Produktes eines Vektors a mit einer reellen Zahl 2,
wenn die Koordinaten von a bekannt sind ?

Aufgaben a l'bin 4
2 Koordinatensysteme
Wie im Falle der Ebene konnen wir durch die Wahl eines Punktes O und einer

Basis {a;, a,, 05} ein Koordinatensystem {0; a,, ay, a5} des Raumes festlegen. Fiir
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jeden Punkt P des Raumes nennt man die Koordinaten 1, 4,, ; des Vektors
0P = 240y + 905 + Zgaq beziiglich der Basis {a;, a,, ag} seine Koordinaten beziig-
lich des Koordinatensystems {0; a;, a,, ag) und schreibt sie kurz in der Gestalt
P (13 293 73) auf. Den Punkt O nennt man wieder den Koordinatenursprung

und OP den Ortsvektor des Punktes P.

Ist die Zuordnung zwischen den Tripeln reeller Zahlen und a) den Vektoren des
Raumes, b) den Punkten des Raumes umkehrbar eindeutig ?

Auch fiir zwei Vektoren a und b des Raumes versteht man unter dem Winkel

zwischen ihnen [in Zeichen < (a, b)] den Winkel, den fiir a = — ABund b = AC
die Strecken AB und AC im Punkte A miteinander bilden. Man bezeichnet alle
Koordinatensysteme, in denen die Basisvektoren {qa;, a,, a3} nicht paarweise rechte
Winkel miteinander bilden, als schiefwinklige (Bild A 3a). Stehen die Vektoren
a,, 0y, az paarweise senkrecht aufeinander, dann heiit {q,, ay, ag} eine onhogonale
Basis und jedes dieser Basis entsprechende Koordinatensystem {0; ay, a,, ag} ein

orthogonales oder rechtwinkliges K y (Blld A 3c). Gilt fiir die
Vektoren a,, ay ag einer Basis {a;, ay ag) oder eines Koordinatensystems
{03 ay, ag, a3} die Beziehung | a, | = |ay| = | ag| = 1. d. h., sind sie sogenannte

Einheitsvektoren, dann heiBt die Basis bzw. das Koordinatensystem normiert
(Bild A 3b). Insbesondere nennt man normierte orthogonale Basen und Koordi-
natensysteme orthonormiert oder, wie im Falle der Ebene, kartesisch (Bild A 3 d).
In der Praxis finden meist kart he Koordinatensysteme Verwendung. Man
bezeichnet in ihnen die Basisvektoren a;, ay, ag entsprechend mit i, j, £ und die
Koordinaten 7,, 15, 3 von Vektoren und Punkten mit x, y, z, schreibt also

(_)7’)=xi+yj+zf bzw. =uxi 4 yj + st.

Zur Berechnung der Koordinaten x, y und z eines Punktes P beziiglich eines kar-
tesischen Koordinatensystems {0 i, j, £} denkt man sich,



1) daB man die durch den Punkt O und die Punkte E,, E, mit { = O_)EI, j= 6E;

bestimmte Ebene von der Seite aus sieht, wo der Punkt E; mit f = OI_Z; liegt,
und orientiert sie positiv,

2) daB die Benennung der Vektoren i und j von vornherein so erfolgte, da in der
orientierten Ebene OF,E, die Beziehung & (i, j) = + 90° gilt (Bild A 4a).

Natiirlich kénnen die Koordinaten x, y und z eines Punktes P beziiglich (0; i, j, £} auch bei

einer and itigen Lage der Vek i, j und £ berechnet werden (Bilder A 4b, c).
Die entsprechenden Fnrmeln fiir x, y und z unterscheiden sich von denen, die wir fiir die
oben gewihl itige Lage von i, j und F erhalten, nur durch Vorzeichen. Bei

der von uns gewshlten gegensemgen Lage von i, j und f konnen diese Vektoren entspre-
chend durch Daumen, Zeigefinger und Mittelfinger der rechten Hand veranschaulicht wer-
den, weshalb man ein solches Koordi ystem auch ein Rect nennt.

Lo

A4 £

Wir bezeichnen nun den orientierten Winkel < (i, xi + yj), also den Winkel
zwischen den Vektoren i und xi + yi, den wir genauso wie im Falle der Ebene
mit einem Vorzeichen versehen, mit «. Fiir den Winkel < (E, b_ﬁ) bzw. den
Winkel <f (£, r) wollen wir § schreiben. Dann lassen sich die Koordinaten x, y und z
eines Punktes P(x;y;z) bzw. die eines Vektors r = xi + yj + zf durch &, # und
|6?| bzw. | r | ausdriicken und umgekehrt (Bild A 5).
Wir erhalten wegen

x=|xi +yj| cosa
y=|xi+yj| sinx
|xi+yi|=|0P|~sinﬂ
A5 g
x=|(;’)|ainﬂma % x=|r|sinfcoscx
) y=|67’)l|inﬂlina bzw. (3) y=|r|sinBsina
z=|6?[eosﬂ z=|1|cosf

Eine weitere wichtige Beziehung erhalten wir durch Ubertragen des Satzes des

Pythagoras auf den Raum. Die Komponenten xi, yj und zf des Ortsvektors 0P
eines jeden Punktes P stehen paarweise senkrecht aufeinander. Nach (2) gilt
fiir die Koordinaten

x% = | ('77")|z sin? f cos®x, y? = l 613" sin?« sin? f und
=iy
z’:lOP' cos?f.
und fiir die Summe der Quadrate dieser Koordinaten

x4y 422 = | 0P iz [sin2 B (cos®x + sin®x) + cos? f] .



Da sin?x + cos?x = 1, erhalten wir

@) x=+y=+z2=|6?|’ bzw. x4y 4 z2=||?

Wir wenden diese Beziehung an, um den Abstand zweier Punkte zu berechnen.
Es soll der Abstand zweier Punkte P, (x,; y;; %) und P, (x,; ¥, %) voneinander
berechnet werden.

Der Vektor EIS;, dessen Betrag gleich dem Abstand dieser Punkte ist, hat die

Koordinaten }711_’; (xp — %13 Y2 — Y13 % — %)- Wir berechnen seinen Betrag nach
(4) und finden somit fiir den Abstand der Punkte P; und P, die Formel

|P1—P;l =/(xe—x)* + (12— 3)* + (22— 2)*

Aufgaben a 5 bis 9

3 Parametergleichung einer Geraden und einer Ebene
im Raum

Wie lautet die Parametergleichung einer Geraden g einer Ebene, die durch den
Punkt P, dieser Ebene geht und den Richtungsvektor a hat ? Wie wurde diese Glei-
chung gefunden ?

Es soll eine Parametergleichung fiir eine Gerade g im Raum aufgestellt werden.
Dabei soll die Gerade durch einen ihrer Punkte Pjund einen Vektor a == o, dessen
Repriisentant [ Py; P,] eine auf g liegende gerichtete Strecke bestimmt (Bild A 6),
vorgegeben sein. Wir gehen wie in der Ebene vor, indem wir mit Hilfe eines Para-
meters ¢, der wieder alle reellen Zahlen zwischen — oo und + oo durchlauft, die
Menge aller Punkte dieser Geraden g erfassen:

®)

Dabei heiBit a der Richtungsvektor von g.
Ist die Gerade durch zwei ihrer Punkte P, und P, gegeben, so kann fiir a wieder
der Vektor r, — r, genommen und fiir (5) die Gleichung

geschrieben werden (Bild A 7).




Auf analoge Weise wie fiir die Geraden des Raumes lassen sich auch fiir die Ebenen des
leich fstellen. Jede Ebene « ist durch drei ihrer Punkte Py, 4
und B, dle nicht auf derselben Geraden llegen, emdeuug bestimmt. Diese drei Punkte von

bestimmen ihrerseits drei Vektoren P.,A, P‘,B und AB des Raumes, von denen je zwei nicht
parallel zueinander und damit linear unabhiingig sind, wiihrend der dritte stets eine Linear-

— - ——
kombination der beiden anderen ist; denn es gilt Pj4 + 4B = P,B. Wir betrachten des-

—_— —>
halb nur zwei dieser Vektoren, z. B. Pi4 und P,B, und erinnern uns an das in Lerneinheit
A 1 erzielte Ergebnis, daf

—
fiir jeden Punkt P vonx der Vektor PP auf eindeutige Weise als Linearkombination
von PoA und P,B dargestellt werden kann (Bild A 8)

und daB umgekehrt

— - — .

fiir jede Linearkombination r = 4, Pyd + 4, P,B mit r = PP der Punkt P ein ein-
deutig bestimmter Punkt von « ist.

Aus diesen beiden Sachverhallen konnen wir schlieBen, daB durch die Beziehung

Po = l,PoA + }.ZPOB zwischen den Punktcn P der Ebenea und den Koeffizienten 4,, 4

der Linearkombination der Vektoren P(,A und PoB, —oo L < 400, —00 < A< + 00,
eine Zuordnung besteht, die umkehrbar eindeutig ist.
Geben wir also im Raum ein Koordinatensystem (0 i, j, £} vor und bezeichnen die Vektoren

= — . A
Py4 und P;B mit a bzw. b sowie den Ortsvektor von P, mit ry und den Ortsvektor eines
beliebigen Punktes P vonx mit r, dann ist

(©) r=go+Aa+Abmit —co< < +00 —c0L A< o0

eine Gleichung der Ebene o (Bild A 9).

Die Vektoren a und b nennt man ein Paar von Richtungsvektoren der Ebene «, die Koeffi-
zienten Ay, 4, die Parameter der Ebene « beziiglich a und b und (7) eine Parametergleichung
der Ebene x. Wir bezeichnen gewéhnlich die Parameter 4, und Z, von x mit u und v
schreiben also fiir (7)

Wie in der analytischen Geometrie der Ebene kann man auch im Raum jede durch
einen Punkt P;und einen Richtungsvektor a gegebene Gerade g als orientiert (mit
einem Durchlaufssinn versehen) ansehen. Hierzu kann man z. B. festlegen, daBl
stets der dem Parameterwert ¢ entsprechende Punkt vor jedem Punkt mit einem
groBeren und nach jedem Punkt mit einem kleineren Parameterwert als ¢ liegen
soll. Orientierte Geraden bezeichnet man auch als Achsen.
Durch die Angabe eines Koordinatensystems {0: i, i, £} sind die drei sogenannten
Koordinatenachsen des Raumes festgelegt: die x-Achse durch O und den Rich-
tungsvektor i, die anderen beiden Achsen entsprechend. "
AufBlerdem werden durch das Koordinatensystem noch die drei sogenannten
Koordinatenebenen festgelegt : die xy-Ebene durch den Punkt O und die Vektoren
i und j, die anderen beiden Ebenen entsprechend.

Aufgaben a 10 bis 13
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E] Gesucht sei‘eine Gleichung fiir die x-Achse.
Da diese durch den Koordinatenursprung geht und i zum Richtungsvektor hat,
ist r=uxi, —o0o<x< + 09, eine Parametergleichung fiir die x-Achse, wobei
die Abszisse x eines Punktes dieser Geraden gleichzeitig sein Par. erwert ist.
In Koordinatenschreibweise steht fiir

r==xi dasSystem y=0,z2=0,—00<x< +o0.

Es zeigt, dal} jeder Punkt P der x-Achse die Koordinaten P(x ;0;0) hat.
Allgemein hat jede Parametergleichung fiir die x-Achse die Gestalt r = 1y + ta,
wobei r, der Ortsvektor eines Punktes dieser Geraden und a ein Vielfaches
von i ist.

E] Gesucht sei eine Gleichung der xy-Ebene.

Da diese Ebene durch O geht und i und j ein Paar von Richtungsvektoren fiir sie
sind, ist r = xi + yj mit — 0o < x < + 00, —00 < y < + ov eine Parameter-
gleichung der xy-Ebene. In Koordinatenschreibweise steht fiir sie die Gleichung
z2=0,—00<x < +00, —00<y< + 00,aus der folgt, daB fiir alle Punkte P
der xy-Ebene die z-Koordinate gleich Null ist.
Allgemein hat jede Parametergleichung fiir die xy-Ebene die Gestalt

r =1, + ua +vb,
wobei 1 = ro (X ¥o3 0) einen Punkt der xy-Ebene bestimmt und a und b zwei
Linearkombinationen von i und i sind, fiir die a 4 b gilt.
Beispielsweise kann 1, =y (131 0), a =i +j und b = i —j sein.
Bemerkung: Fiir die Geraden einer Ebene hatten wir aus der Parametergleichung
I =1, + ta parameterfreie- Gleichungen hergeleitet, z. B. die parameterfreie
Punktrichtungsgleichung, die Achsenabschnittsgleichung u. a. Fiir die Geraden
im Raum lassen sich im allgemeinen keine so einfachen parameterfreien Formen
der Geradengleichung finden wie fiir die Geraden einer Ebene, denn aus dem der
Gleichung r = 1, + ta gleichwertigen System "

x = %y + 6z,
9) y=x+tay,

z =1z +ta;
erhal!en\vir durch Eliminieren von t stets zwei Beziehungen, z. B.

a a: .
y—_vu=r’;(x—xo), 21—z :a—x(x~xo) fiir a; = 0.

In speziellen Fillen lassen sich diese jedoch vereinfachen. Liegt beispielsweise die
Gerade g in der xy-Ebene, dann ist fiir jeden ihrer Punkte z = 0 und damit in (9)
3y = a; = 0. Eliminiert man nun wie in der ebenen analytischen Geometrie aus
den ersten beiden Gleichungen von (9) den Parameter t, dann erhilt man fiir sie
eine Gleichung der uns aus der ebenen Geometrie bekannten Form:

yAyn:—a—y—(x~xn) oder x = x, oderyzmx—i»n.odel'i +1=1‘
& a a b
Die Gerade g hat als Gerade des Raumes entsprechend die Gleichung:
y—yozﬂ(x—xo), z2=0 oder x=2% 3=0
az

oder y=mx-+n, z=0 oder l«{-l:l, z=0.
L a b
Aufgaben a 14 bis 17
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5 Lagebeziehungen zwischen zwei Geraden des Raumes

Unter welcher Bedingung nennt man zwei Geraden des Raumes windschief zuein-
ander ?

In welcher gegenseitigen Lage kinnen sich zwei Geraden des Raumes befinden ?

Gegeben seien zwei Geraden g, und g, des Raumes durch die Parametergleichungen
(10) r=r+ta, a0 (g),

W) F—gp-imato (g). A
Es ist zu untersuchen, welche gegenseitige Lage g, und g, zueinander haben, und
es ist gegebenenfalls der einzige gemeinsame Punkt von g, und g, ihr sogenannter
Schnittpunkt, zu berechnen.

Wie fiir die Geraden einer Ebene muB fiir einen gemeinsamen Punkt S von g,
und g, die Beziehung rs = s erfiillt sein, fiir die wir

schreiben kénnen (dabei sei mit ts der Parameterwert fiir S auf g, und mit 75 der
Parameterwert fiir S auf g, bezeichnet).

Zur Ermittlung der gegenseitigen Lage der Geraden g, und g, untersuchen wir,
welche Beziehungen zwischen den Vektoren ry — 1y, a und a bestehen kénnen, die
in die Gleichung (12b) eingehen:

Fall 1a: Es sei a || a und ry— 1, || a.

Dann existieren reelle Zahlen 2 und , fiir die @ = 2a und r, — I, = pa ist. Setzen
wir in (12b) fiir @ und r, — I, entsprechend Za und pa, dann geht (12b) iiber in die
Gleichung

pa = (tsA—ts)a oder (u—1is2+ts)a=o.
Fiir diese Gleichung ist jedoch wegen 2= 0, (a== o), jedes Zahlenpaar [ts; 7s)
u+ts
A

mit tg = und ts eine beliebige reelle Zahl eine Lésung.

Die Geraden g, und g, haben folglich alle Punkte gemeinsam, sie sind identisch
(Bild A 10 a). ~

Fall 1b: Es seia || a und ry— 1, ¥ a.
Weil dann fiir eine reelle Zahl 1 die Gleichung a = Aa gilt, ist (12b) der Gleichung
fo—fo = Bsd—is)a

dquivalent. Diese Gleichung kann jedoch von keinem Wertepaar [ts; s] erfiillt
werden, da sonst entgegen der Voraussetzung r,— T, || a wire! Es gibt also keinen
Punkt S, der g, und g, gemeinsam ist. Wegen a = la liegen g, und g, jedoch in
einer Ebene, und zwar in der durch den Punkt mit dem Ortsvektor Lo und die
linear unabhingigen Vektoren a und r, — I, bestimmten Ebene mit der Gleichung
(13) r=ro+ua +v(r, —x)-

Fir v = 0 und u = ¢t mit — co <t < + oo ist namlich (13) die Gleichung von g,
und fiir v = — 1 und u = 2T mit — 00 < < + oo die Gleichung von 8 d. h.,
beide Geraden liegen in dieser Ebene. Als Geraden, die in derselben Ebene liegen

und keinen gemeinsamen Punkt haben, sind g; und g, parallel zueinander, ohne
identisch zu sein (Bild A 10b).

12



g und g, liegen in einer gemeinsamen Ebene und ¢ und gy sind

sind identisch sind parallel, Suhneiden einande jef
of® e L . afe (2 57
c k&N %, %Y
linear abhdngig linear unabhdngig

[l ]

7% 7)

Fall 2a: Es sei a ¥ a, und die Vektoren a, @ und ry — I, seien linear abhiingig.
Wegen der linearen Abhingigkeit von a, @ und ry— [, gibt es dann drei reelle
Zahlen 2,, A, und A3 mit 2,% + 4,2 + 23% == 0, fiir die gilt

(14)  Aa + 240 + 45(rp — 5p) = 0.

In dieser Beziehung ist 1; 4 0, da bei 4; = 0 die Gleichung (14) in die Beziehung
Ja + 2pa = o mit ;% + 4,2 + 0 iibergeht, was bedeutet, daB a || a ist, entgegen
der Voraussetzung.

Dividieren wir nun (14) durch 45, dann kénnen wir dafiir schreiben

_ Ay
(15) ry—I = —2a—ta
Wegen der linearen Unabhiingigkeit der Vektoren a und a sind die Koeffizienten

— Zﬁ und A der Linearkombination (14) fiir den Vektor r, — f, eindeutig be-
3 3

stimmt. Ist ndmlich

(16) ro— Ly = Haa + 0

eine andere Linearkombination von a und a fiir r, — ry, dann erhilt man aus den

Gleichungen (15) und (16) durch Subtraktion die Bezichung

75 2
o=(/t,+f)a+(m+i>a,
Jg I

7 =m +l_2=0’ d.h,, es isth=—%und

aus der wegen a ¥ a folgt u, |
= —--;—l , wie behauptet wurde.

Aus der G:i’iltigkeit der Beziehung (15) fiir die gegebenen Vektoren a,d und r,— f,
und der eindeutigen Bestimmtheit der Koeffizienten der Linearkombination folgt
aber, daB (12b) fiir genau ein Wertepaar [ts; Is] erfiillt ist, was bedeutet, daB die
Geraden g, und g, genau einen gemeinsamen Punkt besitzen und somit einander
schneiden (Bild A 10 c).

Die dem Schnittpunkt S von g, und g, entsprechenden Parameterwerte ts und s
berechnet man aus der Gleichung (12b), fiir die in Koordinatenschreibweise das
System

13



Xg—Xo = Esd; —tsaz,
17) .Vn—{’o=fs“y—'sﬂy~
zy — zy = tga, —tga,

geschrieben werden kann.

Fall 2b: Ist a 4. a und sind die Vektoren a, a und r, — r, linear unabhingig, dann
ist die Gleichung (12b) fiir kein Zahlenpaar [ts; Zs] erfiillt. Die Geraden g, und g,
haben folglich keinen Punkt gemeinsam. Dariiber hinaus liegen g, und g, nicht in
derselben Ebene. Ligen sie nimlich in derselben Ebene, dann miiite sie diejenige
sein, die durch den Punkt r; und die Richtungsvektoren a und a von g, und g,
bestimmt wird. Da dieser Ebene mit g, aber auch der Punkt r, angehért, miifite
Iy — Ko als Linearkombination von a und a darstellbar sein, was der Voraussetzung
widerspricht.

Damit ist gezeigt, daBl in diesem letzten Falle g, und g, zwei windschiefe Geraden

sind (Bild A 10 d).

Zwei Geraden g, und g, seien durch die Angabe je eines ihrer Punkte und eines
ihrer Richtungsvektoren gegeben:

g, durch ro(0; 4; 1) und a(0; 0; — 2), g, durch ry(0; — 2:4) und a(0; 1: 0).

Es soll ihre gegenseitige Lage ermittelt werden.

Man erkennt, daB a ¥ aist, d. h., g, und g, sind nicht parallel zueinander. Aus den
Koordinaten des Vektors ry — r, [wir finden fiir ihn (0; 6; — 3)] und den Koordi-

= ; : = =y 3
naten von a und a kénnen wir dann weiter ablesen, dafl r, — 1, = 6a + - aist.

Folglich schneiden g, und g, einander. Die Parameterwerte ts und ig fiir den
Schnittpunkt berechnen wir aus dem Gleichungssystem (17), fiir das in diesem
Falle steht

0—0=—17s-0—15-0, ——-1}—-‘}-—-&-—*—-&-—-&'—4--%—&--
g o] g | |
4+2=0s-1—1t5:0 “+—:IF—;*— __+__L_+____+_
ollax Tt A
1—4=05-0—t5:(—2) T T 1%
3 B T S
oder g =——. [ o
y 2 copediogd g {f
i haulicht di o RV R g
Das Bild A 11 vera tdie geg: ige =44+ AT 20
Lage von g, und g, ! ) P ; H !
Als Probe berechnen wir nach diesen Werten 1 I ', oo 5
und 7s auf zweierlei Weise die Koordinaten ~—1+zA4—+— __f‘_f“f" [+
des Schnittpunktes A 11

Is=1F +tsa, Is=T0, +isa
und finden rs (05 4; 4) = s (05 4; 4).

Aufgaben a 18 bis 21
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7 Lagebeziehungen zwischen Geraden des Raumes und
Koordinatenebenen

Gegeben sei eine Gerade g durch eine Parametergleichung r =y + ta. Zu er-
mitteln ist die gegenseitige Lage dieser Geraden und der Koordinatenebenen.
Wir untersuchen zunichst die gegenseitige Lage von g und der xy-Ebene. Gehen
wir von der Gleichung r = xi + yj der xy-Ebene aus, dann miissen die gemein-
samen Punkte von g und der xy-Ebene der Gleichung

xi +yj =1+ ta
geniigen. Wir schreiben diese Gleichung in Koordinatenschreibweise
(18) x =x) + taz, y =y, + tay, 0 =3z + ta,
und untersuchen, unter welchen Bedingungen sie Losungen [x; y; t] besitat.
a) Fiir a, = 0 und z, == 0 ist (18) nicht lgsbar, da die letzte Gleichung von (18)
fiir kein t und damit (18) fiir kein Zahlentripel [x; y; ] erfilllt ist. Es gibt also
keinen Punkt auf g, der gleichzeitig Punkt der xy-Ebene ist. In diesem Falle ist

folglich g parallel zur xv-Ebene (Bild A 12 a).
&
W
7

Al2

b) Fiir a; = 0 und z, = 0 ist nach (18) jeder Punkt von g ein Punkt der xy-Ebene,
da jedem ¢ nach (18) und (18,) ein Wertepaar [x; y] entspricht. Die Gerade g liegt
also in der xy-Ebene (Bild A 12 b).
¢) Fiir a, = 0 hat (18) eine eindeutig bestimmte Losung [x;y; 1]

% az

t=——, X =X %
a; 2 a;

ay
1Y =Yo— %~
2

in der t der Parameterwert des Schnittpunktes von g mit der xy-Ebene als Punkt
von g ist und x, y die Parameterwerte dieses Punktes als Punkt der xy-Ebene sind
(Bild A 12 ¢).

Gemeinsame Punkte von g und der xy- bzw. yz-Ebene ermittelt man analog.

Zu ermitteln sci die gegenseitige Lage der Geraden r = r, 4 ta mit ro(—4; 2; 1),
a(1; 15 0) und der Koordinatenebenen.
a) Gemeinsame Punkte von g und der xy-Ebene geniigen der Gleichung

xi+yj=r +ta
bzw. dem System (7 Gleichung 18)

x=—4+1t
y=2+41t
0=1+1¢-0

Da es kein Zahlentripel gibt, das alle drei Gleichungen erfiillt, hat g mit der
xy-Ebene keinen Punkt gemeinsam. Die Gerade g ist parallel zu dieser Ebene.
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b) Gemeinsame Punkte von g und der xz-Ebene geniigen der Gleichung
xi + 2t =1y + ta
bzw. dem System

x=—4+1

0=2+1t

z2=1+41-0
Der Punkt mit dem Parameterwert t = —2 hegt in der xz-Ebene und hat
dort die Koordinaten x = — 6, z = 1.

¢) Den Spurpunkt von g auf der yz-Ebene, d. h. den Schmttpunkt der Geraden g
mit der yz-Ebene, bestimmt man analog.

Fertigen Sie zum Beispiel A 5 eine Skizze an!
Wie ist die Projektion a) eines Punktes, b) einer Geraden auf eine Ebene definiert ?

Gegeben sei eine Gerade g durch eine Parametergleichung r = r, + ta. Zu ermit-
teln ist ihre Projektion auf die xy-Ebene.

Unter der Projektion eines Punktes Py mit dem Ortsvektor g, auf die xy-Ebene
versteht, man den Punkt P’(, den diese Ebene mit der auf ihr senkrecht stehenden
Geraden h durch P, gemeinsam hat (Bild A 13). Ist r = r, + £ eine Parameter-
gleichung von h und r = xi + yj eine Gleichung der xy-Ebene, dann kann der
Schnittpunkt von h mit dieser Ebene aus der Gleichung

(19) xi +yj=1r, + ¢

bzw. dem System

(20) x=x, A13
Y =
0=z+1 3 h
ermittelt werden. Dem System (20) geniigt wirklich h

nur ein Punkt, und zwar der Punkt P/, dem auf h
der Parameterwert 7 = — z, entspricht. In der xy- )
Ebene entsprechen ihm die Parameterwerte x = x,, “

¥ =¥, die gleichzeitig die x- und y-Koordinaten H
von P sind. Wir haben also gefunden: H

SATZ: Die Projektion Py’ eines Punktes P, (X3 Y3 z,) auf die xy-Ebene hat die Koordi-
naten Py (xg yo3 0).

Da die Projektion g einer Geraden g auf die xy-Ebené gleich der Gesamtheit der
Projektionen der Punkte von g auf diese Ebene ist, betrachten wir nun einen be-
liebigen Punkt P(x, + taz; y, + tay; z, + ta;) von g. Seine Projektion P’ hat die
Koordinaten P'(x, + ta.; Yo -+ tay; 0) und den Ortsvektor

(@1) 1 = (% + taz)i + (¥ + tay)i = (i + ¥oi) + tazi + ayi) ,

fiir den wir kiirzer

(22) ¢ =x' + ta' mit 5'(%3 03 0), a'(az; ay; 0)

schreiben. Durchliuft nun P die Gerade g, dann durchliuft P’ die Menge der
durch die Gleichung (22) beschriebenen Punkte. Fiir a,2 + a,% + 0 ist (22) die
Gleichung der Geraden der xy-Ebene, die durch den Punkt Py’ und den Richtungs-
vektor a’ bestimmt wird; fiir az = ay = 0 bestimmt (22) den Punkt P;'. Bezeich-
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nen wir r, und o’ als die Projektionen der Vektoren r, und a auf die xy-Ebene?,
dann haben wir gefunden:

SATZ: Die Projektion einer Geraden g mit der Gleichung r = r, + ta auf die xy-Ebene ist
fiir a’ + o die Gerade g’ der xy-Ebene mit der Gleichung ;' = r,' + ta’, in der r,’ und o'
entsprechend die Projektion von r, und a auf die xy-Ebene sind (Bild 14 a).

Fiir a' = o ist die Projektion von g der Punkt P'; (Bild A 14b).

Die Projektionen von g auf dic
xz- bzw. yz-Ebene ermittelt man
analog. Dabei ist zu beachten,
daB die Projektion von P,
auf die xz-Ebene der Punkt
P,/'(x9; 0; z,) und die Projek-
tion von P, auf die yz-Ebene
der Punkt Py'"'(0; y,; 2) ist.

Al4

Ermitteln Sie die Projektion a) des Vektors a(6; —3;5), b) der Geraden
r =i+ t(5] — 4t), ¢) der Geraden ¢ = 3j + £ — tj auf die xz-Ebene!

Aufgaben a 22 bis 25

Das Skalarprodukt zweier Vektoren

8 Definition des Skalarproduktes

In der Physik versteht man unter der mechanischen Arbeit, die eine konstante

Kraft § verrichtet, wenn sie lings eines Weges s wirkt, den Ausdruck

23) W=F-s.

In ihm ist -

a) s die Linge des Weges s (der Betrag des Vektors s = P(Q, wenn § lings der
gerichteten Strecke PQ wirkt),

b) F der Betrag (die GroBe) der Kraft §, wenn Kraft- und Wegrichtung zusam-
menfallen.

Wirkt § nicht in der Richtung von s, dann verrichtet nur die mit s gleichgerich-

tete Komponente §, von § lings des Weges s Arbeit (Bild A 15). In diesem Fall ist

also in (23) fiir F' der Betrag F';der Komponente §, d. h. F; = F cos < (, ), ein-

zusetzen und die von § lings s verrichtete Arbeit W betrigt:

(24) W =F-s-cos < (3, s). £

Diese Formel ist eine Verallgemeinerung von (23), denn sie

gilt auch dann, wenn § und s gleichgerichtet sind. In diesem ? 2

Falle ist nimlich §, = F und cos < (§, ) = 1, d. h., (24) KA

nimmt die Gestalt (23) an. Al5

- —>
1 Allgemein versteht man unter der Projektion eines Vektors r = AB auf eine Ebene a den Vektor " = A'B’, fir
den A’ und B’ die Projektionen von 4 und B auf & sind.

2 [001253] 17




In (24) ist W eine Funktion von § und ¢, denn F,, s und der Winkel < (&, )
hingen nur von § und s ab. Man schreibt fiir diese Funktion oft

W=3Fs

und nennt sie das skalare Produkt von § und s (skalar — da W jeweils eine Zahl,
ein Skalar, ist; Produkt — da diese Verl-nupfung einige Rechenregeln mit der
Multiplikation fiir reelle Zahlen gemeinsam hat).

Im Ausdruck (24) fiir die mechanische Arbeit smd & und s Elemente verschiede-
ner Vektorrdume. Im Vektorraum der Verschi des R d. h. — wie
wir jetzt kurz sagen — fiir die Vektoren des Raumes i it ine solche Produktbildung
ebenfalls sinnvoll.

Wir vereinbaren wieder wie im Falle einer Ebene, daB der Nullvektor mit jedem
Vektor des Raumes einen rechten Winkel bildet, und definieren:

DEFINITION: Sind a und b zwei beliebige Vel des R dann heiit die mit a - b
bezeichnete reelle Zahl

(25) ln-b:|u] | B cos < (a, b)

das skalare Produkt der Vektoren a und b.

Aus dieser Definition kann man ablesen:
1. a+b > 0 genau dann, wenn a = o, b 5 D,OS {(u,b)<§,
2. a- b<05enaudann,wennn#o,b#: v,—< X (a,6) =,

a) a=o oder b =,
3. a+b = 0 genau dann, wenn b) a+ o, b= o und {(a,B)-——

Im Gegensatz zur Multiplikation der reellen Zahlen folgt also aus a - b = 0 nicht
stets a = o oder b = o, sondein es folgt stets a orthogonal b.!
Welchen Wert hat das Skalarprodukt eines Vektors a a) mit sich selbst, b) mit — a ?

Fiir das Skalarprodukt a - a eines Vektors a mit sich selbst schreibt man auch a2

Aufgaben a 26 bis 29

Fiir das Skalarprodukt a - b zweier Vektoren a und b kann man einen anderen
Ausdruck erhalten, wenn man sich auf den Begriff ,,Projektion eines Vektors b
auf einen Vektor a* stiitzt. Bevor wir diesen Begriff definieren, stellen wir zu-
niichst folgende Uberlégungen an.

Unter der Projektion eines Punktes auf eine Gerade g versteht man den Punkt Py,
den die zu g senkrechte Ebene durch P mit g gemeinsam hat. Es seien uns zwei
beliebige Vektoren a und b gegeben, von denen a kein Nullvektor sein mége.

—
Ferner sei g eine Gerade mit dem Richtungsvektor a, und es sei b = PQ eine
Reprisentantendarstellung von b.

1 Wir hatten ja vereinbart, dab o zu jedem Vektor orthogonal ist.

18



Durch el g rische Uberlegungen kann man zeigen:

a) Fiir eine gerichtete Strecke PQ und zwei beliebige Geraden g, und g, mit dem
Richtungsvektor a (d. h. g || g,) sind die gerichteten Strecken P, (Q, und
P,,Q,, parallelgleich (Bild A 16).

b) Fiir zwei parallelgleiche Strecken PQ und RS und jede beliebige Gerade g mit

dem Richtungsvektor a sind die gerichteten Strecken P;Q, und R,S, parallel-
gleich (Bild A 17).

Deshalb sind fiir jedes Vektorpaar a und b mit a = o alle den Reprisentanten
[P; Q] von b durch Projektion auf die Geraden g mit dem Richtungsvektor a
zugeordneten gerichteten Strecken P;(), parallelgleich. Sie bestimmen also einen
Vektor b, = PyQy, der nur von b und a abhiingt; man

nennt ihn die Projektion des Vektors b auf den Vektor a. Q

Zwischen den Vektoren b und b, besteht die Beziehung

(26) | | ba| =] B] cos & (bay B)

(Bild A 18). In ihr ist ) 7
<X (b, B) = <X (a, b) fiir 0 < < (a, ) g;, da dann a t1 by,

& (bas B) = < (— a, b) fiir % < % (a,b) < 7, da dann a t} bg ist, d. h.,

es gilt
(26) [Ba] = [B]cos < (a,b) fiir 0 < & (@, B) < 7.
(26) [b_,l:Mcosq(_u,b)=~|b;ms<y(n,b)mr§< X (a,b) <.

Daraus folgt entsprechend
(27') |b|cos <X (a,b) = |b, | = | b, | cos < (a, b,) wegena t1 b,
(27") |b | cos ¥ (a,b) = — | by | = [ By | cos < (a, by) wegen a t} b.

Setzen wir jetzt die Gleichungen (27) in (25) ein, so erhalten wir fiir das Skalar-
produkt a - b den Ausdruck

(28) a-b=|a||b|cos < (a,b) =]|a]|bs| cos < (a,by) =a-bg.
Da wir auf analoge Weise fiir b 4= o die Beziehung

a*b=ua,"b
herleiten kénnten, haben wir damit folgenden Satz bewiesen:

SATZ: Sind a und b zwei Vektoren mit a % o bzw. b = o, so gilt fiir das Skalarprodukt a * b
dieser Vektoren die Gleichung

In-b=u~l1ﬂl bzw. Iu’b:nl,'b .
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E Die Projektion r; eines Vektors r — xi +\yj + zE auf den Basisvektor i des Ko-
ordinatensystems {0; i; i; £} ist r; = xi (Bild A 19).
Folglich ist einerseits

irr=i||r|cos X (ir) = |r]cos X (i, )
und andererseits 8
irr=i-fi=|i||ri]cos X (ir) =|r|cos X (i,5) = =.

Aus der auf diese Weise erhaltenen Beziehung |r|cos < (i,r) = x kann der
Winkel zwischen i und  berechnet werden.
Analog findet man r; = yj, rp = zf und entsprechend

jrr=|r|cos X (i.r) =ybaw.t-r = |r|cos X (&) =3.

Nach Satz A 11 haben alle Vektoren b mit der gleichen Projektion b, auf a mit a
das gleiche Skalarprodukt (Bild A 20). Daraus kénnen wir insbesondere schlieBen,
daB die skalare Multiplikation (Bildung des Skalarproduktes) nicht eindeutig um-
kehrbar ist, da es zu jedem vorgegebenen Wert 7 des Skalarproduktes eines be-
kannten Vektors a mit einem Vektor r unendlich viele Vektoren r gibt, fiir die
a-r=Aist.

Aufgaben a 30 bis 33

10 Eigenschaften des Skalarproduktes

@ Nennen Sie Gesetze, die
a) fiir die Multiplikation von reellen Zahlen,
b) fiir die Multiplikation eines Vektors mit einer reellen Zahl gelten!
Stellen Sie in einer Aufstellung den Gesetzen unter a) die entsprechenden Gesetze
unter b) gegeniiber!

b SATZ: Fiir die skalare Multiplikation gilt das Kommutativgesetz, d. h., fiir zwei beliebige
Vektoren a und b ist stets

Die Richtigkeit dieser Behauptung folgt unmittelbar aus der Definition der skala-
ren Multiplikation, denn wegen < (a, b) = < (b, a) ist

a*b=|al|b|cos < (a,b) =|b||a|cos <& (b,a) =b-a.
20 .



b SATZ: Fiir die skalare Multiplikation gilt beziiglich jeder reellen Zahl 1 und jedes Paares
von V a und b die Beziel

(29) |T(n-b)=(}.u)~b:u~(}.b) I

Beweis: Fiir 4 > 0 ist wegen |ja| =4|a|und < (2a,b) = < (a, b)
().u)~b:|/‘.u\|b\cos4(2n,b):2|u||h\cos<}:(u,b):l(n-b).

Fiir 2 < 0 ist [Za| =—/4|a| und < (Z4q,b) = < (—a,b). Folglich ist dann
wegen < (—a,b) =7 — < (a,b)
().n)~b:I/'.aHb\cos{(/lu,b)=—i.|uHB\cos{(—u,b)

Ala||b|[—cos < (a,B)] =2(a"b),
d. h., wieder gilt 2(a, b) = (%a) b
Fiir 2 = 0 ist A(a, b) = 0. Wegen )a = o und damit Aa orthogonal b ist folglich
cos < (% a, b) = 0 und somit auch (2a)b = 0, w. z. b. w.
Die Beziehung A(a - b) = a * (Ab) beweist man analog.

b SATZ: Fiir die skalare Multiplikation gilt das Distributivgesetz, d. h., fiir drei beliebige
Vektoren a, b und c ist stets

(30) |c-(u+b):r~n+r~b

Beweis: Fiir ¢ = o ist (30) fiir beliebige Vektoren a und b erfiillt. Wir beweisen
(30) fiir ¢ == o.
Nach Satz Allistc- (u +b) = < (a + b)..

Da allgemem fiir a = AB b= BCunda +b= AC die Beziehungen

(a +B) = (4C). = 4,
und

— - —  — —

o, + b, = (4B). + (BC). = 4,B; + B,C, = 4,C,
gelten (wobei mit g eine Gerade mit dem Richtungsvektor ¢ bezeichnet wurde,
Bild A 21), ist
31) (a+b)=a.+b.

Sind nun die Winkel < (a, c), < (b, ¢) und < (a + b, c) nicht gréBer als Rechte
und damit die Vektoren a., b, (a + b), sowie ¢ gleichgerichtet, dann folgt aus
(31) die Gleichung

(32) [(a+B)|=ac|+][bc|

Wir multiplizieren sie mit | ¢ |

(33) |e|l@+b)|=]c|(ac|+[bD
und kénnen fiir (33) wegen

cos < (c, ac) = cos <L (c, b)

=cos < (¢, [a +B]) =1
A

schreiben

(34) c-(a+b)=cra+c b

oder

(35) c-(@a+b)=c-a+c-b. (w+8)s
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Sind die Winkel <r (a, ¢), < (b, ¢) und < (a + b, c) groBer als Rechte, dann sind
die Vektoren a,, b und (a + b). untereinander glei hgerichtet, aber mit ¢ ent-
gegengesetat gerichtet. Aus (31) folgt demnach wieder (32) und (33), aus (33)
aber dieses Mal wegen cos <[ (c, a) = cos < (c, b,) = cos < (c,[a+B])=—1
die Beziehung (34) und damit auch (35).

Wenn die Vektoren a, b, und (a + b), nicht alle gleichgerichtet sind, beweist man

~den Satz analog.

Da das Skalarprodukt zweier Vektoren kein Vektor, sondern eine Zahl ist und
auBerdem fiir drei beliebige Vektoren a, b und ¢ die Vektoren a(b - c) und (a - b)c
im allgemeinen nicht gleichgerichtet zu sein brauchen, gilt fiir die skalare Multi-
plikation von Vektoren kein Assoziativgesetz.

Bezeichnen wir den Vektor, der zu b, addiert b ergibt, mit b4 d. h., setzen wir
b =b, + b, ,, dann folgt aus .
ab=a-b, und b="b,+b,, wegen
a*b=a-(by+b,,)=a*b,+a-b,,=a-b,
die Beziehung a b , = 0.

Damit ist gezeigt, daB fiir a = o jeder Vektor b in zwei zueinander orthogonale
Komponenten b, und b, zerlegt werden kann, von denen b, zu a parallel und
b |, zu a orthogonal ist.

Aufgaben a 34 bis 36

11 Einfache Anwendungen des Skalarprodukts

Mit Hilfe unserer bisherigen Kenntnisse iiber das Skalarprodukt lassen sich bereit

einige sehr einfache Beweise fiir Sitze aus der eb und ré G rie
sowie der Trigonometrie fiihren.

SATZ des Pythagoras: In jedem rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat iiber
der Hypotenuse flichengleich der Summe der Quadrate iiber den Katheten.
Beweis: Das Quadrat iiber der Hypotenuse hat den Wert |c[? — ¢ c. Wegen
¢ =a + b (Bild A 22) kénnen wir dafiir schreiben

le|P=c c=(a+b):(a+B) A2 L

=a*a+b+a+a*b+b-b. B

A [
Da jedoch a orthogonal zu b ist, gilt a* b = b - a = 0. Somit erhalten wir
!c|’=n-u+b-b=]a|2+[b[2, w. 2. b. w.

Der Satz des Pythagoras ist ein Spezialfall des Kosinussatzes der ebenen Trigono-

metrie. Bezeichnen wir fiir ein beliebiges Dreieck 4BC wie iiblich

a) die Lingen der Seiten 4B, BC und CA entsprechend mit ¢, a bzw. b,

b) die MaBzahlen fiir die Winkel <~ BAC, <. CBA und < ACB entsprechend
mit &, § bzw.y,

dann gilt fiir das A ABC
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SATZ: In jedem Dreieck ABC ist A23

4
a? = b% + ¢2 — 2bc cos a, ¢
(36) b% =c®+ a®— 2accos f3, +(,8)
¢ =a? 4 b2 —2abcosy 2
Beweis: Wir beweisen die Giiltigkeit von (36,). A " ]

Wegen ¢ = a + b ist stets (Bild A 23)
2= (a+b)(a+b)=a2+b2+2ab=|al2+|b|2+2|a]|b|cos(a,b).
Wir gehen nun zu der oben vereinbarten Schreibweise iiber:
¢ = a? + b2 + 2ab cos (180° — y) = a® + b% —2abcosy.

Die Beziehungen (36,) und (36,) beweist man analog, indem man von den Dar-
stellungen b = ¢ — a bzw. a = ¢ — b ausgeht.

Aufgaben a 37 und 38

12 Koordinatendarstellung des Skalarproduktes

Beweisen Sie mit Hilfe der fiir die skalare Multiplikation geltenden Gesetze fiir be-
liebige Vektoren a, ay. ag und by, by, by das erweiterte Distributivgesetz
(37) (o) + ap + ag) * (b + by + by) =

= a;°by + 3By + ay°by + ag°by +.ap°by £ ag°By + a3°by + ag*by +- ag°by!
Fiir jeden beliebigen Vektor a hat das Skalarprodukt von a mit sich selbst den

Wert

ara=|a||a|cos ¥ (a,a) =|a|%
Demzufolge ist fiir die Basisvektoren i, j und t der orthonormierten Basis {i, j, £}
der Vektoren des Raumes
(38) ici=|if=Lij-i=|iff=let=|t=1.
AuBerdem konnen wir fiir diese Vektoren noch folgende Produkte berechnen:
lil]i]eos < (iyi) =0,
\lylf\cos((x £) =0,
[i]|€]cos % (jst) =0,
denn i, j und ¢ stehen paarweise senkrecht aufeinander. Es seien nun a und b
zwei beliebige, durch ihre Koordinaten a(az, ay, a;) und b(bz, by, b:) beziiglich
i, i- £} gegebene Vektoren. Thr Skalarprodukt ist
(40) a-b = (azi + ayj + a:f) * (bzi + byj + baf) .
Fiir diesen Ausdruck kénnen wir auf Grund des erweiterten Distributivgesetzes
(37) und der Beziehungen (38) und (39)

I

5]
(39) it
jreg

(41) a*b=ab, + a,b, + a,b, I

schreiben und haben damit eine Darstellung des Skalarproduktes zweier Vektoren
a und b durch ihre Koordinaten gefunden. Inshesondere ist fiir a = b

ara=a2+a +al=|al%
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woraus man fiir den Betrag eines Vektors a die einprigsame Formel

@ |lal=yaTFartar=ja |

erhilt.
Ferner ergibt sich aus der Koordinatendarstellung des Skalarproduktes zweier
Vektoren a und b eine Formel fiir die Berechnung des Winkels <& (a, b) zwischen
a und b, denn aus

a-b=|a||b|cos < (a,b)
und (41) folgt fiir a == 0 und b = o

a*b

43 c ab) = ————
@) | o (o) = S

oder

a,b, + a,b, + ab,

44 cos < (a, b) =
@4 »6) Va;® + a7 + a? |62 + b, + b7

Aus diesen Formeln 148t sich der nichtorientierte Winkel zwischen zwei Vektoren
aund b mit a %= o und b = o leicht berechnen. Ist einer der beiden Vektoren der
Nullvektor, dann ist diese Formel nicht anwendbar, und der Winkel zwischen

ihnen ist laut Definition 5 Sind a und b vom Nullvektor verschieden, dann sind

sie genau dann orthogonal zueinander, wenn ihr Skalarprodukt verschwindet.

Aufgaben a 39 bis 45

Anwendung des Skalarproduktes in der analytischen
Geometrie und auf physikalische Probleme

13 Schnittwinkel zweier Geraden

Wenn zwei Geraden einander schneiden, dann zerlegt der Schnittpunkt die beiden
Geraden in je zwei Strahlen. Fassen wir nun je einen solchen Strahl der einen
Geraden mit je einem Strahl der anderen Geraden zusammen, dann entstehen
vier Winkel mit gemeinsamem Scheitel (dem Schnittpunkt). aus denen wir zwei
Paare von Scheitelwinkeln. aber auch zwei Paare von Nebenwinkeln bilden kon-

nen (Bild A 24).
§ 7 & m
] S s
TS R G
92 > & A S
<o 92)=30 (91, 9.)-30° +(gr, g2 =150°
A2 A5 A 26
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Da Scheitelwinkel einander kongruent sind, besti zwei einander schneidend
Geraden somit genau zwei Winkel im allgemeinen unterschiedlicher GroBe, die
sich als Nebenwinkel zu 180° ergiinzen. Als Schnittwinkel <& (g, g,) zweier (nicht-
orientierter) Geraden g, und g, bezeichnet man den kleineren dieser beiden
Nebenwinkel oder, falls beide rechte Winkel sind, einen beliebigen davon
(Bild A 25).

Ist auf beiden Geraden eine Orientierung festgelegt, dann bezeichnet man als
Schnittwinkel < (g,. £,) der orientierten Geraden g, und g, den Winkel, der von
den beiden Strahlen gebildet wird, auf denen der Schnittpunkt der Geraden g,
und g, vor allen anderen Punkten dieserStrahlen liegt (Bild A 26).

Zur Berechnung dieser Schnittwinkel zweier Geraden findet das Skalarprodukt.
insbesondere die Formel (43) bzw. (44) Anwendung.

Neben dem Schnittwinkel zweier Geraden betrachtet man oft noch den Schnittwinkel
< (&, g) nichtorientierter bzw. orientierter Geraden g, und g, in einer orientierten Ebene.
Da er sich aber nicht allein mit Hilfe des Skalarproduktes berechnen laBt, sei hier nicht
darauf eingegangen.

Wir nehmen an, daB die einander schneidenden Geraden g und g, durch Para-
metergleichungen

r =1, + tafirg
und

T =1, fafirg
gegeben seien, in denen a und @ beliebig gewiihlte Richtungsvektoren von g, baw.
8 sind. .
Ist nun S der Schnittpunkt der gegebenen Geraden, dann kénnen die vier Winkel,
die von den sich zu g, und g, erginzenden Strahlen mit dem Anfangspunkt S ge-
bildet werden, wie folgt durch die Richtungsvektoren a und @ von g, und g, aus-
gedriickt werden (Bild A 27):

% (a,a), L (a,—a),

L (—a.a), < (—a—a).
Dabei bestehen zwischen diesen Winkeln
folgende Beziehungen

X (a,0) = <& (—a,—q),

I (—a.q) = < (o, —a)

und
< (a, @) + < (—a, @) = 180°. A27

Fiir nichtorientierte Geraden g und g, ist der Schnittwinkel < (gj, g,) von g und
g, als derjenige der Winkel < (a, a) und < (— a, a) definiert, dessen Grofle 90°
nicht iibersteigt und fiir den folglich der Kosinuswert fiir diesen Winkel nicht-
negative Werte annimmt. Da sich wegen

—a-a a-a

cos < (—a,a) == — cos <L (a, a)

[—allal _ Tallal

die cos der betrachteten Winkel nur durch das Vorzeichen unterscheiden, gilt fiir
den Schnittwinkel der nichtorientierten Geraden g, und g, die Beziehung:

(45) cos < (£1,8:) = | cos X (0, @) | =]T:T.IHTI

25




In dieser Beziehung sind a und a beliebig, aber fest gewihlte Richtungsvektoren der Ge-
raden g, und g,. Da jedoch jeder andere Richtungsvektor a’ von g, und a’ von g, in der Ge-
stalt a’ = a bzw. @’ = 70 geschrieben werden kann, wobei 2 bzw. 1 eine von Null verschie-
dene reelle Zahl ist, und immer °

Jasia

46 G [ %}t T L1 B NN L
(46) | cos & (a, )| '1“,"“ lﬂl“ﬂ) J|}.]|7.] [alla]
= L"_:[cos{(ﬂ,aﬂ
[afla]

ist, kann der Schnittwinkel <t (g,, g) von g, und g, nach (45) ausgehend von jedem beliebi-
gen Paar Richtungsvektoren a und a von g, und g, berechnet werden.

Sind die Geraden g, und g, orientiert und entspricht die Orientierung von g, und g,
dem ‘Richtungsvektor a bzw. a (Bild A 28), dann berechnet man den Schnitt-
winkel der orientierten Geraden g, und g, nach der Formel

(A7) | cos < (g128,) = cos & (a,7) = —2©

lal-]a]

Auch diese Formel gilt unabhiingig von der Wahl
der Richtungsvektoren o' und a von g, und g,
weil als Richtungsvektor der durch die Angabe
von a und a orientierten Geraden nur solche
Vektoren o' und o’ zugelassen werden, fiir die 4
bzw. 7 positiv ist [vgl. Formel (46)].

Aufgaben a 46 bis 50

14

Bei der Definition des Schnittwinkels zweier Geraden g; und g, gingen wir davon
aus, daB g, und g, einen gemeinsamen Punkt haben. Dabei schlossen wir den Fall
nicht aus, daB beide Geraden als Punktmengen miteinander identisch sind. Fiir
zwei zusammenfallende Geraden g, und g, sind die Richtungsvektoren a und a
stets parallel zueinander, d. h., es gibt stets eine reelle Zahl 2 == 0 so, daBl a = Ja
ist. Setzt man diesen Wert fiir a in (45) ein, dann erhilt man fiir den Schnitt-
winkel < (g, g,) der zusammenfallenden Geraden g; und g,

A

2]

a-a a-Za |a|? =fi

lallal

‘cos I (8 &) [ = m [_“W

d. h., es ist <& (g, g) = 0.
Sind die als Punktmengen zusammenfallenden Geraden g, und g, orientierte Ge-
raden, dann ist fiir sie
a-a
cos <L (g g) =

|a|]Za
und damit < (g;. g,) = 0, wenn die Orientierungen von g, und g, iibereinstimmen,
und < (g;. g&) = 180°, wenn g, und g, entgegengesetzt orientiert sind.

Fiir Geraden. deren Richtungsvektoren a und d senkrecht aufeinander stehen, ist
wegen a - a = o nach (45) und (47) cos < (g, g,) = 0 und damit < (g, g,) = 90°
unabhiingig davon, ob g, und g, orientierte Geraden sind oder nicht.
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In diesem Falle sagt man, die Geraden g, und g, stehen aufeinander senkrecht bzw.
sie sind zueinander orthogonal.
Sind g, und g, Geraden der xy-Ebene, dann kénnen sie durch allgemeine Geraden-
gleichungen
(48) Ax+ By +C=0,5=0(g)
Ax + By + C =0,z =0 (g)
gegeben werden. Weil fiir die durch
die Gleichungen (48) gegeb Gera-
den fiir beliebiges B und B die Vek-
toren a(-— B; A) und E(— B; /?) Rich-
tungsvektoren entsprechend von g,
und g, sind (Bild A 29), kann wegen
a-a BB + A4
[allal  ya*2+ B2 yA®+ B
fiir (45)

(49) cos < (g1, 8) =

B=0
A29

AA + BB
}'A’ + B2 ]/,Zz+ B2

geschrieben werden.

Sind g, und g, orientierte Geraden, dann mii wir unter wel-
cher der Richtungsvektoren a(— B; A) und — a(B; — A) die Orientierung von
g und welcher der Richtungsvektoren a(— B; A) und — a(B; — A) die Orien-
tierung von g, bestimmt. Wird die Orientierung von g, und g, entsprechend durch
die Richtungsvektoren a und a festgelegt, dann kann fiir (47) die Formel

cos < (g0 20 AA + BB
0s ) mE———————————————
B1- 82 ]’Az + B2 ]/Az + B?
geschrieben werden, und es ist
<X (8> 8o) spitz fiir AA -_1— BB > 0,
<X (8- &) stumpf fiir AA + BB < (2, _
< (g, g) ein rechter Winkel fiir A4 + BB = 0.

Besonders einfach ist die Schnittwinkelberechnung, wenn g, und g, durch die
Normalformen ihrer Geradengleichungen

s0h

T

y=mx+n,z=0(g)y=mx+n,z=0(g)

gegeben sind. Man erhilt dann fiir den Winkel zwischen den nichtorientierten

Geraden g, und g,:
Vl — (mm £ 1)
)
mm + 1 -
Im?+1yme+1
m—m
=‘ mm + 1

sin x

tana =

4\ 11— cos2x -

CO8 & €o8 &

Die Geraden g, und g, sind parallel, wenn m = m ist, sie stehen senkrecht aufein-
ander bei m = ——.
m

Aufgaben a 51 bis 56
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15 Kugel und Kreis

Wiederholen Sie die Definition des Kreises!

Wiederholen Sie die Definition der Kugel als ein Gebilde, das durch Rotation ge-
wonnen werden kann!

Geben Sie eine Definition der Kugel als Punktmenge des Raumes!

Fiir einen Punkt P des Raumes mit dem Ortsvektor r = xi + yj + zf betragt
der Abstand vom Ursprung O
ey A .
[z :10P| = V224 y2 422
und der Abstand von einem Punkt M mit dem Ortsvektor
v = Xyl + yai + auk:
le—m| = ‘ PMP\ =1(x—2m)? + (y —ym)® + (z —z)? .

Betrachten wir nun alle Punkte P, die von einem festen Punkt M den gleichen’
Abstand r haben, dann geniigen diese Punkte der Gleichung

A 30

G0y ||

| =r|s

fiir die wir auch
(B (—r) (¢t —rm) =r*

oder, in Koordinatenschreibweise,

(62) | (x—xu)*+ (@ —yu)+(z—20) =12

schreiben kénnen.

Da umgekehrt auch jeder Punkt P, der den Gleichungen (50) bis (52) geniigt,
vom Punkt M den Abstand r hat, ist jede dieser Beziehungen eine Gleichung fiir
die Kugel K(M, r) mit dem Mittelpunkt M und dem Radius r (Bild A 30). Dabei
sind (50) und (51) vektorielle Gleichungen und (52) eine vektorfreie, implizite
Gleichung fiir diese Kugel.

Hat die Kugel K(M. r) den Ursprung zum Mittelpunkt, d. h. ist t M =0, dann
haben (51) und (52) die besonders einfache Gestalt

(33) ror=rt
und
(54) a4+ y2++22=r2

Auf Grund der bisher angestellten Uberlegungen kénnen wir auch fiir die Menge der Punkte,
die entweder auf oder im Innern einer Kugel liegen (also einen sogenannten Kugelkérper
bilden), eine Ungleichung angeben. Ist M der Mittelpunkt der betrachteten Kugel und r
ihr Radius, dann ist fiir die Punkte der Kugel der Abstand von M gleich r und fiir die
Punkte des Inneren der Kugel kleiner als r, wobei umgekehrt auch jeder Punkt, dessen
Abstand von M kleiner als r ist, zum Inneren der Kugel gehort. Fiir den Kugelkérper kann
also als Ungleichung die Beziehung

65 [r—rmu|=|MP|sr
oder die dazu dquivalenten Ausdriicke
(56) (r—np) (c—r)=r?

6D (E—x) +(y—y)+ G—m)? =2
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hingeschrieben werden. Dabei gilt das Gleichheitszeichen fiir die Punkte der betrachteten
Kugel und das Ungleichheitszeichen fiir die Punkte des Innern dieser Kugel. Fiir M = 0
gehen die Beziehungen (55) bis (57) entsprechend iiber in die Ungleichungen

sl Snrrsrtat+yl+2 =

Sieht man den Kreis als eine Punktmenge
des Raumes an, dann unterscheiden sich
die Definitionen von Kugel und Kreis nur
dadurch, daB man zur Kugel K(M, r) mit
dem Mittelpunkt M und dem Radius r alle
Punkte des Raumes zihlt, die von M den
Abstand r haben, und zu einem Kreis
k,(M, r) mit dem Mittelpunkt M und dem
Radius r nur diejenigen Punkte mit dem Abstand r von M, die in der den Kreis
enthaltenden Ebene « liegen (Bild A 31). Nach dieser Definition miissen folglich
die Punkte des betrachteten Kreises sowohl der Kugelgleichung

(58) (r—rm)(t—rm) =r°
als auch einer Gleichung der Ebene «, z. B.

(59 r=r tuatvh—0<u< +o0,—c0<v< + 0

geniigen, wobei I, ein beliebiger Punkt von « und a und b zwei linear unabhingige
Richtungsvektoren von « sind. Als vektorielle Gleichung des Kreises k,(M, ) ist
hier also das System der Gleichungen (58) und (59) aufzufassen.

In den meisten Fillen stehen fiir die Ebene & Angaben zur Verfiigung, die es er-
méglichen, der Kreisgleichung (58) bis (59) eine einfachere Gestalt zu geben.
Liegt beispielsweise der betrachtete Kreis in der xy-Ebene, dann kann als Para-
metergleichung (59) fiir diese Ebene die Gleichung

r=xi+yjmit—oo<x< +00, —00<y <+ 00
oder die ihr entsprechende vektorfreie Gleichung z = 0 geschrieben werden. Da
auch der Mittelpunkt M des Kreises in der xy-Ebene liegt, ist fiir ihn ebenfalls
zy = 0. Wir setzen in (58) z = zy = 0 und erhalten fiir diese Gleichung in Ko-
ordinatenschreibweise die Beziehung
60) (x—xpa)® + (y —ym)? =r%
(60) ist zusammen mit der Gleichung z = 0 die Gleichung des Kreises k.-o(M. r)
der xy-Ebene mit dem Mittelpunkt M(xp; yy; 0) und dem Radius r beziiglich
des Koordinatensystems {0 i, i, £}. Hat der betrachtete Kreis den Ursprung zum
Mittelpunkt, vereinfacht sich seine Gleichung zu

61) x2+y:=r2%z=0.
Liegt der betrachtete Kreis in einer Ebene, die parallel zur xy-Ebene li;gt, dann kann fiir
diese Ebene fiir (59) die Gleichung
r=ayb+aity] mt —oolx+o0,—0ly+ o
hingeschrieben werden, die der vektorfreien Gleichung
=z, — 00 2 + 00, —00Jy< + 0

dquivalent ist.
Fiir den betrachteten Kreis ergibt sich analog zum Falle der xy-Ebene die Gleichung

02) (—=xm)® +(y—ym)* =r%z=2u.
Bemerkung: Die Kreisgleichungen (58) und (59), (60) mit z =0, (61) und (62)
wurden hergeleitet fiir den Fall, daB8 wir den betrachteten Kreis als Punktmenge
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im Raum auffassen. Stellt man bei der Losung einer konkreten Aufgabe Betrach-
tungen nur in einer bestimmten Ebene an und gibt in dieser Ebene ein kartesi-
sches Koordinatensystem {0; i, j| vor, dann hat der Kreis k(M, r) dieser Ebene
mit dem Mittelpunkt M und dem Radius r als Menge der Punkte P dieser Ebene
mit dem Abstand r von M lediglich die Beziehung

le—ra|=r
oder
63) (c—ra) G —rm) =12
bzw.
(64) (x—xm)*+(y—ym?=r?
zur Gleichung.

Analog zur Kugel stellt auch beim Kreis jede der Beziehungen

|r—rm| SrGc—r) c—rm) <72,
(E—xm)? +(y—ym) =r*

eine Ungleichung fiir die Punkte der Kreisfliche eines in der xy-Ebene gelegenen Kreises
mit dem Mittelpunkt M und dem Radius r dar. Dabei gilt das Gleichheitszeichen wieder
fiir Punkte des Kreises und das Ungleichheitszeichen fiir die im Innern des Kreises gelege-
nen Punkte,
Jede Gleichung der Gestalt

x2 4+ y2 4+ 2% 4 2ax + 2by +2cz +d =0
kann in der Gestalt

x+a+(y+b2+GE+c)=a2+b24c2—d
geschrieben werden und ist fiir a® 4- b 4 ¢2 > d die Gleichung einer Kugel mit
dem Radius r = }a? + b2 + ¢ — d und dem Mittelpunkt M(— a; — b; — c).

Aufgaben a 57 bis 60

16

Haufig benstigt man neben der vektoriellen und der impliziten Darstellung eines
Kreises und einer Kugel noch explizite Gleichungen fiir sie.

Wir betrachten zunichst einen Kreis in einer Ebene, die wir als xy-Ebene des
Raumes auffassen. Wir losen die Beziehung (64) bzw. (60) nach y auf und erhalten
dafiir die Gleichung

A PR A
©65) |y=yu VPP —G—xn)7, YtV lxxl?
die allen x-Werten zwischen xj — r und | Vi 4

xy + r zwei y-Werte zuordnet (Bild
A 32).

(65) und z = 0 ist eine explizite Gleichung
fiir den Kreis der betrachteten Ebene mit
dem Mittelpunkt M und dem Radius r.
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A 33 Xxytr ~

Auf analoge Weise wie fiir den Kreis kann eine explizite Gleichung fiir die Kugel
gewonnen werden, und zwar kann die Gleichung (52) in der Gestalt

(66) ==z + Vrt—(x—xm)* — (y —yn)?

geschrieben werden. Durch diese Beziehung zwischen den Koordinaten x, y, z der
Punkte der betrachteten Kugel werden jedem Paar von x- und y-Werten ent-
sprechend aus den Intervallen (xpr — r; xp + 1) und {ysr —rs ym + 10y die
der Beziehung

(67) (x— xan)? + (y —ym)? < r* baw. (x —am)* + (y —ya)? =1?

geniigt, zwei z-Werte bzw. der Wert zy zugeordnet (Bild A 33).

Aufgaben a 61 bis 64

17 Lageverhdltnisse von Kreis und Gerade e

In dieser und den folgenden Lerneinheiten wollen wir als Anwendungen des bis-
her Erarbeiteten einige Aufgabenstellungen der Elementargeometrie analytisch
behandeln. Deshalb setzen wir voraus, daB uns eine Ebene gegeben sei, die wir
unabhingig von ihrer Lage im Raum betrachten, und wiihlen in ihr ein kartesi-
sches Koordinatensystem {O; i, j}. Zur Anwendung kénnen dann alle Arten von
Geradengleichungen k wie sie in Klasse 11 hergeleitet wurden, sowie die
verschiedenen Formen der Kreisgleichung fiir Kreise der xy-Ebene. ’

Als erstes soll in der gegebenen Ebene die gegenseitige Lage von Gerade und Kreis
untersucht werden.

Bei der analytischen Behandlung dieser Fragestellung gehen wir davon aus, dafl
uns ein Kreis k(M, r) mit dem Mittelpunkt M und dem Radius r gegeben sei
sowie eine Gerade g. Als Gleichung fiir den Kreis konnen wir verwenden:
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(68) (r—ra)2=r? oder (x—=xp)?+ (y —ym)?2=r2.

Fiir g erhalten wir eine fiir die Untersuchung dieses Probl geeignete Para-
meterstellung

(69) r=ry+ta, —ooc<t< + o0,

wenn wir 1, als Ortsvektor des LotfuBBpunktes P, von M auf g und den Richtungs-
vektor a als Einheitsvektor auffassen (Bild A 34), was ja immer méglich ist (wenn
g durch M geht, sei Py = M). Alle Punkte P, die sowohl auf k(M, r) als auch auf g
liegen, mii der Kreisgleichung (68) und auch der Geradengleichung (69) ge-
niigen und somit das Gleichungssystem

(r—ru)?=r2
(70) L=1 fta
erfiillen.

Zur Loésung dieses Systems setzen wir
den Wert fiir r aus der zweiten
Gleichung in die erste ein

(ro +ta—ra)? =12

und schreiben dafiir

(ta +xrg—ra)? =r?

oder, indem wir das skalare Quadrat auf der linken Seite nach dem erweiterten
Distributivgesetz fiir die skalare Multiplikation umformen,

t*a® + 2(ta) - (o — 1) + (5o —1an)® =%
In dieser Beziehung ist wegen der speziellen Wahl von a und P, auf g
a?=1,

und der Vektor ta ist orthogonal zu ry — raz, d. h., es gilt (ta) - (r, — ras) = 0. Da-
mit haben wir fiir das System (70) die Gleichung
) =r*—(n—rm)?

erhalten. Diese Gleichung hat

1) zwei Losungen t;, = + |r® — (rp — rar)% wenn
fiir den gegebenen Kreis k und die Gerade g die
Beziehung r? > (r,— ra)? gilt, d. h., wenn der
Abstand des Punktes P, der Geraden g vom Mittel-
punkt M des Kreises kleiner als der Radius von
k(M, r) ist, wenn also P, ein innerer Punkt von
k(M,r)ist. In diesem Falle haben Kreis und Gerad«
die den Parameterwertent, und t, auf g entsprechen-
den Punkte gemeinsam; P, und P, liegen auf g
beziiglich P, symmetrisch (Bild A 35);

die Doppellésung ¢ = 0, wenn r? = (ry — ra)%
d.h.,wenn P,ein Punkt von k(M, r) ist (Bild A 36).
P, ist damit der einzige gemeinsame Punkt
von k und g, d. h., g ist Tangente an k(M, r)
in Pyl;

2

! Da natiirlich auch in diesem Fall  orthogonal g, — £ , ist, konnen wir weiter schlictien, dal} der Berihrungsradius

einer Tangente stets senkrecht auf dieser Tangente steht.
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3) keine Losung fiir r? < (fp —ram)? d. h., wenn der Abstand von P, zu M
groBer als der Kreisradius r ist und P, damit auBerhalb von k(M, r) liegt
(Bild A 34). k(M, r) und g haben in diesem Falle keinen gemeinsamen Punkt.

Aufgaben a 65 bis 68

18 Tangenten an einen Kreis

Bei der Losung praktischer Aufgaben ist es oft erforderlich, fiir die Tangente an
einen gegebenen Kreis k(M, r) durch einen bestimmten Punkt P, von k(M, r) eine
Gleichung aufzustellen.

Ist P, der Beriihrungspunkt der Tangente und des Kreises k(M, r), dann ist fiir
alle Punkte P dieser Tangente der Vektor r — r, Richtungsvektor und damit
orthogonal zum Vektor r, — rar (Bild A 37), d. h., es gilt

(72) c—ro) (o—ra) =0.

Da diese Bedingung fiir alle Punkte der betrachteten
Tangente und dariiber hinaus nur fiir diese Punkte
gilt, ist (72) eine parameterfreie Gleichung der Tangente
an k(M, r) im Punkte P,. Wir formen (72) folgender-
maBen um:

[(r —xa1) — (ro—xa)] - (o —1x81) =0,
@ —r2) (o —1m) — (o —12)* = 0,
t—rn) (o —1m) =12,

und schreiben dafiir in Koordinatenschreibweise

(13) (=—xa) (20— 2m) + (y —ym) (o—ym) =712

Weil (73) aus (72) durch dquivalente Umformungen hervorging, ist (73) ebenfalls
eine Gleichung der betrachteten T: Wir k also fé llen, daB fiir
den Kreis k(M, r) mit der Gleichung

(c—rm) 6 —em) =7 oder (x—axy)* +(y—ym)?=r?
die Tangente an ihn im Punkte P die folgende Gleichung hat:
(c—xa1) (ro—rar) =72 oder (x—2a) (xo—xa1) +(y—ym) (Yo—ym) =12

-

Stellen Sie fiir einen Kreis k(M, r), dessen Mittelpunkt der Ursprung ist, der vekto-
riellen und der vektorfreien Kreisgleichung die entsprechende Tangentengleichung
gegeniiber!

Gesucht ist eine Gleichung der Tangente an den Kreis k(M, r) mit M(— 1; 2) und
r =5 durch den Kreispunkt P,(0; 0).

Wir setzen in (73) die entsprechenden Zahlen fiir x5, yar, %, ¥, und r ein und er-
halten als Gleichung fiir die angegebene Tangente

(x+1)O0+1)+(—2)(0—2) =5 baw. x—2y=0.

Gegeben sei ein Kreis k(M, r) durch seine Gleichung x® 4 y2 = 9 und ein Punkt
Py(5; 0) auBerhalb von k(M, r). Gesucht ist je eine Gleichung fiir die T:
von P, an k(M;r).
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Lésung: Wir berech die Koordinaten der Tang beriihrungspunkte (P,),
und (P,),, die den Gleichungen ;
%2+ y2=9 und 52+ 0-y,=9
geniigen miissen (P, liegt auf diesen Tangenten!).
Aus diesen Gleichungen folgt
81

9 9
= 2 _—0— __ —___ —9) =
n=x% und y2=9 55 =35 25—9)

9-16

25’
9 12

d. h. x°=? und (70)1.2=:i:?-

Die gesuchten Tangentengleichungen lauten also:
9 12 9 12
?x+Ty=9 und gx—Ty=9

bzw.

3x +4y =3 und 3x —4y = 3.

Aufgaben a 69 bis 75

19 Weitere Anwendungen des Skalarproduktes in der
Geometrie

Geben Sie einige Siitze iiber Beziehungen zwischen Strecken und Winkeln am Kreis
an (z. B. den Peripheriewinkelsatz oder die Siitze iiber den Sehnentangentenwinkel)!

In Lerneinheit A 17 hatten wir bereits einen vektoriellen Beweis dafiir gefunden,
daB die Tangente an den Kreis stets senkrecht auf dem Beriihrungsradius steht.
Hier nun weitere Beispiele fiir vektorielle Beweise von Sitzen iiber den Kreis.

SATZ des Thales: Jeder Peripheriewinkel iiber einem
Durchmesser eines Kreises ist ein rechter Winkel.
Beweis: Gegeben sei der Kreis k(M, r), sein Durch-
messer AB und ein beliebiger Punkt P von k(M, r)
(Bild A 38). Zu zeigen ist, da3
— —
< APB = 90° ist, d. h. AP orthogonal BP,
oo S SEb A M 8
was mit AP+ BP =0
gleichbedeutend ist.

A 38
k(M,r)

—— — — my, ey sy
Wir setzen MA = a, MP =b. Dann ist MB = —q, AP = MP— MA =b—a,
= .
BP = MP— MB =56 +a und

- —

AP B = i(f—a)i(b-6) =B i =¥tV 0,

was zu zeigen war.

Aufgaben a 76 bis 78



20

Hiufige Anwendung finden in der Geometrie die folgenden ¢ 8
drei Sitze iiber Strecken am Kreis.

A
SEHNENSATZ: Wenn zwei Sehnen AB bzw. CD eines
Kreises einander im Punkt S schneiden (Bild A 39), dann k
ist das Produkt der Abschnitte A4S und SB der einen Sehne
gleich dem Produkt der Abschnitte CS und SD der

anderen Sehne!: D A39

S4-SB=SC-SD.

A 40
SEKANTENSATZ: Schneiden zwei Sekanten A 4
eines Kreises k(M, r) mit dem gemeinsamen
Punkt S den Kreis entsprechend in den Punk- ¢
ten A und B bzw. C und D (Bild A 40), dann k

gilt die Beziehung
S4-SB=SC-

1

SEKANTENTANGENTENSATZ: Hat eine
Tangente an einen Kreis k(M, r) mit diesem den

3
D
A4l
Punkt T und mit einer Sekante an k(M, r) einen 8
Punkt S gemeinsam, und bezeichnet man die 4
Schnittpunkte dieser Sekante mit dem Kreis
mit 4 bzw. B (Bild A 41), dann gilt die Be- = k
ziehung
S4-SB = ST
7

Fiir diese drei Sitze 1Bt sich in der analytlschen
G trie ein einfacher Beweis b

)

Beweis:

Wir betrachten zunichst einen Kreis k(M, r),
einen beliebigen Punkt S und eine beliebige
Gerade g durch S (Bild A 42). Fiir diese Gerade
stellen wir eine Punktrichtungsgleichung auf

(14) r=rs+ta,

in der rs der Ortsvektor von S und a ein Einheitsvektor sein soll; durch diese
Wahl des Richtungsvektors ist wegen

(r —rs)? = t%a® mit a2 =1

der Parameter t gleich dem mit Vorzeichen versehenen Abstand des Punktes P
auf g von S.

1 Richtiger miiBte es heiBen: ,Das Produkt der Lingen der Abschnitte'* und in der Gleichung ,Linge SA* statt
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Hat g mit k(M, r) gemeinsame Punkte, so miissen diese der Geradengleichung (74)
und der Kreisgleichung

() (—rm)?=r*
geniigen. Wir setzen r aus (74) in (75) ein und erhalten die Beziehung

(s +ta—pm)* = 1%,
die wegen a? = 1 gleichbedeutend ist mit
(16) # +2t (s —xm) 0 + (s —ra)? — 12 = 0.
Diese quadratische Gleichung fiir ¢ hat entweder zwei verschiedene reelle, zwei
zusammenfallende reelle oder keine reellen Losungen, und d prechend haben
g und k(M, r) entweder zwei Punkte, einen oder keinen Punkt gemeinsam, ist g
also Sekante, Tangente oder Nichtschneidende fiir k(M, r). In den ersten beiden
Fillen, wenn g Sekante oder Tangente an k(M, r) ist, ist nach dem Vietaschen

Wourzelsatz das absolute Glied von (76) gleich dem Produkt it der Wurzeln ¢,
und ¢, dieser Gleichung, d. h., es gilt die Beziehung

() iy = (cs —ra)* —r%

Mit der Herleitung dieser Beziehung haben wir die angefiihrten drei Sitze bereits
fast vollsténdig bewiesen. Um uns davon zu iiberzeugen, stellen wir zuniichst fest,
daB fiir jede Gerade durch S, die k(M, r) schneidet oder beriihrt, die rechte Seite
von (77) den gleichen Wert hat. Der Richtungsvektor a von g ist in (77) namlich
nicht mehr enthalten, r ist die Lange der Radien von k(M, r) und (rs — ra)? das
Quadrat des Abstandes des Punktes S vom Kreismittelpunkt M. Damit ist das
Produkt t,t, fiir alle Sekanten und Tangenten an k(M, r) durch S konstant!.
Weil wir als Richtungsvektor a von g einen Einheitsvektor gewihlt hatten und
dem Parameterwert ¢t = 0 den Punkt S zuordneten [ (74)] ist | 2] gleich der
Linge der Strecke PsP fiir jeden Punkt P von 8- Wir gehen jetzt statt von (77)
von der Gleichung

@) |ullts =|@s—rwm)?®—r?|
aus und betrachten folgende Fille:
1. Der Punkt S liegt innerhalb von k(M, r), und durch S gehen zwei Sehnen 4B
und CD des Kreises. Sind dann t4 und tz bzw;ic und ip die Parameterwerte, die
den Kreispunkten 4 und B auf der Sehne 4B bzw. den Kreispunkten C und D
auf der Sehne CD entsprechen, dann gilt nach (78)

[ta] [t8|=|%c]|"|®]
oder, in der iiblichen Schreibweise,

S4-SB =SC- SD.
Damit ist der Sehnensatz bewiesen.
2. Der Punkt S liegt auBerhalb von k(M, r), und durch S gehen zwei Sekanten &
und gy, die mit k(M, r), die Punkte 4 und B bzw. C und D gemeinsam haben. Sind

t4, tg, Tc, ip die Parameterwerte, die den Punkten 4 und B auf & bzw. C und D
auf g, entsprechen, dann gilt wieder nach (78)

[ta] [t8]| =% | |ip| baw.
S4-SB=S5C-SD,
d. h., es gilt der Sekantensatz.

! Diese durch den Kreis k(M, r) und den Punkt S bestimmte Konstante nennt man die Potenz des Punktes § beziig-
lich des Kreises k(M, ).
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3. Der Punkt S liegt auBerhalb von k(M, r), g, ist eine Sekante durch S, die mit
k(M, r) die Punkte 4 und B gemeinsam hat, und g, eine Tangente von S an k(M, r)
im Kreispunkt T. Sind ty4, t und 7y die Parameterwerte, die den Punkten 4 und
B auf g, bzw. dem Punkte T auf g, entsprechen, dann gilt nach (78)

[tal s8] =iz [%
da (78) auch den Fall der Tangente, der Doppellésung fiir (76), miterfaBt.
In der iiblichen Schreibweise ist folglich

S§4-SB = 8T},
d. h., es gilt der Sekantentangentensatz.

Beweisen Sie einen der Siize in den Beispielen A 13, 14 und 15 elementargeo-
metrisch! (Verwenden Sie dabei die Ahnlichkeit gewisser Dreiecke, z. B. der Drei-
ecke \SAC und \SDB im Falle des Sekantensatzes!)

21 Anwendungen des Skalarproduktes in der Physik

Bei der Definition des Skalarproduktes zweier Vektoren a und b waren wir davon
ausgegangen, daB in der Physik die mechanische Arbeit W einer Kraft { lings des
Weges s gleich § -5 = Fscos < (&, ) ist und hatten a-b =|a| |b| cos < (a,b)
gesetzt. Aus dieser Definition des Skalarproduktes a-b hatten wir die dafiir
giiltigen Rechenregeln wie a*b =b-a, (1a) - b = a - (4b) = A(a - b) hergeleitet
und u. a. gezeigt, daB a b = a - b, = a; * b ist, wobei mit b, die Projektion von
b auf a bezeichnet wurde.

Bei dem Skalarprodukt a* b zweier Vektoren a und b handelt es sich um eine
multiplikative Verkniipfung zweier El e ein und desselben Vektorr:

Bei der Produktbildung W = § - s = Fscos < (3, ¢) sind § und s Elemente
verschiedener Vektorraume. Das hat aber keinen wesentlichen EinfluB auf die fiir
die Arbeit als ,,Skalarprodukt* von § und s herleitbaren Rechenregeln. Durch
eine fast wortliche Wiederholung der von uns fiir das Skalarprodukt zweier Vek-
toren gefithrten Beweise erhilt man fiir die Arbeit die gleichen GesetzmiBigk

§-e=05"s;

(79) S:e=28"58;
(28) s =3 (26) = A(5 " 5)

und zwei Distributivgesetze
(80) §-(oy+8)=F 8 +F 0 G+8)s=5s+F s,
da es sich wieder, wie bei der Multiplikation eines Vektors mit einer reellen Zahl,
um eine Verkniipfung zweier El e verschied Mengen handelt
Alle diese Beziehungen driicken einen physikalischen Sachverhalt aus, und ihrer
praktischen Anwendung zum Zwecke der Arbeitserleichterung, der Erhohung des
Nutzens oder aus technischen Griinden begegnet man tiglich:

Beim Bewegen schwerer Giiter (Kohlen, Erdmassen, Werkstiicke usw.) lings
eines Weges g ist es, physikalisch gesehen, gleichgiiltig, ob wir das zu bewegende
Gut durch einmalige Kraftan g im g transportieren oder ob wir das

Gut zerlegen und durch Anwenden genngerer Kraft die Einzelbestandteile trans-
portieren [ 7 (79;) oder (80,)].
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Das

Wenn ein Boot durch einen Motor angetrieben wird
(Bild A 43), dann verrichtet nur die Kraftkompo-
nente §; von § Arbeit, die lings des Weges s gerichtet
ist [ 7 (79)].

Antrigbsschraube A
Im zweiten Beispiel kommt zum Ausdruck, da von 43

der erzeugten Kraft § nur die zu s parallele Komponente §; von § wirkt, wihrend
die zu s orthogonale Komponente §,, wirkungslos bleibt. Man muB also be-
strebt sein, § | 5 so klein wie méglich zu halten.

Erliutern Sie den physikalischen Sinn der Beziehungen

(S +8e++8)s=8's+8 s+ +8-s
und

Smtamttom)=5a+8 n+~+5 !l

Aufgaben a 79 bis 81

Vektorprodukt

22 Definition des Vektorproduktes

Was versteht man unter dem Drehmoment einer Kraft ?

Mit der Arbeit W, die eine lings eines Weges s wirkende Kraft verrichtet und die
nach der Formel W = T+ s = Fs cos < (§, s) berechnet wird, haben Sie eine
multiplikative Verkniipfung zweier vektorieller GroBen kennengelernt, deren Er-
gebnis stets ein Zahlenwert ist. Ihr entspricht die Bildung des Skalarprodukts
a- b zweier Vektoren.
Das Drehmoment einer Kraft ist ebenfalls
eine multiplikative Verkniipfung zweier vek-
torieller GroBen. Man berechnet seinen Be-
trag M fiir eine Kraft §, die an einem vom
Drehzentrum Z ausgehenden Hebelarm s an-
greift (Bild A 44), nach der Formel
(68) M=|F.||s]

=[5 |s] sin (5 9),
da beim Drehmoment nur die zu s orthogonale Komponente der Kraft § wirksam
wird (bei der Arbeit war es die zu s parallele Komponente!). Ferner ist das Dreh-
moment im Gegensatz zur Arbeit eine gerichtete Gréfle. Man veranschaulicht es
wie einen Vektor )11 der Linge M, der zu den ,,Vektoren* s und § orthogonal ist
und mit diesen in der Reihenfolge s, §, 01T ein Rechtssystem bildet.
Da Produktbildungen der Gestalt (81) in der Physik noch an einigen anderen
Stellen auftreten, definiert man in der Mathematik fiir Vektoren analog dazu das
sogenannte Vektorprodukt zweier Vektoren und untersucht seine Eigenschaften.
Es seien a und b zwei Vektoren des Raumes und [0; A] bzw. [0; B] Reprisen-

tanten dieser Vektoren, d. h., es gelte a = 62 und b = CTE
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DEFINITION: Sind a und b zwei nicht zueinand, llele Vek des R dann
nennt man Vektorprodukt von a und b (in Zeichen a X b, gelmn ya kreuz b“) denjenigen
Vektor c, der durch die nachstehenden drei Bedingung ig i ist:

1. der Vektor c hat den Betrag

[1el=lallblsins@n]s ¢

2, der Vektor ¢ ist orthogonal zu a und b,
3. dieVektorena, b und c bilden in der angegebenen Reihen-

A45

folge ein Rechtssystem, d. h., wenn man fiir ¢ = b_é
schreibt und von C aus auf die Ebene OAB mit a = (—):1)

und b = O_B) blickt, dann ist in der positiv orientierten
Ebene OAB der orientierte Winkel < (a, b) positiv
(Bild A 45).

Sind a und b zwei zueinander parallele Vektoren, dann sind fiir sie zwei Fille
moglich:
(82) 1. Mindestens einer der Vektoren a und b ist der Nullvektor, z. B.seia = o.
Dann ist | a | = 0 und sin < (a, b) = 1.1
2. a4 o, b= ound a =/b. Dannist [a|=0,|b| =0 und
sin < (a, b) = 0 wegen <C (a, b) = 0° bzw. < (a, b) = 180°.

Fiir parallele Vektoren a und b ist also stets | a | | b | sin < (a, b) = 0. Deshalb
erginzt man die obige Definition folgendermaBen:

DEFINITION: Sind a und b zwei zueinand llele Vel dann ist ihr Vektorprodukt
ax b der Nullvektor.

Damit ist das Vektorprodukt fiir zwei beliebige Vektoren des Raumes definiert.

Nach der Definition des Vektorproduktes zweier Vektoren ist
lixi|=|i||i|sin<(i,i)=0,]ixj|=]il|j|sinx(j)=1

un .

iXi=o, iXj=¢

Diese etwas lange Definition fiir das Vektorprodukt zweier Vekteren a und b kann

man kiirzer schreiben. Zu diesem Zweck bezeichnet man mit 1, einen Einheits-

vektor, der orthogonal zu den Vektoren a und b ist und im Falle a . b die Vek-

toren a und b in der Reihenfolge a, b, n,;, zu einem Rechtssystem erginzt. Nach

dieser Vereinbarung kann das Vektorprodukt axb zweier beliebiger Vektoren

a und b durch die Gleichung

(83) axb=mngp|al|b]| sin< (a,b)

definiert werden.

Aufgaben a 82 bis 86

1 Wir hatten ja vereinbart, daB o zu jedem Vektor orthogonal ist.
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23 Geometrische Deutung des Vektorproduktes

Fiir den Betrag | a xb | des Vektorproduktes kann eine geometrische Deutung ge-
geben werden. Nach (83) ist

|axb|=|a| |b|sin < (a, b).
Schreiben wir wie oben fiir a= 6;4: fiir b = (_)B

sowie fiira +b = 63, dann bestimmen die Punkte
0, A, D, B fiir a ¥/ b in der Ebene 04 B ein Parallelo-
gramm, dessen Flicheninhalt unabhingig von der
Wahl des Punktes O gleich |b| |a| sin <t (a, b) und
damit gleich |axb| ist (Bild A 46). Fiir a||b entartet
dieses Parallelogramm zu einer doppelt iiberdeckten
Strecke; sein ,,Flicheninhalt* ist Null und damit
wieder gleich | axb |. Bezeichnet man also das durch den beliebig gewihlten

sy —
Punkt O und die Vektoren a = 04 und b = OB bestimmte Parallelogramm 0ADB
als ein ,,von den Vektoren a und b aufgespanntes Parallelogramm®, dann haben
wir gefunden:
Der Betrag | a xb | des Vektorproduktes zweier Vektoren a und b ist gleich
dem Flicheninhalt eines beliebigen, von den Vektoren a und b aufgespann-
ten Parallelogramms.
Da der Flacheninhalt eines Dreiecks 4BC gleich der Hailfte des Flicheninhalts
—

eines von den Vektorena = 4Bundb = Azaufgespannten Parallelogramms ist,
kann mit Hilfe des Vektorproduktes auch der Flicheninhalt von Dreiecken be-
rechnet werden.

Er ist fiir das A ABC gleich% | ABxAC|.

Ferner kénnen wir aus (83) ablesen:

Das Vektorprodukt a X b zweier Vektoren a und b ist genau dann gleich dem Null-

vektor, wenn a parallel zu b ist. Einerseits war namlich fiir o | b stets axb = o

und fiir a Y. b stets a Xb == o0; im letzten Fall ist immer la|==0, 6| 0und

sin < (a, b) 5= 0. Andererseits kann man aus (81) sofort ablesen, daB auch

die Umkehrung dieses Sachverhalts richtig ist, denn aus axb = o folgt

[a||b|sin < (a, b) = 0, was nur fiir einen der Fille (82) mbglich ist.

Wir konnen also wiederholend feststellen:

1. Im Bereich der reellen Zahlen ist a - b = 0 @quivalent @ = 0 oder b = 0.

2. Bei der Multiplikation eines Vektors mit einer Zahl ist Ja = o dquivalent 2 =0
oder a = o.

3. Bei der skalaren Multiplikation zweier Vektoren ist a-b = 0 #quivalent a
orthogonal b.

4. Bei der vektoriellen Multiplikation (Bildung des Vektorproduktes) zweier Vek-
toren ist aXb = o #dquivalent a || b.

Im Bereich der reellen Zahlen gibt es fiir die Gleichung 5x = 0 eine Zahl x, die

diese Gleichung erfiillt, und zwar x = 0. Im Raum der Vektoren gibt es fiir die

Gleichung i xr = o unendlich viele r, die diese Gleichung erfiillen. Nach (83) ist
ixp=m|i||r|sin<(@,0)=mg|rlsin< (i)

und i Xr = o folglich gleichbedeutend mit | r | sin < (i, r) = 0. Diese letate Glei-

chung ist aber erfiillt fir r = o und fiir r || i. Damit ist gezeigt, daB die Vektoren

r = Ai mit — 00 < 4 < + oo Lésungen von i X1 = o sind und nur diese.
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@ Formulieren Sze dle Beziehung ,,a Xb = o dquivalent a || b* unter Verwendung der

\A 4

Warter und hinreich

Berechnen Sie a) fur a % o die Produkte axXaund aX(—a),
b) fiir a orthogonal b das Produkt a Xb!

Aufgaben a 87 bis 89

24 Eigenschaften des Vektorproduktes

SATZ: Fiir die vektorielle Multiplikation hat das Kommutativgesetz keine Giiltigkeit, aber
es gilt stets axXb = — b xa.

SATZ: Fiir die vektorielle Multiplikation gelten beziiglich jeder reellen Zahl A und jedem
Paar von Vektoren a und b die Beziehungen

(84) I(ln)xb=}.(n><b)| und Iax(}.b):l(axb)l.

SATZ: Fiir die vektorielle Multiplikation gilt das Distributivgesetz, d. h., fiir drei beliebige
Vektoren a, b und ¢ ist stets

| ax(b+ c)=axb+axc | und | (b + ¢c)Xa="bxa+ cXa

Aber genauso wie fiir die skalare Multiplikation gilt das Assoziativgesetz fiir
die vektorielle Multiplikation nicht.

SATZ: Fiir drei beliebige Vektoren a, b und c ist

(85) Flicht: stets a X (bxc) = (axb)Xc|.

Die Sitze A 17 bis 19 beweisen wir hier nicht. Dafiir, daB das Assoziativgesetz
(der Satz A 20) nicht gilt, geniigt die Angabe eines einzigen Tripels a, b und ¢
von Vektoren, fiir das (85) nicht gilt.

Wir wihlen a = i, b = i, ¢ = j und berech fiir dieses spezielle Tripel [a; b; c]
die Vektoren a X (bxc) und (axb)xc, d. h. i X (i Xj) und (i Xi) Xj. Einerseits ist
iXi = o0, und deshalb gilt

(iXi)Xj=oXj=0.
Andererseits ist nach (83) und der Definition des Vektors £ in einem kartesischen
Koordinatensystem

(86) ixj=¢t|i||j|sin<X(ij)=E

(87) ixt=—jli||E|sin<X(i,t) =—j

und folglich i X (ixj) = iXt = —| = 0. Damit ist gezeigt, daB (85) im allgemei-
nen nicht gilt.

Bemerkung: In Lerneinheit A 10 hatten wir gefunden, daB man nach einem
Vektor a =0 jeden Vektor b so in zwei zueinander orthogonale Komp en by,
und b | , zerlegen kann, daB b, || a und b | , orthogonal zu a sind. Schreibt man nun
fiir b = b, + b, dann erhﬁlt man fiir das Vektorprodukt a X b den Ausdruck
(88) axb=ax(b,+ b, =axb, + nxbin =axb,,

denn es ist a Xb, = 0. Aus (88) kénnen wir schlieBen, daB alle Vektoren b, deren
zu a orthogonale Komponente gleich ist, mit a dasselbe Vektorprodukt haben
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(Bild A 47). Demzufolge ist die vektorielle
Multiplikation genauso wie die skalare nicht
umkehrbar.

Die Komponentendarstellunng des Vektor-
produktes: Es seien zwei Vektoren a und b
durch ihre Koordinaten a(a;; ay; a;) und
B(bz; bys b.) beziiglich eines kartesischen
Koordinatensystems {0O; i, j, f) gegeben. Wir
wollen nun zeigen, da man mit Hilfe der ange-
fiihrten Eigenschaften der vektoriellen Multi-
plikation die Koordinaten des Vektorproduk-
tes a X b dieser Vektoren aus den angegebenen
Koordinaten fiir a und b berechnen kann.

Zu diesem Zwecke schreiben wir a xb in der Gestalt
(89) oXb = (azi + ayj -+ a.f) X (bsi + byj + bet)
und versuchen, die rechte Seite dieser Beziehung als Linearkombination von i, i
und £ darzustellen. Es gilt:
(azi + ayj + a:€) X (bzi + byj + b.f)
©0) = azh(i X i) + azby(i Xj) + azb.(i XF)
+ ayba(j X i) + ayby(j X ) + ayb(j x¥)
+ azba(Ex i) + asby(EX ) + azba(ExE).
In (90) ist nach der Definition des Vektorproduktes

iXi=jXj=EXE=o0.
Nach (86) und (87) ist weiter iXj = f, i Xf = —j. AuBerdem gilt jXi =—8,
£Xi = j. Zu berechnen bleibt folglich nur noch j X und £, wobei wieder
jxE=—EX]j
gilt. Nach (83) ist
91) jxt=ilj||€]|sin<(j,8)=1i.

Die Tabelle (92) faBt diese Zwischenergebnisse noch einmal in iibersichtlicher
Form zusammen:

(92) i ) E—j

-

Nach (92) koénnen wir nun fiir (90) schreiben

(azi + ayj + a:f) X (bzi + byj + b.f) =
= a;byf — azb;j — aybst + ayb.i + a:bzj — azbyi =
= (ayb: — azby) i + (a:br — azb;) | + (azby, — aybz) £
und finden damit fiir das Vektorprodukt a X b der Vektoren a und b den Ausdruck

(93) axb = (ayb: — achy) i + (asbx— azby) | + (azby — ayb) E.
Aufgaben a 90 bis 97
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25 Anwendungen des Vektorproduktes

Das Vektorprodukt findet in Mathematik und Physik vielfiltig Anwendung. Seine
Verwendung bei der Berechnung von Flichen (Parallelogrammen, Dreiecks-, Viel-
ecksflachen) sahen wir bereits. Zu den weiteren Verwendungsméglichkeiten als
weiteres Beispiel die Berechnung von Dreh

Ein Kran sei auf einen Lkw montiert.
Das Gesamtgewicht von Lkw und Kran
betrage | J); | = 2 t und greife am Punkte C
an (Bild A 48). Das Gewicht des Gegen-
gewichts des Krans betrage | P, | =2t.
Zu bestimmen ist der kleinstmdgliche
Abstand DE zwischen den Achsen des
Lkw und das groBtmégliche Gewicht }%; 1om 2m

einer zu hebenden Last 4, bei denen -

der Lkw weder mit noch ohne Last nach hinten oder vorn iiberkippt.

Am Lkw mit dem montierten Kran greifen folgende Krifte an:

D, — das Gewicht des Lkws einschlieBlich des Gewichts des Krans ohne das Ge-
wicht des Gegengewichts B;

P, — das Gewicht des Gegengewichts B;

s — das Gewicht der Last, wenn der Kran eine Last hebt.

Bei angehingter Last 4 kann der Lkw im Gegenuhrzeigersinn um den Berithrungs-
punkt D mit der Erde kippen.

Auf den Lkw wirkt keine, eine Drehung um D hervorrufende Kraft, wenn die
Summe der Drehmomente aller Krifte beziiglich D gleich Null ist, sich die Dre-
hung aller dieser Krifte aufhebt. Die Bedingung dafiir ist in unserem konkreten
Fall die Erfillung der Gleichung

— — —
(94) YyxDF = P, xDG + P, xDH
bzw.

= R )
09) | Pul-4 =015+ | D] (| DE| +2).
Wenn keine Last 4 befestigt ist, kann der Lkw unter der Wirkung des Gegen-
gewichts B im Uhrzeigersinn um den Beriihrungspunkt E des Hinterrades mit
der Erde kippen. (Andere Moglichkeiten des Abkippens des Lkws lassen wir hier

als fiir die Praxis uninteressant auBer acht.) Auf den unbelasteten Lkw erfolgt
keine derartige Drehwirkung, wenn analog zu (94) die Beziehung

— — =
(96) W XEG = P,xEH baw. |1y |(|DE|—15)=|%, 2
gilt.
Aus (95) und (96) berechnen wir | bi)| und | } | durch Einsetzen von | J); | =2

und | P, | =2 zu ﬁ" =3,5m, | ]3| =3,5t. Damit haben wir das Hachst-
gewicht )Y, und die kleinstmégliche Entfernung der Rider des Lkws gefunden, bei
denen der unbelastete und der belastete Autokran weder nach vorn noch nach
hinten iiberkippt.

Aufgaben a 98 bis 100
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Zusammenfassende Betrachtungen zum axiomatischen
Aufbau der Vektorrechnung

26 Wiederholungsfragen

@ 1) a) Unter welcher Bedingung heifen zwei gerichtete Strecken parallelgleich ?

b) Was versteht man unter einer Verschiebung des Raumes ?

¢) Was ist ein Reprisentant einer Verschiebung ?
2) a) Welche Operationen sind in der Menge der Verschiebungen definiert ?

b) Wiederholen Sie die Definition der Summe (der Differenz) zweier Verschie-

bungen und des Produktes einer Verschiebung mit einer reellen Zahl!

3) Zihlen Sie die wichtigsten Rechengesetze auf, die in der Menge der Verschiebun-

gen bezuglich der Addition und Subtraktion zweier Verschiebungen sowie der Multi-

likation einer Verschiebung mit einer reellen Zahl gelten!

In Klasse 11 hatten wir im Stoﬂ'geblet ., Vektorrechnung® festgestellt, daB es
aufler der Menge der Verschiebungen des Raumes auch noch andere Mengen gibt,
fiir deren Elemente eine ,,Addition, ,,Subtraktion* und ,,Multiplikation mit
einer reellen Zahl* definiert werden kann, so dafl in allen diesen Mengen beziiglich
dieser Operationen die in der Definition A 2 auf Seite 4 aufgefiihrten Rechen-
gesetze gelten. In der Mathematik sagt man nun, daB diese Mengen die gleiche
Struktur haben (den gleichen inneren Aufbau) und fiihrt fiir sie den Sammel-
begriff ,,Vektorraum* ein.
Im weiteren Verlauf des Unterrichts haben wir von den Begriffen ,,Vektorraum*
und ,,Vektor nur insofern Gebrauch gemacht, als wir die Menge der Verschie-
bungen der betrachteten Ebene oder des Raumes jetzt ,,Vektorraum der Ver-
schiebungen dieser Ebene des Raumes* und die Verschiebungen selbst ,,Vektoren*
nannten. Deshalb entsteht die ganz natiirliche Frage, welchen Nutzen die Ein-
fiihrung der Begriffe ,,Vektorraum* und ,,Vektor* denn eigentlich bringt. Um
diese Frage beantworten zu kénnen, stellen wir folgende Uberlegungen an:
1. In der analytischen Geometrie von Ebene und Raum haben wir bedeutend
mehr Rechenregeln fiir die Verschiebungen als die Gesetze 1°—7° verwendet, so
z. B. die Regeln:

at+eo=0+a=aqa—o0=aq0—a=—aga=—(—aqa)
97) b—a=b+(—a),—(a—b)=—a+b —(a+b)=—a—5b
0-a=o0,40 =0,—la=—a.

Die Giiltigkeit dieser Regeln muBte fiir Verschiebungen bewiesen werden.
2. Auch fiir die an einem Punkt angreifenden Krifte gelten auBer den Rechen-
gesetzen 1°—7° die Rechenregeln (97) und werden bei praktischen Berechnungen
stindig verwendet.
Wenn zu zwei an einem Punkt angreifenden Kriften §, und §, eine Kraft §
ermittelt werden soll, die diese Krifte aufhebt (d. h. §,, §; und § sollen im
Gleichgewicht stehen), dann bestimmt man die resultierende Kraft §, + e
der Teilkrifte §, und §, und weil, daff 2. B. die dazu entgegengesetzte Kraft
8 = — (& + §,) das Geforderte leistet:

SitSt—GE+dH=+&R+ &)+ (&)=

51+ (&) + &+ (&) =0

Bei dieser Umformung wird wesentlich verwendet, daB fiir belleblge Krifte 3,
und §, stets — (§; + &) = (— &1) + (— &) gilt. Das ist eine der angefiihrten
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Regeln, und sie muB fiir die an einem Punkt angreifenden Krifte theoretisch be-
griindet oder zumindest experimentell bestitigt werden.

3. Analog ist das Vorgehen im Bereich (der Menge) der reellen Zahlen. Nachdem
definiert wurde, was eine reelle Zahl ist (z. B. eine Klasse von gewissen Intervall-
schachtelungen), weist man zunichst nach, daB in der Menge der reellen Zahlen
die Rechengesetze 1°—7° gelten. Danach zeigt man, gestiitzt auf diese Gesetze,
daB fiir die reellen Zahlen u. a. alle die Rechenregeln (97) gelten, die wir fiir die Ver-
schiebungen hergeleitet hatten. In den drei betrachteten Mengen ist das Vorgehen
also ganz analog. Zuerst definiert man, gestiitzt auf Vorhergeganges, was man
unter einer Verschiebung, einer Kraft, einer reellen Zahl verstehen will. Dann
zeigt man, wieder gestiitzt auf Bekanntes, die Gﬁlﬁgkeit der Gesetze 1°—7° in
diesen Mengen. Danach zeigt man, daB in den betrachteten Mengen auBerdem
noch gewisse Rechenregeln gelten, und zwar alle Rechenregeln (97) in allen drei
betrachteten Mengen gleichermafBen. Dieses Ergebnis legt die Vermutung nahe,
daB die Giiltigkeit dieser Rechenregeln keine spezifische Eigenschaft der Menge
der Verschiebungen, der Menge der an einem Punkt angreifenden Krifte und der
Menge der reellen Zahlen ist, sondern daB in allen Mengen der gleichen Struktur,
in allen Vektorrdumen, diese Rechenregeln gelten.

Aufgabe a 101

27

Wir wollen uns an einigen Beispielen davon iiberzeugen, daB diese Vermutung
richtig ist. Zu diesem Zwecke nehmen wir an, uns sei ein beliebiger Vektorraum 1
gegeben, d.h. eine Menge von Elementen, auf die die Definition des Vektorraumes
zutrifft. Wir bezeichnen die Elemente der Menge, die ja als Elemente eines Vektor-
raumes Vektoren sind, wie iiblich mit a, b, ¢, r usw. und zeigen, daB in I fiir
beliebige Elemente a und b von JI beispielsweise die Rechenregeln (98) gelten:

98) a+o=o0+a=a0a=0.

Mit o bezeichnen wir im Vektorraum der Verschiebungen die identische Abbil-
dung, die wir auch Nullverschiebung nannten; im Vektorraum der Krifte ist o
eine Kraft mit dem Betrag 0; im Vektorraum der reellen Zahlen ist o die Zahl 0.
Aus den Gesetzen 1°—7° geht nicht unmittelbar hervor, ob jeder Vektorraum It
einen Vektor o enthilt, fiir den a + o = o0 + a = a ist fiir jedes beliebige Ele-
ment a von JI. Wir miissen also zeigen

SATZ: In jedem Vektorraum J)1 gibt es ein Element o mit der Eigenschaft, daB fiir jedes
Element a von JIl die Beziehung a + 0 = 0 + a = a erfiillt ist.

Beweis: Wir wihlen in 91 ein Element,b und betrachten fiir dieses Element die
Gleichung b + r = b. Nach 3° hat diese Gleichung eine eindeutig bestimmte
Lésung, die wir mit o bezeichnen. Es bleibt nun zu zeigen, daB auch fiir jedes
beliebige Element a von Il die Beziehung a + o = a gilt, wobei o L#sung von
b + o = b ist. Nach 3° hat fiir das gewihlte Element b und jedes beliebige
Element a von I die Gleichung b + r = a eine Lésung. Wir kénnen also nach
1° und 2° fiir a + o schreiben

at+o=(b+r)+o=b+(+0)=b+(o+r)=(b+0)+r=0b+r=a.
Damit ist a + o = a fiir jedes a aus ) und nach 1° damit aucha +o0=o0+a=a.
DaB dariiber hinaus o der einzige Vektor von Il mit dieser Eigenschaft ist, kann
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man indirekt beweisen. Man nimmt an, es gibe einen zweiten Vektor o’ in JNU
mit der gleichen Eigenschaft. Dann gilt fiir ihn 0 =0 + o' (1°) 0o’ + 0 =o',
d. h., o' und o sind einander gleich. Man kann also fiir den beliebigen Vektor-
raum J1U definieren:

DEFINITION : llvek des Vek O heiBt der Vektor von JIi, der fiir jedes
Element a von )i der Gleichung a + o = a geniigt.

Im Vektorraum der n-Tupel ist das n-Tupel (0,0, ..., 0) der Nullvektor, denn fiir
jedes n-Tupel (ay, ay, .., az) gilt (a;, ag, ..., @n) + (0,0, ..., 0) = (ay, @y, ..., @p).

Im Vektorraum der Polynome a, + a;x + -+ + apx® hochstens n-ten Grades ist
das Polynom 0 (d. h. das Polynom mit a; = @, = ** = a, = 0) der Nullvektor,
denn es gilt ay + ax + -+ + apx® + 0 = @ + ax + -+ + apa" fiir jedes Polynom
dieses Raumes.

Weiter wollten wir beweisen:

SATZ: Ist 01 ein beliebiger Vel und a ein beliebiges Element von Ji, dann ist
0a = o.

Beweis: Nach 4° ist a = la. Im Bereich der reellen Zahlen ist 1 + 0 = 1. Folg-
lich kénnen wir schreiben

a®1a =(1 +0)a(§)lu +0a“——“n + 0Oa.
Da nun aber in jedem Vektorraum nur der Vektor o die Eigenschaft besitzt, daf3

fiir jedes Element die Gleichung a = a + o besteht, muB 0a = o sein, w. z. b. w.
Hinweis: Hier wird die Eindeutigkeit des Nullvektors von J1U verwendet.

Aufgaben a 102 bis 104

28

AbschlieBend wollen wir auf die Frage nach dem Nutzen zuriickkommen, den die
Einfithrung der Begriffe ,,Vektorraum* und ,,Vektor¢ bringt.

In der Lerneinheit A 27 haben wir an einigen Beispielen gezeigt, daB in jedem
Vektorraum (d. h. in"jeder Menge 911, in der die Rechengesetze 1°—7° gelten)
als Folgerung allein der Rechengesetze 1°—7° die Rechenregeln (97) Giiltigkeit
haben.! Deshalb kénnen wir jetzt als bewiesen ansehen, daB in jedem konkreten
Vektorraum, z. B. dem Vektorraum der n-Tupel und dem Vektorraum der
Polynome héchtens n-ten Grades, alle Rechenregeln (97) gelten. Das ist eine groBle
Zeitersparnis, wenn man bedenkt, daB es sehr viele Mengen gibt, die Vektor-
ridume sind.

Der allgemein gefithrte Beweis der Rechenregeln (97) ist aber nur der Beginn
einer sehr umfangreichen allgemeinen Theorie der Vektorriume. Ein weiteres
Beispiel aus dieser Theorie ist Thnen noch zuginglich: Das Einfithren und Ver-
wenden von Koordinaten in allen Vektorrdumen.

Im Vektorraum der Verschiebungen einer Ebene und im Vektorraum der Ver-
schiebungen des Raumes haben wir den Begriff , linear unabhiingig* eingefiihrt
und bewiesen:

1)1t nennt man einen im G tz zu den torri seinen Modellen.
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1. Im Vektorraum der Verschiebungen einer Ebene gibt es zwei linear unabhiingige
Vektoren. und drei Vektoren sind stets linear abhiingig.

2. Im Vektorraum der Verschiebungen des Raumes gibt es drei linear unabhiin-
gige Vektoren, und vier Vektoren sind stets linear abhingig.

Gestiitzt auf den Begriff ,linear unabhingig®, fiihrten wir in diesen beiden Vektor-

riaumen die Begriffe ,,Basis* und ,,Koordinaten eines Vektors beziiglich einer

Basis* ein. Den Begriff ,linear unabhingig® kann man auf die Vektoren des

abstrakten Vektorraumes )1l wortlich iibertragen.

DEFINITION : Vektoren aj, ay, ..., a, heifien linear unabhdngig, wenn die Gleich
Jay + Agag + + + Anan = 0

nur fiir 4, = A, = =+ = Ay = 0 gilt. Die Vektoren q,, as, ..., an heiBen linear abhdngig,
wenn sie nicht linear unabhingig sind.

Damit kann dieser Begriff auch auf die uns bekannten Beispiele fiir Vektorriume
angewendet werden.

Man kann zeigen: Im Vektorraum der n-Tupel gibt es n linear unabhingige
Vektoren, und n + 1 Vektoren sind stets linear abhingig.

Fiir den Beweis des 1. Teils dieser Behauptung geniigt es, n linear unabhingige
Vektoren dieses Raumes anzugeben, z. B. die Vektoren

= (13045550
= (0,1, .... 0)

an= (0,0, .., 1)

Diese Vektoren sind linear unabhingig, denn fiir 4,0, + 750, + ** + Agap = ©

steht 7,(1,0, ..., 0) + 25(0,1, :.., 0) + ==+ + 2a(0,0, ..., 1) = (0,0, ..., 0)

bzw. das System
Il Age 0 oy
ll:0+)~?'l+"'+)-n_'

LA 0t Ay 1=,

dessen einzige Losung 4, = 2, = =+ = Ap = 0 ist.
Den 2. Teil der Behauptung kénnen wir hier nicht beweisen.

Die maximale Anzahl linear unabhingiger Vektoren eines Vektorraumes nennt
man seine Dimension.

Da sich nun zeigen liBt, daB8 genauso wie in den Vektorriumen der Verschiebun-
gen in jedem n-dimensionalen Vektorraum I jeder Vektor a als Linearkombina-
tion a = Aya; + Ayay + *** + Anan von n beliebigen, linear unabhingigen Vektoren
Qy, Qg, ..., A geschrieben werden kann, definiert man

DEFINITION: Ist 91 ein n-dimensionaler Vektorraum und sind ay, ay, ..., ap 7 linear un-
abhiingige Vektoren von )11, dann heifit dieses n-Tupel von Vektoren eine Basis von J1{, und
man bezeichnet sie mit {a;, agy ..., an}.

Ist b ein beliebiger Vektor von 11 und b = A, + *** + Anan, dann heifen die Zahlen /,,
gy <y An die Koordinaten von b beziiglich (a;, gy ...y anl.

Man kann dann die Koordinatenmethode in jedem beliebigen konkreten Vektor-
raum anwenden.
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Der Vektorraum der n-Tupel ist nach Beispiel A 23 n-di ional, und die im
Beispiel A 23 angegebenen Vektoren qy, ..., a; bilden eine Basis dieses Raumes.
Jeden Vektor a = (ay, ay, ..., ap) kann man nach den in diesem Raum definierten
Operationen folgendermaBen schreiben:

a = a,(L,0, ..., 0) + a,(0,1, ..., 0) + - 4 @,(0,0, ..., 1) =
= a;a; + @05 + ** + @pay.
Die Zahlen a,, a,, ..., a, sind die Koordinaten von a beziiglich der gewihlten
Basis.

Ein System von n an einem Punkt angreifenden Kriften 5, §,, ..., §n ist genau

dann im Gleichgewicht, wenn ihre Resultierende §§ gleich Null ist, d. h., wenn gilt
n

99 §=58 +8+ " +8 =X & =o. Sind die Krifte §; durch ihre Ko-

=1

ordinaten §i(X;; Yi; Z;) beziiglich dreier an einem Punkt angreifender und nicht

in einer Ebene wirkender Kriifte gegeben, dann kann man fiir (99) das System

n n
(100) £ X, =0, £ Y =0, 3 Zi — 0 schreiben.
i=1 i=1 i=1

=

In der Praxis wihlt man als Basis des Vektorraumes der an einem Punkt angrei-
fenden Krifte drei paarweise senkrecht zueinander wirkende Krifte vom Betragl.
Die rechnerische Auswertung des Systems (100) ist oft bedeutend einfacher als die
graphische Auswertung der Gleichung (99).
In den letzten drei Lerneinheiten wurde ein Vorgehen skizziert, das fiir die
Mathematik typisch ist:
1. Man findet, daB es Mengen gibt, in denen gleiche GesetzmiBigkeiten auftreten,
und stellt diese GesetzmiBigkeiten durch vergleichende Betrachtungen heraus.
2. Man betrachtet eine Menge von Elementen, die nicht niher definiert wird, und
von der man nur voraussetzt, daB in ihr die unter 1. herausgestellten Gesetz-
miBigkeiten gelten. In dieser Menge versucht man, alle Folgerungen zu finden,
die sich aus diesen GesetzmiBigkeiten ergeben, und weil dann, daB diese Fol-
gerungen in allen konkreten Mengen gelten miissen, in denen die als giiltig
angenommenen GesetzmiBigkeiten gelten.
Dieses Vorgehen heiBt Axiomatisierung einer Theorie. Die Definition A 2 des
Vektorraumes nennt man eine axiomatische Definition, da sie beziiglich der Eigen-
schaften der Elemente der Menge Il nichts weiter aussagt, als daB fiir diese die
Rechengesetze 1°—7° gelten sollen.
Die Rechengesetze 1°—7°, das einzige, was wir iiber die Eigenschaften der Ele-
mente von JI wissen, nennt man die Grundgesetze eines Vektorraumes oder
seine Axiome. Aus ihnen allein konnen die Rechenregeln (97) hergeleitet und die
Begriffe ,,linear unabhingig®, ,,Basis*, ,, Koordinaten eines Vektors beziiglich
einer Basis* und viele andere mehr definiert werden. Diese Rechenregeln gelten
demzufolge in jedem konkreten Vektorraum, und diese Begriffe haben folglich in
jedem konkreten Vektorraum einen Sinn.
Bemerkung: Das Einfithren von Koordinaten in Ebene und Raum, die Herlei-
tungen der Gleichungen fiir Geraden in Ebene und Raum, von Gleichungen fiir
eine Ebene, eine Kugel u. 4. gehoren nicht zur Theorie der Vektorraume. Es ist
vielmehr eine Anwendung der konkreten Vektorrdume der Verschiebungen der
betrachteten Ebene bzw. des Raumes auf die Geometrie dieser Ebene bzw. des
Raumes. Diesen Abschnitt der Geometrie nennt man analytische Geometrie.

Aufgaben a 105 bis 108
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B. Kegelschnitte

50 Definition und Konstruktion der Kegelschnitte
Wiederholung (50) - Definition der Kegelschnitte (51) + Ortsdefinition der Ellipse
(55) * Ortsdefinition der Hyperbel (59) * Ortsdefinition der Parabel (61)

63 Gleichungen der Kegelschnil
Mittelpunktsgleichungen der Ellipse (63) - Mittelpunktsgleichung der Hyperbel
(65) - Scheitelgleichung der Parabel (66) - Gleich fiir Kegelschnitte in ach
paralleler Lage zum Koordii ystem (67) + Aufstellen von Kegelschnittsgleick
gen (68) -+ Kegelschnitt und Gerade (70) - Ei haften der Kegelschnitte (75) + Ge-

meinsame Scheitelgleichung der nicht entarteten Kegelschnitte (79)

Zu den einstmals so ritselhaften und auch heute noch interessanten Objekten des gestirnten
Himmels gehoren die Kometen. Oft tauchen sie unerwartet auf, bewegen sich dann auf voll-
kommen ungewdhnlichen Bahnen am Himmel, um ebenso plétzlich wieder zu verschwin-
den. Das NEWTONsche Gravitationsgesetz gab die Grundlage fiir die Méglichkeit einer
Bahnbestimmung und damit fiir das Verstdndnis der riaumlichen Bewegung. Die Bahnen,
auf denen sie sich bewegen, sind Kegelschnitte,
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Definition und Konstruktion der Kegelschnitte

1 Zur Wiederholung

Pyramiden (darunter das Tetraeder), Pyramidenstiimpfe, Prismen (darunter
Quader und damit auch Wiirfel) werden ebenfliichig begrenzte Korper genannt,

weil sich ihre Oberfliche hlieBlich aus eb Flichenstiicken
setzt. Kugeln und ihre Teile (Kugelsegment und -sektor), Zylinder, Kegel und
Kegelstiimpfe werden krummfliichig beg Kérper g weil ihre Ober-

fliche ganz oder teilweise aus gekriimmten Flichen besteht.

Unter einem Korper verstehen wir den Teil des Raumes, der aus der Begrenzungs-
fliche und den im Innern dieser Begrenzungsfliche liegenden Punkten besteht.
Ebenso wie es in der Ebene oft zweckmiBig ist, zwischen einer Fliche (Dreiecks-
fliche, Kreisfliche, ...) und der sie begrenzenden Linie (Dreieck, Kreis, ...) zu
unterscheiden, betrachtet man im Raum neben den Kérpern in der oben ange-
fithrten Auff: g auch g dert deren Begr gsflichen und unterscheid
so z. B. zwischen Kugelkérper und Kugel, Prismenkérper und Prisma usw. Wir
werden im folgenden i. a. jeweils nur die Bezeichnungen Kugel, Prisma usw.
verwenden, miissen aber darauf achten, daB bei mathematischen Fragestellungen
aus dem Zusammenhang ersichtlich wird, um welche Auffassung des Begriffs
. Kreis® (,,Kugel*) es sich gerade handelt.

a) Was versteht man unter einer senkrechten Eintafelprojektion ? Erliutern Sie in
diesem Zusammenhang die Begriffe ,,Grundrif* und ,,Hshenmafstab*!
b) Zeichnen Sie den Grundrif einer Geraden, wenn Ihnen von zwei Punkten der-
selben die Grundrisse bekannt sind!
¢) Was versteht man unter dem Grundrifispurpunkt einer Geraden, was unter der
Grundrifispurgeraden einer Ebene ?
d) Wie ermittelt man bei der senkrechten Eintafelprojektion
(1) den Neigungswinkel einer Geraden AB gegen die Grundrifebene,
(2) die wahre Linge einer Strecke AB,
wenn die Punkte A und B durch ihre Grundrisse und Hihen gegeben sind ?
e) Wie ermittelt man bei der senkrechten Eintafelprojektion
(1) den Neigungswinkel einer Ebene ABC zur Grundrifiebene,
(2) die wahre Gestalt einer ebenen Figur, z. B. des Dreiecks ABC,
wenn die Punkte A, B und C durch ihre Grundrisse und Hohen gegeben sind ?
f) Beschreiben Sie das Verfahren der senkrechten Zweitafelprojektion!

Eine dreiseitige Pyramide 4 BCS sei durch Grund- und AufriBl gegeben und eine
projizierende Ebene ¢ beziiglich der AufriBtafel durch ihre Spuren e, und e,
(Bild B 1). Die Pyramide 4 BCS werde von ¢ in allen drei Seitenflichen geschnit-
ten. Zu konstruieren ist der GrundriB und die wahre GroBe der Schnittfigur.
Lisung: Da ¢ die Korperkanten in den Eckpunkten 4,, By und C, der Schnittfigur
schneidet, kénnen die Aufrisse dieser Eckpunkte als Schnittpunkte von e, mit
A"S7, B"S”, C"S” sofort ermittelt werden. Aus diesen Aufrissen und dem Grund-
ril von ABCS bestimmt man den GrundriBl der Eckpunkte 4,, B, C,.

& ist beziiglich der AufriBeb projizierende Ebene. Durch Klappung von & um
die Spur e, finden wir die wahre GréBe der Schnittfigur 4,B,C,.

Aufgaben b 1 bis 7
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2 Definition der Kegelschnitte

Wir werden uns jetzt mit den Schnittfiguren befassen, die entstehen, wenn man
einen geraden Kreiskegel mit einer Ebene schneidet.

Wiederholen Sie die Definition des geraden Kreiskegels !

In der tiglichen Praxis ist es im allgemeinen ausreichend, einen Kegel als endliche
Figur a hen. Bei technischen Fragestellungen ist es jedoch manchmal nétig,
unter einem Kegel ein unendliches Gebilde zu verstehen. Dann benutzt man die
in der Mathematik iibliche, durch Abstraktion gewonnene

DEFINITION: Ein Kegel ist die Gesamtheit der Geraden, die einen Punkt S des Raumes
mit den Punkten einer Kurve k verbinden. Ist k eine ebene Kurve, dann darf S nicht in der
Ebene von k liegen. S heiBt die Spitze, k eine Leitkurve und die Geraden die Mantellinien
des Kegels.

Ist k ein Kreis, so heiBt der Kegel Kreiskegel und der Kreis ein Grundkreis des Kegels.
Die Verbindungsgerade der Spitze S mit dem Mittelpunkt eines Grundkreises heiBt die
Achse des Kreiskegels.

Der Kreiskegel heit gerade oder schief, je nachdem die Achse auf der Grundkreisebene
senkrecht steht oder nicht (Bild B 2).

4* 51




Da von den Kegeln im weiteren nur gerade Kreiskegel betrachtet werden, be-

zeichnen wir diese kurz als ,,Kegel*.

‘Wir wollen nun untersuchen, welche Schnittfiguren entstehen, wenn ein Kegel K

mit einer Ebene ¢ geschnitten wird. Zu di Zweck neh wir an:

1. Der Kegel K sei durch seinen Grund- und AufriB bei senkrechter Zweitafel-
projektion gegeben, wobei die Tafeln so liegen sollen, daBB der Grundkreis k
von K in der Grundriebene liegt.

2. Die Ebene ¢ sei durch ihre Spuren e; und e, gegeben, wobei wir ohne Beschriin-
kung der Allgemeinheit annehmen, daB & senkrecht zur AufriBebene verliuft
und damit projizierende Ebene beziiglich dieser ist.

Wir bezeichnen mit

« den Neigungswinkel der Mantellinien von K mit der Ebene des Grundkreises k

von K und mit

B den Neigungswinkel von & zur Ebene von k.

AuBerdem mége zunichst ¢ nicht durch die Spitze S des Kegels gehen.

B3

S

Y, (
& \

1. Fall: 0 < 8 < . Wir konstruieren zunichst fiir # > 0 zum AufriB der Schnitt-
figur ihren GrundriB. Zu diesem Zweck halbieren wir die Strecke S,”S,” des Auf-
risses durch den Punkt M” (Bild B 3) und wihlen die weiteren zur Grundri-
konstruktion bestimmten Aufripunkte so, daB sie symmetrisch zu M” gelegene
Punktepaare der Strecken S,”M” und M”S,” bilden. Den Grundrif} eines solchen
Punktes finden wir als Schnittpunkt der zugehérigea Ordnungslinie und des
Grundrisses der durch ihn hindurchgehenden Mantellinie des Kegels. Durch
Klappen der Schnittebene ¢ um e; ermitteln wir dann die wahre Gestalt der
Schnittfigur.

Der eingeschl Konstrukti g liBt uns folgende Eigenschaften der

5

Schnittfigur erkennen:
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a) Sie ist eine endliche, geschlossene Kurve.

b) Sie hat zwei senkrecht zueinander verlaufende Symmetrieachsen und ist folg-
lich zentralsymmetrisch. Thr Mittelpunkt ist M.

¢) Die maximale und die minimale Entfernung der Kurvenpunkte von M wird
in den Punkten auf den beiden Symmetrieachsen angenommen.

Ermitteln Sie konstruktiv den Grundrif und die wahre Gestalt der Schnitifigur von K
und &, wenn ¢ nicht durch S von K geht und f = 0 ist!

DEFINITION: Es sei K ein gerader Kreiskegel, dessen Mantellinien zur Ebene des Grund-
kreises den Neigungswinkel o« haben, und ¢ eine Ebene, deren Neigungswinkel zur Grund-
kreisebene von K 3 betriigt. Geht ¢ nicht durch die Spitze S von K und ist 0 < < &, dann
heiBt die Schnittfigur von K und ¢ eine Ellipse.!

Die auf den Symmetrieachsen der Ellipse gelegenen Kurvenpunkte heiBlen
Scheitel der Ellipse. Die Strecken, die den Mittelpunkt M der Ellipse mit je
einem Scheitel verbinden, heien die Halbachsen der Ellipse. Die beiden Scheitel
maximaler Entfernung von M nennt man die Hauptscheitel der Ellipse und ihre
Verbindungsstrecke die Hauptachse, die beiden Scheitel minimaler Entfernung
von M heiBen die Nebenscheitel der Ellipse und ihre Verbindungsstrecke die Neben=
achse der Ellipse.

Fiir § = 0 ist die Schnittfigur von K und ¢ ein Kreis. Der Kreis ist demnach ein
Sonderfall der Ellipse, und zwar eine Ellipse, deren Haupt- und Nebenachse
gleich lang sind.

Aufgaben b 8 und 9

2. Fall: f# =«. Wir kon-

struieren wieder zum Aufril

den GrundriB der Schnitt-
figur und ermitteln ihre

wahre Gestalt (Bild B 4),

wobei hier die AufriB-

punkte beliebig gewihlt
werden koénnen. Aus der

Konstruktion ergeben sich

fiir die Schnittfigur folgende ) o

Eigenschaften:

a) Sie besteht aus einem
beiderseits ins Unend-
liche verlaufenden Kur-
venbogen (Ast), ist also
keine geschlossene Kur-
ve.

1 ) EAdswyss  (griech.), Mangel. L)
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b) Sie besitzt nur eine Symmetrieachse. Die Kurve ist folglich nicht zentral-
symmetrisch und hat keinen Mittelpunkt.

DEFINITION: Es sei K ein gerader Kreukegel., dessen Mantellinien zur Gmndkrel.ubene
den Neigungswinkel « haben, und ¢ eine Ebene, deren N igungswinkel zur Grundk

von K f betriigt. Geht ¢ nicht durch die Spitze von K und ist § = x, dann heiBt die Schnitt-
figur von K und ¢ eine Parabel.!

Der auf der Symmetrieachse der Parabel gelegene Punkt der Parabel heiBt ihr
Scheitel.

3: Fall: % = f > «. Das Bild B 5 zeigt den AufriB, den GrundriB und die wahre

Gestalt der Schnittfigur von K und ¢, die analog dem ersten Falle konstruiert

wurden. Aus der Konstruktion ergibt sich hier fiir die Schmttﬁgur

a) Sie ist eine nicht geschlossene Kurve, die aus zwei beiderseits ins Unendliche
gehenden Kurvenbbgen (Asten) o}me gememsame Punkte besteht.

b) Sie hat zwei senkrecht auf de Symmetrieach Damit ist sie
zentralsymmetrisch und hat einen Mittelpunkt.

c) Einé Symmetrieachse enthilt keinen Kurvenpunkt Die andere, die sogenannte
Hauptsymmetrieachse, enthilt zwei zu verschiedenen Asten gehﬁrende
Kurvenpunkte, deren Entfernung gleich dem minimalen Abstand der Aste ist.

1 nagafors (griech.), Cleichheit.

B5 A\

5

——
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DEFINITION: Es sei K ein gerader Kreiskegel, dessen Mante]linien zur Ebene des Grund-
kreises den Neigungswinkel « haben, und ¢ eine Ebene, deren Neigungswinkel zur Grund-
kreisebene von K f betriigt. Geht ¢ beim Schnitt mit K nicht durch die Spitze von K und ist

a<lp= —;i, dann heift die Schnittfigur von K und ¢ eine Hyperbel.!

Die auf der Hauptsymmetrieachse gelegenen Kurvenpunkte heiflen die Scheitel
der Hyperbel, die Verbindungsstrecken der Scheitel mit dem Mittelpunkt M der
Hyperbel die Halbachsen und die Verbindungsstrecke der Scheitel die Achse
oder Hauptachse der Hyperbel.

Neben den drei Schnittfiguren Ellipse (mit einem Sonderfall, dem Kreis), Parabel, Hyperbel
sind noch andere Figuren moglich. Man erhilt sie, wenn die Ebene ¢ den Kegel K in seiner
Spitze S schneidet. Im Fall 0 < < x haben ¢ und K nur den Punkt S gemeinsam (Bild
B 6a).

Im Fall § = & beriihrt die Ebene ¢ den Kegel lings einer Mantellinie, so daB man als
Schnittfigur eine Gerade g erhilt (Bild B 6b).

2
g

B6

Im Fall % = B> co hat die Ebene ¢ mit dem Kegel zwei Mantellinien gemeinsam. Die
ur ist ein Gerad g, und g, durch S (Bild B 6¢).

Den Punkt, eine Gerade und ein Geradenpaar nennt man entartete Kegelschnitte.

Schnitth

DEFINITION: Jede Kurve, die beim Schnitt eines geraden Kreiskegels mit einer Ebene ent-
steht, heiBt ein Kegelschnitt.

Im weiteren wollen wir aber zur Abkiirzung der Sprechweise unter einem ,,Kegel-
schnitt* stets einen nichtentarteten Kegelschnitt verstehen.

Aufgaben b 10 bis 12

4 Ortsdefinition der Ellipse

,,Geometrischer Ort* ist eine veraltete Bezeichnung fiir eine Menge aller der
Punkte, die gewissen geometrischen Bedingungen geniigen. So sagte man frither:
Ein Kreis ist der geometrische Ort der Punkte einer Ebene, die von einem festen

1 4 dmegBoAv  (griech.), UberschuB.
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Punkt dieser Ebene, dem Mittelpunkt des Kreises, konstanten Abstand haben.
Heute setzt man in dieser Definition des Kreises fiir ,,der geometrische Ort* die
Worte ,,die Menge aller der Punkte*.

Definieren Sie a) die Mittelsenkrechte einer Strecke, b) die Winkelhalbierende als
Menge von Punkten mit bestimmten geometrischen Eigenschafien, als ,,geometrischer
Ort!

Die ebenen Figuren Ellipse, Parabel und Hyperbel haben wir bisher als Schnitt-
figuren zweier Flichen definiert. Wir such hr nach je einer Definition, in
der nur Punkte der Ebene eine Rolle spielen, in der der betreffende Kegelschnitt
liegt. Wir betrachten hierzu einen geraden Kreiskegel K und eine Kugel K(M, r)
und denken uns die Kugel so in einen der beiden Halbkegel! von K hineingelegt,
daB sie so nahe als mglich an die Spitze S von K zu liegen kommt. Diese Lage
wird eingenommen, wenn der Mittelpunkt M von K(M, r) auf der Achse von K
liegt und K(M, r) den Kegel lings eines Kreises beriihrt (Bild B 7). Verkleinern
wir den Radius r der Kugel, dann verringert sich bei analoger Lage der Kugel
beziiglich des Kegels der Abstand von M zu S, und der Beriihrungskreis von
K(M, r) und K riickt ebenfalls niiher an den Scheitel von K heran. Bei VergrofBe-
rung von r wiichst der Abstand von M zu S, und der Beriihrungskreis riickt von
S ab.
‘Wir suchen zuerst nach einer Ortsdefinition der Ellipse.
Es sei ein Kegel K gegeben, der von einer Ebene & so geschnitten wird, daB eine
Ellipse entsteht. In diesem Falle geht ¢ nicht durch S und schneidet nur einen der
beiden Halbkegel von K. Wir legen nun in den von ¢ geschnittenen Halbkegel eine -
so kleine Kugel hinein, daB
a) die Punkte ihres Berithrungskreises mit K naher an S liegen als die Ellipsen-
punkte und
b) die Kugel mit & keinen gemeinsamen Punkt hat.
Durch stetiges VergroBern des Radius der Kugel kénnen wir dann erreichen, da
a) fiir einen bestimmten Radius r; die entsprechende Kugel K(M,,r;) ganz auf
derselben Seite von ¢ liegt wie S und ¢ in einem Punkt F, beriihrt,

1 Unter einem Halbkegel versteht man den Teil des Kogels,
der auf ciner Seite einer durch die Spitze S des Kegels
gehenden Ebene liegt, die mit K nur S gemeinsam hat.

Ik B7

Kl(”:") K(My,ry)




b) fiir Radien, die etwas groBer sind als r;, die Kugel die Ebene ¢ schneidet,
¢) fiir einen Radius r, > r; die entsprechende Kugel K(M,, r,) ganz auf der Seite
von ¢ liegt, der S nicht angehort, und ¢ in einem Punkt F, beriihrt (Bild B 8).
Bei weiterer VergroBerung von r entfernt sich K(M, r) immer weiter von & und
hat mit ihr keinen Punkt gemeinsam. Die Kugeln K(M,, r;) und K(M,, r;) nennt
man nach dem belgischen Mathematiker G.P. Dandelin (sprich: dangdeling;
1794—1847), der diese Uberlegungen erstmals anstellte, Dandelinsche Kugeln.
Thre Beriihrungspunkte F; und F, mit ¢ heiBen die Brennpunkte der Ellipse. Die
Punkte F, und F, sind fiir die Ellipse von groBer Bedeutung, denn es gilt:

SATZ: Sind F, und F, die Brennpunkte einer Ellipse, dann ist fiir alle Punkte P dieser
Ellipse die Summe der Abstinde von P zu F; und F, konstant und grafer als der Abstand
von F, zu F,, d. h., s gilt fiir alle Ellipsenpunkte P die Beziehung

[ FF+ PR = cons. > FF, |

Beweis: Wir betrachten einen beliebigen Punkt P einer durch K und ¢ gegebenen
Ellipse und die durch P gehende Mantellinie des Kegels. Diese Mantellinie schnei-
det die Beriihrungskreise der Kugeln K(M;, r;) und K(Mp, rp) mit K in jeweils
einem Punkt, den wir mit 4, bzw. 4, bezeichnen. Da fiir alle Punkte der Beriih-
rungskreise der Abstand von der Spitze S von K konstant ist, ist fiir alle Punkte P
der betrachteten Ellipse die Lange der Stecke A, A, konstant (Bild B 8).

Der Punkt P zerlegt A;4, in die Teilstrecken P4, und P4, Die Gerade P4, ist
Tangente an die Kugel K(M;, r;) und die Gerade PF, ebenfalls (da ¢ diese Kugel
in F, beriihrt und P der Ebene ¢ angehort). Da man nun in Analogie zum Kreis
(Spezialfall des Tangenten-Sekanten-Satzes, wenn die Sekante Tangente wird)
zeigen kann, daB fiir zwei an eine Kugel K(M, r) von einem Punkt P auBerhalb
von K(M, r) gezogene Tangenten die von P zu den Tangentenberithrungspunkten
gezogenen Strecken gleich lang sind, ist in unserem Falle P4, = PF,. Analog
dazu gilt dann natiirlich auch P4, = PF,, und wir kénnen schreiben

AE:A?+E=FTP+I’_E=COHEL

P ist ein Punkt von K, F; und F, sind es jedoch nicht. Deshalb kann P mit
keinem dieser Punkte zusammenfallen. Beriicksichtigt man nun, daB im Dreieck

stets die Summe zweier Seiten groBer als die dritte ist, so kommt man zu der
Beziehung

FP+ FKP> FF,
womit der Satz bewiesen wire.

In (1) sind P, F; und F, Punkte der Ebene der gegebenen Ellipse. Da sich auch
die Umkehrung des Satzes B 6:

Die Menge aller Punkte P einer Ebene, fiir die die Summe der Abstinde zu zwei festen
Punkten F, und F, dieser Ebene konstant und grifer als der Abstand von F, zu F, ist, ist
eine Ellipse, und F, und F, sind ihre Brennpunkte.

beweisen laBt!, haben wir folglich eine Definition der Ellipse gefunden, in der nur
Punkte der Ebene dieser Ellipse eine Rolle spielen.

1 Zum Beweis dieses Satzes muB gezeigt werden, daB die gegebene Punktmenge ein Kegelschnitt, und zwar eine
Ellipse ist, d. h., es milssen eine Ebene und ein Kegel angegeben werden, deren Schnittfigur die gegebene Punkt-
menge ist.
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Ortsdefinition der Ellipse: Eine Ellipse ist die Menge aller der Punkte einer Ebene, fiir die
die Summe ihrer Abstinde von zwei festen Punkten F, und F, dieser Ebene konstant und
groBer als der Abstand von F, zu F, ist. F; und F, heiflen die Brennpunkte der Ellipse.

Ist bei dieser Definition der Ellipse ihr Sonderfall, der Kreis, miterfat ? Beschreiben
Sie fiir den Fall des Kreises die Lage der Dandelinschen Kugeln und ihrer Beriih-
rungspunkte F, und F, mit ¢!

Wiederholen Sie die Bedingungen, unter denen sich in der Ebene zwei Kreise
k(My, 1)) und k(M,, r,) a) nicht schneiden und einer auferhalb des anderen liegt,
b) von auflen beriihren, ¢) schneiden, d) von innen beriihren, e) nicht schneiden und
einer innerhalb des anderen liegt!

Aus der Ortsdefinition ergibt sich ein einfaches Konstruktionsverfahren fiir die
Ellipse, das man als Giirtnerkonstruktion bezeichnet.

Da es uns bei der Konstruktion der Ellipse nicht auf ihre Lage in der Zeichen-
ebene ankommt, seien uns ihre Brennpunkte durch ihre Entfernung, d. h. die
Linge der Strecke F, F,, gegeben. Ferner sei uns noch die fiir die zu konstruierende
Ellipse charakteristische Konstante F; P + PF, als Liinge einer zweiten Strecke
A4, gegeben, wobei 4,4, > F}F, sein mége (Bild B 9).
Konstruktionsbeschreibung: Wirwih-
len in der Zeichenebene zwei Punkte
F, und F, der angegebenen Ent-
fernung F,F, und eine Strecke 4,4,
der gegebenen Linge. Mit T, be-
zeichnen wir den Mittelpunkt von
A4, und mit T, baw. T, die auf ver-
schiedenen Seiten von T gelegenen

Punkte von 4, 4,, fiir die

1
T.T,= T,;T,=; FiF;
ist. Nun nehmen wir folgende Fall-
unterscheidung vor:
1. Fall: Wir wihlen auf 4,4, einen
Punkt T zwischen T} und T,, der
nicht mit T, zusammenfillt, und B9
schlagen um F, und F, je zwei
Kreise, deren Radien die Linge der Strecken A, T und T4, haben. Diese Kreise
schneiden sich paarweise in vier Punkten P,, P,, Py, P,, fiir die jeweils
F,P; + P;F, = A4, ist und die damit Punkte der gesuchten Ellipse sind. P; und
P, liegen symmetrisch zu Py bzw. Py beziiglich der Geraden F,F,, und P, und
P, liegen symmetrisch zu P, bzw. P, beziiglich der Mittelsenkrechten von FF,
Auf' diese Weise erhalten wir fiir jeden analog gelegenen Unterteilungspunkt
von A, 4, jeweils vier Ellipsenpunkte. So ko wir hinreichend viele Kurven-
punkte konstruieren und den Kurvenverlauf erkennen.
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2. Fall: Wir wihlen als Unterteilungspunkt von A, 4, den Punkt T, (bzw. Tj).
Dann beriihren sich die entsprechenden Kreise um F; und F, in ihren Schnitt-
punkten S; und S, mit der Geraden F,F,. Wegen F;S; + SiF, = A4, (i =12)
gehoren auch diese Punkte zu der durch F,F, und 4,4, gegebenen Ellipse.

3. Fall: Wir wihlen als Unterteilungspunkt den Punkt T, Dann haben die ent-
sprechenden Kreise um F; und F, zwei Schnittpunkte S; und S, die auf der
Mittelsenkrechten zu F;F, liegen. Fiir Unterteilungspunkte T zwischen T, und 4,
(bzw. A, und T,) liefert das der Ortsdefinition der Ellipse entsprechende Kon-
struktionsverfahren keine weiteren Kurvenpunkte.

Begriinden Sie in allen vier Fillen, weshalb die entsprechenden Kreise um F, und F,
die angegebene Anzahl gemeinsamer Punkte haben.

Giirtner wandeln bei der Anlage eines ellipsenformigen Beetes —
dieses Konstruktionsverfahren folgendermafen ab: Zwei

Pflicke werden in die Erde gesteckt und mit einer Schnur

recht lose verbunden. Dann wird die Schnur mit Hilfe eines

dritten Pflocks gespannt und der Pflock auf diesem Zwangs-

weg bewegt (Bild B 10). f, F
Ist die entstandene Figur eine Ellipse? Ahmen Sie diese
,,Giirtnerkonstruktion* im Heft mit Hilfe zweier Stecknadeln,

eines Fadens und eines spitzen Bleistiftes nach. B 10

Da die Geraden F,F, und die Mittelsenkrechte zur Strecke F;F, die Symmetrie-
achsen der Ellipse sind, haben wir in S;, S,, S; und S, die Scheitel der Ellipse
gefunden. Der Mittelpunkt M von F,F, ist der Mittelpunkt der Ellipse. Gewdhn-
lich bezeichnet man die Linge der Hauptachse mit 2a, die der Nebenachse mit 2b
und den Abstand der Brennpunkte mit 2e. Aus der Konstruktionsbeschreibung
folgt, daB A, 4, die Liinge 2a und z. B. FS, die Lange a hat. Aus dem rechtwink-
ligen Dreieck MF,S, ergibt sich damit fiir a, b und e die Beziehung

(o]

Das Dreieck MF,S, nennt man das charakteristische Dreieck der Ellipse und e
ihre lineare Exzentrizitit. Nach Satz B 7 ist fiir eine Ellipse stets a > e = 0.

Aufgaben b 13 bis 15

6 Orisdefinition der Hyperbel

Gegeben sei uns eine Hyperbel als Schnittfigur eines Kegels K und einer Ebene .
Im Falle der Hyperbel geht & nicht durch die Spitze S von K und schneidet beide
Halbkegel von K. Wir bezeichnen nun ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
einen der Halbkegel als den unteren, den anderen als den oberen und legen in den
unteren wieder eine kleine Kugel so hinein, daf3

a) die Punkte ihres Beriihrungskreises mit K niher an S liegen als die Hyperbel-

punkte auf diesem Halbkegel,

b) die Kugel mit ¢ keinen gemeinsamen Punkt hat.

VergroBert man den Radius der Kugel allméhlich, dann gibt es einen Radius r;,
fiir den die entsprechende Kugel K(M,, r;) ganz auf der Seite vone liegt wie S und
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¢ in einem Punkte F; beriihrt, wihrend die Beriihrungskugeln des unteren Halb-
kegels, deren Radien groBer als r, sind, alle die Ebene ¢ schneiden.

Im unteren Halbkegel von K gibt es also fiir die Hyperbel im Gegensatz zum Fall
der Ellipse nur eine Dandelinsche Kugel. Eine zweite Dandelinsche Kugel
K(M,, r,) fiir die Hyperbel findet map auf analoge Weise im oberen Halbkegel
von K (Bild B 11), so daB auch fiir die Hyperbel zwei solche Beriihrungskugeln
existieren. Die Beriihrungspunkte F; und F, der Dandelinschen Kugeln K(M,, r;)
und K(M,, r,) mit der Ebene ¢ heiBen die Brennpunkte der Hyperbel, und es gilt:

SATZ: Sind F, und F, die Brennpunkte einer Hyperbel, dann ist fiir alle Punkte P dieser
Hyperbel der Absolutbetrag der Differenz der Abstinde von P zu F; und F, konstant, grofier
als Null und kleiner als der Abstand von F; zu F,, d. h., es gilt fiir alle Hyperbelpunkte P
die Beziehung

|| FiP —PF, | = cons. < FiF,

Beweis: Ist P ein beliebiger Punkt der durch K und ¢ gegebenen Hyperbel und schneidet
die Mantellinie von K durch P die Beriihrungskreise von K (M, r;) und K (Mﬂ.) mit K
entsprechend in A, und 4,, dann gelten wie im Falle der Ellipse die Beziehungen PF, = ﬂ
und PF, = P4, Liegt P auf dem unteren Halbkegel von K, dann ergibt sich daraus
4,4, = P4,— P4, = PF,—PF,
und fiir P auf dem oberen Halbkegel analog dazu
44— PA,— P4, = PF,—FF,.
Allgemein kénnen wir also fiir einen beliebigen Hyperbelpunkt P
@ |PR—PR|=44,
schreiben, wobei die Strecke A, 4, konstante, von Null verschiedene Linge hat, da 4, und
A, auf verschiedenen Halbkegeln von K liegen. P ist ein Punkt von K, F; und F, sind je-
doch keine Punkte von K. Deshalb kann wieder P mit keinem dieser Punkte zusammen-

fallen. Beriicksichtigt man nun, daB im Dreieck die Differenz zweier Dreieckseiten stets
kleiner als die dritte Seite ist, so kommt man zu der Beziehung

I F,P—PF, | < FyF,, womit der Satz bewiesen ist.

Auch im Falle der Hyperbel kann die Umkehrung des Satzes B 9 bewiesen werden.
Deshalb gilt folgende

Ortsdefinition der Hyperbel: Eine Hyperbel ist die Menge aller der Punkte einer Ebene, fiir
die der Absolutbetrag der Differenz ihrer Abstinde von zwei festen Punkten F, und F,
dieser Ebene konstant und ungleich Null ist. F; und F, heilen die Brennpunkte der
Hyperbel.

Nach dieser Definition kann man eine Hyperbel konstruieren, wenn fiir sie F}, F,
und die Strecke 4,4, gegeben sind und F,F, > A 4, ist (Bild B 12).
Konstruktionsbeschreibung: Wir bezeichnen die Mittelpunkte der Strecken F; Fy und
Ay 4, entsprechend mit M bzw. T, und ermitteln auf der Geraden A, 4, zwei zu T
symmetrisch gelegene Punkte T und Ty, fiir die T, T, = T,T, = F;M ist. Ist T
ein Punkt der Geraden 4,4, auBerhalb der Strecke T;7T,, dann schneiden ein-
ander die um F, und F, geschlagenen Kreise, deren Radien die Linge der Strecken
A,T und A,T haben, in vier Punkten P, P,, P;, P,. Diese Punkte gehéren der
gesuchten Hyperbel an, da fiir sie | PiF} — P;F,l =A4,, (i=1,2,3,4), ist.
Sie liegen paarweise symmetrisch beziiglich der Geraden F,F, bzw. der Mittel-
senkrechten zu FF,.
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KMy, 1)

Schlagen wir um F; und F, Kreise, deren Radien die Linge der Strecken A—ITI
und 4, T, (baw. 4, T, und 4,T,) haben, dann beriihren sich diese Kreise paarweise
in den gemeinsamen Schnittpunkten S;, S, mit der Geraden F)F,. Auch fiir diese
Punkte ist | S;F; — S;F, Ji/rA,, sie gehoren also zu der gesuchten Hyperbel.
Fiir Punkte der Strecke T, T, ergeben sich keine weiteren Punkte, die der Bedin-
gung (2) geniigen.

Die Punkte S, und S, sind die Scheitel der Hyperbel und M ihr Mittelpunkt. Im
Gegensatz zur Ellipse hat die Hyperbel nur zwei Scheitel. Man bezeichnet auch
fiir die Hyperbel die Linge der Hauptachse mit 2a, und den Abstand der Brenn-
punkte mit 2e; ¢ nennt man ihre lineare Exzentrizitit. AuBerdem erweist es sich
als giinstig, formal eine GroBe b > 0 einzufithren, indem man b® = e — a? setzt.
Bestimmt man auf der im Punkt S, errichteten Senkrechten zu F}F, einen Punkt
Q,, dessen Abstand von S, gleich b ist, dann gilt in dem rechtwinkligen Dreieck
S, MQ, die Beziehung ’

Man nennt deshalb A S;M(Q, das charakteristische Dreieck. In ihm gilt stets
e>a>0.

Ist fiir eine Hyperbel b = a, dann ist ihr charakteristisches Dreieck gleichschenk-
lig, und man nennt sie gleichseitige Hyperbel.

Aufgaben b 16 bis 18

7 Ortsdefinition der Parabel

Ist eine Parabel als Schnittfigur eines Kegels K und einer Ebene ¢ gegeben, dann
geht & nicht durch die Spitze von K und schneidet nur einen Halbkegel von K,
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den wir den unteren nennen wollen. In diesem Halbkegel gibt es wie im Falle der
Hyperbel genau eine Dandelinsche Kugel K(M, r), die ¢ in F beriihren moge. Da ¢
den oberen Halbkegel nicht schneidet, existiert fiir die Parabel nur eine Dande-
linsche Kugel. Trotzdem kann man auch fiir die Parabel eine Ortsdefinition geben,
wenn man die durch den Berithrungskreis von K(M, r) mit K bestimmte Ebene &
und ihre Schnittgerade I mit ¢ in die Betrachtungen einbezieht.

Es sei P ein beliebiger Punkt der Parabel. Wir bezeichnen den LotfuBpunkt von P
auf ¢, mit P’, den LotfuBBpunkt von P auf I mit L, den Schnittpunkt der Mantel-
linie des Kegels durch P mit dem Berithrungskreis von K(M, r) und K mit 4 und
betrachten die Dreiecke A, PLP' und A\ PAP' (Bild B 13).

Beide Dreiecke sind rechtwinklig. Sie haben die Seite PP’ gemeinsam, und es gilt
< PLP' = < PAP' =, da im Falle der Parabel der Neigungswinkel der
Mantellinien von K und der Neigungswinkel der Ebene ¢ zur Ebene eines Grund-
kreises einander gleich sind. In diesen beiden rechtwinkligen Dreiecken ist
PP’ = PLsina und PP’ — PA sinw, also PL = PA. AuBerdem ist P4 — PF,
denn beide Strecken sind Abschnitte von Tangenten von P an K(M, r) in Fund A.
Wir haben also gefunden, daB fiir jeden Parabelpunkt P die Beziehung PL — PF
gilt. Nennt man den Punkt F wieder den Brennpunkt der Parabel und [ ihre Leit-
linie, dann 14Bt sich das bisherige Ergebnis in folgendem Satz zusammenfassen:

SATZ: Ist F der Brennpunkt einer Parabel und I ihre Leitlinie, dann ist der Abstand PL jedes
Punktes P der Parabel von [ gleich seiner Entfernung PF von F.

Auch im Falle der Parabel kann die Umkehrung dieses Satzes bewiesen werden.
Deshalb gilt folgende

Ortsdefinition der Parabel: Eine Parabel ist die Menge aller der Punkte einer Ebene &, fiir
die der Abstand von einem festen Punkt F dieser Ebene und der Abstand von einer festen
Geraden [ in ¢ einander gleich sind. F heift der Brennpunkt und I die Leitlinie der Parabel.

Formulieren Sie die Umkehrung des Satzes B 11!
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Nach der Ortsdefinition kann wieder
ein einfaches Konstruktionsverfahren
fiir die Parabel angegeben werden.
Konstruktionsbeschreibung: Gegeb
sei eine Gerade [ und ein nicht auf ihr
gelegener Punkt F. Wir legen durch F'
die Senkrechte zu I und bezeichnen
den Schnittpunkt der beiden Geraden
mit Lp und den Mittelpunkt der
Strecke LpF mit S, (Bild B 14). Ist
nun g eine senkrecht auf der Geraden
LpF stehende Gerade, die diese im
Punkt T schneiden mége, dann unter-
scheiden wir drei mogliche Fiille. B14
1. Fall: T liegt auf LpF auf derselben Seite von S, wie F. Wir schlagen um F
einen Kreis, dessen Radius die Linge der Strecke LrT hat, und bezeichnen die
Schnittpunkte von g und diesem Kreis mit P, und P,. Diese beiden Punkte liegen
symmetrisch zueinander beziiglich der Geraden LF und sind nach der Ortsdefini-
tion Punkte der durch ! und F bestimmten Parabel.

2. Fall: T liegt auf S). Der Kreis um F, dessen Radius die Linge der Strecke
LT = LpS, hat, beriihrt die Gerade g in S; und hat mit g keinen weiteren Punkt
gemeinsam. S ist ein Punkt der gesuchten Parabel.

3. Fall: T liegt auf LpF auf der anderen Seite von S; wie F. In diesem Fall hat
der Kreis um F, dessen Radius die Linge der Strecke LT hat, mit g keinen ge-
meinsamen Punkt. Den Schnittpunkten T von g mit L F, die dem Strahl S,Lp an-
gehoren und nicht mit S, zusammenfallen, entspricht kein Punkt der gesuchten
Parabel.

Konstruieren Sie nach dem angegebenen Verfahren eine Parabel, indem Sie von hin-
reichend vielen Geraden g ausgehen, um den Kurvenverlauf deutlich erkennen zu
kinnen!

Die Gerade LrF ist die Symmetrieachse der Parabel und der Punkt S, ihr Schei-
tel. Den Strahl S,F nennt man auch die Achse der Parabel. Die Linge der Strecke
LrF heiBt der Halbparameter der Parabel und wird mit p bezeichnet. Die Zahl 2p
nennt man den Parameter der Parabel.

Aufgabe b 19

Gleichungen der Kegelschnitte

8 Mittelpunktsgleichung der Ellipse

Es sei eine Ellipse durch ihre Brennpunkte F, und F, bzw. deren Abstand 2e und
die Lange ihrer Hauptachse gegeben. Wir wiihlen in der Ebene der Ellipse ein
kartesisches Koordinatensystem {0 i, j} so, daB O mit dem Mittelpunkt M der

Ellipse (dem Mittelpunkt der Strecke F,F,) zusammenfillt, die von F, nach F,
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Y gerichtete Gerade die x-Achse und die Mittelsenk-
P rechte von FiF, die y-Achse ist (Bild B 15). Nach
B % der Ortsdeﬁnmon der Ellipse gilt fiir jeden Punkt P
J7“ A dieser Kurve die Gleichung
L———

Fa 0 Ph)x (3 FPiFP=2,
\‘ wobei links fiir die Strecken deren Liinge eingesetzt
werden muB. Zur Berechnung dieser Strecken-
lingen fiir einen beliebigen Kurvenpunkt P(x;y)
B15 der Ellipse mit Hilfe der gegebenen GréBen e und a
projizieren wir P auf die x-Achse und bezeich-
nen seine Projektion mit P’. Ist P keiner der beiden Hauptscheitel und damit
P = P', dann sind die auf diese Weise entstandenen Dreiecke A\ F; PP’ und
N\ F,PP’ rechtwinklig. Thre gemeinsame Seite PP hat die Lange |y | und die
Seite F; P’ baw. F,P’ die Linge | e + x | bzw. | e — x |. Folglich konnen wir fiir
diese Kurvenpunkte in (3) fir F;P und F,P entsprechend }y® + (e + x)? und
Vy® + (e — ) einsetzen und erhalten als Glenchung fiir alle von den beiden

Hauptscheiteln verschied Ellipsenpunkte die Beziek

@ VY +E+a*+ ¥y +(—)? =2

Ist P einer der beiden Hauptscheitel, dann ist fiir ihn y = 0, und die Strecken
F,P und F,P haben die Linge | e + x | bzw. | e —x |. Damit gilt (4) auch fir
diese beiden Punkte und ist somit eine Gleichung fiir alle Punkte dieser Kurve.
Die Gleichung (4) kann vereinfacht werden. Zu diesem Zweck addieren wir auf

beiden Seiten von (4) — }y2® + (e—x)’ und quadrieren die so umgeformte
Gleichung (4). Dadurch erhalten wir die Beziehung
y 4+ (e+x)?2=4da>+ y2 4 (e—x)2—4a Vy? + (e—x)?,

die nach Auflssen der Klammern auBerhalb der Wurzel folgende Gestalt annimmt :
(5) a m = a%?—ex. '
Quadrieren der Gleichung (5) ergibt
a?[y? 4+ (e —x)?] = a* + e%x% — 2exa?
oder
(6) (a® — e?)x® + a%y? = a%(a? — e?).

In (6) ersetzen wir noch a® — e? durch b2, dividieren durch a%? und erhalten

5

x2 yl
M | m+a=1

‘Wir haben damit gezeigt, daB alle Punkte der gegeb Ellipse der Gleichung (7) g

Um jedoch (7) als Gleichung der Ellipse auffassen zu diirfen, miissen wir noch zeigen, daB
es in der betrachteten Ebene auler den Punkten der betrachteten Ellipse keine weiteren
Punkte gibt, die (7) erfiillen. Zu diesem Zweck berechnen wir fiir einen beliebigen Punkt
M (x; y) der Ebene seine Abstinde von F, und F,:

(*) MF,=+ )G+ e+, MF, =+ x—eF + y*

Ist M ein Punkt, der (7) geniigt, dann gilt fiir ihn

(=3
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und wegen
B = gt —¢f

2 2__ g2 s
y*=a*—e*—x +Fx .
Fiir (*) kann deshalb geschrieben werden
S ] e &
MF, = + 2ex+a’+—z—x’,MF,=+ —22x+a2+—2x2,
a a
(**) MF,= + (a+iz), MF, = + (u--‘-x).
a a

Da in beiden Ausdriicken auf der linken Seite stets eine positive Zahl steht, mufl auf der
rechten Seite das Zeichen so gewihlt werden, daB der rechts stehende Ausdruck positiv ist.
Nach (7) ist fiir M (x; y) immer |x| < a. Weil ferner e < a vorausgesetzt wurde, sind die
Klammern in (**) positiv. Damit gilt fiir jeden die Gleichung (7) erfiillenden Punkt

MF, + MF, = (u +ix) + (a—ix) = 2a,
a a
d. h., er ist ein Punkt der gegebenen Ellipse.

Wegen der speziellen Wahl des Koordinatensystems wird (7) Mittelpunkts-
gleichung der Ellipse genannt.

Wir werden nun zeigen, daB fiir jeden Punkt P(x;y) der Ellipse mit der Glei-
chung (7) und dem Mittelpunkt M die Strecke PM mcht kiirzer als b und nicht
langer als a ist.

Der Abstand des Punktes P von M betragt Jx2 + y2 Um ihn fiir alle Ellipsen-
punkte abzuschitzen, betrachten wir die Ungleichung

xi yﬁ xl y! x! y2
T T

Aus ihr folgt wegen (7)
QR | £ . o8
’%y—g 1 und %g 1 bzw. 2=<a?+y2<a?, w.zbw
a

Beweisen Sie mit Hilfe der Ortsdefinition der Ellipse, daf fiir Punkte auferhalb bzw.
innerhalb der Ellipse entsprechend

y 2t ot
+ b >1 baw. pr + B <1
gil:!

Aufgaben b 20 bis 24

9 Mittelpunktsgleichung der Hyperbel

Es sei eine Hyperbel durch ihre Brennpunkte F; und F, bzw. deren Abstand 2e
und die Liinge 2a ihrer Achse gegeben. Wir wiihlen in der Ebene der Hyperbel
wieder ein kartesisches Koordinatensystem {0; i, j} so, daB der Mittelpunkt M
der Hyperbel der Punkt O ist, die von F, nach F, gerichtete Gerade die x-Achse
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und die Mittelsenkrechte von FF, die y-Achse 1%
(Bild B 16). Nach der Ortsdefinition der Hyperbel

gilt fiir jeden Punkt P (x;y) der Hyperbel die P
Beziehung a

(8) |EP—Pﬂ|=%,

in der F;P und PF, die Lingen dieser Strecken g g %\ Pk x

hnen und entsprechend durch }y? +(e+=x)?
bzw. Vy? + (e— x)’ ersetzt werden kdnnen:
O [y +e+ar—Vy+—=*=20. B1s
Analog zum Fall der Ellipse kann man der Glei-

chung (9) durch prechende Umfor
die Gestalt

-]

o B2

geben und zeigen, daB nur die Punkte der gegebenen Hyperbel dieser Gleichung
geniigen. Man bezeichnet sie als die Mittelpunktsgleichung der Hyperbel.

Fiihren Sie die fiir den Ubergang von (9) auf (10) notwendigen Uberlegungen und
Rechnungen selbstiindig aus!

Aufgaben b 25 bis 27

10 Scheitelgleichung der Parabel

Gegeben sei eine Parabel durch ihren Brennpunkt F und ihre Leitlinie I. Zum
fstellen einer Gleichung fiir diese Kurve withlen wir in der Ebene der Parabel

folgendes kartesisches Koordi ystem:

a) x-Achse ist die orientierte Gerade, die durch F geht, auf I senkrecht steht und
auf der ihr Schnittpunkt Ly mit [ vor F liegt;

b) O ist der Mittelpunkt der Strecke LpF;

c) y-Achse ist die entsprechend orientierte Mittelsenkrechte zu Lz F in O.

Wir bezeichnen mit L den LotfuBpunkt von P auf ! und mit P’ die Projektion

von P auf die x-Achse. Nach der Ortsdefinition der Parabel ist in dieser Bezeich-

nungsweise

(11) IP = PF.

Die Lingen dieser Strecken lassen sich fiir jeden Punkt P(x;y) der Parabel
durch z, y und den Halbparameter p ausdriicken, der uns als s Linge der Strecke
LrF gegeben ist. Da O der Mittelpunkt von Lz F und LP = L0 + OP ist, hat

"LP die Linge % + « (Bild B 17). Die Linge von PF berechnet man fiir P % P’
aus dem rechtwinkligen Dreieck A PP'F zu Vy’ (g-—x)‘; fir P= P’ ist

P =0, also y = x = 0 und deshalb ebenfalls |/ y2 + (121— x)’ die Lénge von PF.
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Wir kénnen folglich fiir jeden Parabelpunkt fiir (11)
schreiben L

) Bx=]fy+(E—s)

oder nach beiderseitigem Quadrieren und
Vereinfachen dieser B

@ [F=]

Auch im Falle der Parabel kann man zeigen, daB der
Gleichung (13) nur die Punkte der gegebenen Parabel
geniigen. Man nennt sie wegen der speziellen Wahl des
Koordinatensystems die Scheitelgleichung der Parabel.
Auch fiir Ellipge und Hyperbel konnen neben den Mittelpunktsgleichungen
Scheitelgleichungen hergeleitet werden.

5

B17

Konstruieren Sie die Bilder der Funktionen

a) y?=—2px, —0<x=0,b) 22 =2py, 0 Sy < oo,
c) x? = — 2py, — o0 < y < 0, wobei Sie fiir die Konstante p selbst eine positive
Zahl festlegen!

Aufgaben b 28 bis 31

11 Gleichungen fiir Ellipse, Hyperbel und Parabel in
achsenparalleler Lage zum Koordinatensystem

Aus den Mittelpunktsgleichungen fiir Ellipse und Hyperbel sowie der Scheitel-

gleichung fiir die Parabel kann man Gleichungen fiir Kegelschnitte herleiten, die

eine beliebige Lage zum Koordinatensystem haben.

Es sei z. B. ein Koordinatensystem {0; i, j} gegeben, und gesucht wird eine Glei-

chung der Ellipse mit den Halbachsen a und b, deren Mittelpunkt im Punkte

M(c; d) liegt und deren Hauptachse zur x-Achse parallel ist (Bild B 18).

In dem Koordinatensystem [ M; i, j} hat die Ellipse die Mittelpunktsgleichung
Xy
— 4+ .F =1,

Das Koordinatensystem | M; i, j| geht aus (0; i, j} durch eine Verschiebung her-

vor. Damit bestehen zwischen den Koordinaten x, y eines Punktes P beziiglich

e

{05 i, j} und seinen Koordinaten x*, y' beziiglich (M i, j} wegen OP = oM =+ ll_l.ﬁ

die Beziehungen

(14) x=c +4%', bzw. 2’ =2—p¢,
y=d+y, yi=g—id:

Die gegebene Ellipse hat folglich beziiglich

{0; i, j} die Gleichung

a5 B o=t
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Gegeben sei ein Koordinatensystem |0 i, j| und eine Hyperbel mit den Halbachsen a
und b, deren Mittelpunkt die Koordinaten M(¢; d) hat und deren Hauptachse parallel
sur x-Achse liegt. Geben Sie eine Gleichung fiir diese Hyperbel im Koordinatensystem
{051, j} an!

Gegeben sei ein Koordinatensystem {05 i, j} und eine Parabel mit dem Halbpara-
meter p, deren Scheitel im Punkte Sy(c; d) liegt. Geben Sie je eine Gleichung fiir die
Parabeln an,

a) deren Achsen zur x-Achse parallel sind,

b) deren Achsen zur y-Achse parallel sind!

Aufgaben b 32 bis 35

12 Aufstellen von Kegelschnittsgleichungen nach
vorgegebenen Werten

Von einem Kegelschnitt sei bekannt, daB8 seine Hauptachse bzw. Achse parallel
zur x-Achse des vorgegebenen Koordinatensystems {0 i, j} verlduft und welche
Lage sein Mittelpunkt M(c; d) bzw. Scheitel Sy(c; d) in diesem Koordinatensystem

hat. Ist dann die Linge seiner Achsen a und b bzw. sein Brennpunkt F(c + %; d

gegeben, so kann man nach den bisherigen Ergebnissen sofort eine Gleichung fiir
diesen Kegelschnitt aufstellen:

Ellipse Hyperbel
2 2 2
M=0 AR E_X 3
PR a? b
. @—cf  (r—d)? _ E—cP (r—d)_
M (c; d) P + T 1 s 1
Parabel
S =0 y2=2px
Solesd) | (y—d)* = 2p(x —c)

Hiufig tritt jedoch die Aufgabenstellung auf, daB fiir einen Kegelschnitt der oben
angegebenen Lage eine Gleichung aufgestellt werden soll, ohne daB a, b bzw. p
gegeben sind und von dem lediglich bekannt ist, daB er durch einige Punkte der
betrachteten Ebene geht.
Fiir die Parabel geniigt es zum Aufstellen ihrer Scheitelgleichung, die Lage ihres
Scheitels und einen von S, verschiedenen Punkt P,(x,; y,) der Parabel zu kennen.
Aus y,? = 2px, baw. (y; — d)? = 2p(x; — ¢) kann der Parameter 2p der gesuchten
Parabel eindeutig bestimmt werden:
2 - —d)?
sl e gt =,
% xn—e¢
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und die Gleichung der betrachteten Parabel lautet

2N i
y S x bzw. (y—d) T (x—e¢).
Im Falle der Ellipse benétigt man zum Errechnen von a und b zwei Punkte
P,(x,5 y,) und Py(xy;y,) der Ellipse, die jedoch nicht symmetrisch beziiglich der
Achsen gelegen sein diirfen. Das zeigen die folgenden Uberlegungen, in denen wir
uns der Einfachheit wegen auf den Fall M = O beschriinken.

Da P, und P, Ellipsenpunkte sind, gelten fiir sie die Beziechungen

x? |y .

(16) 7+F =1 @E=12),

in denen a und b positive, uns bisher unbekannte Zahlen sind. Wir multiplizieren
die erste dieser Gleichungen mit y,? bzw. x,?, die zweite mit —y,? bzw. —x,® und
erhalten durch paarweise Addition der auf diese Weise erzeugten Gleichungen die

Beziehungen

202 242 2,2 2,2
7 XY . XN =yt —y? baw. X1 % - A e X — 32
a

a) Ist fir P, und P,m

2
(18) x?—zt = J500*— Y + 0

, dann folgt nach (16)

und damit kann a und b aus (17) errechnet werden:

b2 — — (72ye® — 2% 5,
Xyt — 2yt ’

2 e
(19) a?= xlj’z XN

2 2

Diese Werte in 