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Erlduterungen
zur Arbeit
mit diesem Buch

Dos Randregister auf dem AuBenrand der Seifen dient dem

q und schnellen Aufiinden der Kapitel. Auf dem
Vorsa’z finden Sie hierzu eine Ubersicht iiber die einzelnen
Kapitel.

Der Lehrteil gliedert sich in die Kapitel A bis D,
der Aufgabenteil in die Kapitel a bis d. Dabei enthdit zum

7 Beispiel das Kapitel b die Aufgaben fiir das Kapitel B
im Lehrteil.
Jedes Kapitel ist durch Zwischeniberschrifien und durch eine
fortlaufende Numerierung mit schwarzen halbfetten Ziffern
in Lerneinheiten untergliedert.
Innerhalb der Lerneinheiten werden die Beispiele, Ubungen
Sétze und Definitionen durch folgende Marken gekenn-
zeichnet:
B Beispiele,
@ Ubungen,
P Definitionen und Sdtze.
Durch die Ziffern in den Marken werden auch die Ubungen,
Beispiele und Sdtze numeriert. Samfliche Numerierungen
werden jeweils durch ein Kapitel fortlaufend gefiihrt.
Zu Beginn eines jeden Kapitels beginnen dann alle
Numerierungen von nevem. Hinweise auf Lerneinheiten,
Beispiele usw. werden im laufenden Text mit dem Buchstaben
des beireffenden Kapitels angegeben.
Zum Beispiel:’
Lerneinheit C11 ist die Lerneinheit 11 des Kapitels C.
Beispiel D 5 ist das Beispiel 5 im Kapitel D.
Ubung A 13 ist die Ubung 13 im Kapitel A.
Im Aufgabenteil wurden mit kursiver Numerierung zusdtzliche
Aufgaben gekennzeichnet, die sich auf manchen Seiten des
Aufgabenteils befinden. Bei diesen Aufgaben ist der
Schwierigkeitsgrad im allgemeinen hdher als bei den
normalen, halbfett numerierten Aufgaben.
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A. Vektorrechnung und analytische

Geometrie

38

44

Wiederholung aus Klasse 11 und Vertiefung

Linearkombinationen von Vektoren (4) - Koordinatensysteme (6) - Parameter-
glewlmng einer Geraden und einer Ebene im Raum (9) Lagebeziehungen zwischen
zwei Geraden des R (12) - Lagebeziel hen Geraden des Raumes
und Koordinatenebenen (15)

Das Skalarprodukt
Definition (17) - Eigenschaften des Skalarproduktes (20) - Einfache A d
des Skalarproduktes (22) - Koordinatendarstellung (23)

Anwendungen des Skalarproduktes (analytische G ie, physikalische Probleme)
Schnittwinkel zweier Geraden (24) + Kugel und Kreis (28) Lageverhaltmsse von
Kreis und Gerade (31) - Weitere Anwendungen (34)

Das Vektorprodukt
Definition (38) - Eigenschaften (41) - Anwend 43)

o C. de B htungen zum axi ischen ‘Aufbau der Vektorrechnung

Flugmeldecinrichtungen bilden einen wesentlichen Bestandteil der Ausriistung unserer
Luftverteidigung. Aber auch im zivilen Bereich haben solche Apparate zur Ortung und Lei-
tung von Flugzeugen groBe Bedeutung. Das Bild zeigt einen Angehorigen der Nationalen
Volksarmee an einem Ortungsgerit.




Wiederholung aus Klasse 11 und Vertiefung

1 Linearkombinationen von Vektoren

Zur Wiederholung beschiiftigen wir uns zunichst mit einigen wichtigen DEFI-

NITIONEN:

b Eine umkehrbar emdeuuge Ahblldung elner Ebene auf sich, bei der alle durch Original- und
Bildpunkt besti: g parallelgleich sind, heiBt Verschiebung dieser
Ebene.

Mit anderen Worten:

Eine Verschiebung einer Ebene ist eine Menge geordneter Punktepaare [Original-
punkt; Bildpunkt]. Jedes dieser Punktepaare bestimmt eine gerichtete Strecke,
wobei alle durch Original- und Bildpunkt bestimmten gerichteten Strecken par-
allelgleich sind. Zu der Menge miissen alle Punktepaare [Originalpunkt; Bild-
punkt] der Ebene gehéren, fiir die die durch Ongma]punkt und Bildpunkt be-
stimmten gerichteten Strecken parallelgleich zu einer durch ein beliebiges ande-
res Punktepaar der Menge bestimmten gerichteten Strecke sind.

Jedes dieser Punktepaare nennt man einen Reprisentanten der Verschiebung.
Wir bezeichnen die gerichtete Strecke von 4 nach B mit AB, wobei die Reihen-
folge der Buchstaben zu beachten ist. Mit AB (aber auch BA) bezeichnet man
auBlerdem die nichtgerichtete Strecke, die durch 4 und B bestimmt ist. Fiir
Winkel und orientierte Winkel wurden im Gegensatz dazu in Klasse 11 unter-
schiedliche Zeichen eingefiihrt, z. B. < (h; k) und < (h; k). Zur eindeutigen Fest-
legung des orientierten Winkels < (h; k) haben wir noch — 7 < & (h; k) <=
gefordert.

Zur Wiederholung wird auch die Definition des Vek! angefiihrt:

b DEFINITION: Eine Menge, fiir deren Elemente eine Addition und eine Multiplikation mit
reellen Zahlen so definiert ist, da8 fiir beliebige Elemente a, b und ; der Menge und beliebige
reelle Zahlen A und ; die Gesetze
@) a+b=5+a,

@) (a+b)+c=a+((b+c),
(3°) zu je zwei Elementen a und b der Menge existiert genan ein Element 1 dieser Menge so,
daB a + r = b ist,
(4) la=aq,
(5°) (A + p) a = Za + pa,
(6°) A(a + b) = Aa + b,
(7)) Mua) = (Au) a
gelten, heifit Vektorraum und ihre Elemente Vektoren.
@ Welche Operationen wurden fiir Verschiebungen eingefiihrt ?

Wie wurden diese Operationen definiert ? Geben Sie Auskunft iiber die Richtung der’
Jjeweils resultierenden Verschiebung!

Wir gehen jetzt vom Vektorraum der Verschiebungen des R aus und be-
zeichnen
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1. die Verschiebungen des Raumes als Vektoren des Raumes,

2. die identische Abbildung des Raumes auf sich als Nullvektor.

Fiir die Vektoren des Raumes kann genauso wie fiir die Vektoren einer Ebene
der Begriff Linearkombination definiert werden.

DEFINITION: Jeder Vektor b, der sich in der Gestalt

b= Ao, + Agag + = + Anan Ay Ags vvey An reelle Zahlen,

schreiben liBt, heiBt Linearkombination der Vektoren.
Die reellen Zahlen 1,, A, ..., A, heiBen die Koeffizi der Linearkombi

Ist von zwei zueinander parallelen Vektoren a und b stets einer eine Linearkombina-
tion des anderen ?

Wiederholen Sie den fiir Vektoren einer Ebene geltenden Satz iiber die Zerlegbarkeit
eines Vektors nach zwei nicht zueinander parallelen Vektoren!

Wir betrachten nun zwei beliebige, nicht zueinander parallele Vektoren a, und a,.
Nach Wahl eines beliebigen Punktes A sind durch a, und a, zwei Punkte B und C

mit a; = AB und a, = AC und damit eine diese drei Punkte enthaltende Ebene
« eindeutig bestimmt. In Analogie zu den in Klasse 11 fiir die Vektoren einer
Ebene vorgenommenen Uberlegungen kénnen wir feststellen, daB fiir jeden

=
Punkt D der Ebene « der Vektor b = 4D auf eindeutige Weise als Linearkombi-
nation von q; und q, dargestellt werden kann (im Bild A 1 ist b = a; + 0,5 a,).
Umgekehrt ist fiir jede Linearkom- ’

bination ¢ = A;a, + 4,04, 4; und %, be- F

liebige reelle Zahlen, mit ¢ = AE der
Punkt E ein eindeutig bestimmter
Punkt von x. Daraus folgt bereits, dafl

jeder Vektor d = A?, fiir den F' nicht
ina liegt, nicht als Linearkombination
von a, und q, darstellbar ist. Es gilt
demnach der

SATZ: Im Raum gibt es zu zwei nicht zu-
einander parallelen Vektoren a, und a, stets
einen von o verschiedenen Vektor ag, der
keine Linearkombination von a, und a, ist.

Dagegen laBt sich analog zum Fall der
Vektoren einer Ebene zeigen:

SATZ: Sind a,, a, und qa, drei Vektoren, von
denen keiner eine Linearkombination der
beiden anderen ist, dann kann jeder Vek-
tor b auf eindeutige Weise als Linearkom-
bination

b = Aya; + Aga, + Agay
von a,, a, und a, dargestellt werden.




©)

Das Bild A 2 veranschaulicht drei Vektoren a;, a, und a3, von denen keiner eine
Linearkombination der beiden anderen ist, einen Vektor b und die entsprechenden
Vektoren

— — —
(1) Aay = AG, Jya; = AH, A3a0; = AF.
Aus (1) folgt wieder
IAGI
| ay

=

wobei gilt '
— —

> 0(y < 0) fiir 4G 110, (A€ 14 qy),
— —

Iy > 0 (% < 0) fiir AH 11 ap (AH 14 q),
= =5

Jo> 0(y < 0) fiix AF t1ay(AF 14 a).

Wie lautet die Zerlegung des Nullvektors nach drei Vektoren ay, a,, ag, von denen
keiner eine Linearkombination der beiden iibrigen ist ?

Fiir Vektoren einer Ebene hatten wir definiert:

DEFINITION: Vektoren a,, ay, ..., a, heilen linear unabhdngig, wenn die Gle-iclmng
Aoy +Agay 4+ +Anap =0
nur fiir
== =1ln=0gi
Sind Vektoren nicht linear unabhiingig, dann heilen sie linear abhdngig.

Wir iibernehmen diese Definition wortlich fiir Vektoren des Raumes und kénnen
aus dem bisher Gesagten folgern, daB es im Raum Paare und Tripel linear unab-
hiingiger Vektoren gibt, daB aber je vier Vektoren stets linear abhingig sind.

DEFINITION: Jedes Tripel linear lnublnnglger Vektoren a,, a, und a; nennt man eine
Basis des Vek der Vek des und bezeichnet sie mit [a,, a,, ag).

Ist b = A0, + 450, + 4404 50 heiBen die Zahlen 4,, A, und 4; die Koordinaten und die Vek-
toren 4,a;, A0, und Ayq, die Komponenten des Vektors b beziiglich der Basis [a,, ag ay).

Fiir die Angabe der Koordinaten eines Vektors b beziiglich einer Basis {a;, a,, ay)
verwendet man die Kurzschreibweise b (4,3 253 43).

Wie kinnen die Koordinaten der Summe ( Differenz) zweier Vektoren durch die Koor-
dinaten dieser Vektoren ausgedriickt werden ?

Wie grop sind die Koordinaten des Produktes eines Vektors a mit einer reellen Zahl 2,
wenn die Koordinaten von a bekannt sind ?

Aufgaben a l'bin 4
2 Koordinatensysteme
Wie im Falle der Ebene konnen wir durch die Wahl eines Punktes O und einer

Basis {a;, a,, 05} ein Koordinatensystem {0; a,, ay, a5} des Raumes festlegen. Fiir
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jeden Punkt P des Raumes nennt man die Koordinaten 1, 4,, ; des Vektors
0P = 240y + 905 + Zgaq beziiglich der Basis {a;, a,, ag} seine Koordinaten beziig-
lich des Koordinatensystems {0; a;, a,, ag) und schreibt sie kurz in der Gestalt
P (13 293 73) auf. Den Punkt O nennt man wieder den Koordinatenursprung

und OP den Ortsvektor des Punktes P.

Ist die Zuordnung zwischen den Tripeln reeller Zahlen und a) den Vektoren des
Raumes, b) den Punkten des Raumes umkehrbar eindeutig ?

Auch fiir zwei Vektoren a und b des Raumes versteht man unter dem Winkel

zwischen ihnen [in Zeichen < (a, b)] den Winkel, den fiir a = — ABund b = AC
die Strecken AB und AC im Punkte A miteinander bilden. Man bezeichnet alle
Koordinatensysteme, in denen die Basisvektoren {qa;, a,, a3} nicht paarweise rechte
Winkel miteinander bilden, als schiefwinklige (Bild A 3a). Stehen die Vektoren
a,, 0y, az paarweise senkrecht aufeinander, dann heiit {q,, ay, ag} eine onhogonale
Basis und jedes dieser Basis entsprechende Koordinatensystem {0; ay, a,, ag} ein

orthogonales oder rechtwinkliges K y (Blld A 3c). Gilt fiir die
Vektoren a,, ay ag einer Basis {a;, ay ag) oder eines Koordinatensystems
{03 ay, ag, a3} die Beziehung | a, | = |ay| = | ag| = 1. d. h., sind sie sogenannte

Einheitsvektoren, dann heiBt die Basis bzw. das Koordinatensystem normiert
(Bild A 3b). Insbesondere nennt man normierte orthogonale Basen und Koordi-
natensysteme orthonormiert oder, wie im Falle der Ebene, kartesisch (Bild A 3 d).
In der Praxis finden meist kart he Koordinatensysteme Verwendung. Man
bezeichnet in ihnen die Basisvektoren a;, ay, ag entsprechend mit i, j, £ und die
Koordinaten 7,, 15, 3 von Vektoren und Punkten mit x, y, z, schreibt also

(_)7’)=xi+yj+zf bzw. =uxi 4 yj + st.

Zur Berechnung der Koordinaten x, y und z eines Punktes P beziiglich eines kar-
tesischen Koordinatensystems {0 i, j, £} denkt man sich,



1) daB man die durch den Punkt O und die Punkte E,, E, mit { = O_)EI, j= 6E;

bestimmte Ebene von der Seite aus sieht, wo der Punkt E; mit f = OI_Z; liegt,
und orientiert sie positiv,

2) daB die Benennung der Vektoren i und j von vornherein so erfolgte, da in der
orientierten Ebene OF,E, die Beziehung & (i, j) = + 90° gilt (Bild A 4a).

Natiirlich kénnen die Koordinaten x, y und z eines Punktes P beziiglich (0; i, j, £} auch bei

einer and itigen Lage der Vek i, j und £ berechnet werden (Bilder A 4b, c).
Die entsprechenden Fnrmeln fiir x, y und z unterscheiden sich von denen, die wir fiir die
oben gewihl itige Lage von i, j und F erhalten, nur durch Vorzeichen. Bei

der von uns gewshlten gegensemgen Lage von i, j und f konnen diese Vektoren entspre-
chend durch Daumen, Zeigefinger und Mittelfinger der rechten Hand veranschaulicht wer-
den, weshalb man ein solches Koordi ystem auch ein Rect nennt.

Lo

A4 £

Wir bezeichnen nun den orientierten Winkel < (i, xi + yj), also den Winkel
zwischen den Vektoren i und xi + yi, den wir genauso wie im Falle der Ebene
mit einem Vorzeichen versehen, mit «. Fiir den Winkel < (E, b_ﬁ) bzw. den
Winkel <f (£, r) wollen wir § schreiben. Dann lassen sich die Koordinaten x, y und z
eines Punktes P(x;y;z) bzw. die eines Vektors r = xi + yj + zf durch &, # und
|6?| bzw. | r | ausdriicken und umgekehrt (Bild A 5).
Wir erhalten wegen

x=|xi +yj| cosa
y=|xi+yj| sinx
|xi+yi|=|0P|~sinﬂ
A5 g
x=|(;’)|ainﬂma % x=|r|sinfcoscx
) y=|67’)l|inﬂlina bzw. (3) y=|r|sinBsina
z=|6?[eosﬂ z=|1|cosf

Eine weitere wichtige Beziehung erhalten wir durch Ubertragen des Satzes des

Pythagoras auf den Raum. Die Komponenten xi, yj und zf des Ortsvektors 0P
eines jeden Punktes P stehen paarweise senkrecht aufeinander. Nach (2) gilt
fiir die Koordinaten

x% = | ('77")|z sin? f cos®x, y? = l 613" sin?« sin? f und
=iy
z’:lOP' cos?f.
und fiir die Summe der Quadrate dieser Koordinaten

x4y 422 = | 0P iz [sin2 B (cos®x + sin®x) + cos? f] .



Da sin?x + cos?x = 1, erhalten wir

@) x=+y=+z2=|6?|’ bzw. x4y 4 z2=||?

Wir wenden diese Beziehung an, um den Abstand zweier Punkte zu berechnen.
Es soll der Abstand zweier Punkte P, (x,; y;; %) und P, (x,; ¥, %) voneinander
berechnet werden.

Der Vektor EIS;, dessen Betrag gleich dem Abstand dieser Punkte ist, hat die

Koordinaten }711_’; (xp — %13 Y2 — Y13 % — %)- Wir berechnen seinen Betrag nach
(4) und finden somit fiir den Abstand der Punkte P; und P, die Formel

|P1—P;l =/(xe—x)* + (12— 3)* + (22— 2)*

Aufgaben a 5 bis 9

3 Parametergleichung einer Geraden und einer Ebene
im Raum

Wie lautet die Parametergleichung einer Geraden g einer Ebene, die durch den
Punkt P, dieser Ebene geht und den Richtungsvektor a hat ? Wie wurde diese Glei-
chung gefunden ?

Es soll eine Parametergleichung fiir eine Gerade g im Raum aufgestellt werden.
Dabei soll die Gerade durch einen ihrer Punkte Pjund einen Vektor a == o, dessen
Repriisentant [ Py; P,] eine auf g liegende gerichtete Strecke bestimmt (Bild A 6),
vorgegeben sein. Wir gehen wie in der Ebene vor, indem wir mit Hilfe eines Para-
meters ¢, der wieder alle reellen Zahlen zwischen — oo und + oo durchlauft, die
Menge aller Punkte dieser Geraden g erfassen:

®)

Dabei heiBit a der Richtungsvektor von g.
Ist die Gerade durch zwei ihrer Punkte P, und P, gegeben, so kann fiir a wieder
der Vektor r, — r, genommen und fiir (5) die Gleichung

geschrieben werden (Bild A 7).




Auf analoge Weise wie fiir die Geraden des Raumes lassen sich auch fiir die Ebenen des
leich fstellen. Jede Ebene « ist durch drei ihrer Punkte Py, 4
und B, dle nicht auf derselben Geraden llegen, emdeuug bestimmt. Diese drei Punkte von

bestimmen ihrerseits drei Vektoren P.,A, P‘,B und AB des Raumes, von denen je zwei nicht
parallel zueinander und damit linear unabhiingig sind, wiihrend der dritte stets eine Linear-

— - ——
kombination der beiden anderen ist; denn es gilt Pj4 + 4B = P,B. Wir betrachten des-

—_— —>
halb nur zwei dieser Vektoren, z. B. Pi4 und P,B, und erinnern uns an das in Lerneinheit
A 1 erzielte Ergebnis, daf

—
fiir jeden Punkt P vonx der Vektor PP auf eindeutige Weise als Linearkombination
von PoA und P,B dargestellt werden kann (Bild A 8)

und daB umgekehrt

— - — .

fiir jede Linearkombination r = 4, Pyd + 4, P,B mit r = PP der Punkt P ein ein-
deutig bestimmter Punkt von « ist.

Aus diesen beiden Sachverhallen konnen wir schlieBen, daB durch die Beziehung

Po = l,PoA + }.ZPOB zwischen den Punktcn P der Ebenea und den Koeffizienten 4,, 4

der Linearkombination der Vektoren P(,A und PoB, —oo L < 400, —00 < A< + 00,
eine Zuordnung besteht, die umkehrbar eindeutig ist.
Geben wir also im Raum ein Koordinatensystem (0 i, j, £} vor und bezeichnen die Vektoren

= — . A
Py4 und P;B mit a bzw. b sowie den Ortsvektor von P, mit ry und den Ortsvektor eines
beliebigen Punktes P vonx mit r, dann ist

(©) r=go+Aa+Abmit —co< < +00 —c0L A< o0

eine Gleichung der Ebene o (Bild A 9).

Die Vektoren a und b nennt man ein Paar von Richtungsvektoren der Ebene «, die Koeffi-
zienten Ay, 4, die Parameter der Ebene « beziiglich a und b und (7) eine Parametergleichung
der Ebene x. Wir bezeichnen gewéhnlich die Parameter 4, und Z, von x mit u und v
schreiben also fiir (7)

Wie in der analytischen Geometrie der Ebene kann man auch im Raum jede durch
einen Punkt P;und einen Richtungsvektor a gegebene Gerade g als orientiert (mit
einem Durchlaufssinn versehen) ansehen. Hierzu kann man z. B. festlegen, daBl
stets der dem Parameterwert ¢ entsprechende Punkt vor jedem Punkt mit einem
groBeren und nach jedem Punkt mit einem kleineren Parameterwert als ¢ liegen
soll. Orientierte Geraden bezeichnet man auch als Achsen.
Durch die Angabe eines Koordinatensystems {0: i, i, £} sind die drei sogenannten
Koordinatenachsen des Raumes festgelegt: die x-Achse durch O und den Rich-
tungsvektor i, die anderen beiden Achsen entsprechend. "
AufBlerdem werden durch das Koordinatensystem noch die drei sogenannten
Koordinatenebenen festgelegt : die xy-Ebene durch den Punkt O und die Vektoren
i und j, die anderen beiden Ebenen entsprechend.

Aufgaben a 10 bis 13
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E] Gesucht sei‘eine Gleichung fiir die x-Achse.
Da diese durch den Koordinatenursprung geht und i zum Richtungsvektor hat,
ist r=uxi, —o0o<x< + 09, eine Parametergleichung fiir die x-Achse, wobei
die Abszisse x eines Punktes dieser Geraden gleichzeitig sein Par. erwert ist.
In Koordinatenschreibweise steht fiir

r==xi dasSystem y=0,z2=0,—00<x< +o0.

Es zeigt, dal} jeder Punkt P der x-Achse die Koordinaten P(x ;0;0) hat.
Allgemein hat jede Parametergleichung fiir die x-Achse die Gestalt r = 1y + ta,
wobei r, der Ortsvektor eines Punktes dieser Geraden und a ein Vielfaches
von i ist.

E] Gesucht sei eine Gleichung der xy-Ebene.

Da diese Ebene durch O geht und i und j ein Paar von Richtungsvektoren fiir sie
sind, ist r = xi + yj mit — 0o < x < + 00, —00 < y < + ov eine Parameter-
gleichung der xy-Ebene. In Koordinatenschreibweise steht fiir sie die Gleichung
z2=0,—00<x < +00, —00<y< + 00,aus der folgt, daB fiir alle Punkte P
der xy-Ebene die z-Koordinate gleich Null ist.
Allgemein hat jede Parametergleichung fiir die xy-Ebene die Gestalt

r =1, + ua +vb,
wobei 1 = ro (X ¥o3 0) einen Punkt der xy-Ebene bestimmt und a und b zwei
Linearkombinationen von i und i sind, fiir die a 4 b gilt.
Beispielsweise kann 1, =y (131 0), a =i +j und b = i —j sein.
Bemerkung: Fiir die Geraden einer Ebene hatten wir aus der Parametergleichung
I =1, + ta parameterfreie- Gleichungen hergeleitet, z. B. die parameterfreie
Punktrichtungsgleichung, die Achsenabschnittsgleichung u. a. Fiir die Geraden
im Raum lassen sich im allgemeinen keine so einfachen parameterfreien Formen
der Geradengleichung finden wie fiir die Geraden einer Ebene, denn aus dem der
Gleichung r = 1, + ta gleichwertigen System "

x = %y + 6z,
9) y=x+tay,

z =1z +ta;
erhal!en\vir durch Eliminieren von t stets zwei Beziehungen, z. B.

a a: .
y—_vu=r’;(x—xo), 21—z :a—x(x~xo) fiir a; = 0.

In speziellen Fillen lassen sich diese jedoch vereinfachen. Liegt beispielsweise die
Gerade g in der xy-Ebene, dann ist fiir jeden ihrer Punkte z = 0 und damit in (9)
3y = a; = 0. Eliminiert man nun wie in der ebenen analytischen Geometrie aus
den ersten beiden Gleichungen von (9) den Parameter t, dann erhilt man fiir sie
eine Gleichung der uns aus der ebenen Geometrie bekannten Form:

yAyn:—a—y—(x~xn) oder x = x, oderyzmx—i»n.odel'i +1=1‘
& a a b
Die Gerade g hat als Gerade des Raumes entsprechend die Gleichung:
y—yozﬂ(x—xo), z2=0 oder x=2% 3=0
az

oder y=mx-+n, z=0 oder l«{-l:l, z=0.
L a b
Aufgaben a 14 bis 17
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5 Lagebeziehungen zwischen zwei Geraden des Raumes

Unter welcher Bedingung nennt man zwei Geraden des Raumes windschief zuein-
ander ?

In welcher gegenseitigen Lage kinnen sich zwei Geraden des Raumes befinden ?

Gegeben seien zwei Geraden g, und g, des Raumes durch die Parametergleichungen
(10) r=r+ta, a0 (g),

W) F—gp-imato (g). A
Es ist zu untersuchen, welche gegenseitige Lage g, und g, zueinander haben, und
es ist gegebenenfalls der einzige gemeinsame Punkt von g, und g, ihr sogenannter
Schnittpunkt, zu berechnen.

Wie fiir die Geraden einer Ebene muB fiir einen gemeinsamen Punkt S von g,
und g, die Beziehung rs = s erfiillt sein, fiir die wir

schreiben kénnen (dabei sei mit ts der Parameterwert fiir S auf g, und mit 75 der
Parameterwert fiir S auf g, bezeichnet).

Zur Ermittlung der gegenseitigen Lage der Geraden g, und g, untersuchen wir,
welche Beziehungen zwischen den Vektoren ry — 1y, a und a bestehen kénnen, die
in die Gleichung (12b) eingehen:

Fall 1a: Es sei a || a und ry— 1, || a.

Dann existieren reelle Zahlen 2 und , fiir die @ = 2a und r, — I, = pa ist. Setzen
wir in (12b) fiir @ und r, — I, entsprechend Za und pa, dann geht (12b) iiber in die
Gleichung

pa = (tsA—ts)a oder (u—1is2+ts)a=o.
Fiir diese Gleichung ist jedoch wegen 2= 0, (a== o), jedes Zahlenpaar [ts; 7s)
u+ts
A

mit tg = und ts eine beliebige reelle Zahl eine Lésung.

Die Geraden g, und g, haben folglich alle Punkte gemeinsam, sie sind identisch
(Bild A 10 a). ~

Fall 1b: Es seia || a und ry— 1, ¥ a.
Weil dann fiir eine reelle Zahl 1 die Gleichung a = Aa gilt, ist (12b) der Gleichung
fo—fo = Bsd—is)a

dquivalent. Diese Gleichung kann jedoch von keinem Wertepaar [ts; s] erfiillt
werden, da sonst entgegen der Voraussetzung r,— T, || a wire! Es gibt also keinen
Punkt S, der g, und g, gemeinsam ist. Wegen a = la liegen g, und g, jedoch in
einer Ebene, und zwar in der durch den Punkt mit dem Ortsvektor Lo und die
linear unabhingigen Vektoren a und r, — I, bestimmten Ebene mit der Gleichung
(13) r=ro+ua +v(r, —x)-

Fir v = 0 und u = ¢t mit — co <t < + oo ist namlich (13) die Gleichung von g,
und fiir v = — 1 und u = 2T mit — 00 < < + oo die Gleichung von 8 d. h.,
beide Geraden liegen in dieser Ebene. Als Geraden, die in derselben Ebene liegen

und keinen gemeinsamen Punkt haben, sind g; und g, parallel zueinander, ohne
identisch zu sein (Bild A 10b).

12



g und g, liegen in einer gemeinsamen Ebene und ¢ und gy sind

sind identisch sind parallel, Suhneiden einande jef
of® e L . afe (2 57
c k&N %, %Y
linear abhdngig linear unabhdngig

[l ]

7% 7)

Fall 2a: Es sei a ¥ a, und die Vektoren a, @ und ry — I, seien linear abhiingig.
Wegen der linearen Abhingigkeit von a, @ und ry— [, gibt es dann drei reelle
Zahlen 2,, A, und A3 mit 2,% + 4,2 + 23% == 0, fiir die gilt

(14)  Aa + 240 + 45(rp — 5p) = 0.

In dieser Beziehung ist 1; 4 0, da bei 4; = 0 die Gleichung (14) in die Beziehung
Ja + 2pa = o mit ;% + 4,2 + 0 iibergeht, was bedeutet, daB a || a ist, entgegen
der Voraussetzung.

Dividieren wir nun (14) durch 45, dann kénnen wir dafiir schreiben

_ Ay
(15) ry—I = —2a—ta
Wegen der linearen Unabhiingigkeit der Vektoren a und a sind die Koeffizienten

— Zﬁ und A der Linearkombination (14) fiir den Vektor r, — f, eindeutig be-
3 3

stimmt. Ist ndmlich

(16) ro— Ly = Haa + 0

eine andere Linearkombination von a und a fiir r, — ry, dann erhilt man aus den

Gleichungen (15) und (16) durch Subtraktion die Bezichung

75 2
o=(/t,+f)a+(m+i>a,
Jg I

7 =m +l_2=0’ d.h,, es isth=—%und

aus der wegen a ¥ a folgt u, |
= —--;—l , wie behauptet wurde.

Aus der G:i’iltigkeit der Beziehung (15) fiir die gegebenen Vektoren a,d und r,— f,
und der eindeutigen Bestimmtheit der Koeffizienten der Linearkombination folgt
aber, daB (12b) fiir genau ein Wertepaar [ts; Is] erfiillt ist, was bedeutet, daB die
Geraden g, und g, genau einen gemeinsamen Punkt besitzen und somit einander
schneiden (Bild A 10 c).

Die dem Schnittpunkt S von g, und g, entsprechenden Parameterwerte ts und s
berechnet man aus der Gleichung (12b), fiir die in Koordinatenschreibweise das
System

13



Xg—Xo = Esd; —tsaz,
17) .Vn—{’o=fs“y—'sﬂy~
zy — zy = tga, —tga,

geschrieben werden kann.

Fall 2b: Ist a 4. a und sind die Vektoren a, a und r, — r, linear unabhingig, dann
ist die Gleichung (12b) fiir kein Zahlenpaar [ts; Zs] erfiillt. Die Geraden g, und g,
haben folglich keinen Punkt gemeinsam. Dariiber hinaus liegen g, und g, nicht in
derselben Ebene. Ligen sie nimlich in derselben Ebene, dann miiite sie diejenige
sein, die durch den Punkt r; und die Richtungsvektoren a und a von g, und g,
bestimmt wird. Da dieser Ebene mit g, aber auch der Punkt r, angehért, miifite
Iy — Ko als Linearkombination von a und a darstellbar sein, was der Voraussetzung
widerspricht.

Damit ist gezeigt, daBl in diesem letzten Falle g, und g, zwei windschiefe Geraden

sind (Bild A 10 d).

Zwei Geraden g, und g, seien durch die Angabe je eines ihrer Punkte und eines
ihrer Richtungsvektoren gegeben:

g, durch ro(0; 4; 1) und a(0; 0; — 2), g, durch ry(0; — 2:4) und a(0; 1: 0).

Es soll ihre gegenseitige Lage ermittelt werden.

Man erkennt, daB a ¥ aist, d. h., g, und g, sind nicht parallel zueinander. Aus den
Koordinaten des Vektors ry — r, [wir finden fiir ihn (0; 6; — 3)] und den Koordi-

= ; : = =y 3
naten von a und a kénnen wir dann weiter ablesen, dafl r, — 1, = 6a + - aist.

Folglich schneiden g, und g, einander. Die Parameterwerte ts und ig fiir den
Schnittpunkt berechnen wir aus dem Gleichungssystem (17), fiir das in diesem
Falle steht

0—0=—17s-0—15-0, ——-1}—-‘}-—-&-—*—-&-—-&'—4--%—&--
g o] g | |
4+2=0s-1—1t5:0 “+—:IF—;*— __+__L_+____+_
ollax Tt A
1—4=05-0—t5:(—2) T T 1%
3 B T S
oder g =——. [ o
y 2 copediogd g {f
i haulicht di o RV R g
Das Bild A 11 vera tdie geg: ige =44+ AT 20
Lage von g, und g, ! ) P ; H !
Als Probe berechnen wir nach diesen Werten 1 I ', oo 5
und 7s auf zweierlei Weise die Koordinaten ~—1+zA4—+— __f‘_f“f" [+
des Schnittpunktes A 11

Is=1F +tsa, Is=T0, +isa
und finden rs (05 4; 4) = s (05 4; 4).

Aufgaben a 18 bis 21
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7 Lagebeziehungen zwischen Geraden des Raumes und
Koordinatenebenen

Gegeben sei eine Gerade g durch eine Parametergleichung r =y + ta. Zu er-
mitteln ist die gegenseitige Lage dieser Geraden und der Koordinatenebenen.
Wir untersuchen zunichst die gegenseitige Lage von g und der xy-Ebene. Gehen
wir von der Gleichung r = xi + yj der xy-Ebene aus, dann miissen die gemein-
samen Punkte von g und der xy-Ebene der Gleichung

xi +yj =1+ ta
geniigen. Wir schreiben diese Gleichung in Koordinatenschreibweise
(18) x =x) + taz, y =y, + tay, 0 =3z + ta,
und untersuchen, unter welchen Bedingungen sie Losungen [x; y; t] besitat.
a) Fiir a, = 0 und z, == 0 ist (18) nicht lgsbar, da die letzte Gleichung von (18)
fiir kein t und damit (18) fiir kein Zahlentripel [x; y; ] erfilllt ist. Es gibt also
keinen Punkt auf g, der gleichzeitig Punkt der xy-Ebene ist. In diesem Falle ist

folglich g parallel zur xv-Ebene (Bild A 12 a).
&
W
7

Al2

b) Fiir a; = 0 und z, = 0 ist nach (18) jeder Punkt von g ein Punkt der xy-Ebene,
da jedem ¢ nach (18) und (18,) ein Wertepaar [x; y] entspricht. Die Gerade g liegt
also in der xy-Ebene (Bild A 12 b).
¢) Fiir a, = 0 hat (18) eine eindeutig bestimmte Losung [x;y; 1]

% az

t=——, X =X %
a; 2 a;

ay
1Y =Yo— %~
2

in der t der Parameterwert des Schnittpunktes von g mit der xy-Ebene als Punkt
von g ist und x, y die Parameterwerte dieses Punktes als Punkt der xy-Ebene sind
(Bild A 12 ¢).

Gemeinsame Punkte von g und der xy- bzw. yz-Ebene ermittelt man analog.

Zu ermitteln sci die gegenseitige Lage der Geraden r = r, 4 ta mit ro(—4; 2; 1),
a(1; 15 0) und der Koordinatenebenen.
a) Gemeinsame Punkte von g und der xy-Ebene geniigen der Gleichung

xi+yj=r +ta
bzw. dem System (7 Gleichung 18)

x=—4+1t
y=2+41t
0=1+1¢-0

Da es kein Zahlentripel gibt, das alle drei Gleichungen erfiillt, hat g mit der
xy-Ebene keinen Punkt gemeinsam. Die Gerade g ist parallel zu dieser Ebene.
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b) Gemeinsame Punkte von g und der xz-Ebene geniigen der Gleichung
xi + 2t =1y + ta
bzw. dem System

x=—4+1

0=2+1t

z2=1+41-0
Der Punkt mit dem Parameterwert t = —2 hegt in der xz-Ebene und hat
dort die Koordinaten x = — 6, z = 1.

¢) Den Spurpunkt von g auf der yz-Ebene, d. h. den Schmttpunkt der Geraden g
mit der yz-Ebene, bestimmt man analog.

Fertigen Sie zum Beispiel A 5 eine Skizze an!
Wie ist die Projektion a) eines Punktes, b) einer Geraden auf eine Ebene definiert ?

Gegeben sei eine Gerade g durch eine Parametergleichung r = r, + ta. Zu ermit-
teln ist ihre Projektion auf die xy-Ebene.

Unter der Projektion eines Punktes Py mit dem Ortsvektor g, auf die xy-Ebene
versteht, man den Punkt P’(, den diese Ebene mit der auf ihr senkrecht stehenden
Geraden h durch P, gemeinsam hat (Bild A 13). Ist r = r, + £ eine Parameter-
gleichung von h und r = xi + yj eine Gleichung der xy-Ebene, dann kann der
Schnittpunkt von h mit dieser Ebene aus der Gleichung

(19) xi +yj=1r, + ¢

bzw. dem System

(20) x=x, A13
Y =
0=z+1 3 h
ermittelt werden. Dem System (20) geniigt wirklich h

nur ein Punkt, und zwar der Punkt P/, dem auf h
der Parameterwert 7 = — z, entspricht. In der xy- )
Ebene entsprechen ihm die Parameterwerte x = x,, “

¥ =¥, die gleichzeitig die x- und y-Koordinaten H
von P sind. Wir haben also gefunden: H

SATZ: Die Projektion Py’ eines Punktes P, (X3 Y3 z,) auf die xy-Ebene hat die Koordi-
naten Py (xg yo3 0).

Da die Projektion g einer Geraden g auf die xy-Ebené gleich der Gesamtheit der
Projektionen der Punkte von g auf diese Ebene ist, betrachten wir nun einen be-
liebigen Punkt P(x, + taz; y, + tay; z, + ta;) von g. Seine Projektion P’ hat die
Koordinaten P'(x, + ta.; Yo -+ tay; 0) und den Ortsvektor

(@1) 1 = (% + taz)i + (¥ + tay)i = (i + ¥oi) + tazi + ayi) ,

fiir den wir kiirzer

(22) ¢ =x' + ta' mit 5'(%3 03 0), a'(az; ay; 0)

schreiben. Durchliuft nun P die Gerade g, dann durchliuft P’ die Menge der
durch die Gleichung (22) beschriebenen Punkte. Fiir a,2 + a,% + 0 ist (22) die
Gleichung der Geraden der xy-Ebene, die durch den Punkt Py’ und den Richtungs-
vektor a’ bestimmt wird; fiir az = ay = 0 bestimmt (22) den Punkt P;'. Bezeich-
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nen wir r, und o’ als die Projektionen der Vektoren r, und a auf die xy-Ebene?,
dann haben wir gefunden:

SATZ: Die Projektion einer Geraden g mit der Gleichung r = r, + ta auf die xy-Ebene ist
fiir a’ + o die Gerade g’ der xy-Ebene mit der Gleichung ;' = r,' + ta’, in der r,’ und o'
entsprechend die Projektion von r, und a auf die xy-Ebene sind (Bild 14 a).

Fiir a' = o ist die Projektion von g der Punkt P'; (Bild A 14b).

Die Projektionen von g auf dic
xz- bzw. yz-Ebene ermittelt man
analog. Dabei ist zu beachten,
daB die Projektion von P,
auf die xz-Ebene der Punkt
P,/'(x9; 0; z,) und die Projek-
tion von P, auf die yz-Ebene
der Punkt Py'"'(0; y,; 2) ist.

Al4

Ermitteln Sie die Projektion a) des Vektors a(6; —3;5), b) der Geraden
r =i+ t(5] — 4t), ¢) der Geraden ¢ = 3j + £ — tj auf die xz-Ebene!

Aufgaben a 22 bis 25

Das Skalarprodukt zweier Vektoren

8 Definition des Skalarproduktes

In der Physik versteht man unter der mechanischen Arbeit, die eine konstante

Kraft § verrichtet, wenn sie lings eines Weges s wirkt, den Ausdruck

23) W=F-s.

In ihm ist -

a) s die Linge des Weges s (der Betrag des Vektors s = P(Q, wenn § lings der
gerichteten Strecke PQ wirkt),

b) F der Betrag (die GroBe) der Kraft §, wenn Kraft- und Wegrichtung zusam-
menfallen.

Wirkt § nicht in der Richtung von s, dann verrichtet nur die mit s gleichgerich-

tete Komponente §, von § lings des Weges s Arbeit (Bild A 15). In diesem Fall ist

also in (23) fiir F' der Betrag F';der Komponente §, d. h. F; = F cos < (, ), ein-

zusetzen und die von § lings s verrichtete Arbeit W betrigt:

(24) W =F-s-cos < (3, s). £

Diese Formel ist eine Verallgemeinerung von (23), denn sie

gilt auch dann, wenn § und s gleichgerichtet sind. In diesem ? 2

Falle ist nimlich §, = F und cos < (§, ) = 1, d. h., (24) KA

nimmt die Gestalt (23) an. Al5

- —>
1 Allgemein versteht man unter der Projektion eines Vektors r = AB auf eine Ebene a den Vektor " = A'B’, fir
den A’ und B’ die Projektionen von 4 und B auf & sind.

2 [001253] 17




In (24) ist W eine Funktion von § und ¢, denn F,, s und der Winkel < (&, )
hingen nur von § und s ab. Man schreibt fiir diese Funktion oft

W=3Fs

und nennt sie das skalare Produkt von § und s (skalar — da W jeweils eine Zahl,
ein Skalar, ist; Produkt — da diese Verl-nupfung einige Rechenregeln mit der
Multiplikation fiir reelle Zahlen gemeinsam hat).

Im Ausdruck (24) fiir die mechanische Arbeit smd & und s Elemente verschiede-
ner Vektorrdume. Im Vektorraum der Verschi des R d. h. — wie
wir jetzt kurz sagen — fiir die Vektoren des Raumes i it ine solche Produktbildung
ebenfalls sinnvoll.

Wir vereinbaren wieder wie im Falle einer Ebene, daB der Nullvektor mit jedem
Vektor des Raumes einen rechten Winkel bildet, und definieren:

DEFINITION: Sind a und b zwei beliebige Vel des R dann heiit die mit a - b
bezeichnete reelle Zahl

(25) ln-b:|u] | B cos < (a, b)

das skalare Produkt der Vektoren a und b.

Aus dieser Definition kann man ablesen:
1. a+b > 0 genau dann, wenn a = o, b 5 D,OS {(u,b)<§,
2. a- b<05enaudann,wennn#o,b#: v,—< X (a,6) =,

a) a=o oder b =,
3. a+b = 0 genau dann, wenn b) a+ o, b= o und {(a,B)-——

Im Gegensatz zur Multiplikation der reellen Zahlen folgt also aus a - b = 0 nicht
stets a = o oder b = o, sondein es folgt stets a orthogonal b.!
Welchen Wert hat das Skalarprodukt eines Vektors a a) mit sich selbst, b) mit — a ?

Fiir das Skalarprodukt a - a eines Vektors a mit sich selbst schreibt man auch a2

Aufgaben a 26 bis 29

Fiir das Skalarprodukt a - b zweier Vektoren a und b kann man einen anderen
Ausdruck erhalten, wenn man sich auf den Begriff ,,Projektion eines Vektors b
auf einen Vektor a* stiitzt. Bevor wir diesen Begriff definieren, stellen wir zu-
niichst folgende Uberlégungen an.

Unter der Projektion eines Punktes auf eine Gerade g versteht man den Punkt Py,
den die zu g senkrechte Ebene durch P mit g gemeinsam hat. Es seien uns zwei
beliebige Vektoren a und b gegeben, von denen a kein Nullvektor sein mége.

—
Ferner sei g eine Gerade mit dem Richtungsvektor a, und es sei b = PQ eine
Reprisentantendarstellung von b.

1 Wir hatten ja vereinbart, dab o zu jedem Vektor orthogonal ist.

18



Durch el g rische Uberlegungen kann man zeigen:

a) Fiir eine gerichtete Strecke PQ und zwei beliebige Geraden g, und g, mit dem
Richtungsvektor a (d. h. g || g,) sind die gerichteten Strecken P, (Q, und
P,,Q,, parallelgleich (Bild A 16).

b) Fiir zwei parallelgleiche Strecken PQ und RS und jede beliebige Gerade g mit

dem Richtungsvektor a sind die gerichteten Strecken P;Q, und R,S, parallel-
gleich (Bild A 17).

Deshalb sind fiir jedes Vektorpaar a und b mit a = o alle den Reprisentanten
[P; Q] von b durch Projektion auf die Geraden g mit dem Richtungsvektor a
zugeordneten gerichteten Strecken P;(), parallelgleich. Sie bestimmen also einen
Vektor b, = PyQy, der nur von b und a abhiingt; man

nennt ihn die Projektion des Vektors b auf den Vektor a. Q

Zwischen den Vektoren b und b, besteht die Beziehung

(26) | | ba| =] B] cos & (bay B)

(Bild A 18). In ihr ist ) 7
<X (b, B) = <X (a, b) fiir 0 < < (a, ) g;, da dann a t1 by,

& (bas B) = < (— a, b) fiir % < % (a,b) < 7, da dann a t} bg ist, d. h.,

es gilt
(26) [Ba] = [B]cos < (a,b) fiir 0 < & (@, B) < 7.
(26) [b_,l:Mcosq(_u,b)=~|b;ms<y(n,b)mr§< X (a,b) <.

Daraus folgt entsprechend
(27') |b|cos <X (a,b) = |b, | = | b, | cos < (a, b,) wegena t1 b,
(27") |b | cos ¥ (a,b) = — | by | = [ By | cos < (a, by) wegen a t} b.

Setzen wir jetzt die Gleichungen (27) in (25) ein, so erhalten wir fiir das Skalar-
produkt a - b den Ausdruck

(28) a-b=|a||b|cos < (a,b) =]|a]|bs| cos < (a,by) =a-bg.
Da wir auf analoge Weise fiir b 4= o die Beziehung

a*b=ua,"b
herleiten kénnten, haben wir damit folgenden Satz bewiesen:

SATZ: Sind a und b zwei Vektoren mit a % o bzw. b = o, so gilt fiir das Skalarprodukt a * b
dieser Vektoren die Gleichung

In-b=u~l1ﬂl bzw. Iu’b:nl,'b .
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E Die Projektion r; eines Vektors r — xi +\yj + zE auf den Basisvektor i des Ko-
ordinatensystems {0; i; i; £} ist r; = xi (Bild A 19).
Folglich ist einerseits

irr=i||r|cos X (ir) = |r]cos X (i, )
und andererseits 8
irr=i-fi=|i||ri]cos X (ir) =|r|cos X (i,5) = =.

Aus der auf diese Weise erhaltenen Beziehung |r|cos < (i,r) = x kann der
Winkel zwischen i und  berechnet werden.
Analog findet man r; = yj, rp = zf und entsprechend

jrr=|r|cos X (i.r) =ybaw.t-r = |r|cos X (&) =3.

Nach Satz A 11 haben alle Vektoren b mit der gleichen Projektion b, auf a mit a
das gleiche Skalarprodukt (Bild A 20). Daraus kénnen wir insbesondere schlieBen,
daB die skalare Multiplikation (Bildung des Skalarproduktes) nicht eindeutig um-
kehrbar ist, da es zu jedem vorgegebenen Wert 7 des Skalarproduktes eines be-
kannten Vektors a mit einem Vektor r unendlich viele Vektoren r gibt, fiir die
a-r=Aist.

Aufgaben a 30 bis 33

10 Eigenschaften des Skalarproduktes

@ Nennen Sie Gesetze, die
a) fiir die Multiplikation von reellen Zahlen,
b) fiir die Multiplikation eines Vektors mit einer reellen Zahl gelten!
Stellen Sie in einer Aufstellung den Gesetzen unter a) die entsprechenden Gesetze
unter b) gegeniiber!

b SATZ: Fiir die skalare Multiplikation gilt das Kommutativgesetz, d. h., fiir zwei beliebige
Vektoren a und b ist stets

Die Richtigkeit dieser Behauptung folgt unmittelbar aus der Definition der skala-
ren Multiplikation, denn wegen < (a, b) = < (b, a) ist

a*b=|al|b|cos < (a,b) =|b||a|cos <& (b,a) =b-a.
20 .



b SATZ: Fiir die skalare Multiplikation gilt beziiglich jeder reellen Zahl 1 und jedes Paares
von V a und b die Beziel

(29) |T(n-b)=(}.u)~b:u~(}.b) I

Beweis: Fiir 4 > 0 ist wegen |ja| =4|a|und < (2a,b) = < (a, b)
().u)~b:|/‘.u\|b\cos4(2n,b):2|u||h\cos<}:(u,b):l(n-b).

Fiir 2 < 0 ist [Za| =—/4|a| und < (Z4q,b) = < (—a,b). Folglich ist dann
wegen < (—a,b) =7 — < (a,b)
().n)~b:I/'.aHb\cos{(/lu,b)=—i.|uHB\cos{(—u,b)

Ala||b|[—cos < (a,B)] =2(a"b),
d. h., wieder gilt 2(a, b) = (%a) b
Fiir 2 = 0 ist A(a, b) = 0. Wegen )a = o und damit Aa orthogonal b ist folglich
cos < (% a, b) = 0 und somit auch (2a)b = 0, w. z. b. w.
Die Beziehung A(a - b) = a * (Ab) beweist man analog.

b SATZ: Fiir die skalare Multiplikation gilt das Distributivgesetz, d. h., fiir drei beliebige
Vektoren a, b und c ist stets

(30) |c-(u+b):r~n+r~b

Beweis: Fiir ¢ = o ist (30) fiir beliebige Vektoren a und b erfiillt. Wir beweisen
(30) fiir ¢ == o.
Nach Satz Allistc- (u +b) = < (a + b)..

Da allgemem fiir a = AB b= BCunda +b= AC die Beziehungen

(a +B) = (4C). = 4,
und

— - —  — —

o, + b, = (4B). + (BC). = 4,B; + B,C, = 4,C,
gelten (wobei mit g eine Gerade mit dem Richtungsvektor ¢ bezeichnet wurde,
Bild A 21), ist
31) (a+b)=a.+b.

Sind nun die Winkel < (a, c), < (b, ¢) und < (a + b, c) nicht gréBer als Rechte
und damit die Vektoren a., b, (a + b), sowie ¢ gleichgerichtet, dann folgt aus
(31) die Gleichung

(32) [(a+B)|=ac|+][bc|

Wir multiplizieren sie mit | ¢ |

(33) |e|l@+b)|=]c|(ac|+[bD
und kénnen fiir (33) wegen

cos < (c, ac) = cos <L (c, b)

=cos < (¢, [a +B]) =1
A

schreiben

(34) c-(a+b)=cra+c b

oder

(35) c-(@a+b)=c-a+c-b. (w+8)s
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Sind die Winkel <r (a, ¢), < (b, ¢) und < (a + b, c) groBer als Rechte, dann sind
die Vektoren a,, b und (a + b). untereinander glei hgerichtet, aber mit ¢ ent-
gegengesetat gerichtet. Aus (31) folgt demnach wieder (32) und (33), aus (33)
aber dieses Mal wegen cos <[ (c, a) = cos < (c, b,) = cos < (c,[a+B])=—1
die Beziehung (34) und damit auch (35).

Wenn die Vektoren a, b, und (a + b), nicht alle gleichgerichtet sind, beweist man

~den Satz analog.

Da das Skalarprodukt zweier Vektoren kein Vektor, sondern eine Zahl ist und
auBerdem fiir drei beliebige Vektoren a, b und ¢ die Vektoren a(b - c) und (a - b)c
im allgemeinen nicht gleichgerichtet zu sein brauchen, gilt fiir die skalare Multi-
plikation von Vektoren kein Assoziativgesetz.

Bezeichnen wir den Vektor, der zu b, addiert b ergibt, mit b4 d. h., setzen wir
b =b, + b, ,, dann folgt aus .
ab=a-b, und b="b,+b,, wegen
a*b=a-(by+b,,)=a*b,+a-b,,=a-b,
die Beziehung a b , = 0.

Damit ist gezeigt, daB fiir a = o jeder Vektor b in zwei zueinander orthogonale
Komponenten b, und b, zerlegt werden kann, von denen b, zu a parallel und
b |, zu a orthogonal ist.

Aufgaben a 34 bis 36

11 Einfache Anwendungen des Skalarprodukts

Mit Hilfe unserer bisherigen Kenntnisse iiber das Skalarprodukt lassen sich bereit

einige sehr einfache Beweise fiir Sitze aus der eb und ré G rie
sowie der Trigonometrie fiihren.

SATZ des Pythagoras: In jedem rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat iiber
der Hypotenuse flichengleich der Summe der Quadrate iiber den Katheten.
Beweis: Das Quadrat iiber der Hypotenuse hat den Wert |c[? — ¢ c. Wegen
¢ =a + b (Bild A 22) kénnen wir dafiir schreiben

le|P=c c=(a+b):(a+B) A2 L

=a*a+b+a+a*b+b-b. B

A [
Da jedoch a orthogonal zu b ist, gilt a* b = b - a = 0. Somit erhalten wir
!c|’=n-u+b-b=]a|2+[b[2, w. 2. b. w.

Der Satz des Pythagoras ist ein Spezialfall des Kosinussatzes der ebenen Trigono-

metrie. Bezeichnen wir fiir ein beliebiges Dreieck 4BC wie iiblich

a) die Lingen der Seiten 4B, BC und CA entsprechend mit ¢, a bzw. b,

b) die MaBzahlen fiir die Winkel <~ BAC, <. CBA und < ACB entsprechend
mit &, § bzw.y,

dann gilt fiir das A ABC
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SATZ: In jedem Dreieck ABC ist A23

4
a? = b% + ¢2 — 2bc cos a, ¢
(36) b% =c®+ a®— 2accos f3, +(,8)
¢ =a? 4 b2 —2abcosy 2
Beweis: Wir beweisen die Giiltigkeit von (36,). A " ]

Wegen ¢ = a + b ist stets (Bild A 23)
2= (a+b)(a+b)=a2+b2+2ab=|al2+|b|2+2|a]|b|cos(a,b).
Wir gehen nun zu der oben vereinbarten Schreibweise iiber:
¢ = a? + b2 + 2ab cos (180° — y) = a® + b% —2abcosy.

Die Beziehungen (36,) und (36,) beweist man analog, indem man von den Dar-
stellungen b = ¢ — a bzw. a = ¢ — b ausgeht.

Aufgaben a 37 und 38

12 Koordinatendarstellung des Skalarproduktes

Beweisen Sie mit Hilfe der fiir die skalare Multiplikation geltenden Gesetze fiir be-
liebige Vektoren a, ay. ag und by, by, by das erweiterte Distributivgesetz
(37) (o) + ap + ag) * (b + by + by) =

= a;°by + 3By + ay°by + ag°by +.ap°by £ ag°By + a3°by + ag*by +- ag°by!
Fiir jeden beliebigen Vektor a hat das Skalarprodukt von a mit sich selbst den

Wert

ara=|a||a|cos ¥ (a,a) =|a|%
Demzufolge ist fiir die Basisvektoren i, j und t der orthonormierten Basis {i, j, £}
der Vektoren des Raumes
(38) ici=|if=Lij-i=|iff=let=|t=1.
AuBerdem konnen wir fiir diese Vektoren noch folgende Produkte berechnen:
lil]i]eos < (iyi) =0,
\lylf\cos((x £) =0,
[i]|€]cos % (jst) =0,
denn i, j und ¢ stehen paarweise senkrecht aufeinander. Es seien nun a und b
zwei beliebige, durch ihre Koordinaten a(az, ay, a;) und b(bz, by, b:) beziiglich
i, i- £} gegebene Vektoren. Thr Skalarprodukt ist
(40) a-b = (azi + ayj + a:f) * (bzi + byj + baf) .
Fiir diesen Ausdruck kénnen wir auf Grund des erweiterten Distributivgesetzes
(37) und der Beziehungen (38) und (39)

I

5]
(39) it
jreg

(41) a*b=ab, + a,b, + a,b, I

schreiben und haben damit eine Darstellung des Skalarproduktes zweier Vektoren
a und b durch ihre Koordinaten gefunden. Inshesondere ist fiir a = b

ara=a2+a +al=|al%
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woraus man fiir den Betrag eines Vektors a die einprigsame Formel

@ |lal=yaTFartar=ja |

erhilt.
Ferner ergibt sich aus der Koordinatendarstellung des Skalarproduktes zweier
Vektoren a und b eine Formel fiir die Berechnung des Winkels <& (a, b) zwischen
a und b, denn aus

a-b=|a||b|cos < (a,b)
und (41) folgt fiir a == 0 und b = o

a*b

43 c ab) = ————
@) | o (o) = S

oder

a,b, + a,b, + ab,

44 cos < (a, b) =
@4 »6) Va;® + a7 + a? |62 + b, + b7

Aus diesen Formeln 148t sich der nichtorientierte Winkel zwischen zwei Vektoren
aund b mit a %= o und b = o leicht berechnen. Ist einer der beiden Vektoren der
Nullvektor, dann ist diese Formel nicht anwendbar, und der Winkel zwischen

ihnen ist laut Definition 5 Sind a und b vom Nullvektor verschieden, dann sind

sie genau dann orthogonal zueinander, wenn ihr Skalarprodukt verschwindet.

Aufgaben a 39 bis 45

Anwendung des Skalarproduktes in der analytischen
Geometrie und auf physikalische Probleme

13 Schnittwinkel zweier Geraden

Wenn zwei Geraden einander schneiden, dann zerlegt der Schnittpunkt die beiden
Geraden in je zwei Strahlen. Fassen wir nun je einen solchen Strahl der einen
Geraden mit je einem Strahl der anderen Geraden zusammen, dann entstehen
vier Winkel mit gemeinsamem Scheitel (dem Schnittpunkt). aus denen wir zwei
Paare von Scheitelwinkeln. aber auch zwei Paare von Nebenwinkeln bilden kon-

nen (Bild A 24).
§ 7 & m
] S s
TS R G
92 > & A S
<o 92)=30 (91, 9.)-30° +(gr, g2 =150°
A2 A5 A 26
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Da Scheitelwinkel einander kongruent sind, besti zwei einander schneidend
Geraden somit genau zwei Winkel im allgemeinen unterschiedlicher GroBe, die
sich als Nebenwinkel zu 180° ergiinzen. Als Schnittwinkel <& (g, g,) zweier (nicht-
orientierter) Geraden g, und g, bezeichnet man den kleineren dieser beiden
Nebenwinkel oder, falls beide rechte Winkel sind, einen beliebigen davon
(Bild A 25).

Ist auf beiden Geraden eine Orientierung festgelegt, dann bezeichnet man als
Schnittwinkel < (g,. £,) der orientierten Geraden g, und g, den Winkel, der von
den beiden Strahlen gebildet wird, auf denen der Schnittpunkt der Geraden g,
und g, vor allen anderen Punkten dieserStrahlen liegt (Bild A 26).

Zur Berechnung dieser Schnittwinkel zweier Geraden findet das Skalarprodukt.
insbesondere die Formel (43) bzw. (44) Anwendung.

Neben dem Schnittwinkel zweier Geraden betrachtet man oft noch den Schnittwinkel
< (&, g) nichtorientierter bzw. orientierter Geraden g, und g, in einer orientierten Ebene.
Da er sich aber nicht allein mit Hilfe des Skalarproduktes berechnen laBt, sei hier nicht
darauf eingegangen.

Wir nehmen an, daB die einander schneidenden Geraden g und g, durch Para-
metergleichungen

r =1, + tafirg
und

T =1, fafirg
gegeben seien, in denen a und @ beliebig gewiihlte Richtungsvektoren von g, baw.
8 sind. .
Ist nun S der Schnittpunkt der gegebenen Geraden, dann kénnen die vier Winkel,
die von den sich zu g, und g, erginzenden Strahlen mit dem Anfangspunkt S ge-
bildet werden, wie folgt durch die Richtungsvektoren a und @ von g, und g, aus-
gedriickt werden (Bild A 27):

% (a,a), L (a,—a),

L (—a.a), < (—a—a).
Dabei bestehen zwischen diesen Winkeln
folgende Beziehungen

X (a,0) = <& (—a,—q),

I (—a.q) = < (o, —a)

und
< (a, @) + < (—a, @) = 180°. A27

Fiir nichtorientierte Geraden g und g, ist der Schnittwinkel < (gj, g,) von g und
g, als derjenige der Winkel < (a, a) und < (— a, a) definiert, dessen Grofle 90°
nicht iibersteigt und fiir den folglich der Kosinuswert fiir diesen Winkel nicht-
negative Werte annimmt. Da sich wegen

—a-a a-a

cos < (—a,a) == — cos <L (a, a)

[—allal _ Tallal

die cos der betrachteten Winkel nur durch das Vorzeichen unterscheiden, gilt fiir
den Schnittwinkel der nichtorientierten Geraden g, und g, die Beziehung:

(45) cos < (£1,8:) = | cos X (0, @) | =]T:T.IHTI
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In dieser Beziehung sind a und a beliebig, aber fest gewihlte Richtungsvektoren der Ge-
raden g, und g,. Da jedoch jeder andere Richtungsvektor a’ von g, und a’ von g, in der Ge-
stalt a’ = a bzw. @’ = 70 geschrieben werden kann, wobei 2 bzw. 1 eine von Null verschie-
dene reelle Zahl ist, und immer °

Jasia

46 G [ %}t T L1 B NN L
(46) | cos & (a, )| '1“,"“ lﬂl“ﬂ) J|}.]|7.] [alla]
= L"_:[cos{(ﬂ,aﬂ
[afla]

ist, kann der Schnittwinkel <t (g,, g) von g, und g, nach (45) ausgehend von jedem beliebi-
gen Paar Richtungsvektoren a und a von g, und g, berechnet werden.

Sind die Geraden g, und g, orientiert und entspricht die Orientierung von g, und g,
dem ‘Richtungsvektor a bzw. a (Bild A 28), dann berechnet man den Schnitt-
winkel der orientierten Geraden g, und g, nach der Formel

(A7) | cos < (g128,) = cos & (a,7) = —2©

lal-]a]

Auch diese Formel gilt unabhiingig von der Wahl
der Richtungsvektoren o' und a von g, und g,
weil als Richtungsvektor der durch die Angabe
von a und a orientierten Geraden nur solche
Vektoren o' und o’ zugelassen werden, fiir die 4
bzw. 7 positiv ist [vgl. Formel (46)].

Aufgaben a 46 bis 50

14

Bei der Definition des Schnittwinkels zweier Geraden g; und g, gingen wir davon
aus, daB g, und g, einen gemeinsamen Punkt haben. Dabei schlossen wir den Fall
nicht aus, daB beide Geraden als Punktmengen miteinander identisch sind. Fiir
zwei zusammenfallende Geraden g, und g, sind die Richtungsvektoren a und a
stets parallel zueinander, d. h., es gibt stets eine reelle Zahl 2 == 0 so, daBl a = Ja
ist. Setzt man diesen Wert fiir a in (45) ein, dann erhilt man fiir den Schnitt-
winkel < (g, g,) der zusammenfallenden Geraden g; und g,

A

2]

a-a a-Za |a|? =fi

lallal

‘cos I (8 &) [ = m [_“W

d. h., es ist <& (g, g) = 0.
Sind die als Punktmengen zusammenfallenden Geraden g, und g, orientierte Ge-
raden, dann ist fiir sie
a-a
cos <L (g g) =

|a|]Za
und damit < (g;. g,) = 0, wenn die Orientierungen von g, und g, iibereinstimmen,
und < (g;. g&) = 180°, wenn g, und g, entgegengesetzt orientiert sind.

Fiir Geraden. deren Richtungsvektoren a und d senkrecht aufeinander stehen, ist
wegen a - a = o nach (45) und (47) cos < (g, g,) = 0 und damit < (g, g,) = 90°
unabhiingig davon, ob g, und g, orientierte Geraden sind oder nicht.
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In diesem Falle sagt man, die Geraden g, und g, stehen aufeinander senkrecht bzw.
sie sind zueinander orthogonal.
Sind g, und g, Geraden der xy-Ebene, dann kénnen sie durch allgemeine Geraden-
gleichungen
(48) Ax+ By +C=0,5=0(g)
Ax + By + C =0,z =0 (g)
gegeben werden. Weil fiir die durch
die Gleichungen (48) gegeb Gera-
den fiir beliebiges B und B die Vek-
toren a(-— B; A) und E(— B; /?) Rich-
tungsvektoren entsprechend von g,
und g, sind (Bild A 29), kann wegen
a-a BB + A4
[allal  ya*2+ B2 yA®+ B
fiir (45)

(49) cos < (g1, 8) =

B=0
A29

AA + BB
}'A’ + B2 ]/,Zz+ B2

geschrieben werden.

Sind g, und g, orientierte Geraden, dann mii wir unter wel-
cher der Richtungsvektoren a(— B; A) und — a(B; — A) die Orientierung von
g und welcher der Richtungsvektoren a(— B; A) und — a(B; — A) die Orien-
tierung von g, bestimmt. Wird die Orientierung von g, und g, entsprechend durch
die Richtungsvektoren a und a festgelegt, dann kann fiir (47) die Formel

cos < (g0 20 AA + BB
0s ) mE———————————————
B1- 82 ]’Az + B2 ]/Az + B?
geschrieben werden, und es ist
<X (8> 8o) spitz fiir AA -_1— BB > 0,
<X (8- &) stumpf fiir AA + BB < (2, _
< (g, g) ein rechter Winkel fiir A4 + BB = 0.

Besonders einfach ist die Schnittwinkelberechnung, wenn g, und g, durch die
Normalformen ihrer Geradengleichungen

s0h

T

y=mx+n,z=0(g)y=mx+n,z=0(g)

gegeben sind. Man erhilt dann fiir den Winkel zwischen den nichtorientierten

Geraden g, und g,:
Vl — (mm £ 1)
)
mm + 1 -
Im?+1yme+1
m—m
=‘ mm + 1

sin x

tana =

4\ 11— cos2x -

CO8 & €o8 &

Die Geraden g, und g, sind parallel, wenn m = m ist, sie stehen senkrecht aufein-
ander bei m = ——.
m

Aufgaben a 51 bis 56
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15 Kugel und Kreis

Wiederholen Sie die Definition des Kreises!

Wiederholen Sie die Definition der Kugel als ein Gebilde, das durch Rotation ge-
wonnen werden kann!

Geben Sie eine Definition der Kugel als Punktmenge des Raumes!

Fiir einen Punkt P des Raumes mit dem Ortsvektor r = xi + yj + zf betragt
der Abstand vom Ursprung O
ey A .
[z :10P| = V224 y2 422
und der Abstand von einem Punkt M mit dem Ortsvektor
v = Xyl + yai + auk:
le—m| = ‘ PMP\ =1(x—2m)? + (y —ym)® + (z —z)? .

Betrachten wir nun alle Punkte P, die von einem festen Punkt M den gleichen’
Abstand r haben, dann geniigen diese Punkte der Gleichung

A 30

G0y ||

| =r|s

fiir die wir auch
(B (—r) (¢t —rm) =r*

oder, in Koordinatenschreibweise,

(62) | (x—xu)*+ (@ —yu)+(z—20) =12

schreiben kénnen.

Da umgekehrt auch jeder Punkt P, der den Gleichungen (50) bis (52) geniigt,
vom Punkt M den Abstand r hat, ist jede dieser Beziehungen eine Gleichung fiir
die Kugel K(M, r) mit dem Mittelpunkt M und dem Radius r (Bild A 30). Dabei
sind (50) und (51) vektorielle Gleichungen und (52) eine vektorfreie, implizite
Gleichung fiir diese Kugel.

Hat die Kugel K(M. r) den Ursprung zum Mittelpunkt, d. h. ist t M =0, dann
haben (51) und (52) die besonders einfache Gestalt

(33) ror=rt
und
(54) a4+ y2++22=r2

Auf Grund der bisher angestellten Uberlegungen kénnen wir auch fiir die Menge der Punkte,
die entweder auf oder im Innern einer Kugel liegen (also einen sogenannten Kugelkérper
bilden), eine Ungleichung angeben. Ist M der Mittelpunkt der betrachteten Kugel und r
ihr Radius, dann ist fiir die Punkte der Kugel der Abstand von M gleich r und fiir die
Punkte des Inneren der Kugel kleiner als r, wobei umgekehrt auch jeder Punkt, dessen
Abstand von M kleiner als r ist, zum Inneren der Kugel gehort. Fiir den Kugelkérper kann
also als Ungleichung die Beziehung

65 [r—rmu|=|MP|sr
oder die dazu dquivalenten Ausdriicke
(56) (r—np) (c—r)=r?

6D (E—x) +(y—y)+ G—m)? =2
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hingeschrieben werden. Dabei gilt das Gleichheitszeichen fiir die Punkte der betrachteten
Kugel und das Ungleichheitszeichen fiir die Punkte des Innern dieser Kugel. Fiir M = 0
gehen die Beziehungen (55) bis (57) entsprechend iiber in die Ungleichungen

sl Snrrsrtat+yl+2 =

Sieht man den Kreis als eine Punktmenge
des Raumes an, dann unterscheiden sich
die Definitionen von Kugel und Kreis nur
dadurch, daB man zur Kugel K(M, r) mit
dem Mittelpunkt M und dem Radius r alle
Punkte des Raumes zihlt, die von M den
Abstand r haben, und zu einem Kreis
k,(M, r) mit dem Mittelpunkt M und dem
Radius r nur diejenigen Punkte mit dem Abstand r von M, die in der den Kreis
enthaltenden Ebene « liegen (Bild A 31). Nach dieser Definition miissen folglich
die Punkte des betrachteten Kreises sowohl der Kugelgleichung

(58) (r—rm)(t—rm) =r°
als auch einer Gleichung der Ebene «, z. B.

(59 r=r tuatvh—0<u< +o0,—c0<v< + 0

geniigen, wobei I, ein beliebiger Punkt von « und a und b zwei linear unabhingige
Richtungsvektoren von « sind. Als vektorielle Gleichung des Kreises k,(M, ) ist
hier also das System der Gleichungen (58) und (59) aufzufassen.

In den meisten Fillen stehen fiir die Ebene & Angaben zur Verfiigung, die es er-
méglichen, der Kreisgleichung (58) bis (59) eine einfachere Gestalt zu geben.
Liegt beispielsweise der betrachtete Kreis in der xy-Ebene, dann kann als Para-
metergleichung (59) fiir diese Ebene die Gleichung

r=xi+yjmit—oo<x< +00, —00<y <+ 00
oder die ihr entsprechende vektorfreie Gleichung z = 0 geschrieben werden. Da
auch der Mittelpunkt M des Kreises in der xy-Ebene liegt, ist fiir ihn ebenfalls
zy = 0. Wir setzen in (58) z = zy = 0 und erhalten fiir diese Gleichung in Ko-
ordinatenschreibweise die Beziehung
60) (x—xpa)® + (y —ym)? =r%
(60) ist zusammen mit der Gleichung z = 0 die Gleichung des Kreises k.-o(M. r)
der xy-Ebene mit dem Mittelpunkt M(xp; yy; 0) und dem Radius r beziiglich
des Koordinatensystems {0 i, i, £}. Hat der betrachtete Kreis den Ursprung zum
Mittelpunkt, vereinfacht sich seine Gleichung zu

61) x2+y:=r2%z=0.
Liegt der betrachtete Kreis in einer Ebene, die parallel zur xy-Ebene li;gt, dann kann fiir
diese Ebene fiir (59) die Gleichung
r=ayb+aity] mt —oolx+o0,—0ly+ o
hingeschrieben werden, die der vektorfreien Gleichung
=z, — 00 2 + 00, —00Jy< + 0

dquivalent ist.
Fiir den betrachteten Kreis ergibt sich analog zum Falle der xy-Ebene die Gleichung

02) (—=xm)® +(y—ym)* =r%z=2u.
Bemerkung: Die Kreisgleichungen (58) und (59), (60) mit z =0, (61) und (62)
wurden hergeleitet fiir den Fall, daB8 wir den betrachteten Kreis als Punktmenge
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im Raum auffassen. Stellt man bei der Losung einer konkreten Aufgabe Betrach-
tungen nur in einer bestimmten Ebene an und gibt in dieser Ebene ein kartesi-
sches Koordinatensystem {0; i, j| vor, dann hat der Kreis k(M, r) dieser Ebene
mit dem Mittelpunkt M und dem Radius r als Menge der Punkte P dieser Ebene
mit dem Abstand r von M lediglich die Beziehung

le—ra|=r
oder
63) (c—ra) G —rm) =12
bzw.
(64) (x—xm)*+(y—ym?=r?
zur Gleichung.

Analog zur Kugel stellt auch beim Kreis jede der Beziehungen

|r—rm| SrGc—r) c—rm) <72,
(E—xm)? +(y—ym) =r*

eine Ungleichung fiir die Punkte der Kreisfliche eines in der xy-Ebene gelegenen Kreises
mit dem Mittelpunkt M und dem Radius r dar. Dabei gilt das Gleichheitszeichen wieder
fiir Punkte des Kreises und das Ungleichheitszeichen fiir die im Innern des Kreises gelege-
nen Punkte,
Jede Gleichung der Gestalt

x2 4+ y2 4+ 2% 4 2ax + 2by +2cz +d =0
kann in der Gestalt

x+a+(y+b2+GE+c)=a2+b24c2—d
geschrieben werden und ist fiir a® 4- b 4 ¢2 > d die Gleichung einer Kugel mit
dem Radius r = }a? + b2 + ¢ — d und dem Mittelpunkt M(— a; — b; — c).

Aufgaben a 57 bis 60

16

Haufig benstigt man neben der vektoriellen und der impliziten Darstellung eines
Kreises und einer Kugel noch explizite Gleichungen fiir sie.

Wir betrachten zunichst einen Kreis in einer Ebene, die wir als xy-Ebene des
Raumes auffassen. Wir losen die Beziehung (64) bzw. (60) nach y auf und erhalten
dafiir die Gleichung

A PR A
©65) |y=yu VPP —G—xn)7, YtV lxxl?
die allen x-Werten zwischen xj — r und | Vi 4

xy + r zwei y-Werte zuordnet (Bild
A 32).

(65) und z = 0 ist eine explizite Gleichung
fiir den Kreis der betrachteten Ebene mit
dem Mittelpunkt M und dem Radius r.
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A 33 Xxytr ~

Auf analoge Weise wie fiir den Kreis kann eine explizite Gleichung fiir die Kugel
gewonnen werden, und zwar kann die Gleichung (52) in der Gestalt

(66) ==z + Vrt—(x—xm)* — (y —yn)?

geschrieben werden. Durch diese Beziehung zwischen den Koordinaten x, y, z der
Punkte der betrachteten Kugel werden jedem Paar von x- und y-Werten ent-
sprechend aus den Intervallen (xpr — r; xp + 1) und {ysr —rs ym + 10y die
der Beziehung

(67) (x— xan)? + (y —ym)? < r* baw. (x —am)* + (y —ya)? =1?

geniigt, zwei z-Werte bzw. der Wert zy zugeordnet (Bild A 33).

Aufgaben a 61 bis 64

17 Lageverhdltnisse von Kreis und Gerade e

In dieser und den folgenden Lerneinheiten wollen wir als Anwendungen des bis-
her Erarbeiteten einige Aufgabenstellungen der Elementargeometrie analytisch
behandeln. Deshalb setzen wir voraus, daB uns eine Ebene gegeben sei, die wir
unabhingig von ihrer Lage im Raum betrachten, und wiihlen in ihr ein kartesi-
sches Koordinatensystem {O; i, j}. Zur Anwendung kénnen dann alle Arten von
Geradengleichungen k wie sie in Klasse 11 hergeleitet wurden, sowie die
verschiedenen Formen der Kreisgleichung fiir Kreise der xy-Ebene. ’

Als erstes soll in der gegebenen Ebene die gegenseitige Lage von Gerade und Kreis
untersucht werden.

Bei der analytischen Behandlung dieser Fragestellung gehen wir davon aus, dafl
uns ein Kreis k(M, r) mit dem Mittelpunkt M und dem Radius r gegeben sei
sowie eine Gerade g. Als Gleichung fiir den Kreis konnen wir verwenden:
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(68) (r—ra)2=r? oder (x—=xp)?+ (y —ym)?2=r2.

Fiir g erhalten wir eine fiir die Untersuchung dieses Probl geeignete Para-
meterstellung

(69) r=ry+ta, —ooc<t< + o0,

wenn wir 1, als Ortsvektor des LotfuBBpunktes P, von M auf g und den Richtungs-
vektor a als Einheitsvektor auffassen (Bild A 34), was ja immer méglich ist (wenn
g durch M geht, sei Py = M). Alle Punkte P, die sowohl auf k(M, r) als auch auf g
liegen, mii der Kreisgleichung (68) und auch der Geradengleichung (69) ge-
niigen und somit das Gleichungssystem

(r—ru)?=r2
(70) L=1 fta
erfiillen.

Zur Loésung dieses Systems setzen wir
den Wert fiir r aus der zweiten
Gleichung in die erste ein

(ro +ta—ra)? =12

und schreiben dafiir

(ta +xrg—ra)? =r?

oder, indem wir das skalare Quadrat auf der linken Seite nach dem erweiterten
Distributivgesetz fiir die skalare Multiplikation umformen,

t*a® + 2(ta) - (o — 1) + (5o —1an)® =%
In dieser Beziehung ist wegen der speziellen Wahl von a und P, auf g
a?=1,

und der Vektor ta ist orthogonal zu ry — raz, d. h., es gilt (ta) - (r, — ras) = 0. Da-
mit haben wir fiir das System (70) die Gleichung
) =r*—(n—rm)?

erhalten. Diese Gleichung hat

1) zwei Losungen t;, = + |r® — (rp — rar)% wenn
fiir den gegebenen Kreis k und die Gerade g die
Beziehung r? > (r,— ra)? gilt, d. h., wenn der
Abstand des Punktes P, der Geraden g vom Mittel-
punkt M des Kreises kleiner als der Radius von
k(M, r) ist, wenn also P, ein innerer Punkt von
k(M,r)ist. In diesem Falle haben Kreis und Gerad«
die den Parameterwertent, und t, auf g entsprechen-
den Punkte gemeinsam; P, und P, liegen auf g
beziiglich P, symmetrisch (Bild A 35);

die Doppellésung ¢ = 0, wenn r? = (ry — ra)%
d.h.,wenn P,ein Punkt von k(M, r) ist (Bild A 36).
P, ist damit der einzige gemeinsame Punkt
von k und g, d. h., g ist Tangente an k(M, r)
in Pyl;

2

! Da natiirlich auch in diesem Fall  orthogonal g, — £ , ist, konnen wir weiter schlictien, dal} der Berihrungsradius

einer Tangente stets senkrecht auf dieser Tangente steht.
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3) keine Losung fiir r? < (fp —ram)? d. h., wenn der Abstand von P, zu M
groBer als der Kreisradius r ist und P, damit auBerhalb von k(M, r) liegt
(Bild A 34). k(M, r) und g haben in diesem Falle keinen gemeinsamen Punkt.

Aufgaben a 65 bis 68

18 Tangenten an einen Kreis

Bei der Losung praktischer Aufgaben ist es oft erforderlich, fiir die Tangente an
einen gegebenen Kreis k(M, r) durch einen bestimmten Punkt P, von k(M, r) eine
Gleichung aufzustellen.

Ist P, der Beriihrungspunkt der Tangente und des Kreises k(M, r), dann ist fiir
alle Punkte P dieser Tangente der Vektor r — r, Richtungsvektor und damit
orthogonal zum Vektor r, — rar (Bild A 37), d. h., es gilt

(72) c—ro) (o—ra) =0.

Da diese Bedingung fiir alle Punkte der betrachteten
Tangente und dariiber hinaus nur fiir diese Punkte
gilt, ist (72) eine parameterfreie Gleichung der Tangente
an k(M, r) im Punkte P,. Wir formen (72) folgender-
maBen um:

[(r —xa1) — (ro—xa)] - (o —1x81) =0,
@ —r2) (o —1m) — (o —12)* = 0,
t—rn) (o —1m) =12,

und schreiben dafiir in Koordinatenschreibweise

(13) (=—xa) (20— 2m) + (y —ym) (o—ym) =712

Weil (73) aus (72) durch dquivalente Umformungen hervorging, ist (73) ebenfalls
eine Gleichung der betrachteten T: Wir k also fé llen, daB fiir
den Kreis k(M, r) mit der Gleichung

(c—rm) 6 —em) =7 oder (x—axy)* +(y—ym)?=r?
die Tangente an ihn im Punkte P die folgende Gleichung hat:
(c—xa1) (ro—rar) =72 oder (x—2a) (xo—xa1) +(y—ym) (Yo—ym) =12

-

Stellen Sie fiir einen Kreis k(M, r), dessen Mittelpunkt der Ursprung ist, der vekto-
riellen und der vektorfreien Kreisgleichung die entsprechende Tangentengleichung
gegeniiber!

Gesucht ist eine Gleichung der Tangente an den Kreis k(M, r) mit M(— 1; 2) und
r =5 durch den Kreispunkt P,(0; 0).

Wir setzen in (73) die entsprechenden Zahlen fiir x5, yar, %, ¥, und r ein und er-
halten als Gleichung fiir die angegebene Tangente

(x+1)O0+1)+(—2)(0—2) =5 baw. x—2y=0.

Gegeben sei ein Kreis k(M, r) durch seine Gleichung x® 4 y2 = 9 und ein Punkt
Py(5; 0) auBerhalb von k(M, r). Gesucht ist je eine Gleichung fiir die T:
von P, an k(M;r).
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Lésung: Wir berech die Koordinaten der Tang beriihrungspunkte (P,),
und (P,),, die den Gleichungen ;
%2+ y2=9 und 52+ 0-y,=9
geniigen miissen (P, liegt auf diesen Tangenten!).
Aus diesen Gleichungen folgt
81

9 9
= 2 _—0— __ —___ —9) =
n=x% und y2=9 55 =35 25—9)

9-16

25’
9 12

d. h. x°=? und (70)1.2=:i:?-

Die gesuchten Tangentengleichungen lauten also:
9 12 9 12
?x+Ty=9 und gx—Ty=9

bzw.

3x +4y =3 und 3x —4y = 3.

Aufgaben a 69 bis 75

19 Weitere Anwendungen des Skalarproduktes in der
Geometrie

Geben Sie einige Siitze iiber Beziehungen zwischen Strecken und Winkeln am Kreis
an (z. B. den Peripheriewinkelsatz oder die Siitze iiber den Sehnentangentenwinkel)!

In Lerneinheit A 17 hatten wir bereits einen vektoriellen Beweis dafiir gefunden,
daB die Tangente an den Kreis stets senkrecht auf dem Beriihrungsradius steht.
Hier nun weitere Beispiele fiir vektorielle Beweise von Sitzen iiber den Kreis.

SATZ des Thales: Jeder Peripheriewinkel iiber einem
Durchmesser eines Kreises ist ein rechter Winkel.
Beweis: Gegeben sei der Kreis k(M, r), sein Durch-
messer AB und ein beliebiger Punkt P von k(M, r)
(Bild A 38). Zu zeigen ist, da3
— —
< APB = 90° ist, d. h. AP orthogonal BP,
oo S SEb A M 8
was mit AP+ BP =0
gleichbedeutend ist.

A 38
k(M,r)

—— — — my, ey sy
Wir setzen MA = a, MP =b. Dann ist MB = —q, AP = MP— MA =b—a,
= .
BP = MP— MB =56 +a und

- —

AP B = i(f—a)i(b-6) =B i =¥tV 0,

was zu zeigen war.

Aufgaben a 76 bis 78



20

Hiufige Anwendung finden in der Geometrie die folgenden ¢ 8
drei Sitze iiber Strecken am Kreis.

A
SEHNENSATZ: Wenn zwei Sehnen AB bzw. CD eines
Kreises einander im Punkt S schneiden (Bild A 39), dann k
ist das Produkt der Abschnitte A4S und SB der einen Sehne
gleich dem Produkt der Abschnitte CS und SD der

anderen Sehne!: D A39

S4-SB=SC-SD.

A 40
SEKANTENSATZ: Schneiden zwei Sekanten A 4
eines Kreises k(M, r) mit dem gemeinsamen
Punkt S den Kreis entsprechend in den Punk- ¢
ten A und B bzw. C und D (Bild A 40), dann k

gilt die Beziehung
S4-SB=SC-

1

SEKANTENTANGENTENSATZ: Hat eine
Tangente an einen Kreis k(M, r) mit diesem den

3
D
A4l
Punkt T und mit einer Sekante an k(M, r) einen 8
Punkt S gemeinsam, und bezeichnet man die 4
Schnittpunkte dieser Sekante mit dem Kreis
mit 4 bzw. B (Bild A 41), dann gilt die Be- = k
ziehung
S4-SB = ST
7

Fiir diese drei Sitze 1Bt sich in der analytlschen
G trie ein einfacher Beweis b

)

Beweis:

Wir betrachten zunichst einen Kreis k(M, r),
einen beliebigen Punkt S und eine beliebige
Gerade g durch S (Bild A 42). Fiir diese Gerade
stellen wir eine Punktrichtungsgleichung auf

(14) r=rs+ta,

in der rs der Ortsvektor von S und a ein Einheitsvektor sein soll; durch diese
Wahl des Richtungsvektors ist wegen

(r —rs)? = t%a® mit a2 =1

der Parameter t gleich dem mit Vorzeichen versehenen Abstand des Punktes P
auf g von S.

1 Richtiger miiBte es heiBen: ,Das Produkt der Lingen der Abschnitte'* und in der Gleichung ,Linge SA* statt
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Hat g mit k(M, r) gemeinsame Punkte, so miissen diese der Geradengleichung (74)
und der Kreisgleichung

() (—rm)?=r*
geniigen. Wir setzen r aus (74) in (75) ein und erhalten die Beziehung

(s +ta—pm)* = 1%,
die wegen a? = 1 gleichbedeutend ist mit
(16) # +2t (s —xm) 0 + (s —ra)? — 12 = 0.
Diese quadratische Gleichung fiir ¢ hat entweder zwei verschiedene reelle, zwei
zusammenfallende reelle oder keine reellen Losungen, und d prechend haben
g und k(M, r) entweder zwei Punkte, einen oder keinen Punkt gemeinsam, ist g
also Sekante, Tangente oder Nichtschneidende fiir k(M, r). In den ersten beiden
Fillen, wenn g Sekante oder Tangente an k(M, r) ist, ist nach dem Vietaschen

Wourzelsatz das absolute Glied von (76) gleich dem Produkt it der Wurzeln ¢,
und ¢, dieser Gleichung, d. h., es gilt die Beziehung

() iy = (cs —ra)* —r%

Mit der Herleitung dieser Beziehung haben wir die angefiihrten drei Sitze bereits
fast vollsténdig bewiesen. Um uns davon zu iiberzeugen, stellen wir zuniichst fest,
daB fiir jede Gerade durch S, die k(M, r) schneidet oder beriihrt, die rechte Seite
von (77) den gleichen Wert hat. Der Richtungsvektor a von g ist in (77) namlich
nicht mehr enthalten, r ist die Lange der Radien von k(M, r) und (rs — ra)? das
Quadrat des Abstandes des Punktes S vom Kreismittelpunkt M. Damit ist das
Produkt t,t, fiir alle Sekanten und Tangenten an k(M, r) durch S konstant!.
Weil wir als Richtungsvektor a von g einen Einheitsvektor gewihlt hatten und
dem Parameterwert ¢t = 0 den Punkt S zuordneten [ (74)] ist | 2] gleich der
Linge der Strecke PsP fiir jeden Punkt P von 8- Wir gehen jetzt statt von (77)
von der Gleichung

@) |ullts =|@s—rwm)?®—r?|
aus und betrachten folgende Fille:
1. Der Punkt S liegt innerhalb von k(M, r), und durch S gehen zwei Sehnen 4B
und CD des Kreises. Sind dann t4 und tz bzw;ic und ip die Parameterwerte, die
den Kreispunkten 4 und B auf der Sehne 4B bzw. den Kreispunkten C und D
auf der Sehne CD entsprechen, dann gilt nach (78)

[ta] [t8|=|%c]|"|®]
oder, in der iiblichen Schreibweise,

S4-SB =SC- SD.
Damit ist der Sehnensatz bewiesen.
2. Der Punkt S liegt auBerhalb von k(M, r), und durch S gehen zwei Sekanten &
und gy, die mit k(M, r), die Punkte 4 und B bzw. C und D gemeinsam haben. Sind

t4, tg, Tc, ip die Parameterwerte, die den Punkten 4 und B auf & bzw. C und D
auf g, entsprechen, dann gilt wieder nach (78)

[ta] [t8]| =% | |ip| baw.
S4-SB=S5C-SD,
d. h., es gilt der Sekantensatz.

! Diese durch den Kreis k(M, r) und den Punkt S bestimmte Konstante nennt man die Potenz des Punktes § beziig-
lich des Kreises k(M, ).
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3. Der Punkt S liegt auBerhalb von k(M, r), g, ist eine Sekante durch S, die mit
k(M, r) die Punkte 4 und B gemeinsam hat, und g, eine Tangente von S an k(M, r)
im Kreispunkt T. Sind ty4, t und 7y die Parameterwerte, die den Punkten 4 und
B auf g, bzw. dem Punkte T auf g, entsprechen, dann gilt nach (78)

[tal s8] =iz [%
da (78) auch den Fall der Tangente, der Doppellésung fiir (76), miterfaBt.
In der iiblichen Schreibweise ist folglich

S§4-SB = 8T},
d. h., es gilt der Sekantentangentensatz.

Beweisen Sie einen der Siize in den Beispielen A 13, 14 und 15 elementargeo-
metrisch! (Verwenden Sie dabei die Ahnlichkeit gewisser Dreiecke, z. B. der Drei-
ecke \SAC und \SDB im Falle des Sekantensatzes!)

21 Anwendungen des Skalarproduktes in der Physik

Bei der Definition des Skalarproduktes zweier Vektoren a und b waren wir davon
ausgegangen, daB in der Physik die mechanische Arbeit W einer Kraft { lings des
Weges s gleich § -5 = Fscos < (&, ) ist und hatten a-b =|a| |b| cos < (a,b)
gesetzt. Aus dieser Definition des Skalarproduktes a-b hatten wir die dafiir
giiltigen Rechenregeln wie a*b =b-a, (1a) - b = a - (4b) = A(a - b) hergeleitet
und u. a. gezeigt, daB a b = a - b, = a; * b ist, wobei mit b, die Projektion von
b auf a bezeichnet wurde.

Bei dem Skalarprodukt a* b zweier Vektoren a und b handelt es sich um eine
multiplikative Verkniipfung zweier El e ein und desselben Vektorr:

Bei der Produktbildung W = § - s = Fscos < (3, ¢) sind § und s Elemente
verschiedener Vektorraume. Das hat aber keinen wesentlichen EinfluB auf die fiir
die Arbeit als ,,Skalarprodukt* von § und s herleitbaren Rechenregeln. Durch
eine fast wortliche Wiederholung der von uns fiir das Skalarprodukt zweier Vek-
toren gefithrten Beweise erhilt man fiir die Arbeit die gleichen GesetzmiBigk

§-e=05"s;

(79) S:e=28"58;
(28) s =3 (26) = A(5 " 5)

und zwei Distributivgesetze
(80) §-(oy+8)=F 8 +F 0 G+8)s=5s+F s,
da es sich wieder, wie bei der Multiplikation eines Vektors mit einer reellen Zahl,
um eine Verkniipfung zweier El e verschied Mengen handelt
Alle diese Beziehungen driicken einen physikalischen Sachverhalt aus, und ihrer
praktischen Anwendung zum Zwecke der Arbeitserleichterung, der Erhohung des
Nutzens oder aus technischen Griinden begegnet man tiglich:

Beim Bewegen schwerer Giiter (Kohlen, Erdmassen, Werkstiicke usw.) lings
eines Weges g ist es, physikalisch gesehen, gleichgiiltig, ob wir das zu bewegende
Gut durch einmalige Kraftan g im g transportieren oder ob wir das

Gut zerlegen und durch Anwenden genngerer Kraft die Einzelbestandteile trans-
portieren [ 7 (79;) oder (80,)].
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Das

Wenn ein Boot durch einen Motor angetrieben wird
(Bild A 43), dann verrichtet nur die Kraftkompo-
nente §; von § Arbeit, die lings des Weges s gerichtet
ist [ 7 (79)].

Antrigbsschraube A
Im zweiten Beispiel kommt zum Ausdruck, da von 43

der erzeugten Kraft § nur die zu s parallele Komponente §; von § wirkt, wihrend
die zu s orthogonale Komponente §,, wirkungslos bleibt. Man muB also be-
strebt sein, § | 5 so klein wie méglich zu halten.

Erliutern Sie den physikalischen Sinn der Beziehungen

(S +8e++8)s=8's+8 s+ +8-s
und

Smtamttom)=5a+8 n+~+5 !l

Aufgaben a 79 bis 81

Vektorprodukt

22 Definition des Vektorproduktes

Was versteht man unter dem Drehmoment einer Kraft ?

Mit der Arbeit W, die eine lings eines Weges s wirkende Kraft verrichtet und die
nach der Formel W = T+ s = Fs cos < (§, s) berechnet wird, haben Sie eine
multiplikative Verkniipfung zweier vektorieller GroBen kennengelernt, deren Er-
gebnis stets ein Zahlenwert ist. Ihr entspricht die Bildung des Skalarprodukts
a- b zweier Vektoren.
Das Drehmoment einer Kraft ist ebenfalls
eine multiplikative Verkniipfung zweier vek-
torieller GroBen. Man berechnet seinen Be-
trag M fiir eine Kraft §, die an einem vom
Drehzentrum Z ausgehenden Hebelarm s an-
greift (Bild A 44), nach der Formel
(68) M=|F.||s]

=[5 |s] sin (5 9),
da beim Drehmoment nur die zu s orthogonale Komponente der Kraft § wirksam
wird (bei der Arbeit war es die zu s parallele Komponente!). Ferner ist das Dreh-
moment im Gegensatz zur Arbeit eine gerichtete Gréfle. Man veranschaulicht es
wie einen Vektor )11 der Linge M, der zu den ,,Vektoren* s und § orthogonal ist
und mit diesen in der Reihenfolge s, §, 01T ein Rechtssystem bildet.
Da Produktbildungen der Gestalt (81) in der Physik noch an einigen anderen
Stellen auftreten, definiert man in der Mathematik fiir Vektoren analog dazu das
sogenannte Vektorprodukt zweier Vektoren und untersucht seine Eigenschaften.
Es seien a und b zwei Vektoren des Raumes und [0; A] bzw. [0; B] Reprisen-

tanten dieser Vektoren, d. h., es gelte a = 62 und b = CTE
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DEFINITION: Sind a und b zwei nicht zueinand, llele Vek des R dann
nennt man Vektorprodukt von a und b (in Zeichen a X b, gelmn ya kreuz b“) denjenigen
Vektor c, der durch die nachstehenden drei Bedingung ig i ist:

1. der Vektor c hat den Betrag

[1el=lallblsins@n]s ¢

2, der Vektor ¢ ist orthogonal zu a und b,
3. dieVektorena, b und c bilden in der angegebenen Reihen-

A45

folge ein Rechtssystem, d. h., wenn man fiir ¢ = b_é
schreibt und von C aus auf die Ebene OAB mit a = (—):1)

und b = O_B) blickt, dann ist in der positiv orientierten
Ebene OAB der orientierte Winkel < (a, b) positiv
(Bild A 45).

Sind a und b zwei zueinander parallele Vektoren, dann sind fiir sie zwei Fille
moglich:
(82) 1. Mindestens einer der Vektoren a und b ist der Nullvektor, z. B.seia = o.
Dann ist | a | = 0 und sin < (a, b) = 1.1
2. a4 o, b= ound a =/b. Dannist [a|=0,|b| =0 und
sin < (a, b) = 0 wegen <C (a, b) = 0° bzw. < (a, b) = 180°.

Fiir parallele Vektoren a und b ist also stets | a | | b | sin < (a, b) = 0. Deshalb
erginzt man die obige Definition folgendermaBen:

DEFINITION: Sind a und b zwei zueinand llele Vel dann ist ihr Vektorprodukt
ax b der Nullvektor.

Damit ist das Vektorprodukt fiir zwei beliebige Vektoren des Raumes definiert.

Nach der Definition des Vektorproduktes zweier Vektoren ist
lixi|=|i||i|sin<(i,i)=0,]ixj|=]il|j|sinx(j)=1

un .

iXi=o, iXj=¢

Diese etwas lange Definition fiir das Vektorprodukt zweier Vekteren a und b kann

man kiirzer schreiben. Zu diesem Zweck bezeichnet man mit 1, einen Einheits-

vektor, der orthogonal zu den Vektoren a und b ist und im Falle a . b die Vek-

toren a und b in der Reihenfolge a, b, n,;, zu einem Rechtssystem erginzt. Nach

dieser Vereinbarung kann das Vektorprodukt axb zweier beliebiger Vektoren

a und b durch die Gleichung

(83) axb=mngp|al|b]| sin< (a,b)

definiert werden.

Aufgaben a 82 bis 86

1 Wir hatten ja vereinbart, daB o zu jedem Vektor orthogonal ist.
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23 Geometrische Deutung des Vektorproduktes

Fiir den Betrag | a xb | des Vektorproduktes kann eine geometrische Deutung ge-
geben werden. Nach (83) ist

|axb|=|a| |b|sin < (a, b).
Schreiben wir wie oben fiir a= 6;4: fiir b = (_)B

sowie fiira +b = 63, dann bestimmen die Punkte
0, A, D, B fiir a ¥/ b in der Ebene 04 B ein Parallelo-
gramm, dessen Flicheninhalt unabhingig von der
Wahl des Punktes O gleich |b| |a| sin <t (a, b) und
damit gleich |axb| ist (Bild A 46). Fiir a||b entartet
dieses Parallelogramm zu einer doppelt iiberdeckten
Strecke; sein ,,Flicheninhalt* ist Null und damit
wieder gleich | axb |. Bezeichnet man also das durch den beliebig gewihlten

sy —
Punkt O und die Vektoren a = 04 und b = OB bestimmte Parallelogramm 0ADB
als ein ,,von den Vektoren a und b aufgespanntes Parallelogramm®, dann haben
wir gefunden:
Der Betrag | a xb | des Vektorproduktes zweier Vektoren a und b ist gleich
dem Flicheninhalt eines beliebigen, von den Vektoren a und b aufgespann-
ten Parallelogramms.
Da der Flacheninhalt eines Dreiecks 4BC gleich der Hailfte des Flicheninhalts
—

eines von den Vektorena = 4Bundb = Azaufgespannten Parallelogramms ist,
kann mit Hilfe des Vektorproduktes auch der Flicheninhalt von Dreiecken be-
rechnet werden.

Er ist fiir das A ABC gleich% | ABxAC|.

Ferner kénnen wir aus (83) ablesen:

Das Vektorprodukt a X b zweier Vektoren a und b ist genau dann gleich dem Null-

vektor, wenn a parallel zu b ist. Einerseits war namlich fiir o | b stets axb = o

und fiir a Y. b stets a Xb == o0; im letzten Fall ist immer la|==0, 6| 0und

sin < (a, b) 5= 0. Andererseits kann man aus (81) sofort ablesen, daB auch

die Umkehrung dieses Sachverhalts richtig ist, denn aus axb = o folgt

[a||b|sin < (a, b) = 0, was nur fiir einen der Fille (82) mbglich ist.

Wir konnen also wiederholend feststellen:

1. Im Bereich der reellen Zahlen ist a - b = 0 @quivalent @ = 0 oder b = 0.

2. Bei der Multiplikation eines Vektors mit einer Zahl ist Ja = o dquivalent 2 =0
oder a = o.

3. Bei der skalaren Multiplikation zweier Vektoren ist a-b = 0 #quivalent a
orthogonal b.

4. Bei der vektoriellen Multiplikation (Bildung des Vektorproduktes) zweier Vek-
toren ist aXb = o #dquivalent a || b.

Im Bereich der reellen Zahlen gibt es fiir die Gleichung 5x = 0 eine Zahl x, die

diese Gleichung erfiillt, und zwar x = 0. Im Raum der Vektoren gibt es fiir die

Gleichung i xr = o unendlich viele r, die diese Gleichung erfiillen. Nach (83) ist
ixp=m|i||r|sin<(@,0)=mg|rlsin< (i)

und i Xr = o folglich gleichbedeutend mit | r | sin < (i, r) = 0. Diese letate Glei-

chung ist aber erfiillt fir r = o und fiir r || i. Damit ist gezeigt, daB die Vektoren

r = Ai mit — 00 < 4 < + oo Lésungen von i X1 = o sind und nur diese.
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@ Formulieren Sze dle Beziehung ,,a Xb = o dquivalent a || b* unter Verwendung der

\A 4

Warter und hinreich

Berechnen Sie a) fur a % o die Produkte axXaund aX(—a),
b) fiir a orthogonal b das Produkt a Xb!

Aufgaben a 87 bis 89

24 Eigenschaften des Vektorproduktes

SATZ: Fiir die vektorielle Multiplikation hat das Kommutativgesetz keine Giiltigkeit, aber
es gilt stets axXb = — b xa.

SATZ: Fiir die vektorielle Multiplikation gelten beziiglich jeder reellen Zahl A und jedem
Paar von Vektoren a und b die Beziehungen

(84) I(ln)xb=}.(n><b)| und Iax(}.b):l(axb)l.

SATZ: Fiir die vektorielle Multiplikation gilt das Distributivgesetz, d. h., fiir drei beliebige
Vektoren a, b und ¢ ist stets

| ax(b+ c)=axb+axc | und | (b + ¢c)Xa="bxa+ cXa

Aber genauso wie fiir die skalare Multiplikation gilt das Assoziativgesetz fiir
die vektorielle Multiplikation nicht.

SATZ: Fiir drei beliebige Vektoren a, b und c ist

(85) Flicht: stets a X (bxc) = (axb)Xc|.

Die Sitze A 17 bis 19 beweisen wir hier nicht. Dafiir, daB das Assoziativgesetz
(der Satz A 20) nicht gilt, geniigt die Angabe eines einzigen Tripels a, b und ¢
von Vektoren, fiir das (85) nicht gilt.

Wir wihlen a = i, b = i, ¢ = j und berech fiir dieses spezielle Tripel [a; b; c]
die Vektoren a X (bxc) und (axb)xc, d. h. i X (i Xj) und (i Xi) Xj. Einerseits ist
iXi = o0, und deshalb gilt

(iXi)Xj=oXj=0.
Andererseits ist nach (83) und der Definition des Vektors £ in einem kartesischen
Koordinatensystem

(86) ixj=¢t|i||j|sin<X(ij)=E

(87) ixt=—jli||E|sin<X(i,t) =—j

und folglich i X (ixj) = iXt = —| = 0. Damit ist gezeigt, daB (85) im allgemei-
nen nicht gilt.

Bemerkung: In Lerneinheit A 10 hatten wir gefunden, daB man nach einem
Vektor a =0 jeden Vektor b so in zwei zueinander orthogonale Komp en by,
und b | , zerlegen kann, daB b, || a und b | , orthogonal zu a sind. Schreibt man nun
fiir b = b, + b, dann erhﬁlt man fiir das Vektorprodukt a X b den Ausdruck
(88) axb=ax(b,+ b, =axb, + nxbin =axb,,

denn es ist a Xb, = 0. Aus (88) kénnen wir schlieBen, daB alle Vektoren b, deren
zu a orthogonale Komponente gleich ist, mit a dasselbe Vektorprodukt haben
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(Bild A 47). Demzufolge ist die vektorielle
Multiplikation genauso wie die skalare nicht
umkehrbar.

Die Komponentendarstellunng des Vektor-
produktes: Es seien zwei Vektoren a und b
durch ihre Koordinaten a(a;; ay; a;) und
B(bz; bys b.) beziiglich eines kartesischen
Koordinatensystems {0O; i, j, f) gegeben. Wir
wollen nun zeigen, da man mit Hilfe der ange-
fiihrten Eigenschaften der vektoriellen Multi-
plikation die Koordinaten des Vektorproduk-
tes a X b dieser Vektoren aus den angegebenen
Koordinaten fiir a und b berechnen kann.

Zu diesem Zwecke schreiben wir a xb in der Gestalt
(89) oXb = (azi + ayj -+ a.f) X (bsi + byj + bet)
und versuchen, die rechte Seite dieser Beziehung als Linearkombination von i, i
und £ darzustellen. Es gilt:
(azi + ayj + a:€) X (bzi + byj + b.f)
©0) = azh(i X i) + azby(i Xj) + azb.(i XF)
+ ayba(j X i) + ayby(j X ) + ayb(j x¥)
+ azba(Ex i) + asby(EX ) + azba(ExE).
In (90) ist nach der Definition des Vektorproduktes

iXi=jXj=EXE=o0.
Nach (86) und (87) ist weiter iXj = f, i Xf = —j. AuBerdem gilt jXi =—8,
£Xi = j. Zu berechnen bleibt folglich nur noch j X und £, wobei wieder
jxE=—EX]j
gilt. Nach (83) ist
91) jxt=ilj||€]|sin<(j,8)=1i.

Die Tabelle (92) faBt diese Zwischenergebnisse noch einmal in iibersichtlicher
Form zusammen:

(92) i ) E—j

-

Nach (92) koénnen wir nun fiir (90) schreiben

(azi + ayj + a:f) X (bzi + byj + b.f) =
= a;byf — azb;j — aybst + ayb.i + a:bzj — azbyi =
= (ayb: — azby) i + (a:br — azb;) | + (azby, — aybz) £
und finden damit fiir das Vektorprodukt a X b der Vektoren a und b den Ausdruck

(93) axb = (ayb: — achy) i + (asbx— azby) | + (azby — ayb) E.
Aufgaben a 90 bis 97
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25 Anwendungen des Vektorproduktes

Das Vektorprodukt findet in Mathematik und Physik vielfiltig Anwendung. Seine
Verwendung bei der Berechnung von Flichen (Parallelogrammen, Dreiecks-, Viel-
ecksflachen) sahen wir bereits. Zu den weiteren Verwendungsméglichkeiten als
weiteres Beispiel die Berechnung von Dreh

Ein Kran sei auf einen Lkw montiert.
Das Gesamtgewicht von Lkw und Kran
betrage | J); | = 2 t und greife am Punkte C
an (Bild A 48). Das Gewicht des Gegen-
gewichts des Krans betrage | P, | =2t.
Zu bestimmen ist der kleinstmdgliche
Abstand DE zwischen den Achsen des
Lkw und das groBtmégliche Gewicht }%; 1om 2m

einer zu hebenden Last 4, bei denen -

der Lkw weder mit noch ohne Last nach hinten oder vorn iiberkippt.

Am Lkw mit dem montierten Kran greifen folgende Krifte an:

D, — das Gewicht des Lkws einschlieBlich des Gewichts des Krans ohne das Ge-
wicht des Gegengewichts B;

P, — das Gewicht des Gegengewichts B;

s — das Gewicht der Last, wenn der Kran eine Last hebt.

Bei angehingter Last 4 kann der Lkw im Gegenuhrzeigersinn um den Berithrungs-
punkt D mit der Erde kippen.

Auf den Lkw wirkt keine, eine Drehung um D hervorrufende Kraft, wenn die
Summe der Drehmomente aller Krifte beziiglich D gleich Null ist, sich die Dre-
hung aller dieser Krifte aufhebt. Die Bedingung dafiir ist in unserem konkreten
Fall die Erfillung der Gleichung

— — —
(94) YyxDF = P, xDG + P, xDH
bzw.

= R )
09) | Pul-4 =015+ | D] (| DE| +2).
Wenn keine Last 4 befestigt ist, kann der Lkw unter der Wirkung des Gegen-
gewichts B im Uhrzeigersinn um den Beriihrungspunkt E des Hinterrades mit
der Erde kippen. (Andere Moglichkeiten des Abkippens des Lkws lassen wir hier

als fiir die Praxis uninteressant auBer acht.) Auf den unbelasteten Lkw erfolgt
keine derartige Drehwirkung, wenn analog zu (94) die Beziehung

— — =
(96) W XEG = P,xEH baw. |1y |(|DE|—15)=|%, 2
gilt.
Aus (95) und (96) berechnen wir | bi)| und | } | durch Einsetzen von | J); | =2

und | P, | =2 zu ﬁ" =3,5m, | ]3| =3,5t. Damit haben wir das Hachst-
gewicht )Y, und die kleinstmégliche Entfernung der Rider des Lkws gefunden, bei
denen der unbelastete und der belastete Autokran weder nach vorn noch nach
hinten iiberkippt.

Aufgaben a 98 bis 100
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Zusammenfassende Betrachtungen zum axiomatischen
Aufbau der Vektorrechnung

26 Wiederholungsfragen

@ 1) a) Unter welcher Bedingung heifen zwei gerichtete Strecken parallelgleich ?

b) Was versteht man unter einer Verschiebung des Raumes ?

¢) Was ist ein Reprisentant einer Verschiebung ?
2) a) Welche Operationen sind in der Menge der Verschiebungen definiert ?

b) Wiederholen Sie die Definition der Summe (der Differenz) zweier Verschie-

bungen und des Produktes einer Verschiebung mit einer reellen Zahl!

3) Zihlen Sie die wichtigsten Rechengesetze auf, die in der Menge der Verschiebun-

gen bezuglich der Addition und Subtraktion zweier Verschiebungen sowie der Multi-

likation einer Verschiebung mit einer reellen Zahl gelten!

In Klasse 11 hatten wir im Stoﬂ'geblet ., Vektorrechnung® festgestellt, daB es
aufler der Menge der Verschiebungen des Raumes auch noch andere Mengen gibt,
fiir deren Elemente eine ,,Addition, ,,Subtraktion* und ,,Multiplikation mit
einer reellen Zahl* definiert werden kann, so dafl in allen diesen Mengen beziiglich
dieser Operationen die in der Definition A 2 auf Seite 4 aufgefiihrten Rechen-
gesetze gelten. In der Mathematik sagt man nun, daB diese Mengen die gleiche
Struktur haben (den gleichen inneren Aufbau) und fiihrt fiir sie den Sammel-
begriff ,,Vektorraum* ein.
Im weiteren Verlauf des Unterrichts haben wir von den Begriffen ,,Vektorraum*
und ,,Vektor nur insofern Gebrauch gemacht, als wir die Menge der Verschie-
bungen der betrachteten Ebene oder des Raumes jetzt ,,Vektorraum der Ver-
schiebungen dieser Ebene des Raumes* und die Verschiebungen selbst ,,Vektoren*
nannten. Deshalb entsteht die ganz natiirliche Frage, welchen Nutzen die Ein-
fiihrung der Begriffe ,,Vektorraum* und ,,Vektor* denn eigentlich bringt. Um
diese Frage beantworten zu kénnen, stellen wir folgende Uberlegungen an:
1. In der analytischen Geometrie von Ebene und Raum haben wir bedeutend
mehr Rechenregeln fiir die Verschiebungen als die Gesetze 1°—7° verwendet, so
z. B. die Regeln:

at+eo=0+a=aqa—o0=aq0—a=—aga=—(—aqa)
97) b—a=b+(—a),—(a—b)=—a+b —(a+b)=—a—5b
0-a=o0,40 =0,—la=—a.

Die Giiltigkeit dieser Regeln muBte fiir Verschiebungen bewiesen werden.
2. Auch fiir die an einem Punkt angreifenden Krifte gelten auBer den Rechen-
gesetzen 1°—7° die Rechenregeln (97) und werden bei praktischen Berechnungen
stindig verwendet.
Wenn zu zwei an einem Punkt angreifenden Kriften §, und §, eine Kraft §
ermittelt werden soll, die diese Krifte aufhebt (d. h. §,, §; und § sollen im
Gleichgewicht stehen), dann bestimmt man die resultierende Kraft §, + e
der Teilkrifte §, und §, und weil, daff 2. B. die dazu entgegengesetzte Kraft
8 = — (& + §,) das Geforderte leistet:

SitSt—GE+dH=+&R+ &)+ (&)=

51+ (&) + &+ (&) =0

Bei dieser Umformung wird wesentlich verwendet, daB fiir belleblge Krifte 3,
und §, stets — (§; + &) = (— &1) + (— &) gilt. Das ist eine der angefiihrten
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Regeln, und sie muB fiir die an einem Punkt angreifenden Krifte theoretisch be-
griindet oder zumindest experimentell bestitigt werden.

3. Analog ist das Vorgehen im Bereich (der Menge) der reellen Zahlen. Nachdem
definiert wurde, was eine reelle Zahl ist (z. B. eine Klasse von gewissen Intervall-
schachtelungen), weist man zunichst nach, daB in der Menge der reellen Zahlen
die Rechengesetze 1°—7° gelten. Danach zeigt man, gestiitzt auf diese Gesetze,
daB fiir die reellen Zahlen u. a. alle die Rechenregeln (97) gelten, die wir fiir die Ver-
schiebungen hergeleitet hatten. In den drei betrachteten Mengen ist das Vorgehen
also ganz analog. Zuerst definiert man, gestiitzt auf Vorhergeganges, was man
unter einer Verschiebung, einer Kraft, einer reellen Zahl verstehen will. Dann
zeigt man, wieder gestiitzt auf Bekanntes, die Gﬁlﬁgkeit der Gesetze 1°—7° in
diesen Mengen. Danach zeigt man, daB in den betrachteten Mengen auBerdem
noch gewisse Rechenregeln gelten, und zwar alle Rechenregeln (97) in allen drei
betrachteten Mengen gleichermafBen. Dieses Ergebnis legt die Vermutung nahe,
daB die Giiltigkeit dieser Rechenregeln keine spezifische Eigenschaft der Menge
der Verschiebungen, der Menge der an einem Punkt angreifenden Krifte und der
Menge der reellen Zahlen ist, sondern daB in allen Mengen der gleichen Struktur,
in allen Vektorrdumen, diese Rechenregeln gelten.

Aufgabe a 101

27

Wir wollen uns an einigen Beispielen davon iiberzeugen, daB diese Vermutung
richtig ist. Zu diesem Zwecke nehmen wir an, uns sei ein beliebiger Vektorraum 1
gegeben, d.h. eine Menge von Elementen, auf die die Definition des Vektorraumes
zutrifft. Wir bezeichnen die Elemente der Menge, die ja als Elemente eines Vektor-
raumes Vektoren sind, wie iiblich mit a, b, ¢, r usw. und zeigen, daB in I fiir
beliebige Elemente a und b von JI beispielsweise die Rechenregeln (98) gelten:

98) a+o=o0+a=a0a=0.

Mit o bezeichnen wir im Vektorraum der Verschiebungen die identische Abbil-
dung, die wir auch Nullverschiebung nannten; im Vektorraum der Krifte ist o
eine Kraft mit dem Betrag 0; im Vektorraum der reellen Zahlen ist o die Zahl 0.
Aus den Gesetzen 1°—7° geht nicht unmittelbar hervor, ob jeder Vektorraum It
einen Vektor o enthilt, fiir den a + o = o0 + a = a ist fiir jedes beliebige Ele-
ment a von JI. Wir miissen also zeigen

SATZ: In jedem Vektorraum J)1 gibt es ein Element o mit der Eigenschaft, daB fiir jedes
Element a von JIl die Beziehung a + 0 = 0 + a = a erfiillt ist.

Beweis: Wir wihlen in 91 ein Element,b und betrachten fiir dieses Element die
Gleichung b + r = b. Nach 3° hat diese Gleichung eine eindeutig bestimmte
Lésung, die wir mit o bezeichnen. Es bleibt nun zu zeigen, daB auch fiir jedes
beliebige Element a von Il die Beziehung a + o = a gilt, wobei o L#sung von
b + o = b ist. Nach 3° hat fiir das gewihlte Element b und jedes beliebige
Element a von I die Gleichung b + r = a eine Lésung. Wir kénnen also nach
1° und 2° fiir a + o schreiben

at+o=(b+r)+o=b+(+0)=b+(o+r)=(b+0)+r=0b+r=a.
Damit ist a + o = a fiir jedes a aus ) und nach 1° damit aucha +o0=o0+a=a.
DaB dariiber hinaus o der einzige Vektor von Il mit dieser Eigenschaft ist, kann
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man indirekt beweisen. Man nimmt an, es gibe einen zweiten Vektor o’ in JNU
mit der gleichen Eigenschaft. Dann gilt fiir ihn 0 =0 + o' (1°) 0o’ + 0 =o',
d. h., o' und o sind einander gleich. Man kann also fiir den beliebigen Vektor-
raum J1U definieren:

DEFINITION : llvek des Vek O heiBt der Vektor von JIi, der fiir jedes
Element a von )i der Gleichung a + o = a geniigt.

Im Vektorraum der n-Tupel ist das n-Tupel (0,0, ..., 0) der Nullvektor, denn fiir
jedes n-Tupel (ay, ay, .., az) gilt (a;, ag, ..., @n) + (0,0, ..., 0) = (ay, @y, ..., @p).

Im Vektorraum der Polynome a, + a;x + -+ + apx® hochstens n-ten Grades ist
das Polynom 0 (d. h. das Polynom mit a; = @, = ** = a, = 0) der Nullvektor,
denn es gilt ay + ax + -+ + apx® + 0 = @ + ax + -+ + apa" fiir jedes Polynom
dieses Raumes.

Weiter wollten wir beweisen:

SATZ: Ist 01 ein beliebiger Vel und a ein beliebiges Element von Ji, dann ist
0a = o.

Beweis: Nach 4° ist a = la. Im Bereich der reellen Zahlen ist 1 + 0 = 1. Folg-
lich kénnen wir schreiben

a®1a =(1 +0)a(§)lu +0a“——“n + 0Oa.
Da nun aber in jedem Vektorraum nur der Vektor o die Eigenschaft besitzt, daf3

fiir jedes Element die Gleichung a = a + o besteht, muB 0a = o sein, w. z. b. w.
Hinweis: Hier wird die Eindeutigkeit des Nullvektors von J1U verwendet.

Aufgaben a 102 bis 104

28

AbschlieBend wollen wir auf die Frage nach dem Nutzen zuriickkommen, den die
Einfithrung der Begriffe ,,Vektorraum* und ,,Vektor¢ bringt.

In der Lerneinheit A 27 haben wir an einigen Beispielen gezeigt, daB in jedem
Vektorraum (d. h. in"jeder Menge 911, in der die Rechengesetze 1°—7° gelten)
als Folgerung allein der Rechengesetze 1°—7° die Rechenregeln (97) Giiltigkeit
haben.! Deshalb kénnen wir jetzt als bewiesen ansehen, daB in jedem konkreten
Vektorraum, z. B. dem Vektorraum der n-Tupel und dem Vektorraum der
Polynome héchtens n-ten Grades, alle Rechenregeln (97) gelten. Das ist eine groBle
Zeitersparnis, wenn man bedenkt, daB es sehr viele Mengen gibt, die Vektor-
ridume sind.

Der allgemein gefithrte Beweis der Rechenregeln (97) ist aber nur der Beginn
einer sehr umfangreichen allgemeinen Theorie der Vektorriume. Ein weiteres
Beispiel aus dieser Theorie ist Thnen noch zuginglich: Das Einfithren und Ver-
wenden von Koordinaten in allen Vektorrdumen.

Im Vektorraum der Verschiebungen einer Ebene und im Vektorraum der Ver-
schiebungen des Raumes haben wir den Begriff , linear unabhiingig* eingefiihrt
und bewiesen:

1)1t nennt man einen im G tz zu den torri seinen Modellen.
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1. Im Vektorraum der Verschiebungen einer Ebene gibt es zwei linear unabhiingige
Vektoren. und drei Vektoren sind stets linear abhiingig.

2. Im Vektorraum der Verschiebungen des Raumes gibt es drei linear unabhiin-
gige Vektoren, und vier Vektoren sind stets linear abhingig.

Gestiitzt auf den Begriff ,linear unabhingig®, fiihrten wir in diesen beiden Vektor-

riaumen die Begriffe ,,Basis* und ,,Koordinaten eines Vektors beziiglich einer

Basis* ein. Den Begriff ,linear unabhingig® kann man auf die Vektoren des

abstrakten Vektorraumes )1l wortlich iibertragen.

DEFINITION : Vektoren aj, ay, ..., a, heifien linear unabhdngig, wenn die Gleich
Jay + Agag + + + Anan = 0

nur fiir 4, = A, = =+ = Ay = 0 gilt. Die Vektoren q,, as, ..., an heiBen linear abhdngig,
wenn sie nicht linear unabhingig sind.

Damit kann dieser Begriff auch auf die uns bekannten Beispiele fiir Vektorriume
angewendet werden.

Man kann zeigen: Im Vektorraum der n-Tupel gibt es n linear unabhingige
Vektoren, und n + 1 Vektoren sind stets linear abhingig.

Fiir den Beweis des 1. Teils dieser Behauptung geniigt es, n linear unabhingige
Vektoren dieses Raumes anzugeben, z. B. die Vektoren

= (13045550
= (0,1, .... 0)

an= (0,0, .., 1)

Diese Vektoren sind linear unabhingig, denn fiir 4,0, + 750, + ** + Agap = ©

steht 7,(1,0, ..., 0) + 25(0,1, :.., 0) + ==+ + 2a(0,0, ..., 1) = (0,0, ..., 0)

bzw. das System
Il Age 0 oy
ll:0+)~?'l+"'+)-n_'

LA 0t Ay 1=,

dessen einzige Losung 4, = 2, = =+ = Ap = 0 ist.
Den 2. Teil der Behauptung kénnen wir hier nicht beweisen.

Die maximale Anzahl linear unabhingiger Vektoren eines Vektorraumes nennt
man seine Dimension.

Da sich nun zeigen liBt, daB8 genauso wie in den Vektorriumen der Verschiebun-
gen in jedem n-dimensionalen Vektorraum I jeder Vektor a als Linearkombina-
tion a = Aya; + Ayay + *** + Anan von n beliebigen, linear unabhingigen Vektoren
Qy, Qg, ..., A geschrieben werden kann, definiert man

DEFINITION: Ist 91 ein n-dimensionaler Vektorraum und sind ay, ay, ..., ap 7 linear un-
abhiingige Vektoren von )11, dann heifit dieses n-Tupel von Vektoren eine Basis von J1{, und
man bezeichnet sie mit {a;, agy ..., an}.

Ist b ein beliebiger Vektor von 11 und b = A, + *** + Anan, dann heifen die Zahlen /,,
gy <y An die Koordinaten von b beziiglich (a;, gy ...y anl.

Man kann dann die Koordinatenmethode in jedem beliebigen konkreten Vektor-
raum anwenden.
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Der Vektorraum der n-Tupel ist nach Beispiel A 23 n-di ional, und die im
Beispiel A 23 angegebenen Vektoren qy, ..., a; bilden eine Basis dieses Raumes.
Jeden Vektor a = (ay, ay, ..., ap) kann man nach den in diesem Raum definierten
Operationen folgendermaBen schreiben:

a = a,(L,0, ..., 0) + a,(0,1, ..., 0) + - 4 @,(0,0, ..., 1) =
= a;a; + @05 + ** + @pay.
Die Zahlen a,, a,, ..., a, sind die Koordinaten von a beziiglich der gewihlten
Basis.

Ein System von n an einem Punkt angreifenden Kriften 5, §,, ..., §n ist genau

dann im Gleichgewicht, wenn ihre Resultierende §§ gleich Null ist, d. h., wenn gilt
n

99 §=58 +8+ " +8 =X & =o. Sind die Krifte §; durch ihre Ko-

=1

ordinaten §i(X;; Yi; Z;) beziiglich dreier an einem Punkt angreifender und nicht

in einer Ebene wirkender Kriifte gegeben, dann kann man fiir (99) das System

n n
(100) £ X, =0, £ Y =0, 3 Zi — 0 schreiben.
i=1 i=1 i=1

=

In der Praxis wihlt man als Basis des Vektorraumes der an einem Punkt angrei-
fenden Krifte drei paarweise senkrecht zueinander wirkende Krifte vom Betragl.
Die rechnerische Auswertung des Systems (100) ist oft bedeutend einfacher als die
graphische Auswertung der Gleichung (99).
In den letzten drei Lerneinheiten wurde ein Vorgehen skizziert, das fiir die
Mathematik typisch ist:
1. Man findet, daB es Mengen gibt, in denen gleiche GesetzmiBigkeiten auftreten,
und stellt diese GesetzmiBigkeiten durch vergleichende Betrachtungen heraus.
2. Man betrachtet eine Menge von Elementen, die nicht niher definiert wird, und
von der man nur voraussetzt, daB in ihr die unter 1. herausgestellten Gesetz-
miBigkeiten gelten. In dieser Menge versucht man, alle Folgerungen zu finden,
die sich aus diesen GesetzmiBigkeiten ergeben, und weil dann, daB diese Fol-
gerungen in allen konkreten Mengen gelten miissen, in denen die als giiltig
angenommenen GesetzmiBigkeiten gelten.
Dieses Vorgehen heiBt Axiomatisierung einer Theorie. Die Definition A 2 des
Vektorraumes nennt man eine axiomatische Definition, da sie beziiglich der Eigen-
schaften der Elemente der Menge Il nichts weiter aussagt, als daB fiir diese die
Rechengesetze 1°—7° gelten sollen.
Die Rechengesetze 1°—7°, das einzige, was wir iiber die Eigenschaften der Ele-
mente von JI wissen, nennt man die Grundgesetze eines Vektorraumes oder
seine Axiome. Aus ihnen allein konnen die Rechenregeln (97) hergeleitet und die
Begriffe ,,linear unabhingig®, ,,Basis*, ,, Koordinaten eines Vektors beziiglich
einer Basis* und viele andere mehr definiert werden. Diese Rechenregeln gelten
demzufolge in jedem konkreten Vektorraum, und diese Begriffe haben folglich in
jedem konkreten Vektorraum einen Sinn.
Bemerkung: Das Einfithren von Koordinaten in Ebene und Raum, die Herlei-
tungen der Gleichungen fiir Geraden in Ebene und Raum, von Gleichungen fiir
eine Ebene, eine Kugel u. 4. gehoren nicht zur Theorie der Vektorraume. Es ist
vielmehr eine Anwendung der konkreten Vektorrdume der Verschiebungen der
betrachteten Ebene bzw. des Raumes auf die Geometrie dieser Ebene bzw. des
Raumes. Diesen Abschnitt der Geometrie nennt man analytische Geometrie.

Aufgaben a 105 bis 108
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B. Kegelschnitte

50 Definition und Konstruktion der Kegelschnitte
Wiederholung (50) - Definition der Kegelschnitte (51) + Ortsdefinition der Ellipse
(55) * Ortsdefinition der Hyperbel (59) * Ortsdefinition der Parabel (61)

63 Gleichungen der Kegelschnil
Mittelpunktsgleichungen der Ellipse (63) - Mittelpunktsgleichung der Hyperbel
(65) - Scheitelgleichung der Parabel (66) - Gleich fiir Kegelschnitte in ach
paralleler Lage zum Koordii ystem (67) + Aufstellen von Kegelschnittsgleick
gen (68) -+ Kegelschnitt und Gerade (70) - Ei haften der Kegelschnitte (75) + Ge-

meinsame Scheitelgleichung der nicht entarteten Kegelschnitte (79)

Zu den einstmals so ritselhaften und auch heute noch interessanten Objekten des gestirnten
Himmels gehoren die Kometen. Oft tauchen sie unerwartet auf, bewegen sich dann auf voll-
kommen ungewdhnlichen Bahnen am Himmel, um ebenso plétzlich wieder zu verschwin-
den. Das NEWTONsche Gravitationsgesetz gab die Grundlage fiir die Méglichkeit einer
Bahnbestimmung und damit fiir das Verstdndnis der riaumlichen Bewegung. Die Bahnen,
auf denen sie sich bewegen, sind Kegelschnitte,
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Definition und Konstruktion der Kegelschnitte

1 Zur Wiederholung

Pyramiden (darunter das Tetraeder), Pyramidenstiimpfe, Prismen (darunter
Quader und damit auch Wiirfel) werden ebenfliichig begrenzte Korper genannt,

weil sich ihre Oberfliche hlieBlich aus eb Flichenstiicken
setzt. Kugeln und ihre Teile (Kugelsegment und -sektor), Zylinder, Kegel und
Kegelstiimpfe werden krummfliichig beg Kérper g weil ihre Ober-

fliche ganz oder teilweise aus gekriimmten Flichen besteht.

Unter einem Korper verstehen wir den Teil des Raumes, der aus der Begrenzungs-
fliche und den im Innern dieser Begrenzungsfliche liegenden Punkten besteht.
Ebenso wie es in der Ebene oft zweckmiBig ist, zwischen einer Fliche (Dreiecks-
fliche, Kreisfliche, ...) und der sie begrenzenden Linie (Dreieck, Kreis, ...) zu
unterscheiden, betrachtet man im Raum neben den Kérpern in der oben ange-
fithrten Auff: g auch g dert deren Begr gsflichen und unterscheid
so z. B. zwischen Kugelkérper und Kugel, Prismenkérper und Prisma usw. Wir
werden im folgenden i. a. jeweils nur die Bezeichnungen Kugel, Prisma usw.
verwenden, miissen aber darauf achten, daB bei mathematischen Fragestellungen
aus dem Zusammenhang ersichtlich wird, um welche Auffassung des Begriffs
. Kreis® (,,Kugel*) es sich gerade handelt.

a) Was versteht man unter einer senkrechten Eintafelprojektion ? Erliutern Sie in
diesem Zusammenhang die Begriffe ,,Grundrif* und ,,Hshenmafstab*!
b) Zeichnen Sie den Grundrif einer Geraden, wenn Ihnen von zwei Punkten der-
selben die Grundrisse bekannt sind!
¢) Was versteht man unter dem Grundrifispurpunkt einer Geraden, was unter der
Grundrifispurgeraden einer Ebene ?
d) Wie ermittelt man bei der senkrechten Eintafelprojektion
(1) den Neigungswinkel einer Geraden AB gegen die Grundrifebene,
(2) die wahre Linge einer Strecke AB,
wenn die Punkte A und B durch ihre Grundrisse und Hihen gegeben sind ?
e) Wie ermittelt man bei der senkrechten Eintafelprojektion
(1) den Neigungswinkel einer Ebene ABC zur Grundrifiebene,
(2) die wahre Gestalt einer ebenen Figur, z. B. des Dreiecks ABC,
wenn die Punkte A, B und C durch ihre Grundrisse und Hohen gegeben sind ?
f) Beschreiben Sie das Verfahren der senkrechten Zweitafelprojektion!

Eine dreiseitige Pyramide 4 BCS sei durch Grund- und AufriBl gegeben und eine
projizierende Ebene ¢ beziiglich der AufriBtafel durch ihre Spuren e, und e,
(Bild B 1). Die Pyramide 4 BCS werde von ¢ in allen drei Seitenflichen geschnit-
ten. Zu konstruieren ist der GrundriB und die wahre GroBe der Schnittfigur.
Lisung: Da ¢ die Korperkanten in den Eckpunkten 4,, By und C, der Schnittfigur
schneidet, kénnen die Aufrisse dieser Eckpunkte als Schnittpunkte von e, mit
A"S7, B"S”, C"S” sofort ermittelt werden. Aus diesen Aufrissen und dem Grund-
ril von ABCS bestimmt man den GrundriBl der Eckpunkte 4,, B, C,.

& ist beziiglich der AufriBeb projizierende Ebene. Durch Klappung von & um
die Spur e, finden wir die wahre GréBe der Schnittfigur 4,B,C,.

Aufgaben b 1 bis 7
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2 Definition der Kegelschnitte

Wir werden uns jetzt mit den Schnittfiguren befassen, die entstehen, wenn man
einen geraden Kreiskegel mit einer Ebene schneidet.

Wiederholen Sie die Definition des geraden Kreiskegels !

In der tiglichen Praxis ist es im allgemeinen ausreichend, einen Kegel als endliche
Figur a hen. Bei technischen Fragestellungen ist es jedoch manchmal nétig,
unter einem Kegel ein unendliches Gebilde zu verstehen. Dann benutzt man die
in der Mathematik iibliche, durch Abstraktion gewonnene

DEFINITION: Ein Kegel ist die Gesamtheit der Geraden, die einen Punkt S des Raumes
mit den Punkten einer Kurve k verbinden. Ist k eine ebene Kurve, dann darf S nicht in der
Ebene von k liegen. S heiBt die Spitze, k eine Leitkurve und die Geraden die Mantellinien
des Kegels.

Ist k ein Kreis, so heiBt der Kegel Kreiskegel und der Kreis ein Grundkreis des Kegels.
Die Verbindungsgerade der Spitze S mit dem Mittelpunkt eines Grundkreises heiBt die
Achse des Kreiskegels.

Der Kreiskegel heit gerade oder schief, je nachdem die Achse auf der Grundkreisebene
senkrecht steht oder nicht (Bild B 2).
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Da von den Kegeln im weiteren nur gerade Kreiskegel betrachtet werden, be-

zeichnen wir diese kurz als ,,Kegel*.

‘Wir wollen nun untersuchen, welche Schnittfiguren entstehen, wenn ein Kegel K

mit einer Ebene ¢ geschnitten wird. Zu di Zweck neh wir an:

1. Der Kegel K sei durch seinen Grund- und AufriB bei senkrechter Zweitafel-
projektion gegeben, wobei die Tafeln so liegen sollen, daBB der Grundkreis k
von K in der Grundriebene liegt.

2. Die Ebene ¢ sei durch ihre Spuren e; und e, gegeben, wobei wir ohne Beschriin-
kung der Allgemeinheit annehmen, daB & senkrecht zur AufriBebene verliuft
und damit projizierende Ebene beziiglich dieser ist.

Wir bezeichnen mit

« den Neigungswinkel der Mantellinien von K mit der Ebene des Grundkreises k

von K und mit

B den Neigungswinkel von & zur Ebene von k.

AuBerdem mége zunichst ¢ nicht durch die Spitze S des Kegels gehen.

B3

S

Y, (
& \

1. Fall: 0 < 8 < . Wir konstruieren zunichst fiir # > 0 zum AufriB der Schnitt-
figur ihren GrundriB. Zu diesem Zweck halbieren wir die Strecke S,”S,” des Auf-
risses durch den Punkt M” (Bild B 3) und wihlen die weiteren zur Grundri-
konstruktion bestimmten Aufripunkte so, daB sie symmetrisch zu M” gelegene
Punktepaare der Strecken S,”M” und M”S,” bilden. Den Grundrif} eines solchen
Punktes finden wir als Schnittpunkt der zugehérigea Ordnungslinie und des
Grundrisses der durch ihn hindurchgehenden Mantellinie des Kegels. Durch
Klappen der Schnittebene ¢ um e; ermitteln wir dann die wahre Gestalt der
Schnittfigur.

Der eingeschl Konstrukti g liBt uns folgende Eigenschaften der

5

Schnittfigur erkennen:
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a) Sie ist eine endliche, geschlossene Kurve.

b) Sie hat zwei senkrecht zueinander verlaufende Symmetrieachsen und ist folg-
lich zentralsymmetrisch. Thr Mittelpunkt ist M.

¢) Die maximale und die minimale Entfernung der Kurvenpunkte von M wird
in den Punkten auf den beiden Symmetrieachsen angenommen.

Ermitteln Sie konstruktiv den Grundrif und die wahre Gestalt der Schnitifigur von K
und &, wenn ¢ nicht durch S von K geht und f = 0 ist!

DEFINITION: Es sei K ein gerader Kreiskegel, dessen Mantellinien zur Ebene des Grund-
kreises den Neigungswinkel o« haben, und ¢ eine Ebene, deren Neigungswinkel zur Grund-
kreisebene von K 3 betriigt. Geht ¢ nicht durch die Spitze S von K und ist 0 < < &, dann
heiBt die Schnittfigur von K und ¢ eine Ellipse.!

Die auf den Symmetrieachsen der Ellipse gelegenen Kurvenpunkte heiBlen
Scheitel der Ellipse. Die Strecken, die den Mittelpunkt M der Ellipse mit je
einem Scheitel verbinden, heien die Halbachsen der Ellipse. Die beiden Scheitel
maximaler Entfernung von M nennt man die Hauptscheitel der Ellipse und ihre
Verbindungsstrecke die Hauptachse, die beiden Scheitel minimaler Entfernung
von M heiBen die Nebenscheitel der Ellipse und ihre Verbindungsstrecke die Neben=
achse der Ellipse.

Fiir § = 0 ist die Schnittfigur von K und ¢ ein Kreis. Der Kreis ist demnach ein
Sonderfall der Ellipse, und zwar eine Ellipse, deren Haupt- und Nebenachse
gleich lang sind.

Aufgaben b 8 und 9

2. Fall: f# =«. Wir kon-

struieren wieder zum Aufril

den GrundriB der Schnitt-
figur und ermitteln ihre

wahre Gestalt (Bild B 4),

wobei hier die AufriB-

punkte beliebig gewihlt
werden koénnen. Aus der

Konstruktion ergeben sich

fiir die Schnittfigur folgende ) o

Eigenschaften:

a) Sie besteht aus einem
beiderseits ins Unend-
liche verlaufenden Kur-
venbogen (Ast), ist also
keine geschlossene Kur-
ve.

1 ) EAdswyss  (griech.), Mangel. L)
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b) Sie besitzt nur eine Symmetrieachse. Die Kurve ist folglich nicht zentral-
symmetrisch und hat keinen Mittelpunkt.

DEFINITION: Es sei K ein gerader Kreukegel., dessen Mantellinien zur Gmndkrel.ubene
den Neigungswinkel « haben, und ¢ eine Ebene, deren N igungswinkel zur Grundk

von K f betriigt. Geht ¢ nicht durch die Spitze von K und ist § = x, dann heiBt die Schnitt-
figur von K und ¢ eine Parabel.!

Der auf der Symmetrieachse der Parabel gelegene Punkt der Parabel heiBt ihr
Scheitel.

3: Fall: % = f > «. Das Bild B 5 zeigt den AufriB, den GrundriB und die wahre

Gestalt der Schnittfigur von K und ¢, die analog dem ersten Falle konstruiert

wurden. Aus der Konstruktion ergibt sich hier fiir die Schmttﬁgur

a) Sie ist eine nicht geschlossene Kurve, die aus zwei beiderseits ins Unendliche
gehenden Kurvenbbgen (Asten) o}me gememsame Punkte besteht.

b) Sie hat zwei senkrecht auf de Symmetrieach Damit ist sie
zentralsymmetrisch und hat einen Mittelpunkt.

c) Einé Symmetrieachse enthilt keinen Kurvenpunkt Die andere, die sogenannte
Hauptsymmetrieachse, enthilt zwei zu verschiedenen Asten gehﬁrende
Kurvenpunkte, deren Entfernung gleich dem minimalen Abstand der Aste ist.

1 nagafors (griech.), Cleichheit.

B5 A\

5

——
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DEFINITION: Es sei K ein gerader Kreiskegel, dessen Mante]linien zur Ebene des Grund-
kreises den Neigungswinkel « haben, und ¢ eine Ebene, deren Neigungswinkel zur Grund-
kreisebene von K f betriigt. Geht ¢ beim Schnitt mit K nicht durch die Spitze von K und ist

a<lp= —;i, dann heift die Schnittfigur von K und ¢ eine Hyperbel.!

Die auf der Hauptsymmetrieachse gelegenen Kurvenpunkte heiflen die Scheitel
der Hyperbel, die Verbindungsstrecken der Scheitel mit dem Mittelpunkt M der
Hyperbel die Halbachsen und die Verbindungsstrecke der Scheitel die Achse
oder Hauptachse der Hyperbel.

Neben den drei Schnittfiguren Ellipse (mit einem Sonderfall, dem Kreis), Parabel, Hyperbel
sind noch andere Figuren moglich. Man erhilt sie, wenn die Ebene ¢ den Kegel K in seiner
Spitze S schneidet. Im Fall 0 < < x haben ¢ und K nur den Punkt S gemeinsam (Bild
B 6a).

Im Fall § = & beriihrt die Ebene ¢ den Kegel lings einer Mantellinie, so daB man als
Schnittfigur eine Gerade g erhilt (Bild B 6b).

2
g

B6

Im Fall % = B> co hat die Ebene ¢ mit dem Kegel zwei Mantellinien gemeinsam. Die
ur ist ein Gerad g, und g, durch S (Bild B 6¢).

Den Punkt, eine Gerade und ein Geradenpaar nennt man entartete Kegelschnitte.

Schnitth

DEFINITION: Jede Kurve, die beim Schnitt eines geraden Kreiskegels mit einer Ebene ent-
steht, heiBt ein Kegelschnitt.

Im weiteren wollen wir aber zur Abkiirzung der Sprechweise unter einem ,,Kegel-
schnitt* stets einen nichtentarteten Kegelschnitt verstehen.

Aufgaben b 10 bis 12

4 Ortsdefinition der Ellipse

,,Geometrischer Ort* ist eine veraltete Bezeichnung fiir eine Menge aller der
Punkte, die gewissen geometrischen Bedingungen geniigen. So sagte man frither:
Ein Kreis ist der geometrische Ort der Punkte einer Ebene, die von einem festen

1 4 dmegBoAv  (griech.), UberschuB.
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Punkt dieser Ebene, dem Mittelpunkt des Kreises, konstanten Abstand haben.
Heute setzt man in dieser Definition des Kreises fiir ,,der geometrische Ort* die
Worte ,,die Menge aller der Punkte*.

Definieren Sie a) die Mittelsenkrechte einer Strecke, b) die Winkelhalbierende als
Menge von Punkten mit bestimmten geometrischen Eigenschafien, als ,,geometrischer
Ort!

Die ebenen Figuren Ellipse, Parabel und Hyperbel haben wir bisher als Schnitt-
figuren zweier Flichen definiert. Wir such hr nach je einer Definition, in
der nur Punkte der Ebene eine Rolle spielen, in der der betreffende Kegelschnitt
liegt. Wir betrachten hierzu einen geraden Kreiskegel K und eine Kugel K(M, r)
und denken uns die Kugel so in einen der beiden Halbkegel! von K hineingelegt,
daB sie so nahe als mglich an die Spitze S von K zu liegen kommt. Diese Lage
wird eingenommen, wenn der Mittelpunkt M von K(M, r) auf der Achse von K
liegt und K(M, r) den Kegel lings eines Kreises beriihrt (Bild B 7). Verkleinern
wir den Radius r der Kugel, dann verringert sich bei analoger Lage der Kugel
beziiglich des Kegels der Abstand von M zu S, und der Beriihrungskreis von
K(M, r) und K riickt ebenfalls niiher an den Scheitel von K heran. Bei VergrofBe-
rung von r wiichst der Abstand von M zu S, und der Beriihrungskreis riickt von
S ab.
‘Wir suchen zuerst nach einer Ortsdefinition der Ellipse.
Es sei ein Kegel K gegeben, der von einer Ebene & so geschnitten wird, daB eine
Ellipse entsteht. In diesem Falle geht ¢ nicht durch S und schneidet nur einen der
beiden Halbkegel von K. Wir legen nun in den von ¢ geschnittenen Halbkegel eine -
so kleine Kugel hinein, daB
a) die Punkte ihres Berithrungskreises mit K naher an S liegen als die Ellipsen-
punkte und
b) die Kugel mit & keinen gemeinsamen Punkt hat.
Durch stetiges VergroBern des Radius der Kugel kénnen wir dann erreichen, da
a) fiir einen bestimmten Radius r; die entsprechende Kugel K(M,,r;) ganz auf
derselben Seite von ¢ liegt wie S und ¢ in einem Punkt F, beriihrt,

1 Unter einem Halbkegel versteht man den Teil des Kogels,
der auf ciner Seite einer durch die Spitze S des Kegels
gehenden Ebene liegt, die mit K nur S gemeinsam hat.

Ik B7

Kl(”:") K(My,ry)




b) fiir Radien, die etwas groBer sind als r;, die Kugel die Ebene ¢ schneidet,
¢) fiir einen Radius r, > r; die entsprechende Kugel K(M,, r,) ganz auf der Seite
von ¢ liegt, der S nicht angehort, und ¢ in einem Punkt F, beriihrt (Bild B 8).
Bei weiterer VergroBerung von r entfernt sich K(M, r) immer weiter von & und
hat mit ihr keinen Punkt gemeinsam. Die Kugeln K(M,, r;) und K(M,, r;) nennt
man nach dem belgischen Mathematiker G.P. Dandelin (sprich: dangdeling;
1794—1847), der diese Uberlegungen erstmals anstellte, Dandelinsche Kugeln.
Thre Beriihrungspunkte F; und F, mit ¢ heiBen die Brennpunkte der Ellipse. Die
Punkte F, und F, sind fiir die Ellipse von groBer Bedeutung, denn es gilt:

SATZ: Sind F, und F, die Brennpunkte einer Ellipse, dann ist fiir alle Punkte P dieser
Ellipse die Summe der Abstinde von P zu F; und F, konstant und grafer als der Abstand
von F, zu F,, d. h., s gilt fiir alle Ellipsenpunkte P die Beziehung

[ FF+ PR = cons. > FF, |

Beweis: Wir betrachten einen beliebigen Punkt P einer durch K und ¢ gegebenen
Ellipse und die durch P gehende Mantellinie des Kegels. Diese Mantellinie schnei-
det die Beriihrungskreise der Kugeln K(M;, r;) und K(Mp, rp) mit K in jeweils
einem Punkt, den wir mit 4, bzw. 4, bezeichnen. Da fiir alle Punkte der Beriih-
rungskreise der Abstand von der Spitze S von K konstant ist, ist fiir alle Punkte P
der betrachteten Ellipse die Lange der Stecke A, A, konstant (Bild B 8).

Der Punkt P zerlegt A;4, in die Teilstrecken P4, und P4, Die Gerade P4, ist
Tangente an die Kugel K(M;, r;) und die Gerade PF, ebenfalls (da ¢ diese Kugel
in F, beriihrt und P der Ebene ¢ angehort). Da man nun in Analogie zum Kreis
(Spezialfall des Tangenten-Sekanten-Satzes, wenn die Sekante Tangente wird)
zeigen kann, daB fiir zwei an eine Kugel K(M, r) von einem Punkt P auBerhalb
von K(M, r) gezogene Tangenten die von P zu den Tangentenberithrungspunkten
gezogenen Strecken gleich lang sind, ist in unserem Falle P4, = PF,. Analog
dazu gilt dann natiirlich auch P4, = PF,, und wir kénnen schreiben

AE:A?+E=FTP+I’_E=COHEL

P ist ein Punkt von K, F; und F, sind es jedoch nicht. Deshalb kann P mit
keinem dieser Punkte zusammenfallen. Beriicksichtigt man nun, daB im Dreieck

stets die Summe zweier Seiten groBer als die dritte ist, so kommt man zu der
Beziehung

FP+ FKP> FF,
womit der Satz bewiesen wire.

In (1) sind P, F; und F, Punkte der Ebene der gegebenen Ellipse. Da sich auch
die Umkehrung des Satzes B 6:

Die Menge aller Punkte P einer Ebene, fiir die die Summe der Abstinde zu zwei festen
Punkten F, und F, dieser Ebene konstant und grifer als der Abstand von F, zu F, ist, ist
eine Ellipse, und F, und F, sind ihre Brennpunkte.

beweisen laBt!, haben wir folglich eine Definition der Ellipse gefunden, in der nur
Punkte der Ebene dieser Ellipse eine Rolle spielen.

1 Zum Beweis dieses Satzes muB gezeigt werden, daB die gegebene Punktmenge ein Kegelschnitt, und zwar eine
Ellipse ist, d. h., es milssen eine Ebene und ein Kegel angegeben werden, deren Schnittfigur die gegebene Punkt-
menge ist.
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Ortsdefinition der Ellipse: Eine Ellipse ist die Menge aller der Punkte einer Ebene, fiir die
die Summe ihrer Abstinde von zwei festen Punkten F, und F, dieser Ebene konstant und
groBer als der Abstand von F, zu F, ist. F; und F, heiflen die Brennpunkte der Ellipse.

Ist bei dieser Definition der Ellipse ihr Sonderfall, der Kreis, miterfat ? Beschreiben
Sie fiir den Fall des Kreises die Lage der Dandelinschen Kugeln und ihrer Beriih-
rungspunkte F, und F, mit ¢!

Wiederholen Sie die Bedingungen, unter denen sich in der Ebene zwei Kreise
k(My, 1)) und k(M,, r,) a) nicht schneiden und einer auferhalb des anderen liegt,
b) von auflen beriihren, ¢) schneiden, d) von innen beriihren, e) nicht schneiden und
einer innerhalb des anderen liegt!

Aus der Ortsdefinition ergibt sich ein einfaches Konstruktionsverfahren fiir die
Ellipse, das man als Giirtnerkonstruktion bezeichnet.

Da es uns bei der Konstruktion der Ellipse nicht auf ihre Lage in der Zeichen-
ebene ankommt, seien uns ihre Brennpunkte durch ihre Entfernung, d. h. die
Linge der Strecke F, F,, gegeben. Ferner sei uns noch die fiir die zu konstruierende
Ellipse charakteristische Konstante F; P + PF, als Liinge einer zweiten Strecke
A4, gegeben, wobei 4,4, > F}F, sein mége (Bild B 9).
Konstruktionsbeschreibung: Wirwih-
len in der Zeichenebene zwei Punkte
F, und F, der angegebenen Ent-
fernung F,F, und eine Strecke 4,4,
der gegebenen Linge. Mit T, be-
zeichnen wir den Mittelpunkt von
A4, und mit T, baw. T, die auf ver-
schiedenen Seiten von T gelegenen

Punkte von 4, 4,, fiir die

1
T.T,= T,;T,=; FiF;
ist. Nun nehmen wir folgende Fall-
unterscheidung vor:
1. Fall: Wir wihlen auf 4,4, einen
Punkt T zwischen T} und T,, der
nicht mit T, zusammenfillt, und B9
schlagen um F, und F, je zwei
Kreise, deren Radien die Linge der Strecken A, T und T4, haben. Diese Kreise
schneiden sich paarweise in vier Punkten P,, P,, Py, P,, fiir die jeweils
F,P; + P;F, = A4, ist und die damit Punkte der gesuchten Ellipse sind. P; und
P, liegen symmetrisch zu Py bzw. Py beziiglich der Geraden F,F,, und P, und
P, liegen symmetrisch zu P, bzw. P, beziiglich der Mittelsenkrechten von FF,
Auf' diese Weise erhalten wir fiir jeden analog gelegenen Unterteilungspunkt
von A, 4, jeweils vier Ellipsenpunkte. So ko wir hinreichend viele Kurven-
punkte konstruieren und den Kurvenverlauf erkennen.

58



2. Fall: Wir wihlen als Unterteilungspunkt von A, 4, den Punkt T, (bzw. Tj).
Dann beriihren sich die entsprechenden Kreise um F; und F, in ihren Schnitt-
punkten S; und S, mit der Geraden F,F,. Wegen F;S; + SiF, = A4, (i =12)
gehoren auch diese Punkte zu der durch F,F, und 4,4, gegebenen Ellipse.

3. Fall: Wir wihlen als Unterteilungspunkt den Punkt T, Dann haben die ent-
sprechenden Kreise um F; und F, zwei Schnittpunkte S; und S, die auf der
Mittelsenkrechten zu F;F, liegen. Fiir Unterteilungspunkte T zwischen T, und 4,
(bzw. A, und T,) liefert das der Ortsdefinition der Ellipse entsprechende Kon-
struktionsverfahren keine weiteren Kurvenpunkte.

Begriinden Sie in allen vier Fillen, weshalb die entsprechenden Kreise um F, und F,
die angegebene Anzahl gemeinsamer Punkte haben.

Giirtner wandeln bei der Anlage eines ellipsenformigen Beetes —
dieses Konstruktionsverfahren folgendermafen ab: Zwei

Pflicke werden in die Erde gesteckt und mit einer Schnur

recht lose verbunden. Dann wird die Schnur mit Hilfe eines

dritten Pflocks gespannt und der Pflock auf diesem Zwangs-

weg bewegt (Bild B 10). f, F
Ist die entstandene Figur eine Ellipse? Ahmen Sie diese
,,Giirtnerkonstruktion* im Heft mit Hilfe zweier Stecknadeln,

eines Fadens und eines spitzen Bleistiftes nach. B 10

Da die Geraden F,F, und die Mittelsenkrechte zur Strecke F;F, die Symmetrie-
achsen der Ellipse sind, haben wir in S;, S,, S; und S, die Scheitel der Ellipse
gefunden. Der Mittelpunkt M von F,F, ist der Mittelpunkt der Ellipse. Gewdhn-
lich bezeichnet man die Linge der Hauptachse mit 2a, die der Nebenachse mit 2b
und den Abstand der Brennpunkte mit 2e. Aus der Konstruktionsbeschreibung
folgt, daB A, 4, die Liinge 2a und z. B. FS, die Lange a hat. Aus dem rechtwink-
ligen Dreieck MF,S, ergibt sich damit fiir a, b und e die Beziehung

(o]

Das Dreieck MF,S, nennt man das charakteristische Dreieck der Ellipse und e
ihre lineare Exzentrizitit. Nach Satz B 7 ist fiir eine Ellipse stets a > e = 0.

Aufgaben b 13 bis 15

6 Orisdefinition der Hyperbel

Gegeben sei uns eine Hyperbel als Schnittfigur eines Kegels K und einer Ebene .
Im Falle der Hyperbel geht & nicht durch die Spitze S von K und schneidet beide
Halbkegel von K. Wir bezeichnen nun ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
einen der Halbkegel als den unteren, den anderen als den oberen und legen in den
unteren wieder eine kleine Kugel so hinein, daf3

a) die Punkte ihres Beriihrungskreises mit K niher an S liegen als die Hyperbel-

punkte auf diesem Halbkegel,

b) die Kugel mit ¢ keinen gemeinsamen Punkt hat.

VergroBert man den Radius der Kugel allméhlich, dann gibt es einen Radius r;,
fiir den die entsprechende Kugel K(M,, r;) ganz auf der Seite vone liegt wie S und
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¢ in einem Punkte F; beriihrt, wihrend die Beriihrungskugeln des unteren Halb-
kegels, deren Radien groBer als r, sind, alle die Ebene ¢ schneiden.

Im unteren Halbkegel von K gibt es also fiir die Hyperbel im Gegensatz zum Fall
der Ellipse nur eine Dandelinsche Kugel. Eine zweite Dandelinsche Kugel
K(M,, r,) fiir die Hyperbel findet map auf analoge Weise im oberen Halbkegel
von K (Bild B 11), so daB auch fiir die Hyperbel zwei solche Beriihrungskugeln
existieren. Die Beriihrungspunkte F; und F, der Dandelinschen Kugeln K(M,, r;)
und K(M,, r,) mit der Ebene ¢ heiBen die Brennpunkte der Hyperbel, und es gilt:

SATZ: Sind F, und F, die Brennpunkte einer Hyperbel, dann ist fiir alle Punkte P dieser
Hyperbel der Absolutbetrag der Differenz der Abstinde von P zu F; und F, konstant, grofier
als Null und kleiner als der Abstand von F; zu F,, d. h., es gilt fiir alle Hyperbelpunkte P
die Beziehung

|| FiP —PF, | = cons. < FiF,

Beweis: Ist P ein beliebiger Punkt der durch K und ¢ gegebenen Hyperbel und schneidet
die Mantellinie von K durch P die Beriihrungskreise von K (M, r;) und K (Mﬂ.) mit K
entsprechend in A, und 4,, dann gelten wie im Falle der Ellipse die Beziehungen PF, = ﬂ
und PF, = P4, Liegt P auf dem unteren Halbkegel von K, dann ergibt sich daraus
4,4, = P4,— P4, = PF,—PF,
und fiir P auf dem oberen Halbkegel analog dazu
44— PA,— P4, = PF,—FF,.
Allgemein kénnen wir also fiir einen beliebigen Hyperbelpunkt P
@ |PR—PR|=44,
schreiben, wobei die Strecke A, 4, konstante, von Null verschiedene Linge hat, da 4, und
A, auf verschiedenen Halbkegeln von K liegen. P ist ein Punkt von K, F; und F, sind je-
doch keine Punkte von K. Deshalb kann wieder P mit keinem dieser Punkte zusammen-

fallen. Beriicksichtigt man nun, daB im Dreieck die Differenz zweier Dreieckseiten stets
kleiner als die dritte Seite ist, so kommt man zu der Beziehung

I F,P—PF, | < FyF,, womit der Satz bewiesen ist.

Auch im Falle der Hyperbel kann die Umkehrung des Satzes B 9 bewiesen werden.
Deshalb gilt folgende

Ortsdefinition der Hyperbel: Eine Hyperbel ist die Menge aller der Punkte einer Ebene, fiir
die der Absolutbetrag der Differenz ihrer Abstinde von zwei festen Punkten F, und F,
dieser Ebene konstant und ungleich Null ist. F; und F, heilen die Brennpunkte der
Hyperbel.

Nach dieser Definition kann man eine Hyperbel konstruieren, wenn fiir sie F}, F,
und die Strecke 4,4, gegeben sind und F,F, > A 4, ist (Bild B 12).
Konstruktionsbeschreibung: Wir bezeichnen die Mittelpunkte der Strecken F; Fy und
Ay 4, entsprechend mit M bzw. T, und ermitteln auf der Geraden A, 4, zwei zu T
symmetrisch gelegene Punkte T und Ty, fiir die T, T, = T,T, = F;M ist. Ist T
ein Punkt der Geraden 4,4, auBerhalb der Strecke T;7T,, dann schneiden ein-
ander die um F, und F, geschlagenen Kreise, deren Radien die Linge der Strecken
A,T und A,T haben, in vier Punkten P, P,, P;, P,. Diese Punkte gehéren der
gesuchten Hyperbel an, da fiir sie | PiF} — P;F,l =A4,, (i=1,2,3,4), ist.
Sie liegen paarweise symmetrisch beziiglich der Geraden F,F, bzw. der Mittel-
senkrechten zu FF,.
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KMy, 1)

Schlagen wir um F; und F, Kreise, deren Radien die Linge der Strecken A—ITI
und 4, T, (baw. 4, T, und 4,T,) haben, dann beriihren sich diese Kreise paarweise
in den gemeinsamen Schnittpunkten S;, S, mit der Geraden F)F,. Auch fiir diese
Punkte ist | S;F; — S;F, Ji/rA,, sie gehoren also zu der gesuchten Hyperbel.
Fiir Punkte der Strecke T, T, ergeben sich keine weiteren Punkte, die der Bedin-
gung (2) geniigen.

Die Punkte S, und S, sind die Scheitel der Hyperbel und M ihr Mittelpunkt. Im
Gegensatz zur Ellipse hat die Hyperbel nur zwei Scheitel. Man bezeichnet auch
fiir die Hyperbel die Linge der Hauptachse mit 2a, und den Abstand der Brenn-
punkte mit 2e; ¢ nennt man ihre lineare Exzentrizitit. AuBerdem erweist es sich
als giinstig, formal eine GroBe b > 0 einzufithren, indem man b® = e — a? setzt.
Bestimmt man auf der im Punkt S, errichteten Senkrechten zu F}F, einen Punkt
Q,, dessen Abstand von S, gleich b ist, dann gilt in dem rechtwinkligen Dreieck
S, MQ, die Beziehung ’

Man nennt deshalb A S;M(Q, das charakteristische Dreieck. In ihm gilt stets
e>a>0.

Ist fiir eine Hyperbel b = a, dann ist ihr charakteristisches Dreieck gleichschenk-
lig, und man nennt sie gleichseitige Hyperbel.

Aufgaben b 16 bis 18

7 Ortsdefinition der Parabel

Ist eine Parabel als Schnittfigur eines Kegels K und einer Ebene ¢ gegeben, dann
geht & nicht durch die Spitze von K und schneidet nur einen Halbkegel von K,
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den wir den unteren nennen wollen. In diesem Halbkegel gibt es wie im Falle der
Hyperbel genau eine Dandelinsche Kugel K(M, r), die ¢ in F beriihren moge. Da ¢
den oberen Halbkegel nicht schneidet, existiert fiir die Parabel nur eine Dande-
linsche Kugel. Trotzdem kann man auch fiir die Parabel eine Ortsdefinition geben,
wenn man die durch den Berithrungskreis von K(M, r) mit K bestimmte Ebene &
und ihre Schnittgerade I mit ¢ in die Betrachtungen einbezieht.

Es sei P ein beliebiger Punkt der Parabel. Wir bezeichnen den LotfuBpunkt von P
auf ¢, mit P’, den LotfuBBpunkt von P auf I mit L, den Schnittpunkt der Mantel-
linie des Kegels durch P mit dem Berithrungskreis von K(M, r) und K mit 4 und
betrachten die Dreiecke A, PLP' und A\ PAP' (Bild B 13).

Beide Dreiecke sind rechtwinklig. Sie haben die Seite PP’ gemeinsam, und es gilt
< PLP' = < PAP' =, da im Falle der Parabel der Neigungswinkel der
Mantellinien von K und der Neigungswinkel der Ebene ¢ zur Ebene eines Grund-
kreises einander gleich sind. In diesen beiden rechtwinkligen Dreiecken ist
PP’ = PLsina und PP’ — PA sinw, also PL = PA. AuBerdem ist P4 — PF,
denn beide Strecken sind Abschnitte von Tangenten von P an K(M, r) in Fund A.
Wir haben also gefunden, daB fiir jeden Parabelpunkt P die Beziehung PL — PF
gilt. Nennt man den Punkt F wieder den Brennpunkt der Parabel und [ ihre Leit-
linie, dann 14Bt sich das bisherige Ergebnis in folgendem Satz zusammenfassen:

SATZ: Ist F der Brennpunkt einer Parabel und I ihre Leitlinie, dann ist der Abstand PL jedes
Punktes P der Parabel von [ gleich seiner Entfernung PF von F.

Auch im Falle der Parabel kann die Umkehrung dieses Satzes bewiesen werden.
Deshalb gilt folgende

Ortsdefinition der Parabel: Eine Parabel ist die Menge aller der Punkte einer Ebene &, fiir
die der Abstand von einem festen Punkt F dieser Ebene und der Abstand von einer festen
Geraden [ in ¢ einander gleich sind. F heift der Brennpunkt und I die Leitlinie der Parabel.

Formulieren Sie die Umkehrung des Satzes B 11!
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Nach der Ortsdefinition kann wieder
ein einfaches Konstruktionsverfahren
fiir die Parabel angegeben werden.
Konstruktionsbeschreibung: Gegeb
sei eine Gerade [ und ein nicht auf ihr
gelegener Punkt F. Wir legen durch F'
die Senkrechte zu I und bezeichnen
den Schnittpunkt der beiden Geraden
mit Lp und den Mittelpunkt der
Strecke LpF mit S, (Bild B 14). Ist
nun g eine senkrecht auf der Geraden
LpF stehende Gerade, die diese im
Punkt T schneiden mége, dann unter-
scheiden wir drei mogliche Fiille. B14
1. Fall: T liegt auf LpF auf derselben Seite von S, wie F. Wir schlagen um F
einen Kreis, dessen Radius die Linge der Strecke LrT hat, und bezeichnen die
Schnittpunkte von g und diesem Kreis mit P, und P,. Diese beiden Punkte liegen
symmetrisch zueinander beziiglich der Geraden LF und sind nach der Ortsdefini-
tion Punkte der durch ! und F bestimmten Parabel.

2. Fall: T liegt auf S). Der Kreis um F, dessen Radius die Linge der Strecke
LT = LpS, hat, beriihrt die Gerade g in S; und hat mit g keinen weiteren Punkt
gemeinsam. S ist ein Punkt der gesuchten Parabel.

3. Fall: T liegt auf LpF auf der anderen Seite von S; wie F. In diesem Fall hat
der Kreis um F, dessen Radius die Linge der Strecke LT hat, mit g keinen ge-
meinsamen Punkt. Den Schnittpunkten T von g mit L F, die dem Strahl S,Lp an-
gehoren und nicht mit S, zusammenfallen, entspricht kein Punkt der gesuchten
Parabel.

Konstruieren Sie nach dem angegebenen Verfahren eine Parabel, indem Sie von hin-
reichend vielen Geraden g ausgehen, um den Kurvenverlauf deutlich erkennen zu
kinnen!

Die Gerade LrF ist die Symmetrieachse der Parabel und der Punkt S, ihr Schei-
tel. Den Strahl S,F nennt man auch die Achse der Parabel. Die Linge der Strecke
LrF heiBt der Halbparameter der Parabel und wird mit p bezeichnet. Die Zahl 2p
nennt man den Parameter der Parabel.

Aufgabe b 19

Gleichungen der Kegelschnitte

8 Mittelpunktsgleichung der Ellipse

Es sei eine Ellipse durch ihre Brennpunkte F, und F, bzw. deren Abstand 2e und
die Lange ihrer Hauptachse gegeben. Wir wiihlen in der Ebene der Ellipse ein
kartesisches Koordinatensystem {0 i, j} so, daB O mit dem Mittelpunkt M der

Ellipse (dem Mittelpunkt der Strecke F,F,) zusammenfillt, die von F, nach F,
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Y gerichtete Gerade die x-Achse und die Mittelsenk-
P rechte von FiF, die y-Achse ist (Bild B 15). Nach
B % der Ortsdeﬁnmon der Ellipse gilt fiir jeden Punkt P
J7“ A dieser Kurve die Gleichung
L———

Fa 0 Ph)x (3 FPiFP=2,
\‘ wobei links fiir die Strecken deren Liinge eingesetzt
werden muB. Zur Berechnung dieser Strecken-
lingen fiir einen beliebigen Kurvenpunkt P(x;y)
B15 der Ellipse mit Hilfe der gegebenen GréBen e und a
projizieren wir P auf die x-Achse und bezeich-
nen seine Projektion mit P’. Ist P keiner der beiden Hauptscheitel und damit
P = P', dann sind die auf diese Weise entstandenen Dreiecke A\ F; PP’ und
N\ F,PP’ rechtwinklig. Thre gemeinsame Seite PP hat die Lange |y | und die
Seite F; P’ baw. F,P’ die Linge | e + x | bzw. | e — x |. Folglich konnen wir fiir
diese Kurvenpunkte in (3) fir F;P und F,P entsprechend }y® + (e + x)? und
Vy® + (e — ) einsetzen und erhalten als Glenchung fiir alle von den beiden

Hauptscheiteln verschied Ellipsenpunkte die Beziek

@ VY +E+a*+ ¥y +(—)? =2

Ist P einer der beiden Hauptscheitel, dann ist fiir ihn y = 0, und die Strecken
F,P und F,P haben die Linge | e + x | bzw. | e —x |. Damit gilt (4) auch fir
diese beiden Punkte und ist somit eine Gleichung fiir alle Punkte dieser Kurve.
Die Gleichung (4) kann vereinfacht werden. Zu diesem Zweck addieren wir auf

beiden Seiten von (4) — }y2® + (e—x)’ und quadrieren die so umgeformte
Gleichung (4). Dadurch erhalten wir die Beziehung
y 4+ (e+x)?2=4da>+ y2 4 (e—x)2—4a Vy? + (e—x)?,

die nach Auflssen der Klammern auBerhalb der Wurzel folgende Gestalt annimmt :
(5) a m = a%?—ex. '
Quadrieren der Gleichung (5) ergibt
a?[y? 4+ (e —x)?] = a* + e%x% — 2exa?
oder
(6) (a® — e?)x® + a%y? = a%(a? — e?).

In (6) ersetzen wir noch a® — e? durch b2, dividieren durch a%? und erhalten

5

x2 yl
M | m+a=1

‘Wir haben damit gezeigt, daB alle Punkte der gegeb Ellipse der Gleichung (7) g

Um jedoch (7) als Gleichung der Ellipse auffassen zu diirfen, miissen wir noch zeigen, daB
es in der betrachteten Ebene auler den Punkten der betrachteten Ellipse keine weiteren
Punkte gibt, die (7) erfiillen. Zu diesem Zweck berechnen wir fiir einen beliebigen Punkt
M (x; y) der Ebene seine Abstinde von F, und F,:

(*) MF,=+ )G+ e+, MF, =+ x—eF + y*

Ist M ein Punkt, der (7) geniigt, dann gilt fiir ihn

(=3
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und wegen
B = gt —¢f

2 2__ g2 s
y*=a*—e*—x +Fx .
Fiir (*) kann deshalb geschrieben werden
S ] e &
MF, = + 2ex+a’+—z—x’,MF,=+ —22x+a2+—2x2,
a a
(**) MF,= + (a+iz), MF, = + (u--‘-x).
a a

Da in beiden Ausdriicken auf der linken Seite stets eine positive Zahl steht, mufl auf der
rechten Seite das Zeichen so gewihlt werden, daB der rechts stehende Ausdruck positiv ist.
Nach (7) ist fiir M (x; y) immer |x| < a. Weil ferner e < a vorausgesetzt wurde, sind die
Klammern in (**) positiv. Damit gilt fiir jeden die Gleichung (7) erfiillenden Punkt

MF, + MF, = (u +ix) + (a—ix) = 2a,
a a
d. h., er ist ein Punkt der gegebenen Ellipse.

Wegen der speziellen Wahl des Koordinatensystems wird (7) Mittelpunkts-
gleichung der Ellipse genannt.

Wir werden nun zeigen, daB fiir jeden Punkt P(x;y) der Ellipse mit der Glei-
chung (7) und dem Mittelpunkt M die Strecke PM mcht kiirzer als b und nicht
langer als a ist.

Der Abstand des Punktes P von M betragt Jx2 + y2 Um ihn fiir alle Ellipsen-
punkte abzuschitzen, betrachten wir die Ungleichung

xi yﬁ xl y! x! y2
T T

Aus ihr folgt wegen (7)
QR | £ . o8
’%y—g 1 und %g 1 bzw. 2=<a?+y2<a?, w.zbw
a

Beweisen Sie mit Hilfe der Ortsdefinition der Ellipse, daf fiir Punkte auferhalb bzw.
innerhalb der Ellipse entsprechend

y 2t ot
+ b >1 baw. pr + B <1
gil:!

Aufgaben b 20 bis 24

9 Mittelpunktsgleichung der Hyperbel

Es sei eine Hyperbel durch ihre Brennpunkte F; und F, bzw. deren Abstand 2e
und die Liinge 2a ihrer Achse gegeben. Wir wiihlen in der Ebene der Hyperbel
wieder ein kartesisches Koordinatensystem {0; i, j} so, daB der Mittelpunkt M
der Hyperbel der Punkt O ist, die von F, nach F, gerichtete Gerade die x-Achse
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und die Mittelsenkrechte von FF, die y-Achse 1%
(Bild B 16). Nach der Ortsdefinition der Hyperbel

gilt fiir jeden Punkt P (x;y) der Hyperbel die P
Beziehung a

(8) |EP—Pﬂ|=%,

in der F;P und PF, die Lingen dieser Strecken g g %\ Pk x

hnen und entsprechend durch }y? +(e+=x)?
bzw. Vy? + (e— x)’ ersetzt werden kdnnen:
O [y +e+ar—Vy+—=*=20. B1s
Analog zum Fall der Ellipse kann man der Glei-

chung (9) durch prechende Umfor
die Gestalt

-]

o B2

geben und zeigen, daB nur die Punkte der gegebenen Hyperbel dieser Gleichung
geniigen. Man bezeichnet sie als die Mittelpunktsgleichung der Hyperbel.

Fiihren Sie die fiir den Ubergang von (9) auf (10) notwendigen Uberlegungen und
Rechnungen selbstiindig aus!

Aufgaben b 25 bis 27

10 Scheitelgleichung der Parabel

Gegeben sei eine Parabel durch ihren Brennpunkt F und ihre Leitlinie I. Zum
fstellen einer Gleichung fiir diese Kurve withlen wir in der Ebene der Parabel

folgendes kartesisches Koordi ystem:

a) x-Achse ist die orientierte Gerade, die durch F geht, auf I senkrecht steht und
auf der ihr Schnittpunkt Ly mit [ vor F liegt;

b) O ist der Mittelpunkt der Strecke LpF;

c) y-Achse ist die entsprechend orientierte Mittelsenkrechte zu Lz F in O.

Wir bezeichnen mit L den LotfuBpunkt von P auf ! und mit P’ die Projektion

von P auf die x-Achse. Nach der Ortsdefinition der Parabel ist in dieser Bezeich-

nungsweise

(11) IP = PF.

Die Lingen dieser Strecken lassen sich fiir jeden Punkt P(x;y) der Parabel
durch z, y und den Halbparameter p ausdriicken, der uns als s Linge der Strecke
LrF gegeben ist. Da O der Mittelpunkt von Lz F und LP = L0 + OP ist, hat

"LP die Linge % + « (Bild B 17). Die Linge von PF berechnet man fiir P % P’
aus dem rechtwinkligen Dreieck A PP'F zu Vy’ (g-—x)‘; fir P= P’ ist

P =0, also y = x = 0 und deshalb ebenfalls |/ y2 + (121— x)’ die Lénge von PF.
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Wir kénnen folglich fiir jeden Parabelpunkt fiir (11)
schreiben L

) Bx=]fy+(E—s)

oder nach beiderseitigem Quadrieren und
Vereinfachen dieser B

@ [F=]

Auch im Falle der Parabel kann man zeigen, daB der
Gleichung (13) nur die Punkte der gegebenen Parabel
geniigen. Man nennt sie wegen der speziellen Wahl des
Koordinatensystems die Scheitelgleichung der Parabel.
Auch fiir Ellipge und Hyperbel konnen neben den Mittelpunktsgleichungen
Scheitelgleichungen hergeleitet werden.

5

B17

Konstruieren Sie die Bilder der Funktionen

a) y?=—2px, —0<x=0,b) 22 =2py, 0 Sy < oo,
c) x? = — 2py, — o0 < y < 0, wobei Sie fiir die Konstante p selbst eine positive
Zahl festlegen!

Aufgaben b 28 bis 31

11 Gleichungen fiir Ellipse, Hyperbel und Parabel in
achsenparalleler Lage zum Koordinatensystem

Aus den Mittelpunktsgleichungen fiir Ellipse und Hyperbel sowie der Scheitel-

gleichung fiir die Parabel kann man Gleichungen fiir Kegelschnitte herleiten, die

eine beliebige Lage zum Koordinatensystem haben.

Es sei z. B. ein Koordinatensystem {0; i, j} gegeben, und gesucht wird eine Glei-

chung der Ellipse mit den Halbachsen a und b, deren Mittelpunkt im Punkte

M(c; d) liegt und deren Hauptachse zur x-Achse parallel ist (Bild B 18).

In dem Koordinatensystem [ M; i, j} hat die Ellipse die Mittelpunktsgleichung
Xy
— 4+ .F =1,

Das Koordinatensystem | M; i, j| geht aus (0; i, j} durch eine Verschiebung her-

vor. Damit bestehen zwischen den Koordinaten x, y eines Punktes P beziiglich

e

{05 i, j} und seinen Koordinaten x*, y' beziiglich (M i, j} wegen OP = oM =+ ll_l.ﬁ

die Beziehungen

(14) x=c +4%', bzw. 2’ =2—p¢,
y=d+y, yi=g—id:

Die gegebene Ellipse hat folglich beziiglich

{0; i, j} die Gleichung

a5 B o=t
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Gegeben sei ein Koordinatensystem |0 i, j| und eine Hyperbel mit den Halbachsen a
und b, deren Mittelpunkt die Koordinaten M(¢; d) hat und deren Hauptachse parallel
sur x-Achse liegt. Geben Sie eine Gleichung fiir diese Hyperbel im Koordinatensystem
{051, j} an!

Gegeben sei ein Koordinatensystem {05 i, j} und eine Parabel mit dem Halbpara-
meter p, deren Scheitel im Punkte Sy(c; d) liegt. Geben Sie je eine Gleichung fiir die
Parabeln an,

a) deren Achsen zur x-Achse parallel sind,

b) deren Achsen zur y-Achse parallel sind!

Aufgaben b 32 bis 35

12 Aufstellen von Kegelschnittsgleichungen nach
vorgegebenen Werten

Von einem Kegelschnitt sei bekannt, daB8 seine Hauptachse bzw. Achse parallel
zur x-Achse des vorgegebenen Koordinatensystems {0 i, j} verlduft und welche
Lage sein Mittelpunkt M(c; d) bzw. Scheitel Sy(c; d) in diesem Koordinatensystem

hat. Ist dann die Linge seiner Achsen a und b bzw. sein Brennpunkt F(c + %; d

gegeben, so kann man nach den bisherigen Ergebnissen sofort eine Gleichung fiir
diesen Kegelschnitt aufstellen:

Ellipse Hyperbel
2 2 2
M=0 AR E_X 3
PR a? b
. @—cf  (r—d)? _ E—cP (r—d)_
M (c; d) P + T 1 s 1
Parabel
S =0 y2=2px
Solesd) | (y—d)* = 2p(x —c)

Hiufig tritt jedoch die Aufgabenstellung auf, daB fiir einen Kegelschnitt der oben
angegebenen Lage eine Gleichung aufgestellt werden soll, ohne daB a, b bzw. p
gegeben sind und von dem lediglich bekannt ist, daB er durch einige Punkte der
betrachteten Ebene geht.
Fiir die Parabel geniigt es zum Aufstellen ihrer Scheitelgleichung, die Lage ihres
Scheitels und einen von S, verschiedenen Punkt P,(x,; y,) der Parabel zu kennen.
Aus y,? = 2px, baw. (y; — d)? = 2p(x; — ¢) kann der Parameter 2p der gesuchten
Parabel eindeutig bestimmt werden:
2 - —d)?
sl e gt =,
% xn—e¢
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und die Gleichung der betrachteten Parabel lautet

2N i
y S x bzw. (y—d) T (x—e¢).
Im Falle der Ellipse benétigt man zum Errechnen von a und b zwei Punkte
P,(x,5 y,) und Py(xy;y,) der Ellipse, die jedoch nicht symmetrisch beziiglich der
Achsen gelegen sein diirfen. Das zeigen die folgenden Uberlegungen, in denen wir
uns der Einfachheit wegen auf den Fall M = O beschriinken.

Da P, und P, Ellipsenpunkte sind, gelten fiir sie die Beziechungen

x? |y .

(16) 7+F =1 @E=12),

in denen a und b positive, uns bisher unbekannte Zahlen sind. Wir multiplizieren
die erste dieser Gleichungen mit y,? bzw. x,?, die zweite mit —y,? bzw. —x,® und
erhalten durch paarweise Addition der auf diese Weise erzeugten Gleichungen die

Beziehungen

202 242 2,2 2,2
7 XY . XN =yt —y? baw. X1 % - A e X — 32
a

a) Ist fir P, und P,m

2
(18) x?—zt = J500*— Y + 0

, dann folgt nach (16)

und damit kann a und b aus (17) errechnet werden:

b2 — — (72ye® — 2% 5,
Xyt — 2yt ’

2 e
(19) a?= xlj’z XN

2 2

Diese Werte in die Beziehung %— + % =1 eingesetat, ergeben eine Gleichung
der betrachteten Ellipse. ¢

b) Ist fiir P, und P,|y; ,dann ist nach (16) auch x,%* = x,?, und die beiden
Gleichungen (16) sind miteinander identisch. Fiir Ellipsenpunkte, die beziiglich
der Koordinatenachsen bzw. des Ursprungs symmetrisch zueinander liegen und
fiir die damit | x; | = | x5 |, | y1 | = | yp | bzw. 2,2 = x,2 und y,% = y,? gilt, ist folg-
lich die durch sie hindurchgehende Ellipse nicht eindeutig bestimmt. Durch diese
beiden Punkte gehen alle Ellipsen in achsenparalleler Lage mit M = 0, fiir deren

Halbach die Beziek

(20) 5 +y—1‘ =1 baw. bix?+ aly,® =a?b?

2z b2 1 1
gilt.
Liegt P; und damit auch P, auf einer der Koordinatenachsen, dann ist entweder
2,2 = x,® = 0 und nach (20,) y, = b%; a kann jeden beliebigen Wert annehmen.
Oder es ist y;2 = y,* = 0 und nach (20,) x,? = a?; b kann jeden beliebigen Wert
annehmen. Durch P, und P, gehen in beiden Fillen unendlich viele Ellipsen der
geforderten Lage (Bilder B 19 und 20).
Liegen P, und P, nicht auf den Koordinatenachsen, dann ist (20,) der Beziehung

b2x,? a?y,?
| S i, I
1) a*= o bzw. b pry—

dquivalent. Durch P, und P, gehen dann alle Ellipsen, denen z. B. fiir ein beliebig
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Y B19 B20 y
A
A A
4 x 0 X
B
gewihltes b, b > |y, |, das nach (21,) berechnete a
entspricht, darunter der Kreis mit dem Radius v
r=a=>b=7}x?+ y?(Bild B2l). 3 N\ A
Bemerkung: Aus den Beziehungen (19) kénnen nicht nur {;
die Werte fiir  und b einer gegeb Ellipse berech ] b
werden, von der uns zwei nicht symmetrisch beziiglich der
Achsen gel Punkte bek sind. Sie erméglichen auch
die Entscheidung, ob durch zwei willkiirlich vorgegebene
Punkte der betrachteten Ebene eine Ellipse der angegebenen B 21

Lage geht. So geht beispielsweise durch

a) Py(1; 1), P, (2; 5) wegen a? — 1'2:—‘:'1 >0, b= =0 '425‘14'1)< 0 keine
und durch
1025 —4-1 —(1-025—4-1)
< £ g 25 U9 ==de B {1 E— .S )
b) P, (1; 1), P, (2; 0,5) wegen a >0, P >0

eine Ellipse der angegebenen Lage.

Gegeben ist die Ellipsengleichung x* + 10x + 4y? — 8y + 25 — 0.

Gesucht sind die Koordinaten des Mittelpunktes der Ellipse, die Langen der
Achsen a und b, die lineare Exzentrizitit sowie die Koordinaten der Brennpunkte
F; und F,.
Wir formen die gegebene Gleichung um:
(x +5)2 +4(y —1)2 +25=25 + 4
(E5) =1
7 A N

Ergebnis: Die gegebene Gleichung ist eine Gleichung der Ellipse mit dem Mittel-
punkt M(—5; 1), den Achsenlingen a =2, b = 1, der linearen Exzentrizitit
e=14—1= 73 und den Brennpunkten Fl(— ¥3; 0) und Fy(Y3; 0).

Aufgaben b 36 bis 41

13 Kegelschnitt und Gerade

Ebenso wie im Falle des Kreises konnen wir fiir die Kegelschnitte die gegenseitige
Lage von Kegelschnitt und Gerade untersuchen. Wir gehen dabei davon aus, daB
uns der jeweilige Kegelschnitt durch seine Mittelpunkts- bzw. Scheitelgleichung
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22 2 ¥ 2

(22) pry +% =1 bzw. F—% =1 bzw. y?=2px

gegeben sei und betrachten zunichst alle die Geraden, deren Gleichung in Normal-
form!

23) y=mx+n
gegeben werden kann.
Ellipse und Gerade. Haben die Ellipse mit der Gleichung (22,) und die

Gerade (23) einen gemeinsamen Punkt S, dann miissen die Koordinaten x5 und ys
dieses ihres Schnittpunktes beiden Gleichungen geniigen, d. h., es muB gelten:

x5, 8
(24) = +<>=1 und ys=mxs+n.
a? b2

Wir setzen nun yg aus (24,) in (24,) ein, formen die entstandene Gleichung um zu
b2z} + a¥(mxs + n)? = a®? bzw.

(25) x3(b? + a®m?) + 2x5a’mn = a®(b® —n?)

und lésen diese fiir x5 quadratische Gleichung:

26 — a*mn + Va?[(b2 — n?) (b2 + a®m?) + a®m?n?]

(26) (xs)1e= B+ o'm?

In Abh#ngigkeit davon, ob in (26) die Diskriminante

(27) D = a?[(b® — n?) (b2 + a?m?) + a?m?n?] = a%b?(b? + a®m?® — n?)

positiv, Null oder negativ ist, hat (25) zwei verschied zwei zusa fallend

oder keine reellen Lésungen. Berechnet man in den ersten beiden Fillen aus (24,)

noch die den gefundenen xs-Werten entsprechenden ys-Werte, dann erhilt man

folgendes Ergebnis:

a) Ist fiir die Ellipse (22,) und die Gerade (23) b2 + a?*m? — n? > 0, dann haben
die beiden Kurven zwei verschiedene Punkte S,(xs,; y5,) und Sy(xs,; ¥s,) mit-
einander gemeinsam. Die Gerade (23) ist Sekante der Ellipse.

b) Ist fiir die Ellipse (22;) und die Gerade (23) b2 4 a?*m? — n? = 0, dann haben
die beiden Kurven genau einen gemeinsamen Punkt. Die Gerade (23) ist
Tangente an die Ellipse in diesem Punkt.

c) Ist fiir die Ellipse (22,) und die Gerade (23) b2 + a?m? — n? < 0, dann haben
die beiden Kurven keinen Punkt miteinander gemeinsam.

2 42
Fiir die durch die Gleichung % % =1 gegebene Ellipse ist

@8) | XX We_y

eine Gleichung der Tangente an die Ellipse im Ellipsenpunkt Py(x,; y,). Man leitet
sie aus der Mittelpunktsgleichung der Ellipse mit Hilfe der Differentialrechnung
her.

Wie lauten die Gleichungen der Scheiteltang ? Konnen sie aus der Gleichung
(28) gewonnen werden ?

Aufgaben b 42 bis 44

1 Um Verwechslungen mit der kleinen Halbachse b von Ellipse und Hyperbel zu vermeiden, bezeichnen wir das abso-
lute Glied in der Normalform der Geradengleichung hier mit n.

71




14

Mit Hilfe der bisher angestellten Uberlegungen kénnen wir fiir eine gegebene
Ellipse und eine gegebene Gerade ihre gegenseitige Lage feststellen und Gleichun-
genvon Tangenten an Ellipsen in vorgegeb Ellipsenpunkten aufstellen. Einige
Beispiele sollen zeigen, daBl mit diesen Kenntnissen auch andere Aufgabenstellun-
gen geldst werden kénnen.

Gegeben sei eine Ellipse mit der Gleichung (22,) und ein auBerhalb der Ellipse
gelegener Punkt P(x;; ;). Gesucht wird eine Gleichung fiir eine durch P, gehende
Tangente an die Ellipse.

Lisung: Gesucht wird eine Gerade g mit der Gleichung (23), fiir die folgendes
gelten muf3:

1. P, liegt auf g, d. h. es ist

29) y»=mx +n.

2. g ist Tangente an die Ellipse, was die Bedingung

(30) %+ a?m?—n?=0

fiir die GroBen m und n nach sich zieht. Zur Berechnung von m und n setzen wir
aus (29) n = y; — mx, in (30) ein und erhalten fiir m die quadratische Gleichung

b% 4 a’m? — (y; — mx))? =0 bzw.
(31) m*a®—x,?) + 2mxyy; + b2 —y,2=0.
Fiir x,% &= a? hat (31) zwei L&sungen

x,
M= — gt VOB @) T =
_ St W TS
— x5

da fiir Punkte aulerhalb der Ellipse die Diskriminante der Wurzel stets positiv

ist. Sind n, und n, die durch Einsetzen von m; bzw. m, in (29) errechneten Werte
fiir n, dann haben wir fiir x,% + a2 in

y=mx+n und y=myx +n,
die zwei Losungen der Aufgabe gefunden.

.

Ist x; = + a oder x; = — a und damit x,* = a2, dann geht (31) in die Gleichung

) y,2— b2

2x,y,

rechnet man aus (29) das entsprechende n und erhilt durch Einsetzen dieser
Werte in y = mx + n eine Glelchung einer Tangente durch P, an die Ellipse.
Jedoch gibt es auch in diesem Falle eine zweite Tangente durch P, an die Ellipse.
Man findet sie, indem man den Sonderfall der Punktnchtungsglelchung unter-
sucht. Es ist die Scheiteltangente mit der Gleichung x = ;.
Bemerkung: Fiir die gesuchten Tangenten durch P, an die P, nicht enthaltende

iiber. Nach diesem m be-

2 + b2 —y,2 = 0 mit der Lsung m =
mx Y1 »* 4

2 42
Ellipse % + i;’ = 1 kann man auch Gleichungen finden, ohne die Beziehung (30)

zu verwenden. Da P, Punkt der Tangenten an die gegebene Ellipse ist, muB fiir
seine Koordi die Gleich

-]
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X% |, Yo
(32) o +—bT= 1

erfiillt eeil;, wobei x, und y, die Koordinaten der Beriihrungspunkte der gesuchten

Tangenten durch P, an den Kegelschnitt sind. Sie sind uns nicht gegeben, lassen
2 2

sich aber aus der Bedingung —’:‘—2 + —},;Lz = 1 und (32) errechnen. Mit Hilfe der auf

diesem Wege bestimmten Berithrungspunkte (Py), und (Pg), und der Tangenten-
gleichung (28) kénnen dann die gesuchten Tangentengleichungen aufgestellt wer-
den. Dazu ein Beispiel.

2 2
Gegeben sei die Ellipse ;—6 + il—z = 1 und der Punkt P,(4; 6). Gesucht sind je eine

Gleichung fiir die Tangenten durch P, an die Ellipse.
Nach (32) gilt

4x, 6y, Rl
1_6:,+ 9 _ 1 oder T_}_?"_—_l oder x, =4 —2y,.

12
Ferner ist
AL 00 T oger G202 23y —
16+l2— oder 16 -}-12—1 oder y,2—3y,=0,
was (yo); = 0 und (yp); = 3 nach sich zieht. Die entsprechenden Abszissenwerte
sind (xo); = 4 und (x,), = — 2 und die gesuchten Tangentengleichungen

4x O0-y
E+W—l bzw. x =4 und

—2x 3y
% 12

=1 baw. y=%x+4-

Aufgaben b 45 und 46

15

2

2
Gegeben sei der Anstieg m einer Geraden und die Ellipse :TE + i% = 1. Zu kliren

ist, ob es an diese Ellipse Tangenten mit dem Anstieg m gibt.

Ist die Gerade mit der Gleichung y = mx + n Tangente an die gegebene Ellipse,
dann muB fiir sie die Bedingung (30) gelten. Diese stellt eine quadratische Glei-
chung fiir n dar, die stets die zwei reellen Losungen n, = Ya?m? + b2 und
ny = — Va®m? + b2 hat. Fiir jedes m gibt es also zwei Tangenten an eine ge-
gebene Ellipse, die m zum Anstieg haben. Ihre Gleichungen lauten y = mx + n,
und y = mx + n,.

Ermitteln Sie die Beriihrungspunkte der Tangenten mit dem Anstieg m an die
Ellipse (22,), ohne dabei die Beziehung (30) zu verwenden! Stellen Sie danach je eine
Gleichung fiir diese Tt auf! (Hinweis: Gehen Sie von der Tangentengleichung
(28) aus!)

.}

Aufgaben b 47 bis 49
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16 Hyperbel und Gerade

Wie im Falle der Ellipse ermittelt man die Anzahl und die Koordinaten der ge-
meinsamen Punkte der Hyperbel (22;) und der Geraden (23), indem man die
Losungen des Gleichungssystems (22,) und (23) bestimmt.

Fiihren Sie diese Berechnungen selbstindig aus! Beachten Sie dabei den Fall
m=+ i! Wieviel Punkte haben Hyperbel und Gerade in diesem Fall gemeinsam ?
a

Fiir die Hyperbel spielen die Geraden mit der Gleichung (23) mit m = -+ L] und
a

n = 0 eine besondere Rolle. Berechnet man die Koordinaten der Schnittpunkte S;
der Hyperbel (22,) mit einer durch y = mx gegebenen Geraden, dann findet man
fiir sie

ab ab
—_ d -
(33 =5, Vb® — a?m? nad s, Vb — a?m?
() g5, = abm T abm

Vb2 — a?m? P —atm?
Es existieren demnach zwei Schnittpunkte fiir b2 — a?m? > 0, d. h. fiir alle m mit

[m| < %. Es gibt keinen Schnittpunkt fiir b2 — a?m? < 0 bzw. |m|> %. Fiir

m=+ % sind die Ausdriicke (33) und (34) nicht definiert, und Hyperbel und
Gerade haben auch in diesem Falle keinen gemeinsamen Punkt. Die Geraden mit

der Gleichung y = %x und y = —%x sind Asymptoten an die Hyperbel.

Wiederholen Sie, was Sie iiber den Begriff ,,Asymptote* aus der Differential- und
Integralrechnung wissen!
Uberzeugen Sie sich davon, daf die genannten Geraden Asymptoten an die Hyperbel

(22,) sind, indem Sie das Verhalten der Schnittpunkte S; und S, fiir | m | < % und

b !
m — — bzw. m — — — untersuchen!
a a

Zeichnen Sie nach Wahl eines Koordinatensystems eine Hyperbel mit der Gleichung
(22,), ihre Asymp und den Maglichkeiten der gegenseitigen Lage entsprechend
Jje eine die Hyperbel schneidende bzw. nicht schneidende Gerade! Wieviel Fille sind
dabei zu beriicksichtigen ?

Aufgaben b 50 bis 53

17 Parabel und Gerade

Die Untersuchung der gegenseitigen Lage von Parabel und Gerade unterscheidet
sich nicht wesentlich von den entsprechenden Uberlegungen fiir Ellipse und Hyperbel.
Fithren Sie sie deshalb selbstindig aus! ( Beachten Sie dabei den Fall m = 0!)
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Wie fiir die Ellipse kann auch fiir Hyperbel und Parabel eine allgemeine Tangen-

tengleichung aufgestellt werden.
t 4
Fiir die Hyperbel mit der Gleichung % —'Z—’ = 1 lautet die Tangentengleichung

XX W _4
a? R

und fiir die Parabel mit der Gleichung y? = 2px lautet die Tangentengleichung

[0 fox+ %0

Aufgaben b 54 bis 59

18 Einige Eigenschaften der Kegelschnitte

Welche Siitze iiber Eigenschaften des Kreises kennen Sie ?

Ebenso wie der Kreis haben die Kegelschnitte eine ganze Reihe bemerkenswerter
Eigenschaften. Dafiir seien hier einige Beispiele angefiihrt.

Fiir jede ebene Kurve bezeichnet man die Gerade, die im Berithrungspunkt der
Tangente senkrecht auf dieser steht, als die Normale der Kurve in dem betreffen-
den Punkt. Fiir die Ellipse gilt

SATZ: Die Normale einer Ellipse im Ellipsenpunkt P, halbiert den Winkel, den die Strahlen
P,F, und P F, miteinander bilden, und die Tangente an die Ellipse im Punkte P, den da-
zugehérigen Nebenwinkel.

Beweis: Fiir y, = 0 ist die Behauptung des Satzes wahr; fiir x, = 0 ist P, Neben-
scheitel der Ellipse, die y-Achse Normale der Ellipse in Py, und der Satz gilt. Wir
beweisen nun den Satz fiir xy== 0 und y,= 0.
Zum Beweis des ersten Teiles des Satzes stellen wir zunichst nach der Tangenten-
gleichung (33) die Gleichung der Normale der Ellipse (25,) durch P, auf:

Y=Y _ 1 2 5

———=—="" baw. y—y =a—2ﬁ(x—xn).
x—1xy Mrangente b2 %, °TbE

Mit Hilfe dieser Gleichung berechnen wir die Koordinaten des Schnittpunktes R
(Bild B 22) der Normale mit der x-Achse:

a?— b2 e
R( P xO;O) bzw. R(?x‘,;O).

Wegen

~

Py Fy[— (e + x0): —yol» h
=5 b2
PR _Fxn; —Xo)»

—
PyFy(e — xp5 —,)

5




gilt

b2
PE-PR qa%ole + %) + 5o
—_— — . a2’ ® 0
cos X (P Fy, PyR) = f_“f‘ P_,R —
|RE[RE| Ve + 20" +3* [/ 2o %* + 50
b!
P,R- P,F, —gatole — %) +y°

—_—— ——
cos X (PyR, PyFy) =

[ T t———

In dem Fall, daB beide Winkel spitz und damit ihre Kosinuswerte positiv sind,
—_— —— s
zeigen wir nun, daB cos (P,,Fl, POR) = cos <L (POR, P(,F,) und damit auch
—_—— ——> — ——>
X(P,F,, P,R) = < (P,R, P, F,) ist. Wir setzen

b? b2
;f‘o(e + %) + ¥ —a—,"‘o(" — %) +%°
b bt
N ey e P
Ve+=r +9¢ |/ oon® + 50 V;xn' +yat Ve— =) + 0t

und formen diesen Ausdruck um, indem wir ihn quadrieren und danach verein-
fachen:

(35)

9 [Snte + 20+ 0] e — 07 +301 =
[— gxu(e —x) + }'o.]! [e + x0)* + 50°]»
Exo’yo’[(e + @) — (e —=) +

+ 2—xnyo‘[(e + %) (e —x)* + (e — %) (¢ + %0)* + 50%(e + %)
+ %’ (e —x)]

+ %t l(e —x0)* — (e + x)*] = 0.
Wir dividieren durch 4ex, y,?:

b b?

Fxoz}'n’ - dexy + 2;3‘0}'03[(9’ — %) * 2e + 2yo%e] + yo'(— dex,) =0,

b‘xo' + b%a? (e"—— x\)’ + y«’) —aly,? =
Da P, Punkt der Ellipse ist, konnen wir a%,? = a%? — b2x,? setzen:

bixy? + b%a2(e? — x,? + y,%) — a'h? + a?x? =0, |:b%; e = a2 —b?
und erhalten die Identitit

b%x? + a?y2 —a?? =0.
Da die SchluBkette dank der getroffenen Annahme auch in der umgekehrten
Reihenfolge durchlaufen werden kann (wir hatten quadriert!), ist die Giiltigkeit
von (35) fiir diesen Fall bewiesen.

In jedem Fall gilt jedoch (36). Lassen wir nun die Annahme, daB beide
Winkel spitz sind, fallen, dann ergibt sich aus (36) als zweite Moglichkeit, daB

—_— —— —_ ——
cos <C (P‘,F,, P, R) = —cos < (Po R, P, F,) ist, was nach sich zieht, daB sich die
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beiden Winkel zu 180° ergiinzen. Das ist aber nicht méglich, da R wegen
|

2
3% < d < e stets zwischen F| und F, liegt. Damit ist der erste Teil des Satzes

Iyewnesen.

Beweisen Sie den zweiten Teil durch el g ische Uberleg !
Welcher Satz iiber den Kreis entspricht dem soeben bewiesenen fiir die Ellzpse ?

Aufgaben b 60 bis 64

19

Ein weiteres Beispiel ist folgender Satz fiir die Parabel:

SATZ: Schneiden zwei Parabeln, deren Achsen krech feinander stehen, einander in
vier Punkten, dann liegen diese vier Punkte auf demselben Kreis.

Beweis: Wihlt man das Koordinatensystem so, daB die Achsen der Parabeln auf
den Koordinatenachsen liegen, dann haben die Parabeln die Gleichungen

y2=2p(x—c¢c) bzw. x?=2q(y—d).

Weil jeder gemeinsame Punkt beider Parabeln beiden Gleichungen und damit
auch ihrer Summe geniigen muB, gilt fiir diese Punkte die Beziehung

(B7) 24y —2p(x—e)—2(y—d) = 0.
Da (37) die Gleichung eines Kreises ist, ist der Satz bewiesen. -

Aufgaben b 65 bis 69

20 Eine gemeinsame Ortsdefinition fiir Ellipse, Parabel
und Hyperbel

Vergleichen Sie die Ortsdefiniti der Kegelschnitte miteinander! Wie wurden
sie hergeleitet ?

Auch die vom Kreis verschiedenen Ellipsen und die Hyperbeln kénnen mit Hilfe
von ,,Leitlinien* definiert werden.

Es sei eine vom Kreis verschiedene Ellipse (Hyperbel) als Schnitt eines Kegels
und einer Ebene y gegeben!. Wir bezeichnen die Eb in der die Beriihrungs-
kreise der Dandelmachen Kugeln mit dem Kegel liegen, entsprechend mit y; und
7, und die Schnittgerade von y; bzw. y, mit y mit [, bzw. l,. Diese Geraden nennen
wir die Leitlinien der Ellipse (Hyperbel). Fiir die Pambel haben wir gefunden, da8
fiir jeden ihrer Punkte P, seine Projektion L auf die Leitlinie der Parabel und den

1 In der Theorie der Kegelschnitte spielen & und e eine bestimmte Rnllu Deshalb weichen wir in den folgenden Lern«
einheiten von der in der ise (¢ fiir eine Ebene, . fiir ihre Projek-

tionen) ab.
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Brennpunkt F die Beziehung PF = PL bzw. % =1 gilt. Bezeichnen wir auch

im Falle der Ellipse (Hyperbel) mit L; die Projektion des Ellipsen- (Hyperbel-)
Punktes P auf l; (i = 1,2), dann gilt:

SATZ: Fiir jeden Punkt P einer vom Kreis verschiedenen Ellipse (Hyperbel), den der
Dandelinschen Kugel K (M;, r;) entsprechenden Brennpunkt F; und die Projektion L; von
P auf die K (M;, r;) entsprechende Leitlinie [; ist

PF; :
38) . ot = —12),
(38) L, e (i )

mit ¢ = const., wobei fiir die Ellipse 0 < ¢ < 1 (fiir die Hyperbel ¢ > 1) gilt.

Beweis: Wir betrachten zunichst den Fall der Ellipse fiir i = 1 und behalten
dabei die in den Lerneinheiten 3 und 5 gewihlten Bezeichnungen «, 8 und A, bei.
Die AufriBebene legen wir so, daB sie die Achse des Kegels und F) enthilt, bezeich-
nen mit P” und L,” die AufriBbilder von P und L,; mit S, den bei L, gelegenen
Hauptscheitel der Ellipse und mit Q und R die zwei Punkte der durch S, gehenden
Mantellinie des Kegels, die auf dem Beriihrungskreis von K(M, ; r,) mit dem Kegel
bzw. auf dem durch P gehenden Grundkreis des Kegels liegen (Bild B 23).

Nun betrachten wir die Dreiecke A RP”S, und A QL,"S;. Da sie #hnlich sind
(warum ?), gilt die Beziehung

OR: P — SR: 5P,
oder, nach dem Sinussatz,
QR:L"P" =sinf:sina.

In ihr ist L;P” = L, P und
Q_R = AI_P= P—F;, weswegen fiir sie

PE .
(39) PF, =sfnﬂ
PL, sin

geschrieben werden kann. Damit ist
der Satz fiir die Ellipse bei i = 1 be-
reits bewiesen, weilx und § konstante
Winkel sind, und wegen 0 < f < x
stets 0 < 28 1 ot Beii = 2
sin x

verlaufen die Uberlegungen véllig
gleichartig.

Im Falle der Hyperbel kann analog vorgegangen werden, wie das Bild B 24 ver-
deutlichen soll. Dabei ist jedoch in (39) %> 1, da fiir die Hyperbel stets
a<pf = % ist.

Interessant ist, da8 auch fiir diesen Satz seine Umkehrung gilt:

SATZ: Fiir jede Gerade I, jeden nicht auf ihr gelegenen Punkt F und jede positive reelle

Zahl ¢ existiert ein Kegelschnitt, fiir dessen Punkte P das Verhiiltnis % des Abstandes von
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P zu Fzu dem Abstand PL von P zu I gleich ¢
ist. Dabei ist dieser Kegelschnitt eine Ellipse
fiir 0 < ¢ < 1, eine Parabel fiir ¢ = 1 und
eine Hyperbel fiir ¢ > 1.

Das berechtigt dazu, folgende gemein-
same Definition der drei Kegelschnitte
anzugeben:

DEFINITION: Die Menge aller der Punkte P
cirier Ebene, fiir die das Verhaltnis ;__: des

Abstandes PF von P zu einem festen Punkt F
und des Abstandes PL von P zu einer festen
Geraden [ gleich einer konstanten positiven
Zahl ¢ ist, nennt man fiir 0 < ¢ < 1 Ellipse,
fiir ¢ = 1 Parabel und fiire >1 Hyperbel

F heifit der Brennpunkt der

Kurve und ! ihre Leitlinie. Die Znhle nennt
man die numerische Exzentrizitdt der
Ellipse, Parabel bzw. Hyperbel.

DaB bei der zuletzt angefithrten Definition der Ellipse Kreise nicht als Ellipsen
aufgefaBt werden kénnen, liegt daran, daB fiir den Kreis als Schnittfigur von
Kegel und Ebene die Kreisebene und die Ebene der Beriihrungskreise der ent-
sprechenden Dandelinschen Kugeln sich nicht schneiden und folglich fiir den
Kreis keine Leitlinie existiert.

‘Untersuchen Sie mit Hilfe der Bezichung _;g =g= i:: Ij das Verhalten der Leit-

linien zu dem betreffenden Kegelschnitt fiir 0 < ¢ < 1 und e — 0 bzw. e— 1 sowie
fiire > 1 und ¢ — 1 bzw. ¢ — oo! (Hinweis: Wiihlen Sie zu diesem Zweck P = S,!)

Fiir Ellipse, Parabel und Hyperbel haben Sie nun unterschiedliche Definitionen ken-
nengelernt. Welche Uberlegungen muf man anstellen, um sich davon zu iiberzeugen,
daf} zwei verschiedene Definitionen z. B. der Ellipse ein und dieselbe ,,Kurvenart
definieren ? Entwickeln Sie an einem Beispiel die dazu nétigen Gedankenginge,
ohne Beweise anzufiihren!

Aufgabe b 70

21 Gemeinsame Scheitelgleichung der nicht entarteten
Kegelschnitte

Fiir die Parabel ist uns ihre Scheitelgleichung bekannt: y? = 2px. Fiir Ellxpse
und Hyperbel kénnen wir aus ihren Mlttelpunktsglelchungen (22;) und (22,) eine
Scheitelgleichung gewinnen. Zu diesem Zweck fithren wir fiir die Ellipse die
Transformation &' = =x + a, y' =y des Koordinatensystems durch, die den
Scheitel S;(— a; 0) zum Ursprung werden liBt und die Richtungen und Orientie-
rungen der Achsen beibehilt. Durch Einsetzen von x =x'—a und y =y’ in
die Mittelpunktsgleichung ergibt sich dann als Scheitelgleichung der Ellipse
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(x' —a)? }"2* 17— b b? 2,
—T+bz—1 bzw. ¥ 2Tx—-;-x

(40)

Im Falle der Hyperbel bezeichnen wir mit S; den Scheitel S,(a; 0). Die entspre-
chende Koordinatentransformation lautet dann x' =x—a, y' =y und die
Scheitelgleichung der Hyperbel

' 2 /2 2 2
(x—:;a)——'i—a=l bzw. y'z—ZbTx +b—x

Wie a und b bzw. p fiir Ellipse, Hyperbel und Parabel kénnen die in den Glei-
chungen (40) und (41) auftretenden Koeffizienten geometrisch interpretiert wer-
den. Dazu gehen wir von dem soeben eingefiihrten Koordinatensystem aus und
bezeichnen in ihm die Abszisse und Ordinate eines Punktes P wie iiblich mit x
und y, schreiben also fiir (40) und (41)

(41)

b2 b2 b2 b2
42) y*= 2—;;:—;;::’, yi= 27x + ——x’
In diesem Koordinatensystem leiten wir die Scheitelgleichungen der betrachteten
Kegelschnitte noch einmal her, dieses Mal gestiitzt auf ihre gemeinsame Orts-
definition.
P sei ein beliebiger Punkt des betrachteten Kegelschnittes. Nach Definition ist

PF = ¢, inshesondere =
PL,p g OL,o

Ferner gelten die Beziehungen (Bild B 25)
@) PR =](x—0F)+,,

(43)

(45) ,O0F, =e¢- OL,o [aus (43,)],
FLio =0L,o + OF, = OL,;o + 0L = dy, _ |
L
wobei mit d; der Abstand des Brennpunktes F, i
von der Leitlinie [, bezeichnet ist.
Aus diesen Beziehungen ergibt sich
A~ _ 4 A £d
(46) OL,o = T+ und OF, = T1:°
was, in (44) und (45) eingesetazt,
a) PH=|e— 54y wd Pha=|ss—
{#7) I_L\x-mlﬁ—s) g o 1P| l+e

nach sich zieht. SchlieBlich setzen wir (47) in (43) ein und formen die so erhaltene
Beziehung um:
ed, )‘ 2 _ 1
]/(x—1+£ Tyi=s 1+e¢

(=) et =l r3s)

x+

’

2ed, 2¢d,? ed, e2d,?
I L B - —e2x® 1+ 2 I
=T P T Eagr T 1+e"+(1+e)2’
(48) y? = 2edyx 4 (2 — 1)x?
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Das ist eine andere Gestalt der Gleichungen (42) und y? = 2px. Es ist die gemein-
same Scheitelgleichung von Ellipse, Hyperbel und Parabel; sie hat fiir alle drei
Kegelschnitte das gleiche Aussehen.

Durch Vergleich der Koeffizienten in (42) und (48) kénnen wir ¢ und d, durch a
und b ausdriicken. Es muf} sein

L
b2 gy fiir die Ellipse,

ol

fiir die Hyperbel,

Fiir die Parabel ist ¢ =1 und d, = p.

Aufgaben b 71 bis 74

Wegen der Symmetrie von Ellipse und Hyperbel liegt die Vermutung nahe, daf3 der
Abstand d, von F, zu l, gleich d, ist. Beweisen Sie fiir die Ellipse, da diese Vermu-
tung ru‘hug ist!

( Hinweis: Driicken Sie d, ebenfalls durch a und b aus! Das kénnen Sie mit germgem
Rechenaufwand tun, indem Sie in den oben fiir S, durchgefiihrten Berechnungen mit
Farbstift die Zeichenwechsel eintragen, die sich beim Ersetzen von S, durch S, er-

geben.) .

Fiir die Ellipse mit der Gleichung (22,) ist je eine Gleichung fiir ihre Leitlinien
aufzustellen.

Die Leitlinien verlaufen in dem zugrunde gelegten Koordinatensystem (Mittel-
punktslage der Ellipse) senkrecht zur x-Achse und haben von der y-Achse den
Abstand e + d;. Ihre Gleichungen lauten folglich

b? a? a
XZi(B+d¢)=:t(e+T>=:k;=i;-

Gewﬁhnllch gibt man der Glelchung (48) noch eine etwas andere Gestalt, Nach

der g Ortsdefinition der Kegelschnitte gilt fiir jeden Punkt Q mit
den Koordinaten Q(e; yq) bzw. Q(% 3 yq) die Beziehung

0F,

OF =¢& bzw. M =&,

QL1 d

aus der yo = -+ «d, folgt.

Damit ist der Koefﬁznent 2¢d, in (48) fiir alle drei Kegelschnitte die Linge der
Sehne, die senkrecht zur Hauptachse bzw. Achse liegt und durch F; bzw. F,
geht. Man b hnet ihn in Analogie zur Parabel als Parameter 2p und P als
Halbparameter des Kegelschnlttes In dieser Bezeichnungsweise schreibt man fiir

(48)

y?=2px + (e’— 1)x2%
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Diese Formel sagt aus, daB fiir jeden Punkt P(x;y) einer Parabel das Quadrat
iiber der Ordinate flichengleich mit dem Rechteck ist, dessen Seiten die Linge 2p
und |x| haben. Fiir jeden Ellipsenpunkt ist das Quadrat iiber der Ordinate gréBer
als dieses Rechteck und fiir jeden Hyperbelpunkt klemer Daher haben diese drei
Kurven auch ihre Namen (Ellipse, griechisch 7j #letpic — Mangel, Parabel,
griechischj wopafodrj— Gleichheit, Hyperbel, gnechlschnﬁnsgﬂoln Uberschu8).

Aufgaben b 75 bis 79

Wle die Bahnen der Planeten, Kometen und Monde sind auch die Bahnen der kiinstlichen
Iskérper Kegelschnitte, Stellt man alch die Erde als ideale Kugel vor, wu.rde em
Korper, der von emem erhohten Punkt aus hori al mit einer Anf:
von 7,92 km + s~! & 8 km * s~1 gestartet wird, eine kreisférmige Umlaufbahn um die Erde
annehmen, wenn nicht mfolge der Luftreibung eme Abbremsung erfolgte. Die Kreisbahn
wird durch das Z ken von Anfang; M dgheit und Fall-
beschl ver ht. Die Geschwindigkeit von 7,92 km * s~ wird als erste astronau-
tische Geschwindigkeit bezeichnet.
Wird eine hohere Anfangsgeschwindigkeit als 7,92 km - s=! erzeugt, so bewegt sich der
Satellit auf einer Ellipsenbahn. Die Ellipsenbahn wird um so gestreckter, je mehr die
Anfangsgeschwindigkeit den Wert 7,92 km - s~! iibersteigt. Dabei fallt einer der beiden
Brennpunkte der Ellipse mit dem Mittelpunkt der Erde ‘Wird bei der Erhéhung
der Anfangsgeschwindigkeit der Wert 11, 2km * s~! erreicht, so bewegt sich der kiinstliche
Himmelskérper auf einer Bahn, die dle Ge!lalt einer Parabel hat. Diese Geschwindigkeit
wird als zweite ast ische Geschwindigkeit bezeich Wird dieser Wert der Anfangs-
geschwindigkeit noch iibertroffen, so bewegt sich der kiinstliche Himmelskorper auf einer
Bahn, die einem Ast einer Hyperbel entspricht. Beide Bahnen fiihren den Kérper von der
Erde ohne Wiederkehr fort. Deshalb hnt man der Geschwindigkeit vy = 11,2 km * s~ die
,,Flucht T
Geraten Kometen, Meteore oder kunsthche Himmelskérper auf ihrem Flug in das Schwere-
feld anderer Korper, so kann eine positive oder negative Beschleunigung auftreten und ein
‘Wechsel des jeweiligen Intervalls

v="1792km:"s1 (Kreis)
7,92km - s' < v < 11,2km -+ s7!  (Ellipse)
v=11,2km"*s"! (Parabel)
v>11,2km- st (Hyperbel)

und damit ein qualitativer Wechsel der Bahn auftreten.
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C.

Nichtrationale Funktionen

84

105

122

. Y Py s ar Funkti
" haften e F

iniger

R:tionale und nichtrationale Funktionen (84) - Rationale Operationen mit Funk-
tionen (86) - Zueinander inverse Funktionen (88) - Verkettung von Funktionen
(89) + Wiederholung der Potenz- und Wurzelfunktionen (91) - Wiederholung der
‘Winkelfunkti (94) - Bezieh isch den Winkelfunkti (95) -
Wiederholung der Exponential- und Logarithmusfunktionen (97) + Die Zahl e :
(98) - Die natiirlichen Logarithmen, Logarithmensysteme verschiedener Basen

(101) - A dungen von Exp ialfunktionen (103)

Warzelgleick goni ische Gleichung

Wurzelgleick die mit ei 1 Quadrieren zu l6sen sind (105) - Wurzel-
gleich die mel liges Quadrieren erfordern (110) - Wurzelgleichungen mit
P n (111) - Goniometrische Gleich (112) - Nullstellen und Unendlich-

keitsstellen (120)

Einige G te F

Zu den Anwendungen der kiinstlichen Radioaktivitat zdhlt die Bekampfung von Ge-

schwulstkrankheiten mittels des radioaktiven Kobalt-Isotops gg Co.

Bei jedem radioaktiven Zerfall wird der Zusammenhang zwischen der Masse m strahlungs-
fihigen Materials und der Zeit ¢ beschrieben durch eine nichtrationale Funktion m = f(t),
und zwar eine Exponentialfunktion:

m=my- e,

Dabei ist e — 2,71828... eine Irrationalzahl und  eine fiir die radioaktive Substanz cha-
rakteristische GroBe. Fiir Kobalt 60 ist A &~ 4,2 10-% s=%,

o R,
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Eigenschaften einiger nichtrationaler Funktionen

1 Rationale und nichtrationale Funktionen

Wir wissen, daB8 Definitionsbereich und Wertevorrat von Funktionen beliebige
Mengen sein kénnen. Im Mathematikunterricht wollen wir uns allerdings weit-
gehend auf solche Funktionen beschrinken, bei denen sowohl Definitionsbereich
als auch Wertevorrat Mengen reeller Zahlen sind, also auf reelle Funktionen einer
reellen Veriinderlichen. Diese Funktionen werden in zwei Klassen eingeteilt, in
die Klasse der rationalen Funktionen und die Klasse der nichtrationalen Funktj ]
Aus beiden Klassen haben wir in den vergangenen Schuljahren verschiedene Re-
prisentanten kennengelernt und rationale Funktionen auch bereits mit den
Methoden der Differentialrechnung niher untersucht. Bevor Entsprechendes auch
fiir einige nichtrationale Funktionen geschieht, sollen wesentliche Eigenschaften
dieser Funktionen zusammengestellt werden. Dabei handelt es sich zum Teil um
eine Wiederholung.

Da es unter den reellen Funktionen einer reellen Veréinderlichen nur rationale und
nichtrationale gibt, ist der Begriff der nichtrationalen Funktion bereits durch die
Definition der rationalen Funktion festgelegt.

> DEFINITION: Die Funktion f mit dem Definitionsbereich Db (f) = Xist eine auf X ratio-
nale Funktion
=pr Es gibt natiirliche Zahlen n und m und reelle Zahlen @y @y ..., Ap3 by by, ...y by, mit
a, + 0 und b,, + 0 derart, daB fiir jedes x € X gilt
n
»
O oy =t b ax gy BT
T Tbpx™ + bpax™ 4 L bx+ b, m
Y b,xv
r=0

Gibt es fiir f eine Darstellung (*) mit m = 0, so bezeichnet man f als auf X ganze
rationale Funktion, anderenfalls als auf X gebrochen rationale Funktion.

Enthilt X ein Intervall, so gilt folgendes: Zwei auf X ganze rationale Funktionen

n n
S(x) = X a,x" und g(x) = X @, +” sind genau dann gleich, wenn n = 7 und a, = a, fir
r=0 v=0

0,1,2,..., ngilt, sie also im Grad und in den Koeffizienten iibereinstimmen. Die Darstellung (*)
ist dann fiir auf X ganze rationale Funktionen eindeutig, wenn man aulerdem by = 1fordert;
man bezeich diese D llung als ierte D: llung von f. Auch fiir auf X gebrochen
rationale Funktionen gibt es eine eindeutig bestimmte normierte Darstellung, falls X ein
Intervall enthilt. Es ist diejenige Darstellung, bei der der Grad m des Nenners minimal
und b, = 1 ist.

Funktionen mit Gleichungen wie y = |/x + 5, ¥y = sinx, y = 37 haben keine Darsteltung
der Form (*), falls ihr Definitionsbereich ein Intervall enthilt; es sind also nichtrationale
Funktionen auf X. Auf den Beweis fiir die Eindeutigkeit der Darstellung miissen wir hier
verzichten. Ein Beispiel soll jedoch zeigen, daB diese Eindeutigkeit nicht mehr besteht,
wenn der Definitionsbereich aus isolierten Werten, insbesondere aus endlich vielen, besteht.

m Die Funktion mit der Gleichung y = x — 1 und dem Definitionsbereich {1; 2; 3} besteht
aus den Wertepaaren [1; 0], [2; 1], [3; 2]. Dieselben Wertepaare werden aber auch von den
Gleichungen y = (x —2)3 4+ 1 = x% — 622 + 12x — 7,y =(x—2)’+ 1 und noch un-
endlich vielen anderen geliefert.
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Untersuchen Sie, ob die folgenden Funltionen rational auf den jeweils angegebenen Definitions-
bereichen sind, und geben Sie gegebenenfalls die normierte Darstellung an!

W A = S Dy = (0:00) 0 S0 = S ve—11)
x xt=—1

©) flx) =Vx* +3, Dbf)=R d) f(x) = 2% x€(0; I; 2|

®) f(x) =1+ sinnx;'x€G f) flx) =|x|; x<1

Im allgemeinen ist es zweckmaBig (besonders fiir die Uberlegungen der folgenden
Lerneinheiten, aber auch in der Vergangenheit sind wir hiufig schon so verfahren).
generell folgende Verabredung zu treffen:

Ist bei einer Funktionsgleichung von f kein ausdriicklicher Zusatz iiber den Definitions-
bereich gemacht, so soll unter dem Definitionsbereich von f immer die Menge aller reellen
Zahlen x verstanden werden, fiir die der Term f(x) ebenfalls eine reelle Zahl liefert:

X, € Db(f) genau dann, wenn X, € P und f(x)) eP

Nur bei einer solchen Vereinbarung ist es z. B. sinnvoll zu sagen, der Definitions-
bereich der Funktion y = Jx sei die Menge aller nichtnegativen reellen Zahlen,
oder die Aufgabe zu stellen, den Definitionsbereich einer Funktion zu ermitteln,
von der nur die Gleichung bekannt ist. Denn an sich ist eine Funktion durch eine
Gleichung allein nicht gegeben; die Angabe des Definitionsbereichs gehort dazu.

Es ist der Definitionsbereich der Funktion y = }lg(x + 3) zu ermitteln.

]/ig(x + 3) liefert reelle Werte genau dann, wenn der Radikand nichtnegativ ist:
lg(x + 3) = 0. Das ist genau dann erfiillt, wenn x + 3 =1, also x P —2 ist.
Der Definitionsbereich von y = Vlg(x + 3) ist —2 = x < oo.

Gibt es fiir eine Funktion f eine Darstellung der Form (*) und entspricht Db(f)
der Verabredung C 2, so verzichtet man in der Kennzeichnung der Funktion als
rational auf die Nennung des Definitionsbereichs. Eine (schlechthin) rationale
Funktion ist also eine Funktion mit einer Darstellung der Form (*), die als
Definitionsbereich alle reellen Zahlen hat mit Ausnahme derjenigen, fiir die der

m
Nenner verschwindet, also 3 b,x” = 0 ist.

»=0
Unter Beachtung der Vereinbarung C2 gibt es fiir Funktionen wie y = |=],

y= }/;, y = cos x, y = lg x keine Darstellung der Form (*); es handelt sich also
um nichtrationale Funktionen

Ubersicht :

Reelle Funktionen einer reellen Verinderlichen

2. nichtrational

1. rational

1.1 ganz rational

1.2 gebrochen rational

l 1.2.1 echt gebrochen J P.2.2 unecht gebrochegnl
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@ Erldutern Sie die vorstehende Ubersicht! Ordnen Sie die Funktionen a) bis g) ent-
sprechend ein, und geben Sie jeweils den Definitionsbereich an!

1 3 — 2+ 7x—3
— = cos? aVE— A 2L
n)y_x b) y = cos®x ) y=J)x—4 d) y —1
3x3 4 3x

e y=Ig(x+2) f)}'=m

Aufgaben ¢ 1 bis 3

2 Rationale Operationen mit Funktionen

Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division werden als rationale Opera-
tionen bezeichnet. Die rationalen Funktionen lassen sich auch als die Funktionen
charakterisieren, die man durch endlich viele rationale Operationen erhilt aus
den k Funktionen und der sog en identischen Funktion i, bei der
fiir jedes x gilt: i(x) = x.

Dazu ist allerdings im Grunde genommen zu prizisieren, was man unter rationalen
Operationen mit Funktionen versteht. So wie durch die betreffenden Operationen
bei Zahlen jedem geordneten Paar reeller Zahlen eindeutig eine dritte zugeordnet
wird (bei der Division mit der Einschriinkung, daB der Divisor von 0 verschieden
sein muB), so wird bei Funktionen geordneten Paaren von Funktionen eindeutig
eine dritte Funktion zugeordnet. Die Art der Ubertragung auf Funktionen ist so
naheliegend, daB wir ohne Prizisierung bereits verschiedentlich von diesen
Begriffshildungen Gebrauch gemacht haben, so etwa bei der Regel fiir die

Differentiation der S oder des Produktes zweier Funktionen.

b DEFINITION: f und g seien Funktionen mit einem Definitionsbereich D.
s ist die Summe f + g der beiden Funkti =px § ist diejenige Funktion mit dem Defini-
tionsbereich D, bei der fiir jedes x € D gilt: s(x) = (x) + g(x).

Entsprechend definiert man die Differenz d =f—g, das Produkt p = f g und
den Quotienten ¢ = ! zweier Funktionen f und g. Bei der Quotientenbildung ist

zu beachten, daB nur solche x € D den Definitionsbereich von g bilden, fiir die
8(x) # 0 ist; die Nullstellen der ,,Nennerfunktion* werden also ausgenommen.

Gl ar= [[z; 5], [3: 17), [55 0.,5), [7; — 6], [11; —%”

g§= [[1; 3], [3; 0,1], [5; 20], [7; %J [9; 3], [11; 0]]

Gemeinsamer Definitionsbereich vonfundgistD=‘3;5;7;11],
17 1

[[3, 17,1], [5; 20,5], [7, _T}' [11, _3“

£

fs l[s; 16,9], [5; — 19,5, 7;—2], [11: —l”
f .

I

+8

Il

3 2
= {[3; 1,7}, [5; 10], [7; — 2], [11; 0]}
= {[3; 170}, [5; 0,025], [7; — 18]}

86



b) Essind Summe, Produkt und Quotient der Funktionen fund g mit f(x) =)1—=
und g(x) = Vx — 3 zu bilden.
Die Funktion fhat (7 Vereinbarung C 2) den Definitionsbereich —oo<x s T4
g hat den Definitionsbereich 3 < x < co. Beiden Definitionsb h
sam ist das Intervall (3; 7).
Die Summe f + g ist diejenige Funktion s, fiir die s(x) = Vi—x+ Va—
gilt. Sie ist definiert fir 3 < x < 7.
Das Produkt f - g ist diejenige Funktion p, fiir die p(x) = Y—a? + 10z —21
gilt. Sie ist ebenfalls definiert fiir 3 < x < 7.

B

Der Quotient L ist diejenige Funktion g, fiir die g(x) = — % gilt. Sie ist
jenig q q —38

definiert fiir 3 < x < 7. Der linke Endpunkt des Intervalls ist auszunehmen
wegen g(3) = 0.

@ Btlden Sie aus den Funktionen y = x und y = sin x neue Funktionen durch An-
Operati und ermitteln Sie deren Definitionsbereich!

rati 1,

Fiir die graphische D 11 der § von Funkti ist es oftmals zweck-
maBig, von den graphischen Daratellungen der Summanden auszugehen. Man
wihlt dort Punkte mit gleicher Abszisse und addiert mit dem Stechzirkel die
Strecken, die den Ordinaten entsprechen (Vorzeichen beachten!). Es handelt sich
dabei um das — besonders von den

trigonometrischen Funktionen her — M e )
bekannte Verfahren der Uberlage- AxA: AxAr=0A; : OF c2
rung (Superposition) von Kurven Y
(Bild C 1).

Auch das Bild der Funktion f+ g kann
man auf konstruktivem Wege aus den
Bildern der Funktionen f und g bestim-
men (Bild C 2).

L — =3P

1
Erliutern und begriinden Sie das in Bild A e ey T
C 2 dargestellte Konstruktionsverfahren! -
1 0 Ax X

Aufgaben c 4 bis 6



3 Zueinander inverse Funktionen

]

a) Geben Sie an, welche der folgenden Funkti eineindeutig sind!
y=athy=a%y=a—6x+8y=Vx;
y= }/25—';\:2; y=%: y =$; y=sinx;y=2°

b) Erliutern Sie den Z, hang zwischen M ie und Eineindeutigkei
und geben Sie bei den unter a) g nicht eineindeutigen Funkti

Intervalle an, in denen Eineindeutigkeit besteht!

Durch die in Lerneinheit C 2 behandelten Operationen wird jeweils zwei Funktio-
nen f und g eine neue Funktion zugeordnet. Bei der Bildung der Umkehrfunktion
fzu f hingegen erhilt man aus einer einzigen Funktion f eine neue. Voraussetzung
ist jedoch, daB f eineindeutig ist.

DEFINITION: Es sei f eine eineindeutige Funktion mit dem Definitionsbereich M, und dem
Wertevorrat M,. Die Umkehrfunktion f von f (die zu f inverse Funktion f) ist die Menge
der geordneten Paare [y; x] mit [x; y] € f. i

f hat den Definitionshereich M, und den Wertevorrat M,.

Ist eine eineindeutige Funktion f durch eine Gleichung y = f(x) dargestellt, die
man nach x auflésen kann, so liefert dieses Auflssen die explizite Form x =fly)
fiir die Gleichung der Umkehrfunktion f.

Da iiblicherweise die Argumente einer Funktion mit ,,x* uuq die Funktionswerte
mit ,,y* bezeichnet werden, werden meist in der Gleichung x =f(y) die Variablen
umbenannt. So erhilt man y = f(x). Durch diese Umbenennung wird die Funk-
tion selbst nicht geidndert. L

a) Die Funktion f aus Beispiel C 3 a hat als Umkehrfunktion die Funktion*

F=105:2), [17; 31, [0.5; 5], [— 6; 7], [—0.,5; 11]).

b) Die Funktion g aus Beispiel C 3b ist im ganzen Definitionsbereich monoton
(wachsend), daher eineindeutig und umkehrbar, denn aus 3 < x, < x, < co
folgt Vx,—3 < Vx,—3.

Die Gleichung y — g(x) der Umkehrfunktion erhalten wir folgendermaBen:
= }x — 3 liefert nach Quadrieren y? = x — 3 baw. x — y2+3.

Umbenennen der Variablen ergibt

y=3gx) =%+ 3.

Da der Wertevorrat von g nur die Menge der nichtnegativen reellen Zahlen ist,

ist der Definitionsbereich Db(g) entsprechend gegeben durch 0 < x < oco.

Der Wertevorrat Wv(g) ist 3 < y < oo.

a) Erliutern Sie, warum die Funktion g aus Beispiel C 3 a nicht umkehrbar ist!

b) Bilden Sie die Gleichung y = f(x) der zu f im Beispiel C 3 b inversen Funktion!
Geben Sie Definitionsbereich und Wertevorrat an! Stellen Sie f und fin einem
einzigen x,y-Koordinatensystem graphisch dar!

Die Bilder zweier zueinander inverser Funkti y = f(x) und y = f(x) liegen axial-
symmetrisch zur Geraden y = x.
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@ Erliutern Sie den Sachverhalt von Satz C 5 Sachverhalt am Bild C 3 unter Beach-

tung der Beziehung [b; a] € f genau dann, wenn [a; b] € f!

Ist eine Funktion f nur in einem gewissen Teilbereich I ihres Definitionsbereichs
(2. B. einem Intervall) eineindeutig, so kann man die Umkehrfunktion derjenigen
Funktion f; bilden, die aus f durch Einschrinkung des Definitionsbereichs auf I"
hervorgeht.

E Die Fupktion y = f(x) = sinx ist (u.a.) im Bereich —% =x= % monoton

(wachsend), damit eineindeutig und umkehrbar. Das Bild C 4 zeigt das Bild der

Funktion y = fi(x) = sin x mit —% =x= % und ihrer Umkehrfunktion f; im
gleichen Koordinatensystem (y = fi(®))-

Aufgaben ¢ 7 bis 9

4 Verkettung von Funktionen

Neben den rationalen Operationen besteht eine weitere Maglichkeit, zu zwei vor-
gegebenen Funktionen eine neue zu erhalten, in der Verkettung dieser Funktionen.
Es handelt sich dabei um denselben ProzeB, den wir allgemein von (geometri-
schen) Abbildungen als ,,Nacheinanderausfiihren* oder ,»Zusammensetzen**
dieser Abbildungen kennen.

E Es sei g = ([05 1], [15 2], [2; 3], [3; 4], [4; 5], [55 6], [65 7], [75 8], [83 9], [9; 10]}

und  f = {[1; 1], [4; 2], [9; 3], [165 4], [255 5]}

Die Zusammensetzung von g und f (zuerst g, dann f) kann man folgendermaBen
darstellen

0123456 78 9
7 S N S S A |
1 23456 7 879 10 16 25
i 4 4 Voo
i | 2 3 4 5

Die durch Verkettung von g und f entstehende Funktion v ist
v = ([0; 1], [3; 2], [8; 3]}-

89



Fiir v im Beispiel C 6 sind verschiedene Schreibweisen iiblich, z. B. v — fog.
Dabei steht die zuerst s,angewandte* Funktion rechts. Fiir solche Funktionen,
die durch Gleichungen wie y = f(x) dargestellt sind, wird eine Schreibweise be-
vorzugt, aus der deutlicher — ohne besondere Vereinbarung — hervorgeht, in
welcher Reihenfolge die Verkettung erfolgt (s. u.).

Das Beispiel C 6 zeigt auch, daB nur dann eine Verkettung f o g méglich ist (d. h.
eine nichtleere Menge geordneter Paare liefert), wenn der Wertevorrat von g und
der Definitionsbereich von f gemeinsame Elemente haben.

Geben Sie zu den Funktionen g und f aus Beispiel C 6 die Funktion k — gofan,
und vergleichen Sie mit f o g!

Die im Beispiel C 6 genannten Funktionen g und f kén durch die Gleichung

¥y = g(x) = x 4+ 1 baw. y = f(x) = Vx dargestellt werden (ntit den entsprechend
eingeschriinkten Definitionsbereichen). Zu der Funktion v = fog gehért dann
die Gleichung

y=v(x)=Vx +1.

Fiir die Darstellung dieser Verkettung ist allerdings eine andere Bezeichnung der
Variablen zweckmiBiger:

s =g(x) =x + 1 und y = f(z) = }z liefern
y=1(x) =f(g®)=yx+ 1.

GemiB der Symbolik f(g(x)) bezeichnet man haufig g als innere Funktion, f als
#uBere Funktion bei dieser Verkettung.

Werden fiir die Funktionen g und f die Einschriinkungen der Definitionsbereiche
gemiB Beispiel C 6 fallengel folgt man also der Vereinbarung C 2, so ist der
Definitionsbereich Db(g) von g(x) die Menge P der reellen Zahlen x, der Definitions-
bereich Db(f) von f(z) die Menge der nichtnegativen reellen Zahlen z. In diesem
Falle ist der Definitionsbereich Db(h) von h(x) = f (g(x)) die Menge aller reellen x
mit —1 < x < co. Denn genau fiir diese x € Db(g) gehéren die zugehsrigen
Werte g(x) auch zu Db(f):

z=2x+ 1= 0 genau dann, wenn x > — 1.

a) Geben Sie auch fiir k(x) =g(f(x)) eine Gleichung an! Ermitteln Sie den Definitions-
bereich fiir k(x) (nach Vereinbarung C 2)!

b) Stellen Sie die Funktionen f und g aus Beispiel C 3 b als verkettete Funktionen
dar!

DEFINITION: h ist die durch Verkettung der Funktionen g mit z — 2(x) und f mit
¥ = f(2) entstehende Funktion —p,;

h ist die Menge aller geordneten Paare [x; y], fiir die es ein z derart gibt, daB [x; z] €g und
[z3 ] € f gilt.

Man schreibt y = h(x) = f(g(x)).

Die bei der Lsung trigonometrischer Aufgaben haufig benutzten Tafeln fiir die
Logarithmen der Werte trigonometrischer Funktionen sind Wertetafeln fiir
Funktionen, die durch Verkettung der betreffendeh trig ischen Funktion
mit der Logarithmusfunktion (Basis 10) entstehen, etwa:

Ausz = g(x) = sin xund y = f(z) = Ig z erhilt man

¥ = hx) = flg()] = Igsinx.
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Besti g des Definitionsbereichs Db(h) (gem#8 Vereinbarung C 2):

Der Definitionsbereich Db(f) der &uBeren Funktion fist die Menge aller reellen z
mit z > 0. Nach der inneren Funktion g ist z = sin x, und sin x > 0 ist erfiillt
fiir alle x mit

2kn < x < (2k + )7, (k€G).

Diese x bilden also den Definitionsbereich von h(x) = lg sin x. Es sind diejenigen
x € Db(g), fiir die die zugeordneten Werte g(x) gleichzeitig zum Definitionsbereich
Db(f) gehoren.

Man kann sich das auch graphisch veranschaulichen, wenn man in der Ebene ein
%, und ein z,y-Koordinatensystem so anordnet, daB die z-Achsen parallel
und gleichgerichtet sind und y- und x-Achse auf einer Geraden liegen (Bild C 5).

a) Skizsieren Sie das Bild von y =g [sinx |!
b) Erliutern Sie, inwiefern man y = lg | sin x| als eine durch Verkettung von drei
ki hende Fi

ktion auffassen kann, und geben Sie den Definitions-
bereich dieser Funktion an!
. ¢) Untersuchen Sie wie in Beispiel C7 die Verkettung von z = tan x und y =g !

Aufgaben c 10 bis 13

5 Wiederholung der Potenz- und Wurzelfunktionen

Bei den P funktionen mit g hligen Exp (y =" mit n€G)
handelt es sich um spezielle rationale Funktionen. Fiir die Zusammenstellung
wesentlicher Eigenschaften dieser Funktionen erinnern wir uns zunichst in
knapper Form einiger wichtiger Definitionen bzw. erweitern diese etwas, um

gleich nichtrationale Funktionen mit zu erfassen:

Es sei f eine Funktion (y =]'(x)) mit dem Definitionsbereich D.

oben
unten

® f heiBt nach { } beschriinkt =p¢

Es gibt eine reelle Zahl S mit {ﬁx) s Sl fiir alle x € D.

x) = S
S heiBt dann {obere } Schranke fiir f.
untere
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® fheit im Intervall (a; b) monoton { fn?l‘; l::;and

f(x) < f(xz)

f) > )]
An die Stelle von (a; b) kann auch ein abgeschlossenes oder halboffenes Intervall
treten. Bei f(x;) < f(x,) bzw. f(x;) = f(x,) fiir x, < x, spricht man von Mono-
tonie im weiteren Sinn.

® fheiBt {i:;;:de} =t Fiir alle x € D gilt auch — x € D mit {ﬁ :g —-.E‘])'(x)
Das Bild von y = f(x) im rechtwinkligen x,y-Koordinatensystem ist dann

achsensymmetrisch zur Geraden y = x

{'zentralsymmetrisch beziiglich 0(0; 0)

® x, heilt Nullstelle von f = f(x,) = 0 (x, € D).

® x, heiBt Unendlichkeitsstelle von f =p; x, gehort nicht zum Definitionsbereich

Fiirallexl,xzmita<xl<x2<bgilt{

von f, list in einer (punktierten) Umgebung von f definiert und stetig, und es

f
ist im —— = 0. Die Unendlichkeitsstellen rationaler Funktionen sind die-
| ( ) ( )

jenigen xp, fiir die bei der normierten Darstellung f(x) = gilt v(xp) =0

und u(xp) # 0. Sie heiBen Pole, und die Gerade x = x, wxrd Polasymptote
genannt,

Auch bei nichtrationalen Funktionen bezeichnet man gewisse Unendlichkeits-
stellen als Pole, doch kann auf diese Unterscheidung hier nicht naher einge-
gangen werden. Von Unendlichkeitsstellen x, spricht man bei nichtrationalen
Funktionen auch, wenn x, am Rande des Definitionsbereichs liegt, so daB der
oben angegebene Sachverhalt nur auf eine links- bzw. rechtsseitige (punktierte)
Umgebung von x zutrifft und dementsprechend lediglich

lim — = oder lim —— =0 gilt.
s =0 e B i
r<z, >z,
Es ist zweckmiiBig, folgende KI inteilung der Potenzfunktionen mit ganzen
Exponenten vorzunehmen:
1. Potenzfunktionen mit natiirlichen 2. Potenzfunktionen mit negativen
Exponenten n = 2 ganzen Exponenten
11 y =22, (keN; k> 0) 21 y=x2,(keN; k> 0)
12 y =241, (ke N; k> 0) 2.2 y = x2+1, (ke N)
y=a
4. y =«

Eigenschaften der Funkti 21y_x2’=(keN,k>0)

(l) Definitionsbereich — 0o < x < 0 < x < 00

(2) Wertevorrat: 0 < y < 00; also nach unten beschrinkt (0 und jede negative
Zahl sind untere Schranken)

(3) Alle Funktionen der Schar sind monoton wachsend fiir — co < x < 0; mono-
ton fallend fiir 0 < x < oo.

(4) Alle Funktionen der Schar sind gerade Funktionen

(5) Keine Nullstellen

(6) Pol x, = 0; Polnsymptote ist die y-Achse

17) Fiir jedes k € N, k > 0, ist lim x-2¢ — lim x-2¢ = 0.

T—+-00

Asymptote ist die x-Achse. DleAnnaherung an die Asymptote erfolgt von oben.
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(8) Alle Funktionen der Schar enthalten die geordneten Paare [— 1; 1] und [1;1];
ihre Bilder gehen durch die entsprechenden Punkte ( Bild C 6). d

a) Begriinden Sie die in der Zusam llung angegeb Eigenschaften!

b) Stellen Sie entsprechend auch gemeinsame Eigenschaften fiir die Funktionen-
scharen 1.1, 1.2 und 2.2 zusammen! Vergleichen Sie auch y = x° und y = x!
mit 1.1 bzw. 1.2! Skizzieren Sie einige Bilder!

Die Kurven zu den Potenzfunktionen y = x" mit natiirlichen Exponenten n = 2
werden als Parabeln bezeichnet, obwohl nur das Bild der Funktion y = x? eine
Parabel im geometrischen Sinn, also als Kegelschnitt, ist. Ebenso ist die Bezeich-
nung Hyperbeln fiir die Bilder aller Funktionen y = x" mit negativen ganzen n

. 1 o
eine Ubertragung des von der Geometrie her nur fiir y = x~!'= — gerechtfertigten
x

Namens auf alle Kurven, die gewisse Eigenschaften (zwei Aste, Asymptoten) mit
der eigentlichen Hyperbel gemeinsam haben.

Auch bei Funktionen mit Gleichungen der Form y = a - x, (a 5= 0, reell), spricht
man von Potenzfunktionen. Der Faktor a bewirkt im Bild gegeniiber y = x* fiir
den Fall a < 0 eine Spiegelung an der x-Achse und auBerdem fiir [ a | > 1 eine
Streckung, fiir | a | < 1 eine Stauchung in Richtung der y-Achse.

P funktionen mit rati 1

aber nicht ganzzahligen Exponenten haben

m

Gleichungen der Form y = x" , wobei meG, ne N, n > 0 und n teilt nicht m

gilt. Alle diese Funktionen sind nichtrational. Wir beschrinken uns hier ‘auf die
1

L o
Funktionen mit m = 1, also y = x" = |x mit n € N, n > 1. Diese Wurzel-
funktionen sind also spezielle Potenzfunktionen.

1 p—
Man erhilt die Funktion y = = ,].‘x als Inverse der Funktion y = x* mit
0 < x < oo als Definitionsbereich (Bild C 7).

0

a) Stellen Sie Eigenschaften der Wurselfunktionen y = Yi x susammen!

b) Erliutern Sie den Unterschied zwischen der Funktion y = i; und der inversen
Funktion zu y = x® (— 00 < x < o0) (Skizze)!

Aufgaben c 14 bis 16
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6 Wiederholung der Winkelfunktionen

Es sei « die Grifle eines Winkels im Gradmap. Erldutern Sie die Beziehung

& arcx,
360° 27
Geben Sie fiir dieim Gradmaf3 gegeb Winkel das Bog 1 an und umgekehrt!
a) a = 30° b) & = 45° €) o = 15°45' d) & =120,5°
e) arcx :% f) arcx =% g) arca = 3.2 h) arc = 0,235
Die Winkelfunktionen werden an Hand eines V, k
Kreises mit dem Radius r definiert, dessen Mittel-
punkt man als Ursprung eines rechtwinkligen V==K
u,v-Koordinatensystems wihlt. Der Schenkel k }
des Winkels < (u, k) mit dem MaB x moge diesen x !
Kreis im Punkte P(u; v) schneiden (Bild C 8). -r 0] v Iru
Dann ist die Sinusfunktion y = sin x die Menge
aller geordneten Paare [x; sin x],
wobei x beliebig reell und sin x = L jst. B
r Cc8

Geben Sie entsprechend die Definitionen fiir y = cos x, y = tan x und y = cot x an!

Den Winkelfunktionen kommt eine in der Wiederholung auf 8eite 91 noch nicht

erwihnte wesentliche Eigenschaft von Funktionen zu, die Periodizitit:

® Eine Funktion f (Definitionsbereich D) heiBt periodisch —p;
Es gibt eine reelle Zahl p > 0 derart, daB fiir alle x € D auch x - p € D und
flx £ p) = f(x) gilt.
Die Zahl p heiBt eine Periode von f. Da mit p auch k - p fiir jedes natiirliche
k > 0 eine Periode von f ist, hat eine periodische Funktion unendlich viele
Perioden. Falls unter ihnen eine kleinste existiert, so gibt man i. a. nur diese als
»die Periode von f* an.

Eigenschaften der Funktion y = sin x (Bild C9):

(1) Definitionsbereich: — 0o < x < oo

(2) Wertevorrat: —1 < y < 1. Die Funktion ist also beiderseitig beschrinkt.
(3) Die Funktion ist periodisch mit der kleinsten Periode 2.

k— k
(4) Monotonieintervalle von y = sin x sind <(4-—l)n 5 w> (monoton

2 2
h <(4k+ 1)7! gk 3)n> (monoton fallend) fiir alle k € G.

w

ol
5
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(5) y = sin x ist eine ungerade Funktion.
(6) ¥ = sin x hat die Nullstellen k - z mit k € G.
(7) y = sin x hat keine Pole.

a) Begriinden Sie die in der obigen Zusammenstellung aufgefiihrten Eigenschaften
der Sinusfunktion!
b) Stellen Sie entsprechend Eigenschaften fiir die anderen Winkelfunktionen zusam-
men, und skizzieren Sie die Bilder dieser Funktionen (Schablone)!
Wichtig, besonders fiir Physik, Elektrotechnik usw. sind Funktionen mit Glei-
chungen der Form y = a - sin (bx + ¢) mit a > 0, b > 0.
n
Fiir y = 1,5 sin <2x +T) ist die kleinste Periode p zu ermitteln. Es muB} gelten
1,5+ sin |2(x + p) + o | = 1,5 - si z;-l\
" sm.x-f-p .4_@ sin -,—4/

sin (2x +2p +%) = sin (2.\' - %) 8

Substitution z = 2x + %]ieferl Y c1o
sin (z + 2p) = sin z. 1

Da 27 die kleinste Periode der

Funktion y = sin x ist, gilt L L A

¥ TV

2p = 27.

Die kleinste Periode der Funk- -7

tiony = 1,5 (sin 2x 4 %) ist 7.

Allgemein ist fir y = a - sin (bx + ¢) mit a > 0, b > 0 die kleinste Periode -ZT-! A

Das Bild der Funktion y = 1,5 + sin | 2x + % entsteht aus der Kurve zu y = sin x
durch sukzessive Stauchung, Streckung und Verschiebung (Bild C 10).

Aufgaben ¢ 17 bis 19

7 Beziehungen zwischen den Winkelfunktionen

Aus den Definitionen der Winkelfunktionen ergeben sich durch einfache Umfor-
mungen Beziehungen zwischen Werten verschiedener Winkelfunktionen bei
gleichem Argument.

Erlédutern und begriinden Sie den Giiltigkeitsbereich der folgenden Beziehungen!
1 1
(1) tanx - cotx =1 (la) tanx = — " (1b) cotx = ——

(2) sinx + cos?x = 1 (2a) sinx =} I—cos?x (2b) cosx = J'1—sin%x

95



Von Bedeutung sind auBlerdem die Komplementwinkelbeziehungen zwischen
einer Winkelfunktion und ihrer Kofunktion, z. B. cos (% — x) = sin x. Diese Be-

ziehungen ermoglichen es, Sinus-und Kosinuswerte aus ein und derselben Tafel zu
entnehmen, entsprechend Tangens- und Kotangenswerte.

a) Erliutern Sie, welche Besichungen es ermiglichen, aus der Kenntnis der Winkel-

funktionswerte fiir 0 < x = g die Werte fiir alle reellen Argumente zu ermitteln
und sich so auf Tafeln fiir den Bereich von 0° bis 90° beschrinken zu kinnen!

7 9
b) Berechnen Sie sin 217°; cos %; tan 820,3°; cot 5—5:1!

Die sogenannten Additionstheoreme sind Beziehungen zwischen den Winkel-
funktionen der Summe und Differenz zweier Winkel und den Winkelfunktionen
dieser Winkel selbst. Fiir die Sinus- und Kosinusfunktion haben wir solche
Additionstheoreme mit Hilfe der Vektorrechnung hergeleitet:

(I) sin (x; + x,) = sin x; - cos xp -+ €08 x; * sin &y,

(II) cos (x; + x,) = cos x; * €08 Xy — sin xy* sin xy,

(III) sin (x, — x,) = sin x; * COS Xy — COS x; * Sin &y,

(IV) cos (x; — x,) = €08 x; * €OS X ~+ sin x, * sin x,.

a) Erliutern Sie, wie (I11) aus (I) und (1V) aus (1) folgen!
b) Leiten Sie aus den Additionstheoremen fiir die Sinus- und Kosinusfunktion ein
Additionstheorem fiir die Tangensfunktion her!

Setzt man in den Additionstheoremen (I) und (II) x; = x, (= x), so erhilt man
die Doppelwinkelformeln :

(V) sin2x =2 -sinx - cosx, (VI) cos 2x = cos®x — sin®r.
Aus (VI) erhilt man wegen sin?x + cos?x = 1 auch

(VIa) cos 2x = 2 - cos?x — 1, (VIb) cos 2x =1 —2 - sin®x.

Ersetzt man in (VIa) und (VIb) x durch % (und damit 2x durch x), so erhilt man
cos X =2-cos"%—1 bzw. cosx=1—2" sin’%.

Auflésen nach sin —; bzw. cos —;i liefern die Halbwinkelformeln

.ox 1 —cosx L 1 + cosx
(VII) sin - = + V—Z— (VIII) cos S VT .

Ermitteln Sie entsprechend Doppel- und Halbwinkelformeln fiir Tangens und
Kotangens!

Neben den hier angefiihrten Gleichungen finden wir im Tafelwerk (Formelsammlung) eine
Fiille weiterer Beziehungen, so z. B.
2bB s —E
2 -2
Diese Formel erhilt man, indem man zunichst bei (I) und (III) die Terme auf der linken
Seite und die auf der rechten addiert:
sin (%; + x,) + sin (x; — %) = 2 sinx; * cos x,.

sinx + sin § = 2 sin
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+ﬂ.md *x—§

Setzt man nun x, + x, = & und x, — x, = f3, so ergibt sich x, = B=—

und damit die in Frage stehende Formel.

Entnehmen Sie der Tafel die Formel fiir cos & — cos f, und leiten Sie diese Bezichung ent-
sprechend her !

Aufgaben c 20 bis 24

8 Wiederholung der Exponential- und der Logarithmus-
funktionen

Funktionen mit Gleichungen der Form y = a?, (a reell mit a > 0 und a == 1),

werden als Exponentialfunktionen bezeichnet. Da fiir a alle Potenzen mit reellen

Exponenten — einschlieBlich der irrationalen — existieren, ist der Definitions-
" bereich dieser nichtrationalen Funktionen die Menge P aller reellen Zahlen.

Welche Konsequenzen hiitte es, wenn auch a < 0
und a = 1 als Basis zugelassen wiren ?

a) Stellen Sie wesentliche Eigenschafien der
Exponentialfunktionen y = a* mit a > 1
zusammen!

b) Geben Sie wesentliche Eigenschaften der
Expanennalfunkzwneny =a*mitl<a<l
an! )

¢) Vergleichen Sie den Verlauf der Kurven von

B
y=22undy=(%) = 2-% sowie y = 3¢

1 z
und y = <?> = 3- (Skizze)!

Cl11

Unendliche Folgen sind, wie wir wissen, Funktionen mit der Menge IV der natiir-
lichen Zahlen als Definitionsbereich. Fiir geometrische Folgen (Anfangsglied
ay %+ 0, Quotient ¢ == 0, g == 1) gilt a; = a, - ¢* fiir alle k € N als explizite Bil-
dungsvorschrift. Erweitert man fiir ¢ > 0 den Definitionsbereich von N auf den
Bereich P der reellen Zahlen, so wird man auf eine Exponentialfunktion y = ayg*
(x € P) gefiihrt, denn auch bei Multiplikation mit einer reellen Konstanten ¢ 5= 0
spricht man noch von einer Exponentialfunktion. Umgekehrt gilt nicht nur, da8
die Einschrinkung des Definitionsbereichs einer Exponentialfunktion auf IV eine
geometrische Folge liefert, sondern ein allgemeinerer Satz.

SATZ: Durchliuftiny = ¢ - a” (¢ 4:0,a>0umla = 1) das Argument x eine arithme-
tische Folge, so durchliuft der Funk t y eine g ische Folge.
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Beweis: Die arithmetische Folge der Argumentwerte sei
53 %o+ i %+ 25 i %o+ (h—1)d5 o (@£ 0).

Die zugehérigen Funktionswerte sind dann

€ a%o; c-atotd; ¢ atot2ly ;¢ grot(k-1d;

= c-a%; ¢ a%-al; ¢ a% - a; ..; c- at - alb-Di;

—=c-a%; crat-aly c-ato- (ah)? s ¢t - (ad)b-1;

+ Es handelt sich also um eine geometrische Folge mit dem Anfangsglied ¢ * a% und
dem Quotienten a?, und wegen d 5= 0 und a == 1 ist a4 == 1.

Da die Exponentialfunktionen im gesamten Definitionsbereich monoton sind, sind
sie umkehrbar. Die Umkehrfunktion zu y = a* wird als Logarithmusfunktion
(zur Basis a) bezeich und als Gleichung schreibt man y = loga x, im Falle
« = 10 (Briggssche' oder dekadische Logarithmen) speziell y = Ig x.

a) Stellen Sie liche Eigenschaften der Logarithmusfunkti und
skizzieren Sie die Bilder zu y = logy,x und y = loggx!

b) Vergleichen Sie die Funktionen y = log, x% y = 2 - log, x uudy 2 lagu |=|!

¢) Ermitteln Sie Gleichungen fiir die Umkehrfunkti der Exp
y=15-22und y =1,5-2-%!

Aufgaben ¢ 25 bis 29

9 Die Zahl e

Eine ausgezeichnete Rolle unter allen Exponentialfunktionen kommt derjenigen
zu, deren Basis eine Zahl ist, die zu Ehren Eulers? mit e bezeichnet wird. Griinde
fiir die besondere Bedeutung von y = e# werden uns allerdings erst nach der Be-
handlung der Exponentialfunktionen mit Methoden der Differentialrechnung
deutlich werden. Diese Zahl e wird durch einen Grenzwert definiert.

DEFINITION der Eulerschen Zahl e:

e:Dr"w(lﬂL )' mit neN,n>0

Dabei ist aber zunichst ungeklirt, ob dieser Grenzwert iiberhaupt existiert. Um
die Definition zu rechtfertigen, muf die Existenz dieses Grenzwertes nachgewiesen
werden.

1\»
Einige Glieder der Folge (a,) = [(1 + :) ] (mit n > 0) sind

a =(1+1)12 : =2
1 3 9

a, =(1+?) =(?) =7 =2,25
1\* [4)* 64

o =(1+§) =(§> =57 =2370...

! Nach Henry Briggs (1561 bis 1631), engl. Mathematiker.
* Leonhard Euler (1707 bis 1783), Schweizer Mathematiker.
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1\* [s5\* 625 ’
a, =(1+I) =<E) =5 = 2M1 ..

1 10
oy =1+55) =11 =2,503 ...

1 100
= el = 100
Gy = (1 + 100) 1,01 2,704 ...

Daraus ist zu vermuten, daB (a,) monoton wichst. LieBe sich diese Vermutung
bestitigen und kénnten wir obendrein zeigen, daB (a,) nach oben beschrinkt ist,
wiire die Existenz des fraglichen Grenzwertes gesichert.

1 n
Geben Sie an, aus welchen Sitzen dann folgt, daf lim (1 + ;) existiert!
n—+oo

Zum Nachweis benutzt man die Bernoullische Ungleichung!:
Fiir alle natiirlichen Zahlen n mit n > 1 und alle reellen Zahlen h mit
h>—1 (h=0) gilt:

Q4+mr>1+n-h.

1) Beweis, daB (a,) = [(1 - %) ] monoton wichst:

Wir setzen in der Bernoullischen Ungleichung h = —iz und erhalten
n
i1 i n 1
(1—7) pl=a=l~z

o3

I N s e

Also ist a, > an; fiir alle n > 1. w. z. b. w.
2) DaB (as) nach oben beschrinkt ist, zeigen wir, indem wir zu (a,) eine zweite
Folge (a,) angeben, die monoton fillt und fiir die aulerdem gilt a, > a, fiir jedes
=T

Damit ist dann jedes Glied von (a,) eine obere Schranke fiir (a,):

ool

Entsprechend wie bei (ay) erhalten wir
8, =4; @, = 3,375; @, = 3,160 ...; 3, = 3,051...; ...

8 =2853... 5 .. ;8p=2731..;..

Beweis, daB (a,) monoton fillt:
: 2 . 1
Wir setzen in der Bernoullischen Ungleichung h = —:
n
1. \* n 1
1+— | >14+—=1+4+—.
( i n? + n? + n
1 Nach Jacob Bernoulli (1654 bis 1705), Schweizer Mathematiker; der Beweis erfolgt durch vollstindige Induktion
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n n
Wegen (1 + "—1’> < (1 + = 1_ 1) folgt daraus

n
nt \" 1
n?—1 ) =l e
n n
Multiplikation mit (" o (1 n %) lisfert daraus
n

-2
ey o

Das ist aber gerade @,-1 > @y, d. h., (@,) fillt monoton.

Aus 1 + = > 1 fiir alle natiirlichen n > 0 folgt
n
l n 1 n+l
N S
n n

1\" '
Wir wissen damit, daB lim (1 + —) existiert, und haben das Recht, diese reelle
n—oco n
Zahl zu bezeichnen, was in der Definition C 8 mit e geschehen ist.
Unsere Uberlegungen haben sogar noch mehr geliefert: (@) ist eine monoton
fallende, nach unten beschrinkte [durch simtliche Glieder von (a,)] und daher
ebenfalls konvergente Folge. (a;) und (@,) haben sogar den gleichen Grenzwert:
1
Wegen lim (1 +—) =1 gilt
n

n—oo
1\t
n lim (1 e ;) 1)\n#
liman=lim(l+—> =m—='m(l+—) = lima,.
oo oo n son (1 & l) oo n n—co
n—~oo n

Die Folgen (a,) und (as) haben also als Differenz eine Nullfolge. Mit den davor erfolgten
Uberlegungen zusammen heiit das: Die Intervalle {an; @y bilden eine Intervallschachte-
lung, die die Zahl e erfafBit.

n+l l n
SATZ: Es gilt lim (1 gek ) — lim (1 s :) — ¢, und fiir alle natislichen n > 0 gits
n—+oo

n n—oo

1\» 1 n+l
<<

Geben Sie auf Grund der oben berechneten Glieder von (ay) und (a,) Abschitzungen
fiir e an!

Da sowohl (an) als auch (@,) sehr langsam konvergieren, benutzt man zur Berech-
nung von Niherungswerten fiir e mit groBerer Genauigkeit in der Praxis andere
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Verfahren. e ist eine Irrationalzahl; auf einen Beweis miissen wir verzichten.

re — 2,718 281 828 459 ... l

Ohne Beweis sei hier mitgeteilt, daB auch fiir beliebige reelle x = 0

1 z
lim (1 4 %)7 = lim (1 +l) —e gt
z—0 z—00 x

~

z
Geben Sie Eigenschaften der Funkti y=e*undy= (—) = e~% an, und zeich-
e

nen Sie die Bilder dieser Funktionen im Bereich — 3 < x < 3! Entnehmen Sie die
dazu benétigten Funktionswerte dem Tafelwerk!

Aufgabe ¢ 30

10 Natiirliche Logarithmen und der Zusammenhang
zwischen Logarithmensystemen verschiedener Basen

In Lerneinheit C 9 wurde betont, daB der Zahl e und unter allen Exponential-
funktionen der Funktion y = e* eine besondere Bedeutung zukommt. Entspre-
chend sind unter allen Logarithmensystemen die Logarithmen zur Basis e und
unter den Umkehrfunktionen aller Exponentialfunktionen die Umkehrfunktion
zu y = e* ausgezeichnet. Die Logarithmen zur Basis e werden als natiirliche
Logarithmen bezeichnet, und an Stelle von log, x schreibt man In x. Die Gleichung
der Umkehrfunktion zu y = e lautet demgemiB y = In x.

a) Geben Sie Eigenschaften der Funktion y = In x an, und zeichnen Sie ihr Bild im
Bereich 0,05 < x < 20, indem Sie die Kurve von y = ez (Ubung C 27) be-
nutzen! .

b) Entnehmen Sie diesem Bild Niherungswerte fiir In 2, In 5, In 12, In 13,5, und
vergleichen Sie mit den Werten, die Sie in der Tafel fiir In x finden!

Erldutern Sie, warum gerade die dekadischen Logarithmen fiir das logarithmische
Rechnen vorteilhaft und die natiirlichen Logarithmen dafiir unzweckmapig sind!

Die besondere Bedeutung der natiirlichen Logarithmen hat u. a. folgenden
Grund: Fiir jede reelle Zahl x > 0 ist In x verhiltnismiBig leicht zu berech
(wenn auch nicht mit schulisch Mitteln), eb wie umgekehrt bei vorgegeb
nem natiirlichen Logarithmus In x der Numerus x = ¢z, Nun kann man aber
allgemein die Logarithmen jedes beliebigen Systems (Basis a) durch einfache
Multiplikation mit einer passenden Konstanten in die Logarithmen jedes anderen
Systems (Basis b) umrechnen; man spricht auch von der Proportionalitiit der
Logarithmensysteme. Deshalb bietet das System der natiirlichen Logarithmen die
geeignete Grundlage fiir die Berechnung von Logarithmen mit beliebiger Basis.
Ermittlung eines Zusammenhanges zwischen log, x und logy x: Es ist

. Gl%.% =x,
Logarithmieren dieser Gleichung zur Basis b liefert:

(1) logax-logya =logyx.
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Speziell fiir x = b ergibt das
(2) logab-logra=1.
Wegen (2) 148t sich (1) auch schreiben als

(3) loggx- =logyx.

1
loga b

SATZ (Z k h ith hied Basen): Fiir alle reellen
x>Oundnllereellena,bmna>0.b>0nnda*I,b + 1gilt:

1
log, @ = ——3 log, x = log, a- log, x =
log, 1

5 « log, x

log, b

Speziell fiir @ = e und b = 10 erhalten wir

lgx=Ilge'Inx=

1 1
! bzw. =h10-lgx=—-
me ZW. Inx=In g x 5 Ig x

Bei Umrechnungen benutzen wir die folgenden Niherungswerte

Ige =Lw 0,434 29
In10

1
In10 = ﬁ ~ 2,302 59

a) Es soll Ig 516 berechnet werden, wenn In 516 — 6,2461 bekannt ist.
Nach Satz C 10 ist

1
=i—-" = 0,434 29 - 6,2 .
Ig 516 into In 516 = 0,434 29 - 6,2461

Wir erhalten 1g 516 = 2,7126.

b) Unter Benutzung der Tafel der dekadischen Logarithmen ist In 0,283 zu er-
mitteln.
Nach Satz C 10 ist

In 0,283 = % +1g 0,283 = 2,302 59 - 1g 0,283 .
g

Der Logarithmentafel entnehmen wir 1g 0,283 = 0,4518 — 1. Danach ist
In 0,283 = 2,30259 - (0,4518 — 1) = — 2,30259 - 0,5482 .

Da die dekadischen Logarithmen zur Verfiigung stehen, berechnen wir dieses
Produkt logarithmisch:

x = 2,303 - 0,5482 n Ign
Ig x = 1g 2,303 + 1g 0,5482 _—
g; = 15263 . 2,303 0,3623
g 0,5482 | 0,7390 —1
’ x 0,1013
In 0,283 = — 1,263
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@ a) Uberpriifen Sie das Ergebnis von Beispiel C 9 b mit Hilfe der Tafel der natiir-
lichen Logarithmen!
b) Erliutern Sie, warum es bei natiirlichen Logarithmen sinnlos ist, von ,,Kenn-
zahlen** zu sprechen und etwa In 0,283 auf 0,737 — 2 umzurechnen!

Aufgaben c 31 bis 36

11 Anwendungen von Exponentialfunktionen

Es sei y =c-a*(c=+0; a> 0 und a=1) und x; %;, ..., Xk, ... eine arithme-
tische Folge mit der Differenz h = x+1 — x; > 0 fiir alle k € N. Nach Satz C 7
ist dann die zugehérige Folge der Funktionswerte y; = ¢ * a% eine geometrische
Folge mit dem Quotienten a*. DemgemiB gilt fiir die Differenz der Funktions-
werte Yg41 — Yk = € * % - ah — ¢ * a% = ¢ * a%(a" — 1); dabei ist

a»—1>0 fir a>1 und

a*—1 <0 fira<l1.

Bei beliebigen, aber konstanten Argumentschritten ist also die Zunahme (a > 1
und ¢ > 0 oder @ < 1 und ¢ < 0) bzw. Abnahme (¢ < 1 und ¢ > 0 oder a > 1
und ¢ < 0) vom Funktionswert y) auf den Funktionswert yj.1 proportional dem
Funktionswert y; selbst. Deshalb treten Exponentialfunktionen iiberall dort auf,
wo sich die GroBe der Verinderung in dieser Weise nach dem schon (oder noch)

z
Vorhandenen richtet. Beachtet man, daBl a-% = (—) ist, so kann man sich auf
a

den Fall @ > 1 beschrinken, wenn man y = c¢-a? und y = ¢ a-* betrachtet.
Setzt man auBerdem a = e¥(k > 0 reell), so erhilt man als iibliche Form fiir die
Gleichungen der Exponentialfunktionen in Anwendungen

y=c-ez und y=c-e* mit c=0; k> 0.
Hiufig tritt die Zeit als unabhingige Veriinderliche auf. In diesem Fall wird an
Stelle der Variablen x haufig die Variable ¢ geschrieben.
Ein besonders sinnfilliges Beispiel fiir das Auftreten von Exponentialfunktionen
ist das organische Wachstum. So ist z. B. der Zuwachs an Bakterien in der Zeit-
einheit bei einer Bakterienkultur — unter Vernachldssigung etwaiger hem d
Einfliisse wie Mangel an Nihrsubstanz oder Auftreten antibakterieller Substan-
zen — direkt proportional der Anzahl der zu dem betreffenden Zeitpunkt bereits
vorhandenen Bakterien. Sind ndmlich etwa zum Zeitpunkt t, doppelt soviel Bak-
terien vorhanden wie zum Zeitpunkt ¢, so ist in jedem Zeitintervall nach ¢, auch
eine doppelt so starke Zunahme durch Vermehrung (Teilung) zu erwarten wie in
einer ebensolangen Zeitspanne nach t,. Die Anzahl N = N(t) der Bakterien ge-
horcht deshalb niherungsweise der Gleichung

N = N,- ekt(Ny > 0; k> 0).

@ a) Erldutern Sie, welche Bedeutung N, hat!

b) Welchen Einschrinkungen gegeniiber den bisher betrach Exp talfunkti
nen ist der Wertevorrat unterworfen ?
¢) Welcher Zi hang besteht zwischen Vermehrungsgeschwindigkeit und k,
1

und welche Bed. g hat die Zei =?

d k
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Auch Wachstumsprozesse wie beispielsweise die Zunahme des Holzbestandes

eines Waldes werden — innerhalb gewisser Grenzen — durch Exponentialfunk-

tionen beschrieben, ebenso wie — wiederum unter gewissen vereinfachenden An-
h — die Zunahme der hlichen Bevélkerung.

Auf Karl Marx geht das Exponentialgesetz des Wachstums der gesellschaftlichen

Produktion materieller Giiter zuriick.! In erster Niherung gilt

(1) K=100ex

Dabei ist K der sogenannte Produktionsindex? in Prozent, t die Zeit in Jahren
und ¢ eine Konstante; bei dem von Marx angeget Zahlenbeispiel ist
@ = 0,0953a"1. W. I. Lenin entwickelte das Modell von Marx weiter. Er beriick-
sichtigte Faktoren wie den technischen Fortschritt und gelangte 1893 zu einer
Gleichung, die die realen Verhaltnisse noch besser wiedergibt:

@) K=100[1+v(e#—1)] (v>0).

Erliutern Sie, fiir welchen Spesialfall Gleichung (2) in Gleichung (1) iibergeht!

Eine Exponentialfunktion liegt auch beim radioaktiven Zerfall vor. Ist N = f()
die Anzahl der Atomkerne einer radioaktiven Substanz zur Zeit t, so gilt

N = Nye*,
Dabei ist N, die anfangs vorhandene Anzahl und 2 die fiir die betreffende Sub-
stanz charakteristische Zerfallskonstante. Charakteristisch fiir die Substanz (und
der Zerfallskonstante eineindeutig zugeordnet) ist die sogenannte Halbwertzeit

Ty. Das ist diejenige Zeit, innerhalb derer die Halfte aller Atomkerne der Sub-
stanz zerfallen ist.

Fiir Radium ist 4 = 1,382 - 10~11s1, Daraus ist die Halbwertzeit in Jahren zu
berechnen.

Firt =Ty istN:%,s]so

% — L 107 sy .
Logarithmieren dieser Gleichung liefert
zur Basis 10: zur Basis e:
—1,382-10711s71- Ty lge=—Ig2 | —1,382-10" s 1- Ty =—In 2
) 0,6
Ty = 2,6951 1011 oL I 104 a = 1,591 - 103a.

1,382 T 1,382-3154
Ergebnis: Die Halbwertzeit des Radiums betrigt 1,59 - 103 Jahre.

Geben Sie allgemein den Z hang zwischen Zerfallsk A und Halb-
wertzeit Ty einer radioakti Sub an, und vergleichen Sie Ty mit der soge-
1441, T.ab, it lm 1 !
en =it
1 Die iber die Erkenntnisse von Marx und Lenin gehen auf den Beitrag von B. L. Pljuchin
und R. N. Nasarowa ,,Die gelenkte Kettenreaktion der erwei ion in ei und zwei

Modellen®* im Sammelwerk , Mentschinow, Dadajan u. a. ,,Mathematische Methoden in der Wirtschaft", erschienen
im Verlag Die Wirtschaft, Berlin 1966, Seite 314, zuriick.

* Verhiltnis des Produktionsvolumens pro Jahr nach ¢ Jahren zum i im Basis-
jabr (¢ = 0).
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radioaktiven Zerfall durch eine fallende " S P

Wihrend die Anzahl der Atomkerne beim £ Qe /°1
Exponentialfunktion beschrieben wird, ge- [e J / °i

langt man bei Untersuchung der Ketten- \..‘ °o o
reaktion zu einer monoton wachsenden ¥ %20 400 0°0 4

. “~ rd
Funktion. ~ Y "
Das Bild C 12! zeigt das Schema einer un- L2 AR TR R C12

gesteuerten Kettenreaktion in reinem

spaltbarem Material. Jedes wirksame freie Neutron erzeugt dabei in der ,,ersten
Generation* » neue, diese wiederum in der ,,zweiten Generation* jeweils » neue
usw.

Bezeichnet man mit I die mittlere Zeit zwischen zwei aufeinanderfolgenden
Neutronengenerationen, so erhilt man fiir die Zahl IV der zur Zeit t vorhandenen
Neutronen

t

N=nN, "7,

Dabei ist N, die Anzahl der anfinglich (t = 0) vorhandenen wirksamen freien
Neutronen. In Bild C 12 ist der Vi h
man von einer Kettenreaktion fiir » = 1.

gofaktor » — 3. Allgemein spricht

Aufgaben ¢ 37 bis 42

Wourzelgleichungen; goniometrische Gleichungen

12 Wurzelgleichungen, die mit einmaligem Quadrieren
zu I8sen sind

Sind die im Beispiel C 3b (Lerneinheit C 2) genannten Funktionen

fmit f(x) = J7 — x und g mit g(x) = Yz — 3

auf Nullstellen zu untersuchen, so sind die reellen L gen der Gleich

(1) /7—x=0 und @ Vx—3=0

zu ermitteln. Solche Gleichungen bezeicl man als Wurzelgleichungen. Weitere
Beispiele sind

3) 12x—3=3, 4 Vsx+7—712x+10=0,

G) x+7x=6, (6) J*+6x+20—x =2.

In einer Wurzelgleichung kommt an mindestens einer Stelle die Variable im
Radikanden einer Wurzel vor.
Handelt es sich in der Wurzelgleichung

(‘) T, =T,

lediglich um Quadratwurzeln, so versucht man die Wurzeln zu beseitigen, indem
man jeden der beiden Terme T; und T, quadriert und so zu der neuen Gleichung

** T2= T,?
1 Nach LINDNER, H.: Grundrif der Atom- und Kernphysik. Fachbuchverlag, Leipzig 1960, Bild 181 (Seite 153).
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gelangt. Jedes :q,,. das Losung der Ausgangsgleichung (*) ist, muB auch Lasung
von (**) sein, denn T; — T, = 0 fiir 27, hat zur Folge, daB fiir x;, auch

T2— T2 = (11— T)(T1+ T) =0-(T: + T;) =0,
also

T2 =T,
gilt. Beim Quadrieren kénnen also keine El e der Losungsmenge verloren-
gehen. ‘Wir kénnen auch sagen: DaB x;, eine Lgsung von T)? = T,? ist, ist not-
wendig dafiir, daB x, eine Lésung von T; = T, ist. Ob es sich hier auch um eine
hinreichende Bedingung handelt, wird nach einigen Beispielen deutlich werden.

Zu l6sen ist die Gleichung Jx — 5 = 0

Ordnen: }/; =5
Quadrieren: x = 25

Wenn die Gleichung iiberhaupt eine reelle Lésung hat, so kann dies nur die
Zahl 25 sein. DaB 25 tatsichlich Lésung der Gleichung ist, zeigt die Probe:

Linke Seite: Y25 —5 = 5°—5 = 0; Rechte Seite: 0
Vergleich: 0 = 0, also ist die Losung: x = 25,

Berechnen Sie die Lo:

der folgenden Gleich !
5

-} -}

a) fr—1=2 b)ﬁ—z:—% ) Vr+42=3 d) Ja—2=—4

Alle Gleichungen der Ubung C 34 haben die Form Yz + b = a mit reellen a, b,
doch haben nur die ersten beiden eine reelle Lésung.

Es ist zu untersuchen, unter welchen Bedingungen fiir a und b Gleichungen der
Form V;+ b = a lésbar sind.

Vx+b=a

Ordnen: Yx=a—b

Quadrieren: x = (a — b)?

Probe: Einsetzen von (a — b)2 fiir x liefert fiir den Term auf der linken Seite der
Gleichung

Ve—b2+b=|a—b|+b.

Nun sind zwei Fille zu unterscheiden:

1. a—b =0, also @ = b. Dann ist ]a—b| +b=a—b+b=a. Wir verglei-
chen mit dem Term auf der rechten Seite und stellen Ubereinstimmung fest.
Also ist (a — b)? Losungsterm.

2. a—b <0, also a < b. Dann ist |a—b|+b=b—a+b=2b—a. Der
Vergleich mit dem Term auf der rechten Seite der gegebenen Gleichung fiihrt
dieses Mal nicht zur Ubereinstimmung: 2b — a =+ a. Also ist in diesem Fall
(a — b)? kein Lésungsterm.

Gleichungen der Form ]/;-}— b = a mit reellen a, b haben also genau dann eine

(und nur eine) reelle Losung, wenn a = b ist. Diese Losung ist dann (a—b)2

Die Bedingung a = b 1Bt sich auch aus einer graphischen Darstellung ablesen
(Bild C 13).
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®

-a 0| X, X
c13 C14

a) Man berechne die Lisungen der Gleichungen

V2x—3=3 und 2=1)—3x+0,5.
b) Untersuchen Sie allgemein die Lésbarkeit von
1/; + b = a mit reellen a, b, ¢, (¢ 5 0)!

Auch Gleichungen der Form }x + a = b mit reellen a, b lassen sich mit ein-
maligem Quadrieren behandeln. Dabei kommen auf Grund der Definition der
Wurzel nur solche x als Lésungen in Frage, fiir die gilt x = —a, und b = 0 ist
eine notwendige Bedingung fiir die Losbarkeit (Bild C 14).

Beim Lisen von Wurzelgleichungen ist iibrigens zu beachten, daB das Quadrieren
nur zum Ziel, dem Beseitigen der Wurzel, fiihrt, wenn die Wurzel allein auf einer
Seite der Gleichung steht. Zunichst ist also die Wurzel zu ,,isolieren.

" Zu lssen ist die Gleichung

Jx—5—6=0
Isolieren der Wurzel: Jx —5 =6
Quadrieren: x—5=36
Ordnen: x =41

Probe: Rechte Seite: 0; Linke Seite: }41 —5 —6 = }/g— 6=0
Vergleich: 0 = 0, also ist die
Lisung: x = 41.

a) Berechnen Sie die Losung der Gleichung /3x — 2 = 8!

b) Untersuchen Sie, unter welchen Bedingungen fiir die reellen Parameter a, b, c,
(¢ == 0), die Gleichung Jex + a = b eine Lisung hat, und geben Sie den Losungs-

term an!

13 5

a) V5x +7—V2x + 10 =0
Isolieren der Wurzel(n): V5x + 7 = ]/2x + 10

Quadrieren: 5x +7=2x+10
Ordnen: o 3x=3
Division durch 3: z=1
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Probe: Linke Seite:
V5:147T—12-1+10=
=y12—y12 =0;
Rechte Seite: 0
Vergleich: 0 = 0, alsoist

die Losungsmenge: (1}.

Die Losung ist auch die Abszisse

des Schnittpunktes der Kurven zu

den Funktionen y = }5x + 7

und y = J2x + 10 im gleichen

Koordinatensystem (Bild C 15).

b) 2x—1+7x+7=0

Isolieren der Wurzel (n): Y2x —1 = — Jx + 7

Quadrieren: 2x—1=x+41

Ordnen: x=28

Probe: Linke Seite: 2 -8 —1+ /8 + 7= 15 + }15 = 0
Rechte Seite: 0
Vergleich: ]/Tg + Vﬁ:’: 0.

Die Losungsmenge ist leer; die Gleichung hat keine reellen Lésungen.

DaB die Gleichung im Beispiel C 14b keine Losung hat, hitte man auch ohne den
Versuch des Losens sehen kénnen. Da Wurzeln nichtnegative reelle Zahlen sind,
kénnte sich als Summe zweier Wurzeln hichstens dann Null ergeben, wenn jede
fiir sich und damit ihr Radikand Null wird. x + 7 = 0 und 2x — 1 = 0 sind aber
nicht fiir das gleiche x moglich.

Ver haulichen Sie den Sachverhalt im Bei. spiel C 14b auch, indem Sie die Bilder
der Funktionen y = V2x — 1 und y = — Jx + 7 skizzieren!

Die Gleichung im Beispiel C 14b, deren Lsungsmenge leer ist, obwohl die durch
Quadrieren erhaltene Gleichung eine Losung hat, zeigt:

Die beim Quadri hende Gleichung ist nicht immer der Ausgangsgleichung dqui-
valent.
Da sowohl T; = T, als auch T; = — T, zu T}2 = T,2 fiihren, geht gewisser-

mafen ein ,,Vorzeichenunterschied verloren*. Daf3 x7, eine Losung der durch
Quadrieren entstandenen Gleichung ist, ist deshalb nur eine notwendige, aber
keine hinreichende Bedingung dafiir, daB xz, auch Losung der Ausgangsgleichung
ist. Aus diesem Grunde hat bei Wurzelgleichungen, die mittels Quadrieren gelost
werden, die Probe nicht nur den Zweck, das Vorhandensein von Rechenfehlern
aufzudecken, sondern ist eine mathematische Notwendigkeit.

Untersuchen Sie die folgenden Gleichungen!
a) V3x+1—)7x—2=0 b) V5x+7--12x+1 e) Vx+5—Vx+3=0

x- 2 N (3 kL.
Zu losen ist die GleichuAg x4+ Jx—6=0.
Isolieren der Wurzel: xr— 6=—1x
Quadrieren: x2—12x + 36 = x
Normalform: x2—13x+36 =0
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A den der Lo: formel: =

87

13 169 — 144 13 25 13 5
x1‘2=~2_j:1/—4—=—2—i|/7=—2—i?

n=9x=>4

Probe fiir x; = 9: Probe fiir x, = 4:
Linke Seite: 9 + 19 —6 =6 Linke Seite: 4 + 4 —6 =0
Rechte Seite: 0 Rechte Seite: 0
Vergleich: 6 == 0 Vergleich: 0 = 0
Lisung: x = 4.
a) Zeigen Sie, dafl die Substitution z = Vx tiber das Lisen der entstehenden quadra-
tischen Gleichung in z zur gleichen Losung fiihrt!
b) Erldutern Sie dte beiden furx + ]x—6 =0undx — ]/x— =0im Blld C16
dargestellten graphischen Lisungsverfahren!
Y
3 -
2t T

So, wie Gleichungen, in denen die Variable in Quadratwurzeln auftritt, durch Quadrieren
zu losen sind, so versucht man, Gleichungen mit n-ten Wurzeln (n > 2, natiirlich) durch
Potenzieren mit n zu lésen.

Zu losen ist die Gleichung i"z’ +6x + 20 —x = 2.

Isolieren der Wurzel: .]/x3 +6x+20=x+2

Potenzieren mit 3: x8 + 6x 4 20 = x® + 6x% + 12x + 8
Ordnen: 6x% 4 6x — 12 =0
Normalform: X+ x—2=0
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Anwenden der Lésungsformel oder ,,Raten** nach Wurzelsatz von Vieta!:
n=1x=—2

Probe fiir x, = 1: Probe fiir x, = — 2:

Linke Seite: 19+ 6120 — 1 Linke Seite: J(—2)° + 6~ (—2) & 20 - 2
=T —1=2 =fo+2=2

Rechte Seite: 2 Rechte Seite: 2

Vergleich: 2 = 2 Vergleich: 2 = 2

Lésungsmenge: (1; —2).

Aufgaben c 43 bis 48

14 Wurzelgleichungen, die mehrmaliges Quadrieren
erfordern

Bei Gleichungen, in denen die Variable im Radikanden mehrerer Wurzeln auf-
tritt, reicht zuweilen einmaliges Quadrieren nicht aus.

V1x—12 4 J13—3x —5 =0

Isolieren einer Wurzel: Vix—12 =5 — }13 — 3«

Quadrieren: Tx—12 =25—10 J13—3x + 13 — 3x
Ordnen: 10x —50 = — 10 13— 3x

Division durch 10: x— 5=—713—3x

Quadrieren: x2—10x 4+ 25 = 13 — 3x

Normalform: 22— Tx+12=0.

Anwenden der Lisungsformel oder ,,Raten* nach dem Wurzelsatz von Vieta:
x5 =4;%=3

Probe fiir x; = 4:
Linke Seite: }7-4 —12 + 113 —3-4—5 =16 + J/1—5 =10
Rechte Seite: 0
Vergleich: 0 = 0 .

Probe fiir x, = 3: _
Linke Seite: 173 —12 + 113 —3-3—5=19+1/4—5=0
Vergleich: 0 =0

Lisungen: x;, = 4; x, = 3.

Ermitteln Sie die Lisung ge der Gleich
V9% + 7 + V4x + 1 = V25x + 14!

Uberlegen Sie vorher, ob hier wegen des Aufiretens von drei Wurzeln dreimaliges
Quadrieren erforderlich ist!

Mehrmaliges Quadrieren kann auch dadurch notwendig werden, daB im Radi-
kanden einer Wurzel weitere Wurzeln auftreten.

1 Francois Viéte (1540 bis 1603), franzosischer Mathematiker
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Jx+14+ 73 +4=3

Quadrieren: x+1+7V3x+4= 9
Isolieren der Wurzel: V3x +4= 8—x
Quadrieren: 3x + 4 = 64 — 16x + 22
Normalform: x2—19x +60= 0
=15 x= 4
Probe fiir x; = 15: Probe fiir x, = 4:
Linke Seite: /15 +1 4 }/3-15+4 Linke Seite: |/4 + 13-4 + 4
=16 + 139 = 123 =)5+1i6=19=3

Rechte Seite: 3 Rechte Seite: 3
Vergleich: 123 =3 Vergleich: 3 = 3

Losung: x = 4

Lisen Sie die Gleichung Vx +1—73x+4=23!
Aufgaben c 49 bis 51

15 Wurzelgleichungen mit Parametern

Bei den Untersuchungen auf Lésbarkeit in der Lerneinheit C 12 handelte es
sich im Grunde um Wurzelgleichungen mit Parametern. Beim Auftreten von
Parametern ist fiir diese stets der Bereich zu ermitteln, fiir den es Losungen gibt,
wie das im Beispiel C 12 durch die Probe geschehen ist.

(*) Vata=a+ix

Quadrieren: % +a=a?+2a ]‘; +x
Isolieren der Wurzel: a—a®=2a}x
Quadrieren: (**) a®(1 —a)? = 4a%x

Fiir @ = 0 ist jedes reelle x Lésung von (**), aber nur jedes nichtnegative x Losung
von (*), da V= nur fir x = 0 erklért ist.
i—ae

T

—a)? § 2
Probe: Linke Seite:v(lTa)—{— a= |/(1-:a) =%|1 +a|

—a)?
Rechte Seite: a + g%:a +%\l—a\=%(2a+|l—a|)

[1+a|=2a+|1—agilt aber genau fir —1 <a <1
Daher erhalten wir:
Fiir @ = 0 isf jedes x = 0 Lgsung von (*).

1—a)?
Fiir |a [ < 1 ist der Losungsterm %

Fiir a 5= 0 folgt aus (**) x =

. Fiir |a| > 1 existiert keine Losung.

@_ Weisen Sie nach, da — wie im Beispiel C 19 behauptet —

|1+a|=2a+|1—algenau fir|a|<1gil!
Aufgabe ¢ 52
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16 Goniometrische Gleichungen mit nur einer Winkel-
funktion

Glexchungen. bei denen die Variable auch im Argument von Winkelfunktionen
auftritt, werden als i ische Gleick 1 ich ‘Wenn bisher zu be-
kannten Winkelfunktionswerten zugehbnge Winkel bestimmt wurden, so han-

delte es sich dabei im Grunde um das Lésen goniometrischer Gleichungen.

Geben Sie Winkel x (im Bogenmaf) an, fiir die gilt
a) sinx = 0,5, b) cosx =%}/2_, ¢) tanx = ]/3_, d) cot x =%]§!

Bei den bisherigen Bestimmungen von Winkeln zu vorgegebenen Winkelfunk-
tionswerten kamen i. a. (z. B. bei Drelecksberechnungen) nur ein oder zwei Winkel
als Losungen in Betracht. Vollsténdiges Losen einer goni rischen Gleich
bedeutet aber die Ermittlung aller Werte fiir die Vanable, die die Gleichung erfiil-
len. Wegen der Periodizitit der Winkelfunktionen haben némlich viele gonio-
metrische Gleichungen mit einer Lésung unendlich viele, d. h., wenn ihre Losungs-
menge nicht die leere Menge ist, so enthilt sie unendlich wele Elemente.

—

sing=— ¥3

Im Bereich 0 < x < 27 hat diese Gleichung die Lésungen ? “und 7 — % = 23—1
Wegen der kleinsten Periode 27: ist dann die Losungsmenge die Menge derjenigen
x, fiir die gilt

2.
=§+2kn oder x=Tn+2kn mit keG.

Da die Losungen goniometrischer Gleichungen der Formen sin x = a, cos x = a;
tan x = a; cot x = a (a € P) sofort mit Hilfe der Tafeln fiir die Winkelfunktions-
werte bestimmt werden kénnen, versucht man, kompliziertere goniometrische
Gleichungen auf diese Grundtypen zuriickzufiihren.

1. =
sin (x + %) =3 13 ; Substitution z = x } %

sin z =—;—- V3 liefert nach Beispiel C 20 als Losungen
s=F 42k oder zzzTﬂ+2kn (k)
Zur Ermittlung der Losungen fiir die Ausgangsgleichung ist die Substitution

riickgingig zu machen:

. n n 7 27
L X L T
x+6 3+2kn oder x+6 3 -+ 2kn

x=%+2k7: oder x=%+2kn (keG)

1 Nach gonia (griechisch), Winkel und métrein (griechisch), messen.
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Probe: LinkeSeite:sin( + 2kn + )—sm( +2lm)= sin %:

Rechte Seite: 3 }/5, Vergleich: 7 ﬁ: e V3

Linke Seite: sin(% + 2kn +36£) = sin(zTn +21m) = sin%

" 2n .1
=sm( ——3—):3111?:5]/3
. Lo 1 ‘
Rechte Seite: 3 V3, Vergleich: 7 V3 =5 3.

Da in den Tafeln der kaelfunktmnswerte dle Argnmente im GradmaB3 ange-
geben sind, werden die Lésungen goni ischer Glei falls meist im
GradmaB angegeben. Entsprechend enthalten die Glelchu.ngen selbst hiufig
Winkel im GradmaB Die Gleichung im Beispiel C 21 wiirde dann lauten

sin (x + 30°) = — l@ ihre Losung x = 30° + k- 360° oder x = 90° 4 k- 360°
mit k € G.

Ermitteln Sie die Losungen der folgenden Gleichungen!

a) sin (x 4+ 20°) =1 d) cot (x + %) —0,5774

b) cos (x + 10°) = 0,937 3 e) 2-sin(x + 30°) =1

¢) tan (x — 20°) — 2,747 f) 3-tan(x—22,5°) — 0,839 1 C
17

2-.8in2x—0,5=0
Substitution sin x = v liefert die rein-quadratische Gleichung

202—0,5=10
v? = 0,25
Thre Losungen sind v; = 0,5; v, = — 0,5.

Die Lésungsmenge der Ausgangsgleichung ist also die Menge aller x, fiir die gilt
sin x = 0,5 oder sin x = — 0,5.
Das ist aber die Menge aller x mit

x = 30° 4+ k- 360° oder x = 150° + k - 360° oder
x = 330° + k- 360° oder x = 210° + % - 360°.

Das 4Bt sich zusammenfassen zu
x = 30° + k- 180° oder x = 150° + k- 180° (k € G).
Probe: Linke Seite: 2+sin?(30° + k-180°)—0,5 = 2 (+ sin 30°)2 —
=2~<i%)’—0,5 =0,5—0,5=0
Rechte Seite: 0; Vergleich: 0 = 0.
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Linke Seite: 2+sin?(150° 4 k+180°) —0,5 =2 (+sin 150°)2—

=2(4-sin30°)2—0,5
= 2(;{:%)2-—0,5 =0,5—0,5=0
Rechte Seite: 0; Vergleich: 0 = 0.

s - o _ [+ sina fiir gerade k.
Zu beachten ist sin (x + k- 180°) = il o ¥t mngerudohs

Die Losungen der Gleichung im Beispiel C 22, die im Bereich zwischen 0° und
360° liegen, die sogenannten Hauptwerte, kann man sich auch graphisch veran-
schaulichen. Man setzt dazu neben v = sin x noch u = cos x und nutzt die fiir
alle Winkel x giiltige Beziehung sin® x 4 cos?x = 1 aus.

@ a) Erliutern Sie die graphische Veranschaulichung der Losung in Bild C 17!
b) Ermitteln Sie die Lisung ge der Gleichung

3tan2x—1 =0!

@ tanzx—(|3+l)1anx+]£ tanx =2z
2—(34+1)z +13=0 .

_13+1 ]/(1§+1)’—41‘§
Ha= ) £ 1

_
:‘32+Ii%/3+21§+1441§
fa .
Bl Ly
=5 +5 3213 +1
B+ 31

=3 T3

—
tanx = |3 oder tanx =1
x = 60° 4 k- 180° oder x = 45° - k- 180°

@ a) Fiihren Sie die Probe selbst durch!
b) Uberlegen Ste, ob bez den Umformungen in den Beispielen C 22 und C 23
Jewetls dqui tstanden sind und welchen Sinn hier die Probe

q 8
hat!

Aufgaben c¢ 53 bis 55
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18 Gleichungen mit mehreren Winkelfunktionen des
gleichen Arguments

Bei Gleichungen, in denen mehrere Winkelfunktionen des gleichen Arguments
auftreten, versucht man, auf eine Winkelfunktion zu reduzieren, indem man
Beziehungen wie sin® x + cos? x = 1 oder tan x - cot x = 1 ausnutzt.

4-cos?x—2-sinx—2=0
2-cos?x—sinx—1=0

Wir setzen cos? x = 1 — sin? x und erhalten
2(1 —sin?x) —sinx—1 =10
—2-gin?x—sinx +1=0

sin’x-}—%-sinx—%:().

Das ist eine quadratische Gleichung in sin x; also erhalten wir
9

smx:—zi —

16

1
sinx =—1 oder sinx=—_—

[X]

Daraus folgt fiir die Hauptwerte
2y =YT0% 0y =30%; 25 =150°.
Die gesamte Losungsmenge kann geschrieben werden als
Menge aller x mit x = 30° + k- 120°% (k€ G) .
Eine graphische Veranschaulichung der Hauptwerte zeigt das Bild C 18.

a) Erldutern Sie die graphische Dar- v
stellung in Bild C 18! -
b) Durchdenken Sie, ob eine Probe not-
wendig ist! Warum wire ein Er-
setzen von sin x durch }I1— cos®x ¥ %
unzweckmdpiger gewesen ?

= o] x
% i 1 u
sin x = cot x -1 C18
. cos X
sin X = —
sin x

Multiplikation mit sin x:

sin?x = cos x
1—cos?x = cosx
cos?x +cosx—1 =10

1 5
cosx:—E:}:V;
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cosx=——;—(1—}/5—) oder cosx=——;—(l+}/5_)

cosx = % +1,236 = 0,618 oder cosx = —% - 3,236.
Die erste Gleichung liefert
x = 51,83° + k- 360° oder x = 308,17° + k - 360°, (k € G).

Das Bild C 19 zeigt eine graphische Veranschaulichung der Lésungen, di 1
unter Verwendung der Bildkurven fiir y = sin x und y = cot x.

Y

-1+

a) Warum liefert die zweite Gleichung keinen Beitrag zur Lisung ?
b) Erliutern Sie, inwiefern die Multiplikation mit sin x im zweiten Schritt eine
Erweiterung des zuldssigen Bereichs fiir x bedeutet!

Aufgaben ¢ 56 und 57

19 Gleichungen der Form asinx + bcos x = ¢

Unter den Gleichungen mit mehreren Winkelfunktionen des gleichen Arguments
sollen jetzt speziell Gleichungen der Form a - sinx + b cos x = ¢ mit reellen
a, b, c betrachtet werden, wobei a == 0, b = 0 gilt.

@ S-sinx 4 2-cosx =4

Sesinx =4—2-cosx
25-sin?x =16 — 16 - cos x + 4 - cos® x.
Wegen sin? x = 1 — cos? x erhalten wir
25 —25-cos®x = 16 — 16 - cos x - 4 - cos® x

29 -cos?x—16-cosx—9 =10
cos? x — 0,552 * cos x — 0,310 = 0 (Rechenstab!)
cos x = 0,276 + 10,076 + 0,310

= 0,276 -+ 70,386 = 0,276 -+ 0,621

cos x = 0,897 oder cosx = — 0,345
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Im Bereich 0° < x < 360° liefert das
% = 26,2°; x3 = 335,8°; 3 = 110,2°; x, = 249,8°.

Probe: x;: 5-0,442 +2-0,897 = 2,210 + 1,794 = 4,004 ~ 4

xg: 5+ (—0,442) +2-0,897 54

xg: 50,938 + 2 (— 0,345) = 4,69 — 0,69 = 4

%y 5+(—0,938) + 2 (—0,345) 3= 4
Lisung: x = 26,2° + k- 360° oder x = 110,2° + k - 360°, (k € G).
Eine graphische Veranschaulichung der Lésungen zeigt das Bild C 20.

=

C20

-1

a) Erliutern Sie die graphische Veranschaulichung!
b) Welcher Lisungsschritt ist fiir das Auftreten von Scheinlésungen verantwortlich ?

Scheinlgsungen werden bei einem anderen Lésungsverfahren fiir Gleichungen
dieses Typs vermieden:

a-sinx +b-cosx=c (a=0;b=0)
sin;r-{-i-cosx=i
a a
Nun wird ein Hilfswinkel ¢ eingefiihrt durch
tan::% und —90°<¢<90°,(—%<arcqﬂ<%).

Da tang fir —90° < @ < 90° jeden reellen Wert genau einmal annimmt,
existiert ¢ fiir alle reellen a, b mit @ <= 0; b 4= 0 und ist eindeutig bestimmt.

sin c
Wegen tan ¢ = ?_ kann man dann schreiben
cos ¢
" sin @ c
sin x + *'CO8 X =—,
cos ¢ a

cos @+ sin x -i—ain(p-cosx:%-cos(p.
Nach einem Additionstheorem der Sinusfunktion (7 Seite 96) ist das aber
! c
sin (x + @) = TeuEg;
So erhilt man zunichst x + ¢ und daraus x.
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Sesinx+2-cosx =4 (x Beispiel C 26)
sinx + 0,4 cosx = 0,8
tan ¢ = 0,4; ¢ = 21,8°; cos ¢ = 0,928 5
sin (x + 21,8°) = 0,8 0,928 5
sin (x + 21,8°) = 0,742 8
x + 21,8° =48,0° + k- 360° oder x + 21,8° — 132° + k- 360°
£ =26,2° 4 k-360° oder x=110,2°+ k-360°, (ke 6

- . 1
@ Erldutern Sie unter Benutzung von cos?gp — m, warum |c| < Va® 4 b2
eine notwendige Bedingung dafiir ist, dap eine Gleichung des Typs
a-sinx +b-cosx=c(as0;b+0)
Lisungen hat!

Aufgaben c 58 und 59

20 Gleichungen, die trigonometrische Funktionen mit
verschiedenen Argumenten enthalten

Meist versucht man, Gleichungen dieser Art mit Hilfe der Additionstheoreme
bzw. daraus abgeleiteter Formeln auf Gleichungen mit Funktionen gleicher

. Argumente zuriickzufiihren.
C (=
a) smx-{-sm(x +E)=1'5

Nach sinx + sinff =2 - sinZ _: b cos & ; A (1 Seite 96) erhalten wir
. x+(x+%) x——(x—{-%)
2 - sin 3 * cos 3 =15

. kL T
2-sm<x+?) cos(—z)_l,s
: w\ 1
2-sm(x+-g) ?}/3_—1,5
sin (x + %) =0,5- }/5
4%k oder x+%’-=%+2kn, (keG)
Lisung: x = —+ 2kn oder x=%+2lm.

b)-4-sin x+% —2-cosx=}3.

Nach einem Additionstheorem (7 Seite 96) gilt
in 2 = sin x - co! i,:—+co x - si i—l 3 - sin +l' 0
8ij x+6_ 56 8 ln6_2 % 2csx.
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So geht die Ausgangsgleichung iiber in
2]/§-~sinx+2-cosx—2~cosx =}/3
2 ]/g- sinx = }/E

sinx =
x=%+2kn oder x:%z—f—ﬂm, (keG)
@ Fiihren Sie die Probe durch!
sl = coses,
2

Die Beziehung sin x = 2 - sin % G cos% (7 Seite 96) liefert

. % x x
2 -sin—-cos — = COS —

2 2 2
cos%<2 sin g — 1) =0.
Daraus folgt
1
cos%:O oder Sin%=?

x = x =z L

§:?+k1 oder ?_€+2kn oder E=T+2lm (keG)
x =mn + 2kx oder x:%+4k7t oder x=sTn+4kn.

Eine graphische Veranschaulichung der Losungen durch die Bildkurven zu

y =sinx und y = cos >-zeigt das Bild C 21.

Y

1W m
0 X1 3 X 2T x.\/bzf X5 X
L c21

@ Dividiert man in Beispiel C 29 bei der Gleichung

. & % x
2 -sin—* cos — = C08 —

2 2 2

. . x Py
auf jeder Seite durch cos — , so erhilt man

2
.ox
2'3;7;5—1.

Erliutern Sie, warum ein solches Vorgehen fiir das Lisen der Gleichung unbrauchbar
ist!
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2'sin<% +=x ) sm(——x) =cos 2x

2(uin%'cosx + cos%'sinx)(sm% cosx—cos— smx) = cos 2x

2 sm’I cos’x—cos’—- sin?x ) cos 2x

1
2. 7 (cos?x — sin®x) = cos 2x
cos 2x = cos 2x

Ergebnis: Die L ge ist die Menge aller reellen Zahlen.

-] B

Vergewissern Sie sich am Beispiel C 30 durch Riickschluf von der letsten Zeile
auf die Ausgangsgleichung, daf wirklich jede reelle Zahl Lisung ist!

Es sei abschlieBend darauf hingewiesen, daB nicht alle goniometrischen Gleichun-
gen analytisch auflésber sind. Zu den nicht auflésbaren goniometrischen Glei-
chungen gehdren solche Gleichungen, bei denen x nicht nur im Argument einer
Winkelfunktion vorkommt,.z. B. die Gleichung x — tan x = 0. Aufgaben dieses
Typs behandeln wir hier nicht.

Aufgaben ¢ 60 bis 67

21 Nulistellen und Unendlichkeitsstellen nichtrationaler
Funktionen

Dle in den Lerneinheiten C 12 bis C 20 behandelten Losungsver fahren fiir Wurzel-

ichungen und goni rische Gleichungen erméglichen es, auch entsprechende
mchtratlonnle Funktionen auf Nullstellen und Unendlichkeitsstellen zu unter-
suchen.

I
Die Funktion y = Ol tan x ist auf Nullstellen und Unendlichkeitsstellen zu
untersuchen.
Nullstellen sind genau diejenigen reellen Zahlen xy, fiir die gilt

sin xy

L
?'taan=O bzw. Toonn

Das gilt genau fiir xy = kx mit k € G.
Fiir die Unendlichkeitsstellen x, muB gelten:

lim;=0 bzw. um2~cosx_
o = x
=t 5 tanx eom, S
1
Das ist genau ﬁ'xrxu=%+ku =Wmitkec,dar Fall. Wegen tan x > 0
2 ) 2k — 1
fiir kn<x<(k—_;l'—:-! und tanx < 0 fiir %’ < x < kn gilt fir jede

Unendlichkeitsstelle x,: Die Funktion wiachst bei Anniherung an x, von links
unbegrenzt, bei Annsherung an x4 von rechts fillt sie unter jede Schranke.
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Nullstellen: xy = k=, (k € G)
Unendlichkeitsstellen:

1 \
xuzw mit lim —tanx =00 und lim-}-tanx=—oo.
2 z—z, Tz, 2
z<z, z>z,

Ermitteln Sie fiir die Funktion y = (x— 1) - cot x Nullstellen und Unendlichkeits-
stellen!
5 e . sin 2x 4 .

Es sollen fiir die Funktion y = ——— Nullstellen und Unendlichkeitsstellen er-
mittelt werden. COEA;

S0 25N _ 0 it gleichbedeutend mit
cos xy
sin 22y = 0 und cos 2y == 0.

Aus sin 2xy folgt 2xy = kn oder xy = % , (keG).

Nun ist aber cos —kzl == 0 nur fiir gerades k, also iiegen nur dort Nullstellen vor.

a . . « . CO8 X
Fiir die Unendlichkeitsstellen x, miiBite gelten: lim — =0.
7z, Sin2%
Nun ist aber
cos x cos x . 1

lim =] =lim2 - =llm2 -
sin2x ., 2-sinx-cosx . 2-sinx

+0

z—z,

fiir alle x,. Also gibt es keine Unendlichkeitsstellen.

2k 41
Die Stellen x, mit cos x, = 0, also x, = (——:)—n , (k € G), sind Liicken
sin 2x . 2-sinx-cosx . .
(""t lim —2007 =,1:“,l cos x _ll_.[: &k
z—14 0 0

_ 2 fiir gerades k
~ |—2 fiir ungerades k) *

Ergebnis:

; 2k
Nullstellen: xy = ki, (k € G); Liicken: x, = (—-;—l)—,i

Keine Unendlichkeitsstellen.

(k € G).

Begriinden Sie das Ergebnis von Beispiel C 32 auch, indem Sie sin 2x nach einer
Doppelwinkelformel umformen, und ziehen Sie Folgerungen fiir den Definitions-
bereich der betrachteten Funktion!

Nullstellen und Unendlichkeitsstellen der Funktion fmit y = f(x) =
zu ermitteln. V =
Fiir die Nullstellen xy muB gelten

L 0, also xy = 0. Fiir x = 0 ist aber }/x — 1 nicht definiert, also liegt 0

sind
1

}/xN —1
auBerhalb des Definitionsbereichs der Funktion, die demnach keine Nullstelle
besitzt.
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Fiir die Unendlichkeitsstellen x, muB gelten

Yxu— 1

Xu

=0, also Jxy—1=0, mithin x, 1.

Fiir x < x, ist x—1 nicht erklért, bei Annéherung an x, von rechts wiichst f(x)
unbeschrinkt. Die Unendlichkeitsstelle liegt also am Rande des Definitions-
bereichs der Funktion (Bild C 22).

Ergebnis:

Keine Nullstellen; Unendlichkeitsstelle x, = 1 mit lim f(x) = co und f(x) nicht
definiert fiir x < x, = 1. z—2,
>z,

Aufgaben ¢ 68 und 69

Einige Grenzwerte nichtrationaler Funktionen

sin x

22 Der Grenzwert lim
x—0

Um Winkelfunktionen, Exponential- und Logarithmusfunktionen mit Methoden
der Differentialrechnung untersuchen zu kénnen, ist die Kenntnis spezieller
Grenzwerte notwendig.

3 2 : ... sinx
Grundlegend fiir die Untersuchung der Winkelfunktionen ist lim ——
z0 %

Betrachten Sie fur verschiedene kleme kael ( Bogenmaf3 beachten!), und

gewinnen Sie so eine Vermutung iiber oy
z—0

Zur Berechnung von lim S0 % hetrachten wir in einem Kreis mit dem Radius r
z—0 X__

einen spitzen Winkel A0B; BD sei das Lot von B auf 04, AC Tangente an den

Kreis im Punkt 4 (Bild C 23).
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Fiir die Flicheninhalte der Dreiecke DOB und 40C sowie des Kreissektors AOB
gilt dann

Aapos = Asextor 408 = Aa a0c -
Ist x das BogenmaB von <t AOB (0 La %) x
so heiBit das:

1 - 1 1 _sinx

—rlginxrcosx < —rix < —r2——

2 . 2 .2 cosx
. sin x
sinx-cosx <= x = ®
cos x

Wegen sin x > 0 und cos x > 0 fithren Division durch sin x und nachfolgende
Reziprokenbildung zu

% 1
csx < —=<
sin x cos x

N Ye—
cos x x
Wegen cos (— x) = cos x und sin (— x) = — sin x gilt diese Ungleichung aber

auch fiir negative Winkel mit -—% <x<0.
Demzufolge gilt auch

. sinx )
= lim —— = lim cos x

z-0CO08X 7.0 X -0
also
1= lim sin x >1
z—=0 %
Im 2 X_3
z=0 X

t:
AR% _ List! Ziehen

Zeigen Sie unter Benutzung dieses Grenzwertes, daf auch lim

z=0

Sie aus beiden Grenzwerten Folgerungen fiir die Sinus- und Tangenswerte nahe bei
0° gelegener Winkel!

Aufgaben ¢ 70 bis 72

1
23 Der Grenzwert lim log, (1 + x)x
x>0

S0 ¥ fiir die Differentiation der Winkel-

Eine #hnliche grundlegende Rolle wie lim
funktionen spielt der Grenzwert z—0

: 1
tim 180D iy 1g, (1 4
x z—0

z—0

fiir Logarithmus- und Exponentialfunktionen.
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cf

Die Logarithmusfunktion y = logsx (a > 0, a == 1) ist im gesamten Definitions-
bereich 0 < x < oo stetig, eine Tatsache, auf deren Beweis hier verzichtet werden
muB. Die Stetigkeit bedeutet: Strebt in logsx das Argument x gegen £ > 0, so
strebt log.x gegen log, &:

lim (logs x) = loga (lim x) =logs £.
z—§ z—§
Betrachten wir Folgen (x,) von 2-Werten, so konnen wir auch sagen:

Eine Folge positiver Glieder mit positivem Grenzwert darf gliedweise logarith-
miert werden.

Deshalb ist
I\ I\
lim loga(l +—) = lug,[lim (l + —) ] = logg e.
n—oo n n—co n

Nun wurde bereits in Lerneinheit C 9 erwihnt (ohne Beweis), daB
L 1\*
lim (1 + x)# = lim (1 +—=) =e
z—0 z—c0 x
fiir beliebige reelle x gilt. Das bedeutet
1 1
lim logg (1 + x)# = logg lim (1 + 2)*
z-0 20

= logg e.

1
lim log, (1 -+ x) %) lim log, (1 + x)* = log, e
z-0 x z-0

@ Betrachten Sie die Beziehung C 13 speziell fiir natiirliche Logarithmen; setzen Sie

also a = e!

Aufgabe ¢ 73
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D. Differential-
und Integralrechnung und Anwendungen

126  Differentiation und I i ich ionaler Funkti
Zur Wiederholung (126) - Differentiation zueinander inverser Funktionen (127) -
Differentiation und Integration der Potenzfunktionen (130) - Differentiation von
verketteten Funktionen (132) - Integration durch Substitution (137) - Differentia-
tion der Winkelfunktionen (140) - Differentiation und Integration der Logarithmus-
funktionen (144) - Differentiation und Integration der Exponentialfunktionen
(146)

Kurvendiskussi JE foab
149 Zur Wiederholung (149) Naherungswelse Berechnung von Funktionswerten (156) -
Extremwertaufgaben (159)

163  Flidcheninhalts- und Vol berechnung
Flicheninhaltsberechnungen (Wiederholung) (163) - Fliacheninhalt einer Kreisfliche
(167) - Volumenberechnungen (168) - Volumen von Rotationskérpern (172)

Die Differential- und Integralrechnung (zv dem Begriff Infinitesimalrect

gefafit) bildet die mathematische Grundlage fiir die Bewiltigung sehr weler Probleme, die
bei der Erforschung der Natur und bei der Welterentwucklung der Techmk aufgeworfen
werden. So findet sie zum Beispiel ihre A: dung im Masct , in der
Elektrotechnik. Die Herleitung mancher physikalischen Formel ist nur uber die Inﬁmteu-
malrechnung méglich. Andererseits dient sic auch bei Vlelen Berechnungen als ein Hilfs-
mittel, das die Berecl iib d Verfah lich vereinfacht. Das

Bild soll auf die Moghchken ven\ eisen, das Volumen komplizierter Korper mit Hilfe der
Integralrechnung zu ermitteln.
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Differentiation und Integration nichtrationaler Funktionen

1 Zur Wiederholung

Aus der 11. Klasse sind uns folgende Definitionen bekannt:
(a) Die Funktion f ist an der Stelle x, differenzierbar =py
(1) fist in einer Umgebung von x, definiert.
R)—
(2) Der Grenzwert limw
-0

h

(b) Die Funktion f ist in dem Intervall (g, b) differenzierbar =p¢
fist fiir jedes x aus (a, b) differenzierbar.

(¢) Die Funktion f, d. h. die Menge aller geordneten Paare [x;f’(x)], heiBt die
1. Ableitung von f.

(d) Die Funktion F ist eine Stammfunktion der Funktion f im Intervall I =p
Fiir jedes x aus I gilt: F'(x) = f(x).
Hat die Funktion fim Intervall I eine Stammfunktion, so versteht man unter
dem unbestimmten Integral [ f(x) dx von fin I die Menge aller Stammfunk-
tionen von fin I.
Ist F eine beliebige Stammfunktion von fin I und c eine beliebige reelle Zahl,
so wird durch die Schreibweise [ f(x)dx = F(x) + ¢ zum Ausdruck gebracht,
daB F + ¢ die gesamte Menge der Stammfunktionen von f durchliuft, wenn ¢
die Menge der reellen Zahlen durchlauft.

= f(x,) existiert.

Differenzieren Sie folgende Funktionen, und geben Sie jeweils die verwendeten Diffe-
rentiationsregeln an!

8) y=a" h)y=3x‘—2x’+7x+7 ¢)y=(2x*43)(x*—5x+1)
a)y=f; e y=x4(x+0) f)y=(x2—5x247)3

Integrieren Sie folgende Funktionen, und geben Sie jeweil;v die verwendeten Integra-
tionsregeln an!

a) y =axt b)y=x3+3x*—ix+1
3 5x2—7
©) y=273(x+0) 4 y= H_xix( x=0)

Ableitungen rationaler Funktionen sind stets wieder rationale Funktionen. Mit
Hilfe der uns bel en Differentiationsregeln ko wir jede rationale Funk-
tion differenzieren. Das unbestimmte Integral einer ganzen rationalen Funktion
ist stets eine Menge ganzer rationaler Funktionen. Mit Hilfe der uns bekannten
Integrationsregeln kénnen wir fiir jede ganze rationale Funktion und fiir gewisse
spezielle gebrochene rationale Funktionen das unbestimmte Integral ermitteln.

In den folgenden Lerneinheiten sollen auch nichtrationale Funktionen, z. B.
Wurzelfunktionen, Winkelfunktionen, Exponential- und Logarithmusfunktionen
auf Differenzierbarkeit und Existenz von Stammfunktionen untersucht werden.

Aufgaben d 1 bis 11
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2 Differentiation zueinander inverser Funktionen

Zu jeder monotonen Funktion f existiert eine eindeutig bestimmte Umkehr-
funktion f (Vgl. Sie mit den Ausfithrungen auf Seite 88!).

Leanid; fallende Funkti

Beweisen Sie: Ist f eine bzw. so ist

die zu f inverse Funktion f ebenfalls hsend bzw. fallend.

Wir fragen nun nach Bedingungen, die erfiillt sein miissen, damit die Umkehr-
funktion f einer gegebenen monotonen differenzierbaren Funktion f ebenfalls
differenzierbar ist. Fiir diese Untersuchungen bendtigen wir den folgenden Satz,
den wir zunichst beweisen werden.

SATZ: Ist f eine in dem abgeschlossenen Intervall <a, b) stetige und monotone Funktion, )
so ist ihre Umkehrfunktion f in dem von den Zahlen f(a) und f(b) begrenzten abgeschlosse-
nen Intervall ebenfalls stetig und monoton.

Beweis : Wir fiihren den Beweis fiir eine in {a, b) stetige und monoton wachsende Funktion f.
Es seif(a) = x und f(b) = f (Bild D 1). Da fin {a,b) stetig ist, gibt es nach dem Zwischen-
wertsatz zu jedem y aus dem Intervall {x, 8 mindestens ein x aus {a, b) mit f(x) =y. Da f
auBerdem in {a,b) monoton ist, gibt es zu jedemydes Intervalls {«, 8) héchstens ein x aus
{a,b) mit f(x) = y. Folglich ist die zu f inverse Funktion fin dem Intervall {x, ) definiert.
DaB f ebenfalls eine hsende Funktion ist, wissen wir bereits (, Ubung D 3).
Wir zeigen nun, daB fin {«, #) stetig ist, daB also fiir jedes v, aus {x. f) gilt

lim f(y) = F(y0) %

) J Flw) Fla)
Es sei y, eine bellebige Stelle aus dem Inter- \ t =
vall (&, > und (yy) eine beliebige Folge von ‘71.% 2] f
Zahlen aus {«, ) mit ) 7]7/ )
"ILm Yn=y, und yy # y, fiir alle n. ) |FlB)
d. h., fiir jede Umgebung U von y, gilt: fikge) flx)
(*)  Fiir fast alle n ist y, € U. L Fa)
Wir miissen zeigen, daBl die zu der Folge t ——t
(yn) gehorige Folge der Funktionswerte a Xg~€ Xo Xo*€ b x
(f(y")) = (xa) gegen f(y,) = x, konvergiert. D1

Dazu betrachten wir eine beliebige in {a, b)

enthaltene e-Umgebung von x,. Es sei f(x,—¢) = 7, und® f(x, + €) = 7,. Wegen der
Monotonie von f ist das Intervall (7, 7),) eine Umgebung von y,, in der wegen (*) fast
alle Glieder der Folge (yn) liegen. Da f eine monoton wachsende Funktion ist, gilt fiir
jede natiirliche Zahl n:

Wenn 71y < yn < 71y 50 ist f11) < J(yn) < Sne)

bzw.

wenn 77y < yn < 7z 80 ist o —& < xp < % + &

Da diese Beziehung fiir fast alle natiirlichen Zahlen n gilt, erhalten wir:

Fiir fast alle n ist f(ya) = xn € Us(x,),

d. h., die Folge (j_'(y,,)) konvergiert gegen f(y,) = ¥,

1 Ist y, = & oder y, = f, 5o werden nur die h inseitigen G von f an der Stelle y, betrachtet.
2 Ist y, = & oder y, = f, s0 werden nur die einseitigen Umgebungen (a,a + €) baw. (b —e, b) betrachtet.
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Also ist
lim f{y) =f() -
Vv
Da die Stelle y, in {a, ) beliebig gewihlt wurde, gelten diese Betrachtungen fiir jedes y,
aus {a, B). Damit ist gezeigt, daB fin (&, ) stetig ist.
Entsprechend verlauft der Beweis fiir eine stetige mcnoton fallende Funktion.

Man kann den Satz D 1 auch auf offene Intervalle iibertragen, so daB wir kurz
sagen konnen:

Ist f eine in einem Intervall stetige und monotone Funktion, so ist die zu f inverse Funktion f
inihnmn”" b .Llleﬁg“ﬂd

1
Begriinden Sie, daf die Funktionen y = ,i/; = x" (x = 0; n eine natiirliche Zahl
mit n = 2) stetig sind!

Die Funktion y = g(x) = Jx (x = 0) ist fiir jedes positive x differenzierbar.
Ist x, eine beliebige positive Zahl, so ist der Differenzenquotient der Funktion g
an der Stelle x,

8l +h) —gx) _ Vot h— 1z
h h ’
wobei h 5= 0 so gewihlt ist, daB x; + h = 0 ist.
Wir erweitern den Differenzenquotienten mit ]’;\m + ]‘/;‘, (wegen x> 0 ist
Y%, + h + Vx> 0) und erhalten:
8l + B —glx) _ (Vro +h—1%) (VT h + V)
h W(Veo 45+ o)
% th—x Il
WYz +h+ V%) Vao+h+Vx
Da g eine stetige Funktion ist, gilt

lim Vx, +h = Vlim (% + h) = Vxo.
h—0 h—0

Folglich ist

. 8l +h) —glx) . 1 1
lim =lim — =
A0 h h=0Yx + h + Vx, 2 Yx,

Damit ist gezeigt, daB die Funktion y = }x (x = 0) fiir jedes positive x differen-
zierbar ist.
Nun ist die Funktion

y=g@=Vz (x=0)
bzw. nach Umbenennung der Variablen

x=g0) =¥y (=0
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die Umkehrfunktion der Funktion
y'=f(x)=x% (x.=0).
Die Funktion f hat an der Stelle x, die Ableitung

S'(x0) = 2%
Die Funktion g hat an der Stelle y, = f(x,) > 0 die Ableitung
; 1 1
&' (v =2 = “E'
Folglich gilt

, o
8'() *m (x> 0).

Zwischen den Ableitungen der zueinander inversen Funktionen f und g besteht
also eine sehr einfache Beziehung. Diese Beziehung gilt, wie der folgende Satz
zeigt, nicht nur fiir die hier speziell gewihlten Funktionen f und g.

SATZ: Ist f eine eineindeutige Funktion, die in einer Umgebung der Stelle x, differenzierbar
ist, und gilt f'(x,) = 0, so ist die zu f inverse Funktion f an der Stelle y, = f(x,) differen-
zierbar, und es ist

Yy
fv) = ( ) Wk Flyo+k)
% T

Beweis: Wir haben zu zeigen, daB der Grenzwert % flye) Fxp+h)

i f()'o + k) —f() =F"(y) flx)

k=0 D2

X Xpth X

existiert und mit ——— f( ) (f'(xo) == 0) iibereinstimmt.
Fiir k == 0 ist (« Bild D 2)

f(yo+k)_f(70) % +h—x h

T+ h) — 1)~ [+ h)—Jlxo)

f (% + h) *M
h
denn wegen der Eineindeutigkeit von f ist fiir k == 0 auch h = 0.
Da f nach Voraussetzung in einer Umgebung von x, differenzierbar ist, gibt es ein
ganz in dieser Umgebung liegendes Intervall (xo— &, x, + £), in dem f stetig ist.
Dann ist aber (nach Satz D 1) auch fin einer Umgebung von y, stetig, d. h., es ist

lim]()'n + k) :f_(yo)-
k=0

Ist also (kj) eine beliebige Nullfolge mit ky == 0 fiir alle n, so ist auch
(f(xo + hn) — f (%)) und damit auch (hy) eine Nullfolge.
Nach Voraussetzung existiert der Grenzwert

limf(x" ae h’)'_f(xo) = f'(xg) £ 0.

h—=0
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Folglich existiert auch der Grenzwert
f_(yo + k) _f_(_Yo) =i 1
k n=0 f (% + k) —f(x) ’
h

F(30) = lim
k=0

d. h., fist an der Stelle y, differenzierbar, und es ist

f_l(}’o) =

w. z. b. w.

1
S "
Verwendet man zur Bezeichnung der Ableitungen f’ bzw. f7 die Symbole ,,:l“
X

d
bzw. ,,—j" , 50 liBt sich die hier hergeleitete Differentiationsregel wie folgt merken:

dy
o L hew & B
dyfy =y, dy dyly=y, dxfo-s
axl, .,
Deuten Sie die Gleichung f'(y,) d eometrisch!
U 1 cnu T rm—— T .
8 f'(v0) = fipr 8

Aufgaben d 12 bis 14

4 Differentiation und Integration der Potenzfunktionen
mit rationalen Exponenten

SATZ: Ist r eine beliebige rationale Zahl, so ist die Funktion y = x” (x > 0) fiir jedes
positive x differenzierbar, und es gilt (x’)’ = rxr-1,

Beweis:

a) 1. Fall: Es sei r eine ganze rationale Zahl.

Dann ist die Funktion y = x7, wie wir bereits aus der 11. Klasse wissen, fiir jedes
x == 0, also auch fiir jede positive Zahl x, differenzierbar, und es gilt (x7)' = rar~1,

b) 2. Fall: Es sei r = % (n eine natiirliche Zahl, n = 2).
Die Funktion f mit
y=f@) = (£=0)

ist eine eineindeutige stetige Funktion, die an jeder Stelle x, > 0 die von Null
verschiedene Ableitung

J'(xg) =n - x5~
hat. Die zu f inverse Funktion f ist die Funktion
1

O ==f=y" (=0.
Nach Satz D 2 erhilt man fiir jede Stelle y, = f(x,) > 0

= 1 1 1 l)“"
It il 7 =l = ;(yn"

@ Fow=ry"



Benennt man in (1) und (2) die Variablen um, so erhilt man:
Die Funktion
1
y=f&)=2* (x20)
hat an jeder Stelle x, mit x, > 0 die Ableitung

= 1 La
fllx) = ", tx"

c) 3. Fall: Es sei r = -’:‘L eine beliebige rationale Zahl mit m > 1 und n = 2.
Die Funktion

m 1\m
y=z%= (ﬁ)
ist fiir alle nichtnegativen Zahlen x definiert. Die Funktion
1
8(x) = ="

ist fiir jedes positive x differenzierbar (siehe b). Dann ist auch die Funktion

.‘_]"‘
= [()]" = [1"
fiir jedes positive x differenzierbar, und man erhalt
1]m-1 1 m 11
T~ [,:] LA B T
n n
_m %-1
Y=

Fiihren Sie den Beweis fiir den Fall, daf r eine beliebige negative rationale Zahl ist!

D-mlt ist gezeigt, daB alle Potenzfunktionen mit rationalen Exponenten fiir jedes

x diffe ierbar sind. AuBerd k wir, daB die Regel zur Diffe-
rentiation dieser Funktionen formal die gleiche ist wie die Regel zur Differentiation
von P funktionen mit g hligen Exponenten.

L 1 1
Lz 1 -1 1 —— i |
a =Yx=2x2 (x=0 '=—2x2 =—x 2= x> 0
) y=1V= &z0)  y=3 5 T i
2 2 1
— = 2 —- 2 - 2
B y=fF=x @20 y=32° iy @>0)
3 3y=x
s T 1
e) y=V—;=x s (x>0)
4
yl=__l s les o L (x> 0)
3 3 3 3
3yxt 3xVx

Bilden Sie von den im Beispiel D 2 gegebenen Funktionen jeweils die 2. Ableitung!
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Fiir jede rationale Zahl r mit r 4= — 1 gilt

. 1
»/x'dx:r l-x'+1+c (x > 0).
Es ist namlich

Flx)=

1
l'x'*‘ (r£—1; x>0)

eine Stammfunktion der Funktion
f@ =2 (x>0),

denn es ist
( A x"+1>'=r+lx'=x’.
r+1

Folglich ist

l[x'dx:fi]-x’*‘—ﬁ-c (r=—1; x> 0).
i
S = 2 9 s
a) Sxdx = [x2dx =2 +e=—xfx+c (x=0)?
[ 3 3
Fi
“dx -1 x%
b) /]?= x 2dx T+c—2]x+c (x>0)
! Fx S}
' 2
dx /_%d = x_%_s.___ 2]8__(4_1 2
) [5r =)= | =507 =1
3 I

Aufgaben d 15 und 16

5 Differentiation von verketteten Funktionen

Wir wollen jetzt eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz der Ableitung
zweier verketteter differenzierbarer Funktionen g und f herleiten. Wir haben be-
reits folgenden Spezialfall behandelt:
Ist die Funktion g in x, differenzierbar, so ist auch die Funktion f mit
[(x) = [g(x)]" (n eine natiirliche Zahl, n = 1) in x, differenzierbar, und es gilt
J'(x0) = n[g(xo)]" g (xo) -
Die Funktion F mit F(x) = (4x* — 5x 4 7)® entsteht durch Verkettung der
I'unktionen g und f mit
z=g(x) =42 —5x + 7 baw. y =f(z) =2z3.

1 Ist r eine rationale Zahl mit r > 1,50 ist die Funktion y = x” an der Stelle 0 noch nclmumg differenzierbar. Wie
man unmittelbar durch Bildung des Diffe i und kann,
erhillt man als rechtsseitige Ableitung von(x) = " an der Stelle 0: f (0) = 0, so da die Gleichung im Beispiel D 3a
auch noch fiir x = 0 gilt.
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Beide Funktionen sind differenzierbar, und es ist
g'(x) =8x—5 baw. f'(z) =32
Die Ableitung der Funktion F ist die Funktion F' mit
F'(x) = 3(4x® —5x + 7)2- (8x —5)
=322g'(x) =f'(z) - 8'().
Man erhilt also die Ableitung der durch Verkettung der Funktionen g und f ent-

stehenden Funktion F, indem man die Ableitungen dieser Funktionen g’ und f’
miteinander multipliziert.

Wir werden zeigen, dal man nicht nur bei diesem speziellen Beispiel so verfahren
kann, sondern daB die durch Verkettung zweier differenzierbarer Funktionen ent-
stehende Funktion stets wieder eine differenzierbare Funktion ist, deren Ablei-
tung man wie im Beispiel D 4 berechnen kann.

Bevor wir den betreffenden Satz beweisen, hen wir noch folgende Vor-
bemerkung:

Es sei f eine an der Stelle x, differenzierbare Funktion, d. h., es existiert der
Grenzwert

ey — Lt 1)
h—0 h

Fiir die fest gewihlte Stelle x, definieren wir die Funktion ¢ durch

1) gh) = ﬂx"—J’M— f(x) fiir h 40

0 fiir h = 0.
Diese Funktion ¢ ist an der Stelle h = 0 stetig, denn es ist

[f (% + ",)l —fx) F(xo)

lim ¢(h) = lim
h=0 h=0
= limf(ii__)_f(x“) —lim f'(x) = 0.
h—=0 h h=o0
Folglich ist
tim g (h) = p(0).
h—0

Aus (1) erhilt man

@ [t m—1G) =)+ 80 |

Diese Gleichung gilt auch fiir h = 0. Y ﬂ f
Damit erhalten wir: Ist f eine an der =
Stelle x, differenzierbare Funktion, so laBt X
sich die Differenz der Funktionswerte an b =
den Stellen x, + h und x, durch die Glei- 'a/ 5
chung (2) darstellen (Bild D 3). ol =
—
% Xgth x
a=h-F'lxq); denn tanes=f'(x,) = F
b=h-g(h)
D3 F(xo*h)=F(x0)=h-F(xo)+h-glh)
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6

SATZ: Ist g an der Stelle x, und f an der Stelle g(x,) differenzierbar, so ist auch die Funk«
tion F mit F(x) = f[g(x)], die durch Verkettung von g und f entsteht, an der Stelle x,
differenzierbar, und es ist

[ P = rIgol-g'(x0) |

Beweis:
1. Diffe ient der Funktion F an der Stelle x,

Nach Voraussetzung ist fin einer Umgebung U* von g(x,) = 2, definiert. Aus der
Differenzierbarkeit von g an der Stelle x, folgt, daB g an der Stelle x, stetig ist.
Dann gibt es aber eine Umgebung U von x, derart, daB g in U(x,) definiert ist und
alle Funktionswerte, die g in U(x,) annimmt, in U*(z,) liegen. Folglich existiert
der Differenzenquotient der Funktion F fiir jedes h == 0 mit x, + h € U(x,), und

es ist

Fxo + h) — F(xy) _ flg(xo + h)] —f[8(x))]
h h

S+ B —f)
3

mit g(x;) = z, und g(x, + h) =z, + k (Bild D 4)

: , y
f
= ¥ o
.g 2, Lglxy+h) el Flzo+k) Fo Fixg+h)
2
X Xgth| x 2y Zytk z I XXt x
) Ulxd
D4

2. Umf ng des Diffe

Da fin z, differenzierbar ist, gilt fiir jedes k mit z, + k €U*(z,) nach Gleichung (2)
auf Seite 133

S+ k) —f(z) = k[f'(z0) + @(F)]*

1

mit
lim ¢(k) = 0.
k=0

Folglich ist

Flag + h) — Flxg) _ k[f"(z0) + o(¥)]
h h

= o+ D—eie) + pot.

1 Diese Gleichung gilt auch fiir k = 0, also fiir g(x, + ) = g(xo).
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3. G

t des Diffe

Aus der Stetigkeit von g an der Stelle x, folgt

lim [g(x, + h) — g(x,)] = lim k = 0.
a—0 h—0

Dann ist aber auch
lim p(k) = 0.
B0

Folglich ist

li

h—0

Die Funktion

F(x) =V%xz +1

=0

= f"(z0) * &'(xo)

= f"[8(xo)] - &' (xo)

Die hier hergeleitete Differentiationsregel nennt man kurz ,,Kettenregel.

entsteht durch Verkettung der Funktionen

glx) = %ﬁ +1 und f(z) =1V

g PER =T, (g(x., +h) — ()

(z=0).

[f') + q»(k)])

(Bild D 5)

w. z. b. w.

Die Funktion g ist fiir alle reellen Zahlen definiert, ihr Wertebereich, niamlich die
Menge aller z mit z > 1. ist eine Teilmenge des Definitionsbereiches von f. Folg-

Z

A

rod
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lich ist auch die Funktion F fiir alle reellen Zahlen definiert. Die Funktion g ist
eine iiberall differenzierbare Funktion. Die Funktion f ist an jeder Stelle z mit
z > 0 differenzierbar. Da alle Funktionswerte von g positiv sind, ist die Funk-
tion F nach Satz D 4 fiir alle x differenzierbar. Man erhilt

F'(x) =f'() - g'(x)
il "~ &
ZV; 2V%x2+ &

Beweisen Sie folgende Behauptung: Ist g eine differenzierbare Funktion, die nur
positive Funktionswerte hat, so gilt

(Vg = L%

2V

Man kann sich die in der Kettenregel auftretende Formel auch leicht in folgender
Gestalt merken:

Ist  F(x) =f[g(x)] und g'(x) :%, 1@ =%, s0 ist

‘Wie man sich leicht iiberlegen kann, ist auch eine Funktion, die durch Verkettung
von mehr als zwei differenzierbaren Funktionen entsteht, wieder eine differenzier-
bare Funktion, deren Ableitung entsprechend ermittelt werden kann. So erhilt
man beispielsweise fiir die Funktion F, die durch Verkettung der Funktionen f, g
und h mit

y=f(), z=g(u) und u=h(x)

Fix) =f'(z) - g'(uw) - 1(x)

entsteht, unter Vorausset:

Die Funktion F mit
Fx) =152 +17°
hat die Ableitung

F'(x) = 3Y5x2 + 7°. .

1
—————10x = 15x - /522 + 7.
Vo5x2 + 7

Aufgaben d 17 bis 21
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7 Integration durch Substitution

Wir haben bereits bei der Einfithrung in die Integralrechnung erwihnt, daBl das
Aufsuchen einer Stammfunktion F zu einer gegebenen stetigen Funktion f im
allgemeinen recht miihselig ist. Bei gewissen Integralen gelingt es, sie durch eine
..Variablensubstitution* auf einfacher zu berechnende Integrale zuriickzufiihren.
Wir wollen dieses Verfahren zunichst an einem Beispiel erliutern.

Gegeben sei die Funktion f mit
f&®) = (ax + b (a=0),

zu der eine Stammfunktion F zu ermitteln ist. Wir setzen
ax +b=1t

bzw.
—ol) =~ —b)
x=q()=— 5
Die Funktion ¢ ist differenzierbar, und es ist
. 1
v =
Fiir das Integral
[© -idz
a
kénnen wir sofort eine Stammfunktion angeben, niamlich
L #
G(t) = e Lt
Setzen wir nun wieder t = ax -+ b, so erhalten wir die Funktion
1
= — 6
Flx) = 5—(ax + b)°,

die eine Stammfunktion der gegebenen Funktion f ist, denn es gilt

F’(x)=6—la'6(ax+b)5'a = (ax + b)s.

Durch die Substitution x = ¢(t) = %(t — b) haben wir die Berechnung des Inte-

grals j(ax + b)’dx auf das leichter zu berechnende Integral ft’idl zuriick-
gefiihrt. .

‘Wir wollen diese Methode jetzt allgemein erértern. Gegeben
sei eine in einem Intervall I stetige Funktion f, fiir die eine
Stammfunktion F zu ermitteln ist. Ferner sei x = g(t) eine
im Intervall I, monotone und differenzierbare Funktion mit
@'(2) + 0, durch die das Intervall I), umkehrbar eindeutig auf
das Intervall I abgebildet wird (Bild D 6). Folglich existiert
in I die zu der Funktion x = @(t) inverse Funktion t = @(x).
Diese Funktion g ist in I differenzierbar, und es gilt

1 F@ 9B =1

D6 L
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Existiert nun fiir die Funktion
Slg@®)] ¢'()
in I, eine Stammfunktion G, d. h., gilt fiir alle t € I,
) G =rleO] ¢'@),
so ist die Funktion
Fx) = Glp@)]
eine Stammfunktion von f im Intervall I.

Beweis: Wir haben zu zeigen, daf fiir jedes x € I gilt
F' () = (G[@)]) = /().
Fiir jedes x € I erhalten wir mit Hilfe der Kettenregel
F(x) = (C[#@)]) = ¢'F@] ¢ = 60§ ).
Mit Hilfe von (2) erhalten wir daraus
F'(x) = flp0] ¢'(0) ' (x).
Mit Hilfe von (1) folgt dann
@) F'(x) = f [¢p0)] = f(x), w. z. b w.
Aus den Gleichungen (2) bzw. (3) folgt ferner
[Flg®lg® di = 60) + e,

bzw.
[f@dx = F@) +c.

Wir erhalten die fiir alle x aus I geltende Transformationsformel

[ [1ax = (1019 0t | mit x = p0) baw. £ = 500).

‘Will man ein gegebenes Integral _/ f(x)dx nach dieser ,,Substitutionsmethode* ermitteln, so
muBl man eine Substitution x = (1) so wihlen, dal es moglich ist, fiir das Integral
[fl@(t)]¢' (1)dt eine Stammfunktion G anzugeben. Ersetzt man das Argument ¢ dieser Funk-
‘tion mit Hilfe der Gleichung t = 6(:) (p war deshalb als Funktion v

worden) durch x, so erhilt man eine St: funktion F der gegeb Funktion f. Bei der
Anwendung dieser Methode besteht die wichtigste Aufgabe dann, eine geeignete Variablen-
substitution zu wiihlen. Es gibt allerdings keine allg giiltige Regel, mit der man ent-
scheiden kann, ob sich ein gegebenes Integral durch Emfu.hrung einer neuen Variablen ver-
einfachen ldBt, und wie man die entsprechende Substitution findet. Wir werden uns des-

halb auf relativ einfache B ispiele

8 Beispiele

Das unbestimmte Integral
[(ax + b)ndx (a== 0, n = —1)

ist zu ermitteln!
Wir setzen ax + b =t und erhalten daraus die Substitution

x = (1) =%(t—b).
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3 g . . 1
Die Ableitung der Funktion g ist ¢/(t) = - Die Anwendung der Transformations-

formel ergibt
[(ax + brds =/’:n%dz - %[:adx.

Nun ist
jl"dt—j-kc (n=—1).
Setzen wir
¢ = §x) = ax + b,
so ist
e L@t )
[(ax + b)rdx = — e TFS R S

@ a) Kontrollieren Sie die Richtigkeit des Ergebnisses im Beispiel D8 durch Differen-

tiation!

b) Ermitteln Sie entsprechend Beispiel D 8 das unbestimmte Integral f V3x—5dx!

xdx
. l [ —— i :
E Das Integra f T lssen wir folgendermaBen:

Fiir x > 0 setzen wir
V@ +1=
und erhalten daraus
x=gt) =VF—1 (t>1)

und
t

Ty

’

* = g'(t) =
Folglich ist

[

t
Je2—1

di=fdt=t+c=V2*+1+ec.

Man bestitigt nun, daB dieses Ergebnis auch fiir x < 0 gilt, denn die Funktion

Fx)=1x"+1+c¢

ist fiir jede Zahl x differenzierbar, und es ist

F'(x) =

x

2x
2faf+1 Y2 +1

Will man die Substitutionsmethode zur Berechnung eines bestimmten Integrals
nnwenclen, 80 ist zu beachten, daB dann auch die Integrationsgrenzen ebenso
t ii wie die Integrationsvariable. Zur Vereinfachung des

Integrals f f(x)dx (fin {a, b) stetig) bendtigt man eine Funktion x = ¢(t), die in

einem lnt::rvall {«, B) eine stetige Ableitung hat, und die das Intervall {«, #) um-
kehrbar eindeutig auf das Intervall (a, b) abbildet. Ist dann ¢(x) = a und
o) =b (a = @(a), f= ﬁ(b)); so gilt (wie hier ohne Beweis mitgeteilt wird)

b B
[1(x)dx = [ flp(B)]¢' (1) dt
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Man braucht also hier nach erfolgter Integration die Substitution x = ¢(t) nicht
riickgingig zu machen, da die obige Formel ja eine Gleichung fiir Zahlen ist.

3
Das bestimmte Integral | V2x + 3 dx ist zu berechnen.
1

Substitution:

— R =23 x=p) =5 — B PO =3

F)
Transformation der Integrationsgrenzen:

a=gla) =p(—1) =1; f = ¢(b) = ¢(3) = 9.
Folglich ist

3 . 1.2 1 2 0 26
= e T )
__‘11/2x+3dx—2i/]/!dl ) 3[t];]1 3

ich

Man erhilt das gleiche Ergebnis, wenn man das unbestimmte Integral
[V2x + 3 dx ermittelt und danach die Grenzen a = —1 und b = 3 einsetzt:

3
(V=T 3dx=-§—-%[(2x+3)}/2x+3::%(27—1):%.
-1

Aufgaben d 22 bis 24

9 Differentiation und Integration der Winkelfunktionen

SATZ: Die Funktionen sin, cos, tan und cot sind an jeder Stelle x ihres Definitionshereichs
differenzierbar. Es ist

@ (sin x)' = cos x

2 (cos x)' = —sin x

®) (tanx)' = ﬁ N P 1)%; & eine ganze Zahl
“) (cot x)' = —"ml,—x [x + kns k eine ganze Zahl]
Beweis:

(1): Ist x, eine beliebige reelle Zahl, so ist der Differenzenquotient der Funktion
f(x) = sinx an der Stelle x,:

flxg + B) — f(xy) =5in(xo+h)—sinxn
h h

(h % 0).

Nach dem Additionstheorem sin (x - f) = sinx cosf + cosx sinf ist

sin (x) + h) = sinxy cosh + cosx, sinh.
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Folglich ist

flxo +h) —f(x,) _ sinx, cosh + cosx,sinh — sinx,
h d h

cos x, sinh — sinx, (1 — cosh)

sinh . 1 —cosh
h in x, T

Der Grenzwert dieses Differenzenquotienten an der Stelle h = 0 existiert, wenn
die Grenzwerte

= cosx,

lim sifth und lim 1 —cosh
=0 -0 h

existieren. Nun ist

inh
lim 2 — (1 Seite 122).
h=0 h’

Fiir h & 0 ist
sinh =h- s‘:".

Dann ist
g i B e e,
h—0 h—0 h—o h

und unter Verwendung der Identitit 1 —cosh =2 - sip’% folgt

h
2 -sin? — sin—
1—cosh 2 h 2
lim—— = lim——— = lim | sin—- =0:1=0
n=o h n=o h -0 2 h
2
Also existiert der Grenzwert
= Wik b
lim L& R —f) _ (cosxo sink x‘,l cos h)‘
h=0 h h=0 h h

und es ist

(o) = cosx,.
Da die Zahl x, beliebig gewihlt war, gilt diese Herleitung fiir jede Zahl x.
(2): Aus den Identititen

e o Rl

osx = sin|—-—x] und sinx=cos|o—=x

folgt mit Hilfe der Kettenregel fiir jede Zahl x

(cosx)’ = cos (%— x) +(—1) = —cos (% — x) = —sinx.
(3): Esist

sinx
tanx =

[x=|=(2k+ 1)%].
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Mit Hilfe der Regel zur Differentiation eines Quotienten erhalt man

cosx cosx —sinx (—sinx)  cos?x + sinx

(tanx)' =

cos?x cos?x

(tanzx)’ = x4 2k + 1)% .

cos®x

(4): Entsprechend folgt aus

cosx
cotx = n (x = k=)
—sinx sinx — cosx cos x
(cotx) =—— T — = — (x == kn).

sin®x " sin’x
Damit ist der Satz D 5 vollstindig bewiesen.
Hiufig werden die Ableitungen der Funktionen tan bzw. cot auch in der Form
(tanx)’ =1 + tan®x [x + 2k + 1)%
(cotx)’ = —(1 4 cot®x) [x == kn]

angegeben.
Aus dem Satz D 5 erhilt man unmittelbar

Fiir jedes Intervall gilt:

feosxdx:ninx-kc

fninxdx=—mx+c

Fiir jedes Intervall, in dem der Nenner des Integranden keine Nullstelle hat, gilt

/' dx dx
1 cmzx—unx-l—c, !h,x——eolx+c

10 Beispiele

a) (sin2x) = cos2x - (2x) =2 - cos2x
(sinx?)’ = cosx? - (x2) = 2x - cosx?
(sin?x)’ = [(sinx)?]’ = 2 - sinx cosx
[cos (ax + b)]" = —sin(ax + b) - (ax + b) = —asin(ax + b)
(sinx cosx)' = cos?x — sin®x = cos2x
b) Die Funktion
flx) =2-cosx + 2-sin®x —5-tanx (cosx = 0)
hat die Ableitung

") = —6 + cosdx si . 8 e
f'(x) =—6-cos?xsinx + 4 - sinx cosx e

¢) Welchen Anstieg hat die Tangente an die Sinuskurve im Koordinaten-
ursprung ?
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Die Funktion f(x) = sinx hat die Ableitung f’(x) = cosx. Der Anstieg der
Tangente an die Sinuskurve im Koordinatenursprung ist daher

m; = f'(0) = cos0 = 1.

Demzufolge ist die Gerade y = x die Tangente an die Sinuskurve an der
Stelle 0.

n
a) [sinxdx = —[cosx] = —(cosm — cos0) = —(—1—1) =2
0

b) Das Integral »(Acos ax dx (a 5 0) berechnen wir mit Hilfe der Substitutions-
methode. Wir setzen

1
t = g(x) = ax, also x=¢(i)=;[.
Da n't(’;)_l)
nn st |¢'(5) =—
; X 1 1.
[cosaxdx = [cost-—dt =—-sint + ¢
L ) = .

_/‘cosax dx = %- sinax + ¢
¢) Entsprechend erhilt man
. il 1
[ sin(ax 4 b)dx = — [sintdt = ——‘;cos(ax +b) +ec.
! P,

d) Das Integral [cos?x dx ist zu ermitteln!
Mit Hilfe der Identitit 1 -+ cos2x = 2 - cos®x erhalten wir

4 1 .
[eos?xdx = 3 [ (1 + cos2x)dx

= % () dx + [cos2x dx).

Es ist (s. Beispiel D 12b)

fcos2xdx =%- sin2x + c.
Folglich ist

" 1 1
[cos?xdx = —(x 4= sin2x) +c
4 2 2
" 1
[eos?xdx = E(x + sinx cos x) + ¢

e) Entsprechend erhilt man mit Hilfe der Identitit
1—cos2x =2 -sin’x
1
/sin’x dx =—§—_{(l — cos2x) dx = 7(x~— sinx cosx) + ¢
Kontrollieren Sie die Richtigkeit der Ergebnisse in den Beispielen D 12b,¢,d und e
durch Differentiation!

Aufgaben d 25 bis 34
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11 Differentiation und Integration der Logarlihmus-
funktionen

SATZ: Jede loganl.hmuu:he Funktion f(x) = log, x (a >0, a+1; x > 0) ist an jeder
Stelle ihres Definiti diffe ierbar, und es gilt

1
(log, x)' = ;lng“e

" xlhhe

Beweis:

1. Differenzenquotient: Es sei a eine beliebige positive Zahl mit a == 1 und x, eine
beliebige positive Zahl. Dann ist der Differenzenquotient der Funktion
f(x) = loga x an der Stelle x,

Sl + h —f(xo) _ loga(x + h) —logaxy
; A

wobei h 4= 0 so gewﬁhlt ist, daB auch x, + h > 0 gilt.
2, Umformung des Differenzenquotienten: Wegen

loga x; — loga x, = loga il
ist ’

fE+h—fl) 1 x+h 1 ( L)
h hlog,. p *hlog,, 1+x0.

Erweitert man den Differenzenquotienten mit x, (x, > 0), so erhilt man

S +h) —f(x) 1 % h
Sttt 1 a1 1),

Daraus folgt unter Verwendung von nlog, x, = loga x,»

Sl +h)—flx) 1 h\i
_°_h—“=?Dloga(l +x—°)’ :

o "
Setzt man noch — = z, so ist
X
o

1
M:M _ xilogaa +9)%.
0

3. Gr t des Diffe i : Ist (hy) eine beliebige Nullfolge, bei der
fiir alle n gilt h, == 0 und xo + hp > 0, so ist wegen x,> 0 auch die Folge

h
(20) = (.x_") eine Nullfolge. Demnach ist
0
%o + h) X, 1 1
fi( . Iy, [x_loga(l + ,)z]
20| %o

1 L
=—Ilim logs (1 + 2)%.
Xoz—0

IA*U

Nun ist
1
=logse = Toa (7 Seite 123).

1
z

llm loga (1 + z)
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Folglich ist
1
f'@) =——logae |
o

xyIna’
Da sowohl die Stelle x, als auch die Basis @ mit den entsprechenden Einschriinkun-
gen (x) > 0; a > 0; a = 1) sonst aber beliebig gewahlt waren, ist der Satz D 6
hiermit bewiesen.
Fiir die spezielle logarithmische Funktion

flx) =lnx =logex (x>0)

erhilt man wegen log.e =1

1
(nx) =—

1 7
a) Die Ableitung der Funktion f(x) = =2 (x > 0) erhalten wir mit Hilfe der
Quotientenregel: %

1
;~x—~lnz 1—Inx
fo=t0g— ="~ @>o).

b) Die Ableitung der Funktion f(x) = In sinx (sinx > 0) erhalten wir mit Hilfe
der Kettenregel:
1

Flx)= inm %% = cotx (sinx > 0).

c) Unter welchem Winkel schneidet das Bild der Funktion f(x) =Inx die
x-Achse ?
Der Schnittwinkel der Kurve mit der x-Achse ist der Neigungswinkel der
Tangente an die Kurve an der entsprechenden Stelle. Die Kurve y = Inx
schneidet die x-Achse an der Stelle 1. Der Anstieg der Kurve ist dort

tanw =f’(1)=—i~=l.

Also schneidet die Kurve die x-Achse unter dem Winkel x = %

Aus den hier hergeleiteten Differentiationsregeln erhilt man unmittelbar

4
T":hH-H (x>0

dx 1
_/.Xh¢=m'lﬂx+c=lng¢x+c (@>0,a+1;x>0)

Die Funktion f(x) = In(—x) ist fiir jedes negative x differenzierbar. Mit Hilfe
der Kettenregel erhilt man als 1. Ableitung die Funktion

, 1 g
J'@)=— ="
Folglich gilt fir x < 0
dx
/T=In(—x)+c.

10 [00 12 53] 145



In jedem Intervall, das nicht den Nullpunkt enthalt, gilt also
/ dx =In|x|+ec.
%

2
dx
Das bestimmte Integral / = ist zu berechnen.
i
Man erhilt
2
/ﬁ =[lnx]? =ln2 —Inl=In2.
x
1

Dieses Beispiel zeigt, daB man die Funktion f(x) = Inx fiir jedes positive x auch
wie folgt definieren kann:

z

d:

wx= [ x>0,
b &

denn es ist

z

& e =lnx—Inl =Inx.
t

Aufgaben d 35 bis 42

12 Differentiation und Integration der Exponential-
funktionen

SATZ: Jede Exponentialfunktion y = a®(a > 0) ist an jeder Stelle x differenzierbar, und

es ist
e

Beweis:
a) Die Funktion y = 12 hat die Ableitung
§'=0=Je14L:
b) Ist a eine beliebige positive Zahl mit a = 1, so ist die Funktion
y =f(x) =logax (x> 0)
eine eineindeutige Funktion, die an der beliebig gewihlten Stelle x, > 0 die
von Null verschiedene Ableitung

-

xylna
hat. Die zu f inverse Funktion fist die Funktion
O 2= =a
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Nach Satz D 2 (1 Seite 129) erhilt man fiir eine beliebige Stelle y, = f(x,)

1
@ FO) =g =—— = %lne = oulna,
xlna

Benennt man in (1) und (2) die Variablen um, so erhilt man:
Die Funktion

y=fx)=a* (@a>0,a=%1)
hat an der beliebig gewihlten Stelle x, die Ableitung

®) () = anlna.
Da x, beliebig gewihlt war, gilt (3) fiir jede reelle Zahl, w. z. b. w.

Fiir die spezielle Exponentialfunktion y = e% erhilt man

(e

Dieses Ergebnis ist doch recht iiberraschend, denn fiir jede Zahl x stimmt der
Funktionswert der Funktion y = e mit der Ableitung der Funktion an dieser
Stelle iiberein.

Deshalb ist gerade diese Funktion b d ignet, solche Naturvorgéinge zu
beschreiben, bei denen die Anderung einer gegebenen GroBe (z. B. zeitliche Ver-
mehrung oder Verminderung einer gegebenen Substanz; zeitliche Anderung eines
Bewegungsvorganges) dieser GroBe selbst proportnonal ist. Sowohl diese Tatsache
als auch die relativ einfachen Differentiati

(e?) = e und (lnx)’:% (x> 0)

sind neben vielen anderen Vorteilen, die sich hieraus ergeben, Griinde fiir die Be-
vorzugung der Zahl e als Basis eines Logarithmensystems bei theoretischen Un-
tersuchungen. Beim numerischen Rechnen in der Praxis wird man natiirlich die
dekadischen Logarithmen bevorzugen.

Aus Satz D 7 folgt unmittelbar: Fiir jedes Intervall gilt

1
fa’dx:nuz+c (@>0,a+1)
fezdx=c“+c

a) (e#) = —2lna-a=* (a> 0, 1 eine beliebige reelle Zahl)
b) (esin2)’ = cosx - esinz
¢) Ist g eine differenzierbare Funktion, so ist

(ea(z))’ = ed(z) - g’(x).

d) Mit Hilfe dieses Ergebnisses erhilt man, daB auch jede Potenzfunktion y = x7
(x > 0), wobei r eine beliebige reelle Zahl ist, differenzierbar ist. Denn fiir jede
positive reelle Zahl x gilt

x = elnz,
Daraus folgt
2 = (emz)r = erinz (x> 0).

10* 147



Mit Hilfe der Kettenregel erhilt man
1 r
! — etlnz.p_ — P
(x7) = e r==at = (x>0)
=pal L,

Die Formel zur Differentiation einer Potenzfunktion mit rationalem Exponen-
ten-gilt demnach auch fiir alle Potenzfunktionen mit reellen Exponenten.

e) Das Integral f xe** dx berechnen wir mit Hilfe der Substitutionsmethode.

Substitution: 2=t also x=gt) =1t (t> 0)

x =¢(l)=2}q.

Folglich gilt fiir jedes x > 0:

et ds = [Vi-o ;I

1, 1
=—]|et = —et
de 2_Iedt 2e +c

_/Axez’ dx = %er’ +c.
Da nun aber fiir jede reelle Zahl x
(%8" + C)I = %ez' - 2x = xer'
ist, gilt das Ergebnis auch fiir x < 0.

Der Zerfall einer radioaktiven Substanz a8t sich in einer fiir viele Zwecke aus-
reichenden Niherung durch das sogenannte Zerfallgesetz
1) N=Nge® (=0
beschreiben (7 Kapitel C, Seite 104).

Unter der Zerfallsgeschwindigkeit einer radioaktiven Substanz zum Zeitpunkt ¢
versteht man die Ableitung

dN
o(t) = At

der Funktion (1). Man erhilt
v(t) = Noe™#(— ) = —AN,e~# = —jN.
. s ae e AN g X
Die Zerfallsgeschwindigkeit L also der Anzahl N der noch nicht umgewan-

delten Atomkerne proportional. Man kann demnach das Zerfallgesetz auch in der
Form

S =—W

angeben.

@ Bestitigen Sie, daf3 die Zerfallsgeschwindighkeit zum Zeitpunkt T (Halbwertszeit
 Kapitel C, Seite 104) nur halb so grof ist wie zum Zeitpunkt t = 0.

Aufgaben d 43 bis 54

148



Kurvendiskussionen; Extremwertaufgaben

13 Zur Wiederholung

In dieser und den folgenden Lerneinheiten sollen die in Klasse 11 begonnenen
Untersuchungen beziiglich des lokalen Verhaltens von Funktionen auch auf nicht-
rationale Funktionen ausgedehnt werden.
Bei der Untersuchung des lokalen Verhaltens einer gegebenen Funktion f haben
wir insb dere k nt, welche Bedeutung die Vorzeichen von f” und f”
(vorausgesetat, daB diese Ableitungen existieren) fiir das lokale Verhalten von f
haben. So wissen wir, da3
1. eine an der Stelle x, differenzierbare Funktion f in x, lokal monoton wichst
bzw. lokal monoton fillt, wenn f'(x)) > 0 bzw. f'(x) < 0 gilt,
2. eine an der Stelle x, zweimal differenzierbare Funktion f in x, lokal konvex
bzw. lokal konkav ist, wenn f"(x,) > 0 bzw. f"(x,) < 0 gilt.
Ferner haben wir bei diesen Untersuchungen den iiberaus wichtigen Begriff
,Jokales Extremum einer Funktion* k gelernt und folgende Kriterien fiir die
Existenz lokaler Extremwerte fiir differenzierbare Funktionen erarbeitet:
1. Ist f an der Stelle x, differenzierbar, so ist die Bedingung
fx) =0
notwendig (aber nicht hinreichend) fiir die Existenz eines lokalen Extremums
von f an der Stelle x,.
Eine in x, differenzierbare Funktion f kann also an der Stelle x, kein lokales
Extremum haben, wenn f'(x,) == 0 ist.
2. Ist fin einer Umgebung von x, differenzierbar, so ist die Bedingung
(%) = 0 und f’ wechselt in x, das Vorzeichen
hinreichend (aber nicht notwendig) fiir die Existenz eines lokalen Extremums
von f an der Stelle x,.
Ist diese hinreichende Bedingung erfiillt, so hat f in x,

ein lokales Maxi wenn [ mit wachsendem x von positiven zu negativen
Werten iibergeht,
ein lokales Mini wenn f mit wachsendem x von negativen zu positiven

Werten iibergeht.
3. Ist f an der Stelle x, zweimal differenzierbar, so ist auch die Bedingung
f'(xg) =0 und f(x;) + 0
hinreichend (aber nicht notwendig) fiir die Existenz eines lokalen Extremums
von f an der Stelle xy; und zwar hat fin x,
ein lokales Maximum, wenn f"(x,) < 0,
ein lokales Minimum, wenn f"(x,) > 0
ist.
Entsprechende Kriterien haben wir fiir die Existenz von Wendepunkten er-
arbeitet.
4. Damit eine an der Stelle x, zweimal bzw. dreimal differenzierbare Funktion f
in x, einen Wendepunkt hat, ist
notwendig (aber nicht hinreichend):

fra) =0
149



hinreichend (aber nicht notwendig):
a) f"(x,) = 0 und f” wechselt in x, das Vorzeich
b) f* (%) = 0 und f"(x,) = 0.

Die Funktion f(x) = Inx (x > 0) ist in bezug auf lokale Monotonie und lokale

Konvexitit bzw. lokale Konkavitit zu untersuchen.

Lisung: Es ist
f@=7 >0 wd f@Q=—% @>0)

Folglich gilt fiir jedes x mit x > 0
f'(x) >0 und f"(x) <O.

Also ist die Funktion f(x) = Inx fiir jedes x ihres Definitionsbereiches lokal mono-
ton wachsend und lokal konkav.

Die lokalen Extremwerte der Funktion f(x) = x2% sind zu berechnen.
Lisung: Es ist

J(x) =2x-e* + x%- = = €7 (x? + 2x)

f7(x) = e%(x? + 2x) + e2(2x + 2) = e*(x? + 4x + 2).

Die notwendige Bedingung fiir die Existenz lokaler Extremwerte f'(x) = 0 fiihrt
auf die Gleichung

ez(x? 4 2x) = 0.
Da fiir jedes x aber = > 0 gilt, brauchen wir nur die Losungen der Gleich
22+ 2x =0

zu berechnen. Diese sind

=0 und x,=-—2.
Es ist
f(0)=2>0 und f"(—2)=—2¢2<0.
Folglich hat f an der Stelle 0 ein lokales Minimum, und an der Stelle — 2 ein

lokales Maximum.
Die Funktionswerte der Funktion f an den Stellen 0 und — 2 sind

f0) =0 und f(—2) =4e? ~ 0,54.
Ergebnis: Die Funktion f(x) = x? - e% hat an der Stelle

0 das lokale Minimum f(0) = 0
—2 das lokale Maximum f(—2) =~ 0,54.

Das Bild D 7 zeigt das Bild der Funktion f(x) = 2% e im Intervall (—6;1,3).

14

Die Nullstellen, die lokalen Extremwerte und die Wendepunkte der Funktion

fx) = (x—3)- ‘}/? sind zu berechnen, und das Bild derFunktion ist im Intervall
—1,5 < x <5 zu zeichnen.
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DT —— 1] |
1. Nulistellen
Die Funktion f hat, wie man unmittelbar erkennt, die Nullstellen
%, = 0 und x, = 3 und nur diese.
2. Lokale Extrema
Die Ableitung der Funktion
1
£x) = V2 = (&°

erhalten wir mit Hilfe der Kettenregel:
2
g'(x) = %(xl)- 3.9x = 2% (x=0)1.
3y

Folglich hat f die Ableitung
PO~ ORI O ) ol ]

3Yx 3¥xt

1 5x*—6x _ 1 x(5x—6) (= 0)

T

An der Stelle % hat f’ eine Nullstelle. Das Vorzeichen von f’ hingt fiir positive x

2.
3

nur von dem Vorzeichen der Differenz 5x — 6 ab.

Fi‘u'0<x<%ist 54— 6<0 und

fiir x>%iat5x—6>0.

1 Man beachtel Die Funktionen g(x) = (1) und h(s) = ¥ (x 2 0) sind nicht identisch, denn die Funktion g ist fir
alle reellen Zahlen definiert.
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Daraus folgt:

Fﬁ:0<x<%istf'(x)<0 und

fiir x>~gist f'(x) > 0.

Folglich hat f an der Stelle % das lokale Minimum

6 6 1/36 97/36-5 9 gr
f(?) = (;— S)VE = —;Vm = —ngo ~ —2,03.
Da die Funktion f an der Stelle 0 nicht differenzierbar ist, muB noch untersucht
werden, ob f an dieser Stelle ein lokales Extremum hat. Fiir alle x mit x < 0 und
fiir alle x mit 0 < x < 3 ist f(x) < 0. Folglich gibt es eine Umgebung der Stelle 0

derart, daB fiir jedes x mit x 5 0 aus dieser Umgebung f(x) < f(0) gilt. Also hat f
an der Stelle 0 das lokale Maximum f(0) = 0.

3. Wendepunkte
Die zweite Ableitung der Funktion f ist die Funktion

({06 V3 — (Gt — i) 2
1 3Vx®
&=y = = 08
BRI v 1
LS = I 7 1
6
=gt wwo. [T, [

¥t

Da — % Nullstelle von f” ist und f” an

dieser Stelle das Vorzeichen wechselt, hat

——t 2
die Funktion f den Wendepunkt /
S 3 1
vl 3=3)
" 3 183/9 uBL SR Ll
y (—E) =3V / /
/.

18 5
=_EVE“ —2,6.

N

29

Da f” nur die Nullstelle — % hat und der 7

Begriff des Wendepunktes nur fiir solche
Stellen, an denen f’ existiert, erklirt
worden ist, hat f keinen weiteren Wende- ]
punkt.

=

=

L
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4. Bild der Funktion
Wir berechnen noch fiir einige Zahlen aus dem Intervall (— 1,5; 5) Naherungs-
werte fiir die zugehérigen Funktionswerte:

x| —15 —1 —05 —02 02 05
Y =59 —2 —22 —11 —10 —16
i 1 15 2 25 35 4 5

Y —2 —2 —16 —09 12 25 58

Das Bild D 8 zeigt das Bild von fim Intervall (— 1,5; 5).

15

Die Nullstellen, die lokalen Extrema und die Wendepunkte der Funktion
f(x) =2-sinx + sin2x sind zu berechnen, und das Bild der Funktion ist im
Intervall —z < x < 2x zu zeichnen.

Lisung: Die Funktion fist eine periodische Funktion mit der (primitiven) Periode
27, d. h., es gilt fiir jede ganze Zahl k

fla+k-2m) = £(2).
Daher geniigt es, wenn wir uns bei den geforderten Berechnungen auf das Intervall

0 < x < 27 beschriinken und das Verhalten der Funktion an der Stelle 0 geson-
dert untersuchen.

1. Nullstellen
Die Nullstellen der Funktion f sind die Losungen der Gleichung
(I) 2-sinx +sin2x =0.
Mit Hilfe der Identitit sin 2x = 2 - sinx cos x erhalten wir aus (1)
2 -sinx + 2 +sinx cosx = 0
bzw.
sinx (1 4 cosx) = 0.
Jede Zahl x mit
sinx =0 oder 1+ cosx =0

und nur eine solche ist eine Losung der Gleichung (1). Folglich erhalten wir als
Nullstellen der Funktion fim Intervall 0 < x < 27 die Zahlen

x=k-n (k=0,1,2).
2. Lokale Extrema
Es ist
f'(x) =2-cosx +2-cos2x und f"(x) =—2-sinx—4-sin2x.

Die Stellen, an denen f lokale Extremwerte haben kann, sind die Nullstellen der
1. Ableitung f”, also die Losungen der Gleichung

(2) cosx + cos2x =0.
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Mit Hilfe der Identitat cos2x = 2 - cos®x — 1 erhalten wir aus (2)
cosx +2-cos?x—1 =0
bzw.

1 1
i e sy
(3) cos?x + g cosx— 0

Die Losungsformel fiir quadratische Gleichungen ergibt
1 1 8 1 3
=g I/ﬁ+iz=—ziz-
Die Losungen der Gleichung (3) sind also diejenigen Zahlen x, fiir die
cosx = % oder cosx =—1

gilt. Im Intervall 0 < x < 27 erhalten wir aus cosx = L3 die Zahlen

2
T S
=y wd m=-p

und aus cosx = —1 die Zahl
Ry =,
Nun ist

f"(i) =—2 ~sin£—4sin2= —28in%—4sin%< 0

3 3 3
= () (L . . _-1_(_-1)
f(S)— 2 sin— 4sin 3 = 2( sxn3) 4 sing >0

f'(n) = —2-sing —4sin2x = 0.
Folglich hat f an der Stelle

42 . z . T . 27
3 das lokale Maximum f(?) =2 sm; + sm-s—

1 1= 3=
=2-?}/§+?}/3=?}/3~2,6

57 2 g 57 . 5m . 10z
= das lokale Minimum f| (T)- 2 sin—- + sin—-
s T ] 3
=—2 ~sm§— smg = _Eﬁ
~—2,6.

Uber die Stelle x; = # kénnen wir zunichst nichts weiter aussagen.
3. Wendepunkte
Die Nullstellen der 2. Ableitung sind die Losungen der Gleichung
sinx + 2 -s8in2x = 0.
Diese Gleichung ist mit den folgenden dquivalent:
sinx + 4 +sinx cosx = 0
sinx(l + 4 cosx) = 0.
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Die L gen dieser Gleichung sind diejenigen Zahlen x, fiir die
sinx =0 oder cosx = —%

gilt. Im Intervall 0 < x < 27 sind dies die Zahlen
x=k-m (k=0,12)
x~ 1,82 (104,5°) und x = 4,46 (255,5°).

Diese Ergebnisse liest man am einfachsten in der Tabelle auf den Seiten 28 und 29
des Tafelwerkes ab.
Mit Hilfe der 3. Ableitung von f

f"(x) =—2-cosx—8-cos2x =—2-cosx—8(2-cos?x —1)

erhalten wir:

Fiir cosx = ——1— und fiir sinx = 0, also cosx = 41 gilt

@) +o.
Folglich hat f im Intervall 0 < x < 2z an den Stellen 1,82; 7 und 4,46 Wende-
punkte. Auch an den Stellen 0 und 27 hat f Wendepunkte, da f fiir alle x deﬁ-
niert ist und auch fiir diese Stellen f"(x) == 0 gilt.
Die Funktionswerte der hier berechneten Zahlen sind

f(1,82) ~ 1,45

f(4,46) ~ —1,45

flkm) =0 (k=0,1,2).

Ergebnis: Unter Beriicksichtigung der Periodizitit von f erhalten wir folgend
Ergebnis:
Nullstellen: x = kn  (k eine ganze Zahl).
Extrema:

a) lokale Maxima: x=%+k'2n, f(x)=%}/§

b) lokale Minima: x=5?n+k-2n, f(x)=—%}/§
y D9
\ i A
/

~
) \'.\c
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Wendepunkte:
x=kn, f(x)=0
x~ 1,82 +k-27n, f(x)~ 145
x~ 4,46 + k- 2r, f(x) ~—145.
Das Bild D 9 zeigt das Bild der Funktion fim Intervall —z < x < 27,

Aufgaben d 55 bis 65

16 Ndherungsweise Berechnung von Funktionswerten

Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt uns eine Méglichkeit zur nihe-
rungsweisen numerischen Berechnung von Funktionswerten. Der Mittelwertsatz
der Differentialrechnung lautet:

Ist eine Funktion fin {a, b) stetig und in (a, b) differenzierbar, so gibt es
eine Zahl & mit @ < & < b derart, daB gilt

(1) f(b) f(a) —f'®

(Bild D 10). Setzt man @ = x, b = xy + h, so lautet die Gleichung (1)
B)—
Sz + }3 flxo) =1

bzw.

Sl + k) = flx)) + Bf'€)-

Wegen x, < & < x, + h gibt es eine Zahl # mit 0 < # < 1derart, daB ¢ = xy+9h
gilt. Damit erhilt man

[ 7Gx+ )= 1) + BFxo+00) mit 0<8< |

Ist nun f eine gegebene Funktion, deren Ableitung f’ in einem gewissen Intervall
{%q» % + h) monoton ist, und kennt man den Funktionswert f(x,), so kann man
mit Hilfe der Gleichung (2) fiir den Funktionswert f(x, + h) eine untere und
eine obere Schranke berechnen. Wenn nimlich die Funktion f’ im Intervall
{xg, %y + k) monoton ist, so nimmt sie ihren kleinsten und ihren gréBten Funktions-
wert in diesem Intervall an den Enden des Intervalls an. Setzt man also in (2) fiir
9 die Zahlen 0 und 1 ein, so erhilt man eine untere und eine obere Schranke fiir

Sl + B).

D10 pu Y A
L flrh [
£ = i
~ I8
X [
. “ |=
f(b) P £ §’
fla) § =
I a 5' b x Xp Xpth X
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Ist f" in (xy x, + h) monoton wachsend, so gilt

Slowo) + hf'(x0) < flxo + h) < flxo) + hf'(xo + k) (Bild D 11).
Ist ' in (xy, x5 + k) monoton fallend, so gilt

Sxo) + hf'(xo + B) < f(xo + k) <[(xo) + Bf'(xo)-

Unter Verwendung von In 15 ~ 2,7081 (Tafelwert) sind fiir In 15,2 eine untere
und eine obere Schranke zu berechnen.
Lisung: Aus dem Tafelwert fiir In 15 folgt
2,70805 < In15 < 2,70815.

Fiir die Funktion f(x) = Inx (x > 0) erhilt man mit Hilfe der Gleichung (2)

h
xo + Oh
Da die Ableitung der Funktion f(x) = Inx (x > 0) monoton fillt, erhilt man
hieraus mit x, = 15 und h = 0,2 fiir # = 1 eine untere und fiir # = 0 eine obere
Schranke fiir In 15,2.

mit 0 <9 <1.

In(xy + h) = Inx, +

h 0,2
4=1: "n+——'9" =ﬁ = 0,013158 ... > 0,01315
h 0,2 =
ity v < 0,01334,
4=0 P T 15 0,013333 ... < 0,0133:

Folglich gilt

2,70805 + 0,01315 < In15,2 < 2,70815 +- 0,01334
bzw.

2,7212 < In15,2 < 2,7215.

Setzen wir z. B. In 15,2 ~ 2,7213, so ist der Fehler dieses Néherungswertes
héchstens gleich 0,0002.

Fiir e sind unter Verwendung von e &~ 2,7183 (Tafelwert) eine untere und eine
obere Schranke zu berechnen.
Lésung: Fiir die Funktion f(x) = ez ergibt die Gleichung (2)

eZoth — e7o | hemot? mit 0 < ¥ < 1.
Mit x, = 1 und h = 0,01 erhalten wir hieraus fiir # = 0 eine untere und fiir ¢ =1
eine obere Schranke fiir ¢!.01:

e+ 0,0le < el0 < e + 0,01e%0%,
Aus dem Tafelwert fiir e folgt 2,71825 < e < 2,71835.
Folglich ist

el > e + 0,0le = 1,01e > 1,01 - 2,71825 > 2,74543.
Aus

el < e + 0,01et0
folgt

0,99¢1.01 < e

oL o 2,71835

0,99 0,99

Folglich ist

2,7454 < eV < 2,7459.

< 2,74581.
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Die Funktion f(x) = x + 2= ist in bezug auf Existenz von Nullstellen zu unter-
suchen. Fiir eventuell vorhandene Nullstellen sind Niherungswerte zu berechnen.
Lésung: Die Funktion f(x) = x + €% ist wegen f'(x) = 1 + 2¢2* > (0 monoton
wachsend und hat daher héchstens eine Nullstelle. Als stetige Funktion hat sie
wegen

f(—=1)=—14e2<0 und f(O)=e2=1>0

nach dem Zwischenwertsatz im Intervall (—1; 0) eine und damit die einzige

Nullstelle x*.

Aus dem Bild D 12 entnehmen wir, daB die Zahl Y]
%y =—0,4 ein Niherungswert fiir die gesuchte Null- 3
stelle x* ist. Es ist
flxg) = —0,4 + e7°8 x~ 0,05, 2
=
Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung I

gibt es eine Zahl { mit x* S & < x, derart, daB gilt
F&*) = flxg) + (=% — x0) f'(€)-
Aus dieser Gleichung folgt wegen f(x*) = 0
k2 | 0j i x
P T f(xo) . I
1)
Da wir die Zahl & nicht kennen, koénnen wir mit D12
Hilfe dieser Gleichung die Nullstelle x* nicht berech-
nen. Nehmen wir an Stelle der Zahl ¢ die Zahl x,, so
erhalten wir die Zahl
f(xo)
=xg—F—,
BT G
die — wie wir noch sehen werden — als Niherungswert fiir die Nullstelle x* ge-
eigneter ist als die Zahl x,.

N
1

Es ist
——0a SN o, Ottt 0%
AT T T A0y T T Ot T T e ST

f(—0,426) = —0,426 + e-082 < 0,001.

Da die Funktion f(x) = x + e* monoton wichst und f(x;) < f(x,) gilt, ist die
Zahl x, in der Tat als Naherungswert fiir die Nullstelle x* geeigneter als die
Zahl x,.

Um die Genauigkeit des berechneten Niherungswertes abzuschitzen, wenden wir
den Mittelwertsatz auf die Differenz f(x;) — f(x*) an und erhalten

o) —f&*) = (1 — =) f'(§) mit 2* sS&Esx
Aus dieser Gleichung folgt

o fw)
TR e
Ist nun k der kleinste Wert von | f'(x) | im Intervall (—1; 0), so gilt

|4 —2*| < |f(l’:1) ’

Da f'(x) = 1 + 2¢%7 eine monoton wachsende Funktion ist, nimmt sie im Intervall
{—1; 0) ihren kleinsten Wert an der Stelle —1 an.
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Esist f/(—1) = 1 + 22 > 1,27. Dann gilt

| —x*| < lf;(’;)' < 0,0009.

Der Fehler des berechneten Néherungswertes x, ist also sicher kleiner als 9 - 104,
Man kénnte mit der hier verwendeten Methode noch geeignetere Niherungswerte
berechnen, wir wollen es aber bei dem Niherungswert x, belassen.!

17 Extremwertaufgaben

Eine Batterie der Nationalen Volksarmee hat einen Stellungswechsel vom Punkt 4
zum Punkt B (Bild D 13) durchzufiihren. Der Punkt A liegt an einer StraBe, der
Punkt B im Gelinde 12 km von der annihernd geradlinig verlaufenden StraBe
entfernt. Der FuBpunkt des Lotes von B auf die StraBe ist 20 km von A entfernt.
Die Marschgeschwindigkeit betrigt auf der StraBe v, = 50 km - h~! und im Ge-
linde v, = 25 km + h™%. An welcher Stelle muB die Kolonne von der StraBe
bbi um den Stell 1 in moglichst kurzer Zeit zu vollziehen ?
Lasung Es sei (a —x) baw. y dle (in Kilometern gemessene) Liinge des auf der
StraBe bzw. des im Gelinde geradlinig zu durchfahrenden Weges. Setzen wir vor-
aus, daB die Teilbewegungen gleichférmig erfolgen, so benttigt die Batterie die
Zeit

'=F("J)="v;lx+%,-

Nun ist y = }b% + x%. Damit erhalten wir die Funktion

x Vb4 a? &
Vg

¢=f(x)="—v_l—+ Okm <z <a),

von der wir im Intervall 0 km < x < aden Geldnde
kleinsten Funktionswert zu ermitteln 4 N StraB
haben. Die A.bleitung der Funktion f ist . X1 - [pinane

I 1,1 = L“—»
e - +z1/m' D13
Die Nullstellen der Ableitung sind die Lésungen der Gleichung

e il

v,}/m Sy’
die wir wie folgt losen:

0,222 = 0,2(b% + x2)
230y — v?) = b2v,?

Y/ b

b2v,?
2 __ 2
A 0,2 —,?
. I (x = 0).
V"x’_"zz B

1 Es milBte eigentlich nachgewiesen werden, daB jede Folge von Niherungswerten, die wir mit dem hier verwendeten
Verfahren erhalten, gegen die Nullstelle von f konvergiert.
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Die Probe zeigt, daB diese Lésung x auch Lésung der Ausgangsgleichung und da-
mit die einzige Nullstelle der Funktion f” ist:

x _ bu, - b
”2@ Vo2 — "az”zl/bx e :%22 - Vb2(v,® — v,?) + bPuy?
Bi~—%
i
v

Setzen wir die gegebenen GroBen ein, so erhalten wir
1225 300
=—————kma~ ——km~ 6,9 km.
12500 — 625 43,3
Die 2. Ableitung von f ist die Funktion

VoAt —x—2

v=fr = e
vy b2 4 &2 s VB2 22(b2 + 2?)
b2
/B a2 (b + a?)

Man erkennt unmittelbar, daB fiir jedes x

frx) >0
ist. Folglich hat f an der Stelle x ~ 6,9 km ein lokales Minimum. Der Vergleich
des Funktionswertes

13,1 |, Y144 + 6,92
= ey S Lol IR 4 A 53
£(6,9 km) ( = o )h 0,82 h

mit den Randwerten

-]

a b 20 12
SOkm) = 42— (E-{—g)h —088h und
/b2 2
fla) =Y:+a® V54, osn

vy 25

zeigt, daB das ermittelte lokale Minimum auch gleichzeitig das globale Minimum
von fin dem betrachteten Intervall ist.

Ergebnis: Um den Stellungswechsel in méglichst kurzer Zeit durchzufiihren, muf3
die Batterie ungefihr 13,1 km vom Punkt 4 entfernt von der StraBe abzweigen.

18

Die Fahrtrichtung eines Segelbootes bildet mit der Windrichtung den Winkel
¢ (0 < ¢ < 7). Wie miissen die Segel gestellt werden, um eine maximale Aus-
nutzung der Windkraft zu erzielen ?

Lésung: Es sei 2 (0 <xsS %) der Winkel zwischen dem Segel und der Fahrt-

richtung (Bild D 14). Dieser Winkel x ist so zu wiihlen, daB eine maximale Aus-
nutzung der Windkraft erfolgt. Von der Windkraft § ist nur die Komponente
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&, wirksam, die senkrecht auf das Segel driickt. Fahrtrichtung

Ist y = n— (x + ¢) der Winkel zwischen Wind-

kraft und Segel (Bild D 14),

so gilt

(1) F,= Fysiny = Fysin[z — (x + ¢)]
= Fysin(x 4+ ¢).

Von der Kraft §; betrachten wir nun wieder

diejenige Komponente §, die in die Fahrt-

richtung fillt, die also die Vorwirtsbewegung

des Bootes bewirkt. Der Winkel zwischen §,;

und § betréigt 8 = %— x. Folglich ist

@ F= Fl-cos(%—:t:) = F, -sinx.

Aus (1) und (2) folgt

F = f(x) = Fy - sinx - sin(x + ¢) (0<x§%).
Fiir diese Funktion f ist also im Intervall 0 < x < %
ermitteln.
Ist ¢ = 0, d. h., fallen Fahrt- und Windrichtung zusammen, so erhalten wir die
Funktion

Fi#) = Fupe sintz <0<x§%),

das globale Maximum zu

die an der Stelle x =% das globale Maximum j;(—;i) = Fy hat. In diesem Fall

wird also die gesamte Windkraft fiir die Bewegung des Bootes ausgenutzt, wenn
das Segel senkrecht zur Fahrtrichtung steht.
Fiir 0 < ¢ < 7 ermitteln wir zunéchst, ob die Funktion

F = f(x) = Fysinx - sin(x + ¢)

im Intervall 0 < x < %lokale Maxima hat. Die 1. Ableitung dieser Funktion ist

i—f=f’(x) = Fy[cos x * sin(x + @) + sinx * cos (x + ¢)].

Setzt man x + ¢ =y, 80 ist
cosx - siny + sinx * cosy = sin(x + y) = sin(2x + ¢).
Also ist f'(x) = Fy - sin(2x + ¢).

Die notwendige Bedingung fiir die Existenz eines lokalen Extremums f'(x) = 0
fithrt auf die Gleichung

(3) sin(2x + @) =0.
Wegen 0 <p<nmund 0 <z < % gilt 0 < 2x + ¢ < 27. In diesem Intervall
hat die Gleichung (3) genau eine Lésung, nimlich 2x 4 ¢ = =, baw.

w2

r=m—

2 2
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Mit Hilfe der 2. Ableitung
f"(x) = 2Fy * cos (2x + ¢)

folgt wegen
f”(%—%) =2F, - cosn = —2F, < 0, daB f an der Stelle x =%—%
ein lokales Maximum hat.
Es ist
LI (1_1). (1_1 )_ 2
f(Z 2)_F., sin|5-— ) -sin|3 2+4p = Fy - cos
f(%) = Fw~sin1~ sin(%-{- (p) =Fy-cosg
Aus
— ol gt
cos = cos® - — sin®7
folgt
cosz ¥ _ cosp + sin2 2 > cos .
2 2
Folglich ist
R =i i
Y ( 272 ) ] ( 2 )
Ferner gilt
lim f(x) = 0.
z—0
>0
Aus diesen Betrachtungen folgt, daB das lokale Maximum f| (% —%) auch das

globale Maximum der Funktion fim Intervall 0 < x < % ist.

Ergebnis: Die giinstigste Segelstellung erreicht man, wenn

n

2

gilt, d. h., wenn das Segel auf der Winkelhalbierenden des Winkels zwischen
Fahrt- und Windrichtung senkrecht steht. (Das hier ermittelte Ergebnis gilt nur

unter der Voraussetzung, daB das Segel starr ist, was natiirlich in Wirklichkeit
nicht der Fall ist. Deshalb gilt diese Losung in der Praxis nur angenéhert.)

x+%=

19

Welcher Punkt der Kurve y = e# hat vom Koordi fangspunkt den klein-
sten Abstand ?

Lésung: Der Abstand eines beliebigen Punktes P(x;y) der Kurve y = e vom
Ursprung des Koordinatensystems betrigt (Bild D 15)

r=Yx® + y2.
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Mit y = e* erhalten wir die fiir alle x Vi
definierte Funktion 3
r=g(x) = VXEF et /
Wir untersuchen zunichst, ob diese Funktion g lokale v/
gil:lln.mA:;:i'tung von g ist die Funktion ::-1
A 2x + 2e2x x + e P A ly
o= ymre Tere =

Die Nullstellen von g’ sind die Lésungen 2| - 0 xT x

der Gleichung
x4+ e2r=0.
Im Beispiel D 23 wurde gezeigt, daB diese Gleichung genau eine Losung x* hat,

fiir die wir den Naherungswert — 0,426 ermittelt haben. Die Rechnung im Bei-
spiel D 23 hat ferner gezeigt, daf8 die Funktion

o) =%+t
an der Stelle x* von negativen zu positiven Werten iibergeht. Da J/x + %z stets
x% L ez
]’xz + ez
negativen zu positiven Werten iiber. Folglich hat g an der Stelle x* ein lokales
Minimum.
Wegen g'(x) < 0 fiir x < x* und g'(x) > 0 fiir x > x* ist die Funktion g fiir alle
x < x* monoton fallend und fiir alle x > x* monoton wachsend. Folglich ist das
lokale Minimum von g auch das globale Minimum von g.
Ergebnis: Der Punkt P mit der Abszisse x ~ — 0,426 der Kurve y = % hat vom
Ursprung des Koordinatensystems den kleinsten Abstand.

D15 l

an der Stelle x* von

positiv ist, geht auch die Ableitung g'(x) =

Aufgaben d 66 bis 92

Fldcheninhalts- und Volumenberechnungen

20 Flédcheninhaltsberechnungen (Wiederholung)

Ist f eine im Intervall (a, b) stetige Funktion, deren Funktionswerte in (a, by
nicht negativ sind, so versteht man unter dem Flicheninhalt 4 des ebenen
Flachenstiickes, das von dem Bild von f, der x-Achse und den Geraden x = a und
x = b begrenzt wird (Bild D 16), das bestimmte Integral der Funktion fim Inter-
vall {a, b). Es ist also "

b D16 Y
A =_[f(x)dx.

Das betrachtete Fliachenstiick enthilt also genau die
Punkte P(x; y), deren Abszissen x dem Intervall
a < x < b und deren Ordinaten y bei einem festen x
aus ¢a, by dem Intervall 0 < y = f(x) angehéren.
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Sind die Funktionswerte von f im Intervall (a, b)
nicht positiv, so betrdgt der Flacheninhalt des be-
treffenden Flachenstiickes (Bild D 17):

b b
= }»/’f(x)dx = —[f(x) dx.

Fiir jede im Intervall (a, b) stetige Funktion f existiert ~ D 17
b

das bestimmte Intq;grnl [ f(x) dx. Wahlt man fiir das Intervall {a, b) irgendeine
ausgezmchnete Zerlegungsfolge, bei der die n-te Zerlegung durch die Zahlen x,(),
xl(n) o XMW mit

a= xo(n) & xl(n) <L e < x“(n) =b
gegeben ist, und feste Zahlen &™) mit

AN S EW S k™ (=12, ..,n),
so gilt

fbf(x) dx = lim i:f(g,m)) (egm — x(:)l) .

b
Die Berechnung des bestimmten Integrals ff(x)dx einer gegebenen stetigen

a
Funktion f kann auf das Aufsuchen einer Stammfunktion F von f zuriickgefiihrt
werden, denn der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung besagt:

Ist f eine im Intervall {a, b) stetige Funktion und F eine Stammfunktion
von f, so ist

b
[f(x) dx = F(b) — F(a).

In der 11. Klasse traten bei den Anwendungen der Integralrechnung nur rationale
Funktionen auf. Hier sollen nun u. a. auch Flicheninhalte solcher Flich iicke
berechnet werden, die von den Bildern nichtrationaler Funktionen begrenzt

werden.

21 Beispiele

Es ist der Flicheninhalt derjenigen Fliche zu berechnen, die von der Sinuskurve
und der x-Achse im Intervall 0 < x < 27 begrenzt wird.

Lésung: Die Funktion sin hat in dem genannten Intervall die Nullstellen 0, 7
und 27 (Bild D 18). Fir 0 < x <= ist sinx > 0, und fiir # < x < 27 ist
sin x < 0. Folglich ist

P 2n
A=/ainxdx+ fsinxdx
0 =

= [—cos#]] — [—cos x]%"
= —cosz + cos0
+ cos 27 — cosm
A = 4-
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27
Beachte: Es ist flinx dx = [—cos x]:" =0.
0

Der Querschnitt der Tragfliche eines Flugkérpers wird durch die Bilder der
2 —
Funktionen fj(x) = % und fy(x) = % Y2x (Bild D 19) begrenzt. Der Flichen-

inhalt dieses Q hni ist zu berech
Lésung: Die Abszissen der Schnittpunkte der gegebenen Parabeln sind die Lo-
sungen der Gleichung

22 1

. (o M o "
® §=3 V2=
Durch Quadrieren von (*) erhilt man die Gleichung D19
x4 1
g 1% - T
6 =16 > 4 T
baw.
X =8 05) =
Vix
mit den Ldsungen . = =
%, = O'und x, = 2. 0 05 1 15 2 25 x

Die Probe zeigt, daB die Zahlen x; = 0 und x, = 2 auch die Losungen der Glei-
chung (*) sind. Folglich schneiden die Bilder der Funktionen f; und f, einander
an den Stellen x, = 0 und x, = 2.

Der Flicheninhalt des zu berechnenden Querschnittes ist

2
1 1 [z 2 = 1 J°
A=/(I}/§——§x’)dx=—8—[2]/2-?x]‘x——;xa]

_oyz.29y5 L. g| _L(26_8
_8[2}/2 S22 — s}_ ( = )

e
e

Es ist zu zeigen, daB fiir beliebige positive Zahlen a und b stets gilt./ e =
%
i b

Das Ergebnis ist geometrisch zu deuten.
Lésung: Es ist
a

(1) Exi=[lnx]:=lnu-—lnl=lna

1
ab

dx pre ab
2) '/‘T=[lnx]h =lnab—lnb=ln;=lna.
b

Folglich ist
a ab
’”dx [dx
x . ) s’
i b
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Geometrische Deutung: Das Flachenstiick, das von der Kurve y= l , der x-Achse

und den Geraden x = l und x = a (a > 0) begrenzt wird, hat stets den gleichen
Flicheninhalt wie d Flichenstiick, das von dieser Kurve, der x-Achse
und den Geraden x — b (b > 0) und x = ab begrenzt wird. Das Bild D 20 zeigt
diese beiden Flachenstiicke fiir a = 2 und b = 2,5.

Zeigen Sie, daf unter Verwendung des Ergebnisses von Beispiel D 29 fiir beliebige
positive Zahlen a und b stets gilt
a b ab
L.
* x ®

1 i 1 .
Welche wichtige Eigenschaft der Logarithmen wird durch diese Gleichung darge-
stellt ?

0 1 a2 b=25 3 4 b5 x i D
D 20 D21

x2—2x —

Die Funktion f(x) = T

(x = —4) hat fiir x > —4 zwei Nullstellen

x, und x,. Es ist der Flicheninhalt des Flichenstiicks zu berechnen, das von dem
Bild der Funktion und der x-Achse im Intervall {x;3 %) begrenzt wn-d
Lisung: Die Funktion f hat die Nullstellen x; = —3 und x, = 5. Im Intervall

{—3;5) ist fstetig. Ferner gilt fiir jedes x mit —3 < x < 5:f(x) < 0 (Bild D21).
Fiir x &= —4 ist

B2l 9
x+4 - x+4°
Also ist .
)
] . 3
- o | (e +
A= /(x 6+x+4)dx [ x 6x 4 9In (x 4)]~
-3
:—(%—304—91n9—~§——18—91n1)n—,40—9-2.2
A~ 202, '
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22 Flidcheninhalt einer Kreisfldche

Der im Bild D 22 dargestellte Viertelkreis ist das Bild der :‘
Funktion
=Vrt—ax® mit 0<x=r.
Der Flicheninhalt des Fliachenstiickes, das von dem Viertel-
kreis und den Koordinatenachsen begrenzt wird, ist s =
1
A, =[Vrr—xtdx. D22
0

Durch die Funktion

x=g(t) =r-sint mit 0§(§%

wird das Intervall 0 <t < % umkehrbar eindeutig auf das Intervall 0 S x <r
abgebildet. Es ist

@(0) =r-sin0 =0 und qp(%—):r'ﬂin%:r.

Nach der Substitutionsformel (7 Seite 139) erhalten wir

n

r 2
[Yrt—xtdx = [YrF =7 sin®t-r-costdt
o 0

n a
2 T
f Yr?(1 —sint) - r - costdt = r’fcos*ldl.
0 0
Dasunbestimmte Integral.[ cos?tdt haben wir bereits im Beispiel D12d (7 Seite 143)
gelost. Es ist

[cos?tdt =%(l + sint cost) + c.

Folglich ist
A4,= = [t+smtcosl] ( + sin—- cos%—sino coaO)
1
4,= Im’.

Fiir den Flacheninhalt der gesamten Kreisfliche erhalten wir also

A =nrt.
Bereéhnen Sie den Flicheninhalt des kleineren der beiden Flichenstiicke. die von der
Ellipse x® + 4y* = 25 und der Parabel y* = %x begrenzt werden!

Aufgaben d 93 bis 103
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23 Volumenberechnung

Das Bild D 23 zeigt eine vierseitige gerade Pyramide in einem rédumlichen Ko-
ordinatensystem. Das Koordinatensystem ist so gewahlt, daB der Koordinaten-
anfangspunkt mit der Spitze der Pyramide zusammenfillt und die x-Achse senk-
recht auf der Grundfliche steht.

Jeder Schnitt der Pyramide mit einer zur Grundfliche parallelen Ebene ergibt
eine Schnittfliche, die der Grundfliche #hnlich ist. Tst A der Flicheninhalt der
Grundfliche A¢ der Pyramide und
h die Pyramidenhéhe, so erhilt man
fiir den Flicheninhalt Q der Schnitt-
fliche an der Stelle x (0 < x < h)
nach einem bekannten Satz aus der
Ahnlichkeitslehre

Q: A =x2:h?
baw.

A
0= F"' D23

Fiir jedes x aus dem Intervall 0 < x < h erhilt man so eine eindeutig bestimmte
Zahl Q(x). Folglich ist die Menge aller geordneten Paare [x; Q(x)] mit 0 < x < h
eine Funktion, die durch die Gleichung

0w =r5x OSzsH)

beschrieben werden kann. Da diese Funktion stetig ist, existiert das bestimmte

Integral
h

) )
A A7
6/0(::) dx =v Fx’dx = ﬁoj x2dx.
I
Durch Ausrechnen dieses Integrals erhilt man die Zahl
Ah

=5

die, wie uns bereits bekannt ist, das Volumen der Pyramide angibt.!
Wihlt man irgendei gezeichnete Zerlegungsfolge (3,) fiir das Intervall
<0, k), bei der die n-te Zerlegung 3, durch die Zahlen x(, x,), ..., x,™ mit

0 = x)m < x,(0) < oo < xp0) = h

gegeben ist, und feste Zahlen &) mit
x(,-'l)l SEMN =™ (=1,2,..n),
so gilt

13
P

&4
M) [retde=lim S Em) (e — £2,).
J n—ooi=1
0

* Wir identifizieren auch hier wieder (wie bei Flicheninhaltsberechnungen) — solange keine Anwendungsaufgaben
behandelt werden — das jeweilige Kérpervolumen mit seiner MaBzahl,
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@ Deuten Sie fiir ein festes n (n > 0) die Summanden
A
G (e — %) (=12, m)
und die Summe
n A
B e i — 2,
i=1
in (1) geometrisch!

Mit Hilfe des bestimmten Integrals haben wir definiert, was wir unter dem
Flicheninhalt eines Flichenstiickes, das von den Bildern stetiger Funktionen be-
grenzt wird, zu verstehen haben. Auf Flichenstiicke, die von den Bildern nicht
stetiger Funktionen begrenzt werden, sind wir jedoch nicht eingegangen.

Wir wollen uns jetzt mit Volumenberech-
nungen befassen. Wir werden den Be-
griff ,,Volumen* nur fiir solche Korper
definieren, die gewisse einschrinkende
Bedingungen erfiillen.

Das Bild D 24 zeigt einen Kérper, bei
dem jeder Schnitt mit einer zur Grund-
fliche parallelen Ebene eine mit der
Grundfliche kongruente Schnittfliche
ergibt und dessen Mantellinien senkrecht
auf der Grundfliche stehen. Ohne weitere
Begriindung verwenden wir, daf} ein D 24

solcher Korper das Volumen 4 - h hat,

wenn h seine Hohe und A der Flicheninhalt seiner Grundfliche A¢ ist. Einen
solchen Kérper nennen wir einen geraden Zylinder. Ist die Grundfliche eines sol-
chen Korpers ein Kreis bzw. ein Vieleck, so nennen wir ihn einen geraden Kreis-
zylinder bzw. ein gerades Prisma.

24

1 h

Gegeben sei ein Kérper K in einem dreidi kart Koordinaten-
system. Es sei a die untere und b die obere Grenze der Abszissen der Punkte von
K. Die Punktmenge K liegt also zwischen den parallelen Ebenen x = a und
x=b (Bild D 25). Die in der Ebene x = x, (& = x, < b) liegende Punktmenge
des Korpers nennen wir den Querschnitt von K an der Stelle x,. Wir wollen voraus-
setzen, daB fiir jedes x aus (a, b) der Fliicheninhalt A( x) des Querschnittes von K
bekannt ist und daB die Menge A, die aus den geordneten Paaren [x; A(x)] mit
a < x < b besteht, eine stetige Funktion ist. (Andere Kérper werden hier also
nicht betrachtet.)

Kann man der Punktmenge K eine Zahl als Volumen zuordnen, und welche Zahl
soll das gegebenenfalls sein ? Um eine Definition fiir das Volumen der Punktmenge
K zu erarbeiten, gehen wir dhnlich vor wie bei der Flichenberechnung. Fiir eine
fest vorgegebene natiirliche Zahl n (n > 0) zerlegen wir das Intervall (a, b)
durch die beliebig gewihlten Teilpunkte xy, x,, X5, ..., X5_;, ¥, mit

B=2<H < %< <X, <sp=b
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in n Teilintervalle. Durch die Ebenen x = x; (i = 0, 1, 2, ..., n) wird der Korper
K in n ,Schichten* zerlegt. In jedem Teilintervall (x;_j, x;) (i =1,2, ..., n)
wiihlen wir einen beliebigen Zwischenpunkt & mit xi_; = & < x. Die zwischen
den Ebenen x = x;_; und x = x; (i = 1, 2, ..., n) liegende Schicht des Korpers K
wird durch denjenigen Zylinder K; ersetzt, dessen Grundfliche gleich dem
Querschnitt von K an der Stelle & (xi_; < & < x;) und dessen Hohe gleich
der Intervallinge x; — x;_, ist. (Bild D 26)

Da der Flicheninhalt der Grundfliche des Zylinders K; (i=1,2,..,n) nach
Voraussetzung A(&) betrigt, ist sein Volumen

A(&) (20 — x1_y).

Der Kérper K, der sich aus den n Zylindern K; zusammensetzt, hat dann das
Volumen

sp = éA(E‘) (0 — x1_4).

Es ist anschaulich einleuchtend, daB der Kérper K bei hinreichend groBlem n die
Punktmenge K annihernd ausschépft. Daher liegt es nahe, die Zahl s, als einen
Niherungswert fiir das zu erf: de Vol hen. Wir betrachten nun
eine beliebige ausgezeichnete Zerlegungsfolge (3,) fiir das Intervall (a, b) und
wihlen fiir jede Zerlegung 3, dieser Folge in jedem Teilintervall (x{™,, x;)
(i =1, 2, ..., n) eine beliebige Zahl & mit xs-'i), < &) < xyln),

Bilden wir, nachdem die Zahlen & gewihlt sind, fiir jede Zerlegung 3, von
(3n) die Summe

sp= 3 A(EM) (2 — ),
i=1
so ist der Folge (3,) die Folge (s;) eindeutig zugeordnet. Da die Funktion 4
nach Voraussetzung stetig ist, konvergiert die Folge (s,) gegen das bestimmte
Integral /A(x) dx, d. h., es ist
lim s, = lim zA(&w) (2w — &) = /A(x) dx.

n— 00 n—=oci=1

Unter dem Volumen des Kérpers K verstehen wir nun dieses bestimmte Integral.

DEFINITION: Das Volumen eines Korpers, der zwischen den Ebenen x = a und x = b
liegt und dessen Querschnittsfliche an der Stelle x (a < x < b) den Fliicheninhalt A(x)
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hat, wobei die Menge der geordneten Paare [x; A(x)] mit a < x < b eine stetige Funktion
ist, ist das bestimmte Integral

b
V=[A(x)dx

Das Volumen einer Kugel mit dem Radius r ist zu berechnen.

- Losung: Wir wihlen das Koordinatensystem so, daB der Mittelpunkt der Kugel
mit dem Koordinatenursprung zusammentfillt (Bild D 27; die y-Achse steht senk-
recht auf der Zeichenebene). Die Punkte des zu berechnenden Korpers liegen
dann zwischen den Ebenen x = —r und x = r. Alle Querschnitte des Korpers
senkrecht zur x-Achse sind Kreisflichen. Also gilt fiir jedes x mit —r < x < r

A(x) = m0? = a(r? — x2).
Folglich ist

= /A(x)dx—n((rgAx’)dx— 1[r2x~—x3 ‘ah

“r
V== %:tr3
das Volumen der Kugel. D27

Bestiitigen Sie mit Hilfe der Integralrechnung die Ihnen bereits bekannten Volumen-
formeln:

a) V=A-h fiir ein gerades Prisma,

b) V= % fiir eine beliebige Pyramide,
c) V=narh fiir einen geraden Kreiszylinder!

Die Beispiele D 31 und 32 zeigen, da8 die sich aus der Definition D 8 ergebende
Methode zur Volumenberechnung eines Kérpers dasselbe Ergebnis liefert wie
bereits frither verwendete elementare Methoden der Korperberechnung. Bei der
Berechnung des Kugelvolumens in einer fritheren Klassenstufe haben wir jedoch
das Prinzip von Cavalieri' benutzt, das auf dieser Stufe nicht bewiesen werden
konnte.

Aug der Definition D 8 folgt aber, daB8 das Volumen eines Kérpers nicht von der
speziellen Form seiner Querschnittsflichen, sondern nur von den Flicheninhalten
dieser Querschnitte abhiingig ist. Also erhilt man aus der Definition D 8 unmittel-
bar den

SATZ des Cavalieri: Zwei Korper, die zwuchen den Ebenen x = a und x = b liegen, haben
Py 1

dasselbe Volumen, wenn die Flichenint ihrer Q itte fiir jedes x mita < x < b
iibereinstimmen.

1 Cavalieri, italienischer Mathematiker, Schiller Galileis (1598 bis 1647),
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25 Volumen von Rotationskérpern

Es sei f eine in {a, b) stetige Funktion, deren Funktionswerte in {a, b) nicht
negativ sind. Rotiert das Bild der Funktion f um die x-Achse, so wird durch die
rotierende Kurve die Mantelfliche eines Korpers erzeugt. Wir nennen die von
dieser Mantelfliche und den Ebenen x = a und x = b eingeschlossene Punkt-
menge einen Rotationskérper (Bild D 28a). Alle Querschnitte dieses Korpers
senkrecht zur x-Achse sind Kreisflichen. Der Flicheninhalt des Querschnittes an
der Stelle x (a < x < b) betrigt dann

A(x) = a[f(x)]* = 7y*.

Da f eine stetige Funktion ist, ist auch die Funktion f? stetig. Folglich ist das
Volumen des Rotationskérpers

b b
V=n[[f(x)]*dx = [y2dx

Ist f eine in {a, b) stetige und monotone Funktion und gilt f(a) = c und f(b) = d,
so existiert die zu f inverse Funktion fin dem Intervall {c, d) bzw. (d, c). Diese
Funktion fist nach Satz 1 ebenfalls stetig. Rotiert nun das Bild von f um die
y-Achse, so erhilt man einen Rotationskérper, der zwischen den Ebenen y = ¢
und y = d liegt (Bild D 28b). Ist ¢ < d, so hat dieser Rotationskérper das Vo-

lumen

d d
V==x[[f(y]2dy == [ xdy

D28 D29

Das Volumen eines Kegels mit der Hohe h und dem Grundflichenradius r ist zu
berechnen.
Lisung: Durch Rotation der Strecke y = %x mit 0 < x < h (Bild D 29) um die

x-Achse entsteht der Mantel des Kegels. Die von dem Kegelmantel und der
Ebene x = h begrenzte Punktmenge hat das Volumen

V= /ﬁx dx—nﬁ ’dx—ﬂ—[—-x]

V= grgh.
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Leiten Sie entsprechend die Volumenformel fiir einen Kegelstumpf her!

g o8
E Die Ellipse :—’ +%=1 (Bild D 30) erzeugt bei Rotation um die y-Achse ein

Ellipsoid. Das Volumen des von dem Ellipsoid begrenzten Rotationskérpers
betriigt

v )
V=n[xdy =2x[2*dy.
b 0

Aus der Ellipsengleichung folgt

Xt = :—:(b’ — ),

D 30

Also ist

b
V_2n—f(b'—y')dy_2n [b’y——y]
1 a? 2
— b3 — —p3 —_— e B
V—ana(b 3b)_2ﬂb' 3b

= %na'b.

26 Weitere Beispiele

EI Das Vol eines Kugel es ist zu berechnen.
Lisung: Es sei r der Kugelradms und h die Hohe des Segmentes (h < r). Wir wih-
len das Koordinatensystem so, daBl der Mittelpunkt der Kugel die Koordinaten
(r;0; 0) hat. Der Mantel des Kugelsegmentes, das zwischen den Ebenen x = 0 und
x = h liegt, entsteht, wenn der im Intervall 0; h) liegende Kreishogen des im
Bild D 31 dargestellten Kreises um die x-Achse rotiert. Die Gleichung dieses
Kreises ist

et yr=r B
bzw.!
yr=rt—(x—r)?=2rx—2x? 0O=x=2r). 7 >
Das Volumen des Kugelsegments betriigt dann
V= nfny’dx = nfh(2rx —xf)dx = n[rx' — %x’]h
0 0 o D31

1
= s__ —h?
14 n(rh 3 )

2
V=%(3r—h).

1 Die Funktion y = |/ 2rx — 2% mit 0 S x S 2r ist eine stetige Funktion.
y L
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Ein Korper, dessen Mantel durch Rotation eines vom Scheitel ausgehenden
Parabelbogens entsteht, schwimmt (Bild D 32) in einer Fliissigkeit mit der
Wichte yp. Es sei h die Hohe des Korpers und d der Durchmesser seines groBten .
Querschnittes. Wie tief taucht der Korper ein, wenn das Material aus dem er her-
gestellt ist, die Wichte yx (yx < yrz) hat?

Lésung: Wir wihlen das Koordinatensystem so, daB der Scheitel des den Mantel
erzeugenden Parabelbogens im Koordinatenursprung liegt und die y-Achse mit

der Kgrperachse (Rotationsachse) zusammenfillt (Bild D 32).
Gleichung der Parabel:

Wir setzen die Koordinaten des Punktes P, namlich .\::i und y =h in dic
Gleichung x? = 2py ein und erhalten 2

d2
b
Ak
bzw.
d2
2p = i
Demnach ist
d2
¢ - .
x Y

die Gleichung der Parabel.
Volumen des Kérpers:

h A
; a2 d? 1
R 7, Ly i
ndlx d 14’10” LT
Gewicht des Kirpers:
t i B2
- JE 2 e

Auftrieb des Kirpers:
Ist ¢ die Eintauchtiefe des Kérpers, so ist sein Auftrieh

C=V. yx

b az ! a1
Fy= n;;,-,lo/ xtdy = nprE(_‘(y dy = R ?lﬁ-
Berechnen der Eintauchtiefe: Der Kérper schwimmt, wenn sein Gewicht gleich
dem Auftrieb ist. Also gilt
da? 1 a2

Ty Mre=mrggegt
Aus dieser Gleichung folgt
A gt
VFL
o=k |/ XE
VFL

2 2
Die Ellipse % - ’% =1 rotiert um die x-Achse. Von dem durch das entstehende

Rotationsellipsoid begrenzten Kérper wird durch die Ebene x = 2 ein Segment
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abgeschnitten und an die entstehende Schnittfliche ein gerader Kreiskegel so
angesetzt, daBl auf der Oberfliche des so erhaltenen stromlinienférmigen Korpers
kein Knick entsteht. Das Volumen des Stromlinienkdrpers ist zu berechnen.
Lisung: Das Bild D 33 zeigt den Ach hnitt des stromlinienfésrmigen Kérpers.
Die eingezeichneten Mantellinien des Kegels sind die Tangenten an die Ellipse in
den Punkten mit der Abszisse x = 2. Ist r der Radius und h die Hohe des Kegels.
so betriigt das Volumen des Kérpers

Y,
V= V+V_-z/ 2dx+—r2h 2

Aus der Elllpsenglelchung folgt

1 ‘2:4<17%;_)_

Also ist

Vi —1Iy7dx_4-z (

8 _. 125
4 =4.1(2—ﬁ = 3—?>
1568
| A =?n.

Der Radius des Kegels ist gleich der Ellipsenordinate an der Stelle x = 2. Aus (1)
folgt

4 84 o
T S 1| PR A =S 1
r 74(1 25)725, (r 5121)
2
Die Gleichung der Ellipsentangente im Punkt P(2; gyzﬁ) st

2x ZI/ﬁy

5t 58 1

bzw.
2% + %12’@ —25.

Die Tangente schneidet die x-Achse an der Stelle

)
V=g
Folglich ist die Hohe des Kegels
25 21
h= T 2= T

Das Volumen des Kegels ist dann
zx 84 21 882

i R R
Das Vol des stromlinienférmigen Rotationskérpers betrigt also
1568 882
== +—71?n ~ 33x.

Aufgaben d 104 bis 122
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Aufgaben

a) Vektorrechnung und analytische Geometrie

1. Ist der Nullvektor eine Linearkombination

a) von einem beliebigen Vektor a,

b) von zwei zueinander nicht parallelen Vektoren a und b,

¢) von drei beliebigen Vektoren a, b, ¢?

Sind die Koeffizi der Linearkombination in allen drei Fillen eindeutig bestimmt ? Be-
griinden Sie Thre Antwort!

~

. Drei vom Nullvektor verschiedene Vektoren a, b und c seien paarweise zueinander parallel,

d. h.,esgeltea = 4,b, b = A,c und a = 4c. Geben Sie wenigstens drei verschiedene Darstellun-
gen von a als Linearkombination der Vektoren b und c an!

3]

bl

Fiir welche Werte von x, y und z sind die Gleichungen
a) x(a+ b+ c)+y(a+b—c)+z2(a—b—c)=3a+ 256 + 9c,
b) “+b+5ﬂ+b_+‘=a+2b+3r
x z
erfiillt, wenn a, b und ¢ linear unabhingige Vektoren sind ?

Gegeben sei eine Basis (a;, a,, a5] des Raumes der Vektoren. Untersuchen Sie, ob die im folgen-
den angegebenen Vektoren b,, b, und by linear abhingig sind oder nicht!

a) by =a; + a3 by =0, —ay, by = g4

b) b, = a;— 2a, + a,, b, = a; + 2a3, by = 2a; — (a; + ay)

€) by =ay by =0a3+ aj, by =0,

d) b, = 4a; — (ag + 2a;), by = —ay, by= 0

Gegeben sei eine Basis (a,, a,, a;} des Raumes der Vektoren und ein Vektor ¢ mit den Koordi-
naten c(0; — 1; 2) beziiglich {a,, ay, ag}. Uberpriifen Sie, ob die im folgenden angegebenen Vek-
toren by, by, by ebenfalls eine Basis des Raumes der Vektoren bilden und berechnen Sie gegebe-

falls die Koordinaten von ¢ beziiglich {b,, by, by}!
a) by =a; + a; + ag 'b) b, = 20, —ay,
by = a;—a; —ay, b, = az — 2a,,
by =q; by =a,—a,
Im folgenden nehmen wir an, daB im Raum ein k isches Koodi {05 i, j, B} ge-
geben sei.
5. Zeichnen Sie in schriger Parallelprojektion ein kartesisches Koordi em (0; i, j, B,
und tragen Sie die Punkte mit den folgenden Koordinaten bzw. Ortsvektoren ein!
*) A(3:2:1), Bldi —15—2) B A(—3i 35 —1), BO:—5:2)
ro(—15—3; 0), rp(2; 0; —1) xc(0; 03 5), rp(—2; —5; 3)

6. Gegeben seien die folgenden vier Eckpunkte eines Wiirfels:

A(— a; — a; —a), B(a; — a; —a), C(— a; a; — a), D(a; a; a). Geben Sie die Koordina-
ten der iibrigen vier Eckpunkte an!

7. Berech Sie die Koordinaten des Mittelpunktes M der Strecke Ai, wenn fiir 4, B, die fol-

genden Koordinaten gegeben sind!
a) A(—5;1;3), B(l; —1;3) ¢) A(0; 2;1), B(—4;2; —5)
b) A(1;2;3), B(—3;2;—1) d) A(xa; ya; za), B(xg: ys; )
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. Zeigen Sie, daB das Dreieck mit den Eck- 9. Gegeben seien die Eckpunkte eines Drei-

punkten A(3; —1; 6), B(0; —4; 2) und ecks A(2; — 1; 4), B(3; 2; — 6), C(— 5;

C(— 3; 2; 1) gleichschenklig ist! 0; 2). Berechnen Sie die Linge der Seiten-
halbierenden, die durch 4 geht! Verwenden
Sie dabei das Ergebnis von Aufgabe 8d!

. Der Schwerpunkt einer homogenen Stange befinde sich im Punkt C(1; — 1; 5), eines ihrer

Enden befinde sich im Punkt A(— 2; — 1; — 7). Ermitteln Sie die Koordinaten des Punktes,
in dem sich ihr anderes Ende befindet!

10.

11.

12.

13.

14.

15.

17.

18.

19.

(20,

—

2

Gegeben seien die Punkte P(3; — 1; 2) und M(a; b; c). Ermitteln Sie die Koordinaten der
Punkte, die zu P und M symmetrisch liegen, bezughch

a) der Koordi b b) der Koordi ¢) des Ursprunges!

Die Gerade g gehe durch den Punkt Py(2; — 1; 4) und habe den Rlchtungsvektor a(l;2; 3).
Ermitteln Sie die Koordi der Geradenpunkte fiir die 1i Parameterwerte
—3 =<t <5!

Zeichnen Sie die Gerade, die durch die Punkte
a) A(2; —1; 3) und B(; 3; 3), b) A(— 1 2; 3) und B(2; 6; —2)
geht, im Schragbild, und stellen Sie eine Parametergleichung fiir sie auf!

Eine Gerade g gehe durch die Punkte Py(—1; 8; 6) und Py(11; —1; —9).
Untersuchen Sie, ob die Punkte

a) Py(3;5;1), b) P(—5;11;8), c) Py(11; —1;9), d) Py(7:3; —4)
auf g liegen!

Stellen Sie eine Parametergleichung

a) fiir die y-Achse, ¢) fiir die z-Achse,
b) fiir die xz-Ebene, d) fiir die yz-Ebene
auf, und entneh Sie der Koordi 1 ise fiir die gefund Gleich welche

Koordinaten der Punkte dieser Geraden bzw. Ebenen den Wert Null haben!

Stellen Sie eine Gleichung der Ebene auf, 16. Stellen Sie eine Gleichung der Ebene auf,

in der das Dreieck P, P, P, liegt! in der das Dreieck P,P,P, liegt!

Py(1; 05 0), Py(0;1;0), Py(0;0;1) Py(—1;3;7), Py(—5;4:3), Py(6;—5;—4)

Gegeben sei die Gleich der Bahnkurve eines sich bewegenden Punktes M(x; y; z):
x=5—2y=—34+22z=5—1

Ermitteln Sie die Linge der Strecke, die M in dem Zeitintérvall von ¢, = 0 bis t, = 7 zuriick-
legt!
Berechnen Sie die Koordi des Schni ktes der Geraden g durch den Punkt

P,(1; — 1; 6) mit dem Richtungsvektor a (1; — 1; 0) mit der z-Achse!

Welche Lage hat die Gerade g mit der Gleichung
P= ;o+la mit r‘,(O 2; 1). a(O 7 5)

b der K h Sie die Koordi: der auftry den Schnitt-
punktc mit den Koordi h ' Vi haulichen Sie sich die Lage von g in einer
Zeichnung!

Ermitteln Sie die gegenseitige Lage der Geraden g, durch den Punkt P, mit dem Richtungs-
vektor a und g, durch P, mit dem Richtungsvektor a!

(8) Py(2;—1;3), a(4;2; —2) ¢) Py(0;1;0), a(l;1; 4)
Py(5: 45 0), a2; 15 —1) Po(1; 25 4), a(2; 2 2)

b) Py(2;1; —3), a(—5;—7;3) d) Py(3; —2;1), a(2;1;—1)
Po(4; —1;3), a(l; —2; —1) Po(—1; —4; 3), a(8; 4; —4)
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3. Die Punkte M(x;y; z) sollen sich gendhmg u.nd gleichmiBig bewegen, der erste aus der
Anfangslage My(— 5; 4; — 5) mit der Gesch igkeit by, fiir die bek ist| by | = 14 Ein-
heiten je Sekunde und by 176, b(3; — 6; 2); der zweite aus der Anfangslage No(— 5; 16; — 6)
mit der Geschwindigkeit by mit | by | = 13 Einheiten je Sekunde und oy 1) ¢, c(— 4;12; — 3).
a) Stellen Sie die Bewegungsgleichungen der Punkte M und N auf!

b) Ermitteln Sie den Schnittpunkt P der Bahnkurven von M und N!
¢) In welcher Zeit legt M die Strecke M, P zuriick ?

d) In welcher Zeit legt N die Strecke N, P zuriick ?

€) Berechnen Sie die Lingen der Strecken M,P und N‘,_P!

21. Eine Radarstation ortet ein Ziel nacheinander in den Punkten
Py(24;5;7) und Py21; 3; 6,5)
Das Ziel bewegt sich auf geradlinigem Kurs.
Eine Abwehrrakete soll vom Punkte Py(8; — 1; 1) aus das Ziel ebenfalls auf geradliniger Bahn
erreichen. Die Richtung der Raketenbahn wird durch den Vektor
a=2i—j+ 2F
bestimmt.
a) Stellen Sie die Gleichungen der beiden Flugbahnen in Parameterform auf!
b) Zeigen Sie, daB sich die beiden Flugbahnen in einem Punkt schneiden, und berechnen Sie
die Koordinaten dieses Punktes!

22. Ermitteln Sie den Abstand des Punktes A(12; — 3; 4)
a) von der xz-Ebene,
b) von der yz-Ebene!

\23 Welche gegenseitige Lage haben
a) die yz-Ebene und die Gerade r = ry + ta mit ro(1; 3; 0), a(— 1; 2; — 3),
(b) die xz-Ebene und die Gerade r = 1o + ta mit ro(— 4; 0; 6), a(0; 1; 0),
¢) die xy-Ebene und die Gerade durch die Punkte ro(— 65 1; 0), 1,(0; 9; 0),
d) die yz-Ebene und die Gerade durch die Punkte ry(4; 0; 0), r,(4; 3; 6)!
Ermitteln Sie gegebenenfalls die Spurpunkte der Geraden!

24. Gegeben seien der Punkt Py(3; 2; — 1) und der Richtungsvektor a(— 1; 1; — 1).
g a) Geben Sie eine Gleichung der durch P, und a bestimmten Geraden g an!
) b) Ermitteln Sie die Koordinaten der Spurpunkte von g in der xy-, xz- und yz-Ebene!
¢) Wie lauten die Parametergleichungen der Projektionen von g auf die Koordinatenebenen ?
Ver haulichen Sie Ihre Ergebnisse in Skizzen!

25. Gegeben sei eine Ebene & und eine Gerade g. Ermittéln Sie die Spurpunkte von g in & und die
Projektionen von g auf x, wenn & und g durch folgende Angaben festgelegt sind!

g hat die Gleichung r = ry + ta o hat die Gleichung r = 1o + ua + vb
a) | ro(—1; —2;—3), a(0;1;—1) 103 0; 0), a(0; 0; 1), b(1; 0; 0)
b) | xe(25 755), a(—3;0;0) 7o(0; 05 0), a(0; 15 0), b(0; 05 1)
c) ro(153; —1), a(l; —2;0) ro(0; 05 0), a(1; 05 0), b(0; 1;0)
d) | ro(15 05 3), a(5: 0; —4) ¥o(0; 05 0), a(1; 0; 0), b(0; 0; 1)

/232 Berechnen Sie das Skalarprodukt der Vektoren a und b!
@ |a|=3 6| =4 < (ab)=15 ¢)|al =25 6] =2, % (ab)=090°
) |a| =4,[b| =3, X (a,b) =135° d) |a| =32 6] =23, <(ab) =105

C/ {05 i, j, B} sei ein kartesisches Koordi ystem des R Berech Sie die Skalar-
produkte

a) i f o B E,G)l R ¢ 5 2
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yﬁ; Berechnen Sie < (a, b) fiir die Vektoren a und b!
a)|a| =2,|b| =4, a-b=4 (B a2=30b2=4ab=—6

29. Ermitteln Sie das Skalarprodukt a - b fiir a 776 und a T 6!
.

4. Zeigen Sie, daB fiir beliebige Vektoren a und b stets
a) —|a||b| <a-b<[a]|b] b) @ b2<|al?[b]|®
ist! Unter welcher Bedingung gilt in diesen Beziehungen das Gleichhei

5. In einen Kreis sei das Viereck A BCD eingeschrieben. Zeigen Sie, daB gilt
AB-AD __ AB-iD

CB- b TB- Cb

30. Gegeben seien zwei beliebige Vektoren a und b.
a) Konstruieren Sie die Projektionen ap und b, des einen auf den anderen Vektor!
b) Es sei ap = Ab baw. by = pa. Wie groB sind A und u, wenn | a|,| b| und < (a, b) als be-
kannt vorausgesetzt werden ?
¢) Welche Bezichung besteht zwischen 4 und x?

@. Ermitteln Sie die Projektion

f‘? rifirr=—2i+¢ e) rgifirr=i—3j+¢
) r fiirr =i+ j+ 58 d) rg fiirr =i+ j!
'@Berechnen Sie das Skalarprodukt a - r fiir
a)a=ir=2+T7—t @n\:%f._r=i—3f
b) a = —2j, r=4G+j)+ 2t d) a=—i, r=28+4j!

33. Geben Sie jeweils mindestens zwei Vektoren r an, fiir die gilt:

a)ir=5 b 2r=1 ojr=—2 d (%i)-;:m

| 34. Uberpriifen Sie, ob fiir | a | = a und | b | = b die folgenden Beziehungen richtig sind!

a) aa = a® e) a(b - b) = ab?
b) a%a = a® f) (a £ b)? = a® + b% £ 2ab
¢) a%a = a® g) (a + b) (a —b) = a®> —b?
d) a(ab) = a®b h) (a- b)? = a2b?

*

Zeigen Sie, daB fiir beliebige Vektoren a und b die Beziehung
@+ B2+ (@—bF=2(a|?+]5]?)

gilt, und geben Sie fiir sie eine geometrische Interpretation!

N

Erkliren Sie, warum die fiir reelle Zahlen geltende Beziehung
a® —b® = (a—b) (a* + ab + b?)
fiir Vektoren keinen Sinn hat!

35. Berechnen Sie das Skalarprodukt a * b fiir a = 3p — 2q und b = p + 4q, wenn p und q zu-
orthogonale Einheitsvek sind!

36. Vereinfachen Sic den Ausdruck :
a) a2+ 3(a-b)—2(b- )+ 1, b) —a%+3(a*b)—2(b-¢) +1

wenn a = 4m —n, b = m + 2n, ¢ = 2m — 3n sowie

m:=4, nt=1 < (m n) =%in!
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37. Beweisen Sie vektoriell den Kath \ 38. Beweisen Sie vektoriell den Hohensatz!

8.

Beweisen Sie vektoriell, daB die Mittellinien eines Dreiecks einander in einem Punkt schneiden!

39.

41.

Berechnen Sie das Skalarprodukt der Vektoren a und b!
a) a(—3; —4; —3), b(—5;6;4) ¢) a(0; 1; —3), b(7; 1; 4)
b) a=2i+4j—& b=—(i+j)+ 2t d) a =2+ 4i)+j, b =3j—t¢

Berechnen Sie den Winkel zwischen den Vektoren a und b!
a) a = — 6i + 8j, b = 3i —4j + 12¢ c) a=2(i+j)+ ¢t b=4i+ 10( + £) — 2t
b) a(1; 15 1), b(3; 3; 3) d) a(2;2;2), b(—3; —3;—3)

Berechnen Sie die Winkel, die der Vektor r mit den Basisvektoren des Koordinatensystems
{0: iy jy ¥ bildet!

a) r(3; 4; 0)

b) x(2; 3; 4)

) x(5;433)

Beweisen Sie, daB das Viereck mit den Eckpunkten A(— 3;5;6), B(1; —5;7) C(8; —3; —1)
und D(4; 7; = 2) ein Quadrat ist!

Berechnen Sie die Lingen der Seiten und die GréBen der Innenwinkel des Dreiecks mit den
Eckpunkten A4(2; —5; 1), B(6; —3;5), C(6; —4;9)!

o

Berechnen Sie im Einheitswiirfel vektoriell die kael zwischen den Kanten und den Raum-
diagonalen und die Winkel zwischen den R gonalen unter sich!

Wiihlen Sie das zugrunde gelegte Koordiantensystem zweckmaBig!

Vergleichen Sie das vektorielle Verfahren mit den Methoden der ebenen Trigonometrie!

45.

47.

Ein Flugzeug habe die Eigengeschwindigkeit (gegen die Luft)
op = 136i — 106j + 72f.
Der Vektor der Windgeschwindigkeit sei
by = 24i + 10j (MaBeinheit: 1'ms—?),
a) Berechnen Sie den Betrag der Geschwindigkeit des Flugzeuges iiber Grund!
b) Welchen Winkel bilden die Vektoren by und by, miteinander ? (Rech b igkeit ist
ausreichend.)
c) Welchen Punkt wiirde das Flugzeug erreichen, wenn es vom Punkt P‘(— 300 400 100)
unter den gegebenen Bedingungen 75s lang weiterfliegt ? (MaBeinheit: m;
genauigkeit ist ausreichend.)

Von einer Fl Idestation F mit den Koordi (0; 03 0) wird ein Ziel im Punkte Z mit
den Koordinaten (25; 7; 12) aufgefaBt. Nach 40 Sekund; findet sich das Ziel im Punkt Z;
mit den Koordinaten (16; 9; 11).

a) Berechnen Sie mit Hilfe der Vektorrechnung den Winkel < ZFZ,!

b) Stellen Sie die Gleichung der Flugbahn (Gerade) in P rf dar!

¢) Welchen Punkt wiirde das Ziel erreichen, wenn es von Z, aus mit gleichbleibender Richtung
und Geschwindigkeit 1 Minute weiterfliegt ?

Gegeben seien die Punkte

a) A(5; —2; 1), B(— 3; 0; 2), C(1; 3; —3), D(2; 6; — 1),

b) A(1;0; 2), B(2;1;3), C(—1;3;4), D(1; 4; 1).

Zeigen Sie, daBl die Geraden AB und CD zueinander orthogonal sind!

In einem rechtwmklxgen glemhschenkhgen Dreleck seien die Mittelpunkte der Katheten mit
den gcgenul: li p hnen Sie den Winkel, den diese beiden
den miteinand bxlden!

180



48. Berechnen Sie den Schnittpunkt der nichtorientierten Geraden g, und g, und den Winkel, den
sie miteinander bilden!
a) g ro(—1: 2: 3) a(5; 25 —3) b) g: xo(— 3 0; 0), a(2;1;0)
& To(— 53 — 15 4), &(— 1513 2) & To(li 15 3), a(0: —1;3)

4?/ Berechnen Sie den Schnittpunkt und den Schnittwinkel der durch die Vektoren a und a
=" orientierten Geraden g; und g,!
a) g £o(2; 7i 4) a(15 2 0) &t ro(— 1305 —35), a(l; —1: 4)
& Fo(li 23 7), a(—1i— 1 —1) & To(3: 13 8), a(2; 35 5)
50. Die Punkte B und C seien die Mittelpunkte der Seiten 4,4, und A, A, des regelméBigen Sechs-
ecks A, Ay Ay A A A, Berechnen Sie den Winkel, den die Geraden A, B und 4,C miteinander
bilden!

51.

-

Ermitteln Sie die Lage der Geraden r = 1, + ta

a) 1(0; —1; 3), a(0; 2; —2) ¢) 1o(0; 05 0), a(2; —4;5)

b) ry(5; 05 — 1), a(0; 0; 3) d) ro(4; — 45 —5) a(l; —1; —2)

zu den Koordinatenachsen und die Winkel zwischen g und den Achsen, wenn wir g als nicht-
orientierte Gerade auffassen!

Wie groB sind die Winkel zwischen g und den Koordi h wenn wir g durch a und
den Achsen durch i, j und  eine Orientierung zuordnen ?

@ Stellen Sie eine Gleichung fiir diejenige Gerade auf, die durch den Punkt P, mit dem Orts-
vektor ro(2; — 1; 4) geht und die
a) zur x-Achse,
b) zur y-Achse,
zur Geraden durch den Punkt Py(1; 1; 2) mit dem Richtungsvektor a(2; 3; — 3)
parallel ist!

Fiir die folgenden Aufgaben 53 bis 56 beziehen sich alle A ben auf eine Ebene, in der ein
Koordi {03 i, j| gegeben ist.

53. Welche Winkel bilden die Seiten eines Dreiecks miteinander. die durch die Gleichungen
3x —4y = 11, Tx — 24y = 33, 12x — 5y + 25 =0
gegeben sind ?
54.) Wie heiBt die Gleichung der durch den Punkt P senkrecht zur Gerade g verlaufenden Geraden ?
@ P(—3; 4), Gerade g: y = %x +5
b) P(2; 3), Gerade g: 2x — 3y + 5 =10

55. Berechnen Sie den Abstand des Ursprunges von den Geraden

4 x y x y
=i ) e ey | oY) y= !
a) y _‘x+ )2 7 c)2+3 )y=mx+n

@Durch den Punkt P(2; 3) sei zu der Geraden
a)y=x b)y=3x+4, c)y=—3x,@%+%=l
die Parallele gezogen. Wie lautet ihre Gleichung ?
57. Schreiben Sie die Gleichung der Kugel K(M, r) mit

a) M(0;0;0), r=6, b) M(0;3:3), r =8, ¢) M2;—3;—35), r= 9/
in vektorieller Form und in Koordinatenschreibweise!

58. Berechnen Sie Mittelpunkt und Radius der Kugel, die durch die folgende Gleichung ge-
geben ist!
a) x*+y2+22+3%x+:—1=0 ) x+y +t—x—y—z=0
b) x2+y?+32+2x—2y—z=0 d) 22 +y?+2242x—3y—2:+1=0
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59. Stellen Sie fiir den Kreis k,_o(M, r) der xy-Ebene mit
a) M(0;0;0),r =5 b) M(5;0;0),r =17 ) M(12; —5;0),r =13
die vektoriellen Gleichungen auf, und schreiben Sie sie in Koordinatenschreibweise! Wie lautet
die Gleichung fiir diesen Kreis, wenn wir ihn nicht als Punktmenge des Raumes auffassen ?

10. Stellen Sie fiir die Kreise k,_o(M, r) und k,_(M, r) der yz-Ebene bzw. xz-Ebene mit

a) M(0;2;5),r=14 b) M(—1;0;—4),r=3 «¢) M(0;7;—11),r=6

die vektoriellen Gleichungen auf, und schreiben Sie sie in Koordinatenschreibweise! Wie lauten
die Gleichungen fiir diese Kreise, wenn wir sie nur als Punkt der sie enthaltenden auf-
fassen ?

60. Berechnen Sie Mittelpunkt und Radius des Kreises, der durch die folgenden Gleichungen ge-
geben ist!
a) 2x? + 2y —8x 4+ 12y + 26 =0,z =0 ‘c) x>+ 32— 6x—B8z+21 =0,y =0
b) y!+ 2+ 2 —6:+19=0x=2 d) 2 +y*+8x—2 +8=0z=4

@ Stellen Sie eine Gleichung fiir die Kugel auf, die durch die Eckpunkte des Tetraeders 4 BCD
mit
A(0; 03 0), B(2;0;0), C(0;5;0), D(0; 0; 3) geht!

Fiir die folgenden Aufgaben 62, 63 und 65 bis 78 beziehen sich alle Angaben auf eine Ebene, in
der ein Koordi {05 i, i) gegeben ist.

23\

(62 Welche Punktmengen werden durch die nachstehenden Gleichungen bestimmt ?
a)y=+)9—=* c) y =15+ |/64 —a? ) y=—3—}21—dx—x?
b) x=—)I—y? @x=—2—19—3 0 x=—5+)0—6y—y*

@; Ein Kreis k(M, r) habe den Mittelpunkt M und gehe durch die Punkte 4 und B!
@) M(—8;—4), A(—5; —7), B(—11; —1) b) M(7;0), A(11; — 2), B9; 4)
Berechnen Sie seinen Radius!
Stellen Sie die Parametergleichung von k(M, r) auf, und berechnen Sie den Zentriwinkel, der
dem von A4 nach B im G hrzeigersinn durchlaufe Kreisbog AB prict
Berechnen Sie die Lange dieses Kreisbogens.

64. Welche Punktmengen werden durch die nachstehenden Gleichungen bestimmt ?

a) z=+ J4d—22—y? ) y=2+4+)9—22—(z+1)?
b) z=— )4 —xT—y% x>0 d) x=—1— 25—y —2% ;>0
haulichen Sie diese Punkt in einer Skizze!

v
%Sleﬂen Sie die gegenseitige Lage des Kreises k(M, r) und der Geraden g mit der Gleichung
r = ro + ta fest!

XM(M 1), r = 3;1y(5;4), a(2; — 1) b) M(0; —4),r = 5; ro(l; — 1), a(—2; — 1)
66. In welchen Punkten schneiden einander die durch folgende Gleichungen gegeb Paare von

Kreis und Gerade ?

a) 22 +y2=250; x —y =4 b) x* + y? 4 2x + 2y = 50; 2x + 3y = 21

. Ein Kreis mit dem Radius r = 5 beriihre die Gerade 3x + 4y — 9 im Punkt Py(— 15 3). Wel-
che Koordi hat der Mittelpunkt des Kreises ? (Wieviel Losungen muB es fiir M geben ?)

11. Ein Kreis mit dem Mittelpunkt M(— 1,5; 0,75) beriihre die Gerade 16x -+ 12y = 85. Stellen
Sie die Gleichung dieses Kreises auf, und berechnen Sie die Koordinaten des Beriihrungs-
punktes!

K Welche Lage hat die Gerade 9x — 4y + 36 = 0 zu dem Kreis x? + y2=9?
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69. Geben Sie fiir die Tangenten an den Kreis x* + y? = 25 in den Kreispunkten a) P,(5; 0) und
b) Py(3; 4) je eine Gleichung an!

70. Wie lauten die Gleichungen der Tangenten in den Punkten
a) Py(5;12) und b) Py(12; — 5) des Kreises x* + y? = 169?
¢) Wo schneiden sich die beiden Tangenten ?

d) Welchen Winkel bilden sie miteinander ?

71. Geben Sie je eine Gleichung fiir die Tangenten an, die man
a) in dem Punkte x;, = 13,y < 0 b) in dem Punkte x; > 0,y, = —5
an den Kreis (x —5)? + (y + 8)> = 113, anden Kreis x* +y? —14x—4y =35
ziehen kann.

}(./ Geben Sie die Gleichungen der beiden Tangenten an den Kreis x* 4 y? = 6,25 an, die a) par-
allel,}(nrthogona} zu der Geraden 4x — 3y + 6 = 0 verlaufen!

73. Stellen Sie die Gleichungen der Tangenten auf, die man von dem Punkte P(— 14; 2) an den
Kreis x? + y? = 100 legen kann!

74. Vom Punkt P(4; — 4) sind die Tangenten an den Kreis x* + y? —6x + 2y + 5 = 0 ge-
zogen. Wie lang ist die Sehne, die ihre Beriithrungspunkte verbindet ?

% Berechnen Sie die Gleichung des Kreises, dessen Mittelpunkt der Punkt M(4; 7) ist, und der
die Gerade 3x — 4y + 1 = 0 beriihrt!

12. Ein Massenpunkt M habe sich auf dem Kreis (x — 4)? 4 (y — 8)? = 20 bewegt und habe die
Kreisbahn in einem Punkt P, verlassen. Uber seine weitére Bewegung ist bekannt, daB sie
nicht von duBeren Kriften beeinflut wird und daB M die x-Achse im Punkte Q(— 2; 0) pas-
siert. Berechnen Sie die Koordinaten von P,! Wieviel Losungen hat die Aufgabe ?

76. Beweuen Sie unter Verwendung deu Sknlarprodukles den folgenden Satz: Die drei Mittel-
h eines Dreieck der in einem Punkt, dem Mittelpunkt des Um-
kreises. Vergleichen Sie den vektoriellen Beweis mit dem elementar-geometrischen!

%Der Punkt P(x;y) bewege sich so, daB die Summe der Quadrate seiner Abstinde vom Ur-
sprung und vom Punkt A(— a; 0) gleich a? bleibt. Ermitteln Sie die Bahnkurve des beweg-
lichen Punktes P!

78. Gegeben sei der Kreis x? + y? = a®. Von einem Punkt 4(— a; 0) aus sei eine Sehne AB ge-
zogen und iiber B hinaus bis zu einem Punkte P verlingert, wobei BP = A B ist. Ermitteln
Sie die Menge der Punkte P, wenn B alle Punkte des gegebenen Kreises durchlauft!

}Q/ Welche Arbeit ist erforderlich, wenn ein Kérper lings des Weges s um | s | = s durch eine
Kraft § verschoben werden soll ?
a)[s|=3|F|=2@e=0 ©) [ 8] =34[F| =56 X (5 s) =45
W] =2[F|=3 %G9 =30 d) [e| =878 | =120, X (G, 8) = 76°
Bei den Beispielen a) bis ¢) ist die Einheit der Langenmessung 1 m, die Einheit-der Kraft-
messung 1 kp, bei der Aufgabe d) sind die entsprechenden Einheiten 1 cm bzw. 1 P

80. Eine Kraft sei durch den Vektor (5; 10; 15) dargestellt. Welche Arbeit ist erforderlich, um
den Angriffspunkt Py(1;0;3) der Kraft bis zum Punkte P(3; —1;— 6) zu verschieben,
wenn auf jeder Koordinatenachse die Einheit der Langenmessung 1 m und die Einheit der
Kraftmessung 1 kp ist ?

‘g. Eine Kraft vom Betrag |§| = 6 kp, die einen Kérper von Py(2 m; — 2 m; 1 m) nach

Py(3 m; 4 m; 5 m) bewegt, wirke parallel zum Vektor r = — i + 3j 4- 2E. Welche Arbeit wird
von der Kraft § verrichtet ?
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82. Die Vektoren a und b bilden den Winkel r = % miteinander. Berechnen Sie fiir | a | = 6 und
| b| =5 die GroBe | axb|!

83. Berechnen Sie die Vektorprodukte axb und bxa der Vektoren a und b der Gestalt
a = azi + ayj, b= b,i + byj!

&) la|=1]6]= ) la]=25]6] =15

& (i, a) = 45°, q (i, b) = 90° & (iy a) = 135°, & (i, b) = — 45°
b) |a|=5]b|=42 d)a| =426| =1,

& (iy ) = 135% & (i, b) = — 90° & (iy a) = — 60°, & (i, b) = — 90°

84. Gegeben sei|a|=10,|b|=2,a-b'=12.  85. Gegeben sei|a| = 3,|b| = 26,|axb| = 72.
Berechnen Sie | axb|! Berechnen Sie a - b! Ist das Ergebnis ein-
deutig bestimmt ?

86. Unter welcher Bedi g ist das Dreh einer Kraft § gleich Null ?
87. Ermitteln Sie die Lagebeziehung zwischen den von o verschiedenen Vektoren a und b. wenn
gilt:
1
a) axb=o, b) [axb|=]|al|b], @|axb|:7|quH
13. U hen Sie den Absolutbetrag von a x b in Abhingigkeit von < (a, b)! Deuten Sie Ihr

Ergebnis geometrisch!

88. Berechnen Sie den Flicheninhalt und die Héhen des von den Vektoren a und b aufgespannten
Parallelogramms!
a)|a|=2]6|=5 < (ab)=60° ®lal=6]6]=1%(b)=30°

89. Berech Sie den Flicheninhalt des Dreiecks mit den folgenden Eck kten!
®) AG; 4 —1), B3 033), G(—3:5:4) () A(T; 3:4), BL; 056), C(4:5;—2)
(Hinweis: Verwenden Sie die Koordi ng des Skalarprod ]
90. Losen Sie die K1 auf, und vereinfachen Sie folgende Ausdriicke!

® ixG+BH—ixG+H+Ex+j+5
B) (2a + b)X(c—a) + (b + ¢)x(a + b)

91. Die Vektoren a und b seien orthogonal zueinander, und es gelte|a| = 3,|b| = 4. Berechnen Sie

a) (a + b)x(a—b), b) (3a—b)x(n—2b)‘

92. Die Vektoren a und b sollen den Winkel x = 17: miteinander bilden, und essei|a| = 1,(b| = 2.
Berechnen Sie 3
a) (axb)?, b) [(2a + b)x (a + 2b)]2, ¢) [(a + 3b)x(3a — B))2!

14. Beweisen Sie die Giiltigkeit der Beziehungen
a) (axb)® < a%2, b) (axb)® + (a-b)2 = a2p2!
Unter welcher Bedingung gilt in a) das Gleichheitszeichen ?

93. Fiir die Vektoren a und b sei bekannt: |a| = |b| = 5, < (a, b) = 45°. Gesucht ist der Flichen-
—
inhalt des Dreiecks A BC mit AB = a — 2b und A_é = 3a + 2b.

94. Gegeben seien die Vektoren a(3; — 1; — 2) und b(1; 2; — 1). B h Sie die Koordi
der Vektorprodukte
a) axb, b) (2a + b)xb, ¢) (2a —b)x (2a + b)!
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95. Gegeben seien die Punkte A(2; —1.2), B(1; 2; — 1) und C(3; 2; 1). Berechnen Sie die Ko-
ordinaten der Vektorprodukte

— = — - —
a) ABx BC, b) (BC—2CA) < CB!

96. Berechnen Sie den Vektor 1, der zu den Vektoren a(2; — 3; 1) und b(1; —2; 3) orthogonal
ist und der Bedingung r* (i + 2j — 7E) = 10 geniigt!

97. Berechnen Sie fiir die Vektoren a(2: — 3: 1), b(— 3; 1; 2) und ¢(1; 2; 3) die Produkte
(axb)xcund ax(bxc)!

98. Eine Kraft § greife an einem Punkt P an. Sie sei gegeben durch ihre Koordinaten beziiglich
dreier Kriifte vom Betrag 1, die entsprechend liings der Vektoren i, j und f wirken. Berechnen
Sie das Dreh t von § beziiglich des Punktes P!
a) §(3;2; —4), P(2; —1:1), Py(0;0;0),
b) §(2:—4;5), P(4; —2;3), Py(3;:2: —1)

99. Gegeben seien drei Krifte §,(2; — 15 —3), Fa(33 23 — 1), §s(— 43 1 3) durch ihre Koordi-
naten beziiglich dreier Krafte vom Betrag 1, die entsprechend langs der Vektoren i, j und £
wirken. Diese drei Krifte greifen am Punkt P(— 1; 4; — 2) an. Berechnen Sie das Dreh-

ihrer Resulti den beziiglich des Punktes Py(2; 3;: —1)!

100. Beweisen Sie mit Hilfe des Vektorproduktes, daB
a) ein Dreieck, in dem eine Seitenhalbierende mit der Hohe beziiglich dieser Seite zusammen-
fallt, gleichschenklig ist,
b) ein Dreieck, in dem eine Seitenhalbierende mit ‘der entsprechenden Winkelhalbierenden
fallt, gleichschenklig ist! /

101. Wiederholen Sie die Beweise dafiir, daf3
~~ a) die Menge der n-Tripel reeller Zahlen
die Menge der Polynome héchstens n-ten Grades mit reellen Koeffizienten
einen Vektorraum bilden!

102. Berechnen Sie im Vektorraum der n-Tupel die Vektoren — (a — b) und b — a fiir
a) a=[L,2,..,n] b) a = [— 1,2, .., (—1)"n]
b=[+1,n+2,..,2n] b= [(—1)*, (—1)*-1-2,..,—n]!

103. Ermitteln Sie im Vektorraum der Polynome hochstens n-ten Grades die Vektoren — (a + b)
und — a + b fiir
a) a = ap + a;x + ** apx”, b) a = x + 2% + + 4 22,
b= a,—ax + + (— 1)"anx", b=1+ 22+ + 227!

104. Beweisen Sie, daB in jedem Vektorraum )X fiir jede natiirliche Zahl n, die Elemente 1y, ..., n
vonIN und die reellen Zahlen &,, &y, ..., an die folgenden Beziehungen gelten:
a) oy(r; + Iy + v+ 1) =oan F oy + 0+ kns
b) (o + &+ +on)ry = oury + ogry + 0+ anty!

105. Erlautern Sie, was es heiBt, daB der Vektorraum a) der Zahlenpaare, b) der Polynoime hich-
stens 1. Grades idi ional ist, und beweisen Sie diese Behauptung!

106. Zeigen Sie, daB die Vektoren a, = (1.1) und a, = (— 1,1) eine Basis des Vektorraumes der
Zahlenpaare bilden!
Welche Koordinaten haben die Vektoren a, = (1;0) und a, = (0; 1) beziiglich der Basis
(@) ?
07.)Geben Sie fiir den Vektorraum der Polynome hochstens zweiten Grades eine andere Basis als
a; = 1, 0, = x, ag = x* an, und berechnen Sie die Koordinaten von a,, a,, 0, beziiglich dieser

Basis!
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Im Eckpunkt 4 eines Parallelepipeds 4 BCDEF
(Bild a 1) greifen drei Krifte an, die durch die
gerichteten Strecken AE, AC und AG veranschau-
licht werden kénnen. Ermitteln Sie die Resultie-

rende dieser drei Krafte!

Kegelschnitte

1. Gegeben seien zwei Geraden AB und CD durch GrundriB und Héhe der lPunkte A, B, Cund

D. Die Grundrisse von AB und CD mégen auf derselben Geraden liegen. Ermitteln Sie den
Sckh kt E dieser Geraden!

Das Dreieck 4 BC sei durch Grundrisse und Hohen der Punkte A, B und C gegeben, wobei die
Grundrisse dieser Punkte auf einer Geraden liegen mégen. Zeichnen Sie das Dreieck in wahrer
GriBe!

3. Auf der Zeichentafel stehe ein Quader mit gegebenen Kantenlingen. Ermitteln Sie die Linge

der Raumdiagonale des Quaders!

Eine dreiseitige Pyramide stehe mit ihrer Grundfliche auf der Zeichenebene. Die Spitze der
Pyramide sei durch ihre Projektion und ihre Hohe gegeben. Zeichnen Sie das Netz der Pyra-
mide!

Zeichnen Sie Grund- und Aufrif8

a) einer fiinfseitigen Pyramide,

b) eines vierseitigen schiefen Prismas,

¢) eines geraden Kreiskegels,

deren bzw. dessen Grundfliiche in der GrundriBebene liegt!

6. Gegeben sei ein Quader durch Grund- und Aufri, wobei Grund- und Aufriebene eine

7

Grund- bzw. Seitenfliche des Quaders enthalten sollen. Ferner sei eine die vier Seitenflichen
des Quaders schneidende Ebene, die orthogonal zur AufriBebene und nicht parallel zu seinen
Grundflichen ist, durch ihre Spuren gegeben. Zeichnen Sie Grund- und AufriB der Schnitt-
figur und ermitteln Sie deren wahre GréfBe!

Lésen Sie Aufgabe 6. fiir a) ein dreiseitiges gerades Prisma, b) ein dreiseitiges schiefes Prisma!

X Gegeben sei ein gerader Kreiskegel, dessen E: de mit der Grundkreisebene einen Winkel

von 60° bilden, und eine den Kegel schneidende Ebene, die mit dessen Grundkreisebene einen
Winkel von 45° bildet. Konstruieren Sie Grund- und Aufri des Kegels, der Ebene und der
Schnittfigur, sowie deren wahre Gestalt ) mit Hilfe von Erzeugenden des Kegels, b) mit Hilfe
von Parallelek zur Grundkreiseb des Kegels!

Ein gerader Kreiskegel werde von einer Ebene so geschnitten, daB die Schnittfigur eine
Ellipse ist. Wie dndert sich die Gestalt der Ellipse, wenn

a) bei gleichbleibendem Kegel die Neigung der Schnittebene,

b) bei gleichbleibender Eb i der Neigungswinkel der E: den des Kegels
zur Grundkreiseb des Kegels konti t wird ?

Tiol e

%Gegeben sei ein gerader Kreiskegel, dessen Erzeugende mit der Grundkreisebene einen Winkel
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von 60° bilden, und eine den Kegel schneidende Ebene, die mit dessen Grundkreisebene einen
Winkel von 85° bildet. Konstruieren Sie Grund- und Aufrif8 der Schnittfigur sowie deren
wahre Gestalt
a), mit Hilfe von Erzeugenden des Kegels,

%mit Hilfe von Paralleleb zur Grundkreisebene des Kegels!




11.

Untersuchen Sie das in Aufgabe b 9 genannte Problem fiir den Fall, daBl die Schnittfigur
eine Hyperbel ist!

. Ein gerader Kreiskegel wird von einer parallel zur Achse verl fenden Ebene hni

Konstruieren Sie Grund- und Aufril der Schnittfigur sowie deren wahre Gestalt! Wihlen Sie
dabei den Neigungswinkel der E genden des Kegels zur Grundkreisebene a) a = 60°,
b) o = 30°%¢c) x = 45°!

12.

Ein Kegel werde von einer Ebene so geschnitten, daB eine Parabel entsteht. Konstruieren Sie
die Schnittfigur in wahrer GroBe!

N

w

. Beweisen Sie mit Hilfe Dandelinscher Kugeln und der Ortsdefinition der Ellipse, daB8 beim

Schnitt eines geraden Kreiszylinders mit einer nicht orthogonal und nicht parallel zur Achse
verlaufenden Ebene die Schnittfigur eine Ellipse ist!

Beweisen Sie, daB das Bild einer Kugel bei senkrechter Parallelprojektion ein Kreis und bei
schriiger Parallelprojektion eine Ellipse ist!
(Hinweis: Verwenden Sie das Ergebnis von Aufgabe b 2!)

13.

14.
15.

16.

17.

®
x
b

23.

24.

Konstruieren Sie eine Schar konfokaler Ellipsen!
(Anleitung: Unter konfokalen Ellipsen versteht man Ellipsen mit gleichen Brennpunkten und
unterschiedlichen Achsenléngen.)

Wie éindert sich die Gestalt einer Ellipse, wenn bei gleichbleibendem a die lineare Exzentrizitit
¢ kleiner wird ? Was ergibt sich im Grenzfall e = 0? Zeichnen Sie eine solche Ellipsenschar!

Zeichnen Sie zwei kongruente Ellipsen mit gleichem Mittelpunkt, deren Hauptachsen aufein-
ander senkrecht stehen!

Lésen Sie die Aufgaben a) 21, b) 22, ¢) 23 entsprechend fiir Hyperbeln!
Konstruieren Sie zwei gleichseitige Hyperbeln mit gemeinsamen Brennpunkten!

Wie iindert sich die Gestalt einer Hyperbel, wenn bei gleichbleibendem e die GroBe a kleiner
wird ? Zeichnen Sie eine solche Hyperbelschar!

Konstruieren Sie zwei Parabeln, deren Scheitel und Achsen zusammenfallen und deren Para-
meter 2p = 8 bzw. 2p = 4 sind! Beschreiben Sie das Verhalten der Parabeln bei weiterer Ver-
kleinerung des Parameters!

Stellen Sie eine Gleichung der Ellipse auf, fiir die folgendes gilt:
a) a=5;b=4 e)b=2;2=6 e) 2a = 26; Fy(— 10; 0); Fy(14; 0)
b) 2e = 8;2a =10 ”a+b=10:22=4.s )Q2b=2;F,(—l;l);F,(l;l)

Berechnen Sie die Achsenlingen der Ellipse 16x* + 25y = 400 sowie die Koordinaten ihrer
Brennpunkte!

Slcilen Sie fest, welche der Punkte A,(— 2; 3), A;(2: —2), Ay2; —4), A(—1:3)
Ay(—4;—3), 4,35 —1), 4,3; —2), Ag(251), A,(0; 15) und A4,,(0; — 16) auf, welche aufler-
halb und welche innerhalb der Ellipse 8x* + 5y* = 77 liegen!

Berechnen Sie den Flicheninhalt des Vierecks, dessen Eckpunkte mit den B punk und
den Nebenscheiteln der Ellipse a) x? 4 5y2 = 20, b) 9x* + 5y% = 1 zusammenfallen!

Die Abszissen der Punkte des Kreises x? 4 y2 = 4 mogen a) verdoppelt. b) halbiert werden.
Ermitteln Sie die entstandene Kurve, und veranschaulichen Sie diese!
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N

. Von einer Strecke konstanter Linge mégen die Endpunkte auf hied Koordi
achsen liegen. Welche Kurve beschreibt ein belleblger Punkt dieser Strecke, wenn die End-
punkte auf den Achsen gleiten ?

25. Stellen Sie die Mittelpunktsgleichung der Hyperbel, von der
a) 2a =6, 2b = 8, b) 2a = 24, 2e = 26, ¢) a = 8, Fy(— 6; 0), Fy(6;0)
gegeben ist, auf!

26. Stellen Sie die Mittelpunktsgleichung der Hyperbel auf, fiir die bek ist, daB die Abstéind,
eines ihrer Scheitelpunkte von den Brennpunkten 9 bzw. 1 b !

2 2
)(. Gegeben sei die Ellipse % + y?_ = L. Stellen Sie die Mittelpunktsgleichung der Hyperbel auf,

deren Scheitel sich in den Brennpunkten und deren B punkte sich in den Scheiteln der ge-
gebenen Ellipse befinden!

L

Gesucht ist die Seite eines Quadrates, dessen Eckpunkte auf der Hyperbal 2 _YX liegen.
Fiir welche Hyperbeln kann man ein solches Quadrat finden ? b

28. Stellen Sie die Scheitelgleichung der Parabel auf, deren Scheitel im Ursprung liegt und fiir die

bekannt ist:

a) Sie ist symmetrisch beziiglich der x-Achse, liegt in der rechten Halbebene und fiir sie ist
p=3;

b) sie ist symmetrisch beziiglich der x-Achse, liegt in der linken Halbebene und fiir sie ist
p=05;

c) sie ist symmetrisch beziiglich der y-Achse, liegt in der unteren Halbebene und fiir sie ist
p=025!

. Stellen Sie die Gleichung der Parabel auf, die durch den Ursprung geht, den Brennpunkt -
F(0; — 3) hat und symmetrisch beziiglich der y-Achse ist!

x Welche Kurven haben die folgenden Glelchungen ?

9y=2yE—= 9r=—LyFFs Ny-—3=m
b)x=—5}/—y y=)—= f) x =+ /89 —yF

Veranschaulichen Sie diese Kurven!

\8{ Berechnen Sie den Wertevorrat der Funkuon

n)x:erl—y, e)x——],49—_y. e)y=—3)—2x,
W x=—)0+y3, d) x=— =3y, f)y:irxurzsz
2

“Zeichnen Sie diese Kurven durch punktweise Konstruktion!

@ Eine Ellipse beriihrt die x-Achse im Punkt Py(8; 0) und die y-Achse in Py(0; — 5); ihre Achsen
sind den Koordinatenachsen parallel. Geben Sie fiir die Ellipse eine Gleichung an!

@ Berechnen Sie fiir folgende Kurven a. b, ¢, M, F, und F,

a) 9x2 — 16y? + 90x + 32y — 367 = 0 c)y=—7+%l'16+6x—xz
8 e =
by = 5—— Yy —t4y—12 @ 4 +3y—8x+ 12y —32=0
34. Ermitteln Sie die Scheitel- und Brennpunkte folgender Kegelschnitte, und v haulich
Sie ihre Lage im Koordinatensystem !
a) 1622 + 9y — 32x + 18y + 72 — 0 b) 4x? —y? + 2x + 4y +31 =0
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@ Welche Koordinaten hat der Brennpunkt der Parabel
a) y2=06x, b) y’= ——Sx,@ (y—3)2=9x—1), d) x2?=—6y, e) (x—4)=—y?

@ Wie lautet die Gleichung der Parabel mit der Achse y = 2, die durch den Punkt P (5; 7) geht
und deren Scheitel die Abszisse x, = 4 hat?

37. Eine Ellipse beriihre die y-Achse in Py(0; 5) und schneide die x-Achse in Py(5; 0) und Py(11;0).
Ihre Achsen seien zu den Koordinatenachsen parallel. Geben Sie eine Gleichung fiir die Ellipse
an!

38. Von einer Hyperbel seien zwei Punkte P, und P, bekannt. Berechnen Sie jeweils ihre Mittel-
punktsgleichung! -
9 _ 3)3 _
" P, (5; T)‘ p(2y ) » P@aP@y o P PO

@. Eine Hyperbel liege sy! risch zu den Koordi h gehe durch P(6; — 21/7), und es
sei b = 2. Stellen Sie ihre Mittelpunktsgleichung auf, und berechnen Sie die Abstinde des
Punktes P von den Brennpunkten!

40. Wie groB ist der Halbparameter der Parabel y? = 2px, wenn diese durch den Punkt P(5; 6)
geht?

@ Die Spiegeloberfliche eines Scheinwerfers werde durch Rotation einer Parabel um ihre Sym-

metrieachse gebildet. Der imale Durch des Spiegels betrage 80 cm, seine Tiefe
10 em. In welcher Entfernung vom Scheitel der Parabel mufl man die Lichtquelle anbringen,
wenn sie zur E eines parallel hlenbiischels im Br kt liegen muB ?

q
Str

42. Berechnen Sie die Linge derjenigen Sehne der Ellipse x? + 2y? = 18, die durch den Ursprung
geht und den Winkel < (i; j) halbiert!

43. Berechnen Sie die Schnittpunkte der folgenden Kurven!

ol = g e
8 (1) 5=+ b) (1)x'+4y’l 16 Mo+ L=t
@ y=22+3 @y=—75x=5 (@) y=2¢

o

. In die Ellipse x? + 4y? = 4 sei ein gleichseitiges Dreieck einbeschrieben, von dem ein Eck-
punkt in den Scheitel S,(— a3 0) fillt. Berech Sie die Koordi der beiden and
Eckpunkte des Dreiecks!

(Hinweis: Im gleichschenkligen Dreieck betragen die Innenwinkel jeweils 60°.)

44. Ermitteln Sie die gemei Punkte der Ellipse * + 4y? = 4 und des Kreises, der durch
die Brennpunkte der Ellipse geht und seinen Mittelpunkt in deren ,oberen** Scheitel hat!

2 2
45. Wie viele Tangenten an die Ellipse ‘T + 'VT = 1 gehen durch den Punkt Py(1; 1), Py(3; 1),
P4(0; 2)? Stellen Sie ihre Gleichungen auf!

46. Ermitteln Sie die gegenseitige Lage der durch folgende Gleichungen gegeb Kurven!
a) (1) 2x—y—3=0, b) (1) 2x+y—10=0, c) (1) 3x + 2y —20 =0,
2 |y 22yt % ¥
Z. =1 ) R A | 9 X 4+ =1
@ Ft+5 @ 5+3 @ %+
“7. Beschreiben Sie einer gegeb Ellipse mit @ = 5 und b = 3 ein Quadrat ein, und legen
Sie durch die Eckpunkte desselben die Tang an die Ellipse! Wie lang sind die Seiten des
durch die Tang bschnitte besti Rhombus ?
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8. Stellen Sie eine Gleichung fiir die Tangente an die Elhpse — + y = 1 auf, die auf den Ko-

ordinatenachsen gleiche positive Strecken abschneidet ! a
xi y?

47. Fiir die Ellipse o + e 1 sind die Tangenten zu ermitteln, die zu den Sehnen durch die
Scheitel parallel laufen!

—_5) 3

48. An die Ellipse % + % = 1 seien vom Ursprung aus die Tangenten gelegt. Be-
rechnen Sie den Winkel, den sie miteinander bilden!

2 2

49. Gegeben sei die Ellipse "T + "T = 1. Legen Sie durch den Punkt P(— 2; 1) die Sehne der
Ellipse, die von P halbiert wird!

9. Zwei Ellipsen seien durch die Clelchungen — + b =1und = 7 )’_2 = 1 gegeben. Stellen
Sie Gleich fiir die gemei T beider Ellipsen auf, und berechnen Sie den
Flicheninhalt des durch die Schmttpunkte der Tangenten bestimmten Rhombus!

—c) (y—d _ . .

10. Stellen Sie eine Gleichung fiir die Tangente an dle Ellipse ===l
Ellipsenpunkt Py(x,; y,) auf! a b

50. Zeichnen Sie die Hyperbel a) x> — 4y? = 18, b) 16x® — 9y? = 144 und ihre Asymptoten!
Gesucht sind Brennpunkte, Scheitel und der Winkel zwischen den Asymptoten.

51. Unter welchem Winkel schneiden einander die Asymptoten einer gleichseitigen Hyperbel ?

52. Von einer Hyperbel seien die Asymptoten und die Lage der Scheitel bekannt. Konstruieren
Sie die Brennpunkte der Hyperbel!

53. Ermitteln Sie die Schnittpunkte der Asymptoten der Hyperbel x2 — 3y? = 12 mit dem Kreis,
dessen Mittelpunkt im rechten Brennpunkt der Hyperbel liegt und der durch den Ursprung
geht!

11. Berechnen Sie den Abstand der Brennpunkte der Hyperbel —_— -T = 1vonden Asymptoten
und den Winkel zwischen den Asymptoten! b

54. Berechnen Sie mit Hilfe der quadratischen Ergiinzung die Koordi des Mittelpunktes und
die Halbachsen der Hyperbel
a) 4x? —48x — 16y? + 128y — 166 =0, ¢) 2x? —2x—y2 4y =0,

b) x? 4 4x — 4y? — 24y — 36 = 0, d) 4x® + x —y? + 2y = 12!
Stellen Sie die Schnittpunkte dieser Kurven mit der x-Achse fest, und berechnen Sie den Win-
kel, den die Tangenten in diesen Punkten an den Kegelscl mit der x-Achse bilden!

55. Stellen Sie die Gleich der i b\ des Kreises x? + y? = 4 und der
Hyperbel 4x? — 9y% = 36 auf!

56. Berechnen Sie den Punkt der Parabel y? = 12x, in dem die Tangente an die Parabel mit der
Symmetrieachse der Parabel einen Winkel von 30° bildet!

57. Stellen Sie die Gleichung der Tangenten an die Parabel y? = 4x auf, die durch den Punkt
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58.

59.

60.

61.

62.

66.

67.

69.

70.

Stellen Sie die Gleichung der Tangente an die Parabel y? = 2x auf, die a) parallel zur Geraden
2x —y + 5 = 0, b) senkrecht zur Geraden x + y — 7 = 0 verlauft!

Das Drahtseil einer Hangebriicke habe die Form einer Parabel. Ihr tiefster Punkt liege 17 m
iiber dem W piegel, die Aufha kte seien 95 m voneinander entfernt und mogen

sich 33 m iiber dem Wasserspiegel befinden. Wie groB sind die Anstiegswinkel des Drahtseiles
in den Aufhingepunkten?

Beweisen Sie, da die Tangente im Punkt P, einer Hyperbel mit den Brennpunkten F; und F,
den Winkel < F, P,F, halbiert!

Beweisen Sie, daB alle durch den Brennpunkt einer Parabel gehenden Strahlen an der Parabel
(d. h. an ihrer Tangente) als achsenparallele Strahlen reflektiert werden!

Beweisen Sie, daB8 die Mittelpunkte jeder Schar paralleler Sehnen einer Ellipse auf einer Ge-
raden liegen, die durch den Mittelpunkt der Ellipse geht!

Beweisen Sie, daB das Produkt der Abstande der Brennpunkte einer Ellipse von jeder beliebi-
gen Tangente an sie gleich dem Quadrat der kleinen Halbachse ist!

Es sei M der Mittelpunkt einer Ellipse mit der groBen Halbachse a. P, sei der Schnittpunkt
einer ihrer Tangenten mit der Geraden durch ihre Brennpunkte und P, der Fupunkt des
Lotes vom Tangentenberiihrungspunkt auf diese Gerade. Beweisen Sie, dal MP,- MP, = a?
ist!

Beweisen Sie, dal der Abstand eines Brennpunktes der Hyperbel ___: =1 von ihren
Asymptoten gleich b ist! b

Beweisen Sie, daB das Produkt der Abstinde eines beliebigen Punktes der Hyperbel

%3 y? % P N . a?b? et

T 1 von ihren beiden Asymp ist und prps betrigt!

Beweisen Sie, daB der Flicheninhalt des Parallel Iches von den Asymp der
2

Hyperbel _— i[— = 1 und den durch einen beliebigen Punkt derselben parallel zu den Asymp-

ab
toten geﬁzhrten Geraden bestimmt wird, konstant ist und ? betrigt!

Gegeben seien eine Ellipse und eine Hyperbel mit i B L Beweisen Sie,
daB ihre Tangenten im Schnittpunkt beider Kurven senkrecht aufemnndar stehen!

Beweisen Sie, daB die T zweier Parabeln mit i Achse und einem gemein-

samen, hen ihren S heitel gel Brennpunkt, im Schnittpunkt beider Kurven senk-
recht aufeinander stehen!

Konstruieren Sie nach folgenden Angaben einen Kegelschnitt!
a) Fi(—9;0), &= % I, hat die Gleichung x = — 4

b) F,(__:_;o). &= i, I, hat die Gleichung x = 4

4
¢) Fy(1;0), = —;— , I, hat die Gleichung x = 9
d) F(5;0), e = 1, | hat die Gleichung x = — 35
Stellen Sie eine Gleick des Kegelschni auf, dessen B punkte auf der x-Achse sym-

metrisch zum Ursprung liegen und fiir den gilt:

w

n)e=%,¢:3. b)s=%,a=8, ¢ s=?.c=3. I)e=%,b=5!
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72. Berechnen Sie die numerische Exzentrizitit e der Ellipse, fiir die gilt: '
a) ihre Nebenachse erscheint von den Brennpunkten aus gesehen unter einem Winkel von 607,
b) die Strecke F,F, sicht man vom Nebenscheitel aus unter einem rechten Winkel!

73. Ermitteln Sie die numerische Exzentrizitit einer gleichseitigen Hyperbel!

74. Ermitteln Sie die numerische Exzentrizitit der Ellipse, fiir die der Abstand der Brennpunkte
gleich dem Abstand der Endpunkte der groBen und derskleinen Halbachse ist!

75. Stellen Sie eine Gleichung der Bahnkurve des Punktes P(x; y) auf, bei dessen Bewegung sein
Abstand vom Punkt A4 (1; 0) stets g]elch
a) einem Drittel, b) dem Dreifachen seines Abstandes von der Geraden x = 9 bleibt!

76. B k Sie die ische Exzentrizitit der elliptischen Erdbahn, wenn sich die Ent-
fernung der Erde von der Sonne in Sonnenniihe (Perihel) und in Sonnenferne (Aphol) nihe-
rungsweise wie 29:30 verhalten!

77. Stellen Sie die Gleichung der Parabel und ihrer Leitlinie auf, wenn die Parabel durch die
Schnittpunkte der Geraden x + y = 0 mit dem Kreis x? 4 y? 4+ 4y — 0 geht und symme-
trisch zur y-Achse liegt! Zeichnen Sie den Kreis, die Gerade und die Parabel!

78. Der Abstand zwischen den Leitlinien einer Elhpse betrage 36 Einheiten, die Abstinde eines
Ellipsenpunktes von den B punkten dieser Ellipse 9 bzw. 15. Stellen Sie eine Gleichung
dieser Ellipse auf!

79. Ermitteln Sie die Menge der Mittelpunkte der Kreise, die durch einen gegebenen Punkt gehen

und eine gegebene Gerade beriihren!

c) Nichtrationale Funktionen

1. Ordnen Sie die durch folgende Gleick b Funktionen f mit y = f(x) in die Uber-
sicht von Ubung C 1 em, und geben Sie _]ewe:ls den Definitionsbereich an!
) y=2:—2 ) y = Tal 8§ y—xlg2
- s x2—1
b) y = y=* +Y(x—2) e) y = log; | x| b) y="—7
= ; o . 2
¢) y = x*)2 + x- sin 30° )y=y/ig(@—2) l)y=x2—l
2. Stellen Sie von den folgenden Mengen f geord Paare [x; y] mit x € P, y € P fest, ob es
sich um Funktionen handelt! Geben Sie bei den Funktionen Definitionsbereich und Werte-
vorrat an!
a) 22 +y—5=0 d) 22 +y2=0 g) x® +4y*—36 =0
undy < 0
b)x+y*+3=0 e)x+y2+1=0 h) 9x? — 36y — 144 =0
€ 2y —25=0 f) 224y —1=10 i) 9x? —36y% + 144 = 0
undy =0 und y > 0
3. Ermitteln Sie von folgenden Funktionen Definitionsbereich und Wertevorrat!
e 1 P
a) y=)x*—25 |'),V=VF—1 )y=x+2+)1+=

4. Es sei f(x) = /x — 2. Geben Sie je eine Gleichung fiir die Funktionen f + f = 2f, f+ f = f?
und < an! Geben Sie die zugehori, Definitionsbereiche an, und skizzieren Sie die Bilder
dieser Funktionen!
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5. Es sei f(x) = J/x—2 und g(x) = /6 —x. Geben Sie eine Gleichung fiir p = f* g an! Ermitteln
Sie p(x,) fiir alle ganzzahligen Werte x, aus dem Definitionsbereich von p!

. Entwickeln Sie aus den Bildern fiir f(x) = — (x + 1) und g(x) = sin x das Bild der Funktion
s=f+g!

1. Skizzieren Sie die Bilder der Funktionen y = x, y = [x] und y = x + [x]!
Dabei bedeutet [x] die groBte ganze Zahl, die nicht groBer als x ist; so ist z. B. [2,5] = 2,
[—25]=—3,[1="1

2. Es seif(x) = x,g(x) = 1 —| x| und s = f + g. Geben Sie fiir jede der drei Funktionen Defi-
nitionsbereich und Wertevorrat an!

7. Welche der nachfolgend angegebenen Funktionen sind im gesamten Definitionsbereich ein-
eindeutig ? Geben Sie bei den anderen Intervalle an, in denen Eineindeutigkeit besteht!

a) y="1x—3 d) y = }/a* —6x—56 g y=lgx
b) y = x2 —12x + 32 e)y==x+Jx h) y = tanx
c)y=)3= ) y=|x| , i) y =tan®x

8. Ermitteln Sie Gleichung, Definitionsbereich und Wertevorrat der zu f mit y = f(x) inversen
Funktion f!

a) y=>5x+4 o)y =14 e)y=i/%+3
b)y=yx+5 d) y=3+yx—2 ‘)_Y=J :x

9, Skizzieren Sie das Bild der Umkehrfunktion von y = cos x mit 7 < x =< 2x!

3. Geben Sie alle linearen Funktionen f an, fiir die gilt

a)f=f b)f=—f ¢)f=f+c(cePundc+0)
10. Geben Sie (méglichst einfache) Gleick fiir die aus y = g(z) und z = f(x) durch Verkettung
entstehenden Funktionen y = h(x) an!
l_ 2
-)y=ninz:z:%—-x c)y= Z’z.z:cusx
b) y=cotz; z2=2n—x d)y:m;z:lanx

11. Fassen Sie die Funktionen y = h(x) als Verkettungen von y = g(z) und z = f(x) auf! Geben
Sie Gleichungen fiir die innere Funktion f und die duflere Funktion g an! Ermitteln Sie Defi-
nitionsbereich und Wertevorrat fiir h!

a) y = (e + 5y ) y=Ig2x +5) ) y = Jeosx
b)) y=y1+=+* d) y=Igtanx f)y=cusn;—x

12. Fiir welche x sind die durch Verkettung von y = g(z) und z = f(x) entstehenden Funktionen
definiert ? —
a)y=Igz:=—)x ) y=lgz:=yI—2*

= = 1
b) y=Ilgz z=1—Vx Dy=Vu=lgy

13. Skizzieren Sie das Bild von y = }x? — 4x entsprechend Bild C 5 (” Seite 91) aus den Bildern
vony = Jz und z = x* — 4x!
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4. Geben Sie Definitionsbereich und Wertevorrat fiir die durch Verkettung entstehenden Funk-

tionen an!
2

. X -
@) y=Igz z=sinu; u=— b)y =32 z=cosu; u=Jviv==x2+2

14. Das Bild ¢ 1 zeigt einc 10
sogenannte Netztafel zum
Multiplizieren und Dividie- g

ren auf graphischem Wege. \
a) Geben Sie die Gleich 8 \

gen der eingezeichneten
Kurven an!

Erlautern Sie an den 7 \ \ \

~

Aufgaben5-6,4-8,40:8.
20 : 9 das Prinzip desAr- g N
beitens mit dieser Tafel!

¢) Losen Sie auch die Auf- 5

//
P
%

gaben6,6-7,2und 37:5.8 20

auf diese Weise, und ver- -

gleichen Sie mit dem & ~d

Rechenstabergebnis! \ \\10 N \

15. Skizzieren Sie die Bilder 8 \ 5 N ‘\\

der Funklionen y=x* 2 \\
undy =x_ i und stellen Sie I~

L haften 7 1 ™~ ——
der Funkuonen =

3 T —

[
+

y=x ¥ (keN:;k>1) 0 1 2 5 6 1 8 9
zusammen ! cl
16. Ermitteln Sie Definitionsbereich und Wertevorrat fiir die Funktion y = x* ' und ihre Umkehr-
funktion! Zeichnen Sie die Bilder dieser Funktionen auf der Grundlage einer Wertetabelle!
Vergleichen Sie mit den Kurven zu den Gleichungen y% = x® und y® = x? (Neilsche! oder
semikubische Parabel)!

5. a) Zeigen Sie mit Hilfe von Bild c 2, daB die Bildkurven zu den Funktionen y = x*
und y = ?xz einander @hnlich sind und daB man den Ursprung (gemeinsamen Scheitel-
punkt) als Streckungszentrum E = l) ansehen kann! Yy c2

OP, 2 5

b) Zeigen Sie entsprechend die Ahn-
lichkeit aller (quadratischen) \ | [pmeem |~ —%h
Parabeln, d. h. aller Bildkurven 4= '
zu Funktionen y = ax* mit re- |
ellem a + 0! Wie groB ist der F| |
Ahnlichkeitsfaktor bei Ubergang |
vony = a;x? zu y = ax?? | A |

¢) Erliutern Sie, warum derunterb) 2 d |
bewiesene Sachverhalt nicht der | |
Tatsache widerspricht, daB8 die |
Streckung bzw. Stauchung von U |
einer Geraden aus (hier der x- | |
Achse) keine Ahnlichkeitstrans- | | | (I |
formation ist! -3 2 - 0 1 % 2 Xp X

1 Nach Williém Neil (1637 bis 1670), englischer Mathematiker.
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17. Die Sternwarte von Charkow liegt auf dem 50. Breitengrad.
a) Berechnen Sie den Winkel, den der von der Sternwarte zum Erdmlttclpunkt gezogene
Radius mit der Ebene des Erda bildet, im Bod
b) Wie weit ist die Sternwarte vom Aquator entfernt ?

18. Ermitteln Sie die kleinste Periode p!

. 2r\ - A - x =
a)y:2,5-sm(4x— 3) b) y =05 tnn(3x+ 6) e)y—l,Z-tan(;—T)

19. Skizzieren Sie die Bilder folgender Funktionen, und geben Sie Amplitude a und kleinste
Periode p an!

i 3z 4 kd . x n
))\y=2~sm(x+ 4) b) y =08 sm(Sx— 2) )y = ],5'8111(?—?)

20. Berechnen Sie unter Verwendung von sin 30° = ?, c0s30° = —}/3 €08 45° = sin45° = —}/2

die folgenden Winkelfunktionswerte!
a) sin 15°; cos 15°; tan 15° b) sin 22,5°; cos 22,5°; tan 22,5°

21. Leiten Sie aus den Additionstheoremen Formeln fiir sin 3x und cos 3x her!

22. Ermitteln Sie den Giiltigkeitsbereich der fol

5 1 n 1—cosx _ x
a) sinx + cosx = |/2 cus(4—x> d)l/l-{—cosx tan
cosa+ﬂ
infe 4 2)—ainfe—Z) = inGrf) Ty
b) am(.x—i— 6)—uln<x—6)—3 cosx e) ey Ty =
cos
2
cosa+ﬁ
1+ cos2x sin (x + f) 2
—— =cot?x f) =—
1 — cos 2x cosx — cos f§ L a—f
sin—

23. Beweisen Sie die Giiltigkeit folgender Beziehungen fiir alle natiirlichen n mittels vollstiandiger
Induktion!

. sin 2"+1x
a) cosx - cos 2x - cosdx - ...* cos2"x = onfismx
. n . 2n+1
n s x . nx u SIDTX 1
b) Xainygs—————gin—— c) Yeosyx=—"T—""——
v=1 L x 2 V=1 5 i 2
sin 5 sin 5
a 1 —ncos(n+ 1)x—1
@) Ev-coavx:("+ IC n:( )
v=1 P
sin’
2
L | % 1 x
AR e B — ;
e) v£1 2 a0, = gucoty,; —cotx (x = k- )
24. Die drei Wechselspannungen I, II, III eines Dreh ‘ ng heiden sich in ihren
27
Phasen um 120° & 3 Die Gleich fiir die Sp sind

= U - sin wt; un=U'sin(wl+ um=U-sin(wl+

Beweisen Sie, daB uy + uyy + upyy = 0 fiir jedes ¢ ist!
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=

. Beweisen Sie, daB fiir alle «, f, y mit x 4 f + y = 7 gilt

a) coto*cot f+ cotaxcoty + cotfircoty =1;
b) sin®a + sin® B + sin?y — 2 cosa* cosficcosy = 2!

25. Ermitteln Sie Definitionsbereich und Wertevorrat, und skizzieren Sie die Bilder!
3 3 1
a) y=2" b) y = 1077 ¢) y=22" a y=3"7
1
26. Skizzieren Sie das Bild von y= n!
27. Beschreiben Sie die Bilder der Funktionen y = Ig(x + a) mit a € P!
28. Berechnen Sie x!
a) x = Tlog:5+1 b) x = 4,8410%1,5, 10+ 0.3 €) x = 32-log 10
29, Ermitteln Sie die Lo folgender Gleict !
’ 1 3 N 1 1
>4) log; 5 =5 ) log; 2 = — o e) logyyz o7 = x g) lglgx=1

1
X)log,5=—4 d) logy 7 x = —2 f) lglgx =0 »lglgx=—l

7. Ermitteln Sie die Lo folgender Gleich !
a) (loggx)? —5-loggx + 6 = 0 b) 2 (log, J:_)2 + log (x?) —2 =10
30. Ermitteln Sie Definitionsbereich und Wertevorrat der Funktion y = —(e" + e7%), und ent-

wickeln Sie ihr Bild aus den Kurven zuy = ¢ und y = ¢~*!

®

; 1\
. Zeigen Sie, daB lim (1 _:) _

n—oo

Anleitung: Gehen Sie'davon aus, dafl nach der Bernoullischen Ungleichung

1 1\» 1\n 1\ )
l_:<(l+’:> (l—:) ‘—'(I—F) ~ List!

31

32,

35.

7

Ermitteln Sie mit Hilfe der Tafel fiir e* die folgenden Potenzen und Logarithmen!
a) €036 b) 40 c) 2—0«5“)( e-5.6 €) In1,0202 f) In 4,2207 g) In 0,1653 h) In 0,8521

Berechnen Sie mit Hilfe der Tafel fiir die dekadischen Logarithmen!
a) log; 2 b) log, 5 Jog, 6 d) log, 10 e) log,; 0,1 f) log; 0,155
Ermitteln Sie folgende Logarithmen mittels der Tafel fiir In x!
a) In5 ¢) In 5000 e) In 17,4 g) In 98,98 i) In 0,153
b) In 50 d) In 500000 f) In 7 Sh) In 1,86 k) In 2,3¢
Ermitteln Sie folgende Potenzen von e mit Hilfe der Tafel fiir In x!
a) €2,0057 b) €0.0953 ¢) 00213 d) e 46032 e) e-0,1054
Ermitteln Sie die Losungsmengen!

1
a) 7,5% = 1,392 d) 28% = —369%.% g) 35% = 26,7
b) 107 = (—32,6)* o) (—2)f = —32 h) i75493 3,695
c) 0,832% = 54,9428 f) (—2)* = —0,125
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36. Losen Sie die Gleichungen!
3\ 4\ s 4\20+3 T \3r-5 3):1:4—4 4\2r+1
DG XMET-ET 2 @T-6)

9. Losen Sie die Gleichungen!
w'zr —3r41 = 2r42._3¢+3 p) 2037) = 3¢ c) 152 + 97 = 257

><Bezeichnct man mit p und py, jeweils den Luftdruck in zwei Orten mit der Hohendifferenz h,
so gilt

4

(") pr=po'e "
Dabei ist gleiche Temperatur in beiden Orten vorausg und ¢ eine Temperaturk ante:
¢ ~ 8000 m. Diese Beziehung kann man zur Berechnung der Hohe h benutzen, und zwar ge-
schieht diese Berechnung nach der Formel
(**) h = 18400 (Ig p, — lg pn) m.
a) Zeigen Sie, daB die Formel (**) aus (*) folgt!
b) Welcher Luftdruck herrscht im AussichtsgeschoB des Berliner Fernsehturms (h = 203 m),
wenn am Boden 760 Torr gemessen werden ?

38. Tiere und Pflanzen nehmen mit dem Kohlendioxid der Luft radioaktiven Kohlenstoff ',C
(Halbwertzeit: 5,6 - 10° a) auf: das Verhiltnis gegeniiber dem normalen Kohlenstoff ‘:C be-
trigt dabei 1:10'2, Nach dem Erloschen des Stoffwechsels verringert sich der Gehalt an l:C
durch radioaktiven Zerfall. In der Lascaux-Hohle bei Montignac (Frankreich) hat man Holz-
kohle von Lagerfeuern gefunden, die nur noch 15%, des urspriinglichen Anteils an radioaktivem
Kohlenstoff enthielt. Berechnen Sie das Alter!

39. Die Halbwertzeit des in der Bestrahlungseinrichtung TCo 2000 verwendeten radioaktiven oG
betriigt 5,3 a. Das Geriit wird mit einer Strahlenquelle der effektiven Aktivitat von 2000 ¢
geliefert ; die Bestrahlungszeit fiir eine Dosis von 300 r betrigt dann (bei 65 mm Abstand von
der Strahlenquelle) 2 min 50 s. Wie groB ist die Bestrahlungszeit fiir die gleiche Dosis zu be-
messen, wenn die Strahlungsquelle bereits 3 Jahre benutzt wurde ?

10. Die Auflésung einer Substanz in Wasser geschieht nach der Gleick
s=S(1 —e ).
Dabei ist s die zur Zeit t geloste Menge, S die Sattigungsmenge und « eine fiir die Substanz
typische Konstante.
Berechnen Sie S und & fiir Traubenzucker, wenn bei einem Versuch 20 g nach 1 min und 35 g
nach 2 min geldst wurden.

41. Die Abkiihlung eines in einer kilteren Umgebung befindlichen Korpers geschieht nach
Newton! gemif} der Gleichung
T = Ty + (To— Ty)e ™.

Dabei ist T die Temperatur des Kérpers zur Zeit t, Ty die Umgebungstemperatur und a eine

Konstante, die von Material und Oberflichenbeschaffenheit des Korpers abhingt.

Bei einer AuBentemperatur von 6 °C ist die Temperatur des Inhalts einer Thermosflasche in
6h von Ty = 93°Cauf Tg="10°Cg k Berech Sie die Temperatur nach 24 h, und
stellen Sie den Temperaturverlauf graphisch dar!

42, Unter der V eines gleichmiBigen Wach der industriellen Produktion 1Bt
sich die Entwicklung in nicht zu groBen Zeitriumen gut durch eine sogenannte Trendfunktion f
beschreiben!

P=f(t)= Py u'. (Aufgabe wird auf Seite 198 fortgesetzt)

1 Isaac Newton (1643 bis 1727), englischer Naturforscher.
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n
Dabei ist u = } Pg: P4, wenn Pg der letzte bekannte Wert der Prodyktion (im Zeit-

o

itt E), P, der Anf

zwischen A und E ist. P ist die Produktion im mittleren Zeitab itt

h h

t (im Zeitabschnitt 4) und n die Anznhl der Zeitabschnitte
Aund E.

Betrachten wir die industrielle Bruttoproduktion der DDR, die von 1955 bis 1965 um 1049,
stieg, so ist n = 10 und P, die Produktion im Jahre 1960.
a) Berechnen Sie P, und geben Sie die Gleichung der Funktion an!

b) Welcher Wert der Produktion — bezogen auf 1955 — ist fiir 1980 zu erwarten ?

437 Lisen Sie die folgenden Gleichungen, und erlautern Sie die Ergebnisse am Bild c 3!

47.

(1) V5xF6—4=0

YV5x+6+4=0

(3) —)5xF6—4=0
(4) — )52+ 6+4=0

198

) c3
a) 2+ 3)2x—1=5 y
b) 3)3x—5—4=)T2x—20 m—‘ | | L
3 (- Vx 5|
c) +]f: | e
3—)= r
d) 7)3x—1=5)3x+5 s /‘{'
1l 3 3 # |y
€)9x T4 —8r 241 )2l Sl
4 7
4
6
4
2
N, y'ffxl}
g "N
a) 22 —5x+7=1 " Mo /
b)l+jx+5=x I~ ¢ 5 fx
e )x+)x+5+8= NN
d)x+1—5)x+1=—06 / T
e) x—10yx+11427=0 2 y=fla)th ]
) x+]137—5=1
8 x)2=)x+1
h) }x'—2—]5x—8—'0
-4
i) (x3+ )(x~—$)—x+l
3yx—4 3yx—S5
e _ Iz -6
) 4(}_:—2) 41‘x—9 N,
b) 3yx—5  8yx—12 N
T 2yx—3  1yz—12 4 Ny fix-4
);;—z yx+4 2)x 4 38 BN
) — -_— — = — — -
Vx—35  yx+3  (1x—5)(1x+3) SN
o ETIE=1Z xtolE4w i ~N.
Yx—3  Jx+5



—_— 10 X L 1
48. a) 1'zx+1s_]2:_—1=12x—1 ¢) Bx—1)2+2Bx—1) 2= (5x+3)2
—
1 3 2
b) L LB oy
1—)T—=2 1+71—=x? x? V= Yx—yI—x jYx+)l1—=x

10.a) 3x—6—YEmF3=0 b) Vx+5)z=0 €)10—3-JZ= T 1T=—2

49. Losen Sie jeweils die Gleichungen, und erliutern Sie das Ergebnis am Bild ¢ 4 (a), Bild ¢ 5 (b)
oder Bild ¢ 6 (¢)!

a) (1) V5 + 24+ Yx+4=14 (3)Vx+28—yx+4=4
w—]"5x+24+]’x+4=4 4) —)5x+24—)x+4=4
J
4 Z
V
3
y=hilx)+t(x)-4
&2
J/ 1
W Ao 4 A o 1 74 _3b---F""
| ade==1”
-’--
Y Jo=" Yefilx)-fo(x)-4
- 2
3
4 -
S
- -6
~.
™~
j\ . S
\‘ -
\ S~
. -8 .
\. y=-filx)+fy(x)-4
‘s -9
Y
‘Q
N, -0
3
N | ye-fio-fax-4
TS
N
o4 12 LN

199




b) (1) wx—12+;13—3z_5

50. a) 2)x + 5 + Jx = Jx + 60
b) 2Y3x+1—3yYx+3+2=0
c) Yix+8=11+y2x—7

) —3—x+r1=)Tx 14

—_———
5La) V37— 116z + 4=14
ot Lo i S

b) V9x®—7—)9x + 13 = 3x

f) V& +9—yYx+6=)x—1
g) |3x—5+]5x+1_2]3x+4
h) 2)x+7—)x=})12x + 13

/v),]/‘x+7—}5(x—-2)=3
4 VV5xF6+)2x+21=3

1
11. a) (3x —}3x — 14)4 =

12.0) VBxFa—j8x—d=2

b) "125+|x_4=3
1

b) (5+1%)7% + (56— %)% = i1

52.a) ja—x+)Jx—b=})a—b

}f}a+b—]/x+a=]'b—x

+ . S |
| [ |43
0 7 PN X
i )
T
1 W=hlx)+hix)-5
—— .Z I
/l
] 7
\ S yetl-f0-5
V4
=l 3
\ |/
\\ I
—+-5
1%
. /
J y
‘
J / y=-Flx)hyx)-5
i T \
I \
8 { \
L]
\
g, 1
I . ?
N ]
T ly==fx)-£(x)-5|
| Tl c5
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Y fy(x)=Vx+3
7 fo(x)=Vx~
5 f3(x)=V12-3x
| —y=hilx)+frlx)+f5x)
oK
s,
4 v }
\,~ /‘/f-y'f,(x)*fz(x)-fa(x)
3 s
>
2 2 \\
// Ny hix)-fix) s (x)
1 2
7
/
of /1 2 3 f¢ 9x
4 I/
-
AL
=]
5 Iy =hix)-f(x)-fs(x)
c
b) x—a=)x—Va e) Vx+2a—)x+2b=2)x
ajx+b a+b = & 1
i ki O 2 p-1 2x1—x2
a—b}’; = f) (x+b)2b'+ (b+x)2x x
T G
13. a) u-}/x+]’x’:Tn“ b) yx—a—)x—a=0
53. Ermitteln Sie die Lo ohne Zuhilfenahme einer Tafel!
a) sin x = sin % d) sin?x = sin?12,7° g) sin (5x — 0,17) = cos 0,87
1
b) tanx = o e) sinx = cos 70° h) tan?x = cot® 0,787
tan ——
Tt
¢) sin 3x = sin 21,67 f) cos (x + —5—) == cos 0,37
3 4 ) (e
T $opaeat b=
54. a) cos®x 7y b) cot®x 3 ¢) sin®x ) y2
d) 4,5 —tan®’x =0 e) sinx—12=0
55.}‘4~cou’z+4~coax——3=0 e) tan?x + 2-tanx =1
— | —
b) sinx —}/3 - sin®x +T]/3 =0 f) Y2:cosx—2cos?x+6=10
1
c)7~cotx=cotx+l2 g) sinx'(Z——sinx)=?
cotx + 1 1 % =
L cotx—lz?.cmx ) cot’x_co!x-*_lAO oLy 0<x<2

201



1
56. a) sinx = —="-cosx f) 2:cosx=—5-sinx

V3
b) 3-sinx + 5-cosx =0 8) 4°sin2x—3-cos2x =0
c) tanx =4 - cot x h) 3-sin?x = cos?x
B e el i ) [ 2
)su‘m:‘2 an x i) cot x+4 =Y sm:r+4
5 1
e) cos 3x = 3 cot 3x k) cos(2x—10°)=?'$an (2x —10°)
57. a) sin®x — cos?x = 0,25 h) 5-sin?x —3:cos?x =3
b) 2-sin®x = 3-cosx i) 6-cos®x = 5-sinx
€) 2:cos?x + 3-sinx =3 k) sin?x 4 2-cosx =3
d) tanx + 8-cotx = 6 1) tan 2x —cot 2x = 1
l—nm:x;2 " rivans 1
e) T ootz — 2'sinx m) an’ L
f) cos?x —4-sinx + 5-sin2x = 0 n) 3-sinx-cosx + 4-cosx =0
1
g) sinx - cosx = 0,25 o) sin 2x+£ cos 2x+1 =——
4 4 2
14. Ermitteln Sie alle reellen Zahlen x, fiir die die Ungleichung
TR
sinfx cosfx— 3 OO
58.a) 2-cosx—3:sinx =3 d) 10-cosx + 5-sinx = 11
b) 5-sinx 4 2-cosx =45 e) sinx+cosx=|'§
i 1 . . Ed T
c) }3-cos7x+sm2x—1 f) aln<z+4)—cos(x+4)=l
59. Losen Sie die folgenden Gleichungen, indem Sie dchst durch p de Umfor
Gleichungen des Typs
a - sin 2x + b cos 2x = ¢ gewinnen!
a) uin’x+3-cus’x—2]'§'ainx'cosx:1
b) 3-sin?x + 4-cos2x = 13 -sinx-cosx
€)1 —3-cos®x =2 sinx-cosx
1 2
d) cas’z+?'sinx'cosx+?-sin2x=I
I5. Berechnen Sie die Lésungen des Gleichungssystems!
2~sinx—6-siny:—_}a
sinx + 3-cosy = )6
60. a) sin 2x = tan x e)3'sin2x=—2-c033.\i
b) tan x - cos 2x = sin x f) 3 (sinx + cos x)2 = J/3 - cos 2x
in2
c) 3-sin2x — 2 (tanx + cotx) = 4 8) 2~tanx—sin2x:2::t:
d) cos2x —cosx + 2 =0 h) cos2x +2-cosx+1 =10
61. a) cos x — sin 2x = cos 3x ) sin 3x + sin x = cos x

b) 3-sin2x —4-sin?x + 2 cos®x = 2,73 f) 3-sinx + cos 2x — 2 cos?x = 1,2
¢) tan 2x + tanx + tan®x = 0 g) tanx + tan 3x = 0
d) sin 3x — sin 2x + sinx = 0 h) sin x + sin 2x + sin 3x

= cos x + cos 2x + cos 3x
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62. a) sin x * sin 7x = sin 3x * sin 5x ¢) sin 2x - sin 6x = sin 3x * sin 5x

b) cos x * cos 3x = cos 5x * cos Tx d) cos 2x * cos 4x = cos 5x - cos x

63. a) sin (x + 23°) + sin (x — 7°) = 1,6 g) cos (x o %) + cos (%—x)—l -0
b) sin (x + 12°) + sin (108° —x) = 1.5 h) sin (% + z) + sin (% = x) = —;~
¢) cos (x—19°) + cos (x —21°) = 1,73 i) tan (x 4 %) + tan (x ‘-%) —2y

3
2 n ; n
d) cos (x + 12°) — cos (x + 25°) = 0,193 k) 3:sin (5: + z’) —2 - sin (Sx - ?) =1

) sin (2x — 15°) — sin (2x — 45°) = 0,5176 1) 2 cos (x + ) -+ sin (x %) =0
f) sin (% + 60") — 0,5 = sin % m) 2 cos (x + 30°) — 2 - sin (x —45°) = 2
5 1
64. a) cos (x + 15°) -« sin (x — 15°) = 0,25 d) sin (x — 30°) - cos x = T
. n n - LAY n
b) sin (x—— 6) cos (z =3 ) = 0.5 e) cos (x + 12) sin <x— 12> = 0,183
c) tan(2x — 1) tan(3x + 1) =1 f) tan x - cos 2x = sinx
65. a) sinx + siny = 0,75 b) cos x — cos y = 0,68
g x—y=60°
4
66. Ermitteln Sie, fiir welche reellen Zahlen a die Losung; ge der folgenden Gleicl im
Bereich 0 < x < 27 die leere (eine einel ige, eine iel ige) Menge ist!
a) sinx = a- sin 2x b) cos = = a-cos— c) sinx = a- cot —
2 6 2

67. Fiir welche reellen a, b, ¢ existieren Losungen der Gleichung a - sin®x + b cos?x + ¢ = 0?

16. Erldutern Sie, wie man die Gleichungen von Aufgabe 63 vorteilhaft unter Zuhilfenahme der

Formeln fiir die S von Winkelfy werten losen kann!
17. Lésen Sie die folgenden Gleich bzw. Gleich ysteme, indem Sie von der korrespon-
dierenden Addition und Subtraktion (% = :—+—b fiir a + b) Gebrauch machen und danach
Formeln fiir die Summen bzw. Differenzen von Winkelfunktionswerten anwenden!
Losle t 25 L 3-si 159 —2 - si 60°) = 0
s (r—22,5%) — c) sin (x + 15°) — 2 - sin (x + 60°) =
sin x cos x 3

b) siny=2 4 cosy:T
x4y = 480° r—y=10°

68. Geben Sie den Definitionsbereich folgender Funktionen an. und ermitteln Sie Nullstellen und

Unendlichkeitsstellen!
PRI— —1 2 B
)y =)= e)y:"‘x+1 ) y—x3 412
—————— —— 3x+1
by y =y(x—1)(x—2) d) y==x)3—x f)y=ﬁ
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69. Ermitteln Sie Definitionshereich. Nullstellen und Unendlichkeitsstellen fiir die folgenden

70.

7.

72.

73.

Funktionen!
_sinx e T
a) y = i €) y = ef*sin x+4

e

o)y [FEoe%

b) y = sinx + 2 sin 2x d) y = Z f) y = lg (cosx)
cos T
Berechnen Sie die Grenzwerte!
J .t in 2x i
a), L cos x * tan x &) lim sin 2x ) lim snln 2x
£=0 x z—0 tanx r—0 Sin x
i $ii2 t 3
b lim 02 e) lim — % h) lim 2202
=0 % r—0l—cosx z—0 3x
o) lim sin 3x f) lim 3+ sinx — 4 sin’ x i) lim cos 2.\:'
r—08in 2x =0 3x r—s() COS X —sin x

Zeigen Sie die Giiltigkeit folgender Beziechungen!

3 . G . a‘sinz
a) lim (x:sin—)= lim ——=a
&r-+o0 x 2-0 4
. sin7x 7
¢) lim — b
+—08in dx 5

Zeichnen Sie das Bild der Funktion y = f(x)!

sin x
I fir x =0
y=1 z
1 fir x=10
Berech Sie folgende G te (n € N, n # 0)!
a) lim 108l +7%) b) lim 20+
=0 x r—0 SInx

b) lim (x - cot x) = 1
£=0

¢) lim [(cot x) log, (1 4 x)]
z=0

d) Differential- und Integralrechnung und Anwendungen

1
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filx) Salx) Si(x) Jfi(x)
&%) (B3x + 5) 3+ 5 (ax + b)? (% x5 — zx)z
&%) (5,25 — 8)? (5,2x — 8)¢ (cx + dy % + 32—z
(%) 409 —32x+ 7 | 1,822 + 4,5 (ax)t % - %
g,(x) 0,524 —x 0,5x% — 1 3a + 4bx -225 x4+ 23123
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a) Berechnen Sie jeweils die 1. Ableitung aller Funktionen dieser Tabelle nach x!

b) Berechnen Sie jeweils die 2. Ableitung nach x!

¢) Welche dieser Funktionen haben eine identisch verschwindende 4. Ableitung ?

d) Berechnen Sie zeilenweise jeweils die 1. und 2. Ableitung der Funktionen fy(x) * fy(x)!

e) Berechnen Sie zeilenweise jeweils die 1. und 2. Ableitung der Funktionen M!
2
f) Berechnen Sie zeilenweise jeweils die 1. Ableitung der Funktionen f(x) * fy(x)!
g) Berechnen Sie spaltenweise jeweils die 1. Ableitung der Funktionen %-!
&%
2. Geben Sie jeweils drei Funktionen an, deren 1. Ableitung folgendermaBen lautet!

a) x c) x° e) —3x+ 17
B)/dx—75 d) 1852 4+ 2x —3 £) — 2728 4+ 323 —17x

3. a) Geben Sie drei Beispiele von Funktionen f an, die die Bedingungen f(0) = 1 und f'(0) = 2
erfiillen!
b) Wihlen Sie eine Funktion f so, daf} sie noch zusitzlich die Bedingungen f(1) = 3 und
f'(1) = 4 erfiillt!

4. Geben Sie die n-te Ableitung der Funktion f(x) = (ax 4 b)", (n > 0) an!

1. Geben Sie jeweils die n-te Ableitung der folgenden Funktionen fiir alle natiirlichen Zahlen n,
(n > 0) an!
a) f(x) = ax® —3x' +x—3 b) f(x) = ax” — 12x* + 17
¢) f(x) = (ax + b)™, (m natiirliche Zahl)

b
5. Berechnen Sie die folgenden bestimmten Integrale ff(x)dx!
a

a b fi) Sox) fo(x)
0 10 3 2x + 6 — 3x2 4 4x
1 1
= —|~7 x4+ 4 175 4 4x —3x® 4+ 322+ 3
= +4 | =| (2x —3)? (lx2—31+—4-)x
3 5
5 o [EIETI (EIE N IR
1 1
3 T

6. Warum ist f (x2 + 4)dx =2 j’(x’ + 4)dx?
1 0

2
7. Geben Sie je eine S funktion zu den folgenden Funktionen an!
13
n)f(x)=x‘—3.2x+liola b) x‘+3,7x’—ax—4
) f(x) =ax™ + bx™1+¢c, m>1
8. Integrieren Sie die in der Tabelle zu Aufgabe d 1 angegeb g ionalen Funkti !
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N

. Geben Sie eine Funktion an, deren zweite Ableitung x — 3 lautet und die an den Stellen 2

und 4 lokale Extrema besitzt!
Ist eine solche Funktion eindeutig bestimmt ?

e

10.

11

Bestimmen Sie eine Funktion f, die den folgenden Bedingungen geniigt!

a) f(0)=2 b) f(0)=0 ) f)=0 d) f(0)=0
f10) =5 f10)=0 f1(1) = =0
flix) =« —2 f'x) =0 fr1y =1 fo=1

Fry=1

Es sei fn(x) = x_"‘ fiir jede natiirliche Zahl n.
n!
a) Beweisen Sie, daB f'5(x) = fn_,(x) fiir alle x gilt!
b) Beweisen Sie, daB f¥(x) = f,,_x(x) fiir alle x und fiir 0 < k < n gilt!

An welchen Stellen fillt die erste Ableitung der Funktion f(x) = x* mit dem Funktionswert
zusammen, d. h., fiir welche x gilt f(x) = f'(x)?

3. Unter welchem Winkel schneid inander die T: an die Kurveny = x?und y = 2
im Schnittpunkt der beiden Kurven ? x
12. Gegeben seien die nachstehend aufgefiihrten impliziten Funktionen F(x, y) = 0.

13.

14.

Berechnen Sie jeweils die zueinander inversen Funktionen y = f(x) und x = g(y), die Sie durch
Auflésen von F(x,y) = 0 nach y bzw. x erhalten!

Berechnen Sie die Ableitungen & und di:!

dx dy
a) 2x+ 3y =0 c) 4x—5y +10=0
b) 1,5x + 2,7y — 4,5 =0 d)%x+%y—%=0

Berechnen Sie jeweils die 1. Ableitung der folgenden Funktionen, indem Sie zunichst die Ab-
leitung der inversen Funktion berechnen!
A y=yx;x>0 e)y=.p’x+l;x>—1
Wy =iE—Sie> 0y =08 T2ix>—24
c)y="y,/x—l;x>l g)y=i/27x+4;x>0
n_ W
) y=7yx; h) y = Yax + b;
n > 0, natiirliche Zahl, x > 0 n > 0, natiirliche Zahl, x > — —'L
a
Es sei f(x) = x? + 5, und es sei x = g(y) die zu f inverse Funktion fiir x > 0.

Berechnen Sie a) g'(15), b) g'(9)!

a) Ermitteln Sie den Definitionsbereich der Funkti f(x)=VL!
b) Ermitteln Sie die zu f inverse Funktion x = g(y)! 1+x
‘Welches ist der Definitionsbereich von g?
¢) Berechnen Sie die ersten Ableltungen von f und von g!
d) Haben die Ableitung; lben Definitionsbereich wie die S funktionen ?

15.
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s 4 A8
a) y=2x% e) y=x4%+4x3 i) y = x100
L & & 1
b) y =x3 f) y=x¢.x8 k) y ==x8
3 4 2
€) y=x"2 g) y=xt:x3d ) y=x5
B, EiH N N W
d)y==x 3 l:)y=(x4) m) y =x2 4+ x3 4 x4 + x5
16. Berechnen Sie von den folgenden Funktionen jeweils die 1. Ableitung!
2 5 £
= = b 1 /:
a) y=3x3 —2x2 4 x7? c)y—'a_-— — e)y= +l:
Va2 x Vx 1=y
Y= Y > _a+byx _ xt
b) y = x?}x? % N Y 5 d) y = e f)ya—_l
x5
5. Bilden Sie von der Funktion y = 2x° — F +— ],x — 17 die ersten vier Ableitungen!
x
17. Bilden Sie von folgenden Funktionen jeweils die 1. und 2. Ableitung!
a) f(x) = (1,7x + 2,3) €) f(x) = (222 —5x + 5)2  h) f(x) = 0 529 + 3,1x — 4)?
b) f(x) = (ax® + bx + ¢)* f) flx) = (4x—3)° i) f(x) = (ax + b)*

18.

19.

2

21.

) f@)=(x—5:+2"  g) flx)=(@x*+bx+ 0 k) fx)= (?"'_-Z-x + %)
d) f(x) = (ax® + bx + )", (n = 2)

Bilden Sie jeweils die 1. Ableitung von folgenden Funktionen!
a) f(x) =(ax +b)" (cx+d)", (n =1, m =1)
b) f(R)=(*+x+ 1) (x*—1) (x*—2* + x—1)*

9 1@ = £ e @2 1)

/e = (2" £ 0 1= (Ga=s)

©) () = (i: = ;) o () = ( 4 d) Sz

Bilden Sie jeweils die 1. Ableitung der folgenden Funktionen!

a) f(x) = J2x—1 e) f(x)=)9x—4 i) f(x) = Jax + 6

b) f(x) = Jax* £ bx + ¢ £) f(x) = V(ax £ b) (ex + d) k) f(x) = J(3x + 2) (4 —9)
o) fx) = I/"% 8 f@x) = l/z‘ — D f6) = ng: P

& f) = l/(,,z ) fe)_(f 5 W@ =l mﬁ

Bilden Sie jeweils die 1. Ableitung der folgenden Funkti !

8) fx) =xYT+= ©) fix) = (x— V)’ ) f@) = (2 —=)*
== iF) D@m= 7 D fw =]/ ';:
Bilden Sie von den folgenden Funktionen jeweils die 1. und 2. Ableitung!

) ) = — b) f(x) = — 9 fx)=Vx—7x
= x —a)®
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©) f(x)=V1+1x ) f(x) =

B fe) = i
Vx—y=
1 o ——
h e i) f(x) =a+Va+Va+=x
0 fe) = s 1) = s ) £ =VatVatyat

22. Stellen Sie die parameterfreie Gleichung der Kreistangente in einem Punkt (x,; y,) des Kreises
(x—xm)* + (y —ym)* = r*

auf!
(Anleitung: Berechnen Sie zunachst den Anstieg der Tangente im Punkt (xy; y,), und stellen
Sie dann die Punktricht 1 auf! Beachten Sie die Sonderfille, in denen die Ablei-

tung nicht existiert!)

23. Losen Sie das gleiche Problem wie in Aufgabe d 22 fiir

2 2 2 2
“a) die Ellipse — + !ﬁ =1, b) di¢Hyperbel %_Y_z: 1, c) die Parabel y? = 2px!
3 a

b

6. Bilden Sie von den folgenden Funktionen jeweils die 1. Ableitung!

a) f(x) = (a +x) Ja—x c) g(t)—'(21+1)(31+2):i3t+2
b f@) =1z + 1z R =i
24. Berechnen Sie die folgenden unbesti Integrale!
a) [(x+ 1)%dx ) [(@x+ 1)%dx 1) [(x+ 2)%dx
b) [ (2x + 2)%dx ) | (3 + ax)dx m) [ (3 — ax)*dx
) [(2x—5)%dx h) [ (6x— 1)'dx n) [ (9 — Tx)'dx
d) [(8 —5x)%dx i) [ (a + bx)*dx o) [ (a+ bx)'dx
) __dx k) __d= p) _dr
(2x + 52 (5x—3)* (a— 52y
25. Berech Sie die folgenden unbesti Integrale!
a) [Yx+1dx e) [y2x+ ldx i) [Yax + 1dx
b) [yax T bdx f) 13T 5dx K [V@x T 5 dx
X
= —tE 1
V3x—s5 g),/ V5 —3x Yax + b
é h) é m) / .“dx_
Véx +5 J(4x + 5)* J2x —5
26. Berechnen Sie die folgenden besti Integrale!
1 dx Fi ‘ P
.)J(sx—zrdx c)fm e)j(—;x«&»l) dx ,;)/m
s i 2
5 19 dx 04 2 s
b) [Y2x—2dx O ts f) [J05Fxdx h)
i/‘ 12/V_3+x —0!1 /]4x+2
7. Berechnen Sie die .folgenden Integrale mit Hilfe der angegebenen Substitution!
a) f2)x—T1de,t=)x—1 ",’;':‘l,,=yx+1
— %a — Va3 g f[—9%  ,_1
b)fvmdx,l V2R ),/x=1/4—_x=" :
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27. Gewinnen Sie die erste Ableitung der Funk-  28. Gewinnen Sie die erste Ableitung der
. < o, x Sinusfunktion, indem Si die erste Ab-
tion f(x) = tanx fiir |x| < 7 indem Sie leitung der K s .e'::: ;le!cl 'e
nur die erste Ablei der Sinusfunktion !
als bekannt voraussetzen!
(Bcnutun Sie die folgende Identitét:
sin x ,)
tan ¥ = ———*
Y1 — sin®x
8. Formuli Sie eine G iBigkeit fiir die n-te Ableitung der Funktion

a) f(x) = sinx, b) f(x) ="cosx!

29, Bilden Sie y'' + y fiir die folgenden Funktionen!
a) y =sinx y=a-sinbx g) y = cosax
b) y=a-sinx e) y=cosx h) y=a"cosbx
c) y =sinax f) y=a-cosx i) y=a-sinx+ b-cosx

Geben Sie in allen Fillen den Koeffizienten k an, mit dessen Hilfe die Summe y'’ + ky
gleich Null wird!

30. Bilden Sie von den folgenden Funktionen jeweils die 1. Ableitung!

a) f(x) =2sinx g) f(x) = sin 2x n) f(x) = sin (x + 2)

b) f(x) = sin (2 —x) h) f(x) = a-sin(bx +c) o) f(x) =2 cos2x

) ) = 5-cos (x + %) i) f) = costx p) f(&) = sin® x -+ sin 2?

d) f(x) = Ysinx k) f(x) = sin 9) f() = tan’ %

€) f(x) = tan 2x + cot x? ) fl) = —5 r) fx) =222

cos® x x

f) f(x) = 1 + tan?x ) flx) = sin? % —cos?2x
31. Bilden Sie von den folgenden Funktionen jeweils die 1. Ableitung!

a) f(x) =2 sinx-cosx f) f(x) = 2-sin2xcosx

1—cosx
b)f(")=—x—‘ g) f(x) = x-cotx
¢) f(x) = 2(x — cot x) - sin x W)zl
sin x — o8 X
f(x) = 2x - sinx — (x? —2) - cosx i) f(x) = 3 - sinx- cos® x + sin®x
e) f(x) = ‘l/_anx_—l—_l k) f(x) = Va - sin® xb - cos® x
tanx — 1
32. Gegeben seien die Funktionen f(x) = 1 — x und g(x) =1 —sin % g
,
Bestimmen Sie f,(l) !
g"(l)

33. Unter welchem Winkel schneiden einand

a) die Bilder der Sinus- und Kosinusfunk- die Bilder der Tangens- und Kotangens-

tion, funktion,
b) das Bild der Sinusfunktion und die Ab- d) das Bild der Tangensfunktion und die Ab-
issenachse im Koordi prung, issenachse im Koordi prung?

14

. Eine Funktion f heiBt periodisch, wenn es eine reelle Zahl a > 0 gibt derart, daB fiir jedes x

gilt: f(x + a) = f(x).
Beweisen Sie, daB die Ableitung einer periodischen Funktion wieder eine periodische Funktion

ist!
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10. Beweisen Sie, daB die Ableitung einer geraden Funktion ungerade und daf die Ableitung einer
ungeraden Funktion gerade ist!

34. Werten Sie folgende Integrale aus!
a) [sin2xdx €) [sin(3x + 2)dx )(_[sin(—x+])dx
b) jcos%dx f) /‘cos(nz—%)dx k) [ cos(—x)dx
¢) [ sin s g g) [ sin %dx 1) [ (sin2,2x + 1,2%) dx
c

xf(sini;——cos—;‘—)dx x [[—sin(—x)]dx m) f(%cos—g— + —;—sin%—%x)dx

35. Berechnen Sie die folgenden bestimmten Integrale!

3 a 27 1
a) fsinxdx c) j cos x dx f) /‘sinxdx h) [ sinxdx
0 0 ) 0
a a
7 22 2 25
b) [ sinxdx )Q\[cosxdx g) /smxdx x[.sinxdx
0 Ed n 1
T iy
% 1
T 27"
e) / (cos x — sin x) dx k) /(cos x — sin x) dx
0 S
1
36. Werten Sie die folgenden Integrale aus!
a) fcos -VI? dx ) [ (cos ax 4 sin ax)dx
L cos Jx
b, ——+sin J/x dx —dx
[ o [
¢) [x-sin(1 —x?)dx h) [x-cosx®dx
d) fcos X sinZdx i) [ sin® 6x - cos bx dx
e ¢ (Substituieren Sie ¢ = sin 6x)

sin x * cos x
dx

ﬂ f 002 e (Substituieren Sie t = sin ax) k) /
sin® ax J/cos® x — sin® x

37. Bilden Sie von den folgenden Funktionen jeweils die 1. Ableitung!

a) f(x) =In(l + %) &) f(x) = —ln (%) i) fx) = In?x

b) f(x) =xInx f) f(x) = lnx2 k) f(x) =Inlnx

¢) f(x) =Insinx g) f(x) = In cos x? l)f(x)=~l;;

d) f() = loga x b) f(x) = log} x (@) =) = loga In x
38. Bilden Sie von den folgenden Funktionen jeweils die 1. Ableitung!

0 f) =1 9 f6) = lnx—2

B FE L g B £) F(x) = Inxloga =

x x
9 ) =+ logk x 8) /(%) = logg sin ax
d) f(x) =Inxlogyx—Inaloggx @f(x):coslog“x
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11. Bestimmen Sie fiir die n-te Ableitung der Funktion In eine Formel!

1

ST T die Gleichung xy’ = y(y Inx — 1)-erfiillt!

39.)Beweisen Sie, da3 die Funktion y =

40. An welcher Stelle x, hat das Bild der Funktion y = In x eine Tangente, die parallel zur Gera~
den y = x verliuft ?

12. Welcher Punkt des Bildes von y = In x hat von der Geraden y = L x + 5 den kleinsten Ab-
stand ? 2

41. Berechnen Sie die folgenden Imegrale
1
dx
—dx
o [ Ik » [i%s
1 °
® :,
x
b d —_ -v dx
)folnIO ¥ I @j':zlx
3 Inl0 i

10
42. Werten Sie die folgenden Integrale aus!
1 2x 43 xdx
—d b) d
.)f“—zx )f2x+1x °)fa+b;
x 1 bx+a a 1
Hinweis zu €): ——— = — TR
( a+bx b a+bx b a+bx
2+ 1 x2+ 5x 47 x4 1
» —————d po e i
8.0) [T dr @ 5 x ) = dx

(Hmwels Dividieren Sie zunichst die Polynome aus, und integrieren Sie dann!)

“Q flnx ")[xlnz *) /xlnx 3 /%d’

45. Bilden Sie von den folgenden Funktionen jeweils die 1. Ableitung!

a) f(z) = x';e“ ¢) f(x) = e’ssmx e) f(x) = (x—1)e*
b fe) = O fe) == ) f(x) = & lnx
46. Bilden Sie von den folgenden Funktmnen jeweils die 1. Ableitung!
a) f(x) = ** d) f(x) = e737 g) f(x) = xte ™
b) f(x) = x2e** e) f(x) =e**Inx h) f(x) = x3 €37 In (x?)
©) f(x) = et*n* f) f(x) = ein® i) fx) = e %%
47. Bilden Sie von den folgenden Funktionen jeweils die 1. Ableitung!
a) f(x) = 37 d) f(x) = 2** g) f(x) = 3%
b) f(x) =472 €) fx) = (x* +3) 27 h)flx) =25 34"
cotl
¢) f(x) = 2507 £) flx)=3%t= i) flx)=3 =

3. Beweisen Sie die folgende Identitat!
fx) =f@) Mnf@] firfz)>0
(Hinweis: Bilden Sie die Ableitung von In £(x) nach x mit Hilfe der Kettenregel!)
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14.

Bilden Sie von den folgenden Funktionen jeweils die 1. Ableitung! (Benutzen Sie die Formel
aus Aufgnbe 13!)

a) f(x) = ¢) f(x) = xsinz e) f(x) = (sin x)*

b) f(x) = *1“ d) f(x) = (Inx)* ) flx) =27

49.

. a) Zeigen Sie, daB die Funktion y = xe~* die Gleichung xy' = (1 — x2)y erfillt!
2

b) Zeigen Sie, daB die Funktion y = xe 2 die Gleichung xy' = (1 — x2)y erfiillt!
2,
Zeigen Sie, daB die Gleichung :TZ = k% durcha) y = ¥ und b) y = b * e*% erfiillt wird!

Wird ein auf die Temperatur T, erhitzter Korper in einer kilteren Umgebung mit der Tempe-
ratur Ty, (T > T)), sich selbst iiberlassen, so kiihlt er sich so ab, daB er nach der Zeit ¢ die
Temperatur T = T, + (T, — T,) e* * annimmt.

(N hes Abkiihl z; k ist eine von den spezifischen Eigenarten des abzukiihlen-
den Kérpers abhingige Konstante.)
a) Ermitteln Sie die Abkiihlungsgeschwindigkeit, und zeich Sie grafische Darstellungen
des Abkiihl zes fiir verschiedene (selbst gewihlte) Werte von T, und T,!
b) Welchen EinfluB hat bei k T, verschiedenes T, (Kiihl temperatur) ?
51. Werten Sie die folgenden Integrale aus!
a) [27dx ) [n-3wdx °) fizdx
[
et —e%
b) [ o7 dx d) feardy f) I(T)dx
52. Integrieren Sie mit Hilfe der Substitutionsmethode!
& e% dx
——d t = €% b, —, (t=¢*
) [Tz =0 ) [ €=
# i
) [3%erdx d) [x-17dx €) /%dx
X
53. Berech Sie die folgenden besti Integrale!
1 =
- »z 8
a) “z ¢ b) /.lex ) [e3ezdx
e o
-1
15. Das Bild der Funktion f(x) = e* begrenzt mit der Geraden x = 2, der x-Achse und einer zur
y-Achse parallelen Geraden eine Fliche von 12 Flacheneinheiten.
Bestimmen Sie die Parallele!
54. Berechnen Sie von den folgenden Funktionen lokale Extremwerte und Intervalle, in denen die
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Funktion monoton wichst bzw. fallt!
Skizzieren Sie die Bilder der Funktionen!

a) f(x) =2+ 4x + 2 f) fx) =x*+3x—8 1) f(x) = —x2+3x+ 4

b) f(x) = —2x% 4+ 5c—6 8) f(x) = x*+6x2+12x—5 m) f(x) = —x3—2x2+ 3x—6
¢) f(x) = x‘—%x'—dx“—k? h) f(x) = x* + 2x® n) f(x) =x + —l—, x+0

b re = +1 D6 =20 e+ —1) o) S = ’i.(x*m
e) flx) = ,(x >—1) k) flx) = 3I/_ Va¥, (=2 0)p) f(x) = 2)2— 2,

vt (=l sv32)



55.

57.

Untersuchen Sie, an welchen Stellen die folgenden Funktionen lokale Extrema besitzen, lokal
konvex bzw. lokal konkav sind und wo sie Wendepunkte aufweisen! Skizzieren Sie die Bilder
der Funktionen!

a) f(x) = — 322 + 2x—1 €) flx) = x4 + 2x% — 32 — 4x
b) £ = %t + o5, 2+ 0 DfW=—2—S. x40
! x
O f@=x)xt3,x=—3 8) f(x) =5 VaF—
d) fx) =x)8— = |x|<)B h) f(x) = 2 )5+ x,x = —5
Unt hen Sie die folgenden Funktionen auf lokale Monotonie, lokale Konvexitat bzw,
lokale Konkavitat! _
a) f(x) = (x—3) Vz, (x> 0) e) f(x) =xInx, (x> 0)
b) f() = = + sinx 0f@="16+0
Ry © 1) =5z
=T, x %2 b) f(x) = 24
Y
Untersuchen Sie folgende Funktionen auf lokale Extrema!
3
a) f(x) = x*(x — 12)? D=5
4 x

b’ e h = —, 2

) f(x) T ) f(x) i (|=z|<2)
o) [ = & —D¢ i) /() = 2 sin 2x + sin 4
d) fx)=2- cos%+ 3. cos% k) f(x) = x—1In (1 + x), (x> —1)
e) f(x) = xInx, (x > 0) ) f(x) = xIn?x, (x > 0)

f) f(x) = xe® m) f(x) = x*e*
Ermitteln Sie von den folgenden Funktionen jeweils den groBten und den klei Funkti
wert (globale Extrema)!
)@= ) @)=, (—1=x<3)
b) f(x) = Yx (10 —x), (0 = x = 10) d) f(x) = sin x + cos x, (0 =x= %)

16.

18.

Beweisen Sie, daB fiir x > 0 die Ungleichung x + l = 2 gilt!
x

. Beweisen Sie, daB fiir x =+ 0 die Ungleichung e* > 1 + x gilt!
(Anleitung: Untersuchen Sie die Funktion f(x) = é* — (1 + x) auf Minima!)
Beweisen Sie die folgenden Ungleict 4
22 ™ ]
a) x-—T<sinx<z fir x >0 b) cosx>l-——2— firx £ 0

c) x—%‘(ln(l—f—x)(z fir x > 0

59.

Ermitteln Sie von den auf Seite 214 oben stehenden Funktionen jeweils die Zahlen x, fiir die
die Funktion definiert ist, Nullstellen, lokale Extrema, Wendepunkte! Untersuchen Sie die
Funktionen weiterhin auf Monotonie und lokale Konvexitit bzw. Konkavitit! Zeichnen Sie

.ein Bild der Funktionen!
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60.

61.

62.

63.

64.

a) () = Vx+ Vi—= 0@ =VET1T—% 1 fe) = /F—%
b) f(x) = Y1 —x* 8) ()= Vx+1—Yz—T m) f(x) = YTy + Va—a)
¢) f(x) = esinz ) h) f(x) = ecos= n) f(x) = In sin x
d) f(x) = sinx + smzix i) f(x) = cosx —Incosx o) f(x) = cosx — cos® x
¢)f(x)=.; k) f(x) = 2x —tan x

sin x + cos x
Untersuchen Sie, ob die Bilder der gegebenen Funktionen einander schneiden, und ermitteln

Sie gegebenenfalls die Schnittwinkel !

a) fi(x) = e%x, fy(x) = 2¢* ©) fi(x) = xe%, fy(x) = x%7
b) fi(x) = xe%, fy(x) = x2e* d) fi(x) =Inx, fy(x)=Inx?
Beweisen Sie, daB jede Funktion f(x) = ax® + bx?® + cx + d mit a = 0 mindestens einen

‘Wendepunkt besitzen muB!
An welchen Stellen hat der Anstieg der Sinuskurve lokale Extrema ?

An welchen Stellen hat die Tangenskurve den kleinsten Anstieg ?

Ermitteln Sie eine quadratische Funktion, die an der Stelle x — 3 ein lokales Maximum hat
und deren Bild die y-Achse im Punkt y = 5 schneidet! 2

19.

An das Bild der Funktion f mit f(x) = e In x ist an der Stelle, wo f eine Nullstelle hat, die
Tangente gelegt. An welcher Stelle schneidet die Tangente die y-Achse ?

65.

66.

67.

68.

Berechnen Sie niherungsweise mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung!
a) In 1,01 d) In 0,99 g) €% 251 k) €351
b) In 1,02 e) In 0,98 h) el,00 1) €382
¢) In1,05 f) In 0,95 i) el225 m) e300
Unter V‘erwendung der Mittelwertsatzes der Differentialrechnung findet man (fiir h = 0):
P SF

1+h"
a) Leiten Sie diese Beziehung her!
b) Berechnen Sie den Fehler in Abhingigkeit von h, wenn Sie 1 durch die Niherung

1 — h ersetzen! 1+h
I, < 1 1 1 1 1
¢) Berechnen Sie niherungsweise (durch ~1l—h)—, —, s , und geben
1+h 1,027 1,05 0,99 0,992

Sie jeweils den Fehler dabei an!

Berech Sie alle Losungen der Gleichung x - lg x = 1!

(Anleitung: Diskutieren Sie die Funktion f mit f(x) = x+lg x — 1, und begriinden Sie, daB f
genau eine Nullstelle hat! Diese Nullstelle berechnen Sie niiherungsweise mit Hilfe des Mittel-
wertsatzes!)

Der Druck p der atmosphirischen Luft ist eine Funktion der Hohe. Bei der Temperatur von

0°C gilt

p(h) = p, - e-0,127h,

wobei h in Kilometern zu messen ist und p, der Druck in Héhe des Meeresspiegels, also fiir
= 0 ist (p, = 1 atm).

a) Stellen Sie p in Abhingigkeit von h graphisch dar!

b) In welcher Hohe h ist der Druck auf die Hilfte von p, zuriickgegangen ?

¢€) An einem Ort wird bei 0 °C ein Druck von 0,8 atm gemessen. Wie hoch liegt der Ort ?

d)Berechnen Sie den Druck, der in einer Hohe von 2 km herrscht!
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e

70.

n.

72.

73.

4.

75.

76.

77.

78.

79.

81.

(Hinweis: Benutzen Sie zur niherungsweisen Berechnung der in b) bis d) geforderten GréBen
die Tabelle fiir e~* auf den Seiten 28 und 29 des Tafelwerks! Geben Sie jeweils an, wie groB die
Abweichung des von Thnen berechneten Niherungswertes vom tatsichlichen Wert héck

sein kann!)

Berechnen Sie naherungsweise (bis auf eine Stelle nach dem Komma) eine Nullstelle der
Funktion f mit

flx) = %x" + x—20!

Aus der Menge aller Dreiecke mit gegeb Flich halt und gegel Grundseite ist das
mit dem kleinsten Umfang zu bestimmen.

Beweisen Sie, daB von allen Dreiecken mit einer gegeb Grundseite g und gegeb Um-
fang 2s das gleichschenklige den groBten Flicheninhalt besitzt!

(Hinweis: Der Flicheninhalt eines Dreiecks kann aus den drei Seiten a, b und ¢ nach der For-
mel von Heron bestimmt werden.)
Formel von Heron: A = /s (s —a) (s —b) (s —¢), (@ + b + ¢ = 2s).

Einem Halbkreis soll ein Rechteck mit méglichst groBzm Flicheninhalt so einbeschrieben
werden, da} eine Rechteckseite auf dem den Halbkreis begr den Kreisdurch liegt.
In welchem Verhiltnis miissen die Rechteckseiten zueinander stehen ?

Einem Halbkreis ist ein Dreieck von moglichst groBem Inhalt so einzubeschreiben, dal eine
Seite des Dreiecks auf dem Durchmesser des Halbkreises liegt.

Fiir welchen Stammbruch erhilt man die gréBte Differenz, wenn man seine zweite und dritte
Potenz von ihm abzieht ?

Ein Draht der Linge I = 1000 mm soll zu einem Kreissektor mit maximalem Flacheninhalt
geformt werden, wie ist der Radius des Kreissektors zu wihlen ?

2 2
Um ein Rechteck mit den Seiten 2c und 2d soll diejenige Ellipse £t + Y _ 1 umbeschrieben
a? b2

werden, deren Flicheninhalt moglichst klein ist, wenn die Ellipsenachsen parallel zu den
Rechteckseiten verlaufen.

2 2
In die Ellipse x_z + JZ_’ = 1 soll ein symmetrisch zur Ellipsenhauptachse 2a gelegenes gleich-
a

schenkliges Dreieck so einbeschrieben werden, daB sein Flicheninhalt méoglichst groB8 wird.
Wo schneidet die Basis des gleichschenkligen Dreiecks die Hauptachse der Ellipse ?

Aus einem kreisformigen Blech soll ein Trichter (Kegel) mit groBtem Volumen hergestellt
werden. Wie grof3 ist der Winkel des zu verwendenden Kreissektors ?

Welcher Punkt der Hyperbel x> — y* = 16 hat vom Punkt P(0; 6) den kleinsten Abstand ?

Es seien zwei Punkte 4 und B und eine mit ihnen in einer Ebene liegende Gerade g gegeben,
die die Verbindungsstrecke AB der beiden gegebenen Punkte nicht schneidet, aber auch nicht
zu ihr parallel ist. Es ist die kiirzeste Verbindung von A iiber einen Punkt P der Geraden nach
B zu finden.

Es seien zwei Punkte 4 und B und eine mitghnen in einer Ebene liegende Gerade g gegeben,
die die Verbindungsstrecke AB der beiden gegebenen Punkte schneidet. Unter allen Punkten
P auf g ist derjenige zu bestimmen, iiber den man am schnellsten von A nach B gelangt. Dabei
soll der variable Punkt P ein Punkt auf g und die Geschwindigkeit beim Durchlaufen der
Teilstrecke AP gleich u, die Geschwindigkeit beim Durchlaufen der Teilstrecke PB aber
gleich v sein.

215



84.

86.

Von einem Punkt 4 hend, treffe ein Lich hl auf den Spiegel S und werde dort nach
B reflektiert. Das Licht schlagt dabei stets denjenigen Weg ein, auf dem es in kiirzester Zeit
von A iiber S nach B gelangt. Weisen Sie die Bezieh g nach, die zwischen dem Einfalls-
winkel und dem Reflexionswinkel am Spiegel besteht !

Von einem Punkt 4 im Medium I ausgehend, Medium I
verlduft ein Lichtstrahl zum Punkt B im

Medium II. Der Lichtstrahl durchstéBt die —_—
ebene Grenzfliche F zwischen beiden Medien
im Punkt P. Die Punkte 4, B und P liegen
in einer Ebene. Die Geschwindigkeit des
Lichts im Medium I sei u, die im Medium II
sei v,

Berechnen Sie die Lage des Punktes P auf F d1
und die GréBe der Winkel x und #(,” Bildd 1)

unter der Voraussetzung, daB das Licht stets den Weg einschlagt, auf dem es in kiirzester Zeit
von A nach B gelangt!

Medium I

F

Vergleichen Sie die mathematische Behandlung der Aufgaben 80 bis 83 untereinander!

Zwei Punkte A und B einer geradlinig verlaufenden StraBe seien a — 650 m voneinander ent-
fernt. Ein Neubau C habe den Abstand BC = b = 180 m von der Strafe. Der Neubau soll
G hlul bek begi d im Punkt 4. Die Baukosten mégen lings der StraBe
72 M je Meter, seitlich der StraBe jedoch 85 M je Meter betragen. An welcher Stelle muf beim
Bau von der StraBe geradlinig abgezweigt werden, damit die Baukosten méglichst gering
bleiben ?

Beim Kanalbau wihlt man meist Querschnitte, die die Gestalt gleichschenkliger Trapeze
haben. Dabei sind sowohl der Flicheninhalt des Kanal schnittes als auch die Kanaltiefe
durch den Verwend k (SchiffsgroBen und -typen) festgelegt. Da das Isolieren der
vom Wasser benetzten Flichen besonders kostspielig ist, versucht man den Bau so zu gestal-
ten, daB die Seitenflichen einen méglichst giinstigen Winkel mit der Kanalsohle bilden. Wie
grofB ist dieser Winkel ?

Aus drei Holzbrettern von je 25 em Breite soll eine Wasserrinne mit trapezformigem Quer-
schnitt und méglichst groBem F: gsvermogen gebaut werden. Wie ist die Rinne zu ge-
stalten ?

Aus einem 90 cm breiten rechteckigen Blech soll eine Rinne von trapezformigem Querschnitt
hergestellt werden. Dazu biegt man an den Lingsseiten gleichbreite Rander um 60° hoch.
Wie breit miissen die Randstreifen gemacht werden, wenn der Querschnitt der Rinne mig-
lichst groB werden soll ?

Zwischen dem B punkt und dem Scheitelpunkt der Parabel y? — 2px sei eine zur Achse
senkrechte Sehne gezogen.

Welchen Abstand vom Scheitel hat diese, wenn das durch ihre Endpunkte und den Brenn-
punkt bestimmte Dreieck eine groBte Fliche haben soll ?

20.

21,

Auf einer geneigten Ebene von der Linge I soll eine Kugel hinabrollen und sich dann waage-
recht weiterbewegen. Welchen Neigungswinkel mufl die geneigte Ebene haben, damit die
Kugel moglichst weit rollt, d. h., damit die Geschwindigkeitsk p in Richtung der
Waagerechten am Ende der geneigten Ebené am groBten ist ? (Die Reibung soll bei der Rech-
nung unberiicksichtigt bleiben.)

Eine Last Q soll auf einer horizontalen StraBe mit dem Reibungskoeffizienten u = 0,07 fort-
bewegt werden. Welchen Winkel « muB die bewegende Kraft P mit der Horizontalen bilden,
damit sie am wenigsten durch die Reibung verliert ?
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90.

Von den Punkten 4 und B mogen ein Frachtschiff und eine Yacht gleichzeitig in zueinander
senkrechten Richtungen abfah Thre Geschwindigheiten sind 1p = 24 km h-1,
vy = 40 km h-1.
Nach welcher Zeit ist der Abstand zwischen ihnen am geringsten, wenn AB —= 145 km be-
trigt ? (Bild d 2).

91. Welche Form miiBte ein Trichter haben, wenn er beim Filtrieren optimale Wirkung, d. h. bei
gegebenem Volumen die groBtmogliche Filterfliche, haben sollte ?
92. Unter welchem Winkel & muBl ein Gescho abgefeuert werden, damit die groBtmégliche
Weite erreicht wird ? (Bild d 3). (Der Luftwiderstand soll unberiicksichtigt bleiben.)
Ao Y 8 d3
AT T~
Dl d2
22. Wie hoch muB eine Tiir BC eines Turmes mit der Breite AB sein. damit cine Leiter von der
Linge! (I > AB) in den Turm hinein-
gebracht werden kann ? (Bild d 4).
93. Uber einem runden Tisch (Durchmesser
1 m) soll eine Lampe angebracht werden.
Welchen Abstand muB sie von der Tisch-
mitte haben, damit am Tischrand noch
eine maximale Beleuchtung erzielt wird ?
(Die Beleuchtungsstirke ist dem Kosinus
des Winkels ¢ (Bild d 5) direkt und dem
Quadrat des Abstandes von der Licht-
quelle umgekehrt proportional.)
94. Beim KugelstoBen gilt fiir die StoBweite
w=w(x)= clecosay (sina + I/sin*a + %’1)
8
Fiir welchen Winkel & ist die Wurfweite am groiten, wenn die Héhe h und die AbstoBgeschwin-
digkeit ¢ bei einem Sportler als konstant angesehen werden ?
95. Berechnen Sie den Fliacheninhalt derjenigen Flichen, die von dem Bild der Funktion f(x),
der x-Achse und den Parallelen zur y-Achse an den Stellen x, und x, begrenzt werden!
- 1
a) f(x) = Vz, (5 =0ix, = 1) ) fE@)=—r=lin=20
. n L
B fe) = sin s, (1= 5 15, =) 0 169 = con, (1, = 5 112 = 7)
) f(x) = €%, (x, = 0; %, = 2) 8) f(x) = €%, (x, = 0; x, = — 100)
O fE) = —1, (5 =0ix=1) h) £(z) = sinx + cosx,(xl: 2in= %)
96. Berechnen Sie den Inhalt folgender Flachenstiicke!

a) Die Fliche, die von den Bildern der Funktionen f(x) = x* und g(x) = V/x eingeschlossen
wird.

b) Die Fliche, die von den Bildern der Funktionen f(x) = x* und g(x) = i/; im ersten
Quadranten eingeschlossen wird.

¢) Die Fliche, die von den Bildern der Funktionen f(x) = x und g(x) = x'f' eingeschlossen
wird.
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97.

98.

Berechnen Sie den Inhalt der Fliche, die von der Parabel f(x) = 4x — x2 und der x-Achse
eingeschlossen wird!

Berechnen Sie den Inhalt der Fliche, die von der x-Achse, der y-Achse und dem Bild der
Funktion f(x) = e — 4 eingeschlossen wird!

Berechnen Sie den Inhalt der Fliche, die vom Bild der Normalparabel y = x2 und einer
Parallelen zur x-Achse durch den Punkt P(0; a) mit a > 0.begrenzt wird!

. Berechnen Sie den Inhalt der Flache, die durch die Bilder der Funktionen y = e%, y = e-*

und der Parallelen zur y-Achse durch den Punkt P (1; 0) begrenzt wird!

100.

101.

102.

103.

104.

Berechnen Sie den Inhalt der Fliche, die von der Tangenskurve, der x-Achse und der Gera-

den x = % begrenzt wird!

7 <

(/mnxdx:ln|sinx{+c. Z x < 2

Berechnen Sie den Inhalt der Fliche, die von der Tangenskurve, der y-Achse und der
Geraden y = 1 begrenzt wird!

2k—1 2k + 1 )
n

Wie groB ist der Flicheninhalt des Parabel das von der gemeinsamen Sehne der
dy?

2
Parabel y? = %x und der Ellipse % + 25

= 1 begrenzt wird!

Das Bild der Funktion f(x) = x?, die x-Achse und die Parallelen zur y-Achse durch die
Punkte Pi(x;; 0) und Py(x,; 0) begrenzen eine Fliche.

a) Berechnen Sie den Inhalt dieser Fliche mit Hilfe der Integralrechnung!

b) Mit Hilfe der Simpsonschen Regel

223 () + ) + )]

6
erhalten Sie den gleichen Fliacheninhalt (x,,, = % ) . Beweisen Sie diese Behauptung!

F=

Berechnen Sie den Inhalt der von den beiden Parabeln y* = 8x und x* = 8y begrenzten
Fliche!

24.

An die kubische Parabel y = x® — ax wird an der Stelle x = — 1 die Tangente gelegt,
welche die Kurve in einem weiteren Punkt schneidet und mit ihr eine Flache F einschlieft.
Berechnen Sie den Inhalt von F, und zeigen Sie, daB3 er von a unabhiingig ist!

105.

106.

107,
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Bestitigen Sie die Flachenformel des Trapezes mit Hilfe der Integralrechnung!

Berechnen Sie das Volumen eines Kugelsegmentes, indem Sie den Koordinatenursprung in
den Mittelpunkt der Kugel legen! (Vergleichen Sie das erhaltene Ergebnis mit dem aus Bei-
spiel D 35, Seite 173)

Lassen Sie den durch y = x? fiir x = 0 gegebenen Teil der Parabel einmal um die y-Achse

und zum anderen um die x-Achse rotieren! Es entstehen zwei verschiedene Rotationsparabo-

loide.

a) Berechnen Sie ihre Volumina, wenn beide die gleiche Hohe h haben! In welchem Ver-
hiiltnis stehen diese Volumina ?

b) Welches Verhiltnis der Volumina erhalten Sie, wenn das rotierende Parabelstiick in bei-
den Fillen im gleichen Punkt endet ?



108.

109.

110.

111.

112.

113.

Die Gerade y = mx rotiere a) um die x-Achse und b) um die y-Achse. Vergleichen Sie die
Volumina der beiden entstehenden Kegel. wenn Sie das Geradenstiick von x = 0 his x = 1
rotieren lassen!

Berechnen Sie das Volumen des Kegel- y
stumpfes, der durch Rotation eines
Geradenstiickes um die x-Achse ent-

steht (Bild d 6)!
n
0

Werden von Kurven durch Geraden
Segmente abgeschnitten und rotieren

diese um eine Achse, so entstehen Ro-
tationskorper, die man sich aus zwei | ¢
Rotationskérpern subtraktiv zusam-
mengesetzt denken kann (Bild d 7).
Berechnen Sie die Volumina der Rotationskérper, wenn gegeben ist:

Umrand kurve hneidende Gerade Rotationsachse
a) y?=4x y=% x-Achse
b) X2+ y? =25 x+y=>5 y-Achse
) a2 4yr=r? y= % x-Achse
d) y= % 2% 4x —2y—3 = beide Achsen
e) y= _;.xﬂ y=2x x-Achse
f) y=x—38 y=4x—38 x-Achse

Ein Porzellantiegel habe die &uBere Hohe H = 10 cm und die Dichte g, = 2,5 g em~".
Seine duBere und seine innere Begrenzung mogen durch Drehung zweier Parabeln entstehen,

die durch die Gleichungen y = 1—10 x*undy = %(x’l + 10) (x, y in Zentimeter gemessen) ge-

geben sind, um die y-Achse. Er sei bis zur Hohe h = 2 cm (gemessen vom duBeren Parabel-
scheitel aus) mit Quecksilber (9o = 13,6 g * cm~?) gefiillt.
a) Welche Masse besitzt der Tiegel samt Fiillung?

b) Wie tief taucht er beim Schwimmen im Wasser ein? (/ Beispiel D 36. Seite 174).

Ein Graphittiegel fiir chemische Versuche habe den
im Bildd 8 sch isch dargestellten Ach hnitt
(MaBe in Millimeter). Die seitlichen Begrenzungen
dieses Achsenschnittes sind in Wirklichkeit Parabel-
bégen. Die Gleichungen dieser Parabeln lauten
bei der angegebenen Lage des Koordinatensystems

gee A5
x =7y + 625 bzw.

20 1100

o il

Der Tiegel sei bis 2 cm unter dem Rand mit fliissigem
Zinngefiillt (0Graphit = 2,28 ¢m >, 0zinn = 7,0g-cm=3).
Ermitteln Sie die Masse des Tiegels mit Inhalt!

x2

2 2
Ein Fal entstehe durch Rotation der Ellipse Eo + Y _ | um die groBle Achse. Der groBte
pse — + 45 g g

Durchmesser betrage 48 cm, der Grundkreisdurchmesser oben und unten je 40 cm. Die Hohe
betrage 80 cm.

Berechnen Sie das Volumen des Fasses (in Liter), wenn sich die angegebenen MaBe auf das
Innere des Fasses beziehen!
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25. Ein FaB habe die im Bild d 9 angegebenen Abmessungen.
Die gekriimmten Mantellinien seien Parabeln.
a) Bestimmen Sie das Volumen des Fasses!
b) Ermitteln Sie den prozentualen Fehler, wenn zur Berechnung des Volumens das Faf3
r 4+ 2r
3

durch einen geraden Kreiszylinder mit dem Radius r,, = angenahert wird!

26. Man beweise, daB das Volumen eines Rotationsparaboloides, das mit einem gegebenen
geraden Kreiszylinder Grundfliche und Hohe i hat, gleich der Hilfte des Zylinder-
volumens ist.

ry=20cm
B4
5 58 S
S -
& /<L§ I
S| |
=Z4cm S L |25
A T A
’Ja_
A 17
d9 d 10 d 11

114. Eine GipsguBform sei ein Zylinder mit einem Hohlraum, der aus einem abgeschnittenen
Rotationsellipsoid und einem Kegelstumpf (Bild d 10) zusammengesetzt ist. Berechnen Sie
das Volumen des Gipskérpers!

115. Die Ellipse x? + 4y* = 25 und die Parabel y? — % x mdgen um die x-Achse rotieren. Berech-

nen Sie das Volumen des parabolisch ausgehshlten Ellipsoides!

116. Eine Seiltrommel entsteht durch Rotation einer Hyperbel um die y-Achse. Sie bestehe aus
Eisen (y = 7,3 p - cm3).
Berechnen Sie das Gewicht der Trommel!
Beriicksichtigen Sie dabei die fiir die Achse vorgesehene Bohrung (Zylinder) (Bild d 11)!

Aufgaben zur Ubung und Wiederholung

117. Zeigen Sie, daB8 das Bild der Logarithmusfunktion f(x) =Inx an jeder Stelle lokal
konkav ist!

118. Gegeben seien die Funktionen f,(x) = %(e‘ + e~%) und fy(x) = %(e’ —e),

a) Diskutieren Sie beide Funktionen!

b) Berech Sie den Flicheninhalt des Flict iicks, das von den Bildern der Funktionen
f1s fos der y-Achse und der Parallelen zur y-Achse mit der Gleichung x = 1 begrenzt wird!

€) Berechnen Sie das Volumen des Rotationskérpers, der entsteht, wenn das unter b) ange-
gebene Flachenstiick um ‘die x-Achse rotiert!
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119.

120.

121.

122.

123.

124.

Der Scheitel einer in Richtung der positiven x-Achse gedfineten Parabel falle mit dem

Mittelpunkt der Ellipse 9x® + 25y = 225, ihr B punkt mit einem Brennpunkt der

Ellipse zusammen.

a) Wie lautet die Gleichung der Parabel ?

b) Berechnen Sie die Schnittpunkte der beiden Kurven!

¢) Wie lauten die Gleichungen der Tangenten an die Kurven im Schnittpunkt ?

d) Berechnen Sie die Schnittwinkel der Kurven!

?) Bestimmen Sie das Volumen des durch Rotation um die x-Achse entstehenden parabolisch
ausgehohlten Ellipsoids!

Die Flachen, die von den Bildern der Potenzfunktionen y = x™ mit n > 0, ganzzahlig, der
x-Achse und einer Parallelen zur y-Achse umrandet werden, mogen um die x-Achse rotieren.
a) Vergleichen Sie die Volumina der henden Rotationskd bei gleicher Héhe h!
b) Was erhalten Sie im Falle h = 17

¢) Welchem Grenzwert strebt die Folge der Volumina fiir n— oo zu?

Welche Fliche schlleﬂt dle kubische Parabel y = ax — x? in der Halbebene x > 0 mit der in
ihrem Wendep hneten Kurve f krech zur T in diesem
Punkt) ein ? Welcher Bereich ist dabei fiir die Wahl der Konstanten a zuléssig ? Fiir welchen
Wert a wird die Fliche ein Extremwert, welcher Art und wie groB ist dieser ?

Wenn eine Schwungscheibe durch Fliissigkeitsreibung abgebremst wird, dndert sich die

Winkelgeschwindigkeit mit der Zeit t nach dem Gesetz w = w, - e~/ "¢, wobei w, die Winkel-

geschwindigkeit vor Einsetzen des Bremsvorgnngs und f eine Konstante ist, die u. a. von

der Viskositit der Fliissigkeit und dem Tragh der Schwungscheibe abhingt.

a) Handelt es sich um eine gleichmifBig verzogerte Bewegung ?

b) Nach welcher Zeit betrigt die Geschwindigkeit nur noch 109, von w,?

¢) Entwerfen Sie Diag fiir das Geschwindigkeit-Zeit-Gesetz und fiir das Beschleuni-
gungs-Zeit-Gesetz!

Ein Stromlinienkérper entsteht bei der Rotation der Kurve y = 0,1x /12 —x um die

x-Achse in dem Intervall (0;12).

a) Zeichnen Sie einen Ack hnitt des Stromlinienkérpers!

b) Berech Sie den R inhalt des Kérpers!

¢) Welchen Winkel bilden die Kurventangenten in den Punkten Py(0; 0) und Py(12; 0) mit
der positiven Richtung der x-Achse?

Aus einem Holzstamm mit kreisformigem Querschnitt soll ein Balken mit rechteckigem
Querschnitt von moglichst groBer Tragfihigkeit herausgeschnitten werden. Die Tragfahig-
keit ist proportional der Breite b und dem Quadrat der Hohe h des Balkens, also T = cbh?,
wobei ¢ eine Materialkonstante bedeutet.

Berechnen Sie die Abmessungen des Balkens, wenn der Holzstamm den Durchmesser d
besitzt!
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