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4 Grundlagen fiir das Arbeiten mit Variablen
Beispiele fiir das Arbeiten mit Variablen (4) - Terme, Gleichungen, Ungleichungen
(5) - Eigenschaften der Addition und Multiplikation (6)

(s Rech unter Ver dung von V;
Vxelfachbxldung, Addieren und Sublrahleren (7) * Addition von Summen unter
Verwendung von Variablen (8) - Subtraktion von Summen unter Verwendung von
Variablen (10) - Setzen von Klammern; mehrfache Klammern (11) - Multiplikation
unter Verwendung von Variablen (12) - Division unter Verwendung von Variablen
(13) © Ausklammern (14) - Multiplikation von S unter Verwendung von
Variablen (15) « Beispiele fiir Beweisfithrung (16)

Betrachtet man auslindische Mathematikbiicher, so findet man meist auch Variablen,
die charakteristisch fir die Mathematik sind, und erkennt so, daBl es sich um Mathe-
matik handelt, selbst wenn man kein Wort dieser fremden Sprache versteht. Um so er-
staunlicher ist es, daB erst seit dem 17. Jahrhundert in der Mathematik in groerem Um-
fang spezielle Symbole verwendet wurden. Vor der Herausarbeitun.g einer mathematischen
Formelsprache mufiten die entsprechenden Rech ionen mit Hilfe von Wortern
der Umgangsspmche ausgedriickt werden. Das Bild zelgt die Beschrenbung einer Aufgabe,
die auf eine lineare Gleichung mit einer Variablen fiihrt, auf einem dgyptischen Papyrus
aus der Zeit um 1700 v. u. Z.




Grundlagen fiir das Arbeiten mit Variablen

1 Beispiele fir das Arbeiten mit Variablen

Wir wissen bereits:
© Durch Angabe des Variablen-Grundbereichs wird festgelegt, welche Zahlen in
der jeweiligen Aufgabe fiir eine Variable eingesetzt werden diirfen.

In der folgenden Tabelle soll der Variablen-Grundbereich fiir a und b die Menge
der rationalen Zahlen sein. In den Zeilen 2 bis 5 wurden einige rationale Zahlen
ausgewihlt.

15 6 90 3,5
5
151 —9 6 —5
8
—8 72 5

Wiihle noch ein weiteres Zahlenpaar, und ermittle die Werte fiir alle freien Felder!

Wir berechnen den Flicheninhalt 4 einer beliebigen Dreiecksfliche, indem wir in
die Formel

4= %8 “hy
fiir g die Lange einer Seite und fiir h, die Lange der zugehsrigen Hohe einsetzen.
Die Variablen 4, g, hy stehen fiir viele Werte, die einander zugeordnet werden
kénnen. Zum Variablen-Grundbereich gehéren im Beispiel A 2 alle GroBen, deren
MaBzahlen beliebige positive rationale oder positive irrationale Zahlen sind.

In der Geometrie werden Variablen auch in anderer Weise verwendet. Punkte
werden mit groBen lateinischen Buchstaben, Geraden mit kleinen lateinischen
Buchstaben und Ebenen mit griechischen Buchstaben bezeichnet.

Spricht man von einem Dreieck 4 BC in der Ebene ¢, so ist der Variablen-Grund-
bereich fiir jeden einzelnen Eckpunkt die Menge der Punkte dieser Ebene ¢,
wobei 4, B und C nicht zusammenfallen und nicht alle auf ein und derselben
Geraden liegen diirfen.

Die groBen bzw. kleinen Buchstaben treten jedoch auch in anderer Bedeutung
auf, denn man hat ja nur eine beschrinkte Anzahl von Buchstaben zur Ver-
fiigung. So werden z. B. Figuren wie Dreiecke oder Kreise, also Punktmengen,
mit groBen Buchstaben bezeich Winkel bezeichnet man mitunter mit kleinen
griechischen Buchstaben.

Manchmal verwendet man einen Buchstaben fiir die Bezeichnung einer ganz
bestimmten Zahl, z. B. den Buchstaben * fiir den Proportionalitatsfaktor in der
Formel fiir den Umfang des Kreises: u = 7 - d.
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Beispiele fiir Variablen-Grundbereiche:

a) Dic Menge aller natiirlichen Zahlen N.

b) Die Menge aller rationalen Zahlen R.

¢) Die Menge aller gebrochenen Zahlen R*.

d) Die Menge aller ganzen Zahlen G.

e) Die Menge aller Primzahlen.

f) Die Menge aller natiirlichen Zahlen x mit x > 10 und x < 100, also die natiir-
lichen Zahlen 11, 12, ..., 98, 99.

g) Die Menge aller Punkte einer Ebene.

h) Die Menge aller Punkte, die von einem festen Punkt M den Abstand r haben.

i) Die Menge aller Geraden einer, Ebene.

2 Terme, Gleichungen, Ungleichungen

Wir wissen bereits:
o Terme sind Zeichen bzw. gewisse Zusammensetzungen von Zeichen.

oL 7 7 a+b, Tyt
Beispiele: ,,3%; ,.a*; ,.?“; 22,7505 593 s 0 3(x —4)%; ., 3a%s L,y

o Fiir die Variablen in Termen kénnen Elemente (z. B. Zahlen, GroBen) aus dem
festgelegten Variablen-Grundbereich eingesetzt werden. Dann kann der Wert
des Terms berechnet werden.

Setze in die nachstehenden Terme die angegebenen Zahlen fiir die Variablen ein, und
ermittle jeweils den Wert des Terms!

a) 2a—b +¢ ) a=3;3b=05c=5 B a=2ib=3:c=7
2 a=—33b=1;¢=05

by 2 1) a=3:b=—5 (3)a=0
@ a=—3:b=5 )

c) — 5y(x—6) (1) x=3; —1 (3)

2 x=—3y=1 (4)
d) V4x2—y (1) =23 (B)x=0;y=—1
@2 x=0y=1 4) x=05;y=—28

o Gleichungen erhiilt man, indem man zwei Terme durch ein Gleichheitszeichen
verbindet.

o Eine Gleichung mit Variablen in einem gegebenen Grundbereich lésen heifit,
alle Zahlen des gegebenen Grundbereichs zu ermitteln, die die Gleichung nach
dem Einsetzen zu einer wahren Aussage machen.!

Gib auf die gleiche Weise an, was man unter einer Ungleichung versteht und was es
heift. eine Ungleichung zu losen!

Wir betrachten die Gleichung 2x + 6 = 3.

Setzen wir fiir x die rationale Zahl ein, so erhalten wir eine wahre Aussage.
linke Seite: 2+ (1) + 6 =—3 + 6 = 3; rechte Seite: 3.

Vergleich: 3 = 3. Also ist ——:- Lésung der gegebenen Gleichung.

| In diesem Fall wurde nur auf Gleichungen eingegangen, in denen die Variablen-Grundbereiche Zahlen sind.



Setzen wir fiir x die ganze Zahl . ein, so erhalten wir eine falsche Aussage:
linke Seite: 2+, 4 6 = 6 + 6 = 12; rechte Seite: 3.
Vergleich: 12 = 3.

Also ist 3 nicht Lésung der gegebenen Gleichung.

Priife nach, ob die Gleichung 2x + 6 = 3 im Bereich der gebrochenen Zahlen lishar
ist!

Gegeben ist die Ungleichung 3x + 4 < 15 mit x € R. (Das heifit: Fiir x ist der

Variablen-Grundbereich die Menge der rationalen Zahlen.)

a) Nenne Zahlen. die nach dem Einsetzen fiir x die gegebene Ungleichung zu einer
wahren Aussage werden lassen!

b) Nenne Zahlen, die nach dem Einsetzen fiir x die gegebene Ungleichung zu einer
falschen Aussage werden lassen!

Bei praktischen Problemen ergibt sich der Variablen-Grundbereich meist aus der
Aufgabenstellung.

Ein Betrieb will zusitzlich Geriite herstellen, fiir die zwei Typen von Werkstiicken
benitigt werden, und zwar fiir je ein Gerit 1 Werkstiick des ersten Typs und
3 Werkstiicke des zweiten Typs.

Beide Werkstiicke miissen in ein und derselben Abteilung des Betriebes gefertigt
werden, und diese Abteilung kann diese zusitzliche Arbeit nur in einem Umfang
von insgesamt héchstens 70 Stiick beider Typen zusammen iibernehmen. Die
benétigten Stiickzahlen der beiden Typen verhalten sich wie 1 : 3. Wieviel Geriite
kann der Betrieb unter diesen Bedingungen zusiitzlich herstellen ?

Die Antwort auf diese Frage liefern die nichtnegativ ganzzahligen Lésungen der
einander dquivalenten Ungleichungen

x4+ 3x <70
4x <70
%< 175 )
Der Variablen-Grundbereich ist also die Menge der natiirlichen Zahlen. Demnach
kann der Betrieb hichstens 17 Gerite zusitzlich produzieren.

Aufgaben a 1 bis 13

3 Eigenschaften der Addition und Multiplikation von ratio-
nalen Zahlen

Die Addition von rationalen Zahlen besitzt bekanntlich die Eigenschaft, daB die
Summanden einer Summe vertauscht werden diirfen. Diese Eigenschaft wird als
Kommutativitit der Addition rationaler Zahlen bezeichnet. Fiir rationale Zahlen
a und b gilt also immer a + b = b + a. Setzt man in diese Gleichung fiir @ und b
irgendwelche rationalen Zahlen ein. so erhilt man stets eine wahre Aussage.
Dasselbe besagt die folgende Formulierung:

Kommutativgesetz der Addition rationaler Zahlen:
Fiir alle rationalen Zahlen a und b gilt

at+b=b+a.



Eine weitere Eigenschaft der Addition rationaler Zahlen ist die Assoziativitit.

Assoziativgesetz der Addition rationaler Zahlen:
Fiir alle rationalen Zahlen a, b und ¢ gilt

at+@G+c)y=(@+b)+c.

Unabhingig davon, welche rationalen Zahlen fiir a, b und ¢ in diese Gleichung
eingesetzt werden, immer erhilt man eine wahre Aussage.

Die Addition besitzt auch die Eigenschaft, daB fiir beliebige rationale Zahlen a und
b die Gleichung a + x = b im Bereich der rationalen Zahlen lésbar ist. Diese
Eigenschaft nennt man die Umkehrbarkeit der Addition. Setzt man also in diese
Gleichung fiir @ und b irgendwelche rationale Zahlen ein, so existiert immer eine
rationale Zahl x, so daB diese Gleichung zu einer wahren Aussage wird. Dasselbe
besagt die folgende Formulierung:

Umkehrbarkeit der Addition rationaler Zahlen:
Zu jedem Paar rationaler Zahlen [a; b] gibt es eine rationale Zahl x, so daf} gilt
a+x=5b.
Die Multiplikation rationaler Zahlen besitzt entsprechende Eigenschaften.
Kommutativgesetz der Multiplikation :
Fiir alle rationalen Zahlen a und b gilt
ab="b-a.

Assoziativgesetz der Multiplikation :
Fiir alle rationalen Zahlen a, b und c gilt

a-(b-c)y=(a-b)-c.

Umkehrbarkeit der Multiplikation:
Zu jedem Paar rationaler Zahlen [a; b] mit a 4 0 gibt es eine rationale Zahl x, so daB gilt

a-x=b.
Die Addition und die Multiplikation rationaler Zahlen sind durch das sogenannte
Distributivgesetz miteinander verbunden.
Distributivgesetz:
Fiir alle rationalen Zahlen a, b und ¢ gilt

(@+bc=a-c+tbt-c.
Aufgaben a 14 bis 16

Rechenoperationen unter Verwendung von Variablen

4 Vielfachbildung, Addieren und Subtrahieren

Die Produkte 3a, 1,5a, % a nennt man Vielfache von a. Dabei heiflen 3, 1,5 und 7
Koeffizienten von a.

Wir wissen bereits:
e Mehrere Vielfache der gleichen Variablen kénnen addiert werden, z. B.
te+0.8¢=148c; sie konnen auch subtrahiert werden z. B. ¢ —( gc=190¢.



Die Begriindung gibt das Distributivgesetz:
(4 4+ 0.8)-c=4c + 0,8c bzw. (4—0.8):c=4c— 08¢

8¢ =4c + 0.8¢ 3.2¢ = 4c¢— 08¢
4c +0,8c =4.8¢ 4c—0.8c =32¢

Wir bezeichnen kiinftig die einzelnen Summanden einer Summe auch als ihre
Glieder.

Wir wollen in der Summe 3.5a + 2,2b —4a + b die Glieder, die die gleichen
Variablen enthalten, addieren.

Lésung:

1. Schritt: Wir vertauschen das zweite und dritte Glied der Summe
gegeneinander. d. h., wir ordnen die Glieder:
35a+2.2b 44 +b=350— 4a+2,2b + b.

2. Schritt: Wir fassen die Glieder mit gleichen Variablen zusammen:
35¢a—4a +22b+b=__(5a 3.2b.

Ergebnis: 3,5a + 2,2b —4a 4 b = — 0,5a + 3,2b.

Kurzschreibweise: 3,5a + 2,2b —4a + b = 3.5a — 4a + 2.2b + b

=—0,5a + 3,2b.

Im Beispiel A 7 wird 3,5a + 2.2b — 4a 4 b als ,.Summe** bezeichnet. Wir wissen
bereits, daBl die Bezeichnung ,.Summe* berechtigt ist, da wir anstelle der Sub-
traktion von 4a auch die Addition von (— 4)a vornechmen kénnen:

3,5a +2.2b—4a +b=35a . 22b (—4)a b
Die rechte Seite enthilt als Operati ichen nur Pl ichen. In diesem
Zusammenhang ist auch zu beriicksichtigen, dal 4a positiv oder negativ ist,

je nachdem, ob fiir a eine positive oder negative Zahl eingesetzt wird. Das gleiche
gilt fiir die anderen Glieder.

70x + 13y — 50x — 12y + 13 — 12x
= 70x — 50x — 12x + 13y — 12y + 13 (Ordnen)
= 8x +y + 13 (Zusammenfassen)

a) Schreibe 5x — 3y + 7 — 2x + 3y — 7 so auf, daf als Operationszeichen nur
Pluszeichen aufireten!

b) Schreibe Ta + (— 3)b 4 (— 1)¢ + 15 + 8b + (— 5)c in Kurzschreibweise, und
fasse dann zusammen!

Aufgaben a 17 und 18

5 Addition von Summen unter Verwendung von Variablen

Wenn man zwei oder mehr Summen addieren soll, so schlieBt man die zu den
einzelnen Summen gehorigen Glieder in Klammern ein.

Aufgabe: Addiere zur Zahl 15 die Summe 12 + 9 sowie die Differenz 17 — 3!
Lisung: 15 + (12 +9) + (17— 3) =15 + 21 + 14 = 50.
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Die Aufgabe im Beispiel A 9 konnte dadurch geldst werden, daB zunichst die
Operationen innerhalb der Klammern ausgefiihrt wurden. Treten Variable auf,
so ist das nicht immer méglich. So kénnen wir zum Beispiel die Summe aus 6a und
7b + 2a nicht ohne weiteres vereinfachen.

Um derartige Aufgaben zu lésen, wenden wir innerhalb der Klammer das
Kommutativgesetz der Addition und anschlieBend das Assoziativgesetz der
Addition an:

oa + (7b + 2a) = a + 7b)
6a+(2a+7b):(a‘ )+7b
= + 7b.

Das Ergebnis ist also
6a + (7b + 2a) = 8a + 7b.
Wir sagen dafiir, daf} die Klammer aufgelost wird.
Wir kommen zu demselben Ergebnis, wenn wir in der Summe 6a 4 (7b 4 2a)

zuerst die Klammer weglassen und dann die Summe ordnen sowie zusammen-
fassen:

6a + (7b + 2a) = 6a + Tb + 2a = 8a + 7b.
SATZ: In der Summe a + (b + c) kann die Klammer entfallen.

'¢+(b+c)_—a+b+c

Aufgabe: Vereinfache — 5x + (— 2y + x)!

Lésung: — 5x —2y +x) =—>5x 2y  x (Auflésen der Klammer)
=—5x +x—2y (Ordnen)
=—4x—2y (Zusammenfassen)

Ergebnis: — 5x + (— 2y + x) = —4x —2y

Man kann das Ergebnis iiberpriifen, indem man in die linke Seite und die rechte
Seite getrennt fiir x und y beliebige Zahlen des Variablen-Grundbereichs einsetzt
und dann einen Vergleich vornimmt.

Zum Beispiel: x = 5y = 1

Linke Seite: —5:2 +(—2:3+2)=—10+4(—6+2)=—10—4 =—14.

Rechte Seite: —4+2—2:3=—8—6=—14.
Vergleich: ~— 14 = — 14.

Aufgabe: Vereinfache 2y 4 3z + (— 3,5y — 0,72 — 1,6)!
Lisung:
2y + 3z + (— 3,5y — 0,72 — 1,6)
=2y +32—3,5y —0,72— 1,6 (Auflésen der Klammer)
=2y —3,5y + 32— 0,72 — 1,6 (Ordnen)
=—15y +23z2—16 (Zusammenfassen)
Ergebnis:
2y + 3z + (— 3,5y — 0,72 — 1,6) = — 1,5y + 2,3z — 1,6.

Uberpriife das Ergebnis von Beispiel A 11, indem du fiir y und z Zahlen des Varia-
blengrundbereichs einsetzt und die Seiten vergleichst!




6 Subtraktionvon Summenunter Verwendung von Variablen

Auch bei der Subtraktion einer Summe werden die zur Summe gehérigen Glieder
durch Klammern zusammengefaBt. Wir gelangen dabei zu Termen der Form

a—(b+¢).

Bei der Summe a 4 (b +- ) konnte die Klammer entfallen ( ~ Satz A 1). Stelle

fest, ob auch bei der Differenz a — (b + ¢) die Klammer entfallen kann, indem du

den Term 15— (12 + 9) auf zweierlei Art errechnest!

1. Art: Swinme in der Klammer ausrechnen und dann die Differenz ausrechnen.

2. Art: Klammer weglassen, dann die Differenz 15 — 12 ausrechnen und schlieflich
zu dieser Differenz 9 addieren.

Wir wissen bereits:
e Eine rationale Zahl wird subtrahiert, indem die zu ihr entgegengesetzte Zahl
zum Minuenden addiert wird.

Ermiule die entgegengesetzte Zahl zu  a) 7, b) —7, ¢) —31, d)a, e) —a/

Wir subtrahieren dementsprechend bei a — (b + ¢) die Summe (b + ¢) von a,
indem wir zu a die entgegengesetzte Zahl zu (b + c) addieren.

Die entgegengesetzte Zahl zu (b + c) sei

Q) =G+ =

Da fiir alle Zahlen gilt, daB8 die Summe aus einer Zahl und der zu ihr entgegen-
gesetzten Zahl Null ergibt, kénnen wir schreiben:

(b+c)+e=0.

Auf Grund der Assoziativitit gilt dann
bt (c+e =0,

und nach Satz A 1 kann die Klammer entfallen:
b4+c+e=0.

Darum folgt:

@ e=—b—c

Wir setzen nun in (1) fiir x den Wert aus (2) ein und erhalten so:

—b+e)=—b—c

Wir fiihren jetzt die urspriingliche Aufgabe zu Ende. Die Subtraktiona — (b + c)
wird ausgefiihrt, indem wir zu a die entgegengesetzte Zahl zu (b + c), namlich
— (b + ¢) = —b—c, addieren:

a_(b+c)=a_ . (—b—o

=a—b—c

SATZ: In der Differenz a — (b + c) kann die Klammer entfallen, wenn man von allen
S den i halb der K die Zahlen ermittelt und diese zu a
addiert.

gegeng

[ a—(b+c):a—b—cJ




Ermittle die entgegengesetzten Zahlen zu
a) (2a + 3b), b) (—2a + 3b), ¢) (—2a—3b), d) (2a — 3b)!

Aufgabe: Vereinfache 6a — (7b -+ 2a)!
Liésung: Die entgegengesetzten Zahlen zu 7b bzw. 2a sind — 7b bzaw. — 2a.
6a — (7b + 2a) = 6a — 7b — 2a  (Auflésen der Klammer)
= 6a — 2a — T7b (Ordnen)
=4a—Tb (Zusammenfassen)
Ergebnis: 6a— (7b + 2a) = 4a — 7b

Aufgabe: Vereinfache 6a — ( —7b — 2a)!
Lisung: Die entgegengesetzten Zahlen zu — 7b bzw. — 2a sind 7b bzw. 2a.
6a — (— 7b — 2a) = 6a + Tb + 2a (Auflésen der Klammer)
= 6a + 2a + 7b (Ordnen)
=8a+ 7b (Zusammenfassen)

Ergebnis: 6a — (— 7b — 2a) = 8a + 7b

Aufgabe: Vereinfache 6a — (7b — 2a)!
Lisung: Die entgegengesetzten Zahlen zu 7b bzw. — 2a sind — 7b bzw. 2a.
6a — (7b — 2a) = 6a — 7b + 2a
=6a +2a—7Tb
Ergebnis: 6a — (7b — 2a) = 8a — Tb

Aufgaben a 19 und 20

7 Setzen von Klammern, mehrfache Klammern

Auf Grund des Assoziativgesetzes diirfen in einer Summe in beliebiger Weise
Klammern gesetzt werden, wenn wir vor die Klammer das Pluszeichen setzen.

Aufgabe: Fasse in der Summe 3a + 4b 4 17¢ 4 7a + 5b — 4c die ersten drei
und die letzten drei Summanden jeweils durch Klammern zusammen! Vor bei-
den Klammern soll ein Pluszeichen stehen.

Liosung: 3a + 4b + 17¢ + Ta + 5b — 4c = (3a + 4b + 17¢) + (Ta + 5b — 4c)

Ist in einer Summe eine Klammer zu setzen, vor der ein Minuszeichen stehen soll,
so verfahren wir folgendermaflen: Wir ersetzen die Plus- bzw. Minuszeichen, die
von der Klammer erfaBt werden, jeweils durch die entgegengesetzten Zeichen.

Aufgabe: Fasse in der Summe 3a 4 2x — 3y die letzten beiden Glieder durch
eine Klammer zusammen, wobei vor der Klammer das Minuszeichen stehen soll!
Lisung: 3a 4 2x — 3y = 3a — (- 2x - 3y)

Wir begriinden diese Losung, indem wir in 3a — (— 2x + 3y) die Klammer
wieder auflésen und so die gegebene Summe erhalten:

3a — (— 2x + 3y) = 3a + 2x — 3y.

Aufgabe: Fasse in der Summe 3a — 2x + 3y die letzten beiden Glieder durch eine
Klammer zusammen, wobei vor der Klammer das Pluszeichen stehen soll!
Lésung: 3a — 2x + 3y = 3a + (— 2x + 3y)



Wir begriinden diese Losung, indem wir in 3a + (— 2x + 3y) die Klammer wie-

~ der auflésen und so die gegebene Summe erhalten:

3a + (—2x + 3y) = 3a—2x + 3y.

In manchen Aufgaben ist es erforderlich, Klammerausdriicke erneut in Klam-
mern einzuschlieBen. Dazu verwenden wir neben runden noch eckige oder
geschweifte Klammern.

Aufgabe: Lose in 5a — [(2a + 3b) — (3a — 7)] die Klammern auf und verein-
fache! Fiir das Auflésen der Klammern lernen wir zwei Moglichkeiten kennen.
a) Wir lésen zunichst die runden Klammern und dann die eckige Klammer auf.
Das Auflésen der Klammern erfolgt ,,von innen nach auflen*.
Lésung: 5a—[(2a +3b)  (3a—T7)]=5a—[2a+3b 3a . 7]
=5a—2a—3b+3a—7
Ergebnis: 5a — [(2a + 3b) — (3a — 7)] = 6a — 3b — 7
b) Wir losen zunichst die eckige Klammer und dann erst die runden Klammern
auf. Das Auflésen der Klammern erfolgt von .,auflen nach innen*.
Losung: 5a  [(2a + 3b) — (3a — 7)) =5a  (2a +3b) = (3a—7)
=5a—2a—3b+3a—7
Ergebnis: 5a — [(2a + 3b) — (3¢ — 7)] = 6a — 3b — 17

Aufgabe: Lése in 2 — {5a — [(2a + 3b) — (3a — 7)]} die Klammern auf und

vereinfache!

Lésung: 2 — {5a —[(2a 4 3b) — (3¢ — 7)] = 2 — {5a —[2a + 3b—3a + 7]}
=2—{5a—2a—3b +3a—7}
=2—5a+2a+3b—3a-+7

Ergebnis: 2 — {5a — [(2a + 3b) — (3a — 7)]} =9 — 6a + 3b

Aufgaben a 21 bis 24

8 Multiplikation unter Verwendung von Variablen

Wir multiplizieren zunichst eingliedrige Ausdriicke mit eingliedrigen Ausdriicken.
Dabei wenden wir das Kommutativgesetz und das Assoziativgesetz der Multi-
plikation an.

Aufgabe: 4.5a - 2b
Losung: 4,5a-2b=45-2-a-b

0

s Das Produkt 9ab 1Bt sich nicht weiter ver-
Ergebnis: 4,5a - 2b = 9ab einfachen.

Produkte mit zwei oder mehreren gleichen Variablen kénnen weiter zusammen-
gefaB3t werden.

a-a=a? In der Potenz a» wird die Variable a
a-a-a=add Basis und die Zahl n Exponent ge-
. . nannt.
a..-a=a"
n Faktoren. n 2. n eine natiirliche Zahl

12



Aufgabe: 4,5a - 2ab

Lésung: 4,5a-2ab=4,5-2-%"¢-)
= 9 .a%.)

Ergebnis: 4,5a - 2ab = 9a%b

Man berechnet also ein Produkt, indem man das Produkt der Koeffizienten mit
dem Produkt der Variablen multipliziert.

Aufgabe: (— 2,5a%) - 3x

Lésung: (— 2,5a%) - 3x = — 2,5a% - 3x
=—253-ax

it e

=— 75 * a¥%&

Ergebnis: (— 2,5a?) - 3x = — 7,5a%x

Uberpriife das Ergebnis im Beispiel A 22, indem du auf der linken und der rechten

Seite fiir a und x rationale Zahlen einsetzt, die Produkte ausrechnest und vergleichst!

Aufgabe: (— 2,5a%) - 2x - (—a)

Losung: (—2,5a -2x(—a) = (— 2,5a2-2x) - (— a)
=T 25a2-2x-a
=25-2'a%a-x

SN~— . SR g
= § ¥ a%
Ergebnis: (— 2,5a?) - 2x - (— a) = 5a%x

Aufgaben a 25 bis 27

9 Division unter Verwendung von Variablen

Aufgabe: 4.5a:0,5b (b:i: 0)

Lisung: 4,5a:0,5b = T
5

e

0
_ 4
s
=9F
Ergebnis: 4,5a:0,5b =9 %
Treten im Dividend und Divisor gleiche Variable auf, so 148t sich der Quotient
weiter vereinfachen.

Aufgabe: 2,1x2:0,7x (x % 0)

2,1x2
Lisung: 2,1x%:0,7x = 07x
2,1 %%
0 7 Tx
=3 %
Ergebnis: 2,1x2: 0,7x = 3x

Man berechnet also einen Quotienten, indem man den Quotienten der Koeffizien-
ten mit dem Quotienten der Variablen multipliziert.

13



[20]  Aufgabe: (— 24a?): (— 48a%) (a + 0)

N 24a*
Lisung: (— 24a?): (— 48a%) = + 182
_ 24 a-a 1 1
T 48 a-aaraa 2 a-a-a
. 1
Ergebnis: (— 24a?): (— 48a®) = 53
Da % o= —b"—‘ bis auf einige Ausnahmefille nicht richtig ist, miissen bei der

Verwendung des Doppelpunktes als Divisionszeichen zusitzliche Klammern ver-
wendet werden. Es gilt - ¢ = (a:b)-cund ;= =a: (b c).

Uberpriife die Gleichung + - ¢ = ;*-, indem du a) a =1, b=1, c =1 und

b) a =3, b = 2, ¢ = 4 setzt und die Probe machst!
Aufgaben a 28 und 29

10 Ausklammern

Die Summe 2ab + 3b kann in ein Produkt verwandelt werden, da beide Summan-
den den gleichen Faktor b enthalten:
e 200+3b— (a4 300
Zur Begriindung wird das Distributivgesetz benutzt, nach dem gilt:

(2a + 3)b = 2ab + 3b.
Man sagt, dal der gemeinsame Faktor b ausgeklammert wird. Die Glieder in der
Klammer ergeben sich, indem die gegebenen Summanden durch den gemein-
samen Faktor. der ausgeklammert werden soll, dividiert werden.

Aufgabe: Wandle die Summe 4x + 16xy in ein Produkt um!

1. Schritt: Wir suchen einen gemeinsamen Faktor, der auszuklammern ist. Ein
solcher Faktor ist 4x.

2. Schritt: Wir dividieren beide Summanden durch 4x und bilden aus den Quo-
tienten die Summe.
Ax:dx = s 16xy : 4x = 1"; 1 -ty (jeweils x == 0).

3. Schritt: Wir bilden aus dem gemeinsamen Faktor 4x und der Summe 1 + 4y
das Produkt und erhalten 4x (1 4 4y).

Ergebnis: 4x + 16xy = 4x (1 + 4y).

Hitten wir im letzten Beispiel den Faktor x ausgeklammert, so hitten wir die
Summe 4x + 16xy in das Produkt x (4 + 16y) verwandelt.

Aufgabe: Forme die Summe xy — xv — ¢x + ¢z um!

Lésung: Aus den ersten beiden Gliedern klammern wir den gemeinsamen Faktor x.
aus den letzten beiden Gliedern klammern wir den gemeinsamen Faktor ¢ aus.
Ergebnis: %y — % — % + G = Y(y —v) T C(—=x +2).

Auch bei derartigen Aufgaben gibt es mehrere Méglichkeiten fiir Umformungen.

Aufgaben a 30 bis 32



11 Multiplikation
von Summen unter Verwendung von Variablen

@ Aufgabe: Multipliziere die Summe 3a + 2b — 5 mit (— 0,1a?)!
Losung: (3a-+2b—5)-(—0,1a?) =3a " (—0.1a%) £ 9p - (—0.1a%)__5 - (—0.1a%
= —0,3a® —0,2a% + 0,5a%
Ergebnis: (3a 4 2b—5) - (—0.,1a%) = —0,3a® — 0,2a% -+ 0,5a%
Einen zweigliedrigen Ausdruck nennen wir ein Binom.
Die Multiplikation zweier Binome ergibt sich aus dem Distributivgesetz und den

Kommutativgesetzen.

b SATZ: Fir alle rationalen Zahlen a, b, ¢ und d gilt:

I(a+b)-(c+d):ac+bc+ad+bd

Beweis: In dem Produkt (a + b) - (¢ + d) setzen wir © d =m Nach dem
Distributivgesetz gilt

(@ + b)-m =am + bm.
Fiir m setzen wir jetzt wieder das Binom (¢ + d) ein:
(a+b) (e d)—gq (c+d)Lp(c+d
Wir wenden das Kommutativgesetz der Multiplikation und das Distributivgesetz
an und erhalten:
(@ +b) - (c + d) = ac + ad + bc + bd.
Wir wenden schlieBlich das Kommutativgesetz der Addition an und erhalten
(@ +b)-(c +d) = ac + be + ad + bd.
In Worten lautet der eben bewiesene Satz A 3:
SATZ: Zwei Binome werden miteinander multipliziert, indem jeder Summand des ersten

Faktors mit jedem S den des iten Faktors multipliziert wird und die Produkte
addiert (bzw. subtrahiert) werden.

@ Aufgabe: Multipliziere die Summen 2a + 3b und 4x — 6y miteinander!
Lésung:  (2a -+ 3b) (4x — 6y) = 2a - 4x + 3b- 4x — 2a - 6y — 3b - 6y
= 8ax + 12bx — 12ay — 18by
Ergebnis: (2a + 3b) (4x — 6y) = 8ax + 12bx — 12ay — 18by

Der Satz A 3 gilt auch fiir die Multiplikation mehrgliedriger Summen.

Das folgende Beispiel A 31 zeigt, wie wir rechnen, wenn mehrere Klammerungen
auftreten.

@ Aufgabe: [2a—3 (x + ¥)] (a—=x)
[2a—3(x+y)] % [2a—3(x+y)]*
2a%? —3a (x + y) —2ax + 3x (x + y)
= 2a? — 3ax — 3ay — 2ax + 3x% + 3xy
= 2a? — 5ax — 3ay + 3x% 4 3xy

[

Aufgaben a 33 bis 41
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12 Beispiele fiir Beweisfihrungen unter Verwendung von
Variablen

In Lerneinheit A 11 wurde der Satz bewiesen, daB zwei Binome miteinander mul-
tipliziert werden, indem jeder Summand des ersten Faktors mit jedem Summand
des zweiten Faktors multipliziert wird und die Produkte addiert werden. Der
Beweis wurde unter Verwendung von Variablen gefiihrt.

Wir betrachten weitere Beispiele:

Fiir die Zahlen 2; 5; 7 und 7.5 gilt die Verhiltnisgleichung
2:5="7:17.5.

Wir bilden nun die Summen2 + 5 = und 7 + 17.5 = ~ ' und stellen mit ihnen
eine neue Verhiltnisgleichung auf:

15 = :17,5.

o

Priife nach, ob die Verhdltnisgleichung 7:5 = 24,5: 17,5 eine wahre Aussage ist!

Auf Grund der Ergebnisse im Beispiel A 32 und im Auftrag A 13 vermuten wir:
Wenn gilt a: b = c: d, so gilt auch (a +b): b = (c + d):d.

Beweis: a, b, c und d seien beliebige rationale Zahlen: b und d seien von Null ver-

schieden. Es gelte die Verhiltnisgleichung

s :
FFl=g+l
a b c d
Ol i
at+b _c+d
B T ol

Es ergibt sich also die Verhiltnisgleichung (a + b): b = (¢ + d): d, w. z. b. w.

Wir betrachten ein beliebiges Dreieck A BC mit den Seiten a, b, ¢ und den Win-
keln «, B, y. Die Seite b sei grifer als die Seite a. Wir wollen den Satz
In jedem Dreieck liegt der gréBeren von zwei Seiten der groBere Winkel
gegeniiber

beweisen.

Beweis: Wir tragen von C aus auf b die Seite a ab und erhalten einen Punkt D,

der zwischen C und A liegt (Bild A 1). Dann gilt:

(1) Die Winkel CDB und DBC sind als Basiswinkel in dem gleichschenkligen
Dreieck CDB gleich grof3.

(2) Bist groBer als der Winkel DBC, da beide Win-
kel den Schenkel BC gemeinsam haben und der
Schenkel BD des Winkels DBC innerhalb des
Winkels f liegt.

(3) Der Winkel CD B ist als AuBenwinkel des Drei-
ecks ABD groBer als der nichtanliegende In-
nenwinkel a.

Aus (1) bis (3) folgt: f ist groBer als x, w. z. b. w.

Ad ¢
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T

Bevor ein neuer Flugzeugtyp in die Produktion gehen kann, miissen die Entwiirfe
auf Herz und Nieren iiberpriift werden. Ein wichtiges Verfahren dafiir ist die Unter-
suchung von Modellen. Um dabei zu sicheren Ergebnissen zu kommen, mufl das Modell
eine mafstébliche Verkleinerung des geplanten Flugzeugs sein, Man sagt: Es mufl ihm
ahnlich sein. Das Bild zeigt das Modell des ersten Uberschallpassagicrﬂugzenges der
Welt, der sowjetischen Maschine ,,Tupolew 144" im Windkanal des Aerodynamischen
Instituts.




Der Strahlensatz

1 Streckenverhdiltnisse

Auf Landkarten finden wir eine MafBstabsangabe, z. B. 1:25000. Dieses Zahlen-
verhiltnis gibt an, daB sich die Linge einer jeden Strecke auf der Landkarte
zur Linge der betreffenden Originalstrecke wie 1 zu 25000 verhilt, d. h., die Linge

B 25000 der Linge der zugehérigen Originalstrecke.

einer Kartenstrecke betrigt

Wir betrachten nun zwei Strecken s; und s,. Sie mogen bei gleicher Lingenein-

heit die MaBzahlen z; bzw. z, haben. Der Quotient z,:z, — —* heif3t Strecken-
2

verhiiltnis von s, und s,. Man schreibt auch

s z
1 1 o o —
—=— baw. s;:is5, =312,

S2 Z

Ermittle durch Messen simuliche Streckenverhiltnisse fiir die Kanten des im Bild B 1
in Zweitafelprojektion dargestellten Quaders!

Beim Messen einer jeden Strecke s wird das Streckenverhiltnis zwischen s und
der benutzten Einheitsstrecke e ermittelt. So besagt zum Beispiel das MeBergeb-

. . . % . . % S
nis 5.3 cm: Wenn die Einheitsstrecke e; die Lange 1 ¢m hat, so ist — = 5,3. Hat
!
R T T T o ua 1 iy 8 =
die Einheitsstrecke e, die Linge | mm = 5 em, so ist — = 53. Da MaBzahlen
e,
2

von Strecken sowohl rational als auch irrational sein konnen, sind auch Strecken-
verhiltnisse rationale oder irrationale Zahlen.

Die beiden Rechtecke im Bild B 2 haben den gleichen Flicheninhalt. Es gilt also
@b = c-d. Durch beiderseitige Division durch b - ¢ folgt daraus % = :

Bl

hy

E d Iz

Fiir die beiden Dreiecke ABC und DEF im Bild B 3 gilt a:d = hy : h,.
a) Folgere daraus eine Aussage iiber die Flicheninhalte!
b) Betrachte die Strecken b, hy. e, he, und gib eine giiltige Verhiltnisgleichung an!

Aufgaben b 1 bis 5

—
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2 Der erste Teil des Strahlensatzes

Das Bild B 4 zeigt ein Strahlen-
biischel mit dem Scheitelpunkt S.
Seine Strahlen (s, bis s;) werden
von einer Parallelenschar (g, bis g;)
geschnitten. Dadurch entstehen
Strahlenabschnitte. Auf s, zum

Beispiel sind dies die Strecken S.
SB, SC. AB. AC. BC. Der zu AC

T Ll Tt
leichliegend Str b t

auf s, ist DF.

Nenne zu den Strahlenabschnitten auf s, jeweils die gleichlicgenden  Strahlen-
abschnitte auf s,! Gib weitere Paare gleichliegender Strahlenabschnitte an!

Betrachten wir zwei beliebige Abschnitte @; und a, auf einem Strahl und die
gleichliegenden Abschnitte b, und b, irgendeines anderen Strahls. so zeigt sich:
Wenn a, kiirzer als a, ist, so ist b, kiirzer als b,. Wir kénnen sogar vermuten: Die
Abschnitte auf dem einen Strahl sind proportional den zugchorigen Abschnitten
auf dem anderen.

SATZ (Strahlensatz, erster Teil): Werden die Strahlen eines Biischels yon einer Parallel
schar geschnitten, so gilt fiir je zwei Strahlen: Die Abschnitte auf dem einen Strahl verhalten
sich der wie die gleichliegenden Abschnitte auf dem and

Es geniigt, den Beweis dieses Satzes fiir den Fall von zwei Strahlen und zwei
Parallelen (Bild B 5) zu fithren. Der Satz besagt dann, daf} folgende Verhiltnis-
gleichungen (Proportionen) gelten:

1) ==

gl

Beweis fiir (1):
Wir verbinden A mit D und B mit C (Bild B 6) und betrachten die Flicheninhalte
einiger Dreiecke.
Fiir /\ SAC gilt
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Fiir A ABC gilt
A __AB:h
=TT

fiir A DCA gilt

D by
4,=2

Da A ABC und A DCA die Seite AC und deren Hohe gemeinsam haben, sind
ihre Flacheninhalte gleich: 4, = 4,. Das heift

/Erbi@z'—h*,also AB-h, =CD-h

©

§d-h _ SChy 54 5C :
oder = = o5 was wu beweisen war.

Demazufolge ist —o—t = —=—* o 5

Ahnlich‘ kann man (2) und (3) beweisen.

Man kann diese Beziehungen aber auch unmittelbar aus (1) folgern; das sei hier nur fiir
(2) durchgefiihrt:

$® S.m_w am_ am
% 84 8 i
w_ . X B @
W} sC s "3
Wegen (1) ist
AB CD SB 5D
=% unddﬂmxtF:ﬁ, w. z. b w.
Aus (l)folgt = durch Multiplikation mit E auf beiden Seiten. Forme (2)

und (3) entsprechend um! Formuliere den ersten Teil des Strahlensatzes so, dnﬁ er
diesen Verhiltnisgleichungen entspricht!

Aufgaben b 6 bis 10

3 Vervielfachen einer Strecke

Wenn wir das Doppelte oder Dreifache oder allgemein das n-fache (n eine natiir-
liche Zahl groBer 1) einer Strecke AB konstruieren sollen, so sprechen wir vom
. Vervielfachen der Strecke AB*“. Hierzu verlingern wir die Strecke 4B iiber 4
oder B hinaus und tragen auf dieser Verlingerung die Strecke 4B mit dem Zir-
kel (n — 1)mal ab. Wir wollen aber auch dann vom ..Vervielfachen einer
Strecke* sprechen, wenn k keine natiirliche Zahl, sondern eine beliebige positive
(rationale oder irrationale) Zahl ist.

Fir k = % wiirde das z. B. bedeuten, dal wir den dritten Teil konstruieren.

Fir k = % wiirde es bedeuten, daB wir zunichst den dritten Teil von 4B kon-
struieren und diesen dann verfiinffachen. In dieser Weise kann man bei jedem
rationalen k vorgehen. Dadurch ergibt sich fiir k < 1 eine kiirzere Strecke, fiir
k > 1 eine lingere Strecke.

20



m Eine Strecke 4B i B7
soll in drei kongruente Teilstrecken geteilt werden (Bild B 7). 5

Konstruktionsbeschreibung:

Wir zeichnen von einem Endpunkt von 4B einen

Strahl s. Auf diesem tragen wir eine beliebig ge-

wiihlte Strecke dreimal ab. Den Endpunkt dersoer- A B
haltenen Streckenfolge verbinden wir mit dem anderen Endpunkt von A B. Die
Parallelen zu dieser Verbindungsstrecke teilen AB in drei kongruente Teile.

[Z] Von einer Strecke soll ihr k-faches konstruiert werden.
a) k=3 =16(BildB8a) b)k =1 (Bild B8b)

»
ol
.
|
CS
4 & h’\—

Lo
r\nlﬂ
=
<l
L)
=

o
>
ol

S.00
%00 =5

@ a) Gib fiir das Beispiel 2 a eine Konstruktionsbeschreibung!

b) Erliutere, inwiefern es zwei Miglichkeiten gibt, im Beispiel 2b den Punkt Q zu
erhalten! Gib entsprechend auch fiir den Punkt P im Beispiel 2a eine zweite
Konstruktionsmaglichkeit an!

Uberlege, ob die Grife des Winkels zwischen der zu teilenden Strecke und dem
Hilfssirahl s Einfluf auf die Konstruktionsgenauigkeit hat!

c

~

Ist k eine Irrationalzahl, also ein unendlicher nichtperiodischer Dezimalbruch, so ersetzen
wir k durch rationale Niherungswerte. Auf diese Weise konnen wir den Punkt P, der zu
einem irrationalen k auf der Zahlengeraden gehért, mit beliebiger Genauigkeit erfassen,
Ist z. B. k = }2 = 1,41421 ..., soll also zur Strecke AB = a das }2fache konstruiert
werden, so wird a als Einheit einer Zahlengeraden gewiihlt (Bild B 9). Dann konstruieren
wir das 1,4fache, das 1,41fache, das 1,414fache ... von a nach dem obigen Verfahren
Auf diese Weise kommen wir dem Punkt P mit AP = AB"}2 beliebig nahe.

Es gibt auch Irrationalzahlen k, fiir die man die zugehorigen Punkte auf der Zahlenge-
raden unmittelbar konstruieren kann: dann ist auch das k-fache von AB unmittelbar zu
. konstruieren. | 2 gehort zu diesen Irrationalzahlen, und so kann man das }/2fache jeder
Strecke a konstruieren als Diagonale eines Quadrats mit a als Seite. (Vgl. auch Lern-

einheit B 29.)
Aufgaben b 11 bis 16

1
]
i




4 Der zweite Teil des Strahlensatzes

So, wie durch die Parallelen Strahlenab-
schnitte entstehen, so entstehen durch
die Strahlen Parallelenabschnitte, z. B.
AE und GL im Bild B 10. Ein Strahlen-
abschnitt und ein Parallelenabschnitt
heiBen zueinander gehérig, wenn der
Sirahlenabschnitt vom Scheitelpunkt bis
zu einem Endpunkt des Parallelenab- 8
schnitts reicht. Im Bild B 10 gehéren
z. B. S4 und AE zueinander, auch SD A
und DM, nicht aber CD und DM.

- = =L —

m|
x

B10

a) Nenne zu drei Parallelenabschnitien im Bild B 10 je :1('?1:5‘:ugplzz‘irige Strahlen-
abschnitte!

b) Gib zu drei Strahlenabschnitten im Bild B 10 je zwei zugehirige Parallelen-
abschnitte an!

Betrachten wir im Bild B 10 zwei beliebige Strahlen und die zwischen ihnen liegen-
den Parallelenabschnitte, so stellen wir fest: Die Parallelenabschnitte sind um so
linger, je weiter sie vom Scheitelpunkt S des Strahlenbiischels entfernt sind, je
linger also die zugehérigen Abschnitte auf demselben Strahl sind. Es gilt sogar:
Die Parallelenabschnitte sind proportional den zugehérigen Abschnitten auf dem-
selben Strahl.

SATZ (Strahlensatz, zweiter Teil): Werden die Strahlen eines Buscheln von einer Parallelen-

schar geschnitten, so verhalten sich je zwei Parallelenabsch die gleich
Strahlen liegen, zueinander wie die zugehérigen Strahlenabsck ein und desselb
Strahls.

o T e . BD _SB( 5D
Fiir die Figur im Bild B 11 gilt T ==\= ﬁ)

Beweis: Wir zichen durch A die Parallele zu CD, die BD in E schneidet. Dann ist
AC = ED, da AC und ED Gegenseiten im Parallclogramm AEDC sind. Nun-
mehr wird das Strahlenbiischel mit dem Scheitelpunkt B von den Paralldlen AE
und SD geschnitten. Nach dem ersten Teil des Strahlensatzes gilt demnach

B BS BD SB 5
= = also auch — = —, was zu beweisen war.
S

A S4

Nenne Verhiltnisgleichungen, die nach dem zweiten Teil des Strahlensatses fiir die
Figur im Bild B 10 gelten!




Im Bild B 12 werden zwei einander schneidende Geraden so von zwei Parallelen
geschnitten, daBl der Scheitelpunkt S des Geradenbiischels zwischen den Paralle-
len liegt. Es entstehen so die Geradenabschnitte SA4 und SC. die zum Parallelen-
abschnitt AC gehéren, sowie die Geradenabschnitte SB und SD, die zum Paralle-
lenabschnitt BD gehiren. Auch hier gilt die Praportion:
AC: BD = S4:SB(= SC: SD).

Allgemein: Wenn zwei Geraden eines Geradenbiischels von zwei Parallelen ge-
schnitten werden, so bilden die Parallelenabschnitte das gleiche Verhiltnis wie
die zugehorigen Geradenabschnitte derselben Geraden. Das folgt aus dem zweiten
Teil des Strahlensatzes, wenn man A\ SBD (Bild B 12) um 180° mit S als Zentrum
dreht. Ein dem ersten Teil des Strahlensatzes entsprechender Sachverhalt fiir

Geradenbiischel 1iBt sich hier auch ablesen.
Aufgaben b 17 bis 20

5 Innere und &uBere Teilung einer Strecke

In der Lerneinheit B 3 wurde das k-fache einer Strecke (k > 0, rational)
mit Hilfe des ersten Teils des Strahlensatzes konstruiert. Im Bild B 8 gilt
A7~i AB und C_(j:i- CD. Fiir Q gilt also CQ: QD =5:2.
auch: Die Strecke CD wird durch ¢ im Verhiltnis 5 :
geteilt. Fiir I gilt entsprechend PA : PB=5:2. Aber P liegt auBerhalb von
AB. deshalb wird AB von P im Verhiltnis 5 : 2 auBen geteilt.

Das Bild B 8 zeigt also auch. wie innere und duBlere Teilpunkte nach dem ersten
Teil des Strahlensatzes konstruiert werden kénnen. Hiufig ist es aber bequemer.
den zweiten Teil des Strahlensatzes zur Konstruktion zu benutzen.

Man sagt

2 geteilt, und zwar innen

Eine Strecke soll unter Benutzung des zweiten Teils des Strahlensatzes innen und
auBen im Verhiltnis p : ¢ geteilt werden (Bild B 13).

Wie grof ist fiir die Teilungen im Beispiel B 3 jeweils k in

AT, = k- AB und AT, = k- AB?
B 13 Aufgaben b 21 bis 27
innen auflen innen und aufien
_ (-]
AF=——i8 A N8 A _B




6 Der dritte Teil des Strahlensatzes

Wihrend der erste Teil des Strahlensatzes eine Beziehung der Strahlenabschnitte
untereinander, der zweite Teil eine Beziehung zwischen Strahlen- und Parallelen-
abschnitten ausspricht, ist im dritten Teil die Rede von einer Beziehung der
Parallelenabschnitte untereinander. Parallelenabschnitte, die von den gleichen
Strahlen begrenzt werden, heilen zueinander gleichliegende Parallelenabschnitte.
Soist im Bild B 10 z. B. der Parallelenabschnitt FK gleichliegend zum Parallelen-
abschnitt ET und zum Parallelenabschnitt GL.

Nenne die im Bild B 10 gleichliegenden Parallelenabschnitte zu AE und HM!

SATZ (Strahlensatz, dritter Teil): Werden die Strahlen eines Biischels von einer Parallelen-
schar geschnitten, so gilt fiir je zwei Parallelen: Die Abschnitte auf der einen Parallelen ver-

halten sich zueinander wie die gleichliegenden Absct auf der anderen Parallelen.
TIm Bild B 14 gilt demnach: Bl4 8

(1) 4C: CE = BD: DF;

(2) AC: AE = BD: BF;

(3) CE: AE — DF: BF.

Beweis fiir (1):
Nach dem zweiten Teil des Strahlensatzes g'llt

:SD = AC: BD und auch S
Daun ist aber
AC: BD = CE: DF
und damit (nach Multiplikation mit %) auch
AC: CE = BD: DF, was su beweisen war.

Gib auch die Beweisschritte fiir (2) an! N 16
Der Satz B 3 umfﬂBt auch die Fille, bex H
denen jeweils gleichl Parallel

schnitte hied Parallel haren an-

gehoren, die sich auf den Strahlen des Bii-
schels so schneiden, wie dies das Bild B 15

zeigt, ~ 77,,,,j

Stelle giiltige Verhdltnisgleichungen fiir Parallelenabschnitte im Bild B 15 auf!

0

<

Verbindet man im Bild B 15 die Punkte 4 und G, B und H sowie C und I, so liegt es nahe,
das Bild als ebenes Bild einer dreiseitigen Pyramide bei Parallelprojektion aufzufassen.
Dabei wird offenbar die Pyramide durch drei parallele Ebenen geschnitten, so daB die
Schnntﬁguren ADG, 'BEH und CFI entstehen. Damit scheint _beispielsweise auch zu
gelten AG: BH = AD: BE. DaB aber wirklich 4G || BH (und BH || CI) gilt, ist nicht
aus dem Strahlensatz zu folgern, denn dort wird ja die Parallelitit jeweils vorausgesetzt.
Wir benétigen dafiir vielmehr einen Satz, in dem die Gleichheit gewisser Verhiltnisse
vorausgesetzt wird und die Parallelitiit der Geradenabschnitte sich daraus ergibt,
also eine Umkehrung des Strahlensatzes.

Aufgaben b 28 bis 32
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7 Umkehrungen des Strahlensatzes

Um die verschiedenen Teile des Strahlensatzes auf ihre Umkehrbarkeit unter-
suchen zu konnen, ist es zweckmiBig, bei ihnen jeweils deutlich Voraussetzung
und Behauptung zu trennen. Wir wollen z. B. den ersten Teil des Strahlensatzes
(Satz B 1), bezogen auf Bild B 16, folgendermaBen formulieren:

Wenn AC || BD gilt, so gilt S4: AB = SC: CD
oder ' o
Voraussetzung: AC || BD Behauptung: SA: AB — SC: CD

Durch Vertauschen von Voraussetzung und Behauptung erhalten wir eine neue
Aussage, die zu beweisen (oder zu widerlegen) ist:
Wenn SA4: AB = SC: CD gilt, so gilt AC || BD
oder i
Voraussetzung: SA: AB = SC: CD Behauptung: AC || BD

Beweis: Wiren AC und BD nicht parallel, so wiirde die Parallele zu AC durch D
den Strahl SA in einem Punkt B’ schneiden, der von B verschieden wire. Nach
dem ersten Teil des Strahlensatzes wiirde dann gelten:

S4:AB =35C: CD.
Wegen AB’ % AB ist das aber nicht mdglich, denn es steht im Widerspruch zur

Voraussetzung. Also kann die Annahme, AC und BD seien nicht parallel, nicht
stimmen, sondern AC und BD miissen parallel sein, w. z. b. w.

SATZ (Umkehrung zum Strahl erster Teil): Bilden gleichli d hlenabschni
eines Strahlenbiischels das gleiche Verhiiltnis, so werden sle von parullelen Geraden erzeugt.

Als Umkehrung von Satz B 2 ( Strahlensatz, zweiter Teil) ist anzusehen:
Voraussetzung: SA: SB = AC: BD Behauptung: AC || BD
Weise unter Benutzung von Bild B 17 nach, daf} diese Umkehrung nicht gilt!

B 16
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Nimmt man die Tatsache, daB die geschnittenen Strahlen einen gemeinsamen
Scheitelpunkt haben, ausdriicklich unter die Voraussetzungen auf, so erhilt man
eine weitere Moglichkeit, Umkehrungen zu bilden. Beim zweiten Teil des Strahlen-
satzes fiihrt das auf einen wichtigen wahren Sataz.

Voraussetzung: ﬂ = ;_:; ; AC|| BD Behauptung: CD geht durch S
Beweis: Die Behauptung ist gleichbedeutend mit: SC geht durch D. Um das zu
zeigen, nennen wir den Schnittpunkt der Geraden SC mit BD zuniichst 1)’

(Bild B 18) und miissen dann nachweisen D’ = D.

.. 54 _ AC
Nach Satz B 2 gilt — = ——.
SA4 iC
Nach Voraussetzung ist —— 5 g

[4 AC

AC s . .
Daraus folgt . Das ist aber nur fiir D = D’ méglich, was zu beweisen war.

S AN

B 7D B18 B19 8

SATZ: Gegeben seien ein Strahl SA (Scheitelpunkt S), auf ihm ein weiterer Punkt B und
zwei parallele Strecken AC und BD auf der gleichen Seite des Strahls.
Wenn auBerdem SB: SA = BD: AC gilt, so geht die Gerade CD durch S.

Formuliere zum Satz B 3 ( Strahlensatz, dritter Teil) eine entsprechende Umkehrung
und beweise ihre Giiltigheit!

Als Verallgemeinerung ergibt sich daraus:

Gegeben seien zwei verschieden lange, parallele Strecken AC und BD und zwei parallele
Strecken CE und DF, wobei E und F auf der gleichen Seite von CD liegen (Bild B 19).
Wenn ferner AC: CE = BD : DF gilt, so schneiden sich 4B, CD und EF in genau einem
Punkt.

Aufgaben b 33 bis 35
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9 Anwendungen des Strahlensatzes

Die verschiedenen Teile des Strahlensatzes und deren Umkehrungen kénnen bei
der Bestimmung der Lingen unzuginglicher Strecken angewandt werden.

Um die Breite 4B eines Flusses zu ermitteln (Bild B 20), wird senkrecht zu AB
eine Strecke BC abgesteckt und vermessen. Durch Fluchten wird auf der Ver-
lingerung von AB iiber B hinaus cin Punkt D festgelegt. Parallel zu BC wird eine
Strecke DE derart abgesteckt, daB E auf der Geraden AC liegt. Die Messungen
ergeben: BC = 24 m: DE = 34 m; BD =20 m.

Nach dem zweiten Teil des Strahlensatzes gilt:

AB __ BC
D  DE
Multiplikation mit AD - DE ergibt
AB - DE = BC- AD.
Fiir die MaBzahl x der Strecke AB heiBt das:
x- 34 =24 (x + 20)
34x = 24x +— 480
10x = 480
x =148

48m + 20m _ 68Bm _ 34m

Da tatsichlich —%——= = {7 = 5= gilt, erhalten wir:

Die Breite des Flusses betrigt 48 m.

a) Beschreibe miglichst eingehend das praktische Vorgehen mit Fluchtstiben und ein-
fachem Feldwinkelmesser bei dieser Vermessung!

b) Berechne die Flufibreite fiir die folgenden Mefergebnisse:
BC = 24,3 m: DE = 30,5 m;: BD =16,5m!

Auch bei verschiedenen MeB- und Zeichengeriten wird der Strahlensatz ange-
wandt.

Der MeBkeil wird zur Messung kleiner Abstinde verwendet. Fiir den lichten
(inneren) Durchmesser d des Réhrchens in Bild B 21 gilt nach dem zweiten Teil

d 6.7
des Strahlensatzes — — —
Tem

Tos = Der Durchmesser betriigt also 6,7 mm.

Das Bild B 22 zeigt ein Rechteck von 5 ¢m Linge mit zehn Lings- und fiinf
Querstreifen jeweils gleicher Breite. Mit Hilfe der Diagonalen im ersten Quer-
streifen kann man Streckenlingen auf Millimeter genau ermitteln. So ist z. B.
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a = 3,7 em. Einen sogenannten TransversalmaBstab erhilt man, wenn man den
ersten Querstreifen wie im Bild B 23 teilt. Damit kénnen Lingen sogar bis auf
—Hlﬁ der Einheit genau angegeben werden. Der TransversalmafBstab im Bild B 22
trigt die Bezifferungen 10 m, 20 m usw., weil er fiir einen Gelindeplan im MaB-
stab 1:500 (2 cm £ 10 m) bestimmt ist. So entspricht d in Wirklichkeit eine
Strecke von 27,9 m Linge.

B23
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a) Wie lang sind die Strecken b und ¢ im Bild B 227

b) Wie lang sind die Originalstrecken zu e, f, g, h und i im Bild B 237

¢) Greife die Strecken im Bild B 24 mit dem Stechzirkel ab, und ermittle ihre Linge
mittels des Liniennetzes im Bild B 22!

Wie lang sind die Originalstrecken im Bild B 24, wenn AB, CD, EF und GH
Strecken auf einer Karte im Mafstab 1:500 sind ?

d

~

Aufgaben b 36 bis 40

S,
Zusammenfassung
Strahlensatz Wahre Umkehrungen
4
]
B
g 0
L
Aus AG||BHund T J? a5
BH || CF folgt:
(1) AB: BC = DE: EF Aus 4B: BC = DE: EF
folgt: AD || BE und BE||CF.
(2) S4: 5B = AD: BE Aus AD || BE und SA:SB = AD:BE
folgt: DE gehtdurch S.
(3) AD: DG = BE: EH Aus AG|| BH und AD:DG = BE:EH
folgt: AB, DE und GH gehen durch denselben
Punkt.




Zentrische Streckung

10 Wiederholung: Bewegungen

Die folgenden Auftrige beziehen sich auf
Bild B 27.

a) Inder Zeichenebene wird eine Verschie-
bung ausgefiihrt, bei der der Punkt C £
den Punkt F als Bildpunkt hat. Gib
an, wo die Bildpunkte zu A, B und D
liegen! Wo liegt der Punkt, der fiir D /) ¢
Originalpunkt ist ( fiir den also D Bild-
punkt ist) ?

In der Ebene wird eine Drehung (im
positiven Drehsinn ) ausgefiihrt mit dem !
Punkt E als Drehzentrum und einem B
Drehwinkel von 90°. Gib die Bild-
punkte von A, B, C, D und E an!
Zeige die Punkte, fiir die A, B, C, D
und E Bildpunkte sind!

b

~

B27

c

~

In der Ebene wird diejenige Spiegelung ausgefiihrt, bei der jeder der Punkte B
und D in sich selbst iibergeht. Gib die Bildpunkte zu A, C und E an!
Welches sind die Punkte, die fiir A, C und E Originalpunkte sind ? Gib noch eine
andere Spiegelung an, bei der die Strecke BD als Ganzes in sich iibergeht, aber
nicht jeder ihrer Punkte mit seinem Bildpunkt zusammenfillt!

Verschiebungen, Drehungen und Spiegelungen einer Ebene sind umkehrbar ein-
deutige Abbildungen der Ebene auf sich. Das heit: Jeder Punkt der Ebene hat
genau einen Bildpunkt und ist seinerseits auch Bildpunkt genau eines Punktes
dieser Ebene. Original- und Bildpunkt werden auch als einander entsprechende
Punkte bezeichnet.

a) Warum ist es nicht statthaft, bei Verschiebungen nach ,.dem* Punkt zu fragen,
der einem gegebenen Punkt P entspricht ?

b) Erliutere, fiir welche Punkte P bei Drehungen (Spiegelungen) eine derartige
Frage berechtigt ist!

Werden endlich viele Verschiebungen, Drehungen oder Spiegelungen nacheinan-
der ausgefiihrt, so ist das Ergebnis ebenfalls eine umkehrbar eindeutige Abbildung
der Ebene auf sich, eine ebene Bewegung.

Aufgabe:

Gegeben ist ein Viereck ABCD und ein Punkt E. Der Punkt M sei der Mittel-
punkt von CD (Bild B 28 a).

Gesucht ist das Bild 4'B'C’'D’ des Vierecks A BCD bei folgender Bewegung:
Verschiebung um % BA?: danach Spiegelung an der Parallelen zu BD durch E.
Lésung: Siehe Bild B 28 b!

a) Gib auch den Bildpunkt zu E an!
b) Wo liegt der Punkt, fiir den E Bildpunkt ist?
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Die ebenen Bewegungen haben folgende Eigenschaften:

(1) Das Bild jeder Geraden ist eine Gerade.

(2) Liegt ein Punkt B zwischen den Punkten 4 und C, so liegt auch der Bild-
punkt B’ zwischen den Bildpunkten 4" und C'.

(3) Die Bildgeraden zweier paralleler Geraden sind ebenfalls parallel.

(4) Jede Strecke AB hat als Bild eine Strecke 4"B’ mit gleicher Linge.

(5) Jeder Winkel (h, k) hat als Bild einen Winkel (h', k') gleicher GroBe.

11 Wiederholung: Kongruenz

Bewegungen werden herangezogen, um die Kongruenz von Punktmengen zu er-
klaren. Deshalb werden sie auch Kongruenzabbildungen genannt.

DEFINITION: Punktmengen M, und M, heilen einander kongruent (deckungsgleich:
M, =~ M,) genau dann, wenn es eine Bewegung gibt, die M, auf M, abbildet.

Damit ist die Kongruenz auch fiir krummlinig begrenzte Figuren erklirt. So sind
z. B. alle Kreise mit gleichem Radius einander kongruent.

Im Beispiel B 7 sind die Vierecke ABCD und 4’B’C’'D’ einander kongruent. und
zwar gegensinnig kongruent, weil die Punkte A4, B, C'. D’ gegeniiber ihren
Originalpunkten im entgegengesetzten Drehsinn angeordnet sind.

Speziell fiir Dreiecke haben wir vier Kongruenzsiitze (sws, wsw, sss. ssw) kennen-
gelernt.

Mit Hilfe eines jeden dieser Kongruenzsitze kann man von zwei vorgelegten Drei-
ecken entscheiden, ob sie einander kongruent sind oder nicht, ohne auf die Bewe-
gungen zuriickzugreifen.
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Von den Fiinfecken ABCDE und FGHIK im Bild B 29 sei bekannt:

AB = IK =34 cm; BC = KF =22cm; DE = EA4

<4 BCD = < KFG =116,6°; < ABC = < DEA = 90°;

< CDA = < FGI

a) Von welchem Eckpunkt des Fiinfecks FGHIK aus ist eine Zerlegung in Dreiecke
maglich, die zu den Dreiecken im Fiinfeck ABCDE kongruent sind? Zeichne
die Diagonalen ein und beweise die Kongruenz!

b) Erliutere, warum die Fiinfecke zueinander kongruent sind! Stelle die einander
entsprechenden Punkte, Seiten und Winkel zusammen!

Von Kongruenz kann man auch bei raumlichen Punktmengen und speziell bei Kérpern
sprechen. So sind z. B. simtliche Kugeln mit gleichem Radius einander kongruent, alle
Wiirfel mit gleicher Kantenlinge usw. Bei serienmaBig hergestellten Industrieerzeugnissen
handelt es sich — von geringfiigigen Abweichungen durch Fertigungsungenauigkeiten
abgesehen — um kongruente Gebilde. Die raumliche Kongruenz kann auf gewisse umkehr-
bar eindeutige Abbildungen des Raumes auf sich. die raumlichen Bewegungen, gegriindet
werden.

Aufgaben b 41 bis 46

12 MaBstdbliche VergréBerungen und Verkleinerungen

Das Bild B 30 zeigt den GroBbuchstaben B einer Frakturschrift. Um das maB-
stibliche VergréBern oder Verkleinern beim Nachschreiben zu erleichtern, kann
man den Buchstaben mit einem Quadratnetz iiberziehen. Das Bild B 31 ist dazu
eine mafBstibliche Verkleinerung. Der MaBstab, also das Verhaltnis der Strecken-
lingen im Bild zu den entsprechenden Streckenlingen im Original, ist hier 1:2.
Man kann auch das Bild B 30 als eine maBstiibliche VergroBerung von Bild B 31
auffassen. Der AbbildungsmaBstab ist dann 1:0.5 oder 2:1.

Auch bei Korpern gibt es mafstibliche
VergréBerungen und V(‘rkh‘inerungon.
Bekannt sind die Modelleisenbahnen in
den Abbildungsmalistiaben 1:87 (Nenn-
grofle HO), 1:120 (NenngréBe TT) und
1:160 (NenngréBe N). Solche maBstib-
lichen Modelle dienen aber nicht nur der
Freizeitbeschiftigung. So werden z. B.
Tragflichenprofile und Rumpfformen bei
der Entwicklung eines neuen Flugzeugs

3



an Modellen im Windkanal untersucht, und die Verkehrshochschule ,,Friedrich
List* in Dresden hat eine groBe Modellbahnanlage, die nicht nur der Ausbildung,
sondern auch wissenschaftlichen Untersuchungen dient.

Im Bild B 32 wurde ein Fiinfeck (a) verindert. Dazu wurde im Bild B 32b das
Quadratnetz vergrifert und in den Bildern B 32c¢ und d jeweils das Qudratnetz in ein
Rechtecknets mit dem Seitenverhdltnis 1:2 verformt. Von welchen der Figuren b, ¢
und d wiirdest du sagen, sie seien zu a ..dhnlich* ?

[ | J J [ d | B32

~ . ——
/ !

/ [ 5A
/7

So wie die Kongruenz auf den Begriff der Bewegung zuriickgefiihrt wird, so kann
man auch fiir einen malhematisc.hvn Begriff ., Ahnlichkeit* gewisse umkehrbar
eindeutige Abbildungen der Ebene (bzw. des Raumes) auf sich als Grundlage
nehmen.

Aufgaben b 47 bis 49

13 Die zentrische Streckung

Bei den Dreiecken 4BC und DEF im 5 F B33
Bild B33 ist AB || DE, AC|| DF und
BC || EF. Dem Augenschein nach ist
A DEF eine mafistébliche VergroBerung
von A\ ABC, wobei D das Bild von 4, E
das Bild von B und F'das Bild von Cist.

a) Ubertrage das Bild B 33 in dein Heft.
und zeichne die Geraden AD, BE und
CF! Wieviel Schnittpunkte entstehen ?
Der Schnittpunkt der in a) gezeichneten 4 B
Geraden set Z. Ermittle u., v und w in

ZD = u-ZA, ZE =v-ZB und

ZF =w- ZC!

Konstruiere auf dem Strahl Z( einen Q
Punkt S, fiir den ZS = u- Egilt! i
Konstruiere auf dem Strahl ZR einen Punkt T mit ZR = u- ZT!

b

~

<
™

c

~

DEFINITION: Eine zentrische Streckung der Ebene ist eine Abbildung, bei der jedem
Punkt P der Ebene sein Bildpunkt P’ folgendermaBen zugeordnet wird:

. Ein Punkt wird als Streckungszentrum Z festgelegt.

. Eine positive (rationale oder irrationale) Zahl wird als Streck k f 1

. P’ liegt auf dem Strahl ZP mit ZP' — k- ZP fiir P — Z.
. Z hat sich selbst als Bildpunkt: Z' = Z.

e 1S



Die zentrische Streckung mit Z als
Zentrum und dem Streckungsfaktor k
wird hiufig kurz mit (Z: k) bezeichnet.
Aus der Definition ergibt sich: Bei jeder
zentrischen Streckung (Z: k) existiert
zu jedem Punkt der Ebene genau ein
Bildpunkt. Ferner ist jeder Punkt Bild-
punkt genau eines Punktes, seines Ori-
ginalpunktes. Genau wie bei den Bewe-
gungen heiBen Originalpunkt P und
Bildpunkt P’ einander entsprechende
Punkte.

SATZ: Die zentrische Streckung (Z: k) ist
eine kehrbar eindeutige Abbildung der
Ebene auf sich.

Wenn k = 1 ist, gilt P = P’ fiir alle Punkte
P. Fiir k | 1ist Z der einzige Punkt, der sich
selbst entspricht. Da alle Strahlen mit Z als
Anfangspunkt nur den Punkt Z gemeinsam
haben, kénnen einander entsprechende
Punkte P und P’ nie von einem solchen Strahl
getrennt werden.

B34

Gegeben sind vier Punkte A, B, C. D (Bild B 34).

Gesucht sind 4. B', C" bei der zentrischen Streckung (D; %)

Konstruktion: Wir zeichnen den Strahl DA und bestimmen auf ihm den Punkt 4’
durch Konstruktion des %fﬂ(‘hen der Strecke DA ( Lerneinheit B 3). Nach dem
Strahlensatz erhalten wir B’ als Schnittpunkt der Parallelen zu 4 B durch A’ mit
dem Strahl DB. Entsprechend erhalten wir C” als Schnittpunkt der Parallelen zu
AC durch A" mit dem Strahl DC.

(Zum Vorgehen bei irrationalem Streckungsfaktor vergleiche Seite 21!)

Eine zentrische Streckung sei festgelegt durch A als Zentrum, A" als Originalpunkt
und D als Bildpunkt ( Bild B 34). Gib den Streckungsfaktor an! Erliutere. wie nan
das Bild des Punktes B bei dieser Streckung erhdlt!

Aufgaben b 50 bis 54

14 Eigenschaften der zentrischen Streckung

_Fiir jede zentrische Streckung (Z: k) gilt:

(1) Das Bild jeder Geraden ist eine Gerade; dabei sind Original- und Bildgerade
parallel zucinander.

(2) Parallele Originalgeraden haben parallele Bilder.

(3) Das Bild jeder Strecke ist eine zu ihr parallele Strecke.

(4) Das Bild jeder Strecke ist k-mal so lang wie ihr Original.

(5) Je zwei Strecken stehen zueinander im gleichen Verhiltnis wie ihre Bilder.
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(3) dlla (4) a'=k-a

1) gllg’ (2) Ausgllholgt gl | () %=%  (Bla'=a

B35 |
(6) Jeder Winkel ist genauso groBl wie sein Bildwinkel, d. h., einander ent-
sprechende Winkel sind kongruent (Bild B 35).

Alle diese Eigenschaften lassen sich mit Hilfe des Strahlensatzes und seiner Um-
kehrungen beweisen ; zum Teil konnen sie auch aufeinander zuriickgefiihrt werden.

Als Beispiel diene der Beweis fiir die Eigenschaft (1): B36 g4
Voraussetzung (Bild B 36): ¥
ZA' =k- ’/’1\
Z ZB'
_ |z ~zB k
ZB =k-ZB z
Behauptung:

Die Gerade A'B’ ist das Bild der Geraden AB und parallel zu {
Beweis:
P sei ein beliebiger Punkt von g, P’ sein Bild. Dann gilt
) 7F _ ZT _ ZF g

ZP' =k-ZP, also s iy
Nach Satz B 4 (Umkehrung zum ersten Teil des Strahlensatzes; Seite 25) ist deshalb P'A’
parallel zu AB und P'B’ parallel zu A B. Da es durch P zu 4 B nur eine Parallele gibt, liegt
P’ auf der Geraden A'B’, und diese ist parallel zu 4B. Da P ein beliebiger Punkt der
Geraden AB war, ist gezeigt, dal} alle Punkte der Geraden 4B als Bilder Punkte der
Geraden A’B' haben. Andererseits kann man jeden Punkt der Geraden A4'B’ als Bildpunkt
eines Punktes der Geraden A4 B erhalten, wie die Betrachtung in umgekehrter Richtung
zeigt.

15

Wir untersuchen das Bild des Fiinfecks ABCDE (Bild B 37) bei der Streckung
(Z; k).

Da fiir Punkte, die nicht auf ein und derselben Geraden liegen, auch die Bild-
punkte nicht auf ein und derselben Geraden liegen, bilden die Bildpunkte A’, B',
C', D', E' der Punkte A, B, C, D, E selbst ebenfalls die Ecken eines Fiinfecks.
GemaB Eigenschaft (4) gilt fiir die einander entsprechenden Fiinfeckseiten:

BC _TDh _ I
BC

AB
AB

w2
o~



GemiB der Eigenschaft (6) sind die ein-

ander entsprechenden Innenwinkel der

Fiinfecke gleich groB3: 7

<X E'A'B' = { EAB;
< A'B'C’ x ABC;
< B'C'D’ = < BCD;
X CD'E'= < CDE;
X D'E'A' = < DEA

Diese Resultate sind unabhingig von der

Lage des Streckzentrums Z, der GrofBe des

Streckungsfaktors k und auch von den

Besondcerheiten des abgebildeten Viel-

ecks, insbesondere auch der Anzahl seiner

Ecken. Wir kénnen aus diesen Uberle-

gungen auf eine weitere Eigenschaft der

zentrischen Streckung schlieBen:

(7) Bei jeder zentrischen Streckung
(Z; k) ist das Bild jedes n-Ecks
(n = 3) wieder ein n-Eck. Einander
entsprechende  Winkel sind gleich
groB3;die Verhaltnisse entsprechender
Seiten sind gleich. Insbesondere ist
das Bild eines regelmiBigen n-Ecks
wieder ein regelmifiges n-Eck mit W
k-facher Seitenlinge.

Man kann auch das Bild krummlinig

begrenzter Figuren bei einer zentrischen

Streckung betrachten. So erhilt man z. B. (ohne Beweis):

(8) Bei jeder zentrischen Streckung (Z: k) ist das Bild jedes Kreises wieder ein
Kreis. Dabei ist dasBild des Mittelpunktes des Originalkreises der Mittelpunkt
des Bildkreises, und fiir die Radien r des Orginalkreises und r’ des Bildkreises
gilt (Bild B 38):

' = k. Aufgaben b 55 bis 58

N
=

16 Zusammensetzen zweier zentrischer Streckungen

Im Bild B 39 ist P durch die zentrische Streckung (Z: 3) in P’ iiberfiihrt worden;
danach ist P’ durch die zentrische Streckung (Z: %) in P iiberfithrt worden.
Offenbar gibt es eine einzige Streckung (Z: k), bei der P” das Bild von P ist.
Denn:

a) Wenn Z, P und P’ und auBerdem Z, P’ und P" auf dem gleichen Strahl mit Z

als Anfangspunkt liegen, dann gilt dies auch fiir Z, P und P”.

b) Wegen ZP' = 3+ ZPund ZP" = - ZP gilt
ZP" =% .3 ZP =3 ZP.
B39
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Der Streckungsfaktor k der durch Zu-
sammensetzen entstandenen Streckung Z;
ist also k :%-IS =7

Im Bild B 40 ist die Streckung (Z,: k) 7
mit der Streckung (Z,: k,) zusammen-
gesetzt worden. Dabei ist k- k, = .
P’ ist Bild von PQ bei der Streckung
(Zy: ky) und P7Q7 Bild von P’Q" bei der
Streckung (Z,: k,). Die Zusammenset-
zung beider Streckungen ist wiederum
eine zentrische Streckung. Thr Strek-
kungsfaktor ist ky - k,, ihr Zentrum Z, liegt auf der Geraden Z,Z,,.

Was geschieht im Fall ky - ky, =17

Zeichne ein Quadrat ABCD mit AB = 1.5 cm! Konstruiere sein Bild 4'B'C'D’
bei der Streckung (A 3)! Der Diagonalenschnittpunkt von A'B'C'D’ sei S. Wende
auf A'B'C'D' die Streckung (S:2) an, die A”B"C"D" liefert! Errechne den
Streckungsfaktor und l.onelrulen' das Zentrum derjenigen Streckung. die ABCD auf
A"B"C"D" abbildet!

Aufgaben b 59 bis 62

Ahnliche Figuren
17 Ahnlichkeitsabbildungen

Im Bild B 41 ist das Dreieck 4 BC mittels (7'
A'B'C" um A" gedreht worden (Drehwinkel 228°).

gestreckt und dann das Bild

DEFINITION: Jede Zusammensetzung einer zentrischen Streckung mit einer Bewegung
heiBt Ahnlichkeitsabbildung.

Da die Abbildung. die jeden Punkt sich selbst zuordnet. ebenfalls eine Bewegung
ist, ist jede zentrische Streckung fiir sich ebenfalls eine Ahnlic ‘hkeitsabbildung.
Die Kongruenz von lel\lmt‘uﬂ(‘n wurde mit Hilfe der Bewegungen 1r|\lml
\unmrhr definieren wir entsprechend die Ahnlichkeit von Punklrm engen mit
Hilfe der Ahnlichkeitsabbildungen.

DEFINITION: Zwei Punktmengen M, und M, heiflen genau dann einander dhnlich, wenn
es eine Ahnlichkeilsabbildnng gibt, bei der sie sich entsprechen. Man schreibt dann: M, ~M,.

Den Streckungsfaktor nennt man auch Ahnlichkeitsfaktor. Ist die vermittelnde
Ahnlmhkensabluldunu nur eine Streckung, so bezeichnet man das StrecKungs-
zentrum auch als \]mlu hkeitspunkt.

Im Bild B 41 gilt / lB(' A'BC.
Ahnlichke |Isf'1|\tol ist — (lllll‘l . falls man /. 4'B’C’ als Original ansieht |. Ahn-
lichkeitspunkt ist Z.
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Ferner gilt A ABC~ )\ A"B"C", eben-
falls mit ? (o(l(‘r %) als Ahnlichkeitsfak-
tor. Da es keine zentrische Streckung
gibt, die A, ABC in A A"B"C" iiber-
fithrt, haben diese beiden Dreiecke kei-
nen Ahnlichkeitspunkt.

Nach Definition B 10 ist die Ahnlichkeit fiir
beliebige Punktmengen und damit z. B.
auch fiir krummlinig begrenzte Figuren er-
klirt. Es ist aber nicht iiblich, von dhnli-
chen Punkten, ihnlichen Geraden, dhnli-
chen Strahlen und éhnlichen Strecken zu
sprechen: denn zwei Punkte, zwei Geraden.
... kbnnen stets durch eine Ahnlichkeitsal-
bildung ineinander ibergefiihrt werden.
Zwei Punkte, zwei Geraden. ... sind also
stets dhnlich.

18

Jede Bewegung fiirsich allein ist bereits
eine Ahnlichkeitsabbildung; denn man
braucht sie sich ja nur mit einer zentri-
schen Streckung zusammengesetzt zu
denken. bei der k = 1 ist. So ist z. B.im
Bild B41 auch ) 4A'B'C'~ /\ 4"B"C".

Die Kongruenz ist der Sonderfall der Ahn-
lichkeit mit dem Ahnlichkeitsfaktor 1.

a) Gib an. welche der auf Seite 30 auf-
gefiihrten  fiinf  Eigenschafien der
ebenen Bewegungen nicht fiir alle
Ahnlichkeitsabbildungen gelten!

Gib an. welche der in den Lerneinhei-
ten B 14 und B 15 aufgefiihrten acht
FEigenschaften nicht nur fiir zentrische
Streckungen. sondern fiir alle Ahnlich-
keitsabbildungen gelten!

b

~

Es soll untersucht werden, ob " AB(C
und /. DEF von Bild B 42a einander
dhnlich sind, ob es also eine Ahnlich-
keitsabbildung gibt. bei der A\ AB(
Bild von /. DEF ist (oder umgekehrt).
Wiriiberlegen: Einander entsprechende
Winkel miissen gleich groB3 sein. Daher
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kann eine solche Abbildung nur existieren, wenn es zu jedem Winkel im A\ 4BC
einen Winkel gleicher Gréfle im A\ DEF gibt. Durch Messen kénnen wir fest-
stellen:

< CAB = < DEF;

<X BCA = & FDE;

< ABC = < EFD.
Wegen < CAB + < FDE, < CAB + < EFD, < BCA & < EFD kann nur E
das Bild von 4, ) das Bild von C, /' das Bild von B sein. Da die jeweils gleichen
Winkel in beiden Dreiecken im gleichen Umlaufsinn angeordnet sind, gilt:
/A DEF kann durch eine Drehung, z. B. um E, auf /\ D'E’'F’ abgebildet werden,
so daf}

D'E' || AC, E'F' || AB, F'D" || BC
st (Bild B 421b).
Dann kann A D'E'F’ durch eine Schicbung auf " D'E"I"" abgebildet werden

(Bild B42c). Wegen

1
= ,_4 (Strahlensatz) kann nun A\ AF"D" durch die

v

(
D

~y
N

{
zentrische Streckung (:l: D )auf /A ABC abgebildet werden. Also kann
/\ ABC durch zentrische Streckung mit anschlieBender Verschiebung und Dre-
hung auf /\ DEF abgebildet werden, d. h., es gilt A ABC~ / DEF.

Zeichne die innere und dufSere Umrandung eines Zeichendreiecks in dein Heft, und
weise nach. daf3 die beiden so entstandenen Dreiecke dhnlich sind!

Aufgaben b 63 bis 66

19 Gleichsinnige und ungleichsinnige Ahnlichkeit

Enthilt die Ahnlichkeitsabbildung genau eine Geradenspiegelung (oder eine
andere ungerade Anzahl von Geradenspiegelungen), so sind Original- und Bild-
figur ungleichsinnig dhnlich. Zum Beispiel sind im Bild B 43 F und F’ ungleich-
sinnig idhnlich, ebenso F' und F"'. In allen anderen Fillen spricht man von gleich-

sinniger Ahnlichkeit.

Im Bild B 44 ist die Figur F' das Bild
von F bei der Streckung (Z:0,6). F" ist
das Bild von F’ bei einer Drehung um Z
mit dem Drehwinkel 180° (einer Punkt-
spiegelung). Man sagt hierfiir auch: F”
ist das Bild von F bei der Streckung
(Z;—0,6). Z wird auch hier als Ahnlich-
keitspunkt bezeichnet.

Allgemein: Eine Streckung (Z; — k) mit
k> 0 wird als Zusammensctzung einer
Streckung (Z: k) mit einer Drehung um
Z mit dem Drehwinkel von 180° erklirt.
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Beachte: Eine Streckung (Z; k) mit k <0 verindert den Umlaufsinn nicht!

a) Welche der Eigenschaften (1) bis (8) aus den Lerneinheiten B 14 und B 15 miissen
nach Zulassen negativer Streckfaktoren anders formuliert werden ?
b) Gib eine Konstruktionsvorschrift fiir eine Streckung (Z; k) mit negativem k an,
ohne dabet die Drehung zu benutzen!
) Aufgaben b 67 bis 71

20 Ahnlichkeit von Vielecken

Im Beispiel B 11 war es recht langwierig. eine Ahnlichkeitsabbildung zu zwei
vorgegebenen Figuren zu finden. Es gibt Moglichkeiten, um wenigstens fiir Viel-
ecke bequemer entscheiden zu kénnen, ob Ahnlichkeit vorliegt oder nicht.
Beachten wir, daB Bewegungen als Kongruenzabbildungen nichts an der GriBe
von Winkeln und der Linge von Strecken éndern, so kisnnen wir aus Eigenschaft
(7) der zentrischen Streckung (Seite 35) einen Satz iiber dhnliche Vielecke
folgern:

SATZ:

Wenn zwei n-Ecke (n = 3) einander iihnlich sind,

so gilt:
a) Einander entsprechende Winkel sind gleich grof.
b) Einander entsprechende Seiten stehen im gleichen Verhiiltnis.

Soll untersucht werden. ob gegebene Vielecke zueinander dhnlich sind. so kénnen
wir die folgende Umkehrung des Satzes B 11 anwenden.

D

SATZ:

Wenn [ sich zwischen den Eckpunkten zweier
n-Ecke (n = 3) bei Beachtung der
Reihenfolge eine umkehrbar eindeu-
tige Zuordnung herstellen liBt, wobei
a) einand geordnete T in

gleich groB sind,
b) einander zugeordnete Seiten das } /
gleiche Verhiiltnis bilden, ] \
so sind die beiden n-Ecke einander /
ahnlich.

B 15




Den Beweis dieses Satzes fithren wir am Beispiel der beiden Fiinfecke ABCDE
und FGHIK im Bild B 45.

(Bei anderer Eckenzahl oder anderer Lage wiirde er ganz entsprechend verlaufen.)

Voraussetzung:

a) < A <4 KFG; < BCD = & FGH; <t CDE = < GHI;
< HIK:; < EAB = < IKF,

! —7_§Z:LTJ:UL75.47,‘

) TG GH

Belmuplung Es gibt eine Allnllchkllt~ahbxldung, bei der ABCDE und KFGHI
einander ent:prechen
Beweis: Wegen der Gleichheit der Winkel gibt es eine Bewegung (Drehung und
Verschiebung), bei der fiir das Bild F'G’'H'I'K’ von FGHIK gilt 4 = K',
F’ liegt auf AB und I' auf AE, F'G’ || BC, G'H’ | CD, H'T || DE. Da bei dieser
Bewegung die Streckenlingen erhalten bleiben, gilt

AB BC CD DE EA

= = =08 M .3

AF FG GH HT T

Nach Satz B 5 (Umkehrung zum zweiten Teil des Strahlensatzes) miissen dann

die Geraden DH' und CG’ durch A gehen.

Nach dem Strahlensatz gilt also
EA:TA=DA:HA=CA:GCA=BA:FA=k

Daraus folgt: ABCDE ist pild von AF'G'H'I" bei der zentrischen Streckung

(4: k). Es gibt also eine Ahnlichkeitsabbildung, wie sie in der Behauptung

gefordert wurde.

Als Spezialfall ergibt sich aus Satz B 12, daB zwei regelmiBige n-Ecke (n = 3)

stets einander dhnlich sind.

Es soll untersucht werden, ob die Paralle_logramnu‘ ABCD und AEFD im Bild
B 46 einander zhnlich sind. Dabei sei AB =4 em, BC = 3 cm, E Mittelpunkt
von AB und F Mittelpunkt von DC. Die Winkelgleichheit ist erfiillt:

<& FDA = < CDA; <« AEF = <= ABC; <« DAE = <t DAB;

< EFD = < BCD.

Bleibt zu untersuchen. ob il

(1) AB: AE = AD: AD
od(‘r -
(2) AB: EF = AD: AE
6 B 47
g F
B 10 0 £ 0
A E B A B8 H £

gilt. Die Verhiltnisgleichung (1) scheidet aus. denn hier wiirde die falsche Aussage
2 — 1 entstehen. Die Proportion (2) ergibt durch Einsetzen 4:3 = 3:2. also
ebenfalls eine falsche Aussage. 4 BCD und AEFD sind also nicht einander dhnlich.
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Es soll nun ermittelt werden, wie lang 4B = a und BC = b hitten gewithlt wer-
den miissen, damit das Halbieren zu einem zum Ausgangsparallelogramm éhn-
lichen Parallelograrmm gefithrt hitte:

Eine Seite hiitte also das ] 2-fache der anderen sein miissen, bzw. das Verhiltnis

beider Seiten miilite | 2 sein.

Uberpriife die Vierecke ABCD und EFGH im Bild B 47 nach Satz B 11 bzw.
Satz B 12 auf Ahnlichkeit! Aufgaben b 72 bis 74

21 Ahnlichkeitssétze fiir Dreiecke

Die Kongruenz zweier Dreiecke A BC und A'B’C’ kénnen wir mit Hilfe der vier
Kongruenzsiitze feststellen. Diese Siitze sagen aus, daB die Ubereinstimmung in
drei geeigneten Stiicken fiir die Kongruenz bereits ausreicht, beispielsweise
@' =a, b’ = b,y = y. Ganz entsprechende Sitze gibt es auch fiir die Ahnlichkeit
von Dreiecken. Um sie vermuten zu kénnen, iiberlegen wir:

Da Kongruenz dasselbe ist wie Ahnlichkeit mit k = 1. muB jeder Kongruenzsatz
Spezialfall eines Ahnlichkeitssatzes fiir k = 1 sein. Dazu driicken wir in den vier
Kongruenzsitzen die Bezichungen o' = a, b =b, ¢ =c aus durch a¢’:a =1,
b :b=1 ¢ :c=1und ersetzen dann diese 1 durch k:

Kongruenzsatz (wsw)
entsprechender Ahnlichkeitssatz
Kongruenzsatz (s
entsprechender

’

hnlichkeitssatz
Kongruenzsatz (sss)
entsprechender Ahnlichkeitssatz
Kongruenzsatz (ssw)

entsprechender Ahnlichkeitssatz

VIV e o

a
a
a
a
a :
a
a
a

a=k: b:

2
Il
>

Wir kénnen damit vier Ahnlichkeitssitze fiir Dreiecke formulieren.

HAUPTAHNLICHKEITSSATZ: Wenn zwei Dreiecke in zwei Winkeln iibereinstimmen, so
sind sie einander dhnlich.

(Das Seitenverhiltnis a’: @ = k kann unberiicksichtigt bleiben. denn irgendein
Verhiltnis k& haben zwei Strecken stets.) Den Beweis fiir Satz B 13 haben wir
durch die Uberlegungen zum ?vispicl B 11 in Lerneinheit B 18 bereits erbracht.
Denn dort benutzten wir von ten Dreiecken nur. daB zu jedem Innenwinkel des
einen Dreiecks ein gleich groBer im anderen Dreieck existiert. Wegen des Winkel-
summensatzes ist das aber bereits erfiillt, wenn es fiir zwei Winkel gilt.

Zeichne ein Dreieck ABC mit <= BCA = 90° und der Hihe CD! Untersuche mit
Hilfe des Satzes B 13 die entstandenen drei Dreiecke auf Ahnlichkeit!
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SATZ: Wenn zwei Dreiecke in einem Winkel iibereinsti und die anli den Seiten
gleiche Verhiiltnisse bilden, so sind die Dreiecke einander ihnlich.

Voraussetzung : (Bild B 48) < BAC = & DEF; 2o — 21 |
Behauptung : Es gibt eine Ahnlichkeitsabbildung, bel der A DEF Bild von A ABC ist.
Beweis : Bei der zentrischen Streckung (A : k) gilt fiir A AB'C' als Bild von A ABC:
< C'AB' = 4 CAB
CA:CA = BA: BA =k (nach Definition B 7)

Aus der Voraussetzung folgt dann:

% C'4B' = & DEF; C'A = DE; B4 = EF.
Damit sind 2\ C'4 B'und A\, DEF kongruent
nach dem Kongruenzsatz (sws): also gibt
es eine Bewegung, bei der A\ DEF Bild von B
C'AB' ist. Die Zusammensetzung dieser D
Bewegung mit der Streckung (A: k) ist eine
Ahnlichkeitsabbildung, bei der A DEF Bild
von /A ABC ist. Damit ist die Behauptung
bewiesen. C

xl

B8 E F

SATZ: Wenn jede Seite eines Dreiecks mit je einer Seite eines anderen gleiche Verhiiltnisse
bildet, so sind die Dreiecke einander iihnlich.

SATZ: Wenn zwei Seiten eines Dreiecks mit je einer Seite eines anderen gleiche Verhiiltnisse
bilden und wenn die beiden Dreiecke in dem Winkel iibereinstimmen, der der jeweils groBeren
der beiden Seiten gegeniiberliegt, so sind die Dreiecke einander dhnlich.

Die Sitze B 15 und 16 lassen sich genauso mit Hilfe der entsprechenden Kon-
gruenzsiitze beweisen, wie dies fiir Satz B 14 geschehen ist.

Uberpriife die folgenden Vermutungen!

Gleichschenklige Dreiecke sind stets einander dhnlich,

a) wenn sie in einem Winkel iibereinstimmen ;

b) wenn sie im Winkel an der Spitze iibereinstimmen ;

¢) wenn sie in einem Basiswinkel iibereinstimmen

d) wenn die Schenkel gleiche Verhdltnisse bilden:

e) wenn das Verhiltnis der Basen gleich dem Verhiiltnis aus je einem Schenkel beider
Dreiecke ist.

Mit Hilfe der Sitze B 13 bis 17 kénnen wir die Ahnlichkeit von Dreiecken nach-
weisen. ohne eine Ahnlichkeitsabbildung angeben oder alle Winkel und Seiten
beriicksichtigen zu miissen.

Aufgaben b 75 bis 78

(<]



©)

®

23 Ahnlichkeit
von krummlinig begrenzten Figuren und von Kérpern

Zum Nachweis der Ahnlichkeit bei krummlinig begrenzten Figuren ist im all-
gemeinen eine r\hnll(‘hkmlnhlnldlmg anzugeben. Fiir Kreise ist das allerdings
nicht nétig, denn zwei Kreise sind stets einander dhnlich.

Die Deﬁnition B 7 (Seite 32) fiir die zentrische Streckung laBt sich von der
Ebene auf den Raum iibertragen. und rédumliche Streckungen kénnen mit
rdaumlichen Bewegungen zu rdumlichen Ahnllchkelt:ahblldungen zusammen-
gesetzt werden. Z\Hl raumll(‘heuPunktmengen werden dann als dhnlich bezeich-
net, wenn es eine (rdumliche) Ahnlichkeitsabbildung gibt. bei der diese Punkt-
mengen einander entsprechen. Als riumliche Punktmengen kénnen Kérper auf-
treten, und hier gilt auch : Entsprechende Winkel sind gleich groB, entsprechende
Strecken stehen im gleichen Verhiltnis.

AuBerdem sind entsprechende Flichen einander dhnlich.

Es gibt auch hier Sitze iiber Polyeder, die den Sitzen B 11 und 12 fiir Vielecke
entsprechen. So sind speziell alle Wiirfel einander dhnlich, aber z. B. auch alle
regelmiBigen Pyramiden jewecils gleicher Seitenzahl. bei denen das Verhiltnis
der Hohen gleich dem Ahnlichkeitsfaktor der Grundflichen ist. Auch alle Kugeln
sind einander dhnlich.

a) Uberpriife, ob die Milchflaschen von %l. %l und 11 Fassungsvermdigen einander

dhnlich sind!
b) Wihle aus den Becherglisern des Chemieraumes drei unterschiedlich grofle, ein-

ander dhnliche aus!
Aufgaben b 79 bis 82

24 Umfang und Inhalt

Fiir zwei Kreise mit den Radien ry und ry = k- r gilt:
=2n-kry=k-2x- rIAI. uy
e 2.

koriEopy =k ¥k Ay
Allgemein gilt fiir zwei lnelwhlar dhnliche Punl\tmongen. die einen Umfang und
einen Fl.ldmnlnlmh haben:

— D Tk i ¢
uy = 27r)s Uy =27
Ay = 7ry

SATZ: Wenn zwei ihnliche ebene Figuren F und F' den Ahnlichkeitsfak R besi s0
gilt fiir ihre Umfiinge u’ — k - u und fiir ihre Flicheninhalte A’ — k% - A.

Auf einen Beweis dieses Satzes wird verzichtet.

Fiihre den Nachweis fiir zwei dhnliche Dreiecke so, wie er oben fiir zwei Kreise
gefiihrt wurde!

Es gibt auch einen Satz iiber dhnliche Kérper, der dem Satz B 17 entspricht und
der hier ebenfalls ohne Beweis angefiihrt wird :

SATZ: Wenn zwei iihnliche Korper den Ahnlichkeitsfaktor k besitzen, so gilt fiir die Inhalte
ihrer Oberflichen Ay’ = k* - Ao und fiir ihre Volumina V' = k3 - V.
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a) Uberpriife Satz B 18 an zwei Wiirfeln mit den Kantenlingen 2 cm und 6 cm!
b) Welche Kantenlingen miifite eine Streichholzschachtel haben. die das achtfache
Fassungsvermagen der iiblichen hat und zu ihr d@hnlich ist? In welchem Verhiltnis
stehen die Materialaufwendungen. wenn beide Schachteln aus dem gleichen Mate-
rial gefertigt werden ?
Aufgaben b 83 bis 85

25 Konstruktion mit Hilfe der Ahnlichkeit

Die Sitze iiber die zentrische Streckung und iiber dhnliche Figuren kénnen bei
verschiedenen Konstruktionsaufgaben angewandt werden. Dem Lésen aller der-
artigen Aufgaben ist gemeinsam: Von den geforderten Bedingungen wird zunichst
ein Teil vernachlissigt. damit man leicht eine Hilfsfigur Konstruicren kann, die der
verlangten Figur dhnlich ist. Die gesuchte Figur selbst erhilt man dann durch
eine Ahnlichkeitsabbildung. Diese Abbildung findet man hiufig am bequemsten,
wenn man sich die Schar aller moglichen Hilfsfiguren vergegenwirtigt.

Einem gegebenen Dreieck 4 BC ist ein Quadrat l’()R? einzuschreiben, von dem
die Seite QR auf AB. die anderen Eckpunkte auf AC bzw. BC liegen.

Lisungsiiberlegung: Denken wir uns die Bedingung fiir & \u‘ggeld»en, so ergibt
sich eine Schar von Quadraten, von der das gesuchte ein Vertreter ist (Bild B 49).
Wir erhalten es, indem wir zuniichst ein beliebiges Quadrat der Schar konstruicren

und dann von A aus zentrisch strecken.
Konstruktion (Bll(l B 50): Nach Wahl eines beliebigen Punktes P’ auf AC wird
von P’ auf A B das Lot l"Q' gefillt und daraus das Quadrat P'(Q'R’S” konstruiert.

Das gesuchte Quadrat PQRS erhiilt man durch die zentrische Streckung ( A

dabei ergibt sich 5 als Schnittpunkt von 5" mit BC. PS und RS \»or(lx 'n .||~
Parallelen zu P’S und R’S” durch S festgelegt, PQ als Lot von P auf AB.

a) Begriinde.warum das so erhaltene Vier- B 19 ¢
eck PQRS awirklich ein Quadrat ist!
b) Erliutere. wie die gleiche Konstruk- P J
tionsaufgabe mit einer Streckung von C
aus zulésen ist! Welche Bedingung
wird dann zundichst u'rnmhlu.s.slgl 4 'l \
A L R 8
B0

B Gegeten: ¢
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Hiufig ist es zweckmiiBig, fiir die Lésung von Konstruktionsaufgaben die in den
Siitzen B 11 und 12 bzw. in den Ahnlichkeitssitzen auftretenden Verhiltnis-
gleichungen umzuformen. Wir wissen. dal beispiclsweise die Ahnlichkeit der
Dreiccke ABC und 4'B'C’ (Bild B 51) bedeutet:

dia=bb=¢c:i¢e(=k),
falls (4: A"), (B: B') und (C: (') die Paare einander entsprechender Punkte sind.
Das kann auch umgeformt werden zu i Bs1

a' 5b! =@ ubsial ve’ = ave; Wie'=bze.

SATZ: Wenn zwei Dreiecke einander ihnlich ¢ 1y a’
sind, so verhalten sich die Seiten des eiren A

Dreiecks zueinander wie die ihnen entspre-

chenden Seiten des anderen. T B A 7 B

Dieser Satz gilt nicht nur fiir Dreiecke, sondern fiir beliebige n-Ecke (n - 3).
denn fiir sie lassen sich die nach Satz B 11b) bestehenden Verhiltnisgleichungen
genauso umformen. Fiir Dreiecke gilt auch seine Umkehrung. denn das ist ja
nichts anderes als eine Umformulicrung des Satzes B 15.

a) Formuliere die Ahnlichkeitssitze B 14 bis 16 entsprechend in Worten!
b) Erliutere durch ein Gegenbeispiel (Vierecke). daf3 die Umkehrung von Satz B 19
fiir n = 3 nicht gilt!

2.5 em.

Es ist ein Dreieck A4 BC zu konstruieren mit ¢ ; ¢ — f=70"und b =
Konstruktion (Bild B 52) : Man konstruiert zunichst ein beliebiges Dreieck 4’ B'(
mit o' ;¢ — 1:3und § = 70", beispielsweise, indem man @’ =4em und ¢’ = 3em
wihlt. Das gesuchte Dreieck ABC ist zu /. A'B'C’ dhnlich. Um b = 2.5 cm zu
erhalten. trigt man b auf A'C’' von C' (= C) aus ab und zeichnet durch den er-
haltenen Punkt A die Parallele zu ¢’, die B'C’" in B schneidet.

a) Gib das Zentrum der damit durchgefiihrten zentrischen Streckung an! Ermittle
durch Messen den Streckungsfaktor!
b) Wie lift sich diese Aufgabe mit einer zentrischen Streckung von A" aus lisen ?

%55 Aufgaben b 86 bis 95

FPlanfigur:
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27 Anwendungen der Ahnlichkeit

Die in den Lerneinheiten B 8 und 9 behandelten Anwendungen des Strahlensatzes
lassen sich auch als Anwendungen der Ahnlichkeit ebener Figuren auffassen. Es
gibt aber noch weitere Mef3- und Zeichengerite, bei denen die Ahnlichkeit ausge-
nutzt wird.

Ein Geriit zur mechanischen VergréBerung und Verkleinerung ebener Figuren ist
der Pantograph. Eine vereinfachte Ausfiihrung wird auch als Storchschnabel
bezeichnet. Er wurde bereits im Jahre 1600 erfunden und beruht auf folgendem
Prinzip (Bild B 53): Ein Parallelogramm PAFB ist mit einem gréBeren PA'F'B’
durch einen Querstab AC fest verbunden. Alle Eckpunkte sind als Gelenkpunkte
ausgebildet, doch sind die beiden Parallelogramme in jeder Lage einander dhnlich.
Hilt man den ,.Pol** P fest und beschreibt mit dem ,,Fahrstift” F eine beliebige
Kurve K, so beschreibt der ..Zeichenstift* F’ eine dazu idhnliche Kurve K'. Das
Ahnlichkeitsverhiltnis, also den MafBstab, kann man durch Verschieben des
Stabes AC und entsprechende Einstellung des Fahrstiftes veriindern. Vertauscht
man Fahrstift und Zeichenstift, so dient der Pantograph zum Verkleinern.

Ermittle das Vergroperungsverhiltnis im Bild B 53!
Zur kartographischen Aufnahme eines Gelindestiicks dient das MeBtischverfah-

ren (Bild B 54). Eine quadratische Platte, die mit Zeichenpapier iiberspannt ist,
ruht als MeBtisch auf einem Dreiful und ist um eine lotrechte Achse schwenkbar.




Eine Wasserwaage dient zum waagerechten Einstellen. In dem aufzunehmenden
Gelidnde sei die waagerechte Entfernung zweier Punkte 4 und B bekannt. Die
Standlinie 4B wird im gewiinschten MaBstab (meist 1:25000) als Strecke 4'B’
auf das MeBtischblatt iibertragen. Um das Bild C’ eines dritten Gelindepunktes C
festzulegen, stellt man den MeBtisch zunichst in 4 so auf, daB A’ lotrecht iiber 4
liegt und 4'B’ parallel zu AB verliuft. Der Strahl 4'C’ wird durch den Peilstrahl
nach C bestimmt. Danach stellt man den MeBtisch in B so auf, daBl B’ lotrecht
iiber B liegt, und verfihrt entsprechend. C’ ergibt sich als Schnittpunkt der
Strahlen 4'C’ und B'C’. Wendet man dieses Verfahren fiir verschiedene Gelinde-
punkte an, erhilt man auf dem MeBtischblatt ein Bild des Gelandes im gewiinsch-
ten MaBstab. Mit dem MeBtisch kénnen so auch unzugingliche Strecken auf-
genommen werden.

Aufgaben b 96 bis 101

- Die Satzgruppe des Pythagoras

28 Ahnlichkeit im rechtwinkligen Dreieck

a) Begriinde, warum von den drei Seiten eines jeden rechtwinkligen Dreiecks eine
Seite am lingsten ist!

b) Erklire. was man unter der Hypotenuse und den Katheten eines rechtwinkligen
Dreiecks versteht (Bild B 55)!

Zeichne ein rechtwinkliges Dreieck wie im Bild B 55. und fiille die Lote DE und DF
von D auf a und b! Gib Hypotenusen, Katheten usw. in den entstandenen recht-
winkligen Dreiecken an!

Wir vereinbaren: Wenn von einem
rechtwinkligen Dreieck 4ABC gespro-
chen wird. soll — falls nicht ausdriicklich
anderes hinzugefiigt wird— Cder Schei-
telpunkt des rechten Winkels, also
AB = ¢ die Hypotenuse sein, die Ka-
theten sind dann a und b.

Im Auftrag B 29 (Seite 41) erkannten
wir mit Hilfe des Hauptihnlichkeits-
satzes fiir Dreiecke : Zieht man im recht-
winkligen Dreieck 4BC die Hohe CD.
so entstehen zwei Dreiecke. die unter-
einander und zum Dreieck 4 BC dhnlich
sind. Aus der folgenden Tabelle geht
hervor, welche Seiten dabei einander
entsprechen.

Rechtwinkliges Dreieck

HKatheten

A ABC A ADC A DBC
Hypotenuse c b a
Kathete gegeniiber x = < BCD a h P
Kathete gegeniiber f = <¢ DCA b q h

o~
<1



Da a, b und h jeweils in zwei Dreiecken vorkommen, gibt es drei Proportionen, in
denen diese Strecken doppelt auftreten: _

Q) higq=p:h (2 a:p=c:a (3) b:gq=c:b

Diese Proportionen fiihren uns zu wichtigen Siitzen.
Aufgaben b 102 und 104

29 Der Héhensatz

Aus A\ ABC ~ /\ DBC folgt % = % [Gleichung (1) aus Lerneinheit B 28]. Durch
Multiplikation mit ¢ - h ergibt sich

HOHENSATZ: Bei jedem rechtwinkligen Dreieck ml das Quadrat der HohenmaBzahl gleich
dem Produkt aus den MaBzahlen der Hyp

Etwas leichter 1Bt sich eine andere Formulierung merken:

In jedem rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat iiber der Hohe flichengleich dem Recht-
eck aus den Hypotenusenabschnitten (Bild B 56)

a) Erliutere, imwiefern in den beiden Formulierungen des Hihensatzes das Wort
..Quadrat* unterschiedliche Bedeutung hat!
b) Stelle fiir die drei Hihen im Bild B 57 die Gleichungen nach dem Hihensatz auf!
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Zu dem Rechteck A BCD (Bild B 58a) soll ein flichengleiches Quadrat konstruiert
werden. Dazu geniigt es offenbar, ein rechtwinkliges Dreieck mit AB und BC als
Hypotenusenabschnitte zu konstruieren. Sein Héohenquadrat ist dann die
Lésung.

Konstruktion (Bild B 58b): Auf einer Geraden werden aneinander zwei Strecken
PQ und QR mit den Lingen von 4B und BC abgetragen. Um den Mittelpunkt
M von PR wird mit MP = MR als Radius ein Halbkreis geschlagen. Die Senk-
rechte auf PR in Q schneidet diesen Halbkreis in S. Nach dem Satz von THALES
ist & RSP = 90°. Das Quadrat mit QS als Seite ist also das gesuchte.

Konstruiere eine Strecke der Linge V10 cm! ( Anleitung: Zerlege 10 in zwei Fak-
toren!)

-Mit Hilfe des Hohensatzes 146t sich zu jeder Zahl a > 0 die Quadratwurzel kon-
_ struieren, denn jede Zahl a liBt sich als Produkt, zumindest als a - 1, schreiben.

Aufgaben b 105 bis 108

30 Der Kathetensatz

Aus A\ ADC~ A ABC und )\, DBC~ /. ABC (Bild B 54) folgt % =~ und
% = % [Gleichungen (2) und (3) aus Lerneinheit B 28].

Daraus ergibt sich

I az:c-pnndb'l-:c-qJ

KATHETENSATZ: Bei jedem rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat jeder Katheten-
maﬂzah] gleich dem Produkt aus den MaBzahlen von Hypotenuse und dem (der Kathete)
: T

H
oyp

g g

Das Bild B 59 fithrt noch zu einer anderen Formulierung:

In jedem rechtwinkligen Dreieck ist jedes Kathed drat flichengleich dem Rechteck
aus Hypotenuse und zugehérigem Hypolennsenabsehmu
3 [5
N
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B 60

Stelle fiir die Katheten der Dreiecke ACE, ACF und CEF im Bild B 57 die Glei-
chungen nach dem Kathetensatz auf!

Zu dem Quadrat mit AB (Bild B 60a) als Seite soll ein flichengleiches Rechteck
konstruiert werden. Eine Seite dieses Rechtecks soll die Linge von KL haben.
Dazu konnen wir den Kathetensatz benutzen: Gesucht ist ein rechtwinkliges
Dreieck mit AB als Kathete und KL als zugehorigem Hypotenusenabschnitt. Die
Hypotenuse selbst ist dann die gesuchte zweite Rechteckseite.

Konstruktion (Bild B 60b): Auf einer Geraden wird eine Strecke PQ — KL fest-
gelegt und auf PQ in Q die Senkrechte errichtet. Um P wird ein Kreis mit 4B als
Radius geschlagen; er schneidet die Senkrechte in R. Die Senkrechte auf PRin R
schneidet PQ in S. Das Rechteck mit PQ und PS als Seiten ist das verlangte.

a) Kannim Falle des Beispiels B 18 die vorgegebene Rechteckseite beliebig lang sein ?

b) Wie verliuft die Konstruktion, wenn die vorgegebene Rechteckseite linger als die
Quadratseite ist?

¢) Erliutere. wie man die Aufgabe im Beispiel B 17 mit Hilfe des Kathetensatzes
und die im Beispiel B 18 mit Hilfe des Hihensatzes lisen kann!

Aufgaben b 109 bis 113
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31 Der Satz des Pythagoras

Die beiden Rechtecke
aus der Hypotenuse und den Hypotenusenabschnitten
ergeben zusammen das Hypotenusenquadrat (Bild B 61).

c'pteg=c(p+gq.

Dac:p =a%und ¢ q=b%und p 4 q = ¢, erhalten wir bq
Bol

SATZ VON PYTHAGORAS:' Bei jedem rechtwinkligen Dreieck ist die Summe aus den

Quad der Kath Bzahlen gleich dem Quadrat der HypotenusenmaBzahl.

oder:

In jedem rechtwinkligen Dreieck haben die Kath quad den gleick

Flicheninhalt wie das Hypotk quadrat.

a) Stelle fiir die Hypotenusen der sieben Dreiecke im Bild B 57 die Gleichungen nach
dem Satz des PYTHAGORAS auf!

b) Lise die Gleichung a® + b® = ¢? nach den Kathetenquadraten auf! Formuliere
beide Gleichungen in Worten!

Aufgabe: Ein rechtwinkliges Dreieck hat Katheten von 3 cm und 4 em Linge.
Wie lang ist seine Hypotenuse ?
Lisung : Fiir die MaBzahl ¢ der Hypotenuse (MaBeinheit cm) muf gelten

2 =32 4+42=9 416 = 25.
Die einzige positive Zahl ¢ mit ¢2 = 25 ist 5 = }25.
c=7125=5
Ergebnis: Die Hypotenuse ist 5 cm lang.
Aufgaben b 114 bis 119

32 Umkehrungen zur Satzgruppe des Pythagoras

Die altigyptischen Seilspanner gingen beim Abstecken eines rechten Winkels im
Gelinde wahrscheinlich folgendermaBen vor: Ein Seil wurde (etwa durch Knoten)
in 12 Teilstiicke gleicher Linge eingeteilt. Aus diesem Seil wurde ein Dreicck
gelegt, dessen Seiten 3, 4 und 5 der 12 Teilstiicke maBen. Der Winkel gegeniiber
der lingsten Seite war ein rechter.

1 Es steht fest, daB der Satz schon vor PYTHAGORAS bekannt war. PYTHAGORAS (etwa 580 bis etwa 500
v. u. Z.), griechisch i ph und . Ls ist auch ungewiB, ob PYTHAGORAS oder einer seiner
Schiiler diesen Satz ebenfalls entdeckt hat.
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a) Fertige dir eine solche Knotenschnur an., und lege ein derartiges Dreieck!

b) Konstruiere ein Dreieck ABC mit a =3 cm, b=4cm, ¢ =>5cm! Mif
< BCA!

¢) Uberlege. ob bei dem Vorgehen der Seilspanner der Satz des PYTHAGORAS

benutzt wurde!

SATZ (Umkehrung des Satzes von PYTHAGORAS):
Wenn fiir die Seiten a, b, ¢ eines Dreiecks a + b
und ¢ Hypotenuse.

2 gilt, so ist das Dreieck rechtwinklig

Voraussetzung (Bild B 62a): A\ ABC mit a® + b2 = ¢?

Behauptung: <¢ BCA = 90°

Beweis: Es gibt gewill ein rechtwinkliges Dreieck 4, B,C; mit @ und b als Kathe-
ten (Bild B 62b): seine Hypotenuse sei ¢, Nach dem Satz des PYTHAGORAS
gilt fiir /. 4B,

a? 4 b2 =

Dann folgt aus der Voraussetzung ¢ = ¢;, und / ABC und A A,B,C; sind
kongruent nach (s. s.s). Demnach ist <& BC4 = <t B;C, 4, = 90°. Die Bezie-
hung a® -+ b% = ¢? kann also nur fiir rechtwinklige Dreiecke gelten.

Wir wissen: Will man die Umkehrung eines Satzes bilden, ist deutliches Unter-
scheiden von Voraussetzung und Behauptung nétig. Dazu ist es zweckmiBig. den
Satz in der ..Wenn-so-Form™ auszusprechen. Weifls man, daf3 ¢in Satz ..Wenn A,
so B* und seine Umkehrung ..Wenn B. so 4% gelten. so kann man beide Sitze zu
einem zusammenfassen: ., 4 dann und nur dann, wenn B oder ..4 genau dann,
wenn B*.

Selbstverstiandlich kann man auch sagen:

..B dann und nur darn, wenn A4 oder ..B genau dann, wenn A*.

Fiir den Satz des PYTHAGORAS und seine Umkehrung heifit das z. B.

SATZ: In einem Dreieck ABC gilt <x BCA — 90° dann und nur dann, wenn a® + b* — ¢*
ist,

oder

Fiir ein Dreieck ABC gilt @> | b® — c* genau dann, wenn < BCA = 90" ist.

Die Ahnlichkeitssitze sind umkehrbar. Formuliere zu jedem der Siitze B 14 bis 16
die Umkehrung, und fasse jeweils zu einem neuen Satz zusammen!
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Wir wollen untersuchen, ob auch Hohen- und
Kathetensatz umkehrbar sind.
Voraussetzung (Bild B 63):

h = CD liegt im Inneren von A ABC,
ht=p-q (p=DB,q=AD).
Behauptung: <= BCA = 90° /
Beweis: Wenn < BCA = 90° wiire, fA
so miiBte die Senkrechte auf ACin C die
Gerade AB in einem Punkt B; <= B schneiden (inm‘rhalb oder auflerhalb der
Strecke A?), und es wire lTB—l = p, = p. Fiir das rechtwinklige Dreieck AB,C
wiire nach dem Hohensatz h? = p, - ¢ und damit h? == p - ¢ wegen p + p,. Das
steht aber im Widerspruch zur Voraussetzung. Deshalb mufl unsere Annahme,
< ACB sei kein rechter Winkel, falsch sein.

B63

SATZ (Umkehrung des Hohensatzes):
Wenn eine Seite eines Dreiecks durch die zugehérige Hohe h in zwei Abschnitte p und g
geteilt wird und h* — p - q gilt, so ist das Dreieck rechtwinklig: p und g bilden die Hypotenuse.

a) Fasse den Hihensatz und seine Umkehrung zu einem einzigen Satz zusammen!

b) In der Umkehrung des Hihensatzes wird vorausgesetst. daf der Fufipunkt D der
Hihe zwischen A und B liegt. Erliutere anhand ciner Skizze. daf$ diese Voraus-
setzung notwendig ist. indem du zeigst. daf} es ein stumpficinkliges Dreieck ABC
mit der Hohe CD gibt, fiir das ebenfalls CD2 = AD - BD gilt!

Der Beweis der Umkehrung des Hohensatzes erfolgte .indirckt*. Beim indirekten

Beweis benutzt man die Tatsache. dal} eine Aussage. dic Behauptung, entweder

wahr oder falsch ist, und zeigt. daB sie nicht falsch scin kann:

a) Man nimmt zuniichst an, die Behauptung sei falsch.

b) Man zeigt. daB diese Annahme zu cinem Ergebnis fiihrt. das der Voraussetzung
oder einem bereits als wahr erkannten Satz widerspricht.

Damit ist nachgewiesen. da8 die Behauptung nicht falsch sein kann, also wahr

sein mulf}.

Einen indirekten Beweis fithrt man oftmals dann. wenn die Umkehrung eines

(bercits bewiesenen) Satzes zu beweisen ist. Dabei benutzt man dann den Satz

selbst. In Lerneinheit B 7 wurde so bereits Satz B 4 indirekt bewiesen.

Wie der Hohensatz. so ist auch der Kathetensatz umkehrbar:

SATZ (Umkehrung des Kathetensatzes): ’
Wenn fiir die Seiten a. b und ¢ — p + q eines Dreiecks (Bild B 63) a® = p - ¢ (oder

b2 — c - q) gilt, so ist das Dreieck rechtwinklig, und c ist Hypotenuse.

a) Beweise Satz 26 (indirekt)!
b) Fasse den Kathetensatz und seine Umkehrung zu einem Satz zusammen!

Aufgaben b 120 und 121
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34 Anwendungen

Ein Antennenmast von 103,5 m Héhe soll in % seiner Hohe durch vier Seile ab-
gespannt werden. Die Verankerungen der Abspannseile am Erdboden sind vom
FuBpunkt des Mastes 51.5 m entfernt. Wie lang sind diese Seile zusammen ?
Lasungsiiberlegung ( Bild B 64): Wir ermitteln zunichst die Linge a eines Ab-
spannseiles und multiplizieren dann mit 4. Jedes Abspannseil ist Hypotenuse in
cinem rechtwinkligen Dreieck, dessen Kathetenlingen —i— der Antennenmasthshe
und 51,5 m betragen.
3

Gegeben: h = +-103,5m ~ 77,6 m Gesucht: s = 4a (in Meter)

e 1.5m
Allgemeine Losung: a* = h* +
a = Jh? 4 e?
s=4a=+4 [h—2_+7
Uberschlag: 4 180% + 502 = 4} 6400 + 2500 = 4 /8900
Wegen 902 = 8100 < 8900 < 10000 = 1002 gilt 90 < }8900 < 100. Somit wird
s zwischen 360 m und 400 m liegen.

Numerische Lisung: Erliuterung:

In der Quadrattafel finden wir:

s =416022 +2652m 7,762 = 60,22, also 77,62 = 6022
=4)8674m 5,152 = 26,52, also 51,52 = 2652

Wir versuchen, der Quadrattafel 86,74 zu ent-
nehmen, finden aber nur 186,68 und }'86,86. Da
86.74 niher an 86,68 als an 86,86 liegt, muBl mit
s~ 4-93.1m dem kleineren Wert weitergearbeitet werden:
~ 3724 m 186.74 ~ 9.31, also 18671 ~ 93,1

s

Vergleich mit (‘“lmrschlag: 360 < 372.4 < 400

Fiir die Beantwortung der Frage nach der Seillinge ist noch zu runden, da eine
Angabe mit vier giiltigen Grundziffern bei Ausgangsdaten mit nur drei giiltigen
Grundziffern (51.5) sinnlos ist.

Ergebnis: Insgesamt ist das Abspannseil rund 372 m lang.

a) Ermittle den Seilbedarf. wenn fiir Befestigung des Seils am Mast und Veranke-
rung 39, Zuschlag zu beriicksichtigen sind!
b) Die Verankerungen der vier 4bspannseile sollen die Ecken eines Quadrats bilden,

das einzuziunen ist. Wie grof3 ist mindestens die gesamte Zaunlinge ?
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Das Bild B 65 zeigt den senkrechten Schnitt durch ein zweiteiliges Sigedach, des-
sen Flichen einen rechten Winkel bilden. Solche Dicher werden fiir Industrie-
bauten bevorzugt, weil sie eine gute und blendungsfreie Auslichtung des Innen-
raumes gestatten. Dazu werden die steileren Dachflichen mit Glas ausgelegt.
Eine Werkhalle, deren Grundrifl ein Rechteck mit den Seiten a = 25.0 m und
b = 31,0 m ist, soll mit einem achtgliedrigen Sigedach iiberdeckt werden, dessen
Dachflichen parallel zur kiirzeren Seite liegen. Insgesamt miissen 4 = 425 m?
lichtdurchlissige Fliche vorhanden sein (Bild B 66). Wie breit sind die Dach-
flichen, die nicht mit Glas bedeckt werden ?

Lisungsiiberlegung:

Der senkrechte Schnitt des Daches besteht aus acht rechtwinkligen, einander
kongruenten Dreiecken. Von einem solchen Dreieck wird die Kathete e gesucht.
Dic Hypotenuse ¢ laBt sich aus der Linge b der Halle und der Anzahl n der Dach-
teile berechnen; die Kathete d 4Bt sich aus der gesamten Glasfliche 4, der An-
zahl n der Teile und der Hallenbreite a errechnen. Somit kénnen wir den Satz des

PYTHAGORAS anwenden.

Gegeben: a = 25,0 m; A = 425 m? Gesucht: e (in Meter)
b=310m: n=28
Allgemeine Lisung:
c? =d? 4 e? c=— d:n’_‘n
of = o —
e=1c2—d?
Uberschlag: ¢ ~4m; d~2m: ex~ )16 —4m =1]12m
Wegen 9 << 12 < 16 wird e zwischen 3 m und 4 m liegen.

s|e

Numerische Lisung:
31

c=7m=388m

d = ;.2—;; m=2,12m Wir lesen am Rechenstab ab.

e = )3.882—2,122m

s = YIET —AEm A 5-0 -6 751 x?

e Zh2em ’ : d
¢ \|3 X

B671 0 2-1-2 3-2-6 3-6-8 «x



Vergleich mit Uberschlag:
3<326<4
Ergebnis: Die schwiicher geneigten Dachflichen sind 3,26 m breit.

a) Wieviel Quadratmeter des Daches werden nicht mit Glas (oftmals mit sogenanntem

Asbestbeton ) gedeckt ?

b) Wie hoch ist das Dach ?
Aufgaben b 122 bis 142
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Der Funktionsbegriff
1 Zur Wiederholung

Wir wissen bereits:

® Gleichartige mathematische Objekte, zum Beispiel Briiche, Zahlen, Punkte,
geometrische Figuren kénnen zu Mengen zusammengefaBt werden.

e Die Objekte, die zu ciner Menge gehtren, heiBen Elemente dieser Menge.

e Das Wort .,Menge* der Umgangssprache wird im allgemeinen im Sinne von
,.viel” gebraucht. Im Gegensatz dazu gibt es in der Mathematik Festlegungen
fiir das Bilden von Mengen, die es zulassen, daB auch Mengen mit wenigen
oder einem, ja sogar mit gar keinem Element betrachtet werden.

o Die Menge, die kein Element enthilt. heiBt leere Menge (Zeichen: 0).

e Um auszudriicken, daB x als Element zur Menge M gehort, schreiben wir x e M
und sprechen ,.x ist ein Element von M*“.

Im folgenden Beispiel werden jeweils mathematische Objekte zu Mengen zusam-
mengefaBt, und diese Mengen werden der Reihe nach mit M, M,. ... bezeichnet.
M, sei die Menge aller Primzahlen zwischen 22 und 30.

Die folgenden Mengen sollen alle in ein und derselben Ebene betrachtet werden.
M, sei die Menge aller Punkte eines Dreiecks A BC.

Mj sei die Menge aller Eckpunkte dieses Dreiecks 4 BC.

M, sei die Menge aller Vierecke, deren Diagonalen einander halbieren.

M; sei die Menge aller Vierecke. die mindestens ein Paar zucinander paralleler
Seiten besitzen.

M sei die Menge aller gemeinsamen Punkte zweier konzentrischer Kreise, die
unterschiedlich lange Radien haben.

M; sei die Menge aller Vierecke, deren gegeniiberliegende Seiten jeweils gleich
lang sind.

e Die Menge My im Beispiel C 1 gehrt zu den endlichen Mengen. Die Menge M,
gehort zu den unendlichen Mengen. Dic leere Menge ist eine endliche Menge.

Stelle fest, welche Mengen im Beispiel C 1 endlich sind! Gib weitere Beispiele fiir
endliche und unendliche Mengen an!

Betrachten wir die Mengen M, und M, im Beispiel C 1, so kénnen wir feststellen:
Alle Punkte, die die Menge M, bilden, gehoren auch zur Menge M,. Die Menge M,
enthilt jedoch Punkte, die nicht zu M; gehbren.

Die Menge M, nennt man in diesem Falle eine echte Teilmenge und schreibt :
M;< M,.

Untersuche in der gleichen Weise die folgenden Mengen !
a) M, und M, b) M; und M,

Die Mengen M, und M, des Beispiels C 1 bestehen aus denselben Elementen, denn
die Elemente von M, sind wie die Elemente von M; alle Parallclogramme einer

Ebene. Man sagt, die Mengen M, und M, sind gleich und schreibt: M, — M.,

Aufgaben ¢ 1 bis 3



2 Abbildung einer Menge auf eine andere

Wir wissen bereits:
o Eine Menge M, die aus zwei Elementen a und b besteht, schreibt man
M = {a: b} oder M = {b; a}
e Ein geordnetes Paar ist eine Menge, die aus zwei Elementen besteht und in der
die Reihenfolge der Elemente festgelegt ist. Man schreibt zum Beispiel [a; b],
wenn a zuerst genannt werden soll.

Die Schiiler 4, B, C, D, E und F spielen Tischtennis, und zwar gibt es drei Spiele:
A spielt mit E; B spielt mit C: D spielt mit F. So erhalten wir fiir jedes Spiel
eine Paarung, wobei es gleich ist, ob wir z. B. {A: E} oder {E; A} schreiben.

a) Das Format von Zeichnungen und Biichern wird etwa durch ,.a xXb* ange-
geben. Darin ist die erste Zahl, also a, stets die Breite und b die Hohe. Ein
Buch im Format 160 x 227 ist 160 mm breit. Als geordnetes Paar wiirde man
schreiben [160; 227]. Dagegen bedeutet [227; 160], daBl das Buch 227 mm
breit ist.

b) Auto- und Fahrradreifen werden ebenfalls durch geordnete Zahlenpaare be-
schrieben. So bendtigt man z. B. fiir einen Pkw vom Typ ..Wartburg* Reifen
mit der Bezeichnung ,,6,00 % 13, Dabei gibt die erste Zahl die Breite der Lauf-
fliche in Zoll an und die zweite Zahl den Durchmesser der Felge in Zoll.

In einer Garderobe gehért zu jeder Garderobenmarke ein Haken. Wir betrachten
eine Menge von fiinf Garderobenmarken und bezeichnen sie mit X = {G,, G,, G,,
G,, G;} und die Menge der fiinf zugehérigen Haken, die wir mit Y = {H,, H,,
H,, H,, H;} bezeichnen.
In der Mathematik wird dieser Zusammenhang folgendermaflen beschrieben
(Bild C 1): Jeder Garderobenmarke ist ein (aber auch nur ein) Haken zugeordnet,
oder
die Menge der Garderobenmarken wurde auf die Menge der Haken abgebildet
Die auf Grund der jeweiligen Zuordnung zusammengehiérigen Elemente der
Mengen X und Y kann man als geordnete Paare oder in Tabellenform schreiben:
[Gys Hyl, [Gys Hy). [Gys Hyl. [Gys Hy), [653 Hy)

Gl | 62 J 03 I Gi I Gi

H, | H | H | B | H,

Wir wollen jeder natiirlichen Zahl n == 0 alle die na- H  Hy Hy H, H5} :
tiirlichen Zahlen zuordnen, die kleiner als n sind, so o o o o ofY
daB auf diese Weise geordnete Paare gebildet wer- r f ’
den (Bild C 2). o & o 5 &
Dabei ist X die Menge der natiirlichen Zahlen aufler 6 6 & 6 5‘5})(
0; Yist die Menge der natiirlichen Zahlen. Wir kén-

cl

nen feststellen: Jedem Element der Menge X (mit
Ausnahme des Elementes 1) wurden nacheinander
mehrere Elemente der Menge Y zugeordnet (dem 0
Element 1 der Menge X wurde genau ein Element der °

o
Menge Y zugcordn t)s
oder o

die Menge X wurde auf die Menge Y abgebildet 5 1 3 ’:}Y
9




Wir erhalten die geordneten Paare

[L: 0]

2; 0] und [2; 1]

[35 0] und [3; 1] und [3; 2]

usw.

Da durch Angabe der geordneten Paare festgelegt ist, wie die Elemente der
Menge Y den Elementen der Menge X zugeordnet sind, nennt man diese Menge
geordneter Paare eine Abbildung der Menge X auf die Menge Y.

Eine Gruppe von 14 Th.‘ilmanniaionieren wird auf einer Wanderung in einer
Jugendherberge iibernachten. Das Bild C 3 zeigt, wie die 14 Pioniere A, B, C.

., 0 auf die Raume 1, 2, 3 und 4 aufgeteilt werden. Wir beschreiben den Vor-
gang so:
Jedem Pionier ist ein (aber auch nur ein) Raum zugeordnet, oder
die Menge der Pioniere X = {A. B, sz 0} wird auf die Menge der Riume ab-
AB¢C

°

gebildet.
EF6H
NN \
Im Umkleidehiduschen eines Sportplatzes befinden sich 5 Raume, zu dencn
3 Schliissel gehoren. Aus dem Bild C 4 geht hervor, wie die Schliissel zu den Riiu-
men passen. Wir sagen:
Den Schliisseln S, Sy, Sy sind die Ridume R,, R,. Ry, Ry, R, zugcordnet,
oder

die Menge der Schliissel X = {S, S,, S;} wurde auf die Menge der Riaume
Y = {Rl, Rg, R,, R,. Rs} abgebildet.

Iv ,

/ /l//

o
C3 c4 Rz Ra R‘r Rfl)/

X

—eT—e
NO =0 &
:«;o*—c;;
#\."//.3

In den Beispielen C 4 und C 6 nennt man die Abbildung von X auf Y eindeutig.
Bedingung fiir die Eindeutigkeit ist, daB jedem Element von X cin und nur cin
(man sagt genau ein) Element von Y zugeordnet wird.

Schreibe fiir das Beispiel C 6 die auf Grund der Zuordnung zusammengehirigen
Elemente als geordnete Paare und in Tabellenform!

Eine Menge kann auch auf sich selbst abgebildet werden.

Bei einer Verschiebung einer Ebene wird jedem Punkt dieser Ebene sein Bild-
punkt zugeordnet. Dabei ist die Menge X der Originalpunkte gleich der Menge Y
der Bildpunkte, namlich gleich der Menge aller Punkte der betreffenden Ebene
(Bild C 5).

C5

60



3 Der Funktionsbegriff

Die Beispicle C 9 und C 10 stellen ebenfalls cindeutige Abbildungeneiner Menge X
auf die jeweilige Menge Y dar.

Aufgabe: Ordne jeder natiirlichen Zahl von 0 bis 5 ihren unmittelbaren Nachfolger
zu (Bild C 6)!

Es gilt X ={0;152;3;4;5} und Y = {1; 2: 3; 4; 5; 6}, und wir erhalten die
geordneten Paare:

[0: 1], [1: 2], [2: 3], [3: 4). [4; 5], [5; 6].

01 2 3 4 9§
Tabellenform (x € X, ye Y): e e o 0 o o
x l 0 1 2 3 4 5 l ‘
- °
T s e s SEE L
Es liegt eine cindeutige Abbildung der Menge X Co

auf die Menge Y vor.

Gegeben sei die Tabelle

% I 0 0.5 1 1.8 3 3.6

y [ o o 15 27 45 54

Die Zahlen x der oberen Zeile bilden die Menge X, die Zahlen y der unteren Zeile

die Menge Y. Durch die Tabelle ist dann jeder Zahl x € X eindeutig eine ZahlyeY
zugeordnet. Es liegt eine eindeutige Abbildungder Menge X auf die Menge Y vor.

DEFINITION: Eine Menge geordneter Paare [x; y] mit x € X und y € Y, die eine eindeutige
Abbildung der Menge X auf die Menge Y ist, heiBt Funktion.

Man sagt auch von diesen geordneten Paaren [x: y]. da} jedem x € X genau ein
y € Y zugeordnet wird.
Solche Mengen X wie in den Beispielen C2, 4, 9 und 10 bezeichnen wir als
Definitionsbereich der betreffenden Funktion. Im folgenden werden wir stets den
Bereich der rationalen Zahlen als Definitionsbereich zugrunde legen, wenn nicht
ausdriicklich etwas anderes vereinbart wird. Die Mengen Y der zugeordneten
Elemente bezeichnen wir als jeweiligen Wertebereich. Die Zahl y aus dem Werte-
bereich, die bei der jeweiligen Funktion einer Zahl x aus dem Definitionsbereich
zugeordnet wird, heilt der zu x gehérige Funktionswert.

Aufgaben ¢ 4 und 5

Lineare Funktionen

4 Zueinander direkt proportionale Zahlenfolgen

Wir wissen bereits:

e Zwei Zahlenfolgen heiBlen zueinander direkt proportional, wenn jedes Glied der
einen Folge aus dem entsprechenden Glied der anderen Folge durch Multiplika-
tion mit einem einheitlichen Faktor, dem Proportionalititsfaktor, hervorgeht.
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e Als einander entsprechend bezeichnet man
das 1. Glied der einen und das 1. Glied der anderen Folge sowie
das 2. Glied der einen und das 2. Glied der anderen Folge
und allgemein
das n-te Glied der einen und das n-te Glied der anderen Folge.

Gegeben sind die beiden Zahlenfolgen
0; 0,5;1;1,8; 3; 3,6 und 0; 0,75; 1,5; 2,7; 4,5; 5.4.

l 1. Glied | 2. Glied | 3. Glied l 4. Glied | 5. Glied | 6. Glied
1.8 ‘ 3

1
1,5

1. Zahlenfolge
2. Zahlenfolge

0
0

0.5
0,75

3.6

2,7 5,4

4.5

Proportionalititsfaktor: 1,5
Die Folgen sind zueinander direkt pro-
portional.

Wir wissen bereits:

e Sachverhalte, denen direkte Propor-
tionalitit zugrunde liegt, kénnen in
einem rechtwinkligen Koordinaten-
system graphisch dargestellt werden
(Bild C7).

Im rechtwinkligen Koordinatensy-
stem gehen zwei Strahlen (x-Achse,
y-Achse), die senkrecht aufeinander
stehen, von einem gemeinsamen
Punkt aus. Auf der Abszissenachse
werden die Punkte aufgesucht. die
den x-Werten (den Abszissen) zuge-
ordnet sind. Auf der Ordinatenachse
werden die Punkte aufgesucht, die
den y-Werten (den Ordinaten) zu-
geordnet sind.

Wir stellen die beiden Zahlenfolgen aus Beispiel C 11 in Form einer Wertetabelle
dar. Dabei benutzen wir als Variablen fiir die Glieder der ersten Folge den Buch-
staben ,,x** und fiir die Glieder der zweiten Folge den Buchstaben ,.y*.

x | 0 0.5 1 1.8 3 3.6

(/ Beispiel C 10)
y | o o5 15 27 45 54

Wir tragen die Punkte, die den geordneten Zahlenpaaren [0: 0], [0,5; 0.75],
[1: 1,5] usw. zugeordnet sind, in ¢in Koordinatensystem ein.

Im Laufe eines Sommertages erhielt man durch Messen der Lufttemperatur in
zweistiindigem Abstand die folgende Wertetabelle:

Uhrzeit I x | 01 2 | 4 | 6| 8|10|l2 |l4 Il()l]B IZO|22|24
Temperatur °C | y |14]11,5] 9.5 [12[14]22[26,5[27.5]27]25.5] 22 ] 19] 16

Hier liegt ebenfalls eine Funktion vor. Der Definitionsbereich besteht aus den
Zahlen 0, 2, 4, ..., 24. Jeder dieser Zahlen wird genau eine Zahl der zweiten Zeile
zugeordnet, die den Wertebereich der betrathteten Funktion bilden.
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0 2 4 [ 8 0 VA4 4 % % 2 2 2% x

Wir tragen die Punkte, die den geordneten Zahlenpaaren zugeordnet sind, in ein
passendes Koordinatensystem ein (Bild C 8). Wir verbinden die Punkte nicht mit-
einander, denn der Temperaturverlauf zwischen den Uhrzeiten ist nicht bekannt,
Dagegen kann uns der Thermograph auf Seite 57 eine geschlossene Kurve liefern,
denn er mift stindig die Temperatur.

- Aufgabe ¢ 6

5 Das rechtwinklige Koordinatensystem

Es gibt auch Funktionen, bei denen im Definitionsbereich oder im Wertebereich
negative Zahlen auftreten. Wir knnen die in diesen Funktionen auftretenden
geordneten Zahlenpaare mit negativen Zahlen ebenfalls in einem Koordinaten-
system darstellen, wenn wir die Zahlenstrahlen zu Zahlengeraden erginzen
(Bild C 9). Durch diese beiden Geraden wird die gesamte Ebene in vier Teile, die
Quadranten, zerlegt.

Cc9 c1lo

2 A(32)

I Quadrant L Quadrant 7

A0

2 A1)
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Im Bild C 10 wurden folgende Punkte markiert:

a) P, mit der Abszisse 5 und der Ordinate 2. Schreibweise: P; (3: 2):
b) P, mit der Abszisse —2 und der Ordinate —1. Q(‘hruhwelse P; (—
¢) Py mit der Abszisse 1 und der Ordinate —2. Schreibweise: P, (l

d) P, mit der Abszisse 0 und der Ordinate 1. Schreibweise: P, (0: 1).

—1):

u L]

2):

Da als Variablen fiir die Koordinaten von Punkten dieselben Buchstaben benutzt
werden wie fiir die Bezeichnung der Achsen, bezeichnet man einen Punkt P; mit
den Koordinaten v; und y; auf folgende Weise: P;(+:: y;). Wir verabreden, dabei
die Abszisse stets zuerst anzugeben.
Durch ein rechtwinkliges Koordinatensystem kann jedem geordneten Paar ratio-
naler Zahlen eindeutig ein Punkt der Ebene zugeordnet werden. Umgekehrt kann
man im rechtwinkligen Koordinatensystem nicht jedem Punkt der Ebene ein ge-
ordnetes Paar rationaler Zahlen zuordnen. Als Beispiel seien alle die Punkte ge-
nannt, von denen das Lot auf die x-Achse diese in einem Punkt trifft, dem die
Zahl |2 zugeordnet ist.

Aufgabe ¢ 7 bis 15

6 Funktionen mit der Gleichungy =m - x (m = 0)

Ein Pkw fihrt eine lingere Strecke auf der Autobahn mit der nahezu gleichbleiben-

- den Geschwindigkeit ‘)ﬂkT'I". Jeder Zeitspanne seit der Abfahrt ist eine durch-

fahrene Strecke eindeutig zugeordnet. Die dadurch entstandenen Paare bll(]k‘ll
eine Funktion. Diese Funl\tluu kann mit Hilfe der Gleichung
8 =90t (sin km, t in h gemessen) dargestellt \\(-rden.

Dje Funktion im Beispiel C 15 wird durch eine Gleichung der Form y = m - x
(m < 0) dargestellt. Die feste Zahl m ist der Proportionalititsfaktor. Der Defini-
tionsbereich im Beispiel C 15 besteht nur aus nichtnegativen Zahlen. Er ist durch
den Beobachtungszeitraum gegeben. Bei den Funktionen mit der Gleichung

=m-% erhalten wir wie bei der direkten Proportionalitit zu jeder Zahl llo:
Definitionsbereichs den zugeordneten Funktionswert durch Multiplikation mit der
festen Zahl m.

Gegeben sei eine Funktion mit der Gleichung y = 2x. Es sollen geordnete Zahlen-
paare, die dieser Gleichung geniigen, berechnet werden. Dann soll eine Werteta-
belle aufgestellt werden

Ermittlung einzelner Wertepaare (Auswahl)
0 Xy =1;7yy=2-1
Ys=2
[¥; 2]
x —2 — 15 —1 —0,5 0 0.5 1 1.5 2
y —k " =3 =3 = 0 1 2 3 1

Aufgaben ¢ 16 und 17



7 Graphische Darstellung der Funktionen y=m-x (m =+ 0)

Bemerkung: Im folgenden wollen wir statt ,,die Funktion mit der Gleichung ...
auch abkiirzend sagen ,,die Funktion ...*.

Wir wollen die Funktion y = 2x ( Beispiel 16) graphisch darstellen. Wir mar-
kieren die Punkte, die den in der Wertetabelle aufgefiihrten Zahlenpaaren zuge-
ordnet sind, in einem Koordinatensystem (Bild C 11). Wir vermuten:

SATZ: Alle Punkte der graphischen Darstellung der Funktion y — 2x liegen auf ein und

derselben Geraden, die durch den Anfangspunkt 0 des Koordi y verlduft.

Beweis:

1) Durch Einsetzen der Zahl Null fiir die Variable x haben wir das Zahlenpaar
[0; 0] erhalten, das auch in der Wertetabelle aufgefiihrt ist. Der Anfangs-
punkt O ist also ein Punkt der graphischen Darstellung.

2) Wir wihlen zwei beliebige von 0 verschiedene rationale Zahlen x, und x, und
berechnen durch Einsetzen in die Gleichung y = 2x die zugeordneten Funk-
tionswerte y, und y,:

I =2 - Yy =2
Die den Zahlenpaaren [x;; y,] und [x,; y,] zugeordneten Punkte R (x,: y,) und
S (xy; y,) der graphischen Darstellung sind im Bild C 12a mit den zugehérigen
Koordinaten eingezeichnet. Die rechtwinkligen Dreiecke O PR und 0QS sind
im Bild C 12b noch einmal dargestellt. g a

Nach der Gleichung gilt fiir die Liéinge Y
ihrer Katheten?

im A OPR: y, =2x, oder
m A 0QS: y, =2x, oder =2,

5100 08 Of - -
510008 08 65



y = mx (m € R, x € R) verlangt ist, je- 6 A(4,6)

Die beiden rechtwinkligen Dreiecke stimmen also in einem Winkel (dem
rechten Winkel) iiberein, die anliegenden Seiten bilden gleiche Verhiiltnisse.
Die Voraussetzungen eines Ahnlichkeitssatzes fiir Dreiecke (. Seite 42:
Satz B 14) sind damit erfiillt, und es gilt: / OPR ~ A 0QS.

Daher stimmen die beiden Dreiecke in allen Winkeln iiberein. Es gilt also auch
< POR = < QOS.

Die Strecken OR und OS bilden also beide mit der x-Achse den gleichen Winkel x
(Bild C 12¢), d. h., sie liegen beide auf einer gemeinsamen Geraden. Damit liegen
auch die beiden Punkte R und S auf derselben Geraden durch den Anfangs-
punkt 0. Entsprechende Uberlegungen, wie wir sie soeben fiir die beliebig ge-
wiihlten Punkte R und S der graphischen Darstellung durchgefiihrt haben, gelten
genauso fiir je zwei beliebige andere Punkte (auch im IIL Quadranten). Das
bedeutet, daB alle Punkte der graphischen Darstellung der Funktion y = 2x auf
derselben Geraden durch O liegen. Damit haben wir die Vermutung bewiesen.
Der soeben durchgefithrte Beweis lauft entsprechend ab, wenn wir statt der Glei-
chung y = 2x eine andere Gleichung y = mx mit einer beliebigen von Null ver-
schiedenen rationalen Zahl m betrachten.

Also liegen die Punkte der graphischen Darstellung jeder Funktion y = mx je-
weils auf einer gemeinsamen Geraden. Auf jeder dieser Geraden liegen aber auch
Punkte, die nicht zur graphischen Darstellung gehéren. So gehért zum Beispiel
der Geradenpunkt. dem das geordnete Zahlenpaar mit dem x-Wert | 2 zugeord-
net ist, nicht zur graphischen Darstellung der Funktion y = 2x; denn der
Definitionsbereich enthilt nicht die irrationale Zahl 12, da wir alle Betrachtungen
nur im Bereich R machen. Die graphische Darstellung der Funktion y = 2x
ist demzufolge keine ..liickenlose* Gerade, sondern ¢ine Punktmenge auf einer
Geraden, die noch viele Liicken aufzuweisen hat. Es ist iiberall dort eine Liicke in
der graphischen Darstellung anzutreffen, wo die Abszisse des betreffenden
Geradenpunktes eine irrationale Zahl
ist. Trotzdem werden wir, wenn die gra-
phische Darstellung einer Funktion y

C13

weils eine Gerade zeichnen und wissen,
daB auf ihr alle Punkte der graphischen
Darstellung liegen. Hierbei geniigt es, 5
zwei Punkte der graphischen Darstel- /
lung zu ermitteln, wobei 2in Punkt der 4 /
Koordinatenursprung O sein kann.

Aufzabe: Stelle die Funktion y = %x N
graphisch dar! Die Punkte der graphi-
schen Darstellung liegen auf einer Ge-
raden, die durch O (0: 0) geht. Als wei-

teren Punkt wihlen wir z. B.: x; = 1: //

3
y=5-4=6.

7

Wir haben also die beiden Punkte O
(05 0) und P; (4:6) erhalten. Wir zeich-
nen min die graphische Darstellung ! 2 J 4 x
(Bild C 13). (Beachte, daB wir stets nur einen Teil der graphischen Darstellung
zeichnen konnen!) Aufgaben ¢ 18 bis 21
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8 Der Anstiegm

Der Verlauf der Geraden, auf der die Punkte der graphischen Darstellung der
Funktion y = m * x liegen, hiingt vom Koeffizienten m von x ab (Bild C 14).
1

(’" = —7)

y =i .r(m :%):y =x(m=1);y=2x(m=2);y =— e
Wir legen fest, den Verlauf der Geraden stets in Richtung wachsender x-Werte,
d. h. von links nach rechts, zu betrachten. Dann entnehmen wir dem Bild C 14
folgende Eigenschaften der Funktionen y = mx:
Ist m— 0,sosteigt die Gerade vom IIL in den I. Quadranten, ist m - 0. sofillt
die Gerade vom IL in den IV. Quadranten. Je gréfer der Betrag von m ist, desto
steiler verliuft die Gerade.
Wir erkennen, dal der Koeffizient m von x ein Mal fiir das Steigen oder Fallen
der Geraden ist. Der Koeffizient m heiBt der Anstieg der Geraden, auf der die
Punkte der graphischen Darstellung der Funktion y = mx liegen.
Unterscheiden sich die Anstiege zweier Geraden durch den Anfangspunkt nur
durch das Vorzeichen, so liegen diese Geraden symmetrisch zur x-Achse, aber
auch symmetrisch zur y-Achse (Bild C 15). Dieser Sachverhalt liegt z. B. bei den
Funktionen y = x und y = —x (Bild C 16) vor.
Wir schranken den Definitionsbereich der Funktion y = x auf alle nichtnegativen
Zahlen und den der Funktion y = —x auf alle negativen Zahlen ein. Die so ein-
geschrankten Funktionen kénnen wir zu einer neuen Funktion zusammensetzen,
deren Funktionswerte mit Hilfe folgender Gleichungen berechnet werden kénnen:

C14




y = x, falls x > 0 oder x = 0 y
y

=—=x, falls x < 0, 2F
Entsprech-end der Deﬁuiti?n des thr?gcs
kénnen wir dafiir auch kiirzer schreiben 1+
y=lxl.
7o . e - . I L L !
Wie bei den Funktionen y = mx besteht = 5 7 7 7 %

der Definitionsbereich dieser Funktionen
aus den rationalen Zahlen. Thr Wertebe-

reich enthilt dagegen nur die nichtnega- I
tiven rationalen Zahlen (Bild C 17).
Aufgaben ¢ 22 bis 26 =

(64 I

9 Funktionen mit der Gleichungy = mx + n
(m,neR;m +=0)

Aufgabe: Gegeben sei die Funktion mit der Gleichung y — %x + 2.

Es sollen geordnete Zahlenpaare, die dieser Gleichung geniigen, berechnet werden.

Ermittlung einzelner Wertepaare (Auswahl)

x=—2 =0 gy =12
3 3 3
Y=g —=2+2 Ya=70+2 Yo=7"2+2
3 3
y‘=_7+2:05 Ya=2 y3:7+273\5
[—2;5 05] [0; 2 [2; 3,5]

Zusammenstellen einer Wertetabelle

x l—

2
y | o5 125 2 275 35 425

Folgende Uberlegung zeigt., daB alle Punkte der graphischen Darstellung der

Funktion y = -i-.r + 2 wieder auf einer Geraden liegen:

1. Die graphische Darstellung der Funktion y = % x liegt auf einer Geraden durch
den Anfangspunkt O ( Satz C 2, Seite 65).

2. Ausder Gleichungy = %x -+ 2 wird deutlich: Wir erhalten die y-Werte, indem
wir zu den y-Werten der Funktion y = %x jeweils 2 addieren.
Das bedeutet fiir die graphische Darstellung: Wir verschieben alle Punkte der

graphischen Darstellung von y = %x um zwei Einheiten in Richtung der posi-
tiven y-Achse (Bild C 18).

Wir erhalten eine Gerade, die
e die y-Achse im Punkt (0: 2) schneidet und

. i oy « 3 = = 3
e die denselben Anstieg hat wie die Gerade. die zu y = % gehort, nimlich m = +
In der Gleichung y = mx + n gibt die Zahl n an, wie weit die zugehorige Gerade

gegeniiber der zu y = mx gehorigen Geraden verschoben ist (Bild C 19).
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Da die GroBe der Verschiebung auf der
v-Achse abgelesen werden kann, gibt n
an, wo die zu y = mx + n gehorige Ge-
rade die y-Achse schneidet, namlich im
Punkt P (0; n).

") Begriinde, daf8 die Funktionen y = mx
(m == 0) Spezialfille der Funktionen
y =mx + n(m = 0) sind! - g

Die graphischen Darstellungen aller _4
Funktionen y = mx + n, die densclben
Anstieg m haben, gehen durch Verschie-
bung aus der graphischen Darstellung -1
von y = mx hervor. Bei der graphischen
Darstellung der Funktion y = mx -+ nist
cin Punkt aus der Gleichung sofort ab-
lesbar, namlich der Schnittpunkt mit der C18
v-Achse: P (0: n). Ein weiteres Werte-

paar mul berechnet werden.

[5] y=3x—15 y
Erster Punkt: P (0; —1.5)
Zweiter Punkt: Wir wihlen x;, = 3

y=23—-15=05
Wir erhalten Q (3: 0.5) 7
(Bild C 20). 8 / 0(3:05,

Wir betrachten nun solche Funktionen

v = mx — n. bei denen die Einschriin- 0 1 é X
kung m == 0 fallengelassen wird.




m=0;n=2;y=0-x+2, also y =2
Beim Aufstellen einer Wertetabelle wird jedem Wert von x der Funktionswert 2
zugeordnet :

i I—Z == 0 1 2
y=0-x+42 ] 2 2 2 2 2

Der Wertebereich dieser Funktion besteht nur aus der Zahl 2 (Bild C 21).

b4 y

{ €22

Allgemein gilt: Die graphische Darstellung einer Funktion y = n sind Punkte,
die auf einer Parallelen zur x-Achse liegen: diese Gerade schneidet die y-Achse
im Punkt (0; n).

Die graphischen Darstellungen der Funktionen y = |x| + n konnen durch
Verschiebung aus denen der Funktion y = |x| erhalten werden (Bild C 22).

Aufgaben ¢ 27 bis 30

10 Aufstellen der Gleichung aus der graphischen Darstellung

Zu einer in einem Koordinatensystem gegebenen Geraden kénnen wir die Glei-

chung der zugehérigen Funktion niherungsweise gewinnen.

Die Gleichung ist eindeutig festgelegt, wenn die Zahlen m und n (m, n, € R)

bekannt sind. Die Zahl n lesen wir als Ordinate des Schnittpunkts der Geraden

mit der y-Achse ab. Die Zahl m erhalten wir folgendermaflen:

1. Wir ermitteln aus der graphischen Darstellung die Koordinaten eines beliebi-
gen Punktes der Geraden.

2. Wir setzen diese Koordinaten in die Gleichung y = mx + n ein und lésen die
Gleichung nach m auf.

Gegeben ist die graphische Darstellung einer Funktion (Bild C 23). Gesucht ist
die Gleichung.
Wir lesen ab: n &~ —3.2.
Die Koordinaten eines Geradenpunktes P, (es wurde hier der Schnittpunkt
mit der x-Achse gewiihlt) sind niherungsweise
n~—25undy, =0.
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Wir setzen ein:

N =mx+n
0=m-(—2,5)—3.2
2,5m = —3,2
m=— 3—5 ~—13
Niherungsweise gilt dann:
y=—13x—32

Welche Schritte sind notwendig, um die
Gleichung einer Funktion niherungsweise
zu bestimmen, wenn aus der graphischen
Darstellung deutlich wird, daf} die Gerade
parallel zur x-Achse liegt ?

Funktionen mit Gleichungen der Form
y = mx + n werden lineare Funktionen
genannt. Funktionen mit Gleichungen
der Form y = |x| + n sind keie linearen C23
Funktionen. Die Gleichungen der Form

y = mx + n heilen lineare Gleichungen Wir unterscheiden lineare Gl(irhungcn
mit einer Variablen, z. B. y =5 oder x = 3, und solche mit zwei Variablen,
z.B.y =3x +2 oder x +y =5.

Aufgaben ¢ 31 bis 43

Zusammenfassung:

Eine Menge geordneter Paare [x;y] mit x€ X und y € Y, die eine eindeutige

Abbildung der Menge X auf die Menge Y ist, heilt Funktion.

Zur Angabe von Funktionen kénnen Wortvorschriften (, Belspxe] C 9), Wene-
bellen (,” Beispiel C 10), Gleich (/" Beispiel C 16) und graphi

gen (/* Beispiel C 21) herangezogen werden.

Die graphischen Darstellungen linearer Funktionen sind Punkte auf ein und der-

selben Geraden. Die Funktionen y = mx und y = n sind Spezialfille der Funktionen

y = mx + n. Der Koeffizient m helBt der Ansueg der Funktion.

Die durch Proportionalitit g igen Zuord sind also sp

lineare Funktionen, denn sie lnssen sich durch Gleichungen der Form y = mx + n

mit m > 0 und n = 0 darstellen.

<ol

7

Nullistellen linearer Funktionen; lineare Gleichungen

11 Berechnen von Zahlenpaaren aus linearen Gleichungen

Wir wissen bereits:

e Eine Gleichung besteht aus zwei Termen, die durch das Gleichheitszeichen ver-
bunden sind.

e Eine Gleichung mit Variablen in einem gegebenen Grundbereich lésen, heift
alle Zahlen bzw. Zahlenpaare des gegzbenen Grundbereichs ermitteln, die die
Gleichung nach dem Einsetzen fiir die Variablen zu einer wahren Aussage
machen, d. h., sie erfiillen.

e Jede dieser Zahlen bzw. jedes dieser Zahlenpaare bezeichnet man als eine
Lésung, die Menge aller Losungen einer Gleichung als Lésungsmenge.
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Zur graphischen Darstellung der linearen Funktionen haben wir aus diesen Glei-
chungen Zahlenpaare errechnet und sie zu Wertetabellen zusammengestellt. Alle
diese Paare erfiillen die jeweilige Gleichung, d. h., sie sind Lésungen dieser Glei-
chung.

Gegeben sei die Gleichung y = 2x — 4. Die Zahlenpaare a) [—2; —8], b) [0; —4],
¢) [2; 0] und unendlich viele andere erfiillen die Gleichung. Zur Probe setzen wir
in die gegebene Gleichung ein

a) linke Seite: —8 b) linke Seite: —4
rechte Seite: 2 - (—2) —4 = —8 rechte Seite: 2 -0 —4 = —4
Vergleich: —8 = —8 Vergleich: — 4 = —4

Wenn die Gleichung einer linearen Funktion und eine der Zahlen eines geordneten
Paares gegeben sind, so kénnen wir die zweite Zahl dieses Paares durch Einsetzen
in die Gleichung ausrechnen.

Gegebene Gleichung: y = —4x + 10
Geordnete Paare: a) [3;y], b) [x; —5]

a) Wir setzen in die gegebene b) Wir setz?n in die gegebene
Gleichung ein: Gleichung ein:
y=—4-3410 —5=—4x 410
y=—2 4x =15
[3; —2] i 175

15
[+ —3]

Aufgabe ¢ 44

12 Nulistellen

Unter allen Zahlenpaaren [x; y], die die Gleichung y = mx + n (m == 0) einer
linearen Funktion erfiillen, gibt es genau eins, in dem die zweite Zahl (der zu x
gehorige Funktionswert) gleich 0 ist.

DEFINITION: Eine Zahl aus dem Definitionsbereich einer Funktion, der bei dieser Funktion
die Zahl Null zugeordnet wird, heiBt Nullstelle dieser Funkti

a) y=—05x+7; b) y =+x+4; o) y=22—3;

Nullstelle: x = 14 Nullstelle: x = —12  Nullstelle: x — -

Eine Nullstelle einer Funktion ist die Abszisse eines Schnittpunktes ihrer graphi-
schen Darstellung mit der x-Achse. denn alle Punkte mit der Ordinate 0 liegen
auf der x-Achse.

Die graphischen Darstellungen der linearen Funktionen y = mx - n mit m =+ 0
sind Punkte. die jeweils auf einer gemeinsamen Geraden liegen. Da eine solche
Gerade die x-Achse in genau cinem Punkt schneidet. folgt. dafl diese linearen
Funktionen genau eine Nullstelle haben (m € R; n € R). Die Funktionen y = n
haben fiir n <= 0 keine Nullstelle. Ihre graphischen Darstellungen sind Punkte auf
Parallelen zur x-Achse. Die Funktion y = 0 hat fiir jedes x den Funktionswert 0.
Sie hat also unendlich viele Nullstellen. Alle Punkte ihrer graphischen Darstellung
liegen auf der x-Achse.

Es gibt noch weitere Funktionen, die mehr als eine Nullstelle besitzen.
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x2—9; Nullstellen: x;, = 3; x, =—3

a) y =
|| —5; Nullstellen: x; = 5; x, = —5

b) v

Im folgenden Beispicl sind Funktionen ohne Nullstellen angegeben.
a) y=x+9 b) y=|x| +5
Aufgaben ¢ 45 und 46

Y

Losen linearer Gleichungen

13 Lineare Gleichungen mit Klammern

Wir haben in Klasse 7 Regeln fiir das Umformen von Gleichungen mit einer

Variablen kennengelernt. Diese Regeln wurden dort fiir lineare Gleichungen mit

dem Variablengrundbereich R und mit Koeffizienten und absoluten Gliedern

aus R aufgestellt. Sie gelten aber ebenso, falls auch irrationale Zahlen auftreten.

1. Vertauscht man die Seiten einer Gleichung, so entsteht eine zu ihr dquivalente
Gleichung.

2. Addiert oder subtrahiert man auf beiden Seiten einer Gleichung eine rationale
oder irrationale Zahl oder ein Vielfaches ax von x (a rationale.oder irrationale
Zahl), so entsteht eine zu ihr dquivalente Gleichung.

3. Multipliziert man beide Seiten ciner Gleichung mit derselben von Null ver-
schiedenen rationalen oder irrationalen Zahl, so entsteht eine zu ihr dqui-
valente Gleichung.

4. Dividiert man beide Seiten einer Gleichung durch dieselbe von Null verschie-
dene Zahl, so entsteht eine zu ihr dquivalente Gleichung.

Dabei heiBien zwei Gleichungen zueinander dquivalent, wenn sie dieselbe Losungs-

menge haben, und zwar bezogen auf ein und denselben Variablen-Grundbereich.

Aufgabe: x — (8x — 69) + (6x — 50) = 2x — (x — 5)
Auflssen der Klammern: x — 8x -+ 69 4+ 6x—50 =2x—x+5
Zusammenfassen: —x + 19 = x 4+ 5 =19=x
—2x = —14 1 (—2)
2 =T

Probe: linke Seite: 7T— (87 —69) + (6-7—50) =7 + 13 —8 =12

rechte Seite: 2-7— (71— 5) =14 —2 =12

Vergleich: 12 = 12, also L = {T7}.

Aufgabe: (x—3) (2x—5) —4(x—2) =2 (x—1)2—12
Ausmultiplizieren: 2x2 — 5x —6x + 15 —4x + 8 =2 (x?—2x + 1) — 12
2x2 —5x—6x +15—4x 4 8 =222 —4x + 2 —12

Zusammenfassen: 2x*— 15x + 23 = 2x? —4x — 10
Diese Gleichung ist zwar nicht linear, denn sie enthilt Glieder mit x% Sie 148t sich
aber in einé zu ihr dquivalente lineare Gleichung iiberfiihren.

— 150 +23 =—4x—10 + 4x —23

— 1lx =—133 : (—11)

x=3



Probe: linke Seite: (3—3)(2-3—5)—4(3—2)=0:1—4-1=—4
rechte Seite: 2(3 —1)2—12=2-22—12=2-4—12 = —4
Vergleich: —4 = —4, also L = {3}.

Bei Division durch % st man nicht sicher, ob eine zur ersten Gleichung dquivalente
Gleichung entsteht oder nicht. Deshalb muB gegebenenfalls die entstehende Glei-
chung ge%ondcrt hinsichtlich ihrer Lésungsmenge untersucht werden.

Aufgabe:
(1) x*(x + 1) = x2(x 4- 2). Der Variablen-Grundbereich sei die Menge der rationa-
len Zahlen.
Die Gleichung (1) hat die Lésungsmenge L = {0}.
Probe: linke Seite: 0(0 + 1) = 0; rechte Seite: 0(0 + 2) = 0 Vergleich: 0 = 0
Wir dividieren jetzt die Gleichung (1) durch *:

x4+ 1) = x%x +2) |:%
und erhalten:
(2) x(x + 1) = x(x + 2).
Auch die Gleichung (2) hat die Lésungsmenge L = {0} und ist damit zu (1)
dquivalent.
Probe: linke Seite: 0(0 4 1) = 0; rechte Seite: 0(0 + 2) = 0 Vergleich: 0 = 0
Wir dividieren nun die Gleichung (2) wiederum durch die Variable *:

x(x 4+ 1) =x(x+2) |:%

und erhalten

@B x+1l=x+2
Im Falle der Gleichung (3) ist die Lésungsmenge leer, denn fiir keine rationale
oder irrationale Zahl x gilt

x+1=x+42.
Gleichung (3) ist zu (2) nicht dquivalent und daher die Umformung nicht zulissig.

Auch wenn x in Verbindung mit anderen Zahlen oder Variablen steht, mu8 man
das Dividieren durch die Variable x nach Moglichkeit vermeiden oder aber beson-
ders iiberpriifen.

Aufgabe: (x —3) (x +4) = (x —7) (x — 3)
Der Variablen-Grundbereich sei die Menge der rationalen Zahlen.
Ausmultiplizieren: x® 4 4x — 3x — 12 = 22 — 3x — Tx L 21

Zusammenfassen: 22+ x—12 =22—10x + 21 |— 4%+ 10x + 12
11x =33 w1
%=1

Probe: linke Seite: (3—3)(3 +4)=0-7=0

rechte Seite: (3 —7)(3—3)=(—4)-0=0

Vergleich: 0 = 0, also L = {3}
Vermeidet jemand nicht das Dividieren durch die Variable x, sondern dividiert
durch (* — 3), so erhilt er eine Gleichung, die zur gegebenen nicht dquivalent ist.

(x—3)(x+4)=(x—7(x—3) |:(x—3
x+4=x—1

Diese Gleichung hat keine Losung.
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Auch das Multiplizieren mit der Variablen x kann zu einer zur gegebenen Glei-
chung nicht dquivalenten Gleichung fiihren. Betrachten wir hierzu ein Beispiel:

iiufgabe: x + 2 = x + 3. Der Variablen-Grundbereich sei die Menge der rationa-
len Zahlen.

Diese Gleichung hat keine Losung, A h. L=0.

Wir multiplizieren beide Seiten der Gleichung mit x:

x(x | 2) = x(x + 3).

Ausmultiplizieren: x* -+ 2x =x% 4+ 3x |[—a?
3x — 3z
1)
x=0

Probe: linke Seite: 0 4 2 = 2: rechte Seite: 0 + 3 = 3

Vergleich: 2 = 3, also ist 0 nicht Losung.
Die Probe offenbart, dafl das Einsetzen von 0 zu einer falschen Aussage fiihrt.
Die Zahl 0 ist zwar Losung der Gleichung x(x + 2) = x(x + 3), aber nicht Lésung
der urspriinglich gegebenen Gleichung x 4 2 = x + 3. Die beiden Gleichungen
sind also nicht dquivalent.

Dic Probe hat also nicht nur den Zweck, die Richtigkeit des Rechenganges zu
iiberpriifen, sondern sie soll vor allem zeigen, ob alle gefundenen Zahlen wirklich
Lésungen der urspriinglich gegebenen Gleichung sind.

Aufgaben ¢ 47 bis 52

14 Lineare Gleichungen mit Briichen

Gegeben sei die Gleichung 3x — 2';5 16— 22102 + L

Es treten mehrere Briiche auf. Die Variable x ist aber in allen Brurhen nur jeweils
im Zihler enthalten.

Multiplikation mit dem Hauptnenner 12:

b 2x+5 « Tx+ 19 2x + 1

43{3x477 \:“\167;—2 = =
Ausmultiplizieren: 126x — 42032 450 679 — 42(7" 419 “‘2" £1)
Kiirzen: 126x — 6(7r +5) =672 — Zl(7r + 19) — 14(2x + 1)
Ausmultiplizieren: 126x — 12x — 30 = 672 — 147x — 399 — 28x — 14
Zusammenfassen: 114x — 30 = — 175x + 259 |+ 175x + 30

289x = 289
=1

Fiihre die Probe selbst aus, und gib die Lisungsmenge der Gleichung an!

In den folgenden Beispielen tritt die Variable auch in Nennern von Briichen auf.

Gegeben ist die Gleichung % + % = ? + %,
Wir miissen von vornherein x = 0 annehmen, da fiir x = 0 die Gleichung keinen
Sinn hat.
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Multiplikation mit dem Hauptnenner 18x:

18x- 2 + 18x- 3 = 18x- 2 + 18x-+
162 -+ 9x = 180 + 8x |— 8x— 162
x =18

Fiihre die Probe selbst aus, und gib die Lisungsmenge der Gleichung an!

4 3 x=1
=

Sie ist eine Verhaltmsglel(‘hung, in der die Variable x in den Zahlern und Nennern

auftritt. Fiir x = 2 und x = 4 hat die Gleichung keinen Sinn.

Gegeben sei die Gleichung —, z

N B
=2 w4 e —2) (x—1)

G-DE-H (=3 _ (=D HE=1)
-2 =4
Kiirzen: x—HEx+3)=x—2)(x—7)
Ausmultiplizieren: 22+ 3x—4x— 12 =22 —Tx—2x + 14
Zusammenfassen: x2—x—12=2x2—0x+ 14 |—=x%2+9x+ 12
8x = 26 : 8

13
T

Fiihre die Probe selbst aus, und gib die Losungsmenge der Gleichung an!

Aufgaben ¢ 53 bis 55

15

Treten in einer Gleichung mehrere Variablen auf, kann eventuell nach verschiede-
nen Variablen aufgelést werden.

Gegeben: 5x +a = 2b—3a

a) Auflosen nach x: b) Auflésen nach a:
sx+a=2b—3a |—a 5x +a=2b —3a |+ 3a—5x
5x =2b—4a |:5 da =2b—5x |:4
2%b-4a 2 —5x
HF= 3 a= =
Probe: Probe:
linke Seite: 5 - Zb;“ +a= linke Seite: 5x + 2=%% —
=2 —4a +a=2b—3a *“‘_fu:M
rechte Seite: 2b — 3a rechte Seite: 2b — 3 - 2~ Sx =
Vergleich: 2b — 3a = 2b— 3a __8b-6b+15x _ 2 s
Diese Gleichung ist stets eine wahre hx b 2T
Aussage, unabhingig von den fir a Vergleich: ==F—also
bzw. b eingesetzten Zahlen, also L= {M} "
o {%»4.,} 4

Lise die Gleichung im Beispiel C 35 nach b auf!
Aufgaben ¢ 56 bis 89
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Volumenvergleiche

1 Zur Wiederholung

a) Konstruiere in senkrechter Zweitafelprojektion einen Wiirfel!
b) Konstruiere in senkrechter Zweitafelprojektion einen Quader. der kein Wiirfel ist!
¢) Konstruiere in senkrechter Zweitafelprojektion ein gerades Prisma, das kein

Quader ist!

Konstruiere die Korper aus Auftrag D 1 in schriger Parallelprojektion!

Geometrische Kérper, die von zwei zu-
einander parallelen und kongruenten
n-Ecksflichen (Grund- und Deckfliche)
sowie von n Parallelogrammflichen
(Seitenflichen) begrenzt werden, hei-
(en Prismen.

Der Abstand von Grund- und Deck-
fliche ist die Linge der Héhe des
Prismas.

Prismen, deren Seitenkanten senkrecht
auf der Grundfliche stehen, sind gerade
Prismen. Quader und Wiirfel sind spe-
zielle gerade Prismen.

(. Ubersicht auf dem hinteren Buch-
deckel)

Volumen eines geraden Prismas:

V=A4c-h

(A Inhalt der Grundfliche; h Linge
der Héhe des Prismas)

Geometrische Korper, die durch Rota-
tion einer Rechteckfliche um eine ihrer
Seiten entstehen, heilen gerade Kreis-
zylinder. Grund- und Deckfliche sind
zueinander kongruente Kreisflichen in
zueinander parallelen Ebenen. Der
Mantel kann zu einem Rechteck abge-
wickelt werden. Der Abstand von
Grund- und Deckfliche ist die Linge
der Héhe des Kreiszylinders.

Bei geraden Kreiszylindern stehen die
Mantellinien senkrecht auf der Grund-
fliche.

Volumen eines geraden Kreiszylinders:

(A¢ Inhalt der Grundfliche; h Linge
der Hohe des Kreiszylinders; r Radius
des Grundkreises)

Stelle einen geraden Kreiszylinder mit d = 3,5 cm und h = 5,2 cm in Zweitafel-

projektion dar!

2 Volumenvergleiche

Aufgaben d 1 bis 10

Zwei gerade Prismen (Bild D 1) sollen gleiche Grundflicheninhalte Ag, baw. A,
sowie gleich lange Héhen hy bzw. hy haben. Jede zur gemeinsamen Grundflichen-
ebene parallele Ebene, die beide Kérper schneidet, erzeugt flichengleiche Schnitt-
flichen. Aus V} = Ag, * hy und V, = Ag, - h, folgt V, = V,.

Die beiden Prismen haben gleiche Volumina.

Das Bild D 2 zeigt einen Stapel kongruenter diinner Pappscheiben (z. B. Post-
karten oder Rommékarten) und einen zweiten Stapel, der mit Hilfe eines Lineals

in eine neue Lage gebracht wurde. Der linke Stapel hat die Gestalt eines geraden
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Prismas. Der rechte Stapel stellt ein treppenartiges Gebilde dar. Je diinner wir
uns die Scheiben denken, desto mehr nihert sich der treppenartige Kérper einem
schiefen Prisma. Beide Stapel haben gleich lange Hohen und gleiche Grundflichen-
inhalte. Jede zur gemeinsamen Grundflichenebene parallele Ebene. die die beiden
Stapel schneidet, erzeugt flicheninhaltsgleiche Schnittfiguren. Da das Volumen
beider Stapel gleich ist. vermuten wir, daB auch das gedachte schiefe Prisma
(anstelle des Treppenkorpers) das gleiche Volumen hat wie das urspriinglich
gerade Prisma.

Das Bild D 3 veranschaulicht die entsprechenden Zusammenhinge wie im Bei-

spiel D 1 an zwei Stapeln. bei denen die Flicheninhalte der Schuittflichen nach

oben zu immer kleiner werden. Auch hier wissen wir, dal die beiden Stapel glei-

ches Volumen haben. Wir vermuten, daB bei immer feiner werdenden Schichten

der ,,gerade* und der ,.schiefe* Korper ebenfalls gleiches Volumen haben.

Fiir alle drei Fille, die in den Bildern D 1, 2 und 3 dargestellt wurden, gilt:

(1) Die Grundflichen der beiden Kérper haben den gleichen Flicheninhalt.

(2) Die Hohen der beiden Kérper sind gleich lang.

(3) Jeder beliebige zur Grundfliche parallele Schnitt in gleicher Hohe erzeugt bei
beiden Kérpern flicheninhaltsgleiche Schnittfiguren.
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Auflerdem vermuten wir:

(4) Die Kérper haben gleiche Volumina.

Auf Grund solcher Uberlegungen formulierte der groBe italienische Mathematiker
Bonaventura Cavalieri (1598—1647) einen Satz, der besagt, dal zwei Korper mit
den Eigenschaften (1), (2) und (3) stets die Eigenschaft (4) besitzen.

SATZ des Cavalieri: Wenn fiir zwei Kérper mit gleich langen Hohen und gleichen Grund-
flicheninhalten gilt, daB parallel zur Grundflichenebene in beliebigen, aber jeweils gleichen
Abstiinden von dieser gefiihrte Schnitte stets zu Schnittflichen mit gleich groBen Flichen-
inhalten fiihren, so haben die beiden Kérper gleiche Volumina.

Beweisen kénnen wir diesen Satz mit den uns zur Verfiigung stehenden Mitteln
auf dieser Klassenstufe nicht. Wir werden diesen Satz jedoch gelegentlich an-
wenden.

3 % e g 5 D4
Gegeben seien zwei Kérper mit gleich
langen Hohen und gleich groBen Grund- m O

flicheninhalten (Bild D 4). Jede parallel \ | / \\ a
zur gemeinsamen Grundflich b ge- =
legene Ebene erzeuge jeweils bei beiden : w

Kérpern Schnittflichen. die gleiche Fli- R HEE
cheninhalte haben. Da damit die Voraus- \\ / \

setzungen des Satzes von Cavalieri erfiillt . S
sind, haben die beiden Kérper gleiche = .

Volumina.

s
=]

Z

Leite die Formel fiir das Volumen eines beliebigen geraden Prismas mit Hilfe ron
Satz D 1 her!
( Anleitung: Fiihre einen Vergleich mit einem geeigneten Quader durch!)

3 Schiefe Prismen und schiefe Kreiszylinder

In schiefen Prismen stehen die Seitenkanten nicht senkrecht auf der jeweiligen
Grundflichenebene. Zu jedem schiefen Prisma gibt es ein gerades Prisma, das den
gleichen Grundflicheninhalt und eine Héhe gleicher Linge wie das schiefe Prisma
besitzt.

Begriinde, dafi die beiden Prismen im Bild D 5 die Eigenschaft (3) ( #S.79)
besitzen!

SATZ: Jedes Prisma mit dem Grundflichen- Ds

inhalt Ac und der Héhenlidnge h besitzt das

Volumen V = Agh. /
£

Beweis: Besitzt ein schiefes Prisma den
Grundflicheninhalt 4¢ und die Héhen-
linge h, so gibt es ein gerades Prisma
mit derselben Héhenlidnge und demselben
Grundflicheninhalt. Da man zeigen kann,
daB das schiefe Prisma und das gerade
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Prisma in gleichen Abstinden von den Grundflichen flichengleiche Schnitt-
flichen parallel zu den Grundflichenebenen besitzen, haben sie nach Satz D 1
gleiche Volumi Da das Vol des geraden Prismas V' = Ag h betragt, ist
damit der Satz D 2 bewiesen.

In schiefen Kreiszylindern stehen die Mantellinien nicht senkrecht auf der Grund-
flichenebene. Zu jedem schiefen Kreiszylinder gibt es einen geraden Kreiszylinder,
der den gleich langen Grundkreisradius und die gleich lange Hohe wie der schiefe
Kreiszylinder besitzt.

Dic auf der Grundflichenebene eines
schiefen Kreiszylinders senkrecht stehen-
den Geraden durch die Punkte des Grund-
flichenkreises mit dem Radius r schnei-
den die Deckflichenebene in Punkten.
die auf ein und demselben Kreis liegen
(Bild D 6). Dieser Kreis besitzt ebenfalls
den Radius r. Der schiefe und der gerade
Kreiszylinder haben gleich lange Hohen
und denselben Grundkreisradius.

Do

Begriinde. daf die beiden Kreiszylinder im Bild D 6 die Eigenschaft (3) besitzen!

SATZ: Jeder Kreiszylinder mit dem Grundkreisradius r und der Hohenlinge h besitzt das
“Volumen V =z-r*-h,

Der Satz D 3 1Bt sich wie der Satz D 2 beweisen.
Avfgaben d 11 bis 15

Pyramiden

4 Definieren des Begriffs ,,Pyramide‘

In einer Ebene ¢ sei ein Sechseck ABCDEF gegeben (Bild D 7). Wir verbinden
die Eckpunkte des Sechsecks mit einem nicht in der Ebene ¢ liegenden Punkt S.
Der dadurch bestimmte ebenflichig begrenzte Kérper wird Pyramide genannt.

D7

schiefe sechsseitige regelmdBige schiefe vierseitige (qua-
Pyramide sechsseitige Fyramide dratische) Pyramide
3 -
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Q)
¥)

V C

Schreibe alle Kanten und alle Begrenzungsflichen der Pyramide im Bild D 7b auf!

DEFINITION: Jeder ebenﬂncluz begrenzle Korpcr, der von einer n-Eckfliche und von n in
einem Punkt gl wird, heiBt eine n-seitige
Pyramide (Bild D 7).

Die n-Eckfliche heifit die Grundfliche, die n Dreiecksflichen heien die Seiten-
flichen der Pyramide. Der Punkt, in dem die Seitenflichen zusammenstoBen,
heiBt die Spitze der Pyramide. Der Abstand der Spitze von der Grundflichenebene
ist die Lange der Héhe der Pyramide. Die Seiten der Grundfliche werden Grund-
kanten, die von der Spitze ausgehenden Kanten werden Seitenkanten der Pyra-
mide genannt.

Stelle eine quadralische Pyramide mit der Grundkantenlinge a = 4 cm und der
Héhenlidnge h = 6 cm im Schrigbild in Kavalierperspektive dar! Welche Maglich-
keiten gibt es fiir die Lage der Spitze?

Eine Pyramide heiBt regelmiiflig, wenn

(1) die Grundflache ein regelmiBiges Vieleck ist und wenn

(2) die Spitze senkrecht iiber dem Mittelpunkt der Grundflache liegt.

Die Seitenflichen sind dann kongruente gleichschenklige Dreiecke. (Der Mittel-
punkt ist bei Vielecken der Schnittpunkt der Symmetrieachsen.)

Bei regelmiBigen Pyramiden wird die Gerade durch das Lot von der Spitze auf
die Grundflichenebene Achse der Pyramide genannt.

5 Kanten und Begrenzungsfldchen gerader Pyramiden

Wir fiihren fiir die geraden Pyramiden
die im Bild D 8 angefithrten Bezeich-

nungen ein.

Aufgabe: Von einer geraden quadrati-
schen Pyramide seien die Grundkanten-
linge a = 4 cm und die Seitenkanten-
linge s = 6 cm gegeben. Gesucht sind
a) die Lange der Héhe h und b) die
Linge der Seitenflichenhdhe h, der
Pyramide.

Lésung (Bild D 8; gerade quadratische
Pyramide):
a) Im rechtwinkligen Dreieck AMSist

h Kathete. Nach dem Satz des Py- a Grundkantenldnge
thagoras gilt: h  Pyramidenhdhe

Vv ol s Seitenkantenldnge
Iy =iy — A hy Hihe der Seitenfliche mit
Auch AM? kann mit Hilfe des der Grundkante a

Satzes des Pythagoras berechnet
werden. Im Dreieck ABM gilt we-
gen AM = BM: D8




at = AM? + AM?

a? =2 AM?

(@) 4z =1

Wir setzen (2) in (1) ein:

Rt =22

o
.fn: Vs’—T
h=1/36—%em
h=Y28cm~ 5,3 cm

b) Im rechtwinkligen Dreiecck BES ist h, Kathete.
Nach dem Satz des Pythagoras gilt:

he? = 32—(%)2.

Daraus finden wir

ha? = s? ~;

e = I/sB — % .
Wir setzen ein:

ha = /36 — ¥ em

he = ]'36 —4 cm

he = ]’lﬁcm

ha &~ 5,7 cm

Ergebnis: Die Lange der Hohe betrigt 5,3 cm, und die Linge der Seitenflichen-
héhe betrigt 5,7 cm. 1

a) Von einer vierseitigen geraden Pyramide, deren Grundfliche eine Rechteckfliche
ist, sind die Lingen a, b und h gegeben (Bild D 9 ).
Erliutere den Lisungsweg zur Berechnung von s, h, und hy!

b) Von einer regelmifligen sechsseitigen geraden Pyramide sind a und s gegeben
(Bild D9b).
Erléiutere den Losungsweg zur Berechnung von h und h,!
( Anmerkung: Die regelmifige sechsseitige Grundfliche kann in 6 gleichseitige
Dreiecksfliichen zerlegt werden.)

Aufgaben d 16 bis 19

6 Das Volumen von Pyramiden

Eine dreiseitige Pyramide wird nur von Dreiecksflichen begrenzt. Bei einer drei-
seitigen Pyramide kann jede Begrenzungsfliche als Grundfliche gewihlt werden.

a) Stelle eine dreiseitige Pyramide im Schrigbild sowie im Grund- und Aufrif} dar!
b) Begriinde, daf sich jede Pyramide in dreiseitige Pyramiden zerlegen lift!

Wir untersuchen das Volumen dreiseitiger Pyramiden.

6* {3



b SATZ: Zwei dreiseitige Pyramiden mit gleich langen Hohen und gleichen Grundflichen-
inhalten haben gleiche Rauminhalte. ¢

Beweis: Gegeben seien zwei dreiseitige Pyramiden mit den Spitzen S, bzw. S, mit
gemeinsamer Grundflichenebene (Bild D 10). Die Héhen der Pyramiden seien
gleich lang. Wir bezeichnen die Hohen mit h. Weiter sei 4 4pc = Aapre. Die
Dreiecksflichen 4'B'C’ und D'E’G’ seien parallel zur Grundflichenebene gelegene
Schnittflichen. Thr Abstand von den Spitzen sei beliebig, aber gleich; wir bezeich-
nen ihn mit h’. Die Schnittpunkte der Lote von S, und S, auf die Grund- bzw.
Schnittflichenebene bezeichnen wir mit F, und F, bzw. F," und F,’.

Wir weisen nach, dal 4y ¢p ¢ = Aapre gilt.

a) Auf Grund des Strahlensatzes gilt in der Ebene ABS,

AB: A'B' = AS,: A’S, und in der Ebene AF,S,
Daraus folgt wegen der Parallelitiat der Ebenen 4BC und 4,B,C;
AB: AB =h:h'.
Entsprechend finden wir
BC:BC =h:k
und
CA:CA =h:F.
b) Wegen a) sind die Dreiecke ABC und A'B’C’ dhnlich. Auf Grund des Satzes
iiber die Flicheninhalte dhnlicher Figuren gilt

S ATS, = hi k.

Apapc: Aarpc = h*: '

In entsprechender Weise ergibt sich

L

Anpec: Aappe = h*: b2




d) Aus b) und c) folgt
Anapc: Aaapc = Aaprc: AapEc-
Da nach Voraussetzung
Axapc = Aapre
gilt, ergibt sich
Aswpc =Arprc-
Damit sind fiir die beiden Pyramiden die Voraussetzungen des Satzes von
Cavalieri erfiillt. Sie haben also gleiche Volumina.

Mit Hilfe von Satz D 5 ist es nun méglich, eine Formel fiir das Volumen von
dreiseitigen Pyramiden zu finden.

SATZ: Das Volumen jeder dreiseitigen Pyramide mit der Hohenléinge h und dem Grund-
flicheninhalt Ac betriigt:

Dreiseitige Pyramide:

V=1dc-h.

Beweis: Gegeben sei eine Pyramide mit der Grundfliche 4 BC, der Spitze 4’, der
Héhenlinge h und dem Grundflicheninhalt A¢ (Bild D 11). Die Seitenkante 44’
stehe senkrecht auf der Grundflichenebene 4BC. Wir errichten in den Eck-
punkten B und C der Pyramide die Senkrechten auf die Grundflichenebene. Sie
schneiden die Ebene durch A4', die parallel zur Grundflichenebene verlduft, in
Punkten, die wir mit B’ und C’ bezeichnen. Der ebenflichig begrenzte Korper mit
den Ecken 4, B, C, A’, B’, (' ist ein Prisma mit dem Volumen Vpp, = Ag h.
Dieses Prisma setzt sich aus der Pyramide I (Grundfliche ABC, Spitze A') und
dem Restkorper mit den Ecken B, B', C’, 4’, C zusammen.
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a) Den Restkorper zerlegen wir durch die Ebene A'CB’ in die dreiseitige Pyra-
mide IT (Grundfliche A'CB’, Spitze C') und die dreiseitige Pyramide III
(Grundfliche 4'CB, Spitze B') (Bild D 12).

b) Wir vergleichen die Pyramjden I und II. Dazu wiahlen wir die Dreiecksfliche
ABC als Grundfliche von I und die Dreiecksfliche 4’'B’C’ als Grundfliiche
von II. Die Pyramiden haben dann gleich lange Héhen sowie kongruente und
damit flicheninhaltsgleiche Grundflichen. Nach Satz D5 gilt Vi= Vu
(Bild D 13).

¢) Wir vergleichen die Pyramiden IT und ITI. Dazu wihlen wir die Dreiecksfliche
CB'C' als Grundfliche von II und die Dreiecksfliche CBB’ als Grundfliche
von ITI. Die beiden Pyramiden haben dann die gemeinsame Spitze A'. Thre
Héhen sind also gleich lang (Bild D 13).

Die gewihlten Grundflichen sind kongruent und damit flicheninhaltsgleich.
Nach Satz 4 gilt Vi = Vi,

d) Aus b) und ¢) folgt Vi = Vi = Vin. Wegen Vprigma = Vi + Vi + Vi

finden wir also Vpyume = 3 V1 bzw. Vi = % Verisma: Damit gilt

Veyeamide = 5 Ac h.
Ist eine beliebige n-seitige Pyramide mit dem Grundflicheninhalt A¢ und der
Héhenlinge h gegeben. so ldBt sie sich in k (k = n — 2) dreiseitige Pyramiden

mit gleich langen Héhen und den Grundflicheninhalten A4, ..., A4 zerlegen
(Bild D 14).
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Wegen
1

Ah 4 5 Ak + oo 5 Aih
(Ay + -+ + A b

Veyramide =

cof o]

und
A+ + A = Ae
ergibt sich

Veyeamite = 5 Ach.

SATZ: Das Volumen jeder Pyramide mit dem Grundflicheninhalt A; und der Hohenlinge h
betriigt

Aufgabe: Gegeben sei eine gerade regelmiBige sechsseitige Pyramide mit der
Grundkantenlinge @ = 3 cm und der Héhenléinge h = 6 cm (Bild D 15). Es soll
das Volumen V berechnet werden.

Lésung:

a) Wir berechnen zunichst den Grundflacheninhalt 4¢ (Bild D 15 b). Dazu be-
zeichnen wir die Hohe eines Teildreiecks im Sechseck auf die betreffende Sechs-
eckseite mit hq.

ah, ] DI

i = .z
ha=|—-V3==7Y
a z V3 2]
erhalten wir
PO PR
s=g 3!
3
Ac:?aﬁv’g
b) Fiir das Volumen erhalten wir:
=‘§ ch - Einsetzen:
V=%~%u“\§'h V=%]'§-32~6cm3
V:%ﬁﬁh V =2713cm?

Die Berechnung mit Hilfe des Rechenstabs ergibt V ~ 46.8 cm?®.
Ergebnis: Das Volumen der gegebenen Pyramide betrigt rund 47 cm?.

Aufgaben d 20 und 21
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7 Mantel- und Oberfldcheninhalt gerader Pyramiden

Die Seitenflichen einer Pyramide bilden ihren Mantel, die Oberfliche setzt sich
aus dem Mantel und der Grundfliche zusammen. Sind A4,, 4,, ..., 4, die Inhalte
der Seitenflichen und ist A¢ der Grundflicheninhalt einer n-seitigen Pyramide,
so gelten fiir den Mantelinhalt A4y und den Oberflicheninhalt 4o folgende
Formeln:

| Ay =A + -+ A, Ao= Ay + A¢ |

Aufgabe: Eine gerade quadratische Pyramide habe die Grundkantenlinge
a = 4 cm und die Hohenlinge h = 6 cm. Gesucht sind Mantel- und Oberflichen-
inhalt.

Losung:
Mantelinhalt: Die Seitenflichen der Pyramide sind kongruent und damit flichen-
inhaltsgleich. Es gilt:

ah,
Ay =4+
Ay = 2ah,

Die Seitenflichenhshe h, ergibt sich nach dem Satz des Pythagoras:
A

Wir erhalten
Ay = 2a th - 1:-

Wir setzen ein: )
Ay =2-4cm l/36cm2 + g =8cm 1“@
Die Berechnung von 8 ]/Emit Hilfe des Rechenstabs ergibt ~ 50.6, also: .
Ay ~ 50,6 cm?
Oberfliicheninhalt:
Ao = Am + Ae
Ao ~ 50.6 cm? + 16 cm? = 66,6 cm?

Ergebnis: Der Mantelinhalt betrigt rund 50,6 cm?2, der Oberflicheninhalt rund
66.6 cm?,
Aufgaben d 22 bis 40

Kreiskegel

8 Der gerade Kreiskegel als Rotationskérper

Dreht man ein rechtwinkliges Dreieck um eine seiner Katheten, so beschreibt die
Dreiecksfliche einen krummflichig begrenzten Kérper, der Kreiskegel genannt
wird (Bild D 16).

Ein Kreiskegel wird von einer Kreisfliche (der Grundfliche) und von einer ge-
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gerader schiefer
Hreiskegel Hreiskegel
1

D16

kritmmten Fliche (dem Mantel) begrenzt. Die Strecken auf dem Mantel eines
Kreiskegels. die seine Spitze mit den Punkten des Grundkreises verbinden, heiflen
Mantellinien. Der Abstand der Spitze eines Kreiskegels von seiner Grundflichen-
ebene heiBt Linge der Hohe des Kreiskegels. Kreiskegel, deren Lot von der Spitze
auf die Grundfliche diese im Kreismittelpunkt trifft, heien gerade Kreiskegel.
Jeder andere Kreiskegel heifit schief. Die Gerade, die im Mittelpunkt M des
Grundkreises senkrecht auf der Grundflichenebene eines geraden Kreiskegels
steht, die dann also durch die Spitze des Kreiskegels geht, heiflt die Achse des
betreffenden geraden Kreiskegels.

Weise nach, daf alle Mantellinien eines geraden Kreiskegels gleiche Liinge besitzen!
In einer Ebene ¢ sei ein Kreis gegeben. Wir verbinden alle Punkte des Kreises

mit einem nicht in der Ebene ¢ liegenden Punkt S. Wir erhalten auf diese Weise
einen Kreiskegel mit der Spitze S (Bild D 16).

9 Volumen, Mantel- und Oberfldcheninhalt gerader Kreis-
kegel

Volumen: Wir vergleichen einen geraden Kreiskegel mit dem Grundkreisradius r
und der Hohe h mit einer geeigneten Pyramide. Da der Grundflicheninhalt des
Kreiskegels 4 = 7+ r? betrigt. denken wir uns eine gerade Pyramide mit dem
gleichen Grundflicheninhalt 4z = 7 - r? und derselben Héhenlinge h. Im Bild
D 17 wurde fiir diese Uberlegung cine dreiseitige Pyramide benutzt. Da das Vo-

lumen dieser Pyramide V' = %n - r2+ h betrigt, vermuten wir folgenden Satz:

SATZ: Das Vol V eines geraden Kreiskegels mit dem Grundkreisradius r und der
Héhenliinge h betriigt

Kreiskegel: V = %n- re .h‘
|
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Fiihre den Beweis von Satz D 8 anhand von Bild D 17 selbstindig durch!
(Anleitung: Zeige entsprechend dem Beweis von Satz D 5, daf8 Schnitte, die parallel
sur Grundflichenebene der beiden Kirper liegen, in jedem belicbigen, aber jeweils
gleichen Abstand von ihren Spitzen flichengleiche Schnittflichen erzeugen!)

Mit Hilfe von Satz D 1 liBt sich zeigen, daB die Formel im Satz D 8 fiir das Vo-
lumen jedes beliebigen Kreiskegels gilt.

Stelle eine Formel fiir das Volumen eines Kreiskegels mit Hilfe des Durchmessers d
seines Grundkreises auf!

Mantelinhalt Ay: Wir berechnen zunichst die Lange s einer Mantellinie (Bild
D 18). Nach dem Satz des Pythagoras gilt:

s =r2 } h?
s =)t +h2

Der Umfang des Grundkreises betragt u = 2xar.

Nun wickeln wir den Mantel in eine Ebene ab (Bild D 19). Der abgewickelte
Mantel ist ein Kreisausschnitt mit dem Radius s und einem Kreisbogen, dessen
Linge b gleich dem Umfang u des Grundkreises ist. Den Flicheninhalt des Mantels
finden wir aus folgender Verhiltnisgleichung:

Ay 2ar D18

ns?  2=ns

2nr - ns?
AM=2—' h 4
ED)
My = ars

Der Mantelinhalt Ay eines geraden Kreiskegels mit dem Grundkreisradius der
Linge r und der Héhenliange h betrigt also

Ay =nrs | bzw. wegen r =% FM = %nda
—ca d—" |
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Oberflicheninhalt 4¢: Der Oberflicheninhalt eines geraden Kreiskegels setzt sich
aus dem Mantelinhalt 45 und dem Grundflicheninhalt 4¢ zusammen:

Ao = Ay + Ae.
Wir finden also
Ao =mrs +nr? mit s = r? £ h?

Ag = ar(s + r) | bzw. wegenr:; Ag:%d—(h-)—d)

Aufgabe: Gegeben sei ein gerader Kreiskegel mit dem Grundkreisradius der Lange
r = 6,0 cm und der Linge einer Mantellinie s = 7,5 cm. Gesucht sind Volumen
und Oberflicheninhalt des Kreiskegels.
Lisung:
a) V= % zr2h.
Wir berechnen zuerst die Héhenlinge h:
B2 — 52 2
h=7Vst—r?
h=17,52—6,02cm = ]/36,25 —36cm = ]‘% cem = 4,5 cm

Wir setzen in die Formel fiir das Volumen ein:

V:%n 6,02-4,5cm® =12 -4.5 7 cm® = 54 7 cm®.

Die Berechnung mit Hilfe des Rechenstabs ergibt: V'~ 169,5 cm?.
b) Ao =mar (s +71)

Wir setzen ein:

Ao =607 (7,5 +6,0)em?2=13,5-60 -7cm?=8lxn

Die Berechnung mit Hilfe des Rechenstabs ergibt: 81z &~ 254, also
Ao ~ 254 cm?,

Ergebnis: Das Volumen betrigt rund 170 em®.
Der Oberflicheninhalt betridgt rund 254 cm?,
Aufgaben d 41 bis 51

Kugeln

10 Volumen von Kugeln

Dreht man einen Kreis um einen seiner Durchmesser, so beschreibt er eine Kugel
(Bild D 20). Da bei der Drehung die Entfernung der Kreispunkte vom Mittel-
punkt M des Kreises nicht verandert wird, ist jeder Punkt der Kugeloberfliche
von M gleich weit entfernt:

Alle Punkte auf der erhaltenen Kugel haben vom Mittelpunkt M den konstanten Abstand r.

Umgekehrt gilt auch:

Alle Punkte, die vom Mittelpunkt M den Abstand r haben, liegen auf der Kugel.




D 20

Jede Strecke, die einen Punkt der Kugeloberfliche mit dem Mittelpunkt der
Kugel verbindet, heiBt Radius der Kugel. Da alle Radien dieselbe Linge r besit-
zen, nennt man die Linge r ebenfalls den Radius der betreffenden Kugel. Das
Wort ,,Radius‘ wird ebenso wie das Wort ,,Durchmesser* in doppelter Bedeutung
verwendet.

Weise nach. daf alle ebenen Schnittflichen eines Kugelkirpers Kreisflichen sind!
(Anleitung: Fille vom Mittelpunkt M der Kugel das Lot auf eine beliebige Schnitt-
ebene. Berechne fiir zwei beliebige Randpunkte dieser Schnitifliche die Entfernung

vom Fufpunkt des Lotes durch Anwendung des Satzes von Pythagoras!)

Um eine Formel fiir das Volumen einer Kugel mit dem Radius r zu finden, gehen

wir einen Weg, der deutlich macht, wie einfallsreich ein Mathematiker sein muf,

um schwierige Probleme zu losen. Das Probieren und Experimentieren ist der

Mathematik nicht fremd. Wir fiihren in diesem Fall einen Vergleich mit einem

Kérper durch, den wir auf folgende Weise erzeugen:

Aus einem Zylinder mit dem Grundkreisradius r und der Hohe h = r denken wir

uns einen Kreiskegel ausgebohrt. Die Spitze des Kreiskegels sei der Mittelpunkt

der Grundfliche. die Grundfliche des Kreiskegels sei die Deckfliche des Zylinders

(Bild D 21).

Das Volumen des Zylinders betrigt
Vz =ard.

Das Volumen des Kreiskegels betrigt

1
Vi = an‘\

Dann hat der Restkérper das Volumen

Ve=Vz— Vg :%nr".

Wir behaupten nun, dal das Volumen
einer Kugel mit dem Radius r gleich dem
doppeltenVolumen dieses Restkarpersist.
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SATZ: Das Volumen einer Kugel mit dem Radius r betriigt:

Kugel: V = ;711'a

Beweis: Wir vergleichen eine Halbkugel (Radius r) mit einem Restkérper ent-
sprechend Bild D 21. Die Hohe des Restkérpers sei r, sein Grundkreisradius be-
trage ebenfalls r.

Wir legen in beliebiger Hohe einen Schnitt parallel zur Grundflichenebene (Bild
D 22) und berechnen den Inhalt der Schnittflichen.

Halbkugel: Restkorper:

Die Schnittfliche ist ein Kreis mit dem | Die Schnittfliche ist ein Kreisring mit

Radius . den Radien ri =h und r, =r.
o?=r2—h? A, =ran—ridn

A, = 7(r® — h?) A, = a(r? — h?)

Die Schnittflichen beider Kérper sind also flichengleich. Damit erfiillen die Halb-
kugel und der Restkérper alle Voraussetzungen des Satzes von Cavalieri. Folglich

haben sie gleiche Volumen. Da das Volumen des Restkérpers Vi = %:zr’ betrigt
(/ Seite 92), betridgt das Volumen der Halbkugel Vi =;nr"’. Das Volumen
einer Kugel mit dem Radius r ist doppelt so groBl wie das Volumen einer Halb-
kugelb mit dem Radius r. Fiir das Kugelvolumen erhalten wir also V = %nra,
w. z. b. w.

Stelle eine Formel fiir das Volumen einer Kugel mit Hilfe ihres Durchmessers d auf!

Aufgaben d 52 bis 57
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11 Oberfldcheninhalt von Kugeln

Zum Unterschied vom Mantel eines Kreiskegels oder eines Zylinders laBt sich die
Oberfliche einer Kugel nicht in eine Ebene abwickeln.

Um eine Formel fiir den Oberflicheninhalt einer Kugel mit dem Radius r zu
finden, denken wir uns der Kugel einen Kérper einbeschrieben, der von n Drei-
ecksflichen begrenzt wird. Dabei soll der FuBBpunkt eines jeden Lotes vom Kugel-
mittelpunkt auf einé Dreiecksfliche jeweils ins Innere dieser Dreiecksfliache fallen.
Verbindet man die Eckpunkte des einbeschriebenen Kérpers mit dem Kugel-
mittelpunkt, so erhilt man n Pyramiden mit den Grundflichen 4, ..., 4, und
den Héhen hy, ..., h, (Bild D 23). Bei einer geniigend groBen Anzahl n der Pyra-
miden unterscheidet sich, wenn die lingste Kante des einbeschriebenen Kérpers
hinreichend klein ist, die Summe der Grundflichen der Pyramide von dem
Flicheninhalt 4o der Kugeloberfliche beliebig wenig. AuBerdem unterscheidet
sich das Volumen der Kugel beliebig wenig von dem des einbeschriebenen Kérpers
und die Hohe jeder Pyramide beliebig wenig von r. Das Volumen des einbeschrie-
benen Kérpers setzt sich aus den Volumen der Pyramiden zusammen:

(1) Va=adyhy+sAy byt 4+ Aahy.

Bei geniigend groBer Anzahl der Pyramiden und geniigend kleinem Inhalt der
gréBten ihrer Grundflichen unterscheidet sich die kiirzeste der Pyramidenhéhen
beliebig wenig vom Radius r der Kugel. Deshalb kénnen wir dann (1) umfor-
men zu:

V~7 L A2r+ g A,.r

V,.«,?r(A, + A4y + - +A,.)

3V,

(2 4, +44++Adu~—.
Die Summe 4, + 4, + -+ + A, unterscheidet
sich dann beliebig wenig sowohl von Ao,

Ay + Ayt An s Ao,

3Vn 3.4
als auch von —~ —-

Ay + Ay + oo+ Ay ms dard,

Daraus schlieBen wir, daB 4o = 47 r2 ist.

Wegen r = % gilt auch 4o = nd®

Der Oberflicheninhalt 4o einer Kugel mit dem Radius r betrigt also

Gegeben sei eine Kugel mit dem Radius r = 5 em.
Gesucht sind ihr Volumen und ihr Oberflicheninhalt.

Lésung:
a) V= %n r Die Berechnung mit Hilfe des Rechenstabs er-
3 gibt:
V=3n5%cm? V ~ 524 cm?®.
V= ﬂ 7 em?



b) 4o = 7d?*

Ao = 7102 cm?

Ao = 100z cm?

Ao~ 314 cm?
Ergebnis: Das Volumen betriigt rund 524 cm® und der Oberflicheninhalt rund
314 cm?2.

14

Aufgaben d 58 bis 71

12 Berechnung von dritten Potenzen

Die Berechnung der dritten Potenz einer Zahl a, also die Berechnung von

@) x=dd

kann niherungsweise mit Hilfe des Rechenstabs erfolgen. Die Rechenstab-
genauigkeit reicht fiir viele Anwendungsaufgaben aus. Berechnen wir die dritte
Potenz einer Zahl @ mit Hilfe des Rechenstabs, so suchen wir a auf der Skale D
auf und stellen den Ablesestrich iiber a. Die dritte Potenz der Zahl a kann dann
unter dem Ablesestrich auf Skale K (Skale K steht unmittelbar iiber A) abge-
lesen werden.

Die Skale K ist in drei Abschnitte untergliedert:

Abschnitt I:  Teilung von 1 bis 9,9 ...

Abschnitt II: Teilung von 10 bis 99,9 ...

Abschnitt ITI: Teilung von 100 bis 1000.

Die Zahl x = 3,13 soll mit Hilfe des Rechenstabs berechnet werden.

Losung:

1) Uberschlag: x ~ 3% = 27.

2) Wir stellen den Ablesestrich iiber D 3 — 1.

3) Wir lesen unter dem Ablesestrich auf der Skale K die Ziffernfolge 2-9-8 ab.
Ergebnis: Die dritte Potenz der Zahl 3,1 betrigt etwa 29.8.

Die dritten Potenzen von natiirlichen Zahlen nennt man Kubikzahlen. Die
Berechnung von dritten Potenzen kann auch mit Hilfe des Tafelwerks erfolgen.
Es enthilt dazu auf den Seiten 10 und 11 eine Kubiktafel, aus denen die Kuben
der Zahlen von 1,00 bis 9.99 unmittelbar abgelesen werden kénnen.

Die Zahl x = 7,433 soll mit Hilfe der Tafel der Kubikzahlen berechnet werden.

Lisung:

1) Uberschlag: x ~ 7% = 343.

2) Wir suchen in der Tafel die Zeile 7,4 auf.

3) Wir suchen in der Tafel auf Seite 11 die Spalte mit der Uberschrift 3 auf.

4) Im ,,Schnittpunkt® der aufgesuchten Zeile und Spalte finden wir die Ziffern-
folge 4-1-0-2.

Ergebnis: Die dritte Potenz der Zahl 7,43 betrigt etwa 410,2.

Aufgaben d 72 bis 74
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13 Kubikwurzeln

Die Rechenoperation, bei der eine Zahl x gesucht wird, deren dritte Potenz die

Zahl a ist, heilt Kubikwurzelziehen. Wir schreiben dafiir x = 1; (Lies: x ist die
Kubikwurzel aus a).

Unter der Kubikwurzel aus einer Zahl @ = 0 versteht man diejenige Zahl, deren
dritte Potenz die Zahl a ist. Die Zahl a heiBt der Radikand.

Die Kubikwurzel iﬁ ist die Zahl 4, denn 43 =4-4-4 = 64.

Wir berechnen Kubikwurzeln mit Hilfe des Rechenstabs oder des Tafelwerks.
Zur Ermittlung einer Kubikwurzel mit Hilfe des Rechenstabs teilen wir die gelten-
den Ziffern des Radikanden vom Komma aus nach links bzw. rechts in Gruppen
zu je drei Ziffern ein. Die Anzahl der Dreiergruppen bestimmt die Stellenzahl der
gesuchten Kubikwurzel. Die erste Dreiergruppe von links ist maBgebend fiir die
Einstellung des Ablesestrichs auf der Skale K.

Bilden die Ziffern der ersten Dreiergruppe eine

— einstellige Zahl, so wird der Ablesestrich im Abschnitt I der Skale K eingestellt,

— zweistellige Zahl, so wird der Ablesestrich im Abschnitt I der Skale K ein-
stellt,

— dreistellige Zahl, so wird der Ablesestrich im Abschnitt III der Skale K ein-
gestellt.

v N 3 = .
Die Zahl x = ]P ist mit dem Rechenstab zu berechnen.

Lésung:

1) Uberschlag: x ~ i/ﬁ: 3.

2) Wir stellen den Ablesestrich im Abschnitt |1 iiber K 3—5.

3) Wir lesen unter dem Ablesestrich auf der Skale D die Ziffernfolge D 3-2-7 ab.
Ergebnis: Die Kubikwurzel aus 35 betrigt etwa 3.3,

Zur Berechnung einer Kubikwurzel mit Hilfe des Tafelwerks benutzen wir die
Tafel auf den Seiten 10 und 11.

Die Zahl x = ]72 ist mit Hilfe des Tafelwerks zu ermitteln.

Lisung:

1) Uberschlag: "IT‘Z& iﬁ:-l-.

2) Wir suchen im Tafelfeld die dem Radikanden zunichst gelegene Zahl auf. Das
ist x, = ]71,90.

3) Wir lesen 2 geltende Ziffern auf der linken griinen Spalte ab und die dritte
Ziffer in der oberen griinen Zeile:

x, =4,16.
Ergebnis: Die Kubikwurzel aus der Zahl 72 betrigt etwa 4,16.

Aufgaben d 75 bis 89
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a)

Arbeiten mit Variablen

-

w

-

@

2

. Wie lautet die Formel

a) fiir das Volumen ¥ b) fiir den Oberflicheninhalt 4o
eines Quaders mit den Kantenlingen a, b und ¢?

Berechne das Volumen }” und den Oberflicheninhalt 4o der Quader mit den folgenden Kanten-
lingen! /

a) a =32cm b) a=42m ¢) a = 350 cm
b=25cm b=50m b = 4,00 m
c =4,0cm ¢ 8.0 m ¢ =124dm

. Aus der Klasse 7 kennst du eine Gleichung, in der der Prozentwert P, der Prozentsatz p, der

Grundwert G und eine natiirliche Zahl vorkommen.
a) Welche Zahl ist das?
b) Wie lautet die Gleichung ?

Berechne in der folgenden Tabelle jeweils die dritte nicht gegebene Grile bzw. Zahl!

a) b) c) d) €) f) g) h)
P 15% 15% 3% 4% 0,2% 1459,
250 420 10.8
P| 210 ha 24 24,00 M | Schiiler | Traktoren Mill. [
360 300
G 210 ha Schiiler | Traktoren 5400

. Richte dir eine Tabelle folgender Art ein!

i b 'zﬂ Vab Vergleich von # und Jab
2 18 10 6 10 > 6

Berechne die Werte fiir folgende Paare [a: b], und vervollstindige die Tabelle!
aJ4|b|45|lSI10|0|18|410
b ] 9 | o |20 oo a0 [36 18] s [

Welche Beziehung zwischen
“'und |'ab (a€ N, be N)

kann man aus den erhaltenen Ergebnissen vermuten?

Durch das Produkt e - f konnen verschiedene Sachverhalte beschrieben werden. Wenn bei-

spiclsweise e und f die Lingen zweier benachbarter Seiten desselben Rechtecks sind. so wird

durch das Produkt e - f der Flicheninhalt dieses Rechtecks beschrieben.

a) Was bedeutet das Produkt e - f, wenn e die konstante Geschwindigkeit eines Kérpers, / die
Zeitdauer ist. wihrend der sich der Kérper mit der konstanten Geschwindigkeit e bewegt 7

b) Welche Bedeutung hat e, wenn das Produkt ¢ - f den Lohn fiir f Arbeitsstunden bedeutet ?

c)'Gih weitere Beispiele fiir mogliche Bedeutungen der Variablen ¢ und f und ihres Produktes
e f an!

d) Gib in a), b) und fiir die selbstgefundenen Beispiele in ¢) auch den jeweiligen Grundbereich
fiir die Variablen e und f an!




-

al A 71

« Im Bild a 1 wurde das Dreieck 4 BC an der Geraden g gespicgelt und so das Dreieck 4'C'B’

erhalten.

a) Welche Beziehung besteht zwischen den Dreiecken 4 BC und 4'C'B'?

b) Vergleiche die Strecken CS und SC'!

¢) Um welchen Viereckssonderfall handelt es sich bei dem Viereck BB'C'C?
d) Welche Eigenschaft hat die Gerade g beziiglich des Vierecks BB'C'C?

€) Gib jeweils den Grundbereich fiir alle vorkommenden Variablen an!

8. Sind m und n natiirliche Zahlen. so gilt

entweder m +~n > m-noderm +n=m-noderm +n<m-n.

Gib fiir m und n natiirliche Zahlen an, so daf

a) m+n>m-n b)) m+n=m-n ) mt+n<m-n
1. eine wahre Aussage 2. eine falsche Aussage wird!

9. Setze in die nachstehenden Gleich fiir die j ilige Variable nacheinander die Zahlen 3 ;
1,5; 0; — 5 ein! Stelle fest, ob dadurch jeweils entweder eine wahre oder eine falsche Aussage
entsteht!

&) 5x—T7=9 d) 2xr —3=—3 g) 6x=—3x—6
b) 7x + 5 =26 e)%—k:k—% h)L;':%_‘?
c) 2y—3=3 f) 2x+10=10 i)3p+%;3p;%
10. Setze in die nachstehenden Ungleichungen fiir die Variable x nacheinander die Zahlen
=15 %, =103 xB:%: X =—13; .\:5:—1T
ein! Stelle fest, ob dann eine wahre oder eine falsche Aussage entsteht!
a) 3x <5 l.‘)21+3<% c)%+%<_% g) x-(x+3)>3
x 1 5 x
b) 2x+3>1 ) I4o<l f) 2z 2 h) x-(x—3)< —3
11. Untersuche fiir jede der folgenden Gleichungen. ob es 1. eine natiirliche Zahl, 2. eine ge-
brochene Zahl, 3. eine ganze Zahl, 4. eine rationale Zahl gibt, die die jeweilige Gleichung in
eine wahre Aussage iiherfiihrt!

@) 3x+6=0 £) 3f+3=3+3 € 3t+5=0 g)3+§=3(rt0)
B) 3a—5=0 d)%'SZ»i(x:O) 0 su—6=120 h) 34+ 5=3

12. Ermittle alle x (x € E). fiir die gilt 13. Ermittle alle x (x € R), fiir die gilt
a 3x< 2x,d) —3x< —2x, a) 3x+2<2,d) 3x—2> 2,
b) 3x > 2x, ) — 3x > — 2x! b) 3x —2 <2, e) 3x—2 < —2!
€) 3x = 2x, e 3x+2>2,

14. Schreibe folgende Gesetze unter Verwendung von Variablen auf!

a) In einer Summe zweier rationaler Zah-  b) In einem Produkt zweier rationaler Zahlen
len kénnen die Summanden vertauscht konnen die Faktoren vertauscht werden.
werden.
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18, Uberpriife, ob die folgenden Aussagen wahr sind!
a) Fir alle natiirlichen Zahlen a gilt ¢ + ¢ >~ ¢ — a.
b) Es gibt eine natiirliche Zahl a, so daB gilt @ + a — 0 — a.
¢€) Fiir alle natiirlichen Zahlen a gilt @ + a = a — a.
d) Fiir alle rationalen Zahlen a und b gilt: Es gibt eine rationale Zahl x, so daB a + z=b.
€) Es gibt eine gebrochene Zahl x, so daB fiir alle gebrochenen Zahlen a gilta-x =0,
£) Es gibt eine gebrochene Zahl x, so daf fiir alle gebrochenen Zahlen a gilt a -0 — x.
8) Zu jeder rationalen Zahl a gibt es eine rationale Zahl x, so daB a + x — 0. ;
Welche gemeinsame Bezeichnung kennst du fiir diese rationalen Zahlen a und x 7

16. Stelle fest. welche der folgenden Aussagen wahr sind!
Fiir alle rationalen Zahlen a gilt
a) a—a=0, b) at+a>a, €) a+0=a, d) g-1=ua:l
e) l-a=1:a(a=0).

17. Fasse zusammen! 18. Fasse zusammen!
a) 3x + 2x €) 4m-—0 a) 5b+b €) 5.2d + 2.4d
b) 3x — 5x d Ly— il q b) 3a— 3a d) o2+ 3¢
©) 2d—2d—1d €) 84a + 67— 15a + 33 — 100
f) 46x + 86b + 14b + 11x — 57x ) 17g + 23h + 11h + 392 + 6h
19. Lise die Klammern auf und fasse zusammen!
a) 15x — (2x + 5) d) 76— (3b + 2a) 8) 2a + (3a—4b +c) + 3b
b) 14a + (11 — 3a) €) 2a + (3a—b) h) (154 + 2b) + (4a — 3b)
¢€) 38— (16b + 36) £) 19y — (18y + =) i) (32¢ — 16d) — (6c — 7d)
20. Gegeben sind die Terme 4 =3¢, B=3a—x, C=a+2xupd D — La—x—2,
Berechne und fasse zusammen!
a) A+ B d) 41— B 8) B—4 k) B+cC
b) B—C 6 C—B h) 4 +D ) B—cC
) A+B+C f) A—B—C ) B—C+D m) B+ C—D
21. Berechne! 22. Berechne!
a) 5a— [3b + (4a — 3b)] 8) Tx —[llx — (12y — 3x) + 11y]
b) — 3r — [55 — (25 + 3r) — 4] b) — 2 p— [ (2 + 4p) + (35— 3p)]
©) 2d — {5b — [3c — (2a + 3b) + 4c] —d) €) 2r — (3s —[t — (3r — 2s) — ] — 3s)

23. Wenn du zu der Zahl 54 die Zahl 39 addieren sollst, kannst du folgendermaBen vorgehen:
54 + 39 =544 (30 +-9) = (54 + 30) -9 =84 + 9 =93
a) Begriinde die einzelnen Losungsschritte!
b) Gib einen anderen Losungsweg an, bei dem du eine Differenz benutzt!
¢) Lose und begriinde entsprechend 54 — 39!

24. Zeige, daB fiir alle rationalen Zahlen gilt
a) at+b—(a—b—c)=c,
b): o—[o=—(5—) +b)] =—a,
xtyt@—y)=x—[y—(+yI

25. a) 2a-b 26. a) 4a- 0 27. a) 3,1-2

Sa
b) 3a-1 b) 3a-(—1) b) (—5,7x) - byz
¢) 5a-5a €) (—1)-3a ¢) ab - abe
d) (—4): (—3a) d) (— 2a) - (— 3b) d) a2 abe
) (—3u) 2w ) Bu-(—20) w ) (— 102,
f) 5x:2x % ) 5x-3y -4z f) (—2ab)'ab~%ah
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28, a) m:m ¢)ymn:n 29, a) 2m:m ¢) (—mn):n
b) mn:m d) Tm:5m b) m*:m d) mn:(—n)
e) (—5rs e) (— 5r¥%®): (— I5r%s)

£) (— 12a%bc): Il abe £) (— 12a%h%c): (— 4abc)

49. Wandle in Produkte um! 31. Wandle in Produkte um!

a) 0.7a + 0.7 ¢) 0.67a% + 2.01a TV c) 2.8a% —35a%r
b) 0.7a + 5.2a d) 5a*b — 20a%b d) — 05ux + 39my
e) Oh — 18gh — 12f e) — 90m*n — 24mn® — 120m*n*

f) x* —4x

8) o o

h) 1.2a + 1.5a* 2,5a

32. In den folgenden Summen sind. so weit moglich, gemeinsame Faktoren auszuklammern.
a) 0.5x + 0.8y — 0,2xy + 0,4y d) 12xy — 9x — 15y
b) 3ab — 2bc — ed e) 15rs — 16t —12r + 12st
¢) Ta% + 2ab + 4ab? f) 22ab — 44a — 33b + 1

33. a) (150 + 6c) - 4 34,
) 1
b) (?:—Td + 0,4a)
) %(hu — 9y + 33)

a) (— 3%) (0.5r — 0,61)
b) ©h - (g — 2.1k + 0,5hg)
¢) 3ab(5a — ta + 3a)

d) §x~(12778: + 4s)
e) iféab)-(IZafll)b—S)

d) (8a® — 4a%h® — 3ab® + 5b%) - (— 2a*)
e) (— Txy) - (— 2x + 3y — 4z)

35. Multipliziere die Summen a + 1, a—1, 1—a, 2r—3a, — 3s + 2 nacheinander mit
folgenden rationalen Zahlen;
a) " b) 3r, ¢) 3rs, d) — 3rs, e) — 3r3s!

m Multipliziere aus, und fasse, wenn moglich, zusammen!
a) (r + ) (m +n) d) (r + s) (m—n)
b) (r —s): (m —n) e) r—3)G+1)
¢) (5m — 3n) (3m — 5n) ) (5x + 3y) (12x — 8By)

8) (r—s)+(m + n)
By F—2) (r—1)
i) (6p — 8q) (7g — 3p)

/87, Multipliziere aus, und fasse, wenn maoglich, zusammen!

a) (r—y) (4= + 3]
1 1

b (x4 4]

o) (2r—s+3)(4s—20)

d) (2ab— 3bc — ded) (a + b)
38, Gegeben sind die Summen

A=2x—13y B=xy—1

Berechne!

a) 4' B p) 4-C ¢)yA-D

39:)
a) (a + b)* = a® + 2ab + b?
b) (a + b) (a —b) = a?—b?

40. Zeige, daB}

C==x—1

Zeige, daB fiir alle rationalen Zahlen gilt

o [3u— L o) (3u— 1)

f) (@ + 0.3) (a + 0.2b + 3)

g) (5a— b —3¢) (2d — ¢)

h) (—axy + 3y:—32) (—x—y)

D=2—x43y

d)B-C e) B-D f)(:-D

¢) (a— b)2 = a®— 2ab + b
& (—a+ b)* = (a —b)*!

a) das Quadrat einer ungeraden Zahl eine ungerade Zahl ist:

b) das Produkt aus zwei ungeraden Zahlen eine ungerade Zahl ist:

¢) das Produkt aus einer geraden Zahl und einer ungeraden Zahl eine gerade Zahl ist:
d) das Produkt zweier aufeinanderfolgenden gerader Zahlen durch 8 teilbar ist!
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41. Zeige. daB fiir den Flicheninhalt 4 eines Kreisringes mit dem &uBeren Durchmesser d, und
dem inneren Durchmesser d, die Formel

A=2(d +dy) (dy—dy)
gilt!

Aufgaben zur Ubung und Wiederholung

1. Setze in die Gleichungen der Aufgabe a 9 auf Seite 99 fiir die jeweilige Variable nacheinan-

der die Zahlen 2, % —é ein! Stelle fest, ob dadurch jeweils entweder eine wahre oder

eine falsche Aussage entsteht!

e

. Setze in die Ungleichungen der Aufgabe a 10 auf Seite 99 fiir die Variable x nacheinander die

Zahlen x; = 2, x; = T‘ x5 = — 24, x;, = — 2,1 ein! Stelle fest, ob dadurch jeweils entweder

eine wahre oder eine falsche Aussage entsteht!

3. Untersuche fiir jede der folgenden Gleichungen, ob es 1. eine natiirliche, 2. eine gebrochene,
3. eine ganze, 4. eine rationale Zahl gibt, die die jeweilige Gleichung in eine wahre Aussage
iiberfiihrt!

a) x+2=5 b)Lx+5=2 €)3x+2=2x+3 d)3x+2=3x+3

4. Uberpriife, ob die folgenden Aussagen wahr sind!
a) Zu jeder gebrochenen Zahl a gibt es eine gebrochene Zahl x, so daB gilt a + x = 0.
b) Zu jeder gebrochenen Zahl s gibt es eine gebrochene Zahl ¢, so daf} gilt s -t = 1.
¢) Zu jeder von Null verschiedenen gebrochenen Zahl s gibt es eine von Null verschiedene
gebrochene Zahl ¢, so daB gilt s -t = 1.
d) Zu jeder von Null verschiedenen gebrochenen Zahl s gibt es eine gebrochene Zahl ¢, so daB3
gilt st = 1.

5. Fasse zusammen!

a) 4a 40 d) 042t — 0,24t g de— 08+ 3
b) 5r—2r ) 7,53 + 2,47¢ h) 65z + 14z — 38 — 78z + 20 + 18
c) 4s—s f) —3,2s—2,3s
6. Lose die Klammern auf, und fasse zusammen!
a) 18u + 15w — (12u + 6w) e) 15a — 27b + 13c — (12a — 27b + 12¢)
b) 10x -+ (3x — 2y) + 2y — 13x d) (13n — 11y + 10z) — (— 15n + 11y — 52)
7. Zeige. daB} fiir alle rationalen Zahlen gilt
a) x—y—(x+y)=—2 b) x—y—(x—y)=0!
8. a) 5a- 6b 9. a) 5a-7a 10. a) (— 2a) - 3ab
b) (—5)-a b) (—3) - 2a b) L. 4
¢) (—a)(—bh) o (—5ar) (—p) ¢) a¥ - a*hc
d) 3u-2v- (—w) d) (—5x) (— 3y) (—4z2) d) (— 4x%) - 3x - 5y - 2x2
@a) Tm:5 ¢) T:5m e) (—p¥):p g) (—mn): (—n)
b) m?n:mn d) Tm®n:4m f) (—p?:(—p) h) (— 12ab): (— 3a)
12, Forme die nachstehenden Produkte jeweils in eine Summe um!
a) y(a—2b+0) ©) 3 (6x — 9y —29)
b) 2 (8m — v + 4n) d) 0.5 (0.8x — 0,6y + 0,4z)
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15.

Wandle in Produkte um!

a) rx —ry +rz d) x? 4 6x f) —3:2—z
b) 8ax + 32ay — 88az e) x? + 8x® g) 2x*—3x
¢) — 42abc — Tab% — 49a%b%c?

. Multipliziere aus, und fasse zusammen!

a) (5x + 3y) (5x + 3y) ¢) (5x + 3y) (5x — 3y) e) (5x — 3y) (5x — 3y)
b) (6p — 8q) (— 79 — 3p) d) (— 1,20 — 0,3y) (— 8y — 2w)

Zeige, daB

a) die Summe dreier ungerader Zahlen eine ungerade Zahl ist,
b) die Summe dreier aufeinanderfolgender Zahlen durch 3 teilbar ist!
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b) Ahnlichkeit

1. Berechne die Zahlen, die in die offenen 2. Berechne die Zahlen, die in die offenen
Felder gehoren! Felder gehoren!
was [ [ e ] [Te oo s
a) 1:40000 1 cm a)| 7,0 cm 21 em
w| 1:25000 400 m »)| 2.8 em 0.5
c) 10 km 2 em c) 1,35 m %
d) 500 m 25 em d)| 71,2 em 3.56 m

@

. Zeichne je zwei Streckenpaare mit den Ver-
S & 2 410 8
hiltnissen a) 2,5;b) —:¢) 7:2!

. a) In einem Dreieck mit dem Flicheninhalt
60 em? ist eine Seite 12,0 em. die zugeho-
rige Hohe 10,0 cm lang. Die beiden ande-
ren Seiten sind 20,0 em und 11,3 em lang.
Wie lang sind die beiden anderen Hohen ?

o

)

. Gib zu den folgenden Verhiiltnissen jeweils
gleiche Verhiltnisse aus Strahlenabschnit-
ten der Figur im Bild b | an!

b) DF: GI

L4

-t

Untersuche die folgenden Verhiltnisgleichungen fiir Bild b 1 auf ihre Giil
D. L F S1

. Zeichne je zwei Streckenpaare mit den Ver-

hiltnissen a) 0.5; b) 2: ¢) 2: 7!

Beweise:
In jedem Dreieck verhalten sich die Hohen
kehrt wie die ho Seiten.
Es gilt"also z. B.
ha:hy =b:a.

. Gib zu den folgenden Verhiiltnissen jeweils

gleiche Verhiltnisse aus Strahlenabschnit-
ten der Figur im Bild b 1 an!

CH —
a) = b) SB:

SL

w

tigkeit!

a) d) < g)
: e) KL h) SC KM
¢) S4: BC=5 f) SK: i) DF:§ GI




9.Berechne die fehlenden Strecken in der folgenden Tabelle zu Bild b 2!

S4 SB AB Sc Sb CDh
a) 4,0 em 5,0 cm 2,0 cm
b) +,2 em 1,2 em 0,3 cm
c) 10 em 2,9 ecm 7 mm
# | 95em 12,8 em 3.3 em
€) 2,2 cm 2,7 em 4,5 cm
H 3,7 em 5,3 em 2,6 cm

11. Zeichne eine beliebige Strecke und konstruiere dann ihr k-faches! Fiir welche der genannten k
1aBt sich die Konstruktion auch ohne Zuhilfenahme des Strahlensatzes ausfiihren ?
4 2 51 ;. 18 e S 4 o FaAE
a) k=3 b) k=g ¢) k=g d) k=3 o k=5 f) k=037
12. 4) Konstruiere eine Strecke, die doppelt so  p) Teile CD (Bild b 4) in fiinf kongruente Teile,
lang wie AB (Bild b 4) ist, und teile sie und verdopple eine so erhaltene Teilstrecke!

in fiinf kongruente Teile!

13. Wahle die Strecke 4B (Bild b 4) als Einheit 74, Konstruicre zwei Paare von Strecken, die

eines Zahlenstrahls! Konstruiere auf dem zueinander im gleichen Verhiltnis stehen
Strahl diejenigen Punkte, die zu den fol- wie A B und CD (Bild b 4), aber eine andere
genden Zahlen gehoren! Linge als diese haben!

2 3 7 10
A b - oo 5 d 3

15.  Konstruiere ein Rechteck mit dem Umfang u (Bild b 5), fiir dessen Seiten a:b = 2: 3 gilt!
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16:

Umersuche dxe Verhiltnisgleichungen a) bis h) fiir die Figur in Bild b 1 auf ihre Giiltigkeit !
i 5¢C _ T ) FM:DK=DF:5D g) 5B:54 = BH: AC

b) SH=DG: HL SG:SL

f) S6:SH=DG:HL 1) GK: HL = SG

&R
z

17. a) Berechne die Liinge der senkrechten Streben des Pultdachbinders (Bild b 6)! (Die MaB-

angaben verstehen sich in Millimeter.)
Ermittle die Linge der schriigen Strehen und des Obergurts zeichnerisch!

-

1700 1700 1700
I w m .
6800
4 J
b6 b1
18 Berechne die fehlenden Strecken in der folgenden Tabelle zu Bild b 2!
S4 SB AB sc Sb CcD - AC BD
a) 6,0 cm 3,0 cm 12,0 cm 10,0 em
b) 1,0 em 5,5 em 24cm | 4,0 cm
c) 8.5 em 52 mm 56 mm 70 mm
d) 6,2 cm 124 em| 6,2 cm 9.8 cm
e) 17,8 em | 22,5 em 14,3 cm | 20,9 em
f) 35.0 em 56,0 cm | 104,0 em 26,0 cm
11 Es sei g, || g5 || g5 (Bild b 7). Bestimme x so, da} jeweils richtige Verhiltnisgleichungen ent-
stehen! o
a) % = S:) ¢) HM: S‘F
E _ = 5B %
W= 9=« 5>
20. Gegeben sei ein Dreieck 4BC und auf Seite AB ein Punkt P. o
Durch P ist eine Gerade derart zu legen, daf sie die Verlingerung von AC in einem Punkte Q
so schneidet, daBl PQ von BC halbiert wird. Anleitung: Zeichne zuerst eine passende Parallele
zu AC oder BC!
21. Lowenberg und Gransee liegen an der Fernverkehrsstrae 96 und sind 13 km voneinander
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entfernt. Von Gransee aus befihrt ein Lkw die F' 96 mit einer durchschnittlichen Geschwindig-

keit von 50 ? , von Lowenberg aus ein Pkw mit BOR—:J‘

a) In welcher Entfernung von Gransee begegnen sich beide Fahrzeuge, wenn sie einander ent-
gegenfahren und ihre Fahrt zum gleichen Zeitpunkt antreten ?

b) In welcher Entfernung von Gransee iiberholt der Pkw den Lkw, falls beide gleichzeitig in
Richtung Neubrandenburg abfahren ?



A P B q R D §
1 1 1 i) i - |
| 2 5| % [ 25 5] 30 |
b8 b9

Q A P B S e R 0
L 1 1 | I 1l - ]
Lz | 2 5| | 2z [ 7

b 10 b1l

22, In welchem Verhiltnis wird 4B von

und Q

n
a) im Bild b 8, b) im Bild b 9

geteilt 7

P

und S

a) im Bild b 10, b) im Bild b 11

geteilt 7

24. Der Punkt T liege auf der Strecke AB, und es gelte AT = k- AB.
die in die freien Felder der Tabelle gehiren!

Berechne die Zahlen,

23. In welchem Verhiltnis wird CD von R

a) b) ) d) ) f) g) h)
- HEE
AT:TB 1:2 2:17 5:6 piq
25. Der Punkt T liege auf der Verlingerung von AB iiber B hinaus, und es gelte AT = k- AB
Berechne die Zahlen, die in die freien Felder der Tabelle gehoren!
a) b) <) d) €) f) g) h)
" HBE z
AT:BT 2 7:2 6:5 T

26. Fiille die folgende Tabelle so aus, da} AB innen von P und auBen von Q im gleichen Verhilt-

nis p : q geteilt wird!

a) b) ) d) ) f) g8)
AB 60 cm 56 cm 12 mm 70 mm 80 cm
AP 20 cm 10 mm 35 mm 12 mm 10 mm
AQ 28 cm 30 mm
pP:q 5:3 0.4

27. Teile die Strecke 4B = 45 mm im gleichen Verhiiltnis innen und auBen. in dem die Strecke CI)
im Bild b 12 von P innen geteilt wird!

L2

I
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28. Eine Pyramide mit der Hohe h und einem Rechteck mit den Seiten a und b als Grundfliche
werde in der Hohe h* parallel zur Grundfliche geschnitten. Schnittfigur ist ein Rechteck
mit den Seiten a, und b,. Ermittle jeweils die fehlenden GrofBen!
a)a=20cm: b=12cm: h = 32cm: h* = 24 cm
b) a = 25em; b=35em: a, = 15em; h = 40 em
¢)a=24em; b= 15em;: a, = 16 cm; h* = Tem
d) ay =9 em: by = 45 em: h =16 em; h* = 4 cm
e)a= 42 cm; a, = 12 em; by = 10 em; h = 56 cm

29, Bei einer einfachen Lochkamera ohne Linse ergibt ein 15 m hoher Mast ein 6 cm hohes Bild
in 15 em Entfernung von der Offnung. Wie weit ist der Mast von der Kamera entfernt ?

30. Das Bild b 13 zeigt vereinfacht den Strahlenverlauf bei der Projektion eines Diapositivs, wie
er vom (hier weggelassenen) Objektiv hervorgerufen wird. Wie hoch kann das Bild von einem
Kleinbilddiapositiv (Format 24 mm » 36 mm) héchstens werden, wenn das ganze Bild auf
eine Leinwand im Format 1 m <1 m projiziert werden soll ?

31. Aus welcher Entfernung mufl man ein Projektionsbild von der Breite a) 2m, p) 1.80m,
¢) 3.50 m. g) 1.20 m betrachten. damit es dem Auge genauso grof} erscheint wie eine Foto-
grafie von 9 em Breite in normaler Sehweite (25 cm)?

32. Bei der Projektion eines Diapositivs (Bild b 13) gilt L+ 1 = fl Dabei ist f die Brennweite
des Objektivs, s die Gegenstandsweite (Abstand des Diapositivs vom Objektiv) und s’ die
Bildweite (Abstand des Bildes vom Objektiv).

a) Wie groB wird das Bild eines Kleinbilddiapositivs (24 mm x 36 mm), wenn der Bildwerfer
5 m von der Leinwand entfernt aufgestellt und ein Objektiv mit 100 mm Brennweite ver-
wandt wird ?

b) In welcher Entfernung mufl ein Projektor mit einem Objektiv von 150 mm Brennweite
aufgestellt werden. wenn das Bild 2.4 m breit werden soll ?

B
J\S /C
7
b13 b 14 D

33, Beweise, daB folgende Aussage gilt 31. Untersuche die Giiltigkeit folgender Aus-
(Bild b 14): sage (Bild b 14):
Aus SA4:SC = SB: SD Aus S4:5C = AB: CD folgt AB|| CD!

folgt AB || CD!
(Welchem Satz entspricht diese Aussage ?)

35. Untersuche, bei welchen der nachstehend angegebenen
MaBe sich der im Bild b 15 dargestellte Korper durch
Verlingerung der Seitenkanten zu einer Pyramide er-
ginzen liBt, es sich also um einen Pyramidenstumpf
handelt!

a) a =40 cm; b = 30 em; a, = 20 cm: b, =
b) a = 45 cm: b= 33 em: a, = 30 cm; b,
c)a= 60 em; b = 42 em: a, = 40 em; b,
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b16 E b17

36 Die FluBbreite 4B kann auch so ernittelt werden, wie dies die Bilder b 16 und b 17 zeigen.
Dies ist notig, wenn die Verlingerung von AB iiber B hinaus nicht zuginglich ist.

2) Ermittle die Breite des lll ses im  b) Ermittle die Breite des Flusses im Bild b 17,
Bild b 16, wenn BC = 29m, CD — 11 m wenn DE = 18,6 m, FH — 24,6 m und
und DE = 14 m! CG = 10,1 m!

37. 4 und B seien zwei durch ein Sichthindernis getrennte Punkte. Auf AB ist ein von A aus
nicht sichtbarer Punkt C abzustecken.
a) Erliutere das Verfahren am Bild b 18!
b) Wie lang ist DC fiir AE = 96 m; AD = 60 m; BE — 28 m?

38. Steffen hilt mit ausgestrecktem Arm  39. Die Entfernung des Mondes von der Erde

(60 em) ein Zehnpfennigstiick so, dal} es betriigt etwa 60 Erdradien (R = 6370 km).
gerade einen Gasbehilter (Durchmesser Erlautere, wie man mit Hilfe einer Murmel
62 m) verdeckt. Wieviel Meter stand er o. dgl. niherungsweise den Monddurch-
vom Gasbehilter entfernt ? nmiesser hestimmen kann!

&

bl8

40. A und B seien durch einen Berg voneinander getrennt. Gibt es einen Punkt C, von dem
aus sowohl 4 als auch B sichtbar sind, und sind die Strecken AC und BC zu vermessen,
so kann man die waagerechte Entfernung AB folgendermaflen berechnen (Bild b 19):
Man legt auf AC einen Punkt D fest mit 4D : DC — m : n. Danach teilt man BC ebenfalls
im Verhiltnis m : n; der Teilpunkt sei E. Dann wird DE gemessen.
a) Ermittle 4B aus AC = 4200 m; BC = 5040 m; DE = 1900 m; m:n — 9 : 5! Welche
Siitze werden bendtigt?
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b) Erliutere, wie man auf AB einen Punkt G festlegen kann, so daB AG die Richtung an-
gibt, in der von A4 aus ein Tunnel nach B vorgetriecben werden muf}! (Es sei
CF = 1350 m.) Entsprechend ist von B aus die Richtung festzulegen.

41. Zeichne ein  Quadrat ABCD mit 42, Zeichne wie in Aufgabe b 41 ein Quadrat

2,5 cm!  Konstruiere jeweils sein ABCD mit AB = 2.5 em! Fiihre dann die

i folgenden Bewegungen! drei Bewegungen von Aufgabe b 41 hinter-

a) Verschiebung in Richtung - (Cum?2 . nlinundor aus, und zwar in der Reihenfolge
b) Drehung um 135° mit C als Zentrum: | :2: b), a), ;)'
¢) Spiegelung an der Parallelen zu AC 3 c). a). )'
durch B. (3) a), b). ¢)!

Vergleiche die drei entstandenen Bilder!

43.

@«

Es sei AB =~ CD und AB || CD. Gibt es immer eine Verschiebung (Drehung, Geradenspiege-
lung), bei der sich 4B und CD entsprechen ?

44. Es seien g und h verschiedéne, einander parallele Geraden. Gib méglichst je zwei Bewegungen
an, bei denen B
a) g Bild von h und h Bild von g ist;
b) g und h jeweils in sich iibergehen:
¢€) g in sich iibergeht und h nicht:
d) g Bild von h ist, aber h nicht Bild von &3
€) g Bild von h ist und h in sich iibergeht!

45. Einem Rechteck ABCD wird ein Viereck 46, Im Rechteck 4BCD schneiden sich die
PQRS einbeschrieben mit Winkelhalbierenden in den Punkten P, Q,
AP = BQ = CR = DS R, S (Bild b 21).

(Bild b 20). a) Was fiir ein Viereck muf3 PQRS sein?
a) Was fiir ein Viereck ist PQRS? b) Begriinde:

b) Beweise, daBB PR und QS sich im glei- N AFD
chen Punkt schneiden wie 4AC und BD!

~ A EBC; A ASD >~ A AFS

0 R 4 D H 6 4
P
Q
5 S Q
R
A P B A & F 8
b 20 b2l
47. Das Bild b 22 zeigt einen Proportional-

zirkel. Er ist verstellbar und dient zur Ver-
kleinerung  bzw.  Vergroflerung  von
Strecken in vorgegebenem Malstab. Be-
schreibe ihn und begriinde seine Wir-
kungsweise!

48. Die Normalspurweite der Eisenbahn betrigt 1435 mm. Welche Spurweite haben die
Modellbahnen in den NenngroBen a) HO (1:87). b) TT (1:120), ¢) N (1:160)?
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19. Das Bild b 23 zeigt die Stirnwand eines
GroBraumgiiterwagens. Berechne die Mal3e
fiir ein Modell in der NenngroBe a) HO,
b) TT. ¢) N! (Entnimm die MaBstibe der
Aufgabe b 48!)

@0
S

. Zeichne ein Dreieck A BC und einen Punkt
( auBerhalb des Dreiecks. Konstruiere A",
B'. C' bei der zentrischen Streckung (Q: 3)!

51.

Zeichne ein Dreieck 4 BC und ermittle die
Bildpunkte A'B'C’' bei der zentrischen
Streckung (4: 1.5)!

52. Zeichne ein Dreieck A BC und einen Punkt
R innerhalb des Dreiecks. Konstruiere 4',
B'. €’ bei der zentrischen Streckung (R:2)!

ABCD  mit
Diagonalen-

53. Zeichne ein  Rechteck
{B = 3 em, BC =2 cm!
sehnittpunkt sei S,

a) Konstruiere B, C'. D', S" bei der zentri-
schen Streckung (A: 2.5)!

b) Konstruiere zwei Punkte, deren Bilder
A und B bei der zentrischen Streckung
(S:0.5) sind!

¢) Wie grof} ist k in (A: %), wenn C Bild
von S ist?

d) Gibt es zu jedem Punkt Z der Ebene
ein k > 0. so dal C Bild von 4 ist bei
(Z;k)?

i
|
N
] —
N
1435
274

e) Konstruiere A’. B' D' bei der zentri-

schen Streckung (S =

f) Konstruiere zwei Punkte, deren Bilder B
und C bei der zentrischen Streckung (D: 3)
sind!

g) Konstruiere Z in (Z: 2), wenn 4 Bild von
B ist!

k) Gibt es zu jedem k > 0 ein Z, so daB C
Bild von A ist?

54. A. B. C. R sind vier Punkte einer Geraden g. P und ( liegen auBlerhalb von g (Bild b 24).
Durch 4 als Zentrum, B als Originalpunkt und C als dessen Bildpunkt wird eine zentrische
Streckung festgelegt. Konstruiere die Bilder von P. Q. R bei dieser Streckung!

55. In der Ebene sei eine

alle Punkte von g entsprechen sich selbst.

Geradenstreckung® gemaBl Bild b 25 erklirt:

a) Handelt es sich um eine umkehrbare eindeutige Abbildung der Ebene auf sich ?

b) Ist das Bild jeder Geraden eine Gerade?

¢) Ist das Bild jedes Kreises ein Kreis?

d) Sind Original- und Bildgeraden einander parallel 7

b 24
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56.

60.

61.

62.

=

63.

64.

112

Betrachtet werden eine Gerade g mit den Punkten P und Q und eine Gerade h mit den

Punkten P’ und (. Die Gerade h sei das Bild von g bei der zentrischen Streckung (Z: k).

a) Beschreibe die Lage von g und h!

b) Welchen Einschrinkungen unterliegt die Lage von P, Q. P’ und ('. wenn auflerdem P’
Bild von P und Q' Bild von Q bei (Z: k) sein soll 7

¢) Wo liegt Z fiir k> 1 baw. 0 < k< 17

. Welche der folgenden Siitze sind wahr? (Begriindung!)

Bei jeder zentrischen Streckung hat Zo
a) jedes Parallelogramm als Bild ein Parallelogramm:

b) jedes Rechteck als Bild ein Rechteck:

¢) jedes Rechteck als Bild ein Quadrat;: b 26
d) jedes Rechteck als Bild ein Parallelogramm.

. Zeichne eine krummlinig begrenzte Figur F wie die im Bild b 26 und einen Punkt Z! Lege

auf dem Rand der Figur acht Punkte (méglichst gleichmiilig verteilt) fest und konstruiere
ihre Bilder bei der Streckung (Z: 2)! Verbinde die Bildpunkte so. dal} sich moglichst genau
das Bild F’ der Figur ergibt! Markiere anschlieflend zur Kontrolle auf der erhaltenen Linie
zwei weitere Punkte und iiberpriife. ob sie wirklich zu F’ gehéren!

Auf ein Dreieck 4 BC mit den Seitena = 3 cm: b {em:e = 5 em wird die Streckung (4 7)
angewandt, danach auf das Bilddreieck 4'B'C’ die Streckung [:!:

)A Wie lang sind die Seiten
des so entstehenden Dreiecks A" B"C"?

Es sei Z ein fester Punkt der Ebene. Ermittle die zentrische Streckung. die die gleichen Bilder
erzeugt wie die Zusammensetzungen a) bis ¢)!

2) (Z:2) und (Z:3) b) (Zi;) und ll%) ¢) (Z;12) und (Z:]2)

d) Die Seitenlingen eines Rechtecks seien 3 em und 5 em. Wie lang sind die Seiten des Bild-
rechtecks bei a) bis ¢) 7

Die Streckungen a) bis d) sollen zerlegt werden in zwei Streckungen (Z: m) und ( Z:i]. wobei
m und n natiirliche Zahlen sind.

" (2:3)

Zeichne ein gleichseitiges Dreieck 4 BC mit 2 em Seitenlinge! Konstruiere das Zentrum Z
derjenigen Streckung. die sich durch Zusammensetzen von 1. (4; 1.5) und 2. (B: 3) ergibt!
Beschreibe und begriinde die Konstruktion! g

) (Z:1) d) (Z; 13)

Suche in jedem der genannten Bilder nacheinander ahnlichen Figuren! Gib. wenn méglich.
Ahnlichkeitsfaktor und Ahnlichkeitspunkt an!
a) bl b) b6 ¢) b4 d) b17 e) bls

Zeichne ein Dreieck 4 BC mit BC = 2 em: 65, Zeichne das Dreieck von Aufgabe b 64 und
4C = 1,5 em: < BCA = 90°! dazu die Parallele g zu AC durch B!
a) Ermittle sein Bild A'B'C’ bei den Ab- a) Untersuche das Bild A'B'C’ bei den
hildungen (1) bis (3)! Abbildungen (1) bis (4)!
(1) Streckung (A: 2). dann Ver- (1) Spicgelung an g. dann Streckung

) (B: 1.5)
schicbung AC (2) Streckung (B: 1.5). dann Spicge-
(2) Verschiebung AC, dann Streckung lung an g
(4;2) 3) S lung an g. dann Streckung
e~ Y — C: 13)
4 ((‘f_’j;;"e"""g AG, dann; Streckung (@) Streckung (C; 1,5), dann Spiege-

lung an g
Vergleiche die Bilder! Welche Vermu-
tung liegt nahe?

b) Vergleiche jeweils A’ B'C' mit 4 BC und

gib den Ahnlichkeitsfaktor an! b

-



66.

68

69.

n.

-

~
)

8

Beschreibe eine Ahnlichkeitsabbild bei der folgende Figuren (Bild b 27) einander ent-
sprechen!

a) Rechteck EFGH und Rechteck IKLM d) Dreieck ABD und Dreieck KM

b) Rechteck A BCD und Rechteck IKLM ¢) Trapez IKFE und Trapez KIL.GF

¢) Rechteck A BCD und Rechteck EFGH

. Zeichne ein Dreieck DEF und konstruiere dazu ein ungleichsinnig dhnliches mit k = 3 so,

daf gilt:

a) A DEF und A D'E'F' haben genau einen Punkt gemeinsam;

b) A DEF und A D'E'F' haben keinen Punkt gemeinsam;

¢) eine Seite von A DEF und eine Seite von /A D'E'F' liegen auf ein und derselben Ceraden.

Im Bild b 27 entstehen durch die Diagonalen AC, TL, FH sechs Dreiecke. Gib alle Paare
gleichsinnig (ungleichsinnig) @hnlicher Dreiecke an!

M L

b27 K

Zeichne zwei stumpfwinklige Dreiecke 4 BC und DEF wie im Bild b 28!
a) Konstruiere 4'B'C’ bei der Streckung b) Konstruiere D'E'F' bei der Streckung

(7= 3 (=4

. Zeichne zwei beliebige Punkte Z und P! Konstruiere die Bilder P, und P, bei den Streckun-

gen (Z;%) und (Z: 7%)' Beschreibe die Lage von Z zu ?_F‘, und PP, mit den Begriffen
winnere Teilung* und ,,duBere Teilung*!

B

Gib fiir die genannten Figuren gleiche 0
Winkel und gleiche Seitenverhiltnisse an'!
a) Fiinfecke in Bild B 37 Seite 35

b) A ABCund A DEF inBild B42 Seite37

b

. Begriinde Wahrheit bzw. Falschheit der

Aussage ,,Zwei Quadrate (Rhomben, Recht-
ecke, Parallelogramme, rechtwinklige Drei-
ecke, gleichschenklige Dreiecke) sind stets
einander éhnlich*! Erginze im Falle der
Falschheit so, daB} eine wahre Aussage
entsteht! E F b 28
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73.

76.

77

78.

Im Bild b 29 ist EF || AD. Untersuche. ob die Trapeze A BCD und EBCE einander dhnlich
sind.

. Gegeben ist ein Dreieck A BC mit AB = 70 em: BC = 60 em; AB = 50 em; < CAB = 57,1°;

< ABC = 44,4°; <t BCA = 78,5°. Priife nach. ob dieses Dreieck 4BC zu einem Dreieck
DEF ihnlich ist, wenn fiir A DEF folgendes gilt:

a) DE = 12 em; EF = 10 em; d) DE = 84 em: DF = 60 cm;
FD = 14 em < EFD = 78,5°

b) < DEF = 51,1°; & FDE = 78,5%; §) DE — 35 cm: EF — 30 em;
DE = 50 cm o , < FDE=571°

¢) < EFD = 44,4°; FD = 42 cm; f) < DEF = 44.4°; DE = 60 cm;
EF = 45 cm EF = 70 em

. In jedem Trapez werden von den Diagonalen zwei dhnliche Dreiecke erzeugt.

a) Beweise diese Aussage!
b) Stelle Proportionen zwischen den Diagonalabschnitten und den Grundseiten auf! Ziehe
eine Folgerung fiir das Parallelogramm!

Beweise: Wenn D, E, F die Mittelpunkte der Seiten des Dreiecks 4 BC sind, so gilt
A ABC~ A DEF. Gib Faktor und Zentrum einer entsprechenden Streckung an!

. Beweise, daB fiir die Figur im Bild b 30 A A PT~ A BPT gilt und daB daraus PA - PB — PT?

folgt!

Konstruiere zu den Figuren im Bild b 31 dhnliche im Verhaltnis 2:1!




79.

80.

81.

82,

83.

84.

85.

]
A

88.

89.

. Das Giebelfeld eines Satteldaches soll eine

Einem Quadrat wird je ein Kreis ein- und umbeschrieben. Gib das Ahnlichkeitsverhaltnis
beider Kreise an!

Gib an. unter welchen Voraussetzungen zwei Kreisringe aus Kreisen mit den Radien r,, R,
bzw. r,. R, einander dhnlich sind!

Gib Bedingungen an, unter denen zwei der genannten Kérper einander dhnlich sind!
a) Quader b) quadratische Pyramiden ¢) Zylinder d) Kegel

Bei zwei dhnlichen Vielecken sind a und a’ einander entsprechende Seiten, u und u’ die Um-
finge, A und A’ die Flicheninhalte. Berechne die Angaben fiir die offenen Felder!

a a u e A A
a) 3em 6 cm 11 em 5 em?
b) 12 em 60 cm 35 em 180 em?
c) 4 cm 18 cm 15 em? 135 em?

A ABCmit AB = 7 em; AC = 6 em; BC = 5 em ist durch eine Parallele zu Aﬁfulgender-
malen zu teilen:

a) Der Inhalt des abgeschnittenen Drei- b) Der Inhalt des abgeschnittenen Dreiecks
ecks soll sich zum Inhalt von A ABC soll sich zum Inhalt des entstehenden
verhalten wie 4:25. Trapezes verhalten wie 1:3.

Berechne den Quotienten von Oberflicheninhalt und Volumen fiir Wiirfel verschiedener

Kantenlingen!

a) a = 20 em b) a=2cm ¢) a=02cm d) a=0,02cm

e) Ziehe Folgerungen fiir den Quotienten aus Oberflicheninhalt und Gewicht bei gleichem
Material und damit fiir das Verhalten kleiner Teilchen im lufterfiillten Raum!

Einem Halbkreis (r = 3 cm) ist einQuadrat ~ 86. Einem Rhombus 4BCD mit AB — 6 cm
(Rechteck mit dem Seitenverhaltnis 4:3) und <& ABC = 110° ist ein Quadrat einzu-
einzubeschreiben. Dabei soll eine Seite auf beschreiben.

dem Durchmesser liegen. die anderen Eck-
punkte auf der Kreislinie.

rechteckige Fensteroffnung erhalten, deren
Ecken 1 m Abstand von den Dachsimsen
haben und deren Breite sich zur Hohe wie
5:3 verhilt. Entnimm die Mafle dem Bild
b 32, und ermittle Lage und MaBe der
Fensterofinung!

b 32

Einem gegebenen Dreieck ist ein anderes einzubeschreiben, dessen Seiten parallel (senkrecht)
zu den Seiten des gegebenen Dreiecks verlaufen.

Konstruiere ein Dreieck mit den angegebenen MaBen, und achte auf nicht lésbare und nicht
eindeutig losbare Aufgaben!

a) b:ie'=1:075; a = 65°; hy =5cm e)a:b:c=3: s he=6cm
= 60°; o = 45° f) a:b:c=4: 5 Sa = 3 cm
y = 50% s¢ = 5cem g) atb:c=7:4:5; wg=6cm

x = 30° he=2cm h) a:b:c=7:8:9; f=90°



90. Konstruiere ein rechtwinkliges Dreieck 91. Konstruiere ein gleichschenkliges Dreieck

ABC (< BCA =90°) mit a:b=5:6; mit ¢ als Basis und

he = 4 em! a:c=4:5; he =5,5cm!

92. Konstruiere ein Rechteck ABCD mit 93. Konstruiere einen Rhombus 4 BCD mit

AC:AB=1:5; BC =4 cm! AC: BD =3:2: AB = 4,5 em!

94. Konstruiere alle Kreise durch P. die g, und g, beriihren (Bild b 33)!
s/
9
op
b33 %
95. Gegeben sind eine Gerade g und zwei Punkte P, und P, auf derselben Seite von g. Konstruiere
einen Kreis durch P, und P,, der g beriihrt!

Anleitung: Konstruiere zunichst einen beliebigen Kreis, der g beriihrt und seinen Mittelpunkt

auf der Mittelsenkrechten m von P, P, hat! Verwende dann den Schnittpunkt von g und m

als Streckungszentrum!

96. Wie hoch ist ein Baum, der einen 6 m langen Schatten wirft, wenn gleichzeitig ein 1,25 m
langer Stab einen 0,75 m langen Schatten hat ?
97. Die Drahtseilbahn auf den 1214 m hohen Fichtelberg iiberwindet bei einer Streckenlinge von

1175 m einen Héhenunterschied von 305 m.

a) Ermittle die durchschnittliche Strek- b) Wie grofl ist der Hohenunterschied, der
kenlinge, bei der die Gondel um 10 m durchschnittlich auf 100 m Streckenlinge
steigt ? iiberwunden wird ?

98. Am Beginn einer 700 m langen Gefillstrecke steht ein Warnzeichen (Bild b 34).

a) Ermittle zeichnerisch, wieviel Meter der Endpunkt der Strecke tiefer liegt als der An-
fangspunkt!

b) Gib den Winkel an, unter dem die StraBe fallt!

©) Welcher Winkel gehort zu einem Gefille von 100 ©,?

99. Das Papierformat A0 ist ein Rechteck, dessen Fliche 1 m? betrigt und das beim Falten lings

einer Symmetrieachse ein zum Ausgangsrechteck dhnliches Rechteck (A 1) ergibt.
a) Ermittle die MaBe fiir die Formate A 0 und A 1 in Millimeter!
b) Ermittle auch die MaBe fiir die durch weiteres Falten entstehenden Formate A 2 bis A 6!

100. Um 200 v. u. Z. bestimmte der Grieche ERATOSTHENES den Erdumfang aus folgenden

Messungen (Bild b 35):

1. Entfernung Alexandria—Syene (heute Assuan) 5000 Stadien (1 Stadion = 184,3 m).

2. Genau zu dem Zeitpunkt, zu dem die Sonne senkrecht iiber Syene steht, wird in Alexan-
dria aus der Linge eines senkrecht stehenden Stabes und seiner Schattenlinge ermittelt.
daB die Sonnenstrahlen mit dem Stab einen Winkel von 7,2° bilden. .

a) Erldutere anhand des (nicht maBstiblichen) Bildes b 35, wie man daraus den Erdum-
fang u bestimmen kann! (A4 : Alexandria; S: Syene; M: Erdmittelpunkt).

b) Errechne den von Eratosthenes ermittelten Wert!

¢) Ermittle den absoluten und den relativen Fehler dieser Messung!
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101,

102.

103.

104.

105.

106.

107.

108.

S

Aquator «—

b 35

-—
-—

-—

Eine Kugel mit dem Gewicht G = 1,20 kp rollt auf einer geneigten Ebene (Blld b 36):
I =184 cm; h = 43 em; s = 189 em.
Berechne die Normalkraft N und die Hangabtriebskraft H!

Beschreibe Ahnlichkeitsabbildungen, die im rechtwinkligen Dreieck 4 BC

a) A DBC in A ADC, b) A ADC in A ABC, ¢) A DBC in A ABC
iiberfiihren! (D bezeichnet den FuBpunkt der Hohe auf der Hypotenuse.)

Beweise, daf fiir jedes rechtwinklige Dreieck 4 BC die Proportion a*: b = p: q gilt!

In einem rechtwinkligen Dreieck 4 BC sind die Hypotenusenabschnitte 4D und DB bekannt.
Wie lang ist die Hohe CD?

a) b) ¢) d) e) f) g8)
AD 2,0 cm 3em 3,5 cm 25cm | 4lem | 37em | 53cm
DB 2,5 cm 3 ecm 3,0 em 4,5 cm 2,2 em 2,8 em 4,1 em

In einem rechtwinkligen Dreieck ist die Hohe 6 cm lang.
a) Wie lang konnten die Hypotenusenabschnitte sein ?

b) Wie lang sind sie, wenn ihr Verhiltnis % betriigt ?
©) Beantworte a) und b) fiir den Fall, daB die Hohe 10 cm lang ist!
In einem rechtwinkligen Dreieck ist h = 3,5 cm.

4) Wie lang muB die Hypotenuse mindestens sein ?
b) Wie lang kann die Hypotenuse hichstens sein ?

Konstruiere zu den Rechtecken A BCD, EFGH, IKLM aus Aufgabe b 66 (Bild b 27) je ein
flichengleiches Quadrat!

Im rechtwinkligen Dreieck 4 BC sind Hypotenuse AB und Hypotenusenabschnitt AD be-
kannt. Wie lang sind die Katheten ?

a) b) c) d) e) f) g)
AB 5 cm 6,1 cm 5,7 em 49 cm 37 cm 97cm | 0,83 m
AD 2 cm 4,7 em 2,8 em 1,3 em 1,7dm | 620 mm | 3,4 dm




109. Im rechtwinkligen Dreieck 4BC sind Hypotenuse 4B und Kathete AC bekannt. Berechne
die Hypotenusenabschnitte, die andere Kathete und die Hohe!

a) b) <) d) e) f) 8)
AB 9 cm 8 cm 21 cm 3,2 cm 94cm | 760 mm | 85cm
AC 6 cm 5cm 20 cm 1,4 cm 30em [ 43,0em | 0,58 m

110. Fiille die folgende Tabelle aus unter der Voraussetzung, in A ABC sei << ACB = 90°!

AB AD DB CD AC BC
a) 3,0 cm 4,0 cm
b) 3.9 em 5,1 em
c) 6,2 cm 3,5 cm
d) 5,5 cm 4,1 em
e) 2.1 cm 4,9 cm
f) 5,0 cm 5,4 cm

1i1. Konstruiere zu einem gegebenen Quadrat 4 BCD ein flichengleiches Rechteck PQRS, fiir
das die Linge der Seite P(Q gegeben ist! MiB QR und iiberpriife rechnerisch!

a) b) <) d) e) H
AB 4 em 5,6 cm 3,4 cm 2,9 em 6,1 em 4,3 em
PO 3cm 4,1 em 4,8 em 3,2 em 3,7 em 7.1 em

112. Konstruiere zu einem gegebenen Rechteck 4BCD ein flichengleiches Quadrat! Mi} die
Quadratseite, und iiberpriife die Genauigkeit der Konstruktion!

s) b) <) d) e) f)
AB 1,5 cm 2,4 em 2,8 cm 4,9 cm 5,6 cm 6,3 em
BC 3,7 em 3,1 em 2.2 cm 3,6 em 4,2 em 1.7 em
113. Im rechtwinkligen Dreieck A BC sind die Katheten 4C und BC bekannt. Berechne die Linge

der Hypotenuse!

a) b) ©) d) e) f) g)
AC 24 em 2,0 cm 3,3 cm 27em [ 16mm |6,32dm [ 275m
BC 7 em 2,1 em 5,6 cm 0,9 em 37mm | 23,8em | 27,5dm




ly Im rechtwinkligen Dreieck 4 BC sind Hypotenuse 4B und Kathete BC bekannt. Berechne

7 AC!
O N ROANC KR
AB 17 em 3,7 em 10,9 ecm 0,85 m 23,5 em 4,81 m | 634 mm
BC 15 em 1.2 em 9,1 em 7,2 dm 118 mm | 19,6 dm | 2,75 dm

115. Die unterschiedlich groBen Rechtecke einer Streichholzschachtel seien R,, R,, R,. Kon-
struiere die zu ihnen jeweils flichengleichen Quadrate Q,. Q,, Q,!

XFﬁlle die Tabelle aus unter der Voraussetzung, in A PQR sei < PQR — 90°!

") b) SHRECEICEERE

APQ 3,6 em 2,3 em 7,22m | 469 mm 37,1m
N3 7.7 em 9.9 cm liem | 537m 9.82 m
CR_P 10.1 em 7.58dm [ 105 m | 27,5m

117. Konstruiere ein Quadrat, das den gleichen Flacheninhalt hat wie die Quadrate iiber Strecken
von 3,8 cm und 4.5 em Lénge zusammen!

118. Konstruiere Strecken der Linge B B -
a) J2cem, b) |3 em, ¢) |5em. d) |6cem, €) |7 em, £)]8 cm!

119. Gib an, ob bei folgenden MaBangaben das A 4 BC mit dem HohenfuBBpunkt D zwischen A
und B rechtwinklig ist oder nicht!

a) AB=7cm b) AC =12 cm ¢) AD = 3cm
c DB = 18 em DB =12cm
AD = 6cm CD = 6cm

e) DB= 5cm f) AD= 3 em

AB = 20 em DB= 5em

BC= 5cm CD = 4cm

120. Entscheide, ob <= PQR ein spitzer. rechter oder stumpfer Winkel ist! HéhenfuBpunkt S liegt
zwischen P und R.

a) PS= 9ecm b) PS= 9cm 10 em
SR = 16 em SR= 5cm 26 cm
QS = 12cm QS = 4cm 24 cm

e) PS = 6em f)ﬁ:llcm 8 cm
SR= 5cm RS = 4cm 3 em
0S= 7em QR = 7Tcm PR =14 cm 6 cm

#. Die Diagonalen eines Rhombus sind 42.4 em und 35,2 cm lang. Berechne Umfang und
Flicheninhalt!

122. Gegeben sei ein Kreis mit 10 cm Radius.
a) Welchen Abstand vom Mittelpunkt hat eine 14 em lange Sehne ?
b) Welchen Abstand vom Mittelpunkt hat ein Punkt P, wenn die von ihm an den Kreis
gelegte Tangente bis zum Berithrungspunkt 15 cm lang ist?

119



-

14

128

126.

128.

9.

130.

131.

134.

120

. a) Die Héhe eines gleichseitigen Dreiecks i

2. Ein Weg, der fiir eine kartographische

b 38

st.5.7 em lang.

b) Wie groB ist der Umfang des Dreiecks?

¢) Leite eine Formel fiir die Hohe (den Flicheninhalt) des gleichseitigen Dreiecks mit der
Seite a her!

Ein regelmiBiges Oktaeder wird von acht kongruenten gleichseitigen Dreiecken begrenzt

(Bild b 37).

a) Berechne die Linge einer jeden der drei im Bild b 37 eingezeichneten Kérperachsen, wenn
eine Korperkante 3,0 cm lang ist!

b) Berechne den Oberflicheninhalt des Oktaeders von a)!

2) Wie lang ist die Raumdi Te siner Streichholzschachtel ?
B) Gib eine Formel fiir die Raumdiagonale d eines Quaders mit den Kanten a, b, ¢ an!

Berechne den in der Aufgabe 98 a) zeich-  127. Gib die Steigung der Fichtelbergbahn
nerisch ermittelten Héhenunterschied! (Aufgabe 97) in Prozenten an!

Die Eisenbahnstrecke von Dresden nach Karl-Marx-Stadt steigt zwischen Tharandt und
Klingenberg-Colmnitz bei 11,6 km Streckenlinge um 228 m an. Ermittle die durchschnitt-
liche Steigung! Vergleiche mit der fir Hauptbahnen hochstzuldssigen Steigung von 2,5%!

Zum Schleifen eines Spiralbohrers von 20 mm Durchmesser soll eine Lehre angefertigt wer-
den. Berechne h fiir die im Bild b 38 eingetragenen MafBe!

Jiirgen 1aBt einen Drachen steigen. so hoch es der 87 m lange Bindfaden zulaBt. Michael sieht
den Drachen senkrecht iiber sich. Welche Héhe hat der Drachen erreicht, wenn Michael von
Jiirgen 60 Schritte von je 80 cm Linge entfernt steht ? (Der Durchhang der Drachenschnur
wird vernachléssigt.)

Von einem Feld in Form eines rechtwinkligen Dreiecks mit der Hypotenuse von 1200 m
und einer Kathete von 850 m wurden 900 dt Silomais geerntet. Berechne den Hektarertrag!

Auf einer Karte im Mafistab 1:25000 er-

Aufnahme vermessen wurde, steigt auf scheint die Projektion eines Skilifts, der
330,0 m insgesamt um 46,0 m gleichmiBig einen Hohenunterschied von 120 m iiber-
an. In die Karte wird seine Projektion auf windet, 12 mm lang.

die Horizontalebene eingetragen. Wie lang a) Wie lang etwa ist der Skilift in Wirk-
erscheint sie auf einer Karte im Malstab lichkeit 7

1:40000? h) Ist derin a) errechnete Wert ein Min-

dest-. Hochst- oder Mittelwert ?

Der Pkw Trabant 601 hat ein Leergewicht von 615 kp. Berechne Hangabtriebskraft und
Normalkraft bei einer Strale mit 129, Gefille (vgl. Aufgabe b 101)!

5. Ein Kasten mit einseitiger Schwerpunktlage hingt an einer gespreizten Kette (Bild b 39).

Die Kette bildet am Aufhingepunkt A einen rechten Winkel. Wie lang ist die Kette, wenn
der Hakenabstand H,H, eine Léinge von 2,68 m hat und der Abstand des Schwerpunktes S
von der Kastenwand, iiber der sich Haken H, befindet, 0.76 m betragt ?




1%#. Wie groB sind bei dem Dachbinder in
Bild b 40 die Firsthéhe und die Sparren-
lingen, wenn @ = b — ¢ = 1.5 m gilt?

137. a) Ermittle die Linge des Obergurts, der
Diagonalen und der Senkrechten des
Dachbinders aus Aufgabe b 17
(Bild b 6)!

b) Desgleichen fiir Bild b 41.

X8, Berechne die Blickweite m;f das Meer aus
100 m Hohe (Erdradius 6370 km)!

o
4000

139. Ein Kraftwerk wird von einem See her durch eine sechsfache Rohrleitung gespeist, fiir deren
Hauptpunkte folgende Angaben gelten:

Miindt{ng Knickpunkt | Knickpunkt | Knickpunkt Anfang am
am Turbinen- Wasser-
haus 1 2 3 schlof
Waagerechte
Entfernung vom|
Turbinenhaus 0 127,5 m 171,0 m 2355 m 354,0 m
Héhe iiber NN 603,0 m 618,0 m 649,5 m 711,0 m 783,0 m

a) Zeichne einen Lingsschnitt durch das Leitungssystem im MaBstab 1:5000 mit der
Héhenlinie 600 iiber NN als Bezugslinie!

b) Berechne die Lingen der Teilstiicke der Leitung, die Gesamtlinge der Leitung und dic
Linge der Luftlinie vom Anfang bis zur Miindung!

j40. In einer mindestens 2000 Jahre alten chinesischen Arithmetik findet sich folgende Aufgabe:
Im Mittelpunkt eines quadratischen Teiches von 10 Ful} Seitenlinge wiichst ein Schilf, das
einen FuB iiber der Wasserfliche emporsteht. Wenn man es ans Ufer nach der Mitte einer
Seite hin zieht, reicht es gerade bis an den Rand des Teiches. Wie tief ist das Wasser an der
Stelle, wo die Pflanze wichst?

K?ei zwei dhnlichen Vielecken sind @ und a’ einander entsprechende Seiten, u und u' die Um-
inge, A und A’ die Flacheninhalte.

a) Berechne u’' und A'. wenn @ = 5 cm, @’ = 8 cm, u = 20 cm und 4 = 9 em? ist!

b) Berechne a’ und u', wenn a = 6 em, u = 25 cm, 4 = 30 cm? und 4’ = 60 cm? ist!
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Aufgaben zur Ubung und Wiederholung

1. Von zwei Strecken a und b ist ihr Verhiltnis % = % bekannt.

a) Konstruiere b fiir a = 4,6 cm! b) Konstruiere a fiir b = 5,4 em!

2. Einem Kreis (Radius r) ist je ein Quadrat einbeschrieben und umbeschrieben. Ermittle das
Verhiltnis der Quadratseiten!

3. Erldutere, warum sich in jedem Dreieck 4 BC die Seitenhalbierenden AD. BE, CF in einem
Punkt S (dem Schwerpunkt) schneiden, wobei gilt :
AS:SD =BS:SE=CS:SF=2:1!
Anleitung: Ziehe zu AD Parallelen durch E und F!

4. Das Bild b 42 zeigt schematisch die Anordnung von Sonne, Mond und Erde bei einer Sonnen-
finsternis.

a) Berechne, wie weit der Kernschatten des Mondes reicht, unter Benutzung folgender
Niiherungswerte:

Sonnendurchmesser 1,4 Mill. km. Monddurchmesser 3500 km, mittlere Entfernung
S Erde bzw. S Mond 150 Mill. km. Erldutere, warum man mit den Durch-
messern statt mit den Beriihrungssehnen rechnen darf!

b) Vergleiche den unter a) ermittelten Wert mit der Entfernung Erde—Mond, die zwischen
356000 km und 407000 km schwankt! Was ergibt sich daraus fiir die Sichtbarkeit einer
totalen Sonnenfinsternis?

¢) Berechne entsprechend die Lange des Kernschattens der Erde (Erddurchmesser 12 740km)!
Fiir welche Finsternis ist dieses Ergebnis hedeutsam 7

5. Zeichne einen Rhombus ABCD mit < ABC + 90° und dem Diagonalenschnittpunkt M!
Gib moglichst je zwei Bewegungen an, bei denen
a) A ABM das Bild von A BCM ist; b) A ABM das Bild von A DMC ist:
¢) A ABC das Bild von A ABD ist; d) der Rhombus Bild von sich selbst ist!
6. Zeichne das Rechteck ABCD mit AB = 5 em; BC = 3 em! Diagonalenschnittpunkt sei S,

a) Konstruiere sein Bild 4" B"”C"D" bei der Zusammensetzung (Z: k) der Streckungen
L (4:2) und 2. (S:3)!

b) Berechne 4B und B"C"!

¢) Gib drei Geraden an, auf denen Z liegen muf}!

d) Uberpriife an deiner Konstruktion, ob sich die unter ¢) genannten Geraden wirklich in
einem Punkt schneiden!

e) Ergibt die Zusammenstellung 1. (S %' 2. (A; 2) dieselbe zentrische Streckung (Z; k) ?

7. Ein rechteckiges Bild hat einen 5 em breiten Rahmen. Sind die beiden Rechtecke einander
dhnlich ?



c) Lineare Funktionen

X & Gib die Elemente der Menge M, aller, % #) Gib die Elemente der Menge M, aller

geraden Zahlen zwischen 1 und 20 an! ) Primzahlen zwischen 79 und 87 an!
B Gib die Elemente der Menge M, aller B) Gib die Elemente der Menge M; aller
durch 3 teilbaren Zahlen zwischen 4 und ungeraden Zahlen zwischen 75 und 90
31 an! an!
}Q Gib die Elemente der Menge M, aller ,f Gib die Elemente der Menge M aller
durch 6 teilbaren Zahlen zwischen 1 und " durch 4 teilbaren Zahlen zwischen 0 und
, 33 an! 15 an!
(’) Welche Beziehung besteht zwischen M, &) Welche Beziehung besteht zwischen M,
" und M,? und M, ?

.{ Gib drei Beispiele fiir unendliche Mengen an!

4. Welche der drei Abbildungen in Bild c 1 ist eindeutig. Begriinde deine Entscheidung!

u n cl

A B A 8 A 8
a b a b @ I b
1 1 ) 1 1 ~ I b7
a by & T— )~ <
as by o T 2T b
ay by ay by a by

\
A. In den folgenden Beispielen entsteht durch die Zuordnung der Elemente von B zu den Ele-
menten von 4 eine Menge geordneter Paare Gib jeweils den Wertebereich und drei geordnete
Paare an!
a) A ist die Menge aller rationalen Zahlen; d) Aistdie Menge der rationalen Zahlen auf3er
es soll jeder rationalen Zahl ihr Drei- der Null; es soll jeder Zahl aus der Menge 4
faches zugeordnet werden. ihr Reziprokes zugeordnet werden.
b) A ist die Menge der rationalen Zahlen. e) A ist die Menge der rationalen Zahlen.
Ordne jede Zahl sich selbst zu! Ordne jeder Zahl die Zahl 2 zu.
¢) Aistdie Menge aller natiirlichen Zahlen. f) A ist die Menge der rationalen Zahlen; es
Ordne den natiirlichen Zahlen der soll jeder Zahl ihr Doppeltes, vermindert
Reihe nach die Primzahlen zu! um drei, zugeordnet werden.

& In den folgenden Sachverhalten sind die angegebenen Grofen proportional. Bezeichne die
Mafzahlen der einen mit x, die der anderen mit y! Gib die Beziehung zwischen x und y durch
eine Gleichung an! Nenne jeweils drei geordnete Paare! Stelle die Proportionen graphisch dar!
a) Ein Brétchen kostet 0,05 M. Q}gin Abraumbagger in einer Kohlengrube

rdumt in 20 Minuten 100 t Abraum ab,
W Ein Biigeleisen verbraucht in 2% Stun- Mﬁr eine Beeteinfassung braucht man drei
den 1 kWh Elektroenergie. ' Pflanzen auf je 50 cm.
Mus 5 kg Trauben erhélt man 3,5 | Saft. {(Ei.n Containerfrachter legt in 2% Stunden
52,5 Seemeilen zuriick.

7. Kennzeichne die Punkte mit folgenden Koordinaten in einem Koordinatensystem!

8) Py xi= 2y =3 b) Pi:x,=0;y,=0 €) Pyixy=5; yy=—4
Pp:xy=2; yq : —1; g =—4 Prpixy=—21y,=—6

" —2;y, =6 Pyix,=3.2; y, = 2.3
Poixy=05; 5y, =0 Piixy=0; y,=—3 Piixy=—32; y, =23
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16.
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. K ichne die folgenden Zahleng zugeordneten Punkte in einem Koordinatensystem!

a) x |—15|—5]1]05] 0 b) x| 0|=36]0|3]—3]—3
y [ 3]—2]0] 43 |—11 y o] ofs|s] s]—s
. Zeichne die Gerade, die durch die Punkte 4 und B geht!
a) A(5:4), B(—3; —2) b) A(0;0), B2; —2) ©) A(0;3), B(—1; —2)
. Zeichne ein Dreieck mit den folgenden Eck-  11. Zeichne ein Viereck mit den folgenden Eck-
punktkoordinaten! punktkoordinaten!
A(4;5); B(8:2); C(—6:3) A(—3:8); B(10;6); C(5; —5):
D=1y —4)
. Zeichne den Punkt P (4: 6) und den Punkt  13. Zeichne den Punkt P (4; 6) und den Punkt
P', der in bezug auf die Abszissenachse P', der in bezug auf die Ordinatenachse
symmetrisch zum Punkt P liegt! Ermittle symmetrisch zum Punkt P liegt! Ermittle

die Koordinaten dieses Punktes! die Koordinaten dieses Punktes!

. a) Zeichne den Punkt 4 (3: 7) und den Punkt B, der in bezug auf den Koordinatenursprung

symmetrisch zum Punkt A ist! Wodurch unterscheiden sich die Abszissen und die Ordina-
ten dieser Punkte?

b) Zeichne weitere Punktepaare. die in bezug auf den Koordinatenursprung symmetrisch
sind, und vergleiche ihre Koordinaten!

5. Gegeben sind folgende Punkte: A4 (1:3): B (2:5); C(1; —3); D (—2; —5); E(—1; 3).

Stelle fest, welche Paare dieser Punkte symmetrisch sind in bezug auf
@) die Abszissenachse; b) die Ordinatenachse, ¢) den Koordinatenursprung!

Gib die Koordinaten der im Bild ¢ 2 gekennzeichneten Punkte an!

7. Die Messung der relativen Luftfeuchtigkeit an einem Tage ergab die folgende Tabelle:

Uhrzeit I 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 Uhr

relative Feuchtigkeit |T2 73 76 75 68 60 55 53 53 55 60 65 689,
Stelle die durch die Tabelle gegebenen geordneten Paare graphisch dar!

EERT LR IR ERES]
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24.
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. Stelle die f

. Entnimm dem Bild ¢ 3 die Koordinaten der Punkte, und trage diese in eine Tabelle ein!

. Gib fiir folgende Funktionen eine Wertetabelle an!

a) y=3x b) y=—zx ) y=—gx ) y=—ax
Stelle fest, ob die geordneten Zahlenpaare zur Funktion mit der Gleichung v = 2,5x gehéren!
a) [4;10] e) [—3;—1T] e) [0; 0] g) [—11; —27,5]
b) [12; 25] 4) [0,4:1] ) [—2;5] 1) [110; 250]
. Zeichne die Bilder der Funktionen mit folgenden Gleichungen!
a) y =4x b)y=%x )y=—x d) y = 0,6x e) y=—15x
. Zeichne in ein Koordi ystem die Bilder folgender Funktionen!
a) y=3x und y = —3x b) y =0,5x und y = —0,5x
¢) y=0lx und y = —0,1x
. Zeichne die Geraden mit den in der folgenden Tabelle angegeb Anstiegen! Mif} die

Winkel x, die diese Geraden mit der positiven Richtung der x-Achse bilden, und trage sie in
die Tabelle ein!

m I 0,5 Ill 1,5 IZ'—ZI—I,SI—I |—0,5
e T TT TT T T T itamms

Zeichne die Achsen eines rechtwinkligen Koordinatensystems und die Geraden fiir y = x und
y = — x! Dadurch wird die Zeichenebene in 8 Teile zerlegt. Markiere farbig die Achtel, in
denen Geraden y = mx verlaufen, fiir die | m | > 1 gilt, andersfarbig diejenigen, in denen die
Geraden mit 0 < | m | < 1 verlaufen!

. Stelle die folgenden Funktionen graphisch dar!
a) y=x b) y =2x e) y=3x d)y:%x
y=—=x y=—2 y=—23 _v:—%x

Wie verlaufen die Geraden ? Durch welche Bewegungen lassen sie sich ineinander iiberfiihren ?

den Funktionen graphisch dar!

b y=3|x| &)= |—#| d) y =—| 2|

a) y=|3=x




. Stelle die folgenden Funktionen graphisch dar!

a)y=x b)y=x+1 e)y=x+2 d) y=x+3

e) y =2 Hy=2x+1 g)y=2x+2 h)yy=2x+3

Wie verlaufen die Geraden a) bis d) und e) bis h) zueinander ? Durch welche Bewegungen
lassen sie sich jeweils ineinander iiberfiihren ?

x Stelle die folgenden Funktionen in einem i Koordinatensystem dar! Vergleiche mit-

einander die Gleichungen und die Lage der zugehorigen Geraden!
Hy=x+1 B y=22+1 G)y=3x+1
@Qy=—x+1 ) y=—2x+1 6)y=—3x+1
2. Stelle dic Funktionen 30. Stelle die Funktionen
= 2x + 3 und y = — 2x + 3 graphisch y = 2x + 3 und y = — 2x — 3 graphisch
dar! Nenne Gemeinsamkeiten und Unter- dar! Nenne Gemeinsamkeiten und Unter-
schiede in den graphischen Darstellungen, schiede in den graphischen Darstellungen,
und gib die Symmetrieachsen an! und gib die Symmetrieachsen an!

31. Zeichne eine Gerade, die durch den Koordi- ~ 32. Zeichne eine Gerade, die durch die Punkte
natenursprung und den Punkt M (2;4) P (2;0) und Q (— 1: 3) geht!
geht! a) Schreibe die Gleichung dieser Geraden
a) Schreibe die Gleichung dieser Geraden auf!

auf! b) Liegt der Punkt R (0; 2) auf der gege-
b) Liegt der Punkt N (— 1; — 2) auf der benen Geraden ?
gegebenen Geraden ?

33. Zeichne eine Gerade. die durch den Koordi-  34. Zeichne eine Gerade, die durch den Punkt
natenursprung geht und den Anstieg — 2 A (0: 1) geht und den Anstieg 2 hat! .
hat! a) Schreibe die Gleichung dieser Geraden
a) Schreibe die Gleichung dieser Geraden auf!

auf! b) Liegt der Punkt B (1; 3) auf der gege-
b) Liegt der Punkt S (— 2; — 2) auf der benen Geraden?
gegebenen Geraden?

35. Zeichne in ein Koordinatensystem die graphischen Darstellungen folgender Funktionen!
a)x—y=0 b)x+y=0 ¢) 5x—2 =0 d) 3x—y =0

36. Ermittle ndherungsweise die Gleichungen der Funktionen, die im Bild ¢ 4 und im Bild ¢ 5
dargestellt wurden!
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38.

39.

40.

41.
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46.

Durch die geordneten Paare in den nachstehenden Tabellen sollen lineare Funktionen
y = mx + n, Definitionsbereich x € R, gegeben sein. Stelle die Funktionen graphisch dar, und
ermittle die Gleichungen der Funktionen!

a) xl 4[ 6]*10 b) x|72J0L5 c) x|73 I—lI 4
y—2] =3 > y|—1]1]e y| 1] o] —4

Bei der Ermittlung der Schallgeschwindigkeit v in Metern je Sekunde auf experimentellem
Wege in trockener Luft und bei verschiedenen Temperaturen erhielt man die folgende Werte-
tabelle!

t(inGrad) |—30|—16| —8 | —4| 0] 4| 8] 12] 20| 30

. m
fl]
a) Fertige die graphische Darstellung der durch die Wertetabelle gegebenen Funktion an!

b) Ersetze die graphische Darstellung niherungsweise durch eine Gerade!
¢) Ermittle eine Funktionsgleichung fiir die in b) gezeichnete Gerade!

330 337 | 339

313 I 323 | 327

332 | 334

344 | 349

Von einer linearen Funktion y = mx + n seien m und n bekannt. Gib zwei geordnete Zahlen-
paare an, die die jeweilige Gleichung erfiillen, und zeichne das Bild!
aym=4;n=1 b)ym=4;n=—4 e)m=—3;n=15

a) Setze in 2x + 3y — 6 = 0 zuerst statt 2, dann statt 3 die Zahl 0! Zeichne die entsprechen-
den Geraden, und gib die Gleichungen an! Sprich das Ergebnis in Worten aus!

b) Zeichne die Geradenschar y = a fiir verschiedene Werte von a! Sprich das Ergebnis in
Worten aus!

Gib die Gleichung derjenigen linearen Funktion an, die durch die x-Achse dargestellt wird!

Stelle die folgenden Scharen von Funktionen graphisch dar!

a)y+x—n=20 ¢)3y—x—n=20 e)y—mx—1=0 g)y—mx+25=0
b)y—x—n=04d)2y+x—n=0 f)y—mx+1=0 h)y—mx—25=0
Anleitung: Setze jeweils fiir n bzw. m eine Anzahl beliebiger Zahlenwerte ein!

Gib von folgenden Funktionen eine Wertetabelle an, und stelle die Funktionen graphisch dar!
(Anleitung: Setze zu einer Zahl auch stets die entgegengesetzte Zahl mit ein!)

a)y=|x|+2 y=|x|—g o) y=lx—1|
b)y=|x|—2 d)y=|x+2] fly=|x—1|+2
Ermittle die jeweils nicht angegebene Zahl eines jeden geordneten Zahlenpaares!
a)y=2x—3 h)y:-xﬁ—% L‘)y:7%x-2
1
[x: 5], [2:] [3: y]. [—;:y] [—4:y]: [x: 3]

Ermittle rechnerisch und zeichnerisch die Nullstellen der folgenden Funktionen!
a)y=x+2 b)y=—2c+1 )y =05x d)2y—x=5

Ermittle rechnerisch die Nullstellen der folgenden Funktionen!
n)y:~%x+5 b) 2x +3y—4=0 ¢)y=02x+0,7 d) x—y=0

Lése die folgenden Gleichungen! Fiir x gelte in allen Aufgaben x € R.

.

48.

* 4 b) = 0 e a2
) p=4 ) 1g =—0.8 o) —g 3 =1 ) =5
a) 5x —3 =17 b) 5x +24+x=20 €) 18 + 9x = 27 + 5x
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49. a) 100 + 2x —9x + 15 =10 —7x + 5 — 11x
b) (8x +5) + (5x —8) + 7 = 10x — (3 —2x —8)
) x— (Tx — 69) + (6x — 50) = 2x — (x — 8)
MWoa) @—1D)E—2)=(x—3)(x+1)
@+2P—@E+172=9

) (x—1)2 = (T—x)*

MR x+3) 2+ 5)=Q—1)(x+7) b) (x—2) (x—4)=(x—5) - x
DB+ x—1)=@x+1)(x—2) +2

52. (x — 3) (x + 4) = x> —9 (Vgl. Beispiel C 28!)

3—7x x+1 7—3x
W3- +3 =4—
34x +40 47 72¢ +56 32
@ =5 O -5
27 51 5 105
2(3x + 2)— 3(x—3) 36— x) 3
5. @) ——————— =4 b S =x—Ty
%}) 12:8=15:x 57.a) 3:11 =63:x 58. a) 168:84 =4.2:x
i NENTIES 9 12 3
) 2:6=6:x )4.472.x b)7.777.x
¢) 9,5:38 =3,8:% c) 2x:5=28:10 c) 3x:80=9:15
15 25 9
d) 4,2:5,6 = 2,5x: 10 d) 1,2:15x=05:75 d) T:?=?x:2
% 24_13 9 162 5 3 l4 1 i3
e) 3,6x: =Ly e) 7 ' E —?.Ix z)?. =5ig*
0. a) (x—3):6=(x+6):8 b) (x+2):5 = (x—4): 5
Tu_pu 3 241 _ x=5 Al W . 5 3
Wk =3 bI5=5 DT n 5 T Ty
38 x 5 7 85 _ 5
L DT e Y=
% x4 _ 1 3 2 E U
by T LI Rl el =]
63. Die folgenden Gleichungen sind heinander nach allen vorkommenden Variablen aufzu-
lésen!
a) 2(3a + 10x) + Ta—=x) = 13(a + b)  b) 3(5x — 7Ta) + T(3a — 5b) + 5(3b — Tx) = 0
¢) mx +nx=a d) ax +bx=m + x

In den folgenden Aufgaben sind alle Gleichungen nach x aufzulésen!
64.)p) x + a = 100 c)x—6=1»b e) —8+x=c
1

11 13
b)Tb+7x:Eb d) 2x —a=2a+x f)x+p=r

5 2 Sk —9.14t = c.onil o
b5/ a) 5ab? + 10a%h = abx — 9,1a% b) T 3 ) 3

66. a) 17mx — 3am + 5bm — 8mx -+ 4bm = 10mx — 5am + Tbm + mx
b) 9ab — 7b% — 11bx + 12b* — 5ab — 3bx — ab + b* + 11bx = 0
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68.

80.

S

81.

. In

¢) 15(x + 2) = 6(2x + 7)

7. Die folgenden Gleich sind heinander nach allen vorkommenden Variablen aufzu-
losen!
a b : x b a—bx cex—b x x x d
a) o= ) o —b=c ) x=— ) =dpt—=
Lése die fol den Gleichungen graphisch!
a)&x+1=9 b) 4x —3 —3x —4=x—7

Sx—4  16x+1
2 7

Vermindert man 76 um eine gewisse Zahl, und multipliziert man die Differenz mit 3, so erhalt

man 210. Wie heif3t die Zahl ?

. Die Summe zweier Zahlen ist 20. Multipliziert man die eine Zahl mit 3, und vermindert man

die andere Zahl um 16, so erhélt man gleiche Zahlen. Wie heiBen beide Zahlen?

. Helga sagt: ,,Ich bin fiinf Jahre élter als

meing Bruder Klaus. Vor vier Jahren war
ich gerade doppelt so alt wie er.« Wie alt
ist Helga ?

Ich habe mir zwei Zahlen aufgeschrieben,
von denen die eine um 2 kleiner ist als die
andere. Wenn ich die gréBere mit 4, die
kleinere mit 3 multipliziere und die beiden
Produkte addiere, ergibt sich 57. Wie hei-
Ben die beiden Zahlen ?

72. Dieter ist heute 16 Jahre alt, sein Vater
37 Jahre. In wieviel Jahren wird Dieters
Vater gerade doppelt so alt sein wie Dieter ?

@2 Ich habe mir eine Zahl notiert. Wenn ich 12
addiere, die entstandene Summe mit 3
multipliziere und vom Produkt 19 subtra-
hiere, so erhalte ich das um 3 verminderte
Vierfache der notierten Zahl. Welche Zahl
habe ich mir aufgeschrieben ?

ben. Stelle dazu einen Text in Form eines

In den folgenden Aufgaben ist die Gleich
Zahlenritsels ! Lése die Gleich

!

a) 35 + 3x) = 10x

Inhalt um 72 cm®. Berechne die Seiten!

Ichem Flach Bstab wird ein Kl

b) 4(x —3) = 9(x —2)

hild

) 12 + 2x = 8(x — 8)

. Ein Rechteck ist 2 cm linger als breit. VergroBert man jede Seite um 4 cm, so wichst sein

iv (24 mm x 36 mm) vergréBert, wenn

eine VergroBerung im Format 6 cm < 9 cm hergestellt wird ?

Bei jeder Schleifscheibe gibt der Hersteller-
betrieb neben dem Durchmesser d i it Milli-
meter die héch lissi U

; o o om il
hwindigkeit v in = an. Beispiel:
.

d = 30 mm, u=32—?.

Berechne daraus die maximale Drehzahl n
in Umdrehungen je Minute!

79. Dient eine Scheibe zum Schneiden, so be-
zeichnet man die Umlaufgeschwindigkeit v
auch als Schnittgeschwindigkeit.

a) Esseid = 24 mm, v = 250;.

Berechne n!
b) Es sei v = 380 ™, n — 1800 Y=o~
s min
Berechne d!

00 08 06]

Ein Stahlseil habe einen Querschnitt von 25 mm?. Auf Zug darf dieses Stahlseil hochstens mit
70 m"—L belastet werden. Wieviel Prozent der Maximalbelastung betrigt ein Zug von 1400 kp ?

Qe Kb d oh

man das Verhﬁ]tnis

Als Ubersetzung i zweier Zahnrider b
der Drehzahl n, des treibenden Rades zur Drehzahl n, des getriebenen Rades i = ™. Die
Motordrehzahl eines Kraftwngens beu'agt 3200 Umdrehungen je Minute. Die Gelenkwel]e hat
in den einzelnen Géng hlen: 1. Gang 930 Umdrehungen je Minute, 2. Gang
1890 Umdrehungen je Mmutc, 3. Gnng 3200 Umdrehungen je Minute, R-Gang 830 Umdrehun-
gen je Minute. Wie groB sind die Ubersetzungen x:1 in den einzelnen Géngen ?
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a0
82.

83.

857

36.

87.

88.

29

Bei einer Losung gibt die Prozentzahl meist die Masse des gelosten Stoffes in 100 Masse-
teilen der Losung an. Es soll eine 15prozentige Natronlauge hergestellt werden. Wieviel
Gramm Atznatron (NaOH) sind in 250 g Wasser zu losen ?

An einem im Gleichgewicht befindlichen zweiseitigen Hebel mit Hebelarmen von 21 cm und
9 em Liinge ist eine Last um 60 p gréfler als die andere. Berechne beide Lasten!

Wieviel Wasser mul} im Gradierwerk aus je 100 kg einer Tprozentigen Sole verdunsten, damit
die Sole 25prozentig wird ?

Bei einem Scheibenschieen mit dem Gewehr erreichte ein Schiitze bei 3 Schul 26 Ringe.
Beim 1. SchuB3 erzielte er einen Ring mehr als beim 2. Schufl und beim 3. Schuf} zwei Ringe
weniger als beim 2. Schul3.

Wieviel Ringe erzielte er bei jedem Schuf3?

Von einem U-Boot aus wird ein entgegenkommendes Schiff in 8 sm Entfernung (1 sm —
1852 km) geortet. Nach 15 min hat sich der Abstand auf 1.5 sm verringert.
Mit welcher Geschwindigkeit fihrt das Schiff, wenn das U-Boot eine Geschwindigkeit von

sm 5
24 5 hat ?

Invarstahl (Stahl mit 369, Nickel) eignet sich wegen seiner geringen Veranderung bei Tempe-
raturschwankungen fiir Prézisionsinstrumente und -mafstibe. 3 PrizisionsmaBstibe von je
2,57 kg sind herzustellen. Wieviel Kilogramm Stahl und Nickel sind erforderlich, wenn mit
einem Abbrand und GieBverlust von 0,79 zu rechnen ist ?

Die Schwingungszahlen der Téne jeder Dur-Tonleiter stehen im Verhiltnis 24:27:30:32:36:
40:44:48. Der Kammerton a, hat die Schwingungszahl 440 Hz. Bestimme die Schwingungs-
zahlen fiir die C-Dur-Tonleiter!

Ein Autobus hatte vor einem spiter abgefahrenen Motorrad einen Vorsprung von 3 km. In
welcher Entfernung vom Abfahrtsort holte das Motorrad den Bus ein. wenn sich ihre Ge-
schwindigkeiten wie 8:5 verhielten?

Aufgaben zur ﬁbvng und Wiederholung

1.

130

Gib die Funkti leict fur folgende eindeutige Zuordnungen an. und stelle jedesmal
eine Wertetabelle auf!
a) Seite und Umfang eines gleichseitigen d) Seite und Umfang eines Quadrats,

Dreiecks,

b) Seite und Umfang eines regelmiBigen e) Seite und Fliche eines Quadrats,
n-Ecks,

¢) Kante und Oberfliche eines Wiirfels, f) Kante und Volumen eines Wiirfels,

. Welche Vorzeichen haben die beiden Koordinaten eines Punktes, wenn der Punkt im

a) ersten Quadranten, b) zweiten Quadranten, ¢) dritten Quadranten. d) vierten Quadranten
liegt ?

Was kann man iiber die Koordinaten von Punkten aussagen, die auf den Achsen liegen ?

Zeichne Punkte, die a) in bezug auf die Abszissenachse, b) in bezug auf die Ordinatenachse
paarweise symmetrisch zueinander liegen! Gib jeweils die Koordinaten an!

Zeichne die Bilder der Funktionen mit folgenden Gleichungen!
n)y=7%x c¢) y=1025x+2 e)y=3 g y=|—2x|

b)y=15x—1 dy=21x f) y =—|2x| h)y=|x|+1



6. Von einer linearen Funktion y = mx + n seien m und n bek Gib zwei geordnete Zahl
paare an, die die jeweilige Gleichung erfiillen, und zeichne das Bild!

aym=—14;n=0 by m=0;n=25 ¢c)m=03;n=08
7. Ermittle die jeweils nicht angegebene Zahl eines jeden geordneten Zahlenpaares!
° ,),:%x+% b)y=—2x+4 €) y=02x—13
[x: 10, [0:y] [x: 0], [1:¥] [4: y]. [x: 1,5]
8. Ermittle rechnerisch und zeichnerisch die Nullstellen der folgenden Funktionen!
a)y=2x+1 b) y = 5x ¢)y—3x=0 d) 2y +3x=2

Lése die folgenden Gleichungen! Fiir x gelte in allen Aufgaben x € R!
¥ a) 9x -+ 22 — 2x — 100 — 11x — 42

b) 0 =14+ x—8x—3x—06+x

c) 7,3x —2,6 —8,lx + 4,1 + 1,7x = 2,5 + 3,8x — 9,7

d) 6+ 12x—9—8x+10+x=10

é9x=?x+ 15 + 5x + 8 — 10x

o oa) Tx— B8+ 6x—x)=05x—4)— (x—3x+9)
b) (x + 1) (4x — 25) = (2x — 5) (2x — 8)
ANGx + 1) (dx —5) — (bx + 1) (x + 1) = 3x —3) 2x — 1)

x— 18 4 2x—21 . 5 2,4x + 4.8 4
1.8) S5~ =5* ) T3 ~3%* A Ty
18 + (4x—8) 2 3 5(3x + 4) 1
12.0) ——=—— ==x+7¢ ) =%+
13. Die folgenden Gleick sind heinander nach allen vorkommenden Variablen aufzu-
lésen!
a) a(x —1)—b=x—a ¢) (a—b)x =2a—(a+b)x
b) ab— (x —¢)d = c(d + x) d) (a+b)x—(a—byx—bx=a+c¢
14. a) (x —0.2):5.1 = (x + 0.6): 5,7 e) Bx+8):(x+4)=0Bx—T):(x—2)

o 7 25) o (E_L)(x_1\_(3x_1\/iz 2
) gr=lrbyg)is—g Ty L ey bl oy
15. Die folgenden Gleichungen sind alle nach x aufzulésen! .

a) S tx=tk ¢) 0,150 = 2x — 1.85a e yat+Tx=b

b) x +4a=1la+2 d) 3a + 11b = 5b + 3x f) 2x—a=b+x

16. Die folgenden Gleichungen sind nacheinander nach allen vorkommenden Variablen aufzu-

losen!
b b a ) b 0 x+a b x—b a
a)ias==i Vg L=g— V"%~ a T

A7 Steffen sagt zu Klaus: ,.Denke dir eine Zahl, addiere 4, multipliziere das Ergebnis mit 5, sub-
trahiere 12, zihle 27 hinzu, ziehe das Fiinffache der gedachten Zahl ab!* Ohne dafl Klaus
ein SchluBergebnis sagte, wuBlte es Steffen.

18. 120 g Kochsalzlosung enthalten 20 g Kochsalz. Wievielprozentig ist die Losung ?

19. Eine Kreiselpumpe fordert in der Minute 5.4 m® Wasser. Sie driickt es in eine Rohrleitung
von 9 dm? Querschnitt. Welche Geschwindigkeit hat das Wasser in der Rohrleitung ?
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20.

21.

22.

Eine Fla-Rakete erreicht eine Geschwindigkeit von etwa 2040 % und ein Abfangjiger von etwa
680 % .
a) Rechne beide Geschwindigkeiten in %= um!

b) In wieviel Sekunden wird ein 9 km entferntes Ziel vom Abfangjiger erreicht, wenn man
vom Zeitverlust bei der Anfangsbeschleunigung absieht und eine gerade Flugrichtung an-
nimmt ?

¢) Welche Zeit benotigt die Fla-Rakete fiir diese Strecke ?

Die folgenden Gleichungen sind jeweils nach der in Klammern angegebenen Variablen aufzu-
l6sen.

AAd=ab (@ A= Om=oV @
b) P:G=p:100 (G) e) P:G=p:100 (p) h) &+ B +y=180° (f)
c) t'::— (s) f) r=% (1)

Eine Anekdote erzihlt von einem Postmeister, den jemand fragte, wieviel Pferde der Herr X
zum Wechseln auf der Poststation bestellt hatte. Er sagte: '

. Mit der Halfte der bestellten Pferde und einem halben fihrt Herr X selbst. Mit der Hilfte
des Restes und einem halben fihrt sein Vertreter, mit der Halfte des bleibenden Restes und
einem letzten halben fahren die Diener. Das iibrigbleibende letzte Pferd benutzt der Vor-
reiter." Wieviel Pferde waren bestellt 7




d) Fléchen- und Rauminhaltsberechnung

Wir unterscheiden

den Kérper und seinen Rauminhalt (Volumen),

die Fliche und ihren Flicheninhalt,

die Kanten des Kérpers und ihre Lingen,

die Seiten der Flachen und ihre Lingen,

die Hohe eines Dreiecks, Parallelogramms, Trapezes oder Koérpers und die Linge der Hohe.
Die Variablen dieses Kapitels bedeuten:

¥V Volumen eines Kérpers.

Ag  Grundfliche und auch Grundflicheninhalt eines Kérpers,

Ao Oberflache und auch Oberflicheninhalt eines Korpers.

Ay Mantel und auch Mantelinhalt eines Kérpers,

h Héhe und auch Linge der Hohe eines Korpers,

a, b, c, ... Kanten, d Durchmesser, r Radius, u Umfang und auch die jeweilige Linge dieser

Strecken. R
1. Stelle die Quader mit den Kantenld a, b, ¢ in Zweitafelprojektion dar! Berechne jeweils
das Volumen!
a)a=4cm; b=6cm; c=4cm b) a=0,06m; b= 0,06m; ¢c =12 cm

0

2. Berechne im Bild d 1 jeweils die mit Variablen gekennzeichneten Stiicke der geraden Prismen!

‘n

t

1

I

I

i
)4 i) |
20 o]

d1 CO— AR .

3. Die Grundfliche eines geraden Prismas sei ein gleichseitiges Dreieck. Es sei s die Linge der
Grundkanten und h die Lange der Korperhohe. Berechne jeweils das Volumen!
a) s=4cm; h=>5cm b)s=})3em; h=8cm

i, Die Grundfliche eines geraden Prismas sei ein gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck! Be-
rechne die Lingen der Grundkanten! Stelle das Prisma in Zweitafelprojektion dar!

a) V=48cm?®; h = 12em L) ¥V =200 cem®; h = 4 cm ) V=138cm?®; h = 3,6 cm
%. Berechne die fehlenden Grof3 gaben fiir folgende gerade Kreiszylinder, und stelle sie in
Zweitafelprojektion dar!
d =3 cm b)d = 2cm ¢} ¥V =12,5 cm?®
/"h=8cm V =10 cm? h = 25cm
gesucht: V' gesucht: h gesucht: d
%. EinMauerziegel (Normalformat)ist 240 mm X Ein zylindrisches Werkstiick habe einen
lang, 115 mm breit und 71 mm hoch. Durchmesser von 50 mm und eine Hohe
Wie grof3 ist seine Masse, wenn die Dichte von 75 mm. Berechne die Dichte des Ma-
1.8_‘% betriigt ? terials, wenn der Korper eine Masse von
g 1148 g hat!
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Ein zylindrisches Gefa8 hat einen Innen-
/" Ndurchmesser von 140 mm. Wie hoch ist es

9. In ein zylindrisches Gefi8 mit dem Innen-
durchmesser 65 mm werden 240 em® Was-

po

ser ei Es soll Schwefelsiure bis zu

gefiillt, wenn genau 1 1 Wasser ei
wird ?

einer Eichmarke in 102 mm Héhe iiber dem
Boden zugegossen werden. Wieviel Kubik-
zentimeter Schwefelsiure werden hinzu-
gegossen ?

10. Welche Masse haben 2000 mm lange Rohre mit den Durchmessern d; = 50 mm und
d, = 30 mm, wenn folgendes Material vorliegt ?

a) Stahl: p = 7,85 G%J

T [
b) Bronze: o = 8,8 oy

¢) Aluminium: 0=27 i,l
om’

1]. Wie lang sind die Grundkanten eines schiefen quadratischen Prismas mit dem Volumen ¥

und der Hohe h?
a) V=112cm? h=170cm

b) ¥ =100 cm? h = 75 mm

12. Der Mittelpunkt der Deckfliche eines schiefen quadratischen Prismas liege senkrecht iiber
einem Eckpunkt der Grundfliche. Die Grundkante sei a, die Hohe h und das Volamen V.
Berechne jeweils die fehlende Grife, und stelle das Prisma in Zweitafelprojektion dar!

a) a=3cm

h=5cm h=2cm
b) a=38cm d V =75cm?
V = 50 em?® h = 3em

¢) a=45cm

e) a=8cm
V' =320 em?

13. Die Grundfliche eines schiefen Prismas sei ein gleichschenkliges Dreieck. Die Linge der Basis
des gleichschenkligen Dreiecks sei ¢ und die der zugehorigen Hohe h,. Der FuBpunkt der
Hohe h,' des Deckdreiecks liege senkrecht iiber dem Punkt C. Gegeben ist auch die Linge der
Kérperhohe h. Berechne das Volumen und die Linge der Grund- und Seitenkanten! Stelle das

Prisma in Zweitafelprojektion dar!
a) c=6cm; hy =5cm; h = 12 cm

b) ¢ =8cm; he =3em; h = 5em

14. Berechne die Lange der Korperhohe eines schiefen Kreiszylinders, von dem folgende Stiicke
gegeben sind! a) ¥ = 190 cm®; r = 3,0 cm b) V = 160 cm®; d — 65 mm

15. Das Bild d 2 stellt eine Bohrung durch eine Metallplatte in Zweitafelprojektion dar. Entnimm

die MaBe dem Bild und berechne:

a) Wieviel Kubikzentimeter Ol kann die Bohrung aufnehmen ?

b) Wie lang ist die Bohrung ?

16. Von einer geraden quadratischen Pyramide
sind @ = 35 mm und h = 55 mm gegeben.
Berechne s und h,! .

Von einer geraden quadratischen Pyramide

sitd s = 70 mm und h, = 62 mm gegeben.

Berechne a und h!

™. Von der Pyramide im Bild D9a auf
Seite 83 sind die Lingen a = 45 mm,
b =15 mm und h = 80 mm gegeben.
Berechne hg, hy und s!

9. Von der Pyramide im Bild D 9b auf
§eile 83 sind die Lingen a = 25 mm und
s = 95 mm gegeben.
Berechne h und h,!
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X Ein Zelt. das am Boden 11 m Umfang hat,

i)

28

I
0
B

hat die Gestalt einer quadratischen Pyra-
mide. Seine Hohe betrigt 1,60 m.
Berechne den Luftraum. den das Zelt um-
schlief3t!

Von einer geraden quadratischen Pyramide
sind gegeben:

Die Linge der Grundkanten a — 6 ¢cm und
die Lange der Korperhohe h — 24 em.
Berechne J" und A4p!

egeben ist eine gerade Pyramide mit einer
rechteckigen Grundfliche (a = 12,00 m;
b= 8,00m: h = 16,00 m).
Berechne ¥ und Ap!
Stelle die Pyramide in Zweitafelprojektion
dar!

Baue aus Stibchen und Knetmassekugeln
eine dreiseitige Pyramide, deren Grund-
flache und Seitenflichen gleichseitige Drei-
ecke sind (Bild d 4)!

Von einem Tetraeder ist die Linge der
Kanten a — 8 cm. Berechne h, 4o und V!

Berechne fiir die gerade quadratische Py-
ramide im Bild d 6 s. hy und V!

™

(57,

R

Berechne die Linge der Kérperhohe einer
quadratischen Pyramide mit der Grund-
kantenlinge @ — 6 cm und dem Raum-
inhalt ¥ = 259,2 cm?!

. Gegeben ist"eine regelmifBige sechsseitige

Pyramide durch die Linge der Grund-
kanten a = 3 cm und die Linge der Seiten-
flichenhéhen hy = 6 cm.

Berechne ¥ und Ap!

Gegeben ist eine regelmiBige dreiseitige
Pyramide (a = 5 cm; h = 3 em). Be-
rechne ¥ und Ap! Stelle die Pyramide in
Zweitafelprojektion dar!

do

Baue aus Stibchen und Knetmassekugeln
eine Doppelpyramide. Die Grundfliche soll
ein Quadrat und die Seitenflichen sollen
gleichschenklige Dreiecke sein (Bild d 5)!

Von einem Oktaeder ist die Ldnge der
Kanten a = 6 cm. Berechne h, 49 und ¥!

21\ Berechne fiir die gerade regelmiBige sechs-

seitige Pyramide im Bild d 7 s, h, und V!
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Die Pyramiden in den Bildern d 8 a bis d sind regelmaBig.
77) Berechne jeweils Ao! b) Berechne jeweils V!
+J Stelle die Pyramiden in Zweitafelprojektion dar!

. Ein Quarzkristall besteht aus einem sechs- 34, Manche Salze kristallisieren in der Form

seitigen Prisma (Seitenkante 6,2 cm, Grund- wvon Oktaedern, zum Beispiel Alaun. Welche
kante 1,7 cm) und zwei auf dessen Grund- Masse hat ein Alaunkristall, wenn seine
flichen stehend hsseitigen Pyramid Seitenkante 4.6 cm betrigt (o = 1,7 %)9

(Seitenkante 2,5 cm). Er wiegt 145 g. Wie
groB ist die Dichte von Quarz?

. Ein Laubendach in Form einer quadrati- 36. Ein quadratischer Turm von 820m

1}

schen Pyramide mit 1,80 m langer Grund- Grundk la hat als AbschluB} eine
kante und 1,35 m Seitenhéhe wird mit 11,25 m hohe Pyramide. Berechne die
Dachpappe gedeckt. Wieviel Quadratmeter GroBe des Dachraumes!

werden benétigt ?

Ein Turmdach soll mit Dachziegeln neu ge-  38. Ein Turm wird durch eine regelmifBige

deckt werden. Die Turmspitze hat die Form hsseitige Pyramide at hl Eine
einer quadratischen Pyramide, sie ist Grundkante miBt 2,50 m, die Hohe der
1420 m hoch, die Grundkante mift Seitendreiecke betrigt 3,75 m. Der Turm
8,60 m. Wie groB sind a) eine Seitenkante, wird mit Zinkblech neu abgedeckt. Wieviel
b) die Hohe einer Dachfliche, ¢) die ge- Quadratmeter Zinkblech sind erforderlich.
samte Dachfliche ? d) Wie hoch werden die wenn fiir das Zusammenfiigen und fiir Ab-
Kosten, wenn der Preis je 1 m® Dachfliche fall 59, gerechnet werden miissen ?

7,85 M betriigt ?

Bei einem Wiirfel mit der Kantenlinge a werden alle vier unteren Eckpunkte mit dem Mittel-
punkt der Deckfliche verbunden.

In welchem Verhiltnis stehen das Volumen (die Oberfliche) der so entstehenden Pyramide und
das (die) des Wiirfels?

Fertige ein Schrigbild an!

. Berechne fiir die in den Bildern d 9 a bis ¢ in Zweitafelprojektion gegebenen Bilder jeweils das

Volumen!

. Berechne Oberflicheninhalt und Volumen  42. Berechne Mantelinhalt und Volumen eines

eines geraden Kreiskegels! geraden Kreiskegels!

a) r=4cem, h=6cm a) d =10cm, h'= 40 em

h) d=1,6dm, h = 2,0dm b) r =40mm, h = 9,0 cm

Stelle die Kegel in Zweitafelprojektion dar! Stelle die Kegel in Zweitafelprojektion dar!

B hne M linhalt, Oberflicheninhalt und Volumen ethes geraden Kegels, der 2,50 m
hoch ist und einen Grundkreisradius von 1,80 m hat!

. Ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten a und b wird um die Kathete a gedreht. Wie

groB sind Oberflicheninhalt und Volumen des entstehenden Kegels?
%) a=8cm; b=6cm H a=2dcm;b=7Tcm ¢)a=15¢em; b =8 cm
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i3\ Berechne das Volumen der folgenden Trichter (ohne Ansatzrohr)!
%) d 2,0 em; h = 26,5 cm b) d = 24,0 cm; h = 27,5 cm
¢)d=27cm; h=29cm

16. Aus Blechscheiben mit dem Durchmesser von 5 cm sollen Trichter hergestellt werden, und
zwar sollen Kreisausschnitte mit den Zentriwinkeln a) 90°, b) 180° und ¢) 270° zu Trichtern
gebogen werden. Wie hoch werden die verschiedenen Trichter, und wie groB wird ihr Volumen ?

17. Bei der Verwendung eines Forderbandes bilden sich beim Abkippen Abraumkegel. Berechne
die Volumina folgender Kegel!
a)d= 90m: h=15m

¢) ;h=4m
b)d=100m; h =25m d)

12 m
16m; h=8m

H

d
d

11

18, Ein kegelformiger Haufen Sand soll durch Lastwagen abgefahren werden. Der Umfang dieses
Kegels wurde durch Abschreiten auf 22 m geschitzt, die Hohe auf etwa 2 m. Wieviel Fuhren
ergeben sich bei der Verwendung von 3-Tonnern (1 m?® Sand wiegt 1800 kg)?

1. Ein kegelformig aufgeschiitteter Sandhaufen sei 2,10 m hoch und habe am Boden einen Um-
fang von 24,80 m. Wieviel Kubikmeter Sand enthilt er, und wie grof ist seine Masse, wenn
1 m? trockener Sand 1800 kg wiegt ?

50. Der Umfang des Grundkreises eines Kreiskegels betrage 64 cm. Seine Mantellinie sei 70 cm
lang. Ermittle Ao!




h

. Berechne das Volumen der Kérper, die

a) im Bild d 11 a. b) im Bild d 11 b, ¢) im Bild d 11 ¢ abgebildet wurden!

. Eine Kugel habe den Durchmesser d (bzw. den Radius r). Berechne das Volumen!

a) d = 15.4cm b) r= 154 cm ¢) r=1325¢cm

. Ein gefiillter Ballon habe einen Radius r = 2,1 m. Wieviel Kubikmeter Raum schlieBt er ein ?

. a) Wieviel Kugeln mit dem Durchmesser d = 3 em kinnen aus einem Bleirohr von 1.80 m

Linge, 3 em Wanddicke und 9 em innerem Durchmesser hergestellt werden, wenn beim
Schmelzen 49, verlorengehen ?
b) Welche Masse hat jede Kugel, wenn die Dichte des Bleis 11.35 cg—: ist?

m

. Wieviel Kugeln von 10 mm Durchmesser kann man aus 5 kg Blei giefien ?

. Aus einem Holzwiirfel mit der Kante 57. Aus einem Marmorwiirfel von 60 cm Kan-
a = 28 cm wird eine Kugel so gedreht, daBl tenlinge soll eine maglichst groBe Kugel
der Abfall moglichst gering wird. Wieviel ausgehauen werden. Wieviel Kubikzenti-
Kubikzentimeter Holz betrigt der Abfall ? meter Marmor betrigt der Abfall? Wie

schwer ist die fertige Kugel (Dichle:

=268 1
0=2.6_51)

58\ Berechne Oberflicheninhalt und Volumen der Kugeln mit folgenden Durchmessern!

60.

In)Jb)Ic)ld)Ie)If}

d'lml?mlhnIAmISm 6 m

Stelle die Lésungen iibersichtlich zusammen. und sprich das Ergebnis in einem Satz aus!

. Eine Kugel habe den Oberflicheninhalt 4o. Berechne das Volumen. und benutze fiir 7 den
Niiherungswert 2_:! )
a) Ao = 616 cm? b) Ap = 1000 em? ¢) Ao = 55.44 em?
Wie grof8 sind Durch Oberflicheninhalt und Volumen einer Kugel mit folgendem
Umfang u?
a) u= 157 cm b) u=205m ¢) u= 100 mm

7]



63.

64.

66!

67.

68.

69.

72.

73.

« Ein Schlagball hat eine Masse von 90 g und 69 Kannst du eine Korkkugel tragen, die einen

einen Umfang von 22 cm. Berechne die Durchmesser von der Linge 1,00 m hat
Lange des Durchmessers und die Dichte (9 =024 L)?
des Balles! Lo

Wieviel wiegt eine eiserne Hohlkugel, die einen duBeren Durchmesser mit der Lange 15 cm
und eine Wanddicke von 1 cm hat ? (Entwirf eine Skizze!)

Eine zum KugelstoBen verwendete Kugel wiegt 7,25 kg und hat einen Umfang von 391 mm,
wenn sie aus Stahl besteht. Enthalt sie eine Bleifiillung, so betrigt der Umfang 346 mm. Der
Stahlmantel dieser Kugel ist rund 7 mm dick. Die Dichte des Bleis betragt 11,35 .;7'

a) Berechne den Durchmesser der Stahlkugel und die Dichte des Stahls!

b) Berechne den Durchmesser der Kugel mit Bleifiillung!

) Berechne die Masse des Stahlmantels und der Bleifiillung dieser Kugel!

- Ein eiserner Wasserbehiilter besteht aus einem Zylinder, der unten durch eine Halbkugel ab-

geschlossen ist. Der zylindrisghe Teil des Behalters ist 1,80 m hoch, sein Grundkreis hat 2,00 m
Durchmesser (lichte Weite(“)lv’ieviel Hektoliter Wasser faBt dieser Behalter ? 7§ Wie groB
die Benetzungsfliche des Behalters ?

a) Wieviel Milliliter (ml) Wasser faBt eine halbkugelférmige Schopfkelle von 9 em Durch-
messer ?

Ehi Wieviel Liter Wasser faflt ein halbkugelférmiger Waschkessel von 90 cm Durchmesser ?

¢) Vergleiche die gefundenen Werte!

Die Lunge des Menschen besteht aus rund 1,6 Milliarden Blaschen. Jedes hat einen Durch-
messer von rund 0,2 mm. a) Berechne die Oberfliche 1. eines Blischens, 2. aller Blischen!
b) Vergleiche die Gesamtoberfliche mit einer dir bekannten Fliche!

Der Radius der Erde wird mit 6370 km angegeben. Berechne unter der Voraussetzung, daB
die Erde eine Kugel ist, 2) den Umfang eines Liingenkreises der Erdkugel, 1) ihren Ober-
flicheninhalt, ¢) ihren Rauminhalt!

Vergleiche Oberflicheninhalt und Volumen des Mondes mit den bei der Erde berechneten
GroBen, wenn sein Durchmesser mit 3476 km ermittelt wurde!

- Der Radius der Sonne betrigt 695400 km. a) Berechne ihr Volumen! 1) Wieviel Erdkugeln

haben zusammen das gleiche Volumen wie die Sonne ?

- Ein groBer Schulglobus hat einen Durchmesser von 84 cm. In welchem Verhiltnis stehen

a) die Oberflicheninhalte, b) die Rauminhalte von Globus und Erdkugel zueinander ?

Berechne die folgenden Kubikzahlen 1. mit Hilfe des Rechenstabs, 2. mit Hilfe des Tafel-
werks!
Vergleiche die Ergebnisse!

a) 7° d) 5,72 g) 12,1® k) 0,88 1) 0,152
b) 2,8° e) 3,58 h) 8,94° 1) 138 o) 4443
) 4,6° f) 17,32 i) 1242 m) 58,23 p) 0,022

Ermittle niherungsweise die folgenden Kubikwurzeln 1. mit Hilfe des Rechenstabs, 2. mit
Hilfe des Tafelwerks!
Vergleiche die Ergebnisse!

a) j512 ) je1z 2) V8.87 k) V16 n) V3
b) 1376 ) 12,000 h) 1337 1) j128 0) 130
) 105 03 i) 60,7 m) J12,8 p) Y300
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74. Das Volumen einer Kugel betrage 322 cm®. Berechne den Durchmesser der Kugel mit dem
Rechenstab!

75. Das Volumen eines Wiirfels betrage 755 cm®. Berechne die Kantenlinge des Wiirfels mit Hilfe
des Tafelwerks!

Aufgaben zur Ulnmg und Wiederholung

1. Unweit von Giseh bei Kairo lieB der altagyptische Kénig Cheops um das Jahr 2650 v. u. Z.
die gréBte aller dgyptischen Pyramiden errichten. Thre quadratische Grundflache hatte einst
230 m lange Grundseiten, heute sind sie nur noch 227 m lang. Die Hohe betrug nach der
Fertigstellung rund 146 m. Jetzt miit die Hohe der Pyramide nur noch 139 m.

a) Wie groB ist die Fliache, die die Pyramide einstmals bedeckte ?

b) Berechne den Inhalt einer Seitenfliche sowie die des Mantels!

¢) Die Seitenflichen sind mit polierten Marmorplatten abgedeckt. Um einen Quadratmeter
Marmor zu polieren, werden 6 Arbejtsstunden benétigt. Wieviel Mann wiirden gebraucht,
um alle Platten in einem Jahr (bei 300 Arbeitstagen zu je 8 h) zu polieren ?

d) Berechne das Volumen der Pyramide!

e) Wieviel Tonnen Gestein wurden in den etwa 45 Jahrhunderten ihres Bestehens durch Ver-
witterung abgetragen, wenn wir das Gestein mit einer Dichte von 2,6 c—r‘; in Rechnung
stellen ?

f) Um wieviel Prozent ist die Pyramide durch die Verwitterung kleiner geworden ?

2. Berechne die Volumina der im Bild d 12 dargestellten Korper!

2200

800

d13

2100

3. Ein Winterzelt fiir sechs Soldaten habe die Form eines Quaders mit aufgesetzter Pyramide
(MaBe siehe Bild d 13).
a) Wieviel Kubikmeter Luftraum werden von diesem Zelt eingeschlossen ?
b) Wieviel Quadratmeter Zeltstoff werden fiir das Zelt gebraucht, wenn die Bodenfliche un-
beriicksichtigt bleibt ?

4. Ein Bleiwiirfel von 5 cm Kantenlinge soll in eine regelmifige vierseitige P’yramide von 8 cm
Hohe umgegossen werden. Berechne die Grundkante a!
5. In welchem Verhiltnis stehen a) die Volumi b) die M linhalte, ¢) die Oberflichen-

inhalte eines Zylinders, einer Halbkugel und eines Kegels von gleicher Héhe und gleicher
Grundflache ?

6. Eine kegelformige Abraumhalde hat bei einem Béschungswinkel von 45° eine Hohe von 23 m.
Berechne die Abraummenge!

7. Ein zylinderformiger Schwimmer von 88 cm Liinge und 18 cm Durchmesser ist an beiden
Enden halbkugelformig abgeschlossen. Berechne den Oberflicheninhalt und das Volumen des
Schwimmers!

140



e

10.

11.

12.

13.

14.

830

An ein Stiick Rundstahl von 70 mm Durchmesser ist eine 150 mm lange Spitze angeschmiedet.
Die Gesamtlinge des Werkstiicks betrdgt 170 mm. a) Berechne die Masse (g = 7,85 im) des
om

Werkstiicks! b) Da das Werkstiick galvanisiert werden soll, ist der Oberflicheninhalt 2 be-
rechnen.

An eine Spindel mit dem Durchmesser d = 20 mm ist der groBtmégliche Vierkant in einer
Linge von 15 mm anzufrdsen (Bild d 14). Wie gro8 ist der Abfall?

Fiir die Kugellager einer Serie feinmechanischer Geriite werden 2000 Stahlkugeln von 1,0 mm
Durchmesser bendtigt. Welche Masse (9 =1,85 ;:-‘-) haben die Stahlkugeln ?

Der Durch eines Freiballons betrigt 22 m. a) Wieviel Quadratmeter Stoff braucht man
zu seiner Hiille? b) Wieviel Kubikmeter Raum schlieBt er in gefiilltem Zustand ein ?

Berechne Volumen und Werkstoffmenge eines Bolzens aus Stahl! Entnimm die MaBe dem
Bild d 15.

In welchem Verhiltnis stehen Oberflicheninhalt und Volumen zweier Wiirfel, deren Kanten
5 cm bzw. 15 cm lang sind ? Stelle das Ergebnis iibersichtlich zusammen, und sprich es in einem
Satz aus!

Ein Stiick Rundstahl wird zum Teil kegelférmig abgedreht. Wieviel Prozent betrigt der Ab-
fall? Entnimm die MaBe dem Bild d 16!




a)

15. In einem Get ist Weizen dhernd kegelformig aufgeschichtet. Der Durct der
Anhéufung betrigt etwa 5 m, seine Hohe etwa 2 m.
a) Wieviel Kubikmeter Weizen liegen ungefihr in der Anhiufung?
b) Wieviel Dezitonnen Weizen sind das (1 dt £ 0,14 m?).

16. Berechne die Masse des Spitzsenk mit Zylinderschaft aus Schnellstahl (g =8,1-£)! Ent-
nimm die MaBe dem Bild d 17! o

17. Aus Blech soll ein Trichter von 15 cm Durchmesser (ohne Ansatzrohr) angefertigt werden,
der ein Volumen von 2 dm? besitzt.
a) Wie lang ist die Mantellinie ?
b) Wieviel Quadratzentimeter Blech sind erforderlich ?

18. Ein Senkblei besteht aus einem Zylinder von der Hohe h = 140 mm und dem Durchmesser
d = 50 mm und aus einem aufgesetzten Kegel, dessen Hohe h; = 30 mm betrigt. Berechne
die Masse des Korpers (o = 11,34 c:‘—:]‘

19. Berechne die Massendifferenz zwischen 1000 Stahlkugeln, deren Durchmesser jeweils 1 mm
betriigt, und einem Stahlwiirfel mit der Kantenlinge von 10 mm (o0 = 7,85 %ﬂﬂ]'

20. Die Masse einer Kreisscheibe (Durchmesser d = 200 mm) soll durch Ausbohren von vier gleich

8 e N 1 i
oflen kreisformigen Lochern um — verringert werden. Berechne den Durchmesser der
77 4
Locher!

21. Der Mantel eines 16 m hohen und 24 m weiten (dullere Weite) Gasbehilters wird mit Mennige
grundiert und dann dreimal mit Olfarbe gestrichen. 1 m? wird mit 3,80 M berechnet. Ermittle
die Kosten fiir den Anstrich!

22. Ein Wasserleitungsrohr aus Grauguf} ist 5,25 m lang und besitzt einen Umfang von 2,20 m.

Es wiegt 1220 kg. Die Dichte von Grauguf} betrigt 7.25 %3 Wie dick ist die Wand des
Rohres ? )

23. Wieviel Kilogramm Kupfer sind zur Herstellung eines 8500 km langen Leitungsdrahtes erfor-
derlich, wenn er einen Durchmesser von 1 mm (1,2 mm; 0,8 mm) besitzen soll und die Dichte
des Kupfers 8,9 & ist?

em?
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B Gerade B Strecke Winkel (bis 180°)
AB oder BA AB oder BA < ABCoder</CBA
A g oderg n < (hk)oder<i(kh)
Strahl B Orientierte k Orientierter
B o Strahl AB oder Strecke AB Winkel <t (k)
Strahl h [Aliegt vor B1 [h liegt bei posi—
A A h : o
tiver Orientierung
vor k]
(]
Dreieck spitzwinkliges - rechtwnnklu;es stumpfwnnkllges
! 5 ‘R —k
A-7ghg
u=at+b+c
Viereck ) C
d b
A a B
D et Trapez D b __C  Drachenviereck
Viereck, indem zwei 5 b Viereck, in dem eine
d D Seiten zueinander Diagonale Symmetrie -
parallel sind 2 B achse ist
A B A-958 h;u=a+becd A A-gelhy+h)iu=2(a +b)
Dhie it Parallelogramm facrie Rhombus
Trapez, in dem gegentiber - Parallelogramm
b b liegende Seiten zuein- a o (Drochenviereck) mit
ander parallel sind gleich langen Seiten
A g=a B A=g-hg;u=2(a+h) A g=a B A=g-hg;u=ka
D C Rechteck D G Quadrat
Parallelogramm, in dem Rechteck mit gleich langen
b die Innenwinkel rechte a Seiten oder Rhombus,in
Winkel sind dem die Innenwinkel
A a g A=a-b; u=2(a+b) A rechte Winkel sind

A=a?;u=ba




Prisma

V =Agh
Ap=Am+2Ag
Korper,dessen Ober-
flache aus zwei
zueinander kongru-
enten n-Ecken und
n-Parallelogrammen
2usammengesetzt
ist

5-seitiges S-setiges
schiefes
Prisma

V-abc Ag=2fb+

Pyramide

1
V= 3 AG h
Ag= A+ Ay

L-seifig L-saitig

Ag Quadrat

Kreiszylinder
T
V=g d*h
Ay -Tidh
d
A =T ldh+5 )

Schiefer
Kreiszylinder

Kreiskegel

V=15 d%h
Tr

Ay =7 ds

m
Ag =7 d(d+25)

Schiefer
Kresskegel

Kugel

v-lg
2

Agy=Td







