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1. Winkelfunktionen
und ebene Trigonometrie

Dreht man eine Spule in einem Magnetfeld, so wird eine elektrische
Spannung erzeugt. Diese Erkenntnis bildet die Grundlage fiir den Bauvon
Generatoren, die zur Umwandlung von kinetischer Energie in elektrische
Energie dienen. Auf der obigen Abbildung aus dem VEB Sachsenwerk
Niedersedlitz kann man die beiden Hauptteile eines Generators erkennen,
den Stator und den Rotor. Der Rotor, ein michtiger Elektromagnet,
wird mit Hilfe eines Krans in den Stator eingefiihrt. Zur Stromerzeu-
gung wird der Rotor von einer Turbine gedreht. Dabei wird in den Spulen,
die der Stator auf einem Kranz von Eisenkernen trigt, eine Wechsel-
spannung induziert. Die Spannung #éndert stindig ihre GréBe und wechselt
ihre Polaritdt. Die GroBe der induzierten Spannung ist eine Funktion
des Winkels, den der Rotor bei seiner Umdrehung beschreibt. Derartige
Winkelfunktionen werden wir im folgenden Kapitel kennenlernen.



1.1. Die Winkelfunktionen

Die Sinusfunktion

.1.

2,

a) Fertigen Sie ein Gelenkviereck an, bei dem alle Seiten die gleiche Linge
haben (Rhombus)! Bewegen Sie das Viereck so, daf ein Innenwinkel alle
Winkel von 0° bis 180° durchliuft! Wie verindert sich dabei der Flichen-
inhalt des Rhombus ?

«  b) Zeichnen Sie Rhomben mit den Seiten
[ / @ = 5 cm und den Winkeln x; = 10°;
£ 74 oy = 20°; a5 = 30°; ...; &y = 170°
" / (Abb. 1.1.)! Messen Sie die zugehori-

\ E / - gen Hohen hy; hy; hg; ...; hyy, und
R bestimmen Sie die Fldcheninhalte A,;
a, Ag; Ags. . . 3 Ayy! Welcher Flicheninhalt
Abb. 1.1, ergibt sich fiir xy = 0° und x,q = 180°?

¢) Stellen Sie den Flicheninhalt A des Rhombus als Funktion des Winkels «
graphisch dar [A = f (x)]!

d) Berechnen Sie die Flicheninhalte der Rhomben mit den Seiten a = 5 cm
und den Winkeln x = 30°; 45°; 60°; 90°; 120°; 135°; 150°, indem Sie die
Jjeweilige Hohe rechnerisch ermitteln! Vergleichen Sie mit den unter b) ge-
Jfundenen Werten! Wik fiigen sich die Werte fiir « = 45° und « = 135° ein ?

e) Wie indert sich die graphische Darstellung der Funktion A = f (x), wenn
Sie @ = 3 cm (7 cm) wdhlen ?

Dreht sich eine Spule glcwhﬂ:rmtg m einem homogenen Magnetfeld, so wird
in ihr eine Wechsel g U i iert. Diese dndert stindig ihre Grife
und wechselt ihre Polaritit in regelmifigen Zeitabstinden. Zeichnen Sie den
Verlauf der Spannung U in Abhdngigkeit vom Drehwinkel x wihrend einer
Umdrehung der Spule!

Der Flicheninhalt 4 eines Rhombus hiingt bei gegebener Seitenldnge vom Winkel &
ab. Ebenso hingt die in einer Spule induzierte Spannung U vom Winkel « ab. Die

Abhingigkeit ist in beiden Fillen von gleicher Art;
v sie liBt sichaber durch keinederbisher behandelten
Funktionen ausdriicken. Im folgenden werden wir

! diese Funktion niher bestimmen.

n ® . d Es sei ein rechtwinkliges uv-Koordinatensystem

mit gleicher Teilung auf den Achsen gegeben
) (Abb. 1.2.). Ein Winkel x entsteht dadurch, daB

0 " man einen Strahl um seinen Anfangspunkt 0 (0; 0)

7 b von der positiven u-Achse als Ausgangslage aus

dreht. Als positiven Drehsinn legt man fest, daB die
positive u-Achse durch Drehung um 90° in die
Abb. 1.2, positive v-Achse iibergefiihrt wird.




Um O sei ein Kreis mit beliebigem Radius r gezeich Der bewegliche Schenkel
des Winkels x schneide den Kreis im Punkt P (u; v). Dreht sich der Strahl um O bis
in die Ausgangslage zuriick, so hat er die vier Quadranten des Kreises iiberstrichen,

und der Punkt P ist auf der Peripherie des Kreises einmal herumgelaufen.

' Von P sei das Lot auf die u- Achse gefillt und der Fufpunkt mit Q bezeichnet. Wie
bewegt sich Q, wenn P, von der Ausgangslage auf dem positi Teil der u-Achse
beginnend, einen vollen Umlauf ausfiihrt ?

Im Verlauf der Drehung des Strahls dndert sich mit dem Winkel x die Linge des
projizierenden Lotes P,Q, des zugehorigen Punktes P,(n =1; 2; 3;...). Im
I. Quadranten vergroBert sich die Linge des Lotes P,Q, mit wachsendem Winkel
x(0° < x < 90°) von 0 bis r (Abb. 1.3.). Im IL Quadranten verkiirzt sich die Lange

Abb. 1.3, Abb. 1.4,

u

des Lotes P,Q, mit wachsendem Winkel x (90° < x < 180°) von r bis 0 (Abb. 1.4.).
Uberschreitet der Winkel den Wert 180°, so nimmt die MaBzahl des Lotes negative
Werte an, und zwar nimmt sie im III. Quadranten von 0 bis —r ab und steigt im
IV. Quadranten von —r bis 0 an.

Die mit Vorzeichen versehene MaBzahl des Lotes P,Q, hingt bei konstanter
Linge des Radius OP = r (r > 0) eindeutig vom Winkel x ab.

Wir bilden nun das Verhaltnis %ﬂ . Dieses Verhiltnis (der Radius OP ist

zunichst konstant) hingt ebenfalls eindeutig vom Winkel x ab und #ndert sich in
gleicher Weise wie das projizierende Lot PQ selbst. Bedenkt man, da nach dem
Strahlensatz fiir die Winkel x das Verhaltnis W auch fiir verinderte
Radien jeweils gleich ist, so erkennt man, daf

das Verhiltnis % nur vom Winkel x, nicht aber vom Radius OP abhingt.

Da die MaBzahl des projizierenden Lotes PQ gleich
der Ordinate v des Punktes P ist, kann das Ver-
haltnis auch lauten:

Ordinate v:MaBzahl des Radius r.

Dieses Verhiltnis nennt man den Sinus (sin)! des

Winkels x.

1 sinus (lat.), Rundung, Wolbung Abb. 1.5,



Definition 1: Das Verhiiltnis der Ordinate v des auf der Peripherie laufenden Punktes P zur
MaBzahl des Radius r des Kreises um O nennt man den Sinus des Winkels x (Abb. 1.5.).

(1) sinx = I%_U(O’ = x = 360°) oder sin x :%

Fiir beide Gleichungen gilt: r 4= 0. In der zweiten Gleichung ist v mit Vorzeichen,
von r jedoch nur die MaBzahl zu verwenden.
Die Funktion, welche die Abhingigkeit des Verhiltnisses

Ordinate : MaBzahl des Radius
vom Winkel ausdriickt, heit nach Erkliarung 1 Sinusfunktion. Als Funkti ich
wird dabei das Symbol sin benutzt.
Bezeichnet man den Wert des verinderlichen Quotienten mit y, so erhdlt man die
Funktion

y = sinx.

. Ermitteln Sie mit Hilfe der Abbildung 1.2., in der r konstant ist, die Funktions-
werte der Sinusfunktion fiir die Winkel x = 0°; 90°; 180°; 270°; 360°! (Im
II1. und 1V.Quadranten nimmt sin x negative Funktionswerte an.)
In der ersten der eingangs gestellten Aufgaben wird die Abhingigkeit des Flichen-
inhalts 4 des Rhombus vom Winkel x durch die Sinusfunktion ausgedriickt. Der
Flacheninhalt ist proportipnal sin x:
A ~ sina.

Mit wachsendem Winkel a nimmt der Flicheninhalt des Rhombus im Bereich
0° < & < 180° zuniichst zu, erreicht bei x = 90° einen Héchstwert (Quadrat) und
nimmt dann wieder ab.
Im zweiten Beispiel besteht die gleiche Abhingigkeit zwischen induzierter Span-
nung U und Winkel a. Es gilt

U ~ sinx.
Die induzierte Spannung steigt im Bereich 0° < & < 360° zunichst von U =0 an,
erreicht einen Hochstwert und fillt wieder ab. Sie nimmt negative Werte an, durch-
lduft einen Tiefstwert und steigt wieder bis U = 0 an.

Die Kosinusfunktion

Bei der Drehung des Strahls OP um 0 in Abbildung 1.2, 4ndert sich mit dem Winkel x
auch die Projektion OQ des Radius auf die u-Achse
(Abb. 1.6.).
Das Verhiltnis Projektion (W: Radius OP, das auch
lauten kann

Abszisse u : MaBzahl des Radius r,

hiingt ebenfalls nur vom Winkel x ab. Dieses Ver-
héltnis nennt man den Kosinus (cos) des Winkels x.




> Definition 21 Das Verhilltnis der Abszisse u des auf der Peripherie laufenden Punktes P zur
MabBzahl des Radius r des Kreises um O nennt man den Kosinus des Winkels x (Abb. 1.6.).

(2) cosx = L?— (0° < x < 360°) oder cosx =

Fiir beide Gleichungen gilt: r == 0. In der zweiten Gleichung ist wieder nur die MaB-
zahl von r zu verwenden.

Die Funktion y, welche die Abhingigkeit des Verhaltnisses

Abezisse : MaBzahl des Radius
vom Winkel x ausdriickt, heiBt Kosinusfunktion:
y = cos .
Ermitteln Sie die Funkti te der Kosinusfunktion fiir die Winkel x = 0°;

90°; 180°; 270°; 360°! Im II.und III. Quudramen hat u negative Werte. Dahar
nimmt y = cos x in diesen Quadranten negative Funktionswerte an.

Die Tangensfunktion

Eine weitere Winkelfunktion erhalten wir durch
das Verhiltnis i
Ordinate v : Abszisse u,

das ebenfalls nur vom Winkel x abhéngt (Abb.1.7.).
Fiirx = 0°ist v =0 und u =r (r % 0), also -~ = 0.
Mit wachsendem x nimmt - zu. Wenn der Winkel »
sich dem Wert 90° nahert, wichst der Quotient
iiber alle Grenzen. (Dieser Fall kann mit der Funk-
tion y =% verglichen werden, wenn sich x dem
Wert 0 ndhert.) Fiir x = 90° existiert demnach kein ~ Abb-1.7-
Tangenswert. Das gleiche gilt fiir x = 270°.

Im II Quadranten ist der Quotient l.. negativ. Das Verhiltnis % wichst mit zu-
nehmendem Winkel und erreicht fiir x = 180° den Wert 0. Der Quotient = zeigt im
IIL. Quadranten das gleiche Verhalten wie im I. Quadranten, und im IV. Quadranten
verhdlt er sich wie im II. Quadranten.

> Definition 81 Das Verhilltnis der Ordinate v sur Abszisse u des auf der Peripherie laufenden
Punktes P nennt man den Tangens® des Winkels x.

(3) lanx_7(O°gxg360°,x-,—90“,x;270)
Die Funktion y, welche die Abhingigkeit des Verhaltnisses
Ordinate 1 Abszisse
vom Winkel x ausdriickt, heiBt Tangensfunktion:
y = tanz.

1 tangere (lat.), bertihren



Die Kotangensfunktion

Als vierte Funktion am Kreis betrachten wir das Verhiltnis der Abszisse u zur
Ordinate v (Abb. 1.7.).

’ Definition 4: Das Verhiiltnis der Abszisse u zur Ordinate v des auf der Peripherie laufenden
Punktes P nennt man den Kotangens des Winkels x.

(4) cotx =— (0 < x < 360°; x==180°)

Die Funktion y, welche die Abhingigkeit des Verhltnisses
Abszisse : Ordinate

vom Winkel x ausdriickt, heit Kotangensfunktion:

y = cotx.
Nihert sich der Winkel x im I. Quadranten von gréBeren Winkelwerten her dem
Wert 0, so wichst der Quotient - und damit die Funktion y = cotx iiber alle
Grenzen. Fiir x = 0° existiert die Funktion y = cotx nicht. Das gleiche gilt fiir
x = 180° und x = 360°.
Im II und im IV.Quadranten haben die Tangensfunktion und die Kotangens-
funktion negative Funktionswerte.
Zwei weitere, nicht so bedeutende Winkelfunktionen sind der Sekans und der Ko-
sekans eines Winkels.
Der Sekans (sec) des Winkels x (Abb. 1.2.) ist das Verhiltnis

Radius OP : Projektion 0Q.
Der Kosekans (cosec) des Winkels x ist das Verhaltnis

Radius OP : projizierendes Lot PQ.
Fiir die Umrechnung gelten die Gleichungen:

1 1
secx = —— und cosecx = o —.
corx inz

Aufgaben
1. Zeichnen Sie um den Anf: 0 eines uv-K ysten
Kreise, und legen Sie in den I. Quadranten einen Strahl, der in O beginnt!
a) Bestimmen Sie jeweils das Verhiltnis ,,Ordinate des Schnittpunktes des Strahls mit dem
Kreis zur MaBzahl des zugchongen Rldms“'
b) Vergleichen Sie die einzelnen Erg inander!
¢) Wie dndert sich das Verhiiltnis i lm I. Quadranten, wenn sich der Winkel éandert ?
d) Beurteilen Sie, warum die Sinusfunktion durch das Verhiltnis von Ordinate zur MaBzahl
des Radius und nicht durch die Ordinate allein definiert wird!
e) Welche besondere Rolle spielt der Kreis, der die Lingeneinheit als Radius hat ?
f) Fiihren Sie die Untersuchungen auch im II. Quadranten durch!

1 130 T 1 Sy

»

. Um den Anfangspunkt O eines uv-Koordinatensystems sei ein Kreis mit dem Radius r
gezogen. Von O geht ein Strahl aus, der den Kreis im Punkt P (u; v) schneidet und mit dem
positiven Teil der Abszissenachse den Winkel x bildet. Wie groB ist jeweils sin x, wenn fiir
die Symbole die folgenden Werte gesetzt werden ?

a)r =8;v=4 b) r 0= e)r =13;v=—5
d) u=3;0=4 u=v=2
gu=—lv=3 h) r e;v=a i) u=bjv=2a




6.

»

10.

11.

12.

13.

. Zeichnen und messen Sie die Winkel, fiir die der Sinus die folgenden Werte annimmt!

)3 BT 9F Ol € —03 )04 g —08 h)o9
Beachten Sie, daB sich jeweils zwei Winkel ergeben! Uberlegen Sie, wie man die Aufgabe
méglichst leicht l6sen kann!

i) Warum ist 1,1 als Funktionswert des Sinus nicht méglich ?

a) bis ¢) Beantworten Sie die Fragen der Aufgaben 1a, b und ¢ fiir das Verhaltnis ,,Ab-

szisse des Schnittpunktes P des Strahls mit dem Kreis zur MaBzahl des zugehérigen Radius*!
d) Fiihren Sie die Untersuchungen auch im II. und III. Quadranten durch!

‘Wie groB sind fiir den in Aufgabe 2 geschilderten Sachverhalt die Werte von cos x, wenn fiir
die Symbole die folgenden Werte gesetzt werden ?

a)r=3;u=2, by r=2;u=)3

¢) bis i) Siehe Aufgabe 2¢ bis i!

Besti Sie die Kosi te der folgenden Winkel nach Definition 2 durch Messung
am Kreis!

a) 225°  b) 45° ) 67,5°  d) 135°  e) 202,5°  f) 337,5°

Zeichnen und messen Sie die Winkel, fiir die die Kosinusfunktion die in Aufgabe 3a bis h
b Werte !

. Zeichnen Sie um den Anfangspunkt O eines uv-Koordinatensystems einen Kreis mit dem

Radius r!

Wie verindert sich a) die Ordinate v, b) die Abszisse u eines Punktes P, der die Kreislinie,
vom Punkt P, (r; 0) begi d, im math isch positiven Drehsinn durchlauft? Ziehen Sie
daraus Folgerungen fiir den Verlauf der Sinus- bzw. der Kosinusfunktion!

Fiir welche Winkel ist sin x = cosx? In welchen Fallen ist sin x = —cosx?

. Vergleichen Sie miteinander:

a) sin 30° und cos 60°, b) sin 60° und cos 30°,

¢) sin x und cos (90°—x), 0° < x < 90°,

d) cos x und sin (90°—x), 0° < x < 90°!

Um den Ursprung O eines uv-Koordinatensystems sei ein Kreis mit dem Radius r gezeichnet.

a) Auf dem Kreisbogen mégen zwei Punkte, P und P’, im L. bzw. II. Quadranten symme-
trisch zur v-Achse liegen. Driicken Sie die zu P und P’ gehérenden Winkel durch
x (0° < x < 90°) aus!
Bestimmen Sie dann durch Messung am Kreis die Sinus- und Kosinuswerte beider Winkel,
und vergleichen Sie die Werte miteinander!

b) Driicken Sie die zu P und P’ gehérenden Winkel durch x (0° < x < 90°) fiir den Fall aus,
daB die Punkte im I. und IV. Quadranten symmetrisch zur u-Achse liegen! Vergleichen
Sie die Sinus- und Kosinuswerte dieser Winkel miteinander!

Tragen Sie in einem uv-Koordinatensystem in O an den positiven Teil der u-Achse den
Winkel 55° an, und suchen Sie auf seinem freien Schenkel (im I. Quadranten) die Punkte P,
und P, auf, deren Abszissen u; = 4 bzw. u, = 6 sind! Messen Sie in beiden Fillen die Ordi-
naten v, und v,, und bestimmen Sie die Quoti :—: und :—:!

Was stellen Sie fest? Begriinden Sie Ihre Feststellung!

Mit Hilfe der Ahnlichkeitslehre ist zu beweisen, daB im uv-System an konzentrischen Kreisen
um O, die von einem Strahl (Anf: kt O) geschnitten werden, das Verhiltnil%

der Schnittpunkte unabhiingig von der GréBe der Koordinaten ist.

Bestimmen Sie fiir die Winkel a) 30°, b) 60°, ¢) 120°, d) 150° am Kreis im uv-System das
Verhiltnis v : u durch Messung! Kommt es auf den Radius des Kreises an ?



14.

15.

16.

17.

18.

19.

21.

Welche Werte hat tan x am Kreis im uv-System, wenn der Schnittpunkt P des zum Winkel x
gehorenden Strahles mit dem Kreis die folgenden Koordinaten hat ?

) u=4;v=3 bD)u=v=1 )u=—4;v=2
d)u=2v=-—15 e) u=—09;v=—0,6 f) Abszisse b; Ordinate a.

Zeichnen und messen Sie die Winkel, fiir die der Tangens die folgenden Werte annimmt !

)3 BF 94 H-1 3 ) —F

Tragen Sie im uv-Koordinatensystem in O an den positiven Teil der u-Achse den Winkel 35°
an, und suchen Sie auf seinem freien Schenkel (im I. Quad ) die Punkte P, und P,,
deren Ordinaten v, = 6 bzw. v, = 8 sind!
Mellon Sie in beiden Fillen die Abszissen u, bzw. u,, und besti Sie die Q

—* und "' !

Wn ltel.lon Sie fest? Begriinden Sie Ihre F\ llung!

Bestimmen Sie am Kreis nach Definition 4 durch Messung die folgenden Funktionswerte!
a) cot 15° b) cot 75° ¢) cot 105° d) cot 165° e) cot 195° f) cot 255°

Welche Werte hat cot x am Kreis im uv-System, wenn der Schnittpunkt P des zum Winkel x
gehorenden Strahles mit dem Kreis die in Aufgabe 14 aufgefiihrten Koordinaten hat ?

Bestimmen Sie die Werte der Kotangensfunktion fiir die in Aufgabe 13 angefiihrten Winkel
a) durch Messung am Kreis im uv-System,

b) unter Verwendung des in Aufgabe 18 gefund Z hang ischen der Tang
und der Kotangensfunktion!
Zeichnen und messen Sie die Winkel, fiir die der K die folgenden Werte i !

D+ b2 25 4 —08 €5 )5

Stellen Sie, soweit méglich, die Werte der vier Winkelfunktionen fiir x = 0°; 90°; 180°;

270°; 360° in einer Tabelle zusammen! )

In einigen Lehrbiichern der Math ik werden die Winkel- Abb. 1.8,

funktionen am rechtwinkligen Dreieck erklért.

a) Wenden Sie die Definitionen 1 bis 4 auf das rechtwinklige
Dreieck ABC in Abbildung 1.8. an!

b) Erkliren Sie die Winkelfunkti h kli
Dreieck! Welcher Beschrinkung unterllegen diese Ere
klérungen ?

1.2, Der Zusammenhang
der Winkelfunktionen

Die Darl gen im Abschnitt 1.1, iiber die Winkelfunktionen kénnen in folgenden

Faustregeln zusammengefa3t werden:

1)
3)

Ordinate Abszisse

Mabaal dos Fadiar = SI0US 2) Fatebl o Taay = Kosinus,
Ordinate. Absaisss
Abwine- = T8DgeNS, 4) Srdinme = Kotangens,

Fiir alle vier Verhdltnisse wurde die Abhingigkeit vom Winkel x festgestellt.

10



Die Verh#ltnisse vir u:r viu uiv

stellen die Funktionen sin x cos x tan x cot x

des Winkels x dar.

Aus der Zusammenstellung entnehmen wir, daB8 die Verhiltnisse, die Tangens und
Kotangens erkliren, fiir denselben Winkel x zueinander reziprok sind. Die Tangens-
und die Kotangensfunktion eines Winkels haben reziproke Werte. Fiir die Werte der
Sinus- und der Kosinusfunktion eines Winkels gilt eine derartige einfache Beziehung
nicht.

Die Bilder der Winkelfunktionen

Die Winkelfunktionen kdnnen im rechtwinkligen Koordi ystem dargestell
werden. Hierzu verwendet man die Winkel x als Abszissen und die Funktionswerte y
als Ordinaten der Kurvenpunkte. Die Abbildung 1.9. stellt das Bild der Funktion

Abb. 1.9,
14
Java v i v s T
v :
N
oS W
\an I
L 200+ 22, (-1)

y = sin x im Bereich 0° < x < 360° dar. Die Funktionswerte wurden einer Dar-
stellung im uv-Koordinatensystem entnommen, in der dem Radius des Kreises der
Wert 1 gegeben wurde. In diesem Einheitskreis (Abb. 1.9., linker Teil) geht die
Gleichung (1) iiber in

(la) sinx = L;q- = PQ, wobei in diesem Fall nur die MaBzahl der Strecke PQ ge-
meint sein soll.

Die MaBzahl der Lénge des Lotes PQ im Einheitskreis ist also jeweils gleich dem
Sinus des entsprechenden Winkels x.

Es ist zweckmiBig, auf der Abszissenachse des xy-Systems als Einheit die Linge des-
jenigen Bogens zu wihlen, den der Zentriwinkel 1° auf der Peripherie des Einheits-
kreises ausschneidet. Man rollt dazu den Einheitskreis auf dem positiven Teil der
x-Achse vom Ursprung O aus ab und erhilt eine Strecke, die dem Vollwinkel 360°
entspricht,

Um ein Bild der Funktion zu zeichnen, reicht es praktisch aus, wenn man den rechten
Winkel im Einheitskreis in sechs gleiche Teile teilt und die zu einem Winkel von 15°
gehbrende Bogenlinge niherungsweise durch die Sehne ersetat.

. Wie ermittelt man in der Abbildung 1.9. filr einen gegebenen Winkel den sugehori-
gen Kurvenpunkt ?

11



Aus der Abbildung 1.9. ist ersichtlich:
Die Werte der Sinusfunktion y = sin x liegen zwischen y = —1 und y = + 1.
Es gilt also der Wertevorrat: —1 < y < 4 1.
Im I. und IV. Quadranten ist die Sinusfunktion eine steigende, im II. und
III. Quadranten eine fallende Funktion. Im Bereich 0° < x < 360° ist jedem
Winkel x ein Funktionswert y = sin x eindeutig zugeordnet. Diese Aussage kann
man jedoch nicht umkehren.

Wieviel Winkelwerte gehéren a) im allgemeinen zu einem gegebenen Funktions-
wert, b)) zuy = + 1,y =—1,y =0?
Dagegen wird im Bereich 0° < x < 90° jedem
Winkel x ein Funktionswert y (0 < y < +1)
umkehrbar eindeutig (eineindeutig) zugeordnet.
y Man sagt auch: Die Funktion y = sin x bildet
W0 y-fte)-sinx die Menge der Winkel x (0° < x < 90°) auf
die Menge der reellen Zahlen zwischen 0 und
+1(0 <y < + 1) eineindeutig ab (Abb. 1.10.).
Die Abbildung 1.11. zeigt das Bild der Funk-
tion y = cos x, das in dhnlicher Weise wie das
0 der Sinusfunktion gezeichnet wird. Als Ordina-
o 90° x ten y hat man die entsprechenden Abszissen u
im Einheitskreis des uv-Koordinatensystems zu
verwenden.

Abb. 1.10.

yroos x

Zur Konstruktion des Bildes der Tangensfunktion in Abbildung 1.12. wurde an den

Einheitskreis im Punkt 4 (1; 0) die Tangente (Haupttangente) gelegt. Der den Win-

kel x erzeugende Strahl schneidet die Tangente in R. Nach dem Strahlensatz gilt
AR:1 =v:u.

Da v: u = tanx ist, ergibt sich

AR = tanx, wobei in diesem Fall nur die
MaBzahl der Strecke AR gemeint sein soll.
Der Abschnitt AR auf der Haupttangente im
Punkte 4 des Einheitskreises stellt also den Tan-
gens des Winkels x geometrisch dar.! Liegt der
Winkel x im II. oder IIIL. Quadranten, so schnei-

! Diese ische Deutung lift die Bezei Tangens fiir das Ver-
hiltnis viu der Koordi eines Krei andlich werden.




det der bewegliche Schenkel des Winkels x die
Tangente nicht. Der den Tangens des Winkels x
darstellende Abschnitt der Haupttangente wird
in diesem Fall von der Verlingerung des beweg-
lichen Schenkels iiber den Scheitel O hinaus ge-
bildet (Abb. 1.13.). Auf dieser geometrischen
Darstellung der Funktionswerte beruht das Kon-
struktionsverfahren fiir das Bild der Funktion
y = tanx (Abb. 1.14.).

In dhnlicher Weise erhilt man das Bild der Ko-
tangensfunktion (Abb. 1.15.). Hierzu wird an den
Einheitskreis im Punkt B (0; 1) die Tangente
(Nebentangente) gelegt.

Der bewegliche Schenkel des

v
(u;v)
I
X\ A
1

I
%
§
Abb, 113, R
N

Winkels x schneidet diese Tan- {
gente in T. Die Dreiecke 0TB 1 / |
und OQP sind dhnlich; somit [ | I !
gilt die Proportion: 3 |+ Fix) +tan x | | |
BT:1 =u:v. | | I
| ' | |
2 | | | |
; | I I |
1 ' I ' |
T
| | | l
u o ﬁ' o 2m° 7 x
| | | I
i | | | I
Tapres
y | |
2 | | | |
| | | I
-3 | | : :
|
I | | |
Abb. 114, ] I | | |
Da u:v = cot x ist, ergibt sich v
BT = cotx, wobei in diesem Fall nur die wtx T
MaBzahl der Strecke BT gemeint sein soll. A
Der Abschnitt BT auf der Nebentangente im s
Punkte B des Einheitskreises stellt also den Ko- I v
tangens des Winkels x geometrisch dar. A
Im IIL. und IV. Quadranten wird der den Ko- ! 0 v a0 I u

tangens des Winkels x darstellende Tangenten-




cot x L
0 _u
u
¥
r
Pluv)
Abb, 1.16.
Beachten Sie, daB die Funk-
tionswerte der Tangens- und J
Kotangensfunktion nicht die 4

Strecken AR bzw. BT selbst,

sondern deren MaBzahlen, also
unbenannte Zahlen sind!

Die Vorzeichen

der Winkelfunktionen

Der Radius r ist stets positiv,
aber die MaBzahlen der Pro-

jektion OQund des projizieren-

abschnitt von der Verlingerung des beweg-
lichen Schenkels iiber den Scheitel O hinaus
gebildet (Abb. 1.16.). Bei der Konstruktiondes
Bildes der Funktion y = cotx hat man als
Ordinaten die Tangentenabschnitte BT zu
verwenden (Abb.1.17.). In den Abbildungen
1.14. und 1.17. zeigt der Verlauf der Kurven
anschaulich, daB die Funktion y = tan x fiir
x = 90° und x = 270°, die Funktion y = cotx
fir x = 0° x = 180° und x = 360° nicht
definiert ist.

Abb. 1.17.

den Lotes PQ bzw. die Koordi-
naten u und v nehmen je nach -7
dem Quadranten das positive
oder negative Vorzeichen an.
Die Vorzeichen von u und v -2
bestimmen damit das Vor-
zeichen der Winkelfunktionen
fiir die Winkel dieses Quadran- 9

i

ten.
-k -
Vorzeichen der Winkelfunkti in den vier Quadranten
1 1I 111 v
sin + + — —
cos =+ = = +
tan -+ — + _
cot - — =+ =

. Leiten Sie die Vorzeichen aus den Definiti
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der Winkelfunktionen her!



Beziehungen zwischen den Funktionen bei gleichem Winkel

Dividiert man die Gleichung (1) sin x = > durch die Gleichung (2) cos x = =, 80 er-
hélt man fiir den gleichen Winkel x die Grundformel

sinx

(5) tanx=_—_—.

Entsprechend ergibt die Division der Gleichung (2) durch die Gleichung (1) fiir den
gleichen Winkel x die Grundformel

(6) cotx =22%

sinx *

Sprechen Sie diese Beziehungen in Worten aus!
Fiir welche Winkelwerte hat die Formel (5), fiir welche die Formel (6) keine
Giiltigkeit ?

Durch Multiplikation der Gleichungen (5) und (6) findet man

(7) tanz-cotx=1.

. Lésen Sie Gleichung (7) nach tan x bsw. nach cot x auf!
Sprechen Sie die sich ergebenden Beziehungen in Worten aus!

Nach den Definitionen (1) und (2) ist sinx = —:- und cosx = ; Werden die beiden
Gleichungen quadriert und anschlieBend addiert, so ergibt sich:

(sinx)? + (cosx)? =% + "'—: =i

"

Wie aus den Abbildungen 1.5., 1.6. und 1.7. hervorgeht, gilt nach dem Satz des
PYTHAGORAS v? + u? = r?fiir jeden Punkt P (u;v) im L. bis IV. Quadranten.
Hieraus ergibt sich:

(sinx)? + (cosx)? =1.
An Stelle von (sin x)2 bzw. (cos x)2 schreibt man vereinfacht sin?x bzw. cos?x.
So erhilt man

(8) sin®x 4 cos?x =1.

. Lésen Sie die Gleichung (8) nach sin x bzw. nach cos x auf!

Einige weitere Beziehun-
gen gehen ausder Abbil-
dung 1.18.hervor. Inder
Abbildung 1.18.a wurde
im I. Quadranten der
Winkel x, in der Abbil-
dung 1.18.b der Winkel
(90° — x) eingezeichnet.

v

<

A (uyivy)

]

30°-x
0 u @ Ty
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Abb, 1.18.a und 1.18.b




Auf Grund der Definitionen der Winkelfunktionen (1) bis (4) gelten die folgenden
Gleichungen:
sin (90° — x) =%~, tan (90° — x) =:_:'
cos (90° — x) =%, cot (90° — x) = —L
Da die Dreiecke O0QP und 0Q, P, kongruent sind, kann man setzen:
u, =vund v; = u.

Wendet man die Definitionen der Winkelfunktionen nnchmals an, so ergeben sich

aus den obigen Gleichungen die Kompl beziehung,
©) sin (90° — x) = cosx, tan (90° — x) = cotx,
cos (90° — x) = sinx, cot (90° — x) = tanx.

Durch die Formeln in der zweiten Zeile werden die Namen Kosinus und Kotangens
verstdndlich: complementi sinus (abgekiirzt cosinus) bedeutet Sinus des Komple-
mentwinkels, complementi tangens (abgekiirzt cotangens) bedeutet Tangens des
Komplementwinkels. Die Kosinus- bzw. die Kotangensfunktion nennt man die
Kofunktionen zur Sinus- bzw. zur Tangensfunktion und umgekehrt.
Die Beziehungen (9) kénnen zu folgender Aussage zusammengefaBt werden:
Die Funktion eines Winkels ist gleich der Kofunktion seines Kompl inkels (Kompl
mentbeziehung).
Die Formeln (5) bis (8) werden verwendet, um aus gegebenen Werten einer Winkel-
funktion entsprechende Werte anderer Winkelfunktionen zu berechnen. Mit Hilfe
der Formeln (9) werden Werte der entsprechenden Kofunktion des Komplement-
winkels ermittelt.

. Beispiel 1:

Gegeben ist sin x; = 5 L Y2, Es ist tanx, zu bestimmen. Hierzu ist es erforder-
lich, daB zunichst tanx durch sin x ausgedriickt wird.
Nach (5) ist tanx =-2% und nach (8) cosx = T — sinix. Indem wir fiir
cosx den Wurzelausdruck einsetzen, erhalten wir:

sinx

tanx =
Yi—sintx

Fiir sinx; = -;— Y2 ergibt sich daraus:

. Beispiel 2:
Bekannt seien die Werte der Sinusfunktion fiir die Winkel x = 30°; 45°; 60°.
Welche Werte hat die Kosinusfunktion fiir diese Winkel ?
Es ist cos 30° = sin (90° — 30°) = sin 60°;
co8 45° = sin (90° — 45°) = sin 45°;
cos 60° = sin (90° — 60°) = sin 30°.
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Auigaben

1. a) Fiir die Sinus- und die Kosinusfunktion ist zwischen 0° und 90° von 10° zu 10° eine drei-
stellige Tafel aufzustellen.
Anleitung: Zeichnen Sie den I.Quadranten eines Einh und tragen Sie die
‘Winkel 10°; 20°; 30°;...; 80° ein! Wihlen Sie als Radius 1 dm! Die Funktionswerte
kann man so auf zwei Dezimalstellen genau bestimmen und die dritte Dezimalstelle
schitzen (Millimeterpapier!). Kosinus- und Sinusfunktion haben den gleichen Werte-
vorrat; die Funktionswerte sind aber and: Winkeln zugeord Welcher Z
hang ergibt sich daraus fiir die Funktionen y = sinx und y = cos x?

b) Stellen Sie auch fiir den II. Quadranten eine Wertetafel der Sinus- und der Kosinus-

funktion auf!

2. a) Stellen Sie eine dreistellige Tafel der Tang und der K funkti isch
0° und 90° von 10° zu 10° auf!
Anleitung: Es ist tan x die Mafzahl des Haupttangentenabschnittes, cot x die MaBzahl
des Nebentangentenabschnittes.
‘Welchen Zusammenhang beobachten Sie an den Funktionen y = tanx und y = cotx?
b) Stellen Sie auch fiir den II. Quadranten eine Wertetafel der Tangens- und der Kotangens-
funktion auf!

3. a) Die Funktionswerte tan x und cot x sind zueinander reziprok.
Leiten Sie unter Benutzung dieser Tatsache aus dem Verlauf der Tangenskarve im I. bis
IV. Quadranten den Verlauf der Kotangenskurve her!
b) Entwickeln Sie den Verlauf der Kot kurve im I. Quadi auch mit Hilfe der
Beziehung cot x = tan (90°— x)!

4. Esist eine Tabelle aufzustellen, aus der hervorgeht, ob die Winkelfunktionen in den einzelnen
Quadranten steigen oder fallen.
5. a) Stellen Sie die Nullstellen der Sinus- und der Kosinusfunktion zusammen! (Darunter sind
die Stellen x zu verstehen, fiir die sin x = 0 bzw. cos x = 0ist.)
b) Stellen Sie diejenigen Stellen an denen y = sinx und y = cosx die Werte
+1 und — 1 annehmen!

6. In einem Kreis mit dem Radius r ist eine Sehne von der Liinge | mit dem zugehérigen Zentri-
winkel « gezeichnet. Das Lot vom Kreismittelpunkt auf die Sehne halbiert Zentriwinkel und
Sehne.

a) Stellen Sie die Funktion auf, welche die Beziehung zwischen halbem Zentriwinkel, halber
Sehne und Kreisradius ausdriickt!

b) Wie groB ist in einem Kreis vom Durchmesser 7 cm die Sehne zum Zentriwinkel 20°;
80°; 140°?
Anleitung : Benutzen Sie zur Bestimmung die Tafel aus Aufgabe 1!

7. a) Zeichnen Sie das Bild der Funktion y = sinx im Bereich 0° < x < 360°! Bedienen Sie

sich der Konstruktion mit Hilfe des Einheitskreises!
Stellen Sie die Symmetrieverhiltnisse der Sinuskurve fest!
Drehen Sie die Kurve um den Punkt x = 180° um den Winkel 180°! Was beobachten Sie?
Wie konnte man diese Erkenntnisse fiir das Zeichnen der Kurve ausnutzen?

b) Stellen Sie sich eine Schablone fiir die Sinuskurve her!

¢) Zeichnen Sie das Bild der Funktion y = cos x im Bereich 0° < x < 360°!
Stellen Sie die Symmetrieverhéltnisse der Kosinuskurve fest!

8. Bestimmen Sie graphisch durch Interpolation an der Sinus- bzw. Kosinuskurve die folgenden

Funktionswerte!
a) sin5° b) sin 78° ¢) sin175° d) sin 258°
e) cos25° f) cos62° g) cos118° h) cos355°

2 [001001] 17



9.

10.

11

12,

13.

14,

15.

18

Entneh Sie der graphischen D. llung der Funktion y = sin x die Winkel, deren Sinus

P

die folgenden Werte haben!
a) 0,35 b) 0,70 €) —0,30 d) —0,65

E h Sie der graphischen D. llung der Funktion y = cos x die Winkel, deren Kosinus

die folgenden Werte haben!

a) 0,40 b) 0,125  ¢) —0,45 ) —0,140

a) Stellen Sie die Abhéingigkeit der Ordmate v vom Winkel x an Kreisen mit r = 3 cm; 4 cm;
5 cmin ein und d lben uv-K y graphisch dar! Geben Sie die Abhéangig-

keit analytisch an!

b) Zeichnen Sie die Bilder der Funktioneny = 2sinx;y = 3 sinx;y = & umx,
y=1,5 cosx!
Untersuchen Sie, wie sich durch den Koeffizi das allg ine Verhal der Sinus-
bzw. Kosinusfunktion verindert (Nullstellen; Stellen, an denen die Funktion einen
Hochst- bzw. Tiefstwert annimmt; Steigen bzw. Fallen)!

¢) Stellen Sie die Abhingigkeit der Linge der Sehne vom halben Zentriwinkel % fiir den
Kreis vom Durchmesser 7 cm graphisch dar (Aufg. 6)! Entnehmen Sie die Lingen der
Sehnen fiir die in Aufgabe 6.b angegebenen Zentriwinkel aus der graphischen Darstellung!

d) Stellen Sie die Abhingigkeit des Flicheninhaltes 4 eines Rhombus mit der Seite a von
einem der Winkel, «, analytisch und graphisch dar!
Vergleichen Sie den Flicheninhalt eines beliebi hiefwinkli Rhombus mit dem
Flicheninhalt des Quadrates mit der gleichen Seite!

a) Die Bilder der Sinus- und der Kosinusfunktion sind im I. Quad in ein und dasselb

xy-Achsenkreuz zu zeichnen.

Spiegeln Sie die Kurven an der Parallelen zur y-Achue durch den Punkt mit der Abszisse
x = 45°! Zeichnen Sie dazu entweder (1) nur das Bild einer der beiden Funktionen oder (2)
beide Funktionen lediglich im Bereich von 0° bis 45°, und vervollstindigen Sie die Zeich-
nungen durch Spiegelung!

Durch welche Beziehungen wird das Verfahren analytisch begriindet?

b) Zeichnen Sie die Bilder der Sinus- und der Kosinusfunktion nun auch im IL bis I'V. Qua-
dranten! Nutzen Sie die Moglichkeit der Spiegel an der Parallelen zur y-Achse durch
den Punkt mit der Abszisse x = 225°!

Durch welche Beziehungen wird das Verfahren analytisch begriindet?

a) Zeichnen Sie die Bilder der Tangens- und der K funktion im I. Quad in
dasselbe xy-Achsenkreuz!

Untersuchen Sie, in bezug auf welche Symmetrieachse die beiden Kurven symmetrische
Figuren sind!

Wie driickt sich dieser Zusammenhang analytisch aus? Welche Veremfachung erg|bl sich
fiir die Anlage einer gemeinsamen Tafel der Tang und der K ?

b) Zeichnen Sie die Bilder der Tang und der Kot gensfunktion auch im II. bis I'V. Qua-
dranten, und untersuchen Sie, in bezug auf welche Symmetrieachse die Kurven in diesem
Bereich symmetrische Figuren sind!

Wie driickt sich dieser Zusammenhang analytisch aus?

Bestimmen Sie durch Interpolation an der Tang: bzw. K kurve die folgend
Funktionswerte!

a) tan 73° b) tan 11° ¢) tan 107° d) tan 191°

€) cot 39° f) cot 66° 8) cot 107° h) cot 294°

E h Sie der graphischen D: llung der Furktion y = tanx die Winkel, deren

Tangens die folgenden Werte hat!
a) 1,50 b) 0,50 ¢) —0,83 d) —2,10



16. E: h Sie der graphischen D. llung der Funk y = cotx die Winkel, deren Kotan-
gens die folgenden Werte hat!
a) 2,10 b) 0,83 c) — 0,50 d) —1,50

17. Leiten Sie aus den nachstehenden Werten der Sinus- und der Tangensfunktion die entspre-
chenden Werte der Kofunktionen her!

x | 0° 10° 20° 30° 40° 50° 60° 70° 80° 90°
sin x 0 0,174 0342 05 0,643 0,766 0,866 0,940 0,985 1
tan x 0 0176 0,364 0,577 0,839 1,192 1,732 2,747 5,671 —

18. Beschreiben und vergleichen Sie den Verlauf der Kurven der Sinus- und der Tangensfunktion
im Bereich von 0° bis 90°!
‘Welche Punkte haben die beiden Kurven gemeinsam ?
19. Beweisen Sie die Formeln
a) sin x = J/1 —cos®x, b) cosx = J1—sin®x!
20. Bestitigen Sie die Richtigkeit der Beziehungen
b) 1+ cot?x =

a) 14 tan’x = und

1 1,
costx sintx ©
= cosx; y = tanx; y = cotx konnen jeweils die drei

2]1. Aus den Funktionen y =sinx; y
d ‘Winkelfunkti bestis werden.

Leiten Sie die Beziehungen her, und vervollstindi, Sie die nachstehende Tabelle!
ausgedriickt
durch :
sin x cos x tan x cot x

gesucht

sin x - y1 —cos®x

cos x Y1 —sin®x —

tan x =

cot x .

22. a) Am Einheitskreis ist OP =1 und PQ £ sin x (Abb. 1.19.). Driicken Sie die dritte Seite
mit Hilfe des Satzes des PYTHAGORAS durch 1 und sin x aus! Stellen Sie dann gemé8 den
Definitionen 1 bis 4 die vier Winkelfunktionen von x auf, und vergleichen Sie die Ergeb-
nisse mit der ersten Spalte der Tabelle in Aufgabe 21!

b) Verfahren Sie genauso mit dem Dreieck OQP aus Abbildung 1.20.!
¢) Desgleichen mit dem Dreieck OAR aus Abbildung 1.21.!

Abb. 1.19. Abb. 1.20. Abb, 1.21. R
v v v
P 4 P
x
§
x
s
s
X X X A
ol Q T 0| csx @ T o 0] re1 LI
2+ 19



v Abb. 1.22. d) Desgleichen mit dem Dreieck OTB aus Abbildung 1.22.!
_ocotx T Anmerkung: Diese vier Figuren sind gute Gedéchtnis-
8 stiitzen fiir die Umrechnungsbeziehungen der Tabelle in
Aufgabe 21.
'E 23. Vereinfachen Sie die folgenden Ausdriicke!
a) cosx-tanx b) sinx-cotx «¢) ::::
sin x tan x
_ d) = ©) o=
0 ¢ f) tanx - 1 —sin’x
24. Gegeben sind die folgenden Funktionswerte.
a) sin 30° = 0,5 b) tan45° =1 ¢) cos 120° = —0,5
d) tan0° =0 e) cot 270° =0 f) sin 13° = 0,2250
cos 40° = 0,7660 h) tan 308° = — 1,280 i) cot 59° = 0,6009
g

Bestimmen Sie mit Hilfe der Tabelle in Aufgabe 21 die iibrigen Funktionswerte der Winkel!

25. Berechnen Sie aus den gegebenen Funktionswerten jeweils die Werte der drei anderen Winkel-

funktionen!
a) sin =% h)cosx=% c) tanx =3
d) cot x = |3 e)sinx=:—‘: ()cosx:—%yz-}-]&_
g) tanx=-:- h) cot x =2—}3 i) ginx:—%
1

k) cos x = 3 1) tanx =—1 m)cotx=}/3——2
Schiilerauftrag

' Fertigen Sie das in Abbildung 1.23. dargestellte
Geriit zum Bestimmen der Werte der Winkel-
funktionen an!
Es besteht aus einem durchscheinenden Deck-
blatt mit dem Vollkreis und dem Durchmesser
sowie aus einem Grundblatt mit dem Quadrat
und dem Quadranten. Auf den Quadratseiten
kann man fiir den mit dem Durchmesser einge-
stellten Winkel unmittelbar die Funktionswerte
sinx, cosx, tanx (0°< x < 45°) und cotx
(45° < x < 90°) ablesen. Fiihren Sie den Beweis!
Wie findet man die Tangenswerte fiir Winkel
zwischen 45° und 90° und die Kotangenswerte
fiir Winkel zwischen 0° und 45°?
Beurteilen Sie die Genauigkeit, mit der Sie die
Funktionswerte an Threm Geriit ablesen kénnen!

1.3. Die Tafeln der Winkelfunktionen

Die Werte der Winkelfunktionen sind. iiberwiegend irrationale Zahlen. Sie sind in
Tafeln zusammengefait, die
das Aufsuchen des Wertes y = f(x) einer Winkelfunktion f(x) zu einem gegebenen
Winkel x
sowie das Aufsuchen des Winkels x zu einem gegebenen Funktionswert f (x)
erméglichen.
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Im folgenden wird stets auf das Tafelwerk von Beyrodt/Kiistner Vierstellige Log-
arithmen — Zahlen, Werte, Formeln Bezug genommen.

Aufsuchen der Funktionswerte bzw. der Winkel

‘ Erliutern Sie die Begriffe steigende Funktion und fallende Funktion, indem
Sie im I. Quadranten bei jeder der vier Winkelfunktionen angeben, wie sich der
Funktionswert bei einer Anderung des Winkels indert!

Die Tafel 13 enthilt unter Ausnutzung des Umstandes, daB die Kosinusfunktion die
Kofunktion zur Sinusfunktion ist, die Funktionswerte fiir y = sin x und ¥ = cos %
(0° < x < 90°). Entsprechend enthilt die Tafel 14 die Funktionswerte fiir y = tan x
und y = cot x.

Die Winkel im Rahmen auf der linken Seite und oben bilden den Tafeleingang fiir
die Funktion y = sinx (y = tanx), die Winkel im Rahmen auf der rechten Seite
und unten den fiir die Funktion y = cos x (y = cotx). Dabei sind die Winkel fiir
die Funktionen Kosinus bzw. Kotangens in entgegengesetzter Folge aufgefiihrt.

Die Funktionswerte sind jeweils zwei Winkeln zugeordnet. Einerseits stellen sie den
Sinuswert (Tangenswert) eines Winkels dar, andererseits den Kosinuswert (Kotan-
genswert) des Komplementwinkels.

. Beispiele :

sin 21,0° = 0,3584; cos (90° — 21,0°) = cos 69,0° = 0,3584
tan63,2” = 1,980; cot (90" — 63,2°) = cot 26,8° = 1,980

Da die tabellierten Funktionswerte fast alle gerundet sind, miiBite eigentlich geschrie-
ben werden: sin 21,0° & 0,3584. Man verzichtet jedoch wie auch bei den Logarithmen
auf diese Unterscheidung im Schriftbild.

Ist der Winkel gesucht, so liest man bei gegebenem Sinusfunktionswert (Tangens-
funktionswert) die Gradzahl in dem Winkelrahmen ab, der die linke Spalte und die
obere Zeile bildet. Bei gegebenem Kosinusfunktionswert (Kotangensfunktionswert)
findet man die Gradzahl in dem Winkelrahmen, der die rechte Spalte und die untere
Zeile bildet.

sinx = 0,4664 cosx = 0,2284 tanx = 0,7400 cotx = 10,99
x=217,8° z="76,8" x = 36,5° x= 5,2°

Aufsuchen der Funktionswerte y = f(x) mit Interpolieren
Ist der Winkel mit einer Genauigkeit von Hundertstelgrad' gegeben, so hat man zu

interpolieren. Fiir das Interpolieren gelten bei dezimal geteiltem Grad die gleichen
Regeln wie beim Rechnen mit Logarithmen.

21



- Beispiel 1:

y =sinl3,27°
Aus Tafel 13 entnimmt man die Funktionswerte fiir sin 13,20° und sin 13,30°,
zwischen denen der gesuchte Funktionswert liegt.

ne [8in13,20° = 0,2284 d
100 | 6in13,27° = 0,22. . |
sin 13,30° = 0,2300

Nach dem Einsetzen in die Interpolationsformel d = Dw

d=2"=112~1L
Man addiert 11 Zehntausendstel zu 0,2284 und erhilt

y =sin13,27° = 0,2295.

B Beicpici 2:
: y = c0s52,14°
c0s52,10° = 0,6143
cos 52,14° = 0,61..
c0852,20° = 0,6129
Wiichst der Winkel um 10 Hundertstelgrad, so fillt der Funktionswert um D = 14

Zehntausendstel.
Wiichst der Winkel um n = 4 Hundertstelgrad, so fillt der Funktionswert um d

Zehntausendstel.

Die Eigendifferenz berechnet man zu d =
6 Zehntausendstel von 0,6143 und erhilt
y = cos 52,14° = 0,6137.

- Belsplel 3:

= tan 68,44°
tan68,44° = 2,625 d =
+ 0,005
tan68,44° = 2,531
Ist der Winkel in sexagesimaler Teilung, also in Grad, Minuten und Sekunden gegeben,
so hat man vor der Benutzung der Tafeln die Minuten (') und Sekunden (") in dezi-
male Teile eines Grades umzurechnen. Fiir die Umwandlung von m’ bzw. s in Grad
gelten folgende Formeln:

10°

100

D

" ergibt sich:

= 5,6, gerundet 6. Man subtrahiert

13-4
L —52~5

60" =1° 60" = (5)°
r=@r =
m' = () s = ()

- Beispiel 4:

17° 13’ 25" sind in Grad und Dezimalgrad zu verwandeln (auf zwei Dezimal-
stellen). S

13 = (;—j)“ ~ 0,217° 25" = (%)“ ~ 0,007°

Ergebnis: 17° 13" 25" ~ 17,22°
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Es gibt auch Tafeln der Winkelfunktionen, denen die sexagesimale Teilung des
Winkels zugrunde gelegt ist.

Aufsuchen der Winkel x mit Interpolieren

Steht der gegebene Funktionswert nicht in der Tafel, so hat man beim Aufsuchen
des Winkels zu interpolieren.

. Beispiel 5:
tanx = 0,3652

Der gegebene Funktionswert liegt zwischen den in der Tafel 14 verzeichneten Werten
0,3640 und 0,3659, zu denen die Winkel 20,00° und 20,10° gehoren:

»o [tan20,00° = 0,3640 d
1% 1700 |tan20,0.° = 0,3652 |“| D
tan 20,10° = 0,3659
Nach dem Einsetzen in die Formel n = d;o ergibt sich:
n=”l‘9m=6,3.. ~ 6. 19-9°

Man addiert 6 Hundertstelgrad zu 20,00° und erhilt x = 20,06°. =

B Beispict 6: |
cosx = 0,8768

x= 28,70° n=22 x4 L
+ 0,04°

x=  28,74° 1
Soll der errechnete:Winkel in sexagesimaler Teilung ausgedriickt -4

werden, so hat man anschlieBend umzurechnen: b

x = 28,74° 0,1° = 6'; 0,01° = 36"
0,7° =176 =42’ 05-3°
0,04° = 4 - 36" = 144" = 2’ 24"

x = 28° 44’ 24" i

Die Winkelfunktionsleitern auf dem Rechenstab -

Werden die Punkte der Sinuskurve mit den Abszissen x = 0°; 10°;
20°;...; 90° senkrecht auf die y-Achse projiziert, so erhilt man eine i
Darstellung der Funktion y = sinx in Form einer Funktionsskale. Auf

der Funktionsskale in Abbildung 1.24. sind auf der Einheitslinge u
0...1 die Punkte, die den Winkeln 0°; 10°;...; 90° entsprechen, rot

markiert: Stark gerundete Werte der Sinusfunktion kénnen somit auf -‘
dieser sogenannten Doppelleiter abgelesen werden.

Die rote Teilung der Funktionsskale in Abbildung 1.24. ist eine Sinus- [
teilung der Einheitslinge 0 ... 1. Abb.1.24.
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Die Sinusfunktionsleiter auf der Riickseite des Rechenstabes unterscheidet sich von
der eben beschriebenen dadurch, daB8 die Logarithmen der Sinusfunktion abgetragen
sind. Auf dem Normalrechenstab sind auf einer Linge von 25 ¢cm die Logarithmen der
Zahlen 0,1 bis 1 aufgetragen. Dementsprechend sind bei der Sinusleiter die Logarith-
men der Funktion y = sin x im Wertebereich 0,1 < y =< 1 abgetragen und mit den
zugehérigen Winkelangaben versehen. Da 0,1000 = sin 5,74° ist, beginnt die Sinus-
leiter auf dem Rechenstab mit 5,74° (Abb. 1.25.).

Die Sinusleiter ist auf die logarithmische Skale D des Rechenstabes abgestimmt.

6° 0° 2° 3 W 5° Abb. 1.25.

5ne ¥°

Somit kann man zu einem gegebenen Winkel x im Bereich 5,74° = x = 90° den
Funktionswert y = sin x ablesen. Umgekehrt findet man zu einem gegebenen Funk-
tionswert y im Wertebereich 0,1 < y = 1 den zugehdrigen Winkel.

Wegen der Komplementbeziehnng cos x = sin (90° — x) kann die Sinusfunktions-
leiter auf dem Rechenstab auch dazu benutzt werden, zu gegebenen Winkeln x im
Intervall 84,26° = x = 0° den Kosinuswert zu finden und umgekehrt.

Stellen Sie eine Sinusfunktionsleiter her, indem Sie auf einem Kartonstreifen auf
einer Strecke von 250 mm Linge die Logarithmen der Werte der Sinusfunktion
fiir folgende Winkel auftragen: 10°; 20°; 30°; 40°; 50°; 60°; 70°; 80°; 90°!
Uberlegen Sie, mit welchem Faktor Sie die Mantissen der Logarithmen multi-
plizieren miissen!

Schreiben Sie die Winkelwerte an!

Vergleichen Sie Ihre Sinusleiter mit der auf dem Rechenstab!

Bei der Tangensfunktionsleiter auf dem Rechenstab sind die Logarithmen der Tan-
gensfunktion y = tan x, ebenfalls fiir den Wertebereich 0,1 < y < 1 abgetragen und
mit den zugehérigen Argumenten versehen.

Da 0,1000 = tan 5,71° und 1,000 = tan 45° ist, reicht die Tangensleiter auf dem
Rechenstab von 5,71° bis 45°. Man kann also auf dem Rechenstab die natiirlichen
Zahlenwerte der Tangensfunktion nur im Bereich 5,71° < x < 45° ablesen und
umgekehrt.

Wegen der Komplementbeziehung cot x = tan (90° — x) kann die Tangensleiter ver-
wendet werden, zu gegebenen Winkeln x im Bereich 45° < x < 84,29° den Kotan-
genswert zu finden und umgekehrt. Auerdem findet man auf dem Rechenstab fiir
Sinus und Tangens kleiner Winkel eine gemeinsame Leiter. Sie reicht von 0,75° bis
5,73° entsprechend den Funktionswerten 0,01 bzw. 0,1 fiir Sinus und Tangens. Es
ist sin 0,57° = tan 0,57° = 0,0100. Da sich beim Funktionswert 0,1000 die zuge-
hérigen Winkelwerte bei Sinus und Tangens in den Hundertstelgraden unterscheiden
(5,74° baw. 5,71°), ist fiir den Winkel der mittlere Wert 5,73° zu nehmen. Diese
Leiter ldBt sich auBerdem fiir die Kosinusfunktion und die Kotangensfunktion im
Bereich 89,43° = x = 84,27° verwenden.

' Stellen Sie eine Tangensleiter her!
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Kombiniertes Tafel-Stab-Rechnen

Falls bei der Losung einer Aufgabe die Genauigkeit des Rechenstabes ausreicht, aber
kein Stab mit Winkelfunktionsleitern zur Verfiigung steht, benutzen wir zum Auf-
suchen der Funktionswerte die Tafeln der Winkelfunktionen und rechnen im iibrigen
mlt dem Rechenstab. Diese Methode wird als kombiniertes Tafel-Stab-Rechnen

ichnet. Sie hat insb dere auch Bedeutung bei Winkelfunktionswerten, die
auf dem Rechenstab nicht unmittelbar abgelesen werden kénnen.

. Geben Sie diese Bereiche des Rechenstabes an!

B seispiel7: x =187 7.0 sin 446°
Wir finden in Tafel 13 sin 44,6° = 0,7022.
Mit Hilfe des Rechenstabs berechnen wir den Ausdruck % -8,7-17,1-0,702.
Es ergibt sich x = 21,7.

. Beispiel 8: sinx = %i
In Tafel 13 finden wir sin55,7° = 0,8261.
Mit Hilfe des Rechenstabs berechnen wir den Ausdruck
sinx = 0,936.
Nun suchen wir in Tafel 13 den Winkel auf. Es ergibt sich
x = 69,4°.

g — 2,73 - tanT3.4° - cosd
. piel 93 2= T

Den Funktionswert tan 73,4° finden wir nicht auf dem Rechenstab. Wir kénnten
tan 16,6° ablesen und davon den reziproken Wert nehmen. Desgleichen kénnten
wir cos 3,5° als sin 86,5° ablesen, aber nur mit geringer Genauigkeit. Deshalb suchen
wir tan 73,4° in Tafel 14, cos 3,5° in Tafel 13 auf und berechnen den Ausdruck
2,3 - 3,35 - 0,998
684

Wir erhalten x = 1,34.

36,6 - 0,826
= und finden

Beziehungen zwischen Funktionswerten von
Winkeln aus verschiedenen Quadranten Ak
(Quadrantenbeziehungen)

Die Werte der Winkelfunktionen fiir Winkel
des I.Quadranten werden aus den Tafeln 13
und 14 entnommen. Aber auch die Funk-
tionswerte von Winkeln in den Quadranten II
bis IV kénnen mit Hilfe dieser beiden Tafeln
bestimmt werden.




Es sei x5 ein Winkel im IL. Quadranten (Abb. 1.26.). Auf Grund der Definitionen (1)
bis (4) gelten die folgenden Gleichungen:

s Py
sin xpg =2, tan x;;:%,
cosxyp =— -, cot xy = %

Spiegelt man das Dreieck OQP in Abbildung 1.26. an der v-Achse, so erhilt man das
Dreieck 0Q' P’ im I. Quadranten. Der Winkel POQ = (180° — xy1) entspricht dann
dem Winkel P'0Q. Weiter ist PQ = PQ Q" und 0Q =—0Q'! Setzt man in die obigen
Gleichungen ein und beriicksichtigt, daB

bl Py

—— = sin (180° — xy1), <~ = tan (180° — xyy),
2 —cos(180°—xn), o = cot (180° — xm)

ist, so ergibt sich:
sin x;p = sin (180° — xyy), tan x;; = —tan (180° — xyy),
cos xp = —cos (180° — xpy), cot xy = —cot (180° — xyy).

Diese Gleichungen setzen die Winkelfunktionen eines Winkels im II. Quadranten zu
den entsprechenden Winkelfunktionen des im I. Quadranten gelegenen Supplement-
winkels in Beziehung.

Die Quadrantenbeziehung fiir den IIL. Quadranten erhilt man mit Hilfe einer
Spiegelung des Dreiecks OPQ in Abbildung 1.27. am Koordinatenursprung des
uv-Koordinatensystems. Das bedeutet, daB dieses Dreieck um O um den Winkel 180°
gedreht wird. Man erhilt wiederum ein Dreieck 0Q'P’ im I.Quadranten, und der
Winkel QOP = (xpy — 180°) entspricht dem Winkel Q'OP'.

Abb. 1.27. Abb. 1.28.
Fiihren Sie die Untersuchungen iiber die kadfunknonen im III. Quadranten
weiter!

Die Quadrantenbeziehung fiir den IV. Quadranten wird mit Hilfe einer Spiegelung
des Dreiecks OQP mit dem Winkel POQ = (360° — x1y) an der u-Achse gewonnen
(Abb. 1.28.).

Fiihren Sie die Untersuchungen iiber die Winkelfunktionen im IV. Quadranten
selbst durch!
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Zwischen den Winkelfunktionen, die zu Winkeln in hoheren Quadranten gehdren,
und den Winkelfunktionen des entsprechenden Winkels im I. Quadranten gelten die
folgenden Beziehungen:

II. Quadrant

(10) sinx = sin (180° — xy) tanxy = — tan (180° — xyy)

cos xy; = —cos(180° — xyy) cot xyp = —cot (180° — xyy)
I1II. Quadrant
(11) sin xq = —sin (xm — 180°)  tanxyp = tan (xr — 180°)
cos xgp = —cos (¥ — 180°)  cot xpp = cot (21 — 180°)
IV. Quadrant
(12) sin xry = —sin (360° — x1v) tan x;y = —tan (360° — xpy)
cosxyy = cos (360° — xpy) cot x;y = —cot (360° — x1y)

Die Beziehungen (10) bis (12) fiihren die Winkelfunktionen im II. bis IV. Quadranten
auf die entsprechenden Funktionen im I. Quadranten zuriick.

. Beispiele:
10) cos 152° = —cos (180° — 152°) = —cos 28°
11) cot 215° = cot (215° — 180°) = cot 35°
12) tan 312° = —tan (360° — 312°) = —tan 48°

Allgemein:

Um den Wert einer Winkelfunktion zu einem Winkel x (90° < x < 360°) zu ermitteln,
sucht man in den Tafeln 13 bzw. 14 den Wert der gleichen Funktion fiir den Winkel
180° — x, x — 180° bzw. 360° — x auf. Zur schnellen Vorzeichenbestimmung dient
die Tabelle auf Seite 14.

Man erkennt, daB bei jeder der vier Funktionen jedes Vorzeichen genau zweimal vor-
kommt. Bei einem gegebenen Funktionswert eines Winkels x findet man infolgedessen
fiir den Winkel (im Bereich von 0° < x < 360°) zwei Losungen.

Beispiel 13:
sinx = 0,9664

Der Funktionswert ist positiv, also liegen die Winkel x im I. und IL Quadranten.
) =5 0° < x < 90°)

(]

180° — x (0° < = < 90°)
Aus der Tafel entnimmt man x = 75,1°.
Demnach ist
x = 15,1°;
xp = 180° — 75,1° = 104,9°.
B seispici 14:
cosx = —0,7145
Der Funktionswert ist negativ, also liegen die Winkel x im II. und IIL. Quadranten.
= 180° — 2 (0° < x < 90°)
2 = 180° + x(0° < 2 < 90°)

x1r

27



Aus der Tafel entnimmt man x = 44,4°,
Demnach ist
xy = 180° — 44,4° = 135,6°;
xnr = 180° 4 44,4° = 224,4°.

Auigaben

Ubungen im Tafelrechnen
Bestimmen Sie mit Hilfe der Tafeln 13 und 14 die folgenden Funktionswerte!

A. a) sin 12° b) sin 84° ¢) sin  3° d) sin  29°

" ) sin 37° f) sin 135° g) sin 97° h) sin 200°
i) cos 2° k) cos 17° 1) cos 32° m) cos 51°
n) cos 68° o) cos 150° p) cos 101° q) cos 213°

2. a) tan21° b) tan 58° ¢) tan 5° d) tan 12°
e) tan 31° f) tan 120° g) tan 91° h) tan 261°
i) cot 8° k) cot 13° 1) cot 64° m) cot 76°
n) cot 87° 0) cot 110° p) cot 249° q) cot 96°

3. a) sin 5,6° b) sin 38,1° c) sin 27,3° d) sin 77,7°
€) sin 40,9° f) sin 113,5° g) sin 300,2° h) sin 97,3°
i) cos 53,5° k) cos 11,8° 1) cos 44,6° m) cos 87,6°
n) cos 58,9° o) cos 129,6° p) cos 321,4° q) cos 131,5°

4. a) tan 0,5° b) tan 88,0° ¢) tan 56,1° d) tan 43,9°
e) tan 68,8° f) tan 145,7° g) tan 336,5° h) tan 172,5°
i) cot 32,3° k) cot 52,4° 1) cot 72,9° m) cot 64,8°
n) cot 53,2° o) cot 164,8° p) cot 282,2° q) cot 99,9°

a) sin 58,11° b) sin 63,44° ¢) sin 87,15° d) sin  34,26°
e) sin 19,24°  f) sin 147,87°  g) sin 219,73  h) sin 331,12°
i) cos 22,94° k) cos 17,32° 1) cos 37,22° m) cos 9,67°
n) cos 1,12° o) cos 177,13° p) cos 209,65° q) cos 348,48°
. a) tan 1,92° b) tan 17,44° ¢) tan 28,55° &) tan 39,67°
) tand1,72°  f) tan216,36°  g) tan29847°  ‘h) tan 154,41°

o,

'R

i) cot 14,74° k) cot 26,59° 1) cot 34,53°  m) cot 43,88°
n) cot 53,46° o) cot 224,33°  p) cot 337,29°  q) cot 135,23°
7. a) cos 74,37°  b) tan 73,06° c) cot 216,36°  d) cos 224,33°
e) sin 13,79°  f) cot 64,42° g) sin 20847°  h) sin 337,29°
i) tan87,44° k) sin 81,53° 1) cot 211,49°  m) sin 315,32°
n) cot 53,76° 0) cos 25,61° p) cos 265,35° q) tan 298,46°
8. a) sin 0,2° b) sin 0,83° ¢) sin 1,77° d) sin 2,6°
tan 0,2° tan 0,83° tan 1,77° tan 2,6°
e) sin 3,25° f) sin 4,71° g) sin 5,0° h) sin 9,1°
tan 3,25° tan 4,71° tan 5,0° tan 9,1°

©

Bis zu welchen Winkeln stimmen die Werte der Sinus- und der Tangensfunktion
a) auf vier Dezimalstellen, b) auf drei Dezimalstellen iiberein ?
¢) Begriinden Sie diese Erkenntnisse am Kreis, und formulieren Sie sie!

10. Ver deln Sie die gesimale Teilung der folgenden Winkel in die dezimale (auf zwei

Dezimalstellen)!
a) 16°18’ b) 38° 24’ c) 79° 39’ d) 24°25'
e) 20°30' 30" f) 54° 3'48" g) 78°52' 33" h) 0° 513"
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11. Recl Sie die folgenden Winkel ben in Grad, Minuten und Sekunden um!
a) 27,1° b) 14,9° c) 34,12° d) 50,08°
¢) 68,47° f) 713,57 g) 7,9%° h) 40,28°
12. Suchen Sie fiir die folgenden Winkel die Werte der Sinus- und der Kosinusfunktion auf!
a) 22,75° b) 68,24° ©) 3477 4) 79.67°
e) 5,02° f) 89,07° g) 354,63° h) 244,66°
i) 327,76° k) 173,25° 1) 41° 24’ m) 4°29' 58"
13. Suchen Sie fiir die folgenden Winkel die Werte der Tangens- und der Kotangensfunktion auf!
a) 79,99° b) 4,16 ) 32,07° ) 25,33°
¢) 84,31° f) 68,23° ) 155,37° h) 93,50°
i) 252,30° k) 300,23° 1) 57° 44' m) 44° 50" 407

14.

Berechnen Sie im Bereich 89,00° < x < 89,10° die Werte der Tangensfunktion fiir Hundert-
stelgrad durch lineare Interpolation (Tafel 14)! — Vergleichen Sie die Ergebnisse mit den
Werten der Tangensfunktion in der henden Tabelle! Diese sind einer genaueren
Tafel entnommen. — Bilden Sie die Differenzen zwischen den interpolierten und den in der
Tabelle stehenden Funktionswerten!

Beurteilen Sie fiir verschiedene Intervalle von x die Moglichkeit, bei der Tangensfunktion
linear zu interpolieren!

,06° l ,07°

89,00° 08° f 09° | 00

,01°

,02° I ,03°

,04° | ,05°

x

15.

Bestimmen Sie mit Hilfe der Tafeln 13 und 14 die Winkel,

tan x

57,29 l 57,87 I 58,46 ’ 59,06

59,68 | 60,31 ' 60,95 ’ 61,60 l 62,27 l 62,96 l 63,66

Suchen Sie die folgenden Funktionswerte auf!
a) tan 87,88° b) tan 89,05° ¢) cot 1,33° d) cot 2,87° e) cot 0,92°

denen die folgenden Funktionswerte

zugeordnet sind!

36.

17.

18.

19.

a) sin x = 0,2756 b) sin x = 0,6157 ¢) sin x = 0,8829 d) sin x = 0,4787
e) sin x = 0,2990 f) sin x =—0,5105 g) cos x = 0,0454  h) cos x = 0,9921
i) cos x = 0,1547 k) cos x =—0,6858 1) cos x =0,7325 m) cos x = —0,9724
a) tan x = 0,0699 b) tan x = 0,2679 ¢) tanx = 1,483 d) tan x =—0,9725
e) tan x = 0,1495 f) tanx = —0,4536 g) cot x = 1,865 h) cot x = 0,3115
i) cot x = 2,592 k) cot x =—3,420 1) cot x =—5,730 m) cot x = 0,0052
a) sin x = 0,6407 b) sin x = 0,4711 ¢) sin x = 0,8308 d) sin x =% 10,6300
e) sin x = 0,6070 f) sin x = 0,0081 g) cos x = 0,1700 h) cos x = 0,3473
i) cos x =—0,9872 k) cos x = 0,0037 1) cos x =—0,0323 m) cos x = 0,9999
a) tanx = 0,3259 b) tan x = 0,6425 ¢) tan x = 1,022 d) tan x =— 8,190
e) tanx = —0,7420 f) tan x = 0,6000 g) cot x = 0,2510 h) cot x = 0,4758
i) cot x =—1,321 k) cot x = 1,085 1) cot x =—0,9980 m) cot x = 0,0020

Rechnen Sie die gefundenen Winkel in sexagesimal geteilte Grade um!

20. Bestimmen Sie die Winkel x, die den folgenden Funktionswerten zugeordnet sind!
a) b) <) 4 e) B g)
sin x 0 ) -0, 0,3746 | —0,7314 0,1500 | —0,0728
cos x 0 1 -1 0,7071 | —0,9336 0,2358 | —0,7005
tan x 0 1 2 -3 —0,4452 0,9387 | — 0,0120
cot x 0 1 -3 —16,50 0,1700 | — 1,319 | —2,439
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Ubungen mit dem Rechenstab

21. Stellen Sie am Rechenstab fest, in welchem Bereich die Sinusfunktionsleiter gilt!
Die Unterteilung wechselt. Wie viele Teilbereiche mit verschiedener Unterteilung gibt es?
Beschreiben Sie die Unterteilung! Was bedeutet in jedem dieser Bereiche ein Skalenteil ?

Bestimmen Sie mit Hilfe des Rechenstabes!

22. a) sin 85° b) sin 72°
e) sin 10,4° f) sin 7,42°
i) sin 323,83° k) cos 22°

23. a) tan 43° b) tan 37,2°
e) tan 6,15° f) tan 186,35°
i) tan 354,21° k) cot 48°
24. a) sin 2° b) sin 5,5°
e) tan 1,07° f) tan 2,96°
i) cos 89,08° k) cot 86°

Vergleichen Sie in den versch

Lésen Sie, soweit moglich, die Aufgaben 5 bis 7 mit Hilfe des Rechenstabes!
! o

¢) sin 61,5°
g) sin 5,95°
1) cos 57,6°
¢) tan 22,22°
g) tan 42,4°
1) cot 54,2°

d) sin 24,3°

h) sin 213,38°
m) cos 73,27°
d) tan 17,29°
h) tan 283,55°
m) cot 79,66°

¢) sin 1,92° d) tan 0,75°
g) cos 85° h) cos 87,3°
1) cot 84,9° m) cot 88,63°

Teilbereichen des Rech mit der

abes die Genauigkei

der Tafel!

Bestimmen Sie mit Hilfe des Rechenstabes die

zugeordnet sind!

26. a) sin x = 0,99
e) sin x = — 0,194
i) sin x = 0,276

27. a) tanx = 0,97
e) tanx = 0,123
i) tan x = 0,656

28. a) sin x = 0,09
e) tan x = 0,0323
i) cos x = 0,0226

b) sin x = 0,87

f) sin x = 0,111
k) cos x = 0,23

b) tanx = 0,83

f) tan x =— 0,337
k) cot x = 0,17

b) sin x = 0,082
f) tan x = 0,0122
k) cot x = 0,07

Winkel, die den folgenden Funktionswerten

¢) sin x = 0,654
g) sin x = 0,722
1) cos x = 0,872
¢) tan x = 0,755

d) sin x = 0,358
h) sin x =—0,533
m) cos x = 0,433
d) tanx = 0,444

g) tanx =—0,842 h) tanx = 0,229
1) cot x = 0,778 m) cot x = 0,100
¢) sin x = 0,054 d) tanx = 0,017
g) cos x = 0,08 h) cos x = 0,045

1) cos x = 0,061 m) cot x = 0,0118

29, Losen Sie, soweit maglich, die Aufgaben 18 und 19 mit Hilfe des Rechenstabes!
Beurteilen Sie die Genauigkeit des Rechenstabes in den verschiedenen Teilbereichen!

Anwendungen

30. Beweisen Sie das folgende Formelsystem (0° < x < 90°)!

II. Quadrant

sin (180°—x) = sin x

cos (180° —x) = —cosx
III. Quadrant

sin (180° + x) = —sin x

cos (180° + x) = —cos x
1V. Quadrant

sin (360° —x) = —sin x

cos (360° —x) = cos x

—tanx
—cotx

tan (180° — x)
cot (180° —x)

tan (180° + x) = tan x
cot (180° + x) = cot x

—tanx
—cot x

tan (360° — x)
cot (360° — x)

31. a) Im IL bis IV. Quadranten kénnen die Winkel x auch durch folgende Beziehungen aus-
gedriickt werden (0° < x' < 90°):

90° + x'; 270°—x'; 270° + x'.

Stellen Sie unter diesen Bedingungen Quadrantenbeziehungen fiir die vier Winkelfunk-
tionen °nuf ! Zeichnen Sie am Kreis entsprechende Figuren!
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33.

K

b) In welchen Fillen sind die von 90° bzw. 270° aus-
henden Quad beziel den von 180° und
360° ausgehenden Beziehungen (10) bis(12) bzw. denen

in Aufgabe 30 vorzuziehen ?

¢) Fiihren Sie auf verschiedene Arten auf Funkti im
I. Quadranten zuriick: sin 110,43°; cos 200°;
tan 290,86°; cot 185°!

a) Berechnen Sie die zu einem beliebigen Zentriwinkel «
gehorige Sehne s, den zugehérigen Kreisbogen b und
die Pfeilhéhe h (Abstand der Bogenmitte von der
Sehne) eines Kreises mit dem Radius r alsFunktionen
des Zentriwinkels, und stellen Sie diese Funktionen Abb. 1.29.
graphisch dar (Abb. 1.29.)!

b) Wie lauten die analytischen Darstellungen fiir die Funktionen s (x); ?(m) und h (x) am
Einheitskreis ?

Den Flicheninhalt eines Krei: iiber der Sehne s, der von dem Kreisbogen?begrenzt

wird, berechnet man als Differenz aus dem Kreissektor zum Bogen b und dem gleichschenk-

ligen Dreieck iiber der Sehne s als Basis, dessen Spitze im Kreismittelpunkt liegt.

a) Wie groB ist der Flicheninhalt des Krei s zum Zentriwinkel « = 54°in einem Kreis
mit dem Radius r = 1 m?

b) Berechnen Sie die Pfeilhshe h des Segments aus Aufgabe a!

¢) Von einem Segment sind die Sehne s = 5,40 m (Spannweite s) und die Pfeilhihe h = 0,50 m
(Bogenhihe h) gegeben. Berechnen Sie den Flicheninhalt des Krei und den zu-
gehérigen Zentriwinkel!

d) Stellen Sie
1) den Sektor zum Bogen b eines Einheitskreises, )

2) den Flicheninhalt des gleichschenkli Dreiecks iiber der Sehne s als Basis, dessen
Spitze im Mittelpunkt des Einheitskreises liegt,

3) das Kreissegment iiber der Sehne s, das von dem Kreisbogen b begrenzt wird,

als Funktionen des Zentriwinkels « analytisch und graphisch dar!

Berechnen Sie den Umfang der Breitenkreise, auf denen folgende Orte liegen:
a) Berlin (p = 52,4° N; 2 = 13,1° 0),

b) Moskau (p = 55,8° N, A = 37,6° 0),

) Johannesburg (Republik Siidafrika) (p = 26,2° S; A = 28,1° 0),

d) La Plata (Argentinien) (p = 34,9° S; A = 57,9° W),

€) Peking (p = 39,9° N; A = 116,5° 0),

f) Ihr Heimatort!

1.4. Das rechtwinklige Dreieck

he Zapfen (auch Kegelzapfen oder kurz ,,Kegel“ genannt) kénnen auf der

P 5

Drehmaschine durch Schrigstellen des Oberteils am verschiebbaren Werkzeug-
schlitten, des sogenannten Lingssupports, gedreht werden (Abb. 1.30. und 1.31.).
In der Mathematik bezeichnet man einen solchen Kérper als Kegel pf (Abb. 1.32.).
Die Symbole I, D und d werden in der Technik zur Bezeichnung der GroBen eines
Kegelzapfens verwendet.
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Abb. 1.30.

Mitnghmerscheibe

T
‘ ‘ UMM
= -',

Abb. 1.31.

um (D — d). Wendet man den Strahlensatz auf die
Figur in Abbildung 1.34. an, so gilt:

l:x =(D—d):l
Die Verjiingung é betrigt also D,‘d ‘
Sowohl in Abbildung 1.33. als auch in Abbildung 1.34.
sind ,,Kegel 1:4° dargestellt.
Fiir das Arbeiten auf der Drehmaschine ist es nétig,
aus der Vorschrift 1:x den Einstellwinkel g des Sup-
ports, also letztlich den Kegelwinkel «, zu bestimmen.
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Der Einstellwinkel des
Lingssupports f hingt vom
Kegelwinkel x ab; es ist
B =5 (Abb. 1.31.).

In der Praxis wird die Ge-
stalt des Kegels nicht durch
den Winkel « angegeben,
sondern durch die Verjiin-
gung % (Fachbezeichnung:
Kegel 1:x). Das bedeutet,
daB der Durchmesser D sich
auf einer Zapfenlinge von
xmmum 1 mm vermindert
(Abb. 1.33.). Hat der Kegel
die Linge 1, so verjiingt er
sich von D auf d, das heit

Reitstock

Abb. 1.32. 7(0)



Abb. 1.34,

Abb. 1.33. — =Y

05

. 1) Bestimmen Sie geometrisch den Kegelwinkel x, wenn die Verjiingung 1:4
betrdgt!

2) Ein Turm wirft auf eine waagerechte Ebene einen Schatten von der Linge I,

wihrend die Sonne unter dem Winkel x gegen die Horizontallinie gesehen wird.

Die Turmhéhe h ist aus der Schattenlinge | und dem Winkel x zu bestimmen.

Die Bearbeitung techni oder naturwi haftlicher Probleme fiihrt hiufig zu
Aufgaben, in denen in einer Figur Zusammenhinge zwischen Streckenverhiltnissen
und Winkeln an Dreiecken auftreten. Die rechnerische Losung solcher Aufgaben ist
mit Hilfe der eb Trig dglich

triel g

Die Winkelfunktionen am rechtwinkligen Dreieck

Zur Wiederholung:

1. Welchen Namen haben die Seiten des rechtwinkligen ebenen Dreiecks ?

2. Was versteht man unter dhnlichen Dreiecken ?

3. Geben Sie Bedingungen an, unter denen Dreiecke éhnlich sind!

4. Was wissen Sie iiber das Verhiltnis gl Seiten in dhnlichen Dreiecken ?
ichliegende Winkel in éhnlichen Dreiecken ?

bl d

5. Was wissen Sie iiber gl

Die Winkelfunktionen wurden im Abschnitt 1.1. mit Hilfe eines Kreispunktes P (u; v)
im Kreis mit dem Radius r erklirt. Das entstehende Dreieck O QP ist rechtwinklig
(Abb. 1.5.). In bezug auf den Winkel x werden PQ als Gegenkathete und OQ als
Ankathete bezeichnet.

Am rechtwinkligen Dreieck OQP gelten auf Grund der Definitionen (1) bis (4), Ab-
schnitt 1.1., die folgenden Beziehungen:

- Gegenkathete P Ankathete
Hypotenuse Hypotenuse
Gegenkathete Ankath
fanei= A‘nk-lhm sotxi= Gegenknel::xe
In der Abbildung 1.35. werden drei recht- Abb. 1.35.
winklige Dreiecke (4 BC, 4, B,C und 4,B,C) ¢
dargestellt. Die Dreiecke sind ihnlich, d
deshalb gilt:
L O Yy 8
Pl » A A T &

* Digonometsie (griech) wietlich: Drel: Winkel- oder Drei-

“Messung; frei: Dreiecksberechnung.

3 [001001)
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Dieses Verhiltnis (Gegenkathete fiir den Winkel
«:Hypotenuse) ist aber nach der Definition (1),
Abschnitt 1.1., gleich dem Sinus des Winkels «.
Das gilt fiir alle dhnlichen rechtwinkligen Drei-
ecke mit dem Winkel a:

o a
sinx = —,
c

Die rechtwinkligen Dreiecke der Abbildung 1.36.
stimmen in der Hypotenuse c iiberein.

Wo liegen die Scheitel C, der rechten Winkel aller Dreiecke, die c als Hypotenuse
haben ?

Der Winkel mit dem Scheitel 4 nimmt zu, wenn man vom Dreieck ABC, zum Dreieck
ABC, und von diesem zum Dreieck 4 BC, iibergeht. Es gilt die Ungleichung

oy < og < g
Mit dem Winkel x wiichst die zugehérige Gegenkathete a,. Da die Hypotenuse ¢ kon-

stant bleibt, wiichst mit dem Winkel auch das Verhiltnis der Gegenkathete zur
Hypotenuse; es ist

B I WO 198
Allgemein gilt:
Wenn im rechtwinkligen Dreieck ein Winkel wichst, so nimmt auch der Quotient aus
Gegenkathete und Hypotenuse zu. Im rechtwinkligen Dreieck ist also das Verhaltnis
der Gegenkathete eines Winkels zur Hypotenuse eine Funktion des Winkels. Um-

gekehrt hiingt der Winkel von dem Verhiltnis der Gegenkathete zur Hypotenuse ab.
Diese Abhingigkeit wird durch die Sinusfunktion ausgedriickt:

(13) sina = %

Satz 1: Im rechtwinkligen Dreieck ist der Sinus eines Winkels der Quotient aus der Gegen-
kathete dieses Winkels und der Hypotenuse.

Analoge Betrachtungen konnen fiir die Seitenverhiltnisse %, % und % durchgefiihrt
werden. Dabei ergeben sich
b

(14) cosax = —,
(15) tanx =%.
(16) cota ==.

’ Satz 2: Im rechtwinkligen Dreieck ist der Kosi eines Winkels der Quotient aus der
Ankathete dieses Winkels und der Hypotenuse.

» Satz 3: Im rechtwinkligen Dreieck ist der Tangens eines Winkels der Quotient aus der
Gegenkathete und der Ankathete dieses Winkels.

> Satz 4: Im rechtwinkligen Dreieck ist der Kotangens cines Winkels der Quotient aus der
Ankathete und der Gegenkathete dieses Winkels.
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Untersuchen Sie auf Grund der Gleichungen 13 bis 16 die Grenzfiille x = 0° und
« = 90°! Halten Sie c konstant, und weisen Sie nach, dap die Ergebnisse mit den
Werten der Winkelfunktionen fiir diese Winkel iibereinstimmen!
Auf Grund der Sitze 1 bis 4 gelten im rechtwinkligen Dreieck folgende Beziehungen:
a:c=sin &« = cosf, b:c = cosx =sinp, .
a:b=tana = cotf, b:a = cot x = tan . o =907)

Driicken Sie diese Beziehungen in Worten aus, und leiten Sie die Formeln (5)
und (6), Abschnitt 1.2., her!
Im rechtwinkligen Dreieck ist der Flicheninhalt 4 = %ab. Wir driicken nach (13)
und (14) die Katheten durch die Hypotenuse und Winkelfunktionen von & aus:

(17) 4 :-;—tzsin\ cosx.

Berechnung spezieller Funktionswerte

Zur Wiederholung:
1. Zeich Sie ein gleichseitiges Dreieck mit der Seite a, und berechnen Sie die Dreieckshohe!
2. Zeichnen Sie ein Quadrat mit der Seite a, und ziehen Sie die Diagonale!

a) Was fiir Figuren entstehen? b) Wie lang ist die Diagonale ?
Fiir die Winkel 30°, 45° und 60° kénnen die Werte der Winkelfunktionen durch die
Anwendung von Sitzen aus der Planimetrie berechnet werden.
Fiir den Winkel 30° verwendet man hierbei ein gleich-

seitiges Dreieck (Abb. 1.37.). Es ergibt sich: " AR
sin 30° = ‘
cos 30° =
tan 30° = a
cot 30° =

Bestimmen Sie die Werte der vier Winkelfunktio- 2 @ ) s

nen fiir den Winkel 60°, indem Sie ein gleichsei- i

tiges Dreieck (Abb. 1.37.) zugrunde legen!

Abb, 138,
Die Funktionswerte fiir den Winkel 45° kénnen mit 0 c
Hilfe eines Quadrates ermittelt werden (Abb. 1.38.).
Es ergibt sich: 2
. o Y|

sin 45 =a:d=u:u]/2=7}/2_ 2 dav7
costl-S‘“=|x:d=a:u}/f=%]/‘aT
tan45° =a:a=1 8
cotd5° =a:a=1 P 2 8
3.
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Ver deln Sie die Funkti, te fiir die Winkel 30°, 45° und 60° in Dezimal-
zahlen! Vergleichen Sie die Ergebnisse mit den Angaben in den Tafeln 13 und 14!

Wir wissen, daB tan x gréBer wird als jede angebbare Zahl, wenn x gegen 90° strebt,
und ebenso cot x, wenn x gegen 0° strebt. Dafiir verwendet man das Symbol:

tanx — oo, falls x — 90°

cot x - oo, falls x — 0°,

gelesen: ,,tan x (cot x) wird groBer als jede angebbare Zahl, falls x gegen 90° (gegen 0°)
strebt®.

Die auf diese Weise berechneten Funktionswerte und die fiir 0° und 90° werden in
der folgenden Ubersicht zusammengefaBt.

x 0° 30° 45° 60° 90°
sin x 0 % % V2 % V3 i}
cos x 1 % V3 —:7 ]/2_ % 0
tan x 0 % V3 1 V3 . (o)
cot x (o) V3 1 % V3 0

Die gedichtnismiBige Beherrschung dieser Funktionswerte ist vorteilhaft. Dabei
geniigt es, wegen der Komplementbeziehungen (9), wenn man sich nur die Folgen
der Sinus- und Tangenswerte einprigt. Fiir die Sinuswerte kann man dazu die
folgende Gedichtnisstiitze benutzen:

x 0° 30° 45° 60° 90°
sin x % yo % VT —;— 173 % V3 -;— V&

Die Logarithmen der Winkelfunktionen

Zur Erleichterung trigonometrischer Berechnungen wendet man auch auf die Werte
der Winkelfunktionen das Rechnen mit Logarithmen an. Um ein doppeltes Auf-
schlagen von Werten zu vermeiden (1. Aufschlagen des Funktionswertes, 2. Auf-
schlagen des Logarithmus des Funktionswertes), wurden die Logarithmen der
Winkelfunktionswerte tabellarisch in den Tafeln 2 und 3 des Tafelwerks erfaBt.

Die Tafeln der Logarithmen der Winkelfunktionen sind in gleicher Weise zu hand-
haben wie die Tafeln der Werte der Winkelfunktionen. Dabei ist zu beachten, daB die
Winkelfunktionswerte iiberwiegend kleiner als 1 sind und somit Logarithmen mit
negativen Kennzahlen haben.

. Beispiel 1:
sin 23,3° = 0,3955
Ig sin 23,3° = Ig 0,3955 : 0,5972 — 1

In den Tafeln 2 und 3 sind alle Logarithmen mit negativer Kennzahl auf die Kennzahl
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—10 gebracht worden, die aus drucktechnischen Griinden fehlt. Es muB also jeweils
—10 erginzt werden. In Tafel 2 steht zum Beispiel fiir

Ig sin 23,3° der Wert 9,5972; das bedeutet: Ig sin 23,3° = 9,5972 — 10

In der Rechenpraxis subtrahiert man beim Aufschlagen der Logarithmen von der

Form 9, ...; 8, ...;5 7, ...; usw. im Kopfe die Zahl 10 und erhilt 0, ... — 1;
0, ... —2;0, ... — 3; usw. Umgekehrt ist zu einem gegebenen Logarithmus mit
negativer Kennzahl vor Benutzung der Tafel die Zahl 10 zu addieren. Infolge der
dezimalen Teilung des Grades ist die Interpolation dieselbe wie beim Rechnen mit
Logarithmen. Aus der Tafel 4 entnimmt man die Logarithmen der Sinus- und
Tangenswerte fiir Winkel von 0° bis 5° und die Logarithmen der Kosinus- und
Kotangenswerte von 85° bis 90° mit einer Genauigkeit von Hundertstelgrad un-
mittelbar, durch Interpolation mit einer Genauigkeit von Tausendstelgrad.

. Beispiele:

Werte der Wi i Logari der Fi

(Tafeln 13 und 14) (Tafeln 2, 3 baw. 4)
2) sin 21,87° 0,3725 9,5711 — 10 = 0,5711 — 1
3) cos 31,58° 0,8519 9,9304 — 10 = 0,9304 — 1
4) tan 69,43° 2,664 0,4257
5) cot 86,68° 0,0580 8,7635 — 10 = 0,7635 — 2

Beim Rechnen mit den Logarithmen der Werte der Winkelfunktionen von Winkeln
itber 90° miissen die negativen Vorzeichen auBer Betracht gelassen werden. Denn
Logarithmen von negativen Zahlen existieren im Bereich der reellen Zahlen nicht.
Man muB also in diesen Fillen mit den absoluten Betrigen der Werte der Winkel-
funktionen rechnen. Im iibrigen gelten dann die gleichen Gesetze, die fiir das Rechnen
mit den Logarithmen bei Winkeln im I. Quadranten erklirt wurden.

. Beispiel 6: 1g cos 152°
Der Funktionswert cos 152° ist negativ. Deshalb wird der Logarithmus des Betrages

des Winkelfunktionswertes angegeben:
Ig |cos 152°| = 0,9459 — 1

. Beispiel 7: Ig | tan x| = 0,4389 (tan x < 0)

In diesem Falle soll der Wert der Winkelfunktion, zu dem der Logarithmus angegeben
ist, negativ sein. Man bestimmt zunichst den im I. Quadranten liegenden Winkel-
wert und erhilt x = 70°. Unter Beriicksichtigung der Vorschrift tan x < 0 findet
man als Losungen:

x, = 180° — x = 110°

%, = 360° — x = 290°.

Berechnung am rechtwinkligen Dreieck
Da im rechtwinkligen Dreieck immer der rechte Winkel gegeben ist, sind zur Bestim-

mung dieses Dreiecks nur noch zwei Stiicke nétig. Dazu kénnen die Hypotenuse, die
beiden Katheten, einer der spitzen Winkel, der Flicheninhalt und andere Stiicke in
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geeigneter Zusammensetzung dienen. Beschrinken wir uns auf die Seiten und Winkel
(primire Stiicke), so sind vier Fille moglich (Abb. 1.39.).

Abb. 1.39. Gegeben kénnen sein:

~ 1. die Hypotenuse und ein Winkel;
2. eine Kathete und ein Winkel;

3. eine Kathete und die Hypotenuse;
4. die beiden Katheten.

=

4 Gl 6 Stellen Sie fiir das Dreieck in Abbildung 1.39.
alle miglichen Fille !

Die Berechnungen werden in zwei Schritten durchgefiihrt :

1. Die Aufgabe wird unter Verwendung der allgemeinen Symbole (a, b, ¢; &, 3 4
usw.) gelost (Allgemeine Lésung).
Dabei miissen oft Winkelfunktionen hinzugezogen werden.

2. Die gegeb peziell Zahlenwerte werden verwendet (ZahlenmiBige

Lésung).

In den folgenden Beispielen erfahren die Symbole a, b, ¢ und 4 wihrend der Losung
einen Bedeutungswechsel. Wihrend diese Symbole in der allgemeinen Lésung als
GrdBen verwendet werden, sind sie in der zahlenmiBigen Lésung als Symbole fiir
Zahlenwerte anzusehen.

. Beispiel 8:
(1. Fall der obigen Zusammenstellung):
Gegeben: ¢ = 51,90 m; & = 52,55°.
Gesucht: 1) @ (in m); 2) b (in m); 3) B (in Grad); 4) 4 (in m?).

Allgemeine Lisung (a, b, ¢, A bedeuten Grifen):

1) sina == 2) cosx :%
a=c-sinx b=c-cosx
3) p=90°—«u 4) 4 :—,.l,—czsina-cosa

Zahlenmipige Lisung (a, b, ¢, A bedeuten Zahlenwerte):

N. i

1) a = 51,90 - sin 52,55° 51,90 1,7152
a = 4121 sin 52,55° 089981 | +

2) b = 51,90 - cos 52,55° e 16150

b = 31,56
. 51,90 1,7152
= 90° — 52,55° = 37,4 , ,

b s cos 52,55° 0,7839—1 | +

b 1,4991
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4) A= 7 + 51,902 - sin 52,55° + cos 52,55°
A =650,3
N. L, L,
51,902 1,7152 - 2 3,4304
sin 52,55° 0,8998 — 1 +
cos 52,55° 0,7839 — 1 +
0,5 0,6990 — 1 +
A 2,8131
Die Stiicke des Dreiecks sind:
a=4121m o« = 52,55° . A = 650,3 m?
b =31,56m B = 37,45°
c=51,90m y = 90°

Berechnungen am gleichschenkligen Dreieck

Das gleichschenklige Dreieck wird durch seine Symmetrieachse, die zugleich die
Hohe h, auf der Grundseite ist, in zwei kongruente rechtwinklige Dreiecke zerlegt

(Abb. 1.40.).

Da man das gleichschenklige Dreieck auf das recht-
winklige zuriickfithren kann, geniigen zwei Stiicke, um
die fehlenden Stiicke und den Flicheninhalt zu berech-
nen. Beschrinken wir uns auf die primiren Stiicke
(Basis, Schenkel und einen der Winkel), so kénnen die
gegebenen Stiicke in folgender Zusammenstellung auf-
treten:

1. Die Basis und ein Winkel,

2. der Schenkel und ein Winkel,

3. die Basis und der Schenkel.

. Stellen Sie fiir das Dreieck in Abbtldung 1.40. alle

Abb. 1.40.

solich
.}

Fille !

beim rechtwinkli,

Vergleichen Sie mit den
Dreieck!

Beispiel 9:

(2. Fall der obigen Zusammenstellung):
Gegeben: a = 15,2 cm; y = 76,8°.

Gesucht: 1) « (in Grad); 2) ¢ (in cm); 3) 4 (in cm?).

Allgemeine Lisung (a, b, ¢, A bedeuten Grifien):
1) a =90°—1%

2) sinf=jia=
c=2a-sin%
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1
3) A=zc-h Es kann auch die Gleichung (17) auf die

cos L = i rechtwinkligen Teildreiecke angewandt
hz _ o werden:
. = acos S Mg )
=%'2u'sin%-a‘cos% SRl iy
A =a’sin%cos% A =a’sin}cos L
Zahlenmdpige Losung (a, b, ¢, A bedeuten Zahlenwerte):
N. L.
1) & = 90° — 38,4° = 51,6° 2 0,3010
2) ¢ =2-15,2 - sin 38,4° o152 1,1818 4+
¢ = 18,88 sin 38,4° 0,7932 — 1 +
c 1,2760
3) 4 = 15,22 - sin 38,4° - cos 38,4°
4 =1124 N. L, L,
15,22 1,1818 2,3636
sin 38,4° 0,7932 — 1 +
cos 38,4° 0,8941 — 1 +
4 2,0509

Die Stiicke des Dreiecks sind:
a=05b=152cm a=p
¢ = 18,88 cm &~ 18,9 cm y

1,6° A = 1124 cm?
6,8°

5
7

Berechnungen am regelmiBigen n-Eck

Von einem Punkt O seien n Strahlen in einer Ebene so gezogen, daB je zwei Strahlen
einen Winkel von ¢ = M:‘l miteinander bilden. Wird diese Figur, wie in Abbil-
dung 1.41. angedeutet, um den Punkt O um den Winkel ¢ = L‘:n gedreht, so kommt
sie mit sich selbst zur Deckung (Radialsymmetrie).




Wir nennen die Punkte der Strahlen, die durch Drehung zur Deckung gebracht
werden, einander entsprechende Punkte. Verbinden wir die entsprechenden
Punkte 4, B, C, D, E der Reihe nach miteinander, so entsteht ein Vieleck, in dem
alle Seiten und Winkel einander gleich sind, denn sie gelangen durch Drehung um den
Winkel ¢ = $ zur Deckung (Abb. 1.42.).
Ein Vieleck, dessen Seiten und dessen Winkel einander gleich sind, heifit regel-
miiBig. Dreht man das regelmiBige Vieleck A BCDE um den Punkt 0, so gelangen
nicht nur seine Seiten und Winkel zur Deckung, sondern es decken sich auch die
Strecken 04, OB, ..., OE und ebenso die von O auf die Seiten gefillten Lote
OF, 0G, ..., OK. Der Punkt O ist demnach von allen Eckpunkten und allen Seiten des
regelmiBigen Vielecks jeweils gleich weit entfernt.
Allgemein gilt:
> Jedem regelmiiBigen Vieleck liBt sich ein Kreis umbeschreiben (Umkreis) und ein Kreis
einbeschreiben (Inkreis).

Abb. 1.43.

A Sp B8

Die Abbildung 1.43. stellt ein regelmiBiges Achteck dar. Jedes der gleichschenkligen
Dreiecke (z. B. A ABM) kann als ein Bestimmungsdreieck angesehen werden. Die
Berechnung des regelmiBigen Vielecks 148t sich auf die Aufgabe zuriickfiithren, ein
Bestimmungsdreieck mit den Mitteln der Trigonometrie zu berechnen. Wir kénnen
dabei die Ergebnisse der Berechnung des gleichschenkligen Dreiecks anwenden.

. Beispiel 10:

Gegeben ist die Seite s;, = 6,41 dm des regelmiBigen Zwolfecks. Wie grof ist
der Winkel des Zwolfecks ? Wie groB sind die Radien des Inkreises und des
Umbkreises sowie der Umfang und der Flacheninhalt ?
Das Bestimmungsdreieck fiir diese Aufgabe zeigt die Abbildung 1.44.
Gegeben: s;, = 6,41 dm; ¢ = 3:’25 = 30°.
Gesucht: 1) ¢ (in Grad); 2) r,(in dm); 3) r; (in dm); 4) u,, (in dm);

5) A, (in dm?).
Allgemeine Lisung (Tu, Ti, Uyg 8125 Aya bedeuten Grifen):

1 d

(Zur Vereinfachung wird im folg 8,5 = § gesetzt.)
l)%: 90"——:,i 2) sin%:%:r“
=180° — Py =—
¢ ¥ 2.4in %
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3)cot%=r;:—,‘,— 4) u, =125

5) Ay =125 = 6sr; = 3s?cot 2

Zahlenmapige Losung (ru, Ti, Uy, $y5, Ay, bedeuten Zahlenwerte):

N. L
1) ¢ = 180° — 30° = 150° 6,41 0,8069
2) £ T e 2 0,3010 =
) Tur= Eaw sin 15° 04130 —1 | —
r, =12,
Ty 1,0929
6,41 0,8069
cot 15° 0,5719 +
3) = A1 - oot15° Zizhler 1,3788
r= 11,962 2 0,3010 =
r; 1,0778
N. i Ly
4 =12-6,41
) . 7600 6412 | 080602 | 1,6138
0 3 0,4771 4
- . 2. )
5) ﬁ“ = 2606,41 cot 15 o 18% ey 1T
12 —
Az 2,6628
Die Stiicke des Zwélfecks sind :
S;p = 6,41 dm e =150°
re =12,39dm ri = 11,96 dm
uyy = 76,92 dm Ay = 460 dm?

Mit der Konstruktion und Berechnung regelmaBiger Vielecke hat sich im Altertum
der griechische Mathematiker und Physiker ARCHIMEDES beschiftigt. Er lebte von
287 bis 212 in Syrakus. ARCHIMEDES berechnete die Vielecke allerdings planime-
trisch, da ihm die Mittel der Trigonometrie noch nicht zur Verfiigung standen. Er
verwendete die Methode der einem Kreis ein- und umbeschriebenen regelmiBigen
Vielecke auch, um das Verhaltnis von Umfang zu Durchmesser eines Kreises zu be-

stimmen. Mit Hilfe des 96-Ecks fand er, daB dieses Verhiltnis zwischen 3% und 3;'—;
liegt. Er gab 3—; und 3;—: als Niherungswerte fiir die Zahl = an. Um seine Leistung
richtig zu wiirdigen, miissen wir bedenken, daB er weder die Dezimalzahlen noch das
Stellenwertsystem kannte. ARCHIMEDES suchte seine wissenschaftlichen Erkennt-
nisse auch fiir die Zwecke der Praxis nutzbar zu machen.

Gegen Ende des 18.Jahrhunderts stellte einer der beriihmtesten deutschen Mathe-
matiker, CARL FRIEDRICH GAUSS, eine allgemeine Theorie der regelmiBigen Viel-
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ecke auf. In diesem Zusammenhang entdeckte der damals Neunzehnjihrige, daB
das regelmiBige 17-Eck mit Zirkel und Lineal konstruierbar ist. Die Theorie der
regelmiBigen Vielecke ist in dem bedeutenden Werk von GAuss Disquisitiones arithme-
ticae (Arithmetische Untersuchungen) dargestellt, das 1801 in Leipzig erschien.

Anwendungsaufgaben

Bei der Losung von Anwendungsaufgaben mit Hilfe der Trigonometrie sucht man
zunichst nach einem fiir die Berechnung geeigneten rechtwinkligen Dreieck.

B seispici 11:

Lisung:

Ergebnis:

Beispiel 12:

Welchen Anstiegswinkel hat eine Schraube mit metrischem Ge-
winde, deren Gewindedurchmesser d = 11,4 mm und deren Gang-
hohe h = 2,0 mm betrigt ?

Aus Abbildung 1.45. ergibt sich:

h
tﬂn“—ﬁ
tang — _ 20mm
ARE = T A

Mit Hilfe des Rechenstabs berechnet man tan o = 0,0559.
Aus Tafel 14 ergibt sich & = 3,2°.

Die Schraube hat einen Anstiegswinkel von 3,2°.

Abb. 1.45. Abb. 1.46.

Der in Abbildung 1.46. dargestellte Bolzen soll gedreht werden.

Wie groB sind Supporteinstellwinkel und Kegelwinkel ? (Vergleichen Sie auch
mit den Ausfithrungen auf Seite 32!)

Lésung:

Ergebnis:

BB seispict 13:

Allgemein gilt: tan 5 = ——:1 =3+ ——,

das heiBt, der Tangens des halben Kegelwinkels ist gleich der
halben Verjiingung.

Im vorliegenden Fall ist tan 3 = ilﬁ = 0,1000.

Aus Tafel 14 ergibt sich % ~ 5,71° und damit « &~ 11,42°,

Der Supporteinstellwinkel betrigt etwa 5,71°; der Kegelwinkel
etwa 11,42°.

Bei der Deutschen Reichsbahn werden Steigungen durch Schilder der in
Abbildung 1.47. a dargestellten Form gekennzeichnet. Die Aufschrift besagt,
daB auf 40 m waagerechte Entfernung 1 m senkrechte Erhebung kommt; die

\
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gleiche Steigung hilt auf den nichsten 830 m Streckenlinge an (Abb. 1.47.b;
nicht mafstablich). Wie gro8 ist der Hohenunterschied H zwischen Anfang A4
und Ende C, dieses Streckenabschnittes ?
Liésung  (mit Hilfe der trigonometrischen Methode):
tanx = %; sina =s§%
H =830 - sinx m.
Es ist nicht notwendig, Winkel « zu bestimmen; wir kénnen viel-

mehr sin x durch tan x ausdriicken. (Vergleichen Sie hierzu Seite 19,
Aufgabe 21!)

tana

sing = —— Abb. 1.47.a
Y1+ tan® 0m
o

/ 1 601 Abb. 1.47.b

Dann ergibt sich

0

Voot

Mit Hilfe des Rechen-
stabs berechnet man

H ~ 20,75 m.

Ergebnis: Der Hohenunterschied betrigt rund 20,8 m.

Lbsen Sie die Aufgabe auch, ohne daf Sie die trij i Methode und lei
Sie die Ergebnisse!

Aufgaben
Ubungen im Tafelrechnen
1. a) Ig sin 19,5° b) Ig sin 31,67° ¢) lg sin 93,5° d) Ig sin 17° 42/
e) Ig cos 73,92° f) lg cos 37,57° 8) lg [cos 224,7°| h) Ig cos 45° 22’ 45"
2. Suchen Sie die Logarithmen der Winkelfunktionen fiir die in den Aufgaben 3 und 5 des
Abschnitts 1.3. (S. 28) angegeb ‘Winkel auf!
3. a) lg tan 21,28° b) Ig tan 50,68° ¢) lg tan 187,55 d) Ig tan 47° 33’
e) lg cot 38,95° f) lg cot 45,08° g) Ig |cot 101,54°| h) Ig cot 2° 5" 12"
4. Suchen Sie die Logarithmen der Winkelfunktionen fiir die in den Aufgaben 4 und 6 des
Abschnitts 1.3. (S. 28) angegebenen Winkel auf!
5. Suchen Sie fiir die folgenden Winkel die Logarithmen der Sinus- und der Tangensfunktion auf!
a) 0,09° b) 0,902° ¢) 2,418° d) 4,935° €) 3,076° 1) 1,234°
6. Suchen Sie fiir die folgenden Winkel die Logarithmen der Kosinus- und der Kotangens-
funktion auf!
a) 85,238° b) 88,931° c) 87,045° d) 89,304° e) 86,753° f) 89,165°
7. Stellen Sie die folgenden Funktionen graphisch dar!
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a) y=Igsinx b) y=Igcosx ¢) y=Igtanx d) y =lgcot x
Anleitung: Benutzen Sie die Tafelwerte fiir x = 15°;30°;45°; 60°; 75°! Verwenden Sie fiir



a und b bzw. fiir ¢ und d ein i Koordi y ! Beschreiben Sie den Ver-
lauf jeder Funktion!
hen Sie insb dere die folgenden Fragen:
1) Wie verlaufen die Funktionen in der Umgebung von x = 0° und x = 90°?
2) Fiir welche Winkel éndern sich die einzel kti b d stark, fiir welche
besonders wenig ?
3) Haben die Kurven zu a und b bzw. die zu ¢ und d Symmetrieeigenschaften ?

8. Welche Bezichungen bestehen zwisch
a) lg tan x und Ig cot x;
b) lg sin x, Ig cos x und Ig tan x;
¢) lg sin x, Ig cos x und Ig cot x?

Berechnen Sie mit Hilfe dieser B
Ig cot x aus lg sin x und lg cos x!
Gibt es eine entsprechende Beziehung auch zwischen Ig sin x und Ig cos x?

Bestimmen Sie zu den nachstehenden Logarithmen die Winkel aus dem ersten Quadranten!

9. a) lg sin x = 0,6093 —1 b) Ig sin & = 0,3775—1 ¢) Igsin y = 0,5717—1

fiir einige selbstgewihlte Beispiele Ig tan x und

d) lg sin f=10,0135—1 e) lg sin y = 0,9438 -1 f) lg sin y = 0,1437—1
10. a) Ig cos y = 0,5341 — 1 b) lg cos x = 0,7230—1 ¢) lg cos o = 0,9892 — 1

d) Ig cos f# = 0,2700—1 e) lg cos « = 0,9900 — 1 f) lg cos g = 0,2356 — 1
11. a) Ig tan x = 0,1387 b) Ig tan § = 0,8003 c) g tan y = 0,6486 — 1

d) lg tan o = 1,0944 e) Igtan f = 0,8345—1 f) lg tan x = 0,1479—1
12. a) Ig cot o = 0,9848 — 1 b) Ig cot y = 0,6129—1 ¢) lg cot x = 0,2509

d) Ig cot y = 0,3688 e) lg cot = 0,1888 ) lg cot o = 0,9800

13. Bestimmen Sie zu den nachstehenden Logarithmen der Winkelfunktionen die zwischen 0°
und 360° liegenden Winkel x!

a) lg sin x = 0,8810—1 (sin x> 0) b) Ig [sin x| = 0,9750—2 (sin x < 0)
¢) lg cos x = 0,9996 —1 (cos x> 0) d) Ig [cos x| = 0,3075—1 (cos x < 0)
e) lg tan x = 0,2764 —1 (tan x> 0) f) lg [tan x| = 0,9000 —2 (tanx < 0)
g) lg cot x = 0,7718 (cot x> 0) h) Ig [cot x| = 1,2700 (cot x < 0)

14. Bestimmen Sie die Winkel aus dem ersten Quadranten! g
a) lgsin x = 0,4783—1  b) Ig cos @ = 0,6000 — 1 ¢) Ig tan § = 0,8036 — 1
d) Ig cot y = 1,6250 e) lg tan o = 1,0200 f) Ig cot y = 0,1064 — 1
g) lgsin x = 0,8583—1 h) lg cos y = 0,4840—1 i) g cos y = 0,8221 —1
k) Ig tan § = 0,2833 —3 1) g cot « = 0,3090 — 2 m) lg sin x = 0,7460 — 2
n) Ig cot f = 10,8293 —2 o) lg sin x = 0,4920—3 p) lg cos y = 0,4459—2

Ausder Geometrie
15. Berechnen Sie die Seiten, Winkel und Flicheninhalte der rechtwinkligen Dreiecke 4BC
(y = 90°), von denen folgende Stiicke gegeben sind!
a) a=12,7ecm; b=49cm b) a=5485m; b=7454m
c) a=420m; c=645m d) a =14,54 cm; ¢ = 29,08 cm
e) c=125m; a = 35,60°
f) ¢ =10,50 cm; f = 40,30°
g) a=63mm; «=40,30° ¢ Abb, 1.48.
h) b = 80,70 m; f = 62,30°
16. In einem rechtwinkligen Dreieck (Abb. 1.48.) sind die folgen-
den Stiicke gegeben:
a) c=1850m; p=420m
b) ¢=18,50m; h=430m




17.

Abb. 1.49.

19.

21.

22,

23.
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) h=g=35cm d) h=2242m; b=2530m

e) p=102cm; o= 37,50° f) c=420m; ¢=253m

g) a=60,5cm; h=152cm h) p=18,18m; ¢=3,88m

Berechnen Sie jeweils die fehlenden Seiten, die Winkel und den Flicheninhalt, und kon-
struieren Sie die rechtwinkligen Dreiecke!

In einem gleichschenkligen Dreieck (Abb. 1.49.) sind die folgenden Stiicke gegeben:

a) ¢=125m; h.=85m

b) a=370m; ¢=250m

¢)a=570m; ¢=350m

d) ¢ =19,64 cm; y = 55,40°

e) ¢ =7592dm; o = 52,62°

f)he = 4,786 m; y = 32,10°

Berechnen Sie jeweils die fehlenden Seiten und Winkel
sowie den Flicheninhalt, und konstruieren Sie die gleich-
schenkligen Dreiecke!

18. Berechnen Sie im Rechteck mit den Seiten a = 5,5 m und
b= 4,2m die Winkel, welche die Diagonalen mit den
Rechteckseiten bilden, und den von beiden Diagonalen eingeschlossenen Winkel!

Von einem Rechteck ist die Diagonale e = 6,5 m und der von beiden Diagonalen eingeschlos-
sene Winkel e = 55° gegeben. Wie groB sind die Seiten des Rechtecks ?

Von einem Rhombus sind die Seite a = 12,5 cm und der Winkel « = 45° gegeben Berechnen
Sie die Linge der beiden Di len des Rhombus und den Flicheninh

In einem regelmiBigen n-Eck ist a) der Umkreisradius ry, b) der Inkreisradius r; gegeben.

Zeigen Sie, daB der Flicheninhalt des regelmaBigen n-Ecks
im Falle a) a, = nr; sin L cos n:n , im Falle b) A, = nr;®tan

lst'

a) Einem Kreis vom Radius r = 1 dm ist ein regelmiBiges n-Eck einbeschrieben. Wie gro3
sind seine Seiten s,, sein Umfang u, und sein Flicheninhalt a, fiir n = 3; 4; 5; 6; 7; 8;
9;10?

b) Die Seite eines regelméaBigen n-Ecks sei sn = 27 em.
Bestimmen Sie die Radien des h und des
n= 3;4;55:..5 10!

¢) Einem Kreis vom Radius r = 1 dm ist ein regelmiBiges n-Eck umbeschrieben. Wie groB3
sind seine Seite S,, sein Umfang U, und sein Flacheninhalt A, fiir n = 3;4;5;...;10?

d) Stellen Sie in einem rechtwinkligen Achsenkreuz mit der Ind hse n als Al h
die GréBen s, und S,, u, und Un, a, und 4, aus Aufgabe a und ¢ in Abhingigkeit von n
graphisch dar!

beschrieb Kreises fiir

Berechnen Sie Seite, In- und Umkreisradius sowie Flicheninhalt fiir folgende regelmiBigen
n-Ecke!

a)n=17; s =132cm b) n=10; r, =23,5¢cm
e)n=>5; ri=174dm d)n= 8 A4 =234Tm?
Ein Punkt P liege a cm vor der AufriBtafel, b cm vor der Kreuzriitafel und ¢ cm iiber der

GrundriBtafel; der Schnittpunkt der RiBachsen sei 0.

a) Welche Winkel bildet die Verbindungsstrecke PO mit den Projektionen P'0, P"'0 sowie
PO?

b) Bestimmen Sie die Winkel fiir a = 3, b = 2 und ¢ = 2,5 sowohl mlt Hilfe des darstellend-
geometrischen als auch mit Hilfe des trig rischen Verfah !




Ausder Physik und der Technik

25.

26.

Am dufleren Ende eines Tragarms mit Zugstange hingt eine

Last Fg = 400 kp (Abb. 1.50.).

a) Bestimmen Sie geometrisch durch eine maBstibliche Zeich-
nung GroBe und Richtung der auf den Tragarm und auf
die Zugstange wirkenden Teilkrifte fiir die Neigungswinkel
o = 30°; 45°; 60° der Zugstange gegen den Tragarm!

b) Handelt es sich um Zug- oder um Druckkrifte ?

¢) Berechnen Sie trigonometrisch die GréBe der Teilkrifte
fiir die angegebenen Neigungswinkel!

Am Ende eines Tragarms mit Stiitze hiingt eine Last

Fg = 400 kp (Abb. 1.51.).

a) Bestimmen Sie geometrisch durch eine maBstibliche Zeich-
nung GroBe und Richtung der auf den Tragarm und auf
die Stiitze wirkenden Teilkrifte fiir die Neigungswinkel
o = 30°; 45°; 60° der Stiitze gegen den Tragarm!

b) Werden Tragarm und Stiitze auf Zug oder auf Druck be-
ansprucht ?

¢) Berechnen Sie die Grof3e der Teilkrifte fiir die angegebenen
Neigungswinkel!

Ein Ausleger soll 2000 kp tragen und ist mit einem Seil von

5000 kp Tragfihigkeit abzufangen (Abb. 1.52.). Wie groB muBl i~

das MaB x mindestens werden, wenn die Tragfahigkeit des |
Seiles nicht iiberschritten werden soll ? N

. Eine Kiste, die 220 kg wiegt, wird mittels einer Schrotleiter

abgeladen (Abb. 1.53.).
Bei welchem Winkel o beginnt die Kiste zu gleiten, wenn zur
Uberwindung der Reibung 17 kp erforderlich sind ?

. Eine Kiste, die 96 kg wiegt, soll auf einer unter 25° gegen die
i : 1 h

Hori: \! geneigten H. pe hochgezogen werden.

a) Bestimmen Sie trigonometrisch und geometrisch die Ab-
héngigkeit des Hangabtriebs H und des Normaldrucks N
vom Neigungswinkel « der Rampe!

b) Berechnen Sie unter Beriicksichtigung der Gleitreibung die
GroBe der erforderlichen Zugkraft! Die Reibungszahl fiir
Holz auf Holz ist im Mittel x = 0,18.

c) Berechnen Sie den Neigungswinkel o der Rampe, bei
welchem der Hangabtrieb H gleich der Reibung R wird
(Reibungswinkel g)!

d) Zeigen Sie, daB der Tangens des Reibungswinkels g gleich
der Reibungszahl y ist!

Aus einem Rundstahl mit dem Durch d = 60 mm soll
ein regelmiBiges Fiinfkant gefrist werden (Abb. 1.54.).
Bestimmen Sie

a) die Seite s; des Fiinfkants,

b) den prozentualen Verlust an Querschnittsfliche!

V,

Abb. 1.50.

Abb. 1.51.

Abb. 1.52.

Abb. 1.53.

>

Abb. 1.54.
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Lichtbrechung
Fallen Lichtstrahlen unter dem Winkel « aus Luft in ein optisch dichteres Medium ein, so
werden sie von ihrer urspriinglichen Richtung zum Einfallslot hin derart gebrochen, daB das
Verhiltnis des Sinus des Einfallswinkels « zum Sinus des Brechungswinkels f gleich der
Brechungszahl n des optischen Mediums gegeniiber Luft ist.

sina
Brechungsgesetz: —— 7

Bei kehrtem Strahlengang ist die Br

31. Ein Lichtstrahl fillt unter dem Einfallswinkel o« = 15°; 30°; 45°; 60°; 75°; 90° aus Luft in
Wasser. Die Brechungszahl fiir den Ubergang von Luft in Wasser ist n = —;— .
a) Berect Sie die zugehérigen Brechungswinkel 8!
b) Stellen Sie die einander zugeordneten Werte von Einfalls- und Brechungswinkel in einer
Tafel zusammen!

32. Beim Durchgang durch eine planparallele
Platte wird ein Lichtstrahl parallel ver-
schoben.

Abb. 1.55. a) Wie groB ist die Parallelverschiebung, die

ein Lichtstrahl durch eine planparallele
Glasplatte von d =10 cm Dicke bei einem
Einfallswinkel o = 60° erfahrt (n = )2
i b) Bestimmen Sie den Gang des Lichtstrahls
geometrisch!
c) Stellen Sie die Verschiebung des Licht-
strahls als Funktion des Einfallswinkels «
graphisch dar!

33. Auf ein Glasprisma (Brechungszuhl n= %) , dessen brechende Flichen einen Winkel & = 60°
bilden, fillt ein Lichtstrahl unter dem Einfallswinkel ¢, = 45° ein (Abb. 1.55.).
a) Bestimmen Sie geometrisch den Gang des Lichtstrahls!
b) Bestimmen Sie rechnerisch die Gesamtablenkung 6 des Lichtstrahls!

34. Unter dem Grenzwinkel der totalen Reflexion versteht man denjenigen spitzen Einfalls-
winkel im optisch dichteren Medium, fiir den der Brechungswinkel im optisch diinneren
Medium 90° wird. Wie groB ist der Grenzwinkel der totalen Reflexion fiir den Ubergang von

a) Wasser in Luft (n’ = %) N
b) Glas in Luft (n' = %) ?

Abb. 1.56.

720

| o

! ! Abb, 1.57.

|
|
240 80,
35. Berechnen Sie fiir die in Abbildung 1.56. dargestellte Schwalb I fiithrung das MaB x!
36. Berechnen Sie fiir das in Abbildung 1.57. dargestellte Fiihrungspri die fehlenden Mafe!
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1.5. Das schiefwinklige Dreieck

Der Sinussatz und die Flichenformel

Die trigonometrische Methode findet auch bei Berechnungen in schiefwinkligen Drei-
ecken Anwendung. Ein schiefwinkliges Dreieck 1Bt sich durch eine Hohe in zwei
rechtwinklige Dreiecke zerlegen. Diese sind jedoch im allgemeinen nicht kongruent.
Die Hohe h, des Dreiecks A BC 148t sich auf doppelte Weise ausdriicken (Abb. 1.58.):

h

smﬂ:Tr h. = asinf c
h

sina = — h. = bsina

Setzt man die Ausdriicke fiir h. einander gleich,so wird
h, eliminiert, und es ergibt sich

asin f = bsinx

oder, als Proportion geschrieben,
(18) @ : b = sinwx : sin f.
Entsprechend findet man, wenn man das Dreieck durch b a Abb, 1.59.
die Hohe h, bzw. h; zerlegt,

(19) b:c=sinf :siny

und

(20) ¢ : @ =siny : sinx.

Die Gleichungen (19) und (20) kann man auch aus (18) durch zyklische Vertauschung
erhalten. Man ordnet die Seiten und Winkel des Dreiecks auf einem Kreis so an, wie
sie beim Umlaufen des Dreiecks aufeinander folgen (Abb. 1.59.). Fiir jeden latei-
nischen und griechischen Buchstaben der Formel (18) hat man den lateinischen bzw.
griechischen Buchstaben zu setzen, der auf ihn folgt, wenn man den Kreis im positiven
Drehsinn durchlauft.

Auch in dem stumpfwinkligen Dreieck in Ab-
bildung 1.60. erhilt man durch Eliminieren der
Héhe k. die Gleichung (18).

h, =asinf; h, = bsin (180°—«) k

Wegen sin (180° — &) = sin & geht die zweite

Abb. 1.60.

Gleichung iiber in h. = b sin «. 1802,
Die Gleichungen (18), (19) und (20) werden als D A 8
Sin der eb Trig rie bezeichnet

’ In einem Dreieck verhalten sich zwei Seiten wie die Sinus der gegeniiberliegenden Winkel.

Tanf

Man kann den Si tz auch als for de Proportion schreiben:

(21) a:b:c=sina :sinf :siny.
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Da der Sinus im I. und II. Quadranten positiv ist, hat man bei der Berechnung eines
Dreieckwinkels nach dem Sinussatz die Doppeldeutigkeit des Winkels zu beriick-
sichtigen. Zu einem Sinuswert gehdren stets ein Winkel im I. und ein Winkel im
II. Quadranten. Beide Winkel sind dchst als Rech gebni dglich, und es
bedarf einer besonderen Untersuchung, ob sie auch beide als Lésungen der betreffenden
Aufgabe in Frage kommen.

Durch den Sinussatz werden Berechnungen im schiefwinkligen Dreieck vereinfacht,
da nicht erst die entsprechende Hohe berechnet werden muB.

Was ergibt sich aus den Gleichungen (18) bis (20) im Spesialfall des rechtwink-
ligen Dreiecks? ]

Der Sinussatz kann auch in der Form

(22) ==

b ¢
sin & sinf ~  siny

geschrieben werden.

Der Quotient aus einer Seite und dem Sinus des gegen-
iiberliegenden Winkels héingt mit dem Umkreisradius r
zusammen.

Nach dem Peripheriewinkelsatz ist in Abbildung 1.61.:

X BMC=2u; < BMD =« (0°<a<90°.
Im Dreieck MBD gilt dann

sinx = %:r und nach Umformung 'i:a =2n
In Verbindung mit (22) ergibt sich: Al
98) iy

Im Dreieck ist der Quotient aus einer Seite und dem Sinus des gegeniiberliegenden Winkels
gleich dem Umkreisdurchmesser.

. 1) Zeichnen Sie eine Figur fiir den Fall, daf « ein stumpfer Winkel ist!
2) Welcher Sonderfall ergibt sich aus (23), wenn das Dreieck ABC rechtwinklig
ist?

Aus der Formel 4 = %ch( fiir den Flicheninhalt eines Dreiecks erhilt man mit
Hilfe von h, = b - sin & durch Substitution

(24) A =jbesina.

Durch zyklische Vertauschung ergeben sich

(25) A =jcasinf und (26) 4 =Labsiny.

Der Fliicheninhalt eines Dreiecks ist gleich dem halben Produkt aus zwei Seiten und dem
Sinus des eingeschlossenen Winkels.

. 1) Was ergibt sich aus den Gleichungen (24) bis (26) im Spezialfall des recht-
winkligen Dreiecks ?

2) Leiten Sie aus Gleichung (24) die Gleichung (17) her!
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Eine weitere Formel fiir den Flicheninhalt eines Dreiecks ist
A :e_“linzlinﬁl

2 siny

Weisen Sie die Richtigkeit dieser Formel nach!
Stellen Sie die Beziehungen fiir A auf, in denen die Seite a bzw. b verwendet wird!

. Beispiel 1:

Gegeben: @ =20 cm; b =8cm;a = 117°

Gesucht: 1) ¢ (in cm); 2) f; 3) y; 4) r (in cm); 5) 4 (in em?).
Konstruieren Sie zundchst das Dreieck mit dem Umkreis (MaBstab 1:2), und
ermitteln Sie durch Messung naherungsweise die Werte fiir c, §, y und r!

Allgemeine Lisung (a, b, ¢, r und A bedeuten Grifen):

1) a:b=sinx :sinf 2) y =180°— (x + f)
. b sina
sinff =
3) a:c=sinx:siny 4) oo =2r
= Sidny o -
¢= "« T=77ma

5) A= %ab siny

Zahlenmdpige Lisung (a, b, ¢, r und A bedeuten Zahlenwerte):

N. L.
1) sing = L0 lT 8 0,9031
sinf = 8. .;:w sin 63 0,9499 — 1 +
By = 20,88° Zahler 0,8530
B, = 180° — 20,88° = 159,12° 20 1,3010 =
sin 0,5520 — 1

Da ein Dreieck nicht zwei stumpfe Winkel haben kann, entfillt f,.

N. i3
2) y = 180° — 137,88° = 42,12° = 13010

B e ity sin42,12° | 0,8266—1 | +
PR L L Zahler 1,1276

. — 15,06 sin 63° 09499—1 | —
c L1777
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N. .
4) r=mw L
p 10 10 1,0000
'1'1 °;2 sin 63° 0,9499 — 1 -
r = 1l »
1,0501
5) A=1-20-8-sin42,12° !
A = 80 - sin 42,12° 80 1,9031
A = 53,66 sin42,12° | 0,8266—1 | +
4 1,7297
Ergebnisse:
a=20cm « = 117° r=11,22 cm ~ 11,2 cm
b= 8cm B =20,88° A =>53,66cm?

¢=1506cm ~ 15,1 cm y =42,12°

Vergleichen Sie die rechnerischen Ergebnisse mit den MeBwerten aus der Kon-
struktion!

. Beispiel 2:
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Gegeben: a = 7,6 cm; b = 6,4 cm; r = 8,2 cm.

Gesucht: 1) ¢ (in cm); 2) «; 3) B; 4) y; 5) 4 (in cm?).

Konstruieren Sie das Dreieck, und sagen Sie die Ergebnisse niherungsweise
voraus! Wie viele Losungen gibt es ?

Allgemeine Losung (a, b, ¢, r und A bedeuten Grifen) :

1) = =2r 2) o =2r 3) y =180°— (x + f)
sina:% sinﬂ:Tb’.
4) - =2r 5) A= Labsiny

c=2rsiny

Zahlenmifige Losung (a, b, c, r und A bedeuten Zahlenwerte) :

= 5 N. L.
1) sina =—+:8,2 =%
;ln &2 3,8 0,5798
o =27, 8.2 0,9138 —
&y = 180° — 27,61° = 152,39°
sin & 0,6660 — 1

2) sinf=50:82=131
B, = 22,07° 3,2 0,5051
By = 180° —22,97° = 157,03° i 48 —

sin # 0,5913 —1

Rechnerisch ergeben sich je zwei Werte fiir « und 8. Deshalb muB untersucht
werden, welche Winkel méglich sind. Das Dreieck kénnte folgende Winkel
enthalten:

(1) &, und B, (2) &; und B, (3) &, und B, (4) x, und B,.



Man erkennt sofort, daB (4) nicht méglich ist, da das Dreieck nicht zwei
stumpfe Winkel enthalten kann. Aber auch (2) entfillt, weil & + g < 180°
sein muB. Dagegen widersprechen (1) und (3) der Winkelsummenbedingung
nicht und miissen fiir die weiteren Berechnungen beriicksichtigt werden.

o, = 27,61° g = 152,39°
by =22,97° Bi= 2297°
3) y, = 180° —50,58° v, = 180° —175,36°
1 = 120,42° yo = 4,64°
N. L.
16,4 1,2148
sin 50,58° 0,8879—1 —+
4) ¢, =282 sin 129,42° o 1,1027
¢, = 16,4 - sin 50,58°
¢ = 12,67 16,4 1,2148
¢, = 16,4 - sin 4,64° sin 4,64° 0,9079—2 | +
= 16, )
= 1,326 & 0,1227
5) A; =4 7,6 6,4 - sin129,42° 3,8 0,5798
A, —3,8-64-5in50,58° - 8w | S +
A, = 18,79 sin 50, 8879—1 | +
A, = 3,8 6,4 - sin 4,64° A4, 1,2739
A, = 1,967
3.8 0,5798
6,4 0,8062 +
sin 4,64° 0,9079 — 2 +
Ay 0,2939
Ergebnisse:
I a= 76cm; b= 64cm; ¢=127cm; &= 27,6%
B = 23,0% y =1294°; r= 82cm; 4= 18,79 cm?
(II) a= 7,6cm; b= 64cm; ¢= 13cm; & =152,4°%
B = 23,0% y= 46° r= 82cm; 4= 197cm?
Vergleichen Sie die Ergebnisse mit den Ergebni aus Threr Konstruktion des

Dreiecks!

Der Kosinussatz
Sind in einem schiefwinkligen Dreieck die drei Seiten bzw. zwei Seiten und der ein-
geschlossene Winkel gegeben, so kann der Sinussatz nicht zur Berechnung der

fehlenden Stiicke herangezogen werden. In diesem Fall fiihrt die Anwendung einer

53



weiteren trigonometrischen Beziehung zum Ziel, die im folgenden allgemein her-
geleitet wird.
Das Dreieck 4 BC in Abbildung 1.62. wird durch die Héhe h, in zwei rechtwinklige
Teildreiecke zerlegt.
Nach dem Satz des PyTuacoras gilt
C Abb. 1.62.
h.2=b%2—g?und h 2 = a?—p2
Gleichsetzen und Umordnen ergibt
b2— g% = a® — p? b/ |k
a? =b% + p2—gq2
Wegen p = ¢ — ¢, wird

a2 = b 4 (c—q)2—¢? A y 7 8
. a? =05+ c2—2cq. ¢
Der Hypotenusenabschnitt g 148t sich durch eine Seite und eine Winkelfunktion aus-
driicken. Im Dreieck ADC ist cosx = 4L, woraus folgt

q="bcosa.
Setzt man diesen Ausdruck in die Gleichung a? = b2 4 ¢2— 2 ¢ g ein, so erhilt man
(27) a? =b%*+c2—2bccosx.
Durch zyklische Vertauschung ergeben sich die beiden weiteren Gleichungen
(28) b2=<c2+4a*—2cacosf und (29) c2=a%+b2—2abcosy.
Die drei Gleichungen (27), (28) und 29) werden als Kosinussatz der ebenen Trigono-

metrie bezeichnet.

Weisen Sie die Richtigkeit der Gleichungen (28) und (29) durch entsprechende
Zerlegung des Dreiecks ABC mit Hilfe der Hihen h, bzw. hy nach!

Ist Winkel & stumpf, so wird p = ¢ + ¢ (Abb. 1.63.). Weiterhin ist
cos (180° —a) =2

e
also gq= b cos (180° —«). ¢ Abb. 1.63.
Wegen cos (180° —x) = — cos & wird
q=—bcosa. i
h

Man findet: ¢

a? =b? + pr—g?

a? = b7+ (c + 9P —g? 3 p

a?=1b2+ ¢+ 2¢(—bcosa) [ : |

a?=1>b%4+c¢2—2bccosa. P ’

Man erhilt also ebenfalls Gleichung (27).

Da der Kosinus im I. und II. Quadranten verschiedene Vorzeichen hat, ist die Be-
rechnung eines Dreieckwinkels nach dem Kosinussatz eindeutig.

Durch die Anwendung des Kosinus- und des Sinussatzes wird es iiberfliissig, in jedem
Einzelfall das Dreieck in zwei rechtwinklige zu zerlegen. Mit Hilfe des Sinus- und des
Kosinussatzes lassen sich alle Stiicke eines Dreiecks berechnen, wenn drei vonein-
ander unabhingige Stiicke gegeben sind. Die folgende Ubersicht zeigt die Verwendung
der beiden Sitze:
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Gegebene Stiicke Lésung

1) ssw Sinussatz
(2) sww Sinussatz
3) sws Kosinussatz und Sinussatz
(4) 588 Kosinussatz und Sinussatz.

Bei jeder Aufgabe mufl untersucht werden, ob und wie viele Lésungen vorhanden
sind (Determination). Die Determination wird erleichtert, wenn man neben dem
Rechengang die geometrische Konstruktion ausfiihrt.

Werden die unbekannten Stiicke des schiefwinkligen Dreiecks logarithmisch berech-
net, so hat der Kosi z gegeniiber dem Si tz den Nachteil, daB die logarith-
mische Rechnung unterbrochen werden muB.

. Beispiel 3:

Gegeben: a =24 ¢cm; b = 13 cm; ¢ = 15 em.
Gesucht: 1) «; 2) 85 3) y; 4) 4 (in cm?).
Allgemeine Losung (a, b, ¢ und A bedeuten Grifien) :

1) a2 =b% 4 c®—2bccosn 2) a:b=sinx:sinf
cosox = Lt +z‘:,‘: 2 sin f = "'i:“
3) y =180°— (x +f) 4) A =1labsiny
Zahlenmipige Losung (a, b, c und A bedeuten Zahlenwerte) :
1) cosa = Z IR O = —0,4667
= 180°— 62,18° N e
« = 117,82°
. 3 13 1,1139
2) sing = B illaT sin 62,18° | 09466—1 | +
. 13 - sin 62,18°
sinfl = =5 Zahler 1,060
By = 28,62° 24 1,3802 o3
—180° — Bl o
B, = 180° — 28,62° = 151,38 ap Pyr—

Der Winkel g, entfillt als Losung, da bereits Winkel o stumpf ist.

N. L.
3) y = 180°— 146,44° = 33,56° 05 0.6990—1
4) A =-24-13-5in33,56° 24 1,3802 +
g 13 11139 £
d=3028 sin33,56° | 07426—1 | +
Ergebnisse: 4 1,9357
a=24cm «=117,8° A = 86,24 cm?
b=13cm B = 28,6°
¢=15cm y= 33,6°
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Aufgaben

1.

»

)

10.

56

Berechnen Sie die fehlenden Seiten und Winkel sowie den Flicheninhalt, und kontrollieren
Sie die Ergebnisse, gegebenenfalls maBstablich verkleinert, durch Konstruktion!

a) a= 4cm b) a= 56cm ¢) c= 146m d) b = 85cm
= 43° = 83,8° a = 20,2° B =442°
y = 55° y = 26,5° B = 14,3 y = 54,5°
e) ¢ =121,56m f) b = 2,389 km g) a=448cm h) c= 649m
B = 1347° o =39°17 o = 59°10’ o« = 42°43'
y = 101,25° B = 68°28 p = 41°18 y = 102°19'

Berechnen Sie die fehlenden Seiten und Winkel sowie den Flicheninhalt! Achten Sie dabei
darauf, ob der gegebene Winkel der groBeren oder der kleineren Seite gegeniiberliegt !

a) b= 3,8cm b) a = 35,75 m ¢)a= 71,0cm d) a =323cm
= 4,5cm ¢ = 26,48 m b= 58cm ¢ = 36,6 cm

y = 53,6° o = 93,57° = 43,7° a = 55,7°
e) a= 12,15m f) b= 43cm g) a =304cm h) b= 249m

b= 2783m ¢c= 4,6cm ¢c=27,8cm c= 172m

B = 109,24° y = 20° 35’ o = 67°23' p=117°4
Berechnen Sie den Flicheninhalt des Dreiecks, von dem die folgenden Stiicke gegeben sind!
a) a= 8,7cm b) a = 52,85 cm c) a=34,76m d) b = 4475km

b= 7lcm ¢ = 175,23 cm B = 59°10' B = 59,27°

y = 44,6° B = 56,91° y =19°33 y = 41,31°

Berechnen Sie die Seiten des Dreiecks, von dem « = 81,91°, # = 41,54° und r = 258,4 cm
gegeben sind!
a) Beweisen Sie, daB der Flicheninhalt eines Dreiecks durch die Gleichung
A = 2r%sin a sin f sin y
gegeben ist!
b) Berechnen Sie aus den. Winkeln « = 56,79° und f = 62,89° sowie dem Umkreisradius
r = 12 cm den Flicheninhalt des Dreiecks!

‘Warum kénnen die Seiten @ = 8 cm, b = 5 cm und der Flicheninhalt 4 = 22 cm? nicht

Bestimmungsstiicke eines Dreiecks sein ?

a) Begriinden Sie geometrisch, daBl dies nicht maglich ist!
Anleitung: Untersuchen Sie die funktionale Abhingigkeit des Flicheninhalts vom
Winkel y, wenn dieser von 0° bis 180° zunimmt!

b) Wie zeigt sich beim trigonometrischen Losungsverfahren, daB die Aufgabe keine Losung
hat?

Berechnen Sie die fehlenden Seiten und Winkel sowie die Flicheninhalte der Dreiecke!
a) a= 6,lcm b) a =123,5m ¢) b=1718m d) a=2459m
c= 4,Tcm b=1342m c=13,85m b =3925m
B = 63,2° y = 102,16° o = 74,32° y = 47°43'
Berechnen Sie die Winkel sowie die Flicheninhalte der Dreiecke, deren Seiten gegeben sind!
a) a = 538m b) a = 2,458 km c¢) a=27,18m d) a = 8,754 km
b=19Tm b = 3,019 km b =33,88m b = 6,672 km
c=4,"7m ¢ = 1,389 km ¢=35,03m ¢ = 8,386 km

Beweisen Sie mit den Mitteln der Trigonometrie, daB3 die Winkelhalbierende im Dreieck die
Gegenseite im Verhiltnis der beiden anliegenden Seiten teilt!

Drei Kreise mit den Radien
a)r,= 65cm; r,= 52cm; r,= 3,8cm



b)r,= 95em; r,= T6cm; ry= 5lem

¢) rp=242cm; r,=156cm; ry=218cm

beriihren einander gegenseitig von auBlen. Welchen Winkel schlieen je zwei Zentralen mit-

einander ein ? (Die Zentrale zweier Kreise ist die Verbindungsgerade ihrer Mittelpunkte.)
11. Ein gleichseitiges Dreieck wird in Kavalierperspektive abgebildet.

a) Besti Sie im Bilddreieck die Winkel 1) darstellend isch, 2) tri isch!
b) Fiihren Sie die gleiche Aufgabe an einem glelchschenkhgen Dreieck mit dem Basiswinkel
75° durch!
Aus der Physik und der Technik
Abb. 1.64.
12. Ein Leitungsmast wird unter einem Winkel von P

105° mit 70kp und 40 kp Zug beansprucht

(Abb. 1.64.).
Besti Sie zeichnerisch und rect isch Wy, MA?

GroBe und Richtung der Resultierenden!

13..Der 5,20 m hohe Mast am Ende einer elektri-
schen Grubenbahn ist durch eine waagerechte
Seilspannkraft von 1020 kp belastet und durch
ein schriges Drahtseil am Boden gegen Biegung Abb. 1.65.
verankert (Abb. 1.65.). Bestimmen Sie zeich-
nerisch und rechnerisch
a) die Spannkraft im Ankerseil,

b) die Belastung des Mastfundamentes (Gewicht
des Mastes: F' = 800 kp)!

14. Ein Drehkran trigt am Auslegerkopf B eine
Last F = 3000 kp. Welche Spannkrifte treten
in der Strebe S und in der Zugstange Z auf (Abb. 1.66.)? Sind es Zug- oder Druckkrifte ?

15. Beantworten Sie die Frngen aus Aufgabe 1 14 fiir
a) F = 6000kp; AB = 6000 mm; BC = 5000 mm; AC = 2000 mm;

b) F = 4000kp; AB = 3000mm; BC = 2000 mm; AC = 1500 mm!

16. Drei Krifte, deren Wirkungslinien in einer Ebene liegen, greifen in einem Punkte P an und

halten sich das Gleichgewicht.

a) F, = 50kp, F,—= 60kp, Fy= 80kp

b) F, = 120kp, F,=315kp, Fy=555kp

‘Welche Winkel schliefen ihre Wirkungslini iteinander ein ?

Abb. 1.66.
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17.

Bei

In einem Bergwerk sind von demselben ,,Sto3* (Wand) eines Schachtes aus in gleicher Hohe

zwei horizontal verlaufende ,,Strecken* (Giinge) vorgetrieben worden, deren Eingiinge um

4 m voneinander entfernt liegen (Grundri8 der Schachtanlage: Abb. 1.67.). Die erste Strecke

ist 350 m lang und verliuft senkrecht zur Schachtwand. Die zweite Strecke ist 420 m lang

und verlduft unter einem Winkel von 125° gegen die Schachtwand. Die Enden beider Strecken

sollen durch eine dritte Strecke miteinander verbunden werden.

a) Wie lang wird die Verbindungsstrecke ?

b) In welchen Richtungen ist die Verbindungsstrecke von den beiden Streckenenden vor-
zutreiben, wenn sie von den Endpunkten aus gleichzeitig in Angriff g
soll?

¢) Losen Sie die Aufgabe auch geometrisch durch eine maBstébliche Zeichnung!

werden

1.6. Anwendungen aus dem
Vermessungswesen

Messungen im Gelinde unterscheidet man Lingen- oder Streckenmessungen,

Winkelmessungen und Héhenmessungen.

Streckenmessungen
] 2 Lage 4 Lage . 2
1Lage ! T 3lage 1 . Lage
L__ 1684 i Wi [ 1208 1 1852 L 950 1
A Gy G Gy G, 8
Abb. 1.69.a
S
S
N 1lage 2 lage 3. Lage 4 Lage
T
G Ez 6.3 G x‘ 8
A S 8 8 2 S
| S 8 S 4 & Abb. 1.69.b
ABEL 1568 Punkte werden im Gelinde

meist durch lotrecht aufge-
stellte Fluchtstibe (Abb.
1.68.) bezeichnet. Zur Fest-
legung vonStrecken werden
zwei oder auch mehrere
Fluchtstibe verwendet.

Strecken werden im ebenen
Gelinde mit StahlmeBbiin-
dern entweder abgesetzt

(Abb. 1.69.a) oder fortge-

Abb. 1.70.

|
|
|
|
|
|
|
i
i
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auch 5,00 m lange MeBlatten, mit denen fortgesetzt gemessen wird. Ist das Gelinde
geneigt, so wird die horizontale Entfernung zweier Punkte 4 und 3 durch Staffel-
messung bestimmt (Abb. 1.70.). Man hilt in A eine MeBlatte mittels Wasserwaage
horizontal und lotet ihren Endpunkt mit dem Senklot auf die Abhangfliche nach C
hinunter. Hier legt man die zweite MeBlatte horizontal an usw. Im Gebirge oder in
nicht begehbarem Gelinde kénnen Entfernungen optisch gemessen werden.

‘Winkelmessungen

Das wichtigste Instrument fiir Winkelmessungen im
Gebirge ist der Theodolit (Abb. 1.71.; schematische
Darstellung). Ein in drei Punkten gelagertes und durch
Stellschrauben horizontal einstellbares Untergestell
trigt den Horizontalkreis H mit Kreisteilung (neue Tei-
lung 4008, alte Teilung 360°). Im Lager L des FuBles
dreht sich mit dem Zapfen Z die Grundplatte G des
Obergestells. Auf dieser ist um die (horizontal liegende)
Kippachse A drehbar das Zielfernrohr F befestigt. Die
GroBe des Winkels, um den das Zielfernrohr beim
Anpeilen eines Gelindepunktes aus der Anfangslage Abb, 171,

in horizontaler Richtung gedreht werden muB), wird

mit Hilfe der auf der Grundplatte G angebrachten Marke am Horizontalkreis H
abgelesen; die Drehung des Fernrohres in der Vertikalrichtung wird an dem senk-
recht zur Kippachse 4 stehenden Hohen- oder Vertikalkreis V gemessen.
Weitere Gerite zur Winkelmessung sind zum Beispiel der Feldwinkelmesser und das
Winkelprisma.

Fiir die WinkelgroBen sind fiir den Vollkreis 400 Grad neuer Teilung festgesetzt. Der
rechte Winkel wird also in 100 Teile (Neugrad oder Gon) statt in 90 Teile (Altgrad)
geteilt.

Zur Umrechnung dienen die folgenden Beziehungen:

Neugrad in Altgrad Altgrad in Neugrad
1008 = 90° 90° = 1008
9\° o _ (10
=2 1= (3
nﬂz%'n"’ a“:l(—:’wxg
Beispiele:

1) 34,268 = 0,9 - 34,26° ~ 30,83°
2) 86,58° =3 - 86,585 = 96,20¢
Neben der Unterteilung des Neugrades in Dezimalgrade ist auch die Zahlung in

Minuten und Sekunden in Gebrauch. Die Einheit 1¢ hat 100 Minuten (100°), und
1 Minute hat 100 Sekunden (100°).
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Das Vorwiirtseinschneiden

Ein Punkt kann in der Ebene entweder durch seine Abstinde von zwei festen Punkten

festgelegt werden (Dreieckverfahren) oder durch Parallelen zu den Achsen eines

rechtwinkligen Achsenkreuzes (orthogonales Aufnahmeverfahren; Koordinaten-
system).

Beim Dreieckverfahren geht man von einer Standlinie

oder Basis AB = ¢ aus (Abb. 1.72.). Ein Punkt C (Neupunkt)

C wird folgendermaBen angeschl Man miBt die Winkel

CAB = « und CBA = f. Durch die drei Stiicke ¢, « und g

ist das Dreieck 4BC bestimmt, die Abstinde AC und BC

konnen nach der trigonometrischen Methode berechnet

werden. Das Verfahren ist in der Feldmessung als Vorwiirts-

L2 ] inschneiden bekannt.
A ¢ 8
Abb, 1.72, . Beispiel 3:
Nord- Die Strecke PP, ist zu 30,37 m bestimmt worden.
richtung Sie bildet mit der Nordrichtung den Winkel 48,8°

(Abb. 1.73.). Die Winkel, die durch die Strecke P, P,
und durch die beiden Visierlinien zum Neupunkt
(P,N bzw. P,N) gebildet werden, betragen:

%1 =62,72° und < 2 = 58,07°.
Zu berechnen sind die Entfernungen PN und P,N.

Lésung : Innerhalb der Berechnung werden fiir die
Strecken nur die MaBzahlen der Strecken ein-

gesetzt:
N. L.
1) ¥ N = 180° — (62,72° + 58,07°) 30,37 1,4825
’ &N =180°— izo 79° = 59,21° En80.0T | w1 | +
P,N:P,P, = sin (42):sin (X N) Zihler 1,413
VT PP, - sin (£ 2) sin 59,21° 0,9340 — 1 —
PN = sin (X V) —
BV __ 30,37 - sin 58,07 PN 1,4773
PN = sin 5.9,21" 1
P,N =30,01 30,37 1,4825
2) P,N :P,P, = sin (< 1):sin (X N) sin02,12% || 09a88=dl || o
PN — BFsnatx1) Zihler 1,4313
o e sin59,21° | 09340—1 | —
PN = sin 59,21° —
PN —31.43 P,N 1,4973

Ergebnis: Die Entfernungen des Neupunktes von den Endpunkten P; und P,
der Strecke P, P, betragen 30,01 m bzw. 31,43 m.

60



Flichenberechnungen

Um den Flicheninhalt eines aufgenommenen (geradlinig begrenzten) Grundstiickes zu
bestimmen, zerlegt man die maBstiblich gezeichnete Figur in Vielecke, zum Beispiel
Dreiecke und Trapeze, und berechnet die Flicheninhalte der Vielecke.

Die Messung einer Fliche bedingt ebenso wie die von Geraden die Festlegung ein-
zelner Punkte. Bei kleinen Flichen kénnen die Punkte von einer geraden Linie aus
rechtwinklig aufgenommen werden. Die FuBpunkte der von den Punkten auf die
Standlinie zu fillenden Lote werden mit einem Winkelprisma bestimmt.

. Beispiel 4:

Ein Grundstiick von der
Form eines Sechsecks

P,P,P,P,P;P ist vermes-
sen worden. Die Begrenzun-
gen sind auf die Gerade
durch die Ecken P, und Pj
projiziert. Die Abbildung
1.74. zeigt den Aufnahme-
plan mit eingeschriebenen
Meterzahlen. Der Flichen-
inhalt ist zu berechnen. Abb. 1.74.

Lésung: Die Projektionen der Punkte P,, Py, Py und Pg bezeichnen wir ent-
sprechend mit Qy, Qy, Q4 bzw. Qg
Wir berechnen die Flicheninhalte der Teilfiguren.
1. Dreieck P,Q,P, ist rechtwinklig.
Ay= % 10,24 - 21,40 m2 = 5,12 - 21,40 m? ~ 109,57 m?
2. Dreieck P,Q,P; ist ebenfalls rechtwinklig.
4, = -;— - 23,76 - (72,36 — 65,28) m? = 11,88 - 7,08 m? ~ 84,11 m*

3. Dreieck P;P¢P;
Ay = -;— 72,36 + 6,10 m? = 36,18 - 6,10 m® ~ 220,70 m?

4. Trapez P,0,0,P;
Ay = BOTIT L (45,68 — 10,24) m?
A, = 223544 m? = 29,81 - 35,44 m? ~ 1056,47 m*
5. Trapez P30,0,P,
Ay = BEEBI . (65,28 — 45,68) m?
Ay =22.19,60 m? = 30,99 - 19,60 m? ~ 607,40 m?
A = A, + Ay + Ay + A, + 4;
A — 109,57 m?® + 84,11 m? 4 220,70 m? + 1056,47 m* + 607,40 m?
A =207825m?
Ergebnis: Der Flicheninhalt betrigt ang ahert 2078,25 m2.
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Hohenmessungen

Zur Bestimmung von Hohenunterschieden kann die Winkelmessung ebenfalls benutazt
werden, wenn die Entfernung nach den aufzunehmenden Punkten bekannt ist oder
sich bestimmen 1dBt. Werden die Hohe des Instrumentes mit i, die Entfernung mit e
und der Winkel gegen die Horizontale mit & bezeichnet, so ist (Abb. 1.75.)

h=i+e-tana.

Liegt der Winkel « iiber der Horizontalen, so nennt man ihn Erhebungswinkel
(Hohenwinkel), liegt er unterhalb, so heiBt er Senkungswinkel (Tiefenwinkel)

Abb. 1.77.

Abb, 1.75. i Abb. 1.76.

(Abb. 1.76.; & bzw. «'). Der Winkel, unter dem eine Strecke AB gesehen wird, heiBt
Sehwinkel ¢. Es ist der Winkel, den die Visierlinien nach den Endpunkten 4 und B
miteinander bilden (Abb. 1.77.).

- Beispiel 5:

Um die Hohe eines Berges zu messen, wird in der Ebene eine Standlinie
AB = s = 113 m abgesteckt, deren Richtung genau auf die Bergspitze hinweist
(Abb. 1.78.). An den Enden der Standlinie werden die Erhebungswinkel
&; = 24,29° und &, = 19,80° gemessen. Wie hoch erhebt sich der Berg iiber
der Ebene ? ¢
Lésung: Es ist tanx; = .Lund tanx, = .—h‘ > < AT
Die zweite Gleichung wird nach h aufge‘lﬁst, =
die erste nach e;. "
h=e : tan o, + s * tan a, Z I

2 2] s

6 = rona

tana,

Setzt man den Ausdruck fiir e, in den fiir h ein und formt um, so erhilt man h.

K=t 0% | s-tana,
h (1 - ::::) =stana, N. L.
s - tan &,
b= e 113 2,0531
e tan 24,20° | 0,6545—1 | +
h o 2o tano - tany tan 19,80° 0,5563 — 1 +
tanc, —tan o,
Die Zahlenwerte werden eingesetzt. Zzhler 1,2639
h — 13- tan2429° - tan19.80° Nenner 0,9605 — 2 -
= T tan24,29°— tan 19,80°
tan 24,29° = 0,4513 h 2.3034
—tan 19,80° = 0,3600 p
Nenner = 0,0913 Ergebnis: Der Berg erhebt sich rund
h = 201,1 201 m iiber der Ebene.
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Bemerkungen zur Triangulation

Die Unterlagen fiir die Herstellung zuverlissiger Karten liefert die Landesvermessung,
die nach den Gesetzen der Geodisie vorgenommen wird. Die Methoden der Vermes-
sung, Berechnung und Abbildung, die zur Losung der verschiedenen geoditischen
Aufgaben angewendet werden, rechnet man je nach den Anforderungen an die
theoretischen Grundlagen zur ,,niederen‘ oder zur ,,héheren* Geodaisie. Sind die zu
vermessenden Gebiete so klein, daB sie als eben behandelt werden kénnen und daB
fir Berechnungen die Methoden der ebenen Trigonometrie hinreichend genaue
Ergebnisse liefern, so gehort die Bearbeitung zur niederen Geodisie. Aufgabe der
héheren Geodisie dagegen ist es, weite Gebiete unter Beriicksichtigung der Erd-
krimmung zu vermessen. Hierzu miissen die auf der Erdoberfliche festgelegten
Hauptpunkte der Landesvermessung auf eine Kugel- oder Ellipsoidoberfliche, die
als Ersatz fiir die Erdoberfliche gedacht ist, eingeordnet sowie die einzelnen Gebiete
dieser Flichen auf ebenen Karten dargestellt werden.

Bei der Triangulation wird das Land mit Dreiecksnetzen verschiedener Ordnung
iiberzogen. Die Dreiecke der I. Ordnung haben 30 bis 100 km Seitenlinge, die der
II. Ordnung durchschnittlich 8 km und die der III. Ordnung durchschnittlich 3 km.
Von einer sehr genau g Basis a hend, werden die Punkte der Dreiecks-
netze durch Winkelmessungen und Rechnung bestimmt. Uber den trigonometrischen
Marksteinen werden oft Holzgeriiste errichtet, die die Sicht auf gréBere Entfernungen
hin erméglichen (trigonometrische Signale).

. Stellen Sie trigonometrische Punkte in Threm Ort bzw. in seiner Umgebung fest!

Héhenpunkte werden ebenfalls festgelegt. Die Vermarkung solcher Punkte geschieht
zum Beispiel durch Einlassen von eisernen Bolzen in standsichere massive Gebiude.

@ stten Sic Hohenbolzen in der Umgebung Threr Schule fest!

Fiir die Landesvermessung in Deutschland war das Vorbild die Vermessung, die der
deutsche Mathematiker CARL FRIEDRICH GAUss durchgefiihrt hat.

CARL FrIEDRICH GAuss (1777—1855)

Der deutsche Mathematiker CARL FriEDRICH GAUss wurde 1777 in Braunschweig
geboren. Er stammte aus einfachen Verhiltnissen; sein Vater hatte vielerlei Beschif-
tigungen, zum Beispiel als Girtner, als Weibinder, als ‘Kassierer einer Sterbekasse.
Wie Gauss selbst duBerte, schrieb und rechnete der Vater gut. Seine Mutter hatte
jahrelang als Magd gearbeitet. Schon als Kind hatte GAuss Freude am Rechnen. In
der Volksschule in Braunschweig entdeckte der Lehrer BUTTNER die mathematischen
Fihigkeiten des Jungen. In der damaligen Gesellschaftsordnung war den Kindern
der Werktitigen der Weg zur Hochschule im allgemeinen verschlossen. So war es
ein besonderer Gliicksfall, daB GAuss in Braunschweig das Gymnasium und in Géttin-
gen die Universitit besuchen konnte. GAuss beschiftigte sich schon als Fiinfzehn-
jahriger mit Problemen der hoheren Mathematik. Im Jahre 1799 promovierte er
zum Doktor der Philosophie mit einer grundlegenden Arbeit auf dem Gebiet der
Algebra. Seit 1807 war er Prof der Astr ie und Direktor der Sternwarte
in Gottingen.
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Das wissenschaftliche Schaffen von C. F. Gauss ist
auBerordentlich vielseitig. Auf allen Gebieten der
Mathematik, der Arithmetik, Algebra, Analysis und
der Geometrie, kam er zu neuen und fiir die wei-
tere Entwicklung der Mathematik fruchtbaren
Erkenntnissen. AuBlerdem wandte er sich auch an-
deren Wissenschaften zu, der Astronomie, der Physik
und der angewandten Mathematik. Er war der Mei-
nung, daBl die Anwendungen fiir die mathematische
Forschung groBe Bedeutung haben. Seine Vielseitig-
keit ist auch dadurch gekennzeichnet, daB er sich
als Student auBer der hoheren Mathematik der
Philosophie und der Literatur widmete. In seinem
Leben und Wirken hat Gauss die Theorie mit der
Praxis eng verbunden. Als er schon in héherem
Alter war, fiihrte er die Landesvermessung im
Land Hannover durch. Die Triangulation diente
Canw Faiepmica GAuss zunichst praktischen Zwecken. Gauss benutzte
(1777—1855) Abb. 179 gie aber zugleich zu wissenschaftlichen Erkennt-
nissen; durch duBerst genaue Vermessung des Drei-
ecks Brocken—Inselsberg—Hoher Hagen (bei Gottingen) priifte er, ob der Satz von
der Winkelsumme fiir solche groBlen Dreiecke noch gilt. Fast ein volles Jahrzehnt
fuhr er Sommer fiir Sommer ins Gelinde, um die erforderlichen Messungen ent-
weder selbst durchzufiihren oder zu iitberwachen. Mit ungeheurem Fleil wertete er
die MeBergebnisse aus. Dabei berechnete er etwa eine Million Zahlen und fiihrte
Eliminationen aus, bei denen 55 Gleichungen ebenso viele unbekannte GréBien ent-
hielten.
CARL FRIEDRICH GAUSS war einer der bedeutendsten Mathematiker.

Aufgaben
1. Unter welchem Winkel steigt eine geradlinige StraBe gleichmiBig an, wenn zwei MeBpunkte A
und B auf ihr um 810 m voneinander entfernt liegen (in der Strafenmitte gemessen) und
einen Hohenunterschied von 40,80 m geg der aufweisen ? Zeich Sie einen mafBstib
lichen Gelidndeschnitt durch die StraBenmitte, und lésen Sie die Aufgabe auch geometrisch
(Abb. 1.80.)!

2. Welche Breitenausdehnung hat ein Kérper, der einem

Beobachter in der Entfernung d unter dem Sehwinkel 1° , 810m S
erscheint ? A §~
a)d=1m b) d =10m

€) d=100m d) d = 1km e) d=10km Abb. 1.80.

3. Ein elektrischer Leitungsmast wirft bei einer Sonnenhéhe von 52,7° in der Horizontalebene
einen 16,76 m langen Schatten.
a) Wie groB ist die Hohe des Leitungsmastes iiber der Erde ?
b) Lésen Sie die Aufgabe auch geometrisch!

o

Um die Héhe einer Wolkendecke zu bestimmen, wird diese von dem Scheinwerfer einer
meteorologischen Station lotrecht angestrahlt, so daB8 die Spitze des Lichtkegels an der
Wolkendecke einen scharf begrenzten Lichtfleck erzeugt. Der Lichtfleck wird durch das
Fernrohr eines in 300 m horizontaler Entfernung vom Scheinwerfer aufgestellten Theodoliten
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I

10.

5

. Berechnen Sie die Horizontalentfernun- <

angepeilt und am Héhenkreis des Theodoliten ein Héhenwinkel « = 70,4° abgelesen. Wie
hoch ist die Wolkendecke ?
Losen Sie die Aufgabe a) trigonometrisch, b) geometrisch!

Von einem Standpunkt P aus sieht
man einen Turm unter dem Sehwinkel Abb. 1.81.
o = 29,82°. Der Standpunkt P ist hori-
zontal um d = 240 m vom Turm entfernt
und liegt um b = 19,40 m héher als der
FuB} des Turmes. Wie hoch ist der Turm ? D)
Lésen Sie die Aufgabe —
a) trigonometrisch, b) geometrisch! % \
Beim Abstecken eines rechtwinklig-drei-
eckigen Grundrisses ergeben sich die Sei-

tenléngen fiir die Hypotenuse zu 53,50 m Berechnung der Horizontal-
S\\

a3

R

und eine Kathete zu 25 m. Wie grof8 sind
die Winkel des rechtwinkligen Dreiecks,
der Fliacheninhalt und die dritte Seite?

gen e, und e, eines Turmes von den Stand- \\ \\\
orten St. 1 und St. 2 und die Hohe h der [ N p

Turmspitze iiber NN (Abb. 1.81.)! [
a) Gemessen sind die Grundlinie ) S =
b = 247,290 m, die Horizontalwinkel o h -2
@, = 110,99° und @, = 34,90° (Vor- Berechnung der Turmhite 7
wiirtseinschneiden).
b) Gegeben sind die Hohen der Standorte H; = 145,02 m iiber NN; H, = 139,04 m iiber
NN sowie die Hohen der Mefinstrumente i; = 1,30 m; i, = 1,20 m. Gemessen sind die
Héhenwinkel «, = 19,12° und «, = 12,80°.
¢) Beachten Sie die Rechenkontrolle fiir h!
Von einem Viereck kennt man die Seite 4B und die Winkel, die 4B mit den Seiten 4D und
BC und mit den Diagonalen AC und BD bildet. Es soll aus diesen Angaben die Linge der
Seite CD berechnet werden.
a) AB = 85m, < ABC = 57,12°, X ABD = 34,24°,
X BAC = 44,37° und < BAD = 122,19°
b) AB = 72m, X ABC = 39°43', & ABD = 25°21',
< BAC = 62°5' und <t BAD = 118° 24’
¢) AB = 514m, & ABC = 90°27', & ABD = 62°27',
X BAC = 39°52' und < BAD = 73° 54’
Uber einen FluB soll eine Briicke mit zwei gleichen Bogen gebaut werden. Um die Lage des
mittleren Pfeilers zu bestimmen, hat man auf dem linken Ufer eine Standlinie CD von
a = 190 m Linge abgesteckt und die Winkel g die die Visierlinien nach den End-
pfeilern A4 und B mit CD bilden. Welche Entfernung muf8 der mittlere Pfeiler von jedem
der beiden anderen erhalten, wenn er 2,4 m breit werden soll ?
<X ACD = o« = 152,53°, < BCD = § = 121,26°,
X ADC = y = 4,16° und < BDC = § = 32,43°
Von den Endpunkten 4 und B einer bekannten Basis a werden die Punkte C und D anvisiert
und dabei die Winkel CAD, DAB, CBA und DBC gemessen.
Es soll hieraus die Linge von CD berechnet werden.
a) a = 25m, < CAD = 58,58°, < DAB = 146,14°,
<X CBA = 60,50° und < DBC = 41,60°
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b) a = 60m, < CAD = 52°8', & DAB = 126° 2/,
< CBA = 66°52' und <t DBC = 34° 52'

€) a =150m, < CAD = 30°24',.&t DAB = 95°1',
< CBA = 51° 34’ und < DBC = 28° 53’

11. An zwei Punkten 4 und B von a = 56 m Abstand auf dem linken Elbufer bei Torgau wurden
die Winkel der Visierlinien nach zwei auf den Ufern einander gegeniiberliegenden Punkten C
und D mit der Geraden 4 B gemessen. Es ergab sich:

X CAB = 120°, X DAB = 97,46°, CBA = 4,30° und < DBA = 18,23°.
Welche GroBe ergab sich hieraus fiir die Breite der Elbe an der Beobachtungsstelle ?

12. Zwei Stralen stoBen geradlinig unter einem Winkel von 0
120° aufeinander. Zur Verbesserung derStraBenfiihrung
sollen beide durch einen Kreisbogen vom Radius

a) r=300m,b) r =500 m G

verbunden werden. Um wieviel Meter wird durch den £
Bogen der Straenzug verkiirzt ?
13. Von einer Klasse wird ein LPG-Feld vermessen (Abb.
1.82.). Ergebnisse: A 8
Basis AB = 125 m
& BAC = oy = 35,1° X ABC = B, = 81,8°
& BAD = o, = 58,1° & ABD = 8, = 11,9°
& BAE = a4y = 112,0° & ABE = B, = 26,1°
& BAF = o, = 121,0° X ABF = f, = 33,6°
& BAG = o5 = 64,0° X ABG = f, = 84,2°,
Der Flacheninhalt des Feldes ist zu berechnen. F

14. Eine neue Eisenbahnlinie wird gebaut. Sie verliuft in
einer Ebene senkrecht zu einer bereits bestehenden
Bahnlinie, iiber die sie mittels einer Briicke von 8,50 m
Hohe gefiihrt werden soll. Wie lang mufl die Rampe = Abb.1.82. G
mindestens sein, wenn der Anstiegswinkel nicht mehr
als 1° betragen soll ?

15. Im Gelinde ist eine Basis AB = 225m vermessen
worden. Ein dritter Punkt im Geldnde ist C, der von
A und B aus nicht zuginglich ist. Mit dem Theodoliten
wurden
X CAB = o = 75°20' und < CBA = § = 42° 40’
ermittelt.
Wie lang sind die Strecken AC und BC (Abb. 1.83.)?

16. Wieviel Hektar Land werden durch die Trockenlegung
der in Abbildung 1.84. skizzierten feuchten Wiese
ABCD gewonnen ?

Bemerkung: AD und DC sind nicht begehbar.
AB = 470 m; BC = 675 m" a = 115°; §, = 26°;
By = 12,5°

17. Zwischen zwei durch einen Wald getrennten Orten 4
und B soll fiir eine Hochsp gsleitung eine Schnei;
geschlagen werden. Die Orte 4 und B liegen gleich hoch und sind von einem in gleicher
Héhe liegenden Gelindepunkt C aus beide sichtbar. Die Peilstrahlen CA und CB werden
zu 2,380 km und 3,450 km bestimmt. Der Winkel 4CB betrigt 38,7°.

Abb. 1.83.
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a) Wie groB ist die Horizontalentfer-
nung AB?
b) In welchen Richtungen von 4 und

B aus st die Schneise zu schlagen ?

¢) Lésen Sie die Aufgabe auch geo-
metrisch durch eine maBstibliche
Zeichnung!

18. Ein 23 m hoher Gittermast einer Hoch-
spannungsleitung wirft in der Hori-
zontalebene einen 16,76 m langen
Schatten. Unter welchem Winkel
fallen im Zeitpunkt der Beobachtung
die Sonnenstrahlen ein? Lésen Sie
die Aufgabe a) trigonometrisch,
b) geometrisch durch eine maBstib-
liche Zeichnung!

Schiilerauftriige

Abb. 1.84.

1. Berechnen Sie a) die Hohe Ihrer Schule, b) die Héhe Thres Wohnhauses, ¢) die Héhe eines
Fabrikschornsteines, indem Sie von Ihrem Standort bis zum FuB des Objektes eine waage-
rechte Standlinie vermessen und die Erhebungswinkel mit einem WinkelmeBgerit bestimmen !

2. Berechnen Sie aus selbstgewonnenen MeBwerten die GroBe einiger Ackerflichen, auf denen

Sie am Unterrichtstag in der sozialistischen Produktion arbeiten!

3. Stellen Sie in der nnheren Umgebung an einer steilen StraBe fest, unter welchem Winkel sie
gegen die Hori igt! Berech Sie den Hohenunterschied, den Sie auf 100 m

‘Wegliinge iiberwindet!

1.7. Die Periodizitit
der Winkelfunktionen

Das BogenmaQ eines Winkels

Bisher haben wir den Winkel in Grad (°) gemessen. Dabei ist die Winkeleinheit

Grad der 360ste Teil eines Vollwinkels.

Es gibt noch andere Moglichkeiten, Winkel zu messen. Wir behandeln im folgenden
das BogenmaB des Winkels. Seine Einfithrung beruht auf dem Gedanken, daB man

Winkel durch die Linge des zugehorigen Bogens auf einem
Kreis bestimmen kann, in welchem der gegebene Winkel
Zentriwinkel ist.
Aus Abbildung 1.85. erkennt man die Giiltigkeit folgender
Proportion:!
Kreisumfang: Kreisbogen = Vollwinkel:Zentriwinkel
2nr : b 360° :  «°.

I

Daraus folgt:
b= —%of

1 In den Formeln steht das Symbol « fiir den Zahlenwert im GradmaB.

5%

Abb. 1.85.
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’ Die Liinge eines Kreisbogens b ist dem Zentriwinkel « und der Liinge des Radius r proportional.

. Wie lautet der Proportionalititsfaktor ?

Bildet man aus der Proportion die neue Beziehung % = = * &%, so ist das Verhaltnis
aus Kreishogen und Radius nur noch dem Zentriwinkel proportional. Man kann
daher dieses Verhiltnis als MaB fiir den Winkel « einfiihren. Da diesem MaB der
Bogen zugrunde liegt, bezeichnet man es als BogenmaB.

Definition:
Unter dem BogenmaB eines Winkels versteht man das Verhiltnis der zugehirigen Bogen-
liinge zur Linge des Radius.

Das Symbol fiir das BogenmaB8 ist: arc «° oder & (gelesen: ,,Arkus von alpha Grad‘‘!
oder ,,Bogen alpha*).
Es gilt:
(30) @=arca® =+ =22,
Das BogenmaB des Winkels ist also als Verhaltnis zweier Lingen eine unbenannte
Zahl. Die Gleichung (30) stellt eine lineare Funktion [a = f(x°)] dar.
Wird zur Bestimmung des BogenmaBes speziell der Einheitskreis genommen, so
ergibt sich eine einfache Deutung:

~ __ bLingencinheiten

® = TTingeaemhert = 0+
Das BogenmaB eines Winkels ist also gleich der MaBzahl des zugehorigen Bogens
auf dem Einheitskreis.

Ubergang vom GradmaB zum BogenmaB und umgekehrt

Durch Einsetzen in die Gleichung (30) kann fiir die im GradmaB gegebenen Winkel
das zugehorige BogenmaB berechnet werden.

. Beispiel 1:

Es soll das BogenmaB fiir den Winkel 45° berechnet werden.

~__=m-a

* = 5

~_n-4° _n
“=W=TN0’79

. Berechnen Sie das Bogenmap fiir die Winkel 90°, 180°, 360°!

Zum GradmaB 1° gehort als BogenmaB die Zahl

are1° =220 ~ 0,0175 ~ o .

1 arcus (lat.), Bogen
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Zum GradmaB «° gehort als BogenmaB die Zahl

arca® =% =222 & 0,0175 - o & o+
Das BogenmaB kann also angenihert berechnet werden, indem man den Zahlenwert
des Winkels im GradmaB mit 0,0175 multipliziert.
Die Tafel 16 der vierstelligen Logarithmentafel enthilt die BogenmaBe der Winkel 0°
bis 360°.
Die Bogenmafle von Winkeln mit nicht tabellierten Gradzahlen, zum Beispiel von
Bruchteilen von Graden, bestimmt man durch additive oder subtraktive Zusammen-
setzung aus tabellierten Werten oder Bruchteilen davon. Auch der Interpolation
kann man sich bedienen.

. Beispiele

fiir die Umrechnung von Grad- in Bogenmal:

x.

2) oa° =132° 3) «° =198,92°
130° 2 2,2689 180° 2 3,1416

2° 20,0349 18° 2 0,3142

x = 2,3038 0,92° 2 0,0161

x = 3,4719
Wird die Beziehung (30) nach «° aufgelést, so ergibt sich

180°  ~
o = ‘®.
x

Daraus erhilt man:

180°
=
180°

“n

Zur Zahl 77 als Bogenmaf} gehort als GradmaB *7w=180°.

Zur Zahl 1 als BogenmaB gehort als GradmaB} la % &~ 57,3°.

Der Winkel mit dem BogenmaB 1 wird als gesetzliche Winkeleinheit verwendet und
heilt Radiant (Kurzzeichen: rad). Er hat mit 57,3° fast die GréBe der Winkel im
gleichseitigen Dreieck. Die Winkeleinheit Radiant ist also wesentlich groBer als die
Winkeleinheit Grad.

‘ Ubérzeugen Sie sich, daf ein Radiant der 2ite Teil des Vollwinkels ist!
Zeichnen Sie einen Kreis mit dem Zentriwinkel 1 rad!

. Beispiele

fiir die Umrechnung von Bogen- in GradmaB:

4) & = 4,9742 5) & = 2,7193
4,7124 2 270° 2,7053 £ 155°
0,2618 0,0140
0,2618 2 15° 0,01402  0,8°
*° = 285° *® = 155,8°

Zur Umrechnung des GradmaBes eines Winkels ins BogenmaBl und umgékehrt
kénnen also die folgenden Formeln verwendet werden:

~_ o o _ 180° ~
o = e’ und o° =——7.
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In der Elementargeometrie milt man Winkel meistens im GradmaB. In der Tri-
gonometrie benutzt man Winkelgrade bei praktischen Messungen und Rechnungen,
bei allgemeineren Betrachtungen iiber Winkelfunktionen bevorzugt man das Bogen-
maB, In der hoheren Mathematik bedient man sich ausschlieSlich des BogenmaBes.

Die Winkelfunktionen negativer Winkel

Legt man auf dem Radius OP = r des Kreises um den Koordinatenanfangspunkt 0

als Richtung die von O nach P fest, so entsteht die gerichtete Strecke 0_1)’, die man
als Ortsvektor v bezeichnet (Abb. 1.86.). Die Richtung des Ortsvektors r ist
durch den Richtungswinkel x bestimmt, seine Linge durch die Strecke OP. Wenn
sich der Ortsvektor um seinen Anfangspunkt O dreht, so kann diese Drehung —
je nach der Drehrichtung — im positiven oder im negativen Drehsinn erfolgen. Eine
Drehung im positiven Sinne erfolgt gegen die Bewegung des Uhrzeigers (im Gegen-
zeigersinn), eine Drehung im negativen Sinne mit der Uhrzeigerbewegung (im
Uhrzeigersinn). Dreht sich der Ortsvektor im positiven Sinne, so bezeichnet man die
entstehenden Winkel als positiv

S,

Plu;v)

Abb. 1.86. Abb. 1.87. Abb. 1.88.

(z. B. +120° = + -ZT") . Im anderen Falle bezeichnet man die Winkel als negativ
(z‘ B. —120° =—2T"; Abb. 1.87.). Man legt fest, daB die Definitionen 1 bis 4 der
Winkelfunktionen auch fiir Winkel im Bereich 0 > x = — 2x gelten sollen. Die
Abbildung 1.88. veranschaulicht das fiir den Winkel —3-:

e

sin(—%):-;::— —=—5V3.

Die Winkelfunktionen negativer Winkel lassen sich auf die entsprechenden Funk-,
tionen positiver Winkel zuriickfithren. Es ist zum Beispiel

sin (—x) = sin (27 — x).
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Andererseits ist

sin (27 — x) = —sinx.
Daraus folgt
sin(—x) = —sinx.
Es ist:
(31) sin (—zx) = —sinx tan (—x) = —tanx
cos(—x) = cosx cot (—x) = —cotx.
. Beweisen Sie die Beziehungen (31) fiir negative Winkel in den verschiedenen
Quadranten!

Gelten die Gleichungen (5) bis (8) von Seite 15, die die Beziehungen zwischen
den Winkelfunktionen bei gleichem Winkel zum Ausdruck brmgen, sowie die
Gleichungen (10) bis (12) von Seite 27, die die Beziechungen Funktions
werten von Winkeln verschiedener Quadranten darlegen, auch fiir negative Winkel ?

Funktionen f(x), die ihren Wert nicht @ndern, wenn die unabhingige Verinderliche
das Vorzeichen wechselt, heiflen gerade Funktionen, Funktionen, die dabei das

Vorzeichen wechsel geg gerade Funktionen.
Definition :

Gerade Funktionen Ungerade Funktionen
f=2) =1 J=2) =—f(®).

Die Kosinusfunktion, y = cos x, ist eine gerade Funktion, die Sinusfunktion, y = sinx,
dagegen eine ungerade Funktion.

. Deuten Sie diese Funkti L haften g isch! Welche Symmetrieverhilt-
nisse hat die Kosmusfunkuon y = cosx zur y-Achse, welche die Sinuskurve
y = sinx zum Nullpunkt O (0; 0)? Zu welcher Funktionsgruppe gehiren die
Tangens- und die Kotangensfunktion ?

. Nennen Sie gerade und ungerade Potenzfunktionen!

. Beispiele:
6) sin (—-%) =—sin% = —sin60° = —--;-}/é-
7) cos (—110°) = cos 110° = cos (180° — 70°) = —cos 70° = —0,3420
8) tan (—27) = —tan 27 = —tan 120° = —tan (180° — 60°)
= —(—tan60°) = 43
9) cot (—214,92°) = —cot 214,92° = —cot (180° + 34,92°)
= —cot 34,92° = —1,432
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Die Winkelfunktionen fiir Winkel mit Betrégen iiber 27

Dreht sich der Ortsvektor v im
positiven oder im negativen Sinne,
so werden nach einem vollen
Umlauf Winkel erzeugt, deren

0 absoluter Betrag groBer als 27 ist,
/] u nachzwei Umldufen Winkel, deren
* e absoluter Betrag groBer als4x ist,
@ usw. (Abb. 1.89.a und 1.89.b).
Winkel, die sich um ganzzahlige
Vielfache von 27 unterscheiden,

g Abb: 18- L heiBen zueinander dquivalent.

B Beispict 10:
A, D Sw, w108, ¥
e ] — 35 Tyl g e

Bezeichnet man den zwischen 0 und 2z liegenden Winkel x als den Hauptwert, so
14Bt sich jeder beliebige Winkel durch die Gleichung

x=x+k 2n
darstellen, wobei k eine (positive oder negative) ganze Zahl ist.

B eipici11:

Wenn x = —855° ist, so ist
x = —855°— (—3) - 360° = —855° + 3 - 360° = 225°.

Man legt nun fest, daB die Erklirungen der Winkelfunktionen auch fiir Winkel x
mit Betrigen iiber 27 gelten.

Dreht sich der Ortsvektor von einer beliebigen Ausgangslage aus im Einheitskreis,
so hat sein Endpunkt P nach ein, zwei, drei usw. vollen Umliufen dieselben Koordi-
naten wie in der Ausgangslage. Daher haben die Winkelfunktionen in den Inter-
vallen! 27 ... 47; 4z ... 67 usw. dieselben Werte wie im Intervall 0 ... 27.
Entsprechendes gilt fiir negative Winkel.

‘ Veranschaulichen Sie einige Zahlenbeispiele durch geeignete Abbildungen!

Die Winkelfunktionen eines beliebigen Winkels x lassen sich auf dieselbe Funktion
des Hauptwertes x des Winkels zuriickfiihren. Es ist

(32) sin x =sin (x + k- 27) =sinx
cos x = cos (X + k-2x) = cosx
tanx = tan(x + k- 27) = tanx
cot x = cot (x + k- 27) = cotx,

wobei k eine (positive oder negative) ganze Zahl ist.
‘ Zeigen Sie, daf die Formeln (5) bis (8) auf Seite 15 fiir beliebige Winkel gelten!

Bei gegebener Funktion f(x), f bedeute sin, cos, tan oder cot, und bekanntem
Funktionswert findet man fiir den Winkel x zunichst die Werte zwischen 0 und 27

1 (lat.),
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und durch Addition bzw. Subtraktion der ganzzahligen Vielfachen von 2z die
dquivalenten Werte. Zu der gegebenen Funktion f(x) erhilt man also im allgemeinen
die beiden Winkel

§;+k~2nundx_,+k-2n,(k =0; £1; £2;...).

. Beispiele:

12) sin 3520° = sin (3520° — 9 - 360°) = sin 280° = —sin 80° = —0,9848

13) tanx = 2,565; x; = 68,7°, x, = 248,7°

Allgemeine Losung: x; = 68,7 4 k - 360° und x, = 248,7° =t k - 360°,
k=0; £1; +2;...),

oder x = 68,7° + k' - 180° K =05 £1; +2;...)

Die Periodizitit der Sinus- und Kosinusfunktion

Da sich bei der Sinusfunktion die Funktionswerte nach jeweils 2z (in den Bereichen
27 < x < 4n; 47 < x < 6a; ... und in den Intervallen — 27 < x < 0;
-—4-n< x < —27; ...) wiederholen, muB sich das Kurvenstiick, das die graphische
Darstellung von y = sinx (0 = x < 2n) ergab, in regelmaBiger Wiederkehr nach
beiden Seiten fortsetzen. Fiir die Sinusfunktion ergibt sich so die Abbildung 1.90.
Das Bild der Funktion y = sin x nennt man kurz Sinuskurve. Man erkennt, da8 sich
das zwischen 0 und 2 7 gelegene Kurvenstiick immer wiederholt. Ebenso kénnte man
das allerdings auch von dem zwischen 0 und 6 z gelegenen Kurvenstiick sagen. Eine
derartige Funktion nennt man eine periodische Funktion.

Y
7‘_~—klw‘me Periods ——= y-Fn-sing
J, % L & L 1 1 X 1 1 2 i e 311 " IAIA__
-n -0 -8 V-6 -5 -4 -2 -1 12 3N\ § 78 9 nw nx
U -1f w

Abb. 1.90.

Die Abschnitte auf der x-Achse, innerhalb derer ein sich wiederholendes Kurven-
stiick liegt, nennt man Perioden der betreffenden Funktlon Perioden der Sinus-
funktion sind beispielsweise 0 ... 27327 ... 47; 47 ...6x%;...und0 ... —2m;
-2 ...—4n;—4=n ...—671 ..

Allgemein lassen sich die Perioden der Sinusfunktion zusammenfassen als

k-2n =2kn, (k= +1; +2;...).

Am wichtigsten ist die kleinste Periode; sie betrigt 2 7. Mit ihrer Hilfe li8t sich der
analytische Ausdruck der Sinusfunktion wie folgt umgestalten:

Statt y = sinx mit — oo < x < + oo kann man auch schreiben:
(33) y =sin(x + 2ka) mit 0 < x < 27; k ganzzahlig.
Das ist deshalb méglich, weil nach unseren Uberlegungen gilt:

sin (x + 2 k ) = sin x fiir 0 < x < 2 #; k ganzzahlig.
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Wichtig ist, daB die Darstellung (33) nicht nur fiir einen bestimmten Winkel x, son-
dern fiir alle x in dem angegebenen Bereich gilt.

‘ Wodurch unterscheidet sich (33) von der Beziehung (32) ?

Das Intervall 0 < x < 2 & enthilt alle fiir die Sinuswerte méglichen Werte, das
heiBt ihren Wertevorrat (—1 < y < 1).

Die Kosinusfunktion ist ebenfalls eine periodische Funktion mit der (kleinsten)
Periode 2 . Es ist-

cos(x + 2km) = cosx mit 0 < x < 2n; k ganzzahlig.

b7

! kleinste Periode y=flx) = cos x
3 1 T ; ‘Lr 3 /

Ty v .
7 N I R e R B I BN 5 7 84 107 1 Bx
1 AN -9 6 R _,} N N1

Abb. 1.91.

In Abbildung 1.91. ist die Funktion
(34) y = cos(x + 2kx) mit 0 < x < 2=; k ganzzahlig,
graphisch dargestellt.

Wir stellen fest, daB die Funktionen y = sin x und y = cos x fiir jedes beliebige x
erklirt sind.

Die Periodizitat der Tangens- und der Kotangensfunktion

Die Tangens- und die Kotangensfunktion verhalten sich ihnlich wie die Sinus-
und die Kosinusfunktion. Wir kénnen die Tangensfunktion im ganzen x-Bereich

—o0 <2< +co mit Ausnahme der Stellen - ++ nz (n ganzzahlig) graphisch darstellen
(Abb. 1.92.). Wir erkennen, daB8 auch die Tangensfunktion eine periodische Funktion

y y=flx)=tanx

5 -

o

3k

2+
-3 -ax, - 1+ x 2, ar,
1 1 1 1 I L 1 1 1 1 i 1 1 1 1 1 1 L L
H-8-8 6 548240 1 zmijja 5§78 90n nx

_o[Hleinst

Periode

-3k

a /

-5 Abb, 1.92.
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ist. Perioden von y = tan x sind beispielsweise 0 ... 737 ... 27527 ... 35 ...
undO0...—7;—7...—27;—27m...—37; ...
Im Gegensatz zur Sinus- und Kosinusfunktion wiederholen sich bei der Funktion
y = tan x die Funktionswerte y bereits nach einem Zuwachs des Argumentes® x
um 7. Die Tangensfunktion hat also die (kleinste) Periodenlinge #. Es ist, wenn k
eine ganze Zahl bedeutet, (k=05 +£1; £2;...),
tan(x + kn) = tanx fir 0 < x < 7.

Die Tangensfunktion kann durch den analytischen Ausdruck
(35) y = tan(x + ka) mit 0 < x < x; k ganzzahlig
wiedergegeben werden.
Sie ist nicht erklirt an den Stellen

x =75 + nx (n ganzzahlig).
Die Kotangensfunktion ist ebenfalls eine periodische Funktion mit der (kleinsten)
Periode 7. Es gilt

cot(x + ka) = cotx mit 0 < x < z; k ganzzahlig.
Fiir die in Abbildung 1.93. dargestellte Kotangensfunktion lautet der analytische
Ausdruck
(36) y = cot(x + kn) mit 0 < x < =x; k ganzzahlig.
Sie ist nicht erklirt an den Stellen
x = nn (n ganzzahlig).

J

5T |y= flx) = cot x

i

sk

2-
-3 a\  -x\ 1 x 2 x

Abb. 1.93. il (| 1 AN PN 1 L Lo

98N 6 5% -

“2\[" Periode

Aus den graphischen Darstellungen der Winkelfunktionen kann man den Wertevorrat
jeder dieser Funktionen deutlich erkennen. Zu jeder reellen Zahl x (als Winkel x im

BogenmaB) gehort eine bestimmte reelle Zahl y aus dem Intervall—1 <y<+1lals
Funktionswert der Sinus- bzw. Kosinusfunktion. Zu jeder reellen Zahl x mit Aus-

nahme der Stellen 3 + nz bzw. na gehort eine bestimmte reelle Zahl y als Funktions-
wert der Tangens- bzw. Kotangensfunktion.

[
3-2-’1’12 4 56 78\ x

1 Als wird hier die bhiingij derliche der

5



In der folgenden Ubersicht sind Definitionsbereich und Wertevorrat der vier ‘Winkel-
funktionen nochmals zusammengestellt.

Winkelfunktion Definitionsbereich Wertevorrat
y=sin x —o L x oo =l=sy=+41
y =cos x —eeJ{x + oo =lsy=+1

—eo<x oo
y =tanx mit Ausnahme der Stellen —o <y + oo

% + nx (n ganzzahlig)

—o <2<+ oo
y=cotx mit Ausnahme der Stellen —o Ly 4 oo
nzn (n ganzzahlig)

Aufgaben

1.

“w

Bestimmen Sie die Werte aller, Winkelfunktionen der folgenden Winkel!

a) —30° b) —18° ) —135° d) —83,4° €) —90,45°

f) —174,77° g) —214,92° h) —282° 12’ 38" i) —393,27° k) —450,13°

Suchen Sie die Logarithmen der Betrige zu den Funktionen Sinus, Kosinus, Tangens und
Kotangens fiir die in Aufgabe 1a bis k angefiihrten Winkel auf!

. Bestimmen Sie zu den folgenden Funktionswerten f (x) die zwischen 0° und — 360° liegenden

negativen Winkel!

a) b) <) d) €) H
sin x  |—0,4848 |—0,9024 | 0,0820 | tanx | —0,3759 |—0,9935 | 2,877
cos x 0,9655 | 10,3704 |—0,8671 [ cotx | —191,0 |—1,333 | 0,0107

4. Bestimmen Sie zu den folgenden Logarithmen der vier Winkelfunktionen sowohl die positiven
als auch die negativen Winkel!
a) Ig sin x = 0,5717—1, (sin x> 0) b) Ig | sin x | = 0,1718 — 1, (sin x < 0)
) Ig cos x = 0,9970 — 2, (cos x> 0) d) lg | cos x | = 0,4237— 1, (cos x < 0)
e) lg tan x = 0,3393, (tan x > 0) f) lg | tan x | = 1,0763, (tan x < 0)
g) lg cot x = 0,6506 — 1, (cot x> 0) h) Ig | cot x | = 0,8411 — 2, (cot x < 0)
5. U hen Sie, ob die nachfolgenden Beziek auch fiir ne‘gative Winkel gelten!
a) tanx = ::z b) cot x = ::: c) tanxcot x = 1
d) sin%x + cos?x = 1 e) sin x = cos (90° — x) ) tan x = cot(90°—x)
g) cos x = sin (90° —x) h) cot x = tan (90° —x) =

Gl

N
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Geben Sie zu den nachstehenden Winkeln die auf sie folgenden drei dquivalenten Winkel bei
positivem und negativem Drehsinn an!

a) 50° b) 175° c) 335° d) 117,5° e) —221,68°

f) —33° g) 212,7° h) —148,5° i) 241°15' k) 7°10' 10"

‘Wie groB8 ist der Hauptwert der folgenden Winkel ?

a) 1200° b) 5180° c) —320° d) —1755° e) —615°23'

) 2123° g) —4713° h) 498° 10’ i) —913,2° k) 2916,48°



9.
10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Bestimmen Sie jeweils die Funktionswerte!

a) sin 383° b) sin 773,2° ¢) sin (—640,56°)  d) sin (—3620,78°)
e) cos 421° f) cos 1527,3° g) cos (—704,64°%) h) cos (—1083,92°)
i) tan 8000° k) tan (—444,7°) 1) cot 992,25° m) cot (—524,44°)
Suchen Sie die Logarithmen der Betrige der Funktionen aus den Aufgaben 8a bis m auf!
Geben Sie siamtliche Losungen (im GradmaB) folgender Gleichungen an!

a) sin x = 0,3223  b) sin x = 0,8440  ¢) cos x = 0,9018  d) cos x = —0,1382
1,083 ) tanx = 0,9045 g) cot x = 0,0524  h) cot x = —0,4109

e) tanx =

Welche Winkel ergeben sich als allgemeine Losung aus den nachstehenden Logarithmen der
‘Winkelfunktionen ?

a) lg sin x = 0,4328 — 1, (sin x> 0) b) lg | sin x | = 0,6743 — 1, (sin x < 0)
¢) lg cos x = 0,1873 — 1, (cos x > 0) d) Ig | cos x | = 0,8591—1, (cos x < 0)
e) Ig tan x = 0,4711 —1, (tan x > 0) f) Ig | cot x | = 0,7220 — 2, (cot x < 0)
Stellen Sie die Funktionen

a) y=sinx, b) y =cosx, ¢) y=tanx, d) y=cotx
im Bereich 0 < x < 2 # graphisch dar, indem Sie die Winkel auf der x-Achse im Bogenmal}
auftragen und dabei auf beiden Achsen gleiche MaBeinheiten benutzen!

Rechnen Sie die folgenden im Gradmal gegeb Winkel ins B B um!
a) 1° b) 0,1° ¢) 0,01° a1 e 1" f) 45°
g) 120°  h) 75° i) 300° k) —180° 1) 900° m) 32°
n) 67,5° o) 102,7° p) 256,58°  q) 318,04°  r) —177,42°  s) 1125,17°
Rech Sie die folgenden im Bog: B gegeb ‘Winkel ins Gradmaf3 um!
= n n 3 n B
a3 b) 3 )i 5 ) 5% ) 15
g o b) 32 i) o K)o 1) 2,57 m) 37
n) L13z o) 01 p) 0,01 Q2 M 15 s) 3,04
1 w—sn v -3 w) 0703 x)—3)3 ) 12
Berechnen Sie die Bogenlingen auf einem Kreis mit dem Radius r = 5 cm fiir die folgenden

Zentriwinkel!

a) 36,3° b) 117,45° ¢) 255,58°

Wie groB ist jeweils der Bogen zum Zentriwinkel 1° auf Kreisen mit den folgenden Radien?
a)r=1lcm b)r=2cm ¢)r=4cm

Bis zu welchen Winkeln stimmen die Zahlenwerte von arc «

a) mit denen von sin «, b) mit denen von tan «

bis auf drei Dezimalstellen iiberein ?

Mit Hilfe der Tafel 4 lassen sich die Sinus- und die Tangenswerte von Winkeln zwischen 0,00°
und 5,00° bestimmen. Man formt unter Verwendung der fiir kleine Winkel giiltigen Beziehung
sino A arc « um. Zu beachten ist weiter, daB arc « dem Winkel « (im Gradmaf!) proportional
ist. Bestimmen Sie die folgenden Funktionswerte!

a) sin 0,0001° b) sin 0,0018° ¢) sin 0,000094°  d) sin 1”

e) tan 0,0001° f) tan 0,000313° g) tan 0,0000847°  h) tan 0,5"
Bestimmen Sie die Winkel x (im GradmaB) zu den nachstehenden Funktionswerten!
a) sin x = 0,0000238 b) sin x = 3,76 - 10-5 ¢) sin x = 8,24 - 107
d) tan x = 0,0000104 e) tan x = 4,43 - 10— f) tan x = 9,83 - 10-7
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21.

22.

25,

29,

31.
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Bestimmen Sie die folgenden Funktionswerte!

a) sin % b) sin %- n ¢) sin (—%n) d) sinl e) sin 0,43

f) sin (—1,87) g) sin 2,163 h) cos -;—n i) cos % k) cos (*%n)
1) cos1,31n m) cos 0,5 n) cos(—1) o) cos 2,897 p) cos(—2,17)
Bestimmen Sie die folgenden Funktionswerte!

a) tanz b) tan %n ¢) tan (—%) d) tan 0,7 e) tan(—1,2)
f) tan 5,943 g) tan 1,052 h) cot (—n) i) cot %n k) cot 1,87,

1) cot 0,05 m) cot )2 n) cot3 o) cot(—1,32)  p) cot(—0,487)
Suchen Sie die Logarithmen der Betrige der folgenden Funktionswerte auf!

a) sin %n b) sin 0,17 ¢) sin 6,1 d) cos l%n e) cos(—2,4)

f) cos3,515 g) tan pon b) tan i) cot 5,5 k) cot (—0,72)

Geben Sie die Winkel x zu den folgenden Funktionswerten im Bogenmal an!

a) sin x = 0,9511 b) sin x = 0,6428 ¢) sin x = 0,9736 d) sin x = —0,1951
e) sin x = 3,23 -10-% f) cos x = % vz g) cos x = 0,4067 h) cos x = —0,8805
i) cos x = 0,2190 k) tanx =1 1) tanx = 0,7265 m) tanx = —3,630

n) tanx = —0,5924 o) tanx = 5,18-10-3p) cot x = 0 q) cot x =—}3

. Welche Winkel x im Bogenmal ergeben sich aus den folgenden Logarithmen der Winkel-

funktionen ?

a) lgsinx = 0,8495—1, (sin x> 0) b) lg sin x = 0,7990 — 3, (sin x> 0)
c) lgsinx 0,5686 — 6, (sin x > 0) d) Ig cos x = 0,9730 — 1, (cos x > 0)
e) lg|cosx | =0,8026—1, (cos x < 0) f) lg cos x = 0,9278 — 1, (cos x > 0)
g) lgtanx = 0,0762, (tan x > 0) h) Ig tan x = 0,8699 — 2, (tan x > 0)
i) lg | cot x | = 0,0456, (cot x > 0) k) lg cot x = 0,7741 — 1, (cot x> 0)

a) Berechnen Sie den Weg, den ein um die Strecke r = 5 em vom Scheitelpunkt entfernter
Punkt P zuriicklegt, wenn der Winkel 90°; 270°; 360°; 45°; 57,3° betrigt!

b) Zeichnen Sie die jeweiligen Winkel sowie die dazugehorigen Wege des Punktes P als
Kreishogen und als Strecken!

Geben Sie die in Aufgabe 25 bestimmten Wege unter der Voraussetzung an, daB r = 1 cm ist!
Stellen Sie die Funktion y = arc x (0° < x =< 360°) in einem geeigneten MaBstab graphisch
dar!

a) Untersuchen Sie an Hand von Beispielen, welche der Winkelfunktionen gerade und welche
ungerade sind!

b) Welche anderen geraden bzw. ungeraden Funktionen kennen Sie ?

Untersuchen Sie die Symmetrieverhiltnisse bei den Bildern der Winkelfunktionen in den

folgenden Bereichen!

a)0<z=<2zx Bb)O0=x=<a e¢-F=x=+7

Unter Benutzung der Formeln (5) und (6) ist zu zeigen, daB die Tangens- und die Kotangens-
funktion die kleinste Periode z haben.

Bestimmen Sie die folgenden Funktionswerte!

a) sin 57 b) sin 7%:1 ¢) sin (—15,47) d) sin 10,5 e) cos (—3x)
) cos Z%n g) cos 1007 h) cos 6,53 i) tan%:r k) tan 1,72
1) tan (727127:) m) tan 3,487 n) cot (~g 71) o) cot 147 p) cot 14



32. Suchen Sie die Logarithmen zu den Betrigen der Funktionen in den Aufgaben 31 a bis p!

33. Geben Sie die all, i Losungen fiir die folgenden Funktionswerte im BogenmaB an!
a) sin x =513 b) sin x = —3 V2—93 ¢) sin x=0,5052  d) cos x =7 }Z
e) cos x = —% }/2+}/3_ f) cos x = 0,93;40 g) tanx = 2;0— ¥3 h) tanx = —% V3
i) tan x = 5,823 k) cot x =—V3 1) cot x=)3—2 m) cot x =0,1341
34. Geben Sie die allgemeinen Losungen zu den folgenden Logarithmen der Winkelfunktionen im
BogenmaB an!
a) lg sin x = 0,7859 — 3, (sin x> 0) b) Ig | sin x | = 0,9750 — 1, (sin x < 0)
¢) Ig cos x = 0,8436 — 2, (cos x> 0) d) lg | cos x | = 0,8436 — 1, (cos x < 0)
e) lg tan x = 0,4189 — 1, (tan x > 0) f) lg | tan x | = 0,7732, (tan x < 0)
g) Ig cot x = 0,5066 — 1, (cot x> 0) h) Ig | cot x | = 1,1178, (cot x < 0)
35. Stellen Sie in einem einzigen Koordinatensystem dar:
1) y=sinx
2)y=2sinx } (—ax<x=<+3n)

3) y=sin2x
a) Vergleichen Sie die Ordinaten der Punkte der zu 1 und 2 gehérenden Kurven bei jeweils
gleichen Argumenten!
b) Welche Periode hat die Funktion 3 ?
¢) Was ergibt ein Vergleich der Bilder der Funktionen
y=sinx, y=nsinxund y =sinnx?
36. Stellen Sie in einem einzigen Koordinatensystem dar!
1) y=sinx
. k3
2)y=sm(z—7) rn<x<+3n)
. n
3) y =sin (x + 7)
Vergleichen Sie die Lage der drei Funkti
37. Stellen Sie die Funktion sin x in einem rechtwinkligen xy-Achsenkreuz graphisch dar, dessen
x-Achse eine Sinusteilung und dessen y-Achse eine gleichmiBige Teilung tragt!
Man nennt diese Darstellung eine Verstreckung der Sinuskurve. Sie ist beim Interpolieren
vorteilhafter verwendbar als die iibliche Darstellung der Sinusfunktion in einem xy-Achsen-
kreuz, bei dem beide Achsen gleichmiBig geteilt sind.

g

im Koordi ystem!

38. Stellen Sie die Funktion cos x in einem rechtwinkligen xy-Achsenkreuz dar, dessen x-Achse

eine Sinusteilung von 0 bis % und dessen y-Achse eine gleichmiBige Teilung trigt!
g F] 4 g g trag

1.8. Die Funktionen y — asinx;
y=sinbx; y=sin(x 4 ¢);
y=asin(bx +c)

Die Funktion y = asinx
Im Abschnitt 1.1. sollte in der Ubung auf Seite 4 der Flicheninhalt des Rhombus

als Funktion des Winkels « dargestellt werden. Ist die Seitenlinge a = 1 em, so ergibt
sich im Intervall 0° < & < 180° die Sinuskurve. Wenn @ = 2 cm gewihlt wird, so
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verdoppeln sich in der graphischen Darstellung die Funktionswerte; fiir a = 3 cm ver-
dreifachen sie sich usw.
Im Kreis mit dem Radius r gilt die Gleichung

(37) sinx == (Abb. 1.5.).
Liegt ein Kreis mit dem Radius a vor, so gilt r = a, und es ergibt sich:
sin x :% oder v =asinx.

Trigt man im xy-Koordinatensystem zu den Abszissen x die projizierenden Lote im
Kreis mit dem Radius a innerhalb eines uv-Systems auf, so erhilt man das Bild der
Funktion

= asinx.

. Zeichnen Sie das Bild der Funktiony = a sin x fiir a = 3!

Um den Zusammenhang zwischen den Funktionen
y = asinxund y = sin x

zu ermitteln, sei in der ersten Funktion voriibergehend die unabhingige Variable X
und die abhingige Variable Y:

Y=fi(X) =a-sin X (a >1).

Fiir die graphische Darstellung dieser Funktion ist jeder Wert der Sinusfunktion

= sin x mit dem konstanten Faktor a zu multiplizieren. Geometrisch bedeutet

dies, daB die Ordinate jedes Punktes der Kurve der Ausgangsfunktion y = sin x

auf das a-fache oder im Verhiltnis a:1 = % vergroBert wird. In Abbildung 1.94. ist
dieses fiir a = 2 ausgefiihrt (das xy- und das X Y-System fallen zusammen).

Ist a positiv, aber kleiner als 1, also

0 < a < 1, so sind die Funktionswerte

Y-2-sinX Y = a sin X kleiner als die der Funk-

-Sinx tion y = sin x bei gleichem Argument.

Man erhilt die Kurve der Funktion

21, Y = asin X aus der Sinuskurve in diesem

XX Falle durch Stauchung. Dehnung und

Stauchung werden unter dem Begriff

der Streckung zusammengefaB3t. Fiira = 1

2 sind die Funktionen Y = a sin X und

Abb. 1.94. y = sin x und ihre Bilder identisch.

Untersuchen Sie, wie die Sinuskurve verindert wird, wenn a negativ ist! (Zum
Beispiel a = —1.)
Wir fassen zusammen:
Die Kurve der Funktion
y=fi(x) =asinx(a >0)
geht aus der Sinuskurve durch Streckung senkrecht zur x-Achse hervor.
Fiir a > 1 ist die Streckung eine Dehnung, fiir 0 < @ < 1 eine Stauchung.
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Bei a = 1 ist die Kurve mit der Sinuskurve identisch.
Fiir @ < 0 erhilt man die Kurve der Funktion y = a sin x durch Spiegelung der
Sinuskurve an der x-Achse und entsprechende Streckung senkrecht zur x-Achse.

Durch welche Mafnahmen kann man eine Kurve der Funktion y = a sin x in

eine Sinuskurve iiberfiihren ?

Die Funktion y = sinbx

Zeichnen Sie das Bild der Funktion y = sin bx fiir b = 2, indem Sie zundichst
die Winkel mit b multiplizieren und dann die jeweiligen Funktionswerte ermitteln!
Vergleichen Sie diese Kurve mit der Sinuskurve!

Y i
Die Abbildung 1.95. zeigt 1 (ySinx
die Kurven der Funktionen o

y = f(® = sin x im —
xy-Koordinatensystem  und 7|‘ x tig o
Y =f,(X) = sinb X mit b =; \Y-sm—g—X

im X Y-Koordinatensystem. AL 295

Beim Vergleich der Ordinaten von jeweils zwei sich entsprechenden Punkten der
beiden Kurven kann man feststellen:
Einem Ordinatenwert y; — f (x,) eines Punktes der Kurve der Funktion y = sin x
ist ein gleicher Ordinatenwert Y; = f, (X;) des Punktes der Kurve der Funktion
Y = f, (X) = sin bX an der Stelle

X3 =% *1
zugeordnet.
y=f2x) =0 und Y, =f,(37) =0
yo=f(@ =0 und Y,=f(37)=0
ys=f(Fa)=—1 wnd Y,=f(37)= -1

yo=f(3n) =41 uwnd Y,=f(3a)=+1
Die Kurve der Funktion Y = sin bX ist aus der Kurve der Funktion y = sin x durch

Streckung senkrecht zur y-Achse entstanden. Bei dieser Verinderung der Abstinde
der Kurvenpunkte von der y-Achse wird die Periode 27 der Ausgangsfunktion

y = sin fiir die Funktion Y = sin bX auf % - 27 vergrofert.

Fiir die Kurve in Abbildung 1.95. ergibt sich so eine Streckung von 27 auf
—:— +2x = 3. Fiir 0 < b < 1 entsteht eine Dehnung, fiir b > 1 eine Stauchung der
Kurve, fiir b = 1 wieder die Identitit.

. Wie wird die Sinuskurve verindert, wenn b negativ ist, zum Beispiel fiirb =—12
Wir fassen zusammen:
Die Kurve der Funktion

y = fp (x) =sinbx (b > 0),
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geht aus der Sinuskurve durch Streckung senkrecht zur y-Achse hervor. Dabei wird
die Periode 27 verindert, sie wird auf%- 27 gestreckt. Fir 0 < b < 1 ist die
Streckung eine Dehnung, fiir b > 1 eine Stauchung. Bei b = 1 ist die Kurve mit der
Sinuskurve identisch.

Ist b < 0, so erhalt man die Kurve der Funktion y = sin bx durch Spiegelung der
Sinuskurve an der x-Achse und entsprechende Streckung senkrecht zur y-Achse.

. Beschreiben Sie die Mafinahmen, durch die Sie umgekehrt die Kurve der Funktion
y = sin bx in die Sinuskurve iiberfiihren!

Die Funktion y = sin (x 4 ¢)

. Zeichnen Sie das Bild der Funktion y = sin (x + ¢) fiir ¢ = =, indem Sie zu-
nichst 7 zu den Winkeln addieren und dann die Jeweiligen Funktionswerte
ermitteln!

Vergleichen Sie diese Kurve mit der Sinuskurve!

In Abbildung 1.96.a ist die Funktion y = sinx in einem rechtwinkligen xy-Achsen-
kreuz, in Abbildung 1.96.b dagegen die Funktion Y =f3(X) = sin (X + %) in einem
rechtwinkligen X Y-Achsenkreuz graphisch dargestellt.

Die Kurve der Funktion

ﬁy y = sin x laBt sich durch
y-sinx  Parallelverschiebung in der
0 / x-Richtung um —% in die der
a 1\/ﬁ Funktion Y = sin (X +;)
iiberfithren. Umgekehrt geht

-1k 'Zz die Funktionskurve

Ysin(X+%)
7T\‘ ' Y =sin (X + )

L durch Parallelverschiebung in
x X der X-Richtung um +% in

=
=1

die der Funktion y = sinx
- v-sn(x-%) iiber (Abb. 1.96.c).

‘11’-"\\ Nach der Quadrantenrelation
Ng Josinx  gin (x + %) =cosx ist die
Kurve der Funktion

c) 7
x 2w x/
B \></ Y =sin(X 42
e x+3)

mit der Kurve der Funktion
y = cos x identisch.

Abb. 1.96.

Allgemein wird bei der Funktion Y — sin (X + ¢) die Sinuskurve parallel zur
x-Achse um — ¢ verschoben.
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Wir fassen zusammen:
Die Kurve der Funktion

y =f3(x) =sin (x +¢)
geht aus der Sinuskurve durch Verschiebung um den Betrag von ¢ parallel zur
x-Achse hervor. Ist ¢ > 0, so erfolgt die Verschiebung in der negativen Richtung der
x-Achse, fiir ¢ < 0 wird in der positiven x-Richtung verschoben. Fiir ¢ = 0 sind beide
Kurven identisch.

Die Funktion y = asin (bx+¢)

Fiihrt man an der Sinusfunktion alle drei Anderungen, die durch die Funktion f;,
fund f3 erklirt wurden, nacheinander durch, so erhilt man die Funktion
y=asin(bx+c),(a >0,b>0,¢c>0).
1) Die Sinuskurve werde senkrecht zur
x-Achse gestreckt im Verhiltnis a:1.
Die so entstehende Kurve hat noch die Pe-
riode 2 7.
2) Die Kurve werde dann senkrecht zur
y-Achse gestreckt, so daB die Periode

%- 27 betrage.
3) Die Kurve werde schlieBlich parallel zur
x-Achse um — verschoben.

Die Abbildung 1.97. zeigt den Verlauf der Kurve
einer Funktion y = asin (bx + ¢) fir ¢ = %,

b=2,c=%.

Abb. 1.97.

Untersuchen Sie, ob das Resultat von der Reihenfolge der durch die Funktionen f;,
f, und f, vorgeschriebenen Verdnderungen der Sinuskurve abhingt!

Anwendungin der Physik:
Die Gleichung

u =asin (bx +¢), (@ > 0,b >0,¢c > 0)
stellt eine harmonische Welle dar. Darin bedeu- Kb, 58
ten u die Elongati a die Schwingungswei
(Amplitude), 2 = 127 die Wellenlinge und
+ die Phasenverschiebung.

Beispiele:

1) EinPunkt P mége sich gleichférmig auf
einem Kreis mit dem Mittelpunkt M und
dem Radius a im positiven Drehsinn
bewegen (Abb. 1.98.). Zur Zeit t =0
habe der Punkt P die Lage P,. Der
Winkel P,MP werde im BogenmaB
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gemessen und mit x bezeichnet. Zur Zeit t = 0 ist auch x = 0. Der sich
mit konstanter Bahngeschwindigkeit auf dem Kreis bewegende Punkt P
werde durch Parallelprojektion in Richtung MP, auf die zu MP, senk-
rechte Gerade g abgebildet. Die Projektion P’ des Punktes P fiihrt auf der
Geraden g eine Schwingung um die Nullage P,’ zwischen den Endpunkten
+ a und — a aus.
Man kann die Elongation u sowohl als Funktion der Zeit t wie auch als
Funktion des Winkels x darstellen (Abb. 1.99.).

L u
aj
u=a-sinx
T/
i I ! I { !
Y X:i 42X X
.1 i {
-a Abb. 1.99.
L e

Abb. 1.100.

2) Der schwingende Punkt P’ befinde sich zur Zeit ¢t = 0 nicht in der Nullage
P,’, sondern er habe die Lage P, die durch den Winkel ¢ bestimmt ist
(Abb. 1.100.). Die Schwingung, die wieder die Amplitude a haben mége, ist
jetzt gegeben durch die Gleichung

v =asin (x + ¢).

"
al Abb. 1101,
/_ v-a sinfirb)
I i :
K -a-sinx

Kurve der Funktion a cos x iiberein. Har

Dabei wird ¢ als Anfangsphase
bezeichnet. Zwischen den
beiden durch die Glei-
chungen u = a sin x und
v = asin (x + c) dargestellten
harmonischen Schwingungen
bzw. Wellen besteht die Pha-
sendifferenz oder Phasenver-
schiebung ¢ (Abb. 1.101.).

Fir die Phasenverschiebung
¢ = % stimmt die Funktions-
kurve a - sin (x b %) mit der

he Schwingungen und

Wellen lassen sich daher auch durch die Kosinusfunktion darstellen.

£,

Die folgende Zusa

erlduterten Funktionen.

Die Kurve der Funktion
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y =asinx
y = sin bx

ng gibt einen Uberblick iiber die im Abschnitt 1.8.

entsteht aus der Kurve der Funktion y = sin x durch:

Streckung senkrecht zur x-Achse im Verhaltnis a: 1
Streckung senkrecht zur y-Achse im Verhaltnis

1
Lil=1:b



y =sin(x 4+ ¢) Verschiebung parallel zur x-Achse um — ¢
y =asin (bx + ¢) Streckung senkrecht zur x-Achse im Verhiltnis a: 1,
Streckung senkrecht zur y-Achse im Verhiltnis 1: b und

Parallelverschiebung zur x-Achse um —¢

Aufgaben

1. Zeichnen Sie die Kurven der folgenden Funktionen!
a) y=2sinx b)y=;sinx e)y=%sin( —%)
d) y=—2cosx e)y=% cos x l)y=—lcos(x—n)

Welche Kurven gehen durch Dehnung, welche durch Stauchung aus den Sinus- und Kosinus-
kurven hervor, welche guBerdem durch Verschiebung parallel zur x-Achse und Spiegelung
an dieser ?

. Strecken Sie die Kurven der Funktionen y = f (x) im Verhiltnis m:n senkrecht zur x-Achse!

2
Stellen Sie die gestreckten Kurven y = f; (x) graphisch dar!
a) y = cos x; m:n = 2:1 b) y =cos x; m:n = 5:2
c)y=sin(%n+x); m:n=2:3 d) y = cos (x—m); m:n = 3:4

Wie heiBen die analytischen Ausdriicke der Funktionen der gestreckten Kurven?
Durch welche MaBnahmen werden die gestreckten Kurven wieder in die Ausgangskurven

zuriickgefithrt ?
3. Zeichnen Sie die Kurven der folgenden Funktionen! .
a) y =sinx b) y =sin (x + 1) c)y=cos(x—%)
y=3sinx =%sin(x+1) y=%cos(x—%)
d) y =cos x
y= —% cosx
Stellen Sie die Kurven der unter einem Buchstaben angefiihrten Funktionen jeweils in ein
und demselben Koordinatensystem dar, und geben Sie an, wodurch die beiden Kurven in-
einander iibergefiihrt werden kénnen!
4. Stellen Sie die folgenden Funkti graphisch dar!
-)y=cos%x I:)y=sin%x c¢) y=cos2x
d)y=liny’3—x e) y=2sin2x

Welche MaBnahmen fiihren die Sinuskurve in die Kurven der Funktionen b und d und die
Kosinuskurve in die Kurven der Funktionen a und ¢ iiber ?

Geben Sie an, wie die in den Aufgaben a bis d angefiihrten Funktionen in die Funktion .
y = sin x bzw. y = cos x iibergefiihrt werden kénnen!

5. Strecken Sie die Kurven der folgenden Funktionen senkrecht zur y-Achse! Das Streckungs-
verhiltnis der Bildkurve zur Originalkurve betrage m:n.
a) y = cos x; m:n = 2:1 b) y =cos x; min = 1:2
¢) y =sinx; m:n=5:3 d) y =sin x; m:n = 4:5
e) y= cos(x—%n)' m:n=1:3
Welche Streck sind Del welche Stauch ?

Geben Sie die (kleinsten) Perioden der erzeugten Funktionen an! Zelchnen Sie die Original-
und die Bildkurven!
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6. Zeichnen Sie die Kurven der folgenden Funktionen!

a) y=sinx b) y =cos x c)_y=gin(x—%n)
o 1 3 o (11 7
y=sinyx y=cospx y=sm(Tx
d) y = cos (x + %n)
= cos(}/Z_x + %n)
Stellen Sie die Kurven der unter einem Buchstaben angefiihrten Funktionen jeweils in ein

und d Iben Koordi y dar, und geben Sie an, durch welche MaBnahmen die
beiden Kurven ineinander iibergefiihrt werden kénnen!

7. Zeigen Sie, daB sin (— x) = — sin x ist, indem Sie die Sinuskurve in die Kurve der auf der

linken bzw. rechten Seite der Gleichung stehenden Funktion iiberfiihren!

8. Zeichnen Sie die Kurven der folgenden Funktionen!

9.

a)y=sin(x+%) b)y=sin(x—%n)

¢) y =cos (x + m) d)y=cos(x—%7!)

Welche Verschiebungen fiihren die Sinuskurve y = sin x in die Kurven der Funktionen a
bzw. b iiber, welche die Kosinuskurve y = cos x in die der Funktionen ¢ bzw. d?

Stellen Sie die Kurven der Funktionen a und b mit Hilfe der Kosinusfunktion, die der Funk-
tionen ¢ und d mit Hilfe der Sinusfunktion analytisch dar!

Durch welche Verschiebung geht die Kurve der Funktion y = cos x in die der Funktion

y = cos (x —%) iiber? Stellen Sie beide Kurven in ein und demselben Koordinatensystem
dar! Durch welche Verschiebung wird die zweite Kurve in die erste iibergefiihrt ?

10. Welche Verschiebung fiihrt eine Kosinuskurve in eine Sinuskurve iiber ?

11. Verschieben Sie die Sinuskurve y = sinx um —%n parallel zur x-Achse!

Zeichnen Sie beide Kurven in ein und d Iben Koordi ystem! Wie heiflt der analy-
tische Ausdruck der Funktion der verschobenen Kurve ?

12. Zeichnen Sie die Kurven der Funktionen y = cos x und y = cos (x + —ﬂ) in ein und dem-

13.

14.
15.
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selben Koordinatensystem!
‘Welche MaBnahmen fiihren die beiden Kurven ineinander iiber ?

Verschieben Sie die Kurven der folgenden Funktionen um d parallel zur y-Achse'
Zeichnen Sie die Kurven jeweils in ein und d lben K

Geben Sie die analytischen Ausdriicke der Funktionen der Vcrschxebungskurven an!
a) y=cosx;d=1 b)y=sm(x——) d=y2

c) y:cos(x—}—;n); d=—%

Vergleichen Sie die Funktionen y = cos ; (*—7) und y = cos (% Z—ﬂ) miteinander!

Zeichnen Sie die Kurven der Funktion y = a sin (bx + c) fiir die nachstehenden Werte!

a) b) c) d)

a 2 =i x —3

b 2 -1 - 5
n 3

c —2r T —5 e




16. a) Die Kurve der Funktion y = sin x wird um%n parallel zur x-Achse verschoben. Die ent-
stehende Kurve wird weiter im Verhiltnis 4:3 senkrecht zur x-Achse gestreckt. SchlieBlich
wird die so erhaltene Kurve senkrecht zur y-Achse gestreckt, wobei das Streckungs-
verhiltnis 3:5 betragt.

Zeichnen Sie alle Kurven in ein und d lben Koordi ystem (mit verschied
Farben), und geben Sie die analytischen Ausdriicke ihrer Funktionen an!
b) Lisen Sie die Aufgabe a fiir die Kosinuskurve y = cos x!

17. Geben Sie die Amplitude und die Wellenlinge der folgenden h ischen Schwingungen an!
a) u = sin 27t b) u = sin 67t ¢) u=sin 3xt d) u=3sin 47t

18. Stellen Sie die folgenden har ischen Schwing graphisch dar, und geben Sie die
Phasi hiebung gegen die Schwingung sin nzt an!

. Ed . 1 2 . n

n)u=sm(2nt+z) l;)u=sm2n(t—ﬁ) c)u=Tsm(5nl+T)

19. Zeichnen Sie die durch die Funktionen
a) u=2sin x, b) u =sin 2%, c)u=2sin:,
d)u=%sinx, e)u=—;—sin3x

dargestellten harmonischen Wellen! Wie gro8 sind Amplitude und Wellenlinge ?

20. Welche Wellenlinge 2 hat die Welle, die durch die Funktion
a) u = sin x, b) u = sin (x + b), ¢) u=asin x, d) u =sin cx
gegeben ist?

2

=

Zeichnen Sie die durch die folgenden Funktionen gegebenen harmonischen Wellen, und
geben Sie Amplitude, Wellenlinge und Phasenverschiebung gegeniiber der harmonischen
Welle an, die durch y = cos nx dargestellt ist!

3

-)u=%cosx h)u=cos%x c)u=2co!%x d)u=2cos(3x——:;n)

29. Geben Sie fiir die in den Abbildungen 1.102. a und b dargestellten harmonischen Wellen die
analytischen Ausdriicke an!
Anleitung: B Sie bei der Abbild 1.102. a die Sinusfunktion! Verwenden Sie fiir
die D: 11 in der Abbild 1.102. b sowohl die Sinusfunktion als auch die Kosinus-
funktion!

Abb. 1.102.b

NS
N o

—
e
~~
o
N
x

4]

Abb, 1.102.a
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23. Geben Sie die analytischen Ausdriicke der harmonischen Wellen mit der Amplitude a, der
Wellenlinge 4 und der Phasenverschiebung d gegen die harmonische Welle sin nx an!

a)a=2 b)a=1 )a=~+ a=1
A=2n A=3n A=mn A=—n

n n

d=10 d=—3 d=0 =%
e) a= f) a=35 g) a=0,7 h) a=25
A=257 =3 A=2a 1=%a
d=—%n d==n d=3n d=%

1.9. Superposition von Sinuskurven

Zwei oder mehr Winkelfunktionen kénnen durch Uberl gerung (Superposition) eine
resultierende Winkelfunktion bilden.

. Beispiel 1:

Im rechtwinkligen Koordinatensystem in Abbildung 1.103. wurden die Bilder
der Funktionen mit den analytischen Ausdriicken

(38) u=sinx und (39) v =2sinx

graphisch dargestellt. Beide Sinuskurven stimmen in ihrer Periode 2 7 iiberein,
ihre Amplituden sind jedoch verschieden: a; = 1 und a, = 2.

Abb. 1.103. Durch Superposition wird eine
uyy Funktion
40) y=u-+4v
gebildet.
| Das Bild dieser Funktion kann
= geometrisch gewonnen werden,
/ v=2sinx indem man jeweils die beiden

Strecken vén der x-Achse bis

N zuden Bildpunkten beiderAus-
u=sin x gangsfunktionen addiert. Fiir

7 * die Abszissenwerte % und %n

werden also die Amplituden
-1 N -1 addiert:

a3 = a; + a,; a3 = 3.

-2 Der analytische Ausdruck der
/ resultierenden Funktion kann
ermittelt werden, indem man

-3 (38) und (39) in (40) einsetat:
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y=u+v

y =sinx + 2 sin x = 3 sin x.
Die resultierende Kurve ist wiederum periodisch und harmonisch. Sie hat die gleiche
Periode wie die Kurven (38) und (39), ndmlich 2 7.

‘ Welche Amplitude hat die resultierende Kurve, wenn sich zwei Sinuskurven
u = v = sin x iiberlagern ? Wie lautet der analytische Ausdruck der resultierenden
Kurve ?

Im folgenden Beispiel haben die Ausgangskurven eine Phasendifferenz.

Beispiel 2:
Es ist die resultierende Kurve zu zeichnen, die sich aus der Superposition von
u=sinx und v=sin(x—=x)

ergibt.
Die beiden Sinuskurven haben
die gleiche Periode 2z und die uvy
gleiche Amplitude 1. Sie haben 4
eine Phasendifferenz von — 7; \ L N |
die Kurve der Funktion v ist 7 Dy rurv
gegen die Kurve der Funktion \w Bt At )t g e g A
u um + 7 verschoben. AN
Dieresultierende Kurveisteine ’ N P 1 N
Gerade, die mit der x-Achse )
zusammenfillt (Abb. 1.104.). Abb. L1604,

u=sinx v=sinlx-x)

Beispiel 3:

Die Abbildung 1.105. stellt die Bilder der Funktionen
(41) uw=sinx und (42) v =sin(x +27)
sowie die Uberlagerungskurve

43) y=u+v

dar.

uvy

N

- NLy=sinx; vegin(e+21)

-ZJ Abb, 1.105.
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Die Funktionen u und v haben die gleiche Periode 2 # und die gleiche Amplitude 1.
Sie haben eine Phasendifferenz von 2 z; die Kurve der Funktion v ist gegen die Kurve
der Funktion u um — 2 % verschoben.

Die Uberlagerungskurve ist wiederum periodisch und harmonisch. Sie hat die gleiche
Periode wie die Kurven u und v, ndmlich 2 #. Thre Amplitude betrigt 2. Sie hat die
Phasendifferenz 0 gegen u und + 2 z gegen v. Man erhilt den analytlschen Ausdruck,
indem man (41) und (42) in (43) einsetzt und die Beziehung sin (x 4 2 k ) = sin x
fiir kK = 1 anwendet:

y =sinx -+ sin (x + 2 ) = 2 sin x.

Aufgaben

1. Zeichnen Sie die Bilder der Funktionen u = % sin x und v = 2 sin (x T+ %) sowie die Kurve,
die sich durch Uberlagerung ergibt!
Entnehmen Sie aus der Zeichnung die Amplitude der Uberlagerungskurve und die Phasen-
verschiebung gegeniiber dem Bild der Funktion u!

2. Zeichnen Sie die Bilder der Funktionen u = sin x und v = sin % sowie die Kurve, die sich
durch Uberlagerung ergibt!
Welche Eigenschaften hat die Uberlagerungskurve ?

3. Zeichnen Sie die Bilder der Funktionen
a) u=ui.nxnndv=uin(2x+%),

b) u = sin x und v = sin (%—%),
c) u=ni.nxundu=sin(]/2—x—7r)!
Welche Eigenschaften haben die Uberlagerungskurven ?

4. Welche Amplitude und welche Phasenverschiebung gegen u hat die resuluerende harmo-
nische Schwmgung y = u + v, wenn die Phasendifferenz der h hen Sch
u = asinzt und v = asin (¢ + b) Null betriigt ? Was ergibt sich, wenn die Phasendxﬂ'erenz
gleich 7 ist?

5. Stellen Sie die folgenden har ischen Schwi u und v graphisch dar, und konstruieren
Sie d.le Uberlngerungukurve y = u + v! Entneh Sie aus der graphischen Darstellung der
hen Schwingung die Amplitude @ und die Phasenverschiebung d

gegen u!
a) u=sin2xt; v:3uin(2nl+§)

b) u=28sin 42t; v=33sin (47:!—%”)

6. Zeichnen Sie die resultierende Welle der folgenden harmonischen Wellen, und entnehmen

Sie Amplitude und Phasenverschiebung gegen u aus der graphischen Darstellung!
a) u=sinx b)u:%sinx ¢) u=2sinx

v=ain(x+%) v=sin(x—% ) v=%sin(x+%n)
d)u=-:—sin(x—%) e)u=sin(2x—%n)

u=si.n(x+v;—') v=uin(2x+%)
l)u=%linx ;)u—sm(x—Tn)

. 5
=lm(x+—‘-n) = sin x+%n)
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7. Stellen Sie die harmonischen Wellen mit der Wellenlinge 27, der Amplitude a und der
Phasenverschiebung b mit Hilfe der Sinusfunktion dar!

Bestimmen Sie Amplitude und Ph hiebung der resulti den h isck Walim
durch Zeichnung!
a) a;=2;b=0 b) a,=1;b,=0
1
a,=1;b,=% aG=7ib=—73
c) a,=2;bl=; d) a, =25; b, =127
a=3; b=+ a,=0,75; by =0

1.10. Goniometrische Gleichungen

Bestimmungsgleichungen, die die Unbekannte x im Argument von Winkelfunktionen

enthalten, z. B.
sin? x — 0,25 =0,

heiBlen goni ische Gleichungen!

Goniometrische Gleichungen werden graphisch oder rechnerisch geldst.

Graphische Losung einfacher goniometrischer Gleichungen

. Beiapiel 15 sin x + sin (x + $7) — 1,5 = 0
Zur graphischen Losung dieser Bestimmungsgleichung wird das Bild der Funktion
y =sinx +sin(x +%n)—l,5

in ein xy-Koordinatensystem gezeichnet. Hierbei wendet man die Superposition von
Sinuskurven an. Die Nullstellen der Funktion, d. h. die Abszissen der Schnittpunkte
der Kurve mit der x-Achse, ergeben die Losungen.
Zur Konstruktion der Kurve iiberlagert man einander die Bilder der beiden Funk-
tionen

uw=sinx und v=sin(x +%7¢)

und verschiebt die resultierende Funktion

y=u+v
parallel zur y-Achse um — 1,5.
Die Losungen kann man dann an den Schnittstellen mit der x-Achse (d. h. mit der
Geraden y = 0) unmittelbar ablesen.
Zeichnerisch einfacher ist es, wenn man nicht die resultierende Kurve um — 1,5,
sondern das Achsenkreuz um -+ 1,5 verschiebt. Hierzu wird eine Parallele zur
x-Achse, die Gerade y = -+ 1,5, eingezeichnet (Abb. 1.106.).

1 Goniometrie: Lehre von den Eij und Z der Wi f
Jwvia (griech.), Winkel; petpov (griech.), MaB.
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/;-s,-n(xl, e
7 /u =sinx

/' 2 x

— Abb. 1.106.

Fiihren Sie

a) die Parallelverschiebung der Kurve y = f, (z) bei feststehendem Achsenkreuz,
b) die Parallelverschiebung des Achsenkreuzes bei feststehender Kurve durch!
Warum sind beide Verfahren gleichwertig ?

Aus der Abbildung 1.106. gehen als Losungen im Bereich 0 < x < 2 x hervor:

Proben : =% =3

Linke Seite sin % + sin = 715 sin% + sin %n— 1is:
—05+1—15—0 =1405—-15=0

Rechte Seite 0 0

Vergleich 0=0. 0=0

Rechnerische Losung goniometrischer Gleichungen

Bei der rechnerischen Losung einfacher goniometrischer Gleichungen fiihren wir diese
auf Bestlmmungsglelchungen ersten und zweiten Grades zuriick. Dabei ist es oft
notwendig, eine gegeb ichung mit Hilfe goni ischer Formeln umzuformen.

Die wichtigsten goniometrischen Formeln wurden bereits eingefiihrt: Es sind die
Gleichungen

(5), (6), (7), (8) — Beziehungen zwischen den verschiedenen Funktionen bei gleichem
Winkel,

(10), (11), (12) — Beziehungen zwischen Funktionswerten von Winkeln aus ver-
sch.ledenen Qundrnnten,

9 — 1 thesteh

3

(31) — Bezlehungen zwnschen den Winkelfunktionen positiver und negativer
Winkel,
(32) — Formeln, welche die Periodizitit angeben.

' Stellen Sie alle bereits behandelten goniometrischen Formeln zusammen !
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. Beispiel 2:
sin2x— 0,25 = 0
Wir setzen sinx =z und erhalten die rein-quadratische Gleichung z* = %
mit den Losungen
A =% und z, =—]?.
h

Daraus ergeben sich die Losungen der geg ischen Gleichung

im Bereich 0° < x° <{ 360° zu

&

sinx;, =3 % = 30° xg = 150°

sin x5 4 = —% x5 = 210° %; =330°%

Proben: Es ist sin 30° = sin 150° = %; sin? 30° = sin2 150° = %;
sin 210° = sin 330° = — %; sin? 210° = sin? 330° = %

. Beispiel 3:

cot? x — 6,671 cot x 4 5,671 =0
Wir setzen cot x = z und erhalten die quadratische Gleichung
22 —6,671z 4 5,671 =0
mit den Lésungen
%, = 5,671 und z, = 1.
Daraus ergeben sich als Losungen der Ausgangsgleichung im Bereich
0° < x° < 360°
cot x; o = 5,671 x, = 10° x, = 190°
cotxg =1 x5 = 45° %, = 225°

Proben: cot 10° = cot 190° = 5,671
5,6712— 6,671 - 5,671 + 5,671 = 0
5,671 — 6,671 +1 =0
cot45° = cot225° =1
1—-6,671 4+ 5,671 =0

. Beispiel 4:
2 sin?x }/2_cosx =2

Mit Hilfe der Formel sin% x = 1 — cos? x ersetzen wir die Sinusfunktion durch
die Kosinusfunktion und erhalten dadurch eine Gleichung, in der nur die Ko-
sinusfunktion vorkommt:

2—2cos?x + J2 cosx = 2.
Wir setzen cos x* = z und finder
25t =3 ]/ 2
Diese Bestimmungsgleichung zweiten Grades hat die Losungen

z =0 und zg=%}/2—.
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Demnach ist

cos x;, =0 %y =907 x5 = 270°
€08 %34 = % 153 x5 = 45° x; = 315°
Proben: 2 sin®90° + 2 cos 90° 2 5in2 270° + J/2 cos 270°
= 24+ 0=2 = 2 4+ 0=2
2 sin? 45° 4 2 cos 45° 2 sin? 315° + 2 cos 315°
= 1+ 1=2 = 14+ 1=2

. Beispiel 5:

3sinx =4 cosx

Wir dividieren die Gleichung durch cosx, wobei x == (2k + 1) ; mit k natiir-

lich gilt, und erhalten

sin
3anx g,

Unter Benutzung der Beziehung

sin x
cos x

tan x = % =:1,333.

Daraus ergeben sich die Losungen

= tan x finden wir

x, = 53,12° xy = 233,12°.
Proben: 3 sin 53,12° = 4 cos 53,12° 3 sin 233,12° = 4 cos 233,12°
3-080 =4-0,60 —3:080 =—4-0,60
2,40 = 2,40 —2,40 =—2,40

. Beispiel 6:

asinx +bcosx +¢c=0

Wir setzen cos x = }J'1 — sin2 x und erhalten
b}J1—sin?x ——asinx—c.
Durch Quadrieren und Umordnen erhalten wir
(a® + b?) sin?x + 2 ac sin x + (¢2—b?%) = 0.
Wir setzen sin x = 3. Die quadratische Gleichung
(a% + b%)3? + 2 acz + (c2—b%) =0
hat die Losungen
B e
B2 =T weye
Daraus finden wir

b Valfbi—ci—ac

ai 1 b%

—ba £ I—cd fac

sin x; = sin x, = o

AuBerdem berechnen wir cos x; und cos x, und finden

aYalfbi—ctbe a }/al £ bi—ci—be

@l b? €o5%y = P

cos x; =

Da sin x und cos x Zahlen zwischen — 1 und + 1 sein miissen, ist die Gleichung nicht
fiir alle Werte a, b und ¢ 1gsbar. Bei einer Diskussion der Gleichung kommt es darauf

94



an, festzustellen, fiir welche Werte a, b und c sie iiberhaupt lssbar ist und wie viele
Lgsungen sie hat. Aus den angefithrten Losungsmethoden ergeben sich Beziehungen
zwischen den Konstanten als Bedingungen fiir die Losbarkeit der Gleichung.

. Beispiel 7:

6cosx +4sinx =3

Wir setzen cos x = m

und erhalten
6T —sin®x = 3—4 sin .

Nach Quadrieren und Umordnen ergibt sich
52 sin% x — 24 sin x — 27 = 0.

Wir setzen sin x = 7. Die quadratische Gleichung
523 —243—-27 =0

hat die Losungen?®

61+ V/387
T = —p—-
Es ist sin x, = 0,9873, sin x, = — 0,5258,
cos x, =— 0,1582, cos x, = 0,8505.
Daraus ergeben sich als Losungen der Ausgangsgleichung
% =99,1° x, = 328,28°.
Proben: 6 cos 99,1° 4 4 sin 99,1°
=—6-0,1582 + 4-0,9873
= —0,9492 + 3,9492 =3
6 cos 328,28° -} 4 sin 328,28°
= 6-0,8505 — 4-0,5258
= 5,103 — 2,103 =3

. Beispiel 8:

sinx - sin(% - x)—% =0
Wir setzen sin (% - x) =cosx und cosx = m.
Die Gleichung
sin x }/m = %
wird quadriert:
sin?x (1 —sin?x) = % 3
Setzen wir sin? x = 22 = w, so ist zunichst die Gleichung
4w —4w +1=0
zu losen. Sie hat die zweifache Wurzel w = % &
Also ist

z; = sinx,; =%}/2_ und z, =sinx,=—%]/2.
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Daraus ergibt sich
) _ 3n Sa (. _ 1
n=% (xl = ); Xy = (x, =T)'
Durch Einsetzen in die Ausgangsgleichung stellt man fest, daB diese durch die
eingeklammerten Werte nicht erfiillt wird.

Proben: sm— sln—- = % sin T sin « (—’T" = ;—
1 1 1 1
2312 =3 -512-(-312) =%
Aufgaben
In den folgenden Aufgaben sind alle Lésungen zu beriicksichtigen, die zwischen 0° und 360°
(0 und 27) liegen, und nur diese.
1. Lésen Sie zeichnerisch die folgenden Gleich !
a) cos x—2 sin x =0 b) 6 cosx +4sinx=3
€) 4sinx—cosx=06 d) cos x 4 sin x' =2
2. Losen Sie die folgenden Gleick ichnerisch und rechnerisch!
a) 3sinx—4cosx=0 b) sinx =—2cos x '
3. Welche Winkel geniigen den folgenden Gleichungen ?
a) sin?x = 0,81 b) cos?x = -;— c) tan?x =3 d) cot?x = 1,5
4. Losen Sie die folgenden Gleichungen!
a) sin? x = % b) cos? x = % c) tan?x =2 d) cot*x =2,5
5. Losen Sie die folgend dratischen Gleichungen!
a) sin? x—1, 1428 sin x + 0,3214 =0 b) cos? x — 1,4848 cos x + 0,4924 = 0

-

10.

11.
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¢) tan? x —1,2679 tan x + 0,2679 = 0

. In den folgenden Gleichungen sind alle Funktionen durch eine einzige auszudriicken; dann

ist die Gleichung nach dieser Funktion aufzulésen und der Winkel zu bestimmen.

a) 2sin?x + 4cos®x=3 b) 3 cos? x + sin®x = 2,5
c) 4cos?x — 2sinx =2 d) psin?x 4 gcos?x =0
e) psin?x+ gcos?x=r f) psin’x 4 gcosx =0
g) pcos?x - gsinx=r h) tan?x + 4sin?x=3
Losen Sie die folgenden Gleichungen!

a) sinx + 2cosx =0 b) 5sinx==3 tan x c) 4sinx+3tanx =0

Lésen Sie die Gleichung a sin x + b cos x + ¢ = 0 dadurch, daB Sie eine Winkelfunktion
beseitigen und damit die Aufgabe auf eine quadratische Gleichung zuriickfiihren!

. Lésen Sie die folgenden Gleichungen!

a)4linx+7coux—6296 b)55inx—2cosx=0,488
c) —smx+—cosx—0625 d) —cosx——Tgmz—0258
e) (1+}/_)cosx+(l—}/3)sinx=2

Lésen Sie die folgenden Gleichungen!

a) sin x + 1,75 cos x— 1,574 = 0 b) 5 sin x + 4 cos x = 6,25
¢) sin x— 0,75 cos x— 0,49 = 0 d) 3sinx =1+ 4cosx
Losen Sie die folgenden Gleichungen!

a) sm—:=-05678 b) 6sin?x—5cosx—2 =10

c) 6um‘x—-3smzcoux+cos’x=2



1.11. Aufgaben zur Ubung
und Wiederholung
Aufgaben aus der Technik
1. Die Neigung von Nasenkeilen, die zur Befestigung von Ridern auf Wellen dienen, betrigt

1:100 (Abb. 1.107.).

a) Berechnen Sie den Neigungswinkel!
b) Warum ist es in diesem Falle belanglos, ob man die Neigung als das Verhiltnis von d zur
waagerechten Entfernung e oder zur schrigen Strecke s definiert ?

da = Neigung 1100
oL

“,Pm&s |
f t @ |

Abb. 1.107. Abb. 1.108.

3

2. Bestimmen Sie die gestreckte Linge eines laufenden Meters Wellblech nach Abbildung 1.108.!

a) r=32cm; a=10,0cm b) r=72cm; a=20,0cm
Schiilerauftrag
Orientieren Sie sich in der beruflichen Grundausbildung iiber die Gewindearten und deren
Kennzeichnung!
3. Wie groB ist in dem in Abbild 1.109. dargestellten Gewindeprofil eines metrischen Gewin-

des der Flankenwinkel o, wenn ¢t = 0,8660 h ist?

4. Eine Schraube ist selbsthemmend, wenn die parallel zur schiefen Ebene wirkende Reibungs-
kraft R gleich oder groBer als der Hangabtrieb H ist (Abb. 1.110.).

Abb. 1.110

Abb. 1.109.

‘Wie hoch darf die Ganghéhe h einer Stahlschraube von
d = 52mm Durchmesser im Hochstfall sein, damit die
Schraube selbsthemmend ist? Der Reibungswinkel

von Stahl auf Stahl (bei Olfettung) ist ¢ = 8,50°. R ABbTE:
5. Die Achsen zweier Kegelrider stehen aufeinand Sy =¥ \:

senkrecht (Abb. 1.111.). Ihre groBen Durchmesser 77 || 7%

sind D; =150 mm (900 mm) und D, = 120 mm g}@'

(480 mm). Die Liinge der ineinandergreifenden Zihne |

ist s = 30 mm (150 mm). , J
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a) Welche Neigungsyinkel & und f bilden die Mantellinien der beiden Kegelstiimpfe mit
ihren Grundflichen ?

b) Wie groB sind die kleinen Durchmesser d, und d, der beiden Kegelrider ?

¢) Wie hoch sind die beiden Kegelrader ?

d) Stellen Sie die Kegelrdder in einer maBstiblichen Zeichnung dar, und lésen Sie die Auf-
gabe geometrisch!

Ein gleichseitiges Dreieck 4 BC mit der Seite @ wird an seinen Ecken mit dem Radius r — %

abgerundet (Abb. 1.112.). Wie groB ist der Inhalt der Abfallfliche
a) ausgedriickt mit Hilfe von a, b) in Prozenten?

¢

Abb. 1.112. Abb. 1.113.

Berechnen Sie fiir den in Abbildung 1.113. dargestellten offenen Riementrieb

a) die Umschlingungswinkel o und g,
b) die erforderliche Riemenlinge I (1029, des errechneten Ergebnisses)!

Berechnen Sie fiir den in Abbil-

dung 1.114. dargestellten gekreuzten _

Riementrieb |

a) die Umschlingungswinkel o und g, [N \

b) die erforderliche Riemenlinge [
(1029, des errechneten Ergebnis- /’
ses)!

180
I

Ein zylindrischer liegender Dampf- '

kessel ist 1800 mm lang und besitzt  Abb. 1.114. 2800

einen lichten Durchmesser

D = 1500 mm. Der Kessel ist als Einfl ohrkessel mit k isch eingeb glattem

Flammrohr von 700 mm Durchmesser ausgefiihrt. Die Wasserstandslinie des Kessels liegt

bei 1000 mm. .

a) Zeichnen Sie einen Querschnitt des Kessels, und tragen Sie die Wasserstandslinie ein!

b) Driicken Sie fiir den gezeichneten Querschnitt die Sehnenlinge, die Bogenlinge und die
Fliche des Kreissegments als Funktionen des Zentriwinkels aus, welcher einer Wasser-
standshohe h in diesem Querschnitt zugeordnet ist! Stellen Sie die Funktionen auch
graphisch dar!

¢) Driicken Sie die Verdampfungsfliche des Kessels in Quadratmetern als Funktion des
Zentriwinkels aus, und stellen Sie die Funktion graphisch dar!

d) Berechnen Sie fiir die angegebenen Zahlenwerte die Verdampfungsfliche in Quadrat-
metern und den Wasserinhalt des Dampfkessels in Kubikmetern!

e) Berechnen Sie fiir die Wasserstandshéhen 1000 mm; 1200 mm; 1300 mm; 1400 mm die

horigen Verdampf flichen in Quadratmetern und die Wasserinhalte in Kubik-

metern, und stellen Sie diese Funktionen der Wasserstandshohe graphisch dar!




10. Der StoBelantrieb der Kurzhobel hine (Shapi hine) erfolgt mittels Kurbelschwinge
(Abb. 1.115. a und b). Dadurch wird ein schnellerer Riicklauf erreicht. Auerdem kann durch
Verstellen des Kurbelradius r der Hub H des StoBels verindert werden.

Berech Sie aus Abbild 1.115. die Hublidnge und die Winkel « und f fiir r = 90;
120; 180 mm!

Abb. 1.115.a Abb. 1.115.b

t=—grofter Hub —=}
| Stifel :

rKurbelschwinge

| Kurbelzapfen mit
Kulissenstein

~Kurbelscheibe
~Antriebsrad
Gestsll

b) Wieviel Zeit wird jeweils fiir einen Vorlauf und fiir einen Riicklauf bengtigt, wenn die
Kurbel 45 Umdrehungen je Minute macht ?

11. Stellen Sie den Flicheninhalt 4 des in Abbild 1.116. dargestellten Q: hni durch
ein Zementrohr als Funktion von r dar: 4 = ¢ (r)!

12. Ein Rohr von kreisférmigem
Querschnitt 4, und dem Durch-
messer d; wird durch ein kegel-
formiges Stiick mit einem zwei-
ten Rohr vom Querschnitt
Ay =3 A, (Abb. 1.117.) ver-
bunden. Berechnen Sie die
Mantellinien s des Verbin-
dungsstiickes!

Abb. 1.116. Abb. L.117.
13. Die Schubstange eines Kurbel- !

getriebes ist 750 mm lang, der

Kurbelradius ist r = 200 mm

(Abb. 1.118.).

a) WiegroBistdie Ablenkung f - s
der Schubstange, wenn die X B | y =
Kurbel sichum denWinkela — A
dreht? Zylinder

5
b) Berechnen Sie die zu den Dampfaustritt
Winkeln « = 0°; 15°; 30°; B

..3360° gehorigen Winkel A
B,und stellen Sie f als Funk- N %kp z

tion von o graphisch dar! Abb. 1.118. 0

vom Kessel Schubstange X
)| Kolben Kurbel
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¢) Fiir welche Drehwinkel « erreicht die Ablenkung P der Schubstange ihre gréBten Werte ?

d) Welche Verschiebung des K kopfes entspricht den Kurbelstellungen
a = 0% 15°; 30°; ...; 360°?

e) Stellen Sie die Verschiebung des Kreuzkopfes als Funktion des Winkels « der Kurbel-
drehung analytisch und graphisch dar!

f) Zerlegen Sie die von der Kolb ge auf den K kopf iibertragene Kraft F — 8000 kp
in ihre Komponenten S und V! Dabei wirkt S in Richtung der Schubstange, N senkrecht
zur Gleitbahn des Kreuzkopfes bei den einzel Kurbelstell

g) Zerlegen Sie die auf den Kurbelzapfen Z wirkende Schubstangenkraft S in zwei aufeinander
senkrecht stehende Komponenten B und D! Dabei stellt D den Druck auf die Kurbelwelle
dar, B ist die tangential zur Kreisbahn des Kurbelzapfens wirkend Bewegungskraft.

h) Berechnen Sie die GréBe der Komponentenkrifte S und B fiir die Kurbelstellungen
o = 0°; 15°; 30°; ...; 360°! °

i) Stellen Sie die GroBe der treibenden Kraft B als Funktion des Winkels « graphisch dar!

Schiilerauftrag

|

Stellen Sie fest, welche Ab
Gummistopfen haben!

gen die im

Laboratorium verwendeten

14. In Laboratorien werden Gummistopfen verwendet, die nach der Vorschrift »Kegel 1:5¢
gefertigt wurden.
a) Zeich Sie den Acl hnitt, wenn der Durchmesser der kleineren Grundfliche
d = 19 mm und die Hhe h = 25 mm betragen!
b) Berechnen Sie den Kegelwinkel!
Wie groB ist jeweils der obere Durchmesser D, wenn fiir den unteren Durchmesser dund fiir
die Hohe h die folgenden MafBe ermittelt wurden ?
¢) d=16mm; h = 25 mm d) d =25mm; h = 30 mm
15. Eine oben und unten offene Ubergabeschurre ist herzustellen. Die technische Zeichnung zeigt
Abbildung 1.119.

400

Abb. 1.119. : Abb. 1.120.

1500

600 750

Der Rutschwinkel y soll 50°, die (obere) Aufnahmefliche 0,4 m? und die (untere) Abgabe-
fliche 0,25 m?® betragen.
Berechnen Sie die fehlenden MaBe fiir b,, by, I;, I, und B!

16. Eine Rauchabzugshaube ist anzufertigen (Abb. 1.120.). Berechnen Sie die Neigungswinkel
der Seitenbleche gegen die Grundfliche!

Schiilerauftrag

‘ Orientieren Sie sich in der beruflichen Grundausbildung iiber das K geldrehen!

100



17.

18.

19.

21.

22.

Auf der Drehmaschine soll ein kegliger Zapfen gedreht werden.
a) Wie gro muf der Ei Ilwinkel am Werkzeugschlitten sein, wenn D = 80 mm (30 mm;
100 mm), d = 60 mm (20 mm; 60 mm) und I = 100 mm (120 mm; 90 mm) werden sollen ?

b) Wie gro muB man den kleinen Durchmesser d eines | = 45 mm langen kegligen Zapfens

1

wihlen, wenn D = 25 mm und die Neigung des Zapfens — = 11—0 betragen sollen ?

Bestimmen Sie den Supporteinstellwinkel « (in Grad und Minuten) fiir den in Abbildung 1.121.
dargestellten Kegel!

Der in Abbildung 1.122. dargestellte Kegel soll bearbeitet werden. Berechnen Sie a) den
Supporteinstellwinkel, b) den kleinen Durchmesser d!

120

Abb. 1.121.

EE_ ...... 8

Abb. 1.122,

095

e ]

. Kegel kinnen auf Drehmaschinen auch durch seitliches Verstellen des Reitstocks um ein

Stiick s hergestellt werden (Abb. 1.123.).
1

a) Wie groB wird der Kegel -, wenn die Reitstockspitze der Drek hine um s verschob
wird ?
b) Driicken Sie die Verschiebung s der Reitstockspitze als Funktion des Kegelwinkels « aus!

¢) Wie laBt sich die Verjiingung % des Kegelzapfens als Funktion des Kegelwinkels « dar-
stellen ?

d) Es soll ein Kegel mit den
Maflen D = 65 mm,

I =245 mm und + =g

Karnerspitze des Spindelstockes Abb. 1.123.

Karnerspitze des Reitstockes

gedreht werden.

Wie groB werden d und o ?
Um welches Stiick s mufl
der Reitstock seitlich ver-
stellt werden ?

Beim Drehen eines Kegels sind
die folgenden Werte gegeben!
D =70 mm; d = 40 mm;

| = 80 mm Abb. 1.124.
a) Wie groB ist der Kegel-
winkel ?

b) Um welchen Winkel ist der

Oberschlitten zuverstellen?
Das in Abbildung 1.124. dar-
gestellte Fiihrungsprisma ist zu 760
bearbeiten. Berechnen Sie




5 Abb. 1.125.

23.

2!

-,

Abb. 1.126,

26.

27.

Abb. 1.127.

Schiilerauftrag

a) den Einstellwinkel « fiir den drehb Support
zur Bearbeitung der seitlichen Schriigen,
b) die mit x bezeichnete Tiefe der Prismenfiihrung!

Berechnen Sie aus Abbildung 1.125. die fiir das
Anreiflen zweier Bohrungen eines Werkstiickes
notwendigen MaBe x, und x,!

Von einer Welle mit dem Durchmesser d = 100 mm

(Abb. 1.126.) wird das rot gerasterte Stiick ab-

gefrist, so da a) s; = 75 mm, b) s = 60 mm be-

tragt.

Wieviel Prozent betrigt der Materialabfall ?

¢) Wieviel Prozent betriigt der Materialabfall, wenn
der Durchmesser der Welle d = 160 mm und die
Bogenhéhe des abgefriisten Stiickes h = 20 mm
betragen ?

Welchen Durchmesser muf3 ein Rundstahl haben,
damit aus ihm ein Sechskant mit 80 cm? Quer-
schnitt gefrist werden kann ?

Bei einer Waagerecht-Bohr- und -Fri hine er-
folgt der Antrieb vom Motor aus iiber Keilriemen
auf das Hauptgetriebe (Abb. 1.127.). Der Durch-
messer der treibenden Scheibe sei d,,, der Durch-
messer der getriebenen Scheibe D,, und der Achsen-
abstand des Keilriementriebes A.

a) Stellen Sie die Formel fiir den Umschlingungs-

winkel auf!
b) Berechnen Sie den Umschlingungswinkel § fiir
die Durch eines Scheibenpaares 140 mm

bzw. 224 mm und den Achsenabstand 500 mm!

Die Ablesegenauigkeit der StrichmafBstibe wird

durch die Parallaxe beeinfluBt.

a) Stellen Sie die Formel fiir den Ablesefehler A1
bei schiefer Ablesung auf, wenn e die Dicke des
MaBstabes und « der Einblickwinkel ist!

b) Ein StahlmaBstab hat eine Dicke von 0,6 mm,
und der Beobachter blickt unter einem Winkel
von 40° auf den MaBstab. Welcher Ablesefehler
entsteht ?

Orientieren Sie sich in der beruflichen Grundausbildung, wie der Werkzeugmacher Winkel
bestimmt! Wie werden zum Beispiel Kegelwinkel gemessen ?

28. Winkel kénnen mit Hilfe von EndmaBen, MeBdornen und einem MeBlineal bestimmt werden
(Abb. 1.128.). Das entsprechend dem Winkelwert zu neigende Lineal ist so ausgefiihrt, daB es
den Abstand der beiden MeBdorne festlegt.

Gegeben sind:

Linge der groBeren EndmaBgruppe H,
Linge der kleineren EndmaBgruppe h,
Linge des MeBlineals I,.
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Abb, 1.128. MeBlineal

Abb. 1.129.

EndmaBe

a) Stellen Sie die Formel fiir die Bestimmung des
‘Winkels zwischen MeBlineal und Unterlage der
EndmaBgruppen auf!

b) Mit einem MeBlineal von der Lange I, = 200mm
soll ein Winkel o = 32° 12’ eingestellt werden.
Wie groB muB die Lénge der groferen EndmaB-
gruppen werden, wenn der kleinere Block 30 mm
sein soll? Warum heiBt das MeBlineal auch
Sinuslineal ?

29. Kegel konnen nicht mit einem MeBgerét direkt ge-
messen werden. Zur Losung dieser Aufgabe sind
Hilfsgerite bzw. eine Zusammenstellung von Mef8-
mitteln notwendig.

Ein AuBenkegel wird mit zwei Priifscheiben und

EndmaBsitzen sowie einer FeinmeBschraube gemes-

sen (Abb. 1.129.). Die Linge des EndmaBblockes

sei I, der obere Abstand A, der untere Abstand B.

a) Stellen Sie fiir die Winkelbestimmung die For-
mel auf!

b) Mit einem EndmaBblock von 2,120 mm wurde
mit MeBscheiben ein oberer Abstand von 86 mm
und ein unterer Abstand von 75 mm gemessen.

' Bestimmen Sie den sich hieraus ergebenden
Kegelwinkel!

30. Kegel konnen mit Hilfe des Sinuslineals gemessen
werden. Das Lineal wird so eingestellt, daB3 der
aufgelegte Kegel mit seiner oberen Mantellinie eine Parallele zur Fithrungsfliche, die den
Feinzeiger aufnimmt, bildet (Abb.1.130.). Das Lineal ist hier auf der einen Seite fest
gelagert.

Bestimmen Sie die Linge fiir die groBe EndmafBkombination, wenn das kleine Endmaf}

40 mm sein soll und die MeBbasis des Sinuslineals I, = 160 mm ist, fiir einen metrischen

Kegel mit einem Winkel von 2° 52'! §

31. Ein Innenkegel wird mit Hilfe von zwei Kugeln gemessen (Abb. 1.131.). Der Durchmesser der
groBen Kugel sei D, der Durchmesser der kleinen Kugel d. Bei diesem Verfahren wird der
MeBwert P gemessen (PriifmaB).

a) Stellen Sie die Formel fiir die Bestimmung des Kegelwinkels o auf!

b) Bestimmen Sie fiir den metrischen Kegel Nr. 80 (D = 76 mm, d = 72 mm) den zu erwar-
tenden MeBwert P!

Abb. 1.130.

Abb. 1.131.
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Schiilerauftrag

. Orientieren Sie sich in der beruflichen Grundausbildung iiber die Begriffe ,,Flankendurch-
messer* und ,,Flankenwinkel** an Gewinden! Wie miBt der Werkzeugmacher den Flanken-
durchmesser eines Gewindes ?

33.

34.

32. Der Flankendurchmesser eines Gewindes wird mit
Hilfe von drei MeBdrihten bestimmt (Dreidraht-
methode, Abb. 1.132.). Dem einen MeBdraht auf
der einen Gewindeseite sind auf der gegeniiber-
liegenden Seite zwei weitere MeBdrihte zugeordnet.
Mit einer FeinmeBschraube wird das Priifmal P;
ermittelt. Aus diesem MaB ergibt sich der Flanken-
durchmesser d,. Bei Beginn der Messung ist zu-
niichst der giinstigste MeBdrahtdurchmesser dp zu
bestimmen, bei dem der Draht die Gewindeflanken-
durchmesser beriihrt.

a) Die Steigung sei h, der Flankenwinkel «. Leiten
Abb, 1.132, Sie die Formel her, nach der der giinstigste
MeBdrahtdurchmesser bestimmt werden kann!

b) Leiten Sie die Formel fiir das PriifmaB P, her!

Anleitung: Das Priifmaf ist eine Funktion des Flankendurchmessers d,, des Flanken-
winkels o, der Steigung h und des giinstigsten Mef3drahtdurchmessers.

¢) Eine Spindel mit dem Gewinde M 10 soll gepriift werden. Zu berechnen sind der giinstigste
MeBdrahtdurchmesser und das Priifmal} b :

KenngroBien des Gewindes M 10:
Flankendurchmesser: d, = 9,026 mm; Steigung: h = 1,5 mm; Flankenwinkel: x — 60°,

Die MeB3g igkeit der MeBschieber ist von der Geradheit und Spielfreiheit von MaBstab und
Schieber abhingig. Durch den Kippwinkel o entsteht der Kippfehler A1 (Abb. 1.133.).

Abb. 1.133.

Q)

Abb. 1.134.

a) Leiten Sie die Formel fiir den Kippfehler her!

b) Der MeBschenkel eines Mefschiebers hat eine Linge e = 60 mm, der Kippwinkel betrigt
a = 3'. Welcher MeBfehler ist am Ende der MeBschenkel zu erwarten ?

Das in Abbildung 1.134. dargestellte Schnitteil ist aus 1,2 mm dickem Stahlblech aus-
zuschneiden.

Stellen Sie durch Vergleiche des Abfalls bei gerader und bei schriger Stellung des Schnitt-
teiles im Werkstoffstreifen fest, welche Anordnung wirtschaftlicher ist!

Zur Berechnung des Werkstoffbedarfs dienen folgende Begriffe und Formeln (Abb. 1.135.
und 1.136.): .

Breite des Schnitteiles: b7 (in mm), Lénge des Schnitteiles: I7 (in mm),
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Abb. 1.135. Abb. 1.136.

by

| f
Ll ;
SN ‘
gerade Anordnung im Streifen schrdge Anordnung im Streifen

Randbreite: br (in mm), Streifenbreite: B (in mm), Breite der Zwischenstege: bs; (in mm),
Vorschublinge: L (in mm),

Werkstoffbedarf je Schnitteil: Fip (in mm?),

Fliche des Schnitteiles Fr (in mm?),

Abfall je Schnitteil F4 (in mm?), Abfallanteil 4, (in %,).

R Bl B B By, At
w=:B:L; Fi=Fp=Fg dp=—p"
Anleitung: a) Gerade Anordnung im Werkstoffstreifen (Abb. 1.135.). Die Randbreite
ist bg = 1,2 mm, die Breite der Zwischenstege bs; = 1,2 mm. Die Streifenbreite ist

B = by + 2 bg. Die Vorschublinge ist L = I + bs;.

Die Fliche des Schnitteiles wurde zu Fr = 592 mm? ermittelt.

b) Schriige Anordnung im Werkstoffstreifen (Abb. 1.136.).

Fiir die Breite der Rand- und Zwischenstege ist ebenfalls 1,2 mm einzusetzen. Die Vorschub-
liange L ist die gleiche wie bei gerader Anordnung. Die Streifenbreite B setzt sich aus der
Hilfslinie x, den Radien der Kreisfliche rx und des Halbkreises rg sowie aus den beiden
Randsteg Zur Streifenbreite ist wegen eines anderen Schneidverfahrens hier
noch b, = 1,2 mm hinzuzufiigen.

Schiilerauftrag

Erkunden Sie in der beruflichen Grundausbildung, wie ein Werkstiick zur Bearbeitung auf
Maschinen aufgespannt wird und welche Krifte dabei auftreten!

35. Wihrend der Bearbeitung eines Werkstiickes wirken verschiedene Kriifte, zum Beispiel
Schnittkrifte, Biegekrifte, Druckkrifte und andere. Der Spannmechanismus der Vorrichtung
muB diese Krifte aufneh Als Sp 1 e werden zum Beispiel Spannkeile oder
Spannschrauben verwendet.

a) Der Keil wirkt nach dem physikalischen Prinzip der Kb T
schiefen Ebene (Abb. 1.137.). Die Keilhéhe sei h, die Keil- A EI

liange I. Stellen Sie die Formel zur Bestimmung des Stei-
gungswinkels o des Keiles auf!

Durch den Keil wird die Spannkraft F, aufgebracht (Abb.
1.138.). Die am Keil aufzubringende Anzugskraft sei F.
Stellen Sie die Formel fiir die Anzugskraft F auf! Wird
die Reibung beim Anziehen des Keiles mit beriicksichtigt,
so mufl man zum Neigungswinkel o den doppelten Rei-
bungswinkel 2 p addieren, da die Reibung an beiden Seiten W
des Keiles wirkt. Der Reibungswinkel wird aus der Be-
ziehung u = tan p berechnet, worin u die Reibungszahl ist.
Stellen Sie die Formel fiir die Anzugskraft F bei Beriick-
sichtigung der Reibung auf!

Abb. 1.138.

e




36.

2 7 %

Durch die Reibung wird ein Teil N Abb. 1.140.
der Kraft nicht genutzt. Der Wir- -y
kungsgrad ist der Quotient aus |
der Anzugskraft ohne Reibung und
der Anzugskraft mit Reibung.

Stellen Sie die Formel fiir den
‘Wirkungsgrad auf!
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/ Abb. 1.139.

b) Ineiner Vorrichtung wird ein Werkstiick durch zwei Spannkeile festgespannt (Abb. 1.139.).
Die Spannkraft jedes Keiles betrigt Fy = 1100 kp. Die Keilhohe ist h = 2 mm und die
Keillinge | = 30 mm. Die Reibungszahl ist 4 = 0,1. Die Kraft zum Anziehen des Keiles
und der Wirkungsgrad sind zu berechnen.

Bei sich senkrecht kreuzenden Wellen wird die Drehbewegung meist mittels Kegelridern
iibertragen.

Zum Frisen der Zahne miissen die Radkorper (Abb. 1.140. )vm’gedran werden.

Berechnen Sie die Mafle x, ... x; sowie die Winkel o, ... oty!

Aus der Nautik
37. Ein Schiff lauft folgenden Kurs:

39.

a) N45°0 Db) N45°W ¢) S60°0 d) S60°W ) N30°0 f) N30°W
Welchen Kurs hilt das Schiff ? Veranschaulichen Sie den Kurs geometrisch!

An der Kiiste eines Hafenortes ist eine horizontale Standlinie 4B = 830 m abgesteckt. Von

ihren Endpunkten aus wird ein voriiberfahrendes Schiff zum gleichen Zeitpunkt angepeilt.

Die Peilrichtungen bilden mit der Standlinie die Winkel « = 86,40° und f = 78,50°.

a) In welcher Entfernung von 4 und B und in welchem Abstand von der Standlinie befindet
sich das Schiff zum Zeitpunkt der Beobachtung ?

b) Lgsen Sie die Aufgabe auch geometrisch durch eine mafstibliche Zeichnung!

Von einem Schiff aus peilt man gleichzeitig den Leuchtturm L in Richtung S 55° O und den

Kirchturm K in Richtung S 28° W an. Die Entfernung KL betriigt nach der Seekarte 33,2 km

und hat die Richtung N 85° O.

a) In welcher Entfernung von K und L befindet sich das Schiff zum Zeitpunkt der Beobach-
tung (in sm)?

b) Welchen Kurs muB} das Schiff einhalten, wenn es im Abstand von 4 sm am Leuchtturm
vorbeifahren soll ?

¢) Lésen Sie die Aufgabe auch geometrisch durch eine maBstabliche Zeichnung!

Ein Schiff steuert einen Kurs N 45° W bei einer Geschwindigkeit von 9 sm - h~! (9 Knoten).

Vom Schiffsort 4 aus peilt man einen Leuchtturm unter N 23,4° 0. Nach 90 min peilt man
vom Schiffsort B aus denselben Leuchtturm in Richtung N 85,3° O.
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41,

42.

4.

a) Wie weit ist das Schiff am Ort B vom Leuchtturm entfernt ?

b) Welchen Abstand hat der Leuchtturm vom Schiffskurs ?

¢) Losen Sie die Aufgabe auch geometrisch durch eine maBstibliche Zeichnung!

Ein nach Ort 4 auf geradem Kurs mit 8,5 kn fahrendes Schiff peilt das Leuchtfeuer bei

Ort B unter 32° 50’ und das Leuchtfeuer bei Ort C unter 184° an. (Winkelangaben von N
iiber 0.) Aus'der Seekarte wird die Entfernung Schiffi—Ort B mit 1,85 sm festgestellt.

In welcher Richtung verliuft die Fahrrinne, wenn 12 min spiter Ort B unter 337° und Ort C

-unter 268° gesehen werden ?

Ein Feuerschiff liegt von einem 48 m hohen Leuchtturm in N 28° O 12 sm entfernt. Welchen
Kurs muB} ein Schiff, auf dem der Turm éstlich unter dem Héhenwinkel 1° 2,5 und die
Verbindungslinie des Turmes mit dem Feuerschiff unter dem Horizontalwinkel 71° 25,6'
gesehen wird, einhalten, um im kiirzesten Abstand von 2,5 sm nordwestlich an dem Feuer-
schiff vorbeizufahren ?

Auf einem Schiff wurde die Bake auf dem 60 m hohen Streckelberg bei Koserow (Usedom)
zuerst in S 12°15’ O unter dem Hohenwinkel «; = 44,6’ und dann in S 68° 20’ W unter dem
sl st ' I
oy = 12
a) Unter welchem Kurs war das Schiff gefahren ?
b) Wieviel S ilen betrug die zwischen den beiden Peilungen zuriickgelegte Strecke?
(Die Augenhéhe und die Krimmung der Erde bleiben unberiicksichtigt.)

Ein Schiff legt 54 sm beim Kurs S 35° 40’ W zuriick, wihrend ein Strom in der Zeit 7 sm nach
S 20° 15" O versetzt. Welches ist der wahre Kurs des Schiffes, und wie groB ist die Entfernung
iiber Grund (der wahre Weg des Schiffes) ?

Der Kurs eines Flugzeuges in der eigentlichen Flugrichtung wird als Steuerkurs %5, die

Geschwindigkeit in dieser Richtung als Eigengeschwindigkeit ¢ bezeicl

Der Wind wirkt unter einer bestimmten Windrichtung und mit einer bestimmten Wind-

stirke — der Wind, hwindigkeit w — beschleunigend oder verzogernd auf das Flugzeug ein

und treibt das Flugzeug aus der beabsichtigten Flugrichtung heraus. Dadurch fliegt das Flug-

zeug in einer anderen Richtung, dem Kurs iiber Grund oder dem Kartenkurs ;. Die Ge-

schwindigkeit in dieser Richtung heiBt Geschwindigkeit iiber Grund v.

Das Geschwindigkeitsdreieck 4 BC heiBt Winddreieck, der Winkel CA B Abtrift;in umgekehr-

ter Richtung Vorhaltewinkel (Abb. 1.141.).

Ein Lufttaxi der Interflug fliegt mit

einer Geschwindigkeit ¢ = 240km -h~-1 a £

a) von Karl-Marx-Stadt nach Berlin-
Schénefeld (175 km),

b) von Berlin-Schénefeld nach Barth
(225 km),

¢) von Erfurt nach Karl-Marx-Stadt A ¢ Flugrichtung
(135 km) und B Steuerkurs z; D i
d) von Berlin-Schénefeld nach Dres- =

den (165 km).
Es herrscht Siidwind mit Windstirke 7 (w &~ 47 km - h~1). '
Berechnen Sie in jedem Falle den Kartenkurs xj, die Geschwindigkeit iiber Grund v und die
Abtrift! Entnehmen Sie den Kartenkurs dem Atlas!

Eine Maschine vom Typ IL 14 der Interflug (c = 320 km - h~?) fliegt von Barth nach Berlin-
Schonefeld. Es herrscht Westwind, Stirke 8 (w &~ 54 km - h=%),
Berechnen Sie g, v und die Abtrift!
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47. Eine Maschine vom Typ IL 14 der Interflug (¢ = 320 km - h~1) fliegt von Dresden nach Erfurt
(190 km). Der Kartenkurs s betrigt 267° (Winkelangabe: N iiber 0). Es herrscht NW-Wind
mit einer Windgeschwindigkeit w = 50 km - h—%

Bestimmen Sie die Geschwindigkeit iiber Grund v, den Vorhaltewinkel und die Flugzeit!

Aus der Astronomie

48. Die Entfernung Sonne—Erde betriigt im Mittel 149 - 108 km; die Entfernung Erde—Mond
384 - 103 km. Der scheinbare Durchmesser der Sonne ist rund 32/, der des Mondes rund 31'.
Berechnen Sie den wahren Durchmesser von Sonne und Mond!

49. Unter der Horizontalparallaxe eines Gestirns versteht man den Sehwinkel, unter welchem der
Erdradius einem Beobachter vom Gestirn aus erscheinen wiirde. Berechnen Sie die Horizon-
talparallaxe des Mondes unter Benutzung der in Aufgabe 48 gegebenen Entfernung (Erd-
radius: 6370 km)!

Schiilerauftrige

1) Ermitteln Sie mit Hilfe eines MillimetermaBstabes den scheinbaren Durchmesser des
Mondes!
Berechnen Sie daraus den wahren Monddurchmesser, wenn die Entfernung Erde—Mond
384000 km betragt!

2) Ermitteln Sie mit Hilfe eines MillimetermafBstabes die Breite des beleuchteten Teiles
des Mondes (in Gradmal} angeben)!

3) Messen Sie mit Hilfe eines Millimetermaflstabes die gegenseitigen Abstinde der
Deichselsterne des Grolen Wagens (im, GradmaB angeben)!

Aus verschiedenen Gebieten
50. In einem schiefwinkligen Dreieck wird der Winkel o« nach dem Kosinussatz berechnet:
B4 t—at
2be
Angenommen, a sei die groBte Seite des zu berechnenden Dreiecks. In welchen Fillen ist o
ein spitzer, ein stumpfer oder ein rechter Winkel ?

51. Wie groB sind die.Winkel, die die Diagonale mit den Seiten a; bzw. b; in der A-Reihe der

Papierformate bildet ?

Der Proportionalititsfaktor ist a;: b; = J2.

a) Berechnen Sie den Radius des Breitenkreises, auf welchem Ihr Schulort liegt!

b) Welche (lineare) Bahngeschwindigkeit hat der Schulort infolge der Erdumdrehung ?

¢) Wie groB ist die Entfernung zwischen dem Schulort und einem auf demselben Breitenkreis
liegenden Ort, dessen Meridian sich von dem des Schulorts um 1° unterscheidet ?

d) Losen Sie die Aufgabe a auch geometrisch durch eine maBstibliche Zeichnung!
Die Erde ist naherungsweise als Kugel anzusehen; R = 6370 km.

coso =

52.

53. Gegeben ist eine quadratische Pyramide mit der Grundkante a und der Héhe h.
a) Leiten Sie Bezieh her zur Besti g der Winkel
(1) zwischen Seitenkante und Grundfliche,
(2) zwischen Seitenkante und Grundkante,
(3) zwischen Seitenfliche und Grundfliche,
(4) zwischen zwei Seitenflichen, die in einer Seitenkante aneinanderstoBen!

b) Diskutieren Sie, ausgehend vom Fallh = a, an Hand der von Ihnen aufgestellten Beziehun-
gen, wie sich die vier Winkel éndern, wenn die Héhe h groBer (kleiner) wird! Welche
Winkel ergeben sich aus den Beziehungen in den Grenzfillen, in denen die Pyramide in ein
Prisma bzw. ein Quadrat iibergeht ?
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¢) Bestimmen Sie die vier Winkel fiir a = 4 em, h = 5,6 cm
(1) darstellend-g risch, (2) tri risch!

54. Eine gerade regelmiBige dreiseitige Pyramide (a = 10 em; h = 15 cm) steht auf der Grund-
rilebene. Sie wird von einer Ebene geschnitten, die auf der Aufriebene senkrecht steht und
mit der GrundriBebene den Winkel ¢ bildet. Der Mittelpunkt der Grundfliche der Pyramide
hat von der Achse den Abstand 10 cm, von der Grundrispur der Ebene den Abstand 8 cm.
Eine Grundkante der Pyramide verliuft parallel zur GrundriBspur der Ebene und ist dieser
zugewandl Bestimmen Sie die Seiten, Winkel und Flicheninhalte der Schnittfiguren dar-

risch und trj risch fiir a) ¢ = 30°, b) £ = 45°!

55. In der standardisierten dimetrischen Projektion ergibt sich aus der Bedingung g, = g, = 2qals
Verkiirzungsverhiltnis ¢, = ¢, = % ]/f und gy = % V2. Fiir die Achsenwinkel schreibt das
Normblatt vor: o = f = 132°; y = 97°.

Leiten Sie mit Hilfe der Trigonometrie die Werte fiir g, = g, und g her, und errechnen Sie die
genauen Werte fiir « = f und fiir p!

Abb. 1.142,
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Anleitung: Das Spurdreieck ist gleichschenklig. Mit den umgelegten Seitenflichen der Drei-
beinpyramide ergibt sich Abbildung 1.142. Bezeich Sie ¢ CAOQ,, mit §, und driicken Sie
auch < ACO,, durch 8 aus! Driicken Sie alle im Spurdreieck vorkommenden Winkel durch y
aus! Stellen Sie mit Hilfe von Winkelfunktionen fiir q;, g, und g5 Beziehungen auf!

[
(Belspxel o= ‘—‘ = —:.L; :e—i’n— = w—'
Zusammen mit g; = g, und g, = 2q3 ergeben sich fiinf Gleichungen mit den fiinf Unbekannten
75 05 41> 42> Q-
Zur Losung bendtigen Sie einige goniometrische Formeln, die Sie aus dem Tafelwerk ent-
nehmen konnen.

Schiilerauftriige

Abb.
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1) Messen Sie in der berufhchen (‘ rundausbildung Durch und Mittelpunktsabstand
von eventuell vorhand heil und berechnen Sie die entsprechenden
Riemenléngen!

2) Berechnen Sie die Arbeitszeit an der Bohrmaschine, wenn die Nebenzeit 36 9% der Bohr-
zeit betrigt!

3) Messen: Sie an einem Werkstiick den Bohrdurchmesser und die Bohrtiefe! Entnehmen
Sie die Schnittgeschwindigkeit und den Vorschub der Maschinenkarte, und berech
Sie die Bohrzeit fiir einen Arbeitsgang!

4) Lesen Sie an einem Motor ab, wieviel PS er leistet!
Rechnen Sie die Leistung des Motors in kW um, und berechnen Sie bei Vollast die
Kosten je Schicht!

5) Ein zylindrisches Gegengewicht soll aus konstruktiven Griinden in seiner Hohe um die
Hilfte verkleinert werden.

Berechnen Sie den neuen Durchmesser, wenn das Volumen desselben konstant bleiben
soll!

6) Am Unterrichtstag in der sozialistischen Produktion nehmen Sie in der RTS-Werkstatt
mit Threm Betreuer am Traktor einen Motorenwechsel vor. Bei der Generaliiberholung
des Motors wurde das MafB} der Zylinderdurchmesser um 1 mm erweitert.

a) Berechnen Sie die VergroBerung des Hubraumes!
b) Stellen Sie die prozentuale Leistungssteigerung und den Kraftstoffverbrauch fest!

7) Berechnen Sie den Kolbenhub eines Ackerschleppers! Messen Sie die Drehzahl des
Motors je Minute mit einem T dhler, und entneh Sie den Wert fiir die mitt-
lere Kolb schwindigkeit dem Typenkatalog!

Uberprufen Sie, ob das Ergebnis Ihrer Rechnung mit den Angaben der technischen
Daten iibereinstimmt!

8) Am Unterrich in der sozialistischen Produktion
f V haben Sie die Drehzahl von einem Traktormotor zu
berechnen Den Kurbelradius und die mittlere Kol-
| [é keit entneh Sie den technisch
% r— Dalen des Typenkatalogs. Vergleichen Sie Ihre

R g mit den b Werten!

9) Am Unternchtstag in der sozialistischen Produktion
= | / tauschen Sie mit Ihrem Betreuer ein RotguBgleit-
lager aus. Das neue Lager besteht aus Kunstharz
(Abb. 1.143.).

a) Um wieviel Gramm verringert sich durch den
Austausch des RotguBgleitlagers gegen ein Lager
1 aus Kunstharz die Masse ?

1.143. 0 b) Berechnen Sie die prozentuale Masseeinsparung!




1.12. Zur Geschichte
der Trigonometrie

Im Laufe einer langen Zeit ist die Trigonometrie in miihevoller Gedankenarbeit aus
der gesellschaftlichen Praxis heraus entwickelt worden.

Vor 4000 Jahren stand die Geometrie im alten Agypten auf einer schon recht beacht-
lichen Hohe. Sie war aus der Notwendigkeit heraus entstanden, die durch jéhrliche
Niliiberschwemmungen unkenntlich gewordenen Feldergrenzen jedesmal neu zu ver-
messen. Die Knotenleine mit Abschnitten von drei, vier und fiinf Einheiten war ein
wichtiges Hilfsmittel fiir die Vermessungsarbeiten. Besonders eindruckvolle Zeugen

Abb. 1.144. Pyramide und Totentempel des MYKERIMOS (um 2600 v. u. Z.)

fiir den hohen Stand der Ingenieurkunst jener Zeit sind die Pyramiden, die Grab-
stitten der dgyptischen Kénige, deren Bau Hunderttausenden von Sklaven und mit
Gewalt zur Arbeit getrichenen Bauern das Leben kostete. Simtliche Pyramiden
weisen iibereinstimmende Merkmale auf, woraus auf ein planvolles Arbeiten und
hervorragendes meBtechnisches Kénnen geschlossen werden kann. So sind die Seiten-
flichen der Pyramiden im allgemeinen mit einem Winkel von 52° zur Grundfliche
geneigt. AuBerdem sind die Pyramiden recht genau nach den Himmelsrichtungen
orientiert, und die Kantenlingen ihrer quadratischen Grundfliichen weichen nur um
einige 10 Zentimeter voneinander ab, obwohl z. B. die grofite Pyramide, die um
2680 v. u. Z. gebaute sogenannte Cheops-Pyramide, eine Seitenlinge von 227,5 m
bei einer Hohe von 146,6 m besaB.

Unter den erhaltenen Schriftstiicken des alten Agyptens befinden sich auch einige
mathematischen Inhalts. In einem in Moskau aufbewahrten mathematischen Papyrus
wird z. B. die Berechnung des Volumens eines Pyramidenstumpfes mit quadratischen
Deckflichen véllig richtig vorgenommen; dieser mathematische Korper trat als Teil
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der Verkleidung der Pyra-
miden auf. Aus den mathe-
matischenPapyri geht auch
hervor, daB feste Fachaus-
driicke fiir den Begriff Win-
kel und fiir das Verhaltnis
von Seitenlingen an Pyra-
miden existierten, d. h. die
ersten Vorstufen trigono-
metrischer Bezichungen am
rechtwinkligen Dreieck.
Auch bei den Chinesen,
einem der #ltesten Kultur-
volker, reichen die geo-
metrischen Kenntnisse, dar-
unter auch trigonometri-
sche, weit zuriick. Schon
um 1100 v. u. Z. wurden
Abb. 1.145. Originaltext der Pyramidenstumpfaufgabe des rechte Winkel mit Hilfe
Moskauer Papyrus des Zahlentripels 3; 4; 5
abgesteckt, Héhen durch
Messen der Schattenlinge
bestimmt sowie Tiefen- und Entfernungsbestimmungen mit Hilfe rechtwinkliger
Dreiecke vorgenommen. Leider sind unsere Kenntnisse iiber die friihe chinesische
Mathematik recht gering, da ein chinesischer Kaiser im Jahre 213 v. u. Z. alle schrift-
lichen Aufzeichnungen verbrennen lieB.
Nur ganz wenige Dokumente sind dieser
Zerstérung entgangen.
Die babylonische Mathematik stand im
Vergleich zu der dgyptischen Mathematik
auf einem wesentlich héheren Niveau.
Dies betrifft insbesondere die Algebra,
aber auch die Geometrie und Trigono-
metrie. Tontifelchen mit Keilschrifttexten
iiberliefern uns mathematische Probleme
aus einer etwa 5000 Jahre zuriickliegenden
Zeit. Bewiisserungskanile muflten gebaut
werden, denn in Mesopotamien, dem Gebiet
zwischen Euphrat und Tigris, war Acker-
bau nur bei kiinstlicher Bewisserung mog-
lich. So wurden fiir die erforderlichen
Dimme die Neigung der Boschung und
die Breite der Dammkrone berechnet.
Daher spielte in den Rechnungen ein

Abb. 1.146. Babylonische Keilschrifttafel mit
Dreiecksberechnungen
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Abb. 1.147.
Babylonischer Felderplan

solches Verhiltnis von Seitenléingen eine groBe Rolle, das auf den Kotangens hinaus-
lauft und das als ,,Béschungswert‘ bezeichnet wurde. Derartige Probleme aus der
Praxis fiihrten auch zu tiefen theoretischen Einsichten. Die Proportionalitit der
entsprechenden Seiten in dhnlichen Dreiecken wurde erkannt und der Satz des
PyTHAGORAS aufgestellt. Eine enge Verkniipfung der babylonischen Mathematik
bestand mit der Astronomie. Von riesigen, zu Tempelanlagen gehorenden Tiirmen
beobachtete man den Himmel und glaubte, aus dem Lauf der Planeten z. B. An-
zeichen kommender Diirren oder den Ausgang eines geplanten Kriegszuges ablesen
zu konnen. Auch der beriihmte Turmbau von Babel war eine solche ,,Sternwarte®.
Zwar wurde die babylonische Astronomie immer stirker mit Aberglauben durch-
setzt, d. h., sie wurde vielfach zur Astrologie; aber auch echte astronomische Kennt-
nisse wurden gewonnen. Uber viele Jahrhunderte hinweg fortgesetzte Beobachtungen
zeigten die Periodizitit der Himmelserscheinungen sowie die regelmiBige Wiederkehr
von Sonnen- und Mondfinsternissen und des Zusammentreffens von Planeten in be-
stimmten Tierkreiszeichen usw. Es sind sogar Zahlentabellen erhalten geblieben, die
bei der Berechnung periodischer astronomischer Vorginge verwendet wurden. Wenn
man diese Zahlenwerte — was die damaligen Astronomen natiirlich noch nicht taten —
-in ein Koordinatensystem iibertrigt, so erhdlt man ganz deutlich das Bild einer
Sinuskurve.
Ungefihr 1000 Jahre vor Beginn unserer Zeitrechnung boten nicht mehr die Binnen-
linder wie Agypten und Mesopotamien die giinstigsten Entwicklungsbedingungen
fiir Wirtschaft, Handel und Wissenschaft, sondern in Verbindung mit der Entwick-
lung des Schiffsbaues die Kiistenlinder. Daher wurden die in Griechenland, auf den
dgaischen Inseln und in Kleinasien ansissigen griechischen Stimme um die Mitte
des 1. Jahrtausends v. u.Z. fiir den Raum des &stlichen Mittelmeeres politisch,
dkonomisch und auch auf dem Gebiete der Wissenschaft bestimmend.
Die griechische Mathematik verdankt ihren engen Beziechungen zu Mesopotamien
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und Agypten sehr viel. Ergebnisse wissenschaftlicher Arbeit wurden iibernom-
men und Anregungen fiir neue Erkenntnisse empfangen. THALEs voN MILET
(624 ?—548 ? v. u. Z.) soll die Hohe der Pyramiden dadurch bestimmt haben, daB er
ihre Schattenlinge in dem Augenblick maB, als sein eig Schatten g groB}
war wie er selbst. In Milet bestimmte er, ebenfalls mit Hilfe dhnlicher Dreiecke, die
Entfernung der Schiffe vom Hafen. Von Babylonien wurden auch die Sonnenuhr,
die Zeiteinteilung und der Gnomon iibernommen. Der Gnomon, das #lteste astrono-
mische Instrument, diente zur Bestimmung der Siidrichtung. Ein senkrecht stehen-
der Stab wirft auf eine waagerechte Ebene seinen Schatten und erméglicht so die
Messung der jeweiligen Schattenlinge, die sich bis Mittag verkiirzt und dann wieder
langer wird. Die Winkelhalbierende jedes Winkels, der von paarweise gleich langen
Schatten gebildet wird, erstreckt sich in der Nord-Siid-Richtung. Dariiber hinaus
ermbglicht der Gnomon die Messung der Sonnenhshe aus der Linge des Stabes und
seines Schattens, was auf den Tangens des Hohenwinkels fithrt.
Die griechische Mathematik erreichte spiter eine erstaunliche Hohe. Aber sie geriet
mehr und mehr unter den EinfluB der idealistischen Philosophie, insbesondere der
Schule PraTons. Dadurch rif8 die Verbindung der Mathematik zur Praxis ab. Ja, man
hielt es nicht einmal mehr fiir notig, die Methoden der praktischen Mathematik,
wozu Trigonometrie und FeldmeBkunst gehéren, schriftlich niederzulegen. In der
Sklavenhaltergesellschaft galt jede praktische Titigkeit, sogar die des bildenden
Kiinstlers, trotz der Vorliebe der griechi-
Abb. 1.148. Diopter schen Sklavenhalter fiir Skulpturen, als
nach der Beschreibung von HERON minderwertig.
Andererseits kann man aus erhalten ge-
bliebenen Bauwerken der griechischen und
romischen Antike ersehen, daB die da-
maligen Ingenieure ein bedeutendes Wis-
sen, auch auf dem Gebiet der praktischen
) Geometrie, besessen haben. So wurde z. B.
um 530 v. u. Z. zur Wasserversorgung der
Stadt Samos unter dem Baumeister Eupa-
LiNOS ein 1 km langer geneigter Tunnel
durch einen Berg gebohrt. Der Stollen
wurde von den beiden Eingéingen aus vor-
getrieben, und die beiden Seiten verfehlten
einander nur um 3 Meter: eine Glanzlei-
stung. Spiter hat HERON VON ALEXANDRIA
e (um 100 u. Z.) auch die feldmesserischen

Abb. 1.149.
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Geriite beschrieben, insbesondere den sog. Diopter (Sehrohr). Es handelt sich sozu-
sagen um einen Theodoliten, natiirlich noch ohne Fernrohr. Mit Zahnridern und
Schrauben war er in zwei zueinander senkrechten Ebenen verstellbar. Um Hohen-
unterschiede zu messen, wurde das Gelinde genau wie heute mit MeBlatten abgesteckt.
AuBerordentlich wichtig fiir den spiteren Aufbau einer systematischen Trigonometrie
waren Beitrige von ARCHIMEDES (287 ?—212 v. u. Z.), dem bedeutendsten Mathe-
matiker des Altertums. Er gab einen Satz an, der spiiter als Primisse des Archimedes
bezeichnet wurde (Abb. 1.149.):

Es sei B der Mittelpunkt eines Kreisbogens AD. Fillt man von B auf einen beliebig

in den Kreis gelegten Sehnenzug 4CD das Lot auf AC, so halbiert der FuBpunkt

H den Sehnenzug; d. h., es ist AH = HC + CD.

Dieses Ergebnis entspricht dem Additionstheorem:

cos (x—pf) = cosx cos f + sina sin .

Als in den letzten Jahrhunderten vor unserer Zeitrechnung GroBreiche und spiter
das rémische Weltreich entstanden, stiegen die Anforderungen an die Landver-
messer. Diese Vermessungen erforderten verbesserte astronomische Kenntnisse. Die
astronomische Forschung erhielt so neue Impulse. In Verbindung damit machte auch
die Trigonometrie, das wich-
tigste mathematische Hilfs-
mittel der Astronomie, Fort-
schritte.
ARISTARCHOS (um 270 v.u.Z.)
versuchte auf trigonometri-
schem Wege, das Verhiltnis
der Entfernungen Erde—Mond
und Erde—Sonne zu bestim-
men, indem er den Winkel x
zwischen Mond, Erde und
Sonne bei Halbmond maB,
wenn also bei C ein rechter Winkel auftritt (Abb. 1.150.). Da er aber x wegen der
mangelhaften Instrumente nicht genau bestimmen konnte, erhielt er fiir dieses Ver-
hiiltnis nur 1:19 und nicht den richtigen Wert 1:370. HippArcHos (180 2—125? v. u. Z.)
berechnete eine Sehnentafel, d. h. eine Tafel der Sehnenlingen bei wachsendem
Bogen, und MENELAOS (um 100 u.Z.) entwickelte wichtige Sitze fiir trigono-
metrische Berechnungen auf der Kugelfliche. SchlieBlich faBte PToLEmMAIOS VON
ALEXANDRIA (85 ?—165? u. Z.) alle fritheren Ansiitze und Methoden der Astronomie
in einer Darstellung des geozentrischen Weltbildes zusammen, einem Buch mit dem
Titel Die Grofe Zusammenstellung. Die Araber verstimmelten spiter den griechischen
Titel zu Almagest. Seinen astronomischen Beschreibungen schickte ProLEMAIOS eine
ausfiihrliche Darlegung der Trigonometrie in der Ebene und auf der Kugelfliche
voraus; erst dann lehrte er, wie man trigonometrische Kenntnisse in der Astronomie
verwendet. Da ProLEMAIOS weder den Sinussatz noch den Kosinussatz kannte, zer-
legte er beliebige Dreiecke in zwei rechtwinklige Dreiecke. Es handelte sich um eine
Sehnentrigonometrie. Man rechnete mit der Linge der zu einem Winkel gehsrenden
Sehne. Also ist AC gleich ch (2 x)!, wenn ch (2 x) die zum Bogen 2 « gehérende Sehne
bedeutet. Der Zusammenhang zwischen der umstindlicheren Sehnentrigonometrie

Abb. 1.150.

1 ch ist eine Abkiirzung des Wortes chorda (lat.) Sehne.
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und der heutigen Trigonometrie wird durch sinx = %ch (2 x) geliefert, wenn der
Radius des Kreises gleich 1 gesetat ist.

Die Umwandlung der Trigonometrie unter Verwendung der Seitenverhiltnisse Sinus,
Kosinus, Tangens, Kotangens, Sekans und Kosekans am rechtwinkligen Dreieck
wurde von den arabischen Gelehrten im 9. Jahrhundert vollzogen. Der Almagest war
schon 833 ins Arabische iibersetzt worden. Wiihrend in Europa durch den kultur-
feindlichen EinfluB der christlichen Kirche auch die Wissenschaften daniederlagen,
blithte die arabische Kultur auf. Noch heute spiegeln die Mdrchen aus 1001 Nacht
jene glanzvolle Zeit wider.

Auch die Mathematik, insbesondere Algebra und Trigonometrie, erfuhren eine bedeu-
tende Forderung. TABIT 18BN QURRA (826—901) fand den Sinussatz am rechtwinkligen
Kugeldreieck. Unter dem EinfluB des groBen Astronomen ArL-BATTANT (850 2—929)
entschied man sich endgiiltig fiir die Sinus-Trigonometrie. ABU NASR (um 1000) fand

den Si tz der eb Trig rie. Das ganze nun geschlossene Lehrgebaude
der Trigonometrie wurde schlieBlich von Ar-Tési (1201—1274) erstmals zusammen-
gefaBt. Auch umfangreiche astr ische und trig rische Tafeln wurden

berechnet; z. B. tabulierte ULU¢ BEc (1393—1449) die trigonometrischen Funktionen
mit einer Genauigkeit von 17 Dezimalen. Die indische Trigonometrie und Astronomie
standen auf einem dhnlich hohen Niveau.
Diese groBartigen trigonometrischen Kenntnisse gelangten aber nur zu einem ganz
geringen Teil nach Europa, so dal man dort noch einmal von vorn anfangen muBte.
Erst im 15. Jahrhundert konnte die europidische Mathematik wenigstens in Teilen
die antike Mathematik erreichen und iibertreffen. Die neuen Ergebnisse wurden
erzielt, weil das gesellschaftliche Leben Probleme aufwarf, deren Lésung auch den
Einsatz neuer mathemati-
scher Methoden erforderte.
Abb. 1.151. Verwendung des von dem jiidischen Gelehrten Dies betraf auch die Tri-
LEvi BEN GURsoN (1288—1344) erfundenen sog. Jakob- gonometrie. Im SchoBe der
stabes zur Winkelmessung. — Aus dem Titelblatt einer Feudalgesellschaft ~wuchs

Abhandlung (1533) von P. Ap1an einenéne Klssas; dis Boiit=

heran. Sie wur an
der Forderung des Handels
interessiert, sie betrieb in
ihrem eigenen politischen
und 6konomischen Inter-
esse die Kolonisierung, die
ErschlieBung  neuer, in
Ubersee gelegener Mirkte.
Man fand den Seeweg nach
Indien, und man entdeckte
einen neuen Erdteil. Der
Handel nach Ubersee warf
ungeheure Profite ab. Die
Navigation auf hoher See
erfordert aber einbedeuten-
des MaB astronomischer
und trigonometrischer
Kenntnisse.




Mauerquadrant  (gemauerter
Viertelkreis mit Winkelteilung).
Die Sternhéhe kann gemessen
werden, indem der Beobachter
durch einen Spalt (links oben)
den Stern anvisiert. — Die Dar-
stellung zeigt den danischen
Astronomen TycHo BRAHE bei
Messungen auf seiner Stern-
warte in Uraniborg

Auch die Astronomie stellte
an die Trigonometrie hohe
Anforderungen. Indem man
mit verbesserten astrono-
mischen Instrumenten,dem
Jakobstab und dem Mauer-
quadranten, genaue Mes-
sungen am Himmel an-
stellte, bemerkte man, daf3
das ptolemiische geozentri-
sche Weltbild nicht richtig
sein konnte. Den entschei-
denden Schritt, der eine
wissenschaftliche GroBtat
ersten Ranges darstellt,
vollzog der polnische Ge-
lehrte N1koLAUs KoPERNI-
KUs (1473—1543). In seinem
Todesjahr erschier sein wis-
senschaftliches Hauptwerk
De revolutionibus orbium
coelesticum (d. i. Uber die
Umdrehungen der Himmels-
kérper), in dem das helio-
zentrische Weltbild begriin-
det wurde. Freilich erst in
einem erbitterten opfer-
reichen Kampf gegen die
Kirche — G. BRuno wurde
verbrannt, G. GALILEI
wurde bis zu seinem Tode

Militirisches Vermes-
sungswesen — Abbildung aus
L. ZuBLERS Kurzem Bericht von
den neuen geometrischen Instru-
menten, 1602

Abb. 1.152.

Abb. 1.153.




von der Inquisition gefangengehalten — konnte der
Wahrheit zum Siege verholfen werden.
Auch die Ausriistung der Heere mit Kanonen
machte die Entwicklung des Vermessungswesens
und damit der Trigonometrie dringend notwendig.
Ein Kanonenschu8 war um die damalige Zeit so
auBlerordentlich teuer, daB3 die Geschiitze sorgfiltig
gerichtet werden muBten. Dazu bedurfte es genauer
Entfernungsbestimmungen im Gelinde. Von hier
aus wurde das Vorwirtseinschneiden nach zwei
Punkten entwickelt.
Auf Grund dieser und noch anderer praktischer
Anforderungen entwickelte sich die Trigonometrie
im 15., 16. und 17. Jahrhundert rasch. Schon
JoHANNES voN GMUNDEN (1380 ?7—1442), Magister
Abb. 1.154. an der Universitit Wien, und sein Nachfolger
RECIOMONTAN (1436—1476) Georc voN PrurBACH (1423—1461) beschiftigten
sich mit der Neuberechnung erweiterter trigono-
metrischer Tafeln. Dieses umfangreiche Werk vollbrachte schlieBlich REcromoNTAN
(1436—1476). Von ihm stammen Sinustafeln, die von Minute zu Minute fortschreiten,
sowie eine gradweise fortschrei-
ténde Tangententafel.
REGIOMONTAN war ohne Zweifel
der fithrende europiische Mathe-
matiker seiner Zeit. In seinem
allerdings erst im Jahre 1533
gedruckten Werk De triangulis
omnimodis libri quinque (Fiinf
Biicher iiber alle Dreiecke) falte
RecromonTAN alle vorhandenen
trigonometrischen Verfahren,
Sitze und Hilfstabellen zur Tri-
gonometrie zusammen. Dort wird
der Sinussatz ausfiihrlich ver-
wendet und zum erstenmal
der Kosinussatz ausgesprochen.
Durch REGIOMONTAN war nun
auch in Europa die Trigonometrie
zu einer einheitlichen Wissen-

Abb. 1.155.

Tuschzeichnung aus dem 17. Jahrh. in

einer japanischen Darstellung trigono- 3& f ’i' S o jf»
metrischer Verfahren. Ein Beispiel fiir b5 T ) 1
die als Ergebnis praktischer Anforde- e T L & & % V& e
rungen entwickelte Trigonometrie A woh B £ F 2 B

anderer Lander
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schaft geworden. Dem mathematischen Inhalt nach
hatte sie schon damals das heutige Niveau er-
reicht.

In der Folgezeit wurden die Tafeln noch wesentlich
verbessert, so durch den Wittenberger Mathemati-
ker RuaeTicus (1514—1576), den Franzosen VIETA
(1540—1603) und den grofien Astronomen JOHANNES
KEepLER (1571—1630). Seit KEPLER wurden auch
die Methoden des logarithmischen Rechnens in der
Trigonometrie verwendet.

Die heute verwendeten Bezeichnungen in der Tri-
gonometrie sind freilich erst in spiterer Zeit ein-
gefiihrt worden. Im wesentlichen haben sich die von
dem genialen schweizerischen Mathematiker LEON-
HARD EULER (1707—1783) verwendeten Bezeichnun-
gen durchgesetzt: v als MaBzahl des Einheitshalb-
kreises, e fiir 2,718. . ., a, b, c fiir die Dreiecksseiten,
die Symbole sin, cos, tan fiir die trigonometrischen
Funktionen.

e
Abb. 1.156.
LeonaARD EULER (1707—-1783)

Von den groBen Mathematikern und Geoditen des 18. und 19.Jahrhunderts wurde
die Trigonometrie als Hilfsmittel der Erdvermessung weiter ausgebaut. So konnte
z. B. der Franzose P. L. M. pE MAUPERTUIS (1698—1759) durch Messung eines Lingen-
kreises die Abplattung der Erde an den Polen nachweisen. Neu entdeckte Linder
wurden in allen Einzelheiten kartographisch aufgenommen. Der groBte deutsche
Mathematiker, C. F. Gauss (1777—1855), entwickelte schlieBlich noch die sogenannte
Methode der kleinsten Quadrate, mit der es méglich ist, sich in den SchluBberech-
nungen weitgehend von den unweigerlich auftretenden Beobachtungsfehlern frei

zu machen.



2. Kérperberechnung

In Schwedt an der Oder endet ein Zweig der rund 4200 km langen Pipeline ,,Freund-
schaft®, durch die Erdélverarbeitungswerke in der Volksrepublik Polen, der Unga-
rischen Volksrepublik, der Tschechoslowakischen Sozialistischen Republik und der
Deutschen Demokratischen Republik mit sowjetischem Erdsl aus dem Gebiet von
Kuibyschew versorgt werden. Wo vor wenigen Jahren noch Kiefernwald und Heide
waren, erheben sich nun die Anlagen eines der jiingsten Industriegiganten unserer
Republik. Ein System von Rohrleitungen verbindet das Tanklager, die Erdsl-
aufbercitungsanlagen, die Destillationskolonnen und andere Teile dieser groBen Erd-
olraffinerie miteinander. Das Bild vom Bau des Werkes liBt schon die Kugelbehilter,
in denen das Erdél entsalzt und entwissert werden wird, Kiihltiirme, zylindrische
Tanks und Teile der Destillationskolonnen erkennen.

Viele Uberlegungen und viele Berechnungen waren fiir die Projektierung des Werkes
erforderlich. Jeder Behiilter, jeder Kessel, jede Rohrleitung ist in seiner Grofe, seiner
Belastbarkeit, seiner Materialzusammengetzung der gesamten Anlage angepaf3t. Hier-
zu ist es erforderlich, daB man von den verschiedenartigen Korpern das Volumen, den
Oberflicheninhalt, die Héhe und andere GréBen berechnen kann.
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2.1. Grundbegriffe

Ein Gegenst:«:md7 2. B. ein Ziegelstein, fiillt einen Raum aus, der von allen Seiten
begrenzt ist. Ein allseitig begrenzter Teil des Raumes heifit Korper. Sieht man von
den stofflichen Eigenschaften, Masse, Farbe usw., ab und beriicksichtigt man nur
seine GroBe, Gestalt und Lage, dann spricht man von einem mathematischen oder
geometrischen Korper zum Unterschied von den entsprechend gestalteten korper-
lichen Gegenstiinden unserer Umwelt. Der geometrische Korper ist also eine Abstrak-
tion, das heift, er ist nicht mit unseren Sinnen wahrnehmbar, sondern nur in unserer
Vorstellung vorhanden. Abstraktion ist Grundlage jeder wissenschaftlichen Titigkeit.
Sie vermittelt Vorstellungen, die nicht anschaulich, sondern nur begrifflich zu erfassen
sind. Mit ihrer Hilfe kénnen aus der sinnlich wahrgenommenen Mannigfaltigkeit der
konkreten Erscheinungen durch gedankliche Zusammenfassung wesentlicher Merk-
male Begriffe von umfassenderer Allgemeinheit gebildet werden.

Betrachtet man den Ziegelstein als geometrischen Kérper, so kann man feststellen:
Der Ziegelstein hat drei Ausdehnung oder Di i nimlich Liange, Breite und
Hohe. Dagegen haben Flichen (in einer Ebene) nur zwei Ausdehnungen, Linge und
Breite, und Strecken lediglich eine, die Linge. Man nennt deshalb Kérper auch drei-
dimensionale, Flichen zweidimensionale und Strecken eindimensionale geometrische
Gebilde.

Kérper, Flichen und Strecken sind teilbar. Punkte haben keine Ausdehnung, sie sind
di jonslos und unterscheiden sich nur durch ihre Lage.

Sind mathematische Kérper nur von ebenen Flichen begrenzt, so heiflen sie eben-
fliichige Korper, Vielflichner oder Polyeder. Dazu gehoren z. B. das Prisma mit seinen
Spezialfillen Quader und Wiirfel sowie die Pyramide. Die den Polyeder begrenzenden
Vieleckflichen (Polygone) heiBen in ihrer Gesamtheit die Oberfliche A, des Korpers.
Strecken, in denen je zwei Seitenflichen zusammenstoBen, heiBen Kanten, ihre End-
punkte Ecken des Korpers.

Setzt sich die Oberfliche ganz oder nur teilweise aus gekriimmten Flichen zusammen,
dann liegen krummfliichige Kérper vor. Die bekanntesten davon sind die Kugel, der
Zylinder und der Kegel.

Wenn man den von der Oberfliche eines Korpers eingeschlossenen Raum miflt, so
erhilt man den Rauminhalt oder das Volumen ¥ des betreffenden Kérpers. Zur Fest-
stellung des Volumens und des Oberflicheninhalts eines bestimmten Kérpers werden
vergleichende Betrachtungen mit den Raum- bzw. Flicheneinheiten angestellt.

2.2. Prismen

Die in der Technik am hﬁuﬁgstentvorkommenden ebenflichigen Werkstiicke sind oft
prismatische Kérper. Sie finden in der Industrie als Halbzeuge und Maschinenteile,
im Bauwesen als Balken, Triger, kantige Siulen, Keile usw. Verwendung. In den
Abbildungen 2.1. bis 2.7. sind Beispiele fiir Prismen dargestellt. Alle haben einige
Eigenschaften gemeinsam: Grund- und Deckfliche sind Vieleckflichen von gleicher
Form und gleicher GriBe. Sie liegen zueinander parallel. Die anderen Begrenzungs-
flichen sind Parallelogrammflichen.
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> Definition:

Ein Prisma ist ein Korper, der von zwei in parallelen Ebenen liegenden kongruenten Vieleck-
flichen (Grund- bzw. Deckfliche) und von Parallelogrammfliichen (Seitenfliichen) begrenzt

wird.
Sind die Grundflichen drei-, vier-, fiinf-, ..., n-Eckflichen, dann spricht man von
drei-, vier-, fiinf-, ..., n-seitigen Prismen. Die Prismen brauchen dabei keineswegs

immer auf der Grundfliche zu stehen. Sie kinnen, wie in den Abbildungen 2.6. und

Dl sy

Abb. 2.1, Abb. 2.2, Abb. 2.3, Abb. 2.4,

&

W75 B N
DI

Abb. 2.5. Abb. 2.6. Abb. 2.7,

2.7., auch auf einer Seitenfliche liegen; denn die Gestalt eines Kérpers hiangt nicht
von seiner Lage im Raum ab. Paarweise parallel verlaufende Kanten eines Prismas
sind stets gleich lang (Abb. 2.8.).

Prismen mit regelmiBigen Vieleckflichen als Grundflichen nennt man regelmiiBige
Prismen (Abb. 2.1., 2.4. und 2.5.). Dagegen sind die Prismen in den Abbildungen 2.2.,
2.3., 2.6. und 2.7. unregelmiBige Prismen.

Wenn die Seitenkanten mit den Grundflichen und damit auch mit den Grundkanten
rechte Winkel bilden, spricht man von geraden Prismen, in allen anderen Fillen von
schiefén Prismen.

Welche besonderen Eigenschaften haben die Seitenflichen bei einem geraden Prisma
im Vergleich mit einem schiefen ?
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Deckfliche Der Abstand der Grund- von der Deckfliche
wird als Hohe des Prismas bezeichnet. Beim
geraden Prisma ist die Hohe gleich der Seiten-
kante, beim schiefen Prisma ist sie kleiner als

\ ! die Seitenkante (Abb. 2.8.).
\ | Alle Seitenflichen zusammen ergeben den
\ Seitenflichen 4‘1 Mnnlel.‘Jede auf den Seitenflichen parallel.zu
Seiteri \\(Pnra/(e[ogramm) E‘ g;n tS;-.ll.te.nk(;mte;.vel']aufende tStrecke wird
antellinie des Prismas genannt.
el \ ‘ Die Gesamtheit aller Beggrenzungsﬂﬁchen bil-
\ ‘ det die Oberfliche des Prismas.
,L\Gilndkﬂﬂfeﬂ Die Verbindungslinie der Mittelpunkte der
,/ ) Grundfliche und der Deckfliche eines regel-
Grandiohe = miBigen Prismas heiBit die Achse des Korpers.

Jede Schnittfigur, die eine Seitenkante und

Abb. 2.8. die Kérperachse eines regelmiaBigen Prismas

enthiilt, ist ein Parallelogramm. Einen solchen

Schnitt bezeichnet man als Achsenschnitt. In Abbildung 2.9. ist ein Achsenschnitt an
einem regelmiBigen sechsseitigen Prisma in wahrer Grofle und Gestalt dargestellt.

G M U KT

Abb. 2.9,

. Erkliren Sie die Streckenbezeichnungen des Schnittes!

Wird ein gerades Prisma senkrecht zur Grundfliche von Ebenen geschnitten, so ent-
stehen als Schnittfiguren stets Rechtecke (Abb. 2.10.). Je nach Lage des Schnittes
sind diese Rechtecke verschieden groB.

A

772277 <
w..n-. 7 |
/ | L
7 I
7% |
RSos L Abb. 2.11. — sy

Abb. 2.10.
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Wird ein Prisma parallel zur Grundfliche von Ebenen geschnitten, so hat jede
Schnittfliche die gleiche GroBe und Gestalt wie die Grundfliche (Abb. 2.11.).

Sind in einem Prisma die Grund- und Deckfliche Parallelogramme, so besteht der
Mantel aus vier Parallelogrammen, und zwar liegen in jedem Fall die gegeniiber-
liegenden Flichen parallel, und sie sind kongruent. Ein derartiges Prisma heifit
Parallelepiped.

Ein spezielles Parallelepiped ist der Quader. Ein Quader ist ein Korper, der von zwei in
parallelen Ebenen liegenden kongruenten Rechtecken (Grund- bzw. Deckfliche) und
von vier Rechtecken (Seitenflichen) begrenzt wird.

Fiir einen Quader treffen also alle Bedingungen zu, die an ein Prisma und die an ein
Parallelepiped gestellt werden, und dariiber hinaus noch die, daB es sich bei den sechs
Begrenzungsflichen um Rechtecke handelt. Es muB also ein gerades Prisma sein. Mit
 Hilfe des Begriffs Prisma 1iBt sich die Erklirung des Quaders kiirzer fassen:

Definition:
Ein Quader ist ein Prisma, das von sechs Rechtecken begrenzt wird. _

Ein spezieller Quader ist der Wiirfel (Abb. 2.12.), von dem als zusiitz- |
liche Eigenschaft gefordert wird, daf8 die Begrenzungsflichen sechs ,L._

Quadrate sind. s

Definition: Abb. 2.12.
Ein Wiirfel ist ein Prisma, das von sechs Quadraten begrenzt wird.

Die folgende Ubersicht charakterisiert noch einmal die prismatischen Kérper:

Prisma: Zwei Begrenzungsflachen liegen in parallelen Ebenen und sind kongruente
Vielecke (Grund- und Deckfliche).
Die iibrigen Begr flichen (Seitenflichen) sind Parallelogramme, im

n-seitigen Prisma n Parallelogramme.

Zusiitzliche Eigenschaft:

Parallel- Die Grund- und Deckfliche sowie die Seitenflichen sind Parallelogramme.
epiped:

Quader: Die Grund- und Deckfliche sowie die Seitenflichen sind Rechtecke.

Wiirfel : Die Grund- und Deckfliche sowie die Seitenflichen sind Quadrate.

2.3. Berechnungen an Prismen
Wiirfel

Verbindet man die Mittelpunkte zweier gegeniiberliegender Wiirfelflichen durch eine
Gerade und dreht den Wiirfel um diese Verbindungsgerade als Kérperachse, so kommt
er bei gewissen Drehwinkeln mit sich selbst zur Deckung. Kirper, die bei Drehung
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um eine feste Achse in sich transformiert werden, heiflen achsensymmetrisch (auch
axialsymmetrisch). Die Drehachse nennt man Symmetrieachse des Korpers.

‘ a) Wieviel Symmetrieachsen hat der Wiirfel ?

b) Wie oft kommt der Wiirfel bei einer vollen Umdrehung um eine Symmetrieachse
mit sich selbst zur Deckung ?

AuBer der axialen Symmetrie tritt beim Wiirfel auch zentrale Symmetrie auf. Ein
Korper heiBt zentrischsymmetrisch (auch zentralsymmetrisch) zu einem Punkt M,
wenn man jedem Punkt P des Korpers einen Punkt P’ desselben Kérpers so zuordnen
kann, daB die Verbindungsgerade PP’ durch M geht und MP gleich MP’ ist. Das
Drehzentrum der Transformation hei3t Symmetriezentrum des Korpers. Ein zentral-
symmetrisches Gebilde kann nur ein Symmetriezentrum haben.

. a) Geben Sie das Symmetriezentrum des Wiirfels an!

. b) Geben Sie Beispiele fiir ebene und raumliche Gebilde, die sowohl axial- als auch
zentralsymmetrisch sind !

Klappt man simtliche Begrenzungsflichen
eines Wiirfels in die Zeichenebene um, so ent-
steht das Netz des Wiirfels (Abb. 2.13.).

Als Netz eines Korpers bezeichnet man seine
in eine Ebene ausgebreitete Oberfliche, aus
der durch Zusammenfalten das Flichenmodell
des Korpers hergestellt werden kann. Das Aus-
breiten der Seitenflichen in eine Ebene, das
auch Abwickeln genannt wird, ist stets mog-
lich, wenn alle Flichen eben sind. Man kann
also alle ebenflichig begrenzten Korper ab-
wickeln. Dagegen konnen nicht alle krummflichig begrenzten Kérper abgewickelt
werden. Die Formel fiir den Oberflicheninhalt wird durch das Kérpernetz veranschau-
licht. Mit der Quadratseite a ist der

Abb. 2.13.

> Oberflicheninhalt des Wiirfels: 4, = 6 a®.

Die Volumenformel ergibt sich aus dem Wiirfelmodell
(Abb. 2.14.) auf folgende Weise: Mifit die Kantenlinge
eines Wiirfels a Lingeneinheiten, so kann man a Raum-
maBeinheiten in einer Reihe entlang der Wiirfelkante auf
die Grundfliche des Wiirfels legen, sie bilden einen Stab.
Die ganze Grundfliche des Wiirfels wird dann von aStiben
bedeckt. Insgesamt bilden a - @ = a* RaummaBeinheiten
die unterste Schicht. Um den Wiirfel ganz auszufiillen,
miissen a solcher Schichten iibereinandergestapelt werden.

Abb. 2.14,
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Ergebnis: 1 Stab besteht aus a RaummaBeinheiten,
1 Schicht besteht aus a Stiben, also a - @ = a> RaummaBeinheiten.
Der Wiirfel besteht aus a Schichten, also a2-a = a? RaummaBeinheiten.

Unter Verwendung der Kantenlinge a ist das

> Volumen des Wiirfels: V = a?.

Die Flichendiagonale d des Wiirfels ist die Hypotenuse in
einem rechtwinkligen Dreieck, dessen Katheten die Kanten- g | d
lingen a des Wiirfels sind (Abb. 2.15.). Nach dem Satz des S
PYTHAGORAS ist 7/
d? = a® + a? a
d =12a? Abb. 2.15.

d =a)2.
Fiir die Raumdiagonale gilt: e = a }/3 .

Durch einen Wiirfel lassen sich zwei Arten von Symmetrieschnitten legen.

. a) Stellen Sie einen Wiirfel in dimetrischer senkrechter Parallelprojektion dar,*
und demonstrieren Sie die Moglichkeiten fiir symmetrische Schnitte !

. b) Welche Flicheninhalte haben die beiden unterschiedlichen in a) gewonnenen
Schnittfiguren ?

. ¢) Leiten Sie die Formel fiir die Raumdiagonale her!

Zwei Zahlen heilen kommensurabel (mit gemeinsamem MaB meBbar), wenn sie ganz-
zahlige Vielfache ein und derselben dritten Zahl sind, oder anders ausgedriickt, wenn
ihr Quotient eine rationale Zahl ist. Nicht kommensurabel (inkommensurabel) sind
eine rationale und eine irrationale Zahl. Ebenso heilen zwei Strecken kommensurabel
oder inkommensurabel, je nachdem, ob sie ein gemeinschaftliches MaB haben oder
nicht.

a) Welche Aussage lipt sich iiber das gemeinschaftliche Maf zwischen der
. Flichendiagonale und der Ka linge eines Wiirfels machen ?

. b) Fiihren Sie den Nachweis fiir IThre Aussage!

. Beispiel 1:

Zwei Metallwiirfel von 15 cm und 20 cm Kantenlinge werden zu einem einzigen
umgegossen. Wie groBl sind die Kante und der Oberflicheninhalt des neuen
Wiirfels?

Gegeben: a; =15 cm; a, = 20 cm.

Gesucht: V (in cm?); 4o (in cm?).



Das Volumen des neuen Wiirfels betrigt
V=V+V,
V = (15 cm)3 + (20 cm)?
= 3375 cm® + 8000 cm?
V =11375 cm?®.
Ist die Kantenlinge des neuen Wiirfels a, dann gilt
V =a® .
a= W: 3}/11 375 em & 22,5 cm.
Die Kantenlinge betrigt rund 22,5 cm.

Die Berechnung des Oberflicheninhalts erfolgt nach der Formel
Ao = 6 a?
~ 6 (22,5 cm)?
~ 6+ 506,25 cm?
Ag ~ 3037,5 cm?.
Ergebnis: Der Oberflicheninhalt betréigt rund 3040 cm®.

Beispiel 2:

Von einem glisernen Wiirfel betragt der Inhalt einer Quadratfliche 57,76 cm?,
Wie groB sind die Flichendiagonale d, die Raumdiagonale e und die Masse m

des Wiirfels, wenn die Dichte von Glas 2,5 # betragt?
Gegeben: A = 57,76 cm?; o = 2,5 # e
Gesucht: d (in cm); e (in cm); m (in g).
Berechnen der Kantenlinge:

A =a?

a=74

a= }/57,76 cm = 7,6 cm.
Berechnen der Flichendiagonale:

d=a ]/ )

d~ 16141 cm ~ 10,716 cm.
Die Flichendiagonale betrigt rund 10,7 cm.

Berech der Raumdiagonale:

e=a }@
e~ 7,6-1,73 cm ~ 13,148 cm.

Die Raumdiagonale betrigt rund 13,1 cm.
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Berechnen der Masse:
m="V-p
m=ad g
m = (7,6 cm)?- 2,5 £
m A~ 439 - 2,5 g ~ 1097,5 g.
Ergebnis: Der Wiirfel hat eine Masse von rund 1,098 kg.

. Beispiel 3:

Ein Wiirfel hat ein Volumen von 55 cm?. Wie groB ist sein Oberflicheninhalt?
Gegeben: V = 55 cm3.
Gesucht: Ap (in cm?).

Berechnen der Kantenlinge:
V =ad

o= V7.

Da mit a noch weitere Rechenoperationen ausgefiihrt werden, ist es zweck-
miBig, die Aufgabe zunichst allgemein zu losen und erst in die Endformel die
gegebenen Zahlen einzusetzen.

Ao = 6a? Ao =6 s’}/ﬁcmz
=6(7)’ = 63025 cm®
Ao =6YV? Ao ~ 614,46 cm? A 86,76 cm?.

Ergebnis: Der Oberflicheninhalt des Wiirfels betrigt rund 86,76 cm2.

Quader

Bezeichnet man bei einem Quader die Kanten in der Weise, wie es die Abbildung 2.16.
zeigt, so erhilt man als Formel fiir den

|
&
=— - ¢ z
7 ¢ | Ty
S Z7 o N o= —
¢, a 7 !
U4
b a
Abb. 2.16. Abb. 2.17.
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> Oberflicheninhalt des Quaders: A, = 2 (ab + ac + bc).
Das Volumen des Quaders wird nach der gleichen Methode wie beim Wiirfel bestimmt.
An die Kante a 148t sich ein Stab von a RaummaBeinheiten legen. Es liegen b solcher

Stibe auf der Grundfliche und bilden eine Schicht. Insgesamt ¢ Schichten fiillen den
Quader vollstindig aus. Es ergibt sich als

’ Volumen des Quaders: V = a-b-c.

Bei der Berechnung der Flichendiagonalen-d,, d,, d; und der Raumdiagonale e des
Quaders (Abb. 2.17.) verfihrt man sinngemifl wie beim Wiirfel.

. a) Berechnen Sie die Flichendiagonalen und die Raumdiagonale des Quaders!

. b) Fiihren Sie den Nachweis, daf die vier miglichen Raumdiagonalen e des
Quaders wie beim Wiirfel untereinander gleich grofd sind!

. Beispiel 4:

Ein Vierkantstahl (g =185 c:!) von 90 cm Linge wiege 1,809 kg. Die Seiten-
linge der quadratischen Grundfliche ist zu berechnen.

Da die Masse und die Dichte bekannt sind, kann das Volumen mit Hilfe der
Formel ¥V = = berechnet werden.

Wenn a die Seite der quadratischen Grundfliche und b die Linge des Stahl-
stabes sind, gilt a2+ b = V. Es folgt:

at-b==

0

g m
=%
m
a:| b-o

1809

55785 O A ]/2,56 cm = 1,6 cm.

a:lr‘

Ergebnis: Die Seitenlinge der quadratischen Grundfliche betrigt 16 mm.

- Beispiel 5:

Wie tief sinkt ein Quader aus Buchenholz (91 =0,7-£

cm?

) mit den Kantenlingen

cm?

a=28lcm, b =36cm und ¢ =12 cm in Wasser (92: j L )ein?

Anmerkung: Die beiden groBten Begrenzungsflichen liegen parallel zur Wasseroberfliche;
die kleinsten Kanten stehen demnach senkrecht auf der Wasseroberfliche.

Jeder Korper erfihrt beim Eintauchen in Wasser einen Auftrieb. Dabei handelt es
sich um eine Kraft, die der Schwerkraft entgegengerichtet ist. Der Auftrieb eines

Korpers in Pond gemessen ist dem Betrage nach gleich dem Gewicht der von dem
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Kérper verdringten Wassermenge. Im Falle des Holzquaders mit der Dichte 0,7 =
wird die Schwerkraft, die auf den Kérper wirkt, schon durch den Auftrieb, der durch
das Eintauchen eines Teils des Korpers hervorgerufen wird, ausgeglichen. Infolge-
dessen schwimmt der Korper. Da sich die Krifte im Gleichgewicht befinden, kann
die Berechnung auf dem Vergleich der Masse des Holzquaders mit der Masse des ver-
dringten Wassers beruhen.

Der Sachverhalt wird mit Hilfe der Abbildung 2.18. verdeutlicht.

Masse des Quaders — Masse des verdringten Wassers

my; = "1.2
Das Volumen des Quaders ist Vi=a-b-c
und das Volumen des verdringten Wassers ¥V, =a-b-t.
Es ist aber (entsprechend m = V - p) m="V -9
und my =V, 0,.
Es kann gesetzt werden a‘bco=a-b-t-p,.

Nun wird nach der Eintauchtiefe t aufgelost:

f_abco oo

a-b-g, [

Nach dem Einsetzen der in der Aufgabe gegebenen Zahlen
in die gewonnene Formel erhilt man:

Abb, 2.18.
12.07
t=—"-cm = 8,4 cm.

Ergebnis: Die Eintauchtiefe betrigt 8,4 cm.

c-or

In der gefundenen Beziehung t = erscheinen die Variablen a und b nicht mehr;

sie sind also ohne EinfluB} auf das Erg=elmis. Schreibt man den Ausdruck als Proportion,

L
= B

c e
so wird folgender Zusammenhang deutlich:
Die Eintauchtiefe eines Korpers in eine Fliissigkeit und die Korperhshe des
Korpers verhalten sich umgekehrt wie die Dichtezahl der Fliissigkeit zur Dichte-
zahl des Kérpers.

Gerade Prismen

I
' a) Zeichnen Sie Grundrif, Aufriff und Schrigbild eines geraden i
dreiseitigen Prismas unter der Annahme, daf die Dreiecke mit |
den Seiten a = 4,0 cm, b = 3,0 cm und ¢ = 2,0 cm waagerecht |
liegen und die Rechteckfliche von der Breite a und der Hohe I
h = 3,5 cm parallel zur Zeichenebene liegt (Abb. 2.19.)! E,J\\b
. b) Zeichnen Sie das Netz dieses Kirpers auf Karton, schneiden e
Sie es aus, und kleben Sie es zusammen ! Abb. 2,19,
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Die Oberfliche des geraden dreiseitigen Prismas setzt sich aus den beiden kongruenten
Dreiecken der Grund- und Deckfliche und den drei Seitenflichen zusammen, die
siamtlich Rechtecke sind (Abb. 2.20.). In jedem dieser Rechtecke besteht ein Seiten-
paar aus gleich langen Prismenseitenkanten. Die
Seitenflichen lassen sich deshalb in einer Ebene
mit den gleichen Seiten so aneinanderlegen, daBl
ein als Abwicklung des Prismenmantels bezeich
netes Rechteck entsteht.

Sinngemif gilt: h
Die Oberfliche eines jeden geraden n-seitigen
Prismas besteht aus dem doppelten Flichen-
inhalt der Grundfliche A; und den n recht-
eckigen Seitenflichen, die den Mantel Ay bilden. o b
Demnach ist der

Abb. 2.20.

’ Oberflicheninhalt des Prismas: A, = 24, + Ay

. Beispiel 6:

Es ist der Oberflicheninhalt eines geraden Prismas zu berechnen, dessen Grund-
fliche ein gleichseitiges Dreieck mit der Seitenlinge a = 4 c¢m ist. Die Hohe
des Prismas sei h = 10 cm.

Zur Berechnung der Grundfliche muf8 die Hohe /; im Dreieck (Abb. 2.21.) be-
stimmt werden.

Nach dem Satz des PYTHAGORAS ist

h12=az—(';')2

R S AN A
b, =513

Ay=3-a-h 7
Ay =2Ac+ Ay =253 + 3ah ‘ a

= "7’ V3 + 3ah Abb. 2.21.
16
=5 V3em2+3-4-10 cm?
Ao~ 8+1,73 ecm® + 120 cm? = 133,84 cm?.
Ergebnis: Der Oberflicheninhalt betrégt rund 133 cm?

Das Volumen eines Quaders mit den Kanten @, b und cist mit ¥V =a - b - ¢ bestimmt
worden. Setzt man a - b gleich der Grundfliche 4 und ¢ gleich der Hohe h, dann geht
die Volumenformel iiber in

V= Ag-h.
Das Produkt aus Grundfliche und Héhe ergibt das Volumen.
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Jeder Quader 148t sich durch einen zur Grundfliche senkrechten Schnitt durch die
Diagonale der Grundfliche in zwei volumengleiche gerade Prismen zerlegen (Abb.
2.22.). Die Grundflichen dieser Prismen sind kongruente rechtwinklige Dreiecke, die
Hilften der Grundfliche des Quaders. Fiir beide Prismen ist die Quaderseite ¢ die

Hohe. Wird die Formel V; = - "¢ fiir das Volumen der einen Quaderhilfte in der

P
Form V; = LA geschrieben, so gibt 4, = aTb den Flicheninhalt der Grundfliche

E}

und h =c die Hohe eines geraden
Prismas an, dessen Grundfliche ein
rechtwinkliges Dreieck ist.

Das Produkt aus Grundfliche und
Héhe gibt also auch fiir gerade Pris-
men, deren Grundflichen rechtwink-
lige Dreiecke sind, das Volumen an,
weil jedes rechtwinklige Dreieck die
Hilfte eines Rechtecks ist.

Jedes beliebige n-seitige gerade Prisma kann durch ebene Schnitte, die senkrecht zur
Grundfliche gefiihrt werden, in dreiseitige gerade Prismen mit rechtwinkligen Drei-
ecken als Grundflichen zerlegt werden. Die Abbildung 2.23. zeigt, wie die Grundfliche
ABCDE eines fiinfseitigen geraden Prismas zuniichst durch die Diagonalen 4C und
AD in Dreiecke und diese durch ihre Hohen in recht-
winklige Dreiecke 4,, Ay, Ay, Ay, Ay, Ag zerlegt wer-
den kann. Alle Prismen haben die Hohe / gemeinsam.
Somit wird das Volumen eines n-seitigen Prismas

V:A1'11+A2'I1+A3'Iz+... =
= (A, + A+ A+ ..k
V=2A4¢-h.

Jedes gerade Prisma mit beliebiger Grundfliche A4 und
der Héhe h hat also das Abb. 2.23.

> Volumen des Prismas: V= A - h.

. Beispiel 7:

Welche Hshe muf ein oben offener prismatischer Behilter mit quadratischer
Grundfliche (@ = 3,5 m) mindestens haben, wenn er 83300 Liter Wasser fassen
soll? Die Innenfliche ist mit Rostschutzfarbe zu streichen.
Gegeben: a = 3,5m = 35 dm; ¥V = 83300 dm?.
Gesucht: h (in dm); Ap (in dm?).
Die Grundflache ist ein Quadrat. Aus der Formel
V=Ac h=a%>h
berechnet man

h= 4 = 83300 din — 83 300 — 68 dm.

at 352 1225

Die Hohe des Behilters muB mindestens 6,8 m betragen.
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Der Gesamtoberflicheninhalt ergibt sich aus
Ao =2a® + 4ah.

Da der Behilter oben offen ist, berechnet man den Oberflicheninhalt ohne
Deckfliche:

/Zg =a? + 4ah
Ay = 1225 dm? + 4+ 35- 68 dm? = 1225 dm? 4 9250 dm? = 10745 dm?2.

Ergebnis: Es sind 107,45 m? Innenfliche zu streich

Beispiel 8:

Der Querschnitt eines Grabens hat die Form eines gleichschenkligen Trapezes
(Abb. 2.24.) mit der unteren Grundseite b = 1,40 m, der oberen Grundseite
a = 1,80 m und der Hohe h; = 2,0 m. In dem

Graben steht das Wasser h, = 1,60 m hoch a=18
und flieBt mit’ einer Geschwindigkeit von a-b
v = 0,4 ms—1. Wieviel Kubikmeter Wasser _’l""—
flieBen stiindlich durch den Graben? - ~
Zuniichst ist die obere Grundseite * des vom W ‘
Wasser durchflossenen Trapezes zu bestim-
men. Nach dem Strahlensatz gilt:

20
16

Mabe
inm

x=b _ by

hy

a
|
o
=
hy

T ;Tn ca+ 'L;lﬁ b
x=(gp 18+ 20210 14)m b=14
x = (1,44 +0,28) m = 1,72 m. Abb. 2.24,

Nach der Trapezformel folgt daraus fiir die vom Wasser durchflossene Fliche:

A:b-;x'hz

— _“;J 1,6 m?

A =1,56-1,6 m? = 2,496 m2
In jeder Sekunde flieBt das Wasser 0,4 m weiter, daher in einer Stunde

1 =0,4-3600m = 1440 m.
Die stiindlich durch den Querschnitt des Grabens flieBende Wassermenge bildet
ein gerades Prisma mit der Grundfliche A¢ = 4 = 2,496 m2 und der Hohe
h =1 = 1440 m und hat demnach das Volumen

V = Ac'h = 2,496 - 1440 m® = 3594,24 m3,

Ergebnis: Stiindlich flieBen durch den Grabenquerschnitt rund 3600 m® Wasser.
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Schiefe Prismen

Durch Schnitte, die parallel zur Grundfliche gefiithrt werden, kann ein gerades
Prisma in Scheiben zerlegt werden. Verschiebt man die Scheiben gleichmiBig gegen-

einander, so entsteht ein treppenférmiger
Kérper, der dasselbe Volumen wie das ge-
rade Prisma hat und anniihernd die Ge-
stalt eines schiefen Prismas besitzt (Abb.
2.25.). Je diinner man die Scheiben wiihlt,
um so weniger treten die einzelnen Stufen
in Erscheinung, bis sie bei verschwindend
kleiner Dicke nicht mehr bemerkt wer-
den. Der Treppenkérper geht in ein schie-
fes Prisma iiber.

Nehmen Sie ein Spiel Rommékarten zur Hand! Schichten Sie die Karten so iiber-
einander, daf ein gerades Prisma entsteht! Verschieben Sie Jjetzt die Karten von
der Seite gleichmifig gegeneinander! Es entsteht ein Treppenkirper, der an-
nihernd die Gestalt eines schiefen Prismas hat.

Abb. 2.26.

Wiederholt man diese Ubung mit einem
StoBSchreibmaschinenpapier,so entsteht
ein Korper, der fiir das bloBe Auge fast
ein schiefes Prisma ist (Abb. 2.26.).
Offenbar haben beide Stapel das gleiche
Volumen, denn sie sind aus der gleichen
Anzahl von Blittern zusammengesetzt.
Jeder parallel zur Grundfliche gelegte
Schnitt weist inhaltsgleiche Schnittfigu-
ren auf.

Fiir die Ubereinstimmung der Volumina verschiedener Korper gleicher Hohe ist es
nicht notwendig, daB die Grundflichen kongruent sind, es geniigt deren Inhaltsgleich-
heit (Abb. 2.27.), falls Schnitte in gleichen Abstinden zur Grundfliche stets inhalts-

gleiche Schnittfiguren ergeben.
Liegt némlichinjedem der Kérper
die gleiche Anzahl von gleich dik-
ken Scheiben mit inhaltsgleichen
Grundflichen, so stimmen auch
die zerlegten Kérper in ihrem Vo-
lumen iiberein. Speziell gilt somit:

> Prismen mit inhaltsgleichen
Grundflichen und gleichen Ho-
hen haben gleiches Volumen.

Abb. 2.27.

Die Formel fiir das Volumen gerader Prismen trifft also auch fiir das Volumen schiefer

Prismen zu: ’

V=2A¢c"h
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Den Gedanken, Korper in Platten oder Scheiben zu zerlegen, um deren Volumina zu
vergleichen, wandte zuerst der italienische Mathematiker BONAVENTURA CAVALIERI
Anfang des 17.Jahrhunderts an. Der nach ihm benannte Satz lautet:

> Satz des CAVALIERT:

Zwei Korper sind vol gleich, wenn sie inhaltsgleiche Grundflichen und gleiche Hohen

haben und wenn alle in gleicher Hohe gelegenen, zur Grundfliche parallelen Schnittflichen
beider Korper flichengleich sind.

Ein Beweis dieses Satzes kann mit Hilfe der Integralrechnung gefithrt werden. Im
Rahmen dieser Ausfiihrungen konnte nur ein anschaulicher Nachweis seiner Richtig-
keit gegeben werden.

Beachten Sie, daB8 der Satz des CAvALIERT nur die Gleichheit der Volumina verschie-
dener Korper feststellt, nicht aber die Grofe der Volumina angibt!

2.4. Pyramiden
und Pyramidenstiimpfe

Pyramide und Pyramidenstumpf gehoren ebenfalls zu den ebenflichig begrenzten
Korpern.

» Definition :

Eine Pyramide ist ein Korper, der von einer Vieleckfliche (n-Eckfliche) und von n in
einem Punkte zusammenstofienden Dreiecken begrenzt wird.

A B A B

' Abb. 2.28. Abb. 2.29. Abb. 2.30. Abb. 2.31.

Die Vieleckfliche wird als Grundfliche bezeichnet, die Vieleckseiten als Grundkanten
der Pyramide. Die Dreiecke bilden die Seitenflichen der Pyramide.

Der Punkt S,in dem die Seitendreiecke zusammenstoBen, heiflt Spitze der Pyramide.
Das von der Spitze der Pyramide auf deren Grundfliche gefillte Lot ist die Korper-
hohe. Die Bezeichnungen ,,Grundkanten®, ,.Seitenkanten®, ,,Mantel*“ und ,,Ober-
fliche** stimmen mit den Bezeichnungen beim Prisma iiberein.
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Je nach der Anzahl der Seitenflichen unterscheidet man drei-, vier-, fiinf-, ...,
n-seitige Pyramiden. Sind alle Seitenkanten gleich lang, so ist die Pyramide gerade
(Abb. 2.28. und 2.29.), sind die Seitenkanten ungleich lang, ist die Pyramide schief
(Abb. 2.30. und 2.31.).
Eine gerade Pyramide heiit regelmifig, wenn die
Grundfliche ein regelmiBiges Vieleck ist und die
Spitze senkrecht iiber dem Mittelpunkt der
Grundfliche liegt (Abb. 2.28., 2.29.).
Die Verbindungslinie zwischen Spitze und Mittel-
kante punkt der Grundfliche bildet die Achse der regel-
miBigen Pyramide. Jeder Schnitt durch eine
¢ Seitenkante und die Kérperachse wird Achsen-
stumpf schnitt der regelmiBigen Pyramide genannt.
Wird eine Pyramide durch eine zur Grundfliche
parallele Ebene geschnitten, so zerfillt sie in einen
Abb, 2.32. Pyramidenstumpf und die zum Stumpf gehs-
rende Erginzungspyramide (Abb. 2.32.). Die zur
Grundfliche parallele Schnittfliche heiit Deckfliche des Stumpfes. Der Abstand der
Grundfliche von der Deckfliiche ist die Hohe h des Stumpfes. Die von der Deckfliche
zur Grundfliche verlaufenden Kanten sind die Seitenkanten des Pyramidenstumpfes.

-Ergdnze

Seite
7

Pyramiden-

Beweisen Sie, daf Grund- und Deckfliiche des Pyramidenstumpfes ihnliche Viel-
ecke sind!

Anleitung: Wenden Sie den Strahlensatz auf jedes Strahlenbiischel an, das in einer
Seitenfliche liegt!

Pyramidenstumpfférmige Gebilde treten in der Technik und im tiiglichen Leben sehr
hiufig auf, hiufiger sogar als pyramidenfsrmige. Oft findet man Kiihltiirme, die die
Form eines Pyramidenstumpfes haben.

2.5. Berechnungen an Pyramiden

und Pyramidenstiimpfen
Pyramiden

. Zeichnen Sie eine regelmiiflige quadratische Pyramide mit der Grundkante a und
der Hihe h, und tragen Sie je einen Achsenschnitt durch eine Diagonale und durch
eine Mittellinie der Grundfliche ein!

a) Welche Schnittfiguren entstehen ?
b) Berechnen Sie die Schnittflichen !

Geht man von einem beliebigen Dreieck A BC als Grundfliche aus und fiigt man seit-
lich drei Dreiecke hinzu, so entsteht unter bestimmten Bedingungen das Netz einer
dreiseitigen Pyramide (Abb. 2.33.).

Unter welchen Voraussetzungen lifit sich diese Figur zu einer unregelmdfigen
dreiseitigen Pyramide ( Abb. 2.34.) zusammenfiigen?
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Die von den Punkten S;, S,, S; auf die Gegenseiten gefillten Lote schneiden einander
im FuBpunkt G der Pyramidenhéhe h. Diese bildet mit den drei Seitenkanten drei
rechtwinklige Dreiecke (Abb. 2.35.), die die Neigungswinkel der Seitenkanten ent-

Abb. 2.34.

Abb. 2.33.

halten. Ferner bildet sie mit den Hohen der Seitendreiecke drei rechtwinklige Drei-
ecke, die die Neigungswinkel der Seitenflichen enthalten (Abb. 2.36.). Die zur Kon-
struktion dieser Dreiecke notwendigen Stiicke enthilt die Abbildung 2.33.

& 6 B 6 A 6 D& E 8 F &

Abb. 2.35. Abb. 2.36.

Konstruieren Sie das Netz einer Pyramide, deren Grundfliche ein Dreieck mit den
Seiten a = 7 cm, b = 4 cm, ¢ = 9 cm und deren Hihe h = 6 cm ist! Schneiden
Sie das Netz aus, und fiigen Sie es zu einer Pyramide zusammen!

Aus dem Netz der Pyramide ist die Zusammensetzung der Oberfliche ersichtlich. Sie
besteht aus der Grundfliche A4¢ und dem aus Dreiecken gebildeten Mantel Ay All-
gemein lautet die Formel fiir den

> Oberflicheninhalt der Pyramide: Ao = A¢ + Ay

Zur Berechnune des Volumens der Pyramide sind Hilfssitze notwendig.
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» Hilfssatz 1:

‘Werden Pyramiden von Ebenen parallel zur Grundfliche geschnitten, so sind die Schnitt-
flichen zu den Grundflichen dhnlich (Abb. 2.37.).

Beweis:

Da nach Voraussetzung die A'B'C'D' bzw. A BCD enthaltenden Ebenen parallel sind
und die Strecken A'B’ und AB in der durch SAB bestimmten Ebene liegen, so ist
AB H AB, und ebenso sind als Schnittlinien von Seitenflichen mit parallelen

Ebenen W“ BC, CWH CD und D'A’ Hlﬁ

Daraus folgt nach dem Strahlensatz:

a5 s Be  sc W
Es ist also

s B o W
oder:

AB:BC:CD:...=4AB:BC:CD: ...,
ferner

folglich
A'B'C'D' ~ ABCD, w.z.b. w.

Da sich die Flicheninhalte dhnlicher Vielecke zueinander verhalten wie die Quadrate
entsprechender Seiten, so verhalten sich

A'B'C'D': ABCD = (A'B')*: (AB)2.
Weil sich aber

AB :AB=SA:5d=h:h

138



verhiilt, so verhilt sich auch
(A'B')2: (AB)* = hy2: h?,
mithin auch
A'B'C'D' : ABCD = h,*: h*.
In Worten:

> Die Schnittfliche verhilt sich zur Grundfliche wie die Quadrate der zugehérigen Pyra-
midenhéhen.

Wir betrachten zwei Pyramiden mit gleichen Grundflichen. Bezeichnet man die
Grundflichen mit A¢ und die Schnittflichen, die eine schneidende Ebene dieser Pyra-
miden erzeugt, mit 4, bzw. 4,, so gilt:

4 hy?
und ey ]

Ay A
Ac

Ac ht

Aus den Proportionen folgt:
A, = A4y,
d. h., die Pyramiden haben in gleichen Hohen flichengleiche Schnittflichen.

> Hilfssatz 2:
Pyramiden g

haltsgleiche Schnittfiguren.

leicher Hohe mit inhaltsgleichen Grundflichen haben in gleicher Hohe in-

(Ein Beweis dieses Satzes muf} hier entfallen.)
Nach dem Satz des CavALIERI haben dann die beiden Pyramiden gleiches Volumen.

’ Pyramiden mit gleichen Grundflichen und gleichen Hohen haben gleiches Volumen.

Abb. 2.38.

Abb. 2,39,

A B8 8

Es ist demnach das Volumen einer jeden Pyramide mit n-seitiger Grundfliche be-
kannt, sobald das Volumen einer anderen Pyramide mit gleich groBer Grundfliche
und Héhe berechnet ist.
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Die Herleitung der Formel fiir das Volumen der Pyramide kann jetzt mit Hilfe der
beiden Hilfssitze erfolgen. Ein dreiseitiges gerades Prisma ABCDEF (Abb. 2.38.)
wird durch zwei Ebenen, von denen die eine die Punkte 4, E und F, die andere die
Punkte 4, C und E enthilt, in drei dreiseitige Pyramiden zerlegt (Abb. 2.39.).

Zerlegen Sie ein gerades regelmdfliges dreiseitiges Prisma von einer Ecke aus in
drei dreiseitige Pyramiden!

a) Stellen Sie das Prisma, seine Zerlegung und die drei Pyramiden in schriger
Parallelprojektion dar! Sie erhalten ein iibersichtliches Bild, wenn Sie als Ver-

zerrung « = 120° und q = % wihlen.

b) Zeichnen Sie die Abwicklungen des Prismas und der drei Pyramiden, und
stellen Sie Flichenmodelle der vier Kirper her!

¢) Veranschaulichen Sie mit den Kérpermodellen die Gleichheit der Rauminhalte
der drei Teilpyramiden und ihre Zusammensetzung zum Prisma!

Die Pyramiden I und II haben gleiche Grundflichen, denn durch die Schnittlinie CE
ist die Seitenfliche CBEF in zwei kongruente Dreiecke CBE und CFE zerlegt worden.
Da ferner beide Grundflichen in einer Ebene liegen und von der Ecke A den gleichen
Abstand haben, so stimmen die Pyramiden I und IT auch in der Héhe iiberein, sind
also volumengleich.

Entsprechend verhilt es sich bei den Pyramiden IT und III, die als Grundflichen die
kongruenten Dreiecke ACF und AFD und als gleiche Hohe den Abstand von der
Ecke E haben. Somit sind auch die Pyramiden II und III volumengleich.

Alle drei Pyramiden sind demnach untereinander ’volumeugleich. Jede Pyramide
kann also als ein Drittel eines dreiseitigen Prismas angesehen werden, das die gleiche
Grundfliche und Hohe besitzt. Deshalb ist das

> Volumen der Pyramide: V= %Ac +h,

Weisen Sie nach, daf} die hergeleitete Volumenformel auch fiir schiefe Pyramiden
gilt!

Die Formel ist zunichst nur fiir eine dreiseitige Pyramide hergeleitet worden. Sie gilt
jedoch allgemein fiir jede Pyramide, denn jede n-seitige Pyramide (n > 3) kann
durch ebene Schnitte in dreiseitige Pyramiden zerlegt werden. Bezeichnet man die
Grundflichen dieser dreiseitigen Pyramiden mit A, 4,, A, ..., 4, so gilt

Ay e e e Ay e A A s

Jede der dreiseitigen Pyramiden hat mit der n-seitigen die Hohe h gemeinsam. Als
Volumen der n-seitigen Pyramide entsteht

Ve=gdy hgdy b dyh
=4+ A+ .. Ak

V=y3dc:h
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. Beispiel 9:

Von einem Wiirfel mit der Kantenlinge a wird eine Ecke! durch eine Ebene
abgeschnitten, die durch drei dem Scheitelpunkt der Ecke zunichst liegende
Eckpunkte des Wiirfels geht (Abb. 2.40.).

a) Es sind der Flicheninhalt der Schnittfigur und der Abstand des Scheitel-
punktes der Ecke von der Schnittebene zu berechnen.
b) Wie groB ist das Volumen Vg des Restkorpers ?

Lisung: c Abb. 2.40.

a) Die Seiten der Schnittfigur sind Flichendia-
gonalen des Wiirfels; folglich ist das Dreieck 5
SRy
VA‘

ABC gleichseitig.

AB=BC=C4d=b,

so ergibt sich

Setzt man

4=293
und mit b2 = 2 a2
ot A
A=-173. a

z
Ergebnis: Der Flicheninhalt der Schnittfigur betrigt 521 V3.
AD ist Seitenhalbierende im Dreieck 4BC
und somit
b

D 2 LR b a /o
FD=1.713=+16 und e=5=372.

Im rechtwinkligen Dreieck SFD ist

h? = e* — FD?
h*=5—%=%
h =%5V3

Ergebnis: Der Abstand des Scheitelpunktes von der Schnittebene SF = h
betrigt % ]/5.

b) Das Volumen des Restkorpers kann berechnet werden, indem man das Vo-
lumen des abgeschnittenen Teils des Wiirfels, also der Pyramide SABC,
vom Wiirfelvolumen subtrahiert. Mit Hilfe der berechneten Gréfen 4 und h
kann man das Volumen Vp ermitteln.

1 a oz e o
Vp=xAd-h=5-3TV3.513

3 2
s
Vp=2

1 Hierbei ist nicht der Eckpunkt, sondern der Ihnen aus dem Unterricht in ,,D G ie'* bekannte Begriff
gemeint.
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Nun ermittelt man durch Subtraktion das Volumen von Vg:

a?

Va=Vy—Vp=al—2

—5.s
Vg =5 d®

Ergebnis: Das Volumen des Restkorpers hetrﬁgt%a“ g

Soll nur das Volumen der Pyramide oder des Restkirpers im Beispiel 9 berechnet
werden, so ist es nicht erforderlich, erst den Flicheninhalt der Schnitifigur und den

Abstand SF = h (Abb. 2.40.) zu ermitteln.

Suchen Sie einen bequemen Weg, und fiihren Sie die Berechnung durch!

Beispiel 10:

Bei einer schiefen Pyramide, deren Grundfliche ein g]eichscitiges Dreieck mit
der Seite a = 6,0 cm ist, liegt die Spitze senkrecht iiber einer Ecke der Grund-
fliche. Die Kérperachse schlieBt mit der Grundfliche den Neigungswinkel
@ = 06,59° ein. Es ist a) der Oberflicheninhalt, b) das Volumen zu berechnen.

a) Zur Berechnung des Oberflicheninhalts
werden die Korperhohe b, und die Seiten-
flichenhohe h, benstigt (Abb. 2.41.).

Aus dem A MBS folgt:

=273 tan 66,59°
h; = 8,0 cm
Aus dem A DBS folgt:

3

hy? = (% ]"37)24‘ hy? = :l + hy?

3a?

hy = |2 42 =) +64 em

hy, = ]/ﬁcm ~ 9,539 cm

Ergebnis: Die Hohe h, betrigt rund 9,5 cm.

(Ein genauerer Wert ist bei dem vorgegebe-
nen Wert @ = 6,0 cm nicht zu erreichen. Es
kann deshalb mit diesem Wert weitergerech-
net werden.)

S
//
/
/]
/ Hl
// Il
b
7 L
/ [
/
/ /(C
D // N
///A\/M/.V N
a a
AI a l 4 B
I }
Abb. 2.41.
N. L.
2 0,3010
V3 0,2385 |+
tan 66,59° | 0,3636
8,0 0,9031




Berechnung des Mantels Apr: Ap 4cs = Ay und Ap 4ps = Ap pes = A,
A4, = -"—z"l = % cm? = 28,5 cm?
24, =22 =6,0-80cm? =48 cm?
Ay = A4, +24, =176,5 cm?
Berechnung des Oberflicheninhalts Ao :
Ap = A¢ + Am
Ag = +a? Y3~ ¥ 1,732 em? = 15,588 em? ~ 15,6 cm?
Ap = 15,6 cm? + 76,5 cm?
Ao =92,1 cm?
Ergebnis: Der Oberflicheninhalt betrigt 92,1 cm?2
b) Berechnung des Volumens V:
V=1tAdch
V= w cm?® = 41,6 cm?®

Ergebnis: Das Volumen betrigt 41,6 cm?.

Pyramidenstiimpfe

In der Abbildung 2.42. ist ein quadratischer Pyramidenstumpf und in Abbildung
2.43. sein Netz dargestellt. Grund- und Deckflichen sind Quadrate, die Seitenflichen

gleichschenklige Trapeze. Bezeichnet man allgemein die Grundfliche mit Ag,
Deckfliche mit Ap und die Summe der Seitenflichen mit Ay, dann gilt fiir den

> Oberflicheninhalt des Pyramid ples: Ao = Ac + Ap + Au.
-~
e s
Fdie
= s\ S
e \
/N 7 i N
IR 1Ay \
x THAN / \
SN
/ \ b
/ 2
7
s
" /
Z U
Abb. 2.42. A
Abb, 2.43,

die
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. Konstruieren Sie das Netz eines quadratischen Pyramidenstumpfes mit der
Grundkante a = 6,0 cm, der Kante der Deckfliche b = 4,0 cm und der Seiten-
kante s = 4,5 cm! Schneiden Sie es aus, und falten Sie es zu einem Flichenmodell
des Kirpers zusammen !

Das Volumen des Pyramidenstumpfes ergibt sich als Differenz der Volumina der zum
Stumpf gehérenden Vollpyramide und der Erginzungspyramide (Abb. 2.42.).

Vpyrami ot = Volipyramide — V3
(Héhe h) (Héhe h + x) (Héhe x)
Ag - (h+ %) Ap - x
Ve——e—=—g
Ag-h Ag-x  Ap-=x
V:T+ 3 3

V=1Ach+yx(de—Ap). (1)

Um Pyramidenstiimpfe berechnen zu konnen, mull zunichst die Héhe x der Er-
ginzungspyramide durch andere GroBen des Pyramidenstumpfes ausgedriickt werden.
Wie bereits bei der Pyramide hergeleitet, verhalten sich die Grundfliche zur Schnitt-
fliche wie die Quadrate der zugehorigen Pyramidenhshen:

_‘f (b

Ap ¥

1'76 — htx
ZE
xVAg=hV4p + xV4p
xVA¢—xVAp=hV4p
“)Ap b (Ve + ) Ap)
ooV a1
"V (V¢ + }4p)

A e T

Dieser Wert wird fiir x in die Gleichung (I) eingesetzt.
Man erhiilt:
L L. 4V (46 +yp)
V=34ch+3 —

V=5 Ach+ 5h)Ap () A¢ + V4p)
V=2Xdch+VAcAph + 5 Aph.

(4¢—Ap)

e h
Daraus ergibt sich nach Ausklammern von - das

» Vol des Pyramid ples: V = % (A¢ + 1AcAp + Ap)-

- Beispiel 11:

Ein aus Stahlplatten hergestellter oben offener Kohlenbunker hat die in Ab-
bildung 2.44. dargestellte Form. Das Fassungsvermégen des Bunkers und der
Materialverbrauch sind zu berechnen.
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Der Kohlenbunker setzt sich aus einem Prisma mit quadratischer Grundfliche
und einem Pyramidenstumpf zusammen:

V = Aghy + 42 (46 + VAcAp + Ap)
=T6m?-4,5m + 22(16 m® + }16 - 4 m? 4 4 m?)
V =72m3 4+ 0,528 m3 = 86 m3.

Ergebnis: Das Fassungsvermogen betrigt 86 m?.

|- 04m

Abb. 2.45.

Die Oberfliche besteht aus vier kongruenten Rechtecken, vier gleichschenk-
ligen Trapezen und der kleineren Grundfliche des Pyramidenstumpfes. Die
Grundseiten der Trapeze sind 4 m bzw. 2 m lang. Die Flichenhéhe h,; der
Trapeze kann mit Hilfe des Satzes des PyrHAGORAS berechnet werden

(Abb. 2.45.):

hy = ]‘/Wm = ]/&TS m ~ 1,80 m.
Der Flicheninhalt eines Trapezes ist

A4 =4"E" 1 80m =54 m?

Ap=44m-4,5m+4-54m? +4m2=72m?+21,6m2+4m2=97,6m?
Ergebnis: Der Materialverbrauch an Stahlplatten betriigt 97,6 m2.

Die fiir das Volumen des Pyrar{nidenstumpfes herge-
leitete Formel ist fiir den praktischen Gebrauch unbe-
quem. Da die gemessenen Werte, die die Grundlage der
Berechnung bilden, sowieso nur eine beschrinkte Ge-
nauigkeit erreichen, wird an Stelle der entwickelten
Formel in der Praxis oft eine einfachere Niiherungs-
formel verwendet. Der Pyramidenstumpf wird ersetzt
durch ein Prisma gleicher Hohe, dessen Grundfliche
gleich dem arithmetischen Mittel aus der Grund- und
der Deckfliche der Pyramide ist.

S i S Y

Abb. 2.46.
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Die Grundfliche A,, dieses Prismas ist nicht die Schnittfliche des Pyramiden-
stumpfes, die in der Mitte zwischen 4 und Ap liegt. Die Abbildung 2.46. zeigt
einen quadratischen Pyramidenstumpf. Fiir diesen Fall ergibt sich zum Beipiel :

Ag=a;% Ap = az®; Ay =a}
a,? a,?
gl =8 + a5
a,? 4 a,?
an = |25+

3

Die Seite des Schnittquadrates, das genau in der Mitte zwischen 4 und Ap
liegt, ist aber

a, =2%%
Nun gilt:
5 a,? 4 ay? . a, 4 ay \2
a;,,=—__;r #(am)ZZ(——'Z“).
Aus a; — a, > 0 folgt niamlich 2°t > 0 und

P =T

Daraus ergibt sich

a? ay? 919y Lo, | et
o T e & Ty
SY o0 0 2. B o EPe Hiay @ b
4 S 1 e 4
a2 4 ag? ( a, +a, )2
T 2
oder
[

Das Niherungsprisma hat also eine Grundfliche 4., die etwas groBer ist als die
Schnittfliche des Pyramidenstumpfes, die genau in der Mitte zwischen A4 und
Ap liegt. Die Niherungsformel ermaglicht eine wesentlich einfachere Rechnung
und gibt in den meisten Fillen einen ausreichend genauen Wert.

An einem Zahlenbeispiel soll nun durch Gegeniiberstellung beider Berechnungs-
méglichkeiten untersucht werden, unter welchen Bedingungen die Anwendung
der Niherungsformel zulissig ist.

Beispiel 12:

Zwei quadratische Pyramidenstiimpfe mit den Kanten der Grundfliche a, der
Deckfliche b und mit der Hohe h haben die folgenden Abmessungen:

a) a=>50cm; b =2,0cm; h = 6,0 cm,
b) a =5,0cm; b =4,0cm; h = 6,0 cm.
Berechnen Sie jeweils fiir beide Pyramidenstiimpfe das Volumen, und zwar
einmal nach der Formel V = % (Ac + VAcAp + AD) und zum anderen nach



10*

Ag +4

der Niherungsformel V $ h
V=2 (4c + VAcAp + 4p) | e e

a) V=525 + Y100 + 4) cm? Vo Bemtidemt 6o
V =2-39cm3 =78 cm? V ~ 87 cm?

Ergebnis: Die Abweichung vom genauen Ergebnis betrigt etwa 11,5 %,.

b) ¥ =2%(25 4 Y400 + 16) cm® Vo Bt lent. g om

V=2cm-6lcm?=122 cm? V ~ 123 cm?®
Ergebnis: Die Abweichung vom genauen Ergebnis betrigt etwa 0,8 9.

In beiden Fillen des Beispiels 12 brachte die Anwendung der Naherungsformel
zu hohe Ergebnisse. Ein Vergleich von a) und b) 1iBt die Vermutung zu, da8 die
Niherungsformel vornehmlich dann benutzt werden kann, wenn sich die beiden
parallelliegenden Flichen 4¢ und Ap in ihrer GréBe nur wenig unterscheiden.
Diese Vermutung findet auch durch die folgende allgemeine Betrachtung ihre
Bestiitigung:

A
(dg+ VAo dp + Ap) ~ 2522 b ik

_ A,
‘:T(AG+]’/AGAD+AD)"§’ G:AD |- 6

2 Ac +2VAgAp +2Ap~ 3 Ac + 3 4p

2 VAcAp ~ Ac + Ap

——— ., “4c+4p
VAgAp ~ -
Daraus geht hervor:

Nihert sich die Deckfliche Ap ihrer GroBe nach immer mehr der Grundfliche
Ag, dann nihern sich die beiden zuletzt erhaltenen Ausdriicke ihrem Werte
nach auch immer mehr. Mit Ay = Ag schlieBlich ist das arithmetische Mittel
4
GJ;AD dem geometrischen Mittel }A¢ Ap gleich:
Ag+4 p———
# =VAcAe

Ag = Ag.

In diesem Falle aber wird aus dem Pyramidenstumpf ein Prisma, fiir das die
Anwendung der Niherungsformel genaue Werte liefert:

A6E4D by fix Ap=Ac folgt: —5h = Ag-h.

Wird Ap immer kleiner und schlieBlich null, dann geht der Pyramidenstumpf

. . . - 4
in eine Pyramide iiber. Die Niherungsformel nimmt dann den Wert TG - h an,

4
der um 50 9, zu groB ist gegeniiber dem genauen Wert —3£ *h.
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2.6. Zusammengesetzte
ebenflichige Kérper

In der Technik begegnet man vielfach Kérpern, die sich aus den bisher behandelten
zusammensetzen. Sie werden zusammengesetzte Korper genannt, auch wenn aus
einem Kérper ein anderer ausgespart ist.
Zur Ermittlung der Oberfliche oder des Volumens solcher zusammengesetzter Korper
miissen die einzelnen Teile getrennt berechnet werden. Eine griindliche Planung des
Rechenweges kann dabei den Arbeitsaufwand erheblich vermindern.

148

Beispiel 13:

Das Dach eines Turmes, dessen Grund- und Aufri aus der Abbildung 2.47. zu
ersehen sind, besteht aus einem quadratischen Pyramidenstumpf mit der
Grundkante a = 10,00 m, der oberen Kante b — 5,50 m und der Hiohe
hy = 3,00 m. Seine Seitenkanten sind so abgeschnitten, daB aus der oberen
Grundfliche ein regelmiBiges Achteck wird. Uber diesem Achteck erhebt sich
eine gerade achtseitige Pyramide von h, = 9,00 m Hahe. Gesucht ist a) das

Volumen, b) der Oberflicheninhalt des Dachraumes.

a) Bezeichnet man die Seite des gleichseitigen Achtecks mit x, dann ist

b=312+x+52
b==x(1+472)
r=—"_=b(J2—1~b-0414.
1+72
Die Flache des Achtecks ist gleich der Fliche des Qua-
drats, vermindert um vier kleine halbe Quadrate, die
zusammengesetzt ein Quadrat mit der Seitenlinge x

ergeben:

Ag = b2 —x2 = b2 —p2- (1,’5_ 1)2
b2 (l—2+4+27y2—1)
Ag=0b2-2-(y2—1) ~ b2-0,828.

Das Volumen des Turmes setzt sich zusammen aus dem
Pyramidenstumpf mit dem Volumen Vi, vermindert
um vier kleine schiefe Pyramiden mit der Gesamtgrund-
fliche x* und der Hohe h, des Pyramidenstumpfes mit
dem Gesamtvolumen ¥, und der achtseitigen Pyra-
mide V;:
V=W—V,+V;
"l

Vi==(a® 4+ ab + b?)

3

Ve x';;h, b (3—23' VZ) by ~ b2 hy - 0,057

Vy=dacts 82 G20 e pa 0,276

D

A
. a=1000 "

Abb. 2.47.

|
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. Fiihren Sie die numerische Berechnung des Volumens selbstindig durch!
Zur Kontrolle wird das rechnerische Ergebnis mitgeteilt: V = 255,2 m3,

b) Zur Berechnung des Oberflicheninhalts miissen die Hshen der Trapeze und
Dreiecke ermittelt werden. Jede der Hohen laBt sich als Hypotenuse eines
rechtwinkligen Dreiecks bestimmen, dessen eine Kathete die Lange des Grund-
risses, die andere der Hohenunterschied ihrer Endpunkte ist:

Trapezhohe:

b= Vs —) +
Héhe der unteren Dreiecke:

N oy

(;— ist der Abstand jeder, der Achteckseiten vom Mittelpunkt)
Héhe der oberen Dreiecke:

hy = )/(3)" + he?
Die gesamte Oberfliche setzt sich aus folgenden Flichen zusammen:

A—4-A, +4-4,+8-4,

AIZ"fT‘.ha
Ay=75-xhy
Ay =5 xh

Fiihren Sie die numerische Berechnung des Oberflicheninhalts selbstindig durch!
Zur Kontrolle wird das rechnerische Ergebnis mitgeteilt :

Ao = 201,8 m2.

Aufgaben

1. Ein Holzwiirfel von 5,6 cm Kantenlinge wiegt 150 g. Wie gro8 ist seine Dichte ?

2. Wie groB sind die Flichendiagonale d und die Raumdiagonale e eines Wiirfels mit der Kante
a=1,20m?

3. Gibt es Wiirfel, fiir die die MaBzahl des Oberflicheninhalts gleich der MaBzahl des Volumens
ist? Warum ist es falsch zu sagen: Bei diesen Wiirfeln ist ,.das Volumen gleich dem Ober-
flicheninhalt* ?

4. Das Volumen eines Wiirfels ist durch die Oberfliche auszudriicken.

5. Ein Wiirfel werde durch eine Ebene, die senkrecht zu einer Wiirfelseite steht, lings einer
Diagonalen dieser Fliche geschnitten. Die Schnittfigur habe einen Flacheninhalt von 213 em?.
Wie groB ist a) die Wiirfelkante, b) das Volumen, ¢) der Oberflicheninhalt des Wiirfels ?

6. Drei Wiirfel haben die Kantenlingen von 15 cm, 20 cm und 25 em. Wie verhalten sich a) ihre
Kantenlingen, b) ihre Flichendiagonalen, ¢) ihre Oberflicheninhalte und d) ihre Volumina
zueinander ?
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. Ein Klempner fertigt einen wiirfelfsrmigen oben offenen Blechbehilter an, der 50 Liter Wasser

fafit. Wieviel Quadratmeter Blech werden fiir seine Anfertigung benotigt ?

Das Fundament unter einer Werkzeugmaschine besteht aus einem Wiirfel von 0,95 m Kanten-
linge. Wieviel Mauersteine sind zur Aufmauerung des Wiirfels notwendig, wenn man je Kubik-
meter 400 Steine benétigt ?

. Aus der Raumdiagonalen eines Wiirfels soll a) das Volumen, b) der Oberflicheninhalt be-

rechnet werden.

Aus drei Bleiwiirfeln mit den Kanten 4,0 cm, 8,0 cm und 10,0 cm wird ein Wiirfel gegossen.
Wie groB sind die Kanten und der Oberflicheninhalt des neuen Wiirfels ?

Wie lang muB die Kante eines Wiirfels sein, damit sein Volumen doppelt so groB3 wie der eines
Wiirfels von 1 em Kantenlinge wird ? LaBt sich die Kante des gesuchten Wiirfels mit Zirkel
und Lineal als Strecke geometrisch darstellen ?

Stellen Sie in ein und demselben Achsenkreuz geometrisch die Funktionen dar, die a) die
Kérperdiagonale e, b) den Oberflicheninhalt Ag, ¢) das Volumen V eines Wiirfels mit der
Wiirfelkante x bilden! Welche Kurven ergeben sich ?

Wie grof} ist die Kante eines Wiirfels, dessen Oberfliche doppelt so grof} ist wie die Oberfliche
eines Wiirfels mit gegebener Kante a?

Ein Wiirfel soll mit einer Silberschicht von 0,5 mm Dicke versilbert werden. Die Kanten-
linge des Wiirfels betritgt 8,00 cm. Wieviel Kilogramm Silber sind notwendig ?

g

em?

Wieviel wiegt ein Hohlwiirfel aus Eichenholz (g =08

) von 28 mm Wanddicke und
16,6 cm Kantenlinge ?

Von einer Wiirfelfliche mit der Kantenlinge a ist der Radius r = 7 cm des umbeschriebenen
Kreises bekannt. Wie grof} ist das Volumen des Wiirfels ?

Von einer Wiirfelfliche mit der Kantenlinge a ist der Radius r des umbeschriebenen Kreises
und p des einbeschriebenen Kreises bekannt. Wie groB ist der Inhalt jeder Seitenfliche des
Wiirfels a) bezogen auf r und b) bezogen auf g ?

Verlingert man jede Kante eines Wiirfels um 2,0 cm, so nimmt sein Volumen um 218 ¢m? zu,
Berechnen Sie die Kante!

Laft sich durch einen Wiirfel ein ebener Schnitt so fiihren, daB als Schnittfigur ein gleich-
seitiges Dreieck entsteht ?

Ersetzt man eine der vier GréBlen a, d, Ag, ¥ durch eine Zahl,
so kann man aus ihr die drei anderen Zahlen, die fiir die iibri-
gen drei GroBen stehen, berechnen. Man erhilt dann4 - 3 = 12
Gleichungen.

Berechnen Sie V' = a®fira=0,a=1, ..., a = 5!

- ——[=in

Zeichnen Sie das Funktionsbild ( ¥ auf % verkiirzl), und be-
stimmen Sie mit Hilfe des Bildes ¥ fira =09 unda=22! -} _ _ - —

Berechnen Sie das Volumen des in Abbildung 2.48. dargestellten .
Kérpers, dessen drei Ansichten (Grundril, Aufri und Kreuz-
riB) das gleiche Aussehen haben (a = 27 cm)! Die Abbildung
2.49. zeigt das Schrigbild des Kérpers. T

. / . e —
Berechnen Sie die Masse des Flachstahls (g = 7.85 L) nach

cm?

der Abbildung 2.50.! Abb, 2.48,




23. Welche Linge muf ein Quader haben, wenn seine Raumdiagonale 22,0 cm, die Breite 7,5 em
und die Héhe 5,3 cm messen ?

24, Welche Heizfliche hat ein Ofen von 2,00 m Héhe, 1,10 m Breite und 0,60 m Tiefe ? (Nach
unten wird keine Warme abgestrahlt!)

250

A

Abb. 2.49. Abb. 2.50. |

g
cm?

25. Wie dick ist ein rechteckiges Stiick Blattgold (Q = 19,3 ) von 62 mm Linge und 47 mm
Breite, das 6,3 mg wiegt ?

26. Das Volumen eines Basaltstiickes wurde zu ¥ = 48,1 cm® bestimmt; die Wagung ergab
0,140 kg. Bestimmen Sie die Dichte!

27. Aus einem Festmeter Holz sollen Bretter von rechteckigem Querschnitt mit 18 mm Dicke und
22 cm Breite geschnitten werden. Wieviel laufende Meter erhilt man daraus bei einem Schnitt-
verlust von 159, ?

28. Fiir den Versand der Erzeugnisse eines Werkes werden rechteckige Kisten verwendet. Die
MaBe sind 120 cm X 60 cm X 45 cm.
Ein Verbesserungsvorschlag sieht die Verwendung von wiirfelfsrmigen Kisten vor.
a) Wieviel Zentimeter muB} die Linge einer Kante betragen, damit das Volumen unveriindert
bleibt ?
b) Wieviel Quadratmeter wertvollen Materials werden in einer Woche (6 Tage) eingespart,
wenn téglich 65 Kisten bendtigt werden?

29. Eine Holzkiste mit Deckel hat die AuBenmalBe 1,60 m x 1,20 m % 0,90 m, die Dicke des Holzes
betrigt 3 em. Gesucht sind a) die GroBe des Innenraumes, b) die Masse des Holzes bei einer

Dichte von 0,6 ui, , ¢) der Flicheninhalt der zum Bau der Kiste erforderlichen Bretter.
30. Die Abmessungen eines quaderformigen Kastens sollen sich im Lichten wie 1:2:3 verhalten.
Wie groB miissen die Innenkanten sein, wenn der Kasten 1 m? fassen soll ?

31. Eine Kassette mit den Kanten a, b und c ist so gebaut, daB b der gréBere und ¢ der kleinere
Abschnitt der nach dem Goldenen Schnitt geteilten Linge a = 18 em ist. Berechnen Sie den
Oberflicheninhalt und das Volumen!

Anleitung: Die Proportion fiir den Goldenen Schnittist a:b = b: (a—b). In dieser Aufgabe
bedeutet (a— b) die dritte Kante c.
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Welche Kantenlingen und welche Oberflicheninhalte haben zwei quadratische Prismen

aus Blei bzw. aus Kork von je 10 em Héhe und 1 kg Masse, wenn die Dichte von Blei 11,4 c:_,
und die Dichte von Kork 0,24 c:‘a betrigt ?

Aus einem Stiick Rundstahl von 18 em Liinge und 7 em Durchmesser soll ein groBtmaglicher
Quader mit quadratischem Querschnitt herausgefrist werden. Berechnen Sie die Anstell-
tiefe a des Frisers und das Volumen ¥ des entstehenden Werkstiickes!

In ein wiirfelférmiges GefaB, das innen die Kantenlinge 50 cm hat, werden 18 Liter Fliissig-
keit gefiillt. Berechnen Sie den Flissigkeitsstand h!
Hinweis: Fiir diese Aufgabe soll 1 Liter mit 1 Kubikdezimeter in Rechnung gestellt werden.

Beweisen Sie, daB sich die Raumdiagonalen eines Quaders alle in einem Punkte schneiden !

Ein Wiirfel, dessen Kanten um 3,0 cm gréfer als die eines anderen sind, hat ein um 146 cm?®
groBeres Volumen. Berechnen Sie die Kante jedes Wiirfels!

Aus einem rechteckigen Stiick Blech von 50 em bzw. 80 em Seitenlinge werden aus den
Ecken Quadrate von 10 cm Seitenlinge herausgeschnitten. Durch Hochbiegen der iiber-
stehenden Teile entsteht ein Kasten von der Form eines Quaders. a) Wie groB ist sein Volu-
men? b) Wie indert sich das Volumen, wenn man fiir die an den Ecken herausgeschnit-
tenen Quadrate der Reihe nach die Seitenlingen 5 cm, 6 cm, 7 cm und so fort bis 15 em withlt ?
¢) Die Anderung des Volumens ist durch eine grafische Darstellung zu verdeutlichen. d) In
welchem Fall wird der Kasten den groBten Inhalt erhalten ?

Das Volumen eines geraden regelmiBigen sechsseitigen Prismas von der Hohe h = 8.0 cm

ist = 519 em®. Wie grof8 sind Grundkante und Oberfliche ? (Rechnen Sie mit dem Rechen-
stab, und verwenden Sie den Niherungswert V3 ~ 1,73)

Wieviel wiegen die folgenden Profilstihle (g =7.85-5)2

a) 13,5 m |_-Stahl 30 mm x 30 mm x4 mm (Abb. 2.51.)

b) 12 m [-Stahl 45 mm %45 mm x 5,5 mm (Abb. 2.52.)

€) 60 m J-Stahl (Bezeichnung fiir Flachstahl) 50 mm x 8 mm (Abb. 2.53.).

55

45

.

Abb. 2.51. Abb. 2.52, Abb. 2.53.

Ein schiefes Prisma mit einem Quadrat von der Seitenlinge a = 5.4 cm als Grundfliche und
der Seitenkante s = 6.5 cm hat das Volumen ¥ = 180 em®. Der Neigungswinkel ¢ der Seiten-
kante gegen die Grundfliche ist zu berechnen (Abb. 2.54.).

|
Welches Volumen hat ein Sechskantstahl von der Schliisselweite 90 mm und der Linge
1000 mm ?
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Zu statischen Berechnungen soll der Querschnitt A eines T-Triigers aus Stahl (g = 7,850 Tlﬂ)

von der Linge | = 8,6 m ermittelt werden. Seine Masse betriagt m = 3,450 t.

Ein rechteckiger Platz 35 m 12,5 m ist in der Richtung
der lingeren Seite gencigt, so dafl die eine kiirzere Seite

65 cm hoher liegt als die andere. Der Platz soll horizontal
gemacht werden. Wieviel Kubikmeter Erde sind abzu- _
fahren, wenn man den Platz so hoch legt wie die untere

kiirzere Seite ?

In einem GefiB sollen 75 kg Quecksilber aufbewahrt wer-
den. Das GefiB soll die Form eines dreiseitigen geraden
Prismas haben mit der Grundfliche eines gleichseitigen
Dreiecks und der Hahe von 25 em (o5 = 13.6 75 ). Wie
groB muf die Seite der Grundfliche mindestens sein?

Aus einem geraden regelmiBigen dreiseitigen Prisma mit
der Grundkante a und der Hohe h ist ein Prisma mit
gleicher Hohe und der gréBtmiglichen quadratischen Abb. 2.54.
Grundfliche herzustellen. Wie groB sind dann die Grund-

kante und das Volumen?

Ein gerades dreiseitiges Prisma mit der Héhe h = 5.0 cm hat als Grundfliche ein gleich-
schenkliges Dreieck mit den Schenkeln a = b = 12,0 em und der Basis ¢ = 10.0 em. Durch
die Basis der Grundfliche und die Spitze der Deckfliche wird ein Schnitt gelegt. a) Wie lang
sind die Seiten der Schnittfigur, b) welchen Flicheninhalt hat sie?

Wie groB ist das Volumen eines regelmiiBigen zwélfseitigen Prismas, dessen Grundfliche einem
Kreise von r = 7,0 em Radius einbeschrieben ist und dessen Hohe h = 23,0 em betrigt ?

Ein regelmifiges gerades sechsseitiges Prisma mit dem Volumen V' = 540 3em? hat die
Hohe h = 10,0 cm. Wie groB ist der Oberflicheninhalt ?

In eine Kugel mit dem Radius r = 10,0 cm ist ein gerades Prisma mit quadratischer Grund-
fliche so einbeschrieben, daf3 alle Prismenecken auf der Kugeloberfliche liegen. Die Hohe des
Prismas betrigt h = 16,0 cm. Wie groB sind die Grundkante a und das Volumen des Prismas ?

Ein gerades Prisma hat als Grundfliche ein regelmiBiges Sechseck von 5.4 em Seitenlinge. Es
wird schriig so abgeschnitten, dafl die Schnittebene parallel zu zwei gegeniiberliegenden
Grundkanten liegt und die im Mittelpunkt der Grundfliche stchende Hohe 12.4 cm iiber dem
Mittelpunkt der Grundfliche trifft. Das Volumen des abgeschnittenen Prismas ist zu be-
rechnen.

Ein gerades Prisma hat als Grundfliche ein gleichschenkliges Dreieck a = b = 8.0 cm,
¢ = 5,0 cm und eine Hohe h = 12,0 cm.

Durch die Grundseite der Grundfliche und die Spitze der Deckflache ist ein Schnitt gelegt.
Umfang und Inhalt der Schnittfigur sind zu berechnen.

Wieviel Tonnen Kohle faBt ein Wagen, dessen Wagenkasten mit trapezformigem Querschnitt
3,00 m lang, 0,90 m tief, oben 1,40 m und unten 0,60 m breit ist 7 (1 m® Steinkohle wiegt 1.2 t)

In Abbildung 2.55. ist der Querschnitt einer Holzleiste dargestellt. Wieviel laufende Meter
solcher Leisten ergeben einen Festmeter!

Anleitung: Bestimmen Sie den Querschnitt durch Erginzung zu einem Rechteck entsprechend
der punktierten Linie!

Es ist die Erdmenge in Kubikmetern zu berechnen, die zum Aufschiitten des in Abbildung
2.56. im Schnitt dargestellten Dammes von 2,500 km Lénge benotigt wird.
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55. Die Masse der Fiihrungsplatte aus Bronze (9 = 8,6
gegebenen Maflen zu berechnen.

£ ) ist nach den in Abbildung 2.57. an-

cm?

Anleitung: Berechnen Sie das Volumen mit Hilfe des ,.Erginzungsverfahrens*, indem Sie den
Korper zunichst zu einem Quader erginzen!

Al

25

S|
T F > 2
Abb. 2.55. . i
120

Abb. 2.57.

L

56. Der Querschnitt des schriig stehenden Stiitzbalkens in Abbildung 2.58. ist ein Rechteck von
160 cm % 20 cm. Er ist beiderseits schrig abgeschnitten. Wieviel Festmeter Holz ergeben
16 Balken dieser Grife ?
Anleitung: Betrachten Sie die trapezformigen Seitenflichen als Grundfliche bzw. Deckfliche
eines Prismas!

57. Berechnen Sie das Volumen V' (in m®) des in Abbildung 2.59. dargestellten Abzugschachtes
mit quadratischem Querschnitt!
500 I‘_

5000

510

Abb. 2.58. Abb. 2.59.

58. Berechnen Sie von einem schiefen Prisma die Hohe, wenn die Grundfliche ein gleichseitiges
Dreieck mit der Seite a = 6,0 cm ist und das Volumen 72 ]Tcm" betrigt!
59. Ein schiefes Prisma hat als Grundfliache ein Dreieck mit den Seiten 13 cm, 14 em und 15 em.

Seine Seitenkanten sind gegen die Grundfliche unter 30° geneigt und 32 cm lang. Wie grof ist
sein Volumen ?
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Die Achse eines schiefen Prismas mit quadratischer Grundfliche (Grundkante a) und der Hohe
h ist unter dem Winkel 8 gegen seine Grundfliche geneigt (a = 6,0 em, h = 5.0 cm, f§ = 45°).
Wie grof3 ist a) das Volumen, b) der Oberflicheninhalt des schiefen Prismas?

Ein Quader habe die Kanten @ = 12,5 cm, b = 8,6 cm und ¢ = 4,9 cm. Ein Parallelepiped
habe die gleichen Kantenlingen, und die Grundkanten a und b schlieBen einen Winkel ¢ von
58° ein, und die Kante ¢ ist um den Neigungswinkel ¢ von 78,2° gegen die Grundfliche geneigt.
a) Stellen Sie beide Kérper im Grund- und Aufril dar!

b) Vergleichen Sie die Volumina beider Kérper!

Ein Hausdach hat die Form einer Pyramide mit rechteckiger Grundfliche. Die Grundkanten
sind @ = 8,00 m, b = 6,00 m und die Hohe h = 3,00 m. Wieviel Quadratmeter Dachpappe
werden zum Decken des Daches benotigt ?

Durch eine gerade quadratische Pyramide mit der Hohe h = 30 mm und der Grundkante
a = 24 mm legt man einen Achsenlingsschnitt a) durch die Mitten gegeniiberliegender
Grundkanten, b) durch zwei Seitenkanten. Berechnen Sie die Inhalte der Schnittflichen!

Weshalb betrigt der Flicheninhalt der Schnittfigur nur ein Viertel des Flacheninhalts der
Grundfliche, wenn durch eine Pyramide in halber Hohe ein Schnitt parallel zur Grundfliche
gefiihrt wird ?

Die Grundfliche einer Pyramide mit gleichen Seitenkanten ist ein
rechtwinkliges Dreieck. In welchen Punkt der Ebene der Grund-
fliche wird die Spitze der Pyramide projiziert ?

Begriinden Sie das folgende Gesetz aus der Optik: Die Beleuch- Y
tungsstiirke paralleler Ebenenteile ist umgekehrt proportional
dem Quadrat der Entfernung von der Lichtquelle!

Das Volumen einer geraden quadratischen Pyramide von 15 cm
Héhe betrigt 380 em®. Wie groB ist ihr Oberflicheninhalt ? a

Die Grundfliche einer geraden Pyramide ist ein Quadrat mit der Abb. 2.60.
Seite @ = 24,4 cm, die Seitenkanten haben eine Neigung von 68,5°
gegen die Grundflache. Es sind a) die Seitenkanten, b) die Hohe,
¢) das Volumen, d) der Oberflicheninhalt der Pyramide zu be-
rechnen.

Durch eine Grundkante a = 6,4 cm eines geraden regelmaBigen
dreiseitigen Prismas wird eine Ebene gelegt, die gegen die Grund-

fliche unter dem Winkel « = 51,3° geneigt ist. Welches Volumen
hat die abgeschnittene Pyramide ?

Das regelmiBige Vierflach (Tetraeder) ist eine dreiseitige Pyra-
mide, deren Oberfliche aus vier gleichseitigen Dreiecken besteht.

a) Wie groB sind das Volumen und der Oberflicheninhalt, wenn
jede Seitenkante die Linge a = 4,0 cm hat (Abb. 2.60.)?

b) Berechnen Sie die Neigungswinkel, die jeweils eine Kante und eine Seitenfliche bilden!
¢) Untersuchen Sie, in welchem Verhiltnis die Hohen eines Tetraeders einander schneiden!
d) Driicken Sie das Volumen eines Tetraeders durch die Hohe aus!

Abb. 2.61.

Werden zwei gleich hohe Pyramiden, deren Grundflichen kongruente Quadrate sind und deren
Seitenkanten die Liinge der Quadratseite a haben, mit den Grundflichen aneinandergesetzt,
so entsteht ein von acht kongruenten gleichseitigen Dreiecken begrenzter regelmafiger Acht-
flichner (Oktaeder). Wie groB sind Oberflicheninhalt 49 und Volumen ¥ des Oktaeders
(Abb. 2.61.)?
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An ein Stiick Quadratstahl 50 mm X 50 mm soll eine pyramidenférmige Spitze von 114 mm
Héhe angeschweiit werden. Wieviel wiegt das Werkstiick bei einer Gesamtlinge von 250 mm

(Dicme 7,855

cm?
Das Volumen einer schiefen Pyramide betriigt 0,75 m?, die Grundfliche 0,5 m2. Die Hohe ist
zu berechnen.
Die Grundfliche einer schiefen Pyreﬂide ist ein unregelmiBiges, aber axialsymmetrisches
Fiinfeck A BCDE, dessen Diagonale EC = Sﬂ) dm dgGrundkanle AB = 10,00 dm parallel
lauft. Die einander entsprechenden Seiten BC und AE sind je 3,00 dm und ED und CD je
4,60 dm lang. Berechnen Sie das Volumen der 8,70 dm hohen Pyramide!
Von einem dreiseitigen Pyramidenstumpf kennt man die Grundkante a = 8,0 cm, die Deck-
kante b = 5,0 cm und die Héhe h = 7,0 cm. Berechnen Sie das Volumen und den Oberflichen-
inhalt des Pyramidenstumpfes!
Ein dreiseitiger Pyramidenstumpf hat 7,8 em Grundkante, die Deckkante betrigt 5,9 cm und
dieSeitenkantel0,4 cm. Berechnen Sie das Volumen und den Oberflicheninhalt des Pyramid
stumpfes!

Grund- und Deckfliche eines geraden Pyramidenstumpfes sind Quadrate mit den Seiten
7,5 cm und 3,8 cm. Die Seitenkante bildet mit der Grundfliche einen Winkel von 72°. Wie
grof} sind Volumen und Oberflicheninhalt des Korpers?

Von einem Pyramidenstumpf kennt man die quaﬂralische Grundfliche (a = 20,0 cm) und
die Kérperhohe h = 6,0 cm, aulerdem den Winkel o = 60°, unter dem die Seitenflichen
gegen die Grundfliche geneigt sind. Berechnen Sie das Volumen und den Oberflicheninhalt!

Wie dndert sich die Kantenlinge der Deckfliche des Pyramidenstumpfes in Aufgabe 78, wenn
der Winkel o nicht der Neigungswinkel der Seitenfliche gegen die Grundfliche, sondern der
Neigungswinkel der Seitenkante gegen die Diagonale der Grundfliche ist ?

Ein behauener Sandsteinblock (o = 2,5—) ist 2,10 m hoch. Grund- und Deckfliche sind
Quadrate von 1,60 bzw. 0,72 m Seitenlinge. Berechnen Sie seine Masse!

Eine gerade Pyramide hat als Grundfliche eine Quadratfliche von 6,0 cm Seitenlinge und die
Seitenkante s = 5,0 cm. Die Pyramide wird in halber Héhe von einer Ebene durchschnitten,
Berechnen Sie den Oberflicheninhalt des Pyramidenstumpfes!

Ein Abfiilltrichter hat die in Abbildung 2.62. gezeigte 0160m
Form. Er soll von auflen gespritzt werden. Wieviel Farb-
masse wird gebraucht, wenn erfahrungsgemif 150 g Farbe
je Quadratmeter benétigt werden ?

Ein rechtwinkliger Feuerloschteich von 3 m Tiefe hat eine
Liinge von 30 m und eine Breite von 15 m. Auf dem Boden
ist er dagegen 20 m lang und 10 m breit. Wieviel Kubik-
meter Wasser fat der Teich ? Berechnen Sie die Wasser-
menge a) nach der Niherungsformel

Ag+A4p

V@T‘ ¢

0som |

00m

b) nach der Formel V = :‘ (Ac + ]/A(;AD + AD) 5

und stellen Sie fest, wieviel Prozent die Abweichung vom
genauen Wert betrigt! Kann das mit der Naherungsformel
erzielte Ergebnis noch als zufriedenstellend bezeichnet
werden ? Abb. 2.62.
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84. Beim Zeichnen von Kérpernetzen tritt oft die Frage auf, ob aus einer gegebenen Anzahl von

Vielecken mit vorgeschriebener Seitenzahl ein Kérper, d. h. das Flichenmodell eines Kérpers,
herstellbar ist.
Zwischen der Anzahl der Ecken, der Anzahl der Fldchen und der Anzahl der Kanten pris-
matischer Kérper besteht ein wichtiger Zusammenhang, den LEONHARD EULER (geb. 1707 in
Basel, gest. 1783 in Petersburg) fiir alle konvexen! Polyeder bewiesen hat. Er wird als
EuLeRscher Polyedersatz bezeichnet und lautet:

Die Summe der Ecken. und Flichenzahl eines Korpers ist gleich der um 2 vermehrten Anzahl
der Kanten.

E+F=K+2

Die Richtigkeit dieses Satzes liBt sich durch folgende Uberlegung nachweisen:

‘Wir schneiden den in Abbildung 2.63. dargestellten Kérper auf und fiithren von S; aus Schnitte
entlang den Kanten nach den Ecken A, B, C und D. Von hier aus werden die Schnitte nach
den niichsten erreichbaren Ecken so fortgesetzt, dal zu jeder Ecke nur ein Schnitt fiihrt.

8§ S

5 &

Abb. 2.63.

Anderenfalls wiirden wir Teilflichen vollkommen abtrennen. Bis zum Erreichen der letzten
Ecke sind E — 1 Schnitte erforderlich, und die das Netz des Korpers bildenden Teilflichen
héngen noch mit F — 1 Kanten zusammen. Damit ergibt sich die Kantenzahl aus

(E—1)+ (F—1)=K und daraus E+ F =K + 2.

a) Bestitigen Sie die Richtigkeit des Satzes durch Ergi der folgenden Z
stellung!
Kérper Ecken Flichen = Kanten +- 2
Quader

sechsseitiges Prisma

dreiseitige Pyramide

fiinfseitiger Pyramidenstumpf

sechsseitige Doppelpyramide

b) Wieviel Kanten hat ein ebenflichiger konvexer Korper mit 20 Ecken und 12 Flachen ?

1 Bei konvexen Korpern liegt die Verbi je zweier Kérperp indig innerhalb des Korpers.
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Schiilerauftrag

Es gibt unendlich viele regelmiiBige Poly-

gone (Vielecke), jedoch nur fiinf regel-

miBige Polyeder, die auch die plato-

nischen Korper (PrLATo, griechischer

Philosoph um 300 v. u. Z.) genannt wer-

den.

Die regelmiBigen Polyeder werden von

regelmiBigen kongruenten Vielecken be-

grenzt:

Der Vierflichner oder das Tetraeder wird ~ Abb-2.64. Abb. 2.65.

von vier gleichseitigen kongruenten Drei-

ecken begrenzt (Abb. 2.64.).

Der Achtfliichner oder das Oktaeder wird von acht gleichseitigen kongruenten Dreiecken be-
grenzt (Abb. 2.65.).

Der Zwanzigflichner oder das Ikosaeder wird von zwanzig gleichseitigen kongruenten Drei-
ecken begrenzt (Abb. 2.66.).

Der Sechsflichner (Wiirfel) oder das Hexaeder wird von sechs regelméfigen kongruer.ten Vier-
ecken (Quadraten) begrenzt (Abb. 2.67.).

Der Zwoliflichner oder das Dodekaeder wird von zwdlf regelmaBigen kongruenten Fiinfecken
begrenzt (Abb. 2.68.).

o

Abb. 2.66. Abb. 2.67. Abb. 2.68.

Jeder Eckpunkt ist

beim Tetraeder zugleich Scheitelpunkt von drei Winkeln (3mal 60°),
beim Oktaéder Scheitelpunkt von vier Winkeln (4mal 60°),

beim Ikosaeder Scheitelpunkt von fiinf Winkeln (5mal 60°),

beim Hexaeder Scheitelpunkt von drei Winkeln (3mal 90°),

beim Dodekaeder Scheitelpunkt von drei Winkeln (3mal 108°).

Fiihren Sie den Nachweis, da3 mehr als fiinf regelméBige Polyeder nicht méglich sind!
Anleitung: Zur Bildung einer kirperlichen Ecke sind mindestens drei Seitenflichen erfor-
derlich, ferner mufl die Summe der Kantenwinkel einer solchen Ecke immer kleiner als
360° sein.

b) Fertigen Sie Flich delle der pl ischen Korper an!

a

~
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facheninhal Sand

85. Berechnen Sie das Volumen und den Ober einer dule! Sie ist aus
einem Sandsteinprisma gearbeitet, der Achsenschnitt in Abbildung 2.69. enthilt die MaBle in
Dezimetern. Die Grundkante der Saule ist gleich der Grundkante des Prismas. -

86. Ein Stiick Stahl hat die in Abbild 2.70. wied t Gestalt (MaBe in mm). Wie be-

rechnet man am einfachsten sein Volumen ?

o8

Mafe in dm
Abb, 2.69. Abb. 270,

87. Ein aus Stahl (~ =1,85 c:_‘u) gefertigter Einsatzambof3 hat die in Abbildung 2.71. gezeigte
Form. Berechnen Sie seine Masse m!

88. Berechnen Sie durch geeignete Zerlegung das Volumen des in der Abbildung 2.72. dargestell-
ten Werkstiicks (Malle in mm)!

89. Berechnen Sie die Masse des in der Abbildung 2.73. dargestellten und aus zwei Kronglas-

prismen Kr und einem Flintglasprisma F1 gesetzten Geradsichtprismas!
(QKr =28-"%, on=135%
045

02

i
| 1

8

l<2
Abb. 2.71. Abb. 2.72. Abb. 2.73.

90. In der Abbildung 2.74. ist die dimetrische Projektion eines Werkstiicks gegeben. Berechnen
Sie sein Volumen (Male in cm)!

91. Beim Wiederaufbau von Kulturstitten miissen oftmals scheitrechte (d. h.: nicht gewélbte)
Mauerbogen aus Naturstein hergestellt werden, bei denen sogenannte Hakensteine Verwen-
dung finden (Abb. 2.75., MaBe in cm).

a) Berechnen Sie die fehlenden Kantenlingen des perspektivisch gezeichneten Hakensteines!

b) Berechnen Sie die Masse des Steines (g =25 E;)!
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Abb. 2.74.

2.7. Krummflichig
begrenzte Korper

LBt man beliebige Flichenstiicke um eine Achse rotieren, so entstehen Drehkérper,
auch Rotationskérper genannt (Abb. 2.76. bis 2.79.). Rotationskérper gehiren zu den
krummflichig begrenzten Kérpern. Rotationskérper entstehen auch bei Dreh-
arbeiten auf der Drehmaschine.

Abb. 2.76. Abb. 2.77. Abb. 2.78.

Kreiszylinder

Rotiert ein Rechteck um eine seiner Seiten, so erzeugt die Rechteckfliche einen
geraden Kreiszylinder.

Ein gerader Kreiszylinder wird von zwei gleich groBen, in parallelen Ebenen liegen-
den Kreisflichen (Grund- und Deckfliche) und von einer gleichmiBig gekriimmten
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Fliche, dem Mantel, begrenzt. Sind die parallel liegenden Flichen elliptisch, so
spricht man von elliptischen Zylindern. (Da wir uns jedoch nur mit geraden Kreis-
zylindem beschiiftigen werden, sprechen
wir im folgenden einfach nur von Zylin-
dern.) In der Abbildung 2.80. ist ein Zylin-
der im Grund- und Aufri und im Schrig-
bild dargestellt. Die beiden Kreisflichen
bilden die Grund- und Deckfliche, die ge-
kriitmmte Fliche den Mantel des Zylinders.
Der Abstand der beiden Kreisebenen heilt
die Hohe, die Verbindungsstrecke der } [

Kreismittelpunkte die Achse des Zylinders. | ;

Durch jeden Punkt des Mantels liBt sich

eine und nur eine Parallele zur Zylinder-

achse legen; sie ist gleich der Hohe des Zy-

linders und wird Mantellinie s genannt.

Ein Zylinder heiBit gerade, wenn die Achse Abb. 2.80.

senkrecht auf der Grundfliche steht. Im

anderen Falle hei3t er schief (Abb. 2.81.).

Wird der Mantel lings einer Mantellinie

aufgeschnitten, so kann er in die Ebene .

ausgebreitet werden. Als Abwicklungs- Ablngfl - = @ ==
fliche erhilt man eine Rechteckfliche,
deren eine Seite gleich dem Kreisumfang
2ar=mnad des Grundkreises und deren
andere Seite gleich einer Mantellinie s ist !
(Abb. 2.82.). Da die Liinge der Mantellinie v
mit der Zylinderhshe h iibereinstimmt, er- r
gibt sich als

| S W 3]

A

j} » Mantel des Zylinders: 4,

oder

Da in der Praxis bei zylindrischen Korpern
der Durchmesser d meist mit dem Mel-
schieber festgestellt wird, bevorzugt man
die Formel, die den Grundkreisdurchmesser
d enthilt. Die Abbildung 2.82. zeigt das Netz eines Zylmders Es besteht aus zwei
gleich groBen Kreisflichen, der Grund- und Deckfliche, sowie aus dem Mantel. Die
Oberfliche Ay setzt sich aus der Summe dieser Begrenzungsflichen zusammen. Es
gilt also

Abb. 2.82.

Ao =2nr®+ 2arh,
und nach Ausklammern von 27 r erhilt man den

b Oberflicheninhalt des Zylinders: A, = 277 (r 4 h)

oder Ap = nd|(5 + h|,
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‘ a) Welche Symmetrieeigenschaften hat ein gerader Zylinder?
b) Stellen Sie einen Zylinder, dessen Achsenschnitt quadratisch ist, einen so-
genannten gleichseitigen Zylinder, im Grund- und Aufrif dar! Wie verhalten
sich Grundkreisradius und Héhe zueinander ?

. Beispiel 1:

Der Achsenschnitt einer zylindrischen Konservendose ist ein Quadrat von
11 cm Seitenlinge. 10 000 Dosen sollen mit einem Papierstreifen als Etikett
umklebt werden. Welche Papiermenge wird benétigt ? Wie grof ist der Blech-
bedarf zur Herstellung der Dosen, wenn der Verschnitt unberiicksichtigt bleibt ?
Den Papierbedarf fiir eine Dose ethalten wir durch Berechnung des Mantels.

Ay=nd-h=mxn-+11lcm-11l cm = x - 121 em? = 380,1 cm?
Ao = 2%412 + Ay = n1:—10m2 -+ 380,1 em? = 570,2 cm?
Ergebnis: Es werden 570 m? Blech und 380 m? Papier benstigt.

Zur Herleitung der Formel fiir die Berechnung des Zylindervolumens kann man
einen geraden und einen schiefen Zylinder mit einem quadratischen Prisma von
gleicher Grundfliche und gleicher Héhe vergleichen (Abb. 2.83.). Es gelten dann
sinngemil die schon fiir die Prismen gewonnenen Sitze:
Jeder der drei Korper wird durch Parallelebenen zur Grundfliche in kongruen-
ten Schnittfiguren geschnitten.
Jede Ebene, die parallel zur Ebene der Grundfliche verlduft, ergibt fiir die
beiden Zylinder und das Prisma Schnittfiguren, die alle den gleichen Flichen-
inhalt haben.

Nach dem Satz des CavALIERT folgt daraus, daBl das Volumen der drei Kérper gleich
ist. Aus der Volumenformel fiir das Prisma V' = 4¢ - h erhalten wir wegen

Ag=m1r2 = %dz die Formel fiir das

> Volumen des Zylinders: V =7+ r*: h
oder V=75-d*-h,

Diese Formel gilt fiir alle Zylinder, gleichgiiltig, ob sie gerade sind oder schief. Es ist
jedoch zu beachten, daBl die Hohe h nur bei geraden Zylindern gleich der Linge der
Mantellinie s ist. Allgemein ist h der Abstand von Grund- und Deckfliche.
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. Beispiel 2:

Der Mantel eines zylindrischen Kessels miBt 7,00 m2, seine Linge 2,50 m.
Welches Volumen hat er ?

Gegeben: Ay = 7,00 m2; h = 2,50 m.

Gesucht: V (in m3).

= dt.

V=2%-d*h
Der unbekannte Durchmesser 1aBt sich aus dem Mantelinhalt berechnen.
Ay =mn-d-h
Am 7,00 m? 2,8m
d=% =3mams —3m ~0Im 7
Z
V=208 25m %

2545 25 m?
4

V ~ 1,591 m?

|

|

Ergebnis: Der Kessel hat ein Fassungsvermégen von !

1,501 m?. !

Das Volumen des geraden Hohlzylinders (Abb. 2.84.) wird | :

als Differenz aus dem Volumen des Vollzylinders mit dem [
groferen Grundkreisradius r; und dem Volumen des Voll- /lf/—""’:’q;.
zylinders mit dem kleineren Grundkreisradius r, berechnet.

=
Ist h die gemeinsame Hohe beider Zylinder, so folgt ez
V=anh—ar?h Abb. 2.84.

und nach Ausklammern von zh

» Vol de‘s["” ylind : V=ah(r?—r?) (ry>r)
oder V = ": +h(d’—d,*) (d,> d,).

. Beispiel 3:

Ein Rohr aus Graugufl (g =172-% ) wiegt 156 kg. Der AuBendurchmesser

betrigt 140 mm, die Wanddicke 10 mm. Die Rohrlinge ist zu berechnen.
Aus der Masse m kann das Volumen ¥V und daraus die Linge h bestimmt

werden.
m=o- V=03 h(d?—dg)
m 156 000
h=—z = 304 cm
[ T

Der Ausdruck (142 —122) kann in (14 + 12) (14 — 12) = 26 - 2 = 52 umgeformt

werden.
b o _4-1s6000
T 7,2g-3,14.52
12000
h = =5 ~ 530,50 cm

Ergebnis: Die Rohrlinge betriigt rund 5,31 m.
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Schiefe Kreiszylinder

Nach den im vorangegangenen Abschnitt erfolgten Erklirungen gilt fiir das Volumen
des schiefen Kreiszylinders die Formel fiir das Volumen des geraden Kreiszylinders.
Man hat als Hohe nur den Abstand von Grund- und Deckfliche einzusetzen.

Fiir den Mantel und die Oberfliiche des schiefen Kreiszylinders gibt es keine einfachen
algebraischen Formeln.

. Fiihren Sie senkrecht zur Achse eines schiefen Kreiszylinders einen Schnitt!

a) Welche Gestalt hat die Schnittfigur ?

b) Weshalb kann der schiefe Kreiszylinder nicht als Rotationskirper aufgefaft

werden ?

c) Stellen Sie Grund- und Aufrif} eines schiefen Kreiszylinders dar, dessen Pro-
Jjektion der Deckfliche auflerhalb der Grundfliiche liegt!

Beispiel 4:

Bei einem schiefen Kreiszylinder sind Grund- und Deckfliche so gegeneinander
versetzt, daB ihre Projektionen einander gerade beriihren (Abb. 2.85.). Die
Mantellinie ist mit s = 3r gegeben. a) Unter welchem Winkel « ist die Achse
gegen die Grundfliche geneigt? b) Wie gro8 ist das Volumen?

a) Der Neigungswinkel « ergibt sich mit

cosx = —z—;— = % ~ 0,6667
o« = 48,18°
Die Achse ist unter einem Winkel von
48,18° gegen die Grundfliche geneigt.
b) Die unbekannte Hohe h erhilt man aus
der Beziehung

h? =s2—(2r)2=9r2—4r2=5r2

h =r75.
Damit ergibt sich das gesuchte Volumen
V=arh
=art-r)5
V=nr® ]’,5_

Ergebnis: Das Volumen des schiefen Kreis-
zylinders betriagt V — 71 15,

Kreiskegel

Abb. 2.85.

Rotiert ein rechtwinkliges Dreieck um eine seiner Katheten, so beschreibt die Drei-
eckfliche einen geraden Kreiskegel (Abb. 2.78.).
Ein Kreiskegel wird von einer Kreisfliche, der Grundfliche, ind von einer regelmaBig
gekriimmten Fliche, deni Mantel, begrenzt.
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Abb. 2.86.

Wie beim Zylinder lassen sich auch Kegel erzeugen, deren Grundfliche nicht kreis-
formig ist. (Wir werden jedoch nur Kreiskegel behandeln, die wir im folgenden kurz
Kegel nennen wollen.)

Alle von der Spitze S des Kegels zum Grundkreis verlaufenden Geraden liegen auf
dem Mantel und heiBen Mantellinien s (Abb. 2.86.).1 Der Winkel « an der Spitze ist
der Offnungswinkel des Kegels. Der Abstand der Spitze von der Grundfliche wird
Héhe genannt. Die durch die Spitze S und den Grundkreismittelpunkt M verlaufende
Gerade ist die Achse des Kegels. Steht die Achse senkrecht auf der Grundfliche, dann
ist der Kegel gerade, im anderen Falle ist er schief (Abb. 2.87.).

’ a) Fiihkren Sie Achsenschnitte (Abb. 2.86.) durch den geraden Kegel!
Was fiir Schnittfiguren ergeben sich?
Beweisen Sie mit Hilfe der Schnittfiguren, daf8 alle Mantellinien gleich lang
sind!

Abb. 2.87.

1 Mantellinien sind Strecken mit der Liinge ﬁ‘- = s, wobei die P; auf dem Grundkreis liegen.
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‘ b) Fiihren Sie Schnitte parallel zur Grundfliche !
Was lifit sich iiber die Schnittfiguren aussagen?
Wie verhalten sich die Schnittflichen in bezug auf den Jeweiligen Abstand, den
sie von der Grundfliche haben? Anleitung: Es sind analoge Betrachtungen wie
bei der Pyramide anzustellen.

Schneidet man den gekrimmten Mantel eines geraden Kegels lings einer Mantel-
linie s auf, so laBt sich der Mantel in die Ebene abwickeln (Abb. 2.88.). Der ab-
gewickelte Kegelmantel ist eine Kreissektorfliche, die die Mantellinie s zum Radius
hat und deren Bogen b gleich dem Umfang des Grundkreises ist. Die Berechnung des
Flicheninhalts des Mantels liuft also auf die Berechnung eines Kreissektors hinaus

(Abb. 2.89.).

Abb. 2.88. Abb. 2.89.

a) Leiten Sie die Formel fiir die Linge des Kreisbogens b her !
b) Berechnen Sie mit Hilfe dieser Formel die Bogenli ge eines Kreissektors mit
dem Zentriwinkel x = 100° und dem Radius r — 5,0 cm!

Der Flicheninhalt des Kreissektors hingt von der GroBe des zugehérigen Zentri-
winkels x ab, also auch von der GriBe des zugehérigen Bogens b. Deshalb gilt:
Kreissektorfliche : Bogen = Kreisfliche : Kreisumfang
A:b=nr2:2xar
A-2ar=b-ar?

A= b.mr?
2nr

> Fliicheninhalt des Kreissektors: A = " "

£}

Wird b = ZT%_ gesetzt, erhilt man
g

160°
A= "5
. Der Durchmesser eines Kreises betrigt d = 72,0 cm. Welchen Flicheninhalt hat
der zum Zentriwinkel o = 40° gehirige Kreissektor A ?
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bor
fiir
2
b=2nr—=mnd und fiir r =s, dann ergibt sich als Formel fiir den Flicheninhalt
des Mantels eines Kegels

Setzt man in die Formel fiir den Flicheninhalt des Kreissektors 4 =

2nr-s
Ay =20

Durch Kiirzen erhilt man den

> Mantel des geraden Kreiskegels: Ay =x7-r-s
oder Ay = 5-d-s.

. Beispiel 5:

Ein trichterformiges Filter soll einen Oberflicheninhalt von 150 cm? erhalten.
Wie groB muB der obere Trichterdurchmesser fiir das Filter mindestens
gewihlt werden, wenn der Achsenschnitt des Trichters ein gleichschenklig-
rechtwinkliges Dreieck (Abb. 2.90.) ist ? .

Der Oberflicheninhalt des Filters entspricht dem Mantel eines Kegels.

AM:%-d-s.

In dieser Gleichung ist auler dem zu suchen- d
den Durchmesser d noch die Mantellinie s un-
bekannt. Es gilt jedoch

252 = d* s ¢
»
T o i
U=y
4 a9z Abb. 2.90.
§ i
V2 4

Nach dem Einsetzen dieses Ausdrucks fiir s und des gegebenen Wertes fiir 4
in die obige Gleichung erhilt man

l;urm::;.d.ﬂ; =l

und daraus nach Umformung

600 600 12 3 300 /2
g2 =0 om2_0V2 o2 = YR, cm?
VT Z-n 3
/ 300 - V2 /423 /A ac
d :l/ T]/—cm2 x| em~ V135 c¢m ~ 11,6 cm.

Ergebnis: Der obere Trichterdurchmesser mufl rund 11,6 cm betragen.

o Zeichnen Sie Kreissektoren mit dem Radius r = 6,0 cm und den Zentriwinkeln
a)x =120°b) x = 180°, c) & = 270°, und falten Sie daraus Kegel! Vergleichen
Sie die entstehenden Kegelformen miteinander!
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Aus der Ubung geht hervor:
Wird der Zentriwinkel o gréBer, dann wird der Kegel flacher und damit der
.~ Offnungswinkel  des Kegels groBer. Zwischen den beiden Winkeln & und y
besteht eine Abhingigkeit, die auf Zusammenhinge zwischen Mantel und

Kegelform fiihrt (Abb. 2.91.).

Der Mantel des geraden Kegels kann in der ;’/,,//"'\
Form

Ay =ars,

aber auch als Kreissektorfliche mit dem Ra-
dius s und dem Zentriwinkel & geschrieben
werden, also

Av=—; 4
. /
Setzt man die Ausdriicke gleich: //
_ msta® e
ATS = Tpg P

so erhilt man nach dem Kiirzen mit 7 s2 die
Proportion
2 10 Abb. 2.91.

Sie besagt:

Beim geraden Kreiskegel verhilt sich der Grundkreisradius r zur Mantellinie s
wie der Mantelwinkel «° zum Vollwinkel.

Fiir das Verhiiltnis zwischen der Grundfliche 4 und dem Mantel A, findet man

A6 a.n ) a

e Al = . .
Das heiit, der Grundflichenradius r verhilt sich zur Mantellinie s genauso wie die
Grundfliche zum Mantel.
Die gewonnenen Erkenntnisse erméglichen es, die Abwicklung eines geraden Kegels
auf einfache Weise herzustellen.

E Beispiel 6:

Es ist das Netz des geraden Kegels mit dem Radius r = 1,6 cm und der Hohe
h = 4,1 cm zu zeichnen.

Zunichst berechnet man nach dem Satz des PyruAcoras die Mantellinie s
(Abb. 2.92.).

s2=r? L h2
s=1r24h?
s = J19,37 cm ~ 4,4 cm.
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Aus der Proportion

LI
s 360°

erhilt man nach Einsetzen der Werte fiir r und s den Zentriwinkel « des Kreis-

ausschnitts:
Loem _ a°
Tdom . 360°

o_ L6em-360° 1410
o= ~131°,

Nun kann die Konstruktion des Mantels auf bekannte Weise erfolgen (Abb.2.93.).

P b=2xr
Abb, 2.92. Abb. 2.93.

. 1. Konstruieren Sie das Netz eines geraden Kegels mit dem Radius r = 3,0 cm
und der Hohe h — 8,0 cm! Schneiden Sie es aus, und fiigen Sie es zu einem

Modell des Kirpers zusammen!
2. Zeichnen Sie auf den abgewickelten Mantel eines geraden Kegels, ) dessen
Hihe, b) dessen Mantellinie gleich dem Grundkreisdurchmesser ist, je eine
Schar von Mantellinien und eine Schar von Kreisbigen um die Kegelspitze S!
Beide Linienscharen schneiden einander rechtwinklig (warum ?). Was ergeben
die beiden Linienscharen auf den aufgewickelten Kegelminteln ? Bleibt der
rechtwinklige Schnitt der beiden Kurvenscharen bei Aufwicklung der Miintel

erhalten ?

Die Oberfliche des geraden Kegels setzt sich aus dem Mantel und dem Grundkreis
zusammen: Ao = nrs + wrk

’ Oberflicheninhalt des geraden Kegels: Ap=ar(r+s)
oder Ao=%'d(d+ 2s).

Diese Formeln gelten nur fiir gerade Kreiskegel. Der Mantel und die Oberfliche eines
schiefen Kegels lassen sich durch einfache algebraische Formeln nicht ausdriicken.
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. Beispiel 7:

Ein halbkreisférmiges Blech mit dem Radius 90 mm wird zu einem Kegel-
mantel zusammengerollt und mit einem Grundkreis versehen. Oberflicheninhalt
und Offnungswinkel des Kegels sind zu bestimmen.

Den Radius r des Kegels erhalten wir aus der Beziehung

ro__ a°®
ST 3600
90 - 180
r=—g—mm = 45 mm
Ao ==nr(r +s)

Ao = 7+ 45 (45 + 90) mm?
Ao = 7+ 6075 mm? ~ 19085 mm?2.
Der Oberflicheninhalt betriigt rund 191 cm?,

Um den Offnungswinkel y zu bestimmen, zeichnen wir den Achsenschnitt.
Er stellt in dieser Aufgabe ein gleichseitiges Dreieck mit der Seitenlinge 90 mm
dar,daac =2r =245 mm = 90 mm ist.

Die beiden anderen Seiten als Mantellinien sind ebenfalls 90 mm lang. Der
gesuchte Offnungswinkel ist demnach y = 60°.

Das Beispiel 7 zeigt:
Der Mantel eines Kegels, dessen Offnungswinkel 60° betrigt, ergibt bei der
Abwicklung eine halbkreisfsrmige Fliche.

Die Formel fiir das Volumen des Kegels kann nach dem Satz von CAVALIERT aus der
Pyramide gewonnen werden. Die Abbildung 2.94. veranschaulicht den Vergleich
zwischen einem beliebigen Kegel mit einer Pyramide gleicher Grundfliche und
gleicher Hohe. Aus der Formel fiir das Volumen der Pyramide

V=g3dc-h

folgt wegen Ag = 7 r? sofort das

> Volumen des Kegels: |V — Fere
oder V = *

12

sri-h
ed2ohs

Abb, 2.94.
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Diese Formeln haben auch fiir schiefe Kegel Giiltigkeit. Man kann sich einen geraden
Kreiskegel auch aus einer regelmiBigen geraden Pyramide entstanden denken, indem
man der Grundfliche der Pyramide einen Kreis mit dem Flicheninhalt 4 um-
beschreibt. Dann wird das regelmiBige Vieleck schrittweise durch regelmiBige Viel-
ecke mit groferer Eckenzahl ersetzt, wobei die Ecken stets auf dem Kreis liegen
sollen (Abb. 2.95.).

Fiir alle Inhalte a,, ay, as, . . ., a, der von den Vielecken umschlossenen Flichenstiicke
gilt offenbar a, < A. Dabei wird A als obere Schranke der Folge der a, bezeichnet.
In gleicher Weise 1Bt sich der Kreis von regelmiBigen Tangentenvielecken mit den
Inhalten A4;, 4,, 43, ..., 4, einhiillen, fiir die simtlich 4, > A zutrifft. In diesem
Falle heiBt A die untere Schranke der Folge der A4,. Es gilt also

g <a<ag< ... <, < A<A4, < ... <A;<4,< 4.

Bei wachsendem n schmiegen sich die regelmiBigen Sehnen- und Tangentenvielecke
dem Kreise immer enger an. Wenn auch keines der a, oder 4, gleich A4 ist, so unter-
scheiden sich doch alle a, und A, fiir die n hinreichend grofB ist, beliebig wenig von A.
Man sagt, beide Folgen von Flicheninhalts-
werten streben gegen A oder haben denGrenz-
wert A.

Fiihrt man die Berechnung der dem Kreis
ein- und umbeschriebenen Vielecksflichen
durch,so erhiltmandie in dernachstehen-
den Tabelle auf drei Dezimalen gekiirzten
Zahlenwerte.

n an L An

6 2,598 - r? 3,464 - r?
12 3,000 - r2 3,215r%
24 3,106 - r? 3,160 - r?
48 3,133 - r2 3,146 - r?
96 3,139~ r2 3,143 <72

Abb. 2.95.

Wie man erkennt, sind die Flicheninhalte proportional dem Quadrat des Radius (r?).
Fiir die Kreisfliche geht dieser Proportionalititsfaktor in z iiber.! Es ist also der
Inhalt der Kreisfliche 4 = 7 r2. Entsprechend nihert sich die regelmiflige Pyramide
einem Kreiskegel. Derartige Grenzprozesse, bei denen die Anzahl irgendwelcher
Zahlen groBer wird als jede angebbare Zahl, kommen sehr hiufig vor und nehmen
in der Mathematik eine zentrale Stellung ein. Sie lassen sich jedoch mit den mathe-
matischen Kenntnissen, die uns auf dieser Stufe zur Verfiigung stehen, noch nicht
exakt fassen.

I Diese Gedanken zur Berechnung des Inhalts einer Kreisfliche werden in ihrem prinzipiellen Gehalt bereits von ANTIPHON
und BRYSON (beide um 430 v.u.Z.) geduBert. ARCHIMEDES (287—217 v.u.Z.) hat dann mit Hilfe dieses Verfahrens
fiir 1 den Niiherungswert 3% berechnet, indem er die Untersuchung bis zum 96-Eck fiihrte. Etwa um 1600 berechnete
LUDOLF VAN CEULEN die Zahl x bis auf 35 Dezimalen genau. Ihm zu Ehren wird x deshalb auch als LUDOLFsche Zahl

ich Sie ist ein dlich: iodi il , man sagt auch, eine transzendente Zahl. Ihre ersten
neun Ziffern lauten: 7 = 3,14159265. .. Heute liBt sich z verhiltnismiBig leicht mit den Mitteln der hoheren Mathematik
beliebig genau bestimmen. Kiirzlich wurde mit Hilfe einer elektronischen Rechenmaschine die Zahl 7 in nur 96 Stunden
s auf 2035 Stellen berechnet. Der Wert einer solchen Berechnung ist sehr zweifelhaft. Bei friiheren Berechnungen spielte
di cht nur die Rekordsucht eine Rolle, sondern auch die Hoffnung, eine GesetzmiBigkeit in den Ziffern zu entdecken,
die jedoch enttiuscht werden mubte.
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. Beispiel 8:

172

Ein zu einem geraden Kegel aufgeschiitteter Haufen Sand (o — 1,8 £ ) soll

cm?®

mit Lastkraftwagen von 3t Ladefihigkeit abgefahren werden. Um schnell
festzustellen, wieviel Fahrten notwendig sind, wird der Umfang des Grund-
kreises durch Abschreiten auf 24 m geschitzt und die Hohe des Haufens mit

2,5 m angenommen. Wieviel Fahrten sind erforderlich? (n ~ 372)
Zur Berechnung der Sandmenge, die sich nach der Formel

V=Z-r"h
ermitteln 14Bt, wird der unbekannte Radius r aus der Beziehung
u=2nr

7T =

2n

gewonnen. Damit wird

n ut.h
V=3 mah="7

24025 420
V=" "m3=—m?~ 38md.

22 11
7

Die Sandmenge ergibt sich zu
m=g-V
m=18:38t=0684t.

Ergebnis: Der Lastkraftwagen muBl 23 Fahrten durchfiihren.

Beispiel 9:

Die handelsiiblichen Einfiilltrichter sind so geformt, daf} sich in ihren kegel-
formigen Teil ein kreisrundes Filterpapier nach zweimaligem Falten und an-
schlieBendem Offnen zu einem Kegel glatt einlegen liBt. Die eine Halfte des
eingelegten Blattes besteht dann aus einfachem, die andere Hilfte aus drei-
fachem Filterpapier. Wie groB miissen Durchmesser und Seitenlinge des kegel-
formigen Teiles sein, wenn der Trichter 1 Liter fassen soll?

Der halbe Umfang des Filterpapiers wird zum Umfang des Kegelgrundkreises.
Ist r der Grundkreisradius, s die Li.ge der Mantellinie, zugleich der Radius
des Filterpapiers, und h die Kegelhéhe, so gelten die folgenden drei Gleichungen:

wes=2mw°r
h=YVss—r2

. V=3-rh



Aus der ersten Gleichung folgt: L. N.
§=2F
d deshalb 1000 3,0000
s 3 0,2385 | +
h=14r2—r2
h=r: ]/q 3,2385 }
Wird das Volumen des Trichters in Kubik- B 0,4971 =
zentimetern gerechnet, dann gilt: E——
mertr V3 r? 2,7414 | :3
1000 = 2 kS \
3 __ 3000 1000}
T S r—820 | 09138

Ergebnis: Der kegelférmige Teil des Trichters hat als groten Durchmesser und
zugleich als Seitenlinge 16,4 cm. Der Querschnitt des kegelférmigen
Trichterteiles ist demnach ein gleichseitiges Dreieck.

Kegelstiimpfe

Wird ein Kegel durch eine zur Grundfliche parallele Ebene geschnitten, so erhélt man
einen Kegelstumpf und den Ergiinzungskegel des Stumpfes (Abb. 2.96. und 2.97.).
Grund- und Deckfliche eines Kegelstumpfes sind Kreise, die zueinander parallel
liegen und verschieden groB sind. Der Abstand zwischen Grund- und Deckfliche ist
die Hohe h des Kegelstumpfes. Der Teil der Mantellinie eines geraden Kegels zwischen
Grund- und Deckfliche heiBt Mantellinie s des geraden Kegelstumpfes.

Kegel-
stumpf o [ 5 S

Abb. 2,96. Abb. 2.97.

Einen geraden Kreiskegelstumpf{ kann man sich auch durch Rotation eines recht-
winkligen Trapezes entstanden denken (Abb. 2.78.). Bei der Drehung erzeugt der
Schenkel des Trapezes, der nicht auf den parallelen Seiten senkrecht steht, den
Mantel des Kegelstumpfes, die eine der parallelen Seiten die Grundfliche mit dem
Radius ry, die andere die Deckfliche mit dem Radius r,.
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Der Mantel ist in die Ebene abwickelbar (Abb. 2.98.). Der abgewickelte Kegelmantel
kann als Differenz zweier Kreissektoren angesehen werden. Der eine Sektor ist auf
den Mantel des Vollkegels mit dem Radius r, und der Mantellinie (s + s,) zuriick-
zufiihren, der andere auf den Ergénzungskegel mit dem Radius ry und der Mantel-
linie sy:
Ay = 11 (s + 5) — 7 7y° 8, s
In dieser Formel kommt die Grofe s, vor, die am
Kegelstumpf nicht auftritt. Sie wird durch die
Mantellinie s ersetzt. Nach dem Strahlensatz gilt
die Proportion:
ity =(s 4 585):s,
T1"S; =Tp'S 4Ty 5,
sy (ry—rg) =Ty+s Abb, 2.98.

T —rg

Setzt man fiir s, den errechneten Ausdruck in die Formel fiir den Mantel ein, so
ergibt sich:
/ s
Ay =ar, (54‘,‘: )'“-'”'a' ,,

.
AM:ns(r1+£)_1s-'_'

s

n-r n-ra
AM:L,.['H (ry—ry) + rirg] — ,l'_,! £yl
Ay= ,lﬁ_’,g (ry*—ryry + Ty —Try?)

Ay =2 (ri*—rs?)

A= — 1) (4 19).

1=Ta

’ Mantel des Kegelstumpfes: Ay = 75(r; + 1,)
oder Ay = 5 (d, + d,).
Der Mantel ecines geraden Kegelstumpfes 148t sich auch durch die Formel
Ay = ams
ausdriicken. Sie stellt keine Niherungsformel dar. Mit m wird der mittlere
Durchmesser des Kegelstumpfes bezeichnet.
' a) Welche geometrische Bedeutung hat diese Formel ?
b) Leiten Sie die Formel her!

Die Oberfliche des Kegelstumpfes setzt sich aus dem Mantel und der Grund- und
Deckfliche zusammen:

Ao=ms(ry +ry) + 7r® 4 ary?

> Oberflicheninhalt des Kegelstumpfes: Ag = 7 [r,® + 1,2 + s (1, + 1,)]
oder 49 =~% [d*+ d,* + 2s(d, + dy)]
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Abb. 2.99.

I
z 2

Abb, 2.100.

Die Abbildung 2.99. zeigt das Netz eines Kegelstumpfes.

Beispiel 10:

Der Stumpf eines geraden Kreiskegels (Abb. 2.100.) hat als oberen Durch-

messer d, = 108 mm, als unteren d; = 180 mm und als Héhe h = 48 mm.

a) Wie groB ist der Oberflicheninhalt?

b) Welchen Winkel « bilden die Mantellinien, die den in eine Ebene abgerollten
Kegelstumpfmantel begrenzen?

Ao =2[d* + dg? + 25 (dy + dy)]

4

Die Mantellinie s erhalten wir aus der Beziehung

ke (e by
52 = 482 mm? +(—l§°——$ * mm?

52 = 2304 mm? + 1296 mm? = 3600 mm?
s = 60 mm

Ao = % [32 400 mm? + 11 660 mm? + 120 mm (180 + 108) mm]

Ao =3+ 78620 mm?
Ag = 7+ 19655 mm? ~ 61747,8 mm?2.

Ergebnis: Der Oberflicheninhalt betrigt rund 617,5 cm?

Zeichnen Sie die Abwicklung des Kegelstumpfes mit den Radien r; = 3,0 cm,
ry = 2,0 cm und der Hohe h = 4,0 cm! Stellen Sie das Flichenmodell des Kegel-

stumpfes daraus her!
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Zu b)

Zur Berechnung des Mantelwinkels o benutzen wir die Formel
a0
360° °
Aus der Abbildung 2.100. geht hervor, daB der Winkel & auch in dem Dreieck
enthalten ist, das zur Berechnung von s herangezogen wurde. Es gilt also:

r
s

gy
T e
TR
(dy — dy) 360°
Zs =
(180 — 108) 180°
- 0
o =72 +3%
* = 216,

Ergebnis: Der Winkel der Mantellinien betriigt 216°.
Die Berechnung des Volumens des Kegelstumpfes entspricht der Berechnung des
Volumens des Pyramidenstumpfes (Abb. 2.96.):
V=3r?(h+x)—Fr?x
V==2[n2h+x(r2—r2)].
Nach dem Strahlensatz gilt
xirg=(h+x):r;

, —hn
=
Damit wird
Al g hor 3 i
V=§[’1zh + == (r2—ry )]

V=2%[r2h+h-ry(r; + 1))

’ Volumen des Kegelstumpfes: V = 33’7' (ri+rr,+r?
oder V=737 (d? + d, d, + d?).

Man kann den Kegelstumpf mit einem Pyramidenstumpf von gleichem Grund-
flacheninhalt 4, = 7 r,%, gleichem Deckflicheninhalt 4, = x r,? und gleicher Hohe h
vergleichen. Die Volumina beider Korper sind nach dem Satz des CAVALIERT gleich.
‘ Leiten Sie die Formel fiir das Volumen des Kegelstumpfes auf diese Weise her !

In der Volumenformel und der Formel fiir den Mantel des Kegelstumpfes sind die
Formeln fiir Zylinder und Kegel enthalten.

Uberzeugen Sie sich von der Richtigkeit dieser Behauptung, indem Sie ry = r,
und ry = 0 setzen!
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. Beispiel 11:

Ein Wassereimer soll 15 Liter fassen. Wieviel Material wird zu seiner Her-
stellung benétigt, wenn der Boden 22,0 cm Durchmesser hat und der obere
Durchmesser 30,0 cm betrigt?

Aus dem Volumen und den gegebenen Durchmessern laBt sich die Héhe h des
Kegelstumpfes berechnen:

V=28 (42 + dydy + dy?)

h: 13V
7(dy? +dy dy + dy?)

h = sy seraey 4m

h :”—_?‘:)Tdm

h g dm & 2,80 dm

Die Mantellinie s des Kegelstumpfes wird aus h, d; und d, bestimmt:
s2 = h? + ( d.;dz )2
s? = 282 cm? + 42 cm? = 784 cm® 4 16 cm? = 800 cm?
s ~ 28,28 cm ~ 28 cm.

. Vergleichen Sie die Lésung fiir s mit dem errechneten Wert fiir h! Zu welcher
Schlupfolgerung kommen Sie?

Der Materialverbrauch ergibt sich aus der Summe von Mantelfliche und Boden-
flache:

Ao =%(d1 + dy) _1_%.‘122

Ao =F[s (d + dp) +5-

Ay %[28 (30 + 22) + _’:_] cm?
4 (1456 4 242) cm?

= 8497 cm?

Ao ~ 2667 cm? ~ 26,7 dm?.

Ergebnis: Zur Herstellung des Eimers werden rund 27 dm? Material verbraucht.

I

Da der Kegelstumpf, der in der Technik auch als Konus bezeichnet wird, ein sehr
hiufig vorkom des Konstrukti 1 t ist, werden bei Berechnungen seines
Volumens oft Niherungsformeln benutzt. Die dabei erzielten Rechenvorteile sind
jedoch nicht so groB wie beim Pyramidenstumpf.

Bei der Verwendung der Formel

Vo e

wird der Kegelstumpf als Zylinder aufgefalBt, der die gleiche Hohe hat und dessen
Grundfliche das arithmetische Mittel aus der Grund- und Deckfliche des Stumpfes
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ist. Das entspricht der beim Pyramidenstumpf verwendeten Niherungsformel. Die
damit erzielten Ergebnisse sind wie dort stets etwas gréBer als die mit der genauen
Volumenformel errechneten Worte. Sie sind um so genauer, je weniger r; und r, von-
einander abweichen.

Begriinden Sie in analoger Weise wie beim Pyramidenstumpf die gegeniiber den
wahren Werten zu hohen Ergebnisse!

Bei Verwendung einer anderen Niherungsformel wird der
Berechnung die mittlere Grundfliche des Kegelstumpfes
(Abb. 2.101.)

PR S

zugrunde gelegt. Dabei wird das Volumen eines Kegel-
stumpfes als gleich angenommen mit dem eines Zylinders,
der die gleiche Hohe wie der Kegelstumpf hat und dessen
Grundfliche den Mittelschnitt darstellt:

a
Vi goh(r 4yt Abb2.101.

Vergleicht man das mit dieser Niherungsformel errechnete Volumen ¥’ mit dem
wahren Volumen V, indem man jeweils den Zahlenfaktor %‘— vor die Klammer stellt,
i h ’ 2.2
V' = ’;—2(3r12 + 6ryry + 3r,2)
und

V=Th@r? 4 drn, + 453,

so ergibt sich wegen r; > r,:
r—r;>0
(rp—ry)?>0
n?4r2-2rr,>0
1?4 r? > 2rr, +3r2+3r2 4 4nry,
4r? +4r? 44, > 302 4 31,2 L 6ryry
V>V.
Die vorstehende Niherungsformel liefert also immer kleinere Werte als die wahren
Werte. Sie sind wiederum um so genauer, je weniger sich r, und r, voneinander unter-

scheiden. Die Formel wird vor allem dort mit Vorteil angewendet, wo der Durch-
messer des Mittelschnitts
it

Tm =

durch direkte Messung, z. B. bei Baumstammen, bestimmt werden kann.
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- Beispiel 12:
Ein Waldarbeiter miBt mit der Kluppe die Durchmesser eines 10 m langen
Baumstammes am oberen und unteren Ende mit 38 ¢cm und 48 cm.

a) Wieviel Festmeter (fm) Holz hat der Baumstamm nach der genauen Volu-
menformel ?
b) Es ist der Unterschied zwischen der genauen und den niherungsweisen Be-
rechnungen festzustellen!
Zu a)
V= lgh‘ (ry2 + ryry +15%)
V=22 (576 + 456 + 361) cm®
V ~ - 464333 cm3 ~ 1458712 cm?® ~ 1,459 fm.
Ergebnis: Der Baumstamm hat nach der genauen Volumenformel rund 1,459 fm
Holz.
Zu b) Nach der Niherungsformel: V ~ -+ h (1, + rp?)
V ~ 2% (576 - 361) em®
V ~ n - 468500 cm?
V ~ 1471804 cm?® ~ 1,472 fm.

Ergebnis: Das errechnete Ergebnis liegt mit etwa 0,9 % iiber dem genauen Wert.

Nach der Naherungsformel: V a5+ h (r; + r5)?

V ~ 51000 (24 + 19)% cm?®
V &~ m 462250 cm® ~~ 1452169 cm?® ~ 1,452 fm.

Ergebnis: Das errechnete Ergebnis liegt mit etwa 0,59, unter dem genauen
8 8 1 o g

Wert.

Fiir die meisten in der Praxis auftretenden Fille diirften die Werte der Niherungs-
formeln hinreichend genau sein.

Kugeln

Wird ein Halbkreis um seinen Durchmesser gedreht, bis er in die Ausgangslage zuriick-
kehrt, so beschreibt er eine gleichmifig gekriimmte Fliche (Abb. 2.79.). Der auf diese
Weise entstehende Korper heiBt Kugel. Der Mittelpunkt M des sich drehenden Halb-
kreises wird zum Kugelmittelpunkt. Da beim Kreis alle Punkte des Umfanges den-
selben Abstand r vom Mittelpunkt haben, miissen alle Punkte der Kugeloberfliche
gleich weit vom Mittelpunkt der Kugel entfernt sein. Deshalb heiit r auch der Radius
der Kugel. Durch ihn ist die Kugel eindeutig bestimmt.

Die Kugel ist die Menge aller Punkte, deren Abstand von einem festen Punkt, dem Kugel-
mittelpunkt, kleiner ader gleich einem vorgegebenen Abstand, dem Radius, ist.
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Die Kugel hat in der Technik groBe Bedeutung. So wird sie im Kugelgelenk als Ver-
bindung zweier Bauteile, die nach vielen Richtungen beweglich sein miissen, ver-
wendet. Im Kugellager wird mit ihrer Hilfe Gleitreibung in Rollreibung verwandelt
und damit der Reibungswiderstand vermindert. Die optische Industrie verwendet
Kugelteile bei fast allen Linsen. Im Vergleich zu anderen Kérpern besitzt die Kugel
bei gleichem Volumen die kleinste Oberfliche.

Wihrend sich auf allen bisher behandelten krummflichigen Kérpern in einer be-
stimmten Richtung Geraden ziehen lassen, kénnen auf einer Kugelfliche in keiner
Richtung Geraden gezeichnet werden. Der Mantel des Kegels wie auch der des
Zylinders ist anders gekriimmt als die Oberfliche der Kugel. Im Gegensatz zu Kegel
und Zylinder handelt es sich bei der Kugeloberfliche um eine nichtabwickelbare
gekrimmte Fliche. Man kann deshalb kein wirklichkeitstreues Abbild der Kugel-
oberfliche und der Figuren auf ihr in der Ebene entwerfen.

Da sich die Kugeloberflache nicht auf einer Ebene ausbreiten und deshalb auch kein
Flichenmodell des Korpers herstellen 1iBt, soll nun zur besseren Anschauung ein
Geriistmodell angefertigt werden.

Abb, 2.102,

. Schneiden Sie aus diinnem Karton drei gleich grofe Kreise (Abb. 2.102.) ! Zwei
davon erhalten in den senkrecht aufeinanderstehenden Durch n vom Rande
her je einen Einschnitt (in der Abb. 2.102. a stark ausgezogen ). Der dritte Kreis ist
in den Durchmessern von der Mitte aus mit zwei einander rechtwinklig schneidenden
Schlitzen zu versehen (Abb. 2.102.b). Die beiden nach der Abbildung 2.102.a vor-
bereiteten Kreise sind in den aufgeschnittenen Radien ineinanderzustecken, so daf8
sie sich rechtwinklig durchdringen. Schon diese Form ergibt ein Kugelmodell, nur
ist es wenig stabil. Um ihm mehr Halt zu geben, schieben Sie es durch die Schlitze
des dritten Kreises (Abb. 2.102.b)! Dazu miissen die in Abbildung 2.102.a schraf-
fierten Teile umgefaltet werden; sie sind nach dem Aufstecken des dritten Kreises
wieder aufzuklappen. Das fertige Kugelmodell zeigt die Abbildung 2.102.c.

Jede Gerade durch den Kugelmittelpunkt ist Achse der Kugel. Die Verbindungs-
strecke der DurchstoBpunkte der Achse durch die Kugeloberfliche heiBt Durch-
messer d der Kugel. Er ist doppelt so groB wie der Radius der Kugel (d = 2r).

. Welche Symmetrieeigenschaften hat die Kugel ?

Wird eine Kugel von einer Ebene geschnitten, so entstehen als Schnittfiguren stets
Kreise.
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Beweis:

Die Ebene E steht auf dem Durchmesser 4B in O senkrecht (Abb. 2.103.). Thr Abstand
vom Kugelmittelpunkt M ist Wi a.Es istiein 1_)_11_nkt der Schnittkurve der Ebene
mit der Kugelfliche. Ziehen wir PO, so ist PO L AB, das Dreieck POM also recht-
winklig. Demnach gilt PO — PM?— MO? oder PO? = r*—a? also g = Jr*—a®

Abb. 2.103. Abb. 2.104.

Da r und a bei gegebener Schnittfliche konstant bleiben, an welcher Stelle der Schnitt-
kurve P auch liegen mag, so folgt, daf ¢ fiir alle Punkte der Schnittkurve dieselbe
Lange hat. Die Schnittkurve ist deshalb ein Kreis mit dem Radius p.

Aus diesem Beweis ergeben sich wichtige Folgerungen:

Je groBer der Abstand der Ebene vom Kugelmittelpunkt, um so kleiner ist der
Schnittkreis.

Fiir @ = r ist p = 0, der Kreis entartet zu einem Punkt.

Die Schnittebene wird zur Tangentialebene der Kugel.

Fiir @ = 0 nimmt g seinen gréBten Wert r an, das heiBt, daB} jede Schnittebene, die
den Kugelmittelpunkt enthilt, die Kugel in einem ,,groBten‘ Kreise schneidet, der als
GroBkreis (4 B,CB, und BB, B'B,) bezeichnet wird (Abb. 2.104.).

Alle Kugelkreise, die zu einem bestimmten GroBkreis parallel liegen, heilen Parallel-
kreise zu diesem GroBkreis (DD,D'D, und EE,E'E,) oder auch Breitenkreise, eine
Bezeichnung, die in der Geographie iiblich ist. Die Parallelkreise haben verschieden
groBe Durchmesser.

. 1. Fiihren Sie fiir die folgenden Siitze die Beweise!

a) Schneiden zwei Kugeln einander, so ist die Schnittfigur der beiden Kugeln
ein Kreis.
Anleitung: Zeichnen Sie zwei einander schneidende Kreise und ihre ge-
meinsame Sehne ! Lassen Sie die ganze Figur sich um die Zentrale der beiden
Kreise als Rotationsachse drehen!

b) Zwei verschiedene Grofkreise einer Kugel halbieren einander stets.
Anleitung: Lassen Sie den einen Grofkreis sich um den gemeinsamen
Durchmesser der beiden Grofkreise drehen!
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¢) Die kiirzeste Verbindung zweier Punkte auf der Oberfliche einer Kugel mit
dem Radius r ist der Grokreisbogen durch diese Punkte (Grofkreise auf
einer Kugelfliche entsprechen geraden Linien in der Ebene )i

Anleitung: Jede Ebene durch die beiden Kugelpunkte P, und P, schneidet
die Kugel in einem Kreis vom Radius o < r. Welcher von allen maglichen
Kreisbogen mit dem Radius ¢ < r durch zwei feste Punkte P, und P, hat
die kiirzeste Bogenlinge ?

. 2. Berechnen Sie den Durchmesser des Nirdlichen Wendekreises (geographische
Breite p = 23,5° N ), wenn der mittlere Erdradius r — 6370 km betrigt!
Anleitung: Durch einen beliebigen Punkt P des Breitenkreises wird ein Meri-
dian (Grofkreis) gelegt. Aquator und Breitenkreis schneiden auf dem Meridian
von P einen Bogen aus. Der Winkel, der zu diesem Bogen gehirt, ist die geogra-
phische Breite (Abb. 2.105.).

Nach dem Satz des CAVALIERT haben alle Kérper gleiches Volumen, wenn alle in glei-
cher Hohe gelegenen Querschnitte, die zur Grundfliche parallel liegen, flichengleich
sind.

Zur Bestimmung des Volumens der Kugel wird deshalb ein Vergleichskérper gesucht.
In der Abbildung 2.106. sind eine Halbkugel und ein gerader Kreiszylinder dar-
gestellt, wobei Grundkreisradius und Hohe des Zylinders gleich dem Kugelradius r
sind. Aus dem Zylinder ist ein gerader Kreiskegel mit den gleichen MaBen heraus-
geschnitten, so daB ein Restkérper verbleibt, dessen Volumen zwei Drittel des Zylin-
dervolumens betrigt:

Va=Vz—Vk

= grih_ e
Ve =mnr*h -

Abb. 2.105. — ,I e
Breitenkreis
d ’ f
9 B" x A
Fren i Iy J !
/ Meridian LA 1
e/ _ |
e |1
el
i
r _*'

- ‘Aquator .
Abb. 2.106.
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Da h = r gewihlt wurde, folgt:

_ g m __ 2mn
Ve =arl———=——.

Es wird nun behauptet, daB der Inhalt des Restkorpers gleich dem Inhalt der Halb-
kugel ist.

Zum Beweis wird ein beliebiger Schnitt parallel zur Grundfliche der beiden Kérper
im Abstand x ausgefiihrt. Die Schnittfigur der Halbkugel ist ein Kreis mit dem Radius
o und dem Flicheninhalt Ay = mo® Da ¢® = r?—x? ist, gilt Ag = = (r*— x?). Der
in derselben Hohe liegende Querschnitt des Restkorpers ist eine Kreisringfliche mit
den Radien r und x. (Die Kegelmantellinie ist Hypotenuse des rechtwinkligen Drei-
ecks, dessen Katheten beide die Linge r haben. Das Dreieck 4" B""M" ist diesem
Dreieck dhnlich und deshalb auch rechtwinklig und gleichschenklig.) Sein Flichen-
inhalt betrigt Ag = ar?—ax® = 7 (r2—x?).

Diese Bezichungen gelten unabhiingig vom gewihlten Abstand x der Schnittebene
von der Ebene der Grundfliche. Halbkugel und Restkérper haben also in derselben
Hohe stets flichengleiche Querschnitte. Nach dem Satz des CavavriER: folgt daraus,
daB das Volumen der Halbkugel gleich dem des Restkorpers ist.

Halbkugel = Restkérper = Zylinder — Kegel

Volumen der Halbkugel = :cr3—% nrd = %:zr“.
Folglich ist das
> Volumen der Kugel: V = %.‘ITS

oder V==1d%

. 1. Die Volumina von Kegel, Halbkugel und Zylinder mit gleicher Grundfliche und
gleicher Hihe verhalten sich wie 1:2: 3. Fiihren Sie den Beweis dieses Satzes,
der als Satz des ARCHIMEDES bekannt ist!

. 2. Bei Uberschlagsrechnungen in der Praxis wird fiir die Berechnung des Volu-
mens einer Kugel die Formel V ~ %d“ verwendet.

a) Begriinden Sie diese Formel!
b) Welche geometrische Bedeutung hat die Niherungsformel ?

¢) Um etwa wieviel Prozent ist diese Formel ungenau ?

Das Volumen einer Hohlkugel wird als Differenz der Volumina zweier Vollkugeln mit
den Radien r; und r, berechnet:

> Volumen der Hohlkugel: V = -}.7 (ry*—r?)

oder V = % (d;*—dy?).
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. Beispiel 13:

Eine hohle kupferne Kugel (@s =89 ]%) mit d = 20 cm duBerem Durchmesser
sinkt genau bis zur Hilfte in Wasser (91 = ) ein. Wie dick ist ihre Wand ?

cm?®

Das verdringte Wasser hat das Volumen
Vi=2ar®=27-1000 cm?
und die Masse
my =g Vy=1L -3 7-1000cm®=2000%¢.
Die Masse der Halbkugel betrigt
my =g, Vy =0, '%7‘(’13_’28)
=895 - 27 (1000 em® —r,3)

my = 8,942 (1000—r,9) g.

Wir setzen die Massen gleich:
My =y

20005 g =8,9-4-2(1000—r,3) g

und berechnen aus dieser Gleichung r,:
2000 = 35,6 (1000 — r,3)
ry? &~ 943 cm3
ry ~ 9,8 cm

r—r,=10cm—9.8 cm = 0,2 cm.
Ergebnis: Die Wanddicke der Hohlkugel betrigt 2 mm.

Zwischen dem Volumen und dem Oberflicheninhalt einer Kugel besteht folgender
Zusammenhang, der fiir die Herleitung der Formel fiir die Kugeloberfliche verwendet
werden soll:

Denkt man sich die Oberflache der Kugel in eine groBe Anzahl sehr kleiner Flichen
zerlegt und weiter die Ecken aller dieser Flichenteile mit dem Mittelpunkt der Kugel
verbunden, so entsteht dadurch eine Vielzahl pyramidenfsrmiger Kérper. Die Hohen
dieser Korper sind nahezu gleich dem Kugelradius r, und die Grundflachen kénnen,
wenn sie beliebig klein angenommen werden, als eben gelten. Der Gesamtinhalt aller
dieser Pyramiden ist dann annihernd gleich dem Volumen der Kugel.

Bezeichnet man die Grundflichen mit 4,, 4,, A, ..., A,, dann ist das Volumen aller
Pyramiden

V=%A1r +%Azr +%A3r+--- —{—%A,.r
oder

Ve=gr(dy+dy+ Ay +-- 4 4) =L1r. 4,
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wobei die Kugeloberfliche als Gesamtheit aller Pyramidengrundflichen aufgefaBt
wird.

Die Teilung der Kugeloberfliche und damit des Kugelvolumens liBt sich immer weiter
fortsetzen, bis die Anzahl der Teile groBer wird als jede angebbare Zahl. Dann wird
der Wert des Volumens der Teilkérpersumme dem Wert des Kugelvolumens beliebig
nahe kommen, d. h., der Unterschied zwischen beiden wird kleiner als jede noch so
kleine Zahl.

Einen solchen Vorgang nennt man einen Grenziibergang. DaB die Summe aus einer
beliebig groBen Anzahl von Summanden einen bestimmten Wert annehmen kann,
soll an dem folgenden einfachen Zahlenbeispiel gezeigt werden:

Man addiert zu der Zahl 1 die Hilfte dieser Zahl, dazu wieder die Hilfte dieser Hilfte
und fihrt so ohne Ende fort. Man bildet also die Summe 1+ % + % B % + % +3—lz +...
Man wird dabei nicht iiber die Zahl 2 hinauskommen, ganz gleich, wieviel derart ge-
wonnene Summanden addiert werden. Man wird die Zahl 2 nicht einmal erreichen, da
ja immer nur die Halfte des Restes bis zur 2 addiert wird. Man kann aber der Zahl 2
beliebig nahe kommen, so daB man als Ergebnis dieser Summierung die Zahl 2 nieder-
schreiben kann.

Geometrisch kann man das durch die Abbildung 2.107. veranschaulichen.

a a g aa
. . 2 . L8 163
f T T T T ™
f—— _Za — >

Abb. 2.107.
Zwischen dem Volumen ¥ und der Oberfliche 4o der Kugel mit dem Radius r be-
steht somit die Beziehung:
l'=%r~ Ao oder V=%-Ao.
Setzt man den bereits gefundenen Ausdruck fiir das Kugelvolumen ein, so erhilt man
—: ard :%T'Ao
und schlieBlich den

]

47 r®

.

} Oberflicheninhalt der Kugel: A
oder A

Die Formel 18t erkennen, daB die Oberfliche einer Kugel stets genau viermal so grof3
ist wie die Fliche eines GroBkreises dieser Kugel.

Bei der Herleitung der Formel ist noch eine Liicke geblieben. Es wurde die Hohe h der
Pyramiden durch den Kugelradius r ersetzt und dabei nicht beriicksichtigt, da k von r
immer noch um einen gewissen, wenn auch noch so kleinen Betrag verschieden ist.
Diese Liicke kann nur mit Mitteln der hsheren Mathematik geschlossen werden, die
uns noch nicht zur Verfiigung stehen.

Fiir Uberschlagsrechnunven geniigt es fast immer, bei der Oberflichenbestimmung
fiir 7 den Naherungswert 3 zu setzen:

Ao ~ 3d%.
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B seiopicl 14:

Der Oberflicheninhalt einer Kugel, deren Radius 2,4 cm betrigt, soll durch
gleichméBiges Abschleifen um den dritten Teil verringert werden. Der Durch-
messer der bearbeiteten Kugel ist zu bestimmen.

Bezeichnen wir den Oberflicheninhalt der zu bearbeitenden Kugel und ihren
Durchmesser mit A4, baw. dy, der bearbeiteten Kugel mit 4, bzw. dy, dann be-
steht die Beziehung

2
A, =34,
2
- 2
ady® = 3 nd,
2
B 2
dy? = +d,;

dy= IT =]/—3—~cm
dy = J15,36 cm ~ 3,92 cm.

Ergebnis: Der Durchmesser der abgeschliffenen Kugel betrigt etwa 3,9 cm.

Kugelteile

Jede Schnittebene durch eine Kugel zerlegt diese in zwei Kugelabschnitte oder Kugel-
segmente (Abb. 2.108.). Geht die Schnittebene durch den Mittelpunkt, so entstehen
zwei Halbkugeln als Sonderfall des Segments. Der krummflachige Teil der Oberfliche
des Segments heifit Kugelkappe oder Kalotte.

Die Hshe der Kugelkappe oder des Kugelsegments wird meist mit k, der Radius des
Schnittkreises mit o und der Radius der Kugel mit r bezeichnet (Abb. 2.108.).

Der Raumteil einer Kugel, der durch eine Kalotte und den durch ihren Kugelkreis und
den Kugelmittelpunkt bestimmten Kegelmantel begrenzt wird, ist ein Kugelaus-
schnitt oder Kugelsektor (Abb. 2.109.). Die Héhe h des Kugelsegments gilt zugleich
als Hohe des zugehorigen Kugelsektors.

Abb. 2.108. Abb. 2.109.
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Die Bezichungen zwischen den Gréen r, o und h kénnen der Abbildung 2.108. ent-
nommen werden. In dem rechtwinkligen Dreieck NRS gilt der Hohensatz
0% = h (2r—h), der nach Umformung h*—2rh + 0% = 0 ergibt.

Bestimmen Sie aus der vorstehenden Gleichung h und dann r! Begriinden Sie am
Kugelmodell, warum sich fiir h zwei Werte ergeben!

Wird eine Kugel von zwei zueinander parallelen Ebenen geschnitten, so wird der
zwischen den Ebenen liegende Kérper als Kugelschicht bezeichnet (Abb. 2.110. und
2.111.). Der gekriimmte Mantel der Kugelschicht heiBt Kugelzone.

reS’z

Abb. 2.110. Abb, 2.111.

Der Abstand der beiden Schnittflichen voneinander wird als Hohe h der Kugel-
schicht bezeichnet. Dabei sind zwei Moglichkeiten zu unterscheiden. Der Mittelpunkt
liegt entweder innerhalb oder auBerhalb der Kugelschicht. Das zeigen auch die Be-
ziehungen zwischen den vier GréBen r, o;, 0, und h, die
aus den Abbildungen 2.110. und 2.111. gewonnen werden

kénnen. Sie lassen sich zusammenfassen zu: <1
=

— 12 2 /72 _ 5.2 =

h=7r2—e? 4 Jr (3 G o |

Dabei gilt das positive Vorzeichen, wenn der Mittelpunkt
der Kugel innerhalb der Kugelschicht liegt. Im anderen
Falle ist das negative Vorzeichen zu setzen.

Die Volumenformel fiir das Kugelsegment wird in gleicher
Weise hergeleitet wie die Formel fiir das Kugelvolumen
(Abb. 2.112.). Der oberhalb des Schnittkreises gelegene |
Kugelabschnitt ist volumengleich dem Restkorper, der I_I'_,
gebildet wird aus der Differenz des Zylinders mit der ‘

Hohe h und dem Grundkreisradius r, vermindert um das :
Volumen des Kegelstumpfes mit der Hohe h und den I '
Radien des Grund- und Deckkreises r und r — h. \ i

Abb, 2.112.
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Das Volumen des Restkdrpers betriigt also
V=arth—21[r2 4 r(r—h) + (r— h)?]
=arth— 21 (3r2— 3rh + h?)

V=ar*h— ar*h + arh2— ™2

und damit das

P> Volumen des Kugelseg : V=2h (3r—h)
oder V= Zh*(3d — 2h).

Betrachten Sie die Kugel als Kugelabschnitt mit der Hohe h — 2r, und leiten Sie
die Volumenformel der Kugel auf diese Weise her!

Das Volumen des Kugelausschnittes setzt sich aus dem Volumen des zugehérigen
Kugelsegmentes und dem Volumen des Kegels zusammen, der den Schnittkreis des
Kugelsegmentes zur Grundfliche und den Kugelmittelpunkt als Spitze hat (Abb.
2.111.).

Vsektor = Vsegment + Viegel
V=2h2(3r—h) + Zo(r—h).
Nach dem Héhensatz (Abb. 2.108.) ist
02 =h@r—h).
Also ist
' V=2h2@Br—h)+Zh(2r—h) (r—h),

und daraus ergibt sich das

> Volumen des Kugelsektors: V = IT’ r*h
oder V= Zd*h.

. 1. Erkliren Sie das Kugelsegment und den Kugelsektor als Drehkirper!

. 2. Wie grop sind a) die Fliche des Schnittkreises eines Kugelsegments, b) der
Mantel des Erginzungskegels eines Kugelsektors mit den Hohen h — r und dem
Kugelradius r?

. 3. Wie grop werden a) die Fliche des Schnittkreises eines Kugelsegments, b) der
Mantel des Erginzungskegels eines Kugelsektors mit den Hihen h und dem
Kugelradius r, wenn h = 2r wird ?

Das Volumen einer Kugelschicht wird als Differenz zweier Kugelabschnitte berechnet
(Abb. 2.113.). Die Hohe h der Kugelschicht ist der Abstand der beiden Begrenzungs-

kreise o, und g,.
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Abb. 2.113

Bezeichnet man die Hshen der von den Schnittkreisen gebildeten oberen Kugel-
abschnitte mit h; und hy, so ist das Volumen der Kugelschicht

V="M (3r—h) — 2 (3r—hy)

a-3htor  mh®  w-3ht-r | whgd
4 L A L e

= 3 3 3
V = ar(h2— hy?) — %”’1” — B3
Zur Vereinfachung des Ausdrucks hy3— hy? wird die folgende Nebenrechnung aus-
gefiihrt.

(hy® = hg?) : (hy— hy) = hy* + hyhy + hy*
V = ar(hy + hy) (hy — hy) — %(hﬁ + hyhy + hy?) (hy — hy) .
Da h, — hy, = h ist, ergibt
V = arh(hy + hy) — 5 h(hy® + hyhy + hy?)
V= ahr (hy + ho) — 5 (hy? + hyhy + hy?)].
Nach dem Héohensatz ist
0> = Q2r—h) Ry
052 = (2r—hy) by
und deshalb
2rhy = 0,* + hy?
2rhy = 9,2 + hy?.
Nach Addition der beiden vorstehenden Gleichungen erhilt man daraus
v (hy + hy) = et | hy? + hy?
2 ;S
Setzt man diesen Wert in den Ausdruck fiir ¥ ein, dann ist
V= nh[—"—"t—o”‘ + L‘:h' — %(hlz + hyhy + hzz)]
3hy2 4 3hyt — 2hyt— 2hyhy — 2hy? )
6 J

P
:nh(m 42-91 a4

= zh( 39!’+302'+’;1’—2h1"n+h2')

V=% h[30:%+ 30 + (hy — hy)?].
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» Volumen der Kugelschicht: |V = +h(Bo2 + 30,2 + h?)-

Fiir 9, = 0 wird die Kugelschicht zum Kugelabschnitt. Bestimmen Sie auf diese
Weise sein Volumen !
Anleitung: Driicken Sie o, durch die Grifen r und h aus (Abb. 2.108.) !

Fiir die Berechnung des Oberflicheninhalts einer Kugelkappe gelten die bereits bei
der Herleitung der Formel fiir den Oberflicheninhalt der Kugel angestellten Betrach-
tungen. Die bei der Kugel gefundene Beziehung

V=grdo

kann auch auf einen Kugelsektor und die zugehorige Kugelkappe A, angewendet
werden. Setzt man fiir J”das Volumen des Kugelsektors ein,

. 1
rih=r Ay,

und lést die Gleichung nach Ajr auf, so erhilt man den

’ Fliicheninhalt der Kugelkappe: A, = 2-rh
oder Ay = 7dh.

‘ 1. Erkliren Sie die Entstehung einer Kugelkappe als Drehfliiche !

. 2. Woraus setst sich die Oberfliiche a) eines Kugelsegments, b) eines Kugelsektors

zusammen ?

‘ 3. Fiir welchen Sektor einer Kugel mit dem Radius r ist eine Kugelkappe flichen-
gleich dem Mantel seines Erginzungskegels ?

Die Kugelzone ist der Mantel der Kugelschicht (Abb. 2.113.). Die Kugelzone laBt sich
als Differenz zweier Kugelkappen mit den Hshen h, und hy berechnen:

Ay =2nrhy—2nrh,
Ay =2ar (hy— hy).
Da hy — hy = h ist, folgt fiir den

’ Fliicheninhalt der Kugelzone: A, = 2. rh
oder Ay = =dh.

. 1. Welche Kirper haben Kugelkappen mit den Héhen h = r bzw. h — 2r ?

. 2. Die Formeln fiir den Flicheninhalt einer Kugelkappe und einer Kugelzone bei
gleicher Hihe h und gleichem Radius r sind gleich. Welche geometrische Be-
deutung ergibt sich aus dieser Gleichheit (Abb. 2.114.) ?
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. 3. Legt man um eine Kugelzone (Kugelkappe) von der Hihe h und dem Radius r
a) einen Zylinder vom Grundkreisradius r und der Hihe h, b) einen Kegel-
stumpf von der Héhe h, dessen Mantel die Kugelzone (Kugelkappe) in der
Kreislinie seiner mittleren Grundfliiche beriihrt, so haben Kugelzone (Kugel-
kappe), Kegelstumpf und Zylinder flicheninhaltsgleiche Mintel (Abb. 2.114.).
Fiihren Sie den Beweis!

Pst

Tst \

Abb. 2.114.

Beispiel 15:
Ein Kessel hat die Form eines Kugelsegments. Der Durchmesser der Offnung
betrigt 1,50 m, die Tiefe 50 cm. Das Volumen des Kessels ist zu berechnen.
Zunichst wird der Kugelradius r bestimmt (Abb. 2.115.):
ot =h@2r—h)
und daraus
o4 h?
r= =5 =
Damit ergibt sich
V=2Zh*3r—h) ;
7o 3024 3h?
= ERSAEE ) < 7

_a h‘z(;g:.*_ 3h‘=.—2h3]
3 2h Abb. 2.115.

V=Z2h(3e*+h?.
Fiir die im Beispiel gegebenen Werte betrigt der Inhalt des Kessels rund
0,507 m?.

. Fiihren Sie die Berechnung im Beispiel 15 selbst aus!

. Beispiel 16:

Von einem Kugelsektor sind das Volumen ¥ = 20 ¢cm?® und der Flicheninhalt
Ay = 10 em? der zugehorigen Kappe bekannt. Wie groB sind der Radius der
Kugel und die Hohe der Kappe?

V=21 A=2arh
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Die fiir ¥ und Ay eingesetzten Werte ergeben das Gleichungssystem :
(I) 20cm3=zT"r2h (I) 10 cm? = 2xrh.
Die Auflssung nach r fiihrt auf die quadratische Gleichung
30ar—5ar2 =0
Sar(6—r) =0
r; = 0 cm (unbrauchbar)
r, =6 cm

Der Radius der Kugel betrigt 6 cm.
Die Hohe wird aus

Ay =2arh
zu
h = 11;1 cm ~ 0,265 cm
berechnet.

Ergebnis: Die Hohe der Kappe betrigt rund 0,27 cm.

. Beispiel 17:

Zwei parallele Ebenen schneiden aus einer Kugel von 40,0 cm Durchmesser
eine 8,0 cm dicke Schicht (Abb. 2.116.) aus. Der erste Kugelabschnitt hat eine
Héhe von 3,0 cm. Das Volumen der Kugelschicht ist zu berechnen.

V=%h(30 + 30,° + h?)
Zuniichst lassen sich 9,2 und g,? aus rechtwinkligen
Dreiecken berechnen.

0,2 =202¢m?2— 92 cm? = 319 cm?

022 =202cm2— 172 cm? = 111 em?

V= % 8cm (957 cm? + 333 cm?2 + 64 cm?)

Abb. 2.116.

V= % *4dem - 1354 cm? &~ 18057 cm® & 5671 cm?®.

Ergebnis: Das Volumen der Kugelschicht betridgt rund 5671 cm3,

Zusammengesetzte krummflichige Kérper

Zur Berechnung von zusammengesetzten krummflichigen Kérpern zerlegt man diese
insolche Bestandteile, die mit Hilfe der bekannten Formeln berechnet werden kénnen,
also in Kugeln, Kugelteile, Kegel und Zylinder. Man berechnet dann die einzelnen
Teilkérper bzw. die Differenz der Inhalte.
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. Beispiel 18:

Die Masse und der Oberflicheninhalt der polierten (gekriimmten) Flachen Ay
der in der Abbildung 2.117. dargestellten Bikonkavlinse (g =32-E ) sind zu

cm?
berechnen. Die Linse ist durch Herausschleifen zweier Kugelabschnitte aus
einem Zylinder entstanden.
Das Volumen ergibt sich als Differenz aus dem
Volumen des Zylinders und dem der beiden || -

Kugelabschnitte. Damit ist die Masse _/
m=g(V,—2Vy. I ‘
¥, ist ein Zyl{nder mit d = 10,0 cm und B
h =2,0cm:
| 2% =% +10%:2 cm3 = 507 cm?®.
V, ist ein Kugelabschnitt mit g = 5,0 cm und
h = 0,6 cm. Aus p kann der Kugelradius r
durch die Beziehung (Beispiel 15) h(2r-1
gewonnen werden, also MabBe inmm
_etem
2h
und damit Abb. 2.117.

Vy=Th(3e? + k)
Vy=%0,6(35%+0,6%cm® = 7,526 7 cm®.
Diese Berechnungen fiihren auf die Gleichung
m=32(50r—2-7,5267)¢g
=3,2:349487 g
m = 351,38 g.

Ergebnis: Die Masse betriigt rund 351 g.
Die Oberfliche Ay der Linse ist eine Kugelkappe mit o =5,0cm und h = 0,6 cm.

o+t
2h

Der Kugelradius ergibt sich wiederum mit r = und damit zu
Ay =2arh

=27 LE = q(p2 + h?) = 25,36 7 cm?
Ay = 79,63 cm?.

Ergebnis: Der Flicheninhalt der polierten Flichen betrigt rund 159,3 cm?®.
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Aufgaben

1

11.

12.

13.

14.

15.

Zur Berechnung eines geraden Kreiszylinders sind von den fiinf GréBen r, h, Ay, Ao, V jeweils
zwei gegeben. Berechnen Sie die fehlenden drei!

a) r=40cm b) h=80m e) Ay = 0,4m? d) Ap = 15 dm?
h = 6,5 cm Apm = 25 m? Ap = 1,2 m? r=1,0dm

e r=30em ) V=250l g V=30hl h) Ap — 2,0 m?
V =15 cm? h=05m Ao = 1,2 m? =4,0m

Eine Konservendose von 1,00 1 Inhalt hat einen Durchmesser von 12,0 cm. Wieviel Blech
wird fiir 500 Dosen benétigt, wenn fiir den Abfall 159, gerechnet werden ?

Der Motor der ,,Wartburg*-Limousine hat drei Zylinder, einen Hub von 78 mm und eine
Bohrung (Innendurchmesser des Zylinders) von 70 mm. Wie gro8 ist der Gesamthubraum ?

Ein zylindrischer Behilter von 1,20 m Durchmesser enthilt 3000 kg Natronlauge der Dichte
1,250 g - em™3. Wie hoch steht die Lauge im Behalter ?

Es ist die Masse einer 56 m langen Stahlrohrleitung (o = 7,85 g - cm™?) von 32 mm Innen-
durchmesser und 8 mm Wanddicke zu berechnen, durch die Benzin (o = 0,720 g - cm™?) ge-
pumpt wird. Die Fliissigkeit fiillt den Rohrquerschnitt vollkommen aus.

Ein zylindrisches Standgefii von 30 mm lichter Weite soll mit Teilstrichen fiir je 1 cm®
Fassungsvermégen versehen werden. In welchen Abstinden voneinander miissen diese an-
gebracht werden ?

Einem Wiirfel von 10,0 cm Kantenlinge ist ein Zylinder einbeschrieben, ein zweiter um-
beschrieben. Berechnen Sie von beiden Zylindern Volumen und Oberflicheninhalt, und ver-
gleichen Sie die Ergebnisse miteinander!

Ein Rechteck mit den Seiten a) 3,0 cm und 5,0 em; b) a und b rotiert einmal um die eine,
dann um die andere Seite. Vergleichen Sie die Oberflicheninhalte und Volumina der beiden
!

entstehenden Zylinder mitei d

Wieviel Flaschenkorken von 3,5 cm Langeund 2,0 cm Durchmesser wiegen 1kg(0=0,2g-cm3)?

Eine regelmaBige sechsseitige Siule aus Sandstein (o = 2,2 g - cm™?) mit der Kantenlinge
25 cm und der Héhe h = 3,00 m wird rundgeschliffen. Wieviel verliert sie an Masse ?

Ein schwimmender zylindrischer Holzstamm von 40 cm Durchmesser ragt 10 cm aus dem
Wasser heraus. Es ist die Dichte des Holzes zu bestimmen.

Durch einen Kreiszylinder mit r = 4 cm und h = 11 cm wird parallel zur Achse in 1 cm Ent-
fernung von dieser ein Schnitt gefiihrt. Wie grof ist das Volumen der beiden Teile ?

In welcher Zeit kann ein Rohr von 50 cm
Durchmesser bei einer Strémungs-
geschwindigkeit von 12 cm * 571 ein Was-
serbecken fiillen, das 18,00 m lang, 9,00 m
breit und 2,25 m tief ist ?

Wie groB3 ist der Materialbedarf fiir die
in Abbildung 2.118. dargestellte Schutz-
kappe ?

In einem Hohlzylinder von 30 mm lichter
Weite steigt das Wasser um 52 mm, wenn
ein Korper eingesenkt wird. Welches Vo-
lumen hat der Korper ? Abb. 2.118. &
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16.

17.

18.

19.

20.

Fiir einen ténernen, walzenférmigen Wasserbehilter, wie er zum Feuchthalten der Luft in
Riumen mit Zentralheizung benutzt wird, braucht man zur geniigenden Verdunstung einen
Mantel mit einem Flicheninhalt von mindestens 1200 cm?, Die Hohe soll nicht iiber 30 cm
betragen. Welches ist der kleinste Halbmesser, den man dem Gefil} geben kann?

Ein gezogenes Kupferrohr hat einen dufleren Durchmesser von 20 mm. Das laufende Meter
wiegt 1,007 kg. Welche Wanddicke hat es?

Die fiinf GroBen r, h, Apr, Ap und ¥ eines geraden Kreiszylinders sind durch drei Gleichungen
verbunden. Es miissen also zwei von ihnen gegeben sein, um die drei anderen berechnen zu
konnen. FaBt man diese drei GréBen als Variable auf, fiir die man beliebige Zahlen einsetzen
kann, so stellen die erhaltenen Gleict leick dar. Diese drei zu berech-
nenden Variablen sind Funktionen der beiden gegebenen Vanablen. also Funktionen zweier
Variabler. Bleibt aber eine der beiden gegebenen Variablen konstant oder ist sie als Funktion
der anderen gegeben, so werden die drei zu berechnenden Variablen Funktionen einer
Variablen.

Beispiel: Ist die Hohe h als Funktion von r gegeben, namlich h = k - r, so sind Ay, Ao und V'
Funktionen von r und umgekehrt. Stellen Sie diese Funktionen fiir k = 2 in einem recht-
winkligen Koordinatensystem dar, und lesen Sie aus den Funktionsbildern ab, fiir welche
Werte von r die MaBzahlen des Mantels, der Oberfliche und des Volumens iibereinstimmen!

Funktionsg

a) Wieviel Quadratzentimeter WeiBblech braucht man fiir eine Konservenbiichse von 1,0 Liter
Inhalt, wenn man als Halbmesser der Biichse 2,0 ¢cm, 3,0 cm, ..., 6,0 cm wihlt?

b) Stellen Sie eine allgemeine Formel auf, aus der Sie fiir diese Aufgabe den Oberflicheninhalt
berechnen konnen, sobald der Halbmesser gegeben ist!

c) Stellen Sie den Zusammenhang zwischen Oberflicheninhalt und Halb durch eine
Kurve dar!

d) Untersuchen Sie an Hand der Kurve, welche Form die Konservenbiichse haben miiSte,
wenn zu ihrer Herstellung moglichst wenig Blech verbraucht werden soll!

In der Technik bestimmt man die Masse eines laufenden Meters Rundstahl oft durch die
Faustregel m ~ 612 d%, wobei d in Zentimetern eingesetzt wird und das Ergebnis in Gramm
berechnet ist. Fiir Uberschlagsrechnungen rundet man 612 auf 600. Begriinden Sie die Brauch-
barkeit dieser Faustformel!

Bei einem schiefen Kreiszylinder betrigt der Neigungswinkel der Mantellinien zur Grund-
fliche 70°. Wie grof3 ist das Volumen fiir r = 5,2 ¢cm und s = 16,3 cm ?

Von einem schiefen Kreiszylinder mit r = 1,6 em, h = 4,2 cm und der Mantellinie s = 6,0 cm
ist der Neigungswinkel der Achse gegen die Grundfliche zu berechnen.

. Das Volumen von Fissern und Tonnen wird mit guter

Anniherung wie das Volumen eines Zylinders mit gleicher Boden
Héhe und dem mittleren FaBdurchmesser d,, berechnet
(KepLERsche FaBregel):

g
Vagdnth. Spund{
Unter dem mittleren Durchmesser eines Fasses oder einer
Tonne ist das arithmetische Mittel zwischen dem Boden-
kreisdurchmesser d, und zwei Spundkreisdurchmessern d,  Boden
zu verstehen (Abb. 2.119.):

g, = htditd  d+2d, f
= 3 - 3 N Abb. 2.119.
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a) Begriinden Sie die Formel fiir den mittleren Durchmesser d,, eines Fasses!
b) Zeigen Sie, dal der mittlere Durchmesser eines Fasses auch

2
dp =d, + 5 (d,— d,)
ist!
¢) Zeigen Sie, da3 der mittlere Radius eines Fasses

2 2 (amn)

Tm = ——3—— oder 1y =r +
ist!
d) Leiten Sie die Niherungsformel fiir das Volumen eines Fasses her!

e) Wieviel Liter faBt eine Tonne mit dem Bodendurchmesser d; = 70 em, dem Spunddurch-
messer d, = 80 cm und der Hohe h = 100 cm ? Die Wanddicke des Fasses betriigt durch-
weg 2 cm,

Es ist eine allgemeine Formel fiir das Kegelvolumen aufzustellen, wenn der Grundkreis-

radius r und die Mantellinie s bekannt sind.

Der Umfang des Grundkreises eines geraden Kegels ist 384 cm, die Seitenlinie 3,00 m. Be-

rechnen Sie den Flicheninhalt des Mantels, den Oberflicheninhalt und das Volumen!

Ein kreisformiges Zelt (ohne Boden) soll eine Grundfliche von 14,0 m? haben. Wieviel Zeltstoff

wird gebraucht, wenn die Zelthohe 2,00 m betragen soll ?

Es ist der Neigungswinkel ¢ einer Mantellinie eines geraden Kegels zu berechnen, wenn

a) r =44 cm; Ay = 108,3 em?, b) h = 7.9 cm; ¥ = 200 em?, ¢)s=70cm; 40 =30

gegeben sind.

Ein gleichseitiger Kegel hat mit einem gleichseitigen Zylinder gleiches Volumen. Wie ver-

halten sich a) die Mintel, b) die Oberflichen ?

Unter welcher Bedingung sind die Mintel eines geraden Zylinders und eines geraden Kegels

von gleichen Grundflichen und Héhen flichengleich ?

Bei einem Kegel ist der Mantel doppelt so groB wie die Grundfliche. Wie grof§ ist sein Off-

nungswinkel (Winkel an der Spitze des Achsenschnittes)?

Aus einem kreisformigen Stiick Blech von 1,00 m Radius wird ein Stiick unter dem Zentriwinkel

von 135° ausgeschnitten und zu einem Kegel zusammengerollt. Wie groB sind Radius, Hohe
und Volumen des entstehenden Kegels ?

Eine Viertelkreisfliche vom Radius 40 cm wird zu einem Kegel-
mantel aufgebogen. Wie grof3 sind a) der Grundkreisradius, 5 g
b) die Hohe und ¢) das Volumen des entstehenden Kegels ? gl‘
i
. Wieviel wiegen 1000 Nietkipfe (n =T ma) mit r = 6 mm von \-.4 2r {
der in Abbildung 2.120. im Aclt hnitt angegebenen Gestalt ?

Der Mantel eines Kegels betrigt 694 cm?, sein Offnungswinkel

a = 34°. Wie groB sind Grundkreis und Oberfliche ? Abb: 2,120,

Es ist das Volumen und der Flicheninhalt des Mantels eines geraden Kegels, dessen Achsen-
schnitt ein gleichseitiges Dreieck ist, zu berechnen.

Ein schiefwinkliges Dreieck dreht sich der Reihe nach um jede seiner drei Seiten. Beweisen
Sie, da3 die Volumina der drei entstehenden Doppelkegel sich wie die reziproken Werte der
Dreiecksseiten verhalten!

Es ist der Oberflicheninhalt des in Abbildung 2.121. gezeigten Daches zu berechnen. Die
Grundfliiche ist mit zu beriicksichtigen.




38. Ein kegelférmiges Gefill, dessen Mantellinie die gleiche Linge wie der Durchmesser des
Grundkreises hat, wird mit Quecksilber gefiillt. Wieviel Kilogramm sind notwendig, wenn

s = 60 cm und grg = 13,6 —5-sind ? (3 ~ 1,73)

cm?

39. Ein Schwimmkérper besteht aus einer Walze mit zwei aufgesetzten Kegeln und hat den in
Abbildung 2.122. dargestellten Achsenschnitt (MaBe in cm). Wie gro8 ist sein Volumen ?

4

45m 27

27

o
=)
\&
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42

54

Abb. 2.121. Abb. 2.122.

40. Die Formulierung ,,Kegel 1 : x** bedeutet in der Technik: Auf die Linge x (mm) verjiingt sich
der Kegel im Durchmesser um 1 (mm). Berechnen Sie den Zentriwinkel des ausgebreiteten
Mantels fiir einen Kegel mit dem Radius 3,0 cm und der Verjiingung 1:0,5!

41. Ein Kelchglas von 7,6 em oberem Durchmesser und 11,3 em Héhe ist bis zur Hilfte seiner
Héhe gefiillt. a) Wie groB ist die Benetzungsfliche ? b) Welchen Teil der ganzen Innenfliche
des Glases macht diese Benetzungsfliche aus?

42, Eine kegelformige Abraumhalde hat bei einem Béschungswinkel von 45° eine Hohe von 23 m
erreicht. Geben Sie das Volumen der Abraummenge an!

43. Die Groflenr, h, s eines geraden Kreiskegels sind durch die Gleichung s* = r? + h? miteinander
verbunden. Setzt man fiir s den Wert ]/r2 -+ h? ein, so kommen in den drei Gleichungen fiir
V, Ap und Ao nur noch fiinf GréBen vor. Es miissen also zwei von ihnen gegeben sein, um die
drei anderen berechnen zu kénnen. Faflt man diese drei GroBen als Variable auf, fiir die man
beliebige Zahlen einsetzen kann, so stellen diese Gleich Funkti leich dar. Es
gelten deshalb die Betrachtungen der Aufgabe 18 auch fiir den geraden Kreiskegel.

a) Berechnen Sie das Volumen und den Flacheninhalt des Mantels eines geraden Kegels,
wenn der Radius der Grundfliche und das Verhiltnis k der Hohe zum Radius gegeben
sind! Geben Sie eine grafische Darstellung dieser Funktionen!

b) Bleibt das Volumen eines geraden Kegels unverindert, so ist sein Mantel eine Funktion
des Radius r. Stellen Sie diese Funktion grafisch dar!

44. Die folgenden Sitze aus der Schrift Uber Kugel und Zylinder von ARCHIMEDES (287—212 v.u.Z.)
sind an Hand der von uns entwickelten Formeln zu bestitigen:
a) .,.Der Mantel eines jeden geraden Kegels ist gleich einem Kreise, dessen Radius die mitt-
lere Proportionale zu jeder Mantellinie des Kegels und dem Radius des Grundkreises ist.*
b) ..Der Mantel eines jeden geraden Kegels verhalt sich zu seiner Grundfliche wie die Mantel-
linie des Kegels zum Radius der Grundfliche.*

45. Wieviel Quadratmeter Material wird zur Herstellung eines Eimers mit den MaBen r, = 15 cm,
ry, = 10 cm und s = 30 cm gebraucht ?

y

Wieviel Kubikmeter Erde enthilt ein Erdhaufen von der Form eines Kegelstumpfes, wenn
gegeben sind: der Durchmesser des Grundkreises d; = 30 cm, der Durchmesser des Deck-
kreises d = 24 cm und die Héhe h = 18 cm ?
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Wie grof8 sind Volumen, Flicheninhalt des Mantels und Oberflicheninhalt eines geraden
Kegelstumpfes, von dem man den Grundkreisdurchmesser d; = 45 cm, den Deckkreis-
durchmesser d, = 32 cm und die Mantellinie s = 53 cm kennt ?

In welcher Hohe muB ein Kegel parallel zur Grundfliche geschnitten werden, wenn durch den
Schnitt das Volumen des Kegels halbiert werden soll? Wie ist der Schnitt zu legen, wenn
durch ihn der Mantel des Kegels halbiert werden soll ?

‘Wie verhalten sich zueinander Volumen und Flicheninhalt des Mantels der beiden Teile, in
die ein Kegel durch einen zur Grundfliche parallelen Schnitt geteilt wird, der die Hohe des
Kegels halbiert ?

Ein gleichseitiger Trichter faBt 1,0 Liter Wasser. Wie hoch steht das Wasser noch in ihm,
wenn 0,4 1 abgelaufen sind ?

Ein Schornstein hat die Form eines Kegelstumpfes. Seine Abmessungen sind: untere Durch-
messer 3,5 m bzw. 11,3 m; obere Durchmesser 1,8 m bzw. 1,5 m; Héhe 25 m. Wieviel Kubik-
meter Mauerwerk enthilt er ?

Ein Baumstamm von 6,00 m Lénge hat einen oberen Umfang von 2,50 m und einen unteren
Umfang von 3,20 m (ohne Rinde). Wieviel Festmeter Holz liefert er (auf drei Stellen genau) ?

Eine Blechkanne besteht aus einem Zylinder mit aufgesetztem Kegelstumpf. Der Durch-
messer betrigt 20 cm und die Hohe 48 cm. Der zylindrische Teil ist dreimal so hoch wie der
Kegelstumpf, der oben 10 cm Durchmesser hat. a) Wieviel Liter faBt die Kanne ? b) Wieviel
Material wird zu ihrer Herstellung benétigt ?

Stellen Sie fest, um wieviel Prozent im ungiinstigsten Falle die nach den beiden Niherungs-
formeln berechneten Werte fiir das Kugelstumpfvolumen vom genauen Wert abweichen,
wenn-der Kegelstumpf zum Kegel entartet! (Die Deckfliche wird mit Null gerechnet.)
Von den drei GroBen r, Ao, V einer Kugel ist eine gegeben. Berechnen Sie die anderen!
a) r=4cm b) r=08m ¢) Ap = 1dm? d) Ao = 0,09 m?

e) V=11 f) ¥ = 1235 mm?

Eine Schopfkelle hat die Form einer Halbkugel. Wie groB muf3 der Durchmesser der Kelle
sein, wenn sie 1 Liter Fliissigkeit fassen soll ?

Priifen Sie nach, ob Sie eine Korkkugel (g =0,24 c—i,—) von 1 m Durchmesser tragen konnten!

‘Wieviel Prozent betriigt der Materialabfall, wenn aus einem Wiirfel die groBtmogliche Kugel
gedreht wird ?

Um wieviel Prozent ist der Oberflicheninhalt einer Kugel kleiner als der eines volumen-
gleichen Wiirfels ?

Eine halbkugelfésrmige Kuppel von 25 m Durchmesser soll mit Metallplatten eingedeckt
werden, von denen jede 0,9 m? bedeckt. Wieviel Platten sind erforderlich, wenn wegen der
Falze und des Verschnittes 8%, mehr berechnet werden ?

Zwei Kugeln haben die Durchmesser d; und d,. Welchen Durchmesser d; muf8 eine dritte
Kugel haben, deren Oberfliche so groB ist wie die Oberflichen der beiden Kugeln zusammen ?

Es soll eine Glaskugel von 20 cm Durchmesser und einer Wanddicke von 0,8 mm geblasen
werden. Wieviel Material ist erforderlich ?

Welches Volumen hat eine Kugel von 113—.1,— cm? Oberflicheninhalt ? Wie erklart sich das im
blick Tt heinend

ersten Aug Zahlenergebnis ?

2 . 22
Anleitung: Setzen Sie 7 ~ !
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Wie groB sind Oberflicheninhalt und Volumen der Erde, wenn diese als eine Kugel angesehen
wird, deren Umfang 40 000 km ist ?

Der Umfang der Erde betrigt rund 40 000 km. Er soll um 1 Meter zunehmen. Um wieviel
wiirde sich dadurch der Radius der Erde vergrofBern ?

Die Oberflicheninhalte zweier Kugeln verhalten sich wie 16 : 25. Wie gro8 ist das Verhiltnis
ihrer Volumina ?

‘Welche Masse hat eine Kupferhohlkugel von 1,00 m Durchmesser und 2 mm Blechdicke
(e=89-255)2

Aus einem Tropfen Seifenlosung, dessen Gestalt als Kugel mit 1 mm Durchmesser angenom-

men wird, entsteht eine Seifenblase von 30 mm Durchmesser. Wie dick ist die Fliissigkeits-
schicht, die die Seifenblase bildet ?

Die nérdliche geméBigte Zone der Erde liegt zwischen dem nérdlichen Polarkreis und dem
Wendekreis des Krebses. Der Abstand der beiden Kreisebenen betriigt rund 3300 km, der
Erdradius 6370 km. Welchen Flicheninhalt hat die Zone ?

Ein zylindrischer Kraftstoffbehilter ist an seinen beiden Enden durch Kalotten abgeschlossen
und hat die in der Abbildung 2.123. angegeb MaBe. Wieviel Liter Fassungsvermégen
besitzt er?

Welche Fliche in Quadratkilometern konnte der erste Kosmonaut, Gagarin, aus seiner Gipfel-
hohe von 302 km iibersehen, wenn die Erde als Kugel mit dem Radius 6370 km angenommen
wird (Abb. 2.124.)?

Anleitung: Die Hohe h der Kugelkappe ist nach dem Satz des EUKLID zu berechnen:
rP=(r+ H)(r—h).

Raumschift
Abb, 2.123. Abb. 2.124.
ks ] e ol
=
s 3m o)

Eine Holzkugel von 18 cm Durchmesser taucht in Wasser schwimmend 14 em ein. Wie grof3
ist der Teil der Oberfliche, der nicht vom Wasser benetzt wird ?

‘Wie hoch muB} eine Rakete steigen, damit von ihr aus % der Erdoberfliche im Bild auf-
genommen werden kann ?

Bestimmen Sie das Volumen des Kérpers, den wir erhalten, wenn wir alle Punkte einer Kugel-
zone mit dem Kugelmittelpunkt verbinden!

Eine bikonvexe Linse mit gleicher Kriimmung auf beiden Seiten hat einen Durchmesser von

10,0 cm und eine gréBte Dicke von 1,2 cm. Wie schwer ist die Linse (Q =31 cia) z

Ein Senklot aus Stahl (g =18 ci,) hat die Form eines Kugel hnittes. Der Kugelradi
betrigt 4,0 cm, die Hohe der zugehérigen Kugelkappe 0,3 cm. Die Masse des Senklotes ist zu
berechnen,
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77. Von einer Kugel mit 10 cm Durchmesser sind an zwei gegeniiberliegenden Stellen durch
parallele Schnitte zwei Kugelsegmente von je 1 cm Héhe abgeschnitten. Wie groB sind fiir
die iibrigbleibende Kugelschicht
a) die beiden Halbmesser g, und o, der Endflichen,

b) das Volumen ¥ der Kugelschicht ?

78. Welche Hohe hat eine Kugelzone von 230 dm? Fliche, wenn der Kugelradius 20 dm ist ?

79. Eine Holzkugel von 8 cm Durchmesser wird auf ein kegelférmig zugespitztes Rundholz auf-
geleimt. Sie muf} deshalb mit einer Aussparung versehen werden, die die Form eines Sektors
mit dem Kegelffnungswinkel 60° hat. Der Materialabfall ist anzugeben.

Anleitung: Setzen Sie }/3 ~ 1,73!
80. Aus einem 75 mm langen runden Stahlstab von 20 mm Durchmesser soll ein Senklot her-

gestellt werden, das die Form eines Zylinders mit zwei aufgesetzten Kegeln hat. Der eine
Kegel hat 20 mm, der andere 5 mm Héhe.

a) Wie grof8 ist das Volumen des Senklotes ?
b) Wieviel wiegt der Abfall, wenn die Dichte des Stahls 7,8 E betrigt ?

cm?

81. Wie groB ist das Volumen der konisch ausgebohrten Biichse nach Abbildung 2.125.?
Anleitung: Bestimmen Sie das Volumen als Summe zweier Zylinder, vermindert um einen
Kegelstumpf!
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82. Es ist die Masse eines Kreuzkopfzapfens zu berect Die Dichte des Materials betrigt
7,85 £, die MaBe sind der Abbildung 2.126. zu entneh

83. Esist die Masse des in Abbildung 2.127. dargestellten Einzelteiles zu berechnen (g =17,8-L ) .

em?
84. Berechnen Sie das Volumen eines aus Rundstahl gedrehten Bolzens, dessen Achsenschnitt

die Abbildung 2.128. zeigt!
Berechnen Sie die Masse des in Abbildung 2.129. dargestellten Kugelgelenkbolzens
(e=185E5)!

86. Es ist der Blechverbrauch bei der Herstellung eines Kruges nach Abbildung 2.130. zu er-
mitteln.

85,

Mafe
incm

Abb, 2,129, Abb, 2.130.
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3. Dualzahlen

Eine Hauptlinie des technischen Fortschritts im Sozialismus ist die Mechanisierung
und Automatisierung der Produktion. Unter Mechanisierung versteht man die Ab-
losung der menschlichen Arbeit durch maschinelle Arbeit, unter Automatisierung die
Anwendung von Maschinen, die in ihrem Arbeitsablauf maschinell gesteuert werden.
Dariiber hinaus ist es das Ziel der Automatisierung, Automaten zu konstruieren, die
bestimmte Aufgaben, die bisher von Menschen nur unter sehr grolem Zeitaufwand
bearbeitet werden konnten, selbstindig steuern und lésen. Solche Aufgaben sind
hauptsichlich komplizierte Rechenoperationen, zu deren Durchfithrung eine groBe
Anzahl von Mathematikern fiir eine lange Zeit in Anspruch genommen wiirde. Um-
fangreiche Rechnungen werden in dem MaBe in immer groBerem Umfang erforderlich,
wie der Mensch in Natur und Technik, in Forschung und Industrialisierung weiter vor-
dringt. Die Vorausberechnung der Bahn der interplanetarischen Raketen, die Ent-
wicklung neuer optischer Geriite, die Konstruktion von GroBmaschinen auf verschie-
denen Gebieten der Industrie und Landwirtschaft, um nur einige Beispiele zu nennen,
stellen laufend rechnerische Probleme an Wissenschaftler und Konstrukteure, die
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ohne mechanische oder elektronische Rechenhilfsmittel nicht mehr zu bewiltigen
sind. Rechnungen, fiir die mehrere Mathematiker Stunden, Tage oder Monate be-
nitigen wiirden, kénnen mit Rechenmaschinen in Minuten oder Sekunden bewiltigt
werden. Solche Rechengeschwindigkeiten werden hiufig benétigt; man denke nur an
die laufende Uberwachung und Korrektur des Fluges einer Rakete.

Aber auch weniger weitreichende Aufgaben werden in der Technik im allgemeinen
mit Hilfe der verschiedenen mathematischen Hilfsmittel gelost. Zu solchen mathe-
matischen Hilfsmitteln zdhlt man nicht nur die Rechenmaschinen, sondern auch
Logarithmentafeln, Tafeln spezieller Funktionen, den Rechenstab, das Planimeter
u. a. Bei den Rechenmaschinen unterscheidet man Analogrechner und Digitalrechner.
In Analogrechnern wird der Ablauf einer Berechnung durch einen analogen physi-
kalischen ProzeB (mechanisch oder elektrisch) dargestellt. Den Zahlen sind physi-
kalische GroBen zugeordnet und umgekehrt. So werden z. B. beim Rechenstab, dessen
vorliegende Form schon 300 Jahre alt ist, Zahlen durch Strecken dargestellt. In Digi-
talrechnern gibt man diskrete Einheiten fiir die Zahlendarstellung vor. Man rechnet
z. B. mit Steinen verschiedener Wertigkeit oder mit Kugeln, die auf Schniire gezogen
und auf einen Holzrahmen gespannt sind — mit dem sogenannten Abacus, der minde-
stens 3000 Jahre alt ist. Diese diskreten Einheiten reiht man aneinander. Der Wert
einer Einheit hingt von der Stelle ab, an der diese Einheit aufgefiihrt ist. Diese Uber-
legungen wurden beim Aufbau von mechanischen Digitalrechnern beriicksichtigt.
Diese Rechner kénnen die vier Grundrechenoperationen ausfiithren: Addition, Sub-
traktion, Multiplikation und Division. Hierzu werden sie mittels Handkurbel oder
Elektromotors angetrieben. Die dlteste mechanische digitale Rechenmaschine baute
der deutsche Altphilologe, Mathematiker und Astronom WILHELM SCHICKARD
(1592—1635), ein Freund des Astronomen JonanNNes KepLEr. Mit dieser Rechen-
maschine konnten die vier Grundrechenoperationen ausgefiihrt werden. Der franzo-
sische Philosoph und Mathematiker BLa1sE PascarL (1623—1662) stellte 1640/41 eine
Additions- und Subtraktionsmaschine her. Kurze Zeit spiter (1670—1673) kon-
struierte der deutsche Philosoph und Mathematiker GorrFr1IED WILHELM LEIBNIZ
(1646—1716) eine noch heute funktionsfihige Rechenmaschine, die die vier Grund-
rechenoperationen ausfiihren kann.

Die Berechnungen erfolgen mit Hilfe dieser Rechengerite und TFabellen stets nach
folgendem Schema: Der menschliche Rechner erhilt eine Aufgabe mit gewissen Daten
und eine bestimmte Rechenvorschrift (Formeln), Papier und Schreibgerit, Tabellen
und eine (digitale) Tischrechenmaschine. Zuerst schreibt (speichert) er Rechen-
vorschrift (Programm) und Daten auf das Papier (Speicher). Dann benutzt er die
Rechenmaschine (Rechenwerk) zur Ausfithrung der jeweils erforderlichen Grund-
rechenoperationen und gebraucht eventuell Tabellen, Tafeln u. a. Er (Steuerwerk)
notiert (speichert) sich Zwischenergebnisse. Dieser Ablauf wird stindig vom mensch-
lichen Rechner (Steuerwerk) wiederholt, bis er zu Endergebnissen gelangt. Der
menschliche Rechner steuert Schritt fiirr Schritt den Rechenvorgang. In welchem
Ziffernsystem (10, 12, 60, 5 oder 2 usw.) gerechnet wird, hiingt von der Ausbildung
des menschlichen Rechners und der Zahlendarstellung in den vorliegenden Rechen-
hilfsmitteln ab, jedoch nicht von ihrer mechanischen, elektromechanischen oder
elektronischen Ausfithrung.

Im vorigen Jahrhundert versuchte der englische Mathematiker und Konstrukteur
CHARLES BaBBAGE (1792—1871), den menschlichen Rechner (im obigen Schema) zu
ersetzen durch eine automatische Steuerung des Berechnungsablaufs nach dem Vor-
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bild der durch Lochstreifen gesteuerten vollautomatischen Webstiihle. So sollten
lange Berechnungen ohne menschlichen Eingriff allein durch Programmsteuerung
méglich werden. Nach diesem Prinzip arbeiten auch heute die programmgesteuerten
elektronischen Digitalrechenautomaten. Erst durch den Einsatz elektromechanischer
(Relais) und elektronischer (Elektronenrshre, Transistor, Halbleiter) Bauelemente
beim Bau von Rechenautomaten konnten die Vorstellungen von CHARLES BABBAGE
ganz verwirklicht werden. Vor ungefihr dreiBlig Jahren setzte eine sprunghafte Ent-
wicklung der elektronischen digitalen Rechenautomaten ein, die auch weiterhin an-
hilt. Es gibt kaum Liinder, die nicht kleine oder groBe elektronische Rechenautomaten
fiir Wirtschaft, Technik und Wissenschaft besitzen.! Es werden Jahr fiir Jahr neue
Rechenzentren eingerichtet und iltere Maschinen, die oftmals erst drei oder vier
Jahre alt sind, durch neue Entwicklungstypen ersetzt.

Man beachte, daBl auch der modernste elektronische Digitalrechner nur die vier
Grundrechenoperationen ausfithren kann. Jedes zu lésende Problem muBl auf diese
zuriickgefiihrt werden. Innerhalb des Gerites werden die vier Grundrechenoperatio-
nen aus noch einfacheren Operationen aufgebaut, aus Operationen, die sich technisch
leicht darstellen lassen. Hierzu gehort z. B. das kleine Einmaleins im System der
Dualzahlen.

Um einen Einblick in die moderne Mechanisierung und Automatisierung auf dem
Gebiete der Rechentechnik zu erhalten, wollen wir uns deshalb kurz mit anderen
Ziffernsystemen als unserem Zehnersystem, speziell mit dem Zweiersystem, beschif-
tigen.

3.1. Zur Wiederholung

1. a) Lesen Sie die Zahlen 12 345,678 9 und 102 030 405,060 708 09!
b) Welche Grundziffern benutzt man zur Darstellung der Zahlen in unserem Ziffernsystem ?
¢) Welche Werte haben die einzelnen Grundziffern in den beiden Zahlen ?
d) Welche wichtige Aufgabe hat die Null ?

2. a) Welche Symbole benutzt man zur Darstellung der Zahlen im rémischen Ziffernsystem ?
b) Lesen Sie die Zahlen XXXVI, CLIX, MDCLXVI, MMCDXCIX!

¢) Lesen Sie die Zahlen VI und 51; IV und 15;
MDCLXYVI und 1 000 500 100 501 051!

d) Warum nennt man unser Ziffernsystem ein Stellenwertsystem, das rémische aber ein
Additionssystem ?

3. a) Schreiben Sie die folgenden Zahlen als eine Summe von Vielfachen von Zehnerpotenzen !
25765 2,576; 300,14; 30,014; 1 234,567 89; 9 807 006,500 403 21
b) Warum heif3t unser Ziffernsystem dekadisches oder Zehnersystem ?
¢) Wievieler Grundziffern bedarf es zur Darstellung aller Zahlen im Zehnersystem ?

! In diesem Zusammenhang sei auf den Beruf ,technisch-wi filicher Rechner'* esen. A der zehn-
Klassigen polytechni 0l oder der erwei polytechni ol kénnen diesen Beruf erlernen. Den
Beruf ,,Programmierer** gibt es nicht. Diese Bezeichnung stammt aus der Anf it des ischen Rechnens, als die

ienung cines noch iziert war.
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4. a) Schreiben Sie die folgenden Zahlen in das dezimale Stellenwertsystem um!
DCCLXXXII; XIX; CMXCIX; CMXLIX
b) Schreiben Sie folgende Zahlen mit rémischen Zahlzeichen!
368; 497; 89; 1945
¢) Welche Zahlenschreibung ist vorteilhafter ? Begriinden Sie Ihre Antwort!

3.2. Das Zehnersystem

In dem von uns verwendeten Zehnersystem werden zehn Grundziffern benutazt: 1, 2,
3,4,5,6,7,8,9,0. Unter ihnen befindet sich die Null. Dieser kommt hierbei wie in
jedem Stellenwert- (oder Positions-) System eine besondere Bedeutung zu. Sie wird
zur Kennzeichnung der ,,leeren Stellen* in einem Zahlbild benstigt.

Ihr erstes Vorkommen in einer indischen Handschrift um 800 u. Z. bedeutet in der
Entwicklung der Stellenwertsysteme einen entscheidenden Fortschritt. (Positions-
systeme ohne Verwendung der Null finden sich bereits lange vor dieser Zeit, zum
ersten Male um 2000 v. u. Z. in Babylonien.)

Die Verwendung von nur 10 unterschiedlichen Schriftzeichen bedeutet, daB, von der
Null angefangen, bereits jede 11. Zahl in der Zahlenfolge der ganzen Zahlen durch ein
Zahlbild wiedergegeben werden muB, das kein eigenes Schriftzeichen (Individual-
zeichen) darstellt. Das wird bekanntlich dadurch erreicht, daB gewisse Ziffern im Zahl-
bild an andere Stellen gesetzt werden. Benachbarte Stellenwerte im Zahlbild verhalten
sich infolgedessen jeweils wie 10:1 (Stellenwertfaktor 10).

Im dekadischen System hat deshalb jedes Zahlbild folgende Form:

z=...a,°10" +a, ,-10"~1 4 -+ 4 q5-10% f a,-10%2 + q, - 101 +
+ay:10°4+a_;:10-14a_,-10-24a_5- 1034 4
+ #55 of Gy 107" e w

n: positive ganze Zahlen,

a_p ... a,: jeweils eine der Grundziffern 1, 2, 3, ..., 8,9, 0.

Jede Zahl kann also als Summe von Vielfachen von Zehnerpotenzen dargestellt
werden.

. Beispiel 1:

z = 2057,60238
z2=2-1034+0-102+45-101 +7-10°4+610-1 +0-10-2 +
+2-10-3+3-10-*+8-10-%
Also:
a3 =2; ag=10; a; =355 a3=7T;

8-y =6; ag=0; 0.5=2; a,=3; 0_;=8
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Es sind also durch den
gekennzeichnet die Exponenten n =

Zehntausender (ZT) 4
Tausender (T) 3
Hunderter (H) 2
Zehner (Z) 1
Einer (E) 0
Zehntel (z) —1
Hundertstel  (h) —2
Tausendstel  (t) —3

Aufgaben

1. Folgende Ziffern sind als Summen von Vielfachen von Zehnerpotenzen zu schreiben (Zahlen-

analyse)!

12 058;99,99: 100,001; 0,000 598 3; 473 000 000; 270 038; 51 525,3; 175,250 008; 120 005 002;

9 876,543 21.

Folgende algebraischen Summen sind als Ziffern im Zehnersystem zu schreiben (Zahlen-

synthese)!

a) 5-10* +0-103 4 2102+ 4-10! 4 0- 102

b) 7-10243-10°+ 41072 4 9-1073 4 1073

c) 4108 4+ 5-107 4 108 d) 9-105 +4-107%

e) 108 + 108 4 10* 4 10% + 10° + 1072 + 107¢ + 1076 4- 10~#

£) 5:10%+5-101 +5-1071 4 5-10"2 g) 3:1076 41077 4 81078

h) 5-103 4 7-10°¢ i) 107° k) 3-1010

3. Schreiben Sie als Ziffern im Zehnersystem und als Summen von Vielfachen von Zehner-
potenzen!
a) 9ZT8TTH4Z5E b) 4E2z1h c¢) 6 Millionen d) 7 Millionstel e) 13 Milliarden
f) 300T g) 6Z6z h) IE1h1lt i) 50zt k) 6 Billionstel

e

3.3. Andere Stellenwertsysteme

Die Wahl von gerade zehn verschiedenen Schriftzeichen (Ziffern) zum Aufbau der
Zahlbilder ist mehr oder weniger willkiirlich. Obwohl sie sich bei vielen Volkern und
zu allen Zeiten findet, ist der oft vermutete Zusammenhang mit den zehn Fingern
nicht erwiesen, aber als Ursache der Wahl wahrscheinlich. Ebenso hat es zu allen
Zeiten auch schon andere Positionssysteme, teils mit weniger, teils mit mehr als
10 Grundschriftzeichen, gegeben.

Das Fiinfersystem
Das Fiinfersystem enthilt nur fiinf Ziffern. Im folgenden werden dazu die Schrift-

zeichen 1, 2, 3, 4, 0 benutzt. Jede Zahl der Zahlenfolge der ganzen Zahlen muB daher
durch diese Schriftzeichen dargestellt werden. Benachbarte Stellenwerte verhalten

206



sich hier wie 5:1 (Stellenwertfaktor 5), und jede Zahl kann als eine Summe von Viel-
fachen von Fiinferpotenzen dargestellt werden:

2= ...8,'5"+ @y 15" 14" 4 a3°5% 4 a,-524a;-5!
4 ag 50t a5 4a, 52 4fay-53 et
e da e 5P,
n: positive ganze Zahlen.
a_p ... an: jeweils eine der Grundziffern 1, 2, 3, 4, 0.
Die Zahlenfolge der positiven ganzen Zahlen einschlieBlich der 0 hat also hier folgen-
des Aussehen:
0;1;2;3;4; 10;11;12; 13; 145 20; 21; 22; 23; 24;
30 ... ...42;43;44; 100; 101; 102; 103; 104; 110; 1115 ...

Man darf dabei zum Beispiel die Ziffer 13 nicht als ,,dreizehn* lesen; denn die Eins
hat hier nicht den Wert 1 - 10, sondern den Wert 1 - 5, also 5. Deshalb liest man 13
als ,,eins — drei* und macht das durch eine eckige Klammer mit dem Index 5 kennt-
lich: [13]; gelesen: eins—drei im Fiinfersystem. Dieser Ziffer entspricht im Zehner-
system die Ziffer 8:

13], = 8; denn [13]; =1:51 +3:5°=5 43 =8.
5

- Beispiel 2:
[4043021]); =458 4 4-5% 4353 4 2-51 4 150
=4-15625 + 4625 3-125 +2-5 +1
[4043021]; = 62500 + 2500 + 375 4 10 4- 1 = 65386

. Beispiel 3:
[2,314); =254+ 3-5"2 4 1+:5-2 - 4.573
3,1 4
=2tstmtw
=2+ 0,6 + 0,04 + 0,032
[2,314]; = 2,672

Die Umkehrung, das Ermitteln des Zahlbildes im Fiinfersystem bei gegebenem Zahl-
bild im Zehnersystem, wird folgendermaBen dargestellt:

. Beispiel 4:

14578 = 4- 3125 + 3+ 625 + 1+ 125 4 3 - 2
—4-5 435 +1-5%43-5243:50
14578 = [431303];
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Das Zwolfersystem

Im Zwélfersystem bendtigt man zwdlf unterschiedliche Zahlzeichen fiir die elf ersten
Zahlen aus der Folge der positiven ganzen Zahlen und fiir die Null. Im folgenden
werden dazu die Schriftzeichen 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9, z, e, 0 benutat.

Die Stufenwerte fiir die einzelnen Stellen sind diesmal die Zwélferpotenzen.

2= ...8,°12" + @, ;12" { 3. 4 ;- 123 | q,- 122 4
+a,+12' + @3- 120 a; - 1271 f @, 12-2 4
B A28 s e g e TTERL o
n: positive Zahlen.
@ ...a,:jeweils eine der Ziffern 1, 2, 3, ..., 9, z, e, 0.
Die Zahlenfolge der nichtnegativen ganzen Zahlen lautet: 0; 1; 2; 3; ..
103 115 125 135 .. .5 195 1z; le; 205 215 22; B35 ... 5 295 273 2e; 305 ...;40; ...;
90; ...598;99; 9z; 9e; 20; z1; 225 23; ... ; 29; 22; ze; e0; el; e2; ... €9; ez; ee;
1005 101; 102; 103; ...; 2005 ...; 300; ...;2z00; ...: e00; e01; e02; ...; ee9; eez;
eee; 1000 ...

Die Umrechnung geht aus den folgenden Beispielen hervor.

39525 e;

[3405);, =3 - 128 44+ 122 £ 0- 121 45 - 120
=3-1728 +4- 144 +5-1
[3405],, = 5765

. Beispiel 6:
[ze, 02¢];, = 10 - 121 4 11+ 320 4 0 - 12-1 - 2+ 12-2 4 1] - 12-3
10-12 411+ 1 + 3 + o

=120 + 11 + 5 + o
[ze, 02¢],, = 131 2

1728
. Beispiel 7:
5902 =3-1728 4+ 4-144 +11-12 4+ 10
=3-12% +4-122 4+ 11121 +10-12°
5902 = [34 e z],,

Aufgaben

1. Schreiben Sie im dekadischen System!
a) [2103,4], b) [0,1234], ¢) [10 203 040],
e @0, D) Bezzay

»

. Schreiben Sie a) im Fiinfersystem, b) im Zwélfersystem!
24 402; 998 877; 1 000 001

Welche Zahlen werden im Fiinfer-, Zehner- und Zwélfersystem durch dieselben Zahlzeichen
dargestellt, welche auBerdem nur im Zehner- und Zwélfersystem ?

Ld
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3.4. Das Dualsystem

1. Es sollen Zahlen durch Flaggensignale derart iibertragen werden, daf jede
Grundziffer durch eine andersartige Flagge dargestellt wird und diese ent-
sprechend der Aufeinanderfolge der Grundziffern im Zahlzeichen nacheinander
gehift werden. Wieviel verschiedenartige Flaggen benitigt man bei den ver-
schiedenen Positionssystemen ?

’ 2. Es soll dieselbe Ubertragung auf elektrischem Wege durch ein mehradriges

Kabel durchgefiihrt werden, so daf jede Ziffer durch einen Stromstof in der zu

ihr gehirenden Ader signalisiert wird. Wieviel Adern muf3 das Kabel bei den
verschiedenen Positionssystemen haben ?

. 3. Im Fernsprechverkehr werden die gewdhlten Rufnummern ebenfalls durch
Stromstife in den Wihlersaal des Fernsprechamts iibertragen, jedoch durch
Stromstife auf einer normalen Leitung. Wie wird das mit Hilfe der Wihler-
scheibe erreicht ?
Wieviel Kontakte hat sie, wenn mit dem Zehnersystem gearbeitet wird ? Wieviel
miifite sie in anderen Positionssystemen haben ?

Die Uberlegungen in den Schiilerauftrigen 1 bis 3 zeigen, daB8 die Ubertragung von
Zahlen um so weniger technischen Aufwand erfordert, je kleiner die Grundzahl des
Positionssystems ist. Allerdings wird mit abnehmender Stufenzahl die Anzahl der
Stellen fiir ein und dieselbe darzustellende Zahl immer groBer (vgl. vorigen Abschnitt),
so daB bei der Ubertragung von gréBeren Zahlen durch StromstsBe dem Vorteil der
Kkleineren Grundzahl der Nachteil der groBeren Stellenanzahl gegeniibersteht.

Beispiel 8:

Bei der Ubertragung von Zahlen im Fernsprechverkehr wiirde die groBte fiinf-
stellige Ziffer des Zehnersystems 99 999 genau 5+9 = 45 StromstsBe und vier
Pausen erfordern. Fiir die gleiche Ubertragung wiiren bei Benutzung des Fiinfer-

systems trotz der groBeren Stellenzahl aber nur 23 StromstsBe mit sieben
Pausen erforderlich: denn 99 999 = [11 144 444];.

Mitunter ergibt sich allerdings im Fiinfersystem auch eine groBere Anzahl von Signa-
len als im Zehnersystem.

Beispiel 9:

Die fiinfstellige Ziffer des Zehnersystems 11 111 = [323 421]; erfordert5 1 =5
StromstdBe mit vier Pausen beim Zehnersystem, aber 15 StromstéBe mit fiinf
Pausen beim Fiinfersystem. Der technische Aufwand bleibt beim Fiinfersystem
aber trotzdem kleiner als beim Zehnersystem.

In konsequenter Fortfithrung dieses Gedankens miiBiten die geringsten technischen
Schwierigkeiten bei Benutzung der Grundzahl 2 entstehen. In diesem System gibt es

nur zwei Grundziffern, von denen die eine wiederum die Nulll sein muB. Sie werden
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im folgenden mit L und 0 bezeichnet. Dann kann man, da Verwechselungen aus-
geschlossen sind, die eckige Klammer mit dem Index 2 weglassen. Die Stellenwerte
benachbarter Ziffern in einem Zahlsymbol verhalten sich dabei jeweils wie 2:1
(Stellenwertfaktor 2). Die Zahl zeigt dann folgenden Aufbau:

%= ‘..a,.'2"+a,.,,~2"‘1+'~+u3-23+a2-22+a1-2‘+u0-2°+
da g 2 gy 2P fa S g, 2 e
n: positive ganze Zahlen, a_, ... a,: jeweils eine der beiden Ziffern L oder 0.

Dieses Ziffernsystem heit das Zweiersystem oder. Dualsystem (gelegentlich auch
Biniirsystem). Dieses System ist fiir mechanische Ubertragungen von Zahlen beson-
ders geeignet, da es nur zweier Signale bedarf (Prinzip des Entweder-Oder), z. B.
Flagge rechts oder Flagge links; bei elektrischer Ubertragung Stromstof3 oder strom-
los; bei optischer Ubertragung Licht oder Dunkel usw. Als Nachteil muB allerdings
die auBerordentliche Linge der Zahlbilder festgestellt werden.

Die Zahlenfolge der nichtnegativen ganzen Zahlen heift hier:

0; L; LO; LL; L00; LOL; LLO; LLL; L000; ...

Die Umrechnung geht aus den folgenden Beispielen hervor.

. Beispiel 10:
LLLOOLLL =1-27 4 1-26 4 1-2540-2¢4 4+ 0-23 4122 41-21 4120
=128 64 +32 44 +2+41=231
Beispiel 11:
LL,0LOL =1-2 4+1-2040-2-141-2-240-2-3 4 1-2-4

5

=24 1+3+5=35
. Beispiel 12:
15209 =1-8192 4-1-4096 4 1-2048 + 0-1024 - 1-512 41256 +
+0- 12841644132 40-16+1-8+40-440-2+1
=1-219 41212412114 0-21041-29 1.1-28 L. 0+27 L1204
41254020 41-2340-2240-21 4120
15209 = LLLOLLOLLOLOOL

Trotz der Linge des Zahlbildes gestaltet sich die Umrechnung ins dekadische System
sehr einfach, da die Grundzahlpotenzen (hier die Potenzen von 2) niemals wie bei
anderen Systemen mit irgendwelchen Zahlen multipliziert werden miissen, sondern
lediglich eine Addition gewisser Zweierpotenzen zum dekadischen Zahlbild fiihrt.
Dabei fingt man am besten mit dem niedrigsten Stellenwert im Zweiersystem an.

Beispiel 13:
LOLLOOL = 20 4 23 4 24 4 26
=1+8+16 + 64 =89

Imumgekehrten Fall kommt man durch fortlaufende Subtraktion von Zweierpotenzen
zum Ziel. Dabei beginnt man mit der groBten, die in der Zahl enthalten ist.
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185 = 128 4 (185 — 128)
128 + 57
128 + 32 4 (57— 32)

128 +32+ 25

128 +32 10 + (25 — 16)

128132 +16+ 9

128 +-32 +16 8 4 (9 8)

128432 +16+8+ 1

185 —27 425 + 24 {25 4 20— LOLLLOOL

Aufgaben
1. Wie heiBBen die Potenzen von 2 ? Stellen Sie eine Tabelle fiir n = 0 bis n = 15 auf!

2. Zihlen Sie im Dualsystem a) von 0 bis 20 in Einerspriingen vorwirts, b) von 16 bis 2 in
Einerspriingen riickwiirts, ¢) von 0 bis 16 in Zweierspriingen vorwirts, d) von 10 bis 50
in Zehnerspriingen vorwirts!

3. Welche ungleichmiBigen Spriinge erméglichen a) im Zehnersystem, b) im Dualsystem ein
besonders einfaches Zihlen ?

4. Schreiben Sie in das Dualsystem um!
25; 999; 10 000; 265 423; 18 005; 3 003; 60 606; 75; 910; 33

w

. Schreiben Sie in das dekadische Ziffernsystem um!
LLL; LOOLOLLO; £00000000; LLOOLLLO00LL; LLOLL; L00L00; LOLLOOLLL; LLOOLLO00;
LLOOLOL; LLO,LOL; 0,00LL

3.5. Rechenoperationen
im Dualsystem

Jedes Rechnen ist vereinfachtes Zihlen. So 1aBt sich das Potenzieren (mit positiven,
ganzzahligen Exponenten) als vereinfachtes Multiplizieren, dieses als vereinfachtes
Addieren und dies wieder als abgekiirztes Vorwirtszihlen auffassen. Die Umkehr-
operationen, Dividieren und Subtrahieren, stellen sinngemif letzten Endes ein ver-
einfachtes Riickwirtszihlen dar. Die Grundlage aller Grundrechenoperationen bilden
deshalb die Zahlenfolgen des Einsundeins und des Einmaleins. Je groBer die Grund-
zahl des Systems, desto groBer ist die Zahl der Zahlenfolgen und desto linger ist
jede von ihnen. Beim Zehnersystem sind es bekanntlich zehn Folgen zu je zehn
Gliedern.

040 0+1 0+2...049 050 091 022 sys0-9

140 141 142...14+9 10 Led 1:2...1-9

940 941 942...949 9.0 9.1 9.2...9-9
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Beim Zwélfersystem sind es je zwlf solcher Folgen zu je zwolf Gliedern, beim Fiinfer-
system aber nur fiinf Folgen zu je fiinf Gliedern, auf die alle anderen Rechenoperatio-
nen zuriickgefithrt werden kénnen.

Beim Dualsystem reduzieren sich Einsundeins und Einmaleins auf ein MindestmaB:

Einsundeins Einmaleins
04+0=0 04+L=L 0:0=0 0-L=0
L+0=L L+L=Lo L:0=0 L:L=L

In rechnerischer Hinsicht stellt also das Dualsystem das denkbar einfachste Ziffern-
system dar. Die umgekehrten Rechenoperationen ergeben sich daraus wie iiblich:
Einswegeins Einsdurcheins
0—-0=0 L-L=0 0:0=| nicht 0:L=0
L-0=L‘'| LO—L=L L:0=}erk15rt L:L=L

Addition und Multiplikation

. Beispiel 15:
i

Sprechen Sie beim Rechnen wie folgt!
LLOL

0 a) 0 und L ist L.
L b) L und 0 ist I,
LOOLL ¢) L und L ist L0, schreibe 0, merke L

d) L und L ist L0
Zur Probe kann man die Aufgabe ins dekadische System iibertragen:

LLD Li=13
LLO= 6

LOOLL =19

- Beispiel 16:

LLOLO-LOL Sprechen Sie beim Rechnen wie folgt!
LLO LO a) Lmal LLOLOist LLOLO
0 b) 0 mal LLOL O ist 0
L LOLO ¢) Lmal LLOLOist LLOLO
L0000 00LO d) addieren wie beim 1. Beispiel
265

Probe im dekadischen System: o

Subtraktion
. Beispiel 17:
LOLL Sprechen Sie beim Rechnen wie folgt!
= L0 ) 0 und L ist L
LOOL b) Lund 0 ist L

¢) 0 und 0 ist 0

Probe im dekadischen System: d) 0 und L ist L

11-2=9
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. Beispiel 18:

Hier ergibt sich eine Schwierigkeit, wenn in einer Spalte der Subtrahend groBer
als der Minuend ist. Im Dualsystem kann das nur darin bestehen, dall die
Aufgabe 0 — L vorkommt. Dann muf8 auch hier auf die nichsthshere Stelle
zuriickgegriffen werden, so daB die Aufgabe L0 — L entsteht:

LLOL Sprechen Sie beim Rechnen wie folgt!
—LOLL a) Lund 0ist L
L b) L zu 0 zu ergénzen ist nicht méglich,
00LO also L und List L 0, merke L

¢) nicht mehr 0, sondern (L 4+ 0 =) L und 0
ist L d) L und Oist L

Probe im dekadischen System: 13 —11 =2

. Beispiel 19:

Sehr hiufig kommt es vor, daB itber mehrere hohere Stellenwerte zuriick-
gegriffen werden muB:

LLOOOL Sprechen Sie beim Rechnen wie folgt!
- LLLO a) 0 und List L
R T T b) L und I ist LO, merke L
LOOOLL ¢) nicht mehr L, sondern (L 4 L =) L0 und

0 ist L0, merke L
Probe im dekadischen System: d) wieder (L + L =) L0 und 0ist L0, merke L
 TA— e) Lund 0ist L
a9=1a=0a f) 0 und List L

Division

Die Division verliuft nach dem iiblichen Schema. Da aber nur 0 oder L heraus-
kommen kann, entfallen das Probieren und das besondere Ausmultiplizieren. Es

bleiben nur das Subtrahieren und das Herunterziehen iibrig.

Beispiel 20: - Beispiel 21:
LOLOLO0O0:L00=LOLOL [LOLLOOOOOL:LLLL=LOLLLL
—LO0O0 —LLLL
LOL LLLOO
—L00 —LLLL
Lo0O LLOLO
—~L00O —LLLL
Probe im dekadischen System: LOLLO
84:4 =21 bl
LLLL
—LLLL
Probe im dekadischen System: 705: 15 = 47
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Aufgaben

Machen Sie jeweils die Probe durch Ubertragen ins dekadische System!

1. a) LOLLO + LLOL b) LLLLLL + LLLLO ¢) LOOLOOL + LLOLL
d) LOLOLL -+ LLOLO -+ LOL ) LL000 + LOLL - LOL
f) LOLLOL 4 LLOLL + L000L + LOLOLL

2. a) LOLLOL — L00OL b) LOLOLO — LOLOL ¢) L00000 — LLOLL

d) LLLOOL — LOL — LLLL
e) LOLOOL00 — LLLL — L00L00
f) LOOLLO0 — L000L — LOOL — LOL

3. a) LOLLO - LLOL b) LOLL - LLOOL ¢) LLLL - LLLL
d) LLO - LOL - L00 €) LL - LOOL - L0 f) L0 - LL - LOLOL
g) LLILL h) LOLL0O i) LLLOL

4. a) LL00000 : LL0O b) LO000LOL : LOOLL
¢) LOOLOLL00: LLLL  d) LLLL00: LLLLL
€) LO00OL: LL f) L0000OL : LOL

3.6. Zur praktischen Bedeutung
der Dualzahlen

Erste systematische Untersuchungen des Dualzahlensystems gehen auf den deutschen
Philosophen und Mathematiker GorTFRIED WiLHELM LEIBN1Z (1646—1716) und den
englischen Philosophen, Logiker und Mathematiker GEorGE BooLE (1815—1869)
zuriick.

AuBerordentliche praktische Bedeutung erlangten die Dualzahlen vor allem beim
Bau von programmgesteuerten elektronischen Digitalrechenautomaten. In welchem
Zahlensystem der Automat rechnen soll, hingt im wesentlichen von seinem Einsatz-
gebiet ab. Fiir technisch-wissenschaftliche elektronische Digitalrechner bevorzugt
man das Dualsystem fiir die Zahlendarstellung, fiir Datenverarbeitungsanlagen legt
man im allgemeinen ein gemischtes Zehner-Zweier-System fest. Hierbei werden die
einzelnen Grundziffern als Dualzahlen dargestellt und dann entsprechend der Dezi-
malziffernfolge aneinandergereiht.

Die Rechenautomaten haben die Eigenschaft, schneller und unermiidlicher als ein
Mensch und fast fehlerfrei zu rechnen. Dadurch sind sie zu einem unentbehrlichen
Hilfsmittel fiir Wissenschaftler, Ingenieure und Wirtschaftsfachleute geworden.
Dabei ist der programmgesteuerte Digitalrechenautomat weder ein Roboter noch ein
Elektronengehirn oder eine Denkmaschine, auch wenn durch neue Bauelemente eine
sprunghafte Weiterentwicklung im Rechenautomatenaufbau einsetzen wird und
,Jlernende* Automaten zum Lésen von komplizierten Problemen bereits eingesetzt
werden. Diese Maschinen sind stets Hilfsmittel, um Aufgaben schnell, billig und
sicher zu lésen. Aus diesem Grunde werden die Rechenautomaten zur Lésung von
Problemen aus den verschiedensten Gebieten eingesetzt. Hierzu gehsren Fragen aus
der reinen Mathematik und aus der praktischen Mathematik, aus der Kern- und
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Raketentechnik sowie jede Art von technisch-wissenschaftlichen Rechnungen. Ver-
kehrsprobleme, Steuerungsprobleme bei Werkzeugmaschinen, sogar Fragen, die mit
dem Ablauf ganzer Produktionsprozesse zusammenhingen, werden gelést. Zu den
Einsatzbereichen moderner Rechenautomaten gehdren auch die Uberwachung von
Raketenfliigen, die Buchung von Platzkarten fiir den Eisenbahn-, Flug- und Schiffs-
verkehr iiber Tage und Monate hinaus, Ubersetzungen von einer Sprache in eine
andere, Probleme der Lagerhaltung, Materialabrechnungen und Inventuren, die
Buchfithrung bei Sparkassen, Banken und Versicherungen, numerische Wetter-
vorhersagen, die schnelle Errechnung von Ranglisten bei Sportveranstaltungen
(Olympiaden), die Bestimmung von Witterungseinfliissen auf die Milchleistung von
Kiihen oder auf die Aufzucht bestimmter Tier- und Pflanzenarten, die Berechnung
optimaler Schaltungsnetzwerke fiir zukiinftige Rechenautomaten, die Simulierung
(Nachahmung) von Probefliigen neuer Flugzeugtypen (Einsparung kostspieliger
Modellbildungen), die Auswertung von Versuchen aus Psychologie, Piadagogik,
Medizin. Alles, was man zahlenmiBig erfassen kann, lifit sich mit Rechenautomaten
bearbeiten. Doch ist damit noch nicht entschieden, ob der Einsatz von teuren Rechen-
automaten fiir ein bestimmtes konkretes Problem auch zweckmiBig ist oder ob man
auf den herkommlichen elektrischen Tischrechenmaschinen arbeiten sollte. Die Tisch-
rechenmaschinen und die Tafelwerke werden von den Rechenautomaten keineswegs
ginzlich verdringt.

So wird man einen Rechenautomaten nicht fiir die Lésung von Schiilerhausaufgaben
einsetzen. Der Einsatz wiirde die Losung nur komplizieren. Der Schiiler miiite seine
Aufgabe und das mathematische Problem genau beherrschen, vielleicht auch mehrere
Losungswege iibersehen. AuBerdem miilite der Schiiler den Automaten bedienen
konnen, um ihm seine Aufgabe mitzuteilen. Der Automat nimmt dem Schiiler wie
jedem Benutzer nicht das Denken ab.

Mittels Rechenautomaten kann man aber die geistige Routinearbeit eines Menschen
fiir ein vorliegendes Problem auf ein Minimum beschrinken. So kénnen lange kom-
plizierte Rechnungen ohne menschlichen Eingriff durchgefiihrt werden.

Die Anzahl der Rechenoperationen, die ein Rechenautomat je Sekunde ausfiihren
kann, ist ein MaB fiir seine Leistungsfahigkeit. Ein menschlicher Rechner, mit einer
elektrischen Tischrechenmaschine ausgestattet, kann im Mittel in 20 s eine Rechen-
operation mit zwei zehnstelligen Dezimalzahlen durchfiihren, mittels Papiers und
Bleistifts ungefihr in 2 min eine Operation. Der Relaisrechner OPREMA vom VEB
Carl Zeiss in Jena erledigt im Durchschnitt 2 Operationen je Sekunde. Der Rechen-
automat ZRA 1 fithrt annihernd 150 Operationen in einer Sekunde aus, die Ural IT
kann 5000 bis 8000 Operationen je Sekunde bearbeiten und der Rechenautomat
M 20 ungefihr 20000. Der Rechenautomat TR 4 fiihrt sogar 50 000 bis 60000 Ope-
rationen je Sekunde aus und kann im Dual- und Dezimalsystem rechnen. Es gibt
weiterhin Rechenautomaten, die 200000 und auch 1000000 Additionen je Sekunde
bewiltigen. Die schnellarbeitenden Gerite sind aus Halbleiterbauelementen und Ferrit-
kernen — als wesentliche Teile — aufgebaut und iiberschreiten kaum die raumliche
Ausdehnung des Rechenautomaten ZRA 1. Mittelschnell (5000 bis 50000 Opera-
tionen je Sekunde) arbeitende Rechenautomaten kénnen ohne weiteres in Schreib-
tischgroBe hergestellt werden. Die schnellen Automaten braucht man im wesentlichen
fiir die Losung von Problemen aus der Atomtheorie und Reaktortechnik und fiir
Wettervorhersagen, da hier oft Milliarden von Rechenoperationen auszufiihren sind,
um zum Ergebnis zu gelangen. .
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