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Zahlenfolgen; das Beweisverfahren
der vollstandigen Induktion;
Kombinatorik

Bild A 1 zeigt die ersten vier Glieder einer Folge von Figuren, die man (zumindest in Gedanken)

beliebig weit fortsetzen kann: Von Figur zu Figur verindern sich die Lingen der Kreisdurch-

messer nicht (4 sei 3 cm), die Eckenanzahl der einbeschriebenen regelmiBigen Vielecke er-

hoht sich jedoch um jeweils 1. Dadurch schmiegen sich die Vieleckslinien dem Kreis immer

mehr an.

Bild A 2 zeigt einen ganz dhnlichen Sachverhalt: Die Strecke AB hat stets die gleiche Linge

(AB sei 3 cm), die Anzahl der Halbkreise wird jeweils verdoppelt, ihr Durchmesser jedoch

halbiert. Dadurch schmiegen sich auch die Halbkreislinien der Strecke immer mehr an.

Trotz dieser Ubereinstimmung im Verhalten der Vieleckslinien und der Halbkreislinien gibt es

einen wichtigen Unterschied :

- Im Falle A 1 werden die Zahlenwerte') der Vielecksumfinge von Schritt zu Schritt groBer;
sie kommen der Zahl 3z als Zahlenwert des Kreisumfanges beliebig nahe.

- Im Falle A 2 sind die Zahlenwerte der Lingen der Halbkreislinien stets 1,57; sie kommen
damit der Zahl 3 (4B = 3 cm) nicht beliebig nahe.

Derartige Uberlegungen zum Verhalten von Folgen, insbesondere Zahlenfolgen, sind fiir die

Differential- und Integralrechnung ( » Kapitel C und D) von groBer Bedeutung. Dort wird das,

was hier der Anschauung entnommen wurde, in mathematisch exakter Weise behandelt. Hier

im Kapitel A werden dafiir einige Grundlagen erarbeitet.

Dabei werden auch Probleme folgender Art durchdacht werden: Bild A |
1

00 0.

A B A B A B A B

Bild A 2

Jjeweils auf’ Zei als Einheit bezogen

') Hier und im f



8 A Zahlenfolgen — Vollstindige Induktion

Eine Rotationskapselpumpe verringert durch Drehung eines Zylinders (~ Beispiel A 32, Seite
68) in einem angeschlossenen Behilter den Luftdruck. Welcher Druck herrscht dort nach
einer bestimmten Anzahl von Umdrehungen? Wie viele Umdrehungen sind nétig, um einen
bestimmten Druck zu erzeugen?

Das Beispiel zeigt, daB das Untersuchen von Folgen und ihrem Verhalten nicht nur mathemati-
sche, sondern auch praktisch-technische Bedeutung hat.

Zahlenfolgen und deren Partialsummen; das Beweisverfahren
der vollstindigen Induktion

1  Zur Wiederholung von Mengen und Funktionen

In Lerneinheit 2 werden wir Folgen als spezielle Funktionen definieren; Funktionen aber sind
Mengen geordneter Paare. Deshalb sollen zunéchst diese beiden Begriffe wiederholt werden.

In der Mathematik gelten ,,Menge* und ,,Element einer Menge** als Grundbegriffe, das heiBt,
diese Begriffe werden nicht mit Hilfe anderer Begriffe definiert. DaB beispielsweise die Zahl 3
zur Menge der natiirlichen Zahlen gehort, die Zahl 0,5 jedoch nicht, driickt man so aus:

,,3 ist Element von N* oder ,3eN*;
10,5 ist nicht (ist kein) Element von N* oder ,0,5¢ N*.

Gibt man eine Menge an, indem man ihre Elemente auffiihrt, so setzt man diese in geschweifte
Klammern, z. B. {2; 3; 5; 7}. Man hitte diese Menge aber auch durch Eigenschaften angeben
konnen, die ihre Elemente charakterisieren: ,,Primzahl und kleiner als 10** oder ,,Lésung der
Gleichung (x — 2) (x — 3) (x — 5) (x — 7) = 0*. Auch hierbei verwendet man oft geschweifte
Klammern: /

{2;3;5; 74 = {x; x ist Primzahl und x < 10}

={x-2)x-3)x-5x-7 =0}
(Lies: ,,Menge aller x mit der Eigenschaft ...** oder kiirzer
,,Menge aller x mit ...*).

Eine Menge mufl man mit Hilfe von Eigenschaften ihrer Elemente angeben, wenn sie sehr viele
beziehungsweise zu viele, insbesondere unendlich viele Elemente hat.

® | Die Menge aller Zweierpotenzen: {x;x = 2" und ne N}
bzw. bei Einbeziehen negativer Exponenten: {x;x =2* und ke Z')};
die Menge aller rationalen Zahlen zwischen —3 und 3: {x; x| < 3; xeQ}

Angaben wie {0; 1;4;9; ...} fiir die Menge der Quadratzahlen oder {2;3; 5; 7; 11; ...} fiir die
Menge der Primzahlen sind zwar meist verstiindlich, aber doch unvollstindig und damit un-
genau. Mengen, die nur ein Element enthalten, nennt man auch Einermengen. Diejenige Menge,
die kein Element enthilt, heiBt leere Menge. Als Symbol fiir die leere Menge verwendet man das
Zeichen ,,*. So hat die Menge {x; xe N und 80 < 12x < 90} nur ein Element, die Menge
{x; xe Nund 50 < 12x < 60} ist leer.

Wenn alle Elemente einer Menge M, auch Elemente einer Menge M, sind, so sagt man auch
»M; ist Teilmenge von M,*. Nach dieser Erklirung ist jede Menge Teilmenge von sich selbst;

1) Die Zahlenbereiche werden kiinftig folgendermaBen bezeichnet:
N - Menge der natiirlichen Zahlen; Q4 — Menge der gebrochenen Zahlen;
Q — Menge der rationalen Zahlen; Z — Menge der ganzen Zahlen;
R - Menge der reellen Zahlen.



Zahlenfolgen — Volistindige Induktion A 9

man spricht dann von unechter Teilmenge. Im Fall der echten Teilmenge enthilt M, aufer den
Elementen von M, noch mindestens ein weiteres Element; man schreibt dann ,,M, < M,".

So ist zum Beispiel {2; 3} eine (echte) Teilmenge von {1;2; 3;4; 5},

in Symbolen: {2:3) = {1;2;3; 4; 5}

Pr sei die Menge aller Primzahlen, U die Menge aller ungeraden Zahlen. Dann gilt: Pr ¢ U,
aber auch U ¢ Pr.

Die leere Menge ist Teilménge jeder Menge; man kann namlich jeder Menge kein Element
entnehmen.

Teilmengenbeziehungen werden oft durch M diagramme ver: haulicht (Bild A 3):

N - Menge der natiirlichen Zahlen;

Ge - Menge der geraden Zahlen;

U - Menge der ungeraden Zahlen;

Pr — Menge der Primzahlen.

® | a) Deuten Sie das Mengendiagramm im Bild A 3!
Sprechen Sie auch iiber die Menge der Zahlen, die sowohl zu Ge als auch zu Pr gehdren
(Durchschnitt von Ge und Pr), sowie iiber den Durchschnitt von U und Pr!
b) Entwerfen Sie ein Mengendiagramm fiir die fiinf Zahlenbereiche, und charakterisieren
Sie N als Durchschnitt!

N

3 & 5
Ge! b)
—f e —

Bild A3 <2 =1 9 1 2 3 b 5

c)

=2 =1 @ 9 2 3 4 5

Bild A4

Die Begriffe ,,Menge*, ,, Teilmenge™ usf. werden oft beim Arbeiten mit Gleichungen und Un-
gleichungen benutzt.

¥ 2  Es sind alle Zahlen anzugeben, die Losung sowohl der Ungleichung 4 4 x < 16 — 7x
als auch der Gleichung |x — 2| = 3 sind.
Losung:
Die Losungen der Ungleichung sind die Elemente von deren Losungsmenge L,; die L&-
sungen der Gleichung bilden die Menge L,. Gesucht ist dann der Durchschnitt L, N L,.

Ermitteln von L, (Bild A 4a)): Ermitteln von L, (Bild A 4b)):

4 +x<16—1Tx Jx =2 =3
8x < 12 xy —2 =3 oder x; —2=-3
x< 15 x; =5 oder x2= -1

LynL; ={— 1}(Bild A 4c))



10 A Zahlenfolgen - Vollstiandige Induktion

Die Elemente der bisher betrachteten Mengen sind Zahlen. Hiufig werden aber auch (geordnete)
Zahlenpaare zu Mengen zusammengefaBt. So ist zum Beispiel

M, = {[0; 3], [15 2], [2; 1], [3; O}

die Menge aller derjenigen geordneten Paare natiirlicher Zahlen, die die Summe 3 haben.
Wiirde man statt natiirlicher Zahlen gebrochene zulassen, so miiBte man schreiben:

M, = {[x;y]; x,y€Q+ und x +y =3}.
Es gilt beispielsweise
[05:2,51¢ M,;  [0,5;2,51€ M, undauch M, = M,.

Eine solche Menge geordneter Paare heif3t Funktion, wenn sie keine zwei Paare enthilt, die an
der ersten Stelle iibereinstimmen, sich aber an der zweiten Stelle unterscheiden. Genauer:

Jede Menge geordneter Paare [x; y], bei der zu jedem x genau ein y gehort, /
heiBt Funktion.

Jedes x heifit Argument der Funktion, jedes y heilt Funktionswert.
Die Menge aller Argumente heiBt Definitionsbereich der Funktion, die Menge aller Funktions-
werte heiflt Wertebereich der Funktion.

® 2 Unter a) bis h) sind Mengen geordneter Paare [x; y] angegeben. Entscheiden und be-

griinden Sie, in welchen Fillen es sich um Funktionen handelt! Geben Sie in diesen

Fillen Definitionsbereich und Wertebereich an!

:l)x|-3|-2|—l|0|l|2[3 b).r| 9| 4| l]0|l[4|3
y| 9| 4| 1]o|1[4]9 y| =3 =2 =1]o|1|2]9

¢) Menge aller [x; yJmit xe Nund ye Nundx + y =6

d) Menge aller [x; y]mitxeQundy = 7x + 3

¢) Menge aller [x; )y mitxe Rund ye Nund y < x

) Menge aller [x; y], die bei Darstellung im rechtwinkligen kartesischen Koordinaten-
system den Streckenzug im Bild A 5 ergeben

2) Menge aller [x; y], die bei Darstellung im rechtwinkligen kartesischen Koordinaten-
system die Punkte P,, ..., Pg im Bild A 6 ergeben

h) Die Menge der Paare entsteht dadurch, da man jeder natiirlichen Zahl die Quadrat-
wurzel ihrer 2. Potenz zuordnet.

Welche Darstellungsweisen fiir Funktionen wurden in a) bis h) benutzt?

Bild A S _ BildA6
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Im Vordergrund unserer Betrachtungen werden — wie bisher — Funktionen stehen, deren Defini-
tions- und Wertebereiche Mengen reeller Zahlen sind. Derartige Funktionen werden héufig
durch Gleichungen gegeben. Eine solche Angabe ist ohne Festlegung des Definitionsbereiches
eigentlich unvollstindig, weil ja beispielsweise die Funktionen

S=A{lx;»]; y=x*und xe N} und g = {[x;y]; » = x> und xe R}
trotz gemeinsamer Gleichung y = x? nicht iibereinstimmen, vielmehr /' < g gilt.
Dennoch wird auf die Angabe des Definitionsbereiches hiufig verzichtet, dhnlich wie man
statt {x; x < 7 und x € P} meist nur {x; x < 7} schreibt. Man betrachtet dann als Definitions-
bereich der Funktion /mit der Gleichung y = f(x) (kurz ,,der Funktion f(x)**) die umfassendste
Menge reeller Zahlen, fiir die der Term f(x) erklért ist (und somit als Funktionswerte reelle
Zabhlen liefert).
Die graphische Darstellung einer Funktion, deren Definitions- und Wertebereich Zahlen-
mengen sind, beruht auf folgenden Uberlegungen: Mittels eines ebenen rechtwinkligen Ko-
ordinatensystems werden die Zahlenpaare Punkten der Ebene eineindeutig zugeordnet; das
kommt in der Schreibweise ,,P(x; y)"* zum Ausdruck. Dadurch gehort zu jeder Menge geord-
neter Zahlenpaare (speziell zu der darzustellenden Funktion) genau eine Menge von Punkten
(speziell der Graph der betreffenden Funktion) und umgekehrt. Das folgende Beispiel macht
dabei auftretende Zusammenhinge deutlich.

® 0 Bild A 7 zeigt die Graphen g, und g, der Funktionen y = —2x + 3 bzw. y = x — L.
Jede der beiden Geraden erzeugt in der xv,y-Ebene drei Teilmengen von Punkten Q(x;y);
fiir g, zum Beispiel heifit das:
die Punkte der Geraden g, selbst:  {Q(x;y); xe€R und y = —2x + 3};
die Punkte oberhalb von g,: {Q(x;y); xeR und y> —2x + 3};
die Punkte unterhalb von g, : {O(x;»); x€R und y < —2x + 3}.
4y Es ist die im Bild A 7 blau gerasterte Punktmenge M, anzugeben.

Die Elemente dieser Menge sind genau die Punkte, die sowohl oberhalb von g, als
auch oberhalb von g, liegen:

M, = {Q(x;y); xeR und y> —2x+3 und y>x -1}

={Q(x;y); xeR und y> -2x+ 3} n{Q(x;y); xeRund y > x — 1}.
1) In Worten zu beschreiben ist die Menge

{O(x;y); x€R und y <0 und

y< —=2x+3 und y<ux -1}

Es handelt sich um diejenigen Punkte, die
sowohl unterhalb der x-Achse als auch unter- .
halb von g, und g, liegen. \ ¥
) Es ist der Strahl s mit S als Anfangspunkt an-

zugeben, der auf g, und nur im 1. Quadranten M
liegt. 1

s ={0(x;y); xeR und y=x—1 \

und y = —2x + 3}

Bild A 7
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Will man diese Angabe noch deutlicher machen, so kann man die Koordinaten von S
benutzen. Sie sind die Lésung des Gleichungssystems

y=-2x+3
y=x-—1
-2x+3=x-=1
4
=l =4 e a ff
3x y 3
4 | (4 1
Sl ¥ i s(3:3)

4
s ={0(x;y); x€eR und x;7 und y=x—l}

® 3 Stellen Sie zum Beispiel A 3 die folgenden Uberlegungen an!
a) Warum wurde die Angabe ,,y € R** weggelassen?

4
b) Kann ,,x = 3 ** durch eine Angabe fiir y ersetzt werden?

. 4
¢) Welche Punktmenge wird festgelegt, wenn ,,.x = 3 * durch ,,y > 0" ersetzt wird?

d) Geben Sie den anderen Strahl auf g, mit S als Anfangspunkt an!

Aufgaben

1: Geben Sie folgende Mengen nach Méglichkeit an, indem Sie alle ihre Elemente auffiihren!
In welchen Fillen gelingt das nicht?
a) Menge aller Primzahlen, die durch 37 teilbar sind
b) Menge aller Primzahlen, die durch 6 teilbar sind
¢) Menge aller natiirlichen Zahlen, die Teiler sowohl von 45 als auch von 60 sind
d) Menge aller natiirlichen Zahlen, die Vielfache von 18 und 30 sind
¢) Menge aller rationalen Zahlen zwischen —0,38 und —0,31

2. a) Nennen Sie je drei Elemente folgender Mengen, und geben Sie die Mengen nur in
Worten an!
M, = {x; x*€ N} My ={x;x=2n+ lund ne N}
My = {x; |x — 1] > 0} My = {x; 100 < 10 < 1000}

Nennen Sie je eine Zahl, die nicht Element der genannten Menge ist!
b) Driicken Sie folgende Mengen mit Hilfe der in a) benutzten Symbolik aus!
N,: Menge aller Vielfachen von 3
N,: Menge aller Zehnerpotenzen
N;: Menge aller reellen Zahlen von 10 bis 20

3. Welche der folgenden Mengen sind Einermengen, welches ist die leere Menge?
M, = Menge aller Quadratwurzeln aus —16
M, = Menge aller geraden Primzahlen
M; = {x;x =Tnund 30 < x < 40und ne N}
M, = {x;|x|] <0}
4. Bild A 8 veranschaulicht die Teilmengenbeziehungen zwischen den Zahlenbereichen
N,Z,0Q.,Q und R.
Die mit (1) bis (5) bezeichneten Punkte mogen jeweils Elemente der entsprechenden
dargestellten Mengen repriisentieren.
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2) Welche der Zahlen Bild A 8

-3; 15; V100; 7 8

2
3

: —1g 110; log, 17

.
logs 1; sin ?; cos T

konnte durch (1) reprisen-
tiert werden?

b) Untersuchen Sie dieselbe
Fragestellung wie in a) fir
die restlichen Punkte!

Entscheiden Sie von den Aussagen a) bis e), ob sie wahr sind, und begriinden Sie Ihre
Entscheidung!

a)g < {20;2';2% 2% b) [g 100 < {2°; 2'; 22; 2%} O0ey
d)0e{lg0,5;Ig1;1g5:1g 100 ¢ @ e {tan 0°; tan 45°; tan 60!

Um einen bestimmten Punkt der Ebene seien die Kreise &, k2, k3 mit den Radien der

Lingen | cm, 2 cm, 3 cm gezeichnet. Ferner sei /, das Innere des Kreises k, und A4, das

AuBere des Kreises k, (n = 1, 2, 3).

a) Geben Sie simtliche Teilmengenbeziehungen zwischen diesen 9 Mengen (hys it As)
an!

b) Charakterisieren Sie die entstandenen 3 Kreisringe mit Hilfe der 9 Mengen!

Untersuchen Sie die folgenden Zahlen z auf Zugehorigkeit zu den Zahlenbereichen N, Z,
Q-+, 0 und R! Schreiben Sie die erkannten Beziehungen mit Hilfe des Symbols € bzw. ¢!

o, 10 ] Bgal 4 H._ 13 2
6 3 9 6 R
3 5 5
Dz 07 =— e z=2.14 0)z=(-85:=
z=0 P 7 (-85 3
T =3 300
g)z=V15-13 h)z =7118: ]2 z==-—.05
151 2= Vi -
Untersuchen Sie, ob die Zahl x zur Lésungsmenge der angegebenen Gleichung gehort!
2 T 8 | 3 x* -9
A S it [ 4 2. =
S0 TE YTE T3 e Sy =0

8 2
)x=12- 3 2; 23v2 =3v+14=0

dy=logz8+1: (x =2)(x =3(x -4 =0
) x=23-112; cosx =1
f)x =5+ |2; sin?y +cos?x =1

Untersuchen Sie, ob die Zahl s zur Losungsmenge der angegebenen Ungleichung ge-
hort!

8
‘d)x=i+£; s+5<7 h).\-=£—-—; 2-s5>1
11 26 17 9
9 s+ 1
c)s=05-045:—: 65 — 04 > 8 +02 d) s =08-097: < 0,1

7 s =1
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Ermitteln Sie die Lo ngen der Gleich (Grundbereich R)!
10.12a)2x +65=2—x I.1ta) | -3-9
b) 4x + 5 = 12x — (16x + 7) b) x| +3 =1
) x2 —4x =2x -7 9 |x + 0,5 =2,5
d) x(x +7) = x(x — 1) d) |y — %’ =2
O (X +3) =13 =(x+2)(x —2) + 6x a n mer o B
x+ 1 Xt —x =2
12.  Geben Sie jeweils die Losungsmengen der beiden Ungleichungen an (Grundbereich R),
und untersuchen Sie, ob eine Teilmengenbeziehung zwischen ihnen besteht! Beschreiben
Sie ferner den Durchschnitt der beiden Losungsmengen!
) 2x>x-3; x+3<Tx—6
b) 4x + 7,5 < 2x + 1,3; +I>” 5x
X W < 2ZX I, X 7 T X
)Sx+11>3x—-7; 2x -7 <Tx +3
d) 5x +7 <2x+2); 3x+1)> 2 —5)
13. Bei welchen der folgenden Mengen geordneter Paare handelt es sich um Funktionen?
Bestimmen Sie deren Definitionsbereich und Wertebereich !
4) Menge aller [x; y] mitxe N,0 < x < 10,yeNundy > x
b) Menge aller [x; Y] mit xe Z und y = x?
¢) Menge aller [x; y] mit x € Z und x = y?
1
d) Menge aller [x; y] mit xe Q und y = =
5 : 3 2
¢) Menge aller [x; y] mit xe Rund y = \/5 - x
) Menge aller [x; Y mit xe Rund ye Zund x — | < PEX
14. Bei welchen der folgenden Gleichungen ist die Menge der Losungen [x; y] eine Funktion?
a)3y + 2x = 10 b)y* + x2 =9 Ay +6x=0
P 3_
dy-Jx=0 e)y’ =x fyy =Vx
15, Zeichnen Sie die Graphen g, und g, der Funktionen mit den Gleichungen

y=05x—1 bzw. y= —x +3 (xeR)

in ein rechtwinkliges x,y-Koordinatensystem!

Beschreiben Sie die folgenden Mengen von Punkten Q(x; y) unter Verwendung der Wér-
ter ,,oberhalb** und ,,unterhalb*!

a)M; ={Q(x;y);xeR, yeR, y <0,5x — 1}

by M; = {Q(x;y);xeR, yeR, y > —x + 3}

) M3 = {Q(x;y); xe R, yeR, y <05x — 1 und x < 0}

d) My = {Q(x;9); x€eR, yeR, y> —x +3und x > 0}

e) M: = {Q(x;y); xeR, yeR, y > 0,5x — 1 und y > —x + 3}

f) Ms = {Q(x;y); xeR, yeR, y = 05x — 1 und y < —x + 3}
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2 Der Begriff der Zahlenfolge

Um den Begriff ,,Zahlenfolge™ zu definieren, wollen wir uns durch die Bearbeitung des folgenden
Auftrages das Charakteristische einer solchen Folge vergegenwirtigen.

@ 4 Unter a) bis f) sind Anfangsstiicke von Zahlenfolgen gegeben. Geben Sie jeweils an, nach
welchem Prinzip sie gebildet worden sein konnten! Setzen Sie dementsprechend die Fol-
gen um jeweils 4 Glieder fort!

a) =7; =315 ... b):25 55 105 175w

1 1
1) 1,15 0,9; 1,01; 0,99; ..: )iy Iy =
: SRR

1
3 1§ s
4

In allen Beispielen im Auftrag A 4 sind Zahlen in einer bestimmten Reihenfolge aufgeschrieben.

3 p—
So stehtin ¢) an 3. Stelle die Zahl 7: in f)ist diese 3. Stelle durch 22 besetzt. Durchnumerierte

Plitze sind also von Zahlen belegt. Da man zum Numerieren der Plitze natiirliche Zahlen
benutzt, kann man auch sagen:

Den natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, ... sind die jeweiligen Zahlen zugeordnet.

Dadurch sind geordnete Paare von Zahlen entstanden, bei denen an erster Stelle immer eine
natiirliche Zahl steht. Auch wenn bei a) bis f) diese Paare nicht sichtbar aufgeschrieben sind,
so ist die betreffende natiirliche Zah! doch durch die jeweilige Stelle gegeben, an der das Folgen-
glied steht.

Damit ist eine Zahlenfolge eine spezielle Funktion: ihre Besonderheit liegt in der Artihres Defini-
tionsbereiches, eben einer Menge natiirlicher Zahlen.

> | DEFINITION
Zahlenfolge = pcFunktion mit einer Menge natiirlicher Zahlen als Definitionsbereich und einer
Menge reeller Zghlen als Wertebereich.

Die Elemente des Wertebereiches heiBen Glieder der Zahlenfolge.

Je nachdem, ob der Definitionsbereich endlich viele oder unendlich viele natiirliche Zahlen ent-
hélt, spricht man von einer endlichen Zahlenfolge bzw. von einer unendlichen Zahlenfolge.
Nach Definition A 1 ist zum Beispiel auch die Menge der geraden Zahlen zwischen 10 und 50
oder die Menge aller ungeraden Zahlen als Definitionsbereich moglich. Wir werden uns aber
vor allem mit solchen Folgen beschaftigen, deren Definitionsbereich N selbst (meist ohne die 0)
oder eine solche endliche Teilmenge von N ist, die alle und nur die Zahlen bis zu einer be-
stimmten enthilt, ein sogenanntes Anfangsstiick von N ist.

Wenn kiinftig von einer ,,Folge™ ohne Angabe eines Definitionsbereiches gesprochen wird. so
soll darunter stets eine Zahlenfolge verstanden werden, deren Definitionsbereich die Menge der
natiirlichen Zahlen auBer 0 ist. Durch das AusschlieBen von 0 wird erreicht, daB3 der Zahl 1
auch tatsichlich das 1. Glied der Folge zugeordnet ist.

Zur besseren Heraushebung aus der Menge aller Funktionen verwendet man bei Folgen meist
besondere Bezeichnungen. Man schreibt zum Beispiel

k,m,n fiir das Argument;
ay, by fiir das zu k bzw. n gehorige Folgenglied (den Funktionswert);
(ay), (hy) fiir die gesamte Folge, ausfiihrlich auch

(@) = (ay; az: ...; @) bzw. (@) = (ayiaz; ..iap ...
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®m 4 Fiir die Folge, die aus der Funktion mit der Gleichung y = %x — 1 (x beliebig reell)

[ ]
>

durch Einschrinkung des Definitionsbereiches auf die Menge der natiirlichen Zahlen
n > 0 entsteht, bedeutet die Verwendung der obengenannten Symbole:

1
f(4) =a, = S 4 —1 =1 istdas 4. Glied der Folge.

1
f(n) =a, = 7:1 -1 ist das n-te Glied der Folge.
Die Gleichung
1 |
ap = Fiae 1 ist eine Zuordnungsvorschrift der Folge und
1 entspricht einer Funktionsgleichung.
f=(ay) = (_2_,, - 1) ist die gesamte Folge.
Zum schnelleren Verstindnis schreibt man mitunter auch:
1 1 1
= | =25 05 =5 iy =15 )
Y ( 7 Oigi g >

Wenn man 0 in den Definitionsbereich einbezieht, ihn also durch ne N oder n = 0

kennzeichnet, so ist

1

a, = ?~4 — 1 =1 das 5. Glied der Folge, weil diese mit
1

ao=7‘0 — 1 = —1 beginnt.

Als Wertetafel fiir die ersten 6 Folgenglieder erhalten wir

1 2 3 4 5
a, —05/]0 05 |1 15
an
2 o
o
1 o
1 o
e 3 A é 6 n
=1
Bild A9

k
Betrachtet werden die Folgen (1) (3k — 1); (2) (7); 3) (

2) Geben Sie jeweils a,, a,, a3, as, as an!
b) Geben Sie jeweils a,00 und asoo an!

Dieses Anfangsstiick der Folge ist
im Bild A9 graphisch dargestellt.
Wegen der Art des Definitionsberei-
ches besteht die graphische Darstel-
lung der Folge aus isolierten Punk-
ten. Wiirde man diese Punkte mitein-
ander verbinden, so entstiinde eine
Gerade, dieder Graph der Funktion

¥ =f(x) =%x -1 (xeR)

im entsprechenden ., y-Koordina-
tensystem wire.

3k —

4
): (4) (k — k?).

©) Sind die Zahlen 17; 1; 0; —1; —20 Glieder dieser Folgen? Wenn ja, zu welchem &

gehdren sie jeweils?

d) Stellen Sie die Folgen fiir | < k < 5 graphisch dar!
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2 6 Geben Sie fiir die Folgen a), b) und f) im Auftrag A 4 eine geeignete Zuordnungsvor-
schrift an! Berechnen Sie danach das jeweils 23. Glied!

Bei endlichen Folgen kann man auf eine Zuordnungsvorschrift mit Hilfe eines Terms oder in
Worten verzichten, wenn man samtliche Glieder angibt.

Bei unendlichen Folgen hingegen ist die Angabe einer Zuordnungsvorschrift unbedingt notwen-
dig; denn endlich viele Glieder kdnnen stets zu unterschiedlichen unendlichen Folgen ergidnzt
werden. So ist beispielsweise die Angabe (@) = (152535 ...) eigentlich nicht ausreichend, wenn
man die Folge (ax) = (k) meint. Als Beispiel fiir eine andere Folge mit dem Anfangsstiick
(1;2;3) sei (@) = (k¥ — 6k* + 12k — 6) genannt. .

Die Menge der natiirlichen Zahlen hat die charakteristische Eigenschaft, dal jede Zahl genau
einen (unmittelbaren) Nachfolger und - bis auf die 0 — auch jede Zahl genau einen (unmittel-
baren) Vorginger hat. Demzufolge gilt fiir (unendliche) Folgen:

Jedes Folgenglied hat in der betreffenden Folge genau einen Nachfolger und - bis auf das An-
fangsglied — auch genau einen Vorgénger.

In gewisser Weise nutzt man dies bei einer anderen Art der Festlegung einer Folge.

® 5 a) Die Folge (5k + 2) kann auch folgendermaflen festgelegt werden:
ai =7; ayry = Qg +5
1) Die Folge (n? + 1) = (2;5;10; 17; ...) kann auch folgendermaBen festgelegt werden:
ay = 25 dyry = 8+ 2049 1.

) Das Anfangsstiick 1; 2; 3 hitte auch fortgesetzt werden konnen zu 1 25 3% 55 8 s
mit der Zuordnungsvorschrift:
ap =13 a, = 2; Ay+y = Gx + - .

Die Andersartigkeit der Zuordnungsvorschriften im Beispiel A 5 besteht darin, da3 — von einem
gegebenen Anfang ausgehend — jedes Glied aus voranstehenden Gliedern gewonnen wird;
man spricht deshalb von einer rekursiven') Zuordnungsvorschrift. Demgegeniiber nennt man eine
Zuordnungsvorschrift, wie sie im Beispiel A 4 benutzt wurde, explizit?).

® 7 a) Vergleichen Sie die beiden Arten von Zuordnungsvorschriften, indem Sie fiir das
Beispiel A 5a) beschreiben, wie Sie jeweils das 100. Glied bestimmen wiirden!
) Nennen Sie a, bis as fiir nachstehende Folgen!

(a, =3; gy = ax + k 2)a, = —1;  a= -2; Gysz = Gy Giey
3)a, =1; ey = 2ax — 5
) Geben Sie eine rekursive Zuordnungsvorschrift fiir (a) = (13 2::4:8;5:163 ...) an!

Bei unseren weiteren Uberlegungen werden wir vornehmlich explizite Zuordnungsvorschriften
wihlen. Wenn zum Beispiel in Aufgaben nichts Niheres gesagt wird, ist stets an eine solche
Vorschrift gedacht. Es ist jedoch zu beachten, daB innerhalb der Mathematik, vor allem aber
auBerhalb (Naturwissenschaften, Okonomie u.a.) Folgen zuweilen durch noch andere Zu-
ordnungsvorschriften festgelegt werden.

Beispielsweise kann man den natiirlichen Zahlen sukzessive, beginnend mit einem bestimmten
Tag, die Tagesdurchschnittstemperaturen an einem bestimmten Ort zuordnen. Auch das ist eine
Zuordnungsvorschrift, jedoch ist sie weder explizit noch rekursiv; man kennt die einzelnen
Glieder der Folge immer nur bis zu einer bestimmten Stelle. Solche Folgen treten oft bei Mef3-
reihen, aber auch bei statistischen Angaben iiber Produktionszahlen auf. Haufig bemiiht man
" sich dann, eine Zuordnungsvorschrift zu finden, die mit Hilfe von Termen und Gleichungen for-
muliert ist und den realen Sachverhalt wenigstens niherungsweise beschreibt.

1) recurrere (lat.) - zuriicklaufen
2) explicare (lat.) — erkldren

2 [001156]
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Aufgaben

1l Geben Sie von den nachstehenden Folgen die ersten fiinf Glieder an!
5k 1 =
a) 8k = 7) M(T) ci(r) d) (k2 — k) L,(z%) ,,((~|)k¥)

Sind die Zahlen 1; 25; 0; —2; —30; 100 Glieder der nachstehenden Folgen?
Wenn ja, zu welchem k gehoren sie jeweils?

N~

k
'”(T) b) (3k - 5) ) (Tk — k?)
Gegeben sind jeweils einige Glieder einer Zahlenfolge. Geben Sie eine Zuordnungsvorschrift
fiir diese Folgen an! Ergénzen Sie dann so, daB jeweils die Glieder a, as, ..., as vorliegen!
4 6 8
3.1 ayar=—17; ay = =23; a3 = -29 J.T.n(lz=?; a,=?: @ ==
7 3
hyay =4; as :7; ag = > b)as =5; ag =2,5; a; = 1,25
1 6 8
c)ar=1; == t')01=—E; 9 =35
_ 1 _ | _ 14
B 5 “= "o

Ermitteln Sie fiir nachstehende Folgen die ersten fiinf Glieder, und stellen Sie d‘iese graphisch
dar! Geben Sie maglichst auch explizite Zuordnungsvorschriften an'!

1 3
5.1 a)ai =2 @y =av+— 6.1 aja==; &y =S a

3

mayr =1; auy =2a -5 b)ay =0; a,=— 7; vz = G4 Gyey

3 Monotonie von Folgen

Folgen sind spezielle Funktionen. Deshalb ist es naheliegend, bei ihnen nach dem Zutreffen
wichtiger Funktionseigenschaften zu fragen und solche Eigenschaften gegebenenfalls fiir Folgen
besonders zu formulieren. Eine derartige Eigenschaft ist die Monotonie.

Eine Funktion heiB3t monoton wachsend, wenn bei wachsenden Argumenten die Funktionswerte
ebenfalls wachsen, zumindest nicht kleiner werden. Bei umgekehrtem Verhalten spricht man von
monotonem Fallen.

® & Beschreiben Sie die im Bild A 10 dargestellten Funktionen in ihrem Monotoniever-

halten!
> DEFINITION
Eine Zahlenfolge (ay) heifit hsend = ¢ Fiir jedes k gilt a; = a; |
Eine Zahlenfolge (ay) heiBit Sallend =y Fiir jedes k gilt a;, = a,

Will man zum Ausdruck bringen, daB jedes Glied tatsiichlich kleiner (bzw. groBer) als sein Nach-
folger ist, so spricht man von strenger Monotonie.

Folgen, deren Glieder simtlich einander gleich sind, heiBlen konstante Folgen. Sie sind also so-
wohl monoton wachsend ‘als auch monoton fallend: denn mit ay = ay, gilt sowohl @, < a4y,
als auch a, = ayy,.
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f(x) = logg x f(x)=x—'Z f[x)=x"‘|
y A Y4l
]k
/ \
1 / A g R
P b S~
- + " e "
0 1 X ) 1 | o 0 1 3
a) b) \ c)
flx) = —x2 +1 flx) = —x3 fx) = sinx
y y y
: %
\ N 11 ~
P N\ /7
Y T -1 o]\ x |7 NP
_1\\
d) N f)
Bild A 10

Zur Untersuchung einer Folge auf Monotonie formt man die in der Definition A 2 benutzten
Ungleichungen um zu den Ungleichungen

ayer —ax 20 bzw. a1 — ax =0.
Man untersucht also, ob die Differenzen benachbarter Glieder stets nicht negativ oder nicht
positiv sind.

k
¥ O Fiir die Folge (5 - —2—) gilt fiir alle k:

k+1

k
Gy —ax =5 — =5 g =g mmy

sy —ax < 0

Da die Differenz a,. — a fur alle k negativ ist, fillt die Folge monoton, und zwar
sogar streng monoton.

-1 1 2 3
L Fiir die Folge(” ) = (0; ) gilt:
n

7v ?, _4"; )
n n—1 nr—(n—=1n+1 n* —(n* = 1)
Aper — Gn = - = =
n+1 n (n+1)n (n+1n
|
sy — @y = ————— > 0 (da der Nenner wegen n > 0 stets positiv ist)
(n+ n

Die Folge ist also streng monoton wachsend.

® 8 Zu untersuchen ist die Folge (k* — 8k). Bei ihr ist
ak+,—ak=(k+l)z—8(k+1)~(kz—8k)=k2+2k+l—8k—8—k2+8k

=2k =1
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Diese Differenz ist fiir 0 < k < 3 negativ, sonst positiv. Die Folge ist also nicht monoton.

Man sagt auch: Die Folge fillt bis k < 4 monoton und wichst monoton ab k = 4.
Das Beispiel A 8 zeigt, daB man beim Untersuchen einer Folge auf Monotonie aus dem Be-
rechnen nur einiger Glieder nicht voreilige SchluBfolgerungen ziehen darf.

IN o 4
@9 Die Folge ((—I)" T) ist nicht monoton; denn fiir gerades gilta, > 0 > a,,,, und fiir
\ Il

ungerades 7 gilt a, < 0 < a,4,.
Bei den spiteren Anwendungen kommen zwei Arten von Folgen, die eine besondere RegelmiBig-
keit aufweisen, relativ hiufig vor; sie werden arith he Folgen beziet geometrische
Folgen genannt.
Arithmetische Folgen treten iiberall dort auf, wo sich ein gewisser Anfangswert mehrmals um
einen festen Wert vermehrt oder auch vermindert, zum Beispiel, wenn tiglich die gleiche An-
zahl von Gegenstinden produziert oder die gleiche Futtermenge verbraucht wird.

» 3 | DEFINITION
Eine Zah (ay) heiBt arith ische Folge
= pr Es gibt eine Zahl d, so dab fiir jedes & gilt a; , ;= a +d

Diese feste Zahl d heift Differenz der (arithmetischen) Folge.

Differenz d = ay., — ay
Eine arithmetische Zahlenfolge mit dem Anfangsglied @, (z. B. @, = 5) und der Differenz d
(z. B. d = 7) beginnt also mit

ag; a, =5;

a, =a, + d; a=5+7=12;

ay =a, +d=a, + 2d; a3 =12+7=5+2-7=19;
5+ 37 =26;

as =ay +d=a, + 3d; as =19 +7 =

Das k-te Glied einer jeden arithmetischen Zahlenfolge erhilt man, indem man zum Anfangs-
glied die Differenz (k — 1)-mal addiert.

k-tes Glied ay = a, + (k — 1)d
(Statt @, wird hiufig nur a geschrieben.)
Jede Folge der Vielfachen einer bestimmten Zahl z (d = z), jede konstante Folge (¢ = 0) und
auch die Folge der natiirlichen Zahlen selbst (¢ = 1) ist eine solche arithmetische Folge.
Aus jeder linearen Funktion geht eine arithmetische Folge hervor, wenn man den Definitions-
bereich auf natiirliche Zahlen einschrinkt.

® 9 a)Geben Sie fiir die Folge (a,) = (2k — 7) Anfangsglied und Differenz an!
b)Stellen Sie einen Zusammenhang her zwischen der Funktionsgleichung y = mx + n
und der Gleichung a, = a, + (k — 1) d!
¢)Machen Sie eine Aussage iiber die Monotonie arithmetischer Zahlenfolgen, und
beweisen Sie diese Aussage!
Von édhnlicher Einfachheit wie die arithmetischen Folgen sind die geometrischen Folgen. Bei
ihnen erfolgt die Verinderung von Glied zu Glied dadurch, daB stets mit der gleichen Zahl
multipliziert wird.

» 4 | DEFINITION
Eine Zahlenfolge (¢, ) heiBt geomerrische Folge
= pr Es gibt eine Zahl ¢ (¢ + 0), so daB fiir jedes & gilt
U] = dgq
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Man kann auch sagen: Aufeinanderfolgende Glieder bilden stets das gleiche Verhiltnis g.
Dieses konstante Verhiltnis ¢ hei3t Quotient der (geometrischen) Folge.

Quotient ¢ = ax+1: ax

Eine geometrische Zahlenfolge mit dem Anfangsglied a, (zum Beispiel @, = 10) und dem Quo-
tienten g (zum Beispiel ¢ = 5) beginnt also mit

a; a, = 10;

a =a, - q; a, =105 = 50;

ay=a; q=aq; as =50-5=10-5% =250,
as=as-q=a'q*>; a,=250-5=10-5=1250;

Das k-te Glied einer geometrischen Folge erhdlt man, indem man das Anfangsglied a, (a; #+ 0)
(k — 1)-mal mit ¢ multipliziert.
k-tes Glied a; = a, - ¢“!
(Statt a, schreibt man haufig nur a.)
Jede Folge der Potenzen einer bestimmten Zahl z (¢ = z), aber auch jede konstante Folge (¢ =1),
sofern ihre Glieder nicht simtlich Null sind, ist eine geometrische Folge.
In der Praxis treten geometrische Folgen zum Beispiel beim Anwachsen eines Guthabens durch
jahrliche Verzinsung auf, wenn die Zinsen nicht abgehoben werden, aber auch beim ungestorten
Wachstum einer Bakterienkultur oder beim radioaktiven Zerfall.
@ |0 a) Welche Analogie konnen Sie zwischen den arithmetischen und den geometrischen
Folgen feststellen?
1) Aus welchen Funktionen ergeben sich durch Einschrinken des Definitionsbereiches
geometrische Folgen?
¢) Machen Sie Aussagen iiber die Monotonie geometrischer Folgen (¢ > 0), und versu-
chen Sie, diese Aussagen zu beweisen! (Hinweis: Achten Sie auf notwendige Fall-
unterscheidungen fiir @ und ¢!)

Aufgaben

1 Untersuchen Sie nachstehende Folgen auf Monotonie!

o) D) o) ol

Die Folgen (a,) sind monoton wach- 3. Die Folgen (b,) sind monoton fallend.

send. Ermitteln Sie fiir jede der Ermitteln Sie fiir die Zahlen y = —5 und
Zahlen z = 10; 50; 500 ein &, fir y = —120 ein n mit

das gilt by >y Z bpey!

ay < z = agiy! a)(=2n = 1) b)(3n —n?)

¢ =0; bys1 = by — 10
\(9 by Gk +2) ok — k) b Ssibem = B

d)ay = 15 ay = Sa,

Beispiel fiir z = 50 zu a):

Esgilt 9 150

a9 =T < 50 =T = diso-

Also ist k = 149.

4. Setzen Sie die Folgen um vier Glieder fort, so daB} arithmetische Folgen entstehen!
a)2; 3,85 .»e h) 15;.2,5% ... c)—1; =3; ... d)0,7; 0,9; ...
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Berechnen Sie die ersten sechs Glieder der arithmetischen Folge (a,), von der Sie die folgenden
Werte kennen!
Bestimmen Sie jeweils auch a,s und a,-!

51 may=7;d=-1,5 6.1 a)a; =0;d =12
b)as = 11; ag = 31 b)ay; =75;d=9
c)as = =-23;d= —12 ¢)ag =19;ay = 14,5
d)as =25;d = —0,01 da; =68;d =86
Jay;; = —6;a,, = -9 e)a;=5a,=9

i Welche Folgen in den Aufgaben 1. bis 3. sind arithmetische Folgen?

8 Setzen Sie die Folgen um vier Glieder fort, so daB geometrische Folgen entstehen!
2)3;6; .. b)36;12; ... ©) —4; —V16; ...
1
d) = i; e €)1 =25 .. f) —-20; -5; ...
24

Berechnen Sie die ersten fiinf Glieder der geometrischen Folge (), von der nachstehende Werte
bekannt sind! Beschreiben Sie die Folgen hinsichtlich Monotonie!

9.1 a)a; =07;9g=2 10.1 a)a, = 5;a, =45;¢4 <0
3
b)ay =3;9=0,5 l)\a5:7;(/:?
clay = =2;¢9 = -1 Cla, = 64;¢ =04
dyas; = —1; a4 = 0,25 da, =9,1;a, =26

11. Welche Folgen in den Aufgaben 1. bis 3. sind geometrische Folgen?

4  Partialsummen

In jedem Teilbetrieb eines ,,VEB Dienstleistungen™ wird monatlich iiber die Produktions-
leistungen abgerechnet.

So ergibt sich beispielsweise in einer MaBschneiderei fiir die einzelnen Monate eines Planjahres
eine zwolfgliedrige Folge.

(1) Produktionsleistungen im Monat

LeistunginT™M | 9,4 [ 9.2 | 11,1 | 10,7 | 10,5 |97 | 79| 7,6 [ 99 [ 108 [ 11,3 | 9,5

Fiir eine kontinuierliche Kontrolle der Planerfiillung st aber beispielsweise statt der Produk-
tionsleistung im Mai die Produktionsleistung vom Jahresbeginn bis zum Monat Mai einschlief-
lich wesentlicher. Ermittelt man solche Werte fiir jeden Monat, so erhilt man aus (1) eine neue
Folge, von der die folgende Tabelle nur die Glieder fiir die ersten beiden Quartale ausweist.

.

(2) Produktionsleistungen bis einschlieflich Monat

L 2 3 4 5 6 7

Leistung in TMl9,4 18,6 | 29,7 | 40,4 [ 509 [ 60,6

@® |1 Vervollstindigen Sie die Folge (2)!
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@ |2 Ermitteln Sie umgekehrt aus der Folge (3) die in jedem Quartal zu erbringenden Produk-
tionsleistungen!

(3) Geplante Produktionsleistungen bis Ende Quartal

{1 11 111 v

Leistung in TM | 28,2 54,8 82,8 110,4

Derartige Summenbildungen treten nicht nur bei den Produktionsleistungen auf. Fiir die Arbeit
in den Betriebsteilen sind auBerdem dhnliche Angaben hinsichtlich Materialverbrauch, Lohn-
kosten usw. wichtig. Solchen Sachverhalten begegnen wir aber bei vielen Problemen der Planung
und Leitung der Volkswirtschaft und weit iiber die Belange einzelner Betriebsteile oder Betriebe
hinaus.
Zur allgemeinen Untersuchung der Summenbildung iiber mehrere Folgenglieder dient der Be-
griff der Partialsumme') (Teilsumme). Es sei

(@) = (ay; az; as; .. an; -)
eine Zahlenfolge.
Die Zahlen

§1 = ap;

s =a, +a,.

sy =a, +a; + as

a, +a; +az + ... +a,

bezeichnet man als Partialsummen dieser Folge (ax).
Zum Beispiel ist s3 = a, + a; + a; die dritte Partial von (ay),
n-te Partialsumme von (ay):

Se=ay + Gy + a3 + .. + Aoy + Gy
Die n-te Partialsumme hat also » Summanden.
Die Partialsummen von (a,) bilden wiederum eine Folge

() = (515 525 535 o0} Sa3 -)-
Man kann sie rekursiv beschreiben durch:
S1 =@y Sas1 = Sa + Gny flrallen = 1.
@ |3 Ermitteln Sie die ersten fiinf Partialsummen- der Folgen a) bis c)!
k
DG+ BGK) o (W)
® 14 Eine Folge (a,) habe die Partialsummenfolge (si) = (15 8; 27; ...; k3; ...) = (k).
Geben Sie die ersten sechs Glieder der Folge (a;) an!

Fiir das Arbeiten mit Summen erweist sich die Schreibweise mit dem Summenzeichen ¥?) als
besonders bequem.
Fiir die n-te Partialsumme
Sp=@a; + G + ... + - +a,
der Folge (a,) schreibt man kurz
n

> a (Lies: ,,Summe a; liber alle k& von 1 bis n*).
k=1

1) pars (lat.) - Teil
2) Griechischer GroBbuchstabe ,,sigma*, entspricht dem S in der lateinischen Schrift
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]

[

2 I1-D+2-2-D+Q23-D+R24-1D+2-5-1
= 1 + 3 + 5 + 7 + 9
b) ¥ 2 =20 42! 422 423 424 4 25
=] Y AR R TG
© iﬂ(—l)"3"=l—3+9-27+8|—243

S
wi0 a) Y (2
k=1

® 15 Welche der vier Terme a) bis d) stellen die gleiche Summe dar?
7 4 ¥ 6
a) 3 2! b) ¥ 21 €) 3 om d) ¥ 2
k=1 n=1 m=0 n=0
® |1 Fiir die Folge der ungeraden (natiirlichen) Zahlen (@) = 2k — 1) = (1;3;5;7;9; ...)
ergeben sich die Partialsummen

2
52= Y Qk=1)=1+3=4;
k=1

3
53=Y 2k—-1)=1+3+5=9;
k=1
4
Sa=2 k-1 =1+3+5+7=16;
k=1
5
ss=2> 2k —1)=1+3+5+7+9=25

=
I

Auch fiir die erste Partialsumme s, , die ja eigentlich keine ,,Summe* ist, kann man das
Summenzeichen benutzen:

1
=Y @k-1)=1
k=)

Erhiélt man die Aufgabe, die Summe der ersten einhundert ungeraden Zahlen, also fiir die Folge
(ay) = (2k — 1) aus Beispiel A 11 die 100. Partialsumme

100
stoo= 2 Rk —1)=1+3+5+ ...+ 197 +199
k=1

zu ermitteln, so wire es duBerst mithsam, diese Aufgabe durch fortgesetzte Addition, gewisser-
maflen entsprechend der rekursiven Zuordnungsvorschrift von (s,), zu l6sen. ZweckmaBiger ist
es, nach einer allgemeinen GesetzmiBigkeit zu suchen, also nach einer Méglichkeit, die n-te
Partialsumme

x,,=z":(Zk—l)=1+3+5+.,.+(2n-3)+(2n—|)
k=1

durch einen einfachen Term mit der Variablen n auszudriicken. Man erhielte dann s, 40, indem
man diesen Term fiir # = 100 berechnete. Auf diese Weise hitte man zugleich eine explizite
Zuordnungsvorschrift fiir die Folge (s;) der Partialsummen von (a,) und eine Summenformel
fiir (ay).

Um zu einer solchen Summenformel fiir die Folge der ungeraden Zahlen zu gelangen, betrachten
wir die Ergebnisse von Beispiel A 11. Daraus vermuten wir, daf sich als Partialsummenfolge
die Folge der Quadratzahlen ergibt:

n
Sa= 2 (2k — 1) = n2
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Fiir die Summe der ersten einhundert ungeraden Zahlen hieBe das

100
Sto0 = 3 2k — 1) =1+3+5+ ...+ 197 + 199 = 100> = 10000.
k=1
GewiBheit iiber die Richtigkeit dieser Angabe und erst recht dariiber, ob > (2k — 1) =n?
k=1

fiir alle » gilt, haben wir jedoch bis jetzt noch nicht. Es ist auch kein Ersatz fiir eine allgemei-
ne Beweisfiihrung, auf die wir spiter noch zuriickkommen werden, wenn wir errechnen:

s =25 + 11 = 6% s7 =36 + 13 =72

® 12 Es ist eine Vermutung iiber eine Summenformel fiir die Folge (a) = (2*) (k € N), also
fiir die Folge der Zweierpotenzen, aufzustellen.
Losung:
Der Ubersichtlichkeit halber stellen wir die ersten Glieder von () und die dazugehrigen
Partialsummen s, die uns zur Vermutung einer Summenformel fiihren sollen, in einer
Tabelle zusammen:

o [1 [2 13 [« s 6 7 8
1 |2 |a | s |16 [32 | 64 |128 256
1|3 |7 |5 |31 e 127 [255 |su

Ein Vergleich fiihrt auf die Beziehung s, = 2a, — 1 oder s, = ay; — |
und damit auf s, = 2¢+1 — 1.
Wir vermuten also

als Formel fiir die Summe der ersten n + 1 Zweierpotenzen.
W |3 Es ist eine Vermutung iiber eine Summenformel fiir die Folge (bx) = (3*) (k € N), also
fiir die Folge der Dreierpotenzen, aufzustellen.
Léosung:
Wie im Beispiel A 12 legen wir eine Tabelle an:

1 2 3 4 5
3 9 27 81 243
4 13 40 121 364

Wegen der Analogie zur Folge der Zweierpotenzen vermuten wir auch hier einen Zusam-
menhang zwischen s, und b, oder - in diesem Falle noch einfacher — zwischen s, und
bk+l .
@® 16 a) Setzen Sie die Losung zum Beispiel A 13 fort, und verfahren Sie dabei wie bei der Folge
der Zweierpotenzen im Beispiel A 12!
b) Geben Sie beide Summenformeln fiir die ersten # Potenzen an!
Auch die fiir die Summen der Zweier- und Dreierpotenzen aufgestellten Formeln sind bis jetzt
lediglich Vermutungen. Wir sind auf sie wie auf die Summenformel fiir die ungeraden Zahlen
gekommen, indem wir Einzelergebnisse verallgemeinert haben. Eine solche Vorgehensweise
bezeichnet man als induktiv'). Derartige Induktionen sind in den Wissenschaften allgemein

1) inducere (lat.) - hireinfithren
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iiblich, um zu neuen Erkenntnissen zu gelangen; sie liefern aber keine Sicherheit, daB die ver-
mutete GesetzmaBigkeit auch wirklich zutrifft.

Eine Maoglichkeit, GewiBheit iiber die Richtigkeit der vermuteten Formeln zu erhalten, bietet
das Beweisverfahren der vollstindigen Induktion. Dieses Verfahren ist Gegenstand der nichsten
Lerneinheiten.

1 Schreiben Sie folgende Summen ausfiihrlich!

S (sk + 3 > (LY ; ' s !
a) + 3) b) (—) [& _— d ="
Z, P Errrn Y ECYT
2 Ordnen Sie die folgenden Terme so, daB3 Sie die Zeichen ,, <*“ und ,, =" in richtiger Weise

dazwischen setzen konnen!

8 7 8 5 8
a) X ky X (k+8); 1+ X ks Y k+ 2k
1 k=1 k=2 =1 k=5

k= k
10 1 1o 9 1 1 1
b) ¥ —; —; — —
A=t N a=2 N a=on+ 1 mzam-—1
5 4 3 3
JE oy Yo Xan 5 8
k=2 p=1 n=0 k=0
3 Schreiben Sie folgende Summen unter Verwendung des Summenzeichens!

a)5+ 11 + 17 +23 +29 + 35+ 41 +47 + 53 + 59
Byl ek b L g L
2 4 8 16 32 64
)2 —-6+10—14 + 18 — 22 + 26 — 30
d)2 4+ 6+ 12 +20 + 30 + 42 + 56 + 72 + 90
4. Ermitteln Sie fiir die Folgen a) und b) Summenformeln in gleicher Weise wie in den
Beispielen A 12 und A 13 bzw. im Auftrag A 16! Schreiben Sie die vermuteten Summen-
formeln mit Hilfe des Summenzeichens!

(@) = (2k) b)) = (m)

5. Vermuten Sie allgemeine Summenformelin!
1) < _]—‘ ,”ZkA2k~l
m=13m —=2)(3m + 1) k=2
6. CarL FriebricH Gauss (1777 bis 1855) soll als Neunjihriger die vom Lehrer ver-
langte Addition der natiirlichen Zahlen von 1 bis 100 iiber Erwarten schnell aus-
gefiihrt haben. Dazu faBite er zunichst die Zahlen zu den 50 Paaren
1+ 100;2 + 99;3 + 98; ...; 49 + 52; 50 + 51
zusammen und erhielt als Summe: 50 - 101 = 5050.
Ermitteln Sie in gleicher Weise die Summe der ersten einhundert ungeraden Zahlen!
Vergleichen Sie mit dem Ergebnis von Seite 25!
Das in Aufgabe 6. beschriebene Verfahren laBt sich abwandeln, wie nachstehendes
Beispiel fiir die 9. Partialsumme der Folge (3k + 2) (k = 0) zeigt:
So=2+5+8+ 11 +14+17 +20 +23 +26
5o =26+23+20+ 17+ 14+ 11 +8+5+2
So + 8o = 259 = 9-28
so =914 =126
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In welcher Hinsicht ist dieses Verfahren zweckmaBiger?

Ermitteln Sie ebenso die Summe der ersten fiinfzig natiirlichen Zahlen, die bei Teilung
durch 3 den Rest | lassen! Fiir welche Art von Folgen lift sich eine Summenberechnung
so verhiltnismaBig bequem durchfiihren?

Vermuten Sie wie im Beispiel A 12 eine Summenformel fiir die Folge der Viererpotenzen'!

Vermuten Sie auf Grund der Ergebnisse des Beispiels A 12 und der Aufgabe 8. eine
allgemeine Summenformel fiir die Folge (a) = (z*) der Potenzen einer beliebigen natiir-
lichen Zahl z > 1!

1
Untersuchen Sie die Partialsummenfolge von (?) und iiberlegen Sie daran, ob die

vermutete Formel auch fiir gebrochene Zahlen = zutreffen kann!

Zusammenfassung

Zahlenfolgen heiflen solche Funktionen, bei denen

- der Definitionsbereich D eine Menge natiirlicher Zahlen ist (D = N oder D = N);
— der Wertebereich W eine Menge reeller Zahlen ist (W < R).

Wenn D endlich ist, so heiBt auch die Folge endlich.

Bezeichnungen:

- fiir die ganze Folge: (ay) = (a,; as; as; ...);

— fiir das k-te Glied: ay;

- Explizite Zuordnungsvorschrift: Term /(k) mit der Variablen 4;

— a, = f(k) entspricht einer Funktionsgleichung.

Graphische Darstellung im [k ; a,]-Koordinatensystem ergibt eine Menge |sol|erter Punkte.
(An Stelle von a und k konnen auch andere Variablen auftreten.)

Zahlenfolge (ay) heillt monoton

wachsend, fallend,
wenn fiir alle & gilt: wenn fiir alle k& gilt:
sy Z Gy sy = .

Daraus folgt fiir die Untersuchung einer Folge (a;) auf Monotonie:
Wenn fiir alle & gilt:
Qs —ay 2 0, aey —ax £ 0,
so ist (@) monoton wachsend. so ist (ay) monoton fallend.

Zahlenfolge (ay) heif3t

arithmetische Folge, geometrische Folge,

wenn fir alle & gilt: wenn fiir alle & gilt:
sy —ay =d Aoyt ay = ¢

(d fest). (g fest; ¢ + 0; a, + 0).

Das bedeutet bei Verwendung der Abkiirzung a, = a
(a) = (aya + dya + 2d, ...)
a=a+ (k - 1)d

Arithmetische Folgen sind monoton, und zwar

(@) = (a; aq; ag?; ...)
a =a- ¢~

monoton fallend
fir d = 0.

monoton wachsend
fiir d = 0.
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Geometrische Folgen sind

monoton wachsend monoton fallend
fire >0undg = 1, fira>0und0 <¢g =1,
fira <O0und0 < ¢ = 1. fiira <Ound g = 1.

Es gibt auch geometrische Folgen, die nicht monoton sind.

Addieren der ersten n Glieder einer Folge (a,) fiihrt zur n-ten Partialsumme von (a):

1

s =@ =3 a
k=1
2

s; =a; +a; =5 +a =3 a
k=1
3

sy=a; +a, +as =s5; +as =Y a

k=1

So=@ ¥+ .. 8=y + A=Y a
. =
Sa =@y, +ay + ... + a, = Y a heiBt n-te Partialsumme von ().
k=1

Die Folge
(515 5235 835 o3 Sn3 oo2)

hei3t Partialsummenfolge fiir (a,).
Eine explizite Zuordnungsvorschrift fiir (s,) ist eine Summenformel fiir ().

5 Der Grundgedanke des Beweisverfahrens durch.
vollstindige Induktion

Um den Grundgedanken des Beweisverfahrens durch vollstindige Induktion zu erfassen,
greifen wir noch einmal auf die bereits vermutete, aber noch nicht bewiesene Formel fiir die
Summe der ungeraden Zahlen (.~ Seite 24) zuriick:

S (2 — 1) = 2.
kg'l( i Bild A 11

Da es um Quadratzahlen geht, konnte man die Begriindung
von einer geometrischen Veranschaulichung ausgehend ver- | K2+
suchen (Bild A 11). Von dem Fiinferquadrat kommt man
durch Anfiigen von2 - 5 + | = 11 Punkten’zu einem Sechser-
quadrat, von diesem durch Anfiigen von 2+ 6 + | = 13 Punk-
ten zu einem Siebenerquadrat, und ,,s0 geht das offensichtlich
immer weiter**. Das heiBt, daB wir immer von einem Quadrat
aus k? Gitterpunkten durch Anfiigen von 2k + 1 Punkten zu
einem Quadrat aus (k + 1) Gitterpunkten gefiihrt werden
(Bild A 12).
Sket = Sk + Gerr Mit @y =2k + 1) =1 =2k +1 J 1
=k + 2k + 1) =k +2k +1
=(k +1)?




Zahlenfolgen — Vollstiandige Induktion A 29

O —

e} ® O o0 O 00 o000 O
0.0 L Ne) ® 00 O 0 00 O
(B S S) 00 O 000 O
& CH @) L el
Q0008 O
1 A 9 16 25
Allgemein gilt also fiir jede belicbige natiirliche Zahl k: Bild A 12

Wenn die Summe der ersten & ungeraden Zahlen A2 ist,

dann ist die Summe der ersten & + | ungeraden Zahlen (k + 1)2.
Oder:

Aus sy =1 +3+5+ ..+ 2k —1) =42

folgt sysv = 1 +3 +5+ ..+ 2k = 1)+ 2k + 1) =(k +1)2
Die Wahrheit der zu beweisenden Aussage pflanzt sich also gewissermafBen von jeder beliebigen
natiirlichen Zahl k auf deren Nachfolger k + 1 fort, ,,vererbt sich*.

Nun ist auBerdem mit s, = | = 1% ein ,,Anfang" gesichert.
Das bedeutet:
Aus s, =12 folgt s, = 2%;
|
+
Aus s, = 2% folgt s, = 32;

Aus 5, =32 folgt s, = 42,
usf.

Da wir von | aus durch fortlaufendes Bilden des unmittelbaren Nachfolgers (fortlaufende
Addition von 1) jede - noch so groBe - natiirliche Zahl n erreichen, gilt die zu beweisende Aus-
sage fur alle natiirlichen n = 1.
Diese Uberlegung sei noch einmal an zwei Beispielen veranschaulicht:
(a)  Jeder Stein in einer Reihe von Dominosteinen fillt gewil um, wenn folgendes der Fall
ist (Bild A 13)"):
— Der erste Stein wird umgestof3en;
- die Reihe ist so aufgebaut, dal} jeder fallende

Stein-auch den niichsten umwirft. l 9

') Nach H. STEINHAUS: Kaleidoskop
der Mathematik.
VEB Deutscher Verlag
der Wissenschaften, Berlin e
1959, S. 46

Bild A 13
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(b) Eine Gruppe, zum Beispiel eine Schulklasse, lauft auf einem Wanderpfad ,,im Ginse-
marsch*. Es ist verabredet:
Jeder informiert seinen Hintermann iiber wichtige Beobachtungen und gibt vom Vorder-
mann empfangene Informationen an seinen Hintermann weiter.
Dadurch ist gesichert:
Jede Information, die von dem an der Spitze laufenden Gruppenleiter ausgeht, erreicht
Jjedes Mitglied der Gruppe. Eine Information jedoch, die zum Beispiel von dem 5. Grup-
penmitglied ausgeht, erhalten nur alle nach ihm, das 6., das 7., ... Gruppenmitglied.
Bei diesen Beispielen handelt es sich jedoch um endliche Mengen. Ein Ubertragen dieser SchluB-
weise auf die unendliche Menge N der natiirlichen Zahlen — wie bei der Summe der ungeraden
Zahlen bereits erldutert — ist moglich, weil durch fortgesetzte Nachfolgerbildung von 0 aus die
gesamte Menge N erfaB3t wird, von n, (beispielsweise 1) aus alle natiirlichen Zahlen n = ng.
Wenn man auf diese Weise die Giiltigkeit einer Aussage {iber natiirliche Zahlen nachweisen will,
muB man zweierlei zeigen.
(1)  Anfang: Die Aussage gilt fiir eine bestimmte natiirliche Zahl (meist 0 oder 1) als
Anfangswert.
(2)  ,Vererbung*: Aus der (angenommenen) Giiltigkeit fiir eine natiirliche Zahl & folgt stets
die Giiltigkeit fiir deren Nachfolger & + 1.
Nach (2) tibertrégt sich die Giiltigkeit der Aussage von jeder natiirlichen Zahl auf ihren Nach-
folger, und da nach (1) der Anfang gesichert ist, gilt die Aussage auch fiir al/le natiirlichen
Zahlen, die groBer als der Anfangswert sind.
So soll jetzt die im Beispiel A 12 (.~ Seite 25) vermutete Summenformel s, = 2"*! — | fiir die
Folge (a,) = (2") der Zweierpotenzen bestitigt werden.
® |4 Zu beweisen ist die Giiltigkeit von 20 + 2! + 22 4+ 23 4+ .. + 2! 4 2" = 2"+ — |
fiir jedes natiirliche 7.
Der Beweis besteht aus zwei Teilen:
(1) Anfang: Fiir n = 0 ist zu zeigen 2° = 2' — I.
Das ist aber richtig wegen 2° = [.
(2),,Vererbung*:: Wir nehmen an, die Formel sei fiir eine (beliebige, aber feste) natiirliche
Zahl n = k giiltig:
(M)29 2+ ... .25 4 P =P8 1,
Bei Ubertragung der Giiltigkeit der Formel auf den Nachfolger k& + 1
miilite gelten
20 421 27 4 L 20 4 20 = 20 g,
DaB diese Beziehung wirklich besteht, zeigt die Veranderung der linken
Seite unter Benutzung von (*):
30 420 422 4 L4 2%t 4 2k 4 2k

= 2k+1 _ 4 2k+L
= 2 2831 =

— 2k+2 _ |

= 2 k) +1 _ ]

ZusammengefaBt ergibt sich aus (1) und (2):

Die Summenformel gilt fir n =0 und n=0+4+1=1und n=1+1=2 und
n=2+1=23und ... Da man durch fortgesetzte Nachfolgerbildung (Addition von 1)
schlieBlich jede natiirliche Zahl erreicht, gilt die Formel fiir alle natiirlichen Zahlen.
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@ |7 a)Beweisen Sie wie im Beispiel A 14 die Summenformel fiir die Folge der Dreierpotenzen
n 3+l
=343 $32 4+ L4t p
K=0 2

(7 Auftrag A 16, Seite 25)!

1) Beweisen Sie ebenso die Summenformel

>2%=2+4+6+ ... +2n=nn+1)
k=1

Um zusammenfassend das ,,Prinzip der vollstindigen Induktion* klar formulieren zu konnen,
machen wir uns noch mit einer hiufig anzutreffenden symbolischen Schreibweise vertraut:

Im Zusammenhang mit Aussagen iiber natiirliche Zahlen, um die es ja hier stets geht, werden
Kurzschreibweisen wie

H(n) (Lies: H von n*)
benutzt. Die Ahnlichkeit mit der Funktionsschreibweise /(.x) ist dabei nicht nur duBerlich. Auch
hier wird jeder natiirlichen Zahl n (aus dem ,,Definitionsbereich* von H) eindeutig etwas zu-

geordnet, allerdings keine Zahl, sondern eine Aussage und damit letztlich einer der Werte
,,wahr' oder ,,falsch*.

® |5 a) H(n) bedeute: ,,n* + 3n + 7 ist durch 5 teilbar*.

Bilden Sie H(0), H(2), H(3), H(4), H(8), H(10)!

Welche der so erhaltenen Aussagen sind wahr?

Bilden Sie auch H(k — 1), H(k + 1), H(n + 2), H(2n)!

b) H(») bedeute: ,, 3 2% = 277! — |,
Ak=0

Bilden Sie H(3), H(5), H(n — 1), H(n + 1), H(2n + 1)!

Unter Verwendung dieser Symbolik lautet das Prinzip der volistindigen Induktion wie folgt.

Die Aussage ,,Fiir alle natiirlichen Zahlen n = n, gilt H(n)* ist wahr, wenn folgendes gilt:
1. H(n) ist richtig fiir n = n,;
2. Aus der Giiltigkeit von H(n) fiir n = k folgt fiir beliebiges k die Giiltigkeit fiir n = k + 1.

Ist speziell no = 0, so gilt H(n) fiir alle natiirlichen Zahlen. Folgt beispielsweise dann aus der
Giiltigkeit von H(n) fiir n = k die fir n = k + 2, so ist H(n) fiir alle geraden Zahlen wahr.

Aufgaben

Folgende Aufgabe aus der ,,Unterhaltungsmathematik** ist schon sehr alt:

Ein Brett trigt die Stifte 4, B und H, auf die man zylindrische, in der Mitte durchbohrte

Scheiben verschiedener Grofe stecken kann. Zunichst sind die Scheiben der GroBe nach

auf dem Stift 4 angeordnet (Bild A 14). Sie

sollen einzeln, jedoch mit moglichst wenigen H

Umsetzungen zum Stab B gebracht werden,

um dort wieder solch einen Turm zu bilden s

dabei darf der Hilfsstift H zum Ausweichen

benutzt werden. Niemals darf jedoch ir-

gendwo eine grofBere iiber einer kleineren

Scheibe liegen.

) Versuchen Sie, die Aufgabe mit 6 Schei-
ben zu I6sen, und zihlen Sie, wie viele
Umsetzungen Sie benétigen! == Bild A 14
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(Nehmen Sie Miinzen verschiedener GroBe an Stelle der Kreisscheiben, und ersetzen
Sie die Stifte durch markierte Stellen auf einem Stiick Papier! Um wirklich die Mini-
malzahl von Umsetzungen zu erhalten, empfiehlt sich ein Beginn mit einer einzigen
Miinze und Fortschreiten iiber 2 Miinzen, 3 Miinzen usw. bis zu 6 Miinzen.)

b) Erldutern Sie, welche Beziehung zwischen der Anzahl u, und ., der ndtigen
Umsetzungen fiir einen Turm aus k bzw. k + 1 Scheiben besteht!
Wie viele Umsetzungen sind demnach fiir einen Turm aus 8 (10, 12) Scheiben erforder-
lich?

¢) Versuchen Sie, eine allgemeine Formel fiir das Umsetzen von n Scheiben aufzustellen
und ihre Giiltigkeit zu begriinden!

™~

2) Wie viele verschiedene ,,Worter* kann man aus den vier Buchstaben B, E, I, L bilden,
wenn kein Buchstabe mehrfach vorkommen darf und jede beliebige Buchstaben-
zusammenstellung (also z. B. auch ELIB) als ,,Wort** angesehen wird?

b) Wie kann man auf Grund des Ergebnisses von a) sofort ermitteln, wie viele ,,Worter**
sich aus fiinf verschiedenen Buchstaben bilden lassen?

¢) Erlidutern Sie eine allgemeine Beziehung zwischen den Anzahlen moglicher, Worter*
aus k und aus k + | verschiedenen Buchstaben!

3. Erldutern Sie, fiir welche Zahlen n eine bestimmte Aussage mit Sicherheit gilt, wenn
man jcweils folgendes weil3:
a) (1) Die Aussage ist giiltig fiir n = 0.
(2) Fiir beliebiges k gilt: Wenn die Aussage fiir n = k giiltig ist, so gilt sie auch fir
n=k+3.
b) (1) Die Aussage ist nicht giiltig fir 1.
(2) Fiir beliebiges n = k folgt aus der (angenommenen) Giiltigkeit der Aussage fiir
k ihre Giiltigkeit fur & + 1.
¢)(1) Die Aussage ist wahr fiir 0 und 1.
(2) Fiir beliebiges k folgt aus der Wahrheit der Aussage fiir k die Wahrheit fir k& + 2.
d)(1) Die Aussage gilt fiir n = 1.
(2) Aus der Giiltigkeit der Aussage fir n = k folgt die Giiltigkeit fiir n = 2 k.
¢) (1) Die Aussage ist wahr fiir n = 100.
(2) Aus dem Zutreffen der Aussage fiir n = k folgt stets das Zutreffen fiirn = k — 1.
f)(1) Die Aussage trifft zu fir n = 3.
(2) Aus der Giiltigkeit der Aussage fir n =k — 1 folgt ihre Giiltigkeit fir n = k.

6 Beweise fiir Summenformeln mittels vollstindiger Induktion

Beweist man eine Aussage der Form
. Fiir alle natiirlichen Zahlen » gilt H(n)"
durch vollstindige Induktion, so geschieht dies gemil dem in Satz A | formulierten Prinzip in
zwei Schritten:
1. Induktionsanfang
Bilden von H(n,) fiir eine moglichst kleine natiirliche Zahl no; Uberpriifen, ob H(#,) gilt
2. Induktionsschritt

Zeigen, daB fiir alle k gilt: Wenn H(k), so Hk + 1)
Im Induktionsschritt ist also eine Wenn-so-Aussage zu beweisen, am iibersichtlichsten in der
uns bekannten Weise: ’
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~ Bilden von H(k) als Induktionsvoraussetzung ;

~ Bilden von H(k + 1) als Induktionsbehauptung ;

— Nachweis, daB H(k + 1) aus H(k) folgt (Induktionsbeweis).

Beim Beweisen von Summenformeln (expliziten Zuordnungsvorschriften fiir Partialsummen-
folgen), um das es sich in dieser Lerneinheit durchweg handeln wird, geschieht der Nachweis im
Induktionsschritt im allgemeinen durch Umformen der linken Gleichungsseite von H(k + 1)
s0, daB sich unter Ausnutzung von H(k) die rechte Seite ergibt.

m 15 Zu beweisen ist die Giiltigkeit folgender Aussage fiir alle natiirlichen Zahlen n:

nln + 1)«
»»Die Summe der natiirlichen Zahlen von 1 bis n betrigt M .
Voraussetzung: n ist eine natiirliche Zahl, n > 0.
nin + 1
Behauptung:  Esgilt Hn): 1 +2 +3 4 ... +n = %

Beweis:
1. Induktionsanfang:

12 .
H(1) besagt | = =5 " Das ist aber offensichtlich eine wahre Aussage.

2. Induktionsschritt :
Induktionsvoraussetzung :

Firn =kgelte Hk): 1 +2 +3 + ... + k =@.
Induktionsbehauptung :

Dann ist auch H(k + I) wahr: 1 +2 43+ ... "+ k + (k + 1) =W.
Induktionsbeweis:

T+24+3+ . +k) +k*+1 Zerlegen, um Induktionsvoraussetzung an-
- wenden zu kénnen

k(k + 1
= ( : l +(k+1) Nutzen der Induktionsvoraussetzung
1 2 I
= w Addieren nach Gleichnamigmachen
1
= W Ausklammern

Damit ist gezeigt, daB die Induktionsbehauptung aus der Induktionsvoraussetzung
folgt, wegen des Induktionsanfangs also auch die Giiltigkeit der Aussage H(n) fiir alle
natiirlichen n = 1.
® 19 a) Stellen Sie die Beweisfiihrung aus Beispiel A 15 mit Hilfe des Summenzeichens dar!
b) Vergleichen Sie die bewiesene Summenformel mit der fiir die geraden Zahlen (» Auf-
trag A 17b))!

c) WiegroBist 3> 3k =3 +6 +9 + ... + 3n?
k=1

Soll das Beweisverfahren der vollstindigen Induktion angewandt werden, so muB die zu bewei-
sende Aussage als Vermutung bereits vorliegen. Eine solche Vermutung gewinnt man oft
(~ Lerneinheit 4) durch Verall, inerung aus der Untersuchung einiger Einzelfille (durch
— ,,unvollstindige** — Induktion). So werden wir auch in dem folgenden Beispiel verfahren.

3 [001156)
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B 16 Gesucht ist eine Summenformel fiir die Folge (a) mit ax = —/((Tlm 4(k > 0).
Losung:
1)
)_l.lll.l. _(l.lhlll_
(@ ‘(1-2‘ 2-3° 3.4 4-5"") =\7i g 20"")

Um zu einer Vermutung zu gelangen, bilden wir einige Partialsummen von (a):

1
5=
;—]_+L_3+l =i=£
7276 6 6 3

2 1 8 +1 9 3
=3t E T TR T 7

3 1 1541 16 4
=gt "2 2 5

. n L] 1 n

Deu'ausverm\.ltenwu.r,.="+I , also k; k(k+|):"+1'
@)

Diese Summenformel beweisen wir nun mittels vollsténdiger Induktion.
Voraussetzung: n ist eine natiirliche Zahl, n > 0.
L 1 n

plung: ¥ Ty w1

Beweis:
1. Induktionsanfang:
Die Giiltigkeit der Aussage fiir n = 1 ist bereits durch die Untersuchung unter (1) ge-

sichert:
z 1 1 1
S ==
k=1 k(k + 1) -2 2
2. Induktionsschritt :
Induktionsvoraussetzung:
1 m

Firn=mgelte 3 ——— = .
irn=meele B TETD  m+

Induk tionsbehauptung :

T 1 m+ 1
D ilt auch _—= .
ROH EEGRLG k§1 k(k + 1) m+ 2

Induktionsbeweis:

> 52 L : Zerl
G Ik T S kk+ D) (m+ D(m+2) erlegen
i 1 Anwenden der Induktions-

= S ——
m+ ! (m+1)(m + 2) voraussetzung
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_ m(m + 2) + 1 Gleichnamigmachen und
T m+ D(m+2) Addieren
2+ 2m + 1
= m Ausmultiplizieren im Zihler
_ (m + 1)? Anwenden einer binomischen
T m+ (m+2) Formel
+1
- Kiirzen
m+2

Damit haben wir die rechte Seite der Gleichung in der Induktionsbehauptung erhalten.
Die Giiltigkeit der Formel fiir m zieht also die fiir m + 1 nach sich, und wegen des
Induktionsanfangs gilt die Summenformel fiir alle natiirlichen Zahlen # > 0.

Ergebnis:

Die Folge (a,) mit a, = m (k > 0) hat die Summenformel
L 1 n

k‘:‘.k(kﬂ):nﬂ‘

Hiufig verzichtet man bei Beweisen mittels vollstindiger Induktion auf die Einfiihrung eines
besonderen Symbols k oder dergleichen und fiihrt den Induktionsschritt mit 2 aus. Das ist im
Grunde zweitrangig. Wesentlich hingegen ist, daB man sich stets — auch bei kurzer schriftlicher
Fixierung — vor Augen hilt, was im Induktionsschritt nachzuweisen ist:

,,Fiir alle » gilt: Wenn H(n), so H(n + 1)*.

Es ist nichr etwa nachzuweisen ,,Wenn fiir alle # gilt H(n), so H(7 + 1)*. Dabei wiirde ja die zu
beweisende Aussage als Voraussetzung benutzt (und es bliebe gar nichts mehr zu beweisen).

3k

Es ist zu beweisen, daB die Folge (k?) der Quadratzahlen die Partialsummenfolge (s,)
mit

_ nln + D@+ 1)

B e—————

hat.

Voraussetzung: n ist eine natiirliche Zahl, n > 0.
nn + 1)2n + 1)

Behauptung: Y. k* =
k=1 6

Beweis: t

1. Induktionsanfang :

Fiir n = 1 gilt die Aussage: 12 = !
2. Induktionsschritt :
Induktionsvoraussetzung :

nin +1)2n + 1)

n
Fiir ein beliebiges, aber festes n gelte A;‘k’ = =

Induktionsbehauptung :

Dann gilt auch

..Tzn e (n+1)(n+2)2n + 3).
k=1 6
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Induktionsbeweis:
n+1 n
k=3 k+@+1)? Zerlegen
k=1 k=1
_ nn+1)2n + 1) 1y Anwenden der Induktionsvoraus-
o= 6 ++ 1) B setzung
+1)@2n+1) + + 1)?
= L ) (2n s )i 6 ) Gleichnamigmachen und Addieren
1 2n + 1) + 6(n + 1
= (n + 1) [n(2n 7 ) (n )l Ausklammern
(n+1)(2n* + n + 6n + 6)
= g Ausmultiplizieren
1)@2n* +7Tn + 6 :
= i’%’l—) Zusammenfassen
(D +2)2n+3) Umformen mit Blick auf die rechte
= 6 Seite der Induktionsbehauptung
= 70 ) Auch n = 0 hitte im Beispiel A 17 in den Giiltigkeitsbereich der Summenformel von

vornherein mit einbezogen werden konnen:
i K = n(n + 1)(2n + I).
K=o 6
Wie hitte dann der Induktionsanfang lauten miissen?
1) Untersuchen Sie die Moglichkeit des Einbeziehens von n = 0 auch bei den Beispielen
A 15und A 16!
Bisher wurden Summenformeln einzelner Folgen bewiesen, dabei auch fiir spezielle arithmeti-
sche Folgen (.~ Beispiel A 15) und geometrische Folgen (.~ Beispiel A 14). Wir wollen uns
dieser Frage jetzt fiir alle arithmetischen und fiir alle geometrischen Folgen zuwenden.
Bei einer arithmetischen Folge (a,) mit dem Anfangsglied @, = @ und der Differenz d lautet
das
k-te Glied ax = a + (k = 1)d
und demzufolge die

n-te Partialsumme s, = Z": (a+ (k- 1)d).
k=1

Da die notwendige Vereinfachung durch Anwenden der Gesetze der Addition bei Verwenden
des Summenzeichens eine gewisse Ubung erfordert, schreiben wir ausfiihrlich:
ss=a+@+d) +@+2d)+ ... +(@+(n—-1)d)
=n-a+d+2d+3d+ ..+ @n—1)d)
=na+d(1+2+3+ .. +@-1)
n—1
=n-a+d} k
k=1
n(n + 1)

Unter Verwendung des Ergebnisses » k = =2 von Beispiel A 15 erhalten wir (fiir
k=1

n — 1 an Stelle von n):
(n—1)n

w=n-a+d
S n-a 2
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Eine etwas andere Gestalt erhilt diese Summenformel, wenn man a, = a + (n — 1) d einsetzt:
_ 2na +n(n - 1)d _ nQ2a + (n - 1)d) _na+(a+(n-1)d)
2 2 2
n(a + a,)
2

formeln fiir arith Folgen (a,) mit dem Anfangsglied @ und der Differenz d las-
sen sich also auf verschiedene Weise formulieren.

< .

N

sn=k21a~= 2.("* k= 1)d)

k=

- 1)d
m:+*"(" 2 )

n
5 @+ a)

® 21 Wenden Sie diese Summenformeln auf die Folgen der natiirlichen, der geraden und der
ungeraden Zahlen fiir # = 50 sowie fiir » = 100 an, und vergleichen Sie mit den Ihnen
bereits bekannten Ergebnissen!

Zur Summenformel fiir alle arithmetischen Folgen hat uns die Kenntnis der Summenformel fiir
die ersten # natiirlichen Zahlen verholfen. Ahnlich kénnen wir zu einer Summenformel fiir alle
geometrischen Folgen gelangen, wenn wir eine Summenformel fiir die n-ten Potenzen einer
beliebigen Zahl z kennen.

Bis jetzt sind uns bereits Summenformeln fiir spezielle z bekannt:

% =2 1 (. Beispiel A 14);
k=0
n 3"v| — |
> 3¥*=—"— (~ Auftrag A 16a)).
k=0 2
Die Summenformel fiir z = 4 lautet:
n nel
Y 4k = 4T (~ Aufgabe 1a), Seite 39).
k=0 od

Aus diesen drei Formeln IaBt sich verallgemeinernd vermuten:

1

n n
(*) Z:"=z—, falls z #+ 1.
k=0 z =

1
Weil 0° nicht allgemein definiert ist, muB auch z #+ 0 gelten.
Die Vermutung wurde auf Grund nur weniger Werte fiir z, die durchweg natiirliche Zahlen

sind, gewonnen. Deshalb wird man vor einer allgemeinen Beweisfiihrung an Hand einfacher
Beispiele iiberlegen, ob auch andere Werte fiir z zu einem verniinftigen Ergebnis fiihren.
a) Bei z = —2, n = 5 wiirde die Formel (*) ergeben:

(=2)° -1 64 — 1 63

=2 = -2 =2

=y 21 BLEy 3
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Andererseits ist

5
(=2 =1+(-2)+4+ (-8 +16+ (=32
k=0

=1-24+4-8+16-32

=21 -42=-2I

Auch fiir diesen Fall liefert die Formel das richtige Ergebnis.

b) Beiz = % , n = 5 ergibt sich nach der Formel (*):
ORI
5 /1\k 2. _ 64 _ 64 63
-
2 2 2
Andererseits ist
z’:(i)k=1+l+L+l_+L+L=32+16‘+8+4+2+] =ﬁ.
Kk=o0\2 2 4 8 16 32 32 32

Auch dieses Ergebnis deutet darauf hin, daB fiir z keine weiteren Einschriankungen ge-
macht werden miissen.

@ 22 Beweisen Sie, daB fiir jede reelle Zahl z mit z + 0 und z # 1 und fiir jede natiirliche

Zahl n gilt
$ a1,
k=0 z~—1

n+ 1

Z! =1 . z 5
Durch Erweitern des Bruches—lmn (—1) gewinnt man eine andere Form der
Eian

Formel, die manchmal — insbesondere bei 0 < z < | - bevorzugt wird:
A "t — ] 1 —izr+!
== (z#0,z%1).

kgﬂ z == 1=z (
Nun kénnen wir zu einer Summenformel fiir alle geometrischen Folgen gelangen.
Bei einer geometrischen Folge (@) mit dem Anfangsglied ¢, = a und dem Quotienten ¢ (¢ * 0)
lautet das

k-te Glied @, = a - ¢*!

und demzufolge die
n n—1
n-te Partialsumme s, = Y ag*' = Y ag*.
k=1 k=0

Ausfiihrlich geschrieben heift das:
Sa=a +aq + aq* + ... + aqg"!
=a(l + g +¢*+ ... +q"")

n—1
sm=a ) q
k=0
Die Anwendung der im Auftrag A 22 bewiesenen Formel liefert fiir den Fall ¢ + 1:
P 1—¢
Sp = @ =

=a .
q—1 I —q
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Ahnlich wie bei den arithmetischen Folgen kommt man zu einer etwas anderen Formel, wenn
man a, = a- q"-' einsetzt:

q" — 1 aq" — a aq"'q —a a,-q —a a — a,q
Sa=a = = = =
q-—1 g —1 q-1 g—1 1 —gq
S formeln fiir ische Folgen (a;) mit dem Anfangsglied @ und dem Quotienten

4 (¢ + 0) lassen sich also folgendermaBen angeben.

n n n-1
3= a=Y at = 3 agt
k=1 k=1 k=0
-t T .
g,= i g fir ¢+ 1
ag—a _ a—agq
=1~ 1-—g

Aufgaben
1 Beweisen Sie durch vollstandige Induktion, daB fiir alle natiirlichen Zahlen # gilt:
4n4l =
a) 4° + 4! + 42 + '”+4"=T;

b)4+10 + 16 + - + (6n +4) = (n + 1) 3n + 4)!

Beweisen Sie durch vollstindige Induktion, daB fiir alle natiirlichen Zahlen n = 1
folgendes gilt!

N

a)1-2+2-3+34+ ... +n(n+1)=

1 1 1 1 n
—_— ettt —— + ..+ =
2-5 5-8 8- 11 (Bn = 1)(3n + 2) 2(3n +2)
3. Ermitteln Sie jeweils eine Formel fiir die folgenden Summen s,, und beweisen Sie deren
Richtigkeit!
1 1 1

Ay =———+—+ . + =
W St e @n - @r+ 1)

b)s,=1+5+9+ ... +(4n - 3)

n(n + 1) (n + 2)
3

b)

¢) Die Summe der ersten # natiirlichen Zahlen, die bei der Teilung durch 9 den Rest 7

lassen
4. Schreiben Sie die folgenden Summen fiir # = 5 ausfiihrlich, und weisen Sie die Giiltigkeit
der angegebenen Formeln nach! Bei welchen Summen kénnte die Summation schon bei 0
beginnen?
n nn + 1) (n + 2)(n + 3)
a) Y ktk + 1) (k +2) :()(*)(’
k=1 4
f 1 . n
b) =
]El @i -3+ 4n + 1
i "k +
Y b = e BT el R

7 0 S >
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5. Ermitteln Sie die Formeln fiir die folgenden Summen, und weisen Sie ihre Richtigkeit
nach!
n I n
a) e b) X k- 2%
DL Gm—Gm D 2

7  Weitere Beweise mittels vollstindiger Induktion

Das Verfahren der vollstindigen Induktion kann nicht nur zum Beweisen von Summenformeln
dienen. Auch die Giiltigkeit von Ungleichungen, Aussagen iiber die Teilbarkeit natiirlicher
Zahlen und anderes konnen mit seiner Hilfe bewiesen werden.
Das folgende Beispiel zeigt auBerdem: Der Induktionsbeweis kann auch dadurch erbracht wer-
den, daB die Induktionsvoraussetzung unter Benutzung bekannter GesetzmaBigkeiten so um-
geformt wird, daB sich die Induktionsbehauptung ergibt.
® 18 Zu beweisen ist die Wahrheit der Aussage

,,Fiir alle natiirlichen Zahlen » gilt 2" > n*.

Voraussetzung: n ist eine beliebige natiirliche Zahl.

Behauptung: 2" > n

Beweis:

1. Induktionsanfang :

Fiir n = 0 gilt die Aussage: 2° > 0.

2. Induktionsschritt :

Induktionsvoraussetzung :

Fiir eine beliebige, aber feste natiirliche Zahl n gelte 2" > n.

Induktionsbehauptung:
Dann gilt auch 2"+ > n + 1.
Induktionsbeweis:

2" >n Induktionsvoraussetzung
252 = 24 Multiplizieren mit 2
2+t > m+ o Umformen von 2 - 2" und 2n
2+ > p 4+ 1 Gilt wegenn + n =z n + I firn > 0

Da der Induktionsschritt nur fiir # > 0 durchgefiihrt wurde, kann #» = 0 nicht als Anfang
genommen werden. Es ist also nachtriglich noch n = 1 zu beachten: 2' = 2 > 1. Erst
damit ist die behauptete Ungleichung fiir alle natiirlichen n bewiesen.

®
)

Erldutern Sie, warum die folgende Beweisfiihrung im Induktionsschritt unzulissig ist!

Aus 2l > p4+l (nz1)
folgt 2-2">n + 1,
also 2" + 2" >n + 1.

Nach Induktionsvoraussetzung ist 2" > n, und da 2" > | ist, ist der Beweis erbracht.

Das nichste Beispiel soll deutlich machen, dal3 man den Induktionsschritt statt von & auf & + 1
auch von k — 1 auf k ausfithren kann. Auch dabei handelt es sich ja um den Schluf3 von einer
beliebigen, aber festen natiirlichen Zahl auf deren Nachfolger. (Manchmal ergeben sich auf
diese Weise etwas leichter zu bearbeitende Terme.)
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Zu beweisen ist der Satz
,,Die Summe der dritten Potenzen dreier aufeinanderfolgender natiirlicher Zahlen ist
stets durch 9 teilbar*.
Voraussetzung: n ist eine beliebige natiirliche Zahl.

S+ + 1)+ (n+2)?
prung : )
Beweis:

Boh,

ist eine natiirliche Zahl.

1. Induktionsanfang:

Firn =0istn® +(n + 1) + (n +2)* =0+ 12 +23 =9,

Also gilt die Aussage fiir n = 0.

2. Induktionsschritt :

Induktionsvoraussetzung:

Firn =k — 1 sei

k=12 + k3 + (k +1)

9

Induktionsbehauptung :

K3+ (k+ 1) + (k +2)°

Dann ist auch 5 eine natiirliche Zahl.

eine natiirliche Zahl.

Induktionsbeweis:

Die Terme in Induktionsvoraussetzung und Induktionsbehauptung stimmen nahezu
iiberein, nur daB an Stelle von (& — 1)? bei dem einen in dem anderen (k + 2)3 im Zihler
auftritt. Das legt nahe, zunichst (¢ — 1)* und (k + 2)® miteinander zu vergleichen.

k=13 =k =1k —-1)? (k +2)° =(k +2)(k +2)?
=(k—-1)(k* =2k +1) =(k +2)(k* + 4k + 4)
=k -3k*+3k -1 =k® +6k* + 12k + 8
Also ist

k+2° =k —3k* +3k — | +9k* +9% +9
=(k =1+ 9k + k + 1).
Daraus folgt fiir den Term in der Induktionsbehauptung
Ak + 1P +k+2)° k=12 +Kk+k+1)P°+9Kk+k + 1)

9 9
k=D A k1) +9(/(‘+k+|)
B 9 9
k=123 + k3 +(k+1)
= ) 9 ¢ ) + (k2 +k+1)

Nach Induktionsvoraussetzung ist der erste dieser beiden Summanden eine natiirliche
Zahl. Da auch der zweite Summand natiirlich ist, ist die Summe eine natiirliche. Zahl.
Damit ist gezeigt, daB aus der Giiltigkeit der Aussage fiir ein beliebiges festes n = k — 1
die Giiltigkeit fiir den Nachfolger #» + | = k folgt. Wegen des Induktionsanfangs gilt
also die Aussage fiir alle natiirlichen Zahlen; der Satz ist bewiesen.
Liegt der Induktionsanfang nicht bei 0, sondern erst bei einer anderen natiirlichen Zahl n, > 0,
so ist nach dem Induktionsschritt der betreflende Satz auch nur fiir alle natiirlichen Zahlen
n Z no nachgewiesen. Solche Fille treten auf, wenn die betreffende Aussage fiir n < n, falsch
oder sinnlos ist.
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Nicht immer muf3 beim Beweis einer Aussage iiber natiirliche Zahlen das Verfahren der voll-
stindigen Induktion angewandt werden, es gibt sogar Fiille, in denen das Verfahren iiberhaupt
nicht anwendbar ist. Andererseits konnen auch Beweise fiir manche geometrischen Aussagen
mittels vollstindiger Induktion gefiihrt werden, sofern in den betreffenden Sachverhalten
natiirliche Zahlen auftreten.

® 20 Esist eine Formel fiir die Summe s, der Innenwinkel in (einfachen)') ebenen n-Ecken zu
ermitteln.
(1)
Fiir n = 3 kennen wir bereits die Innenwinkelsumme: s; = 180°.
(2)
Wenn das n-Eck (n > 3) konvex?) ist, so kann man es von einem beliebigen Eckpunkt
aus mittels (n — 3) Diagonalen in (7 — 2) Dreiecke zerlegen (Bild A 15). Dabei werden
auch die Innenwinkel des n-Ecks zerlegt, und ihre Teile ergeben die Innenwinkel der
Dreiecke. Deshalb gilt
sy =(n — 2)-180°.
(3)
Dal} diese Formel fiir alle n-Ecke, also auch fiir nichtkonvexe zutrifft, zeigen wir durch
vollstindige Induktion.
Voraussetzung: n ist eine beliebige natiiriiche Zahl, n > 3.
Behauptung:  Fiir die Innenwinkelsumme s, jedes (einfachen) ebenen n-Ecks gilt

so=(n — 2)" 180°.

Beweis:
1. Induktionsanfang :
Firn =3

gilt die Aussage nach (1).
2. Induktionsschritt :
Induktionsvoraussetzung:
Fiir ein beliebiges n = k
moge gelten

s =(k —2)-180°.
Induk tionsbehauptung : a) b)
Dann gilt firn = & + 1 Bild A 15
sxe1 =((k +1) —2)-180° = (k — 1)-180°.

Induk tionsbeweis:

Das (k + 1)-Eck kann durch eine passend gewihlte Diagonale in ein k-Eck und ein
Dreieck zerlegt werden?®). Die Innenwinkelsumme s,., des (k + 1)-Ecks setzt sich dem-
nach aus der Winkelsumme s, des k-Ecks und der des Dreiecks zusammen:

) Wenn von n-Ecken gesprochen wird, sind meist stillschweigend ,,einfache* n-Ecke gemeint, das heiBt solche,
die ,,doppelpunktfrei** sind. Bei ihnen gehort kein Punkt auBer den Eckpunkten mehr als einer Seite an, und
auch die Eckpunkte gehdren nicht zu mehr als zwei Seiten.

2) Ein ebenes Vieleck heiBt konvex, wenn in ihm fiir jede Seite s gilt: Das Vieleck liegt ginzlich in einer der
beiden Halbebenen, die durch die durch s verlaufende Gerade erzeugt werden.

3) DaB dies ausnahmslos moglich ist, erfordert allerdings etwas eingehendere Uberlegungen. Eine ausfiihrliche
Darstellung findet man in: L. I. GoLowinA und J. M. JaGLom: Vollstindige Induktion in der Geometrie,
Bd. 75 der Mathematischen Schiilerbiicherei, S. 2" bis 4. VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin
1973
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Sk+1 = Sk + 83

sc + 180° Wegen (1)

I

(k —2)-180° + 180°  Anwenden der Induktionsvoraussetzung
=(k —1)-180° Umformen

Damit ist die Induktionsbehauptung und wegen des Induktionsanfangs die Aussage
insgesamt bewiesen.

Aufgaben

|

8

Ermitteln Sie, von welchem # ab die folgenden Ungleichungen gelten, und beweisen Sie
die Behauptungen durch vollstindige Induktion!

a)2" > 2n b)2" > 2n + 1 c) 2" > n?

Anleitung zu c): Benutzen Sie beim Beweis das Ergebnis von b)!
Beweisen Sie die Giiltigkeit der folgenden Ungleichung fiir n > 1!
SR B I

n+ 1 n+2, 2n 24

Beweisen Sie durch vollstiandige Induktion!

a) 9" — 1 ist fir jede natiirliche Zahl n durch 8 teilbar.

b) 11"2 4 1221 st stets durch 133 teilbar.
©)*2%" + 1 ist durch 3", aber nicht durch 3"+2 teilbar.

Ermitteln Sie die Anzahl der Diagonalen in einem (ebenen) n-Eck, und beweisen Sie
die gefundene Formel sowohl mittels vollstindiger Induktion als auch ohne dieses
Verfahren!

Beweisen Sie den folgenden Satz durch vollstindige Induktion!
Haben n verschiedene Geraden einer Ebene einen Punkt gemeinsam, so wird die
Ebene von den Geraden in 2 Teile zerlegt.

Ubungen und Anwendungen zu Folgen und ihren Partialsummen

Da wir nun mit Hilfe des Beweisverfahrens der vollstindigen Induktion einige Summenformeln
fiir spezielle Folgen und insbesondere fiir zwei Klassen von Folgen, nidmlich arithmetische und
geometrische, bewiesen haben, sind wir in der Lage, uns dieser Formeln in unterschiedlichen
Zusammenhiéngen zu bedienen.

® 21 220 m Papier (Stirke 0,2 mm) werden auf eine Rolle mit dem Radius 7,5 cm gewickelt.

a) Wie viele Lagen ergeben sich?

b) Wie lang ist der Durchmesser der Rolle zum Schlu3?

Lé’.\'ung.wiberle;'ung.'

Wir nehmen vereinfachend an, daB die einzelnen Lagen konzentrisch gelegene Hohl-

zylinder sind. Dann ergibt sich die Gesamtlinge 220 m = 220000 mm als Summe der
Kreisumfinge in den einzelnen Lagen. Deren Zahlenwerte') u, bilden wegen

1) Hier und im folgenden immer bezogen auf die Einheit Millimeter
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sy = 27(ry + 0,2) = 27r, + 0,47 = uy + 0,47

eine endliche arithmetische Folge (). Die Zahlenwerte der Radien r, bilden ebenfalls
.eine endliche arithmetische Folge, deren letztes Glied die Hilfte des Zahlenwertes fiir den
endgiiltigen Durchmesser ist.

a) (uy) b) (r)
Gegeben: u; = 2775 Gegeben: r, =75
d, = 0,4 d =02
s, = 220000 n (nach Losung von a))
Gesucht: n Gesucht: 2r,
Losung:
5 -1
a) Aus s, = Y w = n-u, +u~du
k=1 2

ergibt sich durch Einsetzen eine quadratische Gleichung in n:
220000 = n - 1507 + n*- 0,27 — n-0,27.
Sie hat die positive Losung n = 326.
b) Aus r,=r, +(n —1)d,
ergibt sich durch Einsetzen
2ri3ze =2+ (75 + 325:0,2) = 280.
Ergebnis:
Es ergeben sich 326 Lagen, und die Rolle hat schlieBlich einen Durchmesser von 28 cm
Lange. .

In den Formeln fiir die geometrischen Folgen tritt die Potenz ¢"-' auf. Demzufo]ge sind bei
Aufgaben, die auf geometrische Folgen fiihren, oftmals Gleichungen wie x5 = 29 oder 5% = 29
zu losen. Dabei benutzt man die Logarithmengesetze, die wir deshalb zunichst wiederholen.

Im Bereich der reellen Zahlen gilt der Satz:
Fiir jede Zahl @ > 0 und jede Zahl b > O mit b + 1 gibt es genau eine Zahl x, die Losung
der Gleichung b* = a ist.

Diese Zahl heif3t der Logarithmus von a zur Basis b. Man schreibt: ,,x = log, a*.

Beispiele:

log, 32 = 5; denn 2% =32
1 1
log, 0,25 = —2; denn 272 = 57 = T = 0,25

T

logy 3 = 0,5; denn 9°5 =9° = ]/§ =3

1081029 =x mit 1 <x <2; denn 10' =10 <29 < 100 = 102
In diesem Fall ist x eine Irrationalzahl.
Fiir das Arbeiten mit Logarithmen gelten folgende Geserze:
log, (a - ¢) = log,a + log, ¢
logy (a:c) = logya — log, ¢
logs a© =c-log,a

Meist rechnet man mit Logarithmen zur Basis 10, das hei3t mit den dekadischen Logarithmen
(Symbol ,,Ig*).
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Sie kénnen mit Hilfe der Logarithmentafel ermittelt werden, der (rationale Niherungswerte fiir)
die Mantissen zu entnehmen sind:

Mantisse von Ig5 - 0,6990 (= Ig 5);
Mantisse von 1g29 — 0,4624 (= 1g2,9).

Der Logarithmus von 29 ergibt sich durch Hinzufligen der Kennzahl 1 als Exponent der néchst-
kleineren Zehnerpotenz (10" < 29 < 102):

1g29 =1g(2,9-10) = 1g2,9 + Ig 10 = 0,4624 + 1 = 1,4624.

Bei der Zahl 5 (Numerus 5) stimmen Logarithmus und Mantisse iiberein, die Kennzahl ist 0.
Dieselbe Mantisse wie Ig 5 bzw. Ig 29 haben auch

1g 500 = 1g (5-100) = Ig5 + Ig 100 = 0,6990 + 2 = 2,6990;
120,29 =1g(2,9:10) =1g2,9 — 1g 10 = 0,4624 — 1.

Oftmals geniigt auch die Genauigkeit, die der Rechenstab bietet. Dann kann man zu einem vor-
gegebenen Numerus den zugehorigen Logarithmus (bzw. umgekehrt zu einem Logarithmus den
zugehorigen Numerus) auch mit Hilfe der Mantissenskale ,,L** des Rechenstabes ermitteln, wie

dies im Bild A 16 fiir Ig 256 = 2,408 angedeutet ist.
408
NG 1 2 3 5 6 .7 -8 9 10 .,
B 1 1 1 X2
c_, N A X
0 3 % 5 6 7 8 9 1x
Bild Al16

Wir I6sen nun die beiden Gleichungen x* =29 und 5 = 29.
Ein Uberschlag ergibt fiir

x5 =29 5% =29

x = 2,aberx < 2, x % 2,aber x > 2,

denn2* = 16 <29 < 32 = 2° denn 52 =25 <29 < 125 = 5°

Beide Uberlegungen beruhen auf dem monotonen Wachsen der Funktion f(x) = x*

bzw. g(x) = 5.
Fiir das Losen begniigen wir uns mit Rechenstabgenauigkeit :
x5 =29 5% =29
Igx® =1g29 Ig5* =1g29
5-1gx = 1,462 x-lg5 =1g29
lgx =1,462:5 x=1g29:1g5
lgx = 0,292 x = 1,462: 0,699
x = 1,96 x =209

Ist in der Technik ein Gegenstand in mehreren GroBen herzustellen, so kann man eine GroBen-
abstufung nach einer arithmetischen oder einer geometrischen Folge wihlen. Dabei kann es
sich beispielsweise um Rohre, Stibe, Platten und dergleichen handeln, und die GroBenabstufung

kann Langen (Hohen, Durchmesser), aber auch Flicheninhalte (Querschnitte) oder gar Volu-
mina betreffen.
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w 23 Zwischen den Langen 15 mm und 210 mm sind weitere vier Lingen so einzuschalten,
daB eine geometrische Stufung erreicht wird.
Losung:
Unter Verzicht auf die Angabe von Einheiten kénnen wir die Aufgabe auch so formulie-
ren:
Bei einer geometrischen Folge (/,) sei /, = 15und /5 = 210.
Zu ermitteln sind /, bis /5.
Bezeichnen wir das erste Glied der Folge mit / und den Quotienten mit ¢, so kénnen wir
schreiben:
A A Is ly Is 13
v lg lq*  lg*  lg*  Ig®
Wegen /; = 15 und /s = 210 gilt also
15¢° = 210
q° =14
Die fiir die Ermittlung der Folgenglieder notwendige Berechnung von ¢ kann unter Aus-
nutzung von Logarithmengesetzen geschehen:
5lgg =1g 14
5lgg = 1,146
lg g = 0,229
q =169~ 1,7
Dies liefert die Folgenglieder /, bis /s:
ly:=15-1,7 =25,5; I3 =15-1,7* = 43 4;
lyi= 151,72 ='13,7; Is =15-1,7* = 125,3.
Ergebnis:
Die gesuchte geometrische Stufung ist:
15 mm; 25,5 mm; 43,3 mm; 73,7 mm; 125,3 mm; 210 mm.
® 24 Jemand rechnet zur Ermittlung von ¢ folgendermafen :

5lgg =1g14
lgg =1g2,8 usw.
Analysieren Sie den Fehler!

Geometrische Folgen bilden in Form der sogenannten Vorzugs- oder Normzahlen die Grund-
lage fiir die Typisierung von Hauptabmessungen in der Technik und ermoglichen die Wahl
zweckmaiBiger GroBenstufungen bei Drehzahlen, Vorschiiben, Gewindedurchmessern und
dergleichen mehr. Bei konsequenter Verwendung werden die wirtschaftliche Fertigung durch
Reduzierung von Lehren, Werkzeugen und Vorrichtungen gefordert und das Auswechseln von
Einzelteilen erleichtert.

In dem folgenden Beispiel wird das Anfangsglied einer geometrischen Folge mit a, bezeichnet,
um deutlich zu machen, wie dann zu verfahren ist. Man beachte insbesondere, daB a, dann nicht
das n-te, sondern das (n + 1)-te Glied der Folge ist.

m24

Fiir welche natiirliche Zahl n gilt in der monoton fallenden geometrischen Folge (a,) mit

19
ap=4und g = 20 erstmalig a, < 1,57
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Losung:

Eine explizite Zuordnungsvorschrift fiir (a,) lautet
a, =4-0,95" (neN).

Zu ldsen ist die Ungleichung

(*)4-095" < I,5.

Folgende Umformungen fiihren zum Ziel:

0,95" < 0,375
n-1g0,95 < 1g 0,375
s 1g0,375 _ 05740 — 1 _ 04260
120,95 09777 -1 0,0223
n > 19,1

Nach dieser (niherungsweisen) Losung der Ungleichung (*) ist zu vermuten, dal}
ayo > 1,5, aber azo < 1,5 gilt.

® 25 a) Uberpriifen Sie die im Beispiel A 24 ausgesprochene Vermutung, korrigieren Sie

gegebenenfalls, und beantworten Sie die in diesem Beispiel gestellte Frage!
b) Woraus erklirt sich beim Losen der Ungleichung (*) im Beispiel A 24 der Wechsel
vom Kleiner- zum GroBerzeichen?

Aufgaben

Eine endliche arithmetische Folge (a,) habe die Differenz —2 und als letztes Glied die
Zahl 17.

a) Wie viele Glieder hat die Folge, wenn die Summe aller Glieder 897 betragt?

b) Das wievielte Glied ist 43, wenn die Folge 50 Glieder hat?

Berechnen Sie a,, a,, ..., a,s einer arithmetischen Folge
9 15
(@) mit Y a=9225 und Y a = 210!
k=1 k=1

64 2
In einer geometrischen Folge (a,) sei—ﬁ? das 7. Glied und ¢ = — 5

a) Wie lautet das Anfangsglied? 75>

b) Berechnen Sie die Partialsummen s¢ {Jﬁd 54!

¢) Welches Glied ist erstmalig dem Betrage nach kleiner als 0,01, das heiBt, fiir welches n
gilt |a,| < 0,01 = |a,-4|?

Eine geometrische Folge (a,) habe die Glieder @, = 7 und a, = 2,29.

a) Wie groB ist der Quotient dieser Folge?

b) Welches Glied ist erstmalig kleiner als 1?

¢) Wie viele Glieder sind zu summieren, wenn die Summe 28,0 betragen soll?

Messungen ergeben, daB die Temperatur zum Erdinnern hin um etwa 3 °C je 100 m

Tiefe zunimmt, wobei in unseren Breiten eine Temperatur von 10 °C in 25 m Tiefe zu-

grunde zu legen ist.

a) Welche Temperatur herrscht in 2300 m Tiefe?

b) In welcher Tiefe werden 100 °C erreicht?

¢) Ein Thermalbad in Karlovy Vary wird von einer Quelle von 72 °C gespeist. Aus
welcher Tiefe kommt sie?
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6. Bei einer Drehmaschine ist die niedrigste Drehzahl 20 min-* und die héchste 100 min-1,
Dazwischen liegen weitere vier Drehzahlen, die geometrisch abgestuft sind. Ermitteln
Sie die gesamte Folge der Drehzahlen!

7 Die Vorzugszahlenreihen R 5, R 10, R 20 und R 40 (.~ Seite 46) sind geometrische
Folgen mit ao = 1 und as bzw. a,0 bzw. a4 bzw. as, = 10.
) Ermitteln Sie die Quotienten ¢ und die Glieder a, bis a, fiir R 5 bzw. a, bis a, fiirR 10
(Runden auf drei giiltige Ziffern)!
b)Eine verbindliche Rundwertreihe fiir R 10 lautet
151,2;1,6;2;2,5; 3;4;5;6;8;10.
Vergleichen Sie mit den genauen Werten! Ermitteln Sie dazu die maximale prozentuale
Abweichung!

8. Ein Guthaben von 4000,00 M verbleibt 10 Jahre auf einem Sparkonto und wird mit
3,25% verzinst. Wie groB ist der gesamte Zinsbetrag, wenn
a)die Zinsen jihrlich abgehoben werden;
b)die Zinsen jeweils nach Ablauf eines Jahres dem Guthaben zur weiteren Verzinsung
zugeschlagen werden?
Stellen Sie fiir beide Fille die Zinsen in Abhéngigkeit von dér Zeit in ein und demselben
Koordinatensystem dar!

9. Ein Waldbestand wird auf 2 Millionen m?, sein jihrlicher Zuwachs auf 4% geschitzt.
a)Wie groB ist gemil dieser Schitzung der Holzbestand nach 10 Jahren, wenn in der
Zwischenzeit kein Einschlag erfolgt?
b)Wie groB ist der Holzbestand nach 15 Jahren, wenn jihrlich 30000 m? eingeschlagen
werden?
©)Wie viele Kubikmeter Holz kénnten jéhrlich eingeschlagen werden, wenn damit der
Wald nach 12 Jahren véllig abgeholzt sein soll?

Zusammenfassung

Eine fiir alle natiirlichen Zahlen formulierte Aussage ist wahr, wenn

— die Aussage fiir die natiirliche Zahl 0 gilt und

- aus der (angenommenen) Giiltigkeit der Aussage fiir eine beliebige, aber feste natiirliche
Zahl k die Giiltigkeit fiir deren Nachfolger & + 1 folgt.

Eine etwas allgemeinere Formulierung mit Hilfe von Symbolen:

Die Aussage

»Fir alle natiirlichen Zahlen n = n, gilt H(n)**

ist wahr, wenn

1. H(no) wabhr ist;

2. fiir beliebiges n = k aus der Giiltigkeit von H(k) die von H(k + 1) folgt.

Ist speziell no = 0, so gehéren alle natiirlichen Zahlen zum Giiltigkeitsbereich von H(n).
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en der vollstindigen Induktion

Das Verfahren stiitzt sich auf das Prinzip der vollstindigen Induktion. Es besteht in dem

Nachweis, daB fiir die betrachtete Aussage die Bedingungen 1. und 2. erfiillt sind.

Ein derartiger Beweis vollzieht sich in folgenden Schritten:

Induktionsanfang :

Uberpriifen, ob H(0) wahr ist (oder H(ro) mit no = 1 oder no = 2, ...)

Induktionsschritt :

— Formulieren der Induktionsvoraussetzung H(k)

— For der Induktionsbeh g Hk + 1)

— Fiihren des Induktionsbeweises,
indem unter Ausnutzung der Induktionsvoraussetzung die Giiltigkeit der Induktions-
behauptung gezeigt wird

Maglichkeiten fiir den Induktionsbeweis:

— Bei Gleichungen Umformen der linken Seite von H(k + 1) unter Benutzung von H(k) so,
daB sich schlieBlich die rechte Seite von H(k + 1) ergibt

— Umformen von H(k) unter Anwenden bekannter GesetzmiBigkeiten so, daB sich
H(k + 1) ergibt

Siﬁiniéﬁformel fiir arithmetische Folgen

it nin — 1)d

=3 (a+k=1d)= 2
k=1

7(0 + an)

Dabei ist das n-te Folgenglied @, = a + (n — 1) d.
Spezielle arithmetische Folgen
— Summe der natiirlichen Zahlen von 1 bis #

Lud nn + 1)
e e
kgl 2
Summe der ersten 7 ungeraden Zahlen
Sa=2 2k = 1) =n?
k=1

— Summe der ersten 7 (von 0 verschiedenen) geraden Zahlen

s,,=i2k=n(n+ 1)
k=1

formel fiir g ische Folgen
2 Uilbse i 1 s
J T L=9g -
Sa =2 aqt = fir g=+1
k=1 aq —a _ a—aq
g 1 -q

sp=n-a fir g=1
Dabei ist das n-te Folgenglied a, = ag"~'.

4 [001156]
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Spezielle geometrische Folgen

— Summe der ersten n Zweierpotenzen .
n-1
Sa=Y =201
k=0
— Summe der ersten n Potenzen einer reellen Zahl z
n=1 - .
T ]
k=0 -1

Weitere Summenformeln

1 1 1 1
-@=(rrryiTe i) *>9
r : 1 E e

kz.:.k(k“) T n+1
— Summe der ersten n (von 0 verschiedenen) Quadratzahlen
1 1
W= ot DT D

k=1

Weitere Aufgaben zu den Lerneinheiten 2 bis 8

1 3 7
1. Sind 1; 3; 7, ?, und ? Glieder der nachstehenden Folgen? Wenn ja, welche?

VB2 (D) o)

2. Ermitteln Sie die jeweils ersten fiinf Glieder nachstehender Folgen!

2 (1 - 10:_.) b) (cosk ) k20 o (gloh, k20

3.* Versuchen Sie, explizite und rekursive Zuordnungsvorschriften zu geben!
f“) (0; 4; %; 1—52; ) b) (l; H %;%; %; )
o (@3 6;12;20;30; ..) O (g es )

4. Setzen Sie um jeweils vier Glieder fort, so daBl geometrische Folgen (a,) entstehen!
2 3 -
a) (7; 15 ) b) (~1;08; .} ¢ (V3;3;..)
Stellen Sie die Folgen fiir 0 < k < 8 graphisch dar!

In welcher dieser Folgen wird 1000 {iberschritten, wenn man sie weit genug fortsetzt?
Geben Sie in diesem Falle k£ mit a,-; < 1000 < g an!
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6.

10.*

4%
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Wie viele Glieder haben die nachstehenden endlichen geometrischen Folgen?

13
a) (1;/5;25; «.; 15625) ) (81;54; 3635 3§T) ¢) (2; 65 18; ...;4374)

Fiir gewisse Folgen (a;) kann die Untersuchung auf Monotonie auch durch Betrachtung

. Ax+1
des Quotienten

erfolgen.

Erldutern Sie das niher an Hand der Beispiele

k+1 1 -k
= Sl
@ (Zk—l) und. (Zk—l)'
Beweisen Sie, daB die Summe der Kuben der natiirlichen Zahlen von 1 bis » gleich dem
Quadrat der Summe dieser natiirlichen Zahlen ist!

Ermitteln Sie eine Summenformel fiir die Summe der Quadrate der ungeraden Zahlen,
und beweisen Sie diese Formel!
Es ist zu beweisen, daB fiir alle natiirlichen Zahlen » gilt:

+ 1
Sy =12 —22 438 48 4 4 (=1pt 2 = =1y ME—)

Zeigen Sie mittels vollstindiger Induktion, daB die folgende Gleichung fiir alle natiirlichen
n = 1 gilt!
n(d4n* + 6n — 1)
3
Welche Summe ergeben alle durch 11 teilbaren Zahlen x mit 0 < x < 1000?

1°'343:5+57+...+@u=-1)@2n+1)=

33
Berechnen Sie Y a fiir die arithmetische Folge (ay) =( —3,5; —2,8; ..)!
k=17

Eine geometrische Folge (a,) habe das Anfangsglied @, = 2 und den Quotienten g = 1,25.
2) Berechnen Sie das 4. Glied und die Summe der ersten 4 Glieder!
1) Welchen Index hat das Glied, das erstmalig groBer als 20 jst?

2) Wenn die reellen Zahlen a, b, c eine (dreigliedrige) arithmetische Folge bilden, dann
gilt
3a® + b2+ c?) =6(a—b)?+(a+b+0c)P
Beweisen Sie diesen Sachverhalt!

1) Gilt auch die Umkehrung?

Ein gestufter Regelwiderstand (R = 1 k€2) ist so beschaffen, daB in jeder seiner 8 kleineren
Stufen der jeweils ausgeschaltete Widerstand proportional dem vorher vorhandenen ist.
Der Endwiderstand betrigt R, = 100 (. Wie groB sind die Teilwiderstinde R, bis Ry
(~ Bild A 17)?

Bild A 17 R=1k Q Ro=100Q

Rg Rq Re Rs Ry | Ry | Ry [ Ry F

(L s i iyt il s d=errlesslosslocu vl mss
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17.

A Kombinatorik

Je nach konkreter Situation werden bei einer Tablettenkur unterschiedliche Tagesdosen
verordnet, zum Beispiel derart: Am 1. Tag sind 3 Tabletten zu nehmen. Dann ist taglich
um 2 Tabletten bis zur Maximaldosis von 11 Tabletten zu steigern. Insgesamt soll die
Kur 21 Tage dauern, wobei das Abklingen am Ende umgekehrt wie der Beginn erfolgt.
Wie viele Tage lang ist die Maximaldosis zu nehmen, und wie viele Tabletten werden
insgesamt fiir die Kur benétigt?

Nach TGL 0-476 geniigen die Papierformate der A-Reihe den folgenden Bedingungen:

1) Das Format A, ist ein Rechteck von 1 m? Flicheninhalt, dessen Seitenlidngen a, und
b, sich wie 1: VZ verhalten.

2) Alle Formate Ay (k = 1; ...; 10) entstehen aus A,_, durch Halbieren der ldngeren
Rechteckseite by—; .

Untersuchen Sie die Zahlenfolgen (a,) und (b,), k = 0!

Kombinatorik

Zur Einleitung betrachten wir folgende drei Fragen:

Bei einem Laufwettbewerb eines Leichtathletikwettkampfes, bei dem drei Medaillen (Gold,

Silber, Bronze) vergeben werden, haben sich sechs Liuferinnen fiir den Endlauf qualifiziert.

1. Wie viele verschiedene Moglichkeiten des Einlaufs gibt es? Oder anders gefragt: Auf wie
viele verschiedene Arten konnen die sechs Lauferinnen die Plitze 1 bis 6 belegen?

2. Wie viele verschiedene Méglichkeiten der Vergabe von Gold-, Silber- und Bronzemedaille

gibt es? Oder anders gefragt: Auf wie viele
verschiedene Arten kénnen die Plitzs 1 bis 3
durch drei der sechs Liuferinren belegt
werden?

. Wie viele verschiedene Moglichkeiten von
Medaillentrigern iiberhaupt gibt es? Oder
anders gefragt: Auf wie viele verschiedene
Arten konnen drei der sechs Liuferinnen ir-
gendeine Medaille erhalten, also ohne Be-
riicksichtigung von Gold, Silber oder
Bronze?

Mit solchen und dhnlichen Problemen unter-

schiedlicher Méoglichkeiten der Anordnung
und Auswahl beschiftigt sich die Kombinatorik.

Aus der Fiille der dabei auftretenden Fra-

gen werden wir in den Lerneinheiten 9 bis 11

hauptsichlich nur solche behandeln, die den
genannten drei Fragen nach gewissen Anzah-

len gleichartig sind. Dabei werden wir auch
das Beweisverfahren der vollstindigen Induk-
tion anwenden.

w
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9  Permutationen

Von gleicher Art wie Frage 1. sind die beiden folgenden:
Wie viele Anordnungsmoglichkeiten bestehen fiir die Buchstaben a, b, e, r?
Wie viele Moglichkeiten der Verteilung gibt es, wenn 8 Personen auf den 8 Sitzen eines
D-Zug-Abteils Platz nehmen?
Allgemein kann man alle drei Fragen dieser Art so formulieren:
Wie viele unterschiedliche Moglichkeiten der Anordnung gibt es fiir » Objekte (zum
Beispiel 6 Liuferinnen oder 4 Buchstaben oder 8 Reisende), wenn dabei jedes der Ob-
jekte genau einmal auftreten soll?
Durch die unterschiedliche Weise der Anordnung entstehen aus einer zunichst ungeordneten
Menge mehrere geordnete Mengen, die als voneinander verschieden anzusehen sind. Kennzeich-
nend fiir geordnete Mengen ist, dal}
— fiir ihre Elemente eine Beziehung ,, ... steht vor ...* erklirt ist,
— dadurch fiir je zwei verschiedene Elemente @ und b entweder ,,a vor b* oder ,,b vor a*
gilt und
— auBerdem gilt: Wenn a vor b und b vor ¢ steht, so steht auch a vor c.
Endliche geordnete Mengen haben auf diese Weise genau ein erstes und genau ein letztes Ele-
ment. Das uns bereits lange bekannte geordnete Paar ist ein Spezialfall geordneter Mengen;
bekanntlich gilt fiir a = b
[a; b] + [b; al, wohl aber {a;b} = {b;a}.

® 26 Stellen Sie aus der Menge der vier Buchstaben a, b, e, r simtliche verschiedenen geordneten
Mengen her! Schreiben Sie sie in der Reihenfolge nieder, in der sie auch in einem Worter-
buch stehen wiirden!

Die lexikographische Anordnung, die im Auftrag A 26 benutzt wurde, ist ein Mittel systemati-
schen und iibersichtlichen Arbeitens beim Finden und Angeben aller Anordnungen. Man nutzt
dabei eine bereits bestehende Reihenfolge der Elemente, zum Beispiel das Alphabet bei Buch-
staben und die Kleinerbeziehung bei Zahlen.

Jede Anordnung der n Elemente einer endlichen Menge nennt man eine Permutation') dicser
n Elemente.

Im Auftrag A 26 waren demnach alle Permutationen der Menge {a; b; e; r} zu bilden, und
,aber*,  rabe*, , baer* sind drei verschiedene der insgesamt 24 Permutationen.

Offensichtlich ist die Anzahl der Permutationen von n Elementen nicht davon abhingig, ob
es sich um Personen, Buchstaben, Ziffern oder andere Objekte handelt, sondern allein von der
Zahl n. Wenn wir jetzt danach suchen, wie die Anzahl der Permutationen von der Anzahl der
Elemente abhingt, brauchen wir deren besondere Beschaffenheit nicht zu beriicksichtigen.

Wir betrachten zunichst ein einfaches Beispiel, werden daraus eine GesetzmaBigkeit fiir die

). Stelle

3. Stelle

Bild A 18
1) permutare (lat.) — vertauschen
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Anzahl der Permutationen von » Elementen, bezeichnet mit ,,P,*, vermuten und dann diese
Vermutung beweisen.

W 25 Zu bestimmen ist P, also die Anzahl der Permutationen von drei Elementen; sie seien
mit a, b, ¢ bezeichnet.
Losung:
Fiir die Besetzung der ersten Stelle gibt es drei Moglichkeiten, nimlich a, b und c. In
jedem dieser Fille bleiben dann zwei Méglichkeiten fiir die zweite Stelle. Fiir die erste
und zweite Stelle gibt es demnach 2+ 3 = 6 Moglichkeiten. Die dritte (letzte) Stelle ist
dann jedesmal automatisch festgelegt (* Bild A 18 auf Seite 53).
Demnach existieren insgesamt sechs Permutationen: abc; acb; bac; bca; cab; cba;
P; = 6.
Fiigt man den drei Elementen a, b, c ein viertes Element d hinzu und fragt nach P, so kann
man folgendermaBen iiberlegen:
Zu jeder der 6 Permutationen aus drei Elementen kann d an vier verschiedenen Stellen hinzu-
gefiigt werden. So ergeben sich
aus abc acb bac bca cab cba
1 | D I ! 1
die Permutationen dabc dacb dbac dbca dcab dcba
adbc adcb bdac bdca cdab cdba
abdc acdb badc bcda cadb cbda
abcd acbd bacd bcad cabd cbad
Demnachist Py =4-P; =4-6 = 24,
® 27 a) Bestimmen Sie Ps, und erldutern Sie lhre Losung!
b) Beantworten Sie die Frage nach den Einlaufméglichkeiten fiir die sechs Lauferinnen
aus Frage 1. auf Seite 52!

Verall inert man die Ergebnisse P, = 4+ P; und Ps = 5 P,, so erhilt man die Formel
P, =n*P,y.
Will man sie zur Besti von P, b so muB P,_; bekannt sein. Es handelt sich also

um eine ,,Rekursionsformel*, wie wir sie von rekursiven Zuordnungsvorschriften fiir Folgen
kennen. Sie fiihrt uns jedoch leicht zu einer ,,expliziten* Formel fiir die Anzahl P, der Permu-
tationen von n Elementen. Dazu beachten wir, daB man ein Element nur auf eine einzige Weise
und zwei Elemente auf genau zwei verschiedene Weisen anordnen kann. So ergibt sich

P, =1 P, =1
P,=21 = 2 P,=1-2
P;=32 = 6 Py=1:2-3
Pi=4-6 = 24 Ps=1-2-3-4
Ps = 5-24 = 120 Ps=1-2-3-4-5

P,=1:2-3-..:(n=2)(n—-Dn
Da dieses Produkt der natiirlichen Zahlen von 1 bis # in der Kombinatorik hiufig auftritt, hat
man die abkiirzende Schreib- und Sprechweise ,,n!* (Lies ,,n — Fakultit*) eingefiihrt.
nl=p1-2:3-..-n=2):(n—1-n
Zusitzlich wird definiert:
1! =p,1 und 0! =p 1.
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Unsere Vermutung iiber die Anzahl P, der Permutationen von » Elementen nimmt damit die
folgende Form an.

4 | p=a j

Wir beweisen die Giiltigkeit dieser Formel durch vollstindige Induktion.
Voraussetzung: n€ N, n > 0; M sei eine Menge von n Elementen, P, die Anzahl der Permuta-
tionen dieser n Elemente.

Behauptung: P, = n!
Beweis:
1. Induktionsanfang :

1 Element hat nur eine Permutation; also gilt P, = 1.
GemiB Definition gilt aber auch 1! = 1. Alsoist P, = 11

2. Induktionsschritt :

Induktionsvoraussetzung :

Wir nehmen an, daB3 P, = k! fiir beliebiges, aber festes & gilt.
Induktionsbehauptung :

Dann gilt auch Pyyy = (K + 1)L

Induktionsbeweis:

Wir iiberlegen wie bei 4 Elementen (7 Seite 54):

k + 1 Elemente bedeutet 1. Element mehr als & Elemente. Dieses eine Element kann in jeder der
Permutationen von k Elementen vor jedes der k Elemente und an das Ende gesetzt werden, also
an k + 1 Stellen. Demzufolge ist

Pesy =P (k + 1)
=k!-(k+1) (nach Induktionsvoraussetzung)
=(k + 1)! (nach Erkldrung von n!)
Damit ist bewiesen, daB n Elemente genau n! Permutationen haben.
@ 22 Beantworten Sie die auf Seite 53 gestellte Frage nach der Anzahl der Platzverteilungen

fiir die 8 Reisenden! Wie dndern sich Problem und Antwort, wenn weniger als 8 Personen
im Abteil sind?

\ufgaben

1. Wie groB ist die Summe aller dreistelligen Zahlen, die man als Permutationen der Grund-
ziffern 2, 4, 6 schreiben kann?

)

Wie viele Permutationen lassen sich aus den Grundziffern 1, 2, 3, 4 bilden?
Denken Sie sich diese Permutationen gemidfl 1 < 2 < 3 < 4 lexikographisch geordnet!
Wie viele davon stehen dann

a) vor 2134; 1) zwischen 2134 und 3214; ¢) nach 32147
3 Wie viele Permutationen der Elemente u, v, w, X, y, z beginnen
a) mit w; b) mit xy; ¢) mit vzxu?
4. Errechnen Sie die folgenden Terme fiir # = 4 auf moglichst bequeme Weise!
1 ! 1
a) 2n! b) 2n)! et % = 4

€) ——— f)
n (n+1)! n! +1



56 A Kombinatorik

5. Formen Sie die folgenden Terme um, indem Sie Briiche beseitigen!
) 2+ ! by (2 + D! (n = 3)! a (n+ D! o _n!
n! n+1 (n —2)! (n—1)! n-—1
6. Losen Sie die folgenden Gleichungen!
a) x! == b) x! — 120 =0 x(x — 1)! = x! @ x! = 3x!
% b ‘ =S
. 7 Personen wollen von Tag zu Tag ihre Sitzordnung auf 7 Stiihlen andern, beginnend

mit dem 1. 1. 1980. An welchem Tage muB sich spitestens eine bereits vorher dagewesene
Sitzordnung wiederholen? Dabei sollen zwei Sitzordnungen A4 und B als verschieden gel-
ten, wenn bei 4 mindestens eine Person auf einem anderen Platz sitzt als bei B.

10 Variationen und Kombinationen

Den Fragen 2. und 3. auf Seite 52 ist gemeinsam, daB nach einer Anzahl von Teilmengen ge-
fragt wird, und zwar nach denjenigen, die genau 3 von den 6 Liuferinnen enthalten. Die
beiden Fragen unterscheiden sich aber auch wesentlich voneinander:

In Frage 2. handelt es sich um geordnete In Frage 3. ist die Anordnung der Elemente
Teilmengen. ohne Bedeutung.

Von gleicher Art ist die Frage: Von gleicher Art ist die Frage:

,»Wie viele geordnete Paare kann man aus »Auf wie viele Arten lassen sich in der
den 26 Buchstaben des Alphabets bilden? Figur ::: 4 der 6 Punkte kennzeichnen?

In jedem dieser Fille liegt eine Menge M mit n Elementen vor, und es soll die Anzahl derjenigen
Teilmengen (geordnet oder nicht geordnet) ermittelt werden, die genau k verschiedene Elemente
haben. Man bezeichnet jede derartige

geordnete Teilmenge als eine Teilmenge als eine

Variation Kombination

von n Elementen zur k-ten Klasse, von n Elementen zur k-ten Klasse,
die Anzahl mit V. die Anzahl mit Ck.

In den vier Beispielen werden also die Anzahlen
Vé- Vgs Cg’ Cg
gesucht. Da beispielsweise ABC und ACB (die 6 Liuferinnen seien mit A, B, C, D, E, F bezeich-

net) zwei verschiedene Variationen, aber ein und dieselbe Kombination von 6 Elementen zur
3. Klasse sind, gilt gewi3

€ <€V,
Wir iiberlegen zunichst, wie die Anzahl VX von nund k abhingt, beginnend mit einem Beispiel.
26 ZuM = {a, b,c,d,e}sind V), VZ, ..., V3 zu ermitteln.

Losung:

Die Variationen zur 1. Klasse sind die 5 Elemente selbst:

Vi =35

Die Variationen zur 2. Klasse kann man, die lexikographische Anordnung beachtend,

hinschreiben und abzihlen:
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ab, ac, ad, ae, ba, bc, ..., eb, ec, ed,

also insgesamt 20 Variationen.

Allgemein kann man dieses Vorgehen so beschreiben :

Aus jedem der 5 Elemente, das heiBt aus jeder Variation von 5 Elementen zur 1. Klasse,

entstehen 4 Variationen zur 2. Klasse dadurch, daB man jeweils eines der verbleibenden

4 Elemente anfiigt. Also ist

VZ=5-4=20.

Genauso kann man auch bei V3 iiberlegen: Aus jeder der 20 Variationen zur 2. Klasse

entstehen 3 Variationen zur 3. Klasse, indem man eines der jeweils verbleibenden 3 Ele-

mente anfiigt. Auf diese Weise entsteht tatsichlich jede Variation zur 3. Klasse genau ein-

mal, beispielsweise cae nur durch Anfiigen von e an ca. Es ist also

Vi=5-4-3=60.

Auf die gleiche Weise entstehen aus jeder dieser 5 4 - 3 Variationen 2 Variationen zur

4. Klasse:

Vi=5:4-3-2=120.

SchlieBlich sind die Variationen von 5 Elementen zur 5. Klasse gerade die Permutationen

dieser 5 Elemente:

Vi=51=5-4:3.2-1=120.
Wir versuchen nun, die fiinf Zahlen V¥ (1 < k < 5) in Abhingigkeit von & darzustellen, und
vermerken zunichst: Wie bei den Permutationen handelt es sich um Produkte aufeinander-
folgender natiirlicher Zahlen, jedoch von 5 abwirts. An 5! = 5-4-3-2-1 fehlt jeweils ein
Anfangsstiick, das um so kiirzer ist, je groBer k ist. Dieses Stiick ist gerade (5 — k)!. Durch
Erweitern kann man also zu einem Term kommen, der sich mittels 5! und (5 — k)! ausdriicken
1aBt.

Vi=$§ =%=%

VZ=5-4 =%=ﬁ ‘Allgemein:

Vies-4.3 =:_§=Ti!3)7 v';=753!—k)! (1=kss)
Vi=5-4-3-2 =%=ﬁ

Vi=5-4-3-2-1 =%=~%

Daraus 148t sich die folgende allgemeine Formel vermuten.

n!

Ve =

@ 2Y Beantworten Sie mit Hilfe der Formel A 5 die Frage nach der Medaillenplazierung fiir
sechs Lauferinnen! Ermitteln Sie auch V4!

Die achst als Ver auf Formel A 5 soll nun durch vollslﬁﬁdige Induktion
bewiesen werden, und zwar durch ,,Induktion iiber k**. Das heiBt, » wird beim Beweis als fest
angenommen.
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Voraussetzung: ne Nyn > 0, ke N,0 <k =n
V¥ sei die Anzahl der Variationen von n Elementen zur k-ten Klasse.

n!

Behauptung: V¥ = ————
chauptung: Vi, = ———0

Beweis:
1. Induktionsanfang:
V1 ist die Anzahl der Elemente selbst, also n. Dies ergibt sich aber auch nach der Formel
n! n-(n—1)"
= = =
(n — 1! (n — 1!
2. Induktionsschritt :

1

n! n!
n—k=1)! n—k+D!
n!
_(n — k)!

Induktionsvoraussetzung: V=" =

Induktionsbehauptung : V=

Induktionsbeweis:

Wir kénnen wie im Beispiel A 26 iiberlegen:

Es gibt VX! Variationen mit k — | Elementen. Jede davon 148t (» — k + 1) Elemente un-
beriicksichtigt. Zu den Variationen mit & Elementen kommt man, wenn man jeder Variation mit
k — 1 Elementen jedes der unberiicksichtigt gebliebenen (n — k + 1) Elemente anfiigt.  Es
gilt also:

VE=VElin—k +1)
!
= ﬁ]—)' (n=k+1) (nach Indukationsvoraussetzung)
n—k+1
= '(—”(A")'(—;k—-:-l_) (Zerlegen des Nenners gemil3
n—k)l(n—
g . (n - k+ 1)
__n =123 -n—k-(n—k+1)
— k)
(n = k! =m—-k'@n-k+1)
@ 0 Wie viele Worter aus drei, vier, fiinf Buchstaben des Wortes SALBE kann man bilden?

Dabei soll sich in keinem Wort ein Buchstabe wiederholen; aulerdem soll jede Buchsta-
benzusammenstellung als Wort gelten, auch wenn sie in unserer Sprache nicht als Wort
existiert.

Die Anzahlen C der Kombinationen von » Elementen zur k-ten Klasse sind nun leicht zu er-

mitteln.

Bei dem Liufer-Beispiel mufB man alle Variationen als gleich ansehen, die sich nur in der Reihen-

folge der 3 Medaillentrager unterscheiden. Fiir je 3 Lauferinnen sind das gerade die Permutatio-

nen, 3! ist also ihre Anzahl. Um C} zu finden, muB man also V} durch 3! dividieren. Das

ergibt C3 = 20.

Allgemein kann man sagen:

Alle Variationen von n Elementen zur k-ten Klasse, die in ihren Elementen iibereinstimmen,
. unterscheiden sich nur in der Anordnung dieser & Elemente. Als Kombinationen sind sie dem-

nach als gleich anzusehen. Demzufolge muB VX durch die Anzahl der Anordnungen von k

Elementen, das heif3t durch die Anzahl k! der Permutationen von k Elementen dividiert werden.
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Also gilt:
n!
ISR ot W
>6 G- a=nm

@ 31 Wie viele verschiedene Moglichkeiten gibt es, in der Figur :: : vier Punkte anzukreuzen?
Uberpriifen Sie die errechnete Anzahl durch Aufzeichnen aller Maglichkeiten!

Fiir das numerische Rechnen ist es zweckmiBig, den Term fiir C¥ umzuformen:

ck=—_" _a-D (=2 ..-(n=(k—1)(n—k)!
" =Rk n— K k! .
Ae(p=1)e...o (n—= (k= 1))
>7 | k= =

Dieser Term fiir C¥ in der Formel A 7 ist zwar schwerer zu merken als der zuerst angegebene,
beim Einsetzen von Zahlen fiir » und k, zum Beispiel
9:-8:-7-6
-,

zeigt sich jedoch: Zihler und Nenner haben die gleiche Anzahl von Faktoren, im Nenner von
1 bis k aufwirts, im Zéhler k¥ Faktoren von n abwiirts.
® 32 Ermitteln Sie C fiir 1 =n <4und1 =k s n!
Die Anzahlen C¥ werden auch Binomialkoeffizi

zu erkliren:

Die bekannte binomische Formel (a + b)? = a* + 2ab + b? ist ein Spezialfall der Umformung
der Potenzen (a + b)" zu Summen mit moglichst wenigen Summanden. Fiir 0 < n £ 5 fiihrt
das auf

Dieser Name ist folgendermaBen

(a + b)° = 1

(a+ bt = la + 16

(a + b)? = 1a®> + 2ab + 1b*

(a + b)® = 1a* + 3a*b + 3ab* + 16°

(@ + B)* = 1a* + 4a®b + 6a*b* + 4ab® + 1b*

(a + b)° = 1a° + 5a*b + 10a>b* + 10a*b® + Sab* + 1b°
usw.

Ein Vergleich mit den Ergebnissen von Auftrag A 32 zeigt, daBl zum Beispiel C? = 6 der Koef-
fizient des dritten Summanden in der Summe von (a + b)* ist. Daher ist es auch zweckmiBig,

C0=1 und C%=1

festzusetzen. Allgemein gilt, daB C¥ der Koeffizient des (k + 1)-ten St den in der S
von (a + b)" ist.

® 33 Bestitigen Sie diese Aussage, indem Sie C2 und C# nach der Formel A 7 errechnen!
Fiir die Binomialkoeffizienten wird auch noch die Symbolik

(:) (Lies: ,;n iiber k)
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verwandt. Es gilt also

c* =(n) n! _ nn —1)..(n —(k—l))_
% k

T =Rk k!
Aus den Summendarstellungen von (@ + b)" kann man zwei GesetzmaBigkeiten fiir die Bino-
mialkoeffizienten entnehmen:
(1) Offensichtlich liegt in den einzelnen Summen eine gewisse Symmetrie vor.
(2) Die Koeffizienten in einer Summe ergeben sich durch Addition benachbarter Koef-
fizienten in der vorangehenden Summe.
Allgemein lassen sich also folgende Formeln vermuten.

g | @ ct=cr* @) Ct 4 CHI =iCEst
(=) @+ld)=GH)

Wir wollen (2) in den Formeln A 8 durch einfache Umformungen beweisen.

Voraussetzung: ne N, ke N,0 = k <n

. (n no\ _(n+1
Behuuptung : (/() + (k i l) = (k x l)

Bewelis:
HEAE B n! nach Formel A 6)
k) T\ 1) TRk =k + D)k + D! (aghtRorme
_ n! 2. n! (Zerlegen zum Erken-
T (n—k)y(n—k —1)!k! " (n—k — 1)! (k + 1) k! nen gemeinsamer
Faktoren)
_ al(k + 1) + nlin — k) (Erweitern und
(n—ky(n—k - kl(k +1) Addieren)
_nltk+1+n=k (Ausklammern im Zihler, Zusammenfassen
T T =)k + 1) im Nenner)
_ nl(n + 1) (Umformen in Zéhler und Nenner, orientiert am
- 1
(n+1—k— D!k + D! Ziel, den Quotienten fiir (Z : ]) herzustellen)

_ (n +1)!
(n+1—=(k+ D)k + D!

Zeigen Sie, daB die Giiltigkeit von (1) in Formel A 8 fiir alle natiirlichen » und & mit
k < n unmittelbar aus Formel A 6 folgt!i

# 27 Betrachtet werden die Kombinationen der 8 Elemente A, B, C, E, F, G, I, K zur
3. Klasse. Zu berechnen ist
4) die Anzahl n, aller dieser Kombinationen;
) die Anzahl n, derjenigen unter diesen Kombinationen, die keinen Vokal enthalten;
¢) die Anzahl n, derjenigen unter diesen Kombinationen, die den Buchstaben E enthalten.
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Losung:
Zu a): Die gesuchte Anzahl n, ist gemiB Formel A 7
8 8:7-6
=C= = =56
merily (3) Tigea -

Zu b): Sollen die drei Vokale A, E, I nicht vorkommen, so stehen an Stelle von 8 Elemen-
ten nur 8 — 3 = 5 Elemente fiir die Kombinationen zur Verfiigung. Die gesuchte An-
zahl ist also

5 5 5-4
n=()=() =15 -1
Zur Vereinfachung wurde dabei (:) = (n " k) benutzt.

8
Zu c): Diese Anzahl erhalten wir, indem wir von den (3) Kombinationen, die iiberhaupt
existieren, alle die weglassen, die kein E enthalten. Das sind — nach der gleichen Uber-

7
legung wie bei b) — (3) Kombinationen. Die gesuchte Anzahl ist also

o ()-0)-()-FE -

Diese Rechnung wurde durch Formel A 8, Teil (2), vereinfacht.

7 7 8
Denn aus (2> + <3) = (3) folgt durch Umformung:

8 7 i
Q-O:@~
Ergebnis:
Unter den 56 Kombinationen der 8 Elemente A, B,C,E, F, G, I, K zur 3. Klasse befin-

den sich 10 Kombinationen, die keinen Vokal enthalten, und 21 Kombinationen, in
denen der Buchstabe E vorkommt.

Welche der Variationen zur 3. Klasse aus den Buchstaben d, e, i, n ergeben ein in unserer
Umgangssprache vorhandenes Wort? An welcher Stelle stehen sie bei lexikographischer
Anordnung aller Variationen zur 3. Klasse?

Berechnen Sie
SA%H Vios Vs @V !
Schreiben Sie als moglichst einfache Terme:

Vi ) Vel ) Vi3 d) Vi !
Berechnen Sie die Anzahl der Kombinationen

von 9 Elementen zur 3. Klasse; von 7 Elementen zur 4. Klasse;
) von 12 Elementen zur 8. Klasse!

Wie viele Kombinationen der Elemente a, b, ¢, d, e f, g zur 5. Klasse gibt es? Welche
davon steht bei lexikographischer Anordnung an 5., 10, 15., 20. Stelle?
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Berechnen Sie folgende Binomialkoeffizienten!

y 7 (10 (30 (8) (12 ) (13

! (2) = 3) |) s IO) ‘ o)

Berechnen Sie moglichst vorteilhaft die folgenden Summen bzw. Differenzen von Bi-
nomialkoeffizienten!

: 9 9 (16 43 (16 (15) " (14 12 (]l)

g b) ¢) d) =

' (3) + (4) 14) 13) 12 12) (s) 8

2) Wie viele Wiirfe, bei denen die einzelnen Wiirfel unterschiedliche Augenzahlen

zeigen, sind bei zwei Wiirfeln moglich?
1) Wie viele Wiirfe sind iiberhaupt beim Werfen mit zwei Wiirfeln moglich?

Beim ,, Tele-Lotto 5 aus 35 sind 5 Zahlen von insgesamt 35 auszuwihlen. Ermitteln Sie,
wie viele verschiedene Tips jeweils abgegeben werden miissen, um mit Sicherheit im ersten
Rang (fiinf richtige Zahlen), im zweiten Rang (vier richtige Zahlen) oder im dritten Rang
(drei richtige Zahlen) zu gewinnen!

Einfache Anwendungen zur Kombinatorik

Am Stundenplanbrett einer Schule mit insgesamt 32 Lehrkriften soll jede Lehrkraft
durch ein Plittchen gekennzeichnet werden, das entweder einfarbig oder zweigeteilt und
zweifarbig oder dreigeteilt und dreifarbig ist.

Kommt man mit fiinf verschiedenen Farben aus?

Losung:

(0) Wir iiberlegen einzeln die Anzahlen z, fiir einfarbige, z, fiir zweifarbige und z; fiir
dreifarbige Plittchen. Fiir die gesuchte Gesamtanzahl z = z, + z, + z; mul} gelten:

zz 32

(1) Bei 5 verschiedenen Farben gibt es 5 einfarbige Pldattchen:

z; = 5.

(2) Die Anzahl der moglichen zweifarbigen Plittchen hingt davon ab, ob man die Reihen-
folge der Farben mit beriicksichtigt oder nicht. Unterscheidet man beispielsweise nicht

zwischen ,,rot-blau** und ,,blau-rot*, so handelt es sich um Kombinationen von 5 Elemen-
ten zur 2. Klasse. Thre Anzahl ist also

5\ 5-4
= G 2 e )
f2c= (z) 1-2

Bei Beriicksichtigung der Reihenfolge hingegen liegen Variationen von 5 Elementen zur
2. Klasse vor. Also ist die gesuchte Anzahl

2y =V:=5-4=20.
(3) Entsprechend ergibt sich fiir die Anzahl der moglichen dreifarbigen Plittchen
ohne Beachtung der Reihenfolge mit Beachtung der Reihenfolge

5
z,c=cg=<§)=(2)=1o. zyw = VE=5-4-3 = 60.
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® 36

(4)Insgesamt erhdlt man als Anzah! méglicher Plittchen bei Verwendung von fiinf
Farben

ohne Beachtung der Reihenfolge mit Beachtung der Reihenfolge
ze =5+10+ 10 = 25. zZv =5+ 20 + 60 = 85. '
Ergebnis:

5 verschiedene Farben reichen nur aus, wenn man zumindest bei den zweifarbigen
Plittchen die Reihenfolge der Farben beriicksichtigt. (In diesem Falle sind maximal
35 verschiedene Plittchen méglich. Beriicksichtigt man auch bei den dreifarbigen Platt-
chen die Reihenfolge, so gibt es sogar 85 verschiedene Maoglichkeiten.)

a) Begriinden Sie, daBl man im Beispiel A 28 mit 6 verschiedenen Farben (unter sonst
gleichen Bedingungen) auskommt, ohne die Reihenfolge zu beriicksichtigen !

b) Reichen 5 Farben auch, falls man zwar die Reihenfolge nicht beriicksichtigt, jedoch
auch dreigeteilte Plittchen mit lediglich zwei Farben zuliBt, also etwa mit ,,blau-rot-
blau* (aber nicht ,,blau-blau-rot* ode; »rot-blau-blau*) gewisse Wiederholungen von
Farben gestattet?

Essind 9 Punkte einer Ebene gegeben, von denen niemals 3 auf ein und derselben Geraden
liegen. Wie viele Geraden gibt es, die 2 der 9 Punkte enthalten?

Lésung:

Zwei Punkte A und B legen eine Gerade eindeutig fest. Da die Reihenfolge keine Rolle

spielt (AB = BA), handelt es sich um die Frage nach der Anzahl der Kombinationen von
9 Elementen zur 2. Klasse. Mithin ist die gesuchte Anzahl

9 9-8
2 _ z _=9.4 =
Cg—(z)- T 9-4 =36.
Ergebnis:

Durch 9 Punkte einer Ebene gibt es 36 Geraden, falls niemals 3 dieser Punkte auf ein und
derselben Geraden liegen.

Uberlegen Sie, wie sich die in Beispiel A 29 ermittelte Anzahl reduziert, wenn von
den 9 Punkten genau 3 Punkte auf ein und derselben Geraden liegen!

Beim Arbeiten mit Permutationen haben wir in Lerneinheit 9 vorausgesetzt, daB3 es sich durch-
weg um voneinander verschiedene Elemente handelt, die permutiert werden. Auch bei Varia-
tionen und Kombinationen haben wir nur den Fall betrachtet, daB kein Element mehrfach
auftritt. Wir kennen also nur Formeln fiir Variationen und Kombinationen ,»;ohne Wiederho-

lung**

- Das allgemein bei kombinatorischen Uberlegungen zweckmiBige Vorgehen, sich syste-

matisch eine Ubersicht iiber alle moglichen Fille zu verschaffen, fiihrt allerdings auch dann zum
Ziel, wenn gewisse Wiederholungen auftreten.

m 30

Im Zugmeldeverkehr der Deutschen Reichsbahn, im Schiffs- und Amateurfunk erfolgt
die Nachrichteniibermittiung mit Hilfe von Morsezeichen. Die von MoRse!) benutzten
Zeichen setzen sich aus Punkten und Strichen die kurzen beziel i
langen Stromimpulsen entsprechen.

Wie viele verschiedene Buchstaben lassen sich als Folgen von jeweils hochstens vier
Impulsen darstellen?

') SAMUEL MoRsE (1791 bis 1872), nordamerikanischer Maler und Direktor der Akademie der bildenden
Kiinste, erfand 1837 den ,,Morse-Apparat*‘,
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Losung:

(0) Wir ermitteln einzeln die Anzahlen z, bis z, der moglichen, entweder aus einem
Impuls cder aus zwei oder drei oder vier Impulsen entstehenden Zeichen. Die gesuchte
Gesamtanzahl ergibt sich dann als Summe

z=2z +2z; +23 + 24.

(1) Fiir einen Impuls gibt es zwei Moglichkeiten: Entweder kurz oder lang, das heil3t in
Zeichen entweder Punkt oder Strich. Demnach ist

2y =2,

(2) Wenn man diesem Punkt oder Strich erneut einen Punkt oder Strich hinzufiigt, ent-
stehen die Zeichen fiir jeweils zwei Impulse. Also ist

2, =2+2=2-2=4,

(3) Die Anzahl z, der moglichen Zeichen fiir drei Impulse erhalten wir, wenn wir den
4 Zeichen fiir zwei Impulse jeweils wieder einen Punkt oder Strich anfiigen:

Z3=2,°2=4-2=8.

(4) Analog ergibt sich

2o =23°2=8-2=16.

(5) Insgesamt erhalten wir

r=z 42tz +2ze=2+4+8+16=30.

Ergebnis:

30 verschiedene Buchstaben (also mehr, als das ,,normale** Alphabet enthilt) lassen sich
als Folgen von jeweils hochstens 4 Impulsen darstellen.

Aus einer Produktionsserie wird bei der Qualititskontrolle eine bestimmte Anzahl von
Erzeugnissen ausgewéhlt und untersucht. Das Ergebnis der Untersuchung dieser einzelnen
Stiicke gibt AufschluB iiber die Qualitit der gesamten Serie.

Wie viele verschiedene Stichprobenméglichkeiten gibt es bei einer Produktionsserie von
100 Stiick, wenn bei der Stichprobe 5 Einzelstiicke (10 Einzelstiicke) untersucht werden
sollen?

Bei der Blindenschrift nach BRAILLE!) besteht die Grundform aus sechs zu einem
Rechteck angeordneten Punkten. Jeder Buchstabe wird durch 1 bis 6 Punkte gebildet,
von denen jeder an eine Stelle dieses Schemas gesetzt wird (eingedriickt oder erhaben
hervortretend) (Bild A 19).

Wie viele verschiedene Zeichen lassen sich auf diese Weise bilden? Erldutern Sie an Bei-
spielen, welche unterschiedlichen Moglichkeiten man im Interesse besserer Unterscheid-
barkeit beim Abtasten wohl nicht benutzen wird! Bild A 19

1) Lours BrAILLE (1809 bis 1852), blinder franzosischer Blindenlehrer, erfand 1829 die nach ihm benannte
Blindenschrift.
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3 Auf wie viele verschiedene Arten kann man ein ebenes konvexes Sechseck durch Diago-
nalen, die einander nicht schneiden, in Dreiecke zerlegen?

4 In wie vielen Punkten hichstens kénnen 5 (8; #) Geraden einander schneiden?

2) Wie viele Anschliisse sind in einem Fernsprechnetz mit fiinfstelligen Rufnummern
moglich, wenn man die mit 0 und | beginnenden Rufnummern fiir Sonderanschliisse
reserviert und hier nicht beriicksichtigt?

b) Wie viele Verbindungen lassen sich dann in diesem Netz herstellen (ohne Beriicksichti-
gung der Sonderanschliisse)?

6. Die polizeilichen Kennzeichen fiir Kraftfahrzeuge enthalten in jedem Bezirk der DDR
auBer einem diesem Bezirk zugewiesenen Kennbuchstaben entweder einen weiteren Buch-
staben und eine Vierergruppe der Ziffern 0 bis 9 oder zwei weitere Buchstaben und eine
Dreiergruppe solcher Ziffern.

Wie viele verschiedene Kennzeichen kdnnen in jedem dieser Fille zu einem einzigen
Kennbuchstaben vergeben werden?

] Beim ,,Sportfest-Toto 6 aus 49* sind von 49 Zahlen (Sportarten) 6 beliebige Zahlen an-
zukreuzen.

2) Auf wie viele verschiedene Weisen kann man einen solchen Tipzettel ausfiillen, das
heiBt, wie viele Tips muB man abgeben, um mit Sicherheit einen ,,Sechser** darunter
zu haben?

b)* Wie viele Tips geniigen, um mit Sicherheit einen ,, Fiinfer mit Zusatzzahl* zu haben?

Zusammenfassung

Abkiirzungen zur Formulierung wichtiger Ergebnisse der Kombinatorik :
,»n-Fakultiats (ne N)

l-2‘3-...-(n~|)71 ol=1!=1

Binomialkoeffizient ,,n iiber A O=k=sn
(n X n! el = WY wisn =k + D)
k)_k!(n—k)!_ [-2-3-L.-%

Beziehungen zwischen Binomialkoeffizienten:

n_(u X n+(n)_(n+l
k)_n~k)' (A) k+l_.k+1)
In der Kombinatorik beschiftigt man sich unter anderen mit folgenden Fragen:
(1) Gegeben sei eine Menge mit n verschiedenen Elementen.
Wie viele unterschiedliche Anordnungsméglichkeiten gibt es fiir diese # Elemente?
Oder:
Wie viele verschiedene geordnete Mengen lassen sich aus 7 Objekten bilden?
Jede derartige Anordnung heift Permutation von n Elementen.
Fiir die Anzahl P, dieser Permutationen gilt

5 [0011 56)
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2

3)

Gegeben sei eine Menge von n verschiedenen Elementen.

Wie viele verschiedene geordnete Teilmengen mit k& Elementen (1 = k < n)lassen sich
aus den n Elementen bilden?

Jede derartige geordnete Teilmenge heiB3t Variation von n Elementen zur k-ten Klasse.
Fiir die Anzahl V¥ dieser Variationen gilt

n!
k = —
Va (n — k)!

Gegeben sei eine Menge von n verschiedenen Elementen.

Wie viele unterschiedliche Teilmengen mit k& Elementen (1 £ k = n) lassen sich aus
den n Elementen bilden? .

(Bei diesen Teilmengen bleibt also die Anordnung der Elemente — im Gegensatz zu
den Variationen — unberiicksichtigt.)

Jede derartige Teilmenge heiBt Kombination von n El
Fiir die Anzahl C¥ dieser Kombinationen gilt

K n! _("
s = k'(n—k)! (k)

ten zur k-ten Klasse.

Ubungen und Anwendungen

1

= 31 Gegeben sei die Folge (a,) mit @y = ————————+ (n=1).

(n+2)(n+3)
Diese Folge und ihre Partialsummenfolge (s,) mit s, = i a sind auf Monotonie zu unter-
suchen. AuBerdem ist eine explizite Zuordnungsvorschj'ilft fiir die Folge (s,) gesucht.
Losung:
Zur besseren Vorstellung wird zunéchst ein Anfangsstiick der Folge (a,) gebildet.

n |1 2 3 4 5 6 7 8

. 1 1 1 [ 1 1
" 12 |20 |30 |42 [56 | 72 |9 | 110

Die Folge (a,) fillt streng monoton, denn fiir alle n gilt
1 1

=(n+2)(n+3)>(”+3)("+4)=a,,+, wegen n + 2 <n + 4.

an
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Da alle Glieder a, positiv sind, ist die Partialsummenfolge (s,) streng monoton wachsend,

Ein Anfangsstiick dieser Folge lautet:

5p =

1
§E)
) 1 18 2
S I T i T
2 1 5 _ L
"t YR TH T3
1 1 8 4
I T e TY
4 1 35 5
S§ = — 4+ — =— = ___

2] 56 168 24

Aus s, bis s5 148t sich vermuten, daB s, als Bruch mit dem Zihler » dargestellt werden

1 3 s
kann; auch s, = 5= T Tiigt sich dem ein.

Die bisherigen Nenner sind Vielfache von 3
12=13-4; 1S5=3-5; 18 =3-6; 2l =3-7; 24 =38
Die jeweils zweiten Faktoren sind um 3 groler als n.
Es ergibt sich also die Vermutung
n
Sp = ————.
3(n + 3)
Der Beweis erfolgt durch vollstandige Induktion.
Voraussetzung: n ist eine natiirliche Zahl mitn > 0.
L 1 n

Bel B = _
M. - W= 3 3n 13

Beweis:
1. Induktionsanfang: Ist erfiillt (siche oben)
2. Induktionsschritt :

Induktionsvoraussetzung : 5

Fiir beliebiges fest It ¥ ! ~

ur beliebiges festes n gelte s, = - .
g £ P ST Ty T T

Induktionsbehauptung :

ne I nt 1
Dann gilt auch s,,, = = )
i Gl o = 3 30 £ 4)

Induktionsbeweis:
1

i (n+3)(n+4)
n 1
- 3(n + 3) & (n+3)(n+4)
nn +4) +3
= 3(n + 3)(n+4)

Suer = Sy
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_ n* +4n +3 Diese Umformungen werden durch Ver-
Sny1 = 3+ )+ 4 gleich mit der Induktionsbehauptung
(n+ D@ +3) n‘ahegeleg_t: Der vorhanden‘e Zahler muB3
=3 3 7 sich zu einem Produkt mit (n + 1) als
(n +3)(n +4) Faktor umformen lassen.
n+1
By =
T 3+ 4)
Damit ist die Induktionsbehauptung und somit — wegen des Induktionsanfangs — die
Giiltigkeit der Formel fiir alle natiirlichen bewiesen.
Ergebnis:
Die Folge (ay,) ist streng monoton fallend und ihre Partialsummenfolge
n
) mit s, = ———— streng monoton wachsend.
Gt &= gy e
@ 12 Das Bild A 20 zeigt eine Rotationskapselpumpe im Schnitt. An den Saugstutzen S wird

der Rezipient mit einem Volumen von 3000 cm? angeschlossen. Durch den exzentrischen

Vollzylinder Z konnen je Drehung 200 cm? Luft zum Druckstutzen D befordert werden.

2) Wie groB ist der Druck im Rezipienten nach 5 und nach 10 Umdrehungen, wenn der
urspriingliche Druck 1000 mbar betragt?

b) Wieviel Minuten muB die Pumpe bei 50 Umdrehungen je Minute laufen, um einen
Druck von 10~ mbar zu erreichen?

Losungsiiberlegung :
Nach dem Gesetz von BOYLE-MARIOTTE!) ist (unter der Annahme konstanter Tem-

peratur) das Produkt von Druck p und zugehorigem Volumen ¥ konstant.
Demnach gilt fiir den Anfangsdruck po und den Druck p, nach der ersten Umdrehung

p1 - 3200 = po - 3000 BildA20 S D
s N7 /
Pr = Po-’ T6
und allgemein
e S 15
k+1 = Pk R
Demzufolge ergibt sich eine geometrische Folge (pi)-
Gegeben: po = 1000 mbar Gesucht: a) ps; pio
q= :_Z b)r = —5% min mit p, = 10~¢ mbar
Losung:

a) Aus p, = po * ¢" ergibt sich durch Einsetzen

1543 15\t
ps = l000<(]—6> mbar Pio = IOOO(K) mbar

ps = 724 mbar Pio = 525 mbar

1) RoBert BovLe (1627 bis 1691), englischer Physiker und Chemiker, entdeckte dieses Gesetz, das EpmE

MaRIOTTE (um 1620 bis 1684), franzd Physiker,

ks

von BovLe fand, exakt formulierte
#

und anwandte.



_Ubungen und Anwendungen A e

b) Aus p, = 1000 (-]—> mbar = 10-% mbar ergibt sich durch Umformen

TS ST
"6 —1gis

1
= %min X 6,4 min

Ergebnis:
Nach 5 Umdrehungen betrigt der Druck 724 mbar, nach 10 Umdrehungen 525 mbar,

und die Pumpe muB 6,4 min laufen, damit im Rezipienten ein Druck von 10~¢ mbar
herrscht.

Fiir die Fertigung eines Werkstiicks sind unter anderen (an der gleichen Maschine)
folgende Arbeitsgéinge auszufiihren:

(1) Bohren, & 6 mm;

(2) Senken;

(3) Bohren, (J 2,4 mm (fiir Gewinde 3 mm);

(4) Gewindeschneiden M 3;

(5) Friasen.

Wie viele verschiedene Reihenfolgen dieser Arbeitsginge sind bei der Entwicklung der
Technologie in Betracht zu ziehen, wenn als Einschrankung nur zu beachten ist, daf 2)
erst nach (1) und (4) erst nach (3) erfolgen kann (allerdings nicht unmittelbar danach
erfolgen muB3)?

Losung:

Es sind die 5 Arbeitsgénge (1) bis (5) auszufiihren. Wiren die einschrinkenden Bedin-
gungen nicht vorhanden, so ginge es demnach um die Anzahl der Permutationen von
5 Elementen. Einfach, aber recht zeitaufwendig kann man diese Aufgabe 16sen, indem
man diese Ps = 5! = 120 Permutationen zunichst aufschreibt (zweckmaBigerweise in
lexikographischer Reihenfolge) und dann alle diejenigen streicht, bei denen (2) vor (1)
oder (4) vor (3) steht.

Es geht aber auch schneller:

Da die Arbeitsginge (1) und (2) als Elemente der Permutationen gleichberechtigt sind,
gibt es unter den 120 Permutationen ebenso viele, bei denen (1) vor (2) steht, wie solche,
bei denen (2) vor (1) steht. So bleiben bei Beriicksichtigung der ersten Einschrinkung nur
60 Permutationen iibrig. Unter diesen gibt es wieder ebenso viele, bei denen (3) vor (4)
steht, wie solche, bei denen (4) vor (3) steht. Es gibt also nur 30 Permutationen, die beiden
einschrinkenden Bedingungen geniigen.

Ergebnis:

30 Reihenfolgen der Arbeitsginge (1) bis (5) sind bei der Entwicklung der Technologie
in Betracht zu ziehen.
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Aufgaben

1,

) nZ 2" 4n
Betrachtet werden die Folgen (a,) = <—”—'), (ba) = (—) (ca) = (—)

4) Berechnen Sie die ersten sechs Glieder dieser Folgen, und stellen Sie sie in ein und
demselben Koordinatensystem dar! (Wihlen Sie einen geeigneten MaBstab!)

b) Machen Sie Aussagen iiber die Monotonie dieser Folgen, und beweisen Sie diese Aus-
sagen!

. 10 100"
Wie steht es mit der Monotonie der Folgen (—’) und( ) ?
n

n!

n"
Betrachten Sie auch (F) !

Untersuchen Sie, fiir welche natiirlichen » die folgenden Ungleichungen gelten, und be-
weisen Sie Ihre Aussagen!

)(2")22" b) "!<(n+1)"
n 2

In einer Ebene mogen n Geraden so verlaufen, daB keine Gerade zu einer anderen
parallel ist und es keinen Punkt der Ebene gibt, durch den mehr als zwei der Geraden
gehen.

Es ist zu untersuchen, in wie viele Teile die Ebene durch diese Geraden zerlegt wird.

) Veranschaulichen Sie sich den Fall n = 3 durch eine Skizze!

b) Nehmen Sie eine vierte Gerade hinzu, und erliutern Sie, warum die Hinzunahme einer
(k + 1)-ten Geraden zu k bereits vorhandenen die Anzahl der Ebenenteile um k + 1
erhoht!

©) Ermitteln Sie eine Formel fiir die Anzahl der Ebenenteile bei # Geraden, und beweisen
Sie diese durch vollstidndige Induktion!

Ein Walmdach (zwei Teilflichen sind gleichschenklige Dreiecke, zwei Teilflichen sind
gleichschenklige Trapeze) soll mit Ziegeln gedeckt werden. Die unterste (lingste) Schicht
enthdlt an der kiirzeren Hausseite 35 Ziegel, an der lingeren 65 Ziegel. Auf jeder Teil-
fliche werden es von Schicht zu Schicht zwei Ziegel weniger.

Wie viele Ziegel werden fiir das Dachdecken mindestens bendtigt, wenn mit 8% Abfall
zu rechnen ist?

Rohre, Rundstihle und dergleichen werden héufig so verladen beziehungsweise gestapelt,
daB in jeder hoheren Schicht die Rohre in den Liicken der darunterliegenden Schicht
liegen.

4) Geben Sie an, wie viele Rohre ein Stapel hochstens haben kann, wenn in der untersten
Schicht 6 (n) Rohre liegen!

b) Mit wie vielen Schichten muB man beim Stapeln von 50 Rohren mindestens rechnen,
wenn in der untersten Schicht nicht mehr als 10 Rohre liegen konnen? Wie hoch ist
der Stapel in diesem Fall (Rohrdurchmesser )?

¢)Wie viele Rohre von 0,6 m Durchmesser und 5 m Linge kdnnen in dieser Weise
hochstens gestapelt werden, wenn fiir die unterste Schicht eine rechteckige Fliche von
10 m Linge und 6 m Breite zur Verfiigung steht?

Bei der Lagerhaltung werden hdufig Materialien unterschiedlicher Rohstoffzusammenset-
zungen und Abmessungen durch Farbmarkierungen gekennzeichnet. Bei Rohren soll
jede Sorte mit drei verschiedenfarbigen Ringen ami Rohrende markiert sein. Wie viele
verschiedene Sorten kann man so mit Hilfe von fiinf Farben kennzeichnen?
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Wie viele Moglichkeiten gibt es, mit drei (unterscheidbaren) Wiirfeln insgesamt
47 6 Augen,

D) 14 Augen

zu werfen? Fiir welche Augenzahl gibt es die groBte Anzahl von Méglichkeiten?

Zu einem Eishockeyturnier werden 20 Spieler eines Verbandes gemeldet.

“) Wie viele Moglichkeiten, die Riickennummern 1 bis 20 zu verteilen, gibt es, wenn ein
bestimmter Spieler auf jeden Fall die Nummer 11 erhilt und ein zweiter keinesfalls die
Nummer 9 tragen soll?

") Wie viele Moglichkeiten gibt es, wenn auerdem ein dritter Spieler entweder 3 oder 7

bekommen soll?

Bei einem Schulsportfest haben sich vier Schiiler (A, B, C, D) fiir den Endlauf iiber 100 m
qualifiziert. Nach den Vorlaufzeiten war fiir den Einlauf ins Ziel die Reihenfolge
C-B-D-A zu vermuten. Der tatsachliche Einlauf ergab aber sowohl einen anderen Platz
fiir jeden einzelnen Léufer als auch samtlich andere (geordnete) Paare direkt aufeinander-
folgender Laufer. Der Sportlehrer hatte die Reihenfolge A-D-B-C vorausgesagt, doch
stimmten auch hier nur zwei Pldtze mit dem tatsichlichen Ergebnis iiberein. In welcher
Reihenfolge kamen die Liufer ins Ziel?

Neun Touristen iibernachten in einer Berghiitte. Wie viele Moglichkeiten der Verteilung
der Plitze gibt es in folgenden Fillen?

') Es stehen ein Raum mit vier und ein Raum mit fiinf Betten zur Verfiigung.

) Es kénnen zwei Riumne mit je sechs Betten bezogen werden.

©) Es konnen drei Raume mit je drei Betten genutzt werden.

)" Es stehen drei Riume mit Jje vier Betten zur Verfiigung.

Bei b) bis d)* sollen Fille nicht unterschieden werden, in denen gleiche Personengruppen
beieinander bleiben, jedoch unterschiedliche Zimmer belegen.

In der ndheren Umgebung eines Erholungsortes gibt es 7 (13; 22) verschiedene Wander-

routen. Wie viele Farben ben&tigt man zur unterschiedlichen Kennzeichnung dieser Rou-

ten unter folgenden Bedingungen?

“) Die Kennzeichnung kann durch einen waagerechten Strich, ein Kreuz, einen Kreis
oder ein Dreieck erfolgen.

V) Die Kennzeichnung erfolgt durch zwei parallele Striche in verschiedenen Farben, deren

Reihenfolge nicht beriicksichtigt wird. (Beispielsweise werden ,,griin-rot** und ,,rot-

griin** nicht unterschieden.)

Die Kennzeichnung erfolgt durch zwei parallele Striche. Dabei diirfen beide Striche

auch die gleiche Farbe haben, und die Reihenfolge der Farben wird nicht beriick-

sichtigt.

). Die Kennzeichnung erfolgt durch zwei parallele Striche in verschiedenen Farben, bei
denen aber die Reihenfolge beachtet wird.

Die Entwertung von Fahrscheinen fiir Nahverkehrsmittel erfolgt vielfach durch das Ein-

stanzen von | bis 6 Lochern an verschiedenen Stellen eines 2-mal-3-Schemas wie bei der

Grundform der Blindenschrift (» Aufgabe 2. auf Seite 64).

“) Wie viele verschiedene Kennzeichnungen sind auf diese Weise moglich?

')" Bei Kontrollen konnen I[rrtiimer dadurch entstehen, daB der Fahrgast seinen Fahr-
schein verkehrt herum in den Entwerter gesteckt hat. Auf welchen Wert reduziert
sich die bei a) errechnete Anzahl, wenn man derartige Irrtiimer ausschalten will?

Bei Bodenuntersuchungen in der Agrochemie wendet man die sogenannte ,,stufenweise
Verdiinnung* an. Man schwemmt | cm? einer Bodenprobe mit 10 cm?® chemisch reinen
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Wassers auf. Von der so erhaltenen Mischung nimmt man wieder 1 cm® und schwemmt

abermals mit 10 cm? reinen Wassers auf.

a) Nach wie vielen Aufschwemmungen ist ein Mischungsverhiltnis von 1:(2 - 10°)
erreicht?

b) 1 cm? der fiinften Aufschwemmung enthalte noch zehn Bakterien. Wie viele Bakte-
rien enthilt dann durchschnittlich 1 cm?® der Bodenprobe?

Ein Flischchen mit 100 cm® Fassungsvermogen ist vollig mit einer Farbstoffldsung
gefiillt, die 40 g Farbstoff enthilt. Beim Leeren des Flischchens bleiben 0,5 cm® der
Fliissigkeit zuriick. Nach zweimaligem Ausspiilen (jedesmal wird das Flaschchen mit
Wasser vollstindig aufgefiillt) ist die dritte Wasserfiillung immer noch gefarbt. Wieviel
Gramm Farbstoff enthilt sie noch?

a) Stellen Sie nach dem Fallgesetz je eine Tabelle fiir die Wege bzw. die Geschwindigkeiten
am Ende der 1., 2., ..., 10. Sekunde des Fallvorganges auf! Charakterisieren Sie die
Folgen der Wege und der Geschwindigkeiten!

b) Wie dndern sich die Folgen, wenn dem Kérper zu Beginn eine Geschwindigkeit von
15 ms-! senkrecht nach unten (oben) erteilt wird?

Von einem Radiumpriparat zerfillt in 23 Jahren durchschnittlich etwa 1% . Wie lange
dauert es, bis die Hilfte des Priparats zerfallen ist, das heilt, wie groB ist die ,,Halb-
wertszeit*?

Das radioaktive Kohlenstoffisotop '¢C hat eine Halbwertszeit von 5600 Jahren. Ihre
Kenntnis ermdglicht die Datierung archaologischer Funde. Wie alt sind in Oregon (USA)
gefundene Sandalen, wenn sie nur noch 33% des normalen Gehalts an '¢C aufweisen?
Anleitung: Betrachten Sie die Abnahme des Gehalts an '¢C nach jeweils 100 Jahren!

Der Luftdruck nimmt mit zunehmender Hohe ab. Wenn die Hohen eine arithmetische

Folge bilden, so bilden die zugehdrigen Luftdruckwerte eine geometrische Folge. Bei

einer Hohenzunahme von 0 m (Meereshohe) auf 10,5 m sinkt normalerweise der Luft-

druck von 1013 mbar auf 1012 mbar.

a) Welcher Druck herrscht in 1000 m Hohe?

b) Wie hoch liegt ein Ort, in dem unter Normalbedingungen ein Luftdruck von 990 mbar
herrscht?

©) Wie hoch fliegt ein Flugzeug, das einen auBeren Luftdruck von 650 mbar miBt, wih-
rend gleichzeitig in Meereshohe ein Druck von 1020 mbar herrscht?

Ein Wellenende soll auf einer Drehmaschine bearbeitet werden (Bild A 21).

Bild A 21
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Folgende Arbeitsstufen sind erforderlich:

(1) Drehen, & 10 mm;

(2) Drehen, & 16 mm;

(3) Drehen, & 20 mm;

(4) Frisen der Flachen;

(5) Bohren, & 2,4 mm;

(6) Gewindeschneiden M 3.

Man ermittle die Anzahl der verschiedenen Reihenfolgen dieser Stufen, die unter Beach-
tung folgender Einschrinkungen theoretisch moglich sind: (6) kann erst nach (5) erfolgen;
(4) kann erst nach (2) erfolgen.

Aufeiner Werkzeugmaschine sind vier verschiedene Werkstiicke W bis W, zu bearbeiten.
Der Arbeitsproze gliedert sich in stdndig wiederkehrende Zyklen, bei denen jeweils
jedes der vier Werkstiicke in einer bestimmten Stiickzahl die Maschine durchléuft, also
etwa W,-W3-W,-W,-W,-W;3-W,-W,-W,-... Die Bearbeitungsreihenfolge der vier
Werkstiicke innerhalb eines Zyklus ist frei wiahlbar. Die folgende Tabelle enthilt die
Einrichtezeiten, die fiir die Umstellung der Maschine von der Bearbeitung eines Werk-
stiicks auf die eines anderen erforderlich sind.

Einrichtezeiten Folgende Werkstiicke

in min w, W, W, Wa
30 24 4
- 25 10
12 - 6
5 14 -

a) Ermitteln Sie fiir jede Bearbeitungsreihenfolge die insgesamt erforderliche Einrichte-
zeit, und geben Sie die diesbeziiglich optimale Bearbeitungsreihenfolge an!

b) Schitzen Sie den Arbeitsaufwand fiir eine derartige Losung solcher Optimierungs-
aufgaben (,,Maschinenbelegungsprobleme*) bei einer hSheren Anzahl von Werkstiik-
ken ein!

Ein Volkseigener Betrieb schafft fiir insgesamt 8000000 M neue Maschinen an. 60%

dieses Betrages werden aus den betriebseigenen Umlaufmitteln entnommen. Fiir den Rest

erhilt der Betrieb einen Bankkredit, fiir den ihm 6% Zinsen (je Jahr und bezogen auf den
jeweils noch verbleibenden Schuldbetrag) berechnet werden.

a) Wie lange dauert es, bis der Kredit getilgt ist, wenn jeweils nach Ablauf eines Jahres
— sofern nicht der verbleibende Schuldbetrag einschlieBlich Zinsen geringer ist —
850000 M an die Bank gezahlt werden?

b) Der jahrlich an die Bank zu zahlende Betrag soll ein Vielfaches von 50000 M betragen
und — bis auf den letzten — immer gleich groB sein. Wie groB ist er zu wihlen, wenn
die Tilgung des Kredits bereits in drei Jahren erfolgen soll?

Die Steigerung in der Erzeugung von Elektroenergie in der DDR von 1950 bis 1975 ist
in der folgenden Tabelle gekennzeicl

Jahr 1950 1955 1960 1965 1970 1975

Erzeugung in Mrd kWh 19 29 40 54 68 85
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‘ GroBkraftwerk Vetschau
im Bezirk Cottbus

a) Ermitteln Sie eine geometrische Folge (a,), die die Werte von 1950 und 1975 als a,
bzw. ae enthilt, und iiberpriifen Sie, in welcher Weise die angegebenen Zwischen-
werte von den Werten fiir a,, ..., as abweichen!

b) Ermitteln Sie eine geometrische Folge (b,), die die Werte von 1970 und 1975 als b,
bzw. be enthilt!

¢) Die Direktive zum Fiinfjahrplan 1976 bis 1980 sagt aus, daB in diesem Zeitraum die
Erzeugung von Elektroenergie insgesamt 485 Mrd kWh betragen soll.

Uberpriifen Sie, ob (b,) auch die Entwicklung in den Jahren 1975 bis 1980 widerspie-
gelt! Wenn nicht, so versuchen Sie, durch korrigierendes Abschitzen zu einer neuen
Folge zu kommen, die dem genannten Gesamtwert entspricht!

d) Etwa 9% der erzeugten Elektroenergie werden in Haushalten verbraucht. Verein-
fachend kann man annehmen, dal} dieser Verbrauch der Personenzahl proportional
ist. Vergleichen Sie den jahrlichen Verbrauch lhres Haushalts mit dem Durchschnitts- ,
wert!

¢) Wieviel Kilowattstunden konnten 1980 in der DDR insgesamt dadurch eingespart
werden, daB in jedem Haushalt 1% des sonst iiblichen Verbrauchs an Elektroenergie
eingespart wird?



Grenzwerte von Zahlenfolgen und
Funktionen

Die Bogenlinge eines Halbkreises mit dem Radius 1 betrigt =. Wie wir bereits wissen, ist =
eine irrationale Zahl. Wenn man den Halbkreis durch Streckenziige annéhert, kann man Nihe-
rungswerte fiir die Zahl = errechnen. Aus Bild B 1 entnehmen wir sofort

3<n<4
Verdoppeln wir jeweils die Anzahl der Strecken wie im Bild B 2, so erhalten wir

3,10 < = < 3,32. BildB 1

Bild B 2

® | Bestitigen Sie unter Verwendung von Bild B 3 (" Seite 76), daB 3,10 < = gilt!

Setzt man das Verfahren der Verdopplung der Anzahl der Strecken fort, so erhdlt man zwei

Folgen (a,) und (b,). -
Die Folge (a,) besteht aus zu kleinen Niherungswerten von =, die Folge (b,) aus zu groBen

Niherungswerten von =. Beide Folgen haben die Eigenschaft, daB ihre Glieder mit wachsender
Nummer n der Zahl = beliebig nahekommen.



76 B Grenzwerte von Zahlenfolgen

ARCHIMEDES Bild B 3

Der griechische Mathematiker und Physiker ARCHIMEDES (etwa 287 bis 212 v. u. Z.) fiihrte
auf diese Weise das erste Beispiel einer Grenzwertberechnung durch. Dabei fand er fiir = die
Ungleichung

3 10 3 1
71 <nt< 7 .
Heute ist der Grenzwertbegriff zu einem grundlegenden Begriff eines ganzen Teilgebietes der
Mathematik — der Analysis — geworden. Die Entstehung der Analysis ist mit den Namen be-
deutender Mathematiker verbunden, von denen wir hier IsasAk NEwTON (englischer Mathe-
matiker und Physiker, 1643 bis 1727), GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ (deutscher Mathematiker
und Philosoph, 1646 bis 1716), AuGUSTIN CAUCHY (franzosischer Mathematiker, 1789 bis 1857)
und KARL WEIERSTRASS (deutscher Mathematiker, 1815 bis 1897) nennen mochten (. Bilder
B4 bis B7).

Bild B4 Bild BS BildB6 Bild B7

Wir werden in diesem Kapitel weitere Eigenschaften von Folgen') kennenlernen. Insbesondere
soll prizisiert werden, was es heifit, daB3 die Glieder einer Folge mit wachsender Nummer n
einer Zahl beliebig nahekommen. Diese Uberlegungen fiihren zur Definition des Grenzwert-
begriffs fiir Folgen, den wir dann im letzten Abschnitt dieses Kapitels als Hilfsmittel fiir die
Untersuchung des Verhaltens von Funktionen anwenden.

1) In diesem Kapitel B und auch in den Kapiteln C und D betrachten wir nur noch wnendliche Zahlenfolgen,
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Schranken von Zahlenfolgen

Grenzwerte von Zahlenfolgen B
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Im Bild B 8 sind vier Folgen angegeben, jeweils die ersten fiinf Glieder genannt und im Koordina-
tensystem veranschaulicht.

® ©  Untersuchen Sie, ob die im Bild B 8 dargestellten Zahlenfolgen monoton wachsend oder
monoton fallend oder nicht monoton sind!
Bild B 8
Folge (1) * un=n7; n>0 Folge (2) ¢ a,=5-2n; n>0
Q,
o 12 s ]e]s ]| BEIERE
1 A 9 |1 |25 1 = |==8 | =5
25
3
20 1 2
1
e D des n
)
10 i
2 =8
5 -k
o 5
Olini273 45 n
Folge (3) : an=[—‘|]" . % ; n‘>0 Folge (&) : u,,=[—2)n ; n>0
a, An
4 5 2 3 & S
Y f 31 1 1 i
T3t -% t|-8] 6 |-32
+ ~+— N
0
123 493 n )
o) P +
—2 2345 n
-1 -8
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Wir wollen die Lage der Folgenglieder im Koordinatensystem genauer eingrenzen (.~ Bild B 8).
Folge (1): Alle Folgenglieder liegen oberhalb der Null.
Man sagt: 0 ist eine untere Schranke der Folge (a,).
Folge (2): Alle Folgenglieder liegen unterhalb der Zahl 5.
Man sagt: 5 ist eine obere Schranke der Folge (ay).
Folge (3): Alle Folgenglieder liegen im Intervall { —1; 1.
— | ist eine untere Schranke von (a,), und I'ist eine obere Schranke von (a,).
Man sagt: Die Folge (a,) ist beschriinkt.

Folge (4): Die Glieder der Folge haben wechselndes Vorzeichen. Fiir gerade #n ist a, = 2",
fiir ungerade nist a, = —2". Die Folge hat keine obere Schranke, denn wie man auch
eine Zahl S wihlt, stets gibt es eine gerade natiirliche Zahl n,sodaBa, =2" > §
gilt. Wihlt man zum Beispiel S = 1000, so gilt bereits fiir # = 10, daB a, = 21°
= 1024 > 1000 ist. Die Folge hat auch keine untere Schranke.

Man sagt: Die Folge (a,) ist weder nach oben noch nach unten beschrinkt.

> | DEFINITION

(a,) sei eine beliebige Zah S eine beliebige reelle Zahl.
S ist eine untere Schranke von (a,) = py Fiir alle natiirlichen Zahlen » gilt: §
S ist eine obere Schranke von (a,) = p; Fiir alle natiirlichen Zahlen n git a,

TN
ws

Hat eine Folge (a,) eine untere (obere) Schranke, so sagt man:
(a,) ist nach unten (oben) beschrinkt.
Bemerkung :

Bei der Folge (2) (.~ Bild B 8) liegen alle Folgenglieder unterhalb der Zahl 5, aber auch unter-
halb der Zahl 6, auch unterhalb der Zahl 20. Offensichtlich hat die Folge (2) viele obere Schran-
ken.

Untere und obere Schranken von Folgen sind also nicht eindeutig bestimmt. Wenn eine Folge
eine untere (obere) Schranke hat, so hat sie viele untere (obere) Schranken.

" . . s 3
® | Wir untersuchen die Folge (a,) mit a, = > —— auf untere und obere Schranken.

U
Die ersten fiinf Folgenglieder sind: i=1 10
n 1 ) 3 4 5
a, 0,3 0,33 0,333 0,3333 0,33333

Jedes Folgenglied ist ein positiver Dezimalbruch, der mit ,,0, ...** beginnt, das heift,
jedes Folgenglied liegt im Intervall <0; 1

Folglich ist (a,) eine beschrinkte Folge. Eine untere Schranke ist 0, eine obere Schranke
ist 1.

® 3 Geben Sie weitere untere und obere Schranken fiir die im Beispiel B 1 betrachtete Folge
an!

. : . . (2\"
2 Wir untersuchen die geometrische Zahlenfolge (a,) mita, = (—) auf untere und obere
Schranken. -
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Jedes Folgenglied von (a,) ist positiv. Also ist 0 eine untere Schranke von (ax).

2 2
Wegen a; = — und ¢ = 3 < 1 ist (a;) monoton fallend (.~ Seite 18). Dann ist

3
2\t 2 - :
a = (?) sl das groBte Folgenglied der Folge (a,).
2
Fiir alle n gilt: a, = 5 Damit ist 3 eine obere Schranke von (a,).

Die Folge (a,) hat also eine untere und eine obere Schranke. Sie ist beschrankt.

Wir untersuchen die geometrische Folge (a,) mit a, = 2". Diese Folge ist nicht nach oben be-
schriinkt. Wie man auch eine reelle Zahl S wihlt, stets gibt es eine natiirliche Zahl n derart, daf3
das Folgenglied mit der Nummer # die Zahl S iibertrifft, kurz: daB3 2" > S gilt.
Wihlen wir S = 1000, so iibertrifft das Folgenglied mit der Nummer 10 bereits die Zahl S,
wie wir bereits bei der Untersuchung der Folge (4) (~ Seite 78) gesehen haben.
Ja, es gibt iiberhaupt nur endlich viele Nummern 7 mit 2" < 1000, namlich 0, 1, 2, 3, ..., 9.
Fiir alle anderen Nummern # gilt: 2" > 1000.
Fiir alle natiirlichen Zahlen n bis auf endlich viele Ausnahmen gilt: 2" > 1000.
Dafiir sagt man auch kiirzer:

Fiir fast alle natiirlichen Zahlen n gilt: 2" > 1000.
Wiihlen wir statt 1000 eine andere Zahl S, so gilt wiederum: .
Fiir fast alle natiirlichen Zahlen n ist 2" > S (.~ Bild B9).
Vergleichen wir die Folge (2") mit der Folge (4) aus Bild B 8, so stellen wir fest, daB fiir jede
reelle Zahl S gilt:

Folge Es gibt nur endlich viele n mit Es gibt unendlich viele n mit
@M 25 < S, 2V S,

Folge Es gibt unendlich viele 7 mit Es gibt unendlich viele n mit
(=27 (=2 <S. (=2)"> S.

10?2

Fur fast alle n liegt
ap hier.

10" ¢

Bild B9
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Im Gegensatz zur Folge ((—2)") hat die Folge (a,) mit @, = 2" also die folgende Eigenschaft:
Wie man auch eine reelle Zahl .S wibhlt, stets gilt fiir fast alle natiirlichen Zahlen n, daB
a, > Sist.

Man sagt auch: Die Folge (a,) wichst unbeschriinkt.

® 4 Erliutern Sieam Beispiel der Folge (a,) mita, = — 10", was man unter einer unbeschrinkt

fallenden Folge versteht!

Aufgaben

Untersuchen Sie die Folge (a,) auf Monotonie, und geben Sie jeweils — falls mé_glich —eine obere -
und eine untere Schranke von (a,) an!

1 2 9 N I i
LT a)g, =p -1 Da, =4+ — 21 Mg, = —p? “"a,,=(l)
n 2
|
C]"=_In g, = (=1 —
a, = (= 1) a =001
Priifen Sie, ob 2 eine obere Schranke der Folge (a,) ist!
33 “"a,,=%+l b) g, = n+4 At @, = n? b) g, — n+ 1
In n?+1 n+6 n

(]

2n + 1
Gegeben sei die Folge (a,) mit a, = "—.
n

a) Geben Sie eine obere und eine untere Schranke der Folge an!
b) Veranschaulichen Sie die ersten 10 Glieder der Folge zusammen mit einer unteren und
einer oberen Scnranke im Koordinatensystem!

Geben Sie eine Folge (a,) an, die folgenden Bedingungen geniigt!

6.1 (a,) ist monoton wachsend, und 0 ist 7.1 (a,) ist monoton fallend, und 3 ist

eine obere Schranke von (ay). eine untere Schranke der Folge (a,).
Entscheiden Sie, ob folgende Aussagen iiber natiirliche Zahlen wahr sind!
8.1 a) Fir fast alle n gilt: n* > n. 9.1 a) Fiir fast alle » gilt: 0 < n < 100.

: 1 1 1 1

b) Fiir fast ilt: — < —. b) Fiir fast all ilt: — < s

h) Fiir fast alle n gi - < 5 ur fast alle n gilt = 000

c) Fir fast alle n gilt: ) Fiir fast alle n gilt:

2n ist keine Primzahl. n ist keine Primzahl.

Welche der Folgen (a,) ist unbeschriankt wachsend bzw. unbeschrinkt fallend?

n? + 1
2

10.1 a) a, = n? b)a, = —(2n + 1) 1.1 a) a, =n® b)a, =
n
1

c)a,,:]/; da, =— ay,=1—n? d)a, = 10"
n
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2 Obere und untere Grenze einer Zahlenfolge

1 . 1
Jedes Glied der Folge (—) ist positiv. Folglich ist 0 eine untere Schranke der Folge (—) .
n n

1
Kann man eine untere Schranke von (—) finden, die grofer als 0 ist?
n
Eine solche untere Schranke miiBte dann eine positive Zahl sein.
. 5 1N .
® 5 Priifen Sie, ob die folgenden positiven Zahlen untere Schranken von (7) sind!

I 1 |
a) — b) =—— ) —— d) 0,0004
BT R T N T

1
Wir bestimmen die groBte untere Schranke der Folge (—1)
Y

Losung:
Wir haben bereits festgestellt, daB 0 eine untere Schranke der Folge ist. Jede Zahl a, die

n

1 1

groBer als 0 ist, kann nicht untere Schranke von ( ) sein. Die Glieder der Folge (—)
n

kommen niamlich mit wachsender Nummer n der Zahl 0 beliebig nahe. Wahlt man

1
also n nur geniigend groB, so gilt 0 < — < a.
n
1
Also ist nicht — z a fiir allen =z 1.
n

1
Damit ist 0 die groBte untere Schranke von (7)

1 1
Die Folge (7) ist auch nach oben beschrinkt. Obere Schranken von (—> sind zum Beispiel
n

Weitere obere Schranken
von (an)

Die kleinste obere Schranke
von (ap)

|

o

o
o

o
o
w

=

wn

)

LE
®+
ot ¢
=F
>

Bild B 10
G [001156]
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1
die Zahlen 10; 3; 1; 7; 2; 1000; 1,5. Unter allen oberen Schranken von (—) ist I die kleinste
obere Schranke (.~ Bild B 10 auf Seite 81). "

> 2 DEFINITION

(a,) sei eine nach oben (unten) beschrinkte Zahlenfolge.

Hat (a,) eine kleinste obere (gréBte untere) Schranke, so heiBt diese Schranke obere (untere)
Grenze von (a,).

. 1 . S
w 4 Esistzu untersuchen, ob die Folge (a,) mita, = | — — eine obere und eine untere Grenze
hat. ol
Losung:

Wir untersuchen die Folge auf eine untere Grenze.
1 ; .
Die Folge ist monoton wachsend. Deshalb ista, =1 — e 0 das kleinste Folgenglied.

Fiir alle n = 1 gilt also a, 2 a, = 0. Damit ist 0 eine untere Schranke der Folge (a,).

Daa, = 0 Glied der Folge (a,) ist, gibt es laut Definition B 1 fiir diese Folge keine untere
Schranke, die groBer als 0 ist. Folglich ist 0 die groBte untere Schranke, das heifBt die
untere Grenze von (a,).

Wir untersuchen die Folge auf eine obere Grenze.
1
Wegen | — — < I fiir alle n ist | eine obere Schranke von (a,). Eine noch kleinere obere
n
. | s s .
Schranke S der Folge kann es nicht geben, da sich | — — nur beliebig wenig von 1 unter-
n

scheidet, wenn man nur # geniigend groB wihlt (~ Auftrag B 6). Damit ist | die kleinste
obere Schranke, das heiBt die obere Grenze von (a,).

1 . o . % 5
o6 Esistl — = > 0,9 fiir n = 11. Ermitteln Sie jeweils eine natiirliche Zahl n derart, daB3
1 1
ayl ——>099; byl — — > 0,999
n n
ist!

. W g
m o Esist die obere Grenze der Folge (s,) mit s, = > —— zu ermitteln.

i1 10¢
Léosung:
(s) ist die Partialsummenfolge der geometrischen Folge (a,) mit
3 3 1
R T TR T
Es ist also @, = i und ¢ = L Deshalb gilt (~ Seite 39):

10 10
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Fiir alle n ist demzufolge s, < %, das heiBt, —;— ist eine obere Schranke von (s,). Mit
wachsender Nummer n kommt jedoch s, der Zah]l i beliebig nahe, slo daB es keine obere
Schranke von (s,) geben kann, die kleiner als 3 ist. Folglich ist 3 die kleinste obere
Schranke von (s,), das heiBt die obere Grenze von (s,).

DaB jede nach oben beschrinkte Zahlenfolge auch eine kleinste obere Schranke, also eine
obere Grenze hat, wird im folgenden Satz formuliert.

SATZ von der oberen Grenze

Jede nach oben beschriinkte Zahlenfolge hat eine obere Grenze.
Entsprechend gilt auch:

Jede nach unten beschriinkte Zahlenfolge hat eine untere Grenze.

Der Beweis dieses Satzes erfordert griindliche Kenntnisse iiber den Bereich der reellen Zahlen.
Wir wollen hier auf den Beweis verzichten.

Es soll jedoch vermerkt werden, daB} dieser Satz im Bereich der rationalen Zahlen nicht gilt.
Es gibt namlich Folgen rationaler Zahlen, die zwar viele rationale Zahlen als obere Schranken
haben, aber unter diesen rationalen oberen Schranken gibt es keine kleinste.

Eine solche Folge ist zum Beispiel:

1 1 1 | 1

l+— 4+ —=; I+ —+—=+—
7t BRI T

Alle Folgenglieder sind rationale Zahlen. Die Folge ist auch nach oben beschriankt. Aber die

kleinste obere Schranke der Folge ist die irrationale Zahl T

1
[ 1+ —;
4

fgaben

Geben Sie jeweils - falls vorhanden - die untere und die obere Grenze der Folge (a,) an!

6*

n? + 1

a)a, =n* — 1 =

bh) ay =
n

1
C)ly =n+—
n

Gegeben sei die Folge (a,) mit
1

dy=1% -

a) Begriinden Sie, dall | die untere
Grenze der Folge ist!

,) Geben Sie eine natiirliche Zahl n
an, so daB 1 < a, < 1,01 ist!

Geben Sie eine nach oben beschriankte
Zahlenfolge an, deren obere Grenze
Glied der Folge ist!

2.1

2
"> =1
aya,=1—n? -

1
)y =n——
n

b) @y = —

Gegeben sei die Folge (a,) mit
1

T

2) Begriinden Sie, dal 2 die obere
Grenze der Folge ist!

b) Geben Sie eine natiirliche Zahl n
an, so daB 1,999 < a, < 2 ist!

a, =2 —

Geben Sie eine nach oben beschrinkte
Zahlenfolge an, deren obere Grenze
nicht Glied der Folge ist!
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3 Grenzwert einer Zahlenfolge

Schon mehrfach haben wir die Redeweise gebraucht, daB eine Folge (a,) mit wachsender Num-
mer n einer Zahl beliebig nahekommt. Wir wollen nun eine Prazisierung dieser Redeweise vor-

nehmen.
Wir betrachten dazu die Folgen
1
(1) (a,) mita, =1 =

1
2) (a) mita, =1 + 7;

3) (a,) mita, =1 + (—l)"'lil.

In den Bildern B 11 bis B 13 sind jeweils die
ersten zehn Glieder dieser Folgen im Koordi-
natensystem veranschaulicht.

Wir entnehmen der Anschauung, dal3 sich die
Glieder der Folgen bei wachsender Nummer n
der Zahl 1 ,,ndhern*. Der Abstand') zwischen
a, und der Zahl 1 wird beliebig klein, wenn
man nur n geniigend gro wihlt. So ist zum
Beispiel bei der Folge (1) der Abstand zwischen

. 1 _
a, und 1 kleiner als 0" wenn nur n groBer als

10 gewihlt wird. Mit anderen Worten : Fiir fast
alle n ist der Abstand zwischen a, und 1 kleiner
1
als —.
10
Es gibt auch nur endlich viele n, fiir die der

1
Abstand zwischen a, und | groBer als 100 ist.

Fiir fast alle n ist der Abstand zwischen a,

z 1 . .
und 1 kleiner als ——, nimlich fiir alle n mit

n > 100. 100

® 7 Bestimmen Siealle natiirlichen Zahlen n,
fiir die der Abstand zwischen a, und 1

1
bei der Folge (3) kleiner als 5 ist!

Um nun das bisher im anschaulichen Sinne
verwendete Annihern einer Folge an eine Zahl
prizise erfassen zu konnen, fiihren wir einen
neuen Begriff ein, und zwar den Begriff der
£-Umgebung einer Zahl?).

Ot o e e e 5 e

Folge (2) : on=1+1ﬁ

DH

2

0

Folge (3): a,=1+=1"
1]2|3]e]s]e]7]ea 10
o212 S[elZ(slalelm

213 |4]5]6]|T7]8[9]n

123&567é910n

Bilder B 11, B 12, B13

') Unter dem Abstand der Zahlen a und b verstehen wir den Abstand der Punkte, die den Zahlen auf der Zahlen-

geraden zugeordnet sind.
) & - griechischer Buchstabe (Lies: ,,epsilon*)



Grenzwerte von Zahlenfolgen B 85

Sind @ und b reelle Zahlen mit a < b, so nennt man die Menge aller reellen Zahlen x mit
a < x < b das offene Intervall von a bis b (.~ Bild B 14) und schreibt dafiir (a; b).

Nimmt man zu (a; b) noch die Zahlen @ und b hinzu, so erhilt man das uns schon bekannte
abgeschlossene Intervall {a; b).

Ist a eine beliebige reelle Zahl und ¢ eine beliebige positive reelle Zahl, so nennt man
das offene Intervall (@ — ¢; @ + ¢) die &-Umgebung von a (.~ Bild B 15).

Bild B 14 Bild B 15
fenes Intervall (a;t € — Umgebung von a
L 3 Y ) S
t U t 7
a b Zahlengerade a-§ a a+ég
- — Umgebung von 1
&t ‘ L §o et
T ¥ A "
0 07 b
0,95
Bild B 16

Zu einer vorgegebenen Zahl a gibt es unendlich viele e-Umgebungen. Erst nachdem man ein &

fest gewihlt hat, ist es sinnvoll, von der e-Umgebung von a zu sprechen. Ist zum Beispiel a = 1
1 1 1

und ¢ = 0’ so ist das offene Intervall (l = W; 1 2k —R)—), das heiBt das Intervall (0,9; 1,1),

die W-Umgebung von 1. Wegen 0,9 < 0,95 < 1,1 liegt die Zahl 0,95 in der %-Umgebung
von 1. Dagegen liegt die Zahl 0,7 wegen

1
0,7 < 0,9 nicht in der — -Umgebung il =
von 1 (~ Bild B 16). 10 'l"_"_ll."’
® & Es sei a eine beliebige Zahl und & eine i ¢ } g c
positive Zahl. Dannist die e-Umgebung a a =
von a gerade die Menge jener Zahlen x, g ¥
fiir die |[x — a| < e gilt. - -
Begriinden Sie diese Aussage mit Hilfe
von Bild B 17! Ix—al=a-x
Wir kommen nun zur Folge (a,) mit | |
1 ¢ + -
a, = 1 — — zuriick. a-¢ | a a+€
n
SRS
Bild B 17
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Die Ergebnisse der zu Beginn dieser Lerneinheit durchgefiihrten Uberlegung konnen wir Jjetzt
wie folgt formulieren:

1
Iste = 0" so liegt a, fiir fast alle n in der e-Umgebung von 1 (.~ Bild B 18).

1 .
Iste = 100" so liegt a, fiir fast alle n in der e-Umgebung von 1.
Dabei ist die Wahl der Zahl-¢ gar nicht entscheidend. Ist ¢ eine beliebige positive Zahl, so muB
fiir die Glieder a,, die in der e-Umgebung von 1 liegen, die Ungleichung la, — 1] < & gelten.
i 1 1 1
Nun ist |g, — 1| =|1-——1| = ——| =—, und es gilt — < & genau dann, wenn
n n n n

1 o
n > — ist. Die zuletzt genannte Ungleichung gilt jedoch fiir fast alle n.
L4

Fur fast alle n liegt a, in dem blauen Streifen, ndnilich ab n = 11

Bild B 18

1
®Y9 Esseic= To00 " Untersuchen Sie, fiir welche natiirlichen Zahlen # die Glieder a, der

Folge (2) (~ Seite 84) in der e-Umgebung von 1 liegen!

Bei den Folgen (1), (2) und (3) gilt:
Wie man auch eine e-Umgebung von 1 wihlt, stets gilt: Fiir fast alle n liegt a, in der
e-Umgebung von 1. Man sagt: Die Zahl 1 ist Grenzwert der Folge (a,).

>3 DEFINITION

Es sei (a,) eine Zahlenfolge und g eine Zahl.

g ist Grengwert von (a,) = p; Bei jedem positiven ¢ gilt fiir fast alle n:
a, liegt in der £-Umgebung von g.
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Gleichwertig mit der Formulierung in Definition B 3 und fiir manche Anwendungen besser
geeignet sind die folgenden Formulierungen:

g ist Grenzwert von (a,) =p¢ Bei jedem positiven & gilt fiir fast alle n:
lan — g| < &
g ist Grenzwert von (a,) =pr Bei jedem positiven & gilt:

Es gibt nur endlich viele n, fiir die a, auBerhalb der e-Um-
gebung von g liegt.

Diese Definition des Grenzwertbegriffs prizisiert gerade jene anschaulichen Vorstellungen, die
wir mit dem ,,Ndhern‘* der Glieder einer Folge an eine Zahl verbinden.

Eine Folgé, die einen Grenzwert g hat, heiBt konvergent.
Man sagt auch: Die Folge konvergiert gegen g.

Un

Obere Grenze

o

e e o e e . — — — ———

Untere Grenze

Bild B 19

1
®6 Esseia,= (—l)"(] ——).
n

Hat (a,) einen Grenzwert?

Die Folge ist zwar nach oben und auch nach unten beschrénkt. Jedoch néhern sich die
Folgenglieder keiner Zahl in dem Sinne, wie es durch die Definition B 3 prizisiert wird
(~ Bild B 19). Die Folge hat keinen Grenzwert.

Folgen, die keinen Grenzwert haben, heilen divergent.

Die Folge (a,) im Beispiel B 6 ist also divergent.

Dieses Beispiel macht zugleich den Unterschied zwischen ,,oberer bzw. unterer Grenze* einer-
seits und ,,Grenzwert** andererseits deutlich. Die Folge (a,) hat sowohl eine obere als auch eine
untere Grenze, jedoch keinen Grenzwert.

Folgen, die nicht beschrinkt sind, sind auch nicht konvergent.
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Aufgaben

Markieren Sie die e-Umgebung von @ wie im Bild B 16 fiir folgende Werte von a und ¢!
1.1 a)e=05 a=2 2t ) e=03; a=1,5

1 1
ME:E; a=05 his=—3—; a=0

Entscheiden Sie, ob die Zahl x zur e-Umgebung von a gehort, wenn x, ¢ und a folgende Werte
annehmen!

1 1
3. E =—13 = 4. a) g=—; = —
1t a)e i @ 1 1 T 1
12 12
x =0,8; 1,02; 1; T x = —0,09; —1,005; — F; —0,98
1 1
b)e =——: =0 b) e=—;a=—
BT L TS0 T2
x = 0,09; 0,009; 0,99; —0,001; 0 x = 0,499; 0,505; 0,51; 0,501
5. .

Gegeben sei die Folge (a,) mita, = | — e

2) Liegt a,o in der 0,1-Umgebung von 1?

1
b) Bestimmen Sie alle natiirlichen Zahlen n, fiir die a, in der 1000 -Umgebung von 1
liegt!
X 1
6, Gegeben sei die Folge (a,) mita, = 1 + —.

n

a) Liegt a,o in der 0,01-Umgebung von 1?
b) Bestimmen Sie alle natiirlichen Zahlen n, fiir die a, in der 0,01-Umgebung von 1

liegt!

4  Untersuchungen von Zahlenfolgen auf Konvergenz

Wir wollen in dieser Lerneinheit die Definition B 3 (.~ Lerneinheit 3) auf einige Zahlenfolgen
anwenden.

1 +1
W 7 Man beweise, daB o Grenzwert der Folge (”2" ) ist.

Losung:
Nach Definition B 3 ist zu zeigen: Bei jedem positiven & gilt fiir fast alle n:
n+1 i |
- . 1
2n 2 = o

(a) Zunéichst vereinfachen wir durch dquivalente Umformungen die linke Seite der Un-

gleichung (1). Es ist
n-+1 1 ‘ _ 1

2n

1
2n

n+1-n
2n

2n 2
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Die Ungleichung (1) ist also gleichwertig mit
1
2n

(b) Wir 16sen (2) durch dquivalente Umformungen nach n auf. Man erhilt aus (2)

< B )

1
zunichst 2n > — und schlieBlich
&
> L @3
ne—. )

(c) Wir priifen, ob bei jedem positiven « fiir fast alle n die Ungleichung (3) gilt.

10 20 100 1000

Die Ungleichung (3) n>S5 n>10 n> 50 n > 500
gilt fiir folgende
natiirliche Zahlen n.

1
Es sei nun ¢ eine beliebige positive Zahl. Dann ist auch e eine positive Zahl. Es gibt

1
nur endlich viele natiirliche Zahlen, die kleiner oder gleich der Zahl — sind. Damit
gilt fiir fast alle n:

1
n>-—.
2e

Ergebnis:

1 1
Die Folge (" i ) hat die Zahl 7 als Grenzwert.

Uberpriifen Sie durch Nachrechnen die in der Tabelle im Beispiel B 7 angegebenen Un-
gleichungen!

Man beweise, daB3 ( ) gegen 0 konvergiert.

Losung:
() Zunichst vereinfachen wir die linke Seite der Ungleichung
1
~——0 (©))
n
o . 1 1 1
durch dquivalente Umformungen. Esist | — — 0| = T =—.
n n
Damit ist (1) gleichwertig mit
—l— <e. (¥3)
n

(h) Wir 16sen (2) nach n auf und erhalten

Hs, e

&
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(¢) Wie man auch eine positive Zahl ¢ wihit, stets gilt dann fiir fast alle n:n > — .
€

Ergebnis:
1
Die Folge (—) hat die Zahl 0 als Grenzwert.
\n

Eine Folge, die Null als Grenzwert hat, nennt man auch Nullfolge.

1
Die Folge (—) ist also eine Nullfolge.
n

mo

Tn + 1
Wir zeigen: 2 ist nicht Grenzwert von (”3—n>
Losung:
. 3 . 5 1w : 5 In +1
(a) Wir vereinfachen wiederum die linke Seite der Ungleichung = 2| =g,
n
Es ist
Tn + 1 2_7n+l 2-3n| _|Tn+1—-6n| |n+1| n+1
3n i 3n 3n B 3n - 3n T

_n % 1 " 1
T 3n 3n 3 3n’
(b) Wir erkennen, daB3 die Ungleichung
% + 3L < ¢ bei beliebiger Wahl von & nicht fiir fast alle natiirlichen Zahlen # erfiillt ist.
n

1 . . 1 1 1
Wihlen wir zum Beispiel ¢ = —, 57 gilt fiir kein n die Ungleichung — + — < —.
3 3 3n 3
. . . . n+ 1Y\ .
Damit haben wir nachgewiesen, dal} 2 nicht Grenzwert der Folge (3—) ist.

Ist eine Zahl g nicht Grenzwert einer Zahlenfolge (a,), so ist damit aber noch nicht entschie-
den, ob die Zahlenfolge (a,) konvergent oder divergent ist.

Wie wir bisher gesehen haben, gibt es Folgen, die einen Grenzwert haben (konvergente Fol-
gen), und solche, die keinen Grenzwert haben (divergente Folgen). Es bleibt die Frage, ob der
Grenzwert einer konvergenten Folge eindeutig bestimmt ist, mit anderen Worten:

Kann eine konvergente Folge zwei Grenzwerte haben?
Erldutern Sie unter Verwendung des Bildes B 20, daB eine konvergente Folge hichstens
einen Grenzwert haben kann!

Hinweis: Begri‘mdeﬁ Sie die Behauptung indirekt, indem Sie annehmen, eine Folge (a,)
hitte zwei Grenzwerte @ und b!

Ist eine Folge konvergent, so hat sie genau einen Grenzwert g.
Man schreibt dafiir auch:

lima, =g

n-co

(Lies: ,,limes') a, fiir n gegen Unendlich ist gleich g**).

1) limes (lat.) — Grenze
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On

Fir fast alle n

0y, in diesem Streife

Bild B 20

So haben wir also im Beispiel B 7 gezeigt, daB
n+1 1

li =—,
,._.To 2n 2

und im Beispiel B 8, daB3

1
lim — = 0.
nsoo N
Die Ergebnisse beziiglich der in Lerneinheit 3 untersuchten Folgen lassen sich nun auch wie
folgt darstellen:

" 1 . -1
Iim(l—l)=l; l|m(l+—)=1; llm[l+( )]=l
new n n—oo n n—00 n
Ist (a,) eine konstante Folge, das heiBt, gibt es eine reelle Zahl ¢, so daB fiir alle gilta, = ¢,

so konvergiert die Folge selbstverstiandlich gegen ¢, mit anderen Worten:
Stets ist lim ¢ = c.

n— oo

Aufgaben

Zeigen Sie entsprechend dem Beispiel B 7, daB folgende Gleichungen gelten!

-1
1t D im L oy 24 8 fim " =1
nooo n nsow N+
n—1 1 2n + 1 2
b) lim ——= — b)) i —— =
w28 B e 3n 3
—-n -1 1 - 1
<) lim_"—=—l ¢) lim—":——
naw n neo 21 2
3. Gegeben sei die Folge (a,) mit 4. Gegeben sei die Folge (a,) mit
3n+1 2n -1
g LA Ny an =
n n
a) Zeigen Sie, daB die Folge den ) Zeigen Sie, daB die Folge den

Grenzwert 3 hat! Grenzwert 2 hat!
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b) Fiir welche natiirlichen Zahlen n b) Fiir welche natiirlichen Zahlen n
gilt |a, — 3| < & wenn gilt |a, — 2| < &, wenn
1 1 1 1 1 1
=— (=, ——— | ist? =— =, —— ist?
¢ 10(100 1000)'s ¢ 10(100 1000)'5‘

Priifen Sie, ob die nachstehenden Folgen Nullfolgen sind!

o) wle) ofd) e () wl-d) oy

Zeigen Sie, daB die Zahl a nicht Grenzwert der Folge (a,) ist!

5 1
74 a..=—"+—; a=4 81 a,=3" a=100
n

5 Konvergenzverhalten monotoner Folgen

® 12 Wiederholen Sie den Satz von der oberen Grenze!
® 13 Welche Eigenschaften (Monotonie, Beschrinktheit, Existenz von Grenzen, Konvergenz)

-1
hat die Folge (-" )?

n

Die Frage, ob eine gegebene Zahlenfolge konvergiert oder nicht, ist in vielen Fillen schwierig
zu beantworten. Noch komplizierter ist im allgemeinen die Bestimmung des Grenzwertes einer
konvergenten Folge. Bei monotonen Folgen ist es jedoch, wie wir im folgenden zeigen werden,
relativ einfach zu entscheiden, ob sie konvergieren oder nicht.

a=1

Die Folge( ) wichst monoton und ist nach oben beschrinkt. Sie hat die obere Grenze |

(~ Beispiel B4). Diese Zahl ist auch Grenzwert der Folge (~ Lerneinheit 3). Die Folge

=i
( & ) konvergiert also gegen ihre obere Grenze.
n

i 1
® 14 Zeigen Sie, daB die Folge (~ —) monoton wiichst und nach oben beschrénkt ist! Be-
n

stimmen Sie die obere Grenze und den Grenzwert dieser Folge! Was stellen Sie fest?

Konvergiert jede nach oben beschrénkte monoton wachsende Folge?

Zur Beantwortung dieser Frage betrachten wir eine beliebige Zahlenfolge (a,), die folgende
Voraussetzungen erfiillt (~ Bild B 21):
(1) (a,) ist nach oben beschriinkt.
) (a,) wichst monoton.
Was folgt aus diesen Voraussetzungen?

Aus (1) folgt (Anwendung des Satzes von der oberen Grenze), daB (a,) eine obere Grenze hat,
diese sei G.

Damit wissen wir:

(3)  Fiir jede natiirliche Zahl » gilt a, = G.
(4) Jede Zahl, die kleiner ist als G, kann nicht obere Schranke von (a,) sein.
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On}  Fir n > m liegt o, in
diesem Streifen.

m=1m+1m+3

Bild B 21

Ist also & eine beliebige positive Zahl, so ist die Zahl G — « nicht obere Schranke von (a,). Folg-
lich gibt es mindestens ein Folgenglied, das groBer als G — « ist. Das heiBt, es gibt eine natiir-
liche Zahl m mit G — ¢ < a,. Aus (2) folgt dann: Fiir jede natiirliche Zahl n mit n > m gilt

G —¢<an= a,.

Unter Verwendung von (3) erhalten wir hieraus:
Fiir jede natiirliche Zahl » mit n > m gilt (~ Bild B 21)

G-—t<an=a,2G.

Unterhalb von G — ¢ kénnen hichstens die Glieder ao, a4, ..., @u-, (also endlich viele) liegen.
Das heiB3t aber: .

Fiir fastalle nist G — ¢ < a, = G.
Dann gilt erst recht:

Fiir fastalle nist G — ¢ < a, < G + ¢.
Folglich ist

lima, =G.

Ao
Ergebnis:
Da wir die vorstehenden Uberlegungen fiir eine beliebige monoton wachsende und nach oben
beschrinkte Folge durchgefiihrt haben, haben wir bewiesen, daB jede monoton wachsende und
nach oben beschrinkte Folge konvergiert und daB ihr Grenzwert gleich ihrer oberen Grenze
ist.

@ |5 Beweisen Sie, daB jede nach unten beschrinkte monoton fallende Zahlenfolge gegen ihre
untere Grenze konvergiert!

Als Ergebnis dieser Untersuchungen erhalten wir den folgenden Satz.

2 SATZ
Jede monotone und beschriinkte Folge ist konvergent.
Dabei giert jede beschrink hsende Folge gegen ihre obere Grenze und jede

beschriinkte monoton fallende Folge gegen ihre untere Grenze.
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Auf Grund von Satz B 2 gilt:

Um die Konvergenz einer monotonen Zahlenfolge nachzuweisen, geniigt es, die Be-
schrinktheit der betreffenden Folge zu zeigen.
Der Nachweis der Beschrinktheit einer Zahlenfolge ist im allgemeinen wesentlich leichter zu
fiihren als der Nachweis der Konvergenz.
Der Satz B 2 sagt nur aus, daB eine monotone und beschrinkte Zahlenfolge konvergent ist
(also einen Grenzwert hat), ohne die Zahl zu liefern, die Grenzwert der Folge ist. Nur in jenen
Fillen, in denen die obere bzw. untere Grenze bekannt ist, kennt man auch den Grenzwert der
betreffenden Folge. Die Bedeutung des Satzes B 2 besteht weniger darin, Grenzwerte von mono-
tonen beschriankten Zahlenfolgen zu bestimmen, sondern vielmehr in der Feststellung, daB sol-
che Folgen iiberhaupt einen Grenzwert haben. Im Kapitel D werden wir den Satz B 2 bei der
Erarbeitung eines weiteren wichtigen Begriffes der Analysis anwenden.

2\" 5 .
m 10 Die Folge (;) fillt monoton und ist nach unten beschriankt (. Beispiel B 2).
2\n
Nach Satz B 2 ist die Folge (T) konvergent.

@ |6 Beweisen Sie durch vollstindige Induktion: Fiir jede natiirliche Zahl » mit n > 0 gilt
A=l 1 _ =i
i i+ 1) n
1
®m |1 Gegeben sei die Folge der Partialsummen der Folge (—z) also die Folge (s,) mit
L n-/
=Y —

i=1 "2 ’ i
Wir zeigen, daB die Folge (s,) monoton wichst und nach oben beschrankt ist und deshalb
(nach Satz B 2) konvergiert.

Nachweis der Monotonie :
Fiir eine beliebige natiirliche Zahl n (n > 0) folgt aus

B B g e e
& 49 16 T n
und

11 1
sn+1=|+7+3+ﬁ+-“

1
wegen ——— > 0 unmittelbar
& (n+1)?

Spn < Swrie
Ergebnis:
Die Folge (s,) wichst (streng) monoton.
Nachweis der Beschrinktheit :
Fiir jede natiirliche Zahl n mit n > 1 gilt n* > n* —n=(n - n
und folglich
1 1
;2— < (n——l)n
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Fiir jede natiirliche Zahl n mit n > 1 gilt dann

TR 1 1 I 1 1
w=lt—st =+t b <l by L
i tE et P N T B oo * = Dn
n—1 '
1 .
b +,-§'1i(i+l)

Die Folge (s,) ist sicher dann nach oben beschrinkt, wenn die Folge

nach oben beschrinkt ist.
Nun gilt fiir jede natiirliche Zahl n mit n > 0 ( ~ Auftrag B 16)
n—1 1 n—1 I

I
—_=l-—c<1 und folglich m < 1 + _—
S+ D) n s & ; 2D <

2

Ergebnis:
Die Zahl 2 ist eine obere Schranke der Folge (s,). Nach Satz B 2 ist die Folge (s,) kon-
vergent.

. . i . 2 1

Bemerkung: Nach dieser Untersuchung wissen wir zwar, daB die Folge (Z —2)
i=11

konvergiert, ihren Grenzwert kennen wir jedoch nicht. Es wiirde wohl kaum jemand

vermuten, dal3 diese Folge den Grenzwert % hat (~ auch Seite 83).

Aufgaben

Weisen Sie nach, daf die Folgen

107: ) ( n . 2n > b (1)
a) (10"); b) m), A.)(m, d) (1,

monoton wachsen!
Welche dieser Folgen sind konvergent? Begriinden Sie lhre Ergebnisse!

Weisen Sie nach, daB die Folgen

1\ 1
a) ((—2—) ); h)(%); ) (0,9"); d) (=n3)

monoton fallen!
Welche dieser Folgen sind konvergent? Begriinden Sie lhre Ergebnisse!

n 1 2
Berechnen Sie die ersten 10 Glieder der Folge (2 ’_—Z)! Vergleichen Sie % mit a;o!

i=1

(Verwenden Sie dazu ,,Tabellen und Formeln*, Seite 9!)
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6 Grenzwertsiitze fiir Zahlenfolgen

® |17 Zeigen Sie unter Verwendung des Monotoniegesetzes der Addition, daB fiir beliebige
reelle Zahlen a, b, c und d gilt:
Wenna < bundc <d,soa + ¢ <b+d!

Die Beispiele in der Lerneinheit 4 haben gezeigt, daB der Nachweis der Konvergenz einer Zah-
lenfolge recht aufwendig ist. AuBerdem muBte eine Zahl g vorgegeben sein, um nachweisen zu
konnen, ob g Grenzwert einer gegebenen Folge ist oder nicht. Auch der Satz B 2 sichert uns
nur die Existenz des Grenzwertes einer monotonen und beschrinkten Folge und liefert uns
den Grenzwert nicht.

In dieser Lerneinheit wollen wir zeigen, wie man die Grenzwerte gewisser‘konvergenter Folgen
mit Hilfe bereits bekannter Grenzwerte anderer Folgen berechnen kann. Unser Ziel besteht
darin, gegebene Zahlenfolgen in einfachere Folgen zu zerlegen. Wenn es gelingt, eine gegebene
Folge in konvergente Folgen mit bereits bekannten Grenzwerten zu zerlegen, so kann man aus
den Grenzwerten der so erhaltenen Folgen den Grenzwert der gegebenen Folge berechnen.
Bevor wir diese Problematik niher untersuchen, wollen wir zunichst erortern, wie man aus ge-
gebenen Folgen neue Folgen bilden kann.

® 12 Aus den Zahlenfolgen

6 7 ¥l
87107 127777 2n
urch gliedWeise Addition die Folge
8 11 14 17 n—1 n+1
(an +ba): 1, TeT T T + e
3n—1
2n

Analog kann man aus gegebenen Zahlenfolgen (a,) und (by) durch gliedweise Subtraktion,
Multiplikation und unter gewissen Einschrankungen (welchen?) auch durch gliedweise Division
neue Folgen bilden.

erhalten wir

@ 18 Bilden Sie aus den im Beispiel B 12 gegebenen Folgen durch gliedweise Subtraktion,
Multiplikation und Division die Folgen (@, — by), (@, * b,) und (—:—)v
n
n — 1
2n
ist. Man sagt auch: Die Folge (c,) ldBt

3
Aus dem Beispiel B 12 entnehmen wir, daB die Folge (c,) mit ¢, = die Summe der

n+1

-1
Folgen (a,) und (b,) mit a, = f " und b, =

sich in die Folgen (a,) und (b,) zerlegen.
Die Folgen (a,) und (b,) sind konvergent. Ihre Grenzwerte kennen wir bereits. Es ist

lim 2L _ 1 ( Seite91) und
n

nas o

n+1 il

lim

Jim — o> (~ Beispiel B7).
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Kann man aus der Konvergenz der Folgen (a,) und (ba) auf die Konvergenz der Folge (c)
schliefien?

» Berechnen Sie von der Folge (c,) die Glieder ¢y, ¢;100, €1000, C10000 Und €100000!
Das Ergebnis des Auftrages B 19 legt die Vermutung nahe, daB die Folge (c,) den Grenzwert
3
— hat.
5 ha

-1 )
(1 Weisen Sie nach, daB die Folge (c,) = ( il ) den Grenzwert % hat!

2n
Mit der Losung des Auftrages B 20 ist nachgewiesen, daB der Grenzwert der Folge (c,) gleich der
Summe der Grenzwerte der Folgen (a,) und (b,) ist.
Dieser Zusammenhang gilt nicht nur fiir das hier betrachtete Beispiel, wie der folgende Satz
zeigt.

SATZ

Wenn die Folgen (a,) und (b,) konvergieren, so konvergiert auch die Folge (a, + b,), und es gilt
lim (a, + b,) = lim a, + lim b,.

n—w n— o n—00

Beweis:
Voraussetzung : Es seien (a,) und (b,) konvergente Folgen mit lim ay = aund lim b, = b.

n—+o n— o

Behauptung:  Die Folge (a, + b,) konvergiert gegen a + b.
Um diese Behauptung zu beweisen, haben wir zu zeigen:
Bei jedem positiven & gilt fiir fast alle n:

a+b-¢ec<a,+b,<a+b+e.
Wie erhalten wir diese Behauptung? )
Zunichst einmal wihlen wir eine beliebige positive Zahl «. Fiir die weitere Beweisfiihrung ist es
€
zweckmaiBig, mit der Zahl 3 die ebenfalls positiv ist, zu arbeiten. Aus der Voraussetzung
erhalten wir unter Verwendung der Grenzwertdefinition : )
Fiir fast alle n, etwa fiir alle » mit # > n, gilt

1) a—%<a,,<a+i.

2

Fiir fast alle n, etwa fiir alle #» mit n > n, gilt
a)b—%<m<b+%

Durch Addition der Ungleichungen (1) und (2) erhalten wir (~ Auftrag B 17)
@B) a+b-c<a,+by<a+b+e.
Fiir welche natiirlichen Zahlen n gilt die Ungleichung ( 3)?

Die erste Ungleichung gilt fiir alle # mit n > n,, die zweite fiir alle 7 mit n > nz. Dann gilt
die Ungleichung (3) gewiB fiir alle # mit n > n, und n > n2, also in jedem Falle fiir alle # mit
n > n*, wobei n* die groBere der beiden Zahlen n, , n, ist. Das heiBt aber, sie gilt fiir fast alle 2.

7 [001156]
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Da & beliebig, aber positiv gewihlt wurde, gilt unser Ergebnis fiir jedes positive e.
Folglich ist

lim (@, + b,) = a + b = lim a, + lim b,.

nooo nosoo nsoo
Ohne Beweis teilen wir hier mit, daB analoge Beziehungen auch fiir solche Folgen gelten, die
durch gliedweise Subtraktion, Multiplikation und Division aus konvergenten Folgen entstanden
sind.

i | SATZ
Wenn die Folgen (a,) und (b,) konvergieren, 'so konvergieren auch die Folgen (a, — b,) und
(@ + by), und es gilt
lim (a, — b,) = lim @, — lim b,;
-

n— n— 0
lim (a,+b,)= lim a,-lim b,. !
n—© n— o n— 0
Ist b, < 0 fiir alle n und iberdies (b,) keine Nullfolge, so konvergiert auch (—:L) und es ist
o
lim a,
lim o A &
nso bn lim b, °
n— 0

Die Sitze B 3 und B 4 nennt man kurz Grenzwertsitze fiir Zahlenfolgen.

Aufgaben

: 3n -1 +1
b Gegeben seien die Folgen (a,) und (b,) mit @, = "2n und b, = n —
+) Bilden Sie die Folgen (a + by), (an — by), (ar - by) und (%)!

1) Bestimmen Sie mit Hilfe der Sitze B 3 und B 4 die Grenzwerte dieser Folgen!

n +
2 Bestimmen Sie den Grenzwert der Folge ( it

1
), indem Sie diese Folge als Sum-
me zweier konvergenter Folgen angeben!

7  Anwendung der Grenzwertsiitze
In den folgenden Beispielen wollen wir zeigen, wie man die Konvergenz von Zahlenfolgen mit
Hilfe der Grenzwertsiitze nachweisen und ihre Grenzwerte bestimmen kann.

® 12 Im Beispiel B 7 wurde unter Verwendung dey Grenzwertdefinition gezeigt, daB die Folge
(n +1

1 g
) den Grenzwert 5 hat. Unter Verwendung von Satz B3 konnen wir den

Grenzwert dieser Folge folgendermalBien bestimmen:
Fiir jede natiirliche Zahl n mit n > 0 ist

ntl _mo 111
2n 2n 21 2 2n’

+1
Die Folge ("

1
3 )kann man also durch gliedweise Addition der Folgen (7) und
1 n
(ﬁ) erhalten.
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T*

1N e e z 1
Die Folge (—) ist eine konstante Folge. Die Folge (2—) ist eine Nullfolge. Also ist
n

2
1 1 1
im — = — d lim — = 0.
rnE T B e
Nach Satz B 3 konvergiert dann auch die Folge <” 2+ 1 ), und es gilt
n . :
1 1 1

fim — == [ = Tl b 0 e,
e TR TR T

1
Gegeben sei die Folge (?)
1 1

1
Wegen —-'= . entsteht die Folge ("—2) durch gliedweise Multiplikation der
n n

1
Nullfolge (——) mit sich selbst. Unter Verwendung von Satz B 4 erhalten wir

n

1 1 1

lim — = lim —- lim — =0-0 = 0.
naoo N new N naoco N

Begriinden Sie mit Hilfe des Ergebnisses von Beispiel B 14, daB auch die Folgen (L:),
1 n
(L) und (—s) Nullfolgen sind!
n

”4
Fiir eine beliebige reelle Zahl a erhalten wir den Grenzwert der Folge (iz) folgender-
malBen: "

I . i
lim 2 = lim (a-—2)=]ima<hm —=a-0=0.
n n

2
nsoo N n—so n—0.  n-

Gegeben sei die Folge (m

Die Folgen 3n* — 2n + 5) und (5* + 7n — 1) wachsen monoton und sind nach oben
nicht beschrinkt (Begriindung!), beide Folgen sind also divergent. In einem solchen Fall
ist zunéchst keine Aussage iiber das Konvergenzverhalten der gegebenen Folge moglich.
Insbesondere darf man nicht folgern, daB diese dann auch divergent sein miisse.

Wir werden zeigen, daB die gegebene Folge konvergiert, indem wir sie in konvergente
3 —2n+5 d 8 mi

e erart um, daB mindestens
im Nenner nur noch konstante Folgen beziehungsweise Nullifolgen auftreten. Das er-
reicht man, indem man im Zzhler und Nenner die hochste im Nenner auftretende Potenz
von n ausklammert und anschlieBend kiirzt. Fiir jede natiirliche Zahl n > 0 gilt

3n? —2n+5)

Folgen zerlegen. Dazu formen wir den Term

2 S 2 5
n’(3——+-2—) 3—— =
3n* —2n+ 5 n n _ n  n
23 In_ 1. 7 1 71
5n* % Tn — 1 n2(5+—-»—2) e
n n n n

Fiir n > 0 kann man die gegebene Folge durch gliedweise Division aus den Folgen
2 5 A 1 . & s

(3 -—+ —2) und (5 + e ?) erhalten. Diese beiden Folgen, die sich wiederum
n n

aus einfacheren Folgen zusammensetzen lassen, sind konvergent.
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Aus
im3=3 lm2=0 lim > —o,
nso nso N o n?
5 5 7 " 1
lim5=5 Ilim —=0 Ilim — =0 folgt
n—o ns0 N ns0 n?
2 5 2 5
lim (3——+—1)= lim 3 - lim = + lim — =3 und
ns n n n-sm nso N noe N
7 1 7 1
lim(5+———z) lim 5 + lim — — lim — =5.
nso0 n n n—co ns Mmoo N
Nach Satz B 4 konvergiert dann auch die gegebene Folge, und es gilt
2 2 5
3I-—+— lim (3-—+—
im 2_2n+5—lim n+n2_..i[2< n n‘)_3
= Zrin—1 71 7 1\ 5’
nsw Sn* +Tn oo5+-__i_ llm(5+~———z) 5
n ey n

Aufgaben
Bestimmen Sie mit Hilfe der Grenzwertsiitze die Grenzwerte der Folgen!

vt o) o) 2relE) e
o) () o7 o (22
( (

n+4) r(n—5> 3n -4 o (m+1
n=5 3+ 4 = n2+1) "<n3+6)

e)

(Bn—2)(3n +2) n*—n+1
L’)( n o+ 1 ) )( 2 —n + 1)
h)((3n +12 —(n - 1)1) m((n + 1) — 1))

Gn+ 1)2 —(n+ 1)? n® + 5n

3 — Tn? +8n — 1 V2 10"-1
”( —6n® + 5n? —n+8) (( ))
k)( n! ) ;\:(|+2+3+“'+")

(n+ 1)! —n! n*

3: Beweisen Sie durch vollstindige Induktion: Wenn lim a, = a, so konvergiert fiir jede

n—c
natiirliche Zahl m mit m = 1 die Folge (a]') gegen a™!

Geben Sie jeweils eine Folge (a,) mit folgenden Eigenschaften an!

4.1 a)(ay) ist monoton fallend und 5.1 a)(ay) ist monoton fallend und

lim a, = 1. lim a, = —2.
n— 0 n—+

b) (a,) ist monoton wachsend und 1) (a,) ist monoton wachsend und
lim a, = 1. lim a, = =2.
n—co o

¢) (a,) ist nicht monoton und ¢) (a,) ist nicht monoton und
lim a, = 1. lim a, = —2.

n—so n-
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Eine Zahl S ist untere (obere) Schranke

einer Zahlenfolge (a,)

=p¢ Fiir alle natiirlichen Zahlen » gilt
S=a (S2Zan)

Eine Zahl G ist untere (obere) Grenze einer

nach unten (oben) beschrinkten Zahlen-

folge (a,)

= pr G ist die groBte untere (kleinste obere)
Schranke von (a,).

1 o ° o n
Untere
Grenze

¥

A PN Untere Schranken

Bild B 22

Jede nach oben (unten) beschrinkte Zahlen-
folge hat eine obere (untere) Grenze.

Eine Zahlenfolge (a,) wichst (fillt) unbe-
schriinkt, wenn gilt: i

Wie man auch eine reelle Zahl § wihlt, stets
gilt @, > S (a, < S) fiir fast alle natiirlichen
Zahlen n.

Die Zahlenfolge (a,) mit a, = 2" wichst
unbeschrinkt.

Die Zahlenfolge (a,) mit @, = —10" fallt un-
beschrinkt.

(ay) sei eine Zahlenfolge, g eine Zahl.

£ ist Grenzwert von (a,)

=pr Bei jedem positiven ¢ gilt fiir fast alle n:
la, — gl < e.

Man schreibt dafiir

lim a, = g.

n>w

Hat (a,) einen Grenzwert, so nennt man (a,)

konvergent.

Anderenfalls hei3t (a,) divergent.

Eine konvergente Folge hat genau einen

Grenzwert.

Fir fast alle n liegt a, in dem blauen
Streifen .

-1

1. n .
7 ist Grenzwert von ( ) Bild B 23
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Gilt lim a, = 0, so nennt man (a,) eine Null-

n>w
folge.
SATZ:
Jede monotone beschrinkte Folge ist kon-
vergent.

(a)
Wir vereinfachen die Ungleichung
la, — gl < &, das heiBt

n— 1 1
2| ~f o
durch dquivalente Umformung. Wegen
|n—1_1|_|n—1—n|_ 1

| 2n 2| ’ 2n | - ’_ 2n

_ it

g o
ist (1) gleichwertig mit 5 <& 2)

®)
1
Aufldsen von (2) nach n liefert n > P
£

(c)
Ist'e eine beliebige positive Zahl, so gibt es
nur endlich viele natiirliche Zahlen n mit

1
ns 55~ Also gilt fiir fast alle n:
n> 1
2
1 1 1 (=1N
Q;), (W)’ ( 7) 5 (—" )smd Null-
folgen.

Sind die Folgen (a,) und (b,) konvergent, so
gilt:
lim (@, + b,) = lim a, + lim b,

e pot0 o
lim (@, — b,) = lim @, — lim b,
P P oo
lim (@, b)) = lim a,- lim b,
a—a po® | Ao
= lim a,
lim — =222 __ falls (by) keine Null-
nsoo bn ..hq n b folge

Mit Hilfe der Grenzwertsitze lassen sich
Grenzwerte gewisser konvergenter Zahlen-
folgen auf bereits bekannte Grenzwerte ein-
facherer Folgen zuriickfiihren.

1 1

1) lim (l +—) = lim 1 + lim —

n— n o0, nsw N
=1+0=1
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3n* +2
2 lim ————
) naco 0% — 5n
a) Ausklammern der héchsten im Nenner
vorkommenden Potenz von n im Zihler
und Nenner und kiirzen:

2 2
2 —_— P—
3n‘+2_"(3+n2> 3+,,z

4n? - 5, 5
" " n? (4 - ——) 4 - 2
n n
b) Anwenden der Grenzwertsitze:

: 2
! . 3n2+2_"li";(3+7)

E
now A2 =50 (4 = i)
n—o n

2
lim 3 + lim —

_ o e n? 340 3
[ Bmds fmo. 0 4
n—o n—oo N

Grenzwerte von Funktionen; Stetigkeit

8  Beispiele fiir unstetige Funktionen

® 22 Skizzieren Sie die Graphen der Funktionen
a) f(x) =2x — 3; D) f(x) =x*> —5x +4!

Zur Erwirmung einer bestimmten Menge Eis ist die Zufiihrung von Wirmeenergie erforderlich.
Bild B 24 zeigt die erforderliche Wirmemenge, die zugefiihrt werden muB, in Abhéngigkeit von
der Temperatur, die erreicht werden soll. Will man eine Temperatur erreichen, die - wenn auch
nur wenig — iiber der Schmelztemperatur 7 liegt, so muf3 dem Eis neben der fiir die Temperatur-
erhohung notwendigen Wiarmemenge auch noch die Schmelzwarme zugefiihrt werden. Dadurch
weist die Funktion an der Stelle Ts einen Sprung auf (.~ Bild B 24 auf Seite 104).

Wie dieses Beispiel zeigt, treten bei der Beschreibung von Vorgéngen in der Natur auch Funktio-
nen auf, die nicht zu den bereits bekannten Funktionen (lineare Funktionen, quadratische
Funktionen, Potenzfunktionen, Winkelfunktionen, Exponential- und Logarithmusfunktionen)
gehoren.

Wir wollen deshalb unsere Kenntnisse iiber Funktionen erweitern, indem wir weitere Funktio-
nen kennenlernen sowie Methoden und Begriffe entwickeln, um ihre Eigenschaften zu beschrei-

ben.
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Wdrme -
menge
3 in
Joule
+ = 1
e = ) i
£ :
KX)o Eis |
- ‘,bC (@ Y in |
I~ Wasser !
1
1
) AYAVAVAVAVAVAVAY. ¢ r T
Ta T Jemperatur
in
Grad Kelvin

Bild B 24
® 23 Gegeben seien die Funktionen
x? -1
M fx) = H 2 f(x) = [x];
x -1
1 "
7 +1 fir x <1 Il i
G f) = , W= S0 =—
?x +2 fir x21

In den Beispielen (1) bis (5) sind keine Definitionsbereiche angegeben. Wir vereinbaren,
daB der Definitionsbereich von (1) die Menge aller reellen Zahlen x ist, fiir die
2
=1
d erklért ist. Entsprechend verfahren wir bei den anderen Funktionen.

2) Ermitteln Sie fiir jede der genannten Funktionen den Definitionsbereich!
b) Fertigen Sie fiir jede der Funktionen eine Wertetabelle an, indem Sie die Funktions-
werte fiir folgende Zahlen x errechnen: —2; —1; 0; 0, Sy 1,53 25 35 41

In den Bildern B 25 bis B 29!) sind die Graphen der Funktionen (1) bis (5) aus Auftrag B 23
skizziert.

® 24 a) Welche der Funktionen (1) bis (5) in Auftrag B 23 ist monoton wachsend?
b) Geben Sie jeweils ein Intervall an, in dem die Funktion (2) bzw. (5) monoton fallend
ist!
¢) Bestimmen Sie die Nullstelle der Funktion (3) rechnerisch!
Fiir x + 1 fallt die Funktion (1) mit der Funktion g(x) = x + | zusammen. Es ist nimlich

2 _ -1
: = Ceet e ) ,und fiir x # 1 ist x — 1 # 0, so daB man (x — 1) herauskiirzen

x=1 X— 1
kann.
1) ,,0* soll hier und in den folgenden Bildern bed daB der eis Punkt nicht zum Graph der Funk-
tion gehort.

»O* soll dagegen bedeuten, daB dieser Punkt zum Graph der Funktion gehort.
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Die Funktionen (1), (3) und (5) zeigen an der Stelle 1 ein ungewdhnliches Verhalten, die Funk-
tion (4) an der Stelle 0. Wihrend man den Graph der Funktion (2) in einem Zuge (d. h. ohne
den Zeichenstift abzusetzen) zeichnen kdnnte, gelingt das bei den Graphen der tibrigen Funk-
tionen nicht. Bei diesen muB der Zeichenstift an der Stelle 1 bzw. 0 abgesetzt werden. Man sagt,
die Funktionen (1), (3) und (5) sind an der Stelle 1 unstetig. Die Funktion (4) ist an der Stelle 0
unstetig. Die Funktion (2) dagegen nennt man an jeder Stelle stetig.

Diese anschauliche Vorstellung von der Stetigkeit einer Funktion bedarf noch einer Prazisierung.
In vielen Fillen steht uns ja der Graph der zu untersuchenden Funktion nicht zur Verfiigung.
Im Gegenteil: Den Graph der Funktion miissen wir erst durch Untersuchungen erarbeiten.
Deshalb werden in den folgenden Lerneinheiten Methoden entwickelt, die es gestatten, das
Verhalten einer Funktion in einer Umgebung einer Stelle zu beschreiben. Wir werden dabei
Zahlenfolgen verwenden, die gegen die betreffende Stelle konvergieren. So wird der Grenz-
wertbegriff fiir Zahlenfolgen ein wichtiges Hilfsmittel beim Untersuchen von Funktionen.

Bild B 25 Bild B 26 Bild B 27

y Y Y o
T
N\, /'

! |

1 | s A 1 /"/I'

: | i / A

N ”

| s -~ I

4 1 x -1 1 x 1 x
L f y

f——

=
B

Bild B 28 Bild B 29
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Aufgaben

1. Gegeben sei die Funktion f mit

x* -4
bl =

4) Bestimmen Sie den Definitions-

bereich von f!

b) Zeichnen Sie den Graph von f auf

Grund einer Wertetabelle!

¢) Mit welcher linearen Funktion
stimmt f fiir alle x ihres Defini-

tionsbereiches iiberein?
x3 4+ 2x* + x

3. Es sei f(x) = 1

a) Bestimmen Sie den Definitionsbereich von f!
b) Skizzieren Sie den Graph von f!

Gegeben sei die Funktion f mit
x—2x + 1

f) = ——.
X

a) Bestimmen Sie den Definitions-
bereich von f!

b) Zeichnen Sie den Graph von f auf
Grund einer Wertetabelle!

¢) Mit welcher linearen Funktion
stimmt f fiir alle x ihres Defini-
tionsbereiches iiberein?

¢) Mit welcher quadratischen Funktion stimmt f fiir alle x ihres Definitionsbereiches

iiberein?

d) Geben Sie je ein Intervall an, in dem f monoton fillt bezichungsweise monoton

wachst!
4. Gegeben sei die Funktion

f&x) = Ix* = 1]

4) Bestimmen Sie den Definitions-

bereich von f!
b) Zeichnen Sie den Graph von f!

¢) Geben Sie ein Intervall an, in dem

f monoton wichst!

d) Bestimmen Sie die Nullstellen vonf!

Gegeben sei die Funktion
1
f(x) = 7

a) Bestimmen Sie den Definitions<
bereich von f!
b) Zeichnen Sie den Graph von f!

¢) Geben Sie ein Intervall an, in dem
f monoton fillt!

d) Fiir welche Zahlen x ist f(x) = 1?

9  Grenzwert einer Funktion an einer Stelle

® 25  Geben Sie fiinf Zahlenfolgen an, die den Grenzwert 1 haben!

Es sei feine Funktion, die in einer Umgebung einer Stelle x, definiert ist.!) Die Zahl x, selbst
kann, aber muf nicht zum Definitionsbereich von f gehoren.

Um das Verhalten der Funktion fin dieser Umgebung zu beschreiben, wihlen wir eine beliebige
Zahlenfolge (x,), die gegen x, konvergiert und deren Glieder alle in der Umgebung liegen, aber
von x, verschieden sind. Da die Funktion fnach Voraussetzung in der betreffenden Umgebung
definiert ist, gibt es zu jeder Zahl x, der Folge (x,) genau eine Zahl f(x,):

Xi5 X2, X3, Xa,

i l 1 i
fx1)y f(x2), S(x3), f(xa),

1) Wenn wir von einer Umgebung einer Zahl x, sprechen, so ist stets eine e-Umgebung von x, gemeint.
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Die Funktionswerte
fx), f(x2), fxa), flxa), -y Sflxa), o
bilden ebenfalls eine Zahlenfolge. So wird also der Folge (x,) eine eindeutig bestimmte Folge
(f(x»)) zugeordnet. Mit Hilfe solcher Folgen (f(x,)) konnen wir das Verhalten der Funktion f
in der Umgebung von x, charakterisieren.
1
® 26 Gegeben sei die Funktion f(x) = x + 1 und die Folge (x,) mit x, =1 — —.
n
Berechnen Sie die ersten zehn Glieder der Folge (f(x,))! Zeichnen Sie den Graph von f,

und markieren Sie auf ihm die Punkte (x,; f(x,))!

Gegeben seien die Funktionen (.~ Bilder B 25 und B 27)

1
4 —x+ 1 fir x <1
T und filw) =

Silx) =

o= 11

v

7.\'+2 fir x =1

Die Funktion f; ist an der Stelle 1 nicht definiert. Fiir alle x mit x # 1 stimmt die Funktion f;
mit der Funktion g(x) = x + 1 iiberein (.~ Seite 104).
Die Funktion f; ist fiir alle x definiert. Ihr Graph hat an der Stelle 1 einen Sprung.
Wir wollen untersuchen, wie sich die Funktionen f, und f; bei Anniherung an die Stelle 1 ver-
halten. Dazu betrachten wir Zahlenfolgen (x,) mit

(*) lim x, =1 und x, # 1 firallen

0 :
und untersuchen jeweils die Folgen der zugehorigen Funktionswerte (f1(x,)) und (f2(xn)).
Wir wihlen zunichst eine Folge (x,), die die Bedingung (*) erfiillt, zum Beispiel

(xn) = (l —%)

Wegen x, < 1 fiir alle » wird dieser Folge durch die Funktion

fi die Folge (fi(x,)) mit /> die Folge (f2(x,)) mit
1 1 1
filxn) = g(x) = (1 - —) +1 bzw. falow) = —(1 — —) +1 baw.
n 2 n
1 3 1
filx) =2 — —; L falxa) = 3‘ = E
zugeordnet. Die Folge (fi(x,)) konvergiert ‘zugeordnet. Die Folge (f2(x,)) konvergiert
gegen 2. 3
gegen —-.

1
Die gleichen Untersuchungen fiihren wir fiir die Folge (¥,) mit %, = 1 + — durch, dieeben-
n

falls die Bedingung (*) erfiillt.
Wegen %, > 1 fiir alle n gilt

1 1 1
Si(Fn) = g(xn) = (I + —) +1 SolE) = _<[ + _) +2
n 2 nj,
o 1 _ 5 1
fiF) =2+ fiE) =5+ 5
5
Die Folge (fi(%,) konvergiert ebenfalls Die Folge (f2(¥,)) konvergiert gegen —.

2

gegen 2.
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Diese Betrachtungen zeigen bereits, daB sich die Funktionen f; und /> bei Anniherung an die
Stelle 1 sehr unterschiedlich verhalten.
Bei der Funktion f; konvergiert sowohl die Folge (fi(x,)) als auch die Folge (f;(%,)) gegen 2.
Bei der Funktion £, haben die Folgen (f2(x,)) und (f3(%,)) verschiedene Grenzwerte.
Konvergiert bei der Funktion f, fiir jede gegen 1 konvergierende Folge (x,) die Folge
(f1(xn)) gegen 2?
Zur Beantwortung dieser Frage betrachten wir eine ganz beliebige Folge (x,) mit
limx, =1 und x,#* 1 firallen.
n—o0

Die durch (x,) eindeutig bestimmte Folge der zugehdrigen Funktionswerte ist die Folge (f1(xn)
mit

Si(xn) = g(0xa) = xn + 1.
Nach Voraussetzung ist lim x, = 1. Folglich ist

nso
lim (fi(x,)) = lim (x, + 1) = lim x, + lim 1 =2,
n-co nso naoo n— o

Ergebnis:

Fiir jede gegen 1 konvergierende Folge (x,), deren Glieder El des Definitionsbereich

der Funktion f, sind, konvergiert die Folge (f;(x,)) der zugehorigen Funktionswerte gegen 2.
Mit anderen Worten: Wenn wir nur geniigend nahe an die Stelle 1 herangehen, so erhalten wir
Funktionswerte, die sich beliebig wenig von der Zahl 2 unterscheiden.

Das Verhalten einer Funktion f an einer Stelle x,, zum Beispiel der Funktion f;(x) =
an der Stelle 1, erfassen wir durch die folgende Definition.

x2 -1
=1

» 4 DEFINITION
Es sei f eine Funktion, xo und g seien reelle Zahlen.
S sei in einer Umgebung von xg — 1l unter AusschiuB von xg — definiert.
S hat an der Stelle xo den Grenzwert g
=px Fiir jede gegen xo konvergierende Folge (x,) konvergiert die Folge (f(x,)) der zugehérigen
Funktionswerte gegen g.

Bemerkung: Dabei sind nur solche Folgen (x,) zugelassen, deren Glieder von x, verschieden
sind und in der gewihlten Umgebung von x, liegen.

Hat die Funktion fan der Stelle x, den Grenzwert g, so bedeutet das anschaulich, daB der Graph
von fsowohl von links als auch von rechts in den Punkt (xo; ) einmiindet, ganz unabhingig
davon, ob fan der Stelle x, definiert ist oder nicht.
Ist g Grenzwert der Funktion fan der Stelle x,, so schreibt man

lim f(x) = ¢

(Lies: ,,Limes f von x fiir x gegen x, gleich.g*).

21

Das Ergebnis der oben durchgefiihrten Untersuchung besagt, daB die Funktion f;(x) = £ 1
(x # 1) an der Stelle 1 den Grenzwert 2 hat. Es ist also x=

X2

lim ! = lim (x + 1) = 2.

x=1 X — x=1
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1

—x+1 fir x<1
Die Funktion f3(x) = hat an der Stelle 1 keinen Grenzwert, da fiir
1

A

7X+2 fir x

w

die Folgen (x,) und (%,) mit x, = 1 — %bzw. =14+ %die Folgen (fa(x,)) und (f2(%)
gegen verschiedene Zahlen konvergieren.
®m 17 Hat die Funktion f(x) = x*> + 1 an der Stelle 1 einen Grenzwert?
Lésung:
(1) Wir wihlen eine beliebige Folge (x,) mit lim x, = 1 und x, # 1 fiir alle n.
nso

(2) Wir bilden zu der Folge (x,) die Folge (f(x,)) der zugehorigen Funktionswerte und
erhalten (f(x,) = (x2 + 1).

(3) Wir untersuchen die Folge (f(x,)) auf Konvergenz. Es ist
lim f(x,) = lim (@ + 1) = lim x + lim | =12 +1 =2.
n-sw n-sco

n—00 n—o0

Ergebnis:

Da (x,) eine beliebige gegen 1 konvergierende Folge mit x, + 1 fiir alle n ist, konvergiert
fiir jede gegen 1 konvergierende Folge (x,) die Folge (f(x,)) der zugehorigen Funktions-
werte gegen 2. Also ist lim (x? + 1) = 2.

x=1
m |8  Esistzuzeigen, daB die Funktion f(x) = |x| (.~ Bild B 26) an der Stelle 0 den Grenzwert 0
hat.
Losung:

(1) Wir wihlen eine beliebige Folge (x,) mit lim x, =0 und x, % 0 fiir alle n.

n-co
(2) Wir bilden zu der Folge (x,) die Folge (f(x,)) der zugehdrigen Funktionswerte und
erhalten die Folge (f(xx) = (|xa]).

(3) Wir zeigen, daB die Folge (|x,|) eine Nullfolge ist. Nach Voraussetzung ist (x,) eine
Nullfolge. Bei jedem positiven & gilt also fiir fast alle n die Ungleichung

|lxa — O] = |xa| <e.
Dann ist auch die Folge (|x,|) eine Nullfolge, denn es ist ||x,| — 0] = ||xu|| = |xa|.
Also gilt

lim f(x,) = lim |x,| = 0.
s n—oo
Ergebnis: lim |x| =0
x40
® 27 Begriinden Sie: Jede fiir alle x definierte konstante Funktion f(x) = c hat an der beliebig
gewihlten Stelle x, den Grenzwert c!
® 28 Zeigen Sie: An der beliebig gewihlten Stelle' xo hat die Funktion
a) f(x) = x den Grenzwert xo; D) f(x) = 5x den Grenzwert 5x,!

Nach Definition B 4 hat eine Funktion fan der Stelle x, einen Grenzwert, wenn flir jede gegen xo
konvergierende Folge (x,), deren Glieder zum Definitionsbereich von f gehdren und von xo
verschieden sind, die Folge (f(x,)) der zugehdrigen Funktionswerfe konvergiert, und zwar
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immer gegen ein und dieselbe Zahl. Damit besagt Definition B 4 aber auch, daB eine Funktion f
an der Stelle x, keinen Grenzwert hat, wenn es unter all den gegen xo konvergierenden Folgen
(xa) auch nur eire gibt, fiir die die Folge (f(x,)) divergent ist.

®m 19 Es ist zu zeigen, daB die Funktion f(x) =

1
q (.~ Bild B 29) an der Stelle 1 keinen

Grenzwert hat.
Losung:
Wir zeigen, daB es eine gegen 1 konvergierende Folge (x,) gibt, fiir die die Folge (f(x,))
Aoy, . 1 :
divergiert. Wihlen wir zum Beispiel die Folge (x,) mit x, = 1 + —, so gilt
n

lim x, =1 und x, + 1 fir alle 7.

00

Die Folge der zugehérigen Funktionswerte ist die Folge (f(x,)) mit

Die Folge () ist (als unbeschrinkt wachsende Folge) divergent.
Ergebnis:
Die Funktion f(x) =

1 hat an der Stelle 1 keinen Grenzwert.
=

Aufgaben

2.

Bestimmen Sie den Grenzwert der Funktion f(x) = x2 + 1 an der Stelle —2!

1
1 an der Stelle 2!

Bestimmen Sie den Grenzwert der Funktion f(x) =

Zeichnen Sie den Graph der Funktion f(x) = x°, und untersuchen Sie, ob die Funktion f
an der Stelle 0 einen Grenzwert hat!

3
: x3 4

Wodurch unterscheiden sich die Funktionen f(x) = x2 + 1 und gx) = ud % 2
Ermitteln Sie die Grenzwerte der Funktionen f und £ an der Stelle 0!
Hat die Funktion 6. Hat die Funktion

x2 -9 x2 +4x + 4
=53 T
an der Stelle 3 einen Grenzwert? an der Stelle —2 einen Grenzwert?

Begriinden Sie, daB die Funktion f(x) = ﬁ (~ Bild B 28) an der Stelle 0 keinen
Grenzwert hat! X

Hinweis: Geben Sie zwei verschiedene Nullfolgen an, fiir die die Folgen der zugehéorigen
Funktionswerte der Funktion f gegen verschiedene Grenzwerte konvergieren!
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10 Grenzwertsitze fiir Funktionen

Mit Hilfe der Grenzwertsitze fiir Zahlenfolgen konnten wir die Berechnung der Grenzwerte
gegebener Folgen auf bereits bekannte Grenzwerte zuriickfiihren. Den Begriff ,,Grenzwert
einer Funktion fan einer Stelle xo* haben wir unter Verwendung des Konvergenzbegriffes fiir
Zahlenfolgen definiert.

Aus den Grenzwertsitzen fiir Zahlenfolgen folgen nun analoge Sitze fiir Grenzwerte von Funk-
tionen. Mit ihrer Hilfe kann man die Grenzwerte gewisser Funktionen auf bereits bekannte
Grenzwerte einfacherer Funktionen zuriickfiihren.

Diese sogenannten Grenzwertsiitze fiir Funktionen wollen wir in dieser Lerneinheit kennenlernen
und anwenden. Auf die Herleitung dieser Sitze aus den entsprechenden Sitzen fiir Zahlenfolgen
verzichten wir hier.

Zunichst wollen wir jedoch kurz erdrtern, wie man aus gegebenen Funktionen neue Funktionen
bilden kann, um dann — wie bereits bei Zahlenfolgen — auch gegebene Funktionen in einfachere
Funktionen zerlegen zu konnen.

Es seien # und v Funktionen, die einen gemelnsamen Definitionsbereich D haben.

Unter der Summe der Funktionen « und v versteht man diejenige Funktion s, bei der fiir jedes
x € D gilt:

s(x) = u(x) + v(x).

®m 20 Gegeben seien die Funktionen  und » mit #(x) = x* + 1 und v(x) = 5x. Die Summe der
Funktionen « und v ist die Funktion s mit s(x) = x* + 5x + 1.

® 29 Es seien « und v Funktionen mit dem gemeinsamen Definitionsbereich D.
Wie wird man —analog zur Bildung dér Summe s — die Differenz d, das Produkt p und den
Quotienten ¢ der Funktionen « und v definieren?
Was ist bei der Bildung des Quotienten zu beachten?
Bilden Sie die Differenz d, das Produkt p und den Quotienten ¢ der im Beispiel B 20 gege-
benen Funktionen « und v!

@ 30 Gegeben sei die Funktion f(x) = x* + 5x + 1.
Bestimmen Sie den Grenzwert der Funktion fan der Stelle 1!
Vergleichen Sie Ihr Ergebnis unter Beriicksichtigung des Beispiels B 20 mit den Ergebnis-
sen von Beispiel B 17 und Auftrag B 28!

SATZ 3
Wenn die Funktionen x und v an der Stelle x( einen Grenzwert haben, so gilt:
(a) hm (u(x)+ v(x)) = llm u(x)+ Ilm v(x);

Y

(b) I|m (u(x)— v(x)) = Iim u(x)— lun v(x);

X=X, x—=Xp

@© lim (k(x)- v(x) = lim u(x) lim v(x);

x—Xo

lim u(x)
: _ XX 8
(d) J(l_l.n::. TEhE e fallsxl_l:r’:.n(x) + 0.

m 21 Den Grenzwert der Funktion f(x) = x* + 1an der Stelle 1 (~ Beispiel B 17) konnen wir
jetzt folgendermaBen berechnen.
Die Funktion fist die Summe der Funktionen « und v mit u(x) =x? und o(x) =
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Die Funktion u ist das Produkt der Funktion w(x) = x mit sich selbst.
Nach Auftrag B 28 bzw. B27 gilt limx =1 und lim 1 = i 3
x=1

x—1

Nach Satz B 5 (c) folgt
lim x? = lim x - lim x = 1.
x=1 x-1 x=1

Unter Verwendung von Satz B 5 (a) erhilt man
lim f(x) = lim (x* + 1) = llm x>+ lim1=2.
x=1 x=1 x=1

x? —
—8 (x # 0) an der Stelle 0 einen Grenzwert?

22 Hat die Funktion f(x) = — T

;‘iw'”i: wigli it M=) ws§

r = = 3

HEjere g x* + 8x x(x + 8) x+ 8

Fiir x # 0 ist die Funktion f der Quotient der linearen Funktionen u(x) = x — 5.und
v(x) = x + 8.

Esist lim (x —5) = =5 und lim (x + 8) = 8.
x=0 x=0

Unter Verwendung von Satz B 5 (d) erhilt man
lim x-35

| Pl A

200 X +8 hm(x+8) =Ty
x—0

Ergebnis:

5
Die Funktion f hat an der Stelle 0 den Grenzwert — T

® 23 Hat die Funktion fmit f(h) = 2"—;"1— (h # 0) an der Stelle 0 einen Grenzwert?
. . i
Fwhsop BEE _Hen 0
Nun ist 'I,m; 2+h=2
und folglich auch lim 2"—+h—2 = D
Ergebnis: -
Die Funktion f hat an der Stelle 0 den Grenzwert 2.
® 24 Esist der Grenzwert der Funktion f'mit f(k) = Go + ,22 = (h+0)
an der Stelle 0 zu bestimmen.
Losung:
Fiir h + 0 gilt f(hy = 0+ 2Xoh + 12 —x§ _ 2xoh + B _ 260 + A

h - h
Nach dieser Umformung erhilt man

lim f(h) = lim (2xo + k) = 2x,.

h-0 h=0

Ergebnis:
lim f (h) = 2xo
A0
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Berechnen Sie unter Verwendung der Ergebnisse der Auftrige B 27 und B 28 sowie des Satzes

B 5 folgende Grenzwerte!

1.7 a)lim x®

b lim (1 — x?)

x=3 x1

o) lim (5x* + 3x* — x* + 1)
x-+3
. ; %
3.7 a) lim b) lim ———
xs-21+ sa-2 14 %
i L lim
o) lim i e
xo-1 1 1 X° = 5x
y tim x* — 8x* + 5x
¥ a0 X+ 6xP —x
f) lim
23 %=1
h* +h . B+h*-9
5. a) lim b) lim
f h=0 h K0 h
h 3 _ 3
o g S XM =%
B0 h

11 Stetigkeit

a) lim x* b) lim (1 — x?)
x—3 xa=1
lim (5x* + 3x* — x* + 1)
xa=1
i ) x+1
xs—3 1 x* ’ xo—2 1 +x2
3 . ox? 4+ 4x
lim ) lim
x2 X — x—0 X — 5x

- s
i 2" by fim @ +h -9
h=0 ho1 h

.
lim a(xo + h) ax}
h=0

In den vorangegangenen Lerneinheiten haben wir das Verhalten der Funktionen f(x) = x* + 1,

x2

fx) =

x —

_ll und  f(x) =

%x+1fﬁrx<l

—x+2firxz1
2" ir x

in einer Umgebung der Stelle 1 untersucht.

Wir stellen die Ergebnisse in nachfolgender Tabelle zusammen und fiigen ein viertes Beispiel

hinzu.

fx)=x*+1

lim f(x) = 2
x—1
famy=2

x? =1
=1

lim f(x) = 2

x=1
fist an der Stelle 1 nicht
definiert.

8 [001156]
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1 Ii = icht,

Fx+1 fir x <1 ,'.'.'} f(x) existiert nicht
6= 7y =25

%x +2 fir x21

il lim f(x) = 2
fO==-T fir x+1 et fx)

3* fir x=1 f)=3

ul =

Der Graph von f14ft sith in einer Umgebung der Stelle 1 nur im Falle des ersten Beispiels ohne
Absetzen des Stiftes zeichnen. In diesem Falle ist fan der Stelle 1 definiert, es existiert lim f(x),

x>l
und es ist lim f(x) = f(1). In allen anderen Fillen ist eine der Bedingungen nicht erfiillt.
x—1

Damit gelingt uns eine prizise Definition der in Lerneinheit 8 bereits anschaulich gewonnenen
Eigenschaft der Stetigkeit einer Funktion an einer Stelle.

>S5 DEFINITION

[ ist stetig an der Stelle xg=p; (1) fist an der Stelle xg definiert
und

(2) lim f(x) existiert!
X

3) lim f(x) = f(xo)

Bemerkung: Die Bedingung (3) der Definition B 5 wird natiirlich erst sinnvoll, wenn f an der
Stelle x, definiert ist und lim f(x) existiert, das heiBt, wenn die Bedingungen (1) und (2) erfiillt

sind. nt=
Ist auch nur eine der drei Bedingungen dieser Definition nicht erfiillt, so heilit fan der Stelle x,

unstetig.
® 25 a)Die Funktion f(x) = x® + 1 ist an der Stelle 1 stetig; denn

(1) fist an der Stelle 1 definiert, es istf(1) = 2;

(@) lim (x* + 1) existiert, es ist lim (x2 + 1) = 2 (~ Beispiel B 21);

x=1 i x—1
() esist lim f(x) = f(1).
>4 x=1
2 -1

2 l 4 -
b)f(x) = ) ist an der Stelle 1 nicht stetig. Zwar existiert lim J‘—]
A x=1 X —

(~ Seite 108), aber f ist an der Stelle 1 nicht definiert.

1) Das bedeutet (* Definition 4), daB die Funktion fsogar in einer Umgebung von x, definiert sein muB.
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Lx +1 fir x<1 )
of(x) = g ist an der Stelle 1 nicht stetig.
7)( +2 fir xz1

Es ist zwar f(1) = 2,5; aber lim f(x) existiert nicht (.~ Seite 109).
x=1

— fir x#1
df(x) ={ x—1 ist an der Stelle 1 nicht stetig.
3 fir x=1

Zwar existiert lim f(x) und
x—=1

fist auch an der Stelle 1 definiert, aber es ist lim f(x) * f).
x—1

® 26 2)Die Funktion f(x) = || ist an der Stelle O stetig, denn fist an der Stelle 0 definiert,

es existiert lim |x| (. Beispiel B 18), und es ist lim |x| = f(0).
x—0 x—0

b) Die Funktion f(x) = 1 ist an der Stelle 1 nicht stetig, da sie an dieser Stelle nicht

x —
definiert ist (.~ Bild B 29). WihIt man jedoch zum Beispiel irgendeine Stelle xo aus
dem Intervall (2; 3), so ist

lim f(x) = lim by ! P = f(xo)

)= R =T " Tm@=1D x-1 '

Das heiBt, fist an jeder Stelle des Intervalls (2; 3) stetig.
\

Ist eine Funktion fan j}dw Stelle eines Intervalls I stetig, so sagt man kurz: fist in I stetig.
Bemerkung: Falls I ein abgeschlossenes Intervall <a; b) ist, fordern wir lim f(x,) = f(a)

nso
bzw. lim f(x,) = f(b) nur fiir solche Folgen (x,), die ganz im Intervall verlaufen und gegen
n-o

a bzw. b konvergieren. Das bedeutet, daB wir uns der Zahl @ nur von rechts und der Zahl b
nur von links nahern.

Ist eine Funktion f an jeder Stelle ihres Definitionsbereiches stetig, so sagt man kurz:

f ist stetig.

1
®m 27 Die Funktion f(x) = < istim Intervall {1;2) und auch im Intervall (0; 2) stetig, nicht

8*

aber im Intervall (—1; 1), denn im zuletzt genannten Intervall liegt die Zahl 0, fiir die
/ nicht definiert ist.
Fiir alle xo + 0 dagegen ist / definiert, und es gilt

1 1 1
lim f(x) = lim — = — =— = f(x0).
P xmxg X lim x X6

Also ist /fiir alle xo # O stetig, das heiBt, fist an jeder Stelle ihres Definitionsbereiches
stetig.

Ergebnis:

1
Die Funktion f(x) = — ist stetig.
X
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Bemerkung: Wie Beispiel B 27 zeigt, kann eine stetige Funktion fin einem Intervall durchaus
unstetig sein, namlich dann, wenn das Intervall eine Zahl enthdlt, die nicht zum Definitions-
bereich von f gehort.

W 28 Beispiel einer Funktion, die iiberall definiert, aber an keiner Stelle stetig ist.

X 1, falls x eine rationale Zahl
Es sei f(x) = l

2, falls x eine irrationale Zahl

Diese Funktion (~ Bild B 30), die an “;
i

jeder Stelle definiert ist, ist an keiner
Stelle xo stetig, weil an keiner Stelle Xo
der Grenzwert lim f(x,) existiert. Ist

{1, wehn. x rational: -
24 wenn x irrational

X0
ndmlich (x,) eine Folge von rationalen
Zahlen, die gegen x, konvergiert, so ist 2
f(xa) =1 fiir alle n und demzufolge
lim f(xo) = 1.

nso

Ist dagegen (x,) eine Folge von irratio- L
nalen Zahlen, die gegen x, konvergiert, | HH L
so ist lim f(x,) = 2. + + i e

5 . + +
e Bild B 30 e s b x
Aufgaben
1. Priifen Sie, ob folgende Funktionen 2 Priifen Sie, ob folgende Funktionen
an der Stelle x, = 0 stetig sind! an der Stelle x, = 2 stetig sind!
a) flx) =x + 1 a)f(x) =x +2
b) f(x) = x? b) fx) = x*
x? x—=1 fir x=2
9) == = =
) x /() {x+l fir x> 2

Beweisen Sie, daB folgende Funktionen stetig sind (das heiBt, an jeder Stelle ihres Definitions-
bereiches stetig sind)!

3t a)flx)=x 41 a) f(x) = x2
b) f(x) =3x + 4 b) f(x) = 2x% — 1
) f(x) =3 ¢) flx) = =2

1 1
d)f(x)=7 d)f(-\')=;+|
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12 Eigenschaften stetiger Funktionen

Die Stetigkeit einer Funktion in einem abgeschlossenen Intervall hat weitreichende anwendungs-
fahige Folgerungen.
Gegeben sei die Gleichung x*> — x — 3 = 0.
Hat diese Gleichung eine Losung xo mit 0 < xo < 22
Die Fragestellung ist gleichwertig damit, ob die Funktion f(x) = x* — x — 3 im Intervall
0; 2) eine Nullstelle hat.
Esistf(0) = —3und f(2) =23 -2 -3 =3.
Zum Graph von f gehdren also die Punkte (0; —3) und (2; 3). Y
Der eine Punkt liegt unterhalb, der andere oberhalb der
x-Achse. Da die Funktion f in dem Intervall <0; 2} stetig ist,
kann man den Graph von f zeichnen, ohne den Zeichenstift
abzusetzen. Man wird deshalb beim Zeichnen des Graphen im 21
Intervall<0; 2) wenigstens einmal die x-Achse schneiden miis- )
sen (~ Bild B31). Das bedeutet aber, daB der Graph von fim %
Intervall {0;2) wenigstenseinen Schnittpunkt mit der x-Achse, !
das heiBt f im Intervall 0; 2) eine Nullstelle haben muB. —
Diese anschaulich gewonnene Eigenschaft gilt tatsichlich fir X
stetige Funktionen: Swhe we Boltome —-14
Ist f eine in einem abgeschlossenen Intervall <{a; b)
stetige Funktion, und haben f(a) und f(b) unterschied- ~TT
liche Vorzeichen, so gibt es wenigstens eine Stelle x, im
Intervall {a; b) mit f(xo) = 0. /
Diese Aussage kann sogar noch verallgemeinert werden.
Ist zum Beispiel f(a) < 0und f(b) > 0, soist 0 nurein spezieller
Wert zwischen f(a) und f(b).
Ist y irgendeine Zahl zwischen f(a) und f(b), so muB auch diese
unter den Funktionswerten der im Intervall {a;b) stetigen
Funktion vorkommen (.~ Bild B 32). Es kommt auch gar
nicht darauf an, daB f(a) < 0 und f(b) > O ist, wenn nur
f(a) * f(b) gilt (~ Bild B 33).

Bild B 31

Bild B 32 Bild B 33
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Unsere Uberlegungen fiihren zu dem folgenden Satz.

56 | SATZ iber dic Annahme der Zwischenwerte  Tolyd~—

Wenn
feine in einem abgeschlossenen Intervall {a; b) stetige Funktion ist und f(a) + £(b) gilt,

so
nimmt f im Intervall {a; b) jeden Wert zwischen f(a) und f(b) wenigstens einmal an.

Auf den Beweis des Satzes B 6, der sich auf die Definition B 5 stiitzt, verzichten wir hier.
Mit Hilfe von Satz B 6 konnen wir Nullstellen einer Funktion ndherungsweise berechnen.

® 29 Es ist eine Nullstelle der Funktion f(x) = x* — x — 3 zu berechnen.

Losung:

Wir hatten bereits f(0) = —3 und f(2) = 3 ermittelt.

Da fim Intervall {0; 2) stetig ist, hat fin diesem Intervall eine Nullstelle x,.

Durch Ausrechnen weiterer Funktionswerte von fim Intervall <0; 2) versuchen wir, die
Lage einer Nullstelle x, weiter einzugrenzen.

Ausf(1) =1 -1 — 3 = -3 folgt, daB fim Intervall{1; 2) eine Nullstelle haben muB,
also | < xo < 2.

Wir berechnen den Funktionswert von fan der Stelle 1,5 und erhalten

f(1,5) =(1,5° - 1,5 -3 = 1’5((1’5’)1 -1)-3=15-125 -3 = —-1,125.

Folglich hat fim Intervall (1,5; 2) eine Nullstelle xo, also 1,5 < xo < 2.

Aus f(1,7) =(1,7® - 1,7 -3 =1,7((1,7* - 1) — 3 = 0,213

und f(1,6) = (1,6)> — 1,6 — 3 = 1,6((1,6)> — 1) — 3 = —0,504

erhalten wir 1,6 < xo < 1,7. Damit gilt:

Eine Nullstelle xo von f liegt zwischen 1,6 und 1,7.

I

@ 31 a) Erldutern Sie an Hand des Bildes B 34, daB in der Formulierung von Satz B 6
,,wenigstens** nicht durch ,,genau‘ ersetzt werden kann!

‘f(uw

Bild B 34 Bild B 35
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b) Erldutern Sie an Hand des Bildes B 35, daB im Satz B 6 die Stetigkeit von fin dem
abgeschlossenen Intervall {a; b) und nicht nur in dem offenen Intervall (a; b) gefordert
werden muf!

Wir wollen uns im Hinblick auf spitere Anwendungen noch einer weiteren Eigenschaft stetiger
Funktionen zuwenden. Dazu betrachten wir zwei Funktionen fund g in geeigneten Intervallen
(~ Bilder B 36 und B 37).

flx)="+; 0<x < gi)=x; 0=y =2

Bild B 36 Bild B 37

Der Wertebereich von f ist die Menge aller Der Wertebereich von g ist die Menge aller
y mit y > 1. Diese Menge enthilt keine y mit 0 < y = 4. In dieser Menge ist 0 die
grdfite und auch keine kleinste Zahl. kleinste und 4 die grofite Zahl.

Gibt es unter den Funktionswerten von fin einem Intervall / eine grofite Zahl, so nennt man
diese das Maximum von f in /. Es muB dann also im Intervall I wenigstens eine Stelle x, geben,
so daB f(x,) das Maximum von fin [ ist. Fiir alle x € I gilt f(x) = f(xo).

® 32 Erkldren Sie analog zu der oben gegebenen Erlduterung, was man unter dem Minimum
von fin / versteht!

1
® 30 2) Die Funktion f(x) = < hat im Intervall (0; 1) kein Minimum und kein Maximum.

b) Die Funktion g(x) = x? wichst im Intervall {0; 2) monoton.

Thr Minimum 0 nimmt sie deshalb an der Stelle 0 und ihr Maximum 4 an der Stelle 2
an.

Die Beispiele zeigen, daB es Funktionen gibt, die ein Maximum und ein Minimum in einem Inter-
vall I haben, und solche, die kein Maximum bzw. Minimum haben. Im Falle stetiger Funktionen
in abgeschlossenen Intervallen gilt jedoch, wie hier ohne Beweis mitgeteilt wird (~ Bild B 38
auf Seite 120), folgender Satz. )
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> 7 SATZ vom Maximum und Minimum Weler ,’)’k.,\ﬂ
Wenn ]

feine in einem abgeschlossenen Intervall {a; b) stetige Funktion ist,
so
hat fin {a; b) ein Maximum und ein Minimum.

y a) y b) y c)

1
! !
fla)4 — fla) - i ] L
}\ - | £ >
a

Aufgaben

Beweisen Sie, daB folgende Funktionen fim angegebenen Intervall 7 eine Nullstelle haben!

1.1 a)f@) =x*-3; I=<0;2 21 a)fx)=x*+2x-8; I=A{1;2)
b)f(x) = x7 —12; I = <1;2) lv*f(x)=§—3;l=<%;l>

Bestimmen Sie eine Nullstelle der angegebenen Funktion néiherungsweise auf eine Stelle nach
dem Komma!

I f=x*+x—6 41 f) =x*+2x-8

Untersuchen Sie, ob folgende Funktionen im angegebenen Intervall ein Maximum und ein
Minimum haben, und bestimmen Sie diese gegebenenfalls!

50 af)=5-x; <57 61 ) f(x) =x*—4x +1; <0;5)
1
th(x):Zx—%; (—1;]/3) h}f(x)=-x—; <0; 4>
7.*  Beweisen Sie mit Hilfe von Satz B 6 folgende Aussage!

Wenn fim Intervall <a; b) stetig ist und f(a) < 0 und f(b) > 0, so hat fim Intervall
{a; by eine Nullstelle.
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Zusammenfassung

Funktion fan der Stelle x,.

Mit Hilfe des Grenzwertbegriffes fiir Zahlenfolgen definiert man den Grenzwert g einer

f sei eine Funktion, xo und g seien reelle

Zahlen, f sei in einer Umgebung von x, —

eventuell unter AusschluB von x, — defi-

niert.

fhat an der Stelle x, den Grenzwert g

=p Fiir jede gegen x, konvergierende
Folge (x,) konvergiert die Folge
(f(xn)) der zugehérigen Funktions-
werte gegen g.

Hierbei sind nur solche Folgen (x,) zu-

gelassen, deren Glieder von x, verschieden

sind und in der gewihlten Umgebung von

Xo liegen.

lim x?
x—2

Es sei (x,) eine beliebige Folge mit lim x, =2
n—sco

und x, =+ 2 fiir alle n.
Die Folge der zugehorigen Funktions-
werte ist die Folge

(f(xa)) mit f(xn) = x5

Wegen lim x, = 2 gilt
n—w

lim f(x,) = lim 2 = 4.

- n-w

Also ist

lim x? = 4.

x—2

siitze fiir Funktionen

Haben die Funktionen « und » an der Stelle
Xo einen Grenzwert, so gilt
lim (u(x) + v(x))

="lim u(x) + lim o(x).
X%, X
Entspr de Bezieh gelten fiir die
Differenz, das Produkt und den Quotienten
der Funktionen « und v (» Satz B 5, Seite

111).

Mit Hilfe dieser Grenzwertsitze lassen
sich die Grenzwerte gewisser Funktionen
auf bereits bekannte Grenzwerte einfa-
cherer Funktionen zuriickfiihren.

a)lim (x? + x) = lim x? + lim x
x—2

X2 x—=2
=44+2=6
2
. +
b) lim xz =
x—0 =
2
Die Funktion f(x) = Xz i ist an der
a7 =X
Stelle 0 nicht definiert.
Fiir x + 0 gilt
x(x + 1) x + 1
= Fen —s=1"
Es ist
. x4+ x L ox+1
lim — = lim
x—0 - X x—0 X —
lim (x + 1) lim x + lim 1
. x=0 = x—0 x—0
lim (x — 1) lim x —lim 1
X0 X0 x40
0+

= = -1

0-1
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Stetigkeit

Eine Funktion f ist stetig an der Stelle x,

=pr 1) fist an der Stelle x, definiert und
2) lim f(x) existiert und
X0z
3) lim f(x) = f(xo)
X%
f heilt stetig in 7, wenn f an jeder Stelle des Intervalls 7 stetig ist.
f heiBt stetig, wenn fan jeder Stelle ihres Definitionsbereiches stetig ist.

Ist fin dem abgeschlossenen Intervall <a; b) stetig, so gilt:

(1) Ist f(a) + f(b), so nimmt fjeden Wert zwischen f(a) und f(b) im Intervall {a; b) wenig-
stens einmal an.
(2) f hat in {a; b) ein Maximum und ein Minimum.

Ubungen und Anwendungen

1. Untersuchen Sie nachstehende Folgen (a,) auf Monotonie und Beschrinktheit!
Bestimmen Sie, falls die Folgen konvergent sind, jeweils den Grenzwert!

1 n? +1 n?+1 n!
a) g, = (=1 — b) g = ———— c) = d) g, = —
a=(=D n? @ n(n + 1) O n? 4 n?
R . 22 + 5 on+1
) an=3 N a-=(3) Da = W= (-1
. 5 5
”a,,=2——n7 Ma—2+7

Zeigen Sie unter Verwendung der Grenzwertdefinition, daB die Folgen Nullfolgen sind!

( 1 ) " 1

a) f==s ) [——

Vn Va

3. Begriinden Sie, daB die Falgen unbeschrénkt wachsen!

P 3
a2 (Vn) » (1)
4. Beweisen Sie die folgenden Aussagen! 1
2) Ist (a,) eine Nullfolge, die nur positive Glieder hat, so 15(( )eme Folge, die unbe-
an

schriankt wichst. 1
) Ist (a,) eine unbeschrinkt wachsende Folge, so lSt( ) eine Nullfelge.

) Formulieren Sie einen entsprechenden Satz wie.in Aufgabe 4. a) fiir Nullfolgen, die nur
negative Glieder haben, und beweisen Sie diesen Satz!

b) Formulieren Sie einen entsprechenden Satz wie in Aufgabe 4. b) fiir unbeschrinkt
fallende Folgen, und beweisen Sie diesen Satz!

6. Untersuchen Sie die Folgen auf Konvergenz, und bestimmen Sie gegebenenfalls den

Grenzwert!

W
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10.

a) ((—1)"—:'—) b) (21) ) ((—1)" 21)

1 1 n+1
o) eem  efa
n? + 1 n? -1 5n —Tn + 8
S h T (e
)(n+1) )(n—l) I)(5—711-\‘—8112)
Berechnen Sie!
12 +22 432 + .. +n? . (n+ 1!
o T o O s N N fiy et P
o g T B A=t !

Untersuchen Sie die Folgen auf Monotonie, Beschrinktheit, Existenz von Grenzen und
Konvergenz!

o finfr3) )

Bilden Sie zu der Folge ((—1)") die Folge der Partialsummen, und untersuchen Sie diese
auf Konvergenz!

Gegeben seien die geometrischen Folgen

o () e

Untersuchen Sie die zu diesen Folgen gehdrenden Partialsummenfolgen beziiglich Kon-
vergenz! .

Gegeben sei die geometrische Folge (¢").

a) Berechnen Sie die Glieder ¢°, gq*, g2, g%, ¢*, ¢° fiir den Fall ¢ = 0,9 und fiir den Fall
q = 11!

b) Berechnen Sie ¢'° fiir die unter a) angegebenen Werte von ¢!

¢) Fiir welche n liegen die Glieder der Folge (0,9") auBerhalb der e-Umgebung von 0,
wenn & = 1073 ist?
Hinweis: Rechnen Sie logarithmisch (~ Seite 44fF.)!

d) Fiir |q| < 1 ist (¢") eine Nullfolge.
Untersuchen Sie die zu der geometrischen Folge (¢") gehorende Partialsummenfolge
(s,) fiir den Fall, daB |¢| < 1 ist, auf Konvergenz!

Einem Quadrat mit der Seitenlidnge a, sei ein zweites einbeschrieben, dessen Eckpunkte

auf den Mitten der Seiten des ersten Quadrates liegen. In der gleichen Weise sei dem

zweiten Quadrat ein drittes, dem dritten ein viertes usf. einbeschrieben.

a) Die Ldngen a,, a;, a3, ..., au, ... der so bestimmten Quadrate bilden eine unendliche
Folge (a,). Geben Sie die Glieder a,, a,, a; und a, dieser Folge in Abhingigkeit von
a; an!

b) Berechnen Sie die Summe der Umfinge aller dieser Quadrate!

¢) Berechnen Sie die Summe der Flicheninhalte aller dieser Quadrate!

Im Bild B 39 auf Seite 124 sind Halbkreise dargestellt. Der erste Halbkreis mit der
Bogenlidnge b, hat den Radius r.

Der Radius jedes weiteren Halbkreises ist halb so groB3 wie der Radius seines unmittel-
baren Vorgangers.
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N\

Bild B 39

—
I
‘l'
/
=

a) Die Langen by, bz, bs, ..., bs, ... der Halbkreisbogen bilden eine unendliche Folge
(bs). Geben Sie die Glieder by, b,, bs und b, dieser Folge in Abhingigkeit von ran!
b) Beweisen Sie durch vollstindige Induktion, daB fiir die Summe s, der ersten n Glie-

der der Folge (l;,.) gilt: s, = 2nr (l — ZL")'
©) Berechnen Sie den Grenzwert der Folge (s,)!
Man stelle sich einen Turm vor, der aus unendlich vielen iibereinanderstehenden Wiirfeln
aufgebaut ist. Der unterste Wiirfel W, habe die Kantenlidnge 1, der unmittelbar darauf-
stehende Wiirfel W, die Kamenlinge%, der auf diesem stehende Wiirfel W, die Kanten-
lidnge % usf. Die Kantenldnge jedes Wiirfels betrigt % der Kantenlinge des unmittelbar

unter ihm befindlichen Wiirfels (.~ Bild B 40).

2) Ermitteln Sie die Kantenldnge des Wiirfels W, !

1) Wie hoch ist der Turm bis zum n-ten Wiirfel einschlieBlich?
©) Wie hoch ist der Turm insgesamt?

&) Ermitteln Sie das Volumen des n-ten Wiirfels W, !

¢) Wie groB ist das Volumen des gesamten Turms?

Gegeben sei ein regelmiBiges in den Einheitskreis einbeschriebenes Achteck. Man fille
von einer Ecke P, das Lot auf den Radius, der zu einer benachbarten Ecke des Acht-
ecks gezogen ist. Der FuBpunkt sei P,. Von diesem fille man wiederum das Lot auf den
Radius, der zur nichsten Ecke des Achtecks fiihrt usf. (.~ Bild B 41).

Bild B 41
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16.

0

Es sei s, = PoPy + PPy + ... + Py_yPy.

1) Berechnen Sie s, = PoPy! b)Berechnen Sie s, = PoP; + P, P,!
¢)Berechnen Sie s,! d) Ermitteln Sie lim s,!
n-sc

Gegeben sei die Folge (s,) mit s, = .
n+1

a) Berechnen Sie die ersten fiinf Glieder der Folge (s,)!

h) Weisen Sie nach, daB die Folge (s,) monoton wichst!

¢) Bestimmen Sie den Grenzwert der Folge (s,)!

) Wie viele Glieder der Folge (s,) sind kleiner als 1,99?

¢) Nun sei (s,) die Partialsummenfolge einer Folge (a,). Berechnen Sie die ersten fiinf
Glieder der Folge (a,)!

1) Geben Sie eine Zuordnungsvorschrift fiir die Folge (a,) an!

. S5n+3 s
Gegeben sei die Zahlenfolge (a,) mit a, = 4 T Waihlen Sie p so, daBB
1
a) (a,) den Grenzwert | hat; h) (a,) den Grenzwert 7 hat;
¢) (ay) eine Nullfolge ist; d) (a,) divergent ist!

Zeigen Sie, daB fiir jede konvergente Folge (a,) gilt:
a)lim a, = a genau dann, wenn lim (a, — a) = 0;

newm nson
b)lim a, = 0 genau dann, wenn lim |a,| = 0!
n-o nsw

Gegeben sei eine geometrische Folge (@,) mit @, = 32 und a, = 8.

2) Nennen Sie die ersten 6 Glieder dieser Folge, und veranschaulichen Sie diese in
einem Koordinatensystem!

b) Bestimmen Sie a,!

¢) Bilden Sie zu der Folge (a,) die Folge (s,) der Partialsummen!

d) Untersuchen Sie beide Folgen auf Monotonie, Beschrinktheit, Existenz von Grenzen
und Konvergenz!

<) Berechnen Sie die Grenzwerte beider Folgen, falls diese existieren!

Berechnen Sie folgende Grenzwerte!

o X2 =243 .
o lim (¢ =Sy +2) ) lim 2 olim (22 - 6z + 17)
x——1 x—3 X=i=2 -0
18K — 12k + 6h . x?
0 lim (a2 — 2a — 6) ylim e T £y lim 2=
a2 n—0 h X0 X
- | . ox2—4x +3 . x2—x—-6
o) lim = Wt lim —— iy* lim ————
X0 X a1 X2+ x -2 -2 X2+ 7x + 10

Sind « und v Funktionen mit lim #(x) = g, und lim z(x) = g,, so gilt

XXy X+xy

lim (u(x) + v(x)) = lim a(x) + lim o(x) = g, + g,.

x-x, XX, XX
Beweisen Sie diesen Satz!
Hinweis: Wihlen Sie eine beliebige Folge (x,) mit lim x, = x, und x, + xo fiir alle #

n—co
und x, € U fiir alle n (wobei U eine geeignete Umgebung von x, ist), und zeigen Sie, daB
die Folge (u(x,) + v(x,)) gegen g, + g, konvergiert!
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a, an
Fir fast alle n liegt a, in diesem
Streifen.
n
g+e =
c 9
l o n |g=¢6

q Fur fast alle n liegt a, in diesem
- Streifen

Bilder B 42, B 43 (oben) Bilder B 44, B 45 (unten)

22.

Begriinden Sie mit Hilfe der Bilder B 42 bis B 45, daB folgende Aussagen wahr sind!
a) Es sei lim a, = g. Wenn (a,) nur positive Glieder hat, so ist g nicht negativ.
= (~ Bild B42)
Begriinden Sie die Behauptung indirekt, indem Sie annehmen, daB g negativ sei!
b) Essei lim a, = g. Wenn (a,) nur negative Glieder hat, so ist g nicht positiv.

b (~ Bild B43)

¢)Essei lim a, =g. Wenng > 0ist, so gilt fiir fast alle n, daB a, > 0 ist.
Lads (~ Bild B 44)

d) Essei lim a, =g. Wenng < 0ist, so gilt fiir fast alle n, daB a, < 0 ist.
neg (~ Bild B 45)

Geben Sie ein Intervall an, in dem die Funktion feine Nullstelle hat!

1
a)f(x) =x* —=3x + 1 l»)f(x):F—Z
) f(x) = x* +3x* —8x + 1 mf(x):)(:‘—l +1

Untersuchen Sie, ob folgende Funktionen in dem angegebenen Intervall ein Maximum
und ein Minimum haben! Bestimmen Sie diese gegebenenfalls!
a) f(x) = x* —6x +2; (—1;4) b flx) = —x* +4; (=2;3)

Of(x) =x? +2x +1; (=2;3) d) f(x) = <=1 +1>

X2 +1’
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Ein Personenkraftwagen fahrt auf einer geradlinig verlaufenden StraBe von 4 nach B (Bild
C 1).'Das Bild C 2 zeigt das Weg-Zeit-Diagramm dieser Bewegung.

Zum Zeitpunkt 7, fihrt das Fahrzeug an. Nach dem Anfahren wird das Fahrzeug im Zeit-
intervall {#;; t,) beschleunigt. Im Intervall {t,; t3) bewegt sich das Fahrzeug annihernd gleich-
férmig. Zum Zeitpunkt 73 erkennt der Fahrzeugfiihrer eine Verkehrsampel, die rotes Licht
zeigt, und beginnt zu bremsen. Zum Zeitpunkt 7, hilt der Pkw. Zum Zeitpunkt 75 zeigt die Ampel
griines Licht, und der Fahrzeugfiihrer fahrt erneut an, beschleunigt das Fahrzeug und hat nach
einem Bremsvorgang zum Zeitpunkt 7z das vorgesehene Ziel erreicht.

Wihrend der Fahrt ist die Geschwindigkeit des Fahrzeuges nicht konstant. Der Quotient

AB TS £ T g BB
e gibt die Durchsct h wihrend der Fahrt an. Es erscheint jedoch an-
g = 81

schaulich einleuchtend, daB das Fahrzeug zu jedem Zeitpunkt 7 mit 1, < ¢ < 14 eine bestimmte
Augenblicksgeschwindigkeit hat.

Was versteht man bei einer ungleichformigen Bewegung unter der Augenblicksgeschwindig-
keit zu einem beliebigen Zeitpunkt?

Bild C 2
Weg — Zeit — Diagramm s =f(t)
BildC1 s
g
Aln t s ||ty tg
' Eol e i gl t
2 |85/ 5| & |3 |2 &
Ec |9 & S [ERlElES
2|82 © | 2 |gglgl B
ac I1c&l £ 1 5 |82l £
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Bevor wir uns in Lerneinheit 2 dieser Frage zuwenden, betrachten wir noch ein weiteres Bei-
spiel.

Ein Betrieb soll bei moglichst sparsamem Materialverbrauch allseitig geschlossene quader-
férmige Container herstellen, die ein vorgegebenes Volumen haben und deren Breite halb so
groB wie ihre Lange ist.

Da das Volumen der Container vorgegeben ist, bedeutet moglichst sparsamer Materialverbrauch,
daB der Oberflicheninhalt der Container einen moglichst kleinen Wert annimmt. Der Ober-
flicheninhalt eines Quaders hingt von seinen Kantenlingen a, b und ¢ ab. Fiir die hier zu be-

a . . . a
trachtenden Container gilt b = 5 Bei gegebenem Volumen gibt es Quader mit b = 3 deren

Oberflicheninhalte stark voneinander abweichen. Das Bild C 3 zeigt drei solcher Quader mit
gleichem Volumen in Kavaliersperspektive.

BildC3

Um nun der Forderung nach moglichst geringem Materialverbrauch zu geniigen, miissen die
Kantenlidngen a und ¢ so gewihlt werden, dafl der Oberflicheninhalt einen mdglichst kleinen
Wert annimmt. Bei gegebenem Volumen ¥ 1dft sich der Oberflicheninhalt 4, eines Quaders

6V
mit b = % in Abhingigkeit von a durch die Funktion f mit 4, = f(a) = a> + —(a > 0)
a

angeben. Auf die Herleitung dieser Gleichung wird hier nicht eingegangen; sie kann auf Seite
208 f. nachgelesen werden. Das Bild C 4 zeigt den Graph der Funktion f fiir das Volumen
¥ = 9 m3. Dieser Abbildung entnehmen wir, daB3 die Funktion f ihren kleinsten Funktions-
wert (Minimum) bei @ = 3 m annimmt. An dieser Stelle hat der Graph von f eine Tangente,
deren Anstieg O ist.

Bild C 4
Ao
Wie kann man die Stelle, an der die Funk- | T2
tion f ihr Minimum annimmt, berechnen? 40 1 §
Wie wir bald erkennen werden, fiihren die hier )
aufgeworfenen Fragen — und noch viele an- 30 4 .
dere — alle auf das folgende Problem: i
Hat der Graph einer gegebenen Funktion f an 5
einer gegebenen Stelle x, eine Tangente, und 20 1
welchen Anstieg hat die Tangente gegebenen-
?
Salls? 04
Die Losung dieses Problems wird durch die
Begriffsbildungen und Verfahren der Diffe-
rentialrechnung ermoglicht, die in der zwei- 0 1 + + %
inm
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BildCS5 BildC6 BildC7

ten Halfte des 17. Jahrhunderts unabhéngig voneinander von dem englischen Physiker und
Mathematiker IsaAc NEWTON (1643 bis 1727) (» Bild B 4) und dem deutschen Mathe-
matiker und Philosophen GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ (1646 bis 1716) (» Bild B 5)
entwickelt wurde, nachdem bereits andere bedeutende Mathematiker — unter ihnen GALILEO
GALILEL!) in Italien (Bild C 5), JOHANNES KEPLER?) in Deutschland (Bild C 6), BLAISE PascaL3)
in Frankreich (Bild C 7) und IsaAc BARROW?) in England — wesentliche Vorarbeiten geleistet
hatten.

Die Herausbildung der Differentialrechnung ist ein Teil der wissenschaftlichen Revolution der
Mathematik, die sich wihrend des 17. Jahrhunderts, in der historischen Ubergangsperiode
vom Feudalismus zum Kapitalismus in Europa, vollzog. Der Hauptinhalt dieser Revolution
bestand im Ubergang von der Mathematik der konstanten GroBen zur Mathematik der Va-
riablen.

Drei herausragende Errungenschaften markieren diesen Wendepunkt in der Geschichte der
Mathematik, nimlich die Herausbildung der analytischen Geometrie, mit der wir uns in der
12. Klasse beschiftigen werden, die Entwicklung der Infinitesimalrechnung und das Hervor-
treten des gegenseitigen Zusammenhangs zwischen variablen GroBen, der begrifflich mit dem
Wort ,,Funktion* fixiert wurde.

Die Griinde fiir diese Umwilzung hat man letzten Endes in zwei Sphéren gesellschaftlicher
Titigkeit zu suchen, in der Entwicklung der Naturwissenschaft und in der Entwicklung der
materiellen Produktivkrifte. Sowohl bei der Behandlung von Grundproblemen der Natur-
wissenschaft jener Zeit — der Probleme des Falles, des Wurfes, der Bewegung der Planeten und
des StoBes - als auch bei der Konstruktion von Maschinen zum Beispiel zur Wasserhaltung in
Bergwerken, von Maschinen in den sich entwickelnden Manufakturen, bei Wasserridern, Seil-
zugaggregaten usf. wurde es notwendig, Bewegungsprobleme mathematisch zu beschreiben
und berechenbar zu machen.

Bei der Herausbildung der Differentialrechnung lieB sich LEIBNIZ von philosophischen und
mathematischen Fragestellungen, insbesondere vom Tangentenproblem leiten ( .~ Lerneinheit 1).
NEWTON schuf eine »»Fluxionsrechnung® als mathematisches Werkzeug zur Behandlung
der physikalisch-mechanischen Bewegungsprobleme. Beispielsweise gelang es NEWTON, die
von KEPLER aus astronomischen Beobachtungen herausgefundenen Gesetze der Planeten-

') GaLiteo GALiLEr (1564 bis 1642), italienischer Mathematiker, Physiker und Astronom, wegen seines
Eintretens fiir die heliozentrische Lehre vom romischen Inquisitionsgericht verfolgt

?) JoHANNES KEPLER (1571 bis 1630), Astronom, Physiker, Mathematiker und Philosoph

*) BLAISE PascAL (1623 bis 1662), franzosischer Mathematiker und Physiker

*) Isaac BarrOW (1630 bis 1677), englischer Mathematiker, Lehrer NewToNs

9 [001156]
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bewegung mathematisch herzuleiten, die Theorie des Falles und Wurfes und die Theorie der
Mondbewegung sowie Ebbe und Flut rechnerisch zu behandeln (~ Lerneinheit 2).

Die Differentialrechnung — das Wort riihrt von LEIBNIZ her — wurde zu einem wichtigen
Hilfsmittel bei der Beschreibung und Erforschung der Natur. Zusammen mit den anderen
Gebieten der Infinitesimalmathematik konnten die theoretische und praktische Leistungs-
fahigkeit der Mathematik entscheidend verbessert werden, sowohl bei der Verbindung von
Mathematik und Naturwissenschaften als auch bei den direkten Anwendungsmoglichkeiten der
Mathematik in Technik und Produktion.

Aufgaben
Zeichnen Sie die Graphen der folgenden linearen Funktionen!
1
a)fG)=2x-13 m/'(x)=—2—x+l
1
o) f(x) = - Ex +1 d) f(x) = =2,5x - 0,5

Welche Bedeutung haben die Koeffizienten m und n fiir den Verlauf des Graphen der
Funktion f(x) = mx + n?

2 ) Berechnen Sie o unter Verwendung der in Bild C 8 gegebenen Stiicke!
b) Berechnen Sie die Lange der Hohe auf der Seite AC!

a)

BildC8 BildC9

Ableitung einer Funktion
1 Anstieg einer Kurve in einem Punkt

@ | Berechnen Sie folgende Grenzwerte!
h+ h?

a) lim 2x +7) ) lim
x40 h=0

@ 7 Geben Sie den Anstieg der in Bild C 9 a) und b) dargestellten Geraden an!

Der Graph der linearen Funktion f(x) = mx + nist eine Gerade. Der Verlauf dieser Geraden g
wird dutch den Winkel « charakterisiert, den die Gerade mit der positiven Richtung der x-Achse
bildet.

Wiihlt man zwei Punkte P, und P, auf der Geraden g, so kann man tan o mit Hilfe der Koordi-
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Anstieg ein
¥ a) [ ¥ b)
B9 5
Y1
Y1 g
Yo" Yo
k2 -
Yo — Ya = Yo
ot/ NP,
A Yo Ee > .
o
Xo Xq X X4 . Xg b
BildC10

naten der Punkte P, und P; berechnen. Man erhilt fiir 0 < « < % (~ Bild C 10a))

Y1 — Yo
tan 6 = ——— .
X1 — Xo

Das gleiche Ergebnis erhilt man fﬁr% < &< 7w (2 Bild C10b)), denn wegen « = & — o ist

tano= —tana’ = — 22— Y0 ¥ Vo
Xo — X1 X1 — Xo

Wegen y, = f(x1) =mx; +n und y, = f(x0) = mxo + n gilt

mx; + n — (mxo + n) m(x; — xo)
tan & = = =

X3 — Xo X1 — Xp
Der Anstieg m der Geraden g ist also der Tangens des Winkels, den g mit der positiven Richtung
der x-Achse einschlieBt.

Ist der Graph einer nichtlinearen Funktion f gegeben (Bild C 11), so kann man nicht mehr von
dem Anstieg dieser Kurve') sprechen.

y f b . - !

f(xo+ h)

fixgthl = fx5)

5o

fixo)

x Xy Xoth X

Bilder C11, C12
1) Unter einer Kurve wollen wir hier stets den Graph einer Funktion verstehen.

9%
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Wir konnen nur fiir zwei beliebige Kurvenpunkte Po(xo;f(xo)) und Py(xo + h; f(xo + h))
mit & + 0 (~ Bild C 12 auf Seite 131) mit Hilfe des Quotienten

f(xo + h) — f(x0)
h
den sogenannten mittleren Anstieg der Kurve im Intervall {xo; Xo + k) bzw. im Intervall
{xo0 + h; Xo0) berechnen.!) Dieser mittlere Anstieg ist der Anstieg der Geraden, die durch
die Punkte P, und P, verlduft. Eine solche Gerade nennt man eine Sekante der Kurve. Jedoch
indert sich dieser mittlere Anstieg von Intervall zu Intervall.

@ 3 Gegeben sei die Funktion f(x) = x*. Berechnen Sie die Anstiege derjenigen Sekanten,
die durch die Punkte Po(0,5; £(0,5)) und Py(0,5 + h; f(0,5 + h)) gehen fiir die folgenden
Zahlen A!

a)l; 0,1; 0,01 b) —1; -0,1; —0,01

Wenn man nur den mittleren Anstieg einer Kurve in einem Intervall kennt, so weill man natiir-
lich nicht, wie die Kurve in dem betreffenden Intervall wirklich verlduft. Man miiBte schon
solche Kurvenpunkte wihlen, deren Entfernung hinreichend klein ist, um annéhernd brauchbare
Aussagen iiber den Kurvenverlauf in dem betreffenden Intervall machen zu knnen.

Was soll man unter dem Anstieg einer Kurve in einem gegebenen Punkt verstehen?
Wir wollen diese Problematik zuerst an einem Beispiel erortern.

@ 1 Gegeben sei der Graph der Funktion f(x) = x? in einer Umgebung der Stelle xo = 0,5.
Wir verallgemeinern die Uberlegungen des Auftrags C3 und wihlen eine beliebige
reelle Zahl A mit & + 0 (» Bild C 13 fiir & = 1,5). Den Anstieg der Sekante durch die
Punkte Po(0,5;£(0,5)). und Py(0,5 + h; f(0,5 + h)) konnen wir folgendermaBen berech-

nen:
0,5+ h) —f(0,5 (0,5 + h)* — 0,52
m=tanx, = =
h h
_05% +h+h -05  h+h
- h )
¥ 5 y
£{05 +h) ,
3
14! 1
f0g) [ 5
-1 O] fos 1 os5+n x 9o x
Bild C 13 Bild C 14

1) In der Mathematik ist es iiblich, den Ar durch & zu bezeich
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Zu jeder Zahl h + 0 gehort eine eindeutig bestimmte Sekante der Parabel durch die
Punkte Po(0,5;0,5%) und P,(0,5 + h; (0,5 + h)?). Jede dieser Sekanten hat einen ein-
deutig bestimmten Anstieg m, der von k abhingt. Folglich ist die Menge der geordneten

2
Paare [h; B ;h ] mit & + 0 eine Funktion, die fiir # = 0 nicht definiert ist. Sie hat
) h + h? . :
dort aber einen Grenzwert, denn wegen =1+h fir h+0 ist
2
imEE A wa aye
h—0 h—0

Diesen Grenzwert nennen wir den Anstieg der Parabel y = x? an der Stelle xo = 0,5.
Das Bild C 14 zeigt den Graph der Funktion f(x) = x? und die Gerade g durch den Punkt
Py(0,5; 0,5%) mit dem Anstieg 1.

¥ t ‘
: / / "n/
flxo+h) f

flxo+h) — fix,)

5o

flxo)

X %ot h x
Bild C 15 / % 2

Die Uberlegungen im Beispiel C 1 lassen sich verallgemeinern:

Gegeben sei der Graph einer Funktion £, die in einer Umgebung U einer Stelle x, definiert ist.

Fiir jede Zahl A mit & + O und x, + & € U gibt es genau eine Sekante durch die Kurvenpunkte

Po(xo; f(x0)) und Py(xo + h;f(xo + h)). Im Bild C 15 sind einige Sekanten des Graphen von

fdurch P, und P, fiir verschiedene Zahlen 4 dargestellt. Hilt man den Punkt P, fest und 148t A&

die Zahlen einer Nullfolge (4,) mit A, + O fiir alle n durchlaufen, so dreht sich die Sekante

durch Py und P, um den Punkt P, und ,,ndhert* sich immer mehr einer ,,Grenzgeraden* r.

Ist h eine beliebige Zahl mit 2 + 0 und xo + h e U, so ist

_ Sflxo + h) = f(xo)

e =

der Anstieg der Sekante durch die Punkte P, und P,. Die Zahl m ist der mittlere Anstieg der

Kurveim Intervall {xo; xo + h) fiir A > 0bzw.im Intervall {xo + h; xo) fiirk < 0.

CSflxo + h) —f(Xo)J
h

m = tan x,

Die Menge D der geordneten Paare |h; mit & # 0 ist eine Funktion.

> 1 DEFINITION
Ist f eine F ion, die in einer U
mit

D)=

U von x, definiert ist, so nennt man die Funktion D

Sxo+ h’:—f(xo) B0, xg+ hEU)

den Differenzenquotienten der Funktion f an der Stelle x, .
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S(xo + h) = f(xo)
— 7

so nennt man diesen Grenzwert den Anstieg der Kurve im Punkt P, (bzw. an der Stelle xo).
Die Gerade ¢ durch den Punkt P,, deren Anstieg gleich diesem Grenzwert ist, heif3it

Hat die Funktion D an der Stelle # = Oeinen Grenzwert, existiert also lim
h—

Tangente an den Graph von f im Punkt P,.

Existiert also fiir eine gegebene Funktion fan der Stelle x, der Grenzwert des Differenzenquo-
Sflxo + h) — f(x0)

————
gente, deren Anstieg der genannte Grenzwert ist.

tienten lim so hat der Graph von fim Punkt Po(xo; f(xo)) eine Tan-
k-0

Der Anstieg einer Kurve in einem Punkt P, beschreibt den lokalen Verlauf der Kurve an der
Stelle x,. Er gibt dariiber Auskunft, wie ,,steil** die Kurve an der betreffenden Stelle verlauft.

Aufgaben

1. Welchen Winkel bildet der Graph der 2. Gegeben seien die Punkte
Hunktion : a) Py(152) und Ps(5; 7);

= = Bl = =iiln - 1 =

a)f(x) =2x -3; b y= X+ 1 ») P, (V2;-2) und Pz(7 12; 1),
mit der positiven x-Achse? Zeichnen Sie die Gerade durch die
Ermitteln Sie den betreffenden Winkel Punkte P, und P,, und berechnen Sie
zeichnerisch und unter Verwendung den Anstieg der Geraden!
einer Tabelle fiir die Tangensfunk- Welchen Winkel bildet die Gerade
tion! mit der positiven x-Achse?

3.*%  Ermitteln Sie eine Gleichung') fiir die in Bild C 14 dargestellte Gerade g, und iiberzeugen
Sie sich durch Rechnung davon, daB die Gerade g mit der Parabel y = x? nur den
Punkt Py(0,5; 0,5%) gemeinsam hat!

4. Berechnen Sie wie im Falle des Bei- s. Berechnen Sie wie im Falle des Bei-
spiels C1 den Anstieg des Graphen spiels C 1 den Anstieg des Graphen
der Funktion = x? an der Stell i 1 .
21 fe) = x e der Funktion f(x) = 7,\' + 1 an einer

beliebig gewihlten Stelle x,!

2 Augenblicksgeschwindigkeit bei geradlinigen Bewegungen

® 4 Charakterisieren Sie die geradlinige, gleichférmige und die geradlinige, ungleichférmige
Bewegung! Gehen Sie dabei auch auf die geradlinige, gleichmdpig beschleunigre Bewegung
ein (~ Wissensspeicher Physik, S. 97)!
Wie lautet das Weg-Zeit-Gesetz fiir eine geradlinige, gleichférmige Bewegung?
Was konnen Sie iiber die Geschwindigkeit und die Beschleunigung einer geradlinigen,
gleichférmigen Bewegung aussagen?

1) Die Gerade g ist der Graph einer linearen Funktion. Gesucht ist also eine Gleichung dieser linearen
Funktion.
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S
5 5
f(to +4t)
F
flto) At
o to + 4t &
Bild C 16 BildC 17

® 5 Ein geradlinig, gleichférmig bewegter Korper habe zum Zeitpunkt 7, den Weg s, und zum
Zeitpunkt 7, den Weg s, zuriickgelegt (Bild C 16). Mit welcher Geschwindigkeit bewegt
sich der Korper?

Im Physikunterricht haben wir kennengelernt, wie man bei geradlinigen, gleichmiBig beschleu-
nigten Bewegungen die Geschwindigkeit fiir einen beliebigen Zeitpunkt (die sogenannte Augen-
blicksgeschwindigkeit) berechnen kann. Wir werden uns nun mit dem Problem der Augenblicks-
geschwindigkeit bei beliebigen geradlinigen Bewegungen befassen.
Erfolgt die Bewegung gleichférmig, also mit konstanter Geschwindigkeit, so ist diese konstante
Geschwindigkeit auch die Augenblicksgeschwindigkeit fiir jeden Zeitpunkt wihrend der Bewe-
gung.
Das Bild C 17 zeigt das Weg-Zeit-Diagramm eines geradlinig bewegten Korpers.
Die Abhingigkeit des zuriickgelegten Weges s von der Zeit ¢ sei durch die Funktion f (Weg-
Zeit-Gesetz) gegeben:

s =f@).

Welche Augenblicksgeschwindigkeit hat der Korper zum Zeitpunkt to?")

Zur Beantwortung dieser Frage betrachten wir eine beliebige Zeitspanne At?) mit At + 0.
In der Zeit Ar legt der Korper den Weg As = f(to + At) — f(to) zuriick (» Bild C 17 fiir
At > 0). Der Quotient

As _ flto + A1) = f(to)

VAT At
gibt die Durchschnittsgeschwindigkeit an, mit der sich der Korper in der Zeit Ar bewegt. Auch
dieser Quotient ist ein Differenzenquotient. Er ist gleich dem Anstieg der Sekante PO—P() Bild
C 17).
Unsere Vorstellungen von einem Bewegungsablauflegen nahe, daB3 diese Durchschnittsgeschwin-
digkeit & die Geschwindigkeit zum Zeitpinkt 7, um so besser annihert, je kleiner wir Az wihlen.
Zu jedem Ar mit Az + 0 gehort ein eindeutig bestimmter Weg As, den der Kérper wihrend des

1) 19 ist hier ein beliebig gewi , aber
2) In der Lerneinheit 1 hatten wir den Argument , wie in der Math ik iiblich, mit A
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Bild C 18

Bild C 19
flt) = 2 t2
s
i
f(ty) £
0 ty 1o+ AT t

- N A
Zeitintervalls Az zuriicklegt. Also ist die Menge der geordneten Paare [At; s] mit A7 + Oeine

Funktion. a7
Unter der A blick hwindigkeit zum Zeitpunkt 7, versteht man den Grenzwert')
lim A5 = jim [@ot Ar) — f(tg)

At=0 At Ar=0 At

Die Augenblicksgeschwindigkeit zum Zeitpunkt #, entspricht also dem Anstieg der Tangente an
den Graph von fim Punkt P,. (Bild C 18 zeigt ein Priifgerit der Deutschen Volkspolizei zur
Kontrolle der Geschwindigkeit von Kraftfahrzeugen.)

® 2 Das im Physikunterricht induktiv gewonnene Geschwindigkeit-Zeit-Gesetz fiir gleich-
miBig beschleunigte Bewegungen wollen wir jetzt am Beispiel des freien Falles aus dem
Weg-Zeit-Gesetz dieser Bewegung herleiten.
Welche Augenblicksgeschwindigkeit hat ein frei fallender Korper zu einem beliebigen
Zeitpunkt 7, mit #, > 0, wenn die Bewegung zum Zeitpunkt 7 = 0 beginnt?
Lésung:

Die Weg-Zeit-Funktion fiir den freien Fall ist die Funktion fmit s = f(1) = %t’.

Wir betrachten wieder einen beliebigen Zeitpunkt 7, + Ar mit Az > 0 (.~ Bild C 19).
Zum Zeitpunkt 7, + Az hat der Korper den Weg

1) Auf Grund des gegebenen Sachverhaltes konnen wir voraussetzen, daB dieser Grenzwert existiert.
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f(to + A1) = %(ra + Ar)?

zuriickgelegt. Die Durchschnittsgeschwindigkeit wihrend des Zeitintervalls Az betrigt

g I
= (to + A1)*— =13
2(° ) 7 %o

As _ flto + A1) — f(t0) _ g (to + A1? —4?
YR Ar - Ar S22 At

_ & 12+ 2t0At + (At)? — 12

2 At

_ & A2 + A

3 At '

it + 80 — ft0) _

il
Wegen At + 0 gilt e

%(21‘, AP,

[Al; S(to + At) = f(to)

Die Menge der geordneten Paare e

] ist eine Funktion, die fiir
At = 0 nicht definiert ist.

Wir bestimmen den Grenzwert dieser Funktion fiir Az - 0 und erhalten

. to + Ar) — f( . .
lim flto + A0 — flto) _ lim £ 2t + A =£ lim @10 + A =221, = gto.
At=0 At At—0 2 2 At—0 2

Ergebnis:

Die Augenblicksgeschwindigkeit zum Zeitpunkt #, betrigt g - to.

Aufgaben

1%

2.*

Ein Korper fillt von einem Turm mit der Hohe 100 m frei nach unten.
2) Welchen Weg legt er innerhalb der ersten 2 s zuriick?

b) Nach wieviel Sekunden hat er den Erdboden erreicht?
¢) Berechnen Siei—i fiir folgende Zeitdifferenzen At beziiglich des Zeitpunktes ¢, = 2s!
At =1s; Ar=0,1s; Ar=0,01s; Az =0,0001s
d) Welche Augenblicksgeschwindigkeit hat der Korper nach 2 s?
Es sei
at? fir 0s =t =2s

1) =
£ bt — c fir 2s

IIA

t=5s

mit @ = 0,5ms™2, b = 2ms™! und ¢ = 2 m die Weg-Zeit-Funktion einer geradlinigen
Bewegung.

a) Zeichnen Sie das Weg-Zeit-Diagramm der Bewegung!

b) Berechnen Sie die Durchschnittsgeschwindigkeit fiir die Zeitintervalle <0s;0,5s),
{0s;5s), (1s;2s), ¢(2s;5s)und <1,5s; 3s)!

¢) Welche Augenblicksgeschwindigkeit hat der Kérper zum Zeitpunkt #, = 2 s?
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3 Ableitung einer Funktion an einer Stelle

Die Betrachtungen in den Lerneinheiten 1 und 2 zeigen, daB mit Hilfe gewisser Grenzwerte
das lokale Verhalten von Funktionen beschrieben werden kann. Begriffe wie ,,Anstieg einer
Kurve in einem Punkt®, ,,Augenblicksgeschwindigkeit* bei einer Bewegung und noch viele
andere (z. B. ,,chemische Reaktionsgeschwindigkeit* oder ,,Augenblicksspannung bei einem
Induktionsvorgang* zu einem festen Zeitpunkt) werden durch solche Grenzwerte definiert.
Es erscheint daher gerechtfertigt, von der konkreten Aufgabenstellung in den betrachteten Bei-
spielen zu abstrahieren und das mathematische Problem, das in allen Beispielen dasselbe ist,
zu erértern. Dieses mathematische Problem 148t sich folgendermaBen charakterisieren:

Es sei feine Funktion und x, eine Zahl. f'sei in einer Umgebung U von x, definiert.

— Zu der gegebenen Funktion f wird fiir die gegebene Stelle x, der Differenzenquotient D mit
D) = f(xo + h) — f(xo)
h
gebildet. Da fin einer Umgebung U von x, definiert ist, ist die Funktion D fiir alle Zahlen A
mit £ += 0 und xo, + h € U definiert.
— Es wird gepriift, ob der Grenzwert
Sflxo + h) — f(x0)
h

existiert. Wenn dieser Grenzwert existiert, so nennt man die Funktion f an der Stelle x,
differenzierbar.

lim D(h) = lim
h-0 h=0

»2 DEFINITION

Es sei f eine Funktion, xq eine Zahl; f sei in einer Umgebung von x definiert.

f ist an der Stelle x differenzierbar =py; Der Grenzwert lim Iw
0

existiert.

Bemerkung: Nach Definition des Grenzwertes einer Funktion (. Seite 108) existiert

lim M genau dann, wenn fiir jede Nullfolge (k,), mit A, % 0 fur alle » und

h—=0 h + h,) —
xo + h, € U, fiiralle n die Folge (M

® 3 Die Funktion f(x) = x? ist an der Stelle xo = 0,5 differenzierbar (.~ Beispiel C 1).

) gegen dieselbe Zahl konvergiert.

®m 4 Die Funktion f(1) = % t? ist an der beliebig gewihlten Stelle 7, differenzierbar (.~ Bei-
spiel C 2).

»3 | peFNITION
Ist f eine an der Stelle x( differenzierbare Funktion, so nennt man den Grenzwert
lim [ &0+ B —f(x0)
h+0 h

die 1. Ableitung') der Funktion f an der Stelle x( oder auch den Differentialquotienten der
Funktion f an der Stelle x.

1) An Stelle von ,,1. Ableitung* sagt man oft nur ,,Ableitung*.
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Fiir die Ableitung einer Funktion fan der Stelle x, verwendet man folgende Schreibweisen:

4

f(x0) (Lies: ,,f Strich von x,‘) oder
d

——f (Lies: ,,df nach dx an der Stelle x,*‘) oder
dx X = Xp

dy ;

—_ (Lies: ,,dy nach dx an der Stelle x,*),

dx X = Xp

falls die Funktion f durch eine Gleichung y = f(x) gegeben ist.

Fiir die Funktion f(x) = x* gilt f(0,5) = 1. Diese Zahl ist der Anstieg des Graphen
von fan der Stelle 0,5 (.~ Beispiel C 1).

Die Ableitung der Funktion f(z) = %12 an der Stelle 7o ist /(7o) = gto. Diese Zahl ist die

Augenblicksgeschwindigkeit eines frei fallenden Kérpers zum Zeitpunkt #, (.~ Beispiel
C2).

Beispiele fiir die Berechnung von Ableitungen

In dieser Lerneinheit werden wir fiir einige ausgewihlte Funktionen die Ableitung an einer gege-
benen Stelle berechnen. Auflerdem wollen wir zeigen, wie man fiir die Tangente an den Graph
einer gegebenen Funktion an einer gegebenen Stelle eine Gleichung erhilt.

Der Begriff ,,Ableitung einer Funktion fan einer Stelle x,* ist nur sinnvoll, wenn fan der Stelle
Xo differenzierbar ist. Das bedeutet aber (.~ Definition C 2), daB der Differenzenquotient der
Funktion fan der Stelle x, fiir # — 0 einen Grenzwert hat. Wir haben also in jedem Fall den
Grenzwert eines Differenzenquotienten fiir # — 0 zu bestimmen.

®6

m7

Ermitteln Sie die Funktionswerte der Funktion f(x) = x* an den Stellen 1,5und 1,5 + A!
Es ist zu zeigen, daB die Funktion f(x) = x* an der Stelle x, = 1,5 differenzierbar ist.

Losung:
(1) Bestimmen des Differenzenquotienten der Funktion f an der Stelle 1,5:

Da der Definitionsbereich von falle reellen Zahlen enthiilt, ist fin jeder Umgebung von
1,5 definiert. Der Differenzenquotient der Funktion fan der Stelle 1,5 ist die Funktion
D mit
§ h) — f(x 1,5 + h)? - 1,53
D(h)=f(r°+ ) — f(x0) =( )

h h

(2) Umformen des Differenzenquotienten :

(h +0).

(1,5 + k)3 - 1,5

Umden Grenzwert lim D(h) bestimmen zu kdnnen, muB der Quotient P
.

so umgeformt werde’;:.udaﬂ h nicht mehr im Nenner vorkommt.

Es ist (» Auftrag C 6)

1,5 +3-1,5%h + 31,5k + h* — 1,53 _ 3-1,5%h + 3 - 1,5h* + A*
h h ’

Wegen h + 0 gilt D(h) = 3-1,5% + 3 1,5h + h%.

D(h) =
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(3) Bestimmen des Grenzwertes des Differenzenquotienten fiir # — 0:
Es ist

lim D(h) = lim (3-1,52 + 3-1,5h + h?).

h—-0 h=0

Unter Verwendung des Satzes B 5 (. Seite 111) erhalten wir
lim D(h) = lim 3-1,5% + lim (3-1,5h) + lim A* =3-1,5%
h-0 h—=0 h—0

h—-0

Ergebnis:

Die Funktion f(x) = x*istan der Stelle 1,5 differenzierbar. Esist f'(1,5) = 3 - 1,52 = 6,75.
®m 8 Fiir eine beliebige reelle Zahl x, ist die Ableitung der Funktion f(x) = x> + x? an der

Stelle xo zu berechnen.

Losung:

Es sei x, eine beliebige reelle Zahl.

(1) Bestimmen des Differenzenquotienten der Funktion f an der Stelle x,.

Die Funktion fist in jeder Umgebung von x, definiert.
Es sei 4 eine beliebige reelle Zahl mit & # 0. Es ist

flxo) = x5 + x53 flxo + k) = (xo + )* + (xo + h).
Der Differenzenquotient der Funktion fan der Stelle x, ist die Funktion
f(xo + b) = f(x0) _ (xo + h)® + (xo + A — (x5 +7x))
h h ’
die fiir alle reellen Zahlen 4 mit & + 0 definiert ist.

(2) Umformen des Differenzenquotienten

Es ist
(xo + ) + (x0 + h)? — (3 + xB)
h
X3 4 3x2h + 3xoh® + B + x5 + 2xoh + h* — x} — X}
- h
_ 3x3h + 3xoh® + B + 2xoh + > HGx§ + 3xoh + h* + 2xo + h)
h h

=3x2 + 3xoh + h* + 2xo + h fir h +0.

S(xo + k) — f(xo0)
h

Folglich gilt = 3x2 + 3xoh + h* + 2xo + h.

(3) Bestimmen des Grenzwertes des Differenzenquotienten fiir # — 0

Es ist

Fld) = mw = lim (33 + 3xoh + A + 250 + 1)
= 3x2 + 2xo.

Ergebnis:

Die Ableitung der Funktion f(x) = x* + x? an der Stelle xo ist f"(xo) = 3x0% + 2xo.
wobei x, eine beliebige reelle Zahl ist.
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=9

m 10

Bemerkung: Dieses Ergebnis besagt, daB die Funktion f(x) = x® + x? an jeder Stelle
ihres Definitionsbereiches differenzierbar ist. Ist x eine beliebige reelle Zahl, so gilt
f(x) = 3x% + 2x.

1
Die Ableitung der Funktion f(x) = = (x % 0) an der Stelle xo (xo * 0) ist zu berechnen.
Losung:

(1) Es sei x, eine beliebige reelle Zahl mit xo * 0.

Dann existiert eine Umgebung U von x, derart, daBl fin U definiert ist und f(x) =% 0 fiir
alle x e U gilt.

Fiir eine beliebige reelle Zahl A mit & + 0 und xo + h € U gilt

1
= h) =———.
S(x0) = und f(xo + h) Fpy
Der Differenzenquotient der Funktion fan der Stelle x, ist die Funktion
1 1 '

Sf(xo + h) = f(x0) _ X +h  xo

(xo #0,x0 + heU).

h h
(2) Es ist
) T 1 Xo Xot+th  xo—(xo+h) _ h
Xo+h xo Xo(xo+h)  xolxo+h) Xo(Xo+h)  Xoxo+h)
Folglich ist
flxo +h) —flxo) _ 1. 1 ( h 1
A Rl e 1) B — ==l =- :
; FUCo + B = J) = (= ;,)) i
(3) Der Grenzwert dieses Differenzenquotienten fiir # — 0 ist
P e purh e
O Yoo A Tm xo lim (xo +4)
h—0 h-0

Ergebnis:

1
Die Ableitung der Funktion f(x) = —an der Stelle xo (xo *+ 0) ist f'(xo) = — %

1
Dieses Ergebnis zeigt, daB auch die Funktmn flx) =— an jeder Stelle ihres Deﬁnmons-
bereiches differenzierbar ist.

1
Es ist eine Gleichung fiir die Tangente an den Graph der Funktion f(x) = — (x + 0)
X

an der Stelle —2 zu ermitteln und der Schnittwinkel « dieser Tangente mit der x-Achse
anzugeben.

Lésung:

Die Tangente an den Graph der Funktion fan der Stelle —2 ist die Gerade durch den
Punkt P (—2; f(—2)) mit dem Anstieg f'(—2).
Diese Gerade ist der Graph einer linearen Funktion

y=mx+n

Der Anstieg m der Tangente ist f'(=2) = — ———5 = — (}‘ Beispiel C 9).
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Folglich ist
1
Dy=—-—x+n
@Oy il
Die Konstante n bestimmen wir, indem wir die Koordinaten des Punktes P in die Glei-
1
chung (1) einsetzen. Wegen f(—2) = — 5 erhalten wir
1 1 1 1
_—2_=—T(—2)+” bzw. n = Ty -1.
, 1
Alsoist y = —Tx—l. v
Fiir den Schnittwinkel « der Tangente
mit der x-Achse gilt Z
1 ¢
tana =m = — —. :
4 ; S
Demzufolge ist « ~ 166°. SR 1 2 .

Ergebnis: Bi=2;£(=21F
Die Gleichung y = — %x — 1 ist eine
Gleichung der Tangente an den Graph der
Funktion f(x) = % (x # 0) an der Stelle &

xo = —2 (Bild C20). Bild C 20
Der Schnittwinkel der Tangente mit der
x-Achse betrigt « x 166°,

Aufgaben
Bestimmen Sie jeweils die Ableitung der Funktion fan der Stelle xo!
11 ) =x%x =13 21 @ =2 -2%x%=13
b)f(x) =2x — 3;xo = —0,5 b) f(x) = 2x%; xo = 2
3 Zeigen Sie, daB die folgenden Funktionen an jeder Stelle x, ihres Definitionsbereiches
differenzierbar sind, indem Sie jeweils f"(xo) bestimmen!
1
a)f(x) = x b) f(x) = x? Af(x) = = d) f(x) = x*
4. Bestimmen Sie eine Gleichung fiir die Tangente an den Graph der Funktion fim Punkt

Po(x0; f(x0)), wenn
a)f() = x5 x0 = 13; b)f(x) = 2x%; xo = 2!
Bestimmen Sie jeweils den Schnittwinkel « der Tangente mit der x-Achse!

Zeichnen Sie jeweils den Graph von fund die Tangente an den Graph von fim Punkt
Po(xo0; f(x0))!
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5  Ableitung einer Funktion in einem Intervall

Das Ergebnis der Aufgabe 3. b) in Lerneinheit 4 zeigt, daB die Funktion fmit f(x) = x*an
jeder Stelle ihres Definitionsbereiches differenzierbar ist. Ist x eine beliebige reelle Zahl, so
gilt f/(x) = 2x. So gilt beispielsweise
f(0) =05 Q.5 =3;
f-n=-2  f(-13)=-23%
1 2

f’(l/i) =21/E; f'("?>=—?~

Jeder reellen Zahl x wird durch die Bildung der Ableitung an
der Stelle x genau eine reelle Zahl f'(x) zugeordnet. Folglichist
die Menge der geordneten Paare [x; f'(x)] eine Funktion. Wir
bezeichnen sie mit f* und nennen sie die 1. Ableitung von f.

® 7  Das Bild C 21 zeigt die Graphen der Funktion
f(x) = x* und ihrer Ableitung f” in ein und dem- Bild C 21
selben Koordinatensystem.
2) Welche geometrische Bedeutung hat fiir eine beliebige Zahl x die Zahl f'(x)?
b) Wie verhilt sich die Funktion f fiir diejenigen Zahlen x, fiir die f'(x) > 0, f'(x) =0
bzw. f/(x) < 0 giit?
Wir betrachten eine Funktion f, die in einem Intervall 7 definiert ist (insbesondere kann 7 die
Menge aller reellen Zahlen sein).
Ist fan jeder Stelle des Intervalls / differenzierbar — man sagt kurz: fist im Intervall 7 differen-
zierbar — so ist auch die Menge f* der geordneten Paare [x; f'(x)] mit x € / eine Funktion.
Die Funktion f” heiBt die 1. Ableitung') der Funktion fim Intervall /.
Beachten Sie:
Ist feine im Intervall 7 differenzierbare Funktion und x eine beliebige Zahl aus 1, so ist f'(x)
eine Zahl. Die Menge f” der geordneten Paare [x; f'(x)] mit x € / dagegen ist eine Funktion!
Ist f eine Funktion, die an jeder Stelle ihres Definitionsbereiches differenzierbar ist, so nennt
man feine differenzierbare Funktion. Die Ableitung /* von fnennt man dann einfach die Ableitung
von f.
Statt ,,die Ableitung von f bilden‘* sagt man auch ,die Funktion f ableiten* oder auch ,,die
Funktion f differenzieren*‘.

® 11 a) Die Ableitung der Funktion f mit f(x) = x® + x? ist die Funktion f* mit
f(x) = 3x* + 2x (.~ Beispiel C8).
b) Die Ableitung der Funktion f mit f(x) = x-! (x # 0) ist die Funktion f* mit
f(x) = —x"2 (x % 0) (~ Beispiel C9).
¢) Die Ableitung der Funktion f/mit f(t) = —i— 2 (¢ # 0) ist die Funktion f’ mit
f(t) = gt (/ Beispiel C 2).

® ¥ Es sei c eine beliebige reelle Zahl.

Bestimmen Sie die Ableitung der konstanten Funktion f mit f(x) = ¢!
Interpretieren Sie das Ergebnis geometrisch!

1) Statt ,,1. Ableitung von f in I** sagen wir kurz: »Ableitung von fin I*.
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Aufgaben

1. Differenzieren Sie folgende Funktionen, und bestimmen Sie diejenigen Zahlen x, fiir die
f(x) = 0ist!

1

a)f(x) =x2 +2 b)f(x) = ?x’
Vergleichen Sie die Ergebnisse mit denen der Aufgabe 3. in Lerneinheit 4!

2. Berechnen Sie diejenigen Stellen, an denen die Tangenten an den Graph der Funktion
f(x) = x* parallel zu der Sekante durch die Punkte P,(—1;f(—1)) und P,(2;£(2))
sind!

Zeichnen Sie den Graph von f, die Sekante durch die Punkte P, und P, sowie die Tangen-
ten an den Graph von fan den berechneten Stellen!

6 Zusammenhang zwischen Stetigkeit und Differenzierbarkeit

® 9 a) Ermitteln Sie |x| fir x = —3; x = 2; x = —0,38 und x = 0!
b) Zeichnen Sie den Graph der Funktion f(x) = |x|!
¢) Zeigen Sie, daB die Funktion f(x) = [x| an der Stelle x = 0 stetig ist, daB also
lim f(x) = f(0) gilt!
x=0

Hinweis: Verwenden Sie das Ergebnis von Beispiel B 18!

Wir haben bisher zwei wichtige lokale Eigenschaften von Funktionen kennengelernt, namlich
Stetigkeit an einer Stelle (. Definition B 5, Seite 114) und Differenzierbarkeit an einer Stelle
(~ Definition C 3). In dieser Lerneinheit werden wir untersuchen, ob es einen Zusammenhang
zwischen der Stetigkeit und der Differenzierbarkeit einer Funktion fan einer Stelle x, gibt.
Es sei feine Funktion, die in einer Umgebung einer Stelle x, definiert ist.
Folgt aus der Stetigkeit von f an der Stelle x, die Differenzierbarkeit von f an der Stelle x,?
Diese Frage soll durch das folgende Beispiel beantwortet werden.
B 12 Gegeben sei die Funktion fmit f(x) = |x|. Die Funktion fist an der Stelle xo, = O stetig
(~ Auftrag C9).
Um zu untersuchen, ob fan der Stelle 0 auch differenzierbar ist, haben wir zu priifen, ob

der Grenzwert des Differenzenquotienten der Funktion fan der Stelle 0 existiert.
Der Differenzenquotient der Funktion fan der Stelle 0 ist die Funktion D mit

0+ A4 — |0 h
I_+’|’_L = % und A+ 0.

Der Grenzwert der Funktion D an der Stelle 0 existiert genau dann, wenn fiir jede Null-

D(h) =

1Fal

folge (h,) mit h, =+ O fiir alle n die Folge( P

)gegen dieselbe Zahl konvergiert.

Wihlen wir eine beliebige Nullfolge (k,) mit 4, > O fiir alle n, so ist

hn h, . . A

Ih,,l = h—: = und folglich nll:g —% & L
Waihlen wir dagegen eine Nullfolge (4¥) mit A% < O fiir alle n, so gilt
|hxl _ —hr 1A%l _

r W —1 und folglich "Iin;:7 I
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B h¥
Da die Folgen ( L] ) und ( liz| ) verschiedene Grenzwerte haben, existiert der Grenz-

wert des betrachteten Differenzenquotienten nicht, das heif3t:
Die Funktion f(x) = |x| ist an der Stelle 0 nicht differenzierbar.

Ergebnis:

‘Wenn fan der Stelle x, stetig ist, so folgt daraus nicht, daB fan der Stelle x, differenzierbar ist.
Jedach gilt — wie hier ohne Beweis mitgeteilt wird — der folgende Zusammenhang zwischen Ste-
tigkeit und Differenzierbarkeit :

Wenn fan der Stelle xo diﬂ'erenzierbaj ist, soist

Mit anderen Worten:

Aus der Differenzierbarkeit von fan der Stelle x, folgt die Stetigkeit von fan der Stelle xo.
Den Zusammenhang zwischen Stetigkeit und Differenzierbarkeit formuliert man auch fol-
gendermalBen:

[Die Differenzierbarkeit von fan der Stelle xo ist eine hinreichende Bedingung fiir

 die Stetigkeit von fan der Stelle xo

Oder auch:

DieSte’tigkeit von fan der,Sfe]igku I ist eine notwendige Bedingung fiir

| die Differenzierbarkeit von fan der Stelle xo

Zusammenfassung

| Ist fin einer Umgebung einer Stelle xo deﬁ-
‘ﬁlert 50 nennt man die Funktion

,b@ fxo +h> o)

den Dlﬂ’erenzenmotlenten der Funktlon f an
der Stelle xo.

flggth) f-————
h*O pifipees

S
Lo

Flxo+h) =flxo)

flxo)

Bild
c22

10 [001156]
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Existiert der Grenzwert
lim Sflxo + h) — f(x0) G
h—0 h

so heiBt fan der Stelle x, differenzierbar.
Den Grenzwert nennt man die Ableitung von
f an der Stelle xo; man schreibt dafiir

d
f'(x0) oder —f :

dx|x = xo
Ist f an der Stelle x, differenzierbar, so ist
f(xo) der Anstieg der Tangente an den Graph
von fim Punkt Po(xo; f(xo)).

flxo) f==

%q X

Bild
c23

Schrittfolge zum Berechnen der Ableitung einer
Funktion / an der Stelle xo:

(1) Bestimmen des Differenzenquotienten von
~ von fan der Stelle xo

@ Umformen des Differenzenquotienten

(3) Bestimmen des Grenzwertes des Differen-
_ zenquotienten fiir 4 — 0

f) =x*+1; x0 =1

[ +h)?+1] —[12 + 1]
h
1+2h+h* +1-1-1

h
lim D(h) = lim (2 + h) = 2;
h=0 h=0

D(h) =

D(h) = =2+h

fay=2

Ist fim Intervall 7 differenzierbar, so ist die
Menge der geordneten Paare [x;f’(x)] mit
x € I eine Funktion.

Man nennt sie die erste Ableitung von f im
Intervall 7 und schreibt dafiir f”.

Die 1. Ableitung der Funktion f(x) = x2
ist die Funktion f"(x) = 2x.

Die Umkehrung dieses Satzes gilt nicht.

Wenn fan der Stelle x, differenzierbar ist, so ist fan der Stelle Xo stetig.

Aufgaben

1. Zeichnen Sie den Graph der Funktion £, und untersuchen Sie die Funktion /f beziiglich
Stetigkeit und Differenzierbarkeit an der Stelle x,, wenn

aflx)=|x-1|

und x, =1;

N

D) f(x) = |x* =4l und x, = 2!
Entscheiden Sie, ob folgende Aussagen wahr sind, und begriinden Sie Ihre Entscheidung!

) Die Differenzierbarkeit einer Funktion fan der Stelle x, ist keine notwendige Bedin-
gung fiir die Stetigkeit von fan der Stelle x,.

b) Die Stetigkeit einer Funktion f an der Stelle x, ist keine hinreichende Bedingung
fiir die Differenzierbarkeit von fan der Stelle x,.

©) f'(xo) = Oist eine hinreichende Bedingung dafiir, daB die Tangente an den Graph von
fim Punkt Po(xo; f(xo)) parallel zur x-Achse verliuft.

d) Die Stetigkeit einer Funktion f in dem abgeschlossenen Intervall {a; b) ist eine
notwendige Bedingung dafiir, daB fim Intervall {a; by ein Maximum hat.
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Differentiationsregeln;
die Differentiation von rationalen Funktionen und Wurzelfunktionen

Die einfiihrenden Beispiele haben gezeigt, daB es mit Hilfe der Differentialrechnung moglich
ist, lokale Eigenschaften von Funktionen zu untersuchen. Solche Untersuchungen werden im
weiteren Verlauf des Unterrichts einen Schwerpunkt bilden. Bei diesen Untersuchungen werden
wir immer wieder Ableitungen gegebener Funktionen zu berechnen haben. Andererseits haben
die Beispiele und Aufgaben in den vorangegangenen Lerneinheiten verdeutlicht, daB3 der Auf-
wand zur Berechnung der Ableitung von Funktionen relativ hoch ist. Nun wurde der Begriff
,,Ableitung einer Funktion fan einer Stelle xo* mit Hilfe des Grenzwertbegriffs fiir Funktionen
definiert. Deswegen liegt es nahe zu untersuchen, welche Folgerungen sich aus den Grenz-
wertsitzen fiir Funktionen fiir die Berechnung der Ableitung zusammengesetzter Funktionen,
zum Beispiel der Summe, des Produkts und des Quotienten gegebener differenzierbarer Funktio-
nen, ergeben. Diese Untersuchungen fiihren zu sogenannten Differentiationsregeln, die bei der
Berechnung der Ableitung gegebener Funktionen wesentliche Vereinfachungen ermoglichen.

7  Ableitung einer Summe

® 10 Wiederholen Sie die Grenzwertsitze fiir Funktionen!
® 13 Die Funktionen u(x) = x und v(x) = x? sind an jeder Stelle x ihres Definitionsbereiches
differenzierbar. Es gilt (» Aufgabe 3., Seite 142)
w(x) = 3x* und v'(x) = 2x.
Im Beispiel C 8 auf Seite 140f. wurde gezeigt, daB die Funktion f(x) = x> + x* eben-
falls an jeder Stelle x ihres Definitionsbereiches differenzierbar ist, wobei
f(x) =3x* + 2x
gilt. Die Funktion fist die Summe der Funktionen « und v.
Fiir die Funktionen f, u und v gilt also
() =d'(x) +v'),
wobei x eine beliebige reelle Zahl ist.

Lapt sich dieses Ergebnis auf die Summe beliebiger differenzierbarer Funktionen iibertra-
gen?

Zur Beantwortung dieser Frage betrachten wir beliebige Funktionen « und v, die an einer Stelle
xo differenzierbar sind. Das bedeutet: Die Funktionen « und v sind in einer Umgebung von
xo definiert, und die Grenzwerte

u(xo + h) — u(xo)

u(xo) = lim ———————— und v'(xo) = lim M
h—-0 h h-0 h

existieren.
Wir haben zu untersuchen, ob die Funktion s mit s(x) = u(x) + v(x) in x, differenzierbar ist
und ob

5'(x0) = u'(x0) + v'(Xo0)
gilt. Dabei gehen wir wie in den Beispielen C 7 bis C 9 vor.
10%
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(1) Besti des Differ i der Funktion s an der Stelle x,
Da die Funktionen « und v in einer Umgebung von x, definiert sind, gibt es eine Umgebung U
von X, in der die Funktion s definiert ist. Es ist

s(xo) = u(xo) + v(xo) und s(xo + h) = u(xo + h) + v(xo + h).
Betrachten wir nur solche Zahlen 4, fiir die # + 0 und x, + k€ U gilt, so ist der Differenzen-
quotient der Funktion s an der Stelle x, fiir alle diese Zahlen 4 definiert, und es gilt

s(xo + h) — s(xo) _ u(xo + h) + v(xo + h) — [u(xo) + v(xo)]

h B h :

(2) Umformen des Differenzenquotienten
Wir formen den Differenzenquotienten der Funktion s so um, daB wir die Differenzenquotienten
der Funktionen # und v erhalten:
S(xo + h) — s(xo) _ u(xo + h) + v(xo + h) — u(x0) — v(xo)
h B h
u(xo + h) — u(xo)  v(xo + h) — v(xo)
h * W :

(3) Bestimmen des Grenzwertes des Differenzenquotienten fiir & — 0

Nach Voraussetzung existieren die Grenzwerte
. u(xo + h) — u(xo) . v(xo + h) — v(xo)
lim —M——~ und lim —m———— |
h—0 h A0 h

Dann erhalten wir unter Verwendung des Satzes B 5, Seite 111,

lim s(xo + h) —s(xo) = i u(xo + h) — u(xo) 4 v(xo + h) — v(xo)

h0 h h=0 h h
— T u(xo + h) — u(xo) 4 T v(xo + h) — v(xo)
"0 h h=0 h

[l

u'(xo) + v'(xo).
Folglich ist die Funktion s an der Stelle x, differenzierbar, und es gilt
§'(x0) = u'(x0) + v'(x0).
Damit konnen wir die oben gestellte Frage bejahen. Es gilt also der folgende Satz.

b1 SATZ /
Sind die Funktionen u und v in x, differenzierbar, so ist auch die Funktion s mit

s(x) = u(x) + v(x) i
in xo differ , und fiir die Ableif der Funktion s an der Stelle x, gilt:

5" (x0) = u’(x0) + v’ (x0).

Satz C 1 besagt nicht nur, daB3 die Summe s zweier in x, differenzierbarer Funktionen « und ¢
wiederum eine in x, differenzierbare Funktion ist, sondern auch, wie man die Ableitung der
Funktion s an der Stelle x, aus den Ableitungen der Funktionen « und » berechnen kann.
Diese Regel zum Differenzieren einer Summe von Funktionen nennen wir kurz Summenregel,
die man auch in folgender Kurzform schreibt:
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(u+ u)i w40

Die Summenregel 4Bt sich auch auf mehr als zwei Summanden ausdehnen:
Uy + Uz + oo+ U) = Uy + Uy + .+ Uy
B 14 Gegeben seien die Funktionen # und v mit u(x) = x3+x? und o(x) = x! (x+0).

Die Funktion v ist fiir jedes x mit x + 0
differenzierbar. Es ist v'(x) = —x~2
(~ Beispiel C 9, Seite 141).

Die Funktion « ist fiir jedes x differenzier-
bar. Es ist #’(x) = 3x? + 2x
(~ Beispiel C 8, Seite 140f.).

Dann ist die Funktion s mit s(x) = u(x) + v(x) fiir jedes x + 0 differenzierbar, und es
gilt 5'(x) = w/(x) + v'(x) = 3x% + 2x — x7%,

Im Satz C 1 wird vorausgesetzt, daB8 die Funktionen « und v an einer Stelle x, differenzierbar
sind. Sind die Funktionen « und v in einem Intervall / differenzierbar, so ist auch die Funktion
smit s(x) = u(x) + v(x) in I differenzierbar, und es gilt

s'(x) = u'(x) + v'(x) firjedes xel

Aufgaben

1. Wenden Sie den Satz C 1 auf den Spezialfall an, daB « eine beliebige in x, differenzierbare
Funktion und v eine konstante Funktion ist! .

2. Gegeben seien die Funktionen
fx) =x*+1, gx) =x* =05 und h(x) = x* — 2.

a) Bestimmen Sie die Ableitungen dieser Funktionen!
b) Zeichnen Sie die Graphen dieser Funktionen und die Tangenten an diese Graphen in
den Punkten mit der Abszisse 0,5! Was stellen Sie fest?

3. Ermitteln Sie unter Verwendung der Ergebnisse der Aufgabe 3. in Lerneinheit 4, der
Aufgabe 2. in Lerneinheit 5, des Beispiels C9 und des Auftrages C 8 die Ableitungen

folgender Funktionen! .
a)f(x) = x° + %xl -5 b) f(z) = %z’ +22+)2

OfW =2+~ (x40 D) =+ x

e)f(s) =(s —2)(s +3) ) f(x) =x1 + x)

4. Gegeben sei die Funktion f mit f(x) = x* — 3,
a) Fiir welches x gilt f'(x) = 0? ’
b) Berechnen Sie die Schnittpunkte des Graphen von / mit der x-Achse!
¢) Bestimmen Sie die Gleichungen der Tangenten an den Graph von f'in diesen Schnitt-
punkten! "
Welche Winkel bilden die betreffenden Tangenten mit der x-Achse?

5.*  Beweisen Sie durch vollstindige Induktion:
Sind die Funktionen u,, us, ..., u, in X differenzierbar, so ist auch die Funktion s mit

n n
s(x) = Y w(x) in xo differenzierbar, und es gilt: s'(xo) = ¥ u; (xo)!
=1 =1



150 C Differentialrechnung

8  Ableitung eines Produkts;
Ableitung von Potenzfunktionen mit natiirlichen Exponenten

® |1 Untersuchen Sie am Beispiel der Funktion f mit f(x) = x* = x? - x, ob die Ableitung
eines Produkts gleich dem Produkt der Ableitungen der einzelnen Faktoren ist!

In dieser Lerneinheit wollen wir zeigen, dal das Produkt zweier in x, differenzierbarer Funktio-
nen # und v ebenfalls in x, differenzierbar ist, und im Zusammenhang damit eine Regel zur
Bestimmung der Ableitung der Funktion « - v an der Stelle x, herleiten.

2 SATZ

Sind die Funktionen » und v in x, differenzierbar, so ist auch die Funktion p mit p(x) = u(x)v(x)
in x differenzierbar, und fiir die Ableitung der Funktion p an der Stelle x gilt:

P'(xg) = u'(xg)+ v(xg) + u(xq)- v'(xq).

Beweis: )

Voraussetzung: Es seien u und v Funktionen, die an der Stelle x, differenzierbar sind.

Das bedeutet: Die Funktionen « und v sind in einer Umgebung von x, definiert, und die Grenz-
werte

) = lif u(xo + h) — u(xo) i )= i v(xo + h) — v(xo)
h=0 h h=0 h

existieren.
Behauptung: Die Funktion p mit p(x) = u(x) - v(x) ist an der Stelle x, differenzierbar, und es
gilt p'(xo) = u'(xo) - v(x0) + u(xo) - v'(xo).
Wie erhalten wir diese Behauptung ?
(1) Bestimmen des Differenzenquotienten der Funktion p an der Stelle x,

Nach Voraussetzung existiert eine Umgebung U von x,, in der die Funktion p definiert ist.
Dann ist der Differenzenquotient der Funktion p fiir alle A mit A + Ound x, + 4 € U definiert.
Wegen p(xo) = u(xo) - v(xo) und p(xo + h) = u(xo + h) - v(xo + h)
Plxo + h) = plxo) _ ulxo + h) - v(xo + h) — u(xo) - v(xo)

h h :

gilt

(2) Umformen des Differenzenquotienten

Um bei der Grenzwertbildung die obigen Voraussetzungen anwenden zu kénnen, muf3 der Dif-
ferenzenquotient der Funktion p so umgeformt werden, daB die Differenzenquotienten der
Funktionen # und v vorkommen. Das erreichen wir, indem wir im Zihler das Produkt
u(xo) - v(xo + h) erst subtrahieren und dann wieder addieren, so daB der Zihler selbst nicht ge-
andert wird. AnschlieBend ergeben sich durch Ausklammern die gewiinschten Differenzen-
quotienten. Damit erhalten wir

ulxo + h)-v(xo + h) — u(xo) - v(xo + h) + ulxo) “v(xo + h) — u(xo) - v(xo)

h
_ lulxo + h) — ulxo)] - v(xo + h) + ulxo) [v(xo + h) — v(x0)]
a h
= M,,(,\-o ) ,,(_.-O,M

h h
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(3) Bestimmen des Grenzwertes des Differenzenquotienten fiir 4 — 0
Nach Voraussetzung existieren die Grenzwerte
h) — -
lim u(xo + h) — ul(xo) und  lim v(xo + h) — v(xo) )
h=0 h=0 h

Aus der Differenzierbarkeit der Funktion » an der Stelle x, folgt die Stetigkeit von » an der
Stelle xo (.~ Lerneinheit 6, Seite 145). Folglich muB ihr Funktionswert an der Stelle x,
mit dem Grenzwert lim v(x, + h) libereinstimmen, das heiBt, es ist
h—=0
lim v(xo + h) = v(xo).
h=0

Unter Verwendung des Satzes B 5, Seite 111, erhalten wir

lim ["(Xo + h) — u(xo) o, £ ) v(xo + h) — v(Xo)]

=0 h h

ity A0 ¥ B = WD) iy g, g 4 i ey TR = R0
B0 h h=0 h=0 =0

= u/(xo) " v(xo) + u(xo) - v'(xo).
Folglich ist die Funktion p an der Stelle x, differenzierbar, und es gilt
P'(x0) = '(x0)  v(xo) + u(xo) " v'(xo0).

Die somit erhaltene Differentiationsregel nennt man Produktregel. Man schreibt kurz:

Die Produktregel gilt auch fiir mehr als zwei Faktoren. So ist zum Beispiel
(u-v-w) =uovw + ww + ww'.
Im Satz C 2 wird vorausgesetzt, dafl die Funktionen # und v an einer Stelle x, differenzierbar

sind. Sind die Funktionen « und v in einem Intervall I differenzierbar, so ist auch die Funktion p
mit p(x) = u(x) - v(x) in [ differenzierbar, und es-gilt

P'(x) = w'(x)-v(x) + u(x)-v'(x) fiir jedes xel.

B 15 Gegeben seien die Funktionen « und v mit
ux)=x>+x>-3 und o(x)=x*+x-1,
die fiir jedes x differenzierbar sind. Fiir eine beliebige reelle Zahl x gilt
W(x) =3x2 +2x und v'(x) =2x + 1.
Nach Satz C 2 ist die Funktion p mit
px) =ux)-v(x) = +x2 =3 +x—-1)
fiir jedes x differenzierbar, und es gilt
px) =0Bx2 +20)(x* +x = 1) +(x* + x2 = 3)(2x + 1) = 5x* + 8x* — 8x — 3.

u'(x) v(x) u(x) v'(x)

® 12 a) Beweisen Sie durch Anwendung der Produktregel den Satz:
Ist v eine in x, differenzierbare Funktion und c eine beliebige reelle Zahl, so ist auch
die Funktion fmit f(x) = ¢ - v(x) in x, differenzierbar, und es gilt f"(xo) = ¢ - v'(xo)!
b) Beweisen Sie unter Verwendung des Ergebnisses von a) und des Satzes C | den Satz:
Sind die Funktionen # und v in x, differenzierbar, so ist auch die Funktion 4 mit
d(x) = u(x) — v(x) in xo differenzierbar, und es gilt d’(xo) = u'(xg) — v'(xo)!
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B 16 Unter Verwendung der Produktregel ist zu zeigen, daB die Funktion f(x) = x* die Ab-
leitung f'(x) = 4x3 hat.
Losung:
Esiistif(x) = @*= x>
Wir setzen u#(x) = x* und v(x) = x. Die Funktionen « und v sind differenzierbar, es gilt
u'(x) = 3x?und v'(x) = 1.
Folglich ist f(x) = 3x2-x + x%-1 = 3x® + x3 = 4x°.
Ergebnis: Die Funktion f(x) = x* hat die Ableitung f”(x) = 4x3.

® 13 Zeichnen Sie die Graphen der Potenzfunktionen y = x" fiir » = 1, 2, 3 und 4!
Die im Auftrag C 13 betrachteten Potenzfunktionen haben wir bereits als differenzierbare
Funktionen kennengelernt. Es ist

x)Y=1 =1-x'"%

) =2x =2-2*1;

() = 322 =3 x>

(Y = 4% =4~ %2,

Diese hier erkennbare GesetzméBigkeit gilt tatsdchlich fiir alle natiirlichen Zahlen nmitn = 1.

>3 | SATZ
Jede Potenzfunktion f(x) = x" mit ne N und n = 1 ist differenzierbar. Ihre Ableitung ist
f(x) = nx"-1,

Beweis:

Wir beweisen diesen Satz durch vollstindige Induktion iiber n.

1. Induktionsanfang : Fiir die natiirliche Zahl 1 gilt der Satz (siehe oben).

2. Induktionsschritt : Es sei n eine beliebige natiirliche Zahl mit n = 1.
Induktionsvoraussetzung :

Die Funktion u(x) = x" ist differenzierbar, und es gilt #’(x) = n-x"1.
Induktionsbehauptung :

Die Funktion f(x) = x"*! ist differenzierbar, und es gilt f'(x) = (7 + 1) x".
Induktionsbeweis:

Esistf(x) = x"tt = x"-x.

‘Wir setzen u(x) = x" und v(x) = x.
Nach Induktionsvoraussetzung ist die Funktion u differenzierbar, und es gilt

B

Nach dem Induktionsanfang ist die Funktion v differenzierbar, und es gilt

1)
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Unter Verwendung der Produktregel folgt
) =n-x1-x+x"1=nx"+x"=(@n+1)x"

Damit ist der Satz C 3 bewiesen.

Aufgaben

Ermitteln Sie die Ableitungen folgender Funktionen!

1.4 a)f(x) = x* 21 a)f) =x7
b) f(x) = 3x* b) f(x) = —0,5- x°
1 2 < = 2 L
c)f(z)=—2—(z + 1) o) f(t) = (2> + l)(r+ t)
d) u(x) = (x* — 7x) (x> + 5) d) v(x) = (0,5x3 — 3x?) (4x® — ]/2_x)
e)gla) =ala+ 1)(a—2) e)w(z) = 2322 + 1) 2z + 3)

3. Gegeben sei die Funktion f(x) = x* + 1,5.
a) Berechnen Sie den Anstieg des Graphen von fan den Stellen 0; 0,5; —0,5; 2; —2!
b) An welcher Stelle hat der Graph von f den Anstieg 4? i
Geben Sie eine Gleichung fiir die Tangente an den Graph von f fiir diese Stelle an!
4. Gegeben sei die Funktion f(x) = x* — 1.
a) In welchen Punkten schneidet der Graph von fdie Koordinatenachsen?
b) Berechnen Sie die Anstiege der Tangenten an den Graph von fin den Schnittpunkten
mit den Koordinatenachsen!
¢) Gibt es eine weitere Tangente an den Graph von £, die den gleichen Anstieg wie die

Tangente im Schnittpunkt mit der x-Achse hat?
Ermitteln Sie die Ableitungen folgender Funktionen!
50 fO=x+x*+x+x2+x+1 6.1  f(x) =2x* + %x’ + %,\J —5x+6
7. Gegeben sei die Funktion f(x) = x* —ax®> + 2 (aeR).
Bestimmen Sie die Zahl a fiir den Fall, daB f/(2) = 0 ist!
8. Wenden Sie die Produktregel (.~ Satz C 2, Seite 150) auf den Spezialfall ¥ = v an!

9.*  Beweisen Sie unter Verwendung der Produktregel (» Satz C 2, Seite 150):
Sind die Funktionen u, v und w in x, differenzierbar, so ist auch die Funktion p mit
P(x) = u(x) - v(x) - w(x) in x, differenzierbar, und es gilt

P'(x0) = u'(x0) - v(xo) - W(xo) + u(xo) * 0'(xo) * W(xo) + u(xo) - t(xo) - W(xo).

9  Ableitung eines Quotienten

Wie wir schon wissen, sind die Funktionen u(x) = 2x> — Sxund o(x) = x* + 1 an jeder Stelle x
differenzierbar. Wegen v(x) # O fiir alle x ist die Funktion

u(x)  2x* - 5x
u(x) x+1
fir alle x definiert.

q(x) =
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Mit den uns bisher bekannten Sitzen und Differentiationsregeln wissen wir aber noch nicht, ob
die Funktion ¢ differenzierbar ist und wie man gegebenenfalls ihre Ableitung erhilt. Man kann
jedoch analog zu den Lerneinheiten 7 und 8 zeigen, daB auch der Quotient zweier in xq
differenzierbarer Funktionen » und v mit v(xo) # 0in x, differenzierbar ist. Auf diesen Nachweis
wollen wir hier verzichten. Wir teilen die Regel fiir die Differentiation eines Quotienten differen-
zierbarer Funktionen « und v ohne Beweis mit.

>4

SATZ
Sind # und » mdssidlexodlﬂ'erenzlerhreﬂmktlommltv(xo) =+ 0, so ist auch die Funktion
g mit g(x) = (;ndeerﬂexodlﬂ'L r, und fiir die Ablei der ktion ¢
an der Stelle x, gilt:

= u’(xq)+ v(xg) — u(xg)+ D'(Xn)
e ©Go?

Diese Differentiationsregel nennt man Quotientenregel. Man schreibt kurz:

e 14

w\ dyv—w
et B s el
v 02

Formulieren Sie analog zu den Lerneinheiten 7 und 8 die Quotientenregel fiir den
Fall, daB « und v in einem Intervall / differenzierbar sind und v(x) # O fiir jedes x € I
gilt!

u(x) 2x3 — 5x

m17 NachSatzC4 |st die Funktion ¢ mit g(x) = W = 1 differenzierbar. Aus
w(x) =2-3x* — 5 und v'(x) = 2x folgt
o) = (6x2 — 5)(x2 + 1) — (2x® — 5x) - 2x _ 2x* + 11x* = 5
7 = o2 + 1) ST e
®m 18 Fiir eine beliebige natiirliche Zahl n mit n = 1 ist die Ableitung der Funktion f(x) = x™"
(x # 0) zu ermitteln.
Losung:
1
Es ist f(x) = = (x £0).
Wir setzen u(x) = 1 und v(x) = x". Wegen u'(x) = 0 und v'(x) = n- x""! erhilt man
unter Verwendung der Quotientenregel:

0-x" —1-n-x"" X! Cioam
f(X)=—T‘=—"'Xh = —n-x"1"M = —_p.x"! (x % 0).
Ergebnis:

Die Funktion f(x) = x™ (n€ N, n = 1) hat die Ableitung f"(x) = —n-x""'.
Folgerung:

Die Regel zur Differentiation von Potenzfunktionen mit natiirlichen Exponenten (.~ Satz C 3)
gilt auch fiir Potenzfunktionen mit negativen ganzzahligen Exponenten.
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Aufgaben

Bilden Sie die Ableitung der folgenden Funktionen, und geben Sie gegebenenfalls diejenigen
Stellen an, an denen die Funktionen nicht differenzierbar sind!

1.1 a)f(x) =ﬁ 21 a)f(x) = %
S =%+% e) f(x) =’\%+x—13

3. Welchen Anstieg hat der Graph der Funktion f(x) = il i an der Stelle xo = 3?
X

4. Gegeben sei die Funktion f(x) = x~! (x + 0).
) Berechnen Sie den Anstieg der Sekante des Graphen von fdurch die Punkte
P,(0,25; £(0,25)) und P,(4; f(4))!
b) Bestimmen Sie diejenigen Punkte des Graphen von £, in denen der Tangentenanstieg
mit dem berechneten Sekantenanstieg {ibereinstimmt!
¢) Geben Sie fiir die unter b) berechneten Punkte jeweils eine Gleichung der Tangente an
den Graph von fan!

5. Beweisen Sie mit Hilfe der Quotientenregel: Ist v eine an der Stelle Xxo differenzierbare
Funktion mit o(xe) + 0, 5o gilt ( ) = o L
o(xo) (o)
Differenzieren Sie folgende Funktionen!
1 1
6. a) ) m—— 7.1 a)f(x) = ————
L s L
| 1
) flx) = —— b) = ,beR
)= fO)=——7p @@ )
1
3. . s s €R).
Gegeben sei die Funktion f(x) % it (a )
1
Fiir welche Zahlen aist f'(2) = — 7?

10 Differentiation rationaler Funktionen

Wir kennen bereits lineare und quadratische Funktionen. Zum Beispiel heiBt f eine lineare
Funktion, wenn es reelle Zahlen a, und a, mita, + 0 gibt, so daB f(x) = a,x + a, fir jedes x
gilt.!)

Analog heif3t feine quadratische Funktion, wenn es reelle Zahlen ao, a, und a, mita, * 0 gibt,
so daB f(x) = a;x* + a,x + ao fiir jedes v gilt.2)

') Bisher haben wir die Koeffizienten meist mit /1 und n bezeichnet.
?) Bisher haben wir die Koeffizienten meist mit «, b, ¢ bezeichnet.
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Allgemeiner nennt man f eine ganze rationale Funktion, wenn es eine natiirliche
Zahl » und reelle Zahlen ao, a;, @2, .., G, Mit a, + 0 gibt, so daB fiir jedes x gilt
n

FO) = @ + Quoy Xt 4 o+ @GX + ax +ao = T ax'.
, i=0

Man nennt die reellen Zahlen ao, a;, a», ..., a, die Koeffizienten und die natiirliche Zahl n den
Grad der ganzen rationalen Funktion f. Ganze rationale Funktionen sind fiir alle reellen Zah-
len definiert. Wir werden deshalb im folgenden nur dann den Definitionsbereich einer ganzen
rationalen Funktion ausdriicklich angehen, wenn er eingeschrankt werden soll.

= 1
® 19 a) Die Funktion f(x) = 6x° + V2x3 - ]/_ x? + x — 15isteine ganze rationale Funk-
2)3

tion. Ihre Koeffizienten sind:

as=6; aa=0; as=12 a= L =1; ap= —15.

| 7
- 23]
Ihr Grad ist 5. Man sagt auch: fist eine ganze rationale Funktion fiinften Grades.
b) Jede quadratische Funktion ist eine ganze rationale Funktion zweiten Grades.
¢) Jede lineare Funktion ist eine ganze rationale Funktion ersten Grades.
d) Jede konstante Funktion f(x) = ¢ (c € P) ist eine ganze rationale Funktion. Auch
die Funktion fmit f(x) = 0 fiir alle x zdhlt man zu den ganzen rationalen Funktionen.

Eine noch umfangreichere Menge von Funktionen bilden die rationalen Funktionen. Das sind
jene Funktionen, die als Quotient ganzer rationaler Funktionen dargestellt werden konnen.
Mit anderen Worten:

Man nennt f eine rationale Funktion, wenn es ganze rationale Funktionen « und »
gibt, so daB f fiir jedes x mit v(x)% 0 definiert ist und f(x) = —Z% gilt.

F it P ; : o
20 a) f(x) = ﬁlst eine rationale Funktion. Hier ist #(x) = x> — 1 und v(x) = x — 1.
Die Funktion fist fiir alle x = 1 definiert.

1
b) f(x) = Tist ebenfalls eine rationale Funktion. Es ist hier u(x) = 1 und v(x) = x.

Die Funktion fist fir alle_x mit x #+ 0 definiert.

¢) Die Funktionen f(x) = ]/x, f(x) =a*(@a>0,a=*1),[f(x) =log,x(a@a>0,a=+1),
f(x) = |x| und die Winkelfunktionen sind keine rationalen Funktionen. Solche Funk-
tionen nennt man nichtrationale Funktionen.

(x? + 1) (x* = 3x + 4)
- x+1
tion v(x) = x* + 1 fiir alle x von Null verschieden ist, gilt f(x) = x> — 3x + 4 fiir alle x,
das heiBt, fist sogar eine ganze rationale, Funktion.

Die Funktion f(x) = ist eine rationale Funktion. Da aber die Funk-

Rationale Funktionen, die nicht ganze rationale Funktionen sind, nennt man

Pl
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Der Definitionsbereich einer gebrochenen rationalen Funktion enthdlt alle reellen Zahlen
mit Ausnahme der Nullstellen der Nennerfunktion. Wir werden deshalb im folgenden auch den
Definitionsbereich einer gebrochenen rationalen Funktion nur dann ausdriicklich angeben,
wenn er eingeschrinkt werden soll.

Wir wollen nun die rationalen Funktionen auf Differenzierbarkeit untersuchen.

® 21 a) Wir differenzieren die ganze rationale Funktion f(x) = 3x* — 6,2x2? + 2x — 3,2.

Unter Verwendung der bereits behandelten Differentiationsregeln erhalten wir

fi(x) =12x* — 12,4x + 2.

Diese Beziehung gilt fiir alle reellen Zahlen x. fist also iiberall differenzierbar, und die

Ableitung von fist wieder eine ganze rationale Funktion.

: 2 —-3x -5
b) Wir differenzieren die rationale Funktion f(x) = ngxl (x + +1).
Mit Hilfe der Quotientenregel erhilt man
oy @x=3)(x* —1) — (x* —3x - 5)-2x

f(x)= oIy 3
fist an allen Stellen des Definitionsbereiches differenzierbar, und die Ableitung von
fist wieder eine rationale Funktion.

Jede rationale Funktion setzt sich mittels Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division
aus Potenzfunktionen mit natiirlichen Exponenten und konstanten Funktionen zusammen.
Wir wissen bereits, daB die Potenzfunktionen mit natiirlichen Exponenten und die konstanten
Funktionen differenzierbar sind.

Damit folgt aus den Differentiationsregeln, daBl jede rationale Funktion an jeder
Stelle ihres Definitionsbereiches differenzierbar und die Ableitung einer rationalen
Funktion wieder eine rationale Funktion ist.

Aus diesem Ergebnis folgt (. Lerneinheit 6) auch sofort, daB jede rationale Funktion in ihrem
gesamten Definitionsbereich stetig ist.

Die Ableitung einer beliebigen rationalen Funktion f kann durch Anwendung der bisher
behandelten Differentiationsregeln leicht und schnell ermittelt werden.

Auch kann man den Funktionswert f(x) einer rationalen Funktion an einer beliebigen Stelle x
durch Anwendung der vier Grundrechenoperationen leicht berechnen. Wegen dieser vor-
teilhaften Eigenschaften versucht man haufig, Prozesse in Natur und Gesellschaft durch ratio-
nale Funktionen angenihert zu beschreiben, zum Beispiel bei der Anwendung der Bewegungs-
gesetze (unter Vernachldssigung des Luftwiderstandes), des Onmschen Gesetzes, der Opti-
mierung von Produktionskosten (.~ Beispiel C 66 auf Seite 208 f.). In den folgenden Lernein-
heiten werden wir uns deshalb ausfiihrlich mit rationalen Funktionen beschiftigen.

Aufgaben
Welche der folgenden Funktionen sind rational, gebrochen rational, ganz rational?
3x® — 15x x2+ D2 -1
1.7 a) f(x) =T 2.1 a) f(x) =%
x +1 x2 =1
BIE =2 R ]
1
¢) f(x) = x*-sinx ) f(x) = x?-sin—

2
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35 Differenzieren Sie die in den Aufgaben 1. und 2. genannten Funktionen, sofern es sich
um rationale Funktionen handelt!

4. Welche der folgenden Funktionen sind rationale, gebrochene rationale, ganze rationale

Funktionen?
a)f(x) = 3x* + lgx + 10 by = V3x + %
@ = o De® =10+ 4]
Geben Sie je eine ganze rationale Funktion fan, die folgenden Bedingungen geniigt!
51 a) Grad von f gleich 1, 6.1 a) Grad von f gleich 1,
f0) =2 f(0)=0,a, =7
b) Grad von f gleich 2, b) Grad von f gleich 2,
f0) =0,f(1) =0,a, =1 f(0) = -1

7. Untersuchen Sie, welche der Aufgaben 5. a), b) und 6. a), b) eindeutig 16sbar sind!

Begriinden Sie, daB die Ableitung einer ganzen rationalen Funktion wieder eine ganze
rationale Funktion ist!

. 2 ~1 + -1
9. Begriinden Sie, warum die Funktion Sex)= . = &+ DG ) nicht mit der

x-1 x -1
ganzen rationalen Funktion g(x) = x + 1 iibereinstimmt!

11 Umkehrfunktion

® 15 a) Skizzieren Sie die Graphen der Funktionen f(x) = x* und f(x) = x? in ein und das-
selbe Koordinatensystem! Nennen Sie Eigenschaften dieser Funktionen!
3

b) Skizzieren Sie die Graphen der Funktionen f(x) = V} und f(x) = V; in ein und
dasselbe Koordinatensystem! Nennen Sie Eigenschaften dieser Funktionen!
Bild C 24 zeigt das Volumen V eines Wiirfels in Abhingigkeit von der Kantenldnge a. Es ist
V=fla=a® .

Zu jeder Kantenléinge ao (@ = 0) gehort ein eindeutig bestimmtes Volumen V5.

V="fla)=a? a=g(v)=¥V
o v i1
 P(O;V,)
1 14
0 10, o 0 10, a

BildC24,C25
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Kann man aus dem angegebenen Vol auch eindeutig die K lai) a des Wiirfels
g

bestimmen?

Mit anderen Worten:

Ist die Kantenlinge a auch eine Funktion des Volumens V des Wiirfels?

Es sei ¥, das gegebene Volumen (¥, = 0). Legen wir eine Parallele zur a-Achse durch den Punkt
P(0; Vo) auf der V-Achse, so schneidet diese den Graph von fin genau einem Punkt (~ Bild
C25). Das geordnete Paar [a,; V,]ist das einzige Paar, das zur Funktion fgehort und an zweiter
Stelle den Wert ¥, hat. Dem Volumen ¥, ist damit eindeutig die Kantenlinge a, zugeordnet,
das heiBt, die Kantenlinge ist auch eine Funktion & des Volumens:
a=g(V).
Eine Funktionsgleichung fiir g kénnen wir ermitteln, indem wir die Gleichung (1) nach a auf-
3

Iésen. Esista = /¥, also

3
a=gv)=Vv.
Man nennt g die Umkehrfunktion von £.
Zu f gehoren zum Beispiel die geordneten Paare [1; 1], [2; 8], [5; 125].
Zu g gehoren die geordneten Paare [1; 1], [8; 2], 125; 5].

T 1
in°C in°C
3 3
2 2
: / o ///\ ‘
Al 7T890MRBUBETNE | _0 7 68 I Mnbh ke
Lt BN B 56 TN
-2 \m -2 /
-3 -3
-4 —t.{ /
Bild C 26 Bild C 27

In Bild C 26 ist der Temperaturverlauf eines Februartages in Berlin dargestelit. Die Temperatur
ist eine Funktion der Zeit: T = f(r).

Zu jedem Zeitpunkt ¢ gehort eine eindeutig bestimmte Temperatur f(7). So entnehmen wir dem
Bild C 26:

t 7 9 10 12 14 17 18
T=f@)[-4 | -2 | =1 [+1 | +3 | +05 | -1
Gehort umgekehrt zu jeder Temperatur T auch ein einde ig bestil Zeitpunkt t?

Wiihlen wir zum Beispiel die Temperatur von — 1 °C, so entnehmen wir dem Bild C 27, daB diese
Temperatur sowohl um 10 Uhr als auch um 18 Uhr gemessen wurde.
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Es gibt also zwei geordnete Paare, die zur Funktion fgehren und an zweiter Stelle den Wert —1
haben, namlich [10; —1] und [18; —1]. Folglich kann man nicht eindeutig von der Temperatur
auf die Uhrzeit schlieBen. Diese Funktion fist nicht umkehrbar. Ihr fehlt jene Eigenschaft, die
die UmKehrung ermoglicht, ndmlich die sogenannte Eineindeutigkeit.

22

>4

Eine Funktion- f heiBt eineindeutig, wenn es zu jedem y aus dem Wertebereich
von f genau ein X aus dem Definitionsbereich von f mit y = f(x) gibt.

Die Funktion f(x) = x2, die fiir alle reellen Zahlen x definiert ist, ist nicht eineindeutig.
Schrinkt man dagegen den Definitionsbereich auf die Menge der nichtnegativen reellen
Zahlen ein, das heiBt, betrachtet man die Funktion g(x) = x* mit x Z 0, so existiert zu
jedem y aus dem Wertebereich vori g genau ein x aus dem Definitionsbereich von g mit
y = g(x). Die Funktion g ist also eineindeutig.

Begriinden Sie:
Fiir jede Funktion f gilt: Wenn f streng monoton ist, so ist f eineindeutig!

DEFINITION

Es sei f eine eineindeutige Funktion.

Die Menge der geordneten Paare [y; x], fiir die [x; y] zu f gehort, heiBt die Umkehrfunktion
(auch inverse Funktion) von f. =

Wir bezeichnen die Umkehr ion von f mit f.

Die Funktion fmit f(x) = 2x + 1 ist eineindeutig. Die Umkehrfunktionfvonfgeht aus
f durch Vertauschen von erster und zweiter Komponente in den geordneten Paaren
hervor.

r f

[0;.1] — [150] 2
[2;5] — [5;2]
[-3; —9] — [-5;-3]
[2,4; 5,8] — [58;24]

Durch Aufltise_n der Funktionsgleichung y = 2x + 1 nach x finden wir eine Funktions-
gleichung fiir f:
1 1
X=—=y—-—=.
TAN)
- 1 1 . . . . .
Es ist also f(y) = 7y i beziehungsweise — wenn man die iibliche Bezeichnung x fiir

die Argumentwerte einfiihrt, das heiBt, wenn man eine Umbenennung der Variablen
durchfiihrt —

= 1 1
f(x) = '2—X -7
Durch die Umbenennung der Variablen bleibt die Funktion unverindert, denn die Menge

. 1 1. .
der geordneten Paare [y; x] mit xg= 5 y - 7 ist gleich der Menge der geordneten
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. 1 1 . " = 1 1
Paare [x; y] mit y = 5% = Die Gleichungen f(y) = 57— und
fx) = %x — 5 beschreiben also ein und dieselbe Funktion.

1 1
® 17 Ermitteln Sie die Umkehrfunktion von f mit f(x) = EX - ?!

Ist feine eineindeutige Funktion, so kann man f umkehren, und man erhilt eine Funktion £,
Kehrt man die Funkti_onfum, so erhilt man wieder die Funktion /. Man sagt deshalb auch:

Die Funktionen f und f sind zueinander invers.

B 24 Die Funktion f(x) = x", x = 0, n = 2, n natiirliche Zahl, ist eberlfalls eineindeutig.
Wir ermitteln eine Funktionsgleichung fiir die Umkehrfunktion fvon f.

Losung:
y ="
" "

Auflésen nach x: x = |y.  Also f(y) = Vy bzw. fix) = Jx.
o
Jede Funktion fmit/(x) = x(x 2 0, n Z 2, n natiirliche Zahl) heiBt Wnrzelﬁngktion.

® 18 Zeichnen Sie die Graphen der Funktionen f(x) = x2 und f(x) = |'x in ein und dasselbe

Koordinatensystem!
!stfdie Umkehrfunktion von f, so liegen die Graphen von fund fachsensymmetrisch zur Gera-
den y = x. Der Definitionsbereich von fist der Wertebereich von /, und der Wertebereich von
fist der Definitionsbereich von f.
Wie hier ohne Beweis mitgeteilt wird, iibgnragen sich die Eigenschaften der Monotonie und
Stetigkeit von fauf die Umkehrfunktion f, das heifit:

Ist fdie Umkehrfunktion von /; so gilt:

I. Wenn f'monoton wachsend ist, so ist auch _fmonoton wachsend.

2. Wenn f monoton fallend ist, so ist auch fmonoton fallend.

3. Wenn f'stetig ist, so ist auch fstetig.
W 25 Die Funktion f(x) = Jx + I,x = —1, ist eineindeutig.

fﬁnden wir wie folgt: Bild C 28

y=Vx+1; y*=x+1; =y —1;

also f(y) = y2 — 1 beziehungsweise nach
Umbenennung der Variablen f(x) = v2 — |.

/ 7 l

Definitionsbereich Xz -1 %
Wertebereich ryz0 ¥y

v v
v v
| ©

Bild C 28 zeigt die Graphen von fund f.

11 [o01136)
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Aufgaben
1, Bild C 29 zeigt Graphen verschiedener Funktionen. Welche dieser Funktionen sind ein-
_ eindeutig?

f(,)-%- f(x)=sinx fla)=x4=1 fx)=x°

Bild C29

Welche der folgenden Funktionen sind eineindeutig?

24 a)f(x)=3x+1 b)flx)=-x-2 3t a)f(x) = % b)f(x) = >0
) f(x) = 3x? d)f(x) = 3x3, x22 Of(x) =x% x=0 d)f(x)=x°
e)f(x) = |x| e)f(x) =|x|, xz0

Ermitteln Sie von den folgenden eineindeutigen Funktionen f jeweils die Umkehrfunknon oA
und skizzieren Sie die Graphen von f und f jeweils in ein und dasselbe Koordi !

4.1 a)f(x) =2x%, x 20 51 a)f(x) =3x+1
b)f(x) = x*, x=0 b) f(x) = x
Of(x) =% xz0 Ofx) = - Vx
d)f(x) = Jx+2 fx) =Vx -1

12 Differentiation von Wurzelfunktionen

W 26 Es ist zu zeigen, daB die Funktion y = g(x) = V;(x = 0) fiir jedes positive x differen-

zierbar ist.
Losung: =
Es sei x, eine beliebige positive Zahl.
m i des Diffes i der Funktion g an der Stelle x,
) — h - Vxo
Esigt S0 B 800 i+ . Vxo | vobei h + 050 gewahlt werden mu

daB xo + A = Oist.
(2) Umformen des Differenzenquotienten

i Vxo + & — Vxo _ (Vo + h — Vxo) (Vxo + h + V\’o)
. h h(Vxo + h + Vxo)
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&(xo + h) —glxo) = xo+th-—xo 1
h _h(l/xo+h+l/x_u)_]/xu+h+l/;;‘
(3) Bestimmen des Grenzwertes des Differenzenquotienten fiir & — 0
Es ist
lim qu—) = lim . — = __l —
h=0 h 10 Vxo +h + Vo Li_l:l’; Vxo + b+ 'I'l_rflu Vxo

Da die Funktion y =_V; als Umkehrfunktion einer stetigen Funktion auch stetig ist,
gilt ’!irg Vxo + h = Vxo. Also ist

&xo + h) —glxo) 1
nI—T: h 2 V—"o

Ergebnis:
Die Funktion g(x) = l/“.\' ist fiir jedes positive x differenzierbar. lhre Ableitung ist

gx) =—=.
2|x

Das Be_ispiel C 26 zeigt, dall der Aufwand bei der Bestimmung der Ableitung der Funktion
» = | relativ hoch ist.

Lapt sich die Ableitung der Funktion y = g(x) = l'\' rationeller ermitteln?

® 19 Gegeben seien die Funktionen fund g mit f(x) = x? (x = 0) und g(x) = l/x (x = 0).
a) Berechnen Sie den Anstieg des Graphen von fim Punkt P,(1,5; 1,5%) und den Anstieg
des Graphen von g im Punkt P,(1,5%; 1,5)!
b) Bild C 30 zeigt den Graph der Funktion f mit der Tangente im Punkt P, sowie den
Graph von g mit der Tangente im Punkt P,. Die Punkte P, und P, liegen symme-
trisch zur Geraden y = x.
Bestitigen Sie an Hand der Abbildung, daB fiir die Winkel ~ und # die Beziehung

1
tanff = —— gilt!
tan ~

Die Gleichung tanp = (~ Bild C 30, Seite 164) besagt, daB es zwischen den Ablei-

tungen der Funktionen "
y=/=ux* (xz0) und y=g)=1Jx (x+z0)

einen einfachen Zusammenhang gibt. Dieser Zusammenhang .15t sich auch ohne Bezugnahme

auf Bild C 30 angeben.

Die Funktion

y =g(x) = |/: (v 2 0) bzw. (Umbenennung der Variablen) x = g(y) = l/; (yz20)

tan »

ist die Umkehrfunktion der Funktion
y=fx) =x* (x20).
Es sei x, eine beliebige positive Zahl. Dann gilt f"(xo) = 2xo > 0.
Die Funktion g hat an der Stelle y, = f(xo) = xj > 0 die Ableitung (» Beispiel C 26)

W) = —==—==
21
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Zusammenhang zwischen
fix)=x2(x=0) und g(x)=¥x [(x=0)

Bild C 30

Folglich gilt
1
g(o) = — (x0 > 0).
° f(x0) ?
Auch fiir andere zueinander inverse Funktionen, deren Ableitungen uns bereits bekannt sind
konnen wir eine solche Beziehung angeben.

@ 27 Gegeben sei eine lineare Funktion y = f(x) = mx + n mit m * 0
Die zu finverse Funktion ist die Funktion x = f(y) = ;(y - n).

_ 1 = 1
W “(x) = d () = — gilt f(y) =——.
egen f(x) =m und [(y) = B ) e

Diese in den betrachteten Beispielen erkennbare GesetzmaBigkeit gilt fir die Ableitungen
beliebiger zueinander inverser Funktionen, was hier ohne Beweis mitgeteilt werden soll.

> 5 SATZ
Es sei f eine eil die in einer L bung der Stelle x, differenzierbar ist, und

es gelte f'(xg) + 0.
Dann ist dle zu f inverse Funktion fan der Stelle yg = f(x) differenzierbar, und es gilt

Foo= f(x)

. 5 B
= 28 Die Ableitung der Funktion y =}x = x¥ (x Z 0) ist zu ermitteln.

Losung:
Die gegebene Funktion ist die. Umkehrfunktion der Funktion

VEfx)=x>"(x20).
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Die Funktion fist fiir jedes x mit x > 0 differenzierbar, es gilt f(x) = 3x2.
Fiir x > 0ist f'(x) > 0. B
Nach Satz C 5 ist dann auch die Umkehrfunktion f von f, also die Funktion

1
x=f =y y20),

- 1 1 1{ 32 ) [
fiir y > 0 differenzierbar, und es gilt /" (y) = o ?x’z = (yl) = ?y

win

= 1 .2
bzw. nach Umbenennung der Variablen f’(x) = ?.\' 3 (x> 0).

Ergebnis:

3 1
Die Funktion y = [x = x¥ (x 2 0) hat die Ableitung
2
—Z 1
ek § e
¥ 3 X

—_%1

1 ':
= 1
Nach Beispiel C 26 gilt (.\’2) = = =

1\ 7 2 1
Nach Beispiel C 28 ist (,\'3) = %x’i =13 s
Die Regel zur Differentiation der Potenzfunktionen mit natiirlichen Zahlen als Exponenten
gilt also auch fiir die Potenzfunktionen y = x% und y = \§
Lassen sich alle Por'enz/wrktionen y = .\'% mit n€ N, n > I, nach dieser Regel differen-

zieren?

Es sei n eine beliebige natiirliche Zahl mit n > 1.
1

Wir bestimmen die Ableitung der Funktion y = x™ (x = 0) wie im Beispiel C 28. Die Funktion

1
y = a7 ist die Umkehrfunktion der Funktion y = f(x) = x" (x = 0), die fiir jedes x > 0
die von Null verschiedene Ableitung

f(x) = na"t L
hat. Nach Satz C 5 ist die Umkehrfunktion f von f, also die Funktion

" SL

x=f/)=y" 0z0
fir y > 0 differenzierbar. lThre Ableitung ist

= 1 1 1 L\ien I X _4

) = = x!'""= _\yn = —yn 0

'y = X = (y ) = » >0

bzw. nach Umbenennung der Variablen
1
Fx) = —ax7 ' (x> 0).
n
Damit haben wir gezeigt, daBl die Regel zur Differentiation der Potenzfunktionen mit natiir-
1

lichen Exponenten auch fiir die Potenzfunktionen y = x» mitne N, n > 1, gilt.
Mit dieser Differentiationsregel lassen sich die Wurzelfunktionen auf rationelle Weise differen-
zieren. 2
® 29 Die Ableitung der Funktion y = |
| g SN 1 .=
— XS =—yx 5 = x > 0).
3 X Ay (x )

5 =

51

X =x% (x = 0) istdie Funktion

e
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Aufgaben
Gegeben sei die Funktion £, Ermitteln Sie die Umkehrfunktion fvon fund die Ableitung von
1.1 a)f(x)=2x+5 2.1 a)fx)=-x+7
1
b)f(x) = - (x > 0) b)f(x) =x2 (x=0)
. 1
o) f(x) = (x>1) Of(x) = — (x > 0)
e X

Ermitteln Sie die Ableitungen folgender Funktionen, und geben Sie jeweils deni Definitions-
bereich der Funktionen und ihrer Ableitung an!

1 1 1 8 _
31 afx)=» b)f(x) = x75 4.1 a)y(y) =x72 b f(x) = Ix
f(t) =5\t s =517
D) =(x -2 Ix dfx) =(x + 1) |x
= — 3 4
of@ =(z - 12)° Of =1z + 1z + 1z
fx) = x 8)f(x) = =T ) f(x) = x——Z 2)f(x) = v+ V:
! x-2 x4+ Jx Vx ’ X
:x/_ )
W@ =% gy =& W@ = 2 g = )2
@ Vx Va 3

5. Gegeben sei die Funktion f(x) = (x — 2) 1\_ (x = 0). Berechnen Sie den Anstieg des
Graphen von f an der Stelle 4, und geben Sie eine Gleichung fiir die Tangente an den
Graph von f fiir diese Stelle an!

6. Berechnen Sie die Anstiege des Graphen der Funktion

— AL
af(x) = Vx; b)f(x) = Vx
an den Stellen 1; 10; 100 und 1000!

13 Verkettung von Funktionen

® 20 Gegeben seien die Funktionen » und v mit u(x) = x> — 1 und o(x) = x? + 1.

. o s u

Bilden Sie die Funktionen v + v, w# —v¢, w-v und —!
o

Der Auftrag C 20 soll uns noch einmal daran erinnern, wie man mit Hilfe der Operationen
Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division aus gegebenen Funktionen « und z, die
einen gemeinsamen Definitionsbereich haben, neue Funktionen erhalten kann.
In dieser Lerneinheit wollen wir eine andere Operation kennenlernen, die ebenfalls gegebenen
Funktionen « und v — unter gewissen Einschrinkungen - eine neue Funktion f eindeutig zu-
ordnet.

® 30 Gegeben sei die Funktiony = f(x) = (x? — 1)*, die fiir alle reellen Zahlen .x definiert ist.
Wenn wir Funktionswerte der Funktion f ermitteln sollen, so berechnen wir zu einer
vorgegebenen Zahl x zunichst die Zahl x* — | = z. Wir bestimmen also zuerst fiir die
betreffenden Zahlen x die Funktionswerte der Funktion
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z=p(x) =x*=1.

AnschlieBend potenzieren wir die so erhaltenen Zahlen z mit 5, das heiBt, wir berechnen
die Funktionswerte der Funktion

y = u@) =z*

und erhalten somit die Funktionswerte der Funktion f. Die Funktion f ist aus den
Funktionen z = v(x) = x* — 1 und y = u(z) = z° zusammengesetzt. Es gilt

¥ = f(x) = u(z) = u(v(x)).

Sind umgekehrt die Funktionenvund umitz = (x) = x* =1 und y =u(z) =z
gegeben, so ist durch diese Funktionen die Funktion / mit y = f(x)= (x* — 1)® ein-

deutig bestimmt.

Die im Beispiel C 30 durchgefiihrten Uberlegungen lassen sich verallgemeinern.
Es seien A4, B und C Mengen reeller Zahlen, v eine Funktion, die jeder Zahl x € A4 eine Zahl

- € B zuordnet, und « eine Funktion, die jeder
Zahl z € Beine Zahl y € C zuordnet. Dann ord-
net die Funktion f mit f(x) = u(v(x)) jedem
x e Agenauein y e Czu (~ Bild C31).

f heiBt die Verkettung der Funktion u it

der Funktion v.
ine Funktion v nennt man auch die inncie
tunktion und die Funktion # die duBlere Funk -
tion der Verkettung von « mit v. Die Verkel-
tung f von « mit v ist nur fiir diejenigen Zah
len x € A definiert, fiir die es ein z € B gibt mit
[x; z] € v und [z; y] € u. Das bedeutet, daB3 der
Wertebereich der inneren Funktion v eine Teil-
menge des Definitionsbereiches der dufBeren
Funktion u ist.

Verkettung zweier Funktioner

Bild C 31

® 31 Gegeben seien die Funktionen wund ¢ mit z = v(x) = x* — lund y = u(z) = Lz_
Dann ist die Verkettung von « mit v diejenige Funktion £, fiir die

¥ =fx) = u(w) = Vx* = 1

gilt. Da die Funktion « nur fiir nichtncgative Zahlen z definiert ist, ist die Funktion f
nur fiir diejenigen Zahlen x definiert, fiir die x> — | = 0 beziehungsweise x* = | gilt.

7 v y
7(1
Yo
4 v (%) 4
N
a)

Bild C 32
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Aus dem Verlauf der Normalparabel erkennen wir, dal3 f also fiir diejenigen Zahlen x
nicht definiert ist, fiir die —1 < x < | gilt. Die Bilder C 32 a) bis c) zeigen die Graphen
der Funktionen v, u und / (~ Seite 167).

® 32 Gegeben sei die Funktion f mit f(x) = sin (7 X+ 3) 4
Die Funktion ferhdlt man durch Verkettung der Funktion « mit der Funktion », wobei

1
u(z) = sin z die duBere und z = v(x) = i + 3 die innere Funktion ist.

1
Es gilt also f(x) = u(v(x)) = sin (7 X+ 3) .

Aufgaben
1. Bilden Sie zu den Funktionen « und v die Verkettung /' mit f(x) = u(v(x)), wenn gilt:
A uiz) =2z und z=v(x)=x—1; b) u(z) =lgz und z =u(x) =x*-1;

Du@z) =)z und z=u(x) =3x — 5!
Geben Sie jeweils den Definitionsbereich der Funktion fan!

2.*  Zeigen Sie an einem Beispiel, daf die Verkettung der Funktionen « und » nicht kommuta-
tiv ist, daB also (im allgemeinen) u(v(x)) # v(u(x)) gilt!

3. Geben Sie die Funktion f'als Verkettung einfacherer Funktionen an, wenn
a) f(x) = (ax — b)7; b) fix) = Vx =t (x +1); ) f(x) = (x_+|5)7;
3 —
d) f(x) = cos (2x + i &) f(x) = |a? — 43 f) flx) = V2x2 + 1!
4. Begriinden Sie, daB fiir die Funktionen « und ¢ mit
z=uv(x)= —x* -4 und y =uz) = V=

die Verkettung /' mit f(x) = wu(v(x)) nicht gebildet werden kann!
Priifen Sie, ob die Funktion g mit g(x) = v(u(x)) existiert!

14 Ableitung der Verkettung zweier Funktionen

L]
™

Gegeben sei die Funktion f mit f(x) = (x* + 1)°.
Zeigen Sie mit Hilfe der Produktregel, dal3 die Ableitung dieser Funktion die Funktion
S mit f/(x) = 3(x? + 1)* - 2x ist!
Die Funktion f(x) = (x? + 1)* ist die Verkettung der Funktion « mit der Funktion v, wobei
u(z) =z> und z =u(x) =2 + 1
ist. Es ist
v(x) = 2x und w'(z) =3z = 3(x* + 1) = u'(v(x)).
Wegen f'(x) = [u(v(x))]’ = 3(x* + 1)*-2x (.~ Auftrag C 21) gilt offenbar
S(x) = w'(v(x)) - v'(x).
Diese fiir das betrachtete Beispiel erhaltene Beziehung zwischen den Ableitungen der Funktionen
f, uund v gilt fiir die Ableitung der Verkettung beliebiger differenzierbarer Funktionen, wie wir
hier ohne Beweis mitteilen:
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Ist die Funktion » an der Stelle xo und die Funktion # an der Stelle v(x,) differen-
zierbar, so ist die Funktion f mit f(x) = u(x(x)) an der Stelle x, differenzierbar.
Fur die Ableitung der Funktion fan der Stelle x, gilt

F(X) = [u(e(xo)]' = u'(v(x0)) - v'(x0).

Diese Differentiationsregel heiflt Kettenregel.

Nach der Kettenregel erhidlt man die Ableitung von fan der Stelle xo, indem man die Ableitung
der duferen Funktion an der Stelle v(x,) mit der Ableitung der inneren Funktion an der Stelle xo
multipliziert

Verwenden wir die auf Seite 139 eingefiihrte Symbolik fiir die 1. Ableitung, so 148t sich die
Kettenregel wie folgt merken:

d d
wobei v'(x) = L2 und u'(z) = 2 ist.
dx dz
@ 33 Die Ableitung der Funktion f mit f(x) = (5x2 — 7x + 1)2° ist zu ermitteln.

Losung:

Die Funktion fist die Verkettung der Funktion » mit der Funktion », wobei
y = u(z) = z?° die duBere und z = v(x) = 5x> — 7x + 1 die innere Funktion ist. Es ist

d
w@ =2 220 und w0 = 2 jox - 7.
dz dx
Unter Verwendung der Kettenregel erhalten wir

fi(x) = —=—"—=20z°(10x — 7).
x x

Ergebnis:
Die Funktion f hat die Ableitung f"(x) = 20(5x% — 7x + 1)'° - (10x — 7).

B,
m 34 Die Ableitung der Funktion f(x) = l/x" + 1 ist zu ermitteln.
Losung:
Die Funktion fist die Verkettung der Funktion « mit der Funktion v, wobei
o A&
u(z) = Vz =23 und z =o(x) =x* + 1 ist.
Die Ableitung der Funktion ferhalten wir durch Anwendung der Kettenregel. Es ist
=2 1 1
=g
3 VZ_Z
S1x) = W) v'(x) = —5
Yt + 12
. . . : 4x3
Ergebnis: Die Funktion f hat die Ableitung f'(x) = — 2
3 Yt + 1)

und’ v'(x) = 4x3. Folglich ist

u'(z) = -;—z

4x?
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x =95
Vx +1
Léosung:

Die Funktion f ist der Quotient der Funktionen g und 4 mit g(x) = x — 5 und

h(x) = ]/.\” + 1. Folglich erhalten wir die Ableitung von f durch Anwenden der Quotien-
tenregel. Dazu bendtigen wir die Ableitungen der Funktionen g und A. Es ist

g =1.
1
Die Funktion 4 ist die Verkettung der Funktion # mit der Funktion v, wobei u(z) = 72

(x > —1) ist zu ermitteln.

m 35 Die Ableitung der Funktion f(x) =

und z = v(x) = x> + 1 ist. Esist .
sl 1
u(z) = Lz 2= = und v'(x) = 3x2.
2 2z
Durch Anwenden der Kettenregel erhalten wir
. A ]
h(x) =u'(v(x) v'(x) = ——"3x%
’ 2V +1
Durch Anwenden der Quotientenregel auf die Funktion f(x) = % erhalten wir
X
3x?

e +1 - (x = ) ——m—e
_ £ W) — g0 K 212 +1

e (h(x))? - (I +1)?
2P + 1Y + 1 = (x — 5)- 322
_ 2)x® + 1 _ 2+ )~ (x = 5) 3
B e +1)° Y T ey T
Ergebnis: \
X=15

Die Funktion f(x) = ———
Pxd +1
2(x* + 1) — (x — 5)3x2

2P + 1+ 1)

(x > —1) hat die Ableitung

f(x) = x> =1).

W 36 Esist zu zeigen, daB die Funktion f(x) = x7 (x = 0)mitm,ne N,m > L und n = 2, fiir

—_—1

. ’ . . . & m = "
jedes positive x differenzierbar ist und ihre Ableitung  f'(x) = — x7 ist.
n

Losung:

m

1\m
Die Funktion f(x) = x 7 = (.\’7) ist die Verkettung der Funktion u{z) = z™ mit der
1 1

Funktion o(x) = x7, wobei z = x ist.
Die Funktion v ist fiir jedes positive .x differenzierbar ( » Lerneinheit 12), es gilt
1
r(x) = —xn ! (x > 0).
n

Dann ist auch die Funktion /fiir jedes positive x differenzierbar.
Unter Verwendung der Kettenregel erhilt man
o=t ) i i ol L L
emld) T LA R A m 2
n n n
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Ergebnis:

Die Funktion f(x) = x 7 (x = 0) ist fiir jedes positive x differenzierbar. lhre Ableitung ist

fix) = ﬂ.\'T_l (x > 0).
n

® 22 Zeigen Sie, daB auch jede Potenzfunktion
m
y=x 7 (x>0)mitmne N, m 2 1und n 2 2 differenzierbar ist und die Ableitung
m
y == 2w g 0) hat!
n
Aus dem Beispiel C 36 und dem Auftrag C 22 entnehmen wir, dal} jede Potenzfunktion mit
rationalem Exponenten fiir jedes positive x differenzierbar ist. Auflerdem erkennen wir, dafB
die Differentiationsregel fiir Potenzfunktionen mit ganzzahligen Exponenten auch fiir Potenz-

funktionen mit rationalen Exponenten gilt.

Aufgaben
Bilden Sie die Ableitungen folgender Funktionen! &
L1 a)fly)=@2x-3)° b f(x) = (x* + D'° o) flx) = x2
3 3 "
d) f(x) = Va2 ) f(x) = J2x —x + 6 £y Pp=x2
1 7 ) 3
2.1 a)f(y= (7 & 2 ) b) f(x) = (1 — x?)* ¢) f(x) = (xv* + 3x + 10)
e e =1
dfx)=Fx*+5 e) f(x) = Jx? + 8x f) z(a) =a 2
3 2x + 5)\3
o e T I )
Lt AW =gy W =Gt oS (3.\_ —
Q) 70 1 St 2x =5
S T () = Iad(a2 — Ty o e
Vox + 1 e) f(x) = |x(x X) ) f(x) v
” ¥+ s . X2 —1\3
4.1 a)/(x) P b) f(x) = [(v* + 1) (v M 0 flx) (.\'2 —
1 — 4~2 ey 3_.
d) f(x) = 57— e)f(xv) = x> +5 — |2x ) flx) = L_\‘
—_— 5 —=2x
Yx2 =5
5; Es sei n eine natiirliche Zahl mit » > |. Bestimmen Sie die Ableitungen der folgenden
Funktionen! .
a) f(x) = (ax + b)" b) f(x) = Jax + b (ax + b > 0)
6. Es sei g eine differenzierbare Funktion, » eine natiitliche Zahl mit » > 1. Wenden Sie
die Kettenregel auf folgende Spezialfille an! —
a) f(x) = [g0)] b) f(x) = lg(x) (g(x) > 0)
7. Differenzieren Sie folgende Funktionen!
a) f(x) = [5x2 — 7x + 8 b) f(x) = |x? —x + 1
o) flx) = [x* + x* —x d) f(v) = 3 + 282 + v+ 1
8. Bestimmen Sie den Anstieg des Graphen der Funktion fan der Stelle xo, wenn
a) f(x) = (¥ = 1)'5, vy = 2; b)f(x) = |a2 4+ 1, xg =3

ist!
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15 Ableitungen hoherer Ordnung

® 23 Bilden Sie die Ableitung der folgenden Funktionen!

a) f(x) = x* b) f(x) = 3x? ) flx) = 6x
Das Ergebnis des Auftrages C 23 zeigt, daB die Ableitung /* einer differenzierbaren Funktion f°
ebenfalls differenzierbar sein kann.
Es sei feine differenzierbare Funktion. Ist die Funktion f* in einer Umgebung von x, definiert
und existiert der Grenzwert

(xe + H) — Fx

® tim LGP =G0
=0 h
so sagt man, dal} die Funktion fan der Stelle x, zweimal differenzierbar ist. Den Grenzwert (*)
nennt man die 2. Ableitung der Funktion fan der Stelle x,, und bezeichnet ihn mit f*'(x,) oder

dl
auch mit F ': (Lies: ,,/ zwei Strich von x,* bzw. ,,d zwei y nach dx Quadrat an der
A RS Stelle xo*).
Existiert
i Sx + h) = f(x)
me——
h=0 h

fiir jedes x eines Intervalls 7, so heilt die Menge der geordneten Paare [x; f*(x)] mit x € / die
2. Ableitung der Funktion f oder auch der 2. Differentialquotient der Funktion £ im Intervall /.
Diese Funktion bezeichnet man durch

d’y

dx? ’

Allgemein kann man fiir eine natiirliche Zahl n = 2 die Ableitung n-ter Ordnung oder kurz die
n-te Ableitung einer Funktion f durch

S oder auch

7
Y =) =22 =Y )

definieren, vorausgesetzt, da3 die Funktion fund ihre Ableitungen bis zur (# — 1)-ten Ordnung

dS
differenzierbar sind. Fiir n = 3 schreibt man y" = f"(x) = q ': . Fiir Ableitungen mit einer
X
Ordnung n = 4 verwendet man die oben bereits benutzte Schreibweise, also zum Beispiel
y d*y
YO = f@(x) = = usf.

@ 37 Gegeben sei die Funktion fmit f(x) = 4x° — 7x* + 8x* — I/Z_.rz +x = % 5

von der die Ableitung 6. Ordnung zu bestimmen ist.

Man erhalt

S(x) = 20x* — 28x3 + 24x* - 2 I/Ex +1; S(x) = 480x — 168;
F(x) = 80x> — 84x? + 48x — 2 |2; FG)(x) = 480;

J7(x) = 240x% — 168x + 48; O = 0.

Fiir alle # mit n = 6 gilt /™(x) = 0.
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Aufgaben

Bilden Sie die 1. und 2. Ableitung der folgenden Funktionen!

l -
1.1 a)f(x) =3x* +6x =7 2. 1 3)f(x)=?.x’+7x’—x+]/7
1 4
b) f() = (6 + 1)? b) () = (7,\‘ - 5)
¢) f(x) = (x* + DR2x* + 5) ©) f(x) = (1 — x3)(5 —x%)
x -1 x2 +5x -7
d ) = — d) il e e
) ) x* 41 i) &t +x+ 10
3s Zeichnen Sie die Graphen der Funktionen f, f* und /*’ jeweils in ein und dasselbe Koordi-
natensystem, wenn
1
a) f(x) = x2 —4x + 2; b) f(x) = ?.\'z —2x + 3!
4. a) Bestimmen Sie die 8. Ableitung der Funktion f(x) = x8!
b) Bestimmen Sie die 3 Ableitung der Funktion f(x) = x* + 5x* — 9x + 3!
1
7|

©) Bestimmen Sie'die 4. Ableitung der Funktion f(x) = x°
Bestimmen Sie die 1. und 2. Ableitung der folgenden Funktionen! An welchen Stellen des Defi-
nitionsbereiches von fsind /” und /** nicht definiert?
3

51 afm@=Vs x20 D=1 x20 Ofw =11 -x% |x

IA

8 _ . | ——
61 afw=1% x20 Bf=——; x>0 Ofm=)x-Vrx xz1

Bestimmen Sie jeweils den Definitionsbereich und die I. und 2. Ableitung der folgenden Funk-
tionen!
1
7.1 a)f(x) = ——
V1 —a?

v

3
) f(x) = X3 D fix) =

b) f(x) =

=1-

2
3

8.1 ayftn =V - b) flx) =4 Vi = ) flx) = x d) f(x) = x
=

Zusammenfassung

Die in den vorangegangenen Lerneinheiten behandelten Differentiationsregeln merkt man
sich leicht in folgender Kurzform:

Regel - Beispiel
¢’ = 0 (c eine reelle Zahl) J(x) =5; S(x) =0
(w+vy =u +1v flx) = x* + x%; S(x) = 2x + 382
w—-v)y =u —v flx) = 82 — x3%; S(x) = 2x — 32
(W-v) =uv+ u' S(x) = X2 (23 + 5); £(x) = 2x(x + 5) + x2 - 342
(c-v)y =¢-¢ J(x) = 5x%; File) =5+ 2x
u\"  uv—w W X Loy 2+ N — x4y
(7) B v? == 1 +04"° A (1 + x*)?
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Kettenregel : >

Ist f(x) = u(v(x)), flx) = l/m, duflere Funktion u(z) = ]/z_,
so gilt innere Funktion v(x) = 1 + x?
S = W) - vx) prrp——

21 + X2

Diese Regeln gelten nur fiir solche Zahlen x, fiir die die Funktionen « und » differenzierbar
und die auftretenden Nenner von Null verschieden sind.

Ist feine eineindeutige differenzierbare Funktion mit f'(x) + 0, so ist die zu f inverse
Funktion f ebenfalls differenzierbar; ihre Ableitung ist
1

Ty = ——.
S1(x).
Mit Hilfe dieser Regeln kann man insbesondere differenzieren :
Potenzfunktionen
f(x)- = x"; r rational Py =g~ x "2
Diese Regel gilt
— fiir alle x, wenn r eine ) = %% JUx) = Tx®
natiirliche Zahl, 1 3
— fiir alle x # 0, wenn r eine filx) =x3= —5 S()=-3x*= - —-
negative ganze Zahl, * &
. 2 e 3 =1 3 31
— fiir alle x > 0, wenn r nicht fl) =% = Yx¥;, fix) = FH T
ganzzahlig. V-\'
Rationale Funktionen
Ganze rationale Funktionen S) = Tx* +3x% —2x2 + 5x - 6
S(x) =28x3 + 9x2 —4x + 5
X 3x? — 5x
Gebrochene rationale Slx) = Ta
. + x
Funktionen
£06) (6x — 5)(1 + x?) — (3x% - 5x)-2x
X) =
’ (1 + x?)?

Kurvenuntersuchungen ; Extremwertaufgaben

In den einleitenden Betrachtungen zum Kapitel C (7 Seite 128) haben wir das Problem auf-
geworfen, einen Container bei Einhaltung vorgegebener Bedingungen mit moglichst geringem
Materialverbrauch zu konstruieren. Dieses Problem zu l6sen bedeutet, jene Stelle @ zu ermitteln,

6V
an der die Funktion f mit f(a) = a* + = a > 0, ihr Minimum annimmt.

So wie bei diesem Beispiel lassen sich Problemstellungen aus Naturwissenschaften, Technik
und Wirtschaft auf die Untersuchung von Funktionen zuriickfiihren. Wir werden uns deshalb
mit Begriffen und Methoden beschiftigen, die fiir die Untersuchung des Verhaltens von Funk-
tionen und ihrer Graphen geeignet sind. Wir werden dabei folgende Probleme behandeln.
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Nullstellen von Funktionen

Bild
C33

Verhalten von Funktionen fiir unbeschrankt Verhalten gebrochener rationaler Funktionen
wachsendes bzw. fallendes x an jenen Stellen, fiir die die Nennerfunktion
gleich Null ist

Erminein jener Stellen, an denen der Graph
einer Funktion f Tangenten hat, die parallel E . Bild
zur x-Achse sind A ek C37

Ermitteln des Monotonieverhaltens einer
Funktion

Die beiden zuletzt genannten Probleme werden durch die Untersuchung der ersten und manch-
mal auch der zweiten Ableitung der betreffenden Funktion geldst.

16 Nullstellen ganzer rationaler Funktionen

@ 24 Die positive Nullstelle der quadratischen Funktion') s(1) = vot — —int‘ gibt den Zeit-

punkt an, zu dem ein senkrecht nach oben geworfener Korper wieder die Ausgangshohe
erreicht. Berechnen Sie diesen Zeitpunkt!

1) Ausfiihrlicher hétten wir zuschreiben: s = /(1) = tof — 12, Jedoch ist die oben verwendete kiirzere

auch gebr wenn keine Ver von Funktion und Funktionswert moglich sind.
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® 25 Bestimmen Sie die Nullstellen folgender Funktionen!

a) f(x) = 3x + I/i b) f(x) = — —;.\' +6

©)f(x) =(x = 2)(x — 3) 4 f(x) = —4x? + 12x + 20

Wir wenden uns nun den Nullstellen ganzer rationaler Funktionen zu.
Die Nullstellen der Funktion

S(¥) = X" + @y X" + o+ ax + ag

sind die Losungen der Gleichung

(1

X" + @y X" + L+ ax + a = 0.

Im Falle n = | bzw. n = 2 erhalten wir eine lineare bzw. eine quadratische Gleichung, fiir die
wir bereits Losungsmethoden kennen. Ist # = 3, so sind die Losungen der Gleichung (1) im
allgemeinen nicht mehr so leicht zu ermitteln.

In der Praxis wendet man zur Berechnung der Nullstellen gewisse Niherungsverfahren an, mit
denen man die Nullstellen mit jeder gewiinschten Genauigkeit berechnen kann ( » zum Beispiel
Kapitel B, Beispiel B 29). Wir beschrinken uns hier auf solche Fille, die mit den uns zur Ver-
figung stehenden Mitteln bearbeitet werden konnen.

m 38

Es sind die Nullstellen der Funktion f(x) = x* + 2x? — 12x zu berechnen.

Wir bestimmen die Losungen der Gleichung

(1) x* +2x2 —12x =0.

Es handelt sich um eine Gleichung dritten Grades, fiir die wir keine Losungsmethoden
kennen. Indem wir jedoch x ausklammern, erhalten wir aus (1)

(2) x(x* + 2x — 12) = 0.

Ein Produkt ist gleich Null, wenn wenigstens ein Faktor gleich Null ist. Deshalb ist (2)
gleichwertig mit x = 0 oder x* + 2x — 12 = 0.

Damit haben wir eine Losung, namlich x, = 0, gefunden.

Es bleibt noch die quadratische Gleichung x2 + 2x — 12 = 0 zu losen. Es ist

Xaa=—1+ 1 +12, also x, = —1 + V13505 = -1 — VB
Damit hat / drei Nullstellen, nimlich 0; —1 + 13 und —1 — 73.

9 Es sind die Nullstellen der Funktion f(x) = x* — 4x> — 12 zu bestimmen.

Wir suchen die Losungen der Gleichung

(1) x* —4x* — 12 =0.

Indem wir fiir x? die Variable z einfiihren, erhalten wir die quadratische Gleichung
(2) z2 -4z -12=0.

Die Losungen von (2) sind Zj2 =2 % l/4 + 12,als0z, = 6,2z, = —2.

Aus x? = zerhalten wir dann einerseits x> = 6 und damit Xy o= lg. 2= - 6. )
Andererseits ist x> = —2. Diese Gleichung hat keine reellen Losungen.

Damit hat die Gleichung (1) zwei Losungen und die Funktion / die Nullstellen l.'(_: und
—Je.

Bemerkung: Das Losen der Gleichung vierten Grades
aax® + a3x + a4+ ax +ap =0

durch Zuriickfiihren auf das Lésen quadratischer Gleichungen ist immer dann mog-
lich, wenn @, und a, gleich Null sind.
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® 40 Essind die Nullstellen der Funktion f(x) = (x? — 25) (x* — 4x> — 12) zu bestimmen.

Die Nullstellen von f'sind die Lésungen der Gleichung

(1) (x% = 25) (x* —4x* = 12) = 0.

Gleichung (1) ist gleichwertig mit

(2) x*—=25=0 oder (3) x*—4x*-12=0.

Die Losungen von (2) sind x; = 59nd X, = —5. _

Die Losungen von (3) sind x; = |6 und x4 = — 1/§ (~ Beispiel C 39).
Damit hat die Funktion f'die Nullstellen 5; —5; /6 und —16.

® 4] Es sind die Schnittpunkte der Graphen von f(x) = 2x* und g(x) = —3x + 2
zu ermitteln.
Losung:
Die Schnittpunkte sind jene Punkte [x; y], fiir die f(x) = g(x) = y gilt.
Indem wir die Gleichung f(x) = g(x) |6sen, berechnen wir zunichst die x-Koordinaten der
gesuchten Schnittpunkte.
Aus 2x2 = —3x + 2 erhalten wir die quadratische Gleichung 2x* + 3x — 2 = 0.
: 1
Die Losungen der Gleichung sind x; = 3 ¥z = =2, y
Durch Einsetzen der ermittelten Zahlen x, und x, in
eine der Funktionsgleichungen finden wir die y-Koor-
dinaten der Schnittpunkte: )
. 152 1
flx)) = 2(7) =S flxy) =2-(=2)* =8.
Die Schnittpunkte der Graphen von f und g sind die
1 |
Punkte [7, ?] und [—2; 8] (~ Bild C 38).
Aufgaben Bild C 38
Bestimmen Sie die Nullstellen folgender Funktionen!
1.t a)f(y) 2.4 a)fly =8y —4x?
b) f(x) b)SEX) = &% — x* —°
€) f(v) ¢) flx) = 2x* + 5607 + 392y
31 aflv) = M 1IN+ T2 4.1t a)flv) = 3t — 484 + 1,924
: | | .
b) flx) = &% + ?.\"‘ - ?.\‘ b) f1x) = —6x* + 18x% — 110,412
A flv) = (? =4 (x) -3 + ) o/ = (v + V2) ot - ax + 4
5. Bestimmen Sie eine quadratische Funktion f(.v) = x? + 6x + ¢. die die Zahl vy = -2

12

als Nullstelle hat!
0011 28]
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Bestimmen Sie die Schnittpunkte der Graphen folgender Funktionen!
f)=Tx +2, gx) =3x —4
f(x) =x + 10, g(x) =3x% + 10x — 2 8.1 flx) =x* g(x)=11x*-18

17 Nullstellen gebrochener rationaler Funktionen

Es sei feine rationale Funktion. Dann gibt es ganze rationale Funktionen « und derart, daB fiir
alle x des Definitionsbereiches von f gilt

u(x)
Sfx) = o
fist nur fiir solche x definiert, fiir die v(x) #+ 0 ist. Soll nun f(x) = 0 sein, so erhalten wir
ux) _
ox)

Hieraus folgt wegen ¢(x) + 0 durch Multiplikation mit v(x): u(x)=0.
Die Nullstellen von f sind also jene Stellen x, fiir die u(x) = 0 und v(x) % 0 ist.
. : . i . Xt — 4x2 — 12
Wir ermitteln die Nullstellen der rationalen Funktion f(x) = V_
x+ Jé
Hier ist u(x) = x* — 4x? — 12und ¢(x) = x + |6.
Die Nullstellen von « sind |6 und — /6 (.~ Beispiel C 39).
Wir iiberpriifen nun noch, ob v an diesen Stellen verschieden von Null ist.

Esist o(}/6) = V6 + ]/6 40 und o( - J6) = Ve + l/6 = 0. Folglich ist f an der
Stelle — 1/6 nicht definiert. Damit bleibt nur V6 als Nullstelle von /.

h : 1

einer gebr r Funktion f =

Ubersicht zur Ermittlung der Null:

LR

1. Schritt: Ermitteln der Nullstellen von «
2. Schritt: Uberpriifen, ob v an den Nullstellen von « verschieden von Null ist
Ergebnis: Die Nullstellen von /sind jene Stellen wx, fiir die #(x) = 0 und v(x) # 0 ist.

Ermitteln Sie die Nullstellen folgender Funktionen!

x +5x +2 X x* +3x - 10
MR =SSsg— Wiegy elde——a—7ps—
) 2 -4 5 2 x? +3x - 10
Slx) = T—& b fly) = = oflx) = Y -y
s E=3) (&t = 0,5%~2) oy _ (X2 =Tx + 5)(3x® — x? + 6x)
S i = Fersy

1
Ermitteln Sie die Schnittpunkte der Graphen def Funktionen f(x) = —und g(x) = x + 3!
X
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18 Nullstellen von Wurzelfunktionen

® 26 Bestimmen Sie den Definitionsbercich und den Wertebereich der folgenden Funktionen!
a)f(x) = |2x + 5 D) =Vx+2-5
s =719 -2 ) =3 —4
Die Berechnung der Nullstellen von Wurzelfunktionen fiihrt auf sogenannte Wurzelgleichun-
gen.

1n einfachen Fillen kann das Losen diescr Gleichungen durch Quadrieren auf das Losen linearer
oder quadratischer Gleichungen zuriick zefiihrt werden.

® 43 Gesucht sind die Nullstellen der Funktion f(x) = |2x + 5.
Losung:

Die Nullstellen von fsind die Lo .ngen der Gleichung | 2x + 5 = 0.
Durch Quadrieren erhalten wir dic lineare Gleichung 2x + 5 = 0.

Die einzige Losung dieser Gleichungist x = — —.

5 5
Indem wir /( - ?) berechnen, iiberzeugen wir uns davon, da} — = Nullstelle von f ist.

/(-%): I/Z'(‘—%)+5= =5 +5=0

® 44 Wir berechnen die Nullstellen der Funktion f(x) = | v +2 — 5.
Losung:
Wir losen die Gleichung |/x +2 — 5 = 0.
Wiirden wir hier sofort quadrieren, so erhielten wir
(v+2)-10]x+2+25=0,
das heil3t, die Wurzel wiire damit noch nicht beseitigt. Wir formen deshalb die Gleichung
zuerst so um, dal} auf der einen Seite der Gleichung nur noch die Wurzel steht:
Vv +2=5.
Nun erhalten wir durch Quadrieren die Gleichung
x + 2 =25 und damitals Losung .« = 23.
Tatsichlich ist f(23) = |23 + 2 — 5 = 0.

m 45 Gesucht sind die Nullstellen der Funktion f(x) = x — |Z + 4.
Losung: -
Wir formen die Gleichung x — l/‘..\' + 4 =0 so um, daB auf der einen Seite der
Gleichung nur noch die Wurzel steht: x + 4 = |2x.

Das Quadrieren fiihrt auf die quadratische Gleichung «? + 61 + 16 = 0.
Diese Gleichung hat keine Losung. Folglich hat /'keine Nullstelle.

W 46 Es sind die Nullstellen der Funktior
1(x) = IZ_\ -xVx 1 zu ermittel .
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Losung:

I/Z‘,_\'Axv.\'»i—l=0

V2x = x Vo + 1

Nun stehen zwar auf beiden Seiten der Gleichung Wurzeln, doch verschwinden beim
“Quadrieren beide Wurzeln. Wir erhalten

2x = x3(x + 1)
0 =x*x+1)—2x
0= xfx(x +1)-2]

0=x(x*+x~-2).

Eine Losung der Gleichung ist x; = 0.
Die Losungen der quadratischen Gleichung sind

x; =1 und x; = =2

Die Probe ergibt, daB —2 keine Nullstelle von fist, da ffir x = —2 nicht definiert ist.
Somit erhalten wir als Nullstellen von f'die Zahlen

X1 =0 und x;=1.

Bemerkung: Das Beispiel C 46 macht deutlich, daB das Quadrieren einer Gleichung im allgemei-
nen keine dquivalente Umformung ist. Deshalb kénnen bei der umgeformten Gleichung Losun-
gen auftreten, die nicht Losung der Ausgangsgleichung sind. Um solche Losungen auszuschlie-
Ben, muf unbedingt die Probe, und zwar in der Ausgangsgleichung, vorgenommen werden.

Aus den Beispielen entnehmen wir die folgenden Arbeitsschritte zur Ermittlung von Nullstellen

einer Wurzelfunktion.

Arbeitsschritt

Beispiel: f(x) = Vx — 7 +

Aufstellen der
Waurzelgleichung

4
Xx=T+ == - 2x+9=0
Vx -1 e

Umformen der Gleichung

4
Vi—T+———=—Vax+9=01-Vi_7
X =

=
x=T+4-12%+9-Vx—-7=0
=V 9w -1
Quadrieren
Losen der entstandenen Gleichung
Probe —VET5-0

/(=9) ist nicht definiert.

Formulieren des Ergebnisses

Nullstelle von fist die Zahl 8.
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Aufgaben
Ermitteln Sie die Nullstellen folgender Funktionen!
1t aflx=Jx-2-1 b fly) = =25 —x2 +4 )flx) =4 - J7x +2

10 —
s = Ve + 12— —— —V5x - 56
Vx + 12

20 am =V —4-1  pfw=12-x- ofty=4-10x-2
dfx)=V2x+7-Jx -5~ L,_

Vv -5
Berechnen Sie die Schnittpunkte der Graphen folgender Funktionen!

3t S =Bx+ 15 g0 =1w-2 4t S =1 -2 g =Vx

19 Verhalten rationaler Funktionen fiir x - +oo

® 27 Geben Sie je eine Folge (.v,) reeller Zahlen an, die unbeschrinkt wichst, und untersuchen

1
Sie die Folge (—) auf Konvergenz!

X

. . 1 1
® 28 Zeichnen Sie die Graphen der Funktionen f(x) = & und g(x) = — !
xX: X

Beschréiben Sie den Verlauf dieser Graphen fiir unbeschrinkt wachsendes bzw. un-
beschrinkt fallendes x!

%

Die Funktion f(x) =

gt =1 . ;
= ist fiir alle .x definiert.
x4+ 1
Wie verhilr sich die Funktion f fiir unbeschrinkt wachsende x?
Mit anderen Worten:
Wie verliuft der Graph der Funktion f fiir unbeschréinkt wachsende x?

Zur Beantwortung dieser Frage werden wir uns wiederum auf gewisse Folgen stiitzen. Wir
wiihlen jetzt solche Folgen (x,), die unbeschrankt wachsen, und untersuchen dann den Verlauf
der Folgen (f(x,)) der dazugehorigen Funktionswerte.

Eine solche Folge (x,) ist zum Beispiel die Folge (n). Wegen v, = n ist

[ 1 1
s =) -0
Al =1 n? n

Fayeii =l _ R S

N =a——s = = =
=+ 1 2 1 1 1
ot "t n? (l + ,) I +—
n? n?

( - ) ist eine Nullfolge. Damit erhalten wir unter Verwendung der Grenzwertsitze fiir Folgen
o

1 1
| —— I — lim —
2
. i ey N 1-0
lim ke R T e
s 1 1+0
1+ — I+ lim —-
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Nun kénnte aber bei Wahl einer anderen unbeschrinkt wachsenden Folge (x,) die dazugehérige
Folge (f(x»)) der Funktionswerte ein anderes Verhalten zeigen. Sie konnte zum Beispiel gegen
eine von 1 verschiedene Zahl konvergieren oder aber-divergent sein. Es geniigt also nicht, das
Verhalten der Folge (f(x,)) bei einer speziell gewéhlten Folge (x,) zu untersuchen, sondern wir
brauchen eine Aussage iiber das Verhalten der Folge (f(x,)) fiir jede unbeschrinkt wachsende
Folge (x,).

Es sei nun (x,) eine beliebige unbeschrankt wachsende Folge. Dann gilt fiir die zu den Folgen-
gliedern gehorenden Funktionswerte:

o 1
x2(1 - [
jgei it Vg
Sflxa) = ;' T s T X ¥ 0.
2(1 + —) 1+ —
g 15y
1
Da die Folge (x,) unbeschrankt wichst, gilt lim = 0. Damit ist
nson Xn
1 - lim L
limfor) = — %% _1-0
e l+lim 1L 1+0
n—+C _\'n

Man sagt dann: f hat bei unbeschréinkt wachsendem x den Grenzwert |I.
Man schreibt: llm f(x) =1 (Lies: ,Limes f(x) fiir x gegen plus Unendlich ist Eins*).

Der Graph der Funktion fkommt der Geraden y = 1 bei unbeschrankt wachsendem x beliebig
nahe (~ Bild C 39). Man nennt die Gerade y = | eine Asymptote der Kurve.

1\/

-1
fiir unbeschrénkt fallen-

Bild C 39

Untersuchen Sie das Verhalten der Funktion f(x) = '\:

des x! ®
Bemerkung: Die zu Beginn dieser Lerneinheit gestellte Frage wird auch wie folgt formuliert:

Wie verhdlt sich die Funktion im Unendlichen?

Wir untersuchen das Verhalten der Funktion

flx) =6x3 —4x? +3x =5 fir x— +x.

Indem wir die hochste auftretende Potenz von .x ausklammern, erhalten wir

4 3 5
f(.r)=.\"<6——+—z— )
x 5 ?

X X
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" 48

W 49

"Ist (x,) eine beliebige unbeschrankt wachsende Folge, dann wichst auch die Folge (x3)
4 3 5
unbeschrinkt, wahrend (6 3 + =~ ?) gegen 6 konvergiert.
Das Produkt beider Folgen wiichst damit unbeschrinkt. Man schreibt dafiir
lim f(x) = +® ‘(Lies: ,,Limes f(x) fiir x gegen plus Unendlich ist plus Unend-
) lich*).

Entsprechend gilt  lim f(x) = —c0.
X -0
. . x+2x -5, X
Man bestimme das Verhalten der Funktion f(x) = —3x+—4—1m Unendlichen.
Fiir x + 0 erhalten wir durch entsprechendes Ausklammern und Kiirzen
5 2 5
2t = = l+—-=
Sf(x) d ( al 2) EF
x) = =x
4 4
* <3 + —) 3+—
Ist (x,) eine beliebige unbeschrinkt wachsende Folge, so ist
5 2 5
T e 3 1+ — ==
" Xo  Xa 1 . Xy Xy
lim =y folglich wichst Xy — unbeschrankt.
it 3 3+ i
Xn Xu
) 2.+ 2% —
Damit ist lim x__r_S = +o00.
x»+o  3x + 4
Analog erhilt fim =
0| man lim ————— = —®.
B o Tx+ 4
. . —-2x2 +4 .
Man bestimme das Verhalten der Funktion f(x) = Tz—a—lm Unendlichen.
Fiir x # 0 ist Al ok

—-2x2 + 4 —-2x* + 4

Damit gilt i —— =0. Entsprechend gilt lim ————— =
amit gilt an‘.:lw pi gl i e D

x5 $2
Die Gerade y = 0 ist eine Asymptote des Graphen der Funktion.

Nach der in den Beispielen C 47 bis C 49 angewendeten Methode 148t sich in jedem Falle ver-
fahren.
Aus diesen Beispielen entnehmen wir die in der folgenden Ubersicht dargestellten Arbeits-
schritte.



184 C Differentialrechnung
Arbeitsschritte
W @ e
Ausklammern der Kiirzen Ermitteln von
hochsten Potenz im lim f(x) lim flx)
Beispiele Zihler und Nenner Xt R @
5
fx)y=x3+5 )= x3 (l + T) + 00 -0
5 5 5
) 245 il U= l#-7F | 1
Jx) = I3 flx) = ; 3 S(x) = 3 5 3
x¥(2 - = 2 -
[ 5
# hod 1+ B o3
flx) = 3 S(x) = 5 flx) = x- 5 +00 —o0
a2 (2 - —2) 2-—
X X
5
245 = (' T ,\_1) |
J(x) = T flx) = 7 5 Sx) = =k 0 0
%3 (2 — ’\T)

Untersuchen Sie das Verhalten folgender Funktionen im Unendlichen!

20

@

. . . 1
0 (x,) sei eine Nullfolge mit nur positiven Folgengliedern. Zeigen Sie, daB die Folge (—)

. x? -4 N 1 x?—3x +2
a () = ——— b ()= — B T e ———
g x* + 4 ) fix) x° e 2x +2
DA = 4P+ x = 1T ft) = DS =2 b +0)
A f(x) =4+ x - e) flx) = x) = g

’ 4x% -3 VI bx* +ex+d
4y - 3 1

{ = e, 1) /1 = ¢ Vo= 5 4 _ |6x

a) f(x) ST B) f(x) = ) flx) = 3x5 + x 16x + 2
3x -2 3x2 -9 . ax?

D= p—ms =5 D-m Tkl

Begriinden Sie, daB fiir alle Funktionen f(x) = x" (n = 1, n natiirliche Zahl) gilt:
) . [+00‘ wenn n gerade
lim x" =

lim x" = 400 und
X0 X =00 l— 0, wenn n ungerade!

Polstellen rationaler Funktionen
unbeschrankt wichst! "

1 1
Beschreiben Sie das Verhalten der Funktionen f(x) = — und g(x) = — in der Nihe
der Stelle 0! * x
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: a u(x) . . ; :
Jede rationale Funktion f mit f(x) = TT(”’ v ganze rationale Funktionen) ist nur an jenen
o(x

Stellen nicht definiert, an denen v(x) = 0 ist.

Ist xo eine solche Stelle, gilt also v(xo) = 0 und ist u(xo) + 0, so nennt man xo
eine Polstelle der rationalen Funktion £.!)

Ganze rationale Funktionen haben keine Polstellen.

Wie verhdlt sich eine gebrochene rationale Funktion bei Anniherung an eine Polstelle?
1

® 50 Die eben gestellte Frage wollen wir fiir die Funktion f(x) = beantworten.

In diesem Fallist u(x) = 1, v(x) = x — 1.
Die Zahl 1 ist Nullstelle von v, dagegen ist « stets verschieden von Null. Folglich hat /'
an der Stelle 1 eine Polstelle.
Wie verhilt sich also f bei der Anniherung an die Stelle 1?
Auch bei der Losung dieses Problems arbeiten wir wieder mit Folgen. Wir wiihlen eine
Folge (x,) mit x, # 1 fiir alle » und lim x, = 1. Wir fordern noch zusitzlich, daB
nam
x> | fiir alle n gilt, das heiB3t, die Folge (x,) soll von rechts gegen | konvergieren.
1 1

Es seietwax, = | + T Dann ist  f(x,) = s = 107,
1+ = |
10"

n 1 2 3 4 5 6 7

v 1 I 1 ! | ! I : | : | I | ]

"" ST I T I T el T I Tl IR T T

f(x,) 10 102 103 104 105 10° 107
Offenbar wichst (f(x,)) unbeschrinkt.
Ist nun (.v,) eine beliebige Folge mit lim x, = | und x, > 1 fiir alle n, so ist (v, — 1)

nooo

wichst dann unbeschrinkt.

eine Nullfolge mit nur positiven Gliedern. Die Folge (
n

. . 1
Wir schreiben dafiir lim —= +00.

vl XN —
s

" | .

® 32 Zeigen Sie, daB3 lim = = = ist!
x=1 X =
N<t

Wiihlen Sie dazu eine beliebige Folge (xv,), die von links gegen | konvergiert, und unter-
suchen Sie die Folge der dazugehorigen Funktionswerte!

) Der Fall, daB3 Zihler und -Nenner eine gemeinsame Nullstelle v, haben, trat bereits in Lerneinheit

-1
hatan der Stelle 1 Acine

B 8 (~ Bild B 25 auf Seite 105), aul’ Dic dort untersuchte Funktion /(v) =
Polstelle.
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Fiir die Funktion fim Beispiel C 50 gilt:
Nihert sich x der Polstelle von rechts, so
wachsen die Funktionswerte von f unbe-
schrankt.

Nihert sich x der Polstelle von links, so fallen
die Funktionswerte von funbeschriankt.
Daraus folgt: Bei Anniherung an die Polstelle
nidhert sich der Graph der Funktion f der
Geraden x = | an. Man sagt auch in diesem
Fall, daB die Gerade x = | eine Asymptote der
Kurve ist (» Bild C 40). ~ w®)

Hat eine Funktion f(x) =

an der

v(x)
Stelle x, einen Pol, so ist die*Gerade x = xqo
eine Asymptote des Graphen der Funktion f.
Fiir die Anniherung der Kurve an die Gerade
sind vier Fille zu unterscheiden, die im Bild Bild C 40
C 41 dargestelltsind. Welcher der dargestellten
Fille eintritt, ist durch Berechnen geeigneter
Funktionswerte leicht zu entscheiden.

Bild C 41

2+ 6x +
® 51 Es ist das Verhalter: der Funktion f(x) = xz—x9 bei Anniherung an ihre Pol-
stellen zu ermitteln. xH=9
Losung:
Die Nulistellen der Nennerfunktion v(x) = x* — 9sind x, = 3 und x, = —3. Fiir die

Zihlerfunktion u(x) = x> + 6x + 9 gilt w3) = Ound u(-3) = 0.
Die einzige Polstelle der Funktion fist also 3.
Wir untersuchen nun das Verhalten von /' bei Anndherung an die Stelle 3.

Ist x > 3, 50 ist u(x) > 0 und o(x) > 0, also f(x) = ey = 0.
rly

Folglich kann nur lim f(x) = +oo sein.

5
Ist x < 3, aber x noch groBer als Null, so ist #(x) > 0 und v(x) < 0,
u(x) 20,
v(x)
Folglich kann nur
lim f(x) = —oc  sein.

also flx) =

Es liegt also der Fall (a) aus Bild C 41 vor.
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Aufgaben

Bestimmen Sie die Polstellen der folgenden Funktionen!

; x4+ 3x+ 12 ; X2 —4x + 4

LT a)flx) = % 2.1 a)f(x) = \_%
A% - X2 =
a2 1

b)f(x) = b) f(x)

(+6)(x2=2v+ 1) X3+ 2x% — 4y

Untersuchen Sie das Verhalten der folgenden Funktionen in einer Umgebung der entsprechen-
den Polstellen!
| N+ 4y + 4

1 1
34 a)fle) = — DY) = ———— 41  a)f(x) = — b)fix)=
T afl) o D) = e Sx) = D) =g

21 Lokale und globale Extrema von Funktionen

Wir wollen uns jetzt der Aufgabe zuwenden, Maxima und Minima von Funktionen mit Hilfe
der Differentialrechnung zu ermitteln.

® 52 Von allen Rechtecken mit dem Umfang 100 suchen wir ein solches mit méoglichst grofem
Fliacheninhalt.
Losung:
(1) Wir fiithren das gestellte Problem aufein Problem der Untersuchung von Funktionen
zuriick.
Sind x und y die Seitenlingen des Rechtecks, so gilt 2y + 2y = 100 und damit
. ¥ = 50 — x. Dabei giltauf Grund der Aufgabenstellung, dal x, y > 0, also 0 < x < 50
ist. Fiir den Flacheninhalt des Rechtecks erhalten wir dann
A=x-y=x(50 - x) = —x* + 50x.
Die oben gestellte Aufgabe kdnnen wir jetzt wie folgt formulieren:
Es ist der groBte Funktionswert der Funktion
f(x) = —x? + 50xim Intervall 0 < x < 50 gesucht.

(2) f ist eine quadratische Funktion. Da der Koeffizient von x? negativ ist, hat feinen
groBiten Funktionswert. Dieser ist die Ordinate des Scheitelpunktes der Parabel.
Nun ist f(0) = f(50) = 0.

Parabelpunkte mit gleichen Ordinaten liegen abcr symmetrisch zur Achse der Parabel,
auf der ja auch der Scheitel der Parabel liegen muf3. Daraus folgt, dal der Scheitel die

0+ 50 5 g 3
Abszisse — 5 = 25 haben mul. Diese Stelle liegt im betrachteten Intervall. Der

groBte Funktionswert von f im betrachteten Intervall ist f(25) = 25(50 — 25) = 625
(Bild C 42 auf Seite 188).

Damit ist die Aufgabe gelost. Unter allen Rechtecken mit dem Umfang 100 ist das Qua-
drat mit der Seitenlidnge 25 das mit dem groBten Flicheninhalt.')

1) Auf die Losung der Aufgabe hat die Einheit keinen Einflu. Wir haben sie deshalb hier nicht beriicksichtigt.
So ist zum Beispiel von allen Rechtecken mit dem Umfang 100 m das Quadrat mit der Seitenlinge 25 m das
mit dem griBien Flicheninhalt.
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50 Bilder

O Sy asido 50 x o i

]
v
2

Gegeben ist ein quadratisches Stiick Blech mit der Seitenldnge 60 cm. Durch Heraus-
schneiden von vier gleichen Quadraten an den Ecken und anschlieBendes Falzen soll
ein oben offener Kasten mit moglichst groBem Volumen hergestellt werden (~ Bild
C 43). Das Volumen des entstehenden Kastens hingt davon ab, wie groB3 die Seitenlinge
der herauszuschneidenden Quadrate gewihlt wird. Bezeichnen wir die Malizahl der
Seitenldnge mit x und die MaBzahl des dazugehorigen Volumens mit V(x), so ist

V(x) = (60 — 2x) (60 — 2x) - x = 3600x — 240x2 + 4x3.

Wir erhalten eine ganze rationale Funktion dritten Grades. Dabei geniigt es auf Grund
der Aufgabenstellung, die Funktion im Intervall 0 = x = 30 zu untersuchen. Die Funk-
tion V ist als ganze rationale Funktion in dem Intervall {0; 30) stetig und hat deshalb
dort ein Maximum (.~ Satz B 7, Seite 120). Weil aber V(0) = ¥(30) = O und V(x) > 0
fiir0 < x < 30 gilt, muB ¥ das Maximum im Innern des Intervalls {0; 30) annehmen.

Es gibt also wenigstens eine Losung der Aufgabe im Beispiel C 53. Jedoch kennen wir bisher
kein Verfahren zur Ermittlung einer solchen Stelle, an der ¥ sein Maximum annimmt.

Um solche Probleme wie im Beispiel C 53 |6sen zu konnen, benétigen wir noch tiefere Einsichten
iiber Eigenschaften differenzierbarer Funktionen. Mittels dieser schrittweise erworbenen Ein-
sichten werden wir schlieBlich zu einem recht einfachen Losungsverfahren gelangen.

Wir fiihren zunichst den folgenden Begriff ein.

» 5 DEFINITION
f sei eine Funktion, x, sei eine reelle Zahl, und f'sei in einer Umgebung der Stelle x, definiert.

S hat an der Stelle x, = p; Es gibt ein > 0 derart, daB fir jedes x mit x, — ¢ < x < xo+ ¢
ein lokales Maximum und x + x, gilt
f(x) < fxo).

® 33 Definieren Sie analog zur Definition C 5: f hat an der Stelle .x, ein lokales Minimum!

Hat fan der Stelle x, ein lokales Maximum oder Minimum, so sagt man auch: / hat an der Stelle
Xo ein lokales Extremum. v, ist dann eine lokale Extremstelle von f und f(x,) ein lokaler
Extremwert. Der Punkt [xo; /(xo)] heilit dann ein lokaler Extrempunkt ( # Tabelle S. 189).
Wir miissen beachten, daf3 ein lokales Maximum (bzw. lokales Minimum) einer Funktion /
nicht immer mit dem Maximum (bzw. Minimum) der Funktion fin einem Intervall iiberein-
stimmen muB. Im Unterschied zum lokalen Maximum, das sich immer auf eine hinreichend
kleine Umgebung der betreffenden Stellen bezieht, nennt man das in Kapitel B auf Seite 119
definierte Maximum einer Funktion globales Maximum (entsprechend globales Minimum).
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/ hat an der Stelle x, ein lokales Extremum

o ist lokale Extremstelle

lokale Maximumstelle l lokale Minimumstelle
f(xg) ist lokaler Extremwert (Extremum)

lokales Maximum ‘ fokales Minimum
Polxo; f(x0)] ist lokaler Extrempunkt

lokaler Maximumpunkt (Bild C 44) ' lokaler Minimumpunkt (Bild C 45)

Fotxo i f (%))

fxo) /

) B xi (3]

i X
Bilder X X - X X
C 44,C45 / : \ ° '

Die im Bild C 46 dargestellte Funktion hat an den Stellen v, v; und x5 lokale Maxima,
an den Stellen x,, vy und v, lokale Minima.

Im Intervall {a; by nimmt die Funktion /' das globale Maximum an der Stelle » und
das globale Minimum an der Stelle v, an.

Lokale und globale Extrema einer Funktion

y

Bild i 2, 8 \J/ e s b i

C 46

Aufgaben

/sei die im Bild C 46 dargestellte Funktion.
Ermitteln Sie die in der folgenden Tabelle fehlenden Werte!
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Intervall Globales Lokale | Grobates Lokale
Maximum Maxima Minimum Minima
yonf @ - von f vonf von f

{a; 0>

€0, 56>

{xiix3)

{ayixed

Geben Sie von folgenden Funktionen lokale und globale Extrema — soweit vorhanden — im
jeweils vorgegebenen Intervall an!

2f a)fx)=2x+1; K1;3) 31 a)fw) =|x; <(=1;1)
b) f(x) = 2x? + 4x — 2; (-3;4) b) f(x) = =3x2 + x — 6; (—6;+4)
4. Skizzieren Sie den Graph einer Funktion / in einem abgeschlossenen Intervall {a; by,

die jeweils folgende Bedingungen erfiillt!
a) / habe in (a; b) zwei lokale Minima und zwei lokale Maxima und globale Extrem-
werte, die mit je einem lokalen Extremum zusammenfallen.
b)* f habe in {a; b) zwei lokale Maxima, aber kein lokales Minimum.
c)* f habe je ein lokales Maximum und ein lokales Minimum in {a; b}, aber keine glo-
balen Extrema in {a:.b).

22 Eine notwendige Bedingung fiir lokale Extrema

@ 34 Bestimmen Sie die 1. Ableitung der Funktion f(x) = —x? + 50x an der Stelle v = 25!

,
@® 35 Begriinden Sie: Wenn tine konvergente Zahlenfolge nur positive Glieder hat, so kann
ihr Grenzwert nicht negativ sein (.~ Bild B 42 auf Seite 126)!
Wir wollen jetzt annehmen, daB eine Funktion /'an der Stelle x, ein lokales Maximum hat.
Nach Definition C 5 gibt 2s dann ein ¢ > 0 derart, daB}
fiir jedes v # xo und xo — ¢ < x < xg + € gilt: f(x) < f(xo).
Bild C 47

fixoj-- ~
; I K
| f

e
o) €= Umgebung von xq

Wenn die Funktion [ an der Stelle v differenzierbar ist, so hat der Graph von f im Punkt
Polxo; f(xy)] eine Tangente. Die Bilder C 47 a) bis c) legen nahe, daB diese Tangente offenbar
parallel zur x-Achse verliuft. Das wiirde bedeuten, daB die Ableitung von f an der Stelle x,
gleich 0 sein muB, also f"(x,) = 0 gilt.
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Tatsdchlich kénnen wir diese Vermutung unter Beachtung der Definition des Differential-
quotienten beweisen.

. | satz
S sei eine an der Stelle x, differenzierbare Funktion.

Wenn f'in x, ein lokales Extremum hat, so gilt
f'(x0)= 0.

Bewelis.

Wir fiihren den Beweis fiir den Fall, daB fan der Stelle Xp ein lokales Maximum hat. Im Falle
eines lokalen Minimums verlduft der Beweis analog.
Es sei also feine Funktion, die folgenden
Voraussetzungen geniigt: y
(1) fhat in x, ein lokales Maximum;
(2) fist in x, differenzierbar.
Behauptung: f'(x,) = 0.
Aus (1) folgt, daB es eine e-Umgebung U
von x, gibt derart, daB fiir alle x € U
mit x * x, gilt:

f(x) < f(xo) (~ Bild C48).

Aus (2) folgt, daBB der Grenzwert

=t
i £ Ck0 + B) = f(x0) < 5
h=0 h Bild C 48

existiert.

Wie zeigen wir nun, daﬁ dieser Grenzwert gleich Null ist?
Nach Definition des Grenzwertes muB fiir jede gegen Null konvergierende Folge (h,) mit h, + 0
und xo + h, € U fiir alle n gelten:

. f(xo + ha) = flxo)
lim — MM =

nesco hn

Wir wihlen zunichst eine Folge (4,), die von rechts gegen Null konvergiert. In dem Differenzen-

. (xo + ha) — f(x0) . s .
quotienten MISI dann der Nenner positiv, der Zihler aber negativ. Da dem-

= f'(xo).

hy
(f(xo + hy) — f(x : : X " .
nach die Folge (M) nur negative Glieder hat, kann ihr Grenzwert nicht posi-
. l ha) — f(2 .
tiv sein, also gilt lim j_(x" + h) Slxo) =0, das heiBt f(xo) = 0. (*)
oo n

Wiihlen wir dagegen eine von links gegen Null konvergierende Folge (4,), so ist fiir alle n wegen
S(xo + hn) = f(x0)

hy <0 und f(xo + hy) — f(xo) < O der Differenzenquotient 7

Null.
Wenn die Folge(

groBer als

Xo + hn) = flx - " z y ;
M) nur positive Glieder hat, kann ihr Grenzwert nicht negativ

hn
Xo + ha) — flx "
sein, also gilt lim Mﬁ)/(\o) 2 0, das heiBt f"(xo) = 0. (**)
noc n

Da sowohl (*) als auch (**) gelten muB, folgt f"(xo) = 0.



192 C Differentialrechnung

Satz C 6 leistet beim Aufsuchen lokaler Extrema von differenzierbaren Funktionen wertvolle
Dienste.
Ist namlich f"(xo) # 0, so kann fan der Stelle x kein lokales Extremum haben. Lokale Extrema
einer differenzierbaren Funktion kdnnen héchstens an solchen Stellen vorhanden sein, an denen
die Ableitung von f gleich Null ist.

Die Bedingung f'(x,) = 0 ist also notwendig fiir das Vorhandensein eines lokalen Extrem-

wertes von f an der Stelle x,.
Suchen wir die lokalen Extrema einer differenzierbaren Funktion /, so kommen dafiir allenfalls
Stellen x, in Frage, fiir die f'(xo) = 0 gilt. Mit anderen Worten:

Nur die Nullstellen der ersten Ableit von f ko Stellen lokaler Extremwerte sein.
Ob jedoch an den Nullstellen der ersten Ableitung von f tatsichlich lokale Extremwerte vor-
liegen, kann erst durch weitere Untersuchungen entschieden werden.

® 55 fsei die Funktion aus Beispiel C 53, also f(x) = 4x* — 240x* + 3600x, 0 = . = 30.
Da diese Funktion differenzierbar ist, kann ein lokales Maximum nur dort vorhanden
sein, wo die erste Ableitung eine Nullstelle hat.

Esist /'(x) = 12x* — 480x + 3600.
Wir bestimmen die Nullstellen von /.
123 — 480x + 3600 = 0
x* — 40x + 300 =0 X1,z =20 + J/400 — 300 = 20 + J100 = 20 + 10
Damit erhalten wir x; = 30 und x, = 10.
Die Nullstelle x; scheidet als Losung aus, weil sie nicht im Innern des Intervalls {0; 30)

liegt.
Da wir schon wissen, dafl im Innern des Intervalls das Maximum angenommen wird,
kann dieses nur an der Stelle x, = 10 liegen.

Der groBte Funktionswert von fim Intervall (0; 30) ist dann
/(10) = (60 — 20)* - 10 = 40% - 10 = 16000.

® 56 Hat die Funktion f(x) = x* lokale Extrema?
Die erste Ableitung dieser Funktion ist /”(x) = 3.x2. Die einzige Nullsteile der Ableitung
ist 0. Falls die Funktion fein lokales Extremum hat, so kommt dafiir nur die Stelle 0
in Frage.
Wie wir jedoch aus dem Verlauf des Graphen der Funktion /wissen, liegt an dieser Stelle
kein lokales Extremum vor. Fiir alle x < 0 ist namlich f(x) < 0, und fiir alle x > 0
ist f(x) > 0.

Wie Beispiel C 56 zeigt, gilt die Umkehrung des Satzes C 6 nicht.
Die Bedingung f'(x,) = 0 ist nicht hinreichend fiir das Vorhand in eines lokalen Extre-
mums an der Stelle x,.

® 57 Hat die Funktion f(x) = || lokale Extrema?
Es ist f(0) = [0] = 0.
Fiir x > 0 ist /(x) = [x| = x > 0, und fiir x < 0 ist ebenfalls f(x) = |v] = —x > 0.
Folglich hat f nach Definition C 5 an der Stelle 0 ein lokales Minimum. Jedoch ist hier
Satz C 6 nicht anwendbar, da /'an der betreffenden Stelle nichr differenzierbar ist ( » Auf-
trag C 9 auf Seite 144).

Wir miissen also stets beachten, dal} die im Satz C 6 formulierte notwendige Bedingung fiir die
Existenz lokaler Extremwerte nur fiir differenzierbare Funktionen gilt.
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Aufgaben

Welche Stellen kommen nach Satz C 6 als lokale Extremstellen der folgenden Funktionen in
Frage?

1.1 a)f(x) =x>+4x +2 21t a)flx)= —x*+3x +4
b)flx) = x> +2x* —3x =2 b)f(x) = x% —3x% + 6x -3
) flx) = x* + 23 ) flx) = x* + 4x° + 6x2
Welche der folgenden Funktionen hat im Intervall {0; 2) kein lokales Extremum?
34 a)f()=x>+3x* +3x -5 41 a)f(x) = 2x* + 9x% — 24x + 12
b) f(x) = 2x* + 18x — 40 b)flx) =x% +x + 12

Warum kann die Funktion f keinen lokalen Extremwert haben?

x =1 . 1
5. X) = ———; x ¥ —1 6. (X)) = —; x> —1
51 f) S X T f T
T Jede quadratische Funktion hat genau ein lokales Extremum. Die Stelle, an der dieses
Extremum angenommen wird, fdllt mit der Abszisse des Scheitelpunktes zusammen.
Bestimmen Sie mit Hilfe von Satz C 6 die Koordinaten des Scheitelpunktes des Graphen
der Funktion f(x) = x?* + px + q!

8.%  Verfahren Sie wie in Aufgabe 7. mit der Funktion f(x) = ax? + bx + ¢ (a + 0)!
Wovon hiingt es ab, ob das lokale Extremum ein Maximum oder Minimum ist?
9. Geben Sie eine Funktion an, die genau eine Extremstelle x, hat!

a)xg =2 b) xo = — 3

23 Der Satz von ROLLE und der
Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Mit Satz C 6 haben wir eine notwendige Bedingung fiir die Existenz lokaler Extrema gefunden.

Dieser Satz liefert bei der Frage nach lokalen Extremstellen einer differenzierbaren Funktion die

Berechtigung, weitere Untersuchungen auf die Nullstellen der 1. Ableitung zu beschrinken.
Ob aber an einer Nullstelle der 1. Ableitung iiberhaupt ein Extremum vorliegt und ob dies
ein lokales Maximum bzw. Minimum ist, kann mit den bisherigen Mitteln im allgemeinen
nicht entschieden werden.

Um fiir dieses Problem eine Losung zu finden, miissen wir noch weiter in die Theorie der Diffe-

rentialrechnung eindringen.

® 36 Zeichnen Sie den Graph einer in einem Intervall {a; b) stetigen Funktion, die nicht
konstant ist und @ und b als Nullstellen hat!

Wir betrachten eine Funktion /, die in einem Intervall {a; b) stetig und wenigstens im Innern
des Intervalls auch differenzierbar ist. Weiter sei f(a) = f(b) = 0.

Wenn fin irgendeinem Teilintervall von {a; b) konstant ist, so muB in diesem Teilintervall die
Ableitung von fgleich Null sein (~ Bild C 49 a) auf Seite 194).

Ist aber fin keinem Teilintervall konstant, so hat fin («; b) an wenigstens einer Stelle ein lokales

13 [001156)
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b)

Bild C 49

Maximum oder Minimum (.~ Satz B 7, Seite 120). Aus Satz C 6 folgt, daB die Ableitung von

/an dieser Stelle gleich Null ist (» Bild C 49 b)).

Diese Aussage wurde zuerst von dem franzosischen Mathematiker MICHEL ROLLE (1652

bis 1719) formuliert.

7 SATZ von ROLLE

die f(a) = f(b) = 0 gilt,

ist.

Wenn f eine im Intervall {a; b) stetige Funktion ist, die in (a; b) sogar differenzierbar ist und fiir

so gibt es wenigstens eine Stelle im Intervall (a; b), an der die Ableitung von f gleich Null

Sind die Voraussetzungen des Satzes von
RoLLE erfiillt, so gibt es eine Stelle & im
Intervall (a; b), an der die Tangente an den
Graph der Funktion parallel zur x-Achse ver-
lauft, die wegen f(a) = f(b) = 0 Sekante der
Kurve ist.

Diesen Sachverhaltkann man verallgemeinern:
Ist eine Funktion fin einem Intervall {a; b)
stetig und im Innern des Intervalls differenzier-
bar, so gibt es wenigstens eine Stelle & im Inter-
vall (a; b), an der die Tangente an den Graph
der Funktion f zu der Sekante durch
Pila; f(@] und P[b; f(b)] parallel verlduft
(~ Bild C 50). Diese Aussage wird in dem
folgenden Satz wiedergegeben.

Bild C 50

> 8 MITTELWERTSATZ der Differentialrechnung
Wenn eine Funktion £ in einem Intervall (a; b) stetig und in (a; b) differenzierbar ist,
so gibt es eine Zahl § mit @ < § < b und

=,
ST = f'@.
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Auf den Beweis dieses Satzes wollen wir hier verzichten.

Bemerkung: Der Mittelwertsatz sowie auch der Satz von ROLLE sind reine Existenzsitze,
das heifit, es wird jeweils nur die Existenz einer solchen Stelle & festgestellt. Mit anderen Worten :
Es wird nur behauptet, dafl es wenigstens eine solche Stelle gibr. Es bleibt vollig offen, wie man
eine solche Stelle ermitteln kann. Wir werden jedoch im weiteren sehen, daB bereits die Kenntnis
der Existenz einer solchen Stelle niitzliche Dienste leistet.

Aufgaben

1. Gegeben ist eine im Intervall {0; 5) differenzierbare Funktion f, deren Graph durch die
Punkte P,(1;2) und P,(5; 9) geht. Welche Zahl kommt dann bestimmt im Wertebereich
von f” vor?

Es sei f(x) = 12,
Bestimmen Sie eine Zahl & derart, daB die Tangente an die Parabel im Punkt P(s; £2
parallel zur Sekante durch die Punkte P,(0; 0) und P,(4; 16) ist!

3. Zeigen Sie, daB folgende Aussagen wahr sind!

4) Bei der Funktion f(x) = x? gibt es in jedem Intervall {a; by genau ein &, welches den
Bedingungen des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung

~

(a <&<b und f(5) = w) genligt.

b) Dieses & liegt genau in der Mitte des Intervalls {a; by.

4. Benutzen Sie das Ergebnis der Aufgabe 3. zur Konstruktion der Tangente an die Parabel
y = x%im Punkt P(1; 1)!

24 Eine hinreichende Bedingung fiir die Monotonie

® 37 Zerlegen Sie die folgenden Terme in Linearfaktoren!
a)x? —2x -3 b)x? — 4x + 4

® 38 Es sei f(x) = x* — 4x + 4. Zeichnen Sie die Graphen von f und f”! Wie verhilt
sich f, wenn f"(x) = 0 bzw. f'(x) < 0ist?

Mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung ist es moglich, einen Zusammenhang

zwischen der Monotonie einer Funktion in einem Intervall und gewissen Eigenschaften ihrer

1. Ableitung in diesem Intervall aufzudecken. Die Kenntnis des Monotonieverhaltens einer

Funktion fin einer Umgebung einer Stelle x, ermoglicht eine Entscheidung dariiber, ob an der

Stelle xo ein Extremwert von f vorliegt oder nicht.

9 SATZ

[ sei eine in einem Intervall differenzierbare Funktion.

a) Wenn fiir alle x aus diesem Intervall f'(x) = 0 ist,
so ist f'in dem Intervall monoton wachsend.

b) Wenn fiir alle x aus diesem Intervall f’(x) < 0 ist,
so ist f'in dem Intervall monoton fallend.
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Beweis:
Voraussetzung: f sei cine in einem Intervall / differenzierbare Funktion mit /*(x) = O fiir alle
x aus dem Intervall.

Behauptung:  fist in dem Intervall / monoton wachsend.
Wir haben zu zeigen: Fiir beliebige x;, x> € / mit x, < x; giltf(x)) = f(x2).
Die Funktion f erfiillt in dem Intervall {x,; x.) die Voraussetzungen des Mittelwertsatzes.
Danach gibt es eine Zahl § mit x, < & < xz und

Sflx2) = f(x1)

— i

X2

=f1(& bzw. f(x2) = fx) =S"(§) (x2 — x1).

Wegen x; < x; ist x, — x; > 0, und nach Voraussetzung ist auch f(£) = 0. Damit gilt
S(x2) — f(x1) 2 0, also f(x;) = f(x2).
® 39 Beweisen Sie die Behauptung b) im Satz C 9!

Bemerkungen:

(1)  Satz C 9 enthilt eine hinreichende Bedingung fiir die Monotonie einer Funktion in einem
Intervall. Die Bedingung f'(x) = O fiir alle x eines Intervalls / ist hinreichend fiir das
monotone Wachsen der Funktion in /.

(2) Istinsbesonderef’(x) > Ofiir alle x eines Intervalls /, so folgt aus x, < x,,daBf(x;) <f(x,)
ist. In diesem Fall ist £ sogar streng monoton wachsend im Intervall /. (Bei f"(x) < O fiir
alle x eines Intervalls / ist / streng monoton fallend in /.)

= . . 1
® 58 Wir untersuchen den Verlauf der Funktion f(x) = —3—x’ —x?=3x+2.

Mit Hilfe von Satz C 6 bestimmen wir zunichst jene Stellen, die fiir Extremstellen in
Frage kommen. Esist f/(x) = x* — 2x — 3.

Die Nullstellen der Ableitung sind x, = —lund x, = +3.
Wenn die Funktion f lokale Extrema hat, dann an

den Stellen x, = —1 und x, = +3. Ob an diesen

Stellen tatsichlich lokale Extrema vorliegen, konnen

wir jetzt noch nicht entscheiden. y
Wir wollen weiter das Monotonieverhalten von f
untersuchen. Dazu bestimmen wir zunéchst jene x,
fiir die f"(x) > 0 ist.

Das sind die Losungen der Ungleichung

x* —2x — 3 > 0,das heit (x + 1)(x = 3) > 0.

Das Produkt (x + 1) (x — 3) ist positiv, wenn beide
Faktoren positiv oder beide Faktoren negativ sind. -2-10 RIS
|.Fall: x+1>0 und x—-3>0

2. Fall: x+1<0 und x—-3<0

Im 1. Fall erhalten wir x > 3,im 2. Fall x < —1.
Damit ist /fiir alle x < —1 und alle x > 3 streng
monoton wachsend.

Nun bestimmen wir auf die gleiche Weise die Lo6-
sungen der Ungleichung

(v + D=3 <0

und erhalten, daB f im Intervall (—=1; 3) streng
monoton fallt. Bild C 51
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Aus dem Monotonieverhalten von f kdnnen wir schlieBen, daB fan der Stelle x; = —1
ein lokales Maximum und an der Stelle x, = 3 ein lokales Minimum hat (Bild C 51
zeigt eine Skizze des Graphen von fim Intervall { —2; 43).

8 59 Wir untersuchen das Monotonieverhalten der gebrochenen rationalen Funktion

. x4+
Sl= ="
Es ist
2x(x? — 1) — 2x(x* + 1 -4
f) = v(x ) X(x ) _ 3¢

(= 1)? BT

wobei x # +1 und x + —1 zu fordern ist.

Fiir x2 # 1ist (x* — 1)? stets positiv, und folglich hidngt das Vorzeichen von f"(x) allein
vom Vorzeichen von —4x ab.

Damit ist fiir negative x (x # —1) die Ableitung f”(x) positiv und folglich die Funktion f
streng monoton wachsend und fiir positive x (x # 1) die Ableitung f’(x) negativ und
also f'streng monoton fallend. ’

Aufgaben

Untersuchen Sie das Monotonieverhalten der folgenden Funktionen mit Hilfe der 1. Ableitung!
Geben Sie die lokalen Extrempunkte an! Skizzieren Sie die Graphen der Funktionen!

LT a)f(x) = x —4x + 2 21 Df(x) = —x2 +3x -8
b) f(x) = %,\" + x? = 2x b)f(x) = x* = 3x% — 9x + 10
) f(x) = x* + 2x3 f(x) = x + 1
x
dDfx) = Jx —x Dy = -V - x

25 Ein hinreichendes Kriterium fiir lokale Extrema

Bei der Suche nach lokalen Extremwerten von differenzierbaren Funktionen gestattet uns die
im Satz C 6 formulierte notwendige Bedingung, bestimmte Stellen herauszufinden, die dann nur
noch als Stellen lokaler Extremwerte in Frage kommen.
Eine Maoglichkeit, eine solche Stelle als lokale Extremwertstelle nachzuweisen, haben wir in
Beispiel C 58 kennengelernt. Wir haben dabei das Monotonieverhalten der betreffenden Funk-
tion untersucht und daraus auf das Vorhandensein eines lokalen Maximums bzw. Minimums
an einer in Frage stehenden Stelle geschlossen. Die Untersuchung des Monotonieverhaltens der
Funktion ist jedoch recht aufwendig.
Gibt es ein rationelleres Verfahren, um festzustellen, ob eine Funktion [ an einer Stelle x,
ein lokales Maximum bzw. Minimum hat?

Der folgende Satz zeigt, daB diese Frage unter gewissen zusitzlichen Voraussetzungen iiber die
Funktion f (die jedoch in den von uns betrachteten Fillen immer erfiillt sind) bejaht werden
kann.
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> 10 | SATZ

Dann gilt:
(a) Wenn f'(x)= 0 und f"(x;) < 0,

so hat f an der Stelle x, ein lokales Maximum.
(b) Wennf'(xo)= 0 und f"(xo) > 0,

s0 hat f an der Stelle x, ein lokales Minimum.

[ sei eine an der Stelle x, zweimal differenzierbare Funktion, und f’ sei an der Stelle x, stetig.

Beweis:
Wir beweisen die Aussage (a).

Voraussetzung :

fsei eine an der Stelle x, zweimal differenzierbare
Funktion und f” an der Stelle x, stetig. Ferner gelte
f(x0) = 0und f"(xo) < 0.

Behauptung:

fhat an der Stelle x, ein lokales Maximum.

Da /" an der Stelle x, stetig ist und /”"(xo) < 0 gilt, gibt
eseine Umgebung U von x, in der /*" nur negative Werte
annimmt.!) Das bedeutet aber, daB in U die erste Ab-
leitung von f, also die Funktion f*, streng monoton
fallt.

Da auBerdem f"(xo) = 0Qist, giltfiiralle x € U, die kleiner
als xo sind, f"(x) > 0, das heiB3t, dort ist die Funktion f
streng monoton wachsend. :

Fiir alle x € U, die groBer als x, sind, gilt f/"(x) < 0, das
heif3t, dort ist fstreng monoton fallend ( ~ Bild C 52).
Wir haben damit eine Umgebung von x, gefunden der-
art, daB f/'in dieser Umgebung links von x, streng mono-
ton wichst und rechts von x, streng monoton fallt.
Folglich gilt fiir alle x # x, dieser Umgebung, daB
f(x) < f(xo) ist, das heiBit, fhat an dieser Stelleein loka-
les Maximum.

@® 40 Fiihren Sie den Beweis fiir die Aussage b) in
Satz C 10!

Die im Satz C 10 formulierte Bedingung ist eine hin-
reichende Bedingung fiir die Existenz lokaler Extrema.

S

Bild C 52

® 41 Zeigen Sie am Beispiel der Funktion f(x) = x*, daB die im Satz C 10 formulierte Bedin-

gung nicht notwendig fiir das Vorliegen eines lokalen Extremwertes ist!

Wenn also fiir eine zweimal differenzierbare Funktion / gilt, daB f(xo) = 0 und /*'(xo) = 0,
so kann mit Hilfe von Satz C 10 keine Entscheidung iiber das Vorliegen eines lokalen Extrem-
wertes getroffen werden. In solchen Fillen konnen wir jedoch das Monotonieverhalten der

Funktion zur Entscheidungsfindung heranziehen.

1) Fiir Zahlenfolgen gilt: Wenn lim a4, = g und g - < 0,50 ist a, - O fiir fast alle #. Daraus folgt: Istlim f(x) = g

e
und g -< 0, so gibt es eine Umgebung U von ., derart, daB fiir jedes v mit

]
i vgund x € U gilt: f(x)




Differentialrechnung C 199

y 1
® 60 Wir wenden den Satz C 10 auf die Funktion f(x) = ?xl — x? — 3x + 2 aus Beispiel

C 58 an. Die Nullstellen der 1. Ableitung f(x) = x> — 2x — 3 sind x; = —1 und
%2, =3
Die 2. Ableitung von fist f”'(x) = 2x — 2. Ausf”(—1) = 2(—-1) — 2 = —4 < Ofolgt,
daB fan der Stelle — 1 ein lokales Maximum hat. Entsprechend folgt aus
f"(3) =2-3 -2 =4 >0, daB f an der Stelle 3 ein lokales Minimum hat.
Mit den Sitzen C 6 und C 10 haben wir ein einfaches Verfahren zur Ermittlung lokaler Extrem~
stellen erhalten.

Gegeben: f (f zweimal differenzierbar,
[ stetig)

Bilde 1! )

Ermittle die Nullstellen x; von f'!
(Lose die Gleichung f'(x) = 0!)

l

‘ . ! Berechne f"'(x)!

S %0 l | ri0 =0
v
Wenn f"(x) < 0, In djesem Fall ziehen wir das
so  hat fan der Stelle x, ein lokales Monotonieverhalten von f in einer
Maximum. Umgebung von x; 2ur Entschexdunssﬁndung
Wenn f"(x,) > 0, » heran. '
so hat fan der Stelle x, ein lokales
Minimum.
Aufgaben

Bestimmen Sie die lokalen Extrempunkte folgender Funktionen!

It afg=x-x-2 21 a)f(x) = x* — 13x + 27
b)f(x) =4x® +3x — 1 b) f(x) = —(2x — 5)?
) flx) = 4x° ) f(x) = 2x* —32x2 — 10
d) f(x) = 30 — 24x + 9x2 — ¥* d) f(x) = —6x7 + 32
x2 -1 : = 2x —_—
e)f(x) = D) =Jr=-x ©ef(x)= —— )1ty = V2
8 S S@) =Ty =« S0 = —— M) = T2 + 1

Fiir welche Zahlen « hat f'an der Stelle .x, ein lokales Maximum bzw. Minimum?

—1 —
3t o= ﬁ =3 41 fv) = lax? + x;00=1
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26 Kurvendiskussionen

Viele Zusammenhiinge in den Naturwissenschaften und in der Technik werden durch Funktio-
nen beschrieben. Dadurch macht die Losung vieler Probleme aus diesen Bereichen die Unter-
suchung des Verhaltens der betreffenden Funktion erforderlich. Bei dieser Untersuchung spielt
das Ermitteln gewisser charakteristischer Stellen der Funktion eine wesentliche Rolle. Zu
diesen charakteristischen Stellen zdhlen Nullstellen, Extremstellen und Polstellen. Weitere
Eigenschaften sind das Monotonieverhalten, das Verhalten der Funktion im Unendlichen,
Beschrianktheit des Wertebereiches, Symmetrieeigenschaften des Graphen sowie ein eventuell
vorhandener Schnittpunkt des Graphen mit der y-Achse.

Mit Hilfe der Untersuchungsergebnisse ist man meist in der Lage, den Graph der Funktion
(auch Kurve genannt) mit seinen wesentlichen Ei haften im Koordi ystem darzu-
stellen. Man nennt deshalb die obengenannten Untersuchungen auch Kurvendiskussionen.

Wir wollen hier einige Beispiele fiir die Diskussion von Funktionen angeben.

® 61 Wir untersuchen das Verhalten der ganzen rationalen Funktion
1
S(x) = z(l\" + 4x3 — 12x2).

(1) Nullstellen
Die Nullstellen der Funktion f'sind die Losungen der Gleichung

%(3x‘ + 4x3 — 12x2) = 0.

Aquivalent mit dieser Gleichung ist x*(3x% + 4x — 12) = 0.
Eine Losung der Gleichung ist also x; = 0.
Weitere Lésungen erhalten wir aus der Gleichung
4
3x% + 4x — 12 = 0 beziehungsweise  x? + TE- 4 =0.
Die Ls . 2+V4+4 2 1% 2, 2y
ngen si 3= - = — =—-—=t—=-—x—=/Jl0.
ie Losungen s X2.3 D A T3 7 %3
Unter Verwendung der Zahlentafel bzw. des Rechenstabes erhalten wir
x; ¥ 1,44 und x3  —2,77 (.~ Bild C53).
(2) Lokale Extrempunkte
Zunichst bilden wir die ersten beiden Ableitungen von f.
Es ist

| .
f(x) = ?(IZ.\" + 1202 — 24x) = 2x% + 2x2 —4x  und f7(x) = 6x% + 4x — 4.
Entsprechend dem Schema am Ende von Lerneinheit 25 ermitteln wir die Nullstellen
von f”, das heiBt die Losungen der Gleichung

2x% + 20 —4x = 2x(x* + x = 2) = 0.

Als Losungen erhalten wir xs = 0 und die Losungen der quadratischen Gleichung

x2+x—-2=0,alsoxs = lund x¢ = —2.
Wenn also die Funktion flokale Extremwerte hat, so nur an den Stellen x, = 0, xs = |
und x¢ = —2. Ob an diesen Stellen tatsachlich lokale Extrema vorhanden sind, ent-

scheiden wir mit Hilfe der 2. Ableitung.
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| 62

flx) =g (3" 4 4d=12:7)

Bild C53 Bild C 54 Bild C55
Es ist
f70)=6-0+4-0—4=-4<0;
ff1)=6-1+4-1—4=6>0;
F(=2)=6-4+4:(=2)—4=12>0.
Folglich hat f'an der Stelle 0 ein lokales Maximum und an den Steilen | und —2 lokale

Minima. Die Funktionswerte an diesen Stellen sind

5
f0) =0; f(1) = s ~ —083; f(-2)= - -133 X —533 (~ Bild C 54).

(3) Verhalten im Unendlichen
. 1 1 2 2
Esist f(x) = K(S.\" + 4x3 — 12¢%) = x* (—5- + TR A_’)
Es sei (x,) eine beliebige unbeschridnkt wachsende Folge reeller Zahlen. Dann wichst
1 2 2 |

auch die Folge (x}) unbeschrinkt, wihrend lim (— + — - 7) = —ist.
") 3%, b 2

Damit erhalten wir lim f(x) = +00. Entsprechend erhalten wir lim f(x) = +oo.

e x+—

Die Ergebnisse von (1) bis (3) gestatten es, den Graph der Funktion /' mit seinen wesent-

lichen Merkmalen zu skizzieren ( » Bild C 55).

Wir untersuchen das Verhalten der gebrochenen rationalen Funktion f(x) = \‘—‘+l E

(1) Nullstellen und Polstellen

Wir ermitteln zunéchst die Nullstellen der Funktionen

wx) =x und o) =x? + 1.

Die einzige Nullstelle von  ist x, = 0. Die Funktion ¢ hat keine Nullstellen.
Folglich hat f die Nullstelle x; = 0, jedoch hat f'keine Polstellen (» Bild C 56 a)).
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(2) Lokale Extrempunkte
Wir ermitteln die ersten beiden Ableitungen von f. Es ist
’ x*+1) —x-2x 1 —x?
Fo= St PRI
(x* + 1) x2+1)
und
) = —2x(x? + 1)2 — (1 — x?)-2(x* +1)-2x (4 D2x* - 6x)
B o + 1)? B ( + 1)*
_ (2x3 — 6x)
B x2 + 1)
Die Nullstellen von f’ sind die Lo-
sungen der Gleichung 1 — x? =0,
also x; =l und x3 = —1,dax? + 1
stets verschieden von Null ist. .
—4 ‘
FUD= - <0 und X
4
f”(—l)=2—3>0 b) y
Folglich hat fan der Stelle 1 ein lokales L 2=
Maximum und an der Stelle — 1 ein ) :
lokales Minimum. : { ' %
Die betreffenden Funktionswerte sind d
1 1
S = f(=1) = =
(~ Bild C 56 b)).
(3) Verhalten im Unendlichen
Aus
T o X _ X 1
Sflx) = EL T e Bild C 56
bop—
X
1
=—" fir x +0 folgt lim f(x) =0,
x I FET
1+ =
das heiBt, die x-Achse ist Asymptote der Kurve (. Bild C 56 c)).
Aus (1), (2) und (3) folgt unmittelbar, daB die lokalen Extremwerte der Funktion f
zugleich auch die globalen Extremwerte der Funktion /'sind. Damit gilt-fiir alle x:
|
=3 =flx) = % das heilt, der Wertebereich von f'ist beschrinkt.
Man sagt auch kurz: fist beschriankt.
x4+ 1
® 63 Wir untersuchen die gebrochene rationale Funktion  f(x) = ‘I—I
. (=2 +1 2+l o 4
Wegen f(—x) = T =T =T = f(x) ist der Graph von f symmetrisch zur

y-Achse.
Auf Grund dieser Eigenschaft geniigt es, die Funktion fiir x = 0 zu untersuchen.
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(1) Nullstellen und Polstellen
Wir bestimmen zunichst die Nullstellen von u(x) = x> + 1 und v(x) = x* — L.
Da u keine Nullstellen hat, hat auch f keine Nullstellen.
Die Nullstellen von v sind x; = 1, x; = —1.
Also sind x; = 1 und x, = —1 Polstellen von fund die Geraden x = 1 und x = —1
Asymptoten der Kurve.
(2) Lokale Extremwerte
2x(x? = 1) — 2x(x* + 1) _ —4x
=1y e
Die einzige Nullstelle von /” ist x3 = 0.
Aus dem im Beispiel C 59 untersuchten Monotonieverhalten der Funktion / folgt sofort,
daB an dieser Stelle ein lokales Maximum vorliegt. Der Funktionswert an dieser Stelle
ist —1.

Esist f'(x) =

(3) Verhalten im Unendlichen
1 1
x? (l + ?—) 1+ =

X2+ 1 x?
Fiir x # 0 st f(x) = 5 = = -
P
X% (l - x—z) 1 - =
: 1
1+—
Ist (x,) eine beliebige unbeschrinkt wachsende Folge, soist  lim .—:" =1.
x4 1 EA
Folglich ist lim —;—— = 1. 2
st X2 — 1
< 1
Aus Symmetriegriinden folgt sofort lim b ] =1,
X=+=0C =4
Die Gerade y = 1 ist folglich ebenfalls eine Asymptote der Kurve.

Graph der Funktion f

Wir zeichnen zuerst die Asymptoten des Graphen in das Koordinatensystem ein. Die
bisher berechneten Werte gestatten jedoch vorerst nur eine sehr grobe Skizze des Kurven-
verlaufs. So kénnte der Graph von fzum Beispiel wie in Bild C 57 a), aber auch wie in

b DR

'
i
|
|
|
|
|
s i
!

=y

1 X

IS

|
i
|
|
i
1

Bild C 57 Bild C 58
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204
Bild C 57 b) (Seite 203) aussehen. Der genauere Verlauf ergibt sich aus der Berechnung
weiterer Funktionswerte. Wegen der Symmetrieeigenschaft von f kénnen wir uns auf
positive Argumente beschranken.
x 0,25 0,5 0,7 155 2 3
Sfx) | =1,13 -1,7 -30 2,6 17 1,3
Unter Verwendung dieser berechneten Werte erhalten wir den in Bild C 58 (Seite 203)
skizzierten Graph von f.
® 64 Wir untersuchen das Verhalten der Funktion f(x) = x ]/8 - x2

(1) Definitionsbereich von f
V8 — x2 ist nur fiir 8 — x2 = 0 defi-
niert.
Daraus ergibt sich fiir x die Einschran-
kung = .
|x| = V8, das heiBt — /8 = x = V8.
(2) Nullstellen von f
Wir ermitteln dazu die Losungen der
Gleichung
x- 8=x*=0. =
Wir erhalten x, = 0;x, = /8 = 2,828;
x3= -8 % —2,828.
(3) Lokale Extremwerte von f
Es ist
Fly= ]/8 — x4+ x-

2
8 — 2x2
V8 - x ’
Hier sind natiirlich jene Stellen auszu-
schlieBen, fiir die V8 E x? = 0 ist, also
x = J8und x = — |/8. Die Ableitung/”

existiert folglich nur fiir — V§ <x<]8.

S . 8 — 2x?
Die Losungen der Gleichung —=
- X

sind x4 =2 und xs = -2.

fix)=x¥8-x2;-yY8 =x=78

i v

- 2646

Bild C 59

Wenn demzufolge lokale Extremwerte von f im Imervall —18 SR < l/8 vorliegen,

so an den Stellen x4 = 2 bzw. xs = —2.

Es ist

= I
—4x )8 — x* — (8 — 2¢%). 5+

—-2x

V8 — a2

S(x) =

8 — x?

—4x(8 — x?) + (8 — 2x?) x _

V8 - x?)?
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Wegen f”(2) < 0 nimmt fan der Stelle x4 = 2 ein lokales Maximum an.

Das lokale Maximum ist f(2) = 28 — 2% = 4.

Wegen f''(—2) > 0 nimmt f an der Stelle xs = —2 ein lokales Minimum an.

Das lokale Minimum ist f(—2) = (-2)}8 — (-2)? = -4.

Um den Graph genauer skizzieren zu kénnen, errechnen wir noch

Sy =118 =1 =17 ~2646 und f(~1) = (=DV8 = (=12 = =17 = —2,646
(~ Bild C 59).

Zusammenfassung

5 1 2 1
flx) = —(3x* + 4x* — 12x2) | f(x) = E.alhl
6 x? =1
(~ Beispiel C 61) (~ Beispiel C 63)
Nullstellen = | - 5 N f(x) = 0 genau dann, wenn
(Losungen der Glei- 0= ?(BX e = 125%) ux)=x*+1=0 und
chung f(x) = 0) 2 2 . — =x? — .
B B: it om0, u(x) = x I#ON
3 3 Wegen x2 + | > O fiir alle x hat
5 B f keine Nullstellen.
x3=———-—J10
3 3
Jene Stellen x, fiir die ¢(x) =0
und u(x) + 0 gilt:
xy=1und x, = —1.
Die Geraden x = l und x = —1
sind Asymptoten der Kurve.
Lokale Extrem- Sl =267 + 207 - 4x o
pmge s |rw=edsar—d ST =y
(,. beeicht au Nullstellen der 1. Ableitung Nullstellen von f* :
Seite 189) .
von f: x3 =0
xe=0;x5 =15x = =2
£10) <0, f(0) =0 Fiir x < 0 ist f(x) > 0, also f
5 streng monoton wachsend.
£y > 0, f(l)y = — T Fiir x > 0 ist f(x) < 0, also f
6 streng monoton fallend.
[1(=2) >0, f(=2) ==~ S0) = =1
Lokaler Maximumpunkt: Lokaler Maximumpunkt:
(0;0) 0; -1
- Lokale Minimumpunkte:
16 ( 5
-2; ——|und (I ——
(-2 - 5w (1:-5)
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lim f(x) = +o lim f(x) =1
xX= <4+ 0 X= 4+ 0

lim f(x) = +w lim f(x) =1
Xm0 X —%

Aufgaben
Untersuchen Sie das Verhalten folgender Funktionen, und skizzieren Sie deren Graphen!
1.1 a)f(x) = x> — 3x? — 9x 2t a)f(x) =x* - x% - llx
b= ZEXER b) /() = —f_fj
¢) flx) = L(X’ = —I—g-x’— 4x) o) flx) = — l—(.\-‘ — 8x% + 12)
5 3 2,

1 — —
D) = =4 V5 —x Hf)=@w-2)V5-x

27 Extremwertaufgaben

® 42 Gegeben sei ein rechtwinkliges Dreieck ( ~ Bild C 60).
a) Berechnen Sie @ aus b und ¢! b) Berechnen Sie ¢ aus b und ¢!
¢) Berechnen Sie 4 aus ¢ und p!
d) Berechnen Sie den Flicheninhalt des Dreiecks aus @ und b!

® 43 Gegeben sei die Figur in Bild C 61, in der die Geraden g, und g, parallel zueinander
sind.

a) Berechnen Sie b aus a, c und d! b) Berechnen Sie b aus e, fund a!

Bild C 60 Bild C 61
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Die Beispiele C 52 und C 53 aus der Lerneinheit 21 haben uns bereits gezeigt, welche Be-
deutung die Berechnung von Extremstellen von Funktionen fiir die Anwendung der Mathematik
hat. Man nennt Aufgaben, die durch die Berechnung von Extremstellen bzw. Extremwerten
einer Funktion geldst werden konnen, Extremwertaufgaben.

Es handelt sich stets darum, fiir eine Funktion die globalen Extrema in einem durch die Auf-
gabenstellung festgelegten Intervall zu berechnen (.~ Bild C 46 auf Seite 189).

Diese globalen Extrema werden in den meisten Fillen zugleich lokale Extrema sein, namlich
immer dann, wenn sie im Inneren des betreffenden Intervalls angenommen werden. Ist das be-
treffende Intervall abgeschlossen, miissen wir die berechneten lokalen Extrema mit den Funk-
tionswerten an den Intervallenden vergleichen, um so den groBten bzw. kleinsten Funktions-
wert zu finden.

Mit den uns zur Verfiigung stehenden Mitteln konnen wir nur solche Aufgaben |6sen, bei denen
das Problem letzten Endes durch eine Funktion beschrieben wird, die nur von einer einzigen
Variablen abhingt.")

B 65 Ein GeschoB werde mit der Anfangsgeschwindigkeit vo = 400 ms-! aus einem Gewehr
senkrecht nach oben geschossen. Welche maximale Hohe erreicht es, wenn man den
Luftwiderstand unberiicksichtigt 1aBt?

Losung:

1. Ermitteln der Funktion, die die Hohe des Geschosses in Abhéngigkeit von der Zeitund
der Anfangsgeschwindigkeit ausdriickt

Aus dem Physikunterricht kennen wir das Weg-Zeit-Gesetz fiir den senkrechten Wurf

nach oben: s(r) = vot — %rz. t=0.
Entsprechend der Aufgabenstellung suchen wir den groBten Funktionswert von s.

2. Untersuchen von s auf das Vorhandensein lokaler Extremwerte

ds v
Esist — = vo — gt 2). Auswv, — gt = 0 folgt s = ?0

dr
ds . vo . . .
Wegen W —g hat s an der Stelle — ein Maximum. Es ist
g
(Uo ) Vo &g (L‘o )2 1 ve?
Siax =8 [—) = b r—2= =t —) St —n
i g g 2 \g 2 ¢

3. Bestimmen der globalen Extremwerte von s

Da das Problem durch eine quadratische Funktion beschrieben wird, folgt unmittelbar,
daB das errechnete lokale Maximum zugleich das globale Maximum von s sein muf.
Ergebnis:

Bei der gegebenen Anfangsgeschwindigkeit vo = 400 ms-' betrigt die maximale Hohe,
die das,GeschoB erreicht, etwa 8000 m, wenn man g = 10 ms-2 setzt.

Bemerkung: i 3
5
Die Formel Smax = 5 o ?" hitten wir auch aus der Zahlentafel entnehmen konnen. Beispiel C 65

zeigt, wie man diese Formel herleiten kann.
1) In der Praxis begegnen wir vor allem Problemen, die durch Funktionen mit mehreren unabhéngigen Varia-

blen beschrieben werden. ds
2) An Stelle von s* schreiben wir hierm- . Letztere Schreibweise wird besonders oft in der Physik verwendet.
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® 66 Ein Betrieb soll bei moglichst sparsamem Materialverbrauch allseitig geschlossene quader-
formige Container herstellen, die ein vorgegebenes Volumen haben und deren Breite
halb so groB wie ihre Lénge ist (.~ Einfiihrungsbeispiel auf Seite 128).

Losung:
1. Ermitteln der Funktion, die die benotigte Menge Blech in Abhingigkeit von den

Abmessungen des Quaders beschreibt (.~ Bild C 3).
Die bendtigte Menge Blech fiir den quaderformigen Behilter wird durch dessen Ober-
flicheninhalt bestimmt. Sind a, b und c¢ die Kantenlingen des Behilters, so gilt fiir
dessen Oberflacheninhalt A, die Gleichung
Ao = 2(ab + bc + ac). (1)
Ao hdngt von a, b und c ab. Unter Verwendung der in der Aufgabenstellung angegebenen
Bedingungen verSuchen wir, zwei der Variablen durch die dritte auszudriicken, damit
wir schlieBlich Ao in Abhdngigkeit von nur noch einer Variablen erhalten. Wir nutzen
dabei, daB das Volumen V des Behilters gegeben ist und daB eine Kante des Behilters
doppelt so lang wie eine andere Kante ist. Wir haben also als

a

Nebenbedingungen: b = 5 2) und V=a-b-c. (3)

14
Wegen (3) konnen wir in (1) ¢ durch i ersetzen und erhalten
a

4 W
Ao = 2(ab + be + a—) Ersetzen wir nun noch bdurchi, SO ist
b a-b 2
Vv 2v 2 v 6V
A0=2(a'i+—+—)=2(a— —) =a*+ —.
\ 2 a a 2

Damit haben wir den Oberflicheninhalt des Behilters in Abhingigkeit von a dargestellt:

Aola) = a* + ﬂ Auf Grund der Aufgabenstellung ist a > 0.
a

in lokaler mini Werte
d4, 6V

=2”——T‘

2. Untersuchen von A4, auf das Vorh

Wir bilden die 1. Ableitung von A4,. Es ist 4 (a) =
a

6V
Die Nullstellen der 1. Ableitung sind die Losungen der Gleichung 2¢ — — = 0.
a*

Durch Aufldsen nach a erhalten wira = ]/JV

Um zu entscheiden, ob an dieser Stelle ein Minimum vorliegt, bilden wir die 2. Ableitung
IZV

von A,. Esist A (a) =
Fiira > 0 ist stets Ay'(a) > 0, also auch an der Stelle l3V Damit liegt an dieser Stelle
ein lokales Minimum vor.

3. Bestimmen des globalen Minimums von A,

Die Funkuon Ao haben wir nur fiir @ > 0 definiert; dort ist sie differenzierbar. Da die

Stelle ¢ = l’3V an der A, ein lokales Minimum hat, die einzige Extremstelle von A,
im Definitionsbereich ist, muB} dieses lokale Minimum zugleich auch das globale Mini-
mum sein. Aus (2) erhalten wir fiir b:

a 13—
b-—?—T\/JV.
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Aus (3) erhalten wir schlieBlich fiir c:
1 s

v v v Iz v
BN SR PO Iy =2.V1.

== e o
V3v-=13v Jov? Yor=

Ergebnis:
Der geringste Blechverbrauch ergibt sich, wenn man den Behilter mit den Abmessungen
3

s 3 s v
a=13v, b=—2—l3V und c=2-l/? baut.

® 67 Gesucht ist ein Rechteck mit folgenden Bedingungen:
a) Der Fliacheninhalt A soll 1 m? betragen;
b) Keine Seite des Rechtecks soll langer als 2 m sein.
DaB es solche Rechtecke gibt, ist offensichtlich. So erfiillt zum Beispiel ein Quadrat mit
der Seitenldnge 1 m die Bedingungen. Auch ein Rechteck mit den Seitenlingen 1,6 m
und 0,625 m geniigt den gestellten Anforderungen.
Gibt es unter den Rechtecken, die die Bedingungen a) und b) erfiillen, ein Rechteck mit
grofrem Umfang?
Losung:
1. Ermitteln der Funktion
Bezeichnen wir die MaBzahl des Umfangs des Rechtecks mit U und die MaBzahlen der
Seitenldngen mit @ und b, so ist U = 2a + 2b.
Unter Beriicksichtigung der Nebenbedingung, daf8 der Fliacheninhalt des Rechtecks | m?
betragen soll, konnen wir die Variable b durch a ausdriicken.
Es ist a-bh = 1, also

1 5 .
b = —. Damit erhalten wir
G

1
2

A

a < 2gilt.!)

IA

2 1 .
Ula) =2a+— =2 (a + —) , wobei auf Grund der Voraussetzungen
a a

2. Untersuchen von U auf das Vorhandensein lokaler maximaler Werte
Es ist

, dUu ( 1
U= =2(1 - F)
Die einzige Nullstelle von U’, die im betrachteten Intervall liegt, ist a, = 1.

2 4

Aus der 2. Ableitung U”(a) = 2+ o5 = folgt U"(1) >0. Also hat Uan der Stelle lein
lokales Minimum. Ein lokales Maximum hat die Funktion U nicht.

3. Bestimmen des globalen Maximums von U
Der groBte Funktionswert kann nur an einem der Intervallenden angenommen werden.
Es ist
(1 1 | 1 1
=) =2 ot = :2(—+2)=5 und U@ =2(2+=)=5.
2 2 1 2 k 2

2

1 1 : ” . N
') Wenn ¢ < — ist, so folgt aus h = —sofort h > 2 im Widerspruch dazu, daB keine Seite des Rechtecks
2 a
linger als 2 m sein soll.

14 [001156]
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W 68

Ergebnis:

Unter den gegebenen Bedingungen hat
dasjenige Rechteck den groBten Um-
fang, dessen Seitenldngen 2m und 0,5m
betragen.

Der Dachboden eincs Einfamilienhauses
sollausgebaut werden. Sein Querschnitt
ist ein gleichschenkliges Dreieck (.~
Bild C 62). Wie miifiten die Linge b
und die Hohe / des Zimmers gewihlt
werden, wenn der vorhandene Raum
bei rechteckigem Zimmerquerschnitt
maximal ausgenutzt werden soll?
Losungshinweis: Geben Sie den Flidchen-
inhalt A des Zimmerquerschnitts als
Funktion von 4 an! Verwenden Sie da-
bei den Strahlensatz!

Bild C62

Zwei Punkte A und B einer geradlinig verlaufenden StraBe seien @ = 650 m voneinander
entfernt. Ein Ortsteil C habe den Abstand BC = b = 180 m von der StraBe. Der Ortsteil
soll GasanschluBl bekommen, beginnend im Punkt 4. Die Baukosten mogen langs der
StraBle k, = 72 Mark je Meter, im Gelinde jedoch £, = 85 Mark je Meter betragen.
An welcher Stelle muB beim Bau von der StraBe geradlinig abgezweigt werden, damit die
Baukosten moglichst gering bleiben?

Losung:

1. Ermitteln der Funktion

Es sei D die Stelle auf 4B (~ Bild C 63), an der die Gasleitung geradlinig von der Strale
abgezweigt wird. Es sei

D_B=.r, dannist AD =a — x.

Fiir die Baukosten erhalten wir die Gleichung

k=(@—-x)ky +y-k,y.

Mit Hilfe des Satzes des PYTHAGORAS
konnen wir y durch x ausdriicken. Es ist
y=1b* + 2.

Damit erhalten wir

k(x) = (a = x)ky + Vb* + X% ks, : ‘
wobei 0 = x = agilt. Bild C 63

>, Untersuchen von k auf das Vorhand lokaler Mini
2x kyx

Eslst ke~ Bt iy w2
2162 + Vb +

Die Nullstellen von &’ sind die Losungen der Gleichung
k - P—
ot bzw. &, Vb? + % = kax.

ki=—
V6 +
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Durch Quadrieren erhalten wir die Gleichung
K3(b? + x?) = k3x?  bzw. x*(k3 — k}) = b*kL
Wegen x = 0 hat diese Gleichung die Lésung
bk,
Yo = ————.
Vi3 — k3

Die Probe zeigt, dal} xo auch Losung der Ausgangsgleichung und damit die einzige Null-
stelle von &’ ist. Es ist

ir? 1 o2 bk} b2k} — k) + bk}

k,lb2+.\'5:k, l/b2+ /\‘i—lkf =k|l/ ( 2,‘; —l)kf 1
VPR bk,
2 1 2 1

Um zu entscheiden, ob k an der Stelle x, ein lokales Minimum hat, bilden wir die 2. Ab-
leitung von k. Es ist

ky Vb? + x% — kyx

2x
2162 + x2 ka(b® + x?) — kox?
b* + 2 b2 + 32 (b2 + 12)
kab*
= > 0fiir jedes x.
162 + v2(b% + 1?)
Folglich hat k an der Stelle x, ein lokales Minimum.

k"(x) =

3. Bestimmen des globalen Minimums von k

Durch Einsetzen der gegebenen GroBen finden wir v, * 287 m und

k(xo) = (a — xo) ky + /b + 3 ks~ 54900 M.
Der Vergleich des Funktionswertes k(.x,) mit den Funktionswerten
k(0) = ak, + bk, = 62100 M und k(a) = | b* + a* k> = 57300 M

zeigt, daB das lokale Minimum k(.x,) auch das globale Minimum von & in dem betrachte-
ten Intervall ist.

Ergebnis:

Um die Kosten fiir den geforderten Gasanschlu3 moglichst gering zu halten, mul} die
Gasleitung etwa 287 m von B entfernt von der Stralle abgezweigt werden.

Zusammenfassung

Beim Losen von Extremwertaufgaben sind folgende Schritte zu beachten.

(1)  Ermitteln einer Funktion,
die das betreffende Problem beschreibt, und des Definitionsbereiches der Funktion
(entsprechend den durch das Problem gegebenen Bedingungen)
Wenn in der Funktionsgleichung mehrere Variable auftreten, so unter Verwendung
der in der Aufgabenstellung gegebenen Nebenbedingungen alle Variablen bis auf eine
durch diese eine ersetzen (zum Beispiel Flicheninhalts- oder Volumenformel, Strahlen-

3 satz, Kathetensatz verwenden)
(2)  Untersuchen der betreffenden Funktion auf das Vorhandensein lokaler E te

14
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des

das heiBt: Entscheiden, ob einer der gefundenen lokalen Extremwerte das gesuchte
globale Extremum ist beziehungsweise ob dieses in den Randpunkten des Intervalls
angenommen wird.

Extremwertes der betreffenden Funktion,

Aufgaben

1

w

Aus einem 4,80 m langen Stiick
Winkeleisen soll das Kantengeriist
fiir ein Aquarium hergestellt werden.
Die Kantenldngen der Bodenfliche
sollen im Verhiltnis 2 : 3 stehen.
Welche Abmessungen muf3 das Aqua-
rium haben, damit sein Volumen
moglichst groB wird?

Von allen geraden Kreiskegeln, deren
Mantellinien s = 12cm lang sind,
wird derjenige mit dem groBten
Volumen gesucht.

Berechnen Sie fiir diesen Kegel Hohe
und Grundkreisradius!

Es soll ein Sportplatz, bestehend aus
einem moglichst groBen rechteckigen
Spielfeld und einer 400-m-Laufbahn,
angelegt werden. Das zur Verfiigung
stehende Gelinde 148t aber hochstens
eine Spielfeldbreite von 50 m zu.

Wie ist der Sportplatz anzulegen?
Welchen Flicheninhalt hat das Spiel-
feld?

Einem Halbkreis soll ein Rechteck
mit moglichst gro3em Flidcheninhalt
so einbeschrieben werden, daB3 eine
Rechteckseite auf dem den Halbkreis
begrenzenden Kreisdurchmesser liegt.
In welchem Verhiltnis miissen die
Lingen der Rechteckseiten zueinan-
der stehen?

6

Das Kantengeriist eines quaderférmi-
gen Transportkifigs soll aus 36 m
Winkeleisen hergestellt werden.

Bei welchen Abmessungen fiir Linge,
Breite und Hohe erhdlt man das
groBte Volumen des Kifigs, wenn
dessen Hohe halb so groB wie die
Lange sein soll?

Welcher Kreiszylinder hat bei gegebe-
nem Oberflicheninhalt 4, das groBte
Volumen?

Bestimmen Sie das Verhiltnis der
Langen von Grundkreisradius und
Hohe!

Mit 100 m Maschendraht soll ein

rechteckiges Tiergehege eingeziunt

werden, und zwar

a) freistehend,

b) mit einer Seite an eine Mauer
angrenzend, .

¢) mit zwei Seiten in eine Mauerecke
eingebaut.

Bei welchen Abmessungen des Recht-

ecks ergibt sich jeweils die groBte Ge-

hegefliche?

In welchem Verhiltnis stehen die

Flacheninhalte bei a), b) und ¢)?

Fertigen Sie maBstabgerechte Skizzen

fiir die drei Fille an!

Bestimmen Sie den groBten und den
Funktionswert, den die

kleinsten
Funktion f(x) = Jx* —
Intervall {—1;2) annimmt!

+ 1 im
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Stammfunktionen

28 Umkehrung der Differentiation

Durch die Differentiation wird einer gegebenen differenzierbaren Funktion f die Funktion f*
zugeordnet.

Umgekehrt ist es bei vielen Problemstellungen der Mathematik und ihren Anwendungen not-
wendig, zu einer gegebenen Funktion feine Funktion F zu ermitteln, die fals Ableitung hat.
Diese Fragestellung tritt zum Beispiel auf, wenn zu der Geschwindigkeit-Zeit-Funktion einer
Bewegung die Weg-Zeit-Funktion dieser Bewegung bestimmt werden soll.

® 45 Uberpriifen Sie durch Differenzieren, daB fiir die im Beispiel C 69 genannten Funktionen
F’ = fgilt!
Bilden Sie selbst weitere Beispiele!

» 6 | DEFINITION

Es seien f und F in einem Intervall / definierte Funktionen, F sei in / differenzierbar.
Ist F'(x) = f(x) fiir jedes x € /, so heiBt F eine Stammfunktion von f im Intervall /.

Bemerkung: Gilt F'(x) = f(x) fiir jedes x des gemeinsamen Definitionsbereiches von F und £,
so nennen wir F eine Stammfunktion von f.

® 46 Ermitteln Sie - falls moglich — fiir folgende Funktionen je eine Stammfunktion!
: . 1
a) f(x) = 4x b)S(x) = x? = 3x + 4 o) flx) = Tole> 0)

Fiir welche Funktionen gibt es eine Stammfunktion?

Kann es zu einer Funktion mehrere Stammfunktionen geben?
Von diesen beiden Fragen ist die erste zweifellos die schwierigere. Wir stellen diese Frage
vorliufig zuriick. Im Kapitel D werden wir zeigen, daB fiir jede im Intervall / stetige Funktion
eine Stammfunktion in / existiert.
Wir wenden uns der zweiten Frage zu.

® 47 a) Zeigen Sie, daB die Flmklionen Fi(x) = x2 = 2x = 2, Fa(x) = v% = 2x + 0,5 und
Fiylx) = x2 — 2x + |3 Stammfunktionen der Funktion f(x) = 2x — 2sind!
b) Skizzieren und vergleichen Sie die Graphen der Fuhktionen F,, F», F;!
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¢) Wodurch unterscheiden sich die angegebenen Stammfunktionen voneinander?
d) Es sei Feine Stammfunktion von fim Intervall /. Zeigen Sie: Fiir jede reelle Zahl ¢
ist die Funktion F + ¢ ebenfalls eine Stammfunktion von VA

Aus dem Ergebnis des Auftrages C 47 folgt:

Existiert zu einer gegebenen Funktion f in einem Intervall /
eine Stammfunktion F, so gibt es unendlich viele solche Stammfunktionen.

Wir wollen jetzt voraussetzen, daB F eine Stammfunktion von f'ist. Aus dem Ergebnis des Auf-
trags C 47 d) entnehmen wir, daB dann auch die Funktion F + ¢ fiir jedes reelle ¢ eine Stamm-
funktion von fist.

Gibt es aufler den genannten Stammfunktionen noch weitere Stammfunktionen von f?
Der Beantwortung dieser Frage dienen die beiden folgenden Aussagen (*) und (**).

(&) l Jf'ist eine konstante Funktion genau dann, wenn fiir jedes x gilt: f’(x) = 0. 1

Beweis der Aussage (*):

Die Aussage (*) besteht aus zwei Teilaussagen:

a) Wenn f'eine konstante Funktion ist, so gilt f’(x) = 0 fiir jedes x.

b) Wenn f“(x) = 0 fiir jedes x gilt, so ist feine konstante Funktion.

DaB die Teilaussage a) gilt, wissen wir bereits, denn die Ableitung jeder konstanten Funktion
ist Null.

Wir beweisen die Aussage b).

Voraussetzung : Fiir jedes x gilt f'(x) = 0.
Behauptung:  fist eine konstante Funktion.

Wir zeigen, daB die Funktionswerte von f an beliebigen Stellen @ und b iibereinstimmen, das
heif}t, wie man auch Zahlen a und b wibhlt, stets ist f(a) = S(b).

Dazu wenden wir den Mittelwertsatz (» Satz C 8) an. Sind nimlich @ und b beliebige reelle
Zahlen mit a < b, so gibt es nach dem Mittelwertsatz eine Zahl £ mita < & < b und

(b) - fla y
/—f( ) = f(%). Q)]
b—-a
Aus (1) folgt durch Multiplikation mit (b — a) sofort f(b) — f(a) = f1(3) (b — a).
Da nun nach Voraussetzung /* an jeder Stelle den Wert Null hat, ist /"(£) = 0, also
J(b) - fla) =0,
woraus
flb) = fla)

folgt. Da a und b beliebig gewiihlt waren, stimmen die Funktionswerte von f an allen Stellen
liberein, das heiBt aber: fist eine konstante Funktion. Damit ist die Aussage (*) bewiesen.

(&) Sund g seien differenzierbare Funktionen.
Wenn ' = ¢,
so unterscheiden sich f'und ¢ nur um eine Konstante,
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Bemerkungen:
a) f” = g’ besagt, daB die Funktionen /" und g’ ein und denselben Definitionsbereich
haben und fiir alle x aus diesem Definitionsbereich f’(x) = g'(x) gilt.
b) Wenn es eine reelle Zahl ¢ gibt, so daB fiir alle x gilt f(x) = g(x) + ¢, so sagt man:
fund g unterscheiden sich nur um eine Konstante.
Beweis der Aussage (**):
Voraussetzung: Es ist f'= g’.
Behquptung:  Es gibt eine Konstante ¢ mit f(x) = g(x) + c fiir alle x.
Wir finden eine solche Konstante dadurch, daB wir Aussage (*) auf die Funktion
h(x) =f(x) — g(x) anwenden. Fiir ihre Ableitung gilt nach Voraussetzung
h(x) = f(x) - g(x) =0 ’
fiir alle x. Aus Aussage (*) folgt dann, daB 4 eine konstante Funktion ist. Also gibt es eine reelle
Zahl ¢ mit A(x) = c fiir alle x. Damit gilt
flx) —g(x) =c bzw. f(x) = g(x) + c.
Nun kénnen wir die zuletzt gestellte Frage (.~ Seite 213) beantworten.
Es sei Feine Stammfunktion von f. Ist G eine andere Stammfunktion von f; so gilt
G'(x) = F'(x) = f(x)
fiir jedes x des Definitionsbereiches von /. Nach Aussage (**) unterscheiden sich Fund G nur
um eine Konstante, das heiBt, es gibt eine Zahl ¢ derart, daB fiir jedes x aus dem Definitions-
bereich gilt:
G(x) = F(x) + c.

Il | SATZ
Kennt man i eine ktion F einer ktion f, so kennt man bereits
die Menge aller Stammfunktionen von f. Diese Menge enthiilt genau diejenigen Funktionen, die
man aus der Funktion F durch Additi c erhilt.

® 70 Gibt es eine Stammfunktion der Funktion f(x) = 2x, die an der Stelle | den Funktions-
wert (—3) hat?

Losung:
Die Funktion F(x) = x? ist eine Stammfunktion der Funktion /. Wegen F(1) = 1 enthalt
/ F nicht das geordnete Paar [1; —3]. Alle anderen Stammfunktionen von ferhilt man aus

F durch Addition einer Konstanten. Wir haben also zu priifen, ob es eine Konstante ¢
gibt derart, daB x* + ¢ an der Stelle 1 den Wert (—3) hat, das heif3t, ob die Gleichung

12 + ¢ = —3 eine Losung hat.
Die Zahl (—4) ist Losung der Gleichung und damit erfiillt die Funktion G(v) = x* — 4

die obengenannten Bedingungen.

Aufgaben
Geben Sie jeweils drei verschiedene Stammfunktionen zu den folgenden Funktionen an!
Lt a)flx) = &2 21 a)fl) =37

|
h)f(r) = I—Z + 6 b)y(;) = -2 —
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3. Geben Sie drei verschiedene Funktionen f mit der Ableitung f'(x) = 2x — 2 an, und
stellen Sie diese graphisch in ein und demselben Koordinatensystem dar!

Bestimmen Sie je eine Funktion f, die den angegebenen Bedingungen geniigt!

" 4
41 aflo = % +6; f()=4 54 a0 = “T +2v = 3; f(0) =0
) f(x) = 4; J(0) =2,7(1) =0 by f(x) = % 1) =2
) f'(x) =1; fay =1 o) f(x) = ax; aceR
1 1
O ) = ——=; () =1 D) = — ——; f0) = —2
2Vx 2Vx

29 Regeln fiir das Aufsuchen von Stammfunktionen

Da das Aufsuchen von Stammfunktionen die Umkehrung des Differenzierens ist, erhalten wir
aus den uns bekannten Differentiationsregeln Regeln fiir das Aufsuchen von Stammfunktionen.
So erhilt man beispielsweise folgende Regeln:

(a) Ist F eine Stammfunktion von f und G eine Stammfunktion von g,
so ist F + G eine Stammfunktion von f + g.')

(b) Ist F eine Stammfunktion von fund c eine beliebige reelle Zahl,
so ist ¢ + F eine Stammfunktion von ¢ - f.

(c) Fiir jede rationale Zahl r mit r = — 1 ist die Funktion

tion der Funktion f(x) = x’.2)

1 La
F(x) = 5 « x+1 eine

r+

® 48 Beweisen Sie die Regeln (a), (b) und (c)!

Eine Stammfunktion F von f

S e 2 =1 .=
/'(x)=4.r’+lx+7~l'5 F(x)=x‘+Tlrx3—T—|5-.\'

ist, wenn f'und g cinen i D i eich haben.
ungen fiir v in Abhiingigkeit vom E r.

1) Man beachte, daB diese Regel nur si
2) Man beachte die ligen Einschril
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Aufgaben

Geben Sie fiir die folgenden Funktionen jeweils drei Stammfunktionen an!

1 _
LT a) fx) = x b) f(x) =7x+ 12 21 A ) =x-5 b)f(x)=n—;x
) flx) = =3x2 D f(x) =0 ) fix) =422 D fn) =13

Geben Sie zu jeder der folgenden Funktionen jeweils eine Stammfunktion an!
3 A ) =n-x'(n>0) 41 ) f) = ——\L—-(n >1,x #0)
by fry=r3 +12+1+1 b) f(x) = x(x? + 2)
) gth) = (B + 1) h? ©) f(x) = a,x* + a1x + ao
D fx) = %(n >1,x+0,b+0) 4 f(z2)=(z + 3)(z2 —%z + 3)
Dpny=Va-1+1b @a>006>0 ©) f(a) = ax® + a%® + x*
519 fl) =—S—(x > 0) o1 D)= - —— >0
3)x 3x Jx
1 N |
b) fx) = —=(x > 0) b) f(x) = —— (x > 0)
Vx l":’
2 s . a b
©) flx) =3xF — 22+ x 3 (x > 0) ©) flx) = — = —— (x>0
V-\'z ¥ V—"
a__ -2
D f= ¥ Va2 (x> 0) D s = l — (x>0
f x
7. Verallgemeinern Sie die Regel (a) auf » Funktionen (» beliebige natiirliche Zahl, n = 2),
und beweisen Sie diese Regel durch vollstindige Induktion!
8. Begriinden Sie, daB es zu jeder ganzen rationalen Funktion f(x) = i a;x' eine Stamm-

i=0

funktion gibt, die wiederum eine ganze rationale Funktion ist!

Ermitteln Sie eine Stammfunktion F von f, die folgenden Bedingungen geniigt!

91 A m=3 FOS5=7 1.8 2) f = - Vs, F(12) = =17
3 T 7
b) £ - 2 % - b) £(yv) = v S, -y = —
) flx) = S =020+ 15 FO) =0 ) fi) = 53 T FR ==
‘- 4 - 3 =
Df=1Vx; F)= < O fiy) =xly;  F2) = 5 12

Ubungen und Anwendungen

Bestimmen Sie unter Verwendung der Thnen bekannten Differentiationsregeln die 1. Ableitung
folgender Funktionen!
LT a) g = v (1 -+ 21 ) ) = 4 v+ D = x4 1)
D) fix) = (¥ = av)? D) f(x) = (& — @) (3 + b)
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=7x
©) f(x) = ¢) flx) = ——
f(x) e S(x) 3 ox
1 1 1 +
Dfx)=—+—5+— ) @ fy =219
X X o . X -
XS0 x* + 6x?
e) =" - e) flx) = ——M—
fx) x* +x ) x% +12x + 36
) f(x) = (4x5 — 20x + 1)* ) f(x) = [(x* + x) (¢ = 5x + D]
2 5
2 3 b
31 a) fx) = 3 -2 + x7 b A fx) = - —
Vx2 o xVx
1+ V: a+b V;
b) f(x) = = b) f(x) = ———
S(x) T Sx) s
T 2 =&
x =1 x? -4
c) = |/ —— c) s e
£x) l/x - ) ]/ e
3
5. Gegeben sei die Funktion /(x) = % - sx.
a) Berechnen Sie den Differenzenquotienten von f an der Stelle xo = 0, und ermitteln
Sie den Grenzwert des Differenzenquotienten fiir 4 — 0!
b) Berechnen Sie die erste, zweite und dritte Ableitung von f!
¢) Berechnen Sie die Zahl f(2) — f(=2)!
d) Berechnen Sie die Nullste]len der 1. Ableitung von f!
€) Fiir welché Zahlen x ist f"(x) = f"(x)?
£y
1) Zeigen Sie, daB fiir alle x gilt: f(x) - /""(x) + 5 f"(x) = —8—,\"!
5
6. Gegeben sei die Funktion f(x) = x* + -
a) Berechnen Sie die erste, zweite, dritte und vierte Ableitung von f!
b) Untersuchen Sie f auf Nullstellen und Polstellen!
¢) Berechnen Sie die Nullstellen der 1. Ableitung von /!
d) Berechnen Sie die Zahlen f(2), f(1,2), /*(=2), /' (1)!
7. Gegeben sei die Funktion /'mit f(x) = x*.
a) Welchen Anstieg hat der Graph von fan der Stelle 0?
b) Zeichnen Sie den Graph der Funktion fund die Tangente an diesen Graph im Punkt
P(0; 0)! Beschreiben Sie den Verlauf des Graphen von / beziiglich der Tangente
in einer Umgebung von 0!
¢) Geben Sie eine Gleichung der Tangente an den Graph von fim Punkt mit der Abszisse
x =2an!
8. Gegeben sei die Funktion f(x) = x* — 2x + 1.
a) Welchen Winkel bildet die Tangente an den Graph von / im Punkt P(—2;/(-2))
mit der positiven x-Achse?
b) Geben Sie eine Gleichung dieser Tangente an!
¢) Berechnen Sie die Schnittpunkte dieser Tangente mit den Koordinatenachsen'!
9. Gegeben sei die Funktion /mit /(x) = |x = I.

a) Berechnen Sie diejenigen Punkte, in denen die Tangente an den Graph von / mit der
positiven x-Achse den Winkel 45° bildet!
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b) Zeichnen Sie den Graph von f'und die betreffenden Tangenten!
¢) Geben Sie fiir die betreffenden Tangenten eine Gleichung an!

Gegeben sei die Funktion /' mit f(x) = x2 — 3x + 5.

a) Berechnen Sie die Koordinaten derjenigen Punkte, in denen der Graph von f'den An-
stieg | bzw. —3 hat!

b) Bestimmen Sie fiir die berechneten Punkte jeweils eine Gleichung der Tangente an
den Graph von f!

¢) Berechnen Sie die Koordinaten des Schnittpunktes der betreffenden Tangenten!

d) Zeichnen Sie den Graph von fund die Tangenten an den Graph von fin den berechne-
ten Punkten! Lesen Sie aus der Zeichnung Naherungswerte fiir die Winkel ab, die die
Tangenten mit der positiven x-Achse bilden!

L 1
Gegeben sei die Funktion f(x) = — —2—,\' - 2.
Bestimmen Sie eine Gleichung fiir die Tangente an die Parabel y = x2 + x + [, diedem
Graph von fparallel ist!
Es sei g eine an der Stelle 0 differenzierbare Funktion.

a) Zeigen Sie, daB die Funktion f mit f(x) = lr‘/.\' + 1 -g(x) an der Stelle 0 ebenfalls
differenzierbar ist!
b) Berechnen Sie /7(0)!

i b g
Gegeben sei f(x) = 'y (_\~ + — _)_

ex +d c
d — by
a) Zeigen Sie, daB f'(x) = ﬁ ist!
b) Uberpriifen Sie an Hand der unter a) gewonnenen Formel, ob die Funktion
2x -3 1
glx) = =t (.\- + — -—) monoton wachsend bzw. fallend ist!
Sx +1 5)
5 . X + 4 2
©) Welcher Bedingung muB « geniigen, damit die Funktion g(x) = u\. (x - —)
monoton fallend ist? 2045 5
: , - 5 . = g a2+ 2 +2 X
Weisen Sie nach, daB fiir die Funktion f mit f(x) = —Z—folgende Gleichung
giltz: I #(f)2 = 2foyf*

x2 F
Zeigen Sie, daB fiir die Funktion f(v) = =
| = x*
4x

Gegeben sei die Funktion f(x) =(x? — 2) (1 + x)°.

2) Stellen Sie fest, welche Ableitungen der Funktion / fiir alle x Null sind!

b) Wie oft muB man fableiten, um eine ganze rationale Funktion 2. Grades zu erhalten?

¢) Bestimmen Sie n derart, daB der Graph der n-ten Ableitung von feine Gerade ist, die
nicht parallel zur x-Achse ist!

d) Berechnen Sie /(x)!

¢) Berechnen Sie die Nullstellen der 1. Ableitung von f!

1
1 folgende Gleichung gilt:

X* =

fl¥) =

L) (20 §F )Y

Gegeben sei die Funktion / mit f(x) = 1 (x 1),

= X
) Berechnen Sie diejenigen Stellen v, fiir die /'(x) = | gilt!
b) Berechnen Sie die zweite, dritte und vierte Ableitung der Funktion /!
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19.

20.'

21.

)
)

©) Zeigen Sie durch vollstindige Induktion, daB fiir alle natiirlichen Zahlen n mitn > 1
FO ) =al(l = x)"! gilt!

Berechnen Sie, nach welcher Zeit ein Korper aus 120 m Hohe im freien Fall den Erd-
boden erreicht (der Luftwiderstand soll unberiicksichtigt bleiben, die Fallbeschleunigung
auf der Erde 10 ms™? gesetzt werden)?

Welche Geschwindigkeit hat der Korper beim Auftreffen auf den Erdboden?

Es sei s = f(t) die Weg-Zeit-Funktion einer geradlinigen Bewegung.

a) Begriinden Sie: Ist f eine differenzierbare Funktion, so ist die Funktion v = f'(r)
die Geschwindigkeit-Zeit-Funktion dieser Bewegung!

b) Geben Sie die Geschwindigkeit-Zeit-Funktion fiir den freien Fall an!

¢) Ist die Funktion /” an der Stelle ¢, differenzierbar, so ist lim f(l.—-f-ll)_:_f_ﬂ
die Augenblicksbeschleunigung zum Zeitpunkt 7, . ar=0 ay
Zeigen Sie, daB die Beschleunigung beim freien Fall konstant ist!

d)* Bilden Sie fiir die in Aufgabe 2.* der Lerneinheit 2 auf Seite 137 beschriebene Be-
wegung die Geschwindigkeit-Zeit-Funktion, und zeichnen Sie das Geschwindig-
keit-Zeit-Diagramm der Bewegung!

e)* |st die Geschwindigkeit-Zeit-Funktion der unter d)* betrachteten Bewegung an der
Stelle 1 = 2s differenzierbar?

f) Es sei f(r) = at* + bt + ¢ die Weg-Zeit-Funktion eines sich auf geradliniger Bahn

mit konstanter Beschleunigung bewegenden Kaorpers.
Bestimmen Sie @ und b, wenn bekannt ist, daB ¢ = S m und im Zeitpunkt 7 = 2 s die
Geschwindigkeit 15 ms ' und die Beschleunigung 3 ms™? betrigt!

) Die Flugbahn einer Bombe im luftleeren Raum kann (unter vereinfachten Bedingungen)
durch die Funktion f mit f(x) = ﬁ;; x% + h beschrieben werden. Dabei ist x die
0

waagerechte Entfernung der Bombe vom Abwurfort. /(x) die Hohe der Bombe iiber dem

ebenen Gelinde, v, die Geschwindigkeit des Flugzeuges, g die Erdbeschleunigung und

h die Hohe des Flugzeuges.

a) An welcher Stelle trifft die Bombe auf dem Geldnde auf?

b) Welchen Anstieg hat die Flugbahn an der Stelle, an der die Bombe auf dem Ge-
lande auftrifft?

©) Berechnen Sie die betreffenden Werte fiir A = 1000m und o = 800 kmh~'!

d) Zeichnen Sie den Graph von ffiir die unter c) angegebenen Werte!

') Die Flugbahn einer Luft-Boden-Rakete werde durch die Funktion f mit
f(x) = —0,01 x* + 0,6x + 15 beschrieben.
Gibt x die waagerechte Entfernung der Rakete vom AbschuBort in Kilometer an, so ist
[(x) die Hohe iiber dem ebenen Gelidnde in Kilometer.
2) |n welcher-Hohe wurde die Rakete gestartet?
b) An welcher Stelle trifit die Rakete auf?
¢) Unter welchem Winkel trifft sie auf?
d) Bestimmen Sie die Koordinaten des Gipfelpunktes der Flugbahn!
) Zeichnen Sie den Graph der Funktion!

Entnommen aus: Fucks, S., u.a.: Elementarmathematik Hinweise, Formeln und Aufgaben zur Vor-

bereitung auf das Studium an einer Militirakademie. Studienmaterial Dresden: Militirakademie Friedrich
Engels 1974
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1
x4+ x -2
a) Bestimmen Sie diejenigen Stellen, an denen die Funktion f nicht stetig ist!
b) Untersuchen Sie das Verhalten der Funktion f bei Anniherung an diese Stellen!

22.  Gegeben sei die Funktion f'mit f(x) =

23.  Bestimmen Sie den groBten und den kleinsten Funktionswert der Funktion
f(x) = x* = 3x + 3 im Intervall {—1,5;2,5)!
24.  Weisen Sie nach, daB fiir die Funktion f mit f(x) = x® — x2 — 6x gilt:~
a) f(—=2) = f(3); b) fhat im Intervall (—2; 3) ein lokales Extremum!
25. Esseif(x) = x* — px + q.
Geben Sie Bedingungen fiir p und ¢ derart an, daB f sowohl ein lokales Maximum als
auch ein lokales Minimum hat! Berechnen Sie die Extremstellen!
Berechnen Sie die Extremstellen folgender Funktionen (falls solche existieren)!
264 a) f(x) = x* — 3x2 274 a) flx) = x

b) f(x) = x* — 4x® + 4x2 + 1

x2 =1
¢) flx) = =
x3
d) f(x) = ————
) f(x) T
2 s D
e) f(x) = ol a
xr =3
U— IR
281 a)f(x)=x)x+3 29.1 a) flx) =5]a2 — Ju®
b) F(a) = all4r® — a?; b) gh) =26 + 6 — |b? — 2,25;
0=axs2 bz=15

30. Untersuchen Sie, ob die folgenden Funktionen /im Intervall <0; 4% monoton sind!

1 1 -
a) f(x) = 7,\"‘ - ?.\'2 +x -5 b) f(x) = Jx
©) flx) =36 — 10x — 92 + 34° d) f(x) = Jx(1 = x)
31. Berechnen Sie den groBten und den kleinsten Funktionswert von f(x) = x* — 9y im

Intervall { —4; +1)! Zeichnen Sie den Graph-von fim genannten Intervall!

Bestimmen Sie - soweit vorhanden - Nullstellen Polstellen, lokale Extremstellen und das
Verhalten im Unendlichen der folgenden Funktionen £, und zeichnen Sie jeweils den Graph
von f!

* + 4
321 @) fia) = ——g 334 a) flx) = x* + 647 + 10
| _\.4 542
e I - 2 5 X
b) flx) = 0 (v 13x% + 36) b) f(x) T + > +9
T st L ) fl) mme =1
o) flv) = ——— ¢) filx) ==
T X2 ’ A =4y + 4

a2 - 2v + 3
A ="

) fl) =
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34.

w
o

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44,

45.

Bestimmen Sie den Definitionsbereich, die Nullstellen und lokalen Extremwerte der fol-
genden Funktionen!

a)f) = Vv + 14 —x

Bestimmen Sie den Definitionsbereich, Nullstellen, Polstellen, lokale Extremwerte und

das Monotonieverhalten der Funktion f(x) = — und skizzieren Sieihren Graph!

Gegeben sei die Funktion f(x) = x — 2 |x.

a) Bestimmen Sie den Definitionsbereich von f!

b) Berechnen Sie die Nullstellen von f!

¢) Untersuchen Sie die Funktion fauf lokale Extremwerte!

d) Berechnen Sie die Anstiege des Graphen von fan den Stellen 1; 4; 6,25; 10!
¢) Skizzieren Sie den Graph von f!

Bestimmen Sie das Monotonieverhalten sowie die lokalen Extremstellen von /!
a)f(x) = (x + 2)(x = 3)? D) f(x) = (x = )2 (x = 6)

Fiir welche positive Zahl x ist die Differenz v — x* am groften?
Fiir welche positive Zahl x ist die Summe v + — am kleinsten?
X

Die Zahl 8 soll so in zwei Summanden zerlegt werden, dal3 (falls moglich)
a)das Produkt; b)die Summe der Quadrate;

¢)die Differenz der Quadrate; d)die Summe der dritten Potenzen;
¢)die Differenz der dritten Potenzen

der beiden Summanden einen Extremwert annimmt.

Gegeben sei die Funktion /'mit f(x) = [.\-Z - 1|.

a)Zeichnen Sie den Graph der Funktion /!

b)Begriinden Sie, daB die Funktion f an den Stellen | und — 1 nicht differenzierbar
ist!

¢)Geben Sie die lokalen Extrema der Funktion fan!

d)Hat die Funktion globale Extrema?

Einem gleichseitigen Dreieck soll ein Rechteck mit moglichst grolem Flicheninhalt
einbeschrieben werden, wobei eine Rechteckseite auf einer Dreieckseite liegen soll
(~ Bild C 64).

Einem geraden Kreiskegel mit dem Radius R und der Hohe H soll ein Kreiszylinder mit
moglichst groem Volumen einbeschrieben werden (.~ Bild C 65).

Wiihlen Sie unter allen Kreissektoren mit dem Umfang U denjenigen mit dem grof3ten
Flicheninhalt aus!

Der Querschnitt eines 25 m langen Tunnels besteht aus einem Rechteck mit aufgesetztem
Halbkreis ( ~ Bild C 66). Der Umfang des Querschnitts betrdgt 18 m. Wie ist der Radius
des Halbkreises zu wihlen, damit das Volumen des Tunnels moglichst grofl wird?
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46.

47.

48.

49.

50.

Bild C 64 Bild C 65 Bild C 66

Man zerlege eine 20 cm lange Strecke so in zwei Teile, daB der Flicheninhalt der aus den
Teilstrecken konstruierten Rechteckflichen moglichst klein wird.

Inein beliebiges Dreieck mit der Grundseite g und der Hohe 4 legen wirein Parallelogramm
mit moglichst groBem Flicheninhalt derart, daB eine Parallelogrammseite auf der
Grundseite des Dreiecks liegi. Wie viele Losungen hat die Aufgabe?

Welche Abmessungen miiBten zylindrische Konservendosen mit gegebenem Volumen V'
haben, damit zu ihrer Herstellung moglichst wenig Blech verbraucht wird?

In eine gegebene Halbkugel sollein Kegel einbeschrieben werden, dessen Spitze im Mittel-

punkt der Grundfliche der Halbkugel liegt.

4) Fertigen Sie eine Skizze von Halbkugel und Kegel an (Achsenschnitt)!

1) Bestimmen Sie die Abmessungen des Kegels in Abhingigkeit vom Radius R der Halb-
kugel, wenn das Volumen des Kegels moglichst groB sein soll!

¢) Berechnen Sie das maximale Volumen!

Ein oben offener quaderformiger Behilter mit quadratischer Grundfliche soll ein Fas-
sungsvermogen von 32 m* haben. Welche Abmessungen muf der Behilter haben, damit
fiir seine Innenauskleidung moglichst wenig Material benétigt wird?

Zwei Onmsche Widerstinde R, und R, ergeben bei Parallelschaltung einen Gesamt-
widerstand von 90 Q. In Reihenschaltung soll ihr Gesamtwiderstand minimal sein.
Berechnen Sie R, und R,!

Bild C 67 zeigt den GrundriB eines
Hauses, das aus drei Raumen und einem
Flur der Breite x besteht. Die Gesamt-
linge der Winde soll 90 m betragen.
Wie groB ist x zu wihlen, damit die
Grundfliche der drei Riume zusammen
moglichst groB wird?

Fertigen Sie eine mafstabgetreue Skizze - - -
des Grundrisses unter Verwendung der Bild C 67
errechneten Werte an!
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53.

54.

55.

Ein Wasserbehilter soll die Form eines Kreiszylinders mit unten angesetztem geradem
Kreiskegel haben. Die Hohe des Zylinders soll 2 m, die Mantellinie des Kegels 6 m
betragen. Welche Abmessungeh muB der Behilter bei groBtem Fassungsvermogen haben?

Aus einem 90 cm breiten rechteckigen Blech mit der Lénge 5m soll eine Rinne von
trapezformigem Querschnitt hergestellt werden. Dazu biegt man an den Lingsseiten
gleich breite Rander um 60° hoch. Wie breit miissen die Randstreifen gemacht werden,
wenn der Querschnitt der Rinne moglichst grol werden soll?

Gegeben sei ein Quadrat mit der Seitenlinge a, das von einer parallel zu einer Diago-
nalen des Quadrates verlaufenden Geraden geschnitten werde (~ Bild C 68).

2) Geben Sie den Flicheninhalt 4 der schraffierten Fliche als Funktion von x an!

b) Diskutieren Sie diese Funktion!

Bilder C 68, C 69

\

Aus drei Holzbrettern von je 20 cm Breite soll eine Wasserrinne von trapezformigem
Querschnitt mit moglichst groem Fassungsvermogen gebaut werden.

Geben Sie eine genaue Konstruktionsanweisung!

Einem Halbkreis mit dem Radius r soll ein gleichschenkliges Trapez so einbeschrieben
werden, daB eine parallele Seite der Durchmesser des Halbkreises ist.

Berechnen Sie die Linge der anderen parallelen Seite fiir den Fall. daB der Flacheninhalt
des Trapezes am groften ist!

Zum Schutz gegen mechanische Beschddigungen werden unterirdisch verlegte Kabel
mit Formstiicken aus Beton so abgeschirmt, dafl die Kabel in einem Hohlraum liegen
(~ Bild C 69). Der Hohlraum soll eine rechteckige Querschnittsfliche von 18 dm?
Inhalt haben. Wand- und Deckenstirke betragen jeweils | dm. Fiir die Herstellungder
Formstiicke soll moglichst wenig Beton verbraucht werden, das heif3t, der Inhalt der in
der Skizze dunkelblau gefirbten Fliche soll minimal werden. Berechnen Sie fiir diesen
Fall die Abmessungen « und b der Querschnittsfliche des Hohlraumes!

Von allen Kegeln mit konstantem Volumen V ist derjenige gesucht, dessen Mantel den
kleinsten Flicheninhalt hat.

Zum Bau eines an den Stirnwinden offenen Schuppens sollen zwei senkrecht aufzustellen-
de Bretterwinde mit der Hohe ¢ = 3,5 m durch zwei Wellbleche von der Breite b = 4,65 m
ein Satteldach erhalten. Die Bleche sollen auBlen jeweils 15 cm iiberstehen. Welchen Ab-
stand miissen die senkrechten Winde voneinander haben, damit das Fassungsvermogen
des Schuppens am groften wird?
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61.

62.

64.

65.

Beweisen Sie, daB von allen Dreiecken mit einer gegebenen Grundseite g und gegebenem
Umfang 2s das gleichschenklige den gréBten Flicheninhalt hat!

Anleitung: Der Flacheninhalt eines Dreiecks kann aus den drei Seiten a, b, ¢ des Drei-
ecks nach der Formel von HERON') 4 = l/x(s —a)(s —b)(s—c)mita+ b + ¢ =25
bestimmt werden.

Eine Artillerie-Einheit der Nationalen Volksarmee hat einen Stellungswechsel von 4 nach
B (~ Bild C70) durchzufithren. Wihrend A an einer geradlinig verlaufenden StraBe
liegt, ist Bein 12 km von der StraBe entfernt liegender Gelandepunkt. Der FuBpunkt des
Lotes von B auf die StraBe ist 20 km von A4 entfernt. Die Marschgeschwindigkeit der
Einheit betrigt auf der StraBe v, = 50 kmh™" und im Gelidnde v, = 25 kmh™'. An
welcher Stelle muf3 die Kolonne von der StraBle abbiegen, um den Stellungswechsel in
moglichst kurzer Zeit zu vollziehen?

i Mafangaben in cm

Bilder C 70, C 71 Bild C 72

Von den Punkten 4 und B mogen ein Frachtschiff und eine Yacht gleichzeitig in zuein-
ander senkrechten Richtungen abfahren (.~ Bild C 71). lhre Geschwindigkeiten sind
vy = 24 kmh-', ¢y = 40 kmh-"'.

Nach welcher Zeit ist der Abstand zwischen ihnen am geringsten, wenn 4B = 145 km
betragt?

Aus trapezformigen Blechabfillen (.~ Bild C 72) sollen Rechtecktafeln mit groBtem
Fliacheninhalt zur weiteren Verwertung herausgeschnitten werden. Berechnen Sie die
Seitenlidngen einer solchen Rechtecktafel!

In einem volkseigenen Betrieb der Elektroindustrie werden jahrlich 12000 Stiick eines
bestimmten Halbfabrikats von einem Zulieferbetrieb zum Preise von | M je Stiick
bezogen. Die Bestellung erfolgte bisher zweimal im Jahr, und zwar Anfang Januar und
Anfang Juli. Die Verwaltungskosten betragen fiir jede Bestellung 30 M. Die Kosten der
Lagerhaltung betragen jihrlich 20% des Wertes des durchschnittlich am Lager befind-
lichen Materials.

') HERON VON ALEXANDRIA (um 75 u. Z.), griechischer Mathematiker und Techniker

15

[00 11 36
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a)Wie hoch sind die Kosten fiir Bestellung und Lagerhaltung?

b)Wie hoch sind die Kosten, wenn viermal im Jahr die fiir jeweils ein Quartal benotigte
Menge (3000 Stiick) bestellt wird?

¢) Bei welcher Anzahl von Bestellungen entstehen die geringsten Kosten, wenn man davon
ausgeht, daB bei jeder Bestellung die gleiche Stiickzahl fiir einen gleichlangen Zeitraum
bestellt wird? Wie hoch sind die Kosten in diesem Falle?

Ein Betrieb fertigt ein gewisses Erzeugnis, dessen Bedarf wihrend einer Zeitspanne T
genau r Stiick betragt. Der Betrieb fertigt das betreffende Erzeugnis in Losen.?) Die
Gesamtkosten, die bei der Produktion der r Erzeugnisse in Losen zu je x Stiick auftreten,

66.

IT
lassen sich durch die Funktion K mit K(x) = u + A + —2—.\' beschreiben. Dabei ist .x
X

die LosgroBe, u sind die Lohn- und Materialkosten aller r Erzeugnisse, ¢ sind die Riist-

kosten (Kosten fiir die Vorbereitung und den AbschluB) eines Loses und /sind die Lager-

kosten je Erzeugnis und Zeiteinheit.

a)Ermitteln Sie die optimale LosgroBe, das heiB3t eine solche LosgroBe, bei der die
insgesamt anfallenden Kosten minimal sind!

b) Berechnen Sie die optimale LosgroBe fiir r = 40000, ¢ = 300 M, T = 12 Monate und
[ = 0,50 M je Stiick und Monat! ‘

¢)In wie vielen Losen fertigt der Betrieb die 40000 Erzeugnisse, wenn die optimale Los-
groBe zugrunde gelegt wird?

: c
67. Gegeben sei die Funktion f(x) = = (x > 0).
a) Ermitteln Sie die Ableitung von fan einer Stelle xo > 0!
b) Ermitteln Sie die Gleichung der Tangente an den Graph von f'im Punkt Po(.\'g; L)!
Xo

¢) Die Tangente schneidet die x-Achse im Punkt (x7;0). Berechnen Sie xr, und leiten
Sie daraus ein Konstruktionsverfahren fiir die Tangente her!

d) Die Tangente schneidet die y-Achse im Punkt (0; y1). Berechnen Sie y; und den Fla-
cheninhalt des Dreiecks, das durch beide Koordinatenachsen und die Tangente
begrenzt wird!

68. Die Anzahl N der Kraftfahrzeuge, die auf einer StraBe in einer Richtung im Verlaufe
einer Stunde fahren kdnnen, hiingt von der Fahrzeuglinge / und der Geschwindigkeit
(wegen des Sicherheitsabstandes) ab. Es gilt etwa :

36000
[+ 0,50 + 0,1660% °

wobei /in Meter und v in Meter je Sekunde zu messen sind.
Eine Kolonne von Fahrzeugen der einheitlichen Linge / = 10 m soll die StraBe befahren.
Bei welcher Geschwindigkeit ist die DurchlaBfihigkeit der StraBe am groBten?

N =

1) Ent aus: Math ik fiir ke ische und i i ok ische Fachrichtungen, Teil | (Mathe-
matische Grundlagen), Berlin 1971

2) Ein ,,Los" ist eine Anzahl konstruktiv gleichartiger Einzelteile, die in einem Arbeitsgang in zusammenhéngen-
der Folge unter Gewihrung einer einmaligen Vorbereitungs- und AbschluBzeit hergestellt werden.
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Bei einer gleichférmigen geradlinigen Bewegung ist der in einer bestimmten Zeit ¢ zuriickgelegte
Weg s gleich dem Produkt aus der Geschwindigkeit v und der Zeit 1. Die MaBzahl des Weges s
bei gegebener Geschwindigkeit v, und bei gegebener Zeit ty ist der Flicheninhalt!) der im

Bild D 1 blau gerasterten Punktmenge.

Das Bild D 2 zeigt das v,r-Diagramm einer gleich-
miBig beschleunigten Bewegung wie etwa beim freien
Fall.

Die Bewegung eines Raumschiffes, das durch eine
Rakete auf eine Erdumlaufbahn gebracht wird, er-
folgtin der Startphase nichr gleichmiBig beschleunigt.
Die Schubkraft der Rakete ist anndhernd konstant.
Da aber die Masse wegen des Treibstoffverbrauchs
kontinuierlich abnimmt, muf} die Beschleunigung
stindig wachsen. Bild D 3 zeigt das v,~-Diagramm
einer solchen Bewegung mit wachsender Beschleuni-
gung.

Auch in solchen Fillen ist der Flacheninhalt der blau
gerasterten Punktmengen jeweils gleich der MaBzahl
des in der Zeit 7, zuriickgelegten Weges. Wihrend
wir in den in den Bildern D I und D 2 dargestellten
Fillen die Flicheninhalte der betreffenden Punkt-
mengen berechnen konnen, ist uns das im Fall des
Bildes D 3 noch nicht méglich.

Auch viele andere Zusammenhinge in Naturwis-
senschaften und Technik lassen sich auf die Frage
nach dem Flicheninhalt gewisser Punktmengen
zuriickfiihren. So ist zum Beispiel — wie wir aus
dem Physikunterricht der Klasse 10 wissen -
der Flicheninhalt unter der Leistungskurve

ty t

BilderD1,D2,D 3

1) Der Fliacheninhalt einer Punktmenge ist eine GroBe, bestehend aus MaBzahl und Einheit. Hier und im fol-
genden verzichten wir der Einfachheit halber auf die Angabe der Einheit und fassen den Flidcheninhalt
als Zahl auf. Die Einheit ergibt sich jeweils aus den gewdhlten Koordinateneinheiten. Ist zum Beispiel die
Koordinateneinheit 1 cm, so ist die betreffende Einheit des Flicheninhalts 1 cm?. Bei Anwendungsauf-
gaben ergibt sich die Einheit des Flicheninhalts aus den gegebenen Daten und muB selbstverstindlich

im Ergebnis mit angegeben werden.
15%
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fiir ein Schaltelement mit einem OHmschen
Widerstand im Wechselstromkreis ein Mal}
fiir die elektrische Arbeit (.~ Bild D 4).

Die Berechnung derartiger Flicheninhalte ist
eine Aufgabe, die neben anderen zur Integral-
rechnung gehort. In den folgenden Lernein-
heiten werden wir uns mit der Losung solcher
Aufgaben befassen.

Aufgaben .

1. Berechnen Sie jeweils den Flacheninhalt
derim Bild D 5 blau gerasterten Punkt-
mengen!

Bild D 4

=
/
[
\
N

o

12 3 4 56 7 8 910 M2 13 %1BI®NT

BildD 5§

X

2, Wiederholen Sie den Satz B 7 (Seite 120)!

Bestimmen Sie jeweils den kleinsten und groten Funktionswert der Funktion

f(x) = x* + | in folgenden Intervallen!

e
ofec i (2 (5 D)

3 Berechnen Sie!.
10 10 ,.
a)X 2-i b a-i X a-i
i=1 i=1 i=1
L "
HX i X |
i=1 i=1
. . . 2" — 1 2 . 2" + 1
4. a) Zeigen Sie, dal} die Folge ( = ) monoton wichst und die Folge( > )

monoton fillt!

b) Weisen Sie mit Hilfe des Satzes B 2 (Seite 93) nach, dal beide unter a) genannten

Folgen konvergieren!

¢) Zeigen Sie, dal} beide Folgen gegen denselben Grenzwert konvergieren, und bestim-

men Sie diesen!



Integralrechnung D 229

S Berechnen Sie folgende Grenzwerte!
a 1 3
a) lim — (a€R) b) lim ) lim (2 + —)
noow e (27 n—x 2"

Bestimmtes Integral

1 Flicheninhalt einer Punktmenge unter der Parabel y = x*> + 1

Fldcheninhalte konnten wir bisher nur von Vielecken und Kreisen berechnen (.~ Aufgabe 1.,
Seite 228). Wir wollen uns jetzt mit dem Problem befassen, gewissen Punktmengen Q, die vom
Graph einer Funktion, der x-Achse und Parallelen zur y-Achse begrenzt werden, einen Flichen-
inhalt zuzuordnen. Das Problem besteht darin,

1. festzulegen, welche Zahl der Flicheninhalt von Q sein soll, und

2. Methoden zu entwickeln, um diese Zahl mit beliebiger Genauigkeit zu berechnen.
Wie man zu einer Losung des hier aufgeworfenen Problems gelangen kann, wollen wir zunéchst
am Beispiel der Punktmenge Q zeigen, die vom Graph der Funktion f(x) = x? + 1, der
x-Achse, der y-Achse und der Geraden x = | begrenzt wird. Q ist die Menge derjenigen Punkte
[x; ), firdie0 = x = 1und 0 £ y < x? + 1 gilt (~ Bild D 6).

Welche Zahl ist als Flicheninhalt von Q festzulegen?
Zur Beantwortung dieser Frage betrachten wir einerseits die
Flacheninhalte von Vieleckflichen, die man in Q hineinlegen
kann, und andererseits die Flicheninhalte solcher Vieleck-
flachen, die Q iiberdecken. Wir werden zeigen, daB es genau
eine Zahl gibt, die groBer als die Inhalte aller in Q enthaltenen
Vieleckflachen und kleiner als die Inhalte aller Q iiberdecken-
den Vieleckflichen ist. Esliegt nahe, in Ubereinstimmung mit
den praktischen Erfahrungen und den anschaulichen Vorstel-
lungen vom Messen diese Zahl als den Flidcheninhalt der
Punktmenge Q festzulegen.
Auf diese Weise wird der Inhalt von Q auf den schon be-
kannten Inhalt von Vieleckflichen zuriickgefiihrt.

5

1 X

Wir wollen jetzt prizisieren, mit welchen Vieleckfli-
chen bei der Losung des Problems gearbeitet wird. Bild D 6

Der einfachen Berechnung wegen arbeiten wir mit Vieleckflichen, die sich aus Rechteckflichen
zusammensetzen. Dabei lassen wir nur solche Rechtecke zu, deren Seiten zu den Koordinatenach-
sen parallel sind. Nun zerlegen wir das Intervall <0; 1) in gleich lange Teilintervalle. In jedem
Teilintervall wihlen wir dasjenige Rechteck, dessen Breite die Intervallinge und dessen Linge
der kleinste Funktionswert von f in diesem Teilintervall ist. Dieses Rechteck ist das groBte, das
in dem betreffenden Teilintervall noch innerhalb von Q liegt.

Die Vieleckfliche, die sich aus all diesen Rechtecken zusammensetzt, liegt in Q (.~ Bilder D 7
bis D 9). Ferner wihlen wir in jedem Teilintervall dasjenige Rechteck, dessen Breite wiederum
die Intervallinge und dessen Linge der grofite Funktionswert von f in diesem Teilintervall ist.
Dieses Rechteck ist das kleinste, das in diesem Teilintervall den betreffenden Teil der Punkt-
menge Q liberdeckt. Die Vieleckfliche, die sich aus all diesen Rechtecken zusammensetzt,
tiberdeckt Q. Bei fortgesetzter Verdoppelung der Anzahl der Teilintervalle wird der Inhalt der
einbeschriebenen Vieleckfliche griBer, der Inhalt der iiberdeckenden Vieleckfliche kleiner.
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Teilintervalle

4 Liinge der

Teilintervalle

0; 15>

Zie NI m i
S 1

Teilintervalle

Nummer n

der Teilung

»2 BildD 7

» BildD 8

» BildD 9

hmdmt

ANRNNNNNN

BildD 9

BildD 8

BildD7
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Kleinster GriBter Inhalt s, des in Q liegenden Vielecks
Funkti Funkti Inhalt S, des Q iiberdeckenden Vielecks

t t
im Teilintervall | im Teilintervall

f0) =1 fy=2 So =
So =

0) =1 1 1y
1 f(i)=(5) 1] e

/(%)=G)z+| fQ) =2 S =

St
[

R
RRLRE

LS
Fa

==
| Il
N —

In der Tabelle auf den Seiten 230f. ist dieses Vorgehen fur die ersten Schritte dargestellt
(~ auch Aufgabe 2. auf Seite 231).
Durch fortgesetzte Halbierung erhalten wir die Zahlenfolgen (s,) und (S,) mit')

Sn = %éﬁl [(12_—"[)2 + ]] und S = —Zl"-,-é [(%)z + l] »

Man kann zeigen, dall beide Folgen konvergieren, und zwar gegen ein und denselben Grenz-
wert. Dieser gemeinsame Grenzwert wird der Punk Q als Flicheninhalt zugeordnet.

Den Nachweis, daf3 die Folgen (s,) und (S,) gegen ein und denselben Grenzwert konvergieren,
fithren wir in Lerneinheit 3 (.~ Beispiel D 3).

Aufgaben
1. Berechnen Sie in Fortsetzung der Tabelle auf den Seiten 230f.
a) ss; b) S;!
Z Berechnen Sie analog zu dem abgehandelten Beispiel fiir die Punktmenge, die von dem

Graph der Funktion f(x) = x* + 1, der x-Achse und den Geraden v = | und x = 2
begrenzt wird, die Zahlen s, und S, fir » = 0, | und 2!

1) Beachten Sie, daB die Summen y, und S, jeweils aus 2" Summanden bestehen!
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2 Definition des bestimmten Integrals

Das in Lerneinheit |1 behandelte Beispiel macht deutlich, daB zur Beantwortung der Frage
nach dem Fliacheninhalt wiederum Grenzwerte von Zahlenfolgen erforderlich sind. Bei der arith-
metischen Beschreibung dieser Grenzprozesse werden wir auf einen Begriff gefiihrt, der iiber
das Flicheninhaltsproblem hinaus in der Mathematik und den Naturwissenschaften vielfiltig
angewendet wird. Dieser Begriff ist der des bestimmten Integrals fiir Funktionen, den wir uns
nunmehr erarbeiten werden, indem wir die im Beispiel der Lerneinheit | durchgefiihrten
Uberlegungen verallgemeinern.

Zunichst wollen wir erortern, mit welchen Funktionen wir dabei arbeiten werden. In dem ge-
nannten Beispiel haben wir bei der Bildung der Summen s, und S, jeweils den kleinsten und den
groBten Funktionswert der Funktion f(x) = x* + | in den betrachteten Teilintervallen ver-
wendet. Um die dort durchgefiihrten Uberlegungen verallgemeinern zu kénnen, liegt es nahe,
jetzt mit solchen Funktionen zu arbeiten, die in einem Intervall <a; b definiert sind und in
jedem abgeschlossenen Teilintervall von {a; b) einen kleinsten und einen groBten Funktionswert
haben.

Diese Eigenschaft haben sehr viele Funktionen. Wie wir bereits wissen, hat jede stetige Funktion
in jedem abgeschlossenen Teilintervallihres Definitionsbereiches einen kleinsten und einen groB-
ten Funktionswert (.~ Satz B 7, Seite 120).

Auch jede monotone Funktion hat in jedem abgeschlossenen Teilintervall ihres Definitions-
bereiches einen kleinsten und einen groBten Funktionswert. Ist / zum Beispiel eine monoton

f stetig f monoton wachsend

y : @ ¥ o

¥g 4 Yo ]

tetiq und monoter f weder stetig noch monoton

Y |

7

Yo — grofiter Funktionswert ; Y« — Kleinster Funktionswert

Bild D 10
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wachsende Funktion, so nimmt / den kleinsten Funktionswert am linken und den groBten
Funktionswert am rechten Intervallende des betreffenden Intervalls an. Dariiber hinaus gibt es
Funktionen mit dieser Eigenschaft, die weder stetig noch monoton sind (.~ Bild D 10).

Es sei nun f eine beliebige Funktion, die in einem Intervall {a; by definiert ist und in jedem
abgeschlossenen Teilintervall von (a; b) einen kleinsten und emen groBten Funktionswert
hat.

(1)  Wir wihlen eine beliebige natiirliche Zahl # und zerlegen das Intervall in 2" gleich lange
Teilintervalle. Die Endpunkte dieser Teilintervalle seien

a = Xo, X1, X2, vy Xpn_ s Xan = b s
mit x; < x; fiir i < j. Jedes dieser 2" Teilintervalle hat die Lange ;' - Ax:
(2) Nach Voraussetzung hat fin jedem Teilintervall {x;-;; x> (i = 1, 2, ..., 2") einen kleinsten

Funktionswert m; und einen groBten Funktionswert M;.") Wir bilden
1. fiir jedes Intervall {x,_,; x,> die Produkte m; - Ax und M, - Ax und
2. die Summen
an an
=Y m-Ay und S, =3 M, Ax.
i=1 i=1
Die Bilder D 11 (a) bis (d) veranschaulichen unsere Erdrterungen fiir eine imIntervall <a; b)
nichtnegative stetige Funktion £, die Bilder D 12 (a) bis (d) fiir eine im Intervall {a; b} nicht-
negative monoton wachsende Funktion / fiir die natiirlichen Zahlen 0, 1, 2 und 3. Bezeichnen
wir in diesen Fillen die Punktmenge, die von<dem Graph von /, von der x-Achse und den Gera-
den x = aund x = b begrenzt wird, mit Q, so bedeutet m, - Ax den Flidcheninhalt des gréBten
Rechtecks mit der Breite Ax, das der Punktmenge Q im Intervall {x;_,; x;) einbeschrieben
ist. In den Bildern D 11 bzw. D 12 ist das betreffende Rechteck jeweils blau gerastert. Ent-
sprechend ist M; - Ax der Flacheninhalt des kleinsten Rechtecks mit der Breite Ax, das der
Punktmenge Q im Intervall {x;_,; x;» umbeschrieben ist. In den Bildern D 11 bzw. D 12
Seite 234) setzt sich dieses Rechteck jeweils aus einem blau gerasterten und dem dariiber lie-
genden Rechteck zusammen.
(3) Ordnet man jeder natiirlichen Zahl » einerseits s, und anderersens S, zu, so erhilt man
zwei Zahlenfolgen, namlich (s,) und (S,).

Welche Eigenschaften haben die Folgen (s,) und (S,)?

Es sei m der kleinste und M der grof3te Funktionswert von fin {a; b). Wie wir aus den Bildern
D 13 und D 14 (Seite 235) ersehen konnen, ist fiir die dort dargestellte Funktion /' im Inter-
vall {a; by stets
mb —a) £5, £S5, = Mb - a).
Diese Ungleichung gilt fiir jede Funktion /, die in jedem abgeschlossenen Teilintervall von {a;b)
einen kleinsten und einen groBten Funktionswert hat.?) Wir entnehmen aus dieser Ungleichung:
(s,) ist nach oben beschrinkt; (S,) ist nach unten beschrankt.
Beim Ubergang von der n-ten Zerlegung zur (n + 1)-ten Zerlegung wird jedes der 2" Teilinter-
valle {x;-1;.x;) halbiert. Es sei {x;-;;x;) ein beliebiges der 2" Teilintervalle bei der n-ten
Zerlegung und &, der neu hinzukommende Teilpunkt bei der (n + 1)-ten Zerlegung. Aus dem
Bild D 15 (Seite 235) ist erkennbar, da3 der Beitrag des Intervalls {x;-,; ;) zur Summe s,
nicht kleiner sein kann als der Beitrag dieses Intervalls zur Summe s, .
Fiithrt man diese Uberlegung fiir jedes der 2" Teilintervalle durch, so erhilt man, daB beim Uber-

1) Ist f eine konstante Funktion, so ist stets m; = M.
2) Beachten Sie, dal s und M natiirlich von der betreffenden Funktion / abhingig sind!
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Bilder
DI, ! f]@
D12
My
fim
a=x
bQ_u“ =b-a=A4x
y e

My=m,

M,

2

=Ax

Mg
=X X X =X
a=xg X3 Xp X3.. b=xg x
b-a b-a
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gang von der n-ten Zerlegung zur (n# + 1)-ten
Zerlegung die dazugehdrige Summe s,+, nicht
kleiner sein kann als die Summe s,. Fiir alle
n gilt also

Sn = Sn+1,

das heiBt, die Folge (s,) ist monoton wach-
send.

@ | Erldutern Sie an einer dem Bild D 15
entsprechenden Abbildung, daB die
Folge (S,) monoton fallend ist!

Wir wissen bereits, daB jede monoton wach-
sende (fallende) nach oben (unten) be-
schriankte Folge konvergiert. Folglich existie-
ren die Grenzwerte

lim s, und lim S,.

ne o no o
Wir interessieren uns nun fiir solche Funk-
tionen, bei denen die Grenzwerte der Folgen
(s») und (S,) zusammenfallen (.~ auch die in
Lerneinheit | betrachtete Funktion).

Bilder D 13, D 14

Xj—1

Bild D 15

> DEFINITION

lim s, = lim §,,
nox n—xn

so heiBt dieser i Gi t das b

Es sei f eine im Intervall (a; b) definierte Funktion, die in jedem abgeschlossenen Teilintervall
von {a; b) einen kleinsten und einen gréBten Funktionswert hat.
Haben die Folgen (s,) und(S,) einen gemeinsamen Grenzwert, das heiBt, gilt

Integral der Funktion f im Intervall {a;b).

Das bestimmte Integral einer Funktion fim Intervall {a; b} ist also eine reelle Zahl, und zwar
der gemeinsame Grenzwert der Folgen (s,) und (S,). Ob das bestimmte Integral einer Funktion /'
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in einem Intervall {a; b} existiert, hingt davon ab, ob die Grenzwerte der Folgen (s,) und (S,)
iibereinstimmen.

b
Man bezeichnet das bestimmte Integral von f'in<a; b)durch j' f(x) dx

(Lies: ,,Integral f von x-d-x von a bis 5*)!).
Die Zahlen a und b nennt man die Integrationsgrenzen, x die Integrationsvariable
und das Intervall <a; b) das Integrationsintervall.

B | Wir wollen zeigen, daB fiir die Funktion f(x) = x das bestimmte Integral im Intervall
€0; by existiert, und dieses Integral berechnen.
Die Funktion f'ist stetig (und auch monoton) und hat daher in jedem abgeschlossenen
Intervall einen kleinsten und einen groBten Funktionswert.
(1) Zerlegen des Intervalls
Fiir eine beliebige natiirliche Zahl n zer-
legen wir das Intervall <0; b) in 2" gleich flx)=x
lange Teilintervalle der Linge

b Y /
Ax = —.
. _ /
Abkiirzend setzen wir k fiir 2", so daB
b
Ap =2 o
=%
ist.
(2) Bilden der Summen s, und S, I Mi
Es sei {x;-;; x;) das i-te Teilintervall 14 "
(i=1,2, ..., k) bei dieser Zerlegung
(Bild D 16). Zur Berechnung der Pro- \
dukte m; - Ax und M,;- Ax bendtigen 0 ‘; i _' & . b N
wir x;-y, x;, m; und M,. 1= :
Es ist Bild D 16
b h
,\',-_,=(i—l)‘Ax=(i—l)'T .\',=i*.\.\'=i~7
=/ = Xi-1 =i l'h M—f(‘—'h
my = f(xi-y) = xi- = (0 ) 7 i =f(x) =i %
Damit finden wir
k k b b K 3 h b
G = gy = P = [P, = Ay = i ity
Su i=lm, X 4=ZE (i )k % I S, IEIM \ ‘_:ZI: yas

h? .
Da alle Summanden von s, und S, den FaktorFenlhaIlen, gilt

k

2 &k bz
Sn = F,E, (i —1). I Sy = k_2;§| .

Fiir jede natiirliche Zahl k ist (» Seite 33)

1) Das von LeisNiz eingefiihrte Zeichen .f ist ein stilisiertes ..S** und soll an die Summenbildung erinnern.
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L3 Gk =Dk koo ktk+1)
Also ist
b (k- 1k b2 klk +1)
= — Sy
K 2 k* 2
_bllk—|7b2<_3 _bﬁ(k+1>4bzl+l)
"k 2 2 k)‘ Tk 2 ‘2( )
Setzen wir wieder 2" fiir &, so erhalten wir
b? 1) b% 1 )
=—(1-—]). = (14—,
W= (l 2 5= ( T
(3) Berechnen der Grenzwerte der Folgen (s,) und (S,)
. 1 " 1 . . : b?
wegen i (1= ) = im (1 6 g5} = 0 gt s fm 5y =

das heilt:

b h bl

_[.\' dx existiert, und es ist | xdy = —.

o 0 2

Gegeben sei die Funktion f(x) = x.

a) Skizzieren Sie die Punktmenge unter dem Graph der Funktion im Intervall <0; 5)!

b) Berechnen Sie den Flicheninhalt dieser Punktmenge mit Hilfe der Inhaltsformel fiir
Dreiecke!

¢) Vergleichen Sie ihr Ergebnis mit dem Resultat des Beispiels D 1!

Mit Hilfe des bestimmten Integrals konnen wir nun die auf Seite 229 gestellte Frage nach dem
Flicheninhalt fiir gewisse Punktmengen beantworten.

]

DEFINITION

Es sei f eine im Intervall (a; b) definierte Funktion, die in jedem abgeschlossenen Teilintervall
von {a; b) einen kleinsten und einen groBten Funktionswert hat. Ferner gelte f(x) = 0 fiir alle
xela;b).

Unter dem Flicherinhalr der Punktmenge, die von dem Graph von /, der x-Achse und den Paralle-

b
len zur y-Achse durch a und b begrenzt wird, versteht man das bestimmte Integral [ f(x) dx.
a

Existiert das bestimmte Integral der Funktion fim Intervall {a; b} nicht, so hat die Punktmenge
keinen Flacheninhalt.

Bemerkung: Jene Fille, in denen die Voraussetzung /(.x) = 0 fiir alle v € <a; by nicht erfillt ist,
behandeln wir in Lerneinheit 9.

Aufgaben

Berechnen Sie die im Beispiel D 1 angegebenen Summen s, und S, fiirn = 0, 1,2. 3

und 4, falls b = 4 ist!

Gegeben sei die Funktion f(x) = x.

a) Skizzieren Sie die Punktmenge, die durch den Graph von /, die x-Achse und die Gera-
den x = 2 und x = 7 begrenzt wird!
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e3

o4

N2

b) Berechnen Sie den Flicheninhalt dieser Punktmenge unter Verwendung Thnen bereits
bekannter Inhaltsformeln!

¢) Wie kann man den Flicheninhalt dieser Punktmenge unter Verwendung des Ergeb-
nisses des Beispiels D | erhalten?

-~

1
Zeichnen Sie den Graph der Funktion flx) = T.\-l — 5 im Intervall <0; 4!

b) Berechnen Sie s, und S, fiir n = 0, 1 und 2!

¢) Zeichnen Sie fiir die unter b) vorgenommenen Zerlegungen des Intervalls <0; 4> die
entsprechenden Rechtecke wie im Bild D 11 bzw. D 12! Welcher Zusammenhang be-
steht zwischen den Inhalten der Rechtecke und den Zahlen s, und S,?

Existenz des bestimmten Integrals

k
Berechnen Sie lim — (ke R)!
n—o0 2"

Geben Sie drei rationale und drei irrationale Zahlen an, und markieren Sie diese auf der
Zahlengeraden!

1, wenn x rational

Gegeben sei die Funktion /' mit f(x) = 3, wenn.x irrtional

Das Bild B 30 auf Seite 116 veranschaulicht einige Funktionswerte dieser Funktion.
Diese Funktion ist nicht stetig und auch nicht monoton, sie hat aber in jedem abgeschlos-
senen Teilintervall eines gegebenen Intervalls <{a; b) einen kleinsten und einen groBten
Funktionswert.

Existiert das bestimmte Integral dieser Funktion im Intervall {a; by?

Zur Beantwortung dieser Frage liberpriifen wir, ob die entsprechenden Folgen (s,) und
(S,) gegen ein und denselben Grenzwert konvergieren.

Es sei n eine beliebige natiirliche Zahl. Wir zerlegen das Intervall {a; by in 2" gleich lange
=a
o
eine rationale und (wenigstens) eine irrationale Zahl. Folglich ist der kleinste Funktions-
wert der Funktion fin jedem der 2" Teilintervalle 1 und der groBte Funktionswert 2.
Damit erhalten wir

. b . - A .
Teilintervalle der Linge Ax = - - In jedem der 2" Teilintervalle liegt (wenigstens)

2 23 b—a
Sh=X m-Ax =3 Ax =2"- 5 =b-a und
i=1 i=1
2 > b-ua
S,,:ZM,-Ax:ZZ-Ax:Z-Z"- > =2(b — a).
i=1 i=1

Die Folgen (s,) und (S,) sind also konstant. Folglich ist
lims, =b—-a und lim S, = 2h — a).

nex neor
Ergebnis:

Wegen lim s, # lim S, existiert das bestimmte Integral der Funktion f im Intervall
La; by r:lzzl?t e
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Das Beispiel D 2 zeigt: Es gibt Funktionen, fiir die das bestimmte Integral in einem vorgegebe-
nen Intervall nicht existiert.

Wir betrachten nun eine beliebige in einem Intervall {a; b) definierte Funktion /, die in jedem
abgeschlossenen Teilintervall von <a; b) einen kleinsten und einen groBten Funktionswert hat.

b
Gibt es Eigenschaften von f, die gewdhrleisten, daf j' f(x) dx existiert?

a
Zwei solcher Eigenschaften, die stark genug sind, die Existenz des bestimmten Integrals zu
sichern, sind die M ie und die igkeit!), das heif}t, es gelten folgende Sitze.

> 1 SATZ -
‘Wenn f eine im Intervall {a; b monotone Funktion ist, so existiert [ f(x) dx.
ri.

o2 SATZ .
Wenn f eine im Intervall {a; b) stetige Funktion ist, so existiert | f(x) dx.
a

Von diesen beiden Sitzen beweisen wir hier nur den Satz D 1.

Beweis:

Es sei feine im Intervall {a; b) monoton wachsende Funktion.

(1) Fiir eine beliebige natiirliche Zahl n sei das Intervall {a; b) wiederum in 2" gleich lange Teil-

intervalle der Linge Ax = zerlegt. Es sei {x;-;; x;) das i-te Teilintervall

o
(i =1,2, ..., 2" bei dieser Zerlegung.

(2) Da f monoton wichst, gilt m; = f(x;-;) und M, = f(x,), wobei m, der kleinste und M,
der groBte Funktionswert der Funktion fim i-ten Teilintervall ist (~ Bild D 16). Folglich ist

20 2
sa=Y flxi-y)-Ax und S, = ¥ f(x;) - Ax.
i=1

i=1
(3) Aus Lerneinheit 2 wissen wir bereits, daB die Grenzwerte lim s, und lim S,
n—or n—
existieren. Wir untersuchen nun noch, ob auch die Bedingung
lim s, = lim §,
n—x ne o

erfiillt ist. Diese Bedingung ist gewiB erfiillt, wenn (S, — s,) eine Nullfolge ist. Es ist

# 54
So= Y flx)-Ax = Ax Y flx) = Ax[f(x)) + flx2) + ... + f(x21-y) + f(x20)] und
i=1 i=1
5

=
Sn= X f(xi-) - Ax = Ax - T fxmy) = Ax[f(xo) + flx)) + f(x2) + oo + flxan-)].
i=1

i=1
Folglich ist (.~ auch Bild D 18 auf Seite 240)
Sn — $a = Ax[f(x20) — f(x0)].

b - b — K
Da x,n = b, xo = aund Ax = 7 a ist, gilt S, — s, = Ta[f(b) = fl@)] = —,

2

n

wenn (b — a) [f(b) — f(a)] = K gesetzt wird.

1) Sowohl die Monotonie als auch die Stetigkeit sind hinreichend, aber nicht notwendig fiir die Existenz des
bestimmten Integrals.
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K
Die Folge (2,. ) ist eine Nullfolge. Also gilt

lim (S, —s,) = lim S, - lims, =0

nesoc nosoc neor
beziehungsweise
lim s, = lim §,.

nex n—%

b
Das bedeutet aber: [ /() dx existiert.

Vollig analog kann man zeigen, da3 das be-
stimmte Integral fiir jede in {(a; by monoton
fallende Funktion existiert.

Damit ist Satz D | bewiesen.

Bild D 18

o
(]
o

Bilder D 19, D 20

Das Bild D 19 zeigt den Graph einer in einem Intervall <a; by monotonen Funktion /, die an
der Stelle ¢ nicht stetig ist. Nach Satz D 1 existiert das bestimmte Integral von f'in {a; b).

Das Bild D 20 zeigt den Graph einer in einem Intervall {a; by stetigen Funktion /, die in <a; b)
nicht monoton ist.

Nach Satz D 1 kénnen er fiir diese Funktion zwar aussagen, daB zum BCISDIC| die Integrale

f f(x) dx, _[ f(x) dx und jf(r)d\ existieren, aber nicht, daB das Integral j/(\)d\ existiert.

Dle Exnstenz dieses Imegrals folgt aus Satz D 2.

® 5 Berechnen Sie Z (]

i=1
® 3 Zu berechnen ist der Fliacheninhalt der in Lerneinheit | betrachteten Punktmenge Q
(.~ Bild D 6), die vom Graph-der Funktion f(x) = x? + 1, der x-Achse, der y-Achse und
der Geraden x = | begrenzt wird.

Losung:
Da die Funktion /(x) = x* + | im Intervall (0; 1> monoton ist, existiert nach Satz D 1

1
das bestimmte Integral ( (x? + 1) d.y, das heiBt, die betreffenden Folgen (s,) und (S,)
0

konvergieren gegen ein und denselben Grenzwert. Also mj( v + 1)dx = lims, = limS,.

n— nesx
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Dieser gemeinsame Grenzwert ist der Flidcheninhalt 4 der Punktmenge Q. Zu seiner Be-
rechnung geniigt es, zum Beispiel den Grenzwert der Folge (S,) auszurechnen. In Lern-

1 2" P \2
einheit 1 hatten wir bereits S, = o > [(-2'—") + 1] ermittelt. Setzen wir wieder 2" =k,
i=1

so vereinfacht sich der Term auf der rechten Seite.
Es ist dann')

l k i 2 l k "1 3 1 k i2
s-r2 @) -2 Ew+ 2 ~r[ZF+4

"Z ] k
1=t + 1
s P

k

k
Unter Verwendung der Summenformel fiir 3 i (» Seite 35) erhalten wir
i=1

I
| =
=

[

3 2
Sn=%‘k(k+l)6(2k+ 1) +1 =_kl_3_2k +:Zk + k 1
=l(2+i+L)+I

6 k = k?

Setzen wir wieder 2" fiir k, so erhalten wir S,,=l<2+i+L) + 1.
6 2 (2m?

- 2 4

Dann ist "ILn;S,,=Z+ 1 =7

1
4
Ergebnis: A = f(,r2 + 1)dx = 3
o

Damit haben wir das in Lerneinheit | gestellte Problem, den Flicheninhalt der Punktmenge Q zu
ermitteln, vollstindig geldst.

Aufgaben

Begriinden Sie, daB folgende Integrale existieren!

T

3 3
a) f —l—d,\' b) J. sin x dx
X
2 Uy

6

il s s =x+1, -1=x=
Gegeben sei die Funktion f mit f(x) = 2X wenn ] x=2

x + 1, wenn 2<x=£4.

a) Skizzieren Sie den Graph dieser Funktion!

4
b) Begriinden Sie, daB | /(x) dx existiert!
-1

k k K
1) Beachten Sie: 3 (¢ + b)= 3 ai+ 3 bi!
= i1 =

[001156)
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3. Gegeben sei die Funktion f(x) = 2x + 1.

a) Skizzieren Sie die Punktmenge Q, die durch den Graph von f, die x-Achse und die
Geraden x = 1 und x = 4 begrenzt wird!

b) Berechnen Sie den Flicheninhalt von Q unter Verwendung Ihnen bereits bekannter
Inhaltsformeln!

¢) Berechnen Sie den Flicheninhalt von Q mit Hilfe der Integralrechnung!

Hinweis: Verfahren Sie wie im Beispiel D 3!

4  Erweiterung des Integralbegriffs, Additivitiit

Fiir manche Anwendungen des Integralbegriffs ist es — wie wir spéter noch sehen werden —
zweckmiBig, den Begriff des bestimmten Integrals auch fiir solche Fille zur Verfiigung zu
haben, bei denen die obere Integrationsgrenze kleiner als die untere ist.

Wenn das bestimmte Integral von fim Intervall {a; b) existiert, so setzt man

a b
(] Jl;f(x)dx=m-— [ f(x) dx

0 1
4
m4  Esist J.(.\'2 + dx = — f(x‘ + 1)dx = =5 (~ Beispiel D 3).
1 0

Der Vollstindigkeit halber wird das bestimmte Integral auch fiir den Fall erklirt, daB untere
und obere Integrationsgrenze zusammenfallen.
Wenn die Beziehung (1) auch fiir diesen noch zu erklarenden Fall giiltig bleiben soll, so miiBte

gelten _[f(x) dx = — _[f(x) dx. Die einzige Zahl, die dieser Gleichung geniigt, ist die Zahl

a a
Null. Deshalb setzt man zweckmaBigerweise

@ | frwdax=po

® 6 Berechnen Sie den Fliacheninhalt der im Bild D 21 blau gerasterten Punktmenge!

y b
74

< et e

Bilder D 21, D 22
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Es sei feine Funktion, die im Intervall {a; b) keine negativen Funktionswerte hat (~ Bild D 22)

b
und fiir die f f(x) dx existiert. Ferner sei ¢ eine beliebige Zahl aus dem Intervall {a; b). Die

Feststellung, daB der Fldcheninhalt der aus M, und M, zusammengesetzten Punktmenge gleich
der Summe der Flicheninhalte von M, und M, ist, besagt — als Aussage iiber Integrale formuliert

— gerade:

b c b
[fydx = [ f(x)dx + [ f(x) dx.

Diese Beziehung 148t sich viel allgemeiner — und zwar ohne Riickgang auf den Flicheninhalt —

allein aus der Integraldefinition gewinnen.

>3 | sATZ

Zahl aus {a; b), so ist
b c b
[f@)dx= [ f(x)dx+ [ f(x) dx.

Existiert das bestimmte Integral einer Funktion f'in einem Intervall {a; b) und ist c eine beliebige

Die im Satz D 3 formulierte Eigenschaft nennt man Additivitéit des bestimmten Integrals. Auf

den Beweis dieses Satzes verzichten wir hier.

b
Das bestimmte Integral If(x) dx ist eine eindeutig bestimmte reelle Zahl, die nur von der
a

gegebenen Funktion f'und den Integrationsgrenzen @ und 4 und von nichts anderem abhéngt.
Es kommt deshalb auf die Wahl der Integrationsvariablen nicht an. So ist beispielsweise

b b b
[fx)dx = [ f(z)dz = [ f(r)dr.

Natiirlich kann man als Integrationsvariable nicht eine der Integrationsgrenzen wihlen.

Aufgaben

Ermitteln Sie folgende Zahlen!

0 ki3 5
1.1 a)jxd,\' b) | x% dx 2.1 il‘_[sin xdx
o n 5
b 0
31 @) fxdr  b)fxdx(~ Beispiel D1) 41 a)fzdz
0 b
4 7 1
5.1 _f(.\” + x)dx + _"(,\'3 + x)dx + j.(.\'3 + x)dx
1 4 7

0.3 1
6.4 J (¥ + 1)dx + | (x> + 1)dx (.~ Beispiel D 3)
o 0.3

16*

b)

-2

f
|

(x2+x + 1)dx

tdr
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Zusammenfassung

Das Problem der Berechnung des Flicheninhalts nicht allseitig geradlinig begrenzter Punkt-
mengen fiihrt zum Begriff des bestimmten Integrals.

Es sei f eine im Intervall <a; b) definierte Funktion, die in jedem abgeschlossenen Teil-
intervall von {a; b) einen kleinsten und einen gréBten Funktionswert hat (diese Voraus-
setzung wird zum Beispiel von jeder in {a; b) stetigen Funktion, aber auch von jeder in
<a; by monotonen Funktion erfiillt).

Beispiel (.~ Beispiel D 1)
fi<a; b> S(x) = x; <05 6>
(1) Es sei n eine beliebige natiirliche Zahl.
Wir zerlegen das Intervall {a; b) in 2" gleich
s ._ b—a b-0 b
lange Teilintervalle der Linge Ax = T A= S s
Die Endpunkte dieser Intervalle seien
2b
a=X0 <X <X < ..<Xp_; <x;n=h, xXo =05 x; =?; X2 =2—"; o}
ey 2 =0B
der kleinste Funktionswert von fim Intervall S P23 ke =
2 b
{Xi-1; X1 seimy, mp = f(xi-) = (i — I)—ZT
b
der groBite M. M, =f(x) = i7
Wir bilden die Summen
2 » b b b 1
s,=i§1m,Ax und :"=i§l(l—l)?~?=7(l-2n)
2 2 b b? 1
Sp = M, Ax. Sy = f— = — (1 + —
M P ( 2">
(2) Fiihrt man die Uberlegung (1) fiir jede
natiirliche Zahl n durch, so erhilt man die
Zahlenfolgen "
(s») und (s)—(b2 (I !
; W=7 2_))
b 1
Sa) S =(—|1
(s (S0 ( 1+ 5 )
Die Folge (s,) wichst monoton,
die Folge (S,) fillt monoton, und fiir jedes n
gilt s, < S,. Deshalb konvergieren beide
Folgen.
Haben beide Folgen ein und denselben
Grenzwert, d. h., ist
- . s b? . b?
lim s, = lim S, lim s, = —; lim S, = —
noc N oo oo 27 ax 2
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50 heiBt dieser gemeinsame Grenzwert das Das bestimmte Integral der Funktion
bestimmte Integral der Funktion f im Intervall f(x) = x im Intervall <0; b) existiert;
{a; b). es ist

Fiir diese reelle Zahl schreibt man " 5

2 dx = —.

/) dx. f e
a 0

Wenn f in (a; b) stetig beziechungsweise monoto: ist, so ist in jedem Falle lim s, = lim §,,,
das heiBt, dann existiert das bestimmte Integral | f(x)dx.
a

n—-o0 s 0

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

5  Das bestimmte Integral als Funktion der. oberen Integrationsgrenze

® 7 Berechnen Sie den Differenzenquotienten der Funktion f(x) = 2x? an einer beliebigen
Stelle x, und ermitteln Sie den Grenzwert des Differenzenquotienten fiir # — 0!

5 =~
® 8 Begriinden Sie: Die Funktion F(x) = 5 x? + ]/x ist eine Stammfunktion von
1
f(x) = 5x + —=!
2 I/x

Wie die Beispiele D 1 und D 3 gezeigt haben, ist die Berechnung des bestimmten Integrals durch
Riickgang auf die Folgen (s,) und (S,) selbst fiir einfache Funktionen im allgemeinen sehr auf-
wendig. Im folgenden werden wir zeigen:

Wenn man zu einer gegebenen Funktion feine beliebige Stammfunktion Fin einem Inter-

b
vall <a;b)y kennt, so kann das bestimmte Integral j f(x) dx wesentlich einfacher
berechnet werden. 5 a

bZ
Im Beispiel D 1 (.~ Seite 236f.) hatten wir J.x dx = -5 berechnet.
0
Fiir jede Zahl b (b 2 0) erhalten wir eine eindeutig bestimmte Zahl. In der folgenden Tabelle ist

b
fiir einige Zahlen b jeweils die Zahl _[ x dx angegeben.
o

1
b 0 1 T 10 5

= 50

1
8 2

o) =
¥

b
Sxdx 0
0
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b
Die Menge der geordneten Paare [b; j x* dx] ist die Funktion @ mit
. o
bZ
D(b) = dx = —.
(b) jx x 3
0

@ ist also eine Funktion, deren Argument die obere Integrationsgrenze eines bestimmten Inte-
grals ist.

Bezeichnet man — wie iiblich — das Argument dieser Funktion mit x (statt mit ), so muB als
Integrationsvariable ein anderer Buchstabe verwendet werden, etwa z. Dann ist

x

xZ
D(x) =ftdt S
0

x
Wegen @’ (x) = xist die Funktion @(x) = _[ t dt eine Stammfunktion des Integranden f(x) = x.
o

Dieser Zusammenhang zwischen bestimmtem Integral und Stammfunktion gilt sogar fiir belie-
bige stetige Funktionen.
Ist feine beliebige, in einem Intervall {a; b) stetige Funktion, so ist auch die Funktion @ mit

D(x) = _[f(t) dt  eine in {a; b) definierte Funktion'), und zwar eine Stammfunktion von f.

a
Diesen Sachverhalt formulieren wir in dem folgenden Satz.

>4 | SATZ
Wenn f eine im Intervall (a; b} stetige ist, so st die D mitP() = [ F@) dt
eine Stammfunktion von £in {a; 5. e it
Beweis:

Es sei feine beliebige im Intervall <a;b) stetige Funktion, @ die Funktion mit @(x) = [ (1) dr.

Wir miissen zeigen, daB @ eine Stammfunktion von f ist, das heiBt: Ist x eine beliebige Stelle
aus dem Intervall {a; b), so gilt @'(x) = f(x).
Wir gliedern den Beweis in drei Schritte:

(1) Wirbilden den Differenzenquotienten der Funktion @ an der beliebig gewihlten Stelle x,
die wir bei den weiteren Betrachtungen unverindert lassen,

(2) schitzen den Differenzenquotienten nach unten und oben ab,

(3)  berechnen den Grenzwert des Differenzenquotienten fiir # — 0.

Zu (1): Bilden des Differenzenquotienten
x x+h
Esist @(x) = [f(1)dt und D(x + h) = [ f(t)dr.

x+h x
D(x + ) - O) |CL g FIOL
h - h

Fiir # # 0 erhalten wir

%) Sind die Funktionswerte von fim Intervall {a; b) nicht negativ, so 1dBt sich die Funktion® leicht geometrisch
i Fiir gin beliebiges x aus dem Intervall {a; b) ist@(x) der Flacheninhalt der im Bild D 23
grau gerasterten Punktmenge.
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(Selbstverstandlich muB 4 so gewihlt werden,
daB x + him Intervall <a; b) liegt.)
Nach Satz D 3 gilt

x x+h x+h
[f@yde + | fiyde = | fayde.?)

Hieraus folgt

x+h x x+h
| fyde — [ f(yde = | f(e)de.

Also i;t . b 4
x+h
w=i.fﬂ,)d,' BildD 23
h h
x
Zu (2): Abscha des Differ ienten nach oben und unten

Wir behandeln hier den Fall 2 > 0.

Da f stetig ist, gibt es nach Satz B 7 (Seite 120) Stellen x und ¥ im Intervall {x; x + k) derart,
daB f(x) der kleinste und f(¥) der groBte Funktionswert von fim Intervall {x; x + A} ist. Im
allgemeinen héingen die Zahlen x und X von & ab (.~ Bild D 24). Nach Definition des bestimmten

x+h
Integralsist dann  (*) f(x)-h = [ f(t)dt < f(%)+h.
i Bilder D 24, D 25

(%) 7

X x+h x

1) Beachten Sie: Wenn 4 < 0 ist, so gilt x + /& < x! Dann ist die obere Integrationsgrenze kleiner als die
untere. Hier wird also von der Definition (1) auf Seite 242 Gebrauch gemacht.
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(Das Bild D 25 auf Seite 247 veranschaulicht diesen Sachverhalt fiir eine im Intervall <x; x + k)
stetige Funktion mit nichtnegativen Funktionswerten.)
Aus (*) erhalten wir fiir den Differenzenquotienten von @ an der Stelle x die Abschitzung

x+h

OEE f £ de S 1) und folglich

x+h

¢+ lim () = lim f £y de < lim (®).
h—0 h—=0 h h—0

Zu (3): Berechnen des Grenzwertes des Differenzenquotienten fiir # — 0
Wir zeigen, daB der Grenzwert des Differenzenquotienten existiert und gleich f(x) ist. Da f
stetig ist, gilt
lim f(x) = lim f(%) = f(x).
h-0 h—0
Somit folgt aus (**)
x+h

fim m% f F@de = ().

Dx +h) — D(x) _
h—0 h
Wir haben bei der vorangegangenen Uberlegung # > 0 angenommen. Zum gleichen Ergebnis
gelangt man auch fiir # < 0. Damit haben wir gezeigt:
[ h) — @
o) = lim 2E R — 20
h—0 h

=f(x),

womit der Satz D 4 bewiesen ist.

Durch diesen Beweis ist auch gesichert:
Jede in {a; b) stetige Funktion hat dort eine Stammfunktion.

Bemerkung: Fiir jede in {a; b) stetige Funktion f stellt der Satz D 4 eine Beziehung zwischen

b
dem bestimmten Integral j f(x) dx und einer Stammfunktion von f her.

Es ist iiblich, fiir eine im Intervall I definierte Funktion f die Menge aller
Stammfunktionen von f in [ das unbestimmte Integral dieser Funktion
zu nennen und es mit | f(x) dx zu bezeichnen.

Ist fzum Beispiel die Funktion mit f(x) = x> — 1, so schreibt man

3
f(x’—])dx=xT—x+c,

wobei c alle reellen Zahlen durchlauft.
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6  Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung;
Berechnung bestimmter Integrale

Mit Hilfe des Satzes D 4 kann man fiir eine beliebige in einem Intervall {a; b) stetige Funktion f

das bestimmte Integral _[ f(x) dx sehr einfach berechnen, wenn nur irgendeine Stammfunktion

von fin {a; b) bekanm ist. Das wollen wir im folgenden erldutern.
Es sei f eine im Intervall {a; b) stetige Funktion und F irgendeine Stammfunktion von fin
{a; b).
b
Wie erhdlt man die Zahl | f(x) dx mit Hilfe von F?

Nach Satz D 4 ist die Funktion @ mit
M) @) = [ feyde
a ) h
ebenfalls eine Stammfunktion von fin {a; b). Das zu berechnende Integral jf(x) dx ist wegen
b a
(1) nichts anderes als die Zahl @(b), das heiBt, es ist j f(r)dr = @(b).

Den Funktionswert ®(b) konnen wir nun mit Hilfe der vorgegebenen Stammfunktion F berech-
nen. Wie wir aus Lerneinheit C 28 wissen, unterscheiden sich Fund @ nur um eine Konstante c,
das heift, es gibt eine Zahl ¢ derart, daB fiir alle x aus <a; b gilt

(2) D(x) =F(x) + c.

Aus dieser Gleichung folgt

3)  Bb) = Fb) + c.

Mit Fist auch der Funktionswert F(b) bekannt. Die Zahl ¢ erhalten wir folgendermafen:
Wir setzen in (1) und (2) jeweils x = @ und erhalten

D(a) = ff(t) dr =0 und D(a) = F(a) + c.

Alsoist ¢ = H—F(a)‘ Damit folgt aus (3) D(b) = F(b) — F(a) und somit
{ ryar = Fo) - F@

bezieh:ngsweise nach Umbenennung der Integrationsvariablen
jf(x) dx = F(b) — F(a).

Mit diesen Uberlegungen haben wir den folgenden Satz bewiesen.

o5 HAUPTSATZ der Differential- und Integralrechnung
Ist f eine im Intervall {(a; b) stetige Funktion und F irgendeine Stammfunktion von f; so ist

b
| f(x)dx = F(b) — F(a).

Fiir die Differenz F(b) — F(a) schreibt man auch [F(x)]%.

® 9 Geben Sie fiir die folgenden Funktionen jeweils eine Stammfunktion an!

1 1
VW) =— D)) = Vx S =7

X
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1
> Das bestimmte Integral‘j (x? + 1) dx ist zu berechnen (» Beispiel D 3).
o
Losung:

1
Die Funktion Fmit F(x) = Y x* + x isteine Stammfunktion der Funktion f(x) = x* + 1.
Nach Satz D 5 gilt

1
J.(x‘+1)dx=F(l)—F(0)=%'1’+ 1 —(%‘03+0)=—:—.
0

Verwendet man fiir die Differenz F(1) — F(0) die oben eingefiihrte Schreibweise, so 146t

1
sich die Berechnung von j (x* + 1) dx wie folgt darstellen:
o

1
1 ro 1 4
2y dx ==+ =—~13+1—(—-03+o)=—.
f(x ) dx [3 b x]o 3 3 3
o 1
Bemerkung: Die im Beispiel D 5 durchgefiihrte Berechnung von _[ (x* + 1) dx macht mit
0
aller Deutlichkeit klar, daB sich die Verallgemeinerung des in der Einfiihrung aufgeworfenen
Problems und das Suchen nach GesetzmiBigkeiten beziehungsweise Zusammenhangen ge-

1
lohnt hat. Die Berechnung von j' (x + 1) dx kann jetzt wesentlich rationeller erfolgen.
o

3

o fpoen [ 303
X

X

81 1 2 1 1
= S . el sy
= Brge (4+3+5 3)
81 9 1 2 1 1 80 8 1 64
=—- ol — et = — = 1T+ - =—
4 l8+5+ 4 3 5 3 4 +5 3 15
9
1 2 .~1°
= fv;dx=fx2d,\'=[?1/z\’3]
1 1 !
2 = — 2 - - 2 2 52
_cer -1 =209 -11)==0O3-1)==-26=—
(P - 1) =5 00-18-W) =50-3-D=5-2%=3

Aus dem Satz D 5und den Regeln (a) und (b) aus Lerneinheit C 29 folgt: Sind fund g in {a; b)
stetige Funktionen, so gilt

b b b
@ [ (f&)+ g(x)dx = [ f(x)dx + | g(x) dx
a a a

b b
®) [ kef(x)dx= k- [f(x)dx
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4 4 4 - 4
1 1 1
9 f(sx*‘ﬁ)dx:fi\'dx +f7;dx=5fxd.r+fﬁdx
2 2 2 2 2
1 4 o T S 5 - o - .
=5[7x2]2+ [21/x] =?(16—4)+2(]/4—]/2) =30+4-2)2=34-212
2

Die Sitze D 4 und D 5 sind nicht nur fiir die Berechnung bestimmter Integrale niitzlich, sondern

sie stellen auch den Zusammenhang zwischen dem Aufsuchen einer Stammfunktion und dem

bestimmten Integral und damit den Zusammenhang zwischen der Differential- und Integral-

rechnung dar. Das Aufsuchen einer Stammfunktion ist die Umkehrung der Differentiation. Das
b

bestimmte Integral | f(x) dx einer (stetigen) Funktion f wurde unabhédngig von der Differen-

a
tialrechnung durch Grenzwerte gewisser Zahlenfolgen definiert. Durch den Hauptsatz werden
also die von vollig unterschiedlichen Problemstellungen her entwickelten Theorien, nidmlich
einerseits die Differentialrechnung und andererseits die Integralrechnung, zusammengefiihrt.
Das groBle Verdienst, diesen Zusammenhang erstmalig erkannt und angewendet zu haben,
gebiihrt LErBN1Z und NEWTON.

Aufgaben
Berechnen Sie folgende Integrale!
¥ 3 4 4
1t a)f xdx b) | xdx 21 a) | xdx b) [ 2xdx
o 3 1 1
1 -1 +0,5 1
©) [ 2dx D [ (-3)dx 9 [(-3)dx [ oxdx
-1 —0.5 -0,5 4
1 0.5
1 2 1 2
e)f(_T’)d’ f) Iab’da e) f?sds f)nfabzdb
-1 ! L5 2
7
XZ 0
3.1 ﬂ)f(—T—x)dx 41 D G +x-D)dr
; -7
3
4 4 -2 =1
b) [ x-2dx ) f —dr b) [ x-3dx ©) [ 3rsde
i r =3 2
1
4 0
d)f (¢ +x+ 1)dx d) [ + 5+ x + Ddx
o -1
1 -1
1 1 4 3
e)f (x_2+x—3)dx €) f (F-?) dx
2 -2
T o s 1 g8 s 1
51 af Vxdx b p~zdp 6. 1 a) | Vxdx b)jq 3 dg
2 1 1 1

a4 4
Of 5 Vxdx D)
1
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3 8
af (x + Vx) dx
2
1 — 1 3
e)_f (2 + l/4x) dx e)j (5 - VSX) dx
o o
7. Berechnen Sie die bestimmten Inte- Wihlen Sie innerhalb des Intervalls
grale der Funktion ¢{3;6) eine Zahl ¢, und berechnen
f(x) = x3— 6x% + 10x Sie die bestimmten Integrale der
in d 11 0;2), <2; 4 d . .
n W e Intervallen » < 2 un Funktion f(x) = L + 2 inden Inter-
<0;4>! 32
vallen ¢3; ¢), {c; 6> und {3; 6!
9.* Beweisen Sie die auf Seite 250 angegebenen Regeln!
7  Berechnung von Integralen verketteter Funktionen
3 —_—
m 10 Esist | |/5x + 3 dx zu berechnen.
0

Lésung:

Um den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung anwenden zu kénnen, bendti-
gen wir eine Stammfunktion zu g(x) = VSx + 3. Nun ist g die Verkettung der Wurzel-
funktion f(z) = ]/; mit der linearen Funktion z(x) = 5x + 3. Eine Stammfunktion

- 2 =
u f(z) = Vzist F(z) = = V2 (~ Regel ¢) aus Lerneinheit C 29 auf Seite 216). Wir

probieren, ob die Funktion, die durch Verkettung von F mit z entsteht, also die Funktion
2 —_—
F() = 3 V6x +3° o

eine Stammfunktion von g(x) = VSx + 3 ist. Dazu differenzieren wir die Funktion (1).
Nach der Kettenregel (~ Lerneinheit C 14, Seite 169) ist

i)

[% Vsx + 3)3](= 5-15x + 3. 2

2 it 2 3 L
= (5x: 7| = (S% .
[3 (5x +3) ] D (5x +3)2-5, also

Bis auf den Faktor 5 erhalten wir das gewiinschte Ergebnis. Dividieren wir jedoch beide
Seiten der Gleichung (2) durch 5, so finden wir

22— — 2 —1
—;— [? Vi5x + 3)3] = V5x + 3 beziehungsweise [ﬁ V6x + 3)3] =V5x +3.

Eine Stammfunktion von g(x) = ]/5.\' + 3 ist also die Funktion

1 2 o ———
G =5 Fa) = 15 VGx + 3)°.
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Damit erhalten wir bei Anwendung des Hauptsatzes
3
— 2 —1 2 — 2 2 = =
= |— ¥ 3] —— I, W | T R 3. 3
f]/5x+3dx [151(5x+3) B Vis i 13 = (V18® - 133)
0
2( 2-12-3- ]/3)— (18]/2—]/3)

Wir verallgemeinern die im Beispiel D 10 angewandte Methode zum Aufsuchen einer Stamm-
funktion, wobei wir uns auf solche Fille beschriinken, bei denen die innere Funktion eine lineare
Funktion ist.

Verallgemeinerung

Wir kennen eine Stammfunklion zu Es sei F eine Stammfunktion von /. Wir verketten
Vi 3 /f mit einer linearen Funktion z(x) = ax + b und
f(2) = Vz, namlich F(z) = — } erhalten g(x) = f(z(x)) = f(ax + b).

Wir suchen eine Stammfunkuon zu Wir suchen eine Stammfunktion G von g.
2(x) = f(z(x)) mit z(x) = 5x + 3. thauﬂl""g-‘

e 5 G = — Flz(x) = l F(x +b)
G(x) = —F(Z(\’)) =< (5' Vsx + 3)5) ist eine Stammfunkllon von g.

Durch Differentiation kénnen wir uns sofort von der Richtigkeit dieser Behauptung iiberzeugen.
1 1

Esist G'(x) = [; - Flax + b)] . *Fllax + b) a = F'(ax + b) = f(ax + b) = g(x).

Damit erhalten wir:

Ist F eine Stammfunktion von f, so ist

x
1 x:
ff(ax-l— b)dx= [-;— F(ax + b)]
Xy i
7 R
® || Zu berechnen ist j Vax + bdx, wobei n >0, x, < X2 und ax + b 20 fir alle
x €{xy; x3) sei. )

Losung:

n n_
Setzen wir g(x) = Jax + bund f(z) = Vz, so ist g die Verkettung von f'mit der linearen

n+ 1
Funktion z(x) = ax + b. Eine Stammfunktion von f ist F(z) = =i g w

(~ Regel (c) auf Seite 216). Damit ist n

2 " i n 41y,
f Va.\' + bdx = {—- i (ax +b) " }
a n+1 i

n

SR []/‘(a.\'z + byt~ Jlax, + b)"“] .

Xz
® 10 Berechnen Sie [ (ax + b)"dx, n + — 1, n ganz, analog zum Beispiel D 11!
X
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Aufgabe

Berechnen Sie folgende bestimmte Integrale!

5
. o J @x +5)7dx
0

1
I ——dx
4 J‘ 2x —6)°
-1

1
o J6r+1)2de
==

3
1 s dx
2 — 1) d. —_— 5 ——dr
J‘(4x+) = f(S—X)‘ € f(41+3)3
=7 -3 0
o 1 dx
d
N fVax + 57 dx [ VL & J,/—
s V-3 JVx+2
j’-‘ : dx I’:
4 0,5 + xdx f—: g V@dx - 3)3
ol I ; Vax 12 o (4x — 3)°dx
Zusammenfassung
Der Hauptsatz der Differential- und I Irechnung stellt einen engen Zusammenhang

zwischen der Differential- und Integralrechnung her:

Ist f eine im Intervall (a; b) stetige und F irgendeine S funktion von f,
so ist
b
[ f(x)dx = F(b) — F(a).
a
Hilfe des Hauptsatzes kann man die 3
b:fmfmterz;sneyale sehir r Beispiel: _][ (x2 + 1) dx ist zu berechnen.
| durchfiihren, vorausgesetzt, daB D . "
' ne Stammfunktion F des stetigen E," l;tegrar}d istf(x) = x* + 1.
Integrandenfkennt ine Stammfunktion von fist

1
F(x) = —i-x’ + x. Folglich ist
2
2

f(xz + 1)dx = [%x’ +x]‘

1

1 1
=[—edb 9} = [ j?
(3 ) (3 e

Ist der Integrand eine durch Verkettung
entstandene Funktion, bei der die innere
Funktion eine lineare Funktion ist,

so gilt

Beispiel:

2
| (4x + 5)* dx ist zu berechnen.
1
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*a 1 - Der Integrand ist die Verkettung der
ff(ﬂx + b)dx = [_ Flax + b)] . Funktion f(z) = z? mit der linearen
a £ Funktion z(x) = 4x + 5.
o Eine Stammfunktion F von fist
vorausgesetzt, daB f'stetig und F eine 1 .
Stammfunktion von fist. F(z) = 3z, Damit ist

2
f(4x +5)2dx = [%-%(4,\' +5)*
: s

1 367
—(13*-9) = 2= x1223
138 9 T~ 122,

Flacheninhaltsberechnungen

In den folgenden Lerneinheiten werden wir den Begriff des bestimmten Integrals zunédchst bei
der Berechnung von Flicheninhalten anwenden. Wir werden den Inhalt solcher Punktmengen
berechnen, wie sie in den Bildern D 26 a) bis c) skizziert sind.

SchlieBlich wenden wir die Integralrechnung noch bei der Losung eines physikalischen Problems
an.

Bild D 26

8  Punktmengen, die oberhalb der x-Achse liegen

® 11 Berechnen Sie die Flicheninhalte der in den Bildern D 27 a) bis e) grau bzw. blau ge-
rasterten Punktmengen unter Verwendung Ihnen bekannter Flicheninhaltsformeln!

® 12 Berechnen Sie die Nullstellen folgender Funktionen !

a)f@@) = a* —%a+§ b)f(x) = —x? +4x + 5
Die Flicheninhalte der in den Bildern D 27 a) bis e) dargestellten Punktmengen kénnen aus den
angegebenen Daten durch Anwendung der Rechenoperationen Addition, Multiplikation,
Subtraktion und Division berechnet werden (. Seite 256).
Die Berechnung des Flicheninhalts der im Bild D 28 blau gerasterten Punktmenge erfordert
jedoch die Anwendung der Integralrechnung (.~ Seite 256).

5
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c)

Bild D 27

@ 12 Wiederholen Sie die in Definition D 2 auf Seite 237 angegebene Erklirung des Flichen-
inhalts, und berechnen Sie den Flicheninhalt der im Bild D 28 blau gerasterten Punkt-
menge!

w 12 Zu berech ist der Flacheninhalt der Punktmenge, die von dem Graph der Funktion
f(x) = —x% + 4x + 5 und der x-Achse begrenzt wird.

Lésung:

Der Graph von f ist eine nach unten gedffnete Parabel. Da f auch positive Funktions-
werte annimmt (zum Beispiel f(0) = 5), hat f zwei Nullstellen x, und x, (.~ Bild D 29).

Bild D 28 Bild D 29
Der Flicheninhalt der betreffenden Punktmenge ist

-
A= [(=x* +4x + 5 dx.

X3
Um dieses Integral berechnen zu kénnen, benétigen wir die Nullstellen von f. Aus der
quadratischen Gleichung
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17

-x2+4x+5=0
erhiltman x;, = —1 und x, = 5.
Folglich ist
5 x3 5
A= [(-x*+4x + 5dx = [—T}+2x2 +5x]
1 e -1

=—$+50+25—(é+2-s)=—laﬂ+78=—42+78=36

Ergebnis:

Der Flicheninhalt der vom Graph der Funktion f(x) = —x? + 4x + 5und der x-Achse
begrenzten Punktmenge betrigt 36.

Wir berechnen den Flicheninhalt der im Bild D 30 grau gerasterten Punktmenge M.
Losung:

a b
Fiir den Flacheninhalt der Punktmenge M gilt 4 = .f V2x — 1dx + j(—Zx + 7)dx.
05 a

d

Zur Berect der hier auftr Integrale bendtigen wir die Zahlen @ und b. Die
Zahl aist die Abszisse des (im 1. Quadranten liegenden) Schnittpunktes der Graphen von

fund g. Fiir diese Zahl a gilt }2a — | = —2a + 7.

Wenn wir beide Seiten der Gleichung
quadrieren, erhalten wir:

3 alx)=—2x+7
2a—-1=(-2a+7)7? f(x) = ¥2x—1
2a — | = 4a* — 28a + 49

0 = 4a? — 30a + 50

15 25 1

=02 — ——_ —

0=a 24 + 7

Diese quadratische Gleichung hat
die Losungen

20 10
a‘=T=5; 02=T=2’5

ol

Bild D 30
(~ Auftrag D 12 a)).

Wegen f(x) = 0 fiir alle x des Definitionsbereiches von Sund

wegen g(a,) = g(5) = =2-5 + 7 = —3 kann bei a; kein Schnittpunkt liegen.

An der Stelle a, schneiden die Graphen von fund g einander,

denn es ist f(2,5) = g(2,5)= 2.

Folglich ist die Abszisse a des gesuchten Schnittpurtktes 2,5. Die Zahl b ist die Nullstelle
von g, das heiBt, es gilt —2b + 7 = 0. Folglich ist 6 = 3,5. Damit ist

2.5 3.5 l 25 3.5
A=Isz—ldx+I(—2x+7)dx=[—1/(2x—1)=] +[—x2+7x]
0.5 2,5 3 05 28
l — -
=5 [V64 — o] + ((=12.25 + 245 — (=625 + 17,5)] =§ 1 =%_

11
Ergebnis: Der Flicheninhalt von M betragt 5

[001156]
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258
Aufgaben
) 14 Berechnen Sie die Flicheninhalte der in den Bildern D 31 a) und b) blau bzw. grau ge-
rasterten Punktmengen!
1.9 R
fin)=71 Pl 1=y &
&
Bild D 31 £
3
2 Skizzieren Sie die Punktmenge, die von dem Graph der Funktion f(x) = XT + 4, der
x-Achse und der Geraden x = 2 begrenzt wird! Berechnen Sie den Flicheninhalt dieser
Punktmenge!
3 a) Skizzieren Sie die Punktmenge, die oberhalb der x-Achse liegt und von dieser und dem
. Graph der Funktion f(x) = (x — 3) (x* — 4) begrenzt wird!
b) Berechnen Sie den Flicheninhalt dieser Punktmenge!
. ¥
4. a) Skizzieren Sie die Punktmenge, die von dem Graph der Funktion f(x) = Vx, der
x-Achse und den Geraden x = 1 und x = 8 begrenzt wird!
b) Berechnen Sie den Flicheninhalt dieser Punk !
4
8 a) Skizzieren Sie die Punktmenge, die von dem Graph der Funktion f(x) = V3x + 6,
der x-Achse und der Geraden x = 2 begrenzt wird!
b)B h Sie den Flicheninhalt dieser Punktmenge!
9  Punktmengen, die unterhalb der x-Achse liegen
4
@ 14 Berechnen Sie das bestimmte Integral I (x* — 5x + 4)dx!
i
® 14 Der Flicheninhalt der Punktmenge M, die von der x-Achse und der Parabel

y = x* — 5x+ 4 begrenzt wird, ist zu berechnen (~ Bild D 32 a)).

Losung:
4

Wie wir aus Auftrag D 14 wissen, ist das Integral _f (x* — 5x + 4) dx negativ und
1

kommt deshalb fiir den Flicheninhalt von M nicht in Frage.

Durch Spiegelung an der x-Achse wird die Punktmenge M in die Punktmenge M’
(~ Bild D 32 b)) iibergefiihrt, die vollig oberhalb der x-Achse liegt. Bei dieser Spiegelung
geht die Parabel y = x? — 5x + 4in die Parabel y = —(x* — 5x + 4) iiber. Die Punkt-
mengen M und M’ sind kongruent und haben deshalb denselben Flacheninhalt. Der
Inhalt von M’ ist (~ Auftrag D 14)
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flx)=x2=5x +14 fix)=—(x" =5x+4)

BildD32 L

4 4
Aur = [[=(x* = 5x + 4)]dx = — [ (x = 5x + ) dx = —(—4,5) = 45.
1 1
Ergebnis: Ay = Ay, = 4,5
4
Der Flicheninhalt der Punktmenge M ist also Ay = j'(x2 — 5x + 4) dx|.
1

Ist M eine unterhalb der x-Achse liegende Punktmenge, die von dem Graph einer Funktion f,
der x-Achse und den Geraden x = qund x = b begrenzt wird, so setzen wir analog zum Bei-
spiel D 14 fiir ihren Flacheninhalt A fest!):
b
A =| [ f(x)dx]

®m 15 Zu berect ist der Flacheninhalt der im Bild D 33 blau gerasterten Punktmenge, die
unten durch einen Parabelbogen begrenzt wird (7 Seite 260).

Losung:

a) Wir ermitteln zunichst eine Gleichung fiir die im Bild D 33 skizzierte Parabel. Da
deren Scheitel auf der y-Achse liegt, 14Bt sich die Parabel durch die Gleichung

1) f(x) =ax* + ¢

beschreiben.

Aus Bild D 33 lesen wir sofort ¢ = —8 ab. Damit folgt aus (1)

) f(x) = ax* - 8.

Es bleibt noch der Koeffizient a zu bestimmen.

Der Punkt P(4;0) liegt auf der Parabel. Die Koordinaten von P miissen deshalb der
Gleichung (2) geniigen, das heiBt, es gilt

0=a-4*>-38

beziehungsweise !
1

a =g

1
Folglich ist f(x) = 7,\:’ — 8 eine Gleichung der betreffenden Parabel.

b) Fiir den Flicheninhalt A der im Bild D 33 blau gerasterten Punktmenge erhalten wir:

b
1) Wir setzen natiirlich voraus, daB j'f(x) dx existiert.
5 @

17¢
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3 1 Bild D 33
A= J‘ (7 x? = S)dx
-2
1 3
o | KT
|[ rd Sx] —Zl
27 8
(2 -2)- (-2
35 205
- |(T “‘°)| - l‘T
Ergebnis:
o ) .. 205
Der Flidcheninhalt betragt 6"
®m 16 Es ist der Flicheninhalt der Punk M zu berech die von dem Graph der

Funktion f(x) = x* — 6x* + 8x und der x-Achse eingeschlossen wird.

Losung:

a) Wir ermitteln zunichst die Integrationsgrenzen und priifen, ob M oberhalb oder
unterhalb der x-Achse liegt.

Dazu ist es erforderlich, die Nullstellen von f zu berechnen.

_ Die Nullstellen von fsind die Losungen der Gleichung

x(x? — 6x + 8) =0.
Man erhilt x; = 0, x, = 2und x3 = 4.
Wegen f(1) = 3 > 0 liegt die Punktmenge fiir 0 < x < 2 oberhalb und fiir2 = x = 4
unterhalb der x-Achse. }
b) Fir den Flacheninhalt A, desjenigen Teiles der Punktmenge M, der oberhalb der
x-Achse liegt, gilt

2

x* 2
A, = f(X’ — 6x2 + 8x)dx = [T -2 +4x‘] =4.
H 0

Fiir den Flicheninhalt A, desjenigen Teils der Punktmenge M, der unterhalb der x-Achse
liegt, erhalten wir

4

x4 4
A = J‘(x:’ — 6x2 + 8x)dx| = [T —2x3 +4_x2]
2

2

=4 = 4.

Ergebnis:
Der Flicheninhalt der Punktmenge M ist also 4, + A, = 8.
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Aufgaben

Skizzieren Sie die Graphen der folgenden Funktionen, und berechnen Sie jeweils den Flichen-
inhalt der Punktmenge, die durch den Graph von f, die x-Achse und die Geraden x = @ und
x = b begrenzt wird! ’

1LY a)f(x)= —x* +1; a= -3, b= -1

h)f(x)=%.x’+x—3; a= -3, b= +1

1 1
t‘)f(x)=—7+4; a= 7, b= +1
1
Df(x) =—-2; a=1, b=6
X
o) f(x) =3 - Vx; a=0, b=16
D e, 2 a=1, b=7
x+1 4
2
21 a)f(x) =2x +1; a= -3, b=1
b) f(x) = x* — 8x + T; a=0, b=5
] b
= -2 =0, =
SR e -G #=0, b=2
A fex) =TVx -2 -1,5; a=3, b=6

3 Berechnen Sie den Flicheninhalt der Punktmenge, die der Graph der Funktion f mit
der x-Achse einschliet, wenn
a) f(x) = —x3 + 6x® — 5x; b) f(x) = x® — 8x2 + 15x
ist!

10 Punktmengen, die von den Graphen zweier Funktionen
eingeschlossen werden

7 Wir berechnen den Flicheninhalt des im Bild D 34 a) blau gerasterten Parabelsegmentes.
Losung:

Der Inhalt des im Bild D 34 a) dargestellten Parabelsegmentes ist die Differenz des
Flicheninhalts des Trapezes ABCD und des Inhaltes der Punktmenge, die von der
Parabel, der x-Achse und den Strecken AB und CD begrenzt wird (* Seite 262).

a) Besti der Integrationsgrenzen

Die Integrationsgrenzen sind die Abszi der Schnittpunkte von Gerade und Parabel,
also die Losungen der Gleichung x> — 4x + 6 = 2x + 1 bzw. x2 — 6x + 5 = 0.
Diese Gleichung hat die Losungen x; = 1 und x, = 5.
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b) Berechnen des Flicheninhalts
Der Flacheninhalt A des Parabelscgmentes ist die Differenz der Zahlen j' fi(x) dx und
_|' £1(x) dx. Dann gilt

A= j fi(x) dx — j' £1(x) dx und wegen der Regeln (a) und (b) auf Seite 250
1 1
5
A4 = [ (fi(x) - g1(x)) dx. Folglich ist
1
5 5
A= [[2x+1) - (x*—4x + 6)]dx = J (=x* + 6x = 5) dx
1 1
_ L 4 3 3 _ 32
—[ ?x + 3x SX]I_T'
Ergebnis: _
Der Fldcheninhalt des Parabel 1te: betrigt%.

frlx)= 21
gx)=xl—tbx +6 -

Bild D 34

® 18 Wir berechnen den Flicheninhaltdes im Bild D 34 b) grau gerasterten Parabelsegmentes.

Losung:

Im Gegensatz zu Beispiel D 17 liegt das hier betrachtete Parabelsegment teilweise unter-
halb der x-Achse. Durch eine Verschiebung parallel zur y-Achse 14Bt sich erreichen, daB
die Punktmenge M, auf die im Bild D 34 a) dargestellte Punktmenge M, abgebildet
wird. Da kongruente Punktmengen ein und denselben Flicheninhalt haben, gilt

32

Ay, = Aw, = 5
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Offensichtlich stimmen die Abszissen der Schnittpunkte der Graphen von f, und g, mit
den Abszissen der Schnittpunkte der Graphen von f; und g, iiberein. Fiir jedes x gilt:

filx) = fo(x) + 6 und g,(x) = ga(x) + 6.
Deshalb ist

5 5 s
[ (i) - g1(x) dx = i[ [(/2(¥) + 6 = (g2(%) + 6)Idx = [ (f2(x) — g2(x)) dx.
1 1

Wir konnen also den Flicheninhalt der Punktmenge M, nach demselben Verfahren wie
im Beispiel D 17 berechnen, das heift, es ist

5
Am, = lf (f2(x) — ga2(x)) dx.

Es sei nun M eine beliebige Punktmenge, die von den Graphen zweier Funktionen f und g
eingeschlossen wird (~ Bild D 35). Die Abszissen der Schnittpunkte der Graphen seien a
und b. Der Graph von f'sei der obere und der Graph von g der untere Rand von M, das heiBt,

fiir jedes x aus {a; b) gilt f(x) = g(x).
Analog zu den Beispielen D 17 und D 18 setzen
wir fiir den Flacheninhalt von M fest:

e 15

b
4= f (f(x) — g(x)) dx.
Es ist der Flacheninhalt der von den Parabeln

1 1
y=7x2—1 und y=—§xz+2

eingeschlossenen Punktmenge zu berechnen.
Lésung: ' Bild D 35

a) Berechnen der Abszissen der Schnittpunkte der Parabeln 2
Die Abszissen der Schnittpunkte der gegebenen Parabeln sind die Losungen der Glei-

1 1 . .
chung sz -1=- ?x‘ + 2 beziehungsweise x? = 8.

Die Losungen dieser Gleichung sind x, = 2 ]/E und x, = -2 VE
b) Berechnen des Flicheninhalts A der gegebenen Punktmenge

Es ist
22 2)2
A=f [(—-;—x‘+2)—(%x2—l)]dx=f(—%x’+3)dx
—2)2 —2§2
(1. R N 2 - (L.6.12-613
_[ g Jrsx]_“/E _( 516 ]/2+6]/2> (8 16- 2 \Vz)

= 412+ 1212=3812.
Ergebnis: A = 8 1/2

Begriinden Sie, daB Sie den Flacheninhalt der im Beispiel D 19 gegebenen Punktmenge
auch wie folgt berechnen kénnen!

2)2

am2f (-2as3)a

0
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m 20 Wie groB ist die positive Zahl @ zu wihlen, damit der Flicheninhalt der imBild D 36 blau

-
gerasterten Punktmenge M gleich E ist?

Losung:
1

Esist4 = | (f() — g(x)) dx, wobei f(x) = Vax und
0

g(x) = —x? zu setzen ist, also

A= | (Vax - (—x9)ax.

Wir errechnen zuerst A nach dieser Formel: '
> 2 x: 1
A=ﬂﬁ+ﬂu=hﬁﬁ+71
[
0

2 1
Y/ PEY

Bild D 36

Setzen wir nun fiir 4 den vorgegebenen Wert ein, so erhalten wir eine Gleichung, aus

der wir a errechnen konnen.

> i; Va=2;

) 3 R

=%]/;+

Ergebnis:

Wihlt man a = 4, so ist % der Flicheninhalt von M.

Aufgaben

1. Welchen Flicheninhalt hat die Punktmenge, die von den Parabeln
a)y=x*-1 und y=-2x* +11;
b)y=2x*-2x-4 und y=(x—-2)?

eingeschlossen wird?

Berechnen Sie jeweilsden Flicheninhalt der Punktmenge, die von der Parabel und der

b)y=x*+6x+1l;y=-x+1

die von den Graphen der Funk-

=1, b=4
=1, b=2
=1, b=2
=2, b=4

2.
Geraden eingeschlossen wird!
a)y=x>—4x+7, y=x+3

3. Berechnen Sie jeweils den Flicheninhalt der Punk
tionen f und g und den Geraden x = @ und x = b begrenzt wird!

1
a) f(x) = x* —3x + 14; g(x) = —7.\:2 tx——;a
1

b) f(x) = x%; g =5x=2; a
©) f(x) = x7%; g(x) = —2x + 8; a
d) flx) = x%; gx) =x+1;
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4. Berechnen Sie den Flacheninhalt der im Bild D 37 blau gerasterten Punktmenge!

s, Berechnen Sie den Flicheninhalt der im Bild D 38 blau gerasterten Punktmenge!

Bild D 37 Bild D 38

11 Physikalische Arbeit

Um einen Korper, an dem eine Kraft F angreift, von einer Stelle s, bis zu einer Stelle s, zu ver-
schieben, muB eine Arbeit aufgewendet werden.
Dabei sollen Kraft- und Wegrichtung iibereinstimmen und der Weg geradlinig sein.
Ist die Kraft F lings des Weges von s, bis s, konstant und F der Betrag dieser Kraft, so betrigt
die Arbeit

W =F-(s2 — s1).
Die MaBzahl von W ist gleich der MaBzahl des Flicheninhalts des im Bild D 39 grau gerasterten
Rechtecks.
Ist die Kraft lings des Weges nicht konstant, so hingt Fvom Weg ab.
Es sei f diejenige Funktion, die den Betrag der Kraft in Abhéngigkeit vom Weg s im Intervall
51 £ 5 £ 5, angibt. Auch in diesem Fall wird die Arbeit so definiert, daB ihre MaBzahl gleich
der MaBzahl der im Bild D 40 blau gerasterten Punktmenge ist, das heif3t

W= { (5)ds.

Bilder D 39, D 40

®m 21 Ein Koérper sei an einer Schraubenfeder befestigt (. Bild D 41 auf Seite 266). Bewegt
man den Kérper von s; nach s;, so wird die Feder gedehnt. Die dazu erforderliche
Kraft, die der Zugkraft der Feder irkt, ist dem zuriickgel Weg propor-
tional. Der Proportionalititsfaktor & heiBt die Federkonstante.
Zu berechnen ist die Arbeit, die man aufwenden muB, um den Korper von s; nach s,
zu bewegen.
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Losung:

Da F zu dem Weg s proportional ist, gilt
F=f(s)=k-s.

Die aufzuwendende Arbeit betrigt

P "
We fkes-dsmk [ds = g,
5 n 2 sy

% Bild D 41
Ergebnis: W = 7(:2 - s?)

@ 16 Berechnen Sie die Arbeit, die bei der Dehnung einer Feder verrichtet wird, fiir
k=04N-cm™, s, =0cmund s, = 12cm!
Aufgaben
1, An einem Korper greift eine Kraft F vom Betrage F an, die als Funktion des Weges s
1 5
gegeben ist: F =f(s) = k - s* — 75 (k eine Konstante).

Berechnen Sie die Arbeit, die erforderlich ist, um den Korper von s, nach s, geradlinig
zu verschieben!
2. Zwischen zwei ungleichnamigen Ladungen Q, und Q,, die sich im Abstand r voneinander
Ql -0,
’2

befinden, wirkt die Kraft F mit F(r)y=%k- (k eine Konstante).

Die Ladung Q; soll auf geradlinigem Wege von r, nach r, (r, < r,) gebracht werden.
Berechnen Sie die zu verrichtende Arbeit!

Zusammenfassung
Mit Hilfe des bestimmten Integrals lassen sich Flicheninhalte g Punk be-
rechnen.
Dabei unterscheidet man folgende Fille.
Lage der Punktmenge Flicheninhalt
(6)) Oberhalb der y 3
x-Achse (| A= Trwdx

@ Unterhalb der y
xAchse . A

b
j S(x) dx|
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@A)

Teilweise oberhalb,
teilweise unterhalb
der x-Achse

b
A= [ fxdx

§

hf f(x)dx

@)

Von den Graphen
_zweier Funktionen
eingeschlossen

b
= [ () - g(x)) dx

Beispiele zu

(1) bis (4)

M wird begrenzt durch

Flacheninhalt

(1 Graph von
f(x) = x3, x-Achse
und Gerade x = 1
@) - Graph von y o
f(x) = x3, x-Achse P ’ fxs s
und Gerade x = —1 ‘:/
i -1
-1 = [L x4]° o
i =3
3) Graph von ¥ Xo = 0 ist Nullstelle
) = x3, im Intervall ¢ —1;1).
x-Achse und 1 0
Geraden A= _jlx dx‘
x=1lundx = —1 1
= 7 + 6‘. x3dx
el
- 4742
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(4) Graph von Abszissen der
f)=x% xz20; Schnittpunkte:
Graph von X1 =0;x, =2

flx) =4x, x20

A f (4x — x¥) dx

-3

Es ist also besonders zu beachten:
Soll der Flicheninhalt einer Punktmenge M berechnet werden, die zwischen der x-Achse
und dem Graph einer Funktion fliegt, so ist zunichst zu priifen, ob
M oberhalb oder unterhalb der x-Achse
oder teilweise oberhalb und teilweise unterhalb der x-Achse
liegt. Dazu ist es erforderlich zu untersuchen, ob fim Integrationsintervall Nullstellen hat.

Ubungen und Anwendungen p

Berechnen Sie die folgenden Integrale!

1 5
4 4 3
5 2‘)".(5.\*‘—%):’—3)& b) [ (3 -1 +13)de c)f“"“L—s:“dx
-1
-2

X
S Vs 4
d)f(sin1+1)dx c)J'l;dx f)J' i
2 J V5 - x
L V2 =

[T

[(2x+ )3 +

3 4
21 a) I(3x‘+4x+5)dx b) _[(v’—v1+3)du
0 . |

= o
d) [ (2x + cos ) dx (’)}/J(x3+2x)dx 12 ,]
_= 0 X)
2

2

1

1

o
1 w2

31 2) [ (@x® + ayx + ap) dx h)J.-sz f
0 z

- 2

Vo _ 2
0 [(a-ze e V[T

Ve :
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Fiir welche Zahl c ist

¢ i c
1 1
-2 G b i i
a)fx dx > )f(3x—l)’dx i
1 1

Berechnen Sie jeweils k!

K 1
a) _fxdx=6 b)jkxdx=0,2
0 0

1 1
o [P+ kdx=1 d) | (kx + k) dx =1
0 o

Berechnen Sie die Flicheninhalte der im Bild D 27 grau bzw. blau gerasterten Punkt-
mengen mit Hilfe der Integralrechnung!

Der Graph der Funktion f(x) = x2, die x-Achse und die Geraden x = x; und x = x,
(x; < x,) begrenzen eine Punktmenge.

a) Berechnen Sie den Flacheninhalt dieser Punktmenge!

b) Zeigen Sie, daBB man dasselbe Ergebnis erhilt, wenn man die Formel

- . " + .

i l’TX—‘(f(x,) 4 f(x2) +'4f(xn)) anwendet, wobei xp, = % ist!
Berechnen Sie den Flicheninhalt der Punktmenge, die von den Graphen der Funktionen
f(x) = x> — x* + x — 2 und g(x) = 3x — 2 eingeschlossen wird!

Spiegeln Sie die Parabel y = x* an der Geraden y = x! Berechnen Sie den Flicheninhalt

der Punktmenge, die von der Parabel y = x? und ihrem Spiegelbild begrenzt wird!

Es seien die Gerade y = 2x — 7 und die Parabel y = —x? + 8x — 12 gegeben.

a) Berechnen Sie die Schnittpunkte von Gerade und Parabel!

b) Zeichnen Sie die Gerade und die Parabel in ein und dasselbe Koordinatensystem!

¢) Die Gerade schneidet von der Parabel ein Segment ab. Berechnen Sie den Flachenin-
halt des Segmentes!

Berechnen Sie den Flicheninhalt der Punktmenge, die von den Graphen der Funktionen

1 9 1 5
) i -—— —— ) i B —
a)f(x) 3 x* + 3 und g(x) 2 X X+ 7

1
b)f(x) = %x’ und g(x) = e x+6

eingeschlossen wird! Veranschaulichen Sie jeweils die Punktmenge!

Es seien die Funktionen f(x) = x* + 2x* — 4x und g(x) = 2x* + 2x gegeben.

a) Berechnen Sie Nullstellen und lokale Extrempunkte von f!

b) Berechnen Sie Nullstellen und lokale Extrempunkte von g!

¢) Berechnen Sie die Schnittpunkte der Graphen von fund g!

d) Skizzieren Sie die Graphen von fund g in ein und dasselbe Koordinatensystem!

¢) Berechnen Sie den Flicheninhalt der von den Graphen von fund g eingeschlossenen
Punktmenge!

Gegeben sei die Funktion f(x) = x* — [1x? + 18.

a)Berechnen Sie die Nullstellen von f! b) Berechnen Sie die lokalen Extrema von f!

¢)Zeichnen Sie den Graph von f'im Intervall { —4; 4)!

d)Zeichnen Sie die Tangente an den Graph von fim lokalen Maximumpunkt, und be-
rechnen Sie die Schnittpunkte dieser Tangente mit dem Graph von f!

e)B h Sie den Flicheninhalt der Punk die von dieser Tangente und dem
Graph von f begrenzt wird!
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15.

16.

17.

18.

20.

21.

Gegeben sei die Funktion f(x) = x~2.

a) Berechnen Sie den Flicheninhalt der Punktmenge M, die von dem Graph von f, der
x-Achse und den Geraden x = 1 und x = 5 begrenzt wird!

b) Welche Linge hat ein Rechteck mit der Breite 4, dessen Flicheninhalt mit dem der
Punktmenge M iibereinstimmt?

¢) Veranschaulichen Sie die Punktmenge M und das in b) verlangte Rechteck !

<y ; y
flx)-ox2

fixo)

Bilder D 42, D 43

Gegeben seien die Funktion f(x) = x* und eine Gerade y = ax (a > 0).

a) Die Gerade schneidet den Graph von f im 1. Quadranten in einem Punkt P. Berechnen
Sie die Koordinaten von P!

b) Die Gerade y = ax, die x-Achse und die Parallele zur y-Achse durch den Punkt P
begrenzen eine Punktmenge. Beweisen Sie, daBl der Graph von f diese Punktmenge in
zwei flicheninhaltsgleiche Teile zerlegt!

A, sei der Flicheninhalt der durch die Graphen von f(x) = x und &(x) = x"im Intervall
<0; 15 begrenzten Punktmenge.
a) Berechnen Sie 4, ! b) Berechnen Sie lim A4,!
n— oo
Eine Punktmenge werde durch zwei quadratische Parabeln begrenzt (.~ Bild D 42).
a) Bestimmen Sie die Gleichungen der Parabeln!
b) Ermitteln Sie den Flicheninhalt der Punktmenge!

Gegeben seien eine Parabel f(x) = ax? (a > 0) und eine positive Zahl Xo. Zeigen Sie,
daB die Fliche des Rechtecks mit den Seitenli 1 xo und f(x,) durch die Parabel
im Verhiltnis 1 : 2 geteilt wird (~ Bild D 43)!

1
Der Punktmenge M, von der Parabel f(x) = 3 — ?x‘ und der x-Achse begrenzt, ist

ein Rechteck einzubeschreiben, dessen Seiten parallel zu den Koordinatenachsen sind.

a) Gibt es ein solches Rechteck mit maximalem Umfang?

b) Gibt es ein solches Rechteck mit maximalem Flicheninhalt?

Berechnen Sie im Fall b) das Verhiltnis der Flicheninhalte des Rechtecks und der
Punktmenge M!

Die senkrecht auf der Parabelachse stehende Sehne P, P, des im Bild D 44 skizzierten
Parabelsegmentes sei 10 cm lang. Die im Punkt P, an die Parabel gelegte Tangente bilde
mit der Sehne einen Winkel von 45°,
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22.

23.

24.

25.

26.

27.

a) Bestimmen Sie eine Gleichung fiir die Parabel!
Hinweis: Wihlen Sie das Koordinatensystem so, daB der Scheitel der Parabel im Ur-
sprung liegt!

b) Berechnen Sie den Flicheninhalt dieses Parabelsegmentes!

MaBangaben
{inm

Bild D 44 i Bild D 45

Beim Bau eines Speichers werden parabolische Bogenkonstruktionen verwendet
(~ Bild D 45).

a) Bestimmen Sie eine Gleichung fiir die Parabel!

b) Berechnen Sie den Flicheninhalt der Querschnittsfidche des Speichers!

¢) Berechnen Sie das Volumen des Speichers!

Gegeben sei die Funktion f mit
3

a)f(x) = x> — 9x? + 15x + 30; : b)f(x) = x* —Ex‘ — 6x + 12.

Berechnen Sie die lokalen Extremstellen x, und x; von f und den Flicheninhalt der

Punktmenge, die von dem Graph von £, der x-Achse und den Geraden x = x, und

x = x, begrenzt wird!

Gegeben sei die Funktion f(x) = x* — 5x* + 4.

a) Untersuchen Sie das Verhalten von /!

b) Berechnen Sie den Flicheninhalt der Punktmenge, die von dem Graph der Funktion f
und der Tangente an den Graph von f im lokalen Maximumpunkt eingeschlossen
wird!

¢) Es seien x, und x; die unter a) berechneten Stellen, an denen flokale Minima hat.

Berechnen Sie den Flicheninhalt der Punktmenge, die durch den Graph von f, die
Geraden x = x; und x = x, und die unter b) ermittelte Tangente begrenzt wird!

Der Querschnitt der Tragflache-eines Flugkérpers wird durch die Graphen der Funktio-
l 2

nen f(x) = V2x und g = XT begrenzt (» Bild D 46 auf Seite 272).

Berechnen Sie den Flacheninhalt dieses Querschnitts!

Bild D 47 zeigt eine Punktmenge M, die durch die Graphen von vier Funktionen begrenzt
wird (» Seite 272).

) Berechnen Sie die Koordinaten der Punkte P, und P,!

b) Unter welchem Winkel schneiden einander die Graphen von f; und f; im Punkt P,?
¢) Berechnen Sie den Flicheninhalt von M!

Berechnen Sie den Flicheninhalt der von den Graphen der Funktionen f(x) = lx2
und g(x) = ]/gr eingeschlossenen Punktmenge! §
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Bild D 46 =
falx)=2yx +3
N
MaBangaben
inm
Bild D 48 Bild D 47
28. Ein Tonnengewdlbe hat die im Bild D 48 angegebenen MaBe. Die Gewdlbedecke ist
parabolisch gekriimmt.
a) Wieviel Kubikmeter Mauerwerk sind je Meter Gewdlbelange (einschlieBlich der Seiten-
winde) erforderlich?
b) Wieviel Prozent des erforderlichen Mauerwerks entfallen auf die Gewdlbedecke?
¢) Wieviel Kubikmeter Luft sind je Meter Gewdlbelinge enthalten?
29.  Berechnen Sie den Flicheninhalt der Punktmenge, die von den Graphen der Funktionen
1 : .
f(x) = 7.\—’ und g(x) = x eingeschlossen wird!
Lésungshinweise :
“1. Berechnen Sie die Schnittpunkte der Graphen von fund g!
2. Skizzieren Sie die Punktmenge, die von den Graphen der Funktionen f und g ein-
geschlossen wird!
3. Berechnen Sie den Flicheninhalt der Punktmenge!
Beachten Sie dabei, daB Sie hier — bedingt durch drei Schnittpunkte der Graphen -
zwei Integrale zu berechnen haben!
30.  Gegeben seien die Funktionen f(x) = 4x — x* und g(x) = 2x — x2.

a) Berechnen Sie die Koordinaten der Schnittpunkte der Graphen von fund g!

b) Ermitteln Sie die Nullstellen beider Funktionen! .

) Bestimmen Sie die lokalen Extrema von fund g!

d) Skizzieren Sie die Graphen von fund g!

e) Die Graphen der Funktionen fund g begrenzen zwei Punktmengen. Berechnen Sie
die Flacheninhalte beider Punktmengen!
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31.

32.

34.

W
0

18

Welche Arbeit ist aufzuwenden, um ein Raumschiff mit der Masse m = 10* kg bis zum
Abstand R von der Erdoberfliche zu bringen?

(Die fiir die Beforderung der Trigerrakete notwendige Arbeit lassen wir hier unberiick-
sichtigt.)

Esist F(r) = k =) mit k = 6,67 - 10-'* N - m? - kg2, R = 6,37 - 10° m (Erd-

radius), M = 5,98 - 1024 kg (Erdmasse).

M-m

Ein Kérper habe zum Zeitpunkt 7 = 0's die Anfangsgeschwindigkeit 2 ms-!. Auf ihn
wirke eine Kraft, die eine gleichmiBige Beschleunigung des Korpers von 0,6 ms-2 hervor-
ruft.

Welchen Weg hat der Korper nach 6 s zuriickgelegt?

Ein Motor gibt auf Grund schwankender Belastung eine von der Zeit abhéngige Leistung
ab. Bild D 49 zeigt den Graph der Funktion, die die Leistung in Abhédngigkeit von der
Zeit beschreibt.
Dabei gilt

L

-
=
5
o
A
IA

fo) =

,
I
|

=3

g

IA

t S5,

Berechnen Sie die vom Motor verrich-
tete Arbeit im Zeitintervall von 0 bis
5 Sekunden! (Die MaBzahl der Arbeit
entspricht gerade der MaBzahl des
Flicheninhalts der im Bild D 49 blau
gerasterten Punktmenge.)

Bestimmen Sie alle Zahlen p, fiir die

5
[+ px + 1) dx =134
1

i
Bild D 49
ist!

*

Gegeben sei die Funktion f(x) = ax® + bx* + cx + d, die folgenden Bedingungen

geniigt. Der Graph der Funktion geht durch den Ursprung, schneidet die x-Achse auch

an der Stelle 4, und es ist /7(0) = 2, f7(0) = 4.

a) Berechnen Sie die Zahlen a, b, ¢ und d!

b) Untersuchen Sie das Verhalten der Funktion f, und skizzieren Sie den Graph von f!

¢) Berechnen Sie den Flicheninhalt der Punktmenge, die der Graph von fmit der x-Achse
einschlieft!

*

2
Gegeben sei die Funktion f(x) = —(x > 0).
X

Die Gerade y = mx + n moge den Graph von fin den Punkten P, (1;2) und P, (4; l)
schneiden. 8
a) Bestimmen Sie m und n!

b) Berechnen Sie den Flicheninhalt der Punktmenge, die vom Graph von fund der Gera-
den eingeschlossen wird!

0011 76]
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37" Berechnen Sie den Flicheninhalt der Punktmenge, die begrenzt wird vom Graph der
-1
Funktion f(x) = 2 = (x > 0), der x-Achse und der Geraden x = ¢ (>
a) Fertigen Sie eine Skizze der betreffenden Punktmenge an! i
b) Berechnen Sie den Flicheninhalt 4 der Punktmenge in Abhingigkeit von ¢!
¢) Berechnen Sie lim A(r)!
>
38.*  Geben Sie eine stetige Funktion fan, die fiir alle reellen Zahlen x des Intervalls <0; 10y
definiert ist und fiir die gilt
7 1, falls n eine Primzahl
n) =
0, falls » € N und n keine Primzahl!
Berechnen Sie den Flicheninhalt, den der Graph der von Thnen ermittelten Funktion
mit der x-Achse einschlieBt!
39.* Begriinden Sie!

b
a) Existiert j' f(x) dx und hat fim Intervall <a; b) keine negativen Funktionswerte,
so gilt
b
| f(x)dx z 0.

b
b) Existiert | f(x)dx und hat fim Intervall <a; b) keine positiven Funktionswerte,
H

b
so gilt | f(x) dx = 0.
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Ausgewihlte Losungen

Zum Kapitel A: Zahlenfolgen; das Beweisverfahren der vollstiindigen Induktion;

1E2 @4

6

LE3 3:

18*

Kombinatorik
a) Anfang —7; jedes Glied um 4 groBer als das vorangehende.
o 30 95 13517
b) Quadratzahlen, dazu 1 addiert. ...; 26; 37; 50; 65
¢) Abwechselnd positiv und negativ, Zahler und Nenner um 1 groBer werdend;

1
Anfang —.
11:‘1ng2
5. 6.7 8
v TR Y

d) Abwechselnd groBer und kleiner als I, Abstand zur 1 immer der 10. Teil
vom vorigen :
...; 1,001; 0,999; 1,0001; 0,9999

1
e) Die Zahl 1 wechselt mit den Briichen —.
n
1 1
v li—=31;,—
5 6 _ B

f) Von Glied zu Glied Multiplikation mit V/2; Anfang 2
3 412;8;8V2;16

a)a, =4k — 11; a5 = 81

a)ak=2—k;a.= ;»~-;£;£;l—4'£=a.
2k — 1 9 13 15
1 80
b) a, = 80; ax+, =-2—ak; ay = 20T
a, = 80; 40; 20; 10; ...; 0,625 = ag
2k . 2 4 10 12 14 16

©)ay = (—1*

sar = —

3 39 T o3 T T 2187 6561 | °
a) by > =5 = by; bss > —120 = beo

b) by > =5 2 bs; by > =120 2 b3

€) by > =52 by; b2 > —120 2 b5
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6. . a) b) c) d) €)
a;s 96 115,5 55 756 6%
az; 240 223,5 -12,5 1788 14%

n
LE4 & b)kz.k(k+l) n+ 1

5. b)z": k-2*'=(-1)-2"
k=2

4 -1

n—1
8 4=
k=0

n—1 no_ l
9* Yy t= ZZ : Sie kann auch fiir gebrochene Zahlen zutreffen.
i =
LES 1. a) (mindestens) 63 Umsetzungen

2 b) 120 mogliche ,,Worter*
_ n(n +5)

LE6 3. b)i(4k—3)=n(2n—l) :)i(9k—2)
k=1 k=1 2

5. DY k2l =(n-1)-20
k=2

LE7 4. d, = Ha=3)
2

LES8 1. a)n =23 b)as; =43

2 a, =5725; a;s =2275

463
: =i3 s =

3. a)a, b) s+ 243 c)n =16

CH a) ca. 78°

8. a) 1300, — M b) 1508, — M

9. a) rund 2,96 Mill. m?

b) rund 3 Mill. m® (unter Verwendung von g = 1,027)
Weitere Aufgaben zu den Lerneinheiten A 2 bis A 8
2: a)a, =0; a, =09; a3 =099; a: =0,999; as = 0,9999

b)a, =1; a, =0 ay = —1l; as =0; as =1
c)a, =0; a;=1; a3=2; a, =3; as =4
4k 4k -1
* —-— > A =—
3. a) a; % =1 (k 20) bzw. a =3 (k >0)
2k -1 4

a, =0; ay = aq

— e —— >
"%+l T *20
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2k -3 4
bow. @ =0; @ =ay—T + o (k<0
+1

2k

b)a,,=k (k 20) bzw. a = (k > 0)

k

21
1 1 o

ao=];ag+1=—ﬂg+7 (k=0

1 1

7a'+F (k>0

¢) a, = k* + k;rekursiv a; = 2; ayq = a + 2k + 1)

k(k + 2)
k+1)(k+3)

bzw.a; = 1; axs+1 =

d)a =

LR B (0 (k)
G =g M T TR 2 (k + 4)
27 81 243

ERETAETS Fiir & = 19 gilt: a;o < 1000 < azo.

9
4. a) .., T )

6.* (a) fallt monoton wegen =Tk 1

bus (_ 2k — k
T2 k-1

11. 45045 12. 226,1 16. insgesamt 191 Tabletten

LEY @27 a)Ps = 5-24 =120 Das 5. Element kann in jeder der 24 Permutationen
von 4 Elementen an 5 verschiedenen Stellen stehen.

2k? + 3k — 2
iln (— t ) < 1 und g, > O fiir alle k.

(by) féllt monoton wegen

) > 1 und d; < Ofiirallek > 1.

b) Es gibt 720 verschiedene Einlaufméglichkeiten.

5. c) d) n(n + 1) e)(n—-2)n
n—-2
6. b)5 d) nicht 16sbar
LE 10 ® 29 120; 650 ® 30 60; 120; 120
2. c) 3024 d) 132 3. .c)%n!' d) (n + 1)!
9. 324632; 52360; 6545
LEIl 1. 75287520 3. 14
5. b) 3199960 7. a) 13983816 ~ b) 12271512

Ubungen und Anwendungen
4. 2583 Ziegel 5. c) 110
6. Ohne Beachtung der Reihenfolge: 10
Mit Beachtung der Reihenfolge: 60

10. a) 126 b)210 c) 1680 d)* 3570
12. a)63 b)* 32 14. 5-10°g
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16. Halbwertzeit: 1570 a Alter rund 9000 a
17.* a) 943 mbar b) rund 240 m ¢) rund 4800 m
20. a)5Sa b) 1200000 Mark

Zum Kapitel B: Grenzwerte von Zahlenfol, und Funktionen

LE 1 1. a) monoton wachsend; —1 = g,
b) monoton fallend; 4 <a, <6
¢) nicht monoton; -1 =<ga, =1

6. z.B.(—l) oder (—1——1-)
n n

LE2 @6 a)Jedes n mitn > 100 b) Jedes n mit n > 1000
2 b)G,=0; Gy, =1 ¢) G, = 0; G, existiert nicht

LE3 @9 »n > 1000 4. a)jafir x = —1,005; —%; -0,98

n+ 1

1
LE4 1. a) — 1] < eist gleichwertig mit » > —. Ist nun « beliebig vorgegeben, so
&

ist die letzte Ungleichung fiir fast alle » erfiillt.

LBES 3. a =1 as = 1,4636 ay = 1,5398
a, = 1,25 as = 1,4914 a0 = 1,5498
a; = 1,3611 a; = 1,5118
a, = 1,4236 ag = 1,5274
+
e % e X (7 +l)=7
n N asw n
LE7 2. a)l b2 0 Ao €)0 )0 g)% h) 0
2 1 4 ,
LE10 4. a)—-5— b)—? c)4 d)—? e)—ﬁ f) 8,5
Ubungen und Anwend
1. b) nicht monoton (fiir alle » mit » = 3 wichst die Folge streng monoton); beschrinkt;
lim a, =1
n>m

d) nicht monoton (fiir alle » mit n = 2 wichst die Folge streng monoton); nach unten
beschrinkt; divergent

1
— -0
Vn

1
ist die letzte Ungleichung fiir fast alle » erfiillt. Also ist —_) eine Nullfolge.
n

1
2. a) < ¢ ist dquivalent mit n > - (¢ > 0). Ist nun ¢ beliebig vorgegeben, so

11.  b) 0,9'° = 0,3486784401; 1,1'° = 2,593742460 1
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3 27
14. c)? e)g
6 5
20. b)— d) -2 e)6 g1 i — —
7 3
Zum Kapitel C: Differentialrechnung
LE2 1. a)s=~1962m At |ls |o.1s |0,01s | 000015
b)trx~45s €
Ao~ 1962m-s-t A |2452m-s71]20,11m-s~ [19,67m s | 19,62m"s~!
At
LE4 2. a)9 b) 8 3. €) fi(xo) = xo d)f(x0) = 3x02
4. b)y = 8x — 8; « x 82,9°
LES5 @7 a)f'(x)ist der Anstieg des Graphen von fan der Stelle x.
b) f'(x) > 0: Die Funktion f wichst monoton.
f’(x) = 0: Der Anstieg von f'ist an der Stelle x = 0 gleich Null.
f'(x) < 0: Die Funktion f fallt monoton.
LES 3. a)x [0 Jos |-05]2 |-2 b) f/(1) = 4,
y=4x-15
f(x) ' 0 | 0,5 | -0,5 l 32 | -32
4. b) f(0) =0, f(1) =3 ) f(-1)=3
x2 —14x - 2 2x* + 21x% — 32x
A s o b)f =— -~
LE9 2. a)f = —5 35 4 @ + 77
, 2% — 6z* + 62 — 1222 + 4z + 28 i
¢ f'(z) = RS TN (z+1,z+3)
, 3 o , 5 3
tl)f(X)=—5X4 (x +0) e)f(x)=——x—;—7 (x *0)
1 wrw = B () = ——=
A X) = —— =—
(x? + 1) o (ax + b)?
3xt + 1
LEI03.  @a)/(W="—F— x+0)
1
b f(x) = ——— -1 “(x) = 2+ sin—-
)S(x) GO (x * —1) €) f(x) = 2-sin 3x

LE1l @ 16 Es sei feine streng monoton wachsende Funktion.
Wir zeigen: Fiir beliebige x,, x, gilt:
Wenn x; # Xz, 50 f(x;) * f(x2).
Essei x; # x;,also entweder x; < x, oder x; > x,.Da fstreng monoton wichst,
gilt f(x,) < f(x,) fiir x; < x; bzw. f(x,) < f(x,) fiir x, < x;.

LEI122. a)f()=-y+7T; S =-1

- -1
b/ = -1y »z0)y ) =—— >0

21y
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1 =
f) =— »>0); SMW=—= >0

V» 21y

o orw=2rlis0 or@-—t i+l 50
31 20z 5y 4)F
+2 2z

) /(x) = xe—V;-; x>0 g) f'(x) = _Zl/zx ;x>0

(1 +—1.-> Vo - (a+¥a) —

21/a 3‘/;
h) f(a) = - ;a>0
Va?

AN Y.

i) fi(x) = 2‘E;,x>0

(Hier nur Definitionsbereiche der abgeleiteten Funktionen)
—4x

wrr

b) f(x) = 4[(x* + 1) (x = NP 2x(x = 7) + (x* + 1)]

12x (x* — 2x% + 1)

LE14 4. a) f'(x) =

) f(x) =

(x4 1)t
<2
D) = ————
x2-5)Yx2 -5
1 4x — 15
W) =32 ——= )= ——
DF ey V2x e 2(5 — 2x)? Vx? — 3x
2x — 1 9x2
7. b) f(x) = —— d) f'(x) = %_—
23 —x +1 2138 202 ¥ x + 1
LEIS 2.  a)f"(x) = S a4 b) f7(x) = 3 (lx - s)z
5 2

¢) f(x) = 20x* — 6x — 10
(—18x + 48) (2x* + x + 10)?

9@ = 2 + x + 10)*
2(—9x2 + 48x +57) 2x* + x + 10) (4x + 1)
- @2x% + x + 10)*
246 5
PR SOOI ..ci: o NN " W —
91 — x?) YT = x?)2 1601 —x)? JT=x
. 4
LX) = —9— (x>0) /W = x> 0)

9x? Jx? 9x®
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LE20 @ 32 Es sei (x,) eine beliebige Folge mit lim x, = 1, x, < 1 fiir alle n. Dann konver-
nswm,

1
. ) unbeschrinkt, das heiBt

giert (x, — 1) von links gegen 0. Folglich fillt(
Xn —

. 1

lim = —o0.
x1 X —1

x<1

LE252. ¢ Max.: (0; —10), Min.: (212; —138) und (-2 J2; —138)

d) keine lokalen Extrempunkte

e) Max.: (1;1), Min.: (—1; —1)

f) Min.: (0; 1), kein Max. - -
LE27 2. a= 4m, b= 3m, u=2m 4. ruhi=1:2

6. a=25m, b=25m 7. a:b=2:1
a=25m, b =50m
a=50m, b =50m

3
LE29 6. a)F(x)= ,L b) F(x) = %]/x_z
X

3 -
¢)F(x) = 3alx +3b 11 d) F(x) = 2 Jx

X
8. F(x)=Y - :‘ 7 x'*1 ist eine Stammfunktion von f(x).
i=o0 1

. 1 L S = Zanls 8
10, BFW=—x* = >x + 7+ T OF® sx]/x SVE

Ubungen und Anwendungen

o2 =3 4 -1 be—2ad)x - bdx

4. a)f(x)——?ax +Tbx ) f(x) _ZV}(c+dx)’
1
o) fi(x) = a

Ox* — 25) \/xT — 4. /9x* — 25

6. d)f(2 =105; f(1,2) =085 [f'(-2)= —13,25; f9(1) =120
8. ¢)(0;17) und (-1,7;0) 9. ¢y=x-— %

10. o (1;2) 18. v~ 49m-s!

20. c¢©)xo % 3140m; f'(xo) & —0,64

21. d)x, % 30km; y, % 24km

3 - .
29. a) Max.: (2; 34 » 4,761) b) Min.: (V3 ~ 1,732; % 13+6% 8,598)
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1 1 : 2 1
2. =—; b=—1]3 i ius: — R: Hohe: —
4 o =55 7 |4 43.  Radius ; R; Hohe 3 H
Lou u
44. Radius: T; Bogen:—z—; ¢ ~ 115° 45. r=x~252m
h
48. r = T

50. Seitenlinge der Grundfliche: 4,00 m, Hohe: 2,00 m
52, x=200m 53, r=4)2m;h=200m
56. Obere Breite: 40 cm; Hohe: 10 J3 cm
58. a=6dm;b=3dm

S — 8 e
59.* Radius: r = ﬂ V; Hohe: h = 6—V

2n

62.  Ungefihr 13,1 km vom Punkt 4 entfernt
63. Nach etwa 2 Stunden und 40 Minuten
65. a) 660,00 M b) 420,00 M c) 6 Bestellungen; Kosten: 380,00 M
68. v ~279km-h!

Zum Kapitel D: Integralrechnung
Aufgaben in der Einfiihrung

a nn+1)
3. a) 110 d); —— e)n
2" -1 1
4. ajy 7 =l——2”—

(21—,') monoton fallend, (l - %) monoton wachsend
1 1
(2—"> monoton fallend, (l + ?) monoton fallend

1 1
b) Firallengilt 1 — —— <1lund1 + — > 1.

2" 2
c)lim(l 1)—lim(l+l)—l
oo 2 o 2
652 716
El L =—=x =—~x
L 1 a) 53 512 1,27 b) S ) 1,40
21 190

2. so= s 51 = 5 = 2625 $1= o = 296875
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LE2 3.

LE3 3.

LE4 1.

LE6 2.

LE7 2.

LES8 1.

LEY9 2.

LEI10 2.

33 238
So =5; Sy =T=4.125; S3 =H=3'7]875
b) so = —20; s = —18; 52 = —16,5
So = —4; Sy = —10; S, = —12,5
b)4A =18

3;
c)Ax=2—", xg=1+1i

lim S, = 18
g
b* 4
a)0 3 b) - 6 %5
8)12_5 b) 15 ¢ -3
a) —15 &) —0,2
5 45
a)4 b) — 7 c) — @
7 19
d)ﬁ e) — 5
45 3,8 _ 20 .
A b);(zyz ~1) %228 c)T(zﬁ - 1) ¥ 12,19
oL(s 331/2 ~ 0,119 7 '
)7( R OEL &=
3
a) 2,25 b ¢ ¢) 0,05
a) 0,401 b) 0,518
3 g
c)E(ZS V25 -1) =676
3
V4= b) A = 16,5 3. bd=3
b) 4 % 5,96
a)d =85 b) A =30 c)A=3% d)4 =075
b) 4 =45 3. b)A=9 d) A ~ 7,906

A= 478
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Ut und A d )
7 19
{ b) 57— .
2. a)60 )8l 0~
20
d) —= €) 5,25 f) 302 —
81
b-a 7
4 a— v Wy 0 2:(12-1)
2 37
: k= k== . A= . =
6. b)Y k=04 Dk = 9 5 10. 4
4 1
12. a)d =45 b) 4 =48 15 a4=< b <
50
18. b) A= ST6 21 BA= 22. ¢ ¥V =70272m?
25. 4 =% 28.  b)54,8% ¢) 5,55 m® Luft
1
31. W ~3-10''Nm 3. W=10-kWs
36% by A =2

16

W -
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A

Ableitung .

— an einer Stelle C 138 (» 3), 146, 172

— einer Differenz C 173

— einer Summe C 148 (> 1), 173

— einer Potenzfunktion C 152 (&> 3), 174

— eines Produktes C 150 (&> 2), 151, 173

- eines Quotienten C 154 (> 4), 173

_— in einem Intervall C 143, 146, 172

— n-ter Ordnung C 172

— zueinander inverser Funktionen C 164
(> 5), 174

Additivitat des bestimmten Integrals D 243
(> 3), 245

Anfangsstiick A 15

Anstieg C 131

— an einer Stelle C 133

— in einem Punkt C 134, 146

—, mittlerer C 132

Asymptote C 182

Augenblicksgeschwindigkeit C 127, 135, 136

B

Beschrianktheit B 78 (» 1), 94, 101

Bestimmtes Integral

- als Funktion der oberen Integrationsgrenze
D 246 (> 4)

— in einem Intervall D 232, 235 (» 1), 244,
245 :

Binomialkoeffizient A 59, 60 (> 8), 65

D

Differentialquotient C 138 (» 3), 172
Differentiation

— einer rationalen Funktion C 157, 174
- einer Wurzelfunktion C 162

Differentiation, Regeln C 147, 148 (> 1), 150
(> 2), 151, 152(1> 3), 154 (> 4), 169, 173, 174

—, Umkehrung der C 213 (» 6) D 251

Differenzenquotient C 133 (» 1), 145

Differenzierbarkeit

— an einer Stelle C 138 (b 2), 144, 146

- einer rationalen Funktion C 157

—, zweimalige C 172

Divergenz B 87, 102

Durchschnitt A 9

Durchschnittsgeschwindigkeit C 127

E

Eineindeutigkeit C 160

e-Umgebung B 84, 85, 101

Extrempunkt

-, lokaler C 188, 189, 205

Extremstelle

-, lokale C 188, 189, 198 (> 10), 199

Extremum

-, globales C 207

-, lokales C 188, 189, 191 (> 6), 192, 198
(> 10)

Extremwert

-, Aufgaben C 207, 211, 212

—, lokaler C 188, 189, 192

F

Fakultat A 54, 65

Flicheninhalt

— einer Punktmenge D 231, 237 (» 2), 244
-, Berechnung D 266, 267, 268

Folge(n)

-, Anfangsstiick A 15

—, arithmetische A 20, 27, 49

—, Differenz einer A 20

—, divergente B 87, 102
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Folge(n), endliche A 15

-, geometrische A 20, 27, 49, 50

—, Grenzwert B 86 (» 3), 90, 101

-, Grenzwertsitze B 97 (> 3), 98 (> 4), 102,
103

—, konstante A 18

—, konvergente B 87, 93 (> 2), 102

-, Konvergenzverhalten monotoner
©2)

—, Monotonie A 18 (» 2), 27

—, Nullfolge B 90, 102

-, Partialsummenfolge A 23, 28

—, Quotient einer A 21

—, unendliche A 15

Funktion(en) A 8, 10, 15 (» 1), 27

—, Ableitung an einer Stelle C 138 (» 3), 146,
172

—, Ableitung einer Potenz C 152 (> 3), 174

—, Ableitung in einem Intervall C 143, 146,
172

—, Ableitung zueinander inverser C 164 (&> 5),
174

—, duBere C 167

-, Differentialquotient C 138 (» 3), 172

-, Differenzenquotient C 133 (» 1), 145

—, differenzierbare C 138 (» 2), 143

—, ganze (gebrochene) rationale C 156

—, Grad C 156

—, Grenzwert B 108 (» 4), 121

—, Grenzwertsitze B 111 (> 5), 121

-, innere C 167

—, inverse C 160 (» 4), 174

—, konstante C 214

-, Maximum (Minimum) in einem Intervall
B 119, 120 (> 7)

—, nichtrationale C 156

-, Nullstellen C 176, 178, 180

—, Polstellen C 185

—, rationale C 156

-, Stammfunktion C 213 (» 6) D 246 (> 4), 248

—, Umkehrfunktion C 159, 160 (» 4)

-, Unstetigkeit B 105, 114

-, Verhalten im Unendlichen C 182, 184

-, Verkettung C 167

—, Wurzelfunktion C 161

-, zweimalige Differenzierbarkeit C 172

B 93

G

Ganze (gebrochene) rationale Funktion C 156
Geordnetes Zahlenpaar A 10, 15

Glied einer Zahlenfolge A 15

Globales Extremum C 207

Globales Maximum (Minimum} C 189

Grad einer Funktion C 156

Grenze

-, Integrationsgrenze D 236

—, obere (untere) B 82 (» 2), 101

—, Satz von der oberen B 83 (> 1)

Grenzwert B 90 C 136

—, Berechnung B 76

— einer Funktion B 108 (» 4), 121

— einer Zahlenfolge B 86 (» 3), 90, 101

-, Sitze fiir Funktionen B 111 (> 5), 121

-, Sétze fiir Zahlenfolgen B 97 (> 3), 98 (> 4),
102, 103

H

Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung D 249 (> 5), 254

Hinreichende Bedingung

— fiir die Monotonie C 195 (>> 9), 196

— fiir ein lokales Extremum C 192, 198 (>> 10)

Induktion A 25

-, Beweisverfahren der vollstindigen A 26, 49

—, Prinzip der vollstindigen A 31 (> 1), 32, 48

-, vollstindige A 26, 31 (> 1), 48, 49

Induktionsanfang A 32, 49

Induktionsbehauptung A 33, 49

Induktionsbeweis A 33, 49

Induktionsschritt A 32, 49

Induktionsvoraussetzung A 33, 49

Integral

—, Additivitit eines bestimmten D 243 (> 3),
245

—, Berechnung eines bestimmten D 249 (& 5),
250, 253, 254, 255

—, bestimmtes D 232, 235 (» 1), 244, 245, 246
>4

—, Existenz D 239 (&> 1, > 2), 245

- lntegralzeichen\D 236

-, unbestimmtes D 248

Integrationsgrenze D 236

Integrationsintervall D 236, 244, 245

Integrationsregeln D 245, 250

+ Integrationsvariable D 236

Intervall
-, abgeschlossenes B 85, 122
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Intervall, Ableitung in einem C 143, 146, 172
-, offenes B 85
-, Stetigkeit in einem B 115, 122 D 248

K

Kettenregel C 169, 174

Koeffizient C 156

Kombination A 56, 59 (> 6, > 7), 60 (> 8), 66
Konstante

- Folge A 18

- Funktion C 214

— von Stammfunktionen C 214
Konvergenz B 87, 93 (> 2), 102, 108 (» 4)
-, Verhalten monotoner Folgen B 93 (&> 2)
Kurve C 131

-, Anstieg in einem Punkt C 134, 146

-, Asymptote C 182

-, lokaler Verlauf an einer Stelle C 134

-, mittlerer Anstieg C 132

L

Lexikographische Anordnung A 53

Limes B 90

Lokale Extremstelle C 188, 189, 198 (> 10),
199

Lokaler Extrempunkt C 188, 189, 205

Lokaler Extremwert C 188, 189, 192

Lokales Extremum C 188, 189, 191, (> 6),
192, 198 (> 10)

-, hinreichende Bedingung C 192, 198 (> 10)

-, notwendige Bedingung C 191 (> 6), 192

Lokales Maximum (Minimum) C 188 (» 5),
189, 198 (> 10), 199

M

Maximum

—, globales C 189

-, lokales C 188 (» 5), 189, 198 (> 10), 199
— in einem Intervall B 119, 120 (> 7)
Menge(n) A 8

~ aller Stammfunktionen C 215 (> 11) D 248
—, Durchschnitt zweier A 9

-, echte (unechte) Teilmenge A 9

—, Einermenge A 8

-, geordnete A 53

—, leere A 8

-, Mengendiagramm A 9

Minimum

-, globales C 189

-, lokales C 188, 189, 198 (> 10), 199

Minimum in einem Intervall B 119,120 (> 7)

Mittelwertsatz der Differentialrechnung C 194
(> 8)

Monotonie A 18 (» 2) B 94 C 195 ©9
D239 (>1)

=, hinreichende Bedingung C 195 > 9), 196

—, strenge A 18 C 196

N

Nichtrationale Funktion C 156
Notwendige Bedingung C 191 (> 6), 192
Nullfolge B 90, 102 .

Nullstellen C 176, 178, 180

o

Obere Grenze B 82 (» 2), 83 (> 1), 101
Obere Schranke B 78 (» 1), 101

P

Partialsumme A 23, 28

Partialsummenfolge A 23, 28

Permutation A 53, 55 (> 4), 65

Physikalische Arbeit D 265, 266

Polstellen C 185

Prinzip der vollstindigen Induktion A 31
(> 1), 32, 48

Produktregel C 150 (> 2), 151, 173

Punktmengen

-, Flicheninhalt D 231, 237 (» 2), 244

— oberhalb der x-Achse D 256, 266, 267, 268

— unterhalb der x-Achse D 258, 266, 267, 268

— zwischen zwei Graphen D 261, 267, 268

Q
Quotientenregel C 154 (> 4), 173

R

Rationale Funktion C 156

Regeln

-, Integration D 245, 250

-, Kettenregel C 169, 174

-, Produktregel C 150 (> 2), 151, 173
-, Quotientenregel C 154 (> 4), 173
-, Summenregel C 148 (> 1), 149, 173

S

Satz iiber die Annah
B 118 (> 6)

Satz vom Maximum und Minimum B 120
©7) '

der Zwisch te
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Satz von der oberen Grenze B 83 (>> 1)

Satz von ROLLE C 194 (> 7)

Schranke »

-, groBte untere B 82 (» 2), 101

—, kleinste obere B 82 (» 2), 101

—, obere (untere) B 78 (» 1), 101

Sekante C 132

Sprung B 103

Stammfunktionen C 213 (» 6) D 246 (> 4),
248

—, Konstante von C 214

—, Menge aller C 215 (> 11) D 248

—, Regeln fiir das Aufsuchen von C 216

Stetigkeit

— an einer Stelle B 114 (» 5). 122 C 144

— einer rationalen Funktion C 157 D 248

— in einem Intervall B 115, 118 (> 6), 122
D 239 (> 2), 248

Summe

-, n-te Partialsumme A 23, 28

—, Partialsummenfolge A 23, 28

—, Teilsumme A 23

Summenformel A 24, 28, 37 (> 2), 39 (> 3),
49, 50

Summenregel C 148 (> 1), 149, 173

Summenzeichen A 23

Tangente C 134. 146

Umbenennung der Variablen C 160

Umkehrfunktion C 159, 160 (» 4)

Umkehrung der Differentiation C 213 (» 6)
D 251

Unbeschrinktheit B 80, 101

Unbestimmtes Integral D 248

Unstetigkeit B 105, 114

Untere Grenze B 82 (» 2), 101

Untere Schranke B 78 (» 1), 101

Variation A 56, 57 (&> 5), 66
Vererbung A 30
Verhalten im Unendlichen C 181, 182,
184
Verkettung von Funktionen C 167
—, Ableitung C 169, 174
—, Integration D 253, 254, 255
Volistindige Induktion A 26, 31 (> 1), 48, 49

w

Waurzelfunktion C 161
—, Differentiation C 162
-, Nullstellen C 180
Waurzelgleichung C 179

z

Zahlenfolge A 15 (» 1)

—, Anfangsstiick A 15

—, arithmetische A 20, 27, 49

—, divergente B 87, 102

—, endliche A 15

—, geometrische A 20, 27, 49, 50
—, Glied einer A 15

—, Grenzwertsitze B 97 (> 3), 98 (> 4), 102
—, konvergente B 87, 93 (> 2), 102
—, unendliche A 15

Zahlenpaar A 10

-, geordnetes A 10, 15
Zuordnungsvorschrift A 16

-, explizite (rekursive) A 17

, Hauptsatz ¢

rechnung; Berechn bestimmter

grale D 254

. Kombinatorik A 65
205

Summenformeln

. Zahlenfolgen A 2

Bildnachweis

ADN Zentralbild: Abb. C7

ADN Zentralbild/GroBmann: Abb. S.74

ADN Zentralbild/HaBler: Abb. S. 52

ADN Zentralbild/Hesse: Abb. C 18

Aus Smith, D. E.: History of mathematics, Bd. I,
1923: Abb. B6

VWYV Bildarchiv: Abb. B4, B5, B7, C5, C6,
Archimedes S. 76
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