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A Teilbarkeit natiirlicher Zahlen

Im Ferienlager ist eine Lagerfreundschaft mit 246 Schiilern zum Appell angetreten. Kann
ein Vorbeimarsch am Thdlmannhain in vollen Dreierreihen erfolgen? Ist er auch in vol-
len Viererreihen méglich?

Aufgaben dieser Art fithren uns auf Vielfache und Teiler natiirlicher Zahlen. Mit ihnen
werden wir uns in diesem Stoffgebiet etwas eingehender beschdftigen. Wenn dabei ge-
legentlich nur von Zahlen die Rede ist, so sollen dennoch stets natiirliche Zahlen ge-
meint sein.



8 A Wiederholung und Teilbarkeitssdtze

Wiederholung und Teilbarkeitssdtze

1. Nenne den Nachfolger (Vorgdnger) von 17; 331; 2000; 2099; 4100; 0; 738641; n;
k+5;%=12>m;3 -k

2. Welche natiirlichen Zahlen haben keinen Nachfolger (Vorgénger)?

3. Vergleiche der GroBe nach! Begriinde, ohne auszurechnen!
a) 217; 127 d) 138 + 526; 526 + 138 g) 578 - 17; 18- 578
b) 330; 330+ 1 e) 733+211; 735+ 211 h) 37 - 45; 45 - 37
c) 299; 3001 f) 618— 12;619— 13 i) 660:12; 540: 12

4. Lése folgende Gleichungen! Schreibe, wenn maglich, x als Summe oder Differenz
der anderen vorkommenden Zahlen!
a)90+x=100 d)738+x=638 g)38—x=31 k) x=-77=0
b) x+12=12 e)x+14=73 h) x—17=12 ) 56—x=57
c) 87+x=123 f) x—x=150 i) 174-x=174 m)x—-77=77

5. Rechne méglichst vorteilhaft! Welche Gesetze nutzt du dabei?
a)138+(16+12) d)(77-2):5 @)32-4 k) 7-23+13-23
b) 396 +175+4 ) 18-(9:5) h)8-81 ) 35-17+17-5
c)153+18+22 f) 13:4-25 i) 297 m)46-19-44-19

6. Ermittle alle natiirlichen Zahlen x, fir die gilt:
a)5-x=120, c)6-x=750, e)13-x=6500, g)6-x=44,
b) x-5=0, d)1-x=27, f) 135-x=135 h)x-x=25!
Schreibe, wenn maglich, x jeweils als Quotient!

7. Lése folgende Gleichungen! Schreibe, wenn maglich, x als Produkt oder Quotient
der anderen vorkommenden Zahlen!
a)72:x=9 «¢)7152:x=1 e)x:7=8 g) 128:x=8
b) x:12=10 d)x:17=0 f) 28: x=8 h)*0:x=5

8. Schreibe als Potenz!
a)2-2:-2 b)5:5 ¢)3:-3-3-3 d)a-a-a-a-a-a-a e)Vervollstondlgel
Fiir das Produkt @ - @ - ... - a aus n gleichen Faktoren schreibt man
Die Zahl a heiBt —___, die Zahl n heiBt ________ der Potenz

9. Berechne! a)2° b)3* ¢)5° d)2?-3 e)3-5 f)23-32

10.  Lése folgende Gleichungen!
a) 105=x c) y>=1000 e)10'=100 g)4°=
b) z¢=81 d) x?=25 f) 22=32 h)2-3"=18
11, Ermittle die Summen!
a)7-103+6-102+5-10+4 ¢)5-10*+4-102+3-10+ 1
b) 10°+ 10°+ 10 d)6-10°+2-102+5-10+ 12
12.  Schreibe als Summen von Vielfachen von Zehnerpotenzen!
a) 55709 b) 30901 + 4070 c) 12345 + 76543

13.  Welche der Zahlen 12; 27; 33; 0; 68; 1; 49; 64; 60; 77 sind a) gerade, b) unge-
rade Zahlen? Begriinde!
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1 Vielfache und Teiler

Wir wissen: Mit 3 - 6 = 18 gilt zugleich 18:6 =3 und 18:3=6.
Dies kann man auch so aussprechen:
18 ist das Dreifache von 6, 18 ist das Sechsfache von 3,
6 ist der dritte Teil von 18, 3 ist der sechste Teil von 18.
Allgemeiner sagt man auch:
18 ist ein Vielfaches von 6, 18 ist ein Vielfaches von 3,
6 ist ein Teiler von 18, 3 ist ein Teiler von 18,
18 ist durch 6 teilbar, 18 ist durch 3 teilbar.
Die drei jeweils untereinanderstehenden Formulierungen driicken den gleichen Zusam-
menhang aus. Wir kennen diese Sprechweisen fiir beliebige natiirliche Zahlen aund b.

»1

F ist ein Vielfaches von b.

Es gibt eine
natiirliche Zahl n,
so daB
a=b-nist.

Ivb ist ein Teiler von a. bedeutet ——

[u ist durch b teilbar.

Fir b ist ein Teiler von a schreibt man auch: b1 a. Fir b ist kein Teiler von a schreibt
man haufig: b + a.

m 1 6130 ist eine wahre Aussage; denn es gibt eine Zahl n (nédmlich n = 5), so daB
6 n=30ist.
6 + 47 ist ebenfalls eine wahre Aussage; denn es gibt keine Zahl n, so daB
6-n=47ist. (Esist6  7<47<6 -8)

Beachte: Nach der Festlegung » 1 gilt:

Jede natiirliche Zahl ist Vielfaches von sich selbst (z. B. 7=7 - 1). 1 ist Teiler jeder natiir-
lichen zahl (z. B. 117).

0 ist Vielfaches jeder natiirlichen Zahl (z. B. 0=0 - 7). Jede natiirliche Zahl ist Teiler von
0 (z. B. 7 10). Es gilt sogar 010, obwohl nach wie vor 0 : 0 nicht erkldrt ist.

Im Beispiel A 1 wird von Aussagen gesprochen. Aussagen sind solche Formulierungen,
die entweder wahr oder falsch sind.

m 2 Beispiele fur Aussagen sind:
a) 24 ist durch 6 teilbar.
b) 7150
c) Fur alle Zahlen aund bgilt: a-b=b-a
d) Es gibt eine Zahl n, fur die n117 gilt.
e) Die Summe von drei aufeinanderfolgenden Zahlen ist stets ungerade.
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Die Formulierung ,a ist durch 3 teilbar” ist keine Aussage, da sie weder wahr noch
falsch ist. Erst wenn man fiir a eine Zahl einsetzt, erhdlt man eine Aussage: , 12 ist durch
3 teilbar” ist wahr; ,13 ist durch 3 teilbar” ist falsch.

Ob eine Aussage wahr oder falsch ist, muB man beweisen. Im Beispiel A 1 sind die bei-
den Aussagen 6 1 30 und 6 + 47 bereits bewiesen worden.

@ 1 Peter sagt: ,180 ist durch alle einstelligen Zahlen teilbar.” Er begriindet so:
11180, denn 1- 180 = 180;
21180, denn 2 - 90 = 180;
31180, denn 3 - 60 = 180; und so weiter. Hat er recht?

Peter macht nicht eine Aussage uber einen einzigen Teiler der Zahl 180, sondern iiber
viele Teiler. Kann man eine Zahl angeben, fiir die diese Aussage nicht gilt, so hat man
die Aussage durch ein Gegenbeispiel als falsch nachgewiesen. (Z. B.: 7 + 180.)

Die Wahrheit einer Aussage Uber viele Zahlen kann man nicht beweisen, indem man
die Aussage fiir einige Beispiele als wahr nachweist. Wie man solche Aussagen beweist,
lernen wir in Lerneinheit A 6 kennen.

® 2 Welche Aussagen aus Beispiel 2 sind falsch? Begriinde!

Aufgaben

1. a) Berechne das Dreifache von 7 (4; 15; 20; 25; 70; 82)!
b) Berechne ein Drittel von 21 (54; 31; 3; 27; 0; 39)!
c) Berechne das Einsfache von 37 (1; 0; 19; 25)!

2 Ergéinze miindlich!

a) 84 ist das Zweifache von ... f) 4istder ... Teil von 12.

b) 7 ist ein Achtel von ... g) Von 25 ist 5 der ... Teil.

c) Von ... ist 54 die Halfte. h) 0 ist ein Finftel von ...

d) 11 ist ein Elftel von ... i) 18376 ist das Einsfache von ...
e) Von ... ist 1 ein Achtel. k) Das ...fache von 20 ist 100.

3. a) Gib drei Vielfache von 8 (4; 1; 25; 40) an, die kleiner als 100 sind!
b) Ermittle zwei Teiler von 20 (14; 8; 11; 0; 6; 1)!

4. Welche Aussagen sind wahr, welche falsch? Begriinde!
a) 32 ist die Halfte von 64. c) 32 ist ein Drittel von 96.
b) 18 ist ein Fiinftel von 95. d) 8 ist ein Siebentel von 54.

5.  Welche Aussagen sind wahr, welche falsch? Begriinde!
a) 39 ist durch 13 teilbar. b) 17 ist durch 17 teilbar. ¢) 2142
d) 9117 €) 1310 17134 g)1618 h)*010

6. Schreibe von den Zahlen 40; 19; 8; 9; 12; 0; 4; 10; 18; 5; 34; 14; 20; 2; 32; 15 diejeni-
gen auf, die Vielfache sind von a) 4, b) 5, ¢) 6, d) 7, ) 8, f) 9!

7. Welche Formulierungen sind Aussagen?

a) 21 ist durch 21 teilbar. e) Es gibt eine Zahl b, so dal
b) 49 ist Vielfaches von 6. 4-b=20ist.
c)3:b=12 f) Die DDR hat 15 Bezirke.

d) Ermittle alle Teiler von 15! g) An welchem FluB liegt Halle?
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8.  Setze 4 und 10 fiir x ein! Schreibe alle wahren Aussagen auf, die du so erhaltst!
a) xist durch 4 teilbar. b) 5 ist Teiler von x + 1. ¢) 30 ist durch x teilbar.

9. a) Gib alle Zahlen a an, fir die al 12 gilt!
b) Gib alle Zahlen b an, die kleiner als 20 sind und fiir die 7 | b gilt!

2 Beschreibung von Vielfachen mit Hilfe von Variablen

Wir haben bereits festgelegt:
Eine natiirliche Zahl heiBt gerade, wenn sie durch 2 teilbar ist.
Eine natiirliche Zahl heiBt ungerade, wenn sie nicht durch 2 teilbar ist.

® 3 a) Setze in 2 nfiir ndie Zahlen 0; 1; 2; 3; 4; 1000 ein und rechne! Was fir Zahlen
entstehen?
b) 14; 10; 56; 2; 0; 108 sind gerade Zahlen. Schreibe jede von ihnen als Produkt
aus zwei Faktoren, so dal diese Eigenschaft deutlich wird!

Wenn man in das Produkt 2 - n fir n Zahlen einsetzt, so erhdlt man stets gerade Zahlen
Wenn eine Zahl gerade ist, so kann sie in der Form 2 - n geschrieben werden.

Jede ungerade Zahl ist Nachfolger einer geraden Zahl und kann daher in der Form
2-n+ 1 geschrieben werden. Umgekehrt erhdlt man stets eine ungerade Zahl, wenn
man in 2- n+ 1 fiir n Zahlen einsetzt.

@ 4 a) Welche ungeraden Zahlen erhdlt man, wenn in 2- n + 1 fir n eingesetzt wer-
den: 7; 5; 28; 1; 0;-54?
b) Welches n muR man in 2+ n + 1 einsetzen, um die Zahlen 1; 3; 5; 7; 9; 2001 zu
erhalten?

Jede gerade Zahl 1GBt sich veranschaulichen
durch eine Menge von Paaren. In der linken
Bankreihe (7 Bild A 1) sitzen 8 Schiiler
(8=2-4).

Fir ungerade Zahlen ist eine Veranschauli-
chung allein durch Paare nicht maglich. In
der rechten Bankreihe sitzen 7 Schiler
(7=2-3+1).

Bild A1

e 5 Ubertrage die Tabellen in dein Heft und vervollstandige sie!

oo fefs| o] |7 wo | || |=f | |

700 | [ 7] [10 [35 |20 [100]0 [25 |5

Welchen Teiler auBer 1 haben alle  Von welcher Zahl (gréBer als 1) sind
Zahlen der unteren Zeile gemein- alle Zahlen der unteren Zeile Vielfa-
sam? che?
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Aufgaben

1.

a) Zeichne den Teil des Zahlenstrahls, der die Zahlen 9 bis 19 enthélt! Unterstrei-
che dann die geraden Zahlen blau, die ungeraden rot! Was stellst du fest?

b) Nenne alle geraden Zahlen zwischen 111 und 123!

c) Nenne alle ungeraden Zahlen zwischen 752 und 756!

d) Nenne zwei ungerade Zahlen, deren Differenz 16 (9) ist!

e) Nenne zwei gerade Zahlen, deren Differenz 11 (28) ist!

Im Bild A 2 soll N, alle geraden und N, alle ungera-
den Zahlen enthalten.
a) Worin liegen 1; 5; 8; 11; 12; 17; 28; 84; 100; 127?
b) Nenne drei weitere Zahlen aus N, und drei Zah-
len aus N}
c) Nenne eine Zahl, die weder in Ny noch in N,
liegt!
d) Nenne eine Zahl, die in Ny und in N, liegt! Bild A 2
Ordne 17; 22; 35; 2; 0; 7; 11; 26 in die unteren Zeilen der Tabellen passend ein!

Vervollstandige die Tabellen! Welche gemeinsame Eigenschaft haben jeweils die
Zahlen in der unteren Zeile? Begriinde!

L] L]
T TTT T el TT1

Bei den folgenden Zahlen sind Ziffern durch * ersetzt. Gib trotzdem an, welche
Zahlen gerade sind!

a=2-5%x1%x+1, b=2 -4%7x; c=75%3-2

d=4-4%6%x+1;, e=2-%k%x+1, f=3%4x%x-2

Welche der Zahlen a bis d sind ungerade Zahlen?
(k, m, n sollen irgendwelche natiirliche Zahlen sein.)
a=2-k+1 b=2-k; c=m-2, d=1+2-m

Vervollstandige die Tabellen und gib jeweils einen gemeinsamen Teiler der Zah-
len in der zweiten Spalte an! (Er soll nicht gleich 1 sein.)

a) x |2~1 b) k |3-k c)n | d)

5 5 9 54 6 24
18 24 10 60 9 36

1 36 15 16
24 7 120 60

Zeichne drei Tabellen nach folgendem Muster und ordne, wenn maéglich, die Zah-
len 20; 33; 18; 23; 60; 49; 27; 39; 25; 100; 35 und 32 in die rechten Spalten der Ta-
bellen ein! Vervollstandige dabei auch die linken Spalten!
a) n |2~n b) n |3~n c) n |5~n

|20 |33 |20
In welcher Form LGBt sich jede Zahl schreiben, wenn sie durch a) 8, b) 17, ¢) 5,
d) 2, e) 10 teilbar ist? 3
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3 Teilbarkeit eines Produktes

Wir wissen: Das Produkt 24 - 15 ist durch seine Faktoren 24 und 15 teilbar. Ohne es zu
berechnen, kénnen wir seine Teilbarkeit durch 6 und durch 5 feststellen:

24 =6-4 15/= 3-5
also 24-15=(6-4)-15 also 24-15= 24-(3-5)
=6-(4-15) =(24-3)-5

Das Produkt 24 - 15 ist also auch durch solche Zahlen teilbar, die Teiler der Faktoren
sind. Allgemein gilt:

» 2 | Wenn bei einem Produkt a - bmansqmdmhnmwm,n'u
Produkt durch n teilbar. ¥
Kurz: Wenn nlaoder nl b,sonla- b.

Das Umgekehrte gilt jedoch nicht

10124 - 15, aber 10 + 24 und 10 + 15.

Es gilt also nicht: Wenn nla - b, so nlaoder nlb.

Mit Hilfe des Merksatzes A 2 kann man die Teilbarkeit einer gréReren Zahl Uberpriifen,
indem man sie in geeignete Faktoren zerlegt und deren Teilbarkeit Gberprift.

m 3 Die Zahl 210 ist durch 3 teilbar,
denn 210=21- 10, und 21 ist durch 3 teilbar.

Aufgaben

1 Sind folgende Aussagen wahr? Begriinde, ohne das Produkt auszurechnen!
a) 6124-13 b) 13124-13 ¢)7136-14
d) 12114-36 e) 7135-49 f) 415635
9)*8120-36 h)*14116-21

2. Gib Teiler des Produkts a) 6 -7, b) 5- 16, c) 6 - 14, d) 35 - 66, €) 55 - 26 an, ohne es
zu berechnen!

3. Welche Aussagen sind wahr, welche falsch? Begriinde!
a) 10 - nist stets durch 2 teilbar. b) 15 - n ist stets durch 4 teilbar.

4. Priife durch Zerlegen in geeignete Faktoren, ob
a) 4200 durch 6, b) 56000 durch 7, ¢) 2700 durch 4,
d) 27000 durch 4, €) 6900 durch 25, f) 30000 durch 25
teilbar ist!

5.* Von zwei Zahlen x und y sei bekannt:
x ist durch 4 teilbar; y ist durch 15 teilbar.
Durch welche Zahlen ist das Produkt x - y gewiB teilbar?

6. Welche Aussage ist wahr, welche falsch? Begriinde!
a) Wenn x und y gerade Zahlen sind, so gilt: 41 x - y.
b) Wenn x und y ungerade Zahlen sind, so gilt: 31 x - y.
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10.

®6

Ralf kauft 8 einzelne Farbstifte. Er
weiR zwar, dof alle den gleichen
Preis haben, kennt diesen aber
nicht. Insgesamt soll er 2,85 M be-
zahlen.

.Das kann nicht stimmen”, meint er
zur Verkéduferin und begriindet:
.Den Preis miiRte man durch 2 teilen
kdnnen.” Hat er recht?

Bild A 3

Fiir eine Klassenfahrt hat jeder Teilnehmer 20 M zu bezahlen. Entscheide, ob man
den Gesamtbetrag a) nur aus Finfmarkstiicken, b) nur aus Zehnmarkscheinen,
¢) nur aus Zwanzigmarkscheinen, d) nur aus Finfzigmarkscheinen zusammenset-
zen kann!

Zerlege 24 so in zwei Faktoren, daB a) beide gerade sind, b) genau einer gerade
ist, c) keiner gerade ist!

Zerlege 36 so in zwei Faktoren, daf a) beide durch 4 teilbar sind, b) genau einer
durch 4 teilbar ist, c) keiner durch 4 teilbar ist!

Mengen von Teilern und Vielfachen

Bei den folgenden Aussagen wird ,Menge” in unterschiedlicher Bedeutung ver-
wendet. Vergleiche!

a) Die Menge der geraden Zahlen enthdlt die Zahl 38.

b) Unser Alphabet ist eine Menge von 26 Buchstaben.

c) Auf dem Sportplatz sind eine Menge Zuschauer.

d) Im Eimer ist eine Menge Wasser.

In der Mathematik verwendet man das Wort Menge, wenn man unterscheidbare Ob-
jekte zusammenfaBt. Man benutzt es nicht an Stelle von viel.
Beispiele fiir Mengen sind:

Die Menge T, der Teiler von 12.

Die Menge T der Teiler von 6.

Die Menge Z der zweistelligen Zahlen, die durch 80 teilbar sind.
Die Menge V; der Vielfachen von 6.

Man nennt diejenigen Objekte, die zu einer Menge gehdren, die Elemente dieser
Menge. Wir sagen z. B.: 3 ist ein Element der Menge T, und schreiben dafiir: 3¢ T;,.

o7

Nenne einige Elemente der Mengen Ty, Ts, Zund V!

Die Mengen Ty;, T und Z kann man auch durch Aufzéhlen ihrer Elemente angeben.
Dozu verwendet man geschweifte Klammern. Es kommt dabei nicht auf die Reihenfolge
an, in der man die Elemente aufschreibt.
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w4 T,={1,234,6; 12} = {3, 2,6, 1; 4 12}
Te ={1.2;3,6}=1{2,6;3;1)
Z = {80} -

Die Menge Z enthdlt nur ein einziges Element. Die Menge V; enthdlt dagegen unendlich
viele Elemente; sie l&Rt sich nicht durch Aufzdhlung ihrer Elemente angeben.
Zwischen den Mengen Ty; und T besteht ein Zusammenhang. Jedes Element von Tg ist
auch ein Element von Ty;. Umgekehrt gibt es in Ty, Zahlen, die nicht zu Tg gehdren.
Wir sagen: T ist eine Teilmenge von T,.

Wir schreiben: Tsc T

Das Mengendiagramm im Bild A 4 veranschaulicht diese Beziehung.

Bild A 4

Aufgaben

1 Bei welchen Aussagen wird Menge im Sinne einer Zusammenfassung unterscheid-
barer Objekte verwendet?
a) Dresden gehort zur Menge der Bezirkssttdte der DDR.
b) In der Menge der Vielfachen von 7 ist 28 enthalten.
c) Fred hatte in der letzten Woche eine Menge Arger.
d) Ute nimmt statt Milch die gleiche Menge Wasser.

2 a) Gib die folgenden Mengen in der Schreibweise M = {...} an!
M, sei die Menge der Teiler von 16.
M, sei die Menge der Vielfachen von 4, die kleiner als 19 sind.
M, sei die Menge der durch 10 teilbaren Zahlen zwischen 12 und 29.
b) Welche Aussagen sind wahr? 16eM,;, 18eM, 20eM; 12eM,,
12e My, 10eM;

3. Gib die Menge der zweistelligen Zahlen z an, fiir die gilt:
a) z1100, b)zI136, c)251z d)111z!

4. Es sei k die Menge der Punkte des Kreises und g die Menge der Punkte der Gera-
den im Bild A 5. Welche Aussagen sind wahr?
a) Pek Qek, Rek Sek, Tek
b) Peg, Qeg, Reg, Seg, Teg

Bild A5 Q

5. Priife, welche Aussagen wahr sind!
a) {6; 18; 30} < {6; 12; 18; 24; 30}
b) {75; 60; 45} < {14; 30; 45; 60; 75} S
¢} {2;3;5) < {2, 45, 6]
d) {3;5,6;7} = {1,2,3,4,5,6;7; 8 9}
e) Veranschauliche a) und d) durch Mengendiagramme!
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6.  Welche Aussagen sind wahr?
a) Die Menge der Vielfachen von 8 ist eine Teilmenge der Menge der Vielfachen
von 4.
b) Die Menge aller zweistelligen Zahlen ist Teilmenge der Menge aller dreistelli-
gen Zahlen.
c)*Die Menge aller geraden Zahlen ist Teilmenge der Menge aller Vielfachen
von 3.

7 Es sei N die Menge der natiirlichen, N, die Menge der geraden, -N, die Menge der
ungeraden Zahlen. Welche der folgenden Aussagen sind wahr, welche falsch?
Begriinde!

a) Nye N b)Nc N, ¢) NycN d) N,c Ny
Veranschauliche die wahren Aussagen in einem einzigen Mengendiagramm!

8.  Gib von {34; 35; 36; 37}
a) drei Teilmengen mit unterschiedlicher Anzahl von Elementen,
b)*alle Teilmengen mit drei Elementen an!

9.* a) Gib eine Menge mit moglichst wenig Elementen an, von der sowohl {2; 3; 4} als
auch {4; 5; 6} Teilmengen sind!
b) Gib eine Menge mit mdglichst vielen Elementen an, die Teilmenge von
{1; 2; 3; 4; 5} und von {3; 4; 5; 6; 7} ist!

10.* a) Nenne acht Waérter, deren Buchstaben eine Teilmenge der Buchstabenmenge
des Wortes BUCHREGAL bilden!
b) Nenne ein Wort, fiir dessen Buchstabenmenge sowohl {D, E, R} als auch
{D, 1, E} Teilmengen sind!
c) Nenne ein Wort, dessen Buchstabenmenge Teilmenge sowohl von {T, E, I, L}
als auch von {V, |, E, L} ist!

11.  a) Essei Vs die Menge der Vielfachen von 5 und V;, die Menge der Vielfachen von
10. Welche Beziehung besteht zwischen Vs und V;4?
b)*Was gilt fiir V, und V,, wenn al b gilt?

5 Primzahlen und zusammengesetzte Zahlen

Alle Teiler einer Zahl kann man in Form eines ,Teilersterns” 1
uibersichtlich aufschreiben (7 Bild A 6). Um keinen Teiler zum  ° S |
Beispiel von 20 zu iibersehen, ermittelt man alle Paare von Zah- 2 -~
ten, deren Produkt 20 ist.

2

BldAG 20 b
® 8 Schreibe alle Teiler der Zahlen a) 21, b) 23, c) 25, d) 28, e) 1 iibersichtlich auf! Gib
jeweils auch die Anzohl der Teiler an!

Die Zahl 1 hat genau einen Teiler, nédmlich 1 selbst. Jede andere natiirliche Zahl hat
mindestens zwei Teiler, ndmlich 1 und sich selbst. Es gibt Zahlen mit genau zwei und sol-
che mit mehr als zwei Teilern. Null hat sogar unendlich viele Teiler.
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a5 a)12=1-12 b)3=1-3 ¢)1=11 d)0=0-0

=2-6 =0-1

=3-4 =0-2=...
Jede natrliche Zahl LGBt sich als Produkt von Teilern schreiben. Wenn alle Faktoren des
Produktes gréRBer als 1 sind, aber auch nur dann, spricht man von einer Zerlegung der
Zahl. So sind 2 - 6 und 3 - 4 Zerlegungen von 12. Es gibt aber auch nicht zerlegbare Zah-
len, zum Beispiel 3.

Gegebene Zohl:

]

Zerlegungen in zwei Faktoren: 2-6 43
Weitergehende Zerlegung: I 2.2.3

Jede zerlegbare Zahl lGBt sich in ein Produkt solcher Zahlen zerlegen, die sich nicht wei-
ter zerlegen lassen. Solche Zahlen kénnen als ,Bousteine” fiir die anderen Zahlen ange-
sehen werden. Sie sind groBer als 1 und haben nur 1 und sich selbst als Teiler. Wir le-
gen fir diese Zahlen einen gemeinsamen Namen fest: Primzahlen. Eine solche
Festlegung nennt man eine Definition.

Man muR Definitionen von Aussagen unterscheiden. Aussagen sind entweder wahr oder
falsch. Definitionen sind Verabredungen, Festlegungen, Namensgebungen.

Wir kennen bereits solche Festlegungen. In » 1steht zum Beispiel eine Definition fir die
Teilbarkeit natiirlicher Zahlen, zu Beginn von Lerneinheit A 2 eine Definition fiir ,gerade
Zahl” bzw. ,ungerade Zahl".

»3 DEFINITION: Primzahl heif}t jede natiirliche Zahl, die gréBer als 1 und nur durch 1 und
durch sich selbst teilbar ist.

Alle tbrigen natiirlichen Zahlen, die gréBer als 1 sind, heiBen zusammengesetzte Zah-
len. 0 und 1 sind weder Primzahlen noch zusammengesetzte Zahlen.

® 9 a) Gib alle Primzahlen bis 15 an! b) Gib alle zusammengesetzten Zahlen bis 15
an! Schreibe sie als Produkte von Primzahlen!

Jede zusammengesetzte Zahl LGBt sich in Primfaktoren zerlegen.  *

mb6 a)72= 9 8 b)72=2-3{ﬁ
N XN A
72=3-3- 2 4 72=2-2-18
N A

72=3:3-2-2-2 72=2+2+2-9

72=2:2+2+3+3

Ebenso wie 72 hat jede zusammengesetzte Zahl genau eine Zerlegung in Primfaktoren.
Man kann sie durch Verwenden von Potenzen kiirzer schreiben: 72 = 23 - 32,

2 [000608]



18 A Wiederholung und Teilbarkeitssatze LE 6

Aufgaben

1. Gib alle Teiler der folgenden Zahlen iibersichtlich an!
a) 15 b)16 ¢)35 d)19

2: Es sollen 32 Spielkarten unter Mitspielern gleichm@Rig aufgeteilt werden. Welche
Méglichkeiten gibt es fiir die Anzahl der Spieler?
3. a) Udo meint: ,Je gréBer eine Zahl ist, desto mehr Teiler hat sie.” Ist seine Aus-
sage wahr?
b) Ilka behauptet: ,Jede Zahl, die gr6Rer als 1 ist, hat eine gerade Anzahl von Tei-
lern.” Ist ihre Aussage wahr?

4. Welche Aussage ist wahr, welche falsch? Begriinde!
a) 1 hat genau einen Teiler.
b) Jede Zahl, die groRer als 1 ist, hat mindestens zwei Teiler.
c) Jede Zahl hat einen Teiler.
d) Jede Zahl hat genau einen Teiler.

5. Ermittle alle Primzahlen von a) 15 bis 30, b) 30 bis 40!

6. Welche der folgenden Zahlen sind Primzahlen?
a) 7;9; 17; 21; 27; 49; 75; 138 b) 19; 29; 39; 43; 56; 73; 77; 81
7. a) Gib alle geraden Primzahlen an!

b) Gib alle durch 11 teilbaren Primzahlen an!
c) Nenne alle durch 15 teilbaren Primzahlen!

8. Zerlege in Primfaktoren!
a) 44 b)46 c)75 d)60 e)49 f) 100 g) 140 h) 306 i) 96 k) 256
9. Ermittle alle Teiler von n, die kleiner als n sind! (Dabei soll n nicht berechnet wer-

den.) a)n=3-7-11 b)n=3-7-7 ¢)n=3-3-5-5
10.*  Welche der Zahlen @) 2- 11, b) 22- 3 - 11, ¢) 32+ 11 sind Teiler von z=2-3%- 11?

11" Vergleiche der GréRe nach!
a) 25-16-21-7und 175-8-14-3, b) 56 - 25-27 und 12- 18 - 75

12.*  Die Seitenléngen eines Rechtecks seien mit Hilfe natiirlicher Zahlen angegeben.
Kann man a) den Umfang, b) den Flacheninhalt durch eine Primzahl angeben?

6 Teilbarkeit von Summen und Differenzen

Wir wissen aus Lerneinheit 3: Die Teilbarkeit der Zahl 2436 durch 3 kann man feststel-
ten, indem man sie in geeignete Faktoren zerlegt, zum Beispiel in 12 - 203. Da 12 durch 3
teilbar ist, ist es auch 2436. Dabei stiitzt man sich auf die wahre Aussage:

Wenn bei einem Produkt mindestens ein Faktor durch 3 teilbar ist, so ist auch das
Produkt durch 3 teilbar.

Oft ist es aber leichter, eine Zahl nicht in Faktoren, sondern in Summanden zu zerlegen.
Das fiihrt auf die Frage, ob eine entsprechende Aussage auch fiir Summen gilt.
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® 10 a) Ersetze in der Aussage auf Seite 18 unten Produkt und Faktor durch Summe und
Summand! Welche Aussage erhaltst du?
b) Ubertrage die Tabelle in dein Heft und vervollstdndige sie!
Uberpriife danach, ob die von dir in a) formulierte Aussage wahr ist!

a b 3la|3Ib]|3la+b
21 7 ja nein
14 18

2400 | 36

Aus Auftrag A 10b) LGBt sich vermuten, daB die folgende Aussage wahr ist:

Wenn zwei Zahlen a und b durch 3 teilbar sind, dann ist ihre Summe a + b durch
3 teilbar.

Wir haben bereits erkannt, daf die Wahrheit einer solchen Aussage nicht durch Ange-
ben einzelner Beispiele nachgewiesen werden kann. Wir wollen nun beweisen, daf die
Aussage fiir alle durch 3 teilbaren Zahlen a und b gilt. Dazu Uberlegen wir:

1. Wir setzen voraus, daB g und b durch 3 teilbar sind. Das bedeutet: Die Summanden a
und b lassen sich als Produkte mit dem Faktor 3 schreiben. Es gibt also Zahlen x und
y, so daB gilt: a=3-xund b=3-y (-~ Bild A7).

2. Wir behaupten, daB auch o + b durch 3 teilbar ist. Das bedeutet: Auch die Summe
a+ b muB sich als Produkt mit dem Faktor 3 schreiben lassen.

X y Bild A 7 xty
O00000| OO0 000000 [OO0000O
311000000 |O0000]| 3 3100000000000
000000| OO0 00000000000
a=3-x b =3y Bild A8 a+b=3-(x+y)

3. Beim Beweisen zeigen wir: Wenn sich a und b als Produkte mit dem Faktor 3 schrei-
ben lassen, so ist das auch fiir a + b méglich. Beim Umformen der Summe a + b zu
einem solchen Produkt benutzen wir das, was wir iiber a und b voraussetzen:

at+b=3-x+3y.
Nach dem Distributivgesetz konnen wir dafiir auch schreiben: (-~ Bild A 8)
a+b=3:(x+y).
Damit ist unsere Vermutung bewiesen.
Wir schreiben das nun kurz und tbersichtlich auf.

m7 Wenn3laund3lb so3la+b

Voraussetzung: 31a; 31b

Behauptung: 3la+b

Beweis: 34a; 3lib (Voraussetzung)
a=3-x; b=3:y (Teilerdefinition, xe N, ye N)
a+b=3-x+3:y
a+b=3:(x+y) (Distributivgesetz, x + y € N)
3la+b (Teilerdefinition) (w.z.b.w.)?

" w.z.b.w. soll bedeuten: was zu beweisen war.

2
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® 11 Beweise wie im Beispiel A 7!
a) Wenn7laund71b,so71a+b.
b) Wenn nlaund ni b, sonla+b.

Eine wichtige wahre Aussage nennt man in der Mathematik Satz.

>4 SATZ: Wenn zwei Zahlen a und b durch n teilbar sind, so ist auch ihre Summs a+b
durch n teilbar. : 7

Umgekehrt gilt jedoch nicht:

Wenn die Summe zweier Zahlen durch n teilbar ist, so sind die Zahlen selbst durch n
teilbar.

Zum Beispiel gilt fiir 17 + 13 =30 zwar 31 30, nicht aber 3117 und 3113.

Wir wissen aus Auftrag A 10: Wenn von zwei Zahlen a und b nur eine durch n teilbar ist,
so muB nicht @ + b durch n teilbar sein. Tatsdchlich gilt sogar stets:

»5 LSATZ:Wennnlaundnlb,son-t a+b. .

Auf einen Beweis dieses Satzes verzichten wir. Auch kiinftig werden wir nicht alle Sétze
beweisen. Fir die Teilbarkeit der Differenz zweier Zahlen gelten entsprechende Sétze.

® 12 Formuliere entsprechend den Sdtzen 4 und 5 Sétze fir die Teilbarkeit der Diffe-
renz zweier Zahlen!

Die neuen Sitze erleichtern uns, die Teilbarkeit groferer Zahlen zu untersuchen.

m8 a) 71721, denn 721 =700+ 21 und 71700 und 7 | 21.
b) 7 + 725, denn 725 =700 + 25 und 7 1 700 und 7 + 25.
c) 71693, denn 693=700— 7 und 71700 und 7 17.
d) 7 + 695, denn 695=700— 5 und 71700 und 7 + 5.

Aufgaben

1 Fille die Tabelle wie in der ersten Zeile aus!

a 'b a=3-x b=3-y a+b=3-z
24 6 24=3-8 6=3-2 24+6=3-10
27 18
21 36

Welcher Zusammenhang besteht zwischen x, y, z?

2. Nenne Teiler der Summen, ohne diese zu berechnen!
a) 15+21 b)9+12 ¢)10+15 d)20+36 e)24+36

3. Uberpriife, ob x + y durch n teilbar ist! Begriinde!
a) x=600, y=78, n=4 b)x=78, y=36, n=6
c)x=21, y=22, n=7 d)x=7200, y=56, n=8
4. Uberpriife die folgenden Aussagen! Begriinde!

a)5165+70 ¢)41210+38 €) 91900 — 80
b)31270+25 d)71560—35 f) 6142054
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5. Welche der Zahlen 603; 214; 96; 6. Welche der Zahlen 1428; 63006;
3072; 4205 sind durch 3 teilbar? 2828; 70777; 4915 sind durch 7 teil-
Begriinde! bor? Begriinde!

7.  Setze in 36 + n eine solche Zahl fiir n ein, daR die Summe
a) durch 12, b) nicht durch 6, c¢) durch 7 teilbar ist!

8.* Gib ein Zahlenpaar (x, y) an, fir das gilt:
a)5Ix,5lyund 51x+y, b)51x 5lyund 5+ x+y,
c)51x,5+yund5Ix+y, d)5Ix5+yund5+x+y,
e)5+x5+yund5ix+y f)5+x5+yund5+x+y!
9 Uberpriife die folgenden Aussagen! Begriinde!
a) 24 + 48 + 36 ist durch 6 teilbar.
b) 81+ 9+ 17 ist durch 9 teilbar.
10. Stelle fest, ob z durch n teilbar ist!
a) z=693, n=7 b)z=882,n=9 ¢c)z=354,n=6
11. Ersetze * in 42%80 durch eine solche Ziffer, daR eine
a) durch 7, b) durch 6 teilbare Zahl entsteht! .
12.  Berechne miindlich! a) 177:3 b) 252:9 c)445:5 d)891:3 e)343:7
13.* Ergdinze die Tabelle! Formuliere jeweils eine Aussage dazu! Beweise sie! (Bei a — b
sei b nicht gréRer als a.)
a I |a+tb | a-b

|

14.  Zerlege 24 so in zwei Summanden, daB a) beide gerade sind, b) nur ein Summand
gerade ist, ¢) kein Summand gerade ist!

gerade
ungerade

gerade
gerade

15. An einem Stand werden Handtiicher zu je 7 M verkauft. Abends enthdlt die Kasse
1430 M. Woher wei man, daR dieser Betrag nicht stimmen kann? Welche Be-
tréige zwischen 1420 M und 1450 M wéren maoglich?

7 Teilbarkeitsregeln

Wir kennen bereits spezielle Satze fir die Teilbarkeit einer Zahl durch 2, 5 und 10. Sie
werden Teilbarkeitsregeln genannt. Durch sie kann man sich das Untersuchen auf Teil-
barkeit erleichtern. Zum Beispiel ist 5738 durch 2 teilbar, weil 8 die letzte Ziffer dieser
Zahl ist.

Jede Zahl, deren letzte Ziffer 0, 2, 4, 6 oder 8 ist, ist durch 2 teilbar.
| Jede Zahl, deren letzte Ziffer 0 oder 5 ist, ist durch 5 teilbar.

| Jede Zahl, deren letzte Ziffer 0 ist, ist durch 10 teilbar.

' Alle anderen Zahien sind nicht durch 2, 5 oder 10 teitbar.

Diese und auch andere Regeln kann man mit Hilfe der Sétze tiber die Teilbarkeit von
Produkten und Summen beweisen.
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e 13

» 6

L]

Uberpriife mit Hilfe der Satze tiber die Teilbarkeit von Produkten und Summen, ob
a) 7300, b) 7332, ¢) 7315
durch 4 teilbar sind! Begriinde!

Hinweis: Schreibe die Zahlen als Vielfache von 100 oder als Summen, bei denen ein Sum-
mand ein Vielfaches von 100 und der andere kleiner als 100 ist!

SATZ: Jede Zahl, deren letzte beide Ziffern eine durch 4 teilbare Zahl bilden, ist durch 4
teilbar. Alle anderen Zahleh sind nicht durch 4 teilbar.

Wir untersuchen, ob 52836 und 73439 durch 4 teilbar sind.
a) 4152836, denn 4136 b) 4 + 73439 denn 4 + 39

Auch fiir die Teilbarkeit durch 3 und 9 gibt es Regeln. In ihnen wird aber nichts iiber die
letzten Ziffern einer Zahl ausgesagt, sondern (ber ihre Quersumme. Die Quersumme
von 7251 ist 7+ 2+ 5+ 1, also 15.

7

»8

w 10

e 14

SATZ: Jede Zahl, deren Quersumme durch 3 teilbar ist, ist durch 3 teilbar. Alle anderen
Zahlen sind nicht durch 3 teilbar.

SATZ: Jede Zahl, deren Quersumme durch 9 teilbar ist, ist durch 9 leMbnr Alle underen
Zahlen sind nicht durch 9 teilbar.

Wir untersuchen, ob 5346 und 3728 durch 3 und durch 9 teilbar sind.

5346 hat die Quersumme 18. 3728 hat die Quersumme ?
3118; also 315346 3+20; also 3 + 3728
9118; also 915346 9+20; also 9 + 3728

Begriinde die folgende Aussage!
Wenn eine Zahl a durch 6 teilbar ist, so ist a durch 2 und durch 3 teilbar.

Wir wollen iiberlegen, ob auch das Umgekehrte gilt.

Wenn eine Zahl a durch 2 und durch 3 teilbar ist, so ist a durch 6 (durch 2- 3) teil-
bar.

Ergdnze die Tabelle! Uberpriife daran die Aussage!

18 2
2ia ja
3la ja
6la ja

Aus den Ergebnissen des Auftrags A 15 LGBt sich vermuten:

»9

SATZ: Jede Zahl, die durch 2 und 3 teilbar ist, ist durch 6 teilbar. Alle anderen Zahlen
sind nicht durch 6 teilbar.

Auf einen Beweis dieses Satzes verzichten wir.
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m 11 Wir untersuchen, ob 5478 und 5854 durch 6 teilbar sind.
215478, denn 5478 endet auf 8. 215854, denn 5854 endet auf 4.

315478, denn 3 + 5854, denn

5+4+7+8=24und 3124. 5+8+5+4=22und 3 + 22.

Also gilt: 6 15478. Also gilt: 6 + 5854.
Aufgaben

1. Welche der folgenden Zahlen sind a) durch 10, b) durch 100, c) durch 5,
d) durch 2 teilbar? Begriinde!
2370; 43765, 7800; 776; 460; 37000; 9874; 1395

2 Gib eine vierstellige Zah! an, die sich mit den Ziffern 1, 2, 3 und 4 schreiben Rt
und F
a) durch 2 teilbar ist, b) nicht durch 2 teilbar ist,
c) durch 5 teilbar ist, d) nicht durch 5 teilbar ist!

3.* a) Gib die groBte und die kleinste fiinfstellige Zahl an, die sich mit den Ziffern 0,
2, 4, 7 und 9 schreiben @Rt und durch 5 teilbar ist!
b) Gib die groBte und die kleinste vierstellige Zahl an, die sich mit den Ziffern 5
und 7 schreiben &Rt und durch 5 teilbar ist!

4. Eine vierstellige Zahl hat a) 0 als letzte Ziffer, b) 0 als letzte und vorletzte Ziffer.
Nenne Teiler der Zahl!

5.* Begriinde mit Hilfe der Satze uber die Teilbarkeit von Produkten und Summen,
daR 7300 und 7375 durch 25 teilbar sind und daR 7323 nicht durch 25 teilbar ist!
Formuliere eine Teilbarkeitsregel fiir 25!

6.  Welche der folgenden Zahlen sind a) durch 4, b)* durch 25 teilbar?
5716; 3120; 9815; 2350; 4980; 25234; 29940; 14475

7 a) Gib eine fiinfstellige Zahl an, die sich mit den Ziffern 0, 1, 3, 5 und 6 schreiben
1GRt und durch 4 teilbar ist!
b)*Gib die groBte und die kleinste fiinfstellige Zahl an, die sich mit den Ziffern 2,
3, 5, 7 und 8 schreiben aBt und durch 4 teilbar ist!

8. Welche der folgenden Zahlen sind durch 3 teilbar?
517; 4257; 8721; 24036; 20188; 58761; 213421; 539820

9. Welche der folgenden Zahlen sind durch 9 teilbar?
783; 3481; 8685, 11201, 26743; 87444, 387644; 564291

10. Gib drei fiinfstellige Zahlen an, die
a) durch 3 teilbar sind, b) nicht durch 3 teilbar sind,
c) durch 9 teilbar sind, d) nicht durch 9 teilbar sind,
e) durch 3, aber nicht durch 9 teilbor sind!

11.  Uberpriife die Teilbarkeit der folgenden Zahlen durch 2; 3; 4; 5; 9 und 10 mit Hilfe
von Teilbarkeitsregeln!
a) 3678 b) 14586 c) 67924 d) 23456100
e) 5925 f) 20000 g) 72273 h) 15656565
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12. Ersetze % in 725%6 durch eine solche Ziffer, daR eine
a) durch 4, b) durch 5, c)durch 3, d)durch 9 teilbare Zahl entsteht!

13.  Welche der folgenden Zahlen sind durch 6 teilbar?
a) 756 b) 2847 c) 9462 d) 5344 e) 78528
14.* Gib die kleinste und die groRte vierstellige Zahl an, die durch 6 teilbar ist!

15.* a) Uberpriife, ob es eine dem Satz A 9 entsprechende Teilbarkeitsregel fiir 8 gibt!
b) Formuliere entsprechend Satz A 8 eine Teilbarkeitsregel fiir 12! Untersuche
dazu einige Beispiele!
16.* a) Nenne die kleinste durch 8 teilbare Zehnerpotenz!

b) Verwende das Ergebnis von a), um festzustellen, ob 27320 (45776; 73641)
durch 8 teilbar ist!

c) Formuliere entsprechend dem Satz A 6 eine Teilbarkeitsregel fiir 8!

17.*  Auf welche Ziffern kénnen Primzahlen, die gréRBer als 10 sind, nicht enden?

Zusammenfassung

Aussagen sind entweder wahr oder falsch. Durch einen Beweis wird die Wahrheit einer Aus-
sage nachgewiesen. Wichtige wahre Aussogen heien Sdtze. L&Rt sich fiir eine Aussage ein Ge-
genbeispiel angeben, so ist sie als falsch nachgewiesen.

Definitionen sind Festlegungen oder Namensgebungen.
Definition: a | b bedeutet: Es gibt eine natiirliche Zahl n, so daR @ - n = b ist.
Definition: @ ist Primzahl bedeutet: a ist gréRer als 1 und nur durch 1 und a teilbar.

SatzzWenn nlaodernlb, sonla-b.
SatzzWenn nlaund nlb,sonla+bund nla-b.
SatzzWenn nlaundn+ b,sont a+bundn+t a—b.

Teilbarkeitsregeln (Kurzform):

101 n | Letzte Ziffer von nist 0.

2| n| Letzte Ziffer von nist 0, 2, 4, 6 oder 8.

51 n| Letzte Ziffer von nist 0 oder 5.

41 n| Letzte zwei Ziffern bilden eine durch 4 teilbare Zahl.
31 n | Quersumme von n ist durch 3 teilbar.

91 n | Quersumme von n ist durch 9 teilbar.

61n| nistdurch 2 und durch 3 teilbar.
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Gemeinsame Vielfache; gemeinsame Teiler

8 Gemeinsame Teiler

® 16 a) Herr Miiller will an zwei Seiten seines Gartens aus gleich langen Holzgittern ei-
nen Zaun setzen. Die eine Gartenseite mit 24 m, die andere 18 m. Fiir die Git-
terldngen kommen nur volle Meter in Frage.
Welche Langen sind méglich?
b) Welche Langen sind méglich, wenn die Seiten 25 m und 18 m lang sind?

Es gibt Zahlen, die Teiler sowohl von 18 als auch von 24 sind. Solche Zahlen nennt man
gemeinsame Teiler von 18 und 24.

® 12 q) Teilervon24 |1 2 3 46 8 12 24

.

Teilervon 18 |1 2 3 6 9 18
1, 2, 3, 6 sind gemeinsame Teiler von 24 und 18.

b) Teiler von 25 5 25

Teilervon 18 | 1 2 3 6 9 18

1 ist der einzige gemeinsame Teiler von 25 und 18.

Der gréBte gemeinsame Teiler (g. g. T.) von 24 und 18 ist 6. Der g. g. T. von 25 und 18
ist 1.

Zwei natiirliche Zahlen, die auBer 1 keinen gemeinsamen Teiler haben, heifen zueinan-
der teilerfremd. Die Zahlen 25 und 18 sind zueinander teilerfremd.

Aufgaben

1. Ermittle alle gemeinsamen Teiler der folgenden Zahlen!
a)12und 15 b)7und 9 c)6 und 60 d) 45 und 75

2. Gib alle Teiler von 24 an! Suche unter ihnen diejenigen heraus, die auch Teiler
von a) 4, b) 7, c) 48, d) 36 sind!

3: Ermittle den g. g. T. der folgenden Zahlen!
a) 12und 18 b) 45 und 60 c) 28 und 49 d) 36 und 55 e) 63 und 72
f)* 12, 18 und 15 g)* 25, 26 und 130

4. Kiirze folgende Briiche so weit wie maglich!

et B 7 8 2. 40 8 B4 0 72 36

Y7095 36 18 12 60" 29° 48" 12

g2 100 8. 2 5 pd 2008 07
8’ 12’ 12 12' 25 1424 2" 5

5; Schreibe von den folgenden Zahlenpaaren (g; b) diejenigen heraus, bei denen a
und b zueinander teilerfremd sind!
(8; 22), (23; 47), (41; 164), (19; 58), (42; 63), (17; 82)

6. Welche Zahlen sind kleiner als 30 und zu 30 teilerfremd?
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7. Im Bild A 9 bedeuten T;, die Menge der Teiler von 12, T,3 die Menge der Teiler von
28. Einige Teiler sind durch Buchstaben ersetzt.
a) Fir welche Zahlen stehen Buchstaben?
b) Schreibe die Menge T der gemeinsamen Teiler von 12 und 28 heraus!
c) Welche Beziehung besteht zwischen T und T;,?

Tr2

Tos BildA9

8." Das Diagramm im Bild A 10 fur Teilermengen der Zahlen m und n enthdlt nicht
alle Teiler. Man kann aber ersehen, wieviel Zahlen in jedes ,Gebiet” gehéren.
Vervollstdndige das Diagramm! Gib die Zahlen m und n an!

Os
ug

Bild A 10

9 Gemeinsame Vielfache

® 17 An einer Haltestelle verkehren zwei verschiedene StraBenbahnlinien; die eine hat
einen Zugabstand von 8 Minuten, die andere von 12 Minuten. Um 6 Uhr fahren
Zuge beider Linien gleichzeitig ab. Nach wieviel Minuten geschieht das zum a) er-
sten, b) zweiten, c) dritten, d) vierten Mal wieder?

Es gibt Zahlen, die Vielfache von 8 und zugleich Vielfache von 12 sind. Solche Zahlen
nennt man gemeinsame Vielfache von 8 und 12.

® 13 Viellachevon 8 |0 8 16 24 32 40 48 56 64 72 80 88 96
Viellachevon 12 | 0 12 24 36 48 6 72 8 9%
Gemeinsame Vielfache von 8 und 12 sind 0, 24, 48, 72, 96, ...

Unter den gemeinsamen Vielfachen von 8 und 12 ist 24 deshalb von besonderer Bedeu-
tung, weil alle gemeinsamen Vielfachen auch Vielfache von 24 sind. Man nennt 24 das
kleinste gemeinsame Vielfache (k. g. V.) von 8 und 12, obwohl 0 kleiner als 24 und auch
gemeinsames Vielfaches von 8 und 12 ist.

Bei kiinftigen Uberlegungen iiber gemeinsame Vielfache zweier Zahlen a und b schlie-
Ben wir Null sowohl fiir a und b als auch fiir deren gemeinsame Vielfache aus.

® 18 Ermittle das k. g. V. von a) 10 und 15, b) 4 und 5, c) 6 und 18!
Wie groB kann das k. g. V. zweier Zahlen héchstens sein?
Wie gro muR es mindestens sein?
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Wir ermitteln das k. g. V. zweier Zahlen a und b, fiir die a < b gilt, folgendermaRen:
Wir bilden nacheinander die Vielfachen von | m a =12, b= 15
b, bis wir zu dem kleinsten gelangen, das 12 + 15, 12 + 30, 12 + 45, 121 60
auch Vielfaches von a ist. Das k. g. V. von 12 und 15 ist 60
Vereinfachungen
(1) Wenn al b, dann ist b das k. g. V. ma=7b=28

7128
Das k. g. V. von 7 und 28 ist 28
(2) Wenn a und b teilerfremd sind, dann ist | ®a=7,b=9
a-bdask.g. V. 7 und 9 sind teilerfremd.
Das k. g. V. von 7 und 9ist 7- 9 =63

Das Produkt zweier Zahlen ist stets gemeinsames Vielfaches beider Zahlen.

Das k. g. V. dreier Zahlen ermitteln wir schrittweise:

m 14 Gesucht ist das k. g. V. von 4; 6 und 9.

Das k. g. V. von 4 und 6 ist 12; das k. g. V. von 12 und 9 ist 36. Also:
Das k. g. V. von 4; 6 und 9 ist 36.
® 15 Gesucht ist das k. g. V. von 5; 12 und 15.
Das k. g. V. von 5 und 15 ist 15; das k. g. V. von 12 und 15 ist 60. Also:
Das k. g. V. von 5; 12 und 15 ist 60.
Aufgaben
1 Ermittle drei gemeinsame Vielfache von
a) 20; 30 b)24; 20 c)18; 50 d) 15; 60 e) 12; 16
2. Berechne das k. g. V. von
a) 8; 20, b) 18; 9, c) 10; 7, d)1: s, e) 15; 20,
f) 15; 9, a)'3; 33, h) 12; 28, i) 45; 35, k) 30; 50,
) 6;9 12, m)7; 12; 21, n)8; 12; 15, o) 90; 15; 18!
3. Nenne jeweils zwei natiirliche Zahlen x und y, fiir die gilt:
a) 50 ist ein gemeinsames Vielfaches von x und y,
b) 60 ist ein gemeinsames Vielfaches von x und y, aber nicht das k. g. V.
c) 40 ist das k. g. V. von x und y!
4. V, sei die Menge der Vielfachen von 4, V;, die Menge der Vielfachen von 10.
a) Ermittle das k. g. V. von 4 und
10! Wo muB es im Bild A 11 ein-  V, Vio

getragen werden?

b) Gib drei Zahlen an, die sowohl
zu V, als auch zu V;o gehéren!

c)* Die gemeinsamen Vielfachen von 4
und 10 sind Vielfache einer Zahl, die
groBer als 10 ist. Wie heift sie?

Bild A 11
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5. Gib zwei natiirliche Zahlen an, die a) 24, b) 15, c) 17, d) 20 als gemeinsames Viel-
faches (als k. g. V.) haben!

6. Ermittle Zahlen, die anstelle der Variablen stehen kénnten!

Zahl |a |b |7 |12 |30  zaht 9 |lg |n|i |J
Zahl |6 |15 |c |d |e Zahl f 40| 5] 25|8
k.g.Vv.| 18 |30 |20 |d |30 gem. Vielf. 72 |20 |65 [100|6

7. Welche Aussagen konnen nicht wahr sein? Begriinde!

a) Das k. g. V. von 72 und 45 ist 360.

b) Das k. g. V. von 27 und 32 ist 1368.

c) Ein gemeinsames Vielfaches von 180 und 720 ist 360.
d) Ein gemeinsames Vielfaches von 135 und 28 ist 536.

8. Schreibe das k. g. V. von m und n als Produkt von Primzahlpotenzen!
aym=2:7, n=2:527 bjm=2-3-13, n=32
c)m=3-11,n=5-13 dm=22-5-7,n=2-3-5

9. Das k. g.V.von 8, 12 und x sei 120.

a) Welche Primfaktoren muB x unbedingt enthalten?
b) Welche Primfaktoren kann x enthalten?
c) Gib eine Primzahl an, die kleiner als 10 und nicht Primfaktor von x ist!

10.  Eine Krankenhausstation bestellt n Packungen mit je 50 Tabletten. In der Apotheke
sind nur Packungen mit je 20 Tabletten vorhanden. Fiir welche Zahlen n kann die
Belieferung in der gewiinschten Anzahl erfolgen?

11.  Claudia erzdhlt: ,Im Ferienlager machten wir mit Bussen Ausfliige. Beim ersten
Ausflug hatten wir Busse mit 24 Platzen fiir die Fahrgdste, beim zweiten mit
16 Platzen. Beide Male blieb kein Platz frei, und die Zahl der Fahrgéste war stets
dieselbe. Sie lag zwischen 70 und 100.” Wieviel Fahrgéste waren an jedem Aus-
flug beteiligt?

12.*  Auf einer Modelleisenbahnanlage mit Zweizugbetrieb verkehren ein Schnellzug

und ein Guterzug. Der Schnellzug benétigt fir eine Runde 15 s, der Giiterzug 21 s.
Beide Ziige starten gleichzeitig am Bahnhof. Nach welcher Zeit durchfahren sie
wieder gleichzeitig den Bahnhof? Wieviel Runden haben sie dann jeweils zuriick-
gelegt?
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Aufgaben zur Ubung, Vertiefung und Wiederholung

1.

Ein wirfelférmiges Stiick Zucker hat eine durchschnittliche Kantenlénge von
15 mm. Zur Verpackung werden quaderférmige Schachteln hergestellt. Deren
Kantenldngen sollen héchstens 50 mm, 80 mm und 110 mm betragen und diesen
Werten méglichst nahekommen. Wie lang miissen die Innenkanten einer Schach-
tel sein, wenn sie durch Zuckerstiicke liickenlos ausgefiillt sein soll? Kénnte man
diese Schachtel auch durch Wiirfelzucker bei einer durchschnittlichen Kanten-
lénge von 10 mm liickenlos ausfiillen?

Stelle die Teilbarkeit der Zahlen

a) 459; 798; 819; 2736 durch 3 (9; 6) fest,
b) 638; 856; 1028; 9632 durch 4 (8; 7) fest,
c)*187; 341; 273; 442 durch 11 (13; 17) fest!

Gib alle einstelligen Zahlen n an, fir die gilt:
a) n:-n+n+1istdurch 3,
b) n- n+ n+3istdurch 2 teilbar!

Untersuche, ob die folgende Aussage wahr ist!
Fiir jede natirliche Zahl n ist n - n+ n+ 11 eine Primzahl.

Nenne alle Zahlen zwischen 40 und 50, die sich in der Form 2 n+ 1 schreiben
lassen! Begriinde! Welche von ihnen sind Primzahlen, welche Primzahlpotenzen?

V,, V4 und V; seien die Mengen der Vielfachen von 2, von 4 und von 6.
a) Gib je 3 Elemente von V,, Vi, Vs ant
b)*Was L&Rt sich tber die Teilbarkeit von x + y und x - y sagen,
wenn (1) xe V,und ye Vi, (2) xe Vo und y e Vg, (3) xe V4 und y € Vg sind?

Gib die gréRte und die kleinste fiinfstellige Zahl an, die
a) durch 3 teilbar ist, b) durch 9 teilbar ist!

Welche Aussage ist wahr, welche falsch? Begriinde!
Die Summe zweier ungerader Zahlen ist
a) eine ungerade Zahl, b) eine gerade Zahl.

Ist die folgende Aussage wahr? Begriinde!
Der Vorgtinger jeder durch 6 teilbaren Zahl ist eine Primzahl.

Ergéinze durch Einfiigen von |, € oder ¢ zu wahren Aussagen!
a) 5 45 b) 7 N c) {0, 1, 2} N

d) {6, 12, 18} {0, 6, 12, 18, 24, 30}

e) 12 {4, 8, 12, 16} )18 36

a) 7 {7, 14, 21}

a) Axel sagt: ,Primzahlen heien diejenigen natiirlichen Zahlen, die héchstens
zwei Teiler haben.” Warum kann das keine Definition fiir ,Primzahl” sein? Ver-
suche, daraus eine geeignete Definition herzustellen!

b) Beate sagt: ,Primzahlen heiBen die Zahlen 2; 3; 5; 7; 11; 13 und so weiter.”
Warum ist dies keine brauchbare Definition?



B Gebrochene Zahlen

Bild B 1 Silbermiinze Bild B 2 Briefmarken, die im Jahre 1868
aus dem jahre 1869 fiir den Norddeutschen Postbezirk ausgegeben wurden

Gebrochene Zahlen werden mit Hilfe gemeiner Briiche oder mit Hilfe von Dezimalbrii-
chen angegeben. Wahrend frither im tdglichen Leben die gemeinen Briiche eine groRe
Rolle spielten, trifft man sie heute seltener an. Die Dezimalbriiche haben die gemeinen
Briiche immer mehr verdréngt. Ganz besonders deutlich wird dieser Wandel bei der An-

gabe von GroBen. Auf einer Miinze aus dem Jahre 1869 finden wir die Prdgung ,,2% Sil-
bergroschen” (7 Bild B 1). Im Norddeutschen Postbezirk wurden im Jahre 1868 Briefmar-
ken im Wert von % Groschen, % Groschen und % Groschen eingefiihrt (7 Bild B 2).
Aber auch heute werden gemeine Briiche noch verwendet. Milch wird in Flaschen oder
in Packungen mit % L und % L Inhalt verkauft. Der Rohrleger bezeichnet noch heute die

Gr6Be von Rohren, Muffen, Rohrverbindungen unter Anwendung des englischen Lén-
genmaBes ,ZOLL” (1 Zoll = 1” = 25,4 mm) und sagt dann ,Das Rohr hat einen Durch-

messer von % Zoll”. Beim Fotografieren gibt man die verschiedenen Belichtungszeiten

o ’ 5 ool b oo B0 L o A
mit Hilfe gemeiner Briiche an: 25458555305 60 &5 S Im folgenden
Kapitel werden wir lernen, wie man mit gebrochenen Zahlen in beiden Darstellungsfor-

men rechnet.



LE1 Ordnung gebrochener Zahlen B 31

Ordnung gebrochener Zahlen

1 Briiche und gebrochene Zahlen

Zur Angabe ein und derselben GroBe oder auch ein und derselben Warenmenge kén-
nen verschiedene Briiche verwendet werden. Treten dabei Zehnerbriiche auf, so kann
man diese auch als Dezimalbriiche schreiben.

® 1 Welche der folgenden Angaben sind gleichwertig?

a) 0,5 cm; 5 cm b) eine halbe Torte; 8 einer Torte

10 12
3 750 1 2
c) 2™ Too0 ™ d) 0,5 kg; 5 kg €)04L; 5 L

Im Bild B 3 bezeichnen alle Briiche, die zu ein und demselben Punkt des Zahlenstrahls
gehoren, den Zahlenwert der Ldngen von AB, AC bzw. AD.

Bild B 3

>T o

I
T
1 B 2 c3 4

® 2 Gib fir jede der Streckenldngen von AB, AC und AD drei weitere Briiche an!

Wir fassen nun jeweils alle Briiche, die ein und denselben Punkt des Zahlenstrahls be-
zeichnen, zu einer Menge zusammen. Jede solche Menge nennen wir eine gebrochene
Zahl.

Wir wissen, daB alle Briiche, die durch Erweitern oder Kiirzen auseinander hervorge-
hen, zu ein und derselben gebrochenen Zahl gehéren. Briiche, die nicht durch Erweitern
oder Kiirzen auseinander hervorgehen, gehéren zu verschiedenen gebrochenen Zahlen.
Es kann kein Bruch zu mehr als einer dieser Mengen gehéren, und jeder Bruch gehért zu
einer gebrochenen Zahl.

Zur Angabe einer gebrochenen Zahl kann jeder in der betreffenden Menge liegende

Bruch verwendet werden. So sagen wir zum Beispiel kurz: Die gebrochene Zahl %

15 10 25
(oder auch T' T, W, 5 )
1
anstelle von: Die durch den Bruch % (oder TS; %; f—g; 2,5 ) gegebene gebro-
chene Zahl.

i e 22 - 10 25
Wir schreiben: 2" %6 2 0

Die Menge aller gebrochenen Zahlen wird mit Q, bezeichnet.
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Da sich die natiirlichen Zahlen als gemeine Briiche oder als Dezimalbriiche schreiben
lassen, gehdren sie zu den gebrochenen Zahlen.
7 _ 14 _ 21

=1 7=T=T=T="'; 7=7,0=7,00=7,000= ...

> 1 Die Menge der natiirlichen Zahlen ist eine Tallmonge der Menge der gebrochenen Zah-
len. N: Q.

Zur Darstellung gebrochener Zahlen am Zahlenstrahl konnen wir aus den Mengen im

1
Bild B 4 je einen Bruch auswdhlen. Die gebrochenen Zahlen %; T % usw. kdnnen da-
bei durch die natiirlichen Zahlen 0, 1, 2 usw. angegeben werden (7 Bild B 5).

BildB 4

S
ol 4

0 1 25 33 7 Bild B5

Zwei beliebige gebrochene Zahlen konnen stets auch durch zueinander gleichnamige
Briiche dorgestellt werden. So kénnen % und 1 durch die gleichnamigen Briiche

10 20 18 30

2 und oder a8 und oder 72 und usw.

dargestellt werden. Dabei sind d:e Nenner gemelnsame Vielfache von 8 und 12.

5 _[o]l. s _[o]. s

2 || 3% u8 60

a3, 8 _[3]l. 2 % 2 _ 2] . ...
8 16 |2 2w 64 [72 |

m2 Stelle % und % durch gleichnamige Briiche dar!

Wir tiberlegen: Gemeinsame Vielfache von 2 und 3 sind 6, 12, 18, ...

% und % kénnen also auch durch die gleichnamigen Briiche % und % oder %

und % usw. dargestellt werden.
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=3 Stelle % und %durch gleichnamige Briiche dar!
Wir berlegen: 9 ist Vielfaches von 3.
% und % kénnen durch die gleichnamigen Briiche % und % angegeben wer-
den.

Bei diesem Vorgehen haben wir % und % bzw. % und % .gleichnamig gemacht”.

Bisher standen Variable meistens fiir natiirliche Zahlen. Von jetzt ab wollen wir Variable
auch fiir gebrochene Zahlen verwenden. Soll fiir die Variable a eine gebrochene Zahl

eingesetzt werden, so kénnte man zum Beispiel % oder %, aber auch 1,847 oder 7,00

usw. einsetzen. Wir kennen damit zwei Variablengrundbereiche, nédmlich Nund Q.. Es
muB jetzt also stets deutlich gesagt werden, ob eine Vorioble fir eine natirliche Zahl
oder fiir eine gebrochene Zahl steht.

Aufgaben

1. Suche fiir die folgenden Briiche zugehérige Punkte auf dem Zahlenstrahl!
o) Bilgeeer e io 2 L 0 1 5 9 8 1, 25

Bei wie vielen der markierten Punkte wird nur ein Bruch eingetragen, bei wie vie-
len mehrere?

1@

[ 1T _
BildB6 .
A B c D E F
e — +—+ + e+ —
0 1 2 3 4 5
BildB7
2. Nenne jeweils zwei gemeine Briiche, die an den im Bild B 7 durch Buchstaben be-
zeichneten Punkten stehen kénnten!
3. Gib zu jedem Bruch mindestens drei weitere an, die zur gleichen gebrochenen

Zahl gehoren!

2 7 12 28
u)? b) 0,5 C)E d)TB— e)ﬁ fi)5 g) 1,81 h)0,6

3 [000608)
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Kirze die folgenden Briiche so weit wie mdglich!

15 88 g2 7 80 . 18:8-37
< 25 ¢ 121 €6 8-70 " T185-72
105 11 ., 5370 17-3-9

b g5 56 A7 3 M350 WEsn

Erweitere folgende Briiche so, daB ihr Nenner 48 wird'
2 6 8 101 25

a3 o7 eg 95 0 480 H E "7 12
9 3 9 7

bz 97 g Wy k)ﬁ ™ 36 96 °)3

Gib jeweils eine natiirliche Zahl n an, so daB die Briiche durch Kiirzen auseinan-
der hervorgehen! Durch welche Zahl wurde gekiirzt?

10 1 75 3 100 0
)—und—; d)mund n g)—udW k)—und—
n n 125 132
b)— und B e) ? und —— h)T und —— ) —= und —
42 17 0 0 n
c) und . f) 2 und = i) 2 und Y m)ﬁ und 35
Stellen die beiden Briiche jeweils die gleiche gebrochene Zahl dar? Begriinde!
49 6 9 9 81 0 3
)—undF d)—und1—2 g)gund6—4 k)gund—ﬁ
3 2 12
b)T und el e) — 121 und E7) h)— und —= 22 ) =5 und —
3 9 2 5 12 9 0
c)gundﬁ f) —3-und§ i) ﬁund 12 "“)ﬁ undj
Welche Briiche gehéren jeweils zu ein und derselben gebrochenen Zahl?
5015 5 5 3 1 12 12 3% 9 183 12 9
0)4,2, 12" 45" 44 4’ 2' 16" 15" 48 12" 25" 4' 16" 132
7 21 63 1 77 5 20 40 55 0 12 16 25 8 132

BT 3 e 7 m T s e 1 0 " 15 250 200 307 165
Welcher gemeine Bruch und welcher Dezimalbruch gehéren zur gleichen gebro-
chenen Zahl? Prége dir diese Paare fest ein!

1.1 A4 0,2; 0,5; 0,25; 0,1; 0,125

Ao A e 0,
4" 10" 2" 8" 5"
Kann die gebrochene Zahl —;— durch 11.  Gib die gebrochene Zahl % durch

einen Bruch mit dem Nenner a) 6, einen Bruch mit dem Zahler a) 6,
b) 8, ) 12, d) 15, e) 17 dargestellt b) 9, ) 12, d) 21, €) 1 an!
werden? Begriinde!

Erweitere —;— so, daR ein Bruch mit dem Nenner a) 63, b) 15, c) 28 entsteht!
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13 Mache gleichnamig!

2 3 1 2 3 3 5 1
°)'§ und 5 d)g und 7 g)— und — k) 7 und — T

3 5 4 4 3 2
b)E und s e) I5 und 30 )— und 1) E und — 3

2 3 3 3 7 15
c) 5 und 3 f) &7y und x i) 6 und a m)— und —-

14 Gib die folgenden gebrochenen 15 Gib die folgenden gebrochenen
Zahlen durch gleichnamige Briiche Zahlen durch gleichnamige Briiche
mit dem Nenner 15 un' mit moglichst kleinem Nenner an!

2 1 3 7 1 1
u)? und 5 b)— und — 0)7 und 7 b)7 und 0
3 15 1 3 7 4 5
c) 7 und 30 d)7 und _15 c) 7 und 2 d)g und 7

2 Vergleichen und Ordnen gebrochener Zahlen

® 3  Trage 521 und 2,5 auf dem Zahlenstrahl ein! Welche Zahl ist kleiner? Begriinde!

Wie beim Vergleich von natiirlichen Zahlen gilt auch fiir gebrochene Zahlen:

> 2 DEFINITION: Von zwei gebrochenen Zahlen ist diejenige kleiner, die auf dem Zahlien-
strahl weiter links liegt.

111 218 3w
F +——+ + + + + + + +—+
0 ; 2 3
BildB8
Auf dem Zahlenstrahl im Bild B 8 kénnen wir zum Beispiel ablesen:
0<%; 1>;, %<%; 2,5>%.

Ordnet man die Zahlen aus dem Bild B 8 der GréRe nach, so erhélt man:
1.3 1 3 7 8 3
0<7<§<7<7<-8—<—9—< 1 <7<1,75<2<2,5<3<3,1.
Da wir nicht immer einen Zahlenstrahl benutzen kénnen, lberlegen wir uns einen
gleichwertigen, aber kiirzeren Weg. Dabei nutzen wir aus, daB wir gleichnamige Briiche
und Dezimalbriiche schon vergleichen kénnen.

@ 4 a) Ordne nach der GroRe! Beginne mit dem kleinsten Bruch!

171717 1717

; 2 .5 . 8 . .3
b) Vergleiche 3 mit 3 ! c) Vergleiche 20 mit 3!
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Jetzt wollen wir 2 und % miteinander vergleichen.

3
2. 25 10
3 3.5 15| 9 10 3 2
3313 9 5 <ﬁ, also 5 <3
5 5.3 15

1 ] 10

+ 3

wlro 43

1
Bild B9

o
wlw 4+ Sk

2 _ 24
28 32 |36
35

NE T
REAAD 42

9 10 18 20 3 5

Es glltﬁ< 12" 28 <24 USW- also <

Das Produkt 4 - 6 liefert einen gemeinsamen Nenner, aber nicht den kleinsten. Der klein-
ste gemeinsame Nenner ist das k. g. V. der Nenner 4 und 6, ndmlich die Zahl 12.

Das k. g. V. der Nenner gegebener Briiche nennt man auch Hauptnenner (HN) dieser
Briiche. Damit die Nenner der gleichnamigen Briiche nicht zu groR werden, wird oft mit
dem Hauptnenner gearbeitet.

=4 % und % sind miteinander zu vergleichen.
Wir dberlegen:
8 ist kein gemeinsamer Nenner, denn 6 + 8;
16 ist kein gemeinsamer Nenner, denn 6 + 16;
24 ist ein gemeinsamer Nenner (sogar HN), denn
6124und 8124; 3-8=24und 4-6=24.
721, 5390
B 24’ 6 24
2120
24”724
7.5
Also: g > 5
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Fir gebrochene Zahlen - 5 2 und 7 gilt stets nur eine der drei Méglichkeiten:

Null ist die kleinste gebrochene Zahl.

= 5 a) Die gemischte Zahl 3 % bedeutet:

3 _4.3_12,383_ 15
37*34‘4‘44-4—4.

b) Den gemeinen Bruch 17—8 kénnen wir als gemischte Zahl schreiben:

18 14 4 4__4
EARS B i

In dieser Schreibweise kann man gebrochene Zahlen leichter vergleichen. Man erkennt
zum Beispiel sofort, daB 14% zwischen 14 und 15 liegt, was aus der Darstellung %

nicht sofort ersichtlich ist.

Die folgenden Beispiele zeigen, wie in manchen Fallen schnell verglichen werden
kann.

56 a) 2<2, weil % 1 und %,>1 ;
15 36 15 3 36 . 1
b) — 7 <7 weil 2 g und 7 =57
2. 2 ;
c) 5”9 weil 5<9.
3_ 56 T | 5 1
d) 7<§, weil 7<% und 9> 7"
. ) 4 7 8 2 s " _—
Mit 4 <7 gilt auch T<7T und 2<3" Beim Vergleichen kénnen natiirliche Zahlen

durch zugehérige Briiche ersetzt werden. Dezimalbriiche vergleichen wir wie bisher.

® 5 Ordne der GroBe nach! Beginne mit dem kleinsten Bruch!
8,932; 20,1; 21,0; 83,2; 20,009; 111

Aufgaben
1 Zeichne einen Zohlenstruhl und trage auf ihm die folgenden Zahlen ein!
4.3 4 1.13.7
a) — 245 3 ;05 b)0,9; 2 20 8 0,25

Stelle, ausgehend von dem Zahlenstrahl, fiinf Ungleichungen auf!

2. Vergleiche miteinonder' Uberlege, wie du am besten vorgehst!

5 3 3 4 2 4
u)i und 7 b) und — 0)7 und 3 d)-g und 7
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3 Vergleiche!

Ll bl B ghonl gl

a) — und d) 3 und 12 g) 3 und 9 k) 9 und ——
gl g ] il oyl g B

) und e) 8 und h) 4 und 6 1) T und —

c)-gund-g— f) —und— i) —und 1 m)—und 15

4 Vergleiche, indem du die Dezimalbriiche in gemeine Brijche umwandelst!

7 119
a) 30 und 0,25 b) und 0,95 c¢) 0,99 und —~ 120 d) —_— und 0,91

5 Vergleiche, indem du die gemeinen Briiche in Dezimalbriiche umwandelst!

o) 3 und 1,49 b)— und 076 ©) - und 0,54
12 1
d) 0,48 und 25 e) F und 0,9 f) 1,007 und 16

Ordne der GréBe nach! Beginne mit der kleinsten Zahl!

5.5,

7.5 17.7 13 115
)24' 18 12° 16° 6 24° 12 6
a) 0,284; 0,078; 0,978; 0,0654 b) 2,81; 8,21; 12,8; 18,2; 8,12
c) 0,0481; 0,00184; 0,0841; 0,0814 d) 732; 7,325; 73,25; 0,732

Ordne der GréRBe nach! Beginne mit der gréBten Zahl!
1.2 3 4 8 97 41 11 59 21 52 40

o1 A gigigiz T Y e 7 8 3 17 51
10 a) 0,021; 0,54; 0,054; 0,21 b) 5,91; 9,15; 9,51; 19,5; 59,1
c) 1,035; 0,135; 1,305; 1,503 d) 0,987; 0,9087; 9,807; 987

11 Schreibe als gemeine BrUche!
3 2 24 8 9 5
0)4; b)GT S NM—— 10 d)7§‘f e)Qg g)ZF 9)36
12. Schreibe als gemischte Zahlen und vergleiche!
17 6 13 12 3 81 27 37 2 15
u)-s—und4 b)TundT c) — 3 und 18 d)TundT e)?undT

13, Was ist mehr

a) %von 21 |l oder % von 30 [? c) %von 5 | oder % von 4 1?

b)* %von 7 km oder % von 8 km? d) %von 20 kg oder % von 40 kg?
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14 Gib jeweils eine gebrochene Zahl. un die kleiner ist als
1
3 b) 70000 c) 0,0008, d) -, e)0,000001!

15.  Welche der folgenden Aussogen ist wahr?

a) 15'

250 8
a) 10<———250 c) 9,5<9,49 e) <g g) —=
1

8 9 1
b)10<11 d)9,5<9,51 f) <70 h)0,2>7 k)0,3<§
16.* Fir welche r\cmrlichen Zahlen n entsteht eine wahre Aussage?
8 4 8
u)—<?<—§ c) 5<—<—(n*0) e)—<7<3
n 5 2 _n_17 5_3
b)7<-§<~8— d)3<?<3 f)7<n<7 (n+0)

3 Wieviel Zahlen liegen zwischen 19 und 20?

e 6 a) Gib eine natiirliche Zahl an, die kleiner als 20 ist und die sich méglichst wenig
von 20 unterscheidet!

b) Gib eine natiirliche Zahl an, die gréRer als 20 ist und die sich mbglichst wenig
von 20 unterscheidet!

e 7 a) Welche der Zahlen 19,89; 19,94; 19,9 und 19,909 unterscheidet sich am wenig-

sten von 20?7 Gib drei weitere Zahlen an, die kleiner sind als 20 und sich noch
weniger von 20 unterscheiden!

b) Gegeben sind die gebrochenen Zahlen 20—— 20 3, 20— und 20— Welche

dieser Zahlen unterscheidet sich am wenlgsten von 20?

Jede natirliche Z7oh! hat eine ganz bestimmte Zahl zum Nachfolger. Zwischen einer na-
tiirlichen Zahl und ihrem Nachfolger liegt keine weitere natirliche Zahl.
Im Bereich der genroche |2 kénnen wir jedoch nicht vom Nachfolger einer Zahl
sprechen.
Jemand behauptet: —1% ist Nachfolger von 1L0
. 7 70 8 80 )
Das ist falsch, denn wenn man 70 2 700 und entsprechend 70 2 7o e"weitert, so
erkennt man sofort, daB zum Beispiel
71 72 73 74 75 (=_§ 76 77 78 79
100 100 100" 100" 100 4/ 100" 100" 100" 100
Y 8 . ;
zwischen 0 und 10 liegen (7 Bild B 10).
'
Bild B 10
10 00 10
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: ; 71 70! &
® 8 Nenne gebrochene Zahlen, die zwischen 100 und 700 liegen!

Wie man zwei gebrochene Zahlen a und b auch wiahlt, immer findet man (beliebig viele)
gebrochene Zahlen, die zwischen aund b liegen. Man sagt auch: Die gebrochenen Zah-

len liegen tiberall dicht.
Aufgaben

T Ubertrage die folgenden Tabellen in dein Heft! Fiille sie so aus, daB gilt ¢ < x < d!

a) ¢ |x|d |x|d c)

c c |x|d de |x|d
1 1 l =5 L A L 2
3 2 5 51 5 4 3 8 8
B H L [ 7 122 3 |1Aals
10| 15 7 2|8 0 |1 7 5
1 1
0,2 7 0,7 0,8 0,2 7 0,44 0,45
Gib mindestens fiinf gebrochene Zahlen x an, fiir die y < x < z gilt!
1 1 1 1
u)y—g und z=7 c)y=14und z=1,5 e)y—4 und z=5

b)y=‘l1ﬁ und z=,|1—0 d)y=02und z=0,22 f) y=0,2 und z=%

Gib jeweils drei gebrochene Zahlen an, die zwischen y und z liegen!

1
c|)y—0undzfl1 f) y= 1—0undz 0

b) y=0,3 und z=0,45 g) y=1,41 und z=1,42

-

c) y=% und z=—

d) y=0,7 und z=

h) y=0,2 und z=

o=

i) y=1,42 und z=1,41
e) y=05und z=

wl= n|lw®

Setze in —— der Reihe nach fiir n die Zahlen 1, 2, 3, 4, 10, 49, 75 und 100 ein!

Ordne dunn d|e gebrochenen Zahlen der GroBe nach und vergleiche sie mit 1!
5.*  Gib diejenige Zahl an, die in der Mitte liegt zwischen

1 3 3 3 1 2
a) 0,75 und 0,76, b)f und e c)g und g d)? und 3!
6.  Gib nso an, daB sich %

1 1 1
" i i i |
0) von O u weniger als ‘—1 000 b) von um weniger als 8 unterscheidet!
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4 Kleiner, gleich oder groBRer?

Hans hrista Uta Werner Jorg Eva

Bild B 11

® 9 Vergleiche die KérpergréRe aller Kinder im Bild B 11 mit der von Hans!

Werner ist gréBer als Hans. Alle anderen sind nicht gréBer als Hans; sie sind kleiner als
er oder genauso grofB} wie er.
Manchmal ist es zweckmdRig, die Zeichen < und = zu einem Zeichen zusammenzufas-
sen. Man schreibt zum Beispiel

25cm=a=<27cm,
wenn man folgendes ausdriicken will: Die Lédnge a kann 2,5 cm oder 2,7 cm betragen
oder einen Wert annehmen, der zwischen 2,5 und 2,7 cm liegt.
Man sagt dazu: aist gréRer als 2,5 cm oder gleich 2,5 cm und kleiner als 2,7 cm oder
gleich 2,7 cm.
Anstelle von
.Die Subtraktion a — b (a, b € N) ist ausfiihrbar, wenn a > b oder a = b"
kénnen wir mit Hilfe des Zeichens = (gréRer oder gleich) schreiben
.Die Subtraktion @ — b (a, b € N) ist ausfiihrbar, wenn a = b”.
Im Bild B 12 sind alle natiirlichen Zahlen n markiert, fiir die gilt: 1< n =10.

% 1 10 Bild B 12

® 10 Zeichne einen Zahlenstrahl! Markiere auf ihm alle natiirlichen Zahlen n, fiir die
gilt 2= n < 9! Beschreibe dieselbe Menge, indem du nur das Zeichen < verwen-
dest!

Bild B 13

Im Bild B 13 sind alle gebrochenen Zahlen x veranschaulicht, fiir die gilt:
1.5=x=24.
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Aufgaben
1 Veranschauliche auf dem Zahlenstrahl die Menge aller gebrochenen Zahlen x,

fur die gilt: 1= x§—§—!

2 Fir welche der folgenden natirli- 3 Fiir welche der folgenden gebro-
chen Zahlen nist 13 = n eine wahre chenen Zahlen x ist x = 1,5 eine
Aussage? wahre Aussage?

a)10 b)17 ¢)13 d) 14 di b)% c)% SR

a. a) Gib die Menge aller natirlichen Zahlen n mit 12 = n <27 an!
b) Gib weitere Mdglichkeiten zur Beschreibung dieser Menge an!

5 Gib alle natiirlichen Zahlen n an, die
a)n<9, b)n<1, ¢c)7<n=s15
zu einer wahren Aussage machen! Gib in jedem Fall die kleinste und die groRte
der dabei auftretenden Losungen an!

6. M, M, Ms; M, seien die Mengen derjenigen natirlichen Zahlen, die
(1) 10=n =100, (2) 10=n <100, (3) 10< n = 100, (4) 10 < n < 100 zu wahren Aus-
sagen machen. Wie unterscheiden sich diese Mengen voneinander? Welche Teil-
mengenbeziehungen bestehen zwischen ihnen?

7 M sei die Menge aller natiirlichen Zahlen x, fir die gilt: 29 = x = 31.
K sei die Menge aller gebrochenen Zahlen x, fir die gilt: 29 = x = 31.
a) Nenne alle Elemente von M!
b) Nenne zwei Elemente von K, die keine natiirlichen Zahlen sind!
c) Veranschauliche M und K am Zahlenstrahl!

8%  Setzein 29 ... n ... 31 Zeichen ein, so daR fiir
a) genau eine natirliche Zahl,
b) zwei natiirliche Zahlen,
c) drei natiirliche Zahlen eine wahre Aussage entsteht!

Zusammenfassung

Briiche, die ein und denselben Punkt des
Zahlenstrahles bezeichnen, werden zu einer

gebrochenen Zahl zusammengefaft. 6
Briiche, die durch Erweitern oder Kiirzen aus- 18759
einander hervorgehen, stellen die gleiche ge- 12

brochene Zahl dar.

wiN
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| Die kleinere von zwei gebrochenen Zah-
len liegt auf dem Zahlenstrahl jeweils
links von der gréReren.
Fir zwei gebrochene Zahlen a und b gilt [=
stets einer der Fdlle: 0 1 2
a=b, a<hb, a>b.
0 ist die kleinste gebrochene Zahl.

4 o=
T+ Flw

Il Gebrochene Zahlen werden verglichen,
indem man Briiche vergleicht, durch die
sie gegeben sind.

(1) Briiche mit gleichem Nenner
Zahler vergleichen!
Der kleinere von zwei Z&hlern gehort
zur kleineren gebrochenen Zahl.

2) Brische mit unterschiedlichen Nennerr

Gleichnamig machen und dann die %<%, denn
Zghler vergleichen!

3) Dezimalbriche
Von links beginnend die Stellen einzeln | 12,258 > 12,25
vergleichen! 0,4375<0,43°8

Ill Zu zwei gebrochenen Zahlen @ und b mit 7
a < b gibt es stets gebrochene Zahlen x T ST 2 e
mit a< x<b.

Addition und Subtraktion gebrochener Zahlen

Das Rechnen mit Briichen wird schon in den dltesten bekannten Aufzeichnungen mit
mathematischem Inhalt beschrieben. So enthdlt das Rechenbuch des Awmes, das auch
.Papyrus Rhind” genannt wird und vor etwa 4000 Jahren in Agypten entstand, Regeln
fiir das Rechnen mit Stammbriichen. Stammbriiche nennt man alle Briiche mit dem Zé&h-

ler 1, also i ... Andere Briiche werden in diesem Buch als Summen aus Stamm-

11
1423
briichen dargestellt. (Vgl. dazu mit der Aufgabe 39 auf S. 84)

Von den Agyptern iibernahmen die Araber die Regeln iiber das Rechnen mit Briichen,
und wdhrend der arabischen Eroberungsziige im Mittelalter gelangten diese Kenntnisse
auch nach Europa.

Da zuerst nur mit Stammbriichen gerechnet wurde, war eine sehr einfache Bezeich-
nungsweise moglich: die Agypter setzten nur einen Punkt iiber die Ziffer und bezeichne-

ten so den Stammbruch, der die betreffende Ziffer zum Nenner hat ( é%) Die

Schreibweise mit Hilfe des Bruchstrichs findet man erstmals in einem Rechenbuch von
Leonaroo Fisonaccr, einem italienischen Mathematiker aus Pisa, der im Jahre 1202 das be-
rihmte Buch ,Liber abaci” schrieb. Aber erst zum Ende des 15. Jahrhunderts war diese
Schreibweise allgemein tblich geworden. Dezimalbriiche in der heutigen Schreibweise
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Bild B 14 Seite aus dem Papyrus Rhind, einem altdgyptischen Schriftstiick

wurden noch spdter eingefiihrt. Der Schweizer Mathematiker Jost Burci (1552—1632)
fuhrte die Darstellungsform ein, nachdem das Beharren auf der Zahldarstellung mit
Hilfe rémischer Ziffern iberwunden war. Die Belange der Praxis waren es, die dem de-
kadischen Positionssystem und der Verwendung arabischer Ziffern zum Durchbruch ver-
halfen. Der hollandische Ingenieur Simon Stevin (1548—1620) verwendete in seinen Schrif-
ten eine Dezimalbruchdarstellung, die als Vorlaufer unserer Schreibweise angesehen
werden kann. Er schrieb z. B. den Dezimalbruch 237,578 in der Form 237(0)5(1)7(2)8(3).
Damit war es ihm méglich, schwierige Rechnungen mit Briichen auf Rechnungen mit na-
tirlichen Zahlen zuriickzufiihren.

5 Addition gebrochener Zahlen

Im Kihlschrank stehen zwei Flaschen Ap-

felsaft. In der einen Flasche ist %l und in

der anderen %lApfelsoft. Der Inhalt bei-

der Flaschen soll in einen Krug mit einem
Fassungsvermdgen von 1 | umgefiillt wer-

den. Ist das méglich? Zur Beantwortung
dieser Frage lésen wir die Aufgabe

Bild B 15

I
2 3
® 11 Addiere die folgenden Briiche!
5 3 7 11 1 1
A3tz gt 9777

Wir fiihren die Addition gebrochener Zah-
len auf die Addition gleichnamiger Briiche
zurlick. Bild B 16
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Anstelle der oben gestellten Aufgube +— kénnen wir auch rechnen
(-~ Bild B 16 auf Seite 44):

r,1_ 3.2 Ll 6.8 1,19 ,6_
23 66 2 3 1212 " 2 3 18 18
@ 12 Berechne fiir alle drei Aufgaben die Summe! Vergleiche die Ergebnisse!

Die Summe der gebrochenen Zahlen -;—+% ist die gebrochene Zahl % Es sind also zu-

sammen % | Apfelsaft in den beiden Flaschen. Da %< 1 ist, paBt der Inhalt beider Fla-

schen in den Krug.

> i L5 Wir (iberlegen:
. 12 8 12 ist kein gemeinsamer Nenner, denn
8 +12.

24 ist Hauptnenner:

2:12=[24] und 3-8=[24].

» 4 Gebrochene Zahlen als gemeine Briiche” werden addiert, indem man
1. diese Briiche gleichnamig macht und
2. die gleichnamigen Briiche addiert.

Die Addition kann man veranschaulichen (-7 Bild B 17).

o
ol=
Y]
m" S
-
[SISE

Bild B 17
Zu zwei gebrochenen Zahlen gibt es stets genau eine gebrochene Zahl, die deren
Summe ist.

28 aq) 3 +i6_ Wir (berlegen:
5 15 15 ist gemeinsomer Nenner, denn 5| 15.
_ 339
5-3=15; T
3,16 _9+16 _25 2
Sl i . = = =1 ?

—Je 25 -5
B 15 15 3
als

Unechte Briiche kénnen Fschte Zahlen geschrieben werden.

1) Man sagt auch: ,Gemeine Briiche werden addiert, indem man ...".
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b) %+% l;;lr uberlegen:
2 kann durch 3 gekirzt werden.
B
12

7,21 7,9 7%9 16 _

TtueTTteT s matd

Das Ergebnis kiirzen wir soweit wie moglich.

0 i+ 3 Wir dberlegen:

9 5 9 und 5 haben keinen gemeinsamen Tei-
ler. Das Produkt 5 - 9 =45 ist Hauptnen-
ner.

5 & 3@
5 B und g =
65 3 _ 25+27 62 . 7
ots= s w5

Die uns bekannte Addition von Dezimalbriichen kénnen wir jetzt auf die Addition von
Zehnerbriichen zuriickfiihren und dadurch begriinden.

=9

- 0,6+1’25=%+ 125 _ 60+ 125

100 100
+ 1,25 185
1.85 =00 ~ 228
Aufgaben
Berechne méglichst vorteilhaft!
2. 1 5.2 .2.3 .3 .1 5. 8
B e S 2 Zh gl W S
Woagty dgty gty 9775 V5t
3 5 3.1 .2 .7 4.2 7. 5
BZ+s detg D 5+s Wg+s Wg+gy
h %7 5.3 3.3 7 9 4 2
21 algz+g Adopty gty 95t Va3t
7, 7 5 3 4.1 15 7 51
bgtyy dgty gt Nyptz Wyt3s
6 1 8.5 .2 4 5 0 18,4
oagty bty Aty 7t 9ty
2l 7 9 .5 5.3 .3 5 3
41 algtog Mlggtag gty A8 &gy
51 )0,67+0,76 b)7,03+225 ¢)0,33+17 d)11,2+853
1 31 1 1
6 LY 2 oA wile i il
1 a)7+02 01+ e)g+025 g 7+075 i) 03+
1 3.1 1 2 4
B3 +025 dy+5 HO05+5 h£+04 KO09+z
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7 Berechne die Summen und kiirze soweit wie mdglich!

3 1 2 47,6 39 49
"’20+ b st 97 +5 95735 ® %0 50
8 Ermittle alle natirlichen Zahlen x und y, die die folgenden Gleichungen erfiillen!
T R T S/ [ R LI T I .
Tq 7z ST Ts 5702 9,77
A B8 Tadon, 3 pler .8 2, x_ 7
bg+tsg=ag Vsts=! Watg=g Mzty=7
9 Gib drei Paare natirlicher Zahlen (x; y) an, fur die gilt:
dox 4 " o8 x 1 gt X 2, X 4
a)2+y—5, )15+y 7 c)2+y ; d)3+y<1A

10.  Fur welche gebrochenen Zahlen sind folgende Gleichungen wahre Aussagen?
a)02+b=07 d) b+04=007 g a+to=1

8
b)0.3+a=036 e a+05=0,75 h)%+b=1
) 0,8+a=0,804 f) b+0,20=0,200 i) %+a=%

5 (1 7
11.  Stelle g (7, 12

ungleichnamigen Briichen dar!

) als Summe a) von zwei gleichnamigen Briichen, b) von zwei

12,7 In der folgenden Summe tritt jede der Ziffern 0 bis 9 einmal auf. Wie groB ist x?
a) 3 35 B8 _y b 7ei+ 21 gg

* 206 =

13.  Von der Gesamtfldche der DDR werden etwa 29 als Ackerland, % als Griinland

und —— 100 fiir sonstige landwirtschaftliche Produktion genutzt. Wie groR ist der An-

teil der landwirtschaftlichen Nutzflaéche an der Gesamtfléche der DDR?

6 Subtraktion gebrochener Zahlen

Auch die Subtraktion gebrochener Zahlen wird auf die Subtraktion gleichnamiger Brii-
1 1
che zuriickgefiihrt. Anstelle von : kénnen wir rechnen:

i1 3 2 4
2 8 6 6 6°
Die Differenz der gebrochenen Zahlen % und % ist die gebrochene Zahl %

Wie bei den natiirlichen Zahlen ist auch bei den gebrochenen Zahlen die Subtraktion
die Umkehrung der Addition.
1 11 1

Mit 5T giltauch —+
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»5 Gebrochene Zahlen als gemeine Briiche” werden subtrahiert, indem man:
1. diese Briiche gleichnamig macht und
2. die gleich i Briiche t.

Die Subtraktion kann man veranschaulichen (-7 Bild B 18).

0 g
Bild B 18
WD, G Wir iiberlegen:
5 10 Das k. g. V. von 5 und 10 ist 10
2.3 14 3 _14-3 1
5 10 10 10 10 10
b) 5 3 o Wir iiberlegen:
6 8 Der Hauptnenner von 6 und 8 ist 24.
4-6=24 und 3-8=24
5 3_2- 9 -2-9_1
6 8 24 24 24 24
) 7 _6 o Wir iberlegen:
15 30 6 i .6 23
30 kann gekiirzt werden: 30 - 15

® 13 Berechne m — n fir

4 12 Ly .
a)m—g,n—1—, b)m—s,n 3 c)m—4,n—0,75!

Genau wie bei den natiirlichen Zahlen ist auch im Bereich der gebrochenen Zahlen die
Subtraktion @ — b nur dann ausfiihrbar, wenn a = b.

Aufgaben

Berechne!

7 3 25 8 37 19 27 4 18 18
1 ag-g bg-g d7~7 V5% V77

21 a)07-03 b)0,75—% ) 10,8-75 d) o,a-%

1) Man sagt auch: ,Gemeine Briiche werden subtrahiert, indem man ..."
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2 1 2 3 8 7 3 4 3 5
3 az-7 9375 g g 9773 Vg3
3 2 9 7A 4 1N 3 9 5 5
e 3 Y0 w T2 Nsw W
1 1 5 11 3 1
4.1 0)1—2—3 C)ﬁ_ﬁ e); 0,6 9)1,2—?
7 3 8 9 15 3
b7 Mg 25 N67-7 Wg-05

1
5.* Die Lénge eines Rechtecks betrage 3 - cm. Die Breite dieses Rechtecks ist um

2 cm geringer. Zeichne dieses Rechteck! Berechne den Umfang!

5
6. Berechne die Differenzen und kiirze soweit wie méglich!
5 7 12 7 8 N 35 28
A97-¢ w5 w 95 7 W9
15 2 7 5 4 5 19 1N
s~ 91z Mere YV w
y11_10 150 200 020 12 12 15
RIS 24 32 6 8 ™M1y
7. Ermittle alle natiirlichen Zahlen mund n, die die folgenden Gleichungen erfiillen!
m_2_ m_3_1 45 n_1 . m 14
a3 31 d5-3"7 957372 W5 -3 10
3 n_1 n_3_3 m_n_ 1 m_
g2 7 927 3"3 Wz 3=t U 570
m_4_ m_3_ A W3 o5 1.5
9 80 W70 D=7 My-73
8.  Lose folgende Gleichungen im Bereich der gebrochenen Zahlen!
Azl gl .2 13 e, 215
g =x=7 o yx=3 ex-g=7 o' x-g=7g
Ak e 2. 023 texsto2
b3 -x=7 d*5-x=04 f) FHx=7 hfx+5=7

9.  Gib je fiinf gebrochene Zahlen x an, so daR gilt:
u)%—x>2, c)* 1—x>2, e)x—§>2,

3 3
b S-x>2 drx-2>2 fAl-x>2

10.* Gib eine gebrochene Zahl x an, die sich

1 . 1 1 . 1 .
a) von 3 um weniger als 3 b) von g um weniger als 100 unterscheidet!
11. Von einem Ballen mit 30 m Stoff werden zuerst 2,60 m und dann 3 % m verkauft.
Wieviel Meter Stoff sind dann noch ouf dem Ballen?

4 [000608]
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7 Kommutativ- und Assoziativgesetz der Addition

Eine Touristengruppe wandert von Riibeland iiber Treseburg (Mittagspause) nach Thale.
Die Ldnge des gewanderten Weges ergibt sich als:

9,8 km + 3,1 km + 9,7 km = 22,6 km (.” Bild B 19).
Eine andere Gruppe wandert von Thale tiber Treseburg (Mittagspause) nach Riibeland.
Die Lénge des von dieser Gruppe gewanderten Weges ergibt sich als:

9,7 km + 3,1 km + 9,8 km = 22,6 km.
Selbstverstdndlich sind beide Wege gleich lang.

(nicht maBstabgerecht) Ireseburg Bild B 19

Wie fiir die Addition natiirlicher Zahlen gelten auch im Bereich der gebrochenen Zahlen
folgende Gesetze, die wir hier nicht beweisen.

> 6 SATZ Fiir alle gebrochenen Zahlien a und b gilt: £
a+b=b+a i (Kommutativgesetz)

Im Beispiel B 11 wird der Zusammenhang mit dem Kommutativgesetz der Addition natiir-
licher Zahlen deutlich.

»7 SATZ: Fiir alle gebrochenen Zahlen a, b und c gilt:
a+(b+c)=(a+b)+c=a+b+c (Assoziativgesetz)

Jetzt kénnen wir sofort mehr als zwei gebrochene Zahlen addieren.

=12 a) l+ 2 " 3 Wir (berlegen:
2 3 4 8 ist kein gemeinsamer Nenner, denn
3+8.

12ist HN; 6-2=12,4-3=12

1,2,3_6+8+9 23

2 3 4 12 2

b)£+i+i+L Wir iiberlegen:

5 3 2 10 20 ist kein gemeinsamer Nenner, denn
3+ 20.
30 ist HN; 6-5=30, 10+ 3 =30,
15-2=30

£+i+l+l_12+40+45+21-iﬁ=§

5 3 2 10 30 30 15
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Durch die Anwendung dieser Gesetze kdnnen sich Rechenvorteile ergeben.
7.6 .19 8 1 P 51 1

Waral 7*??*7*3‘(?7)*(?3)*3
1

= 1 + 1 =2

w
w|=

b) 0,81+2,47 +1,19= (0,81 +1,19) + 2,47 =2 + 2,47 = 4,47

|5

Auch in Q. gelten fiir die Subtraktion Kommutativ- und Assoziativgesetz nicht.

Traten beim Rechnen mit natiirlichen Zahlen mehrere Subtrahenden auf, so haben wir

diese in einem ersten Rechenschritt addiert. Wir rechneten zum Beispiel
121-26—-35=121—(26 + 35) = 121 - 61 =60.
Ebenso kann man die folgende Aufgabe l6sen:

= l_i_izl_(i+L) Nebenrechnung:
275 0 2 \5 10 3,1 _6+1_7
L7 5710 10 10
T2 10 :
_35-7 _28 _14
“T10 10 5

° Berechne und vergleiche die Ergebnisse miteinander!

5 5 1 5 5 1 5 5 1 5 5, 1
a3-3-w 933w 935w 93-(F+w)

Berechne und kiirze so weit wie méglich!

1,11 1,2.38 3,9 1 1 7 4
dgtety dytzty dptyty Myptwts
1,1 .1 3.2 1 9 4 1 3.5 7
B2*t3ta 97ta*t3 Wygts*z U 5*7ty
< 3,2 7 6 7 4 m 17 .7
Osteta 570 V7T ™Mutwte

I I T / 9 5.9 3.5.,85.7.2.1
R T R A T R R B S I S

4 3 5 9 .1.5.3 4 1 9 5 16 .9 .7
D5tttz et vttt izt a3ty
2L 5 1 3 50 11 81 5 3 1 1
V242 18 45 36 90 12 8 32 96

2 _M1. .1 2 11 +1 3 1

15-wrr 9r-(mea) oFrg-om

5 1 25 5 1 25 1 1
oL —) Ny~u—m 05ty
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2 3,.,1,,1 9 1,1 7 43
6.1 (1)24+74+25 b) 1 +910 !:)35 26 d)118 14
7 Stelle am Zahlenstrahl dar! Gib das Ergebnis ant
5 1 7 1 5 3 1
Atz P77 95T
8 Fiir welche gebrochenen Zahlen x gilt
5§ 5.1 5.7 .5 .f5 4Y 5 (4.1
ax+gz=3ty Pgrig=xtyg °’(7 t9)t*Ty +(9 + 7)'
3 1\ _(3,1),1 4,2_2.3 4
d)§+(x+7)_(8 + >+ 7 e)x+9+7 =k ) ?
9.©  Setze Klammern, so daB eine wahre Aussage entsteht!
a5 2.8 W .5 2.1 5
6 7 42 21 6 3 4 12
3 2 1 4 z 1 2 7
B2 5 370 Y875
10. Die Summe zweier gebrochener Zahlen sei % Der eine Summand sei
33 5 8 4 11
gy B Sy I Vg
Wie groB ist der andere Summand?
- . S R . JETYL RO,
1 Ermittle die Zahl, dieum a) 2 b) 3 c) 2 d) 3" €) 5 kleiner als 3 ist!
12. Schreibe mit Klammern! Rechne aus!
a) Addiere zur Summe der Zahlen % und % die Zahl %!
b) Subtrahiere % von der Summe der Zahlen % und %!
c) Addiere zu ? die Differenz der Zahlen i und —— 10
d) Subtrahiere % von der Differenz der Zahlen 177 und %!
e) Addiere % zur Differenz der Zahlen % und %!
13.  Vergleiche die Summen und Differenzen der GroRe nach ohne sie auszurechnen!
b3, A 7 1.,3.3.5 - 9,1
a)3+7,2+4 b) +5 5+ )5 32,410 32
1,73 61,51 211 _1 .i_l.l-i
d25+7gi655*2%5 93 535 Yo 7 w7
4. Fir welche gebrochenen Zahlen x gilt

A x+0=x o x-0=7, e)x-x=0, g0-x=0,

3 i . )
b)0+x—g, d) x—0=x, f)x-x—10, h) 0 x—s?
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8 Addition und Subtraktion gebrochener Zahlen
in verschiedenen Darstellungen

Wir kénnen bereits Dezimalbriiche schriftlich addieren und subtrahieren.

15 a) 221,47 b) 221,47 -45,23-101,7=74,54 Nebenrechnung:
+ 45,23 45,23 221,47
+101,7

+101,7 —146,93
146,93 74,54

In manchen Aufgaben treten sowohl gemeine als auch Dezimalbriiche auf. In solchen
Féllen entscheiden wir uns fiir eine Darstellungsart.

5

=16 a) 4,3+ +0,3+

Wir wandeln die gemeinen Briiche in Dezimalbriiche um.

430 [55]+03+ {075 15
2 1 4
—5—+€++§

Wir wandeln 0,6 in einen gemeinen Bruch um.
2.,1.3 . 4_10_
Y5555 "2

b)

® 15 a) Wandle die folgenden gemeinen b) Wandle die folgenden Dezimalbrii-
Briiche in Dezimalbriiche um! che in gemeine Briiche um!
132 3 15 0,25; 0,2; 2,5; 1,125; 3,4; 0,6

® 16 Zerlege die Zahlen 10, 100 und 1000 in Primfaktoren!

Die Nenner von Zehnerbriichen haben nur die Primfaktoren 2 und 5. Treten im Nenner
eines Bruches andere Primfaktoren auf, so kénnen wir diesen Bruch nicht in einen Zeh-

nerbruch umwandeln.” Zur Berechnung der Summe , + 1,6+%+ 2,8 kénnen wir nur

so vorgehen wie im Beispiel B 16b, denn wir kénnen noch nicht als Dezimalbruch

schreiben. Wir rechnen also:
7 £+i+§_ 70+48+24+84 226 _ 113

ERET T 30 30 15 °

@ 17 Berechne! Uberlege dabei, wie du geschickt vorgehst!

o) 5 -0325 +%+o,75 ¢) 121,41 - (%w,zs) - 101,07
1.3 1 7 3
b)385-7 L+ 35 dT+05-3+5

) Wir gehen wieder davon aus, daB Zahler und Nenner der gegebenen Briiche teilerfremd sind. (% = % ist jo

durchaus in einen Dezimalbruch umwundelbur,)
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Treten Dezimalbriiche als Ergebnis von Messungen auf, so handelt es sich um Néhe-
rungswerte. Wird mit diesen Ndherungswerten gerechnet, mu man bekanntlich tiberle-
gen, wie genau das Ergebnis sein kann.

m 17

e 18

m 18

Die Pioniere Ralf, Torsten, Arnim und Andreas haben Altpapier zur Schule mitge-
bracht. Sie hatten die Papierbiindel zu Hause mit verschiedenen Arten von Waa-
gen gewogen und erhielten folgende (unterschiedlich genaue) Ergebnisse: 18 kg;
5,6 kg; 3,62 kg und 4,7 kg. Wie groB ist die Gesamtmasse? Um diese Frage zu be-
antworten, miissen wir die einzelnen Naherungswerte addieren.

18 kg +5,6 kg + 3,62 kg + 4,7 kg = 31,92 kg
Die Stellen nach dem Komma téuschen eine nicht mégliche Genauigkeit vor. Die
erste Masse ist nur auf Kilogramm genau angegeben, also kann das Ergebnis
auch nur auf Kilogramm genau angegeben werden.
Die Pioniergruppe sammelte 37 g Altpapier.

Peter bringt noch drei alte Hefte mit, die zusammen eine Masse von 117 g haben.
Wie dndert sich das Sammelergebnis der Gruppe im Beispiel B 17?

Ein rechteckiger Garten mit 35 m Lange und 33 m Breite soll eingezéunt werden.
An einer Ecke innerhalb des Gartens steht eine 6,45 m.lange und 4,15 m breite Ga-
rage, so dal der Zaun nicht das ganze Grundstiick umschlieBen muR. Wieviel Me-
ter Zaun werden benétigt?
Fur den Umfang des Gartens erhalten wir:

u=2-35m+2-33m=136 m.
Davon sind Ldnge und Breite der Garage zu subtrahieren:

136 m — 6,45 m — 4,15 m = 125,40 m.
Schauen wir uns alle Ausgangswerte an, so muf die Antwort lauten:
Es werden 126 m Zaun benétigt.

® 19 Begriinde, warum nicht auf 125 m gerundet wurde!
Aufgaben
1 Wandle in einen Dezimalbruch um!
3.4 0 A, .1 .3 40 7.2 71,38
9253 0375 P50 29 79 3%
2. Vergleiche!
23 38 12 14
a) T und 3 c¢) - und 6  e) 2,4 und -5 g) 3,2und 3
32 28 9 21
b) 4 und 5 d) 5 und 4,5 f) i und 2,2 h) 5 und 3,6
3 Berechne!

3 4 1 7
a) 4,5+ (3 = T) d) 5 + 2 0,25 g)23,95— i 4,321

b) 3,4 - (-g-— 3) o 1,25—%— 0.8 h) 147 ‘%+o,o3s

1 3 1 a_
c)§+o,7—o,003 ) 3-5+07 1) 28+5-12
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Addition und Subtraktion gebrochener Zahlen B

Berechne 84 — x und x + 6,546, wenn
a) x=30,4; b) x=2,454; c)x=283,98; d)x=0915!

Setze Klammern so, daB eine wahre Aussage entsteht!

a) 61,5-25- % =605 b)84,7-54-7,6-4,6=76,3

Berechne!

a) 68,7 — (44,7 + 0,375) d) (504 — 47,9) + (58,7 — 49)
b) (90,4 +65,4) —90,8 e) 7,654 + (37 —22,9) + 0,345
c) 186-7,35-4,5 f) 3,15 — (25,4 — 24,965)

Lose folgende Gleichungen im Bereich der gebrochenen Zahlen!
o)%—0,4+x=1 d)%—0,6+z=1 g) 10-m+4,3=10,7

Lo v o E .8
b)1,9—7+w—1 e) 1,2 Bt v h) x 2+6—1
%—0,8+y=1 f) 41+a=203-49 i) 2,5—k—%=1,25
Berechne!

a) 56,24 — (27,11 — (43,76 — 27,17)) b) 537 — (47,23 + (32,77 +0,13))
c) 8,7+ (100 (12,91 — 11,97))

c)

Welche Summe ist gréBer? Entscheide, ohne zu rechnen!
a) 3,72+0,89+5,21. oder 3,84+0,98+5,64
b) 21,4 + 8,3 +6,1 oder 20,7+8,1+5,73
3,1, 2 1 1
c)?+7+—37 oder 1+4+—

55

Ergdnze folgende magische Quadrate so, daB8 die Summe jeder Zeile, jeder Spalte

und jeder Diagonale 1 betrégt!

©|N
o=

il
2

1
3 15

S5 A 3
9 4 10

Berechne!

a)2,3+3,77+3,23+1,82 d) 1,39 +4,94 + 27,2 + 7,801 + 6,309

b) 5,7+ 3,89+ 11,2+7,23 e) 18,28 + 19,84 + 9,43 + 5,55 + 10,02
c) 4,93+9,712+4,3+7,2 {) 0,021+ 0,0021 + 0,21+ 0,00021

a) 2,88 -0,33 1,47 d) 2,074 — 1,382 - 0,377 — 0,298

b) 0,044 — 0,23 - 0,009 — 0,019 e) 15,008 — 7,403 — 0,0201 — 3,004
c) 33,4-28,7 2,87 - 0,287 f) 2700,4 — 328,9 — 1999,8 — 32,07
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Welche der folgenden Aussagen sind wahr?
3 = 2
u)O,G—W+1,75—2 b)3 5+0,25<1

1
c) 3,7—7'2,65>1

e) 7,3—%+0,5>6

3 3 _
) 2,375+~ 15—

f) 3.7= % -055+4,75>75

1.3

Eine LPG hot sich auf den Obstanbau spezialisiert. Sie hat folgende Anbaufléchen:
71,5 ha Apfel; 10,6 ha Sauerkirschen; 7,75 ha SiiBkirschen; 5,1 ha Pflaumen und
5,18 ha Erdbeeren. Auf wieviel Hektar wird ingesamt Obst angebaut? Uberlege,
wie du das Ergebnis runden muBt!

Eine Pioniergruppe sammelt Altpapier. Im einzelnen werden folgende Massen an-
gegeben: 7,5 kg; 4,64 kg; 12 kg; 2,5 kg und 1,75 kg. Gib die gesammelte Menge
Altpapier in Kilogramm an!

Die StraRenfront eines 47 m breiten Grundstiicks soll neu eingezdunt werden. Die
1,25 m breite Tir und das 4,30 m breite Tor sollen wieder verwendet werden. An
dieser StraBenfront befinden sich auBerdem sechs je 40 cm breite Pfeiler. Wieviel
Meter Zaun werden benétigt?

Ein Museumswadrter sagt: ,Als ich vor 11 Jahren hier anfing zu arbeiten, wurde ge-
sagt, daR diese Mumie 4000 Jahre alt ist. Dann ist sie jetzt also 4011 Jahre alt.”
Was sagst du dazu?

Zusammenfassung

Addition und Subtraktion gebrochener Zahlen

Es treten nur gemeine Briiche auf 2+i 1)
1. Gleichnamig machen 4 6 12
2. Zahler der gleichnamigen Briiche addie- 9+10 19
ren 12 Tz
3. Gemeinsamen Nenner beibehalten =
1 3 _4_3
28 8 8
4=3 1
8 8
Es treten nur Dezimalbriiche auf 44,97 44,97
1. Dezimalbriiche so untereinander schrei- +21,3 — 26,053
ben, daR Komma unter Komma steht + 4,753 18,917
2. Addieren bzw. subtrahieren wie bei na- 71,023
tirlichen Zahlen —
3. Im Ergebnis Komma so setzen, daB3 es
unter den Kommas der Summanden
steht
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Il Es treten sowohl gemeine als auch Dezi-
malbriiche auf
Entweder alle gebrochenen Zahlen als ge- 1 3 _3_ 1l
meine Briiche schreiben oder alle gebro- 4 2 4 2 2
chenen Zahlen als Dezimalbriiche schrei- =

1
e

%+ 0,75

oder
ben (jeweils die gunstigste Méglichkeit 0,25+ 0,5 + 0,75= 1,50
widhlen). =
Dann wie bei | bzw. wie bei Il weiterrech- 2
nen. 1,5—=-0,25

— Die Addition gebrochener Zahlen ist immer ausfiihrbar. Zu je zwei gebrochenen Zahlen
gibt es genau eine gebrochene Zahl, die deren Summe ist.
Es gelten das K iv- und das Assoziativgesetz.

— Die Subtraktion ist im Bereich der gebrochenen Zahlen nur dann ausfiihrbar, wenn der
Subtrahend nicht gréBer als der Minuend ist.

— Die Briiche mit dem Nenner 1 kénnen bei der Addition und Subtraktion durch die entspre-
chenden natiirlichen Zahlen ersetzt werden und umgekehrt.

Multiplikation und Division gebrochener Zahlen

9 Multiplikation gebrochener Zahlen

@ 20 Gegeben seien zwei Quadrate mit 1 m bzw. 4 m Seitenldnge (-~ Bild B 20). Ver-

2
gleiche die Fldcheninhalte der beiden Quadrate miteinander!
Welche Zahl kénnte das Ergebnis der Multiplikation % > % sein? (Hinweis: Denke
daran, daB du Dezimalbriiche schon multiplizieren kannst! Berechne auch
0,5-0,5!)
Im
I 2 Bild B 20
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Es ist der Fldcheninhalt eines Rechtecks mit a =% m

und b =% m zu bestimmen.

Aus dem Bild B 21 kénnen wir entnehmen, daB der

1m

Flacheninhalt eines solchen Rechtecks % m?

betragt. Es muf also gelten: Bild B 21
1.2_2
2 3 6

, 21 Welche Regel fiir die Multiplikation gebrochener Zahlen vermutest du?

Wir kénnen ouch von der Multiplikation notiirlicher Zahlen ausgehen, um diese Regel
zu finden. Es gilt: 5 - 4 = 20:

Fihrt man die Multiplikation 5 - 4 mit an- 10 15 2
deren Darstellungen der Faktoren aus, =it = T e R
soll das Ergebnis natiirlich wieder 20 3 12 16

sein. 4= e

Also rechnen wir:

Es soll auch gelten: —20— e %= 20

Multipliziert man hier die Z&hler miteinander, so erhdlt man 10 - 8 = 80. Damit das Pro-
dukt 20 ist, werden wir (wie oben bei % . %= %) auch die Nenner miteinander multi-

plizieren.

Genauso rechnet man
20 12 _20-12 _ 240
43 43 12
Man legt deshalb fest:

=20.

» 8 Gebrochene Zahlen als gemeine Briiche! werden multipliziert, indem man:
1. die Zéhler dieser Briiche multipliziert und
2. die Nenner dieser Briiche multipliziert.

1~£=°—_'; (a b, c, deN; b, d+0)

Zu zwei gebrochenen Zahlen gibt es stets genau eine gebrochene Zahl, die deren Pro-
dukt ist. Vor dem Ausrechnen der Produkte kiirzen wir soweit wie moglich. Gemischte
Zahlen wandelt man vor dem Multiplizieren in unechte Briiche um.

1) Man sagt auch: ,Gemeine Briiche werden multipliziert, indem man ..."
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w19 a) ===

st el e i 2 e 5 A T4 26
" "3ITT 3T 3 RT3
2 2 4_2:4_8 2 2:4_8
Bg-i=g y=ga =y oo =3 =y

e 22 Ubertrage die folgende Tabelle in dein Heft! Fiille sie aus und vergleiche!

Das Doppelte von 9 ist ... 2-9=
Das Siebenfache von % ist ... 7- % =
1 ) 1 a= A vornBg 1.8
§v0n3nst1 3 3=1 4vv;an7smd T
2 ; 2.3= - B8
3 von 3sind ... 3 3= 7 Von3 sind T T
1 i 11 il /P
?von3llst... 5 g g von 18 km sind ... 3 18=
" a " . . a
Wir erkennen: pvenc ist das gleiche wie B C
e 23 Ubertrage die folgende Tabelle in dein Heft und fiille sie aus!
y X -y Xy < X X Y>> X X y<y Xy
3 " . . %
10 7 y>1 15 nein ja nein ja
1
10 > y<1
1
|
1 5 nein ja
2 J
R &
5 3

Wir erkennen: Bei der Multiplikation gebrochener Zahlen kann das Produkt kleiner sein
als jeder der Faktoren.

@ 24 Was kannst du iiber die gebrochenen Zahlen a und b sagen, wenn gilt:
a-b<a und a-b<b?
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Aufgaben
Berechne!
) 3 58 9 1 8 3 4 5 4 7
Moaggdyy Oy 97y My Vg

2 4 4 7 7 3 2 5 3 5 4 27

Bsg dgqr g0 N72 Wg's ™Mo 2
N 3.3 3.5 5 ax 5.
21 u)z4c)74e)32 g)712I)23

2 4 .6 7 9 33 .3 3 3 .1

by 5 d75 g5z W7 W13
3 Kiirze soweit wie moglich, bevor du multiplizierst!

8 3 1 16 28 % 36 7 _1
9357 d)33 3 )7'64 e s "3 5%

9 1 5 70 16 12 34 12 3
Bapy Snrn Mg U 953
Gl gy 0. 00 g 191,65, . 8 15 L5 5

7 51 1281 26 75 % 2 P72 m

4 Welche natiirliche Zahl n macht die Gleichung zu einer wahren Aussage?

3 n_21 g.£=g ) —

5 4-20 9% 4 8 r ( )
b)i-ﬂ=1—g g 2-0 nl l-1 (n+0)

7 3 2

5 Welche natiirliche Zahl n erfiillt die Gleichung?
5.0 % 7 4 28 18 4_ 2
Y7976 Y3 W20 975 00

8 Fiir welche gebrochene Zahl x entsteht eine wahre Aussage?

5 7
0)7-x—1 b)——- x<1 c)— x=0 d)—- N=as
7 Lose folgende Gleichungen!
7 7 LA PN
O)T'X—1 b),l—,l'x—-o C)E =20 d)z-0 m
8 Lose die folgenden Gleichungen im Bereich der gebrochenen Zahlen!

a)%-x=1 b)1,5:-x=1 ¢)y-05=1

8 s 2 e pe 17
d)€~x—1 e) 2 x=5 f)x-1n m
9 a) Uberpriife! Es gibt gebrochene Zahlen x und y(x+0, y+0), so daR gilt:
x-y<x.
b) Uberpriife! Es gibt natiirliche Zahlen x und y(x+0, y+0), so daB gilt:
X y<x.

10 Gib zwei gebrochene Zahlen z (z +0) an, fir die gilt:

1 4 4 p o 3
7 b)3-2z<3, c)z-7<— d)* z 7 <2

u)— z<— 7
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11, Gib alle natiirlichen Zahlen m an, fiir die gilt:

1 7 31 4 7
u)m~?<2, b)§~m<?, c)m-7>1, d) m--ﬁ—<4,5,

m m m m
e)T-m<4, f)-9—~m<9, g)?'m>7, h)'2<?-m<9!

12, Der Schall legt in einer Sekunde einen Weg
von etwa % km zuriick. Wie weit ist ein Ge-
witter entfernt, wenn nach dem Blitz noch
a)3s,b)5 % s, ¢) 12s, d) 2,5 s bis zum Ert6-
nen des Donners vergehen?

13.  Berechne x*!

3 7 _ 3
a) x=5 b)x—7 c)x—T d) x=25 e)x—M

Bild B 22

14, Wieviel ist

2 3 6 1
u)—s—von18kg, d)ﬁvon4t, g)7von7kg, k)?vonsl,

3 5 % 2 4 5
b):vonzh, e)ﬁvon1h, h)3von90kg, 1) 5 von o m,

c)%von3m, f)—:—vonﬁkm, I)%vonZSM, m)%von1h?

15.  Was ist die Halfte eines Halbkreises?

16.  Was ist die Hdlfte eines Viertels (Achtels)?

17.°  Wieviel ist das Achtfache (Neunfache) von der Hdlfte eines Viertels (Drittels)?
18.° Bestimme n so, daR eine wahre Aussage entsteht!

a) % von 24 sind 18 b) % von 32 sind 24 c) g von n sind 30

19.°  Gib Paare natirlicher Zahlen (m, n) an, so daB wahre Aussagen entstehen!

a) % von 60 sind 30 b) %von 121sind 11 ¢) % von mist n

10 Multiplikation gebrochener Zahlen
in Dezimalbruchdarstellung

® 25 In einem Konfektionsbetrieb sollen an einem Tag 150 Blusen gendht werden. Fiir
eine Bluse bendtigt man 2,25 m Stoff (90 cm breit). Wieviel Meter Stoff werden an
einem Tag verbraucht?

Wir wissen bereits, daR Dezimalbriiche wie natiirliche Zahlen multipliziert werden. Im
Ergebnis setzt man dann das Komma so, daB das Produkt so viele Dezimalstellen hat wie
beide Faktoren zusammen.
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m21 27,25-47 Uberschlag: 30 - 5= 150

Nebenrechnung: Ergebnis:
2725 - 47 27,25 - 4,7 = 128,075
10900
19075
128075

Dieses aus der Klasse 5 bekannte Verfahren kénnen wir durch die Multiplikation von
Zehnerbriichen begriinden.
2725 47 . 2725-47 _ 2725-47 _ 128075

27,25 47 =05 7070070 1000 1000 - LA
Dezimalbriiche sind oft!" , die man im Ergebnis von Messungen erhdlt.
Rechnet man mit solchen N&herungswerten, mu man sich griindlich tberlegen, wie ge-
nau das Ergebnis sein kann.
Der Flacheninhalt der rechteckigen Grundflache eines Zimmers soll berechnet werden.
Fur die Lange [ und die Breite b wurden 4,2 m bzw. 3,4 m gemessen.
Berechnen wir den Flacheninhalt mit diesen Werten, so erhalten wir:

A=42m-34m Uberschlag: 4 m -3 m =12 m?
=14,28 m?
Als sinnvolles Ergebnis gibt man A an.

Wie unsinnig die Angabe 14,28 m? fiir den Flidcheninhalt ist, erkennt man auch, wenn
man beachtet, zwischen welchen Werten die genauen Werte von [und b liegen. Setzen
wir voraus, daB die Strecken gemessen und auf Dezimeter gerundet wurden, gilt fiir die
genauen Werte [und b:

415 m =1<4,25m bzw. )M =b<3,45m.
Fir den Flachenlnhult bedeutet das:

P15 m-335m 2A<425m-3,45m

13,9025 m" = A < 14,6625 m?

Auch hieraus erkennen wir, daB eine dem Sachverhalt entsprechende Antwort lautet:
Der Flacheninhalt betragt 14 m2.

Aufgaben
1 Multipliziere 143,25 (9,7031) der Reihe nach mit 10; 100; 1000; 0,1; 0,01; 0,001!
2 Rechne im Kopf!

a)08-4 ¢)2:027 €)08:0,1 g)%~2,5 i)%-o,g

b)5-05 d)04:04 f) 0,1-1,27 h)7:07

3 Schreibe nur einen Uberschlag auf!
a) 145-0,18 b)0,37-97,8 ¢)251-3,98-1,05 d)0,27-0,68-0,9
4. Mache einen Uberschlag, rechne und vergleiche mit dem Uberschlag!

a)2,9-0,074 d)1,88-0,067 g)1574-0,73 k) 3,074-0,71
b) 0,84-2,79 e) 129-34 h) 12,250 ) 0,76-100
c) 24,15-3,73 f) 4,6-2,54 i) 0,055-0,22 m)50-0,13-0,2
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Bei der Aufgabe 7,67 - 35,8 erhalten fiinf Schiiler folgende Ergebnisse:
a) 274,586; b) 2745,86 c) 274,86 d) 274,588; e) 27,4586
Welche Ergebnisse sind gewiR falsch? Begriinde!

Lose folgende Gleichungen! Mache die Probe!

2 6 21 7 c 4
u)—s—-x—E b)O,3-y—E c)z~?—3,5 d)x-?—O,B
Welche der folgenden Aussagen sind wahr, welche falsch?
a) 27,9-0,028 < 1 d) 0,98-0,99>1

b) 54,3-0,021>15,4-0,074 ) 0,67-0,98<3,7-0,17

c) 0,052-6,74<0,073-230,8 f) 4,2-0,83<0,81-8,05

Berechne x*! a) x=123 b)x=102 ¢)x=0,1 d)x=0,05 e)x=4215

Gib den Fldcheninhalt eines Rechtecks mit den gemessenen Seitenléingen 4,5 cm
und 5,7 cm auf cm? genau an!

Der FuBboden eines Zimmers mit rechteckiger Grundfléche soll gestrichen wer-
den. Eine Dose Farbe reicht fiir 5 m2. Fiir Lénge und Breite des Zimmers wurden
5,4 m bzw. 3,6 m gemessen. Wieviel Dosen werden benétigt?

Die Kantenldnge eines Wirfels wurde mit 12,6 cm auf O,i cm genau gemessen.
a) Zwischen welchen Werten liegt das Volumen des Wiirfels?
b) Gib ein zweckmdBig gerundetes Ergebnis an!

Eigenschaften der Multiplikation gebrochener Zahlen

Wie fir die Multiplikation natiirlicher Zahlen gelten auch fiir die Multiplikation gebro-
chener Zahlen folgende Gesetze, die wir hier nicht beweisen.

»9

m 22

» 10

w23

SATZ: Fiir alle gebrochenen Zahlen a und b gilt:

a-b=b-a. (Kommutativgesetz)
3 7] 37 73 [7 3 2 5 _5 12__ .
NG 5“5 54 |5 4| P2 05=qg g =70 0 0512

SATZ: Fiir alle gebrochenen Zahlen a, b und c gilt:
a-(b-c)=(a-b)-c=a-b-c. (Assoziativgesetz)

Bei der Berechnung des Fldcheninhalts des im
Bild B 23 dargestellten (zusammengesetzten)
Rechtecks kénnen wir zwei Wege gehen:

1. Weg:

A=23cm- (2,6 cm+1,2cm)
A=23cm-38cm

A=8,74 cm? Bild B 23 | 2,6cm 1,2cm

23cm
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2. Weg:

=(2,3cm-2,6 cm)+(2,3cm-1,2cm)
A =5,98 cm? + 2,76 cm?
A=8,74 cm?

Im Beispiel B 23 fiihren beide Wege zum gleichen Resultat; es gilt also:
2,3-(26+1,2=23-26+23-1,2.
Allgemein gilt der folgende Satz, der hier nicht bewiesen wird:

» 11 | SATZ: mrau.gobmhomnzuhuna,bundcgm'» £ :
a-(b+c)=a-b+a-c. i ~ (Distributivgesetz)

= 24 [1 (i+1> (72,7 11
3 5 9 35 39
Denn: und:
2 (i+ 2>=l 35+1°> 7. 4,7,2_2 14
3°\5 9)°3 45 3’5 39 15 27
7 46 _252+70
T35 T
_3 _322
T35 135

Manchmal kénnen wir uns das Rechnen erleichtern, indem wir das Distributivgesetz an-
wenden.

& 5 4\ 4_5 4 4 4 16 16
m 25 a)(7+—)-—=, 5 +—7—-g—1+—=1—

7/ 5 4 35 35
b) 23,78-7,3+76,22-7,3=(23,78 +76,22) - 7,

=100-7,3=730

@ 26 Rechne die Aufgabe aus Beispiel B 25b, ohne daB du das Distributivgesetz anwen-
dest!

! R 1) 3 3
826 0755 +57 =(075+g)-F=1-F=

[I~feo

Bei dieser Anwendung des Distributivgesetzes sagt man auch: Wir klammern in einer
Summe den gemeinsamen Faktor der Summanden aus.

® 27 Berechne!
1
?—7> c)27-38-27-19

Auch bei Subtraktionsaufgaben kénnen wir gemeinsame Faktoren ausklammern.

=27 q) (7-4,8)20,2-31,44=2,2-20,2—31,44
=44,44-31,44=13
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b) 12,2+2,5:3-1,2 2,6 =12,2+7,5—3,12
=19,7-3,12=16,58

Auch fiir das Rechnen mit gebrochenen Zahlen gilt:
— Was in Klammern steht, zuerst berechnen.
— Erst Produkte bzw. Quotienten und dann Summen bzw. Differenzen berechnen.

® 28 Berechne folgende Produkte!
o 21 B027:10 90890 o 2482 e 1-077

Aufgaben

1 Berechne!

2.1 Berechne!
a)0,2:05-08 c)81,4-06-45 €)0,1-0,01-0,001
b)1,2-08-1,1 d)0,2-20-002 f) 17,8-0,2-0,04

5 2 6

. = -_— - — 3
31 a)02-14 7 c) 3 1.5 5 e) 0,5
b)—1424-—2 d)—1~16~05 f) 0,022
7 243 5 16-0 ,

4.1 Mache nur einen Uberschlag!
a)28-47-63 c¢)263-0076-7,2 e)7,3-0,064-4,7
b) 0,46-55-9,7 d)5,3-0,0036-7,3 f) 0,25-1,25-0,03

5. Berechne das Ergebnis auf zwei Wegen!
3.1 2.3 7 3 17 (12 4

°’%'(7+3) "’%'(?*7) °’%'(Ti) d’ﬁ‘(ﬁ‘ﬁ)

Berechne und kiirze soweit wie moglich!

o a(3+2)% a(t2)3 a(B-B) e} a3 el
a2 @) B 0(E-2)E w3
i a3 Gl 9D () w3edded
R L It
3

B o) o5 +07:05 b)1,2—%-% o) 10+o,7)-o,s d)(1,2—%)~%

5 [000608]
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9. Ubertrage den folgenden Tabellenkopf in dein Heft! Setze dann fiir x die Zahlen
a) 0,1 b)0,5 c)% d)% e)34 f) —%‘- ein und rechne!
x | 633-x+637-x | 583 x-283- x | 23-x+x
Berechne!
10 a) 0,18 - (8,5 + 163,48) — 10,63 «¢) 19,5+7,5 - (4,73 + 2,27)
3 b) 45,41 - 5,41 (2,8 + 2,27) d) 12,5-3,5-(6,35—2,31)
7 14\ 3 8 3
1.0 a)21:76+39:76 d) (3‘?) N Epeg
7 5.5 89 1
b)§'7+7'ﬁ e) (0,4 +0,03)- 0,6 9)2,4—7'1,24-3-1,5
c)65-82-35-82
12.  Ubertrage die Tabelle in dein Heft ~ 13.  Wie groB ist
und fiille sie aus! Was stellst du a) das 2,9fache von 21,55,
fest? b) das 9,2fache der Summe von 4,21
5 und 6,79,
a b @ c) die Differenz von 27,5 - 8,9 und
274 98 6.6-7.27
14. Berechne 4,7 - x—2,5- y fiir:
2-274 |98 a)x=25; y=2,7,
27,4 2:98 b) x=2,5; y=4,7,
=1,2; y=5!
3-274 |98 ©) x=12; y=5!
27,4 3-9,8
15.  Lése folgende Gleichungen!
a) 4-x+4-x=400 b)%~x+0,5-x=12%
16.  Fir welche x gilt:
1 1 1
cx= S5 N . xex= Cxex=1?
a) x-x=0,25, b) X X" 29’ c)x-x-x=0,001, d)x-x:x=1?
17.  Stelle ohne zu rechnen fest, welches der beiden Produkte jeweils gréBer ist!
2 7 4 7
°)?'F und 3% c) 3,5-0,03 und 0,03 3,52
0 7 7 5
~ b)TAE und ) d) 2,6 - 0,008 und 2,58 - 0,0075
18.* Setze Klammern so, daR das Ergebnis richtig ist!
2.2 J A 3. 3 1 A
a) B 5 15 165 92734 12
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LE 12 Multiplikation
Zusammenfassung
Multiplikation gebrochener Zahlen

| Es treten nur gemeine Briiche auf
1. Zdhler der Briiche multiplizieren
2. Nenner der Briiche multiplizieren

Il Es treten nur Dezimalbriiche auf
1. Multiplizieren wie natiirliche Zahlen
2. Komma im Ergebnis so setzen, daB das
Produkt so viel Dezimalstellen hat, wie
beide Faktoren zusammen

Il Es treten sowohl gemeine als auch Dezi-
malbriiche auf
1. Umwandeln, daB nur eine Form auftritt
2. Produkt nach | oder Il berechnen

2.4 24 &
9 7 9 63
1,52-47,3
U.:2+50 =100
Nebenrechnung:
1,52-47,3
608
1064
456
71,896
1,52 - 47,3=71,89
1.3 1 3 3
075 3=4'2"72"%
.1 % 1,11-0,5 =0,555

Die Multiplikation gebrochener Zahlen ist immer ausfiihrbar. Zu je zwei gebrochenen Zahlen
gibt es genau eine gebrochene Zahl, die deren Produkt ist.
Es gelten das Kommutativgesetz, das Assoziativgesetz und das Distributivgesetz.

12 Division gebrochener Zahlen
® 29 Lsse folgende Divisionsaufgaben!

a) 255:5 b)27:4 c)32:8 d)8:3 e)9:15
© 30 Eswerden 3 Apfel auf 4 Kinder gleichmaRig verteilt. Wieviel bekommt jedes Kind?
® 31 Lose folgende Gleichungen! ‘

1 2 = . = . =

u)—7--x—1 b)3~y—1 c)3-t=1 d)0-z=1

» 13 DEFINITION: % heiBt die zu % reziproke Zahl" oder das Reziproke von %
(a#0; b#*0).

Man sagt auch:
a

b . a
= ist das Reziproke von b (a #0) und 5

1) Reziprok stammt von dem lateinischen Wort ,reciprocus”, was so viel wie ,wechselweise” bedeutet.

5

ist das Reziproke von % (b=+0).
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Beim Rechnen mit dem Reziproken ist beachtenswert:

(1) Das Produkt einer beliebigen (von 0 (2) Multipliziert man eine beliebige Zahl x
verschiedenen) gebrochenen Zahl und

. a b
der zu ihr reziproken Zahl ist 1. Zuerst.mit b und dan mit a (a+o,

£.£=a-b:1 b +0), so erhdlt man wieder x.
b a b-a (43 b_ (a-b)\_ i
S i i e S

Wie bei den natiirlichen Zahlen soll auch bei den gebrochenen Zahlen die Division die
Umkehrung der Multiplikation sein.
Die Aufgabe

=0
15

L
3

< |x

zu l6sen bedeutet, eine gebrochene Zahl % zu finden, so daR gilt:

¥ 4. 8 x4 8

y 3 15" y-3 15°

Da 2-4=8und 5-3=15, kénnen wir in diesem Beispiel die Losung der Divisionsauf-

gabe angeben:
8.8 .2 denn
%5 3 5' 5

Wie kann aber die Aufgabe

2:4 8

i
3753 15

alN

alw
Il

~<|x

geldst werden? Wir miissen eine gebrochene Zahl L finden, fir die gilt:
x 3_x3_2 y

y 4" y-4 5
Da 2 kein Vielfaches von 3 und 5 kein Vielfaches von 4 ist, muB 7 so beschaffen sein,
daB sich beim Multiplizieren mlt dle 3 und die 4 kirzen lassen und — stehen bleibt.

Das ist erfiillt bei:

11
x_2-4 2:4 3_2-p-%3_2
i UL e T
11
2 4 2 3 ST
Also ist 35 53 Losung der Divisionsaufgabe 57 Damit gilt:
23_2.4
5 4 5 3

@ 32 Schau dir die hervorgehobenen Zahlen genau an! Welche Beziehung besteht zwi-
schen ihnen?



LE 12 Multiplikation und Division gebrochener Zahlen B 69

Allgemein wird festgelegt:

» 14 | Zwei gebroch Zahlen als Briiche den dividiert, indem man:
1. das Reziproke des Divisors bildet und
2. den Dividenden mit diesem Reziproken multipliziert.

a . c_a d a~¢:(c*o)

31
3.7 3 4 12 12 7 1Z-%_3
28 Dot S, = 0E QRN S i T
] 0)5 475 7 3 Kontrolle: 3 4 %4 5
2.,.2,3 2 1_2 .2.5.23_2
13)3-3—3.1—3 3—2 Kontrolle: 9 3= 9 3
2_3.5_15 L 15.2_15-2
c) 3.3—3 Z_L Kontrolle: R T =3
A 5.5y A L
d)0-570 2 g Kontrolle: 0 5 5 0

Fiir jede von Null verschiedene gebrochene Zahl a gilt: 0: a=0.
Natiirliche Zahlen kénnen durch zugehorige Briiche ersetzt werden. Auch im Bereich
der gebrochenen Zahlen hat die Division durch 0 keinen Sinn.

4
7 0= 0 zu l6sen wiirde bedeuten, genau eine gebrochene Zahl a zu finden, fiir die gilt:

a-0=

Sl

Eine solche gebrochene Zahl gibt es nicht. Fir jede gebrochene Zahl a gilt: a-0=0 *;

(7 »128S. 65).

® 33 Was weiBt du bereits tiber 0: 0?
In einem Mathematiklehrbuch der Sowjet- M

union wird den Schiilern die Einschrdn- CAUNTL wué}ﬁ/
kung der Division durch das nebenste- ? 4
hende Bild mitgeteilt (0Oeaums — dividie-
ren).

Wir wissen jetzt:

— Bis auf 0 hat jede gebrochene Zahl ge-
nau ein Reziprokes.

— Zwei beliebige gebrochene Zahlen ha-
ben genau ein Produkt.

Also:

Zwei beliebige gebrochene Zahlen haben stets genau eine gebrochene Zahl als Quotient, so-
fern der Divisor verschieden von Null ist.

Bild B 24 ,aeAuTs Heab3a!” Eine Abbildung aus
einem sowijetischen Lehrbuch
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Vor dem Berechnen eines Quotienten kiirzen wir soweit wie méglich. Gemischte Zahlen
werden in unechte Briiche umgewandelt.

11 2
(IR S O 1, S el i TN 2
®29 u)E T B TT™ A0 Kontrolle: 0737 3
52 — 5
P _2
2.5,.8.5 8.9 24 28 50 8 52
b)2§'3—3’9_3 =75 Kontrolle: 5 93 23
1 =

e 34 Ubertrage in dein Heft! Fiille aus!
X Iy l){iylxiy<x |x y>x
12

2

w

3 ja nein

N[= N[ N
N N|s N

Wir erkennen: Bei der Division gebrochener Zahlen kann der Quotient gréBer sein als
der Dividend.

@ 35 Was kannst du iber die gebrochene Zahl b sagen, wenn a: b > a?

Aufgaben

Berechne und kontrolliere jeweils das Ergebnis!

51 @36 b2ita Q4is  d1d e2i1g
61 aeis by 92:E o
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7 a) Dividiere 12 der Reihe nach durch 12; 8; 6; 4; 3; 2, 1; — = = = o =

1 oL
b) Berechne?von 12 (und weiter 32 5 gvon 12)!
8. Welche Zahl muB fiir x eingesetzt werden, damit eine wahre Aussage entsteht?
FEONGE S N A N Y TR |
TR T e T T T
2.3 -2 plas e =
e)x~5—7 f) x 5—11 g)x-2 9 h) x 4—7
9. Fir welche natiirlichen Zahlen n sind folgende Gleichungen wahre Aussagen?
2,n_1 5 3_2 ., n 3_4 , 4 5_ 13
O35 7 et PoiaTs YT
10.  Lése folgende Gleichungen!
2.5 2, 2 4x 7 _15 .
u)x.s—4 b)3.x 3 ¢:)2~5 1 d) x:x=
11, Fille die Tabelle aus!
dond, pol amll pel g A 8
¥=gi Y=g QXS5 ¥y NXToqe Vg
_8 . 4 L -5 ,_3
b)x—z,y—5 d)x-a,x—12 f) x= ,y—B!

12
X |y |x+y|x—y|y-xlx-y|)(:y|y:x|yZ |va§y=x
|

12.  Uberpriife, ob folgende Aussagen wahr oder falsch sind! Begriinde!
a) Zu jeder gebrochenen Zahl x gibt es eine gebrochene Zahl y mit x - y=1.
.b) Zu jeder von Null verschiedenen gebrochenen Zahl x gibt es eine gebrochene
Zahlymit x - y=1.
¢) Zu jeder natirlichen Zahl n (n > 0) gibt es eine natirliche Zahl mmitn - m =1,

13.  Gib je zwei gebrochene Zahlen an, fiir die gilt:

1 o il : 3.3 s
a)z-x>2, b)7 :t>17, c)2~z>2, d)z-2>z,
8 e L st 3 -
e)d-x<4,f)5-x>5, g)x-5<x, h)z.2>z!

14.  Uberpriife!
a) Es gibt gebrochene Zahlen x und y, so daB gilt: x: y > x.
b) Es gibt natiirliche Zahlen n und m, so daB gilt: n: m > n.
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13 Bruchstrich und Divisionszeichen

Im Bereich der natiirlichen Zahlen sind viele Divisionsaufgaben, wie z. B. die Aufgabe
27 : 4, nicht l6sbar. Im Bereich der gebrochenen Zahlen sind auch diese Aufgaben 6s-
bar.

4= A2 177 NI W
L T N i T L T 33
c) Beachte, daR auch 35=7=31—5=%=$~%=5_)gih' )
" 42 3
® 36 Stelle fir 32:8,205:50,7: 14, 21: 3, 5 i eine Tabelle nach folgendem Muster
auf!
Aufgabe ILbsung in N lLﬁsung in Q,

I I

Was stellst du fest?

Im Beispiel B 31 haben wir gesehen, wie man jede Division natiirlicher Zahlen (auRer
durch Null) in Q. ausfiihren kann. Andererseits kénnen wir jede gebrochene Zahl als
Quotient natiirlicher Zahlen schreiben.

Da wir einen Bruch beliebig erweitern oder kiirzen kénnen, diirfen wir auch in einem
Quotienten natirlicher Zahlen den Dividenden und den Divisor mit derselben (von 0 ver-
schiedenen) Zahl multiptizieren oder durch dieselbe Zahl (auBer durch 0) dividieren,
ohne daB sich das Ergebnis dndert.

2 4 6 20 g G5
m32 a) g=g=g=3gund2:3=4:6=6:9=20:30
24 12 4 T
b) 5= =7 und24:6=12:3=4:1=4

c) 7:4=14:8=70:40

Manchmal schreibt man auch Divisionsaufgaben mit gebrochenen Zahlen in Form eines
Bruchs.

1,1
1.1
TR I RPN .. P O R
300 ‘<4+3)’2‘( 2 )'2‘12 FaaT)
14 _.4:07=14:7=
b) 57 =14:07=14:7=2
L 2
3.7,8 78 1 4:25.1.5.8-
9 2-3'873 3 E T a
8 =| B
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Ist eine (oder sind beide) der gebrochenen Zahlen x und y als gemeiner Bruch gegeben,
wie im Beispiel B 33, so spricht man von einem Doppelbruch. Bei Doppelbriichen muB
der Bruchstrich, der x von y trennt, deutlich erkennbar sein.

® 37 Berechne und vergleiche die nebenstehen- 7z
den Briiche miteinander! 2 7
— und —
4 2
4

Man erweitert einen Bruch % bei dem x oder y (oder beide) gebrochene Zahlen sind,
genauso wie Briiche, bei denen x und y natirliche Zahlen sind.

2
m34 u); ﬁ—%:% l:a)i —2—=5:—4-

c) 13,753:2,145=137,53: 21,45 =1375,3 : 214,5 = 13753 : 2145

%
e 38 Berechne — = fur

L g s
(1)0—7,b—4 b) a=5; b

d) a=6; b=3 e} a=5; b=3?!

c)a=3;, b=4

= oo

Markiere auf einem Zahlenstrahl jeweils den Punkt, der a;b entspricht
(-~ Bild B 25)!
[
. 5
1 3 i
0 2 1 2 3 4 S

Bild B 25

Fiir zwei beliebige gebrochene Zahlen a und b mit a + b gilt stets:
_a;_b liegt zwischen aund b .

ist @ < b, so gilt
at+b

a< <b.

Damit kennen wir eine weitere Maglichkeit, um zu gegebenen gebrochenen Zahlen a
und b gebrochene Zuhlen zu bestimmen, die zwischen a und b liegen. (vgl. LE 3)

b das arithmetische Mittel der Zahlen a und b ist.

Wir wissen bereits, daR 2
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Aufgaben
1. Berechne!
.4 .4 Logl.l y1.3, 2,
a3:g c3igg e)8:ig iy )iy U 32
.2 3 P AR I I I 4
b)9-3 d)2~8 f)5~4 h)8~4 k)2~2 m)5.2

2. Berechne aus den folgenden Zahlenangaben nacheinander x:y, x-z
X-y-z Xxiy, xiz, (x+y)'z (x—y) 2z (x+y):iz x+y-z x+y:z!

7z o,.2 _2 _4 5 ,_7
b) x="7. y=5. 2=35 dx=g. y=35 2733

3. Berechne!

1 a5 1 3 3 3
2 16 4 2 4 4 1 2

G)I h).,—_6 C)T d)‘i— &) f)z Q)Z h) =
3 15 3 4 8 3

4. Karin behauptet: ,Es gibt gebrochene Zahlen a und b, fiir die a: b=b: a ist.”
Hat Karin recht? Begriinde!
5. Der Quotient zweier gebrochener Zahlen sei % Der Dividend sei

o3 by 9% A3 eg. 04 99

Wie groR ist der Divisor?

6. Der Quotient zweier gebrochener Zahlen sei —;— Der Divisor sei
1 1 2 7 14
?, b) 3 c) ?, d) 2 e)—, f) 14, g)8.
Wie groR ist der Dividend?
7. Forme die Briiche durch Erweitern und Kiirzen so um, daR Zdhler und Nenner

keine Dezimalbriiche und zueinander teilerfremd sind!

24 188 04 12 07
08 04 02 972 35
0,25 3

9,6 18 36
b3z 905 150 Moz Mze

a)

a)

8.  Gib fiir jede der folgenden gebrochenen Zahlen zwei Multiplikations- und zwei Di-
visionsaufgaben an, bei denen diese Zahl das Ergebnis ist!
7 3 4 1
T By fgr W0 oy
Berechne und kiirze soweit wie méglich!

o o 36 b6 ogi2 s

a)

1 4 1
7 e)20~€ f)5:4
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Multiplikation und Division gebrochener Zahlen

75

ot 4395 0EDE 1) okt
w9 (39 % w8 F 9(55) an (33
#9355 (o) B o (i) aed)d
nt @ (32 u(EeD)d
o (3+5) 0 o(F+4)
3.2 3 1 4 1 7 3
gl 7:_93 b) 3177 & 7;W d ?;7
25 12 7 75
ot (-3 Y
o (532 (295

14 Division von Dezimalbriichen

5

@ 39 Dividiere u)%hs—, b)

7.1
82"

1

c)%:;, d)0,5:0,25!

Wollen wir Dezimalbriiche dividieren, formen wir diese Dezimalbriiche in Zehnerbriiche
um und wenden die Regel fiir die Division gemeiner Briiche an.

Wir l&sen die Aufgabe 3,78: 1,8.

| | Wir l&sen die Aufgabe 3,7:0,9.

378 18
100 10
_378 10
100 18
~378-10
~ 10018

e 1200

3,78:1,8=

10

39

37:09=35"75
_37 10 _37
09 9

Dieses Ergebnis kénnen wir noch nicht

als Dezimalbruch schreiben.

L&Rt sich der Quotient wie bei der Aufgabe 3,78 : 1,8 als Zehnerbruch und damit auch
als Dezimalbruch darstellen, so ist ein bequemerer Losungsweg maglich.
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Wir lésen die Aufgabe 17,5: 4. Uberschlag: 16:4=4
Weg tiber gemeine Briiche
175:4= 175 i 175 Wegen der 4 erweitern wir zundchst mit
~ 10 ° 10-4 100 und kiirzen dann durch 4.
175 _ 175 - 100 “u 17500 - 4375 — 4375
0-4 10-4-100 4-1000 1000 ——
Bequemer Weg (schriftliche Rechnung)
ohne Komma mit Komma
17500 :4=4375 17,500 : 4 = 4,375
1 15
» EY
Py B
0 0

Wir kénnen die Division 17,5 : 4 auch ausfiihren, ohne den Dezimalbruch zu erweitern.
Es reicht, wenn wir die Nullen bei den entsprechenden Teildivisionen schreiben.

m35 a) 17,5:4 b) 13:8
Uberschlag: 16:4=4 Uberschlag: 16: 8 =2
175:4= 4,375 E :8=1,625
is 50
30 « 20 —
Ry 40
0 0
13
Also:17,5: 4= 4,375 Also: T=@

Ist auch der Divisor ein Dezimalbruch, so kénnen wir genauso vorgehen. Vor dem Rech-
nen beseitigen wir das Komma im Divisor, indem wir den Quotienten mit 10, 100, 1000,
... erweitern.

m36 a) 525:1,5 b) 4,97 : 12,425
Uberschlag: 6:2=3 Uberschlag: 5:10=0,5
Wir erweitern den Quotienten mit Wir multiplizieren den Dividenden
10 und den Divisor mit 1000 und rech-
5,25:1,5=525:15. nen dann weiter wie im Beispiel
Jetzt kénnen wir wie im Beispiel 35b):
35a) weiterrechnen: 4,97 - 12,425 =4970: 12425
52,5:15=3,5 4970:12425=0,4

75 49700

0 0
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Besonders einfach ist die Division durch 10, 100, 1000 usw.
1721,8: 10=172,18
1721,8: 100= 17,218
1721,8:1000= 11,7218

Man dividiert einen Dezimalbruch durch 10, 100, 1000 usw., indem man das Komma in
diesem Dezimalbruch um 1, 2, 3 usw. Stellen nach links versetzt.

Treten Dezimalbriiche in Sachaufgaben auf, so missen wir gerade bei Divisionsoufga-
ben iiberlegen, was fiir eine Zahl das Ergebnis sein muB.

® 37 Aus einem 3,0 cm breiten rechteckigen Materialrest aus Blech sollen Scheiben
mit einem Durchmesser von 2,6 cm ausgestanzt werden. Dabei soll zwischen den
Scheiben ein 2 mm breiter Steg bleiben (-~ Bild B 26).

a) Kann man aus einem 1,89 m lan- = = =
gen Streifen 60 Scheiben aus- Q CK; S §
stanzen? / NS o e
Hier reicht ein grober Uber- il
schlag aus, um diese Frage zu Nt
beantworten.
Bild B 26

26cm+02cm=28cm=3cm
und 60 - 3cm = 180cm < 189 cm.
Es kénnen also 60 Scheiben her-
gestellt werden. /

b) Wieviel Scheiben kann man aus diesem Stiick hchstens herstellen? Dazu miis-
sen wir rechnen:
x-28cm=189cm, x=189cm:28cm
Nebenrechnung: 1890 : 28 = 67,5
Es kdnnen héchstens 67 Scheiben hergestellt werden.

® 40 Begriinde, warum nicht auf 68 gerundet wurde!

Aufgaben
1. Nenne die kleinste Zehnerpotenz, die Vielfaches von 4;5; 20; 8; 40; 9; 10; 15 ist!

Berechne!
20 a)04:02 b)0,7:035 ¢)13,2:33 d)11,4:04 e)75:05

3] a)084:12 b)077:7,7 ¢)0,84:0,012 d)0,28:0,07 e)0,0054:0,72
4] a)135:45 b)288:12 c)3,45:15 d)0,48:0,016 e)4,8:0,016



78 B Multiplikation und Division gebrochener Zahlen LE 14

5. Ermittle im Kopf!
a) 1,8:0,2 b)0,36:0,18 ¢)3,9:3 d)0,25:25

6. Mache einen Uberschlag!
a) 48,9:15,7 b)36,48:8,25 c¢)2,75:064 d)317,4:0,972

Berechne!
7.0 a)264:24 «¢c)0546:0,42 €)6,96:1,2 q)748,8:3,6
b)15,3:0,17 d)11,25:1,5 f) 8,903:0,29 h) 1,92:1,2
8.1 a)154:0,22 d)7,2:0,012 g)720:1200 k) 735:1,2
b) 21,06:2,7 e)381,6:0,24 h)0,84:0,084 1) 0,735:12
c) 7,48: 34 f) 50,82: 56 i) 7,35:0,12 m)7350:0,12
9.  a) Welche Zahl ist um 2 gréRBer als ihre Halfte?
b) Welche Zahl ist um 1,5 groRer als ein Drittel dieser Zahl?

10.* Berechne!
14 28
8,4:1,2 25-47 58 12
903717 Poeivo3s 9 18 V75
02 8

11.  Berechne jeweils das arithmetische Mittel!
a) 12; 13 c) 12; 13;14; 15 e) 0,42; 0,24; 0,35, 0,53
b) 17; 18 d) 17;18;19; 20 f) 18,7; 18,8; 18,6; 18,7; 18,7

12.  a) Auf beiden Seiten einer 930 m langen StraRe sollen im Abstand von 7,5 m
Baume gepflanzt werden. Wieviel Bume werden benétigt?
b) In welchem Abstand missen die BGume gepflanzt werden, wenn 126 B&ume
zur Verfligung stehen?

Bild B 27

13.  Masse und Volumen eines Kérpers wurden mit 11,5 g bzw. 5,2 cm? bestimmt. Be-
rechne die Dichte dieses Kérpers! Aus welchem Material kénnte der Kérper beste-
hen?

14.  Aus welchem Metall kann ein 8,8 cm?® groRer Wiirfel bestehen, der eine Masse
von 74,8 g hat?
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Zusammenfassung

| Es treten nur gemeine Briiche auf 7.5 71 6. 76 =2,
Den Dividenden mit dem Reziproken des Divisors 86 8 5 5 20
multiplizieren —
Il Es treten nur Dezimalbriiche auf 5,25:1,5=525:15
1. Durch Erweitern des Quotienten mit 10, 100, ... 525:15=35
das kemma im Divisor beseitigen 75 = 4
2 Dividlg-en wie natiirliche Zahlen 0
3. Im Quotienten das Komma setzen, wenn Einer 525:15=35
des Dividenden dividiert sind e
Eine weitere Moglichkeit 7 9
1. Umwandeln der Dezimalbriiche in Zehner- 37:09-= Seing
briiche
_ 37 10 _ 37
2. Nach Regel | dividieren "0 9 "9
Die Division gebrochener Zahlen — auBer durch 0 — ist stets ausfiihrbar.
Die gebrochenen Zahlen bilden einen Zahlenbereich, in dem man uneingeschrénkt addieren,
multiplizieren und dividieren (ausgenommen die Division durch Null) kann.

Komplexe Ubungen

1. a) Zerlege m =45 und n =42 in Primfaktoren!
b) Welche Zahlen sind gemeinsame Teiler von m und n?
c) Gib fiir m+ nund m — n alle Teiler an!
d) Gib fiir m - n alle Teiler an, die Primzahlen sind!
e) Nenne zwei Teiler von m - n, die weder Teiler von m noch Teiler von n sind!
f) Gib das k. g. V. von mund n an!

2, Zwischen welchen benachbarten natiirlichen Zahlen liegt:

) 9,97, b) 10,001, c)%, d) 37,5549, e)%, ) 0,8483, g)—;-?

3. a) Zeichne einen Zahlenstrahl! Trage auf ihm fiir folgende Briiche zugehérige

Punkte ein!
1 7 6 6.3 (2.3 4 .6 14
20075 ?'05 125 gisi g (3 5 12 0% i 4 6'025)

b) Wieviel verschiedene gebrochene Zahlen sind unter a) angegeben? Gib fiir
jede dieser gebrochenen Zahlen einen weiteren gemeinen und einen Dezimal-
bruch an, der zu dieser Zahl gehért.

c) Ordne diese Zahlen der GréRe nach! Beginne mit der gréRten Zahl!
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4. Setze fiir den Stern solche Ziffern ein, daR die entstehenden Zahlen durch 3 teil-
bar sind! Welche der Zahlen sind auch durch 9 teilbar?

a) %724 b)5%36 c) 111% d) 91%8

5; Zerlege jede der folgenden Zahlen in ein Produkt mit drei gleichen Faktoren!
8; 27; 64; 125; 1000000

6. Wie groB ist der Flacheninhalt eines Quadrates, wenn sein Umfang a) 16 cm,
b) 72cm, ¢) 10cm  betragt? )

7.*  Wie groB ist der Fldcheninhalt eines Rechtecks, bei dem die eine Seite um 3 cm
langer ist als die andere und dessen Umfang
a) 14cm, b)26cm, c)20cm betrdgt?

8. Berechne!

4 188\ 5 9 4 4 9\ .9 1.7\,
a) (?' 101)'7 b)T(Z'ag'?) ° (W'F)' 8 d)(z 3)'0'5

9.* a) Das arithmetische Mittel zweier Zahlen ist 13,05. Die eine Zahl ist um 4 gréRer

als die andere. Um welche Zahlen handelt es sich?
b) Eine Zahl ist um 0,8 kleiner als eine andere. Das arithmetische Mittel dieser
beiden Zahlen ist 2,7. Nenne die beiden Zahlen!

10.  Gib jeweils alle natirlichen Zahlen an, fir die gilt:

a) 1< x<15 b) x+5=17 c)7=m=12
d)1095<n=1100 e)15—-(7—-x)=8 f)0=sy<7
Veranschauliche die Lésungen von a), ¢) und f) am Zahlenstrahl!

11.* Der Flacheninhalt eines Rechtecks betragt 36 cm?. Wieviel verschiedene Recht-
ecke mit diesem Fldcheninhalt gibt es, wenn die Seitenléingen durch natiirliche
Zahlen angegeben werden? Welches hat den kleinsten Umfang?

12.*  Wieviel verschiedene Rechtecke mit einem Umfang von 20 cm gibt es, wenn die
Seitenldngen durch natiirliche Zahlen angegeben werden? Welches hat den gréB-
ten Flacheninhalt?

13.  Ergtinze folgende magische Quadrate so, daB die Summe jeder Zeile, jeder Spalte

und jeder Diagonale 3 betragt!

a) 1 b) | 74 c)
3 42 0.25
1
1 7 1 1
5
2 0,5

Wir suchen Zahlen, GréBen und Figuren

14.

Ich denke mir eine Zahl. Ihr fiinfter Teil ist gleich dem Sechsfoche;&von % Wie
heiBt diese Zahl?
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15.* Wenn man eine Zahl durch 5, das Ergebnis dann durch 3 dividiert und dann 0,42
addiert, erhélt man 1. Wie lautet diese Zahl?

16.  Berechne aus den Angaben iiber die Innenwinkel eines Dreiecks ABC die fehlen-
den WinkelgréRBen! Welche dieser Dreiecke sind gleichschenklig?

a) a=385° £=70,7° b) a=120° y=%a
o =708 y=qa d a=f=-y
e)a=20° a+B=y Pla=p y=%a

17.  Schreibe mit Klammern! Berechne das Ergebnis!

a) Addiere zu 0,75 die Differenz von ; und %!

b) Subtrahiere 2,5 von der Differenz der Zahlen % und 3-;—!

c) Vermindere die Summe von 3 und 5 —um 2,8!

d) Addiere die Summe und die Differenz von % und 0,5!

18.  Fiir welche gebrochenen Zahlen x entsteht eine wahre Aussage?
a)%+x<1 b)—+x—% c) x-07=09
3-8 G54, D, D
d)x-T—8 e)7‘x 1 f)7 x<3
19. Zeichne in ein Koordinatensystem (Einheit 1 cm; Millimeterpapier) die Punkte
A(0,7;12), B(35;18), C(26;3)9),
P(25;05), Q(4,6;17), R(39 64), S(80;23)
a) Ermittle das Bild des Dreiecks ABC bei der Abbildung, die sich ergibt, wenn
nach der Verschiebung PQ die Spiegelung an RS ausgefiihrt wird!
Gib die Eckpunkte des Bilddreiecks durch Zahlenpaare an! Ist das Bilddreieck
zum Dreieck ABC kongruent? Begriinde!
b) In dem gleichen Koordinatensystem sind die Punkte D (5,4; 3,1), E(7,0; 0,3),
F(8,4; 4,0), G (85; 22, H (9,1 1,2) einzuzeichnen. Welches der Dreiecke
DEF, DEG, DEH ist kongruent zum Dreieck ABC? Begriinde!

Uberlege und iiberprijfel

; 0,8 Lésungen der Ungleichungen i +u-— b <2 und

20. a) Uberpriife, ob — 1 3

2
3 n

z+1 7"?<2 1 sind?

b) Gib fiir jede der Ungleichungen drei weitere gebrochene Zohlen an, die Lésung
der Ungleichung sind!

c)*Beschreibe fiir jede der Ungleichungen alle gebrochenen Zahlen, die Losung
der jeweiligen Ungleichung sind! Nenne die kleinste (groBte) Zahl, die die je-
weilige Ungleichung erfillt!

6 [000608]
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21.  pie Ltinge zweier Stabe wurde mit einem Lineal mit Millimetereinteilung gemes-
sen. Die Linge des ersten Stabes liegt zwischen 13,2 und 13,3 cm und die L&nge
des zweiten Stabes zwischen 21,4 und 21,5 cm.
a) Wie lang sind beide Stabe zusammen?
b) Wie groR ist der Langenunterschied zwischen ihnen hdchstens, wie groR min-
destens?
22.  Gib mindestens drei gebrochene Zahlen x an, fiir die gilt:
S <3 ::)l<x<E e)£<x<—zi
o) g<x<qy §<*<q 7 3
7 8 15 9 1 2
b)ﬁ<x<ﬁ— d) 2 <x< 2 f) 22 <X<2§
23.* Eg seien x und y gebrochene Zahlen, fiir die x < y gilt.
a) Kénnen y + x und y — x gleich groB sein?
b) Gib fiir xund y Zahlen an, so daB x + y — % zwischen xund y (nicht zwischen x
und y) liegt!
24.* Kann fiir gebrochene Zahlen x und y die Beziehung x — y = y — x gelten?
25." setze fur * ein Rechenzeichen ein, so daB eine wahre Aussage entsteht!
2 7 7 9 3 3 1 1
OFxg=iz Mgz xg g Vx4
26.  Welche Zahlen erhdlt man, wenn man zwei Briiche, die ein- und dieselbe gebro-
chene Zahl darstellen, dividiert?
27.* a) Wahle zwei Briiche aus der Menge % %, %, cast)
Bilde aus ihnen einen neuen Bruch, indem du ihre Zéhler und ihre Nenner ein-
zeln addierst. Welche Zahl erhdltst du? Priife zwei weitere Beispiele!
b) Versuche deine Vermutung zu beweisen (Distributivgesetz)!
28.* Es seien m und n natiirliche Zahlen (m#0, n+0). Welche der folgenden Aussa-

gen ist nicht wahr? Begriinde!

a) Wenn m und n beide gerade sind, kann % durch einen Bruch dargestellt wer-
den, dessen Nenner kleiner ist als n.

b) Wenn m und n beide ungerade sind, kann % durch einen Bruch dargestellt
werden, dessen Nenner kleiner ist als n.

¢) Wenn % = %, dann ist n ein Teiler von m.
d) Aus %=—§~folgt m=2und n=3.

e) Wenn mund ndurch ein- und dieselbe Primzahl teilbar sind, kann % durch ei-

nen Bruch dargestellt werden, dessen Nenner kleiner ist als n.
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Freizeit, Haus und Garten

29.

30.

31.

32.

33

34.

Ein Buddelkasten ist 5,1 m lang, 3,3 m breit und hat 35 cm hohe Seitenwénde. Er

ist umgeben von einem 50 cm breiten Plattenweg.

a) Die Seitenwdnde sollen innen und auBen gestrichen werden. Wie groR ist die
zu streichende Flache?

b) Wieviel Buchsen Farbe werden benétigt, wenn man mit dem Inhalt einer
Biichse 5 bis 6 m? streichen kann?

c) Auf den Seitenwinden werden Bretter angebracht, so daB rings um den Bud-
delkasten eine Sitzbank entsteht. Reichen dafiir drei 5 m lange Bretter?

d) Wieviel Kubikmeter Sand muR man anfahren lassen, um den Buddelkasten
ganz (zu dreiviertel) zu fullen?

e) Zeichne die Grundflache des Buddelkastens im MaRBstab 1:100!

Helmut sammelt an vier aufeinanderfolgenden Tagen Pilze. Am ersten Tag findet
er 8 Pilze. An jedem der folgenden Tage findet er 1,5mal so viele Pilze wie am vor-
angegangenen Tag. Wie viele Pilze hat er an den vier Tagen insgesamt gefun-
den?

Fir das Streichen eines 24,8 m? groBen FuBbodens wurden 2,5 kg Farbe ver-
braucht. Wieviel Quadratmeter kénnen mit 1 kg Farbe gestrichen werden?

Zwei Wanderer laufen einander von zwei Orten aus entgegen. Der erste legt die
Entfernung zwischen den beiden Orten in 8, der zweite in 6 Stunden zuriick. Um
welchen Teil der gesamten Strecke ndhern sie sich einander in einer Stunde?

Zwei Radfahrer starten von einem Ort aus gleichzeitig. Der erste erreicht das ge-
meinsame Ziel in 9, der zweite in 6 Stunden. Um welchen Teil der gesamten
Strecke ist der zweite Radfahrer dem ersten nach einer Stunde voraus?

Wie viele Flaschen (0,75 |) werden benétigt, um 5,25 | Saft abzufiillen?

Aus der Schule

35

36.

37

Zum Termin einer Betriebsbesichtigung ist ein Fiinftel der Schiiler der Klasse 6b
krank und ein weiteres Viertel fehlt aus anderen Griinden. Die Klasse hatte sich
das Ziel gestellt, daB mindestens die Halfte der Schiiler an der Besichtigung teil-
nimmt. Ist dieses Ziel erreicht?

Dieter gab auf einer Klassenfahrt erst die Halfte von seinem Geld und dann ein
Drittel vom Rest aus und behielt am SchluB 1,50 M (brig. Fritz gab von seinem
Geld erst ein Fiinftel und dann ein Drittel aus und behielt 2,10 M Ubrig. Wieviel
Geld hatte jeder der Schiiler zu Beginn der Klassenfahrt bei sich?

In einer Schule mit 600 Schiilern gibt es fiinf verschiedene Arten von Arbeitsge-
meinschaften:

Die Hélfte der Schiiler nehmen an einer Sport-AG, je ein Zehntel der Schiiler an
einer Mathematik-AG bzw. einer AG Basteln und je ein Zwanzigstel der Schiiler
an einer Elektronik- bzw. einer Handarbeits-AG teil. (Kein Schiler nimmt an mehr
als einer AG teil.)

a) Wieviel Schiiler besuchen jeweils die verschiedenen Arbeitsgemeinschaften?
b) Wieviel Schiiler (Anzahl und Anteil) besuchen keine Arbeitsgemeinschaft?
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38.

Die Schule A hat 580 und die Schule B 720 Schiiler. Von der Schule A nimmt %

der Schiiler und von der Schule B nehmen —2—36 der Schiiler an der 1. Stufe der Ma-

thematikolympiade teil. An welcher Schule nehmen mehr Schiiler an der Mathe-
matikolympiade teil?

Aus alten Mathematikbiichern

39.

41.*

42.*

43.

Auf der Seite 43 wurde (iber die Darstellung der Briiche im alten Agypten berich-
tet. Im erwghnten ,Papyrus Rhind” aus dem 17. Jahrhundert vor unserer Zeitrech-

2
nung gibt es eine Tabelle, in der Briiche der Form - als Summen von Stammbrii-

chen angegeben werden. (Stammbriiche heiBen Briche mit dem Zahler 1).

Beispiele:
2. 1, 1.2 1. 1.2 1.9 2 4,12 1,151
5 3 157 4 28°3 6 18’ 93 66 198' 97 56 679 776

a) Sind diese Beispiele wahre Aussagen?
b)*In einem Buch uber die Geschichte der Mathematik findet man folgende Zerle-
gung:
T TPV SV T 1 . 1
19 12 76 114 12 55 220°
Uberpriife diese Feststellung!

; : . ) R—_ ’
c)* Auf wieviel verschiedene Weisen. kann - ineine Summe von zwei Starnmbrii-

chen zerlegt werden?
Ein Schullehrer fragte den anderen, wieviel Kinder er in seiner Schule hétte. Er

1
antwortete: 3 meiner Kinder liegt an den Masern krank, 11 raufen Flachs, 7 sind

auf die Kirmes gegangen, und von den jetzt gegenwdrtigen schreiben 20 und 17
rechnen. Jener erwiderte darauf: Sie haben auch eine sehr starke Schule; aber ich
habe noch 4 Kinder mehr. .
Wieviel hatte jeder in der Schule?

Jemand wurde gefragt, wie alt er und sein Bruder sei; dieser erwiderte: % meines

Alters betréigt gerade so viel, als % von dem Alter meines Bruders, und ich bin im

ganzen 9 Jahre dlter als mein Bruder. Wie alt war jeder der beiden?

Ein Vater, der 51 %Juhre alt ist, fragt seinen Sohn, der 19 %Jahre altist: ,Wieviel

jahre werden verflieBen missen, bis ich sogen kann, ich bin noch einmal so alt
wie du?”

Beim Bau einer Schule wird fiir jeden Schiler 1 T30— m? FuBbodenfldache im Klas-
senzimmer beriicksichtigt. Wie groB muR demnach die FuBbodenfléche eines
Klassenzimmers fiir 40 Schiiler sein?
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Scherz- und Knobelaufgaben

44.* Auf einer Baustelle arbeiten vier Maurer. Nach ihrem Alter befragt, antwortet ei-

45.

er: ,Wir sind alle vier verschieden alt. Zusammen sind wir 129 Jahre alt. Drei von
uns haben eine Quadratzahl von Jahren hinter sich, ebenso hatten drei von uns
vor 15 Jahren als Alter eine Quadratzahl.” Wie alt war jeder der Maurer, als die
Frage gestellt wurde?

a) Was soll wohl ,ein LLLLLLLL" fir ein Bruch sein?
KAUFS
BEU
c) Grit behauptet: ,Es gibt einen Vogel, wenn man von dem ein Siebentel weg-

nimmt, bleibt ein Achtel uibrig!” Was meint sie?

b) Was ist ,1 “ fiir ein Behdaltnis?

Gemeine Briiche und Dezimalbriiche;
Division von gebrochenen Zahlen
in Dezimalbruchdarstellung

15 Endliche und unendliche Dezimalbriiche

@ 41 a) Wandle in einen gemeinen Bruch um: 0,5; 0,2; 0,75; 2,75; 0,125!
1.2 155 4 1.8 2
b) Schreibe als Dezimalbruch: 0 '3 58 2 4 250 2000 3 gl

Wir wollen uls Dezimalbruch schreiben. Wir erweitern % mit 125:
3% 375
8~ 7000 - 2375

Man kann diese Dezimalbruchdarstellung auch erhalten, wenn man den gemeinen
Bruch als Quotienten schreibt und diesen nach der Regel fiir die Division von Dezimal-
briichen dividiert.

3
8

Genauso verfahren wir im folgenden Beispiel B 38 mit dem Bruch 14

3:8 3:8=0375 Entsprechend erhélt man fiir den Bruch:

113
P o =M3:40  113:40=2825
60 330
40 100
0 200

9
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@38 %= 2:9  2:9=0,222 ... Dieser ProzeR bricht nie ab, denn man
20 erhélt bei jeder Teildivision den Rest 2 |n
= jeder folgenden Dezimalstelle erscheint

2 wieder eine 2. Die drei Punkte hinter der
2 letzten geschriebenen 2 sollen das andeu-
ten.

o

©olNn N

Die gebrochene Zahl

2
9
Es gilt, wie auch am Zahlenstrahl zu sehen ist:

kann also noch nicht als Dezimalbruch geschrieben werden.

Man kann sich aber — beliebig weit mit Dezimalbriichen nédhern (-~ Bild B 28).

9 Bild B 28

02 < 4§ <03

1

022 < % < 023

023 | ) 023
0224

® 42 Wie groR kann in jedem Fall die Differenz zwischen % und den angegebenen De-
zimalbriichen héchstens sein?

Man erkennt:
Jeder der Dezimalbriiche 0,2; 0,22; 0,222  Jeder der Dezimalbriiche 0,3; 0,23; 0,223

usw. ist kleiner als % usw. ist gréBer als % Jeder Dezimal-

Das @ndert sich auch nicht, wenn immer bruch, der nur eine Dezimalstelle besitzt,

mehr Dezimalstellen mit der Ziffer 2 be- dibiaréBer ais st Ist araRer als 2

riicksichtigt werden. 9 i 9"

Jeder Dezimalbruch, der nur endlich viele Dezimalstellen mit der Ziffer 2 hat, ist kleiner
2

als 9

Man sagt deshalb:% kann erst durch unendlich viele Dezimalstellen mit der Ziffer 2 an-

gegeben werden und schreibt:

2.
g =0.222...

Jeder der Dezimalbriiche 0,2; 0,22; 0,222 usw. ist ein Naherungswert fiir %
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Man bezeichnet 0,222... als unendlichen Dezimalbruch. Die Dezimalbriiche, mit denen
wir bisher gerechnet haben, bezeichnet man als endliche Dezimalbriiche.

@ 43 Unter welchen Gesichtspunkten kann man folgende Dezimalbriiche sortieren?
25,2; 0,75348; 151; 0,123123123...; 273,22222...; 0,3750; 8,888...; 0,00031;
0,112123123412345123456...; 5500

Wir kdnnen jetzt jeden gemeinen Bruch in einen (endlichen oder unendlichen) Dezimal-
bruch umwandeln.

m 39 Esist L als Dezimalbruch zu schreiben.

12
17:12=1,4166... Von der vierten Teildivision an tritt immer
50 wieder der Rest 8 auf. Wir erhalten einen
20 unendlichen Dezimalbruch, bei dem von
80 der dritten Dezimalstelle an nur noch die
= Ziffer 6 auftritt.
80
8
17
Raoeprvaits
75 . .
m 40 Esist n als Dezimalbruch zu schreiben.
75:11=6,8181... Fiihren wir weitere Teildivisionen aus, so
90 " erhalten wir abwechselnd die Reste 9 und
20 2. Wir erhalten einen unendlichen Dezi-
) malbruch, bei dem sich die Ziffern 8 und
= 1 wiederholen.
20
9

Aufgaben

1 Welche der folgenden gebrochenen Zahlen kann man als endlichen Dezimal-
bruch darstellen, welche nicht? Begriinde deine Antwort!
3

9 2 18 1 6
a5 bor 997 d77 @5z A3
2 Wandle alle gemeinen Briiche aus Aufgabe 1 in Dezimalbriiche um!

3. Wandle in einen gemeinen Bruch um und kiirze soweit wie moglich!
a) 0,75 b)2,02 ¢)099 d)275 e)02 f) 1,6 g)4,005

4 Bilde Paare (gemeiner Bruch; Dezimalbruch), so daR beide zur gleichen Zahl ge-

héren!

1,1,.4.2. 2 3 4, . : : .

2'3'9'5 3'8’ 0,4; 0,666...; 0,375; 0,333...; 0,444...; 0,25
5. Schreibe als Dezimalbruch!

10 7. 35 75 9 35 5 12 17
a5 by oF dg &5 5 957 W5 47
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16 Periodische Dezimalbriiche

Die unendlichen Dezimalbriiche aus den Beispielen B 39 und 40 haben eine gemeinsame
Eigenschaft: Von einer Stelle an wiederholt sich eine Ziffer bzw. eine Gruppe von Ziffern
stdndig.

Diese Gruppe sich wiederholender Ziffern heift Periode.

® 44 Gib jeweils die Periode an!
a) 0,333... c) 21,43737... e)7,03480348...
b) 0,666... d) 555,55... ) 0,112123123412345...

Ein unendlicher Dezimalbruch, in dessen Dezimalstellen Perioden auftreten, heiBt perio-
discher Dezimalbruch.

Nach der Anzahl der Ziffern in einer Periode spricht man von einer 1, 2, 3, ... bzw. n-
stelligen Periode. So ist die Periode in den Dezimalbriichen 0,22... und 0,4166... einstel-
lig und in den Dezimalbriichen 6,8181... sowie 2,12727... zweistellig.

Fiir 0,22... schreibt man auch 0,2 (lies: Null-Komma-Zwei, Periode Zwei).

Fiir 2,12727... schreibt man 2,127 (lies: Zwei-Komma-eins-zwei-sieben, Periode zwei-sie-
ben).

Wir kdnnen jeden gemeinen Bruch % durch Ausrechnen des Quotienten a: b in einen
endlichen oder unendlichen Dezimalbruch umwandeln. Man kann auch jeden endli-
chen und jeden periodischen Dezimalbruch in einen gemeinen Bruch umwandeln. Endli-
che Dezimalbriiche kénnen wir sofort als Zehnerbriiche schreiben und wenn méglich
kirzen. Auf die Umwandlung periodischer Dezimalbriiche wird hier nicht eingegan-

gen.
Wir kénnen jetzt jede gebrochene Zahl in Form eines (endlichen oder periodischen) De-
zimalbruchs angeben. (

@ 45 Wandle in einen periodischen Dezimalbruch um! Merke dir das Ergebnis gut!

1 2 1 1

Jetzt kann auch das Ergebnis jeder Division von Dezimalbriichen als Dezimalbruch an-
gegeben werden, was bisher nicht mdglich war.

= 41 Es ist zu berechnen 3,7:0,9.

£=9=4,11... Also: 3,710,9=£
E
1
Aufgaben
1 Suche die periodischen Dezimalbriiche heraus!

Gib jeweils die Periode an!
a) 0,6161616... c) 2,252552555255552... e)% Q) 27,4371437437...
3

b) 555,5500 d) 1,121312131213... f) 7
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2. Gib fur die folgenden unendlichen Dezimalbriiche an, welche Ziffer in der 4.; 7.;
12.; 15. und 20. Dezimalstelle steht!
a) 0,723 «c) 5,34217 e) 2,4040040004... g) 0,6

b) 0,123 d) 0,6 f) 127,1122334411... h)%

3.* Gib einen Dezimalbruch mit zweistelliger Periode an, der in der 7. Stelle eine 7
und in der 9. Stelle eine 9 hat!

4. Vergleiche!
a) 0,6 mit 0,66648 c) 0,09009... mit 0,009
b) 4,161717 mit 4,167 d) 0,234 mit 0,234...

Mache einen Uberschlag und berechne!

51 a)0,28:0,35 d)27:0022 g)8,44:0,22
b) 0,28:0,42 €)0,72:0,14 h) 3,77:0,15
c)7,2:045 f) 6,28:5,12 i) 17,24:0,15

6.1 a)4,581:27 «c)7398:1,8 e)1,649:0,17
b) 6,289:0,33 d)43,72:1,5 f) 3,4:6,8
71 a)152-14,8-53 c) 12,8-13,2-4,7 e)3,217-4,028 - 5,034
b)4,02-54-6  d)503-44-8  f) 8043-4,021-2,010
8.1 a)(3,288:4,11):2 c) (2,877:4,11):3,5 e)24,3:(8,1:3,0)
b)3,288:(4,11:2) d)2,877:(4,11:3,5 f) 36,0:(7,2:5,0)
17,13+ 4,55 2598562 528 708 , 844 11,07
5,42 507 ' 4,54

9.1 a) b)

6,32 © 233 " 5,42

Ubung und Anwendung des Rechnens
mit gebrochenen Zahlen

17 Ndherungswerte; zuverldssige Ziffern

@ 46 a) Runde die Zahlen 741; 9245; 47,12; 9,75 auf Vielfache von 10!
b) Nenne alle natiirlichen Zahlen, die beim Runden auf Vielfache von 10 zu 3260
fiihren! Gib diese Zahlen x folgendermaBen an: a < x < b!

Wir wissen, daB Schatzwerte; Zahlen, die beim Runden entstehen; MeBwerte und Ergeb-
nisse von Rechnungen, in die solche Werte eingehen, immer nur N&dherungswerte sind.
Manchmal wird auch ein unendlicher periodischer Dezimalbruch durch einen endlichen
Ndherungswert ersetzt.

® 47 Bei welchen der folgenden Angaben treten N&herungswerte auf?
a) Im Stadion waren 20000 Zuschauer.
b) In unserem Haus wohnen 43 Mieter.
c) Ich habe noch 93 Pfennig.
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d) Die Entfernung zwischen Berlin und Rostock betrdgt 230 km.

e) A-Dorf hat 361 Einwohner.

f) Im Jahre 1986 wurden in der DDR 119 Tausend Neubauwohnungen fertigge-
stellt und 96 Tausend Wohnungen modernisiert.

g) In einer Kreisstadt wurden 149 Wohnungen modernisiert.

Sind Naherungswerte Ergebnisse von Messungen, so sind uns die genauen Werte nicht
bekannt. Auch bei gréRter Sorgfalt kann man mit jedem MeRinstrument (z. B. einem Li-
neal, einem MeBband, einem MeRschieber) nur mit einer bestimmten Genauigkeit mes-
sen.
Beim Einkaufen kénnen wir auf manchen Verpackungen Angaben folgender Art erken-
nen: Rahmbutter 250 g = 4 g; Florena Creme 60 g = 2,5 g; Haarwésche 160 ml = 4 ml
Im ersten Falle bedeutet das, daB zwischen 246 g und 254 g Butter in einer Packung ent-
halten sind. Dafiir schreibt man auch, wenn mit m die genaue Masse bezeichnet wird:
246 g=m=254g oder m=(250+4)g.
Manchmal wissen wir von einer Zahlenangabe, daR es sich um einen N&herungswert
handelt (z. B. bei MeBwerten), obwohl eine solche mégliche Abweichung nicht angege-
ben ist. Fir diese Fdlle treffen wir eine Vereinbarung.

Wird z. B. fiir [ der N&herungswert 2,4 cm angegeben, so soll das bedeuten:
235cm=[=<245cm, .
Man sagt auch, der Ndherungswert 2,4 cm hat zwei zuverldssige Ziffern.

® 42 Néherungswert Anzahl der zuverldssigen Bedingung fiir den
Ziffern genauen Wert x
0,8 1 075 =x=0,85
3,6 2 355 =x=365
0,108 3 0,1075 = x = 0,1085
0,002 1 0,0015 = x =0,0025
0,350 3 0,3495 = x = 0,3505

Fr die Zahl 400 kann ohne weitere Angaben nicht festgestellt werden, wieviel zuverlés-
sige Ziffern vorliegen. So ist z. B. die Angabe 400 g, wenn zuvor von 396 g auf 400 g ge-
rundet wurde, ein Néherungswert mit 2 zuverldssigen Ziffern. Wurde dagegen von
430 g auf 400 g gerundet, so handelt es sich um einen N&herungswert mit nur einer zu-
verlassigen Ziffer.

Die gebrochene Zahl % kann durch den unendlichen periodischen Dezimalbruch 0,3 an-

gegeben werden.

m 43 0,3 st der mit einer zuverlassigen Ziffer angegebene N&herungswert fiir %,

denn 0,25 = =0,35.

L
3

") Die Nullen links von der ersten von Null verschiedenen Ziffer werden nicht mitgezéhlt.
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0,33 ist der mit zwei zuverldssigen Ziffern angegebene N&herungswert fiir l,

1

denn 0,325 = 3= 0,335. (-~ Bild B 29)

0,333 ist der mit drei zuverldssigen Ziffern angegebene Ndherungswert fiir %,

=0,3335.

e 48 Gib fur %= 0,774285 einen N&herungswert mit einer (3, 4, 5, 6) zuverldssigen Zif-

fer(n) an!

Der N&herungswert 7,9 hat zwei zuverldssige Ziffern. Fir den genauen Wert x gilt:
7,85 < x = 7,95 (7 Bild B 30; blauer Teil).

7895 =y = 7,905

| S gy ) el
1

78 5 3 1
Bild B 30 7,85 = x = 795

Der Né&herungswert 7,90 hat drei zuverldssige Ziffern. Fiir den genauen Wert y gilt:
7,895 < y = 7,905 (-~ Bild B 30).
Bei Ndherungswerten diirfen nicht noch nachtrédglich Nullen angehéngt werden, da da-
_ durch die Anzahl der zuverldssigen Ziffern und damit die Genauigkeit getindert wird.

Aufgaben

Runde auf Vielfache von 10 (100)! Wie groRB ist jeweils der Rundungsfehler?
1.1 a) 8248 b)7473 c¢) 1157 d) 1035 e)4144 f) 4145 g) 7998
2.1 a) 464 b) 10706 c) 599 d) 849 e) 851 f) 27043 g) 31450

3. a) Nenne alle natiirlichen Zahlen, die beim Runden auf Vielfache von 10 zu 840
fiihren!
b) Gib diese Zahlen in der Form a < x < b an!
c) Veranschauliche diese Zahlen am Zahlenstrahl!

4. Runde auf eine (zwei) Stelle(n) nach dem Komma!
a) 0,574 b) 0,534 c)27,2 d)4,449 e)7,3450 f)6,799 g) 8,992
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5.

10.

i [8

12.

13.

14.

15.

Welche der folgenden Werte tduschen eine nicht mégliche bzw. nicht sinnvolle
Genauigkeit vor?

a) Der Fichtelberg ist 121435 cm hoch.

b) Die Entfernung Berlin—Dresden betrdgt 180 km.

c) Ein Trabant wiegt leer 615321 g.

d) Die Nummer meines Fahrrades ist 452341.

e) Eine Unterrichtsstunde dauert 45 min.

Mit welcher Genauigkeit wiirdest du

a) die Lénge und die Breite einer Strafe,

b) die Hoéhe eines Baumes,

c) die Hohe und die Breite einer Fensterscheibe,
d) den Durchmesser einer Schraube,

e) die KérpergroRe eines Schiilers der 6. Klasse,
f) die Entfernung zwischen Berlin und Moskau
angeben?

Ergdnze die richtige Einheit!

a) Die Leermasse eines PKW betrégt 650 ...

b) Der Flacheninhalt des FuBbodens einer Kiiche betrégt 8 ...
c) Der Fldcheninhalt einer Briefmarke betrégt rund 8 ...

d) Die Lange eines Bleistifts betrdgt 18 ...

Nenne alle natiirlichen Zahlen x, fur die gilt:
a) 3820 < x <3830, b)1170=x=1180, c)2240= x < 2250!

Gib an, zwischen welchen Werten x jeweils liegt, wenn folgende N&herungswerte

fur x ermittelt wurden:

a) mit dem MeBband 0,21 m, b) mit dem Lineal 0,214 m, ¢) mit dem MeRschie-
ber 0,2136 m!

Zwischen welchen Zahlen liegt x, wenn folgende Naéherungswerte mit zuverldssi-
gen Ziffern gegeben sind?

a) 0,34 b)2,05 c)0,0434 d)49 e)49,0 f) 1201

Runde auf zwei (drei) zuverlassige Ziffern!

a) 0,4735 b)0,0243 c) 1,0345 d) 1253 e) 0,007349 f) 203,5

Gib fur —;— einen Ndherungswert mit 2 (3, 4, 5) zuverldssigen Ziffern an!

Es wird die Aufgabe gestellt, fur % einen Naherungswert mit vier zuverldssigen

Ziffern anzugeben. Klaus gibt 0,6666 und Peter gibt 0,6667 an. Wer hat recht?

Gib fur % einen Néherungswert mit einer (2, 3, 4) zuverlassigen Ziffer(n) an!

Gib an, zwischen welchen Zahlen x liegt, wenn folgende N&herungswerte fiir x
gegeben sind! a) 5,4 b) 5,40 c)5400 d)5
Veranschauliche den Sachverhalt jeweils am Zahlenstrahl!
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18 Addition und Subtraktion von Ndherungswerten

Im Beispiel B 17 auf Seite 54 wurde folgende Aufgabe gelost:
Eine Pioniergruppe hat Altpapier gesammelt. Da verschiedene Waagen benutzt
wurden, werden im einzelnen folgende Massen angegeben: 18 kg; 5,6 kg; 3,62 kg
und 4,7 kg. Wie groB ist die Gesamtmasse?

Um diese Frage zu beantworten, hatten wir die einzelnen N&herungswerte addiert.

18 kg + 5,6 kg + 3,62 kg + 4,7 kg = 31,92 kg
Wir kénnen jetzt genauer begriinden, warum die Stellen nach dem Komma eine nicht
mogliche Genauigkeit vortduschen. Der Ndherungswert 18 kg bedeutet entsprechend
der Vereinbarung von S. 90 fiir die genaue Masse m;:

17,5 kg = m, = 18,5 kg.
Fir die genauen Werte der anderen Massen gilt:

5,55 kg = m, = 5,65 kg,
3,615 kg = m3 = 3,625 kg,
4,65 kg = my = 4,75 kg.

Rechnen wir mit den kleinst- und den groRtmaéglichen Werten, so erhalten wir fiir die
Gesamtmasse m:

31,315 kg = m = 32,525 kg.

Eine genauere Angabe kann tiber m nicht gemacht werden. Um nicht immer diesen
Weg gehen zu miissen, iberlegen wir uns einen einfacheren Weg, der uns zu einem Na-
herungswert fiir die Summe fiihrt.

Bei dem ersten Ndherungswert (18 kg) steht die letzte zuverldssige Ziffer in der Einer-
stelle. (Beim zweiten und vierten Naherungswert sind die Zehntel noch zuverldssig und
beim dritten Néherungswert noch die Hundertstel.) Das Ergebnis wird auf Einer gerun-
det.

Die Pioniergruppe hat 32 kg Altpapier gesammelt.

Bei der Addition und Subtraktion von Nd&herungswerten gehen wir folgendermaBen
vor: ;

Regel 1

— Denjenigen Naherungswert heraussuchen, bei dem die letzte zuverldssige Ziffer am weitesten
links steht!

— Das Ergebnis auf diese Stelle runden!

Von den GréRBenangaben in den folgenden Beispielen ist bekannt, daB sie Ndherungs-
werte sind.

m44 a) 0,78m b) 16,4 cm 6,2 cm 16,40 cm
+0,7 m - 62 cm +3,75 cm - 9,95¢cm
+2,45 m = .3.75¢cm 9,95 cm 6,45 cm = 6,5 cm
393m=39m

Die Gesamtldnge betrdgt 3,9 m. Die Gesamtldnge betrdgt 6,5 cm.
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=45 12428 m Treten so groRe Unterschiede in der Genauigkeit der
+ 0,54321m Eingangswerte wie in diesem Beispiel auf, so kann man
+ 2,4 m die genaueren Naherungswerte schon vor der Rechnung
+13 m runden.
28,37121m = 28 m
bequemer: Man rundet so, daB die gerundeten Werte eine Stelle
12,4 m mehr haben, als das Ergebnis nach der Regel 1 hat.
+ 0,5m
+ 2,4m
+13 m
283m =~28m

Aufgaben

1. Herr Miiller will einen Tisch und eine Liege kaufen. Ihm werden Tische zwischen
200 M und 350 M und Liegen zwischen 450 M und 630 M angeboten. Zwischen
welchen Betrdgen liegt der Gesamtkaufpreis fiir Tisch und Liege?

2. Berechne die Summe folgender Ndherungswerte!

a) 12,37 km + 125,2 km + 0,44 km + 1,256 km
b) 21221 m+12,1m+103m+1,8m
c) 0,987 kg + 2,24 kg + 0,0382 kg + 32,10 kg
3. Berechne folgende Differenzen von Ndherungswerten!
a) 454,25 m—-122m-9,75m—121m
b) 91,7 kg — 10,95 kg — 0,855 kg — 9,71 kg '
c) 474 km — 38,97 km — 0,075 km — 91 km

4. Ein rechteckiger Garten mit 21,7 m Ldnge und 42,5 m Breite soll eingezdunt wer-
den. An einer Ecke des Grundstiicks steht ein 3,55 m breiter und 5,15 m langer Ge-
rateschuppen. Das Gartentor von 3,25 m Breite soll wieder verwendet werden.
Wieviel Meter Zaun werden benétigt?

5. Der Fahrer eines LKW Uberpriift vor Antritt der Fahrt, ob mit den zu transportieren-
den Giitern die Ladeféhigkeit von 10 t tiberschritten wird. Auf den Verpackungen
der einzelnen Giiter findet er folgende Angaben: 7,9t; 1,24 t; 0,63 t; 235 kg. Darf
er diese vier Giter transportieren?

6.  Jemand behauptet, beim Messen mit einem Lineal folgende Werte fiir die Seiten-
langen eines Vierecks ermittelt zu haben: @ = 0,90482 m, b = 0,75643 m,
¢ =0,4236 m und d = 0,5234 m. Welche Ziffern muR man weglassen, wenn die
Langen mit einem Lineal mit Millimetereinteilung gemessen wurden? Wie miissen
sinnvolle Ladngenangaben lauten? Berechne den Umfang des Vierecks!

7.

Die Ldnge zweier Stdbe wurde mit einem Lineal gemessen. Die Ldnge des ersten
Stabes liegt zwischen 15,6 cm und 15,7 cm und die Lange des zweiten Stabes zwi-
schen 31,4 cm und 31,5 cm. Wie grof ist der Ldngenunterschied zwischen diesen
Stdben mindestens? Wie groR ist er hdchstens?
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8. Christian, Bdrbel und Anette messen jeweils einen Teil des Schulweges von
Anette. Bdrbel und Anette benutzen ein MeBband mit Zentimetereinteilung und
Christian den ,Landvermesserzirkel” seines GroBvaters. Bérbel rundet den gemes-
senen Wert auf 147,6 m, Anette gibt den ,genauen” Wert 73,48 m an. Christian er-
mittelt fir sein Teilstick 68 m.

a) Uberlege, wer sein Teilstiick mit sinnvoller Genauigkeit gemessen hat!
b) Ermittle die Lénge des Schulwegs von Anette mit sinnvoller Genauigkeit!

9. Der Kleingarten von Familie Schulz (vgl. Bild B 31) soll
neu eingezdunt werden. (a =b, d =%) Fir a und ¢ wer-

den folgende Langen gemessen:

a=227m, c=254m. b
Die StraRenfront (a) soll einen Holzzaun und die anderen d

drei Seiten einen Maschendrahtzaun erhalten.

Wieviel Meter Zaun missen von jeder Sorte gekauft wer-

den? Bild B 31

a

19 Multiplikation und Division von Ndherungswerten

Der Flicheninhalt eines rechteckigen Gartens soll ermittelt werden. Fiir Lange und
Breite wurden 32,4 m bzw. 22,3 m gemessen. Fiir den Flécheninhalt erhdlt man mit die-
sen gemessenen Werten:
A=324m-223m=72252m? Uberschlag: 30 m- 20 m = 600 m?
Denken wir daran, daB laut Vereinbarung (S. 90) fir die genauen Werte [ und b gilt:
32,35m=1(=3245m und 22,25m=b=22,35m,
erhalten wir fiir den genauen Wert des Produkts (- b:
32,35m-2225m=(-b=3245m"-22,35m
719,7875 m* < [ - b < 725,2575 m?
Das Ergebnis 722,52 m? tduscht fiir den Fldcheninhalt bei diesem Sachverhalt eine nicht
mogliche Genauigkeit vor. Die Eingangswerte haben je drei zuverléssige Ziffern. Wir
runden das Ergebnis auf drei Ziffern:
Der Fldcheninhalt des Gartens betrdgt 723 m?.
Bei der Multiplikation und Division von N&herungswerten gehen wir folgendermaRen
vor:

Regel 2:

— Denjenigen N&herungswert mit der geringsten Anzahl zuverléssiger Ziffern heraussuchen!
— Das Ergebnis auf diese Anzahl von Ziffern runden!

Die Nullen vor der ersten von Null verschiedenen Ziffer werden dabei nicht mitgezéhlt.

e 49 Uberpriife, ob der oben ermittelte Néherungswert 723 m? drei zuverldssige Ziffern
hat!
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= 46

® 50

Es sind die Ndherungswerte 1,51 m und 7,4 m miteinander zu multiplizieren.
1,51m-7,4m Nebenrechnung:
1,51-7.4 Da 7,4 m nur zwei zuverldssige
1057 Ziffern hat, ist das Ergebnis auf
604 11 m? zu runden:
11,174 A=11m?

Fiir die Ngherungswerte 16,4 und 2,5 soll der Quotient berechnet werden.
16,4:2,5 Nebenrechnung: 164 : 25 = 6,56
o
150
0
Der Quotient muB auf zwei Ziffern gerundet und
als Ergebnis 6,6 angegeben werden.

Das Volumen eines Quaders ist zu berechnen. Seine Lénge betréigt 17,5 cm, die
Breite ist halb so groB wie die Lénge, und die Héhe ist halb so groB wie die
Breite.
Lésung: a=17,5cm; b=175cm:2=8,75cm;
c=875cm:2=4,375cm
V=17,5cm-8,75 cm - 4,375 cm
Wir wissen, daR das Ergebnis auf drei Ziffern gerundet werden muR.
Berechnen wir zundchst a - b= 17,5 cm - 8,75 cm
Uberschlag: 17 - 10=170 Nebenrechnung:
17,5 -8,75
1400
1225
875
153,125
Dieses Zwischenergebnis runden wir auf 153,1 cm? also so, daR es eine Ziffer
mehr hat, als die Regel 2 verlangt. Dann rechnen wir weiter:
(a-b):c=153,1cm?- 4,375 cm
Uberschlag: 150 - 4 = 600 Nebenrechnung:
153,1 - 4,375
6124
4593

10717
7655

669,8125

Fiir das Volumen des Quaders erhalten wir also: V=670 cm?.

Berechne das Volumen des Quaders aus Beispiel B 48! Runde nur das Endergebnis
und nicht das Zwischenergebnis! Vergleiche dein Ergebnis mit dem in Beispiel
B 48 berechneten!

Um ein sinnvolles Ergebnis zu erhalten und unnétigen Rechenaufwand zu vermeiden,
kann man Zwischenergebnisse so wie in den Beispielen B 45 und B 48 gezeigt, runden.
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Dabei behdlt man jeweils eine Stelle bzw. Ziffer mehr bei als die Regeln 1 bzw. 2 emp-
fehlen.

Wenn in einer Aufgabe periodische Dezimalbriiche auftreten, so missen wir diese run-
den, bevor wir rechnen kénnen. In diesem Fall kénnen wir die Genauigkeit der Né&he-
rungswerte immer weiter verbessern, indem wir mehr Dezimalstellen beriicksichtigen.
Haben wir uns fiir einen Ndherungswert entschieden, richten wir uns nach den Regeln 1
bzw. 2.

® 49 Das Produkt 7,3 - 1,36 soll berechnet werden.
a) Wahlen wir fiir beide periodische Dezimalbriiche N&herungswerte mit zwei zu-
verldssigen Ziffern, so erhalten wir:
73:136=~73-14 Nebenrechnung: 7,3 - 1,4
73
292
10,22
Da das Ergebnis in diesem Fall nach Regel 2 auf zwei Ziffern zu runden ist, er-
halten wir:
73:136=10
b) Wdhlen wir Ndherungswerte mit drei zuverléssigen Ziffern, so erhalten wir:
73-1,36~7,33-1,36 Nebenrechnung: 7,33 - 1,36
733
2199
4398
9,9688
Also: 7,3+ 1,36~ 9,97

® 51 Berechne das Produkt 7,3 - 1,36 mit Hilfe von Né&herungswerten mit vier zuverlds-
sigen Ziffern!
Erkennt man zu periodischen Dezimalbriichen gehérende gemeine Briiche, so rechnet
man mit diesen gemeinen Briichen und erhdlt den genauen Wert des Produktes als ge-
meinen Bruch.
m 50 Fiir-die Zahlen aus dem Beispiel B 49 gilt:
= 22 == _ 15
7.3= 3 und 1,36= "
Damit gilt fiir das Produkt

Aufgaben
1. MiR Lange und Breite deines Tisches und berechne den Flacheninhalt!

2. MiB Lénge und Breite der Grundfliche eines Zimmers und berechne deren Fl&-
cheninhalt!

3.  Die Masse der 14 Bldtter eines Rechenheftes wurde mit einer Briefwaage be-
stimmt. Der abgelesene Wert lag zwischen 33 g und 34 g. Welche Masse hat ein
Blatt dieses Heftes? Gib das Ergebnis mit sinnvoller Genauigkeit an!

7 [000608]
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10.

1.

12

13.

14.

Familie Meier will im Wohnzimmer und im Kinderzimmer den FuBboden neu strei-
chen. Beide Zimmer haben eine rechteckige Grundflache. Das Wohnzimmer ist
4,5 m lang und 4,2 m breit. Das Kinderzimmer ist 4,2 m lang und 3,8 m breit. Wie-
viel Buchsen Farbe werden benétigt, wenn eine Biichse fiir 6 m? bis 7 m? reicht?

Ein Zimmer hat folgende Abmessungen: 8,4 m; 5,4 m; 3,7 m. Ermittle den Raumin-
halt!

* Die Kantenléinge eines Wiirfels wurde mit 8,3 cm gemessen. Berechne Oberfl&-

cheninhalt und Volumen dieses Wiirfels!

Ein Kérper hat ein Volumen von 6,3 cm? und eine Masse von 14,3 g. Berechne die
Dichte dieses Kérpers! Aus welchem Material kénnte er bestehen?

Bei einem erwachsenen Menschen betrégt ungefdhr: die Ldnge des Kopfes l, die

Lénge des Oberktsrpers — die Brustweite —-, die Hondldnge die Ldnge des

10 .
Unterarms —, die Fuf&lange , die Schulterbrene — der Gesamtldnge.

a) Berechne nach diesen Anguben die Ldnge der einzelnen Kérperteile eines
Menschen, der 1,80 m groB ist!

b) MIR deine KérpergréBe! Errechne damit die Lénge der einzelnen Kérperteile
und vergleiche mit gemessenen Werten!

Berechne dos Durchschnittsolter einer FuBbaollmannschoft, bei der vier Spieler
22 Jahre, drei Spieler 21 Jahre, ein Spieler 24 Jahre, ein Spieler 25 Jahre und zwei
Spieler 23 Jahre alt sind!

Eine GPG baut auf 2,5 ha Erdbeeren an. Es wurden 206 dt Erdbeeren geerntet. Wie
groB war der Hektarertrag?

Ein rechteckiges Weizenfeld ist rund 920 m lang und 670 m breit. Auf diesem Feld
kann mit einem durchschnittlichen Hektarertrag von 48,7 dt Weizen gerechnet
werden. Wie groR ist der voraussichtliche Gesamtertrag auf diesem Feld?

24 | Saft sollen in 0,7-l-Flaschen abgefiillt werden. Wieviel Flaschen werden bend-
tigt?

Berechne! Runde die Ergebnisse so, daR sie die gleiche Anzahl von Stellen haben
wie die jeweiligen endlichen Dezimalbriiche! Uberlege gut, welchen Néherungs-
wert du jeweils fiir den periodischen Dezimalbruch wdhlst! =

a) 3,75+ 12,87 b)4,525+436 c)125-6,8 d)9,47:0,75

a) Arbeite mit 4ziffrigen Naherungswerten!

37,57 + 38,48; 131,8 - 12,8
b) Arbeite mit 3ziffrigen N&herungswerten fiir die periodischen Dezimalbriiche!
3,85:2,74; 0,8 33,257; 37,482:0,38

c) Arbeite mit 3ziffrigen N&herungswerten fiir die periodischen Dezimalbriiche!
4,27 +12,4; 12,8 - 6,53; 1358:4,4
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Zusammenfassung

Treten in Sach- und Anwendungsaufgaben Naherungswerte auf, ist folgendes zu beachten:
I. Mit welcher Genauigkeit ein Resultat anzugeben ist, héngt oft von der Aufgabenstellung ab.

Ist aus der Aufgabenstellung nicht direkt ersichtlich, wie genau das Ergebnis anzugeben ist,
runden wir das Ergebnis nach folgenden Regeln:

Regel 1: Bei Addition und Subtraktion von Ndherungswerten
— denjenigen Naherungswert heraussuchen, bei dem die letzte zuverldssige Ziffer
am weitesten links steht!
- Ergebnis auf diese Stelle runden!

Regel 2: Bei Multiplikation und Division
— Néherungswert mit der geringsten Anzahl zuverléssiger Ziffern heraussuchen!

— Ergebnis auf diese Zahl von Ziffern runden!

Handelt es sich bei GrbBenangaben nicht um Naherungswerte, wird mit den genauen Zahlen-
angaben gerechnet und nicht gerundet.

Aufgaben zur Ubung, Vertiefung und Wiederholung

2 Dividiere die Summe von %, %. % und % durch das Produkt dieser Zahlen!

2. Schreibe kiirzer (ohne Worte) und berechne das Ergebnis!
a) Addiere zu 0,43 das Produkt aus 2,74 und 0,3!
b) Subtrahiere 4,2 vom Produkt der Zahlen 0,73 und 22,2!
c) Multipliziere die Summe der Zahlen 2,35 und 7,2 mit der Differenz der Zahlen
21,3 und 0,7!

3. Zu welcher Zahl muB man 25,4 addieren, um das 2,5fache von 15,1 zu erhalten?

4. Ubertrage in dein Heft und fiille aus!

X y x+ylx—yly+xly=-x[x-y |x(x+y)|x:y
1
4? 2,6
5
56 7
42 (39
1
57 4,5
14
3 a
15 |0

Berechne, wenn méglich im Kopf!

A ) @) .

N|w wn
w|N N =
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6.1

13

14.

a*12-45 o % .38 €)37,7:37

b 135 &) @5-68)23 ) 12-@T+35)
Um wieviel ist die Summe der Zahlen % und % gréBer als ihre Differenz?

Um wieviel ist die Differenz der Zahlen 3,75 und % kleiner als ihre Summe?

Fur welche gebrochenen Zahlen x entsteht eine wahre Aussage?

_4 gl 3 e
o)x-O,B—F b)x-2—2 c)4 X<

1 7. _ l__=_
d)x—O,S—? e)g.x—7 f)x+3 5

99
g)3:x>4 h)x+1—03<1
Ein Beutel Rasensamen reicht fiir 15 m2. Wieviel Beutel benétigt man fiir eine
11,5 m breite und 32,4 m lange rechteckige Rasenfléche?

Das Klassenzimmer der 6a soll renoviert werden. Es hat einen rechteckigen

GrundriB, ist 5,30 m breit, 8,40 m lang und 3,10 m hoch.

a) Die Decke soll mit Latex gestrichen werden. Eine Biichse reicht bei einmaligem
Anstrich fiir eine Fléiche von 6 m2. Wieviel Biichsen missen gekauft werden,
wenn zweimal gestrichen werden muR?

b) Fir das Auslegen des FuBbodens steht 1,20 m breiter PVC- Belog zur Verfi-
gung. Wieviel Meter werden davon benétigt?

c) Tapete ist 53 cm breit, und eine Rolle enthdlt 10,0 m. Wieviel Rollen werden be-
nétigt, wenn 4,80 m Breite fiir Tur und Fenster beriicksichtigt werden?

d) Berechne den Rauminhalt dieses Zimmers!

Glas hot eine Dichte von 2, 6 g . Welche Masse hat eine 3,60 m breite, 2,10 m
hohe und 12 mm dicke Schoufensterschelbe?

Bei der Rekonstruktion eines Stadions werden auch die Sprunggruben mit neuem
Sand gefiillt. Dafiir werden 6,5 m® Sand benétigt. (Dichte 1,6 %)

Wie oft muB ein LKW mit einer Ladefdhigkeit von 3 t fahren, um den benétigten
Sand in das Stadion zu transportieren?

Ein Mauerziegel ist 24 cm lang, 11,5 cm breit und 7,1 cm hoch. Berechne die

Masse! (Dichte 1.8 —9—3)
cm
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Planimetrie

Zur Wiederholung

1 Ebene Figuren

Viele Gegensttinde kann man gut beschreiben, wenn man einige haufig vorkommende
geometrische Figuren kennt (7 Bild C 1).

Bild C 1

S
£
[

Geraden, Dreiecke, Rechtecke und Kreise sind Beispiele fiir ebene Figuren, denn alle
ihre Punkte liegen in ein und derselben Ebene. Kérper wie Quader und Zylinder sind
nichtebene Figuren (7 Bild C 2).

Bild C 2
Ebene Figuren Nichtebene Figuren
Rechteck  Dreieck Kreis Winkel Wiirfel Pyramiden Zylinder
¢\ LA
QO «4
Gerade P Quader Kegel Kugel

Strecke 0 7
e 4 )
A 2‘\45 7

. 0
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Figuren einer Ebene werden in der ebenen Geometrie oder Planimetrie’ untersucht.

Schon vor 2500 Jahren bezeichneten griechische Gelehrte die Untersuchungen der Lage von Strek-
ken, Winkeln, ebenen Figuren und die Messung ihrer Léngen bzw. Flécheninhalte mit dem Wort
Geometrie. Sie selbst hatten Kenntnisse aus Agypten wie auch Mesopotamien (dem Gebiet des heu-
tigen Staates Irak) iibernommen. In diesen Léndern traten Jahr fiir jahr Uberschwemmungen auf,
wodurch die Grenzmarkierungen der am Ufer gelegenen Acker regelmdRig weggespiilt wurden.
Nach dem Riickgang des Hochwassers mufiten dann Landvermesser diese Felder unter Beriicksich-
tigung der bestehenden Besitzverhaltnisse neu vermessen. So hatten Naturereignisse und die damit
verbundene Notwendigkeit der Vermessung von Feldern zur Herausbildung geometrischer Erkennt-
nisse gefihrt und im weiteren die wissenschaftliche Arbeit angeregt.

® 1 Der FuRBboden eines Zimmers soll vollstandig mit quadratischen Teppichfliesen
ausgelegt werden. lhre Seitenldnge betragt 30 cm (im Bild C 3 der besseren Er-
kennbarkeit wegen stark vergréBert). Wieviel Teppichfliesen werden benétigt?

In der Planimetrie vergleicht man Figuren miteinander. So kann man z. B. zwei solcher
Teppichfliesen genau aufeinander legen (miteinander zur Deckung bringen).

®2 DasBildC4 zeigt ein Kuchenblech mit Keksen.
a) Welche Kekse lassen sich genau aufeinander legen?
b) Wieviel verschiedene Formen wurden zum Ausstechen der Kekse verwen-
det?

In der ebenen Geometrie untersucht man auch Eigenschaften von Figuren.

800 O
0@0 l@ 2

Bild C3 BildC4

® 3 a) Fiir welche Figuren im Bild C 4 braucht man nur Strecken zu zeichnen?
b) Welche Figuren im Bild C 4 sind axialsymmetrisch?

Wir wissen: Eine Figur ist axialsymme-
trisch, wenn bei einer Spiegelung an einer
geeigneten Geraden diese Figur sich
selbst als Bild hat (7 Bild C 5).

Strecken sind besonders einfache axial-
symmetrische Figuren. Die Symmetrie-

achse m der Strecke AB im Bild C6 Bild C5

1) planimetrie (lat.-griech.)-Fléchenmessung; Geometrie (griech.)-Erdmessung
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schneidet AB im Punkt M, dem Mittel-
punkt der Strecke AB. Er ist von A und B
gleich weit entfernt, d. h., es ist AM = MB.
m steht auBerdem auf der Geraden AB
senkrecht. Man nennt m die Mittelsenk-

rechte der Strecke AB. BldiCE
@ 4 Wieviel Symmetrieachsen hat ein gleichseitiges Dreieck?
Aufgaben
1. Gib fiinf ebene und fiinf nichtebene geometrische Figuren an!
2. a) Gib die Punkte O, P, Q, Rim Bild C 7 durch geordnete | [
Zahlenpaare an! | 7
b) Gib ebenso drei Punkte an, die zwischen O und Q lie- . /
gen! R QT
c) Gib zwei Punkte an, die auf OQ liegen, aber nicht auf
oQ!
d) MiR die Léngen der Strecken OP, OQ, OR, PQ, PR )
und QR!
_e) Gib zwei Punkte an, durch die eine zu PO parallele Ge- o iillleliaas
rade geht! y SEEEREI
f) Gib zwei Punkte auf einer zu PO senkrechten Geraden Bild C7
- an!

3.  Zeichne Strecken folgender Ldngen!
a) RS=5,8cm b)KL=1,35dm c)PQ =43 mm

4.  Zeichne Winkel o= 152°, B =41°, y=90° und J = 130°!
Welcher ist ein spitzer, ein stumpfer, ein rechter Winkel?

5. a) Zeichne ein Dreieck ABC! Zeichne durch C die Parallele zur Geraden AB!
b) Zeichne ein Rechteck ABCD! Zeichne einen Punkt P so, daR DP Il AC ist!

6. Ist M Mittelpunkt der Strecke AB (. Bild C 8)? Begriinde!
7 Ist m Mittelsenkrechte der Strecke AB (- Bild C 9)? Begriinde!

(a) (b)]lc) M (d)
B o
/ A\ \
M —_— 8
% BA B M
BildC8
(a) (b) (c) (d)
8 B " A
mn *}3
m
A
A A 8 g

BildC9
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8.  Zeichne eine 6,2 cm lange Strecke AB und ihre Mittelsenkrechte m!

9.  Zeichne einen Kreis mit dem Radius 5 cm und Punkte A, B, C, D und E auf der
Kreislinie! Verbinde jeweils zwei der Punkte durch eine Gerade!
Wieviel Geraden hast du gezeichnet?

2 Verschiebungen, Spiegelungen und Drehungen

Muster auf Tapeten, Teppichen und Wandfliesen erhdlt man héufig dadurch, daB man
die Bilder einer Figur bei Verschiebungen, Spiegelungen bzw. Drehungen aneinander-
reiht (- Bild C 10).

® 5 Beschreibe, wie man im Bild C 10 aus der Teilfigur 1 die Teilfigur 2 bzw. die Teilfi-
gur 4 erhalten kann!

Y | A m 7 A
NN o e
VAV c
SANGZH FERSH W/
L1, / ) SN
3 (&) Vs Q ES F6 6
. 3 "
: [ 7 O
@ ('] h l' K l(
N N
1 2| 3 4 5 6 ‘
" - " ’ J Bild C 10

Die uns bereits bekannten Verschiebungen, Spiegelungen und Drehungen einer Ebene
sind Beispiele fiir Abbildungen. Bei diesen Abbildungen wird jedem Punkt P der Ebene
(jedem Originalpunkt) ein Punkt P’ (sein Bildpunkt) zugeordnet.

® 6 Beschreibe fiir das Bild C 11, wie du die Bilder der Eckpunkte finden wiirdest
a) vom 5-Eck ABCDE bei der Spiegelung an der Geraden g,

| | | |
Bild C 11a Bild C 11b Bild C 11c
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b) vom Rechteck ABCD bei der Verschiebung PQ,
c) vom Quadrat ABCD bei der Drehung um M um 90°!

Bei der Verschiebung AB ist fiir jeden Punkt P der Verschiebungspfeil PP’ ebenso lang
wie AB und mit AB gleichgerichtet.

Bei der Spiegelung an einer Geraden g ist g Mittelsenkrechte zu jeder Strecke PP’ (falls

P nicht zu g gehért), und fir jeden Punkt Q von gist Q'= Q.

Bei der Drehung um einen Punkt M mit dem Drehwinkel o

— sind jeder Punkt P und sein Bild P’ vom Drehzentrum M gleich weit entfernt
(WP = P,

— hat der Winkel, der vom Strahl MP bei Linksdrehung bis zur Lage des Strahls MP’
iberstrichen wird, die GréRe a,

— und es ist M'=M.

® 7 Ermittle das Bild des Sechsecks ABCDEF (7 Bild C 12) bei der jeweiligen Abbil-
dung! Ergéinze in der zugehdrigen Tabelle die fehlenden Zahlenpaare!

Punkt | P4 | ol )| M )] Jac )8y ]er ..

Bildpunkt | j I §'( )I l | I

a) Verschiebung PQ  b) Spiegelung an g c) Drehung um M um 90°

i 0 N I
F |

8 *q
i |
ol 4 [ [ | & 10 |

= —
_T‘ P |

X

Bild C 12 Bild C 13

AuRer Verschiebungen, Spiegelungen und Drehungen gibt es noch andere Abbildungen.
So sind die Schatten im Bild C 13 die Bilder von Gegenstdnden (des Geldnders, des La-
ternenpfahls) bei einer Abbildung, die man Projektion nennt. Bei dieser Projektion wer-
den Punkte des Raumes auf eine Ebene (die Fahrbahnfléche) abgebildet.

Im Bild C 14 liegen die Bilder der Punkte A, B, C, ...
einer Ebene samtlich auf einer Geraden g.
Auch das nennt man eine Projektion.

Bild C 14
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Bei der folgenden Tabelle sind die Ausgangswerte (die Originale) und die zugeordneten
Werte (die Bilder) keine Punkte. Dennoch kann man auch hier von einer Abbildung spre-
chen.

Umfang eines Rechtecks (in cm) I 8 | 10 I 1ol 12 | 16
Flécheninhalt dieses Rechtecks (in cm?) I 3 | 4 l 6 | |

® 8 a) Wie lang sind die Seiten der Rechtecke, fiir die die Wertepaare in der Tabelle
stehen?
b) Ergéinze die Tabelle!

Man kann die Tabelle nicht ,eindeutig” ergénzen, es gibt verschiedene Maglichkeiten.
Rechtecke mit gleichem Umtang kénnen ndmlich verschiedene Fldcheninhalte haben.

® 9 q) Karin behauptet, so etwas kénne bei Verschiebungen, Spiegelungen und Dre-
- hungen nicht vorkommen. Bei diesen Abbildungen hat kein Punkt mehrere Bild-
punkte. Hat Karin recht?
b) Gibt es bei einer Verschiebung Punkte, die mehrere Originalpunkte haben?
¢) Wie steht es mit diesen Eigenschaften bei Spiegelungen und Drehungen?

»1

Wegen der Eigenschaft (1) nennt man Verschiebungen (Spiegelungen, Drehungen) auch
eindeutige Abbildungen. Die Abbildung

.Umfang von Rechtecken — Flacheninhalt dieser Rechtecke”
hingegen ist nicht eindeutig. Hat eine eindeutige Abbildung sogar die Eigenschaft (2), so
bezeichnet man sie als umkehrbar eindeutig oder eineindeutig. Verschiebungen, Spie-
gelungen und Drehungen sind eineindeutige Abbildungen.

® 10 Erléutere, daB die Projektion (7 Bild C 14) keine eineindeutige Abbildung ist!

Aufgaben

1 Gib die Koordinaten der Bildpunkte von A, B, C, D, Eund F
aus dem Bild C 15 bei folgenden Abbildungen an!
a) Spiegelung an g
b) Verschiebung PQ y 9
c) Drehung um C um 90°

2. Zeichne in ein Koordinatensystem die Punkte Q
A(2;1),B8(4,2),C(56), D(1,7), E®B1)
und F (8; 8)!
Ermittle das Bild des Vierecks ABCD bei der
a) Verschiebung AC,
b) Spiegelung an EF,
c) Drehung um C um 90°! ol 11 T 7T5s 10 I'x

Bild C 15

= |
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3. Entscheide fiir die Bilder C 16a—c jeweils, ob A’B’C’D’ das Bild von ABCD bei ei-
ner Drehung, Verschiebung oder Spiegelung ist! Begriinde!

LA Y O vy |l vy | [
o clef [ o0 _Jo clo ¢ _|o cls A
TR =

A 8B A A 8| A B A B[ C 0'
1 - —— 1 1

[ ] L 1
o[ 111715 x o] 1 5 x 0] 1 5T TTx

Bild C 16a Bild C 16b Bild C 16c

4. Zeichne ein Dreieck EFG mit einem rechten Winkel bei £! Zeichne das Bild des
Dreiecks bei den folgenden Abbildungen!
a) Verschiebung EF  b) Drehung um £ um 150°
c) Spiegelung an der Geraden h, die durch E geht und parallel zu FG ist.

3 Eigenschaften von Verschiebungen, Spiegelungen
und Drehungen

Das Bild eines Vierecks bei einer Verschiebung, Drehung oder Spiegelung kénnen wir

bekanntlich zeichnen, wenn wir die Bilder der Eckpunkte des Vierecks kennen (wie z. B.

im Bild C 16), denn es gilt:

»2

Bei der Konstruktion von Bildfiguren kann man aber auch andere Eigenschaften dieser
Abbildungen ausnutzen.

® 11 Ute hat das Bild des Dreiecks ABC bei
der Verschiebung PQ gezeichnet
(~ Bild C 17). Wie hat sie B’ gefunden?
Welche Eigenschaften der Verschie-
bung hat sie verwendet?

Bild C 17

Die betrachteten Abbildungen haben einige Eigenschaften gemeinsam.

® 12 Welche der folgenden Eigenschaften haben Verschiebungen, Spiegelungen bzw.
Drehungen? Welche Eigenschaften haben sie gemeinsam? Betrachte dazu das
Bild C 18 (7 S. 108)!
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Bild C 18

(a) Jede Strecke PQ ist ebenso lang wie ihre Bildstrecke P'Q".

(b) Das Bild jeder Geraden ist eine Gerade.

(c) Jede Gerade ist zu ihrer Bildgeraden parallel. ‘

(d) Sind Geraden g und h zueinander parallel, so sind auch ihre Bildgeraden g’
und h’ zueinander parallel.

(e) Jeder Winkel o hat als Bild einen zu ihm gleich groBen Winkel o’.

(f) Sind Geraden g und h zueinander senkrecht, so sind auch ihre Bildgeraden g’
und h’ zueinander senkrecht.

(g) Jede Gerade ist zu ihrer Bildgeraden senkrecht.

Aufgaben

A

Zeichne die Punkte: A(2; 1), B(5; 1), C(5;4) und D(3; 4) in ein Koordinatensy-
stem!

Gibt es eine Verschiebung, Drehung oder Spiegelung, fiir die folgendes gilt?

a) A'(6;2), B'(9;2) b)A’(2;3), C'(3;4)

c) B'(6;1), D'(8:4) d)C'(5:4), D'(5;6)

Zeichne ein Rechteck ABCD mit AB =6 cm und BC =3 cm! Konstruiere das Bild
von ABCD bei den folgenden Abbildungen und begriinde jeweils dein Vorge-
hen!

a) Spiegetung an AC b) Verschiebung AC
c) Drehung um A mit dem Drehwinkel 90°

Stadtwappen sind oft axialsymmetrische Figuren.
Das Bild C 19 zeigt die Hélfte des Wappens von
SalRnitz.

Zeichne das vollstdndige Wappen in dein Heft!
Was stellt es dar? Welche Eigenschaften der Spie-
gelung hast du verwendet?

BildC19 L

Welche der folgenden Eigenschaften haben Verschiebungen, Spiegelungen bzw.
Drehungen? Welche haben sie gemeinsam?

(1) Das Bild jedes Strahls ist ein Strahl.

{2) Das Bild jedes Kreises ist ein Kreis.

(3) Es gibt eine Gerade, die auf sich selbst abgebildet wird.

(4) Es gibt Punkte, die sich selbst als Bild haben.
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5. Zeichne in ein Koordinatensystem die Punkte A (3; 4), B(1; 3), C (4; 1), D (6; 2) und
E (6; 6)! Zeichne das Dreieck ABC und die Gerade DE!
Ermittle das Bild A’B'C’ des Dreiecks ABC bei der Spiegelung an der Geraden
DE!
Ermittle danach das Bild A”B"C” des Dreiecks A’B'C’ bei der Verschiebung DE !
Vergleiche die Dreiecke ABC und A”B”C"” miteinander!

Bewegung und Kongruenz

4 Nacheinanderausfiihrung von Verschiebungen,
Spiegelungen und Drehungen

@ 13 Beschreibe, wie man im Bild C 20 die Teilfigur 1 abbilden kann auf die Teilfigur
a) 3, b) 5, c) 6!

Im Bild C 20 findet man keine Spiegelung,
Verschiebung oder Drehung, die die Teilfi-
gur 1 auf die Teilfigur 6 abbildet. Fihrt
man jedoch die Verschiebung AG und die
Spiegelung an’m nacheinander aus, dann
wird die Teilfigur 1 auf die Teilfigur 6 ab-

gebildet. sgco @ L[ O]

Verschiebung Spiegelung Nacheinanderausfiihrung
v=AG sanm von vund s

punki | Bildpunkt punkt | Bitdpunke Punkt Bildpunkt
A G G Q A Q

B H H S B S

Cc i i R C R

Durch Nacheinanderausfiihrung von Spiegelungen, Verschiebungen oder Drehungen
erhalt man Abbildungen, die auch jedem Punkt eindeutig einen Bildpunkt zuordnen und
die ebenfalls umkehrbar eindeutig sind.

@ 14 Nenne das Bild von A, B, C und D
(-~ Bild C 21) bei der Nacheinanderaus-

fihrung

a) der Verschiebung AE und der Spie-
gelung an g,
b) der Spiegelung an g und der Ver-

schiebung AE!

Lege jeweils eine Tabelle (wie oben)}
Bild C 21

an! Was stellst du fest?
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Aufgaben

1.

Beschreibe fiir die Bilder C 22a—c, wie durch Nacheinanderausfiihrung von Ver-
schiebungen, Drehungen oder Spiegelungen die Figur U auf die Figur V abgebil-
det werden kann! Lege Tabellen an!

Q. ol
I CF‘{‘ fl e JF i
| 3 F Elol (e DL
_ G --u y' AJ\ 7%
B o R
1 PFC I I
El | A [ 1ol (0]
Bild C 22a Bild C 22b Bild C 22¢

Zeichne die Punkte A (1; 1), B(3; 1), C(1; 4), D(3; 3), £(5; 1) und F (5; 6) in ein Ko-
ordinatensystem!

Ermittle das Bild des Dreiecks ABC bei der folgenden Abbildung! Lege Tabellen
an!

a) Nacheinanderausfiihrung der Verschiebung AD und der Spiegelung an EF

b) Nacheinanderausfithrung der Spiegelung an EF und der Verschiebung AD

Zeichne unter Benutzung der Lochschablone die Punkte P (4), Q (5), R (10), S(14)
und T (15)! Zeichne das Bild des Dreiecks PQR bei der Nacheinanderausfiihrung
der Spiegelung an ST und der Verschiebung QR'!

Beschreibe, wie durch Nacheinanderausfiihren von Verschiebungen, Drehungen
oder Spiegelungen

a) das Fiinfeck F; auf das Fiinfeck F; (-7 Bild C 23),

b) das Viereck F, auf das Viereck £, (7 Bild C 24)

abgebildet wird!

Lege jeweils eine Tabelle an!

el | o]
Fy ¢
A B
G
_
1
N il — =
MiEEE K J ol

Bild C 23 Bild C 24
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5 Bewegung und Kongruenz von Figuren

e 15 a) Beschreibe, wie man auf die Fahrbahn einer Strae mehrere gleichartige Mar-
kierungen mit Hilfe einer Schablone aufbringen kann!
b) Warum braucht man fir das Zu- L
schneiden der Armel einer Bluse [ A P
nur ein Schnittmuster (Bild C 25)? (/ N
- (O
\

Wie muB man den Stoff falten,
damit man das Schnittmuster nur
einmal aufzulegen braucht?

Bild C 25

Wir kennen (1) Verschiebungen, (2) Spiegelungen, (3) Drehungen und (4) Abbildungen,
die man erhdlt, wenn man Verschiebungen, Drehungen oder Spiegelungen nacheinan-
der ausfihrt.

Wendet man eine der Abbildungen (1) bis (4) auf eine Figur Fan, dann sieht die Bildfigur
F’ genauso aus wie die Originalfigur F. Wiirde man F ausschneiden, dann kénnte F mit
F’ zur Deckung gebracht werden.

In der Mathematik nennt man die Abbildungen (1), (2), (3) und (4) Bewegungen.

Ferner legt man fest:

»3 DEFINITION: Eine Figur F; heiBt kongruent (deckungsgleich) zu einer Figur F, wenn es
eine Bewegung gibt, die Fy auf F, abbildet.

Man schreibt dafiir kurz F, = F, (lies: F; ist kongruent zu F)).
Im Bild C 26 gilt beispielsweise:

¢ h i k
Figur 2 = Figur 4, denn die Verschiebung AC bildet 199 3 b
die Figur 2 auf die Figur 4 ab (es gibt also eine Be- mm
wegung, die Figur 2 auf Figur 4 abbildet). A 8 (8
Im Bild C 26 gilt auch: @ "
Figur 2 = Figur 8, denn die Nacheinanderausfiih- 5 = - =
B

rung der Verschiebung AC und der Spiegelung an
m bildet die Figur 2 auf die Figur 8 ab. ild C 26
Ahnlich kann begriindet werden, daB Figur 4 = Fi- ==

S

gur 2 und Figur 8 = Figur 2 ist. A B | | (KL

Allgemein gilt: Wenn F; = F,, so auch F, = F;. ) I &

Man liest deshalb F; = F, auch ,f; und F; sind zuein- ‘rE ;-" | T4

ander kongruent”. ﬁ o=

® 16 a) Begriinde, daB im Bild C 26 die Figuren 1 (G: 1 Ty N M|
und 7 (1 und 8; 2 und 7) zueinander kon- L_ ] 6 o v
gruent sind!

b) Welche Figuren im Bild C 27 sind zueinan-
der kongruent? Gib zugehdrige Bewegun- .
gen an! Bild C 27

o

| o o
<
1=

EEEFERE
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o 2

Bild C 28 Industrieroboter

Wir haben nur Bewegungen einer Ebene kennengelernt. Man kann auch réumliche Be-
wegungen betrachten und die Kongruenz fir rgumliche Figuren erkldren.

Industrieroboter (7 Bild C 28) miissen ein bestimmtes Bauteil F mitlimetergenau an die dafiir vorge-
sehene Stelle F’ bringen. Dazu muR dieses Bauteil beispielsweise im Raum verschoben und gedreht
werden.

Gleichartige Trinkgldser, Vasen, Gehwegplatten, Autoteile usw. sind ,zueinander kongruent”. Zu
ihrer Herstellung verwendet man in der Industrie oft vorgefertigte Formen.

Aufgaben

1 Gib Bewegungen an, bei denen die Figuren 2 bis 6 Bilder der Figur 1 sind (-~ Bild
C 29)!

2. a) Zeichne mit der Lochschablone die Punkte A (8), B(10), C (15), D (14) und E (18)!
Zeichne das Rechteck ABCD!
b) Ermittle das Bild von ABCD bei der Nacheinanderausfiihrung der Verschiebung
AC und der Spiegelung an DE!
c) Vergleiche ABCD mit der Bildfigur!

3. Im Bild C 31 gilt jeweils F; = F,. Begriinde!
4. a) Welche Figur im Bild C 30 ist kongruent zum Viereck 1?
b) Welche Bewegung bildet das Viereck 1 auf diese Figur ab? Uberlege vorher,

welcher Punkt das Bild des Punktes A (8, C, D) sein wird!
c) Lose die Aufgabe fiir Figur 3!
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AL | Bild C 29

1 2 V. I [

A 8 | C

m |
4 | »(;}j
5 6\
ht— t :
i { + | Bild C 30

6 Eigenschaften von Bewegungen

In der Lerneinheit C 3 haben wir gemeinsame Eigenschaften der Verschiebungen, Spie-
gelungen und Drehungen kennengelernt:

— Jede Strecke hat als Bild eine gleich lange Strecke.

— Die Bildgeraden zweier paralleler Geraden sind parallele Geraden.

Bewegungen haben diese Eigenschaften auch.

® 17 Priife, ob folgende Eigenschaften fiir jede Bewegung gelten!
a) Die Bildgeraden zweier zueinander senkrechter Geraden sind stets zueinander
senkrecht.
b) Eine Strecke und ihr Bild sind ~ ° ¢
stets zueinander parallel.

Wenn wir das Bild einer Figur bei einer -

Bewegung konstruieren, nutzen wir Eigen- LY W/

schaften dieser Bewegungen aus. N

®m T Gesucht ist das Bild des Rechtecks
ABCD bei der Nacheinanderausfiih- N A o
rung der Spiegelung an g und der N
Verschiebung AC (~Bild C 32). A RiidaE
Man braucht z. B. nur A”, B”und C” !

nach der Abbildungsvorschrift zu ermitteln. D” kann man als Schnittpunkt der
Parallelen zu 8" C" durch A” und der Parallelen zu A”B” durch C” erhalten.

8 [000608]
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e 18 Im Beispiel C 1 wiirde es gentigen, nur A” und B” nach der Abbildungsvorschrift
zu konstruieren. Wie kénnte man dann vorgehen?

Mit Hilfe gemeinsamer Eigenschaften aller Bewegungen kann man oft schnell feststel-
len, daB zwei gegebene Figuren nicht kongruent zueinander sein kdnnen. Dazu ist zu
tiberlegen, daB es keine Bewegung gibt, die eine der Figuren auf die andere abbildet.

m 2 Essoll begriindet werden, daR die Rechtecke F, und F, im Bitd C 33 einander nicht
kongruent sind.
Die Strecken AD, BC, EH, und FG sind gleich lang. Die Strecken AB und EF (bzw.
CD und GH) sind jedoch nicht gleich lang. Es kann also keine Bewegung geben,
die Fy auf F, abbildet.

A T Eﬂi
0 s
| | E
AA,JV £
Tttt
Bild C 33 BildC34 [

@ 19 Welche der Vierecke (a) bis (e) sind Bild des Trapezes ABCD bei einer Bewegung
(-~ Bild C 34)? Begriinde!

Strecken und Winkel sind spezielle Figuren. Fir Strecken haben wir festgestellt:
. Bei einer Bewegung hat jede Strecke als Bild eine zu ihr gleich lange Strecke.
Umgekehrt gilt auch:
Wenn zwei Strecken gleich lang sind, dann gibt es eine Bewegung, die die eine
Strecke auf die andere abbildet.
Dofiir kénnen wir nun auch sagen:

>4 SATZ: Einander kongruente Strecken sind glnlehumg und gleich langosweckan:ind
einander kongruent.

Als Lésung der Aufgabe ,Zeichne eine Strecke AB = a = 3 cm!” kann man viele Strecken
dieser Lénge zeichnen, aber alle diese Strecken sind einander kongruent.
Ebenso gilt fir Winkel:

»5 SATZ: Einander kongruente Winkel sind gluch gros, und gleich gvoke Winkel sind ein-
ander kongruent.

Bei zwei gegebenen Strecken bzw. Winkeln kann man demnach auch durch Messen
entscheiden, ob sie einander kongruent sind oder nicht.
Auch fiir andere Figuren kann man solche Entscheidungshilfen (,Kriterien”) finden.
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® 20 Zwei gleichseitige Dreiecke mit der 0 a c " . 6
Seitenlinge o=3cm sind immer
kongruent zueinander. a a
Gilt das auch fir gleichseitige Vier- 9 .
ecke (Flinfecke, Sechsecke, ...)
(-~ Bild C 35)? A a B8 E a F
Bild C 35

Aufgaben

1. ImBild C 36 ist g Il h. Ermittle das Bild D des Punktes B bei der Verschiebung AC!
Begriinde dein Vorgehen! Gib mehrere Mdglichkeiten an!

\/ |
o 4 —

1 ;)

Bild C 36 Bild C 37

2. a) Welche Strecke im Bild C 37 ist zur Strecke AB kongruent? Begriinde deine Be-
hauptung!
' b) Welche Strecken sind langer (kiirzer) als AB?

3. ABund CD seien Strecken gleicher Lénge, und es gelte ABIl CD. Nenne mehrere
Bewegungen, die AB auf CD abbilden!

4.  Gib Eigenschaften an, die zwar fiir jede Verschiebung gelten, jedoch nicht fiir jede
Bewegung!
5. Begriinde mit den in der Zusammenfassung genannten Eigenschaften von Bewe-
gungen die folgenden Aussagen!
a) Die Bilder von zueinander senkrechten Strecken sind wieder senkrecht zuein-
ander.
b) Ist g Mittelsenkrechte der Strecke AB, so ist g’ Mittelsenkrechte von A'B’.
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Zusammenfassung

Bewegung nennt man jede Verschiebung, Drehung bzw. Spiegelung sowie jede Nacheinan-
deraustiihrung derartiger Abbildungen.

Zwei Figuren Fy und F, heiBen kongruent zueinander (F1 = F), wenn es eine Bewegung gibt,
die F, auf F, abbildet.

Eigenschaften der Bewegungen

Original Bild

Gerade g = AB Gerade g’ = A'B’

Strecke AB Strecke A’B”, AB=A"B"

Winkel o Winkel a’; a = o’

Geraden gund h, gll h Geraden g’ und h’, g’ Il h*

Geraden gund h, g L h Geraden g und H, g’ L h’

Dreieck bzw. Viereck F Dreieck bzw. Viereck £’

Kreis K um M mit dem Radius r Kreis K’ um M’ mit dem Radius r'=r

Beziehungen zwischen Winkeln

7 Scheitelwinkel und Nebenwinkel

Gehen von einem Punkt zwei Strahlen aus, so gibt es zwei Winkel, die diese Strahlen als
Schenkel haben (7 Bild C 38). Von ihnen kann nur einer kleiner als 180° sein. Winkel,
die kleiner als 180° sind, kann man durch Punkte auf ihren Schenkeln bezeichnen: Ist B
der Scheitel des Winkels o (- Bild C 38a) und liegt A auf einem seiner Schenkel, C auf
dem anderen, so schreibt man fiir a auch ¢ ABC oder ¢ CBA.

® A ® Bild C 38 Bild C 3;

® 21 Zeichne zwei einander schneidende Geraden g und h! Bezeichne wie im Bild C 39
die Winkel und ermittle ihre GréBen!

aund y im Bild C 40 heiRen aund £im Bild C 41 heiRen
Scheitelwinkel. Nebenwinkel.

Sie haben den Scheitelpunkt gemeinsam.  Sie haben den Scheitelpunkt und einen
AuBerdem bildet jeder Schenkel des ei- Schenkel gemeinsam. Die anderen

nen Winkels mit einem Schenkel des an- Schenkel bilden eine Gerade.
deren Winkels eine Gerade.
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Bild C 40 'A Bild C 41

o ist Scheitelwinkel von y. o ist Nebenwinkel von S.
y ist Scheitelwinkel von a. B ist Nebenwinkel von a.

@ 22 Nenne fur die Figur im Bild C 39 alle Paare von
a) Scheitelwinkeln,
b) Nebenwinkeln!

»6 =

>

@ 23 Im Bild C 39 sind o und y Scheitelwinkel, und es gilt & = y. Somit gibt es eine Be-
wegung, die o auf y abbildet.
Gib eine solche Bewegung an!

»7

Ist ein Winkel ebenso groR wie seine Nebenwinkel, so ist es ein rechter Winkel.

® 24 a) Wie oft muB man im Auftrag C 21 nur messen, wenn man den Nebenwinkel-
satz anwendet?
b) Priife, ob die folgende Aussage wahr ist:
Wenn o + = 180° so sind o und 8 Nebenwinkel!

Vertauscht man in einem Satz die Voraussetzung mit der Behauptung, so spricht man
von -der Umkehrung dieses Satzes.

o

o und 8 sind Nebenwinkel o+ f=180°

o+ f=180° o und g sind Nebenwinkel.

Wie das Beispiel zeigt, ist die Umkehrung einer wahren Aussage nicht immer wahr. Des-
halb muB stets gepriift werden, ob die Umkehrung gilt.

@ 25 Bilde zu den folgenden Aussagen die Umkehrung! Entscheide, welche der erhalte-
nen Aussagen wahr sind!
a) Wenn x=3und y=2,s0 x+y=5.
b) Wenn a=90° und 8 =90° so o + 8= 180°.
c) a sei eine natiirliche Zahl. Wenn 41 q, so 21 a.
d) g, h, a und B liegen zueinander wie im Bild C 39. Wenn « ein rechter Winkel
ist, so ist o= f3.
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Aufgaben

1. Begriinde, weshalb man die Winkelpaare (a, ) und (y, d) im Bild C 42 nicht als
Nebenwinkel bezeichnen darf!

24 Ein Winkel eines Nebenwinkelpaares sei a) stumpf, b) spitz, c) ein Rechter. Was
fir ein Winkel ist jeweils der andere?

3. Ein Winkel eines Nebenwinkelpaares sei a) fiinfmal so groR wie der andere,
b) viermal so groR wie der andere. Gib die GroRe jedes dieser Winkel an!

Dl Oq 2 Xy

Bild C 42 Bild C 43 Bild C 44
Im Bild C 43 gelte a = 8. Was kannst du iiber y und d aussagen?

5. Stelle fiir das Bild C 44 alle Scheitelwinkelpaare zusammen!

6. Zeichne einen Winkel der angege- 7. Zwei Geraden schneiden einander

benen GréBe und einen Nebenwin- (Winkel o, B, y, d wie im Bild C 39).
kel B von a! Gib die GréRe von Die GréRe von o ist bekannt. Wie
an! groR sind die anderen Winkel?
o | 28° | 74° | 90° | 115° a 65° | 110°| 135° | 160°
s 11T 5

14

J

8. a) Zeichne einen spitzen Winkel und sein Bild bei der Drehung um seinen Schei-
telpunkt um 180°! Was stellst du fest?
b) Zeichne einen rechten Winkel und sein Bild bei der Spiegelung an einem seiner
Schenkel! Was stellst du fest?

9. Bilde die Umkehrung des Scheitelwinkelsatzes! Priife, ob sie wahr ist!
8 Sadtze iiber Winkel an geschnittenen Parallelen

® 26 Die GréRen der Winkel in den Bildern C 45a und b sollen ermittelt werden. Wie oft
muR man dafiir wenigstens messen?

h

Bild C 45
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Im Bild C 45 werden zwei Geraden (g und h) von einer dritten (s)
geschnitten. Auch die Winkel im Bild C 46 entstehen so. Dabei hei-
Ren o und S Stufenwinkel.

AuBer dem Paar (a; f8) gibt es noch drei weitere Paare von Stufen-
winkeln im Bild C 46. Sie sind gleichartig gekennzeichnet.

® 27 a) Gib alle Paare von Stufenwinkeln im Bild

€45 anl Bild C 46

b) Bei Stufenwinkeln liegen die Schenkel auf
den ,geschnittenen Geraden” (g und h)
auf derselben Seite der ,schneidenden Ge-
raden” (s). Dies ist auch bei den Winkeln y
und dim Bild C 47 der Fall. yund Jsind je-
doch keine Stufenwinkel. Was ist bei ih-
nen anders als bei ar und fim Bild C 46?

Im Auftrag 26 muB man beim Bild 45a mindestens zwei Winkel messen. Bei der Figur im
Bild 45b kommt man jedoch mit einer einzigen Messung aus, denn es gilt der
Stufenwinkelsatz: Gegeben sind zwei Stufenwinkel o und 8 mit g und h als ge-
schnittenen Geraden und s als schneidender Geraden.
Wenn gl hist, so ist o =g
Um diesen Satz zu beweisen, geniigt es, eine Bewegung anzugeben, die o auf £ abbil-
det. Weil g parallel zu h ist, ist die Verschiebung AB geeignet (7 Bild C 48).

Bild C 47

Voraussetzung: g Il h

Behauptung: o= f8

Beweis: Bei der Verschiebung AB gilt:
A hat als Bild 8.
g hat als Bild h.
AB hat als Bild AB. (Gerade in Verschiebungsrichtung)
Also hat or als Bild £.

Folglich ist & = 8, was zu beweisen war. Bild C 48

} (Eigenschaft der Verschiebung)

Wir merken uns den Stufenwinkelsatz in einer Kurzform:

T

Bild C 49

Liegen zwei Winkel an geschnittenen Geraden so wie o und £ im Bild C 49, so bezeich-
net man sie als Wechselwinkel. Insgesamt gibt es auch hier vier Paare, von denen im
Bild C 49 noch ein weiteres Paar gekennzeichnet ist.
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5
Bild C 50 Bild C 51

® 28 a) Die Schenkel auf den geschnittenen Geraden liegen bei Wechselwinkeln auf
verschiedenen Seiten der schneidenden Geraden. Auch bei den Winkeln y und
Jim Bild C 50 ist dies so. Jedoch ist (y; d) kein Wechselwinkelpaar. Was ist hier
anders als beim Wechselwinkelpaar (o; £) im Bild C 49?
b) Im Bild C 51 ist g Il h. Wie groR ist der Winkel y? Begriinde! (Hinweis: Benutze
dabei den Scheitelwinkel- und den Stufenwinketsatz!)

Allgemein gilt der Wechselwinkelsatz:
Gegeben sind zwei Wechselwinkel o und y mit g und h als geschnittene Geraden
und s als schneidende Gerade.
Wenn gl hist, soist a=y.

Ein Beweis dieses Satzes kann wie die Begriindung im Auftrag C 28 erfolgen:

Voraussetzung: gl h Bild C 52
Behauptung: a =y

Beweis: (-~ Bild C 52)

(1) Aus gl h folgt a = B. (Stufenwinkelsatz)

(2) Es gilt B = y. (Scheitelwinkelsatz)

Aus (1) und (2) folgt o =y, was zu beweisen war.

Wir merken uns den Wechselwinkelsatz in Kurzform:

»9

® 29 Bilde die Umkehrung a) des Stufenwinkelsatzes, b) des Wechselwinkelsatzes! Be-
nutze jeweils nicht die Kurzform, sondern die Wenn-so-Form!
Der Stufenwinkel- und der Wechselwinkelsatz haben wahre Umkehrungen.

® 30 Begriinde deine Antwort!
a) Im Bild C 53 ist a = 8 = 60°. Wie liegen die Geraden g und h zueinander?
b) Im Bild C 54 ist a =70° und B =110°. Wie liegen r und s zueinander?

Bild C 53 Bild C 54 Bild C 55

: \\‘f:E7 \D\’j
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Aufgaben
1.  Stelle fiir das Bild C 55 a) Stufenwinkelpaare, b) Wechselwinkelpaare zusam-
men!
2. Zeichne ein Dreieck ABC! Zeichne die Parallele zu AB durch den Punkt C! Kenn-
zeichne
a) Stufenwinkel,
b) Wechselwinkel!
3. Bezeichne und berechne alle
Winkel a) im Bild C 56a, b) im
Bild C 56b!
Bild C 56a Bild C 56b
4. Uberpriife, ob folgende Aussagen wahr oder falsch sind!
a) Haben zwei Winkel einen Schenkel gemeinsam, so sind sie Nebenwinkel.
b) Haben zwei Winkel einen Scheitel gemeinsam, so sind sie Scheitelwinkel.
c) Werden zwei Geraden von einer dritten (in verschiedenen Punkten) geschnit-
ten, so entstehen Stufen- und Wechselwinkel.
d) Sind zwei Stufenwinkel gleich groB, so sind die geschnittenen Geraden nicht
zueinander parallel. ’
5.* Im Bild C 57 ist & =72° R ist 1,5mal so groR wie jeder seiner Nebenwinkel. Be-
weise, daR die Geraden g und h zueinander parallel sind!
6. Im Bild C 58 ist o = 100°; y ist um 20° kleiner als S. Begriinde, daR a ll b ist!
P A Begriinde, daB die Geraden ¢ und d im Bild C 59 parallel sind!
g h
1082,
. [e] g ;
A
Bild C 57 Bild C 58 Bild C 59
8. Ermittle fiir die Bilder a) C 60, b) C 61, c) C 62 die GréRe von o! Begriinde!

11o° @q
AL T

Bild C 60 Bild C 61 Bild C 62
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Zusammenfassung

Scheitelwinkelsatz: o =y
Nebenwinkelsatz: o + £ = 180°

Stufenwinkelsatz: Wenn ol b, so o= f.
Umkehrung des Stufenwinkelsatzes:
Wenn a=p soallb.

Wechselwinkelsatz: Wenn gl h, so y = 4.
Umkehrung des
Wenn y=4,so gl h

Woechsalwinkal

Dreiecke

In alten Zeiten wurden die Hauser vielfach in Fachwerkbauweise errichtet. Starke Bal-
ken, die miteinander verbunden wurden, bildeten ein stabiles Geriist. Die dabei entste-
henden ,Fécher” wurden mit Ziegeln oder auch nur mit Lehm ausgefillt. Auf diese
Weise war es méglich, stabile mehrstéckige Hauser zu errichten. Die Balken wurden so
gefiigt, daB vor allem an den Héuserecken, an den Giebeln und auch im Mittelteil Drei-
ecke entstanden; denn Dreiecke verhindern das seitliche Verrutschen der Balkenkon-
struktion.

Bild C 63 Alte Fachwerkhguser in Erfurt — Krdmerbriicke
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Nicht nur bei Fachwerkhdusern, auch bei Gittermasten, Briicken und anderen Bauwer-
ken sorgen Dreiecke fiir Stabilitdt.

9 Einteilung der Dreiecke

Haufig bezeichnet man Eckpunkte, Seiten und Innenwinkel eines Dreiecks wie im Bild
C 64, und man sagt zum Beispiel: ,Die Seite a liegt dem Winkel o gegeniiber” oder ,Der
Winkel a liegt der Seite a gegeniiber” und auch ,Der Seite a liegen die Winkel S und y
an”.

® 31 Nenne a) den Scheitelwinkel und b) die
Nebenwinkel von o im Bild C 64!

Jeder Nebenwinkel eines Innenwinkels eines
Dreiecks heift AuBenwinkel dieses Dreiecks.

@ 32 Nenne alle AuBenwinkel des Dreiecks
ABC (7 Bild C 64)!

Wir kennen bereits eine Einteilung der Dreiecke

nach den Langen der Seiten. Bild C 64

unregelmdéBig gleichschenklig (ein Paar gleich langer Seiten)
(alle Seiten paarweise nicht gleichseitig gleichseitig
verschieden lang) (nicht alle Seiten gleich lang) (alle Seiten gleich lang)

Die Menge aller gleichseitigen Dreiecke ist eine Teilmenge der Menge aller gleich-
schenkligen Dreiecke, denn jedes gleichseitige Dreieck ist auch gleichschenklig (7 Bild
C 65).

Man kann die Dreiecke auch nach ihren Winkeln einteilen. Ein Dreieck ist entweder
spitzwinklig, rechtwinklig oder stumpfwinklig (-~ Bild C 66).

Menge aller Dreiecke Menge aller Dreiecke

gleichschenk-
lige

recht-
winklige

spitz-
winklige

stumpf -
winklige

unregel-
mafBige

Bild C 65 Bild C 66
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Einteilung der D

A s TR SRR e
spitzwinklig rechtwinklig stumpfwinklig
alle innenwinkel spitz ein rechter Innenwinkel ein stumpfer Innenwinkel

Aufgaben

B Teile die im Bild C 67 dargestellten Dreiecke a) nach den Winkeln, b) nach den
Seiten ein!
(Benutze zum Vergleich der Seitenldngen einen Zirkel!)

DD ety

2 Das Bild C 68 zeigt einen Dachbinder, wie er hdufig in Lagerhdusern und Scheu-
nen verwendet wird.
Bezeichne die auftretenden Dreiecke und teile sie a) nach Seiten, b) nach Winkeln
ein!

3. Sind folgende Aussagen wahr oder falsch?
a) Einrechtwinkliges Dreieck hat zwei spitze Winkel.
b) Wenn ein Dreieck unregelmdBig ist, so ist es stumpfwinklig.
c) Wenn ein Dreieck gleichseitig ist, so ist es nicht gleichschenklig.
d) Wenn ein Dreieck gleichschenklig ist, so ist es spitzwinklig.
e) Wenn ein Dreieck rechtwinklig ist, so ist es nicht stumpfwinklig.

4.*  Es gibt Dreiecke, die spitzwinklig und unregelm@Big sind. Deshalb steht im ersten
Feld der Tabelle ,ja". Fiille entsprechend die anderen Felder aus!

unregelmdBig gleichschenklig leich g
spitzwinklig ja
rechtwinklig
stumpfwinklig

5. Spiegele ein gleichseitiges Dreieck an jeder seiner drei Seiten! Von welcher Art ist
das groRe Dreieck, das dabei entsteht? Begriinde!
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6. Bilde die Umkehrung des folgenden Satzes und untersuche, ob sie gilt:
a) Wenn ein Dreieck gleichseitig ist, so ist es auch gleichschenklig.
b) Wenn ein Dreieck stumpfwinklig ist, so hat es nur zwei spitze Winkel.

7.*  Aus drei Streichhélzern kann man ein gleichseitiges Dreieck legen.

a) Wieviel Streichhélzer benétigt man mindestens fiir sechs gleichseitige Drei-
ecke, die zu diesem Dreieck kongruent sind? Lege eine soiche Figur! Lege dann
4 Streichhdlzer so um, daB vier gleichseitige Dreiecke entstehen, von denen je
zwei zueinander kongruent sind!

b) Sechs Streichhdlzer reichen aus, um vier gleichseitige Dreiecke zu bilden, die
zu diesem Dreieck kongruent sind.
Wie ist das mdglich?

8. Karlheinz sagt: ,Ein Dreieck ist spitzwinklig, rechtwinklig oder stumpfwinklig, je
nachdem, ob sein gréBter Winkel ein spitzer, rechter oder stumpfer Winkel ist.”
Was meinst du dazu?

9.*  Zeichne ein stumpfwinkliges Dreieck!
Versuche eine Gerade durch einen seiner Eckpunkte zu zeichnen, die dieses Drei-
eck in zwei spitzwinklige Dreiecke zerlegt!
Ist das maglich? Begriinde!

10 Satze tiber die Winkel eines Dreiecks

® 33 An eine Hauswand soll eine 3 m lange Leiter ge-
stellt werden. Aus Sicherheitsgriinden soll der An-
stellwinkel o (7 Bild C 69) nicht kleiner als 50° und
nicht gréRBer als 70° sein. Wie hoch reicht die Leiter
héchstens? Wie groB ist dann der Winkel 8 an der
Hauswand?
Ist es mdglich, B ebenfalls zwischen 50° und 70° zu
wiahlen? >
Untersuche diese Fragen anhand einer maRstébli- Bild C 69
chen Zeichnung!

So wie im rechtwinkligen Dreieck die beiden spitzen Winkel nicht unabhéngig voneinan-
der wahlbar sind, so besteht in jedem Dreieck ein Zusammenhang zwischen den drei In-
nenwinkeln."

| e

1) Dieser Zusammenhang war bereits im antiken Griechenland bekannt. Er findet sich zum Beispiel bei
EUKLEIDES (365-300 v. u. Z.), heute auch EUKLID genannt. Er verfaBte eine ausfiihrliche Darstellung der Ma-
thematik seiner Zeit, die noch im 19. Jahrhundert im Schulunterricht benutzt wurde.
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Wenn man zeigt, daB o, £ und y (-7 Bild C 70) geeignet zusammengesetzt einen ge-
streckten Winkel ergeben, so ist der Satz bewiesen. y und einer seiner Nebenwinkel er-
geben zusammen einen gestreckten Winkel. Diesen Nebenwinkel kann man mittels der
Parallelen durch C zu ABin die Winkel d und € zerlegen. Es laRt sich zeigen, daB a = ¢
und d = Bist. Dazu benutzen wir die Satze iiber Winkel an geschnittenen Parallelen.

Voraussetzung: «, 8 und y sind Innenwinkel des Dreiecks.

Behauptung: o + B+ y = 180°
Beweis: Sind e und J die Winkel, die durch die Parallele c/t

entstehen, so gilt: 5
e+d+y=180° (gestreckter Winkel)

o= (Wechselwinkelsatz)

e=a (Stufenwinkelsatz) Y AS f B
o+ B+ y=180°, was zu beweisen war. Bild C 70 / .

® 34 Begriinde, daR ein Dreieck hochstens einen rechten bzw. hochstens einen stump-
fen Innenwinkel haben kann!

Anhand von Bild C 70 kann man auch den nachfolgenden Satz beweisen:

@ 35 Begriinde folgende Aussage mit Hilfe von Satz C 11! Jeder AuBenwinkel eines
Dreiecks ist gréRer als jeder der beiden nichtanliegenden Innenwinkel.

Aufgaben

1. Berechne fur ein Dreieck ABC den dritten Innenwinkel!
a) a=57°, f=75° b) f=23°, y=109° ¢) o =90° y=43°

2. Wie groB sind jeweils die Innenwinkel, wenn folgendes bekannt ist?
a) a=74°und =y b)a=36°und f=2y c)a+f=y

3. Berechne die AuRenwinkel eines Dreiecks ABC mit zwei bekannten innenwin-
keln! :
a) a=42°, y=83" b) B=77°, y=59° c) a=21°, f=113°

4. In einem rechtwinkligen Dreieck ist ein AuBenwinkel a) 141°, b) 127° groB. Wie

groB sind die Innenwinkel? A ] @
409 P
5. Wie groB ist der Winkel BMD
im Bild C 71, wenn ABIl CD gilt? 1
6. ImBildC72isty=4d. 5 0
Begrinde, daB o= gist! Bldc71 s Bild C 72

7.  Berechne alle Innen- und AuBenwinkel eines Dreiecks ABC, wenn folgendes gilt:
a) y=46°% B,=73°, b) £=38% a,=81°, c)a;=110°% y=>55"

8. In einem Dreieck sei ein AuBenwinkel a) spitz, b) stumpf. Was fiir Winkel sind
dann die anderen AuRenwinkel? Begriinde!
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11 Gleichschenklige Dreiecke

® 36 a) Zeichne ein rechtwinkliges Dreieck AMC mit AM =3 cm, MC =4 cm und
< AMC =90°!
b) Spiegle das Dreieck AMC an der Geraden MC! Bezeichne das Bild von A mit B!
Was fiir eine Figur erhaltst du?
c) Begriinde, daB ¢ ACM = ¢ MCB ist!

Wir wissen schon: Gleichschenklige Drei-
ecke sind axialsymmetrisch (-~ Bild C 73).
Die Symmetrieachse ist die Mittelsenk-
rechte zur Basis. Sie zerlegt den Winkel an
der Spitze in zwei kongruente Winkel; sie
halbiert ihn.

Allgemein nennt man einen Strahl, der
vom Scheitelpunkt eines Winkels ausgeht
und diesen halbiert, Winkelhalbierende
dieses Winkels.

Gleichschenkliges Dreieck

Bild C 73

® 37 Zu den Winkeln o, g und y sind im Bild C 74 die Winkelhalbierenden {, m und n
eingezeichnet. Wie groB sind die Teilwinkel?

© ® © i
o =300 43% [ p=2500 P2 y =900 ﬁ
il J

Bild C 74
Weil gleichschenklige Dreiecke axialsymmetrisch sind, sind ihre Basiswinkel kongru-

ent.

Gleichseitige Dreiecke sind auch gleichschenklig. Bei ihnen kann jede Seite als Basis an-
gesehen werden; sie haben sogar drei Symmetrieachsen.

® 38 Begriinde, daR in jedem gleichseitigen Dreieck jeder Innenwinkel 60° groR ist!

Aufgaben

1 Kann ein AuBenwinkel eines gleichschenkligen Dreiecks a) an der Spitze, b) an
der Basis ein rechter (spitzer, stumpfer) Winkel sein?

2 Wie groR sind die AuBenwinkel eines gleichschenklig-rechtwinkligen Dreiecks?

3 Berechne jeweils die Innenwinkel eines gleichschenkligen Dreiecks!
a) Basiswinkel: 76° b) Basiswinkel: 29°
c) Winkel an der Spitze: 44° d) Winkel an der Spitze: 108°
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4. Begriinde, daR bei einem gleichschenkligen Dreieck die AuBenwinkel an der Basis
gleich groR sind!

5.7 In einem gleichschenkligen Dreieck ABC ist ein AuBenwinkel 150° groB. Wie viele
Méglichkeiten gibt es fiir die GréBe der Innenwinkel? Gib sie alle an!

6 Zeichne ein gleichseitiges Dreieck! Zeichne eine Symmetrieachse ein! Was fir
Teildreiecke erhéltst du? Wie groB sind die Innenwinkel der Teildreiecke?

7. Ronald will aus Papier einen Turm mit quadrati-
scher Grundfléche und pyramidenférmigem Dach / \
bauen. Das Dach wird aus kongruenten gleich-
schenkligen Dreiecken zusammengesetzt (-~ Bild
C 75). Berechne fiir die folgenden GréRBen der Basis-
winkel die Winkel an der Spitze! Welche sind fiir

Ronalds Vorhaben nicht geeignet?
a) 50° b) 30° c¢)70° d)45°

Bild C 75

12 Seiten-Winkel-Beziehungen

Der Basiswinkelsatz besagt: Wenn in einem Dreieck zwei Seiten gleich lang sind, so sind
die ihnen gegeniberliegenden Winkel gleich groB. Es gelten auch die folgenden
Satze: 4

» 13

® 39 a) Begriinde die folgende Aussage! In jedem recht-
winkligen Dreieck ist diejenige Seite, die dem
rechten Winkel gegeniberliegt, langer als jede
der beiden anderen Seiten.
b) Welcher Punkt auf der Geraden g im Bild C 76
hat von P den kleinsten Abstand?
Begriinde!

-9 Bild C 76
Die Strecke PC im Bild C 76 bezeichnet man als Lot von P auf g, die Lénge dieses Lotes
ist der Abstand des Punktes P von der Geraden g.
Aufgaben

1. In einem gleichschenkligen Dreieck ABC ist ein Basiswinkel 50° groB.
a) Berechne die anderen Winkel!
b) Formuliere Aussagen iber die Seiten!
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2. In einem Dreieck ABC gilt: a=30°, c=4 cm, b=5 cm. Formuliere eine Aussage
tber y und B!

3. a) In einem Dreieck ABC ist o = 35° und 8 = 105°. Ermittle y! Formuliere Aussagen
uber die Seiten!
b) In einem Dreieck ABC gilt a = b>=5 cm und ¢ =6 cm. Vergleiche die Innenwin-
kel miteinander!
Welche Satze hast du zur Lésung benutzt?

4. a) In einem gleichschenkligen Dreieck ABC ist a = 45°. Formuliere )\ussogen uber
die Winkel und Seiten!
b) In jedem gleichschenklig-rechtwinkligen Dreieck ist jeder der beiden Basiswin-
kel 45° groR. Begriinde diese Aussage!

Alle AuBenwinkel eines Dreiecks ABC sind gleich groR. Was fiir ein Dreieck ist
das? Begriinde!

3]

6. Bilde die Umkehrung des Basiswinkelsatzes! (Benutze die Wenn-so-Form auf
Seite 128!) Ist sie wahr?

Z. In einem Dreieck ABC sei a>b > c und f=50° Sind folgende GroRen fiir die
Winkel a und y méglich? Begriinde!
a) a=100°, y=40° b) a=40°, y=90° c)a=110° y=20°
d) a=65°, y=35° e€) a=85° y=45 f) a=90° y=30°

8. Zeichne mit der Lochschablone die Punkte
a) A(1), B(7)und C(12), - b) A(10), B(8) und C (16)!
Ermittle den Abstand des Punktes B von der Geraden AC!

9 Untersuche, ob folgende Aussagen gelten!
a) Wenn in einem Dreieck der Winkel o gréRer ist als der Winkel £, dann ist auch
a groBer als b.
b) Wenn in einem Dreieck der Winkel o doppelt so groR ist wie £, dann ist auch a
doppelt so groB wie b.

13 Dreiecksungleichung

® 40 Eine Warenlieferung von Arlsheim nach
Carlsburg kann tber Biendorf oder Duse-
row erfolgen (7 Bild C 77).
a) Welche Méglichkeit wird der Kraftfah-

A

rer wohl wahlen? Begriinde! Wald- A a
b) Wie miiBte eine StraBe gebaut werden, gebiet A QO A
damit der Weg maéglichst kurz ist? Bild C 77

Sind @, b und c die Léngen der Seiten eines Dreiecks, so gelten folgende Ungleichun-
genta+b>c,a+tc>b bt+tc>a

» 15 SATZ (Dnhcbunglolchung) In jedem Dreieck ist die Summe der Lﬁngon mter smm
groBer als die Lénge der dritten Seite.

9 [000608]
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® 41 Zeichne ein Dreieck! Vergleiche die Differenz der Léngen zweier Seiten mit der
Lénge der dritten Seite!
Was stellst du fest?

Aufgaben

1. . Gibt es Dreiecke mit folgenden Seitenldngen?
a)a=8cm, b=4cm, c=5cm c)a=6cm, b=6cm, c=6cm
b) a=5cm, b=9cm, c=4cm d)a=4cm, b=9cm, c=3cm
2. Gib die Lange der dritten Seite so an, daR die Dreiecksungleichungen erfillt

sind!
a) a=32cm; b=75cm b)a=38cm; c=38cm c¢)c=25cm; a=6,5cm

3: In einem Dreieck ABCist a=7 cm und b =2 cm. Ferner ist bekannt, daR der Zah-
lenwert fiir ¢ (bei der Einheit cm) auch eine natiirliche Zahl ist. '
Gib alle Zahlenwerte fiir ¢ an, die in Betracht kommen!

4.* In einem Dreieck ABC ist b doppelt so lang wie a. Was kann man iiber die Lénge
der Seite ¢ sagen?

Zusammenfassung
Einteilung der Dreiecke nach den
Seiten Winkeln
unregel- gleichschenklig spitz- recht -

mafig

2

Innenwinkelsatz: o + 8+ y = 180° AuRenwinkelsatz: 81 =a +y

winklig winklig
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Dreiecksungleichung: Seiten-Winkel-Beziehung:
a+b>c,a+c>b b+c>a Wenn a>b, so o> [,
wenn o > f8, so a> b.

Basiswinkelsatz: i
Wenn a=b, so a=f.
Umkehrung des

Wenn a =4, so a=b. L

Kongruenz von Dreiecken

14 Ausfiihrbarkeit von Konstruktionen

Bei jeder Konstruktion soll die konstruierte Figur vorgegebene Eigenschaften haben.
Zum Konstruieren verwenden wir Zirkel, Lineal, Zeichendreiecke und Winkelmesser.

@ 42 Konstruiere Rechtecke ABCD mit folgenden Eigenschaften:
a) AB=a=4,0cm,
b) AB=a=4,0cm; BC=b=3,0cm,
c) AB=a=4,0cm; BC=b=3,0cm; AC=e=4,5cm!

Ist eine Konstruktion iberhaupt ausfiihrbar, so kann man zwei Félle unterscheiden:

— Zwei konstruierte Figuren sind stets kongruent zueinander.
Man nennt dann die Konstruktion eindeutig ausfiihrbar.

— Es lassen sich Figuren konstruieren, die nicht zueinander kongruent sind.
In diesem Fall ist die Konstruktion zwar ausfiihrbar, sie ist aber nicht eindeutig aus-
fuhrbar.

m 3 Esist ein Dreieck ABC zu konstruieren, dessen Seite AB eine Léinge von 4 cm und

dessen Winkel a eine GréBe von 30° haben soll.

Ein solches Dreieck kénnen wir folgendermaRen konstruieren (-~ Bild C 78):

1. Wir zeichnen eine 4 cm lange Strecke. Wir C
bezeichnen die Endpunkte mit A und B. Bild C 78

2. Wir tragen an den Strahl AB einen Winkel
von 30° an.

3. Auf dem zweiten Schenkel dieses Winkels
wdhlen wir einen Punkt C.

Das Dreieck ABC hat die verlangten A

Eigenschaften. 8

Die im Beispiel C 3 geforderte Konstruktion ist nicht eindeutig ausfiihrbar. Es lassen sich
ndmlich Dreiecke ABC, ABC,, ABC,, ... zeichnen, die nicht zueinander kongruent sind.

o
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Wenn nur eine Seite und ein dieser Seite anliegender Winkel gegeben sind, laRt sich ein
Dreieck nicht eindeutig konstruieren.

® 43 Begriinde mit Hilfe des Bildes C 79, daR sich ein Dreieck auch dann nicht eindeu-
tig konstruieren lGBt, wenn folgendes gegeben ist:
a) zwei Seiten,
b) zwei Winkel,
c) eine Seite und der gegeniiberliegende Winkel!

Ubereinstimmung Ubereinstimmung
@ ina und ¢ @ ino und f3

X 5
B, A B, B,

Bild C 79
Ein Dreieck ist mit zwei gegebenen Stiicken nicht eindeutig konstruierbar.

Aufgaben

1. Zeichne mit Hilfe von Lineal und Winkelmesser folgende Figuren:
a) ein Dreieck ABC mit a = 30° und 8 =60°,
b) ein Dreieck ABC mit o = 30°, f=60°, y=80°,
c) ein gleichseitiges Dreieck,
d) ein Rechteck ABCD, bei dem AB doppelt so lang ist wie BC,
e) eine Strecke PQ =4 cm und ihre Mittelsenkrechte!
Uberlege bei jeder Aufgabe, ob die Konstruktion ausfiihrbar und ob sie sogar ein-
deutig ausfiihrbar ist!

2. Belege durch je zwei Beispiele, daR die Konstruktion eines Dreiecks mit den ange-
gebenen Stiicken zwar ausfiihrbar, aber nicht eindeutig ausfiihrbar ist!
a) BC=5cm, f=40° b) BC=6cm, o=30°
b) g =100°, y=30° d)a=b=6cm

3. Essoll ein Quadrat konstruiert werden. Gib dafiir Stiicke vor, so daB die Konstruk-
tion
a) ausfihrbar, aber nicht eindeutig ausfiihrbar,
b) eindeutig ausfihrbar,
¢) nicht ausfihrbar ist!

15 .Eigenschaften zueinander kongruenter Dreiecke

Bauzeichner und Konstrukteure zeichnen haufig Dreiecke in die Baupldne ein. Dabei
miissen Seiten und Winkel so vorgegeben werden, daB die Dreiecke eindeutig konstru-
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ierbar sind. Zwei gegebene Stiicke reichen dafiir bekanntlich nicht aus. Reichen drei ge-
gebene Stiicke aus? Bei der Untersuchung dieser Frage stiitzen wir uns auf die Eigen-
schaften einander kongruenter Dreiecke. Fiir zwei kongruente Dreiecke (-~ Bild C 80)
gibt es eine Bewegung, die das Dreieck ABC auf das Dreieck DEF ubblldet

Die Tabelle gibt die Bilder der Eck-

punkte des Dreiecks ABC bei dieser

Bewegung an.

¢ E
Bewegung, die A ABC auf A DEF ab-
bildet
| Punkt A |B |c 8
Bildpunkt F D E N Bild C 80

® 44 Begriinde, warum nur diese Zuordnung in Frage kommt! Gib in einer weiteren Ta-
belle die Bilder der Seiten (Winkel) des Dreiecks ABC an!
Wie &Rt sich diese Bewegung aus Verschiebungen, Spiegelungen oder Drehun-
gen zusammensetzen?

® 45 Es gibt auch eine Bewegung, die umgekehrt das Dreieck DEF auf das Dreieck ABC
abbildet.
Stelle fiir diese Bewegung entsprechende Tabellen auf!

Man spricht bei zueinander kongruenten Dreiecken (und auch anderen einander kon-
gruenten Figuren) von einand d oder einander entsprechenden Punkten,
Seiten und Winkeln. Zu jeder Selte des Dreiecks ABC gibt es also eine kongruente und
damit gleich lange Seite des Dreiecks DEF und umgekehrt. Entsprechendes gilt fir die
Winkel.

Winkel und Seiten des Dreiecks werden auch als Stiicke des Dreiecks bezeichnet. So
kann man sagen, daB die Dreiecke ABC und DEF in allen Stiicken (bereinstimmen.
Allgemein gilt:

» 16 | SATZ: Wenn zwei Dreieck d g sind, s0 sie in allen Stiicken
uberein. %

® 4 Esist zu priifen, ob zwei Dreiecke KLM und PQR mit den im Bild C 81 angegebe-
nen Stiicken einander kongruent sind.
Wegen der Seiten-Winkel-Beziehung ist im Dreieck KLM die Seite ML = 2,2 cm am
langsten, im Dreieck PQR die Seite PR.

Also ist PR >2,2 cm \
Die Dreiecke KLM und PQR stimmen also M A, 4
nicht in allen Stiicken iberein. Deshalb o (=
kénnen sie nicht zueinander kongruent
sein.

Bild C 81
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Aufgaben

1

Die gleichschenkligen Dreiecke im Bild C 82 sind einander kongruent. Es gibt zwei

Bewegungen, die das Dreieck ABC auf das Dreieck DEF abbilden.

a) Gib fir jede dieser Abbildungen die Bilder von A, Bund Cin Form einer Tabelle
an!

b) Gib an, wie sich diese Bewegungen aus Verschiebungen, Drehungen und Spie-
gelungen zusammensetzen lassen!

c D :
6 H
D (i
A B E F

Bild C 82 Bild C 83

Die Trapeze im Bild C 83 sind einander kongru- P R
ent. Gib alle Paare einander entsprechender
Eckpunkte, Seiten und Innenwinkel an!

Ein Dreieck ABC ist zum Dreieck PQR (-~ Bild
C 84) kongruent. Ferner ist £=90° und ¢ > a.
Gib die GréRe aller Seiten und Innenwinkel des
Dreiecks ABC an! Q Bild C 84

Begriinde, daB die Dreiecke im Bild C 85 nicht kongruent sind!

Pg S R A
F E
(! °:/
N o Fa B D C H

Bild C 85 Bild C 86 Bild C 87

Das Dreieck ABC im Bild C 86 ist unregelmdRig, und es ist AD L BC. Sind die
rechtwinkligen Teildreiecke einander kongruent? Begriinde!

Ein Viereck ABCD ist kongruent zum Viereck EFGH (-~ Bild C 87). Der Innenwinkel
bei A ist stumpf, und der Innenwinkel bei D ist ein rechter Winkel. Gib die GroBe
aller Seiten und Innénwinkel des Vierecks ABCD an!
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16 Der Kongruenzsatz (sws)
Bei Dreiecken, von denen drei Stiicke bekannt sind, gibt es folgende Maglichkeiten:
,; | ¢ f
Orei Winkel | Eine Seite und zwei 2wei Seiten und ein - Orei Seiten
und keine kel Winkel und kein
Seite Winkel
(www) (wsw) (sww) (sws) (SsW) (sss)
\ Bild C 88

Betrachten wir zunéichst den Fall a: Sind von einem Dreieck nur die drei Innenwinkel be-
kannt, so kann es nicht eindeutig konstruiert werden.

® 46 Begriinde diesen Sachverhalt mit Hilfe des Bildes C 79!

Wir wenden uns nun dem Fall d zu (-~ Bild

C 88).
m5

Es soll ein Dreieck ABC konstruiert
werden, von dem die Seiten a, b

und der Winkel y gegeben sind.

Konstruktionsbeschreibung (- Bild C 89b):

1. Wir zeichnen den Winkel y mit dem Scheitel C.
2. Wir tragen auf einem Schenkel von y von C aus b ab und erhalten A.
3. Wir tragen auf dem anderen Schenkel von C aus a ab und erhalten 8.

4. Wir verbinden A und B miteinander.

Das Dreieck ABC hat die verlangten Eigenschaften.

Gegeben Planfigur
| e | €
a
b
\D_ A .
Bild C 89a
Bild C 89b

Konstruktion :

@ S

¥

-
o

Im Beispiel C 5 sind die Stiicke a, b und y durch Strecken entsprechender Lange und
durch einen Winkel entsprechender GroRe gegeben. Man kann die Stiicke aber auch:
durch GréRenangaben mit Zahlenwert und Einheit geben.
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® 47 a) Konstruiere ein Dreieck ABC mit AB=5 cm, AC =6 cm und a =50°!
b) Was vermutest du tber die eindeutige Konstruierbarkeit des Dreiecks ABC?

» 17 | KONGRUENZSATZ (sws): Wenn zwei Dreiecke in zwei Seiten und dem eingeschlosse-
nen Winkel iibereinstimmen, so sind sie einander kongruent.

Bei Strecken und Winkeln kénnen wir bereits die Kongruenz durch Messen feststellen,
also ohne auf Bewegungen zuriickzugreifen. Mit dem Kongruenzsatz (sws) hat man eine
solche Méglichkeit nun auch bei Dreiecken. Fiir den Nachweis der Kongruenz geniigt
es, bestimmte Stiicke zu vergleichen.

Zum Beweis des Kongruenzsatzes (sws) ist zu zeigen, daR es unter den genannten Vor-
aussetzungen stets eine Bewegung gibt, die ein Dreieck auf das andere abbildet.

Voraussetzung: Bild C 90 P
Fiir Dreiecke ABC und PQR (-~ Bild C 90) gilt:
AC=PR, BC=QR und ¥ ACB= 4 PRQ.

Behauptung:
A ABC=A PQR

Beweis: A
(1) Es gibt eine Bewegung, fiir die gilt:

a) C wird abgebildet auf R,

b) Strahl CA wird abgebildet auf Strahl RP, ] (¥ ACB= 4PRQ)

c) Strahl CB wird abgebildet auf Strahl RQ.
(2) Bei dieser Bewegung gilt:

a) A wird abgebildet auf P (AC = PR)

b) Bwird abgebildet auf Q. (BC = QR)
(3) Also gilt A ABC = A PQR, was zu beweisen war.
Wegen des Kongruenzsatzes (sws) ist die im Beispiel C 5 (bzw. im Auftrag C 47) gefor-
derte Konstruktion eindeutig ausfiihrbar.

Aufgaben

1. Konstruiere ein Dreieck ABC mit den folgenden Stiicken! Begriinde die eindeutige
Konstruierbarkeit! Mi die Winkel und gib die Dreiecksart an!
a) a=57cm, c=49cm, =73 ¢c)y=90° a=4,5cm, b=60mm
b) b=7,2cm, c=6,8cm, a=85 d)a=77 mm, B=90°, c=5,3cm

2. Es soll die Entfernung zwischen zwei Punkten B
gemessen werden, zwischen denen sich ein
Gebgude befindet. Von einem dritten Punkt
werden die Entfernung zu den beiden Punk- 7 ’-9@
ten und der Winkel gemessen, unter dem die hul
beiden Punkte angepeilt werden. 75
Entnimm die MaRe der Planfigur im Bild C 91! & ¢
Zeichne das Dreieck im MaBstab 1:100! Be-
griinde die eindeutige Konstruierbarkeit! Wie A
lang ist AB in Wirklichkeit? Bild C 91

5m
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17

Zeichne mit der Lochschablone die Punkte P (1), Q (2), R (5) und S (4)! Konstruiere
ein Dreieck ABC mit AB = PQ, BC =QS und = 4 PRQ!

Begriinde die eindeutige Ausfiihrbarkeit der Konstruktion!

MiB alle Seiten und Winkel des Dreiecks ABC!

Konstruiere das Dreieck ABC aus Beispiel C 5, indem du mit der Seite AC be-
ginnst! Beschreibe dein Vorgehen!

Weitere Kongruenzséitze

Wir beschdftigen uns nun mit der Konstruktion eines Dreiecks, von dem eine Seite und
die beiden dieser Seite anliegenden Winkel gegeben sind (Fall b, -7 Bild C 88).

®6

Es soll ein Dreieck ABC konstruiert aocbon e
werden, von dem die Stiicke ¢, o B C“” qu

und £ gegeben sind. ¢ = 28cm

Konstruktionsbeschreibung a = 1050

(7 Bild C 92b): § =320 A B

1. Wir zeichnen AB mit der Lange c.
2. An den Strahl AB tragen wir den Winkel o an.”
3. An den Strahl BA tragen wir den Winkel £ an.
(Das Antragen von o und f geschieht nach der gleichen Seite der Geraden
AB.) Den Schnittpunkt der freien Schenkel von a und 8 bezeichnen wir mit C.
Das Dreieck ABC hat die verlangten Eigenschaften.

Bild C 92a

Bild C 92b
Konstruktion:
1) (2) =
1) &/ O
7
) o (B
A ; c 8 A 2 B

® 48 a) Wie miiBte man vorgehen, wenn man die Konstruktion mit einem der beiden

Winkel beginnt?

b) Kann man auch ein Dreieck ABC mit ¢ =5,3 cm, o = 105° und f8 = 82° konstru-
ieren? Begriinde!
(Welche Bedingungen miissen die gegebenen Stiicke erfiillen, damit die Kon-
struktion ausfihrbar ist?)

¢) Was vermutest du lber die eindeutige Konstruierbarkeit des Dreiecks im Bei-
spiel C 67

1 In Klasse 5 wurde vereinbart: Antragen eines Winkels an einen Strahl erfolgt stets so, daR der Anfangspunkt
des Strahls Scheitelpunkt des Winkels ist.
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Ein Dreieck ist aus einer gegebenen Seite und den beiden dieser Seite anliegenden Win-
keln stets eindeutig konstruierbar, wenn die gegebenen Winkel zusammen kleiner als
180° sind.

» 18 | KONGRUENZSATZ (wsw): Wenn zwei Dreiecke in einer Seite und den anliegenden Win-
keln iibereinstimmen, so sind sie einander kongruent.

Dieser Kongruenzsatz &Rt sich dhnlich beweisen wie der Kongruenzsatz (sws), worauf
wir verzichten. c R

@ 49 Die Dreiecke ABC und PQR im Bild C 93 stim-

0
men in einer Seite und zwei Winkeln tberein. =
Gilt A ABC = A PQR? Begriinde! 400 B 6em
Welcher Fall aus der Ubersicht im Bild C 88 400
ist damit entschieden? Wie miite ein Kongru- 4 Q
enzsatz (sww) formuliert werden? Bild C 93

Der folgende Kongruenzsatz LGBt sich auch mit Eigenschaften von Bewegungen bewei-
sen, worauf wir verzichten.

» 19 | KONGRUENZSATZ (sss): Wenn zwei Dreiecke in den drei Seiten iibereinstimmen, so'
sind sie einander kongruent.

Aus diesem Kongruenzsatz folgt die Eindeutigkeit der Konstruktion eines Dreiecks mit

drei gegebenen Seiten; damit ist der Fall f (7 Bild C 88) untersucht. Bild C 94a

m 7 Es soll ein Dreieck ABC konstruiert ]
werden, von dem a, b und c gege- e & T

: ————y
ben sind. b )
[ "

Ldsungstberlegung (7 Bild C 94a):
Wenn man die Seite ¢ zeichnet, so erhélt man die Eckpunkte A und B. Der Punkt C
soll von A die Entfernung b haben; also muB C auf dem Kreis um A mit dem Ra-
dius b liegen.

Der Punkt C soll von B die Entfernung a haben; also muB C ouf dem Kreis um B
mit dem Radius a liegen. Folglich muR C Schnittpunkt dieser beiden Kreise sein.

Konstruktion:
m () (=)
L/ \o/ (&

Bild C 94b
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® 50 a) Beschreibe die Konstruktion anhand des Bildes C 94b!
b) Konstruiere ein Dreieck PQR mit PQ =7,4 cm, PR=5,2 cm und QR =4,0 cm
und beschreibe die Konstruktion!
c) Welche Bedingungen miissen die gegebenen Seiten erfiillen, damit die Kon-
struktion ausfiihrbar ist?

Von den im Bild C 88 aufgefiihrten Méglichkeiten bleibt nurnoch der Fall e zu untersu-
chen.

m 8 Esistein Dreieck ABC zu konstruie- Gegeben: Planfigur

C
ren, von dem a, b und 8 gegeben a=21cm
sind. b=25cm a
B = 49° A 8

Bild C 95a

Lésungsiberlegung (7 Planfigur im Bild C 95a):
Wenn man die Seite a zeichnet, so erhélt man die Punkte Bund C. A muR erstens
auf dem freien Schenkel von g liegen. Zweitens muB A auf dem Kreis um C mit
dem Radius b liegen. Also muR A Schnittpunkt des freien Schenkels von gund die-
ses Kreises sein.

® 51 Beschreibe die Konstruktion anhand des Bildes C 95b!
Konstruktion :
® @,

Bild C 95b

Das Bild C 96 enthdlt noch einmal das Ergebnis der Konstruktion mit eingetragenen Ma-
Ren fir die gegebenen Stiicke. Es zeigt:

A ergibt sich eindeutig als Schnittpunkt von Kreisbogen und Winkelschenkel, weil
AC = b langer ist als BC = a.

Ist die dem gegebenen Winkel gegentiberliegende Seite jedoch kiirzer als die andere ge-
gebene Seite, so kann es zwei nicht kongruente Lésungen der Aufgabe geben, aber
auch gar keine.

2cm

@ 52 Bei einer bestimmen L&énge von b erhdlt man
trotz b < a eine einzige Lésung. Ermittle aus
dem Bild C 96, bei welcher Linge von b das
der Fall ist!

b=25cm

Bild C 96
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Gesichert ist die Eindeutigkeit der Konstruktion, wenn der gegebene Winkel der gréRe-
ren der beiden Seiten gegeniiberliegt.
Dies kommt in folgendem Kongruenzsatz zum Ausdruck:

» 20

KONGRUENZSATZ (SsW): Wenn zwei Dreiecke in zwei Seiten und dnm d-r groBeren
Seite gegeniiberl den Winkel iibs s0 sind sie eina g

Auf einen Beweis dieses Satzes verzichten wir hier.

Aufgaben

1.

Konstruiere ein Dreieck ABC mit folgenden Stiicken! Begriinde die eindeutige Kon-
struierbarkeit! Gib die Arten der konstruierten Dreiecke an! Ermittle die GréRe der
restlichen Seiten und Winkel!

a) a=52cm; f=64°% y=56° c)a=45cm; b=6,1cm; c=5,3cm

b) c=3,6cm; a=92° =48 d)a=6,3cm; b=51cm; c=7,2cm

Zeichne mit der Lochschablone die Punkte A (5), B (6), C (15) und D (12)!

Konstruiere ein Dreieck PQR mit folgenden Stiicken!
a) PQ=AC, QR=BD, 4 PQR= 4 ABC b) PQ=AC, QR=BC, PR=AD

Konstruiere ein gleichschenkliges Dreieck XYZ mit folgenden Stiicken!
a) x=36cm, y=z=5"1cm c¢)x=y=z=55mm
b) y=28cm, x=z=43cm d)x=y=2z=100dm

Entscheide, ob sich ein Dreieck ABC mit folgenden Stiicken konstruieren GRt! Be-

griinde!

a)a=70cm; a=73 f=115° e)a=43cm; b=24cm; c=69cm
b) a=8,4cm; B=115°% y=15° f) a=47cm; b=58cm; c=11,0cm
c)a=51cm; b=43cm; c=6,2cm g)a=4,3cm; b=6,2cm; =095

d) b=6,8 cm; f=86° y=98° h) b=5,2cm; §=92° y=096"

Konstruiere ein Dreieck ABC mit folgenden Stiicken! Untersuche, ob die Konstruk-
tion eindeutig ausfihrbar ist! Begriinde!

a) b=6,0cm; c=4,5cm; y=40° c) a=65mm; b=75mm; =48

b) a=70 mm; c=55mm; a=90° d)a=30cm; b=6,0cm; a=30°

Von sechs Dreiecken sind die in den Skizzen (7 Bild C 97) angegebenen Stiicke
bekannt. Welche Dreiecke sind gewi einander kongruent?

Bild C 97
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18 Erste Anwendungen der Kongruenzsdtze

® 53 Schon in Klasse 5 haben wir gelernt, wie man einen Winkel o mit dem Zirkel an
einen Strahl s antrdgt (-~ Bild C 98). Welchen Kongruenzsatz wendet man dabei
an?

Bild C 98 Bild C 99

Wir wissen, daR die Mittelsenkrechte m einer Strecke AB eine Symmetrieachse von AB
ist. Deshalb hat jeder Punkt P auf m von A und 8 den gleichen Abstand (-7 Bild C 99).

» 27 | SATZ: Wenn ein Punkt P auf der Mittelsenkrechten einer Strecke AB liegt,
so sind AP und BP einander kongruent.

® 54 Begrinde diesen Satz!

Alle Punkte der Zeichenebene, die nicht auf m liegen, haben von A und B verschiedene
Entfernungen. Deshalb gilt sogar der folgende Satz:

» 22 | SATZ: Die Mittelsenkrechte einer Strecke AB ist die Menge aller Punkte (der Zeichen-
ebene), die von A und B gleich weit entfernt sind. i

@ 55 a) Begriinde folgenden Sachverhalt mit Hilfe eines Kongruenzsatzes:
Liegen zwei Punkte A und B auf einer Parallelen zu einer Geraden g, so haben
A und B den gleichen Abstand von g! (Benutze das Bild C 100!)
b) Welches ist die Menge aller Punkte, die von einer Geraden g den gleichen Ab-
stand d haben?

A B

Bild C 100 Bild C 101

Analog zum Satz C 21 gilt (7 Bild C 101):

» 23 | SATZ: Wenn ein Punkt auf der kelhalb den eines Winkels ABC liegt, so hat er
Von den Sehenkatn des Winkals'don ololch : 3

® 56 Mit welchem Kongruenzsatz kann man den Satz C 23 begriinden?
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Dem Satz C 22 entsprechend gilt auch:

> 24 | Mnhgl&olbﬁnndo eines Winkels ABC ist die Menge aller P\mlm’dhucwm-
B dhvondan !mﬂllonnund lCqulpnMndhﬂ'ﬁq 3 ;
Aufgaben
! a) Wir erkennen, ohne zu messen, daR die Strecken AB und PQ im Quadratraster
(-~ Bild C 102) gleich lang sind. Begriinde!
b)*Welchen Satz wenden wir auBerdem noch an, wenn wir bemerken, daR
ABI PQ ist?
8
A
Bild C 102 Bild C 103
2. Kinder aus zwei Ferienlagern (A und B im Bild C 103, MaBstab 1:100000) wollen
eine Wanderung zum Seeufer machen und sich dort treffen. Der Treffpunkt soll
von beiden Orten gleich weit entfernt sein.
Wie findet man auf der Karte diese Stelle?
Wie weit ist der Treffpunkt von den Orten entfernt?
3. Zeichne mit Hilfe der Lochschablone die Punkte A (12), B(17) und C (15)! A, Bund

C geben die Lage dreier einzeln liegender Hguser auf einer Karte im MaRstab
1:10000 an! Fir die drei Hauser soll eine gemeinsame Postabholestelle eingerich-
tet werden, die von den drei H&usern gleich weit entfernt ist.

Wo muf die Abholestelle angelegt werden? Wie weit ist sie von jedem der Héuser
entfernt?

19 Geometrische Grundkonstruktionen

Als

Bestandteile komplizierterer Konstruktionen sind oft auszufiihren

(1) Halbieren einer Strecke,

(2) Halbieren eines Winkels,

(3) Féllen des Lotes von einem Punkt auf eine Gerade,

(4) Errichten der Senkrechten zu einer Geraden g durch einen Punkt von g.

Wie man diese Grundkonstruktionen mit Hilfe von Lineal, Winkelmesser und Zeichen-
dreiecken bewdltigt, wissen wir bereits. Sie lassen sich aber auch allein mit Zirkel und
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Lineal (ohne Benutzung der MeRskale) ausfiihren. Die dabei benutzten Verfahren, die
bereits im antiken Griechenland vor tiber 2000 Jahren bekannt waren, lassen sich mit
Hilfe der Dreieckskongruenzsdtze begriinden.

Die Konstruktion (1) steht in engem Zusammenhang mit Satz C 22. Man konstruiert ei-
gentlich die Mittelsenkrechte der gegebenen Strecke und erhdélt damit gleichzeitig deren
Mittelpunkt. Wir kennen das Verfahren schon als Konstruktion der Symmetrieachse
zweier Punkte A und B.

= 9 Die Strecke AB soll halbiert werden.

Konstruktion des Mittelpunktes einer Strecke mit Zirkel und Lineal

\ VAN
\ \ / \
| . | \
] — -
i Y 4B A vm ).
/ L N
Z X Xe
Bild C 104

Konstruktionsbeschreibung (7 Bild C 104):

(1) Wir zeichnen um A einen Kreisbogen mit einem Radius r, wobei r > AB : 2 sein
muB.

(2) Mit dem gleichen Radius zeichnen wir um B einen Kreis. Die Schnittpunkte der
beiden Kreise sind C und C'. '

(3) Wir ermitteln den Schnittpunkt M der Geraden CC’ mit AB.

M ist der gesuchte Mittelpunkt von AB.

Begriindung:

A ACC'=A BCC' (AC=BC, AC’=BC’, CC =CC; (sss))

4 ACC'= 4 BCC' (entsprechende Winkel in kongruenten Dreiecken)

A ACM=ABCM (AC=BC, 4 ACC'=<4 BCC', CM = CM; (sws))

AM = MB (entsprechende Seiten in einander kongruenten Dreiecken)

M ist also Mittelpunkt von AB.

® 57 Erléutere mit Hilfe des Bildes C 105, wie man
die besprochene Konstruktion zur Strecken-
halbierung veréndern kann!
Wenn die Strecke AB dicht am Rande des
Zeichenblattes liegt, kann man so vorge-
hen.

Bild C 105

Beim Halbieren einer Strecke haben wir es gewissermalen mit zwei gleichschenkligen
Dreiecken mit gemeinsamer Basis zu tun (-7 Bild C 105). Die Gerade CC’ ist dabei Sym-
metrieachse beider Dreiecke.

Dieser Figur begegnen wir auch bei den anderen Grundkonstruktionen, wenn wir diese
allein mit Zirkel und Lineal ausfiihren.
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© 58 Beschreibe, wie mit Zirkel und Lineal die Grundkonstruktionen ausgefiihrt werden
(-~ Bilder C 106 bis 108)!

Halbieren eines Winkels oc mit Zirkel und Lineal

Q) @

Bild C 108

Aufgaben

1 Zeichne Strecken der angegebenen Lange! Ermittle den Mittelpunkt der Strecke
durch Schétzen! Konstruiere den Mittelpunkt mit Zirkel und Lineal! Vergleiche!
a) AB=43cm b) CD=66 mm c) EF=5,6 cm
2 Zeichne mit Hilfe der Lochschablone die Punkte A (9), B (15) und C (6)!
Konstruiere mit Zirkel und Lineal die Mittelpunkte der Strecken AB, BC und AC!
3. Zeichne die Strecke a) AB=7,5cm, b) CD =8,1 cm!
Konstruiere mit Zirkel und Lineal die Mittelsenkrechten!
4. Zeichne die Winkel a) a = 58°, b) 8 = 64°, ¢) y = 150°, d) 6 = 160°!
Konstruiere mit Zirkel und Lineal die Winkelhalbierenden!
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5. Zeichne eine Gerade g und einen Punkt P auf g!
a) Konstruiere mit Zirkel und Lineal die Senkrechte zu g durch P!
b) Konstruiere mit Lineal und Zeichendreieck die Senkrechte zu g durch P!

6. Zeichne eine Gerade g und einen Punkt P, der nicht auf g liegt! Zeichne die Senk-
rechte durch Pzu g a) mit Zirkel und Lineal, b) mit Lineal und Zeichendreieck!

7. Zeichne ein Paar Nebenwinkel (Scheitelwinkel)! Halbiere beide Winkel! Wie lie-
gen die erhaltenen Winkelhalbierenden zueinander? Begriinde deine Aussage!

8. Konstruiere ein Rechteck ABCD mit folgenden Stiicken!
a) AB=2,7cm; BC=45cm b) AB=5,0cm; AC=6,5cm

20 Besondere Linien in Dreiecken

Wir wissen: In gleichschenkligen Drei-

ecken ist die Symmetrieachse gleichzeitig c ¢
Mittelsenkrechte zur Basis (7 Bild C 109).
Die Winkelhalbierende des Winkels an
der Spitze liegt auf der Symmetrieachse. my, Moy ”
Fir die anderen Seiten kann man auch die < S
Mittelsenkrechten und fiir die Basiswinkel
ebenfalls die Winkelhalbierenden ein- :
zeichnen. Mittelsenkrechte und Winkel-

» B A ]W 8

halbierende bezeichnet man haufig so wie
im Bild C 109. Derartige besondere Linien
gibt es fiir alle Dreiecke.

L)

® 59 a) Zeichne ein spitzwinkliges Dreieck ABC und konstruiere seine Mittelsenkrech-
ten m,, m, und m/!
b) Verfahre ebenso mit einem stumpfwinkligen (rechtwinkligen) Dreieck! Was
stellst du fest?

» 25 [

Wir beweisen diesen Satz mit Hilfe der Satze C 21 und C 22.
Voraussetzung: mg, mpund m, sind die Mittel-
senkrechten eines Dreiecks ABC.
Behauptung: m,, m, und m, schneiden einan-
der in einem Punkt (7 Bild C 110).

Beweis: m, und m; schneiden einander im
Punkt M.

MB =MC (Satz C 21 fiir m,)

MC = MA (Satz C 21 fiir m,)

MB = MA

Deshalb gehért

Mzu m. (Satz C 22 fiir m,)

Also schneiden m,, m, und m, éinander in ei- o
nem Punkt M, was zu beweisen war. Bild C 110

10 [000608)
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Die Mittelsenkrechten eines Dreiecks sind Geraden. Winkelhalbierende haben wir bis-
her immer als Strahlen aufgefaBt; so ist im Bild C 111 w, der Strahl AD. Héufig versteht
man unter w, auch die Strecke AD. Dies ist z. B. der Fall, wenn man sagt, daR w, 5,3 cm
lang ist.

» 26 | SATZ: Die kethalk den jedes Dreiecks schneiden einander in einem Punkt. |
® 60 Begriinde den Satz C 26 mit Hilfe 8
der Sétze C 23 und C 24! A

Auch bei zwei anderen Arten besonderer
Linien in Dreiecken handelt es sich um
Strecken.

Verbindet man einen Eckpunkt eines Drei-
ecks mit dem Mittelpunkt der gegentiber-
liegenden Seite, so erhdlt man eine Seiten- Bild C 111
halbierende dieses Dreiecks. Zum Beispiel
ist s. Seitenhalbierende des Dreiecks ABC
(~ Bild C 112).

Féllt man von einem Eckpunkt eines Drei-
ecks das Lot auf die durch die gegeniiber-
liegende Seite bestimmte Gerade, so er-
hélt man eine Hohe. Fir das Dreieck im
Bild C 112 sind beispielsweise h, und h.
Héhen. Die Punkte D und £ nennt man
ihre FuBpunkte.

Auf den Beweis der folgenden zwei Sitze Bild C 112
verzichten wir.

o\

> 27 ISATZ: Die halk den jedes Dreiecks schneiden einander in einem Punkt. I

» 28 | SATZ: Die Geraden, auf denen die Hohen eines Dreiecks liegen, schneiden einand
stets in einem Punkt.

Aufgaber

1 Zeichne a) ein spitzwinkliges, b) ein stumpfwinkliges und c) ein rechtwinkliges
Dreieck ABC!
Konstruiere dann jeweils einen Punkt P mit
PA=PB=PC!
Wie kannst du die Genauigkeit deiner Konstruktion mit dem Zirkel tiberpriifen?

2. ! Zeichne a) ein spitzwinkliges, b) ein stumpfwinkliges und c) ein rechtwinkliges
Dreieck ABC!
Konstruiere dann jeweils die drei Winkethalbierenden!
Was [GRt sich tiber den Abstand des Schnittpunktes der Winkelhalbierenden zu
den Seiten sagen? Begriinde!
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21

Ein prismenférmiges Bauteil (-7 Bild C 113) soll trans-
portiert werden. Es darf auf jeder Fldche gelagert wer-
den. Kann dieses Teil auf einem Wagen durch eine
Einfahrt transportiert werden, wenn die Ladefldche
des Wagens 1,0 m tber der StraBendecke liegt und die
maximale Durchfahrtshéhe der Einfahrt 2,80 m be-
trégt? Untersuche die Frage mit Hilfe einer maRstdbli-
chen Zeichnung!

2,00m

Zeichne a) ein spitzwinkliges, b) ein stumpfwinkliges Bild C 113
und c) ein rechtwinkliges Dreieck und konstruiere die
drei Hohen!

Zeichne ein Dreieck ABC und durch die Eckpunkte jeweils die Parallelen zur ge-
geniiberliegenden Seite!

Bezeichne die Schnittpunkte der Parallelen mit P, Q und R! Konstruiere fiir das
Dreieck ABC die Héhen!

Was sind die durch die Hohen bestimmten Geraden im Dreieck PQR? Be-
grinde!

Zeichne auf dicke Pappe ein Dreieck!
Konstruiere den Schnittpunkt S der Seitenhalbierenden dieses Dreiecks! Schneide
das Dreieck aus und setze das Dreieck im Punkt S (dem ,Schwerpunkt”) auf eine
Stecknadelspitze! Was stellst du fest?

Zeichne mit der Lochschablone ein Dreieck ABC mit A (2), 8(8) und C (23)!
Konstruiere die Winkelhalbierende w,, die Seitenhalbierende s, und die Héhe h,
dieses Dreiecks!

Bezeichne den Schnittpunkt von s, und w, mit P!

Kann P Schnittpunkt der Mittelsenkrechten des Dreiecks ABC sein? Begriinde!

Konstruktionen von Dreiecken,
bei denen eine Hohe gegeben ist

Es soll ein Dreieck ABC konstruiert werden, von dem die Seite ¢, die Héhe h. und
der Winkel o gegeben sind.

Lésungstiberlegung (7 Planfigur im
Bild C 114a): Beginnt man die Kon-

5 —_— g
struktion mit der Seite ¢, so erhalt [3
man die Punkte A und B. C muB er- Pe
stens auf dem freien Schenkel des KA 8

an den Strahl AB angetragenen
Winkels o liegen. Zweitens muB C Bild C 114a
auf einer Parallelen zu AB im Ab-

stand A, liegen.
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Konstruktion:

f
\/QB 3 8

Bild C 114b
@ 57 q) Beschreibe die Konstruktion anhand des Bildes C 114b!

b) Ist das Dreieck eindeutig konstruierbar? Begriinde!

Die Aufgabe im Beispiel C 10 kann man auch l8sen, indem man zuerst das ,Teildreieck”
ADC konstruiert.

@ U2 Nach welchem Kongruenzsatz ist das Teildreieck A
ADC im Beispiel C 10 eindeutig konstruierbar?
Wie erhalt man dann den Punkt B?
Falls eine Aufgabe mehrere Lésungen hat, wird dies beim
Vorgehen Uber ein Teildreieck allerdings hdufig tberse-
hen. B D C
@ 03 q) Konstruiere ein Dreieck ABC mit a=4,8 cm; Bild C 115a

¢=35¢cm; h,=2,6 cm!

Beschreibe die Konstruktion (7 Planfigur im Bild T S
C 115q)

b) Begriinde, daR es zwei Losungen gibt (7 Bild | /Z*
C 115b)!

c) Andere den Wert fiir ¢ so ab, daR das Dreieck 8 Y

nicht konstruierbar (eindeutig konstruierbar)
wird!

C
Bild C 115b

Konstruiere ein Dreieck ABC mit den angegebenen Stiicken! Uberlege, ob die Kon-
struktion ausfiihrbar ist und ob sie sogar eindeutig ausfiihrbar ist!

a) b=6,4cm; a=54° h,=52cm c) c=4,7cm; b=53cm; h,=4,4cm
b)yo=33cm; b=44cm; h.=29cm d)b=8,1cm; a=45 h,=50cm

Konstruiere ein Dreieck mit @ = 6,0 cm, 8 =80° und s, = 5,2 cm! Uberlege, ob die
Konstruktion eindeutig ausfihrbar ist!
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Zusammenfassung

Zwei Dreiecke sind einander kongruent,

(a) wenn sie in zwei Seiten und dem einge- (c) wenn sie in den drei Seiten iibereinstim-
schlossenen Winkel iibereinstimmen (sws), men [sss),

(b) wenn sie in einer Seite und den beiden an- | (d) wenn sie in zwei Seiten und dem Winkel,
liegenden Winkeln tibereinstimmen (wsw), der der groReren Seite gegeniiberliegt,
Gbereinstimmen (SsW).

Fir alle Dreiecke gilt: Es schneiden einander in jeweils einem gemeinsamen Punkt: (a) die
Mittelsenkrechten, (b) die durch die Héhen bestimmten Geraden, (c) die Seitenhalbierenden
und (d) die Winkelhalbierenden.

Vierecke und Vielecke

22 Vielecke

Dreiecke, Vierecke, Fiinfecke usw. sind spezielle Vielecke. Ein Vieleck entsteht, wenn
man einen ,geschlossenen” Streckenzug zeichnet. Ein solcher Streckenzug geht von ei-
nem Punkt aus und fiihrt zu ihm wieder zuriick. Die Strecken heien Seiten, ihre End-
punkte Eckpunkte. Vielecke nennt man auch n-Ecke; n ist die Anzahl der Eckpunkte.

@ 64 a) Welche Zahlen kommen fiir n bei einem n-Eck in F 0

Betracht? £

b) Bei dem Vieleck im Bild C 116 sind 6 Punkte A bis F
als Endpunkte von Strecken gekennzeichnet. Den-
noch ist es kein Sechseck, sondern ein Fiinfeck.
Erlautere!

A B (o
Bild C 116
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Auch die Figuren im Bild C 117 sind geschlossene Streckenziige. Man kann sie zum Bei-
spiel von A aus iiber B, C, ... so durchlaufen, daR man zu A zuriickgelangt. Trotzdem be-
zeichnen wir sie nicht als Vielecke. Bei Vielecken diirfen nur dufeinanderfolgende Strek-
ken Punkte gemeinsam haben, und zwar gemeinsame Endpunkte.

Bild C 117
G £ 0 i 0 : ¢
X ¢ 0,6 BF
B ; . , 2
C
A A B . A ] AH E.J

Fligt man zur Menge der Punkte eines Vielecks noch die von dieser ,Vieleckslinie” um-
schlossenen ,inneren” Punkte hinzu, so erhdlt man eine Vielecksfléche (-~ Bild C 118).

Vieleckslinien d D m O
Vielecksflichen 4 . N .

Bild C 118 Bild C 119

Haufig bezeichnet man sowoh! Vieleckslinien als auch Vielecksflachen als Vietecke.
Dann muR aus dem Zusammenhang hervorgehen, was gemeint ist. Spricht man bei-
spielsweise vom Fldcheninhalt eines Rechtecks, so ist mit ,Rechteck” eine Rechtecksfld-
che gemeint. Manchmal muB man jedoch die ausfiihrliche Bezeichnung verwenden. So
haben zum Beispiel im Bild C 119 die Dreieckslinien ABC und PQR genau zwei Punkte
gemeinsam, die Dreiecksfléchen hingegen unendlich viele.

Alle Vielecke lassen sich in Dreiecke zerlegen. Das kann durch Diagonalen geschehen.
So heien alle Verbindungsstrecken zweier Eckpunkte, sofern sie nicht Seiten sind.
Liegen olle Diagonalen eines Vielecks innerhalb des Vielecks, so nennt man das Vieteck
konvex. Dreiecke heiBen ebenfalls konvex. Bei allen anderen Vielecken gibt es sowohl
konvexe als auch nicht konvexe (-7 Bild C 120). Bild C 120

Oreiecke Vierecke ‘Flinfecke

keine Diagonalen 2wei Diagonalen funf Diagonalen

konvex (b) (

nicht
konvex
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@ 65 a) Zeichne ein konvexes 6-Eck mit allen Diagonalen!
b) Zeichne ein nicht konvexes 6-Eck mit allen Diagonalen!

Jeder Eckpunkt eines Vielecks ‘ist Scheitelpunkt eines Innenwinkels dieses Vielecks
(-~ Bild C 121). Bei konvexen Vielecken ist jeder Innenwinkel kleiner als 180°. Bei nicht
konvexen Vielecken ist wenigstens ein Innenwinkel gréBer als 180°.

0

A

Aufgaben Bild C 121
1. Das Bild C 122 zeigt Kristalle. Was fiir Vielecke treten als Begrenzungsfldchen

auf?

Steinsalz Magneteisenstein Schwefelkies Argentit

Bild C 122

2. Wieviel Punkte haben die Vielecklinie und die Gerade g im Bild C 123 gemein-

sam?

@ ® ©

Bild C 123
3. Zeichne ein n-Eck und eine Gerade mit k gemeinsamen Punkten!
a)jn=3, k=0 cjn=3, k=2 e)jn=4, k=2 g)jn=4, k=4
b)n=3, k=1 d)n=3, k=3 f) n=4, k=3 h)n=5, k=3

4. Zeichne in ein Koordinatensystem die Punkte A (0; 0), B (6; 0), C (4; 4), D (8; 10)
und E(0; 10)! Zeichne das Flinfeck ABCDE! Welche Innenwinkel sind spitze,
rechte bzw. stumpfe Winkel? Mi alle Innenwinkel des Fiinfecks! Ist das Fiinfeck
konvex?

5.  Zeichne ein axialsymmetrisches Sechseck!
(Hinweis: Zeichne zundchst die Symmetrieachse!)

6.  Zeichne a) ein konvexes, b) ein nicht konvexes Viereck mit zwei rechten Innenwin-
keln! J

7.* a) Wieviel Diagonalen gehen von jeder Ecke eines 5-Ecks (6-Ecks, 7-Ecks) aus?
b) Wieviel Diagonalen hat ein 5-Eck (6-Eck, 7-Eck) insgesamt?
c) Wieviel Diagonalen hat ein 10-Eck?
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23 Vierecke - ihre Diagonalen und Innenwinkel

Die Eckpunkte, Winkel, Seiten und Diagonalen eines Vier- 0 3
ecks werden meist wie im Bild C 124 bezeichnet. Man
sagt, dal im Viereck ABCD die Seiten a und b einander
benachbart sind, ebenso die Winkel o und £.

Die Seiten @ und c liegen einander gegeniiber, desglei-
chen die Winkel o und y. A
Man spricht auch kurz von Nachbarseiten und Nachbar-
winkeln sowie von Gegenseiten und Gegenwinkeln. Bild C 124 B
Wir wissen, bei Dreiecken werden durch die (Ladngen der) drei Seiten auch die (GroRen
der) Innenwinkel festgelegt (Kongruenzsatz (sss)). Bei Vierecken ist das nicht so. Die Vier-
ecke im Bild C 125 stimmen in den Seiten tiberein, sind aber nicht einander kongruent.

c 6 R
0:7 i§
H
| G S P
A
B E F Q

dC125

Aus vier Stiben eines Metallbaukastens kann ein ,Gelenkviereck” montiert werden. Ein
solches Viereck ist nicht stabil. Stabilitat erreicht man durch einen fiinften Stab als Dia-
gonale. Daraus wird die Bedeutung des Dreiecks als ,starre Figur” fiir viele technische
Belange, etwa fiir das Bauwesen (-~ S. 122), ersichtlich. Andererseits sind beispielsweise
bei einem Wippkran (-~ Bild auf dem Titelblatt) auch bewegliche Vierecke wichtig.

Auch durch Festhalten eines Winkels kann man aus einem Gelenkviereck eine
starre Figur gewinnen (7 Bild C 126). Begriinde die Starrheit dieser Figur mit Kon-
gruenzsdtzen fiir Dreiecke!

Bild C 126 Bild C 127

Es ist ein Viereck ABCD mit folgenden Stiicken zu konstruieren:
a=6,0cm;b=5,5cm; a=85% =134 y=78"

Lésungsiiberlegung (” Planfigur, Bild C 127):

Das Dreieck ABC laRt sich nach dem Kongruenzsatz (sws) eindeutig konstruieren.
(Dabei braucht die Dreieckseite AC als Diagonale des Vierecks nicht eingezeich-
net zu werden.)

Den Eckpunkt D erhélt man durch geeignetes Antragen der Winkel o und y.
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® 67 Fihre die Konstruktion zum Beispiel C 11 aus und beschreibe sie! Ist die Konstruk-
tion eindeutig ausfiihrbar?

Fiur die eindeutige Konstruktion eines Vierecks sind wenigstens fiinf Stiicke nétig.

® 68 L&Rt sich ein Viereck ABCD mit folgenden Stiicken (eindeutig) konstruieren?
a)a=7cm; a=90° B=90° y=90° J=290°
b) a=7 cm; a=90° f=90% y=90°% 0=50°
Wie bei Dreiecken haben die (GroBen der) Innenwinkel bei Vierecken immer die gleiche
Summe. Wie groR diese Summe ist, erkennt man am Rechteck.

»29 I SATZ: In jedem Viereck b gt die der kelgréBen 360°. l

® 69 Beweise den Satz C 29! )
Beachte: Jedes Viereck [GBt sich durch eine Diagonale in zwei Dreiecke zerlegen,
und es gibt nicht nur konvexe Vierecke!

Aufgaben

1 Eine Strecke PQ kann im Geld@nde nicht direkt vermessen werden. Ermittle die ge-
suchte Streckenldnge durch eine maBstébliche Zeichnung
a) im Bild C 128, b) im Bild C 129!

Q Skizzen nicht mafistabgerecht

Bild C 128 Bild C 129

2 Konstruiere ein Viereck ABCD mit folgenden Stiicken!
a) a=45cm; d=38cm; a=85°% =78 0=115°
b) b=5,2cm; c=4,2cm; f=135% y=120° J0=32°
Erldutere, warum die Konstruktion eindeutig ausfiihrbar ist!

3 Konstruiere ein konvexes Viereck ABCD mit a=4,5cm; b=6,0 cm; ¢=3,5cm;
B =50
Konstruiere ein nicht konvexes Viereck ABCD mit den gleichen Stiicken!
Zeichne die Diagonalen in beide Vierecke ein!

4, Konstruiere Vierecke ABCD, von denen jeweils die folgenden Stiicke gegeben
sind! Uberdenke jedesmal, ob die Konstruktion eindeutig ausfiihrbar ist!
a) b=55cm; c=34cm; d=4,6cm; y=105° O=98"
b)a=32cm; b=28cm; d=35cm; a=90° 0J=65°
c¢)a=36cm; b=43cm; c=35cm; d=24cm; y=90°
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5 Konstruiere Vierecke ABCD, von denen jeweils die folgenden Stiicke gegeben
sind! Uberdenke jedesmal, ob die Konstruktion eindeutig ausfiihrbar ist!
a) b=42cm; e=55cm; f=82° y =105°% 6=30°
b) a=4,2cm; d=23cm; e=29cm; a=102° B=51°
c) c=35cm; e=50cm; f=58cm; y=95 0J0=112°
d)*d=56cm; e=46cm; f=54cm; a=66° 06=51°

6. Ermittle jeweils die fehlenden (GréBen der) Innenwinkel im Viereck ABCD! Ist das
Viereck konvex? Begriinde!
a) a=73% =128 y=125° d) a=14° y=52° B=0
b) a=43°% y=24° 0=67° € 0=90% a=f=y
c) B=85% y=205° a=0 f) y=51°5 a==0

24 Parallelogramme

Wir wissen bereits: Parallelogramme sind spezielle Vierecke. Sie zeichnen sich dadurch
aus, daf jede Seite zu ihrer Gegenseite parallel ist.

» 30 | DEFINITION: Parallelogramm heiBit jedes Viereck mit zwei Paaren
paralleler Gegenseiten.

Parallelogramme werden durch jede Diagonale in

zwei zueinander kongruente Dreiecke zerlegt 9
(-~ Bild C 130).
® 70 a) Begriinde anhand des Bildes C 130, daR 8
im Parallelogramm ABCD gilt: A
A ABC=A ACD! Bild C 130

b) Untersuche auch die Dreiecke ABD und
BCD auf Kongruenz!

Aus der Kongruenz der Teildreiecke ergeben sich Eigenschaften aller Parallelo-
gramme.

» 31 | SATZ (Eigenschaften der Parallelogramme): Fiir alle Parallelogramme gilt
a) Je zwel Gegenseiten sind gleich lang.

b) Je zwei Gegenwinkel sind gleich grof.

c) Je zwei Nachbarwinkel haben die Summe 180°.

Eigentlich sind das drei verschiedene Sdtze. Sie konnten zusammengefaft werden, weil
sie die gleiche Voraussetzung haben. Gesondert und auBerdem in Wenn-so-Form ausge-
sprochen, lautet der erste Satz:

V sei ein Viereck.
Wenn V ein Parallelogramm ist,
so hat V zwei Paare gleich langer Gegenseiten.

® 71 Sprich auch die anderen beiden Sétze von » C 31 gesondert und in Wenn-so-Form
aus!
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Vom ersten dieser Sétze gilt auch die Umkehrung:

» 32 | SATZ: V sei ein Viereck.
Wenn V zwei Paare gleich tanger Gegenseiten hat, so ist V ein Parallelogramm.

Man kann den Satz C 32 auch so aussprechen:
Jedes Viereck mit zwei Paaren gleich langer Gegenseiten ist ein Parallelogramm.

Beweis von Satz C 32: 0
Voraussetzung: Im Viereck ABCD gilt c
AB=CD, AD = BC (~ Bild C 131).

Behauptung: AB Il CD, AD Il BC

Beweis: Wir zeichnen die Diagonale AC. 8
Dann gitt: _ _ Bild C 131
A ABC=ACDA  (AB=CD, BC=AD, AC = AC; (sss))

4 CAB= 4ACD (entsprechende Winkel in kongruenten Dreiecken)

ABI CD (Umkehrung des Wechselwinkelsatzes)

Nun fehlt noch der Nachweis der Parallelitét von AD und BC.

e 72 a) Welche Winkel sind dafiir zu betrachten? Vervollstindige den Beweis!
b) Formuliere auch Umkehrungen zu den Sétzen C 31b) und c)! Uberdenke, ob
auch sie wahr sind!

% £
S

Bild C 132 Bild C 133

Der Satz C 32 liegt den sogenannten Gelenkparallelo-
grammen zugrunde. Sie finden in der Praxis Anwendung
(Bild C 132 und 133). Die beiden Diagonalen eines Paralle-

logramms ABCD zerlegen dieses in zwei Paare kongruen- B
ter Dreiecke (7 Bild C 134). Daraus ergibt sich der fol- A

gende Satz: Bild C 134
+ 33 | SATZ: In jedem Parallelog halbieren die Diagonal der. —I

® 73 a) Begriinde den Satz C 33!
b) Sprich den Satz C 33 in Wenn-so-Form aus!
Bilde die Umkehrung und iiberlege, ob sie wahr ist!
Die Satze C 31 bis C 33 kann man bei der Konstruktion von Parallelogrammen nutzen.
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m 12

‘Es ist ein Parallelogramm zu konstruieren, in dem

a=5,0cm; b=3,5cm; a=75ist.
Lésungstiberlegung (~ Planfigur, Bild C 135):

Das Dreieck ABD l&RBt sich gemd&R dem Kongruenz-
satz (sws) eindeutig konstruieren, wenn die Seite d
bekannt ist. Nach Satz C 31a) ist b = d. Also ist mit
b auch d gegeben und kann zur Konstruktion be-
nutzt werden. Damit sind die drei Eckpunkte A, B, D
des Parallelogramms festgelegt. Den vierten Eck-
punkt C kann man durch Parallelenkonstruktion er- A Bild C 135
halten.

a) Fiihre die Konstruktion zum Beispiel C 12 aus und beschreibe sie! Ist sie eindeu-
tig ausfuhrbar?

b) Wie kann man C anders als durch Zeichnen von Parallelen erhalten?

c) Man kann auch zuerst die drei Eckpunkte A, B, C festlegen. Welchen Teil des
Satzes C 31 muR man dann anwenden? Durchdenke noch andere Mdéglichkei-
ten!

Aufgaben

1.

Im Parallelogramm ABCD sei jeweils der folgende Winkel bekannt. Berechne die
ibrigen Winkel!

a) a=68" b) =74 c) f=124° d)y=95"

e) y=118° f) 0=60° g) a=75" h)J=45°

Es sei ABCD ein Parallelogramm. Dann gibt es eine Bewegung, die ABCD auf sich
selbst abbildet und bei der C das Bild von A ist. Gib die Bilder der Eckpunkte B, C
und D an! Welches Bild haben die Seite a und der Winkel £? Was ist das fiir eine
Bewegung?

Zeichne ein Parallelogramm ABCD! Verldngere die Seite AB iiber B hinaus und
die Seite AD {iber D hinaus jeweils um sich selbst! Bezeichne die Endpunkte der
Verléngerungen mit Eund F! Ist C der Mittelpunkt von EF?

Ist das bei jedem Parallelogramm so? Begriinde!

Beweise den folgenden Satz:
Wenn in einem Viereck zwei Gegenseiten einander parallel und gleich lang sind,
so ist es ein Parallelogramm!

Konstruiere Parallelogramme ABCD mit folgenden Stiicken!

a)a=24cm; b=48cm; f=74° c)a=58cm; b=36cm; e=45cm
b)c=36cm; d=26cm; d=110° d) b=25cm; e=4,7 cm; [§=98°

Gib die restlichen Stiicke an! Erldutere, warum die Konstruktion eindeutig ausfiihr-
bar ist! d
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25 Besondere Parallelogramme
Pa
Wir wissen bereits, daB Rechtecke besondere Parallelo-
gramme und Quadrate spezielle Rechtecke sind Qu
(-~ Bild C 136). Q
Entsprechend kann man fiir eine Definition des Rechtecks
den Begriff Parallelogramm benutzen, fiir eine Definition
des Quadrats den Begriff Rechteck:
Rechtecke sind Parallelogramme, deren Innenwinkel samtlich rechte Winkel sind.
Quadrate sind Rechtecke, deren vier Seiten gleich lang sind.

Bild C 136

® 75 Warum geniigt es, bei der Definition des Rechtecks das Vorhandensein (minde-
stens) eines rechten Winkels als Innenwinkel zu fordern?

» 34 DEFINITIONEN:
a) Rechteck heift jedes Parallelogramm mit einem rechten Winkel als Innenwinkel.
b) Quadrat heift jedes Rechteck mit gleich langen Nachbarseiten.

Da Rechtecke besondere Parallelogramme sind, haben sie alle Eigenschaften, die in
Lerneinheit C 24 herausgestellt wurden. Dartiber hinaus a8t sich bei ihnen noch eine
Aussage Uber die Lange der Diagonalen machen.

» 35 | SATZ: In jedem Rechteck sind die Di len gleich lang.

@ 76 a) Beweise den Satz C 35 tiber den Nachweis der
Kongruenz zweier Dreiecke im Rechteck ABCD

(-~ Bild C 137)!
b) Welche besondere Eigenschaft haben die Diago- 8
nalen von Quadraten noch zusatzlich? A Bild C 137

Uber die Eigenschaften hinaus, die alle Parallelogramme haben, gilt fiir Quadrate:
Nachbarseiten sind gleich lang.
Innenwinkel sind rechte Winkel.
Fur Rechtecke als besondere Parallelogramme ist nur eine dieser Eigenschaften charak-
teristisch. Parallelogramme, bei denen lediglich die erste besondere Eigenschaft der
Quadrate gefordert wird, heiBen Rhomben (Singular: der Rhombus).

» 26 | DEFINITION: Rhombus heift jedes Parallelogramm mit gleich langen Nachbarseiten.

® 77 Konstruiere ein Viereck ABCD, in dem
a=b=c=d=4cm ist! Was fir ein Viereck er-
haltst du?

Statt Rhomben als Parallelogramme mit gleich langen
Nachbarseiten zu definieren, kann man sie auch als Vier-
ecke mit vier gleich langen Seiten charakterisieren.
(Warum?)

Bild C 138
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Pa
® 78 Erltutere das Bild C 139, in dem Rh die Menge aller Re Rh
Rhomben bedeutet!
Bei Quadraten stehen die Diagonalen senkrecht aufeinan-
der. Diese Eigenschaft haben sogar alte Rhomben. Bild C 139
> 37 [skn:lnpd‘emnr bus stehen die Diagonalen senkrecht aufeinander. |

Fir den Beweis dieses Satzes geniigt es zu zeigen, dal im Rhombus ABCD mit dem Dia-
gonalenschnittpunkt M (-~ Bild C 140) die Winkel AMB und BMC kongruent, also gleich
grof sind. (Warum?)

Voraussetzung: Viereck ABCD ist Rhombus, M Schnittpunkt von AC und BD (~ Bild
C 140) D

Behauptung: < AMB = ¢ BMC

«

Beweis:
AB=BC (Rhombuseigenschaft nach Definition)
AM = MC (Diagonalen im Parallelogramm halbieren

einander, Satz C 33)
BM = BM A 8
A ABM=A BCM (Kongruenzsatz (sss)) Bild C 140
<4 AMB= ¢ BMC (Entsprechende Winkel in kongruenten Dreiecken),

was zu beweisen war.

Aufgaben

1. a) Falte ein Blatt Papier und schneide zwei kongruente Dreiecke aus! Lege aus ih-
nen ein Parallelogramm!

b) Wieviel verschiedene (d. h. einander nicht kongruente) Parallelogramme kann
man aus zwei unregelmdBigen (aus zwei gleichschenkligen, aber nicht gleich-
seitigen, aus zwei gleichseitigen) Dreiecken legen? Begriinde!

c) Wie mussen die Dreiecke beschaffen sein, damit man ein Rechteck (einen
Rhombus, ein Quadrat) erhalt?

2. Wenn man auf dem ,Polylux” zwei farbige Folienstreifen so tibereinanderlegt, daB
sie einander kreuzen, sieht man ein Parallelogramm.
a) Wie miissen die Streifen beschaffen sein, damit ein Rhombus entsteht?
b) Jeder der beiden Folienstreifen sei 5 cm breit. Wie lang sind die Seiten des er-
zeugten Parallelogramms dann mindestens (hochstens)? e— — —

3.* Das Bild C 141 zeigt eine Figur aus 24 Streichhélzern. Es l l l
sollen 6 Streichhélzer entfernt werden, so da drei Qua- s e
drate brigbleiben. l l l l

einem einzigen Schnitt einen Rhombus! Wie muB der

4.*  Schneide aus einem zweimal gefalteten Stiick Papier mit l l l l
Schnitt gefiihrt werden, damit ein Quadrat entsteht?

Bild C 141
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5. Konstruiere Rhomben ABCD mit folgenden Stiicken!
a)a=4,6cm; a=64° b) b=5,4cm; y=120°
c)b=37cm; e=60cm d)e=52cm; f=36cm

26 Trapeze

» 38 | DEFINITION: Trapez heiflt jedes Viereck mit zwei parallelen Seiten.

@ 79 Zeichne eine Darstellung der Beziehungen zwischen Vierecksarten wie im Bild
C 139 (~ Lerneinheit C 25), die auBerdem noch die Menge Tr der Trapeze er-
faBt!

Ist ein Trapez kein Parallelogramm, so bezeichnet man die nicht zueinander parallelen
Gegenseiten als Schenkel des Trapezes (7 Bild C 142). Jedes Lot von einem Punkt einer
der parallelen Seiten auf die andere (bzw. die durch sie bestimmte Gerade) bezeichnet
man als Héhe des Trapezes. Meist zeichnet man sie wie im Bild C 142 von einem Eck-

punkt aus. i I8
Bild C 142  Bild C 143 R 0 c
|

Schenkel

N p Q A 8

e 80 Das Bild C 143 zeigt zwei Trapeze, die keine Parallelogramme sind.
a) Gib die Schenkel dieser Trapeze an!
b) Sabine behauptet: ,In jedem Trapez haben Innenwinkel, die ein und demsel-
ben Schenkel anliegen, die Summe 180°.” Stimmt das? Begriinde!
Untersuche die entsprechende Aussage fiir Parallelogramme!

Fiir die Konstruktion von Trapezen kdnnen wie bei Dreiecken unterschiedliche Stiicke
vorgegeben sein.

e 81 a) Konstruiere ein Trapez ABCD (AB |l CD) mit
a=65cm; b=38cm; d=35cm; a =65
b) Erléutere, warum die Konstruktion nicht eindeutig ausfiihrbar ist!
c) Was erhdlt man, wenn man b= d = 3,5 cm statt b =3,8 cm in a) wihlt?

Das Bild C 144 zeigt ein Trapez, das zwei gleich lange, aber einander nicht parallele Ge-
genseiten hat. Es ist ein gleichschenkliges Trapez. 0 c

® 82 a) Wie kann man das gleichschenklige Trapez im
Bild C 144 zu einem gleichschenkligen Dreieck
ergénzen?
b) Untersuche die gleichschenkligen Trapeze auf
Axialsymmetrie! Was gilt fiir ihre Innenwinkel?
Bild C 144 A B
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Aufgaben

1.

Von einem Trapez ABCD (AB Il CD) sind zwei Winkel bekannt. Ermittle die ande-
ren beiden!

a) a=75% f=81° b) a=64° y=88" c) £=90% d=112°

Konstruiere Trapeze ABCD (AB Il CD) mit folgenden Stiicken!

a) a=6,1cm; b=42cm; a=90° B=63"

b) a=7,3cm; d=4,0cm; a=61° B=105°

c) a=8,8cm; h=32cm; y=65" 0=95°

d) b=35cm; c=32cm; f=28 e=17cm

Démme haben im allgemeinen als Querschnitt ein gleichschenkliges Trapez
(-~ Bild C 145). Fertige fiir folgende Abmessungen maBstébliche Zeichnungen an!
a) Dammsohle 13,0 m; Dammkrone 4,0 m; Dammhdéhe 3,4 m

b) Dammsohle 14,0 m; Dammhd&he 3,2 m; Béschungswinkel 35°

c) Boschungslédnge 7,0 m; Dammkrone 4,3 m; Béschungswinkel 38°

-

—)— e D—
/ x\ \ > /.
® l —o—

—o—|
(® Boschungsbreite ® Boschungswinkel (@ Grabenbreite @® Grabentiefe
(@ Dammkrone ® Dammhéhe (@ Grabensohle ® Boschungsbreite
(® Boschungslange  (® Dammsohle (@ Boschungsldnge  (§) Boschungswinkel
Bild C 145 Bild C 146

Grében und Kandgle haben im allgemeinen als Querschnitt ein gleichschenkliges
Trapez (-~ Bild C 146).

Fertige fiir folgende Kanalbauten maBstabliche Zeichnungen an!

a) Grabenbreite 5,4 m; Grabentiefe 2,6 m; Boschungslénge 3,2 m

b) Grabensohle 3,2 m; Grabentiefe 2,2 m; Béschungswinkel 28°

c) Grabenbreite 20,0 m; Grabensohle 8,5 m; Béschungsldnge 7,2 m

In einem Trapez ABCD (AB |l CD) seien E und Fdie Mittelpunkte der Schenkel. Die
Strecke EF bezeichnet man als Mittellinie des Trapezes.

Von Eund F seien die Lote auf ABund CD gefdllt. |, g ¢ ¥
FuBpunkte seien U, ¥, W, X (-~ Bild C 147). ) 9
a) Begriinde die Kongruenzbeziehungen

A AUE= A DVE; A BWF= A CXF! E F

. " N . m

b) Erléutere, wieso aus diesen Beziehungen

folgt, daB die Mittellinie EF parallel a N

zu AB und CD ist! AU w B

Bild C 147
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6. In einem Trapez ABCD (ABIl CD) sei 0 c C Bild C 148
die (Lédnge der) Mittellinie mit m be-
zeichnet. Begriinde anhand des Bil-

E E'
des C 148, daB zwischen m und den E —
(Langen der) Seiten a und c die Be- L \ /
+
ziehung m = d 2 € besteht! A a 8 D

7.*  Zeichne einen Kreis mit beliebigem Radius und in ihm zwei zueinander parallele
Sehnen! Verbinde die Endpunkte der Sehnen so miteinander, daR du ein Viereck
erhéltst! Was fir ein Viereck ist das? Ist das stets so?

Begriinde! i

27 Drachenvierecke

Eine weitere Art von Vierecken hat ihren Namen nach ei-
nem beliebten Kinderspielzeug, das schon mindestens seit
dem 15. Jahrhundert bekannt ist und vermutlich aus
China stammt (-~ Bild C 149).

e 33 Erldutere, warum die folgenden Erklarungsversu-
che nicht nur Figuren erfassen, die wie Drachen
aussehen!(Benutze Bild C 150!)

a) Drachenviereck heiBt jedes Viereck, das zwei
gleich groBe Gegenwinkel hat.

b) Drachenviereck heiBt jedes Viereck, das zwei
Paare gleich langer Nachbarseiten hat. Bild C 149

Bild C 150 Bild C 151

» 39 | DEFINITION: Drachenviereck heifit jedes konvexe Viereck, das eine Symmetrieachse
hat, die durch zwei gegeniiberliegende Eckpunkte geht.

@ 84 a) Gib alle dir bekannten Vierecksarten an, die Drachenvierecke sind!
b) Konstruiere ein Drachenviereck ABCD mit
a=b=4,2cm; a=115° =50
c) Zeichne ein nichtkonvexes Viereck, das die gleiche Symmetrieeigenschaft wie
ein Drachenviereck hat!

Aus der Achsensymmetrie der Drachenvierecke (-~ Bild C 151) lassen sich Eigenschaften
folgern, die im Satz C 40 ausgesprochen sind.

11 [000608)
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Aufgaben

1 Konstruiere Drachenvierecke ABCD a) a=2,2cm; b=3,6 cm; = 145°,
b) b=6,1cm; c=28cm; f=7,0cm, ¢)e=10,2cm; a=124° y=42°
Durchdenke jedesmal, ob die Konstruktion ausfihrbar ist!

2. Zeichne drei verschiedene (d. h. nicht einander kongruente) Drachenvierecke, de-
ren Diagonalen 4 cm und 6 cm lang sind!

3. Zeichne ein Viereck, das kein Drachenviereck ist und fiir dessen Diagonalen e
und f gilt
a) e und fstehen aufeinander senkrecht, b) e wird von f halbiert!

4. Thomas will einen Drachen bauen. Er hat zwei Leisten von 80 cm und 54 cm
L&nge zur Verfiigung. Die kiirzere Querleiste will er 20 cm von der Spitze entfernt
anbringen. Zum Bespannen hat er einen Bogen Papier, der 90 cm lang und 52 cm
breit ist. Stelle durch eine maBstébliche Zeichnung fest, ob das Papier aus-
reicht!

5.* Sind alle konvexen Vierecke, bei denen jede Seite eine gleich lange Nachbarseite
hat, Drachenvierecke?

28 Axialsymmetrie bei Vierecken

Nicht nur Drachenvierecke sind axialsymme-
trisch, sondern beispielsweise auch gleich-
schenklige Trapeze (-~ Auftrag C 82).

@ 85 a) Christina behauptet: f
.Jedes Trapez, das achsensymme- |

trisch ist, ist ein gleichschenkliges J_
Trapez.” Welche besonderen Paral- —'I—'** T

lelogramme miiBte man auch als

gleichschenklige Trapeze ansehen, =i :\L/_ = I
wenn sie recht hatte? 2N

b) Erléutere die Ubersicht im Bild i Bild C 152
C 152!

In der Zusammenstellung im Bild C 152 fehlen gegeniiber der Ubersicht tiber die Vier-
ecksarten auf der dritten Umschlagseite des Buches nicht nur die nicht gleichschenkli-
gen Trapeze, sondern auch die Parallelogramme. Ein Parallelogramm (sofern es nicht
ein Rechteck oder ein Rhombus ist) (&Rt sich nicht durch eine Spiegelung auf sich selbst
abbilden.
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Aufgaben

1. Untersuche, ob die folgenden Aussagen wahr sind!

a) Halbiert in einem Trapez eine Diagonale die andere, so ist es ein Parallelo-
gramm.

b) Wird ein Viereck durch eine seiner Diagonalen in kongruente Dreiecke zerlegt,
so ist es ein Parallelogramm.

c) Hat ein Viereck eine Symmetrieachse, die durch gegentberliegende Eckpunkte
geht, so ist es ein Drachenviereck.

d) Hat ein Viereck zwei Symmetrieachsen, die durch Eckpunkte gehen, so ist es
ein Rhombus.

2, Ergéinze so, daB wahre Aussagen entstehen!
a) Hat ein Parallelogramm eine Symmetrieachse, die durch die Mittelpunkte
zweier Gegenseiten geht, so ist es ein ...
b) Hat ein Rechteck eine Symmetrieachse, die durch einen Eckpunkt geht, so ist
es ein ...
c) Hat ein Viereck drei gleich lange Seiten und eine Symmetrieachse, die durch
einen Eckpunkt geht, so ist es ein ...

3. Welche Parallelogramme sind zugleich axialsymmetrische Trapeze und Drachen-
vierecke? i

4.*  Axialsymmetrie bei einem Viereck bedeutet, daR es eine Spiegelung gibt, bei der
das Viereck sich selbst als Bild hat. Untersuche, welche Vierecke durch eine Dre-
hung mit dem Drehwinkel 180° auf sich selbst abgebildet werden (welche Vierecke
wzentralsymmetrisch” sind)! Ermittle auch das Drehzentrum (das ,Symmetriezen-
trum”)!

Flacheninhalt und Umfang von Vielecken

29 Fldcheninhalt und Umfang von Rechtecken

® 86 Ein Zimmer von 6,00 m L&nge und 4,00 m Breite soll vollsténdig mit Auslegware
ausgestattet werden. Die gewdhlte Auslegware wird in Rollen von 2,00 m Breite
geliefert. Ein Meter von einer solchen Rolle kostet 100 Mark.
a) Wieviel Mark kostet die Auslegware fiir das Zimmer?
b) Wie hoch sind die Materialkosten fiir das Auslegen eines Quadratmeters?
c) Wieviel Meter Scheuerleisten bendtigt man?
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@ 87 Wie kann man den Umfang eines Rechtecks ermitteln?

= 13 Hat ein Rechteck Seiten mit den Langen 4,30 m und 3,70 m, so ist sein Fldchenin-
halt
A=4,30m-3,70 m= 15,91 m?.
Bei der Angabe des Flidcheninhalts unterscheiden wir den Zahlenwert (hier 15,91)
und die Einheit (hier m?).

@ 88 a) In welchen Einheiten kdnnen wir den Flacheninhalt auch angeben?
b) Wie genau wire der Flacheninhalt des Rechtecks im Beispiel C 13 sinnvoller-
weise anzugeben, wenn die Seitenltngen lediglich N&herungswerte — etwa
durch Messen ermittelt — wéren?

Sind die Seitenldngen eines Rechtecks @ =4 cm und b =3 cm, so gibt
sein Flacheninhalt 12 cm? die Anzahl der Einheitsquadrate mit der Sei-
tenldnge 1 cm an, die das Rechteck ausfiillen (7 Bild C 154).

Bild C 154
Die Zahlenwerte der Seitenldngen eines Rechtecks kénnen jedoch auch gebrochene

6
cheninhalt ebenfalls nach der Formel A=a - b.

Zahlen (z. B. a=E m und b =0,54 m) sein. In solchen Féllen berechnen wir den Fl&-

Aufgaben

1 Eine quaderférmige Transportkiste ist 1,20 m lang, 75 cm breit und 60 cm hoch.
Boden und Seitenwdnde werden, um Beschadigungen des Transportgutes zu ver-
meiden, vollstdndig mit starkem Papier ausgekleidet. Wieviel Quadratmeter Pa-
pier werden insgesamt fiir 20 solcher Kisten benétigt?

2. Die Verpackung eines Fernsehgerdtes ist aus 5 mm starker Wellpappe und hat fol-
gende MaBe: Lange 63 cm, Breite 35 cm, Hohe 50 cm. Wieviel Quadratmeter
Pappe werden insgesamt fir die Verpackung von 30 Fernsehgeréten benétigt?

3. Ergdnze die folgenden Tabellen! Dabei ist A der Fldcheninhalt und u der Umfang
eines Rechtecks mit den Seitenldngen a und b.

a) a | 6 | w | A b) a | & | v | A
56cm | 020m . 42cm |2,1dm
210m 420 m? 25m 900 m?
0,410 km 360 ha 0,350 km 153 ha
72 mm 200 mm 640 mm | 5,00 m

4. FuRballfelder sind 45 m bis 90 m breit und 90 m bis 120 m lang. Welchen Fléchen-
inhalt hat ein FuBballfeld a) mindestens, b) héchstens?

5. a, und b, sind die Seitenldngen eines Rechtecks, @, und b, die eines zweiten Recht-
ecks. Welche Beziehung besteht zwischen den Flacheninhalten A; und A, wenn
folgendes gilt:

a) a, und a, sind gleich, b, ist doppelt so groR wie b,
b) a, ist doppelt so groB wie a,, b, und b, sind gleich,
c) a, ist doppelt so groB wie a, b, ist dreimal so groR wie b,,
d) a ist doppelt so groB wie @, b, ist doppelt so groR wie b;?



LE 30 Flacheninhalt und Umfang von Vielecken C 165

30 Flédcheninhalt und Umfang von Vielecken
3cm
= 14 Der Flacheninhalt A des Vielecks im Bild C 155

Bild C 155 ist zu berechnen.

a) Das Vieleck kann in zwei Rechtecke
zerlegt werden. Dafir gibt es zwei
Méglichkeiten (-~ Bild C 156).

b) Man kann das Vieleck aber auch
zu einem Rechteck ergdnzen und

den Fldcheninhalt A so ermitteln I 1 — — —:
( Bild C 157). ‘

Bild C 156

bcem

2cm
<<

Bild C 157

5m

Bild C 158

@ 89 Ein Garten hat die dem Bild C 158 zu
entnehmende Gestalt.
a) Wie groB ist sein Flacheninhalt? 25m
b) Wie lang ist die Umz&unung?

Der Umfang eines Vielecks ergibt sich als Summe der Langen aller Seiten. Beliebigen
Vielecken ist ebenfalls eindeutig ein Fldcheninhalt zugeordnet. Dabei gilt:

> 42 | SATZ: Kongruente Vielecke haben denselben Flécheninhalt (-~ Bild C 159).

> 43 | SATZ: Ist ein Vieleck Vin zwei oder mehr Vielecke zerlegt, so ist der Inhalt von Vgleich
der Summe der Inhalte der Teilvielecke (-~ Bild C 160).

: v : Aist der Inhalt vonV

A, ist der Inhalt von V4
A, ist der Inhalt von V,

A4 ist der Inhalt von Vy
Wenn Vy 22V, ,s0 A=A, A, ist der Inhalt von V,

Bild C 159 . Bild C 160
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Aufgaben q
1. Ermittle jeweils den Flacheninhalt und den Umfang e
der folgenden Figuren!
a) 6-Eck (7 Bild C 161) mita=10,5cm, b=35¢cm, © c
c=45cmund d=7,0cm
b) 6-Eck (-~ Bild C 161) mit a = 12,2 dm, b =5,5 dm,
¢=4,0dm und d=15,5dm Bild C 161
c) 8-Eck (~ Bild C 162) mit a=3,5cm, b=5,0cm,
c=120cm, d=30cmund e=6,5cm a b

d) 8-Eck (-~ Bild C 162) mit a =6,2dm, b=5,0 dm,
c=18,2dm, d=4,5dm und e=9,5dm.

2. Der Flacheninhalt des Vielecks im Bild C 161 o
soll 50 m2 groR sein, a=10m, d=8m :
und b =3 m. Wie groR muB c sein?

3: Fiir den Versand von Maschinen werden
Holzkisten angefertigt (7 Bild C 163). Bild C 162
Dabei ist a=5,00 m, b=2,00 m,
¢=210m, d=1,10m und e=2,00 m. Lt o
a) Wieviel Quadratmeter Holz braucht man fiir |

eine solche Versandkiste? :
I "I

b) Wieviel Holz wire fiir eine quaderférmige
Kiste mit den Abmessungen a, b und ¢ © fm—— -
erforderlich? g / 1 /

c) Wieviel Quadratmeter Holz spart man a
gegeniiber quaderférmigen Kisten bei
der Herstellung von 50 Versandkisten?

Bild C 163

4.  Zeichne die angegebenen Vielecke in ein Koordinatensystem mit der Einheit 1 cm!
Ermittle Umfang und Fldcheninhalt
a) des Vielecks ABCDEF mit
A(1; 1), B(6: 1), C(6:5), D(3;5), E(3; 3), F(1; 3),
b) des Vierecks ABCD mit
A(0; 0), B(4;0), C(4;6), D(0; 6)!

5. Wir wissen: Wenn Vielecke V; und V, kongruent sind, so haben die Vielecke V,
und V;, denselben Fldcheninhalt.
Gilt die Umkehrung dieser Aussage?

31 Der Fldcheninhalt von Dreiecken

Die Vielecke im Bild C 164 kann man nicht in Rechtecke zerlegen. Um auch fiir solche
Vielecke den Flacheninhalt berechnen zu kénnen, beschdftigen wir uns zunéchst mit der
Ermittlung des Flécheninhalts von Dreiecken.

® 90 Wie wiirdest du dann den Flacheninhalt der Vielecke im Bild C 164 ermitteln?
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© ® ©

Bild C 164
| I oy
Bild C 165 C | o »p
o
N\,
\\‘ N
@ 91 Ermittle den Flacheninhalt der rechtwinkli-

gen Dreiecke im Bild C 165! Q R
Jedes Kdstchen soll eine Seitenldnge von 8 A

1 cm haben.

Eine Beweisidee kénnen wir dem Bild C 166 entnehmen.
Voraussetzung: Dreieck ABC ist rechtwinklig. Die Seiten, die dem rechten Winkel anlie-

gen, haben die Léngen a und b. 0 a o
Behauptung: A =a—éb, wobei A der Flacheninhalt des .

Dreiecks ABC ist.

Beweis: Wir kénnen das Dreieck ABC wie im Bild C 166 zu A

einem Rechteck ergéinzen. Bild C 166
A ABC = A ACD (AB=CD, BC = AD, AC= AC (sss))

A ABC und A ACD haben densel- (Eigenschaft des Flacheninhalts, Satz C 42)
ben Fldcheninhalt A.
ABCD hat den Flécheninhalt a - b. (Flacheninhalt des Rechtecks, Satz C 41)

A+A=a-b (Eigenschaft des Fldcheninhalts, Satz C 43)
Also gilt: A= —aé—b-, was zu beweisen war.
® 92 Ermittle den Flacheninhalt der
Dreiecke ABC und PQR im G R
Bild C 167! y A
Jedes Kastchen soll eine Sei- / /
tenléinge von 1 cm haben. / S
A 0 B P Q
Bild C 167
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I Ml PN N X 3
Voraussetzung: g ist die Lange einer Seite, h die Ldnge der zugehérigen Hohe eines
Dreiecks ABC.

Behauptung: A =£é—h, wobei A der Flacheninhalt des Dreiecks ABC ist.

Beweis: Fir die Lage der Héhe h zur Seite g des Dreiecks ABC sind drei Félle méglich.

Bild C 168 <

Wir betrachten hier nur den Fall 1: Bild C 169
Wir setzen AD = qund DB = p.

Der Flacheninhalt des Dreiecks ADC sei A, der
des Dreiecks BCD sei A; (-~ Bild C 169).

Dann gilt A 9 D B
1) A=A +A; (Eigenschaft des Flacheninhalts, Satz C 43)
(2) A= q-h und A;= pé h (Flacheninhalt des rechtwinkligen Dreiecks, Satz C 44)
-h -h

@A=L+ ((1) und (2))

_q-h+tp- h

2
= _(%p)h_ (Distributivgesetz)
= %ﬁ' was zu beweisen war.

@ 93 Begriinde den Satz C 45 a) fiir den Fall 2, b) fiir den Fall 3!

In einem stumpfwinkligen Dreieck kann man also auch jede der beiden kiirzeren Seiten
als ,Grundseite” g wahlen. € D C

® 94 Im Bild C 170 ist g parallel zur Geraden AB. 3
Vergleiche die Fldcheninhalte der Dreiecke
ABC, ABD und ABE!
Begriinde deine Aussage! Bild C 170
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Aufgaben

1

Zeichne ein Dreieck ABC in ein Koordinatensystem (Einheit 1 cm)! Ermittle den Fla-
cheninhalt und den Umfang des Dreiecks!
a) A(1;1), B(4;1), C(1;3) b) A(1;3,5), B(3;3,5), C(3;0)

2 Zeichne folgende Dreiecke ABC und ermittle jeweils den Flacheninhalt und den
Umfang!
a) y=90°, b=6cm, a=3cm b) £=90°, b=75cm, a=3,4cm
3: Ermittle den Flacheninhalt des Vielecks im Bild C 171! .
a)a=45cm, b=30cm, c=60cm c¢)a=53m, b=20m, c=33m
b) a=55dm, b=20dm, c=75dm d)a=20km, b=25km, ¢=3,0km
4. Ermittle den Fldcheninhalt des Vielecks im Bild C 172! Runde das Ergebnis auf
Quadratzentimeter!
a)a=25cm, b=45cm, c=45cm, d=2,5cm
b)a=15cm, b=65cm, c=33cm, d=4,2cm
|t .
== e A ——up
el J N
ol C
! B
e | N (| 8
Bild C 171 Bild C 172 Bild C 173
5. a) Der Flacheninhalt des Vielecks im Bild C 171 soll 22 cm?, b=5,5cm und
¢ =6,0 cm sein. Wie groB muR a sein?
b) Der Flécheninhalt des Vielecks im Bild C 172 soll 25cm? a=25cm,
b=7,5cm und ¢ =4,0 cm sein. Wie gro8 muR d sein?
6. Zeichne Dreiecke ABC mit folgenden Stiicken! Ermittle Umfang und Fléchenin-
halt!
a) a=30cm, c=6,0cm, a=30° b) c=8,0cm, a=60°, 8=40°
c) ¢c=9,0cm, a=50° B=40° d) c=5,5cm, a=50°, B=50°
7. Deute die Dreiecke aus Aufgabe 6 als Zeichnungen im MaBstab 1:500! Ermittle
Umfang und Flacheninhalt der Originaldreiecke!
8. Ergdnze die Tabelle! g ist die Ldnge einer A | g | h
Seite, h die Ldnge der zugehoérigen Hohe Tm 08m
und A der Flacheninhalt des Dreiecks. 31,6 cm 60,4 cm
9. Wann gilt fir den Flacheninhalt eines 46 cm? 20 cm
P 10,2 ha 0,35 km
Dreiecks ABC die Formel A = 3 ? 2dm 0,8m
10.  Ermittle den Flacheninhait des Vielecks im Zm Tm

Bild C 173!
MiB die dafiir benétigten GroRen!



170 C Flacheninhalt und Umfang von Vielecken LE 32

11.  Das Bild C 174 zeigt den GrundriB eines Gartens im MaRstab 1:1000.
a) Berechne den Fldcheninhalt in Quadratmetern!
b) Der Garten soll einen Zaun aus Maschendraht erhalten. Wieviel Meter Ma-
schendraht sind zu bestellen?

12.  Begriinde, daR die Vielecke a) im Bild C 175, b) im Bild C 176 denselben Flachen-

7

Bild C 174 Bild C 175 Bild C 176

32 Der Flécheninhalt von Trapezen und
Parallelogrammen

® 95 Zeichne mit Hilfe der Lochschablone das Trapez ABCD mit A (22), B (24), C (18)
und D (17)! Ermittle seinen Flacheninhalt!

Den Flécheninhalt eines Vierecks (~ Bild C 177) kann

man folgendermaBen ermitteln:

1. Man zerlegt das Viereck in Dreiecke und ermittelt de- ¢
ren Flécheninhalte.

2. Man berechnet die Summe dieser Inhalte und erhdlt
den gesuchten Flécheninhalt.

Q
Fir ein Trapez ABCD (-~ Bild C 178) ergibt sich dabei: [ 8ild C 177
A ABD hat den Flacheninhalt A, = "T"
ch (Satz C 45)
A BCD hat den Flacheninhalt A, = e
ABCD hat den Flacheninhalt
A= aé b + _cz_h (Eigenschaft des Flécheninhalts, Satz C 43)
A= il it h ; gh = ___(a +zc)h (Distributivgesetz)
0 C (4
e W
h RS S h
S s

Bild C 178 A a B
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» 46

Ist ein Trapez sogar Parallelogramm (.~ Bild C 179), Bild C 179 g=C

so kénnen wir g = a = ¢ setzen D \
und erhalten fiir den Flacheninhalt A des Parallelogramms: h h
A=_(i+_g);'l-_-2'g'h=g.h. -
2 2 >
g=a

Aufgaben

1. Zeichne die folgenden Vierecke ABCD in ein Koordinatensystem (Einheit 1 cm)!
Ermittle ihren/Umfang und Flacheninhalt!
a) A(4;1), B(10; 1), C(5;4), D(1;4) b)A(1;1), B(4;0), C(4;4), D(1;4)
c) A(3;0), B(7;4), C(34),D(1,2) d)A(11),B(51), C(84), D@44

2. Zeichne Vierecke ABCD mit folgenden Stiicken! Ermittle Flacheninhalt und Um-
fang dieser Vierecke!
a)a=50cm, b=35cm, c=6,4cm, B=60°, y=120°
b)a=40cm, b=20cm, d=3,0cm, a=80° B=70°
c)a=7,0cm, b=40cm, a=130°, B=50° y=130°

3. Ermittle den Fldcheninhalt des Originalviel-
ecks im Bild C 180 (MaRstab 1:100)! A

4. Welchen Flacheninhalt hat der trapezférmige
Querschnitt eines Deiches, dessen Sohle
44 m, dessen Krone 16 m und dessen Hohe
11 m betrégt?

5. Welchen Flécheninhalt hat der trapezférmige
Querschnitt eines Kanals, der oben 13,80 m,
unten 10,40 m breit und der 3,80 m tief ist?

6. Ermittle den Fldcheninhalt der im Bild C 181
dargestellten Wandfldche eines Treppen- 30m |/
flurs!

40m

Bild C 181 74m
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7

Eine dreieckige Weideflache (eine Seite 310 m; zugehdrige Hhe 185 m) wird mit
8,7 dt Mineraldiinger bestreut.

a) Entwirf eine Skizze!

b) Berechne den Flicheninhalt in Hektar!

c) Wieviel Dezitonnen Diinger wurden je Hektar gestreut?

Vergleiche fiir die Drachenvierecke im Bild C 182 die Fldcheninhalte und die Lén-
gen der Diagonalen!

©

Bild C 182

Komplexe Ubungen

1.

Es gibt zwei verschiedene Bewegungen, die einen Rhombus ABCD so auf sich ab-
bilden, daR A als Bildpunkt C hat. Vervollstindige fur diese Bewegungen die Ta-
bellen!

Punkt AlB|C|D
Bildpunkt G
Punkt Als|c]|o
Bildpunkt c

Zeichne ein rechtwinkliges, nicht gleichschenkliges Dreieck! Ergénze die Figur
durch ihr Bild bei der angegebenen Bewegung!

a) Spiegelung on der langsten Seite

b) Spiegelung an einer der kiirzeren Seiten

c) Drehung um den Mittelpunkt einer der kiirzeren Seiten, Drehwinkel 180°

Was fiir eine Gesamtfigur entsteht jeweils? Was wiirde man bei einem gleich-
schenkligen, rechtwinkligen Dreieck erhalten?

a) Sabine behauptet, sie kénne fiir eine Verschiebung v drei Zahlenpaare nennen
und damit zwei Originalpunkte und zwei zugehérige Bildpunkte angeben. Wie
ist das méglich? Was kannst du iiber die Lage der drei Punkte sagen?

b) Laft sich dosselbe auch fiir eine Drehung (Spiegelung) machen?
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Zeichne nach der Lochschablone die Punkte A (7), B (4), C(14), P (8), Q (5), R (10)!
a) Konstruiere das Bild des Dreiecks ABC bei der Bewegung b, die sich durch
Nacheinanderausfiihren der Verschiebung PQ und der Drehung um R mit dem

Drehwinkel 180° ergibt!

b)*ist b selbst eine Verschiebung, Spiegelung oder Drehung? Begriinde!

ound /Zseién Nebenwinkel und 10° = o = 20°. Was (&Rt sich tiber die GroBe von £
oussagen?

Wie groR sind die Winkel
aund Bim Bild C 1830, b) a und yim Bild C 183b?
Gib jedesmal die Satze an, die du beim Berechnen der Winkel benutzt hast!

a)

A 8/ _ \C
: o 17
P
F

R S\ |7
Bild C 1830 Bild C 183b v
Ergiinze die folgende Tabelle!
Dreiech kel itenbezieh Dreiecksarten nach
a B 4 azZb aZc bZc Winkeln | Seiten
722 65°
75° 30°
31° 59°
100° gleichschenklig
gleichseitig
56° a=c
Gib mehrere a) Dreiecke, - b N
b) konvexe Vierecke, "
c) konvexe Fiinfecke an, deren Eckpunkte zu den
Punkten A bis N im Bild C 184 gehéren £ F G HY,
und deren Seiten auf den in diesem Bild 0]
gezeichneten Geraden liegen! B %
d) Gibt es auch derartige n-Ecke mit A
Bild C 184

n=6(7,8,9, 10, 11, 12, 13, 14)?

(Die n-Ecke kénnen auch nicht konvex sein!)
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9.  Die Vierecke im Bild
C 185a haben eine Drei-
ecksflédche gemeinsom, die
Viérecke im Bild C 185b
zwei Dreiecksflachen.
Zeichne zwei Vierecke so,
daR sie
a) eine Vierecksflache, Bild C 185a Bild C 185b
b) zwei Vierecksflachen,
c) eine Fiunfecksflache,
d) eine Sechsecksfléche
gemeinsam habent
10.  Wieviel verschiedene Vierecke zdhlst du in den Figuren im Bild C 1867
Wie viele dieser Vierecke sind konvex?
F £ H
G
K. A
)
Bild C 186b
h A Bild C 186a A B C
11. a) Die Figur im Bild C 187 besteht aus zwdlf Streichhélzern. e
Man soll zwei Streichhélzer so wegnehmen, daR zwei Qua- | I I
drate entstehen. .
b) Bei der Figur im Bild C 187 sind drei Streichhélzer so umzule- | l I
gen, daR drei kongruente Quadrate entstehen. S
c) Esist eine Figur wie im Bild C 187, aber aus 40 Hélzern zu le- Bild C 187
gen. Wieviel Quadrate enthdlt diese Figur insgesamt?
12. Die Rechtecke im Bild C 188 sind aus insgesamt (==
20 Streichhélzern gelegt. Fir ihre Umfénge us, up und | | |
ihre Flacheninhalte A;, A, gelten die Verhdltnisglei- S
chungen uy:u;=2:3 und Ayt A,=3:8. Aus diesen
20 Streichhélzern sind nun andere Figuren zu legen, S0 = = s e
daR die folgenden Verhaltnisgleichungen gelten: I | | | l
a) upiu;=2:3, A;:A=1:2 ___:___:___:_-_
b) uytu;=2:3, A:A;=3:5 | | | | I
€) Uik Gy =3%7, ApiAs=1+3 SN O P M
d)*uiiu;=1:3, AjiA;=1:7 Bild C 188
13. 23 Streichhdlzer sind — geradlinig aneinandergelegt — zusammen 1 m lang.

a) Wieviel Streichhélzer benstigt man, um 1 m? vollkommen mit kleinen Quadra-
ten — entsprechend der Figur im Bild C 187 — auszulegen?

b)*Matthias behauptet, er kénne — ohne ein Streichholz zu zerkleinern — aus nur
19 Streichhélzern ,ein Meter” legen. Als er seinem Bruder den ,faulen” Trick
gezeigt hat, meint der, das kénne er sogar mit nur 7 Streichhélzern. Wie geht.
das wohl? -
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16.

17.

18.*

19.

20.

21.

22.

Wie kann man ein Rechteck zerlegen in

a) vier kongruente Dreiecke, b) sechs kongruente Dreiecke,

c) fiinf kongruente Rechtecke,

d) zwei Teile, aus denen sich ein gleichschenkliges Dreieck zusammensetzen
laRrt?

Unter welcher Bedingung sind die angegebenen Figuren einander kongruent?
a) zwei Kreise c) zwei Rhomben e) zwei Geraden

b) zwei Quadrate d) zwei Strecken ) zwei Winkel

g) ein rechtwinkliges und ein gleichschenkliges Dreieck

h) ein stumpfwinkliges und ein gleichseitiges Dreieck

Von ginem Dreieck ABC ist bekannt, daR es zum Drei- R
eck PQR (-~ Bild C 189) kongruent ist. AuRerdem weif3
man

a) a=35° B=71°

o AN
c)*a=6,1cm, b=6,0cm.

Gib jedesmal die Zuordnung der Seiten in einer Ta- P Q
belle an! Bild C 189

Fiir ein Dreieck ABC ist @ =4,2 cm und b = 2,6 cm. Was kann man Uber die Lange
der dritten Seite sagen?

Zeichne ein konvexes Viereck ABCD und seine Diagonalen! Bezeichne den

Schnittpunkt der Diagonalen mit S!

a) MiR die Abstiande SA, $B, SC, SD und bilde ihre Summe s! MiR den Umfang u
des Vierecks! .

b) Vergleiche u mit s! Gilt die dabei ermittelte Beziehung fiir jedes konvexe Vier-
eck ABCD? Begriinde!

¢) Andreas behauptet, daB fiir jeden Punkt P der Vierecksfldche mit P+ S gilt:
PA + PB + PC + PD > s. Stimmt das? Begriinde!

Von dem Dreieck ABC im Bild C 190 sind bekannt:
AD =B, 4 CDE= 4 DEC.
Was fiir ein Dreieck ist ABC? Begriinde!

C

Bild C 190
i A" D E" B
Wenn ein Dreieck gleichschenklig ist, so hat es zwei gleich lange Hohen.
(Warum?) Bilde die Umkehrung dieses Satzes! Ist sie wohr? Begriinde!

Gegeben sind die Punkte A (3; 2), B(7; 5) und D (3; 10) im Koordinatensystem. Gib
einen vierten Punkt C so an, daB ABCD ein a) Parallelogramm, b) ein gleich-
schenkliges Trapez ist!

Gegeben sind die Punkte A (1; 4), B(9; 0), C (13; 4) im Koordinatensystem. Gib ei-
nen Punkt D so an, daR das Viereck ABCD

a) ein Parallelogramm, b) ein Drachenviereck,

c) ein Trapez, aber kein Parallelogramm ist!
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23.

24.

25.

26.

27.

a) Zeichne eine Strecke AB =7,5 cm!
Trage an den Strahl AB nach links den Winkel a = 56° an! Zeichne um A einen
Kreisbogen mit dem Radius 3,9 cm, der den freien Schenkel von a schneidet!
Bezeichne den Schnittpunkt mit D!
Trage an den Strahl BA nach rechts den Winkel £ = 124° an!
Zeichne um B einen Kreisbogen mit dem Radius 3,9 cm, der den freien Schen-
kel von g schneidet!
Bezeichne den Schnittpunkt mit C!
Verbinde C mit D!

b) Was fiir ein Viereck ist ABCD? Begriinde!

Konstruiere ein Dreieck ABC mit folgenden Stiicken! Beschreibe die Konstruktion!
a)a=6,2cm; b =3,4cm; h,=2,5cm

b) b=6,2cm; ¢ =4,1cm; h,=25cm

c)c=62cm; h.=25cm; g =73

d)a=6,2cm; h,=25cm; g =115°

Welches von diesen vier Dreiecken hat den gréBten Flacheninhalt? Wie groR ist
dieser?

Konstruiere Vierecke mit den bei a) bis d) angegebenen Stiicken und beschreibe

die Konstruktion! Ermittle Umfang und Fldcheninhalt! Beachte, ob die Konstruktio-

nen (eindeutig) ausfiihrbar sind!

a)a=4,4cm; ¢c=15cm; d=25cm; a=65 0=73°

b)a=25cm; b=4,2cm; d=38cm; =128 y=093°

c)a=34cm; d=38cm; e=49cm; B=105% y=87°

d)b=39cm; ¢c=24cm; e=63cm; f=47cm; 6=74°

e)*Andere bei den eindeutig ausfiihrbaren und den nicht ausfithrbaren Konstruk-
tionsaufgaben unter a) bis d) nach Maglichkeit jeweils ein Stiick so ab, daR
sich mehrere Lésungen ergeben!

Berechne die Lange einer Seite bzw. Héhe im Dreieck ABC!
a) A=156cm?, a=48cm b)A=73,6cm? h,=115mm
c) a=135cm, h,=6,8cm, h.=5,1cm
d) b=256 mm, ¢=192 mm, h,=18 cm

Ein Tunnel soll geradlinig durch einen Berg
gebaut werden (7 Bild C 191). Die Tunnelein-
gdnge A und B sieht man von einem Punkt C
aus unter dem Winkel y = 43°. AuBerdem sind
die  Entfernungen AC=4,8km  und
BC =7,2 km bekannt.

Ermittle durch eine maBstébliche Zeichnung,
wie lang der Tunnel wird!

Bild C 191
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28.

29.

30.*

31

325

33.

Die Breite eines Flusses ist zu bestimmen.
Dazu wird parallel zum diesseitigen Ufer und
in 4,0 m Entfernung von ihm eine Standlinie
PQ der Lénge 50,0 m abgesteckt. Von ihren
Endpunkten aus wird ein Punkt B am jenseiti-
gen Ufer angepeilt (- Bild C 192). Man mif3t Tt
4 BPQ =47° und 4 BQP=51°.

Bild C 192

Von einem 24 m hoch gelegenen Punkt eines
Turms aus erscheint das jenseitige Ufer unter
dem ,Tiefenwinkel” von 18°. Der Turm steht
13 m vom diesseitigen Ufer des Flusses entfernt.
(-~ Bild C 193)

Wie breit ist der FluB?

Bild C 193

Auf einem Turm steht eine Fahnenstange. Man steht in 32 m horizontoler Entfer-
nung vom FuR des Turmes und miBt die ,Hohenwinkel” zum FuB der Fahnen-
stange mit 46° und zur Spitze der Fahnenstange mit 49°. Wie lang ist die Fahnen-
stange?

Aus einem Schulbuch der zwanziger Jahre:

Eine dreieckige Wiese wird von 2 StraBen und einer Eisenbahnlinie begrenzt. lhr
Fldcheninhalt ist 1,34945 ha. Das begrenzte Stiick Eisenbahnlinie ist 137 m lang.
Wie weit ist die Ecke der Wiese am Kreuzungspunkt der LandstraBen von der Ei-
senbahnlinie entfernt?

Was meinst du zu dieser Aufgabenstellung?

Ermittle die Lénge der im Geldnde nicht zugénglichen Strecke PQ durch eine maR-
stébliche Zeichnung (-~ Bild C 194).

Von dem im Bild C 195 skizzierten Viereck ABCD sind durch Messung die angege-

benen WinkelgréRen und BD = 250 m ermittelt worden.

a) Ordne die gezeichneten Strecken der GréRe nach!

b) Ist das Viereck ABCD ein Trapez, ein Parallelogromm, ein Drachenviereck?

c) Ermittle mit Hilfe einer maRstdblichen Zeichnung die Léngen von AC und den
gezeichneten Strecken, den Umfang und den Flécheninhalt des Vierecks
ABCD!

C

Bild C 194 A Bild C 195

12 000608)
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34.

35.

36.

37.

Ein Rechteck ABCD hat die Seitenléngen AB =6 cm und BC =4 cm. E ist der Mit-
telpunkt der Seite CD, F der Mittelpunkt der Seite AD. Wie groR ist der Flichenin-
halt des Dreiecks BEF?

Beschreibe, wie du den Flacheninhalt der Figuren im Bild C 196 ermitteln wiirdest
und welche Langen du dafiir messen wiirdest!

Omm COmm
'%"“_’E ;

)

o] —C)

o
O

Bild C 196

Bild C 197 zeigt einen Wiirfel im ,Schragbild”. In ihn sind

zwei ,Raumdiagonalen” eingezeichnet. |

a) Wieviel verschiedene Raumdiagonalen hat ein Wiir- t
fel?

b) Wieviel verschiedene Diagonalen auf den Wiirfelfls- : L
chen gibt es? . T =
Begriinde, daR alle diese (Flachen-) Diagonalen gleich 7
lang sind!

c) Begriinde, daR auch alle Raumdiagonalen eines Wiir- Bild C 197

fels die gleiche Lange haben!
Untersuche derartige Fragen auch fir
d)*einen Quader, der genau zwei quadratische Begrenzungsfldchen hat,
e)*einen Quader, der keine quadratische Begrenzungsflidche hat!

Bild C 198 zeigt einen Korper, der von vier Dreiecken
begrenzt wird, eine ,dreiseitige Pyramide”. Jedes der
drei Dreiecke mit D als Eckpunkt hat bei D einen rech-
ten Innenwinkel. Die Kanten AD, BD, CD sind gleich
lang.

a) Welches der Dreiecke ABC, ABD,
BCD und ACD hat den gréBten
Flacheninhalt? Begriinde!

b) Untersuche die gleiche Frage fiir den Fall, daR
A ABD, A BCD und A ACD bei D einen Innenwin-
kel von 40° haben!

c) Versuche, solche Kérper aus Papier zu basteln!
(Vgl. Aufgabe 7 aus LE C 11, S. 128})

A

Bild C 198
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38.

39.

40.

41,

42,

43.

Der Kérper im Bild C 198 hat vier Dreiecke als Begrenzungsfléichen. Gibt es auch
Kérper, die a) fiinf, b) sechs, c) acht.Dreiecke als Begrenzungsfléchen haben?

Aus einem rechteckigen Blech (12 cm X 30 cm) sind die Begrenzungsfltichen eines
Quaders mit quadratischer Grundflache zu schneiden, der doppelt so hoch wie
breit ist.

a) Ermittle die Kantenldngen des groBten Quaders, der daraus gefertigt werden
kann (wenn man annimmt, daR kein Abfall entsteht)! Welches Volumen hat die-
ser Quader?

b) ‘Skizziere, wie dafiir das Blech zertrennt werden kann!

c)* Lése die gleiche Aufgabe fiir die MaBe 25 cm x 40 cm! Was stellst du fest?

Aus einem rechteckigen Blech (250 mm X 180 mm) wird an jeder Ecke ein kleines

Quadrat mit der Seitenléinge ¢ herausgeschnitten und der Rest zu einem (oben of-

fenen) Kdstchen gebogen.

Berechne das Volumen des Kdstchens fiir

a) c=20mm, b)c=25mm, ¢)c=30mm!

d) Vergleiche die bei a) bis ¢} erhaltenen Werte! Schatze danach das Volumen
des Kastchens fiir ¢ =40 mm! Berechne dann den Wert und vergleiche mit dei-
ner Schétzung!

Ein Kleingdrtner will aus Beton quaderférmige Begren- —
zungssteine gieBen. Er hat sich dafir eine GuRform aus '

vier Brettern zusammengenagelt (7 Bild C 199). Wie kann
er moglichst einfach kontrollieren, ob die Form recht- /
\

winklig ist? : I
Bild C 199 I

a) Herr GroB hat in seinem Kleingarten auf einer rechteckigen Flache
(6,5 m x 2,5 m) vier 2,5 m lange Beete gleicher Breite mit 3 dm breiten Wegen
dazwischen angelegt. Wie breit sind diese Beete?

b) Bei Trockenheit gieBt Herr GroR auf jedes dieser Beete den Inhalt einer 10-I-
Kanne. Nach einem Regentag meldet der Wetterbericht 18 mm Niederschlags-
héhe. Vergleiche!

Berechne den Flacheninhalt der im Bild C 200 angegebenen Bleche (MaBe in Milli-
meter)!

Bild C 200

1 500
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44.

46.

Das Bild C 201 zeigt den GrundriR

eines neu anzulegenden Parks im

MaRBstab 1:10000.

a) Berechne den Flicheninhalt in
Hektar!

b) Am &uReren Rand entlang soll
eine Hecke gepflanzt werden.
Wieviel Meter Hecke ergibt das?

Bild C 201

45.

Bild C 202

Das Bild C 202 zeigt die Giebelseite
eines Hauses. Die Wand muB neu
mit Farbe gestrichen werden. Wie-
viel Mark kostet der Anstrich, wenn
man einschlieBlich aller Nebenar-
beiten fiir das Quadratmeter 2,45 M
berechnen muB?

| 7.0m

70m

/
30m

18,0m

48m

Eine Gartenterrasse hat die Form eines rechtwinklig-gleichschenkligen Dreiecks.

Ihr Flacheninhalt betréigt 8,0 m?.

a) Wie lang sind die Seiten, die den rechten Winkel einschlieBen?
b) Ermittle die Ldnge der dritten Seite anhand einer maBstéblichen Zeichnung!



D  Einfiihrung in die Gleichungslehre;
Proportionalitét

Einfilhrung in die Gleichungslehre

1 Terme, Gleichungen, Ungleichungen

Mit Hilfe von Gleichungen haben wir schon oft praktische Probleme l&sen kénnen. Be-
trachten wir zur Erinnerung die folgende Aufgabe aus Klasse 5:

Lutz kauft drei gleiche Tafeln Schokolade. Er zahlt mit einem Fiinfzigmarkschein
und erhdlt 38 M zuriick. Wieviel kostet eine Tafel?

Wenn wir den Preis fiir eine Tafel mit x bezeichnen, beschreibt z. B. die Gleichung
3-x+38 M =50 M den Sachverhalt.

Wir wollen uns nun etwas ndher mit Gleichungen beschdaftigen und héren zundchst, wie
sich Hans und Marion iiber die Beispiele D 1a bis f unterhalten:
4
=1 a) 1212+ 387 =1599 b) 17-3=135 c%:—s‘=y
_d) Fir alle gebrochenen Zahlen g, b, cgilt: a-(b+c)=a-b+a-c.
e) Wenn «, B und y die GroRen der Innenwinkel in einem Dreieck sind, dann ist
o+ B+ y=180°
f) A=35cm-4,0cm

Hans: .Die Beispiele sind sehr verschieden. Es handelt sich aber in jedem
) Falle um Gleichungen.”
Marion: .Das stimmt nicht, denn b) ist doch keine Gleichung. Auf der linken
Seite steht ja nicht das gleiche wie auf der rechten Seite.”
Hans: .Das ist fir mich keine Begriindung, denn in c) steht auch nicht auf
beiden Seiten das gleiche. Trotzdem ist c) eine Gleichung.”

Wir wollen nun genau festlegen, was eine Gleichung ist, damit kein Streit entstehen
kann. .

So verschieden die Beispiele D 1a bis f auch sind, immer tritt ein Gleichheitszeichen auf,
das die linke Seite und die rechte Seite der jeweiligen Gleichung verbindet\

Wir sehen uns nun die beiden Seiten genauer an. In den Beispielen D 1a, b, ¢ und d sind
Zahlen mit Hilfe von Ziffern oder Buchstaben, den Variablen, beschrieben. Ziffern, Va-
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riablen und ,sinnvolle” Zusammensetzungen von ihnen mit Hilfe der Rechenzeichen +
-, +, 1, des Bruchstrichs, des Kommas oder der Potenzschreibweise nennen wir Terme.
Manchmal benutzen wir auch Klammern zum Aufschreiben von Termen.

2 a-b
Terme sind zum Beispiel 3; x; 24 T 3+45; a-(2+x); —f

Dagegen sind z. B. x—; 4-=; 6112; (3 —; :42—; 3=9; P(2; 5) keine Terme.

Werden zwei Terme durch ein Gleichh hen verbunden, so ht eine Gleichung. l

2 q)3-x =% ist eine Gleichung.

Begrﬁndung:% ist als sinnvolle Zusammensetzung von zwei Ziffern und einem

Bruchstrich ein Term. 3 - x ist auch ein Term, da eine Ziffer und eine Variable
durch das Rechenzeichen - verbunden sind. Beide Terme sind durch ein
Gleichheitszeichen verbunden.

b) 17 — 3=13,5 ist eine Gleichung, denn links und rechts vom Gleichheitszeichen
stehen Terme.

c) 11 aist keine Gleichung, denn es tritt kein Gleichheitszeichen auf.

In den Beispielen D 1e und f stehen die Variablen nicht fir Zahlen, sondern fiir GréRen.
Unsere Erkldrung erfaBt diese Gleichungen nicht. Trotzdem werden wir unser Wissen
tiber Gleichungen auch auf solche Beispiele anwenden.

Manchmal sind zwei Terme durch eines der Zeichen <, > oder #+ verbunden.

®3 q)3+8<12 b)%*% ) x—52>13 d)%>% €)5-a<37

Werden zwei Terme durch eines der Zeichen <, > oder * verbunden, so entsteht eine Ungle/-
chung.

Aufgaben

1. Beschreibe die Zusammenhdnge durch eine Gleichung oder eine Ungleichung!
a) Das Finffache einer Zahl a betrégt 35.
b) Wenn man zu einer Zahl 4 addiert, so erhdlt man 10,3.
c) Der fiinfte Teil einer Zahl b betréigt %

d) Die Halfte einer Zahl ist 0,3.

e) Das Doppelte einer Zahl x ist kleiner als 13,

f) Der Umfang-eines Rechtecks mit den Seiten @ und b betrtigt 24 cm.

g) Ein Troktor legt (bei geradliniger gleichférmiger Bewegung) in 15 s einen Weg

von 75 m zuriick.
h) Der Pollen der Kiefer ist bei 600facher VergréBerung fast 1,8 cm lang.

2 Entscheide, ob ein Term vorliegt oder nicht!

a3+4 B)17-x 92 d —(—~ e)2= §4:02 g alb
b 2
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38 Entscheide, ob eine Gleichung bzw. Ungleichung vorliegt!

a)3+a=21 d)—z=———251 g)12<t<21,5 k) AB=CD
a+34 _3 . . 4_8_12 1_4
b) 2 =% e)12-a+35-b h)a_s_g l)2—§
1 1 1
3 . =— —_
c)418 f) (2+3) x=7 i) 12,4<2 m) a =10

2 Gleichungen und Ungleichungen mit Variablen

® 1 Welche der Gleichungen bzw. Ungleichungen sind Aussagen? Welche Aussagen
sind wahr?
a)5+7=12 b)3=7 ¢)4+3+2 d)4+x=55 €)09-x>2

Treten in einer Gleichung oder Ungleichung keine Variablen auf, so handelt es sich ent-
weder um eine wahre oder um eine falsche Aussage.

Treten in einer Gleichung oder Ungleichung Variablen auf, so entsteht eine Aussage,
wenn man anstelle der Variablen Ziffern schreibt. In diesem Fall sagt man:

Fir die Variablen werden Zahlen eingesetzt.

Im folgenden werden hauptséchlich. Gleichungen und Ungleichungen mit einer Varia-
blen betrachtet.

m 4 Wir setzen in die Gleichung 4 + x =5,5 und in die Ungleichung 0,9 - x > 2 fir die
Variable x Zahlen ein.

X |4+x=5,5 09-x>2

0 4+0 =55 falsch 09:0 >2 falsch
15 4+15=55 wahr 09-15>2 falsch
3 4+3 =55 falsch 09:3 >2 wahr
4,5 4+45=55 falsch 09-45>2 wahr
Wir sagen:

Die Zahl 1,5 erfiillt die Gleichung 4 + x =5,5.

Die Zahlen 3 und 4,5 erfiillen die Ungleichung 0,9 - x > 2.

Dagegen erfillt zum Beispiel die Zahl 3 die Gleichung 4 + x =5,5 nicht, und die
Zahlen 0 und 1,5 erfiillen die Ungleichung 0,9 - x > 2 nicht.

Wir sagen: Eine Zahl erfiillt eine Gleichung bzw. Ungleichung, wenn die betreffende
Gleichung oder Ungleichung durch das Einsetzen dieser Zahl zu einer wahren Aussage
wird.

e 2 Gib fir jede der folgenden Gleichungen bzw. Ungleichungen Zahlen an, die diese
erfullen!

o) 2:x=6 ¢ 3 t=5 025 b+ g ut2=2-u
b) a=a+1 d)2:-x<0 f) 2:a+2=2-(a+1) h)2.-c=¢?
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Manche Gleichungen bzw. Ungleichungen werden von keiner Zahl erfillt (.~ Auftrag
D 2b und d), andere von nur einer Zahl (-~ Auftrag D 2a, ¢ und g) und wieder andere
von mehreren Zahlen (7 Auftrag D 2e, f und h).

Wir formulieren: Eine Gleichung bzw. Ungleichung mit einer Variablen lésen bedeutet,
alle Zahlen zu finden, die die gegebene Gleichung bzw. Ungleichung erfiillen. Jede sol-
che Zahl heiBt eine Lésung der gegebenen Gleichung oder Ungleichung. Die Menge al-
ler Lésungen einer Gleichung oder Ungleichung heiBt deren Lésungsmenge.

® 3 a) Welche natiirlichen Zahlen erfiillen die Gleichung 2 - x =5?
b) Welche gebrochenen Zahlen erfiillen die Gleichung 2- x =57

Die Lésungsmenge einer Gleichung kann sich Gndern, wenn man den Zahlenbereich én-
dert, aus dem fiir die Variable eingesetzt werden kann. Deshalb legen wir fiir eine Glei-
chung oder Ungleichung einen Grundbereich der Variablen fest.

Wir verabreden: Wenn kein Grundbereich der Variablen angegeben ist, ist immer der
Bereich Q. der gebrochenen Zahlen gemeint.

Wenn, wie im Auftrag D 3a), eine Gleichung von keiner Zahl erfiillt wird, dann enthdlt
die Losungsmenge dieser Gleichung kein Element. Sie ist die leere Menge und wird mit &
bezeichnet.

Zur Angabe der Losungsmenge einer Gleichung benutzen wir auch die Mengenschreib-
weise. Zum Beispiel gilt fir den Auftrag D 3a) L=@ und fir den Auftrag D 3b)

_[5
{3}
Wenn eine Gleichung nicht l6sbar ist, das heiBt keine Lésung besitzt, konnen wir jetzt
also auch schreiben: L=@.

Aufgaben
1 Setze zwischen die folgenden Terme T; und T, eines der Zeichen <, > oder =, so
daRB eine wahre Aussage entsteht!
a) Ty T b) Ty 3
5+4 1 4+3 13
34 3. 4 5 2 38
2 2%3 2t3 2
7 3 36 16
—-—1—= — - +
2 5 1 8 7 5 1,83+0,5 1,14 +1,07
2 Setze in die folgenden Gleichungen fiir x nacheinander die Zahlen 2; %; 4;7,0;
1,2 und 0,4 ein! Stelle fest, ob dadurch eine wahre oder eine falsche Aussage ent-
steht!

a)3-x=12 ¢~ -x=2 e)61+x=49 g > -x=06
2 2

b)4-x=8 d)%-x=1 f) 5.1+ x=63 h)%'x=0,3
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3 Setze in die folgenden Ungleichungen fiir a nacheinander die Zahlen %; 1;0; %;
o 2,
3
entsteht!

1.5 3; 2,5 ein! Stelle fest, ob dadurch eine wahre oder eine falsche Aussage

a)1<a c)a+35<1 e)%va<1 g)3-a>225
b)2<a d)a+30<10 f)%va>1,5 h)2-a>15

4. Lose die folgenden Gleichungen!

a)15+7=2-t ¢) %+x=% e)0-a=7 g)3-t+5=23
3
8
Haben die folgenden Gleichungen und Ungleichungen Lésungen im angegebenen
Grundbereich? Gib die Losungsmengen an! Dabei wird mit N, die Menge der geraden
natiirlichen Zahlen, mit N, die Menge der ungeraden natirlichen Zahlen und mit N, die
Menge der Primzahlen bezeichnet.

By d)%:v= f) c-34=0 h)(d—3)-4=28

51 a)3-x=7; xeN d)4-x=16; xeN, g)%-x=%; xeN
b)3:-x=7;, xeQ. e)%-x=1—92; xeQ, h)4-x=%; xeQ.,

c)4-x=16; xeN f)3~x=%; xeQ, i) 1-x=12;, xeN
6.1 a)x—3=1 xeN, ¢)12>4-x; xeN, e)2-x<20; xe N,
b) x+3=1; xeN, d)4-x<3; xeN, f) 7-x=7, xeN,

7.  Gib je zwei Gleichungen an, die folgende Lésungsmengen haben!

a) L={2} b)L={%} c)L={%} d)L={08} e)L={0} HL=0O

8.  Vergleiche die Losungsmengen der Gleichungen 2-x=12; x-2=12; 12=2-x
und 12=x-2!

3 Losen von Gleichungen der Forma-x=b

Wir werden jetzt unsere Erfahrungen im Lésen von Gleichungen zusammenfassen und
den Lésungsweg fiir bestimmte Gleichungen vereinheitlichen.

Aufgabe: Die Zahl 221 ist in ein Produkt zu zerlegen, wobei ein Faktor 17 ist. Wie lautet
der andere Faktor?

Es ist also die Gleichung 17 - x = 221 zu lésen. Da die Division die Umkehrung der Multi-
plikation ist, ergibt sich x=221: 17, also x = 13.

Da 17 - 13 =221 eine wahre Aussage und 13€ Q. ist, haben wir die Lésung der Glei-
chung gefunden. Damit ist 13 der andere Faktor.
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® 4 |se die Gleichungen a) 19+ x =247, b) 3 x=7,5und ¢) % x= % durch entspre-
chende Uberlegungen!

Wir vergleichen die Gleichungen

(1)17-x=221 und (2) x=221:17

und stellen fest: Die Gleichung (2) geht aus der Gleichung (1) dadurch hervor, daB man

beide Seiten der Gleichung (1) durch 17 dividiert. Wir sagen: Die Gleichung (1) wurde

zur Gleichung (2) umgeformt.

Dieses Umformen erfolgte mit dem Ziel, die Losung der Gleichung (1) zu finden. Die L6-

sung ist aus der Gleichung (2) leichter abzulesen, denn die Variable steht allein auf einer

Seite. Man sagt: Die Gleichung wurde nach der Variablen aufgelést oder die Variable

wurde isoliert.

® 5 Dividiere beide Seiten der Gleichung 17 - x = 221 der Reihe nach durch 13, durch
221, durch 1 sowie durch 17 und stelle fest, ob dadurch die Variable isoliert
wird!

®5 Die Gleichung 0,6 - t=0,75 (te Q.) soll gelést werden. Die Variable ist isoliert,
wenn beide Seiten der Gleichung durch 0,6 dividiert werden. Wir schreiben:

Nebenrechnung:
0,6-t=0,75 1:0,6 0,75:0,6 =
(06-1):06=0,75: 0,6 75:6=125
=125 15
30
0

Um festzustellen, ob die gebrochene Zahl 1.25 auch die Ausgangsgleichung er-
fiillt, setzen wir fiir die Variable t die Zahl 1,25 ein und erhalten:

0,6 1.25=0,75.

Das ist eine wahre Aussage. Also ist die Zahl 1,25 tatséchlich die Lésung der Glei-
chung 0,6 - t=0,75.

Es gilt L = {1,25).

Probe: Einsetzen der errechneten Zahl in die Ausgangsgleichung.
Kontrollieren, ob eine wahre Aussage entsteht.

® 6 Die Gleichung y - % = % soll gelost werden.

3_15 <)

Y 423 "4
3y, 8,153
(V'f)‘I_zs 4
W 4
y_'ég',?'
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. 20 3_15
Probe. 23 a3
5

20-3_15
234 23
1
15

_15 o b [&]
23" 23 (wahr). Wir kénnen schreiben L = 23 [

Statt durch L= [23} kénnen wir die Lésung im Beispiel D 6 nach der Bestatigung durch

die Probe auch dadurch kennzeichnen, daB wir die Gleicﬁung y= ;g zweimal unter-

streichen.
_[20 -
Also L—{za} oder y= 23"

= 7 Die Gleichung0-a=25 (ae Q. ) soll gelést werden. Da die Division durch Null
nicht ausfiihrbar ist, versagt unsere Methode. Wir kénnen die Gleichung dennoch
lGsen. Es ist L = @, denn multipliziert man irgendeine Zahl mit 0, so ergibt sich im-
mer 0 und nie 2,5.

w 8 Die Gleichung %(- = 2,4 soll geldst werden. Auch diese Gleichung ist von der Form

a-x=b, denn1=l~x.

7 7
X 1 —_— 1 T
7= 2,4 ‘ = Division durch 7 bedeutet Multiplikation
it7. : . .
. ¥ :l= 24: 1 mit 7. Damit ergibt sich kurz
! ? U L2417
x=24-7 7 ¥
x=16,8 x=24-7
x=16,8
Probe: —@5 =24
368
=2 =24
w
10
24
T 2,4 (wahr)

» 1
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LE3

Gleichungen, in denen GroBen vorkommen, l6sen wir entsprechend.

= 9 Von einem Rechteck sind der Flécheninhalt A = 14,7 cm? und die Seite a =4,2 cm
bekannt. Wie lang ist die Seite b?

Gegeben: A=14,7 cm?;

Gesucht: b (in cm)

a=42cm
Lésung: Nebenrechnung:
A=a-b 14,7:4,2=
14,7 cm?=4,2cm- b | :4,2cm 147:42=35
14,7 _ 210
22 cm=b =5
b=35cm
Probe:
~ 14,7cm?=4,2cm- 3,5cm (wahr) 4,2-35
Antwortsatz: Die Seite b hat die Lange 126
3,5cm. 210
14,70
Aufgaben

Lose die folgenden Gleichungen!

1.1 a)4-x=128 b)7-a=% ) 0,25-2=24 d) 2.7 x=216
2
o) 5 x=24 f)%-u=64 @3-x=0  h)0-x=72
3 7 2 1 .3
% A N =i —_—— -0 =93.
2.0)4x8b)u520)84x d)1,2=3"-t
1 X 1 _ a_
o 5 x=38 ) 57=015 g)g-u=32 h)-F=15

a)1,2-x=24-35 b)0-t=76-0

c)1,2-24=06-u d)3-t=125-35

4. Stelle Gleichungen der Form a - x = b auf, die folgende Lésungsmengen haben!

a) L={2 b)L={%} c)L={_

hat
6.*

13
5

} d)L={0} eL={033 fL=0

Wie gro muB ain a - x = 12,6 sein, damit die Gleichung die Lésung 2 hat?

Wie groB muB b in 3,5 x = b sein, damit die Gleichung die Lésung 4 hat?

7. Ein Rechteck mit der Seite a =40 m hat den Flécheninhalt A =2000 m2. Wie lang

ist die Seite b?

8. Forme die Gleichungen nach der angegebenen Variablen um!

A n-x=p(x) bls=v-t(t) cs=v-t(v) do=7 (m)
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4 Loésen von Gleichungen der Form —g =b

m 10 Ein Auto legt eine Strecke von s =60 km mit der durchschnittlichen Geschwindig-
keit v =80 kTm zuriick. Wie lange ist das Auto unterwegs? (In diesem Beispiel be-

riicksichtigen wir beim Rechnen nicht, daB N&herungswerte auftreten.)

Gegeben: v= 80kTm; s =60 km Gesucht: Zeit t (in h)
Losung: v f Uberschlag: t > 30 min,
km _ 60 km
80 ot t<1h.

Die Variable t steht im Nenner. Wenn wir diese Gleichung mit t multiplizieren, er-
halten wir eine Gleichung der Form a - t=b.

80 kTm - t=60 km 1 :80 kTm Nebenrechnung:
60 3 3 <
t—ﬁh _7"“7'50""”
3 3 <
t_T t =45 min —‘;h—45mm
Probe: 80X - 80KM b 50 _60-2-s0
h =3, 3 3
4 4

Antwortsatz: Das Auto ist eine % h, das heiBt 45 min unterwegs.
Im Beispiel D 10 trat eine Gleichung vom Typ % = b auf. Bei solchen Gleichungen kann 0
keine Losung sein, denn % ist nicht definiert. Daher kénnen wir x * 0 voraussetzen.

Wir lésen nun die Gleichung %: 9. Sie ist von diesem Typ.

Multiplikation mit x auf beiden Seiten der Gleichung ergibt 3=9 - x. Diese Gleichung der

Form a = b - x kénnen wir bereits losen. Es ist L = {%}
119 5_ b 5_4,
x—O,Z(x#:O) 2°5° X (x*0)
5 5.4, .
%02 I =% 3 5 & |
5 5 4 5
7~x—0,2~x 2 X"% I+
5=02-x 1:02 4.5
5l 54
0.2 x=28
x=25 25




190 D Einfiihrung in die Gleichungslehre LE 4

5 _ g S48
Probe: 2—5-—0,2 Probe: 755
! =0,2 h v
5 =02 (wahr) 5_ 4%
4 50 16
1 4
5§ 5
2°2 (wahr)
=12 a) 04 _ b)0_1
=0 (x*0) = (x*0)
04 0_1 -
X x 2
04=0-x < il
0= 7 | 2
x=0
Diese Gleichung hat keine L6- Das kann nicht sein, denn es muf
sung, denn fir jede Zahl x ist ja x * 0 gelten.
0-x=0. Also ist L =2
L=02

® 6 Lose die Gleichung %= 0!

»2

Aufgaben
Lése die folgenden Gleichungen!

1.1 u)%=12 C)L:=1,2 e)%:x=% g) 0,72=0,24: x
3
0_ 3_ 2_9 12_4
Bi-14 ad-0 p2-3 plz-4
2. a)—f;=%-1,z b)os-35-" 0125 =2 d)3,6~1{=1a

3. Stelle Gleichungen der Form -g— = b auf, die folgende Lésungsmengen haben!

a) L=(3} b)L={~§-} c)L={0} d)L={1,75} e)L=0
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4.*  Wie groB muB ain % = 4,8 sein, damit die Gleichung die Lésung 3 hat?

5. Wie groB muB bin 2;(5 = b sein, damit die Gleichun§ die Losung 5 hat?
6.  Welche Strecke fahrt ein Radfahrer mit der Geschwindigkeit v = 15 kTm in2 —;- h?
7. Welche der Gleichungen ist vom Typ a - x = b oder % =b? ‘
a)76-x=11,4 e)%=% i) 3-35=s-1—'r"2 n);—§=—;—~x
biz=0-a  ALY-2 wii-d gti-rs
) 09+t=17 g)3-x=x+2 1) 0=x-0 p)%=10
d)2-x=178 h)x2+1=5 m)z-35=315 q)a-%=1—58

8. Lése die Gleichungen in Aufgabe 7!

Proportionalitdt und Verhdltnisgleichungen

5 Darstellen von Zuordnungen
in einem rechtwinkligen Koordinatensystem

Wir wissen bereits: Geordnete Zahlenpaare kann man als y
Punkte in einem rechtwinkligen Koordinatensystem dar-
stellen. So stellt im Bild D 1 der Punkt P das Zahlenpaar
(3; 4) dar. Die Zahlen 3 und 4 heiBen Koordi des P(3;4)
Punktes P (3; 4). 3 heiRt Abszisse von P, 4 heift Ordinate
von P. Der Punkt mit den Koordinaten (0; 0) wird Koordi-
natenursprung genannt. Dieser Punkt wird mit O (0; 0) be-
zeichnet.” Von O gehen die beiden Koordinatenachsen, [ 1F
der x-Strahl und der y-Strahl, aus.

Bild D 1 0] 1 X

® 7 a) Wo liegen alle Punkte, deren Abszisse 1 ist? Wo liegen alle Punkte mit der Ordi-
nate 3? Wo liegen alle Punkte mit der Abszisse 0?
b) Zeichne die Punkte P; (3; 5), P, (1;7) und P; (5; 3) in ein Koordinatensystem!
Zeichne Linien (auch gekriimmte), die durch diese drei Punkte gehen! Markiere
auf jeder Linie einen weiteren Punkt und gib seine Koordinaten an!

1) Das O ergibt sich aus dem lateinischen Wort origo (Ursprung).



192 D Proportionalitdt und Verhéltnisgleichungen LES

Die Darstellung von geordneten Zahlenpaaren durch Punkte in einem Koordinatensy-
stem ist zweckmd@Rig, um bestimmte Zusammenhdnge zu veranschaulichen.

m 13 Fir ein Telegramm im Ortsverkehr ist bis zu 10 Wértern 1 Mark zu bezahlen, fiir
jedes weitere Wort 0,10 M. Jeder Wortanzahl ist ein Preis zugeordnet. Im Bild D 2
sind dadurch entstehende Paare (Wortanzahl; Preis) veranschaulicht.

Die Punkte liegen bis zur Wortanzahl 10 auf einer Parallelen zum x-Strahl. Von
der Wortanzahl 10 an liegen die Punkte auf einer Geraden, die durch den

Punkt ; ht.
unit O/0; 9 g8 Bild D 2

20

v T 3 Esasassss sassanasEs st

Im Beispiel D 13 ist es nicht sinnvoll, die Punkte in der graphischen Darstellung mitein-
ander durch eine Linie zu verbinden, denn es gibt zum Beispiel kein Telegramm mit
5,5 Wortern. Im folgenden Beispiel ist das anders.

= 14 Jeder Zahl x wird die Zahl x* zugeordnet. Diese Zuordnung soll in einem recht-
winkligen Koordinatensystem dargestellt werden.

12 12
4——op ot
3T 3
Vi e i 24
1-'—1? 11

== . . .
o 1 2 3 x 0 1 3 x
Bild D 3 Bild D 4

ot
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Einige Paare dieser Zuordnung sind: (1; 1), (2; 4), (0; 0), (%, %) Die Punkte, die
diesen Zahlenpaaren entsprechen, wurden im Bild D 3 in ein Koordinatensystem
eingezeichnet.

Man kann diese Punkte durch eine gekrimmte Linie so verbinden, daR auch fir
weitere Zahlen die Quadrate ndherungsweise abgelesen werden kénnen

( Bild D 4).
Aufgaben

1 1
T M={05125; N=105;25

a) Zeichne ein Koordinatensystem! Stelle die Elemente von M auf dem x-Strahl
und die Elemente von N auf dem y-Strahl dar!

b) Bilde alle méglichen geordneten Zahlenpaare (x; y), wenn x Element der Men-
ge M und y Element der Menge N ist!

c) Stelle die Zahlenpaare (x; y) in einem Koordinatensystem dar!

2. Gib fur die im Bild D 5 dargestellten Punkte jeweils Abszisse und Ordinate an!

H e i
. e
:” - - ”" ﬁ‘ pos i

Bild D5

3. Stelle die folgenden Zuordnungen in einem rechtwinkligen Koordinatensystem
dar! Beschreibe dein Ergebnis!
a) Wir betrachten Quadrate. Der Seitenldnge a eines Quadrates wird der Umfang
4 - g dieses Quadrates zugeordnet.
b) Wir betrachten Quadrate. Der Seitenlénge eines Quadrates wird der Flachen-

inhalt dieses Quadrates zugeordnet. .
c) Der nebenstehenden Tabelle kann Briefe I Geblhe
man die Gebihren fir einen Brief im bis 20 g 0,70 M
Ortsverkehr in Abhdngigkeit von der liber 20 g bis 250 g 0,20 M
Masse entnehmen. iiber 250 g bis 500 g 0,30 M

d) Jeder Zahl wird das um 1 vergroRerte Doppelte dieser Zahl zugeordnet.

13 [000608]
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4. Im Bild a) D 6, b) D 7 sind Zuordnungen dargestellt. Lies Paare zusammengehori-
ger Zahlen ab! Beschreibe den Verlauf der Linien und vergleiche!

. i
HEEEEE

e

—

Bild D 7

6 Beispiele fiir Proportionalitdt

Frau Meier ist Kassiererin in einem Getrdnkeladen. Um die Kunden schneller bedienen
zu kénnen, hat sie sich die folgende Preistabelle angefertigt. Dabei hat sie das Flaschen-
pfand mitgerechnet.

Anzahl 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10,

Brause 0,62 1,24 1,86 2,48 3,10 3,72 4,34 4,96 5,58 6,20

Bier 0,78 1,56 2,34 3,12 3,90 4,68 5,46 6,24 7,02 7.80

® 8 aq) Erklare die Tabelle!
b) Peter kauft 7 Flaschen Brause. Herr Lehmann kauft 6 Flaschen Bier. Wieviel
muB jeder bezahlen?
c) Wieviel muR jeder beim Kauf von 11 Flaschen bezahlen?

In Frau Meiers Ubersicht wird der Flaschenanzahl der darunterstehende Preis fiir Brause
bzw. Bier zugeordnet.

Die Tabelle von Frau Meier zeigt: Je mehr Flaschen Brause man kauft, desto mehr muR
man bezahlen. Verdoppelt man die Anzahl der gekauften Flaschen Brause, verdoppelt
sich der Preis (P). Wenn man n Flaschen Brause kauft, muB man n - 0,62 M bezahlen
(P=n"0,62).

Entsprechend gilt: Wenn man m Flaschen Bier kauft, muB man m - 0,78 M bezahlen
(P=m-0,78). Man sagt:

Der Preis fiir Brause (oder Bier) in Flaschen ist proportional zur Anzahl der Flaschen.

Die betrachtete Zuordnung ist eine Proportionalitéit.”

1) Das Wort , Proportionalitét” kommt aus dem Lateinischen und bedeutet soviel wie VerhaltnisméRigkeit, Gleich-
maBigkeit.
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Verschiedene Gegensttinde aus Kupfer werden untersucht. In einer Tabelle sind zusam-
mengehdrige Werte fiir das Volumen V und fir die Masse m erfaft.

Vin c | 2,5 | 1,6 | 4,0 | 22

ning | 225 | 141 |36 | 196

m
Fiir Kérper aus Kupfer ist der Quotient v konstant.?

Man sagt: Bei K&rpern aus Kupfer ist die Masse proportional zum Volumen. Es liegt Pro-

portionalitdt vor.

M,
v

Peter kann sich die Mulfblge mit der Sieben nicht merken. Sein groBer Bruder gibt ihm
die folgende Tabelle zum Ausfiillen:

I . 0 I O T i [ W
[l = i

[ |56 J28 [77 |es3

® 9 Ermittle aus der Tabelle die Quotienten —-! Wie erklarst du dir die Ergebnisse?

Peter ergdnzt die Tabelle mit Hilfe der Gleichung b =7 - a. Man sagt auch hier: b st pro-
portional zu a.

® 10 Ermittle die fehlenden Zahlen in der vorstehenden Tabelle! Trage dann die
Punkte, die den geordneten Paaren (a; b) zugeordnet sind, in ein rechtwinkliges
Koordinatensystem ein!

Die Zuordnungen in den betrachteten Beispielen haben eine gemeinsame Eigenschaft.
Brause: P =0,62-n | 0,62 unverdndert | n, P Gndern sich
Bier: P =0,78- m | 0,78 unverdndert [ m, P dndern sich
Kérper aus Kupfer: m=8,9-V | 8,9 unveréndert | V, m dndern sich
Malfolge der 7: b=7-a 7  unverdndert | a, b dndern sich

»3 DEFINITION: Jede Zuordnung mit der Ei haft y = k - x, wobei k *0 eine feste Zahl
ist, heift Proportionalitét. k heit Proportionalitdtsfaktor. .

Man schreibt dafiir kurz y ~ x (lies: y ist proportional zu x),
® 15 a) Durch die Tabelle
% L0 LS L L |
v 12 Ts lwo [14 [
ist eine Zuordnung gegeben. Jeder Zahl x ist die darunterstehende Zahl y zuge-
ordnet. Es entstehen die Paare (1; 2); (3; 6); (5; 10); (7; 14); (9; 18).
Da2=2-1, 6=2-3, 10=2-5 14=2-7 und 18=2-0ist, ist
y=2-x, und die Zuordnung ist eine Proportionalitdt.
b) Die Zuordnung aus Beispiel D 14 ist keine Proportionalitét.
Zu ihr gehoren zum Beispiel die Paare (1; 1) und (2; 4). Nun ist 1="1-1 und
4=2-2. Also gibt es kein gemeinsames k fiir alle Paare.

2) pas Wort ,konstant” kommt aus dem Lateini: und soviel wie
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Wenn eine Zuordnung eine Proportionalitét ist, gilt y = k - x fir alle Paare (x; y). Umfor-
men der Gleichung ergibt % =k (x +0).

Um festzustellen, ob eine Zuordnung eing Propor-
tionalitat ist, kénnen wir auch Quotienten zu-
sammengehoriger Zahlen untersuchen. y
Dabei benutzen wir folgendes Schema:

X
Sind alle Quotienten gleich, so ist die Zuordnung eine Proportionalitét, und der Propor-
tionalitatsfaktor ist durch die Quotienten gegeben.

Sind auch nur zwei dieser Quotienten voneinander verschieden, so ist die Zuordnung
keine Proportionalitét. Es gibt dann keinen Proportionalitdtsfaktor.

Bei Beispielen aus der Praxis sind wir wegen auftretender MeRfehler groBziigiger und
sprechen noch von Proportionalitit, wenn sich die Quotienten nur geringfiigig unter-
scheiden (7 Auftrag D 9).

Anstelle von ,eine Zuordnung ist eine Proportionalitét” sagt man oft kurz ,es besteht
Proportionalitét” oder ,es liegt Proportionalitét vor”.

® 11 Ordne in der Tabelle im Beispiel 15a jeder Zahl y die dariiberstehende Zahl x zu
und gib alle Paare (y; x) an! a) Begriinde, daB x ~ y gilt! b) Wie groB ist k?

Allgemeinlgih: Wenn y ~ x, so auch x ~ y. Man sagt deshalb: x und y sind zueinander
proportional oder auch: Zwischen x und y besteht Proportionalitét.

Aufgaben

Stelle fest, ob die Zuordnungen Proportionalitidten sind! Begriinde deine Feststellung!
Gib, wenn méglich, den Proportionalitétsfaktor an!

11 a)x 1|2|3|4 5] 6 21 a)x 6|5|4|32 1
y13]e o ]12]15]18 y | 24]20] 6] 12]8 |4
b)x |5 |35 | 65 |2 | 8 b)x | 7 |45 |95 |2 |12
y 175 [ 525] 9753 | 12 y 11058 [13 |55 155
gal| 2]a]s |8 |10 gal| 2|4 |6 |80
bl [oa]le |45 |36 bliz e [4 |3]2s

5 | 7]9 | 11| 13 3 |5 |72 |o|lm

dx 3 |57 || dx13 |17 |5 |5|
10 | 18) 26 | 34 | 42 2 14 1|6 |8]10
Y13 |37 9| Y13 135 |7 |9|l™m
e) a 3.|5 1m|e-|7 e) a 2|5|14|11 8

10 [ 2 i | 5] |2
b |2 | 1518 : blal5la |5
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Ergdnze die folgenden Tabellen so, daB Proportionalitat mit dem Proportionalitétsfaktor
o5, B)25 o>, d)06 entstet
31 x |3 5 |7 |9 " 41 a I | | | |

v | b | 150 [ 300 | 250 | 600 | 750

5. Ergénze die folgenden Tabellen so, daB Proportionalitdt entsteht! Gib eine Glei-
chung fiir die Zuordnung an!
Al
2

agm|4 |5 |7 12|25

| 6,5 b) r

8 | |18|15 s

7 Darstellen von Proportionalitét
in einem rechtwinkligen Koordinatensystem

® 12 Stelle fest, ob Proportionalitdt besteht!
arfelsfefs o) walis |« |s |o
v [10]15]20]25]30]35 ble s Jo [i0 [

Die Zahlenpaare (x; y) aus Auftrag D 12 a) sind im Bild D 8 und die Zahlenpaare (a; b)
aus Auftrag D 12 b) sind im Bild D 9 in einem rechtwinkligen Koordinatensystem darge-
stellt.

y s b
35T A17:35)
7
30+ A6:30)
7/
24 1525 151
d
201 #1420 Fe= T
’ 104 bt i
15 4 A(3:15) oy B
’ w29y
10+ A12;:10) _o-— T 38
P ST711:6)
5+ ,
&
0 12 3 4 5 6 1 x 0 1 2 3 & 5 6 7 a
BildD 8 Bild D 9

Im Fall a) besteht Proportionalitét (Proportionalitdtsfaktor k = 5). Die Punkte liegen auf
einer Geraden, die durch den Kocrdinatenursprung geht.

Im Fall b) liegt keine Proportionalitét vor (z. B. %* —g—) Die Punkte liegen zwar auf einer

Geraden, diese Gerade geht aber nicht durch den Koordinatenursprung.
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>4
Aufgaben
1. In den Aufgaben 1 a) bis c) in Lerneinheit D 6 auf Seite 196 sind Zuordnungen gege-

ben. Stelle diese in einem rechtwinkligen Koordinatensystem dar! Entnimm der
Darstellung, ob Proportionalitat vorliegt!

2. In den Bildern a) D 6, b) D 7 (- Seite 194) sind Zuordnungen dargestellt. Welche
Zuordnungen sind Proportionalitdten?

8 Proportionalitdt in der Praxis

In Lerneinheit D 6 (7 Seite 195) wurde fiir Gegensténde aus Kupfer folgende Tabelle auf-
gestellt:

Vin cm? I 2,5 l 1,6 l 4,0 ‘ 22

ming [ 225 | 141 | 356 | 196

Wir bilden Quotienten und beriicksichtigen zunéchst nur die Zahlenwerte:

22,5 14,1 . 356 _,, 19 _

2.5 =9,0; T6—~8,8, 7.0 =8,9; 2 =8,9.
Die Ergebnisse sind als Naherungswerte mit zwei Ziffern angegeben. Sie unterscheiden
sich, da stets MeRfehler auftreten. Allerdings sind die Unterschiede gering. Wir stellen
deshalb fiir die gemessenen Werte Proportionalitdt fest. Dieses Ergebnis tibertragen wir
auf das Volumen V und die Masse m von Kérpern aus Kupfer.
Wir sagen: Fiir Kérper aus Kupfer ist die Masse m proportional zum Volumen V(m ~ V).

Zwei Besonderheiten sind zu beachten:
(1) Der Proportionalitdtsfaktor  ist jetzt keine Zahl, sondern eine GroRe mit der Einheit

1

P13 Also gilt:

m=p-V oder m=89 Ci V, und p ist die Dichte.

(2) Wir haben unsere Erfahrungen mit vier Kérpern aus Kupfer auf alle méglichen Koér-
per aus Kupfer ibertragen. Eine solche Verallgemeinerung ist im allgemeinen unzu-
lassig. Hier allerdings machen wir keinen Fehler, denn durch viele Experimente ist in

der Physik bestétigt, daB zwischen der Masse und dem Volumen Proportionalitat be-
steht. Das gilt nicht nur fiir Korper aus Kupfer.

1) Beachte! Die Gerade, auf der der x-Strahl liegt, ist dabei auszuschlieRBen.
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Aufgaben

Tt Uberlege, ob bei folgenden Sachverhalten Proportionalitéit vorliegt!
a) Menge einer Ware und der zu bezahlende Preis
b) Sprungweite eines Schiilers und seine Anlauflénge
c) Energieverbrauch und Kosten fiir die Energie
d) Anzahl der Wiirfe mit einem Wiirfel und der dabei erreichten Augenzahl
e) Anzahl der mit der StraBenbahn gefahrenen Stationen und der Fahrpreis

2. In der folgenden Tabelle ist angegeben, wieviel Zucker aus verschiedenen Men-
gen Zuckerriiben gewonnen wurde.
Zuckerriiben in dt | 24 | 72 | 108 | 150
Zucker in dt [a 12 [18 |25

a) Zeige, daB Proportionalitdt vorliegt!
b) Hat der Proportionalitétsfaktor eine Einheit?
c) LaBt sich die Proportionalitdt auf weitere Mengen Zuckerriiben tibertragen?

3\ In der folgenden Tabelle sind fiir verschiedene Mengen Beton Volumen und
Masse angegeben. Es besteht Proportionalitét.

Vin m? |2,o |3,o | 5.0

mint [46 |69 | 115
a) Gib den Proportionalitétsfaktor an!

b) Welche physikalische Bedeutung hat der Proportionalitétsfaktor?
c) Gib eine Gleichung an, die den Zusammenhang zwischen mund V beschreibt!

9 Umgekehrte Proportionalitéit

Zwei Stadte liegen 60 km voneinander entfernt. Legt man diese Entfernung mit einem
kTm fahrt, so be-
nétigt man 1 h fir diese Strecke. Féhrt man auf einem Moped und hélt die Geschwindig-

keit 30kTm ein, so bendtigt man 2 h. Ein Radfahrer wiirde bei der Geschwindigkeit

Omnibus zuriick, der mit der gleichbleibenden Geschwindigkeit von 60

km

h
Die folgende Tabelle gibt den Zusammenhang zwischen der Geschwindigkeit und der
Zeit an, die man benétigt, um die Strecke von 60 km zuriickzulegen.

15 sogar 4 h benétigen.

km

Geschwindigkeit + in 10 |15 |20 |30 [40 [s50 |60

Zeit tin k 6 4 3 2 15 112 |1

— | = keine Proportionalitét

60 |60 |60 |60 [60 |60 |60
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In unserem Beispiel ist immer v - t =60 km.
Eine Zuordnung mit dieser Eigenschaft nennt man umgekehrte Proportionalitéit oder
auch indirekte Proportionalitét.

»5 DEFINITION: Jede Zuordnung mit der Eigenschaft x - y = k, wobei k + 0 eine feste Zahl
ist, heiBt umgekehrte Proportionalitét.
k heilt Proportionalitéitsfaktor.

Im Unterschied zur umgekehrten Proportionalitdt nennt man die von uns zuerst unter-
suchte Proportionalitét auch direkte Proportionalitét.

Auch umgekehrte Proportionalitit kann man in einem Koordinatensystem darstellen.
Das Bild D 10 zeigt das Zeit-Geschwindigkeits-Diagramm fiir unser Beispiel. Die Punkte
liegen nicht auf einer gemeinsamen Geraden, sondern auf einer gekriimmten Linie.

o T o~

T

—

0 0 20 30 40 S50km60 w
h

Bild D 10

Wir untersuchen, ob die folgende Zuordnung eine umgekehrte Proportionalitét ist.
x 5 10 |15 |20 |25 |30

2 2
y 2 1 3 5

N|=

Ll
3
10

5]

10

x-y |10 |10 |10
Es liegt umgekehrte Proportionalitét vor, denn es gilt stets x - y = 10. Nach Division bei-

der Seiten der Gleichung durch x (x ist nie Null!) ergibt sich y =10 % Man schreibt

1
auch Yy~

® 13 Erklgre mit Hilfe der Gleichungen x-y=10 und y= 10~% den Namen umge-

kehrte Proportionalitét!
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Aufgaben

Stelle fest, ob umgekehrte Proportionalitét besteht! Gib méglichst eine Gleichung fiir die
Zuordnung an!

v owx |54 J2 [0 fosfor 21 ax|s 4|21 ooz

y [o2]o2s[os]1 [2 |10 y loalos| 1 215 [0

b)x |2 |4 5 |10 |20 b)r |2 |6 [10 |20]40 60

1 T

y |0.25 [0,125] 0,1 0,05 |0,025 s °'25|_1'2—|°’°5|E|E i

Qula |7 |3]1. |s o a 5|9 |3 |z4 2—3“

8 14 9 24

vz |5 [2]m2 |4 b1|g|15|?24

‘ ‘ M N
Bild D 11 Bild D 12

3. Ordne die Elemente der Mengen M und N im Bild a) D 11, b) D 12 einander so zu,
daR umgekehrte Proportionalitét entsteht!

4. Entscheide, ob bei den Sachverhalten umgekehrte Proportionalitét vorliegt!
) a) Futterriibenmenge und Anzahl der Tiere, fiir die in einer bestimmten Zeit dieser
Futtervorrat reicht
b) Anzahl der Teilnehmer an einem Wettkampf und Anzahl der ausgegebenen
Medaillen
c) Anzahl der Schiiler, die den Schulgarten umgraben, und dafiir benétigte Zeit
d) Anzahl der Verkehrsampeln und Anzahl der Verkehrsunfélle in einer Stadt

10 Weitere Eigenschaften der direkten
bzw. umgekehrten ProportionalitGt

Peter, Carola und Klaus unterhalten sich.

Peter:  ,Mir ist aufgefallen: Bei direkter Proportionalitat wird mit groRer werdendem x
auch y groBer.”

Carola: ,Mir ist aufgefallen: Bei umgekehrter Proportionalitdt wird bei groRer werden-
dem x das entsprechende y kleiner.”

Klaus: ,Na, prima, dann ist Proportionalitat ganz einfach festzustellen. Wenn bei ei-
ner Zuordnung x und y wachsen, dann liegt direkte Proportionalitdt vor; wenn
dagegen x wéchst und y fallt, dann liegt umgekehrte Proportionalitat vor.”
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Peter:  ,Das stimmt nicht. In der Tabelle

a |1J3|5|7|9

b |z|4|6|a|1o

wachsen beide, aber direkte Proportionalitét liegt nicht vor, denn %*%
Carola: ,Auch fiir die umgekehrte Proportionalitét stimmt nicht, was Klaus sagt, denn

in

a |1|3|5|7|9

o [ols[s[a]2

wdchst x und y fallt, aber z. B. ist 1-10+3-8."

Klaus: ,Dann niitzen eure Beobachtungen nichts.”

Peter: ,Doch, wenn bei einer Zuordnung mit x nicht auch y wéchst, dann ist sie keine
direkte Proportionalitét.”

Carola: ,Wenn bei einer Zuordnung x wichst und y nicht féllt, dann ist sie keine umge-
kehrte Proportionalitét.”

® 14 Warum hat Klaus nicht recht?
@ 15 Gib eine Begriindung fiir die Aussagen

a) Wenn a~ b, so b~a. b)Wenn a~%, so b~—:,—!

Klaus: st das nicht merkwiirdig? Wenn man das Volumen eines Kérpers verdoppelt,
verdreifacht, vervierfacht, ..., so verdoppelt, verdreifacht, vervierfacht, ... sich
die Masse des Korpers.”

Peter:  ,Das ist doch bei direkter Proportionalitét immer so.”

Carola: ,Dann gilt auch: Wenn das Volumen halbiert, gedrittelt, geviertelt, ... wird, so
wird auch die Masse halbiert, gedrittelt, geviertelt, ...”

Klaus: ,Gibt es fiir die umgekehrte Proportionalitdt etwas Entsprechendes?”

Carola: ,}a, wenn in einem Rechteck die eine Seite verdoppelt, verdreifacht, vervier-
facht, ... wird, muB die andere Seite halbiert, gedrittelt, geviertelt, ... werden,
damit der Flacheninhalt gleich bleibt.”

Aufgaben

In den Aufgaben 1 bis 4 ist jeweils eine Tabelle gegeben. Es wird eine Behauptung auf-
gestellt. AuRere dich zu der Behauptung und zu ihrer Begriindung!

ox o |1 |2 |3 | 4 y ~ x; denn je gréRer x ist,
- v |2 |3 [4 |5 IG desto gréRBer ist auch y.

1
(= 5 denn je groRer s ist,

desto kleiner ist t.
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3f m |8 I LI I i n~—1—; denn je kleiner m ist,
n |30 |24 [18 [12 [ 6 m
desto groRer ist n.
417 w | 8] 7 | & | 4 ]2 v~ u; denn je kleiner u ist,
- | 2 | 17’5' 15 | 10 ] 5 desto kleiner ist auch v.

5.* Stelle fest, ob direkte oder umgekehrte Proportionalitdt besteht!

a)x |10 [30 |60 |70 |e0

bba |1 |2 |3 |4 |5

y 115 |4 [oo | 100120

b Jo [o o [o Jo

6. Ordne den Elementen der Menge M = {1; 2; 3; 4; 6}
jeweils ein Element der Menge N = {24; 36; 18; 48; 12; 72} so zu, daB

a) direkte Proportionalitat

b) umgekehrte Proportionalitét entsteht!

743 a) Esgilt s=5-t also s ~ t. Gib die Gleichung fiir t ~ s an!

b) Es gilt v=20- lt also v~l!4 Gib die Gleichung fiir t~—37 an!

c) Es gilt a=0,2" b, also a ~ b. Gib die Gleichung fir b ~ a an!

Zusammenfassung

Direkte Proportionalitdt
Beispiel:

5 25
1 |2 J3 |3,5|10|T

a

Umgekehrte Proportionalitat
Beispiel

X %|1 Iz |5 |7,5|1o

75

b |6 |12 18|21|60

b ergibt sich aus a durch Multiplikation mit k
{k+0)
b=k-a.

a ergibt sich aus b durch Multiplikation mit%
1
a=4" b.

Die Quotienten einander zugeordneter Zah-
len sind alle gleich dem Proportionalitétsfak-

torkbzw,lk.
b a_ 1
;—k e b~aund a~b

Je gréBer a ist, desto groBer ist b.

Wird a verdoppelt, verdreifacht usw., so
wird auch b verdoppelt, verdreifacht usw.
Wird a halbiert, gedrittelt usw., so wird auch
b halbiert, gedrittelt usw.

9

4,5 5

1,2 109

y | 18 | 9
y ergibt sich aus dem Reziproken von x
durch Multiplikation mit k (k + 0)

1
y—k-;.

x ergibt sich aus dem Reziproken von y
durch Multiplikation mit k

x=k- l
Die Produkte einander zugeordneter
Zahlen sind alle gleich dem
Proportionalitdtsfaktor k.

P 1 1
x y=k y~~ und R
Je groRer x ist, desto kleiner ist y.
Wird x verdoppelt, verdreifacht usw., so
wird y halbiert, gedrittelt usw.

Wird x halbiert, gedrittelt usw., so wird y
verdoppelt, verdreifacht usw.
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b / y
Lk i 18
601 16 +
a5k 1+
12T
A 104
30T 81
201 &1
W
101+
2 —
T —— — L 1.
0O 2 & 6 8 10 12 1 a 0 2 4 6 8 10 x
Alle Punkte liegen auf einer gemeinsamen Alle Punkte liegen auf einer gekrimmten Li-
Geraden, die durch den Koordinatenur- nie.
sprung geht.

11 Verhdltnisse

Der Pik Kommunismus ist 7495 m hoch und
der Fichtelberg 1214 m hoch (7 Bild D 13).
Wir vergleichen die Héhen der beiden Berge
auf zwei verschiedene Arten:

Da 7495 — 1214 = 6281 ist, ist der Pik Kommu-
nismus 6281 m héher als der Fichtelberg. Da
%319—3=6,1 ... =6 ist, ist der Pik Kommunis-
mus etwa sechsmal so hoch wie der Fichtel-
berg.

Den Quotienten %% bzw. 7495 : 1214 (lies:
7495 zu 1214) nennen wir das Verhdltnis der
Zahlen 7495 und 1214. Man sagt auch: Die
Héhe des Pik Kommunismus verhalt sich zur
Hohe des Fichtelberges etwa wie 6:1.

Es ist Ublich, Verhdltnisse mit méglichst klei-
nen natirlichen Zahlen anzugeben. Das er-
reichen wir durch zweckmdBiges Kiirzen
bzw. Erweitern. Bild D 13
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= 16

u 17

» 6

a) Wir bilden das Verhaltnis der Zahlen 5,6 und 8,4.
56 _56 _2

5'6:8‘4=§,T s -3°2:3

b) Wir bilden das Verhdaltnis der Zahlen % und %

Der Schall legt in der Luft in 1s etwa 300 m zuriick, das Licht hingegen etwa
300000 km. In welchem Verhltnis stehen die Geschwindigkeiten?
Wir rechnen in gleiche Einheiten um
(z. B. 300 m = 0,3 km) und bilden das Verhltnis

03 3 1
300000 3000000 1000000

=1:1000000

Die beiden Geschwindigkeiten verhalten sich etwa wie 1 zu 1000000.

Manchmal werden auch GréBen mit unterschiedlichen Einheiten zueinander ins Verhélt-

nis gesetzt.
VR Polen CSSR
36900000 15500000
Einwohner Einwohner
313000 km? 128000 km?
Fldche Flache
Bild D 14
= 18 Welches Land ist dichter bewohnt, die VR Polen oder die CSSR (7 Bild D 14)?

Wir vergleichen die Einwohnerzahl und die Flache fir jedes Land, indem wir sie
ins Verhdltnis setzen.

VR Polen CSSR
35900000 ) 15500000 .
313000 18! 128000 121

Das so gebildete Verhdltnis gibt die Bevélkerungsdichte an. Die Bevélkerungs-
dichte ist eine GroBe mit der Einheit Einwohner je Quadratkilometer.

Man sagt auch: Auf jeden Quadratkilometer kommen im Durchschnitt in der VR
Polen 118 Einwohner und in der CSSR 121 Einwohner. Also ist die CSSR etwas
dichter bewohnt.
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Verschiedene Bedeutungen von -

die gebrochene Zaht % (7 8. 37),

der Quotient der Zahlen 3 und 4 (3: 4; 3 dividiert durch 4; 7 S. 72),
dos Verhdltnis der Zahlen 3 und 4 (3:4; 3 zu 4, .~ S. 204).

Auigaben
1. Bilde das Verhdltnis der folgenden Zahlen!

a) 6 und 4 b); und ; c)% und % d) 0,72 und 0,48

2. Gib folgende Verhéltnisse mit méglichst kleinen natiirlichen Zahlen an!

6 b 3:5 3. 1B .
a) 4:6 b)gig ey d) 0,84:0,36
3. In welchem MaBstab ist eine Landkarte angefertigt, wenn fiir Streckenléngen das
Folgende gilt:
I L I
auf der Karte 3cm 4cm l 25¢cm 12 mm
in Wirklichkeit 6 km 100 m 500 m 12 km

4. Eine Karte ist im MaBstab 1:10000 angefertigt.
a) Wie lang sind in Wirklichkeit Strecken, die auf der Karte 15 mm (2,3 cm; 15 cm)
lang sind? .
b) Wie lang sind Strecken auf der Karte, die in Wirklichkeit 300 m (4 km; 1,9 km;
10 m) lang sind?

5: Nach einer Altstoffscmmlung wird abgerechnet.

Klasse 6a 6b 7a 7b
Betrag in M 112,50 100,80 100 108
Anzahl der Schiiler 25 24 20 27

Welche Klasse hat das beste Ergebnis?

6. Die DDR hat eine Fldche von 108000 km?. Hier leben 16600000 Menschen. Ver-
gleiche fiir die DDR, die CSSR und die VR Polen die Bevélkerungsdichte (. Bei-
spiel D 18, S. 205)!

12 Verhdltnisgleichungen

Durch die folgende Tabelle ist eine direkte Proportionalitdt gegeben. Es gilt b~ a.

15 [ 375 | 7.2 Wir wollen die unleserliche Zahl e ermitteln,
5l 5 9,6 indem wir Verhdltnisse bilden.
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Da direkte Proportionalitdt vorliegt, missen alle Verhaltnisse % gleich sein.

So muB zum Beispiel
X 5 . . . X e
15°375 oder in anderer Schreibweise x:15=5:375

gelten. Wir lesen: x (verhdlt sich) zu 1,5 wie 5 zu 3,75.

Eine solche Gleichung wird Verhdiltnisgleichung (oder Proportion) genannt.

5 .96 ... PR .
37572 ist eine Verhdltnisgleichung ohne Variable.

Um die Gleichung
X 5 . v
ﬁ——ﬁ bzw. x: 1,5—5-3,75
zu lésen, brauchen wir keine neuen Regeln zu lernen, sondern nur unser Wissen uber
Gleichungen anzuwenden. (7 Beispiel D 8, S. 187). Daher rechnen wir

X 5
i5°-375 I- 1.5
_5-15
3,75
x=2
Probe:
2l 8
15 @75 Durch Erweitern kann man immer erreichen,
2-5 5-2 5 . :
= daB gleiche Zdhler oder gleiche Nenner
155 375-2
entstehen.
10 . A0 kg
75 75

® 16 Begriinde, warum die Gleichung 6 : x = 18 : 3 von der Form %= bist! Gib aund b

an! Welche Lésung hat die Gleichung?

m 19 Wir lésen die Verhdltnisgleichung % : %=2: X,
Es handelt sich um eine Gleichung der Form ,E’(,:.b' wobei a=% und
_20 .4 .. i
b= 33 5 ist. Es ergibt sich:
5=%:x l-x (x*0)
5 x=% 1:5
el
7
Probe: Nebenrechnung:
20,4 51 o, 2.4 203 . 5157 .
3°'3 77 _ 3°3 3 4 72720



208 D Proportionalitét und Verhdltnisgleichungen (E13

Aufgaben
1. Priife, ob die folgenden Verhéltnisgleichungen wahre Aussagen sind!
G242 2.3 1.3 1333 1.1 1.1
16 14 3°2 5710 0,11 0,1 35 56

Entscheide, ob die folgenden Verhéltnisgleichungen von der Form a - x = b oder von der

Form % = b sind! Lose die Verhaltnisgleichungen!

: 8_24 Hos 1 ix=18:
2.1 a)x:15=4:12 b)7_T 9 =75 d)6:x=18:6
3 Q)8:1=2:x b)E:x=—5—:i c)4:9=x:36 d)x:1,2=4,6:2,3
) 8 28 63 PESNDNL
44 a) x:34=15:10,2 b)6,6:44=x:6 c)04:x=96:12
x . 12 03 _ 30 T
500101z O x "W Az 4=

13 Verhdltnisgleichungen bei direkter
und bei umgekehrter Proportionalitét

e 17 Die Zuordnung

a1 |2 |3 |4 s Jo |7 |e

b 130 [60 [90 | 120150 | 180 | 210 | 240

ist eine Proportionalitdt. Es gilt b=30"- a bzw. %= 30. Bilde Verhdltnisgleichun-
gen, die wahre Aussagen sind!

Das Verdoppeln bzw. Halbieren von a im Auftrag D 17 hat das Verdoppeln bzw. Halbie-
ren von b zur Folge. Daher sind auch die Verhdltnisgleichungen 1:2=130: o bzw.
8:4=240: 120 wahre Aussagen.

3 1
alt |2 |3 |4 |5 o |7 |s

b 130 [eo [eo [120] 150 [ 180 [ 210 [ 240
L1 |

e 18 Bilde auf die gleiche Weise weitere Verhdgltnisgleichungen, die wahre Aussogen
sind!

e 19 Die Zuordnung
x|t ]2 |3 |4 |6 |9 |12 |
vyl T T2 1e [6 [a I3 [1s
ist eine umgekehrte Proportionalitdt. Es gilt x - y = 36.

X,
T

Vergleiche die Verhdgltnisse
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Das Verdoppeln bzw. Halbieren von x im Auftrag D 19 hat das Halbieren bzw. Verdop-
peln von y zur Folge. Daher sind auch die Verhdltnisgleichungen 2 : 4= 9. 13 bzw.
12:6=6: 3 wahre Aussagen.

e 20 Bilde auf die gleiche Weise weitere Verhdltnisgleichungen, die wahre Aussagen
sind!
Aufgaben

i1 Berechne fiir die Zuordnung den Proportionalititsfaktor! Bilde drei Verhdaltnisglei-
chungen, die wahre Aussagen sind!

a) x | 639 |12 La byal|2 |15 |s |3
y 18|52 [16 |4 b3 | |10 |2
11 25
or|2f3s |5 I 8 dul2 |4 | 5 LT
s |7 % 19,25 Ize v |25 | 125 l 10 |4

2; a) Gilt y ~ x oder y~%?

x |09 |18 |27 |36
y {16 {32 |48 |64

b) Bilde gleiche Verhdltnisse!

14 Anwendungen zur direkten
und zur umgekehrten Proportionalitdt

Bei Anwendungen werden wir kiinftig zwei Fdlle unterscheiden.

(1) Wir miissen einen Sachverhalt daraufhin Gberpriifen, ob direkte oder umgekehrte
Proportionalitét vorliegt (7 Beispiele D 20 und D 21).

(2) Wir wissen bereits, daR bei dem betreffenden Sachverhalt direkte oder umgekehrte
Proportionalitét vorliegt (-~ Beispiele D 23 und D 24), oder wir nehmen es zur Vereinfa-
chung an (7 Beispiel D 22).

= 20 Bei einem Versuch wurde eine Schraubenfeder aus Stahl unterschiedlich belastet.
Es ergab sich folgende Tabelle:
Belosiung Finn ] 05 | 1,0 |15 |20 |30 |40

Verlangerung s

l 15 l 3,0 l 46 | 6.1 Ig,o l 13,1

14 [000608]
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m 21

.22

e 21
=23

Wir priifen, ob Proportionalitét vorliegt. Dazu werden die Verhdéltnisse % fur zu-

sammengehdrige MeBwerte gebildet:

15 _ 15 _ 30 _ 46 _46 _
055 30 9730 35 =35 =¥
61_61_,,  90_ 131 _ 131 _
20203 30730 40 ~ap 33

(Die Verhdltnisse sind als Naherungswerte mit zwei Ziffern angegeben.)
Fir die MeRwerte bis 3,0 N ergibt sich Proportionalitét. Der Proportionalitétsfaktor

ist etwa 3%. Mit 4,0 N wurde die Feder offensichtlich lberlastet, die Feder

dehnte sich viel starker aus.

Nun gehért im Bereich von 0,5 N bis 3,0 N zu jeder Belastung F eine Verléngerung
s, und wir erhalten s ~ F oder auch s=3 % Fi

Dieses Ergebnis ist natiirlich nicht durch die wenigen Messungen bewiesen, son-
dern die Messungen bestdtigen eine durch viele Experimente gefundene Gesetz-
maRigkeit. ’

Wir untersuchen Rechtecke mit dem Flacheninhalt A = 144 cm?. Welcher Zusam-
menhang besteht zwischen den Seitenldngen a und b?

Wir wissen: a- b=A, also a- b =144 cm?,

Das Produkt der Seitenléngen aller Rechtecke mit dem Fldcheninhalt A = 144 cm?

istimmer gleich. Es liegt also umgekehrte Proportionalitét vor: b ~ —:; und a ~ %

Ein PKW féhrt eine langere Strecke auf der Autobahn. Seine Geschwindigkeit ist
nahezu konstant und betrdgt 90 kTm Welche Strecke féhrt der PKW in 20 Minu-

ten? (Es ist hier sinnvoll, die Zahlen als Ndherungswerte mit zwei zuverldssigen
Ziffern aufzufassen.)

Zu jedem Zeitpunkt t der Fahrzeit hat der PKW eine ganz bestimmte Strecke s zu-
riickgelegt.

Wir sagen: Der Fahrzeit t ist die Fahrstrecke s zugeordnet.

Da wir gleichbleibende Geschwindigkeit voraussetzen, besteht Proportionalitét
zwischen sund t, also s ~ t.

Der Proportionalitétsfaktor ist 90 kTm Damit gilt s =90 —ka— t.

Fiir t=20 min = —;— h ergibt sich wegen 90 - % = 30 fiir den Weg s = 30 km.
In 20 Minuten féhrt der PKW ungeféhr 30 km.
Uberlege dir, warum die Umrechnung (von min in h) im Beispiel D 22 wichtig ist!

Eine Schraubenfeder aus Stahl wurde mit 2,0 N belastet. Die Verlangerung betrug
8,0 cm. Welche Verltingerung bewirkt eine Kraft von 1,3 N?

Ansatz: Belastung Fin N B,O | 1.3

Verlangerung s in cm I 8,0 | X
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7

Es liegt Proportionalitdt zwischen der Belastung F und der Verléngerung s vor

(-~ Beispiel D 20). Also sind alle Quotienten % gleich. Daher gilt:

Losung: g:—g = % |*1.3 Uberschlag: % der Belastung er-
8,0 N wy 3 .
20 1.3=x gibt y der Verldngerung.
x=5,2 52=6 x= 6cm.

Antwortsatz: Die Belastung von 1,3 N bewirkt bei dieser Schraubenfeder eine Ver-
laéngerung von 5,2 cm.

Wir hétten aus der Tabelle auch andere Verhéltnisgleichungen aufstellen kénnen, die
zum Ergebnis fiihren. Zum Beispiel:

13 X e 8020 . x 80
20 80 13 13 20"
a) Uberlege, welche Verhdltnisgleichung sich besonders einfach umformen
l6Rt!
! - . T 1,3 _80 e
b) Begriinde, warum die Verhdaltnisgleichung 20 & nicht zum Ergebnis fiihrt!
Ein Radfahrer legt bei der Durchschnittsgeschwindigkeit von 15kTm die Entfer-

nung zwischen zwei Stddten in 5 h zuriick. Wieviel Stunden benétigt ein anderer
Radfahrer fiir diese Strecke, wenn er mit der Durchschnittsgeschwindigkeit

zo"T’“ fahrt?

Hier besteht zwischen der Geschwindigkeit v und der bendtigten Zeit t umge-
kehrte Proportionalitdt (7 LE 9, S. 199).

h 15

Ansatz: Geschwindigkeit v in 20

[ x

Uberschlag: Die Geschwindigkeit wird auf das

Zeit tin h

[s

ifuche erhoht. Also wird nur etwa

3
das —i—fuche der Zeit benotigt.
3
7" 5=4
Wegen der umgekehrten Proportionalitét sind alle Produkte v - ¢ gleich.
Losung: 15:5=20"x |:20
15-5 Sy
20
15 15
=7 T

Antwortsatz: Der schnellere Radfahrer benétigt fiir diese Strecke nur 3 % h.
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Die Aufgabe kann auch mit einer Verhdltnisgleichung gelést werden.

15:20=x:5 [-5
15-5
50

_15

*=

Auch die Verhdltnisgleichungen 5: x=20:15, x:5=15:20 und 20:15=5:x
fihren zum Ergebnis.

@ 23 Warum fiihrt die Verhaltnisgleichung x : 5=20: 15 im Beispiel D 24 nicht zum Er-
gebnis?

Das Rechnen mit Verhéltnisgleichungen hat eine lange Geschichte. So losten Kaufleute
im Mittelalter die Aufgabe

ich hon kaufft .xv. ayer vmb .xij. pfenning was kosten .x. ayer (Ich habe 15 Eier fir
12 Pfennig gekauft. Was kosten 10 Eier?)

nach der Regel:

.Setz hinden das du wissen wilt, das ihm am Namen gleich setz forn vnd das ein ander
Ding bedeut, setz mitten. Darnach multiplicir das hinden steht mit dem mittlern, was
kompt, teile in das fdrder, so hastu berichtung der frag vnd am namen gleich dem mitt-
lern wie hie.” (Aus einem Rechenbuch von Adam Ries [1492—-1559])

® 24 a) Lose die Aufgabe mit einer Verhdltnisgleichung!
b) Versuche die Aufgabe mit der angegebenen Regel zu lGsen!
Aufgaben

1 Ein Automat stellt Werkstiicke her. Zwischen der Arbeitszeit und der Anzahl der
produzierten Werkstilicke besteht direkte Proportionalitdt. Der Proportionalitéts-
faktor ist a) 43 Stiick pro Stunde, b) 47 Stiick pro Stunde.

Wieviel Werkstiicke werden in 3; 8; 7,5; 15; 24 Stunden produziert?

2. Ein PKW fdhrt von einem Ort zu einem anderen Ort mit einer durchschnittlichen

kTm‘ Er benotigt fiir die Fahrt 3 h. Ein LKW, der im Durch-

fahrt, bendtigt fur die gleiche Strecke 4,5 h.

Geschwindigkeit von 60

km
h
a) Sind Fahrzeit und Geschwindigkeit (direkt oder umgekehrt) proportional zuein-
ander?
b) Wie groR ist die Entfernung zwischen diesen beiden Orten?

schnitt nur 40

3.*  Gegeben seien gleichschenklige Dreiecke ABC mit a = b. Der Winkel y betrage
30° bzw. 40° bzw. 50°.
a) Berechne fiir jedes Dreieck den Winkel !
b) Untersuche, ob die GréRe des Winkels o direkt oder umgekehrt proportional ist
zur GréRe des Winkels y!

4, Peter hat drei Glaswiirfel mit den Kantenténgen 2 cm, 3 cm und 4 cm. Er will un-
tersuchen, ob zwischen der Masse dieser Wiirfel und ihren Kantenldngen Propor-
tionalitdt besteht. Als Massen ermittelt er 20 g, 67,5 g und 160 g. Zu welchem Er-
gebnis wird Peter kommen?
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5. 55 kWh Elektroenergie kosten 4,40 M. Wieviel Mark kosten 85 kWh?

6. Fur 800 Hefte bendtigt man 68,8 kg Papier.
a) Wieviel Kilogramm Papier werden fiir 1200 Hefte verbraucht?
b) Wieviel Kilogramm Papier werden gespart, wenn eine Schule 300 Hefte weni-
ger verbraucht?

7 Ein Demonstrationszug zum 1. Mai habe eine Lénge von 120 m, wenn die Teilneh-
mer in Zwolferreihen marschieren. Wie lang wdére der Zug, wenn die Teilnehmer
a) in Sechserreihen, b) in Zehnerreihen, c) in Reihen zu 18 und d) in Dreierreihen
marschieren wiirden?

8. Peter ist 12 Jahre alt, seine Schwester Ute schon 24 Jahre, also doppelt so alt.
a) Wie alt waren beide vor 6 Jahren? Wievielmal so alt wie Peter war Ute da-
mals?
b) Ist das Alter von Ute proportional zu Peters Alter?

9. Im Klassenschrank lag urspriinglich ein Vorrat von 50 Heften. Je nach Bedarf wur-
den davon Hefte an Schiiler ausgegeben.

Anzahl der Hefte im Schrank | 45 | 40 | 30 | 26 | 21 | 15 | 10

Anzahl der ausgegebenen Hefte ] 5 |10 |20 |24 |29 |35 |40
Liegt hier direkte oder umgekehrte Proportionalitét vor?

10. Viele Zweitaktmotoren bendtigen ein Gemisch aus Benzin und Ol im Verhéltnis
50:1. :
a) Wieviel Liter Benzin missen mit 1,5 | Ol gemischt werden?
b) Wieviel Liter Ol miissen mit 120 | Benzin gemischt werden?
c) Beantworte die Fragen a) und b) fiir den Fall, daB ein Zweitaktmotor ein Ge-
misch aus Benzin und Ol im Verhéltnis 33:1 erfordert!

11. 5 Schiiler graben im Schulgarten 12. 4 Schiler graben die Hdlfte des

ein Versuchsfeld in 12 Stunden um. Schulgartens in insgesamt

In welcher Zeit schaffen diese Ar- 18 Stunden um. Die andere

beit bei gleicher Durchschnittslei- Hélfte des Gartens soll in

stung a)8h, b)9h,

a) 6 Schiiler, b) 10 Schiiler, c)6h, d)10h

c) 4 Schiiler, d) 8 Schiiler, umgegraben sein. Wieviel Schii-
e) 50 Schiiler? ler missen bei gleicher Durch-

schnittsleistung graben?
13.  In welcher Zeit durchféhrt ein Radfahrer mit einer durchschnittlichen Geschwin-
digkeit von
a) 12 kTm’ b) 15 kTm c) 20 kTm eine Strecke von 11 km?
14.  Welche Strecke legt ein FuBgdnger bei einer Durchschnittsgeschwindigkeit von
km km km 1
a) 3—h—, b)ST’ c) 2,5T|n3 2
15.  Die Kassiererin sagt zu Peter: ,Wenn du mir 20 Pfennig gibst, erhdltst du 1 Mark
zuriick!”. Wieviel erhdlt Peter von der Kassiererin, wenn er ihr 40 Pfennig gibt?

h zuriick?
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Lose die folgenden Gleichungen!

1.4

21

8 e T 06 _
a)3:-x=69 d)9:-b= 2 g)5 k—10 k) 7 =0,25
X S s e i
b) 7 45 €)357-x=0 h)05-w=48 |) 7.62 10,5
6_ 36_5 _ LI
O5=3% f)S=3 ) 23-x=184 m-z=o
B 47 _ 3_7
(:I)2 : 1,8 d) = 1,25 g)24=3-t k) c ey
11 5 5
b)0-x=134 e ix=7g hlz-b=051 056=2-t
8 4
LA 3 7.3
€ g=3x ) =016 i) =35 m)45.0=54
0. 1
a)5,99:0=0"-x d) 0,54=0,21:t g)7=7
_ i_ 3.5,
b)4-t=215-15 e h>=o42
c) 13,5+2,5=% f) 24-x=12-35 1) 18+2-x=16

Priife, ob die folgenden Gleichungen natirliche Zahlen als Lésungen haben! Be-
griinde deine Entscheidungen, ohne die Gleichungen zu lésen!

a)2-a=4a577 d)- B2 362“3 =3 g)az—f,“=9 K) 12-z=53436
b2 0-4576 e 4 x=6728 )L _g ) SZB6_4
5238 56274

o =5=4 ) 3-x=4524 i) 10-x=2358 m)>_—=12

Herrn Meiers PKW verbraucht auf einer Fahrt von 100 km im Durchschnitt 8,5 |
Benzin. Wieviel Benzin benétigt der PKW bei diesem durchschnittlichen Ver-
brauch auf einer Fahrt von a) 140 km, b) 370 km, ¢) 200 km?

Ein Md&hdrescher vom Typ E 512 mdéht eine Flache von 3 ha in 2% h.

a) Welche Flache méht er im Durchschnitt in 1 h?

b) Wie lange braucht er, um eine Flache von 1 ha zu mdhen?

Ein Hektar Zuckerriiben braucht in der Wachstumszeit mindestens 4000000 | Was-
ser. Wieviel Liter Wasser je Quadratmeter sind das?

Ein Gestiit ist mit 63 Pferden besetzt, sein Futtervorrat reicht fiir 72 Tage. 9 Pferde
werden verkauft. Wie lange reicht jetzt das Futter?
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Aus 20 | Milch L&Bt sich 1,1 kg Butter erzeugen.
a) Wieviel Kilogramm Butter kann man aus 7,8 hl Milch erzeugen?
b) Wieviel Liter Milch bendtigt man, um 3 kg Butter zu erzeugen?

Eine Brigade von 9 Monteuren 11.  Mit 12 gleichartigen Drehmaschi-
hatte Maschinen aufzustellen. Sie nen kann eine Serie von Kleinma-
erfillte diesen Auftrag in 45 h. schinenteilen in 22 h gefertigt wer-
a) In welcher Zeit kann der Auftrag den.
bei gleicher Durchschnittslei- a) Wieviel Stunden dauert die Ferti-
stung von 15 Monteuren erledigt gung, wenn 2 Drehmaschinen
werden? wegen notwendiger Reparaturen
b) Welche Zeit wiirden bei gleicher fiir diesen Auftrag ausfallen?
Durchschnittsleistung 7 Mon- b) Um wieviel Stunden verschiebt
teure dafiir benétigen? sich der AbschluB der Fertigung?

Ein Rechteck mit der Seite b =1,2cm hat den Flacheninhalt A =540 mm?2. Wie
lang ist die Seite a?

Zwischen der Lénge von senkrecht in der Erde stehenden Sttiben und der jeweili-
gen Ldnge ihres Schattens besteht bei gleichem Sonnenstand direkte Proportiona-
litét. Eine 3 m hohe Stange wirft um 10 Uhr einen 4 m langen Schatten. Wie hoch
ist ein Baum, dessen Schatten zur gleichen Zeit

a) 16 m, b) 21 m lang ist?

Eine Douglasie kann bis 800 Jahre alt, bis 100 m hoch und bis 4 m dick werden.
Sie ist schlagreif mit etwa 80 Jahren bei 30 m Hohe. Besteht Proportionalitdt zwi-
schen dem Alter und der Hohe von Douglasien?

Das Bild D 15 stellt das von einem E 255 D
Lieferwagen zu befahrende Gebiet 6,25
dar; der Anfangspunkt ist A. 6,25
Der Lieferwagen féhrt an den einzel-
nen Wochentagen folgende Routen:

MaBangaben

Montag: A-G-B-A ke

Dienstag: A-G-E-D-B-A 380
Mittwoch: A-G-F-C-B-A
Donnerstag:A-B-C—-B-A
Freitag: A-G-E-D-B-G-A

EIB

a) Berechne die Léngen der Liefer- Al
wege an den einzelnen Wochen-
tagen und fiir die gesamte Wo-
che!

b) Der Lieferwagen verbraucht auf einer Strecke von 100 km durchschnittlich 20 |
Kraftstoff. Berechne den Kraftstoffverbrauch fiir die einzelnen Wochentage
und fiir die gesamte Woche! :

c) Die Strecke DB kann in anndhernd gleichférmiger Bewegung zuriickgelegt
werden. Die Fahrzeit betragt 15 min. Wie groR ist die Geschwindigkeit?

Bild D 15
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¢16.

g8

9.

20

21.

22

23

26

272.*

Scherzaufgabe aus einem alten Rechenbuch: % Huhner legen in %Tugen % Eier.

Wieviel Eier legen 3 Hiihner in 3 Tagen?

Stelle die Zuordnung (Volumen; Masse) fiir Kérper aus Aluminium (g =27 g 3)
in einem Koordinatensystem dar! om
a) Lies fiir V=3 cm3und V =5,5 cm?® die jeweilige Masse m ab!

b) Lies fiir m =10 g und m =50 g das jeweilige Volumen V ab!

In einen Teich werden Seerosen eingepflanzt, die sich so schnell vermehren, da
die von ihnen bedeckte Flidche sich jedes Jahr verdoppelt. Nach 5 Jahren ist nur
noch die Hélfte des Teichs frei. Nach wieviel Jahren ist der Teich ganz mit Seero-
sen bedeckt?

In einen mit siedendem Wasser gefiillten Topf werden 8 Eier gelegt. Sie sind nach
6 min hart gekocht. Wie lange wiirde es dauern, bis 2 Eier hart gekocht sind?

Macht mein Vater 20 Schritte, ist er eine Strecke von 16 m gegangen. Mache ich
10 Schritte, lege ich einen Weg von 6 m zuriick. Um wieviel ist ein Schritt von mir
kirzer als einer meines Vaters?

Wasser von 20°C wird in einem offenen Topf erhitzt. Nach 4 min ist die Tempera-
tur auf 60°C gestiegen. Welche Temperatur hat das Wasser (bei gleichméRigem
Erhitzen) nach insgesamt 6 min und nach 12 min?

Aus 5 dt Leinsamen kénnen 165 kg Ol gewonnen werden.
a) Ermittle die erforderliche Leinsamenmenge fiir 3 dt Ol
b) Wieviel Kilogramm Ol kénnen aus 2 dt Leinsamen gewonnen werden?

Ein Arbeiter erhdlt einen Zeitlohn 24.  Ein Autorennfahrer fahrt eine
von 5,70 M je Stunde. Wie hoch ist
sein Lohn fir eine 40stiindige Ar-
beit? Wie lange hat er fir 23,00 M viel Kilometer hat er nach 2 h etwa
gearbeitet? zuriickgelegt? Ermittle die durch-
schnittliche Fahrzeit fiir 450 m!

Strecke von 400 km in 2 —;— h. Wie-

Ein Verkehrsflugzeug mit Kolbenmotoren legt 500 km in 1 % h zurtick. Das sowjeti-
sche Diisenverkehrsflugzeug TU 134 benétigt fiir die gleiche Strecke 40 min. Er-
mittle fir jedes der beiden Flugzeuge die Flugzeit fir folgende Strecken!

a) 300 km b) 600 km ¢) 1000 km d) 500 km e) 800 km f) 900 km

Fiir den 3 km langen Weg zur Stadt benétigen zwei Schuler% h. Wie lange bens-

tigen 3 Schiiler fur denselben Weg?

Von fiinf Pflaumenb&umen wurden rund 250 kg Pflaumen geerntet. Aus —:— dieser
Menge wurde Pflaumenmus gekocht. Das Gewicht des Pflaumenmuses betrdgt
1—30 des Gewichts der frischen Pflaumen. Wieviel Kilogramm Pflaumenmus wur-

den eingekocht?
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

Im Bild D 16 ist dargestellt HE
wie sich heiBes Wasser ab- = HH
kihlt. X

a) Welche Temperatur 9 hat
das Wasser nach 1 min
(2 % min; 5 min)?

b) Nach welcher Zeitt hat
das Wasser eine Tempera-
tur von 75°C (60°C; 45°C)?

c) Besteht bei der Abkihlung i
von Wasser indirekte Pro- i
portionalitét zwischen Tem-
peratur und Zeit?
Begriinde! it

TR

osnns

F

e

Bild D 16

H
+
e
H

HHT '
T

EHHE

Ein Schiiler geht 10 Jahre zur Schule, bis er seine AbschluRpriifung machen kann.
In dieser Zeit wird er von insgesamt 20 Lehrern unterrichtet. Wie lange miiBte er
zur Schule gehen, um von 100 Lehrern unterrichtet zu werden?

Welchen Hohenunterschied iiberwindet eine Treppe, deren Stufen eine Héhe von
15 cm und eine Breite von 35 cm haben, bei einer waagerechten Entfernung von
2,45 m?

Fir das Weg-Zeit-Diagramm eines Verkehrsflugzeuges (v =750 kTm> steht eine

halbe Heftseite A 5 zur Verfiigung. Es sollen Flugzeiten bis zu 8 h und Flugstrecken

bis zu 6000 km beriicksichtigt werden.

a) Berechne eine sinnvolle Einteilung auf den Koordinatenachsen!

b) Stelle die Paare (1 h; 750 km), (2 h; 1500 km), (4 h; 3000 km), (5 h; 3750 km)
und (8 h; 6000 km) in einem Koordinatensystern dar!

Fiille die Tabelle aus! Dabei gilta) y=7,5-x b) y=200" %

e qw s |
y I T To To]s0

Ein Bécker wiirde bei einem téglichen Verbrauch von 170 kg Mehl mit seinem Vor-
rat 17 Tage auskommen. Wie lange kommt er mit demselben Vorrat aus, wenn er
190 kg taglich verbraucht?

Lege die Angaben aus Aufgabe 25 zugrunde und berechne, welche Strecke jedes
Flugzeug in folgenden Flugstunden zuriicklegt!
a)3h b)5h ¢)8h d)2h e)4h f)6h
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35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

Ein Radfahrer legt in einer Stunde 18 km zuriick, ein PKW viermal soviel und ein
Schnellzug in einer Minute 1,5 km. Welche Strecke wird jeweils in vier Stunden
zuriickgelegt?

Gib sechs Rechtecke mit den Seiten @ und b an, die den Fldcheninhalt A = 18 m?
haben! Welche Beziehung besteht zwischen a und b?
Formuliere diese Beziehung in Form einer Gleichung!

Ein LKW mit einer Ladeféhigkeit von 10 t soll beladen werden. Auf den bereitste-
henden Kisten sind folgende Angaben zu lesen: 2,6 dt auf vier Kisten; 75 kg auf
fiinf Kisten; 1,2 t auf zwei Kisten; 190 kg auf 30 Kisten. Kénnen alle diese Kisten auf
einmal transportiert werden?

Ein Wanderer macht 4500 Schritte. Wie lang ist der zuriickgelegte Weg, wenn
seine Schrittlénge rund 75 cm betrégt?

Wie viele Schritte muR ein Schiiler der 6. Klasse machen, um die gleiche Strecke
zuriickzulegen, wenn seine Schrittldnge rund 50 cm betragt?

1 kg Mehl ergibt 1% kg Brot.

a) Wieviel Kilogramm Brot kann man aus 63 kg Mehl backen?
b) Wie viele Brote sind das, wenn ein Brot 1,5 kg wiegt?

Auf einer Baustelle arbeiten vier Maurer. Nach ihrem Alter befragt, antwortet ei-
ner: ,Wir sind alle vier verschieden alt. Zusammen sind wir 129 Jahre alt. Drei von
uns haben eine Quadratzahl von Jahren hinter sich, ebenso hatten drei von uns
vor 15 Jahren als Alter eine Quadratzahl.” Wie alt war jeder der Maurer, als die
Frage gestellt wurde?

Zu einem Gericht Rotkohl werden fir drei Personen benétigt:
—3— kg Rotkohl, L | Wasser, % | Weinessig, 20 g Zucker, 100 g Schmalz, 5 g Salz,

3 Nelken, eine Zwiebel und zwei Apfel.

Es soll a) fiir eine Person, b) fir sechs Personen, c) fiir zehn Personen gekocht wer-
den.

Wieviel benétigt man in jedem Fall von den einzelnen Zutaten?
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